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Дэвиду,
Ривке и Бенни

ПРЕДИСЛОВИЕ

. . . составлять много книг—конца не будет, и
много читать—утомительно для тела.

ЕККЛЕЗИАСТ (ПРОПОВЕДНИК) 12, 12

Теперь, после публикации томов 3 и 4, мы закончили изло-
жение того материала, который, по нашим замыслам во время
публикации первого тома, составлял «том 2». Сначала мы обе-
щали издателю, что все тома будут закончены в течение девяти
месяцев после представления первого. Увы! Теперь мы приводим
содержание следующих томов (см. ниже), но опасаемся делать
какие-либо предсказания.

Т. Като и Р. Лавин прочитали соответственно гл. XII и XIII
и сообщили нам свои критические замечания. В этом нам сильно
повезло. Кроме того, мы получили ценные замечания от Д. Аврона,
П. Дейфта, А. Эпштейна, Ж- Жинибра, И. Хербста и Е. Трубо-
вица. Мы благодарим их, а также всех других, чьи замечания
помогли улучшить эту книгу.

Мы хотим также поблагодарить:
Д. Аврона, Г. Баттла, К. Бернинга, П. Дейфта, Г. Хаге-

дорна, Е. Харрела II, Л. Смита и А. Сокола за чтение кор-
ректур;

Г. Андерсон, Ф. Армстронг и Б. Фаррел за перепечатку руко-
писи;

Национальный научный фонд, Исследовательский совет Уни-
верситета Дьюка и Фонд Альфреда П. Слоуна за финансовую
поддержку;

издательство «Академик пресс», без заботы и помощи кото-
рого эти тома не увидели бы света;

Марту и Джеки за ободрение и понимание.





ВВЕДЕНИЕ

11 librc delta natura 6 scritto in lingua matema-
пса.

GALILEO GALILEI

Книга природы написана языком математики.

ГАЛИЛЕО ГАЛИЛЕЯ

Первым шагом в математическом прояснении любой физиче-
ской теории должно быть доказательство существования решений
ее основных динамических и кинематических уравнений. После
того как это сделано, надо определить общие качественные черты
этих решений, а также подробно изучить конкретные частные
системы, интересные для физики.

Рассмотрев общий вопрос о существовании решений динами-
ческих задач в гл. X, мы в этом томе и примыкающем к нему
т. 3, посвященном теории рассеяния, предлагаем методы изуче-
ния общих качественных характеристик этих решений. Мы зани-
маемся в основном гамильтонианами нерелятивистской квантовой
механики, хотя рассматриваем также и другие системы. Главной
темой т. 3 является динамика при больших временах, в особен-
ности «асимптотически свободные» решения. В этом томе в основ-
ном рассматриваются пять родов спектров, определенных в § VI 1.2
и VI 1.3: существенный спектр a e s s ; дискретный спектр a d l s c ; абсо-
лютно непрерывный спектр о а с; чисто точечный спектр ovv и
сингулярный спектр a s i n g . Оказывается, исследование абсолютно
непрерывного спектра и задача доказательства того, что сингу-
лярный спектр пуст, тесно связаны с теорией рассеяния. Поэтому
разделение материала между томами 3 и 4 несколько искусст-
венно.

В этих томах конкретные системы обычно привлекаются для
иллюстрации применения общих математических методов, но
летальный анализ отдельных систем не заходит слишком далеко.
Специалисты по математической физике, к сожалению, пренебре-
гают подробным изучением конкретных систем. Но в области
конкретных систем есть много интересных нерешенных задач
даже в случае чисто кулоновой модели в атомной физике. Так,
например, еще не доказано, что Н~~ не имеет связанных состоя-
ний, хотя аналогичная классическая система с одним положи-
тельным и тремя отрицательными зарядами обладает тем свойст-



8 Введение

вом, что ее энергия понижается при удалении одного из элект-
ронов на бесконечность. Более того, до сих пор строго не
доказано, что энергия, нужная для удаления из атома первого
электрона, меньше, чем энергия, нужная для удаления вто-
рого, несмотря на то, что это «физически очевидно». Мы наде-
емся, что, собрав в томах 2, 3 и 4 общие математические ме-
тоды, мы сделали анализ отдельных систем более простым и
привлекательным.

Обычно физики считают, что нерелятивистская квантовая меха-
ника—это область, в которой качественная структура, особенно
на том уровне, на каком она трактуется здесь, понята до конца.
По этой причине заметная часть физиков-теоретиков будет отно-
ситься к этим томам как к упражнениям в чистой математике.
Нам же, напротив, этот материал кажется неотъемлемой частью
современной квантовой теории. Для примера укажем пробле-
му доказательства отсутствия сингулярного спектра и доказа-
тельства асимптотической полноты для чисто кулоновой модели
в атомной физике. Первая решена положительно Балслевом и
Комбом в 1970 г., вторая остается открытой. Многие физики
стали бы решать эти задачи по методу Голдбергера: «Проведем
доказательство от противного. Допустим, что условие асимпто-
тической полноты не справедливо. Да, но это же абсурд! Что и
требовалось доказать». Или более точно: если бы не было асимпто-
тической полноты, то разве мы не обнаружили бы какие-то стран-
ные явления в атомной и молекулярной физике?

Так как физика — это первично экспериментальная наука, то
не следует с порога отвергать такое рассуждение, да признаемся,
что и нам самим представляется в высшей степени невероятным,
чтобы для атомных систем не выполнялось условие асимптоти-
ческой полноты. Но все-таки, по нашему мнению, теоретическая
физика должна быть наукой, а не искусством, и, наконец, нельзя
до конца понять физический факт, пока его не удается вывести
из основных принципов. Кроме того, решение таких математи-
ческих задач может привести к новым методам, представляющим
интерес для вычислений (например, рассмотренная Л. Д. Фад-
деевым полнота трехчастичных систем и применение его идей
в ядерной физике), а также внести важные элементы ясности
(например, физическая искусственность «адиабатического вклю-
чения» взаимодействия в нестрогой теории рассеяния и проясняю-
щие работы Кука, Я уха и Като).

То, что мы писали в предисловиях к прежним томам о заме-
чаниях и задачах, справедливо и здесь, но с одним добавлением:
большая часть материала в этом томе почерпнута из текущей
научной литературы, так что многие «задачи» вполне серьезны.
Некоторые из задач «со звездочкой» фактически суммируют со-
держание серьезных научных статей!
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XII. ВОЗМУЩЕНИЕ ТОЧЕЧНЫХ СПЕКТРОВ

В тридцатые годы под расслабляющим влиянием
квантовомеханической теории возмущений мате-
матический уровень физика-теоретика свелся к ру-
диментарному владению латинским и греческим
алфавитами.

РЕС ИОСТ

В этой главе мы изучаем следующую общую ситуацию. Опе-
ратор Но имеет собственное значение Ео, которое мы обычно будем
считать лежащим в дискретном спектре. Допустим, что //„ слегка
возмущен, т. е. рассмотрим ffo + $V, где У —некоторый другой
оператор, а Р мало по абсолютной величине. Какие собственные
значения оператора ffo + $V лежат вблизи Ео и как они соотно-
сятся с V? Каковы их свойства как функций от р? Это обычная
ситуация в квантовой механике, где есть формальные ряды для
возмущенных собственных значений. Эти ряды Релея —г Шредин-
гера не специфичны для квантовомеханических операторов, но
существуют для многих возмущений вида /70 + pV. Центральное
ядро этой главы составляет второй раздел, где обсуждается очень
красивая теория регулярных возмущений Като — Реллиха; эта
теория дает простые критерии того, что упомянутые формальные
ряды имеют ненулевой радиус сходимости. Дальше мы обсудим,
что означают ряды теории возмущений, когда они не сходятся
или не соотносятся непосредственно с собственными значениями.

XII. i. Конечномерная теория возмущений

Рассмотрим сначала конечномерные матрицы. Это не только
позволит нам получить явные формулы для этого простейшего
случая, но со временем мы рассмотрим вырожденную теорию
возмущений, сводя ее в существенном к конечномерной задаче.
Кроме того, уже в конечномерном случае появляется одна серьез-
ная трудность, именно: доказательство аналитичности по Р при
наличии вырожденного собственного значения. Напомним, что
Е„ называется вырожденным собственным значением, когда харак-
теристическое уравнение det (//„—%) = 0 для Я о имеет кратный
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корень в точке Х = £о. В дополнении к этому разделу мы при-
ведем обзор теории матриц с вырожденными собственными зна-
чениями и, в частности, обсудим жорданову нормальную форму.

Рассмотрим сначала элементарный пример

Тф) ч; -О-
По нашему определению операторнозначных аналитических функ-
ций в § VI.3, Т ф) есть матричнозначная аналитическая функ-
ция. Чтобы найти ее собственные значения, нужно только решить
вековое, или характеристическое, уравнение det(T(P)—А.) = 0.
Собственные значения суть

Эта задача имеет несколько характерных черт.
(i) Даже при том, что Т ф) есть целая функция от р, собст-

венные значения не обладают этим свойством, но как функции
от р имеют особенности.

(П) Эти особенности не лежат на вещественной оси р, где
Т ф) самосопряжен, но появляются при невещественных р, а
именно при P = ± t . Таким образом, хотя при «физических» зна-
чениях Р особенностей нет, однако ряд теории возмущений, т. е.
ряд Тейлора для Х±ф) в окрестности Р = 0, имеет конечный
радиус сходимости из-за комплексных особенностей.

(Hi) В особых точках р происходит «пересечение уровней»,
т. е. в Р = ± i меньше различных собственных значений, а именно
одно, чем в остальных точках, где их два.

(iv) При особых значениях Р матрица Т ф) не диагонализуема.
В явном виде:

так что матрица Т (i) в базисе <2, 2t>, <1, —j> есть

"О Г

,0 0,

Хотя эта «жорданова аномалия» типична, мы оставим ее обсуж-
дение до Замечаний; см. также задачу 23.

(v) Аналитическое продолжение собственного значения есть
собственное значение.

Далее до конца этого раздела мы будем считать, что Т ф)
есть матричнозначная аналитическая функция в связной обла-
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сти R комплексной плоскости. Заметим, что мы не требуем,
чтобы Т ф)~ была линейна по р. Позднее нам удастся свести беско-
нечномерную линейную задачу теории возмущений к конечно-
мерной, но уже не линейной по р. Таким образом, эта большая
общность окажется принципиально необходимой.

Чтобы найти собственные значения Т ф), нужно решить веко-
вое уравнение

Основная теорема о подобных функциях следующая.

Теорема X/I.1. Пусть F ф, X) = Я.» + ах ф) X"-1 + ... + ап ф) —
полином степени п по X с единичным коэффициентом при стар-
шей степени и всеми остальными коэффициентами, аналитически
зависящими от р. Допустим, что Х = Х0 есть простой корень
F(P e , X). Тогда при р, близком к ро, вблизи Я,о существует в точ-
ности один корень Хф) полинома F ф, X) и Я,(Р) аналитически
зависит от р вблизи Р = Р0.

Доказательство. Это частный случай теоремы о неявной функ-
ции. Поскольку F ф, X) аналитичен вблизи ро и Х,о, можно

л

написать Fф, Х)= 2 (*•—К)т?тФ), причем /,(ро) == F(ро, Я-0) = 0

и Д (Р„) 3= ̂ - (Ро, Хо) Ф 0, так как Я,о — простой корень. Стало

быть, для того чтобы найти решения уравнения F ф, Х) = 0, мы
должны лишь решить эквивалентное уравнение

Поскольку /{(PoJ^O, все коэффициенты ?кф)/?!ф) аналитичны
вблизи Р = Р0. Попытаемся решить это последнее уравнение

оо

с помощью подстановки вида Хф) = Х0+ 2 а * ( Р — Ро)*- Коэффи-

циенты ак можно сосчитать последовательной подстановкой в (1);
например,

(P)J э-э. 1

1 Г М Й "
2 h (Pn) '•

Нетрудно убедиться, что определяемые рекуррентно коэффициенты
а дают степенной ряд с ненулевым радиусом сходимости (задача 1а).
Единственность тоже доказывается довольно просто (задача 1Ь). ]
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Следствие. Пусть Т ф) — матричнозначная функция, аналити-
ческая вблизи р0, и допустим, что Хо — простое собственное зна-
чение Т (Р„). Тогда
(a) при р, близком к ро, Т (Р) имеет в точности одно собственное

значение Хо ф) вблизи Xoi

(b) Хо (Р) есть простое собственное значение, если р близко к |30;
(c) Хо (Р) аналитично вблизи р = ро.

Для кратных корней нужен более сложный анализ, однако
он остается таким же прямым. Основную теорему для этого слу-
чая доказывать мы не будем (доказательство можно найти
в ссылках, которые даются в Замечаниях).

Теорема ХП.2. Пусть F ф , Х) = Х» + ах (Р) Х»~1 + . . . + ап (Р) —
полином степени п по X с единичным коэффициентом при стар-
шей степени и всеми остальными коэффициентами, аналитически
зависящими от р. Допустим, что Д, = Я„ есть корень .F(Pe, X)
кратности т. Тогда для 0 вблизи р 0 существует в точности т
корней (с учетом кратности) вблизи Хо и эти корни суть ветви
одной или нескольких многозначных аналитических функций
в худшем случае с алгебраической точкой ветвления в Р = Ро-
Точнее, существуют положительные целые числа р1з . . . , pk,

такие, что 2/ 7 / = = 7 П > и многозначные аналитические функции

Хг, ..., Xk (не обязательно различные), имеющие сходящиеся ряды
Пюизо (ряды Тейлора по ф — р о ) 1 / р )

так что т корней вблизи Хо задаются pt значениями %f, pa значе-
ниями Х2 и т. д.

Следствие. Если Т ф) — матричнозначная функция, аналити-
ческая вблизи р„, и если Хо — собственное значение Т ф0) алгеб-
раической кратности ш, то для р вблизи ро матрица 7"(Р) имеет
точно m собственных значений (с учетом кратности) вблизи Хо.
Все эти собственные значения суть ветви одной или нескольких
многозначных функций, аналитических вблизи Ро, с особенно-
стями— в худшем случае алгебраическими—в точке ро.

Если А и В самосопряжены, то возмущенные собственные
значения оператора Л + Р В аналитичны в точке Р=«0, даже
когда А имеет вырожденные собственные значения. То, что точки
ветвления, допускаемые предыдущей теоремой, в этом случае не
появляются, есть содержание теоремы Реллиха. Эта теорема и дру-
гая родственная теорема об аналитичности собственных векторов
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в этом случае—очень глубокие результаты конечномерной теории
возмущений/Действительно, пример в начале этого раздела пока-
зывает что точки ветвления могут появиться при невеществен-
ных $ даже и для «самосопряженного случая» Т ф)*=*Т ф).

Теорема XII.3 (теорема Реллиха). Предположим, что Т ф)—
матричнозначная аналитическая функция в области R, содержа-
щей отрезок вещественной оси, и что Т ф) самосопряжена при р"
на вещественной оси. Пусть Я̂  — собственное значение Т (|30)
кратности т. Если Ро вещественно, существуют p < I m различ-
ных функций Xt ф), ...', Хр ф), однозначных и аналитических
в окрестности |30, которые представляют собой все собственные
значения.

Доказательство. Рассмотрим одну из функций X, (р1) из тео-
ремы XII.2:

Главный факт, которым мы воспользуемся, состоит в том, что
каждая ветвь кф) есть собственное значение, так что, в част-
ности, каждая ветвь вещественна при вещественных р" вблизи pV
Поэтому

вещественно и

lira (*.(Р)-Ь,)[Р-

вещественно. Значит, если р Ф 1, то а, = 0. По индукции можно
показать, что а,- = 0, если j/p не иелое число. Следовательно,
Хф) в самом деле аналитична в точке Р = ро. 3

Теперь мы рассмотрим специальный случай #(|3) = # 0 + p V .
Допустим, что Ео — невырожденное собственное значение На.
Из теоремы XII. 1 нам известно, что при малых р" оператор
HQ-[-f>V имеет, единственное собственное значение Еф) вблизи
EQ и что Е ф) аналитична вблизи 0 = 0. Коэффициенты соответ-
ствующего ряда Тейлора называются коэффициентами Релея —
Шредингера, а сам этот ряд Тейлора называется рядом Релея —
Шредингера. Мы можем воспользоваться результатами Дополне-
ния, чтобы найти формулы для коэффициентов. Эти формулы
проще, если На самосопряжен, так что ограничимся этим слу-
чаем. Е ф) есть единственное собственное значение ffo-{-$V вблизи
Ео, так что если j Е — Ей \ < г и е мало, то Е ф) — единственное
собственнее значение //„-f-PV в круге \Е \ | £• — £ „ ) < е}. Из функ-
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ционального исчисления следует, что

есть проектор на собственный вектор с собственным значением
Вф). Мы покажем в теореме XI 1.9, что (//„ + PV — £)~1 анали-
тична по Р вблизи р = 0 . Таким образом, Рф) аналитичен пр. Р
в точке Р = 0. В частности, если Qo есть невозмущенный собст-
венный вектор, то Р ф) Qo Ф 0 при малых р, так как Р ф) й, —
—-i\, когда Р—•О. Так как Рф)п0—ненормированный собст-
венный вектор оператора #(Р), то

р iSX , («о. Н (Р) Р ( Р П Ц F В ( О О , V
C U J ' (Qo,/>(p)Qo) ~ C

Эта формула крайне важна в построении теории возмущений
и играет критическую роль в рассуждениях § 2—4. Действи-
тельно, она показывает, что для того чтобы найти ряд Тейлора
для Е ф), мы должны найти только ряд Тейлора для Р ф). С этой
целью следует найти ряд Тейлора для (//e + pV—Е)~г и проин-
тегрировать его. Но разложение Тейлора для (//0-bPV — £ ) - 1 есть
просто ряд геометрической прогрессии:

Этот ряд не только прост сам по себе, но для него также суще-
ствует простая форма остаточного члена.

Таким образом, ряд Релея—Шредингера для £ (р) имеет вид

где

Из-за контурных интегралов и деления двух степенных рядов
формулы коэффициентов Релея—Шредингера довольно сложны.
Для иллюстрации сосчитаем Еф) до порядка |34. Так как И,
самосопряжен, можно выбрать базис собственных векторов
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Qo, . . . , £2„_, так, что HQt = Ep(. Пусть V/y = (Q,, КЙУ). Тогда

"*. 53 / (
I £-£„1«е

|£-£,-е
1

I E - ' Б . 1-е
п

*• Ш $ (Eo-E)'*]?(Et-E)-*VolVtodE.
|£-£, 1«г 1=0

Член с 1 = 0 в этой последней сумме совершенно отличен от
членов с 1=фО. В самом деле,

J - £ (£с — £)~*d£ = 0,

в то время как

тг"1 Ф (£о—£)~* (£|—E)~1dE — (Et—£0)~*«
1Е-£, |«в

Поэтому
^ V (£ £ )-ау у

Подобным образом,

., Vf/ 1/ / 0 - 2 2 о ( £ , -£ , ) -» V,,V/0 V w

—2 2 (£/-£»>-• v.;V,nv4

2 (Ei-EJ-i {Е,-Еа)-НЕк-Е\)-^нУг Vn , „ r

+ 2 Г(£,-£„)-1(£/-£оГ2 +
+ (£, -^о)- 1 <£,-£„)-'] Voo Vol Vf/ l//u
+ 2 2 (£#-£.)-(£/-£•)-* V.,У*

- 3 2 (Ef-Eo)-*VolViBVto.
i0
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an

Итак, если записать Еф) = Еи-\- £ а„<3", мы сосчитали

^ 0

- 2 (£,-£,)-*vo,
a4=a3—baa0—b2ax

Vf0-+
v/0-

Из этих элементарных, но скучных вычислений можно извлечь
несколько выводов.

(i) n-й коэффициент Релея — Шредингера аа существенно
сложнее, чем главный член

(-""',,«. ,,.£ ._,,,. Д <**-*•>-'Wrf. ••• ч-,..
вид которого легко угадывается из вида члена второго порядка,
знакомого по всем учебникам квантовой механики.

(ii) Знаменатель в (й0, VP($) Q0)/(Q0, Р (Р)й0) не привносит
новых трудностей в ряд Тейлора, но фактически приводит к со-
кращению некоторых членов, уже имеющихся в числителе.

(Hi) Наконец, самое главное: члены ряда Тейлора счень
сложны, хотя они и происходят из простого ряда. Это подска-
зывает нам, что простейший объект для изучения есть резоль-
вента: для получения точных теорем относительно Е ф) в беско-
нечномерном случае мы будем, как правило, сначала доказывать
результаты для резольвенты, а потом получать сведения о соб-
ственных значениях при помощи формул, которые определяют
собственное значение как 'отношение контурных интегралов от
матричных элементов резольвенты.

В качестве последнего результата в конечномерной теории
возмущений будет приведена



Дополнение к § XI 1.1. Алгебраическая и геометрическая кратность Н>

Теорема XII.4. Пусть Qo — невырожденный собственный вектор
оператора То-, такой, что T0Q0 = £„&„, и пусть Т ф) — матрично-
значная аналитическая функция, причем Т(0) = То. Тогда при
малых Р существует векторнозначная аналитическая функция Й(Р)
удовлетворяющая условию Тф)пф) = Еф)£1ф), где Еф)—<
собственное значение Т ф) вблизи Ео. Более того, если Тф)
самосопряжен при вещественных Р, то Q(P) можно выбрать так.,
что |Q(J3)J=1 при вещественных р.

Доказательство. Возьмем

Ф
-£„ |=е

Тогда я|)(Р) аналитична и является собственным вектором. Так
как г|зф)—fQ0 при Р —<- О, (Qo, г|з(Р))^О при малых р. Пусть
Q(p) = (fi0, гр(р))-1/2г|)(р). Тогда Q ф) нормирован, когда Г(р)
самосопряжен при вещественных Р, поскольку в этом случае
(Qo, ф(Р)) = (О0, /»(Р)П0) = | * (Р) | 1 - •

В ситуации, описываемой теоремой Реллиха, также можно
построить собственные векторы, аналитически зависящие от Р;.
см. задачи 16 и 17.

Дополнение к § XII. 1. Алгебраическая
и геометрическая кратность собственных значений

конечных матриц

Для начала напомним несколько элементарных определений,,
относящихся к корням алгебраических уравнений.

Определение. Корень Ко алгебраического уравнения F(k) =X"+
+ а 1 Я " ~ 1 + . . . + а „ = 0 называется невырожденным или простым,
если F' (Хо) Ф 0. Эквивалентным образом, к0 прост, если в раз-

п

ложении F (X) = J J (А.—Х-) точно при одном значении i мы имеем
{= 1

К(=К0. Г о в о р я т , что Яо имеет к р а т н о с т ь т, если F'(\)=...
. • • — i ' V о7 — ^» Л ' К'^о) ~Г~~и» л и п , ^ivoirioatfionтаим w p a o o i v i ,

если точно т из К( равны ̂ .Собственное значение дматрииы назы-
вается простым или невырожденным, если оно является невы-
рожденным корнем векового уравнения. Вообще, алгебраическая
кратность собственного значения есть его кратность "как корня
векового, или характеристического, уравнения.

Связь между алгебраической кратностью и геометрической
кратностью выясняется из следующего ряда замечаний.
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(i) Пусть ц(Х)—алгебраическая кратность X. Из основной теоре-

мы алгебры следует, что 2 М^) = п> е с л и Т есть яхя-матрица.
с

(ii) Пусть m(X) = dim{v\T (v) = Xv\ есть геометрическая крат-
ность, а соответствующее подпространство есть геометрическое
собственное подпространство. Тогда т (X) <: ц, (X).

(Hi) Если Т самосопряжен, то m(X) = \i(X).
(iv) В общем случае ц (Х) = dim{u| (Т — Х)к и = 0 для некото-

рого к}. Это пространство называется обобщенным или алге-
браическим собственным пространством, отвечающим X.

Утверждения (ii) и (iv) становятся очевидными, если известно,
что Т можно привести к жордановой нормальной форме, т. е.
существует базис, в котором Т блочно-диагональна:

I, X О

т =

1 Ti ' О ' О О
А | i I !

о ! "• ! о | о
1—-* 1—

о о I ' .

_ 0 I I r A ; J

о
X

о
о
о

X

AtJ

где х равен всегда 0 или 1. В этом случае обобщенное собст-
венное пространство {v \ (Т—X{)

kv = 0} натянуто на ц,(̂ ,-) базис-
ных элементов, ассоциированных с блоком 7\,, и, очевидно,
ц(л,-)—это число, указывающее кратность X,- как корня уравне-
ния det(T—X) = O.

Из того, что любая матрица Т может быть приведена к жор-
дановой нормальной форме, легко также увидеть (см. задачу 2),
что если е выбрано достаточно малым, то

Iк-к. | = е

есть проектор на обобщенное собственное пространство, ассоции-
рованное с Х{, и что Рк.Рк. = &;/Рк.- На самом деле один из
способов установить свойства (i) — (iv) заключается в использо-
вании этих Р\. (см. задачи 3 и 4).

XII.2. Регулярная теория возмущений
Обратимся теперь к главному результату этой главы и дока-

жем, что при очень широких условиях ряд Релея—Шредингера
имеет ненулевой ради ус сходи мости для возмущений неограничен-
ных операторов в бесконечномерных гильбертовых пространствах.
Один из примеров, где эти результаты применимы,—это опера-
тор Нф) = — Л + РК в R3, где V^L2 вещественнозначна, а Р ве-



2. Регулярная теория возмущений 21

щественно м положительно. В § XIII.4 мы убедимся, что
<*е„(#(Р)) = [О, с»), а в § XII 1.1-что Шо(Нф)) = Еф) есть
монотонно убывающая функция р. Если V отрицательна в неко-
торой области R3, то Е ф) будет отрицательным при Р, больших
некоторого ро, и, следовательно, в силу результатов о стез5 (Н ф)),
будет собственным значением. Разумно задать вопрос, будет ли
эта «энергия основного состояния» Е ф) аналитична по Р, хотя
бы в окрестности интервала ф0, оо).

Этот раздел делится на четыре части. £1) Короткое обсужде-
ние дискретных спектров не обязательно самосопряженных опе-
раторов. (2) Доказательство аналитичности дискретных собст-
венных значений в невырожденном случае для «аналитических
семейств операторов». Это общая теория регулярных возмущений.
Она имеет многочисленные приложения в квантовой механике,
где собственные значения — это возможные значения энергии. По
этой причине мы иногда будем говорить «энергетический уровень»
вместо «собственное значение». Другое название, которое мы
заимствуем из квантовой механики, — константа связи. Так мы
будем называть переменную р. (3) Два простых критерия (тип
(А) и тип (В)) того, что # 0 + p V — аналитическое семейство; они
позволят применять общую технику к конкретным случаям.
(4) Короткое обсуждение вырожденной теории возмущений.

Мы определили дискретный спектр самосопряженного опера-
тора Л в § VII.3. Для таких операторов А,£(Tdisc(Л) означает,
что К есть изолированная точка а (А) и dimP{\}< оо, где PQ —
прсекторнозначная мера, ассоциированная с Л. В случае общего
оператора, очевидно, следует сохранить требование изолирован-
ности К в а (А). Спектральный проектор мы заменим проектором,
введенным в § XII. 1.

Теорема ХН.5. Предположим, что Л — замкнутый оператор, и
пусть К — изолированная точка а (А). Точнее, допустим, что
{ц||ц — \\<е}По(А) = {Ц. Тогда
(а) для любого 0 < г < е

1 М

существует и не зависит от г;
(b) Pi = P%. Таким образом, Р% — проектор {не обязательно ор-

тогональный).
(c) Если G\=RanPx и Fj,= KerРх, то 'G% и Fx—дополнитель-

ные (но не обязательно ортогональные) замкнутые подпростран-
ства, т. е. Gx + Fx = S% и GxuFx = \0}. Более того, Л остав-
ляет инвариантными G\ и /\ в следующем точном смысле:
G X < = D ( A ) , A G K c G x , F k f ] D ( Л ) п л о т н о в F x m A [Fx П D Л ) ] ^
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(d) Если ij)£Gx, и Gx конечномерно, то (А — X)"ty = 0 для неко-
торого п. Если ВззьА\Рх, то к£о(В).

Доказательство, (а) Мы знаем уже, что ( Л — ц)-1 есть аналити-
ческая функция на С \ а (А) == р (Л). Значит, этот интеграл сущест-
вует как риманов интеграл со значениями в банаховом простран-
стве. Его независимость от г есть следствие интегральной тео-
ремы Коши.

(Ь) Пусть / " < / ? < е. Тогда, пользуясь уравнением для
резольвенты, имеем

§ §
-А,| = г | V-M

(v— р)-~Ч{А — v)- 1 — ( Л —

— § dn(A-n)-1 § dv(v — (д,)-1] =

£ (A—v
v-A.

(с) То, что Gx,= Ker (1 — P)) и Р^==Кет Р^ суть замкнутые
дополнительные подпространства, есть результат элементарной
алгебры (см. задачу 6). Пусть гр=РАгр(Е G*,. Поскольку Р я за-
дается римановым интегралом, if = lira ifn, где

и с}™ и ц,'п) выбраны так, что суммы сходятся к — ( 2 n i ) ~ 1 x
х £(А — \i)~1tyd\x. Простой расчет, основанный на формуле

Л (Л —[д,) - 1= 1+[д,(Л —(д,)"1, доказывает, что т|>п —»• гр и что {Л-фл}
есть последовательность Коши. Так как Л замкнут, мы заклю-
чаем, что гр^О(Л), и описанная выше процедура приближения
показывает, что Лгр= Л/\гр = />х(Лг|)). Следовательно, Л^^Сд,.
Доказательство утверждений относительно D (Л) и F* мы остав-
ляем читателю.

(d) Предположим, что Лгр = v\p. Тогда

£
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Отсюда следует, что единственное собственное значение A [G
есть К. Если G\ конечномерно, то жорданова нормальная форма
оператора C=sA\G\ имеет единственное X на диагонали и неко-
торое количество единиц выше диагонали. Таким образом,

(С —k)(dlm ,°0 = 0, т. е. (А — Х)"г|э = 0 для всех яр £ G v

Наконец, положим

/?, = ( - 2Ш)"1 <р (А.-цГЧЛ-цГМц.
| ц-Л, 1=/-

Проделав вычисления того же типа, что в (Ь), найдем, что
/? Р х = / \ # х и (Л—Я.)/?х=Яа.(Л—fc)=l—/\. Равенство /?А(Л—Я.)=
= 1—Рх имеет смысл операторного тождества на векторах из
D(A). Таким образом, Rx переводит • F\ в себя и (В — Я.) /?^ =

( l I \ F

Теперь мы можем определить дискретный спектр.

Определение. Точка Х£а{А) называется дискретной, если она
изолирована и / \ (заданный по теореме XI 1.5) конечномерен;
если Рх одномерен, то мы называем Я. невырожденным собствен-
ным значением.

Читатель должен проверить, что это определение дискретного
спектра находится в согласии с определением, данным в гл. VII
и VIII, когда А самосопряжен. Заметим, что если А, —невырож-
денное собственное значение, то любое г|з £ Ran / \ удовлетворяет
Л1|5 = Ал|>. Чтобы завершить обсуждение дискретного спектра,
докажем теорему, обратную к теореме XI 1.5.

Т е о р е м а X I 1 . 6 . П у с т ь Л — о п е р а т о р с \ ц \ \ [ 1 — Х \ = } р ( )
Тогда Р = (— 2ni)~1 £ . , ( Л — \i)~ld\i есть проектор. Если
его размерность п < оо, то Л имеет не более п точек спектра
в {^Ин- — Я.| < гJ- и каждая из них дискретна. Если « = 1, то
в {ц| |(г—Я.| < г) имеется точно одна спектральная точка и она
невырожденна.

Доказательство. Доказательство теоремы XII.5 (Ь) проходит
без всяких изменений и показывает, что Р есть проектор, а из
доказательства (с) следует, что G = Ran P и F — Ker P суть
замкнутые дополнительные инвариантные подпространства. Пусть
A1 = A\G и At = A\F. Как при доказательстве теоремы XII.5 (d),
убеждаемся, 4Tav(£<j(^a), если |v — Х| < г.Следовательно, (Л—v)~x

существует при таких v тогда -и только тогда, когда существует
(Л, —v)" 1 . Если G конечномерно, то Л, имеет собственные значения
v l t . . . ,vk(k ^ п), так что <т (Л) Л {v 11 v — Я. j < г] есть конечное множе-
ство. Чтобы убедиться в том, что каждая точка спектра в этом круге
дискретна, заметим, что если Pv есть спектральный проектор из
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теоремы XII.5 и v лежит внутри круга, то PVP = PPV = PV.
Следовательно, RanP v crRanP, что завершает доказательство. |

Закончив таким образом краткое обсуждение дискретных
спектров, мы можем перейти к настоящему предмету нашего
исследования.

Определение. Операторнозначная функция (возможно, неогра-
ниченная) Т ф) в комплексной области R называется аналити-
ческим семейством или аналитическим семейством в смысле Като.
тогда и только тогда, когда
(i) при всяком Р € # оператор Т ф) замкнут и его резольвентное

множество, непусто;
(Н) при всяком Р„ g R существует некоторое А,о £ р (Т ф„)), такое,

что А,06р(7(Р)) при р", близких к ро, и (Тф) — А,,,)"1 есть
аналитическая операторнозначная функция Р вблизи р„.

Если Т ф)—семейство ограниченных операторов, это опреде-
ление эквивалентно определению ограниченных операторнозначных
аналитических функций (задача 8). Число А.о в вышеприведенном
определении не играет никакой специальной роли, как показы-
вает следующая

Теорема Х//.7. Пусть Т ф) — аналитическое семейство в обла-
сти R. Тогда область

открыта и функция (Тф)— А.)"1, определенная на Г, есть анали-
тическая функция двух переменных.

Доказательство. Пусть <ро, Х1>€Г, и допустим, что (Тф)—Х0)~х

существует и аналитична по р при р, близких к ро. В силу
первого резольвентного тождества, 1 — (/^ — Хо) (Т ф0)—А,,)"1 имеет
обратный оператор, равный (Т (Ро)—А,0)(Т(Р0)—Зц)"1. Так
как множество обратимых операторов в J? (SK) открыто,
[ 1 — (X — \)(Т ф) — Хд)'1] обратим при X вблизи ^ и Р вблизи Ро.
При таких <р, Х> оператор Тф)— X имеет обратный, равный

(Г (p)-X.0)-i[l -(Х-Хо) (Т ф)-Х0ГЧ-\
так что <р, Х> ̂  Г. Значит, Г открыто. Чтобы доказать аналитич-
ность (Тф)— А.)"1, заметим, что I—(Х—Х0)(Тф)—Х0)~1 анали-
тична при А, вблизи Ао и р вблизи ро и ее значения принадлежат
множеству обратимых операторов. Из одной общей теоремы
(задача 9) следует тогда, что (\—(Х — Х0)(Тф) — Х0)-1)~1, а сле-
довательно, и (Тф) — А,)"1 аналитична. I

Для того чтобы заготовить все нужное для доказательства
теоремы Като — Реллиха, остается доказать одну простую техни-
ческую лемму.
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Лемма. Если Р и Q — два (не обязательно ортогональных) про-
ектора и dim (Ran P)=^ dim (Ran Q), то JP — Q|| ^ 1. В частности,
если Р (х) есть непрерывная проекторнозначная функция х на
связном топологическом пространстве, то dim (Ran P (х)) есть
константа.

Доказательство. Без потери общности допустим, что dim (RanP)<
< dim (Ran Q). Положим F = Ker P uE=RanQ. Тогда dim(F-i-) =
= dim (Ran/3) < dim E. В результате Fn£#={0} (см. задачу 4
к гл. X). Пусть УФО, tyZFriE. Тогда Рф = 0, Ог[>=ф, так что
||(f —Q)i|3|| = |i|3J|. Отсюда следует, что JP — Q | | > 1 . Последнее
утверждение леммы следует из элементарного рассуждения,
основанного на связности. |

Теорема XII.8 (теорема Като—Реллиха). Пусть Тф) — анали-
тическое семейство в смысле Като. Пусть Ео — невырожденное
собственное значение Тф0). Тогда при р, близком к ро, сущест-
вует в точности одна точка Е ф) £ о (Т ф)) вблизи £„ и эта точка
изолирована и невырожденна. Е ф) есть аналитическая функция
Э при р, близких к ро, и существует аналитический собственный
вектор Й(Р) при р вблизи ро. Если при вещественных р—р о
оператор Т ф) самосопряжен, то Q (Р) можно выбрать так, что
он будет нормирован при вещественных JJ — ji0.

Доказательство. Выберем е таким, что единственной точкой из
а(Тф0)) внутри {Е\\Е — £ 0 | ^ е } будет Ео. Так как окружность
\Е\ \Е — Ео | = в} компактна, а множество Г из последней теоремы
открыто, можно выбрать такое 6, что Е 4а(Т ф)) при IE—£„ | =6
и |Р—Poj^fi. Положим W = {P | |p—p o |<6} .
Тогда

= -(2яО-1 £
|Е£

существует и аналитичен при Р € # - Из невырожденности Ео как
собственного значения Т ф0) следует, что Р ф0) одномерен. В силу
последней леммы отсюда вытекает, что Рф) одномерен при всех
Р^ЛЛ Следовательно, по теореме XII.6, существует точно одно
собственное значение Е ф) оператора Т ф), такое, что | Е ф) — Ео j<e
при Q£N. и это собственное значение невыпожденно, А
ность Е ф) следует из формулы

Мы получим аналитический собственный вектор, выбирая Q ф)
= Я(Р)£20 или
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в вещественном случае, где й 0 — невозмущенный собственный
вектор. |

Итак, мы видим, как просто доказывается аналитичность
энергетических уровней по константе связи, коль скоро нам из-
вестно, что Т (Р) — аналитическое семейство. В этом не было бы
большой пользы, если бы мы не располагали удобными крите-
риями аналитичности Тф)- По счастью, есть два очень простых
таких критерия, отражающих обычный дуализм оператор — форма.
Мы подробно обсудим операторный критерий и кратко критерий
в терминах форм.

Определение. Пусть R— связная область в комплексной пло-
скости, и пусть для каждого fi£R задан Т(Р) — замкнутый опе-
ратор с непустым резольвентным множеством. Будем говорить,
что Т ф) — аналитическое семейство типа (А), тогда и только
тогда, когда

(i) операторная область определения Т (р) есть некоторое мно-
жество D, независимое от Р;

(и) Г(Р)г1? есть векторнозначная аналитическая функция Р для
всякого ф € D.

Разумеется, каждое семейство типа (А) есть аналитическое
семейство в смысле Като. Общий случай этой теоремы мы рас-
смотрим в задачах, а здесь займемся лишь линейным случаем
T(P) = //O+PV. Сначала мы докажем лемму, которая интересна
сама по себе, так как она представляет собой удобный признак
того, что семейство функций есть семейство типа (А).

Лемма. Пусть На—замкнутый оператор с непустым резольвент-
ным множеством. Определим Ha-\-$V на D(Ha) Л D (V). Тогда
//0-fPV есть аналитическое семейство типа (А) вблизи р = 0 в
том и только том случае, когда
(a) D(V) = D(tf 0);
(b) для некоторых а и Ъ и для всех ty£D(H0)

Таким образом, H0-\-$V типа (А) тогда и только тогда, когда
V #0-ограничен в смысле § Х.2.

Доказательство. Предположим сначала, что # 04-PV—аналити-
ческое семейство типа (А). Тогда D ( # 0 ) = D ( # 0 +PV) = D(H0) (] D(V),
так что (а) выполнено. Так как //„ замкнут, то D (Но) с нормой
Ш^Ш^ЯогрЦ + ЦЧ1!! есть банахово пространство D. Фиксируем
малое положительное Р, так чтобы Р и —р оба находились в
области аналитичности. Отображение H0+$V: D—+SK всюду оп-
ределено и обладает в Dxffl замкнутым графиком, поскольку



2. Регулярная теория возмущений 27

этот график замкнут в ЖкЖ в более слабой топологии. Следо-
вательно, по- теореме о замкнутом графике,

( . + p ) 4 K i l l U | l l и

Отсюда

j ^ K ^ ) - 1 ! ! (Я.+pvo*ll+P(^t-pvo*n<(?P)-1 («1+0.) 111*111,
так что условие (Ь) тоже выполнено.

Теперь, напротив, допустим, что (а) и (Ь) выполнены. Тогда
для D(H)

Значит, если | Р | < а"1, имеем

Следовательно, Я 0 + рУ замкнут на D(H0), поскольку если
Фп ~* 'Ф в ^ причем tyn£D(H0) и (Я0+рК)г15п —последователь-
ность Коши, то и Я„1|зл

 е с т ь последовательность Коши вследствие
приведенного выше неравенства и, значит, г|з ££>(//„). То, что
(//0 + pV)i|) аналитична для \|э£О(Я 0), очевидно. 1

Из этого доказательства вытекает, что если V бесконечно
мал относительно Яо, то H0+$V есть целое семейство типа (А).

Пример!. Пусть V е L* {R.3) + L" (R3), и пусть Я о = — А на
L2(IR3). В более общей постановке пусть V = ]PIVU с V{J€L*+L°°
и Я о = — А на L2(R3n). Тогда HQ-\-f>V есть целое аналитическое
семейство типа (А).

Пример 2. Можно показать, что если V<^.H0 и W<^H0, то
W<^.H0 + V (задача 11). Поэтому, положив Я о = —Аг —Аг —
—2//-1— 2/га на L2(R6) и V = \r1 — ri\~1, мы увидим, что Ha + $V
есть аналитическое семейство типа (А). В приближении беско-
нечной массы ядра Ho + V представляет собой гамильтониан
атома гелия (кинематика разобрана в § XI.5).

Теорема X/I.9. Пусть H0 + $V — аналитическое семейство типа (А)
в некоторой области R. Тогда Я04-61/ — аналитическое семейство
в смысле Като. В частности, если 0£R и если Ео — изолирован-
ное невырожденное собственное значение Я о, то существует един-
ственная точка Е ф) £ а [На + \W) вблизи Ео и для малых |(3|,
которая является, изолированным невырожденным собственным
значением. Более того, £ ф ) аналитична вблизи ri = O.

Доказательство. Поскольку аналитичность—свойство локальное,
допустим, что 0 £ / ? , и докажем аналитичность в смысле Като
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вблизи р = 0. Выберем Х£о(Н0). Тогда (Яо — X)-1 и Я„(Я 0 —Х)~ 1 =
= \ +Х(Н0—Х)~1 ограничены. Значит, для любого ' "*

Следовательно, V ( # , — X ) ' 1 ограничен; значит, для малых 0 об-
ратный [ 1 + р У ( Я 0 — А,)"1]"1 существует и аналитичен по Р (по-
скольку задается геометрическим рядом). Прямое вычисление
(задача 12) показывает, что (Яо — Х)~г[1 +РУ(Я О — ^ ) ~ 1 ] " 1 есть
оператор, обратный к (H0+$V — X), так что при малых р имеем
K^a(H0 + ^V) и (ЯО + РУ—X)-1 аналитичен по р. Это доказыва-
ет, что # 0 + pV есть аналитическое семейство в смысле Като
вблизи Р = 0. Записывая теперь Я о + ру = (Яо + ро1О+(Р —Ро) V,
докажем аналитичность в Р = Р0- I

Пример 1 (заново). Из теорем Х.15 и XI 1.9 вытекает, что
Ео (Р) — наименьшее собственное значение оператора —Д + PV — есть
аналитическая функция р в окрестности (Р„, оо), где р о =
= inf {р > 0 |£ 0 (Р) < 0}. Применяя теорему XII.9, мы предпола-
гаем невырожденность основного состояния, что будет доказано
в § XIII.12.

Пример 2 (заново). Для оператора / i = = — Д х — 2frt задача о
собственных значениях решается точно. Его наименьшее собст-
венное значение есть Е = — 1 . Оператор Я о имеет вид h ® 1 + l(g)/i
на L2(R3)0L2 (R3)—Lz(R.e), так что энергия основного состояния
этого оператора равна —2. Для малых | Р | энергия основного
состояния Е ф) аналитична, и ее коэффициенты Тейлора при
Р = 0 задаются формулой Релея — Шредингера, обсуждавшейся
в § 1.

Физически нас интересует энергия £(1) основного состояния
атома гелия. Немедленно возникает вопрос, имеет ли ряд Тей-
лора для Еф) в точке Э = 0 радиус сходимости, больший 1.
В теореме XII. 11 мы получим прямые нижние оценки на радиус
сходимости ряда Релея—Шредингера, однако они будут грубыми,
и мы не сумеем непосредственно воспользоваться ими для дока-
зательства того, что Р = 1 находится внутри круга сходимости.
Возможно, с помощью тяжких трудов удастся показать, что Р = 1
действительно лежит внутри круга сходимости (мы думаем, что
это так), но ведь вопрос этот совершенно академический! В са-
мом деле, при Р = 1, даже если ряд сходится, нужно огромное
число членов, для того чтобы хорошо приблизить Е(1), а коэф-
фициенты Релея—Шредингера высшего порядка очень трудно
считать. Так, например, приближение первого порядка (Qo, VQ0)
для разности Е(1)—Е(0) расходится с экспериментом примерно
на 15%. Оказывается, другие методы, которые мы рассмотрим в
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§ XIII.2, позволяют получить совпадение с экспериментом с точ-
ностью, лучшей чем 1 % (а если учесть различные релятивист-
ские поправки, то даже с точностью до одной миллионной). Однако
при малых р теория возмущений точнее. Оказывается, энергия
основного состояния Li+ прямо связана с £(4/9) и задается
приближением первого порядка с точностью до 5%. Значение
£(1/4), которое связано с энергией основного состояния В е + + ,
задается этим приближением с точностью до 2%.

Пример 3 (сверхтонкая структура атома водорода). С теорией
возмущений связано одно из самых поразительных достижений
квантовой физики в смысле совпадения теории с экспериментом.
В обычной модели атома водорода есть один энергетический уро-
вень около —13 эВ, энергия основного состояния. Но в реальном
атоме есть два уровня; это расщепление обязано своим проис-
хождением взаимодействию между магнитными моментами элект-
рона и протона. Излучение, вызванное переходом между этими
уровнями, наблюдают радиоастрономы, изучая межгалактические
газовые облака, и именно этот переход доминирует в водородном
мазере. По этой последней причине разность энергий между этими
уровнями очень точно измерена. В единицах с А = 1, когда А£
измеряется в герцах (Гц) = число колебаний в секунду, эта раз-
ность равна

Д£ (ls1/2) = 1 420 405 751, 800 Гц.

"Существует старая теория магнитных взаимодействий, принадле-
жащая Ферми и Сегре и основанная на классических моделях
взаимодействующих магнитов. В потенциал Ферми—Сегре вхо-
дит константа связи р\ составленная из фундаментальных посто-
янных (магнитные моменты электрона и протона, электрический
заряд), спин-спиновое взаимодействие и множитель р (г) —эффек-
тивное распределение заряда протона. На практике р (г) аппрок-
симируется б-функцией, и, таким образом, этот случай технически
оказывается за пределами той математической теории, которой
мы занимаемся, однако гладкая функция р(г) с пиком в нуле
может быть включена в нашу теорию и приводит примерно к
тому же результату в низшем порядке теории возмущений.

При сравнении теории с экспериментом возникает интересная
задача. Физические постоянные, которые требуются, чтобы сосчи-
тать р\ известны лишь с точностью до 10~5 или 10~в, а Д£ ( Ь 1 / 2 ) =
=(3а, + 3 2 а , + . . ., где |3 я* 10~4 и а1( аг, измеренные в единицах
энергии основного состояния водорода, порядка 1. Для действи-
тельно 'аккуратного сравнения с экспериментом рассматривает-
ся еще сверхтонкое расщепление первого возбужденного состоя-
ния Д£ (2si/«) = fib1 +Р2&2. Теперь, если посмотреть на отношение
Д£ (2s1/2)/A£ (ls1/2) то, поскольку уже само |3 порядка 10~*.
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ошибка в р в шестом знаке приводит к ошибке в ( ^
только в десятом знаке! Эксперимент дает

11^=4(1,000034495).

Теория Ферми — Сегре (с релятивистскими поправками) в низ-
шем порядке теории возмущений дает

1 (1,000 034 45).

Еще лучшее согласие было бы даже странным, так как этот рас-
чет не принимает во внимание конечного размера ядра, попра-
вок за счет сильных взаимодействий и т. п.

Вернемся теперь к общим критериям того, что линейная
функция Ha+$V будет аналитическим семейством в смысле Като.
Есть признак в терминах форм, совершенно аналогичный опе-
раторному определению семейства типа (А). Аналитическое се-
мейство типа (Ь) есть семейство замкнутых строго т-сектори-
альных форм q (ji), по одной для каждого р в некоторой облас-
ти R комплексной плоскости, таких, что

(i) область определения формы q ф) есть некоторое подпрост-
ранство F, независимое от Р;

(И) (г|э, q (j3) ij?) есть аналитическая функция Р в R для любого
F

Если q (Р) — аналитическое семейство типа (Ь), то всякому Р £ / ?
по теореме VIII. 16 отвечает единственный замкнутый оператор Тф).
Операторы 7" (Р) называются аналитическим семейством типа (В).
Как и для типа (А), всякое аналитическое семейство типа (В) есть
аналитическое семейство в смысле Като, и H0-\-$V, определен-
ный в смысле формы на Q (Но) Л Q (V), задает аналитическое семей-
ство типа (В) вблизи Р = 0 тогда и только тогда, когда V Н0-ог-
раничен как форма»

Методами, связанными с критерием типа (В), можно восполь-
зоваться для расширения результатов, которые мы обсудили ь
примере 1 выше, на потенциалы из класса Рольника R-\-L°°.
Методы типа (В) приводят к свойствам сильной аналитичности
Но + РУ, если Нп и V положительны:

Теорема КН. 10. Пусть Но положителен и самосопряжен, и
пусть Vсамосопряжен. Положим V+^=l/2(V+ \V\); V_=1/2(|Vj — V).
Предположим, что

(0 Q(V+)()Q(H0) плотно;
(ii) Y_ //„-ограничен как форма с относительной гранью нуль.

Тогда H0 + $V есть аналитическое семейство типа (В) в плос-
кости с разрезом {P|fi^(—оо, 0]}.
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Ссылки на литературу, содержащую доказательство этой
теоремы, можно найти в Замечаниях.

Пример 4. Из обсуждения в § XIII.12 будет следовать, что
основное состояние оператора — d2/dx2 + х2 + р*4 невырожденно,
если Р > 0. Поэтому теорема ХИЛО утверждает, что энергия его
основного состояния Е ф) аналитична в окрестности положитель-
ной вещественной полуоси.

Существуют примеры аналитических семейств, не принадле-
жащие ни к типу (А), ни к типу (В). Например, пусть Т (Р)
есть аналитическое семейство типа (А), и пусть С — любой огра-
ниченный самосопряженный оператор. Тогда (У(Р) = ехр(фС) есть
целая аналитическая функция. Нетрудно убедиться, что Г ( Р ) =
= U (Р) Т ф) U (Р)"1, определенный на U (P) D, задает аналитичес-
кое семейство. Однако С и Т могут быть выбраны так, что ни
D ( f (P)), ни Q(f{$)) не постоянны.

Мы хотим сделать несколько замечаний, причем некоторые
из них—это предупреждения о возможных западнях. Во-первых,
заметим, что, как и в § 1, имеются явные формулы для коэф-
фициентов ряда Тейлора для Е (Р), задаваемые контурными ин-
тегралами от резольвенты. Если Но имеет чисто дискретный
спектр, то можно проинтегрировать и получить такие же фор-
мулы, как в предыдущем разделе. Если Но самосопряжен, то

.опять можно взять эти контурные интегралы и получить спект-
ральные интегралы вместо сумм; например, если Ео — изолиро-
ванное невырожденное собственное значение Но, так что" dist (Eo,
о(Я0)\Е0)>г, то

J (l-E0)-id(VS0,PkVQ0).
е

Во-вторых, мы предупреждаем читателя, что степенной ряд
Е (Р) может иметь больший радиус сходимости, чем круг, в ко-
тором Н (Р) имеет в качестве собственного значения Еф).

Пример 5. Пусть # 0 = — Д — 1/г и V=l/r. Тогда собственные
значения оператора Н$ = Нй +PV при малых Р суть — 1 / 4 п~ а (1—Р)2,
п= 1, 2, . . . . В частности, энергия основного состояния (п= 1)
Ео Ф) — —V4 + V2 P — 7 4 Ра задается функцией, имеющей анали-
тическое продолжение во всю комплексную плоскость. Но при
(3 > 1 оператор Н$ вообще не имеет собственных значений!

Значит, одна из черт конечномерной теории отсутствует:
зорбще говоря, аналитическое продолжение собственного значе-
ния не обязано быть собственным значением. Однако в одном
важном специальном случае можно доказать, что аналитическое
продолжение собственного значения есть собственное значение
(см. задачу 13).
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Наконец, отметим, что можно получить явные нижние оценки
радиуса сходимости ряда Тейлора:

Теорема XIl.ll. Предположим, что || Vq> J ^ а Q #оср | -4- Ь\ <р |. Пусть
На самосопряжен и имеет изолированное невырожденное собст-
венное значение £0 и пусть е = V» dist (£0, а (Н0)\{Е0\). Определим

г (а, Ь, £., е) = [а + е-1 [Ь + а( | £ . |

Тогда собственное значение Е ф) оператора H0 + $V вблизи Ео
аналитично в круге радиуса г (а, Ь, Ео, е).

В задаче 14 от читателя требуется доказать эту теорему.

Последний вопрос регулярной теории возмущений, который
мы обсудим,— это случай, когда Ео есть изолированное вырож-
денное собственное значение Т ф0) с конечной кратностью. Учи-
тывая опыт конечномерного случая, мы будем предполагать, что
Т ф) самосопряжен при вещественных 0. Если Т ф) — семейство
Като, то мы без затруднений докажем, что Р ф) =
= (—2zii)~l ф (Т ф) — E)~ldE аналитичен по р\ когда Р лежат
около Ро. Мы сталкиваемся, таким образом, с задачей нахожде-
ния собственных значений Н ф), суженного на переменное ко-
нечномерное подпространство RanP(P). Чтобы свести это к ис-
тинно конечномерной задаче, нам потребуется следующий техни-
ческий результат Като, имеющий также и другие приложения
(см. задачи 15 и 17).

Теорема XII.12. Пусть R — связная односвязная область комп-
лексной плоскости, содержащая 0. Пусть Р ф) — проекторнознач-
ная аналитическая функция в R. Тогда существует аналитичес-
кое семейство U ф) обратимых операторов со свойством

Более того, если Р ф) самосопряжен при вещественных Р в R,
то U ф) может быть выбран унитарным для вещественных р.

Доказательство мы отложим до конца этого раздела.

Теорема XII.13. Пусть Т ф) — аналитическое семейство в смысле
Като при |3 вблизи 0, т. е. Т ф) самосопряжен при веществен-
ных р. Пусть £„— дискретное собственное значение кратности т .
Тогда существуют m не обязательно различных однозначных функ-
ций, аналитических вблизи 0=0: £ ш ф ) , ..., £<И)(Р) с£<*»(0)=£0,
таких, что эти функции суть собственные значения Т ф) при р
вблизи нуля (индексы у £ ш (0), . . . , £1я>) (0) указывают на вы-



2. Регулярная теория возмущений 33

рождение собственного значения). Более того, это единственные
собственные значения вблизи Ео.

Доказательство. Так как Ео— изолированная точка в а (7(0)),
а Т (Р)— аналитическое семейство, то />(р)«=(—2Ш)-1 х
Х$(Тф)—E)~ldE существует и аналитичен по р при малых р.
Из доказательства теоремы XI 1.6 видно, что

Из теоремы XII. 12 мы знаем, что существует семейство £/(Р),
аналитическое вблизи Р = 0, унитарное при вещественных р и
такое, что U ф) Р (0) U ф)~г^Р ф). Пусть f (РН И ФУ1 Т ф) U ф).
Тогда RanP(O) есть инвариантное подпространство для всех
таких Тф). Следовательно, S(P)saf(P) fRan.P(0) есть конечно-
мерное аналитическое семейство операторов, самосопряженных
при вещественных р. Утверждение теоремы теперь вытекает из
теоремы Реллиха (теорема XII.3). |

Так как мы свели бесконечномерную задачу к конечномерной,
то из существования аналитических собственных векторов в ко-
нечномерном случае вытекает их существование и в бесконечно-
мерном случае.

Пример 1 (заново). Если H0+$0V имеет п собственных зна-
чений в ( — оо, 0), то # O + PV имеет по меньшей мере п собст-

й | Р Р |
( O P р

венных значений при малых |Р—Р о | , и те из них, которые лежат
вблизи собственных значений Я о +р о К, аналитичны по р вблизи ро.

Наконец, докажем теорему XII. 12. Идею доказательства
мы получим, дифференцируя U ф) Р (0) U ф)-1 = Р ф). Найдем
/>'(Р) = [£/'(р)£/(Р)-\ Рф)], где [А, В]=*АВ — ВА. Итак, -мы
ищем оператор Q(P), удовлетворяющий условию Р' ф) = [Q (Р),
Р (Р)Ъ а затем решаем дифференциальное уравнение V ф) —

Q(P)i/(P)

Лемма. Пусть R есть связное односвязное подмножество С,
такое, что 0£R, и пусть А ф) — аналитическая функция на R
со значениями во множестве ограниченных операторов на неко-
тором банаховом пространстве X. Тогда для любого х^^Х суще-
ствует единственная функция ?ф), аналитическая в Н и со зна-
чениями в X, удовлетворяющая уравнению

| / ( Р ) = Л(Р)/(Р), /(0) = х0. • (2)

Доказательство. Согласно стандартным методам аналитического
продолжения, достаточно предположить, что R есть круг радиуса
г0, и показать, что аналитическое решение существует внутри

2 № 2948
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Рис. ХИЛ.

круга радиуса г0 — 2е с любым е. Заметим сначала, что единст-

венность следует из (2): если f($)= 2/«Р"
 и
 Аф)— 2 Л„Р

Л
,
 то

я=0 л=0

(За)
(ЗЬ)

Теперь покажем, что если /„ определены формулами (3), то

2 /ЛР" сходится при | р | < / - 0 —2е. Пусть М = т а х {1 + | | А (Р)|||
0

2
|Р| Р | ^ г 0 — е | . В силу интегральной формулы Коши | | Л „ | | <
< М (г„ — е)~". Простая индукция, основанная на (3), показы-
вает, что ||/„ || < (М (г0 — е)" 1 )" || х01|. Следовательно, / ф) аналитична
в круге радиуса (г0 — г)/М. Повторяя ту же аргументацию
в точке р\ такой, что | Р | близок к (г0 — &)/М, можно доказать,
что / аналитична в круге радиуса (г 0 —е)М~ 1 + М~1 ( г 0 —е)х
х(1 — М~1). (См. рис. ХИЛ.) После конечного числа повторений
мы получим аналитичность в круге радиуса г0—2е. I

Доказательство теоремы XI 1.12. Мы разделим доказательство
на четыре части.

(i) Пусть <2Ф) = [Р'Ф), Рф)]. Имеем />2 (р) =/> (р), так что

(4)
Следовательно, Р ф) Р' ф) Р ф) = 2Р ф) Р' ф) Р ф), т. е. Р ф) х
хР' ф) Р ф) = 0. В результате
[Q(P), Рф)] = Р' ф)Р ф)+Рф)Р' ф)-2Рф)Р' ф)Рф) = Р' ф)

в силу (4).
(ii) Пользуясь леммой с X — J2? ($%), решим уравнения di//dP=

= С£ф)иф) и dV/ф•= — V(Р)Q(Р) с начальными условиями
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6 / ( 0)=I=V<0). Тогда t/(P)V(p) = V(P)t/(P) = l; в частности,
U ф) обратим. В самом деле,

и, следовательно, VU = 1. С другой стороны, если Рф) = 1/ф) Уф),
то Рф)—решение дифференциального уравнения с!Р/сф=(}ф)Рф)—
—F(P)Q(P); ^(0) = ! . Поскольку Рф) = \ есть решение этого
уравнения с данным начальным условием, мы заключаем, что
вследствие единственности решения, доказанной в лемме, F ф)= 1.

(Hi) иф)Р{0)Уф) = Рф). В самом деле, положим Р ф) =
= U ф) Р (0) V ф). Тогда dP ф)/ф = [Q ф), Р ф)] с начальным
условием Р(0) = Р(0) . Но, с другой стороны, согласно (i), P ф)
есть также решение уравнения dP (P)/dp=[Q ф), Р ф)] с Р ф) |р=0 =
= Р (0). В силу единственности решения дифференциального
уравнения, Рф) = Рф).

(iv) Наконец, мы должны доказать, что U ф) унитарен при
вещественных р, если Р ф) самосопряжен при вещественных |5.
Допустим, что Рф)* = Рф), если Р=*р. Из принципа симметрии
Шварца следует, что Р ф)*=*Р ф) при всех р. По определению Q,
Q ф)> = — Q ф). Положим V ф) = U ф)*. Тогда dV7<$ = — V ф) Q (Р);
1/(0)—-1. В силу единственности решения дифференциального

.уравнения, Vф) = У ф). Следовательно, при вещественных Р имеем
иф)* = Уф) = Уф)=и ф)-\ так что U унитарен. 1

ХН.З. Асимптотическая теория возмущений

Элегантный аппарат регулярной теории возмущений, разви-
тый в предыдущем разделе, не всегда применим даже к тем слу-
чаям, которые кажутся совсем простыми. Рассмотрим в ,%" = L2 (R)
семейство гамильтонианов Н (P) = # 0 + p V , где Но = — d2/dx* + х%

и ]/ = jt4. Мы сбсуждали самосопряженность этого семейства
с различных точек зрения в гл. X. При любом Р > 0 оператор
Н ф) самосопряжен на D (Яо) П D (V) = D (р2) Г) D {х*); см. задачу 23
к гл. X. Поскольку D (#<>) = D (р2) П D (х*), очевидно, что область
определения изменяется при включении возмущения. Значит,
критерий аналитичности семейства операторов, используемый
в теореме XII.9, уже неприменим. Подобным же образом меня-
ется и область определения формы Q [Н ф)). Фактически ника-
кие критерии аналитичности здесь не могут выполняться, потому
что разложение около точки р = 0 расходится.

Разные авторы пользовались следующим рассуждением, чтобы
предсказать расходимость ряда теории возмущений для собствен-
ных значений оператора Н ф) при р Ф 0-. Если р отрицательно,

2*
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то хг + $х*—+—°°, когда х—*• =Ьоо, так что # 0 + p V качественно
совершенно отличен от Но (он на самом деле даже не самосопря-
жен в существенном). По этой причине естественно ожидать, что
ряд теории возмущений при отрицательных |3 будет расходиться.
Но, поскольку степенные ряды сходятся в круге, эти ряды не
могут сходиться ни при каком р\ Независимо от того, готовы
ли мы принять эти наводящие соображения, они приводят к пра-
вильному выводу. Тщательный анализ позволяет доказать, что
коэффициенты Релея—Шредингера ап для энергии основного
состояния Еоф) удовлетворяют условию | а „ | ^ АВ"Т (п/2) с под-
ходящими константами А и В.

Таким образом, мы должны решить, имеют ли ряды теории
возмущений какой-либо смысл в этом случае. Именно этим воп-
росом мы займемся в этом и в следующем разделах. Интерес
к расходящимся рядам теории возмущений выходит далеко за
рамки нерелятивистской квантовой теории. В некоторых (в на-
стоящее время не до конца формализованных) квантовых теориях
поля наиболее полезным вычислительным средством служит дру-
гой ряд теории возмущений, называемый рядом Гелл-Манна —
Лоу или рядом Фейнмана. В некоторых случаях доказано, что
эти ряды расходятся, и считается, что они расходятся и в дру-
гих случаях. По этой причине, и в особенности благодаря сход-
ству между некоторыми гамильтонианами теории поля и ра + дс2 +
+ Р*4 (см. § Х.7), задачи, которыми мы займемся в этом разделе,
существенны для квантовой теории поля.

Проще всего формальный ряд интерпретировать как асимпто-
тический.
Определение. Пусть /—функция, определенная на положитель-
ной вещественной полуоси. Будем говорить, что формальный ряд

2 anz
a асимптотический для / при г 10, тогда и только тогда, когда

п = 0

для каждого фиксированного N

Пусть / определена в некотором секторе комплексной плоскости
\z\ 0 < | z | < f i , | a r g 2 | ^ 9 } ; мы будем говорить, что ряд 2 а л г "
асимптотический для / при | z | —>- 0 равномерно в секторе, если
для каждого N

lim
lzl-Ю Ч п-0

I arg г | < 9

Если 2 а » г " — асимптотический ряд для /, мы иногда будем писать
"~ " / > У а г".
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Заметим, что если / ~ 2 апг" и / ~ 2 йл г" П Р И 2 i °. то
/л- л/ \

im ( 2 «„г" — 2 bnz
n ) zN = 0

|0 Чл=0 ч=0 / '
lim (

для всех N, так что а„ = Ьп при всех «. Значит, любая функция f
имеет не более одного асимптотического ряда при г \ 0.

Пример 1. Рассмотрим функцию /(г) = ехр(—г" 1) при г > 0.
Тогда z~"/(z) —>-0 при г | 0 , так что / имеет нулевой асимпто-
тический ряд. Фактически нулевой ряд является асимптотическим
равномерно в любом секторе | arg г | ^ 0 с 6 < я/2.

Этот пример иллюстрирует важную черту асимптотических
рядов: две различные функции могут иметь один и тот же
асимптотический ряд. Если говорится, что /(г) имеет некоторый
определенный асимптотический ряд, то это еще не дает никаких
сведений о значении f (z) для некоторого фиксированного отлич-
ного от нуля значения г. Нам известно, что /(г) хорошо аппрок-
симируется посредством ао-\-агг, когда z становится «малым»,
но это определение ничего не говорит о том, насколько мало

«малое» z. Если асимптотический ряд 2 апг" н е сходится, то

типичное поведение таково: при «малом» z небольшое число пер-
вых частных сумм даст довольно хорошее приближение к / (г),
но, когда N —»- оо, эти суммы начинают сильно осциллировать
и больше не служат хорошим приближением к f(z). Для при-
мера мы покажем сейчас, что ряд Релея—Шредингера для энер-
гии основного состояния Ео ф) гамильтониана р3 +х* +&х* ф > 0)
является асимптотическим для Е„ ф) при Р | 0 . Для р = 0,2
вариационные методы (см. § XIII.2) дают значение Ео ф) =
= 1,118292... . Первые 15 частных сумм приведены в следую-
щей таблице:

л/

N 2 °" (°>
2
)"

л=0

N

N 2
а л ( 0 > 2 ) Л

ч = 0

I
2
3
4
5
6
7

1,150000
1,097500
,153750
,105372
,176999
,049024
,314970

8 0,686006

9
10
11
12
13
14
15

2,353090
—2,442698
13,253968

—42,333586
168,895730

—796,466406
3005,179546
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Мы видим, таким образом, типичное поведение: сначала колеба-
ния около правильного ответа (на самом деле даже не очень
около!) и затем страшная раскачка. И по мере того, как N ста-
новится больше, положение только ухудшается: 50-я частная
сумма имеет порядок величины 10*?, а тысячный член — поря-
док 103000.

v^ /<я) (0)
Пример 2. Пусть f£C([—1, 1]). Тогда ряд 2*—пГ~х" явля-

п = 0

ется асимптотическим для f при х\0 или л:10- В самом деле,
по формуле Тейлора с остаточным членом, имеем оценку

N
/<»•(

- Л|
= 0

sup [|/<"-»(a)|].

Так как функции класса С°° могут быть неаналитическими, этот
пример показывает что асимптотический ряд может не схо-
диться; но даже если ряд сходится, его сумма может не иметь
ничего общего с функцией / (см. пример 1).

Мы определили аналитические семейства на открытых множе-
ствах. Допуская некоторую вольность речи, будем говорить, что
семейство аналитично в замкнутом множестве, если оно непрерывно
по норме на этом множестве и аналитично в его внутренности.

Теорема XII.14. Пусть Я о — самосопряженный оператор. Допу-
стим, что Я ф) — аналитическое семейство в области {Р | 0 < |Р| < В,
j P | ^ e } и выполнены следующие условия:

(а) Ига ЦНф)— %)-^ — (Н0— к)-11| = 0 для некоторого К6о(На);
101-10

(b) существует замкнутый симметрический оператор V, такой, что
C(HQ)cD(V) и 1/[С"(Я 0 )]сС-(Я 0 );

(c) С°° (Яо) с: D (Я (Р)) при всех Р в указанном секторе, и для
Ц£С°°(Н0) имеем Я (Р) т|) = Яог|> -f р!Л|з.

Пусть £„ —изолированное невырожденное собственное значение Я„.
Тогда, если | Р | мало и | a r g P | - ^ 8 , существует в точности одно
собственное значение Е ф) оператора Я(Р) вблизи Ео. Более
того, формальный ряд Релея — Шредингера ^ апР" для собствен-
ного значения оператора Hn-\-f>V почленно конечен и является
асимптотическим для Е ф) равномерно в этом секторе. Именно,
для всех N

lim
larg p : < о
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Это главный результат настоящего раздела. Результат состоит
нз нескольких различных утверждений, по этой причине мы раз-
делим и доказательство на несколько лемм. Первое утверждение
заключается в том, что если р мало, то вблизи Ео существует
собственное значение Е ф) оператора # O + P V . Мы подчеркнем
это свойство, дав ему специальное название — устойчивость.
В § 5 и 6 мы обсудим ситуации, когда устойчивость не имеет
места. Второе утверждение относится к асимптотическому харак-
теру ряда для Е ф). Аналогичный результат имеет место для
собственного вектора, отвечающего Е ф) (см. задачу 24). Глав-
ный способ доказательства асимптотичности уже знаком нам по
§ 2. Это формулы

Как мы видели, эти формулы позволяют свести сложную струк-
туру коэффициентов Релея — Шредингера к некоторым простым
операциям с геометрическими рядами. Мы будем использовать
главным образом остаточный член в этих рядах.

Определение. Пусть А ф) —семейство операторов на множестве
\\i j 0 < | [31 < В, | arg Р | ^ в^. Предположим, что существует такой
оператор Ао, что для некоторого к(£о(А0)

s-Iim (Аф)~X)-L={A0 — Я,)-*.

Изолированное невырожденное собственное значение Ео опера-
тора Ао называется устойчивым, если А ф) имеет точно одно
собственное значение вблизи Ео гфи малых Р и это собственное
значение изолировано и невырожденно. Таким образом, Еа устой-
чиво, если для всякого достаточно малого е существует такое 6,
что из | Р | < 6 И | a r g P | ^ e следует, что в {Е | | Е — Ей\ ^ е |
имеется ровно одна точка из о(Аф)) и эта точка является невы-
рожденным собственным значением.

Лемма /. Если выполнено условие (а) теоремы XII.14, то вся-
кое изолированное невырожденное собственное значение опера-
тора # 0 устойчиво.

Доказательство. Применяя первую резольвентную формулу, убеж-
даемся, что если (// (Р)— А,)"1 —• ( Я о — К)~1 по норме для некото-,
рого К(£о(Н0), то резольвента сходится при всех К^о(Н0) и
сходимость равномерна на компактных множествах из р (Яо)-
Значит, если е задано так, что #„ имеет лишь одно собственное
значение в {Е\ | £ — £ „ { < е}, то для некоторого б заключаем,
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что Е£о(Нф)) при | р | < б , |argp* |<6 и | £ —£в |=-.в. Стало
быть, при малых | р |

существует и сходится по норме к

|Е-Я0!=8

при |Р|—>-0. По теореме XII.5, Ро есть проектор на собствен-
ный вектор оператора Но, отвечающий собственному значению Ео.
В силу леммы, предшествующей теореме XII.8, Р ф) одномерен,
если I р I мало. Таким образом, лемма 1 следует из теоремы
XII.6. |

Теперь мы построим асимптотический ряд для Рф)п0.

Лемма 2. Предположим, что выполнены условия теоремы XII. 14
и что Qo — собственный вектор Но с собственным значением Ео.
При малых | Р | пусть пф) — Р ф) Qo, где Р ф) задается вышепри-
веденными формулами. Тогда для всех N

.Же
где

||ад2
Ж е 1 "=0

Е\Е-Е0\=г

Доказательство. Пусть \Е—Я0|=*е. Формально

(—Р)" ( « в - ^ -

Применим теперь обе части этого формального равенства к Qo.
Так как ЙО^С°°(ЯО), обе части по условию (Ь) корректно опре-
делены. По условию" (с) обе части дают один и тот же результат
при действии на них оператора Нф) — Е. Поскольку Е^а(Н ф)),
обе части равны. Применяя теорему о замкнутом графике, можно
доказать, что [V (Я„ — £1)~1]JVQC непрерывно по Е на {Е | [£ — Еа | = е }



3. Асимптотическая теория возмущений 4J

(см. задачу 25). Следовательно,
II N II

<е |Р | sup
| £-£„ | =

I arg Э | < в
—>• 0 п р и | Р | —*• 0 . |

Чтобы завершить доказательство теоремы, нам потребуется
еще такая лемма, доказательство которой мы отнесем к задаче
26 (с).

Лемма 3. Пусть / и g—две функции, определенные в секторе
{РI 0 < I P K В, | argp| <6}. Допустим, что / ~£а£

причем Ь0ф0. Если 2 с лР"—формальный ряд для
то он является асимптотическим для функции h (J3) = / <$)lg (P)
при Р —»-0.

Доказательство теоремы XII.14. Так как лемма 1 уже доказана,
то остается только доказать, что ряд Релея — Шредингера по-
членно конечен и является асимптотическим. В силу леммы 2
и условия (Ь) ряды для (Н ф) й 0 , Р ф) £2„) и (Qo, Р ф) Qo) почленно
конечные и асимптотические. Так как lim (Qo, Р ф) Qo) = 1 Ф 0^

IP к о
то с помощью леммы 3 доказательство завершается. |

Наконец, зададимся вопросом: когда условие (а) может быть
доказано? Сформулируем в этой связи две общие теоремы. Мы
наметим доказательство лишь одной из них (см. в Замечаниях
ссылки на литературу, где приведены полные доказательства).
Как и в гл. XIII, мы будем говорить, что два ограниченных
снизу самосопряженных оператора удовлетворяют условию А ^ В,
если Q (B)czQ (А) и (ср, Лф)^(<р, By) при всех q>€Q(B).

Теорема XII.15. Предположим, что На и V самосопряжены.
Предположим далее, что

(i) # 0 > 0;
(ii) при любом а > 0 существует такое Ь, что

V_ < аН„ +Ь

(V_ есть отрицательная часть V, даваемая спектральной-
теоремой; если, в частности, Vj^O, то К_ = 0, так что (п>
выполнено);
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( Ш ) п р и н е к о т о р ы х c a d

Тогда H0-\-fiV есть аналитическое семейство типа (В) в плоско-
сти с разрезом {P | |argP |<Ji , | Р | > 0 } и при любом 6 < я

11m | | (//(P)-X)- l -(// o -X)- l | | = O.
! 3 l - o

1 arpfl 1 < S

Теорема XII. 16. Допустим, что Яо и V — самосопряженные опе-
раторы. Допустим далее, что

(i) Я о > 0 ;
(ii) при любом а > 0 существует такое Ь, что V_^a//0-f-6;

(Hi) при некотором d, некотором с < I и некотором В

±Р[Я„1/г, [Я 0

1",У]]<с(Яг+рЧ«) +d, если 0 < р < В;

(iv) при всех е > 0 существует такое Д что

±Р»[Я 0, ^]<е(Я5+р«У»)+/, если 0 < р < В;

(v) при некоторых р > 1 , g и Л

(vi) Яо+pV самосопряжен в существенном на D (Ha)f\D (V), если

о<р<в.
Тогда # O + PV есть аналитическое семейство типа (В) в плос-
кости с разрезом и при любом 8 < л

lim'o 1 (Я ( Р ) - Я ) " 1 - ( Я , - Я Г 1 Н О .

Если, кроме того,

(iii'), (iv') для любого В можно так выбрать d, /, чтобы выпол-
нялись неравенства из (iii), (iv);

(vi') оператор # 0 + PV самосопряжен в существенном на
D(H0)nD(V) при всех Р > 0 ,

то Н (Р) есть аналитическое семейство типа (А) в плоскости
с разрезом.

Главная идея доказательства теоремы XII.16 состоит в том,
чтобы воспользоваться условиями (ii), (iii) и (iv) для доказа-
тельства «квадратичных» оценок. Именно, при данном 6 < л
можно найти такие а, у•> 0, что
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при всех Р, таких, что 0 < | р | < В, | arg р | < 6. Отсюда следует, что
/УО+РУ замкнут на D(Ht)[)D(V) (задача 27). Запишем теперь

Я)-1-(Я0-лгЧ<
< | 511"» || (Н (Р) - Я ) - 1 1 P V |i - 1/Р | у I1/" ( Я , - Я ) - 1 1 | .

По квадратичной оценке (Я (Р)— Я)" 1 I P ^ I 1 - */Р равномерно огра-
ничен в секторе {р 10 < р < В , | argP I < 6 } . В силу (v), J У | ^ ( Я 0 — Я ) " 1

ограничен. Следовательно, | |(Я 0 +pV—Я)"1 — (Но —Я)"11 стремится
к нулю не медленнее, чем | р | 1 / р .

ПрамерЗ(ангармонический осциллятор). Пусть #„ / +
на L2 (R) и V = х2т. Тогда все условия теоремы XII.16 выполнены.
Действительно, (i) и (И) проверяются непосредственно; (vi) было
доказано в примере 2 § Х.4 и примере 2 § Х.9. Чтобы доказать
(Ш) и (iv), следует проделать явные вычисления с операторами
рождения и уничтожения А, Л* , введенными в дополнении
к § V.3 (см. задачу 28). Чтобы убедиться, что (v) выполняется
с р = т надо опять воспользоваться операторами А, Л+ (задача 28).
Поскольку V оставляет С°° (//„) инвариантным и применима те-
орема XII.16, выполнены все условия теоремы XII.14.
Стало быть, собственные значения оператора р% +хг +$хгп имеют
ряды Релея—Шредингера в качестве асимптотических рядов
равномерно в секторах | a r g P | ^ 8 < n . Можно также доказать,
что собственные значения имеют аналитическое продолжение на
многолистные поверхности | a r g P | ^ 8 , 0 < Р < Вв при любом
0 < (/л+1) л/2 и ряд будет асимптотическим на многолистной
поверхности.

Пример 4 (теория поля (ф*)2 с пространственным обрезанием).
Пусть Но — гамильтониан свободного бозонного поля с массой
т „ > 0 в двумерном пространстве-времени. Пусть V= f ^(д:):ф4 (x):dx

с gZ^flL2 и g ^ O (как обеуждалось в § Х.7). Тогда можно
доказать выполнение всех условий теоремы XI 1.16 (или теоре-
мы X 11.15). Единственное изолированное собственное зна-
чение #„ — это фоковский вакуум. Теорема XII.14 в сформули-
рованном виде неприменима, поскольку С™ (Н3) не инвариантно
относительно V. Однако, если N — оператор числа частиц, то V
и (//0 — Е)'1 оставляют С°° (N) инвариантным, a Q0€C°°(./V).
Легко обобщить метод теоремы XI 1.14 для доказательства того,
что ряд Релея — Шредингера является асимптотическим в случае,,
когда инвариантность С"" (Я„) заменяется инвариантностью С™ (JV).
На этом пути мы приходим к заключению, что энергия основ-
ного состояния гамильтониана # 0 + РУ обладает асимптотическим
рядом. Коэффициенты этого ряда задаются суммами диаграмм
типа диаграмм Фейнмана (см. Замечания).
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Если выполнено условие (а) теоремы XI 1.14, то эта теорема—
удобное средство для доказательства устойчивости, однако есть
такие случаи, когда оно не выполнено, но устойчивость может
быть доказана следующим способом.
Теорема XI/.W1/^ Пусть //„— замкнутый оператор и Р — ко-
нечномерный ортогональный проектор, такой, что Ran PcD(HQ)
и НаР — РН„. Допустим, что оператор //„fRanO —P) секториаль-
ный с сектором Sa= \z\ |argz|<I8 0 < я/2} и что//„(• RanP имеет
спектр вне 5 0 . Пусть V — замкнутый секториальный оператор
с сектором 5 0 . Допустим, что Ran P cD (V) (jD(V*). Пусть £0—
изолированное невырожденное собственное значение оператора
//„fRanP. Тогда для любых е, б > 0 существует такое В, что
сумма в смысле форм //0 + рТ имеет в точности одно собственное
значение Е ф) в \E\\E — £„| < е[ при {$ в области Qas={P|| argP|<I
^ я / 2 —0О — б, | Р | ^ В } . Это собственное значение невырожденно,
это единственная спектральная точка оператора//О+РУ вблизи £ о и

Более того, допустим, что H0Q0 = EaQa и что ((//„ — Е)-1УУх
XiHo — E^QveDiV) при | £ — £ 0 | = е для / = 0, 1, . . . , k.
Тогда коэффициенты Релея—Шредингера для Еф) конечны по
меньшей мере до порядка P*+l и ряд Релея — Шредингера является
асимптотическим в области Q по меньшей мере до этого порядка.
Доказательство. Достаточно доказать только устойчивость, так
как утверждение об асимптотических рядах следует тогда из
доказательств лемм 2 и 3. Напишем V = V1-rV2, где Vt =
= (1—P)V(\— P), Vi = V — V1; V2 — ограниченный оператор ко-
нечного ранга, так как RanfcD(V) L)b (У*). Очевидно, //„4-PV'j
секториален на Ran(l— P) при P6Q независимо от того, какие
мы выберем В и б и равен Н~о на Ran/3. Так как |3V2 ограни-
чен, мы можем изучать его действие на o{Ha-\-$V^) при помощи
регулярной теории возмущений. Результат состоит в том, что
при малых Р интересующая нас верхняя грань конечна, так что
проектор —(2я1)~х t (#o + P^ — Е)~г dE имеет постоянную
размерность. |

Пример 5. Пусть Я о = —A-(-lF, где W — вещественнозначная
функция, W (х) — 0 при х—*оо. Пусть V = | л: | (можно взять и
V^=\x\n). В этом случае H0-\-f>V —* Но в смысле сильной резоль-
вентной сходимости. Равномерной резольвентной сходимости здесь
не может быть, так как (ЯА-ЬРУ — 0 - 1 компактен (см. § XIII.14),
а (#„ — i)'1 не компактен. Следовательно, теорема XII.14 непри-
менима.

Если у //„ есть отрицательные собственные значения, мы
можем выбрать Р проектором на соответствующие собственные
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векторы (или на те, которые отвечают т низшим собственным
значениям; в таком случае мы добавим к На константу, для
того чтобы обеспечить секториальность Но\{\—Р) относительно
сектора So). Так как собственные векторы Но убывают экспо-
ненциально (см. § XIII.11), то RanPcD(V) = D(V*), так что
условия первой части теоремы XII.I6V2 выполнены. Более того,
при очень слабых предположениях о W можно показать, пользуясь
методом § XIII.11, что при Е вблизи Ео и малых а оператор
( # 0 — Е)'1 есть ограниченное отображение &6а на себя, где

Так как Q0€^fa при малых а и V ограничен как оператор из
:%а в 3%а/г, мы можем проверить условие второй части теоремы
ХП.16г/2 при любом k. Следовательно, ряд Релея — Шредингера
асимптотический во всех порядках и при любом Р, удовлетво-
ряющем условию R e P > 0 . Если Р < 0, то собственное значение
не устойчиво, однако ряд Релея — Шредингера, как мы увидим
в § 5, сохраняет свое значение.

Наконец, рассмотрим пример, который показывает, что иногда
и при неустойчивых собственных значениях удается доказать,
что ряд Релея—Шредингера асимптотический. Однако это требует
подробного рассуждения. Этот пример также весьма наглядно
иллюстрирует, что две различные функции могут иметь один
асимптотический ряд.

Пример 6 (потенциал двойной ямы). Рассмотрим семейство опе-
раторов на L% (R):

Н (р) = — dVdx2 + х* + 2рх3 + р**4.
Поскольку полный потенциал можно записать в виде г* (1
то, очевидно, Н ф) при любом Р ^ О ограничен снизу. Применяя
методы гл. X, мы видим, что Нф) самосопряжен в существенном
на c^(IR), а методы § XIII.4 или § XIII. 14 показывают, что он
имеет чисто дискретный спектр и полный набор собственных век-
торов. Хотя Нф) не линеен по Р, нетрудно обобщить формулы,
полученные в § 1, и получить формальные ряды для собственных
значений: следует писать 2рлг3+Р2л:* вместо V в формулах § 1
вплоть до порядка /г, а затем собрать scs члекы порядка п. Тан
как (Qn, (26x34-P2x4)Qm) = 0, если \п— т | > 4 для невозмущен-
ных собственных векторов Qn оператора Я(0), то все суммы
в определении ряда Релея — Шредингера конечны, и мы получаем

для собственных значений Н ф) формальный ряд 2 агР"- Так

как вся задача инвариантна по отношению к одновременной за-
мене х-+—х, Р—<-— Р, то а 2 п + 1 = 0 при всех п.
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До сих пор эта задача как будто не слишком отличается от
ангармонического осциллятора примера 3, и действительно, если
заменить 2 в члене 2&Х3 на некоторое 8, — 2 < 0 < 2, то можно
доказать резольвентную сходимость по норме при Р J. 0. Однако
заметим, что полный потенциал исчезает также при х = — Р ~ 1 .
Действительно, сдвигая х на — 1 /$~ 1 , мы получим унитарно экви-
валентный оператор

Н ф) = — d*/dx* + 7 1 в р- 2 - 7 г *
2 + Р 2* 4.

Так как потенциальный член в Н ф) симметричен относительно
замены х н»—х, то очевидно что потенциал в Н ф) имеет две
идентичные ямы: одну с центром в * = 0 и вторую — вх= — Р " 1 .
В результате при весьма малых р мы ожидаем наличия двух
собственных значений вблизи Ео — энергии основного состояния
оператора //(0), так как можно получить два почти ортогональ-
ных вектора с энергией около £0, пользуясь основным состоянием
Qo (х) оператора Н (0) и сдвинутым состоянием Q0(x+ $-*). По этой
причине мы будем обозначать собственные значения Н ф) при Р > 0
символами £0 (Р) < Е'„ ф) < Ех ф\ < Е[ ф) < . . . а соответствую-
щие собственные векторы —символами Q0(x, P), Q'a (x, р) и т .д .
Во, избежание недоразумений штрц,х будет употребляться ниже
только для различения этих двух серий,-а не для производных;
Ео, Еи . . . — э т о те собственные значения Нф), собственные
функции которых инвариантны относительно замены х\->—х, а Е'а,
Е[, . . . — т е , чьи собственные функции нечетны относительно за-
мены ян-»— х. Мы ожидаем, что при р | 0 оба значения Ео ф) и
Е'о (Р) приближаются к £0, т. е. собственное значение Ео опера-
тора //(0) неустойчиво. Более того, у нас есть основания ожидать,
что £0(Р) — Еоф) стремится к нулю очень быстро, а именно как
ехр (—afi~2) с соответствующим а. В самом деле, истинные соб-
ственные функции Н ф) четны или нечетны относительно х\-+—х.
Если мы начинаем в момент / = 0 с состояния типа N (P) - 1 [Qo (x, P) -f
-!-Qo {х, р)], сосредоточенного около х = 0, то по прошествии времени
t -=я/(£„ — Ео) это состояние, развиваясь в согласии с динамикой,
описываемой //(Р), окажется сосредоточенным в х = — Р " 1 , т . е .
оно пройдет сквозь потенциальный барьер между двумя ямами.
Стало быть, £о(Р) —£0(Р) должна быть того же порядка, что
вероятность туннельного эффекта, а эта последняя имеет порядок
ехр (—dVh), где d — ширина барьера, т .е . 1/Р, a h — высота
барьера, т. е. Р~2/16.

Итак, мы ожидаем, что два собственных значения £0 (Р) и
£„(Р) приближаются к единому собственному значению £0 опе-
ратора Н (0) и что оба они имеют в качестве асимптотического
ряда одкн и тот же ряд Релея—Шредингера. Мы наметим до-
казательство этих фактов, оставляя все детали читателю (задача 36).
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Рассуждение здесь довольно сложное, и мы будем свободно
пользоваться средствами из гл. XIII. Мы установим три факта.
(i) При Р | 0 и £,(Р), и £-(Р) приближаются к Е1(0)^Е1 и,
в частности, существует независимый от Р промежуток между
Е'иф) и Егф) при Р—>0. (ii) Мы докажем, что ехр (— а Р ~ 8 Х
< £о (Р)—-£"0 (Р) ̂  е х Р (—&Р~2) П Р И Р 4 0 с соответствующими а и &
(iii) Мы покажем, что Еиф) (а значит, в силу (ii), и Е'оф)) имеет
ряд Релея — Шредингера в качестве асимптотического ряда.

Как первый шаг к установлению (i) рассмотрим операторы
Н° (а) и # N (а) на L? (— а, а), задаваемые посредством —cfi/dx̂ -j-x2

с граничными значениями Дирихле (соответственно Неймана)
в х = zfc а. Пусть £J? (а) и Е™ (а) обозначают собственные значения
Н° (а) и HN(a). Пусть Еп обозначает собственные значения
— сР/с1хг-\-х* на всем L2(R). Методы § XIII. 15 позволяют полу-
чить неравенства

££ (а) < £ „ < £ ? (а), (5а)

если а 2 ^ Е п = 2п-\-\. (Это условие понадобилось нам для того,
чтобы, когда в Z.2 (IR) будет сформулирована краевая задача
с граничными условиями Неймана в х=±а, наименьшие собст-
венные значения для интервалов \х\^а были больше Еп.) Мы
покажем, что

£ j ° ( a ) < £ N ( a ) + e x p ( _ c a 2 ) ( 5 b )

при больших а. Насколько больших — зависит от л. Пусть г|з̂  (я; а)
обозначает л-й нормированный собственный вектор оператора
HN (a). Мы утверждаем, что при достаточно больших а

hl£(a; a ) | < e x p ( - V 1 2 a 2 ) . (6)

Чтобы доказать (6), рассмотрим ф(д;) — решение уравнения
— ф" + х\ = Е™\а) ф с граничными условиями ф' (а) = 0, ф (а) = 1.
Выберем а настолько большим, чтобы было а > 16 и ( а / 2 ) 2 ^
> (а2/9) + (2л + 1). Тогда в интервале [1/2 а, а] имеем ха — Е% (а) >
^ а2/9, так как £ ^ ( а ) ^ 2 л + 1 . Следовательно, в силу рассуж-
дений, построенных на сравнении, такого типа, какими мы поль-
зовались в § XI.2, ф (х) > ch (1/3 a (х — а)) при х£,\}1га, а].
В частности, ф(х) ^ 1/ sexp (Vi2а?) при х^\}1ъа, 3 / 4 а], и, значит,
так как а > 16,

1

a/2

Поскольку г|^ (х; а) отличается от ф только мложителем норми-
ровки, (6) выполнено. Для дальнейших нужд заметим, что ана-
логичные рассуждения показывают, что

% - ( а ; а) < е х р ( - г а * ) . (6')
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Фиксируем теперь п0 и выберем а„ так, чтобы (6) выполнялось
для я = 0, 1, . . . , «0 и чтобы было а^а0. Положим

с; a)—ty? (a; a), i = 0, 2,
(а; а), 1 = 1 , 3,

Тогда г];(х) исчезают при х=±а, так что они будут подходя-
щими пробными функциями для Я° (а), т. е. они лежат в Q (HD (a)).
Вследствие (6) А,/ = ("Ч̂ . Л/) и Ец = (у\(, Я° (а) г̂ у) удовлетворяют
при 0<Ii , / ^ « в неравенствам

при подходящем d. Пусть £<,-> будет i-м собственным значением
•Д-1/»£Д-1/«, где Д={Ду} и £ = {£,,}. По методу Релея — Ритца
из § XIII.2, ЕФ^ЕР (а) (для i = 0, . . . , п0), и в силу преды-
дущих неравенств

|| А- 1/*£Д- w - £ ? 6 „ | |< d, exp ( - V23a
2).

Следовательно, | £ ( 0 — £^ | ^ dt exp (— Vzô '2), так что (5b) выпол-
няется.

Теперь мы можем установить (i). Из формы Н ф) видно, что
£,• (соответственно E'j) есть собственное значение с номером i + 1
оператора — dildxi + хг + 2$х3 + Ргх4 на L 2 (— V^"1, oo) с гранич-
ными условиями Неймана (соответственно Дирихле) в x=—fi~1/2.
Фиксируем а> |/^2п+1 и наложим дополнительное граничное
условие Дирихле или Неймана в х=±а. Пусть Есоф, а),
Е{,мФ, a), E'l<D0, a), £->N(P, a) обозначают соответствующие
собственные значения. При помощи «вилки» Дирихле — Неймана
(§ XIII. 15) получаем

Et. N(P, а ) < £ , ( Р ) < £ ( > о ( р \ a)

и аналогично для штрихованных величин. Устремляя Р к нулю,
мы видим, что

Е? (а) < Игл Et ф) < Urn Е, ф) < £? (а),

где £f (а) определен выше. Устремляя теперь а к оо и пользуясь
неравенствами (5), мы видим, что |£,(Р) — £,-|—^0 при Р—«-0.

В качестве подготовки к доказательству (ii) заметим, что
|Q f(P)_U,0)H — 0 и || Q;- (р) — Q; (Р) || — 0 при Pi 0, где
U; (х, р) != 2-1/» (Q»(х) + Q,- (х + Р_- Ч) и QJ (л, Р) = 2-1' 2 (Q, (х) —
— Q,- (л + р-1)). Действительно, Q,- четна относительно отражения
в х=—1/^-1 и
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при Р \ 0. Так как Я ф) имеет лишь одно собственное значение
с четной собственной функцией вблизи Es ф), получаем, что
||Q,-(P)—Й;(Р)|—»0. Аргументация для штрихованных величин
аналогична. В частности,

оо

С
P

i - при PJO. (7)

Пользуясь (7), граничными условиями при х=—1/гР~1 и инте-
грируя по частям

j [Q, (Я (р) QJ) - Q't (Я (р) Q,)] d*,
-v.p-'

находим, что

^ Q ; ( _ i . p - i , р). (8)

При помощи метода, которым мы доказывали (6) и (6'), исходя
из того, что на (—1/2Р~1, 0) выполнено 1 / 4 Л ; 2 ^ Л ; 2 ( 1 + Р Л ; ) 2 ^ Л ; 2 ,
легко показать, что правая часть (8) ограничена снизу величи-
ной ехр (—аР~2), а сверху—величиной ехр (—ф~2)- Это завер-
шает доказательство (И).

Обратимся теперь к (iii). При Ф £ < ^ \ как легко видеть,
(Я(Р)— Я(0))ф — 0 , когда Р | 0 . Так как спектр Я(Р) стре-
мится к спектру Я(0) в силу (i), очевидно, что (Я(Р)—z)" 1 —
— (Я(0) — z ) " 1 —>- 0 сильно при Pj 0, если гф2п + \. В частно-
сти, если

то Р (Р) —>• Р (0) сильно, когда PJ.O. Разумеется, Р (0) — проектор
ранга 1, а Р ф) при Р=йО—проектор ранга 2. Как обычно,
е (Р) == (Qo, Р (Р) Q,,)-1 (Qo, Я (Р) Я (Р) Qo) имеет в качестве асимпто-
тического ряда ряд Релея — Шредингера. Далее, е ф) = Э (Р) £•„ (Р)+
+ ( 1 — Э(Р))£'о(Р) с подходящей функцией Э(Р). Поскольку Ео—
— Е'о —• 0 быстрее, чем любая степень Р, оба Ео ф) и Е'й (Р) имеют
в качестве асимптотического ряда один и тот же ряд Релея —
Шредингера.
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XII.4. Методы суммирования в теории возмущений

Самая мысль, что функция может быть опреде-
лена расходящимся асимптотическим рядом,, была
совершенно чужда сознанию девятнадцатого века.
Когда Борель, в то время еще неизвестный молодой
человек, открыл, что его методы суммирования
дают «правильный» ответ для многих классических
расходящихся рядов, он решил совершить путе-
шествие в Стокгольм к Миттаг-Леффлеру, приз-
нанному главе комплексного анализа. Миттаг-Леф-
флер вежливо выслушал все то, что Борель хотел
ему сказать, и затем, положив руку на полное
собрание сочинений своего учителя Вейерштрасса,
сказал no-латыни: чРАастер запрещает это».

РАССКАЗ МАРКА КАЦА

Итак, мы видели, что расходящийся ряд теории возмущений,
такой, например, как ряд для уровней энергии оператора р2 4-
-+• х2 + $х*, тем не менее может давать некоторые сведения отно-
сительно истинных уровней энергии и что при достаточно широ-
ких условиях ряд Релея —Шредингера является асимптотическим.
Мы видели также, что если о некотором ряде говорится, что он
является асимптотическим, то это очень слабое утверждение;

в частности, если 2 а „ р л е с т ь асимптотический ряд для Еф), то

это еще не дает нам никаких сведений о Е ф0) при фиксиро-
ванном Р о ^ О . В этом разделе мы изучим вопрос, не может ли
тем не менее расходящийся ряд теории возмущений определять
энергетический уровень Е ф), если пользоваться какими-либо
более изощренными методами, чем прямое суммирование.

Прежде всего мы поищем какое-либо условие, более сильное, чем

утверждение что 2 aJt>n — асимптотический ряд для Еф), и более
п = й

слабое, чем утверждение, что ряд сходится, но такое, которое
все же единственным образом определяет Еф). Напомним, что
неединственность функции, представляемой асимптотическим
рядом, следует из того, что ненулевые функции, такие, как
ехр (—Р" 1 ), могут иметь нулевой асимптотический ряд. Мы ищем,
таким образом, более сильное условие, которое гарантировало бы
единственность. Такое условие дается следующей теоремой Кар-
лемана.

Теорема XII.17 (теорема Карлемана). Пусть g — функция, ана-
литическая внутри сектора S = {2| 0 ^ | г | ^ 5 , |arg г j ?^я/2} и
непрерывная на S. Предположим, что для каждого п



4. Методы суммирования в теории возмущений 51

оо

при всех г внутри сектора. Если еще 2 & / Г х / л = о о , то g — тож-

дественный нуль.
Нам понадобится только.частный случай теоремы Карлемана,

который мы докажем ниже. Отметим, что условие \g(z) \ s^.bn\z\n

утверждает в точности, что g имеет нулевой асимптотический ряд.
00

Дополнительное условие 2 & ; Г 1 / Л = о о есть граница, указываю-

щая, насколько быстро Ьп1/п может стремиться к нулю, или,

эквивалентно, насколько быстро Ьп может стремиться к беско-

нечности. Так как 2 / х " 1 только слегка расходится, то усло-
л= 1

оо

вие 2 Ь»1/п= оо совсем ненамного слабее оценки bn^.C0B'in"

с соответствующим образом выбранными Со и Во, или, что экви-
валентно, Ьп^СВпп\ с соответствующими С и б. Это позволяет
придать теореме Карлемана такую форму:

Теорема XII.18. Допустим, что g есть функция, аналитическая
внутри и непрерывная на 5 = { г | | a rgz | ^ 1 / „ л + е, 0 < | г | ^ У ? ^
с некоторым е > 0. Если существуют С и В, такие, что

\ \ \

при всех z£S и при всех п, то g—тождественный нуль.

Доказательство. Для упрощения обозначений положим w = z~l

и f{w) = g(w~1). Тогда / аналитична в

S = {ny| | arg о; К V«JI-f e, \w\^R~x].

При всех п и всех w£S имеем |/(о>) | ^ СВпп\ \w \~n. По фор-
муле Стирлинга, для любого б > 0 можно найти такое D6, что
п\ ^ D6n

ne~n<-1~6'). Выбирая п наибольшим целым, меньшим \w\/B,
видим, что \f(w) | ^.C'e-eia" с некоторыми С" и е. Пользуясь
принципом Фрагмена—Линделёфа, мы покажем, что /(и>0) = 0,
если w0 вещественно и w9 > R~l, и с помощью аналитического
продолжения заключим, что /ззО. Выберем а так. что а( 1 /„я+е) =
= 1/гп. Пусть /от(оу) = /(оу)ехр[т(оу/оуо)

а]. Так как а < 1 и
\f (w)\^C'e-e[w[, TO fm (w) —-у 0 при | а > | - ^ о о . Следовательно,
по принципу максимума,

\ = R-1 или

Положив M t = m a x {]/(о>)| | \w \ = R~1\ и M 2 = max {|/ (w) \ \ |argay| =
= 1/.гп + е\, видим, что

| fm К ) | < max \MV exp [m (R~l/w0)
al M2\,
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откуда
\f (wo)\ ^тах{Л1 г ехр [т(—1 +(R~1/w9)

a)], Л12ехр [—т\\.

Так как т произвольно, / (до0) = 0. |
В процессе доказательства мы установили, что если / ана-

литична в S и убывает экспоненциально, то / есть нуль. Неко-
торое расширение этого факта (теорему Карлсона) мы докажем
и будем использовать в § XIII.13.

Как видно из доказанной теоремы, мы выделили условие более
сильное, чем утверждение, что Е ф) имеет асимптотический

ряд ZJ Л „ Р В .

Определение. Будем говорить, что функция Е ф), аналитиче-
ская в секторе {Р| 0 < | Р | < 5 , | argp| < 1/2n+e\, удовлетворяет

оо

сильному асимптотическому условию и имеет ^]а„Р" в качестве

сильного асимптотического ряда, если существуют такие С и о,
что при всех N и всех Р в данном секторе

(tf+l)4Plv

Теорема XII. 19. Если 2°вРв—сильный асимптотический ряд
л=0

для двух аналитических функций / и g, то f = g.

Доказательство. В силу предположения,

в{Р| 0 < | P | < V a 5 , | a r g P | < V 8 ( « + e)}, поэтому из теоремы XII. 18
следует, что f—g = O. |

Чтобы понять, что дает идея сильного асимптотического усло-
вия в применении к собственным значениям, полезна следующая
простая лемма технического характера (задача 26).

Лемма. Если f u g удовлетворяют сильным асимптотическим
условиям и Нгп ^ ( P ) = T ^ 0 , то отношение fig удовлетворяет силь-

р01 р 1 0

ному асимптотическому условию и его асимптотический ряд дается
формальным отношением асимптотических рядов для fug.

Пример I. Рассмотрим уровни энергии ангармонического ос-
циллятора р* + х2+$х*. Мы видели, что Е ф) = (Я ф) Qo,
Р (P)Q0)/(Q0, P (P)Q0). По предыдущей лемме, достаточно получить
оценку вида CoN+1 (N + l)\\$\N+l нормы остатка Рф)п0 после
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вычитания первых N членов асимптотического ряда. Поскольку
Р ф) задан как интеграл от резольвенты, следует лишь устано-
вить сильное асимптотическое условие для (Н ф)—E)~1Q0 с оцен-
кой, равномерной по \Е— Е0\ — г. Остаточный член, который
мы должны оценить, есть в точности отстаточный член геометри-
ческого ряда:

(Н ф)-Е)-"п0- S o ( - P ) " ( / / . - £ ) - i

Так как \\(Нф)—Е)~1\\ равномерно ограничена вследствие схо-
димости по норме, доказанной в предыдущем разделе, то нам
нужно только доказать, что

\[я* (р* + х* — £)-1]Л '+ 1Й в1<Са^+ 1 (N + 1)!

при \Е —1/«| = 1/«. В терминах стандартных операторов А, Л+,
обсуждавшихся в дополнении к § V.3, х* = V4 (A + А*)*, так что
интересующая нас норма может быть оценена посредством (24)ЛГ+г

членов вида

4-"-i | | А*... А* ( # . - £ ) " » А* ... A*N+t {Н0-Е)-*п0\,

где каждый А% есть или А, или Л+. Оценка CoN+1 (N +1)1 полу-
чается с помощью формул

Следовательно, энергетические уровни осциллятора р*-\-хг

удовлетворяют сильному асимптотическому условию; в частности,
уровни энергии ангармонического осциллятора единственным
образом определяются соответствующими рядами Релея—Шре-
дингера.

Саймон обобщил приведенное рассуждение на абстрактную
ситуацию. Из полученных при этом результатов типичен сле-
дующий.

Теорема Х//.20. Пусть #„, V и М — самосопряженные опера-
торы, удовлетворяющие следующим условиям:

(i) Я 0 ^ 0 ;
(И) для каждого а > 0 существует такое Ь, что V_

(iii) \V\^.cH\ + d для некоторых end;
(iv) 0 < М < Я 0 ;
(v) M и //„ коммутируют;

(vi) C"(M)czD(V) и V переводит С" (УМ) в себя;
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( v i i ) с у щ е с т в у ю т т а к и е к о н с т а н т ы е й / , ч т о д л я л ю б ы х п и в с е х
Ф€С-(Л1)

\\(М +1)» Уф|< < ?!(М+/)»+ 2 фи.

Пусть //0+|3V определено как сумма форм при малых | |3 | и
| a r g | 3 | < n —е. Тогда любому изолированному невырожденному
собственному значению Нь отвечает при малых | |J | собственное
значение ffa+fiV и ряд Релея — Шредингера есть его сильный
асимптотический ряд.

Доказательство см. в литературе, указанной в Замечаниях.

Эта теорема позволяет распространить идею примера 1
на n-мерный ангармонический осциллятор. В частности, если
SV L R )

a ( / w ¥ / V / ,
i

где коэффициенты а таковы, что V(x)^0 при всех x£Rn, то
любому невырожденному собственному значению Ее оператора //„
отвечает ряд Релея—Шредингера, являющийся сильным асимпто-
тическим рядом для собственного значения Е ф) оператора Н ф)—

H PV причем £(0) = £0.

Пример 2 ((Ф4)2 с пространственным обрезанием). В § Х.7 мы
коротко обсудили полевые теории с пространственным обрезанием
в двумерном пространстве-времени:

Ио = J (k) a (k) dk = dT (Vk* + m2),

где g g
M = J a+ (k) a(k) dk = dT (1)

— оператор числа частиц. Можно убедиться, что выполнены все
условия теоремы X 11.20. Труднее всего доказать условие (И),
которое обсуждалось в § Х.9. Следовательно, ряд Релея—Шре-
дингера для энергии основного состояния есть сильный асимпто-
тический ряд для энергии точного основного состояния. Как мы
уже отмечали, ряд Релея—Шредингера в этом случае задается
суммами фейнмановских диаграмм. Этот пример позволяет думать,
что в более общей ситуации фейнмановский ряд может быть
сильным асимптотическим рядом.

Из сильного асимптотического условия вытекает, что | а „ | <
<ССо"п{. В простых примерах появляются ряды, в которых ап
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ведут себя как (kn)\ с & > 1 . Следовательно, в этих случаях
сильнее асимптотическое условие уже не может выполняться.
Но из простых рассуждений, основанных на использовании масш-
табных преобразований и теоремы Карлемана, следует, что любая
функция g, аналитическая в многолистной области \z | О < \г\ < В,

; 1 < 1 / г ^ л + е } и удовлетворяющая неравенству | g ( z ) | ^
N\k (N-\- 1)]! | z p v + 1 при всех N и z в указанной области,

равна нулю тождественно Это подсказывает таксе

Определение. Будем говорить, что функция Еф), аналитиче-
ская в секторе {Р| 0 < | P | < B , | argPt < 1/*&я + е}, удовлетво-
ряет модифицированному сильному асимптотическому условию

порядка к и имеет ^j апР" в качестве сильного асимптотического

ряда порядка k, если существуют такие С и 0, что при любых N
и всех р в указанном секторе

N

Обобщая теорему Карлемана. можно обобщить и теорему XII. 19:
оо

если f u g обе имеют 2 a n P " B качестве сильного асимптотиче-
л=о

ского ряда порядка А, то f = g.

Пример 3 (осциллятор xim). Пусть Я о = — йг!йх*-\-хг. и V = xim

(т ^ 3). Численные расчеты показывают, что коэффициенты Ре-
лея— Шредингера ап для энергии основного состояния ведут
себя при больших п как (—1) п + 1Со п[{т— 1) га]! [ 1 + О(1/п)],
откуда должно следовать, что обычное сильнее асимптотическое
условие не может быть выполнено. Однако можно показать, что
Еф) имеет продолжение в многолистный сектор {$\ | a r g | 3 | ^
<! V2(m-f-Пл;—s, | P | ^ B e } с любым е > 0 и что в таком сек-
торе выполнено сильное асимптотическое условие порядка т — 1.
Стало быть, асимптотические ряды и в этих случаях определяют
собственные значения.

Так как сильный асимптотический ряд определяет Е ф) един-
ственным образом можно ожидать, что есть какой-то способ
построить Е с помощью а„, раз мы знаем, что Е удовлетворяет
сильному асимптотическому условию. Метод явного построения Е
содержится в следующей теореме Ватсона, доказательство кото-
рой можно найти в ссылках на литературу.

QD

Теорема XII.21 (теорема Ватсона). Предположим, что 2 а

п Р "
л=0

есть сильный асимптотический ряд для Е ф) в еекторе
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{ Р | О < | Р | < В , | argP|^ l / a n + e}. Рассмотрим функцию

л = 0

аналитическую в некотором круге с центром в г = 0 вследствие
сильного асимптотического условия. Тогда
(a) g имеет аналитическое продолжение в область {г\ | argz| < e};

оо

(b) если |Р | < В и |argP|<e, то J |£(лр)| e~*dx < оо;

•о

(c) если | Р | < £ и |argP|<e, то £(Р) = ] g(xfi)e-*dx.

Заметим, что так как ^ x"e~xdx= n\, то, если бы можно было
о

переставить ] и ^ ] , мы имели бы
О п = 0

во оо

J 8ОФ) t~xdx=^а„Р" (формально).
О

оо

Описанный здесь способ получения суммы 2 а пР" е с т ь

частный пример метода суммирования, т. е. метода получения
конечного ответа из расходящегося ряда, ответа, который фор-
мально является суммой такого ряда. Этот метод называется
методом суммирования по Борелю; g(z) называется борелевым

образом {а„}п«о. а формула преобразования Лапласа \ g(x$)e~xdx
о

иногда называется обратным преобразованием Бореля.

Пример 1 (заново). Можно выбрать е произвольно близким
к л, так что g будет аналитической в плоскости с разрезом
С\(—оо, — R), где R — радиус сходимости преобразования Бо-
реля. В частном случае одномерного осциллятора известно, что
Е (Р) аналитична в {Р [ | argf i |<n}, поэтому обратное преобра-
зование Бореля сходится к Е при любом положительном р (и,
более общим образом, при любом Р с R e P > 0 ) .

Пример 2 (заново). В этом случае мы можем восстановить
£ (р) при достаточно малых | Р | и |argP| из преобразования
Бореля ряда Релея— Шредингера.
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Пример 3 (заново). Метод Бореля прямо не применим, но
работает его обобщение (задача 29 (Ь)). Конкретно, для осцил-
лятора хгт модифицированный борелев образ

л=0

аналитичен в плоскости с разрезом С \ ( — о о , — R m ) и для по-
ложительных малых Р

Итак, мы видели, что описанный метод суммирования позво-
ляет восстановить собственные значения. В некоторых частных
случаях могут оказаться полезными другие методы, даже более
удобные в вычислительном отношении; мы их коротко обсуждаем
в Замечаниях.

X1I.5. Концентрация спектра

В двух предыдущих разделах мы изучали возмущенные си-
стемы с изолированным собственным значением, расположенным
поблизости от изолированного собственного значения невозмущен-
ной системы, и ряды теории возмущений, которые почленно конеч-
ны во всех порядках, но не сходятся. В этом разделе мы хотим
исследовать более сложную ситуацию, когда есть изолированное
невозмущенное собственное значение и почленно конечный' ряд
теории возмущений, но нет возмущенного собственного значения!

Рассмотрим следующий простой пример. Пусть //„=» — А —1/г
и V = Еое-г, где е — фиксированный единичный вектор в R3. При
вещественных Р оператор H0-j-fiV есть гамильтониан атома водо-
рода в постоянном электрическом поле —Р£ое, т. е. гамильто-
ниан так называемого эффекта Штарка. В § Х.5 мы доказали,
что H0 + $V самосопряжен в существенном на Со°° (R.3). С другой
стороны, легко видеть, что если р^==0, то h't-\-pV не ограничен
снизу. Мы покажем ниже (§ XIII.4), что CT(#O + PVO = (—оо, оо),
если Р Ф 0. Следовательно, коль скоро включено возмущение,
все собственные значения Но оказываются погруженными в не-
прерывный спектр. Тем не менее ряд теории возмущений для
энергии основного состояния, задаваемый формальными выраже-
ниями из § 1, почленно конечен. Что же это значит?

Прежде чем дать математический ответ на этот вопрос, при-
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ведем другую интерпретацию изложенного. Пусть

£„е-г, если | е-г | < л,
Va(r)= Е^п, если е-г ^ л,

— Еоп, если е • г ^ — п.

Каждое Vn есть возмущение типа (А), так что при некотором
Bin) ряд теории возмущений ^,al",^m для энергии основного состоя-
ния Е{гиф) гамильтониана H0-\-Wn сходится к Еш ф), если

ос

| Р | ^ В < Л > . Предположим, что % ат$т есть формальный ряд тео-

рии возмущений для энергии основного состояния гамильтониана
Я рУ. Заметим, что а1^ сходится к ат при п—+ оо. Мы, таким

00

образом, интерпретируем 2 anfim K a K формальный предел схо-

дящейся последовательности 2 Ят'Р™- Эт а интерпретация не очень

удовлетворительна математически, ибо похоже, что Bin) —• 0 и
оо

что 2 аЛ)8
/в расходится при всех Р, однако нужно подчеркнуть,

что такая интерпретация правильна с физической точки зрения!
Действительно, эксперимент с реальными атомами в реальном
электрическом поле делается не в поле, простирающемся во всем
пространстве; потенциал V — это идеализация. Потенциал Vn

гораздо ближе к экспериментально получаемому потенциалу,
а Е{п)ф)—к измеряемой спектроскопической наблюдаемой. Но
так как £<л> ф) « ao + aimP для малых Р и а\п>« аг при больших
п., то мы можем оценить ЕЫ) ф), пользуясь at.

Несмотря на предыдущее замечание о физическом содержании
задачи, нельзя не чувствовать, что и весь ряд теории возмуще-
ний все же должен иметь какое-то отношение к Ha+fiV. Дейст-
вительно, мы увидим, что спектр //0-(-рЧ/ «сгущается» возле не-
возмущенных собственных значений и что центр сгущения задается
асимптотическим рядом ^aJSm. Точный смысл «сгущения» рас-
крывается следующим определением.

Определение. Пусть Нп — семейство самосопряженных операто-
ров, и пусть \Рп(0))—семейство спектральных проекторов Нп.
Пусть {5Л}"_, и Т — подмножества в R. Будем говорить, что часть
спектра //;,, лежащая в Т, асимптотически попадает в 3„, тогда
и только тогда, когда
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Когда Нп —- Н в сильном резольвентном смысле, будем говорить,
что часть спектра Нп в 5„ есть асимптотически часть спектра И
в Т, если

s-hm Pn(Sn) =

где {Р (й)} — проекторнозначная мера оператора Н.

Пример 1. Пусть Н = 1,Нп— I + п~хХ, гдеX —оператор (X/) (х)=
= xf (х) на L 2 (—оо, оо). Если х<а, ы — умножение на характери-
стическую функцию интервала (с, 5), то Р „ ( 1 — а , 1 + Р ) = х<-па, лр>-
Часть спектра //„ в (0,2) асимптотически попадает в (1 — /г"1/*.
1+га"1/»), а часть спектра # „ в ( 1 — л"1/», 1 + /г-1/2) есть асимп-
тотически часть спектра Н в (0, 2). Чтобы увидеть связь между
этим асимптотическим «погружением» и интуитивным представле-
нием о «сгущении», рассмотрим спектральные меры, связанные
с фиксированным вектором г|э. Если d\in (X) = d ($>, Р„ (Я,)ч|5), то
dp.n (X) — dfij (1-Ь(Я, — ^ п " 1 ) . Следовательно, d\in —- б(X — 1).

В этом примере мы замечаем характерную симметрию:

Предложение. Предположим, что Нп—+Нъ сильном резоль-
вентном смысле. Пусть Т = (а, Ь), причем a, b(£ovp(H). Пусть
Snc Т при достаточно больших п. Тогда часть спектра Нп в Т
асимптотически попадает в Sn тогда и только тогда, когда часть
спектра Нп, лежащая в Sn, асимптотически является частью
спектра Н в Т.

Доказательство. По теореме VIП.24, s-lim Р„ (Т) = Р (Т). Следо-
вательно, s-lim Р„ (Sn) = Р (Т) тогда и только тогда, когда
s-lim P(T\S) 0 1

Подчеркнем, что понятие асимптотической концентрации есть
свойство последовательности операторов {//„!-"=1. Нет никакого
смысла говорить, что один оператор Нп имеет спектр, сосредото-
ченный в Sn. В примере 1 все Н„ унитарно эквивалентны, так

(Н) Н)(и т

Теперь мы можем высказать одну гипотезу о связи между
Oi)"i~aiP и /fo + py в рассмотренном примере эффекта Штарка.
Допустим, что мы можем найти такой интервал / вокруг энергии а„
невозмущенного основного состояния, что а (Но) П / = {ао}>

 и такую
функцию / ф) с / (Р)/р —- 0, что часть спектра Н ф) в (с0 + схр—
— / ф), а0 + а,р + / ф)) является асимптотически частью спектра Н„
в /. Это свойство определяет аг единственным образом (задача 31).
Поэтому, хотя Нф) не имеет собственного значения вблизи
ап + аф, он имеет спектр, сконцентрированный вблизи ао + а$,
когда |3—>-0. Средством для доказательства такой концентрации
спектра служит понятие псевдособственного значения.
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Определение. Предположим, что Н ф)— семейство самосопря-
женных операторов, определенных при малых вещественных Р
таким образом, что, когда fJ—•О, Нф)—>-Н0 в сильном резоль-
вентном смысле. Пусть Ео — изолированное невырожденное соб-
ственное значение Но и г|>0—соответствующий нормированный
собственный вектор. Семейство векторов гр(Р) ф — вещественное)
и семейство чисел E0+$Et называются соответственно псевдо-
собственным вектором первого порядка и псевдособственным
значением первого порядка тогда и только тогда, когда

(i) 1ш

(И)

Далее вместо утверждения: «существует псевдособственный век-
тор первого порядка лр ф) с отвечающим ему псевдособственным
значением E0-\-$Ei», мы кратко будем говорить: «£"0-|-P£i есть
псевдособственное значение Н (Р)».

Теорема XI 1.22. Предположим, что Нф)—+Н0 в сильном ре-
зольвентном смысле при Р —• 0 и что все Н ф) самосопряжены.
Пусть Ео — изолированное невырожденное собственное значение
Но и / — такой интервал, что / Л <*(#„) = {Ео\. Тогда существует
функция ?ф), удовлетворяющая условию /(РУР—*-0, такая, что
часть спектра Н ф), лежащая в /, асимптотически попадает в

в том и только том случае, когда E0 + $Et есть псевдособствен-
ное значение первого порядка для Нф).

Доказательство. Пусть Р& (Q) суть спектральные проекторы /У(Р).
Если часть а (Я ({})), лежащая в /, асимптотически попадает в /р,
то Р е(/р) сильно сходится к Р° (/) = Р° ({£„}). В частности, если
г);,,—невозмущенный собственный вектор оператора Н и Р)
= Р р(/ е)гр 0, то гр(Р)—*г|5„ по норме. Более того,

когда Р —*• 0, так что Ео + Еф есть псевдособственное значение
первого порядка.

Обратно, допустим, что Е0-\-$Ех — псевдособственное значение3

отвечающее псевдособственному вектору т|>(Р). Положим
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Тогда Р" 1/ (Р) —» О при Р —* 0. Мы покажем, что Р& (/«) сильно
сходится к Р°{{Е0\):

J (Х-Ео-Е
со

5
Следовательно, | ( / —ЯР(/ в))ф(Р)|<р-*/(Р)-^О. Так как

то (/ — Ре (/р)) Р° ({Ео}) —<• 0 по норме. Таким образом,

- Р» (/р)) Я" ({£„}) - * 0.

Кроме того, из сильной резольвентной сходимости вытекает, что
Р$ (/) —>• Р° ({£0}) и» следовательно,

Отсюда заключаем, что Р& ( / \ / р ) ~*" 0. |

Теорема XII.23. Допустим, что самосопряженные операторы
Н ф) заданы для каждого Р из некоторой окрестности ./V нуля
в IR. Пусть Я 0 ^ Я ( 0 ) и существует такой симметрический,
оператор V, что

(i) Я о самосопряжен в существенном на D (Яо) П D (V);
(ii) если ф6 D (Яо) Л D(V), то при любом $£N имеем ф££>(Я(Р))

и Я(Р)ф = Яоф + Р^Ф;
(iii) £ 0 — изолированное собственное значение Я о с кратностью 1,

и соответствующий собственный вектор г|з„ принадлежит D(V).

Пусть /—такой открытый интервал, что а(Я0)П Г={Е0}, и пусть
£ t = ("ф0, Vtp0) — коэффициент Релея —Шредингера первого поряд-
ка для возмущения собственного значения Ео.

Тогда существует такая функция / (Р) с Р" 1/ ф) —*• 0, что часть
спектра H0-\-$V, лззуащая н ' «""импт^тичвски попячает в

Доказательство. Простые рассуждения, использующие (i), (ii) и
первое резольвентное уравнение, показывают, что Я ( Р ) — * Я 0 £
сильном резольвентном смысле, когда р —<• 0 (задача 32). По тео-
реме XI 1.22, достаточно построить псевдособственный векто
первого порядка *$>ф) с псевдособственным значением Ей-\-Е$
Пусть {Р$ (й)} — спектральные проекторы оператора Я(Р). Выбе-
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рем г|; ф) = Я? (/) г|>0. По теореме VIII.24, s-lim P 3 ( / ) = Р°(1),
так что -фф) —> %, когда Р —с 0. Так как %£D(Hф)) для любого
Р б ^ , то РР(/)Я(р)т|50 = Я(Р)РР(/)1])0. Следовательно,

(/) (V-£х) я|;01.

Так как s-lim Р э (/) = Р ( 0 ) (/), первый член в правой части
неравенства сходится к нулю. Так как Ео невырожденно, то
Pi0) (/)q>= (г|з0, Ф)Ч|Э0

 и . следовательно,

Значит, и второй член равен нулю. Тем самым доказано, что
Tf (р) есть псевдособственный вектор первого порядка. |

Пример 2 (эффект Штарка для атома водорода). Пусть # „ =
— —Д —!//• и V — Eoe-r. Тогда £„ = —1/4 есть энергия основ-
ного состояния для На. По теореме Х.38, //O + PV самосопряжен
в существенном на D (H0)f]D(V). Функция % известна явно,
причем | г}?0 (х) | ^ С ехр (— | х |/2) с соответствующим С. Кроме
того, tyo£D(V). Стало быть, выполнены условия теоремы XI 1.23.
Поскольку £ , = (%, 1Л|>0) = 0, мы заключаем, что, когда р —+ О,
часть спектра Я о + Р^, находящаяся вблизи от Еп, концентри-
руется в (Ео—Хр, £ 0 + Хр) при любом к > 0. Вдобавок можно
доказать, что все коэффициенты ряда Релея — Шредингера ко-
нечны. Более того, для любого га можно найти fin) (P), удовлет-
воряющую условию | р | ~ п / ( я ) (Р)—»• 0, так чтобы часть спектра

/ "
Я„Ч-PV, лежащая вблизи Еа, концентрировалась в ( >,, Ет$т—/'"'(Р),

\т=о

, когда ( р | —»• 0.

Кроме обобщения на порядок га, упомянутого в этом приме-
ре, теорема XI 1.23 имеет другое важное обобщение —она может
применяться к уровням конечной кратности вырождения. На-
пример, в рассмотренном примере эффекта Штарка первое соб-
ственное значение выше основного состояния четырехкратно
вырождено и расщепляется в первом порядке на одно двукратное
псевдособственное значение и два однократных псевдособственных
значения. Можно явно найти четыре линейно независимых псев-
дособственных вектора, , сходящихся к векторам гр;, удовлетво-
ряющим уравнению //„"ф,- = —Vm%, с псевдособственными значе-
ниями два раза —Vie и —Vi S ±aP, где а можно сосчитать,
пользуясь «теорией возмущений при условии вырождения».
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XII.6. Резонансы и золотое правило Ферми

Всякий раз как возникает потребность в анализе
или в высшей алгебре, вы должны воспринимать
это как тревожный сигнал о том, что оператор
пытается подменить опыт теорией.

Б. ГРЭМ. «РАЗУМНЫЙ ВКЛАДЧИК»

До сих пор мы рассматривали последовательно все более
сингулярные возмущения изолированных собственных значений.
В § 2 был рассмотрен случай, когда существуют и возмущенное
собственное значение, и сходящийся ряд теории возмущений, а в
§ 3 и 4 — случай, когда возмущенное собственное значение суще-
ствует, но соответствующий ряд теории возмущений расходится.
В примерах § 5 не существует и возмущенного собственного
значения. В этом разделе будет разобран еще более сингуляр-
ный, но, как мы увидим, важный для физики случай, когда не
только не существует возмущенного собственного значения, но
еще и невозмущенное собственное значение не изолировано.

Простой пример этого явления возникает, если

и V = | r j — г 2 1 - 1 на L 2(R e). Точки R* мы будем записывать в виде
<г1( г2>, где г,- £ IR3. Если пренебречь релятивистскими эффектами
и перейти к пределу бесконечной массы ядра, то Ha + V—это
гамильтониан атома гелия. Если /г= — Д—2/г на L* (R3), то
# 0 = l(g)ft + f t ® l - Так как h и Но самосопряжены, можно при-
менить теорему VIII.33 и выразить спектр Но через спектр h
при естественном отождествлении L2(R6) с L2(R3)(g)La(R3). Соб-
ственные значения* h известны, это {—l/na}"_n так что Я о имеет
собственные значения

Далее, aesa (h) = [0, оо), так что creS8 (Яо) = [—1, оо). Следовательно,

а (Яо) = {% + у | х, у £ [0, оо) и {—1/я2}^} =

= /_1_4Д" uf-i. «л.

Таким образом, собственные значения £„, т лежат в непрерывном
спектре, если я ^ 2 и т~^1 (рис. XII.2). Когда возмущение V
включено, из физических соображений мы ожидаем, что соб-
ственные значения, находящиеся в непрерывном спектре, «раст-
ворятся». Это ожидание совершенно справедливо, с точностью до
двух пояснений, которые мы обсудим в Замечаниях. Однако в
физических проявлениях атома гелия остается «память» об этих



64 XII. Возмущение точечных спектров

Собственные .
Значения

Рис. ХП.2. Спектр Яо.

собственных значениях Я о . При рассеянии электронов на ионах
гелия наблюдаются «пики» в сечении рассеяния при полных энер-
гиях системы Н + + е вблизи энергий ЕПг т (практически на общем
фоне выделяются пики только при малых тип) (рис. XII.3).
Похожие пики обнаруживаются и в поглощении света гелием,
т. е. при частотах падающего излучения, при которых энергия
кванта света близка к разности Еп<т и Eul ( = энергия основ-
ного состояния), свет сильно поглощается (рис. XII.4). Подчерк-
нем, что наши графики для рассеяния и поглощения очень схе-
матичны. В частности, энергии Еп< m сдвинуты за счет возмуще-
ния V.

Не только положения этих пиков, отвечающие так называемым
состояниям Оже, или автоионизации, поддаются наблюдению, но
и ширина этих пиков довольно хорошо описывается с помощью
вычислительного метода, называемого золотым правилом Ферми.
Этот метод выводится чисто эвристически, и мы опишем вывод
в Замечаниях. Вывод основан на физической модели механизма,
который приводит к появлению пиков. В остальной части этого
раздела мы прежде всего выделим математическую величину,
отвечающую ширине пиков, а затем покажем, как золотое пра-
вило Ферми следует из теории регулярных возмущений Като—
Реллиха, по крайней мере для атома гелия. Подчеркнем, что зо-
лотое правило Ферми успешно применяется во многих ситуациях,
где оно до сих пор не имеет строгого обоснования.

Наша интерпретация золотого правила Ферми будет состоять
из трех шагов, из которых два «квазиматематические», а послед-
ний—строго математический. Цель первых двух шагов —выде-
лить такую величину, которая подходит для точного математи-

Полная кинетическая
энергия

Рис. XI 1.3. Схематическое изображение сечения
упругого рассеяния в реакции e-f Не+—*-в + Не + .
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_ . Энергия
J_ , з фотона
г ' Т
Рис. XI 1.4. Схематическое изображение сечения

поглощения в процессе Не -+- у.

ческого анализа. Хотя эта величина и не является в точности
шириной пика, мы свяжем ее с шириной при помощи цепочки
нестрогих рассуждений. Это положение довольно обычно в мате-
матической физике: точные математические величины не совпа-
дают с величинами, наблюдаемыми в эксперименте, но связаны
с ними посредством некоторых нестрогих рассуждений. Так что
в ряде проблем математической физики непременно наличествует
этот внематемэтический привкус.

На первом шаге мы свяжем ширину пиков с мнимой частью
положения полюсов «амплитуды рассеяния». Второй шаг —
отыскание полюсов аналитического продолжения резольвенты.
Таким образом, квазиматематическая часть анализа состоит в
замене неточного понятия «ширина пика» точным — «мнимая часть
положения полюса на втором листе аналитического продолжения
•среднего значения резольвенты по состояниям из некоторого
плотного множества». Изучая эту точную величину, мы докажем,
что она равна мнимой части собственного значения некоторого
несамосопряженного оператора. Главным техническим приемом
этого доказательства будет метод скейлинга (масштабных преоб-
разований), который мы дальше будем изучать в § ХШ.10.

Рассеяние в квантовой механике описывается квадратом модуля
«амплитуды рассеяния» (см. § XI.6). Амплитуда рассеяния, яв-
ляющаяся комплекснозначной функцией энергии и угла рассея-
ния, в типичных случаях (см. § XI.7) есть аналитическая функ-

Пёрвый ласт
Полюс на втором листе

\

<Ь) Деформация линии, разреза,
обнаруживающая резонансный полюс

(а) Область аналитичности

Рис. XI 1.5. Продолжение амплитуды рассеяния.

3 № 2948
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Рис. ХН.б. Резонансный пик Брейта — Вигнера.

ция энергии в плоскости с разрезом С\а(Н), где Я — гамиль-
тониан взаимодействующей квантовой системы. Предположим, что
амплитуда рассеяния f (Е) имеет аналитическое продолжение на
второй лист (рис. XII.5) и что на втором листе есть простой
полюс, расположенный в точке Е, — tT/2 очень близко от вещест-
венной оси. Тогда

где фоновая часть /ь аналитична в точке Е = ЕТ —
 1/2iT. Если

полюс очень близок к вещественной оси и fb{Er) не слишком
велика, то

R,

где остаток R мал около E—Et. На рис. XII.6 изображен гра-
фик, называемый резонансом Брейта — Вигнера: | С | 2 ( ( £ — Ет)г +
-Ь^ДГ8)""1. Заметим, что его ширина на половине максимума
есть как раз Г. Этот полюс амплитуды / (£) называется резо-
нансным полюсом, а Г называется шириной резонанса. Если
полюсной член много больше, чем фоновый член при Е = ЕТ, то
Г есть приблизительно ширина «пика» в | / ( £ ) j 2 . Так мы решили
первую половину «квазиматематической» задачи —сформулировали
понятие ширины пика.

В связи со второй половиной нашей задачи обратимся к тому
известному факту, что амплитуда рассеяния связана с гранич-
ным значением резольвенты (Я—Е)~ 1 , когда Е приближается к
вещественной оси из верхней полуплоскости (см. § XI.6 и XI.7).
Поэтому будем искать метод продолжения (if), (// — £)~1г]з) = R^ (E)
на второй лист. Если мы найдем, что такое продолжение воз-
можно для плотного множества -ф £ Ж и что для этого плотно-
го множества функция R^(E) имеет полюс при Е = Et — l/tiF,
то мы будем связывать Е с резонансным полюсом, а Г — с ши-
риной резонанса. Разумеется, требуется какое-то основание, даю-
щее нам право считать, что полюс связан именно с Я, а не с
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некоторым частным выбором плотного множества т|з, поэтому мы
будем рассматривать лишь такие т|з, для которых (т|з, (Яо — г)~аг|))
также имеет продолжение на второй лист, но без полюса в

Итак, мы завершили программу отыскания нужной матема-
тической величины:

Определение. Пусть существует такое плотное множество век-
торов Dcz.5%, что для всех г|>££) обе функции (я|з, (//— z)~1ty) = R$(z)
и (г)?, (H0—z)~l\p) = R\p>(z) имеют аналитическое продолжение на
второй лист (через вещественную ось из верхней полуплоскости
первого листа). Если /?$>(г) аналитична в za = Et— 7 2Я\ a R$(z)
при некотором т|з имеет полюс в zQ, то будем называть г0 резо-
нансным полюсом, а Г — шириной резонанса.

Хотелось бы считать величину Г шириной пика, но это не
всегда правильно. Во-первых, формула, связывающая амплитуду
рассеяния с резольвентой, не всегда включает в себя средние
только по векторам из D, а во-вторых, может оказаться, что
нельзя пренебречь «фоном».

Для изучения резонансных полюсов нам потребуется техни-
ческий прием, основанный на масштабных преобразованиях.
Здесь мы лишь наметим основные идеи этого приема и приме-
ним его к оператору /i = — А — 2/г и к гамильтониану гелия.
Детальное изложение этих методов и их применения к общему
классу операторов мы отложим до § XIII.10. Для вещественных
0 определим и (8) на L2 (R3) формулой

«(0) образуют однопараметрическую группу унитарных преобра-
зований пространства La (R3). Легко видеть, что ы(6) оставляет
инвариантной D(h) — D(—А) и что

/z(0) = и (в) /ш (в)" 1 = — е - 2 в А —2е~в/г.

Первый факт принципиальной важности, следующий из тео-
рем Х.12 и XII.9, состоит в том, что Л (в) допускает продолже-
ние до семейства операторов, аналитических в смысле Като во
всей плоскости.

Найдем спектр h (9). Спектр —Д есть [0, оо). Из теоремы
ХШ.14 и того, что г" 1 (—Д-J-l)" 1 есть оператор Гильберта —
Шмидта, следует, что —А — 2ев/г имеет спектр [0, со) и, воз-
можно, множество изолированных точек вне [0, оо), даже когда
9 не вещественно. Далее, каждая такая точка вне [0, оо) есть
собственное значение конечной кратности. Следовательно, h (9)
имеет спектр \е-гв%\%£[0, со)} плюс, возможно, дополнитель-
ный дискретный спектр. Точки дискретного спектра задаются
аналитическими функциями /(9) (с возможными алгебраическими



68 XII. Возмущение точечных спектров

особенностями) в соответствии с теоремами XI 1.8 и XI 1.13. Но

с вещественными 6ц 02, 0О. Значит, /г (вх + »ва) унитарно эквива-
лентен h (0i + i0a), и потому они имеют одни и те же собственные
значения. Вследствие этого функции /(0) постоянны, если по-
стоянна Im 0. Так как / (0) аналитичны, то они постоянны при
всех 0. При 0 = 0 имеем арр(А) = {—1/п*}^, так что

о (h (0)) = {е-*% | % 6 [0, оо)} и {- l W - x

(рис. XII. 7). Мы не доказали, что Л(0) не может иметь собст-
венных значений в секторе 0 > a r g X > — 2 Im 0, но детальный
анализ с использованием явных решений уравнения Шредингера
с кулоновым потенциалом показывает, что их там нет,

Рассмотрим масштабные преобразования Но и #0-j-PV. Опре-
делим £/(0) на Re формулой (U(Q)F)(r1, г 2 ) = е 3 ^ ( е в г ь еега) при
вещественных 0. Аналогично, для вещественных 0 положим
V (0) •• U (0) VU (0)~* = e-*V и # 0 (0) = U (0) H0U (0)~* = h (0)(g) I +
+ l(g)ft(0). И ЯО(0), и V(0) имеют аналитические продолжения
типа (А) на всю комплексную область. Для всех 0 оператор
//„(6) имеет вид Л ® 1 + 1 ® В , хотя А и В не самосопряжены.
В § XIII.9 мы докажем, что

Следовательно,

U {~ Ж ~~ 75̂ 1 п' т ц е л ы е } U
и{Яе-

(рис. XII.8). В частности, собственные значения, погруженные
ва(Я 0 ) , суть изолированные дискретные собственные значения //„(0)
при невещественных 0. Все собственные значения Еп^ т (л, пг^>2)
вырожденны. Можно воспользоваться симметриями и'разложить
Z.2 (Re) в бесконечную прямую сумму пространств SKk, каждое из
которых остается инвариантным под действием операторов //о(0),
V (0). При фиксированных л и т каждое ЕПу т есть собственное
значение лишь для конечного числа операторов Я о (6) \SF6k, при-

Рис. ХИ.7. а (Л (в)), 0 < 1 т в ^ л / 2 .
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Рис. XII.8. а(Я0(9)).

чем для некоторых из 3%к собственное значение Eni m невырож-
денно. Для каких &6h оно есть собственное значение Но(&) \&Ск

и для каких оно невырожденно — зависит от л и т. Ниже мы
ограничимся рассмотрением тех S%k, для которых £„, т невырож-
денно, но при этом не будем вводить новых обозначений. Неко-
торые детали теории с вырождением и разложение с учетом
симметрии мы рассмотрим в Замечаниях.

Пусть Я (6; Р) = # о (6) + рУ(б). Согласно теории регулярных
возмущений, описанной в § 2, если б фиксировано и | Р | доста-
точно мало, то Я (б; Р) имеет собственное значение вблизи £"„,„,,
которое задается сходящимся степенным рядом поР(рис. XII.9(а),
(Ь)). Теперь фиксируем р и будем менять б. Так как Я (6; Р) есть
аналитическое семейство по б при фиксированном Р, мы будем
получать собственное значение £ ( 9 ) (Р) до тех пор, пока собст-
венное значение остается изолированным. Функция £ ( в ) ф) ана-
литична по 6 при фиксированном |i. Поскольку # ( 6 ; Р ) и # ( 6 ' ; Р )
унитарно эквивалентны при вещественном б—8', £(^> (|3) — постоян-
ная функция б. Мы можем теперь доказать, что Im Ef.i ф0) ^ О,
если ро вещественно и 1 т б 0 > 0. В самом деле, предположим, что

Im £^"2 (Ро) > 0- Тогда собственное значение останется изолиро-
ванным, если мы продолжим б к нулю, сохраняя Im 6^3=0.
Отсюда слэдовало бы, что Н (0; ро) имеет комплексное собствен-
ное значение, что невозможно. Следовательно, Im E(2,"l (P) ̂  0.
Если Im£^°2(P)<0 и мы попробуем продолжить б к нулю, то
существенный спектр сольется с собственным значением, нарушая
применимость дискретной теории возмущений. Значит, нет ника-

Собственное
значение

(а)<ЦН(в;О)}

Рис. XI 1.9. Траектория £
Im

Р, в) при фиксированном в;
> 0.
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Полюсы связанных-
состояний.

Резонансный потов

(а) Исходная оЪяаеть

Рис. ХИЛО. Область аналитичности R-$ (£).

( Ь) Дополнительная область
на втором листе

кого противоречия между самосопряженностью Но + |30V при вещест-
венных ро и появлением комплексных собственных значений
E^i Фо) в нижней полуплоскости, при вещественном ро и Im 90 > 0.

Второе принципиальное замечание состоит в том, что эти
комплексные собственные значения Н (0; Р) связаны с полюсами
резольвенты оператора Н (P) = # 0 + pV на втором листе. Пусть
"§£.Ж—такой вектор, что f/(0) г|э имеет аналитическое продол-
жение на всю С. Выберем г|) так, что он будет аналитическим
вектором для инфинитезимального генератора группы U (0). Рас-
смотрим функцию R$ (Е) = (г|), (ffo-\-$V—E)~lty), первоначально
определенную в плоскости с разрезом С\а (ffo~i-^V). При вещест-
венных 0

- £ ) - * U(Е) = (U (0) Ц, U (0) (Яо

1 U (0) *)

Фиксируем £ в верхней полуплоскости. Тогда последняя фор-
мула имеет место в силу аналитического продолжения, если
О ^ 1 т 0 < л / 2 . Следовательно, мы можем продолжить R${E)
через вещественную ось на части второго листа (рис. XII.10).
Поскольку (Я (0; 6) — Е)~г имеет полюсы, когда £ есть собствен-
ное значение Н(9; Р), аналитическое продолжение R^(E) будет
иметь полюсы в комплексных собственных значениях Я(0; (5).
В итоге комплексные собственные значения Я(0; Р) суть положе-
ния полюсов резольвенты на втором листе.

Ширина этих резонансных полюсов по определению есть
мнимая часть £(в> ф). В свою очередь Ет ф) при фиксированном
6 и малых р задается сходящимся рядом теории возмущений

2 #„£"• Вследствие нашей основной аргументации о постоянстве
п = 0

по 9 коэффициенты ап не зависят от 0. Очевидно, что а0 вещест-
венно, а так как Im E sgC 0 при всех вещественных f>, то и
1 т а г = 0 . Таким образом, а2 есть первый из коэффициентов а„,
для которого, возможно, 1та„=?^0. Если ряд теории возмуще-
ний быстро сходится, то |ЛтЕ ф)\ = Г/2 ж (Ima3)P2. Следова-



• 6. Резонансы и золотое правило Ферми 71

тельно,

Здесь а2 — коэффициент Релея — Шредингера, и его можно сосчи-
тать методами § 1. Именно, если Q(9; 0) — невозмущенный
собственный вектор Н (9; 0) s # 0 (9) и й ( 9 ; 0) комплексно сопряжен
ему как элемент L2(R6), то (задача 33)

а, = (2яО"1 § (Щ9Т0), V (Но (Q)-E)-*)VQ (9; 0)) ^L. ,

где Ео— невозмущенное собственное значение. Рассмотрим теперь
функцию

/(9, £) = (Q(9; 0), V (9) ( # , (9) -Ey+V (9)Q (9; 0 ) ) -

- | ( Q ( 9 , 0), V (6)0(6, 0))\*(Eo-E)-\

Функция /(9, E) аналитична в Е = Е0 при фиксированных 9
с I m 9 > 0 , так как мы явно вычли полюсной член. Следова-
тельно, по интегральной теореме Коши

а, = / (9, Е) |£ = Б о = lira / (9, Ео + 1г) = lira /(9 = 0, Ea + te).

Ha последнем шаге мы воспользовались тем, что при Im E > 0
значение /(9, Е) определено при Im9 = 0 и не зависит от 9
в полосе 0 < ; Im9-< я/2. Следовательно,

Imaa =lira ' [(Qe, V{{H0-E0 — 1е)- 1 -(Я„— E

- | (Ge, VQe) !3 {(E -E0-ie)-i -(Е-Еа

По формуле Стоуна (теорема VII.13), Ima, есть функция спект-
ральных проекторов оператора Я о за вычетом проектора на
собственный вектор Qo, который убирается вычитанием полюса.
Теперь мы можем доказать такую теорему:

Теорема Х11.24 (золотое правило Ферми для состояний Оже
в гелии). Пусть заданы пит, причем п > 1, m > 1. Ограни-
чимся подпространством с такой симметрией, что Еп<т в нем
есть невырожденное собственное значение. Тогда д«"л БСЩССТЗ^::
ных малых 3 резольвента оператора

- А, - \ —j.—- + р——̂

имеет полюс на втором листе вблизи £ о з = а „ = -г-п~г — т~$.
Положение полюса дается функцией Е ф), аналитической при
малых $:
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Пусть {PQ}—спектральное семейство для Но=—Aj—Аа—2/rt—2/г2;

положим Р (£') = Л-»,£)\{£о> • Пусть Qo — невозмущенный собст-
венный вектор На. Тогда
(a) g(£) = (Q0, VP(E)VQ0) аналитична в £ = £0;

Доказательство. После предшествовавшего обсуждения доказать
нужно только (а) и (Ь). По формуле Стоуна для этого доста-
точно показать, что

имеет аналитическое продолжение из области Im Е > 0 на
вещественную ось и ниже вблизи Е — Ео. В самом деле, тогда
g{E) есть интеграл аналитической функции и его производная
есть как раз (с точностью до множителя я) то выражение, кото-
рое было получено для Im aa. Чтобы убедиться в том, что иско-
мая функция аналитична в Е — Ео, следует только показать, что
U (8) VQ0 имеет аналитическое продолжение в полосу | Im 61 < в.
Но

U (9)VQ0 = [U (9) VU (6)-i] U (в) Qo => (<reV) [U (8) Qo].

Существование аналитического продолжения для U (6) Qo дока-
зывается с помощью рассуждения, основанного на принципе
симметрии Швариа (задача 35). |

Итак, мы. показали, что в низшем порядке теории возмуще-
ний

Г = 2 1 т а 2 = 2 я ^ ( О 0 , VP(E) VQ0) | B = £ o .
*

Эта формула представляет собой золотое правило Ферми, запи-
санное, правда, в несколько иной форме, чем принято в физи-
ческой литературе.

ЗАМЕЧАНИЯ

Изобилие разнообразных сведении о теории возмущений дискретных спект-
ров можно найти в классической книге Т. Като, Теория возмущений линей-
ных операторов.—М.: Мир, 1972.

§ XII.1. Дополнительное обсуждение материала этого раздела см. у Като,
гл. I и II , и у Реллиха: F. Rellich, Perturbation Theory of Eigenvalue Prob-
lems.—New York: Gordon and Breach, 1969. В книге Кноппа (К. Кпорр, Theo-
ry of Functions, Part II. — New York: Dover, 1947) обсуждаются теоремы
All . 1 и XII.2 и, в частности, доказывается теорема XII.2.

Теорема Реллиха была доказана впервые в работе: F. Rellich, Storungs-
theorie der Spektralzerlegung, I,—Math. Ann. 113 (1937), 600—619, Чтобы
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оценить глубину этой теоремы, заметим, что она не справедлива для аналити-
ческих возмущений, зависящих от двух параметров. В этом можно убедиться
при помощи такого примера (модификация примера, рассмотренного Релли-
хом): пусть Г (6, A.) = 6(J М + А-С? £); Т (6, X) аналитичен по 6 и X и само-
сопряжен при вещественных р* и X, однако его собственные значения Е (в, Х) =
__ _[- у рг_|_^2 н е зналитичны по двум переменным в и X. Теорема Реллиха
распространена на различные ситуации, включающие матрицы нормальных
операторов, Джемисоном (S. L. Jamison, Perturbation of normal operators.
— Proc. Amer. Math. Soc. 5 (1954), 103 — 110) и Вольфом (F. Wolf, Analytic
perturbations of operators in Banach spaces. — Math. Ann. 124 (1954), 317 — 333).
В частности, Вольф показал, что если А (X) есть аналитическое семейство и
А (Хп) нормален для последовательности Хп—>-0, то собственные значения
оператора А (X) аналитичны в X = 0 . Содержание этой теоремы прояснено Бат-
лером (J. Butler, Perturbation series for eigenvalues of analytic non-symmet-
ric operators. — Arch. Math. 10 (1959), 21—27); см. задачу 21.

Для 2х2-матриц связь между аномальным поведением жордановых форм
и особенностями собственных значений проста: если Г(Р) = Г 0 - | -Г 1 Р4-. . .
...-\-Тп$п-+- . . . есть аналитическая функция со значениями в множестве 2x2-
матрици с неаналитическими при р*=0 собственными значениями, то для неко-
торых п матрицы То, . . . , Г „ _ ! кратны /, а Тп не диагонализуема. В общем
случае связь гораздо сложнее; неявно она содержится в § 11.2.3 книги Като;
см. также задачу 23. .

Ряд Релея — Шредингера назван так в связи с фундаментальными исследова-
ниями лорда Релея (Релей, Теория звука.—М.—Л.: Гостехиздат, 1955) и
Шредингера (Е. Schrodinger, Quantisierung a!s Eigenwertprobrem, IV. Storungs-
theorie mit Anwendung auf den Starkeffekt der Balmerlinien. — Ann. Physik
80 (1926), 437—490). Использованная при обсуждении ряда Релея—Шредин-
гера техника проекторов восходит к Б. Секефальви-Надю (В. Sz-Nagy, Pertur-
bations des transformations autoadjointes dans l'espace de Hilbert.—Cotnm.
Math. Helv. 19 (1946/47), 347—366) и Като (Т. Kato, On the convergence of
the perturbation method, I,II. — Progr. Theor. Phys. 4 (1949), 514 — 523: 5(1950).
95—101: 207—212).

§ XI1.2. Первоначально теория регулярных возмущений появилась в работах
Реллиха: F. Rellich, Storungstheorie der Spektralzerlegung I—V. — Math. Ann.
113 (1937), 600—619, 677 — 685; 116 (1939), 555—570; 117 (1940), 356^-382;
118 (1942), 462—484. Упрощения в нее были внесены Надем и Като (см.
замечания к § 1). Дополнительные обсуждения можно найти в книгах Рел-
лиха и Като, а также в книге К. Фридрихса, Возмущение спектра операторов
в гильбертовом пространстве.—М.: Мир, 1969.

Наше определение аналитического семейства слегка отличается от опре-
деления Като, данного в его книге (стр. 458), и Реллиха в третьей статье из
его серии. Если Т (в) замкнут и имеет непустое резольвентное множество,
определения совпадают. Определение Като—Реллиха охватывает некоторые
случаи, когда Т (в) может иметь пустое резольвентное множество, но, так как
эти случаи редко встречаются з практике! мы воспользовались более узким,
но технически более простым определением.

Дальнейшее обсуждение приложений теории возмущений к атомной фи-
зике см. в книге Мидзусимы: М. Mizushima, Quantum Mechanics of Atomic
Spectra and Atomic Structure.—New York: Benjamin, 1970..В частности, там
можно найти все, что нужно, о сверхтонкой структуре атома водорода.

Теорема ХИЛО доказана Б. Саймоном и Р.Хег-Кроном (В. Simon, R. Hoegh-
Krohn, Hypercontractive semigroups and two-dimensional self-coupled Bose
fields. — /. Fund. Anal. — 9 (1072), 121 — 180. Другая техника получения оце-
нок снизу для радиуса сходимости ряда Релея — Шредингера в специальных
случаях, представляющих интерес для физики, предложена Аткинсоном (D. At-
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kinson, Bound state perturbation theory: A new approach. — Nuclear Phys.
B20 (1970), 125—158).

Теорема XII.12. была впервые доказана Като (Т. Kato, On the adiabatic
theorem of quantum mechanics.—J. Phys. Soc. Japan 5 (1950), 435—439).
Более слабая теорема, достаточная для того, чтобы применить ее в теореме
XII.13, как мы это сделали, содержится в работе Надя, упомянутой в заме-
чаниях к § 1. Надь дает явную формулу для обратимого оператора VP ($),
определяемого при достаточно малых | р | посредством W (fS) Р (0) W ( Р ) ~ 1 = Р ({$).
Именно (см, задачу 19)

Лемму, относящуюся к теореме XI 1.12, можно также доказать при помощи
теорем о неподвижной точке.

§ ХПМ. Эвристические аргументы в пользу расходимости ряда теории возму-
щений для ангармонического осциллятора приводятся в книге Готфрида:
К. Gottfried, Quantum Mechanics.—New York: Benjamin, 1966, v. 1, pp.
361—362. Образец всех подобных эвристических рассуждений дан Дайсоном
(F. Dyson, Divergence of perturbation theory in quantum electrodynamics.—
Phys. Rev. 85 (1952), 631—632).

Оценки, нужные для доказательства расходимости ряда теории возмуще-
ний ( | а„ | ^ АвпТ (л/2)), найдены Беидером и By (С. Bender, Т. Т. Wu, Anhar-
monic oscillator. — Phys. Rev. 184 (1969), 1231—1260). Их доказательство постро-
ено по образцу аналогичного доказательства для теории поля с («р^а-взаимо-
действием у Джаффе (А. М. Jaffe, Divergence of perturbation theory for bosons. —
Commun. Math. Phys. 1 (1965), 127—149).

Природа сингулярности собственных значений ангармонического осцилля-
тора при (5 = 0 изучена весьма подробно. Функция Е (р*) допускает аналити-
ческое продолжение на трехлистную поверхность, на которой точка Р = 0 не
является изолированной особенностью. Этот факт был подсказан приближен-
ными вычислениями Бендера и By (см. выше) и был доказан Саймоном
(В. Simon, Coupling constant analyticity for the anharmonic oscillator. — Ann.
Phys. 58(1470), 76 — 136).

Особенно ясное обсуждение ряда Гелл-Манна—Лоу и его формальный вывод
в квантовой теории поля можно найти в книге: Дж. Бьёркен и С. Дрелл,
Релятивистская квантовая теория. Т.1.—М.: Наука, 1978. Общая теория асимп-
тотических рядов рассмотрена в книге В. Вазова, Асимптотические разложе-
ния решений обыкновенных дифференциальных уравнений.— М.: Мир, 1968.
Таблица в примере 1 заимствована из цитированной статьи Саймона в Annals
of Physics.

Асимптотический характер ряда теории возмущений впервые доказал
Титчмарш (Е. Titchmarsh, Some theorems on perturbation theory I, II . — Proc.
Roy. Soc. A200 (1949), 34—46; A201 (1950), 473 — 479). Като обобщил резуль-
таты Титчмарша (Т. Kato, On the convergence of the perturbation method. —
J. Fac. Sci. Univ. Tokyo, Sect. I, 6 (1951), 145 — 226, и Perturbation theory
of semi-bounded operators. — Math. Ann. 125 (1953), 435 — 447). См. также
V. Kramer, Asymptotic inverse series. — Proc. Amer. Math. Soc. 7 (1956),
429 — 437, и Asymptotic perturbation series.—Trans. Amer. Math. Soc. 85
<1957), 88—105.

Некоторое обобщение результатов Титчмарша на несимметрические опе-
раторы можно найти в работах Уэ: D. Huet, Phenomenes de perturbation
singuliere.— С. R. Acad. Sci. Paris 244 (1957), 1438—1440; 246 (1958),
2096—2098; 247 (1958), 2273—2276; 248 (1959), 58 — 60, ' и Phenomenes de
perturbation siaguliere dans les problemes aux limites. — Ann. Inst. Fourier
10 (I960), 1—96. Другой метод доказательства асимптотического характера
рядов теории возмущений, применимый к положительным самосопряженным
возмущениям положительных самосопряженных операторов, обсуждается в
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приложении II к статье Саймона в Annals of Physics и в статье Гринли:
W. M. Greenlee, Singular perturbation of eigenvalues. — Arch. Rational Mech.
Anal. 34 (1969), 143—164.

Асимптотической теории возмущений посвящена гл. VIII книги Като. Ка-
то подчеркивает, что требуется только устойчивость собственного значения и
сильная резольвентная сходимость; см. также наше обсуждение теоремы
XIU6V».

Теоремы XII.15 и XII.16 обсуждаются и доказываются в работе Саймона:
В. Simon, Determination of eigenvalues by divergent perturbation series.—Ad-
vances in Math. 7 (1971), 240 — 253. Асимптотическая природа ряда теории
возмущений для теорий поля ( ф 2 л ) 2 С пространственным обрезанием в секто-
рах {Р 11 arg Р | < 0 } при 0 < л/2 была впервые продемонстрирована в работе
Саймона и Xer-Крона, цитированной в замечаниях к § 2. Расширение на
случай 6 < я для (ф4)2 (с помощью теоремы XII. 15) впервые появилось в
работе Саймона: В. Simon, Borel summability of the ground state energy in
spatially cutoff (Ф 4 ) 2 .— Phys. Rev. Lett. 25 (1970), 1583—1586. Расширение
на 0 < л для обшего случая (ф2п)а-теорий выполнено Розеном и Саймоном
(L. Rosen, В. Simon, The (ф а "Ь Hamiltonian for complex coupling c o n s t a n t . —
Trans. Amer. Math. Soc. 165 (1972), 365—379). Было также показано, что
некоторые величины имеют асимптотические ряды и для теории поля Р (ф)2

в бесконечном объеме; наиболее ранний результат такого рода см. в работе
Димока: J. Dimock, Asymptotic perturbation expansions in the P (ф)2 quantum
field theory.— Commun. Math. Phys. 35 (1974), 347—356.

Существует формальная связь между энергиями вакуума и суммой связ-
ных диаграмм Фейнмана без внешних линий (см. указанную выше книгу Бьёр-
кена и Дрелла). Если модифицировать правила Фейнмана, вставляя в каждую
«вершину» вместо б-функции преобразование Фурье функции g, т. е. прост-
ранственное обрезание, то после интегрирования по времени мы получим ряд
Релея— Шредингера для энергии вакуума.

Потенциал двойной ямы вызвал большой интерес. Укажем работы Каца
и Томпсона (М. Кае, С. Thompson, Phase transitions and eigenvalue degeneracy
of a one dimensional anharmonio oscillator.—Stud. Appl. Math. 48 (1969),
257—264) и Айзексона (D. Isacson, The critical behavior of (Ф4)].. — Commun.
Math. Phys. 53 (1977), 257—275). В частности, Кац и. Томпсон доказали, что
Е\ — Ei стремится к нулю как ехр (— Ь$~2). Были также работы о суммируе-
мости по Борелю для потенциала двойной ямы. Брезан, Парили и Зинн-Жюстен
(Е. Brezin, G. Parisi, J . Zinn-Justin, Perturbation Theory at large orders for
potentials with degenerate minima. — Phys. Rev* D16 (1977), 408) изучали по-
ведение коэффициентов Релея—Шредингера при больших п как с помощью
численных методов, так и с помощью некоторой еще не строгой теории. Их
результаты наводят на мысль, что эти ряды не суммируемы по Борелю, и это
было доказано Сокалом (A. Sokal, Princeton preprint, 1977).

Существует допускающая точное решение модель, похожая на потенциал
двойной ямы, которая рассматривается на стр. 66—77 книги Мерцбахера
(Е. Merzbacher, Quantum Mechanics.—New York: Wiley, 1961) и в книге
В. П. Маслова, Теория возмущений и асимптотические методы.—М.: Изд.
МГУ, 1S65.

Особый интерес к потенциалу двойной ямы вызван тем, что соответствую-
щая двумерная теория поля обнаруживает совершенно другое поведение.
В задаче о двойной яме, хотя разность Ео—Ео мала, она отлична от нуля
и основное состояние симметрично относительно х=—'/г Р " 1 - В соответству-
ющей теории ноля-, если выбрать симметричную предельную теорию, вакуум
вырожден и (после соответствующего разложения) теории с единственным ва-
куумом не обладают этой симметрией. Это было доказано Глиммом, Джаффе
и Спенсером (J. Glimm, A. Jaffe, Т. Spencer, Phase transitions for (ф*)8 qua-
ntum fields.—Commun. Math. Phys. 45 (1975), 203 — 216; русский перевод в
сб.: Евклидова квантовая теория поля, марковский подход.—М.: Мир, 1978,
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с. 46—64). Это различие между одним и двумя измерениями аналогично со-
ответствующему поведению модели Изинга, где в двух измерениях есть фазо-
вый переход, а в одном—нет. Мы вернемся еще к этой теме в одном из по-
следующих томов •.

§ XII. 4. Теорема Карлемана (теорема XII.17) доказана в его книге:
Т. Carleman, Les Fonctions Quasianalytiques.—Paris: Gauthier-VHlars, 1926.
Метод доказательства общего случая совершенно отличен от того, с помощью
которого доказан частный случаи — теорема XII. 18. При доказательстве этой
теоремы мы следовали Харди (Г. Харди, Расходящиеся ряды.— М.: ИЛ, 1951).

Идея применить сильное асимптотическое условие к расходящимся рядам
теории возмущений и, в частности, к ангармоническому осциллятору возникла
в работе Граффи, Грекки и Саймона (S. Graffi, V. Grecchi, В. Simon, Borel
summability: Application to the anharmonic oscillator.—Phys. Lett. 32B (1970),
.631—634). Теорема XII. 20 была сформулирована и доказана в статье Сай-
мона в Advances in Mathematics, цитированной в замечаниях к § 3, а пример
2 рассмотрен впервые в статье Саймона в Rhysical Reviev Letters, также упо-
мянутой выше. Основная литература по двумерным бозонным теориям поля
обсуждалась в замечаниях к § X. 7. Пример 3 (осциллятор х2") рассмотрен
в вышеупомянутой статье Граффи и др. Было установлено, что некоторые
асимптотические ряды в теории Р (<р)а в бесконечном объеме суммируемы по
Борелю. См. J.-P. Eckmann, J. Magnen, R. Seneor, Decay properties and Borel
summability for the Schwinger functions in P (<p)a theories.— Commun. Math.
Phys. 39 (1975), 251—271. Суммируемость по Борелю ряда для эффекта Зе-
емана (атом в постоянном магнитном поле) была установлена Авроном, Херб-
стом и Саймоном (J. Avron, I. Herbst, В. Simon, Schrodinger Operators with
Magnetic Fields.—Preprint, 1977).

Теорема Ватсона была доказана нм в работе: G. Watson, A theory of
asymptotic series.—Philos. Trans. Roy. Soc. London Ser. A 211 (1912), 279—313.
Борель предложил свой метод и показал на многих примерах его эффектив-
ность (Е. Borel, Memoire sur les series divergentes.—Ann. Scl. Ecole. Norm.
Sup. 16 (1899), 9—136).

Метод Бореля является примером регулярного метода суммирования.
Метод суммирования—это процедура, позволяющая определить сумму а неко-
торого формального ряда 2а„. Метод называется регулярным, если в случае
ряда 2а„, абсолютно сходящегося к а„, указанная процедура применима и
дает в качестве суммы а„. Регулярность метода Бореля, следующая из теоре-
мы Ватсона, была впервые доказана Харди (G. Hardy, On differentiation and
integration of divergent series.—Trans. Cambridge Phil. Soc. 19 (1904), 297—321).

Один из недостатков метода Бореля в непосредственной его форме состоит
в том, что он связан с аналитическим продолжением, которое может оказаться
затруднительным с вычислительной точки зрения. Эту трудность можно пре-
одолеть, если найти конформное отображение, которое переводит область ана-
литичности из теоремы Ватсона в область, содержащую единичный круг,
причем так, что положительная вещественная полуось отображается внутрь
круга. Тогда «продолжение» можно проделать, просто суммируя степенной ряд
в этой области. Подробнее см. N.-E. Norlund, Lecons sur les series d'interpola-
tion.— Paris: Gauthier-Villars, 1926; G. Doetsch, Handbuch der Laplace-Trans-
formation.—Basel: Birkhauser, 1955, B. 2, K. 11; B. Hirsbrunner, J. Loeffel,
Sur les series asymptotiques sommables selon Borel.—Helv. Phys. Ada. 48
(1975), 546- Последняя работа содержит приложения к осциллятору А:4.

Относительно другого метода суммирования — метода аппрокснмантов Па-
де — известно, что с его помощью правильно суммируются ряды теории воз-
мущений для возмущений типа х* и х' оператора р 2 + х2. Этот метод рас-
смотрен в статье Бейкера: G. A. Baker, The theory and application of the
Pade approximant method.—Advances Theor. Phys. 1 (1966), 1—58. Регуляр-
но:ть метода Паде не установлена. Применимость этого метода к осцилляторам

. х1 и хв доказана в статье: J. J. Loeffel, A. Martin, R. Simon and A. S. Wight-
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man, Pade approximants and the enharmonic oscillator.—Phys. Lett. ЗОВ
(1969), 656—658. Преимущество метода Паде в его расчетной простоте: есть
явные формулы для аппроксимантов, и мы можем явно контролировать ошибки.
Недостаток его в ограниченной применимости (численные данные показывают,
что он не работает для осциллятора х8) и в трудности доказательства сходи-
мости (не доказано, что этот метод работает для двумерных осцилляторов **).
Читатель может сравнить частные суммы ряда Релея — Шредингера для ос-
новного состояния гамильтониана р3 + х* -\- 0,2 дс4 (точное значение £„ =
= 1,118292), приведенные в § 3, с [N, JVJ-аппроксимантами Паде:

£ [ 1 , 1] = 1,111111, £ [ 5 , 5] = 1,118288,
£ [2, 2] = 1,117541, Е [6, 6] = 1,118292,
£[3 ,3 ] = 1,118183, £ [ 7 , 7] = 1,118292;
£[4, 4]= 1,118272,

t N, #]-аппроксимант Паде находится с помощью только 2N коэффициентов
•елея — Шредингера а0, аг a2N.

Существует семейство возмущений дискретного спектра, которые оставля-
ют спектр дискретным, ио в то же время более сингулярны, чем другие рас-
смотренные нами возмущения. Типичный гамильтониан этого класса Я о =
= — d?ldx2 + хг на La (R, dx) с V = х~а. При а > 1 это семейство разрывно
в к = 0, если Я о + к V определено как сумма форм. Фактически Я о + к V
сходится при к 4 0 в сильном резольвентном смысле к оператору Яо, отлич-
ному от Я о . Это явление было открыто Клаудером (J. Klauder, Field structure
through models studies.—Ada Phys. Austriaca Supp. II (1973), 341—387) и рассмат-
ривалось далее Саймоном (В. Simon, Quadratic forms and Klauder's phenomenon:
A remark on very singular perturbations.— J. Fund. Anal. 14 (1973), 295—298),
а также Де Фачо и Хаммером (В. De Facio, С. L. Hammer, Remarks on the
Klauder phenomenon.— J. _Math. Phys. 15 (1974) 1071—1077). Если Н (k)
в точке к = 0 приравнять Но, то полученное так семейство будет аиалитично
в к = 0 при 1 <сс < 2. При 2 < а < 3 собственные значения задаются асим-
птотическим рядом до первого порядка, пока к > 0. Но для аЗгЗ собственные
значения приближаются к собственным значениям Я о медленнее, чем линей-
но по к. (Именно, при а > 3

Е(к)-Е (0) = с А,1/(а-*) + о {к

где с Ф 0, и при а = 3
£ (к) — Е (0) = с к In к + О (к).)

Эти явления далее обсуждаются в работах: J. Klauder, L. Detwiler, Super-
singular quantum perturbations.—Phys. Rev. Dll (1975), 1436—1441; W. Green-
lee, Singular perturbation theory for semi-bounded operators.—Bull. Amer.
Math. Soc. 82 (1976), 341—344; E. Harrell, II, Singular Perturbation Poten-
tials.— Ann. Phys. 105 (1977), 379—406.

§ XII. 5. To, что шредингерова теория эффекта Штарка не совсем удов-
летворительна вследствие появления непрерывного спектра в (—ее, оо;, было
впервые отмечено Оппенгеймером (R. Oppenheimer, Three notes on the quantum
theory of aperiodic effects.— Phys. Rev. 31 (1928), 66—81). Одна из интерпре-
таций ряда теории возмущений для этого случая, которую мы ниже обсудим,
предложена Титчмаршем' (Е. С. Titchmarsh, Some theorems on perturbation
theory, III, IV, V.— Proc. Roy. Soc. A207 (1951), 321—328; A210 (1951),
30—47; J. Analyse Math. 4(1954/56), 187—208). В последней статье опреде-
лено понятие «спектральной концентрации».

Выделению понятия спектральиой концентрации и его связи с псевдособ-
ствениыми векторами способствовали следующие работы: К. Friedrichs, Uber
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die Spektralzerlegung eines Integraloperators.— Math. Ann. 115 (1938), 249—272;
On the perturbation of continuous spectra.—Comm. Pure Appl. Math. 1 (1948),
361—406; статья Като в J. Fac. Sci. Univ. Tokyo, цитированная в замечаниях
к § 3; К. Friedrichs, P. Rejto, On a perturbation through which a discrete
spectrum can become continuous.— Comm. Pure. Appl. Math. 15 (1962),
219—235. Аналог теоремы XII. 22 для порядка р доказан Ридделем: R. С. Rid-
dell, Spectral concentration for self-adjoint operators.—Pacific J. Math. 23 (1967),
377—401. Независимо одна половина расширенной теоремы (о том, что псевдо-
собственный вектор р-го порядка приводит к спектральной концентрации р-го
порядка), а также вся теорема XII.22 были доказаны Конли и Рейто
(С. С. Conley, P. A. Rejto, Spectral concentration II : General Theory.. In:
Perturbation Theory and its Application in Quantum Mechanics (C. H. Wilcox,
ed.).— New York: Wiley, 1966). Наше доказательство теоремы XI 1.23 взято
у Конли и Рейто. В их статье также подробно рассмотрен эффект Штарка
в порядке р > 1. Более подробное обсуждение теории спектральной концен-
трации и еще некоторые ее применения см. у Веселича: К- Veselic, On spec-
tral concentration for some classes of self-adjoint operators.— Glasnik Math. Ser.
I l l 4 (1969), 213—228; The nonrelativistic limit of the Dirac equation and
spectral concentration.— Glasnik Math. Ser. 1114(1969), 231—240. В этой
последней статье Веселич рассмотрел гамильтониан Дирака Н = //„-)-V(x)—тс2,
где V (х) -* оо при | х | -* оо. Гамильтониан Н имеет непрерывный спектр в
(— оо, оо) при любых с, так как для состояний с отрицательной энергией
эффективный потенциал стремится к — оо при j x j -* оо. Когда с-* оо, для Н
наблюдается концентрация спектра вблизи собственных значений — Д -f V.

Спектральные свойства гамильтониана эффекта Штарка рассмотрены
в примере 8 § XIII.4 и в замечаниях к этому разделу!

Для класса моделей, тесно связанных с эффектом Штарка, но обладающих
сферической симметрией, так что к ним применимы методы обыкновенных
дифференциальных уравнений (например, —d?/dx2 + | х \ — $х2 или — Д —
— \/г — р | г | ), Титчмарш обнаружил следующее явление: И имеет непрерывный
спектр, сконцентрированный вокруг псевдособственных значений (для р > О
в двух указанных примерах), но псевдособственные значения имеют более
сильный смысл — функция Грина (ядро резольвенты) имеет аналитическое про-
должение ниже вещественной оси с полюсом в точке Е ф) на втором листе.
Ряд Релея — Шредингера является асимптотическим для Re Е (0), a Im £ (Р)
стремится к нулю скорее, чем любое р". Это можно сравнить с явлением, рас-
смотренным в § 6. Полюсы на втором листе наличествуют в обоих случаях,
однако в одном случае (эффект Штарка) ширина есть о (р") при всех я, а в
другом случае (эффект Оже) она есть О ф 2 ) . Это отражается на степени кон-
центрации спектра: в одном случае (эффект Штарка) концентрация происходит
во всех порядках, а в другом — только во втором порядке, но не в высших
порядках (мы рассматриваем спектральную концентрацию в случае Оже в за-
мечаниях к § 6).

Отметим, что в физической литературе мнимую часть полюса на втором
листе иногда называют «естественной» шириной. В наблюдаемую ширину дает
вклад также взаимодействие с радиационным полем (радиационная ширина)
и тепловое движение источников (тепловая ширина, или допплербва ширина).

Концентрация спектра в эффекте Штарка для гелия изучалась П. Рейто
(P. Rejto, Second order concentration near the binding energy of the helium
Schrodinger operator.— Israel J. Math. 6 (1968), 311—337; Spectral concentra-
tion for the helium Schrodinger operator.— Helv. Phys. Ada 43 (1970),
652—667). Пользуясь теоремами Х.38 и XIII.39, легко проверить выполнение
условий теоремы X 11.22 в этом случае.

При обсуждении спектральной концентрации в электрических поляк по-
лезно иметь в виду, что собственные функции Но убывают быстрее, чем об-
ратные полиномы, в том смысле, что т|з £ D {г") при всех п. Результаты та-
кого рода доказываются в § X l l l . l l ,
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Есть такой случай, когда собственные значения оказываются «поглощен-
ными» непрерывным спектром, который гораздо менее сингулярен, чем все
другие примеры, рассмотренные в этом разделе. Это аналитическое семейство
тина (А), где дискретное собственное значение приближается к непрерывному
спектру, когда f$ приближается к некоторой критической константе связи.
Некоторые сведения об этом случае можно найти у Саймона (В. Simon, On
the absorption of eigenvalues by continuous spectrum in regular perturbation
problems.— J. Fund. Anal. 25 (1977), 338—344).

§ XII .6. Мысль о связи между полюсами на втором листе амплитуды рас-
сеяния и реяонансами была высказана в ранние годы квантовой теории
Вамскопфом и Вигнером (V. Weisskopf, E. P. Wigner, Berechnung der natiir-
lichen Linienbreite aut Grund der Diracschen Lichttheorie.— Z. Phys. 63 (1930),
54 — 73). Идея рассматривать вместо полюсов резольвенту есть дальнейшее
уточнение этой схемы, которое обсуждается в следующих работах: J . Schwi-
nger, Field theory of unstable particles.— Ann. Phys. 9 (1960), 169—193;
C. Lovelace, Three particle systems and unstable particles.— In: Strong Inter-
actions and High Energy Physics: 1963 Scottish Universities Summer School
(R. С Moorhouse, ed.).—Oliver and Boyd, 1964; A. Grossman, Nested Hilbert
space in quantum mechanics, l.— J. Math. Phys. 5 (1964), 1025—1037. Конеч-
но, между этой идеей и работой Титчмарша, описанной в конце замечаний
к § 5, существует прямая связь.

Многие ранние попытки понять резонансы со строгой точки зрения при-
водили к подходящим несамосопряженным моделям, часто с компактным Н*—Н.
Типичный пример — работа М. С. Лившица, Метод несамосопряженных опе-
раторов в дисперсионной теории.— УМН, 12 (1957), 212—218. Обзор разных
попыток такого рода см. в работе: С. L. Dolph, Recent developments in some
поп-self-adjoint problems of Mathematical Physics.— Bull. Amer. Math. Soc.
67 (1961), 1—69.

Попытки обнаружить полюсы на втором листе и связанные с этим явле-
ния, такие, как спектральная концентрация в резольвентах самосопряженных
операторов, полученных с помощью возмущений операторов с собственными

• значениями, лежащими в непрерывном спектре, были предприняты Фридрих-
сом в его статье в Сотт. Pure Appl. Math, цитированной в замечаниях
к § 5, и в серии статей Хауленда: J. S. Howland, Perturbation of embedded
eigenvalues by operators of finite rank.— J. Math. Anal. Appl. 23 (1968),
575—584; Embedded eigenvalues and virtual poles.—Pacific J. Math. 29(1969),
565—582; Spectral concentration and virtual poles.— Amer. J. Math. 91 (1969),
1106—1126; On the Weinstein—Aronszajn formula.— Arch. Rational Mech. Anal.
39 (1970), 323—339. Во всех этих статьях рассматриваются компактные (и даже в
большинстве случаев конечного ранга) возмущения. Возмущения же в §6 не явля-
ются даже относительно компактными. Недавно (и приблизительно в одно время
с работой Саймона, о которой ниже) Хауленд расширил метод Фридрихса на
модели, подобные автоионизации. Эта работа обсуждается в статьях: J. S. How-
land, Perturbation of embedded eigenvalues.— BuII. Amer. Math. Soc. 78(1972),
380—383; Puiseux Series for Resonances at an Embedded Eigenvalue.— Pacific
J. Math. 55 (1974), 157—176. В последней статье Хауленд показывает, что
теорема Реллиха не распространяется на теорию резонанса, т, е может слу-
читься, что Но и V самосопряжены и ' вырожденное собственное значение £ 0
оператора На погружено в непрерывный спектр, а ЛГр-f-pV имеет резонанс
в Е„ (Р), причем £„ф) не аналитична по f$, но имеет рядПюизо сдробными степе-
нями. Хауленд показал также, каким образом понятие резонанса, ассоцииро-
ванного с погруженным собственным значением На, внутренне связано с парой

В этом разделе намечены только основы метода. Он развивается дальше
в § XIII.10. В замечаниях к этому разделу приводятся подробные ссылки.
Наше изложение здесь в значительной мере основано на статье: В. Simon,
Resonances in ,/V-body quantum systems with dilatation analytic potentials and
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the foundations of time-dependent perturbation theory.— Ann. Math. 97 (1973),
247—274.

Редукция с помощью симметрии описана в статье Саймоиа. Основная ее
идея состоит в следующем. Оба оператора #„ и V коммутируют с вращения-
ми и отражением Р относительно начала координат. Следовательно, они ком-
мутируют с генераторами Jx, J„, Jг вращений вокруг осей х, у и г (операторы
углового момента). Операторы Р, Jz и У2 = J*+ У»+У* коммутируют друг с
другом и все имеют дискретный спектр. Следовательно, ffl распадается в пря-
мую сумму @Sfcp,j.m> где р = ± 1, / = 0, 1, 2, ... и от = — / , — / + 1 , ...
• •-. / — 1 , /. так что если r|> £ SKp,],m> то

# 0 и V оставляют SK р, ], т инвариантными.
В случае атома гелия, как мы видели, cressа ess С о Г Жр, j ,т) = [— lU> °°)> если р = (— 1) J + 1, поэтому некоторые соб-

ственные значения Но, лежащие в [—1, —Vd и представляющиеся погру-
женными, оказываются непогруженными, после того как проделана редукция
с помощью симметрии. Эти собственные значения, разумеется, ие исчезают,
когда включается возмущение. Мы ожидаем, что все остальные собственные
значения действительно исчезают; методом этого раздела доказательство этого
факта сводится к тому, чтобы сосчитать явно Im аг и убедиться в том, что оиа
не равна нулю.

Спектральная концентрация изучалась в ситуациях, когда «виртуальный
полюс» (полюс на втором листе) резольвенты Я о + Р V появляется при Е (р),
где Е (0) — вещественное собственное значение На и Е (р) аналитична по р.
Для семейства моделей Хауленд изучал этот вопрос в статье в Pacific J. Math.,
цитированной выше. Для задачи Оже этот вопрос рассмотрел Саймон в цити-
рованной выше работе. Результат, связанный с тем, что Im Е = О (Р2), состо-
ит в том, что существует спектральная концентрация до первого порядка.
Именно, Р< я»+Р1 />(£0+ р £ t - / (р), Ео+ Р Et+ f (р)) -+ Р {5„> в сильном
смысле тогда и только тогда, когда / (р) -*• 0 и /(Р)/Р8->- оо (так что в.не-
котсром смысле существует концентрация до порядка р для дробных р < 2).

Наконец, изложим вкратце «обычную» фияическую (нестрогую) аргумен-
тацию, приводящую к золотому правилу Ферми. Это позволит понять, почему
формула

r = 2 n ^ ( Q 0 , VP(E)VQo)

есть формула Ферми, которая обычно записывается в несколько более фор-
мальном виде. Подробнее об этом см. Л. Ландау и Е. Лифшиц, Квантовая
механика. Нерелятивистская теория.— М.: Физматгиз, 1963, с. 169—188. Сна-
чала приходится считать, что пик обязан своим происхождением како-
му-то «виртуальному процессу». Иначе говоря, мы представляем дело так,
как будто действительно существуют «связанные состояния» с энергией, близ-
кой ••< энергиям Е„ оператора //„, лежащим в континууме. Эти состояния имеют
хар "Трристические времена жизни Т„. Таким образом, процесс рассеяния
е 4 '•!<»+-. е -j- Не + рассматривается как е + Не+->- Не -*• е -j- He + . Состояние
гелия образуется и распадается в течение времени т„. Это состояние имеет
опр -пленную энергию Еп, но вследствие принцина неопределенности началь-
ная ч ергия Е состояния е -j- He + не обязана быть строго равной Еп, для
тог чт< бы образовалось указанное «связанное состояние». Д Е = Е — Е„
должно быть лишь порядка 1/т„ (мы положили % = 1). Следсвательно, пик
из-за образгвания возбужденного состояния гелия имеет характеристическую
ширину ГпЗзт^Г1. Образе вавпиеся состояние с энергией Е„ распадается с рас-
пределением | Pj(ccs 0) | а, если /—углов<.й момент этого резонанса и если
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конечное состояние иона Не+ есть его основное состояние. В результате се-
чение рассеяния усиливается за счет наличия резонанса.

Пусть теперь <р„ есть связанное состояние оператора Но с энергией Еп.
Предположим, что Но имеет «непрерывные собственные функции» (f(E), так что

#о<р (£) = £ф (£) и J dEy (Е) (ф (£), л) = Л Для всех T]£55f- Попробуем решить

уравнение Шредингера ty = (HQ+V)ty с 'ф(0) = фл. Запишем

Ч> ( 0 = Ja (£; 0 Ф (£) e- '£ 'd£ + S «ft (0

Вероятность того, что г|з (/) не находится в состоянии ф„ в момент времени t
(т. е. вероятность распада), задается формулой

Р (/)= С | а {Е- 0 |*d£ + 2 ! ak (/) |».

Формально а (£; 0 и а^ (/) удовлетворяют дифференциальным уравнениям

ia (£; 0 = J а (£'; /) (<р (£), Уф (£')) в " ' ( Я ' - £ ) ' <Ш' +

+ 2 (Ф

f i , (/) = J a (£'; /) ( Ф я , Уф (

2

Решим формально эти уравнения в виде разложения «по степеням У».
В низшем порядке (У = 0) получим а (Е; 0 = 0; am(t)=O, если т ?= п, и
а л (/);=1. Следовательно, в первом порядке

(Я; 0 = е ~ ' <
и аналогично для aft. Таким образом,

-I (£„-£) t j N

En~E )
или

(ф (£), Уф„)2 ( ,_ " „—— ) а£+дискретная сумма.Г
J

Когда /-»-oo, 4sin2((</2) x)/2nixa -»• б (х) в смысле обобщенных функций,
так что можно писать

Но з низшем порядке Г = lim t~L P(1> (/). Следовательно.

Это и есть золотое правило Ферми в наиб(лее привычной форме. Иногда,
еще более формально, пишут РП_+Е (0 = 1 <*(Е; 0 i2> Г/,_>£ = Ит / - 1 1 a (E;t) |2,

/-•00
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Чтобы убедиться в том, что это в точности формальный вариант нашего ре-
зультата § 6, заметим, что, рассуждая формально,

В'

Р(—оо, £ ' ) = J dE(y(E), -)(p(£).

Следовательно,

ЗАДАЧИ

1. (а) Предположим, что все функции /0. /г. •••-. fn и /f1 аиалитичны
в круге {Р 11 Р—Р о | «£ /?о}. Пусть a f t определяются последовательными

подстановками представления Х = АО-{-% ah (Р — р 0 )* в (1). Докажите,
* = 1

что | а^ | < AR* для подходящих А и R.
(Ъ) Докажите, что любая аналитическая функция X (Р), такая, что

Х(р*0)=Х0, и удовлетворяющая (1) вблизи P = |J0, равна Хв +
оо

4 - У . а* (Р— Ро)* вблизи Р = Р0-

2. Пусть Т — матрица, записанная в жордановой нормальной форме, причем
Хо—ее собственное значение. Предположим, что е настолько мало, что
Ао — единственное собственное значение Т в {X 11 > Xo | < е}. Докажите,
что

1

— проектор на множество {с | (Т — Хо)" с = 0 для некоторого п} и Рш = 0,
если (Г—А,)/гш = 0 для A-i ^ Ао. [Указание. Докажите, что (a~1)//= 6,у,
где

•5. Пусть Т—конечная матрица и 0 — ее собственное значение.
(a) Докажите, что (Г — А ) - 1 аналитична в {Х\ 0 < | X | < # } для некото-

рого R и существуют операторы А„, такие, что (Т — Х)~1 =
оо

= У^ Ап"Кп, где ряд сходится, если 0 < | X | < R.
П = — оо

(b) Докажите, что An=-^f £ А-"- 1 (Г—X)-ldX для 0 < е < R.

| X. 1 = 8

*(с) Воспользуйтесь (Ь) для доказательства того, что А„Ат =
( + 1)4

_ / 1, п ^ О ,
J» ~ \ 0, п < 0.



Задачи _____ 8 3

[Указание. Си. доказательство теоремы XI 1.5.]
(d) Пусть Р = — A _ l t Л/ = —Л_ 2 , S = A0. Докажите, что An = S"+1 при

лЗгО, _ _ _ „ = — Л^""1 при п ^ 2 и чтоР 3 =Р, PN = NP=N, PS — SP = O.
со

(e) Докажите, ч т о ^ ^ £ПЛ'Л сходится для всех | £ | < оо. [Указание.

л = о

Воспользуйтесь (а).]
*(f) Докажите, что W* = 0 для некоторого k.
(g) Докажите, 4TOTP = PT = N.

4. Пусть Т есть лХя-матрица. Пусть Х*, ..., Х{ — ее собственные значения.
Пусть

Р

\X-Xi\=e{

( Х - Х / ) {Т ~к) ~1 dX-

(а) По аналогии с задачей 3 докажите, что P\ = Pit N(Р;=Р;Ыj = Ni.

*(b) Докажите, что Р,-Ру = 0, если i ^ /, и

(с), (абстрактная жорданова нормальная форма). Докажите, что

(d) Пусть матрица N нильпотентна, т. е. N/s = 0 для некоторого k.
Покажите, что в соответствующем векторном пространстве существует
базис, в котором N имеет вид

0 x 0 ••• О
О О х •• О

0 0 0 •••' х
0 0 0 — О.

где каждый х равен 1 или 0.
(e) Покажите, что в подходящем базисе Г обладает жордановой нормаль-

ной формой, рассмотренной в § 1.

Литература к задачам 3, 4: Т. Като, Теория возмущений линейных опе-
раторов. — М.; Мир, 1972, с. 54 — 61.

5. Пусть Но—самосопряженная матрица с собственными значениями
Еа < £ , < £ _ < • • • < E/t. Предположим, что £0—невырожденное собст-
венное значение. Пусть V — произвольная самосопряженная матрица,.

и пусть Ea-\-S\ а„р" — ряд Релея—Шредингера для собственного значе-

1_яя оператора Ha-r$V в окрестности £0.
(а) Докажите, что все а„ вещественны.
(Ь). Докажите, что а 2 «^0.
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(c) Найдите явный пример с а 4 > 0.
(d) Докажите, что если V > 0 в смысле матричных неравенств, то а г ^ 0.
(e) Найдите явный пример, для которого VSsO, но а 8 < 0 .
[Указание для (с) и (е). Воспользуйтесь примером 2х2-матриц и решите
вековое уравнение для этих матриц явно.]

*6. (а) Пусть Р—ограниченный оператор на банаховом пространстве X, при-
чем Р2=Р. Докажите, что множества £ = RanP и / r = K e r P суть
замкнутые подпространства в X и Ef)F = {0}, E-\-F = X. Докажите,
что любое х<£Х можно однозначно записать как x=e-\-f, где е £ £ ,
f£F

(b) Обратно, для данных замкнутых подпространств £ и F банахова
пространства X, таких, что Ef\F = {0} и E+F = X, докажите, что
существует единственный ограниченный оператор Р на X, удовлетво-
ряющий условиям Р* = Р и /г = Кег Р, £ = Ran P. [Указание. Восполь-
зуйтесь теоремой о замкнутом графике.]

7. Докажите следующий дополнительный факт, относящийся к ситуации,
описанной в теореме XII.6. Если d\vaP = n и v l f . . . . v*—собственные

значения оператора А в {v 11 v — X \ < г), то 2 Щ=п, где т/ — алгеб-

раическая кратность v,- как собственного значения.

*8. Пусть Т (Р)— семейство ограниченных операторов, определенных на облас-
ти R а С и таких, что sup Ц У <Р) И < <»• Докажите, что Т (р*) — анали-

3 € Л
тическая функция в смысле § VI.3 тогда и только тогда, когда Т (Р) —
аналитическое семейство в смысле Като.

^9. Функция F, определенная на открытом множестве D в банаховом прост-
ранстве X и принимающая значения в У—другом банаховом пространст-
ве, называется аналитической тогда и только тогда, когда для всех x£D
существуют функции /J,1» /<£•>, . . . , где /</> есть /-линейная функция
из Хх...хХ (/ раз) в Y, такая, что
(i) для некоторых С и R выполняется неравенство |/<£ (t/t, ..., yj)||<

C R J \ l l

(ii) если 1)у|| < R, то ^ (* + «/) = 2 fipb, у, . . . . у), где f™ = F(x).
/=о

(a) Пусть 2 с С . Пусть У—комплексное банахово пространство. Дока-
жите, что функция F: Й ~*У аналитична в указанном выше смысле
тогда и только тогда, когда она аналитична в смысле § VI.3.

(b) Пусть F — аналитическая функция на DcX, принимающая значения
в К, a g — аналитическая функция на подмножестве Q c C , прини-
мающая значения в D; положим Fog: Q —• У. Докажите, что Fog
аналитична в смысле § VI.3.

(c) Пусть Х = X (^ — ограниченные операторы на некотором банаховом
пространстве Z. Пусть D = {A £X \ А имеет ограниченный обратный}.
Докажите, что /7(Л) = Л - 1 — аналитическая функция на D со значе-
ниями в X.

. Пусть Т (Р) — аналитическое семейство типа (А) в окрестности Р = 0.
(а) Докажите, что существуют операторы Т„ с областями определения

D (Г„) Z3D (Г0) и Г , а Г ( 0 ) , такие, что (i) для некоторых а, Ь и с
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и всех у£О(Т(0)) имеем ||7\Л>[i<= с " - 1 (а\\Т (0)1р[Ц-*!Ж1); 00
для любого ip^D (Г (0)) и Р, достаточно малых по модулю, имеем

Т (P)ip= ^ Pn7"ni|), где ряд сходится равномерно.
л=о

(Ь) Докажите, что в общем случае аналитическое семейство типа (А)
есть аналитическое семейство и в смысле Като.

Литература к задаче 10: книга Като (см. задачу 4), стр. 470—477.

. Предположим, что V-^H0, ПР<^Я0. Докажите, что W <^

+72. В контексте теоремы XII.9 докажите, что для малых В оператор
А (Н%)i[l + $V(H X ) 1 ] 1 б H+$V—i. Кр , д р а р

= (Н0—%)-i[l + $V(H0 — X,)-1]-1 обратен к H0+$V—i. Конкрет-
но, покажите, что Ran AcD (Но) н (Я0 + рУ — X) АТЬ=ТЬ для всех •фСЯЦ
и А (Я„+РУ—Ь)Ч>=Ч> для всех ip€<D (Яо).

73. Пусть А (Р) — компактная операторнозначная функция на связном откры-
том множестве R с С. Пусть / (Р) — аналитическая функция на R. Пред-
положим, что / ( Р ) ^ 0 для всех Р£/? и что f (fit)—собственное значе-
ние А ф{) для Pi, . . . , Р„, . . . £ # , где последовательность Р ъ . . . . Р„, . . .
обладает в R предельной точкой. Выведите отсюда, что /(Р) — собствен-
ное значение А (Р) для всех Р£ /? . [Указание. Примените к / ( Р ) - 1 Л ( Р )
аналитическую теорему Фредгольма.]

^14. Докажите теорему XII.11. Литература: книга Като, стр. 116—117,
475—477.

15. Пусть Я (Р) — аналитическое семейство в смысле Като в односвязной
области R c C . Предположим, что Е (Р)— изолированное невырожденное
собственное значение Н (Р) для каждого Р £ R. Докажите, что существует
аналитическая векторная функция^ на R, такая, что Я(Р)^|)(Р) =
= Е (Р) ip (Р) и i|) (Р) Ф 0 для всех Р £ R. [Указание. Воспользуйтесь тео-
ремой XII.12.]

16. Предположим, что Р,- (Р) — аналитическая проекторнозначиая функция
Р при всех Р^^?—связной односвязной области из С яри < = 1, . . . , k.
Предположим, что Р,Ф) Р/Ф) = 0, если 1ф] и Р £ # . и что

^ Р / ( Р ) = 1. Предположим, что 0£ /? . Найдите аналитические в R и

обратимые операторнозначные функции U (Р), такие, что t/(P)P,-(O)i/(P)-1=
= Р; (Р) для всех Р£Я> причем U (Р) унитарны при вещественных р,
если все проекторы Р,- (Р) ортогональны при вещественных р. [Указание.
Воспроизведите доказательство теоремы XII.12, положив Q (Р) =

1 = 1

17. Пусть Т (Р) — аналитическая функция в окрестности нуля, принимаю-
щая значения в множестве nXn-матриц. Предположим, что Т (Р) само-
сопр*яжена для всех вещественных р.
(а) Предположим, что Ео—собственное значение кратности m матрицы

Г (0) и что Ег (Р), . . . , Eft (P) суть различные собственные значения
Т (Р) вблизи Е„. Докажите сначала, что проекторы Р,- (Р) и собствен-
ные значения £,- (Р) мероморфны в Р = 0. Затем, пользуясь самосопря-
женностью, докажите, что Р; (Р) аналитичны при Р = 0.
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(Ь) Докажите, что существуют аналитические векторнозначные функции
ipi (P), . . . , о()д (Р) в окрестности нуля, такие, что % (Р)—собствен-
ные векторы и (тр/ (Р), 'ф/ (Р)) = S/y для всех вещественных р\ [ Ука-
зание. Воспользуйтесь задачей 16.|

^18. Завершите доказательство леммы из доказательства теоремы XI 1.12.

19. Пусть Р и Q — (не обязательно ортогональные) проекторы на гильбертовом
пространстве, причем | | Р — Q | | < 1 . Пусть А = (1 — Р) (1 — Q) + PQ;
B (lQ)(lP) + QP; C [ 1 ( P Q ) 2 ]
(a) Докажите, что АВ = ВА=С.

(b) Пусть ^а.пх
п — ряд Тейлора для ( 1 — х ) " 1 / 2 около х = 0, и пусть

п= о
00

D = 2 ап (Р— Q)"', последний ряд сходится, поскольку jj Р — Q'jf < 1 .

Докажите, что D2C=:CD3 = DCD=l.
(c) Докажите, что Р (Р— Q)2 = (P— Q)2 Р и Q (Р — Q)2 = (Р — Q)2 Q.

Выведите отсюда, что DP = PD, QD = DQ.
(d) Пусть W = DA. Докажите, что W~l существует и W~l = BD.
(e) Докажите, что W Q = PW.
(f) Докажите, что в случае, когда Р и Q самосопряжены, W унитарен.

20. Пусть А ф) — аналитическая функция, определенная вблизи р*=0, со
значениями в множестве конечных матриц. Пусть Ео — собственное зна-
чение при Р = 0 кратности т. Пусть g, ф) 8а Ф)—многозначные
аналитические функции, определенные вблизи Э = 0, значения которых
суть все собственные значения А ф) вблизи £0 . Пусть Pj ф) — проектор
на собственное подпространство:

S М ( Р ) ц )

(a) Докажите, что Pj (В) — многозначная аналитическая функция вблизи
Р = 0 и величина | Р |* j) Pj (P) jj ограничена при Р —»- 0 для некоторого k.

(b) Докажите, что если А ф) самосопряжена для вещественных Р, то
Рj ф)—однозначная аналитическая функция вблизи точки £ = 0 и в
самой этой точке.

21. Цель данной задачи — доказательство теоремы Батлера: если некоторое
собственное значение g/ф) (см. задачу (20)) не является однозначной
функцией, то (( Pj (P) \\—>• оо при Р—«-0.
(а) Воспользуйтесь задачей 20, чтобы доказать, что если |] Pj ф) j) не стре-

мится к со, то Pj (P) обладает разложением Пюизо

(b) Докажите, что Al = A0. [Указание: РуФ)2 — РуФ)-]
(c) Докажите, что А%=0. [Указание: Ру фе2"!) Ру ф) = 0.]
(d) Выведите отсюда, что Ру ф)—>• 0 при $—i-0.
(e) Докажите, что норма любого ненулевего проектора Q удовлетворяет

неравенству {| Q |) ̂  1.
(Г) Обоснуйте заключение, что || Ру ф) \\—^ оо.
Литература: работа Баглера, укапанная в замечаниях к § 1.
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22. Воспользуйтесь теоремой Батлера для доказательства теоремы Реллиха
(теорема 'XI 1.3.)

23. Пусть А (р)— аналитическая функция вблизи р = 0 , принимающая значе-
ния в множестве конечных матриц. Предположим, что Е„—собственное
значение А (0) с ассоциированной собственной нильпотентной матрицей
,V ф 0 (см. задачи 3, 4). Предположим, что при {} вблизи 0 собственные
значения матриц А ф) около Ео имеют нулевые ассоциированные
собственные нильпотентные матрицы. Докажите, что проекторы Pj (р)
из задачи 20 имеют особенность при р = 0.

24. В предположениях теоремы XII . 14 докажите, что существует векторно-
значная функция й ( р ) , аналитическая в области (р 11 arg {$ | < 9,
| Р | < В) для некоторого В > 0, такая, что (Г) Н (Р) Q ({$) = £ (P)Q (Р);
(ii) (Qo, Q ( P ) ) s l , (iii) Q (P) обладает асимптотическим рядом 2<PnP"
при | Р 11 О, | arg Р I < в, члены которого даются выражениями, содержа-
щими только V, (л о — Х)~ х и fi0.

^25. В условиях теоремы XII . 14 докажите, что для любого вектора Q£C°° (//„)
и любого компактного множества К С: р (Яо) выражение [V (Яо — £ ) - i j ^ Q
есть непрерывная по норме функция Е в К. [Указание: введите тополо-
гию в пространстве С~ (Я о ), соответствующую нормам || Q ||„ =
= 11(1 ^ о | + 1)" °lli и докажите, что V непрерывно отображает С°° (Но)
в себя.]

*26. Последовательность (а0, а\, . . . ) комплексных чисел можно рассматри-
вать как формальный ряд 2J апг"- В множестве F формальных рядов
можно ввести операции сложения: (а0, ...)-{-(Ь0, . . . ) = (св, . . . ) , где
сп = ап+ьп> и умножения: (а0, ...)-{b0, . . . ) = (d0, . . . ) , где dn =

= 2 атЬ„-т.

(a) Докажите, что F с этими операциями есть область целостности, при-
чем ( 1 , 0 , . .) —мультипликативная единица.

(b) Докажите, что элемент ф0, Ьг, . . . ) имеет обратный в смысле умно-
жения тогда и только тогда, когда Ьо Ф 0.

(c) Пусть А и В—формальные ряды, причем Ьо ф 0. Пусть С—формаль-
ный ряд С = АВ~1 Докажите, что С — асимптотический ряд для//g,
если А—асимптотический ряд для /, а В—асимптотический ряд для g.

(d) Докажите аналог (с), заменив везде «асимптотический» на «сильно
асимптотический».

''27. Пусть А и В — замкнутые операторы, причем пересечение D (A)[}D (В)
плотно. Докажите, что С = А-\- В замкнут на D (A){\D (В) тогда и только
тогда, когда А*А + В*В ^ а (С*С-\-I) с некоторой константой а.

Г28. Пользуясь операторами рождения и уничтожения Л ' , А из § V.3, дока-
жите выполнение оценок (iii), (и "
рассмотренного в примере 3 из §
жите выполнение оценок (iii), (iv), (v) из теоремы XII.16 для случая.

129. (а) Докажите, что любая функция g (г), аналитическая в 1 области
R = {г | 0 < | г j < В, | arg г | < foi/2-4-e} и такая, что для всех N и
всех г £ / ? выполняется неравенство j\ g (г) \ < AaN [k (Л/+ 1)]1 | г | N,
тождественно равна нулю. [Указание: положите h(w)-==g(wk) и вос-
пользуйтесь для h теоремой XII.18.]

(Ь) Распространите метод суммирования по Борелю и теорему Ватсона
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на функции /, аналитические во введенной выше области R и удов-
летворяющие сильному асимптотическому условию порядка k.

30. Пусть задан замкнутый оператор V, такой, что для некоторого самосо-
пряженного оператора Я о имеем С™ (Яо) С D (V). Пусть Я — компактное
подмножество в р (Яо) и #(Р)—замкнутые операторы, определенные в об-
ласти 0 < | PJ < В, | arg Р | < 6 и такие, что (i) Я (Р) Г С» (Яо) = Я о + рТ;
(и) /Сср(Я(р)) для всех р с | 0 | < В. Докажите, что.

сильно для всех zg/С тогда и только тогда, когда для каждого
limsup || (Я (Р) — z ) - i | | < оо.

1 3 г —»- о
larg|)l<6

Пусть Р<п>—последовательность проекторнозначных мер, таких, что

(«о + «iP - / (Р), ав + %р + / (Р)) -Л Р .

- Я (Р) • • *0 + *ХР + в (Р)) - ^ Р
где Рх — ненулевой проектор и / (Р)/Р —*-0, g(P)/P—>-0. Докажите, что
а 0 = & 0 и а1 = Ь1. [Указание: Р<»> (Q) Р™ ( й ' ) = 0 , если ЙГ|й' 1

В условиях (i) и (И) теоремы X 11.23 докажите, что
(a) область (H0-j-i)x[D (Н0)Г\й (V)] плотна в &£;
(b) (Hi+i)-1—(Яо + р ^ + О " 1 — - 0 сильно при Э —^0.

Докажите формулу

(О(в;0),
• |£-£ 0 | = e °

для ситуации, описанной в § 6. [Указание: воспользуйтесь методами § I,
принимая во внимание тот факт, что Я о (9) не самосопряжен, но что

1ГЖ1
Рассмотрим ситуацию, описанную в § 6, где Я (9) — аналитическое семей-
ство по 9, причем Я (9) = U (9) HU ( 9 ) " 1 для вещественных 9 и

где 2 = {—1/п2}. Предположим, что Я (9) обладает вещественным собст-
венным значением Яо^Е^ П Р И в с е х ® с г̂п 9 > 0. Положим Я ( 0 ) е = # .
(а) Найдите такие векторы гр^^Г, что функция (гр, ( Я — г ) - 1 ^ ) имеет

аналитическое продолжение в область ниже вещественной оси вблизи
Ео с полюсом в £ 0 с ненулевым вычетом.

(b) Для г р б ^ " докажите, что lim (г — Ео) (г|>, ( Я — г ) - 1 г р ) | г = = Е ^

(c) Докажите, что для любого самосопряженного оператора А

— спектральный проектор на собственное подпространство точки £0 .
[Указание: воспользуйтесь функциональным исчислением.]

(d) Выведите отсюда, что Ео—собственное значение Н.
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(e) Докажите, что функция (ф, (Я—г) ' 1 -^) не может иметь в £ 0 полюс
второго порядка ни при каком i|)£55f-

(f) Пусть ф = Р (9) ф для некоторого 9 с Im 9 > 0, где

P ( 9 ) =

i£-£oi=e(e)

Докажите, что Я (9) ф = £оф-
Примечание: вообще говоря, согласно задаче 4, (Я (9) — £ 0 ) "ф = 0 для
некоторого п, однако, пользуясь (е), можно доказать (f).
(g) Докажите, что dim Ran (P (9)) = d i m Ran (P^£ , ) .

(h) Докажите, что если £о—собственное значение Я, то оно и собствен-
ное значение Я (9) при Im 9 > 0.

35. Пусть выполнены условия задачи 34.
*(а) Докажите, что Р (9)—*Р{Е„] СИЛЬНО, если Im9 > 0 и 9—>-0.
(b) Докажите, что Р (9) продолжается до функции, аналитической в по-

лосе | I m 6 | < 6 . [Указание: воспользуйтесь принципом симметрии
Шварца.]

(c) Докажите, что при вещественном 9 будет Р (9) = t/ (9) Р,Е , U (в)- 1 .
(d) Для Q 0 £RanP,£ > докажите, что U (9) Йо обладает аналитическим

продолжением в полосу | Im 9 | < Ь, причем (У (9) Q o g D (Я (9)) при
всех 9.

Литература к задачам 34 и 35: статья Балслева и Комба, указанная
в замечаниях к § XIII.10.

^36. Восполните детали примера 6 из § 3,



XIII. СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ

Если атом может колебаться более чем одним
способом, то, несомненно, между периодами этих
колебаний должны существовать какие-то связи,
и мы можем попытаться открыть эти связи при
помощи экспериментов. Мы можем также поду-
мать о причинах, приводящих к столь большим
различиям в химических свойствах одних элемен-
тов, в то время как другие обладают свойствами
столь же замечательно схожими. Эти размышле-
ния, возможно, заставят нас проследить, нет ли
сходства в периодах колебаний тех молекул, кото-
рые имеют похожие химические свойства, или,
иначе, мы можем попытаться классифицировать
элементы в соответствии с их спектрами и по-
смотреть, не приведет ли эта класс ификация к раз-
делению элементов на те же самые группы, на
которые они были разделены по их химическому
поведению.

А. ШУСТЕР, 1882

XIII.1. Принцип миинмакса

В этой главе мы опишем методы определения спектральных
свойств заданного самосопряженного оператора И. Нам потре-
буются сведения не только о о (Н) — спектре оператора Я, но
также о подмножествах cxess(Я),.cxdUc(Я), схас(Я), а $ ! п е ( Я ) , о99(Н),
которые мы определили в § VII.2 и VII.3. Нас будут интересо-
вать количественные сведения, такие, как точное определение
некоторых или в'сех этих подмножеств, а также качественные
сведения вроде «а(Изс(Я) конечен» или «cxppc:((Tdi3CUdcxeS3)».

В этом разделе мы построим метод, позволяющий извлекать
сведения о cr d U c (#) и oeS3(H) из средних значений (i£, Hty). Этот
метод особенно полезен в том случае, когда Я имеет существен-
ный спектр [а, оо) с некоторым а > — со и какие-то собственные
значения в (—оо, а). Это как раз обычный случай для гамиль-
тонианов, встречающихся в квантовой теории.

Чтобы понять, какого рода результаты мы хотим получить,
предположим, что А и В—-две самосопряженные ЗхЗ-матрицы,
причем А ^ В в том смысле, что (ф, Л-ф) <; (г|з, Bty) при всех
•фё<С8. Пусть Xr (A), ht(A), Я3(Л) —три собственных значения А,
занумерованных так, что ^ ( Л ) ^ Я,2(Л)^?13(Л), и аналогично
для А.,-(В), / = 1 , 2, 3. Так как А <; В, то мы ожидаем, что
Х ( Л ) ^ Xf (В) для 1=1, 2, 3. Можно ли доказать это? Пусть

Фз— Т Р И ортонормированных собственных вектора матри-
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цы А . Записав ty = <x.lty1 + ai

/ty2 + a3ty3, мы увидим, что

откуда ^ ( Л ) = т1п(ф, Л1|))/М>, ф) и Х3 (Л) = max (г|>,

ЭТИ формулы вместе с аналогичными формулами для %1(В), К3(В)
приводят к неравенствам Кг (Л) ^ А,х (В) и К3 (А) ^ Х3 (В), если
Л ^ В . Остается только показать, что Кг (Л) <!А,2 (В). Итак, нам
нужна формула для А,2(Л), аналогичная выражению для Л
через (i|), Л-ф). Заметим прежде всего, что

л2 = mm
{at, <х„ <х,)фО

a, = 0

или, эквивалентным образом,

где
min (ф, Лф)/(ф, ф).
ф) 0 ЬО}

Это не совсем то, что нам нужно, так как UA^I) зависит не
только от (ф, Лф) при всех ф, но также и от ifo. Однако заме-
тим, что для произвольного ty можно найти некоторое Ф = «1 'ф1+
'+ а.,лр2 с (а^, a2> Ф <0, 0>, ортогональное i|). Значит, существует
такое ф, что (ф, •ф) = 0 и (ф, з4ф)/(ф, ф) < ^ 2 (Л), Поэтому (Ул('Ф)^
^ Х Л ) при всех i|). Итак, мы заключаем, что

min (ф, Лф)/(ф, ф). (1)

Таким образом, мы выразили Х2 (Л) только через (ф, Лф) и мо-
жем этим воспользоваться для доказательства того, что Х2 (Л) ^
< > . а ( Б ) (задача I).

Мы хотим теперь распространить (1) на п-е собственное зна-
чение самосопряженного оператора в бесконечномерном простран-
стве. При этом возникают два осложнения: (1) появление нето-
u p u u o r n r»rrAvrna* / ^ ппглК ДААН-Т ГЛ^ДОРТТЛ ГМТТПАПР ттлитл а ^ттд артплгтт-
ЧС . . . . . г — , v — , - . j J , -~J с -f-^ — . . - f ;n

нения преодолеваются при аккуратной формулировке следующего
основного результата этого раздела:

Теорема XIII.1 (принцип минимакса в операторной форме).
Пусть Н—самосопряженный оператор, ограниченный снизу, т. е.
Н ^ d с некоторым с. Определим

Ф1 Ф Л - 1
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где

[<Pi, . . . , <рт]х— краткое обозначение для ( ф | (г|>, ф,) = 0, t = 1, . . .
. . . , т\. Заметим, что ф, не обязательно независимы.

Тогда для каждого фиксированного п либо:

(a) существуют п собственных значений (считая вырожденные
собственные значения столько раз, какова их кратность),
лежащих ниже края существенного спектра, а ц п ( Я ) есть
п-е собственное значение (с учетом кратности);

либо

(b) ц„ — нижний край существенного спектра, т. е. (xB=inf{A,|
*<€ <7eSs (#)}, и в этом случае М.л = м.л+1 = ц в + г = . . . и суще-
ствует самое большее п—1 собственных значений (с учетом
кратностей) ниже цп.

Доказательство. Пусть Ра—проекторнозначная мера для Я. Мы
сначала докажем, что

dim [Ran (/>(_„,,„))]</г, если а < цп, (2а)
dim [Ran (/><_„, „ ) ) ] > п , если а > цп. (2Ь)

В самом деле, допустим, что (2а) несправедливо. Тогда можно
найти /1-мерное пространство V c D ( # ) , такое, что (г|з, #ч|>) ^
^ а Ц ф р для любого ty£V. To, что V лежит в £>(Я), есть след-
ствие ограниченности Н снизу, откуда вытекает, что Ran(/3,_«,> a))c:
cz.D (Я), если а < оо. Но тогда для любых заданных ф,, . . . , ф и _!
можно найти 'ФбУГ^Ф!, •••, Фв-i]-1-' Следовательно, £/(ф1( . . .
• • •. Фп-i) ^ а П Р И любых <Pi, ..., ф„_1, так что цп (Я) ^ а вопреки
основному предположению. Это доказывает (2а).

Допустим теперь, что несправедливо (2Ь). Тогда
dim (Ran (/*(_„,, а ))) ^ п—1, так что можно найти такие ф[0), . . .

(p-i, что [Ф! 0 ) , . . . , ф (̂

(!il] = Ran(Л-=o. а ) ) ; тогда любое
4>(n-i]x П D (Я) лежит в Ran P^. ~h так что

(% |) > a I \|f. Следовательно, U « ' , . . . , ф{{!1х) > а и ц„ > а,
вопреки основному предположению. Это доказывает (2Ь).

Заметим, что вследствие (2) и ограниченности Я снизу \ап

конечно. Мы должны рассмотреть два разных случая:

Случай 1: dim (Ran .Р,-», цп+е)) = °° для всех е > 0. Мы утверж-
даем, что тогда имеет место утверждение (Ь) теоремы. В самом
деле, согласно (2а), dim (RanР{-«,. nn-ei) ^ i — 1, и, следовательно,
dimP(un_e, цп + 8) = оо для всех е > 0 . Значит, по определению
°esa» Рп € "ess {.Щ. С ДруГОЙ СТОрОНЫ, вСЛИ й < \1„ И 0 < 8 < (Х„ — й,
то опять-таки из (2а) вытекает, что dimP^-e. а+е) < п< оо, и
потому а <£ стм, (Я). Следовательно, цп = inf {A | К £ стем (Я)}. Заме-
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тим далее, что, вообще говоря, \in+i ^ \in, так как можно вы-
брать Ф „ + 1 = Ф„. Следовательно, |А„+1 = Ц»> ибо, если ц„ + 1 > ц„,
то dimP(_oo, 1/,цп+1/,цп+1) ^ / г в силу (2а), что противоречит пред-
положению dim/>(_o.. ц„+8)= °°- Наконец, заметим, что если бы
строго ниже \in лежало п собственных значений и а было бы
п-ьл собственным значением, то выполнялось бы неравенство
dim/>(_«,, Vta+v.nn)^ n> которое противоречит (2а). Следовательно,
справедливо утверждение (Ь).

Случай 2: dim Р<_.», ц„+е„) < °° для некоторого е„ > 0. Мы утверж-
даем, что тогда справедливо утверждение (а) теоремы. Поскольку,
согласно (2), dimP{iln-e, ц„+г)^ 1 для всех е, то ц„€<х(#) по
предложению из § VII.3. Однако dimРщ„~е а, ц„+е0) < °°, так что
Hn€<xdlsc(tf) по определению. Следовательно, ц„ есть собственное
значение, и можно найти такое б, что (ц„ — б, jxn + б) П о (Н) = {\in\.
Значит, dimP(_o.f nn] = d i m P ( _ . f й п + в ) > п, так что существуют
по крайней мере п собственных значений £ i ^ . . . ^ - Е ^ ^И-„.
Если бы Еп было меньше \in, то dimP (_»,£n ) равнялась бы п
в нарушение (2а). Следовательно, £„ = ц„, т. е. ц„ есть n-е соб-
ственное значение. Это показывает, что справедливо (а). |

Существует другая полезная формулировка принципа мини-
макса, отличающаяся одной технической деталью:

Теорема Х///.2. Если Н самосопряжен и ограничен снизу, то

ц „ = sup inf (г|>,Яг|>), (3)
ф, <pn_,3-L

1 l < J ( « )

где Q(H)—область определения формы Н.

Доказательство. Обозначим правую часть (3) через 4пп. Следуя
доказательству теоремы XII 1.1, можно убедиться, что каждое
[in удовлетворяет либо условию (а), либо условию (Ь) теоре-
мы XIII.1. Эти условия определяют ц„, так что ц„ = ц„. |

Применения принципа минимакса мы рассмотрим в следую-
щих трех разделах. Пока же сделаем несколько общих замечаний.

(1) Как мы видели в наводящем примере, принцип минимак-
с а — идеальное средство для сравнения собственных значений
операторов. Из него можно выводить и количественные, и каче-
ственные следствия.

(2) Этот метод может быть полезен для определения места,
где начинается <xess. В частности, как мы увидим, в некоторых
случаях он позволяет установить, что <хев8 пуст (см. § 4 и 14).

(3) В § 4 и 5 мы докажем, что в некоторых случаях <х е м (#)=
=х[а, оо) с некоторым определенным а. Допустим, нам, Kpove
того, известно, что ц„ < а. Тогда мы можем заключить, что И



94 XIII. Спектральный анализ

имеет по крайней мере п собственных значений! Значит, прин-
цип минимакса позволяет в некоторых случаях установить суще-
ствование дискретного спектра.

Следующее предложение показывает, как применяется прин-
цип минимакса.

Предложение. Пусть Л^Э»0 и В— самосопряженные опера-
торы. Предположим, что Q(A)DQ(B) ПЛОТНО И ЧТО 5_ — отри-
цательная часть В—относительно ограничена как форма по
отношению к Л с нулевой относительной гранью. Пусть Л+РВ
при Р ̂  0 определяет оператор, отвечающий очевидной сумме
форм. Предположим, что a e s s (Л + PS) = [0, оо) при всех Р ^ О .
Тогда \кп (Л +Р5) — монотонно невозрастающая функция на [0, оо).

Доказательство. Поскольку ^ П (Л+РВ)^!О при всех л, по
предположению о ае„(ЛЧ-Р5) имеем

max min [min {0, (г|>, (Л+pfi) я|>)}].
«Tn-i $eQ(A)(\Q(B)

i, «Pn-i]-1-

Так как Л ^ О , легко видеть, что min {0, (i|), (Л+рВ)г[>)}- моно-
тонно не возрастает с р. I

Пример. В § 4 мы докажем, что aesa(—A-fpV)=[O, оо) для
широкого класса операторов V. Предложение показывает, что для
таких V отрицательные собственные значения и, в частности,
infa(—A + PV) монотонно убывают одновременно с р, а число
отрицательных собственных значений монотонно возрастает.

XIII.2. Связанные состояния операторов Шредингера I:
количественные методы

Принцип минимакса оказывается полезным при изучении са-
мых разных аспектов теории точечных спектров. В этом и в сле-
дующем разделах мы опишем свойства дискретного спектра опе-
раторов вида — Д + У, т. е. гамильтонианов нерелятивистской
квантовой механики. Эти операторы часто называют операторами
Шредингера, а их собственные векторы, отвечающие точкам
дискретного спектра,— связанными состояниями. Сами точки
дискретного спектра называются энергиями связанных состояний
(млн энергетическими уровнями). В этом разделе мы опишем
метод Релея—Ритца, позволяющий находить энергии связанных
состояний с очень большой точностью. В следующем разделе
будут рассмотрены качественные характеристики спектра. Чита-
тель, которого интересует в первую очередь принцип минимакса,
должен прочитать этот раздел и первую часть следующего.
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Гамильтониан элементарной модели атома гелия есть

I ' l l | Г , | ' | Г Ж — Г , |

на L2 (Re). Мы пользуемся атомными единицами, т. е. единицами,
в которых A = e*s=2fi e= 1, где \хе — приведенная масса системы
электрон — ядро гелия. В отличие от модели атома водорода здесь
нельзя точно решить задачу на собственные значения Hty=E$.
Мы опишем метод нахождения с высокой точностью низшего
собственного значения Н, объяснив сначала, в чем физическая
важность именно этого собственного значения. Тот же метод
позволяет приближенно находить и высшие собственные значения.

Энергия, необходимая для ионизации атома гелия, может быть
измерена. В простейшей модели эта энергия ионизации есть в
точности разность между низшим собственным значением Н и
энергией основного состояния иона гелия. Последняя в этой
модели вычисляется точно, так как она сводится к точно решае-
мой кулоновой задаче для одного тела. На заре квантовой тео-
рии «грубое» (т. е. примерно до 0,01%) согласие этого модель-
ного расчета с измеренной энергией ионизации послужило важным
экспериментальным подтверждением квантовой механики.

Если мы хотим сравнивать эксперимент и теорию с большей
точностью, то необходимо выбирать более «хитрый» модельный
гамильтониан. Поскольку становится существенным спин элект-
рона, приходится в качестве основного гильбертова пространства
выбирать L 2 (R e )@C 4 , где C4 = C2(g)C2 описывает спины двух
электронов. Мы обозначим //(^) / через Н. Усовершенствованный
гамильтониан отличается от гамильтониана Н несколькими чле-
нами, которые называются поправками. Ниже мы кратко опи-
шем физическое обоснование каждой из этих поправок. Каждой
из них соответствует некоторый оператор Аа, так что в услож-
ненной модели гамильтониан имеет вид // + ]£]Л а. Хотя мы не

(а)
будем останавливаться на точном виде каждого Аа, заметим, чтс
существуют хорошо обоснованные физические теории, которые
приводят к явным операторным поправкам (ссылки на соответ-
ствующую литературу см. в Замечаниях). Эти операторные по-
правки таковы:

(1) Член Юза — Эккарта, описанный в § XI.5. Изменение
в наинизшем собственном значении за счет этой поправки должно
быть порядка те1та, где те— масса электрона, а та — масса
ядра гелия. Это число имеет порядок 1,3-10"*.

(2) Поправки тонкой структуры. Сюда входят несколько простых
релятивистских поправок: зоммерфельдова поправка — разность
между релятивистской кинетической энергией У(тес

2)2+(рс)2—тес
%

и нерелятивистской кинетической энергией lla(p /те); спин-орби-
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тальная поправка, возникающая вследствие того, что электрон
обладает магнитным моментом, который взаимодействует с маг-
нитным полем, создаваемым током, обусловленным относительным
движением ядра и этого электрона; дарвинова поправка, которая
физически связана с тем, что релятивистский электрон не может
быть локализован в областях размера меньше %1тс, так что
взаимодействие электрона описывается не прямо потенциалом
V (г), а его усреднением по сфере радиуса порядка Я/тс; запаз-
дывающий член, связанный с тем, что воздействие второго
электрона на первый не есть просто grac^l/^ — /^l"1, где г2 —
мгновенное положение второго электрона, но, поскольку скорость
света конечна, это воздействие определяется положением элект-
рона в некоторый момент времени в прошлом; спин-спиновая
поправка, вызванная взаимодействием магнитных моментов
электронов. Спин-орбитальные и спин-спиновые поправки можно
интерпретировать как релятивистские поправки, поскольку маг-
нитный момент электрона есть релятивистский эффект*. Все эти
релятивистские поправки имеют порядок (е2/%с)2 ~ 5-10"?.

Пусть мы знаем наименьшее собственное значение Е гамиль-
тониана Н и соответствующую собственную функцию. Поскольку
поправочный член 2 ^« н а м известен в явном виде, мы можем
попытаться оценить сдвиг наименьшего собственного значения,
пользуясь низшими порядками теории возмущений. В первом
порядке каждый Аа вносит свой отдельный вклад. В высших
порядках, разумеется, появляются перекрестные члены, однако
по порядку величины они находятся за пределами точности вычис-
лений, которые мы ниже будем обсуждать. Поэтому можно оце-
нить сдвиг Е, вызываемый 2 ^«. как сумму членов, отвечающих
каждому а. Подчеркнем, что обычно Аа берутся в достаточно
сингулярном виде, так что теоремы о сходимости из гл. XII к
ним неприменимы; фактически даже неизвестно, что # + 2 М а

^ <а>

в существенном самосопряжен! Поэтому проводимые далее вычис-
ления не могут считаться строго обоснованными. Эта трудность
может быть частично преодолена заменой б-образного распреде-
ления ядерного заряда распределением класса С°°, сильно скон-
центрированным около начала координат.

В дополнение к этим операторным поправкам считается, что
существует сдвиг энергии ионизации благодаря взаимодействиям
с квантованным электромагнитным полем. Этот лембов сдвиг
можно сосчитать в рамках квантовой электродинамики (КЭД).
Эта теория не приводит к простым операторным поправкам в Н,
но она позволяет приближенно рассчитать этот сдвиг, который,
по предсказанию, составляет около одной миллионной доли энер-
гии ионизации в простой модели.
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Квантовая электродинамика—это теория, внутренняя струк-
тура которой не до конца понятна и для проверки которой су-
ществует мало опытов. Поэтому физики рассматривают энергию
ионизации гелия как некие грубые данные для проверки КЭД.
Поскольку лембов сдвиг составляет величину порядка лишь 10~",
экспериментальные данные должны быть получены с высокой
точностью; кроме того, остальные вклады в энергию ионизации
должны быть сосчитаны тоже с большой точностью. Несмотря
на сомнения в строгости вычислений по теории возмущений сдви-
гов, связанных с Аа, физики готовы поверить предсказаниям
теории Релея — Шредингера.

Таким образом, главная задача теории состоит в подсчете
низшего собственного значения Н с точностью до восьмого знака!
Можно попробовать начать с точно диагонализуемого оператора
— A t—21 г± |—х — Д2 — 2 | г 2 | ~ 1 и считать | г,—г,\~1 возмущением.
Но, как мы видели в § XII.2, член первого порядка ряда теории
возмущений отличается от экспериментальных данных на 15%.
Поскольку все поправки вносят менее одного процента в сдвиг
уровня, то Е предположительно должно отличаться от первого
порядка теории возмущений более чем на 10%. Поэтому полу-
чить численный ответ с точностью до 10~8 с помощью теории
возмущений практически невозможно. Однако техника, основан-
ная на принципе минимакса, позволяет сосчитать Е.
Теорема ХШ.З (метод Релея — Ритца). Пусть Я — полуогра-
ниченный самосопряженный оператор. Пусть V есть п-мерное
подпространство, VczD(H) и Р — ортогональный проектор на V.

Положим Ну=РНР. Пусть уц ц„ — собственные значения
HV\V, упорядоченные так, что ц, ^ ц « < ^ - • -^M-n. Тогда

\im (Я) ^ iim, т=\, ... п.
В частности, если Я имеет собственные значения (с учетом крат-
ностей) Elt ..., Eh на дне спектра причем Е^^.. . .^.Ek, то

Em^.iim, m = l , . . . , min(A, n).
Доказательство. В силу принципа минимакса, HV\V имеет сле-
дующие собственные значения:

\ат = sup inf (\|э Яг|}) =
Ф1 ф т _ , е V 4)6 V: II-ф ||=1

= sup inf (яр, Яг];):
Ф„ . . .. ф т _ , б Ж * е V-. И г)) Ц=1

фб[Яф1, .. Рфт — х]
sup inf (г|з

Фь . . . . Ф/л — t €96 \|)6V:||i|>!!=l .

sup inf
Фк . -.. Фи»—i еЖ *б£> Ш); II ilH=i

- .. ф щ - 1

4 № 2948



98 XIII. Спектральный анализ

На третьем шаге мы воспользовались тем, что (ф, Ар) = (г|), <р)
для ч{з ̂  V. |

Таким образом, чтобы получить оценки сверху для собствен-
ных значений и, в частности, для низшего собственного значе-
ния Ег, мы должны выбрать ортонормированный набор %, . . .
. . . , r\n£D(H) и диагонализовать пхл-матрицу (TJ,, Нц/) с по-
мощью ЭВМ. Прежде чем обсуждать применения этого метода к
атому гелия, рассмотрим два естественных и важных вопроса.

(i) Мы выбираем ортонормированный базис {TJI}£.I И получаем
верхнюю границу (4П) величины Еи диагонализуя
\{r\t; Hx\j)}\ < i . / < я . Сходится ли jlin) к £, , когда п —*- оо?

(ii) Есть ли какой-либо способ получить нижнюю оценку собст-
венных значений, с тедг чтобы можно было определить точ-
ность верхней оценки?

Чтобы ответить на вопрос (i), заметим следующее.

Теорема Х1П.4. Пусть {т)/}Л=1—ортонормированный базис
в Ж, причем каждый T ) , £ D ( # ) , где D (//) — область определения
полуограниченного самосопряженного оператора Н. Допустим,
что \ix (Н) есть собственное значение Е± оператора Н с норми-

рованным собственным вектором т|з = 2 ai4i' Допустим, что

Km ( 2

Тогда р,!"' —*• Eit где Д"' есть низшее собственное значение

Доказательство. См. задачу 3.

Важность этой теоремы в том, что сходимость

2 air)i)) П Р И Л/—i-оо к fXj (Я) = (ф, //г|)) иногда может быть

доказана на основе общих соображений. Например, это справед-
ливо всегда, когда Я ограничен, так как в этом случае

2 а/г), — г|з по норме. Метод доказательства в том случае, когда

Н не ограничен, хорошо иллюстрирует следующий

Пример 1. Допустим, что H = H0+V, V£L* (К3) + (£°° (R3))e
и что Hi (//) < 0. Тогда, как известно, ^ (Н) есть собственное
значение (см. § 4), оно невырожденно (см. § 12) и соответству-
ющая собственная функция принадлежит D ( | x | a ) (см. § 11).
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Так как ф £ D (Яо), то ф 6 О (#о + *2) = D (Яо) Г) D (л;2). Пусть {Ф/} _
собственные функции трехмерного гармонического осциллятора
(см. дополнение к § V.3). Тогда

( Я ° + x t ) ( Д й<ф< ~ * ) ) = ° -Д ))
Но V^L84-L°°, поэтому | У | < : Я 0 4 - & с некоторым Ь, так что

Я , + 1 V | < 2 Я 0

Следовательно,

/ Ф , - ф ) , (Я, 4- V) ( ^ а ; Ф ; - ф ^ = О,

откуда вытекает, что
/ N N

Ига ( 2

По теореме XIII.4, |4П ) —^ц,.
Пример 2. Пусть Я = р а 4->:2 4-$х* в L2 (R) при Р > 0. Пусть
Ф,- — собственные функции гармонического осциллятора, и пусть

ф — низший собственный вектор Н. Положим ф = 2 °/Ф<- Поль-

зуясь оценками для форм

0 < (р2 4- *• 4- Рх*) < Ct (р* 4- л;»)2 < С, (р* 4- -«3

можно показать, что
/ N N \

Ига ( 2 а(ф„ Я 2 а/Ф/ )

так что опять |4П> —+ (*,. Детали мы оставляем читателю в каче-
стве задачи 4.

Заметим, что в действительности нет никакой необходимости
считать {%}̂ 1 ортонормированным базисом. В действительности
важно лишь, чтобы ф лежал в пространстве, порожденном на-
бором {т]/}£.1, и чтобы выполнялись условия сходимости в тео-
реме XII 1.4. Привлечение симметрии и это замечание часто
упрощают вычисления. Так, в рассмотренном выше примере 2

ф — четная функция х, и потому ф = 2 аа;-1Фа?-1 и надо только

диагонализовать {(ф2/_1( Я ф 2 / _ 1 ) } к г, /</v> чтобы оценить у,г (Я)
или любое из {Aeft+(i/)

4*
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Второй из указанных выше вопросов интереснее. Есть не-
сколько разных способов отыскания нижних оценок; мы рас-
смотрим простейший из них, а другие кратко упомянем в Заме-
чаниях.

Теорема XIII.5 (неравенство Темпля). Пусть Я—ограниченный
снизу самосопряженный оператор. Предположим, что Hi < М̂г и

(т|э, //г|з)<(га, где ty£D(H), | | ^ | | = 1 и |13 —некоторое число, мень-
шее ця. Тогда

Доказательство. Поскольку^ — дискретное собственное значение
и a(//)\{ji1}c:[fia, оо), то (Я — Цх) ( Я — щ ) ^ 0 . Следовательно,

По предположению, (if), ( Я — ^ 2 ) г | з ) < 0 , так что

_ „ , (г|)

Отметим, что нижняя граница для щ, даваемая неравенством
Темпля, близка к верхней границе, даваемой методом Релея—
Ритца, если г|з есть «почти» собственный вектор в том смысле,
что (г|з, (Я —<//»2г|з) мало, где <#>=(г|>, #г|>).

Для неравенства Темпля требуется грубая нижняя оценка
второго собственного значения. Эта оценка часто может быть
найдена следующим образом.

Определение. Пусть А и В—ограниченные снизу самосопря-
женные операторы. Будем говорить, что А <; В, тогда и только
тогда, когда Q ( B ) c Q (А) и (ф, Лф) ̂ (<р, By) при всех ф ^ ( В ) .

В задаче 1 читатель должен доказать, что если А <; В, то
|*„ И ) < ! * „ ( * ) •
Пример 3. Пусть Я—гамильтониан атома гелия, и пусть

Тогда Л < Я , так что ц , г ( Я ) > ц г ( Л ) = — 5/4.
Применение метода Релея — Ритца к основному состоянию

гелия восходит к самому зарождению квантовой теории, когда
Хиллераас проделал вручную простые вариационные вычисления
Релея—Ритца. Эта работа была нужна в то время для подтверж-
дения элементарной квантовой механики, и достаточно было вы-
числения с га = 6. Появление быстродействующих ЭВМ и нужда
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в точном вычислении ц х (Я) для проверки лембова сдвига спо-
собствовали проведению гораздо более изощренных вычислений.
Киносита проделал вычисления, потребовавшие диагонализации
матрицы размера 39x39, а позже Перкерис провел вычисления
с 1078 параметрами! Результаты Перкериса приведены в следу-
ющей таблице:

Вклад в энергию нонизацнн (в см*"1)

Д£ (чисто кулонова модель) 198 317,374
Сдвиг Юза—Эккарта —4,785
Релятивистские поправки —0,562
Лембов сдвиг (теория) —1,351 ±0,02
Теоретическое значение 198 310,676±0,02
Экспериментальное значение 198310,82 ±0,15

Ошибка, указанная для лембова сдвига, отражает неопреде-
ленности счета и небольшие расхождения в вычислениях разных
авторов. Отметим, что неравенство Темпля в качестве оценки
сверху для Д£ = Е,ОП— £а,0П) дает 198 317,866.

Итак, мы видим, что в пределах ошибки эксперимента лембов
сдвиг совпадает с экспериментом с точностью до 1%. Эта про-
верка предсказаний квантовой электродинамики была бы невоз-
можна без точных вычислений низшего собственного значения,
которые позволяет проделать метод Релея — Ритца.

XIII.3. Связанные состояния операторов Шредингера II:
качественная теория

В этом разделе мы рассмотрим некоторые качественные ха-
рактеристики N (V) — числа связанных состояний оператора
— Д + У с учетом кратностей. В первой части мы обсудим, ко-
нечно или бесконечно число N (V). В следующих частях будут
получены оценки величины N (V). Везде используется принцип
минимакса, но для нахождения оценок потребуются и другие
аналитические методы.

А. Хокгчгн или бесконечен <J^<ui{H)^

Принцип минимакса полезен при доказательстве существова-
ния собственных значений и, в частности, для демонстрации
того, что в некоторых случаях дискретный спектр Ho + V беско-
нечен. Мы сначала докажем один результат для двух частиц.
Интуитивно кажется, что при наличии бесконечного числа свя-
занных состояний те из них, для которых энергия связи мала,
должны быть пространственно растянуты и потому более чувст-
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вительны к поведению V (х) при больших х, а не при малых.
Поэтому мы ожидаем, что ответ на вопрос, имеет ли Ho + V
бесконечное число связанных состояний, зависит от поведения V
при больших х. Мы увидим, что пограничное поведение отвечает
функции \х\~*. Доказательство будет опираться помимо прин-
ципа минимакса на следующие три факта: (1) лемму (принцип
неопределенности) из § Х.2, т. е. неравенство — Д —l/tr~*^s0;
(2) соотношение aeS3 (— Д + 1/) = [0, оо) для V£ # + (L~)8, где R
обозначает класс Рольника (мы докажем его в следующем раз-
деле); (3) то, что —Д + V имеет лишь конечное число связанных
состояний, если V£R (это будет доказано ниже в части С).

Теорема Х///.6. Рассмотрим оператор — Д + V в U (R3).
(a) Предположим, что V £ R + (L°°)e и что V удовлетворяет условию

1/(х)<— аг~*+е, если г = \х\ >./?„,

с некоторым Ro и некоторыми а > 0, е > 0. Тогда adisc (—Д -f V)
бесконечен.

(b) Предположим, что V £ R + {L°°)e и что V удовлетворяет условию

! / ( * ) > — VA"2. е с л и г > # 0 ,

с некоторым Ro и некоторым &< 1. Тогда oaisc(—A + V) конечен.

Доказательство, (а) Так как a e s s ( — A + V) = [0, оо), достаточно
показать, что ц,„ < 0 при каждом п. Выберем неотрицательную
С°°-функцию г|) с носителем в { х | 1 < | д с | < 2 } и нормой | |i |>| |=l.
Пусть ^R(X) = R~3/2ty(xR~l), так что | | ^ 1 = 1 и
с \х\ R < г < 2R}. Если /? > Ro, то заключаем, что

Так как е > 0, последнее выражение при больших R отрица-
тельно. Значит, можно найти такое Q, что (г|)л, #г|)л) < 0, если
R > Q. Положим теперь Ф„ = 'ф2»<г, п = 1 , 2, . . . . Векторы ф„
ортонормальны и (фп, Яфт) = 0, если пфт, так как ф„ и <рт
имеют непересекающиеся носители, если п=^т. Поэтому, пола-
гая (при данном N) 1/1у=зрап{ф1 фд,}, мы видим, что
PNHPNWN имеет собственные значения {(ф„, Мц>п)\ ^ . В силу
принципа Релея — Ритца

ц „ ( Я ) < sup | ( ф я , Я Ф я ) ) < 0 .
1 < m •< N

Так как N произвольно н cress=[O, оо), то — A + V имеет бес-
конечно много собственных значений.
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(Ь) Пусть W = V + l/4br~2. Тогда в смысле форм на Q(h0)

— Д + V = — (1 -Ь) Д + W + b (— A -4tr~2) >

где W = min (IF, 0). Следовательно, по принципу минимакса

По предположению, W обладает компактным носителем и при-
надлежит /? + (£") е- Простое упражнение (задача 70 к гл. XI)
показывает, что если потенциал из R + (L°°)e имеет компактный
носитель, то он принадлежит R. Следовательно, — Д + ( 1 — b)~lW
имеет лишь конечное число связанных состояний, так что
цп(—Д + (1 — b)~l W) = 0 при n^N0 для некоторого No. Значит,

если n^N0. Следовательно, — Д + У имеет не более No собст-
венных значений в (—оо, 0). |

Возвращаясь к этому доказательству, можно понять, почему
именно г~2 характеризует критическое пограничное поведение
потенциала. При масштабном преобразовании i|)i—*• 1|зя оператор
— Д преобразуется как однородная функция степени —2. Стало
быть, если степень однородности V на больших расстояниях
равна —2 + Е, то он пересиливает; если же она равна — 2 — s,
пересиливает кинетическая энергия и состояния с большими
расстояниями между составляющими их частицами- не могут иметь
отрицательных энергий.

Для систем из N частиц положение более сложное и зави-
сит уже не только от поведения V на больших расстояниях.
Например, существует система из трех частиц с парными потен-
циалами: V = V01(r1) + VBi(ri) + Vli(r1 — r2), такая, что число
N (к) связанных состояний гамильтониана # * . = — Aj — Д4+АУ ведет
себя следующим образом. При Х = 0 оно равно 0; затем, когда X
возрастает от нуля, N (X) тоже растет, становясь равным 1, 2, . . .,
пока вдруг при к = Х1 оно не становится бесконечным: N (Х) = оо.
При дальнейшем возрастании X появляется следующее критиче-
ское значение Х2: N(X) = oo при X j ^ X ^ ^ . Затем появляются
новые критические значения ?vs, \, . . ., таи чтс з результат*»
Nk ^[^Л][^Д][ЯД] N (к)s, \, , ру
N(k) = oo, если ^ [ ^ Л ] и [ ^ Д 4 ] и [ Я 6 Д , ] и . . . , и N (к) < оо,
если к g [0, к,) и (к2, к3) и (к4, къ) и • • • • Ссылки, касающиеся этого
примера, можно найти в Замечаниях.

Усложняющее обстоятельство в системах N частиц состоит
в том, что их существенный спектр есть [2, оо), где, возможно,
2 < 0 (см. § 5). Так, в указанном выше примере |*„(#х2) < 2 ^
при всех п. Когда к, возрастая, проходит кг, \х.„(Нь) убывает и
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становится меньше ц„(#л,); но 2* тоже убывает и может обо-
гнать цп(Нх), так что ц„(Яд.)=2а. при X > Ха для больших п.

Рассмотрим гамильтониан атома гелия. Эвристически состояния
существенного спектра не обязаны быть связанными, и потому
должны описывать конфигурации частиц, находящихся вдали
друг от друга. Например, первый электрон остается связанным,
а второй удаляется на оо. Спектр энергии этих состояний начи-
нается от —1—энергии основного состояния оператора — A t —
— 21 г11 ~1. Рассматривая другие возможности, мы видим, что
с физической точки зрения следует ожидать, что о е н (Я) =
= [—1, оо). И в самом деле, мы докажем это в § 5. Зная это,
можно показать, как применяется принцип минимакса в много-
частичном случае:

Предложение (Като).

Н- Ai-2|rf|-»~A1-2|ri|-4-|rt-r1|-»

имеет бесконечный дискретный спектр.

Доказательство. Мы должны установить только, что ц,„ (Н) < — 1
при всех п, поскольку a e s s (//) = [—1, оо). По методу Релея —
Ритца следует лишь найти для каждого п некоторое «-мерное
пространство Vn со свойством sup(i|>, Hty) < — ||г|э||а для всех
ty£Vn. Интуитивно кажется, что для построения Vn нужно по-
местить первый электрон в его основное состояние, а второй
электрон брать в другом подходящем состоянии. Пусть ^ ( / ч ) —
нормированное основное состояние оператора — Д г — 2 | л 1 | ~ 1 ,
т .е . ( — А 1 — 2 \ г 1 \ ~ 1 ) % = — %, и пусть ф„(ла) —нормированная
/г-я собственная функция оператора — Д г — | r21 ~\ т. е.
(— А, — | г, | - 1 ) <р„ = £„ф„, где Еь £ „ . . . = - V4 — Vi,, — Vn,
причем значение — (4л 2)" 1 повторяется па раз. Пусть, далее,

п п

•$ = 2 a(4>i Ci) Ф< ('г), причем 2 I ott |
а = 1 • Тогда СФ,

( = 1 i = 1

где

t2 == (ф, (— Д2 — I r21 ~l) ty)— Z.
« = i

^ я = (tjj, (| /-j — r 2 | - 1 — | r a |
 - 1 ) if)

Последнее неравенство t8 ̂  О следует из того, что г|)} (л4) сфери-
чески симметрична, и потому
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Таким образом, положив Vn = span < % Ф „ . . . . i|>i<p,,}, мы видим, что

если ^€ У „ . Следовательно, цп(Я) ^ — 1 + £ „ < — 1. Это показы-
вает, что crdlsc (Я) есть бесконечное множество. |

Эта аргументация была обобщена в разных направлениях.
Вот один из типичных результатов:

Теорема X1U.7 (Жислин). Пусть Я —гамильтониан атома —
имеет вид

и рассматривается как оператор в L* (R3N), где М и {(i/}?«i —
произвольные положительные числа. Тогда ouisc(H) бесконечен.

Такой вид приобретает гамильтониан системы, состоящей из
ядра с массой М и п электронов с массами ц, (х„, после
отделения движения центра масс.

В. Оценки N (V) в центрально-симметричном случае

Напомним, что центрально-симметричный (или центральный)
потенциал — это вещественнозначная функция, зависящая только
от г = | JC | . В этом случае, если Е — собственное значение оператора
Я = — A + F, то {ty\Hty = EiSp\ есть подпространство L a(R s), инва-
риантное относительно вращений, и потому оно порождается
функциями вида л|>(x) = r~*f(r)Ylm(в, q>), где Ylm — сферические

гармоники и j | f (r) | a dr < оо. Квантовое число /'называется
о

угловым моментом функции л|э. Если 1|збО(Я0), то она ограни-
чена, и непрерывна, поэтому /(г) непрерывна и /(0) = 0. Далее,
/ удовлетворяет дифференциальному уравнению

причем (4) выполняется в смысле дифференциального оператора
на L* (0, оо) с граничным условием / (0) = 0, а не в смысле-
классического дифференциального уравнения. Чтобы избежать
связанных с этим трудностей, мы будем предполагать, что V
принадлежит классу С"° и имеет компактный носитель. Тогда из
теоремы о регулярности решения эллиптических уравнений сле-
дует, что решения (4) тоже принадлежат С°°. Как отказаться от
условия принадлежности С °̂, мы увидим позднее, когда перей-
дем к различным оценкам. С другой стороны, можно исходить
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из аппарата функций Йоста, изложенного в § XI.8, и допустить
V достаточно общего вида.

Для каждого целого / и £ ^ 0 пусть «,(/•;£)— решение
уравнения (4), удовлетворяющее условиям ы, (0; Е) = 0 и
lim r~l~lul (r; Ё) = 1. Существование и единственность таких

О

решений в. случае V£C" довольно очевидны (см. § XI.8). Нас
интересует число уровней Е < 0, для которых и, (г; Е) квадра-
тично интегрируема. Оно в точности равно nt(V) — «числу»
дискретных связанных состояний оператора — Д + V с угловым
моментом /, в том смысле, что при фиксированных / и т это
число дискретных связанных состояний вида r~xf (r) Y 1т (8, ф).
Так как т может быть равно —/,-—/ + 1 , . . . , / , это означает,
что есть (2l-\-l) nt{V) дискретных собственных функций с угло-
вым моментом /, так что AT(V) = 2 ( 2 / + 1)/г, (V). Существует

классическая теорема о nt (V):

Теорема XII/.8. Предположим, что V£C™{0, оо), и пусть
Nt (£; V) есть число нулей функции ы, (г; Е), отличных от нуля
в г = 0. Тогда:
(a) Если £ < 0, то ЛГ, (£; V) < оо.
(b) Nt(E;V) есть монотонно возрастающая функция Е и моно-

тонно убывающая функция /. .. . .
(c) Если £ 0 ^ 0 , то JVJ(£ 0 ; V) совпадает с числом квадратично

интегрируемых решении уравнения (4) с Е < £0 . В частности,

-~, £,= i (2/+l)^(£;l/) с £<0,
/ = о

где {Аз}—спектральные проекторы оператора —& + V(\x\).
Мы докажем эту теорему с помощью последовательности лемм.

В то время как классическое доказательство опирается на поня-
тия теории дифференциальных уравнений, нам удается по боль-
шей части избежать этого аппарата, привлекая несколько раз
принцип минимакса. Прежде чем перейти к доказательству,
поясним, почему между Nt и п{ должна существовать связь.
Допустим, что £ настолько отрицательно, что разность £ — V
всюду отрицательна. В силу дифференциального уравнения, и и
и" имеют одинаковый знак. Поэтому, если и и и' вначале поло-
жительны, они и останутся положительными. Таким образом,
JVJ (Е; V) = 0, если £ «очень отрицательно». Мы увидим, что,
когда £ убывает от £ = 0, нули ut (r; E) двигаются в направле-
нии больших г и исчезают, уходя к г = о о . Так как N[(E;V) = 0
для очень отрицательных £, то Л/, (0; V) есть число тех нулей,
которые ушлл на бесконечность. Суть в том, что те энергии,
при которых нули уходят на бесконечность, это, интуитивно,
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как раз те самые энергии, для которых lim ut (r; E) = 0. Так

как V имеет компактный носитель, то и, (г; Е) ~ аехр (—V—Ег)-\-
-\-bexp ( + 1^—Ег ) при больших г. Если

lim ut(r\ £) = 0,
Г

то щ (г; Е)~ аехр(—У—Ег) при больших г, так что ы, квадра-
тично интегрируема. Поэтому число собственных значений должно
быть равно числу нулей.

Лемма /. Пусть £ o s^0 . Если Nt(E0\ V)^sm0, то (4) имеет по
меньшей мере т0 квадратично интегрируемых решений с Е <. Ео.
В частности, поскольку сг е м (—Д+К) = [0, оо), то Nt (Е0; V) < оо,
если Ео < 0.

Доказательство. П усть

н JL+LSLtll + v (Г\
n t ~ dr*^ г* ^ у VI

— оператор на L2 (0, оо). Этот оператор самосопряжен в сущест-
венном на области определения {и\ и£С"[0, оо), м(0) = 0), если
/ = 0 и на {и\ и(ЕС"(0, оо)}, если 1ф0 (задача 16). Мы пока-
жем сначала, что если Л^г(Я0; V)^m 0 , то ц т о (Я,) ^ Ео. В са-
мом деле, пусть г0 = 0 < гг < га < . . . < гПа < оо суть нули
ы, (г; £0). Определим г|)Л полагая

'^ \ 0
при /-,_,</•</-,.

0 в противном случае.
Тогда г)),- непрерывны и кусочно принадлежат С1. Хотя г^^
^О(—йа/йгг), но она принадлежит Q(— d*/dra), а значит, и
Q(H,) (см. задачу 17). Более того,
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Таким образом, мы имеем /«„-мерное подпространство в Q (Н{),
на котором среднее значение Ht меньше или равно Ео, так что
Мчя„ (^*) ^ £о согласно теореме XII 1.2.

"Затем мы замечаем, что если Е„—<• £„ , то ut (г; £„) сходится
к иг (г; EJ) равномерно на компактных подмножествах из [0, оо).
Это следствие непрерывной зависимости решений обыкновенного
дифференциального уравнения от коэффициентов. Значит,
и{ (г; £0—1/п) равномерно сходится на компактах к и{ (г; Е„).
Отсюда следует, что если и4 (/•;£„) имеет по меньшей мере т0

нулей, то ut(r; E0—\/n) при некотором п имеет по меньшей
мере /п0 нулей, так что р^ДЯ,) ^ £„ —1/п < £ 0 . Так как
CTeS5 (#t) c CTess (— А + V) — [0. °°)° то утверждение леммы следует
из принципа минимакса. |

Лемма 2 (осцилляционная теорема Штурма). Nt (E; V) есть
монотонно возрастающая функция Е. Если Ео < 0 — собственное
значение Но то Nt (£; V) ̂  Nt (£0; V)+ 1 при £ > £„.

Доказательство. Пусть Vl = l(l-\-1) г~2 + К, и пусть го = О <
< га < . . . < /•„ < оо суть нули и, (г; £"0). Пусть Е > £„. Мы
покажем, что щ (г; £) имеет по меньшей мере по одному нулю
в каждом из интервалов (0, г,), (rlt r2), . . . . ( r n _ l t г„), а если
£ 0 есть собственное значение, то также и в интервале (/•„, оо).
Действительно, допустим, что ut(r;E) не имеет нуля в интер-
вале (г,, г.+г). Заменяя, если надо, щ на — и о мы можем пред-
положить, что и ut (г; Е) и и, (г ;£ 0 ) неотрицательны в (г,-, г1+1).
В частности, а} (/у, £ 0 ) ^ 0 и и} (/";+,; £0) 4*0. ВЫЧИСЛИМ

/ = J [u',(r, E0)Ul (r; E) — ut (r; £0)uJ (г; £)]' dr.
ri

С одной стороны,

•/-[**;(/•; £ 0)иИг; £) —иДг; £ , )иНг; £ ) ] | '{+1=-

^иНО+Г. Eo)ut(ri+l; £ )— и, (г,; £0)и;С,-; £ ) < 0 .

С другой стороны,

/ =

i

«(£—£„) \ ul(r;E0)ul{r;E)dr>0.
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Полученное противоречие доказывает, что щ (г; Е) обязана иметь
нуль в (rh ri+1). Допустим теперь, что Еа есть собственное зна-
чение и / = 0. Так как V имеет компактный носитель, то
«дг; £0) = аехр (—У — Еог) при больших г и | ы о ( г ; £ ) | +
+ | «о (f\ Е) | ^ Ь exp ( + K — Ег ) при больших г. Следовательно, / и
остальные интегралы, которые мы выписали, сходятся, если
заменить г,+ 1 на оо, a rt на гп. Значит, в силу тех же аргу-
ментов, ио(г;Е) имеет нуль в (/•„, оо). Подобное рассуждение
справедливо и для общего /, если мы заменим экспоненту под-
ходящими функциями Бесселя. Таким образом, лемма справед-
лива. |

Лемма 3. Nt (ц.„(#,); V) = n — 1, если ц.„ ( Я , ) < 0.

Доказательство. Если JV, (ц„(Я,); V)>n— 1, по то лемме 1
в (— оо, ц„) лежат по крайней мере и собственных значений,
так что N[ (ц„ (//{); V) <1 п — 1 в силу принципа минимакса. С дру-
гой стороны, докажем по индукции, что Nt (ц„ (Я,); V) ^ п— 1.
Очевидно, чтоЛ^ ( H J ( Я , ) ) ^ 0 . Допустим, ч т о ц „ < 0 и N^„-ЛНt))^
~^п — 2. Так как Ц„_1 ̂  И-„ < 0, fin_t —собственное значение и
jj,n тоже собственное значение, то ц„ > ц„_х, ибо уравнение (4)
может иметь не более одного решения с /(0) = 0. Следовательно,
по лемме 2

Теперь мы готовы к доказательству теоремы.

Доказательство теоремы XJJJ.8. Мы доказали уже пункт (а) и
то, что Nt{E; V) монотонно-по Е. С одной стороны, по лемме 1
число связанных состояний с энергией < Е не меньше Nt{E; V).
Допустим, с другой стороны, что оно больше Nt (£; V). Если
£ = 0 и N, = оо, то это невозможно, поэтому предположим, что
N, (Е\ V) = п < оо. Мы предполагаем, что существует л + 1 собст-
венных значений ниже Е, так что |J.n+1 (Я,) < Е. Но Л г

г(цп + 1(Я г)) = п
и ц п + 1 есть собственное значение, так что, по лемме 2, Nt (E; V)^
^ п + 1 . Это противоречие доказывает, что Nt{E; V) есть число
собственных значений Нг в (—оо. Е). Так как Н.^г^Н,. то мы
заключаем, что Nt(E; V)^ Nl+i(E; V). |

С помощью теоремы XIП.8 можно вывести большое число
оценок для ti[ (V) и lmay.(V) = max{I \ щ (V) > 0}— наибольшего
углового момента, для которого существуют связанные состояния.

Теорема X//I.9. Пусть V —центрально-симметричный потенциал
и V £ R + L- (R3)e. Тогда:
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(а) (оценка Баргмана)

(Ь) (оценка Калоджеро) если V монотонно убывает и отрицате-
лен, то

о

(c) (оценка ГМГТ) для любого
оо

п, (V) < с р (21 + 1 )-«v-u J r*r~* | V (г) \Р dr,
о

где ср — {р — \)Р~г Г {2р)/рРГ (р)а, а Г — гамма-функция Эйлера;
30

(d) если ^ | V(г) \l/idr < оо и V ( r ) < 0 на некотором открытом
о

множестве, то для каждого / существуют такие Д, а и Ь, что
0 < а < 6 < о о и при X > Л . .

"аА,*'« < nt (XV) < 6А,»/«;
со

(e) если ^ г | V (г) | dr < оо и V (г) < 0 на некотором открытом мно-
0

жестве, то существуют такие с, d и Л, что 0 < с < d < оо
и при X > Л

Доказательство. Мы выведем лишь оценку Баргмана, причем
для случая 1 = 0 (по поводу остальных доказательств см. за-
дачу 19 и литературные указания в Замечаниях). Отметим прежде
всего, что нужную оценку достаточно доказать при V ̂  0. В самом
деле, пусть V произвольно, и пусть V_=m\n{V, 0}. Тогда, по
принципу минимакса, rtjOO^n^V), так как —A + V Д V

Следовательно, если мы знаем, что п0 (V_) ̂ ^ r \V ̂  (r) \dr, то
о

можем заключить, что

«о (V) < пЛ (V_)< J г\ V. (г) | dr < J г | V (г) | dr. (5)
о о

Заметим далее, что достаточно доказать это предложение для
неположительного VgC~, так как произвольный V€
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для которого V ^ O и J г | V (г) \dr < оо, может быть аппрокси-
о

мирован неположительным Vn € С" таким образом, что у | Vn(r) \ dr \
о

f J r | V ( r ) | d r и Vn— V-+0 в R+L°°. Так как Vn — V-* О
о

в R+L°°, то — A + Vn—*—A + V в равномерном резольвентном
смысле. Таким образом, PJ1'», £>—«-Л-->. я> П Р И любом £ < 0, не
являющемся собственным значением —Д + V. Вводя Р ш — проек-
тор на состояния с угловым моментом /, мы заключаем, что

Шп Тг [/Г-'», £,Я<Л] = (2/ + 1) п, (У„),

где левая часть монотонно сходится и

Urn Т г [ / \ - . . Я Я«>] = (2/ + 1 ) я, (VJ.

Если мы знаем, что п0(Vn) ^L) r\Vn(r)\dr, то можем заключить,"
о

что
п. (V) = lim Tr [/»,_„. тР™] < sup Tr [Р™Шт

£ t 0 я. Е < О

Именно эти рассуждения позволяют нам ограничиться
в теореме XIII.8. Итак, мы предполагаем, что V ^ C " и ^

Пусть и — решение уравнения —и"-+-Vu=*O с ы(0) = 0. Опре-
делим

а V> ~ и' (г) г '

где и'(г)Ф0. Тогда и (г) = (а (г) + г) и' (г), так что
и' (г) = (а' (г) + 1) и' (г) + (а (г) + г) и" (г) =

= и' (г) 4- а' (П «' (г) 4- V (г) (а (г) -f- г) и (г) =
= и' (г) + а' (г) и' (г) + V (г) (а (г) + г)3 и' (г).

Следовательно, когда и (г) Ф 0, имеем

(6)

так называемое уравнение Риккати. Переход от линейного урав-
нения второго порядка — и " + Vu = 0 к нелинейному дифферен-
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а(г)
-ПОЛЮСЫ а {Г)

-Нули и (г)

Рис. XIII.1. Функция Рнккати а(г).

циальному уравнению первого порядка, подобному (6),— это
первый важный элемент доказательства. Ценность таких уравне-
ний в том, что, если отбросить положительные члены, они ста-
новятся дифференциальными неравенствами первого порядка.
Эти неравенства можно проинтегрировать и получить оценку числа
нулей функции и (г).

Так как У «SCO, то вследствие (6) а монотонно возрастает и
обращается в бесконечность в каждом нуле и' (г). А так как а
монотонна, то число полюсов а (г) в точности равно числу нулей
а(/") + /" (см. рис. XIII.1). По теореме XIII.8 число нулей и(г),
равное числу нулей а(г) + г, есть в точности «„(!/). Мы восполь-
зовались тем, что и удовлетворяет уравнению второго порядка,
так что и и и' не могут одновременно обращаться в нуль в точке
ГФО.

Прием, с помощью которого доказываются обе оценки — Барг-
мана и Калоджеро, сводится к введению вспомогательной функ-
ции от переменной а; для . нее записывается соответствующее
дифференциальное уравнение, которое затем переделывается в
интегрируемое дифференциальное неравенство (см. задачу 18,
относящуюся к оценке Калоджеро). Пусть b(r) = a(r)!r. Тогда
из (6) следует, что

Ь' (г) = — rV (г) (Ь (г) + I) 2 - г" 1 Ь (г).

Далее, 6(0) = 0, так как а ( 0 ) = Нт \и(г)/и' (г) — г) = 0, и поэтому
г -* 0

lim b (r) == lim а' (г) == 0 в силу (6). Наконец, полюсы b (r) сов-
г -*• 0 г -+ 0

падают в точности с полюсами а (г), так что число полюсов b
есть «0 (V). Предположим, что b имеет нули zx = 0 < z2 < . . . < г п

и полюсы р г < р2 < . . . < р„, причем г,- < р: < zl+1. Тогда Ь (г) > 0
в каждом интервале (г,-, р(), так что b'(r)^.—rV(r)(b (r)-(- I}2,
или
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так как V<TO. Интегрируя от zt до pt, получим

Суммируя далее по i, найдем

r\V\r)\dr < J r\V (r)\dr,
i= h. 0

что и доказывает нужную оценку. |
Остается сделать еще несколько замечаний об оценках тео-

ремы XIII.9. Во-первых, то же рассуждение, с помощью которого
было получено неравенство (5), приводит к оценкам

j
о

Во-вторых, из оценки Баргмана можно получить, что если
^ г | V (г) | dr < оо, то п, (У) = 0 для больших /, так как nt (У) = О,
о
если оно меньше единицы. Точнее, из оценки Баргмана сле-
дует, что

4 Г ? 1 ( 7 )
Заметим далее, что оценки Баргмана, Калоджеро и (7) суть
«наилучшие» в том смысле, что существуют потенциалы, для ко-
торых nliy) (или /max(V)) принимают любые наперед заданные
целые значения, а интегралы в правой части произвольно близки
к щ (V) (или / т а х ОЮ)- Таким образом, константы (2/+1)" 1, 2/п
и 1/2 нельзя заменить никакими меньшими константами. С дру-
гой стороны, оценки Баргмана и (7) очень слабы для сильных
потенциалов в том смысле, что их правые части растут как к,
когда X—* оо, в то время как п{ {XV) и lmax(XV) растут лишь
как Х1/2. Наконец, еще заметим, что (d) и (е) для ограниченных
классов потенциалов могут быть усилены:

lim ^ p = lJjK_C-)| 1 / 2dr (8)
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при любом /;

Мы докажем (8) и (9) при весьма общих предположениях в § 15.

С. Оценки N (V) в общем двухчастичном случае

Обратимся теперь к нахождению оценок N (V) — полного числа
связанных состояний—без предположения о центральной симмет-
ричности V. Отметим сначала два полезных факта:

Лемма. Пусть //„ самосопряжен и положителен. Пусть V —
ограниченное в смысле форм возмущение Но с нулевой относи-
тельной гранью. Пусть //„ + AV определен как оператор, возни-
кающий из суммы форм (A.£IR). Предположим, что [0, с») с:

(H + XV) при всех A.gR. Тогда:

(a) \in(H0 + kV) непрерывна по К при
(b) \in(Ha + W) монотонно убывает по Я. при Л.£[0, оо) и строго

монотонна, если ц„ отрицательно.

Эта лемма вытекает из принципа минимакса (задача 25а).
В интересном случае, когда На — —Д, V £ R -\- (L~)8, можно вос-
пользоваться также теорией возмущений гл. XII (задача 25Ь).
Здесь R — класс Рольника, определенный в т. 2.

Теорема XIIL10 (оценка Бирмана —Швингера). Пусть
Тогда

В частности, N (V) < с».

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы XIII.9, до-
статочно доказать эту оценку, когда V принадлежит С~ и V s$ 0.
Пусть Е < 0, и пусть NF(V) = dim (Ran/>,_,„, Я ) ). Для упрощения
обозначений будем писать и.„(Я.) вместо ц„(—A-\-XV). Тогда

где $ (Л) — мощность множества А. Так как цч(Х) монотонна и
непрерывна и ц„(0) = 0, то (А„(1) < Е тогда и только тогда, когда
\in(k) = E для некоторого 0 < А . < 1 , и в этом случае {in(\) = E
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в точности для одного X. Следовательно,

NE{V) = $\n\i>.n(k) = E для некоторого к£(0, 1)} <;

{А, | нк (А,)=£; к=\ Л/ £ (И) {Я. I ii f t (Х) = £ ; *= 1, 2, . . . (

— £)i|3 = 0 тогда и только тогда,

I Т/ 1 1 / 2 Ь̂Л
к I т/>

а это верно тогда и только тогда, когда уравнение

Заметим далее, что {flo

когда (задача 26)

•1- 4л\х-у\

имеет ненулевое решение ф ^ / Л Пусть / ( — оператор с интеграль-
ным ядром\У(х)\1'*ехр(—У—Е\х—у\) \V (у)\Ч*/4п\х — у\. Так.
как К ^ ^ . то К — оператор Гильберта — Шмидта, причем он са-
мосопряжен, поскольку его ядро вещественно и симметрично.
В результате

2
| ц—собственное значение К)

= Тг {К*К) =

Однако ненулевое \\. будет собственным значением К в том и
только том случае, если (л-^Кср^ср имеет решение, что, в силу
предыдущего, верно тогда и только тогда, когда цп(к) = Е, причем.
^ = (х~1. Следовательно,

2
(Я)

2
{ц I ц-собственное значение К)

так что

Так как N (V) = \im NE{V), то теорема доказана. |

Так же как в центрально-симметричном случае, если мы опре-
делим V_ = min(V, 0), то получим

Заметим еще, что неравенство Бирмана —Швингера можно
обобщить так, чтобы включить и связанные состояния с нулевой
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энергией, т. е. можно доказать (см. задачу 28), что

Использованный выше метод доказательства можно применить
и для доказательства оценки Баргмана.

Одно из следствий оценки Бирмана—Швингера состоит в том,
что если V'6Q°(RS) то N(XV) — 0 при достаточно малом X. Скоро
мы увидим, что это справедливо также и при п > 3. Фактически
мы докажем в § 7, что если V 6 £.'/»"-« (R") П L''*n+e (RB), то — Д-f W
и —А унитарно эквивалентны при малых X. Однако если п = 1, 2,
то положение меняется.

Теорема XIII.11. Пусть V —всюду неположительная функция
из C~(R") при п = 1 или 2, не равная тождественно нулю. Тогда
— А 4-XV имеет отрицательное собственное значение при всех А,>0.

Доказательство. Как видно из доказательства теоремы XIII . 10,
достаточно убедиться, что для любого А, > 0 существует такое х, для
которого | К | | / 2 ( — А 4-х*)"* | V\l/i имеет собственное значение,
большее чем К'1. Так как | VI1/» (—А -fx*)-«|V |>/а — компактный
оператор (на самом деле даже оператор Гильберта—Шмидта),
положительный и самосопряженный, то достаточно доказать, что

Нт И V, ч* (—А + и2)"11 VI"- II = °°.

Для этого надо только найти такое г\ £ L2 (Rn), что

lim ([V|1 / 2ti, (—A + x 2 )- 1 |V | l / 2 t i ) = oo.
х'4-о

Выберем любое ненулевое г\ в L2, такое, что ф ( # ) = э | V (х) | 1 / 2 х
) ^ 0 и не обращается в нуль почти всюду. Тогда

Так как <р(р)^=О вблизи нулевого р и так как я = 1 или 2,
то этот интеграл расходится при х2—»-0. |

Мы обсудим снова это явление в § 17. Подробнее об этом
см. задачи 20—22. В частности, для только что рассмотренного
случая можно показать, что оператор —A-f-XV имеет при малых X
одно отрицательное собственное значение.

Мы уже отмечали, что оценка Баргмана имеет неправильное
поведение при больших константах связи в том смысле, что
п1 (XV) растет как сХ1/г, а оценка растет как сХ. То же самое
относится и к оценке Бирмана—Швингера: N (V) растет как сХ3'*,
а граница растет как сХг. Этот дефект исправляется следующим
результатом, который особенно интересен в связи с классической
картиной фазового пространства, которая будет рассмотрена в § 15.
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Теорема XIII.12 (оценка Цвикеля — Либа —Розенблюма). Пусть
п ^ З , и пусть N(V)— число связанных состояний оператора
— A + V на L^R"). Тогда

J v- (*) \п/г dnx (10)

с подходящей константой сп.

Доказательство. Мы рассмотрим случай п=.3, а затем опишем
модификации, необходимые для п ^ 4 . Первое замечание состоит
в том, что, как и при доказательстве неравенства Бирмана —
Швингера, мы можем предположить, что V ^ O и что У£С„.
Поэтому положим W — — V ^ 0.

При Е < 0 пусть Л^Я(У) есть число собственных значений опе-
ратора — A — W = — A + V, меньших Е. Пусть Я о = — А и Е =
= — и 2 . Утверждается, что

NE(V)^2Tr(W[(H0 + ^)-1-(H0 + W + ^)-1'b- (И)

В самом деле, предположим, что ф удовлетворяет равенству
(Н„— XW)<p = Eq>; тогда гр=Ц71/2ср удовлетворяет условиям

и потому, положив K=Wl'2[(H0-\-Ki)-1 —
получим

Как и при выводе опенки Бирмана—Швингера, мы видим, что
NE(V)— число значений X в (0, 1], при которых (#0—XH7)cp = £cp
имеет решение (с учетом кратностей),— ограничено числом собст-
венных значений К, больших 1/2. Так как К—положительный
оператор, это число ограничено величиной 2Тг К, которую можно
получить из (11), пользуясь цикличностью следа.

Воспользовавшись соотношением (Х.98), связывающим ре-
зольвенты с полугруппами, мы видим, что

NE(V) < 2 ) Tr (W [е-'н° —е-'«
о

где перемена порядка интегрирования и взятия следа может
быть обоснована при помощи оценок, которые мы докажем ниже.
Мы убедимся также, что Tr (W [e-'H«— e-'(».+ w>]) положителен,
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и поскольку N (V) = \im NB(V)t то

во

N (1/)< 2 J Тг (W [е-'»*-е-' <».+»»]) dt (12)

в силу теоремы о монотонной сходимости.
Ключевая идея доказательства состоит в том, чтобы предста-

вить e~iH«—e~nH«+W) в виде интегрального оператора, восполь-
зовавшись интегралами Винера. Для этого мы должны слегка
расширить то рассмотрение интегралов Винера, которое было
проведено в § Х.11. Сделаем это для произвольного п, а не только
для п = 3. Основу конструкции составляет ядро

р(х, у; /)

интегрального оператора е~'н«. В § Х.11 мы построили меру jxx

на непрерывных путях со на [0, оо) с (о(0) = л:, такую, что при
0</, <...«.

где %А—характеристическая функция А и хо — х, / 0 = 0 . Вслед-
ствие полугруппового свойства [ix оказывается мерой с полной
массой 1. Тем же методом, что в § Х.11, можно построить меру
Цж, у, t на непрерывных путях на [0, t] с со(0) = л:, (a(t) — y, так
что при 0 < f, < . . . < tm < /

= J ( ПР (*i-i> *i> U -ti-JXAiixJJPix^ у; t — tm)dnx;.

Эта мера (д.х> у- t называется условной мерой Винера. Она свя-
зана с ц.*.. Действительно, если /(со) есть функция значений,
которые путь принимает на интервале [0, /], то

\ f (СО) ф х — \ dy [ J / (О)) ф-х, «:

что очевидно для функций от со (/t), . . . , со (in). Полная масса
ф<. tf; , есть р(л:, у; О-

Смысл условной меры Винера в том, что теперь формула
Фейнмана —Каца утверждает, что e~tiH«+W) есть интегральный
оператор с ядром

^ ( l ) (13)
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A priori (13) выполнено лишь почти всюду по х, у; однако если
W k^o, то нетрудно показать, что правая часть (13) непре-
рывна по х и по у (см. задачу 29). С помощью основного ме-
тода, которым доказывалась формула Фейнмана — Каца, легко
показать, что

- J Ф*. г. tW (о (s)) exp ( - J W (о (s)) ds).
\ о /

Пользуясь тем, что ядро в правой части этого выражения не-
прерывно, и тем, что оператор имеет след, можно показать
(см. задачу 30), что

Tr (e~s

= J dx J d\ix, x., tW (© (s))exp ( — S W7 (о (s)) ds ) .
\ о /

Ho Tr (e-*(H'+wWe-"-» <"•+*')) не зависит от s вследствие цик-
личности следа, так что мы имеем

y J J (14)
где F (u) — ue-u.

Вооружившись формулой (14), мы можем переписать нера-
венство (12) в виде

N (V) < 2 J dt\ dx I d(i0, о: it-^l J U7 (x + a> (s))ds ) , (15)

где G(«) = a ( l — e ~ u ) и где мы воспользовались ковариантностью
относительно сдвигов:

; tf (to (S)) = 5 dp.,, j,; </ (0) (S) + <3).

Теперь легко видеть, что G" положительна на (0, 2) и отрица-
тельна на (2, оо). Поэтому если функция q> задана посредством

(и (1-е-"), 0<«<2,

+ (и-2)С'(2), 2<«<оо,
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то она удовлетворяет условиям

<3(ы)<Ф(ы); (16а)
и2 при ы = 0,

(16Ь)
и при ы = оо; v

ф(ы) выпукла. (16с)

Функция ф(ы) называется выпуклой, если ф(£ы + (1 — t) v) ^
<<Ф(и) + (1- ' )ф(») для ы, i>^0, 0=<f<; l . Выпуклость ф
следует из того, что ф " ^ 0 . По индукции

ф( 2
\ ! =1

2
! = 1

если 2 ^ i = l и "(> ^ i ^ O - С помощью простого предельного пе-
рехода находим, что

Ф ( J / (х) ф ( * ) ) < $ <р (/ ( х ) ) ф (х) (17)

для любой положительной функции / и меры ф с полной мас-
сой 1. Вследствие (16а) и (17)

0 $
о

С помощью теоремы Фубини мы можем теперь вывести из (15),
что

; 2 \ dt f* \ ds \ ф 0 , о :

о о

• 2 \dtt-» Jdsjdjio. 0;<$Л»гф(^(х))

где c= 2(4я)~3/а J u~i/2q>(u)du конечна вследствие (16b). Первое
в

равенство следует из инвариантности лебеговой меры dx\ вто-
рое—из того, что подынтегральное выражение не зависит теперь

от а и s и }ds = t, J фо. о:/ = Р(О, 0; Ц=*(4л^-*'*; третье —
о

из замены переменных {t, x) на {и, х), причем u=tW(x).
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Итак, результат для гс=3 доказан. При « > 3 рассуждение

не проходит, так как ^ u~&/2(p{u)du заменяется на \ ы - п / а - 1 х
о о

X<p{u)du, который расходится при и — О. Чтобы преодолеть эту
трудность, мы введем следующие изменения. Для каждого т
рассмотрим функцию

Полезно заметить, что

Нт (У) = т ! jr/( 1 + у) (1 + 2у).. . (1 + ту);

это следует из того, что разность этих двух функций есть целая
функция у, стремящаяся к нулю на бесконечности. Повторяя
рассуждение, которое привело к (11), получим

2 (-1У

При выводе (1Г) мы заменили К на

К' = WV*% (—iy(f)(/
/=о

который положителен вследствие положительности Нт. Далее,
К=(К~1 — (1 Ч-А,)"1)^ заменяется на

1)(
/=о

Так как

то Нт (у) монотонна по у. Следовательно, когда К меняется от
О до 1,. Х-ЧЗп^-1) меняется от оо до Н(1) = т !/(/п+ 1)! =
— 1 /{/7J —j— 1̂  так что '11'^ выполняется.

Переписав (1Г) таким образом, как мы это сделали, чтобы
получить (15), мы при .ем к неравенству

•

iio. о: tt-lG

где Gm(u) = u(l—e~")m. Легко видеть, что G"m положительна на
(О, ут) и отрицательна на {ут, оо) при соответствующем выборе уп,
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поэтому ф т , заданная как

\0ш(и), 0<и^ут,

удовлетворяет условиям

\ при и = 0,
G« (и) < Ф» ("). Ф« («) ~ | u п р и u = OOf Ф« (") выпукла.
Тогда находим, что для любых п, т

# СО < c B

где СВЯ1 = 2(4я)- /"' 2 ^ - " ^ - ^ „ ( u j d u . До тех пор пока т >
о

>(я/2) — 1, СПЯ1 < оо, так что, выбирая соответствующее т, мы
убеждаемся в том, что теорема доказана для произвольных
п>3. |

Эта теорема может быть доказана также с помощью теоремы
XI.22.

XIII.4. Местоположение существенного спектра I:
теорема Вейля

В этом и в следующем разделах мы рассмотрим методы оп-
ределения oesi(A) для различных операторов А. Сначала мы до-
кажем один общий результат теории возмущений, утверждаю-
щий, что a e s s (A + C ) = oress (А), если С компактен, или, более
общо, если он «почти компактен» в смысле, который уточняется
ниже. Это позволит нам найти ae3S для двухчастичных операто-
ров Шредингера с исключенным движением центра масс. В сле-
дующем разделе мы опишем специальный метод обращения с
существенным спектром шредингеровых операторов W частиц.

Нас прежде всего интересует a e s s (А) в случае, когда А само-
сопряжен, однако в естественной для этих результатов поста-
новке задачи рассматривается общий замкнутый оператор. В § XII.2
был определен CTdisc (Л), а также a e s s как oe s s(/4) =a (A)\o6Uc(A).
Следует предупредить читателя, что в литературе встречаются и
другие определения существенного спектра.

Естественный путь изучения a e s s (А) состоит в рассмотрении
(А — г)~1 с некоторым г^а(А). Для общего самосопряженного
оператора надо брать г невещественным, так что мы приходим к
необходимости рассматривать несамосопряженные операторы. Если
интересоваться только полуограниченными самосопряженными
операторами, то можно рассматривать только вещественные z и,
таким образом, иметь дело лишь с самосопряженными операто-
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рами. В этом случае приводимые ниже доказательства несколько
упрощаются.

Результаты этого раздела основаны на применении аналити-
ческой теоремы Фредгольма (теорема VI. 14). Доказательство
окончательного результата содержит некоторые усложняющие
моменты, так что сначала мы получим очень специальный слу-
чай этого результата:

Предложение. Пусть А и В — два ограниченных самосопряжен-
ных оператора с пустыми дискретными спектрами и с компакт-
ной разностью В — А. Тогда <Jess (A) = o e 8 S (В).

Доказательство. Запишем А = В-\-С, где С компактен. Положим
Е(г) = С(А~г)"1 для г £ С \ а ( Л ) . Тогда F(г) — аналитическая
операторнозначная функция г, всюду компактная, так как С ком-
пактен по предположению. Так как А ограничен, то

при г—<-оо. В частности, (1 — F(г))~1 существует, если| z| велик.
По аналитической теореме Фредгольма, ( 1 — F (z))~l сущест-
вует при г£С\(ст(Л) U D), где D—дискретное подмножество
С \ а ( Л ) . Далее, ( 1 — F (г))" 1 мероморфна в С \ о ( Л ) с вычета-
ми конечного ранга в точках из D. Если г^а(А), то В—г =
= (1 — С{А — г)- 1 )(Л — г), так что если 1— F(г) обратим, то
z$o{B) и {B — z)-1 = (A~z)-1{l—F(z))-1. Следовательно, а{В)<=
'c:D\Ja(A). Более того, (В — г ) " 1 имеет вычеты конечного ранга
в точках D. Следовательно, точки D принадлежат crdl8C(B), так
ч т о °ess (B)cza(A). Аналогично, сте88(Л)сст(В). По предположе-
нию, o e s s (А) = а (А) и o e 5 s (В) = о (В), откуда мы заключаем, что

£) И)
Теперь мы хотим обобщить это предложение в разных на-

правлениях. Во-первых, мы допустим неограниченные операторы.
Но, самое главное, мы должны отказаться от условия ст<,18С(Л) = 0 .
Для этого нам потребуется усиление аналитической теоремы
Фредгольма, которое интересно и само по себе:

Теорема ХШ.13 (мероморфная теорема Фредгольма). Пусть
Q — связное открытое подмножество в С. Пусть А (г) — оператор-
козначная мероморфная функция г. т. е. А аналитична B Q \ D ,
где D — дискретное подмножество в Q (множество, не имеющее
предельных точек в Q), и вблизи каждой точки zn£D

() k { o ) i ( o) 1
/1=0

Кроме того, предположим, что

(1) A(z) компактен, если z£Q\D;
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(2) коэффициенты Л_А, . . . , Л_х при отрицательных степенях
ряда Лорана для Л (г) в точках г0 £ D суть операторы конеч-
ного ранга.

Тогда либо

(a) 1 — А (г) не обратим ни для какого г £ Q\D,

либо

(b) найдется дискретное множество D' cQ, такое, что (1—Л(г))-*
существует, если z^DyjD', и может быть расширена до та-
кой функции, аналитической в Q\D' и мероморфной в Q,
что ее коэффициенты Лорана при отрицательных степенях в
точках г о££)' суть операторы конечного ранга.

Доказательство. Это доказательство основано, главным образом,
на тех же идеях, что и доказательство теоремы VI. 14, так что
мы будем постоянно ссылаться на последнее. Как и там, доста-
точно показать, что каждая точка 20£Q имеет такую окрест-
ность N, в которой выполняется или (а), или (Ь). Для z o £ Q \ D
это доказывается точно так же, как в теореме VI. 14. Поэтому
допустим, что zo£D. Мы знаем, что вблизи г„

где G (г) аналитична в г„ и компактна для г, близких к г0 или
равных г0. Поскольку G непрерывна по норме в г0, то G (г0)
тоже компактен как предел последовательности компактных опе-
раторов. Далее, пусть F—оператор конечного ранга и /V — от-
крытый диск вокруг 20, так что || G(za) — F\ < 1/2 и || G{z) — G (го)||< 1/2
при г 6 N. Пусть

Тогда lA(z) — F(z)l<l в N, так что С(г) = [1 — (Л (г)— F(z))]-1

существует и аналитична в iV. Следовательно, (1—A(z))~ l су-
ществует тогда и только тогда, когда существует [1 — F (г) С(г)]~г,
поскольку

1 - Л (2) = (1 - F(2) С (2)) [ 1 - ( Л ( 2 ) - F (2))].
Поскольку область значений F (г) содержится в Ran А_к+ ...
. . . + Ran A _! + Ran F = R — некотором фиксированном конеч-
номерном пространстве, то область значений F (г) С (г) тоже
содержится в R. Следовательно, в силу уравнения (VI .5Ь) из
§ VI.5, оператор 1 — F (г) С (г) обратим тогда и только тогда, когда
некий детерминант из матричных элементов 1—C(z)F(z) отличен
от нуля. Этот детерминант есть мероморфная функция в /V, так
что он имеет в N дискретные нули, если только он не равен
нулю тождественно. Более того, в этом случае (1 — С (z) F {z))'1

выражается в виде 1 + (конечное алгебраическое дополнение/
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детерминант), так что (1 — С ( г ) Р ( г ) ) - 1 мероморфна и имеет вы-
четы конечного ранга в N. Таким образом, мы попадаем в
условия случая (Ь) в ЛЛ Если же детерминант есть тождест-
венный нуль, то мы локально попадаем в условия случая (а). I

Условие, что операторы Л_Л, . . . , Л_ х имеют конечный ранг,
существенно. Теорема не справедлива, если предполагается лишь
компактность А_к, . . . , A_t (задача 34). Отказаться от условия
а(Д) = а е и ( Л ) в предыдущем предложении позволяет метод тео-
ремы XIII.13.

Лемма 1. Пусть Л — замкнутый оператор. Тогда {А — г)'1 —
мероморфная функция на С \ а с „ {А) с особенностями лишь в
точках z€oiisc(A). Коэффициенты при отрицательных степенях
в разложении Лорана в точках z0 € <*disc (Л) суть операторы ко-
нечного ранга.

Доказательство. Мы знаем уже, что (Л—z)~ l аналитична в
С \ а (Л). Пусть z0 — изолированная точка о {А). Тогда (Л — г ) " 1

аналитична на множестве {г| 0 < | г — z01 < г}, и потому на этом
множестве

(Д-г)- 1= 2 Rn{z-Zo)n,

где
R* = m $ {г-го)-"-1{А-г)-Ыг.

В § XI 1.2 мы воспользовались резольвентным тождеством,
чтобы доказать, что (—/?_1)* = — / ? _ х . Таким же образом дока-
зывается (см. задачу 3 к гл. XII), что

* - „ = —(Л0«- 1 ( л > 2 ) , (18а)
где N = — / ? _ 2 , и что

NP = PN = N, (18b)
где Р = — # _ ! — проектор, ассоциированный с г0. Наконец, так

О оо

как 2 КпР" абсолютно сходится при всех ц^=0, то 2 ^ " ^ "
/ 1 = — оо Л — О

сходится при всех Я,, так что (1 — XN)'1 существует при всех А,.
Следовательно,

а (Л0 = {0>.
Предполржим теперь, что точка спектра г0 лежит в a d i s c (Л) и
изолирована. Тогда Р по определению имеет конечный ранг.
Из (18Ь) видно, что RanATcRanP, так что каждый R_n конеч-
ного ранга. Далее, согласно (18с), AffRanP есть конечно-
мерный оператор со спектром {0}. Следовательно, (Л^Р)* = 0
при некотором k. Так как, в силу (18b), ( N P ) f t = N * , то Nk = 0
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при некотором k. Отсюда заключаем, что R-n = 0, если ^ \ .
Следовательно, (Л — г ) " 1 мероморфна в г0 с вычетами конечного
ранга. |

Мы уже располагаем главными средствами для обобщения
предложения, доказанного в начале этого раздела, на случай,
когда crdUc (Л) U crdUc (В) Ф 0 . Читатель мог бы остановиться здесь и
попробовать сделать такое обобщение с помощью теоремы XIII.13.
Мы же введем средство распространения этого предложения на
неограниченные операторы.

Лемма 2 (теорема о сильном спектральном отображении).
Пусть А — замкнутый оператор на гильбертовом пространстве Ж.
Пусть zo$a(A) и B = (A — z0)-1. Тогда:

(а) если Z=T^0, то г£о{В) в том и только том случае, когда
га-\-г~х £о(А); z£a e s s (B) в том и только том случае, когда
г" 1 4- z0 €

CTess (А)> z€CTdisc(B) в том и только том случае, когда
(А)

(Ь) 0£ст(В) в том и только том случае, когда А не ограничен;
О никогда не принадлежит айис(В)> так что если O g a ( S ) ,
то 0 6 a e

Доказательство. Так как мы не будем применять утверждение (Ь),
мы отнесем его доказательство к задачам (см. задачу 36). Для
доказательства (а) прежде всего заметим, что если z Ф О, то

Если z£o(B), то [Л — ( г ^ + г о ) ] - 1 ^ — г(А—г,)-1{В — г)" 1 , так
что г-1 + г 0 £а(Л). Если z~1 + z0£o(A), то — г"1 (Л — г0) [Л —
— (г" 1 + го)]~1 = — г " 1 —г~2 [Л —(г~ 1 + г 0 ) ]" 1 ограничен и являет-
ся обратным к B — z, так что z^a(B). Следовательно, z£a(B)
тогда и только тогда, когда z'1 + г0 g a (Л) и изолированные
точки спектра отображаются одна в другую посредством &—>z~l-\-z0.
Пусть z^tfdisel 5)- Тогда вблизи z = zx функция (В — z)~l меро-
морфна с вычетами конечного ранга. Поэтому при z ' вблизи zt

функция [Л—(г~ 1 + г 0 ) ] - 1 = — z ( A — z a ) ~ 1 (В— z)~l тоже меро-
морфна с вычетами конечного ранга. Следовательно, при К вблизи
? r l + z0 функция (Л—Я)" 1 мероморфна с вычетами конечного
ранга и, значит, zfl + z0 gCTdUc (Л). Подобным же образом, если
^ И ) можно показать, что г = (к — г о ) " х € CTdisc(5)- I

Если бы мы хотели установить окончательную теорему лишь
для полуограниченных самосопряженных операторов, можно
было бы применить предложение, которым открывается этот
раздел, к (Л-f-c)"1 с подходящим вещественным числом с. Но нам
надо рассмотреть самосопряженные операторы со спектром IR, и
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нам придется ввести (Л + »)~\ который более не самосопряжен.
Следовательно, нужно распространить указанное предложение
на некоторые ограниченные несамосопряженные операторы.

Следующий пример показывает что равенство a e s s (Л) = ae s s(B)
совсем не обязательно выполняется, если В—А компактен.

Пример 1. Пусть ffl = l2(—оо, оо). Пусть А—оператор левого
сдвига, т. е. (Лср)п = срл+1. Пусть С: SfC —* SK определено посред-
ством (Сср)„ = 6n i „cpi. Следовательно, С есть возмущение ранга
один. Пусть В = А—С. Мы покажем, что а (А) = о е м ( Л ) = {г| \г \=\\,
в то время как а (В) = o e s s ( B ) = {2| | г | ^ 1}. Чтобы найти а (А),
отобразим / 2(—оо, оо) на L2 (0, 2п) посредством £/{ср„} =

= 2 (2я)- 1 / 2 <pne
inx. Оператор U унитарен и UAU~l есть умно-

П~ — со

жение на е~Сх, так что o(A) = a(UAU~1) = {г| | г\= \\. Обратимся
теперь к В. Если г^а(А), то (В — г)~х существует тогда и толь-
котогда, когда существует (1 — С (А — г)"*)" 1 . Так как С (А— г)~1

компактен, то (1—С (А — г ) " 1 ) " 1 существует, за исключением
случая, когда С (А — г)~х имеет собственное значение 1, который
равносилен тому, что г есть собственное значение В. Пусть
{В — г)ср = О. Тогда ср„+1 — 8П10(рг — 2ф„ = 0. Предположим, что
г=^=0. Положив п = 0, мы видим, что сро = О, а затем, полагая
п = — 1, —2, . . ., —что Ф„ = 0 при п < 0. Полагая п = 1, 2,
мы видим, что ф„ = 2"~1ф1, если п ^ 1 . Следовательно, если
| ' г | > 1, таких собственных значений не существует и В — z об-
ратим, т. е. z£p(B). Если | г | < 1 , то

<0, ф!, гф1( . . . . г"-1 <ри . . . >

есть србственный вектор, так что z£o(B).
Интересно отметить, в каком месте не проходит доказатель-

ство того, что a e s s (B) = a e s s (/ l ) . Функция С (А — г ) " 1 по-прежнему
аналитична в С \ а ( Л ) . На той компоненте С \ а (А), которая
простирается до бесконечности, | |С(Л — г)~ 1 | кое-где меньше
единицы, так что (1 — С (А — г ) " 1 ) " 1 существует на этой компо-
ненте. На другой компоненте нам а priori неизвестно, что (1 —
— С (А— г ) " 1 ) " 1 существует хотя бы в одной точке, так что мы
попадаем в условия пункта (а) аналитической теоремы Фредголь-
ма, когда мало что можно сказать.

Пример 1 показывает, что нужны такие предположения о В,
которые гарантировали бы нам невозможность оказаться в том
положении, когда обратный оператор не существует нигде на
некоторой компоненте С \ а ( Л ) . Если мы обратим пример 1 и
будем рассматривать А как возмущение В, то увидим, что внут-
ренность a e s s (А) может исчезать под действием возмущения,
поэтому мы будем предполагать, что a e s s (А) нигде не плотно.
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Лемма 3. Пусть А и В—ограниченные операторы с компакт-
ной разностью А — В , такие, что

(a) о (А) имеет пустую внутренность как подмножество С;

(b) каждая компонента С \ а ( Л ) содержит точку из р(В).

Тогда a e s s (Л) = a e s s (В).

Доказательство. Пусть С=А — В. Вследствие компактности С
функция С (А — г ) " 1 аналитична и имеет компактные значения в
С \ а ( Л ) , а вследствие леммы 1 она мероморфна в С \ а е а а ( Л ) с
вычетами конечного ранга в точках odisC(A). Если z^a(A), то
( В — г ) " 1 существует тогда и только тогда, когда существует
( 1 — С (А— г ) " 1 ) " 1 . Итак, в силу (Ь), заключаем, что в каждой
компоненте С \ а ( Л ) оператор (1 ~С(А — г ) " 1 ) " 1 где-либо обра-
тим. Компоненты С \ а ( Л ) и С \ а е и ( Л ) совпадают вследствие
дискретности ouil>c(A). По мероморфной теореме Фредгольма
заключаем, что (1 —С (А — г ) " 1 ) " 1 существует на C \ a e e s (Л) всюду,
кроме дискретного множества D', где она имеет вычеты конеч-
ного ранга. Отсюда следует, что В может иметь лишь дискрет-м
ный спектр в C \ a e s s M ) , так что с т е „ ( 5 ) с а е и ( Л ) . Так как а(А)
не имеет внутренних точек, каждая компонента С\аеяа(В) имеет
точки, не лежащие ни в о (А), ни в а (В). Теперь мы можем
обратить проведенное рассуждение и заключить, что а е а 8(Л)с:

B)

Теперь уже можно доказать основную теорему. Однако, по-
скольку главное условие состоит в том, что (А— г)~* — (В — z)~l

компактен, полезно отметить следующее:

Лемма 4. Пусть А и В — замкнутые операторы. Если (А — г)'1 —
— (В — г ) " 1 компактен при некотором го£р(А) Лр(В), то он ком-
пактен при всех zб р (А) П р (В).

Доказательство. С помощью первой резольвентной формулы вы-
ражение (А—г)"1 — ( В — г ) " 1 можно записать в виде конечной
суммы членов вида С[(А—г,,)"1 — (B~zJ)~l~\D с ограниченными
С и D. |

Теперь мы готовы к доказательству основной теоремы этого
раздела.

Теорема XIII.14 (теорема Вей ля о существенном спектре).
Пусть Л—самосопряженный, а В —ограниченный операторы,
такие, что

(а) при некотором (а следовательно, при всех) z £ р (В) П Р (А)
оператор ( Л — г ) " 1 —(В — г ) " 1 компактен

и либо

) и и
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либо

(Ь2) точки р (В) имеются и в верхней, и в нижней полуплос-
костях.

Тогда а е и ( 5 ) = а е и ( Л ) .

Доказательство. Согласно предположению, некоторое г0 вне * ве-
щественной оси принадлежит р(В). Пусть D = (A — г,,)"1 и
Е = (В —z,,)"1- По лемме 2, достаточно доказать, что aeaa (D) = а е и ( £ ) ,
ибо тогда можно сделать вывод, что o e s 3 (Л) = а м з ( В ) . Так как
А самосопряжен, т о а е м (Л) <=. R и потому oS3t(D) с {X | А,~х4-г„€ R} U
U {0}. Вследствие этого a e a s (D) имеет пустую внутренность и

либо а е а д (Л) = К, и тогда C \ a e s s (D) имеет две компоненты, либо
°esi (Л) *£ К, и тогда C \ o e s s ( D ) связно. В любом случае из (Ь)
и леммы 2 следует, что каждая компонента C \ a e s s ( D ) пере-
секается с р (£). Так как D и Е ограничены, а их разность
D—Е компактна вследствие леммы 4, то можно применить лем-
му 3 и заключить, что a e s s (D) = а е и (Е). Это доказывает теоре-
-:у. |

Заметим, что теорему XIII . 14 можно распространить на не-
которые случаи, когда А не является ни самосопряженным, ни
нормальным, однако это потребует довольно сложных дополни-
тельных предположений. Так как в приложениях А почти всегда
самосопряжен, мы доказали теорему для этого простого случая.
Следующий пример показывает необходимость какого-то условия
типа (Ь).

Пример 2. Пусть А и В—операторы из примера 1, так что
a(/l) = { z [ [ z | = 1} и a f 5 ) = { z | [ z | < 1}. Заметим, что 1 не есть
собственное значение Л, А*, В, В*, поэтому Л — 1 и В — 1 суть
инъективные отображения /2 на плотные подмножества в 1г.
Следовательно, ( Л — I ) " 1 и (5—I)" 1 —неограниченные плотно
определенные замкнутые операторы. Пусть

Тогда D самосопряжен, так как при отображении U, рассмот-
ренном в примере 1, D есть умножение на i(e~(e+ 1)/(е~{в— 1) =
= — ctg(6/2). Заметим что (D— i)^- = 1/tA — V* и {Е — i)~x —
—i/zB—1/г. Следовательно, по теореме о сильном спектральном
отображении (лемма 2 выше), a (D) = R и а (Е) = {z| lm z < ; 0\.
Более того, (D — i ) " 1 — (£ — i)" 1 компактен однако a e s, (D) фоею(Е).
Этот пример связан с примером 1 при помощи обратного пре-
образования Кэли (см. замечания к § Х.1).

При применении теоремы XIII.14 полезно заменить (Ь) более
простыми условиями. Для этой цели приведем два следствия.

№ 2948
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Следствие 1. Пусть Л и В — самосопряженные операторы с
компактным (A + i)~l — (B + i)~x. Тогда

Доказательство. Поскольку В самосопряжен, р (В) содержит точки
обеих полуплоскостей. |

Чтобы сформулировать следствие 2, нам потребуется новое
понятие.

Определение. Пусть А самосопряжен. Оператор С, такой, что
D (A)czD (С), называется относительно компактным по отношению
к А тогда и только тогда, когда С^Д + О" 1 компактен.

Отметим, что если С относительно компактен, то С (А — г)'1

компактен при всех г £ р ( Л ) , а если С^А—г)'1 компактен при
некотором г £ р ( Л ) , то С относительно компактен (задача 38а).
Свойство относительной компактности можно также сформули-
ровать в терминах гильбертова пространства D (А) с нормой
!1ф|К1 = | ф | | 2 + ! М ф | 2 : С" относительно компактен тогда и только
тогда, когда он компактен как отображение из <D (А), ||-||,4> в

Следствие 2. Пусть А—самосопряженный оператор, и пусть
С—его относительно компактное возмущение. Тогда:

(a) В = А-±-С, определенный так, что D(B) = D(A), есть замк-
нутый оператор;

(b) если С симметричен, то В самосопряжен;

(c) оге55(/4)=сге88(Д).

Доказательство. При вещественных и положительных К имеем
С(Л + ^ ) ~ 1 = [С(Л + 0 " 1 ] [ И + 0 ( Л + а ) - 1 ] . Если перейти к
спектральному представлению для Л, то (Л ± t) (Л ±;М<)~1 есть
умножение на (х ± i) (х ± Щ'1, так что s-Iira (Л ± ' t ) ( Л ^ ) 1 0

Так как C(A-\-i)~1 компактен и [(Л -М) (А + iT,)"1]* в сильном
смысле стремится к нулю, то С(Л + 0~ х[(Л + /)(Л -f-iX)"1] стре-
мится к нулю по норме. Значит,

Ига IС (Л + 1'Я)-11| = 0.

Отсюда следует, что С Л-ограничен с относительной гранью
нуль, а из этого немедленно вытекают (а) и (Ь) (см. § Х.2).
Далее, при больших А, существуют и [1 +С(А + t7,)~1]~1, и
[ 1 + С ( Л — Л ) " 1 ] - 1 , так что (Я + tT,)-1 и (В — tT,)"1 существуют
при больших X. Следовательно, р (В) содержит точки из каждой
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полуплоскости. Наконец, при больших Я,

" 1= _ (Б + Л ) " 1 С (А + Л)

Так как С(.4 + Л ) " 1 компактен, разность (B + iX)'1 — (А + Ш~Х

тоже компактна и применима теорема XIII. 14. Следовательно,
(5) (>1У

- Свойство относительной компактности можно сформулировать
в терминах квадратичных форм и доказать соответствующий
аналог следствия 2 (задача 39).

Проделав некоторую дополнительную работу, можно усилить
следствие 2.

Следствие 3. Пусть А — самосопряженный оператор, и пусть
С — симметрический оператор, представляющий собой относительно
компактное возмущение оператора Ап с некоторым положитель-
ным целым п. Допустим, что В = А + С самосопряжен на D(A).
Тогда oeA)

Доказательство. Заметим, что так как D (A)czD (С), то С А-ог-
раничен по теореме о замкнутом графике. Предположим сначала,
что п = 2 . При ф и -ц из С~(Л) функция (ф, (Л 2 +1)- г С(Л 2 +1)- 1 + г т1)
аналитична в полосе 0 < Re г < 1 и непрерывна в ее замыкании,
а С (А2-\- 1)-1+'-« компактен, так что по доказанной ниже лемме
• ( У 4 » + 1 ) - 1 / » С ( У 4 Я + 1 ) - 1 / 8 тоже компактен. Значит, (A+i)~1C(A+
+ 0 " 1 компактен. Так как D {А) = D (В), оператор (A —i) (В — i)~x

ограничен, поэтому (A-{-C-\-i)~xC(A-\-i)~x компактен. Поскольку

мы можем применить теорему XIII.14 и убедиться, что сгеая(Л) =
S)(

Теперь докажем следствие для случая произвольного п, по-
казав, что если все ее предположения выполняются для неко-
торого п > 2, то они выполнены и при п = 2. Действительно,
пусть ф, Т1€С°°(Л). Тогда функция (ф, С ( Л 2 + 1)-*1 г )л), где
g (г) = xl2z + 1/zn (1 —г), аналитична в полосе 0 < Re г < 1 и непре-
рывна в ее замыкании. Так как С ( Л 2 + . l)~* ( / f" компактен при
вещественных у и С (Л2 + 1 )"''""'•''" ограничен, то C{Az-r l)~-' r >

компактен при t = (n—2)/(п—1) в силу леммы, приведенной
ниже. Следовательно, С Л2-компактен. |

Заметим, что следствие 3 неверно, если потребовать лишь
самосопряженности в существенном на D(A). Предположим, на-
пример, что А имеет компактную резольвенту и С = — А. Тогда
aess(A) = 0^ а CTess(-S) = ^0}- В доказательстве мы опирались на
следующую лемму:
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ia

0

la

J

Рис. XIII.2.

Лемма. Пусть D плотна в некотором гиль-
бертовом пространстве ~7С, и предположим,
что при каждом z £ S = {z| 0 < ; R e z < ; 1} мы
имеем такую квадратичную форму с (г) на
DxD, что
(1) (ц, с(г)ф) аналитична в S i n t и непрерыв-

на на 5 при всех т), <p£D;
(2) при z = iy (соответственно \ + iy) а (г) —

квадратичная форма компактного (соот-
ветственно ограниченного) оператора A(z);

(3) sup\\ A (iy)t \\A(\ + ty)\\^M<oo.
у

Тогда а (г) при любом z ^ S l n t есть квадра-
тичная форма компактного оператора.

Доказательство. По теореме Адамара о трех прямых (см. допол-
нение к § IX.4), | (т), с(г)ф) | ^ Л4||т)||-||ф|| при любом г, так что
а(г) есть квадратичная форма ограниченного оператора А {г).
Отображение г*-* А (г) аналитично в S i n t и слабо непрерывно
в S. Остается доказать, что А (г) компактен в S i n t . Мы дадим
доказательство для z = 1/2; доказательство для других z такое
же. Чтобы показать, что А компактен, достаточно убедиться
в том, что И А |1/аф„Я —»• 0 при п—• оо для любого ортонормиро-
ванного множества {ф„}. Поскольку ||| А | 1 / 2 Ф „ Р = ({/*ф„, Лф„)
при соответствующей частичной изометрии 0, нам нужно только
показать, что при любом ортонормированном множестве {фп} и
любой последовательности {т],,} с | | г | „ | | ^ 1 имеем (х\п, Лф„) —* Q
при п —»оо.

Пусть С — к о н т у р С г и С 8 и С 3 и С 4 , изображенный на рис. XIII.2.
Тогда для любой целой функции f{z) с /(1/2)= 1 имеем

Фиксируем е > 0 и положим f (г) = ехр[г а —1/4—В (г —1/2)].
Тогда /(1/2) = 1 и, выбрав должным образом В и а, можно
устроить так, что

±М Г |г-
CjUC.UC,

Но Нт|(т]„, Л(«/)ф„)| = 0 при любом iy на Сг вследствие ком-

пактности Л(1^). Поэтому, так как подынтегральное выражение
равномерно ограничено,

„, A{z)<pJ\d\z\ = Q
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по теореме о мажорированной сходимости, Следовательно, для
любого е > О

Нга|(т|п> Л ф „ ) | < 8 ,
л

так что (т]„. Лф„) —с 0, когда п—юо. |
Часто полезно пользоваться другим вариантом следствия 3,

сформулированным в терминах квадратичных форм:

Следствие 4. Пусть Л— положительный самосопряженный опе-
ратор, и пусть С—самосопряженный оператор, такой, что Q(C)za
Z)Q(A). Предположим, что сумма квадратичных форм А + С огра-
ничена снизу и замкнута на Q (Л), и пусть В есть соответствую-
щий самосопряженный оператор. Допустим далее, что либо
(i) С—относительно компактное возмущение оператора Аа с не-

которым положительным целым п;

либо

(И) <2(|С|)гэ<2(Л) и | С | есть относительно компактное в смысле
формы возмущение А" с некоторым положительным целым п,
т. е. (Л+1)- л / а |С | (Л + 1)-л/2 компактен.

Тогда оге„(Л) = а е и (Я).

Доказательство. Как и в случае следствия 3, достаточно дока-
зать компактность (Л + Я,)""1 С (5 +Я,)"1, где % > 0 выбрано так,
что — А, < inf а (В). Сделав преобразование

заметим, что (Л+Х.)1/2 (5+Я.)~1/а ограничен, поскольку Q(A)=Q(B),
так что достаточно доказать компактность (Л + 1) - 1 С (Л + 1)~1/а.

В силу условия.(i), это вытекает из сочетания двух фактов:
компактности (Л + 1)""С(Л+1)~ 1 / 2 и ограниченности (Л+1)- 1 / а х
хС(Л+1)~ 1 / 2 - В силу условия (И), | С | 1 / 2 (Л + 1)~1/а ограничен,
а | С | 1 / 2 ( Л — 1)-л/* компактен, так что |С | 1 / 2 (Л + I ) " 1 компактен.
Таким образом,

компактен. |
Теперь мы готовы рассмотреть различные примеры, в кото-

рых применяется теорема Вейля.

Пример 3 (классическая теорема Вейля). Если Л самосопряжен
и С компактен, то cress (Л) = а е ю (Л-f Q. Это выполняется, так
как С автоматически относительно компактен.
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Пример 4. Пусть У£С%(0, оо), и пусть // — оператор
— d*/dx* + V на С" (0, оо). Он не самосопряжен, но имеет ин-
дексы дефекта <1, 1> (см. дополнение к § Х.1). Пусть Л и В —
два различных самосопряженных расширения оператора Я . Если
D = D (Я),то Ran (Я + t) = R есть замкнутое подпространство
коразмерности 1, так как Н имеет индексы дефекта <1, 1>. Если
г|5£/?, то г}) = (Я + 1)ф Для некоторого <р и потому

[(Л + О"1 -Ф + О"1] Ф=(Л + О"1 (Н + О Ф -(B+i)-1 (Н + 0 ф=0,

так как Не: А и Не В. Значит, (А + / ) " 1 — (B + i)'1 исчезает
на R. Так как R имеет коразмерность 1, то отсюда следует,
что разность (A-\-i)~1—(B + i)~i- имеет ранг 1 и потому ком-
пактна. Следовательно, oess(A) = aeB)

Пример 5. В общем случае пусть Я —оператор с индексами
дефекта <d, d> с d < оо. Если А и В—два самосопряженных
расширения оператора Я, то (Л + i ) " 1 — (B-\-i)~l есть оператор
ранга d, как в примере 4, так что о е н ( Л ) = c r e s s ( 5 ) . Если d = o o ,
то этот вывод не обязательно правилен (см. задачу 40).

Пример 6. Пусть Я„ = — А на L2(R3). Воспользовавшись пре-
образованием Фурье, легко видеть, что a e s s ( — Д ) = [0, оо). Пусть
V принадлежит L2 + (L°°)8; тогда V(Яо+ I ) " 1 компактен. Дейст-
вительно, можно найти Vn£L2, такие, что V — Vn^L°° и
Ит||У„ —1^1^ = 0. Следовательно, У „ ( Я 0 + I ) " 1 сходится по норме

к У(Я 0 + 1)~1,-и остается лишь показать, что У Л ( Я „ + I ) " 1 ком-
пактен при всяком п. Но У„ ( . Я о + I ) " 1 есть интегральный опе-
ратор с ядром Vn (х)е-1*-»'/4я \х— у | из L 2(R e). Следовательно,
Vn(ff0+l)~1—оператор Гильберта — Шмидта и, значит, компакт-
ный. Так как У ( Я 0 + 1)~1 компактен, V относительно компактен,
и потому о е м (— А + V) = a e s s (— А) = [0, оо).

Расширение этого результата на n-мерный случай (пфЗ) см.
в задаче 41.

Пример 7. В более ебщем случае пусть V g R + (Ь°°)г. Вообще
говоря, V не будет относительно компактным, так как D (V)
может не содержать £>(Я0). Однако это возмущение компактно
в смысле форм, и поэтому можно воспользоваться теорией из
задачи 39. Вместо этого заметим, что если W g R, то

lim \\Ш\*'*(Н0 + Е)-*\Ш\1'*\ = 0,
£-• + «

так как \W \1/2(Н0-\-Е)~1 \W \x/i есть оператор Гильберта —
Шмидта с ядром

W 1*)|4'*ехр ( - V~E\*-y|)| W{y) |i/«/4n \х-у\,
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а норма в L* этого ядра стремится к нулю в силу теоремы
о мажорированной сходимости. Следовательно, при больших по-
ложительных Е

где Я = Я 0 + 1Р и WV*=Wl\W\v*. Каждый член в этой сходя-
щейся по норме сумме компактен. Действительно, положив А =
= ( # j+£)~ 1 / 2 | W | 1 / г , видим, что А*А компактен и, значит, ком-
пактен А. Таким образом, если W£R, то (Яо + № + £)-» —
— (ffo + E)~1 компактен. Обобщение от R к i? + (L°°)8 делается
так же, как выше.

Пример 8. Рассмотрим оператор Я = — Д-J-a-x + V(х), связан-
ный с задачей об эффекте Штарка. По теоремам Х.29 и Х.38,
Я в существенном самосопряжен на С£° (R"), если К £ Z,*7 (R»)-f-
+ L"(RB), где р = 2 при п < 3 , р > 2 при п = 4 и р = п/2 при
/ г ^ 5 . Поскольку член а-х стремится к —<х> таким образом,
что он не может быть компенсирован членом — Л, можно пока-
зать, что Н не ограничен снизу, и потому мы ожидаем, что
а ( # ) = ( — о о , оо). Мы покажем, что при более сильном предпо-
ложении V — Vl-\-Vi, где VX^LP имеет компактный носитель и
V2£L°° стремится к нулю на бесконечности, V есть относительно
компактное возмущение оператора Яо = — Д-fa-x. Пусть ра —
оператор импульса в направлении, параллельном а, и pt — орто-
гональный импульс. Тогда элементарное вычисление (см. § XI.4)
показывает, что на of (R")

ехр (— ia.p*) На ехр ( + iap%) — (pj-)s + а • х s #„,

где а = (3 |а | )~ 1 . Можно «диагонализовать» Яо посредством пре-
образования Фурье в направлении, ортогональном к а. Отсюда
следует, что Но в существенном самосопряжен на «^(R") и
а(# 0 ) = (—оо, оо), так что, если V относительно компактен, мы
имеем новое доказательство того, что Яо + К в существенном
самосопряжен на <У (R") и, более того, что tfess(//)=aess(#0) =
=(—оо, оо), откуда <т(Я) = (—оо, оо). Как и выше, часть Vt
легко прибавить, если показать, что V1(Hn + i)~1 компактен.
Пусть Т = — А. Тогда на £Р, которое является существенной
областью и для Яо, и для Т,

Ц- 2i | а | (Г + 0 - Ра {Т + О"1 {ff. + 0 " s

s
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поскольку [а-х, !Г]*=2г|а|рв.. Так как1 Vt и (а• х)Уг — относи-
тельно компактные возмущения оператора Т (см. задачу 41) и
рДГ + О"1 ограничен, то ^(tfo + t ) " 1 компактен.

Подведем итог всем этим результатам, включая и задачу 41:
Теорема ХШ. 15. Пусть Я = — Д -f- а • х -}- V — оператор в L2 (R").
Тогда:
(a) если а = 0 , л = 3, VbR + L?, то ае5,(Я) = [0,_ оо);
(b) если а = 0, V6i> + L~,. где р ^ max {л/2, 2} при л>^4 и

р > 2 при.л = 4, то а е зз(#) = [0» °°):
(c) если афО, V = V1 + V8, где Vi£L.P (p как выше) имеет ком-

пактный носитель и Vi^L" стремится к нулю на бесконеч-
ности, то а (Я) = а е м (Я) = (—оо, оо).
Пользуясь следствием 4, можно рассмотреть некоторые дру-

гие потенциалы.
Пример 9. Пусть V == | г |~* на L* (R5), и пусть Я о = — Д . Тогда
V не может быть Я0-компактным, так как его относительная
грань отлична от нуля (см. пример 4 в § X.2). Однако, по сле-
дующему общему критерию, V будет Я§-компактным.

Предположим, что V £ L* (R6) + (L* (ШБ))е. Тогда для каждого
в > 0 мы можем написать V=*VU e + V2,e, где Vue£L2 и
sup |Уа.е(*)|^в- Следовательно, V^g (ЯЦ'+I)""1 сходится по норме

х

к V{H%-\-1)"1, так что остается лишь показать, что Vltе(Я?+ I)" 1

компактен для каждого в > 0. Но это видно непосредственно,
.так как из V1>e^D и ( р 4 + 1)~J€ L* следует, что VueiHl + 1)-1

есть оператор Гильберта —Шмидта.
Возвращаясь к случаю V = jr|~a, мы видим из примера 4

в§ Х.2, что если %~^ — 2,25, то Q(— A + W) = Q(— Д) и — /S. + XV
ограничен снизу. 'При таких Я применимо следствие 4, так что
aes, (—Д + >У) = [0, оо). Аналогичное рассуждение можно приме-
нять и к случаю V = | r | ~ \ если Я о = J/ — Д + m2. Когда Яо —
оператор Д и р а ^ он не ограничен снизу, поэтому требуются
более тонкие методы.

Теорема XIII. 15 показывает, что если V — ограниченная
функция с компактным носителем в RV.TO —Д + V имеет лишь
конечное число собственных значений в (—оо, —1]. Этот резуль-
тат нетрудно распространить и на Rn (задача 41). Можно дока-
зать (и в сущности для л ^ З мы это уже доказали в тео-
реме XIII.12), что в (—оо, 0) есть лишь конечное число
собственных значений, но для приложений достаточно более
простого результата для (—оо, —1].

Теорема Х///.16. Пусть V — локально ограниченная положи-
тельная функция и V (х) —• оо при | х | —»• оо. Определим — A V
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как сумму квадратичных форм. Тогда —Д + V имеет чисто
дискретный спектр.

Доказательство. Пусть # = — Д + V. По принципу минимакса
достаточно доказать, что ц„(#)—>-оо при п—>-оо. Для данного с
найдем такой шар 5, что V(x)^c, если x(£S. Такой шар
существует, так как V(x)—>-оо при х—• оо. Пусть W — по-
тенциал, равный —с, если x$St и 0, если x(£S. Тогда
У ̂  с + W, так что

Так как W — ограниченный потенциал с компактным носителем,
то существует такое N, что ц „ ( — А + W)~£* — 1 при n^N. Сле-
довательно, ц „ ( Я ) ^ с — 1 при n^N. Так как сбыло произ-
вольным, то ц„(Я)—• оо при п—*• оо. |

Мы еще вернемся к общему вопросу об операторах с чисто
дискретным спектром в § 14 и 15.

Следующий поразительный результат, в каком-то смысле
обратный теореме Вейля, принадлежит фон Нейману.

Теорема XIII.16.1. Пусть А и В — ограниченные самосопря-
женные операторы, причем ott!i(A) = otss\B). Тогда существуют
унитарный оператор U и компактный оператор С, такие, 4TOi
BU{A + C)U-1 •

Это утверждение удивительно потому, что в его формулировке
совершенно не упоминается кратность, иными словами, в каче-
стве А можно взять оператор умножения на х в L2((0, I); dx),
а в качестве В — прямую сумму Л ф Л ! Теорема XIII. 16.1 опи-
рается на следующий результат, который также весьма неожидан.

Теорема XIII.16.2 (теорема Вейля —фон Неймана). Пусть А—
ограниченный самосопряженный оператор. Тогда для любого е
существует самосопряженный оператор Гильберта —Шмидта В
с нормой | 5 | 2 ^ е , такой, что сумма А -{-В обладает полной
системой собственных векторов.

Доказательство. Предположим, что | | Л | | ^ 1. Пусть фх, ф2 ) . . . —
ортонормированный базис в ^ — пространстве действия опера-
тора Л. Пусть ,%",—циклическое подпространство для А, порож-
даемое вектором фх. По спектральной теореме существует изо-
морфизм J ^ 1 ^ L 2 ( ( — 1 , 1 ) ; ф.), причем такой, что вектор фх

отвечает функции, тождественно равной 1, а оператор Л —умно-
жению на х. Пусть т — положительное целое число, которое
будет зафиксировано ниже, и пусть Рх—проектор в L 2 ((—1, 1); d\x)
на те функции, которые постоянны на каждом интервале (//т,
(j + l)/m). Тогда ранг Рх не превосходит 2т, так что ранг
оператора D = РХА (1 — Рх) + (1 — Рх) АРХ не превосходит 4/п.
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m-l

Любой элемент из РХ&СХ имеет вид 2 а/х/ = *\- Пусть т] =
/ = — т

m - l

^ j x t € R an Рг, Тогда
/ = —m

так что ||(1 — Рг) АР1\\^.(2т)~1. Отсюда следует, что норма D
не превосходит т*1, а потому и любое из его собственных зна-
чений ограничено этой же величиной. Поскольку их не больше,
чем 4т, то | | D | | 2 ^ [ m ~ 2 4 r n ] 1 / s . Выбирая т достаточно большим,
можно получить, что норма Гильберта—Шмидта оператора D
не превосходит е/2.

Пусть B1 = —D. Тогда сумма A+B1 = P1AP1+(l—P1)A(l—Pi)
оставляет множество Px$fC инвариантным. Поскольку РХ&С ко-
нечномерно, оно состоит из собственных векторов оператора
Л + В,, и, в частности, <р1 есть сумма собственных векторов.
Пусть теперь ф2 = (1 — Р х) ф2. По предыдущему построению для
оператора ( 1 — Р , ) Л ( 1 — Р г ) via (1—Р^)Ж можно найти проек-
тор />2, такой, что RanPjj с: R a n ( l — P , ) , и оператор Въ с нормой
|| В21|2 <; е/4, такой, что ф2 — сумма собственных векторов опера-
тора А + Вг-\-Bz и что Вг \РхЗ% = 0. Итак, ф! и ф2 — суммы собст-
венных векторов этого оператора. Повторяя этот процесс, мы
найдем оператор В с нормой || В ||2 ^ е, такой, что каждый век-
тор ф,- есть сумма собственных векторов оператора А+В. Отсюда
следует, что А + В имеет чисто точечный спектр. |

Заметим, что в предыдущем построении ф2 можно заменить
на ф я для любого р > 1. Однако, в силу инвариантности а а с

относительно возмущений из класса операторов со следом
(теорема XI.8), ф2 нельзя заменить на ф,.

Доказательство теоремы XI11.16.1. По теореме Вейля—фон
Неймана к Л и В можно прибавить такие компактные опера-
торы, чтобы оба получившихся суммарных оператора имели пол-
ные системы собственных векторов. Более того, к этим последним
операторам можно еще прибавить компактные операторы, с тем
чтобы вновь полученные не имели дискретного спектра. Дейст-
вительно, если Лфп = ^ я ф я , то определим %„ как точку в сгез9(Л),
ближайшую к Хп (если их две, то возьмем большую). Тогда
Ига \Хп—Х„| = 0, так что оператор Сфп=(Х,„ — ^-„)ф„ компактен,

П -*• со

а дискретный спектр А + С пуст.
Таким образом, дело сводится к доказательству следующего

факта. Пусть ^„}~ M l и {ц^^— два набора вещественных чисел,
обладающих тем свойством,. что для каждого Х„ имеется беско-



5. Местоположение существенного спектра II 139

нечно много сколь угодно близких к нему цт, а для каждого ц„
имеется бесконечно много сколь угодно близких к нему A,w"
Тогда существует перенумерация {цп\ набора {[х„|, такая, что
|Я„ — [х„|—*0 при П—УОО. Сначала выберем подпоследователь-
ность Ц — Я„(/), где п (1) < п (2) < . . . , такую, что | Ц — \if | <; 2~'.
Так как каждое [jy служит пределом каких-то Я, это заведомо
возможно. Определим теперь |х„ индукцией по п следующим
образом. Если п не содержится среди п (/), то выберем ц,„ от-
личным от [Ti (х„_! и таким, что |Я,„ — pin | < : 2 ~ п . Если п
есть некоторое п (/), проверяем, содержится ли \if среди
Hi. •••» ^n-i- Если да, то выбираем [х„, как и выше. Если нет,
то выбираем fin = [X/. Тогда каждое |ху- есть |х„ для некоторого

п<пц) и S l ^ - ^ l < 2 . т а к ч т о I**—i*J —о. I

XIII.5. Местоположение существенного спектра II:
теорема Хунцикера — ван Винтера — Жислина

Теорема Вейля позволяет доказать для широкого класса двух-
частичных операторов Шредингера, что a e s s ( — A + V) = [0, оо).
В этом разделе мы рассмотрим спектр JV-частичных операторов
Шредингера того типа, который обсуждался в § XI.5. Мы будем
пользоваться без пояснений введенными там обозначениями.

В двухчастичном случае ключевую роль играет условие убы-
вания V (х) на бесконечности хотя бы в среднем, например как
это диктуется требованием V £ R + {L°°)e. В случае N частиц это
уже не так. Даже если Vц принадлежит С", V= 2 У// irt—rj)

уже не стремится к нулю на бесконечности в трубчатой области,
л-1

где 2 1Г/ — r^l2—<-оо, если некоторые | r f — r ^ | остаются конеч-

ными. В а ж н а я новая идея здесь состоит в том, чтобы заменить

уравнением ( Я — Е ) ' 1 = D (£) + Д£)(Я — Е)~\ где / (£) компактен.
Мы предложим два различных доказательства главного ре-

зультата этого раздела. Первый — основанный на леммах 1—Ь —
использует резольвентные уравнения упомянутого выше типа.
Второй, в котором используются леммы 1, 2 и 7—11, основан
на геометрических представлениях такого типа, как упомянутые
выше рассуждения о специальных трубчатых областях, в кото-
рых V не стремится к нулю. Каждое доказательство имеет свои
преимущества. Первое лучше подходит для тех случаев, когда Н
не самосопряжен, как в случаях, описываемых в § 10 и 11.
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Второе же, как мы увидим ниже, особенно удобно, если Я сужен
на инвариантное подпространство.

Для каждого кластерного разложения D = {Cl}*_1 множества
{1, ...,п) мы определили в § XI.5 гамильтониан HD = H — ID;
здесь ID — сумма всех потенциалов Vy, где i и / принадлежат
разным кластерам. Для потенциалов Vlf £L 2 -b LP (p < 3) мы
доказали, что a (HD) cz о (Я), так как волновые операторы Q%
осуществляют унитарную эквивалентность HD и Я \ RanQo. Чтобы
найти о ( # D ) , запишем &С = &С (Q) ( g ) . . . (g) Ж (Ck) (g) $VD, что
отвечает разложению S%, которое получается при выборе внут-
ренних координат Ъ?*\ . . . , ggjll, для Си . . . . | f * ) , . . . , 1^*Л
для Ck и £х, . . . , Sft_x для относительных координат кластеров.
Тогда

Я о = Я (Сг) + . . . 4-Я (Cft) + TD>

где Я (Сг) = / (g) . . . (g) hct ® • • • ® / есть гамильтониан клас-
тера Ct за вычетом движения соответствующего центра масс,
a TD — кинетическая энергия всех кластеров, т . е . сумма кине-
тических энергий центров масс всех Сг за вычетом энергии
движения центра масс полной системы. Тогда по теореме VIII.33

X, € <т (Я (С,)), т € а (Г о ) J.

Так как ст(Го) = [0, оо), то а ( Я о ) = [ 2 о , оо), где
к

2 D = 2 infa(//(C,)). (19)
/ = i

Поскольку мы ожидаем, что ^f состоит только из связанных
состояний и состояний рассеяния, то соответственно мы ожидаем,
что <тем(Я) = [2, оо), где

2 = inf 2 D . (20а)

Это справедливо на самом деле, причем в гораздо более общих
условиях, чем V £ L8 + ^

Теорема ХШ.17 (ХВЖ-теорема). Пусть Я —оператор на
L2 (Rw~3), полученный вычитанием энергии движения центра
масс из

- 2 (2|*,)-х А, + 2 Vv (r v), где Vv € Л + (Ов и г,у = г, ~г у .
i = i » < /

Для каждого кластерного разложения D = {С,, . . . , Ск\ опреде-
лим 2 посредством (19) и (20а). Тогда

= [Z, оо).
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Вся остальная часть этого раздела будет посвящена дока-
зательству этой теоремы. Приемы, которые мы развиваем, по-
лезны в изучении многих аспектов теории систем N частиц при
наличии более чем одного канала, т. е. систем, в которых неко-
торые из HD обладают связанными состояниями. В частности,
эта техника будет играть важную роль в § 10. Прежде чем
доказывать эту теорему, заметим, что по индукции легко пока-
зать, что inf {Z D |#D = m + l } > i n f {ZD|#Z> = m}, поэтому (20а)
можно заменить (см. задачу 42) на

2 = inf{2D|fl(D) = 2}. (20b)

Мы покажем, что [2, оо) с а (Я), сначала предполагая, что
V{j «хорошие», а затем пользуясь аппроксимациями.

Лемма /. Если Vu £ Cf (R3), то [2, о о ) с а ( Я ) .

Доказательство. Так как существуют волновые операторы Яд
(теорема XI.34), то a(HD) <=a(H). Но a(HD) = [2D, оо), когда
# ( D ) ^ 2 , откуда следует результат. |

Другое доказательство леммы 1, не использующее волновых
операторов, см. в задаче 45.

Лемма 2. В условиях теоремы XIII.17 [2, оо)ссг(Я).

Доказательство. Для любых i, / можно найти такие Vfy G С",
чтобы выполнялось неравенство | V£/ —V\f | < л " 1 (— Д + 1)
в смысле форм (задача 44). Положив Я("> = Я 0 + 2 У*"\ ВИДИМ>

/
что Ны) —*• Н в равномерном резольвентном смысле и что
H(g} —* HD в том же смысле. Следовательно, согласно тео-
реме VIII.20, ехр (—Я^1) — exp (—HD) по норме. Так как 2£> =
= —logje""0 J, мы заключаем, что 2'д' —»- 2 D и, следовательно,
2<») —• 2. Пусть Я, > 2. Для достаточно больших л имеем X > 2 ( п ),
так что X g а (Я(п)) по лемме 1. Так как Нш —- Н в равномерном
резольвентном смысле, то ^ £ а ( # ) по теореме VIII.23. Следова-
тельно, (2, оо) с: а(Н). Но так как а (Я) замкнуто, то 2 £о(Н). |

Второе утверждение, необходимое для доказательства теоре-
мы XIII.17, а именно: если Я, < 2, то либо Я.€ ordis£(Я), либо
?>,€p(/f) — сугхестзекно труднее, чем лемма 2. и требует развития
некоторой специальной техники. Чтобы проиллюстрировать эти
идеи, рассмотрим сначала случай N — Зи K vgL*. В двухчастич-
ном случае мы воспользовались ключевым уравнением (Я—Е)~1 =
= {H0 — E)-1 — (H0 — E)-1V(H~-E)-1 и тем обстоятельством, что
(Яо—E)~XV компактен. В случае трех частиц мы имеем по-
прежнему
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однако (Н0 — Е)~г (V12 + V13-\-V23) бо ьше не компактен. Чтобы
убедиться, что (Яо — E)~1Vl2 не компактен, заметим, что он ком-
мутирует с однопараметрической группой трансляций <rx, r2, ray>—>•
1—»-<г1—а, г 2 — а, гг — а>. Такой оператор не может быть ком-
пактным (см. задачу 43).

Поэтому будем искать разложение оператора ( Я — £ ) ~ х вида
А (Е) + В {Е) (Н—Е)~1 с компактным В (Е), которое будет более
тонким, нежели разложение, задаваемое вторым резольвентным
уравнением. Чтобы получить представление о том, каким должно
быть нужное нам разложение, возьмем Е настолько отрицательным,
чтобы сходился ряд теории возмущений, получаемый итерацией
второго резольвентного уравнения. Тогда

- £ ) - 1 1 / 1 2 ( Я 0 - £ ) - ^ 1 2 ( Я 0 - £ ) - 1 + . . . . (21)

Введем графическое представление для отдельных членов в (21).
Пусть три горизонтальные линии представляют множитель
(Яо—£)"~\ а вертикальная черта, соединяющая /-ю и t-ю ли-
нии,— множитель —Vи. Тогда диаграмма

представляет оператор

На языке таких диаграмм легко описать, какие из членов (21)
компактны.

Лемма ЗА. Диаграмма представляет компактный оператор
тогда и только тогда, когда она связна. Если диаграмма G
связна, то оператор остается компактным и тогда, когда послед-
ний множитель (Яо — Е)~х убирается.

Доказательство. Отметим, что мы интерпретируем символ
(Яо — E)~XVU как (ограниченное) замыкание оператора, опреде-
ленного на D(ffQ), или, иными словами, как сопряженный всюду
определенного оператора V 1}(Н0 — Е)~х. Если диаграмма несвязна,
то, переименовывая частицы, мы можем считать, что линия 3
не связана с линиями 1 и 2. Тогда соответствующий оператор
коммутирует с унитарным оператором, осуществляющим отобра-
жение <гг, г2, гэ> I—*<гх-\-а, гг-\-а, г3 + а>, так что этот оператор
не компактен (задача 43).
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С другой, стороны, если G связна, то на ней найдутся две
последовательные связки, которые различны. Переименован ли-
нии, мы можем сделать, чтобы это были V12 и Vi3. Тогда опера-
тор, отвечающий G, после вычеркивания последнего множителя
{Нй-Е)~1 примет вид А [{На-Е)-1Уг^Нл-Е)^Via\B, где А
и В суть произведения сомножителей вида (.//„ — E)~1Vi/. Так
как А и В ограничены, остается лишь показать, что С =
— (H0 — E)~1V11(H0—E)~1VM компактен. Мы будем работать
в пространстве импульсов с переменными р и q, отвечающими
относительным импульсам частиц 1, 2 и 2, 3, т. е. мы/ рассмат-
риваем оператор Ъ = &С¥~Х, где <F —преобразование Фурье,
с переменными <р, q>, дуальными к <г12, г28>. Пусть ho(p, q) —
кинетическая энергия, выраженная в переменных р и q:

ho(p, ?) = (2/n1 2)-1p* + (2m2 3)-1<72-^1/>-<7,
где mtf — \i.?l + \i.jl. Тогда

', q')dp'dq'. (22)

Так как Е отрицательно, то \ho(p, q)—£|>с(ра + (7* + 1) с не-
которой постоянной с. Следовательно, ядро (22) ограничено ве-
личиной

(2л)-3 с-« (р2 + I ) " 1 Vis (р-р') ( ? * + 1)~г V83 {q-q'Y

Так как Vla, V23£L*, то это ядро принадлежит L2 (R12) и потому
интегральный оператор (22) есть оператор Гильберта—Шмидта.
Следовательно, D и С компактны. |

^ подсказывает нам, что, пробуя найти разложение (Я —
— Е)-1 = А(Е) + В(Е)(Н— Е)~1 с компактным В (£), мы должны
в качестве А (Е) выбрать сумму всех несвязных диаграмм в
формальном разложении (21), когда Е отрицательно, а затем
определить А (Е) с помощью аналитического продолжения на
другие Е. Чтобы проделать это продолжение, требуется замкну-
тое выражение для суммы несвязных диаграмм. Несвязные ди-
аграммы естественно распадаются на четыре класса — когда ни
одна из горизонтальных линий не связана с другой или же
когда связана одна кз трех возможных пяп. В первый класс
попадает только одна диаграмма

Класс, в котором связаны линии 1 и 2, представлен суммой

+ . . . (23)
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Если добавить к этой сумме предыдущую диаграмму, то мы по-
лучим сумму всех диаграмм для случая Vi3 = Via = 0. Значит,
сумма (23) есть (H0 + Vi9—Е)'1 — (Яо—£)-*. Вводя обозначения

Go (£) = (/ /„-£)-*,

можно переписать (23) в виде —Gla(E)Vlt Go (£). Это подсказы-
вает нам следующее

Определение. Пусть £ <£ [S, оо) есть комплексное число. Не-
связная часть резольвенты, или кратко несвязная часть опреде-
ляется формулой

I i / G A E ) . (24а)

Подобным образом можно исследовать и связные диаграммы.
Назовем диаграмму едва связной, если она .становится несвяз-
ной, когда мы вынем последнюю связку. Сумма едва связных
диаграмм распадается на шесть классов, один из которых есть

а другие получаются перестановкой линий 1, 2, 3. Каждую
связную диаграмму можно рассечь в единственной точке таким
образом, что слева от деления будет стоять едва связная диа-
грамма. Все связные диаграммы можно построить, помещая сле-
ва едва связную диаграмму, а справа произвольную диаграмму.
Поэтому формально, не отличая диаграмму от отвечающего ей
оператора, получим

2 (все связные диаграммы) = 2 ( в с е е Д в а связные диа-
граммы без последнего множителя Go (£)) х 2 ( в с е диаграммы).

Мы воспользовались символом 2 ( ) д л я обозначения суммы
всех диаграмм вида ( ) в формальном разложении (21). Так как
2 (все диаграммы) равна (Н—Е)~1, будем искать замкнутое вы-
ражение для первого множителя. Сумма, отвечающая классу
едва связных диаграмм, который мы нарисовали выше, очевид-
но, имеет вид

- [ G 1 3 (£) - Go (£)] VM = G12 (£) Vlt Go (£) V23.
Определение. Пусть £<£[2, оо) есть комплексное число. Вза-
имодействие, связное по Вайнбергу, или ядро ВайЫберга, опре-
деляется как

= 2 Gu (£) Vt/ Go (£) (У/Л + Vih). (24b)
, Ф k -Ф i
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Теперь мы готовы к доказательству следующей леммы:

Лемма 4 А. Функции D (Е) и / (£) суть аналитические опера-
торнозначные функции в области С \ [ 2 , оо). Если Е^а(Н)г
то

(Я — Е) - 1 = D (Е) + 1(Е) (Я — £)-». (24с)

Более того, / (£) компактно при Е £ С \ [2, оо) и lim || / (Е)Ц —

= 0. Уравнение (24) называется уравнением Вайнберга —ван
Винтера.

Доказательство. Поскольку С \ [ 2 , оо)с U p(Ht-\-Vu), функ-
Ki

ции D (£) и / (£) аналитичны, если мы рассматриваем Go (£) Vif
как сопряженный ограниченного оператора V(/Go (£)*, и анало-
гично для G,7 (£) Vkl. Выберем Е настолько отрицательным, что
ряд теории возмущений (21) абсолютно сходится по операторной
норме. Тогда мы можем перестроить сумму диаграмм, как хо-
тим, и убедиться, что (24с) выполнено. Затем уравнение (24с)
аналитически продолжается на все £ ^ о ( Я ) и [ 2 , оо), а это
последнее объединение совпадает с а(Н) по лемме 2. Так как
| Gb (Е) Vи И — О при Е — —оо, то lim || / (Е) || = 0. Наконец, за-

Е—*—оо

метим, что если Е столь отрицательно, что ряд теории возму-
• щений для / (Е) сходится, то / (Е) компактно вследствие леммы

ЗА и того основного факта, что множество компактных операто-
ров замкнуто по норме (теорема VI. 12а). То, что I(E) компак-
тен при всех £ £ С \ [ 2 , оо), следует из леммы 5 ниже. |

Лемма 5. Пусть /(г)—операторнозначная функция в связной
области RczC Если /(г) компактно при z из открытого мно-
жества SczR, то /(г) компактно при всех z£R.

Доказательство. Предположим, что / (z0) не компактно. Так как
множество компактных операторов замкнуто, то по теореме
Хана — Банаха можно найти такой линейный функционал L£
G=S?(^f)*, что L(/(z o ))=l и L(A) — 0, если А компактен. Тогда

L (f (z)) аналитично, L (f (z)) = 0, если z £ 5, и L (f (z0)) = 1. Ho

компактно при всех z0. |

Эта последняя лемма может быть доказана также с помощью
аналитического продолжения степенных рядов.

Доказательство теоремы XIII. 17 в случае N = 3, V/7^L2. Так
как / (£) —компактная операторнозначная функция на С \ [ 2 , оо)
и 1 — 1 (Е) обратим, когда Е— большое по абсолютной величине
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отрицательное число, то из аналитической теоремы Фредгольма
(теорема VI. 14) следует, что найдется дискретное множество
5 с = С \ [ Б , оо), такое, что ( 1 — I {Е))~1 существует и аналитич-
на в С \ ( [ 2 , oo)uS) и мероморфна в С \ [2, оо) с вычета-
ми конечного ранга. Следовательно, [1 — / (£)]~J D (Е) = / {Е) ана-
литична в С \ ( [ 2 , oo)uS) с вычетами конечного ранга в точ-
ках S. Пусть EfS, 1тЕфО. Тогда, в силу (24), /(£) = (# —
~ £)-*. В частности, / (Е) (Я — Е) ty = т]> при любом ty€D{H).
По аналитическому продолжению это выполняется для любого
£(£SU[2, со). Мы заключаем, что при каждом таком Е опе-
ратор Я — Е имеет ограниченный обратный. Следовательно, лю-
бая точка а (Я) \ [2, оо) должна принадлежать S, так что
о (Я) \ [2, оо) состоит из изолированных точек, причем лишь
2, возможно, является предельной точкой. Наконец, так как
(Н — Е)'1 имеет вычеты конечного ранга в любой точке Я£5,
мы заключаем, что спектральный проектор

конечномерен, т. е. любое Я£ст(Я)\[2, оо) принадлежит

Доказательство общего случая не требует никаких дополни-
тельных аналитических идей, однако нам придется преодолеть
два затруднения: (1) Vtj должно быть всего лишь из i? + (Z,°°)e;
(2) диаграммный анализ при W>3 не так прост, и нам придет-
ся развить некоторую дополнительную комбинаторную технику.
Так как Vtj в общем случае ограничены лишь в смысле форм,
нам придется работать с выражениями типа (Яо —Е)~ г^2 Vtj (Яо —
— Е)~1/г, а не с Vi/(H0 — E)~1. Пересмотрим поэтому наши гра-
фические правила. В данной диаграмме с последовательными
попарными связками при п горизонтальных линиях сопоставим
каждой связке между линиями i и / множитель —Gli*(E) Vy G1^2 (E)
и больше никаких множителей, отвечающих горизонтальным ли-
ниям. При этом оператор, который мы прежде сопоставляли ди-
аграмме, изменяется так: с каждого конца изымается по мно-
жителю Gu

0

2, Под Gu

n

: мы понимаем оператор, действующий в
пространстве импульсов как умножение на (р 2— E)~L/2, где вы-
бирается та ветвь квадратного корня, которая положительна
при £ < 0 . Мы рассмотрим случай произвольного N^3, и (21)
будет, следовательно, означать аналогичное общее разложение
для таких N.

Лемма ЗВ. Пусть Vt/ £ R-\-(L°°)s. Пусть G—одна из диаграмм
в формальном разложении (21). Оператор, сопоставляемый G в
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соответствии с только что сформулированными диаграммными
правилами, компактен тогда и только тогда, когда G связна.

Доказательство. Как и прежде, если диаграмма несвязна, то
она не компактна, так что предположим, что G — некоторая кон-
кретная связная диаграмма. Пусть V(7 £ <5" (R3) при всех i, j .
Сначала мы покажем, что в этих условиях (на самом деле до-
статочно, чтобы Уц^Ь2) соответствующий оператор G есть опе-
ратор Гильберта —Шмидта и, следовательно, компактен.

Мы проведем доказательство индукцией по N— числу линий
диаграммы. При N = 1 гильбертово пространство есть С, так
что оператор (который на этот раз есть 1), разумеется, Гиль-
берта—Шмидта. Итак, предположим, что все связные диаграм-
мы с менее чем N линиями приводят к операторам Гильбер-
та— Шмидта.

Сначала заметим, что можно считать G едва связным, так
как всякий оператор G может быть записан в виде G = G1G2,
где G2 ограниченный, a Gl едва связный. После переименования
линий мы можем считать, что последняя связка в G соединяет
линии i и i + 1 и что если ее убрать, то получившаяся диа-
грамма распадется на две связные части — одну, содержащую
линии 1, . . , t, и другую, содержащую линии t + 1 ЛЛ

Введем новые координаты Rlt..., RN-I, полагая R/ = rJ + 1—
— Г;, и пусть Ри..., PN-I—соответствующие операторы им-

.пульсов, так что Pj есть —IVRJ\ частная производная берется
при фиксированных R1,..., R/.u RJ+1,..., RN-\. Пусть Wfk —
функция, задаваемая посредством W/k=\Vjll\; определим опера-
тор А (/£) в виде

(^S^HO-^^^S^Hl)-"2, если/, £<*,

^ + l ) - I / 8 ^ , . / + i ( ^ ! + l ) - 1 / 2 , если/ = г\ 6 = 1 + 1,
S P1+l)-l'*WJk{ S Р?+1)-'/2,если/,А>» + 1.

Пусть G — оператор, полученный заменой каждого сомножителя
GJ/2(£)V/ftGi/2(£) в G на A (jk). Прежде всего мы утверждаем,
что G есть оператор Гильберта —Шмидта. Действительно, при
разложении

1% (R3N-3) = £2 (R3I-3) 0 £2 (R3) 0 L2 (K3tf-3«- 3 ) )

соответствующем разбиению </? ! , . . . , Ri_ly, Rh <.Rl + i,...
. . о, /?,v-i>, G есть тензорное произведение А&)В(>?)С, где Л и С —
операторы, относящиеся к диаграмме с i и N — i линиями соот-
ветственно. Можно явно убедиться, что В — оператор Гильбер-
т а — Шмидта на I s (R3), например, записав его ядро в р-прост-
ранетве (т.е. рассмотрев ¥В¥~1), в то время как А и С суть
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операторы Гильберта — Шмидта в L2(R3'~3) и L3(R3N~3t~3) со-
ответственно, согласно предположению индукции. Поэтому G есть
оператор Гильберта—Шмидта.

Положим теперь g = WG¥~x и g = WGW~x. Так как | У , у К
N + 1

<; Wu и \Н0 — Е\^с0 ( 2 ^ / + 1 ) с некоторой константой с0,

то ядро g мажорируется ядром g умноженным на какую-то кон-
станту. Так как g — оператор Гильберта—Шмидта, то таков же
и g, а значит, и G.

Теперь допустим, что Уи £ R + (L°°)e Мы можем выбрать
V"/}' € <? (R3) так, чтобы было || (#„—£)- ' ^ (у —Vty) {Я„—Е)-1/2\\-+
—>-0 при п—»• оо (задача 44). Для любой данной связной ди-
аграммы G пусть g{n) — сопоставляемые ей операторы, если мы
пользуемся потенциалами V($>, и g—соответствующий оператор
с Vif. Так как все g(n> компактны, то и g компактен. |

Обратимся теперь к комбинаторике, необходимой для на-
хождения DH(E) — суммы всех несвязных диаграмм и 1ц(Е) —
суммы всех едва связных диаграмм.

Определение. Пусть G—диаграмма с N занумерованными го-
ризонтальными линиями и некоторым числом вертикальных свя-
зок между парами таких линий; G называется ft-связной, если
она имеет k связных компонент. Кластерное разложение D (G),
отвечающее G, есть семейство множеств линий, связанных друг
с другом.

Так, диаграмма на рис. XIII.3 2-связна и D(G) = {{1, 2, 4},
{3, 5».
Определение. Ассоциированная цепочка 6-связной диаграммы
есть множество кластерных разложений D^,..., Dk, определяе-
мое следующим образом. Пусть G имеет / связок. Пусть G o , . . .
. . . , G,—диаграммы, полученные сохранением первых 0, 1 , . . . , /
связок соответственно (считая слева). Рассмотрим кластерные раз-
ложения D ( G 0 ) , . . . , D(Gt). Тогда пусть Dm есть ( W + 1 — т ) - е
отличное от других разложение в семействе D ( G 0 ) , . . . , D(Gt).
Оно содержит т кластеров. Ассоциированную цепочку диаграм-

мы G мы будем обозначать через

-Ь 1 1— Так, для диаграммы на рис.
[I X I I I . 3 '
f Т [ \ — Db = {{\\, {2}, {3\, {Ц, {5}},

Рис. XIII.3. Двусвязная °3^ \\\' *' 4{' 1?'
диаграмма. D2 = {{\, 2, 4}, {3,



5. Местоположение существенного спектра II

Заметим, что D6 = D (Go); D^Difi^^D (Ga); Da = D (G3) = D (G4);
Z?2 = D (G5) « D (G.) = D (G7) = /> (G.).

Наконец, введем еще одно

Определение. Цепочка S есть семейство DN, DN-I,-.., Dk

кластерных разложений {1,..., N), таких, что D}+1i>Dj и Dj
имеет / кластеров. Цепочка называется связной, если k=l, и
несвязной, если k~> 1. Число k называется индексом цепочки,
и мы будем писать i(S) = k.

Напомним, что по определению из § XI. 5 D[>D' означает,
что каждый кластер в D' есть объединение кластеров из D.
Значит, если 5 — цепочка, то Dj получается из D/+1 объедине-
нием какой-либо пары кластеров. Далее, Ют означает, что i
и т лежат в одном и том же кластере из D, a ~iDm означа-
ет, что они лежат в разных кластерах.

Чтобы просуммировать все несвязные диаграммы, мы сначала
просуммируем все диаграммы с одной и той же ассоциирован-
ной цепочкой, а затем найдем сумму по всем цепочкам (их ко-
нечное число). В последующем тексте символы

D D-D'

означают соответственно суммы по парам i, j с i < / и iDj
(соответственно iDj и ~i'D /).

Определение. Пусть S0 = <DN, О Л _ Ь . . . , Dft> —некоторая фик-
сированная цепочка, и пусть Е настолько отрицательно, что

. 2 < N \\{НШ-Е)-*'*У„ (Я.-£)->/»|| < 1. (25)

Для данного кластерного разложения D определим редуциро-
ванную резольвенту RD {E), полагая

)-fi)- I / a]-1. (26)

Оперделим /DraDCT_, формулой

/ D . D , , _ , = ( / / . — Е ) - 1 / а ( — 2 У,,){Н%-Е)-Ч*. (27)

Наконец, пусть Rs.(E) — сходящаяся сумма всех диаграмм G с
S(G) — Sa. Сумма (27) может быть списана следующим образом:
Dm-i отличается от Dm тем, что два кластера С, и Ср в Dm

заменены одним Cq — Cp\jCl в Dm_,. Сумма в (27) берется по
таким i < /', что tfcCj, j£Cp или i£Cp, / € Q .

Лемма 6.

RDN (E) I DNDN-\ RDN~1 C )̂ 1DN-\DN-2 • • • ^Dk+1Dk #DA (^)-
(28)
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Доказательство. Произвольная диаграмма G с S(G) = S0 может
быть описана следующим образом. Первая связка должна из-
менять DN на DN-I И, таким образом, должна иметь вид —(На —
— E)-l'2Vu(H0 — Е)-1'2 с ~iDNj и iDjv-i /. Потом следует про-
извольное число связок, не меняющих соответствующих клас-
теров. Это должны быть связки i, / с i£>jv_i / . Затем идет связ-
ка, меняющая DN-I на DN-2, И Т.Д. ЕСЛИ МЫ напишем №.-, =
= _ ( Я 0 — E)-l^Vu{H0 — Е)-х'2, то увидим, что

= { 2 w u ) ( 2 ( 2 wuY)( 2 w,,)...'.
t>N-\~DN 1 = 0 DN_X

 DN-2~DN-l

Так как 2 ||W//II<1» то все бесконечные суммы сходятся и

мы получаем (28). I

Пусть SV+1, Ж'_! — шкала пространств, ассоциированных с
Но (см. § VIII. 6). Пусть D — кластерное разложение с $ ( D ) ^ 2 ,
и пусть £ £ С \ [ 2 , оо). Тогда E£o(HD). ПО построению сумм
квадратичных форм (ffD — Е)~х есть ограниченное отображение
•%"_! на S%+i, так что

определяет ограниченный оператор, который мы обозначим /?д (Е)
в согласии с определением (26). При Е(£[2, оо) определим
Rso'(E) формулой (28), если 5 0 —цепочка с t ( S 0 ) ^ 2 . Из лем-
мы 6 видно, что когда £ отрицательно и велико по абсолют-
ной величине, это определение согласуется с определением через
сумму всех диаграмм с цепочкой 5 0 . Теперь мы можем опреде-
лить все величины, входящие в общее уравнение Вайнберга — ван
Винтера. Символ 2 означает сумму по всем цепочкам с

S, i (S) = 2

индексом 2.

Определение. Редуцированная несвязная часть определяется
при £ $ [ 2 , оо) формулой

£>«(£)= 2 Rs(E). (29а)
S. i (S) > 2

Симметризованное ядро Вайнберга определяется формулой

S, I (S) = 2 - D ,

В (29b) D 2 относится к последнему разложению в цепочке S,
входящей в частную сумму. Заметим, что в (29) сумма по це-
почкам конечна.
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Лемма 4В. Функции DR(E) И JR (£) аналитичны в С \ [ 2 , оо)
и JR (£) —компактная операторнозначная функция, причем

lim | |//?(£)|| = 0. При Е^о(И) положим
> оо£ ->- — оо

(.2.
где {{1,..., М\\ относится к разложению D и содержит только
один кластер. Тогда при всех £ ( £ ( # )

R (£) = DR (£) + IR (£) R (£). (29с)

Доказательство. Любая D с %ф)~^2 имеет а(#о)сг[Е, оо),
так что / « ( £ ) и DR (Е) аналитичны в С \ [2, оо). Для всех Е
с достаточно большой по абсолютной величине отрицательной
вещественной частью / « (£ ) может быть разложено в сходящую-
ся по норме сумму всех едва связных диаграмм. По лемме ЗВ,
IR (£) компактно при всех таких £ , так что, в силу леммы 5,
Iя (£) компактно при всех £ £ С \ [2, оо). Из ряда теории воз-
мущений следует также, что lim || IR (£) || = 0.

Е -* —оо

Заметим далее, что между цепочками S с i (S) = 2 и цепоч-
ками S с i ( S ) = l существует взаимно однозначное соответствие,
так как единственное разложение с одним элементом есть D, =з
s= {{1,..., N}}, а также что RDl=R. Поэтому если S = <DN,...
. . . , D 2 > и § = <DN, . . , Dt >, то из леммы 6 следует, что

RS{E) = -Rs(E)[ 2 . ( Я , - Я Г 1 ' 2 V , 7 ( # . - £ ) - > / » ] R (£).
—о,

Суммируя по всем S (или, эквивалентно, по всем S), мы уви-
дим, что

При всех достаточно отрицательных £ ряд теории возмущений
(21) сходится, так что R (£) есть сумма по всем диаграммам;
следовательно, суммируя сначала по диаграммам в каждой фи-
ксированной цепочке, а затем по цепочкам, получим, что

S. 1 (S) > 2 S. С (S) = l

Это доказывает (29с) при больших по абсолютной величине от-
рицательных Е. По аналитическому продолжению это справедливо
и при £^ а ( # ) | _ 1 [ 2 , оо) = а(//) (по лемме 2). I

Уравнение (29) называется уравнением Вайнберга — ван Вин-
тера.
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Доказательство теоремы XIII.17, общий случай. Доказательство
в основном такое же, как в случае iV = 3; Vif^L%. В силу
леммы 4В и аналитической теоремы Фредгольма (1—/^(Я))"1

существует и аналитична а С\([2, oo)(jS), где S—дискретное
множество в С\[2, оо). Следовательно,

существует в С\([2, oo)(jS) и имеет вычеты конечного ранга
в точках из S. Когда Im£ фО, / (£) = (Я — Я)"1, так что f(E)x
Х(Я—£')'ф = /ф при всех iSp£D(H). По аналитическому продол-
жению сг(Я) с: [2, оо) uS, и точки S имеют конечномерные спект-
ральные проекторы. Следовательно, сгеи(Я) с: [2, оо). По лемме 2,
[2, оо)с:ст(Я), так что стеи(Я) = [2, оо). |

Как непосредственное следствие ХВЖ-теоремы получается
Теорема X///.I8. Если Я—оператор Шредингера N частиц за
вычетом энергии движения центра масс, и если Vи £La-{-Lr(r < 3)
при всех i, /, то сгас(Я) = [2, оо), где 2 задано формулой (20Ь).

Доказательство. Из теоремы XI.34 и соотношений

следует, что сгас (Я) з сгас (Ял) при всех D. Если # ( D ) ^ 2 , то
стас(Яо) = (1(Я£)) = [2 о , оо), так что а а с(Я) = [2, оо). Но, с дру-
гой стороны, стас (Я) с: aess (Я) = [2, оо) по ХВЖ-теореме. |

В заключение этого раздела приведем второе доказательство
«трудной» части теоремы XIII.17, т. е. того, что oess(H) с: [2, оо).
Это доказательство опирается на совсем другие идеи, но в его
основе лежит то же условие компактности.
Лемма 7. Пусть Я —самосопряженный оператор, такой, что
/ (Я) компактен при любой непрерывной функции / с компактным
носителем, удовлетворяющим условию supp/c(—оо, 2). Тогда
<7е 5ЛЯ)с[2, оо).

Доказательство. Это часть теоремы XIП.77, доказанной в § 14. |
Второе доказательство того, что сге58(Я) с: [2, оо), опирается

на две идеи. Во-первых, ограниченные области не могут вносить
вклад в ae5s (Я), и, во-вторых, вблизи бесконечности Я должен
выглядеть как некоторый HD. Для воплощения первой идеи вы-
берем функцию ф £ Со (R2N~2) со свойством 0 ^ ф <11 и такую,
чтоф(я) = 1 при | х | < ; 1 и ц>(х) = 0 при \х\^2. Определим /<л(л) =
^^(хп'1) и / > л = 1 — у < л . Тогда первая идея выражается сле-
дующей леммой.

Лемма 8. Пусть Я удовлетворяет всем условиям теоремы XIII.17.
Тогда для всякой непрерывной функции / с компактным носи-
телем /<л/(Я) компактен при любом п.
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Доказательство. Выберем с < inf a (//) и ограниченную непрерыв-
н у ю ф у н к ц и ю g , т а к у ю , ч т о g { x ) = { x — c ) 1 / 2 f ( x ) п р и £ ( Н )
Тогда

Таким образом, достаточно доказать, что ; < „ ( / / „ + 1 ) ~ 1 / 2 ком-
пактен, а это следует из теоремы XI.20 или задачи 41. Щ '

Для выражения того, что вблизи бесконечности Н выглядит
как некоторый HD, по крайней мере в некоторых трубах, полезна
такая лемма:

Лемма 9. Пусть Ап — семейство ограниченных операторов с
j ^ n [ | < оо, и пусть Ни Н2 — два самосопряженных оператора,

л

спектры которых о (HJ и о(Н2) содержатся в [с, оо) и которые
удовлетворяют условию

lim lA
Я

при всех z из какого-либо открытого подмножества в С\[с, оо).
Тогда

lim (|Л

для любой непрерывной функции f с компактным носителем.

Доказательство. Доказательство похоже на доказательство тео-
ремы VIII.20а. По теореме Витали о сходимости первое утверж-
дение о пределе выполнено при всех г € С \ [ с , оо), причем рав-
номерно на компактных подмножествах в С\[с, оо). Пользуясь
интегральной формулой Коши заключаем, что

lim ||Л

Утверждение леммы следует теперь из теоремы Стоуна — Вейер-
щтрасса, вследствие которой f (х) может быть равномерно на
[с, оо) аппроксимирована полиномами по (х—с+1)~х. |

Далее выделим те области, где Н и HD похожи. Нам потре-
буются лишь D c # ( D ) = 2, так что пусть Da, а = 1, 3, . . . , 2N~l — 1,
соответствуют всем различным способам разбиения {1,2, ...,N)
на два непустых подмножества Q,1' и С£м. Положим На = Н
1 1

— Z J . I * / — XJ\
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Лемма 10. Пусть dN= (N — l)~3^ N'1'2 \/~2. Тогда при любом
x£RaN~3 существует такое а, что |* | as^^vl*lo- В частности,,
существуют такие функции /о, а—1. 3, . . . , 2N~X— 1, что

(а) 0 < / о < 1 , 2 / . ( * ) = ! ;

(b) /e (ta) = /«(*) при всех Я£(0, оо);
(c) / e g C - на R3^-3\{0};
(d) supp/ec{x| \x\a^

1/idN\x\0\.

Доказательство. Это геометрическое доказательство, совершенно
такое же, как то, которое было приведено при рассмотрении тео-
рии рассеяния Хаага— Рюэля (§ XI.16). При данном х пусть
i и /—две такие точки, что \х(—xf-\^\/~2(N — l)-v*N-1/2\x\0.
Пусть лх, . . . , ядг суть N плоскостей, проходящих через точки
хи ..., xN перпендикулярно х(—Xj. Очевидно, что они делят
область между п{ и Пу на не более чем N — 1 слоев, один из
которых должен иметь толщину по крайней мере (N—I)"1 \xt—xf\.
Выбрав С2} и С^ так, чтобы они отвечали частицам по разные
стороны от этого слоя, получим | х \ a ^ ( N — I ) " 1 |JC,- — Xj\.

Чтобы построить функции /о, рассмотрим сначала открытые
подмножества на сфере S^ {*| | х | 0 = 1} вида Ra = \х\ \х\а^

 1/2̂ Л

г»
| J C | 0 = 1 } , которые покрывают S по предыдущему построению.
Обычным образом найдем С~-функции \а на 5 с supp / e с Rar

О < 1а И 2 L = 1 • ПОЛОЖИМ ja(X) = j a (| X \?х). 1

Теперь можно придать точный смысл словам: вблизи беско-
нечности Н выглядит как некоторый На.

Лемма 11. Фиксируем а == 1, . . . , 2N~X — 1. При любом z <£ а (Я) и
ист(Яа)

Доказательство. Напишем

и воспользуемся тем, что [(Я — г)" 1, /] = —(Я—г)- х[Я 0, /](Я—г)" 1 ;
тогда- достаточно доказать, что

| | ( Я 0 + 1 ) - ^ / а / о / > л ( Я 0 + 1 ) - ^ | | — 0 (29.1)

I(Я0 + 1)-^[Я 0 ,-/>«/«](Яо+1)- 1 ^ I — 0- (29.2)

Так как /o/>n имеет носитель в области, где \х\а~^ i/id/l/n, то (29.1)
следует из того, что Vtj^R + L£\ A (29.2) следует из того, что

II v (/>„ /„) L < I />« v/a |L+II v/>n L = с*'1 — о- I
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Второе доказательство теоремы XIII.17. Теперь мы дадим вто-
рое, доказательство того, что сге и(Я) с: [2, оо). Так как 2 1 а ="
= !<п + }>п = 1, то

/ в />„. (29.3)

Пусть / — непрерывная функция -с компактным носителем
и с s u p p / c r ( — оо, 2] . Так как с г ( Я в ) с : [ 2 , оо), то / ( # „ ) = О,
и потому последний член в (29.3) есть нуль. По леммам 9 и 11
второй член в (29.3) стремится к нулю по норме, когда п —* оо.
По лемме 8 первый член компактен. Следовательно, / (Я) ком-
пактен для таких /. С помощью леммы 7 заключаем, что сг (Я) =
= [2, оо). |

Отметим, наконец, что (29.3) полезно в тех случаях, когда
мы ограничиваемся каким-либо подпространством с определенной
симметрией. Вот абстрактная формулировка:

Теорема Xlll.tT, Пусть Я—оператор, удовлетворяющий всем
предположениям теоремы XII 1.17. Пусть Р — проектор на инва-
риантное подпространство оператора ЙиРа, а= 1, . . . , 2 J V ~ 1 — 1,—
проектор на некоторое инвариантное подпространство опера-
тора Я а , содержащее Р^С. Пусть 2JB = min infer (HaPa). Тогда

oess(HP)a[2p, оо).

Доказательство. Очевидно, что 2 р г ^ 0 , так как 0^о(НаРа).
Следовательно, для всякой / с носителем в (— оо, 2 Р ) имеем
Pf\H) = f{PH) и Р в / ( Я в ) = / ( Р а Я в ) = 0. Так как по предполо-
жению Р = РРа, то на основании (29.3)

/ (РЯ) = Pf (Я) Un + Р 2 [/ 1Ю -f (Ha)] jj>n.
а

Так же как в предыдущем доказательстве, заключаем, что f(PH)
компактен и, следовательно, сгеи (ЯР) сг [2 Р , оо). 9

Пример. Пусть Я —гамильтониан атома, который получается
вычитанием движения центра масс из

Н = - "S £

и пусть Р — проектор на все функции, антисимметричные отно-
сительно перестановки г,-, t = l , . . . , N—1. Для всякого а пусть
Ра — проектор на все функции, антисимметричные относительно
перестановки двух электронов а одной С/в>. Тогда из тео-
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ремы XIII. 17' следует, что аеы(НР) с: [2Р, оо), а последнее мно-
жество, вообще говоря, строго меньше, чем [2, оо). Легко пока»
зать (задача 46), что в этом случае [2Р, оо) с ае„ (HP).

XIII.6. Отсутствие сингулярного спектра I:
общая теория

Спектральный анализ какого-либо оператора А сводится
к описаний) пяти множеств: ае„{А), a d i s C (^), oac(A), a s i n g (A),
сГрр(Л). Для широких классов операторов Шредингера Н нам
удалось описать oeaa(H) и аае(Н). Точное определение adisc(H) —
это довольно сложное дело, но мы видели, как можно восполь-
зоваться принципом минимакса для получения обширных сведе-
ний об этом спектре. Осталось рассмотреть crslng (Я) и а р р ( # ) .
Мы обсудим вопрос о доказательстве равенства арр = o d l s c в § 13.
Следующие пять разделов будут посвящены трудному вопросу
о G s l n g(#). Проведенное в § XI.3 обсуждение асимптотической
полноты позволяет думать, что osing(H) = 0, и наша главна»
цель будет состоять в доказательстве этого для различных клас-
сов операторов Шредингера.

Как уже подчеркивалось, существует тесная связь между
доказательством отсутствия сингулярного спектра и теорией рас-
сеяния. На самом деле уже метод разложения по собственным
функциям из § XI.6 кое-что говорит о сингулярном спектре.
В общем случае, когда V^LlOR, мы знаем, что o s i n g принадле-
жит исключительному множеству g, так что ae i n g имеет меру
Лебега нуль. В двух случаях: когда V^^fiR и | |V | | ^<4JT:
и когда Veaixi£R при некотором а > 0 — нам известно, что <$>
дискретно, так что a s |n g = 0 . В этом разделе мы выведем фун-
даментальный критерий отсутствия сингулярного спектра и по-
кажем, как с его помощью без серьезных усилий получить эти
два результата из основных принципов. В § 7 и 8 мы восполь-
зуемся связью между теорией рассеяния и спектральным анализом
в другую сторону: техника, развитая для доказательства отсут-
ствия сингулярного спектра, послужит получению очень сильных
результатов об асимптотической полноте.

Фундаментальный критерий отсутствия сингулярного спектра
очень прост. Частично он основан на формуле Стоуна (тео-
рема VII. 13)

б

Т (Ф> (£[*, bi+Eia, м ) Ф) =» Нт я -» f Im (Ф, R (х + te) ф) dx,

где/? (Я) есть резольвента (//—Х)~г некоторого самосопряженного//
и {Еа\ — семейство его спектральных проекторов. В частности,,
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в случае р = 1 для любого Ф € ^б
ъ

sup \ | Im (ф, R (х + ie) ф) \Р dx < оо. (30>
< е < 1

p
О < е <

Теорема ХШ.19. Пусть Н — самосопряженный оператор с резоль-
вентой R(X) = (H—А,)"1. Пусть (а, Ь) — ограниченный интервал
и Ф € " # - Предположим, что существует некоторое р > 1 , для
которого выполнено (30). Тогда £,о, 6 ) &£

Доказательство. Согласно формуле Стоуна и неравенству £(Ci d)

d

(ф, EiCi d) ф ) < — lim [ Im (ф, /? (х + ie) Ф) dx

для каждого открытого интервала (с, d). Пусть S — открытое

множество в (а. Ь), так что 5 = U (at> bt) есть объединение не-

пересекающихся открытых интервалов. Предположим сначала,,

что N < оо. Тогда

p, Esip)<-i-yiimClmto, R
i.

i-ilimV С 1ш(ф,

г ь TI/P

n

где \S\—мера Лебега множества S и q — индекс, сопряженный
т

с р. Если N бесконечно, то положим Sm= и (а,-, £>,). Таким об-

разом,

(Ф. £ « Ф ) = lim (Ф, £зя,ф) ^ I'm C | S e | 1 ' ( ' = = C | S | 1 / ' .

Пусть / — произвольное множество нулевой меры Лебега, лежа-
щее внутри (а, Ь). Поскольку мера Лебега регулярна, можно>
найти открытое множество Slft>, содержащее./ и такое, что | 5 l f t ) | <
< l/k. Тогда

(Ф, ^/Ф) < iy^ (Ф.
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Следовательно, мера Qi—>(ф, £аф) абсолютно непрерывна на
(а, Ь), так что Е{а<Ь)(р€Жас. •

Теорема ХШ.29. Пусть // — самосопряженный оператор с ре-
зольвентой R (Х) = (Н— К)'1. Пусть (а, Ь)—ограниченный интер-
вал. Предположим, что существует такое плотное множество
D cz 5%; что для каждого <p£D условие (30) выполняется с не-
которым р > 1. Тогда Н имеет только абсолютно непрерывный
спектр на (а, Ь), т. е. R a n £ ( o 6 ) с 9Кас. Обратно, если Ran£ ( e , ^ с.
с: ,9?ас, то существует такое'множество D, плотное в Ran£ ( a % b ) ,
что (30) выполнено при любом р ^ 1, включая р = оо, когда ф £ D.

Доказательство. Первая половина этой теоремы следует из тео-
ремы XIII. 19. Для доказательства второй части допустим, что D
есть множество векторов ф, для которых спектральная мера ф ф

оператора Н имеет вид f{x)dx, где f^L" с компактным носите-
лем в (а. Ь). По предположению, D плотно в Ran£\ a ) b ) . Далее,

Im (ф, R {х + te) ф) =• J gB{x—y)f {у) dy,

где ge (i/) = e(f/2 + e 2 ) ~ 1 - Так как Ц gTe Их = " и н е зависит от е,
условие (30) выполняется с р = о о в силу неравенства Юнга,
а значит, и для всех р, так как (а, Ь) конечен. Я

В большей части приложений теоремы XIП.20 в действитель-
ности доказывается, что (ф, /? (К) ф) ограничено на /И = \х+ iej e €
€(0, 1), х£{а, Ь)}, или, несколько сильнее, что (ф, R(X)y)-имеет

непрерывное продолжение на М. Характерное применение таково:

Теорема XIII.21. Пусть V £ R, R — класс Рольника, и пусть
// = ;—A + V на L 2 (R 3 ). Предположим, что либо

(a) ||УЦя<4я,

либо

(b) Vea 1*1 € R с некоторым а > 0.

Тогда a s i n g ( / / ) = 0 .

Доказательство, (а) Так как | |V| |/j<4n, то |У | 1 / а (Яо—Я,)"1 V l / 4

имеет норму Гильберта—Шмидта, меньшую 1, равномерно по
Я € С \ [ 0 , с») (см. § XI.6). Пусть / € О"; заметим, что [fl^eR.
Тогда
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сходится равномерно по норме Гильберта — Шмидта к оператору
с нормой, меньшей Сг-\-Сг (1—(4я)~ 1 | |К | | Л )~ 1 . Следовательно,

и (/, (Я — k)~7) ограничено на С \ [ 0 , оо). Из фундаменталь-
ного критерия—теоремы XIII.19, таким образом, следует, что
Ran£<a,6)c:5£ac при всех (а, Ь), так что а р о и a 8 i n g пусты.

(Ь) Как при обсуждении в § XI.6, (1 + | V\1/2 (Но — КУЦУ^2)-1

существует при всех Л ' € С \ [ 0 , оо) и имеет непрерывные гра-
ничные значения, когда К—*х+Ю, пока х не попадает в исклю-
чительное множество <£ — конечное множество вещественных чи-
сел. Пусть [а, Ь] изолировано от &. Тогда

является равномерно ограниченным оператором на { |
< е < 1 , х£[а, Ь]\, если только / £ С ~ . Как и в (а), отсюда
следует, что Ran£ ( o , й>с=5£ас, так что a s i n g лежит в конечном
множестве £. Отсюда выводим, что crsing = 0 . |

Возникает естественный вопрос: почему при наличии такого
простого критерия (теорема XIII.20) того, что osltlg(H) пуст,
задача описания сингулярного спектра настолько труднее за-
дачи описания a e s 3 ( # ) (§ 4 и 5) или стас(Я) (§ XI.3). Причина
в том, что a s i r g далеко не столь устойчив относительно возму-
щений. Чтобы проиллюстрировать это, опишем теорию Арон-
шайна — Доногью поведения as ing под действием возмущений
ранга один. Эту теорию следует сравнить с теоремой Вейля
об инвариантности a e s s и теорией Като — Бирмана об инвариант-
ности а а с . Основой теории Ароншайна— Доногью является сле-
дующая комбинация классических результатов Фату и Балле
Пуссена:

Предложение. Пусть v—конечная мера Бореля на R, и пусть

с Im г > О. Пусть Av= \х\ l imF(jc+te) = 00}, и пусть Б =

= {х |lim F (х + »е) = Ф (х) — конечное число с 1тФ(л:)^=0}. Тогда

v ( Н \ ( Л v U Bv)) = 0, vfAy сингулярна относительно меры Лебега
и v^B v абсолютно непрерывна/

Доказательства этих результатов можно проследить по ли-
тературе, приведенной в Замечаниях. Пусть теперь Но — некото-
рый самосопряженный оператор на Ж, и пусть (p£#f — единич-
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ный вектор. Пусть./3 — проектор на ф, и пусть

Пусть Ж'—циклическое подпространство для ф, порожденное Я о .
Очевидно, все На равны Я о на (Ж')1-, так что мы можем с тем же
успехом считать, что Ж' — Ж, т. е. мы тем самым допускаем,
что ср иикличен для Я„. Отсюда следует, что ф иикличен и
для Я а , так как

11 потому оболочка {(На — г ) - 1 ф} совпадает с оболочкой {(Я о —
— г)" 1 ф}. Из этой цикличности вытекает, что Я а унитарно экви-
валентен умножению на х в L2 (R, dv a) с соответствующей ме^
рой dva.

Очевидно,

Fa {2) шз 5 (* - 2)" 1 dVa (*) =- (ф, (Я« - 2)" 1 ф)

удовлетворяет условию

Fa (2) = F B (2) + (Р - a ) F a (2) F 9 (2)

благодаря резольвентному уравнению

Итак, мы имеем следующее основное уравнение:

Fa (г) = F» (2) (1 + (a -J3) F p (2))-1. (30V.)

Заметим, что если limfp (г) = оо, то lira Fa (2) = ( a — р ) - ! ^ : о о

при a=^=(J. Применив предложение, мы докажем следующий по-
разительный результат о неинвариантности a s l n g .

Теорема X///.2P/2. Пусть Ио — самосопряженный оператор, и
пусть ф — циклический вектор для //„. Пусть

Тогда при а=5*=р сингулярные части спектральных мер Я а и Яр
(т. е. объединение чисто точечной и сингулярной части спектра)
взаимно сингулярны.

Пример. Пусть dvo-=dxf[O, \] + d\ic, где ф с — мера Кантора.
Тогда ae, s (Я а ) = [0, 1] при всех а вследствие теоремы Вейля.
Далее, FO==FL+FC очевидным образом и

lim Im F
1 ,
1/2.
0 ,

*€ (0 , 1),
* = 0, 1,
*£[°. П.
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Так как I m / ^ z ) ^ * ) при всех г с I m z > 0 , мы видим, что
limF 0(#+ie) не веществен ни при каком лг̂ ГО, 1]. Из основ-

ного уравнения (ЗО1/») следует, что lim F& (x + te) не бесконечен

ни при каких Р Ф 0, х£[0, 1]. Следовательно, никакой Я р при
(3=5̂ 0 не имеет сингулярного спектра, в то время как ойлг{Н^)Ф0.
Таким образом, мы имеем два ограниченных оператора Яо и Hif

таких, что Я о — Я, имеет ранг один и при этом оз1пв(Я1) =
= 0 Ф osi« (#о)!

XIII.7. Отсутствие сингулярного спектра II:
гладкие возмущения

Теорема XIII.20 подсказывает нам, что следует изучить
L^-оценки математических ожиданий резольвенты, а наш опыт
наводит на мысль, что особенно просто будет рассмотреть слу-
чай р = 2.

Определение. Пусть Н—самосопряженный оператор с резоль-
вентой /?([х) = (Я—ц)" 1 . Пусть Л—замкнутый оператор; А на-
зывается //-гладким тогда и только тогда, когда для каждого

и каждого гфО для почти всех X£R имеем /?(Л,+ 1е)ф£
и, кроме того,

зир -Х- С <\\AR(X + is)c?f + \\AR(%-iB)<p\r)dX<co. (31)
||<p/|=l ^ J L J

е > 0 ~ ~

Поскольку А замкнут, достаточно, чтобы (31) выполнялось для
плотного множества векторов ф (задача 47а). Более интересно
то, что, как показывает принцип равномерной ограниченности,

если для каждого ср мы имеем j \ AR (A, ± i&) ф f dk ^ М\ с не-

которой константой М„ (не зависящей от е > 0 и от знака ±,
но зависящей от ф), то А является Я-гладким (задача 47Ь, с).

Я-гладкие операторы —это особенно удобный класс операто-
ров. Например, мы увидим, что они Я-ограничены с нулевой
относительной гранью. Они представляют существующую z микро-
мире тесную связь между теорией рассеяния и спектральным
анализом. С одной стороны, мы докажем основной результат
о существовании, и полноте волновых операторов £2± (Нь Яо),
когда разность Н±—Яо есть произведение Я^-гладкого опера-
тора на Я0-гладкий оператор (теорема XIII.24; см. также тео-
рему XIII.31). С другой стороны, мы увидим, что если А
Я-гладкий, то Ran(A*)c9£ac(H) (теорема XIII.23), что приве-

6 № 2948
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дет к нескольким теоремам об отсутствии сингулярного спектра
(см. теоремы XIII.26 и ХШ.28).

Этот раздел состоит из двух частей. В первой мы построим
абстрактную теорию гладких операторов, а во второй применим
эту теорию к различным операторам Шредингера. Первые два
применения относятся к случаю, когда волновые операторы уни-
тарны, т. е. когда Я и Я о унитарно эквивалентны. Это опера-
торы Шредингера вида H0-j-XV, когда К мало либо V — потенциал
отталкивания. В этом последнем случае теория гладких возму-
щений приведет лишь к доказательству того, что Я обладает
только абсолютно непрерывным спектром. В последнем из рас-
смотренных в этом разделе приложений будет установлено су-
ществование волновых операторов для случая потенциалов от-
талкивания в некоторых предположениях относительно убывания
на бесконечности; для этого будет построено некое обобщение
понятия Я-гладкости. Часть этой обобщенной теории сыграет
свою роль в следующем разделе.

Одна из наших первых основных задач—дать ряд эквива-
лентных формулировок свойства Я-гладкости. Нам потребуется
следующая векторнозначная версия теоремы Планшереля.

Лемма 1. Пусть ф(-)—(слабо измеримая) функция из R в се-
парабельное гильбертово пространство $f£. Предположим, что

<р (я)Id* < оо. Определим ф: R—*•&£ посредством равенства

)е-

(где в соответствии с нашим обычным соглашением интеграл
понимается как слабый интеграл). Пусть Л —замкнутый опера-
тор, определенный в Ж. Тогда

S pdx. (32)

где интегралы полагаются равными бесконечности, если Ф (р)
(соответственно Ф ( * ) ) не лежит в D(A) почти всюду.

Доказательство. Предположим сначала, что А ограничен. Тогда
для любого ty^ffl равенство (г|э, Л<р (р)) = (Л*1|), <р(р)) есть (обыч-
ное) преобразование Фурье от (Л*ф, ф(*)) = (^, Ау(х)), так что
по теореме Планшереля

Формула (32) следует отсюда суммированием по вектору ф, про-
бегающему ортонормированный базис. Пусть, далее, А самосо-
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пряжен и \EQ\~семейство его спектральных проекторов. Тогда
произведение Л£,_ а > а> ограничено, так что

S || АЕ{.Л а)Ч> (р) |рdp = S II Л £ < - " . «)Ф (*) I1 dx-

Предположим, что один из интегралов в (32) конечен; без по-
тери общности можно считать, что конечен правый. Тогда ф (л:) £
£D{A) почти всюду по х, так что | Л £ ( _ в , „)ф(*)!Р монотонно

стремится к ||Лф(д;)||а при а—>-оо. Итак,

J lim | Л£(_а. в)Ф (р) |Рdp = \ || Л Ф (д;) |> dx < оо.
а-*оо

В частности, lim Ц АЕ(-а. а)ф(р)||* < °° почти всюду по р. Отсюда

следует, что ^>(p)£D(A) п. в., и справедливо (32). Пусть, на-
конец, А — произвольный замкнутый оператор. По теореме VIII.32,
существует самосопряженный оператор | А |, такой, что D (| А \) =
= D (А) и | | | A |i|31|»=|| Atyj. Таким образом, теперь (32) следует
из случая, когда А самосопряжен. |

Пример 1. Пусть H = — id/dx в L2 (R), так что (е-'н 'ф) (д:) =-
= Ф(д; — t). Пусть g лежит в L2 (R), и пусть Л—оператор умно-
жения на g. С помощью замены переменных получаем, что

\g{x)(f{x— t)\adxdt = lg%\\q>il, так что по теореме Фубини для

любого ф € £2 и почти всех t имеем е~ш'ц> € D (А) и § | Ае~ш'ц> ||а di =
— оо

Ф1- Фиксируем е > 0 ; тогда

5 ie) ф.
о

Итак, по лемме

| AR {X+ ie) ф||2 dk = 2я J e~2et || Ae~ltH(p f dt.
О

Применяя аналогичное вычисление для X — ie, видим, что

J е-а«М*| ||Ле-""ф|р<#. (33)

6*
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OQ

Из равенства (33) и оценки интеграла J ||Ae~iHt(pfdt сле-
— а»

дует, что g есть Я-гладкий оператор и

Пример 2. Пусть Я — произвольный самосопряженный опера-
тор, и пусть А = / — тождественный оператор. Мы снова поль-
зуемся леммой 1 и заключаем, что

оо оо

J 1R (X + te) ф ?dk = 2я J e-*et||e~ltHq>f dt = яе"* Jфf, (34)
— оо О

оо

так что sup \ lR(X + ie)(ffdX= оо для любого <рфО. Итак,

/ не есть Я-гладкий оператор.
Одна из эквивалентных формулировок свойства Я-гладкости

дается в терминах унитарной группы eiiH. Как немедленное
следствие равенства (33) получается

Лемма 2. Оператор А Я-гладкий тогда и только тогда, когда
для всех ц^Ж имеем е"нф€£)(,Л) для почти всех t £ R, причем
для некоторой константы С

С может быть выбрана равной 2я||/4||я, но не меньше.
Эта лемма имеет ряд важных следствий.

Теорема Х///.22. Если оператор А Я-гладкий, то он Я-ограничен
с нулевой относительной гранью.

Доказательство. Пусть t|> £ D (Л*). По резольвентной формуле

— I (Л»г|5, R (X + ie) ф) = J (4*ф, е~1Н*ц>) e

iMe~et dt.
о

Итак, в силу неравенства Шварца и леммы 2,
оо

, R (X+й) Ф) |» < зг j"
о
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Таким образом, R (Я. +/е) ф € D (Л**) = D (Л) и | AR (A,+te)f ^
<(л/е)| |Л| |н. Отсюда получаем, что D(H)(zD(A) и АЛЯ ty£ D (Н)

Поскольку е произвольно, теорема доказана. |
Усиление теоремы XIII.22 приведено в задаче 49.

Теорема ХШ.23. Если А является //-гладким, то Ran (-4*) cr
^ Я )

Доказательство. Поскольку множество $%ас (Я) замкнуто, до-
статочно доказать лишь включение Ran (Л*)с5£а с(Я). Пусть
ф€О(Л*), г|)=Л*ф, и пусть ф^>—спектральная мера опера-
тора Н, ассоциированная с ч|>. Введем

Тогда \F(t)\^(2n)-l^l(pllAe-ltH^l, так что, по лемме 2, FG
£ L* (R). По теореме Планшереля, и F£L2, а потому мера ф.^ =
= F dx абсолютно непрерывна по отношению к мере Лебега. |

Поучительным упражнением является доказательство тео-
ремы XIII.23, опирающееся на теорему XIII.20 и непосредст-
венное определение //-гладкости. См. также условие (5) приве-
денной ниже теоремы XIII.25. Лемма 2 ведет к важным следст-
виям в теории рассеяния.

Теорема ХШ.24. Пусть Н и Яо —самосопряженные операторы.
п

Предположим, что Я = Я 0 + 2 A*Bt в следующем смысле:

(1) О(//)сО(Лг.); D(H0)cD(B,)i 1=1 п;
(2) если ф £ £ ( / / ) и г|)^£>(Я0), то

W (35)

Если каждый Л, Я-гладкий, а каждый S,- Я0-гладкий, то вол-
новые операторы s-lim еш*е~ш°' существуют и унитарны.

Доказательство. Положим сначала д = 1 . Пусть (
te(t) = etHte-tH*t<p и ty£D{H). Тогда функция (г|), w (t)) диффе-
ренцируема и
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Поэтому если t > s, то

, w (О — w (s)) | = 5 | (Ае- *"t|>, Be- lf**q>) \ dx <
s

1/2 / / vl/l/ « \ 1/2 / /

Поскольку г|э — произвольный элемент D(H), то
1 / aOf

Так как подынтегральная функция в правой части принадле-
жит L1 (R), то эта последняя оценка показывает, что направ-
ленность w(s) при s—•+ оо или s—• — оо есть направленность
Коши. Следовательно, пределы существуют на плотном в Ж под-
множестве, а потому и на всех SK. Поскольку в силу симметрии
Н0 = Н~В*А, то пределы 5-Ите1Н°'е-ш* существуют, а потому
и унитарны. Доказательство для п > 1 аналогично. |

Отметим, что предельный оператор из теоремы XIII.24 не
содержит РЛС(НО) (см. для сравнения § XI.3). Поэтому если
Я0

|ф=£ч|), то Я1ф=£г1з. Это следует непосредственно из предпо-
ложений, так как условие Ran(fl*)c:5^ac(//0) влечет за собой
$fpP(#0)cKer(£), откуда в свою очередь Н^=НЬ^.

В качестве заключительного результата общей теории дока-
жем эквивалентность различных форм гладкости.

Теорема XIII.25. Пусть А — замкнутый оператор, а Н самосо-
пряженный. Тогда следующие условия эквивалентны:
(0) А Я-гладкий;
(1) для всех ф€#? при почти всех t имеем e~UH(f^D(A) и

с, = sup -я— \
||ф|(=1 ' « J

(2) i

[|<p||=

S Up
-оо < а < Ь <

где EQ — спектральное семейство для Н;

sup
| q > | - J i q > « i O ( A . ,

-<» < а < 6 < •»
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— Я 0 * ) ] Л ' Ф ) 1 < ° ° ;

(5)cs = -±- sup ||#(n)4^f |1тц|<оо;
" ц « R; meO (Л*)

11Ф11-1

(6) Я(#)с :£(Л) и
ce = -± sup

" И « R. IIФII-«

(7) D{H)c D (Л) и

с7 = -I sup (|| ЛЯ (ц) Ф |р + | | AR ( й Ф If) | Im ц | < оо.
ц « R. ||ф||=1

Кроме того, если некоторые (а тогда и все) константы ciy ..., &
конечны, то все они равны ||ЛР/.

Прежде чем доказывать эту теорему, заметим, что в пунктах
(5) и (6) sup no C\R можно заменить на sup no 0 < I m u . < a
для любого a > 0. В исходном определении можно условие е > 0
заменить на 0 < е < а. Это прямо следует из доказательства
теоремы, если заметить, что (в силу (33)) выражение в (31) моно-
тонно возрастает при убывании е.

Следующее утверждение, содержащее условие более сильное,
•чем гладкость, вытекает из п. (4).

Следствие. Если AR{\i)A* ограничено для каждого ц(£Квтом
смысле, что

sup | (Л*ф, R (ц) Л*1|з) | < оо и Г = sup I AR (ц) А* | | < с»,

то Л //-гладкий и ЦЛЦ^^Г/я.

Доказательство теоремы Kill.25. Заметим сначала, что для
любого замкнутого оператора Л, любого ограниченного опера-
тора В и любых q>£D(A) и •$£$% имеем

(£*г|5, ЛФ).

Это означает, что оценка | | 5 Л ф | | ^ с | | ф | выполняется для всех
Ф б D (А) тогда и только тогда, когда Ran В* с D (А*) и | Л*5*| |^с.
Как следствие получаем: с9 = са и сь = сЛ. Более того, поскольку
(Л»Ф, [ # М — #01)]Л*ф) = 2 1 т ц | | # ( ц ) Л*ф||а, то сЛ=сх. Далее,
ca = ct в силу леммы 2. Итак, мы должны доказать лишь, что
со=с3 = с4 = с7, где со = ||Л||я. Мы покажем, что
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c o «jc 4 . (2яО-х[Д(Ц) — ^ (!*)] — «-* (Ira i*> Л (jT> /? (i*> ^ 0, если
1 т ц > 0 . Пусть /С(ц)— положительный квадратный корень из
этой величины. По определению с, имеем 1К(ц) Л*ф||я<с4 | |ф| |я,
если y£D(A*). Итак, если с4 < оо, то из сделанного выше заме-
чания следует, что Ran/C(n) с D(A) и 1 /4/C(ji)f < с 4 . Поэтому

«о

J fli4[/?(a. + *e)-/?(A, —*в)]Ф||»Л-
— ев

оо «в

= 4яа J Ji4/C(*, + /e)ff(*, + fe)vf<ft<4«rt!fc J JК" (X + fe) q>f Л -
— ее »•»

оо

= 4л% - ^ J (ф, [/? (X + fe) — Я (Я, - te)] ф) <& = 4я»с41 ф |(»,

ибо, пользуясь спектральной мерой ф ф оператора Я, имеем
оо

1_

" я J J (x—W
••OB —OS

Далее,

так что по лемме 1

4[/?(A.+ fe) — /?(Я.— Л)]фрdk=*2n J ( [ ф [ р

(36)

т. е. cu =
с4 ^ с 3. Пусть ф€О ( Л " ) , И пусть фл« Ф — спектральная мера

оператора Н, ассоциированная с вектором А*ср. Тогда в силу
определения с3 (см. п. (3))

Если / — произвольное борелево множество, обозначим через | / |
его лебегову меру. Тогда ф л - < р ( / Х с 8 | / | | ф | 8 для любого /, по-
скольку это справедливо для открытых множеств, а тогда, в силу
внешней регулярности меры, и для произвольных множеств.
Поэтому мера фл» ф абсолютно непрерывна относительно dx и
производная Радона —Никодима g(x) удовлетворяет оценке |
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;с3 | |ф||2. Итак, если ц = Я+/е, то

Это и означает, что C J ^ C J .
са £ с0. Пусть ф € D (Л*). Предположим, что аи b не являются

собственными значениями оператора Н. По формуле Стоуна

-a! l i m f
8 ^ 0 *»

Последний шаг здесь сделан на основе равенства (36). Если а,
или 6, или и а, и Ъ — собственные значения, то а+ 8 и 6 + 6 не
являются собственными значениями при почти всех достаточно
малых б, а тогда £,„, Ь] = s-lim £(a+e, t+б], так что c s ^ c 0 .

в - * о
с3 < С7. Уже известно, что cs

 = ce» a неравенство св^с^ оче-
видно.

с, ^ Ci. Здесь по существу повторяется прием, примененный
в доказательстве теоремы XIII.22. Действительно, там мы имели

за

| (Л*гр, RQ. + it) Ф) |« < ±-1 грf J || Ле-'«' Ф Ц* dt,
о

так что
оо

|| AR (X + U) ф f < JL j | Ae~iH1 ф ||2 Л.

Аналогичная выкладка для # (X —1&) доказывает справедливость
оценки

Итак, c^
Заметим, что критерий (3) дает другое доказательство того,

что Ran (Л*) с #fac (//), если Л является Я-гладким> а из крите-



sup \ || 4 £ (Я+ fe)q> [»<&,=-
8>0 ^ '

sup П Q AR (Л. + te) ф f +1| AR (Х-it) Ф ||») dk ) .

V° l т- >
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рия (6) вытекает теорема XIII.22. Равенство постоянных с, и сч,
на первый взгляд, очень загадочно. Отчасти эта загадочность
проясняется, если обратиться к доказательству равенства, близ-
кого к рассматриваемому:

p
8>0 ^

II ф 11= '

В силу (33) это равенство эквивалентно следующему:
ОО 00

sup \\\Ae-'tM<vfdt= sup \ |jAe-itMy\fdt,
||ф|| = 1 0 11ф||=1 _ »

а это последнее вытекает из того, что если ф, = е~/*Л/ф, то
оо оо

J Ae-itHys |р dt = J |J Ae-"»q> f dt

сходится к j ( I ^ " " " « p I е Л при s—^ — оо.
— оо

Прежде чем обратиться к приложениям, приведем еще два при-
мера гладких операторов.

Пример 3. Пусть #„ = — А в L a(R3), и пусть А — умножение на
функцию V из класса потенциалов Рольника R. В силу оценки

и следствия теоремы ХШ.25, оператор | Л | 1 / 2 является #0-глад-
ким.

Пример 4. Пусть Я—умножение на х в L3 ([a, p], dx), где
а, Р € ^ - Пусть Л—ограниченный оператор на $?, такой, что
Л*Л—интегральный оператор вида

р

(Л* Лг|>) (л) = J К (х, у) ф (t/) dt/, (37)
а

причем Ц/СЦ,.^ ess sup \K(x, r / ) | < o o . Тогда Л Я-гладкий и
[а, Э]Х[«. 31

;|/СЦ»8. Действительно, пусть (а, &] —произвольный интер-



7. Отсутствие сингулярного спектра II 171

вал и ф —вектор с нормой 1. Тогда

1АЕ(а, 6 ] Ф | | 2 = (Ф, Е(а, Ь]А*АЕ(а,
ь ь

а а
b b ч 1/2 / Ъ Ь \ i/t

\K(x,y)\*dxdy)
, b b

:(SSl

В силу критерия (2), || А | |//^|/С| |» / 2. С помощью дальнейшего
анализа (см. задачи 50, 51) можно показать, что для любого
Я-гладкого оператора А произведение А*А имеет вид (37) и что
\\A'.\H = jKltJ2. В частности, отметим, что, как показывает преды-
дущее рассмотрение, любой интегральный оператор

Э

(х) = S А {х,

C ! I / 4 | L < ° ° является Я-гладким. Таким образом, мы нашли
много Я-гладких операторов и, в частности, Я-гладкие опера-
торы А с ядром Кег А = {0}. Пример 1 также относится к этому
случаю, хотя оператор Я в этом примере и не ограничен. Дей-
ствительно, если f£La, то для оператора А, который есть умно-
жение на f. А*А — умножение на g = \f\*€.L}. Переходя к пред-
ставлению,'где диагоналей оператор —id/dx (посредством преобра-
зования Фурье), получаем, что А*А—интегральный оператор
с ядром, равным (2n)~l/2g(x—y)£L°°.

Теперь мы обратимся к различным приложениям.

А. Слабо взаимодействующие квантовые системы

Предположим, что Я о — положительный самосопряженный опе-
ратор и что С самосопряжен. Если |С\1/3(HU +1)'1 \СI1/" — огра-
ниченный оператор с гранью а, то для любого ф £ О ( | С | 1 / а ) имеем
!i (Яо + /)- х / 2£С |»/»ф f < а || ф ||а, так что оператор (Я„ + ( Г 1 / а IС | 1 / а

ограничен. Переходя к сопряженным, получаем Q(ff0) cz Q(Cy
и | | | С | ^ ( Я ( ) + / ) - 1 / 2 | | » < а . Отсюда (ф, | С | ф ) < о ( ф , (Я 0 + /)ф)
для всех Ф<5<3(Я 0 ) . Итак, С Я0-ограничен в смысле формг и если
а < 1, то сумма Я = Я 0 4 - С в смысле форм дает самосопряженный
оператор. Для таких сумм в смысле форм имеет место следующая

Теорема XIII.26 (теорема Като о гладкости). Пусть Я о —поло-
жительный самосопряженный оператор в гильбертовом простран-
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ствеЖ, и пусть Сх, ..., Сп — самосопряженные операторы, причем

a , , - sup |ЦС,|^(Я.-ц)-ЧС,|1/«[<«»-
u « R

Предположим, что {«^/[кл/<п — матрица оператора с нормой,
меньшей 1, в С" (снабженном естественной нормой гильбертова
пространства). Тогда:

л

(a) сумма Н=Н0+ 2, С, в смысле форм есть замкнутая форма

на <?(Я0);
(b) волновые операторы s-lim е1Ше~1Н»* существуют и унитарны.

В частности, Я и Я о — унитарно эквивалентные операторы.
п

Доказательство. Введем гильбертово пространство Ж'= <ЗЭ Ж1%

где каждое Ж{— копия Ж. В силу рассмотрения, предшествую-
щего этой теореме, а также условия аи < оо, каждый | С/1 огра-
ничен относительно Я о в смысле форм, так что |С,-|1/г определен
как оператор из Q(H0) в Ж. В итоге можно определить опера-
тор В: Q(H0)—>$?' посредством (Лг|;)/ = |С / |

1 / 2 'ф. Из условия
теоремы вытекает, что

ass sup ЦВ(Н0-ц)-1В»К 1. (38)
ц$ R

Пусть B—U\B\ — полярное разложение В. Тогда, поскольку
\B\=*U*B и и частично изометричен, из (38) следует, что
| В | (Я о +1)- 1 1 В| —ограниченный оператор с нормой, меньшей а.
Опять же из построения, предшествующего теореме, следует, что

(Ф, |Я | 8 ф)<а(ср, (ЯО-И)Ф),
или что

( Ф. . 2 I С,! ф^ < а (Ф, (Яо 4- /) Ф). (39)

л

Отсюда заключаем, что сумма 2 С/ ограничена относительно Яо

в смысле форм с относительной гранью а < !, что доказывает (а).
Далее заметим, что для ц(£[0, оо)

- 2 (—1)»(Я,-ц)-*В»1Г(В(Я,-ц)- 1В-1Г)-В(Я в-ц)-\ (40)
гО

где оператор W: Ж'—Ж' определен равенством (№4p),=: (sgnC/)ф1•.
Равенство (40) справедливо, поскольку сумма сходится в силу
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(38), и, как можно проверить, на языке квадратичных форм
(§ VIII.6) правая часть задает отображение Ж'_г в$%+и являю-
щееся обратным к (Н — [и): 9£+1—+3%^. Из (40) легко видеть,
что

sup \\B(H—ц)-1Б*1<а(1— а ) " 1 , (41)
и« R

поэтому каждый IC,! 1/ 2 и Cf/2 = \Cl\
1/asgnC[ является Я-гладким

в силу следствия теоремы XIII.25. Аналогично, в силу основных
предположений и этого же следствия, каждый \С{ | 1 / 2 //„-гладкий.
Итак, по теореме XIII.24, и s-lim еш*е~ш«г, и s-lim eiH<fe~iHt

существуют. Эти отображения изометричны и обратны друг другу.
Это доказывает (Ь). Я

В качестве приложения этой теоремы читателю следует дока-
зать усиленную версию теоремы XIII.21, сформулированную в за-
даче 56. Если нет желания возиться с подробными оценками, то
часто полезно применять теорему Като о гладкости в следующей
форме.

Следствие. Пусть Я„ самосопряжен и положителен. Пусть
п

Ci, . . . , Сп самосопряжены, и пусть С— 2 £/• Предположим,

что для каждых i и j
sup ||С/ |1/»(Я.~11)-1 |С/ |1/«1<«».
u« R

Тогда существует такое Л > 0, что для всех к £ (— Л, Л)

(a) Я(Ji) = # 0 + А.С-— замкнутая форма на Q{H0);

(b) волновые операторы Q * = s-lim е"Я ( Л )е~'*я»существуюти уни-

тарны.
В действительности можно доказать, что Qt аналитичны по К

(см. Замечания и задачи 53, 54). Теперь для нас не составит
труда исследование шредингеровых операторов N слабо взаимо-
действующих частиц.

Теорема ХШ.27 (теорема Иорио—О'Кэррола). Пусть т ^ З ,
N ^ 2 . Пусть

с = i

— оператор в L2(RNm), причем каждое ц,- > 0, а г € RNta записы-
вается в виде г = <ri rN>, гi ^ Rm. Пусть Но — оператор Я„
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с отделенным движением центра масс (см. § XI.5). Пусть V —
= 2 Vij(r,- — rj), где каждая функция Vt/ 6 Lm'*+e {Rm) f] Lm'*-e (Rm)

<</
для некоторого фиксированного е > 0. Тогда для всех достаточно
малых по модулю Х£ R оператор Ha + XV (определенный как сумма
форм) унитарно эквивалентен оператору Но. Эта эквивалентность
обеспечивается волновыми операторами. В частности, H0 + XV не
имеет ни связанных состояний, ни сингулярного спектра и обла-
дает волновыми операторами, которые полны.

Прежде чем доказывать теорему Иорио—О'Кэррола, сделаем
несколько замечаний. Во-первых, движение центра масс отде-
ляется исключительно для согласования с понятиями квантовой
теории N частиц. Во-вторых, заметим, что понятие суммы в смысле
форм необходимо только при т = 3. При т ^ 4 по теореме X.20
операторная сумма H0+XV самосопряжена на Cj0 (RmiN~iy), если
X вещественно. В-третьих, отметим, что по теореме XIII . 11 при
/ п = 1 или 2 теорема о слабом взаимодействии не имеет места,
однако справедлив некоторый результат, относящийся K L 2 ( [ 0 , ОО))
(задача 58). Наконец, условия на V'if не могут быть заметно
ослаблены, так как если V'ц обладает локальными особенностями
в конечных точках, выводящими его из Lm/i (например, поведе-
нием г~*~е при л = 0), то утрачивается самосопряженность, а если
Vи выходит из Lm/2 на бесконечности (например, убывает лишь
как л~ 2 + е ) , то может оказаться, что Ha + XV имеет связанные
состояния при любом сколь угодно малом X (см. теорему XIII.6).

Доказательство теоремы Kill.27. Рассмотрим сначала случай
N = 2. Тогда # „ = ( — 2 v ) - 1 A действует в L2(Rm), так что по тео-
реме IX.30

- " ' / (42)

где 2 ^ л ^ о о , л" 14-л'" 1 = 1 и константа с выбрана подходящим
образом. Итак, если f£Lp и р > 2, то по неравенствам Гёльд ер а
и (42)

В/е-'"'7ф1,<<с*)-«''-1 | |/Пф|,. • (43)

Итак, если f£Lm-eOLm+e (и / я > 2 + е), то

l/e-"V/q4dt < d (||f\\m+e +11 /!U-8

с подходящей константой d. Поскольку

/ (Я. - г) - 1 /Ф = i \ e"* (Je-iff<*f) ц> dt,



7. Отсутствие сингулярного спектра И 175

если Im z > 0, заключаем, что при Im г > О

Аналогичное рассуждение справедливо при I m z < 0 . Полагая
^ = j V ] х / а, находим, что

SUP fl|V|i/M^o-2)-1|V|1/"||<0o.
г( R

Тогда доказываемая теорема (для случая N = 2) вытекает из
следствия теоремы XIII.26.

Чтобы доказать теорему в общем случае, следует показать
лишь, что

zt R

для всех /, /, k, I, и применить следствие теоремы XIII.26. Необ-
ходимо рассмотреть три различных случая.

Случай 1: (ij) = (kl). Без потери общности предположим, что
i = k = 1 и / = / = 2. Пусть Ht2) = (—2ц 1 2)" 1 Д ш где цй1 = |*ГЖ + ^i"1

и Д12 — лапласиан по переменной г1а в якобневой системе коор-
динат (см. § XI.5). Итак, разность Но—//(

0

1а) зависит только от
остальных якобиевых координат £г, . . . , t,N-i> a потому комму-
тирует с любой функцией от ^ = г2 — гг. Если f£LP(Rm) и /х —
умножение на /(ti), то

|Лв-"я-ЛФЬ-|Лв"иягюЛф1. (44)

Пусть ф£QF (Rm(Ar-1)). По основной двухчастичной оценке (43)
имеем

Интегрируя по %г, ..., Zu-i и используя (44), мы видим, что (43)
продолжает выполняться. Итак, действуя аналогично доказатель-
ству в двухчастичном случае, получаем

SUP l I V ^ M t f o - z r M V i J ^ I K o o -
zt R

Случай 2: j = k; i, j , l различны. Без потери общности пред-
положим, что t = l , / = ft = 2, 1 = 3. Опять воспользуемся якобие-
выми координатами с t>1 = ri — r1 и r M = a£1 + Ki (где а, Р^=0).
Поскольку разность Но—Я^1а) коммутирует с функциями от £lf то
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Фиксируем £' = <£2, • • • , U-i>> и пУ™ъ ф€<^ <fim{N~l)). Тогда,
в силу основной двухчастичной оценки (43),

IIV M Цр„| |V u | | Р / 2 a--/" J | Ф

где мы воспользовались тем, что

J IV23 (<х£, - К , ) Г 2 rfti = a " 1 $ I Vu (х) \Pl* dx

независимо от £2. Интегрируя по £', находим, что

|| | Vu | ^ - " я « 1 8 > | VM \Ч* Фfi < а-«/

Из этой оценки следует, что

sup III V 1 2 | i / * ( t f o - z ) - i | V I fp/«| |< oo,
г i R

как и в двухчастичном случае.
Случай 3: i, j , k, I все различны. Без потери общности предполо-

жим, что t = l , / = 2, k = 3, 1=4. Тогда

= I (I VM \^е«"^ ф, | V

На первом шаге мы воспользовались тем, что |V l 2 | 1 / a и f
коммутируют, на втором шаге—тем, что |V3 4 |

1 / a коммутирует с
Нь — Н$*> и |V l2 |

l /2, а на последнем —тем, что коммутируют |V l 2 |
1 / 2 '

и Н0—Н1

0

М) — Н(о'л>. В силу критерия (1) и следствия теоремы
ХШ.25, оператор |V,7 |

1 / 2 Я^'-гладкий. Итак

1/2 / ее ч 1/2

откуда
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Поскольку при 1гп г > О
f CD I V I^'^ f^f IT^~1 I \I I l/ i «iĥ  -—

_^У ___ * у fiizi (ff\ I V - 11/2 p~"'"ф* I у 11/8 *Ц)\ W/

0

мы заключаем, что

Это завершает доказательство случая 3. |
Если одна из частиц имеет бесконечную массу, то в случае 2

нельзя действовать так, как выше, поскольку а = 0 при ц 2 =оо.
В этой ситуации будет работать метод случая 3, и теорема
остается справедливой.

В. Положительные коммутаторы и потенциалы отталкивания
В качестве второго приложения техники, основанной на по-

нятии гладкости, мы разовьем метод, который позволит доказать,
что гамильтонианы с потенциалами отталкивания имеют только
абсолютно непрерывные спектры.

Теорема XIII.28 (теорема Путнама — Като). Пусть Н и А— ог-
раниченные самосопряженные операторы. Предположим, что опе-
ратор C — i[H, А] положителен. Тогда С1/2 Я-гладкий. В част-
ности, если КегС = {0}, то Н имеет только абсолютно непре-
рывный спектр.

Доказательство. Второе утверждение следует из первого в силу
теоремы XIII.23 и того факта, что Ker(C1/2)=[Ran(Cl'a)]-'-={0}.
Непосредственное вычисление дает

^ eitHAe-lt"q> = ie"H[H, А]е-"ну =

Таким образом,
t

iHq) — (ф,

откуда

Поскольку t и s произвольны, ©перятор С1/* Я-гладкий и
1/2 ]|/^ ^ 1 1 А У п. |
Другой способ доказательства предложен в задаче 59.
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Пример 5. Поскольку непосредственно построить операторы,
коммутаторы которых положительны, не легко, мы приведем
примеры, показывающие, что условия теоремы ХШ.28 иногда
выполняются. Действительно, имеет место утверждение, в каком-
то смысле обратное к факту //-гладкости оператора С1/8. Именно,
если Я — ограниченный, а В — произвольный ограниченный Я-
гладкий оператор, то существует ограниченный оператор А,
такой, что i[H,A] = B*B. Поскольку Я-гладкие операторы с
нулевым ядром в случае, когда Я обладает лишь абсолютно не-
прерывным спектром, существуют (см. пример 4), то можно по-
строить много пар Я, А, для которых выполняются условия
теоремы ХШ.28. Докажем приведенное утверждение. Если В
Я-гладкий, то, следуя построению в доказательстве теоремы
XIII.24, можно показать, что существует оператор Т%(В*В)^

S

es-ILn i \ eitHB*Be-itHdt. Далее,

S

[Я, Г*н (В*В)] = s-lim i J eiiH [Я, B*B] e~i1Hdt =
'-*•*> о

= s-Iim (eis"B*Be-is"—B*B) = — B*B,
S - * 00

где мы воспользовались тем, что ei1MB*Be~iWq> принад-
лежит La вместе с равномерно ограниченной производной, откуда
s-lim (eisHB*Be-{sH)=O (задача 62). Полагая A = iT%(B*B),
s-»o»

видим, что i[H, A] = B*B.

Мы хотим применить идею, основанную на положительных
коммутаторах, для доказательства того, что М-чзстичные шре-
дингеровы операторы с потенциалами отталкивания имеют только
абсолютно непрерывный спектр. Потенциал отталкивания —это
такая функция V на Rm, что V(re) ^.V(r'e) для каждого еди-
ничного вектора ё и всех г > г'. Такие потенциалы отталкива-
ния стремятся развести частицы друг от друга, так что мы ожи-
даем, что связанных состояний нет, а потому и спектры только
абсолютно непрерывные. Имеется иной способ описания того
факта, что V — потенциал отталкивания, делающий связь с поло-
жительностью коммутаторов более прозрачной. Пусть U (8)—се-
мейство масштабных преобразований, т. е. (f/(8)^)(r)=em9/2/v|)(e9r).
Тогда [U (8) VU (8)"1](r) = Vr(eer), т. е. потенциалы отталкивания
удовлетворяют тому условию, что операторнозначная функция
VQ^U (8) VU (6)"1 монотонно убывает при возрастании 8. Пос-
кольку U {Q)H0U (8)~1 = е-2 вЯ0, кинетическая энергия тоже мо-
нотонно убывает при масштабных преобразованиях. Итак, фор-



7. Отсутствие сингулярного спектра II 179

мально

Обозначим через

2

генератор U (0) (т. е. £/(0) = exp(— iW)); тогда, опять-таки
формально, i[D, W ] ^ 0 .

С физической точки зрения существует другой способ обна-
ружить неотрицательность коммутатора i[D, H]. Действительно,
D= — (i/2)[H, х*]. Поэтому если определить момент инерции в
гейзенберговой картине как

то на формальном уровне условие I [D, Я] ^ 0 эквивалентно
условию I (t)^0. Легко видеть, что в классической теории по-
тенциалы отталкивания удовлетворяют этому условию, и мы
действительно применяли подобные идеи в теореме XI.3.

Теорема XIII.28 неприменима в этой ситуации непосредствен-
но в силу следующих причин. (1) Вычисления проводились фор-
мально; как обычно, здесь необходимо аккуратно следить за об-
ластями определения и существенными областями определения,
однако оказывается, что ни в каких дополнительных технических
предположениях надобности нет. (2) Н не ограничен. Однако,
поскольку Н положителен, само по себе это не было бы очень
серьезным препятствием (см. задачу 61). (3) D не ограничен.
Вот это уже более серьезно. Оператор d/dx, входящий в D,
контролировать нетрудно, поскольку он Я-ограничен, но вот
оператор умножения на х трудно контролировать непосредствен-
но. В доказательстве приводимой ниже теоремы мы применим
обрезание оператора умножения на х, что усложнит вычисления.
Поскольку свойство отталкивания связано с условием dV/dr ^ О,
то в D важнее производная, чем х; таким образом, обрезание х
не нарушит условия i[D, # ] > 0 .

Теорема XIII.29 (теорема Лавина). Пусть # 0 = — Д в La(Km)
( m ^ 3 ) . Пусть V — функция на Rm, такая, что
(i) умножение на V //„-ограничено с относительной гранью, рав-

ной "нулю;
п

(и) производная в смысле обобщенных функций 2 х{ dV/dxl от- .

рицательна.
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Тогда оператор Н= Ho-\-V имеет только абсолютно непрерывный
спектр.

Доказательство. Выберем а, удовлетворяющее условию 1/2 <
г

< а < 3/2, и введем g(r) = J ( 1 + р 2 ) ~ а ф . Пусть Л —оператор
о

Поскольку g (г) r " 1 € С°°, то А отображает множество С" в себя.
Если g в (45) заменить на г, то полученный оператор будет в
точности генератором масштабных преобразований, поэтому
(45) — частично обрезанная аппроксимация этого генератора. На
самом деле А обладает непосредственной геометрической интер-
претацией. Пусть семейство операторов 7 \ : Rn —+ К" определяется
условиями: Тох = х, а вектор у(у) = ТуХ есть решение уравнения

У =l«/|~1g(UI)«/- Тогда

где Nv(x) — нормирующий множитель (корень квадратный из
якобиана).

Наша ближайшая цель—доказать, что для некоторой кон-
станты с > 0

в том смысле, что для всех
i(Aq>, Яф) —/(Яф, Лф)>с(ф, (1+г2)-«-1ф). (46)

Сначала проведем такую выкладку:

последнее в силу (И). Итак, нам необходимо доказать (46) лишь
при V=Q — задача скучная, но не слишком сложная. Предвари-
тельно отметим, что для всех г

rg'{r)-g{r)^0, (47а)
- 1 , (47b)
<0. (47c)
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Чтобы доказать (47а), заметим, что функция (\+г*)-а монотон-
г

но убывает, поэтому и ее среднее значение г'1 $ (1 + Р 2 ) " а ф =
о

=g(r) r" 1 также монотонно убывает. Поскольку rg'—g=r2 (r'^g)',
(47а) доказана. Две другие формулы следуют из явных вы-
кладок:

g"(r) = —
g " > ) + (2a + l)r-1g"(

Докажем далее, что
т

- А ^2-35;J> с (l+/••)-<*-•, (48)

где gj (x) = Xj-r'^g (r). Действительно,

JU - rЪ {6/krX/xk) + r%Xkg. (49)

Таким образом,

Пользуясь тем, что для сферически симметричной функции h
Ah = г"1 {rh)" + (л — 3) r-W, •

находим, что

Поскольку п^=3 и a < 3/2, (48) следует из (47). Наконец, на
функциях из С" вычисление коммутатора дает

где рк— i~1d/dxk. Применяя равенство

видим, что
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Итак, в силу (48) доказательство оценки (46) свелось к доказа-
тельству неравенства

_ . (50)
i. к

В силу (49) левая часть (50) равна

) xiXkpt\.

Фиксируем x$R.n. Тогда, по неравенству Шварца, матрица
{б1Й — r~*xtx^ положительно определена. Далее, матрица {xtxkr~%\,
очевидно, положительно определена, так что (50) выполняется,
и это завершает доказательство (46).

Теперь необходимо убедиться, что А<^Н, т. е. что А Я-огра-
ничен с относительной гранью, равной нулю. Поскольку V<^Н0
по предположению, следует доказать лишь, что А<^Н0. Но
д/дх(<^.На, i ператор х$г~1 ограничен и

А = 2i JZxtgr-ld/dxt + i ( и - 1) r-'
t = \

так что свойство А<^Н0 доказано. Поскольку С" — существен-
ная область определения для Я и А<^Н, то (46) выполняется
для всех q>(§D(//).

Пусть теперь ср £ D (Я), и пусть В~умножение на
ci/2 (1 -|-/-2)- <a+i)/2_ Тогда утверждается, что

со

J|fie-"/#q>||«<tt<d|(# + /)q>l1 (51)
— сю

при подходящей константе d. Действительно, в силу (46),
оо О»

$ ))£e-""q>fd*= J {е-'шц>, B*Be~ft"(p)dt <
— со — СО

СО

< J 1\(Ае-'*»<р, Не-"»ц>)—(Не-'{"(р, Ае~'шср)}dt^

< 2 sup |(e-""q>, Л е - " " ф ) | <
— X <S < «

что доказывает (51).
Для завершения доказательства отметим, что из (51) следует

//-гладкость оператора В{Н + I)'1. Поскольку R^n(fi*) и
Ran (Я-Ь/) - 1 плотны замыкание множества Ran (H-i-I)~1B*
есть Ж. Из теоремы XI 11.23, таким образом, вытекает, что
Ж<=:Жк. Поэтому Я имеет только абсолютно непрерывный
спектр. |
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N

Следствие. Пусть т (N — 1) ̂  3. Пусть Яо = 2 (— 2^,)-^, в
« = 1

L* (RNm), и пусть Я о — оператор Я о за вычетом движения центра
масс. Предположим, что для любых i, / функции V^: R"» —• R
удовлетворяют условиям

(i)V{f£LP(Rm)+L°°(Rm) (p = 2 при m < 3 , p > 2 при т = 4,
р = т/2 при mss=5);

(и) VxkdV {jldxk ^ 0 в смысле обобщенных функций.

Тогда оператор Н = Но + X V и (г{ — г,) в /.«(R™»*-»)) обладает

только абсолютно непрерывным спектром.

Доказательство. Пусть £ — якобиева система координат, так что

Я , = А 2 ( — 2 А * / ) ~ 1 Д с , . и ПУС Т Ь ?i = (2Af,)1/2C, так что
Л Г - 1 J V - 1

//„ = — 2 Д<?.- Если можно показать, что У\ q( • ^qVik ^ 0 для

всех у, й, то требуемый результат следует из теоремы XIП.29.
Предположим сначала, что каждая функция V.k гладкая. Тогда

V/k(r) = V/kl 2 a,q{ ) с соответствующими а,-. Поэтому

Последнее неположительно по условию. При произвольных Vjk

нужно произвести усреднение с основными функциями и повто-
рить предыдущее построение. |

С. Локальная гладкость и волновые операторы
для потенциалов отталкивания

В качестве последнего' вопроса из теории гладких опера-
торов мы обсудим некоторое расширение теоремы XIII.24. «Не-
приятность» с этой теоремой состоит в том, что ее результат
слишком силен: Н и /Л, унитарно эквивалентны. В частности,
она не применима к квантовым гамильтонианам, имеющим какой
бы то ни было чисто точечный спектр. Поэтому мы введем по-
нятие более слабое, чем гладкость:

Определение. Пусть Н—самосопряженный оператор со спект-
ральными проекторами EQ. Оператор А называют //-гладким
на й, где Q — борелево множество, тогда и только тогда, когда
оператор AEQ является Я-гладким.
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Теорема XIII.30. Пусть Н—самосопряженный оператор с ре-
зольвентой R и спектральными проекторами {Ец\. Пусть S R
Предположим, что D(A)=>D(H) и что либо

(a) sup | е | | | Л / ? ( Х - И 8 ) | | 2 < о о ,
0 < | е | < 1 , А.6 2

либо
(b) sup

0 1

Тогда А Я-гладкйй на Й=-замыкании Q.

Доказательство, (а) Для каждого 8^=0 норма | AR (A, + te)fl не-
прерывна по Я,, поэтому оценка

продолжается на все X ̂  Й. Предположим, что X ̂  R \ Q . Выберем

так, что \k — A.0| = dist(k, Q). Тогда

| е | \\AR (К, +

поскольку |?(-0—Х\ \х — X + ie\~x < 1 для любого х £ Й . Итак,

sup
XeR,

поэтому AEQ Я-гладкий в силу теоремы XIII.25 и замечания,
сделанного после ее формулировки.

(Ь) Поскольку (AR(X + is)A*)* = AR(%—is) А*, имеем
с = sup IAR(k + ie)A*\\< oo.

Я О 0 1 | 1

Таким образом,

sup | e | I
0 | | < 1
= s u p \B\

1 б й . 0 < | е | < 1

= sup »/,И[Д(Х + *в) —/?(*, —ie)]i4* |<c< oo.
Я й , 0<1е| < 1

Поскольку J /? (X +18) Л * | = | AR (X—ie) |, то выполняются усло-
вия пункта (а). |

Теперь мы можем сформулировать обобщение теоремы ХШ.24.



7. Отсутствие сингулярного спектра И 185

Теорема ХШ.31. Пусть Н и Яо—самосопряженные операторы
со спектральными проекторами £а и EQ\ Предположим, что

в смысле (35). Предположим, что А ^-ограниченный, а также
Я-гладкий на некотором ограниченном открытом интервале
QcrR и что В Но-ограниченный и #0-гладкий на Q. Тогда су-
ществуют пределы

W± = s-lira е*тег"1*Ё&\ W± = s-!ira eiH>'e-tmEQ.

Более того,

W'± = W±, (52)

^ ± U 7 ± = £ (
Q

0 ) : W±W± = E0. (53)
Доказательство. Допустим, мы доказали, что W± существуют
и что Ran W± с Еа. Тогда, в силу симметрии и того, что Нй —
— Н — — В*А, операторы W± существуют и Ran W± с: £Q0).
Равенство (52) очевидно, а (53) следуют из того, что W± (соот-
ветственно W±) — частичные изометрии с начальным пространст-
вом £Q0) (соответственно EQ). МЫ покажем, что операторы W±

существуют и Ran W± с EQ, доказав, что существует
s-lira EQeime-iH°'&Q

0) и

s-lira Е^ае""е-<"°*Е£) = 0. (54)

Доказательство существования первого предела идентично дока-
зательству теоремы XIII.24, а (54) достаточно доказать

с

Рис XIII.4. Контур интегрирования.

с Е(,т вместо ЕЬ0) ДЛЯ произвольного компактного подынтервала
/сгЙ. Для такого / пусть С—такой контур, как на рис. XIII.4.
Тогда

Ев.^eime-ili°<Ef>q> = ^
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Поскольку последнее подынтегральное выражение равномерно
ограничено на С, достаточно, в силу теоремы о мажорированной
сходимости, доказать, что

s-lim [(Я —г)" 1 —(Яо —г)- 1 ]е- ш »'^ 0 ) = 0 (55)

для всех невещественных г. Однако

- г ) " 1 - (Я о -г)-*\ег"ЧЕГ Ф)| =
= | (Л (Я —г)" 1 г|>, В (Н0 — г)-ге-сн''ЕТч>)\ <

Итак, чтобы доказать (55), достаточно показать, что
lim | |5(Я 0 — z)-16-"V£(

/°'(p|| = 0. (56)

Но, в силу предположений о гладкости, функция от < в (56)
квадратично интегрируема. Более того, она имеет равномерно
ограниченную производную, поэтому (56) выполняется (задача 62). |

Следствие. Предположим, что Я и Яо—самосопряженные опе-
раторы со спектральными проекторами £Q И £Q0) И ЧТО

Н-Н0=А*В,

где В Я0-ограничен, а А Я-ограничен. Пусть S c R , причем
оо

5 = и Й(, а каждое Qt — ограниченный открытый интервал.
{si

Предположим, что
(i) А Я-гладкий на каждом £2,, а В Я0-гладкий на каждом Q,-;
(ii) как множество о ( Я ) \ 5 , так и а ( Я 0 ) \ 5 имеют нулевую

лебегову меру.

Тогда обобщенные волновые операторы s-lim е1те~ш<>'Ек£ суще-

ствуют и полны.
00

Доказательство. Поскольку 5 = и Q, и Е{%'—Е(£\ то существо-

вание будет доказано, если мы убедимся в том, что

lim е1Ше~ш<>'у существует для Ф € U Ran£o". Но это есть
<->Т о» i = 1 '

прямое следствие предыдущей теоремы. Поскольку обратные
волновые операторы существуют в силу симметрии, то волновые
операторы полны. |

Одно возможное приложение этого следствия будет дано
в § 8. Здесь же мы применим его для доказательства одного
результата из теории потенциалов отталкивания. Этот результат
не является лучшим из возможных (см. Замечания).
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Теорема XIII.32. Пусть Н—оператор типа указанного в след-
ствии теоремы ХШ.29. Предположим, что каждый V,/—функ-
ция от \х\, удовлетворяющая условию \Vy (x)\^.C(l +]x\)~i/l-e

для каждых i и / и некоторого в > 0. Тогда волновые операторы
Q± = s-lim е'те-1Н»{ существуют и унитарны.

Доказательство. Поскольку уже известно, что Н имеет только
абсолютно непрерывный спектр, достаточно доказать, что вол-
новые операторы существуют и полны. В обозначениях, исполь-
зованных в доказательстве теоремы XIП.29, пусть

где r,k=*\r,— rk | , a d/dr/k определено так, что

— (ГУ — г * ) ' (V/ — V*).

;, i[AtJ, V l 7 ]>0, как в
l w , Fyj —0," если i, /, k,
-i t, /, *, то

Далее, i\Atj, F,/]>0, как в доказательстве теоремы XIII.29,
и i[AhltVtj\=Q', если i, j , k, I различны. Наконец, если раз-
личны

где a(i, /, k) = g(rlk)tlll + g(rk,)tll/ и e / f t=rr f t

1(r / — rft). Поскольку
К// — функция только от | # | и (x-V)^//^0, заключаем, что
i[Alk + Ak/, V(J]^0, если (Г /-г у).(а(1, j , k))>0. Но

(Г/ — гу) • a (i, /, k) = r/ftg (r/ft) + rk/g {rkJ) +
+ (e/*-efty) [rthg {rkJ) + rkJg {r

> (rlk -rk/) (g (rlk) -g (r/k)) > 0,
ибо g монотонно. Отсюда следует, что {[A, V]^0, так что вы-
числения, идентичные тем, которые проводились в теореме
XIII.29, показывают, что (задача 64)

при подходящей константе с. Снова следуя доказательству тео-
ремы XIII.29, заключаем, что оператор (1 + г,к)-*!*-*(Н +1)'1

#-гладкий. Поскольку

оператор | Vlf \г1ъ (Н-\-I)~l Я-гладкий, а потому |V/y|s/6 //-глад-
кий на любом компактном множестве. По предположению
\У{/\

г/* £Lm+e(Rm)nLm-e(Rm), так что, согласно доказательству
теоремы XIII.27, | 1 ^ / | 2 / в //„-гладкий. Доказываемый результат
теперь вытекает из предыдущего следствия. |
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XIII.8. Отсутствие сингулярного спектра III:
пространства L* с весом

Как мы уже видели, достаточное условие того, что множество
a s i n g ( # ) пусто, состоит в существовании плотного набора век-
торов X cz 36, такого, что внутреннее произведение (ф, ( Я — г ) - 1 ф )
остается ограниченным при г—<-A.£lR для любого <р&Х. Имеется
естественный способ проверки этого условия в конкретной си-
туации. Предположим, что множество X c ^ f плотно, сущест-
вует норма |||-Ц1+ на X, превращающая X в банахово простран-
ство, и | | |ф 111+ ̂ | |<р | | Для любого ф € Х . Тогда внутреннее произ-
ведение на &С позволяет естественно реализовать Ж как под-
множество в X*. Если |||-Щ- обозначает норму на X", то | | ф | | ^
^1!1ф|11- Д л я любого у^Ж. Мы уже рассматривали такую
ситуацию и связанные с ней понятия в § VIII.6 и в дополнения
к § XI.6. Пусть г £ С и 1тг=^=0. Тогда (И — г ) " 1 переводит ЗК
в Ж, & потому X в X*. Конечно, норма оператора (Я — z)~x как
отображения из Ж в Ж расходится, когда г стремится к спектру
о(Н), однако предположим, что она остается ограниченной, если
этот оператор рассматривать как отображение из X в X". Тогда

где
| | Л | ! + , _ = sup

так что можно заключить, что asin_ (Я) =•= 0 в силу теоремы
XIII.20.

Естественно попытаться реализовать эту идею при помощи
техники теории возмущений. Точнее говоря, мы исследуем опера-
тор H = HU + V и начнем с доказательства оценок на (Яо — z)~x

как отображение из X в X*. Мы будем рассматривать операторы
Шредингера и возьмем Я о = — А. Чтобы обосновать наш выбор
множества X, возьмем / £ & (Кл) и вычислим

Ига (

последнее в силу уравнения (V.4). Итак, для того чтобы
(/, {Ha—x-\-iy)~xf) имело предел при у\ 0, функция / должна
обладать «естественным» сужением на сферу радиуса х1/2. В силу
исследования, проведенного нами в § IX.9, естественно выбрать
в качестве X пространство L |(c б > 1/2); тогда X* есть Ы#:
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Мы будем все время опираться на оценки, доказанные в § IX.9,
особенно на теоремы IX.39 и IX.41.
Определение. Оператор умножения на функцию V (х) назы-
вается потенциалом Агмона, если V (x) — (l-+-x2)-1/2~eW (х) для
некоторого е > 0 и некоторого W, являющегося относительно
компактным возмущением оператора (—Д).

Потенциалы Агмона образуют векторное пространство — Д-
ограниченных возмущений с нулевой относительной гранью (см.
задачу 20 к гл. X).
Пример 1. Пусть р > я / 2 , р < оо и р > 2 . Тогда любая функ-
ция W € У (R") задает относительно компактный оператор (за-
дача 41), так что любой V, такой, что (1 + * а ) 1 / 2 + е V£LP, является
потенциалом Агмона.

Пример2. Пусть W£L°° (R«); определим V(х)={\ +x2)~1'*-sW (x).
Чтобы убедиться, что V—потенциал Агмона, достаточно дока-
зать, что U (*) = (1 + * 2 ) ~ e / a W (х) относительно компактен. Но
это справедливо, поскольку U (х) принадлежит У + (Ь°°)е для
всех р (см. задачу 41).

Сформулируем теперь основную теорему этого раздела.

Теорема ХШ.ЗЗ (теорема Агмона — Като —Куроды). Пусть V—
потенциал Агмона, и пусть H = H0 + V, где Но= — Д. Тогда:
(a) множество <£+ положительных собственных значений Н есть

дискретное подмножество в (0, оо), и каждое собственное
значение имеет конечную кратность;

(b) если С — произвольный компактный подынтервал в (0, оо)\,£+
и S > 1/2, то

sup sup | (ф, (Н—% — ty)~*q>)|<oo;
X € С» 0<i/< I ijj, ф € 1Лл | |ф | | А < 1» t l ^ l l f i ^ 1

(c) а (Н) = 0;
(d) волновые операторы Q± (H, //„) существуют и полны.

Доказательство теоремы ХШ.ЗЗ хотя и элегантно, но довольно
длинно, поэтому мы разобьем его на ряд лемм. После доказа-
тельства (а) мы проведем несколько технических оценок, кото-
рые позволят нам вывести (с) и (d) из (Ь), Зятем мы докажем
(Ь) в случае V = 0. Наконец, мы воспользуемся доказанными
для Но оценками, теоремами IX.39 и IX.41 и техникой бут-
страпа для завершения доказательства. Здесь всюду мы полагаем
р (х) = (1 + * 2 ) 1 / а . В следующем доказательстве иллюстрируется
применение /Лпространств с весом и теоремы IX.39.

Доказательство части (а) теоремы ХШ.ЗЗ. Предположим, что
и /Лр = Я,ф с к > 0. Сначала покажем, что
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для некоторого б > 0, где с зависит только от Я и остается
ограниченным, когда к изменяется в компактных подмножествах
из (0, оо). Поскольку W #0-компактен, он //-ограничен, так что
||Ц7ф|)<;а||#ф|] + Ь||ф| = (йА,4-&)|ф||. Следовательно, функция
г|> = Уф = р-1-8Н?ф принадлежит Ц+е. В частности, по теореме
IX.40, ф обладает сужениями на каждую сферу SE и эти
сужения непрерывны по Гёльдеру по Е. Поскольку (Яо — к)ц>=
= — ijj, имеем ф=—(k 2 — к)'1 ij5. Но если бы сужение i} Г^кг
было отлично от тождественного нуля, <р не могло бы лежать
в L2, поэтому заключаем, что \jj [• S ^ = 0. В результате приме-
нима теорема IX.41, так что

Пусть т] = р 8 / 2 ( — Д + 1 ) ф . Тогда из Нц> = кц> вытекает, что

Поскольку Ф = ( — А + \)~lp~ei\, мы заключаем, что для любого
компактного подмножества К с (0, оо) любое решение уравне-
ния Нц> = к<р с к£К и | | Ф | | = 1 имеет вид ц>=Ац, где (i) A —
= (—Д+ 1)~1р~8 и (ii) | i i | ^ c , где с—константа, зависящая
только от К. Согласно задаче 41, А—компактный оператор,
так что множество М = { Ф = АЦ\ \Ц\^.С) компактно. Если бы
какое-нибудь собственное "значение к£К имело бесконечную
кратность или если бы в К лежало бесконечно много собствен-
ных значений, то М содержало бы бесконечный ортонормиро-
ванный набор. Поскольку М компактно, /С содержит лишь
конечное число собственных значений, причем каждое с конеч-
ной кратностью. |

В § 13 мы покажем, что &+ = 0 при некоторых дополни-
тельных предположениях о регулярности V.

Лемма 1. Пусть F и G—два произвольных вещественнознач-
ных оператора умножения, которые Я„-ограничены с нулевой
относительной гранью. Тогда для любого ^ £ С \ К операторы
(// 0 -ц)-\ (Яо + G - n ) " 1 , / ^ Я о - ц ) - 1 и F(H0 + G-\i)-1 огра-
ничены на каждом Ц. Более того, если F также и //„-компак-
тен, то F(H0 — (х)"1 и F(H0-\-G — |л)~1 компактны на каждом L\.

Доказательство. Мы докажем лемму для (Но — р.)~х в случае
| б | ^ 1 . Другие случаи аналогичны и оставлены в качестве
задач (задача 66). Введем символ dj для оператора д/дху и про-
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ведем формальное вычисление:
] = - ( Я 0 - ( х ) - 1 [

= .2 «я.-цГ
- (я, -

В применении к векторам из if все вычисления законны. Более
того, если 6 ^ 1 , производная д,- (рб) ограничена. Поскольку
(//„ — р,)"1 и д;(Н0 — р,)"1 ограничены на La, мы заключаем, что

j|[(//0—ц)-1, р«]i(i|< const

если 1|з€< ,̂ а потому и для произвольного 1|з6/Л Предполо-
жим, что 1 ̂  6 > 0. Тогда

так что (Я„—-р.)"1 есть ограниченный оператор из L% в L%.
В силу двойственности, (//„—р.)"1— ограниченный оператор из
LU в Lie. |

Лемма 2. Пусть H=H0 + V, как в теореме XIII.33. Предпо-
ложим, что F — потенциал Агмона и что для некоторого ком-
пактного интервала Q c R и каждого б > 1/2

sup sup | (г|з, (Я —X — iy) ~ l ф) | < oo.

(57)
Тогда оператор | F \1/а Я-гладкий на Q.

Доказательство. По теореме XIII.30 достаточно доказать, что
sup l\F\u*(H—\—ly)-1\F\^4<oo.

0 < 4Г< 1

Из (57) следует, что (Н — К — iy)'1 — равномерно ограниченный
оператор из Ц в LL6 для X + iy£Qx(Q, 1). Напишем F = p-l-eG,
где G //„-компактен, и пусть 6=1/2 -j-e/2. Тогда, по лемме 1,
(// — i)~L I <3 | 1 / а — ограниченный оператор из Ц в L%, так что
| П I 1/8 (И Л-1 (Н 1 iij\~l (Н !\-Ц П I 1/2 ПЯПНПМРПНП nmauu.

ченный оператор из L\ в Lie для X-\-iy^Qx(0, 1). Таким об-
разом,

| F | »/• (H-i)~l (Я -X — iy)-1 (Я —t)~ l I f Г/ а

есть равномерно ограниченный оператор из Z,* в L2 для
Q ( 0 , 1). Записывая

г)~1 = (Я - О " 1 + ( ^ - 0 (Я - 0" 2 +
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и пользуясь тем фактом, что | | | F | 1 / a ( / / — i)~1\F\x/i\<C.oo, мы
видим, что

sup \\F\i>*{H — 'k — iy)
A.+tj/eQX(0. 1)

Сведение доказательства теоремы XIII.33 к доказательству
части (Ь). Мы хотим показать, что, коль скоро удалось дока-
зать (Ь), доказательство (с) и (d) тривиально. Предположим,
что (Ь) выполнено, Ф € ^ О ДЛЯ б > 1/2 и К — компактный подын-
тервал в (0, о о ) \ # + . Тогда £/еФ€5?ас по теореме XIII.20. Та-
ким образом, /Cflosing = 0- Согласно второму следствию тео-
ремы XIII.14, Oess = [0> °°)> откуда мы заключаем, что o s l n g n
П (— оо, 0) = 0 . Следовательно, ae l n g с: (<§+ и {0}). Но <£+ счетно
по (а), и потому o s i n g = 0 . Применяя лемму 2 к случаю 1/=0,
мы видим, что оператор |У | х / а из теоремы XIII.33 //„-гладкий
на Q для любого интервала [а, Ь] с а > 0. Кроме того, опера-
тор | 1 / | 1 / 2 Я-гладкий на каждом таком Q при условии Qr\£+ = 0.
Теперь (d) вытекает из следствия теоремы XIII.31. |

Оставшаяся часть этого раздела посвящена доказательству
пункта (Ь). Сначала рассматривается случай 1̂  = 0, который
сводится к оценке, весьма похожей на оценку из теоремы IX.41.
Само доказательство также вполне аналогично.

Лемма 3. Пусть е > 0. Тогда существует константа с, такая,
что для всех i g C и всех <рg<ff (R)

) | (58)

Доказательство. Предположим, что ReX^O. Пусть
= {d/dx—%)y. Тогда

X

Ф (х) = J ек (*-"' ф {у) dy.
•в ОО

Таким, образом,

1Ык~<
Поскольку

отсюда вытекает оценка (58) в случае ReA,<!0. Аналогичное
рассуждение проходит и для ReA,^O. |

Лемма 4. Пусть п фиксировано. Тогда при всех е > 0 сущест-
вует такая константа d, что для всех XgC, каждого /'= 1, . ., п
и" всех ф € & (К") '

(59)
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Доказательство. Рассмотрим сначала случай я = 1 . Пусть Х=— ц*.
Тогда по лемме 3

Пусть теперь ф £ <У (R"), и пусть ч|>(х1( k2, ..., £„) —частичный
фурье-образ Ф по переменным хг, ...,хп:

Ч> ( * „ * , , • • . , К) = (2")-< ; i - 1 ) / а \ 2 Ф ^

Применяя уже доказанный одномерный результат, при любых
фиксированных k2, . ., kn имеем

tf (xlt К *„) | * dxt <

с J (
Интегрируя по kt, . . . , ^„ и применяя теорему Планшереля, мы
видим, что

?)-v»-« |дхф (JC) | * dnx^c I (1 +х?) 1 / а + 8 1 (— А—

Поскольку ( 1 + д ; а ) - 1 / а - е < ( 1 + 4 ) " 1 / а ~ в и (1
1 * ) ^ + в , отсюда следует (59). |

Лемма 5. Пусть п фиксировано. Для любого компактного
множества К с С\{0} существует такая константа с, что для
всех Я£К и И К )

Доказательство. Можно найти константу ct > 0, удовлетворяю-
щую условию

inf [\*-Ь\ш + \х\*]>ст\
xeR,

Поэтому для заданного

l*(Ai.....^)l a<d[K2^-^)^(^ kn)\a+ Sl*^*i

7 -V» 2 9 4 8
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Интегрируя это неравенство и применяя теорему Планшереля,
получим

IIФII2 < d [| ( - А - А.) ф ||2 + J ; || д& f J (61 а)

для всех Х£К. Пусть а — положительное вещественное число,
котороебудетподобранониже.Положим6=1/2+8 и p o t = ( l + a j c a ) 1 / 2 .
Наконец, пусть cp=(pa)

6i |3. Тогда, в силу (61а),

враЧК^к-д-^рйЧЩ-^ il^P^cpl- (6ib)
/-1

Далее, дур;^ср =•= Pa6d/i|) — SaxyPa 6"^. т а к ч т о

II дур<*б<р i < I р а Ч ф I I + « 1 / 2 S И Р Л I-
поскольку \a1/2Xjp~l\ ^ 1 для всех х. Аналогично (задача 67)

2||
a\\p-\\\, (62)

где единственное, что зависит от л и е,— это dn, е- Возьмем a
настолько малым, что сг ( л б а ^ + ^ я , Еа.) < 1/2 и а < 1. Тогда, в
силу (61), для всех с р б ^ и %£К

Поскольку р " 6 ̂ P a 6 ^ a ~ 6 / s p ~ 6 . имеем

где с3 не зависит от А,£/( и ф ^ с ^ . Поскольку | | ' | _в^ | | - | в и

| ду(р ||_б ̂  с | (— А — X) ф ||6 в силу леммы 4, то отсюда следует (60). |

Если теперь 1тЯ,=^=0 и 6 > 1/2, то, по лемме 1, (//„ — X)-1

есть ограниченный оператор из L% в Lg. Лемма 5 гарантирует, что
для X ̂  К = [а, Ь]х (0, 1], где а > 0, имеет место основная оценка:

(63)

Коль скоро справедливо (63), естественно рассматривать гра-
ничные значения lim (Но — х—iy)~x как отображения из L% в L2_6.

у\ о
Для данного доказательства не обязательны именно такие гра-
ничные значения, но они помогают выделить лежащие в его
основе идеи, поэтому мы введем их. В качестве предваритель-
ною результата нам необходима
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Лемма 6. Пусть 6 > 3/2, и пусть 0 < а < Ь. Тогда существует
такая константа с, что для всех Ф £ . Ц nX — x + iy, где х£[а,Ь]
и i/€(0, 1], справедливо неравенство

п

Доказательство. Пусть Л—оператор 2-*/д/. Тогда [4, (Я,—Я.)]=

=—2Я 0, так что
[A, (Ha-X)-i]=-{H0-X)->[A, (Я,

= 2#„ (Я. - А,)"2 = 2 (Я, -Я,)" 1 + 2А, (#„-*,)-»,
где все выкладки становятся законными в применении к векторам
из of (R"). Поскольку (Яо —А.)"1 равномерно ограничен как ото-
бражение из L% в LL6, нужно только доказать, что [А, (Яо — Х)~1] —
ограниченный оператор из L% в Lie равномерно по А, в области
as^Re^,<;& и 0<1тА.<11. А потому достаточно доказать, что
p~6{Xjdy)(H0—Х.)~1р~б ограничен на L2 равномерно по А.. На-
пишем

( # 0 - Я ) - 1 = ( Я в + 1)-» + (Я+ 1) ( Я о + I)- 1 (Я.-Х)-».

Конечно, (р~бх/)[5/(Я„+ ^ " ^ р " 6 ограничен на L*. Более того,
оператор

ограничен, поскольку первый и последний множители, как легко
видеть, ограничены, третий ограничен по лемме 5, а ограничен-
ность второго доказывается подобно лемме 1 (задача 66с). 1

Лемма 7. Пусть 6 > 1/2, и пусть х > 0. Тогда предел (Н0 — х—
— Ю)~1 зг=Нт(Я0 — х — г»" 1 существует в смысле нормы каз<

у 1,0

отображение из L\ в ZA6. Более того,
(а) оператор V(Н0~х—Ю)~1 компактен как отображение из Ц

в LI, если V — агмонов потенциал, такой, что рг6V = W отно-
сительно Я0-компактен;

(b) Im(<p, (Я, —х—Ю)- 1ф)-(я/2)х'/*- 1 J |$(jcl/«Q)|«dB, где

определено теоремой IX.39, а dQ —обычная мера наФ х
сфере.

Доказательство. Пусть б' = б + 1. Тогда, понимая соответствую-
щие операторы как отображения из L%. в Lle,, имеем
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Согласно лемме 6, (Я о —х— iy)~l — направленность Коши по
норме при у 10. Пусть б" = V, (б 4-72)> Тогда по лемме 5 оператор
(Яо—х—iy)~ l ограничен по норме при у 10 как отображение из
1.\- в Lie». Поскольку б " < б < б ' , можно провести интерполя-
цию между результатами для б' и б" (см. пример 3 из допол-
нения к § IX.4) и заключить, что как отображения из LI в Llj
операторы (Яо— х—iy)'1 образуют направленность Коши по
норме при у 10. Чтобы доказать (а), напишем

W (H0-x-i0)-i = W {

тогда по лемме 1 оператор W(H0 — х — Ю)"1 компактен как ото-
бражение из Ц в Li e . Поскольку р~?в—изометрия из LLe в Ц,
отсюда следует (а). Наконец, (Ь) выполняется в силу формулы
(V.4) (см. также задачу 22 к гл. V) для q>£ of. По теореме IX. 39
это равенство продолжается тогда на все «p^LJ. •

Лемма 8. Пусть б > 1/2, и пусть ф€^в удовлетворяет урав-
нению ф = — V(H0 — х—Ю)~1ф, где х > 0 , а V — агмонов потен-
циал, такой, что оператор p26V=W относительно //„-компак-
тен, и где V(H0—х—i0)~x понимается как композиция отобра-
жений W{H0 — х—Ю)-1 из Ц в Lie и р~2в из Li e в Ц. Тогда
(a) г|) = (#„ — х — Ю)-1ф принадлежит La;
(b) если ф Ф 0, то х — собственное значение Я«Я„4-У как опе-

ратора в L*.

Доказательство очень похоже на доказательство пункта (а) тео-
ремы XIII.33. Поскольку

то ф € ( Я 0 + 1)- х ^1 в ], так что WtyZLla по лемме 1. Следова-
тельно, интеграл \ V (§) | г|? (5) |2 d%> = (р~в|ф, p~*Wi|)) абсолютно схо-
дится и, очевидно, веществен. Но Кор>-=—ф, так что (ф, (Яо — х—
— Ю)-1ф) вещественно. В силу пункта (Ь) леммы 7, q> f\Sxi/a == 0.
Таким образом, применима теорема IX.41, и можно провести
следующее построение типа «бутстрапа». Пусть б=*1/2 + е. По-
скольку Ф^Ц, то |Ф€^в_ х_в по теореме IX.41. Применяя лем-
му 1 и равенство

И7г|>= И 7 ( Я 0 + l ) - > + (*+1) И7 (Яо +1)"Ч>,

мы видим, что и WI | J€L5_ 1 _ 8 . Итак, ф=» — Vip=- — раЛТГг|) при-
надлежит L|_ 1_ e + a e = L|+ e. С помощью этого рассуждения оцен-
ка улучшается: вместо ф(=£-в получаем ф€L§+ e . Ничто не мешает
нам проделать то же самое еще раз! Итак, ф ^ ^ + л е для всех п,
а потому •ф€^|_1 + („_1 ) 8 для всех п. В частности, ij>€La. Для
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TJ £ & имеем

(#оть г|>) = limfo, H0{H0-x-iy)-\)= lira (л,
у\й у\0

= (Т|,

Следовательно, г|? ̂  £> (^/0) и #oijj = ллр -f- ф = ллр — V-ф, так что
jc—собственное значение Я как оператора в ZA |

Завершение доказательства теоремы XII 1.33. Выберем 6 > 1/2,
так что p2fiV = W относительно Я0-компактен. Для заданного
компактного подынтервала К<= (0, оо)\^>+ рассмотрим оператор-
нозначнуюфункцию Л([д.)=У(Я0 — ц ^ н а / С х [0, 1], где(#0—ц)"1

понимается как (Яо — ц— Ю)~1, если 1тц = 0. Тогда Л(ц)—функ-
ция со значениями во множестве компактных операторов на L%,
непрерывная в области Кх[0, 1] и аналитическая внутри нее.
Более того, уравнение Л(^)ф = — ф не имеет ненулевых реше-
ний при ц^/СхГО, 1]. Когда 1тц = 0, это следует из предполо-
жения, что /(Л© + = 0 , и леммы 8. Когда 1тцф0, это выте-
кает из формулы (1 + У(Я0 — ц)"1) (Яо —ц) = Я —ц и обратимос-
ти (по лемме 1) Яо — ц и Я — ц как отображений из Ц в U6.
Простое обобщение аналитической теоремы Фредгольма (теоре-
ма VI.14) показывает, что (1 -\-А (ц))~1 — непрерывная функция
на /СхГО, 1]; в частности, она равномерно ограничена. Но при
1тц=£0 имеем (Я — ̂ ) - 1 = (Я0 — ц.)~х(1 + А(ц))"1. Поскольку
оператор (Яо — \а)~1 по лемме 5 равномерно ограничен как ото-
бражение из L% в Li a . а (1 + -г4(ц))~1 равномерно ограничен как
отображение из L% в L%, то (Я — ц.)"1 — равномерно ограниченный
оператор из Ц'ъ Ы6 при ц£Кх[0, 1]. А это просто другая
формулировка пункта (Ь) доказываемой теоремы. |

XIII.9. Спектр тензорных произведений операторов

В § VIII.10 мы доказали, что если Л и В —самосопряженные
операторы в гильбертовых пространствах Жх и J£f2 с областями
определения Dl и D2, то оператор Л®/ + / ® # в существенном
самосопряжен на DX®D2 и спектр а(Л®/ + /®В) = а ( Л ) + а ( 5 ) .
Цель данного раздела—распространить этот результат на слу-
чай, когда Л и В m-секториальны (см. § VIII.6). При этом мы
будем пользоваться связью между m-секториальными операто-
рами и ограниченными голоморфными полугруппами (см. § Х.8).
В самосопряженном случае доказательство было «легким» в том
смысле, что утверждение было довольно прямым следствием
спектральной теоремы. В m-секториальном случае вместо спект-.
ральной теоремы применяется теория коммутативных банаховых
алгебр и формулы преобразования Лапласа, связывающие огра-
ниченные голоморфные полугруппы с резольвентами их генера-
торов. Литературные ссылки в связи с коммутативными банахо-
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выми алгебрами читатель найдет в Замечаниях. Этот раздел
сострит из двух частей. В первой части мы доказываем, что
о(А$В) = о(А)о (В), если А и В — ограниченные операторы
на Жх и Жг. Во второй части этот результат применяется к
тензорному произведению e~tA(§Qe~tB, где А и В — генераторы
ограниченных голоморфных полугрупп, чтобы получить требуе-
мое утверждение для m-секториальных операторов.

Пусть. Л — ограниченный оператор на гильбертовом прост-
ранстве Ж. Обозначим через 9L(A) банахову алгебру операто-
ров, порождаемую единицей и всеми резольвентами А, т. е. ЩА)
есть не что иное, как замыкание по операторной норме семей-
ства полиномов от конечного числа переменных по резольвентам
А в различных точках. Это коммутативная банахова алгебра,
которая содержит А, поскольку Х*(Х — Л ) " 1 — XI —* А по норме
при Х-* оо. Поскольку все резольвенты Л лежат в 5?(Л), имеем
о (A) = o<%iA)(A), где о<%(А) (Л) обозначает гельфандов спектр А
по отношению к 91 (Л).
- Пусть 5? (Л) и 91 (В) — резольвентные алгебры операторов Л
и В на Жг и Жг соответственно. Тогда, если С £ 91 (Л) и D £ ЩВ),
то С®£> — корректно определенный ограниченный оператор на
Жх®Ж2 и уC(g)D|| = | | С \ | D | (см. второе предложение из § VIII. 10).
Обозначим через Л замыкание по норме в <2? (Ж^Ж^) конечных
линейных комбинаций таких операторов C(g)D. Тогда Л— ком-
мутативная банахова алгебра, а отображения Л н-»Л®/,
5"—W(g)#—изометрические изоморфизмы, вкладывающие 91 (Л)
и 91 (В) в Л. Если Х£о (А(£)В), то X тем более лежит в спект-
ре Л(5£)Б по отношению к алгебре Л, так что, согласно теории
Гельфанда, на Л имеется такой мультипликативный линейный
функционал /, что X = / (Л®5) = / (Л®/) / (1®В). Поскольку
сужения / на 91 (Л)®/ и /®5i (В) мультипликативны, то Д Л 0 / ) £

(А) и /(/(g)5) £ а ( 5 ) . Это показывает, что

(64)

Чтобы доказать обратное включение, придется потрудиться не-
множко больше. Введем сначала новое подмножество спектра.

Определение. Пусть Л—замкнутый линейный оператор в гиль-
бертовом пространстве Ж. Пусть S — множество таких X.£ С, что
для некоторой константы с*. > 0 выполняется ||(Л — A,)(p||;^cx|ipi|
для всех ср£О(Л). Определим аппроксимативно точечный спектр
как а а р (Л) = C \ S . Определим, кроме того, аг (А) =о (А)\оар(А).

Термин «аппроксимативно точечный спектр» выбран потому,
что если Х£оар(А), то существует последовательность фп££>(Л),
j]cpj |=l, такая, что (Л — Х)ц>п —>• 0. Читатель может проверить
сам, что а г — подмножество остаточного спектра, определенного
в § VI.3.
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Следующая лемма содержит два важных свойства аг (Л).

Лемма /. (а) Если Х£ог(А), то Х £ а а р ( Л * ) .
(b) Множество ог(А) открыто.

Доказательство. Часть (а) доказать легко. Действительно, пусть
к £ ог (А). Поскольку оператор А —Я необратим, а || (Л—А,)ф||^ c j ф |
для некоторого сК > 0, то Ran (К — Л) не плотно. Поэтому % ле-
жит в точечном спектре оператора Л*.

Для доказательства (Ь) предположим, что А,£а г(Л). Тогда,
поскольку | | (Л— А,) <р || ̂  cjj <р ||, множество Ran (Л—А,) —замкну-
тое подпространство в Ж\ но Х£аг(А), поэтому Ran (Л—Цф&С.
Далее, если | z | < с к / 2 , то ||(Л — (X-f-2))ф|^ 1/аC;J ф||, так что для
доказательства того, что К-f- z £ о> (А) при достаточно малых 2,
нужно только показать, что R a n ^ — (X + г)) Ф&С. Предположим,
что Ran(^—(M-z)) = #f, и пусть г^е [Ran(Л — A,)]J- И | |г |з | |=1.
Тогда существует вектор ф г €-^» такой, что (А — (К + *)) ф г = Ф
и ||(Л —(А, + г ) ) ф г | > 1 / 2 С я | | ф г | | , если | г | < С я / 2 . Таким образом,
| Фг Ц ^ 2/Ся,- К тому же

Для малых г тем самым получается противоречие, так что
Ran (Л — (Х+г)) Ф Ж, если г достаточно мало. |

Заметим, что, как отмечено выше при доказательстве тео-
ремы Х.1, из доказательства пункта (Ь) видно, что коразмер-
ность множества Ran {A— X) постоянна на каждой компоненте
связности аг(А).

Лемма 2. Пусть Л и В — ограниченные операторы. Пусть
<Я.1? А,2> — внутренняя точка множества а (Л)хст (В), причем ̂ = ^ 0 .
Тогда существует точка <К, К> на топологической границе
а(А)ха(В), такая, что K1X2 = 'k[i^.

Доказательство* Пусть st = sup {t € R 11%1 € о (A)}, s2 = sup {t € R |
K/t € 0 (B)\ и s = mjn{s1, s2}. Поскольку Л ограничен, то Sj<oo,
а тогда и s < o o . Поскольку либо sA,x лежит на 5а (Л)—тополо-
гической границе а (А), либо Kjs лежит на до (В), то <sA,t, A,a/s>
лежит на топологической границе а ( Л ) х а ( £ ) . |

Теорема Х//1.34. Пусть Л и В — ограниченные операторы на
гильбертовых пространствах 5£, и .%"2 соответственно. Тогда

А@) А ) В )

Доказательство. Поскольку уже доказано равенство (64), оста-
лось лишь показать, что а (А) а (В)са(А®В). Пусть Я х €а ( Л )
и А,, £<х(В). Если л 1 = =0, то, как легко видеть, 0 £ а (Л®В), так
что предположим, что Хгф0 ФХг. По лемме 2 можно считать.
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что <Л1( Яа> лежит на топологической границе множества
о(А)х.о(В). Без потери общности допустим, что Х1^да(А). По-
скольку а (А) замкнуто, то Х1^а(А). С другой стороны, аг(А)
открыто, так что К€азц>(А) и аналогично К&аа?(А*)- Теперь
у нас два случая, которые надо рассмотреть отдельно. Предпо-
ложим, что K€°iV(B)' Тогда существует последовательность
Фл € &?i с 1 Ф« I = 1 и (Л — Я-j) ф„ —• 0 и последовательность ty с $%2

с Hnll— 1 и (^ — л2) г|>л —*-0. Положим т)„ = Ф„®4>„- Тогда
(А® В - ЯЛ/) Ч» - (Л - Х0 Ф,®Вфв + Xl4>n(g)(5 - Я,) Ч>» — 0

при п—*• оо.

Итак, ХЛ€ с т ар(4®^ # Напротив, предположим теперь, что
А-2 £ <7Г (ZJ). Тогда Ха£<7ар(£*) и Я^о'арМ*)- То же построение,
что и выше, показывает, что ~М-а£аар((Л®£)*) с а(Л*®В*).
Значит, ХЛ€в(Л®/*) п о теореме VI.7. |

Мы воспользуемся теоремой XIII.34, чтобы доказать, что
а (Л®/ + 1®В) = а (A) -f сг (В); при этом сначала мы получим
отображения спектров, которые свяжут спектр генератора огра-
ниченной голоморфной полугруппы со спектром его резольвенты,
а также самой полугруппы. Пусть С порождает ограниченную
голоморфную полугруппу на банаховом пространстве X; поло-
жим # э = { е - / с | t ^ 0}", где {•}' означает коммутант семейства
операторов, а {•}" —двойной коммутант. В явной записи:

А' = {В\АВ=ВА для всех А£А), ЛИ = {Л'\'.

Лемма 3. Если С — генератор ограниченной голоморфной полу-
группы, то

<§ « {е-* | * > О}' Н / ? х (С) | А, £ Р (ОГ•

Более того, î  —абелева банахова алгебра.

Доказательство. Достаточно доказать, что

Это легко следуетsиз (Х.98):

(Я, + С)-*ф = J е-л 'е-'

и (Х.102):

где Г — подходящий путь.
Последнее утверждение леммы представляет собой общий

факт из теории операторных алгебр. Поскольку полугруппа
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{e-tc\t>0\ абелева, то {e~tc\t > 0} с {е"'с | *>()} ' . Таким обра-
зом, {е-* с |*>0} яс:{е-* с |*>0}\ Следовательно, если А и В
принадлежат {е-* с |*>0}", то А принадлежит {e~tc\f^0}', так
что А и В коммутируют. |

Поскольку алгебра # —коммутант, она обладает следующим
очень важным свойством. Гельфандов спектр по отношению к
этой алгебре любого оператора D £ # совпадает с его спектром
как оператора на X. Причина этого в том, что, когда D ком-
мутирует с {e~tc\t^O}', все резольвенты D также коммутируют
с {e~tc\t^6}', т. е. все они лежат в 4S. Поэтому для элемента
D £ # мы будем писать просто a(D), имея в виду его спектр по
отношению к 4S.

Следующая лемма есть, по существу, переформулировка лем-
мы 2 из § 4.

Лемма 4. Пусть С — замкнутый оператор с непустым резоль-
вентным множеством на банаховом пространстве X. Предполо-
жим, что А£р(С), и рассмотрим h: z*—*-{X — z)'1 как отображе-
ние расширенной комплексной плоскости на себя. Тогда
(a) если С ограничен, то h — гомеоморфизм а (С) на а ((А.—С)"1);
(b) если С не ограничен, то А — гомеоморфизм о(С)ц{оо\ на

а ( ^ - С ) - 1 ) .
Теперь мы в состоянии доказать теорему об отображении

спектра для полугруппы, порождаемой оператором С.

Лемма 5. Пусть С — генератор ограниченной голоморфной по-
лугруппы на банаховом пространстве X. Тогда
(a) a(e-' c) = e-'°<c>a={e-fa|z€or(C)}, если С ограничен;
(b) a(e~/c)=-=e-'o<c>U {0}, если С неограничен.

Доказательство. Если / принадлежит множеству о (IS) мультика-
тивных линейных функционалов на <6, то первая резольвентная
формула показывает, что либо /((А. — С ) " 1 ) » ^ для всех А.£р(С),
либо это не выполняется ни для одного А.£р(С). Пусть JC =
= {/6a(tf)| /((A —C)-L)==0} и <Л0 — о(*)\а*т. Для /б**о опре-
делим

Из первой резольвентной формулы следует, что это определение
не зависит от того, какое выбрано А. £ р (С). Поскольку /((А—С)~1) = 0
при / 6 о*„ и / ((А—С)"1)=(А—б if))'1 при / ̂  аЖв, отсюда следует, что
в случае, когда С неограничен, а ((А—С)-1)ж={{Х—С(1))~г\1 ^aS0\ и
U {0}. Итак, по лемме 4, а (С) = Ran С \ oSo. To же самое спра-
ведливо, если С ограничен. Допустим теперь, что l^aSo', тогда
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по (Х.102) и теореме Коши

I (e~tc) = = ± j
г

Если 1£а$„, та же формула показывает, что l(e~ic) = 0 для всех
t > 0. Поскольку a(e~ f c ) = H (е~' с ) | /€<*(#)}, заключаем, что
a(e~ f C) = e~/CT(C) U {0}, если С неограничен, и о(е~' с) = е-' с т ( С ),
если С ограничен. |

Следующая теорема и ее доказательство обобщаются на слу-
чай банаховых пространств. Мы же формулируем и доказываем
ее только для случая гильбертовых пространств, поскольку не
рассматривали тензорные произведения банаховых пространств, а
также потому, что случай гильбертовых пространств — это все,
что потребуется нам в следующем разделе.

Теорема XI 11.35. Пусть А и В— генераторы ограниченных
голоморфных полугрупп на гильбертовых пространствах Жх и Жъ.
Пусть С — замыкание оператора Л ® / + / ® £ , определенного на
D (A)(Q D (В). Тогда С порождает ограниченную голоморфную
полугруппу и

Доказательство. Предположим, что е~гА и e~zB — ограниченные
голоморфные полугруппы с углами Qt и 92 соответственно. Тогда
W(г)=е~гА^е~гВ — ограниченная голоморфная полугруппа с уг-
лом e = min{91, 92}. Пусть G — генератор W (г). Полугруппа W (t)
сильно дифференцируема на D (A) ®D{B) и G f D (Л) (х) D (В) =
= А®1 + 1(&В. Поскольку W(z): D (A)(g)D(B)-+D(A)(g)D (В),
то из теоремы Х.49 следует, что D (A) ® D (Я) — существенная
область определения для G. Таким образом, G = C.

По теореме XIII.34, a(e~fc) = ст(е~ы)о(e~tB). Следовательно,
по лемме 5,

_ a (e~tc) = а ( е ~ м ) a (e~iB) = е~( ( с т ( Л ) + С Т (В)),

где а(•) обозначает ст(-)\{0^. Итак, если ц£о(А) и Я,
то для всех t существует такое yt£a(C), что e~'Y< = e-'(n+?o ) т. е.
yt = n + K-\-t~1 2nint, где n f — целое. Поскольку Y t € S v ^ - B =
= {г 11 arg г | ^ V 2"—Щ, то nt должно быть нулем при достаточно
малом t. И т а к , у = ц + %^а(С). Обратно, предположим, что
V € а (С). Тогда для ̂ а ж д о г о / существуют такое ц< € ° (^ ) c S i / . я -в
и такое J t j g a ( B ) c S i / , n . e , что Y = ^ < + ^ < + ^~ 12m'nJ, где n't —
целое. П о с к о л ь к у у, \it, ^ € 5 » / , я . е , снова видно, что при доста-
точно малом t мы имеем V = {1t + ^f Итак, о (С) = о (Л) + о 5 )
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Следствие 1. Если А и В — ограниченные операторы на гиль-
бертовых пространствах -7СХ и #? а, то

Доказательство. Л + 2 | | Л | | и B+2jB§ порождают ограниченные
голоморфные полугруппы, так что по предыдущей теореме

Следствие 2 (лемма Итиносэ). Пусть S«a.,,,« обозначает сектор
{ г | ф — 9 < a r g ( z — ( о Х ф + 6, 8 < я / 2 } . Пусть А и В — строго
m-секториальные операторы на гильбертовых пространствах fflf
и &Сг с секторами Sai, ф, в, и Sco,, <р. в, (одно и то же <р!). Пусть
С —замыкание оператора A (g) 1 + I ® В, определенного на
D(Л)® D(В). Тогда С~строго m-секториальный оператор с сек-
тором S.B.-KB,,,,, minte,, в.» и а (С) = а (А) + а (В).

Доказательство. Утверждение немедленно получается, если сдви-
нуть и повернуть А и В так, чтобы они стали строго т-аккре-
тивны, а затем применить следствие 1 теоремы Х.52 и преды-
дущую теорему. |

XIII.10. Отсутствие сингулярного спектра IV:
потенциалы, аналитические относительно

масштабных преобразований

До сих пор мы доказали отсутствие сингулярного спектра
для трех типов операторов Шредингера: широкого класса двух-
частичных операторов, «-частичных систем с потенциалами оттал-
кивания и л-частичных систем со слабыми потенциалами. Общее
свойство всех этих систем — наличие только одного канала рас-
сеяния, или, что эквивалентно, отсутствие связанных состояний
у их подсистем. В этом разделе мы обсудим один метод доказа-
тельства отсутствия сингулярного спектра для многоканальных
«-частичных систем, где я ^ З . Класс парных взаимодействий,
который можно здесь исследовать, весьма узок, однако он содер-
жит кулонов потенциал и обобщенный потенциал Юкавы.

Определение. Группа унитарных операторов и (9) на L2 (R3),
задаваемых посредством

называется группой операторов масштабных преобразований (рас-
тяжений) на IR3. -
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Множитель езЭ/» введен для того, чтобы сделать и унитарными.
На протяжении этого раздела ы(0) будет всюду обозначать вве-
денное семейство операторов.

Идея, лежащая в основе применения масштабных преобразо-
ваний в спектральном анализе, состоит в том, что при их дей-
ствии очень просто преобразуется кинетическая энергия Я„ = — Д .
Действительно,

и (0) Нои (9)-1 = е - а е # 0 ^ Я , (0).

Из этого равенства следует, что оператор ы(Э)//0ы(6)~1, опреде-
ленный a priori при вещественных 0, допускает аналитическое
продолжение на комплексные 0. Мы ограничим класс рассмат-
риваемых потенциалов так, чтобы то же самое выполнялось для
# = — Д + V вместо Я о . Ниже мы увидим, что Я (6) обладает
дискретным спектром, который «локально» не зависит от 0. Однако
непрерывный спектр — как это видно уже на примере Я о, для
которого а (Яо (6)) = {z | arg г = — 2Im6},—заметно изменяется
при изменении 6. Это позволяет отделить непрерывный спектр
от вещественной оси.

Определение. Пусть а > 0. Говорят, что квадратичная форма V
на L2(R3) принадлежит классу ¥ а. в том и только том случае,
когда

(1) V — симметрическая форма, причем Q (V)-ZDQ ( Я О ) , где Яо=« —Д;
(2) оператор (Но +I)-1/2V(Но +1)-1'* компактен;
(3) семейство операторов

определенных при 6£R, имеет продолжение до аналитичес-
кой ограниченной операторнозначной функции в полосе
Ва, где

Множество U < а̂ называется семейством потенциалов, ана-
а>0

литических относительно растяжений.
Если функция F (0) в (3) имеет продолжение в полосу

{ 6 | | I m 6 | ^ a } , аналитическое внутри нее и непрерывное по
норме вплоть до границы, то говорят, что V принадлежит клас-
су Та.

В предыдущем определении ы(0)Vuf i) ' 1 ^V(0) обозначает
квадратичную форму V (0) (я)?, ф) = К(ы(—0)гр, ы ( — 0 ) Ф ) . Опреде-
ление потенциалов, аналитических относительно растяжений,
удобно переформулировать в терминах шкалы пространств
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Ж+i<z.96c.SK _х, определенной по квадратичной форме, ассоции-
рованной с оператором Я о (см. § VIII.6). В самом деле, (1) и (2)
говорят о том, что V задает компактный оператор из $V+i в $%_1%

являющийся самодвойственным. Чтобы сформулировать (3), за-
метим сначала, что

(Яо + 1У'*и (9) (Яо + / ) - 1/* = ( # , + /)»/• (б- 8 вЯ 0 + 1)-1/ши(<В),

так что ы(0) определяет ограниченное отображение из 3%+1 в SV+t,
а поскольку и(—9)* = и(0), то и из &6_х в &С_Х. Итак, поскольку
V — ограниченное отображение из SV+1 в 5?_!, для любого вещест-
венного 9 u(9)Vu(0)~1 есть компактный оператор из $f+1

в Ж-х- Утверждение (3) тогда гласит, что этот оператор имеет
S (3V+1, ̂ _!)-значное аналитическое продолжение по 9.

Когда V аналитичен относительно растяжений и | I m 0 | < a ,
мы будем через V(Q) обозначать квадратичную форму, ассоции-
рованную с оператором, принадлежащим 2 {$V+i, &ё_г) и полу-
ченным посредством описанного выше продолжения. Поскольку
предыдущее построение показывает, что V (9) —компактный опе-
ратор из 5?+i в &С-\, когда 9 вещественно, и поскольку анали-
тическое продолжение операторнозначной функции с компакт-
ными значениями на вещественной оси также компактно (лемма 5
из § 5), заключаем, что V (0) —относительно компактное в смысле
форм возмущение Но при всех 0 и, в частности, ограниченное
в смысле форм возмущение с нулевой относительной гранью (см.
задачу 38). В результате имеем следующее

Предложение 1. Пусть V€<Fa, и пусть # 0 = — А. Пусть
Но (0) = е~2в Но для 0 £ Ва. Определим квадратичную форму Н (0) =
= ЯО(9) + У(0) на <2(#„) как сумму форм Я о (0) и V(0). Тогда

(а) для любого 0 £ Ва форма Я (9) строго m-секториальна, а именно:
для любого е существует такое г0, что

SZt. , m e . e = H 2 I m 9 - e < a r g ( c o - z o ) < 2 I m 9 + e }

— сектор для Я (0);
ф) Н (9) — аналитическое семейство типа (В) в области Ва;
(с) для любого вещественного q> имеем и (q>) Н (0) и (ф) - 1 = Н (9 + Ф).

Доказательство. Пусть А (6) за е*ь И (6) = Нч + e'ibV (y)- Поскольку
Но самосопряжен, a e2 8V(0)— ограниченное в смысле форм воз-
мущение //„ с относительной гранью, равной 0, то для любого б
можно найти такое Ь, что

|(Ф, e^V (0) Ф) | < б (ф, (Я 0 +й)ф).

Полагая e = arcsin6, имеем a r g [ ^ , (//о + е 2 ^ ( 0 ) + й ) ф ] < е. Это
доказывает (а). Очевидно, А (6) есть аналитическое семейство
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типа (В), так что это справедливо и для Н (6). Для доказатель-
ства (с) фиксируем ф ^ К и заметим, что как и(ф)Я (8)u(<p)~\
так и //(6 + ф) аналитичны в Ва, а если 0£R, то они, очевидно,
совпадают. |

Прежде чем обратиться к некоторым примерам, отметим, что
существует операторная версия понятия потенциала, аналитиче-
ского относительно растяжения, однако соответствующий класс # г /

содержится в <Fa (см. задачу 73).

Пример /. Пусть V—центральный потенциал, задаваемый ве-
щественнозначной функцией V(r). Тогда при 6 вещественном
V (6) — оператор умножения на функцию V(eer). Теперь легко
видеть (задача 74), что если V (г) обладает аналитическим про-
должением V(г) в сектор {г\ | a rgг | < а } , причем для каждого
Р<«

lira V (г) = 0
I * i

|

sup J \У{е*г)\\У{е**г')\\г — r' \-*сРгй* r' < оо,
о < (cf к з | г|, |V |< 1

то V аналитичен относительно растяжений. Действительно, для
каждого Q£Ba оператор V(6) есть умножение на функцию V(евг),
принадлежащую R + (L°°)e. В частности, кулонов потенциал
V{r) = r~l лежит в ¥„, а потенциал Юкавы V (r) = e~lxr/r, у. > 0,—
в §"я/а.

Пример 2. Потенциалы, аналитические относительно растяже-
ний, не обязаны быть «локальными», т. е. не обязаны быть опе-
раторами умножения. Пусть, например, •фб^2 — аналитический
вектор инфинитезимального генератора группы ы(6). Тогда
|u(6)t|>}o6R обладает аналитическим продолжением в полосу
{6| | Im в | < а} (задача 75). Пусть V — оператор единичного ранга
(•ф, -)г|з. Тогда V аналитичен относительно растяжений; в самом
деле, У(6) ё

Наша конечная цель в этом разделе — анализ спектра гамиль-
тониана Н на ^ ( R 3 ^ " 3 ) , получаемого посредством отделения

N
движения центра масс в гамильтониане Н = — 2 (2Ц;)""1 А,-+

+ 2 Vi/(ri— rf) гД е каждый Vu — оператор в L2 (К*), аналити-
' </

ческий относительно растяжений. Мы начнем с рассмотрения
двухчастичного случая, а затем применим двухчастичный метод
в общей ситуации, дополнив его уравнениями Вайнберга—ван
Винтера и леммой Итиносэ.
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Теорема XIII.36. Пусть Я о = — Л в L2 (R3), и пусть V £ <Fa для
некоторого а > 0. Предположим, что 8 £ б а , и пусть Я (6) =
= е - а 9 Я 0 + У(6). Тогда

(a) а (Я (6)) зависит лишь от Im6;
(b) ст(Я(6)) СОСТОИТ из {е-2вЛ,|А.€ [0, оо)} U<Td(

e). где <rd —мно-
жество, не имеющее предельных точек, за исключением, воз-
можно, нуля; каждое n€CTd(0)— собственное значение конеч^
ной кратности;

(c) ad(6) = Me);
(d) если 0 < 1 т 6 < я / 2 , то <rd(6)c=RU <ц| — 2 Im6 < argfi < 0}

и Rnord (6)=стрр(Я(0))\{0}; более того, если 0 < I m < p <
< 1 т 6 < я / 2 , то ad(<p)c=ad(e);

(e) <Т51

Доказательство, (а) и (с) следуют из предложения 1, утверждаю-
щего, что Я (8) и Я(б-)-ф) унитарно эквивалентны, е с л и ф ^ , и
равенства Я(9)* = Я(6). Из следствия 2 теоремы XIII.14 вытекает
a e s s (еа9Я (6)) = a e s s (Яо) = [0, оо). Это доказывает (Ь), за исключе-
нием того, что а priori ad (6) может иметь предельные точки где
угодно в e - 2 9 R + . Помимо этого остается доказать (d) и (е).
Фиксируем 60 и предположим, что ££crd(60). Поскольку
Я (6) — аналитическое семейство типа (В), из теоремы XII. 13
вытекает, что для 6, близких к 60, оператор Я (6) имеет собствен-
ные значения, близкие к Е, и что эти близкие собственные значения
определяются всеми ветвями одной или нескольких функций
/i (6), . . . , fn (6), аналитических вблизи 60 и обладающих в худшем
случае алгебраическими точками ветвления около 60. С другой сто-
роны, если ф вещественно, то Я(60) и Я ( 6 0 + ф) унитарно эквива-
лентны.так что единственное собственное значение Я (60 + ф) около
Е есть Е. Мы заключаем, что f{ (6) = Е, если 6 близко к 6„ и 6—8 0

вещественно. Но из аналитичности тогда следует, что /,- (6) = £
для всей области, где /,- определена! Итак, доказано, что мно-
жество ad (6) локально постоянно в том смысле, что если К £ ай (60),
то оно лежит в ad (6) и для всех 9, близких к 60. С другой сто-
роны, если 6„ —>6 и Х£одфп) для каждого п, то к£о(Н(6)),
поскольку //(6П)—*Я(6) в смысле равномерной резольвентной
сходимости. Поэтому простое рассуждение, осксзанксс на сзяз-
ности (задача 76), доказывает следующее утверждение. Если у (t),
где 0^.t < 1,— кривая в Ва и Х£ ad (у (0)), то либо k^ad(y (1)),
либо Х£ otss(H(y (t))) для некоторого t £ (0, 1]. В частности, если
Ь $ { ц | — 2 I m 9 < a r g n < 0 } и 0 < I m 6 < л/2, то к£оЛ(в) тогда
и только тогда, когда ^€<Jd(0), поскольку можно выбрать кри-
вую y(t) = tQ. Итак,

ad (6) П {ц 10 < arg |i < 2л - 2 Im 6} = ар р (Я) Г) (— оо, 0).
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(а) Область определения
f(Z,O)

( b) Область определения
f<6)

(с) ОВпасть совпадения (d) Область, получаемая благодаря
аналитичности масштабного

преобразования

Рис. XIII.5. Аналитическое продолжение матричных
элементов резольвенты.

Аналогично, если 0 < 1 т ф < 1 т 9 , то ad (<p)<rad(9). Это пока-
зывает, что ал (0) не может иметь никаких предельных точек,
кроме нуля. Чтобы завершить доказательство пункта (d), нужно
только показать, что ad(9)n(0, oo) — ovv(H)f) (0, оо). Для этого
требуется дополнительная идея, которая понадобится также при
доказательстве (е). Пусть

Лг

а = {Ф € L2 (Rs) | и (0) г|) обладает аналитическим продолжением
из R в Ва\.

Na есть не что иное, как множество аналитических векторов ij>
инфинитезимального генератора D группы «(0), для которых

ОО

2 t" J D"ipf/л! имеет радиус сходимости не меньший а. Пусть

^ € #а. и пусть г|5 (0) — продолжение и (0) г|з. Рассмотрим функцию
/(г, 8) = (г|>(0), (Я(0)—2)~1г|5(0)). Для каждого фиксированного
0££-а функция f (г, 0) аналитична по z при 2^С\а(Я(0)) и
мероморфна в области C\(i e s s (Я (0)). С другой стороны, фикси-

0)
\ e s s

руем г с I m z > 0 . Тогда f(z,

tf,= {9| — min{a,

Поскольку для Ф 6 R

0)
р ф

аналитична по 9 в области
< I m 0 < min{a,

- (и (Ф) ̂ , и (ф) (Я (0) - г ) " 1 г|>) = f (г, 0),
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заключаем, пользуясь аналитичностью, что/(г, •) — константа на
Rz. В частности, если 0 < Im8 0 < min {а, 1/гл\, то/(г, 90) обес-
печивает аналитическое продолжение /(г, 0) с С \ а ( # ( 0 ) )
в С\а(Я(8 0 )) (см. рис. XIII.5). В частности, если ty€Na, то
(г)з, (Н — z)" 1 ^) имеет непрерывные граничные значения при
г —>• (г + Ю, когда (г £ R\<Jd (0

О)- Поскольку # „ плотно, a <jd (90) f) R
дискретно, то, обращаясь к теореме XIII.20, заключаем, что

(Я(О))а . | Я . ( (
Вернемся, наконец, к доказательству того, что <jd (8) П (0, оо) =

= а.р (Я (0)) П (0, оо), если 0 < Im8 < min {а, я/2}. Поскольку
Н (0) самосопряжен, из функционального исчисления немедленно
вытекает, что s-Iim is, (ff — х — is)~1^P{x) для любого х£ R. Пред-

положим, что х ^ ad (8) п (0, оо). Тогда, в силу предыдущего по-
строения, (ф, ( Я — г ) " 1 ^ ) имеет аналитическое продолжение из
{z|Imz > 0} в некоторую окрестность *, если ty£Na. В частно-
сти, litn г • (ф, (Н — х—1е)"1г|)) = 0, так что Рм^> = 0. Поскольку

Л/'а плотно, Р{х} = 0, т. е. л; ̂  Орр (//(0)) П (0, оо). Обратно, пусть
*€ста(6) П (0, оо). Пусть т] — собственный вектор Я(9) с собствен-
ным значением х. Тогда (ф, (Я(8) — г)'1^) имеет полюс при z = x
для некоторых ф. Поскольку N2a плотно, можно найти ф„,
•HnSA/'ia. такие, что ф„—^ ф, т]„ —+г\. При г^ст(Я(8)) последова-
тельность (ф„, (Я(8) — г)'1 т)„) сходится к (ф, (Я(8) — г)"1?)), так
что по принципу аргумента (который связывает число полюсов
мероморфной функции / внутри некоторого контура с интегра-
лом от f If по этому контуру) заключаем, что для всех больших
п функции (ф„, (Я (8) — z)"1Tjn) имеют полюс при z = x. Пусть
^ = "П„(—в), х = ф п ( - в ) . Тогда (г1 3,(Я-г)- 1х) = ( ф п , ( Я ( в ) -
— г)" 1 •»]„), если 1 т г > 0 , и мы получаем, что (•ф, ( Я — г ) ' 1 к)
имеет полюс при г = х. Итак, (г|з, Р{х) х) Ф 0, и поэтому х £ а р р (Я). В

Решающую роль в предыдущем доказательстве сыграло то,
что мы смогли явно найти сгезз(Я(9)), пользуясь теоремой Вейля.
В iV-частичном случае нам придется заменить теорему Вейля
какой-то теоремой типа ХВЖ-теоремы. Имеется одно важное
различие между тем, что требуется нам сейчас для анализа Н (6),
и исследованием, проведенным в § 5, а именно то, что потен-
циалы Vи (8) не самосопряжены. В качестве подготовки к iV-ча-
стичному аналогу теоремы XI 11.36 докажем поэтому

Предложение 2. Пусть К 3 х К з л г " 3 — разложение R3^ в декар-
тово произведение с выделенной координатой г(—г{. Пусть

В Н 2 Уа 2 ф
\<t<j<N

(О # „ - - ^ ( 2 , 1 , ) - ^ ;

(И) Vi/ = Vij® l в соответствии с разложением R 3 A r =R s xR s A r ~*;
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(iii) каждое Vtj есть относительно компактное в смысле форм
возмущение оператора —Д в L a(R3) (однако не обязательно
симметрическое).

Пусть Н — оператор Н с отделенным движением центра масс.
Для каждого кластера С с { 1 , . . . , N) определим Я (С,) в соот-
ветствии с предписаниями § XI.5. Для каждого кластерного
разложения О = {СХ, . . . , Ск) назовем семейство чисел \Е^+ . . .
. . . + Ek\E,^ouisc{H {С/))} множеством /3-порогов и обозначим
его через 2 О . Пусть 2—объединение 2 D по всем D с не менее
чем двумя кластерами. Тогда

: U (Х + [0, оо)).

Доказательство. Мы укажем лишь на изменения, которые необ-
ходимо сделать в доказательстве § 5, а детали оставим читателю
(задача 77). Если N = 2, то 2 = {0} и утверждение теоремы —
часть теоремы Вейля о существенном спектре. Таким образом,
предположим, что теорема справедлива для всех М-частичных
систем, где M^.N — 1, и докажем ее для N-частичных систем.
Первый шаг состоит в доказательстве того, что

a ( t f D ) c и (Х + [0, оо)) (65)

для любого О с по крайней мере двумя кластерами. Чтобы
в этом убедиться, положим D = {Clt . . . , Ck), так что HD =

= 2 Н {C;)-\-TD. Теперь каждое Vtj есть ограниченное в смысле

форм возмущение оператора На с нулевой относительной гранью,
а потому каждый Я(С ()—строго m-секториальный оператор
с произвольно малым углом раскрытия. Более того, при естест-
венном разбиении Ж = ^ 2 (R 3 A / ~ s ) = ^ o ® ^ c 1 ® . • • ® ^ ' с ь каж-

k *

дое слагаемое в 2 Н (С,) + То действует на своем множителе

в тензорном произведении. Следовательно, применима лемма

Итиносэ (теорема XIII .35 и ее следствие) и a ( # D ) = 2 а (Я (C,-))-f
+a{TD). Пользуясь тем, что ст (Я ( Q ) = a d i s c (Я (С,-)) исге83(Я(С,.)),
и предположением индукции, легко доказать (65).

Далее доказательство очень близко к доказательству ХВЖ-тео--
ремы. Поскольку 2 ^ / / — ограниченное в смысле форм возмуще-
ние с нулевой относительной гранью, ряд теории возмущений
для G {Е) = (Яо + 2 V// ~ ^ ) ~ х сходится в равномерной топологии,
.если Е — большое^по модулю отрицательное число. Полагая



10. Отсутствие сингулярного спектра IV 211

R (£) = (НЬ—Е)Ч*G(Е) (//„ —Е)ч*, как и в § 5, можно получить,
что R(E) = DR(E) + IS(E)R(E). Как Dg(E), так и IS{E) могут
быть выражены через резольвенты (Я о —E)~ l

t где D имеет по
крайней мере два кластера. В силу проведенного выше анализа
оба эти оператора имеют аналитические продолжения в С \ 5 ,
где S = U (А, + [0, оо)). На этом шаге докажем замкнутость S

А . 6 2

по индукции. Наконец, остается показать, что каждая связная
диаграмма компактна, с помощью этого доказать компактность
Is (£) и для завершения доказательства применить аналитиче-
скую теорему Фредгольма. |

Теперь легко доказать основной результат этого раздела.
Для облегчения его формулировки дадим сначала

Определение. Пусть VlV€<Fa для каждой пары l < t < / < A r ,
и пусть Vij — Vij®! B L2(R3N) в соответствии с разложением

л г 3 К з Л Г 3 , для которого первая координата есть г,—г,.
N '

Пусть Я„ = — 2 (2И-,Г1Д/. и пусть Н=Н0 + ^Уи. Для Q£B%

пусть Я(9) = е- ! ! в Я | ) +2^7(0)- Пусть /У (9) и Н обозначают Н (G),
Н с отделенным движением их центров масс. Для каждого клас-
терного разложения D = \Clt ..., Ck\ пусть 2 D (9) = {Е,+ . .. +Ek\

'Et €odisc (He. (9))} и S (9) = и ZD(9). Наконец, положим 2 m l n =

Теорема X//I.37. Пусть Н есть N-частичный гамильтониан
в L'2 (КзЛГ~3) с аналитическими относительно растяжений парными
потенциалами типа, описанного в последнем определении. Тогда
(a) о (Я (6)) и 2 (9) зависят только от Im 9;
(b) а(Я(9))=а е и (9)иа а (9) , где ae s 8(9) = <ц + г-*Я|ц€ 2 (6)

Я£[0, оо)} и где ad(9)—дискретный спектр Я (9);

(c) ad(9) = ^W; 2(в) = Г(в).
(dl) Если 0 < I m 9 < m i n { a , я/2}, то

— 2 1 т е < а г ё ц < 0 }

и R П 2 (9) = 2 (0). Более того, если 0 < Im<p < Im 9 < я/2,
то 2(ф)с2(6).

(d2) Если 0 < I m 9 < л/2, то ай (9)cR U {2rain + \i |—2 Im 9<arg |j,<0}
и R П crd (9) = о (Я)\2(0). Далее, если 0 < Im ф < Im 9 < л/2,
то o d (f)ca d (9).

(е) a I i
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Доказательство. Поскольку доказательство получается непосред-
ственно из теоремы XIII.36, мы оставляем детали читателю
(задачи 78, 79). Утверждения (а) и (с) вытекают из равенств

U (<р) Я (6)t/ (ф)-1 = Я (6 + ф) и Нф) = Н (в)*, а включение а е „ (6)с
с]ц-Ье- 2 0 А, |ц€2(6) , А,£[0, оо)}—из предложения 2. Включение
{{А + е~2еХ|{А(; 2(6), Х£[0, °o)}co:ess(9) нуждается в отдельном
доказательстве (задача 78). (dl) для iV-частичных систем следует
из (d2) для (N—1)-частичных систем, а потому только (d2) нуж-
дается в доказательстве. Оно проводится, как в теореме XII 1.36,
в два этапа. Сначала применяется теория возмущений дискрет-
ного спектра, чтобы показать, что ай (6) локально постоянно,
что в свою очередь применяется для доказательства всех утверж-
дений (d2), за исключением равенства [ 2 m l n , оо) п ой (9) =
—о р р ( Я ) \ ( 2 (0) U (—оо, 2 m i n )). Это последнее доказывается ана-
литическим продолжением матричных элементов (я|з, ( Я — z)~xty)
при т |>£# а . Попутно это рассуждение доказывает (е). |

Следствие. Сингулярный спектр iV-частичных квантовых гамиль-
тонианов с отделенным движением центра масс и с парными по-
тенциалами Кулона или Юкавы пуст.

Собственные значения Я (0) в a d ( 6 ) \ a d (0) называются резо-
нансными собственными значениями оператора Я. Мы уже ука-
зывали на их важность в § XII.6. Точки множества 2 ( 9 ) \ 2
называются комплексными порогами или порогами резонансов.

XII 1.11. Свойства собственных функций

Не считая доказательства равенства аю = о&\м (к которому
мы вернемся в § 13), намеченное исследование спектров различ-
ных типов операторов Шредингера в неограниченном простран-
стве с парными потенциалами, стремящимися к нулю на бес-
конечности, завершено. Обратимся теперь к ряду проблем,
которые непосредственно не входят в спектральный анализ, но
близко к нему примыкают. В этом разделе мы рассмотрим свойства
регулярности и убывания на бесконечности собственных функций.
Существует тесная связь между двумя этими наборами свойств,
поскольку, как мы уже видели (см. § IX.2,3), гладкость функ-
ции \|э непосредственно связана со свойствами убывания ее фурье-об-
раза яр. Ниже все теоремы формулируются через т|з (х)—функции
в ^-пространстве, но в доказательствах часто будут встречаться
яр(р)—функции в р-пространстве. Сначала мы обсуждаем глад-
кость ty(x), затем убывание г|э в том смысле, что при некоторых
обстоятельствах ipgD (ехр (а|д;|)). Наконец, мы комбинируем эти
два ряда идей для доказательства поточечных оценок | ip (x) \ ^
< С е х р ( — а\х\).
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Для формулировки утверждений относительно гладкости вве-
дем пространство функций, равномерно непрерывных по Гёль-
деру-

Определение. Пусть 0 < 9 < 1 . Тогда говорят, что / € e ( )
если функция /: R" —»-С ограничена и удовлетворяет условию

\f(x)-f(y)\<C\x-y\e

для некоторого фиксированного С и всех х, у £ R". Положим

ХФУ

Говорят, что /€Св(К л ), если / ограничена, принадлежит С1 и
df/dXj€C(>(R") для каждого / — 1, . . . , п. Положим

1/lkxH/IL + i) \DjfW
/=1

Связь между непрерывностью по Гёльдеру и свойствами
фурье-образа демонстрирует следующая

Лемма 1. Пусть (1 +k2)M* f(k)£Ll(Rn). Тогда
(a) если 0 < Р < 1 , то / £ С Э и | /Ь><с | (1+*•)«"•/(Of

(b) если 1 < Р < 2 , то / б С ^ . ! и Ц / Ц з - м ^ Л 1 + W / ! i -

Доказательство, (а) При каждом вещественном s имеем | е'г — 1

и | e i j _ i | ^ f eltdt ^ s , так что |е'*—11 ^s p 2 l -&. Итак,

| eik-xLelky I = I ei*-(*-W — 1 К 21-» | k f | X — у |P,

так что

- у |e

Поскольку | | / L ^ 1 /111, отсюда следует (а).
Доказательство (b) аналогично (aV и мы пстяв.пяем em чита-

телю (задача 80). |
Теперь понятно, какого типа утверждений о гладкости можно

ожидать, рассматривая # = — Д + 1/на R3, когда V'£L2 + L°°.
Тогда по теореме Като D(H)=D(—Д). Но если ^ G ^ ( — Д ) .
то (1 + №) ̂  £ £2» так что для любого Р < 1/2 имеем (1 -\-k2)^'2 ф G ^-1.
поскольку тогда ( 1 + й 2 ) - ( 1 - Р / 2 ) принадлежит L2(R3). Итак, при-
ходим к выводу, что D(//)cC 9 , если В < 1/2. Естественно ожи-
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дать, что для /V-частичных гамильтонианов с парным взаимо-
действием собственные функции имеют особенности не хуже тех,
которые порождаются соответствующими парными потенциалами
в двухчастичном случае. Для формулировки точного утвержде-
ния мы введем специальный класс потенциалов.

Определение. Пусть дано п, и предположим, что а^г I и а > /г/2.
Говорят, что вещественнозначная измеримая функция V на R"
принадлежит классу М£>, тогда и только тогда, когда V £ LP' +.L1,
где а' = (1 —ст"1)"1—индекс, дуальный к а.

Пример /. Пусть V(r) = \r\~l на R3 —потенциал Кулона. Тогда
V (к) = с | k |~2 € La' + Ll, если а' > 3/2, так что V £ М<?>, если а < 3.
То же утверждение справедливо для потенциала Юкавы V(r) =

Предложение, (а) Если ст^2 и а >/г/2 и если K^/Wk"', то
V ограничен относительно—А с нулевой относительной гранью.

(Ь) Если ст^1 и а >/г/2 и если V^M^\ то V ограничен отно-
сительно — Д в смысле форм с нулевой относительной гранью.

Доказательство, (а) Согласно теореме Планшереля, нужно только
доказать, что ||(р8 +а)~1 К*г|)||2 < C J | i | 3 | | s для всех ф £ / Л где
константа Са не зависит от ^ и может быть выбрана произ-
вольно малой за счет увеличения а. Все это следует из нера-
венств Юнга и Гёльдера. Так же доказывается (b). |

Следующая теорема описывает свойства регулярности собст-
венных функций, поскольку любая собственная функция Н с оче-
видностью принадлежит С" (Й). Поскольку С (Н) остается ин-
вариантным под действием e~il^, из нее также следуют свойства
регулярности решений нестационарного уравнения Шредингера
при достаточно регулярных начальных данных.

Теорема XI//.38 (теорема Като—Саймона), Пусть задан

Я = - 2 (Sfi/)"1 А, + . 2 Vt, {г, - г,)

как оператор в L2 (UNn), где точка в RNn записывается как
</*!, . . . . лл/>, /-,. £R". Предположим, что а^>\, а > /г/2 и каж-
дый Vi; принадлежит М^". Тогда
(a) если ф £ С" (//), то ty£Ci. для любого 0 < m i n { l , 2 — o~1n\;
(b) если о > п и т|;£С°°(Я), то ^ € ^ 6 для любого 8 < 1 — а" 1 ^.
Более того, эти вложения непрерывны в том смысле, что для
заданного 8 существуют такие т и С, что !|1Ц|(6);^С[[|ЛГ'Я1М!~Н1'11'Ю
для всех ty£C°°(H). Идентичные результаты справедливы, если Н
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заменяется на Н — оператор в L2 (RiN~1)n), получаемый отделе-
нием движения центра масс из Й.

Доказательство. Мы рассматриваем лишь случай ст^ 2, избегая
тем самым обращения к технике квадратичных форм. Общий
случай ст^1 исследован в работах, цитированных в Замечаниях.
Мы также оставляем читателю доказательство того, что вложе-
ния непрерывны (задача 82).

IV N

ПустьЯ 0 =— 2 (2^)~1 Д/- и пусть to(k)~функция
i = i

на RNn. Прежде всего утверждается, что

для любых р € [ 1 , 2], i\£lS(RNn) и р, где р > ( 2 а ) " 1 л . В (66)
константа С не зависит от т] и р (она зависит только от V(j,
t0 и Р), а Уи—фурье-образ по всем Nn переменным, так что

(Vij* Л ) (ki> ••-, kN) =

(Ai. . . . , k i - t , ...,kj + t, ...,kN)d4,

где / — фурье-образ Уц в Rn. Для доказательства оценки (-66)
отметим, что, поскольку р ^ 2 и ст^2, из неравенств Гёльдера
и Юнга вытекает оценка

К^+О-^-ФКС^ФИ,, (67)

если ф g LP (Rn), так как р > (2а)~1п означает, что (k2 +• 1)-Э ̂  L a.
Из (67) немедленно выводим, что

для всех т] ̂  L^ (R^"); это доказывается возведением обеих ча-
стей (67) в р-ю степень и интегрированием по всем не затрону-
тым в (67) переменным. Поскольку функция [(£,- — £ , ) 2 + 1 ] в х
х[^о(£) + 1]~е ограничена, то (66) выполняется.

Предположим далее, что р £ [ 1 , 2], |5>(2ст)~1п, что-ф^О(Я),
причем ф и f (//i|>) лежат в /Л Тогда утверждается, что
(*'о (^) ~Ь 1)<1""^)'ф € Lp Д й

^о^)+) 2.^7Ф,

так что (66) показывает, что (t0 {k)-{- l)(1~P>ij5gLp.
Теперь можно завершить доказательство. Поскольку а > п/2,

выберем Р так, чтобы выполнялось (2а)" 1 п < р < i. Предположим,
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что ty€C"(R). Тогда по предыдущему

(Л1-М)1"* *"(#"*)€£•

для всех т. Поскольку (£•+ 1)-и-Э)£ z.r для всех г£(г0, оо)
при некотором г0<оо, заключаем, что ¥(Hmty)£L», коль скоро
q~x — /"о1 < 1/2 и <7^1. Повторяя этот прием ; раз, видим, что
W (Ядаг)з) £ L?, коль скоро q~l~\rzx < 1/2. Выбирая подходящее ;,
заключаем, что <F (Яф) и ф лежат в L1. Еще раз прибегая к
утверждению из предыдущего абзаца, видим, что (k* + ly-PtyZL1,
если только р>(2а)~1/г и ty€C°°(H). Лемма 1 завершает дока-
зательство. |

Следствие. Пусть Я —гамильтониан атома. Тогда любая
^ € С~ (Я) есть С°°-функция на R3Ar~s\{<r1, . . . , rjv>i> | какие-либо
/-, = 0 или какие-либо ri~rj\ и равномерно непрерывна по Гёль-
деру порядка 9 для любого 6 < 1 на всем R3N~*.

Доказательство. Первое утверждение получается с помощью мето-
дов теоремы об эллиптической регулярности (задача 83); вто-
рое—из теоремы XIII.38. |

Вторая проблема, рассматриваемая в этом разделе,— экспо-
ненциальное убывание собственных функций дискретного спектра.
Сначала мы приводим утверждения для пространств L* в раз-
личных формах, а затем — поточечные оценки. Начнем с резуль-
тата в L2, который легко доказывается, а потом приведем более
сильное утверждение для L2, которое потребует некоторых пред-
варительных сведений из кинематики.

N

Теорема Х///.39. Пусть Я = — 2 (2ц,) " х А, + 2J У и (^ — /у)

в L2 (R3Ar), и пусть Я — оператор в L2 (Кзлг~3), полученный из Я
отделением движения центра масс. Предположим, что каждое
Vif — ограниченное в смысле форм возмущение оператора.—Д
на R3 с нулевой относительной гранью. Пусть Е£ол1ес(Н), и
пусть Яг|з = £г|э. Тогда г|з £ D (еаг) для некоторого а > 0, где

/3JV-3 \1/2

'' = ( X •*/ ) в некоторой системе координат на RSAr~?.

Доказательство. Поскольку
3W-3

—Зтах|х,|)< 2 ехр(а|лгу|]/ЗЛ/-3),f = l
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нужно только показать, что 1|з —аналитический вектор для каж-
дого оператора координаты Xj. Гамильтониан Я можно предста-
вить в виде Я о + У, причем H0 = t(p), где f(u)— 2а//°/°/. а Р

есть набор 3N — 3 операторов /?у=* — id/dxj, и матрица {аи} по-
ложительно определена.

Идея состоит в применении метода аналитического продолже-
ния с помощью масштабных преобразований, как в § 10, но с
другой группой. Фиксируем /, и пусть W (а) = е1ах/. Тогда

Г ( а ) - 1 » * ( р ь . . . . Р/-а, . . .
и

V (а) =W (а) VW (а)" 1 = V.
Как Я0(а), так и V (а) обладают аналитическими продолжениями
на всю комплексную плоскость а. Более того, легко видеть, что
для каждого фиксированного a: 1/tH0^L ReН0(а) + са, где са —
зависящая от а константа. Отсюда следует, что Я(а) =
= Я о (а) + V (а) — целое аналитическое семейство типа (В).

Тем самым применима теория, развитая в § ХП.2, так что
существует константа а и функции fu ..., fk на множестве
{а | | а | < а } с не хуже чем алгебраическими особенностями при
а = 0 и такие, что ветви f1 (а), . . . , fk (а) дают все собственные
значения Я (а) вблизи Е. Более того, существует такая проек-
торнозначная аналитическая функция Р (ос) на { а | | а | < а } , что
RanP(a) есть множество собственных векторов Я (а) с собствен-
ными значениями f1(oc), ...,fk(a). Далее, при а вещественных
Я (a) = W (a) HW (а)" 1, так что ft (a) = . .. =fk(a) = E и
W (a) P(Q)W(a)~x = Р (а) для таких а. По аналитичности /f

всегда равны Е и

W Ы Р (a) W (a.) - 1 = Р (а + а,),

если а 0 вещественно и | а | < а , l a + c x a ^ a . To, что i|> — анали-
тический вектор для Xj, следует теперь из приводимого ниже
предложения. |

Предложение (лемма О'Коннора). Пусть W (a) = eiaA — одно-
параметрическая унитарная группа, и пусть D — связная область
в С, причем 0 £ D . Предположим, что проекторнозначная анали-
тическая функция Р (а) задана на £>, причем множество Кап Р(0)
конечномерно, так что

W (об,) Р (a) W (а0) -1 = Р (а + а0)

для всех пар <а, ао> с вещественными а0 и таким а, что + o ^
Пусть \|3^RanP(0). Тогда функция г|)(а) ^lF(a)i j j обладает ана-
литическим продолжением с DflR на D. В частности, г|) —ана-
литический вектор для А.
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Доказательство. Пусть Лр— множество векторов q>, для кото-
рых ф (а) £= W (а) ф обладает аналитическим продолжением с
D П R на D. Тогда Лр плотно в соответствующем гильбертовом

§ Х 6 ) Р(0)[] R P O
у р

пространстве (см. § Х.6), так что Р(0)[Лр] плотно в RanP(O).
Поскольку Ran Р (0) конечномерно, Р(0)[Ло] = R a n P (0). Итак,
следует доказать лишь, что Р (6)\Ло\с:Ло. Пусть ф £</?£>, и пусть
г\ (а) = Р (а) ф (а) при a £ D . Очевидно, г\ (а) аналитичен и для
a^DnR

t| (a) = Р (a) W (a) <p = W (a) (/> (0) Ф ) ,

так что Р (0) ф ̂  <^o. |

Чтобы получить более точные результаты о том, сколь вели-
ка константа а в утверждении ty£D (еаг), необходимо ввести
некоторые кинематические понятия, связанные с физическим
смыслом г.

Определение. Для частице массами \ix ^ .расположен-
ных в точках гг, . . . , rjv, определим полную массу М — 2Мч->

N

центр масс R = М'1 2 M-ir/ и радиус инерции г — [М~х х

Определение. Для заданного Л^-частичного свободного кван-
тового гамильтониана //„ в L*(R.3N) система координат £,, . . .
• • •. CJV-I. ортогональных к R, называется системой нормальных
координат тогда и только тогда, когда

N-1

Чтобы убедиться в существовании нормальных координат,
перейдем сначала в систему якобиевых координат £ъ . . . , £„_!,
так что

^ ) - ^ Alj^ l j t

и положим ^ / = ( М У / М ) 1 ' 2 ^ .

Предложение, (а) Радиус инерции ' есть функция координат,
ортогональных R.

(Ь) Если £1; . . . , ^yv-i —система нормальных координат, то
1/2

Доказательство. Заметим сначала, что УИг2+уИ^2= 2 ^/гг- Пусть
i I
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1/2r1., так что

Я 0 = - ( 2 У И ) - ^ | ] А Т 1 . , (68а)

N

Mr* + MR* = Af 2 Л?- (68b)
i= i

В силу (68а), преобразование координат от <,r\it . . . . TIJV> К
<R, £i, • • •, CA/-I> ортогонально, если <Ци . . . . Civ-i>— система
нормальных координат, а тогда, в силу (68Ь),

J V - 1

Теорема ХШ.40 (теорема О'Коннора — Комба — Томаса). Пусть
Н = На + ^уи(г{ — rj) есть N -частичный гамильтониан BL 2(R 3 i V),

где каждое V,7€ R + (L°°)e. Пусть // — оператор в Z.a (R 3 A f- 3),
полученный из Н отделением движения центра масс. Пусть
2 =» inf a e s s (Я), и пусть г|з — собственная функция Н с собствен-
ным значением Е < 2. Тогда \|3gD(ear)> где г — радиус инерции,
во всех случаях, когда a s < 1М (2 — £ ) .

Доказательство. Мы даем лишь набросок доказательства, а
детали оставляем читателю. Пусть ^х, . . . ,EJV_I — система нор-
мальных координат; введем W(a) = ехр (£ (с^• ^ -f . . . +aN_1-£N_l))
для а = <ах, . . . , a i V _ 1 >g C 3 i V " 3 . Пусть мы можем доказать, что
VeD(W(a)), если | а | = (|оц | * + . . . +|алг_112)1 / 2 < V~2M(2—E).
Тогда простое геометрическое построение (задача 86а) показы-
вает, что ф £ D (е»'), если а < У1М (2 — £)."

Итак, достаточно доказать, что функция R7(a)i^, заданная при
a g RsAf-з̂  имеет продолжение в область {а| | I m a | s < 2М (2—Е)}.
Положим

Я о (а) = -(2М)-> 2 * ( V s , . - ^ ) 2

и Н (а) = fta (<%)-\-V Тогда анализ, аналогичный проведенному
в § 10 (задача 86Ь), показывает, что

<*es,(#(«)) = U {X + \i\X€2D(a), ц^Ко\,
D

где 2£,(а) — пороги, ассоциированные с кластерным разложением
D, а KD = UD (p —a) I P€ R3iV~3}, где / о — кинетическая энергия
взаимного движения кластеров в D. По индукции легко пока-
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зать (задача 86с), что

Итак, если (Ima)2 < V2M (2 —Е), то Е отделено от ore s s(#(a)).
Следуя аргументации § 10, видим, что Т — собственное значение
Я (а) при всех таких а. Доказательство завершается (задача 86d)
повторением доказательства теоремы XIII.39 и применением лем-
мы О'Коннора. |

Если потенциалы аналитичны относительно масштабных пре-
образований, то можно доказать также и экспоненциальное убы-
вание собственных функций, отвечающих собственным значениям
в непрерывном спектре. Этот результат найдет свои применения
в § 13.

Теорема X///.4I. Пусть Н — Но+ 2 Vц> гДе каждый оператор

умножения V(j — потенциал, аналитический относительно масш-
табных преобразований, из некоторого <FP. Пусть Е — непороговое
собственное значение Н с собственной функцией af>. Тогда
(a) ty€D(ear) для некоторого а > 0;
(b) если U (9)—семейство операторов растяжения и Ро =

= min{P, я/2}, то U (9) ф з ф (6) обладает продолжением в по-
лосу {6 11 Im 61 < ро} и для каждого 6 в этой полосе ф (6) £ D (еаг)
при некотором а > 0;

(c) если Е больше наибольшего порога, то ро в (Ь) можно выб-
рать равным min{P, я};

(d) если каждое V(/ обладает тем свойством, что Vu (9) допус-
кает продолжение в полосу {61 | Im 61 ̂  Р}, аналитическое внут-
ри нее и непрерывное на всей полосе, и если Р < я/2 (или,
когда Е больше наибольшего порога, если р < я), то ^(6)
допускает продолжение в ту же полосу, аналитическое внутри
нее и непрерывное на всей полосе, причем if (9) € D (ear) для
некоторого а > 0.

Доказательство. В соответствии с исследованием в § 10 £ —
собственное значение Н (6) для всех 6 в полосе {8| jIm0|<f5J
или, в случае (d). в {6| 11тв)^р о } . Пусть Р (6) — соответствую-
щий проектор, определенный как спектральный проектор, если
9 вещественно, и по методу § XI 1.2, если Im0=£O. Очевидно,
Р (6) аналитичен в областях { 6 | 0 < I I m 6 <Р 0 К и> в силу
аргументации из § 10, непрерывен в {81 I m 9 | < p 0 } . Далее,
Р (6) самосопряжен, если 6 вещественно. По принципу симметрии
Шварца Р (6) аналитичен во всей полосе {9| | Im6| <Р 0 } . Свой-
ство аналитичности ф(9) следует теперь из леммы О'Коннора.
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Если Im 9=7^0, то Е—дискретное собственное значение, поэ-
тому можно доказать, что г|з (8) € D (еаг) для некоторого а > 0,
следуя методу доказательства теоремы XII 1.39. Предположим,
что г|з(80)€ D (ехр (аое

в'г)), где ) 1 т Э 0 | < я / 4 . Покажем, что
D ^ ) . Пусть дано е > 0, пусть r\€La(R3N~*), и введем

Р Ф) = ft, ехр (-ъг*егВ) ехр (аае
вг) ф (9)).

Очевидно, функция F(8) аналитична в полосе { Э | | 1 т Э | <
< | 1 т Э 0 | + 6} при подходящем 6. Более того, F(8) равномерно
ограничена на этой полосе, а для I m 0 = ± | I m 0 o | имеем
|^(0)КЫ1И е хР( ао е в '> ' ') г13(0о)| |- По принципу максимума это пос-
леднее неравенство выполняется для всех 8, в частности

для всех t| и в. Отсюда следует, что г|з^ D ехр (аог)). |
Подобно теореме XII 1.39, теорема XIII.41 справедлива и

в более сильной форме, содержащей оценку величины а0 (см. За-
мечания).

В заключение обратимся к доказательству поточечных экспо-
ненциальных оценок.

Теорема XII 1.42. Пусть Н есть N-частичный гамильтониан
в La(RaN~s) с потенциалами из M'g для некоторого а > 3/2.
Предположим, что i|>€C°°(#) и Я"г|з € D (еаг) для некоторого а и
всех п, где г —радиус инерции. Тогда для каждого е сущест-
вует константа С8, такая, что при всех £

В частности, если выполняются условия теоремы XII 1.40 и,
кроме того, каждое V,/€Af£8>, то

для любого а < У 2М(2 — Е).
Доказательство. Мы воспользуемся теорией преобразования
Фурье, особенно идеями, лежащими в основе теоремы Пэли —
Винера. Перейдем к нормальным координатам, так что г =

= ( .2 \liYj - Е с л и q>£D(ear), то для любого k^CsN~9 с

| Im k | < а функция q>ft s е ~'*^ф (£) лежит в L1 (R3JV~3), поскольку
ехр (—br)€L2 для любого Ь > 0. Более того, отображение
£i—*q>ft аналитично по k как 1.х-значная функция. Итак, функ-
ция
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аналитична в трубе {&| |Imfc|<a}. По теореме Планшереля для
любого Ь < а существует константа Сь, такая, что

*Ь<СЬ, (69)

если | х | ^ Ь . Далее мы следуем доказательству теоремы XII 1.38.
Выполнив аналитическое продолжение, видим, что ф(&) удовлет-
воряет уравнению

для всех k с | I m £ | < a , как только ф и Яф лежат в D (евг).
Следуя доказательству теоремы XII 1.38 и пользуясь неравенст-
вом (69), можно показать (задача 88), что для любого b < a
существует константа Db, такая, что

- * x < D , f (70)

если | у. | ^ Ь и \J), /ftf, . . . , Нп^ € D (exp (ar)) для подходящего т .
Поскольку ф(-4-'>'-) — преобразование Фурье от £Х-Ег|з(£), оценка
(70) влечет за собой неравенство

если | * с | ^ Ь . Взяв точную верхнюю грань по таким х, видим,
что

Следствие. Пусть Н — гамильтониан атома. Тогда любая
собственная функция ч|з, отвечающая точке дискретного спектра,
удовлетворяет оценке вида

для некоторого положительного а.

XHI.12. Невырожденность основного состояния

Основной результат этого раздела относится к самосопря-
женному оператору Я, который ограничен снизу и имеет собст-
венное значение в качестве низшей точки своего спектра. Мы
покажем, что при определенных условиях собственное простран-
ство, отвечающее этому собственному значению, одномерно и что
соответствующий собственный вектор есть строго положительная
функция при некоторой специальной реализации рассматривае-
мого гильбертова пространства L2. Это собственное значение
называется энергией основного состояния, а собственный вектор—
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основным состоянием. Как часто бывает в спектральном анализе,
метод проверки упомянутых условий на практике основан на
теории возмущений. На первый взгляд это удивительно, поскольку
мы будем интересоваться шредингеровыми операторами, а Но =
= —А не обладает ни одной собственной функцией. Поэтому
важно, чтобы все наши результаты выражались посредством
заключений вида: «либо Н не имеет собственных значений ниже
существенного спектра, либо он имеет невырожденную энергию
основного состояния, а соответствующий собственный вектор
строго положителен». Наконец, отметим, что, как обычно, легче
изучать ограниченные операторы е~ш и ( Я + 1 ) 1 , чем Я. Если
Ев~энергия основного состояния для Н, то е-'Е«— наибольшее
собственное значение оператора е~ш, поэтому мы начинаем с
изучения ограниченного оператора А и его наибольшего собст-
венного значения.

Определение. Пусть <М, ц> — пространство с ст-конечной
мерой. Функция f£Ls(M, ф ) называется положительной, если
f неотрицательна почти всюду и не является нулевой функцией;
f называется строго положительной, если f(x)>0 почти всюду.
Ограниченный оператор А на L2 называется сохраняющим поло-
жительность, если функция Af положительна, когда положи-
тельна /. Оператор А называется усиливающим положительность,
если Af строго положительна при положительной /. Наконец, А
называется эргодическим тогда и только тогда, когда он сохра-
няет положительность, и для любых функций и, o g L 2 , которые
обе положительны, существует некоторое п > 0, для которого
(и, Апи)Ф<д.

Заметим, что по определению нулевая функция не положи-
тельна. Таким образом, если А сохраняет положительность, то
Af — ненулевая функция для любой положительной функции /.
Более того, можно так переформулировать понятие строгой
положительности, что станет ясно, что каждое усиливающее
положительность отображение эр годично. А именно: функция
g g L2 (M, d\a) строго положительна тогда и только тогда,
когда (/, g) > 0 для всех положительных функций /. Итак,
ограниченный оператор А на L2 (М, d\i) усиливает положи-
тельность в том и только в том случае, когда (и, Av) > О
для всех положительных функций и, v£L*(M, d\i).

Пример 1. Пусть Л = ( — А + 1 ) - 1 на L2(IR3). Уравнение (IX.30)
утверждает, что

if, Ag) = J Hx)g(y) j ^ Z ^ j d>x *y.

Поскольку ( 4 я | * — yl)"1^""1 x~y\ строго положительна, то А уси-
ливает положительность. Аналогично явная форма для е*Л на
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L2 (R") показывает, что этот оператор также усиливает положи-
тельность.

Пример 2. Пусть <М, ц> — пространство с вероятностной ме-
рой, т. е. ц(М)= 1, и пусть Т: М—>• М —отображение, сохра-
няющее меру. Пусть (Af){x) = f (Тх). Тогда Л —унитарный опе-
ратор, который, очевидно, сохраняет положительность. Однако
он не усиливает ее. Оператор А эргодичен тогда и только тогда,
когда эргодичен Т в смысле определения из § II.5 (задача 90).

Пример 3 (вторично квантованные операторы в пространстве
Фока). В ходе доказательства теоремы Х.61 (§ Х.9) мы видели,
что Г(е~*А) сохраняет положительность как оператор на Q-прост-
ранстве, если А — положительный самосопряженный оператор на
одночастичном пространстве, коммутирующий с заданным комп-
лексным сопряжением. Позже мы выясним, когда этот оператор
эргодичен, а когда он усиливает положительность.

Основной абстрактный результат этого раздела — следующая

Теорема ХШ.43. Пусть А — ограниченный положительный опе-
ратор на L2(M, _|A). Предположим, что А сохраняет положи-
тельность и что || А | — собственное значение. Тогда следующие
утверждения ЭКУ ивалентны:

(a) | А || — простое собственное значение, а соответствующий собст-
венный вектор строго положителен;

(b) А эргодичен;
(c) множество операторов L°°(M)\j{A} действует неприводимым

образом, т. е. ни одно нетривиальное замкнутое подпростран-
ство не остается инвариантным относительно действия А и
множества всех ограниченных операторов умножения.

Доказательство. Докажем, что (а) _> (Ь) _> (с) _> (а).
(а)=»(Ь). Пусть B=AJ\\A\, и пусть {Ра} — спектральные

проекторы Б. Поскольку хп —* 0, если 0 < 1 х < 1 их"—*• 1, если
х= 1, из функционального исчисления вытекает, что

s-lim Bn= Я<1).

По предположению Р{1} = (У\>, •)$, где ф строго положительна.
Итак, для любых положительных и, v

lira (ы, B"v) - (и, г|)) (^, v) > 0.
/1 -У 00

В результате для некоторого п имеем (и, Anv) = || А |" (и, B"v) > 0.
(b)=>(c) Допустим, что (с) не выполняется. Пусть S — не-

тривиальное подпространство, инвариантное под действием
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L~(M)U{A}. Пусть /gS, и пусть /t =//|/1 € L" (М). Тогда
\f\ = hf£S. Аналогично, если £gS-L, то | g | € S x - Выберем/gS,
g&S-1, f^O^g. Поскольку А оставляет S инвариантным, то
An\f\€S, так что ( |g | , Л " | / | ) = 0 для всех п. Но тогда А не
эргодичен.

(с) =ф (а) По предположению || А ||—собственное значение. Пусть
гр—собственный вектор А с собственным значением ||Л||, и пред-
положим, что •ф вещественнозначен. Поскольку {*ф | =t "Ф ^ 0, то
Л ( | | * ) > 0 , так что | Л г р | < Л | ^ | . Итак,

В результате Л | гр | = | Л |] | ч!р |, так что | -ф | также собственный
вектор. Покажем, что |гр| строго положителен. Пусть S =
= \f£Ls(M, ф,) |/гр=О почти всюду}. Очевидно, S—подпрост-
ранство, инвариантное относительно действия L°° (M). Пусть
S+ = {g£S\g>0\- Тогда для f£S+ имеем (Л/, | *() = (/,
Л |гр|) = || Л|)(/, |гр|) = О. Поскольку Л/ положительна, (Л/)гр = О
почти всюду, т . е . Af$S+. Итак, Л оставляет S + инвариантным.
Поскольку S = S + — S + + t ( S + — S + ) , то А оставляет инвариант-
ным и S. Итак, по условию (с), S = {0} или S = SK. Поскольку
j i ^ S и 1|)=тЬ0, то S = {0}, откуда следует, что | * | > 0 почти
всюду.

Итак, мы знаем, что каждый вещественный собственный век-
тор с собственным значением | Л | | почти всюду не равен нулю,
а также что Л |гр| = | | Л [||гр|. Таким образом, разность |i |)|—if
либо есть собственный вектор с собственным значением || Л [|, либо
тождественно равна нулю. Поэтому она либо почти всюду исче-
зает, либо почти всюду не исчезает. Это означает, что каждый
вещественный собственный вектор с собственным значением | | Л |
или почти всюду строго положителен, или почти всюду строго
отрицателен. Если бы Л обладал двумя вещественными собствен-
ными векторами с собственным значением |Л| | , то он обладал бы
двумя ортогональными почти всюду положительными собствен-
ными векторами. Поскольку это невозможно, заключаем, что А
имеет только один собственный вектор с собственным значением
|]Л||и этот собственный вектор строго положителен.

Пусть, наконец, ^ — произвольный собственный вектор с соб-
ственным значением || А ||. Поскольку Л переводит положитель-
ные функции в положительные, он переводит вещественные функ-
ции в вещественные, так что Ке(Лгр) = Л (Re-ф). Значит, Re яр и
Irrnf) — собственные векторы с собственным значением \А\. От-
сюда следует, что -ф—произведение все того же единственного
вещественного собственного вектора на комплексное число. |

Чтобы применить этот результат к низшему собственному зна-
чению самосопряженного оператора, можно воспользоваться либо

8 .V« 2948
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резольвентой, либо полугруппой, порожденной этим оператором.
Заметим сначала, что справедливо такое

Предложение. Пусть Н-^самосопряженный оператор, ограни-
ченный снизу. Пусть £ = inf а ( Я ) . Оператор е~ш сохраняет
положительность при всех t > 0 тогда и только тогда, когда
(Я—Я,)"1 сохраняет положительность при всех \<Е.

Доказательство. Предложение следует из формул

(Я — k)-ly= [e"e-lH4>dt К<Е,
о

e-'"<p= lim ( I + T ) ~ V '>°«

знакомых нам из теории полугрупп (§ Х.8). В случае самосо-
пряженного оператора их легко доказать посредством функцио-
нального исчисления.

Теорема XIII.44. Пусть Я —самосопряженный ограниченный
снизу оператор в L 2 ( M , 4 i ) . Предположим, что e~tH сохраняет
положительность при всех / > 0 и что Е = info (Я) — собственное
значение. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(a) Е — простое собственное значение со строго положительным
собственным вектором,

(b) оператор (Н — Л,)"1 эргодичен при некотором Я < Е;
(c) оператор е~ш эргодичен при некотором t > 0;
(d) (H—Я,)"1 усиливает положительность для всех К < Е\
(e) e~tH усиливает положительность для всех t > 0.

Доказательство. По теореме XI 11.43 эквивалентны (а), (Ь) и (с)
и очевидно, что (d)=^>(b) и (е)=»(с). Мы завершим доказатель-
ство, показав, что (с) =з> (d) и (е).

(c)=s>(d) Пусть и и У—положительные векторы. Поскольку
е~ш при некотором / эргодичен, (и, e~sHv)>0 для некоторого
s > 0. Но функция (и, e~sHv) непрерывна, поэтому она больше
нуля при s из некоторого интервала. Итак,

(и, (Я — Л,)~1у)= \еи(и, e-s"v)ds>0.
о

(с) =Ф (е) Пусть и, v положительны, и пусть В == {t >
> 0 |(u, e~tfiv) > 0}. Поскольку В непусто и функция (u,e~tHv)
аналитична в окрестности положительной вещественной оси, то
множество (0, оо)\В может иметь в качестве предельной точки
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только 0. В частности, В содержит произвольно малые числа.
Итак, если можно показать, что из £ > s и s£B следует t£B,
то можно заключить, что £ = (0,оо). Фиксируем s£B. Тогда
(и, e~sHv) > 0, так что произведение и (•) (e~sffv) (•) не есть тож-
дественный нуль. Пусть w=mm{u, e~sffv\. Тогда функция w (т)
не равна тождественно нулю. Поскольку е~хИ сохраняет поло-
жительность, то

(и, е~хН (e~sHv)) ^ (и, e~xHw) = (е~хНи, w) ^ (e~xHw, w) =
= \\e-xH^wf>0.

Мы воспользовались тем, что w положительна и что е~хН/г сох-
раняет положительность, откуда заключили, что e-xff/2w-/=0.
Итак, из s£B и т > 0 вытекает S + T £ J 9 . Щ

Пример 3 (заново). Пусть А—оператор в комплексном гиль-
бертовом пространстве 5?, коммутирующий с заданным
комплексным сопряжением, а также удовлетворяющий неравен-
ству A^cl для некоторого с > 0 . Пусть H = dT(A)—вторичное
квантование А в ¥\(Ж), рассматриваемое как оператор в L2(Q, d\i)
(см. § Х.7). Тогда М20 = 0, хотя A t {Qg}1- ~^cl. Таким образом,
Н обладает невырожденным строго положительным основным
состоянием. Мы заключаем, что оператор Т (e~tA) = e~tH усили-
вает положительность при всех t > 0.

В приложениях теоремы XI 11.44 очень полезна следующая
теорема теории возмущений. Помимо нее в теории возмущений
имеется другой результат, основанный на резольвенте, а не на
полугруппе, который также весьма полезен (см. задачи 91, 92).

Теорема ХШ.45. Пусть Н и //„ — полуограниченные самосо-
пряженные операторы в L*(M, ф ) , где <М, ц> — пространство
с а-конечной мерой. Предположим, что существует последова-
тельность ограниченных операторов умножения Vn, такая, что
последовательность H0-\-Vn сходится к Н ъ сильном резольвент-
ном смысле, a H — Vn сходится к Я о в сильном резольвентном
смысле. Предположим далее, что Н — Vn и H0-\-Vn равномерно
ограничены снизу. Тогда

(a) e~tH сохраняет положительность в том и только том случае,
когда сохраняет положительность е-'"*;

(b) семейство операторов \e~iH\ U L°°(M, d\i) неприводимо на
L* (M, d\\) в том и только том случае, когда \e~iH°\ [) L™ (M, dp)
неприводимо на L2 (M, d\i).

Доказательство. По формуле Троттера для произведения (тео-
рема VI 11.31) и по непрерывности, гарантируемой функциональ-

8*



228 XIII. Спектральный анализ

ным исчислением (теорема VIII.20),

< r ' " = s-lim ( s-lim [e-<»./me-<vB/m]»\ (72a)

e-iH° = s-lim ( s-lim [е-"*/те+ягп/ту,\ (72b)

Поскольку операторы e±tv»/m сохраняют положительность, мы
видим, что (а) выполняется. Более того, из (72) и того, что
e±tvnim£L°°(M), следует инвариантность относительно e~tH любого
подпространства, инвариантного относительно действия e~tH«
и IT (M). |

Теперь можно применить теорему XIII.44 к шредингеровым
операторам и к пространственно обрезанным Р (<р)2-гамильто-
нианам.

Теорема XIII.46. Пусть Я —гамильтониан jV-частичной шредин-
геровой системы с отделенным движением центра масс. Предпо-
ложим, что потенциалы V{J лежат в R + (L°°)e. Тогда, если Н
имеет собственное значение в качестве нижней грани своего
спектра, то оно невырожденно, а соответствующая собственная
функция строго положительна.

Доказательство. Согласно теоремам XIII.43 и XIII.44, нужно
только доказать, что e~tH сохраняет положительность и что
семейство \e~tH\ [}L°° (R3Ar~s) действует неприводимым образом.
Согласно примеру 1 и доказательству части (Ь)=Ф(С) тео-
ремы XI 11.43, мы знаем, что это так для e~tfi«. Пусть V^f опре-
делены посредством

(*) =
V
п.>

-л.

если |
если
если

У и (*) 1
У и (х)
У и W

^ п.
>п,

1 < —П.

Легко доказать, что V,-/-— VJy* —•- 0 по норме Рольника. По тео-
реме VIII.25 (с), HO + XVW-~H яН — 2У$>-+-Н, в равномер-
ном резольвентном смысле. Поэтому применима теорема XIII.45,
что завершает доказательство. |

Следствие. Пусть Н удовлетворяет условиям теоремы XII 1.46
и #i|>= £Ч|>, где E = inia (H). Пусть U — произвольный сохра-
няющий положительность унитарный оператор, коммутирующий
с Н. Тогда Uty = ty.

Доказательство. Поскольку U коммутирует с И, то ( | )
— Е (U^>). Но Е невырожденно, поэтому Uty = aty. Поскольку U
унитарно, то | а | = 1, а поскольку U сохраняет положительность
и г|з положительно, то а = 1 . |
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Например, если все Vц сферически симметричны и Н имеет
собственное значение в качестве нижней грани спектра, то соот-
ветствующий собственный вектор остается инвариантным при
поворотах и отражениях.

Мы обращаем внимание читателя на то, что в теореме XII 1.46
речь идет о низшем собственном значении Н как оператора во
всем La(R3JV~3). Если Н коммутирует с семейством д* перестано-
вок координат и мы сужаем его на некоторое подпространство
из L2 (RaN~s) с определенной симметрией относительно переста-
новок, то наинизшее собственное значение суженного оператора
не обязано быть невырожденным. Действительно, в силу след-
ствия, если только мы не следим за подпространством, поточечно
инвариантным относительно 5*, основное состояние суженного
оператора есть возбужденное состояние несуженного оператора.
Отсюда вытекает утверждение, что основные состояния бозонных
систем невырожденны, в то время как основные состояния ферми-
онных систем могут быть вырожденными.

Теорема ХШ.47. Пусть функция V £ Цж (Rm) положительна и
lira V(x) = oo. Тогда оператор — Д + V имеет невырожденное

1 11 1
строго положительное основное состояние.
Доказательство. В § 14 мы увидии, что оператор —A + V имеет
чисто дискретный спектр, так что нижняя грань его спектра
наверняка есть собственное значение. Доказательство оставшихся
заключений близко к доказательству теоремы XIII.46 с точно-
стью до одной детали. Пусть Vn=min\Vy п\. Тогда все опера-
торы — A4-Vn, — A + V, —Аи — A + (V — Vn) в существенном
самосопряжены на С" (Rm) по теореме Х.28. Более того, для
любого г|> € С" (Rm) имеем У„гр —»- Уч̂  в /А Таким образом, по
теореме ХШ.25(а) мы имеем сильную резольвентную схо-
димость. |

F-сли включить в рассмотрение очень сингулярные потен-
циалы V, то оператор — A + V, определенный как сумма квад-
ратичных форм, может обладать вырожденным основным состоя-
нием (см. пример 2 из § 13 и задачу 95). (Ссылки по поводу
следующего результата даны в Замечаниях.)

Теорема X/I/.48. Пусть G—замкнутое подмножество нулевой
мсрЫ В IK. , и l i y C i a ' С ^loc V04- Ч4-1/» ' =**• "• чу^-ч> <->iiOf/ciiî p

Н == — A + V определен как сумма квадратичных форм. Тогда:
(a) если R"\G связно и \п1а(Н) — собственное значение, то это

простое собственное значение и соответствующая собственная
функция строго положительна;

(b) если R"\G несвязно, то V можно выбрать так, что Н имеет
вырожденное основное состояние.
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И наконец, мы обращаемся к проблеме существования и един-
ственности основных состояний в рамках теории гиперсжимаю-
щих полугрупп (см. § Х.9).

Теорема XIII.49. Пусть #„ порождает усиливающую положи-
тельность гиперсжимающую полугруппу на вероятностном про-
странстве с мерой <М, р,>. Предположим, что V есть (не обяза-
тельно ограниченный) оператор умножения, причем V и e~v

лежат в П Ls(M, dpi). Пусть H = H0 + V. Тогда:
р < «•

(a) Е = inf a(H) —собственное значение;
(b) E невырожденно;
(c) собственная функция основного состояния строго положи-

тельна.
В частности, свойства (а) —(с) выполняются для пространственно
обрезанных Р (ср)2-гамильтонианов.

Доказательство. Докажем сначала (Ь) и (с), предполагая, что
выполнено (а), а затем докажем (а). Пусть Vn определено по-
средством

I V(q), если |V(</)|<«,

V« (?) = ] «. если V (д) > п,
У — п, если V (<?) < — п.

Поскольку Vn —* V в каждом LP (р < оо) и sup {|e~t'B||/,,

l l l , } < о о , то по теореме Х.60 H0 + Va-*Hl) + V и Но +
•j-V — Vn—* Но в равномерном резольвентном смысле. Поскольку
g-'Но — усиливающая положительность полугруппа, то применима
теорема XI 11.45, а потому (Ь) и (с) выполняются, если спра-
ведливо (а).

Для доказательства (а) будем действовать следующим обра-
зом. Пусть t выбрано так, что /4 = ехр(—tH) ~ ограниченный
оператор из L2 в L*. Нужно только доказать, что ||Л|| — собст-
венное значение А. Конечное разбиение пространства М есть
семейство {51; . . . . 5„}== а попарно непересекающихся измеримых
подмножеств в М, объединение которых есть М. Если а и р —
разбиения, то будем писать Р > а , если каждое множество из (3
есть подмножество некоторого множества из а. Для каждого
разбиения а определим проектор

Sea

и положим Аа = РЛАРа. Докажем сначала следующие свойства
набора {/'а}:
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(i) s-\\mPa= 1;
а

(ii) Pa сохраняет положительность;
(Hi) Pa есть сжатие на каждом LP(M, ф ) .
Для доказательства (i) заметим, что />„1|з = 1|э для любой простой
функции ij) при достаточно большом а. Поскольку множество
простых функций плотно, отсюда следует (i). Свойство (ii) оче-
видно, a (iii) следует из (ii).. равенства Р а 1 = 1 и теоремы Х.55а.
Итак, {Аа} удовлетворяет условиям

(iv) s-lim Л„ = Л;

(vi) существует такое К, что || Ло^г^/СНЛ а | | | |1 |э | | а для всех
и всех а.

Свойство (iv) следует из (i); (vi) следует из (iii) и того факта,
что || Лгр^ <;/Cj| ij)||2 для некоторого К, а также неравенства
|| Л»I ^ (Л1, 1). Для доказательства (v) заметим сначала, что
\АаI^|| А||, поскольку \РЛ=\. С другой стороны, в силу (iv),
1 А | | ^ lim|| Л а | | . Итак, Н т | Л а | | существует и равен \А\.

Фиксируем разбиение a = {Si, . . . , Sn\. Тогда R a n P a естест-
венно изоморфен С" посредством отображения 2 C J X S , . •—>(ci. •••»с„).
Представим С" как ^ 2 ({1, ••., п), dv), где v(t) = [i,(5i). Тогда
Аа сохраняет положительность на С". Поскольку Аа — положи-
тельно определенная конечномерная матрица, то || Аа || — собст-
венное значение, так что можно найти такое ц>а^ЯапРа, что
Лафа = || Л а | | ф а . По построению в доказательстве теоремы XIII.43
•ф» = I Фа I — собственный вектор. Нормируем ^"так, чтобы ||i|3a | |2= 1.
Тогда, с одной стороны, || 1|эа ||4 <; К, а с -другой, l = | | ^ a | | 2 < i
<| |^а| |1 / 3 | |^а1|4 / а по неравенству Гёльдера. Итак, I ^ f c ^ / C - * .
Пусть 1|э —слабая предельная точка направленности {tya}, и пусть
{\ — поднаправленность, сходящаяся к 1|э. Тогда для любого

(Ф, Лг1з) а (Лф, Пэ) = lim (Лф, %) = lim J Л3 [| (ф, ^ р ) = || Л (| (ф,
Э 3

так что ЛФ=| | ЛЦ^. Более того, поскольку % 1> 0, то j |^ a i | ,
= (1, Уа)^К~2- Итак, (1, г|з)>/С-2. В частности, г|э=^О. i аким
образом, || Л | — собственное значение. 1

Дополнение 1 к § XIII. 12. Критерии Бёрлинга — Дени

Существует один особенно, простой критерий того, что поло-
жительный самосопряженный оператор Н в L2(M, ф ) порождает
сохраняющую положительность полугруппу.
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Теорема XIII.50 (первый критерий Бёрлинга—Дени). Пусть
Я ^ 0 — самосопряженный оператор в L*(M, d\x). Продолжим
матричный элемент (г|з, Яг|>) на все L2, полагая его равным бес-
конечности, когда ij)$Q(#). Тогда следующие утверждения
эквивалентны:
(a) е~*н сохраняет положительность при всех t > 0;
(b) (| и |, Я | и | Х (и, Ни) для всех и 6 L2;
(c) e~tH сохраняет вещественность и (и+, Ни+)^(и, Ни) для

всех вещественнозначных u£La (здесь u+ (лг) = тах{и(л;),, 0});
(d) e~m сохраняет вещественность и («+, Ни+) + (и_Ни_)*£^

^ (и, Ни) для всех вещественнозначных u£L* (здесь
u_ = u+— и).

Доказательство. Мы докажем, что (а)=^(Ь)=£(а). Доказатель-
ства остальных импликаций аналогичны и оставлены читателю
(задача 96).

(а)=4>(Ь) При нашем способе продолжения (-,Н-) на La

(u, Hu)= lira ^-x[(u, (I—e- ( W )u)]. (73)
t -*• о

По предположению (а), | е~*яи | ^ е~ш \ и |, так что

(и, e~tHu) = |г-W 2u[[ 2<|[г-'"/ г | u |jja = (| и |, в~ ' я | и|

Отсюда, поскольку (и, и) = (| и |, |и |), имеем

так что (Ь) следует из (73).
(Ь) => (а) Предположим, что и — положительная функция и

а > 0 . Пусть до=(Я + а)~хм; определим Q(tp) = (<p, Яф)+а(Ф, ф)
на, всем L2. Заметим сначала, что для <р££)(Я) и любого ty

Итак, если Rew^O, то
Q (w + v) = Q (w) + Q (о) + 2Re (u, w) > Q (w) + Q (о).

Другими словами, если фз==до + о удовлетворяет неравенству
R e 9 ^ R e a ; , то Q(Ф)^Q(ш), причем равенство имеет место
только при ф = а>. По предположению (b), Q( |a; | )^Q(a;).
Поскольку Re|a^|^Retw, мы видим, что |а>] = ш, т.е. w^Q.
Таким образом, мы убедились, что {Н + а)~1 сохраняют поло-
жительность для любого а > 0. Поэтому, согласно предложению,
предшествующему теореме XIII.44, наша полугруппа сохраняет
положительность. 1

Пример I. Из критерия (d) следует, что конечномерная положи-
тельно определенная матрица порождает сохраняющую положи-
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тельность полугруппу тогда и только тогда, когда все ее
внедиагональные элементы отрицательны. Это довольно легко
доказать непосредственно в более общей форме (задача 97).

Пример 2. Можно обнаружить непосредственно, без обращения
к формуле Троттера для произведения, что если V^-положи-
тельный оператор умножения и Я о порождает сохраняющую
положительность полугруппу, то тем же свойством обладает и
оператор Ho + V, определенный как сумма форм. Действительно,
когда Q (Я) = Q (Яо), критерий (Ь) справедлив для Яо в том и
только том случае, когда он выполняется для Я.

Пример 3. Легко видеть (задача 99), что лапласианы Дирихле
и Нейманз, определенные в § 15, удовлетворяют критерию (Ь)
и, таким обрааом, порождают сохраняющие положительность
полугруппы; иными словами, интегральные ядра их резольвент
(«функции Грина») —положительные функции.

Существует и несколько более тонкий критерий того, что
е~ш — сжатие на всех пространствах 1/>, в случае, если оно
сохраняет положительность.

Теорема XIII.51 (второй критерий Бёрлинга—Дени). Пусть
Я ^ О — самосопряженный оператор, порождающий сохраняющую
положительность полугруппу на L? (М, ф.). Тогда следующие
утверждения эквивалентны:
(a) е~ш — сжатие на каждом LP (M, ф.) для всех р и всех t^O;
(b) е~ш — сжатие на L°°(M, d\n) для всех t > 0;
(c) пусть (/л 1) (jc)s=min {fix), 1}; для каждого /^»0 имеем

((/л1), Я ( / л 1 ) ) < ( / , Я/);
(d) пусть F — произвольная функция иа С в С, удовлетворяющая

условиям | F (лг) | =̂ 11л;| и \F(x)—F(t/)|<;|j»—у\. Тогда
(F (/), HF (/)) < (/, Я/) для всех f£L\

Доказательство. Покажем, что (с)=£(Ь) и (a)=£(d). Импликация
(Ь)=Ф(а) вытекает из простой модификации интерполяционного
построения в доказательстве теоремы Х.55(а), a (d)=s>(c) полу-
чается, если заметить, что F(z)=* min {Re г, 1} удовлетворяет
условиям пункта (d).

(с)=Ф(Ь) Фиксируем такое u^L; что O ^ M ^ i . Определим

1 | » ( о ) - ( о , Hv) + \\u — vf~(v, {H+l)v) + luf— 2Re(u, v).

Пусть ^ - ( Я + 1 ) - 1 . Тогда ф {Ru) —1| и ||а — (и, Ru) и

((Ru-v), (H+l){Ru — v)) = (u, Ru) + (v, (H + l)v) -2Re(«, v),

так что
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Это означает, что ^ (о) принимает свое минимальное значение
тогда и только тогда, когда v—Ru. Теперь, поскольку 1

и по предположению (вл 1, Я (ил l))^(t>, Hv), если и ^ О . Итак,

Поскольку Ru минимизирует -ф, получаем, что Ru л 1 = Ru, т. е.
Яы<|1. Итак, #—сжатие на L". Аналогично, (1 -\-sJFfj~1— сжа-
тие на L* для всех в, так что e~lH= lim (I +tH/n)~n — сжатие

иа IT.
(a)=^>(d) В силу (73), достаточно показать, что

для всех ^ > 0. Пусть /С —конечномерное подпространство
л

в L*(M, ф ) функций вида 2 ai%Ar где {Л,-}"_,—непересекаю-
щиеся множества конечной меры. При упорядочении К' > К,
если К d К'', множество таких К становится направленным.
Если Р(К) — проекция на К, то s-liraP(K)=l, поэтому доста-

/С

точно показать, что
(F(P(A')a ( l - e - ' w ) F ( P ( i ( ) / K ( P ( i 0 / , (1-е- ' " )Я (/0Л

для каждого К. Пусть Ьи = (%АГ (1 — e-tH)%Aj). Тогда нужно
только доказать, что

^7) F (о,) Ьи < 2«^/6,/. (74)

Пусть А., = (хл,, Х ,̂) и а(7 = (хл;, e-tH%Aj). Тогда а , 7 > 0 и, по-
скольку ||е-*н%,4 Х^^,/, имеем

Пусть /Пу = %j — 2 а,7 ^ 0. Тогда b;/ = %;6{j—аи, так что

2,2,6,, - ^2 в„ | г,- - г, |2 + 2 «/! гу |«.

Из этих равенств следует (74). 1

Пример 3 (заново). Применяя критерий (с), легко видеть,
что лапласианы Неймана и Дирихле порождают сжимающие
полугруппы на Lp (задача 99).
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Дополнение 2 к § XEII.12. Формула Леви — Хинчина

Для применения теорем из § 12 необходимы методы дока-
зательства того, что полугруппы сохраняют положительность.
Если генераторы имеют вид — Д + У(*), то, как мы видели, по-
рождаемые ими полугруппы сохраняют положительность: явное
представление оператора е!А на L% (Rn) показывает, что он обла-
дает этим свойством, а формула Троттера для произведения
позволяет вывести отсюда, что и eHA~V) также сохраняет поло-
жительность. Естественно задать вопрос: для каких еще функ-
ций F (•) оператор F(—i\) + V{x) порождает полугруппу,
сохраняющую положительность? Конечно, если

где {аи) — строго положительно определенная матрица, то ответ
утвердительный, поскольку заменой переменных F(—iV) можно
свести к — Д + с. Однако a priori не ясно, какие другие функ-
ции допустимы.

Пусть F — непрерывная комплекснозначная функция на R",
вещественная часть которой ограничена снизу. Как в § IX.7,
введем'

В силу полуограниченности вещественной части F, оператор
F(—iV) порождает сильно непрерывную полугруппу на L2 (R").
Для не слишком «скверных» функций V теорема Х.50 показы-
вает, что F(—iV) + V(x) также порождает сильно непрерывную
полугруппу, а формула Троттера (теорема Х.51) сводит вопрос
о том, сохраняет ли положительность ехр (—/ (F(—IV) + V(JC))),
к тому же вопросу, но для ехр (— t (F (—iV))). Назначение этого
дополнения — охарактеризовать различными способами множество
функций, для которых это справедливо.

Сначала положим G (x) = e~tFU\ и пусть fug — положитель-
ные функции из <SP (Rn). Тогда

(/. G (— iV) g) = (G (p) g)" (?) = (2л)-"/* (6 * g) (?) =

= (2я)-«/*(& *(£*f))(0).

Итак, если G—полиномиально ограниченная положительная
мера, то (/, G ( — i V ) g ) ^ O для таких f u g . Таким образом,
по теореме Бохнера —Шварца (теорема IX.10), если функция G
положительно определена, то оператор G(—iV) сохраняет поло-
жительность. Обратно, если G(—iV) сохраняет положительность
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и мы положим gy(x) = f{x + y), то

(2я)-«/« (G */ */) (У) = {2n)-*i* (G*gy *Ъ (0) - (A G ( - /V) gy) ̂  0 .

Поскольку G умеренного роста, левая часть — полиномиально
ограниченная функция (теорема IX.4 (а)). Итак, по теореме Бох-
нера W (G */*/) = (2n)"|/|2G — положительно определенная функ-
ция. Если теперь заменить / (л;) аппроксимативной единицей /8 (х),
то | /е |

2 G —• G при е | 0 равномерно на компактных множествах,
так что функция G положительно определена.

Это доказывает характеристику, содержащуюся в первом из
эквивалентных утверждений следующей теоремы. Второе утверж-
дение дает характеристику в терминах самой F.

Теорема XIII.52. Пусть F (х) — комплекснозначная функция
на iR", вещественная часть которой ограничена снизу. Тогда
следующие утверждения эквивалентны:
(a) g-"'(-'V) — сохраняющая положительность полугруппа;
(b) e~tFix) для каждого t > 0 — положительно определенная обоб-

щенная функция в смысле Бохнера;
(c) T(x) = F(-x) и

S F (*,-*,)!,«,< О (75)

для всех xit ..., хт€ R" и г£Ст, удовлетворяющих условию
т

Доказательство. Уже доказано, что (а) и (Ь) эквивалентны.
Чтобы доказать эквивалентность (Ь) и (с), достаточно показать,
что если А = {пц) есть mx/та-матрица, а М (t)—матрица с эле-
ментами М (t)i/ = etav, то M{t) положительно определена при
всех t^O тогда и только тогда, когда А условно положительно
определена, т. е. (At,, О^О для всех £ £ С"1, удовлетворяющих

т

2 £; = 0. Таким образом, предположим, что M(t) положительно
т

определена при t ^ 0, и пусть 2 £/ = 0- Тогда {£, M(t)£,) = Q

при / = 0"и (£, Л 1 ( 0 £ ) ^ 0 П Р И t^sO. Следовательно,

( С . А О = • £ • & > M \ t m 9

так что А условно положительно определена.
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Обратно, предположим, что А условно положительно опре-
делена. Пусть е~вектор, все компоненты которого равны l/j/m,
и пусть Р — проектор на ортогональное дополнение к е. Пред-
положение относительно А означает, что произведение РАР
положительно определено. Итак, если определить аи = (РАР)ц

и написать

то легко проверить, что

для некоторого вектора Ь. Следовательно, М (t)tJ = М (/)l7 С {t)u,
где М (t)u= e'"U, a C(t)!y = etbte"'/. Пользуясь теперь приведенной
ниже леммой, по индукции получаем, что {eDij\ положительно
определена, если положительно определена {Ьи}. Применяя этот
результат, видим, что матрица М (t)tj положительно определена.
Очевидно, и C(t)[j обладает этим свойством, так что, снова поль-
зуясь леммой, заключаем, что матрица {M(t)(j\ положительно
определена. |

Доказательство теоремы завершается следующей леммой.

Лемма. Пусть {Dlf\ и \Fu) — положительно определенные мат-
рицы. Тогда матрица {DuFtJ} положительно определена.

Доказательство. Пусть {\Lk, dk\ и {k[t ft\—собственные значения
и отвечающие им собственные функции матриц {D^\ и {F(j\ со-
ответственно. Если {et\—стандартный базис в С", то

п

D,jFu = ['Z_ilikXl(el, dk){e,, ft){dk, e}) (/„ ej).

Фиксируем теперь k и /, и пусть si=(el, dk)(e,, / г). Тогда мат-
рица {s(sj\ положительно определена. Поэтому {DUFU}, будучи
суммой (с положительными коэффициентами) положительно опре-
деленных матриц, положительно определена. |

Функции^ удовлетворяющие (75). называются условно отри-
цательно определенными. Хотя мы уже охарактеризовали эти
интересующие нас функции, очень важно иметь другие харак-
теристики, поскольку, во-первых, неравенство (75) нелегко про-
верить, а во-вторых, из (75) трудно выделить другие необходи-
мые условия. Две дальнейшие характеристики дает следующая

Теорема ХП1.53. Пусть F(x) — комплекснозначная функция на
R", вещественная часть которой ограничена снизу. Тогда сле-
дующие утверждения эквивалентны:
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(a) e-'M-'V) — сохраняющая положительность полугруппа;
л

(b) для каждого а £ С я выражение —D*DF, где D = 2 a A - ,
я

a D* = — 2 ai-d/> есть положительно определенная обобщен-

ная функция;
(c) (формула Леви —Хинчина) существуют положительная ко-

нечная мера v на R" с v({0}) = 0, положительно определен-
ная матрица А = {aif}, вещественный вектор р и вещественное
число а, такие, что

§ [ ^ ] l ^ £ ! d v ( y ) . (76)

Доказательство. Покажем сначала, что (75) эквивалентно (Ь)
и (с). Итак, пусть справедливо (75). Тогда простое рассуждение,
основанное на аппроксимации, показывает, что

для любой функции / €Q° (R" ) , удовлетворяющей условию

^ = 0. Если D = ^ аД-, то $ Df (х) их = 0 для всех / ^
), так что

F(Uf*Df) = —F(D*D (/*/)) = — D*DF Q*f).

Следовательно, —D*DF — положительно определенная обобщен-
ная функция.

Покажем теперь, что из (Ь) вытекает (с). Хотя идея здесь
проста, но это самая длинная часть доказательства. Во-первых,
возникают некоторые усложнения, связанные с многомерностью
рассматриваемого случая, и, во-вторых, имеются технические
усложнения, обусловленные тем фактом, что a priori F — лишь
обобщенная функция. Поскольку мы хотим рассматривать фурье-
образ F, введем пространство Ш фурье-образов функций из Q°
с топологией, при которой ga—*g в Ш тогда и только тогда,
когда ga.—^g в С™. Благодаря теореме Пэли —Винера (тео-
рема IX.11) пространство Ш имеет описание во внутренних тер-
минах, однако здесь нас это не интересует. Пусть G — фурье-
образ F — определяется как линейный функционал на Е, задан-
ный равенством

(О, g) = (F, g).

Выберем такую функцию а £ Ж , что а (х) = 1 -4- О (х*) при лг = О.
Чтобы убедиться в существовании такой а, выберем любое р £ %
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с условием Р (0) = 1. Тогда

р (х) = 1 + 2 bjX; + 2 аих{х, + О (х3).
< '. i

Пусть р (х) — полином р (х) = 1 + 2 CiX{ + 2 d-ijXiX,, где с;- = — bh

diy=—аи + Ь;Ьу. Тогда а (х) = р (х) Р (х) лежит в 2, поскольку
С" замкнуто относительно дифференцирований на(х)=] +О(д^>.

Наша цель —доказать, что существует положительная мера а
умеренного роста и вещественные числа a,,, bt ( t = l , ••-, л),
ctJ (i, / = 1. . . . , п), такие, что

. I > 0

I S ^ ^ у (77)

с положительно определенной матрицей {Сц} и
0 < U | < 1

da < оо. Приведение формулы (77) к виду (76) мы пре-
1М> I

доставим читателю (задача 100).
Считая G фурье-образом F, находим, что (77) эквивалентно

равенству

(G, Ф) J [Ф(X)-а(X)(Ф(0) +Х-Уф(0))]da(X) +
14>о

+ О„Ф (0) + _2 Ь,(д,ф) (0) - ^ 2 си (д^ф) (0) (78)

для всех Ф € ^ . Пусть мы можем доказать, что

(G, ф) J ф(Х)£*а(Х)— 2 С £ / («Э ^ , - Ф ) ( 0 ) (79)
1 М о ' ?=1

для всех ф, обращающихся в нуль в точке А,= 0 вместе с про-
изводной. Тогда (78) получается применением формулы (79)
к ф (к)—а(А,)[ф (0) + Х-Уф (0)]. Далее, заметим, что правая часть
(79) определяет непрерывный функционал на {ф£2|ф(0) = 0 =
= dfq>(0), / = 1, ••-, п\, если только

da < о о

(задача 101), и что суммы функций вида X^ij), где ty£2, сов-
падают с суммами функций ф€^>> удовлетворяющих условию
ф(О) = О = д/р(О) (задача 102).
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Итак, для доказательства формулы (76) достаточно убедиться,
что существуют мера da, удовлетворяющая указанной оценке,
и положительно определенная матрица c{j, такая, что (79) спра-
ведливо для всех ф вида А,,-А,/ф, где $€%. Прежде всего мы ут-
верждаем, что существует знаконеопределенная мера dvu на R",
такая, что

(G, Х{Х^) = — J г|> (X) dvu (X) (80)

для всех i|>£2. Действительно, —{XldzXj)iG определяет поло-
жительную меру умеренного роста по предположению (Ь) и тео-
реме Бохнера, и

hh - ги [(.h + h)' - (h - МЧ-
Поскольку

мы видим, что меры dvu удовлетворяют условию
X^t dvu = X{kj dvfcl. (81)

Поэтому можно определить меру da на R"\{0}, имеющую уме-
ренный рост на оо и такую, что $ |A,|ad|<x | < оо, дейст-

о < i х| < 1
вуя следующим образом. Пусть Qu = {'k\XiX/=£0}. На пи поло-
жим d[i=^(X!X/)~1dy>ij-. В силу (81) эта мера корректно опреде-
лена на и й 1 7 = Кп\{0}. В частности, согласно (81), ц {X 1^,^ = 0,
Я ^ 0 } = 0, так что, в силу (80),

(G, V-/l>) = - J (M
U i o

Полагая теперь q>= X{Xyty, получаем -ф (0) =» (д&у) (0) и, более
того, (дй3гф)(0) = 0 во всех случаях, кроме {k, l) = \i, /}. Итак,
(79) доказано с са = v l7 ({0}).

Остается только доказать, что da положительна, причем

\ d a < оо, а {с{/} положительно определена. Чтобы убедиться

в положительности а, заметим, что по предположению Х\ da по-
ложительна при любом t, а потому положительна и A.2 da. Более

того, 2 l V / / - v t ( l ° l ) ^ ° -^я лю601"0 С€С", где vf— фурье-
п

образ —D'ZDZF, а ОС==2СД-- Наконец, J da < оо в силу

рассуждения (задача 103). основанного на формальном соотно-

шении F (0) =* — V (1 —а (Я,)) da-\-aQ. Итак, доказано, что из (Ь)
| Х | > 0

следует (с).
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Остается показать, что из формулы Леви — Хинчина вытекает
формула (76). Прежде всего заметим, что

( 8 2 >

Действительно, когда \у\^1, левая часть ограничена функцией
2 + 1/2х, а когда | * / К 1, функцией С|ху|2-f-1xy\ (ул/(1 + у2)).
В силу (82), любая F вида (76) есть обобщенная функция уме-
ренного роста, удовлетворяющая оценке

(83)

а непосредственное вычисление показывает, что каждая обобщен-
ная функция —(D*D)F положительно определена. Поскольку F
умеренного роста, она имеет фурье-образ F. Более того, как
и при доказательстве импликации (Ь)=5>(с), фурье-образ dfijF
есть знаконеопределенная мера dvu с условием, что dv£ =
— 2 £ / £ / ^ v i / — положительная мера для каждого ££С Л . Итак,.
для любых функций fi(k) (i — l, . . . , п) имеем

*№,(*)> о.

Предположим теперь, что j / (х) dx = 0. Тогда f(0) = 0, так что,

по простым соображениям, / (k) = 2 ^ifi (^). г Д е /; (*) € &> Отсюда
следует, что

F (x-y)T(x) f (y)dxdy = -^lf^k)fj (k)dvu (k)^0. |

Пример I. Ответим теперь на вопрос о том, какие самосопря-
женные дифференциальные операторы в частных производных
с постоянными коэффициентами порождают сохраняющие поло-
жительность полугруппы. Пусть F (р) — ограниченный снизу по-
лином от п переменных, и предположим, что ехр (—tF (—tV))
сохраняет положительность. Тогда, по теореме XIII.52, F условно
отрицательно определена, а согласно (83), F должна иметь по-
рядок не более 2. Кроме того, из условия самосопряженности
F (р) = F (р) и условия F (p) = F (—- р) (из (75)) вытекает, что члены
первого порядка отсутствуют. Итак, F(P^/^^jZi/PiPj- H

п

нец, при £ € С" и £>с = 2 £Д- имеем

Поскольку DW^F отрицательно определена в силу части (Ь)
теоремы ХШ.53, матрица {atJ} должна быть положительно опре-
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деленной. Итак, самосопряженные дифференциальные операторы
в частных производных с постоянными коэффициентами, которые
порождают сохраняющие положительность полугруппы, исчерпы-
ваются операторами следующего вида:

F(— tV) = — 2 аид0, +с,

где матрица {а;/} положительно определена. С другой стороны,
каждый из таких операторов заменой переменных может быть
сведен к виду —А 4- с, так что все они действительно порождают
сохраняющие положительность полугруппы.

Из этого примера ясно, что если мы хотим найти новые ус-
ловно отрицательные функции (удовлетворяющие условию F(p) =
= F (р)), то следует искать нечто более сложное, чем полиномы.
С этой целью полезно упростить условие (Ь) теоремы XII 1.53.

Теорема XIII.54. Пусть F — сферически симметричная полино-
миально ограниченная непрерывная функция с /г(0) = 0. Пред-
положим далее, что функция Л/*1 положительно определена. Тогда
F условно отрицательно определена.

Доказательство. Пусть 0 = — F. Тогда k2G — полиномиально
ограниченная положительная мера. Поэтому G продолжается
с #" (R") на множество включающее все функции вида k*f (k),
где / непрерывна и knf(k)—+Q при \k\—• оо. В частности, если
g^eS*, то к этому виду относится функция kikJklg = ki[(kikfkl)k~2]gt

а потому, как и при доказательстве теоремы XIII.53, существует
мера ц на R"\{0}, такая, что

G (k{k/ktg) = J kikfk

для всех g из У. Более того, \ k*dyi(k) < оо. Таким образом,

опять-таки, как при доказательстве теоремы XIII.53, имеем

-а.<Р (0) - 2 Ъ,д,ч (0) + 2 си (д,д/Ф) (0),

где функция a 6 Q 1 тождественно равна 1 вблизи нуля. Поскольку

k3 ф (k) < со, можно выделить из интеграла Я/Яу (д,-дуф) (0)
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и включить его в член с с,7. Тогда

(2л )«/*/•(*) = - J
> о

(84)

и, чтобы доказать, что F условно отрицательно определена,,
остается только показать, что матрица {y{j\ положительно опре-
делена. Поскольку F инвариантна относительно поворотов и та-
кой же можно выбрать функцию a, уи должна равняться у6,7,
так что нужно доказать лишь, что у > 0. Но фурье-образ AF
есть dv = tody. + 26 (A,)Тг(у„), так что пу = Тг(уи) = V2v({0}) > 0. |

Пример 2. Мы утверждаем, что функции
< а < 2 при п = 1 и О < а < 2 при п > 1 ,

2̂ (Р) = Vp2 + m\ m>0,
условно положительно определены. Действительно, в обоих слу-
чаях можно вычислить &.F и найти, что

(р) = (п—

Таким образом, нужно только доказать, что |р j a - 2 , (p + m )
и (р2 + т 2 )- 3 / 2 положительно определены. Далее, функция р2

условно положительно определена, так что e~tp* положительно
определена. Поскольку при а < 2

-^Ч-'Р* dt,

то функция | р | а ~ 2 положительно определена как интеграл от
положительно определенных функций, сходящийся как интеграл
от распределений. Аналогично при Р > 0

о

так что ( р а + т 2 ) - Р положительно определена при Р > 0.
Известный интерес представляет выбор в качестве свободного

гамильтониана формы Л0 = (р2 + т 2 ) 1 / 2 — т, поскольку это кван-
товый аналог энергии релятивистской частицы. Эта функция
должна описывать бесспиновые частицы (например, пионы) в об-
ласти, где релятивизм уже существен, но явления рождения
частиц (теоретико-полевые эффекты) еще не важны.

Следующая тема лежит в стороне от потребностей спектраль-
ной теории, однако мы включили ее в это дополнение из-за ее
важности для теории вероятности.
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Определение. Вероятностная мера ц на R" называется беско-
нечно делимой, если для любого п найдется вероятностная
мера vn, такая, что \i = vn*vn*. ..*vn (n раз). Фурье-образы
вероятностных мер называются характеристическими функциями.
Характеристическая функция / (х) называется бесконечно дели-
мой, если для каждого п существует характеристическая функ-
ция fn(x), такая, что / (х) = (/„ (х))п.

Мы хотим описать те функции, которые могут служить бес-
конечно делимыми характеристическими функциями. Пусть F
непрерывна. Сначала заметим, что если е-«Мр> положительно
определена для всех t > О, то г''"1'—бесконечно делимая ха-
рактеристическая функция. Но верно и обратное. Действи-
тельно, предположим, что e~F (p> бесконечно делима. Тогда су-
ществует положительно определенная функция g2, такая, что
g2{pY = e~F(PK Очевидно, g2 (р) = ± ехр (—V,F (р)) для всех р.
Но так как g2 и F непрерывны, a ga (0) = 1 = + ехр (—l/2F (0)),
то и при всех р имеет место знак плюс. Этим способом полу-
чаем, что ехр (—2~nF) положительно определена для всех п.
Поскольку произведения и пределы положительно определенных
функций положительно определены, ехр (—tF(p)) положи-
тельно определена при всех t. Это замечание в соединении
с уже доказанными нами теоремами позволяет описать беско-
нечно делимые характеристические функции.

Теорема XII 1.55 (теорема Леви — Хинчина). Каждая бесконечно
делимая характеристическая'функция G имеет вид G = e~F, где
F — некоторая функция вида (76).

Доказательство. Пусть Gm— положительно определенная функ-
ция, причем {Gm)m — G. Тогда Gm(0)=l, и, в силу непрерыв-
ности G, G (х) ф 0 при | х | < е для некоторого подходящего е.
Таким образом, Gm{x)—» 1 при | л : | < е , когда т -*оо. Пониже-
следующей лемме Gm (х) —• 1 для всех х, так что G (х) никогда
не обращается в нуль. По фундаментальному топологическому
свойству R" любая не обращающаяся в нуль комплекснозначная
непрерывная функция на R" обладает однозначно определенным
непрерывным логарифмом, если только его значение фиксиро-
вано в одной точке. Итак, существует единственная непрерывная
функция F, такая, что G = e~F и F(0) = 0. Поскольку G огра-
ничена, вещественная часть F ограничена снизу. Согласно заме-
чанию, предшествующему этой теореме, ехр (— tF (x)) положи-
тельно определена при всех t > 0, так что по теореме XIII.52
ехр (—tF(—iV)) — сохраняющая положительность полугруппа.
Итак, в силу теоремы XIII.53| существует конечная положи-
тельная мера, такая, что выполняется формула Леви —Хин-
чина (76). |
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Лемма. Пусть Gm — последовательность положительно опреде-
ленных функций, причем G m ( 0 ) — l . Предположим, что, когда
т—»оо, Gm (х)—>• 1 для х в некоторой окрестности нуля. Тогда
G () * в с е х х-

Доказательство. По предположению, существуют меры \im на R",
такие, что

По предположению же, каждая fiOT имеет единичную массу. Более
того, элементарное применение теоремы Фубини показывает, что

(2а)-»

^C\im{y\yi^a~l для некоторого i}t

где C = min( i—t/" 1 sin </) > 0. Итак, по предположениям о Gm,

для некоторого а имеем \im{y\ yt ^ а " 1 для некоторого {}—-О
при т—>• схэ. Будем рассматривать \im как меры на R", одно-
точечной компактификации R". Пусть ц^ — произвольная слабая
предельная точка последовательности fim. Такие предельные
точки существуют, ибо пространство о$+, i (Kn) компактно.
Поскольку и - т ^ П ^ ! ^ 0 " 1 } — * 0 при т—•« для некоторого а,
можно заключить, что ц^—мера на R", т. е. ц„ ({оо}) = 0, и что

J / (у) с1цт ш —>• ) f{y) ф „ для любой непрерывной ограниченной
функции на R", а не только для тех, которые на бесконечности
стремятся к константе. В частности, J eixy й\и„ (у) = 1 для ма-
лых |дс|. Пусть Q — семейство точек в этом множестве малых х,
все координаты которых рациональны. Легко видеть, что

П {у\е'ху = \} = {0}, поэтому мы заключаем, что Цо. = 60, точеч-
x e Q

нои массе в нуле. Поскольку каждая предельная точка после-
довательности \ат есть б0, цт —• б0 слабо, и, так же как выше,

\ f (у) d\im (у)—>-/(0) для любой ограниченной непрерывной /.
В частности, Gm (х) —- 1 для всех х. |

XIII.13. Отсутствие положительных
собственных значений

До сих пор мы избегали обсуждения вопроса о том, могут ли
шредингеровы операторы обладать собственными значениями,
погруженными в непрерывный спектр. Этот вопрос оказывается
очень сложным, а существующие результаты обычно требуют
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предположений более детальных, чем для любой другой спект-
ральной задачи. Более того, исследование этой проблемы пред-
ставляется особенно бесперспективным, поскольку имеются весо-
мые физические причины (мы обсудим их ниже) ожидать, что
таких собственных значений быть не должно. Приведем пример
интуитивных соображений в простом случае. Рассмотрим потен-
циал V(х), стремящийся к нулю при \х\—»-оо. На классическом
уровне единственный способ удержать частицу с положительной
энергией от ухода в бесконечность — это возвести барьер, т. е.
«привязать» ее с помощью закона сохранения энергии. Но в.кван-
товой механике существуют подбарьерные переходы, так что
можно было бы думать, что связанные состояния с положитель-
ной энергией невозможны. Однако все это не так просто!

Пример 1 (потенциал Вигнера—фон Неймана). Чтобы найти
потенциал V, для которого существует квадратично интегрируе-
мая функция г|э, удовлетворяющая уравнению (—Д + У)^ = |ф,
попытаемся подобрать \|). Если функция и сферически симметрична
и ц (г) = л)з (г), то — u" + Vu = u, или V—X+и''и-1. Чтобы V
стремился к нулю на бесконечности, произведение и"и~х должно
стремиться к — 1 , что наводит на мысль испробовать подстановку
и (г) = (sin r) w (г). Тогда

Чтобы V не имел особенностей, нужно, чтобы w обращалась
в нуль там же, где и sin г. Итак, функция w должна вести
себя примерно как

g{r) = 2r — sin 2/- = 4 lsm*xdx. (85)
о

Конечно, если взять w = g, то и не будет квадратично интегри-
руемой. Но если положить w— (I +g(r) s )~ 1 , то и будет квадра-
тично интегрируема, a w' = — 2g'g(l + § " ) " * будет иметь нули
в правильных точках. Останавливаясь на этом выборе w и вы-
числяя V, найдем

V (г) «[1+£(/•)•]-•(—32 sin r) [g (г)3 cos r -
— 3g (г)2 sin3 r + g (r) cos г + sin3 r],

где g(r) задается формулой (85). Этот довольно сложный потен-
циал V обладает тем свойством, что оператор — A + V имеет,
собственное значение в точке + 1 с собственным вектором

даже несмотря на то, что V ограничен и стремится к нулю на
бесконечности, так что [0, оо)с:а(—A + V) по теореме Вейля
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о существенном спектре. Заметим, что V обладает асимптоти-
ческим поведением

V (г) = — 8 (sin 2r)/r + 0 (г- 2 ).

Это означает, что V осциллирует и медленно убывает на оо.
Мы увидим, что оба эти качества являются решающими для
существования положительных собственных значений. Более по-
дробное рассмотрение примеров такого рода можно найти во
втором и третьем дополнениях к § XI.8.

Физику, который уверовал в предсказание, что положитель-
ных собственных значений быть не может, столкнувшись с при-
мером 1, не избежать ответа на вопрос: почему же ошибочна
интуиция? Решающее свойство V — это его осцилляции. Как и
в примере 1 в дополнении к § Х.1, мы воспользовались тем,
что квантовомеханические частицы отражаются от выпуклостей
потенциала. Потенциал V устроен таким образом, что для этой
специальной картины колебаний потенциала отражения проис-
ходят когерентно. Эта интерпретация наводит на мысль, что
появление собственных значений в положительном спектре —
вещь очень необычная, зависящая от детальных свойств «коге-
рентности», присущих потенциалу. Она показывает также, что
было бы трудно сформулировать простые общие условия, исклю-
чающие возможность появления таких связанных состояний.

Пример 2. Пусть У ( Л ) = | | Л ; | — 1 1 " 1 на R3. Функция V не ле-
жит даже в L}oc (R3), но область Q (V) Л Q (— А) плотна, так что
оператор —А + У можно определить как сумму квадратичных
форм. Этот оператор имеет собственные значения с положитель-
ной энергией по следующей простой причине. Любой вектор
T|jgQ(V)riQ(—А) обращается в нуль на сфере единичного'ра-
диуса, а потому оператор — Д + V оставляет инвариантным
множество .9£l = L2 ({х]\ х\ < | 1}). Таким образом, $? разлагается
в прямую сумму Жх<&Жг, и потому Я = Я 1 ф Я я , где Нх имеет
чисто дискретный спектр. Доказательство этих утверждений мы
оставляем читателю (задача 104).

Этот пример довольно искусствен, но он показывает, что
зопрос о положительных собственных значениях связан с вопро-
сом о том, может ли оператор — A-f-V иметь собственные век-
торы с компактными носителями. Мы вернемся к этому аспекту
проблемы ниже, а также в дополнении.

Пример 3. Пусть V — сферический потенциальный ящик в R3,
т. е. V(x) =—с, если | * 1 < : 1 , и V(x) = 0, если |х\ > 1. Мы ищем
решения уравнения (—A + V)ip = O. Если ^(х) = \х\~1 и(\х\)х
xYlm(x), где х — единичный вектор в направлении х, a Yш —
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сферическая функция, то и удовлетворяет уравнению

— «
л
 + /(/+1)г-»ы + У(г)и = 0. (86)

Решения (86) в области г > 1, где V=0, суть г~1 и rl+1. Если
решение (86), которое регулярно при г = 0, в точности равно г~1

в области г > 1 (а этого можно добиться подбором с) и / ̂  1,
уравнение (—Д + 10'Ф = 0 имеет квадратично интегрируемые
решения.

Этот пример демонстрирует, что собственные значения с ну-
левой энергией и, в общем случае, пороговые собственные зна-
чения для n-частичных систем—это совершенно естественное
явление, и нельзя рассчитывать, что его удастся исключить.

Пример 4. Рассмотрим гамильтониан атома гелия:

который мы подробно обсуждали в § XII.6. При [} = 0 мы обна-
ружили высокую кратность собственных значений в непрерывном
спектре. Это происходило потому, что состояния с энергией, при
которой возможен распад, не могут реально распасться, по-
скольку этот процесс должен включать в себя передачу энергии
от одной частицы к другой, а это невозможно при Р = 0 , так
как две частицы при этом не взаимодействуют друг с другом.
Даже при Р Ф 0 остаются собственные значения, погруженные
в непрерывный спектр, что связано с наличием симметрии, а
именно «естественностью» четности. Отметим, что все эти погру-
женные собственные значения проявляются при отрицательных
энергиях.

Урок, который можно извлечь из этого примера, таков:
должно быть, доказать, что n-частичные операторы Шредингера
не имеют погруженных собственных значений при отрицательных
энергиях, чрезвычайно трудно. В предыдущих случаях имелись
простые причины существования «погруженных» собственных
значений. Но как убедиться для заданной n-частичной системы
в отсутствии «скрытых» симметрии, которые могут породить
такие собственные значения?

На этих примерах становится понятно, почему рассматривае-
мая проблема столь сложна. Интуитивно ясно, что положитель-
ные собственные значения энергии не встречаются в «разумных»
ситуациях, но не менее ясно, что такие собственные значения
могут возникнуть благодаря «неразумным» тонкостям. Мы пред-
ставим четыре довольно разных подхода к этой проблеме. Пер-
вый относится к двухчастичному центрально-симметричному
потенциалу. Здесь уравнение Шредингера формально может быть
сведено к обыкновенному дифференциальному уравнению, поэтому
сравнительно легко провести полное исследование. Мы не будем
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приводить наиболее сильных результатов, включающих случаи
с локальными особенностями.

Теорема XIII.56. Пусть V — сферически-симметричная функция
на R", причем

$ (87)

для некоторого а > 0. Предположим, что V€Lf o c (R n \0) , и пусть
Я —произвольное самосопряженное расширение оператора — Д +
+ V с С" ( R n \ 0 ) , коммутирующее с поворотами. Тогда Н
не имеет строго положительных собственных значений.

Доказательство. Предположим, что (— Л + V) г|)= £г|з. Разложим г|з
по парциальным волнам (сферическим гармоникам). Тогда не-
которые компоненты этого разложения отличны от нуля, так
что нас интересует обобщенное решение уравнения

Еи (88)

на (0, оо), которое квадратично интегрируемо. Здесь с — константа,
зависящая от номера парциальной волны. Как и в § XI.8, по-
скольку Е > О, можно найти два независимых решения Йоста
интегрального уравнения, соответствующего (88), так как спра-
ведливо условие (87). Нетрудно показать (задача 105), что любое
решение уравнения (88) должно быть линейной комбинацией
этих двух решений Йоста. Поскольку ни одна из таких линей-
ных комбинаций не является квадратично интегрируемой на бес-
конечности, и должно быть тождественным нулем. |

Хотя потенциал из примера 1 не удовлетворяет условию (87),
он в точности принадлежит к тому типу, который рассмотрен
в дополнении к § XI.8, где мы построили решения Йоста для
потенциалов вида

л/
V (х) = 2 V" 1 s i n (<V) + 0 (г"1"8)

i = i

для любого Е —k2 Ф 0, ccf/4, ...,a%/4. Таким образом, из преды-
дущих рассуждений видно, что потбнцизл Вигнепэ ^оч ^£Йм2и2
может иметь положительное собственное значение только при
энергии Е, равной единице, т. е. при энергии, при которой он
действительно имеет связанное состояние рассмотренного типа.

Наш следующий результат позволит включить в рассмотре-
ние потенциалы, которые не обладают сферической симметрией.
Важной частью метода является теорема об однозначном про-
должении решения уравнения Шредингера. Чтобы понять, как
применяется это утверждение, предположим, что V£С? (&3),
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причем supp Кс:{д:|| д:| < R). Если (—Д + У)ц = £ц, то и удов-
летворяет уравнению — Д« = £ и на {х\\х\> R}=*Q. Как и
выше, можно разложить и по сферическим гармоникам на Q
и получить, что и = 0 на Й. Чтобы заключить, что решение и
тождественно равно нулю, нам необходима

Теорема XII1.57. Пусть V—функция на R", такая, что

(О операция умножения на V — Д-ограничена с относительной
гранью, меньшей 1; •

(п) существует замкнутое множество 5 нулевой меры, такое,
что R " \ S связно и V ограничена на каждом компактном
подмножестве в R " \ S .

Пусть Н = —Д + V, и предположим, что Ни = Ей для некоторого Е
и u£ZA Предположим, что и обращается в нуль на некотором
открытом подмножестве в R". Тогда и есть тождественный нуль.

Как показывает доказательство, данное в дополнении к этому
разделу, это локальный результат, относящийся к решениям
в смысле обобщенных функций уравнения (—&-\-V)u = Eu,
которые локально лежат в D (— Д). Причина введения усло-
вия (i) как раз и состоит в необходимости гарантировать, что
собственные функции локально лежат в D (— Д).

Предыдущее рассмотрение показывает, что ар ( — Д + К ) П
П (0, оо) = 0 для V £ C " . Это специальный случай следующего

общего утверждения.

Теорема XIII.58 (теорема Като — Агмона—Саймона). Предпо-
ложим, что V — потенциал, удовлетворяющий условиям тео-
ремы XIII.57, и что, кроме того, V = V1 + V2t где

(i) функция Vt ограничена вне некоторого шара { Л ; | | Л ; | < # 0 }

и |л:| V̂  (лг)—*0 при | * | —*оо;
(и) функция Vt ограничена вне некоторого шара { # | | л : | < # 0 }

и У2(х)—*0 при |д: |—*оо;
(Hi) если рассматривать V3 как отображение n—*-V2(r, •) из

(О, оо) в L"(S"~ 1 ), где Sn~% есть ( л — 1)-мерная сфера, то
V.z дифференцируема для | д г | > ^ ? 0 как Ь~-значная функция
и Пга г dVjdr < 0.

Тогда Н = — Д + V не имеет строго положительных собственных
значений.

Доказательство. Рассмотрим другие условия:
(И') V s ( ;c)<0 при | * | > # „ (вместо V2(*) — 0);

(iii') dV3(x)/dr^—r-1Vt при | * | > # 0 (вместо lira г дУг!дг < 0).
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Допустим, что можно показать, что —/i-\-V не имеет строго
положительных собственных значений при условиях (i), (ii'),
{Hi'). Но если задан V%, удовлетворяющий (ii) и (iii), то функ-
ция Vt = Vt— е удовлетворяет (ii') и (iii'), по крайней мере,
когда Ro выбрано достаточно большим. Применяя предполагаемый
для (i) — (iii') результат к —k.-\-Vi + Vi, мы видим, что —Д + У
не имеет собственных значений в (в, оо). Поскольку е произ-
вольно, можно довести доказательство теоремы до конца. Итак,
будем считать, что выполнены (i), (ii'), (iii').

Предположим, что ^ — вещественная собственная функция
оператора —A. + V с собственным значением Е > 0. Определим
функцию w из (0, оо) в L*(Sn~l, dQ) посредством

w(r, Q) = r<»-1)/i'i|)(rQ), (89)
так что

оо

I \\w(r)||i.« (Sn-i, dQ)dr < оо.

Далее мы будем опускать индекс у нормы. В более общей фор-
мулировке, для заданной (p£Ls(IRB) определим wv £ L* ((0, оо);
L*{S"-1, сЮ), dr) по (89) с заменой -ф на ф. Если q>€Q° (Rn), то

+»/«(п— 1) (га —3) r-*wv +Vwv, (90)

где В — оператор Лапласа — Бельтрами на U(Sn~l), описанный
в примере 4 дополнения к § Х.1. Равенство (90) может быть
доказано применением разложения по сферическим гармоникам,
как и в указанном примере. Ниже нам требуется только знать,
что — В есть положительный оператор.

При помощи функции w из (89) определим при г > / ? 0 функцию

F(r) = (w', w') + r~*{w, Bw) + (w, (E-Vt(r))w), (91)

где все внутренние произведения лежат в L* (S"" 1 , dQ). Объекты,
входящие в (91), все корректно определены. Действительно,
сначала заметим, что при <р£С"

где Шф=г(в~1'/* (d/dr) (г~1в~1)/аш,р). Из этого равенства следует, что
w'y и (ш<р, Bwv) определены почти всюду на (0. оо), если
<p6Q(— A).

Выберем Rt > Ro так, чтобы выполнялось неравенство
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для г > Rt. Такое Яг существует по предположению (i). Утверж-
дается, что почти всюду

F (г) > r - V x F (rt), r>rt> Rt. (92)

Дадим сначала формальный вывод (92). Если г > Rlt то

| -2Bw + {E — Vt)w) +

\\w'f—r-*{w, Bw) + E\\wf-(w,

где первое неравенство следует из (формального) равенства для
собственной функции, положительности оператора — В и оценки
(гУа)' = rV'i + Vs <* 0 п о условию (iii'). Последнее неравенство
обусловлено выбором Rl% Конечно, (92) получается интегрирова-
нием этого неравенства.

Приведем теперь строгий вывод (92). Пусть <p£Q°; опреде-
лим F,,, по (91) с заменой w на доф. Дифференцирование, при-
мененное выше к F формально, в применении к Fv законно
и дает

£ (rFv) > 2r (ш'ф, (£шф

для г > /?. Поэтому, если г > r t > /?1} имеем

г^ф (г) > г^ф (г,) + J 2t (даф (/), ^ ф (0 - ш Я ф (0) Л.

Подберем теперь ф„£С™ так, чтобы фга—>-г|) и —А<ря—+• — Aty
(такой выбор возможен, поскольку С~ — существенная область
определения для—А). Тогда # ф и —• Н^ = Ety. Итак, wVn—*w,
хюнч>„ —*• Ew и шф„ —>- ш' в L1 ((0, оо); L2 (S"" 1 , <2Q), dr) и после
перехода к подпоследовательности F9n —+F поточечно почти всюду.
Это доказывает (92).

Из (92) выводится, что F ( r ) ^ 0 при r>Ru поскольку если
бы это было не так, то левая часть (91) не была бы интегрируе-
мой. Но левая часть (91) интегрируема, ибо •v|)£D(—А) (зада-
ча 110). Теперь мы хотим доказать, что ш = 0 при г > /?2 для
подходящего /?2. Это повлечет за собой обращение г|> в нуль вне
некоторой сферы, а потому, по теореме об однозначном продол-
жении, \\> окажется тождественно равной нулю. В нашем даль-
нейшем вычислении мы проделаем только «формальные» выкладки,
оставляя читателю восполнение рассуждений по образцу только
что приведенных для Fv.
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Для любого т~^0 пусть wm — rmw и

G(m, r) = lw'mf + (k*-k*R1r-* + m{m+l)r->)lw
+ r-*(wm, BwJ-(wm, V2

Заметим сначала, что wm удовлетворяет равенству

+ (k*-V)wm = 0.

Тогда, пользуясь неравенством —(г*Уа)' = rVt — r (rV2)' ^ 0, легко
вычислить, что при г > Ro

Итак, при
d

Tr(r*G (m,

Отсюда следует, что для некоторого т0 функция гЮ (т, г) моно-
тонно возрастает на (Rlt оо), если т > пг0.

Предположим теперь, что w{ro)=£O для некоторого г0 > Rt.
Записывая

-{w, Vjv)+r-*(w, Bw)], (93)

видим, что G (m, /"„) > 0 для достаточно большого т. Комбини-
руя это утверждение с доказанной выше монотонностью, заклю-
чаем, что если ау(го)=7̂ =О для некоторого г0 > i?a, то для некото-
рого М (зависящего от r0) G (т, г) > 0 при всех т > М и г > г0.

Теперь можно завершить доказательство. По заданному г0,
такому, что w (г0) =^0 и r0 > Rlt выбираем т0 > М, а затем
Rz > гй т а к . чтобы для г > R2 выполнялось

Поскольку ^ J i w f d r < o o , ||шЦ не есть строго монотонно воз-

растающая функция на всем бесконечном интервале, [Rit оо),
а потому существует некоторое rt > R2, такое, что
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В частности, при г = гг

откуда, в силу (93),

О < rr*m°G (m0,

Коль скоро дано (92), это означает, что ^ jwf dr=oo, или Дш| г =0,
поэтому ш(го) = О для всех г0 > i^j. В силу однозначности про-
должения (теорема XIII.57), т|> есть тождественный нуль. |

Следствие. Предположим, что V удовлетворяет условиям тео-
ремы XIII.57. Если V имеет компактный носитель или если
V — потенциал отталкивания вблизи бесконечности (т. е. dV/дг ^ 0),
то связанных состояний с положительной энергией не существует.

Отметим, что, в силу своего асимптотического поведения,
потенциал из примера 1 нарушает как условие rVt —»- 0, так
и условие на rdVjdr.

Третий метод контроля за связанными состояниями с поло-
жительной энергией, который мы обсудим, включает в себя тео-
рему вириала. Эта теорема утверждает, что если г|>— собственная
функция оператора // = — A + V, то при должных предположе-
ниях о V имеем

(94)

Эта формула, очевидно, полезный инструмент при изучении свя-
занных состояний. Например, если r - v V ^ O (что выражает тот
факт, что V—потенциал отталкивания), то Н не может иметь
связанных состояний, поскольку тогда правая часть (94) всегда
была бы отрицательна, а левая—строго положительна. Фор-
мально (94) вытекает из следующего построения. Пусть

Тогда i[D, # ] = 2(—Д)—r-vV, так что если t|> — собственная
функция с собственным значением Е, то

поскольку Я эрмитов. Это рассуждение чисто формальное, по-
скольку D—неограниченный оператор, а г|э не обязана лежать
в его области .определения. И действительно, существуют моди-
фикации потенциала из примера 1, обладающие собственными
функциями, не лежащими в области определения оператора D
(задача 107)! Ключ нашего доказательства теоремы вириала —
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в том, что группа, порождаемая D, есть группа растяжений,,
рассмотренная в § 10. Для а > 0 определим семейство унитар-
ных операторов

(UJ>) (х) = (е~ш 1паЧ>) (х)=

и положим Va(х) = V(ах), так что Va = UaVUa' для оператора
умножения V.

Теорема XIII.59 (теорема вириала). Предположим, что V — опе-
ратор умножения в L2(R") и что
(i) V — Д-ограничен с относительной гранью, меньшей единицы;

(П) существует такой оператор умножения W в La(R"), что
DW)D(— А) и для всех yp£D(— Д)

при а-*\. (95)

Тогда, если ty£D(—Д) и —Дф + 1Л|з = £а|з, имеем
2 (II), - До|з) = (о|5, Н7а|>) = 2 (о|з, (E-V) о|з). (96)

Доказательство. Поскольку Ua(—A)i/j'=a~2(—Д), наряду
с (— Д + V) а|з = £а|з имеем (— Д + a2Va) tya = a*Etya. Из этих двух
равенств следует, что

поскольку оператор — Д симметричен. Итак,
l)-1(^<1, (V.-V) ф) = £

Переходя к.пределу при а—» 1, получаем (96). |
Отметим, что формально W есть не что иное, как г • VI/. Дей-

ствительно, так как Cj° (R") с D(—Д), то, если справедливо (95),
W дается формулой r-W, где производные понимаются в смысле
обобщенных функций. Далее, (95) стандартно доказывается сле-
дующим образом. Предположим, что (a — I)" 1 (Va— V) поточечно
сходится к функции W и что существует оператор умножения W
с областью определения D (W)z>D (—Д), причем выполнено усло-
вие

поточечно почти всюду для а, близких к единице. Тогда D (W) з
=з£)(—Д), и (95) выводится из теоремы о мажорированной схо-
димости.

Теорема XIII.60. Пусть V — вещественнозначная функция,—Д-
ограниченная с относительной гранью, меньшей единицы. Тогда
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оператор —A-\-V не имеет положительных собственных зна-
чений, если выполнено хотя бы одно из следующих условий:

(i) V удовлетворяет условиям теоремы XIII.59 и является по-
тенциалом отталкивания (т. е. V (аг) ̂  V (г) для всех г и всех
а > 1);

(И) V — однородная функция степени —а, причем 0 < а < 2
(т. е. V(ar) = a-

aV{r));
(iii) V удовлетворяет условиям теоремы XIII.59, и для некото-

рого Ъ > 0 имеем
— Д — ̂ {l+tyW-bV^O. (97)

Доказательство. Если (И) справедливо, то легко проверить, что
выполняются и условия теоремы XIII.59. Поэтому во всех трех
случаях пусть W такое, как в теореме XIII.59. Тогда

для любой собственной функции г|з. В случае (i) W (дг) <10, поэтому
я|> = 0, так как Я , > 0 и Кег (//„) = {0}. В случае (И) W^ — aV,
так что по (96)

Поскольку 2 — а > 0 и — А ^ О , заключаем, что Е < 0. Наконец,
в случае (iii) для любой собственной функции ч|э имеем

так что из (97) следует, что
Подчеркнем, что потенциалы в этой теореме не обязаны стре-

миться к нулю на бесконечности, поэтому теорему можно при-
менять к многочастичным операторам Шредингера.

Пример 5 (кулоновы системы и в том числе гамильтонианы
атомов). Предположим, что имеется /г-частичная система с пар-
ными силами, которые все имеют вид а(/\г{ — г}\~х. Тогда V —
однородная функция степени — 1 , так что, согласно критерию
пункта (ii) теоремы XIII.60, оператор Я = — A + V не имеет по-
ложительных собственных значений.

Пример 6. Проиллюстрируем пункт (iii) теоремы XII 1.60 про-
стым примером. Пусть V € С" (R") с п ̂  3. Мы уже видели в § 3,
что — A + XV не имеет отрицательных собственных значений,
коль скоро X достаточно мало. Что можно сказать относительно
положительных собственных значений? Техника, развитая в § 7
и основанная на понятии гладкости, влечет за собой отсутствие
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и положительных собственных значений. А теорема ХШ.58
утверждает, что положительных собственных значений нет ни
при каких значениях к. При малых К возможно другое дока-
зательство, поскольку — r - W — V также принадлежит С" (R").
Итак, для малых к оператор —А — A.(r-W + V) не имеет отри-
цательных собственных значений, а потому положителен. Из
части (Ш) теоремы X1II.60 следует, что —Д + АУ не имеет поло-
жительных собственных значении при малых "К.

Теорема XIII.60 не исчерпывает информации, вытекающей
из теоремы вириала. Например, можно иметь дело с суммами
потенциалов рассмотренного там типа (задача 108). Для некото-
рых потенциалов можно доказать отсутствие собственных зна-
чений в некотором интервале (а, оо), где а > 0.

л л

Пример 7. Пусть Н 21 А/ + .2 v/ («"/) + 2/f/ (г* —г/)

в L2(R3"), где V,(r,)-- V7 1 е х Р (— V/) и ^J ( r ) = V ~ 1

хехр(—a i ff), все а и b — положительные константы. Пусть
U(r)= r~l (exp (—аг)). Тогда rdU/dr = — U— aexp(—ar), так

n

что если ^ = 2 ^ + 2 V{/, то
/ = 1 i < i

+ < 2 j A

Отсюда следует, что если (—Д -f- V) t|> = £ip, то
л

Е (#, i{>) = — (г|з, Яоф) + №, (х• W + V) 1р)< 2J

так что Н не имеет собственных значений в интервале

)
Имеется связь между методами теоремы вириала и утвержде-

нием теоремы XIII.58. Например, если V отрицательно при
всех х и однородно степени —а, где а ^ 1 , то в окрестности
^ ^ Л Г / *> ТТ /Л"ТТ ^"* Л 1 1 » J ПТ Г Г1* / ^ Т1 1 1 гт Т/ЛФЛ П 1 7 Л Ч ^S П ТТ ^ t / * * 1 * ' 1 1 1 1 1 » Ю F T ^ ^ i r ^ ^ O О^ЖЧ ттт

ства теоремы XIII.58, так что, пользуясь любым из методов,
можно заключить, что оператор — A + V не имеет положитель-
ных собственных значений. Различие между этими двумя типами
результатов состоит в том, что теорема XIII.58 требует лишь
информации о поведении на бесконечности, в то время как тео-
рема XIII.60 требует глобальных предположений.

Имеется также связь между методами теоремы вириала и на-
шим последним методом. Роль, которую играют в предыдущем

9 Л.» 2 948
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\ * / ^-Возмущение

(b)oc-l; и возмущение

Рис. ХШ.6.

изложении растяжения, наводит на мысль, что методы анали-
тичности по растяжению из § 10 могут иметь отношение к про-
блеме связанных состояний с положительной энергией. Чтобы
убедиться, что это действительно так, вернемся к случаю кулоно-
вых потенциалов.

Пример 5 (заново). Пусть Н — гамильтониан n-частичных си-
стем, все парные потенциалы которых суть однородные функ-
ции некоторой заданной степени —а, где 0 < а < 1 . Тогда все
потенциалы аналитичны относительно растяжений; действительно.

где U (0)— группа растяжений из § 10. Предположим, что Ео—
наибольший порог оператора Ho-\-V (в конце концов мы дока-
жем, что 2?0 = 0) и что Е >£•„ — собственное значение Н. В соот-
ветствии с общим анализом гамильтонианов, аналитических
относительно растяжений, Н (0) будет иметь Е в качестве соб-
ственного значения, коль скоро 0 < I m 9 < n . Записывая

Н (8) = е~2в (# 0 — е-«*-*> (в-в») V),

где 0о = ш/(2 — а), мы заметим, что

и потому любые собственные значения оператора Я(0О) должны
иметь аргумент 2t90=5^0 или n + 2f0o=,̂ =O. Итак, Е не может
быть собственным значением оператора #(в 0 ), а потому и Н
(см. рис. XIII.6(а)). Условие а < 1 нужно для того, чтобы
гарантировать, что I m 0 o < n .

Теперь, по индукции, мы утверждаем, что £0 = 0. В самом
деле, это справедливо для двухчастичных систем, и очевидно,
что если это справедливо для всех ^-частичных систем с k < п,
то по предыдущему построению все й-частнчные системы с k < п
не имеют положительных собственных значений, а потому я-ча-
стичная система не имеет положительных порогов. Заметим, что,
по предыдущему построению, можно действительно доказать,
что Н (0) не имеет собственных значений в полосе {Е \ 0 ̂  arg E <
< 2 I m 0 } при O > I m 0 > — п.
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Пусть теперь V — кулонов потенциал. Пусть Va — потенциал,
получаемый заменой \г( — Гу I" 1 на \ri — rt \~a. Согласно аналити-
ческой теории возмущений, если Но + V обладает положительным
собственным значением, то, скажем, для 8 = — гя/3 оператор
# 0 (в) + Уа(6) будет обладать собственным значением вблизи по-
ложительной части вещественной оси для малнх разностей а — 1 .
Однако по общим принципам это собственное значение не может
иметь малого отрицательного аргумента при вещественных а.
По предыдущему построению при вещественных а, меньших еди-
ницы, оно не может иметь и нулевого или малого положитель-
ного аргумента. Это противоречие показывает, что #„ + V не может
иметь положительных собственных значений (см. рис. XIII.6(Ь)).

Пример 5 (продолжение, другой подход). Существует и другой
путь получения результатов, которые мы только что обсудили.
Он позволяет включить интервал 0 < а < 2, но требует, чтобы
все потенциалы были однородными функциями одной и той же
степени — а : Но (8) = е~2в#„> V(Q) = e~aeV. Таким образом, для
любого ф £ Q (#„) величина (ф, Но (8) ф) имеет аргумент, равный
2я — 2 I m 6 , в то время как (ф, V(6)ф) — аргумент 2 я — a i m 6
или я — a i m 6 . Итак, поскольку a < 2, то аргумент (ф, # ( 6 ) ф )
лежит между я — a i m 6 и 2я — a i m 8 для малых и положитель-
ных Im 6. В частности, (ф, Н (8) ф) не может иметь нулевого
аргумента, а потому Н (6) ф не может равняться £ф с Е > 0.
Поскольку Н (6) не может иметь положительных собственных
значений, то этим свойством обладает и Н.

Одна черта предыдущего построения особенно интересна: суще-
ствует разница между положительными и отрицательными собст-
венными значениями, как и должно быть в соответствии с при-
мером 4. Эта разница сказывается при 1 т 8 = ± л / 2 . При 1 1 т 6 | <
< л/2 любое собственное значение Н в непороговой точке есть
дискретное собственное значение //(6). Когда Im6 стремится
к ± я/2, непрерывный спектр приближается к отрицательным
собственным значениям, так что мы не можем утверждать, что
эти собственные значения остаются и при Im 6 > л/2 (и, в частно-
сти, при 6 = 6а). Но положительные собственные значения лежат
вне непрерывного спектра при | I m 6 | £ ( 0 , л). Это различие на-
водит на мысль, что потенциалы, аналитические относительно
растяжений и допускающие продолжение виЛто ди IIVIG = A/2,
должны обладать специфическими свойствами. Поэтому введем
такое

Определение. -Будем говорить, что «потенциал» V лежит в sFn/a,
тогда и только тогда, когда

(1) V — квадратичная форма с областью определения D(—А);
(2) величина (— Д+1)-*/«[t/ {Q)VU ( б ) - 1 ^ — A + l ) - 1 ' 2 , опреде-

9*
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ляемая как оператор при в £ R, есть сужение на веществен-
ную ось компактной операторнозначной функции, аналити-
ческой в полосе | Im 9| < л/2 и непрерывной по норме в полосе
| Im 6 1 < л/2.
Как мы увидим, <Fn/a включает потенциалы Кулона й Юкавы.

Скоро мы докажем, что никакая ЛЛчастичная система, все парные
потенциалы которой лежат в <Fn/a, не имеет положительных соб-
ственных значений. Для этого нам понадобится теорема из комп-
лексного анализа, связанная с теоремой XII.18.

Лемма (теорема Карлсона). Предположим, что f — комплексно-
значная функция, определенная и непрерывная на полуплоско-
сти {г | Re z^O} и аналитическая в {z | Re z > Of. Предположим,
что

|/(г) | < Me-4 I*I д Л Я ВСех z с R e z ^ O , (98а)
[ B \ y \ для всех y£R, (98b)

где В > 0. Тогда /—тождественный нуль.

Доказательство. Докажем сначала несколько усиленный вариант
принципа максимума, называемый принципом Фрагмена —Лин-
де лёфа. Предположим, что функция g аналитична в клине

N = {re*\r>0, a<6<P},

непрерывна в N и чтоР —а < я . Тогда, если | g (z)\ <; С± exp (C2 |z |)
в N, имеем

|g (z)\ < sup {| g (уе'°)\, | g (уеЩ = D.

Чтобы доказать это, предположим сначала без потери общности,
что р* < Vjitji-1, а> — 11гп\к-\ где ц > 1 . Пусть gt(z) =
==§(г)ехр(—ег11). Тогда gs —* 0 при \г\—*оо в N, так что по
обычному принципу максимума g e ( 2 ) принимает свое наибольшее
значение на dN. Итак, | ^ е ( г ) | ^ О для любого е. Переходя к
пределу при е | 0 , видим, что | ^ ( 2 ) | < D .

Предположим теперь, что f удовлетворяет (98). Пусть

h(z) = f (2) exp (— iBz — Az).

Тогда |A(2) |<M, если | a r g z | = 0 или я/2 и |/ i(z) |<
<Л1 exp {(A+B)\z\) для всех z. Итак, по принципу Фрагмена —
Линделёфа, |Л(2)|^УИ, если 0-̂ 1 arg z ^ я/2. Отсюда следует, что

|/(z)KMexp(/4 |2 |cos0 — В|г | | sin0|), 0 = arg2, (99)

для 0 ^ 6 ^ л/2 и аналогично для 0 ^ 6 ^ — л/2.
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Теперь рассмотрим функцию g(x)=>f(ix) при вещественных х,
и пусть g — ее фурье-образ. Согласно (99),

\g(x—ty)\<Mexp(A\y\), y>0,

гак что соображения, основанные на теоремах Пэли — Винера,
показывают, что g(k) = 0, если /г< — А. Поскольку | £(*))<;
^уИехр(—Р|* | ) , из этих же соображений следует, что функ-
ция g аналитична в окрестности вещественной оси. Отсюда вы-
текает, что g есть тождественный нуль, поэтому и f — нуль. |

Теорема X///.6I (теорема Балслева—Саймона). Пусть Я есть
Af-частичный оператор Шредингера в La (RnN~n), полученный
путем отделения движения центра масс из оператора

Я = — 2 (2m,)-1 А, + 21 V.jlr. — rX

где каждый потенциал Vlf есть форма в аГя/2, причем локаль-
ная (т. е. форма, порождаемая оператором умножения) и сим-
метрическая. Тогда Я не имеет собственных значений в (0, оо).

Доказательство. Как и в примере 5 (заново), если нам удаст-
ся доказать, что Н не имеет положительных собственных
значений при дополнительном предположении, что у Я нет поло-
жительных порогов, то по индукции можно будет доказать это
утверждение и без дополнительного предположения.

Если Я не имеет положительных порогов и Е > 0—'собствен-
ное значение, то Е будет и собственным значением операторов
Я (6) при |1т6 |<;л/2, а проектор

\%-Е\=г

определенный при | Im 01 > 0, будет аналитичен в полосе
| 1 т 9 | ^ я / 2 и равен спектральному проектору Р{Е] (Я) при 6=0.
Итак, по лемме О'Коннора (предложению, следующему за тео-
ремой XIII.39) любой собственный вектор \|5, удовлетворяющий
равенству Н^ = Е% обладает тем свойством, что £/(8)гр продол-
жается до функции, аналитической в \Ъ\ \ ImGj < п/2} = Л" и
непрерывной в N. Более того, поскольку Е— изолированное соб-
ственное значение операторов Я(±/я/2), то по доказанному
в-§ 11 функции £/(±1'я/2)г|э убывают экспоненциально в том
смысле, что ebrU (±1Я/2) т|з £ U при некотором Ь > 0.

Говоря нестрого, доказательство будет развиваться следующим
образом. На интуитивном уровне утверждение, что г|э аналитична
относительно растяжений, означает, что $(х), рассматриваемая
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как функция от г = | л : | и Q == л:/|л: |, аналитична по г при фикси-
рованном Я в области R e r > 0 , причем

Q) = гр (rem, Q).

Из условия T|3£La следует, что IJJ(2, Q) в какой-то мере ограни-
чена, а из условия U (±т/2)г|зб£> (,еЬг) — что i|3(z, fi) убывает
экспоненциально, если argz = ± n / 2 . Но тогда I|J = 0 ПО теореме
Карлсона. Это рассуждение не проходит непосредственно, поскольку
вся наша информация относится только к пространству L2, однако
оно поясняет идею, лежащую в основе следующего доказательства.

Фиксируем g^Co {RnN-n\{0})—функцию, носитель которой
отделен от нуля; скажем, supp gc{x\ \х\ > R\. При z£ (0 , оо)
определим

F (г) = znN'* \ g!x)ty (гх) dnN-nx = г"'2 (g, V (In г

Пользуясь этой формулой, можно продолжить F до функции,
аналитической в области {г \ Re г > 0} и непрерывной B{Z | R ^ O }

Поскольку U (0) унитарен при вещественном Э, то

| | | sup

для всех г с R e z ^ O . Более того, при вещественных и поло-
жительных Р

и аналогично для F ( — ф ) . Итак, по теореме Карлсона /7 = 0,
откуда (g, г|з) = О. Поскольку функции g(zCo (RnN~n\{0\) плотны
в L2, то 1(3 = 0. |

Пример 7 (заново). Потенциал V (r) = e~ar/r лежит в |Г я / 2

и VQ (Л) = е~вг~1 ехр (—а<?ел). Итак, гамильтонианы примера 7
не имеют собственных значений в (0, оо). Этот результат лучше,
чем тот, который дает теорема вириала. Однако существуют
ситуации, когда метод вириала дает информацию, а тео-
рема XIII.61 нет. Например, если V{r) = be~at с Ъ > 0, то опе-
ратор — А + К не имеет положительных собственных значений
по теореме вириала, но V не лежит в eFn/2, поскольку ехр (—ае'г)
не является относительно компактным оператором умножения,
так что VQ (r) не может обладать непрерывным по норме продол-
жением вплоть до {Э| | ImG | = я / 2 } .
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Пример 8. Если каждый потенциал Vu однороден степени р..,

причем 0 < р , 7 < 2 , то оператор Я = — 2 Д / + 2 V,, обладает
1 = 1 £ < /

тем свойством, что после отделения движения центра масс у него
нет связанных состояний с положительной энергией. Этот резуль-
тат нельзя получить методом теоремы вириала, хотя он и разумен
с точки зрения этой теоремы.

В предыдущем мы занимались операторами Шредингера, но
те же идеи применимы и в других ситуациях. Так, при иссле-
довании акустического рассеяния по методу Лакса — Филлипса
(§ XI. 11) мы нуждались в следующем результате.

Теорема Х///.62. Пусть а и X— вещественные С2-функции
на R3, такие, что а ( х ) > 0 , Я(х)>0 и функции а0 — о(х) и
Хо— к(х) имеют компактные носители при некоторых константах
а0 и Хо. Пусть Я —самосопряженный оператор в L2(R3), полу-
чаемый замыканием квадратичной формы

<7(Л /) =
R«

заданной на С" (Rs). Тогда Я не имеет собственных значений.

Доказательство. Очевидно, для некоторого а > 0 функция о{х)~^а
для всех х. Таким образом, для f£D(H)

(Я/, f) = q(f, j

Итак, Я не имеет отрицательных собственных значений, а если
Я/ = 0, то kf = O, откуда следует, что / = 0, так что и нуль не
может быть собственным значением. Остается исключить строго
положительные собственные значения.

Предположим, что £ > 0 и что Hf=Ef. Пусть BR — шар ра-
диуса R, содержащий носители функций ао~а(х) и К0 — Х(х).
Тогда на Q = R*\BR функция / удовлетворяет уравнению

а потому / обращается на Q в нуль в соответствии с рассужде-
нием, предшествующим теореме ХШ.57. Итак, чтоиш заключить,
что / есть нуль, нам нужна теорема об однозначном продолже-
нии для Я. Но, поскольку Hf = Ef, имеем

для подходящих ограниченных функций а(х). и Р(х), так что
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С помощью несложного обобщения методов из дополнения к этому
разделу (см. задачу 113) можно показать, что теорема об одно-
значном продолжении для таких неравенств существует. |

Дополнение к § XIII.13. Теоремы об однозначном
продолжении решений уравнений Шредингера

В этом дополнении мы докажем теорему XIII.57. На самом
деле мы докажем следующий более сильный результат.

Теорема ХШ.63. Пусть ы € # ^ с , т. е. cpu£D(—А) для каждого
q>€C? (Rn). Пусть D —открытое связное множество в R", и пред-
положим, что

почти всюду на D. Тогда, если и обращается в нуль в окрест-
ности одной точки xt£"D, то и — тождественный нуль в D.

Доказательство этого результата, которое мы дадим только
для п = 3 (см. задачи 111, 112 для случая произвольного п),
основано на следующей замечательной оценке для С°°-функции /
с носителем в {х | 0 < |дс | < R}:

$|дг| а |/(дг)|^дг<«/з/? 4$|Аг| а |Д/|М 8дг (100)

для всех вещественных а. Мы докажем (100), применяя разло-
жение / по парциальным волнам:

f(*)= 2 / * . (1*1)^1.(0*).
/, т

явно описанное ниже. Итак, начнем с доказательства аналога
оценки (100) для каждой парциальной волны.

Лемма 1. Пусть / есть С°°-функция с носителем в (0, 1). Для
каждого / = 0, 1, 2, . . . определим

Тогда для любого вещественного а

J лЯ| / (лг)|* dx < V. (2: + I ) " 2 j x«| дг (лг)|2 dx.
о п

Доказательство. Фиксируем /, и пусть D обозначает формальный
дифференциальный оператор —<P/dx*-\-l(/+ 1)/х2. Тогда фор-
мально D/i+=Dft_ = 0 где h+ (x) = xl+1 и h_(x)=x~l. Далее,
поскольку / обращается в нуль около нуля и единицы, можно
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свободно интегрировать по частям выражения ^fDh^ — Q и за-
ключить, что

$ (101)
о

Тогда, полагая g — glt получим

= [h+(x)A(x) + h_(x)B(x)]/(2l+l), (102а)
1 X

l (102b)

В самом деле, (102) суть обычные формулы вариации постоян-
ных из теории обыкновенных дифференциальных уравнений,
которые можно доказать следующим образом. Пусть F (х) — правая
часть (102а). Тогда DF = g, ибо h+hL— Л;Л_ = 2 / - f 1, а в силу
(101) носитель F лежит строго в (0, 1). Поскольку D(F —f) = 0
и F — f равно нулю около нуля, то F — / = 0 всюду в силу един-
ственности решений обыкновенных дифференциальных уравнений.
Теперь мы утверждаем, что для любого {S

1

А (х) х» | < J | x*h_ {x)g (x)\ dx, (103a)

(1озь)

о
1

о

Предположим, что р > 0. Тогда

| А {X) X* | < X* $ у-Р | уЧ_ (у) g {y)\ dy < $ 0* | h_ (у) g (у)\ dy.
X X

Если ( 5 ^ 0 , перепишем А с помощью (101). Тогда

| А(х)х»\<л

Это доказывает (103а). Доказательство (ЮЗЬ) аналогично.
Итак,

H (JC) = [л^~21 / (х)|г] < (2/+ 1)-» (| J C ^ + M (x)\ + | A^/ 2 - '-I В
i

4
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В частности,
1 1 1

Лемма 2. Пусть h принадлежит Cj° (R3) и имеет носитель в
{ * | 0 < | л : | < 1}. Тогда для любого вещественного а

Г | х \а | h (x)|2 dax < -i С | х | а |ДА (*)| 2 d3x.

Доказательство. Воспользуемся разложением по сферическим
гармоникам, описанным в примере 4 дополнения к § Х.1. В про-
странстве L a(S 2), где S 2 — единичная сфера в R3, существует
ортонормированный базис {Yltm (Q)}, / = 0, 1, ...\т — — /, — / + 1 ,
. . . , / — 1, /. Пусть /€Z.2(R3)' Определим

Тогда при /бСТ

rf(r, П)=
/. т

- г (Д/) (г, Q)= X (D,f,,J (r) Yltm (Q),
l.m

где D / = -^d2/d/'i! + / ( / + 1 ) r~2. Таким образом, учитывая орто-
нормальность YUm и применяя лемму 1, для h с носителем в
{ | 0 < | х | < 1} получаем

Лемма 3. Пусть /j^L2(R3, d3^) лежит в области определения
— Д и обращается в нуль вне некоторого компактного подмно-
жества в { J C | O < \х—а\ <R\ с a£R3 и R>0. Тогда

С | х-а |«| h (x) |2 d3x ^ ~ R* J | х— а |а |(ДЛ) (л;)|2 d3* (104)

при любом вещественном а.

Доказательство. Предположим сначала, что h £ С? (R3). Тогда
(104) вытекает из леммы 2 после простой замены переменных
у = {х— a)lR. Имея (104) для всех ЛбС~(К 3 ) с требуемыми свой-
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ствами носителя, можно доказать такую же опенку для всех
h € D (— А), используя аппроксимативную единицу. |

Доказательство теоремы Kill.63. Для каждого x£D положим
x, dD)\.

Мы утверждаем, что если и(х) обращается в нуль для х, лежа-
щих около у, и удовлетворяет неравенству |(Ды) (д;)| ̂  М \ и (х)\,
то и{х) обращается в нуль на подмножестве ^х\ | д;—у | s^-Rj,}.
Предположим, что это так, и докажем, что us=0, если и обра-
щается в нуль около некоторого xo£D. Возьмем y<£D и выберем
некоторую гладкую кривую у в D, соединяющую д;0 с у. Пред-
положим, что длина -у равна L. Поскольку у компактна, dist (я, дЬ)
отделено от нуля на у, так что Rx ограничено снизу на у, ска-
жем, величиной Ro. Выберем целое п, такое, что 1/2R0n'^sL>
>V«/? e ( i—О. и т о ч к и *1» •••• хп-и хп = У н а V. причем так,
чтобы длина у между х{ и *,-_! (t = l, . .- , п— 1) была меньше
RJ2. В частности, | д:, — х{-1 К RJ2. Так как, по предположе-
нию, и обращается в нуль около д;0, оно обращается в нуль при
\x—xQ\<Ra, т .е . и около хх. Повторяя это рассуждение, убеж-
даемся, что и(у) = 0, так что « s O в D.

Докажем теперь сделанное выше утверждение. Фиксируем у,
и пусть х—Функция класса Cj°, равная 1, если | д ; — \ ^ R

0 \ \ 3 R Т
у х Ф у j р | \ v

и 0, если \x — y\^3/tRy. Тогда носитель уи лежит в { х | 0 <
<|дс — у | < 2 / ? у } и, в силу леммы 3, для любого Р > 0

\*-v\<Ru

-|(2/? у)* Г
\x-!,\<2Ry

где
\A{%u)(x)\*dx

Ry<\x-y\<2Ry

конечна, поскольку х " €^ Ч — Д ) - Таким образом, если /?, <
то
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Устремляя (5 к бесконечности, получаем J | и (x)|2 dx = 0.
и-» |<л,

Это доказывает наше утверждение, а с ним и теорему. |
Теперь мы готовы сформулировать еще раз и доказать тео-

рему XIII.57.

Теорема XHI.57. Пусть V — такая функция на R", что
(i) оператор умножения на V —Д-ограничен, и его относи-

тельная грань меньше 1;
(и) существует замкнутое множество S меры нуль, такое, что

R"\S связно и V ограничена на любом компактном подмно-
жестве в R"\S.

Пусть Н = — Д + V и Ни=>Еи при некотором Е и u£L a . Пред-
положим, что и обращается в нуль на открытом подмножестве
в R". Тогда и равно нулю тождественно.

Доказательство. Предположим, что и обращается в нуль около
^ о € К п \ 5 . Выбирая подходящую окрестность кривой, соединяю-
щей х0 с некоторым у£ Rn\S, можно найти открытое связное мно-
жество D с Rn\S, такое, что х0, у € D и D компактно в R " \ S . По-
скольку Vограничено на D, скажем, числом Мв и и£ D (—А + К) =
= D (— Д), то

| - Д и | < ( Л 1 0 + | £ | ) | и |

на D и и обращается в нуль на D в силу теоремы XII 1.63.
Теперь ясно, что и равно нулю и на R"\S. |

XIII.14. Критерии компактности и операторы
с компактной резольвентой

В большей части этой главы мы изучали непрерывный спектр
самосопряженных операторов, особенно операторов Шредингера,
с потенциалами, убывающими на бесконечности. Напротив, в этом
разделе мы сконцентрируем внимание на критериях чистой диск-
ретности спектра оператора. Прежде всего мы покажем, что спектр
полуограниченного самосопряженного оператора А чисто дискре-
тен тогда и только тогда, когда его резольвента — компактный
оператор. Для практического применения этого результата нужны
критерии компактности некоторых подмножеств из L2; эти крите-
рии основываются на результатах Реллиха и Рисса. Затем мы
применим развитую таким образом технику для обобщения тео-
ремы XIII.16, которая позволяет доказать, что спектр оператора
Шредингера с растущим на бесконечности потенциалом чисто
дискретен.

• Весь этот круг идей тесно связан с различными теоремами
о компактных вложениях пространств Соболева, которые нужны
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для разнообразных приложений в теории дифференциальных урав-
нений с частными производными и, в частности, в теории Лакса —
Филлипса (§ XI. 11). В средней части этого раздела мы сформу-
лируем ряд таких теорем.

В качестве дальнейшего применения результатов общей теории
мы рассмотрим гамильтониан Н статистической системы в ящике
и покажем, что его спектр чисто дискретен, а ехр (—р7/) имеет
след. Заканчивается этот раздел условиями, гарантирующими
дискретность некоторой части спектра самосопряженного опера-
тора.

Теорема XII 1.64. Пусть Л—ограниченный снизу самосопряжен-
ный оператор. Следующие условия эквивалентны:

(i) оператор (А — ц.)"1 компактен при некотором
(и) оператор {А—ц.)"1 компактен при всех ц,£

(iii) множество {ф £ D (А) Щ^Ц^ 1, || ЛфЦг^б} компактно для всех Ь\
(iv) множество \ty£ Q(A) || |i|>||^ 1, СФ, Лг|з)^6} компактно для

всех Ь;
(v) существует ортонормированный базис {Ф„}™_1 в D (А), такой,

что Лфп = (Апф„ с ^ 1 < м - г < - - - и ц.„ — о о ;
(vi) \а„{А) —* оо, гдец.„(-) — величина, даваемая принципом мини-

макса.

Доказательство. Будем доказывать теорему по следующей схеме:
( i ) « ( I I ) ; ( v ) ^ ( v i ) ; (v)=j> (iv)=j> (iii)=t> (i)=t>(v).

(i) «Ф (ii) В одну сторону это утверждение тривиально. Обрат-
ная импликация вытекает из первой резольвентной формулы и
того факта, что множество компактных операторов образует идеал.

(v) Ф» (vi) следует прямо из принципа минимакса (теорема
XIII.1).

(v)=£(iv) Пусть

Докажем, что Рь — замкнутое множество и что для любого е его
можно покрыть конечным числом открытых шаров радиуса е.
Отсюда сразу же будет следовать его компактность (задача 114).
Пусть tyn€.Fb и яр„ —*--ф. Тогда | - ф | | ^ 1 , и нам остается доказать,
что -ф £ Q (А) и (ф, Aty) sg; b. Ясно, что достаточно доказать неравен-
ство (I|J, AP(_«,t j,)ty)^b для любого К < оо, где {Ра} — семейство
спектральных проекторов оператора А. Но, поскольку /4Р<_<„, а,>
ограничен.

„, ь)Т|))= litn {%, АР^^,х)%)< Ига (я|?„, Лг
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Таким образом, Fb замкнуто. Пусть теперь —а есть нижняя
грань А, так что В= А + а^0 и ty£Fb влечет за собой (т|>, Bty) <;
^.b+а. По заданному е выберем такое N, что ц п + а ^ 2 е ~ * ( 6 + а).
Тогда (т|>, Bty)^.b +а, и из (v) вытекает, что

Таким образом, любой ty£Fb лежит на расстоянии, не большем
У е/2, от точек единичного шара в подпространстве, порожденном
векторами {ц>и . . . , ФЛГ-I}- Поскольку этот шар можно покрыть
конечным числом ]/е/2-шаров, множество Fb можно покрыть ко-
нечным числом е-шаров.

(iv)=»(iii) Множество

замкнуто, в чем можно убедиться, повторив рассуждения, приве-
денные выше. В силу неравенства Шварца, DbcFb, так что Db

компактно, если компактно Fb.
(iii)=l>(i) He теряя общности, можно считать, что А поло-

жителен. Пусть М = {\J>= (А + 1 ) - 1 ф | | | ф | ^ 1 } . Пусть т|>£Л4 и
Л 1 ) Тогда

так что ^ e O j . В итоге М с Db поэтому компактность Dx влечет
за собой предкомпактность М, т. е. компактность оператора

(i)=4>(v) Поскольку (i)=4>(ii), можно считать, что ( )
компактен, когда а вещественно и —а равно точной нижней
грани А. Поскольку ( Л + а ) " 1 компактен, теорема Гильберта —
Шмидта (теорема VI. 16) гарантирует существование ортонорми-
рованного базиса {фп}, для которого {А +а)~1(рп = Кп(рп и Кп —<- 0.
Поскольку ( Л + а ) " 1 положителен, Кп > 0, и можно так перену-
меровать X и ф, чтобы Xt^Xa^... . Взяв ц„ = А,;г1—а, мы дока-
жем (v). |

В свете условий (Hi) и (iv) теоремы XIII.64 важно иметь кри-
терий компактности подмножеств S в L2(R"). Чтобы понять основ-
ные идеи их получения, рассмотрим сначала случай, когда Ж =
= 1? (—л, я), а Л— самосопряженное расширение idldx\C<? (—л, л)
с граничными условиями ф(—я) = ф(я). Пусть
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Разлагая каждый t|)£S в ряд Фурье, можно изометрически
отобразить S на

i Ы
\

(—«>, «О

Второе условие гарантирует равномерную малость хвостов после-
довательностей из ^ и позволяет легко доказать компактность 5
(задача 115), а потому и компактность S. Эта ситуация напоми-
нает теорему Асколи, где компактность носителя, равномерная
ограниченность и равностепенная непрерывность вместе гаранти-
руют компактность множества функций. В данном случае равно-
степенная непрерывность заменяется условием гладкости, j|/4i|)jj^l
для всех г|з£5, которое эквивалентно условию убывания коэффи-
циентов Фурье функций -ф. Если попытаться теперь распростра-
нить эту идею на L2 (R), то довольно ясно, что одного условия
гладкости недостаточно. В самом деле, для любой f £ C ~ ( — я , я)
множество сдвигов /„ (х) = / (х + 2ля) не имеет сходящихся под-
последовательностей. Дело в том, что такие функции не являются
равномерно малыми при больших х. Это наводит на мысль тре-
бовать при построении компактных множеств в L a(R) «равномер-
ной малости» на бесконечности как самих функций, так и их
фурье-образов. В сущности, это и есть условия приводимого ниже
критерия Реллиха. Мы приведем краткое доказательство этого
критерия, основываясь на теореме Вейля и теореме XIII.64. На-
бросок более длинного доказательства, основанного на изложен-
ных только что соображениях, связанных с рядами Фурье, дан
в задаче 116.

Определение. Пусть F — измеримая и неотрицательная почти
всюду функция на R". Будем говорить, что F —>• оо, тогда и только
тогда, когда для любого N > О существует такое RN, что F (х)^ N
для почти всех х с \х\^ RN.

Теорема XIII.65 (критерий Реллиха). Пусть F и G —две функ-
ции на R" и F — оо, G—>-оо. Тогда

— компактное подмножество в L2 (Rn).

Доказательство. Воспользуемся идеей, лежащей в основе доказа-
тельства теоремы XIII.16. Заменяя F на min{F(х), х2} и поступая»
так же с G, можно, не теряя общности, предполагать, что F (х)^хг

и G (р) ^ р2. В результате на Q (G {p)) f)Q(F {x)) можно определить
оператор А = F (х) + G (/>) как плотно заданную сумму в смысле
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форм. Доказательство теоремы XIII.64 показывает, что S замк-
нуто. Далее, поскольку

то, в силу эквивалентности (iv) &> (vi) в теореме XIII.64, доста-
точно доказать, что \im(A)—>-оо при т—>-<х>.

Пусть теперь V — ограниченная функция с компактным носи-
телем. Мы утверждаем, что V (х) (G (р) + I ) " 1 компактен. Действи-
тельно, (ер" + G (р) + 1)~х лежит в L2, а потому V {х) (ер" + G (р) +
+ I ) " 1 —оператор Гильберта—Шмидта. Более того/ поскольку
G-+oo, (spn + G(p) + l)-1—>-(G(p)-hl)-1 в 1Г при е | 0, так что
V(х) (G ( р ) + I ) " 1 — равномерный предел последовательности опе-
раторов Гильберта — Шмидта.

В силу теоремы Вейля (теорема XIII.14), G (p) + V (x) имеет
дискретный спектр в интервале (— оо, 0), так что» в частности,
цт (G (р) + V (х)) ^ — 1 для достаточно больших т.

Для заданного о > 0 определим Va, полагая

Va (х) = min{F (х), а + 1 } — а — I.

Носитель Va компактен, ибо F —<- с». Поскольку

ц„ {А) > ц т (G (р) + Va (х)) + а + 1,

{Ая, (Л) ^ а для достаточно больших т. Но а произвольно, и
потому ц т (Л) —>- оо при /п—»-оо. |

Теорема XIII.66 (критерий Рисса). Пусть р < с» H S — подмно-
жество единичного шара U>(Rn)1 в ZA Необходимым и достаточ-
ным условием компактности в топологии нормы равномерного
замыкания множества S служат следующие свойства:

(1) / —*-0 в смысле Ц> на бесконечности равномерно в S, т. е. для
любого е существует ограниченное множество К a R.n, такое,
что для всех / £ S

J
R»\

(105)

(2) / ( — у)—>-f равномерно в S при у—-0, т. е. для любого е
существует такое б, что при f£S и \у\<_8

J I / (*-V)-f(*) \" ^х < е*. (106)
R"
J

R"

Доказательство. Предположим сначала, что S компактно. Фикси-
руем а > 0. Найдем такие flt . . ., fn, чтобы (а/3)-шары вокруг Д-
покрывали S. Затем найдем такие К и б, чтобы для f~fxt •••,/„
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и е = а/3 выполнялись (105) и (106). Это можно сделать, ибо
lim [ | g \P dx = 0 и g (• — у) —>• g для любого g £ У. Пользуясь

(е/3)-приемом, получаем, что (105) и (106) выполняются при е = а.
Обратно, предположим, что 5 обладает свойствами (1) и (2).

Для любого компактного й с: IR" и конечных чисел а, р множество
T(Q, а, P ) H / € Q ( R " ) | supp/czQ,

предкомпактно в C(Q) по теореме Асколи и тем самым предком-
пактно в LP(R"). Таким образом, при заданном е достаточно
найти такие Q, о и р, чтобы для заданной функции f£S суще-
ствовала g€T(Q, a, P), для которой ||/— gjp<e. В самом деле,
если Т можно покрыть конечным числом е-шаров, то S можно
покрыть конечным числом 2е-шаров.

По заданному е найдем такие К и б, что для f£S и | # | ^ 6

J \f(x)\rdx*£(B/4)P, ||/( — у ) - / | ( , < в / 4 .

Пусть носитель бесконечно дифференцируемой функции т] лежит
в\у\\у\<^}и)г\(х)йх=1. Пусть х — характеристическая функ-
ция множества К'= {у\ dist(i/, К) <Ь); Q = {y\ dist (у, /С)<26[,
a = h i ? . P = l|VTj|le. где <7 = р(р — I ) " 1 . Для f£S положим g =
==т] * (х/)- Мы утверждаем, что

l|g-/!,<e. (107)

Более того, g£T(Q, a, p), ибо s u p p g c Q и нужная оценка по
норме вытекает из неравенства Юнга.

Таким образом, для доказательства компактности S нужно
доказать только (107). Но благодаря выбору К и определению
К' при \у\<Ь

откуда

В итоге

h * х/ -х/ К Ь (у) и (х/) (—у) -х/ 1U ̂  < Зе/4.
и потому

8- •
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С помощью двух последних теорем можно полностью исследовать
спектр операторов Шредингера с потенциалами, растущими на
бесконечности. Следующий результат усиливает теорему XIII.16.

Теорема XIII.67. Пусть V.£L\0C(Rn) ограничена снизу и растет
на бесконечности. Тогда Н = — Л + V, определенный как сумма
квадратичных форм, есть оператор с компактной резольвентой.
В частности, спектр Н чисто дискретный, а множество его соб-
ственных функций образует полное семейство.

Доказательство. Ввиду теоремы XIII.64 нужно только показать,
что множество

компактно. Поскольку, согласно рассуждениям, использованным
в теореме XIII.64, это множество замкнуто, нужно только убе-
диться, что оно содержится в компактном множестве. Но — А и
V положительно определены, и потому из (я|>, #я|>) ̂  Ь следует,
что (TJ), —Ая|з) s^6 и (я|>, 1Л|>)^6; значит,

а последнее множество компактно в силу критерия Реллиха. |

Для обобщения этого результата на случай функций V, обла-
дающих некоторым числом отрицательных особенностей, докажем
сначала следующий простой результат теории возмущений.

Теорема XIII.68. Пусть Л — полуограниченный самосопряжен-,
ный оператор с компактной резольвентой. Пусть Ъ — симметри-
ческое ограниченное в смысле форм возмущение А с относитель-
ной гранью, строго меньшей 1. Пусть С=А-\-Ъ определен как
сумма форм. Тогда резольвента С компактна.

Доказательство. Согласно предположению,

с а < 1. Тогда для любого \|э £ Q (С) = Q (Л)

(я|з, СЧ>)>(1-а)(г|>, Лг|))-р(г|), ф).

Из принципа минимакса для форм (теорема XIII.2) вытекает, что

Поскольку \ип(А)—>• оо, мы заключаем, что \ап(С)—> оо, так что,
в силу пункта (vi) теоремы XIII.64, резольвента С компактна. |

Теорема XIII.69. Пусть / г ^ З и У=Уг + У2, где V2 £Ln^(R") +
+ W (R»), Vx > 0, Vx — оо и V, g Z.foc (R"). Тогда Я = - Д + Vx + Vt,
определенный как сумма форм, имеет компактную резольвенту.
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Доказательство. В силу теоремы Стрихартца для форм (задача
119), V2 ограничен в смысле форм относительно — Д с нулевой
относительной гранью. Далее, поскольку V, положителен, V2

является (—Д -{-^-ограниченным в смысле форм с нулевой отно-
сительной гранью. Нужный результат теперь следует из теорем
XIII.67 и ХШ.68. |

В результате проведенного обсуждения у нас есть полное
качественное описание спектра —Д + V при V —•* сю. Что еще
можно узнать в рамках общего подхода? Точные собственные
значения Хп (V) = цл (— Д + V) и соответствующие собственные
функции г|з„ (х), безусловно, зависят от деталей поведения V и
изменяются при локальном изменении V, но можно надеяться,
что качественное поведение Хп (V) при п—>• сю и урп (х) при х —- сю
зависит только от качественного поведения V при х—* сю. Пове-
дение собственных значений мы будем изучать в § 15. Поведение
же г|з„ {х) при х —>• сю мы изучим сейчас, основываясь на мето-
дах § 11.

Теорема XIII.70. Пусть Я удовлетворяет условиям теоремы
XIII.69. Тогда любая собственная функция г|?(д:) оператора Н
принадлежит D (е° I х I) при любом а > 0. Если V ^ 0, то для
любого а > 0 существует такое С, что

Доказательство. Так же как при доказательстве теоремы XIII.39,
для доказательства того, что г|з £ D (ехр (а \ х |)) при всех а > 0,
достаточно убедиться в том, что г|з есть аналитический вектор для
W (а) = е'°"7 при каждом /. Так же как и в той теореме,

W (a) HW (а)~1 = — 2 d) + {idt + af + V (108)
1

для вещественных а. Правая часть (108) задает целое аналити-
ческое семейство типа (В) (см. § XI 1.2) для всех комплексных а.
Поскольку резольвента (Я (а) — %)~1 компактна для веществен-
ных а, она компактна и для всех а. Более того, так же как
это было в доказательстве теоремы XII 1.39, Я (а) обладает ло-
кально постоянным спектром. С помощью компактности резоль-
венты легко убедиться, что спектр Я (а) не зависит от а (за-
дача 121), так что в силу леммы О'Коннора все его собствен-
ные функции суть целые функции а. Это доказывает первое
утверждение.

Предположим теперь, что V положительна. Фиксируем k и
для всех а £ R положим

Я о (а) = (idk -iaf — 2 д) = еалкНае'аХ
1фЬ
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Тогда exp {—tHa(a)) обладает ядром вида (Ш)-п'*еах*е-\х-у\г1*1е-
аук

и, следовательно, сохраняет положительность. Более того, по-
скольку это ядро как функция разности х—у лежит в L2, из
неравенства Юнга получаем, что для любого ? > 0

He-'"«<eN>L<C«./Ht|>U- (109)

Пусть теперь Vn — монотонно возрастающая последовательность
ограниченных операторов умножения, такая, что V n |V. Тогда
Н„(а) + Уп сходится к H0(a) + V в сильном резольвентном смысле
(теорема о монотонной сходимости форм), и потому

s-lira [e-'
П —*• СО ГЛ. - * • ЗО

Поскольку ехр (—Ш0(а)/т) сохраняет положительность и
O t V / .1 то поточечно почти всюду

Но, в силу (109), ехр(— Ш 0 (а)) | / | ^ L " . Таким образом,
ехр (— t (Но {а) + V)) f g LT для любой / € L2, и, в частности соб-
ственные функции H0(a) + V лежат в L". Но если г(з—собствен-
ная функция Ha + V, то е0**^ — собственная функция Ha{a)+V.
В итоге ea**ij5 g L~° для всех а, что доказывает второе утверждение
теоремы. |

Известно, что собственные функции — А + х* суть функции
Эрмита, и потому полученный результат, который говорит лишь
об убывании более быстром, чем экспоненциальное, далек от
оптимального. В случае достаточно быстрого роста V на беско-
нечности можно ожидать более сильных результатов. Прежде
всего можно просто еще немного обобщить метод Комба —Томаса:

Теорема XIII.7/. Пусть V имеет вид, указанный в теореме XII 1.69,

и W(x)= $ Vva (s) ds, где V0(r) = ess inf V, (x). Тогда любая
0 1 * 1 = '

$ ( 0 ( )
0 1 * 1 = '

собственная функция г|зоператора —A + V лежите
для любого Р < Vb — 1.

Доказательство. Пусть U (а) == ехр (iaW (x)). Тогда

U (а) (— Д) U (а) - 1 = (iV + аV W)* =

Но | VИ7 | = V0

l/2 < ^ i 7 2 ; поэтому
a? (VWY < а г (— А + Vg + C) + a a (VW)4 < a 2 (— A + V+.const)

и
[W const),
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так что £/(а)(—A + V) U (а)"1 продолжается до- аналитического
семейства в области | а | 2 + | а | < 1 . Теперь нужный результат
получается простым повторением доказательства последней тео-
ремы. |

Совершенно другими методами можно получить следующую
более точную оценку (по поводу доказательства см. ссылки в За-
мечаниях).

Теорема Х///.72. Пусть V — положительная С"-функция на R"
и Н = — A+V. Пусть i|) — собственная функция Н. Тогда
(а) если V (х) ̂  с \ х | а в—d при некоторых с и d, то для любого

е > 0 существует такое D, что при всех х

(b) если V ( A : ) ^ C | x \ 2 n + d при некоторых с и d и ф—основное
состояние, то для любого е > 0 существует такое Е > 0, что

£ехр (— (п+ I)" 1

Результаты двух последних теорем можно интерпретировать
с точки зрения ВКБ-приближения:

— [VV — Edx).

Займемся теперь обсуждением теорем о компактных вложениях
пространств Соболева. Имеются по крайней мере две естествен-
ные возможности.

Определение. Пусть ЛсК"-открытое множество, Нт(А)—мно-
жество функций /£L2(A) с обобщенными производными Daf,
лежащими в L2(A) для всех а с | а | ^ т . Снабженное нормой

Via K m
Нт (Л) становится гильбертовым пространством. Пусть Н™(А)
по определению есть пополнение С" (Л) по норме ||-||т. Простран-
ства Я"1 (Л) и НХ (Л) называются локальными пространствами
Соболева.

В общем случае НЦ1 (Л) — собственное подпространство в Нм (А).

Пример U Пусть Л = (0, l )cR, g(^) = e* и /€C~(A). Естествен-
ное скалярное произведение на Я 1 (Л) элементов g и / обращается
в нуль:

Таким образом, H\(A)c={g\^ и //J(Л) =^Я1 (Л).
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Читателю, знакомому с теорией самосопряженных расширений
(§ Х.1), полезно обратить внимание на связь примера 1 с тем
фактом, что —cP/dx* не является в существенном самосопряжен-
ным на Со (0, 1). На самом деле, пользуясь тем фактом, что —Д
не самосопряжен в существенном на С? (Л) при ограниченной
области Л, можно показать, что #J(A) всегда отличен от Я* (Л)
для ограниченной Л. Отметим, что

//£• (R») = Нт (R") = D ((—Д)"1'2).

Существует много соотношений включения между введенными
пространствами Соболева.

Предложение. Пусть Л и Л'—открытые множества и Л с Л ' .
Предположим, что / п ^ / ^ 0 . Тогда

(a) Н?(А)сН"[А)1
(b) Я» (Л) с Я'(Л);
(c) Я„т(Л)с:Я>(Л).
(d) Пусть / £ Я ( Л ' ) . Тогда [ t А., сужение / на Л, лежит в Я " (Л).
(e) Если f£Hm(A) и / = 0 на Л \ С , где С —компактное подмно-

жество Л, то / £ Н? (Л).
(f) Если /££>((— &)m/i), где —Д означает оператор на I s (R") ,

то (/ Г Л) € Нт (Л).
При всех описанных включениях норма не возрастает.

Доказательство, (а), (Ь) и (d) немедленно вытекают из определе-
ний, (с) получается путем применения неравенств для норм, неявно
содержащихся в (Ь), и пополнения С™(К"). (е) доказывается
с помощью элементарных соображений, основанных на исполь-
зовании «аппроксимации единицы», a (f) —путем опенки каждого
члена в J/||H«»<R«> через | |(—Д) т /7| |л* и |/ |)L* при помощи преоб-
разования Фурье. |

Докажем теперь два несложных утверждения о компактности.

Теорема Х111.73. Пусть А— расширение по Фридрихсу опера-
тора — Д на С" (Л) (лапласиана Дирихле). Предположим, что
Л —ограниченная область. Тогда

(a) H^(A)czD (Am/i) и нормы эквивалентны;
(b) если т > /, то единичный шар в ЯЦ1 (Л) компактен в ЯЦЛ).

Доказательство. Пусть /^С0~(Л). Тогда J/ | w и | | ( — Д ) т / 2 / | —эк-
вивалентные нормы, поскольку / можно считать элементом L2,
а тогда для производных/справедливы равенства ^ Г (^ а /)=((Л) 0 ' / и

№т < С, ^ (6°Т < Сг фгт + 1).
1|<
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Теперь ясно, что С™ (A)aD (А") для всех п и A"f= (— A)nft откуда

В результате пополнение С~ по норме Ц-|те лежит в D(Am/2).
Далее мы утверждаем, что А—оператор с компактной резоль-

вентой. Ясно, что для доказательства компактности в L2(A)
множества Fb = {г|з £ Q (А) | | | г | ) |К 1, (г|>, ЛгЮ^Ь} достаточно до-
казать, что оно входит в некоторое компактное подмножество
в L2(R"). Но так же, как и выше, Q(A)cQ(— Д) с (г|>, Лг|>) =
= (г|з, — Лг|з), где — Д есть обычный оператор на I? (R"). Пусть F —
любая функция, равная 1 на Л и такая, что F—»-оо. Тогда

так что, в силу теоремы XIII.65, Fb содержится в компактном
подмножестве в L2 (IR").

Поскольку (А + I ) " 1 компактен как оператор из L2 (Л) в L2 (Л),
он компактен как оператор из D (Ат/2) в D {Ат/2) для любого т,
ибо унитарное преобразование (А + l)-""/2 из L2 (Л) в D (Ат/г)
коммутирует с ( Л + 1 ) " 1 . Поскольку компактен ( Л + 1 ) ~ х

( таков
же и (Л + 1)~ 1 / 2 ; таким образом, единичный шар из D(Aim+1>/2)
компактен в D (Ат/г) и, так как ЯЦЛ) — подмножество в D (А'/г),
утверждение о компактности Hi доказано. |

Предупредим читателя, что, хотя #£(A) = D (Л1 / 2) просто по
.определению А, Н£ (Л) не совпадает с D(Am/2) при т > 1.

Следствие. Пусть Q — ограниченное множество в R". Резоль-
вента лапласиана Дирихле —До компактна.

Доказательство. В силу теоремы XIII.73, множество

{ф € Q (—AD) | (*, —
компактно в I? (Q), так что нужный результат вытекает из тео-
ремы XIII.64. |

Лемма. Пусть Л —ограниченное открытое множество, а Л'
открыто и таково, что Л с: Л'. Тогда существует т] £ С~(Л') с т) = 1
на Л.

Доказательство. Для любого х£Л найдем такое гх > 0, чтобы
шар радиуса 2гх с центром в х лежал в Л'. В силу компактно-
сти, Л можно покрыть конечным числом шаров В1г . . ., Вт радиу-
сов гХг Найдем обычным способом функции г], £ C~ (R") с носи-
телями в шарах радиусов 2гх. с центрами в xt и равные 1 на В,-.

т

Остается положить ц= 1 — Д (1 — rj,). |
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Теорема XI//.74. Пусть Л—^ограниченное открытое множество,
а Л' открыто и таково, что Л с Л'. Пусть т > /. Тогда отобра-
жение Яд а(Л') в W (Л), определяемое сужением, компактно.

Доказательство. Возьмем функцию TJ€CJ° (Л'), равную 1 на Л.
Для заданной последовательности \fk\ в Я"(Л') с |/ft | | f f l^l по-
ложим gk~r\fk- Легко видеть, что | g f t | L ^ t с некоторым фикси-
рованным с. Более того, каждая функция gk лежит в Hf (Л').
Значит, можно выбрать подпоследовательность gk(i), сходящуюся
в ЯЦЛ'). Но тогда последовательность gk (i> \ Л = /* (1) \ Л схо-
дится в Я-'(Л). |

Следствие I. Пусть — А действует на Rm и {ип} — последова-
тельность функций из Q(—А), удовлетворяющая неравенствам
ilVUnl^c, | | u n | ^ c с некоторым с. Тогда для любого заданного
R > 0 существует подпоследовательность в {и }, сходящаяся по
норме ( \ \v(x)\3dx) . Аналогично, если задана последова-

тельность un£D(—Л), такая, что | Vun | |^c, | |—Д«„ | |^с, то в ней
существует подпоследовательность, сходящаяся по полунорме

Ч i/a

Доказательство. Выберем Л = {х| | х\ ^R} и Л' = КСТ. Поскольку
Q(— Л) = Я 1 (Rm) и |luPtfi(R/»)<IVu|c.* + ||u||L*, первое утверждение
следует из теоремы XIII.74. Второе выводится из первого, если
заметить, что | уд/и||<[||Ли||. ибо в таком случае можно перейти
к фурье-образу и воспользоваться тем, что 2 (kjk{f ^ k*. |

Приведенное следствие применяется при изучении рассеяния
в неоднородных средах методом Лакса — Филлипса (§ XI.11).
При изучении рассеяния на препятствии с граничными условиями
Дирихле вместо него полезно другое следствие. Набросок его
несколько более длинного доказательства содержится в задаче 124.

Следствие 2. Пусть К— компактное подмножество в Rm, и пусть
— Д о есть лапласиан Дирихле в L2(Rm\/C). Пусть ип — после-
довательность функций в Q(—AD), такая, что | « „ | ^ с ,
(и„, (— AD) и„) <!с2 при некотором с. Тогда для заданного / ? > 0 в
\ип\ имеется подпоследовательность, сходящаяся ио норме
/ J | v (х) |2 dxY/a. Аналогично, для un£D{— AD) с

{дг1 \x\<R)\K '
Д | < и (м„, (—Д о )и„)<с а при т > 3 в {и„\ име-

ется подпоследовательность, сходящаяся по полунорме

{х\ \
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Рис. XIИ.7. Область о
сегментным свойством.

Случай граничных условий Неймана
более тонок.

Пример 2. Пусть 1\ Г„, . . . — б е с -
конечная последовательность непересе-
кающихся открытых шаров, радиусы
которых уменьшаются столь быстро,
что Л = U Г, ограничено. Пусть /,.—
функция, пропорциональная (с положительным коэффициентом)
характеристической функции шара Г,-, причем \f{\=\ в L2(Л).
Тогда /,- образуют ортонормированное семейство в каждом из
Нт (Л), так что Нт (Л) не может быть компактно вложено в W (Л)
ни при каком т или /'.

Хотя приведенный пример выглядит несколько искусственным,
поскольку Л несвязно, довольно ясно, что все Г можно соеди-
нить очень узкими «коридорами», не нарушая некомпактность
вложения. Вообще, результаты о компактности вложения
Hm(A)cti/(A) опираются на весьма тонкие геометрические свой-
ства Л. Сейчас мы приступим к формулировке одного из самых
сильных результатов такого рода.

(а) Гладкое остриг (Ь) Заэу5ренное острив

Рис. ХШ.8.

Определение. Пусть Л—ограниченное открытое множество в R"1

и д Л = Л \ Л — его топологическая граница. Говорят, что Л обла-
дает сегментным свойством, если дА допускает конечное откры-
тое покрытие {О;}, которому соответствуют ненулевые векторы

, такие, что (x + tyt)£A, когда x£AnOt, 0 < / < 1 . Проил^
люстр ируем это определение некоторыми
примерами в R3. Прежде всего ясно, что
если дА — гладкая кривая, то Л обладает
сегментным свойством точно так же как
и Л, ограниченное конечным числом глад-
ких кривых, пересекающихся под ненуле-
выми углами. Дуги, изображенные на
рис. XIII.7, могут даже образовать при
пересечении заострение типа точки возвра-
та, не нарушая сегментного свойства, если
только заострения нг слишком «зазубрены»

Рис XIIT.9. В точке А
нарушается сегментное

свойство.
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(рис. XIII.8). Каноническим примером «хорошей» области, не
обладающей сегментным свойством, служит круг с удаленным
отрезком (см. рис. XIII.9).

Ссылки на литературу в связи со следующей теоремой о ком-
пактном вложении даны в Замечаниях.

Теорема ХШ.75. Пусть Л —ограниченное открытое множество,
обладающее сегментным свойством. Тогда Нт (Л) компактно вкла-
дывается в №(А) для т > j .

Действуя подобно тому, как в доказательстве следствия тео-
ремы XIII.73, немедленно получаем

Следствие 1. Пусть Q —ограниченная открытая область в Rm,
обладающая сегментным свойством; тогда резольвента лапласиана
Неймана — AN компактна.

Следствие 2. Пусть К — компактное подмножество в Rm, a
Rm\K обладает сегментным свойством в том смысле, что этим
свойством обладает ^Jtfo\/C, где S&я„ — некоторый открытый шар,
содержащий К. Пусть — AN есть лапласиан Неймана в L2 (Rm\K)
и ип € Q (— AN) — последовательность функций, таких, что || и„ |] <! с
и («„, (—A N )u n )^ .c 2 при некотором с. Тогда для каждого Я > О
в {«„} имеется подпоследовательность, сходящаяся по норме

( С \ 1/2

\v(x)\2dx\ . Аналогично, если «„££>(—AN) И
{ | | < } /

Ц — AN и„Ц sg: с, («„, (—AN) « „ X е 2 . т о {«л} имеет подпоследова-
тельность, сходящуюся по полунорме ( \ \yv(x)\2dx\

В задаче 124 читателю предлагается вывести следствие 2 из
теоремы ХШ.75.

* * *
Другая проблема, где естественно возникают операторы с ком-

пактными резольвентами,— это описание квантовостатистических
систем в ящике. Пусть Q — ограниченное открытое подмножество
в R3. Пусть для jV-частичной системы QJV = Q x . . . x£2cR3A ' и
Ж — L2(QN, d3Nx). Если приходится иметь дело с частицами,
подчиняющимися статистике Бозе—Эйнштейна или Ферми—Ди-
рака, то в качестсе гильбертова пространства состояний системы
следует брать пространство Ŝfs симметричных функций или про-
странство Ж3 антисимметричных. Все обсуждаемые ниже резуль-
таты применимы без изменения в любом из этих случаев. Пусть
# „ — расширение по Фридрихсу оператора —А на С? (QN); Ho

имеет смысл оператора полной кинетической энергии. Пусть W—
бесконечно малое возмущение —А на R3 в смысле форм, скажем
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£R, классу Рольника, и пусть

— оператор умножения на Ж. Тогда легко показать, что V —
бесконечно мало возмущение На в смысле форм (задача 122).
Первым шагом в изучении статистических систем является сле-
дующая

Теорема ХШ.76. Резольвента оператора H = H0 + V с описан-
ными выше Яо и V компактна. Более того, для любого Р > О
оператор е~^н имеет конечный след.

Доказательство. Поскольку V —ограниченное возмущение в смысле
форм с нулевой относительной гранью, легко показать, что для
любого е > 0 существует такое с, что

( 1 - е ) ( Я о - с ) < Я < ( 1 + е ) ( Я 0 + с),
и потому

] (ПО)
Из (ПО) и теоремы XII 1.64 вытекает, что резольвента Я ком-
пактна тогда и только тогда, когда компактна резольвента Я о .
Отметим, что ехр (—рЛ) имеет конечный след тогда и только

оо

.тогда, когда 2 е х Р (—Рм-Л (-<4)) < °°- Таким образом, используя
л = 1

опять-таки (ПО), получаем, что след ехр.(—РЯ) конечен для всех
положительных Р тогда и только тогда, когда этим свойством
обладает след ехр (—РЯО). В итоге мы свели дело к случаю У = 0.
Будем далее явно указывать зависимость В„ от QN, обозначая
этот оператор через Но(^1^). Поскольку, согласно определению
расширения по Фридрихсу, Cj° (QN) — существенная область опре-
деления формы H0(QN) и поскольку CJT (fi)cCj" (Q'), если Qczh',
мы видим, что, в силу принципа минимакса,

если QcQ'. Любую область й л можно вложить в ящик ^ '
поэтому нужно только доказать, что

Если ребра Q' равны /f, . . . , lSN, то соответствующие собствен-
ные значения равны

3N
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где т^, . . . , mtN — произвольные положительные целые числа.
Пусть a = min{( j i// / )

i ! | t=l , . . . , ЗЛГ}. Тогда Emi m >
3N 3N

^ a 2 Щ г^ а 2 mh т а к ч т о

/ 3N \
2ехр(—p(xn(//0(Q')))< 2 ехр( —pa 2 «/)=•
п т. > I \ f• 1 /

Г - 13JV

= ^J
 е х Р (— рот) < оо

U=l J
в силу сходимости геометрического ряда. Это доказывает (111)
и теорему. |

Приведенная теорема служит исходной точкой обсуждения
квантовой статистической механики. Дальнейшее развитие этой
темы можно найти в ссылках, приводимых в Замечаниях.

До сих пор в этом разделе мы говорили о компактности и
дискретности всего спектра сразу. В заключение мы сформули-
руем условия на самосопряженный оператор, гарантирующие
дискретность части его спектра.
Теорема Х///.77. Пусть А— самосопряженный оператор. Часть
спектра А, лежащая в интервале (a, b), чисто дискретна тогда
и только тогда, когда f (А) компактен для любой непрерывной
функции / с носителем supp/ с (a, b).

Доказательство. Пусть supp / с: [с, d], а < с :^d < fi. Если часть
спектра 'оператора А в (а, Ь) чисто дискретна, то в о (A) f)[c, d]
содержится лишь конечное число точек ки . . . , Я„, ибо в [с, d]
нет ни одной предельной точки о (А). Более того, каждый
спектральный проектор /*.( î) конечномерен. Таким образом,

ПА) = 2
!= 1

обращается в нуль на ортогональном дополнении конечномер-
ного пространства и потому компактен.

Обратно, пусть каждый оператор f (А) с supp/ с (а, Ь) ком-
пактен. Пусть [с, d] с (а, Ь) и / — положительная непрерывная
функция, такая, что O ^ f ^ l , f(x)=\ при c^.x^.d и
s u p p / с (a, b). Тогда спектральный проектор P([c,d]), отвечаю-
щий [с, d], обладает свойством Р ([с, d]) / (А) = Р {[с, а]) и потому
компактен. Следовательно, его область значений конечномерна,
так что любое k£[c,d] лежит либо в р(А), либо в <Уй1х(А). |

Приведем два важных следствия теоремы XIII.77.

Следствие 1. Пусть Ап — последовательность самосопряжен-
ных операторов с чисто дискретным спектром в интервале (a, b).
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Пусть Ап сходится к А в равномерном резольвентном смысле.
Тогда спектр А в (а, Ь) чисто дискретен.

Доказательство. В силу теоремы VIII.20, если / непрерывна и
supp / с (а, Ъ), то f{An)—-/(A) по норме. Поскольку равно-
мерный предел компактных операторов компактен, нужное утверж-
дение вытекает из теоремы XIII.77. 1

Следствие 2. Пусть Л„ — последовательность самосопряжен-
ных операторов с стезз (А„) = [2П, оо). Предположим, что А„—• Л
в равномерном резольвентном смысле. Тогди 2П сходится при
п—• оо к некоторому 2 (возможно, оо) и сге83(Л) = [2, оо).

Доказательство. Переходя к подпоследовательности, можно счи-
тать, что 2„ —>-2. В силу следствия 1, <тем(Л) с: [2, оо), а в силу
теоремы VIII.23, (2, оо) с стем(А). Таким образом, <те88(Л)=
= [2, оо). В частности, infcres9(i4)—единственная возможная
предельная точка исходной последовательности 2„, так что 2П

сходится. 1.

XIII.15. Асимптотическое распределение
собственных значений

Мы знаем намного больше о сипах, порождающих
звуковые колебания, чем о силах, порождающих
световые. Задача определения звуковых тонов,
излучаемых колеблющейся системой, иногда раз-
решима в явном 'виде, а иногда нет, но обратная
задача: определение формы колокола по звуку,
который он способен издавать,— просто ставит
в тупик самых искусных математиков. А это
именно та проблема, которую надеется решить
спектроскопия в случае света. Сейчас мы должны
с восхищением приветствовать каждый даже не-
большой шаг в этом направлении.

А. ШУСТЕР, 1882 Г.

В этом разделе описывается качественный метод изучения
точечного спектра. Истоки этого метода лежат в классической
математической физике, где интересуются асимптотическим пове-
дением при К—»• оо функции N (V) = dim Р ;_^, \- (А) для само-
сопряженного оператора А, отвечающего некоторой краевой
задаче. Наиболее известный результат такого рода доказал
Г. Вейль: для оператора — А с граничными условиями Дирихле
в ограниченной области й с К я функция Л/ (X) асимптотически
равна функции СтХт/3, умноженной на объем области й, где
Ст — зависящая от т константа

Ст = {т2*-хпт1*Т {т/2)]-1;
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здесь Г(-) есть гамма-функция Эйлера, так что

| (А—1)1, m = 2k,

\ 2-«*(2А)!

где k — целое число.
Метод, который мы собираемся описать, позволит также

ответить на вопросы, типичные для квантовой механики: если
резольвента оператора —A-}-V компактна, как быстро растет
dim Р(_оо, £>(— Д + V) при Е—• оо? Если потенциал V убывает
на бесконечности, но так медленно, что dim.P(-°°, о>(—А 4 У)= °°,
как быстро растет dim /><-«., £>(—Д + V) при £ | 0 ? Если W —
короткодействующий потенциал, какова скорость роста
dim Р {_ „,, 0) (— Д +XW) при X —>• оо? Некоторые элементы этого же
метода оказываются полезными при изучении давления в кван-
товой статистической механике, плотности энергии полей в фо-
ковском пространстве в конструктивной теории поля, модели
Томаса—Ферми в атомной физике.

С этими вопросами связаны некие неформальные соображе-
ния, решающие для понимания формальной техники, которую
мы будем развивать. Обсудим сначала результат Вейля. Кон-
станта Ст не так уж неудобна и неестественна, как это кажется
на первый взгляд. Если хт — объем единичного шара в Rm, то
Сот = хт/(2п)т. Таким образом, асимптотическое значение N (Я)
можно переписать в виде

N (К) ~ (ттЯ
т<'2) (vol Q)/(2n)m,

так что в некотором смысле N (А,) оказывается связанной с объе-
мом в Ram (а не в R™, как могло бы показаться на основании
формулы Cm(volQ)). В самом деле, поскольку х1Якт^ =
=vol {p £ Rm | >р2 < Я), мы видим, что

N (К) — vol {<*, р> | х £ Q, р*

Таким образом, (2п)'л N (К) асимптотически есть объем фазового
пространства классической частицы массы т = 1 / 2 и энергии
Eclass^K, свободно движущейся в области Q (например, с упру-
гим отражением от стенок области Q). В системе единиц, в ко-
торой Я=1, лапласиан —A D с граничными условиями Дирихле
в Q, в сущности, и есть энергия квантовой системы, отвечаю-
щей такой свободной классической частице в Q. В итоге мы
видим, что при X—f оо число квантовых состояний дается объе-
мом фазового пространства соответствующей классической си-
стемы, деленным на (2я)'л. Это согласуется Со «старой кванто-
вой теорией», т. е. условиями квантования Бора—Зоммерфельда,
согласно которым каждому квантовому состоянию отвечает
объем hm фазового пространства, поскольку в нашей системе
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единиц Л===2яА = 2я. Интересно, что работа Вейля и работы
Бора и Зоммерфельда выполнялись почти одновременно, хотя
связь между ними была понята лишь через несколько лет. Все
результаты, которые будут доказаны здесь в связи с кванто-
выми задачами, упомянутыми выше, допускают интерпретацию
на языке фазового объема, деленного на (2п)т. Например, для
короткодействующего W равенство

( 2 Я ) - " У О 1 { < Х , р>\р* + Ш{х)< 0} =

-ШЗ I W*\W(x)\«'*d>»x
{х | W ( * ) < 0}

дает асимптотическое выражение, которое будет получено для
d \ P A kW)

Идея метода, которым мы будем пользоваться для изучения
упомянутых задач, очень проста и связана с описанными выше
соображениями, относящимися к фазовым пространствам. Для
куба легко вычислить собственные значения лапласиана с гра-
ничными условиями Дирихле (— Д о) или Неймана (— Ды) и
непосредственно проверить асимптотическую формулу Вейля
(предложение 2); в этом случае содержание формулы, в сущно-
сти, сводится к утверждению о том, что объем большого шара
в Rm примерно равен числу его точек с целочисленными коорди-
натами. Когда Q равна объединению кубов (вместе со всеми
общими границами), формула Вейля гораздо тоньше, но тот
факт, что объемы фазового пространства «локальны в .«-прост-
ранстве», т .е . что, по Вейлю, Af (X; Qj U £22) асимптотически сов-
падает с N (k; Qj) + N\k; Q2), наводит на мысль попытаться рас-
цепить кубы, входящие в Q, вдоль их общей границы и вос-
пользоваться знанием асимптотик в случае отдельных кубов.
Здесь очень помогает один довольно интересный факт о граничных
условиях. Существует два оператора, которые можно сравни-
вать с — Д§. Один оператор (обозначим его — Д о ) отвечает
граничным условиям Дирихле на общих границах (будем назы-
вать их границами Дирихле), другой (— Дщ) отвечает гранич-
ным условиям Неймана на общих границах (будем называть их
границами Неймана). Оператор — До допускает расцепление
в том смысле, что — Д о = ® (—А£°0 ( И аналогично для —A N ).

а

где Q —объединение кубов Q a вместе с их общей границей (тео-
рема XIII.79). Более того, величина N (к; —Д§) допускает
двустороннюю оценку вида • N (к; — До) ^N (к; — А%) ^
^ JV (к;—AN)- МЫ будем называть такой комбинированный ме-
тод расцепления и оценки вилкой Дирихле — Неймана.

Формальное описание метода начнем с изучения граничных
условий Дирихле и Неймана.
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Определение. Пусть Q —открытая область в Rm со связными
компонентами Qv . . . (число которых конечно или бесконечно).
Лапласиан Дирихле — Д § области Q есть однозначно определен-
ный самосопряженный оператор в L* (Q, dmx), квадратичная

форма которого есть замыкание формы q (/, g)= J V/- Vgdmx,

заданной на С" (Q). Лапласиан Неймана — A N области Q есть
однозначно определенный самосопряженный оператор в L* (Q, dmx),

квадратичная форма которого q(f, g)=)Vf-Vgdmx задана на
области

где V/ означает градиент в смысле обобщенных функций, т. е,

d m x = — J / (V4»)d-лс

для всех Ф £ Q 1 (R1™)- При раз и навсегда заданной области Q
индекс Q мы будем опускать.

Существует несколько других описаний операторов — До
и — A N - ЯСНО, ЧТО, В силу определения, —А§ есть расширение
по Фридрихсу, и потому Q ( — A D ) совпадает с пространством
Щ(Я), введенным в предыдущем разделе. Из проведенного там
обсуждения вытекает, что множество

{/£ /Я(О) | supp/ компактен в Q\

содержится в Q (— До). Далее, при любой Q возможно еще и
такое описание. Пусть D обозначает операторное замыкание
градиента на С™ (Q). Тогда — AQ = D * D , В то время как — A N =
= DD*. Для хороших областей, в частности обладающих сег-
ментным свойством, г.шожество

{/^/^(Q)! f£C вплоть до Щ

есть существенная область определения формы оператора — Д $ .
Если Q имеет хорошую границу, то существенную область опре-
деления оператора — Д и образуют функции бесконечно диффе-
ренцируемые вплоть до границы dQ и обращающиеся в нуль на
ней, а оператора —AN—бесконечно дифференцируемые вплоть
до границы дп функции с обращающимися в нуль на dQ нор-
мальными производными. Именно при таком описании опера-
торов — Д о и — AN становится ясным происхождение их назва-
ний, обусловленное классическими краевыми задачами Дирихле
и Неймана теории потенциала. В случае кубов нам потребуется
именно это последнее описание.
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Предложение 1. Пусть Q —куб в Rm. Тогда

(a) D D s a { / | / бесконечно дифференцируема вплоть до границы
3Q, причем / fdQ = O}—существенная область определения
оператора —A D и для f£DD

(b) DNz={f\f бесконечно дифференцируема вплоть до границы
<ЭЙ, причем df/дп \6Q = Q\— существенная область определе-
ния оператора —A N и для f£DN

Здесь д/дп обозначает нормальную производную на границе.

Доказательство, (а) Без потери общности положим Q = (—1, 1)"».
Пусть А—оператор — А с областью определения D D . Мы хотим
показать, что — А О = Л . Оператор Л симметрический, и методом
разделения переменных (используя кратные ряды Фурье) можно
найти ортонормированный базис, состоящий из собственных функ-
ций {ф„} оператора А. Если Аср„ = кпсрп, то cp^D(A) тогда и
только тогда, когда 2 ^ « I (Фп» ф) 12 < °°; а отсюда легко вывести,
что А самосопряжен.

Ясно, что С™ (Q) с D (Л) с Q (А) и в смысле квадратичных
форм А \ Со°° (Q) х Со~ (Q) = — AD I С„~ (Й) х Со- (Q), так что доста-
точно доказать включение Q(A)c:Q(—AD). Поскольку
DD = D(A)—существенная область определения квадратичной
формы А, нужно только показать, что DDc: Q(—A D ), т. е. для
каждого f£DD достаточно найти последовательность /n€Co°(Q),
такую, что | / „ — / | | + | V / n — V/||—"О. Для заданного fkDD поло-
жим ^„(х) = / ( ( 1 + п " 1 ) х ) , если | х ( | < ( 1 4 - " " 1 ) " 1 , и = 0 в про-
тивном случае. Тогда gn (x) непрерывна и кусочно непрерывно
дифференцируема с ограниченным градиентом. Более того, gn—•/
и Vgn—• Vf в U. Пусть /6 (х) —аппроксимативная единица. Тогда
Яп * h —* ёп и V (gs*/e) —•• Vgr.

 П Р И S —>- 0. Поскольку ан * ;.ч с Г~ (Q)
для малых б, можно найти последовательность {/„}, которая
нам нужна.

(Ь) Предположим, что fi = ( — \ 1)т. Пусть В обозначает опе-
ратор — А на области определения DN. Точно так же как
в части (а), рассмотрев собственные функции оператора В, легко
показать, что он в существенном самосопряжен. Более того,

поскольку D {В) с Я 1 (Q) и (/, Bf) = J | Vf \2dmx для f£D {В)

10 „Ys 2948
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(в силу граничных условий), справедливо включение Q (В) с
с Q(—AN), так что достаточно доказать включение Q{ — AN) с
с Q(B), а для этого достаточно убедиться в том, что Я 1 (й) с
c Q ( f l ) .

Пусть / € # х ( й ) . Прежде всего мы утверждаем, что если g и
7g непрерывны вплоть до границы и g" (±l , лса, . . . , ^ m ) = 0, то

(112)

Предположим сначала, что g обращается в нуль на всей dQ.
Тогда, как и при доказательстве (а), можно найти такие
gn£C?(Q), что gn—>g, Vgn—*Vg, и, значит, (112) выполняется,
поскольку оно справедливо при g = gn. Пусть теперь г\п — после-
довательность С°°-функций на Q, зависящих только от хг хп

и имеющих компактный носитель в

{х\ | * , | < l - n - i | *« |<1-я- 1 } .

такая, что г\п{х)\\ при п—*оо. Тогда (112) имеет место для
gr\n> а значит, и для g, поскольку ^ (grjn) = ̂ „д,^.

Пусть {•$„}—собственные функции В, заданные формулой
(115), приведенной ниже. Заменяя sin (п^лх/й) на cos(n1nxj2)y

когда п, нечетно, и cos^nx/2) на sin (/гхлх/2), когда п, четно,
можно найти ортонормированное семейство {<р„}л,>1, такое, что
д^п = ± (я/2) п,\|зп. Функции ф„ и V<Pn непрерывны вплоть до
границы и Ф „ ( ± 1 , ^ 2, . - . , хт) = 0. Используя (112), находим, что

поскольку ф„ ортонормальны. Делая то же самое для всех дру-
гих переменных, заключаем, что

и потому /
На первый взгляд кажется удивительным, что оператор — AN»

который мы определили без всякого упоминания о. dQ или нор-
мальных производных, удовлетворяет граничным условиям Ней-
мана. Наглядно это можно понять несколькими способами.

Поскольку — A N = O D * , ТО ДЛЯ ТОГО, чтобы / попало в область
определения — AN , нужно, чтобы D*f было в области определе-
ния D, а эта область состоит из функций, обращающихся в нуль
на да.

Другой способ понимания особенно нагляден в одномерном
случае, когда Q = ( a , b). Оператор С, определяемый квадратич-
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ной формой Неймана, должен быть самосопряженным расшире-
нием — cP/dx2 на Со (а, Ь), удовлетворяющим двум требованиям:

(i) для любой С°°-функции / на [а, Ь] должна существовать
последовательность / n £ D ( C ) , такая, что /„—>-/ в Н1;

(и) для любой f£D(C) имеем (/, Cf) = \dfldx\2.
Мы не можем подчинить С граничным условиям Дирихле,

ибо это привело бы к обращению в нуль/ л в а и Ь, что означало
бы быстрый рост d(fn—f)ldx вблизи концевых точек. Это также
привело бы к нарушению периодических граничных условий, свя-
зывающих концевые точки отрезка. В то же время условие (i)
не нарушает граничных условий вида df/dx + af=0, а условие
(п) приводит к тому, что а оказывается нулем (задача 127).

Главное достоинство изложенного подхода в том, что он по-
зволяет найти собственные значения и собственные функции
операторов — Д с и — A N В ЯВНОМ виде. Для этого обозначим
множество неотрицательных целых чисел через Z+, а множество
положительных целых чисел через Z+ + , так что Z+ = Z + + U { 0 } .
Тогда собственные значения и собственные функции оператора
— AD в (—а, а)т можно занумеровать точками из Z™+, т а к ч т о
собственные функции будут иметь вид

т

фп. а (Х) = a-«/i Д Ф п . (х,/а), (113)Д

где
= cos(knx/2), k = 1, 3, 5, . . . .

ФА \х) = s in (knx/2), k = 2, 4, 6, . . . ,

a собственные значения — вид

^пЬ (114)

В случае — AN в (— а, а)"* собственные функции нумеруются
точками из Z+:

т

Уп; а {х) = а-*/« П *п( ixt/a), (115)
i =i

где
% (*) — s i n (Ля.ж/2), * = 1, 3, 5, . . . .
г|зЛ (ж) = cos (knx/2), k = 2, 4, 6, . . . ,

а собственные значения по-прежнему имеют вид (114). Благо-
даря такой возможности явного перечисления собственных функ-
ций теорему Вейля для кубов можно доказать непосредственно.

ю*
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Предложение 2. Пусть ND(a, X) (соответственно NN(a, X)) есть
размерность спектрального проектора P[Ot ^ оператора — Д о

(соответственно — A N ) на (—а, а)т. Тогда для всех а, X
\ND{a, k)—Tm{2a/2n)mkm'*\^C(l + {a*Xym-»'% (116)
jjVN(a, X) — тт(2а/2п)тХп'*\^С(I +(а*ХУт-»'*), (117)

где тт — объем единичного шара в Rm, а С —подходящая кон-
станта.

Доказательство. Начнем с двух замечаний. Первое просто объяс-
няет, почему этот результат справедлив. В силу (114), JVD (соот-
ветственно NN) есть число точек в Z?+ (соответственно в Z?),
попадающих в шар радиуса (2а/л) Xl/i. Для больших X эта вели-
чина приближенно равна объему соответствующего «октанта»
в этом шаре, т.е. 2~ттт((2а/п)Х1/2)т. Ошибка будет порядка
«поверхностных членов», т. е. порядка (a2X)(m-1)/2. Второе заме-
чание состоит в том, что — До в (—1, 1)" благодаря масштабному
преобразованию унитарно эквивалентен а*(—До) в (—а, а)т,
так что ND(a, X) = ND(l, а?Х). Поэтому достаточно доказать
оценки для случая а=\.

Пусть SK—шар радиуса (2/n)X1/i. Для каждого п € Zf+ П S*, еди-
ничный куб {х | nt — 1 s£̂  xt ^ п(\ содержится в верхнем октанте S\,
так что

(118)

Поскольку верхний октант SK можно покрыть единичными кубами
{х\ п, <:*,• < пс+ Ц, где п пробегает Z+ П 5 Ь получаем, что

т я (2а/2я)" Хт'* < ЛГ N (X). (119)

Наконец, ясно, что

NN(X)-ND(X) = ^{Sx[)(Zf\Z^)\ = mu Mk{X),
ft = 0

где
Mk(X)=>{n€Z?(\Sb\ точно k из всех п( не равны 0}

(см. рис. XI 11.10 в случае /п = 3). Так же как в полученной
оценке ND, величина %(Мк(Х)) не превосходит fe-мерного объема
(Т) октантов в шаре радиуса (2/п)Х^2 в /г-пространстве. Следо-
вательно,

2*'в М„ (X) < const ( 21 Л-*/» )<С(1+Л^-«Л).
*=1 \ft=0 /

Таким образом,
N* W ~ ^ D (Я) < С (1 + W*-w/«). (120)
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Теперь ясно, что (118) —(120) влекут
за собой (116) и (117). |

Благодаря двум специальным свой-
ствам лапласианов Дирихле и Неймана,
которые проявляются при добавлении
границ Дирихле или Неймана, они по-
лезны при изучении общих задач на
собственные значения.

Рассмотрим непересекающиеся об-
ласти Q t, Qt и область Й = ( Й , tlQ g )

l n t

типа тех, что изображены на рис.
XIII.11. Ниже будет показано, что (1)
вклад границ Дирихле и Неймана мож-
но расцепить (предложение 3); (2) добавление границ Дирихле повы-
шает, а границ Неймана уменьшает энергию (предложение 4).
Для того чтобы уточнить смысл, в котором мы будем понимать
расцепление, сделаем несколько предварительных замечаний о
прямых суммах самосопряженных операторов.

Добавленная D - или N - граница

Рис. XIII . 10. Множества
М„.

Рис. XIII.11. Добавление границы.

Пусть 96*=*&СХ ®9С%. Пусть At — самосопряженный оператор
в ' # ! , Л, —самосопряженный оператор в Жг. Пусть А —оператор
с областью определения О(Л) = {<<р, г|)>| q>£D(Al), \lp£D(At)[y
заданный правилом действия А <ф, г|з> = <А1(р, Ла1|)>. В таком слу-
чае мы будем писать А = Л , ф Ла. Такой оператор обладает рядом
свойств, доказательство которых (на основе спектральной теоремы
и/или основного критерия самосопряженности) мы оставляем чи-
тателю (задача 133):

(1) Аг^Аг самосопряжен.
(2) Если D,—существенная область определения оператора Аи

a Dt — оператора At, то

— существенная область определения

(3) Q{A^A2) =<2(Л1)©<2(Л8), и если <ср, г|з> £ Q (Л,) © Q (Л).
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ТО

(«р, ч», (Л,0Лг)<ф, Ч»)=(<р, Л,

<4) Для любого борелева подмножества й с К

<5) Если N (X, Л) = dim Л—,».) И ) , то

Предложение 3. Пусть Qt и й 2 —непересекающиеся открытые
множества, такие, что L2 (Q1|jS22) = L2 (Q t )©L* (Q8). При таком
разложении

Доказательство. Рассмотрим случай Дирихле; случай Неймана
аналогичен. Пусть задана / ^ С ~ (О, U^2)- Положим fl = flQl.
Тогда /,• 6 Со" (Q,) и

J Vj-Vgdmx = J V/i-Vftd-x+ S V/i-Vg.d-*.
Q, U Qs Q, Q,

Поскольку это соотношение продолжается на функции из области
определения замыканий квадратичных форм, эти квадратичные
формы равны, что дает искомый результат. |

Примером применения этого предложения служит такое

Следствие. Пусть N D (Q, К) (соответственно NN (Q, X)) —размер-
ность спектрального проектора Р[ 0, а,) оператора —До (соответ-
ственно — AN)- Тогда если Ог, . . . , Qft не пересекаются, то

ND( U( ^i ^ 2 ( , , %),

Для того чтобы сформулировать свойства монотонности, мы
несколько расширим смысл соотношения А ^ В, введенного в § 2.

Определение. Пусть А и В—два самосопряженных неотрица-
тельных оператора, из которых А определен на плотном множе-
стве в гильбертовом пространстве Ж, а В определен на плотном
множестве в гильбертовом подпространстве &СХ <=&С. Будем писать
О <: А <: В тогда и только тогда, когда

(I) Q{A)z>Q(By,
(И) 0 < ( t , Аф)<СФ, Вг|1) для любого \ |>€Q(5).
Суть этого определения в том, что благодаря принципу минимакса
(в форме теоремы XIII.2) мы сразу же получаем следующий ре-
зультат.
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Лемма. Если О <I А <; В, то

(a) d imP [ 0 , M ( / 4 ) > d i m / )

[ o , ц{В) при всех К > 0;
(b) И-„ И Х И-„ ( 5 ) для всех п, где [А„ задается принципом мини-

макса.

Доказательство. Поскольку Q (А) содержит больше пробных функ-
ций, чем Q (В), то

min (ф, Л ф ) ^ min (ф, Лф)< min (ф, 5ф),
<peQ{A) q>eQ(B) <peQ(B)

ФХ Фг Фп Ф 1 Фг Фл ф X Ф« Фл

и справедливость (Ь) ясна; (а) вытекает из (Ь) и принципа мини-
макса. |

Предложение 4. (а) Если Q <z Q', то 0 < — Д о ' г ^ — Д | .

(b) Для любой области Q имеем 0 ^ — Д$ ̂  — AD-
(c) Пусть Qlt Q2 — непересекающиеся открытые подмножества от-

крытого множества Q, такие, что (Q, u ^ 2 ) i n t = ^ и мера
Q \ ( Q U & 2 ) равна нулю (см. рис. XIII.11). Тогда

Доказательство, (а) Это утверждение нужно понимать в том
смысле, что любую f£L2(Q) можно рассматривать как элемент
L2(Q'), продолжая ее на Q ' \ Q нулем. Тогда С~ (Q) с Со°° (Q') и
— До' f С™ (Q) хС~ (Q) = — До в смысле квадратичных форм, так
что (а) доказано.

(b) немедленно вытекает из включения С% (Q) cz Hx (Q).
(c) С" (Qx U Q2) с С£ (Q), поскольку Q з Qt U Q2 (в самом деле,

первая .часть (с) есть частный случай (а)). С другой стороны,
если / G Нх (Ф. то ее сужение на Qt U й 2 лежит в Н1 (Qt) ф Я 1 (Q2).
Более того, поскольку мера Q\(Q1L)S2a) равна нулю,

Q, U Q2

Основной смысл неравенств пункта (с) в том, что, добавляя
дополнительную границу Дирихле Q\(Q 1 Ufl a ). м ы налагаем до-
полнительное условие на функции (они должны обращаться в нуль
на добавочной границе), и потому собственные значения растут.
Но в случае Неймана дополнительное условие на функции возни-
кает после того, как мы убираем дополнительную границу, ибо
функции должны стать гладкими после того, как ликвидировано
граничное условие.

В качестве первого приложения мы докажем результат Вейля
об асимптотике плотности собственных значений оператора — A D
для достаточно хороших областей Q.
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Определение. Назовем стандартным 2~"-кубом в R" куб вида

\^2" ' 2» ) ^ • ' • Х [^й" > 2* ) '

где ait . . . , ат — целые числа. При заданном множестве £2 с Rm

обозначим через W~ (Q) объем стандартных 2~"-кубов, содержа-
щихся в £2, а через W% (£2) объем стандартных 2~"-кубов, пересе-
кающих £2. В итоге, если £2 измеримо по Лебегу, то

W; (£2) < W~+1 (£2) < ц (£2) < WU (£2) < W+ (£2). (121)

Предел lim W~ (£2) = Wz (£2) (соответственно lim W+ (£2) = W+, (Q))
назовем внутренним (соответственно внешним) жордановым объе-
мом множества £2. Если Ц7+(£2) = Ц7~ (£2), то будем говорить, что
множество Q имеет жорданов объем, и называть W (£2) = Wt, (£2)
его жордановым объемом.

Отметим, что, в силу (121), если £2 измеримо по Лебегу и имеет
жорданов объем, то W (£2) = ц (£2). Можно также доказать, что
любое имеющее жорданов объем множество измеримо по Лебегу
(задача 128).

Теорема XIII.78. Пусть £2—ограниченное открытое множество
в IR1". Пусть WD(£2, k) — размерность спектрального проектора
Я [о, А,) оператора —Д°. Тогда если £2 имеет жорданов объем, то

lim ND(Q

Доказательство. Мы докажем, что для любого п

Ш ND(Q, ^)Д'"/а<(2я)-'ят / яИ7+(£2), (122а)

»TaW;(Q), (122b)

откуда вытекает нужный результат.

Пусть £2?—объединение кубов, из объемов которых склады-

вается W% (£2), а | С* а / — внутренности самих этих кубов, так

что Q* = U Ct, а- В силу пунктов (а) и (с) предложения 4,
а

где последнее равенство основано на предложении 3. Таким обра-
зом, в силу предложения 4,

o (£2, X)>2w D (Qa, X)
a

= H ^ - ( £ 2 ) 2 ™ J V D ( 2 - » - \ X),



15. Асимптотическое распределение собственных значений 297

а в силу предложения 2,

lim Л/ о (2-"- 1

А.-»- <•

так что справедливо (122Ь). Точно так же, в силу пунктов (а) —
(с) предложения 4,

и (122а) получается повторением только что сделанных оценок. |

Теперь структура метода вилки Дирихле — Неймана ясна.
Используя монотонность оценок при добавлении границ Дирихле
или Неймана и возможность расцепления вкладов от разных ку-
бов, мы сводим задачу к оценке вклада одного куба, которую
решаем с помощью предложения 2. Фазовый объем входит в оцен-
ку потому, что он входит в формулы (116) и (117). В итоге, на-
пример, справедлива

Теорема ХШ.79. Пусть V—непрерывная функция на R"1 с ком-
пактным носителем. Пусть N (Я)— размерность спектрального
проектора Р{-«,, 0) оператора —Д + ЯУ. Тогда

lim N (Я)/Ят'2 = тт (2я) — J (—V (х))т'* dmx.
к •* °° {х | V (*)< 0}

Доказательство. Пусть {Сп, а\а для каждого л —набор всех стан-
дартных 2~"-кубов. Определим V% (соответственно У„) как кусочно
постоянную на каждом СПг а функцию со значением, равным
max {V(х) | х € Сп> а} (соответственно rain {V (x)\ х£ С„, а}). Дока-
жем, что при каждом п

Шп N (К) 1%т^ < хт {2п)~т J (— V- {х))т^ dmx, (123а)

Шп N (Х)/№ > т . (2л)-я J (— V* (х))т'* d'-x. (123b)
\ }К.

Поскольку ввиду непрерывности V справедливо равенство

lim J (— V£(x))m/!idmx= S (— V (х))т'* d»x,
" " " <i ^ ( ) < o )

неравенства (123) доказывают теорему.
Предположим, что suppV лежит в кубе (—k, k)m с целым k.

Пусть —А" (соответственно —Д1) —лапласиан на всем R™, но
с граничными условиями Дирихле (соответственно Неймана) на
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границах всех 2-"-кубов в (—k, k)m (рис. XIII.12). Поскольку
V'^^Vs^V^ и — Д1 ^ — Д ^ — Д", то, в силу предложения 4,
имеем

так что для доказательства (123) нужно доказать только равен-
ство

lira N? = т ш ( 2 я ) — J (—V± (x))m/*d»x (124)

(смысл обозначения N * (X) очевиден). Но благодаря возможности
расцепить границы Неймана и Дирихле, —&"± + XV* есть прямая
сумма операторов вида —А%-\-Кс или —AN-\-Xc с некоторыми

(

suppV
у

у

;

/

Р и с . X I I I . 1 2 .

постоянными с и кубами Я и положительного оператора, зада-
ваемого лапласианом на R f f l \(—k, k)m. Поскольку для любого
положительного оператора А

dim (Ran/><_«,, о (А + to)) = dim (Ran />[0. - ^ (A)),

(124) вытекает из предложения 2. |

Методом, использованным при доказательстве теорем о преде-
лах, нельзя охватить потенциалы, которые не являются хотя бы
локально ограниченными. Однако сами утверждения этих теорем
можно распространить на негладкие потенциалы V, приближая
их потенциалами из класса С". Основной пункт доказательств
при использовании таких приближений состоит в применении
оценок величины N (V) с правильной зависимостью от константы
взаимодействия, подобных оценке Цвикеля — Либа — Розенблюма
(теорема XIII. 12).
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Теорема XII 1.80. Для любого V £ Lm/% (Rm), / л ^ З ,

lim N (W)Am / 2 = хт ( 2 я ) - т ' 2 jj (—V (х))п'* dmx.
Х-*°° {х | V (х) < 0}

Доказательство. Пусть Л—произвольный самосопряженный опе-
ратор и N {А) = dim (£<_«,, о> (Л)), где {£Ъ(Л)} —спектральное се-
мейство оператора А. Прежде всего мы утверждаем, что

N(A + B)^N(A)+N(B) (125)

для любых самосопряженных ограниченных снизу операторов А
и В, для которых Q (А) Л Q (В) плотно и А + В есть сумма в смысле
форм. Неравенство (125) вытекает из принципа минимакса: если
N (А), N (В) < оо, то пусть \fx> . . . , i|)# {A)— базис подпростран-
ства Я ( _ . , 0 )(Л), a > | ) R M ) + 1 1 | э Л м ) + ^ ( В ) — б а з и с в Я(_о.,о)(5).

Если Ф € < 2 И ) П < 2 ( £ ) лежит в [1|э„ . . . , Ч>ПШ+Ы{В)\
Х>

 т о (Ф. Л Ф ) ^
^ 0 и (ф, Б ф ) ^ 0 , так что, согласно принципу минимакса,
Р*(А) + твнАА + В'»0- Э 7 0 Доказывает (125).

Фиксируем малое е > 0. Выберем Vk^C^ так, чтобы Vk —>• V
в Lm'-2(Rm). Тогда

так что, в силу (125) и равенства N (—a& + V)=* N (a-lV),

N (XV) <Л/ ((1 —в)-* %Vh) + N (в-» X(V — 1̂ *)) <

где надо воспользоваться формулой (10). В силу теоремы о пре-
деле, уже доказанной для Vk£C%,

S Ч—Vk(x))m'*d»x+

Взяв k—>• оо, а затем устремив е к нулю, найдем, что

2d»x. (126)

Далее,
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так что с помощью теоремы о пределе и (10), действуя, как
и выше, получим

(2я)-*/«т. J (— V
{х | Vk (x) < 0>

Hm N

Опять взяв k—»• оо, а затем е —• 0, получим

J ( — V (*))•»/• dmx < Inn N {XV)/Xm<*. (127)
{je|VU)<0) X •* оо

Теперь (126) и (127) доказывают теорему. |
При выводе нашего следующего результата, являющегося отве-

том на вопрос, поднятый в § 14, мы наложим на V более силь-
ные требования, чем это совершенно необходимо.

Теорема XIII.81. Пусть К —измеримая функция на К " ( / п ^ 2 ) ,
удовлетворяющая неравенствам

cl(|jc|»-l)<V(jc)<ci(|x|»+l), (128)
|V(Jc)-V(0)|<c,[max{|jc|, \y\)f~x\x-y\ (129)

при некоторых |3 > 1 и постоянных си cs, c s > 0. Пусть N (Е) =
= dim Ran Р (_„.£) для — A + V, и пусть

J (E—V {x)W d*x. (130)
{Л: 1 V (jc)< £}

Тогда

lim N (E)/g{E) = 1.
£ - > • оо

Доказательство. Пусть {Qa^—семейство всех единичных кубов,
вершины которых лежат в узлах целочисленной решетки. Пусть V*
(соответственно V~)—кусочно постоянная функция со значениями

V ) /соответственно inf V (х)\ внутри кубов Qa. П у с т ь — А +

(соответственно —А~) — лапласиан с граничными условиями
Дирихле (соответственно Неймана) на гранях кубов Q a . Пусть
N ± (Е) — dim RanP(_oo, В) для — A^ + V^^ и g± (E) задано форму-
лой (130), где V заменено на V±. Тогда использование вилки
Дирихле — Неймана приводит к оценке

(131)

С помощью (128) легко убедиться в том, что

1), (132)
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где у = /л/2 + яф~ 1 . Более того, в силу (129) и оценки

\(Е— а)т/Л— (Е—Ь)т'% | <:-^-max [(£—a)ml%-1, (E—6)m/*-i]|fe a\,

имеем

В силу (131) —(133), доказательство теоремы будет завершено,
если мы сможем доказать, что

glitn N±{E)/g±(E)=l. (134)

Благодаря свойству расцепляемости как условий Дирихле, так
и условий Неймана имеем

где г]+ (Я) (соответственно г]_ (Л.)) есть dim RanP[ 0 , х> для —А
в единичном кубе с граничными условиями Дирихле (соответст-
венно Неймана). В силу предложения 2,

Поскольку

= 8±(Е),

остается только проверить, что остаточный член

мал по сравнению с g i C f ) . Но

в ± ( £ ) < (1 +Е(п ~ »/•) vol {х | V± (x) < E\,

а в силу (128) этот объем ограничен величиной const (I
так что

и потому, з силу (132), г± {E)/g± {E) —•- 0. Это докязывяет (134).
а с ним и теорему. |

После небольших видоизменений теорему и ее доказательство
можно распространить на случай / п = 1.

Похожими методами можно получить следующий результат
(задача 131), оценивающий скорость роста dim R"anP(_«,, в] для
тех операторов Шредингера, для которых мы в § 3 доказали,
что dim Ran Р(_„, о] = оо.
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Теорема XIII.82. Пусть V — измеримая функция на Rm, удовле-
творяющая неравенствам

\V(x)-V(y)\^ca[mm{\x\,

для некоторых р* < 2 и си ct, ca > 0. Пусть N (£ )=d im Ran P<- . .-£}
для —Д + К и

{* | V (JC) < - £ }
Тогда

UmN(E)/g(E)=l.

Отметим также (задача 132), что асимптотическое поведение N (Е)
не меняется при замене —Д + К на —Д-j-V -\-W, где W таков,
что —Д + Х№ имеет только конечное число связанных состояний
с отрицательными собственными значениями при всех Я. Напри-
мер, это так, если W лежит в Со (задача 20) или в Lm/i с / п ^ З .

Применяя методы, совершенно отличные от обсуждаемых в на-
стоящем разделе, иногда можно получить более детальные све-
дения об асимптотиках собственных значений. Вот типичный
результат:

Теорема ХП1.82х/2. Пусть Но — оператор —cP/dx2 в L?(0, 1)
с граничными условиями u(0) = u( l ) = 0. Пусть En(V) есть я-е
собственное значение Hu + V. Тогда для V£.L°°(Q, 1)

lim <En(V)— (tin)* — J V(x)dx\ = 0.

Доказательство. Пусть V € £°° и tya (а) —собственный вектор Н (а) =
==HB + aV, отвечающий собственному значению Еп (а) — Еп (aV).
Из результатов § XII.2 вытекает, что, поскольку И (а) обладает
только простыми собственными значениями Еп (а), они являются
вещественно аналитическими функциями. В частности, в силу
явных формул § ХИЛ,

где Rn (а) — оператор вида (/ — Р„ (а)) (Я (а) — £„ (а))" 1 , Рп — проек-
тор на ф„. Из первой формулы получаем |£„(1) — £ 0 ) 1 1 1 ^ 1 1
и в частности, поскольку £ л (0) = (ля)а, имеем

| £„ (а) - £ „ . » ( « ) | >(2п-1) tf
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Отсюда для некоторого iV0 и всех а £ (0, 1)

/?„ {а) = max (| Е„ (а) - £ „ _ , (а) | " \ | Еп (а)\ -Еп+1 {а) Г 1 ) < c n - i

при всех п ^ No. Таким образом, для таких а и л имеет место
оценка <РЕп(a)/daa<;с||V|£, n~l, так что по формуле остаточного
члена в разложении Тейлора

Поскольку 1|5я(0) = j / ^ s i n (ппх), мы заключаем, что dEjda =

= V (0) — VfV (2n)—Vi,V (—2n) при а = 0 , где V (m) = j e-te"*V(Ar) cfx.
0

Но тогда по лемме Римана— Лебега V (m) —<• 0 при /n—* oo, так
что dEjda —* V(0) при и—• с». |

1

Заметим, что ошибка En(V)~(nn)" — ^ ( ^ ^ ^ " г ь с у м м 3 Д В У Х

о
членов, один из которых равен 0{п~1), а другой ReV(2n).
Для гладких V этот член также равен О(п~1), но в общем слу-
чае sup V (2n) может убывать как угодно медленно. Полученный

я > т
результат существенно зависит от одномерности задачи, ибо
только в одномерном случае расстояние между собственными
значениями Нь растет при п—>• с».

XIII. 16. Операторы Шредингера
с периодическими потенциалами

В этом разделе изучаются операторы Шредингера — Д + V
с периодической функцией V, т. е. предполагается, что для не-
которого базиса {a,-J-?_idR" потенциал V удовлетворяет соотно-
шению

V(x). (135)

Как объясняется дальше, такие операторы играют важную роль
в физике твердого тела.

Мы уже знаем, что спектральные свойства сператсрсп Шре-
дингера сильно зависят от поведения V на бесконечности, и нам
известны три различных класса шредингеровых операторов.
Во-первых, это операторы, у которых V(х) —* оо при х—* оо.
Их спектральные свойства было проще всего установить: суще-
ственный спектр таких операторов пуст (теорема XIII. 16). Другой
простейший класс состоял из «одночастичных операторов Шре-
дингера», у которых V{x)—*-Q при х—>-оо, по крайней мере в
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некотором «усредненном» смысле (например так, что V £Lf (Rn,dx)
при некотором р < <х>); при довольно общих предположе-
ниях у этих операторов cress = [O, оо) (см. теорему XIII. 15),
а их сингулярный спектр пуст (теорема XIII.33). Третий класс
состоял из «iV-частичных операторов Шредингера», у которых
V(х) —УО при л - + о о по «большинству» направлений (т. е. по
тем направлениям, где все «координатные» разности | г,—г,-1—<• оо),
но у которых V не имеет предела в трубах около тех простран-
ственных направлений, где г£ = г,- (для каких-то i, j). Анализ
этих операторов был значительно труднее; мы установили, что
при достаточно общих условиях a e s s = [2, оо), где 2—число (тео-
рема XIII.17), которое можно найти, но доказать, что c r s i n g = 0 ,
мы смогли только при весьма специальных предположениях
(теоремы XIII.27, XIII.29 и XIII.36;. Итак, спектральные свой-
ства — A-\-V весьма чувствительны к поведению V на бесконечно-
сти, а поскольку V, удовлетворяющий (135), не имеет предела
при л:—>-оо по любому направлению, можно ожидать, что ана-
лиз периодических операторов Шредингера будет достаточно
трудным.

Свойство, которое все-таки позволяет провести анализ опера-
тора Н = — Л + V, когда V — периодическая функция, состоит
в том, что он симметричен относительно действия обширной
группы. В самом деле, полагая

где t £Z" , мы видим, что (формально)
U(X)H = HU(t). (136)

Можно доказать, что U {i)e~isti = e~istiU (t) (задача 135). Благо-
даря этому некоторая часть анализа свойств Н представляет
собой частный случай излагаемых в гл. XVI общих соображе-
ний, основанных на существовании симметрии. С этой точки зре-
ния, здесь еще рано обсуждать эти вопросы. Заметим, однако,
что прямые интегралы с одинаковыми слоями, описываемые ниже,
дают пример (содержащий большинство существенных черт) общей
конструкции гл. XVI и что возможность разложения периоди-
ческих операторов Шредингера в прямой интеграл вытекает не-
посредственно из (136). Отметим еще тот исторический факт, что
основные моменты такого разложения были открыты и математи-
ками (Флоке), и физиками (Блох), которые, однако, не созна-
вали, что говорят на языке теории групп. Мы также не будем
здесь явно использовать связь с группой симметрии, а разовьем
всю теорию более прямым способом.

•Итак, пусть Ж' — сепарабельное гильбертово пространство
и <.М, ц> — пространство с сг-конечной мерой. В § II.1 было по
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строено гильбертово пространство L2(M, d\i; .9?') квадратично
интегрируемых Ж' -значпых функций. Заметим, что если ц, — сумма
точечных мер, сосредоточенных в точках тх, ..., та, то любая
/£L*(Af, dp; Ж') определена набором </(т х ), . . . , /(т„)>, так

что U Щ, d\i; Ж') изоморфно прямой сумме © (Ж1 = ЖГ). Тогда

L2 (M, d\i; Ж') для более общих мер ц, есть своего рода «непре-
рывная прямая сумма», но с одинаковыми слагаемыми. По этой
причине назовем 3% = L2(M, d\i; Ж") прямым интегралом про-
странств с одинаковыми слоями и будем писать

м

Может показаться глупым давать странное новое название
хорошо знакомому старому объекту; это сделано с целью пере-
нести акцент с точек пространства М на «слои» &С'. Нас будет
интересовать специальный класс операторов на Ж. Функция А (•)
из М в 3? (Ж') называется измеримой тогда и только тогда,
когда измерима функция (ф, Л(-)г{?) для любых ф, г|?£Ж'. Сим-
вол L°° (M, d\i; 3 {Ж')) обозначает пространство (классов экви-
валентности равных п. в.) измеримых функций из М в & ($%')
таких, что

, = ess sup || А (т) \л (ж>) < оо.

Определение. Говорят, что ограниченный оператор А на Ж =

= jj Ж' d\x, разложен прямым интегралом пространств тогда и
м

только тогда, когда существует функция А (•) £L°° (M, dfi; J?7 {Ж')),
такая, что для всех у>£Ж

В таком случае мы называем А разложимым и пишем

А = [® A{m)d\i{m)\
м

А (т) называются слоями оператора А.

Отметим прежде всего, что с каждой функцией А (•) из
L"(M, ф ; J?(5&?')) связан некоторый разложимый оператор.

Теорема X/I/.83. Если A(-)£L°°(M, d\i; 3 (Ж')), то сущест-
вует однозначно определенный разложимый оператор A £J2?(S%),
такой, что выполняется (137). Более того, || А ||je <Ж) = || А (•) Ц.

Доказательство. Единственность очевидна. Надо только пока-
зать, что преобразование, задаваемое формулой (137), переводит
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измеримые квадратично интегрируемые .9?'-значные функции ф
в измеримые квадратично интегрируемые .ЯГ'-значные функции
и что так определенный оператор Л ограничен и имеет норму
|| Л (OIL- Пусть i|5€£2(Mi ф,; Ж"). Пусть {ЛЙ}*-1—ортонормиро-

оо

ванный базис в Ж'. Тогда Л (т) -ф (т) — ^ (r\k, ty(m)) A (m) r\k

почти всюду по т, поскольку Л ( - ) — ограниченный почти всюду
оператор. Далее, по определению измеримости Л ( - ) функция

А (т) цк слабо измерима, так что с р ^ ( т ) ^ 2 (%» Ф ( m ) ) ^ (т) ^А

сильно измерима для любого N <. оо (теорема IV.22). Более того,

(т) f dp = J IЛ (m) S (т)й, v|,- (m)) i

Аналогичное вычисление показывает, что ф^ — последовательность
Коши в Ж. и потому она имеет предел (p£L2{M, ф ; 5%').
Но фдг(т) сходится к A(m)ty(m) в ЯГ' для почти всех т£М.
Следовательно, А(-)\р(-)£Ь*(М, ф ; 5?')- В силу (138)

так что Л ограничен и || Л |«г ( ж)<| | Л (-)IL-
Для доказательства обратного неравенства предположим, что

{P/j£-i — плотное подмножество единичного шара в Ж', и пусть
f£L}{M, d\i). Функцию / можно представить в виде f = gh, где
g, h£L* и ||g ||f = | | Л ||? = 1/1!*. фиксируем к, I, и пусть я|> = £рЛ

и ф = ЛРг. Тогда

i)

Поскольку L°° (М) сопряжено L1 (М), то

I(P*. 4("0P*)l<||P*IIIP*!M

почти всюду по т . Отсюда | |Л (-)IL ̂ 11 -̂  IÎ JBT<ЯГ>- I

Д о к а з а н н а я теорема устанавливает изометрический изомор-
физм между L°°(M, d\i; J? (&?')) и множеством разложимых one-

i Г* (V)

раторов на ^ Ж' d\i. Оба эти пространства суть алгебры, и легко
м

понять, что при описанном изоморфизме сохраняются и алге-
браические структуры. L"(M, d\i; С) — естественная подалгебра
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в L" (М, ф,; J? (&£')), отвечающая тем разложимым операто-
рам, у которых все слои кратны единичному оператору.

Теорема XIII.84. Пусть 96 =\ 96'dp, где <М, ц> — сепара-

бельное пространство с а-конечной мерой и 96' сепарабельно.
Пусть Л— алгебра разложимых операторов со слоями, кратными
единичному оператору. В таком случае А £ £? {96) разложим
тогда и только тогда, когда А коммутирует с каждым операто-
ром из Л.

Доказательство. Очевидно, что любой разложимый оператор А
коммутирует со всеми операторами из Л, так что в доказатель-
стве нуждается только обратное утверждение. Поскольку \а есть
а-конечная мера, можно найти строго положительную функцию
F£Ll, такую, что dv = Fd\i имеет единичную массу. Пусть 96 —

= \ 96'dv. В таком случае отображение U: Ж-^-&С, заданное
м

формулой Ug = F~ lf*g, унитарно и 11ЛИ~Х = Л. Более того, А раз-
ложим тогда и только тогда, когда разложим UAU~X. В итоге

без ограничения общности можно предположить, что ^
Предположим, что А из 3\Ж) коммутирует с любым опера-

тором из Л. Выберем в 96' ортонормированный базис {т)^}^,
и предположим, что Fk — элемент 96, такой, что Fk{x) = r\k для-

всех к. Семейство Fk ортонормировано в силу условия \ ф , = {.
Кроме того, для каждого я|з£5&? справедливо разложение \р =

= 2,fk,(x)Fk, в котором каждая функция /A£L2(M, ф,; С)
* i2,
* = iи ||М>II2 = 2 ! I I / Й Т ( с м - задачу 12 к гл. I I ) . Введем функции akm(x)

00

равенством AFk=* 2 akm № ^я* Выберем плотное в 96' счетное
N

множество D, состоящее из векторов вида 2 а й Л й = Ф » и поло-

жим A(x)w= S ^>Дьт(х)цт. Тогда для любой f€L°°iM, d\x. С)
ft. m

,=/(л Ф ) = ;
k k 2

я, т

в силу того, что f/^Л. Таким образом,
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Отсюда вытекает, что для почти всех х и всех <р € D

так что А {х) можно расширить до оператора на S? (Ж') и
Л(-)€/-°\ Пусть В — соответствующий разложимъ-й оператор.

Пусть Ъ^Ж представим в виде ^ = 2 М*)-^*> где/*£ L°\ Тогда

= 2 fk (х) {AFk(x))= 2 fk (х) (Л (х) л») =

N

% f k ( ) \ k

Поскольку множество таких ij? плотно, А —В. |

Применяемая нами ниже конструкция существенно опирается
на то, что 6/(0 порождает алгебру, изоморфную алгебре Л,
отвечающей подходящему разложению 36= I? (Rn, dx) в прямой
интеграл с одинаковыми слоями.

Поскольку — Д + V — неограниченный оператор, нужно ска-
зать несколько слов о неограниченных разложимых самосопря-
женных операторах.

Определение. Функция Л(-) из пространства с мерой <М, ц>
во множество самосопряженных (не обязательно ограниченных)
операторов на гильбертовом пространстве &£' называется изме-
римой тогда и только тогда, когда измерима функция (Л (О + О"1-

Зная такую функцию, мы определяем оператор Л в ^ ? = J Ж' d\i
м

с областью определения

п. в.,

м

соотношением

51| A (m)ylp(m) Hi-, d(i(m)< oo I
м • |

(Л-ф) (т) = Л (т) tf (т)

Л ( т ) d|A (m).

м
. Свойства таких операторов суммирует

Теорема XIII.85. П у с т ь A = \j А(т)с1ц(т), где Л ( - ) и з м е р и м а

и Л (т)—самосопряженный оператор для каждого т. Тогда
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(а) оператор Л самосопряжен;
Л (m) df.i

м
тогда и только тогда, когда (Л + 0 " 1 есть ограниченный раз-
ложимый оператор;

(c) для любой борелевой функции f на R

• F(A)=^F{A(m))dli{m); (139)
м

(d) X £ а (А) тогда и только тогда, когда для любого е > 0

ц ( { т € М \о (А (т))П(К-е, Ь + е) =И= 0 » > 0 ;

(e) К есть собственное значение оператора А тогда и только
тогда, когда

ц({т£М\ к есть собственное значение А {т)\) > 0;

(f) если спектр каждого А (т) содержит только абсолютно непре-
рывную часть, то таков же и спектр А;

В (т) d\i (m), причем каждый В (т)
м

самосопряжен. Если В ограничен относительно Л и его Л-грань
равна а, то В (т) почти всюду А (т)-ограничен и его
Л(т)-грань а(т)^.а. Если а < 1 , то

А + В= \ (Л (т) + В (т)) ф ( т ) (140)

.самосопряжен на D (Л).

Доказательство, (а) Заметим прежде всего, что Л—симметри-
ческий оператор, поэтому в силу основного критерия само-
сопряженности (теорема VIII.3) нужно доказать только, что
Ran (Л ± ;') = Ж. Пусть С (т) = (Л (т) -f t ) " 1 . Согласно предполо-
жению теоремы, С(т) измерима и j]C(m)| |^ 1, так что мы можем

определить С = ̂  С(/п)йц(т). Пусть яр= Ст] с некоторым ц$Ж.
- м

Тогда г|э (т) € К an С (т) == L/ (/i (m)) почти всюду и

И Л (т) ф (т) | | = || Л (т) С (т) t) (m) | |< |TJ (m)||g L2 (ф),

так чтог|5^О(Л). Более того, (Л+/)г|5 = т1) так что R a ( )
Аналогично, Ran (Л — 1) = Ж, поскольку (А(т) — i)~1 = C(m)*
слабо измерима.

(Ь) Доказательство этого утверждения мы оставляем читателю
(задача 136).
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(с) Приведем схему доказательства, оставляя детали читателю
(задача 136). Согласно аргументам пункта (а), для любого X
с 1тЯ=^0

м

Поскольку ettA= lim (1 — {itA/n))-n (функциональное исчисление),
то, применив теорему о мажорированной сходимости, можно по-
лучить равенство

м

Если F£<SP(¥C), то (139) доказывается с помощью преобразования
Фурье, а тогда путем предельного перехода (139) переносится
на произвольные F.

(d) Частным случаем формулы (139) служит равенство

м

Замечая, что %£ а (А) тогда И fbvibkt) тогда, когда Ра-е, \+е>(Л) =^0
Т (т) ф = 0 тогда и только тогда, когда

м
T(tn) = 0 почти всюду, легко выводим (d).

(е) Доказательство можно провести так же, как в пункте (d),
если основываться на равенстве

м

(f) Пусть о | )€^ и d\ — спектральная мера А, ассоциирован-
ная с t|>. Пусть dym — спектральная мера А (т), ассоциированная

). Тогда dv= \ (dvm) ф (т) в том смысле, что
м

. M\R J

Это утверждение немедленно вытекает из (139). Если теперь
спектр каждого оператора А (т) содержит только абсолютно
непрерывную часть, то dvm(x) = gm(x)dx с некоторой функцией
g m 6 Ll (R, dx), такой, что \ gm(x)dx = \'ty{tri)^c,. Таким образом,
функция
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лежит в Ц-(К., dx) и, в силу (141),

dv = g (х) dx.

Отсюда У€&£ЛС для оператора А, так что спектр А содержит
только абсолютно непрерывную часть.

(g) Если | |Бя |> | |<а |М^ | | + &1Ж|, т о \В{А + ; * ) | |
для любого положительного целого k. Следовательно,

||В (т) (А (т) + ik)-4^a + bk-i

почти всюду, и потому В (т) ограничен относительно А (т) и его
А (т)-грань а(т)^.а. Соотношение (140) очевидно. |

Часть (f) последней теоремы дает достаточное условие абсо-
А (т)Лц,(т).

м
Но это условие, конечно, не является необходимым. На самом
деле А может иметь только абсолютно непрерывный спектр даже
тогда, когда у каждого А (/л) спектр будет чисто дискретным!
Следующая теорема иллюстрирует это явление.

Теорема XIII.86. Пусть <УИ, ф>—отрезок [0, 1] с мерой Лебега.
Пусть 9£" —фиксированное сепарабельное бесконечномерное про-

S /TN

А (т)ф.(/л), где каждый А (т) самосопря-
[0, 1]

жен. Предположим, что заданы 55?'-значные функции {i|>n(•)}£_!
на [0, 11 вещественно аналитические на (0, 1) и непрерывные
на [0, 1J, и комплекснозначные функции £„(•) , аналитические
в окрестности [0, 1], такие, что

(i) среди £„(•) нет постоянных функций;
(и) А (т)^п{т) = Еп(т)^п(т) для всех т£[0, 1], п=1, 2, . . .;

(iii) множество {г|)л(т)}~_, для каждого т есть ортонормиро-
ванный базис в Фб'.

Тогда спектр А абсолютно непрерывен.

Доказательство. Пусть

Тогда Жп — замкнутые попарно ортогональные подпространства
и ^ = ф ^ „ , поскольку для любого tyZffi справедливо следую-
щее разложение (задача 134):

Более того, каждое -7Сп лежит Р D(A), причем A[$Zn]cz .9£„,
Рассмотрим унитарное отображение Uu: $?„—•• L2 ([О, 1], dx), за-
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даваемое формулой Un(f (m)tyn(m)) = f (т). Тогда An^
задается равенством

(AJ){m) = En (m)/(m). (142)

Нужно доказать только, что спектр каждого Ап абсолютно непре-
рывен. Поскольку функция £„(•) аналитична в окрестности [0, 1]
и непостоянна, у dEjdm только конечное число нулей, скажем
тх

 mk-i в (0» !)• Пусть /ио=:О и тк=\. Тогда

£•([<), 1], dx) = &L*((m/_1,m/),dx).

Оператор Ап оставляет каждое слагаемое инвариантным и дейст-
вует на него по формуле (142). На каждом интервале (mJ_l, rrij)
функция £„(•) строго монотонна и либо возрастает, либо убывает.
Рассмотрим случай, когда она возрастает. Введем а: (£„(/«,_х),
Еп (/"/)) ~* (т/-к т/) соотношением Еп (а (А,)) = X. Функция а
дифференцируема, и мера Стильтьеса da абсолютно непрерывна
относительно меры dx. В самом деле,

|т=а(Х)

Пусть U — унитарный оператор из L* ((/n/^l, mj), dx)s La((En(mj_i),
En{mj)), dk), заданный равенством

Тогда

Таким образом, мы построили явное спектральное представление
Ап [ L2 ([/И/_1, гп/[, dx), для которого спектральная мера da есть
мера Лебега. Отсюда следует, что спектр каждого Ап, а потому
и всего А абсолютно непрерывен. |

Вернемся теперь к анализу операторов Шредингера с периоди-
ческими потенциалами. Рассмотрим сначала одномерный случай
с кусочно непрерывной функцией V, когда применимы методы
теории дифференциальных уравнений, а затем обсудим более
высокие размерности и более общие V.

Для пояснения идеи, лежащей в осноЕе последующего анализа,
предположим, что V £ С" (IR) обладает ограниченными производ-
ными, так что —d?/dx*-\-V переводит & (R) в себя. Если

^ Ю то

) ] \ ^ [ ' , (143)
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где интеграл в (143) есть просто формальный символ свертки
обобщенной функции V с функцией f. Предположим теперь, что
V обладает периодом 2я (2я-периодичен). Тогда V имеет равно-
мерно сходящийся ряд Фурье (см. теорему 11.8)

V{x)= 2 Vj"*, (144)

Я

где Vn= \ V(x)e~ln*~. Равенство (144) подсказывает, что
-я

= 2 Vn6(p-n), (145)

ибо формальная подстановка (145) в формулу обращения Фурье
даст (144). Точнее, (145) можно доказать следующим образом:
если f£af(R), то из равномерной сходимости в (144) следует,
что

(*)£te=j/"2H 2 Vj(n),
я=-оо

откуда получается (145), если сходимость суммы понимать
в смысле слабой (о(&", а?)) топологии на &".

Теперь, когда мы исследовали преобразование Фурье периоди-
ческих обобщенных функций умеренного роста, можно воспользо-
ваться этим и переписать (143) в следующем виде:

Таким образом, если Н = — d?/dx* + V, то Hf(p) зависит только
от значений f(p — n), n£Z. В итоге доказана

Теорема XIII.87 (разложение в прямой интеграл периодических
операторов Шредингера —одномерное р-пространство). Пусть

1С = 1% и УС = j ^ a</. i i ^ c i o д л я q ^ у—ч*., 1/4}
(-1/2, 1/2)

(<7+ /)**/+ 2 ^ / - .
/1= —оо

где Vn — коэффициенты ряда Фурье некоторой 2я-периодической
функции V € С°° (R). Отобразим L2 (R, dx) в $Р с помощью

Пусть Я = — d*/eb* + V действует в L«(R).
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Тогда

UHU-i= J® H{q)dq.
(-1/2. 1/2]

Основываясь на таком варианте разложения в прямой интег-
рал, можно достаточно далеко продвинуться в анализе Н, и такой
подход будет основным при изучении многомерного случая. Однако
в одномерном случае перевод теоремы XII 1.87 на язык #-прост-
ранства дает несколько больше. И хотя теорему XIII.87 можно
сформулировать прямо на языке -е-пространства, мы предпочи-
таем дать независимое доказательство соответствующих фактов,
используя теорему XIII.87 просто как наводящее соображение.
Действительно, в случае V = 0 оператор Н (q) обладает собствен-
ными значениями (q + i)2 и собственными функциями, которые
суть фурье-образы функций exp [t (q + /) х]. Это наводит на
мысль, что Н (q) как-то связан с оператором —сР/с№ на
La([0, 2я], dx), но с граничными условиями

г|>(2я) = е2л'«г|> (0), г|>' (2я) = е**^' (0).

Лемма. Пусть 5£ '=L 2 ( [0 , 2я], dx). Пусть

ЯГ'-g. (146)
[0. 2Л)

Тогда отображение U: L* (R, dx) —*• Ж, задаваемое соотношением

(Uf)e(x)= 2 e~i()"f(x + 2nn) (147)

для 6 и х в [0,2л), корректно определено для f€<SP(,R) и одно-
значно продолжимо до унитарного оператора. Более того,

-£)"—Г (-£).£•
[
Г

[0, 2Я)

где (—d l̂dx^Q есть оператор —d2fdx2 на L? ([0, 2л], dx) с гра-
ничными условиями вида

г|> (2я) = е'9-Ц5 (0), г|з' (2л) = е'9г|>' (0).

Доказательство. Ясно, что сумма (147) сходится при /
Для доказательства принадлежности Uf пространству Ж вычис-
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лим \\Uf\\ для
2Я , 2 я оо2Я . 2

Ш e-inQf(x
о \б / 1 = — о о

2я Г / оо оо 2я

= $
О

где мы применили теоремы Фубини и Планшереля. Итак, £/ кор-
ректно определен и однозначно продолжим до изометрии. Для
того чтобы убедиться в его сюръективности, вычислим И*. Для

96 и 0 ^ л : ^ 2 д г , n £ Z определим
2я

(t/*g) (х + 2яп) = J e'"ege(A:) ̂ - . (149)
о

Прямое вычисление показывает, что это действительно формула
для сопряженного к U. Более того,

B - S
2л

где мы применили равенство Парсеваля для рядов Фурье.
Для проверки соотношения (148) обозначим через А оператор,

стоящий в его правой части. Покажем, что если /6<^(R). то
Uf€D(A) и U(—f) = A(Uf). Отсюда (148) будет вытекать
в силу самосопряженности —cP/dx2 на of в существенном и само-
сопряженности А. Итак, пусть f£<SP(R). Тогда Uf дается сходя-
щейся суммой (147), так что Uf бесконечно дифференцируема
на (0, 2я), причем (Uf)e(x) = {Uf')»{x) и аналогично для высших
производных. Ясно также, что

(£//)о(2я)= У е-'в я

Аналогично, ( # / % (2я) = е' е ( t// e ) ' (0). Таким образом,
£D((—d*/dx*)e) для каждого G и
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Отсюда заключаем, что Uf^D(A) и A(Uf) = U (—/"). Это дока-
зывает (148). |

Теорема XIII.88 (разложение в прямой интеграл периодических
операторов Шредингер а—одномерное ^-пространство). Пусть
V —ограниченная измеримая 2я-периодическая функция на R.
Для 9 € [0, 2я) пусть

— оператор в L*([0, 2л]). Пусть U задан формулой (147). Тогда
при разложении (146)

(О 2
Г

(О, 2я)

Доказательство. Пусть V — не зависящий от 9 оператор, дейст-
вующий в слое 9С = I? ([О, 2я), dx) по формуле

Равенство (150) будет вытекать из теоремы XIII.85 (g) и леммы,
если мы сможем доказать, что

J Ve^. (151)
[О. 2Л)

В силу (147), для / ^ ^ с учетом периодичности V
во

(UVf)e(x)= 2 e-iaeV{x

= V{x) i e-i«»

Это доказывает (151), а потому и (150). |

В результате анализ операторов —cP/dx* + V с периодическим
потенциалом V сводится к изучению (—й3/йхг)в + V при фиксиро-
ванных значениях 8. Предварительно отметим, что справедлива
такая

Лемма, (а) Резольвента (—d s/dx s)e для каждого б £ [ 0 , 2я) —
компактный оператор.

(b) ехр(—1(—da/d*2)e«o) для 9 = 0 — усиливающая положитель-
ность полугруппа (см. § 12).

(c) [(—cP/dxa)e + l ] ~ l — аналитическая операторнозначная функ-
ция 6 в окрестности [0, 2я).
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Доказательство. Ниже мы докажем аналогичную лемму в мно-
гомерном случае, используя общие соображения, применимые и
здесь. Однако сейчас легко получить простую явную формулу
для /Ce = [(—d*/dx*)e + l]-K Пусть /€Cs°(O, 2я). Пусть К — опе-
ратор, обратный —cP/dx* + l и заданный на всем La (R). Пусть
g = Kf. В силу рассуждений в § IX.7, К — интегральный оператор
с ядром G(x — у), причем G (р) = (2я)- 1 / 2 ( р 2 + I ) " 1 . Можно про-
вести прямое вычисление G (задача 137), которое приводит к
следующему ответу:

g{x)^(Kf)(x)=-j^e-\*-y\f{y)dy. (152)

Функции Kf и Kef суть решения одного и того же дифференци-
ального уравнения —и" (х)-j-и (х) = f (х) на (0, 2я). Поэтому их
разность v = Kef — Kf удовлетворяет уравнению —zf + v=0, так
что

(Kef) (х) =g(x) + ae* + be-'.

Поскольку Kef£D((—d*/dx2)e), константы а и Ь следует выбрать
такими, чтобы Kef удовлетворяла граничным условиям

и (2л) = ети (0), и' (2я) = e 'V (0). (153)

Прямое вычисление с помощью (152) дает
2л

(Kef)(x)=lGAx,y)f(y)dy,
о

Ge(x, ̂ /) = 1/ае-|*- {" + а(в)е*-»+Р(в)^-*, (154)

Теперь свойства (—d*/dx?)e видны прямо из (154). Поскольку
функция Ge (x, у) ограничена по х, у при каждом фиксирован-
ном 6,

2л 2Л

J J \Gti(x, y)\'dxdy<Oo,
о о

т.е. /<ц есть оператор Гильберта — Шмидта, и потому он ком-
пактен, как и утверждалось s (S/. лзмык з;;д ^ a i i (^, у/ пока-
зывает, что это ядро строго положительно. Аналогичным обра-
зом можно убедиться, что ядро оператора [(—сРД&2)в=о + а]-*
также строго положительно для любого а > 0, и потому, в силу
теоремы' XIII.44 и предшествующего ей предложения,
ехр(—1(—di/dxi)o^0) образуют усиливающую положительность
полугруппу. Наконец, для доказательства (с) заметим, что фор-
мула (154) позволяет определить оператор Гильберта —Шмидта
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Кв для любых комплексных 6 с | 1 т 6 | < 2 я , и потому бь-*/Се —
аналитическая функция по 6. |

На первый взгляд может показаться поразительным, что
Кв — К(у есть оператор ранга два при любых 6 и 0', но по су-
ществу этот факт отражает то, что индексы дефекта сужения
—d?tdx% ГС"(О. 2л) равны <2, 2>, а потому /Се полностью опре-
деляется независимым от 6 образом на замыкании пространства
(—da/dx2 + 1)[Q°(O, 2я)] коразмерности 2.

Анализ, аналогичный только что проведенному, показывает,
что функция ((—d?/dxs)e + a)-1 аналитична в области | I m 6 | <
<2п]/га, так что отображение 8•—*•(—d*/dx*)e можно продолжить
до целого аналитического семейства. Это семейство не относится
ни к типу (А), ни к типу (В).

Вооружившись доказанной леммой, мы подготовились к пол-
ному анализу операторов

Теорема XIII.89. Пусть V — кусочно непрерывная 2я-периоди-
ческая функция. Тогда

(a) спектр Я(0) чисто дискретен, а операторнозначная функция
01—»Я(0) вещественно аналитична по 0;

(b) Я (0) и Я (2л—0) антиунитарно эквивалентны относительно
обычного комплексного сопряжения; в частности, их собствен-
ные значения совпадают, а собственные функции комплексно
сопряжены;

(c) при 0€(О, л) или (л, 2я) оператор Я (0) имеет только не-
вырожденные собственные значения;

(d) пусть £ „ ( 0 ) ( п = 1 , 2, . . . ; 0 ^ 0 ^ л ) есть п-е собственное
значение Я(0); функция En(Q) аналитична*в (0, я) и непре-
рывна при 0 = 0 и 0 = л;

(e) для нечетных (соответственно четных) п функция Е„ (0) строго
монотонно возрастает (соответ-
ственно убывает) при изменении
0 от 0 до я; в частности,

<£2(0)<...<£г„_1(0)<

е-о е-х

Рис. XI 11.13. Зоны одномерных
операторов Шредингера.

см. рис. XIII.13;
(f) собственные функции г|)„ (6)

можно выбрать аналитически-
ми по 0£(Oi я) (J (л, 2я) и не-
прерывными в я и 0 (причем

0) (2
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Доказательство, (а) следует прямо из леммы и основных теорем
о возмущениях (теоремы XI 1.11 и XIII.64).

(b) При V = 0 это простое следствие определения (—&1с1хг)9.
Поскольку 1Л|з=1Л|з, сформулированные утверждения справедливы
и при УфО.

(c) Если Е— собственное значение Я (9) при б£(0 , я ) , то
уравнение —и" + Vu = Eu обладает решением, удовлетворяющим
граничному условию (153). Функция и — решение этого же урав-
нения, но удовлетворяющее другим граничным условиям. По-
скольку уравнение —и" + Vu = Eu имеет только два линейно не-
зависимых решения и не все они удовлетворяют (153), нужное
решение всего одно.

(d) Рассмотрим £*(0). Это простое собственное значение # ( 0 ) ,
поскольку Я(0) порождает полугруппу, сохраняющую положи-
тельность. Так как Я (9) аналитически зависит от 9 вблизи
9 = 0, можно найти собственное значение /х(9) оператора Я (9),.
аналитически зависящее от 9 £ [0, в) и такое, что /х (0) = Ег (0).
Пусть е < я . Единственной причиной, препятствующей аналити-
ческому продолжению через точку 9 = е, может быть лишь стрем-
ление Д(9) к оо при 9 | в . В самом деле, если Д(9) не стремит-
ся к оо, то, в силу неравенства Я (9) :2s — |[V||», должна суще-
ствовать последовательность 9„ —>в, для которой ^(в„) —* Ё. Но
тогда Ё есть собственное значение Я(е). В силу (с), это
простое собственное значение, так что для | 9 — е | < б существует
единственное собственное значение g(Q) оператора Я (9) около Ё
и функция g аналитична при | 6 — е | < б. В частности, g(Qn) =
= fl(Qn) для больших п, и g дает аналитическое продолжение ft

за точку е. Таким образом, доказательство существования ана-
литического продолжения функции /х на весь отрезок [0, я) сво-
дится к доказательству конечности Д(9) при изменении 9 внутри
этого отрезка. Покажем сначала, что у Я (9) нет собственных
значений, меньших Д(9), при в £ [0, е). Если бы такое собствен-
ное значение было, мы могли бы продолжить его обратно в точку
9 = 0; это продолжение было бы конечным при уменьшении в,
поскольку оно всегда было бы строго меньше /ri(3) Б силу про-
стоты собственных значений и в силу соображений, приведенных
выше. В таком случае в 9 = 0 мы нашли бы собственное значе-
ние, меньшее Eit что невозможно. Теперь, поскольку Д(9) — на-
именьшее собственное значение Я (9) при 9£[0 , е), оно не стре-
мится к оо и при 9 —*-е. Таким образом, /х(9) обладает продол-
жением на весь отрезок [0, я ] , и это продолжение — наименьшее
собственное значение Н (9), т .е. равно E1(Q).
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Посмотрим теперь на Ег (0). Оно может быть двукратно вы-
рожденным; например, это так при V = 0. Если это так, то при
вфО вырождения быть не должно, ибо спектр Я (в) при 6 ^ 0
прост. По теории возмущений, охватывающей случай вырождения,
собственное значение (или значения, если Е2(0) вырожденно)
около Ег (0) задается аналитической функцией (функциями).
Пусть /2(6)—такая функция, если Е2(0) — простое собственное
значение, и меньшая из таких функций, если £2(0) вырожденно.
Повторяя приведенные выше аргументы, можно продолжить f2 (0)
на весь отрезок [0, я], и это даст второе собственное значение
Е2 (в). Точно так же можно рассмотреть и все остальные собст-
венные значения.

(е) Это наиболее глубокая часть теоремы, и потому мы дадим
подробное доказательство. Сначала покажем, что E1(0)^.E1(Q)
при всех 6. В связи с тем что полугруппа ехр[—tH (0)] усили-
вает положительность, собственный вектор ^ ( 0 ) , отвечающий
£i(0), строго положителен и, в силу граничных условий, допу-
скает периодическое продолжение на все R. Фиксируем целое k
и рассмотрим в качестве #<*> (0) оператор —d'/cbc' + V на
L8(—2л&, 2л&) с периодическими граничными условиями. В та-
ком случае периодически продолженный ^ (0) есть строго поло-
жительный собственный вектор Н(к) (0), и потому £а (0) =
= infa(tf<*'(0)) (см. § XIII.12). Тогда (/, (—d*/dx* + V)f)=
= (/, Я<*>(0)/)>£,(/, Л, если /€С„~(—2nk, 2nk), и потому
—&1&х*-\-У~̂ 2-Ех на L2 (R). Воспользовавшись разложением в
прямой интеграл, получаем, что Н ( 6 ) ^ Et(0) для почти всех 9,
значит, E1(Q)^E1(0) для почти всех 6, а поскольку Е±(&) не-
прерывно зависит от в, £ 1 ( в ) ^ £ 1 (0 ) для всех б£(0, 2л).

Введем теперь важную величину D (Е), связанную с диффе-
ренциальным уравнением

—u" + Vu = Eu. (156)

Пусть ut{E, x) — решение уравнения (156) с ^(0) = !, ы',(0) = 0,
а щ(Е, х)— его решение с и2(0) = 0, Из(0)=1. Тогда, как из-
вестно из стандартной теории обыкновенных дифференциальных
уравнений, и( (Е, х) аналитически зависит от Е при любом х.
Пусть М (£) — аналитическая 2х2-матрица

\ил(Е, 2я) ц,(£, 2л)1
=\ ; ' ' „' Г . (157)М(Е)

Дискриминантом уравнения —и"+ Vu называют функцию

= U1(E, 2Л) + И ; ( £ , 2Я).



16. Операторы Шредингера с периодическими потенциалами 321

М а т р и ц а М (Е)—довольно есте- J>{£)
ственный объект, ибо если v удов-
летворяет (156), то

(0)

В частности, уравнение Я(6)1|э=
= £ij5 обладает ненулевым реше-
нием тогда и только тогда, ко-
гда Ai<£) обладает собственным
значением е'9. Но детерминант
М (Е) равен 1, поскольку W (х) =
=ul(E, х)и^(Е, х)—и[(Е, x) ut(E, x) — константа, так что соб-
ственные значения М (Е) суть К и X"1 и D(E) = K-\-K~l. Отсюда
мы заключаем, что Е есть собственное значение Я (6) тогда и
только тогда, когда D (Е) = 2 cos 6. Мы будем доказывать, что
график D(E) имеет примерно такой вид, как на рис. XIII. 14.

Мы уже доказали, чю Е1(0)^Е1(В) для всех 0, так что
D (Е) не может принимать никакое значение из [—2, 2] при
£ < £ х ( 0 ) . Но D(E) = 2 при ^ « - ^ ( О ) . Когда 6 изменяется от 0
до я, D(E1(Q)) изменяется от 2 до —2. Значит, функция Et(-)
должна строго монотонно убывать, поскольку она имеет обрат-
ную функцию агссоз (1/2D(£X(6)))=6. При 6 = я имеем D(£i(n))««
= — 2. График D в конечном счете поворачивает (поскольку у
Н (я) есть дополнительное собственное значение), так что сле-
дующее значение D (6) из [—2, 2] равно —2. Оно отвечает точке
Е2 (я), а затем D пробегает все значения от —2 до + 2 при из-
менении 6 от я до 0. В итоге и возникает картина типа изобра-
женной на рис. XIII.14. Единственная тонкость — это доказа-
тельство того, что в точках + 2 или —2 поворота графика,D
собственное значение Я(0) или Я (я) двукратно. Но ведь если
D(E) имеет точку поворота при Е = Еа, причем в ней £>(£„) =
= + 2 , то для всех 0, близких к 0, у Я (6) два собственных зна-
чения вблизи Еа в соответствии с тем, что у уравнения D(E)=*
=2 cos 6 два решения около Е = Ев. Согласно аналитической тео-
рии возмущений, Ео должно быть двукратным собственным зна-
чением Я(0).

(f) Это утверждение вытекает из аналитической теории воз-
мущений § XII.2. |

Читатель, возможно, заметил, что мы тщательно избегали ут-
верждения об аналитичности Еа(в) сколо 6 = л или 6 = 0, хотя
оно и справедливо. Однако если £„(я)—двукратно вырожденнее
собственное значение, то его продолжение через точку 6 = л мо-
жет оказаться равным Еп+1(в) или En_l(Q) (см. рис. XIII.15).

11 № 2948
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w«

£„(в) в-JT
/T\

( а ) Вырожденное Ej,(it) (Ь) Невырожденное ЕП(1()

Рис. XIII.15. Пересекающиеся зоны.

Аналогичное явление возможно при 8 = 0, если отождествлять 8
и 8 — 2 я .

Теперь мы можем собрать утверждения теорем XIII.85, 86,
88 и 89 и получить такую теорему:

Теорема XIII.9O. Пусть V — кусочно непрерывная функция с
периодом 2я. Пусть # = — d*/dx? + V на L8(R, dx). Пусть £ х (0),
£»(()), ...—собственные значения соответствующего оператора
на (0, 2я) с периодическими граничными условиями, и пусть
Ei(n), ...—собственные значения с антипериодическими гранич-
ными условиями. Положим

j £„(0), «нечетно, ( Еп(л), п нечетно.
п~\ Еп(л), п четно, п~~\£„(0), п четно.

Тогда:

(a) о (Я)- U К , Р.];

(b) у Н нет собственных значений;
(c) спектр Н абсолютно непрерывен.

Доказательство, (а) Поскольку £„(8) непрерывны, при заданных
80 и е

-в0|<6>с:<в€(0, 2я)П£в(в)-£и(в0)|<в}
с некоторым б, так что по теореме X I I I . 8 5 с г ( # ) = и [ап, |3П].

л

(b) Ни одна из функций Еп не равна постоянной, ибо каждая
£„ строго монотонна. Следовательно, для каждого £ 0 множество
{8|£„(8) = £О} содержит не более двух точек. Мера такого мно-
жества равна нулю, так что по теореме XII 1.86 £„ не является
собственным значением.

(c) следует из теорем XII 1.86 и 89. |
Заметим, что —<Р/с1х* + V имеет простое разложение по соб-

ственным функциям, но, поскольку дальше приводится соответ-
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ствующий общий результат, относящийся к «-мерному случаю,
здесь входить в подробности мы не будем.

Самая поразительная черта теоремы XIII.90 в том, что в а (Н)
существуют щели (Р,, а 2 ), . . . , фп, а л + 1 ) , . . . . Конечно, мы знаем
только, что P n ^ a n + i , и некоторых из «щелей» может на самом
деле не оказаться. Действительно, если V = 0, то щелей нет во-
обще, и для того, чтобы каждая из щелей существовала, нужно
накладывать дополнительные требования на V. Красота проведен-
ного анализа — в возможности свести проблему существования
щели к вопросу о вырожденности некоторого собственного значе-
ния.

Пример 1 (уравнение Матье). Пусть

V (х) = \i cos х

с цФО. Мы утверждаем, что <х-„+\Ф$„ для всех п, т .е . реали-
зуется каждая щель. Пусть Щ (соответственно #£) = — d*/dx*
на L2 (0, 2я) с периодическими (соответственно антипериодиче-
скими) граничными условиями. Нам надо только показать, что
Hf + V и Н$+V не имеют двукратных собственных значений.
Приведем доказательство для щ + V; доказательство для #£-f-V
аналогично. Рассмотрим функции ф„ (х) = (2п)~1/2 е х р ( т я ) . Тогда

DH$) и #оф„ = па<рл. Если ij? есть решение уравнения
= £о|> и а „ - ( ф „ , Ч>), то

ап_1) = 0. (158a)

Если т| тоже решение (Щ + V) г\ = Еч\ и 6„ = (ф„, т|), т °

1) = 0. (158 b)

Исключая из (158) член (л2 — Е) и пользуясь условием \i=?=0,
получаем bnall+x-anbn+1=anbn_i—bnan_1, так что &„ап+1 —
—a n b n + 1 = c, где с—некоторая константа. Поскольку т), ф ^ ^ Л
2 * 4 < ° ° . 2 6 « < ° ° и а п~*0» 6 п ~ * 0 П Р И «—• оо. Поэтому с
должно быть нулем и

(159)

Если любые два последовательных a.j равны нулю, то, в силу
(!58а), равны кулю зсг &j, а потому при любом а либо пп*?=0,
либо а„+1=т^=0. Аналогичное утверждение справедливо и относи-
тельно Ь„. Предположим теперь, что Е двукратно. Поскольку
cos Л:—четная функция, в качестве решения уравнения — г ^ + У г ^
= £ч|) можно выбрать четное -ф и нечетное т|, ибо если Е — вырож-
денное собственное значение щ-{-У, то все решения периодичны.

Поскольку т] нечетно, bo= ^ т) (x)dx=0. Таким образом, согласно
- л

и*
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приведенному выше замечанию, Ьхф0. Поскольку т|з четно, а „ =
= а _ „ , и потому, в частности, ввиду (158а)

Отсюда а0 Ф О, ибо если это не так, то a t тоже должно быть
нулем, а это противоречит сказанному выше. Итак, афх Ф О, в
то время как агЬа = 0. Но это нарушает (159), откуда вытекает,
что все собственные значения Щ + V невырожденны.

В задаче 139 приведен другой пример, когда можно получить
асимптотическую формулу для /n = a n + 1 — (}„ при п—-оо, которая
показывает, что по крайней мере для больших п (где /„=7^0) су-
ществует очень много щелей. Кроме того, справедливы следующие
общие результаты, доказательства которых можно найти в ссыл-
ках, приведенных в Замечаниях.

Теорема X1H.9U Пусть V—периодический потенциал с перио-
дом 2я. Тогда:

(a) если нет ни одной щели, V постоянен;
(b) если имеется только одна щель, V — эллиптическая функция

Вейерштрасса;
(c) если отсутствуют все нечетные щели (т. е. у # * + V есть только

вырожденные собственные значения), то V имеет период я .
Более общо, если для фиксированного п отсутствуют все щели
(Рл» aft+i) c k =5̂  2 " m (л* = 1, 2, . . . ) , то V имеет период 2~" (2я),
и справедливо обратное утверждение.

(d) Если существует лишь конечное число щелей, то V—вещест-
венно аналитическая функция на R.

(e) Введем топологию в пространстве Y всех функций класса О
с периодом 2я на R посредством полунорм ||/||„ = ||£)"/:||«>>
п = 0, 1, Тогда множество потенциалов V, для которых
все щели ненулевые, есть плотное Ge-множество в Y (см. об-
суждение понятия «почти всюду в смысле Бэра» в замеча-
ниях к § III.5).
Имеют место некоторые общие результаты о том, когда два

потенциала V и W порождают одинаковые энергетические зоны.

Теорема XIII.92. Пусть V и IF—два таких 2я-периодических
потенциала, что операторы —d*/dx* + Vu—d*/dx* + W на [0, 2я]
с периодическими граничными условиями имеют одинаковые соб-
ственные значения. Тогда их энергетические зоны одинаковы.

Доказательство. Опишем основные идеи доказательства. Детали
можно найти в ссылках, приводимых в Замечаниях. Пусть DV(E)
и DW(E) — соответствующие дискриминанты. Имея в виду анализ,
проведенный при доказательстве теоремы XIП.89, достаточно
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доказать, что они равны. Мы утверждаем, что

| D v ( £ ) | + 1 D w ( £ ) | < C t exp (С, VW\), (160)
Dv{E)/2cos(2nVrE)~^ 1 при E —+ ioo, (161 >
Dw (£)/2 cos (2я K£) — 1 при £ —/oo (162)

Откладывая доказательство этих соотношений, покажем, что
DV = DW. В силу (160) и теоремы Адамара из комплексного ана-
лиза,

), 2-Dw(E)=*Cw]J(l -

где E/(V) — нули DY(E) — 2. По условию теоремы, нули 2—D v
и 2 — Dw одинаковы. Но тогда из (161) и (162) следует, что
(2— Dv)l{2— Dw)—> 1 при E-+i<x>, так что DV = DW.

Соотношения (160)—(162) можно доказать, анализируя реше-
ния U/(E, x). Достаточно доказать, что они служат решениями
такого, например, интегрального уравнения:

л

Ui{E, х) = cos (xV~E)+y~U\n {(х-у) ]ПЁ)У{у)и1{Е, y)dy.

Отсюда путем повторных итераций можно получить (160)—(162). |
На первый взгляд может показаться, что существует не так

уж много пар V, W, для которых DV = DW. На самом деле все
наоборот; ссылки по поводу двух следующих теорем приводятся
в Замечаниях.

Теорема X/I/.93. Пусть V{t, x) есть решение следующего урав-
нения в частных производных:

_ Ё 1 _ З У - ^ — i - ^ (163\

и V (0, л:)— периодическая функция с периодом 2л. Тогда V {t, x)
есть 2л-периодическая функция при каждом t, приводящая
к энергетическим зонам, не зависящим от t.

Уравнение (163) называется уравнением Кортевега — де Фриза.

Теорема XIП.94. Введем топологию в множестве 2л-периоди-
ческих С-функций на К при помощи полунорм jDaf\\oo. Фикси-
руем V и предположим, что спектр о.ператора —cr/dx2 + V содер-
жит п щелей (п может быть бесконечным). Тогда множество
{W\DV = DW} гомеоморфно /г-мерному тору.

В одномерном случае довольно много можно сказать о гло-
бальных аналитических свойствах Еп (6).
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Рис. XII 1.16. Римановы поверхности энергетической
зоны; п = 2.

Теорема XIII.95 (теорема Кона). Предположим, что все энер-
гетические щели в одномерной задаче реализуются. Тогда функ-
ции £„(9) суть ветви одной многолистной функции, не имеющей
других особенностей, кроме точек ветвления типа квадратного
корня на прямых 1т6 = т я , т = 0, ± 1 , . . . . Точнее, сущест-
вуют положительные числа o l f а„ . . . , такие, что риманова по-
верхность функции £(0) может быть описана следующим образом:
£(6) равна £„(0) на л-м листе с разрезами по линиям и [(2/п+1)я]±

т

±»'(ая» оо) и и [2/пя]±»(аи-1» °°) П Р И нечетном л и по U [2mn]±
т т

± i (ав, оо) и U [(2/п-Ы)я]±* ( ая-и оо) при четном л; л-й
т

и («+ 1)-й листы склеены вдоль берегов разрезов 2тп ± t («„, оо)
(« четно) и ( 2 т + 1)я ± i(а„, оо) (п нечетно); см. рис. XIII.16.

Доказательство этой теоремы можно найти в ссылках, при-
водимых в Замечаниях.

Обратимся теперь к общему «-мерному случаю. Разложение
с помощью прямого интеграла может быть проведено как в х-,
так и в р-пространстве без существенных изменений. Главную
трудность будет представлять анализ слоев Н (обобщение тео-
ремы ХШ.89), ибо этот анализ существенно опирался на про-
стоту собственных значений Н (0), чего не будет в многомерном
случае. Дополнительное осложнение возникает из-за того, что
в случае многих переменных собственные значения не обязательно
аналитичны (в смысле однозначных функций) в вырожденных
точках: см. пример в замечаниях к § XII.1. Оказывается, все
эти проблемы легче разрешить, если проводить анализ слоев
в р-пространстве.

При обсуждении л-мерного случая мы хотим допустить потен-
циалы V с локальными особенностями. Критерии, сформулиро-
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ванные в § Х.2, неприменимы, если V неограничен, поскольку
такие периодические потенциалы не могут лежать ни в каком
Lr—\-L°° с р < оо; но если V £LP для всех ограниченных множеств
и периодичен, то он равномерно локально принадлежит LP
в смысле следующего определения.

Определение. Измеримая функция V на R" называется равно-
мерно локально лежащей в LP, если

для любого единичного куба С с не зависящей от С постоянной А.

Теория возмущений § Х.2 обобщается на равномерно локально
лежащие в LP (С некоторым р) потенциалы с помощью следующего
метода локализации.

Теорема XIII.96. Пусть р = 2 при гс<3, р > 2 при п=4
и р > /г/2 при / г ^ 5 . Тогда любая вещественнозначная функция
на R", равномерно локально лежащая в LP, определяет — Д-огра-
ниченный оператор с нулевой относительной гранью.

Доказательство. Пусть q таково, что p~1 + q~1= 1/2. В § Х.2
было доказано, что для любого е существует такое Аг, что

(164)

Пусть для любого куба С

-Пусть С —единичный куб, и пусть С —куб с ребром 3 и тем же
центром, что и С. Пусть rj есть С*-функция с носителем в С,
тождественно равная 1 на С. В силу (164),

IIФII* с <|ЛФБ < е|| Д (г,ф)| + Ае||г]фд*<

! C s (165)

где мы воспользовались равенством Д (г\<р) — ф Дп. + т] Дф + 2ут] • Уф,
неравенством треугольника, неравенством (а+Ь+с)г^.З(а2+Ь2+сг)
и тем, что т), ?т] и ATJ—ограниченные функции с носителем в С
Заметим, что, поскольку различные |£>2TI Щ МОЖНО выбрать не-
зависимо от С, (165) справедливо с константами, не зависящими
от С. Пусть Са для a g Z " — единичный куб с центром а и С'а —
соответствующий куб С. Тогда, поскольку V равномерно локально
лежит в LP,
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И потому •

< ||| V HI» 3» (4е | АФ И! + (D + V,e-»B)«Ф 0 .
На предпоследнем шаге мы воспользовались тем, что всякая
точка jtglR", не лежащая на границе какого-нибудь Са, лежит
точно в 3" кубах С'а, а на последнем —неравенством

которое в силу теоремы Планшереля следует, из числового нера-
венства а<^ 6а* + 1/лЬ~х. |

Отметим, что если V равномерно локально лежит в U> при
некотором р > п/2, то это же автоматически справедливо для
L"/2, поэтому мы и сформулировали предыдущую теорему для
Р > п/2.

Обладая таким критерием, можно дать такое доказательство
следующей теоремы, которое лишь обозначениями отличается от
соответствующего одномерного результата (теоремы XIП.88).

Теорема ХШ.97. Пусть a l t . . . , а„—линейно независимые век-
торы в R.", а V — вещественнозначная функция на R", такая, что

(I) V(x + a,) = V(x), i=\, . . . , п;

(ii) \ |V(x)\pdnx < oo, где Q — элементарная ячейка
О

X6I *,а„ 0 < t, < 1

и р=2 при п^.3, р>2 при п=4, р=п/2 при п^5.
Пусть Я 0 (в) для каждого 6 g [ 0 , 2я)"—оператор —А на 5%'^s
z==L2 (Q, dnx) с граничными условиями

= Л^(Х) (166)

для всех х, для которых х, x + a ^ g Q (т. е. для х на соответ-
ствующих гранях 3Q с координатами yf, определяемых разложе-
нием х = 2 # / а / ) . Пусть

10.
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и пусть преобразование £/': Z.*(R", dnx) -* 9С задано на & соот-
ношением

(£/7)в(х)= 2 п е - ' в т / |

л продолжено на все L* до унитарного оператора U. Тогда:
(a) для почти всех 9 £ [0, 2я)п функция V определяет на L2 (Q, d"x)

ограниченный относительно Я ( о ) (6) оператор умножения с ну-
левой относительной гранью;

(b) U (— A + V)U-l= f® Я ( 9 ) ^ 1 - , где Я (9) = Я(о> (Й) + V.
[0. 2ЯУ»

Отметим, что можно доказать Я ( 0 ) (в)-ограниченность V с ну-
левой относительной гранью не только почти всюду, но и пото-
чечно. Это достигается, например, с помощью рассуждений,
основанных на свойствах аналитичности.

Одно из следствий этой теоремы —существование разложения
по собственным функциям оператора Н в смысле § XI.6:

Теорема X/I/.98. Каждый Я (9) обладает полной системой соб-
ственных функций ti>m(6; x), отвечающих собственным значениям
£ет(9). Если с помощью граничных условий (166) продолжить
фя (9; х) на все R" и для ф € & (К") положить

Ф(т; в ) = ^ ^ ( в ; x)<p(x)dnx,

ТО

(a) j|q>(x)|*d»* = £ j |ф(т; в)|«
R" т {0, 2я)"

L J Ф(т; в)Ц).(в;
[0, 2я)"

(с) Я = — A + V при всех ф £ £ ( Я ) обладает свойством

775п; 9) = £/я(9)ф(/п; 9),

где операция ~ считается продсяжекксй на асе £.*(£") по
непрерывности;

(d) операция ~ отображает L2(Rn, C["JC) « а ф ^ ( [ 0 , 2л)п, d"«).
m

Доказательство. Полную систему собственных функций Я(0) (9).
можно найти в явном виде, а именно

(0; х) - (2л)-«/* exp ft S
L / = '
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л

для fy€Z, где yf определены разложением х = 2 УЛ-- Соответ-
ствующие собственные значения стремятся к бесконечности при
|к |—•оо, так что резольвента Я<0> (в)—компактный оператор.
Тогда, в силу теоремы XIII.68, резольвента Я (в) также ком-
пактный оператор, и потому спектр Я (в) состоит из дискретных
собственных значений {Em(9)\Z-u а набор соответствующих соб-
ственных функций полон. С помощью принципа минимакса можно
доказать, что Ет (в) — измеримые функции и что соответствующие
собственные функции можно выбрать также измеримыми (за-
дача 140). Поскольку при фиксированном в собственные функции
Фя»(6) оператора Я (в) образуют ортонормированный базис ьЖ'1

то для Т1 € 'УС = С &С' щр имеем
{0. 2Я>"

e
где

2 (•. Ф), Лв)ж - гЫ«). (•. (в). Ил)в) = Еп (в) (г|>т (в), т,в),

[ 0 2 ) Л

Утверждения (а)—(с) теперь следуют просто из определения U
и способа, которым мы продолжили ф т ( в ) . Аналогично доказы-
вается (d). |

Для проведения анализа в р-пространстве удобнее использо-
вать величины, отличающиеся множителем 2л от обычно приме-
няемых величин.

Определение. Пусть а,, . . . , а„ — некоторый базис в IR". Базио
Ki, ••-, К„, определяемый соотношениями

будем называть сопряженным к {а,}.

Теорема Х111.99. Пусть V — функция на IR", такая, что У (х4-а,) =
= 1/(х) ( / = 1 , . . . , п), где {а,}?-!—базис в R". Пусть Q— эле-
ментарная ячейка этого базиса, и пусть Q—элементарная ячейка
сопряженного базиса \К{\, т. е.

3t'dak. Предположим, что V равно-

ъ"
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мерно локально принадлежит LP (где р = 2 при n<;3, p > 2 при
п = 4 и р—п12 при п > 5 ) , и пусть Vm — коэффициенты Фурье V
как функции на Q, т. е. для любого m ^ Z "

Vm = (vol Q)-1 J exp ( — i 2 my Ky • x ) V (x) d»x. (167)

Для kgQ определим оператор Я(к) на &б'

S ^ „ (168)

с областью определения
D0={g

Наконец, пусть U: L2(R")—+Ж задано соотношением

Тогда С/—унитарный оператор и

U ( _ Д + V) U-1 = J® Я (k) d"&.
5

Доказательство. То, что £/ унитарен, следует из теоремы План-
шереля. Более того, ясно, что

[(U ( - A) U-i) g] (к)и - (к + 2 mfaY g (k)m,

поскольку — А/ (/) = /*/(/). Учитывая — А-ограниченность V с ну-
левой относительной гранью, остается доказать только, что

[{UVU-*)g{k)]m- 2 V«ff«_«(k),
ogz;"

а для этого достаточно показать, что для /б^С^")

= 2 Vef(k-2ayKy\ (169)

Для доказательства (169) нужно только убедиться, что V как
обобщенная функция умеренного роста Имеет фурье-сбраз

Но это верно, поскольку, как и в одномерном случае, ряд Фурье

У (х) = 2 У а ехР И 2 «/К/ • х
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сходится локально в смысле L*, ибо V равномерно локально
принадлежит L2. |

Одно из преимуществ описанной процедуры разложения
в ^-пространстве— независимость области определения Do опера-
торов Я (к) от k. В действительности можно с помощью (168)
определить Я (к) для любого к £ С", и так определенные опера-
торы Я (к) образуют аналитическое семейство типа (А). Простей-
ший способ убедиться в этом —ввести

= ( ll

так чтобы Р был Я (О)-ограниченным с нулевой относительной
гранью, и

Я(к) = Я(0) + 2к-Р + 2 # - (170)

Я (к) зависит от п параметров, но нам удобно фиксировать п—1
из них. Этому есть две причины. Во-первых, таким способом мы
избегаем неаналитичности, с которой можно столкнуться в мно-
гопараметрической задаче на собственные значения в веществен-
ном случае. Вторая причина более деликатная. Пусть а и Ь —
фиксированные векторы в R". Пусть z="k+iy. Определим

Конечно, Я (к) = Яо (к) -f- V, где Яо (а + гЬ) обладает полным орто-
нормированным набором собственных векторов с собственными
значениями Ет(г) Далее,

Im Ет(г)

имеет особенно простой вид, если разумно выбрать числа Ь-К/,
так чтобы число в квадратных скобках не обращалось в нуль
при изменении т . Удобно выбрать в качестве b первый вектор
решетки в дс-пространстве:

Ь-К/ = 2я6/ 1, (171)

а К определить равенством
Ь-(а + Щ = я. (172)

В этом случае Im Em (г) — 2ny(2mi+ 1) и

| 1 т £ „ ( г ) [ > я | у | ( 1 + |ж 1 | ) . (173а)

Более ТОГО, легко показать (задача 141а), что
| Я е ( £ т ( г ) + 1 ) | > б 1 | т | 2 , если | т | > с , ( 1 + | у | ) , (173Ь)
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с подходящими сх и сг (зависящими от а в силу выбора X в (172)).
Из (173) вытекает (задача 141) следующая

Лемма U Пусть л ^ 2 . Пусть b и X заданы формулами (171)
и (172). Тогда:

(а) если а > л/2 и а ^ га — 1, то ряд

/аО/) — 21 Е

сходится и ограничен при \у\~^\;
(Ь) если, кроме того, о с > л — 1 , то lim fa(y) = O.

Смысл леммы 1 в том, что она позволяет контролировать по-
ведение \\V (H0{X-]-iy) + l)~1\\ при у-+оо для подходящих V.

Лемма 2. Пусть п ^3=2. Пусть V — периодический потенциал с
коэффициентами Фурье (167), такими, что

2|1Лп|3<°°. (174)

где Р < (п — 1)/(п — 2) при гС^Ъ и р = 2 при п = 2. Фиксируем
a ^ R " , и пусть b удовлетворяет (171). Пусть

для всех t £ R. Тогда:

(a) резольвента каждого A (t) компактна;
(b) существуют вещественно аналитические функции {£,(/)} и

соответствующие аналитические векторнозначные функции
{•$/(*)}, такие, что г|)у (t) образуют базис в 9i(' = l*(Zn) и для
каждого t

(с) среди функций Ej (t) нет постоянных.

Доказательство, (а) Поскольку р ^ 2 , из (174) и неравенства
Хаусдорфа—Юнга следует, что V£La(Q) с а < п — 1 при п~^Ъ
и а = 2 при га = 2. Таким образом* V ограничен относительно
Н„ (к), и достаточно доказать, что компактна резольвента Н„ (к),
а это следует из того, что Я 0 (к) обладает полным набором соб-
ственных векторов с собственными значениями, уходящими на
бесконечность.

(Ь) Пусть Ej (0) — собственные значения A(t = O), упорядочен-
ные так, что E1(0)^Ei(0)^.... . Используя, если понадобится,
теорию возмущений для вырожденных собственных значений,
можно продолжить эти собственные значения и собственные
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векторы на ненулевые /. Как и в одномерном случае, для того
чтобы убедиться в возможности такого продолжения на любые /,
нужно только показать, что Ej (t) не уходят на бесконечность
при каком-то конечном /. В силу (170),

откуда, в силу теории возмущений первого порядка и # 0 (к)-
ограниченности Р,

dEf(f)

dt

Следовательно, Ej{t) не могут уходить на бесконечность для ко-
нечных вещественных t.

(с) В силу леммы 1, предположений о V, неравенства Гёль-
дера и неравенства Юнга,

lim || (Ло (X + iy) + 1 Г 11| = 0, lim ||V (Ао (X + iy) + 1)"»| = О,

где X выбрано так, что выполнено (172). Отсюда с помощью
обычной теории возмущений получаем, что (A(K-\-iy)-{-l)~l су-
ществует при \y\^Y0 и

lim ||[Л (Х+»/) + 1]~ 1 1 = 0. (175)

Предположим теперь, что некоторая Ej(t) равна константе С для
всех t. Поскольку резольвента A (t) компактна для всех вещест-
венных /, она компактна и для всех / £ С , так что С — всегда
собственное значение А (/). Тогда (С+I)" 1—всегда собственное
значение (Л(/)+1)~ 1, так что

Но это противоречит (175), и потому Ej(t) не может быть по-
стоянной. |

Теперь мы готовы провести полный анализ спектральных
свойств операторов Шредингера с периодическими потенциалами.

Теорема ХШ.ЮО. Пусть V — периодический потенциал с коэф-
фициентами Фурье из /р, где р < (п—1)/(п—2) при п ^ З и
Р = 2при /г = 2,3.Тогда спектр —Д + Усостоитлишь из абсолютно
непрерывной части.

Доказательство. Векторы Ь, К2. •••• К„ образуют базис в JR",
и потому внутренность Q можно-представить в соответствии с раз-
ложением k = s1b + s 8 k a + . .. -f $„К„ как множество {<s1, sj_>|st £
€ М (S_L), S_L € ^ } . где М (s^) для каждого S_L € А/—открытое связ-
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Рис. XIII.17. s-разложение Q.

ное множество (см. рис. X I I I . 1 7 ) . Тогда в подходящем разложе-
нии в прямой интеграл

Я = J JJ
s, sAf (s, i

В силу леммы 2 и теоремы XI 11.86, прямой интеграл по Sj для
каждого sx£N обладает лишь абсолютно непрерывным спектром,
и потому, в силу пункта (f) теоремы XI 11.85, спектр Н состоит
лишь из абсолютно непрерывной части |

Подчеркнем, что подобно ситуации в одномерном случае спектр
Н разбивается на «зоны», но с двумя существенными отличиями.
Во-первых, из-за вырожденности возможны неопределенности в
особых точках функций многих переменных. Во-вторых, в отли-
чие от одномерного случая зоны могут «перекрываться».

Прежде чем приступить к обсуждению связей изложенных
здесь идей с простой моделью физики твердого тела, мы хотим
еще упомянуть о произволе в выборе a t, . . , а„. Пусть V задан;
то, что определяется без всякого произвола,— это множество

.2V = .{a|V(x + a) = V(x) п. в. по х}.

Для периодических потенциилов 3v всегда представляет собой
решетку в смысле следующего определения.

Определение. Решетка —это подмножество S?с IR", обладающее
следующими свойствами:

"(i) 3 дискретно, т. е. не имеет конечных предельных точек;
(И) ,2* —подгруппа аддитивной группы R";

(Ш) & не содержится ни в одном нетривиальном подпростран-
стве R".
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Рис. XII 1.18. Два выбора базиса и элементарной
ячейки.

Любая решетка J27 обладает базисом, т. е. набором таких
элементов ах, . 2 7 й &

р
а„ £ J27, что каждый а £ & однозначно пред-

л
ставим в виде а = 2 m i a i c m^Z. Такой базис не единствен,

и соответствующая элементарная ячейка также не единственна
(пример см. на рис. XIII.18). Свойство, которым обладают все

элементарные ячейки,— это равенство Rn= U t a Q , где т а 5 =

i | x £ S } с т а Q i n t Л ть Q i n t = 0, если афЪ. Существует и
другая «элементарная ячейка» С, обладающая таким свойством,
хотя она и не связана ни с каким базисом. Это ячейка Виг-
нера— Зейтца решетки J27, определяемая формулой

С = {х£ R".| х—ближайшая к 0 точка в J27}.

Два примера ячеек Вигнера—Зейтца приведены на рис. XIII.19.
Можно показать (задача 143), что любая ячейка Вигнера —
Зейтца представляет собой многогранник, т. е. пересечение ко-
нечного числа слоев { х | а ^ / (х)^;Ь}, где / — линейный функ-
ционал. Ячейка Вигнера — Зейтца определена однозначно.

Точно так же сопряженный базис зависит от выбора базиса
в Sv, а сопряженная решетка JZ"V = {k £ R" | к-а £ 2nZ для всех

Типичная Q

fa) Квадратная решетка (Ь) Гексагональная решетка

Рис. XIII.19. Две ячейки Вигнера — Зейтца.
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£ } и ее ячейка Вигнера — Зейтца, называемая зоной Брил-
люэна В, не зависят от выбора базиса в J?V.

Мы коснулись этой терминологии по следующей причине.
Можно провести разложение в прямой интеграл в ^-пространстве,
заменив Q на С, и в р-пространстве, заменив Q на В. Изучение
твердых тел в физической литературе обычно начинается с по-
строений, представляющих собой не что иное, как замаскирован-
ную форму разложения в прямой интеграл в р-пространстве по
зоне Бриллюэна.

Вернемся теперь к обещанному описанию связей всего изло-
женного с физикой твердого тела. Человеку, занимающемуся:
математической физикой и привыкшему иметь дело с атомной
физикой или даже квантовой теорией поля, внушительный ряд
сбивающих с толку приближений, называемых теорией твердого
тела, представляется скорее искусством, чем наукой. Хотя в>
таком представлении есть некоторая доля правды, мы хотели бы
подчеркнуть, что различие между атомной физикой и физикой
твердого тела на самом деле измеряется лишь степенью прибли-.
жения к реальным явлениям: ведь «стандартный» чисто кулонов;
гамильтониан атома—всего лишь приближенная модель «реаль-
ного» атома. Прежде всего в ней не учтены ни релятивистские
поправки к кинетической энергии, ни спин-орбитальное взаимо--
действие. Далее, эксперименты в атомной физике никогда не
проводятся с отдельными атомами, так что, обсуждая простую
модель атома, а затем сравнивая ее с результатами экспери-
мента, мы всегда делаем определенное приближение. Наконец, в
эксперименте присутствует взаимодействие с полем излучения
(квантовая электродинамика), которое, без сомнения, еще не
понято во всей глубине. Большая разница между атомной фи-.
зикой и физикой твердого тела состоит в том, что в атомной
физике одна модель описывает большинство основных физических;
явлений в этой области, тогда как в физике твердого тела мо-
дель, которую мы описываем ниже, качественно объясняет лишь
ограниченную область явлений. Многие явления требуют учета
колебаний решетки («фононы») и взаимодействия электронов
между собой и с фононами. Но, в конце концов, человеку, зани-
мающемуся математической физикой, выдается для изучения точно
описанная модель (или несколько таких моделей); а это Rce. что
он или она могут потребовать с достаточным основанием.

Замечено, что ядра в твердом теле расположены более или
менее регулярным образом, т. е. в IR" существует решетка, при-
мерно в узлах которой находятся ядра. Никто пока не объяс-
нил, опираясь только на основные законы природы, почему
образуются кристаллы, т. е. никто не доказал, что большое
число тяжелых ядер с достаточным для нейтральности числом
электронов, взаимодействующих посредством кулоновых потен^
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циалов, обладает основным состоянием, приближенно представ-
ляющим собой кристалл. Поэтому мы просто постулируем, что в
нашей модели заданное число ядер с некоторым числом окру-
жающих их электронов располагается в каждом узле решетки.
Для простоты мы заменим большое твердое тело кристаллом,
заполняющим все R". В итоге, если пренебречь электрон-элект-
ронным взаимодействием, получится модель электронов, движе-
ние которых описывается гамильтонианом —Д-J-V, где V — пе-
риодический потенциал. Эта модель носит название одноэлект-
роннои модели твердого тела. Мы хотим с помощью проведенного
анализа периодических операторов Шредингера описать две
вещи:

(1) понятие плотности состояний и качественное объяснение раз-
ницы между металлами и диэлектриками;

(2) рассеяние на примеси в одноэлектронной модели.

Для упрощения обозначений рассматривается трехмерное
пространство.

Определение. Пусть Q—элементарная ячейка сопряженной
решетки, и пусть Еп(к) — уровни энергии Я (к) (упорядоченные
неравенствами Е1^.Е2^....). Мерой плотности состояний назы-
вается заданная на R мера р, определяемая равенством

Р (-оо, £] = - ^ у £ | { к б д | £ „ ( к ) < £ Н , ( 1 7 6 )

где | Q | — мера Лебега ячейки Q и | { . . . } |—мера Лебега мно-
жества {•••}•

Отметим, что, поскольку Ёп (к) -+оо равномерно по к при
л —*оо (задача 144), число р(—оо, Е] конечно. Более того,
основываясь на проведенном общем анализе, легко показать
(задача 145), что р абсолютно непрерывна относительно dE, меры
Лебега на R. Производную Радона —Никодима dp/dE обычно
называют плотностью состояний. Для того чтобы объяснить важ-
ность р в теории твердого тела, введем еще одно понятие. Пусть
Q — элементарная ячейка в ^-пространстве, фиксировано неко-
торое m g Z и Q(OTI —множество объема т3 \ Q |, полученное при-
кладыванием друг к другу тхтхт множеств Q. Пусть Нт —
оператор — Д^ + V на L 2(Q ( r a )), где—ДР — оператор с периодиче-
скими граничными условиями. Пусть Р я ( й ) — спектральные
проекторы Нт\ введем

р и ( —оо, Е] = 2 dim/>„,(— оо, £]/ /л а .

Тогда справедлива
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Теорема XIII. 101. Если т—»-оо, то рт —>- р в том смысле, что
рт( — оо, £]—*-р( —оо, Е] для любого Е. .

Доказательство. Опишем основные идеи доказательства, оставляя
детали читателю (задача 147). Ключевой момент состоит в том,
что Нт имеет следующее разложение в прямую сумму. Парамет-

/ 1ризуем Q так: / ^ ' , К ;^ 11. Тогда

(Q ©
at, a,, a,=0

и, таким образом, Нт можно представить в виде

... 3 L " 0? к>+£ *•+£*
где //(к) — слои оператора Я в бесконечном объеме. Возмож-
ность такого разложения объясняется тем, что любая функция ф,
периодическая на Qlm\ есть сумма функций <р, обладающих
свойством <р(х + ау) = ехр (2naji/m)y(x). В результате такого
разложения имеем

Р я , ( - о о , Е] = 2т-*${п; <х,б{0, 1 т—1}\

и,' поскольку Е (.) непрерывно, это выражение служит прибли-
жением р(—оо, Е]. |

Вернёмся теперь к нашей модели твердого тела. Предполо-
жим, что каждое свободное ядро окружено / электронами. Тогда
в нашей модели мы хотим иметь I электронов на единичную,
ячейку. Хотя мы и пренебрегаем взаимодействием между элект*
ронами, игнорировать принцип Паули, который в случае сво-г
бодных электронов утверждает, что в каждом собственном со-*
стоянии Н может находиться не более двух электронов, нельзя;
Однако, как же мы можем его учесть, когда Н не имеет собст-
венных векторов и когда в нашем (бесконечном) кристалле
находится бесконечное число электронов? Мы утверждаем, что
разумный путь учесть принцип Паули состоит в том, чтобы счи-
тать, что в основном состоянии электроны заполняют континуум
состояний до энергии Е, при которой р(—оо, £ ] = /. Действи-
тельно, если бы мы взяли большой, но конечный кристалл раз-
мера тхтхт с периодическими граничными условиями, у нас
было бы тгЧ электронов и в основном состоянии они заполняли бы
собственные состояния Нт до энергии Ет, определяемой равенст-
вом р я ( —оо, £ т ] = /. Наименьшее число Е, при котором
р( —оо, Е] = 1, называется энергией Ферми £ F • Множество тех
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Яаинизшая энергия
зоны проводимости

Заполненная
зона

Типичный, диэлектрик

Энергия, отвечающая
правоаимости

• Заполненная зона

Типичный металл

Рис. XIII.20. Энергетические зоны проводников и
диэлектриков.

k£fJ (т. е. к из зоны Бриллюэна), при которых Е„ (к) = Ер для
некоторого п, называется поверхностью Ферми. Эта картина
похожа на ту, которая возникает при элементарном обсуждении
периодической таблицы элементов, основанном на спектре атома
водорода, но осложняется присутствием континуума состояний.

Теперь мы готовы к объяснению, почему электронная прово-
димость в одних твердых телах (диэлектрики) мала, а в других
(металлы) велика. Используя симметрию основного состояния
относительно комплексного сопряжения, можно доказать, что в
нем нет движения электронов. Для того чтобы получить поток
электронов, нужно возбудить некоторые из них. Мы уже знаем,
что в типичных случаях периодический оператор Шредингера
обладает щелями (запрещенными зонами) в энергетическом
спектре. Существует качественная разница между тем, когда Ер
располагается на дне щели, и случаем, когда это не так. Если
Ер лежит на дне щели, то спектр Н не пересекается с интер-
валом (Ер, Ер + е), и потому нужна конечная порция энергии
для возбуждения тока (см. рис. XIII.20). В этом случае мы
имеем диэлектрик. Если £V не находится на дне щели, мы имеем
металл! Конечно, если Ер лежит на дне узкой щели (е мало) или
не лежит на дне, но достаточно близко к нему, мы имеем про-
межуточные случаи, где различия металл/диэлектрик выражены
не резко (полуметаллы, полупроводники). Имея дело с реаль-
ными телами, нужно учитывать, что реальное тело находится не
в основном состоянии, а в состоянии с конечной температурой,
описываемом статистической физикой. Подчеркнем, что учет ще-
лей в спектре энергии — важный момент теории твердого тела.

В качестве заключительной темы из одноэлектронной теории
твердых тел обсудим рассеяние на примеси. Предположим, что
один из узлов решетки занят атомом примеси, отличающимся от
атомов во всех остальных узлах. На электрон в таком крис-
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сталле действует потенциал V + W, где V периодичен, a W,
представляющий различие между примесью и атомом, который
она замещает, имеет короткий радиус действия. Можно ожи-
дать, что электроны в таком кристалле рассеиваются на примеси
в соответствии с обычной теорией рассеяния.

Теорема XUIJ02. Пусть V — периодический потенциал на R",
квадратично интегрируемый по элементарной ячейке. Пусть W —
потенциал из L1 П L2 (R8). Тогда

fl^1 = s-lim exp [it (Ho

существуют и обладают одинаковой областью значений, так что
S-матрица унитарна.

Доказательство. Поскольку спектр //0 + V состоит лишь из
абсолютно непрерывной части (теорема XII 1.100), достаточно до-
казать, что ( — A + V + W + c)~1~( — A + V + C)"1 при некотором с
лежит в классе операторов со следом, ибо тогда можно исполь-
зовать теорию Като — Бирмана (теорема XI.9). Выберем с так,
чтобы — A + V + № > — с-f I, —A + V^f—c+l. Поскольку V и
W ограничены относительно —А с нулевой относительной
гранью, то

Первый и третий множители суть ограниченные операторы бла-
годаря относительной ограниченности; средний множитель лежит
в классе операторов со следом (см. теорему XI.20), поскольку
W g L1 П L*. Следовательно, разность резольвент также имеет ко-
нечный след. |

XIII.17. Введение в спектральную теорию
несамосопряженных операторов

До сих пор мы изучали спектральные свойства главным
образом самосопряженных операторов. Б этом последнем разделе
мы хотим кое-что сказать о спектральном анализе компактных
операторов, которые не обязательно самосопряжены. В § VI.5
мы уже видели, что если Л —компактны» оператор, то о (А) со-
стоит из нуля и множества отличных от нуля чисел {Д.,}^4', где
N (А) конечно или счетно. Единственной точкой накопления
спектра может служить лишь 0. Более того, каждое число Х{

есть собственное значение, и, в силу утверждений § XI 1.1 и
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XI 1.2, каждый спектральный проектор

Р

конечномерен и Ran/J,-= {г|з| (Л — А,,-)" г|з«= 0 для некоторого п}.
Назовем вектор г|з обобщенным собственным вектором, если
(А — Х,)пг|з = О для некоторого п~^\. Возникает ряд естест-
венных вопросов.

(1) Порождают ли собственные и обобщенные собственные век-
торы оператора Л (векторы из области значений некоторых
Pi или решения уравнений (Л—Х,)лг|з = 0 для некоторых п)
все пространство Ж, т. е. образуют ли они тотальное иод-
множество?

(2) Предположим, что А лежит в классе tlx операторов со сле-
дом, введенном в § VI.6. Пусть к{(А) — все ненулевые собст-
венные значения А. Будем повторять каждое X,-(Л) столько
раз, какова его алгебраическая кратность, по определению
равная dim/1,-. Правда ли, что

Тг(Л)= 2 Ь/И)? (177)

(3) В силу мероморфной версии теоремы Фредгольма (теорема
XIII. 13), (1+цЛ)" 1 — мероморфная функция ц на всем С.
Можно ли найти в явном виде целые по ц функции, просто
выражающиеся через Л и такие, что (1 +\iA)~l = F (\i)/G (ц)?
Мы обсудим решение задачи 3 в случае А £ #i и восполь-

зуемся им при обсуждении задач 1 и 2. Завершает этот раздел
обсуждение «явных» решений двух интегральных уравнений, кото-
рые уже появлялись раньше, в томе 1 и в этом томе. Задача 2
не столь проста, как кажется. Во-первых, a priori не ясно, схо-
дится ли сумма в (177). Кроме того, если у Л есть только нуле-
вое собственное значение, далеко не очевидно, что Тг(Л), опре-
деленный как сумма диагональных матричных элементов, равен
нулю. Наконец, в связи с задачей 1 рассмотрим следующий
пример.

Пример /. Пусть {ФЛЛ-1 — ортонормированный базис в Ж. Пусть
\a

n}n-i. — последовательность положительных чисел, монотонно
оо

сходящаяся к нулю. Пусть А= 2 а

п ( Ф л ' ")ф|»+1- Это компакт-

ный оператор, поскольку

II N

\\Л- 2 а„(ф„, -)ф„ + 1 = sup
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С П \ 1/Л

П I a « I) стремится к нулю при
п—• оо. Отсюда по формуле для спектрального радиуса и по
теореме VI.6 вытекает, что а(Л) = {0}. Предположим что все
«„4^0. Поскольку ясно, что тогда Кег (Л") = {0}, то Л не имеет
собственных значений, а линейная оболочка собственных векто-
ров равна {0}.
Пример 2. Предположим, что {i|?n}" „—базис в Ж и {осп}—дву-
сторонняя последовательность ненулевых чисел, стремящаяся
к нулю на ± оо. Пусть

Тогда

/ « = — 00

есть оператор, плотно определенный на

Отметим, что поскольку а(А) = {0}, то {В — Х)~1 = А (1 — L4)~ l.
Таким образом, S — замкнутый оператор, резольвентное множе-
ство которого совпадает со всей плоскостью С! (См. также при-
мер 5 в § VIII.1.)

Итак, вопрос 1 не всегда .имеет утвердительный ответ. Позже
мы покажем, что если Л —строго m-аккретивный оператор из Зг,
то его обобщенные собственные векторы порождают все $%.

Впредь {in (А)}%£}' будет списком всех ненулевых собственных
значений компактного оператора А. Каждое «собственное зна-
чение будет входить в этот список столько раз, какова его алге-
браическая кратность. Мы упорядочим {А.„(Л)} условием

если |^„+1(<4)| = |А.„(Л)|, где a rgk,€[0 , 2я). Для начала дока-
Л/(Л)

жем, что 2 А.„(Л) абсолютно сходится, если А £ Эх.

Лемма 1. Пусть Л—компактный оператор. Тогда существует
ортонормированное семейство {еп\{Ц^, такое, что

Аеп = К(А)еп+ 2 vMeB (178)

с подходящими vam. В частности,
(en, Aea)=ka(A). (179)
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Доказательство. Пусть Pt — спектральные проекторы, отвечаю-
щие ненулевым собственным значениям. Записав А[ Ran/ 3, для
каждого i в жордановой нормальной форме, можно найти мно-
жество линейно независимых векторов \ft\^lA) , таких, что

AU = K(A)fm+PJn-i> (180)

гдеР„= 1 либо 0. Применяя к {fJUfJLP процедуру Грама—Шмидта,
можно найти ортонормированное семейство {е„}п^л , такое, что

2.VnJm (181)

с упаф0. Тогда (178) следует из (180) и (181). |
Ортонормированное семейство {еа\%$& называют базисом Шура

(хотя оно не обязательно базис).
Пусть теперь {|д.п (^4)}—сингулярные числа А, т. е. собствен-

ные значения А \.

Теорема XIII.103 (теорема Шура — Лалеско — Вейля). Для лю-
бого 1 ̂  р < оо

N (А)

2 КИ)!'<2 м^)'. (182)

где Л —компактный оператор, {Хп(А)\— его собственные значе-
ния, а {|А„(Л)}—его сингулярные числа. В частности, если
А€Зг, то

N {А)

Доказательство. Рассмотрим каноническое разложение А:

гДе \fn\ и \ёп\—ортонормированные базисы (теорема VI.17).
Пусть \еп}^ —базис Шура для А. Тогда, в силу (179),

где а,л„ = (/„ ej{em gn). Теперь мы утверждаем, что

2 1 «..1
Л | = 1
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Для доказательства (184) заметим, что, в силу неравенства
Шварца,

\i/a/ «о \i

l / \m=I /

где на последнем шаге использовано неравенство Бесселя и орто-
нормированность {еп\. Неравенство (183) получается похожим
образом из ортонормированности \gn\ и {/„}. Пусть теперь q —
сопряженный к р индекс. Тогда

п9 т

( М \1/Ч

2W •
На предпоследнем шаге использовано неравенство Гёльдера
и равенство q(p — 1) = р, а на последнем—неравенства (183)
и (184). Отсюда легко получается (182). |

. Прежде чем обратиться к основной теме этого раздела, отме-
тим одно следствие (182).
Следствие (обобщенное неравенство Голдена — Томпсона). Пусть
— А и —В — положительные самосопряженные операторы, причем
А+В в существенном самосопряжен на D(A)nD^B). Предпо-
ложим, что еА/гевеА'*€3р. Тогда еА+в£Эр и

Доказательство. Докажем сначала, что если С и D—ограни-
ченные положительные операторы и CD£3rt то С1/гйС1/г € 3г и

|| c i / i Dei/» Ц г < | CD | | г.

Сначала заметим, что для любых ограниченных Е, F имеем
a(£F)\{0} = а(F£)\{0} (задача 166а), и если ХфО есть собст-
венное значение EF, то это же X есть собственное значение FE с
той жекратностьн>(задача 166Ь). ПосколькуCD^C1'* {C1fiD)^3r,
его спектр вне нуля чисто дискретен, поэтому спектр самосопря-
женного оператора Clf2 DC1?* вне нуля чисто дискретен, а он сам
компактен. В силу сказанного выше, kn(C1f*DCl'*) — 'kn(CD), a
поскольку CV^DC1!* самосопряжен и положителен Д„ (С1/8 £>С1/г) =
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. Таким образом, в силу (182),

Теперь мы утверждаем, что Qn = (eAi*n+1eBiineAi*n+iy £ Эр и

Докажем это по индукции. Случай /г = 0 тривиален. Пусть
С„ = ехр(Л/2"), D B = ехр (Я/2») и гп = 2пр. Тогда если Qn-i^3
то CnDn 6 3Гп и

IQ. II, = И СУЮ „СУ* Й < | CBDB Й - 1 Qn-t \p,

что дает нужную оценку JQBJ^.
По формуле Троттера QB сильно сходится к еА+в, так что

(задача 167) еА+в£Эр и

1 еА+* \\р < ПН || QB ||̂  < || ̂ /«eV/« (,. I

Наша первая цель—доказательство (177). В процессе этого
доказательства мы разовьем теорию бесконечных определителей,
полезную и в ряде других приложений. Такая теория будет основы-
ваться на понятиях теории внешних алгебр, т. е. теории анти-
симметрических тензорных произведений. В § II.4 и VIII.10
мы уже дали основные определения нужных объектов, используя
«фермионные пространства Фока»; сейчас мы повторим эти опре-
деления в несколько других обозначениях. Для заданного гиль-
бертова пространства Ж пусть (g)"5Sf — линейное пространство
полилинейных функционалов на 96. Подробнее, по заданным
Фх» • • •» Ф В €^Г определим ф х ® . . . ® ф „ € ® " ^ равенством

( ф ! ® - . . ® ф „ ) « T ) i , "• - . , Т ] „ » = ( ф 1 , T | l ) - - - ( < P » Чп)-

Легко показать (см. предложение 1 в § II.4), что конечная ли-
нейная оболочка набора { ф 1 ® - - - ® Ф в } допускает корректное
введение внутреннего произведения

(Фг® • • • ® ф„, ть ® • • • ® Пп) = (Ф1. тц) • • • (Ф„. П„).

и ®пЖ — пополнение этой линейной оболочки по такому внутрен-
нему произведению. Любому заданному оператору А^^(Ж
отвечает естественно определенный оператор Г„(^4) в £?

Г„(А)(Ф!® . . . ®Ф„) = Л ф 1 ® . .

При этом Г„-функтор, т. е. Гп(АВ) = Г„(А)ТЯ(В).
Пусть 5*„ обозначает группу всех перестановок п объектов.

Пусть е(-) — функция на 5>„, р а в н а я + 1 (соответственно — 1)
на четных (соответственно нечетных) перестановках. Определим
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<рхл . . . л ф „ € ( 2 ) " 5 ? равенством

. . Л ф п = ( r t ! ) - 1 / 2 2 в ( " ) [ ф л ( 1 ) ® ••• ® ф л (/.)], (185)

и пусть Л" (5£) —подпространство в ®пЖ, порождаемое всеми
{ф4 л . . . Лфп}. Нормировочный множитель (п!)~1 / 2 выбран так,
чтобы для ортонормированных <plt . . . , Ф„ норма <р1 л . . . л ф„
была равна 1. Более общо, из (185) следует (задача 149), что

(Фх л . . . л ф„, % л . . . л л„) = det ((ф„ л/)). (186)

где det (аи) = 2 8 (я) a m а> • • • а„„ ( п ).

Для заданного А £3 (Ж) оператор Г„(Л) оставляет А" (Ж)
инвариантным, и мы обозначим его сужение на А" (Ж) через
Л"(^)- Поскольку Г„ — функтор, Л" тоже функтор:

Л " ( Л Я ) = Л " ( Л ) Л " ( Я ) . (187)

При п = 0 определим Л " (Ж) как С, а А" (А) — как 1: С —>• С.
Связь между определителями конечномерных операторов и Л"( •)

устанавливает

Лемма 2. (а) Пусть SK есть л-мерное гильбертово пространство.
Тогда Л" (&ё) одномерно.

(b) Если размерность Ж равна п, то Л " (Л) есть умножение на
число det(.4), т. е. обычный определитель А.

(c) det (/40) = det (Л) det (в).

Доказательство, (а) Установим более общий факт: d imA*(^) =
= (А), где (%) — число способов выбрать k объектов из п. В самом
деле, пусть elt . . . , е„ — ортонормированный базис ъЖ. Мы утверж-
даем, что

{е,-, л . . л etk\ I < h < i2 < . • • < ik<n\

— ортонормированный базис в Л*(Ж); отсюда будет следовать
нужное равенство. Но это так, ибо рассматриваемые векторы
ортонормированы, а потому линейно независимы и порождают
А"(Ж), ибо отображение <ФХ, . -., Фй>ь-».фхл . . . Лф4 полили-
нейно и кососимметрично относительно перестановок.

(b) Поскольку А" (Ж) одномерно, Л " [А) должен быть умно-
жением на какое-то число а. Если е1 е„ — ортонормирован-
ный базис, то, в силу (186),

а = ( е х л . . . ле„, Л " (А)е1л . . . л еп) =
= (ех л . . . л е„, Аех л . . . л Аеи) = det ((e/t Aey)).

(c) следует из (Ь) и (187). |
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Это довольно легкое доказательство равенства dei(AB) =
= det (Л) det (В) демонстрирует мощь методов теории внешних
алгебр при изучении определителей.

Чтобы пояснить определение, которым мы пользуемся для
det (1 + А), когда А £ Эи предположим что А — оператор в конечно-
мерном пространстве Ж с &\тЖ = п. Пусть \, . . . , Я„ — собст-
венные значения А, а еи . . . , еп — базис Шура для А. Легко
видеть, что

det (1 + А) = (etл ... л еп, (1 + А) ех л ... л (1 + A) е„)

Тг (.Лл(Л)) = 2 («*. л . . . л ее., Aetx л . . . л Aet.) =

так что в случае

det(l + 4 ) = 2 Т г ( Л у ( Л ) ) . • (188)
/=o

В случае dim5{f=oo мы определим det(l-f Л) формулой (188).
Для доказательства сходимости суммы нам понадобится

Лемма 3. Пусть А— оператор со следом и ц„(Л)—его сингу-
лярные числа. Тогда для любого k оператор Д*(Л) имеет след и

(а)1Л*И)|,= 2 щ И) ...
«, <.. . <th

Доказательство. Пусть А = U \ А\ — полярное разложение Л (тео-
рема VI.10). Легко видеть, что Л*(А) = Л*(.U) Л*(| А\) — поляр-
ное разложение Л*(-4)и, в частности,

Пусть е%, . . . — ортонормированный базис из собственных векто-
ров \А\. Тогда et, л . . . л eik — ортонормированный базис из соб-
ственных векторов Л*( |Л |) . Таким образом,

Тг(|л*(Л)|)= 2 ^

• '*
Следовательно, Л* (Л) имеет след, и утверждения (а), (Ь) спра-
ведливы. |
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Определение. Пусть A£3t. Тогда по определению

det (1 + А) = 2 Тг (Л* (Л)). (188)
*=о

Лемма 4. Сумма (188) сходится для любого А £ 3t. Более того,

(а) |<1еЦ1
(b) | det (1
(c) для любых Ait ..., А„

г ь . . . , г„> н* det М + S г,Л Л

есть целая аналитическая функция;
(d) для любых А, В € Зг

|det(l + 4 > — d e t ( l + f l ) | < | A - f l | i e x p ( l ^ | | i + i f i | | i + l ) . (189)

Доказательство. Поскольку | Tr (A"{A)) K | | Ak(A)\\1/k\, сходи-
мость в (188) и неравенства (а), (Ь) следуют из леммы 3.
Поскольку у нас есть оценки членов суммы (188), равномерные
на компактных множествах в С", достаточно доказать, что ана-
литично отображение

Ясно, что Ah(^iA1+ . . . +zkAk) аналитична как 3^-значная функ-
ция, поэтому ее след аналитичен, ибо Тг(-) — ограниченный ли-
нейный функционал на Зг. Это доказывает (с). Неравенство (d)
вытекает из (Ь), (с) и следующей теоремы. I

Теорема XIII.104. Пусть X — комплексное банахово простран-
ство. Пусть F: X —* С— функция со следующими свойствами:
(i) n*->F (x + цу) — целая функция \i при любых х, у£Х;

(И) для некоторой монотонно возрастающей функции G на
[О, с») при всех х£Х

|Я(дс)|<О(|дс||).
Тогда-

\Г (Х)—Г {У)\ 5аг | |Х— у \\<J \j X || -г || У || 1" Ч- ^ l ^ u ;

Доказательство. Фиксируем х и у в X, и пусть /: С —»• С задана
равенством

так что, в силу (i), / — целая функция. Отметим, что

sup !/ '(0 | . (191)
< t < i/ss



350 XIII. Спектральный анализ

По формуле Коши

и потому

sup |/'(OI<ll*-</l sup \f(.v)l (192)
М|<1/2 IUl<l/2+ll*-{M|-'

При |fi| ̂ 1 / j + ||-t—^l"1 справедливо неравенство

так что для таких fi, в силу (И),

|/Ui) |<G( | | x | | + !MI+l) . (193)

Из неравенств (191) —(193) следует (190). |
Предположим, что А^Эг. Идея доказательства равенства

Тг(А) = ̂ Х„(А) такова. Допустим, что мы сумели доказать схо-
N (Л)

димость разложения Ц (1+2Ау (Л)) для det (I +zA). Член, ли-
1=1

нейный по z, в этом произведении с очевидностью равен 2 ^./(А),
/=i

тогда как линейный по г член в det (I -\-zA) по определению есть
Тг(Л). Поэтому нам следует изучить функцию det (1 + гЛ). Сна-
чала сведем вместе свойства det (1 + Л).

Теорема XIII. 106. Пусть Л и В взяты из 3t. Тогда:
(a) d e t ( l + / 4 ) d e t ( l + B ) = d e t ( l + ̂  + B + /4B); (194)
(b) (l+A) обратим тогда и только тогда, когда det (1 + А) ФО\
(c) если —ц,"1 есть собственное значение А, то det (I +zA) имеет

нуль л-го порядка в точке г = [х, где п — алгебраическая крат-
ность — ц" 1;

(d) для каждого е существует зависящая от А константа Се,
такая, что

Доказательство, (а) Поскольку множество операторов конечного
ранга плотно в Эг (следствие теоремы VI .21), a det (1 + •), в силу
(189),— непрерывная функция, достаточно установить (194) в слу-
чае, когда А и В — операторы конечного ранга. Пусть V—линейная
оболочка подпространств КегЛ)-!-, (Кег В)-1-, Ran Л, Ran В. Тогда
V — конечномерное подпространство, инвариантное относительно
действия А, В, А*, В*, причем А и В равны нулю на V-1-. Таким

образом, А и В оставляют инвариантными V и V-*-. Пусть А =
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= А Г V, B = B\V. Тогда Тг (Л* {А)) = Тг (Л* (А)) и т. д. Следова-
тельно,

d e t ( l + 4 ) = det v , ( l+4) ,

и аналогично для В и А-\-В + АВ, где det7 есть определитель
на V. Теперь (194) вытекает из пункта (с) леммы 2.

(b) Если оператор 1 + Л обратим, то (\ + А)~1 = \ + В, где
В = — А(1+А)-1£Э1. Тогда, в силу (194),

det (1 + Л) det (1 + В) = det (1) = 1,

так что d e t ( l + Л ) =£0. Если 1 + Л необратим, то —1 есть соб-
ственное значение А, и потому det(l+/4) = 0 в силу пункта (с),
который мы сейчас докажем.

(c) Пусть Р — спектральный проектор, отвечающий — ц " 1 .
Пусть В= АР и С = Л ( 1 — Р). Тогда

1+гА=ш{1+гВ)(1+гС),
так что det (I +zA) = det (1 +гВ) det (1 +гС). Поскольку \+гС
обратим для любых г около —Ц."1, достаточно показать, что
det (1 + гВ) обладает нулем n-го порядка в точке — \х~1. Расширяя
базис Шура оператора В до базиса всего Ж, можно построить
ортонормированный базис, такой, что

1 - 1

где %i= ... =кп = — JA"1 и Хп+1 = . . . = 0. Здесь мы воспользова-
лись тем, что Ran В с: Р = {линейная оболочка базиса Шура}-.
Теперь легко вывести, что Тг (Л* (£)) = (*) (—Ц"1)* при k^.n и
Тг(Л*(Я)) = 0 прнк>п. В итоге det (1 + гВ) = (1 — гц"1)" имеет
при 2 = ji нуль /г-го порядка.

(d) Пусть |х„(Л) —сингулярные числа А. Выберем N таким,
чтобы

Тогда, в силу пункта (а) леммы 4,

N

ибо 1 + х < е * при х>0. Теперь, поскольку П (1 + | г | ц у (А))

полином, можно найти такую константу Се, чтобы

Д(1+|г|Ц/(Л))<Сеехр(-|-|г|). |
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Теорема XIII.106. Для любого А € 5,
N {А)

Д
где {Яу (А)}*=А) —собственные значения А, выписанные с учетом
алгебраической кратности.

Доказательство. Пусть f(z) = det (I + zA) и
NlA)

II
Если ЛГ(Л) = оо, то это произведение сходится к аналитической
функции в силу общих результатов теории бесконечных произве-
дений (см. задачу 150), ибо по теореме XIII. 103

JS
Покажем, что f(z) = g(z). В силу пунктов (Ъ) и (с) теоремы
XIII.105, fug имеют одни и те же нули одной и той же крат-
ности. Поэтому fig — целая аналитическая функция, не имеющая
нулей, так что

f
где произвол в выборе h устраняется требованием, чтобы она была
целой функцией с А ( 0 ) = 0 . Этого можно требовать, ибо ДО) =
= g ( 0 ) = l . Покажем, что Л(г) = 0 для | г | < 1, так что h есть
тождественный нуль. При R ^ 2 и | г | < R введем

г) = In [fR (г)], kR (г) = - t ^ 2 1 > я In (1 + гЦ (А)),

Произвол в определении hR и kR устраняется условием hR (0) =
= /гЛ(0) = 0. Отметим, что fR — целая функция. Поскольку h =
= hR + kR, достаточно показать, что | hR (г) | —»- 0 и | kR (г) | —* 0
при R —*• оо для каждого z с | г | ^ 1 .

Поскольку l n ( l + j c ) равен нулю при л: = 0 и аналитичен
в окрестности {х\ | л | ^ 1 / 2 } , для всех х с | # ! < ; ! / 2

с подходящей константой С. Таким образом, для

I M z ) | < M

f 4iv?->«> I M ' 4 ) l ~* 0

при R—* оо, ибо сумма в правой части сходится.
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Рассмотрим теперь целую функцию fR(z). Если | z | = 2/? и
) - 1 ^ ^ , то \l+zkf\~^t\. Тогда, в силу пункта (d) теоремы
II.105, | / я ( г ) | < С е е х р ( 2 е Я ) , если | z | = 2tf. В силу принципа

максимума модуля это остается справедливым и п р и | г | = # , так
что

при \z\ = R. Ниже мы докажем лемму, согласно которой для
любой аналитической в окрестности | z | ^ i ? функции / справед-
ливо неравенство (195). Поэтому с учетом условия Н^(0) = 0

max
I г |< !

В итоге для любого г с | г |

R —оо

и так как е произвольно, то \hR(z)\—»-0 при R —•»• оо. |
Следствие (теорема Лидского). Для любого А € Зг имеет место
формула (177):

NIA)

Тг(Л)= 2 Яу

где ку(А) — собственные значения А.
Доказательство. Рассмотрим разложение det(l+\iA) в ряд
Тейлора около и = 0. В силу (188), первый член разложения,
определяющий det, есть Тг (А), а первый член в произведении
N {А) N (Л)

П (1+ц%,{А)) есть 2 Х,(Л). р

Можно попытаться извлечь что-то из каждого члена разложе-
ния det(l+}i/4) в ряд Тейлора. Действительно, /г-й член разло-
жения дает в точности равенство (177) для АМ{Л), т.е.

лчлАии
Тг(Л*(Л))= 2 * у ( Л * И ) ) = 2 кЛ{А)..Л,{А).

Ввиду этого равенства теорему XIII. 106 можно вывести из (177).
При доказательстве теоремы 106 был использован следующий

факт из комплексного анализа.

Лемма 5 (теорема Борёля — Каратеодори). Пусть f аналитична
в окрестности | г | ^ / ? . Тогда для любого г < R

max |/(z) |= * - max [Retf (*))] +1±£| / (0) | . (195)
I z \<r K ~ r \z \=R K r

12 № 2948
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Доказательство. Прежде всего отметим, что без ограничения
общности можно считать /(0) = 0, ибо если (195) выполнено для
h(z) = f(z)— /(0), то оно выполнено и для /. Таким образом, поло-
жим /(0) = 0, и пусть А = max [Re/(г)]. Опять-таки без потери

общности предположим, что / отлична от тождественного нуля,
так что А > 0. В силу принципа максимума модуля, применен-
ного к ехр (/), Re / (z) <; А для всех z с | z | sg; R, так что функция

аналитична при \z\<R. Представив / в виде u+iv, мы видим,
что в случае \z\ = R

поскольку | м | ^ | 2 Л — и \ . Таким образом, в силу принципа
максимума модуля, | g (z) | ^ 1 /R для всех z с | z \ ̂  R. Поскольку

получаем, что для | z | = г

Привлекая еще раз принцип максимума модуля, заключаем, что
(195) справедливо. |

Применим теперь развитую теорию к изучению третьего воп-
роса, сформулированного в начале раздела, т. е. попытаемся
найти в явном виде такие функции /(JA) И # ( Ц ) , ЧТО (1 -\-\аА)~х =

Теорема XII 1.107. Пусть А£Э±. Функцию

определенную на {(A|~fA~1^°(^)K можно продолжить на всю
плоскость С так, что F будет целой функцией. Более того,

!) О 96)

1). (197)
Доказательство. По теореме VI.5 функция G(JA) = (1 Ч-^Л)"1 ана-
литична на {(А| — \i~l^a (А)}. Если показать, что G (\х) в точке
(А = (А0, такой, что —|АО~' £ о (А), имеет полюс порядка k, причем к не
превосходит алгебраической кратности —jj<rl» то det(l -r\iA) G (ц)
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будет регулярной функцией в точке ц = ц 0. поскольку det (1 + ц Л )
имеет нуль, порядок которого равен этой же кратности. Если
есть такая точка р,0, обозначим через Р спектральный проектор,
отвечающий —рцг1. Пусть В —АР и С=А — В. Тогда

) - 1 Я

Второй член в правой части не сингулярен в точке р,0, поскольку
— i**1 $а (С)- Используя теорию конечномерных определителей и
матриц и учитывая конечность ранга оператора В, можно обра-
тить оператор 1+\иВ и представить (1+\х,В)~1 в виде отношения
со знаменателем d e t ( l + p i J ) , равным некоторому полиному сте-
пени d, где d = dimP. В итоге получаем, что (1 -i-\iB)~l обладает
полюсом порядка не выше d.

Остается доказать (196) и (197). Имея в виду предельный
переход (задача 151), можно ограничиться доказательством (196)
в конечномерном случае, когда (1 + цА) в придачу еще и обратим.
Поскольку l-{-\iA = U 11 +\iA | с унитарным оператором U, то

)-» det (1 + цЛ) || = || 11 + И Г
Пусть Klt ..., Kk — собственные значения 11 +\iA |, причемКх
. . . ^ Kk. Тогда

\\\l+ixA |-х det (| 1 -hiiA | ) | | = ^-' U kt - Д КД
Пусть аи . . . , a f t-собственные значения \А\. Можно доказать
(задача 1.58), что Kt ^ 1 + | \i\ctt, и, значит,

откуда следует (196). Применяя теперь теорему XIII.104 с учетом
(196) к функции (ф, FA(l)ty), получаем (197) (задача 170). |

Неравенства (196) и (Ь) леммы 4 позволяют оценить ошибки,
допускаемые при обрывании рядов для det (I +\iA) и (1 +\iA)~lx
Xdet(l +\iA) (задача 152). По этой причине интересно найти
коэффициенты этих рядов. У нас уже есть разложение det (i +\iA)
в терминах Л * ( ^ ) ; подобное разложение возможно и для функции

Дд {А) = А (1 + цА)~1 det (I +[iA)

в терминах частичных следов операторов Л*(Л) (задача 153).
Это разложение, по существу, есть абстрактный вариант разло-
жения, которое использовал Фредгольм в своей знаменитой статье

12*
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об интегральных уравнениях. Заметим, что Оц(Л) определена
таким образом,..что

= 1 - I * [D* (A)/det (1 4-М)]-

Однако вычислить выражения Л* (Л) через А не так уж просто,
поэтому желательно иметь выражение коэффициентов ряда Тей-
лора для det(l+|j..<4) и DU(A) через величины типа А, А2, ...
и их следы.

Лемма 6. Пусть А—фиксированный элемент из Эг. Тогда для
00

малых \\х\ ряд 2 М-*Тг((—A)k)/k сходится и

det(l + |ii4)-exp Г— 2 ц* Тг [(—Л)*]
L * = i

Доказательство. Поскольку

ряд сходится, если | ц |(| Л Цор < 1. Более того, в силу теоремы
Лидского (теорема XIII.106 и ее следствие) и выражения det
в виде произведения, для l a l max | А , , ( Л ) | < 1 имеем

1 < I < N {А) '

N (A) N(.A) оо

ln[det(l+M)]= 2Jln(l + |i\,(i4))- 2 S(- l) t t

i /

?- ft2 (-D*+11** [ 2 h Wj /A -

-=-2l**Tr((-i4)*)/ft.
k=\

Выше мы учли сходимость разложения 1п(1+д:) на множестве
{х\ | д : | < 1 } . Возможность перемены порядка суммирования легко
обосновать, показав, что, в силу неравенств ^{^ (А)\ <. оо и
| p. |max \kj (А) \ < 1, двойная сумма абсолютно сходится. |

Лемма 7. Пусть /(г) — функция, аналитическая при малых | z | и
представимая в виде

п= 1

Пусть

- о т от!
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Тогда Во=\, а Вт задаются определителями отхт-матриц:

от —1 0 . . . О

Ь3 Ьх т — 2 . . . О

Ья Ьг Ьх . . . О

(198)

,-2 Ь,Д_3 . . . 1

Доказательство. Поскольку g' (г) = /' (г) g (г), рассматриваемые
степенные ряды связаны соотношениями

(199)

При т=\ равенство (198) выполняется очевидным образом.
Но тогда, если оно справедливо для Blt . . . , Вт_г, то (199) есть
в точности разложение определителя (198) по первому столбцу,
и утверждение леммы получается по индукции. |

Теорема XII 1.108 (формула Племеля—Смитиса). Введем ат(А)
и Р т(А) формулами

m=0 m=0 m!

Тогда ат (А) задается mxm-определителем

Тг(Л) т — \ О

Tr(/i a) Тг(Л)

Тг(Л3) Тг(Ла)

Тг(Л"«)

. . . О

от—2 . . . О

Тг(Л) . . . О

1

Тг(Л'"- г) . . . Тг(Л)

, (200)
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а $т (А) задается (т + 1) х (т + 1)-определителем

А т О

Аг Тг(Л) /л —1

А3 Тг(Л 2) Тг(Л)

О
О
О

Л1"
Тг

Тг(Л"

Тг {А"-

2\

Тг(Л)

(201)

Формулу (201) следует понимать в том смысле, что (<р, $п (A) ty)
задается числовым определителем, который получается заменой
А> в правой части (201) на (<р, ЛЛ|>).

Доказательство. Формула (200) следует прямо из лемм 6 и 7.
Для малых ц по формуле геометрической прогрессии, применен-
ной к ЛО+М-А)" 1, имеем

Оц (Л) = (А — Н а + цМ 3 — . . . ) det

Таким образом,

Разлагая правую часть (201) по первому столбцу и используя
(200), можно убедиться в справедливости (201). |

В качестве последнего абстрактного результата приведем
теорему, в которой развитая выше техника применена к проблеме
полноты системы обобщенных собственных векторов для одного
специального класса операторов в 3^.

Теорема XIII.109. Пусть А—строго m-аккретивный оператор
со следом, т. е. для любого <р £ Ж существует такое е > 0, что

arg[(<p, Л ф ) ] < я / 2 — е.

Тогда обобщенные собственные векторы оператора А порождают
все Ж.

Доказательство. Сначала мы докажем, что обобщенные собствен-
ные векторы, отвечающие ненулевым собственным значениям,
порождают Ran АЛ а затем, что Ran Л + Кег A = SV. Пусть a/ft—
линейная оболочка обобщенных собственных векторов, отвечаю-
щих ненулевым собственным значениям. Поскольку А оставляет
аЖ инвариантным, А* оставляет инвариантным <*#->-. Пусть В—
сужение А* на &Ш-. Докажем, что В = 0; тогда из ц.^аЛ1- еле-
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дует А*ц> = 0, откуда будет вытекать, что ф £ (Ran Л)->-, т. е.
с (Ran A)i- и, значит, Ran АавЖ.

Прежде всего мы утверждаем, что <т(В)={0}. Действительно,
предположим, что К£о(В) и ХфО. Тогда л есть собственное
значение В, поскольку В как сужение компактного оператора
А* компактен. По этой причине существует ненулевой вектор
Ф €&€•!-, такой, что А*ц> = Хц). Тогда ф £ (Ran (Л — X))L н_Х£о(А).
Пусть Р — спектральный проектор, отвечающий К. Тогда
RanPceS и <p£(RanP)i-. Но к^а (А\{\—Р)Щ, и потому
Ran(l — Р) с Ran ( Л — К), так что ф £ (Ran (1 — Р))±. Поскольку
Ran Р + Ran (1 — Р) = SK, отсюда следует, что ф = 0. Итак, спектр
В состоит лишь из нуля.

Пусть ф£<*ЛМ-. Введем векторнозначную аналитическую
функцию

Поскольку а(В) = {0}, F — целая функция. Более того, поскольку
у В нет ненулевых собственных значений, d e t ( l — \iB)= 1, в силу
теоремы XIII. 106, и потому, в силу (196),

IIFMIKexpdHUBIDIMI. (202)
Но В еще и m-аккретивен, и потому, в силу теоремы VIII. 17,

В итоге для |argA, |>n/2 —е/2 имеем \\(В— ) 1 ) " 1 ф | <
^|А, |- 1 созес(е/2) | |ф | | . Отсюда при | argp. | > я / 2 — е/2

К «, (203)

где а=»|ф|созес(ё/2). Мы утверждаем, что (203) справедливо
для всех \i. Действительно, пусть Р = ^ | 1 Г — Т | *' ^ л я л ю ^ого
С > 0 функция Fc (fi) = F (\i) exp (—Сц р ) аналитична на множестве
D = {\i\ | a r g ( i | ^ n / 2 — e/2} и, согласно (202), неравенствам р > 1
и Р(я/2—е/2) < я / 2 , равномерно стремится к нулю при |ц |—»оо.
Таким образом, по принципу максимума модуля | Fc (ц) | прини-
мает свое наибольшее значение при argf i= ± ( я / 2 — е/2), где она
ограниченэ величиной а. Мтак, для любого С ^ 0 и •• ^D HMSSM

[^(И-)!^ 0 0 » откуда, полагая С | 0 , получаем (203). Но если (203)
выполняется, то по теореме Лиувилля F (ц) постоянна и, в част-
ности, /?'(0) = Вф есть нуль. Таким образом, В = 0 и, следова-
тельно, как говорилось выше, Ran A cz a/It.

Пусть теперь ф произволен и г|;„ = п~ 1(Л + гг~1)~1ф. Поскольку
А секториален, ||Ч>„| ̂ S flФI - Пусть ф —слабая предельная точка
последовательности {i|)n} при л—•«>. Мы утверждаем, что Лг|)=О
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и ф —г|^ £ Ran А. Отсюда будет следовать, что ф € Кег А •+• Ran Aw,
где w—слабое замыкание. Но по теореме Хана —Банаха
Ran i4*=Ran Л, поскольку Ran A—подпространство. Итак, теорема
будет доказана, если показать, что Лг|з = О и ф — г|з„ £ Ran Л.

Фиксируем произвольный вектор г\. Тогда

ь Лч|>) = lim 1 (л, A U+±)~Х

 Ф ) =

поскольку ||1|>„||:£^ 1. Это доказывает равенство Лт}з = О. Более
того,

так что ф—г^lngRanЛ. |

Иногда при помощи методов этого раздела удается узнать
кое-что и о неограниченных несамосопряженных операторах.

Следствие. Пусть А — генератор голоморфной сжимающей полу-
группы. Предположим, что ( Л + 1 ) " 1 имеет след. Тогда обобщен-
ные собственные векторы А порождают все 96.

Доказательство. В силу предыдущей теоремы достаточно пока-
зать, что (Л + 1)" 1 есть строго m-аккретивный оператор, по-
скольку обобщенные собственные векторы А те же, что и у-
( Л + 1 ) - * (задача 159). Пусть ц£9С и ф = ( Л + 1 ) " 1 х\. Тогда

Таким образом, | arg (т), (Л + 1)~ хл)! ^ " / 2 — е, если | arg(ф, Лф) | ^
^ я / 2 —е. Поскольку Л строго m-аккретивен, таков же и
И+1Г1. I

Явная формула для ( 1 + [ А Л ) ~ 1 при А £ Я, как в форме
Племеля —Смитиса, которую мы обсуждали выше, так и в форме
Фредгольма, которую мы не обсуждали, имеет ограниченную
ценность по той причине, что многие компактные операторы,
представляющие практический интерес, не имеют следа, хотя и
принадлежат какому-то классу Зр с р > 1 . Отсюда понятно,
почему важно распространить формулу Племеля—Смитиса на
операторы из Ь.,. Мы предлагаем читателю сделать это в за-
даче 155. Окончательные формулы столь же просты, как и
формулы для операторов со следом, и тоже допускают оценку
ошибок. В приводимых ниже примерах мы будем иногда поль-
зоваться результатами обобщенной теории.
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Пример 3. В § XI.6 мы нашли амплитуду рассеяния для потен-
циала V£Rf)Ll в виде решения ф интегрального уравнения

<p{x,k)=>\V (х) 11Лв*** - J К (х, y)q> (у, k) dy,

где

К (х, у) = (4л | х - у |) - 11 V (х) | 1Лв< I * 11 *-, IV (г/)/1V (у) \ i/«.

Заметим, что, поскольку V £R, оператор, задаваемый ядром К,
есть оператор Гильберта—Шмидта и что К не самосопряжен.
Модифицированная теория Фредгольма дает явные выражения
для <p(x,k) и T{k,k'). В отличие от ряда Борна (который,
вообще говоря, сходится только при больших \k\) эти выраже-
ния справедливы для всех &(£<£, где &—исключительное мно-
жество.

Пример 4. В примере, приведенном в конце § VI.5, было пока-
зано, как можно решить задачу Дирихле для уравнения Лап-
ласа в D с: R3 с помощью решения интегрального уравнения на (3D.
Там мы обсуждали это уравнение с точки зрения пространства
C(dD), но это же уравнение можно рассматривать в U(dD, dS).
В этом случае его ядро не принадлежит ни 3lt ни даже Зг, но
простые соображения показывают, что оно лежит в 54, а более
тонкие рассуждения —что оно лежит в 33 (или даже в любом
З-i+e с е > 0) (задача 160). Таким образом, можно выписать
.«явные» решения задачи Дирихле.

Пример 5. Согласно теореме XIII.11, оператор Шредингера
— d?ldxi + АУ имеет неотрицательные собственные значения для
всех достаточно малых положительных % при условии, что потен-
циал V класса С™ неположителен и не равен тождественно нулю.
Теория определителей, развитая в этом разделе, дает естествен-
ные средства для ответа на два дальнейших вопроса в связи
с такими операторами. Что можно сказать о спектре таких
операторов, если нарушено свойство неположительности V почти
всюду? Является ли зависимость собственного значения, опре-
деленного при малых X, аналитической в нуле? В этом примере
мы все-таки будем считать, что V £ С".

Метод доказательства теоремы XIII.И показывает, что £ < 0
^сть собственное зкзчение n -̂̂ -?vV тогпз и только тогп2 ксг л^ 1
есть собственное значение —X\V\1/3(p2~E)-1V1/2, где .VI/2 =
H V I ^ s g n V . Пусть £ = — а а для а. > 0. Тогда (/?а — £")~х —
интегральный оператор с ядром (2а)~1ехр(—<х\х — у\). Введем
операторы Ка, La, Ma с ядрами

Кл (х, у) - (2а)"11 V {х) | ^ ехр ( - а | х-у\) V^ (у),

U (х, у) = (2а)~* | V (х) | *W {у), Ма (х, у) = Ка (х, y)-La (x, у).
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Простые соображения (задача 161) показывают, что Ма имеет
след при всех а, а не только при а > 0, и аналитичен по а.
В силу высказанных выше соображений, Е < 0 служит собст-
венным значением р*+ЯУ тогда и только тогда, когда

det (1+№(«)=-О (204)

при а= +VYE~]. Далее, собственное значение p2-\-XV, если оно
существует, стремится к нулю при Я,—•О, поскольку V — огра-
ниченное в смысле форм возмущение р%. Поскольку Ма непре-
рывен в точке а = 0 , то, если а (Я.)— решение (204), оператор
(1 + XMa(h) обратим для малых Я,. Таким образом,

det (I + ХКа) = det (I + ХМа) det (I + XLa(l+XMa)-1),

поэтому (204) равносильно равенству
det(l+XLa(l+XMa)~1) = O (205)

для малых X. Но это оператор ранга 1, а для любого опера-
тора В ранга 1 справедливо равенство (задача 162)

det(l+B)=l+Tr(5).

В итоге (205) равносильно условию

0. (206)

Теперь можно ответить на оба заданных выше вопроса. Функция
F аналитична по совокупности переменных вблизи <а, Х>= <0, 0>,
(dF/da)),^0 = 1, F(0, 0) = 0. Следовательно, по теореме о неявной
функции уравнение F (а, Х) = 0 имеет единственное решение а (Я,)
для X вблизи нуля, причем а (Я.) близко к нулю и аналитично
по X. Отсюда заключаем, что p* + XV имеет собственное значение
для малых положительных X тогда и только тогда, когда а (X) > 0
при малых положительных X. В таком случае £(Я,) = — а (Я,)8

аналитично по X около Я, = 0. Когда а (Я.) > 0? Вычисляя два пер-
вых члена разложения в ряд Тейлора а (Я,), видим, что

Заметим, что если член порядка О (Я.) в этом разложении равен нулю,
то член порядка О (Я,2) автоматически положителен, потому что
— I* — У\ условно (строго) положительно определена (задача 163).
Итак, справедлива следующая

Теорема XIII.119. Пусть V — ненулевая функция класса С" (R).
Тогда —d2/dx2 + XV обладает отрицательным ссбственным значени-
ем для всех положительных Я, в том и только том случае, когда
j V(x)dx<;0, и это собственное значение аналитически зависит
от Я, около Я, = 0.
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Дальнейшее обсуждение этого примера, включающее случай,
когда V нарушает как требование гладкости, так и компактности
носителя, и случай двумерных потенциалов, для которых собст-
венное значение никогда не является аналитическим около Я, = 0,
проводится в Замечаниях и цитированной там литературе.

ЗАМЕЧАНИЯ

§ XIII.1. Минимаксная характеристика собственных значений впервые была
сформулирована в качестве технической леммы Фишером в работе: Е. Fischer,
Uber Quadratische Formen mit reellen Koeffizienten.— Monatsh. Math. Phys.
16 (1905), 234—249. Г. Вейль в работе: H. Weyl, Das asymptotische Vertei-
lungsgesetz der Eigenwerte linearer partieller Differentialgleichungen.— Math.
Ann. 71 (1911), 441—469, воспользовался результатами, по духу очень близ-
кими к принципу минимакса. Однако только Р. Курант в двадцатые годы
впервые осознал далеко идущие последствия принципа минимакса, а также
его мощь как инструмента исследования. Первая из серии его работ следую-
щая. R. Courant, Uber die Eigenwerte bei den Differentialgleichungen der
mathematischen Physik.— Math. Z. 7 (1920), 1—57.

Расширение принципа минимакса с операторов, имеющих компактные
резольвенты (что было основным приложением, сделанным Вейлем и Куран-
том), на произвольные операторы путем выделения существенного спектра
давно широко известно. Его приложения (хотя и без точной формулировки)
восходят (в опубликованном виде) по крайней мере к работе Като в Trans.
Amer. Math. Soc., указанной в замечаниях к § 3.

§ XIII.2. Многие дальнейшие приложения вариационных методов можно
найти в книге: С. Гулд, Вариационные методы в задачах о собственных зна-
чениях. Введение в метод промежуточных задач Вайнштейна.— М.: Мир, 1970.
Большое количество их также рассеяно по монографии Р. Куранта и
Д. Гильберта, Методы математической физики. Т. 1, 2.— М.—Л.: Гостехтеор-
издат, 1951.

Центральная роль метода Релея — Ритца в развитии вариационных мето-
дов описана в обзорном докладе Р. Куранта: R. Courant, Variational methods
for the solution of problems of equilibrium and vibrations.— Bull. Amer. Math.
Soc. 49 (1943), 1—23:

«Co времен Гаусса и У. Томсона центральным пунктом анализа стала
эквивалентность между краевыми задачами для уравнений в частных произ-
водных и задачами вариационного исчисления. Сначала превалировал теорети-
ческий интерес к доказательствам существования, и только намного позднее
два физика: лорд Релей и Вальтер Ритц—предугадали возможные практиче-
ские приложения. Они независимо выдвинули идею применить эту эквива-
лентность для численного нахождения решений, заменяя вариационные задачи
более простыми задачами на отыскание экстремума, в которых следовало
определить уже лишь конечное число параметров. Релей в своей классиче-
ской работе «Теория звука», а также в других публикациях первым восполь-
зовался такой процедурой. Но только впечатляющий успех Вальтера Ритца,
а также сопутствовавшие ему трагические обстоятельства стали причиной
общего к ней интереса . В двух публикациях 1908 и 1909 гг. Ритц, сознавав-
ший свою надвигающуюся смерть от чахотки, дал блестящее изложение этой
теории и одновременно применил свой метод к вычислению линий узлов
колебаний пластин — задаче классической физики, не имевшей до этого удов-
летворительного решения».

«Теория звука» лорда Релея имеется в русском переводе: Дж. В. Стресс
(лорд Релей), Теория звука.— М.: Гостехиздат, 1955. Две упомянутые работы
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В. Ритца—это: W. Ritz, Uber eine neue Methode zur Losung gewisser Varia-
tionsprobleme der mathematischen Physik.— J. Reine Angew. Math. 135 (1908),
1—61; Theorie der Transversalschwingungen einer quadratischen Platte mit
Freien Randern.— Ann. Physik 28 (1909), 737—786. Ритц получил для своего
метода теоремы сходимости, аналогичные по форме теореме XIII.4.

Неравенство Темпля впервые появилось в работе: G. Temple, The theory
of Rayleigh's principle as applied to continuous systems.— Proc. Roy. Soc.
1I9A (1928). 276—293. Темпль фактически доказал несколько неравенств для
одной специальной задачи. Широкая область применимости и высокая точ-
ность оценки из теоремы XIII.5 впервые были отмечены Като: Т. Kato, On
the upper and lower bounds of eigenvalues.— J. Phys. Soc. Japan 4 (1949),
334 — 339. Простое доказательство, которое мы даем и которое использует
некоторые из идей Като, принадлежит Т. Киносите и содержится в его первой
статье об атоме гелия (см. ниже).

Неравенство Темпля—полезный инструмент в теории возмущений. Это
было подчеркнуто Харрелом в его диссертации: Е. Harrel, II , Thesis.— Prin-
ceton Univ. Press, 1976. Например, пользуясь неравенством Темпля, легко
доказать, что если энергия Ео основного состояния некоторого оператора Но

невырожденна и дискретна, а V — регулярное возмущение, то, когда возмущен-
ный собственный вектор г|>„ (Я,) известен до порядка п, будучи подставленным
в выражение Е (Ал as (-ф (X), г|> ( Я , ) ) " 1 - ^ (к), Н (Я,) г|> (Я,)), он дает возмущенное
значение энергии Е (X) до порядка 2 л + 1 (задача 12).

Существует множество других способов получения нижних оценок. Ситуа-
ция накануне пятидесятых годов резюмирована Като: «Формула, данная Темп-
лем, наиболее точная среди подобных ей, хотя она самая старая и самая
простая». Три недавних метода, интересных для квантовой теоряи,— это метод
БЙЗЛИ, метод Лёв дин а и метод Тирринга. Метод Базли основан на подходе,
развитом Вайнштейном для вычисления оценок частоты вибрации зажатых
Пластин. Этот подход впервые возник в мемуаре Вайнштейна: A. Weinstein,
Etude des spectres des equations aux derivees partielles de la theorie des plaques
elastique.— Mimor. Sci. Math., No. 88, 1937. Базлн первым применил этот
метод к квантовой механике в работе: N. Bazley, Lower bounds for eigen-
values with application to the helium atom.— Phys. Rev. 120 (1958), 144—149.
Далее этот метод был развит в работах: N. Bazley, D. Fox, Lower bounds
for eigenvalues of Schrodinger's equation.— Phys. Rev. 124 (1961), 483 — 492;
A procedure for estimating eigenvalues.— J. Math. Phys. 3 (1962), 469 — 471;
Lower bounds for energy levels of molecular systems.— J. Math. Phys. 4 (1963),
1147—1153. Метод Лёвдина был развит в работе: Р.-О. Lowdin, Studies in
perturbation theory X, XI — Phys. Rev. 139A (1965), 357—372; J. Chem. Phys.
43S (1965), 175—185. Сравнение этих двух методов в приложения к осцил-
лятору с нелинейностью х* дано в работе: С. Reid, Lower bounds for the
energy levels of anharmonic oscillators.— J. Chem. Phys. 43S (1965), 180—189
(см. особенно примечание 4а).

Оценки Тирринга даны в лекциях: W. Th irring, Vorlesungen uber Mathe-
matische Physik, T7, Quantenmechanik.— Univ. Wien Lecture Notes, § 2.9. Его
оценки включают как специальный случай неравенство Темпля, а также сле-
дующую оценку (задача 13): если-ip — основное состояние для Я о и КЭ»0, то

В частности, если энергия основного состояния дискретна и невырожденна,
то эваргия Е (А.) основного состояния W0-f-A,V удовлетворяет оценке

М\|>, У - 1 ^ " 1 < £ ( * • ) — £(О)«£А.(г|>, Vi|3),

коль скоро Я, (г|), V~4f)~l^,d. где d—расстояние Е (0) от остального спектра //,>•
Эти методы, за исключением оценок Тирринга, дают не слишком хорошие

оценки для систем с большим <иолом частиц. Для атомов можно пользоваться
специальными свойствами кулонова потенциала, см.: P. Hertel, E. Lieb,
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\V. Thirring, Lower bound to the energy of complex atoms.— J. Chem Phut
62 (1975), 3355-3356. ' y

По поводу применения техники оценок снизу к задачам описания мем-
бран и пластин см. мемуар Вайнштейна (отмеченный выше), недавнюю книгу:
A. Weinstein, W. Stenger, Methods of Intermediate Problems for Eigenvalues:
Theory and Ramifications.— New York: Academic Press, 1971, а также:
H. F. Weinberger, Lower bounds for higher eigenvalues by finite difference
methods.— Pacific J. Math. 8 (1958), 339—368; J. Hersch, Lower bounds for
all eigenvalues by cell functions: A refined form of H. F. Weinberger's method.—
Arch. Rational Mech. Anal. 12 (1963), 361—366.

Приложение методов Релея —Ритца к атому гелия впервые было сделано
Келльнером: G. W. Kellner, Die Ionisierungsspannung des Heliums nach der
Schrodingerschen Theorie.— Z. Phys. 44 (1927), 91 — 109. Систематическое по-
строение адекватных пробных функций восходит к трем фундаментальным
работам Хиллераса: Е. Hylleraas, Uber den Grundzustand des Helium Atoms.—
Z. Phys. 48 (1928), 469 — 494; Neue Berechnung der Energie des Heliums im
Grundzustande, sowie des tiefsten Terms von Ortho-Helium.— Z. Phys. 54
(1929), 347—366; Uber den Grundterm der Zweielektronenprobleme von H~, He,
L i + , B e + + usw.— Z. Phys. 65 (1930), 209 — 225. Прекрасное и очень личное
описание истории этой задачи см. в статье Хиллераса: Е. Hylleraas, Remi-
niscences from early quantum mechanics of two-electron atoms.— Rev. Mod.
Phys. 35 (1963), 421—436.

Подробное рассмотрение релятивистских поправок к спектру атома гелия
вместе с историей вопроса можно найти в книге: Г. Бете, Э. Солпитер, Кван-
товая механика атомов с одним и двумя электронами.— М.: Физматгиз, 1960.

В связи с тем что благодаря работе Герцберга стали доступны очень точ-
ные экспериментальные данные, возродился интерес к вычислениям энергии
ионизации гелия для проверки квантовой электродинамики. Первые вычисле-
ния с высокой точностью появились в работах: Т. Kinoshita, Ground state of
the helium atom, I, I I . — Phys. Rev. 105 (1957), 1490 — 1502; 115 (1959), 366—
374. Более точные вычисления можно найти в работе: С. L. Pekeris, Ground
state of two-electron atoms.— Phys. Rev. 112 (1958), 1649—1658; 11S and 2»S
states of helium.— Phys. Rev. 115 (1959), 1216 — 1221; US, 2*S and 2»S states
of H - and He.— Phys. Rev. 128 (1962), 1470—1476. К последней статье можно
обращаться также за ссылками на экспериментальные данные и расчеты лем-
бова сдвига.

§ ХП1.3. Теорема XIII.6 (в несколько более слабой форме) появилась
« книге Куранта и Гильберта (замечания к § 1). Наше доказательство взято
из работы Саймона: В. Simon, On the infinitude or finiteness of the number
of bound states for an N-body quantum system.— Helv. Phys. Ada 43 (1970),
607—630. В этой статье можно также найти пример трехчастичной системы,
для которой чередуются конечные и бесконечные значения N (X). Дополни-
тельное обсуждение в связи с теоремой XIII.6 можно найти в работе Л. Д. Фад-
деева, О разложении произвольных функций по собственным функциям опе-
ратора Шредннгера.— Вестник ЛГУ, Матем., мех., астр. № 7 (1957), 164—
172, а также в работе М. Ш. Бирмана, указанной ниже в связи с неравен-
ством Бирмана — Швиигера.

То, что модельный гамильтониан гелия имеет бесконечный дискрет:::,::":
спектр, было доказано Като: Т. Kato, On the existence of solutions of the
helium wave equation.— Trans. Amer. Math. Soc. 70 (1951), 212—218. Тео-
рема Жислина (теорема XIII.7) впервые появилась в работе: Г. М. Жислин,
Исследование спектра оператора Шредингера для системы многих частиц.—
Тр. Моск. матем. об-ва 9 (1960), 81 —128. Дополнительное обсуждение этой
теоремы, ее обобщения на подпространства с фиксированной симметрией, а
также другие доказательства можно найти в статье Саймона и в статьях:
J. Uchiyama, On the discrete eigenvalues of the many particle systems.— Publ.
Res. Inst. Math. Sci. A2 (1966/67), 117—132; Г. М. Жислин, А. Г. Сигалов,
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О спектре оператора энергии для атомов с неподвижными ядрами на подпро-
странствах, отвечающих неприводимым представлениям группы перестановок.—
Изв. АН СССР, сер. матем., 29 (1965), 853 — 860, и Е. Balslev, Spectral the-
ory of Schr5dinger operators of many body systems with permutation and rota-
tion symmetries.—Ляп. Phys. 73 (1972), 49—107.

Во многих ситуациях можно доказать, что многочастичная система имеет
конечное число собственных значений в дискретном спектре, включая случай
некоторых отрицательно заряженных ионов. См., например: J. Uchiyama,
Finiteness of the number of discrete eigenvalues of the Schr5dinger operator for
a three particle system.— Publ. Res. Inst. Math. Sci. AS (1969), 51—63;
Г. М. Жислин, О конечности дискретного спектра оператора энергии отрица-
тельных атомарных и молекулярных ионов.— Теор. и машем, физ 7 (1971),
332—341; Д. Р. Яфаев, Точечный спектр в квантовомеханической задаче мно-
гих частиц.— Функц. анализ и прилож. в (1972), 103—104; М. А. Антонец,
Г. М. Жислин, И. А. Шерешевский, О дискретном спектре гамильтониана
квантовой системы N частиц.— Теор. и машем, физ. 1в (1973), 235 — 246;
I. Sigal, On the point spectrum of the Schrodinger operators of multiparticle
systems.— Comtnun. Math. Phys. 48 (1976), 137—154; B. Simon, Geometric
methods in multiparticle quantum systems.— Comtnun. Math. Phys. 55 (1977),
259 — 274; R. Hill, Proof that the H- ion has only one bound state.— Phys..
Rev. Lett. 38 (1977), 643—646.

Теорема XIII.8—классический результат, хотя ее доказательство основы-
вается обычно на тщательном исследовании поведения нулей парциальной вол-
новой функции U( (r; E), а не на принципе минимакса. Идея применения тео-
ремы XIII.8 для получения оценок на п{ (К) и оценки из теоремы XIII.9(а)
появилась в работе Баргмана: V. Bargmann, On the number of bound states
in a central field of forces.— Proc. Nat. Acad. Sci. USA 38 (1952), 961—966.
Работа Баргмана была отчасти вызвана теоремой Йоста и Пайса: R. Jost,
A. Pias, On the scattering of a particle by a static potential.— Phys- Rev. 82
(1951), 840—850, которые доказали, что N (V)=0, если С г | V (г) dr < 1.
Действительно, в силу общих соображений (задача 23) результат Йоста —
Пайса ведет к оценке Баргмана. Оценка Калоджеро и теорема XIII.9(d) впер-
вые появились в работе: F. Calogero, Upper and lower limits for the number
of bound states in a given central potential.— Commun. Math. Phys. 1 (1965),
80—88. Дальнейшее обсуждение см. в книге: F. Calogero, Variable Phase
Approach to Potential Scattering.— New York: Academic Press, 1967. Теорема
XIII.9(c) восходит к работе: V. Glaser, A. Martin, H. Grosse, W. Thirring,
A family of optimal conditions for the absence of bound states in a potential.—
Studies in Mathematical Physics: Essays in honor of V. Bargmann ;E. Lieb,
B. Simon, A. S. Wightman, eds).— Princeton Univ. Press, 1976. В том же томе
содержится обзорная статья Саймона: В. Simon, On the number of bound sta-
tes of two-body Schrodinger operators: A review. Теорема XIII.9(e) и анало-
гичная оценка <4А.3^2 < N (XV) < ВХ3*г для больших X принадлежат Саймону:
В Simon, On the growth of the number of bound states with increase in poten-
tial strength.— J. Math. Phys. 10 (1969), 1123—1126. Формулы для асимпто-
тического поведения N (XV) обсуждаются в § 15.3а ссылками читатель должен
обратиться к замечаниям к § 15.

Оценка Бирмана—Швингера была независимо открыта М. Ш. Бирманом
(О спектре сингулярных граничных задач.— Машем, сб. 55 (1961), 125—1741
и Швингером (J. Schwinger, On the bound states of a given potential.— Proc.
Nat. Acad. Sci. USA 47 (1961), 122—129). Существует множество различных
усовершенствовании теоремы Бирмана — Швингера. Ссылки можно найти
в указанной выше обзорной статье Саймона.

Первые оценки иа N (V) при я ^ З , обладающие правильным поведением
при больших константах связи, были получены Саймоном (В. Simon, Weak
trace ideals and the number of bound states of Schrodinger operators.— Trans.
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Amer. Math. Soc. 224 (1976), 367—380), который доказал, что при ч > 3
выполняется оценка N (VXcna (||V, \\п/г+<.+\\ V- \\п/я-е)а/'2 с константам»
сп,б. расходящимися при е —*. 0. Здесь Ыр есть LP (Кп)-норма. Независимо
и другим методом Мартен (A. Martin, A Bound on the total number of bound
states in a potential) доказал, что в трехмерном случае W (К) < ( 2 я ) - 1 х
x(||V-llill V_| |t) 1 / 3. Оценки Цвикеля—Либа — Розенблюма, из которых сле-
дуют оценки Саймоиа и Мартена (за исключением возможной величины кон-
стант), появились независимо в работах: М. Cwikel, Weak type estimates for
singular values and the number of bound states of Schrodinger operators.—
Ann. Math. 106 (1977), 93—100; E. Lieb, The number of bound states of
one-boby Schrodinger operators and the Weyl problem, и Г. В. Розеиблюм,
Распределение дискретного спектра сингулярных дифференциальных опера-
торов.— ДАН СССР 202 (1972), 1012—1015.

Либ также дал новые доказательства оценок на сумму степеней отрица-
тельных собственных значений оператора— Д+V. Такие оценки ранее доказали
Либ и Тирринг; см. задачи 31—33. Оценки Цвикеля—Либа—Розенблюма и
Либа—Тирринга особенно интересны в связи с интуитивными представле-
ниями о фазовом пространстве, о которых говорилось в § 15.

Приведенное нами доказательство оценки Цвикеля—Либа — Розенблюма
представляет собой принадлежащий Либу простой вариант его доказатель-
ства (не опубликовано). Доказательство Цвикеля опирается на теорему XI.22.

Оценки Либа и Тирринга на сумму отрицательных собственных значений
оператора —Д + V, которые доказаны с помощью оценок Бирмана — Швин-
гера на NE(V), особенно интересны, поскольку оии представляют собой иаж-
ную часть простого доказательства «стабильности вещества»; см. Е. Lieb,
W. Thirring, Bound for the kinetic energy of fermions which proves the stabi-
lity of matter.— Phys. Rev. Lett. 35 (1975), 687—689.

§ X1U.4. Г. Вейль в работе: H. Weyl, Uber beschra'nkte quadratische For-
men, deren Differenz vollstetig ist.— Rend. Circ. Mat. Palermo 27 (1909),
373—392, доказал георему, которая в современной терминологии есть тео-
рема XIII.14 в случае, когда А и В—ограниченные самосопряженные опера-
торы с компактной разностью А — В. Для несамосопряженных операторов
существует много разных определений существенного спектра и формулировок
теоремы Вейля. Например, на стр. 304—307 книги Т. Като, Теория возму-
щений линейных операторов.— М.: Мир, 1972, обсуждается такое определение
Oess (Л)> ч т о °езз (• )̂==аезз (В), когда разность А — В компактна. Если В —
оператор из примера 1, то по определению Като oe3s (Я) есть единичная окруж-
ность 1г\ | z | = l), в то время как по нашему определению—единичный круг
{г| | г [ < 1 } . В качестве введения в литературу по различным типам сущест-
венных спектров укажем работу: К. Gustafson, Necessary and sufficient con-
ditions for WeyPs theorem.— Michigan Math. J. 19 (1972), 71—81.

Мероморфная теорема Фредгольма в своей полной общности появилась
в работе: М. Ribaric, I. Vidav, Analytic properties of the inverse A(z)~L of
an analytic linear operator-valued function A (z).— Arch. Rat. Mech. Anal. 32
(1969), 298—310. В этой работе теорема доказана для операторов на произ-
вольном банаховом пространстве.

Следствие 3 теоремы XIII.14—сочетание результатов шехтера (7п. Schech-
ter, On the essential spectrum of an arbitrary operator, I.— J. Math. Anal.
Appl. 13 (1£66), 205—215), который провел доказательство для случая п=2,
и Густафсона — Вейдмана (К. Gustafson, J. Weidmann, On the essential spect-
rum.— J. Math. Anal. Appl. 25 (1969), 121—127). Другое «прямое» доказа-
тельство имеется в работе:'J. Weidmann, Spectral theory of partial differen-
tial operators. In: Spectral Theory and Differential Equations (W. N. Everitt,
ed.).— Lecture Notes in Mathematics, № 448, Berlin and New York: Springer-
Verlag, 1974.

Результаты, связанные со следствием 4 теоремы XIII.14, а также обоб-
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шения заложенных в нем идей, позволяющие включить операторы А, не огра-
ниченные снизу, можно найти в работе: G. Nenciu, Self-adjointness and inva-
tiance of the essential spectrum for Dirac operators defined as quadratic forms.—
Commun. Math. Phys. 48 (1976), 235—247.

Дальнейшее обсуждение существенного спектра одночастичиых операторов
Шредингера см. в задаче 41 и в работах: Е. Balslev, The singular spectrum
of elliptic differential operators in U> (R«).— Math. Scand. 19 (1966), 193—210;
P. Rejto, On the essential spectrum of the hydrogen energy and related opera-
tors.— Pacific J. Math. 19 (1966), 109—140, а также в книге: M. Schechter,
Spectra of Partial Differential Operators.—Amsterdam: North Holland, 1972.

Идеи, лежащие в основе примера 8, взяты из статьи: J. E. Avron,
I. W. Herbst, Spectral and scattering theory of Schrodinger operators related
to the Stark effect.— Commun. Math. Phys. 52 (1977), 239—254. В одномер-
ном случае, когда можно воспользоваться теорией обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, удалось доказать, что о (—<Р/dx2-\-W) = (—оо, оо) для
класса потенциалов W, более общих, чем те, которые имеют вид x-\-V, где
V — короткодействующий потенциал. См., например: Э. Ч. Титчмарш, Разло-
жения по собственным функциям, связанные с дифференциальными уравне-
ниями второго порядка.— М.: ИЛ, 1960—1961; К- Kodaira, The eigenvalue
problem for ordinary differential equations of second order and Heisenberg's
theory of S-matrices.— Amer. J. Math. 71 (1949), 921—945; J. Weidmann,
Zur Spetraltheorie von Sturm—Liouville Operatoren.— Math. Z. 98 (1967),
286—302; M. А. Наймарк, Линейные дифференциальные операторы.— М.:
Наука, 1969; J. Walter, Absolute continuity of the essential spectrum of
— d^dx^ + q (x) without monotony of q.— Math. Z. 129 (1972), 83—94; P. Rejto,
On a theorem of Titchmarsh — Neumark— Walter concerning absolutely conti-
nuous operators, I,. I I . — Lett. Math. Phys. 1 (1975), 49—56, 57—66.

Круг идей, связанных с теоремами XIII.16.1 и XIII.16.2, восходит к ра-
ботам Вейля и фон Неймана: Н. Weyl, Uber Beschrankte quadratischen For-
men deren Differenz vollstetig ist.— Rend. Circ. Math. Palermo 27 (1909),
373—392; J. von Neumann, Charakterisierung des Spectrums eines Integralope-
rators.— Ada Sci. Ind. № 229 (1936), 38—55. Приведенные нами доказатель-
ства не обобщаются на случай нормальных операторов, поскольку, даже если
оператор А и нормален, оператор РАР-\-(\—Р) А (1—Р) не обязан обладать
этим свойством. Тем не менее сами теоремы обобщаются на случай нормаль-
ных операторов—это теорема Берга и Сиконии (I. D. Berg, An extension of
the Weyl—von Neumann Theorem to normal operators.— Trans. Amer. Math.
Soc. 160 (1971), 365—371; W. Sikonia, The von Neumann Converse ot Weyl's
Theorem.— Ind. Math. J. 20 (1970), 529—544). Войклеску доказал следующий
эффектный результат, обобщающий теорему Вейля—фон Неймана. Пусть п —
представление сепарабельной С*-алгебры А. Тогда существует другое пред-
ставление п' в том же гильбертовом пространстве, такое, что разность
я (х) — л' (х) компактна для каждого х£А и п' — прямая сумма неприводимых
представлений (так что если работать по модулю компактных операторов, то
прямые интегралы не нужны).

Классификация нормальных операторов по модулю компактных была
обобщена на «в существенном нормальные» операторы (т. е. такие А, для
которых компактен оператор АА* — А*А) Брауном, Дугласом и Филмором
з работах: L. Brown, R. Douglas, P. Filmore, Unitary Equivalence Modulo the
Compact Operators and Extensions of C*-Algebras.— In: Proceedings of a Con-
ference on Operator Theory. Springer Notes in Mathematics, 345. 1973, pp. 58—
128; Extensions of C*-Algebras and /C-homology,— Ann.. Math. 105 (1977),
265—324. Их доказательства существенно опираются иа идеи, заимствован-
ные из гомологической алгебры и алгебраической топологии!

Теорема XIII. 16.2 без большого труда обобщается на неограниченные
самосопряженные операторы. Теорема XIII. 16.1 для неограниченных опера-
торов неверна, однако если в ее утверждении равенство U (A + C) U~l = В
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заменить и-а U ((A-\-t)~1-{-C) ^ ~ 1 = (S + 0~l> T o результат справедлив; дей-
ствительно, это следует из указанного выше случая нормальных операторов.

§ XIII.5. Теорема ХВЖ названа так в честь Хуицикера, ваи Виитера и
Г. М. Жислииа за результаты, содержащиеся в следующих фуидамеитальиых
статьях: W. Hunziker, On the spectra of Schrodinger multiparticle Hamilto-
nians.— Helv. Phys. Ada 39 (1966), 451—462; С Van Winter, Theory of finite
systems of particles, I.— Mat.-Fys. Skr. Danske Vid. Selsk. 1 (1964), 1—60,
и Г. М. Жислии, Исследование спектра оператора Шредиигера для системы
многих частиц.— Тр. Моск. машем, об-ва 9 (I960), 81 — 128. Жислин доказал,
что для ограниченного класса систем, включающего гамильтонианы атомов,
o e s s = [2, оо). Его метод далее рассматривался в работах: К. Jorgens, Zur
Spektraltheorie der Schrodinger Operatoren.— Math. Z. 86 (1967), 355 — 372;
K- Jorgens, J. Weidmann, Spectral Properties of Hamiltonian Operators.—
Lecture Notes in Mathematics, №319. Berlin and New York: Springer-Verlag,
1973. Ваи Винтер исходил из уравнений Вайиберга — ваи Виитера и (иеявио)
доказал теорему ХВЖ в случае V£La с помощью теории интегральных урав-
нений с ядрами Гильберта — Шмидта. Хуицикер дал доказательство для слу-
чая Z.2 + (i.c°)e независимо от работы ваи Винтера. Случай потенциала Роль-
ника впервые был рассмотрен в монографии Саймона: В. Simon, Quantum
Mechanics for Hamiltonians Defined as Quadratic Forms.— Princeton Univ.
Press, 1972.

Уравнения Вайиберга —ваи Виитера (в форме (24), а ие (29)) и обобще-
ние на /V-частичиые системы появились в указаиной выше работе ваи Виитера
и независимо в работе: S. Weinberg, Systematic solution of multiparticle
scattering problems.— Phys. Rev. 133 (1964), 232—256. Вайиберг доказал
компактность / (E) только для трехчастичиых систем. Компактность для про-
извольного N (при K£L2) доказана в той же работе ваи Виитера и незави-
симо в работе: W. Hunziker, Proof of a conjecture of S. Weinberg.— Phys. Rev.
1-35B (1964), 800—803. Наше доказательство этого факта (лемма 4В), и
в частности обращение к лемме 5, взято из монографии Саймоиа (см. выше).
В той же монографии введена и симметризоваииая версия уравнений (29),
которая необходима, если Vi/£R\L%.

Другой набор уравнений для резольвенты, также с компактным ядром,—
это уравнения Фаддеева—Якубовского, которые для N = 3 выведены в работе
Л. Д. Фаддеева, Математические вопросы квантовой теории рассеяния для
системы трех частиц.— Тр. МИЛН СССР 69 (1963), а для произвольного
N — в работе О. А. Якубовского, Об интегральных уравнениях в теории
Л/-частичного рассеяния.— ,#Ф б (1967), 937—942. Уравнения Фаддеева—Яку-
бовского существенно сложнее, чем уравнения Вайиберга — ваи Виитера,
однако они ие могут иметь «ложных нулей» типа описанных ниже. Это делает
их более полезными в теории рассеяния. Еще один набор уравнений (также-
без ложных нулей) содержится в работе Ньютона: R. G. Newton, Equations
with connected kernels for /V-particle Г-operators.— /. Math. Phys. 8 (1967),
851—856.

При доказательстве теоремы ХВЖ мы видели, что oj[ s c (H) с {г | опера-
тор 1—IR(Z) необратим}, Действительно, если #1р=£л{>, то /Л(Я)[(Я0—Я)1/2г|5]=
= (Н„—£)1//а1|з. Однако может случиться, что оператор 1 — IR(E) необратим
для некоторого Е£р(Н). Впервые это было отмечено Федербушем (P. Feder-
bush, Existence of spurious solutions to many body Bethe —Salpeter equa-
tions.— Phys. Rev. -148 (1966), 1551—1552) и далее исследовано Ньютоном
(R. Newton, Spurious solutions of three particle equations.— Phys. Reu. 153
(1967), 1502). Такие значения Е называются «ложными нулями». Причина
такого названия в том, что для того, чтобы оператор (1—/^(Я))" 1 имел
полюс, а резольвента R (£) = (1 — /# (£))~JZ># (£) его не имела, операторы
Djf{E) и 1 — 1ц(Е) должны иметь компенсирующие «нули». Эти нули опера-

1 3 .V» 29 4 8
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тора 1 — IR{E) (ИЛИ, точнее, определителя Фредгольма det (1 — /д (£))) могут
и не попадать на собственные значения.

Второе из приведенных нами доказательств теоремы XIII. 17 восходит
к первоначальному доказательству Жислина и одному варианту доказатель-
ства Энса (V. Enss, A Note on Hunziker's Theorem.— Commun. Math. Phys.
52 (1977), 233—238). Наше изложение следует работе Саймона: В. Simon,
Geometric methods in multiparticle quantum systems.— Commun. Math. Phys.
55 (1977), 259—274. Одно из технических упрощений по сравнению с построе-
нием Жислина, Йоргенса и Вейдмана, а также Энса состоит в применении
теоремы XIII.77 (лемма 7 из этого раздела) вместо критерия Вейля.

Теоремы типа XIII.17', основанные на теореме ХВЖ при сужении на
подпространства с определенными симметриями, рассматривались в работах
Жислина — Сигалова, Балслева а Саймона, указанных в замечаниях к § 3,
в монографии Йоргенса и Вейдмана, указанной выше, и в только что упо-
мянутой работе Саймона.

§ XIII.6. Наше изложение того, что мы называем теорией Ароншайна—До-
ногью, следует работе: W. F. Donoghue, On the perturbation of spectra.—
Comm. Pure Appl. Math. 18 (1965), 559—579, в которой автор отметил, что
его результаты в существенном содержатся в работе Ароншайна: N. Aronszajn,
On a problem of Weyl.— Amer. J. Math. 79 (1957), 597—610. Д. Пирсон нашел
такое V £ C°° с условием DJV—»-0 на ± оо, что —D2-\-V обладает только
сингулярным спектром.

§ XIII.7. Теория гладких операторов построена Като в двух замечательных
статьях: Т. Kato, Wave operators and similarity for some non-self-adjoint
operators.— Math. Ann. 162 (1966), 258—279; Smooth operators and commu-
tators.— Stadia Math. 31 (1968), 535—546. В первой статье Като ввел понятие
Я-гладкости и доказал теоремы XIII.22 (в более сильной форме; см. задачу 49),
XIII.23 (неявно), XIII.24, XIII.25, XIII.26 (в более сильной форме; см.
задачи 53, 54 и дальнейшее обсуждение) и XIII.27 (в случае N = 2 ) . Вторая
статья Като содержит критерий //-гладкости, если Я ограничен (в случае,
когда Я имеет простой спектр, это критерий из примера 4 и задачи 50),
и доказательство теоремы Путнама — Като (теоремы ХШ.28). Наши доказа-
тельства этих результатов следуют рассуждениям Като.

То, что мы называем теоремой като о гладкости, появилось в более силь-
ной форме в его статье в Math. Ann. Во-первых, он доказывает, что Hu-\-kV
и Но подобны, т. е. W (H0-{-XV) W~1-=H0 для обратимого ограниченного
оператора W даже при комплексном %. Его доказательство основано на ста-
ционарной формулировке теории рассеяния. Во-вторых, ни Яо, ни V не обя-
заны быть самосопряженными. Важно лишь, чтобы a(He)czR и чтобы | V \1/2

был //0-гладким и Я0-гладким в смысле основного определения (а не в смыс-
ле эквивалентных формулировок из теоремы XIII.25), а также чтобы

sup | | | V | l / 2 ^ o - f i ) - i | V | l / 1 ! f l < со.
u € R

Результаты о слабом взаимодействии, доказывающие, что операторы —Д
и —Д + W унитарно эквивалентны для подходящего класса малых V, появи-
лись впервые в работе Шварца: J. Schwartz, Some non-self adjoint operators.—
Comm. Pure Appl. Math. 13 (1960), 609 — 639. Шварц рассмотрел (редуциро-
ванный) двухчастичный случай в Rm при / п ^ З и доказал, что если

(1 + х г ) | D&V | dx < оо для всех а < т — 1 , то — Д и —Д + АУ унитарно
эквивалентны для малых к.

Применяя ряд Дайсона (см. § Х.12), Проссер доказал теорему о слабом
взаимодействии в двухчастичном случае: R. Prosser, Convergent perturbation
expansions for certain wave operators.— J. Math. Phys. 5 (1964), 708—713.
Като доказал теорему XIII.27 в случае W»2 в своей работе в Math. Ann.,
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в частности, он применял формулу (43). Доказательства Проссера н Като
основаны на применении рядов

ов Si

П
0 0

1 П d$i+• • •
0 0 0

для Q-ф, где Vs=eiH'sVe~iH<t", и следующей формулы для нормы:

Результаты, относящиеся к малым константам связи, для трехчастичных
задач были доказаны Хупцикером в его лекциях (Boulder Lectures; см. заме-
чания к § XI.5), где он воспользовался техникой Проссера. Он отметил, что
эта техника не работает для Л/-частнчных систем при Л/;э=4, поскольку норма
111 Vi/\1** elsli* | VJMI 1 ' * ! постоянна, если все i, /, k, I различны. Идея следить
за поведением V | V,-y I 1 ' 1 etsH" \ V« I 1 ' 1 ds, которая проявляется как «случай (3)»

в нашем доказательстве теоремы XI 11.27, а следовательно, и /V-частичные
результаты при N^4 восходят к работе: R. Iorio, M. O'CarrolI, Asymptotic
completeness for multi-particle Schrodinger Hamiltonians with weak poten-
tials.— Commun. Math. Phys. 27 (1972), 137—145. Справедливость утверждения
теоремы XIII.27 для V(j £ Lm/i остается недоказанным предположением.

Теорема о том, что Н обладает только абсолютно непрерывным спектром,
если существует такой оператор А, что i[H, Л]й=0, появилась впервые
в книге Путнама: С. R. Putnam, Commutation Properties of Hilbert Space
Operators and Related Topics,—Berlin and New York: Springer-Verlag, 1967.
Приводимое нами доказательство взято из статьи Като в Studia.

Приложение теории Като—Путнама к потенциалам отталкивания впервые
рассмотрено в работе Лавина: R. Lavine, Absolute continuity of Hamiltonian
operators with repulsive potentials,— Proc. Amer. Math. Soc. 22 (1969), 5Б—60-
Теория была продвинута существенно дальше (в частности, появились тео-
ремы XIII.29 и XIII.32) в работе: R. Lavine, Commutators and scattering
theory, I. Repulsive interactions.— Commun. Math. Phys. 20 (1971), 301—323.
Теорема XIII.29 приведена там в несколько более слабой форме (при допол-
нительном условии, что rdV/dr<^H0). Для потенциалов отталкивания, цент-
рально-симметричных потенциалов и потенциалов порядка О (г- 1- 8) Лавин
доказал аналог теоремы XIII.32 в работе: R. Lavine, Completeness of the wave
operators in the repulsive W-body problem.— J. Math. Phys. 14 (1973), 376—379.
Дальнейшее рассмотрение двухчастичного случая отталкивания можно найти
в работе: М. Arai, Absolute continuity of Hamiltonian operators with repulsive
potentials— Publ. Res. Inst. Math. Sd. 7 (1971/72), 621—635. Наше доказа-
тельство того, что i [А, Я 0 ] ^ 0 , следует этой статье.

Теорема XII 1.31 и понятие Я-гладкости на Q взято из статьи: R. Lavine,
Commutators and scattering theory, II. A class of one-body problems.— Indiana
Univ. Math. J. 21 (1972), 643—656.

Теория гладких возмущений была применена Девисом к проблеме
существования пропагаторов и теории рассеяния (Е. В. Davies, Time depen-
dent scattering theory.— Math. Ann. 210 (1974), 149—162), а затем переложена
на язык банаховых пространств Эвансом (D. Е. Evans, Smooth perturbations
in поп-reflexive Banach spaces.— Math. Ann. 221 (1976), 183—194).

§ X//I.8. Теорема XIII.33 принадлежит Агмону. Он анонсировал свои резуль-
таты в докладе: S. Agmon, Spectral properties of Schrodinger operators.— Proc.
Int. Cong. Math., v. 2, pp. 679—684, Paris: Gauthier-Villars, 1971. Детали
появились в работе: S. Agmon, Spectral properties of Schrodinger operators

13*
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and scattering theory Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa II, 2 (1975), 151—218.
Наш подход основан на серии лекций Агмона вместе с полезными замеча-
ниями Эпстейна, Жинибра и Лавина. Теорема XIII.33 (d) была доказана до
Агмона в работе: Т. Kato, S. Kuroda, Theory of simple scattering and eigen-
functions expansions. In: Functional Analysis and Related Fields.— Berlin and
New York: Springer-Verlag, 1970, pp. 99—131. To, что (d) следует из априор-
ных оценок Агмона и теории локальной гладкости,— замечание Лавнна в ука-
занной ниже работе.

Работа Агмона представляет собой кульминацию нескольких направлений
развития. Первое включает доказательство того, что osing (— k + V)=0, когда
V есть О(|д;|-м-) на оо (в некоторых из перечисленных ниже статей требуются
дополнительные условия гладкости). Наиболее ранние результаты, относящиеся
к и. > 2, содержатся в работе Икэбэ, указанной в замечаниях к § XI.6. Они
были успешно улучшены: до \i > 3/2 Егером (W. Jager, Zur Theorie der
Schwingungsgleichung mit variablen Koeffizienten in Aussengebieten.— Math. Z.
102 (1967), 62—88), до (i > 4/3 Рейто (Р. Rejto, On partly gentle perturbations,
III.— J. Math. Anal. Appl. 27 (1969), 21—67), до ц > 5/4 Като (Т. Kato, Some
results on potential scattering.— Proc. Int. Conf. on Functional Analysis and
Related Topics.— Tokyo, 1969, pp. 206—215), до ц > 6/5 Рейто (P. Rejto, Some
potential perturbations of the Laplacian.— Helv. Phys. Ada 44 (1971), 708—736)
и Куродой (статья указана ниже). Как Рейто, так и Курода модифицировали
свои методы в соответствии с процедурой бутстрапа Агмона и оказались
в состоянии включить все ц > 1. Вскоре после Агмона и независимо от него
случай (i > 1 был разобран Саито (Y. Saito, The principle of limiting absorp-
tion for second-order differential equations with operator-valued coefficients.—
Publ. Res. Inst. Math. Sci. 7 (1972), 581—619).

Второе направление развития включило в себя идею доказательства, что
о 8 | П г = 0 , при помощи теории возмущений для отображений из X в X*, где
X — банахово пространство, вложенное в .̂ f. Мы обсуждаем такую идею
в дополнении к § XI.6. Она была развита Хаулендом (J. S. Howland, Banach
space techniques in the perturbation theory of self-adjoint operators with con-
tinuous spectra.— J. Math. Anal. Appl. 20 (1967), 22—47; A perturbation-
theoretic approach to eigenf-unction expansions.— J. Fund. Anal. 2 (1968),
1—23), а также Рейто (P. A. Rejto, On partly gentle perturbations, I—III.—
J. Math. Anal. Appl. 17(1967), 435—462; 20 (1967), 145—187; 27 (1969),
21—67). Применение пространств l? с весом впервые было обосновано (в не-
сколько другом контексте) Куродой (S. Kuroda, On the Holder continuity of
an integral involving Bessel functions.— Quart. J.-Math. Oxford Ser. 21 (1970),
71-81).

Третье направление развития содержит в себе абстрактную теорию Куроды
разложений по собственным функциям (см. замечания к § XI.6) и теорию
эллиптических операторов высшего порядка. Фактически теория Агмона при-
менима для широкого класса операторов (см. задачу 70 и ниже). Теория
с аналогичными результатами была развита (отчасти независимо от Агмона)
Куродой (S. Kuroda, Scattering theory for differential operators, I, II .—
/. Math. Soc. Japan 25 (1973), 75—104; 222—234). Пусть Я о = 2 Oa (—»£>)<*,

1 a 1< 2m
где па вещественны. Предположим далее, что Но эллиптичен, т. е.

2 aak<* Ф 0 для всех k£Rn, k Ф 0. Пусть Рх (£)= 2 a « % a - Т о ч к а й>
| a | = 2m I a | < 2m
где gradPj=O, называется критической точкой, а значение Рх в такой точке
называется критическим значением. Можно показать, что Нй имеет лишь
конечное число критических значений \;. Пусть V = V Va (x) (— iD)a

1 а К 2т
таков, что (i) \Va(x)\<Ca (1 + | х |»)-> '*-*; (П) V формально самосо-
пряжен, т. е. (ф, Кф) вещественно для всех Ф € < ^ ( К " ) ; (iii) для все*
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х € R" и k € R"\{0} сумма £ («a + ^a (*)) #* Ф 0. При этих условиях
I a | = 2 m

Агмон и Курода доказали следующее обобщение теоремы XIII.33:

(a) Собственные значения Ho+V при некритических значениях На обладают
конечной кратностью и могут иметь в качестве предельных точек лишь
критические значения Но.

(b) Если отрезок [a, b] не содержит ни критических значений Н6, ни собст-
венных значений H^H0+V и если 6 > 1/2, то

sup ц(Н—х — 1у)-1\\й _6 < оо.

(c) osing(Ho+V) = 0.
(d) Волновые операторы существуют и полны.

Обобщение работы Агмона — Куроды на несколько более широкий класс
потенциалов можно найти в работе Агмона и Хёрмандера: S. Agmon, L. Нбг-
mander, Asymptotic properties of solutions of differential equations with simple
characteristics.— /. Anal. Math. 30 (1976), 1—38. Эти авторы пользуются
слегка отличными пространствами, которые им представляются более естест-
венными.

В своей исходной работе Агмон не доказывает и не использует существо-
вания предельных граничных значений для ( Я о — Я ) " 1 или ( Я — Я ) " 1 . Вместо
лемм 6 и 7 он пользовался предельной процедурой, известной под названием
«принципа предельного поглощения». Квадратичные оценки леммы 6 восходят
к Лавину.

Теорема XIII.33 допускает обобщение еще в двух направлениях. Во-пер-
вых, достаточно, чтобы V был компактен в смысле форм (см. задачу 71).
Во-вторых, можно рассматривать случай V = V1-}-^2. где dVJdr и V2 суть
O(ri- e) на оо. Это сделано Лавином (R. Lavine, Absolute continuity of posi-
tive spectrum for Schrodinger operators with long range potentials.— J. Fund.
Anal. 12 (1973), 30—54). См. также работу Икэбэ и Саито (Т. Ikebe, Y. Saito,
The limiting absorbtion method and absolute continuity for the Schr6dinger
operator.— J. Math. Kyoto 12 (1972), 513—542) и Саито (Y. Saito, The prin-
ciple of limiting absorbtion for the поп-self-adjoint Schrodinger operator in
R" (N Ф 2)).— Publ. Res. Inst. Math. Sci. 9 (1974), 397—428.

Дальнейшему развитию теории Агмона — Куроды посвящена серия работ
Шехтера: М. Schechter, A unified approach to scattering.— J. Math. Pures
Appl. 53 (1974), 373—396; Scattering theory for elliptic operators of arbitrary
order.— Comm. Math, tielv. 49 (1974), 84—113; Scattering theory for second
order elliptic operators.— Ann. Mat. Рига et Appl. 55 (1975), 313—331; Scatte-
ring Theory for Elliptic Systems.— / . Math. Soc. Japan 28 (1976), 71—79;
Nonhomogeneous elliptic systems and scattering.— Tohoku Math. J. 27 (1975),
601—616.

Метод Агмона был расширен для исследования ' гамильтонианов вида
— A + V-\-a-x Хербстом (I. W. Herbst, Unitary equivalence of Stark Hamil-
ton ians.— Math. Z. 155 (1977), 55—71). Хербст доказывает, что если у = Vj-|~ V2)

где V2 € ^-2 (R8) и имеет компактный носитель, Vt удовлетворяет неравенству
I Vi (*) | < С (1 + (а-х) 2 )~ 1 / 4 ' " г , а оператор —a-\-V + a-x не имеет собственных
значений, то волновые операторы Q± (—A + V + a-x, —Д-f-a-x) существуют
и унитарны. Аврон и Хербст в своей статье, указанной в замечаниях к § 4,
дают критерии, при выполнении которых оператор —Д + V+a-x не имеет
собственных значений.

§ XII 1.9. Теория коммутативных банаховых алгебр рассматривается в гл. XV.
Элементарные сведения, использованные в этом разделе, можно найти также
в книге И. М. Гельфанда, Д. А. Райкова, Г. Е. Шилова, Коммутативные
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нормированные кольца.^ М.: Физматгиз, 1960, или в книге У. Рудина, Функ-
циональный анализ.— М.: Мир, 1975, а также во многих других местах.

Теорема ХШ.34 была доказана Брауном и Пирси в работе: A. Brown,
С. Реагсу, Spectra of tensor products of operators.— Proc. Amer. Math. Soc.
17 (1966), 162—166. Шехтер обобщил результат Брауна —Пирси (М. Schechter,
On the spectra of operators on tensor products.— J. Fund. Anal. 4 (1969),
95—99), доказав, что

а(Р(А®1, 1®В))=*Р(о(А), а (В)),

где А и В—ограниченные операторы, а Р — полином по двум переменным.
В частности, Шехтер ввел в употребление вторые коммутанты алгебр. Впослед-
ствии эта теорема об отображении спектров была обобщена на класс рацио-
нальных функций двух переменных, аналитических в окрестности О(А)ХО(В),
в работе: A. Dash, M. Schechter, Tensor products and joint spectra.— Israel
J. Math. 8 (1970), 191 — 193.

Лемма Итиносэ и ее обобщения появились в работах: Т. Ichinose, On the
spectra of tensor products of linear operators on Banach spaces.— J. Reine
Angew. Math. 244 (1970), 119—153; Operators on tensor products of Banach
spaces.— Trans. Amer. Math. Soc. 170 (1972), 197—219; см. также Operational
calculus for tensor products of linear operators on Banach spaces.— Hokkaido
Math. J. 4 (1975), 306—334. Рид и Саймон доказали теорему об отображении
спектров для широкого класса неограниченных функций неограниченных опе-
раторов /4(g)/, I@B в работе: М. Reed, В. Simon, Tensor products of closed
operators on Banach spaces.— J. Fund. Anal. 13 (1973), 107—124. Тео-
рема XIII.35 — частный случай работы Итиносэ и работы Рида—Саймона.
Доказательство, приведенное в § 9,— новое и гораздо более простое, чем дока-
зательство в этих статьях, но, поскольку в нем используется специальное
свойство, чтое~* <Д+£> = е - ' Д 0 е -<В) его нельзя применить к доказательству
теоремы о спектральном отображении для более общих функций от А и В.

§ XIII.10. Существует связь между теорией потенциалов, аналогичных отно-
сительно растяжений, и методами, примененными в § XI.8 для обсуждения
аналитичности амплитуды парциальной волны для обобщенных потенциалов
Юкавы. Этот последний круг идей рассматривался в W-частичной постановке
в работе: С. Lovelace, Three particle systems and unstable particles. In: Strong
Interactions and High Energy Physics (R. С Moorehouse, ed.).— London: Oliver
and Boyd, 1964, за несколько лет до создания аналитических методов теории
масштабных преобразований, однако связь между этими двумя подходами
была оценена по достоинству существенно позже.

Идею применения растяжений и теории возмущений дискретного спектра,
чтобы следить за сингулярным спектром, впервые осуществил Комб в неопуб-
ликованной работе: J. M. Combes, An algebraic approach to quantum scattering.
Далее эта идея была развита Агиляром и Комбом в двухчастичном случае
(J. Aguilax, J. M. Combes, A class of analytic perturbations for one-body
Schrodinger Hamiltonians.— Commun. Math. Phys. 22 (1971), 269—279),
а в iV-частичном случае — Балслевом и Комбом (Е. Balslev, J. M. Combes,
Spectral properties of many-body Schr5dinger operators with dilatation analytic
interactions.— Commun. Math. Phys. 22 (1971), 280—294). В обеих этих статьях
рассматривался класс С а (см. задачу 73), а не ff'a, но с точностью до этого
обстоятельства теоремы XII 1.36 и XII 1.37 появились соответственно в первой
и во второй статьях.

Несколько лет спустя, ничего не зная о работе Балслева—Комба, ван
Винтер доказал аналогичные теоремы родственным методом в работе: С. Van
Winter, Complex dynamical variables for multiparticle systems with analytic
interactions, I, II .— J. Math. Anal. Appl. 47 (1974), 633—670; 48 (1974),
368—399. Из работы ван Винтера, в основе которой лежат некоторые прост-
ранства аналитических функций, особая роль группы масштабных преобразо-
ваний не видна.
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Поскольку Итиносэ сформулировал свою теорему в терминах оценок
резольвент операторов, а не в терминах секториальных операторов или голо-
морфных полугрупп, то в и работе Балслева и Комба оценка ^-частичных
резольвент доказана посредством трудной индукции вместо прямого обращения
к секториальности. Класс fro. был введен Саймоном в работе: В. Simon, Quad-
ratic form techniques and the Balslev—Combes theorem.— Commun. Math. Phys.
27 (1972), 1—9. После этой статьи стало ясно, что методы секториальных
операторов позволяют сделать упрощения в доказательствах, а также устранить
ограничение | Im в | < я/2, которое было наложено Балслевом и Комбом, так
как они опирались непосредственно на лемму Итиносэ в ее исходной форме.

Техника аналитичности по растяжениям и, вообще, техника продолжения
по групповому параметру играет роль при изучении многих свойств W-частич-
ных гамильтонианов, а отнюдь ие только в выделении непрерывного спектра.
В частности, она важна в теории резонансов (§ XII.6), в доказательстве
экспоненциального убывания собственных функций (§ 11) и при исключении
положительных собственных значений (§ 13).

§ XIII.11. Непрерывность по Гёльдеру векторов из С°°(Н) для подходящих
iV-частичных гамильтонианов впервые доказал Като в работе: Т. Kato, On the
eigenfunctions of many-particle systems in quantum mechanics.— Comm. Pure
Appl. Math. 10 (1957), 151—171. Условия Като на потенциалы слегка отли-
чаются от М'а', а именно, он предполагает, что V = Vi-\-V%, где Vt £ L°*
и V-i^f, причем supp Vi компактен. Доказательство Като проводится в .«-про-
странстве и более сложно, чем наше доказательство георемы XIП.38, однако
оно содержит основную идею построения: «бутстрап» по W. Идея применить
технику р-пространства принадлежит Саймону: В. Simon, Pointwise bounds on
eigenfunctions and wave packets in iV-body quantum systems, \.— Proc. Amer.
Math. Soc. 42 (1974), 395—401.

В указанной выше статье Като получил также результат об особенностях
атомных волновых функций ij>, более тонкий, чем теорема XII 1.38. Из этой

•теоремы следует лишь, что ч|э равномерно непрерывна по Гёльдеру порядка 9
для любого 6 < 1. Като показывает, что sup I gradib (х) I < оо, где С—мно-

жество точек, в которых определенная разность координат обращается в 0,
и, в частности, i|> непрерывно но Липшицу. Более того, скачки gradi|) в соот-
ветствующих точках вычислены явно через значения яр в этих точках.

Точные результаты теорем XIII.39—XIII.42 взяты из серии статей, по-
явившихся в виде препринтов осенью 1972 г. Теоремы XIII.39 и XIII.40
появились в работе О'Коннора: A. O'Connor, Exponential decay of bound state
wave functions.— Commun Math. Phys. 32 (1973), 319—340. Доказательство
О'Коннора основано на идеях Пэли — Винера и использует уравнения Вайн-
берга — ван Винтера; это доказательство идейно просто, но учет кинематики
довольно сложен. Приводимое нами доказательство восходит к доказательству
Комба и Томаса: J. Combes, L. Thomas, Asymptotic behaviour of eigenfunctions
for multiparticle Schrodinger operators.— Commun. Math. Phys. 34 (1973),
251—270. Комб и Томас, которых стимулировала работа О'Коннора, заметили,
что эти идеи можно применить к исследованию непороговых собственных
значений систем, акялиткчных относительно растяжений. Их результаты сфор-
мулированы в терминах группы, порождаемой растяжениями и трансляциями
в р-пространстве.

Теорема XIII.42 появилась в работе Саймона, указанной в начале заме-
чаний к этому разделу. Несколько ранее Альрихс (R. Ahlrichs, Asymptotic
behavior of atomic bound state wave functions.— J. Math. Phys. 14 (1973),
1860—1863) заметил, что из равномерной непрерывности по Гёльдеру и экспо-
ненциального убывания в смысле L? следует поточечное экспоненциальное
убывание, но, возможно, с меньшей скоростью. Работа Саймона была мотиви-
рована работой Альрихса и О'Коннора,
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Теорема XIII.41 имеет более точную формулировку, аналогичную тео-
реме XIII.40. Например, можно доказать следующее (см. статью Комба —
Томаса). Если каждый потенциал Vц принадлежит |Fa с a > л/4 и если
2 (in/4) — множество порогов для Н (in/4), то ip g D (еаг), когда Hip = Eip и

а?<2М inf

Морган (J. D. Morgan, III, The exponential decay of sub-continuum wave func-
tions of two electron atoms.— J. Phys. A. 10 (1977), L 91) отметил, что
оценки теорем ХШ.39—42 не могут быть лучшими из возможных, поскольку
ожидается, что асимптотически г|5 (г) должна удовлетворять Яог|5 = £гЬ, когда
все г,-—rj —>• оо, так что следовало бы ожидать, что г|5 (г) — ехр (— 2 al I ri l)
для некоторых ait причем У а2//2т; = — Е . Он уточнил оценки для некото-
рых трехчастичных системГВ работе Дейфта, Хунцикера, Саймона и Вока
(P. Deift, W. Hunziker, В. Simon, E. Vock, Pointwise bounds on eigenfunc-
tions and wave packets in iV-body quantum systems, IV.—Commun. Math. Phys.
64 (1979), 7—34), рассмотрены, с учетом замечаний Моргана, широкие классы
N-частичных систем.

До работ О'Коннора, Комба и Томаса была целая серия статей, доказы-
вающих более слабые результаты в различных ситуациях. В одном направ-
лении посредством применения операторных методов было доказано, что дис-
кретные собственные функции г|5 принадлежат D (гп) при подходящих п. Для
п = 1 , 2 и общего класса гамильтонианов это было доказано Хунцикером
(W. Hunziker, Space-time behavior of Schrodinger wave functions.— J. Math.
Phys. 7 (1966), 300—304). Этот результат был обобщен на все п Комбом
(J. M. Combes, Time dependent approach to multi-channel scattering.— Nuovo
Cimento 64A (1969), 111—144). Применяя аналогичный метод, Альрихс в ука-
занной выше статье доказал, что для собственных функций атомов ty£D (еаг).

Второе направление исследований пользовалось методами теории диффе-
ренциальных уравнений в частных производных. Э. Э. Шноль в работе: О по-
ведении собственных функций уравнения Шредингера.— Машем, сб. 42 (1957),
273—286 (см. также: И. М. Глазман, Прямые методы качественного анализа
сингулярных дифференциальных операторов.— М.: Физматгиз, 1963) доказал,
что |г |5 |<ехр(—аг), но он требовал, чтобы потенциалы были непрерывны и
ограничены снизу.

Третье направление применяло методы интегральных уравнений. Саймон
в своей книге: В. Simon, Quantum Mechanics for Hamillonians Defined as
Quadratic Forms.— Princeton Univ. Press, 1971, доказал, что ty£D (ear), если
a< У\ Е f и ( — Д + V)-ф = £Ч|з, причем £ < 0 и V£R (двухчастичный случай).
Анализ Саймой а основан на одной лемме теории интегральных уравнений н
том факте, что г|> удовлетворяет уравнению

Чтобы доказать экспоненциальное убывание собственных функций в случае
центрально-симметричных потенциалов, можно воспользоваться интегральными
уравнениями из § XI.8; см., например, книгу Редже и де Альфаро, указан-
ную в замечаниях к § XI.8. Наконец, еще одна ссылка на приложение инте-
гральных уравнений к доказательству экспоненциального убывания—это
статья: Е. L. Slaggie, E. H. Wichmann, Asymptotic properties of the wave
function fora- bound nonrelativistic system.— J. Math. Phys. 3 (1962), 946—968,
в которой обсуждается трехчастичный случай. Анализ О'Коннора основан
отчасти на идеях, почерпнутых в этой работе.

Последнее направление применяет вариационные методы. Оно описано
в работе Базли и Фокса: N. W. Bazley, D. W. Fox, Bounds for eigenfunctions
of one-electron molecular systems.— Int. J. Quant. Chem. 3 (1969), 581—586.
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§ XIII.12. Наиболее ранние результаты, связывающие положительность и
невырожденность собственного значения, восходят к фундаментальной теореме
Перрона и Фробениуса: конечная матрица со строго положительными элемен-
тами имеет в качестве собственного значения единичной кратности свой спек-
тральный радиус, причем соответствующий собственный вектор строго положи-
телен. Заметим, что в теореме Перрона — Фробениуса матрица не обязана
быть самосопряженной. Эта теорема впервые появилась в работах: О. Perron,
| u r theorie der Matrizen.— Math. Ann. 64 (1907), 248—263; F. G. Frobenius,
Uber Matrizen mit positiven Elementen.— Sitzungsber. Preus. Akad. VCiss.
Berlin (1908), 471—476. Идея обобщения этой теоремы на эргодические мат-
рицы, сохраняющие положительность, появилась в статье: F. G. Frobenius,
Uber Matrizen aus nicht negativen Elementen.— Sitzungsber. Preus. Akad. Wiss.
Berlin (1912), 456—477. Дальнейшее рассмотрение теорем о конечных матрицах
можно найти в монографии Ф. Р. Гантмахера, Теория матриц.—М.: Наука, 1967.

Обобщение теоремы Перрона—Фробениуса на бесконечномерные простран-
ства впервые сделано в работе: R. Jentzsch, Uber Integralgleichungen mit
positiven Kernen.— J. Reine Angew. Math. 141 (1912), 235—244. Co времени
этой работы теория сильно развилась, что позволило включить в рассмотре-
ние некоторый класс интегральных операторов. См., например: М. Г. Крейн,
М. А. Рутман, Линейные операторы, оставляющие инвариантным конус в про-
странстве Банаха.— УМН 3 (1948), 3—95, и Т. Ando, Positive linear operators
in semi-ordered linear spaces.— J. Fac. Sci. Univ. Tokyo Sect. IA Math. 13
(1957), 214—228.

Идея приложения теоремы типа Перрона—Фробеннуса к квантовым си-
стемам восходит к работе Глимма и Джаффе: J. Glimm, A. Jaffe, The X (q>*)s
quantum field theory without cutoffs: II. The field operators and the appro-
ximate vacuum.— Ann. Math. 91 (1970), 362—401. Они применили прямое
доказательство эргодичности для ехр (— tH), где Я—пространственно обре-
занный гамильтониан Р (<р)8-теории, а не доказательство, основанное на непри-
водимости действия множества операторов e~tH \J L°° (Q). Идея воспользо-
ваться неприводимостью, которая сильно все упрощает, принадлежит Сигалу
(см. ниже). Приложение к нерелятивистским системам сделано Саймоном и
Хег-Кроном: В. Simon, R. Hoegh-Krohn, Hypercontractive semi-groups and
two-dimensional self-coupled Bose fields.—J. Func. Anal. 9 (1972), 121 — 180.
Более ранние результаты по нерелятивистским квантовым системам, которые
не основаны на теореме Перрона — Фробениуса, описаны в курсе Р, Куранта,
Д. Гильберта, Методы математической физики. Т. 1.— Мл— Л.: Гостехиздат,
1951.

Теорему XIII.48 можно иайти в статье: W. Faris, В. Simon, Degenerate
and non-degenerate ground states for Schrodinger operators.— Duke Math. J. 42'
(1975), 569—567.

МЫСЛЬ воспользоваться неприводимостью вместо эргодичности восходит
к работе Андо (см. выше). Наше доказательство импликации (с) =ф (а) тео-
ремы XIII.43 взято из работы Саймона и Хег-Крона (см. выше). Тот факт,
что резольвента усиливает положительность, если она эргодична,— теорема:
Фариса: W. Faris, Invariant cones and uniqueness of the ground state for Fer-
mion systems.— / . Math. Phys. !3 (1972), 1285—1290. Эта работа содержит
также теорему теории возмущений", сформулированную в задачах 91, 92.
Утверждение, что эргодическая полугруппа усиливает положительность,—
теорема Саймона (В. Simon, Ergodic semigroups of positivity preserving self-
adjoiht operators.— J. Func. Anal. 12 (1973), 335—339). Результат по теории
возмущений—теорема XIII.45—принадлежит Сигалу: I. Segal, Construction
of nonlinear local quantum processes, II.— Invent. Math. 14 (1971), 211—241.
Доказательство утверждения (а) теоремы XIII.49 принадлежит Гроссу (L. Gross,
Existence and uniqueness of physical ground states.— J. Func. Anal. 10 (1972),
52—109). Пользуясь совершенно другими методами, Глимм и Джаффе ранее-
(в указанной выше статье) доказали существование собственного значения на.
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нижней границе спектра пространственно обрезанных Р (ф)2-гамильтонианов.
Отметим, что теорема XIII.45 была обобщена на некоторые случаи, включаю-
щие фермионные полевые модели, в указанных выше статьях Гросса и Фариса.

Критерий Бёрлинга—Дени был сформулирован в работе: A. Beurling,
J. Deny, Espaces de Dirichlet I. Le Cas Elementaire.— Ada Math. 99 (1958),
203—224. В этой статье явно содержится лишь случай, когда носитель d\i —
дискретное конечное множество, причем каждая точка имеет единичный вес.
Однако доказательства утверждений, которые мы назвали первым и вторым
критериями Бёрлинга—Дени, очевидно, обобщаются на общий случай (по су-
ществу это именно те доказательства, которые мы применили), и, более того,
авторы анонсировали результаты для общего случая, хотя статья с деталями
доказательства так и не появилась) Дальнейшее обсуждение можно найти
в работе Фукусимы: М. Fukushima, On the Generation of Markov Processes
by Symmetric Forms. Proc. Second Japan — USSR Symposium on Probability
Theory.— Lecture Notes in Mathematics, № 330. Berlin and New York: Sprin-
ger-Verlag, 1973.

Еще до появления статьи Бёрлинга—Дени одно условие, тесно связанное
с их первым критерием, появилось в работе Ароншайна и Смита: N. Агоп-
szajn, К. Т. Smith, Characterization of positive reproducing kernels, applica-
tions to Green's functions.— Amer. J. Math. 79 (1957), 611—622. Ароншайн
и Смит обсуждали вопрос о том, когда строго положительно определенный
дифференциальный оператор А обладает обратным с поточечно положительным
ядром. Их утверждения и, до некоторой степени, их методы ограничены диф-
ференциальными операторами. Их задача тоже несколько отличается от той,
которая решается первым критерием Бёрлинга—Дени. Например, оператор
А=(—Д-f-l)2, очевидно, обладает сохраняющим положительность обратным

(поскольку сохраняет положительность А~1^г), но оператор e~iA уже не со-
храняет положительность для всех t > 0 в силу формулы Леви — Хинчина.
Однако их условие очевидным образом связано с первым критерием Бёр-
лкнга —Дени.

Первый критерий Бёрлинга—Дени дает связующее звено между приводи-
мым нами доказательством об отсутствии, узлов в основном состоянии, которое
опирается на положительность е+ 'Д, и упомянутым выше доказательством
Куранта и Гильберта. В этом последнем используется неравенство | | v l ' ' | J a <
<| |V«[ | 2 , которое есть не что иное, как первый критерий Бёрлннга—Дени
того, что е + ' д сохраняет положительность! Имеется также связь между поло-
жительностью е + / л и неравенством Като (§ Х.4), которую обеспечивает пер-
вый критерий Бёрлинга—Дени; см.. В. Simon, An abstract Kato's inequality
for generators of positivity preserving semigroups.—//tdiarea Univ. Math. J. 26
(1977), 1067—1073.

Что касается примера 1 из дополнения 1, то существует классическая
теорема Стильтьеса (Т. J . Stieltjes, Sur les Racines de l'Equation Xn = 0.—
Ada. Math. 9 (1887), 385—400) о том, что если А — положительно определен-
ная матрица, причем а , у < 0 при i Ф /, то (Л" 1 ),/3*0 для всех i, j. Пример 1
представляет собой что-то вроде обратного утверждения к этой теореме.

Понятия, фигурирующие во втором дополнении, впервые были введены
в контексте теории вероятности в связи с бесконечно делимыми вероятност-
ными мерами. Все бесконечно делимые вероятностные меры с конечным вто-
рым моментом были найдены А. Н. Колмогоровым (A. Kolmogorov, Sulla forma
generale di un processo stocastico omogeneo.— Atti. Acad. Naz. Lincei Rend. Cl.
Sci. Fis. Mat. Naiur. 15 (1932), 805—808, 866—869). Общий вид. таких мер
был найден Леви (P. Levy, Sur les integrales dont les elements sont les variab-
les aleatoires independantes.— Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa Cl. Sci. 3 (1934),
331—337; 4 (1935), 217—218. Дальнейшие улучшения принадлежат Феллеру
(\V. Feller, On the Kolmogorov — P . Levy formula for infinitely divisible distri-
bution functions.— Proc. Yugo. Acad. Sci. 82 (1937), 95—113) и А. Я. Хинчину
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(Новый вывод одной формулы П. Леви.— Бюллетень МГУ, матем. и мех.,
секция А, 1, вып. 1 (1937), 1—15). Бесконечно делимые распределения воз-
никают в следующем контексте: п функций / l t . . . , /„ называются независи-
мыми случайными величинами, если мера на R", заданная как v (A) =
= f-i ((/i<S> • • • ® / я ) " 1 M l ) , есть мера-произведение. Если все множители одни
и те же, то говорят, что / l t . . . , /„ распределены тождественно. Если ц —
распределение для / i + . . . + / n , а ц—распределение для /,-, то |1 = ц, * . . . * и.
(rt раз). Если распределение вероятности есть предел при п —>• ое суммы я
тождественно распределенных случайных величин (индивидуальные распреде-
ления могут меняться с изменением я), то это распределение будет бесконечно
делимым. Классический пример тот, когда предельное распределение гауссово
(что отвечает чистому члену х-Ах в (76)). Дальнейшее обсуждение см. в книге:
L. Breiman, Probability.— Reading, Mass.: Addison-Wesley, 1968.

Условно положительно определенные функции и теорема вроде теоремы
XIII.52 впервые появились в работе: I. J . Schoenberg, Metric spaces and posi-
tive definite functions.— Trans. Amer. Math. Soc. 44 (1938), 522—536. Связь
между этими понятиями и бесконечно делимыми распределениями была развита
в серии работ советских математиков: Б. В. Гнеденко, Об одном характери-
стическом свойстве, безгранично делимых законов распределения.—Бюллетень
МГУ, матем. и мех., секция А, 1, вып. 5 (1937), 10—15; А. М. Яглом,
М. С. Пинскер, Случайные процессы со стационарными приращениями я-го
порядка.—ДЛЯ СССР 90 (1953), 731—734; М. Г. Крейн, Об интегральном
представлении непрерывной эрмитово индефинитной функции с конечным числом
отрицательных квадратов.— ДАН СССР, 125 (1959), 31—34; И. М. Гельфанд,
Н. Я- Виленкин, Обобщенные функции. Вып. 4.— М.: Физматгиз, 1961. Наше
доказательство теоремы XIII . 52 отчасти следует этому последнему изложению;
мы исправили только ошибку авторов (наша теорема XIII.52—это их тео-
рема III.4.4).

Связь между сохраняющими положительность полугруппами и формулой
Леви—Хинчина для теории оператора Шредингера была установлена в работе:
I. Herbst, A. Sloan, Perturbation of translation invariant positivity preserving
semigroups on L*(Rn).—Trans. Amer. Math. Soc. 236(1978), 325—360, где
развита некая часть теории операторов F (— i'v) + G (х) с условно отрица-
тельно определенной функцией F.

То, что оператор e~fP* не порождает сохраняющую положительность по-
лугруппу, было использовано для построения примера, иллюстрирующего раз-
личие между разными системами аксиом для евклидовых квантовополевых
теорий; см. В. Simon, Positivity of the Hamiltonian semigroup and the con-
struction of Euclidean region fields.— Helv. Phys. Ada 46 (1973), 686—696.

§ XII 1.13, Потенциал, построенный в примере 1, найден фон Нейманом и
Вигиером: J. von Neumann, E. P. Wigner, Uber merkwurdige diskrete Eigen-
werte.— Z. Phys. 30 (1929), 465—467. В их работе имеется арифметическая
ошибка, так что выписанный ими потенциал ведет себя на бесконечности как
О ( г - 2 ) , нарушая теорему XIII.58. Мы исправили эту ошибку. Не зная об их
работе, Вейдман (J. Weidmann, Zur Spektraltheorie von Sturm — Liouville Ope-
ratoren.— Math. Z. 98 (1967), 268—302) построил пример, применяя ступенча-
тые функции (в основном в духе примера мельсона, рассмотренного в примере i
дополнения к § Х.1). Альбеверио (S. Albeverio, On bound states in the conti-
nuum of jV-body systems and the Virial theorem.— Ann. Phys. 71 (1972), 167—
276) описывает, как можно построить потенциалы, приводящие к любому конеч-
ному числу связанных состояний, имеющих заранее предписанные энергии. См.
также статью Аткинсона, упомянутую в замечаниях к § XI.8.

Теоремы типа теоремы XIII.56 содержатся до некоторой степени неявно
в работе по функциям и решениям Йоста, которая обсуждается в § XI.8.
В частности, методы обратной задачи рассеяния, о которых говорится в заме-
чаниях к § XI.8, играют важную роль а указанном выше построении Альбе-
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верно. Явные теоремы, применяющие технику обыкновенных дифференциальных
уравнений для полного анализа спектра операторов с центрально-симметрич-
ными потенциалами, а также более сильные, чем теорема XI 11.56, резуль-
таты или случай центрально-симметричного потенциала теоремы XII 1.58, по-
явились в цитированной выше работе Вейдмана. Дополнительное обсуждение
техники функций Йоста и связанных состояний с положительной энергией см.
в дополнении и в замечаниях к § XI.8.

Моделью для теоремы XIII.58 служит статья Реллиха: F. Rellich, Uber
das asymptotische Verhalten der Losungen von Д« + А.ы = 0 in unendlichen Ge-
bieten.— Ober. Deutsch. Math. Verein 53 (1943), 57—65. Реллих изучал реше-
ние уравнения (Л+А.)ы = 0 в неограниченных областях и, в частности, пока-
зал, что при X. > 0 не существует квадратично интегрируемых решений урав-
нения (Д -}- X) м = 0 в области К"\{д: | | х | > /?}. Отсюда вытекает, что если V
имеет компактный носитель, то не существует положительных собственных
значений оператора — Д + V . Эта идея была развита Като (Т. Kato, Growth
properties of solutions of the reduced wave equation with variable coefficients.—
Comm. Pure Appl. Math. 12 (1959), 403—425), который доказал частный слу-
чай теоремы XIII.52 при V2 = 0. Результаты, доказанные аналогичными мето-
дами для потенциалов, отталкивающих на бесконечности (dVt/dr < 0 для
больших г), можно иайти в работах: К. Kreith, Differential operators with a
purely continuous spectrum.— Proc. Amer. Math. Soc. 14 (1963), 809—811;
F. Odeh, Note on differential operators with a purely continuous spectrum.—
Proc. Amer. Math. Soc. 16 (1965), 363—366. Теоремы вида теоремы XIII.58
(ио с несколько более сильными условиями гладкости) были найдены незави-
симо Саймоном (В. Simon, On positive eigenvalues of one-body Schrodinger
operators.— Comm. Pure Appl. Math. 22 (1969), 531—538) и Агмоном (S. Agraon,
Lower bounds for solutions of Schrodinger-type equations in unbounded doma-
ins.—Proc. of the Int. Conf. on Functional Analysis and Related Topics 1969,
Univ. Tokyo Press, Tokyo; Lower bounds for solutions of Schrodinger equations.—
J. Analyse Math. 23 (1970), I—25). Еще раньше этих последних статей Вейд-
ман (J. Weidmann, On the continuous spectrum of Schrodinger operators.—
Comm. Pure Appl. Math. 19 (1966), 107—110) применил методы работы Като
к доказательству того, что кулоновы гамильтонианы не имеют положительных
собственных значений (это было первое доказательство данного результата,
который был рассмотрен нами в примере 5 и его продолжении посредством
других методов). Методы Вейдмана легко обобщаются на однородные потен-
циалы степени — а , 0 < а < 2. Во второй работе Агмона исследуются суммы
потенциалов типа тех, что рассмотрены в теореме XIII.58, и однородных по-
тенциалов указанной степени. Техника теоремы XII 1.58 обобщена на системы
с магнитными полями в работе: Т. Ikebe, J. Uchiyama, On the asymptotic
behavior of eigenfunctions of second order elliptic operators.— J. Math. Kyoto
Univ. 11 (1971), 425—448. Приложения этого метода для проверки того, что
некоторые специальные классы я-частичных операторов не имеют собственных
значений в интервале (Еа, оо) при соответствующем Ео > 0, можно найти
в работе Саймона и в первой работе Агмона.

В физической литературе формулировка теоремы вириала из квантовой
механики восходит к Финкельштейну: В. N. Finkelstein, Uber den Virialsatz
in der Wellenmechanik.— Z. Phys. 50(1928), 293—294. Он воспользовался фор-
мальным коммутатором, описанным нами в тексте этого раздела. Хотя Вейд-
ману (он первый дал строгое доказательство теоремы вириала; см. ниже) было
ясно, что придание строгости доказательству Финкельштейна порождает неко-
торые проблемы, не он, а Альбеверио в указанной, выше статье подчеркнул,
что существуют обобщения примера Вигнера — фон Неймана с волновыми
функциями, не лежащими в области определения генератора масштабных пре-
образований D. Тем не менее Калф (Н. Kalf, The quantum mechanical virial
theorem and the absence of positive energy bound states of Schrodinger opera-
tors.— Israel J. Math. 20 (1975), 57—69) нашел доказательство теоремы вириала
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по схеме Фннкельштейна. По существу, в нем рассуждения, основанные на
коммутаторе, заменены явным интегрированием по частям. Из-за плохих обла-
стей определения граничные члены при интегрировании по частям не обра-
щаются в нуль автоматически, и их приходится рассматривать посредством
аккуратной процедуры усреднения.

Связь теоремы вириала и группы масштабных преобразований—открытие
В. А. Фока (V. Fock, Bemerkung zum Virialsatz.—Z. Phys. 63 (1930), 855—858).
Первое строгое доказательство теоремы вириала, которому следуем мы, принад-
лежит Вейдману: J . Weidmann, The virial theorem and its application to the
spectral theory of Schr6dinger operators.— Bull. Amer. Math. Soc. 73 (1967),
452—456. Вейдман также открыл, что теорема вириала имеет отношение к за-
даче о положительных собственных значениях. Техника, основанная на теореме
вириала, обсуждается дальше в статье Альбеверио, где рассмотрено обобщение
на операторы с магнитными полями, и в статье Калфа, которая включает
случай некоторых операторов, определенных как суммы квадратичных форм.

Применение техники, использующей масштабные преобразования, для
сохранения теоремы Вейдмана о несуществовании положительных собственных
значений в случае кулоновых гамильтонианов впервые было указано Саймоном
в работе: В. Simon, Resonances in N-body quantum systems with dilation
analytic potentials and the foundations of time dependent perturbation theory.—
Ann. Math. 97 (1973), 247—274. Саймой также отметил, что сферически сим-
метричные потенциалы, аналитические относительно растяжений, автомати-
чески обладают поведением г dV/dr —>• 0 на бесконечности, так что на основе
теоремы XIII .83 можно ожидать существования связей между потенциалами,
аналитическими относительно растяжений, и отсутствием положительных
собственных значений. Наше обсуждение в продолжении примера 5 следует
не работе Саймона, а неопубликованному замечанию Балслева. Другое рас-
суждение в продолжении примера 5 принадлежит Хунцикеру: W. Hunziker,
The Schrodinger Eigenvalue problem for /V-particle systems. In: The Schrodinger
Equation (W. Thirring, P. Urban, eds.).—Springer, 1977, pp. 43—72.

Теорема Карлсона была доказана нм в диссертации 1914 г. (F. Carlson,
University of Upsala Thesis). Он также доказал замечательное следствие о про-
должении аналитической функции со значений в положительных целых точках
(см. задачу 109). Теорема XIII.61 была доказана независимо Саймоном (В. Si-
mon, Absence of positive eigenvalues in a class of multiparticle quantum sy-
stems.— Math. Ann. 207 (1974), 133—138) и Балслевом (Е. Balslev, Absence
of Positive Eigenvalues of Schrodinger Operators.— Arch. Rat. Mech. Anal. 59,
4 (1975), 343—357).

Теоремы об однозначном продолжении впервые были доказаны Карлема-
иом для операторов второго порядка на R a : Т. Carleman, Sur un probleme
d'unicite pour les systemes d'equations aux derivees partielles a deux variables
independantes.— Ark. Math. (17) 26B (1939), 1—9. Карлеман ввел решающую
для нашего доказательства идею априорных оценок с константами, не зави-
сящими от параметра (о в нашем случае), таких, что, когда параметр стано-
вится сингулярным, интегралы, входящие в оценки, все более и более концен-
трируются в некоторой области, представляющей интерес. Однозначность про-
должения для оператора Шредннгера в п измерениях впервые была доказана
Мюллером (С. Muller, On the behavior of the solutions of the differential
equation Ды = /Г (х, и) in the neighborhood of a point.— Cotntn. Pure Appl.
Math. 7 (195,4), 505—515). В дальнейшем эта проблема изучалась Хайнцем
(Е. Heinz, Uber die Eindeutigkeit beim Cauchyschen Anfangswertproblem einer
elliptischen Differentialgleichung zweiter Ordnung,— Nachr. Akad. Wiss. Gottin-
gen Math. Phys. Kl. II (1) (1S55), 1—12), доказательству которого мы следуем
в дополнении к этому разделу. Хайнц, в частности, доказал теорему об одно-
значном продолжении для операторов Шредиигера с магнитными полями (см.
задачу 113). Эти результаты были обобщены на эллиптические уравнения вто-
рого порядка с непостоянными коэффициентами при старшем члене независимо
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Ароншайном (N. Aronszajn, A unique continuation theorem for solutions of
elliptic partial differential equations or inequalities of second order.— /. Math.
Pures Лрр/,36 (^57), 235—249) н Кордесом (Н. О. Cordes, Uber die Bestimmt-
heit der Losungen ellipticher Differentialgleichungen durch Anfangsvorgaben.—
Nachr. Akad. Wiss. Gottingen Math.— Phys. Kl.U (11) (1956), 239—258).

Для гиперболических уравнений типа волнового й = Дц может, конечно,
случиться, что решения обращаются в нуль на открытом множестве, не будучи
равными нулю тождественно; однако н в этом случае имеет мегто теорема
единственности: если й = Аи и и обращается в нуль в некоторой окрестности
плоскости {(t, х) | /=0}, то и—тождественный нуль. Для волнового н других
подобных уравнений такие результаты восходят по крайней мере к Холмгрену:
Е. Holmgren, Uber Systeme von linearen partiellen Differentialgleichungen.—
Ofversigt af Kongl. Vetenskaps-Akad. Fork. 58 (1901), 91—105; см. также:
L. Nirenberg, Uniqueness in Cauchy problems for differential equations with
constant leading coefficients.—Comm. Pure Appl. Math. 10 (1957), 89—105;
A. P. Calderon, Uniqueness in the Cauchy problem for partial differential
equations.— Amer. J. Math. 80 (1958), 16—36. Этн результаты подробно рас-
сматриваются в книге Л. Хёрмандера, Линейные дифференциальные операторы
с частными производными.— М.: Мир, 1965. Примеры операторов, для которых
теорема единственности не справедлива, построены Коэном (P. Cohen, The
non-uniqueness of the Cauchy Problem.—O. N. R. Technical Report 93, Stan-
ford, 1960) н Плнвом (A. Pliv, A smooth linear elliptic differential equation
without any solution in a sphere.—Comm. Pure Appl. Math. 14 (1961), 599—617).

Как подчеркнул Лавин [не опубликовано], во всех имеющихся теоремах
об однозначном продолжении есть серьезный дефект: требуется, чтобы потенциал
V был локально ограничен. Тип захвата, который встречается в примере 2, опи-
сывается потенциалом V, который даже локально не принадлежит Z.1, а теорема
Фариса — Саймона (теорема XIII.48) упорно наводит на мысль, что такие не
принадлежащие L1 особенности необходимы для захвата. Например, можно
было бы высказать такую гипотезу: если потенциал V^^-foc (R") положителен
и Н= —Д + V определен как сумма форм, то любая собственная функция Н,
исчезающая на открытом множестве, есть тождественный нуль. Отметим, что
доказательство Хайнца отбрасывает массу информации, содержащейся в оцен-
ках. Аккуратно пользуясь этой информацией, можно было бы доказать теорему
об однозначном продолжении для некоторых классов неограниченных потен-
циалов. "'

Для наших приложений однозначной продолжимости нам нужен только
"специальный случай, в котором собственные функции с компактным носителем
запрещены. Это было доказано Амрейном и Бертье в более общем случае
с помощью теоремы XIII.100 (W. О. Amrein, A. Berthier, On support properties
of LP functions and their Fourier Transforms.— J. Funct. Anal. 24 (1977),
258—267).

§ XI11.14. Основной критерий, теорема XIII.64, и другие общие результаты
этого раздела (теоремы XIII.77, 78) — широко известные факты. Роль теоремы
XIII.78 в математической физике впервые была подчеркнута Глнммом н
Джаффе в работе: J. Glimm, A. Jaffe, The A,(q>*)2 quantum field theory with
cutoffs II. The field operators and the approximate vacuum.— Ann. Math. 91
(1970), 362—400, где она применялась к пространственно обрезанному га-
мильтониану Р (ф)2-модели. Применение к пространственно обрезанной Уг-мо-
дели и доказательство, основанное на теореме ХШ.77, появились в их статье
The Yukawa2 Quantum Field theory without cutoffs.— J. Funct. Anal. 7(1971),
323-357.

Мы решили назвать теорему XIII.65 критерием Реллиха ввиду того, что
самый первый результат на эту тему появился в статье: F. Rellich, Ein Satz
iibei mittlere Konvergenz.— Nachr. Akad. Wiss. Gottingen Math.-Phys. Kl.ll
(1930), 30—35.
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Простое доказательство, приведенное в тексте, авторы узнали от Р Лавина
Критерий Рисса появился в работе: М. Riesz, Sur les ensembles compacts

de fonctions sommable.— Acta Sci. Math. (Szeged) 6 (1933), 136—142. Более
ранние результаты принадлежат М. Фреше: М. Frechet, Essai de geometrie
analytique a une infinite de coordinates.— Nouvelles Ann. Math. 8 (1903),
97—116; 289—317, и А. Н. Колмогорову, Uber Kompaktheit der Funktion-
mengen bei der Konvergenz im Mittel.— Nachr. Akad.Wiss. Gottingen Math.-
Phys. Kl. И (1931), 60—63.

Приведенное в тексте обсуждение скорости убывания собственных функ-
ций оператора —Д-fV при V—>-оо взято из работы Б. Саймона: В. Simon,
Pointwise bounds on eigenfunctions and wave packets in Af-body quantum sys-
tems I, II, III.— Proc. Amer. Math. Soc. 42 (1974), 395—401; 45 (1974),
454—456; Trans. Amer. Math. Soc. 208 (1975), 317—329. В частности, доказа-
тельство теоремы XIII.72 можно найти в части III. Теорема XIII.70 при
V^Q появилась намного раньше у Э. Э. Шноля, О поведении собственных
функций уравнения Шредингера.— Машем, сб. 42, № 3 (1957), 273—286,
(поправка) 46, № 2 (1958), 259, где она была доказана совсем другим спосо-
бом. Наше доказательство теоремы XIII.70 в случае I ' ^ O использует прием
Девиса из его статьи: Е. В. Davies, Properties of the Green's functions for
some Schrodinger operators.— /. London Math. Soc. 7 (1973), 483—491. Обоб-
щения теоремы XIII.72 (b), позволяющие сказать что-то о собственных функ-
циях, отличных от основного' состояния, даны в статье: С. Bardos, M. Ме-
rigot, Asymptotic decay of the solution of a second order elliptic equation in
an unbounded domain. Applications to the spectral properties of a Hamilto-
nian.— Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A 76 (1977), 323—344; С Bardos, M. Me-
rigot, Decroissance expontielle de la solution L3 du probleme de Direchlet dans
le complementaire d'un ferme borne.— Сотр. Rend. Acad. Sci. Paris, 281A
(1975), 561—563.

Первая теорема о компактном вложении типа обсуждаемой в тексте дока-
зана Реллихом в уже упоминавшейся работе. Общие теоремы вложения в слу-
чае Я™ принадлежат Гордингу: L. Garding, Dirichlet's problem for linear elliptic
partial differential equations.— Math. Scand. 1 (1953), 55—72. Набросок доказа-
тельства Г.ордиига дан в задаче 123. Теорему XIII.75 доказал Реллих в слу-
чае ограниченной области с гладкой границей. Общий случай и теория обла-
стей, обладающих сегментным свойством, рассмотрены в лекциях Агмона:
S. Agmon, Lectures on Elliptic Boundary Value Problems.— Princeton, N. J.:
Van Nostrand, 1965. Он же доказал, что множество {/ |/ класса С00 в окрест-
ности Q} плотно в Нт, если Q .обладает сегментным свойством.

Наше обсуждение квантовой статистической механики систем в ящике
взято из приложения, написанного Саймоном к работе: J. Lebowitz, E. Lieb,
The'constitution of matter.— Advances in Math. 9 (1972), 316—398, но сама
проблема широко известна. По поводу дальнейшего обсуждения квантовой
статистической механики непрерывных систем см. J. Ginibre, Some applica-
tions of Functional Integration in Statistical Mechanics, In: Statistical Me-
chanics and Quantum Field Theory.—Les Houches, 1970 (C. DeWitt, R. Stora,
eels,).— New York: Gordon and Breach, 1971; D. Robinson, The Thermodyna-
mic Pressure in Quantum Statistical Mechanics.— Berlin and New York: Sprin-
ger-Verlag, 1971, и Д. Рюэль, Статистическая механика. Строгие результаты.—
М.: Мир, 1971.

§ XIII.15. Метод вилки Дирихле—Неймана относится к разряду древнейших;
например, теорема XIII.78 доказана Р. Курантом и Д. Гильбертом в книге:
Методы математической физики. Т. I. — М.—Л.: Гостехиздат, 1951, способом,
тесно связанным с методом вилки Дирихле — Неймана. Первоначальное дока-
зательство, принадлежащее Вейлю, основано на родственных идеях. К более
новым работам, использующим этот метод, относятся статьи: Е. Н. Lieb,
Quantum Mechanical Extensions of the Lebowitz—Penrose Theorem on the Van
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Der Waals Theory.— J. Math. Phys. 7 (1966), 1016—1024; A. Martin, Bound
states in the strong coupling limit,— Helv. Phys. Ada 45 (1972), 140—148,
и книга Робинсона, упомянутая в замечаниях к предыдущему разделу.

В случае произвольных открытых областей Q с Rm можно использовать
определения — A N , отличающиеся от нашего. Например, некоторые авторы в
качестве Q (—AN) берут замыкание формы (/, —Д/) иа множестве функций
из Н1 (Q), бесконечно дифференцируемых в окрестности Q. Для областей,
обладающих сегментным свойством, эти определения совпадают.

Интуитивная идея выделения в фазовом пространстве ячеек объемом h3

возникла на самых ранних стадиях обобщения старой квантовой теории Бора
на газы; см., например, О. Sackur, Die Anwendung der Kinetischen Theorie
der Gase auf chemische Probleme.— Ann. Phys. 36 (1911), 958—980; Die uni-
verselle Bedeutung des sog. elementaren Wirkungsquantums.— Ann. Phys. 40
(1913), 67—86; H. Tetrode, Die chemische Konstante der Gase und das elemen-
tare Wirkungsquantum.— Ann. Phys. 38 (1912), 434—442. Эту же идею как
мощный инструмент использовал Э. Ферми даже после создания новой кван-
товой теории, и построенный иа ее основе метод иыие называют «теорией
ферми-газа».

Отыскание числа точек решетки Zm, лежащих внутри шара радиуса г,
— интересная теоретико-числовая задача. То что это число асимптотически
равно Tmrm с погрешностью, в худшем случае имеющей порядок О(гт-1),
было известно уже по крайней мере Гауссу, который доказал это по существу
тем же методом, которым доказано предложение 2. Удивительно, что в действи-
тельности эта погрешность меньше, чем О (г"»-1): при /п = 2 она меньше, чем
О (г*'3), и больше, чем О (г1'2). Дальнейшее обсуждение см. в § 18.7 книги G. Har-
dy, Е. Wright, The Theory of Numbers.— Oxford: Oxford Univ. Press, 1938, и стр.
183—308 книги E. Landau, Vorlesungen Qber Zahlentheorie, B. 2.—Leipzig: Hirzel,
1927. Обсуждение аналогичных задач в пространствах более высоких размер-
ностей можно найти в книге: A. Walfisz, Weylische Exponentialsummen in der
Neueren Zahlentheorie.— Berlin: Deutscher Ver. Wiss., 1963. Предостережение
читателю: эти результаты не означают, что показатель степени т—1 в (116)
и (117) можно исправить. Как раз наоборот, из них следует, что этого сде-
лать нельзя! Действительно, множество -<Wm_i всегда дает вклад порядка
/•л»-1, который в силу сказанного выше никак нельзя изменить путем учета
вклада поверхности шара.

Теорема XIII.78—прославленная теорема Г. Вейля: Н. Weyl, Das asymp-
totische Verteilungsgesetz der Eigenwerte linearer partieller Differentialglei-
chungei}.— Math. Ann. 71 (1911), 441—469; liber die Abhangigkeit der Eigen-
schwenkgungen einer Membran von deren Begrenzung.— J. Math. 141 (1912),
1—11. История вопроса освещена в статье: Н. Weyl, Ramifications, old and
new, of the eigenvalue problem.— Bull. Atner. Math. Soc. 56 (1950), 115—139.
Эта теорема владела умами математиков двух поколений. Работа Вейля
основывалась иа гипотезах Лоренца и Джинса, которые столкнулись е этой
проблемой при изучении электромагнитного излучения. В ней было показано,
что спектр оператора — А а на Я определяет объем Я. Это немедленно поста-
вило вопрос о том, какие другие геометрические свойства Q определяются
спектром оператора — A Q , или, более общо, оператором Лапласа—Бельтрами

— Ам иа компактном римановом многообразии. Результаты, полученные в
этой области вплоть до середины 60 годов, и важные новые направления опи-
саны в красивой работе М. Каца: М. Ка;, Can you hear the shape of a
drum?— Atner. Math. Monthly (Slaught Memorial Papers, № 11) (4) 73 (1966),
1—23. Более новые результаты обсуждаются в докладе Зиигера: I. M. Singer,
Distribution of eigenfrequencies for the Laplacian.— Proceed, of the 1974
Intern. Congress of Mathematicians; см. также g. BaMian, C. Bloch, Eigenva-
lues of wave equation in a finite domain, I, II, III .— Ann. Phys. 60 (1970),
401; 64 (1971), 271; 69 (1972), 75. В число величии, определяемых собствен-
ными значениями, входят площадь граничной поверхности, характеристика
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Эйлера — Пуанкаре, длина любой замкнутой геодезической иа М. К негатив-
ным фактам относится пример двух иеизометрических 16-мерных торов, опера-
торы Лапласа — Бельтрами которых имеют одинаковый спектр; его построил
Милнор: J. Milnor, Eigenvalues of the Laplacian operator on certain manifolds.—
Proc. Nat. Acad. Set. 51 (1964), 542. Анализ подобных сгойств — Д а основы-
вается ие иа методе вилки Дирихле—Неймана, а на изучении интегрального
ядра ехр (£Да), поскольку метод вилки слишком груб и позволяет узиать лишь
старший члеи в разложении N (Я,). Современное обсуждение методов, основан-
ных иа использовании таких функций Грина, можно найти в работе: L. Нбг-
mander, The spectral function of an elliptic operator.— Ada Math. 121 (1968),
193—218 (перевод в сб. Математика 13:6 (1969), 114—137).

Для некоторых областей погрешность в формуле Вей л я имеет .порядок
О(Х, ( л- 1 )/ 2); см. упомянутую статью Хёрмаидера и V. Avakumovic, Ober die
Eigenfunktionen auf geschlossen Riemannschen Mannigfaltigkeiten.— Math. Z. 65
(1956), 327—344.

Пример, где метод фазового пространства позволяет получить оценку в
кваитовомехаиической задаче, дает теорема XIII.12 и задачи 31, 32, 33.
Отметим, что, хотя метод фазового пространства в большинстве задач дает
удивительную точность, в «пограничных» случаях он перестает работать. На-
пример, оператор — Д — с (1+ \ г \)-<* в L% (к 8 ) обладает бесконечным числом
связанных состояний, если а < 2, с > О или а = 2 , с > 1/4. Объем фазового,
пространства, отвечающий отрицательной энергии, бесконечен при а < 2 > .
с > 0. Таким образом, при ос = 2, 0 < с < 1/4 предсказания, получаемые с по--
мощью фазового метода, ошибочны.

Понятие жордаиова объема было важным предшественником меры Лебега..
Основная работа была выполнена в 1880-е гг. Кантором, Штольцем, Хариа-
ком, Пеаио и Жордаиом. Обсуждение истории развития понятия объема можно,
найти в книге: И. Н. Песни, Развитие понятия интеграла.—М.: Наука, 1966.
Современное изложение теории жордаиова объема даио в книгах: L. Loom is,
S. Sternberg, Advanced Calculus.—Reading, Mass.: Addison-Wesley, 1968;
T. Apostol, Mathematical Analysis.—Reading, Mass.: Addison-Wesley, 1960.

Теорема XIII.79 (в несколько иной форме) доказана М. Ш. Бирманом и
В. В. Борзовым в статье: Об асимптотике дискретного спектра некоторых;
сингулярных дифференциальных операторов. В сб. Проблемы математической)
физики. Вып. 5.— Л.: Издательство ЛГУ, 1971, с. 24—38, А. Мартеном (в упомя-.
иутой выше статье) и Тамурой (Н. Tamura, The asymptotic eigenvalue distribution
for non-smooth elliptic operators.— Proc, Japan Acad. 50 (1974), 19—2i). Ранее
Чадам (К. Chadam, The asymptotic behavior of the number of bound states of a
given potential in the limit of large coupling, I I . — Nuovo Cimento 58A (1S68),
191—204) получил аналогичный результат для одномерных систем, а Саймон
(В. Simon, On the growth of the number of bound states with increase of po-
tential strength.—J. Math. Phys. 10 (1969), 1123—1126) доказал, что сХ3'* <
< N (X)< dk3/* при больших X и с, d > 0; л = 3. Мартеи использовал метод
вилки Дирихле—Неймаиа, Чадам применял функции Йоста (см. § XI.8), а
Тамура использовал функции Грииа. Обобщения и дальнейшее развитие тео-
рии можно найти в серии статей Бирмаиа и его сотрудников: М. Ш. Бирман,
М. 3. Соломяк, Кусочио-полииомиальиые приближения функций классов
№£.— Машем, сб. 73, ьып. 5 (1967), 331—355, С главном члене спектральной
асимптотики для «негладких» эллиптических задач.— Функц. анализ и при-
лож. .4, № 4 (1970), 1—13; Об асимптотике спектра «негладких» эллиптических
уравнений.— Функц. анализ и прилож. 5, № 1 (1971), 69—70; В. В. Борзов,
О некоторых применениях' кусочно-полииомиальиых приближений функций
анизотропных классов Wp.—ДАН СССР 198 (1971), 499—501; Г. В. Розен-
блюм, О распределении собственных чисел первой краевой задачи в неограни-
ченных областях.—ДЛЯ СССР 200 (1971), 1034—1036.

Метод доказательства теоремы XIII.80 независимо был иайдеи Бирманом
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(см. упомянутые выше работы) и Саймоном в статье о слабых Тг-идеалах,
упомянутой в замечаниях к § 3.

Можно доказать предельные теоремы о величинах Sy (V) из задачи 32 и
с помощью оценок Либа—Тирринга обобщить их на произвольные потенциалы
из L"»/2+v (см. задачи 129 и 130)..

Варианты теоремы XII 1.81 появились в книгах Э. Ч. Титчмарша, Разло-
жения по собственным функциям, связанные с дифференциальными уравне-
ниями второго порядка. Т. I .—М.: ИЛ, 1960; Т. II—М.: ИЛ. 1961.

Варианты теоремы XII1.82 появились в работах: F. H. Brownell,
С. W. Clark, Asymptotic distribution of the eigenvalues of the lower part of
the Schrodinger operator spectrum.— / . Math. Mech. 10 (1961), 31—70;
J. B. McLeod, The distribution of eigenvalues for the hydrogen atom and simi-
lar cases.— Proc. London Math. Soc. 11 (1961), 139—158. Обобщения на другие
операторы проделаны в статье Н. Tamura, The asymptotic distribution of the
lower part eigenvalues for elliptic operators.—Proc, Japan Acad. 50 (1974),
184—187.

Распространение утверждений теоремы XIII.82 на различные многочас-
тичные системы можно найти в «Геометрических методах» Саймона, упомяну-
тых, в замечаниях к § 3.

Приложения метода вилки Дирихле—Неймана к квантовым статистиче-
ским системам даны в уже упоминавшейся книге Д. Робинсона; к проблеме
вычисления плотности энергии в квантовой теории поля в рамках фокова
пространства — в статье F. Guerra, L. Rosen, В. Simon, Boundary conditions
for the P (ф)2 euclidean quantum field theory.— Ann. Inst. H. Poincare 25A
(1976), 231—334, и, наконец, к модели Томаса—Ферми — в работе Е. Lieb,
В. Simon, The Thomas—Fermi model of atoms, molecules and solids.— Advan-
ces in Math. 23 (1977), 22—116.

Теоремы типа теоремы Х Ш . 8 2 1 / а восходят по крайней мере к книгам
Титчмарша, упоминавшимся выше, и могут быть распространены на потен-
циалы более общего вида. Результаты, получаемые здесь, иногда представ-
ляют в виде

1

У(х) dx+o(n-*).

,В силу замечаний, сделанных после теоремы, если V—достаточно гладкая"
функция (хотя бы класса С1), погрешность будет иметь порядок о(п~2).

§ XII 1.16. Можно построить теорию прямых интегралов, более общую, чем
та, что мы описали (теория с неодинаковыми слоями). В случае когда все
слои сепарабельны, каждый прямой интеграл над М унитарно эквивалентен
прямому интегралу следующего вида:

где М — М„0 ( U М„ ) , причем М„, Mlt ...—непересекающиеся нзмери-
\л = 1 /

мые множества, а каждый из входящих в $% прямых интегралов имеет по-
стоянные слои. Прямые интегралы 'были введены и изучены фон Нейманом:
J . von Neumann, On rings of operators: Reduction theory.— Ann. Math. 50
(1949), 401—485. Фон Нейман применил свою теорию для разложения слабо
замкнутых алгебр операторов в прямые интегралы факторов (см. гл. XVIII).
Дальнейшее обсуждение и ссылки можно найти у Диксмье: J. Dixmier, Les
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Algebres d'operateurs dans l'espace Hilbertien. Ch. I I . — Paris: Gauthier-Villars

• В то время как до недавней поры при анализе дифференциальных опера-
торов с периодическими коэффициентами не использовали теорию прямых
интегралов, основная идея о том, что их можно изучать, отыскивая решения
на R (или R"), которые не периодичны, а подчинены условию ty(x-\-a) —
— е'6т|) (х), довольно стара. В математической литературе ее реализорал
Флоке, а в литературе по физике твердого тела — Блох: F. Bloch, Uber die
Quantenmechanik der Elektronen in Kristallgittern,—Z. Phys. 52 (1928),
555—600.

Существует огромная математическая литература по поводу обыкновенных
дифференциальных уравнений с периодическими коэффициентами, особенно
уравнения Хилла (Р (х) у' (х))' -J-Q (х) у (х) = ку (х) с имеющими общий период
коэффициентами Р и Q. В список литературы на эту тему входят следующие
книги: W. Magnus, S. Winkler, Hill's Equation.—Wiley (Interscience), 1966;
M.S.P. Eastham, The Spectral Theory of Periodic Differential Equations.—Scot-
tish Academic Press, 1973; Э. Коддингтон и Н. Левинсон, Теория обыкновен-
ных дифференциальных уравнений.— М.: ИЛ, 1957, и Э. Ч. Титчмарш, Раз-
ложения по собственным функциям, связанные с дифференциальными уравне-
ниями второго порядка. Т. 1,2. —М.: ИЛ, 1960, 1961.

Анализ дискриминантов обычно основывается не на теории аналитических
возмущений, а на прямых методах теории обыкновенных дифференциальных
уравнений; см., например, указанную выше книгу Истхама. Получаемые здесь
результаты восходят к работам Ляпунова: А. М. Liapunov, Probleme generale
de la stabilite du movement.— Ann. Fac. Sci. Toulouse (2) 9 (1907), 203—474;
Хамеля: G. Hamel, Uber die lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung
mit periodischen Koeffizienten.— Math. Ann. 73 (1913), 371—412; Хаупта:
О. Haupt, Uber lineare homogene Differentialgleichungen 2. Ordnung mit perio-
dischen Koeffizienten.— Math. Ann.. 79 (1919), 278—285, и Крамерса: Н. A. Kra-
mers, Das Eigenwertprobleme in eindimensionalen periodischen Kraftfeldern.—
Physical (1935), 483—490. !

Тот факт, что в уравнении Матье реализуются все допустимые щели,
установлен 'Инсом: Е. L. Ince, A proof of the impossibility of the coexistence
of two Mathieu functions.— Proc. Cambridge Phil. Soc. 21 (1922), 117—120.
Пример в задаче 139 изучали Крёниг и Пенни (R. К. Kronig, W. G. Penny,
Quantum mechanics in crystal lattices.— Proc. Roy. Soc. 130 (1931), 499—513),
и с тех пор он служит общепринятой учебной моделью в физике твердого
тела. Пункты (а) и (с) теоремы XIII.91 принадлежат Боргу: G. Borg,,Eine
Umkehrung der Sturm—Liouvilleschen eigenwertaufgabe Bestimmung der Diffe-
rentialgleichung durch die Eigenwerte.— Ada Math. 78 (1946), 1—96. Другое
доказательство (а) можно найти у Хохштадта: (Н. Hochstadt, On the deter-
mination of a Hill's equation from its spectrum, I . — Arch. Rational Mech.
Anal. 19 (1965), 353—362; Function theoretic properties of the discriminant of
Hili's equation.— Math. Z. 82 (1963), 237) и Унгара (Р. Ungar, Stable Hill
Equations.— Comm. Pure Appl. Math. 14(1961), 707—710). В первой из цити-
рованных статей Хохштадта содержится доказательство (Ь) и утверждения
(d'), получаемого из (d) заменой вещественно аналитических функций на
С°°-функции. Другое доказательство (с) можно найти у того ;кг Хохигга^та г
работе: Н. Hochstadt, On the determination of a Hill's equation from its spect-
rum, I I . — Arch. Rational Mech. Anal. 23 (1966), 237—238. Пункт (d) доказан
Голдбергом (W. Goldberg, On the determination of a Hill's equation from its
spectrum.— Bull. Amer. Math. Soc. 80 (1974), 1111—1112) и Мак-Кином и
Трубовицем (Н. P. McKean, E. Trubowitz, Hill's equation and hyperelliptic
function theory in the presence of infinitely many branch points.— Comm. Pure
Appl. Math. 29 (1976), 143—226).

Последняя статья содержит также пункт (е), теорему XIII.92 и случай
п= оо теоремы XIII.94. Доказательство (е) независимо дано Саймоном: В. Si-
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mon, On the generic ity of non-vanishing instability intervals in Hill 's equa-
tion,—Ляп. Inst. H. Poincari24A (1976), 91—93. Случай n < «теоремы X 111.94
разобран в работе: Н. P. McKean, P. van Moerbeke, The spectrum of Hill 's
equation.— Invent. Math. 30 (1975), 217 — 274. Теорема X1II.93 принадлежит
Гарднеру, Грнну, Крускалу и Мнуре: С. Gardner, J. Greene, М. Kruskal,
R. Miura, A method for solving the Korteweg de Vries equation.— Phys. Rev.
Lett. 19 (1S67), 1095—1097. В связи с пунктом (d) теоремы ХШ.91 Истхам
в своей книге замечает, что периодические операторы Шредингера на Rm при
т З з 2 с подходящими потенциалами обладают конечным чнслом щелей в спектре,
даже когда потенциалы разрывны.

Теорему Адамара о факторизации читатель может найти в книге Э. Тнтч-
марша, Теория функций.— М.: Гостехтеориздат, 1951. Теорему XIII.95 дока-
зал Кон: W. Kohn, Analytic properties of Bloch waves and Wannier fun-
ctions.— Phys. Rev. 115 (1959), 809—821. Дополнительное обсуждение этой
теоремы н аналитичности зонных функций можно найти у Аврона н Саймона:
J . Avron, В. Simon, Analytic properties of band functions.— Ann. Phys. 110
(1977), 85—101.

Теорема XIII.S6 принадлежит Стрнхартцу: R. Strichartz, Multipliers on
fractional Sobolev Spaces.— J. Math. Mech. 16 (1967), 1031 — 1060.

Основные работы, посвященные спектральному анализу iV-мерных перио-
дических операторов Шредингера: F. Odeh, J. В. Keller, Partial differential
equations with periodic coefficients and Bloch waves in crystals.— J. Math.
Phys. 5 (1964), 1499—1504; G. Scherf, Das Blochsche Theorem fur unendliche
Systeme.— Helv. Phys. Ada 39 (1966), 556—560; J . Avron, A. Grossman,
R. Rodrijuez, Hamiltonians in the one-electron theory of solids.— Rep. Math.
Phys. 5 (1974), 113—120; L. E. Thomas, Time dependent approach to scatte-
ring from impurities in a crystal.— Commun. Math. Phys. 33 (1973), 335—343;
G. M. Troiunielloq, Scattering theory for Schrodinger operators with L" poten-
tials and distorted Bloch waves.— У. Math. Phys. 15 (1974), 2048—2052;
F. Bentosela, Scattering from impurities in a crystal.— Commun. Math. Phys.
46 (1976), 153—166. Работа Томаса, в частности, содержит то замечательное
рассуждение (пункт (с) леммы перед теоремой XIII.100), которое доказывает
что нн одна из функций Е„ (г) не постоянна, а также теорему XIII.102.
В своей статье Томас рассматривал случай В = 2 при я = 3.

Разложение по собственным функциям теоремы XII 1.98 ввел И. М. Гель-
фанд, Разложение по собственным функциям уравнения с периодическими
коэффициентами.—ДЛЯ СССР 73 (1950), 1117—1120.

Спектральные свойства периодических гамильтонианов в электрическом и
магнитном полях довольно тонки; см., например: A. Grossman, Momentum-like
constants of motion. In: Statistical Mechanics and Field Theory (R. N. Sen,
С Weil, eds.). — Washington, D. C : Halsted Press, 1972.

Модель примесей, которую мы обсуждали в конце этого раздела, довольно
нереалистична в том смысле, что одного примесного атома на деле никогда
не бывает; обычно существует некоторое количество примесных атомов, рас-
пределенных случайным образом с малой плотностью. Существует интересная
модель такой ситуации. Пусть V и W — два потенциала на [0, 1). Пусть г
обозначает двустороннюю последовательность {ги}, п = 0, ± 1, ± 2 ну-
лей и единиц. Для заданного г пусть ViZ)—функция на R, равная V (х— п)
на [я, я + 1 ) , если г„ = 0, и W (х—я), если г „ = 1 . Пусть Я< л = — d?/dx2 +

+ V(Z) (х) действует в L4 (R). Пусть р —плотность примесей. Зададим на {0, I } 2

меру-произведение, полагая М- ({0}) = 1 — р, \i({l}) = p иа каждом множителе

в {0, I}121 . Теперь # ( г> можно представить себе как «случайный гамнльтониан»
и интересоваться свойствами, присущими почти каждому //< г ). Можно дока-
зать, что почти каждый //<•*> обладает полным набором собственных векторов!
См. статью: И. Я. Гольшад, С. А. Молчанов, О проблеме Мотта.—ДАН СССР
230 (1976), 761—764.
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Хорошими источниками сведений по элементарной теории твердого тела
могут служить книги: Ч. Киттель, Квантовая теория твердых тел. — М.: Мир,
•1967; Дж. Займан, Принципы теории твердого тела.—М.: Мир, 1974.

§ XJJJ.17. Мы обсудили лишь один аспект спектральной теории несамосо-
пряженных операторов. Среди работ, где читатель можег найти дополнительный
материал, укажем книги: И. Ц. Гохберг и М. Г. Крейн, Введение в теорию
линейных несамосопряженных операторов.— М.: Наука, 1965, и Теория воль-
терровых операторов в гильбертовом пространстве и ее приложения.— М.:
Наука, 1966; И. Ц. Гохберг, И. А. Фельдман, Проекционные методы
решения уравнений Винера—Хопфа.— Кишинев, 1967; R. Douglas,
Banach Algebra Techniques in Operator Theory.— New York: Academic
Press, 1972; H. Данфорд, Дж. Шварц, Линейные операторы, т. II, § Х1.6, 9,
10.— М.: Мир, 1966; Б. Секефальви-Надь и Ч. Фояш, Гармонический анализ
операторов в гильбертовом пространстве.— М.: Мир, 1970; Proceedings of
a Conference on Operator Theory. Lecture Notes in Math, № 345.— Berlin,
New York: Springer-Verlag, 1973; С Pearcy (ed.). Topics in Operator Theory.—
Providence R. I.: Amer. Math. Soc 1974. В книгах Гохберга —Крейна и
Данфорда—Шварца читатель может найти дополнительный материал по во-
просам, затронутым в этом разделе. Наше обсуждение определителей следует
статье Саймона: В. Simon, Notes on infinite determinants of Hilbert space
operators.— Adv. Math. 24 (1977), 244—273. Некоторые элементы нашего об-
суждения совпадают с подходом Рингроуза: J. R. Ringrose, Compact Non-
self-adjoint Operators.— Princeton, Van Nostrand-Reinhold, 1971.

Если у оператора есть собственный вектор, то он обладает и нетривиаль-
ным инвариантным подпространством. Существование компактных операторов
без собственных значений (пример 1) ставит вопрос о существовании у каж-
дого компактного оператора инвариантного подпространства. Эта задача была
решена (положительным образом) фон Нейманом [не опубликовано] для гиль-
бертовых пространств и Ароншайном и Смитом: N. Aronszajn, К. Т. Smith,
Invariant subspaces of completely continuous operators.— Ann. Math. 60 (1954),
345—350. Существует и более общая задача: есть ли нетривиальное инва-
риантное подпространство у любого ограниченного оператора на гильбертовом
пространстве? Она обсуждается в работах: Н. Helson, Lectures on Invariant
Subspaces.— New York: Academic Press, 1964; W. B. Arveson, J . Feldman,
A note on invariant subspaces.— Michigan Math. J. 15 (1968), 61—64; C. Pearcy,
N. Salinas, An invariant subspace theorem.— Michigan Math. J. 20 (1973),
21—31; см. также статьи в указанном выше сборнике под редакцией Перси.

Утверждение, которое мы назвали теоремой Шура—Лалеско — Вейля (тео-
рема XIII.103), имеет сложную историю, отчасти по той причине, что опре-
деление класса операторов со следом и класса 3 р было дано совсем недавно.
Критерий того, когда бесконечная матрица задает оператор Гильберта —

Шмидта, довольно прост [именно, должна быть конечной сумма "У l a m n | 2 V
\ л, т )

и поэтому этот класс операторов был выделен очень давно. Шур (I. Schur, Uber
die charakteristischen Wurzeln einer linearen Substitution mit einer Anwendung
auf die Theorie der Integralgleichung. — Match. Ann. 66 (1909), 488—510) до-

N(A)

казал, что 2 I ^ H l l ^ * . е^ли А — оператор Гильберта—Шмидта. Ла-
пе 1

леско (Т. Lalesco, Une theoreme sur les noyaux composes. — Bull. Soc. Sci.
N И)

Acad. Roumanian (1914—1915), 271—272) доказал, что "^ \%„{А)\ < oo
n=i

для обширного семейства операторов, которые мы называем теперь операторами
со следом. На весь класс операторов со следом (представленных как произ-
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вольное произведение двух операторов Гильберта — Шмидта!) этот результат
был распространен Георгиу (S. A. Gheorghiu, Sur Pequation de Fredholm.
These.—Paris, 1928), и Хилле и Тамаркином (Е. Hille, J. D. Tamarkin, On
the characteristic values of linear integral equations.—Ada Math. 57 (1931),
1—76). Г. Вейль (Н. Weyl, Inequalities between the two kinds of eigenvalues
of a linear transformation.—Proc. Nat. Acad. Sci. USA 35 (1949), 408 — 411)
доказал общее соотношение:

2 Ф(1*»(Л)|Х S Ф(И»И)).
4 = 1 Я=1

где ф—любая положительная функция с (р(0)=0, такая, что ер (в') выпукла
на (—оо, оо). Вейль основывал свое доказательство на общих свойствах вы-
пуклых функций и неравенстве (задача 154)

| X, (А).. .Х„ (А) | < Ц! (А):. .ц„ (А).

Наше доказательство взято из статьи Саймона,, упомянутой выше. Обобще-
ние результата Вейля получил Островский: A. Ostrowski, Sur quelques appli-
cations des fonctions convexes et concaves au sens de I. Schur. — J. Math. Pure
Appl. 9 (1952), 253—292; см. также первую из книг Гохберга и Крейна.

С помощью приведенного выше неравенства можно доказать, что

Тг (ф (еА + в)) < Тг (ф

для любой ф, такой, что отображение t\—>ср(е') выпукло. Это результат
Томпсона (С. Thompson, Inequalities and partial order on matrix spaces. —
Indiana Math. J. 21 (1971), 469—480). Приведенное нами доказательство след-
ствия теоремы XIII.103, похожее на одно из доказательств Томпсона, под-
сказано нам Дейфтом (P. Deift). Основную оценку || С1 /«DC1'»||,.< |]CD ||г можно
также доказать при помощи комплексной интерполяции (задача 168). Обсуж-
дение истории неравенства Голдена — Томпсона содержится в замечаниях
к § Х.9.

Определители некоторых операторов в бесконечномерных пространствах
были введены Фредгольмом (I. Fredholm, Sur une classe d'equations fonctionel-
les. — Ada Math. 27 (1903), 365—390). Он же ввел функцию Dp. (А) для этих
случаев, но в терминах разложения, о котором говорится в задаче 153. Фред-

• ь

гольм рассматривал операторы А вида (Л/) (х) = \ К (х, у) f (у) dy и нашел яв-
а

ные формулы для Тг(л*(/1)), не пытаясь применять абстрактную полилиней-
ную алгебру. Вот пример такого выражения:

= u e i \t\ ул i, yp) l < { j < n .

Работа Фредгольма оказала глубокое влияние на развитие функциональ-
ного анализа; она привела к выделению абстрактного понятия гильбертова
пространства и дала толчок построению теории компактных операторов.
«Классическая» теория Фредгольма описана, например, в двух следующих
книгах: F. Smithies, Integral Equations.— London, New York: Cambridge Univ.
Press, 1965; W. Lovitt, Linear Integral Equations.—New York: Dover, 1924.

Теорема Лидского появилась в его статье: В. Р. Лидский, Несамосопря-
женные операторы со следом.—ДЛЯ СССР 125 (1959), 485—487. Мы в нашем
доказательстве следуем работе Саймона.
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Формула Племеля—Смитиса получена Племелем (J. Plemelj, Zur Theorie
der Fredholmschen Funktionalgleichung.-^- Monat. Math. Phys. 15 (1909), 93—
128) и Смитисом (F. Smithies, The Fredholm theory of integral equations.—
Duke Math. J. 8 (1941), 107—130).

В теорию регуляризованных определителей (задача 155) операторов из Э_
внесли вклад Гильберт (D. Hilbert, Grundztige einer allgemeinen Theorie der
linearen Integralgleichungen, Erste Miteilung.— Nachr. Acad. Wiss. Gottingen
Math. Phys. Kl- II (1904), 49—91), Пуанкаре (Н. Poincare, Remarques di-
verse sur l'equation de Fredholm.— Ada Math. 33 (1910), 57—86), Племель
и Смитис (статьи, упомянутые выше), Карлеман (F. Carleman, Zur Theorie
der linearen Integralgleichung.— Math. Zeit. 9 (1921), 196—217), Хилле и
Тамаркин (статья, упомянутая в связи с теоремой Шура—Лалеско — Вейля);
см. также первую книгу Гохберга и Крейна, книгу Данфорда и Шварца и
статью: Н. J. Brascamp, The Fredholm theory of integral equations for special
types of compact operators on a separable Hilbert space.— Compositio Math.
21 (1969), 59—80. Эта теория оказалась полезной при изучении перенорми-
ровок в полевой теории Юкавы в двумерном пространстве-времени: см. Е. Seiler,
Schwinger functions for the Yukawa models in two dimensions with space-
time cutoffs. —Co/nmun. Math. Phys. 42 (1975), 163—182. Наш подход к detn
в задаче 155 использует некоторые идеи Зайлера. Теорема XIII.104, появив-
шаяся в статье Саймона, есть абстрактная версия рассуждений из статьи:
Е. Seiler, В. Simon, On finite mass renormalization in the two-dimensional
Yukawa model.— J. Math. Phys. 16 (1975), 2289—2293.

Распространение теории Фредгольма на банаховы пространства было про-
ведено в работах: A. F. Ruston, On the Fredholm theory of integral opera-
tors belonging to the trace class of a general Banach space.— Proc. London.
Math. Soc. 53 (1351), 109—124; Direct products of Banach spaces and linear
functional equations.— Proc. London Math. Soc. 1 (1953), 327—384; T. Lezinski,
The Fredholm theory of linear equations in Banach spaces.— Studia Math. 13
(1953), 244—276; A. Grothendieck, La Theorie de Fredholm.— Bull. Soc. Math.
France 84 (1956), 319—384. Теория операторов на произвольном банаховом про-
странстве (называемых ядерными), аналогичных операторам со следом, была раз-
вита Гротендиком (A. Grothendieck, Produits tensoriel topologique et espa-
ces nucleaires. — Mem. Amer. Math. Soc. 16 (1955)). Гротендик построил при-
мер ядерного оператора на L°° (0, 1), для которого "^1\кп(А)\Р=о> при
лю[бом р < 2, откуда следует, что теорема Шура — Лалеско — Вейля:
2 А-л (А) | < II A Hi—в случае произвольного банахова пространства неверна.
Более того, Джонсон, Маури, Кониг и Резерфорд (W. Johnson, В. Маигу,
Н. Konig, J. R. Retherford, Eigenvalues of p-Summing and /Я-Туре Operators
in Banach Spaces. — J. Funct. Anal. 32 (1979), 353—380) показали, что если
^\к„(А) [ < оо для каждого ядерного оператора на банаховом пространстве
X, то X топологически изоморфно гильбертову пространству! Ослабленные
варианты неравенства Шура—Лалеско—Вейля и теоремы Лидского в случае
общих банаховых пространств обсуждаются в мемуаре Гротендика, статье
Джонсона и др. и в работе А. С. Маркуса и В. Н. Мацаева, Аналоги нера-
венств Вейля и теоремы о следах в банаховом пространстве. — Матем. сб. 86
(1971), 299—313.

Теоремы полноты для обобщенных собственных функций аккретивных опе-
раторов восходят к работе М. В. Келдыша, О собственных значениях и собст-
ненных функциях некоторых классов несамосопряженных уравнений.—ДАН
СССР 77 (1951), 11 — 14. Дальнейшие результаты Келдыша, Келдыша —Лид-
ского и Крейна — Гохберга подробно обсуждаются в гл. V первой из упоми-
навшихся книг Гохберга и Крейна. Наше обсуждение частично следует Дан-
форду и Шварцу.

Обсуждение примера 5 следует работе: В. Simon, The bound state of
weakly coupled Schrodinger operators in one and two dimensions.—Ann. Phys.
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97 (1976), 279—288. В ней утверждение, что — d2/dx2 + KV обладает связан-

ным состоянием при всех малых к тогда и только тогда, когда С V (x)dxs£Q,

доказано для всех V, таких, что \ (| х | 2 + 1) I У (*) I dx < оо. Аналитическая

часть теоремы XIII.ПО не требует, чтобы носитель V был компактным; до-

статочно, что \ еа I х 11 V (х) | dx < оо для некоторого а > 0. В двумерном про-

странстве наличие у —Д + W связанного состояния при всех малых К экви-

валентно условию \ V (x)dx<iO только до тех пор, пока

\ | V ( * ) | 1 + е dx < оо при некотором е > О

и

С | V(x)|(l-f | х | * ) е « и < оо при некотором е > 0.

Но в двумерном случае собсгвенное значение Е (А.) не аполитично по X в ну-
ле. На самом деле | Е (X) | < ехр (—1/ак) с подходящим а > 0. Все эти ре-
зультаты основаны на применении модифицированных определителей det2 для
3,t (см. задачу 155). Дальнейшее обсуждение этих вопросов см. в работах:
R. Blankenbecker, M. L. Goldberger, B. Simon, The bound states of weakly
coupled long-range one-dimensional quantum Hamiltonians. — Ann. Phys. 108
(1977), 69—78; K. Klaus. — Ann. Phys. (to appear).

Наконец, заметим, что функция Йоста, обсуждавшаяся в § XI.8, есть оп-
ределитель Фредгольма. Уравнение Лнпмана—Швингера для s-волны имеет
вид

ф ( . , fc)=i|>o(-, k)— (АкЦ) (•, k), (207)
где Ак—интегральный оператор с ядром

k-1 exp [ik (max {х, у})] sin [k (min {x, у})] V (у).

Можно показать, что ti (ft) = det (I +A^k), а факторизация S (k) = t ] (k)/r\ ( — k)
связана с мероморфным решением (207).

ЗАДАЧИ

1. Докажите, что \in (A) < \in (В) для любого п, если А<,В (в смысле оп-
ределения § X111.2).

2. Докажите с помощью принципа минимакса, что

для ограниченных самосопряженных операторов с ид, заданными теоре-
мой XI ИЛ.

Докажите теорему XII 1.4.

(а) Пусть р = id/dx действует в L2 (R). Докажите, что

для любого фиксированного Р > 0.
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(b) Выведите отсюда, что если Н = р*-{-хг-{-$х*, то

2 «ГЧ/. и ( 2

где {ф,-}£_1—собственные функции оператора р2-{-х3, 2 а * " ) ( Р ' — Р а з "
ложение я-й собственной функции Я по <р,-.

5. Пусть Я = р 2 + * 2 + Р * 2 ( в - Докажите применимость теоремы XIII.4, исполь-
зуя в качестве пробных функций собственные функции оператора р2-\-х*.

6. Найдите верхнюю границу энергии основного состояния гамильтониана
р 2 + ;с2 + 0,2;с4, используя q>i и ф 3. С помощью неравенства Темпля най-
дите нижнюю границу. Сравните их с «точным» результатом и вычислениями
по теории возмущений § XII .3 .

7. Используя пробную функцию вида г|)(г)=сехр(—<хг г) и изменяя а, вы-
числите оценку сверху для основного состояния оператора — Д — г * 1

и сравните ее с точным ответом.

8. Напишите программу для вычисления на ЭВМ нижнего собственного зна-
чения оператора р2 + х2 + х* с точностью до шестого знака.

9. Пусть А„(с) есть л-е собственное значение оператора—d2/dx2 -f- х2 -\- сх*
при cS»0. Найдите постоянную с0 > 0, такую, чтобы Аг ( с ) — k i ( c ) ^ c 0

для всех с. [Указание. Сравните А„ (с) с собственными значениями опера-
торов —d2/dx3 + *- и —d 2/d*- + c** и воспользуйтесь принципом мини-
макса.]

10. Найдите и докажите аналог теоремы XII 1.4 для возбужденных состоя-
ний.

И. (Теорема Релея.) Пусть Цх, . . . , (х„—собственные значения эрмитовой
лХп-матрицы и Ai, . . . . A,n_i—собственные значения ее сужения на (п—1)-
мерное подпространство. Докажите, что \ах < А* < | г 2 < А,2 < . . . *< ( ! , „ _ ! <
<An_i<;(in-

12, Предположим, что V — регулярное возмущение # „ и что Я о имеет диск-
ретное невырожденное основное состояние. Пусть £ (А) — энергия основ-
ного состояния оператора HB-\-%V, a ij) (А)—нормированный собственный
вектор основного состояния. Пусть задан вектор <р (А), такой, что
IIФ М II" 1 <Р (*•) — f {Ц—О (А" + х) в смысле Я0-граф-нормы и \\ ф (А) | |=1 + 0 (А)
(например, ф (А) может быть суммой п первых членов ненормированного
ряда Релея — Шредингера).
(a) Докажите, что (Я (X) — Е (А)) <р (А.) = 0 (А.»
(b) Докажите, что

(Ф(А), Я(А) 8 ф(А)) | |ф(А) | | 2 -(ф(А),

(c) Докажите, что Е (А)— | |ф (X) Ц-2 (Ф (А), Я (А) ф (А)) = 0 (А 2"+ 2), исполь-
зуя неравенства Темпля.

Литература: Е. Harrel, I I . Princeton Univ. Thesis.— Princeton, N. J . , 1976.

13. (а) Предположим, что Р—проектор, V > 0—положительный, а Я о —само-
сопряженный операторы. Докажите, что в смысле квадратичных форм

(Ь) Пусть А—самосопряженный оператор, К е г Л = О , и Q—конечномерный
проектор, для которого Ran Q czD (V~lnA). Пусть (QAV~1AQ)~1 —
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оператор, обратный к QAV-1AQ на Ran Q: Докажите, что

— проектор, и выведите отсюда, что

H0 + V^H0 + AQ (QAV-lAQ)-*QA.

(с) Докажите, что для собственного вектора г|>и оператора Но

[Указание: используйте Л = 1, Q=0p o> •) M'o-J
Литература к (с): W. Thimng, Vorlesungen uber Mathematische Physik,
Т.7: Quantenmechanik.— Universitat Wien Lecture Notes, Section 2.9.

14. (а) Предположим, что a(H)f\(a, 6) = 0 для некоторого самосопряжен-
ного оператора Н. Пусть ср лежит в D (Н) и | |q> | |=l . Докажите, что

(b) Выразите (а) через у = (ф, Ну) и л = (ф> # 2 ф)—(ф, /Лр)2, так чтобы
получить неравенство ц^(у—а) (Ь—Y)-

(c) Выведите отсюда, что для q>£D (Н), таких, что Л < (Y—<А (Ь—у),
а (Я) Л (а, Ь)ф0.

15. (Обобщенное неравенство Темпля.) Предположим, что а (Н)(~\ (а, Ь) состоит
из единственной точки X. Пусть ф—такой пробный вектор, чтоф^О (Н) и

Л < (у-а) (Ь-у), (208)

где 7 = (Ф. #Ф)> т) = (ф. # 2 ф ) — У2-
(a) Докажите, что у£(а, Ь).
(b) Пусть а'=у — (Ь — 7) - 1 Л и Ь'=у+(у—а)-1г\.

Докажите, что а < а' < Ь' < Ь.
(c) Пусть а < а" < а''. Докажите, что г\ < (у — а") (Ь—у), и выведите

отсюда, что а(Н)Г\(а", Ь) Ф 0 (воспользуйтесь задачей 14).
(d) Докажите обобщенное неравенство Темпля, т. е. выведите из (208)

неравенство
у — (Ь— 7)-хЛ < *• < y + iy—a)-1*).

Примечание. По поводу ссылок, касающихся этой задачи, см. замечания
к § XII1.2.

^16. (а) Докажите, что

в существенном самосопряжен на { u | u g C " ( 0 , оо)}, если / Ф 0
и V£CZ(0, оо).

(b) Докажите, что Но = — cP/dr2-f- V (г) в существенном самосопряжен
на {и\и£Со (0, оо), и ( 0 ) = 0 } .

Пусть функция ф£С£°(К) имеет в своем носителе изолированные нули.
Пусть Но = —d2/djc2 действует на естественной области определения.
Докажите, что | ф | £Q ( / / )

18. (Оценка Калоджеро.) Пусть V£Q° [0, оо) отрицателен. Пусть и — реше-
ние краевой задачи и" = Vu, и ( 0 ) = 0 , и'(0) = 1. Определим v (r) равен-
ством tg v (г) = | V if) Ц'2 и (л)/и' (л).



Задачи 395

(a) Докажите, что v удовлетворяет задаче
"' (/•) = ! V (г) |»«—Vt (V (r)l\ V (г) |) cos2v tgv,
v(0)=0.

(b) Выведите отсюда, что для монотонных V справедлива оценка

о
19. (Оценка Баргмана.) Пусть к—решение уравнения и" = [I (/4-п /•-?4-

+ V (г)] и, н(0) = 0.
(а) Определим щ (г) соотношением

«' (г) [г1*г + а1 (г) г-Ц=и(г) [(/+1) ri-lat (r) /-'-»].
Докажите, что

ai (г) = - (2/+ l)-i И (г) л-« [л«+» + в, (г)]».
(Ь) Пусть Ьг (г) = аг (г)//-4'*1. Докажите, что &г(0)=0 и что в области,

6 О
у

где 6 > О,

(с) Получите оценку Баргмаиа (теорема XIII.9(а)) для произвольных I.
20. (а) Используя вилку Неймана (§ 15), докажите, что для ограниченных V,

имеющих компактный носитель, —Д+ЯУ имеет не более одного
отрицательного собственного значения при малых X.

(Ь) Используя вилку Неймана, докажите, что для ограниченных V на R",
имеющих компактный носитель, —Д + У имеет лишь конечное число
отрицательных собственных значений.

21. Найдите потенциал V в L2(R), имеющий компактный носитель, отрица-
тельный на некотором открытом множестве и такой, что—iP/dx*-f- V не
имеет отрицательных собственных значений.

*22. Пусть V—функция на R, такая, что \ г \ V (г) | dr < оо. Докажите, что

во

имеет не более 1 -f- \ r\V{r)\dr связанных состояний.
-> во

[Указание. Воспользуйтесь оценкой Баргмаиа и граничными условиями
Дирихле. ]

23. (а) Фиксируем /. Пусть V — централыю-симметрнчиый потенциал с
щ(V)=n. Покажите, что V = Vi+ ...-\-Vn, где носители V,- ие пере-
секаются н ti[ (Vj)^l. [Указание: учтите нули и( (г; £=0) . ]

(Ь) Предположим, что известно, что Я|(У) = 0, если

J / М g (V (х)) dx < 1
о

для фиксированных вещественных-положительных/, g. Докажите, что
для произвольных вещественных'положительных /, g

Щ (V) ^ [/ (х) g (V (х)) dx.
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Литература: статья Глазера, Мартина, Грёссе в Тирринга, упомяну-
тая в замечаниях к § 3.

24. (а) Пусть /iSs3 и V < 0 почти всюду. Докажите, что A/(V)=O тогда
и только тогда, когда норма | V \l/i (— Д ) " 1 ! V | 1 / 2 меньше 1.

(b) Пусть п ^ З и ( Х а < 1 . Покажите, что существует постоянная Са п,
такая, что A/(V) = O, если \\га\ V | 1 / 2 | | п / а - а ) < С а . п- [Указание;
всмотритесь в доказательство теоремы Стрихартца и теоремы Х.21.]

(c) Пусть п0 (V) — число связанных состояний при нулевом моменте коли-
чества движения в R3. Докажите, что при 1 / 2 < а < оо существует
постоянная Са,и такая, что я о (У)=0, если

(d) Получите оценку ГМГТ с точностью до постоянной.
Литература к (а) — (с): статья Глазера и др. и обзорная статья Сай-
мона, упомянутые в замечаниях к § 3.

^25. (а) Пусть А— положительный самосопряженный оператор, а В—ограни-
ченное в смысле форм возмущение Л с нулевой относительной гранью.
Предположим, что [0, оо) с о (А + ХВ) для всех k£R. Докажите,
воспользовавшись принципом минимакса, что ц.„(А-\-ХВ)—моно-
тонно убывающая непрерывная функция X£(0, оо).

(Ь) Предположим, что a e s s (А-\- А.В) = [О, оо) для всех А.£(0, оо). Дока-
жите утверждение (а) с помощью теории возмущений гл. XII.

^26, Восполните детали доказательства теоремы XIII. 10.
27. Получите оценку Жирарди—Римини:

28. • (а) Пусть V£R и {PQ\—спектральные проекторы оператора—
Пусть X, > 1. Докажите, что

dim (Ran Р?1„. <») 5г dim (Ran Я^_„, о>).

(Ь) Выведите неравенство

dim (Ran Pf_«. и , ) < ( 4 я ) - 2 J | х—</|"2 j V (x)\\V (y)\d?xcPy.

f*29. Докажите, что для V, W£Co (R«) функция

\ Ф*. w , V (ш (s)) ехр ( — \ W (со (s)) ds ) ,
\ о /

где d\x,x,y; t — условная мера Винера, непрерывна по х, у, t для всех
/ > 0 и к, y£R n . [Указание. Полезно провести все интегрирования по
одному и тому же множеству путей, отображая пути со, выходящие
из 0 и возвращающиеся в 0 через время I, в пути со, идущие из х в у
за время t, полагая

<O(S)=<B (sf-^+x-j-^—х) st*1.]

*SO. (а) Предположим, что А—оператор со следом иа L2 (R"), ядро которого
К (х, у) поточечно положительно и непрерывно. Докажите, что
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Tr (A) = ^ К (х, x)dx. [Указание. Пусть {Р„)~последовательность
проекторов на конечномерные пространства кусочно постоянных
функций на R", такая, что Р„ —•• / сильно. Представьте Тг (А) как

fim Tr (РпАР„) и вычислите его в явном виде.]
/»-»•»

(b) Д о к а ж и т е , что при W£Ll(R") оператор W1^e~tH'> есть оператор
Гильберта — Шмидта. Т о ж е самое докажите для 1 / ' < Н У >
при W£V-(R«) f O

(c) Докажите (14).
31. (а) Пусть No, (V) — число собственных значений оператора—Д+V, дей-

ствующего в L2 (Rs), меньших —а. С помощью оценки Бирмана —
Швингера и неравенства Юнга докажите, что

Na (V)<

(b) Пусть £i(V), . . . , En (V)—отрицательные собственные значения
A + V. Докажите, что

(с) Получите оценку Либа—Тирринга

\Ei{V)\<,-£-1\\V_{x)f'*dx.

32. Пусть Sy (V) — сумма чисел \E\v, взятая по всем отрицательным соб*
ственным значениям — t ' "

оо

(a) Докажите, что Sy (V)=v \ Ey~1Ns(V)dE, если у > 0, aNB(V) —
о

число собственных значений, меньших —Е.
(b) Докажите, что для V£C£, W =— V_ и любого m

Г Ш -t н +-w 1

где Г(-) — гамма-функция Эйлера Г (а) = \ ua~le~u du.
о

(с) Докажите, что если V—некоторая функция на R" и у—любое не-
отрицательное число, такое, что у+я/2 > 1, то

S v ( F ) < C n > v J | l / _ ( x ) |

33. (а) С помощью оценки Цвикеля—Либа — Розенблюма докажите, что для

i С„ С | (£ + F)_ (х) \n/2dnx.
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(b) Докажите, что для
ов

dE J '\(E+V). (x)\n/i EV-1d»x=dy ^ | V_(x)\n/t+y d»x.

где df = у \ (1 — Я)"' 2 F * ~ l d£.
о

(с) Дайте другое доказательство оценки в задаче 32(с).
Примечание. Оценки в задачах 31, 32(с), 33(с) при у > 0 принадлежат
Либу и Тиррингу: Е. Lieb and W. Thirring, Inequalities for the mo-
ments of the eigenvalues of the Schrodinger equation and their relation
to Sobolev inequalities. In: Studies in Mathematical Physics: Essays in
Honor of Valentine Bargmann (E. Lieb, B. Simon and A. S. Wightman,
eds.).— Princeton Univ. Press, 1976. Их метод доказательства проил-
люстрирован в задаче 31.

34. (а) Пусть С—компактный оператор и A (z)=z~1C. Покажите, что
(1 — А (г))-1 существует тогда и только тогда, когда г не является
собственным значением С. Докажите, что утверждение теоремы XII 1.13
может нарушаться, если вычет А (г) является не оператором конеч-
ного ранга, а компактным оператором.

(Ь) Пусть А(г)= 2 2-"nPn, где {Р„\—семейство проекторов ранга 1,
Я = 1

причем P n P m = 0 при п Ф т. Докажите, что утверждение теоремы
XIII. 13 может нарушаться, если А (г) имеет существенные особен-
ности,

^35. Докажите, что для любого замкнутого оператора otas(A) — замкнутое
подмножество О.

*36. Докажите пункт (Ь) теоремы- о сильном спектральном отображении
(лемма 2, § 4).

37. Пусть А и В—положительные самосопряженные операторы, такие, что
оператор (А-\-1)~п— (В-\-1)~п компактен при некотором целом я > 0.
Докажите, что aeia (A) = oesi (В). •

38. (а) Пусть А и С—замкнутые операторы с D(C)ZsD(A). Докажите, что
оператор С (А — г ) " 1 компактен при некотором г £ р (Л) тогда и только
тогда, когда он компактен при всех z£p(A).

(b) Докажите, что С (А—г)"1 компактен тогда и только тогда, когда
С—компактное отображение из <£> (.4), || • |[д> в <$£?, || ||>, где

39. Пусть А самосопряжен и положителен. Ограниченное в смысле форм
возмущение С оператора А называется относительно компактным в смысле
форм тогда и только тогда, когда С—компактный оператор из $%+\
в Jjjjf-i. Докажите, что если С относительно компактен в смысле форм,
то С имеет нулевую относительную грань в смысле форм и a e 9 s (A) —

(А+С)
40. Найдите симметрический оператор Н с самосопряженными расширениями

А и В, такими, что aesa (А) Ф a e s s (В). [Указание. Пусть h—симметри-
ческий оператор с индексами дефекта (1, 1), и пусть а и Ь — подходя-
щие самосопряженные расширения. Возьмите Я = Л ® / , А = а{$1
И 5 = 6 ® / , где /—единичный оператор на /2.]
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41. Пусть V€L<l(Rn) + Lt(R») с ^S&max {л/2, 2}, если л ф 4, и <? > 2,
если л = 4. Докажите, что К—относительно компактное возмущение
— Д, так что o e s s (— A + V) = [Q, оо).

^42. С помощью теоремы XIII.I7 докажите, что

inf {2д | # (D) =т+1} s= inf {2D | # (D)

и выведите отсюда, что

inf {2 D | # (£>)=2} = inf {2 D | #

43. (а) Предположим, что U (t)—однонараметрическая унитарная группа
с инфинитезимальным генератором, имеющим лишь абсолютно непре-
рывный спектр. Пусть А—компактный оператор, такой, что AU (<)=
= U (t) А. Докажите, что А = 0. [Указание: докажите, что
w-lim t / ( 0 = 0 . ]

t - • oo

* (b) Докажите, что операторы, отвечающие несвязным диаграммам (по
любому правилу §5), некомпактны. Подчеркнем, что движение центра
масс отделено.

^44. (а) Пусть V£R; покажите, что существуют Vin)^C^, такие, чтоЩ/1"' —
— УЫ—<-° при я — * о о .

(b) Пусть V£R + (L°°)e; покажите, что существуют V ( n )£C~, такие, что
Ц(Я0+1Г1 / 2(1"<»> — V)(H0+l)-1/2\\—»0 при я — + о о .

(c) Пусть V / /£ /? + (£°°)e. K i < / <W; покажите, что существуют Vjy'g

^ С ~ , такие.что Я ( л ) = Я 0 + _£ 1̂ Й' сходится в смысле резоль-
f < /

вентной нормы к Н У]

^5. (а) Пусть l/g^tR^ + L-tR^e и y£D (Ь). Для любого a^R» положим
t|)o(*)=t|)(*—а). Докажите, что lim || Vtya|| = 0.

а-»- оо

(b) Докажите, что lim | | (— A + V—Х)\|зо| = || (— Д — К) t|>||, и выведите

отсюда, что [0, oo)cza(—A + V).
(c) Пусть Н—гамильтониан вида Нв+ 2 V// с V,y^I. 2+(L< e) e . Без

' </
помощи волновых операторов докажите, что [S, о о ) с а ( й ) .

Примечание. Такой метод использовал Хунцикер в статье, упомянутой
в замечаниях к § 5.

N
46. Пусть 5 ^ ' = V (2т)- 1 Д, и /f<yv' = W|,yV)+ У V(/-,-ry) (все 1/,7 оди-

наксвые). Предположим, что V^/?-|-(L~)e. Пусть fflFermi — подпростран-
ство L2 (R 3^- 3) функций, нечетных относительно замен координат, вы-
званных перестановкой любых двух частиц. Пусть # i ^ ' = # r^Fermi*
Докажите, что о е „ (Я_^>) = [2, оо), где 2 = inf a ( й ^ " 1 1 ) .

примечание 1. При доказательстве аналога леммы 1 в нашем доказа-
тельстве теоремы ХВЖ легче применять метод Хунцикера (задача 45),
чем волновые операторы.
Примечание 2. По поводу распространения результатов на другие симмет-
рии относительно перестановок и другие группы симметрии см. статьи
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Саймона, Балслева и Жислина и Сигалова, упомянутые в замечаниях
к § 5.

47. (а) Предположим, что основная оценка (31) выполнена для плотного
множества векторов ср. Докажите, что тогда R (X ± ie) <$£D(A) для
почти всех X при всех <р (е Ф 0 фиксировано) и (31) справедлива
при всех ф.

оо

(Ь) Предположим, что \ | AR (X ± ie) ф ||а dX. < оо для любого cp£

при любом фиксированном 8 > О. Докажите, что

с некоторой постоянной С для всех ф. [Указание: примените тео-
рему о замкнутом графике к отображению ф ь - * A R (X + iz) ф про-
странства &С в Z.2(R, dX; &6)A

ОО

(с) Предположим, что sup V || AR (X ± ie) ф ||2 dX < оо для каждого ф.
в > о J

Докажите, что А .//-гладкий. [Указание: используйте (Ь) и принцип
равномерной ограниченности.]

48. Пусть f — ограниченная борелева функция на R; предположим, что
f (Я) есть Я-гладкий оператор для некоторого самосопряженного опера-
тора Я. Докажите, что / (Я) = 0.

49. (а) Пусть оператор Я самосопряженный, а А Я-гладкий. Докажите, что А
| Я |а-ограничен для любого а > 1/2. [Указание: используйте пункт (3)
теоремы XII 1.25 для доказательства ограниченности (Н2-\-1)~а^2 А*.]

(b) Пусть H — —id/dx в L 4(R). Докажите, что существуют неограни-
ченные ф£<2 (Я).

(c) Найдите Я-гладкий оператор А, который не ограничен относительно
| Я | 1 / 2 . [Указание: используйте пример 1.J

60. Пусть Я — оператор умножения на х в L2 ([a, P], dx) с a, P g R . Пред-
положим, что А ограничен и К—интегральное ядро А*А. Докажите,
что И | и = ||ЛГ!о..

*51. Пусть Н — оператор умножения на х в Z.2 ([a, P], dx) с а, P g R . Пред-
положим, что А ограничен и Я-гладок. Докажите, что А*А представим
в виде (37). [Указание. Сначала покажите, что А*х лежит в L°° для
любого х, для которого || -4*дс ||те < С ||л:|2, а затем воспользуйтесь теоре-
мой Даифорда — Петтиса (задача 33 к гл. V) и найдите ограниченную
измеримую функцию F из [а, Р] в $f, такую, что (А*х) (X,)=(F(X,), x).\
Литература: статья Като в Stadia Math. (см. замечания к § 7).

52. Пусть А и В—самосопряженные операторы в гильбертовых простран-
ствах 55fi и Ж* соответственно. Предположим, что С Л-гладкий, а и —
ограниченный оператор в $ ? 2 . Докажите, что C g ) D является (А @ / +
-~- I ® б)-гладким.

53. В у с л о в и я х т е о р е м ы X I I I . 2 6 д о к а ж и т е , что д л я л ю б о г о А , £ С , | А . | < 1 ,
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Я о + Х 2 ^ ' — С Т Р О Г О m-аккретивиая форма иа Q (Яо) и для спектра

соответствующего оператора Я выполнено включение а (Я) с а (Но),
причем s u p | | C / | 1 / s ( Я — г ) " 1 | С у | 1 / 2 | < оо для всех i, j (продолжение
в следующей задаче).

*54. (Продолжение задачи 53.) Пусть R (ц) — резольвента Я о , R (ц; X)—
я

резольвента Я(Х) = Я 0 + Х 2 с/- Введем W± (X) равенством
/I

Докажите, что

(a) Й7± (X) аиалитичиы в области | Х | < 1 ;
(b) W±(K) обратимы и Я(Х) = «7 ± (X) H0W

± (X)"1;
(c) если X вещественно, то ± ±

55. Пусть А и Яо—самосопряженные операторы и КегЛ = {0}. Докажите,
что для любых положительных я Ф т по крайней мере одни из опера-
торов Ап и Л-" 1 Я0-гладкий.

55. Пусть V£R и ||У|]я < 4я. Докажите, что волновые операторы осущест-
вляют унитарную эквивалентность между —Д и —Д + V и, в частности,
что множество состояний рассеяния полно.

57. (а) Пусть Нп = Н0 + АпВп, где Вп Я0-гладкий, а А„ Я„-гладкий. Пред-
положим, что sup {] У4П Цуу < оо и Hm ||Bn | |// = 0. ' Докажите, что

П ft —* °о

eitHne~ttfi' равномерно сходится к /. В частности,

проверьте равномерную непрерывность Q ± (X)=s-l im glt
t -* т »>

Xe~itH° для Х^(—1, 1) в контексте теоремы XIII.26.
(Ь) Пусть Vn —• V в норме Рольиика. Докажите, что соответствующие

S-матрицы сходятся сильно. [Указание. Представьте Vn в виде
Wn + Yn, а V—в виде W-\-Y, так чтобы Yn—*Y в LiRR, Wn-^-W
в R и sup || Wn ||j? < 4я.]

л

58. (а) Пусть Яо—оператор в L* [0, оо), который представляет собой замы-
кание —d?/dx2, определенного иа {и£Со [0, оо) | и ( 0 ) = 0 } . Пусть
Е $ о (Я

КЕ(х, v) = £ - 1 ^ s i n [ v r F m i n { x : > y}]eiVE m a x <* *),

где У^£ —квадратный корень с Im У~К > 0. Докажите, что

[ ( Я о - Я ) - * q>] (у) = J КЕ (х, У) Ф (У) dy.
О

(Ь) \Кв(х,

t4 № 2948
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во

(c) Пусть V—измеримая функция на [0, оо) с \ х [ V (х) | dx < оэ. Тогда
0

sup l|V|1/a(W0-£)- l |V|1/a |<oo.
Б t R

со

(d) Если V х\ V (х) | dx < 1, то Я в и Ho-\-V унитарно эквивалентны,
о

а волновые операторы осуществляют эту эквивалентность.

59. Пусть А и Я—ограниченные самосопряженные операторы и R (ц.) =
= ( Я — ц ) " 1 . Докажите, что

|е11 (Я (k+ie)ф, [Н, A] R (X,+te)Ф) | < И 1111ФР.
и с помощью этого неравенства докажите, что (1[Н, А])1/Л /У-гладкий,
если / [ Я , Л];гэО.

66. Пусть А и В—ограниченные самосопряженные операторы и с > 0—число.
Докажите двумя способами, что i [A, B]^cl не верно:
(a) применяя теорию гладких возмущений;
(b) проделывая прямые вычисления (рассмотрите eltABe~ltA).

61. Распространите теорему Като—Путнама на неограниченные Н, понимая
в этом случае i [Н, А) > 0 как неравенство i (Ay, Яф) — ЦНц>, Дф) > О
для всех ф £ О (Я), ф Ф 0.

*62. Предположим, что f (t)—равномерно непрерывная функция на R со зна-
оо

чениями в банаховом пространстве. Предположим также, что \ 0/(011'' '"
— со

< оо для некоторого р < оо и / сильно дифференцируема с равно-
мерно ограниченной производной. Выведите отсюда, что lim /(/) = 0.

t -*- т

*63. Проведите вычисления в доказательстве теоремы XIII.29.

^64. Восполните детали доказательства теоремы XI 11.32.

65. Повторяя доказательство пункта (а) теоремы XIII.33, докажите, что
если Я о ф = Я,ф — Уф с Я, > 0, то ф£^-в для всех 6.

^66. (а) Докажите, что ( — Д — ц ) " 1 — ограниченный оператор из Z-e в Li при
любом б и любом | x £ C \ R . [Указание: докажите нужный факт для
6 > 0 последовательно в [0, 1], (1, 2] ]

(b) Завершите доказательство леммы 1 § 8.
(c) Докажите ограниченность (—& + l)~ld/dXj как отображения из

Z-e в Ц для любого 6.

+67. Проверьте оценку (62).
68. Пусть 6 > п + 1 / 2 . Докажите, что для любых 6 > а > 0 существует

постоянная С, такая, что для всех ф € < ^ (Rm) и всех к£[а, Ь\
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69. Пусть || A ||af _e—норма А как отображения L% в £Л-д. Пусть б > 1/2.
Докажите, что для любого ос < tnin{l, 6—1/2} функция (//„—ц,—Ю)~1

удовлетворяет условию Гёльдера порядка а как функция ц. со значе-
ниями в X (Le. L-e). т. е. для любого ц. > 0 существуют такие С и е ,
что при |fi—ц,' | < е

•7(7. Пусть У— потенциал Агмона. Пусть аг, . . . . а„ таковы, что
/ = 1

(в смысле обобщенных функций) в \aj (х) | < C y ( 1 + | дс!*)" 1 ' 8 " 6 . Пусть

Докажите, что osing(H) = 0 и что Q* (Я, Яи) существуют и полны
[Указание: постройте теорию, аналогичную теореме XII 1.33.]

•7/. Пусть V (дг) = ( 1 + | д с | а ) ~ 1 / а ~ е W (х), где W—относительно компактное
в смысле форм возмущение —Д. Докажите, что теорема XI 11.33
остается справедливой.

72. Пусть Л^О—положительный самосопряженный оператор и 5 ? + i C ^ j f c :
C^f-i—соответствующая шкала пространств. Пусть {U (s)}—унитарная
группа иа $%, в которой каждый оператор U (s) лежит в Х(^К+1,
§С+Х). Пусть V e ^ ( ^ + i. 55f-i). Положим V(s)=f/ (s) VU (s)-i для
s^R. Докажите, что если V (s) можно продолжить до ^?(5?+i> $%-i)-
зиачной аналитической функции в окрестности s = 0, то ее можно про-
должить и в полосу (s 11 Im s\ < a}.

73. (а) Пусть Но—положительный самосопряженный оператор и V—симмет-
рический оператор с D (V) ZD D (Яо). Предположим, что V (HQ+1)-1 —
компактный оператор. Докажите, что ( Я о + 1 ) " 1 ' 2 V (H0-\-l)~xt* ком-
пактен. [Указание: воспользуйтесь интерполяцией.]

(Ь) Будем говорить, что оператор V в L2 (R3) принадлежит классу С а ,
тогда и только тогда, когда
(1) V—симметрический оператор с D (V) Z3D(H0), где Я о = — Д ;
(2) ViHo + l)-1 компактен;

(3) семейство операторов F (6) = и (б) Vu (6) ~ г (Я„ +1) ~ *, определенных
для 6gR, допускает продолжение до аналитической операторно-
значной функции в полосе {6 11 Im в | < а}.

Докажите, что Са С Wo.-

^74. Восполните детали в примере I § 10

75. Пусть А—самосопряженный оператор и \U (s) =e'M}—соответствующая

унитарная группа. Пусть г|?£С°°(Л) и 2 / " Ц Д ^ Ц / П ! < оо при | t \ < а.
/1 = 0

Докажите, что / (s) = eisAty Имеет аналитическое продолжение в полосу
{s 11 Im s | < а}. Обратно, если / (s) имеет такое продолжение, докажите,

что 2 tn\\A"tyyn\ < оо, когда | / | < а.
/2 = 0

14*
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чб. Проведите рассуждения, основанные на связности, которые необходимы
в доказательстве теоремы X111.36 для доказательства следующего факта:
пусть -у— кривая в В а и \ £ o e s s (H (у (t))) при любом t; тогда либо X
лежит как в ad (у (0)), так и в аЛ (у (1)), либо не лежит ни в одном
из этих множеств.

*77. Восполните детали доказательства предложения 2 § 10.

*78. Докажите, что в предложениях теоремы XIII.37

{|1+*-«вЛ,|ц€2(в), * € f 0 . о о ) } с : а е м ( в ) ,
действуя следующим образом:
(a) сначала предположите, что каждый V,y€C a (см. задачу 73). [Ука-

зание: см. задачу 45.]

(b) В случае V//€,lFa воспользуйтесь предельным переходом.

^79. Восполните детали доказательства теоремы XII 1.37.

+80. Докажите лемму 1 (Ь) § 11.

4l. Пусть V^Mtf' с a > n/2, a s » 1. Докажите, что V < — Л .

^82. Докажите, что в предложениях теоремы XIII.38 вложения С—(Н)сСв
(или Се) непрерывны.

83. Пусть (—Д + V) г|> = £Ч|> в смысле обобщенных функций, и пусть V при-
надлежит классу С" на открытом множестве Q в R". Используя идеи
теоремы об эллиптической регулярности, докажите, что тогда и г|> при-
надлежит классу С на Q.

84. Найдите пример, показывающий, что лемму О'Коииора нельзя распро-
странить на бесконечномерные проекторы Р (0).

85. Докажите, что в предположениях леммы О'Кониора Р (а) всегда допус-
кает аналитическое продолжение в область б »• {a | Irn a = Irn Оу для
некоторого a o £ D } .

^86. (а) Пусть 0 < а < Ь. Докажите, что существуют единичные векторы
в!, . . . , е* в R", такие, что для всех x£R"

к
е х р ( а | х | ) < 2 МР (&«/•*)•

/=•
(b) Проверьте вычисления существенного спектра Н (а) в доказательстве

теоремы XII1.40.
(c) Покажите, что а^, (Н (о)) с {X \ Re Х2г> 2—(2/И)- 11 Imo | я } .
(d) Завершите доказательство теоремы XII 1.40.

87. Докажите, что в предположениях теоремы XII 1.42

I* ( 0 - * (С) I < С е е х р [ - ( a - e ) min {г, г'}] |С—С I*.

если 8 < min {1, 2—З/о}. Здесь т (соответственно г') — радиус инерции
конфигурации £ (соответственно С')-

*88. Восстановите пропущенный шаг доказательства теоремы XII 1.42,
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Ь9. (а) Пусть А и В—полуограниченные операторы в гильбертовом про-
странстве с Q(A)cQ(B). Предположим, что В—А строго поло-
жителен в том смысле, что (г)>, (5 — А) г)>) > 0 для всех i|) Ф 0, лежа-
щих в Q (A)f\Q (В). Предположим, что ц.] (А) — изолированное собст-
венное значение конечной кратности. Докажите, что цх (А) < щ (5).
Приведите пример ситуации, когда ц, (А) лежит в существенном
спектре и ц 1 ( Л ) = ц 1 ( 5 ) .

(Ь) Дайте прямое доказательство того, что для центрально-симметрич-
ного потенциала V основное состояние оператора —Л-f-V, если оно
существует, есть s-состояние и не имеет нулей.

*90. Восполните детали примера 2 § XIII.12.

91. Пусть Н„—оператор, порождающий усиливающую положительность полу-
группу, а —V—сохраняющий положительность ограниченный оператор.
Докажите, что

(i) (H0-\-V + n)~l усиливает положительность для всех достаточно
больших |х;

(п) ехр (—/ (Ho + V)) усиливает положительность для всех t > 0.

92. Пусть Wu = — Д , V есть //„-ограниченный оператор умножения с отно-
сительной гранью < 1 и W—оператор Гильберта—Шмндта с отрица-
тельным ядром. Докажите, что Ho-\-V+W обладает невырожденным
строго положительным основным состоянием, если на дне спектра лежит
собственное значение этого оператора.

*93. Найдите положительный, сохраняющий положительность и эргодический
оператор, который не усиливает положительности. [Указание: ищите
среди ЗхЗ-матриц.]

94. Найдите положительный оператор Но, для которого (Нп-{-\».)~1 сохра-
няет положительность лишь для некоторых• ц. [Указание: ищите среди
ЗхЗ-матриц.]

95. Пусть Н (X) = — di/dx2 + xi+X/x* с % > 0 и областью определения
Coo (R)> состоящей из Со -функций с носителем, отделенным от нуля.
(a) Докажите, что Н (X) в существенном самосопряжен.
(b) Докажите, что спектр Н (X) чисто дискретен.
(c) Докажите, что наинизшее собственное значение Н (К) вырожденно.
(d) Почему это не противоречит теореме XI 11.46?
(e) Почему Н (X) не может сходиться к —d2/dxa+jca в сильном резоль-

вентном смысле при А. | 0? К чему он сходится?
Т9б. Восполните детали доказательства первого критерия Бёрлинга — Деии.

S7. (а) Пусть А—конечная матрица, не обязательно с::мметр::чнгя, но та-
кая, что а,-у<0 при i Ф /. Докажите, что ехр (—tA) — матрица
с положительными элементами для всех t > 0. [Указание. Пред-
ставьте А в виде B-j-D с диагональной матрицей D и такой В, что
bij<0 для всех t, /, и воспользуйтесь формулой Троттера.]

(Ь) Пусть А — конечная матрица, не обязательно симметричная, но та-
кая, что e~tA есть матрица с положительными элементами для
всех t > 0. Докажите, что а / у < 0 при всех i Ф /. [Указание: вос-
пользуйтесь равенством j4 = lim(l—e~'A)lt.\
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98. Предположим, что Н^О. Пусть {^п}—семейство функций на С (соот-
ветственно R), таких, что | F n ( z ) | < | z | и что для всех f£Q (H) (соот-
ветственно вещественнозначных) Fn(f)£Q (H) и (Fn (/), # f „ ( / ) ) < ( / . Hf).
Пусть Fn—*-F поточечно. Докажите, что для всех f(zQ(H) всегда
F (Я € Q (Н) и (F (Л. HF (/)) < (/, Hf).

99. Пусть Н—лапласиан с граничными условиями Дирихле или Неймана.
Покажите, что Н удовлетворяет первому и второму критериям Бёр-
линга—Дени. [Указание: воспользуйтесь задачей 98 и приблизьте | г | и
г л 1 гладкими Fn.]

*100. Представьте (77) в форме (76).

. Покажите, что правая часть (79) определяет непрерывный линейный
функционал на {<р££|ф (0) = 0=3,-ф (0)}, если

da < оо.

iJ02. (а) Пусть f£C"(R) и ^ f(x)dx= J */(*) dx = 0. Докажите, что суще-

ствует g € ^ " . такая, что f = g".
(b) Пусть / € с ~ (R"). Представим точку из R" в виде <дс, у>, где

g R » i ^ R П
) р д

- Предположим, что
1 Д С ^ = ^ Л ; / / ( Л ; , y)d"-1xdy.

Найдите функции ai, аз^С^ (R"-1), щ, цг£С™ (R), такие, что

j / - i - x = O, 1=1, 2, / = 1, . . . . я — 1 ,

и что функция

g(x, »)-/<*. 0 > - 2 а*(
1 - 1

при любом х удовлетворяет равенству

п
(c) Докажите по индукции, что любую такую f можно представить в

л
виде суммы 2 ^/dxifi с //6СГ (R").

i = i

(d) Докажите, что любая ф ^ ^ с ф (0) = 0 = д,-ф (0) (для всех i) есть
сумма функций вида кк$ ф^Е

. Покажите, что определенная в доказательстве теоремы XIII.53 мера do
обладает свойством Д da (К) <во.

| Х | > 1

^104, Рассмотрите пример 2 § XI 11.13 во всех подробностях.
т/05. Докажите, что любое решение в классе обобщенных функций радиаль-

ного уравнения Шредингера (88) на (0, оо).с Е > 0 есть линейная ком-
бинация двух решений Йоста.
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t/06. Проведите подробное доказательство георемы XI 11,58, сделав строгими
формальные операции над G (т, г),

107. Постройте явно потенциал V, гладкий вне /•=•0, и собственную функцию
\р, не лежащую в облаотн определения D инфинитезнмального генера-
тора группы масштабных преобразований. [Указание: модифицируйте
пример Внгнера—фон Неймана.]

108. Пусть V—сумма потенциала отталкивания и однородного потенциала
степени —а, 0 < о < 2. Докажите, что у —Д + V нет положительных
собственных значений,

109. Пусть заданы комплексные числа at, aa, . . . . Докажите, что существует
не более чем одна аналитическая в {г | Re г > 0) функция /, такая, что
f(n)=an, n = l , 2, . . . , и | / ( г ) | < С 1 е х р ( С 2 | г | ) для некоторой посто-
янной С2 < п. [Указание: если /i н / 4 —две такие функции, примените
теорему Карлсона к (/2—/t)/sin яг.]

110. Докажите, что правая часть (91) конечна, если \!p£D(—Д).

111. (а) Пусть с > —1/4 и Л с / = — f"+cx~2f. Покажите, что для подходя-
щей постоянной d и вс*х a^R. , / £ C " (0, 1)

I ' 1
С ха |/ (г) | *d*<d С х? | Ие/) (х) |

(Ь) Пусть а З з З н носитель / i g C " (R") лежит в (х | 0 < | х | < 1). До-
кажите, что существует постоянная £>, не зависящая от h н такая,
что при всех a

* П А (*) | 8 d«*< D J | дс Г | ДА (дс)

(с) Докажите теоремы X 111,63. и X 111.64 для всех

2. (а) Докажите теорему XI 11.57 для п = 2, используя результаты для
я = 3. {Указание: берите функции, постоянные в одном направле-
нии.)

(Ь) Докажите теоремы X 111,63 и XII 1.57 для п=2. показав, что для
любой h^Cu (К'ЧЛО}) и a > О

х Га~% | h (х) |2 сРх <:<z-* Re [ J | x \ahJd (—Aft) (*) d

[У«аза«ие: воспользуйтесь тем, что \ (| дс|а/аЛ(дс)) [—Д ( | x \ a / t h (дс))]Х

ИЗ. (а) Пусть /£СГ(О, I) и g = — / * + с*-?/ для некоторой с>—1/4.
Дсхажятг, что для любого а

1 1

^ra\f'(r)\*dr<

О

*(Ь) Докажите, чго для а ^ З н любой h класса С» с носителем в
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(c) Докажите теорему о единственности продолжения операторов Шре-
дингера с магнитным полем.

Литература: статья Хейнца, упомянутая в Замечаниях.
(d) Восполните детали доказательства теоремы XIII.62.

IN. Докажите, что замкнутое подпространство метрического пространства
компактно тогда и только тогда, когда для любого е его можно покрыть
конечным числом е-шаров.

115. Пусть А—самосопряженное расширение с периодическими граничными
условиями сужения id/dxfCo"(—я, я) на L2 (—я, я). Дайте прямое
доказательство компактности множества

*116. Дайте другое доказательство теоремы XII 1.65, действуя следующим
образом,
(а) Пусть / / ( p ) = m i n 1\ р\, essmin У О (q)\ . Докажите, что для i|>£S

\ |<?|>р/2 (
(S—множество, описанное в теореме XI 11.65) и T J ^ C J " ( R B )

J Н (р)2 \Ш (р) |«d»p<(2n)"4 ( J (1 + 2 | р |) | $ (p))d"Py.

[Указание: докажите, что Я ( а + 6 ) < 2 | а | + ^G (b).]
(b) Выберите R и т| с носителем в ящике с ребром /? так, чтобы если

t € S и ЧЧ = т№. то || 1|з—% h < в / 4 .
(c) Выберите /?«>/? таким, чтобы для \k{\<.n/R0 и

=• ехр (—ik-дс) i|)i (х) было ||<рА — ф х | | < е / 4 .
(d) П (k) фф д ф

р ( ) | i () ||рА ф х | | /
(d) Пусть am(k) — коэффициенты ряда Фурье mk как функции в ящике

с ребром Ro. Докажите, что для некоторой постоянной Сх, не зави-
сящей от \£S

(е) Найдите Ct, не зависящую от ty^-S. и некоторое k так, чтобы
| |ф А -Ч> | |<е/2 и

Н (j?- (| т 1-1))' | ап (А)

Пусть ij)2 = <pft для этого специального выбора k.
(f) Найдите не зависящее от \f число W, такое, чтобы обрезанный

ряд Фурье 1|>3 для 1|)г удовлетворял неравенству [|i|)2 — i |) s U<e/4.
(g) Закончите доказательство теоремы.

117. Получите критерий Реллиха как следствие критерия Рисса.

118. Пусть Scztp, Kp <оо. Докажите, что S компактно тогда н только
тогда, когда (1) sup| |/ |L<oo и (2) для любого е существует такое N,

что 2 1 Ы Я < 8 Для всех

119. (Теорема Стрихартца для форм.) Пусть sS*3 . Докажите следующие
утверждения об операторе умножения V в L3 (R3).
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(а) Если V£L^, то

(b) Если V £ Ujf, то V есть ограниченное в смысле форм возмущение
оператора —Д.

(c) Если V g Li/%, то относительная грань равна нулю.

120. Докажите теорему XI 11.68, показав, что каждый член ряда Неймана
для возмущенной резольвенты компактен.

*121. Восполните детали доказательства теоремы XIII.70.

122. Докажите, что если А и В—положительные самосопряженные опера-
торы в гильбертовом пространстве $jf и fl^X, то для любого замкну-
того подпространства &£0 в &g с ^ Г в Л ^ М ) плотным в 3%а, В^А
где Д о и Вп—фридрихсовы расширения A ffflo, В \ &С

123. Цель этой задачи — дать другое доказательство теоремы XIII.73.
(a) Покажите, что достаточно доказать, что из /п£Со° (й) и | | / n I L < l

вытекает существование сходящейся по ||-[|у-норме нодпоследователь-
ности последовательности {/„}.

(b) Пусть 1„£С7 (Й), I | / B | U < : 1 . Покажите, что sup | /„ Цг) \ «£ с0 и что

{/„} имеет слабо сходящуюся в L2 (Q) подпоследовательность \fn(\-

(c) Докажите, что fni сходится поточечно.
(d) Покажите, что существуют постоянные С\ и с2, такие, что для лю-

бого г > О

| k |<"» | Jat (k) - Jni (k) |» dk.

(el С помощью неравенства из (d) закончите доказательство теоремы
XIII.73.

124. (а) Докажите первую часть следствия 2 теоремы XII 1.74, установив
неравенство

и))

для фиксированной функции TJ^CO", тождественно равной единиц»
в окрестности К.

(b) Докажите вторую часть следствия 2 теоремы УЛИЛА, кепользул
неравенство х ~ ^ < С ( — Д ) для оценки ||т]ып||.

(c) Докажите следствие 2 теоремы XII 1.75, показав, что ограниченность
(г|, (—&ы)*\) и (TJ, л) (соответственно | |AN«n | | и (г|, (—Дм) п)) влечет
за собой ограниченность Ях-нормы ц (соответственно vn)-

Примечание. Доказательство второй части (с) потребует оценки ||д(-д/рЦ
величиной ||—AN<PII- Такие оценки обсуждаются в книге Агмона упо-
минавшейся в замечаниях к § 14.

125. (а) Пусть д/—замыкание оператора i-й частной производной, опреде-
ленного на С™ (Q), рассматриваемое как оператор в Li (Q). Пусть
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д} —его сопряженный. Докажите, что для любого открытого множе-
п

ства Q c R " мы имеем —Aj>= 2 ^^t-

(b) Для любого открытого множества й с R" докажите, что —-А̂ ™5

126. Докажите предложение 1 § 15, рассмотрев одномерный случай, а затем
применив leoprno тензорных произведение:.

127. Пусть С—оператор —cP/dxs в L? [а, Ь] с граничными условиями

(a) Докажите, что Q (С)=Н1 (а, Ь).
(b) Докажите, что для f£C°° (а, Ь)

о

128. (а) Пусть Q имеет жорданов объем. Докажите, что Q измеримо по
Лебегу в том смысле, что существуют два борелевых множества Db
Dt, таких, что DtczQc:Dt и a (Df Д Ог) = 0. [Указание: возьмите
в качестве D-i (соответственно D2) объединение (соответственно пе-
ресечение) кубов, приближающих й изнутри (снаружи).]

(Ь) Найдите открытое измеримое по Лебегу множество, не имеющее
жорданова объема.

129. Пусть А к В—полуограниченные самосопряженные операторы и NE(A)—
число собственных значений А, меньших —Е.
(а) Докажите, что для 0 < 9 < 1

NB (А + В) <. iVe£ (А) + 3va_6) E (В).

(Ь) Пусть Sy (A) — сумма у-х степеней отрицательных собственных
чений А. Д о к а ж и т е , что д л я у > 0 и 0 < В < 1

зна-

Г 1
I Указание: докажите и затем примените формулу Sy(A)=y \ £v-iJv£-(i4)d£. I

L о J
130. Рассмотрим формулу

Ifm S v {kV)lkml*+*> = xm ( 2 я ) - т ^ Г | K_ (x) |m/«+Vd-Xl (209)

где S v (W) — сумма у-х степеней отрицательных собственных значений
оператора —A + W.
(a) Докажите (209) для любого V£C™ (Rn), используя вилку Дирихле —

Неймана.
(b) Распространите (209) при пё=3 на любые V£Lm'2+k (Rn).
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(с) Распространите (209) при п = 1 , 2 на любые V£Lm/*+v (Rn) с у с л о .
вием т / 2 + у > 1.

[Указание: в (Ь) и (с) воспользуйтесь задачей 129 и оценками Либа
Тирринга (задачи 31—33). J

t/<?/. Докажите теорему XI11.82.

132. Пусть W таково, что <ИтЕ(_„ 0 ] (—A-f-Ш) <oe для всех X. Предпо-
ложим, что функция

f (k)

существует при всех к и конечна, что lim £ ( - e 0 a J (—Д + К)«»оо и что

/ (X) непрерывна при Х = 1 . Докажите, что

[Указание. Сначала докажите, что если 61тЕ^т 0 j (S) =» jV < оо, то
" £ ( ^ + fl)di£(A)N]

133. Проверьте свойства-. i4j 0 А2, перечисленные перед предложением 3 § 15.

134. Пусть /„C^MMt dl*; Ж')~&С< где ^Jf'—сепарабельное пространство,
а М а-конечно. Предположим, что {/„ (/n)}~— t—ортонормировэнный ба-
зис в 5 ? ' для почти всех т£М. Докажите, что

N

|

в ffl для каждого f£S%- [Указание: воспользуйтесь-теоремой о моно-
тонной сходимости.]
Примечание. Это есть-обобщение задач и. 12 гл. П.

135. Предположим, что А —самосопряженный оператор. Пусть {U (<)}—уни-
тарная однопараметричеокая труппа.> Предположим, что @&—существен-
ная область определения А и что £/(<)<£> С £5 и, AU (t),jh= U (t) Aty
для всех t и всех л|>£.©.. Докажите, что 11ЩО.(А) =*D(A) и что
U(t)etsA = eisA U(t)..

^136; (а) Докажите пункт (Ь) теоремы ХШ.85..
(Ь) Восполните детали доказательства пункта (с) теоремы ХШ.85.

137. Докажите, что фурье-образом (2я)~ 1 / а (р2+\)~1 служит 1/ie~^ x '. [Ука-
зание: воспользуйтесь интегрированием по контуру в комплексной пло-
скости . ]

138. Пусть /£ i f (R). Определим V(x)r* 2 / (х-\-2лп).
/ 7 = - в о

(а) Используя теорию преобразований Фурье периодических' обобщен-
ных функций, формулы (144) и (145), докажите, что

ео

V{k)= 2 f{n)b{k-n).
Я = —во
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(b) Применяя формулу обращения Фурье к V (0), докажите формулу
суммирования Пуассона

2 /(2ят) = (2яГг/* 2 <̂я>-
т= — оо а ш—«о

(c) Предположим, что / и /—непрерывные функции, причем \f(x)\<i
<С(\+\х\)-г~6 и \f(k)\<^C(l+\k\)~1-6 с некоторыми С,
б > 0. Покажите формулу суммирования Пуассона для /, применяя
предельный переход.

во

'd) Зиая фурье-образ фуикции е~ '*' , вычислите 2 0 + л * ) " 1 -

в»

(е) Зиая фурье-образ фуикции в"™1*1, вычислите 2 ""*•

Примечание. Как видно из сказанного выше, формуле суммирования
Пуассона является полезным инструментом теории чисел; см., напри-
мер, К- Чаидрасекхараи, Введение в аналитическую теорию чисел.—
М.: Мир, 1974.

139. (Модель Крёнига — Пенни.) Пусть V есть 2л-периодический потенциал,
равный 0 на [0, у) и с на [у, 2л). Вычислите дискриминант явно и
докажите, что при п—• оо для размера п-й щели справедлива формула

В частности, докажите, что число шелей бесконечно.

М40. Пусть А — разложимый самосопряженный оператор на J j f = \ §£' rf(*.

м
Предположим, что каждый А (т) ограничен снизу и обладает компакт-
ной резольвентой.
(a) Докажите, что n-е собственное значение Еп (т) оператора А (т) —

измеримая функция. [Указание: воспользуйтесь принципом мини-
макса.]

(Ь; Покажите, что можно найти такие $Г-зиачиые функции i|>n (m),
удовлетворяющие уравнению А (т) i|)n (m) = £ „ (т) t|?n (m) и образую-
щие ортоиормированиый базис в &£', что Ч'п(-) измеримы. [Указа-
ние: для заданного я положите Mk. п = {т \ Е„ (т) ^-кратно вырож-
денно} и выберите i|-n (m) на каждом Mk. „.J

(c) Предположим, что М—топологическое пространство, что каждый
А (т)> 0 и что (Л (m)-(-l)- 1 равномерно непрерывна. Докажите,
что Еп{) непрерывна.

(d) Дайте пример, в котором (A (m)-(-l)-1 была бы слабо непрерывна,
а Е„(-) не была бы непрерывной.

(e) Объясните, почему г|з„(-) может не быть непрерывной даже при
условиях пункта (с).

+14]. (а) Проверьте (173 о).
(b) Пусть а > я/2. Проверьте, что

(с) Пусть а > 1. Проверьте, что
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(d) Завершнте доказательство леммы 1 к теореме XIП. 100.

142. Докажите, что любая решетка в R'1 имеет базнс.

143. Докажите, что ячейка Внгнера — Зейтца любой решетки есть многогран-
ник, т. е. пересечение конечного числа полупространств. [Указание.

п
Пусть 8i а„—Лаэис и V—множество 3" точек 2 U*l с ' / = 0 , + 1

iml
нли — 1 . Пусть /? = т а х { [ х Ц х ^ К } . Докажите, что любая точка нз
ячейки Внгнера—Зейтца С лежит в шаре радиуса R. Докажите, что
точка границы дС находится на одинаковом расстоянии от 0 и некото-
рой точкн в «3?Л{* I l * l < 2 / ? } . 1

144. Предположим, что {Аа}—семейство самосопряженных ограниченных
снизу операторов, таких, что Аа^* А и А имеет компактную резоль-
венту. Пусть Е„ (а) есть я-е собственное значение Аа- Докажите, что
Еп (<*) —•• °° равномерно по а прн я —• оо.

145. Докажите, что мера плотности состояний, заданная формулой (176),
абсолютно непрерывна относительно меры Лебега. [Указание: докажите,
что эта мера равна сумме спектральных мер оператора Н.]

146. Докажите, что в одномерном случае плотность состояний в точке Е,
такой, что Е„ (k) = Е, задается формулой

dp_ 2 (d
d £ = | Q | \dk

f147. Восполните детали доказательства теоремы XIII.101.

*148. Докажите аналог теоремы XIII.101 в случае, когда периодические гра-
ннчные условия заменены на граннчные условия Днрнхле нли Неймана.

149. С помощью (185) докажите (186).

что150. Пусть 2 ] 1 а / 1 < в 0 - Положим /jv(*) = J I (1+«/*)• Докажите,

равномерно сходится на компактных множествах прн N—>-оо, придер-
живаясь следующей схемы.
(a) Найдите равномерную оценку fN (г), используя неравенство

(b) Докажите, что коэффициенты ряда Тейлора функций fjv сходятся
прн N —>• ов.

(c) Докажите нужную сходимость.

151. (а) Пусть Ап—• А по норме в классе операторов со следом н ц.(рс (А).
Докажите непосредственно (не пользуясь теоремой XII 1.107), что

det (1 +ц./4„) {\-\-\*>лп)~1 —•dei (I-j-цЛ) (I -{-iiA)~1

по норме.
(b) Докажите (196), зная, что это справедливо для операторов А конеч-

ного ранга и | i ^ o (А).

152. Пусть d(n) = det {1+цА) и D (( i )=d (ц) (1 +ЦА)-1 А. Рассмотрим раз-

ложения d ((Л) = 2 <2п[»,п, D (ц) = 2 бЛц".
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(a) Докажите, что | ап | < (е/л)" || А |£.
(b) Докажите, что | |B«| | i«(e/n) n | | Л | |? + 1 .

153. Определим частичный след Тгп_х из J ^ ® " ^ ) в 3±($%), полагая
Тг (СТт„.1{А)) = Тг [(С<g) / ®...<g) /) А] для любого С£Х($%).
(а) Покажите, что TrB_i—корректно определенное сужение.

*(Ь) Рассмотрим д* (А) как отображение, заданное на @*$jf, полагая

его равным нулю на (A*d^f))J"- Докажите, что £>(|i)=
п=0

где

15,4.. Докажите, что, |Xf (А) . . . %п [А) | < ( i i (А) ... ц„ (Л) для любого ком-
пактного оператора А. [Указание: рассмотрите собственные значения и
норму А» (А).)

155. Пусть А£Зр и р < л . Введем

ei-ь
2 (-»)*/* J-li

(a) Докажите,, что R
Введем detn (I -f->4) = det (I +Rn(A)).
(b) Докажите, что 1 +.А обратим ; тогда и только тогда, когда

dtlA)*O
n ( + )

(с) Докажите, что

detB(l + ^ ) = Д (H-\7(>l))exp( 2 ( -

Пусть Z)J,(tiy4> = >l(lH-n>l)-*detJ,(H-(i>l>:
*(d) Докажите, что

| detn ( 1 + А) | < ехр (7„ || 1̂ Й). II D n (fi>») |1„ < С„ ехр (уя И1Й (Xя)

при подходящих постоянных С„ и у„.
[е) Найдите формулы Племеля —Смитиса для detn и Dn.

Найдите критерий полноты для собственных векторов операторов из 3п.in1

156. Докажите, что следующие свойства - операторов А£9% эквивалентны:
(a) А квазииильпотентен, т. е. а (А) 10}
(b) d t ( l + ») l
()
() ( + () ;
(c) Тг(Л*)=0 для всех ft > 0;
(d) Тг (i4*) = 0 для всех k > Ао при некотором *о-

157. Докажите, что следующие утверждения эквивалентны для всех
(a) при всех ц £ С алгебраическая кратность ц и —|х одинакова;
(b) det( l+f i^) = det"(l—цЛ) для всех ц ^ С ;
(c) Тг (Д*) = 0 для всех нечетных k.

. (а) Докажите принцип минимакса для сингулярных чисел
(х„(Д)= inf / sup

•• •"-
(b) Докажите, что ц„ ( l- f-ДХ 1-т-ц„ (Д).
(c) Докажите неравенство Фана
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. Пусть А — замкнутый оператор, ц(£о(А) и Р—спектральный проектор,
отвечающий некоторой изолированной точке X в а (А). Докажите, что
Р в то же время есть спектральный проектор оператора (А |1)-1,
отвечающий точке (Я,—ц)~1.

160. Пусть D—ограниченное открытое множество в R n + 1 с гладкой грани-
цей 3D. Пусть $% = L2(dD, dS) и К (х, у)— ядро интегрального опера-
тора А на &С. Предположим, что | К (х, у) \<С \ х— у\-л с а < п.
Пусть L—ядро интегрального оператора В, такое, что

(a) Докажите, что ядро АВ ограничено, если о + Р < я.
(b) Докажите, что АВ имеет ядро М, удовлетворяющее неравенству

| Л1 (де, у)\<Е\х — у\-1 с Y = a + P — п , если a + Р > л.
(c) Пусть а < п [1 — (2k)~1], где k — целое положительное число. Дока-

жите, что А £ 3г*.
*(d) Пусть 2 < р < оо, a < л (1 — р~х). Докажите, что А£д-. [Указание:

используйте комплексную интерполяцию.]

161. (а) Пусть /6^ S (R) имеет /Апроизводиую. Докажите, что существуют
g, h£L2, такие,, что f=g*h.

(b) Пусть /£L 8 (R) имеет /Лпроизводиую; V, W£L2(R). Докажите, что
V (х) f (х — у) W (у) — ядро оператора со следом в L2 (R).

(c) Пусть V, W£L2(R.) имеют компактные носители. Пусть / и ее про-
изводная локально лежат в /А Докажите, что V (х) f (х — у) W (у)
есть ядро оператора со следом.

162. Пусть В —оператор единичного ранга. Докажите, что det( l- fS) =
= l-fTr(B). [Указание: замените В на ХВ и докажите утверждение
для малых X.]

163. (а) Докажите, что фурье-образ обобщенной функции | х | на R есть
обобщенная функция, равная вне точки k = 0 функции —(2/n)1/zk~ i.

(b) Докажите, что — | х | условно строго положительно определена, т. е.

если (l + \x\)V ФО лежит в L1 и Ск (x)dx = O. то — [ V (х)х

X\x—y\V(y)dxdy>0.

164. Предположим, что А и В — операторы со следом и
(a) Докажите, что | В I1 '2 (1 -\-\iA)-1/2 сходится к нулю по норме Гиль-

берта— Шмидта приц—•оо. [Указание: в базисе из собственных век-
торов оператора А вычислите Тг ((1-|-цЛ)-1/2 | в | (1-|-|лЛ)-»/2).]

(b) Докажите, что В (l-f-М)"" 1 сходится к нулю по норме в классе
операторов со следом при ц—>• оо.

(c) Докажите, что lim [det (I -fS + ^ J / d e t (1 -|-(лЛ)] = 1, где det есть
Ц-»-ао

определитель Фредгольма.

165. Рассмотрим одномерный оператор Шредингера —d2fdx2+V (x) с поло-
жительным 1-периодическим V. Пусть D (Е)—дискриминант соответст-р у ( ) р
вующего уравнения, а Do (Я) = 2 cos,|/"£—дискриминант того же урав-
нения, ио при К = 0 . Пусть Go—оператор, обратный к (Л о +1)~ 1 , где
Л«—оператор —d*/dx- с периодическими граничными условиями
L*(0, 1). Докажите, что

где
в
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где det—определитель Фредгольма, а С = £>д(—1) — 2. [Указание. Сна-
чала докажите, что D (£)—2 = Cy[det (1 +G0V — ( £ + l ) G 0 ) } , показав,
что обе части равенства суть целые функции, задаваемые бесконечными
произведениями и имеющие одинаковые нули. Затем докажите с помощью
задачи 164, что Су = С0, показав, что (£> (£) — 2)/(£>0 (£) — 2) и det (14
+ G0V — ( £ + l ) G 0 ) / d e t ( l — ( £ + l ) G 0 ) стремятся к 1 при £ — — во.
Наконец, найдите С о, взяв £ = —1.]

166. Пусть Е и F — два ограниченных оператора.
(a) Предположим, что О Ф k^a(EF). Докажите, что — (Я.)~1[1 —

— F(EF— k)~1E\ есть двусторонний обратный к FE—к, и выведите
отсюда, что к (£ о (FE).

(b) Пусть к ф 0 и о40 = {<р | f^cp = fop}, аЛГ = {ф I ̂ £<P = tap}. Докажите,
что F есть биекция из аЖ на „№*, И выведите отсюда, что d im a < # =

d i V

/67. Пусть РФ оо. Предположим, что Л П € ? Р , sup || Л„ Ц,, < во и А„
п

в слабом смысле к ограниченному оператору А. Докажите, что р
и II А Цр < lim || А„ \\р. [Указание. Пусть q сопряжено р. Докажите, что
| Тг (FA) | < Ц / 7 HtflimH Л „ | | р для любого оператора F конечного ранга.J

168. Используя комплексную интерполяцию, докажите оценку \\C4WO-i1 \\г<.
< | | С Л Ц Г , использованную при доказательстве неравенства Голдеия —
Томпсона.

169. В этой задаче надо получить неравенство Гёльдера для матриц (предло-
жение 5 дополнения к § IX.4) из неравенства Гёльдера для сумм без
использования комплексной интерполяции.

(а) Пусть {ai/}1<u / < я —матрица с ^ | аи | < 1 для всех / и % | at/ | < 1

для всех (. Докажите, что

| % a//(x,v, | <. / 2 I й/1' V'"ГЕ I V /*)

для р ~ 1 + <?~1 = 1. [Указание: вникните в доказательство теоремы
XIII.103.}

(Ь) Пусть •<4 = 2М'/((Р/« •) 4>i и ^ = 2 V / (Tl/> -)Yy — канонические пред-
ставления Л н В. Докажите, что | Т г ( Л б ) | ^ 2 l aU \1ЧУ/> r * e

2 22 2
(с) Выведите неравенство | Тг (Лб) | < Тг (| А \Р)1/р7т (| В | ? ) 1 / в .

77С. Пусть Z7^ (pi)—функция из теоремы XIII.107. Цель этой задачи — пока-
зать, что при фиксированных Д. в £ # т отображение ki—*• FA+}^ (1)
есть целая функция К. Это нужно для доказательства (197).
(a) Фиксируем такое ц, что — ц ~ 1 й ^ а ( Л ) . Покажите, что Fд+хв 0*) —

=s F c (X) F ^ (pi), где С=(х (1 -(-цЛ)" 1 S, и выведите отсюда, что
Хк—» F д + хв (f1) — целая фуикиия X при таких ц.

(b) Пусть (х„—»-м-„ и /„ (Х) = / :

л + А в ((х„). Используя первую часть дока-
зательства теоремы XIII.107, покажите, что sup sup | /„ (К) | < оо для

любой ограниченной области W и что /„ (X) —» /„ (X) для любого X.
Выведите отсюда, что FЛ+Дгй ух)—целая функция А, при фиксиро-
ванном fi.



СПИСОК ОБОЗНАЧЕНИЙ

Педантическая последовательность — этот
злобный дух скудных умов.

РАЛФ УОЛДО ЭМЕРСОН

С комплексные числа
С(Х) 119*
С* (R») 164*
С а 403
Се (R") 213
С{, (R«) 213
dT(A) 338 l, 233»
/)(•) (область определения) 2741

S>(Rn), 2>(Я) 167*
iZ>' (R"). £0' (й) 168*
0 а 12"
det(-) 349
detn(-) 414
D(E) 144
п[>£У 149
<6 J § XI.6
/ (i4) (функциональное исчисление

непрерывных функций) 2481

/, Jf (преобразование Фурье) 11*
/, JT-* (обратное преобразование I I s

Фурье)
& (&С), ¥ъ <.9Р> Т, (5if) (пространства Фока) 68 1, 69»
fro.* W« 204, 259,
SfC 53»
^ifpp. 5Sfac ^Sfsing 2561

/f0 (свободный гамильтониан) 69 s

Я„ (в) 204
HD 140
H™ (Л) (пространства Соболева) 277
Hm (Л) (пространства Соболева) 277
Ют 149

149

Индексы 1 и 2 означают, что это страницы г. 1 и 2 соответственна
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Эр 231\ 2331, 54»
НЕ) 144
Ker 2081
КЛМН 190а

1Р 851
LP(X, dp) 84*
Z.* (X, dp; Ж') 54*

i.foc функции, локально принадлежащие LP

L\ (пространство L% с весом) 188

L% (слабое /./'-пространство) 43*
188*

je(X, У) 85*

МТ 214
nt(V) 106
N[(E; V) 106
Л' (V') 106
PG(A), P% 2601

р (D) 59а

Г?„ 346
R вещественные числа
R (класс Рольника) 193а

R (центр масс) 218
г (радиус инерции) 218
Ran 2081

R(k + ip), R\(T) (резольвента) 2111

Я, (А) 198
supp 1581, 272

if (R«) 1521

вУ" (R") 1521

Tr(-) 231*
и (в) 203
U (в) 68
47m (Q) (пространства Соболева) 652, 277
ха 1 2 2

Г (Г) (график оператора) 2761

Г (А) 3381, 233а

с/Г (Л) 3301, 233а

Гп(А) 346
Г (ширина резонанса) 67
Д симметрическая разность множеств
Д лапласиан в R"

Д^ 288
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9(Т)
а (Г)

«disc

а а р , о>

\i-\lp

Up

fk
/Ike,

I/Ike,, i

•t mt

*

*

• —»• as,
11-11 *

I"'

(функции)

(операторы)

(норма Рольника)

(функции)

(операторы)

(меры)
(гильбертовы пространства):
(функции)
(операторы)

(операторы)
(бесконечно малый оператор)
(бесконечно малая форма)
(замыкание)
(внутренность)
(сопряженный оператор).
(сопряженное пространство)
свертка

(абсолютная величина опе-
ратора)

(ортогональное дополнение)
(разность множеств)
(факторизация)
(сужение)
(упорядоченная .пара)
(внутреннее произведение)
(скобка Пуассона)

288
91
2501

21И
21И
2561

2611, 23
261'
198
141

841

56*

193*

831

64»

188

213
213

641, 94»
391

651

160»
3291

90, 100, 294
185*
191»
107*
1081
2091
871

16*. 17*
271

2051
2191

551

131

951

14.1
131

601

343*



ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ1)

Абсолютная величина оператора 2191

Абсолютно непрерывное подпростран-
ство 2561

Автоионизации состояния 64
Агмона — Като — JO/роды теорема 189
— потенциал 189
Адамара теорема о трех прямых 462

Аккретивный оператор 3361, 267я, 3772

Аксиоматическая квантовая теория
поля 76я, 130—136а

Алгебраическая кратность 19, 342
Амплитуда рассеяния (§ XI.7 тома 3),

65
Аналитическая векторнозначная функ-

ция 2121

— матричнозначная функция 12
Аналитический вектор ЗОЗ1, 225*
— относительно растяжений потенци-

ал 204, 206, 220
Аналитическое семейство 24

в смысле Като 24, 84, 85
типа (А) 26, 84
типа (В) 30
типа (Ъ) 30

Ангармонический осциллятор
198*, 208*. 219», 231я,
297»; 31, 43, 45, 52, 56, 77, 99,
392, 393

Аппроксимативная единица 2771, 19*
Аппроксимативно точечный спектр 198
Ароншайна — Доногью теория 159
Асимптотический равномерно в секторе

ряд 36
— ряд 36
— — сильный 52
— — — порядка k 55
Асимптотическое распределение собст-

венных значений 285
— условие сильное 52
— модифицированное порядка

k 55
Асколи теорема 441

Ассоциированная цепочка 148

197»,
293»,

Атома модель 331 1: 105, 155, 216,
256—259

Атом водорода 29
— гелия 27, 28, 63, 95, 100, 104, 248
— лития 29
Я-гладкий оператор 161
Я-гладкость 161

на Q 183

Базис решетки 336
— сопряженный 330
Балслева — Саймона теорема 261
Банахово пространство 83 1

— сопряженный оператор 2081

Баргмана оценка ПО, 395
Бшплера теорема 73, 86
Бёрлинга — пени критерий 231

первый 232
второй 233

Бесконечно делимая вероятностная ме-
ра 141s; 244

характеристическая функция
141"; 244

— малый оператор 1852

в смысле форм 1912

Бесселя неравенство 5 1 г

Бирмана — Швингера оценка 114
Борелев образ 56
Борелево множество 271, 1231

— обратное преобразование 56
Бореля — Kapameodopu теорема 353
Б орел я суммирования метод 56
Бохнера интеграл 1371

— Шварца теорема 242

Б рейта — Вигнера резонансный
пик 66

Бршшоэна зона 337
Быстро убывающие функции 1521

Бэрова мера 1221, 1281

— функция 1221

Бэрово множество 1221

Индексы 1 и 2 означают, что это страницы т. 1 и т. 2 соответственно.
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Вайнберга — ван Винтера уравнение
145, 151

— ядро 144
— — симметризованное 150
Ватсона теорема 55
Вейля критерий 2622; 1752

— лемма 68*
— соотношения 3021; 2572

— теорема классическая 133
— — о существенном спектре 128
— фон Неймана теорема 137
Вековое (характеристическое) уравне-

ние 12
Вигнера — Зейтца ячейка 336, 413
— фон Неймана потенциал 246
Винера мера 306*
— — условная 118
Ви риала теорема 255
Возмущений теория (см. теория возму-

щений)
Вронскиан 172*
Выпуклая функция 120
Выпуклое множество 1271

Вырожденное собственное значение 11

Гамильтониан 3321; 77а, 2492

— ангармонического осциллятора (см.
Ангармонический осциллятор)

— атома ЗЗЗ1; 190"; 105, 155, 216, 222,
256—259

— — водорода (см. Атом водорода)
— — гелия (см. Атом гелия)
— — частичной системы 139—155, 178,

183, 187, 209, 212. 228, 256, 257,
261, 262

Гелия гамильтониан 27, 28, 63, 95, 100,
104, 248

Геометрическая кратность 20
Геометрическое собственное подпрост-

ранство 20
Гёльдера неравенство 841; 45*, 47а

— — для матриц 416
Генератор инфннитезимальный группы

2941

полугруппы 2632, 2742

Гильбертово пространство 501

Гильберта — Шмидта оператор 2331,
2451

теорема 2261

Гиперсжимающая полугруппа 285
Гладкий оператор 161
ГМГТ оценка ПО, 396
Голдена — Томпсона неравенство 364*;

345
Голоморфная полугруппа 280*

— — ограниченная 275*
Граф-предел 321х; 296s

График отображения 99\ 276*
Грина функция свободная 731

Дайсона разложения 311*
Данфорда функциональное исчисление

2691

Дарвинова поправка 96
Дефекта индексы 159*
Диаграмма 142—156
— едва связная 144
— ^-связная 148
— несвязная 144
— связная 142
Дирака оператор 356*, 367*
Дирихле задача 2281

— лапласиан 288
— Неймана вилка 287
Дискретный спектр 2611, 2621; 23
Дискриминант 320
D-nopor 210

Едва связная диаграмма 144
Естественная ширина уровня 78

Жирарди — Римини оценка 396
Жислина теорема 105
Жорданова аномалия 12
— нормальная форма 12, 21, 83
Жорданов объем множества 296

— внешний 296'
— внутренний 296

Замкнутая квадратичная форма 3041

Замкнутый оператор 2761

Запаздывающий член 96
Зоммерфельда поправка 95

Идеалы компактных операторов 2291—
2371; 54г—57*

Измеримость 291, 371, 1221

— по Борелю !34 г

— сильная 1341

— слабая 1341

— функции со значениями во множе-
стве неограниченных операторов
308

Индекс цепочки 149
Индексы дефекта симметрического опе-

ратора 1592

Инерции радиус 218
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Интерполяционные теоремы 40 !—59 2

Инфннитезимальный генератор груп-
пы 2941

— — полугруппы 263*
Иорио — О'Кэррола теорема 173
Исключительное множество (§ XI. 6

тома 3)
Итиносэ лемма 203
Йоста решения (§ XI.8 тома 3)

Калоджеро оценка 110, 394
Каноническая форма компактного опе-

ратора 2271

Канонические коммутационные соотно-
шения 301 *; 243», 2592. 2602

Карлемана теорема 50
Карлсона теорема 260
^-связная диаграмма 148
Kama — Агмона — Саймона теорема

250
— неравенство 206а, 378
— Реллиха теорема 1858, 1862, 25
— Саймона теорема 214
— теорема 189а

— — о гладкости 171
— проекторах 32, 85
Квадратичная форма 3031

— — замкнутая 3041

положительная 3041

— — полуограннченаая 3041

— — порождаемая оператором 3041

— — симметрическая 3041

— — строго m-аккретивная 3081

— — — m-секториальная 3091

— — фрилрнхсова расширения 2002

Квантовостатистическая система в ящн-
ке 282

Кластерное разложение диаграммы "<ре-
зольвенты) 148 ''

Клаудера явление 77
КЛМН-теорема 190*
Коммутирующие (неограниченные) опе-

раторы 2981

Компактная резольвента 268—285
Компактное множество 1141, 244
Компактности критерии 268
Компактные вложения 277—282
— операторы 2221

— — Гильберта — Шмидта 2331

идеалы 2291,"2371; 542—572

общая теория 2211—2291; 268—
285, 341—363

определители 349, 390—392
— — со следом 231
Кона теорема 326
Конечномерная теория возмущений 11

Константа связи 21
Корень уравнения 19.

кратный 19 :
— — невырожденный 19
— — простой 19
Концентрация спектральная 57, 77—79
Кортевега — де Фриза уравнение 325
Коши направленность 144}
— последовательность 171

Кратностей теория 2571—2591

Кратность собственного значения 11
— алгебраическая 19
— геометрическая 20
Крёнига — Пенни модель 387, 412
Критерии аналитичности операторных

семейств 26
Критическое значение 372
Кулона потенциал 212, 214, 257, 262,

393

Лавина теорема 179
Лапласиан 642—75 а

— Дирихле 288
— Неймана 288
Леей — Хинчина теорема 244

формула 238
Лемба сдвнг 96; 101
Либа,— Тирринга оценка 397
Лидсцого .теорема 353
Липшица условие 1741

Локальная гладкость (операторов) 183
Локальное пространство Соболева 652;

277

Мажорированная сходимость 30?, 381

Максимальный аккретивный. оператор
3091, 3361; 267*

Масштабные преобразования- (растяже-
ния) 65, 67, 203

генератор 179
— — группа 203
Матрица конечномерная 11, 82—85,

405
— — нильпотентная 83
— — положительно определенная 232,

236, 405
— условно 236
Матье уравнение 3492; 323
Мера 321—401, 1221. 1351

Минимакса принцип 91.

Невырожденный (простой) корень 19
— собственный вектор 19
Неймана лапласиан 288
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Непрерывная по Гёльдеру функция
96 а; 213

Неприводимость семейства операторов
259а; 224

Несвязная часть резольвенты (диаграм-
мы) 144

— — редуцированная 150
— цепочка 149
Нильпотентная матрица 83
Норма 21 1

— оператора 21 1 , 85 1

Нормальные координаты 218
Нормальный оператор 2711

Носитель обобщенной функции 1581,
164х, 2011.; 272

сингулярный ЮЗ2

— функции 129х

Область определения 141

аналитической функции 2121

— — неограниченного оператора 2751

формы 3041

Обобщенная функция 1671, 2011; 24а

— — положительно определенная 24*
умеренного роста 1531

Обобщенный собственный вектор 342
Обратное преобразование Фурье И 2

Ограниченный оператор 21 х

Однозначное продолжение решений
уравнения Шредингера 249, 264

Однопараметрическая унитарная груп-
па 292х—294х

Одноэлектронная модель твердого тела
338

Оже состояния 64
О'Коннора — Комба — Томаса теоре-

ма '219
— лемма 217, 404
Оператор 131

— Гильберта — Шмидта 2331, 2451

— гладкий 161
— компактный 2221

— — каноническая форма 2271

— конечного ранга 222х

— ограниченный 21 1

— относительно бесконечно малый 1851

— — — — в смысле форм 1§12

компактный 130
— в смысле форм 398
ограниченный 185s

— в смысле форм 1912

— положительный 218х

— порождающий форму 309х

— разложимый 305
— растяжений (масштабных преобра-

зований) 203

— с компактной резольвентой 268
— самосопряженный 210х, 285х

— сжимающий 170х

— симметрический 281 х; 216*
— сопряженный 2781

— — банахово 208х

гильбертово 209х

— сохраняющий положительность
3451; 210 г ; 223

— тензорное произведение 327х

— усиливающий положительность 223
— Шредингера 94
— эллиптический 129х, 372
— энергии (см. Гамильтониан)
— эргоднческий 74х, 223
— эрмитов (см. Симметрический)
Операторные топологии 205х—208х

229х— 237\ 310х—322х; 54 2—57 s '
295*—302s

Определитель 349, 390, 414
Основное состояние 207

энергия 207
Относительно компактный оператор 130

— в смысле форм 398
— ограниченный оператор 1852

— в смысле форм 191а

Парсеваля равенство 60х

Периодический потенциал 303
Перрона — Фробениуса теоремы 222,

377
Планшереля теорема 202

Племеля — Смитиса формула 357
Плотность состояний 338

мера 338
Полная масса 218 -
Положительная квадратичная форма

304х, 1992

— обобщенная функция 206s

— определенность обобщенной функ-
ции 242; 236
- слабая 252

— — условная 236
— — функции 22 2

— функция 223
— — строго 223
Положительный оператор 218х

Полугруппа гиперсжимающая 285 s

— голоморфная 2802

— ограниченная 275 2.
— сжимающая 2622

— сильно непрерывная 2628

— /./'-сжимающая 2822

— — — непрерывная 282а

Полуограниченная квадратичная фор-
ма 3041
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Полуограииченный оператор I582

Поляризационное тождество 791

Полярное разложение операторов 2201,
3251

Порог резонансный (комплексный) 212
Порядок сильного асимптотического

ряда 55
— — — условия модифицированного

ээ
Потенциал, аналитический относитель-

но растяжений 204
— двойной ямы 45
— кулонов 214
— отталкивания 177
— периодический 303
— центрально-симметричный 105, *Ю6
— Ючавы 214
Принцип наименьшего действия 303*
— неопределенности 192г

— равномерной ограниченности 971

Проектор 2101

— ортогональный 2101

Проскторноянлчная мера 2601, 2891

Простой невырожденный корень 19
Прямая гумма операторов 293
— — про-транств Банаха 94Д

— — — Гильберта 54'
Прямой интеграл пространств 305, 386
Псевдособственное значение 60
Псевдошбственный вектор 60
Пуассоне скобка 3432

— формула суммирования 412
Путнама — Kama теорема 177
Пэли — Винера теоремы 262—292, 125м

Пюизо ряд 14

Равномерная операторная топология
2051

Равномерно локально лежащие в LP
функции 327

— непрерывные по Гёльдеру функции
213

Равностепенная непрерывность 421

Радиус инерции 218
Радона — пикодима теорема 381

Разбиение конечное 230
Разложение и прямой интеграл опера-

торов Шредингера 313—335
— — — — одномерное .«-про-

странство 316
р-пространство313

Разложимый оператор 305
Распределение собственных значений

оператора Дирихле — Лапласа 285
— — — — Шредингера 101
Расходимость ряда теории возмущений

35, 74

Расширение оператора 276х

— — по Фридрихсу 200*
Редукция с помощью симметрии 80
Редуцированная несвязная часть 150
— резольвента 149
Резольвента 211*. 2791

— редуцированная 149
Резольвентная формула первая 214;
Резольвентное множество 2111, 279 1 1

158*
Резонанса порог 212
— ширина 66, 67
Резонансное собственное значение 212
Резонансный полюс 67
Резонансы и полюсы на втором л йоте 79
Релея теорема 393
— Ритца метод 94, 97
— Шредингера коэффициенты 15—18

ряд 11, 15, 73, 83
— — — расходимость 35, 74
Реллиха критерий 271, 408
— теорема 15
Решетка как подгруппа 335
— — упорядоченное пространство 339 1

Риккати уравнение 111
Римана — Лебега теорема 20*, 124*
Рисса лемма 571

— критерий 272, 408
Рольника потенциал 193а

Ряд теории возмущений 12
— — — асимптотический 36
— — — — равномерно в секторе 36
— — — — сильный 52
— — — — — порядка k 55
— — — Пюизо 14
— — — Релея — Шредингера 11, 15,

83
— — — страшная раскачка 38

Самосопряженный оператор в сущест-
венном 2821

— — неограниченный 281*
— — ограниченный 2101

Свертка обобщенных функций 172

— функций 16а

Сверхтонкая структура атома водоро-
да 29

Связанное состояние 94
Сегментное свойство 281
Сжимающая полугруппа 2622

Сильная измеримость 80\ I33 1—135 1

— операторная топология 2051

— резольвентная сходимость 3i I *—
320?

Сильно непрерывная полугруппа 2622
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— — унитарная группа 2921

Сильный асимптотический ряд 52
порядка к 55

Симметрическая квадратичная форма
3041

Симметрический оператор 2811

Сингулярные числа компактного опе-
ратора 22 7 1

Сингулярный носитель (распределения)
103*

Слабая производная 1561

— топология 1091, 1291

Слабо аналитическая функция 2121

— измеримая функция 1341

Слабые Л/'-неравенства 45я

— — пространства 43а

Слабый граф-предел 3221

Слои 305
Соболева лемма 673

— — обобщение 130а

— неравенство 45 s

— — обобщение 130я

— пространство 642

локальное 652; 277
Собственная функция 212
Собственное значение 2111; 12

бесконечной кратности 2621

вырожденное 11
дискретное 2611, 2621; 23

— — конечной кратности 2621

— — алгебраической 19, 342
— — геометрической 20
— — невырожденное 19, 23
— — простое 19

резонансное 122
— — устойчивое 39
— подпространство обобщенное 20
Собственный вектор 2111

— — обобщенный 342
Сопряженное банахова пространства

— гильбертова пространства 571

Сопряженно-линейный оператор 2091;
84а

Сопряженный базис решетки кристал-
ла 330

• - оператор 2081, 2091, 2781

Спектр 21V-, 279 !

— абсолютно непрерывный 2561

— аппроксимативно точечный 198
— дискретный 2611; 23, 90, 94, 101
— непрерывный 2561

— остаточный 2111, 2791

— простой 2571

— сингулярный 2561; 156, 161
— существенный 2611; 122, 156, 188,

203

— тензорных произведений 197
— точечный 211», 2791

— чисто дискретный 3461

— — точечный 2561

Спектральная концентрация 57—63.
77-80

— мера 250», 2531

— — ассоциированная с вектором 2501

— теорема 2461, 2851

— — в терминах операторов умноже-
ния 2521, 2871

— — проекторнозначных мер
2611, 290

функционального исчисле-
ния 250\ 2881

Спектральный проектор 2601

Спин-орбитальная поправка 95
— спиновая поправка 96
Стандартный 2Л-куб 296
Стоуна теорема 2921

— формула 2631

Стрихартца теорема 194*
— — для форм 408
Строго положительная функция 223
— m-аккретивная форма 3091; 279а

— m-аккретдвиый оператор 3091

— т-секторйальная форма 3091

Суммирования метод 56
Бореля 56, 76
Паде 76

— — регулярный 76
Существенная область определения 2821

формы 3051

Сходимость в равномерном резольвент-
ном смысле 3111

Твердого тела теория 337
Темпля неравенство 100
— — обобщение 394
Тензорное произведение гильбертовых

пространств 651

— — операторов 3271

— спектр 197
Теорема о замкнутом графике 991

— — кратности 2591

— — мажорированной сходимости 30,
38

— — монотонной сходимости 301, 371

— — — — для направленностей 1251

— — ограниченном линейном отобра-
жении 221

— — сильном спектральном отображе-
нии 126

Теория возмущений асимптотическая
35

— — конечномерная 11
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расходимость ряда 35, 74
— — регулярная 20
Троттера — Като теорема 3151-
— теорема 3141

— формула 3241; 272»

Угловой момент 105
Унитарный оператор 53 1

Уровни энергии 21, 94
— — пересечение 12
Условно отрицательно определенная

функция 237
— положительно определенная матри-

ца 236
Устойчивое собственное значение 39

Фазовое пространство 701; 342а; 286
Фана неравенство 414
Фейнмана — Каца формула 308*
Ферми-газа теория 384
— поверхность 240
— правило 63, 71, 80
— статистика 135я

— энергия 339
(го4)а-модель 43, 54, 56
Фока пространство 68 1, 69х, 3371, 3381;

232*
— — бозонное 68 1

фермионное 691; 346
Фон Неймана теорема 294х; 165», 2032;

137
единственности 302г

Форма (см. Квадратичная форма)
Формальный ряд 87
Фрагмена — Линделёфа принцип 260
ФредЬольма аналитическая теорема 2241

— мероморфная теорема 123
Фридрихсово расширение 200s—205а

Функциональное исчисление 246х

Фурье коэффициенты 60х

— преобразование I I 2

— — обратное I I 2

— теорема обращения 13я

Хана — Банаха теорема 9 1 1

Характеристическая функция. 14х, 244
> бесконечно делимая 1412, 244

Характеристическое (вековое) уравне-
ние 12

Хаусдорфа — Юнга неравенство 21 2,
452

ХВЖ-теорема 140
Хунцикера теорема (см. ХВЖ-теорема)

Цвикеля — Либо. — Розенблюма оценки
117

Центр масс 218
Центрально-симметричный (централь-

ный) потенциал 105, 206
Цепочка кластерных разложений 149

ассоциированная 148
С^-вектор оператора 2252

Частичный след. 414
Часть спектра в заданном множестве

58, 59

Шварца неравенство 52 1

— пространство 152х

Ширина резонанса 67, 78
Шкала пространств 3061; 58 2; 2152

Шредингера оператор 94
— уравнение 3321

Штарка эффект 2232; 57, 62, 77, 135
Штурма осцилляциоиная теорема 108
Шура базис 344
— Лалеско — Вейля теорема 344

Элементарная ячейка 328
Вигнера — Зейтца 336, 413
сопряженного базиса 330

Эллиптическая регулярность 64*
Эллиптический оператор 1292; 372
1Лпространство с весом. 91 2 ; 188
/-/'-неравенства 452

Энергии оператор {см. Гамильтониан)
Энергия основного состояния 28, 37,

207
— связанного состояния 94
— уровня 21, 94
Эргоднческий оператор 223
Эрмита коэффициенты 1621'
— разложение на функции 122х, 1611

полнота 139а

Эрмитов оператор (см. Симметрический
оператор)

Юза—Эккарта член 95
Юкавы потенциал 212, 214, 257, 262
Юнга неравенство 422, 45 s


