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Z

P{X = k} = Ck
Npk(1 − p)(N−k), k = 0, 1, ..., N.
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EX = Np; DX = Np(1 − p).
Ì Å7Í

��n�� ¿�x�to�{��twÖØ�{��x�ÈÊÉËtoÃotwÖÙv�twxy��À�r:}~�
¥����D���D�D·����D�[­W®,�D©D�D·&���D�J�D§s�g�)�

P = {X1, ..., XN}
Ì É·Í

�V­V¢"D������D���D�D J�
 JÇ
N
����ÇZ­V©D ��� �Ø¡¼1® �� ���¢O�D©

X1, ..., XN

�L�»�)�[­V¢O�@ F®��[­V�������g�)�g�)�»�� JÄ �������
¢F�G�)�D¢O���[­GÇ��) �Ë[­a�N�D�ñÄ[Z

Xi =
{

Si

�s©D�����ZÄ��D���V���D�7�
p
�

0
�s©D�����ZÄJ�D���D���D�7�

1 − p
� Ì Í7Í

«1�Z�)���·D�­G�D�g�)�D���s���[Ä
i
_OÌ����� ���¢J­��g�D�[­W®O�D©D�D�N���DÆD¼��D ��7�[­V���VÚF�[­V�����N©D�����ZÄJ�D���D���D�7�

p
�O­s�[­GÇ��

Ø¡����ÚFÆD¼��D¢F­N©N����Ç�Ú»�)�W�G­G�,�1�[­V���VÚF�F�)���� JÄ/���D�DÌ��7���DÆD¼��D JÄ��[­V©D���
Si

 [�Z©D�D�DÆVÛ¹�ÙÌ��D©V�D�OÄ[�»�����Z�) 5�
�[­V¢F�D©�Ú��[­GÇ��) �Ë���¼1®9�� ���¢O�D©��O¥��� �Ø¡�����DØ�Ø¡�LD������g�[Ú�D9 J�D�����D�[­W®O�D©,­V�� ��N�[­s�g�[ÚFË[­V·9��Ø¡���J�D 
�s©D�g�) �Ë� ����D·

Si

���D�����g�)�g�[Ä���Ø¡�D·����D�[­W®O�D©V�D·���ÚFØ¡Ø¡�D·
i
_OÌ��¹�)�DÌ��D©D�D�[­����D�J�D§s�g�[Ä4�

�L­V�������g�)�g�)���� [�s�� ���¢F­����D�J�D§s�g�[ÄÝÌ ¤·ÍY©��d­V�����DØ �g�[ÚFË[­V��Ú�D������� �Ø¡�����¨���D�G�)�������D���D�DÌ��
©D¼��[­�D����� JÄ[��¢F­V¢ÚÌ ª�Í������¨��Ì��¨�D�����D©D��¼��s�[­V�[­VØ¡���D��¼Ã©D���s��Û¹���)��Ì�¢O�9©D¼�Ë� ��g�[Ä>�N�D�SÄ[Z

EX = NpS̄N ; DX = Np(1 − p)Ŝ2
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m = Er1, τ 2 = Dr1
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EX = pmNS̄N , DX = pm2NŜN [1 − p + τ 2/m2].
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F0((Q − EX)/
√

DX) = α,
Ìâ�WÅ7Í

�V�D¢JÚZ�d­"�)��ÚFË����D�DØþÌâ�Z¤·Í��AÌ Å7Í������G�[ÚFË[­V��Ø

T = p +

√
p(1 − p)

N
F−1

0 (α) = p

(
1 +

√
1 − p

pN
F−1

0 (α)

)
.

Ìâ�ZÉ·Í
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N �g�[ÚFË[­V�NÆD�G�)�V¸¹�DÌ��s�DÆaÿ>��ØÙ­����D�J�D§s�g�[Ä
N
����¼1�)¢J­s�[­sÂ����J�D�[­W�)�D�JÚ5�½�����S�)�g�)�D�JÚ5� �D���D����Ø.Ú

���VÇ»©D�G�[Ä����9���������� ��»­G�D�²Ìâ�ZÉ·Í1©¨©D F�)�

T = p +

√
p(1 − p)

N
Φ−1(α) = p

(
1 +

√
1 − p

pN
Φ−1(α)

)
,

Ìâ�WÍ7Í
Ìñ�)�

Φ
_9§�ÚF��¢�Â� JÄ����G­V�F�d­V�J�D���DÌ��9���D��ØÙ­W�)�D���DÌ��¨�[­V�������g�)�g�)���� JÄ4�

P�Ç²Ìâ�WÅ7Í��9 ������G�)�VÇ»�D©,­V�� ���Ø÷Ì Ô·Í��gÌâ�W�7Í��:­V�[­W�)�DÌ� �Ë��������G�[ÚFË[­V��Ø ©D¼��[­�D����� JÄ����D�[­W®,�D©D�D·
������Ø¡ � u���[Ä&�����D���D�DÌ��

T = p +
ŜN

S̄N

√
p(1 − p)

N
F−1

0 (α) = p

(
1 +

ŜN

S̄N

√
1 − p

pN
F−1

0 (α)

) Ìâ�ZÔ7Í
 &���»­W�)�D���DÌ��

T = p +
ŜN

S̄N

√
p(1 − p + τ 2/m2)

N
F−1

0 (α) = p


1 +

ŜN

S̄N

√
1 − p + τ 2/m2

pN
F−1

0 (α)


 Ìâ�LK7Í

���D�J�D§s�g�)��·[�O���D�V�D©D���D���,©D���������"U)�)�����s§�ÚF��¢�Â� JÄ¨�[­V�������g�)�g�)���� JÄ
F0
�V­V¢"D���Ø¡�LD����sÆD¼��D�s���� 

ÆD�G�)�V¸¹�DØ��DÆaÿ>��Ø¡�N���D�J�D§s�g�[Ä9ÇZ­VØ¡�������[­��[­�§�ÚF��¢�Â� >�½���G­V�F�d­V�J�,���DÌ��¹���D��ØÙ­W�)�D���DÌ����[­V���������
�)�g�)���� JÄ4�
Ö7�DØ¡���D �Ø��FËJ�D�¹ �Ø¡��������§s�D��Ø.ÚZ�d­ýÌâ�LK·Í��,���G�[ÚFË������[­GÄ��[­VØ¡ ¨Ç��)�������N ������G�)�VÇ»�D©,­V�� ���Ø] ����

¢F�)�7Ë� J�D�g�d�D��� �g�)��Ø¡���J�V­V����¼1®������g�)���D©>�)����¢O�DØ¡���F�)�D©,­V�[­����D���� �·���¢� �ØC���D�[­W®,�D©VÛ¹ �¢F­VØC���D�5�
ØÙ­G�D �©D��¼�Ø¡ @�)�D¢JÚFØ¡���J�G­VØ¡  � ���:���[Ä��[­V��Ë����D�D©u���D�[­W®,�D©D�D·
������Ø¡ � ����Ê©D����Ø ©D F�d­VØ ���D�[­W®,���
©,­V�� JÄ[�Ù�V�»�) �Ë���¼�Ø£�V�����D�[­W®,�D©,­V�� JÄ D9 JÇ»�� þÌ ���� �Ë���Ø��uÇZ­VØ¡�����D·CØ¡���LD9 J�D�g�[Ä

ŜN/S̄N

�[­
�����D JÇ»©D�G�)�D���Ê©D¼�ÆD�[­V���JÚ5�����D���D�ZÄ����JÚ5� �D���aÍ��{N1�SÄ� JÇ��d­VÌg­V��ØÙ­GÄ��d­W�)�V¸¹���D���D�� JÄ@��Û¹�3D��)���
��©D�D��Ì��¨���� �Ø¡�������� JÄ�©¨���[­V¢J�D �¢O�����D���� �·���¢O�DÌ��9���D�[­W®O�D©D�DÌ��¨��¼���¢F­J�
¾Ân�� qsrut[z~��twx�t[z~��to�{����v�twxy��À�r:}yõ
¥����D���D��·J¸¹ [·����D�[­W®,�D©D�D·����D�J�D§s�g�)��Ä�©G�[Ä����D�ñÄ�©D���G�)�����Z�)���D���»�)��¼�Ø��F­s©������D���D�DØ] ¨���»­W�)���
���DØ �)�D�JÚ,��¢F­a�N�D�ñÄ��[­GÇ��) �Ë���¼��9©D�g�) �Ë� ���¼ ���D�[­W®O�V©D¼1®U��ÚFØ¡Ø

Si

�PËJ�D������ �©D�»�) J��¢
�����»�)�����
���Z�)���D���D ù���D F®f���D�J�D§s�g�)��·4�ËM�¢F­GÇZ­V���[­GÄf�����»�)���D���»�)���D���D��¢F�G�) �Ë������D©D�»�������D�����g�)�g�[Ä����,�ñÄ
¢F�7��§s§s �Â� ����J�D�DØ

nP = ŜN/S̄N .
Ì �VÕ·Í

P�Ç�ÚFË� �ØfÇ��)�����¨��Ì��¨©D�VÇ»Ø¡��D9��¼���Ç»�[­ZË����� JÄ4�
G&|:yD}L~Lz5]
yO�:�:y�¶[¡ v��:¨1ªa»"®�¨1£5°â¥�¦���ãAãw£	�1£)®�¨1¯âªy¨)®*¦Lë�¨)¦µ³{¦Lë�¨)¦�¤�¯â£Y±)¦µ³)¯Yão®�´5°kä ê�
�æË´{®
�sªa¯
­ £1¨1¯Y®¹³{­�ª�´{®

[1,
√

N ]
½

� z)�4±JÒO±���y,~L�d�D��³)z �)üs�[Ä�ÚZ�)�DÆD���D©,­ÊÆVÚ»�)��Ø½�[­V����ØÙ­G�D�� �©,­W�D�&Ç»�[­ZË����� JÄ
n2
P

 ����D¢F­�D���Ø��(ËJ�D�
�D�� @�)��D�­G�&©

[1, N ]
�>�L­V����Ø¡�V�D�� �Ø ©V�����DØ¡�DÌ�­G�D�g�)�D�JÚ5���) ���¢������D��Ú5� �g�[ÚFË[­V·��JÚ5� ©D�g�) �Ë� ��JÚ

ξ
������ ��� �ØÙ­a�NÛ�Ú5� Ç»�[­WË����� JÄ

S1, ..., SN

��©D�����ZÄJ�D���D���ZÄ�Ø¡ 
N−1 ��üs�[Äu�����a�[�DË���©D F�)���>�������[­��©D�g���) �©D�

Eξ = S̄N , Eξ2 = Ŝ2
N ,�V­V¢&ËJ�D�

Dξ = Ŝ2
N − S̄2

N ≥ 0,
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�V�D¢JÚZ�d­
n2
P ≥ 1

�)üs�[Ä@�[­W®,��D��)���� JÄ�©D���D®J����·�Ì��[­V�� �Â�¼ �) [­G�[­GÇ»�D�[­�Ç»�[­ZË����� �·
n2
P

ÇZ­VØ¡���D �Ø��
ËJ�D��ØÙ­V¢O�� �Ø¡ JÇZ­VÂ� JÄ

n2
P

�[­������V�D�� �Â[­G�,�g�)�D���DØ �D�J�V­V�J�D�
R

+ ��¢�©D �©,­W�)���J�D�[­¹ÇZ­W�d­ZË��7�D�J�D �Ø¡ 5�ÇZ­VÂ� � 
f(S1, ..., SN ) = S2

1 + ... + S2
N −→ max

S1,...,SN

,
Ì �F��Í

S1 + ... + SN = 1,
Ì �D�7Í

S1 ≥ 0, ..., SN ≥ 0,
Ì �V¤·Í

 ¨���V¢J­�D���Ø��DËJ�D�s���Â��¢O���D����ØÙ­W�)�D��¼�Ø¡ ¨�D�DË�¢F­VØ¡ ¨Ø¡�DÌ�ÚO��ÆD¼��D�s�D�G�)�D¢O���g�) ��� �Ë���¼��N�D�J�D¼
R

N ��W� �V�d©D��¢J�D�D��¼Ã©D F�d­
S = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)

�s�g�) ��� �Â���·��[­
i
_O·&���VÇ» �Â� � ÎÌ ���[Ä�¢F­�D��)�DÌ����G­��

¢F�DÌ���©D��¢J�D�D�[­"�¡�DË���©D F�)���>�
f(S1, ..., SN ) = 1

Íg��ü���·����D©D J�D���)�D���>�Ù�JÚD���D�U����¸¹���� ��»ØÜÇZ­W�d­ZË� 
Ì �F��Í�_ÚÌ �V¤·Í�Ä�©G�[Ä����D�ñÄ@�D�DË�¢J­

S(0) �(����¢F�V�D�D��¼���¢O�D�D�D�) ��[­G�D¼ S
(0)
j , S

(0)
k

¢O�V�D�D���D·@Ú»�)�D©G�)���D©D���
�OÄ>�N�U�����[­V©D�������D©,­VØ

0 < S
(0)
j ≤ S

(0)
k < 1

�oN1©D F�[Ú �� �Ø¡Ø¡���D�� � fÇZ­W�d­WË�  Ø¡��D9������Ë� J�G­G�D�
j < k

�O×L�DÌ �d­s���� ��)�D���G­G�D�DË����¹ØÙ­W�)¼1®
δ
�D�DË�¢F­

S(1) = (..., S
(0)
j − δ, ..., S

(0)
k + δ, ...)

Ä�©G�[Ä����D�ñÄ
�)�D�JÚ,���D �Ø¡�D·�©Y���D�D·&ÇZ­W�d­ZË��s 

f(S(1)) − f(S(0)) = 2δ(S
(0)
k − S

(0)
j ) + 2δ2 > 0,

ËJ�D�¨�����V�D �©D�D����Ë� J�ý��¢O���D����ØÙ­W�)�D���D���, 
S(0) �)U(�[­ZË����� JÄ�D���¢�©,­W�)�[­G�V­�¢O�7��§s§s �Â� ����J�G­¨�����»�>����D���Z�)���D���D &�[­��g�) ��� �Ë���¼1®��D�J�G­W®&�[­G©D��¼~�[�DË���©D F�)���>�

N
��ËJ�D�9 Ê�D����ÆD�D©,­W�)�D����� �

à {:|:±"]]�:yO�:�:y
¶[¡ v��3¦L¥·ª�«�ªa¯â¶ùë�´"°þ±a³{¦�¤�¯Y¦���¦^£ ³{®pª�´)¶·¨)¦���¦^±)¦µ³)¯Yão®¹´{®�¼"çý»5¯Y¦Î±a³)£1¨	�1£1±
� ®�«�³)£)¤�¥�¦�­�ªa¨1¨)¦�¤�¯â£²ë�ª7®�¯÷«�¨1ªa»"®�¨1£)®��)®�¨1¬ø¤�¯y³5ªLí1¦�­�ªa¨1£5°

T = 1
½

à {:|:±"]]�:yO�:�:y
¶[¡$����³)£5§|®�¨1£>¯Y¶Y±a³)£1¨	�1£1±���¥�­�£)­�ª�´{®�¨1¯â¨)¦�¤�¯â£`¥Y±a³{¦�¤�¯Y¦�§~º £â³{®pª�´)¶·¨)¦&§~º
±)¦µ³)¯Yão®�´"°5§e½��3¦L¥·ª�«�ªa¯â¶açÂ»5¯Y¦k¤�¯y³�ªLí)¦�­�ªL°^±a³{®�§~£5°^ë�¦&´	�s¨1ª�±a³)®*­a¦�¤&í)¦Lë�£1¯â¶X³�ª�«�§|®¹³ ¤¹³{®�ë��
¨1£5íÇ¦L¯â¨)¦�¤�£1¯Y®�´1¶�¨>¬�í�º � ¬w¯â¥�¦�­ ±)¦µ³)¯Yão®¹´"°{½
à {:|:±"]]�:yO�:�:y
¶[¡$¶��Xªa¯â¶���®*¦�§|®�¯�³1£1»"®*¤�¥·º��s£1¨1¯Y®¹³)±a³{®�¯âª��1£	��ë�¦L¥·ª�«�ªa¯Y®�´)¶�¤�¯Y­�ªâ±a³{®�ë�´{¦��
�Ü®�¨1£5° ��½ é·½

! " Ò�mYl�m�rutumÔÒði�m�j�nut$# duj~f�m&%�r&j3hgi�t
Äönpm �����{�
�¡ ���¢������D�¹���D���D�ZÄ��� �� ¨)®*¦L±a³{®�ë�®¹´{®�¨1¨)¦�¤�¯â£ �F�������G�)���D·9 ���§s�D��ØÙ­VÂ� � 9�V�D���D�� J�D�g�)�D����¢F­V¢� F®â_
�) �ÆD�����DÆD¼��D �·&©�ÆVÚ»�[ÚOÛ¹��Ø�� � ­GÛ¹�7�)�JÚFÌ� F®����[ÄÊØÙ­G�D��ØÙ­G�D �Ë�����¢F�DÌ��¨�D�� ��»­V�� JÄÊ�����D�����g�)�g�)���5�
���D���D � ������G�)�VÇ�Ú5�N�D�SÄ��g�)�g�[Ú5�NÛ¹ [���)©,­������D���DÆ,­"Z

• ©D�����ZÄJ�D���D���D���D���D�� ��»­V�� ��a�
• ����Ë����D¢� ���Ì �[­GÇ»Ø¡¼��D¼��LÍ�Ø¡���LD������D©,­J�

NY�D�D���D·������D���DÆ������g�)�[­GÇ»�[­ZË����U���[Ä��D�� ��»­V�� JÄ������D�����g�)�g�)�������D���,��·u�L���� ���ÚOÛ¹ F®]©D¼���¢F­GÇ»¼g�
©,­V�� JÄ�Øf�[­�Ë��g�)�D©D��Ë�����¢� F®ÎÌ ����§s�D��ØÙ­W�) JÇ»�D©,­V����¼1®1Í�ÄJÇ»¼�¢F­W®(�
� ¼ ÆVÚ»�)��Ø �[­V����ØÙ­G�D�� �©,­G�D�C�D�G�)�D¢O�C������©D¼�·Ã�����D���DÆf [���V­V¢� �Ø �DÆD�[­GÇ»�DØ����D�����S�)�g�) �Ø

�� ���¢[�d¢F­V¢����D���D�ZÄ��� ���'�(*)�+�,�-�.�+�/
-�.�+�0$.�(�+213)�(
4�(
5�(*.�.�+�/
-�6"Z(ÆVÚ»�[ÚOÛ¹ ��¹���DÆD¼��D JÄ����g�)�VÇ�Ä������g�>�
��¢J­GÇZ­G�D���D�DË����>�[�Z�)�[­V¢O�� JÇ»©D�����D���9 F®&©D�����ZÄJ�D���D���D���D���[­V�������g�)�g�)�»�� ��V�
N������D���D��·J¸¹ F®¹�g�[ÚFË[­GÄF®�Ø¡���LD������D©D�NÆVÚZ�[ÚOÛ¹ F®����DÆD¼��D �·�¢F�D����Ë����N ��� ���¢������g�)���V­V©G�[Ä������

�SÄ�©D�����ZÄJ�D���D���D��¼�Ø@�[­V�������g�)�g�)���� [��Ø@�[­�¢O�D����Ë����DØ������D���D�[­V�����,©D�g�g�)��Ø¡���J�V­V����¼1®����DÆD¼��D �·4�
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G&|:��\�yO| ÎA¡ v�á7��¥�¤�±)®¹³)£5§|®�¨1¯Y®ö¤Â±1¦Lë � ³�ª7¤�¬o­�ªa¨1£)®p§�§|¦L¨)®�¯â¬²§~¬Ú¨)®Ë§|¦8�Ü®p§Ü¯Y¦L»5¨)¦~±a³)®�ë��
¤�¥·ª�«�ªa¯â¶^£)¤&í)¦Lë9��¯Y¦���¦:��¥�¤�±)®¹³)£5§|®�¨1¯âª�ç/¦Lë�¨1ªa¥�¦�§~¨)¦8�Ü®*¤�¯Y­a¦¸­a¤*®&ís­a¦*«�§|¦8�s¨1¬�í�£)¤&í)¦Lë�¦�­
¥�¦L¨)®�»5¨)¦*;

Ω = { � , ³ } £Ç£"«a­a®*¤�¯â¨)¦Y­a®¹³{¦�°1¯â¨)¦�¤�¯â¨)¦�®ö³�ª7¤�±a³{®�ë�®¹´{®�¨1£)®/¨1ª<��¯Y¦&§Á§~¨)¦8�Ü®*¤�¯Y­a®8;¥·ª*�së�¬w¼²£"«Y£)¤&í)¦Lë�¦�­â§|¦8�Ü®�¯ ±)¦�°)­�£1¯â¶�¤&°Ç¤3­a®¹³{¦�°1¯â¨)¦�¤�¯Y¶��Ðé
={ê5½
� ­V���D���[­V�� ��J�D��������Ú"�N�
���Ê���D�G�)�D¢O�@�»­VØ¡   �� ®,�»�)¼÷��¢O�������� �Ø¡���J�V­"�¡��¢O�G�)�D¢O����©GÄ�Ç»­V����¼��u�
�� �Ø¡ Ã¢O�G�) �Ë������D©D�����[¼��UÇ»�[­ZË����� JÄ[�N© ���D�DØ �g�[ÚFË[­G���� ���¢½�D�� ���¼�©,­V���D�SÄÃ�[­V�������g�)�g�)���� [��Ø
����¢F�V�D�D���D·&�g�[ÚFË[­V·����D·�©D�g�) �Ë� ���¼��
G&|:��\�yO| ÎA¡$�þáòº�¤¹´{¦�­�£5°5íø±a³)®�ë�¬wë�º�>Y®���¦²±a³)£5§|®¹³�ª�§|¦L¨)®�¯âªì§|¦8�Ü®�¯ ±)¦Lë � ³�ª7¤�¬o­�ªa¯â¶�¤&°ø­
±a³{¦��)®*¤*¤*®e£	� ³1¬ùë�­�º�íX´)£	�"çË­â¥�¦L¯Y¦µ³{¦L¼ì±)®¹³{­�¬w¼ì£?��³{¦L¥�­�¬w£?��³)¬o­�ª7®�¯÷£·´)£�±�³{¦L£?��³)¬o­�ª7®�¯ ®�ë�£	�
¨1£	�1º²­X«�ª7­�£)¤�£5§|¦�¤�¯â£Ú¦L¯ ­�¬w±1ª7­*@Y®�¼Î¤�¯ ¦p³{¦L¨1¬�§|¦L¨)®�¯â¬Ë½&�:ë�®*¤�¶ ³)£)¤�¥²¦L±1£)¤�¬o­�ª7®�¯Y¤&°Úë�£)¤��
¥*³{®�¯â¨)¦L¼Ç¤¹´)º·»5ªa¼1¨)¦L¼Ç­a®�´)£1»5£1¨)¦L¼"çË±a³)£1¨1£5§~ª��A>Y®�¼ì«�¨1ªa»"®�¨1£5° ±1

¤3­a®¹³{¦�°1¯â¨)¦�¤�¯e°5§~£¸é
={ê5½
G&|:��\�yO| ÎA¡$¶���¦�í)¦Lë�¨)¦�¤�¯â¶Çãw£1¨>ªa¨)¤*¦�­a¦���¦`­*´{¦8�Ü®�¨1£5°^­kãw£1¥�¤�£a³{¦L­�ªa¨1¨1º��B�)®�¨1¨>º3� � º�§~ªC��º
¨)®/§|¦8�Ü®�¯ � ¬w¯â¶�¯Y¦L»5¨1¦�±a³{®�ë�¤�¥·ª�«�ªa¨1ª`«�ª�³�ªa¨)®*®�çy¦LëL¨1ªa¥�¦k­a¤*®*­a¦*«�§|¦��s¨1¬o®Y«�¨1ªa»"®�¨1£5° ��¯Y¦L¼
ë�¦�í)¦Lë�¨)¦�¤�¯â£Ý§|¦���º·¯ � ¬w¯â¶²¦L±1£)¤pªa¨1¬ ¤¹´)º·»5ªa¼1¨)¦L¼^­a®¹´)£1»5£1¨)¦L¼^¤�³�ª7¤�±a³{®�ë�®¹´{®�¨1£)®p§yçö±)¦&´)º·»"®�¨	�
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¥�ÚD���D�

(Ω,FΩ,P)
_U©D�����ZÄJ�D���D���D���D�&�����D���D�[­V�����,©D�>�
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Í1�V�D�DÆD�[­�D����� ��
Ξ : Ω → Θ
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Ξ
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©D�����ZÄJ�D���D���D���D���[­V�������g�)�g�)���� ����������[­V©D F�[Ú

P(T ) = P{ω ∈ Ω : Ξ(ω) ∈ T} = P{Ξ−1(T )}, T ∈ FΘ,
Ì �Gª�Í

������©D�[­GÛ�­GÄ���Ì����D��Ø �»­VØ¡¼�Ø ©�©D�����ZÄJ�D���D���D���D�Ê�����D���D�[­V���g�,©D�
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Y
¨1ª�«�¬o­�ª7®�¯Y¤&°Ý¦L¯Q�

¨)¦�@Y®�¨1£)®p§�±a³{®�ë�±)¦L»5¯Y®�¨1£5°"ç ®*¤¹´)£Ç¦L¨)¦
R é�æ ±)¦µ´)¨)¦*çË¯ ½ ®�½ ∀x, y ∈ Y

­a®¹³)¨)¦
x � y

£�´)£
y � x SR ê*æ ¯y³�ªa¨"«�£1¯â£)­�¨)¦*çw¯ ½ ®�½ x � y, y � z ⇒ x � z
½

G&|:��\�yO| ÎA¡ RUT ª7¤�¯â¨1¬�§ ¤¹´)º·»5ª7®p§�¦L¯â¨)¦�@Y®�¨1£5°â±a³{®�ë�±)¦L»5¯Y®�¨1£5°3°)­*´"°)®�¯Y¤&° ¦L¯â¨)¦�@Y®�¨1£)®Ë±)¦��
´)¨)¦���¦Yº·±)¦µ³"°1ë�¦L»"®�¨1£5° ≥ çoº·ë�¦�­*´{®�¯Y­a¦µ³"°	�A> ®*®/ªa¥�¤�£)¦&§~ªL§V é�æ ∀x, y ∈ Y

­a®¹³)¨)¦
x ≥ y

£�´)£
y ≥ x

ä ±)¦&´)¨)¦L¯âª�æ SV ê*æ x ≥ y, y ≥ z ⇒ x ≥ z
ä ¯y³�ªa¨"«�£1¯â£)­�¨)¦�¤�¯â¶*æ SV ��æ x ≥ y, y ≥ x ⇒ x = y
ä ªa¨1¯â£)¤�£5§ö§|®�¯y³)£>»5¨)¦�¤�¯â¶*æ7½

N1 F�)���>�GËJ�D�>�V©��V�»�) �Ë� ����V���V�D���V¸¹���� JÄ����D�OÄF�)¢F­"�G�V�D���V¸¹���� ��������g�)���DËJ�D���[ JÄ����1�DÆG�d­W�d­��
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x � y
 

y � x
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x
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x � y, y � x =⇒ x ∼ y.
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x ∼ x, ∀x ∈ Y
çg¯y³�ªa¨"«�£1¯â£)­�¨)¦�¤�¯â£

x ∼ y, y ∼
z ⇒ x ∼ z

£¸¤�£5§ö§|®�¯y³)£1»5¨)¦�¤�¯â£
x ∼ y ⇒ y ∼ x
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Y
;�ë�´"°

Y1, Y2 ∈ Y ¦L¯Q�
¨)¦�@Y®�¨1£)®

Y1 � Y2
¦*«�¨1ªa»5ª7®�¯3çg»5¯Y¦ ë�´"°¸¨)®�¥�¦L¯Y¦µ³)¬�í ä £"çg¯Y®p§ ¤pªL§~¬�§yçgë�´"°¸±a³{¦L£"«a­a¦&´)¶·¨1¬�íaæ

y1 ∈ Y1, y2 ∈ Y2
­�¬w±)¦&´)¨5°)®�¯Y¤&°

y1 � y2
½
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y
�V­��DÆV�[­G�D���D������©D�������>�V�D��ÆVÚ»�)��Ø
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���D���DÌ��DÌ��9�����g�)���DËJ�D���� �Ä � Z
x � y, y 6� x =⇒ x � y.�L­GÇ�ÚFØ¡��¼�·  ��F�) �©D F�[ÚOÚFØÜ �Ø¡�����
Ë����D¢O�D�u�����g�)���G­V©G�)���� [�u�@�� ����D��Ø¡�&��©D�V F®]�����g�)���DËJ�D���

�� �· �[­U�����D���D�[­V�����,©D�@����Ç�ÚZ�)�Z�G­G�,�D©
Θ
ZÙ���[ÄC�����D JÇ»©D�G�)�D���D· �[­G��¼

θ1, θ2 ∈ Θ
�D�CØ¡�LD����

©D���G�)�����D�����g�)�g�)�������¨��¢F­GÇZ­G�D�>��¢F­V¢F�V·u JÇ~���D F®`�g�)��Ø¡���J�D�D©�Ä�©G�[Ä����D�ñÄ����[ÄÊ����Ì���ÆD�G�)���������g�>�
���DËJ�D J�D���)�D��¼�Ø��4 F�) ìD��e���D ²�g�)��Ø¡���J�D¼Ð��¢�©D �©,­W�)���J�D��¼�� \ �g�) �����Ç�ÚZ�)�Z�V­G�D¼òÌÅ�g�)��Ø¡���J�D¼

Θ
Í

�D�[­V¢J�VÚ"�N�D�SÄ[�4¢F­V¢&�)�»®,�Z�)���D���D [�d�D�
Θ
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Ø¡����D������D©D�s©D��Û¹�����D©D�»����¼1®�Ë� ����g�>�
N½�D���D�� � 
���G�)��Ç»���D���D @�)�g�d­V���D�ñÄ
ÆD�G�)������ F�)�D���D�������g�)���G�)�LD����� ��aZ4 ��F�) �©D F�[ÚOÚFØ½ �Ø¡�����

�� ����D��Ø.ÚC�����g�)���DËJ�D���� �·  f�[­
�����D���D�[­V�����,©D���[­V�������g�)�g�)���� �· P �¡�Z� �V�Ù���[Äf¢F­�D��)�D· �[­V��¼�[­V�������g�)�g�)���[ �·
P1,P2 ∈ P Ø¡�LD����Ê�D�����g�)�g�)�������uÚF¢F­GÇZ­G�D�uÆD�G�)���������g�)���DËJ�D J�,�g�)�D���D�����[Ä

����Ì��@�[­V�������g�)�g�)���� ��Ê F�) UÚO�D©D����D��d­G�D�@ F®Ý��¢�©D �©,­W�)���J�D���D���,���L×.­V¢� �ØÃ�DÆD�[­GÇ»�DØ��:�[­ P �����
���VÚZ�) ��JÚ,���,�SÄC��ÚOÛ¹�����D©D�D©,­V�� �� ¦L¯â¨)¦�@Y®�¨1£5°ø±a³{®�ë�±)¦L»5¯Y®�¨1£5° � �gU4­VØ¡��Ë[­G�D�g�)�D����·J¸¹ �Ø£§�­V¢5��D�DØÜ�D���D�� � C���G�)��Ç»���D���D fÄ�©G�[Ä����D�ñÄf��ÚOÛ¹�����D©D�D©,­V�� ��ÎÌ ���� f����¢O�V�D�D��¼1®C©D���G�)���u�����D�����,©D���5�
��¼1®������g�)���G�)�LD����� JÄJ®1Í ãwº·¨1¥��1£1£k±)¦µ´{®�«�¨)¦�¤�¯â£ �J­W�)��¢�©,­G�D���¹�D�� ���¼�©,­a�NÛ¹��·����D���V�D���V¸¹���� ��
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à {:|:±"]]�:yO�:�:y@ÎA¡ ÎÁáö®¹³)¨)¦|´)£ ∀x ∈ Y : x � x M
à {:|:±"]]�:yO�:�:y@ÎA¡$Á��3¦L¥·ª�«�ªa¯â¶açÂ»5¯Y¦`¦L¯â¨)¦�@Y®�¨1£)® � çy­a­a®�ë�®�¨1¨)¦�® ¨1ª Y ­�«�ªL§|®�»5ªa¨1£1£^]{½ é�ç
ë�®�¼)¤�¯Y­�£1¯Y®�´)¶·¨)¦|°)­*´"°)®�¯Y¤&°¸¦L¯â¨)¦�@Y®�¨1£)®p§�±)¦µ³"°1ë�¥·ªX¨1ª Y ½
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ÎA¡$¶[¡ v °��L�D��y�\�±@±��P�D�:z)\
N1©D�g�)��ØC�[­ P �V�����[­VÂ� >�Ü��Ø¡���� ��[­V�������g�)�g�)���[ �·[Z[���[Ä������D JÇ»©D�G�)�D��¼1® P1,P2 ∈ P  &Ë� ��g�d­
α ∈ [0, 1]

��Ø¡�����7�
P1
 

P2
�[­GÇ»�D©D��Øf�[­V�������g�)�g�)���� ��

P ∈ P ��ÇZ­W�d­V©,­V��Ø¡�D�s���D�V�D���V¸¹���� ���Ø

P(C) = αP1(C) + (1 − α)P2(C), C ∈ C.

IYÚZ�)��ØC�����g�)���G�d­GÌ�­G�D�9©D¼����G�)���������D·&�g�)�g�[Ú5�NÛ¹Ú5�Ü�� ����D��Ø.Ú�­V¢O�� ��DØ��
f ��Í��s­ P ��ÚOÛ¹�����,©VÚD���Ê�V�D���V¸¹���� ��������g�)���DËJ�D���[ JÄ � �f �7Í \ �g�) 

P1 ∼ P2
���D�

∀α ∈ [0, 1], ∀P ∈ P : αP1 + (1 − α)P ∼ αP2 + (1 − α)P.
Ì �DÅ7Í

f ¤·Í \ �g�) 
P1 � P2

���D�

∀α ∈ (0, 1], ∀P ∈ P : αP1 + (1 − α)P � αP2 + (1 − α)P.
Ì �VÉ·Í

f ª�Í \ �g�) 
P3 � P2 � P1

���D�¨��ÚOÛ¹�����D©VÚ,���
α ∈ (0, 1)

�G­V¢F�D�a�[ËJ�D�

P2 ∼ αP1 + (1 − α)P3.
Ì �DÍ7Í
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¥�����D��)�sË���Øf§s�D��Ø.ÚZ�) ����D©,­G�D�¨�D�����D©D�JÚ5� �D���D����Ø.Ú7���)�D¢J­�D���Ø ������¢O�G�)�D¢O���)��Ø¡Ø��
i y�\~\�±�ÎA¡ v��eº�¤�¯â¶Î­�¬w±)¦&´)¨)®�¨1¬�ªa¥�¤�£)¦�§~¬�jeé G jA]"ç P3 � P1

£
P3 � P2 � P1

½�k>¦���ë�ª
¤�º�>Y®*¤�¯Y­�º�®�¯ ®�ë�£1¨)¤�¯Y­a®�¨1¨1ªL°�±)¦�¤�¯Y¦�°1¨1¨1ªL°

α ∈ [0, 1]
¯âªa¥·ªL°"çË»5¯Y¦

P2 ∼ αP1 + (1 − α)P3.
Ì �VÔ·Í

� z)�4±JÒO±���y,~L�d�D��³)z �oU4­VØ¡���D �Ø��¡ËJ�D�
���g�) 
P3 � P2 ∼ P1

�L�D�
���D�V�D���V¸¹���� ��ÎÌ �VÔ·Í�©D¼����G�>�
�JÄ����D�SÄ ����  �g�) ������D©D�����[�DØkÇ»�[­ZË����� � 

α = 1
Ì ��Ø��LÚF���[­�D9������ ��uª�� É·Íg�Jl7�[­W�)�DÌ� �Ë����>�¡���g�) 

P3 ∼ P2 � P1
���D��Ì �VÔ·Í1©D¼����W�)�JÄ[�g�D�SÄ&�D�G�)�D¢O�¨���� 

α = 0
Ì ��Ø���ÚF���[­�D9������ ���ª���Í7Íg�

¥�ÚD���D�&�D���������
P3 � P2 � P1

�P×L�DÌ �d­Ê����­V¢O�� ��DØ¡� f ª&�gÚOÛ¹�����D©VÚ,���
α1 ∈ (0, 1)

�G­V¢F�D�a�
ËJ�D�9©D¼����W�)�������

P2 ∼ α1P1 + (1 − α1)P3.
Ì �aK·Í
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¥����g�)���G�)��D9 �Ø���ËJ�D���V­V¢O�D�
α1
�����g�) ������,©D�������>�d u��ÚOÛ¹�����,©VÚ,���

α2 ∈ (0, 1)
�J���[Ä&¢O�V�D�D���DÌ��

P2 ∼ α2P1 + (1 − α2)P3.
Ì ¤DÕ·Í

¥��G�)��D9 �Ø����[Ä&�D�����g�)�g�)�������D���, 
0 < α1 < α2 < 1

�[×L�DÌ �d­

P3 =
α2 − α1

1 − α1

P3 +
1 − α2

1 − α1

P3
Ì ¤J�LÍ

 
α2P1 + (1 − α2)P3 = α1P1 + (1 − α1)

[
α2 − α1

1 − α1

P1 +
1 − α2

1 − α1

P3

]
.

Ì ¤,�7Í
¥��D��¢F�G�)�D¢JÚ

P3 � P1
�[���9­V¢O�� ��DØ¡� f ¤� ÚÌ ¤J��Í1���G�[ÚFË[­V��Ø

P3 =
α2 − α1

1 − α1

P3 +
1 − α2

1 − α1

P3 �
α2 − α1

1 − α1

P1 +
1 − α2

1 − α1

P3.
Ì ¤D¤·Í

Ö7�D�*���d­��s ������G�)�VÇ»�D©,­V�� ���ØC­V¢F�� ��DØ¡¼ f ¤� ÚÌ ¤,�7Í1���G�[ÚFË[­V��Ø�Z

α2P1+(1−α2)P3 = α1P1+(1−α1)
[
α2 − α1

1 − α1

P1 +
1 − α2

1 − α1

P3

]
≺ α1P1+(1−α1)P3.

Ì ¤Vª�Í
m �D�����D�V�D���V¸¹���� ��N�����V�D �©D�D����Ë� J�`Ì �aK·Í�� Ì ¤DÕ·Í��G�V­V¢¨ËJ�D�����D���D�ZÄ����[­GÄ

α1
�G���[Ä¨¢O�V�D�D���D·¨©D¼����G�>�

��������Ì �aK·Ío_9�g�) ������,©D�����[­J� �
i y�\~\�±�ÎA¡$��n ¤�´)£ ­�¬w±)¦µ´)¨)®�¨1¬©ªa¥�¤�£)¦&§~¬ojeé G jA]"ç P3 � P

′
2 � P2 � P1

£
α = α(P2)

ç
α′ = α(P′

2)
¯âªa¥�¦�­�¬�ço»5¯Y¦

P2 ∼ αP1 + (1 − α)P3, P
′
2 ∼ α′

P1 + (1 − α′)P3,
Ì ¤,Å7Í

¯Y¦
α ≥ α′

äÅ§|¦L¨)¦�¯ ¦�¨1¨)¦�¤�¯â¶`¦L±)®¹³�ª��1£1£¸¤�§|®�@â£)­�ªa¨1£5°aæ
� z)�4±JÒO±���y,~L�d�D��³)z �[¥�ÚD���D�>�)�[­V�����V�D �©>�

α < α′
�[×L�DÌ �d­"�����9­V¢O�� ��DØÙ­VØ f ¤"� f ª� �Ø¡����Ø�Z
P

′
2 ∼ α′

P1 + (1 − α′)P3 =

(1 − α + α′)

[
α

1 − α + α′
P1 +

1 − α′

1 − α + α′
P3

]
+ (α′ − α)P1 ≺

(1 − α + α′)

[
α

1 − α + α′
P1 +

1 − α′

1 − α + α′
P3

]
+ (α′ − α)P3 =

αP1 + (1 − α)P3 ∼ P2,

�V­V¢&ËJ�D�
P2 � P

′
2

_������V�D �©D�D����Ë� ��V� �
g1yOz)|:y�\�±
ÎA¡$¶�n ¤¹´)£Î­�¬w±)¦&´)¨)®�¨1¬sªa¥�¤�£)¦�§~¬pjeé G jA]"çÂ¯Y¦�¤�º�>Y®*¤�¯Y­�º�®�¯ ­a®�>Y®*¤�¯Y­a®�¨1¨)¦*«�¨1ªa»2�
¨1ªL°sãwº·¨1¥��1£5°

U : Θ → R
ç3¨1ª�«�¬o­�ª7®p§~ªL°�ãwº·¨1¥��1£)®�¼ ±)¦µ´{®�«�¨)¦�¤�¯â£"ç3£ ¯âªa¥·ªL°"ç3»5¯Y¦¸ë�´"°

±a³{¦L£"«a­a¦&´)¶·¨1¬�í
P1,P2 ∈ P ¤*¦�¦L¯â¨)¦�@Y®�¨1£)®

P2 � P1
��¥�­�£)­�ª�´{®�¨1¯â¨)¦

EU(Ξ1) ≥ EU(Ξ2),
Ì ¤DÉ·Í

��ë�®
Ξ1, Ξ2 G ¤�´)º·»5ªa¼>¨1¬o®$��´{®�§|®�¨1¯â¬�çe«�ªaë�ª��A>â£)®ý³�ª7¤�±a³{®�ë�®¹´{®�¨1£5° P1,P2 ∈ P çâ¤*¦�¦L¯Y­a®�¯Q�¤�¯Y­a®�¨1¨)¦�½rqö¦&´{®*®²¯Y¦���¦*çYãwº·¨1¥��1£5°

U
®�ë�£1¨)¤�¯Y­a®�¨1¨1ª ¤²¯Y¦L»5¨)¦�¤�¯â¶��Øë�¦Ú±)¦µ´{¦8�s£1¯Y®�´)¶·¨)¦���¦

ª7ãAãw£1¨1¨)¦���¦Y±a³{®*¦ � ³�ª�«a¦�­�ªa¨1£5°{½



� 2&��8&91���u2�4����>�{8|�y�>�)���{6*2�47�g�X�{�{6��>2�4 �Z¤

X ±>\�y�T:±��:�:y�ÎA¡$�sk1®*¦µ³{®�§~ªt]{½u�ý±)¦*«a­a¦µ´"°)®�¯ ­ ¥·ªa»"®*¤�¯Y­a®e¤¹³{®�ë�¤�¯Y­�ªýë�´"°Ç¤¹³�ª7­�¨)®�¨1£5°ý³)£1¤�¥�¦�­
Ξ
±)¦â±a³{®�ë�±)¦L»5¯â£1¯Y®�´)¶·¨)¦L¤�¯â£²£)¤�±)¦&´)¶a«a¦�­�ªa¯â¶�£�íÇ¦8�s£1ë�ª7®p§~º��þ±)¦µ´{®�«�¨)¦�¤�¯â¶

u(Ξ) = EU(Ξ).

� z)�4±JÒO±���y,~L�d�D��³)z���yOz)|:y�\�´ ÎA¡$¶ �����D©D�g�)��Ø ©&�����g�)���G�)�LD����� � U¢F�D����Ë����D�g�D ]Ø¡���LD������D©,­
����Ç�ÚZ�)�Z�V­G�D�D©>Z

Θ = (θ1, ..., θN )
�L¥��� Î���D�DØ ¢F­�D��)�D�9�[­V�������g�)�g�)���� ��

P ∈ P Ø¡�LD9���������g�>�
���V­V©D J�D�&©V��¢J�D�D���DØ

P = (p1, ..., pN )
�(�G­V¢�ËJ�D�

P{θi} = pi, i = 1, ..., N
�P�L­V����Ø¡�V�D�� �Ø½�[­V���

�����g�)�g�)���� �Ä
P1 = (1, 0, ..., 0)

�
P2 = (0, 1, ..., 0)

�Ù����� �
PN = (0, 0, ..., 1)

�vI1��Ç9�DÌ��[­V�� �Ë����� JÄ
�DÆVÛ¹���D���D �Ø¡��D���Ø ��Ë� J�G­G�D�>�)ËJ�D�

PN � ... � P1.
Ì ¤,Í7Í

\ �g�) 
P1 ∼ P2 ∼ ... ∼ PN

�.�D��ÚO�D©D���·D��)���� ��&�D���D����Ø¡¼ �D�� �©D [­W�)�D���øÌ ��Ø��.ÚF���[­�D9������ ��
ª�� Ô·Í��:���7���D�DØ.ÚU���[­WÇ�ÚU��Ë� J�V­V��Ø

PN � P1
�:¥�Ú,���D�

A1, AN

_@�����D JÇ»©D�G�)�D��¼������D���D�ZÄ�����¼��Ê�
A1 < AN

�[ÇZ­W�d­W�) �Ø
U(θ1) = A1

�
U(θN) = AN

�(Ö�ÆD�VÇ»�[­WË� �Ø
αi, i = 1, ..., N

�D��Ì �����)��Ø¡Ø¡�
ª����s�Z�)���VÇ»�[­ZË����¨�D�����g�)�g�)������¼���Í����D���D�ZÄ�����¼��a�d���� &¢O�V�D�D��¼1®

Pi ∼ αiP1 + (1 − αi)PN , i = 1, ..., N.
Ì ¤DÔ·Í

Û �����>�[ËJ�D�
α1 = 1

�
αN = 0

�dÖ������g�)�g�) �Ø
U(θi) = Ai = αiA1 + (1 − αi)AN , i = 1, ..., N.

Ì ¤7K·Í
¥��D¢J­�D���Øu�D���������>�WËJ�D�N�G­V¢��D�����g�)�g�)�����[­GÄ¹§�ÚF��¢�Â� JÄ

U
�DÆG�d­W�d­V���N��©D�D·����D©D�DØÎÌ ¤DÉ·Íg�*üs�[Äs�������

 JÇ»©D�G�)�D���DÌ����[­V�������g�)�g�)���� JÄ
P = (p1, ..., pN ) ∈ P ��¢F­V¢Ê�����D�JÚZ�)����ÇZ­VØ¡���D J�,� PN � P � P1Ì ��Ø��GÚF���[­�D9������ ��1ª�� K·Í��W�G­V¢�ËJ�D��Ø¡¼]Ø¡��D���Ø�ÇZ­W�d­G�D�

α(P)
¢J­V¢`Ì �»�)���VÇ»�[­ZË������D�����g�)�g�)�����JÚ"�~Í

���D���D�WÄ����JÚ5�k JÇ
[0, 1]

�J���[Äu¢F�V�D�D���D·
P ∼ α(P)P1 + (1 − α(P))PN .

Ì ª,Õ·Í
P�Ç¨�)��Ø¡Ø¡¼�ª����Ê©D¼��D��¢J­V�����LËJ�D�

P
′ � P

�D�DÌñ�d­� 
�D�G�)�D¢O���D�DÌ �d­"�:¢O�DÌ �d­
α(P) ≥ α(P′)

��P�Ç
Ì ¤DÔ·Í1 �Ø¡����Ø�Z

P =
N∑

i=1

piPi ∼
N∑

i=1

pi [αiP1 + (1 − αi)PN ] ∼
(

N∑

i=1

piαi

)
P1 +

(
1 −

N∑

i=1

piαi

)
PN .

Ì ª���Í
«1�[­V©D�� �©,­GÄÚÌ ª,Õ·Í1 ÝÌ ª���Í���©D F�) �Ø��[ËJ�D�

α(P) =
N∑

i=1

piαi.

×.­V¢� �Ø �DÆD�[­GÇ»�DØ��
P

′ � P
�D�DÌ �d­¨ Ê�D�G�)�D¢F���D�DÌ �d­"�[¢F�DÌ �d­

N∑

i=1

p′iαi ≤
N∑

i=1

piαi.
Ì ªO�7Í

P�Ç`Ì ¤7K·Í�©D¼��D��¢F­V�����4ËJ�D�
αi = (AN − Ai)/(AN − A1)

�d���»�)���G­V©G�[ÄJÄ����D�Ê©²Ì ªO�7Í��[ÇZ­V¢F�)�7Ë[­V��Ø��
ËJ�D�

P
′ � P

�D�DÌ �d­¨ u�D�W�)�D¢F���D�DÌ �d­"�[¢F�DÌ �d­
N∑

i=1

p′i
AN − Ai

AN − A1

≤
N∑

i=1

pi

AN − Ai

AN − A1

,
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 F�) [�)ËJ�D� ��¢�©D �©,­W�)���J�D���>�
N∑

i=1

p′iAi ≥
N∑

i=1

piAi ⇔
N∑

i=1

p′iU(θi) ≥
N∑

i=1

piU(θi),

 ÚÌ ¤DÉ·ÍÙ�)�D¢F­GÇZ­V�����
Ö����G­W�)�D���9���D¢J­GÇZ­G�D�>�)ËJ�D�

U
�D�����g�)�g�)�������g�) ������D©D�����[¼�Ø �DÆD�[­GÇ»�VØC�s�D�DË����D���D�7� �)�¨�����

�)��D9 J�D�g�)�D���DÌ���­V§s§s ������DÌ��9�������DÆD�[­GÇ»�D©D­V�� JÄ4�(¥�ÚD���D�
U∗
_¨�)�JÚFÌg­GÄ�§�ÚF��¢�Â� JÄ����G�)��Ç»���D���D [�

ÚZ�)�D©G�)���D©D�D�,Ä>�NÛ�­GÄÎÌ ¤DÉ·Íg�)Ö�ÆD�VÇ»�[­ZË� �Ø
A∗

i = U ∗(θi), i = 1, ..., N
 JÇXÌ ¤DÉ·Í1 ÚÌ ¤7K·ÍY �Ø¡����Ø�Z

U∗(θi) = αiU
∗(θi) + (1 − αi)U

∗(θi),

�V�D¢JÚZ�d­
αi =

A∗
N − A∗

i

A∗
N − A∗

1

=
AN − Ai

AN − A1

,

�V­V¢&ËJ�D�

A∗
i = A∗

N − (A∗
N − A∗

1)
AN − Ai

AN − A1

= A∗
N − (A∗

N − A∗
1)AN

AN − A1

+
A∗

N − A∗
1

AN − A1

Ai.

×.­V¢� �Ø �VÆD�[­GÇ»�DØ��
U∗
�)��·����D©D J�D���)�D���uÄ�©G�[Ä����D�ñÄ
���G�)�LD9 J�D�g�)�D��¼�ØÃ­V§s§s �����¼�Ø �������DÆD�[­GÇ»���

©,­V�� ���Øf�V�
U
� �

à {:|:±"]]�:yO�:�:y@ÎA¡�F���¦L¥·ª�«�ªa¯â¶aç/»5¯Y¦Ú­Îº�¤¹´{¦�­�£5°5íø´{®�§ö§~¬w]{½ éÎº�¤¹´{¦�­�£)®
P3 � P2 ∼ P1­*´{®�»"®�¯Ù­�¬w±)¦µ´)¨)®�¨1£)®ýä ê�è�æY±a³)£Ç®�ë�£1¨)¤�¯ ­a®�¨1¨)¦�§Á«�¨1ªa»"®�¨1£1£

α = 1
½

à {:|:±"]]�:yO�:�:y@ÎA¡ R ��¦L¥·ª�«�ªa¯â¶aç/»5¯Y¦Ú­Îº�¤¹´{¦�­�£5°5íø´{®�§ö§~¬w]{½ éÎº�¤¹´{¦�­�£)®
P3 ∼ P2 � P1­*´{®�»"®�¯Ù­�¬w±)¦µ´)¨)®�¨1£)®ýä ê�è�æY±a³)£Ç®�ë�£1¨)¤�¯ ­a®�¨1¨)¦�§Á«�¨1ªa»"®�¨1£1£

α = 0
½

à {:|:±"]]�:yO�:�:y@ÎA¡$Ó���¦L¥·ª�«�ªa¯â¶açA»5¯Y¦|®*¤¹´)£`­eº�¤�´{¦�­�£5°5í�¯Y®*¦µ³{®p§~¬9]{½u�
P1 ∼ P2 ∼ ... ∼ PN

ç
¯Y¦Y®*®eº·¯Y­a®¹³	�së�®�¨1£)®3¤�±a³�ª7­a®�ë�´)£)­a¦�½

à {:|:±"]]�:yO�:�:y@ÎA¡�J���¦L¥·ª�«�ªa¯â¶aç~»5¯Y¦Ç®*¤�´)£ø­¸º�¤¹´{¦�­�£5°5í ¯Y®*¦µ³{®�§~¬[]{½u�Ú¤�±a³�ª7­a®�ë�´)£)­a¦ äx�	ypæLç
¯Y¦âë�´"°Ç±a³{¦L£"«a­a¦µ´)¶·¨)¦���¦�³�ª7¤�±a³{®�ë�®�´{®�¨1£5°

P ∈ P £5§|®*®�¯ §|®*¤�¯Y¦
PN � P � P1

½

ÄönÅÄ �`ru×Ár[�y�öõ
N1©D�g�)��Øf�D���������9©¨�[­V����Ø¡�V�D������ ��¹­V¢J�D �©D���DÌ��9 ��F�) �©D F�[ÚOÚFØÙ­J�(¥�ÚD���D� A �DÆD�VÇ»�[­ZË[­V���9Ø¡���LD����
���D©D����Ì��&�)��·����D©D �·�Ì ����¸¹���� �·)Í��L U���D©D�g�)���� ����� ����D��Ø¡¼ ©&Â��g�)�DØ �D�� ���¼�©,­V���D�ñÄ]§�ÚF��¢�Â� ���·
X : A× Ω 7→ Θ

�[ JÇ»Ø¡���� �Ø¡�D·��V�D���D�� J�D�g�)�D���
ω
���� &¢J­�D��)�DØ §s �¢F�� ����D©,­V�����DØ

a ∈ A Ì �W� �V�
{ω ∈ Ω : X(a, ω) ∈ F} ∈ F � F ∈ FΘ

Í��L�V­G¢ ËJ�D�
���g�) f ��F�) �©D F�[ÚOÚFØ ���� ��JÄF�C����¸¹���� ��
a ∈ A �[­¹�����g�d­��D¢F­GÇZ­W�d­V����©ìÌ �g�[ÚFË[­V·����VØgÍ1���D���D�WÄ��� �  ω ∈ Ω

�J�D������Ç�ÚZ�)�Z�V­G�D�DØ �)��·����D©D JÄ
aÆVÚZ�)���

θ = X(a, ω) ∈ Θ
�)×.­V¢[�)�[­V���� �Ø¡���[�(����¸¹���� ���Ø

a
Ø¡�LD��g���g�[Ú�D9 J�D�Ê���D�JÚF¢J�VÚJ�[­� ���©D���

���D �Â� ��D�����DÌ������D�J�D§s�g�[Ä[�����D���D�ZÄ��� ���Ø �����g�)¼
ω
_¹�)�Z®,�»�)���D���D uÂ�������¼1®ÊÆVÚFØÙ­VÌ��J©G®,�»�[Ä�Û¹ F®�©

���D�J�D§s�g�)�>�d­�����Ç�ÚZ�)�Z�V­W�,�DØ
θ
_��)�Z®,�»�)���D���D�9���D�J�D§s�g�[Ä&©¨Â��g�)�DØ��



� 2&��8&91���u2�4����>�{8|�y�>�)���{6*2�47�g�X�{�{6��>2�4 �WÅ
z { psn&p|l`i�m�nut|%�p~}ut�ñ jei�ruj��qm�rut�ñ l nutkhgl|�
��npm �Î����to×Ár[�y��r��Ùxy�y�{��a
¥�Ú,���D� X _]���D©D�D¢JÚF�����D���D��©D���g®f�� ���¢F�V© Ì ���[Äf�D�����g�)�g�)�������D���,  _]�g�[ÚFË[­V·���¼1® ©D�g�) �Ë� ��)Í��
�[­V����Ø¡�V�D�� �Ø]�����D JÇ»©D�G�)�D��¼�·9�� ���¢

X ∈ X ��§�ÚF��¢�Â� ���·��[­V�������g�)�g�)���� �Ä
F (z) = P{X ≤ z} �ØÙ­G�D��ØÙ­G�D �Ë�����¢[ �Ø �LD9 F�d­V�� ���Ø

µX = EX
�:©�¢F­ZË������D©D��Ø¡����¼£���G�)��Ç»���D���D ]�� ���¢F­�ÆVÚZ�)��Ø

 ������G�)�VÇ»�D©,­G�D�
u(X)

_ �����g�)�����@Ç»�[­WË����� ��@����¢F�V�D�D���D· §�ÚF��¢�Â� �  ���G�)�gÇ»���D���D 
U
�[­Ú���D�DØ

�� ���¢F�aZ
u(X) = EU(X).

Ì ª,¤·Í
P����g�)�g�[Ú,��Ø½��©VÄJÇ»�Ê§s�D��Ø¡¼k§�ÚF��¢�Â� � 
���G�)��Ç»���V���, 
���V�D���V¸¹���� ���Ø½�����DÆG�d­W�d­G�D�g�[Ä�¢��� ���¢JÚV�
U(�[­WË����� JÄ

X
Ç��)������ÆVÚ»�)��ØU�D�[­V¢J�D�D©,­G�D�>�O¢J­V¢¹�)�Z®,�»�ÇÌ Ë���Ø�ÆD�G�)�V¸¹�a�D�D��Ø
�[ÚFËJ¸¹�LÍ��F­s§�ÚF��¢�Â� >�

���G�)��Ç»���D���D 
U
��Ë� J�G­G�D��©D�VÇ»�[­V���G­a�NÛ¹��·[�Ù�V­V¢ ËJ�D�U ��F�) �©D F�[ÚOÚFØ����d­V�����D·f§�ÚF��¢�Â� ���·f�����

�)��Ç»���D���D 
���D����Ø¡ J�,�SÄ�ØÙ­V¢F�� �Ø¡ JÇ» ����D©D­G�D�uÇ»�[­ZË����� ��
u(·) �[N½ÇZ­V©D ��� �Ø¡�D���D 
�G�u���D�V�D���V¸¹���� JÄ

u(X)
 

µX

ÆVÚZ�)��Øf�[­GÇ��) �Ë[­G�D�9�g�)�g�[Ú5�NÛ¹ ���©,­V�� [­V�J�D¼Ã�V�D���V¸¹���� JÄ� ��F�) �©D F�[ÚOÚFØÙ­¨¢u�� ���¢JÚ{Z

• ����·J�D�[­W�)�D���D���V�D���V¸¹���� ��aZ u(X) = µX , X ∈ X �

• ��¢F�)�D�����D���D�9¢&�� ���¢JÚ{Z u(X) ≥ µX , X ∈ X �

• �������� JÄJ�D ����� ���¢F­"Z u(X) ≤ µX , X ∈ X �
IYÚZ�)��Ø �DÆD�VÇ»�[­ZË[­G�D�Ê¢F�d­V����¼k§�ÚF��¢�Â� �·@���G�)��Ç»���D���D [�4�D�� ���¼�©,­a�NÛ¹ F®@����·J�D�[­W�)�D���D���V�D���V¸¹���
�� ��a�)��¢F�)�D�����D���D�9¢u�� ���¢JÚu &�������� JÄJ�D ����� ���¢F­ UN

� UR

� UA

�[���D�V�D©D���D���D©D���[���>Z

UN = {U : EU(X) = U(EX), X ∈ X},
UR = {U : EU(X) ≥ U(EX), X ∈ X},
UA = {U : EU(X) ≤ U(EX), X ∈ X}.

Á[¡ v1¡ v w&y�I:��|:±J~L�:��yO�
�.­V����Ø¡�V�D�� �ØC���[­ZË[­W�d­¹�) �����·��JÚ5�k§�ÚF��¢�Â� >�k���G�)��Ç»���D���D 

U(z) = az + b
�)Nø���D�DØC�g�[ÚFË[­G�

u(X) = EU(X) = E(aX + b) = aEX + b = U(EX) = U(µ)

©D©D F�[Ú��) �����·����D���, uØÙ­G�D��ØÙ­G�D �Ë��»��¢O�DÌ»���LD9 F�d­V�� JÄ4� m �D���VÇ»�[­ZË[­V������ËJ�D���) �����·��[­GÄu§�ÚF��¢�Â� JÄ
���G�)��Ç»���D���D ]�V�� ���¼�©,­V��������·J�D�[­W�)�D���D�9�V�D���V¸¹���� ��9¢
�� ���¢JÚ
 @�)�7Æ,­GÄ@�) �����·��[­GÄU§�ÚF��¢�Â� JÄ
U
Ä�©G�[Ä����D�ñÄk�g�)��Ø¡���J�D�DØ UN

�
Á[¡ v1¡$� °��>~Lz)�:�:zd�D���U� |:�L�D�A@
¥�Ú,���D���D���������9§�ÚF��¢�Â� JÄ����G�)��Ç»���D���D 

U
©D¼��JÚF¢F�d­"�[�W� �V�[Ú»�)�D©G�)���D©D�D�,Ä[�g�9Ú,�S�)�D©D >�

U(αy + (1 − α)z) ≤ αU(y) + (1 − α)U(z), α ∈ [0, 1],

 [�[ÆD�G�)���s�DÆVÛ¹�>�
U(

n∑

i=1

αizi) ≤
n∑

i=1

αiU(zi), αi ≥ 0,
n∑

i=1

αi = 1.
Ì ªDª�Í



�ZÉ -/. -/.1032�45276*8&9:2�4

×L�DÌñ�d­"�O���G�d­VÌ�­GÄ��[­V�������g�)�g�)���� ��
X
���[Ä������D���D�V�D¼ �) ���¢������,��¼�Øf����Ç»�[­ZË����� JÄ�Ø¡ 

zi

 Ê���D�V���
©D���D���D©VÚ"�NÛ¹ [Ø¡ �©D�����ZÄJ�D���D���WÄ�Ø¡ 

pi

�
i = 1, ..., n

�[���G�[ÚFË[­V��Ø

EU(X) =
∫

U(z) dF (z) =
n∑

i=1

U(zi)pi ≥ U(
n∑

i=1

zipi) = U(EX) = U(µ),
Ì ªOÅ7Í

�W� �V�.©D¼��JÚF¢F�d­GÄ §�ÚF��¢�Â� JÄ]���G�)��Ç»���D���D  �D�� ���¼�©,­V������¢F�)�D�����D���D��¢]�� ���¢JÚD�ÙÖ7�DØ¡���D �ØkÇ��)�����>�
ËJ�D��©D¼�©D�»�C§s�D��Ø.ÚZ�)¼ Ì ªOÅ7Í¹�����[­V©D�g���) �©
���[Ä �����D JÇ»©D�G�)�D���DÌ��>�Y­����u�D�G�)�D¢F���) ���¢������D���DÌ��
�[­V�������g�)�g�)���[ JÄ

X
�

Á[¡ v1¡$¶ w&yO{:|:�>ÀP���:y�|:�L�D�4±
�.­V����Ø¡�V�D�� �Ø��D���������7�g�[ÚFË[­V·¹©D�DÌ��JÚO�D�D·�§�ÚF��¢�Â� � ¹���G�)��Ç»���D���D [�WÚZ�)�D©G�)���D©D�D�,Ä>�NÛ¹��·¹ÚD�g�)�D©D >�

U(
n∑

i=1

αizi) ≥
n∑

i=1

αiU(zi), αi ≥ 0,
n∑

i=1

αi = 1.
Ì ª,É·Í

U)�)�����9­V�[­W�)�DÌ� �Ë����¨���G�[ÚFË[­V��Øf�����[­V©D�������D©D�

EU(X) =
∫

U(z) dF (z) =
n∑

i=1

U(zi)pi ≤ U(
n∑

i=1

zipi) = U(EX) = U(µ),
Ì ªOÍ7Í

�VÇ»�[­WË[­a�NÛ¹������ËJ�D� ©D�DÌ��JÚO�D¼��
§�ÚF��¢�Â� �  ���G�)��Ç»���D���D ½�D�� ���¼�©,­a�N� �������� JÄJ�D ��
�� ���¢J­�Ì��������
���C� �������C�)Íg�ÂN1�������f  �DÆD�[­G�D���D��ÚO�D©D���·D��)���� ��7ZN�������� JÄJ�D ��U�� ���¢J­ �D�� ���¼�©,­V���D�SÄÃ©D�DÌ��JÚO�D�D·§�ÚF��¢�Â� ���·����G�)��Ç»���D���D u�)��§s�D��Ø.ÚZ�) ��JÚD��Ø ��Ì��¨©¨©D F�)���D���D����Ø¡¼��
g1yOz)|:y�\�±�Á[¡ v�n ¤¹´)£Çë�´5°Ç±a³{¦L£"«a­a¦&´)¶·¨)¦���¦�³)£)¤�¥·ª

X
­�¬w±)¦&´)¨5°)®�¯Y¤&°²¨)®¹³�ª7­a®�¨)¤�¯Y­a¦

EU(X) ≤ U(EX), X ∈ X
¯Y¦Yãwº·¨1¥��1£5°

U
°1­*´"°)®�¯Y¤&°¸­a¦���¨1º·¯Y¦L¼"çË¯ ½ ®�½�º·ë�¦�­*´{®�¯Y­a¦µ³"°)®�¯ º�¤�´{¦�­�£	� äu]���æ7½

X ±>\�y�T:±��:�:y Á[¡ v��3¦�¤�¥�¦&´)¶·¥·º�³{®pª�´)¶·¨1¬o®�º·»5ª7¤�¯â¨1£1¥·£Ý³)¬w¨1¥�¦�­Î¤Y³)£)¤�¥·ªL§~£�¨)®ì±a³)£)®�§Â´?��¯
³)£)¤�¥açu¯ ½ ®�½)±a³{®�ë�±)¦L»5£1¯âª���¯�ë�®�¯Y®¹³·§~£1¨1£a³{¦�­�ªa¨1¨1¬w¼ýªa¥·¯â£)­

µX

³)£)¤�¥·º
X
¤
EX = µX

çA­a¤���ë�º
­3ë�ª�´)¶·¨)®�¼�@ ®�§ � º·ë�®p§ù³�ª7¤*¤�§~ªa¯y³)£)­�ªa¯â¶Y¯Y¦µ´)¶·¥�¦|¤�¯y³{¦���¦e­a¦���¨1º·¯â¬o®yãwº·¨1¥��1£1£�±)¦µ´{®�«�¨)¦�¤�¯â£{½
qö®�«k¤�º3>Y®*¤�¯ ­a®�¨1¨)¦���¦�º�>Y®¹³ � ªkë�´"°^¦ � >â¨)¦�¤�¯â£Ç§|¦8�s¨)¦�¤�»5£1¯âªa¯â¶

U
ë�¦�¤�¯âªa¯Y¦L»5¨)¦|��´)ªaë�¥�¦L¼

ãwº·¨1¥��1£)®�¼{½
×.­V¢� �Ø �DÆD�[­GÇ»�DØ��[Ø¡�LD9�����d­G�D�¨�g�)�g�[Ú5�NÛ������D�����g�)�g�)���� ��aZ
  {:|:yD}.y,~LyO�:�Ly
Á[¡ v��yº·¨1¥��1£)®�¼ø±)¦&´{®�«�¨)¦�¤�¯Y£ ¨1ª�«�¬o­�ª7®�¯Y¤&° ë�­�ª*�së�¬ ¨)®�±a³{®¹³)¬o­�¨)¦Çë�£)ãAão®��
³{®�¨	�1£a³)º�®p§~ªL°¸ãwº·¨1¥��1£5°"çË¦ � ´)ªaë�ª��A>âªL°Ý¤*­a¦L¼)¤�¯Y­�ªL§~£

U(0) = 0, U ′(x) > 0, U ′′(x) < 0, x ≥ 0.
Ì ª,Ô·Í

à {:|:±"]]�:yO�:�:y
Á[¡ vZ��¦L¥·ª�«�ªa¯â¶X¯Y®*¦µ³{®�§~ºìå·½ é·½
à {:|:±"]]�:yO�:�:y
Á[¡$����¦L¥·ª�«�ªa¯â¶Xªa¨1ª�´{¦���£1»5¨1º��þ¯Y®*¦p³{®p§~º2;

EU(X) ≤ U(EX), X ∈ X ⇐⇒ U ∈ UR

à {:|:±"]]�:yO�:�:y
Á[¡$¶���¦L¥·ª�«�ªa¯â¶2;
EU(X) = U(EX), X ∈ X ⇐⇒ U ∈ UN



� 2&��8&91���u2�4����>�{8|�y�>�)���{6*2�47�g�X�{�{6��>2�4 �WÍ

��n�� �stÊ}���N�ru�{��Ãor[�y��torsÃoÞÚx�È��Ár[�y��r���r[vyxy�öõ����öõ xy���{��È
Á[¡$�[¡ v ¾&yO�:±
|:�L�D�4±
¥�Ú,���D�

X
_f�����D JÇ»©D�G�)�D��¼�· �� ���¢[�

w
_f�[­ZË[­W�)�D��¼�· ¢J­V�� J�G­W�Ã ��F�) �©D F�[ÚOÚFØÙ­J�NÖ�Ë���©D F�)���>�

w + X
�G­V¢"D���Ä�©G�[Ä����D�ñÄ �� ���¢F�DØ�� Û �����>��ËJ�D� ���S�) 

DX > 0
�Y�D�

EU(X) < U(EX)
 [�

�g�)�g�)�D©,­G�D�g�)�D���>�����[Ä&�����D JÇ»©D�G�)�D���DÌ��
w ≥ 0

 �Ø¡����Ø

EU(w + X) < U(w + EX),
Ì ª7K·Í

�V­V¢&ËJ�D��ÚF�[­V©D������ ��
EU(w + X) = U(w + EX − π)

Ì ÅVÕ·Í
 �Ø¡�����¨�g�) ������D©D���[���D�s����¸¹���� ��

π > 0
�JÇZ­V©D ��ñÄJÛ¹���s�V���� ���¢J­

X
���[­ZË[­W�)�D���DÌ���¢J­G�� J�V­W�d­

w
 

§�ÚF��¢�Â� � ����G�)��Ç»���D���D 
U
�

  {:|:yD}.y,~LyO�:�Ly
Á[¡$�þ¢o®�@Y®�¨1£)®
π = π(X) = πw,U(X)

º*³�ª7­�¨)®�¨1£5°Ýä�å3
�æ3¨1ª�«�¬o­�ª7®�¯Y¤&° =:yO�:z)I
³)£)¤�¥·ª

X
½

Û ©D���D�s©D¼��[­�D����� ������[Ä&Â�����¼½�� ���¢J­� �Ø¡�����9©D F�

π = w + EX − U−1[EU(w + X)],
Ì ÅF��Í

�V�D¢JÚZ�d­"�)��ÚFË����D�DØþÌ ª·K·ÍY�DË���©D F�)�[­���Ì��¨���G�)��D9 J�D�S�)�D���D���D���
¥����g�)���G­V©G�[Ä����
 ��J�D�������ÊÇZ­V©D ��� �Ø¡�D���D��Â�����¼ �� ���¢J­��V��§s�V��ØÙ¼£§�ÚF��¢�Â� �  ���G�)��Ç»���D���D 4�

N1©D�g�)��ØC���[­ZË[­W�d­�¢O�G�) �Ë������D©D�������D�����D�JÄJ�D ����������� JÄJ�D JÄ��� ���¢F­J�

Á[¡$�[¡$� w&yO{:|:�>ÀP���:y�|:�L�D�4±
  {:|:yD}.y,~LyO�:�Ly
Á[¡$¶��3®�±a³)£5°1¯â£)®�§ ³)£)¤�¥·ªkä ë�´"°k«�ªaë�ªa¨1¨1¦L¼�¤�¯y³{¦���¦â­a¦���¨1º·¯Y¦L¼�ãwº·¨1¥��1£1£k±)¦��
´{®�«�¨)¦�¤�¯â£

U
æY¨1ª�«�¬o­�ª7®�¯Y¤&°Ç¦L¯â¨)¦�@Y®�¨1£)®

a(z) = −U ′′(z)/U ′(z).

P��J�D��������Ú"�NÛ�­GÄ��[­V����©VÄJÇ»���D�� ���¼�©,­V���D�ñÄ��D���D����Ø¡�D·9¥��[­G�V�G­ � Í�� �,�L­V����Ø¡�V�D�� �Ø��)©D��§�ÚF��¢�Â� � 
���G�)��Ç»���D���D 

U1, U2
 ��DÆD�VÇ»�[­ZË� �Ø

a1, a2
���D�V�D©D���D���,©VÚ5�NÛ� ��Ê©D�g�) �Ë� ���¼£�������� JÄJ�D JÄ �� ���¢F­"�

π1, π2
_9Â�����¼Ã�� ���¢F­J�

Á[¡$�[¡$¶ gYyOz)|:y�\�±ÝG&|:±����O±
g1yOz)|:y�\�±�Á[¡$���â´"°Xë�­�º�íý±a³{¦L£"«a­a¦&´)¶·¨1¬�íXãwº·¨1¥��1£1¼ý±)¦µ´{®�«�¨)¦�¤�¯â£

U1, U2
¤�´{®�ë�º��A>â£)®Âº·¯Y­a®¹³?�

�së�®�¨1£5°:��¥�­�£)­�ª�´{®�¨1¯â¨1¬�;
ª�æ

a1(z) > a2(z), z ≥ 0 S� æ
π1(X) > π2(X), ∀X S­�æ:KÊº�>Y®*¤�¯Y­�º�®�¯ ãwº·¨1¥��1£5°

T
¯âªa¥·ªL°"ço»5¯Y¦

T ′(z) > 0, T ′′(z) < 0, z ≥ 0
£

U1(z) = T (U2(z)), z ≥ 0.
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� z)�4±JÒO±���y,~L�d�D��³)z �����D©D�g�)��Øf���¨� ®,��Ø¡��­·Í ⇔ ©�Í��[Æ�Í ⇔ ©�Í����g�)�g�[ÚDÄ& JÇ��)��D����� >� © � É*� �
�D�[­·Í ⇒ ©�Íg�)P�Ø¡����Ø

a1(z) > a2(z), z ≥ 0
�)U4­W�d­W�) �Øf§�ÚF��¢�Â� >�

T
©D¼��[­�D����� ���Ø

T (v) = U1(U
−1
2 (v))

Ì ÅD�7Í
 ����D¢F­�D���Ø��OËJ�D�¹�D�[­s�DÆG�d­W�d­V�����D����ÆVÚD��Ø¡¼�Ø¡ Ê��©D�D·����D©,­VØ¡ 4�J¥��»�)���V­V���V©D¢F�D·

v = U2(z)
�)��Ì�¢F�

�����D©D���OÄ����D�ñÄ[�OËJ�D�
U1(z) = T (U2(z))

�D���7���D�DØ.Ú��D���V­V���D�ñÄ9�����D©D���� J�D��©D�DÌ��JÚO�D�D���,�
T
�,¥����Z�)���

�d­V��Ø �����D©D����¢JÚ9���,Ä�Ø¡¼�Ø ©D¼�Ë� ��g�)���� ���Ø �����D JÇ»©D�»�)��¼1®Ê ��D�����g�)�g�)���� ���Ø  F®9Ç»�[­V¢F­J�"P�Ø¡����Ø�Z

T ′(v) = U ′
1(U

−1
2 (v))(U−1

2 )′(v) =
U ′

1(U
−1
2 (v))

U ′
2(U

−1
2 (v))

> 0

 

T ′′(v) =
U ′

2

(
U−1

2 (v)
)
U ′′

1

(
U−1

2 (v)
) (

U−1
2 (v)

)′ − U ′
1

(
U−1

2 (v)
)
U ′′

2

(
U−1

2 (v)
) (

U−1
2 (v)

)′

(
U ′

2

(
U−1

2 (v)
))2

=





U ′
2

(
U−1

2 (v)
)
U ′′

1

(
U−1

2 (v)
)

U ′
2

(
U−1

2 (v)
) −

U ′
1

(
U−1

2 (v)
)
U ′′

2

(
U−1

2 (v)
)

U ′
2

(
U−1

2 (v)
)



 /

{(
U ′

2

(
U−1

2 (v)
))2

}

=
U ′

1(z)

(U ′
2(z))2

{
U ′′

1 (z)

U ′
1(z)

− U ′′
2 (z)

U ′
2(z)

}
=

U ′
1(z)

(U ′
2(z))2 {a2(z) − a1(z)} ,

ËJ�D�9���D���DÌ��9Ø¡�����V¸¹��Õ����¨�����g�)���G�)�LD����� >���
�F�Y©�Í ⇒ ­·Íg�1¥�Ú,���D�

U1 = T (U2)
 

T ′ > 0, T ′′ < 0
��Ö7�D�*���d­

U ′
1 = T ′U ′

2

 
U ′′

1 =
T ′U ′′

2 + T ′′(U ′
2)

2 �����7���D�DØ.Ú

a1 = −U ′′
1

U ′
1

= −T ′U ′′
2 + T ′′(U ′′

2 )2

T ′U ′
2

= a2 −
T ′′

T ′
U ′

2,
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a1 > a2
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U1 = T (U2)
 

T ′ > 0, T ′′ < 0
�[¥��D��¢F�G�)�D¢JÚ

πi = w + EX − U−1
i (EUi(w + X)), i = 1, 2,

 �Ø¡����Ø�Z
π1 − π2 = U−1

2 (EU2(w + X)) − U−1
1 (EU1(w + X)) = U−1

2 (EY ) − U−1
1 (ET (Y )),

Ìñ�)�
Y = U2(w +X)

�O¥��������[­V©D�������D©VÚ������������[­� �Ø¡����Ø
ET (Y ) < T (EY )

�F­��V­G¢�¢F­V¢9§�ÚF��¢5�
Â� JÄ

U−1
1

Ä�©G�[Ä����D�ñÄ&©D�VÇ»�[­V���G­a�NÛ¹��·[�)�D�¨ 
U−1

1 (ET (Y )) < U−1
1 (T (EY ))

�[×.­V¢� �Ø �DÆD�[­GÇ»�DØ��
π1 − π2 > U−1

2 (EY ) − U−1
1 (T (EY )) = U−1

2 (EY ) − U−1
1 (U1(U

−1
2 (EY ))) = 0,
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T
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π1 > π2
���G�[ÚFË� �Ø½��ÚFË����D�DØ

U2 =
T−1(U1)

�
U−1

2 = U−1
1 (T )

Z
U−1

2 (EY ) > U−1
1 (ET (Y ))

�[�V�D¢JÚZ�d­
U−1

1 (T (EY )) > U−1
1 (ET (Y )) [�G�g�)�g�)�D©,­G�D�g�)�D���>�V©D©D F�[ÚsØ¡�D���V�D�D�����D���D 

U−1
1

�
T (EY ) > ET (Y )
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Y
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�.­V����Ø¡�V�D�� �Ø �����D���D��·J¸¹Ú5� Ø¡�»�)�g�)�U�����DÂ������»­
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©@�D����Ø¡ ��[­W®f�g�)�g�[Ú5�NÛ¹�»·C �Ì���¼ Ì � ¤*���
Ìñ�>�	¢r£¥¤|Í�Z)©9 �Ì�����ÚFË[­V���D©VÚ5�N���)©,­� �Ì����D¢J­"�)©9¢F­�D��)�D·&�[­V�J�D � �������©D¼�·� �Ì����D¢�©D¼� �Ì���¼�©,­V���
�g�) ��� �ÂJÚ&��©D�����ZÄJ�D���D���D�7�

p ∈ (0, 1)
 &�����D �Ì���¼�©,­V�����g�) ��� �ÂJÚ&��©D�����WÄJ�D���D���D�7�

q = 1 − p
�

«YÚFØ¡ØÙ­V����¼�·]�[­ZË[­W�)�D��¼�·�¢F­V�� J�G­W� �DÆD�D F®
 �Ì����D¢O�D©��[­G©D���
a
�>�[­ZË[­W�)�D��¼�·�¢F­V�� J�G­W� ������©D���

Ì��U �Ì����D¢J­
�[­V©D���
z
�¡Ç��)�����

a, z
��Â��g�)¼���Ë� ��g�d­"�

0 ≤ z ≤ a
�Ù×.­V¢� �Ø �DÆD�[­WÇ»�DØ��Ù�����DÂ������

�D�� ���¼�©,­V���D�SÄ&ÚF�[­V©D������ ���Ø
X(t) = z +

t∑

i=1

Zi,
Ì ÅV¤·Í

Ìñ�)�
Z1, Z2, ...

���D�g�)�g�)�D©,­G�D�g�)�D���D���D������ÇZ­V©D ��� �Ø¡¼1®��Z�) ��[­V¢O�D©D�N�[­V�������g�)�g�)������¼�®��g�[ÚFË[­V·���¼1®
©D�g�) �Ë� ������) ���¢������D��¼�ØC�[­V�������g�)�g�)���� [��Ø��

Z1 =
{

1,
�s©D�����ZÄ��D���V���D�7�

p
�

−1,
�s©D�����ZÄJ�D���D���D�7�

q = 1 − p
� Ì ÅGª·Í

P�Ì��[­9ÇZ­V¢F­V��Ë� �©,­V���D�SÄ[�4¢O�DÌñ�d­��DÆV�JÚZ�[Ä����D�ñÄ
¢F­V�� J�G­W�U�»�)���DÌ��Ê JÇ� �Ì����D¢O�D©¸Ì ¢J­V�� J�G­W�U������©D�DÌ��
 �Ì����D¢J­7���G­V���D©D J�D�ñÄ��[­V©D��¼�Ø�ÕN F�) 

a
Í��GËJ�D�7�D�[­V¢J�VÚD���,�ñÄ[�D¢F­V¢¹�[­GÇ»�D������ ������D�V�D©D���D���D©VÚ"�NÛ¹�»Ì��

 �Ì����D¢J­J� Û �����>�WËJ�D������ 
p < 1/2

 �Ì��[­N����©D¼�Ì��Z�)�[­����[Ä�������©D�DÌ��7 �Ì����D¢F­7©D©D F�[Ú
EZ1 < 0

�W���� 
p > 1/2

_Ê©D¼�Ì��»�)�[­�Ì
EZ1 > 0

Í��d­¨���� 
p = 1/2

Ä�©G�[Ä����D�SÄ�����·J�D�[­W�)�D���D·[�wû������[­V©D�g���) �©D�D·Aû�Z
EZ1 = 0

�:Ö�ÆD�VÇ»�[­ZË� �Ø
tz
�NØÙ�VØÙ���J���[­GÇ»�D������ JÄ
������©D�DÌ��� �Ì����D¢F­"Z

tz = min{t : X(t) = 0}Ì �������DÆD���D©D�����[­GÄ
�g�[ÚFË[­V·��[­GÄ
©D�S�) �Ë� ��[­·Í��
qz

©D�����ZÄJ�D���D���D�&�[­GÇ»�D������ JÄ�������©D�DÌ��u �Ì����D¢J­����� 
�[­WË[­W�)�D���DØ½¢F­V�� J�G­W�)�

z
Z
qz = P{tz < ∞} �:Ö7�DØ¡���D �Ø��LËJ�D��©D©D F�[Ú@ JÇ»©D�����D���D·��� �Ø¡Ø¡���D�� �  �Ì���¼ ©D�����ZÄJ�D���D���D�C�[­GÇ»�D������ JÄ

q̃z

©V�D�D���DÌ��f �Ì����D¢F­ ���� ½�[­ZË[­W�)�D���DØ ¢F­V�� J�V­W�)�
������©D�DÌ��>�
�[­V©D���DØ

z
��Ø¡�LD�����ÆD¼��D�¨©D¼�Ë� ��g�)���[­�§s�D��ØÙ­W�)�D���D·ÊÇZ­VØ¡�����D·

a
�[­

z − a
 u�����������V­V���D©D¢O�D·

p 
q
©¨©D¼��[­�D����� � Ê���[Ä

qz

�
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\ �g�)  �[­WË[­W�)�D��¼�·C¢J­V�� J�G­W� ������©D�DÌ��] �Ì����D¢F­U�[­V©D��� Õ
 F�) 

a
�Ù�D�] �Ì��[­����������D©D�»�) J�D�SÄ  

���D�V�D©D���D���,©VÚ5�NÛ� ���Ç»�[­ZË����� JÄ�©D�����ZÄJ�D���D���D��·��[­GÇ»�D������ JÄ&�[­V©D��¼
q0 = 1, qa = 0.

Ì ÅDÅ7Í
\ �g�)  D��

0 < z < a
�1�D� ���D�g�)��������©D�D· �[­V�J�D �  ¢F­V�� J�G­W�Ã������©D�DÌ��  �Ì����D¢J­]���� ��� �ØÙ­V���

Ç»�[­WË����� ��
z + 1

��©D�����WÄJ�D���D���D�7�
p
 F�) �Ç»�[­ZË����� ��

z − 1
��©D�����ZÄJ�D���D���D�7�

q
�>¥��7�g�D�DØ.Ú7�P���

§s�D��Ø.ÚZ�)�s���G�)���D·&©D�����ZÄJ�D���D���D [�
qz = pqz+1 + qqz−1.

Ì ÅVÉ·Í
Ì ÅVÉ·Í������g�)���G­V©G�[Ä���� ���DÆD�D·f�[­GÇ»���D���D���D�&ÚF�[­V©D������ ���©V�D�D���DÌ��U���D�OÄF�)¢F­
�Ê®F­V�[­V¢J�D���� ����, �Ë����
��¢� �ØfÚF�[­V©D������ ���Ø

λ2 − 1

p
λ +

q

p
= 0,

Ì ÅDÍ7Í
¢F�D���� &¢O�V�D�D���DÌ��¨�[­V©D��¼Ü�s 

q/p
�[���D�V�D©D���D���,©V�»�������(Ö�ÆD�VÇ»�[­ZË� �Øf©V�D�D���D·&¢O�D�������

y =
q

p
.

Ì ÅVÔ·Í

¡Ân�¾ §¸Þ¨Ny���)}~r[�y��rÜÃor[x�tAõ�����to�{��r[ÖÙx�ÈOd[twx�r[�y�öõ
\ �g�) 

p 6= 1/2
���D�

y 6= 1
��¢F�D���� &�[­GÇ��) �Ë���¼~�) u�DÆVÛ¹��������¸¹���� ��sÚF�[­V©D������ JÄÎÌ ÅVÉ·Í1 �Ø¡�����9©D F�

qz = C1 + C2y
z.

Ì ÅaK·Í
P������G�)�VÇ�ÚDÄ ¢��[­V��©D¼��ÊÚD�g�)�D©D JÄsÌ ÅDÅ7Í��L�[­W®O�»�) �Ø Ç»�[­ZË����� JÄ ���D���D�ZÄ�����¼1®

C1, C2
  ���D�V�D©D�����

���D©VÚ5�NÛ¹�»��Ë[­V���D���D�s����¸¹���� ��7Z
qz =

yz − ya

1 − ya
, p 6= 1

2
.

Ì ÉDÕ·Í
N1¼�Ë� ��g�) �Ø ©D�����ZÄJ�D���D���D�U�[­GÇ»�D������ JÄ ©V�D�D���DÌ��
 �Ì����D¢F­@ÚF���DØ.Ä��JÚO�D¼�Ø §s�D��ØÙ­W�)�D��¼�Øk���� ����
Ø¡�DØ��)¥����������G­V���D©D¢F­

p
 

q
�GÇ»�[­WË[­V����ÇZ­VØ¡���JÚ

y
�[­

y−1 �J�V­V¢&ËJ�D�

q̃z =
y−(a−z) − y−a

1 − y−a
=

yz − 1

ya − 1
=

1 − yz

1 − ya
.

�����D�JÚZ�)���9ÇZ­VØ¡���D J�D�>�(ËJ�D�
qz + q̃z = 1

�[�G­V¢�ËJ�D�9©¨ �Ì�����ÆD��Ç��VÌ��[­V�� �Ë����� JÄ�©D����Ø¡���� ���©D�������
ÄJ�D���D���D�7� �������D �� ®,�Z�) J�9�[­GÇ»�D������ ����»�)���DÌ��¨ JÇ� �Ì����D¢O�D©��
¥��� 

p = 1/2
 �Ø¡����Ø

y = 1
�P�G­V¢UËJ�D��¢F�D���� @®F­V�[­V¢J�D���� ����, �Ë��»��¢O�DÌ���ÚF�[­V©D������ JÄU©D��Û¹���

���D©D������¼k ����D©D�[­W�d­a�N�W�:NY�D�D���D�s�) �����·���������ÇZ­V©D ��� �Ø¡�D������¸¹���� ��¹ÚF�[­V©D������ JÄ^Ì ÅVÉ·Í� �Ø¡�����Ê©
���D�DØC�g�[ÚFË[­V��©D F�

z
�[�VÆVÛ¹��������¸¹���� ��~�

qz = C1 + C2z
�[Ë[­V���D���D�����g¸¹���� ��|�

qz = 1 − z

a
, p =

1

2
.

Ì ÉJ��Í
BC�D�DØ.ÚeD��1����Ç�Ú»�)�Z�V­G�VÚ�Ø¡�LD9���7���� �·J�D [�D�[­V��¢���¼�©,­GÄ������D�����g�)�g�)�������D���,�s©YÌ ÉDÕ·ÍP���� 

y −→ 1���¨���[­V©D F�[Ú�©��D�� J�G­W�[Ä4�)N1�����WÄJ�D���D���D�9�[­GÇ»�D������ JÄ&©V�D�D���DÌ��¨ �Ì����D¢F­� �Ø¡������©V F�
q̃z = 1 − a − z

a
=

z

a
,

�V­V¢&ËJ�D�¨�����D©,­��s©D�����ZÄ��D���V���D�7� �s�����D �� ®O�»�) J�9�[­GÇ»�D������ ����»�)���DÌ��¨ JÇ� �Ì����D¢O�D©��
ß�ÚF��¢�Â� JÄ

qz

©kÌ ÉDÕ·ÍÙ ÝÌ ÉJ��ÍÙØ¡�D���V�D�D������ÚFÆD¼�©,­V���¨�G�u�7�)��Õ����� Ê JÇ»Ø¡�������� � 
z
�V�¨Õ��)�

a
�

\ �g�) 
p > 1/2

�)�D�
y < 1

�d ^Ì ÉDÕ·Í�Ä�©G�[Ä����D�ñÄ@©D¼��JÚF¢F�)�D·[�(���g�) ìD��
p < 1/2

�)�D�
y > 1

�d ^Ì ÉDÕ·Í
Ä�©G�[Ä����D�SÄ&©D�DÌ��JÚO�D�D·4�
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P�Ç�ÚFË� �Ø ���D©D�g�)���� ��
©D�����WÄJ�D���D�g�D  �[­GÇ»�D������ JÄ½���� 

a → ∞ �1���[Ä½�g�[ÚFË[­GÄ p ≤ 1/2
���� 

�����D JÇ»©D�G�)�D���DØf§s �¢O�� ����D©,­V�����DØ
z
 �Ø¡����Ø

lim
a→∞

qz = 1,

ËJ�D���VÇ»�[­WË[­V����ÆD����������������¢J�, �©D���D���,�Ê �Ì���¼ ��ÆV����¢F�D����Ë�����ÆD�DÌg­G�D¼�Ø �����V�D �©D�� �¢O�DØ ©��g�[ÚFË[­V�
����©D¼�Ì��Z�)���D�g�, ÎÌ

p < 1/2
Í1 F�) &����·J�D�[­W�)�D���D���, ÎÌ

p = 1/2
Í� �Ì���¼��d¥��� 

p > 1/2
���G�[ÚFË[­V��Ø

lim
a→∞

qz = yz = e−αz,

�W� �V�dÇZ­V©D ��� �Ø¡�D���D��©D�����ZÄJ�D���D���D @�[­GÇ»�D������ JÄ��V���[­ZË[­W�)�D���DÌ��9¢F­V�� J�G­W�d­¨Ä�©G�[Ä����D�SÄ���¢O�����D�����5�
Â� [­W�)�D���D·
�����D¢F­GÇZ­G�D�g�)��Ø

α = − ln y = − ln(q/p) > 0
�>Ö7�DØ¡���D �Ø��:ËJ�D�ÊÚ,�g�)�D©D ������G�)�LD9 5�

�D�g�)�D���D���D ��� ���¢O�D©D�D·&�[­W�)Æ,­V©D¢� 
EZ1 > 0

��¢�©D �©,­W�)���J�D���
p > 1/2

�

® ¯ f�peh h1t$°umÂhglut$  dunuj�}umÂh h nutkhgl9p
B7�d­V���� �Ë�����¢� �·&�����DÂ��������� ���¢F­¹ JÇ�ÚFË[­W�)�ñÄu�[­������V�WÄ"D����� � Ê©D����Ì��¨�VÕ�©D��¢J­"�F�[­WË� ��[­GÄ����[­VÆD���
�D¼�©sÚF�F�)ÆD����Ìg­ � ª�� �)M��[­V©D������ ���Ø ���D�DÌ��u�����VÂ������»­Ê�D�� ���¼�©,­V���D�ñÄ��) ��[­VØ¡ �Ë�����¢� �·����D�J�D§s�g�)�
���D�[­W®O�D©D�D·&¢O�DØ¡�[­V�� � [�[Æ,­V��¢F­"�J�)�JÚFÌ� F®&§s ��[­V�����D©D¼1®u�D��Ìg­V�� JÇZ­VÂ� �·[�[Ä�©G�[Ä>�NÛ¹ F®,�SÄ&���������[­V���
�����g�)�g�) J�,�g�[Ä�Ø¡ �§s ��[­V�����D©D¼1®¨���V�D�D¢O�D©�©s�D¢��JÚ�D����� � ¨�� ���¢F�D©,­V�����D·¨�����g�)¼���«1���g�) ��)�JÚFÌ� F®
���� F�)��D����� �·&Ø¡�LD9����ÚF���DØ.Ä��JÚO�D�9�D�� ��»­V�� ���ÚF���D©D�JÄ&©D�»�)¼½©�©D�»�)�Z®J�[­V�� F�) JÛ¹�V�
± npm �Îvyx�r{z|r:}~r[�y��r
�.­V����Ø¡�V�D�� �Ø �D�����g�)�g�)���� ��@�����DÂ������»­]�� ���¢J­��[­U���� �Ø¡�����@�[­VÆD�G�D¼È�g�D�[­W®O�D©D�D· ¢O�DØ¡�[­V�� � 4�
¥�Ú,���D�����D�[­W®,�D©D¼��u������Ø¡ �  ���D���VÚF�[­a�N�
�[­V©D���DØ¡������¼�ØÜ���V�D�D¢O�DØ&²��Ê ��J�D������ �©D���D���,�7�

c̃
�.­

©]�g�[ÚFË[­V·���¼���Ø¡�DØ¡���J�D¼ ©D����Ø¡���� 
0 < T1 < T2 < ...

�[­V���VÚF�[­a�N� ���D�[­W®O�V©D¼������DÆD¼��D JÄ[�
�[­V���D�SÄJÛ¹ ���ÚOÛ¹����Æ¨�g�[ÚFË[­V·����DÌ��9�[­GÇ»Ø¡���[­

Z̃1, Z̃2, ...
�[���D�G�D©D���D���,©D���[�����)×L�DÌ �d­¹�[­GÇ»Ø¡���&¢J­V�� 5�

�V­W�d­�¢O�DØ¡�[­V�� � �©�Ø¡�DØ¡���J�u©D����Ø¡���� 
t
���� @ÚD�g�)�D©D � [�4ËJ�D�u�[­ZË[­W�)�D��¼�·�¢F­V�� J�G­W�øÌ ©ÊØ¡�DØ¡���J�

©D����Ø¡���� 
T0 = 0

Í��[­V©D���
x
�[�D�� ���¼�©,­V���D�SÄ�©D¼��[­�D����� ���Ø

X̃(t) = x + c̃t −
N(t)∑

i=1

Z̃i,
Ì É,�7Í

Ìñ�)�

N(t) = max{k : Tk ≤ t}− Ì ÉD¤·Í
¢F�G�) �Ë������D©D�u���D�[­W®O�D©D¼1®����DÆD¼��D �·[�P�[­V���VÚF�� �©V¸¹ F®
©Ê ��J�D����©,­W�)��©D����Ø¡���� 

[0, t]
�P¥��D��¢O�G�)�D¢JÚ

Ø¡�DØ¡���J�D¼k©D����Ø¡���� 
Ti, i = 1, 2, ...

�g�[ÚFË[­V·���¼~�4�g�[ÚFË[­V·���¼�Ø¡ @�D¢J­GÇ»¼�©,­a�N�D�ñÄ@ ������DØ¡��D¨ÚO�D¢� 
©D����Ø¡���� �Ø¡��D��[ÚÊ���D�g�)�g�)�D©,­G�D�S�)�D��¼�Ø¡ ����D�[­W®O�D©D¼�Ø¡ ����DÆD¼��D JÄ�Ø¡ 

θi = Ti+1 − Ti ≥ 0.
Ì ÉVª�Í

³ ö:áÙágòWêµ´�ì�å�ógßWãZô�òGógå�ßWì�ï�êîòWßWì�àâágãA¶Wì�ágì�ÿZóYï�ì¸·�ßWìYã�¹µ´�ógå�ãWágë�à ô�å�å�êâðGêîßWãZê ï�áñógÿNßGó
¹îæPå�ógê ï�ì�íîì­º*»�¼�½�¾�¿�À2Á
º*Â�Â�º*Ã�ºÅÄ�½�¼8Æ�¼�Â�À�Ç8Èîágì�áÉ¶WòWãWê ï�´�ä ðGêîá1òGó�àîàîï�ì�ágòWêîßr¶Wì�¹Ê·1ê �
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«Ù�[ÚFË[­V·���¼�·Ê�����VÂ�������©D F�d­ýÌ É,�7Í¡�[­GÇ»¼�©D­V���D�SÄ �>~L±[�,�D��T:yF�D�:��\�{:|:z)=:yF�,�Dz)\Ü|:�L�D�4± �F�����
�) u�g�[ÚFË[­V·���¼���©D�g�) �Ë� ���¼

θi, i = 1, 2, ...
Ä�©G�[Ä>�N�D�ñÄu����ÇZ­V©D ��� �Ø¡¼�Ø¡ [�)�»�) ��[­V¢O�D©D���[­V�������g�)���

�)������¼�Ø¡ � & �Ø¡�*�N�9���D¢F­GÇZ­G�D�g�)�D���D���[­V�������g�)�g�)���[ ����s�[­V�[­VØ¡���D���DØ
λ > 0

Z

Fθ(v) = P{θ1 ≤ v} = 1 − exp(−λv), v ≥ 0,
Ì É,Å7Í

�g�[ÚFË[­V·���¼���©D�g�) �Ë� ���¼
Z̃i, i = 1, 2, ...

�G­V¢"D���Ä�©G�[Ä>�N�D�SÄ&����ÇZ­G©D ��� �Ø¡¼�Ø¡ � u�»�) ��[­V¢F�D©D���[­V���
�����g�)�g�)�����[¼�Ø¡ � u �Ø¡�*�N�9§�ÚF��¢�Â� >�k�[­V�������g�)�g�)���� JÄ

F̃
Z̃
(v) = P{Z̃1 ≤ v}, v ≥ 0; F̃ (0) = 0.

Ì ÉDÉ·Í
¥��� Y���D�DØ��,¢F­V¢� JÇ»©D�����D��� � ¤*���D¢O�G�) �Ë������D©D�����D�[­W®O�D©D¼1®����DÆD¼��D �·

N(t)
 �Ø¡���g���[­V�������g�)�g�)���� ��

¥�ÚO­V�����D�[­����[­V�[­VØ¡���D���DØ
λt
Z

P{N(t) = k} = e−λt (λt)k

k!
, k = 0, 1, ...,

Ì É,Í7Í
­��[­V¢O�D�F�)������¼�·��[­GÇ»Ø¡���&���D�[­W®O�D©D¼1®uÚFÆD¼��D¢O�D©

Z̃[0,t] =
N(t)∑

i=1

Z̃i

�[­� ��J�D����©,­W�)��©D����Ø¡���� 
[0, t]

Ä�©G�[Ä����D�SÄ��g�[ÚFË[­V·����D·Ê©D�g�) �Ë� ����D·Ê�N�G­V¢��[­GÇ»¼�©,­V��Ø¡¼�Ø ���D���G­V©��
��¼�ØC�[­G�������g�)�g�)�»�� ���Ø ¥�Ú,­V�����D�[­"�[§�ÚF��¢�Â� JÄ��[­V�������g�)�g�)�»�� JÄ�¢F�V�D�D���DÌ��¨ �Ø¡�����9©D F�

P{Z̃[0,t] ≤ v} =
∞∑

k=0

e−λt (λt)k

k!
F̃ ∗k

Z̃
(v), v ≥ 0,

Ì ÉDÔ·Í
Ìñ�)�

F ∗k �VÇ»�[­WË[­V��� k
_9¢��[­G�D�JÚ5�k��©D���J�D¢JÚu§�ÚF��¢�Â� � &�[­V�������g�)�g�)�»�� JÄ

F
�����DÆD�D·[�J�W� �V�)§�ÚF��¢5�

Â� >�½�[­V�������g�)�g�)���� JÄÊ��ÚFØ¡Ø¡¼
k
����ÇZ­V©D ��� �Ø¡¼1®Ê�»�) ��[­V¢O�D©D���[­V�������g�)�g�)������¼�®��g�[ÚFË[­V·���¼1®�©D���

�) �Ë� ����s§�ÚF��¢�Â� ���·��[­V�������g�)�g�)���� JÄ
F
�

N �D�g®½�g�[ÚFË[­GÄF®:��¢O�DÌ �d­ �����DÆ»®,�Z�) �Ø¡� ���»�)Ë�����¢��JÚO�,� ÇZ­V©D ��� �Ø¡�D���D� Ç»�[­ZË����� JÄ½�����DÂ������»­
X̃(t)

�V� �g�[ÚFË[­V·����DÌ��f­V��Ì�ÚFØ¡���J�V­
ω ∈ Ω

��ÆVÚ»�)��Ø  ������G�)�VÇ»�D©,­G�D� �DÆD�VÇ»�[­ZË����� ��
X̃(ω, t)

��©
Ë[­V���D���D���D u���V�»�)�g�)�D�JÚ5�Ã�D�[­V��¢J�D�D�� >� �����DÂ������»­¹���� �§s �¢F�� ����D©,­V�����DØ

ω
ÆVÚZ�)��Ø]�DÆD�VÇ»�[­WË[­G�D�

X̃ω = {X̃(ω, t), t ≥ 0}. Ì É7K·Í
Bs­V¢�©D F�) �Ø��Z¢F�d­V���� �Ë�����¢� �·������DÂ������Ù�� ���¢F­�©D���G�)���¡�D�����g�)�g�[Ä����D�SÄ�Ç»�[­ZË����� JÄ�Ø¡ �Ë����D¼����g®

�[­V�[­VØ¡���D���D©
(x, c̃, λ, F̃

Z̃
)
�JÚZ�)�D©G�)���D©D�D�,Ä>�NÛ¹ F®&ÚD�g�)�D©D JÄ�Ø

x ≥ 0, c̃ > 0, λ > 0, F̃
Z̃
(0) = 0.

Ì ÍVÕ·Í
¥����D JÇ»©D�G�)�D��¼�·¨¢F�d­V���� �Ë�����¢� [·9�����DÂ������N�� ���¢F­s��§s �¢O�� ����D©,­V����¼�Ø¡ ¨Ç��[­WË����� JÄ�Ø¡ ¨�[­V�[­VØ¡�����
���D©>��Ú»�)�D©G�)���D©D�D�,Ä>�NÛ¹ F®&Ú,�g�)�D©D JÄ�Ø Ì ÍVÕ·Í���ÆVÚ»�)��ØC�DÆD�VÇ»�[­ZË[­G�D�

X̃ = X̃(x, c̃, λ, F̃
Z̃
),

Ì ÍF��Í
­����D©D�D¢JÚF�����D���D�¨©D���g®&¢F�d­V���� �Ë�����¢� F®������DÂ��������D©¨�� ���¢J­����G­V¢� �Ø¡ ��[­V�[­VØ¡���D�[­VØ¡ �_

X̃ = {X̃(x, c̃, λ, F̃
Z̃
) : x ≥ 0, c̃ > 0, λ > 0, F̃

Z̃
(0) = 0}. Ì ÍD�7Í
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± n�� �`ÈOd[twx�r[�y��r�vyx�twó�ru�:�:È
¥��Z���[­GÇ»�D������ ���ØC�����DÂ������»­ìÌ É,�7Í1���D�� �ØÙ­V���D�ñÄu�)�D���D "D����� ��sÚF���D©D�JÄ�Õ5���D�¨�����D�9���DÆD¼��D ��

R̃(x) = R̃(x, λ, c̃, F̃
Z̃
) = {ω ∈ Ω : ∃t ≥ 0, X̃(ω, t) ≤ 0}, Ì ÍV¤·Í

���� k���D�DØ \�z)\�yO�:��z)\£|:±JÒOz)|:yO�:�>À �[­GÇ»¼�©,­V���D�ñÄ��g�[ÚFË[­V·��[­GÄ�©D�g�) �Ë� ��[­

τ̃(x) = τ̃(x, λ, c̃, F̃
Z̃
) = min{t : X̃(t) ≤ 0}. Ì ÍGª�Í

m �V­��g�[ÚFË[­V·��[­GÄ ©D�g�) �Ë� ��[­UÇZ­V©D ��� J� �V�]�[­V�[­VØ¡���D���D©]�����DÂ������»­�Ì É,�7Í�  Ø¡�LD����]�D¢F­GÇZ­G�D�D�ñÄ
�������DÆD���D©D�������D·[�>�����G�)�LD9 J�D�g�)�D���D·�©D�����ZÄJ�D���D���D�7� ���� ��� �ØÙ­GÄ@Ç»�[­ZË����� �� ∞ �(�G­V¢J­GÄ@�� J�VÚO­��Â� JÄ@���D�V�D©D���D���D©VÚ,���u�D�[­V��¢J�D�D�� JÄ[Ø��4¢O�V�D�D��¼��������[­GÇ»�D�OÄ>�N�D�ñÄ@�[­�©D����·@©D����Ø¡�������D·����G�[ÚD�D�� 
[0,∞)

�
Ï¹yO|:zFÀP���:zd�D���)Ða|:±JÒOz)|:yO�:�:À �����VÂ������»­�Ì É,�7Í1�[­GÇ»¼�©,­V���D�ñÄ�©D�g�) �Ë� ��[­

P{τ̃(x) < ∞} = P(R̃(x)),

�W� �V�F©D�����ZÄJ�D���D���D�[­GÄÊØ¡���[­�Ø¡���LD������D©,­s�D�g®¨�D�[­V��¢J�D�D�� �·u�F¢O�V�D�D��¼����[­GÇ��D�OÄ>�N�D�ñÄ9ÇZ­�¢O�D����Ë����D�
©D����Ø.Ä4� m �G­�©D�g�) �Ë� ��[­s�V­V¢"D���Ä�©G�[Ä����D�SÄ[�O�DË���©D F�)���>�F§�ÚF��¢�Â� ���·��[­V�[­VØ¡���D���D©¹�����DÂ������»­"�FËJ�D�
ÆVÚZ�)��Øf���Z�)Ë�����¢� �©,­G�D�9�DÆD�VÇ»�[­ZË����� ���Ø

R̃(x) = R̃(x, λ, c̃, F̃
Z̃
) = P{τ̃(x) < ∞}. Ì ÍDÅ7Í

N ����¢O�V�D�D��¼1®f�g�[ÚFË[­GÄF®fÆD�G�)���ÊÚZ�)�DÆD���D·]®F­V�[­V¢J�D���� ����, �¢O�D· �����VÂ������»­U�� ���¢F­
�D¢F­GÇ»¼�©,­V���D�ñÄ
©D�����WÄJ�D���D���D�9©D¼ D9 �©,­V�� JÄu�����VÂ������»­

S̃(x) = S̃(x, λ, c̃, F̃
Z̃
) = 1 − R̃(s).

Ì ÍVÉ·Í

± n�¾ Ë3ÈoÃw���{�r`ìto�{���þÃor[x�tAõ�����to�{���÷x�ÈOd[twx�r[�y�öõ vyx�twó�ru�:�:ÈÐtw��v�Èwx�È­`ìr[�WÌ
x�toÃ

Ö7�DØ¡���D �Ø£�g�)�g�[Ú5�NÛ¹ �����©D�D·����D©,­
Ø¡�D���V�D�D�����D���D C©D�����ZÄJ�D���D���D  �[­GÇ»�V������ JÄ[�Y¢F­V¢f§�ÚF��¢�Â� � 
�[­V�[­VØ¡���D���D©9�����DÂ������»­J�

• R̃
Ä�©G�[Ä����D�ñÄ&����©D�VÇ»�[­V���V­a�NÛ¹��·�§�ÚF��¢�Â� ���·

x
�

• R̃
Ä�©G�[Ä����D�ñÄ&����©D�VÇ»�[­V���V­a�NÛ¹��·�§�ÚF��¢�Â� ���·

c̃
�

• R̃
Ä�©G�[Ä����D�ñÄ&����ÚFÆD¼�©,­a�NÛ¹��·�§�ÚF��¢�Â� ���·

λ
�

• R̃
Ä�©G�[Ä����D�SÄ¹����©D�VÇ»�[­V���G­a�NÛ¹��·�§�ÚF��¢�Â� ���·

F̃
Z̃

�W���g�) ����D�,ÄF�)�D¢��[­NØ¡���LD������D©D�1§�ÚF��¢�Â� �·
�[­V�������g�)�g�)���[ JÄ&ÇZ­W�d­V�&�V�D���V¸¹���� ���Ø

F1 � F2 ⇐⇒ F1(x) ≤ F2(x) ∀x
�

¥����D©D����¢F­���������Ë� ��g�)������¼�® ��©D�D·����D©������V JÇ»©D�Z�) J�D�ñÄ �JÚO�D��ØÜ���[­V©D������ JÄ]���DÆD¼��D �· �[­GÇ»���
������ JÄÎÌ ÍV¤·ÍY���� ����V�V�D©D���D���,©VÚ5�7Û¹ F®&Ç»�[­ZË����� JÄF®��[­V�[­GØÙ�g�D���D©��
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Í ÎÐÏ num Ï tunujeÒ�psrur`ÓÑ  dunujt}umÂh hanutkhgl9p
NÜ�d­V�����DØ �[­GÇ��)�g�)�u�[­V����ØÙ­G�D�� �©,­V���D�SÄ �����DÂ������Ê�� ���¢J­�©��) ���¢������,���DØÜ©D����Ø¡���� [�.¢F�V�D�D��¼�·
�D¢J­GÇ»¼�©,­V�g�D�SÄ��D�������7��©VÄJÇZ­V����¼�Ø@�Ù¢F�d­V���� �Ë�����¢[ �Ø@�����DÂ��������DØ@�� ���¢F­N���D�����g�)���D©D�DØ@�D�����[­VÂ� � 
­VÌ�����Ì� ����D©,­V�� JÄ4�

ÒÂnpm �Îv�r[x�Èwóy�öõ È­«)x�rW«)�öx�toÃoÈw�y�öõ
�.­V����Ø¡�V�D�� �Ø ¢F�d­V���� �Ë�����¢� �·
�����DÂ��������� ���¢F­ÇÌ É,�7Í��)ÇZ­V§s �¢O�� ��JÚ,��Ø Ë� ��g�)�

δ > 0
 @�[­GÇ»�DÆD�D��Ø

���G�)��D9 J�D�g�)�D�JÚ5�Ü���G�[ÚD�D���
R

+ �[­¨ ��J�D����©,­Z�)¼ ∆i = [(i − 1)δ, iδ)
���) ���¼

δ
�>ü¹­W�)���a�d��Ì��JÚF�5�

�� ��JÚ,��Ø£©D����������Ø¡ [­W�)�D��¼��@���D���VÚF�F�)���[ JÄ  C���D�[­W®O�D©D¼���ÚFÆD¼��D¢� [�������D JÇ»�V¸¹�g�[¸¹ ���©Ú���D F®
 ��J�D����©,­W�d­W® ©D����Ø¡���� 4�¡×L�DÌ �d­��[­GÇ»Ø¡��� ������Ø¡ [­W�)�D��¼1® ���D���VÚF�F�)���� �· ÇZ­&�)�7ÆD�D· ������ ��»�

∆i�[­V©D���[�[�DË���©D F�)���>�
c = c̃δ.
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�.­GÇ»Ø¡���

Zi

�[­V¢F�D�F�)������¼1®����D�[­Z®O�D©D¼1®�ÚFÆD¼��D¢O�D©7�[­� ��J�D����©,­W�)�
∆i

©D¼�Ë� ��g�[Ä����D�SÄ��g�)�g�[Ú5�NÛ� �Ø
�DÆD�[­GÇ»�DØ��5üs�[ÄÊ¢F­�D��)�DÌ��

i
�[­GÇ»Ø¡���

Zi

Ä�©G�[Ä����D�ñÄu�g�[ÚFË[­V·����D·&©D�g�) �Ë� ����D·[�[���� �Ë���Ø ���[Ä
i = 1���Ê�[­V�������g�)�g�)���� ��uÚ�D���©D¼�Ë� ��g�)������© Ì ÉDÔ·Í��:�g�)�g�[Ú,���@�) J¸¹�����»�)���G­V©D J�D��Ç»�[­ZË����� ������) ���¼

 ��J�D����©,­W�d­¨©D����Ø¡���� 
t = δ

Z

FZ(v) = P{Z1 ≤ v} = P{Z̃[0,δ) ≤ v} =
∞∑

k=0

e−λδ (λδ)k

k!
F̃ ∗k

Z̃
(v), v ≥ 0.

Ì ÍVÔ·Í

ü¹­W�)���a�)©D©D F�[Úu���G­VÂ� ��D�[­V�����D���, @���V�D�V¢J­¨���D�[­W®,�D©D¼1®����DÆD¼��D �·� �����ÇZ­V©D ��� �Ø¡�D���D @ ��»�) 5�
�[­V¢F�D©D�D·��[­V�������g�)�g�)�����[�D���D UÚFÆD¼��D¢F�D©�¢F�d­V���� �Ë�����¢O�DÌ��������DÂ������»­&�� ���¢F­ {Z̃k, k = 1, 2, ...}�[­GÇ»Ø¡����¼£ÚFÆD¼��D¢O�D© {Zi, i = 1, 2, ...} �[­� ��J�D����©,­W�d­W® ∆i

�G­V¢"D��9Ä�©G�[Ä>�N�D�ñÄ]����ÇZ­V©D ��� �Ø¡¼g�
Ø¡ ¨�Z�) ��[­V¢O�D©D�s�[­V�������g�)�g�)�����[¼�Ø¡ ��g�[ÚFË[­V·���¼�Ø¡ �©D�g�) �Ë� ��[­GØÙ ¨��§�ÚF��¢�Â� ���·��[­V�������g�)�g�)���� JÄ
Ì ÍVÔ·Íg�
×.­V¢� �Ø
�DÆD�[­GÇ»�DØ��DÇ»�[­WË����� ��N¢F�d­V���� �Ë�����¢F�DÌ��¹�����DÂ������»­��� ���¢J­ýÌ É,�7Í.©�Ø¡�DØ¡���J��©D����Ø¡���� 

nδ���� &Â��g�)¼1®
n
�[­V©D���

X(n) = x + cn −
n∑

i=1

Zi, n = 0, 1, 2, ....
Ì ÍaK·Í

¥����DÂ������ìÌ ÍaK·Í��[­GÇ»¼�©,­V���D�ñÄ ±>WV|:y�WV�:|:z)³)±[�:�:´Y\ {:|:z)=:yF�,�,z)\ |:�L�D�4±  @Ä�©G�[Ä����D�ñÄ
­V�������D¢5�
�� �Ø¡ ��JÚ5�NÛ¹�»·�ØÙ�»�)�g�)�7�Ã���[Äu¢F�d­V���� �Ë�����¢F�DÌ��9�����DÂ������»­¨�� ���¢F­����� 

δ → 0
�

Û �����>��ËJ�D�f�����VÂ������ùÌ ÍaK·Í¨ÇZ­V©D ��� J�f�V� �D���g® �[­V�[­VØ¡���D���D©
(x, c, FZ)

©D¼�Ë� ��g�[Ä���Ø¡¼1®½���
�[­V�[­VØ¡���D�[­VØ  ��ñ®,�»�)���DÌ���¢F�d­V���� �Ë�����¢F�DÌ��������DÂ������»­

(x, c̃, λ, F̃
Z̃
)
 9Ç»�[­ZË����� >�Ã�[­V�[­VØ¡���D�[­�­VÌ��

����Ì� ����D©,­V�� JÄ
δ
����§s�D��Ø.ÚZ�d­VØ Ì ÍDÍ7Í��AÌ ÍVÔ·Íg�	IYÚ»�)��ØC�DÆD�VÇ»�[­ZË[­G�D�

X = X(x, c, FZ)
Ì ÔDÕ·Í

­VÌ�����Ì� ����D©,­V����¼�·������DÂ��������� ���¢F­"�4�D�����g�)�S�[Ä[��ØÙ¼�·
�[­V�[­VØ¡���D�[­VØ¡ 
x, c, FZ

�4­ X _u���D©D�D¢JÚF�5�
���D���D�@©D���g®]­V��Ì���Ì� ����D©,­V����¼1®]�����DÂ��������D©@�� ���¢F­����� �©D����©D�VÇ»Ø¡��D9��¼1®��)�D�JÚD���D �Ø¡¼�®�Ç»�[­WË����
�� JÄF®&�[­V�[­GØÙ�g�D���D©>Z

X = {X(x, c, FZ); x ≥ 0, c > 0, FZ(0) = 0}. Ì ÔJ��Í
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ÒÂn�� �`ÈOd[twx�r[�y��r
Ö�ÆD�VÇ»�[­WË� �Ø

R(x, c, FZ) = R(x) = {ω : ∃n > 0, Xω(n) ≤ 0} Ì Ô,�7Í
���DÆD¼��D ����[­GÇ»�D������ JÄ�­VÌ�����Ì� ����D©,­V�����DÌ��¨�����DÂ������»­"�

τ(x) = τ(x, c, FZ) = min{n : X(n) ≤ 0}− Ì ÔD¤·Í
Ø¡�DØ¡���J�9�[­GÇ»�D������ JÄ& 

R(x) = R(x, c, FZ) = P{τ < ∞}, Ì ÔVª�Í
S(x) = S(x, c, FZ) = P{τ = ∞} = 1 − R(x) − Ì Ô,Å7Í

©D�����WÄJ�D���D���D�u�[­GÇ»�D������ JÄ� @©D¼ D9 �©,­V�� JÄ������DÂ������»­"�4���D�V�D©D���D���,©D���������>�L­V����ØÙ­G�D�� �©,­GÄ��V�D�����
¸¹���� ���©D¢F�)�7Ë����� JÄ����DÆD¼��D �·��[­GÇ»�D������ JÄÎÌ ©D¼ D9 �©,­V�� JÄ)Í����� &�[­GÇ��) �Ë���¼1®�Ç��[­WË����� JÄF®&�[­V�[­��
Ø¡���D���D©&�����DÂ������»­u�� ���¢F­"�P�����D�JÚ»�)�[�uÇZ­V¢F�)�7Ë� J�D�>�>ËJ�D�u©D�����ZÄJ�D���D���D��©D¼ D9 �©D­V�� JÄ@Ä�©G�[Ä����D�ñÄ
����ÚFÆD¼�©,­a�NÛ¹��·�§�ÚF��¢�Â� ���·¹�[­ZË[­W�)�D���DÌ��7¢F­V�� J�G­W�d­

x
�Z ��J�D������ [©D���D���D �������Ø¡ [­W�)�D���DÌ��7���V�D�D¢F­

c
 9§�ÚF��¢�Â� � Ê�[­V�������g�)�g�)���� JÄ�ÚFÆD¼��D¢F�D©

FZ

�F���g�) ��[­�Ø¡����D������D©D�7§�ÚF��¢�Â� �·Ê�[­V�������g�)�g�)���� JÄ
�[­V����Ø¡�V�D�����,�9�����D�����,©D�����[¼�·�Ë[­V���D �Ë���¼�·����D�OÄF�)�D¢

F1 � F2 ⇐⇒ F1(v) ≤ F2(v), v ≥ 0.

ÒÂn�¾ Æ²}raÉN�ÈwÖy��tor�¬Ê}ra&��z|Èw�y��r
l7Ì�����Ì� ����D©,­V����¼�·������DÂ������¨�� ���¢F­uÇZ­VØ¡�����D·
��������Ø¡������¼1®

Yi = c − Zi, i = 1, 2, ...
Ø¡�LD9���

�����g�)���V­V©D J�D�9©¨©D F�)�s�g�[ÚFË[­V·����DÌ��¨ÆG�[Ú�D��d­V�� JÄ � ¤*�

X(n) = x +
n∑

i=1

Yi

Ì ÔDÉ7Í

���J��ÇZ­V©D ��� �Ø¡¼�Ø¡  �»�) ��[­V¢F�D©D�U�[­V�������g�)�g�)������¼�Ø¡ Áûg¸�­VÌg­VØ¡ Aû
Yi, i = 1, 2, ...

��Ö7�D�*�1�d­"�1 ����
���G�)�VÇ�ÚDÄu�D���D����Ø.Úu�4� � � ¢r£�£S���� JÇ � ¤����[©D¼�©D�»�) �Ø
g1yOz)|:y�\�±�Ó[¡ vcÓ~��³{®���£a³{¦�­�ªa¨1¨1¬w¼Ý±a³{¦��)®*¤*¤y³)£)¤�¥·ªÇäÔy�Õ�æY§|¦8�Ü®�¯Ù±a³)£1¨1ªaë�´{®
�sªa¯â¶ì¥ì¦Lë�¨)¦&§~º
£Ý¯Y¦µ´)¶·¥�¦ý¥ì¦Lë�¨)¦&§~ºì£"«X¯y³{®&íÝ¯â£1±)¦�­�­ý«�ª7­�£)¤�£5§|¦�¤�¯Y£Ý¦L¯Ø¤*¦�¦L¯â¨)¦�@Y®�¨1£5°�§|®
�së�º�®���¦ý±1ª��
³�ªL§|®�¯y³�ªL§~£H;
é·½

c = EZ1
;y¦�¤��1£�´7´)£a³)º��A>â£1¼ø¯â£1± S ±a³{¦��)®*¤*¤�¬���¯Y¦���¦²¯â£1±1ª¸¤`­a®¹³{¦�°1¯â¨)¦�¤�¯â¶�� ®�ë�£1¨1£	�1ªë�¦�¤�¯â£?��ª���¯ ´?� � ¦���¦Y¨1ªa±)®¹³{®�ëâ«�ªaë�ªa¨1¨)¦���¦âº*³{¦�­�¨5° S ¯Y¦L»5¨)®*®8;

P{ inf
n∈N

X(n) = −∞} = 1
Ì Ô,Í7Í

£
P{sup

n∈N

X(n) = ∞} = 1.
Ì ÔDÔ·Í

ê5½
c < EZ1

;Ê³�ª�«a¦µ³"°	�A>â£1¼)¤&° ¯â£1± S ë�´"°ø±a³{¦��)®*¤*¤*¦�­^��¯Y¦���¦²¯â£1±1ª¸­�¬w±)¦µ´)¨5°)®�¯Y¤&°þä¹è	ypæ²£ø¤­a®¹³{¦�°1¯â¨)¦�¤�¯â¶��ÁéX¤�º�>Y®*¤�¯Y­�º�®�¯ò¥�¦L¨)®�»5¨1¬w¼k§~ªa¥�¤�£5§~º�§

M(x) = max
n∈N

X(n).
Ì Ô7K·Í
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��½
c > EZ1

;�­�¬��s£)­�ª��A>â£1¼ø¯â£1± S ë�´"° ±a³{¦��)®*¤*¤*¦�­9��¯Y¦���¦Ç¯â£1±1ªÝ­�¬w±)¦µ´)¨5°)®�¯Y¤&°Ðä¹è·è�æÇ£ ¤­a®¹³{¦�°1¯â¨)¦�¤�¯â¶��ÁéX¤�º�>Y®*¤�¯Y­�º�®�¯ò¥�¦L¨)®�»5¨1¬w¼k§~£1¨>£5§~º�§

m(x) = min
n∈N

X(n).
Ì�KDÕ·Í

P�Ç7���� �©D�g�)�������D·��D���D����Ø¡¼ Ä[�����>�FËJ�D�¹�����DÂ�������¼ ������©D�DÌ����D ��[­¹©D©D F�[ÚìÌ Ô,Í7Í¡�[­GÇ»�D�,Ä>�N�D�SÄ
�Ê©D�����ZÄJ�D���D���D�7� �D�.¥��D��¢O�G�)�D¢JÚ
���[Ä]�����DÂ��������D©�©V�D�D���DÌ����D ��[­ Ì Ô,Í7Í��G­V¢"D��� �Ø¡�����
Ø¡�����D�"�
�D�� u�D�LD���Ä�©G�[Ä>�N�D�ñÄ&�[­GÇ»�D�,Ä>�NÛ¹ �Ø¡ ��SÄ��s©D�����ZÄJ�D���D���D�7� �D�"üs�[Äu�����DÂ��������D©¨�D�����D�D��Ì»�¨�D ��[­
©D�����WÄJ�D���D���D�9©D¼ D9 �©,­V�� JÄu�����D�

S(x) = P{m(x) > 0} Ì�KJ��Í
 �Ø¡�LD�����ÆD¼��D�>�D©D�D�DÆVÛ¹��Ì��D©D�D�,Ä[�V���G�)��D9 J�D�g�)�D���D·4��I1�G�)�����D�DÌ��>�D���D��¢O�G�)�D¢JÚ����[Ä������D JÇ»©D�G�)���
��¼1®

x, y ≥ 0
 �Ø¡�����uØ¡�����D�

m(x) = m(y) + (x − y)
�)���[Ä

Gx

_u§�ÚF��¢�Â� � 
�[­V�������g�)�g�)���� JÄ
m(x)

_����G�[ÚFË[­V��Ø
Gx(v) = P{m(x) ≤ v} = P{m(y) − y ≤ v − x} = Gy(v + y − x) → 0

���� 
x → ∞  u§s �¢F�� ����D©,­V����¼1®

v, y
�[���7���D�DØ.Úu�����[­V©D�S���) �©,­

g1yOz)|:y�\�±�Ó[¡$���eº�¤�¯â¶�­�¬w±)¦&´)¨)®�¨1¦
c > EZ1.

Ì�K,�7Í
k1¦���ë�ª

lim
x→∞

S(x) = 1.
Ì�KD¤·Í

X ±>\�y�T:±��:�:y Ó[¡ vÑÖ:¤¹´{¦�­�£)®|äÊÕaê*æ~¦ � ¬w»5¨)¦y¨1ª�«�¬o­�ª7®�¯Y¤&° º�¤¹´{¦�­�£)®p§s±)¦µ´{¦8�s£1¯Y®�´1¶�¨1¦�¤�¯â£|³)£)¤��
¥�¦�­a¦L¼²¨1ªaë � ª7­�¥·£

c − EZ1
½

ÒÂnÅÄ ¦ùx�ÈoÃw��r[�y��røz�}yõ Ãor[xytAõ�����to�{���Ùx�ÈOd[twx�r[�y�öõ
P������G�)�VÇ�ÚDÄ½§s�D��Ø.Ú»�[Ú ���G�)���D· ©D�����WÄJ�D���D���D [�N�����D�JÚZ�)���C©D¼�©D�����D Ã ��J�D��Ì��[­W�)�D���D�UÚF�[­V©D�����
�� ��¹���[Ä�©D�����ZÄJ�D���D���D U©D¼ D9 �©,­V�� JÄ@�����DÂ������»­ÚÌ ÍaK7Í��(¢F­V¢�§�ÚF��¢�Â� � 
�[­WË[­W�)�D���DÌ��Ê¢J­V�� J�G­W�d­J�
U4­V§s �¢F�� ��JÚD��Ø½�[­V�[­VØ¡���D��¼

c, FZ

�4 ��D�����g�)�g�) �Ø½���DÆD¼��D ��ìû�©D¼ D9 �©,­V�� ������� @ÚD�g�)�D©D � [�PËJ�D�
�[­WË[­W�)�D��¼�·&¢F­V�� J�G­W�@�[­V©D���

x
û�Z

S(x) = {ω ∈ Ω : X(n) > 0, n = 0, 1, ...; X(0) = x}, Ì�KVª�Í
­����[Ä� ��J�D����©,­W�d­

I
_u­V�[­W�)�DÌ� �Ë����D�����DÆD¼��D ��`û�©D¼ D9 �©,­V�� ������� &ÚD�g�)�D©D � [�dËJ�D���[­ZË[­W�)�D��¼�·

¢J­V�� J�G­W������ ��[­W���)��D¨­W�� ��J�D����©,­W�[Ú
I
û�Z

S(I) = {ω ∈ Ω : X(n) > 0, n = 0, 1, ...; X(0) ∈ I}. Ì�K,Å7Í
Û �����>�¡ËJ�D� S(x) ⊆ S1 = {Z1 < x + c} ��üs�[Ä �����D JÇ»©D�G�)�D���DÌ��
Â��g�)�DÌ�� m > 0

�[­GÇ»�DÆD�D��Ø
�V�D����Ç»�D¢

[0, x+ c)
�[­

m
�[­V©D��¼1®9Ë[­V���D��·

Ik

���) ���¼
γ = (x+ c)/m

Z
Ik = [(k− 1)γ, kγ), k =

1, ...,m
��×L�DÌ �d­����¨§s�D��Ø.Ú»�)�����G�)���D·&©D�����ZÄJ�D���D���D � �Ø¡����Ø

P{S(x)} =
m∑

k=1

S(x + c − Ik)P{Z1 ∈ Ik} =
m∑

k=1

S(x + c − Ik) (FZ(kγ) − FZ(k − 1)γ)) .
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¥��[­V©,­GÄ]Ë[­V���D�����D�g�)�g�)����Ì��
©D¼��[­�D����� JÄ]�����g�)���V­V©G�[Ä����U���DÆD�D·[�.�DË���©D F�)���>�L ��J�D��Ì��[­W�)�D�JÚ"�
��ÚFØ¡Ø.Ú����[Ä& ��J�D��Ì��[­W�d­

∫ x+c

0
S(x + c − v) dFZ(v),

 &� ®,�»�) J�D�SÄ�¢u����Ø.ÚÊ���� 
m → ∞ �[­��)��©,­WÄ&Ë[­V�g�D�¨����ÇZ­V©D ��� J�9�V� m

 u�[­V©D�[­
S(x)

���G­V¢&ËJ�D�

S(x) =
∫ x+c

0
S(x + c − v) dFZ(v).

Ì�KDÉ·Í
m �D�C ��J�D��Ì��[­W�)�D���D�UÚF�[­V©D������ ��U���VÇ»©D�W�[Ä[�g�C JÇ�ÚFË[­G�D�CØ¡���DÌ� ��U��©D�D·����D©,­f­VÌ�����Ì� ����D©,­V�����DÌ��
�����DÂ������»­¨�� ���¢F­"�)©D¼��[­�D�������¼��s©��D����Ø¡ ��[­W®�©D�����ZÄJ�D���D���D��·�©D¼ D9 �©,­V�� JÄu F�) &�[­GÇ»�D������ JÄ4�
ÒÂn×� ¿�xy�r`ìr[xQØyvyx�to�{��r[Ö�×Ð�yÖ vyx�twó�ru�:��xy���{��È
¥��G�)��D9 �Ø

c = 1
�
p ∈ (0, 1)

 

FZ(v) =





0, v < 0
�

p, 0 ≤ v < 2
�

1, v ≥ 2
�

�����D�JÚZ�)���9ÇZ­VØ¡���D J�D�>�(ËJ�D�9���� ì���D�DØ ­VÌ�����Ì� ����D©,­V����¼�·������DÂ��������� ���¢F­²Ì ÍaK·Í�������©D�[­WÛ�­V���,�ñÄ
©¹�����D���D��·J¸¹ �·u�����DÂ������7�� ���¢J­�Ì ÅV¤·Í��F­sÚF�[­V©D������ ��N���[Ä9©D�����WÄJ�D���D���D Ê©D¼ D9 �©,­V�� JÄ9���� ��DÆD�����
�V­V���9©D F�

S(x) = S(x + 1) + (1 − p)S(x − 1),ËJ�D�9���DÌ �d­V��ÚD���,�ñÄ��ýÌ ÅVÉ·Íg�

Ù " numAÚ�ñ o t|%�rutôdunuj�}umÂh h1jeÒ nutkhgl9p
N£�[­V�[­VÌ��[­V§�­W®fÉ�_FÔ@���G�[ÚFË�����¼ ÚF�[­V©D������ JÄ ���[Ä ©D�����ZÄJ�D���D���D C�[­GÇ»�D������ JÄ4�Y¥����g�)���V­V©G�[Ä����
 ��J�D���������G­V¢"D��¹ �Ø¡�DØ¡���J�u�[­GÇ»�D������ JÄ4�uN �[­V���D�ZÄJÛ¹��Ø½�[­V�[­VÌ��[­V§s�� JÇ�ÚFË� �Ø �����g�)�����¨©D����Ø.Ä
D9 JÇ»�� &�����DÂ��������D©¨�� ���¢J­J�
ÛÂnpm ¿�x�to�{��r[Ö�×Ð�yÖÙvyx�twó�ru�{��xy���{��È
�.­V����Ø¡�V�D�� �ØC�����D���D��·J¸¹ �·������DÂ��������� ���¢F­ìÌ ÅV¤·Í�Z

Xn = z +
n∑

i=1

Zi,
Ì�K,Í7Í

Ìñ�)�
Zi, i = 1, 2, ...

_U����ÇZ­V©D ��� �Ø¡¼��&�Z�) ��[­V¢O�D©D���[­V�������g�)�g�)�����[¼����g�[ÚFË[­V·���¼���©D�g�) �Ë� ���¼~�
���� ��� �ØÙ­a�NÛ¹ ��¹Ç»�[­ZË����� ��Ê����©D�����WÄJ�D���D���D�7�

p
 �Ç»�[­ZË����� ��e�S���¹©D�����ZÄJ�D���D���D�7�

q = 1 − p
�

 &�DÆV�VÇ»�[­WË� �Ø
τz

Ø¡�DØ¡���J�¨�D¢O�D��Ë[­V�� JÄu �Ì���¼©Ì �[­GÇ»�D������ JÄ&�»�)���DÌ��� JÇ� �Ì����D¢O�D©�Í1���� uÚD�g�)�D©D � [�
ËJ�D�9������©D¼�·� �Ì����D¢& �Ø¡�g�@�[­ZË[­W�)�D��¼�·&¢F­V�� J�V­W�

z
�[­�©V�D�D���D·[Z

a − z
Z

τz = min{n ≥ 0 : Xn = 0
 F�) 

Xn = a}. Ì�KDÔ·Í
Bs­V¢CØ¡¼ ���DØ¡�� �Ø��Y�[­UÆD����¢O�D����Ë����DØ£Ì��D�� JÇ»�D�J�D�@©D����Ø¡����  �[­GÇ»�D������ ��@�»�)���DÌ��� JÇ� �Ì����D¢F�D©
�[­V���VÚF�[­V���u��©D�����ZÄJ�D���D���D�7� �7���V­V¢�ËJ�D�

τz

Ä�©G�[Ä����D�ñÄ����VÆD���D©D�������D·@�g�[ÚFË[­V·����D·�©D�g�) �Ë� ����D·4�



�VÔ -/. -/.1032�45276*8&9:2�4

Ö�ÆD�VÇ»�[­WË� �Ø
m(z) = Eτz

���@�����g�)�����@Ç»�[­ZË����� ��a��  ���D���V­V©D �Ø£ÇZ­W�d­ZËJÚC©D¼�Ë� ��g�)���� JÄ����D�D·
©D�g�) �Ë� ���¼��7P�Ç1§s�D��Ø.ÚZ�)¼]���G�)���D·�©D�����ZÄJ�D���D���D ����[Ä¹ØÙ­G�D��ØÙ­G�D �Ë�����¢� J®¹�LD9 F�d­V�� �·������D�JÚZ�)���
���G�[ÚFË� J�D�¨ÚF�[­V©D������ ������[Ä

m(z)
©D F�d­

m(z) = 1 + pm(z + 1) + qm(z − 1)
�[�V�D¢JÚZ�d­

m(z + 1) − 1

p
m(z) +

q

p
m(z − 1) = −1

p
.

Ì�K7K·Í

Ü ­V�[­V¢J�D���� ����, �Ë��»��¢F�V��ÚF�[­V©D������ ��u���[ÄþÌ�K7K·Í¹ �Ø¡�����]¢O�D���� 
λ1 = 1; λ2 = q/p = y

�Y�.­V���
��Ø¡�V�D�� �Ø ���[­ZË[­W�d­9�g�[ÚFË[­V·�����¢��[­G�D��¼1®@¢F�D������·

y 6= 1 (p 6= 1/2)
�d×L�DÌ �d­9Ë[­V���D���D�¹����¸¹���� ��

�����Z�)���D���»�)���DÌ���ÚF�[­V©D������ JÄ Ì�K7K·Í� �Ø¡�����&©D F�
m0(z) = z

p(y−1)

�d�G­V¢@ËJ�D�Ê��Ì��Ê�DÆVÛ¹��������¸¹���� ��
ÇZ­V�� J¸¹���,�ñÄ�©¨§s�D��Ø¡�

m(z) = C1 + C2y
z +

z

p(y − 1)
.

Ìâ�ZÕDÕ·Í
¥����D JÇ»©D�G�)�D��¼��U���D���D�WÄ�����¼��

C1, C2
Ø¡��D9��� �D�����g�)�g�) J�D�  JÇ�¢��[­V��©D¼1® Ú,�g�)�D©D �·

m(0) =
m(a) = 0

�[¢O�V�D�D��¼����d­a�N�

−C2 = C1 =
a

p(1 − y)(1 − ya)
,

�V­V¢&ËJ�D�¨����¸¹���� ���ÚF�[­V©D������ JÄÚÌ�K7K·Í1�����D�

m(z) =
1

p(1 − y)

(
a
1 − yz

1 − ya
− z

)
.

Ìâ�ZÕJ��Í
NÃ�g�[ÚFË[­V��¢��[­G�D��¼1®�¢O�D������·

y = 1 (p = 1/2)
�DÆVÛ¹���¹����¸¹���� ���ÚF�[­V©D������ JÄ Ì�K7K·Í� �Ø¡�����u©D F�

C1 + C2z + m0(z)
�>Ì �)�9Ë[­V���D���D�9����¸¹���� ��

m0(z)
�)��Ì�¢O���[­W®,�»�) J�D�SÄ�©�¢F�d­V�����9¢�©,­W�)�[­G�D �Ë5�

��¼1® §�ÚF��¢�Â� �·  C�[­V©D���
m0(z) = −z2 �Ù�G­V¢ ËJ�D�] ���¢O�DØ¡�D������¸¹���� ��@���D�g�)���D�����g�)�g�)���� JÄ���D���D�WÄ�����¼1®& JÇ�¢��[­V��©D¼1®uÚD�g�)�D©D �·uÇZ­V�� ���¼�©,­V���D�SÄ�©¨§s�D��Ø¡�

m(z) = z(a − z).
Ìâ�ZÕ,�7Í

P��J�D���������[�s�V�DØ¡���D J�D�>�DËJ�D������¸¹���� ��3Ìâ�ZÕ,�7ÍPØ¡��D�����ÆD¼��D�����G�[ÚFË������s�����g�)�g�)�D��¼�Ø
�������g®,�Z�)�DØ
 JÇXÌâ�ZÕJ��Í1�s���DØ¡�VÛ¹�7�Ã�)©VÚF¢��[­G�D���DÌ��¨���� �ØÙ�������� JÄ����[­V©D F�d­Å©��D�� J�G­W�[Ä4�
�L­V����Ø¡�V�D�� �Ø����[­V¢O�D����Â[�1 �Ì��JÚC��ÆD����¢F�D����Ë����]ÆD�DÌg­G�D¼�Ø£�����V�D �©D�� �¢F�DØØÌ

a → ∞ Íg��¥��� 
y < 1

 JÇ�Ìâ�ZÕJ��Í���©D F�)���>�)ËJ�D�¨�����g�)������©D����Ø.ÄkD9 JÇ��� ������DÌ��[­V�� �Ë��������¨ÚF©D�g�) �Ë� �©,­V���D�SÄ4� m �D�V�
��§s§s��¢J�]��©VÄJÇZ­V�f�u�D��Ø��YËJ�D������ 

y < 1
 �Ø¡����Ø

p > 1/2
�Ù  �d­�D��u©U �Ì������&ÆD����¢O�D����Ë����

ÆD�DÌ�­G�D¼�ØC�����V�D �©D�� �¢O�DØ ������©D¼�·� �Ì����V¢��[­GÇ»�D�,Ä����D�ñÄ���©D�����ZÄJ�D���D���D�7�3�dØ¡�����V¸¹��·��7�[�D�9�����D�
�s���G�)�LD9 J�D�g�)�D���D·�©D�����ZÄJ�D���D���D�7�k©D����Ø.Ä`D9 JÇ»�� u�����DÂ������»­¨ÆD����¢O�D����Ë������
¥��� 

y = 1
 JÇÝÌâ�ZÕ,�7Í��V­G¢"D���©D¼��D��¢F­V���

m(z) → ∞ ���� 
a → ∞ �¡Ö7�D�*�1�d­�©V¼��D��¢J­V�����ËJ�D�
®,�V�ZÄC©Ý���D�DØ �g�[ÚFË[­V�^Ì

p = 1/2
Í�������©D¼�·C �Ì����D¢C f�[­GÇ»�D�,Ä����D�ñÄC��©D�����WÄJ�D���D���D�7����©

 �Ì������7ÆD����¢O�D����Ë�����ÆD�DÌg­G�D¼�Ø �����V�D �©D�� �¢O�DØ��J�Z�)�[­V¢O�������g�)������©D����Ø.Ä��LD9 F�d­V�� JÄ9�[­GÇ»�D������ JÄ
ÆD����¢F�D����Ë����¨©D�g�) �¢O���
¥��� 

y > 1
Ì
p < 1/2

Í� JÇkÌâ�ZÕJ��Í��g�)�g�[Ú,�����4ËJ�D�Ê��D¨ F�d­V��Ø¡�D��©D����Ø.Ä��)���[­GÇ»�D������ JÄ@©9 �Ì����
�sÆD����¢O�D����Ë����9ÆD�DÌg­G�D¼�ØC�����V�D �©D�� �¢O�DØC�����D�

m(z) =
z

p(y − 1)
,

 Ê�) �����·����9©D�VÇ»�[­V�g�V­V���9©DØ¡�����D���
z
�
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ÛÂn�� ª�«)x�È�Ã���to×Ð�y�LÝÞ`ìÞÎ×Ð�y�
�.­V����Ø¡�V�D�� �Ø ��Û¹�
�»�)�JÚfÇZ­W�d­WËJÚC�[­]©D¼�Ë� ��g�)���� ��
��D9 F�d­V��ØÙ�V· �����»�)�G�1D9 J�D�g�)�D���D���D ½�������
Â������»­J�:¥�ÚD���D��©Ê�)©VÚ,®�¢O�DØ¡�[­G�V­W®��DÆD J�V­a����¢F�V�& 
Ø¡¼�¸¹�>�P 
��������Ø¡��Û�­a�N�,�SÄU JÇ¨¢O�DØ¡�[­G�D¼ ©
¢F�DØ¡�[­G�VÚ&����ÇZ­V©D ��� �Ø¡�9�)�JÚFÌ¹�V�¨�)�JÚFÌg­�©9���D�V�D©D���D���,©D � @��ØÙ­G�D�� �Â[­VØ¡ @�������g®,�»�)��¼1®@©D�����WÄJ���
���D���D��·

C =

(
0.3 0.7
0.6 0.4

)
, M =

(
0.2 0.8
0.8 0.2

)
,

Ìâ�ZÕD¤·Í
Ìñ�)�3�g�)��Ø¡���J�

cij

ØÙ­G�D�� �Â�¼
C
�����D�Ê©D�����ZÄJ�D���D���D�Ê��������Ø¡��Û¹���� JÄ�¢O�V�G­9 JÇ¹¢O�DØ¡�[­G�D¼

i
©9¢O�DØ��

�[­G�VÚ
j
�
i, j = 1, 2

�)­ �g�)��Ø¡���J�D¼ ØÙ­G�D�� �Â�¼
M
�D�� ���¼�©,­a�N�Ê­V�[­W�)�DÌ� �Ë���¼���©D�����ZÄJ�D���D���D &���[Ä

Ø¡¼�¸¹ 4� \ �g�) ]©�¢F­V¢O�D·5_D�) �ÆD�� JÇ�Ø¡�DØ¡���J�D�D©@©V����Ø¡���� ]¢F�V�� �Ø¡¼�¸¹�@�D¢F­GÇ»¼�©,­a�N�D�ñÄ]©��»�)���D·
¢F�DØ¡�[­G�D�a�O�D�¹¢O�V����ÿ>�g�d­V���¹ØÙ¼1¸¹���[Ö������g�)�g�) J�D�������g�)������©D����Ø.Ä D9 JÇ»�� �Ø¡¼�¸¹ Ê���� ��[­WÇ��) �Ë5�
��¼1®&�[­ZË[­W�)�D��¼1®&�[­V�����G�)�LD����� JÄF®(�
Ö��� J¸¹��Ø
ÇZ­W�d­ZËJÚ�©s©D F�)��ØÙ­V��¢F�D©D��¢O�D·�Â����� ¨��Ë����D¼����DØ.Ä¨���D���D�WÄ��� JÄ�Ø¡ 

E = (i, j); i, j =
1, 2
ZJ¢O�V���[­W®,�»�) J�D�SÄu©¹¢O�DØ¡�[­G�D�

i
��­�Ø¡¼�¸¹�3_¨©¹¢O�DØ¡�[­G�D�

j
�F Ê�DÆD�VÇ»�[­ZË� �Ø

tij
�����g�)�����s©D����Ø.Ä

�D���V­V©V¸¹��·��ñÄ�D9 JÇ»�� �Ø¡¼�¸¹ �©9���D���D�ZÄ��� � 
(i, j)

�(Ö�ÆD�VÇ»�[­ZË� �Ø
En

���D���D�ZÄ��� ��¹Â����� �©9Ø¡�DØ¡���J�
©D����Ø¡���� 

n
�J�D�DÌ �d­"�[�DË���©V F�)���>�

t11 = t22 = 0
��­����[Ä

t12, t21
����§s�D��Ø.Ú»�)�s���G�)���D·u©D�����WÄJ�D�����

���D &ÇZ­V�� J¸¹��ØfÚF�[­V©D������ JÄ

t12 = 1 + t12P{E1 = (1, 2)|E0 = (1, 2)} + t21P{E1 = (2, 1)|E0 = (1, 2)},

t21 = 1 + t12P{E1 = (1, 2)|E0 = (2, 1)} + t21P{E1 = (2, 1)|E0 = (2, 1)}.
N1¼�Ë� ��g�[ÄJÄf�������g®,�»�)��¼��&©D�����WÄJ�D���D���D f�ÊÚFË����D�DØÜÚD�g�)�D©D JÄf����ÇZ­G©D ��� �Ø¡�D���, [�Ù���G�[ÚFË[­V��Ø �� 5�
���D��Ø.ÚuÚF�[­V©D������ �·

0.94t12 − 0.56t21 = 1,

−0.48t12 + 0.92t21 = 1,
¢F�V�D�D�[­GÄu �Ø¡����������¸¹���� ��

t12 = 2.483, t21 = 2.383
�
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GIHKJJÿóühL�ëiMOJKGKMPE ûvû Ìâ�LK7KDÉ7Íkj V&�S�.��V&�mln�T���,�*o �po qA
(�.' j $����T��
×V&�p

�p�
) �V%r�?���
�
�����8

�P�
) ��sI���t!u� o ��X �	Y 0TZ � � ��� 0 � �PÉ�;4� � \ 0�0 ;[Z^]�]��3�`_ � Y 9 Z6a � a6Z ��� Z/0 �cb�� ��� �	d Z ] Z � Y�� � 0 � ��� 0ge ]
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� Í��DwAÿIJ/xIxzy�ë^{LëuÌâ�LKDÉVª�Í}| ����� f �C� �������C����� 0 \ �F~ = � 9(9 � � d ��� 0 \ � X � ��5 � � � RÔV&��V&�����,�c
�RT� � ¶)� �
;6;4�P�W�D�L_)�Z¤DÉJ�


