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Z

P{X = k} = Ck
Npk(1 − p)(N−k), k = 0, 1, ..., N.
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EX = Np; DX = Np(1 − p).
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Fr(v) = P{r1 ≤ v} �
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r1

m = Er1, τ 2 = Dr1
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EX = pmNS̄N , DX = pm2NŜN [1 − p + τ 2/m2].
Ìâ�W�7Í

à {:|:±"]]�:yO�:�:y
�[¡ v�áÂ¬oa®*¤�¯â£kão¦µ³�§~º�´)¬Üä�å�æLç�ä¹è�æLç�ä�éaê*æ/ë�´"°ì±1ª�³�ªL§|®�¯y³{¦��³�ª7¤*¤�§|¦L¯y³{®�¨1¨1¬�í
±)¦µ³)¯Yão®�´{®�¼{½

î ï m�r&pðhgi�n&p�Ñ�jeÒ�psrut�ñ
ÖN�)���D·¨ JÇ��D�����D©D��¼1®�ÇZW�dZË��D���D�� � 9�� ���¢F�Ä�©G�[Ä����D�ñÄ¨�D�����g�)�g�)���� ��NÂ�����¼~�,¢F�V�D�D�JÚ5� �g�)�g�[ÚD���
ÚF�F�dG�D J�,������ u�������g�dZË��s�� ���¢F��V���»�)���DÌ������D�� J�D�g�[Ä&¢9�)�JÚFÌ��DØ.ÚD�1NC���D�[W®,�D©,V�� � &���� ��JÄJ�D�
©D¼��[�D¨G�D�����D�[W®O�D©VÚ5��������Ø¡ >�£©¨�)�G�[ÄF®@�V�Ê���D�[W®O�D©D�D·���ÚFØ¡Ø¡¼òÌ �V�D©D���D���,©D�������D���, )Í

Si

�����
�V�D©D���D���,©VÚ5�NÛ���Ì»���� ���¢FJ�J×.V¢� �Ø��DÆD�[GÇ»�DØ��O���� ��[GÇ»Ø¡������������Ø¡ � 

T
Ì �Z�) ��[V¢O�D©D�DØ
���[Ä�©D���g®

�� ���¢F�D©u���D�J�D§s�g�[Ä)Í�VÆD���G�)�N�D��¼�·U�[GÇ»Ø¡���
������Ø¡ � 
i
_OÌ��Ê�� ���¢JÊ�D¢FGÇ»¼�©,V���D�ñÄU�[V©D��¼�Ø

TSi

�
���ÚFØ¡ØÙV���[GÄ&������Ø¡ JÄ&���D�J�D§s�g�[Ä`_

Q = TNS̄N .
Ìâ�Z¤·Í

¥��D��¼��GV��Ø¡�ñÄ����[ZË[W�d���§s�D��Ø.Ú»�) ����D©,G�D������¢F�V�D�D��¼��7�����D�����,©D������¼��7���� ���Â� ���¼ �D�����g�)���
�)���� JÄ�Â�����¼~�W s�[V����Ø¡�V�D�� �Ø� F®��)��·����D©D ��Y�[����� �Ø¡�����Ù�����D���D��·J¸���Ì��7���D�[W®,�D©D�DÌ��7���D�J�D§s�g�[Ä4�

¾Ânpm ¿�xy�y�yóy�yv�Þôtwvyx�r{z|r:}~r[�y�öõ÷ó�r[��Þ
¶[¡ v1¡ v G&|:�:��=:�:{ø�)y,ÒO|:�L�D�4z)³)±��:�:zd�D���
Nk¢FZË������D©D��������©D�DÌ������� ���Â� ��[����D��¼��GV��Ø¡�ñÄ��[GÇ»�[WË� J�D��Â����JÚ��GV¢[�>ËJ�D�DÆD¼Ü�)��ÄJ�D�g�)�D���D���D�
���D�[W®O�D©D�D·�¢O�DØ¡�[V�� � �ÆD¼1�dÊÆD��Ç»�� ���¢F�D©,V�����D·[�(�D�u�����D�>�PËJ�D�DÆD¼k���DÆD�[V����¼1®@������Ø¡ �·ùÌâ�Z¤·ÍN�
©D�����WÄJ�D���D���D�7� ��®J©,G�VW�)�����[Ä����D¢���¼��D JÄ�©D���g®&���D�[W®,�D©D¼1®&ÚFÆD¼��D¢F�V©����D�J�D§s�g�[Ä4�{N �g�[ÚFË[V�
�����D���D��·J¸���Ì������D�J�D§s�g�[Ä�ØÙV¢O�� �ØÙW�)�D��¼�·
�[GÇ»Ø¡���@ÚFÆD¼��D¢Fu���D�J�D§s�g�[Ä
�[V©D���

N
�4�©D�����WÄJ���

���D���D����Ì������ZÄ�©G�)���� JÄ[Z
pN > 0

�[�GV¢�ËJ�D�¨���[Ä�©D¼����G�)������ JÄ²���D�DÌ����D����ÆD�D©,V�� JÄ������DÆZ®,�»�) �Ø¡�
�DÆD��������Ë� J�D���[V©D�������D©D�

Q = TN = N
�4�V�D¢JÚZ�d

T = 1
�4�Z� �V�:VÆD���G�)�N�D��¼�·
�[GÇ»Ø¡���
������Ø¡ � 

���D©D�[W�dV�������V�D©D���D���,©D�������D���,�7�½������ ���¢JÚV� Û �����>�,ËJ�D�s�GV¢F�D�����D�[W®O�D©,V�� ���Ä�©G�[Ä����D�ñÄ9���D©D���5�
¸¹���������������� �©G�)��¢FG�,�g�)�D��¼�Ø½���[ÄU���D�[W®O�D©,W�D���)��·[�L U��Ì����[V����Ø¡�V�D������ [�¨�) J¸¹��������Ø¡¼��g�dJ�
�����D�JÚZ�)���¹�����D©D���� J�D�>�OËJ�D�s�dV����¼�·9©D¼�©D�»�������[V©D�g���) �©� ����[Ä9ÆD�G�)�����g�)�LD9��¼1®¨���D�J�D§s�g�)��·
�� ���¢F�D©�Ì ��Ø��JÚF���[�D9������ ���¤J����Íg�)Ö7�D�*�1�d¨�g�)�g�[ÚD���Ê©D¼�©D�Z�AZ

ú y,ÒO|:�L�D�4z)³)±��:�:z)y�³)yD}.yO�:�:y��D��|:±J²dz)³)z)WVzÝ�)�>ÒO�:yF�D±
�:yO³)z[Ò�\�z5]]�:z �
 [�[©�Ë[V���D���D���, [�)���D�[W®O�D©DGÄ�������Ø¡ JÄÊ�)�G�1D9�[¹Ú»�)�D©G�)���D©D�D�OÄJ�D�9�����[V©D�������D©VÚ

T < 1
�



É -/. -/.1032�45276*8&9:2�4

¶[¡ v1¡$� G&|:�:��=:�:{ �D{:|:±�³)yD}L~L�L³)zd�D���
¥��D��¼��VV��Ø¡�ñÄU�D���������@�DÆD��������Ë� J�D�^û������[V©D�g���) �©D�D���D�)û������DÂ������Z��������g�dWË� ��� ���¢O�D©>�>�W� �V����¢5�
©D �©,W�)���J�D���D���D� §s ��[V�����D©D¼Y®Ã�DÆZÄJÇZG�D�g�)�D���D© �[V�J�D�������D©���¥��D��¢O�G�)�D¢JÚ �[GÇ»Ø¡��� ���D�[W®,�D©D�D·
������Ø¡ � ÝÌ §s ��[V�����D©D�DÌ��¹�DÆZÄJÇZG�D�g�)�D���D©,����D�[W®,�D©,G�D�g�[Ä{ÍÙ�)���D����Ø¡ ��� ����D©,V�[�[��[GÇ»Ø¡���u�DÆZÄJÇZ��
�D�g�)�D���,©,u���D�[W®,�D©VÛ¹ �¢JÚÌ ©D�VÇ»Ø¡��Û�V��Ø¡�DÌ��&���D�[W®,�D©D�DÌ��uÚFÆD¼��D¢F·Í��g�[ÚFË[V���[�>ÆVÚ»�)��Ø½���D�� �ØÙG�D�
�[V©D�������D©D�����D F®]�DÆZÄJÇZG�D�g�)�D���D©�©������S�)����Ø �������D�J�D§s�g�)�3Z

TN = EX
�>�V�D¢JÚZ�d"�:�¨ÚFË����D�DØ

Ì Å7Í��
T = p

�uBsV¢@Ø¡¼ ÚF©D F�) �Ø �dW�)�������� ��[V����Ø¡�V�D������ � U�����DÂ��������V©&�� ���¢F"�(�VV¢O�D·��[GÇ»Ø¡���
������Ø¡ � �Ä�©G�[Ä����D�SÄ��S�) J¸¹¢F�DØ
ØÙW�)¼�Ø��V���D��¢F�G�)�D¢JÚ¹���� �Ø¡���DÌ��D¢��[G�D���DØ
©D�D�������D JÇ»©D�g�)���� � ��G��
¢F�DÌ��¹���D�[W®O�D©D�DÌ������D�J�D§s�g�[Äu��©D�����WÄJ�D���D���D�7���������D ��ñ®,�»�) J�¨�[GÇ»�D������ ������D�[W®,�D©D�D·u¢O�DØ¡�[��
�� � 4�:U)�)�����9�����D F���)�7���D�� ��JÚ,�»Øø���D�V�X��§s§s��¢J���S�)�g�[Ú5�NÛ� �Ø¡ ����D�DÆD�[�D����� JÄ�Ø¡ 4�{U4W�dW�) �Ø¡�ñÄ
©D�D�����D���DØ�Z�¢FV¢F�D©]ÆVÚZ�)��� �[GÇ»Ø¡��� ���� �ÆV¼1�)  ���D�[W®O�D©VÛ¹ �¢F ���D�g�)�

m
_f¢��[G�D���DÌ�� ©D�D���������

 JÇ»©D�g�)���� JÄ����D�J�D§s�g�[Ä[�>��§s�D��Ø¡ ����D©,V�����DÌ��&���&�����[V©D�g���) �©D�DØ.Ú����� ���Â� ��JÚD�L¥��� �ÆD¼1�)�
j
_OÌ��

���D�J�D§s�g�[Äf�����g�)���GV©G�[Ä��������DÆD�D· �g�[ÚFË[V·��JÚ5� ©D�g�) �Ë� ��JÚ
Z(j) = Q − X(j) �

EZ(j) = 0
 

DZ(j) = σ2 > 0
�)¥��7���D�DØ.ÚÊ ���¢F�VØYWÄ&���� �ÆD¼1�)�¨�����D�

Zm =
m∑

j=1

Z(j),

���� �Ë���Ø
EZm = 0

 ùÌ ©&�g�[ÚFË[V�9����ÇZV©D ��� �Ø¡�D���D ����D�J�D§s�g�)��·)Í
DZm = mσ2 �4�W� �V�>���� �ÆD¼1�)�

m
���D�J�D§s�g�)��· ©U�����g�)����Ø��[V©D�[UÕ"�Ù���U�����D�����g�)�g�)�»�����D���,�]©U���uÇ»�[WË����� � C©D�VÇ»�[V���GV���]�

���D���D�DØ
m
�[©�Ë[V���D���D���D u�)Ø¡��D������)�D���D �Ì��JÚO�,�9��¢O�G�)��ÚFÌ��Z�)���¨ØÙW�)�DÌ���Ç»�[ZË����� JÄ[�)���� �©D�»�[Ä&¢

�[GÇ»�D������ >�k¢O�DØ¡�[V�� � 4�
×.V¢� �Ø��DÆD�[GÇ»�DØ��1������Ø¡ JÄC�)�G�1D9�[UÚZ�)�D©G�)���D©D�D�,ÄJ�D� �����[V©D�������D©VÚ

T > p
�oüs�[Ä ÆD�G�)���

�g�)��D9��¼1®¹���D�J�D§s�g�)��·�Ì ��Ø��GÚF���[�D9������ ���¤J���7Í>©D¼�©D�»��Ç»©VÚFË� J���S�)�g�[Ú5�NÛ� �ØU�DÆD�[GÇ»�DØ�ZG������Ø¡ JÄ
�)�G�1D9�[N������©D�D� ®O�»�) J�D���[GÇ»Ø¡���¹�����g�)����Ì����V�D���D�� J�D�g�d�D���DÌ���ÚFÆD¼��D¢F����D�J�D§s�g�[Ä

E(X/R)
�WÌñ�)�

R =
∑

Si

_9��ÚFØ¡ØÙV���[GÄ&�V�D©D���D���D©D�»�����D���,�9���¨���V�J�D§s�g�)���
¶[¡ v1¡$¶ G&|:�:��=:�:{f}.zd�D�O±���z)T:�:z)WVzU{:z)�:|:´����>À
N �����g�)¼1�[ÚOÛ� F®
�JÚF��¢J�GW®
Ø¡¼ ÚFÆD�g�) F�) ����&©Ê�D�DØ��4ËJ�D�&������©D¼��¹�)©,����� ���Â� ��[u ���Ë� ��g�)���� JÄ
������Ø¡ � ������[VÆD�G�D�D�����D���DÆD��¼~�) u�g�)�g�[Ú,���9 ���¢JG�D���)�JÚFÌ� ������� ���Â� ���¼~�[���� �©D�Z�[ÄJÛ¹ ��s¢ÊÇ»�[WË����
�� JÄ�Ø

T ∈ (p, 1)
Ì ���[Ä������D���D��·J¸¹�»Ì��&���D�J�D§s�g�[Ä)Íg��U)�)�����u�[V����Ø¡�V�D�� �Ø½���� ���Â� ��@�)�D���GG�D�DË5�

���DÌ������D¢���¼��D JÄ[�,��ÚOÛ¹���D���,��¢O�V�D�D���DÌ��sÇZV¢F�)�7Ë[G���D�SÄ9©s�g�)�g�[Ú5�NÛ¹��Ø�ZF���D��¢O�G�)�D¢JÚ��g�) ��� �Ë��JÚ5�
©D�����WÄJ�D���D���D� ���D¢���¼��D JÄ½ÆVÚZ�[ÚOÛ¹ F® ÚFÆD¼��D¢O�D©f���D�J�D§s�g�[Ä

X
������Ø¡ JÄ�Ø¡ 

Q
�DÆD��������Ë� J�D�f���

ÚZ�dV���D�ñÄ[�L���D��¼��GV��Ø¡�ñÄ��DÆD��������Ë� J�D��ÇZW�dG�����D�¨Ç»�[ZË����� ��ý���D�D·�©D�����ZÄJ�D���D���D [Z>ÇZV§s �¢F�� ��JÚD��Ø
Ë� ��g�)�

α ∈ (0, 1)
 &ÆVÚ»�)��ØC�D�����g�)�g�[ÄJ�D�9������Ø¡ >�

T
 JÇsÚF�[V©D������ JÄ

P{X ≤ Q} = α.
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√
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√
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,

Ìâ�WÍ7Í
Ìñ�)�

Φ
_9§�ÚF��¢�Â� JÄ����GV�F�dV�J�D���DÌ��9���D��ØÙW�)�D���DÌ��¨�[V�������g�)�g�)���� JÄ4�

P�Ç²Ìâ�WÅ7Í��9 ������G�)�VÇ»�D©,V�� ���Ø÷Ì Ô·Í��gÌâ�W�7Í��:V�[W�)�DÌ� �Ë��������G�[ÚFË[V��Ø ©D¼��[�D����� JÄ����D�[W®,�D©D�D·
������Ø¡ � u���[Ä&�����D���D�DÌ��

T = p +
ŜN

S̄N

√
p(1 − p)

N
F−1

0 (α) = p

(
1 +

ŜN

S̄N

√
1 − p

pN
F−1

0 (α)

) Ìâ�ZÔ7Í
 &���»W�)�D���DÌ��

T = p +
ŜN

S̄N

√
p(1 − p + τ 2/m2)

N
F−1

0 (α) = p


1 +

ŜN

S̄N

√
1 − p + τ 2/m2

pN
F−1

0 (α)


 Ìâ�LK7Í

���D�J�D§s�g�)��·[�O���D�V�D©D���D���,©D���������"U)�)�����s§�ÚF��¢�Â� JÄ¨�[V�������g�)�g�)���� JÄ
F0
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¢F�)�7Ë� J�D�g�d�D��� �g�)��Ø¡���J�VV����¼1®������g�)���D©>�)����¢O�DØ¡���F�)�D©,V�[����D���� �·���¢� �ØC���D�[W®,�D©VÛ¹ �¢FVØC���D�5�
ØÙG�D �©D��¼�Ø¡ @�)�D¢JÚFØ¡���J�GVØ¡  � ���:���[Ä��[V��Ë����D�D©u���D�[W®,�D©D�D·
������Ø¡ � ����Ê©D����Ø ©D F�dVØ ���D�[W®,���
©,V�� JÄ[�Ù�V�»�) �Ë���¼�Ø£�V�����D�[W®,�D©,V�� JÄ D9 JÇ»�� þÌ ���� �Ë���Ø��uÇZVØ¡�����D·CØ¡���LD9 J�D�g�[Ä

ŜN/S̄N

�[
�����D JÇ»©D�G�)�D���Ê©D¼�ÆD�[V���JÚ5�����D���D�ZÄ����JÚ5� �D���aÍ��{N1�SÄ� JÇ��dVÌgV��ØÙGÄ��dW�)�V¸¹���D���D�� JÄ@��Û¹�3D��)���
��©D�D��Ì��¨���� �Ø¡�������� JÄ�©¨���[V¢J�D �¢O�����D���� �·���¢O�DÌ��9���D�[W®O�D©D�DÌ��¨��¼���¢FJ�
¾Ân�� qsrut[z~��twx�t[z~��to�{����v�twxy��À�r:}yõ
¥����D���D��·J¸¹ [·����D�[W®,�D©D�D·����D�J�D§s�g�)��Ä�©G�[Ä����D�ñÄ�©D���G�)�����Z�)���D���»�)��¼�Ø��Fs©������D���D�DØ] ¨���»W�)���
���DØ �)�D�JÚ,��¢Fa�N�D�ñÄ��[GÇ��) �Ë���¼��9©D�g�) �Ë� ���¼ ���D�[W®O�V©D¼1®U��ÚFØ¡Ø

Si

�PËJ�D������ �©D�»�) J��¢
�����»�)�����
���Z�)���D���D ù���D F®f���D�J�D§s�g�)��·4�ËM�¢FGÇZV���[GÄf�����»�)���D���»�)���D���D��¢F�G�) �Ë������D©D�»�������D�����g�)�g�[Ä����,�ñÄ
¢F�7��§s§s �Â� ����J�D�DØ

nP = ŜN/S̄N .
Ì �VÕ·Í

P�Ç�ÚFË� �ØfÇ��)�����¨��Ì��¨©D�VÇ»Ø¡��D9��¼���Ç»�[ZË����� JÄ4�
G&|:yD}L~Lz5]
yO�:�:y�¶[¡ v��:¨1ªa»"®�¨1£5°â¥�¦���ãAãw£	�1£)®�¨1¯âªy¨)®*¦Lë�¨)¦µ³{¦Lë�¨)¦�¤�¯â£Y±)¦µ³)¯Yão®�´5°kä ê�
�æË´{®�sªa¯
 £1¨1¯Y®¹³{�ª�´{®

[1,
√

N ]
½

� z)�4±JÒO±���y,~L�d�D��³)z �)üs�[Ä�ÚZ�)�DÆD���D©,ÊÆVÚ»�)��Ø½�[V����ØÙG�D�� �©,W�D�&Ç»�[ZË����� JÄ
n2
P

 ����D¢F�D���Ø��(ËJ�D�
�D�� @�)��D�G�&©

[1, N ]
�>�LV����Ø¡�V�D�� �Ø ©V�����DØ¡�DÌ�G�D�g�)�D�JÚ5���) ���¢������D��Ú5� �g�[ÚFË[V·��JÚ5� ©D�g�) �Ë� ��JÚ

ξ
������ ��� �ØÙa�NÛ�Ú5� Ç»�[WË����� JÄ

S1, ..., SN

��©D�����ZÄJ�D���D���ZÄ�Ø¡ 
N−1 ��üs�[Äu�����a�[�DË���©D F�)���>�������[��©D�g���) �©D�

Eξ = S̄N , Eξ2 = Ŝ2
N ,�VV¢&ËJ�D�

Dξ = Ŝ2
N − S̄2

N ≥ 0,
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�V�D¢JÚZ�d
n2
P ≥ 1

�)üs�[Ä@�[W®,��D��)���� JÄ�©D���D®J����·�Ì��[V�� �Â�¼ �) [G�[GÇ»�D�[�Ç»�[ZË����� �·
n2
P

ÇZVØ¡���D �Ø��
ËJ�D��ØÙV¢O�� �Ø¡ JÇZVÂ� JÄ

n2
P

�[������V�D�� �Â[G�,�g�)�D���DØ �D�J�VV�J�D�
R

+ ��¢�©D �©,W�)���J�D�[¹ÇZW�dZË��7�D�J�D �Ø¡ 5�ÇZVÂ� � 
f(S1, ..., SN ) = S2

1 + ... + S2
N −→ max

S1,...,SN

,
Ì �F��Í

S1 + ... + SN = 1,
Ì �D�7Í

S1 ≥ 0, ..., SN ≥ 0,
Ì �V¤·Í

 ¨���V¢J�D���Ø��DËJ�D�s���Â��¢O���D����ØÙW�)�D��¼�Ø¡ ¨�D�DË�¢FVØ¡ ¨Ø¡�DÌ�ÚO��ÆD¼��D�s�D�G�)�D¢O���g�) ��� �Ë���¼��N�D�J�D¼
R

N ��W� �V�d©D��¢J�D�D��¼Ã©D F�d
S = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)

�s�g�) ��� �Â���·��[
i
_O·&���VÇ» �Â� � ÎÌ ���[Ä�¢F�D��)�DÌ����G��

¢F�DÌ���©D��¢J�D�D�["�¡�DË���©D F�)���>�
f(S1, ..., SN ) = 1

Íg��ü���·����D©D J�D���)�D���>�Ù�JÚD���D�U����¸¹���� ��»ØÜÇZW�dZË� 
Ì �F��Í�_ÚÌ �V¤·Í�Ä�©G�[Ä����D�ñÄ@�D�DË�¢J

S(0) �(����¢F�V�D�D��¼���¢O�D�D�D�) ��[G�D¼ S
(0)
j , S

(0)
k

¢O�V�D�D���D·@Ú»�)�D©G�)���D©D���
�OÄ>�N�U�����[V©D�������D©,VØ

0 < S
(0)
j ≤ S

(0)
k < 1

�oN1©D F�[Ú �� �Ø¡Ø¡���D�� � fÇZW�dWË�  Ø¡��D9������Ë� J�GG�D�
j < k

�O×L�DÌ �ds���� ��)�D���GG�D�DË����¹ØÙW�)¼1®
δ
�D�DË�¢F

S(1) = (..., S
(0)
j − δ, ..., S

(0)
k + δ, ...)

Ä�©G�[Ä����D�ñÄ
�)�D�JÚ,���D �Ø¡�D·�©Y���D�D·&ÇZW�dZË��s 

f(S(1)) − f(S(0)) = 2δ(S
(0)
k − S

(0)
j ) + 2δ2 > 0,

ËJ�D�¨�����V�D �©D�D����Ë� J�ý��¢O���D����ØÙW�)�D���D���, 
S(0) �)U(�[ZË����� JÄ�D���¢�©,W�)�[G�V�¢O�7��§s§s �Â� ����J�G¨�����»�>����D���Z�)���D���D &�[��g�) ��� �Ë���¼1®��D�J�GW®&�[G©D��¼~�[�DË���©D F�)���>�

N
��ËJ�D�9 Ê�D����ÆD�D©,W�)�D����� �

à {:|:±"]]�:yO�:�:y
¶[¡ v��3¦L¥·ª�«�ªa¯â¶ùë�´"°þ±a³{¦�¤�¯Y¦���¦^£ ³{®pª�´)¶·¨)¦���¦^±)¦µ³)¯Yão®¹´{®�¼"çý»5¯Y¦Î±a³)£1¨	�1£1±
� ®�«�³)£)¤�¥�¦��ªa¨1¨)¦�¤�¯â£²ë�ª7®�¯÷«�¨1ªa»"®�¨1£)®��)®�¨1¬ø¤�¯y³5ªLí1¦��ªa¨1£5°

T = 1
½

à {:|:±"]]�:yO�:�:y
¶[¡$����³)£5§|®�¨1£>¯Y¶Y±a³)£1¨	�1£1±���¥��£)�ª�´{®�¨1¯â¨)¦�¤�¯â£`¥Y±a³{¦�¤�¯Y¦�§~º £â³{®pª�´)¶·¨)¦&§~º
±)¦µ³)¯Yão®�´"°5§e½��3¦L¥·ª�«�ªa¯â¶açÂ»5¯Y¦k¤�¯y³�ªLí)¦��ªL°^±a³{®�§~£5°^ë�¦&´	�s¨1ª�±a³)®*a¦�¤&í)¦Lë�£1¯â¶X³�ª�«�§|®¹³ ¤¹³{®�ë��
¨1£5íÇ¦L¯â¨)¦�¤�£1¯Y®�´1¶�¨>¬�í�º � ¬w¯â¥�¦� ±)¦µ³)¯Yão®¹´"°{½
à {:|:±"]]�:yO�:�:y
¶[¡$¶��Xªa¯â¶���®*¦�§|®�¯�³1£1»"®*¤�¥·º��s£1¨1¯Y®¹³)±a³{®�¯âª��1£	��ë�¦L¥·ª�«�ªa¯Y®�´)¶�¤�¯Y�ªâ±a³{®�ë�´{¦��
�Ü®�¨1£5° ��½ é·½

! " Ò�mYl�m�rutumÔÒði�m�j�nut$# duj~f�m&%�r&j3hgi�t
Äönpm �����{�
�¡ ���¢������D�¹���D���D�ZÄ��� �� ¨)®*¦L±a³{®�ë�®¹´{®�¨1¨)¦�¤�¯â£ �F�������G�)���D·9 ���§s�D��ØÙVÂ� � 9�V�D���D�� J�D�g�)�D����¢FV¢� F®â_
�) �ÆD�����DÆD¼��D �·&©�ÆVÚ»�[ÚOÛ¹��Ø�� � GÛ¹�7�)�JÚFÌ� F®����[ÄÊØÙG�D��ØÙG�D �Ë�����¢F�DÌ��¨�D�� ��»V�� JÄÊ�����D�����g�)�g�)���5�
���D���D � ������G�)�VÇ�Ú5�N�D�SÄ��g�)�g�[Ú5�NÛ¹ [���)©,������D���DÆ,"Z

• ©D�����ZÄJ�D���D���D���D���D�� ��»V�� ��a�
• ����Ë����D¢� ���Ì �[GÇ»Ø¡¼��D¼��LÍ�Ø¡���LD������D©,J�

NY�D�D���D·������D���DÆ������g�)�[GÇ»�[ZË����U���[Ä��D�� ��»V�� JÄ������D�����g�)�g�)�������D���,��·u�L���� ���ÚOÛ¹ F®]©D¼���¢FGÇ»¼g�
©,V�� JÄ�Øf�[�Ë��g�)�D©D��Ë�����¢� F®ÎÌ ����§s�D��ØÙW�) JÇ»�D©,V����¼1®1Í�ÄJÇ»¼�¢FW®(�
� ¼ ÆVÚ»�)��Ø �[V����ØÙG�D�� �©,G�D�C�D�G�)�D¢O�C������©D¼�·Ã�����D���DÆf [���VV¢� �Ø �DÆD�[GÇ»�DØ����D�����S�)�g�) �Ø

�� ���¢[�d¢FV¢����D���D�ZÄ��� ���'�(*)�+�,�-�.�+�/-�.�+�0$.�(�+213)�(4�(5�(*.�.�+�/-�6"Z(ÆVÚ»�[ÚOÛ¹ ��¹���DÆD¼��D JÄ����g�)�VÇ�Ä������g�>�
��¢JGÇZG�D���D�DË����>�[�Z�)�[V¢O�� JÇ»©D�����D���9 F®&©D�����ZÄJ�D���D���D���D���[V�������g�)�g�)�»�� ��V�
N������D���D��·J¸¹ F®¹�g�[ÚFË[GÄF®�Ø¡���LD������D©D�NÆVÚZ�[ÚOÛ¹ F®����DÆD¼��D �·�¢F�D����Ë����N ��� ���¢������g�)���VV©G�[Ä������

�SÄ�©D�����ZÄJ�D���D���D��¼�Ø@�[V�������g�)�g�)���� [��Ø@�[�¢O�D����Ë����DØ������D���D�[V�����,©D�g�g�)��Ø¡���J�VV����¼1®����DÆD¼��D �·4�
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(Ω,FΩ,P)
_U©D�����ZÄJ�D���D���D���D�&�����D���D�[V�����,©D�>�

(Θ,FΘ)
_U JÇ»Ø¡���� �Ø¡�D�&�����D���D�[V�5�

���D©D�>�4Ì �)� FΩ,FΘ
_

σ
_FW�)Ì���ÆD��¼ ���DÆD¼��D �·��[

Ω, Θ
�(���D�V�D©D���D���,©D���������P�sV���DØ¡�� �Ø��(ËJ�D�Ê�g�[Ú·�

Ë[V·���¼�Øþ�g�)��Ø¡���J�,�DØ
Ξ
�[

(Ω,FΩ,P)
����Ç»�[ZË����� JÄ�ØÙ ]©

(Θ,FΘ)
�[GÇ»¼�©,V���D�SÄ] JÇ»Ø¡���� �Ø¡�D�

Ì �V�D���D�� J�D�g�d�D���9�[V��¼
σ
_FW�)Ì���ÆD� FΩ,FΘ

Í1�V�D�DÆD�[�D����� ��
Ξ : Ω → Θ

�
  {:|:yD}.y,~LyO�:�Ly@ÎA¡ v�D��L�D�4z)\ò¨1ª�«�¬o�ª7®�¯Y¤&°²±a³{¦L£"«aa¦µ´)¶·¨1¬w¼Ç¤¹´)º·»5ªa¼1¨1¬w¼E�&´{®p§|®�¨1¯ ½
G&|:��\�yO| ÎA¡ ÎF�eº�¤�¯â¶

Θ = R G a®�>Y®*¤�¯Ya®�¨1¨1ªL°Ú±a³"°5§~ªL°"ç FΘ = B G σ G ª�´H��® � ³�ª � ¦µ³{®¹´{®**�¤�¥·£5ík§~¨)¦8�Ü®*¤�¯Y ¨1ª
R
ço¯Y¦���ë�ªe³)£)¤�¥�®*¤�¯â¶`¤¹´)º·»5ªa¼1¨1ªL°¸a®¹´)£1»5£1¨1ª·½

G&|:��\�yO| ÎA¡$Á��eº�¤�¯â¶
Θ = R

n G n G §|®¹³)¨)¦�®ì±a³{¦�¤�¯y³�ªa¨)¤�¯Ya¦*ç FΘ = B G σ G ª�´H��® � ³�ªÎ®���¦� ¦µ³{®�´{®*a¤�¥·£5íì§~¨)¦8�Ü®*¤�¯YLçË¯Y¦���ë�ª|³)£)¤�¥`®*¤�¯â¶`¤¹´)º·»5ªa¼1¨1¬w¼Ça®�¥·¯Y¦µ³:½
G&|:��\�yO| ÎA¡�F��eº�¤�¯â¶ X G ±a³{¦L£"«aa¦µ´)¶·¨)¦�®Ç¥�¦L¨)®�»5¨)¦�®k§~¨)¦8�Ü®*¤�¯Ya¦*ç Θ = 2X G ¤*¦�a¦L¥·º·±	�¨)¦�¤�¯â¶ a¤*®&í�®���¦Ç±)¦Lë*§~¨)¦8�Ü®*¤�¯YLç FΘ G ª�´H��® � ³�ª^a¤*®&í ±)¦Lë*§~¨)¦8�Ü®*¤�¯Y Θ

çe¯Y¦���ë�ª
Ξ
®*¤�¯â¶

¤�´)º·»5ªa¼1¨)¦�®e¥�¦L¨)®�»5¨)¦�®3ª � ¤�¯�³�ªa¥·¯â¨)¦�®�§~¨)¦��Ü®*¤�¯Ya¦�½
N1�����ZÄJ�D���D���D���D�������D���D�[V�����,©D�

(Ω,F ,P)
ÆVÚZ�)��Ø@�D�[V¢J�D�D©,G�D�>�V¢JV¢¹�D¢��JÚ�D�a�NÛ�Ú5�C�����g�[Ú7�

� JÇ»Ø¡���� �Ø¡�D�7�����D���D�[V�����,©D�
(Θ,FΘ)

_¹¢JV¢9�����D���D�[V�����D©D�¹����Ç�ÚZ�)�Z�VG�D�D©��>Bs�D��)¼�·¨�g�[ÚFË[V·5�
��¼�·ì�g�)��Ø¡���J�

Ξ
���D���LD��dV���¨�[

(Θ,FΘ)
©D�����ZÄJ�D���D���D���D���[V�������g�)�g�)���� ����������[V©D F�[Ú

P(T ) = P{ω ∈ Ω : Ξ(ω) ∈ T} = P{Ξ−1(T )}, T ∈ FΘ,
Ì �Gª�Í

������©D�[GÛ�GÄ���Ì����D��Ø �»VØ¡¼�Ø ©�©D�����ZÄJ�D���D���D���D�Ê�����D���D�[V���g�,©D�
(Θ,FΘ, P )

�JIYÚ»�)��Ø �DÆV�VÇ»�[��
Ë[G�D� P ���D©D�D¢JÚF�����D���D�9©D���g®u�GV¢� F®&©D�����ZÄJ�D���D���D��¼1®��[V�������g�)�g�)���[ �·��[ (Θ,FΘ)

�
à {:|:±"]]�:yO�:�:y@ÎA¡ v���³)£)a®�ë�£>¯ ®|±a³)£5§|®¹³¸¨)®�»"®�¯â¥�¦���¦Y�¬o¤�¥·ª�«�¬o�ªa¨1£5°{½
à {:|:±"]]�:yO�:�:y@ÎA¡$����³)£)a®�ë�£>¯ ®|ë&³)º3��£)®3±a³)£5§|®¹³)¬Ý³)£)¤�¥�¦�7½
à {:|:±"]]�:yO�:�:y@ÎA¡$¶LKw¦��±1ªaë�ª7®�¯�´)£Y¤*¦�a¦L¥·º·±1¨)¦�¤�¯â¶ ³�ª7¤�±�³{®�ë�®�´{®�¨1£1¼ P ¤Ê§~¨)¦8�Ü®*¤�¯Ya¦�§�a¤*®��
a¦*«�§|¦8�s¨1¬�í¸a®¹³{¦�°1¯â¨)¦�¤�¯â¨1¬�íý³�ª7¤�±a³{®�ë�®¹´{®�¨1£1¼Ç¨1ª

(Θ,FΘ) M
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Äön�� ¿�x�r{z~v�tONy��r[�y�öõ
ÎA¡$�[¡ v   ���:z)?
yO�:�:y�{:|:yD}.{:z)T:��yO�:�>À
  {:|:yD}.y,~LyO�:�Ly@ÎA¡$�LP ¯â¨)¦�@Y®�¨1£)® � ¨1ª�±a³{¦L£"«aa¦µ´)¶·¨)¦�§ §~¨)¦8�Ü®*¤�¯ a®

Y
¨1ª�«�¬o�ª7®�¯Y¤&°Ý¦L¯Q�

¨)¦�@Y®�¨1£)®p§�±a³{®�ë�±)¦L»5¯Y®�¨1£5°"ç ®*¤¹´)£Ç¦L¨)¦
R é�æ ±)¦µ´)¨)¦*çË¯ ½ ®�½ ∀x, y ∈ Y

a®¹³)¨)¦
x � y

£�´)£
y � x SR ê*æ ¯y³�ªa¨"«�£1¯â£)�¨)¦*çw¯ ½ ®�½ x � y, y � z ⇒ x � z
½

G&|:��\�yO| ÎA¡ RUT ª7¤�¯â¨1¬�§ ¤¹´)º·»5ª7®p§�¦L¯â¨)¦�@Y®�¨1£5°â±a³{®�ë�±)¦L»5¯Y®�¨1£5°3°)*´"°)®�¯Y¤&° ¦L¯â¨)¦�@Y®�¨1£)®Ë±)¦��
´)¨)¦���¦Yº·±)¦µ³"°1ë�¦L»"®�¨1£5° ≥ çoº·ë�¦�*´{®�¯Ya¦µ³"°	�A> ®*®/ªa¥�¤�£)¦&§~ªL§V é�æ ∀x, y ∈ Y

a®¹³)¨)¦
x ≥ y

£�´)£
y ≥ x

ä ±)¦&´)¨)¦L¯âª�æ SV ê*æ x ≥ y, y ≥ z ⇒ x ≥ z
ä ¯y³�ªa¨"«�£1¯â£)�¨)¦�¤�¯â¶*æ SV ��æ x ≥ y, y ≥ x ⇒ x = y
ä ªa¨1¯â£)¤�£5§ö§|®�¯y³)£>»5¨)¦�¤�¯â¶*æ7½

N1 F�)���>�GËJ�D�>�V©��V�»�) �Ë� ����V���V�D���V¸¹���� JÄ����D�OÄF�)¢F"�G�V�D���V¸¹���� ��������g�)���DËJ�D���[ JÄ����1�DÆG�dW�d��
�����[©D�D�DÆVÛ¹��Ì��D©D�D�OÄ[�J��©D�D·����D©D�DØfV�J�D ��� �Ø¡Ø¡���,�� �Ë����D���D [�[�W� �V�[ JÇ

x � y
 

y � x
����©D¼��D��¢FV���

�[V©D�������D©D�
x
 

y
�WIYÚ»�)��Ø½©����D�DØ½�g�[ÚFË[V���[GÇ»¼�©,G�D�

x, y
�»�) ��[V¢F�D©D�Ê�����g�)���DËJ�D J�,�g�)�D��¼�Ø¡ 

 F�) k��¢�©D �©,W�)���J�D��¼�Ø¡ � & ������G�)�VÇ»�D©,G�D�����[Ä&�DÆD�VÇ»�[ZË����� JÄk���D�DÌ��¨§�V¢J�V��� �Ø¡©D�G� ∼ Z

x � y, y � x =⇒ x ∼ y.
X ±>\�y�T:±��:�:y�ÎA¡ vBP ¯e§|®�¯â£5§ «�ë�®*¤�¶²¤¹´{®�ë�º��A>â£1¼ÎãAªa¥·¯�;Ë¦L¯â¨)¦�@Y®�¨1£)®ZY�¦Lë�£1¨1ªa¥�¦�a¦L¼Ú±a³)®�ë��
±)¦L»5¯â£1¯Y®�´)¶·¨)¦�¤�¯â£AY�°)*´"°)®�¯Y¤&°�â¤�¯y³{¦���¦�§©¤�§~¬o¤�´{®|¦L¯â¨)¦�@Y®�¨1£)®�§[��¥��£)�ª�´{®�¨1¯â¨)¦�¤�¯â£"çÊ¯ ½ ®�½
¦ � ´)ªaë�ª7®�¯Ø¤*a¦L¼)¤�¯Y�ªL§~£X³{®µã[´{®�¥�¤�£)�¨)¦�¤�¯â£

x ∼ x, ∀x ∈ Y
çg¯y³�ªa¨"«�£1¯â£)�¨)¦�¤�¯â£

x ∼ y, y ∼
z ⇒ x ∼ z

£¸¤�£5§ö§|®�¯y³)£1»5¨)¦�¤�¯â£
x ∼ y ⇒ y ∼ x

çg±a³)£1»"®p§ ±)¦µ³{¦8�së�®�¨1¨)¦�®/£5§ ãuªa¥·¯Y¦µ³ G§~¨)¦8�Ü®*¤�¯Ya¦ Y = Y/ ∼ °)*´"°)®�¯Y¤&°X�±)¦&´)¨)® º·±)¦µ³"°1ë�¦L»"®�¨1¨1¬�§ø§~¨)¦8�Ü®*¤�¯Ya¦&§Ü¤�¦L¯â¨)¦�@Y®�¨1£)®p§±)¦µ³"°1ë�¥·ª � ço£1¨1ëLº3�>£a³{¦��ªa¨1¨1¬�§©¦L¯â¨)¦�@Y®�¨1£)®�§�±a³{®�ë�±)¦L»5¯Y®�¨1£5° � ¨1ª
Y
;�ë�´"°

Y1, Y2 ∈ Y ¦L¯Q�
¨)¦�@Y®�¨1£)®

Y1 � Y2
¦*«�¨1ªa»5ª7®�¯3çg»5¯Y¦ ë�´"°¸¨)®�¥�¦L¯Y¦µ³)¬�í ä £"çg¯Y®p§ ¤pªL§~¬�§yçgë�´"°¸±a³{¦L£"«aa¦&´)¶·¨1¬�íaæ

y1 ∈ Y1, y2 ∈ Y2
�¬w±)¦&´)¨5°)®�¯Y¤&°

y1 � y2
½

\ �g�) /D��
x
�����g�)���DËJ�D J�,���)�D�����

y
�V��DÆV�[G�D���D������©D�������>�V�D��ÆVÚ»�)��Ø
 ������G�)�GÇ»�D©,G�D�s�� �Ø¡©D�G�

���D���DÌ��DÌ��9�����g�)���DËJ�D���� �Ä � Z
x � y, y 6� x =⇒ x � y.�LGÇ�ÚFØ¡��¼�·  ��F�) �©D F�[ÚOÚFØÜ �Ø¡�����
Ë����D¢O�D�u�����g�)���GV©G�)���� [�u�@�� ����D��Ø¡�&��©D�V F®]�����g�)���DËJ�D���

�� �· �[U�����D���D�[V�����,©D�@����Ç�ÚZ�)�Z�GG�,�D©
Θ
ZÙ���[ÄC�����D JÇ»©D�G�)�D���D· �[G��¼

θ1, θ2 ∈ Θ
�D�CØ¡�LD����

©D���G�)�����D�����g�)�g�)�������¨��¢FGÇZG�D�>��¢FV¢F�V·u JÇ~���D F®`�g�)��Ø¡���J�D�D©�Ä�©G�[Ä����D�ñÄ����[ÄÊ����Ì���ÆD�G�)���������g�>�
���DËJ�D J�D���)�D��¼�Ø��4 F�) ìD��e���D ²�g�)��Ø¡���J�D¼Ð��¢�©D �©,W�)���J�D��¼�� \ �g�) �����Ç�ÚZ�)�Z�VG�D¼òÌÅ�g�)��Ø¡���J�D¼

Θ
Í

�D�[V¢J�VÚ"�N�D�SÄ[�4¢FV¢&�)�»®,�Z�)���D���D [�d�D�
Θ
Ä�©G�[Ä����D�ñÄ@���»�)Ø¡���LD������D©D�DØ ©D��Û¹�����D©D�������D·��D�� � ��V���

���V¸¹���� ��s�����g�)���VËJ�D�»�� JÄuØ¡��D9����ÇZW�dV©,G�D�������DØ¡�VÛ¹�7�Ã�DÆD¼�Ë����DÌ����V�D���V¸¹���� JÄ&���D�,ÄF�)¢F¹�[
Ø¡����D������D©D�s©D��Û¹�����D©D�»����¼1®�Ë� ����g�>�
N½�D���D�� � 
���G�)��Ç»���D���D @�)�g�dV���D�ñÄ
ÆD�G�)������ F�)�D���D�������g�)���G�)�LD����� ��aZ4 ��F�) �©D F�[ÚOÚFØ½ �Ø¡�����

�� ����D��Ø.ÚC�����g�)���DËJ�D���� �·  f�[
�����D���D�[V�����,©D���[V�������g�)�g�)���� �· P �¡�Z� �V�Ù���[Äf¢F�D��)�D· �[V��¼�[V�������g�)�g�)���[ �·
P1,P2 ∈ P Ø¡�LD����Ê�D�����g�)�g�)�������uÚF¢FGÇZG�D�uÆD�G�)���������g�)���DËJ�D J�,�g�)�D���D�����[Ä

����Ì��@�[V�������g�)�g�)���� ��Ê F�) UÚO�D©D����D��dG�D�@ F®Ý��¢�©D �©,W�)���J�D���D���,���L×.V¢� �ØÃ�DÆD�[GÇ»�DØ��:�[ P �����
���VÚZ�) ��JÚ,���,�SÄC��ÚOÛ¹�����D©D�D©,V�� �� ¦L¯â¨)¦�@Y®�¨1£5°ø±a³{®�ë�±)¦L»5¯Y®�¨1£5° � �gU4VØ¡��Ë[G�D�g�)�D����·J¸¹ �Ø£§�V¢5��D�DØÜ�D���D�� � C���G�)��Ç»���D���D fÄ�©G�[Ä����D�ñÄf��ÚOÛ¹�����D©D�D©,V�� ��ÎÌ ���� f����¢O�V�D�D��¼1®C©D���G�)���u�����D�����,©D���5�
��¼1®������g�)���G�)�LD����� JÄJ®1Í ãwº·¨1¥��1£1£k±)¦µ´{®�«�¨)¦�¤�¯â£ �JW�)��¢�©,G�D���¹�D�� ���¼�©,a�NÛ¹��·����D���V�D���V¸¹���� ��
�����g�)���DËJ�D�»�� JÄ4�



� 2&��8&91���u2�4����>�{8|�y�>�)���{6*2�47�g�X�{�{6��>2�4 �D�

à {:|:±"]]�:yO�:�:y@ÎA¡ ÎÁáö®¹³)¨)¦|´)£ ∀x ∈ Y : x � x M
à {:|:±"]]�:yO�:�:y@ÎA¡$Á��3¦L¥·ª�«�ªa¯â¶açÂ»5¯Y¦`¦L¯â¨)¦�@Y®�¨1£)® � çyaa®�ë�®�¨1¨)¦�® ¨1ª Y �«�ªL§|®�»5ªa¨1£1£^]{½ é�ç
ë�®�¼)¤�¯Y�£1¯Y®�´)¶·¨)¦|°)*´"°)®�¯Y¤&°¸¦L¯â¨)¦�@Y®�¨1£)®p§�±)¦µ³"°1ë�¥·ªX¨1ª Y ½

Äön�¾ _ârutwx�rW`ìÈÁt��HaAbÁru�{��ÃotoÃoÈw�y�y�ØÀca �y�yóy�y�Øv�tÊ}~red:��to�{���
ÎA¡$¶[¡ v °��L�D��y�\�±@±��P�D�:z)\
N1©D�g�)��ØC�[ P �V�����[VÂ� >�Ü��Ø¡���� ��[V�������g�)�g�)���[ �·[Z[���[Ä������D JÇ»©D�G�)�D��¼1® P1,P2 ∈ P  &Ë� ��g�d
α ∈ [0, 1]

��Ø¡�����7�
P1
 

P2
�[GÇ»�D©D��Øf�[V�������g�)�g�)���� ��

P ∈ P ��ÇZW�dV©,V��Ø¡�D�s���D�V�D���V¸¹���� ���Ø

P(C) = αP1(C) + (1 − α)P2(C), C ∈ C.

IYÚZ�)��ØC�����g�)���G�dGÌ�G�D�9©D¼����G�)���������D·&�g�)�g�[Ú5�NÛ¹Ú5�Ü�� ����D��Ø.Ú�V¢O�� ��DØ��
f ��Í��s P ��ÚOÛ¹�����,©VÚD���Ê�V�D���V¸¹���� ��������g�)���DËJ�D���[ JÄ � �f �7Í \ �g�) 

P1 ∼ P2
���D�

∀α ∈ [0, 1], ∀P ∈ P : αP1 + (1 − α)P ∼ αP2 + (1 − α)P.
Ì �DÅ7Í

f ¤·Í \ �g�) 
P1 � P2

���D�

∀α ∈ (0, 1], ∀P ∈ P : αP1 + (1 − α)P � αP2 + (1 − α)P.
Ì �VÉ·Í

f ª�Í \ �g�) 
P3 � P2 � P1

���D�¨��ÚOÛ¹�����D©VÚ,���
α ∈ (0, 1)

�GV¢F�D�a�[ËJ�D�

P2 ∼ αP1 + (1 − α)P3.
Ì �DÍ7Í

¥��� �©D�g�)������¼��fV¢F�� ��DØ¡¼ Ø¡��D9���C�D�[V¢J�D�D©,G�D�>��¢JV¢ �D����ÆD�D©,V�� JÄ �[W�) �Ë� JÄ ÚÃ�V�D���V¸¹���� JÄ
�����g�)���DËJ�D�»�� JÄ�����¢O�V�D�D���D·�����Ì�ÚZ�[Ä������D���D [�Êû����[V©D F�)�D���D���D AûG�
ÎA¡$¶[¡$� gYyOz)|:y�\�±U�a@Wh
yF�D��³)zd³)±��:�>À
¥�����D��)�sË���Øf§s�D��Ø.ÚZ�) ����D©,G�D�¨�D�����D©D�JÚ5� �D���D����Ø.Ú7���)�D¢J�D���Ø ������¢O�G�)�D¢O���)��Ø¡Ø��
i y�\~\�±�ÎA¡ v��eº�¤�¯â¶Î�¬w±)¦&´)¨)®�¨1¬�ªa¥�¤�£)¦�§~¬�jeé G jA]"ç P3 � P1

£
P3 � P2 � P1

½�k>¦���ë�ª
¤�º�>Y®*¤�¯Y�º�®�¯ ®�ë�£1¨)¤�¯Ya®�¨1¨1ªL°�±)¦�¤�¯Y¦�°1¨1¨1ªL°

α ∈ [0, 1]
¯âªa¥·ªL°"çË»5¯Y¦

P2 ∼ αP1 + (1 − α)P3.
Ì �VÔ·Í

� z)�4±JÒO±���y,~L�d�D��³)z �oU4VØ¡���D �Ø��¡ËJ�D�
���g�) 
P3 � P2 ∼ P1

�L�D�
���D�V�D���V¸¹���� ��ÎÌ �VÔ·Í�©D¼����G�>�
�JÄ����D�SÄ ����  �g�) ������D©D�����[�DØkÇ»�[ZË����� � 

α = 1
Ì ��Ø��LÚF���[�D9������ ��uª�� É·Íg�Jl7�[W�)�DÌ� �Ë����>�¡���g�) 

P3 ∼ P2 � P1
���D��Ì �VÔ·Í1©D¼����W�)�JÄ[�g�D�SÄ&�D�G�)�D¢O�¨���� 

α = 0
Ì ��Ø���ÚF���[�D9������ ���ª���Í7Íg�

¥�ÚD���D�&�D���������
P3 � P2 � P1

�P×L�DÌ �dÊ����V¢O�� ��DØ¡� f ª&�gÚOÛ¹�����D©VÚ,���
α1 ∈ (0, 1)

�GV¢F�D�a�
ËJ�D�9©D¼����W�)�������

P2 ∼ α1P1 + (1 − α1)P3.
Ì �aK·Í
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¥����g�)���G�)��D9 �Ø���ËJ�D���VV¢O�D�
α1
�����g�) ������,©D�������>�d u��ÚOÛ¹�����,©VÚ,���

α2 ∈ (0, 1)
�J���[Ä&¢O�V�D�D���DÌ��

P2 ∼ α2P1 + (1 − α2)P3.
Ì ¤DÕ·Í

¥��G�)��D9 �Ø����[Ä&�D�����g�)�g�)�������D���, 
0 < α1 < α2 < 1

�[×L�DÌ �d

P3 =
α2 − α1

1 − α1

P3 +
1 − α2

1 − α1

P3
Ì ¤J�LÍ

 
α2P1 + (1 − α2)P3 = α1P1 + (1 − α1)

[
α2 − α1

1 − α1

P1 +
1 − α2

1 − α1

P3

]
.

Ì ¤,�7Í
¥��D��¢F�G�)�D¢JÚ

P3 � P1
�[���9V¢O�� ��DØ¡� f ¤� ÚÌ ¤J��Í1���G�[ÚFË[V��Ø

P3 =
α2 − α1

1 − α1

P3 +
1 − α2

1 − α1

P3 �
α2 − α1

1 − α1

P1 +
1 − α2

1 − α1

P3.
Ì ¤D¤·Í

Ö7�D�*���d��s ������G�)�VÇ»�D©,V�� ���ØCV¢F�� ��DØ¡¼ f ¤� ÚÌ ¤,�7Í1���G�[ÚFË[V��Ø�Z

α2P1+(1−α2)P3 = α1P1+(1−α1)
[
α2 − α1

1 − α1

P1 +
1 − α2

1 − α1

P3

]
≺ α1P1+(1−α1)P3.

Ì ¤Vª�Í
m �D�����D�V�D���V¸¹���� ��N�����V�D �©D�D����Ë� J�`Ì �aK·Í�� Ì ¤DÕ·Í��G�VV¢¨ËJ�D�����D���D�ZÄ����[GÄ

α1
�G���[Ä¨¢O�V�D�D���D·¨©D¼����G�>�

��������Ì �aK·Ío_9�g�) ������,©D�����[J� �
i y�\~\�±�ÎA¡$��n ¤�´)£ �¬w±)¦µ´)¨)®�¨1¬©ªa¥�¤�£)¦&§~¬ojeé G jA]"ç P3 � P

′
2 � P2 � P1

£
α = α(P2)

ç
α′ = α(P′

2)
¯âªa¥�¦��¬�ço»5¯Y¦

P2 ∼ αP1 + (1 − α)P3, P
′
2 ∼ α′

P1 + (1 − α′)P3,
Ì ¤,Å7Í

¯Y¦
α ≥ α′

äÅ§|¦L¨)¦�¯ ¦�¨1¨)¦�¤�¯â¶`¦L±)®¹³�ª��1£1£¸¤�§|®�@â£)�ªa¨1£5°aæ
� z)�4±JÒO±���y,~L�d�D��³)z �[¥�ÚD���D�>�)�[V�����V�D �©>�

α < α′
�[×L�DÌ �d"�����9V¢O�� ��DØÙVØ f ¤"� f ª� �Ø¡����Ø�Z
P

′
2 ∼ α′

P1 + (1 − α′)P3 =

(1 − α + α′)

[
α

1 − α + α′
P1 +

1 − α′

1 − α + α′
P3

]
+ (α′ − α)P1 ≺

(1 − α + α′)

[
α

1 − α + α′
P1 +

1 − α′

1 − α + α′
P3

]
+ (α′ − α)P3 =

αP1 + (1 − α)P3 ∼ P2,

�VV¢&ËJ�D�
P2 � P

′
2

_������V�D �©D�D����Ë� ��V� �
g1yOz)|:y�\�±
ÎA¡$¶�n ¤¹´)£Î�¬w±)¦&´)¨)®�¨1¬sªa¥�¤�£)¦�§~¬pjeé G jA]"çÂ¯Y¦�¤�º�>Y®*¤�¯Y�º�®�¯ a®�>Y®*¤�¯Ya®�¨1¨)¦*«�¨1ªa»2�
¨1ªL°sãwº·¨1¥��1£5°

U : Θ → R
ç3¨1ª�«�¬o�ª7®p§~ªL°�ãwº·¨1¥��1£)®�¼ ±)¦µ´{®�«�¨)¦�¤�¯â£"ç3£ ¯âªa¥·ªL°"ç3»5¯Y¦¸ë�´"°

±a³{¦L£"«aa¦&´)¶·¨1¬�í
P1,P2 ∈ P ¤*¦�¦L¯â¨)¦�@Y®�¨1£)®

P2 � P1
��¥��£)�ª�´{®�¨1¯â¨)¦

EU(Ξ1) ≥ EU(Ξ2),
Ì ¤DÉ·Í

��ë�®
Ξ1, Ξ2 G ¤�´)º·»5ªa¼>¨1¬o®$��´{®�§|®�¨1¯â¬�çe«�ªaë�ª��A>â£)®ý³�ª7¤�±a³{®�ë�®¹´{®�¨1£5° P1,P2 ∈ P çâ¤*¦�¦L¯Ya®�¯Q�¤�¯Ya®�¨1¨)¦�½rqö¦&´{®*®²¯Y¦���¦*çYãwº·¨1¥��1£5°

U
®�ë�£1¨)¤�¯Ya®�¨1¨1ª ¤²¯Y¦L»5¨)¦�¤�¯â¶��Øë�¦Ú±)¦µ´{¦8�s£1¯Y®�´)¶·¨)¦���¦

ª7ãAãw£1¨1¨)¦���¦Y±a³{®*¦ � ³�ª�«a¦��ªa¨1£5°{½



� 2&��8&91���u2�4����>�{8|�y�>�)���{6*2�47�g�X�{�{6��>2�4 �Z¤

X ±>\�y�T:±��:�:y�ÎA¡$�sk1®*¦µ³{®�§~ªt]{½u�ý±)¦*«aa¦µ´"°)®�¯  ¥·ªa»"®*¤�¯Ya®e¤¹³{®�ë�¤�¯Y�ªýë�´"°Ç¤¹³�ª7�¨)®�¨1£5°ý³)£1¤�¥�¦�
Ξ
±)¦â±a³{®�ë�±)¦L»5¯â£1¯Y®�´)¶·¨)¦L¤�¯â£²£)¤�±)¦&´)¶a«a¦��ªa¯â¶�£�íÇ¦8�s£1ë�ª7®p§~º��þ±)¦µ´{®�«�¨)¦�¤�¯â¶

u(Ξ) = EU(Ξ).

� z)�4±JÒO±���y,~L�d�D��³)z���yOz)|:y�\�´ ÎA¡$¶ �����D©D�g�)��Ø ©&�����g�)���G�)�LD����� � U¢F�D����Ë����D�g�D ]Ø¡���LD������D©,
����Ç�ÚZ�)�Z�VG�D�D©>Z

Θ = (θ1, ..., θN )
�L¥��� Î���D�DØ ¢F�D��)�D�9�[V�������g�)�g�)���� ��

P ∈ P Ø¡�LD9���������g�>�
���VV©D J�D�&©V��¢J�D�D���DØ

P = (p1, ..., pN )
�(�GV¢�ËJ�D�

P{θi} = pi, i = 1, ..., N
�P�LV����Ø¡�V�D�� �Ø½�[V���

�����g�)�g�)���� �Ä
P1 = (1, 0, ..., 0)

�
P2 = (0, 1, ..., 0)

�Ù����� �
PN = (0, 0, ..., 1)

�vI1��Ç9�DÌ��[V�� �Ë����� JÄ
�DÆVÛ¹���D���D �Ø¡��D���Ø ��Ë� J�GG�D�>�)ËJ�D�

PN � ... � P1.
Ì ¤,Í7Í

\ �g�) 
P1 ∼ P2 ∼ ... ∼ PN

�.�D��ÚO�D©D���·D��)���� ��&�D���D����Ø¡¼ �D�� �©D [W�)�D���øÌ ��Ø��.ÚF���[�D9������ ��
ª�� Ô·Í��:���7���D�DØ.ÚU���[WÇ�ÚU��Ë� J�VV��Ø

PN � P1
�:¥�Ú,���D�

A1, AN

_@�����D JÇ»©D�G�)�D��¼������D���D�ZÄ�����¼��Ê�
A1 < AN

�[ÇZW�dW�) �Ø
U(θ1) = A1

�
U(θN) = AN

�(Ö�ÆD�VÇ»�[WË� �Ø
αi, i = 1, ..., N

�D��Ì �����)��Ø¡Ø¡�
ª����s�Z�)���VÇ»�[ZË����¨�D�����g�)�g�)������¼���Í����D���D�ZÄ�����¼��a�d���� &¢O�V�D�D��¼1®

Pi ∼ αiP1 + (1 − αi)PN , i = 1, ..., N.
Ì ¤DÔ·Í

Û �����>�[ËJ�D�
α1 = 1

�
αN = 0

�dÖ������g�)�g�) �Ø
U(θi) = Ai = αiA1 + (1 − αi)AN , i = 1, ..., N.

Ì ¤7K·Í
¥��D¢J�D���Øu�D���������>�WËJ�D�N�GV¢��D�����g�)�g�)�����[GÄ¹§�ÚF��¢�Â� JÄ

U
�DÆG�dW�dV���N��©D�D·����D©D�DØÎÌ ¤DÉ·Íg�*üs�[Äs�������

 JÇ»©D�G�)�D���DÌ����[V�������g�)�g�)���� JÄ
P = (p1, ..., pN ) ∈ P ��¢FV¢Ê�����D�JÚZ�)����ÇZVØ¡���D J�,� PN � P � P1Ì ��Ø��GÚF���[�D9������ ��1ª�� K·Í��W�GV¢�ËJ�D��Ø¡¼]Ø¡��D���Ø�ÇZW�dG�D�

α(P)
¢JV¢`Ì �»�)���VÇ»�[ZË������D�����g�)�g�)�����JÚ"�~Í

���D���D�WÄ����JÚ5�k JÇ
[0, 1]

�J���[Äu¢F�V�D�D���D·
P ∼ α(P)P1 + (1 − α(P))PN .

Ì ª,Õ·Í
P�Ç¨�)��Ø¡Ø¡¼�ª����Ê©D¼��D��¢JV�����LËJ�D�

P
′ � P

�D�DÌñ�d� 
�D�G�)�D¢O���D�DÌ �d"�:¢O�DÌ �d
α(P) ≥ α(P′)

��P�Ç
Ì ¤DÔ·Í1 �Ø¡����Ø�Z

P =
N∑

i=1

piPi ∼
N∑

i=1

pi [αiP1 + (1 − αi)PN ] ∼
(

N∑

i=1

piαi

)
P1 +

(
1 −

N∑

i=1

piαi

)
PN .

Ì ª���Í
«1�[V©D�� �©,GÄÚÌ ª,Õ·Í1 ÝÌ ª���Í���©D F�) �Ø��[ËJ�D�

α(P) =
N∑

i=1

piαi.

×.V¢� �Ø �DÆD�[GÇ»�DØ��
P

′ � P
�D�DÌ �d¨ Ê�D�G�)�D¢F���D�DÌ �d"�[¢F�DÌ �d

N∑

i=1

p′iαi ≤
N∑

i=1

piαi.
Ì ªO�7Í

P�Ç`Ì ¤7K·Í�©D¼��D��¢FV�����4ËJ�D�
αi = (AN − Ai)/(AN − A1)

�d���»�)���GV©G�[ÄJÄ����D�Ê©²Ì ªO�7Í��[ÇZV¢F�)�7Ë[V��Ø��
ËJ�D�

P
′ � P

�D�DÌ �d¨ u�D�W�)�D¢F���D�DÌ �d"�[¢F�DÌ �d
N∑

i=1

p′i
AN − Ai

AN − A1

≤
N∑

i=1

pi

AN − Ai

AN − A1

,



�»ª -/. -/.1032�45276*8&9:2�4

 F�) [�)ËJ�D� ��¢�©D �©,W�)���J�D���>�
N∑

i=1

p′iAi ≥
N∑

i=1

piAi ⇔
N∑

i=1

p′iU(θi) ≥
N∑

i=1

piU(θi),

 ÚÌ ¤DÉ·ÍÙ�)�D¢FGÇZV�����
Ö����GW�)�D���9���D¢JGÇZG�D�>�)ËJ�D�

U
�D�����g�)�g�)�������g�) ������D©D�����[¼�Ø �DÆD�[GÇ»�VØC�s�D�DË����D���D�7� �)�¨�����

�)��D9 J�D�g�)�D���DÌ���V§s§s ������DÌ��9�������DÆD�[GÇ»�D©DV�� JÄ4�(¥�ÚD���D�
U∗
_¨�)�JÚFÌgGÄ�§�ÚF��¢�Â� JÄ����G�)��Ç»���D���D [�

ÚZ�)�D©G�)���D©D�D�,Ä>�NÛ�GÄÎÌ ¤DÉ·Íg�)Ö�ÆD�VÇ»�[ZË� �Ø
A∗

i = U ∗(θi), i = 1, ..., N
 JÇXÌ ¤DÉ·Í1 ÚÌ ¤7K·ÍY �Ø¡����Ø�Z

U∗(θi) = αiU
∗(θi) + (1 − αi)U

∗(θi),

�V�D¢JÚZ�d
αi =

A∗
N − A∗

i

A∗
N − A∗

1

=
AN − Ai

AN − A1

,

�VV¢&ËJ�D�

A∗
i = A∗

N − (A∗
N − A∗

1)
AN − Ai

AN − A1

= A∗
N − (A∗

N − A∗
1)AN

AN − A1

+
A∗

N − A∗
1

AN − A1

Ai.

×.V¢� �Ø �VÆD�[GÇ»�DØ��
U∗
�)��·����D©D J�D���)�D���uÄ�©G�[Ä����D�ñÄ
���G�)�LD9 J�D�g�)�D��¼�ØÃV§s§s �����¼�Ø �������DÆD�[GÇ»���

©,V�� ���Øf�V�
U
� �

à {:|:±"]]�:yO�:�:y@ÎA¡�F���¦L¥·ª�«�ªa¯â¶aç/»5¯Y¦ÚÎº�¤¹´{¦��£5°5íø´{®�§ö§~¬w]{½ éÎº�¤¹´{¦��£)®
P3 � P2 ∼ P1*´{®�»"®�¯Ù�¬w±)¦µ´)¨)®�¨1£)®ýä ê�è�æY±a³)£Ç®�ë�£1¨)¤�¯ a®�¨1¨)¦�§Á«�¨1ªa»"®�¨1£1£

α = 1
½

à {:|:±"]]�:yO�:�:y@ÎA¡ R ��¦L¥·ª�«�ªa¯â¶aç/»5¯Y¦ÚÎº�¤¹´{¦��£5°5íø´{®�§ö§~¬w]{½ éÎº�¤¹´{¦��£)®
P3 ∼ P2 � P1*´{®�»"®�¯Ù�¬w±)¦µ´)¨)®�¨1£)®ýä ê�è�æY±a³)£Ç®�ë�£1¨)¤�¯ a®�¨1¨)¦�§Á«�¨1ªa»"®�¨1£1£

α = 0
½

à {:|:±"]]�:yO�:�:y@ÎA¡$Ó���¦L¥·ª�«�ªa¯â¶açA»5¯Y¦|®*¤¹´)£`eº�¤�´{¦��£5°5í�¯Y®*¦µ³{®p§~¬9]{½u�
P1 ∼ P2 ∼ ... ∼ PN

ç
¯Y¦Y®*®eº·¯Ya®¹³	�së�®�¨1£)®3¤�±a³�ª7a®�ë�´)£)a¦�½

à {:|:±"]]�:yO�:�:y@ÎA¡�J���¦L¥·ª�«�ªa¯â¶aç~»5¯Y¦Ç®*¤�´)£ø¸º�¤¹´{¦��£5°5í ¯Y®*¦µ³{®�§~¬[]{½u�Ú¤�±a³�ª7a®�ë�´)£)a¦ äx�	ypæLç
¯Y¦âë�´"°Ç±a³{¦L£"«aa¦µ´)¶·¨)¦���¦�³�ª7¤�±a³{®�ë�®�´{®�¨1£5°

P ∈ P £5§|®*®�¯ §|®*¤�¯Y¦
PN � P � P1

½

ÄönÅÄ �`ru×Ár[�y�öõ
N1©D�g�)��Øf�D���������9©¨�[V����Ø¡�V�D������ ��¹V¢J�D �©D���DÌ��9 ��F�) �©D F�[ÚOÚFØÙJ�(¥�ÚD���D� A �DÆD�VÇ»�[ZË[V���9Ø¡���LD����
���D©D����Ì��&�)��·����D©D �·�Ì ����¸¹���� �·)Í��L U���D©D�g�)���� ����� ����D��Ø¡¼ ©&Â��g�)�DØ �D�� ���¼�©,V���D�ñÄ]§�ÚF��¢�Â� ���·
X : A× Ω 7→ Θ

�[ JÇ»Ø¡���� �Ø¡�D·��V�D���D�� J�D�g�)�D���
ω
���� &¢J�D��)�DØ §s �¢F�� ����D©,V�����DØ

a ∈ A Ì �W� �V�
{ω ∈ Ω : X(a, ω) ∈ F} ∈ F � F ∈ FΘ

Í��L�VG¢ ËJ�D�
���g�) f ��F�) �©D F�[ÚOÚFØ ���� ��JÄF�C����¸¹���� ��
a ∈ A �[¹�����g�d��D¢FGÇZW�dV����©ìÌ �g�[ÚFË[V·����VØgÍ1���D���D�WÄ��� �  ω ∈ Ω

�J�D������Ç�ÚZ�)�Z�VG�D�DØ �)��·����D©D JÄ
aÆVÚZ�)���

θ = X(a, ω) ∈ Θ
�)×.V¢[�)�[V���� �Ø¡���[�(����¸¹���� ���Ø

a
Ø¡�LD��g���g�[Ú�D9 J�D�Ê���D�JÚF¢J�VÚJ�[� ���©D���

���D �Â� ��D�����DÌ������D�J�D§s�g�[Ä[�����D���D�ZÄ��� ���Ø �����g�)¼
ω
_¹�)�Z®,�»�)���D���D uÂ�������¼1®ÊÆVÚFØÙVÌ��J©G®,�»�[Ä�Û¹ F®�©

���D�J�D§s�g�)�>�d�����Ç�ÚZ�)�Z�VW�,�DØ
θ
_��)�Z®,�»�)���D���D�9���D�J�D§s�g�[Ä&©¨Â��g�)�DØ��



� 2&��8&91���u2�4����>�{8|�y�>�)���{6*2�47�g�X�{�{6��>2�4 �WÅ
z { psn&p|l`i�m�nut|%�p~}ut�ñ jei�ruj��qm�rut�ñ l nutkhgl|�
��npm �Î����to×Ár[�y��r��Ùxy�y�{��a
¥�Ú,���D� X _]���D©D�D¢JÚF�����D���D��©D���g®f�� ���¢F�V© Ì ���[Äf�D�����g�)�g�)�������D���,  _]�g�[ÚFË[V·���¼1® ©D�g�) �Ë� ��)Í��
�[V����Ø¡�V�D�� �Ø]�����D JÇ»©D�G�)�D��¼�·9�� ���¢

X ∈ X ��§�ÚF��¢�Â� ���·��[V�������g�)�g�)���� �Ä
F (z) = P{X ≤ z} �ØÙG�D��ØÙG�D �Ë�����¢[ �Ø �LD9 F�dV�� ���Ø

µX = EX
�:©�¢FZË������D©D��Ø¡����¼£���G�)��Ç»���D���D ]�� ���¢F�ÆVÚZ�)��Ø

 ������G�)�VÇ»�D©,G�D�
u(X)

_ �����g�)�����@Ç»�[WË����� ��@����¢F�V�D�D���D· §�ÚF��¢�Â� �  ���G�)�gÇ»���D���D 
U
�[Ú���D�DØ

�� ���¢F�aZ
u(X) = EU(X).

Ì ª,¤·Í
P����g�)�g�[Ú,��Ø½��©VÄJÇ»�Ê§s�D��Ø¡¼k§�ÚF��¢�Â� � 
���G�)��Ç»���V���, 
���V�D���V¸¹���� ���Ø½�����DÆG�dW�dG�D�g�[Ä�¢��� ���¢JÚV�
U(�[WË����� JÄ

X
Ç��)������ÆVÚ»�)��ØU�D�[V¢J�D�D©,G�D�>�O¢JV¢¹�)�Z®,�»�ÇÌ Ë���Ø�ÆD�G�)�V¸¹�a�D�D��Ø
�[ÚFËJ¸¹�LÍ��Fs§�ÚF��¢�Â� >�

���G�)��Ç»���D���D 
U
��Ë� J�GG�D��©D�VÇ»�[V���Ga�NÛ¹��·[�Ù�VV¢ ËJ�D�U ��F�) �©D F�[ÚOÚFØ����dV�����D·f§�ÚF��¢�Â� ���·f�����

�)��Ç»���D���D 
���D����Ø¡ J�,�SÄ�ØÙV¢F�� �Ø¡ JÇ» ����D©DG�D�uÇ»�[ZË����� ��
u(·) �[N½ÇZV©D ��� �Ø¡�D���D 
�G�u���D�V�D���V¸¹���� JÄ

u(X)
 

µX

ÆVÚZ�)��Øf�[GÇ��) �Ë[G�D�9�g�)�g�[Ú5�NÛ¹ ���©,V�� [V�J�D¼Ã�V�D���V¸¹���� JÄ� ��F�) �©D F�[ÚOÚFØÙ¨¢u�� ���¢JÚ{Z

• ����·J�D�[W�)�D���D���V�D���V¸¹���� ��aZ u(X) = µX , X ∈ X �

• ��¢F�)�D�����D���D�9¢&�� ���¢JÚ{Z u(X) ≥ µX , X ∈ X �

• �������� JÄJ�D ����� ���¢F"Z u(X) ≤ µX , X ∈ X �
IYÚZ�)��Ø �DÆD�VÇ»�[ZË[G�D�Ê¢F�dV����¼k§�ÚF��¢�Â� �·@���G�)��Ç»���D���D [�4�D�� ���¼�©,a�NÛ¹ F®@����·J�D�[W�)�D���D���V�D���V¸¹���
�� ��a�)��¢F�)�D�����D���D�9¢u�� ���¢JÚu &�������� JÄJ�D ����� ���¢F UN

� UR

� UA

�[���D�V�D©D���D���D©D���[���>Z

UN = {U : EU(X) = U(EX), X ∈ X},
UR = {U : EU(X) ≥ U(EX), X ∈ X},
UA = {U : EU(X) ≤ U(EX), X ∈ X}.

Á[¡ v1¡ v w&y�I:��|:±J~L�:��yO�
�.V����Ø¡�V�D�� �ØC���[ZË[W�d¹�) �����·��JÚ5�k§�ÚF��¢�Â� >�k���G�)��Ç»���D���D 

U(z) = az + b
�)Nø���D�DØC�g�[ÚFË[G�

u(X) = EU(X) = E(aX + b) = aEX + b = U(EX) = U(µ)

©D©D F�[Ú��) �����·����D���, uØÙG�D��ØÙG�D �Ë��»��¢O�DÌ»���LD9 F�dV�� JÄ4� m �D���VÇ»�[ZË[V������ËJ�D���) �����·��[GÄu§�ÚF��¢�Â� JÄ
���G�)��Ç»���D���D ]�V�� ���¼�©,V��������·J�D�[W�)�D���D�9�V�D���V¸¹���� ��9¢
�� ���¢JÚ
 @�)�7Æ,GÄ@�) �����·��[GÄU§�ÚF��¢�Â� JÄ
U
Ä�©G�[Ä����D�ñÄk�g�)��Ø¡���J�D�DØ UN

�
Á[¡ v1¡$� °��>~Lz)�:�:zd�D���U� |:�L�D�A@
¥�Ú,���D���D���������9§�ÚF��¢�Â� JÄ����G�)��Ç»���D���D 

U
©D¼��JÚF¢F�d"�[�W� �V�[Ú»�)�D©G�)���D©D�D�,Ä[�g�9Ú,�S�)�D©D >�

U(αy + (1 − α)z) ≤ αU(y) + (1 − α)U(z), α ∈ [0, 1],

 [�[ÆD�G�)���s�DÆVÛ¹�>�
U(

n∑

i=1

αizi) ≤
n∑

i=1

αiU(zi), αi ≥ 0,
n∑

i=1

αi = 1.
Ì ªDª�Í
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×L�DÌñ�d"�O���G�dVÌ�GÄ��[V�������g�)�g�)���� ��
X
���[Ä������D���D�V�D¼ �) ���¢������,��¼�Øf����Ç»�[ZË����� JÄ�Ø¡ 

zi

 Ê���D�V���
©D���D���D©VÚ"�NÛ¹ [Ø¡ �©D�����ZÄJ�D���D���WÄ�Ø¡ 

pi

�
i = 1, ..., n

�[���G�[ÚFË[V��Ø

EU(X) =
∫

U(z) dF (z) =
n∑

i=1

U(zi)pi ≥ U(
n∑

i=1

zipi) = U(EX) = U(µ),
Ì ªOÅ7Í

�W� �V�.©D¼��JÚF¢F�dGÄ §�ÚF��¢�Â� JÄ]���G�)��Ç»���D���D  �D�� ���¼�©,V������¢F�)�D�����D���D��¢]�� ���¢JÚD�ÙÖ7�DØ¡���D �ØkÇ��)�����>�
ËJ�D��©D¼�©D�»�C§s�D��Ø.ÚZ�)¼ Ì ªOÅ7Í¹�����[V©D�g���) �©
���[Ä �����D JÇ»©D�G�)�D���DÌ��>�Y����u�D�G�)�D¢F���) ���¢������D���DÌ��
�[V�������g�)�g�)���[ JÄ

X
�

Á[¡ v1¡$¶ w&yO{:|:�>ÀP���:y�|:�L�D�4±
�.V����Ø¡�V�D�� �Ø��D���������7�g�[ÚFË[V·¹©D�DÌ��JÚO�D�D·�§�ÚF��¢�Â� � ¹���G�)��Ç»���D���D [�WÚZ�)�D©G�)���D©D�D�,Ä>�NÛ¹��·¹ÚD�g�)�D©D >�

U(
n∑

i=1

αizi) ≥
n∑

i=1

αiU(zi), αi ≥ 0,
n∑

i=1

αi = 1.
Ì ª,É·Í

U)�)�����9V�[W�)�DÌ� �Ë����¨���G�[ÚFË[V��Øf�����[V©D�������D©D�

EU(X) =
∫

U(z) dF (z) =
n∑

i=1

U(zi)pi ≤ U(
n∑

i=1

zipi) = U(EX) = U(µ),
Ì ªOÍ7Í

�VÇ»�[WË[a�NÛ¹������ËJ�D� ©D�DÌ��JÚO�D¼��
§�ÚF��¢�Â� �  ���G�)��Ç»���D���D ½�D�� ���¼�©,a�N� �������� JÄJ�D ��
�� ���¢J�Ì��������
���C� �������C�)Íg�ÂN1�������f  �DÆD�[G�D���D��ÚO�D©D���·D��)���� ��7ZN�������� JÄJ�D ��U�� ���¢J �D�� ���¼�©,V���D�SÄÃ©D�DÌ��JÚO�D�D·§�ÚF��¢�Â� ���·����G�)��Ç»���D���D u�)��§s�D��Ø.ÚZ�) ��JÚD��Ø ��Ì��¨©¨©D F�)���D���D����Ø¡¼��
g1yOz)|:y�\�±�Á[¡ v�n ¤¹´)£Çë�´5°Ç±a³{¦L£"«aa¦&´)¶·¨)¦���¦�³)£)¤�¥·ª

X
�¬w±)¦&´)¨5°)®�¯Y¤&°²¨)®¹³�ª7a®�¨)¤�¯Ya¦

EU(X) ≤ U(EX), X ∈ X
¯Y¦Yãwº·¨1¥��1£5°

U
°1*´"°)®�¯Y¤&°¸a¦���¨1º·¯Y¦L¼"çË¯ ½ ®�½�º·ë�¦�*´{®�¯Ya¦µ³"°)®�¯ º�¤�´{¦��£	� äu]���æ7½

X ±>\�y�T:±��:�:y Á[¡ v��3¦�¤�¥�¦&´)¶·¥·º�³{®pª�´)¶·¨1¬o®�º·»5ª7¤�¯â¨1£1¥·£Ý³)¬w¨1¥�¦�Î¤Y³)£)¤�¥·ªL§~£�¨)®ì±a³)£)®�§Â´?��¯
³)£)¤�¥açu¯ ½ ®�½)±a³{®�ë�±)¦L»5£1¯âª���¯�ë�®�¯Y®¹³·§~£1¨1£a³{¦��ªa¨1¨1¬w¼ýªa¥·¯â£)

µX

³)£)¤�¥·º
X
¤
EX = µX

çAa¤���ë�º
3ë�ª�´)¶·¨)®�¼�@ ®�§ � º·ë�®p§ù³�ª7¤*¤�§~ªa¯y³)£)�ªa¯â¶Y¯Y¦µ´)¶·¥�¦|¤�¯y³{¦���¦ea¦���¨1º·¯â¬o®yãwº·¨1¥��1£1£�±)¦µ´{®�«�¨)¦�¤�¯â£{½
qö®�«k¤�º3>Y®*¤�¯ a®�¨1¨)¦���¦�º�>Y®¹³ � ªkë�´"°^¦ � >â¨)¦�¤�¯â£Ç§|¦8�s¨)¦�¤�»5£1¯âªa¯â¶

U
ë�¦�¤�¯âªa¯Y¦L»5¨)¦|��´)ªaë�¥�¦L¼

ãwº·¨1¥��1£)®�¼{½
×.V¢� �Ø �DÆD�[GÇ»�DØ��[Ø¡�LD9�����dG�D�¨�g�)�g�[Ú5�NÛ������D�����g�)�g�)���� ��aZ
  {:|:yD}.y,~LyO�:�Ly
Á[¡ v��yº·¨1¥��1£)®�¼ø±)¦&´{®�«�¨)¦�¤�¯Y£ ¨1ª�«�¬o�ª7®�¯Y¤&° ë��ª*�së�¬ ¨)®�±a³{®¹³)¬o�¨)¦Çë�£)ãAão®��
³{®�¨	�1£a³)º�®p§~ªL°¸ãwº·¨1¥��1£5°"çË¦ � ´)ªaë�ª��A>âªL°Ý¤*a¦L¼)¤�¯Y�ªL§~£

U(0) = 0, U ′(x) > 0, U ′′(x) < 0, x ≥ 0.
Ì ª,Ô·Í

à {:|:±"]]�:yO�:�:y
Á[¡ vZ��¦L¥·ª�«�ªa¯â¶X¯Y®*¦µ³{®�§~ºìå·½ é·½
à {:|:±"]]�:yO�:�:y
Á[¡$����¦L¥·ª�«�ªa¯â¶Xªa¨1ª�´{¦���£1»5¨1º��þ¯Y®*¦p³{®p§~º2;

EU(X) ≤ U(EX), X ∈ X ⇐⇒ U ∈ UR

à {:|:±"]]�:yO�:�:y
Á[¡$¶���¦L¥·ª�«�ªa¯â¶2;
EU(X) = U(EX), X ∈ X ⇐⇒ U ∈ UN



� 2&��8&91���u2�4����>�{8|�y�>�)���{6*2�47�g�X�{�{6��>2�4 �WÍ

��n�� �stÊ}���N�ru�{��Ãor[�y��torsÃoÞÚx�È��Ár[�y��r���r[vyxy�öõ����öõ xy���{��È
Á[¡$�[¡ v ¾&yO�:±
|:�L�D�4±
¥�Ú,���D�

X
_f�����D JÇ»©D�G�)�D��¼�· �� ���¢[�

w
_f�[ZË[W�)�D��¼�· ¢JV�� J�GW�Ã ��F�) �©D F�[ÚOÚFØÙJ�NÖ�Ë���©D F�)���>�

w + X
�GV¢"D���Ä�©G�[Ä����D�ñÄ �� ���¢F�DØ�� Û �����>��ËJ�D� ���S�) 

DX > 0
�Y�D�

EU(X) < U(EX)
 [�

�g�)�g�)�D©,G�D�g�)�D���>�����[Ä&�����D JÇ»©D�G�)�D���DÌ��
w ≥ 0

 �Ø¡����Ø

EU(w + X) < U(w + EX),
Ì ª7K·Í

�VV¢&ËJ�D��ÚF�[V©D������ ��
EU(w + X) = U(w + EX − π)

Ì ÅVÕ·Í
 �Ø¡�����¨�g�) ������D©D���[���D�s����¸¹���� ��

π > 0
�JÇZV©D ��ñÄJÛ¹���s�V���� ���¢J

X
���[ZË[W�)�D���DÌ���¢JG�� J�VW�d

w
 

§�ÚF��¢�Â� � ����G�)��Ç»���D���D 
U
�

  {:|:yD}.y,~LyO�:�Ly
Á[¡$�þ¢o®�@Y®�¨1£)®
π = π(X) = πw,U(X)

º*³�ª7�¨)®�¨1£5°Ýä�å3
�æ3¨1ª�«�¬o�ª7®�¯Y¤&° =:yO�:z)I
³)£)¤�¥·ª

X
½

Û ©D���D�s©D¼��[�D����� ������[Ä&Â�����¼½�� ���¢J� �Ø¡�����9©D F�

π = w + EX − U−1[EU(w + X)],
Ì ÅF��Í

�V�D¢JÚZ�d"�)��ÚFË����D�DØþÌ ª·K·ÍY�DË���©D F�)�[���Ì��¨���G�)��D9 J�D�S�)�D���D���D���
¥����g�)���GV©G�[Ä����
 ��J�D�������ÊÇZV©D ��� �Ø¡�D���D��Â�����¼ �� ���¢J��V��§s�V��ØÙ¼£§�ÚF��¢�Â� �  ���G�)��Ç»���D���D 4�

N1©D�g�)��ØC���[ZË[W�d�¢O�G�) �Ë������D©D�������D�����D�JÄJ�D ����������� JÄJ�D JÄ��� ���¢FJ�

Á[¡$�[¡$� w&yO{:|:�>ÀP���:y�|:�L�D�4±
  {:|:yD}.y,~LyO�:�Ly
Á[¡$¶��3®�±a³)£5°1¯â£)®�§ ³)£)¤�¥·ªkä ë�´"°k«�ªaë�ªa¨1¨1¦L¼�¤�¯y³{¦���¦âa¦���¨1º·¯Y¦L¼�ãwº·¨1¥��1£1£k±)¦��
´{®�«�¨)¦�¤�¯â£

U
æY¨1ª�«�¬o�ª7®�¯Y¤&°Ç¦L¯â¨)¦�@Y®�¨1£)®

a(z) = −U ′′(z)/U ′(z).

P��J�D��������Ú"�NÛ�GÄ��[V����©VÄJÇ»���D�� ���¼�©,V���D�ñÄ��D���D����Ø¡�D·9¥��[G�V�G � Í�� �,�LV����Ø¡�V�D�� �Ø��)©D��§�ÚF��¢�Â� � 
���G�)��Ç»���D���D 

U1, U2
 ��DÆD�VÇ»�[ZË� �Ø

a1, a2
���D�V�D©D���D���,©VÚ5�NÛ� ��Ê©D�g�) �Ë� ���¼£�������� JÄJ�D JÄ �� ���¢F"�

π1, π2
_9Â�����¼Ã�� ���¢FJ�

Á[¡$�[¡$¶ gYyOz)|:y�\�±ÝG&|:±����O±
g1yOz)|:y�\�±�Á[¡$���â´"°Xë��º�íý±a³{¦L£"«aa¦&´)¶·¨1¬�íXãwº·¨1¥��1£1¼ý±)¦µ´{®�«�¨)¦�¤�¯â£

U1, U2
¤�´{®�ë�º��A>â£)®Âº·¯Ya®¹³?�

�së�®�¨1£5°:��¥��£)�ª�´{®�¨1¯â¨1¬�;
ª�æ

a1(z) > a2(z), z ≥ 0 S� æ
π1(X) > π2(X), ∀X S�æ:KÊº�>Y®*¤�¯Y�º�®�¯ ãwº·¨1¥��1£5°

T
¯âªa¥·ªL°"ço»5¯Y¦

T ′(z) > 0, T ′′(z) < 0, z ≥ 0
£

U1(z) = T (U2(z)), z ≥ 0.
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� z)�4±JÒO±���y,~L�d�D��³)z �����D©D�g�)��Øf���¨� ®,��Ø¡��·Í ⇔ ©�Í��[Æ�Í ⇔ ©�Í����g�)�g�[ÚDÄ& JÇ��)��D����� >� © � É*� �
�D�[·Í ⇒ ©�Íg�)P�Ø¡����Ø

a1(z) > a2(z), z ≥ 0
�)U4W�dW�) �Øf§�ÚF��¢�Â� >�

T
©D¼��[�D����� ���Ø

T (v) = U1(U
−1
2 (v))

Ì ÅD�7Í
 ����D¢F�D���Ø��OËJ�D�¹�D�[s�DÆG�dW�dV�����D����ÆVÚD��Ø¡¼�Ø¡ Ê��©D�D·����D©,VØ¡ 4�J¥��»�)���VV���V©D¢F�D·

v = U2(z)
�)��Ì�¢F�

�����D©D���OÄ����D�ñÄ[�OËJ�D�
U1(z) = T (U2(z))

�D���7���D�DØ.Ú��D���VV���D�ñÄ9�����D©D���� J�D��©D�DÌ��JÚO�D�D���,�
T
�,¥����Z�)���

�dV��Ø �����D©D����¢JÚ9���,Ä�Ø¡¼�Ø ©D¼�Ë� ��g�)���� ���Ø �����D JÇ»©D�»�)��¼1®Ê ��D�����g�)�g�)���� ���Ø  F®9Ç»�[V¢FJ�"P�Ø¡����Ø�Z

T ′(v) = U ′
1(U

−1
2 (v))(U−1

2 )′(v) =
U ′

1(U
−1
2 (v))

U ′
2(U

−1
2 (v))

> 0

 

T ′′(v) =
U ′

2

(
U−1

2 (v)
)
U ′′

1

(
U−1

2 (v)
) (

U−1
2 (v)

)′ − U ′
1

(
U−1

2 (v)
)
U ′′

2

(
U−1

2 (v)
) (

U−1
2 (v)

)′

(
U ′

2

(
U−1

2 (v)
))2

=





U ′
2

(
U−1

2 (v)
)
U ′′

1

(
U−1

2 (v)
)

U ′
2

(
U−1

2 (v)
) −

U ′
1

(
U−1

2 (v)
)
U ′′

2

(
U−1

2 (v)
)

U ′
2

(
U−1

2 (v)
)



 /

{(
U ′

2

(
U−1

2 (v)
))2

}

=
U ′

1(z)

(U ′
2(z))2

{
U ′′

1 (z)

U ′
1(z)

− U ′′
2 (z)

U ′
2(z)

}
=

U ′
1(z)

(U ′
2(z))2 {a2(z) − a1(z)} ,

ËJ�D�9���D���DÌ��9Ø¡�����V¸¹��Õ����¨�����g�)���G�)�LD����� >���
�F�Y©�Í ⇒ ·Íg�1¥�Ú,���D�

U1 = T (U2)
 

T ′ > 0, T ′′ < 0
��Ö7�D�*���d

U ′
1 = T ′U ′

2

 
U ′′

1 =
T ′U ′′

2 + T ′′(U ′
2)

2 �����7���D�DØ.Ú

a1 = −U ′′
1

U ′
1

= −T ′U ′′
2 + T ′′(U ′′

2 )2

T ′U ′
2

= a2 −
T ′′

T ′
U ′

2,

�VV¢&ËJ�D�>�[�DË���©D F�)���>�
a1 > a2

�
¤J��©�Í ⇒ Æ�Íg�)¥�ÚD���D�9�����V©,

U1 = T (U2)
 

T ′ > 0, T ′′ < 0
�[¥��D��¢F�G�)�D¢JÚ

πi = w + EX − U−1
i (EUi(w + X)), i = 1, 2,

 �Ø¡����Ø�Z
π1 − π2 = U−1

2 (EU2(w + X)) − U−1
1 (EU1(w + X)) = U−1

2 (EY ) − U−1
1 (ET (Y )),

Ìñ�)�
Y = U2(w +X)

�O¥��������[V©D�������D©VÚ������������[� �Ø¡����Ø
ET (Y ) < T (EY )

�F��VG¢�¢FV¢9§�ÚF��¢5�
Â� JÄ

U−1
1

Ä�©G�[Ä����D�ñÄ&©D�VÇ»�[V���Ga�NÛ¹��·[�)�D�¨ 
U−1

1 (ET (Y )) < U−1
1 (T (EY ))

�[×.V¢� �Ø �DÆD�[GÇ»�DØ��
π1 − π2 > U−1

2 (EY ) − U−1
1 (T (EY )) = U−1

2 (EY ) − U−1
1 (U1(U

−1
2 (EY ))) = 0,

ËJ�D�9 Ê�D����ÆD�D©,W�)�D�����
ª��4Æ�Í ⇒ ©�Íg�AU4W�dW�) �Ø �����D©,

T
§s�D��Ø.Ú»�)�D·ùÌ ÅD�7Í��4 JÇ

π1 > π2
���G�[ÚFË� �Ø½��ÚFË����D�DØ

U2 =
T−1(U1)

�
U−1

2 = U−1
1 (T )

Z
U−1

2 (EY ) > U−1
1 (ET (Y ))

�[�V�D¢JÚZ�d
U−1

1 (T (EY )) > U−1
1 (ET (Y )) [�G�g�)�g�)�D©,G�D�g�)�D���>�V©D©D F�[ÚsØ¡�D���V�D�D�����D���D 

U−1
1

�
T (EY ) > ET (Y )

��N1¼����G�)������ ������V�g�)�g�)����Ì��
���D�V�D���V¸¹���� JÄ&���[Ä������D JÇ»©D�G�)�D���D·&�g�[ÚFË[V·����D·�©D�g�) �Ë� ���¼

Y
��¢�©D �©,W�)���J�D����©V�DÌ��JÚO�D�D���, 

T
�

�
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à {:|:±"]]�:yO�:�:y
Á[¡ Îc�â´"°Úãwº·¨1¥��1£1£Ý±)¦µ´{®�«�¨)¦�¤�¯â£
U(z) = 1 − exp(αz)

ä
α > 0

æ`�¬w±1£)¤pªa¯â¶
§|®¹³)º ¨)®�±a³)£5°1¯â£5°Î³)£)¤�¥·ª^£ù°)�¨)¦�®Ç�¬:³�ª*�Ü®�¨1£)®�ë�´"°��)®�¨1¬ ³)£)¤�¥·ª�ä ³)£)¤�¥�¦�a¦L¼�±a³{®p§~£1£aæ

π
½

� ªa¥·£)®3ãwº·¨1¥��1£1£�ë�ªa¨1¨)¦���¦Y¥�´)ª7¤*¤pª/´{®�sªa¯  UA M
à {:|:±"]]�:yO�:�:y
Á[¡$Ásk>¦Q�Ü®eë�´"°¸ãwº·¨1¥��1£1£²±)¦µ´{®�«�¨)¦�¤�¯â£

U(z) = zα ä α > 0
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Í��[V©D���
x
�[�D�� ���¼�©,V���D�SÄ�©D¼��[�D����� ���Ø

X̃(t) = x + c̃t −
N(t)∑

i=1

Z̃i,
Ì É,�7Í

Ìñ�)�

N(t) = max{k : Tk ≤ t}− Ì ÉD¤·Í
¢F�G�) �Ë������D©D�u���D�[W®O�D©D¼1®����DÆD¼��D �·[�P�[V���VÚF�� �©V¸¹ F®
©Ê ��J�D����©,W�)��©D����Ø¡���� 

[0, t]
�P¥��D��¢O�G�)�D¢JÚ

Ø¡�DØ¡���J�D¼k©D����Ø¡���� 
Ti, i = 1, 2, ...

�g�[ÚFË[V·���¼~�4�g�[ÚFË[V·���¼�Ø¡ @�D¢JGÇ»¼�©,a�N�D�ñÄ@ ������DØ¡��D¨ÚO�D¢� 
©D����Ø¡���� �Ø¡��D��[ÚÊ���D�g�)�g�)�D©,G�D�S�)�D��¼�Ø¡ ����D�[W®O�D©D¼�Ø¡ ����DÆD¼��D JÄ�Ø¡ 

θi = Ti+1 − Ti ≥ 0.
Ì ÉVª�Í

³ ö:áÙágòWêµ´�ì�å�ógßWãZô�òGógå�ßWì�ï�êîòWßWì�àâágãA¶Wì�ágì�ÿZóYï�ì¸·�ßWìYã�¹µ´�ógå�ãWágë�à ô�å�å�êâðGêîßWãZê ï�áñógÿNßGó¹îæPå�ógê ï�ì�íîìº*»�¼�½�¾�¿�À2Á
º*Â�Â�º*Ã�ºÅÄ�½�¼8Æ�¼�Â�À�Ç8Èîágì�áÉ¶WòWãWê ï�´�ä ðGêîá1òGó�àîàîï�ì�ágòWêîßr¶Wì�¹Ê·1ê �
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«Ù�[ÚFË[V·���¼�·Ê�����VÂ�������©D F�dýÌ É,�7Í¡�[GÇ»¼�©DV���D�SÄ �>~L±[�,�D��T:yF�D�:��\�{:|:z)=:yF�,�Dz)\Ü|:�L�D�4± �F�����
�) u�g�[ÚFË[V·���¼���©D�g�) �Ë� ���¼

θi, i = 1, 2, ...
Ä�©G�[Ä>�N�D�ñÄu����ÇZV©D ��� �Ø¡¼�Ø¡ [�)�»�) ��[V¢O�D©D���[V�������g�)���

�)������¼�Ø¡ � & �Ø¡�*�N�9���D¢FGÇZG�D�g�)�D���D���[V�������g�)�g�)���[ ����s�[V�[VØ¡���D���DØ
λ > 0

Z

Fθ(v) = P{θ1 ≤ v} = 1 − exp(−λv), v ≥ 0,
Ì É,Å7Í

�g�[ÚFË[V·���¼���©D�g�) �Ë� ���¼
Z̃i, i = 1, 2, ...

�GV¢"D���Ä�©G�[Ä>�N�D�SÄ&����ÇZG©D ��� �Ø¡¼�Ø¡ � u�»�) ��[V¢F�D©D���[V���
�����g�)�g�)�����[¼�Ø¡ � u �Ø¡�*�N�9§�ÚF��¢�Â� >�k�[V�������g�)�g�)���� JÄ

F̃
Z̃
(v) = P{Z̃1 ≤ v}, v ≥ 0; F̃ (0) = 0.

Ì ÉDÉ·Í
¥��� Y���D�DØ��,¢FV¢� JÇ»©D�����D��� � ¤*���D¢O�G�) �Ë������D©D�����D�[W®O�D©D¼1®����DÆD¼��D �·

N(t)
 �Ø¡���g���[V�������g�)�g�)���� ��

¥�ÚOV�����D�[����[V�[VØ¡���D���DØ
λt
Z

P{N(t) = k} = e−λt (λt)k

k!
, k = 0, 1, ...,

Ì É,Í7Í
��[V¢O�D�F�)������¼�·��[GÇ»Ø¡���&���D�[W®O�D©D¼1®uÚFÆD¼��D¢O�D©

Z̃[0,t] =
N(t)∑

i=1

Z̃i

�[� ��J�D����©,W�)��©D����Ø¡���� 
[0, t]

Ä�©G�[Ä����D�SÄ��g�[ÚFË[V·����D·Ê©D�g�) �Ë� ����D·Ê�N�GV¢��[GÇ»¼�©,V��Ø¡¼�Ø ���D���GV©��
��¼�ØC�[G�������g�)�g�)�»�� ���Ø ¥�Ú,V�����D�["�[§�ÚF��¢�Â� JÄ��[V�������g�)�g�)�»�� JÄ�¢F�V�D�D���DÌ��¨ �Ø¡�����9©D F�

P{Z̃[0,t] ≤ v} =
∞∑

k=0

e−λt (λt)k

k!
F̃ ∗k

Z̃
(v), v ≥ 0,

Ì ÉDÔ·Í
Ìñ�)�

F ∗k �VÇ»�[WË[V��� k
_9¢��[G�D�JÚ5�k��©D���J�D¢JÚu§�ÚF��¢�Â� � &�[V�������g�)�g�)�»�� JÄ

F
�����DÆD�D·[�J�W� �V�)§�ÚF��¢5�

Â� >�½�[V�������g�)�g�)���� JÄÊ��ÚFØ¡Ø¡¼
k
����ÇZV©D ��� �Ø¡¼1®Ê�»�) ��[V¢O�D©D���[V�������g�)�g�)������¼�®��g�[ÚFË[V·���¼1®�©D���

�) �Ë� ����s§�ÚF��¢�Â� ���·��[V�������g�)�g�)���� JÄ
F
�

N �D�g®½�g�[ÚFË[GÄF®:��¢O�DÌ �d �����DÆ»®,�Z�) �Ø¡� ���»�)Ë�����¢��JÚO�,� ÇZV©D ��� �Ø¡�D���D� Ç»�[ZË����� JÄ½�����DÂ������»
X̃(t)

�V� �g�[ÚFË[V·����DÌ��fV��Ì�ÚFØ¡���J�V
ω ∈ Ω

��ÆVÚ»�)��Ø  ������G�)�VÇ»�D©,G�D� �DÆD�VÇ»�[ZË����� ��
X̃(ω, t)

��©
Ë[V���D���D���D u���V�»�)�g�)�D�JÚ5�Ã�D�[V��¢J�D�D�� >� �����DÂ������»¹���� �§s �¢F�� ����D©,V�����DØ

ω
ÆVÚZ�)��Ø]�DÆD�VÇ»�[WË[G�D�

X̃ω = {X̃(ω, t), t ≥ 0}. Ì É7K·Í
BsV¢�©D F�) �Ø��Z¢F�dV���� �Ë�����¢� �·������DÂ������Ù�� ���¢F�©D���G�)���¡�D�����g�)�g�[Ä����D�SÄ�Ç»�[ZË����� JÄ�Ø¡ �Ë����D¼����g®

�[V�[VØ¡���D���D©
(x, c̃, λ, F̃

Z̃
)
�JÚZ�)�D©G�)���D©D�D�,Ä>�NÛ¹ F®&ÚD�g�)�D©D JÄ�Ø

x ≥ 0, c̃ > 0, λ > 0, F̃
Z̃
(0) = 0.

Ì ÍVÕ·Í
¥����D JÇ»©D�G�)�D��¼�·¨¢F�dV���� �Ë�����¢� [·9�����DÂ������N�� ���¢Fs��§s �¢O�� ����D©,V����¼�Ø¡ ¨Ç��[WË����� JÄ�Ø¡ ¨�[V�[VØ¡�����
���D©>��Ú»�)�D©G�)���D©D�D�,Ä>�NÛ¹ F®&Ú,�g�)�D©D JÄ�Ø Ì ÍVÕ·Í���ÆVÚ»�)��ØC�DÆD�VÇ»�[ZË[G�D�

X̃ = X̃(x, c̃, λ, F̃
Z̃
),

Ì ÍF��Í
����D©D�D¢JÚF�����D���D�¨©D���g®&¢F�dV���� �Ë�����¢� F®������DÂ��������D©¨�� ���¢J����GV¢� �Ø¡ ��[V�[VØ¡���D�[VØ¡ �_

X̃ = {X̃(x, c̃, λ, F̃
Z̃
) : x ≥ 0, c̃ > 0, λ > 0, F̃

Z̃
(0) = 0}. Ì ÍD�7Í
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± n�� �`ÈOd[twx�r[�y��r�vyx�twó�ru�:�:È
¥��Z���[GÇ»�D������ ���ØC�����DÂ������»ìÌ É,�7Í1���D�� �ØÙV���D�ñÄu�)�D���D "D����� ��sÚF���D©D�JÄ�Õ5���D�¨�����D�9���DÆD¼��D ��

R̃(x) = R̃(x, λ, c̃, F̃
Z̃
) = {ω ∈ Ω : ∃t ≥ 0, X̃(ω, t) ≤ 0}, Ì ÍV¤·Í

���� k���D�DØ \�z)\�yO�:��z)\£|:±JÒOz)|:yO�:�>À �[GÇ»¼�©,V���D�ñÄ��g�[ÚFË[V·��[GÄ�©D�g�) �Ë� ��[

τ̃(x) = τ̃(x, λ, c̃, F̃
Z̃
) = min{t : X̃(t) ≤ 0}. Ì ÍGª�Í

m �V��g�[ÚFË[V·��[GÄ ©D�g�) �Ë� ��[UÇZV©D ��� J� �V�]�[V�[VØ¡���D���D©]�����DÂ������»�Ì É,�7Í�  Ø¡�LD����]�D¢FGÇZG�D�D�ñÄ
�������DÆD���D©D�������D·[�>�����G�)�LD9 J�D�g�)�D���D·�©D�����ZÄJ�D���D���D�7� ���� ��� �ØÙGÄ@Ç»�[ZË����� �� ∞ �(�GV¢JGÄ@�� J�VÚO��Â� JÄ@���D�V�D©D���D���D©VÚ,���u�D�[V��¢J�D�D�� JÄ[Ø��4¢O�V�D�D��¼��������[GÇ»�D�OÄ>�N�D�ñÄ@�[�©D����·@©D����Ø¡�������D·����G�[ÚD�D�� 
[0,∞)

�
Ï¹yO|:zFÀP���:zd�D���)Ða|:±JÒOz)|:yO�:�:À �����VÂ������»�Ì É,�7Í1�[GÇ»¼�©,V���D�ñÄ�©D�g�) �Ë� ��[

P{τ̃(x) < ∞} = P(R̃(x)),

�W� �V�F©D�����ZÄJ�D���D���D�[GÄÊØ¡���[�Ø¡���LD������D©,s�D�g®¨�D�[V��¢J�D�D�� �·u�F¢O�V�D�D��¼����[GÇ��D�OÄ>�N�D�ñÄ9ÇZ�¢O�D����Ë����D�
©D����Ø.Ä4� m �G�©D�g�) �Ë� ��[s�VV¢"D���Ä�©G�[Ä����D�SÄ[�O�DË���©D F�)���>�F§�ÚF��¢�Â� ���·��[V�[VØ¡���D���D©¹�����DÂ������»"�FËJ�D�
ÆVÚZ�)��Øf���Z�)Ë�����¢� �©,G�D�9�DÆD�VÇ»�[ZË����� ���Ø

R̃(x) = R̃(x, λ, c̃, F̃
Z̃
) = P{τ̃(x) < ∞}. Ì ÍDÅ7Í

N ����¢O�V�D�D��¼1®f�g�[ÚFË[GÄF®fÆD�G�)���ÊÚZ�)�DÆD���D·]®FV�[V¢J�D���� ����, �¢O�D· �����VÂ������»U�� ���¢F
�D¢FGÇ»¼�©,V���D�ñÄ
©D�����WÄJ�D���D���D�9©D¼ D9 �©,V�� JÄu�����VÂ������»

S̃(x) = S̃(x, λ, c̃, F̃
Z̃
) = 1 − R̃(s).

Ì ÍVÉ·Í

± n�¾ Ë3ÈoÃw���{�r`ìto�{���þÃor[x�tAõ�����to�{���÷x�ÈOd[twx�r[�y�öõ vyx�twó�ru�:�:ÈÐtw��v�Èwx�È`ìr[�WÌ
x�toÃ

Ö7�DØ¡���D �Ø£�g�)�g�[Ú5�NÛ¹ �����©D�D·����D©,
Ø¡�D���V�D�D�����D���D C©D�����ZÄJ�D���D���D  �[GÇ»�V������ JÄ[�Y¢FV¢f§�ÚF��¢�Â� � 
�[V�[VØ¡���D���D©9�����DÂ������»J�

• R̃
Ä�©G�[Ä����D�ñÄ&����©D�VÇ»�[V���Va�NÛ¹��·�§�ÚF��¢�Â� ���·

x
�

• R̃
Ä�©G�[Ä����D�ñÄ&����©D�VÇ»�[V���Va�NÛ¹��·�§�ÚF��¢�Â� ���·

c̃
�

• R̃
Ä�©G�[Ä����D�ñÄ&����ÚFÆD¼�©,a�NÛ¹��·�§�ÚF��¢�Â� ���·

λ
�

• R̃
Ä�©G�[Ä����D�SÄ¹����©D�VÇ»�[V���Ga�NÛ¹��·�§�ÚF��¢�Â� ���·

F̃
Z̃

�W���g�) ����D�,ÄF�)�D¢��[NØ¡���LD������D©D�1§�ÚF��¢�Â� �·
�[V�������g�)�g�)���[ JÄ&ÇZW�dV�&�V�D���V¸¹���� ���Ø

F1 � F2 ⇐⇒ F1(x) ≤ F2(x) ∀x
�

¥����D©D����¢F���������Ë� ��g�)������¼�® ��©D�D·����D©������V JÇ»©D�Z�) J�D�ñÄ �JÚO�D��ØÜ���[V©D������ JÄ]���DÆD¼��D �· �[GÇ»���
������ JÄÎÌ ÍV¤·ÍY���� ����V�V�D©D���D���,©VÚ5�7Û¹ F®&Ç»�[ZË����� JÄF®��[V�[GØÙ�g�D���D©��
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Í ÎÐÏ num Ï tunujeÒ�psrur`ÓÑ  dunujt}umÂh hanutkhgl9p
NÜ�dV�����DØ �[GÇ��)�g�)�u�[V����ØÙG�D�� �©,V���D�SÄ �����DÂ������Ê�� ���¢J�©��) ���¢������,���DØÜ©D����Ø¡���� [�.¢F�V�D�D��¼�·
�D¢JGÇ»¼�©,V�g�D�SÄ��D�������7��©VÄJÇZV����¼�Ø@�Ù¢F�dV���� �Ë�����¢[ �Ø@�����DÂ��������DØ@�� ���¢FN���D�����g�)���D©D�DØ@�D�����[VÂ� � 
VÌ�����Ì� ����D©,V�� JÄ4�

ÒÂnpm �Îv�r[x�Èwóy�öõ È«)x�rW«)�öx�toÃoÈw�y�öõ
�.V����Ø¡�V�D�� �Ø ¢F�dV���� �Ë�����¢� �·
�����DÂ��������� ���¢FÇÌ É,�7Í��)ÇZV§s �¢O�� ��JÚ,��Ø Ë� ��g�)�

δ > 0
 @�[GÇ»�DÆD�D��Ø

���G�)��D9 J�D�g�)�D�JÚ5�Ü���G�[ÚD�D���
R

+ �[¨ ��J�D����©,Z�)¼ ∆i = [(i − 1)δ, iδ)
���) ���¼

δ
�>ü¹W�)���a�d��Ì��JÚF�5�

�� ��JÚ,��Ø£©D����������Ø¡ [W�)�D��¼��@���D���VÚF�F�)���[ JÄ  C���D�[W®O�D©D¼���ÚFÆD¼��D¢� [�������D JÇ»�V¸¹�g�[¸¹ ���©Ú���D F®
 ��J�D����©,W�dW® ©D����Ø¡���� 4�¡×L�DÌ �d��[GÇ»Ø¡��� ������Ø¡ [W�)�D��¼1® ���D���VÚF�F�)���� �· ÇZ&�)�7ÆD�D· ������ ��»�

∆i�[V©D���[�[�DË���©D F�)���>�
c = c̃δ.

Ì ÍDÍ7Í
�.GÇ»Ø¡���

Zi

�[V¢F�D�F�)������¼1®����D�[Z®O�D©D¼1®�ÚFÆD¼��D¢O�D©7�[� ��J�D����©,W�)�
∆i

©D¼�Ë� ��g�[Ä����D�SÄ��g�)�g�[Ú5�NÛ� �Ø
�DÆD�[GÇ»�DØ��5üs�[ÄÊ¢F�D��)�DÌ��

i
�[GÇ»Ø¡���

Zi

Ä�©G�[Ä����D�ñÄu�g�[ÚFË[V·����D·&©D�g�) �Ë� ����D·[�[���� �Ë���Ø ���[Ä
i = 1���Ê�[V�������g�)�g�)���� ��uÚ�D���©D¼�Ë� ��g�)������© Ì ÉDÔ·Í��:�g�)�g�[Ú,���@�) J¸¹�����»�)���GV©D J�D��Ç»�[ZË����� ������) ���¼

 ��J�D����©,W�d¨©D����Ø¡���� 
t = δ

Z

FZ(v) = P{Z1 ≤ v} = P{Z̃[0,δ) ≤ v} =
∞∑

k=0

e−λδ (λδ)k

k!
F̃ ∗k

Z̃
(v), v ≥ 0.

Ì ÍVÔ·Í

ü¹W�)���a�)©D©D F�[Úu���GVÂ� ��D�[V�����D���, @���V�D�V¢J¨���D�[W®,�D©D¼1®����DÆD¼��D �·� �����ÇZV©D ��� �Ø¡�D���D @ ��»�) 5�
�[V¢F�D©D�D·��[V�������g�)�g�)�����[�D���D UÚFÆD¼��D¢F�D©�¢F�dV���� �Ë�����¢O�DÌ��������DÂ������»&�� ���¢F {Z̃k, k = 1, 2, ...}�[GÇ»Ø¡����¼£ÚFÆD¼��D¢O�D© {Zi, i = 1, 2, ...} �[� ��J�D����©,W�dW® ∆i

�GV¢"D��9Ä�©G�[Ä>�N�D�ñÄ]����ÇZV©D ��� �Ø¡¼g�
Ø¡ ¨�Z�) ��[V¢O�D©D�s�[V�������g�)�g�)�����[¼�Ø¡ ��g�[ÚFË[V·���¼�Ø¡ �©D�g�) �Ë� ��[GØÙ ¨��§�ÚF��¢�Â� ���·��[V�������g�)�g�)���� JÄ
Ì ÍVÔ·Íg�
×.V¢� �Ø
�DÆD�[GÇ»�DØ��DÇ»�[WË����� ��N¢F�dV���� �Ë�����¢F�DÌ��¹�����DÂ������»��� ���¢JýÌ É,�7Í.©�Ø¡�DØ¡���J��©D����Ø¡���� 

nδ���� &Â��g�)¼1®
n
�[V©D���

X(n) = x + cn −
n∑

i=1

Zi, n = 0, 1, 2, ....
Ì ÍaK·Í

¥����DÂ������ìÌ ÍaK·Í��[GÇ»¼�©,V���D�ñÄ ±>WV|:y�WV�:|:z)³)±[�:�:´Y\ {:|:z)=:yF�,�,z)\ |:�L�D�4±  @Ä�©G�[Ä����D�ñÄ
V�������D¢5�
�� �Ø¡ ��JÚ5�NÛ¹�»·�ØÙ�»�)�g�)�7�Ã���[Äu¢F�dV���� �Ë�����¢F�DÌ��9�����DÂ������»¨�� ���¢F����� 

δ → 0
�

Û �����>��ËJ�D�f�����VÂ������ùÌ ÍaK·Í¨ÇZV©D ��� J�f�V� �D���g® �[V�[VØ¡���D���D©
(x, c, FZ)

©D¼�Ë� ��g�[Ä���Ø¡¼1®½���
�[V�[VØ¡���D�[VØ  ��ñ®,�»�)���DÌ���¢F�dV���� �Ë�����¢F�DÌ��������DÂ������»

(x, c̃, λ, F̃
Z̃
)
 9Ç»�[ZË����� >�Ã�[V�[VØ¡���D�[�VÌ��

����Ì� ����D©,V�� JÄ
δ
����§s�D��Ø.ÚZ�dVØ Ì ÍDÍ7Í��AÌ ÍVÔ·Íg�	IYÚ»�)��ØC�DÆD�VÇ»�[ZË[G�D�

X = X(x, c, FZ)
Ì ÔDÕ·Í

VÌ�����Ì� ����D©,V����¼�·������DÂ��������� ���¢F"�4�D�����g�)�S�[Ä[��ØÙ¼�·
�[V�[VØ¡���D�[VØ¡ 
x, c, FZ

�4 X _u���D©D�D¢JÚF�5�
���D���D�@©D���g®]V��Ì���Ì� ����D©,V����¼1®]�����DÂ��������D©@�� ���¢F����� �©D����©D�VÇ»Ø¡��D9��¼1®��)�D�JÚD���D �Ø¡¼�®�Ç»�[WË����
�� JÄF®&�[V�[GØÙ�g�D���D©>Z

X = {X(x, c, FZ); x ≥ 0, c > 0, FZ(0) = 0}. Ì ÔJ��Í
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ÒÂn�� �`ÈOd[twx�r[�y��r
Ö�ÆD�VÇ»�[WË� �Ø

R(x, c, FZ) = R(x) = {ω : ∃n > 0, Xω(n) ≤ 0} Ì Ô,�7Í
���DÆD¼��D ����[GÇ»�D������ JÄ�VÌ�����Ì� ����D©,V�����DÌ��¨�����DÂ������»"�

τ(x) = τ(x, c, FZ) = min{n : X(n) ≤ 0}− Ì ÔD¤·Í
Ø¡�DØ¡���J�9�[GÇ»�D������ JÄ& 

R(x) = R(x, c, FZ) = P{τ < ∞}, Ì ÔVª�Í
S(x) = S(x, c, FZ) = P{τ = ∞} = 1 − R(x) − Ì Ô,Å7Í

©D�����WÄJ�D���D���D�u�[GÇ»�D������ JÄ� @©D¼ D9 �©,V�� JÄ������DÂ������»"�4���D�V�D©D���D���,©D���������>�LV����ØÙG�D�� �©,GÄ��V�D�����
¸¹���� ���©D¢F�)�7Ë����� JÄ����DÆD¼��D �·��[GÇ»�D������ JÄÎÌ ©D¼ D9 �©,V�� JÄ)Í����� &�[GÇ��) �Ë���¼1®�Ç��[WË����� JÄF®&�[V�[��
Ø¡���D���D©&�����DÂ������»u�� ���¢F"�P�����D�JÚ»�)�[�uÇZV¢F�)�7Ë� J�D�>�>ËJ�D�u©D�����ZÄJ�D���D���D��©D¼ D9 �©DV�� JÄ@Ä�©G�[Ä����D�ñÄ
����ÚFÆD¼�©,a�NÛ¹��·�§�ÚF��¢�Â� ���·¹�[ZË[W�)�D���DÌ��7¢FV�� J�GW�d

x
�Z ��J�D������ [©D���D���D �������Ø¡ [W�)�D���DÌ��7���V�D�D¢F

c
 9§�ÚF��¢�Â� � Ê�[V�������g�)�g�)���� JÄ�ÚFÆD¼��D¢F�D©

FZ

�F���g�) ��[�Ø¡����D������D©D�7§�ÚF��¢�Â� �·Ê�[V�������g�)�g�)���� JÄ
�[V����Ø¡�V�D�����,�9�����D�����,©D�����[¼�·�Ë[V���D �Ë���¼�·����D�OÄF�)�D¢

F1 � F2 ⇐⇒ F1(v) ≤ F2(v), v ≥ 0.

ÒÂn�¾ Æ²}raÉN�ÈwÖy��tor�¬Ê}ra&��z|Èw�y��r
l7Ì�����Ì� ����D©,V����¼�·������DÂ������¨�� ���¢FuÇZVØ¡�����D·
��������Ø¡������¼1®

Yi = c − Zi, i = 1, 2, ...
Ø¡�LD9���

�����g�)���VV©D J�D�9©¨©D F�)�s�g�[ÚFË[V·����DÌ��¨ÆG�[Ú�D��dV�� JÄ � ¤*�

X(n) = x +
n∑

i=1

Yi

Ì ÔDÉ7Í

���J��ÇZV©D ��� �Ø¡¼�Ø¡  �»�) ��[V¢F�D©D�U�[V�������g�)�g�)������¼�Ø¡ Áûg¸�VÌgVØ¡ Aû
Yi, i = 1, 2, ...

��Ö7�D�*�1�d"�1 ����
���G�)�VÇ�ÚDÄu�D���D����Ø.Úu�4� � � ¢r£�£S���� JÇ � ¤����[©D¼�©D�»�) �Ø
g1yOz)|:y�\�±�Ó[¡ vcÓ~��³{®���£a³{¦��ªa¨1¨1¬w¼Ý±a³{¦��)®*¤*¤y³)£)¤�¥·ªÇäÔy�Õ�æY§|¦8�Ü®�¯Ù±a³)£1¨1ªaë�´{®�sªa¯â¶ì¥ì¦Lë�¨)¦&§~º
£Ý¯Y¦µ´)¶·¥�¦ý¥ì¦Lë�¨)¦&§~ºì£"«X¯y³{®&íÝ¯â£1±)¦��ý«�ª7�£)¤�£5§|¦�¤�¯Y£Ý¦L¯Ø¤*¦�¦L¯â¨)¦�@Y®�¨1£5°�§|®�së�º�®���¦ý±1ª��
³�ªL§|®�¯y³�ªL§~£H;
é·½

c = EZ1
;y¦�¤��1£�´7´)£a³)º��A>â£1¼ø¯â£1± S ±a³{¦��)®*¤*¤�¬���¯Y¦���¦²¯â£1±1ª¸¤`a®¹³{¦�°1¯â¨)¦�¤�¯â¶�� ®�ë�£1¨1£	�1ªë�¦�¤�¯â£?��ª���¯ ´?� � ¦���¦Y¨1ªa±)®¹³{®�ëâ«�ªaë�ªa¨1¨)¦���¦âº*³{¦��¨5° S ¯Y¦L»5¨)®*®8;

P{ inf
n∈N

X(n) = −∞} = 1
Ì Ô,Í7Í

£
P{sup

n∈N

X(n) = ∞} = 1.
Ì ÔDÔ·Í

ê5½
c < EZ1

;Ê³�ª�«a¦µ³"°	�A>â£1¼)¤&° ¯â£1± S ë�´"°ø±a³{¦��)®*¤*¤*¦�^��¯Y¦���¦²¯â£1±1ª¸�¬w±)¦µ´)¨5°)®�¯Y¤&°þä¹è	ypæ²£ø¤a®¹³{¦�°1¯â¨)¦�¤�¯â¶��ÁéX¤�º�>Y®*¤�¯Y�º�®�¯ò¥�¦L¨)®�»5¨1¬w¼k§~ªa¥�¤�£5§~º�§

M(x) = max
n∈N

X(n).
Ì Ô7K·Í
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��½
c > EZ1

;��¬��s£)�ª��A>â£1¼ø¯â£1± S ë�´"° ±a³{¦��)®*¤*¤*¦�9��¯Y¦���¦Ç¯â£1±1ªÝ�¬w±)¦µ´)¨5°)®�¯Y¤&°Ðä¹è·è�æÇ£ ¤a®¹³{¦�°1¯â¨)¦�¤�¯â¶��ÁéX¤�º�>Y®*¤�¯Y�º�®�¯ò¥�¦L¨)®�»5¨1¬w¼k§~£1¨>£5§~º�§

m(x) = min
n∈N

X(n).
Ì�KDÕ·Í

P�Ç7���� �©D�g�)�������D·��D���D����Ø¡¼ Ä[�����>�FËJ�D�¹�����DÂ�������¼ ������©D�DÌ����D ��[¹©D©D F�[ÚìÌ Ô,Í7Í¡�[GÇ»�D�,Ä>�N�D�SÄ
�Ê©D�����ZÄJ�D���D���D�7� �D�.¥��D��¢O�G�)�D¢JÚ
���[Ä]�����DÂ��������D©�©V�D�D���DÌ����D ��[ Ì Ô,Í7Í��GV¢"D��� �Ø¡�����
Ø¡�����D�"�
�D�� u�D�LD���Ä�©G�[Ä>�N�D�ñÄ&�[GÇ»�D�,Ä>�NÛ¹ �Ø¡ ��SÄ��s©D�����ZÄJ�D���D���D�7� �D�"üs�[Äu�����DÂ��������D©¨�D�����D�D��Ì»�¨�D ��[
©D�����WÄJ�D���D���D�9©D¼ D9 �©,V�� JÄu�����D�

S(x) = P{m(x) > 0} Ì�KJ��Í
 �Ø¡�LD�����ÆD¼��D�>�D©D�D�DÆVÛ¹��Ì��D©D�D�,Ä[�V���G�)��D9 J�D�g�)�D���D·4��I1�G�)�����D�DÌ��>�D���D��¢O�G�)�D¢JÚ����[Ä������D JÇ»©D�G�)���
��¼1®

x, y ≥ 0
 �Ø¡�����uØ¡�����D�

m(x) = m(y) + (x − y)
�)���[Ä

Gx

_u§�ÚF��¢�Â� � 
�[V�������g�)�g�)���� JÄ
m(x)

_����G�[ÚFË[V��Ø
Gx(v) = P{m(x) ≤ v} = P{m(y) − y ≤ v − x} = Gy(v + y − x) → 0

���� 
x → ∞  u§s �¢F�� ����D©,V����¼1®

v, y
�[���7���D�DØ.Úu�����[V©D�S���) �©,

g1yOz)|:y�\�±�Ó[¡$���eº�¤�¯â¶��¬w±)¦&´)¨)®�¨1¦
c > EZ1.

Ì�K,�7Í
k1¦���ë�ª

lim
x→∞

S(x) = 1.
Ì�KD¤·Í

X ±>\�y�T:±��:�:y Ó[¡ vÑÖ:¤¹´{¦��£)®|äÊÕaê*æ~¦ � ¬w»5¨)¦y¨1ª�«�¬o�ª7®�¯Y¤&° º�¤¹´{¦��£)®p§s±)¦µ´{¦8�s£1¯Y®�´1¶�¨1¦�¤�¯â£|³)£)¤��
¥�¦�a¦L¼²¨1ªaë � ª7�¥·£

c − EZ1
½

ÒÂnÅÄ ¦ùx�ÈoÃw��r[�y��røz�}yõ Ãor[xytAõ�����to�{���Ùx�ÈOd[twx�r[�y�öõ
P������G�)�VÇ�ÚDÄ½§s�D��Ø.Ú»�[Ú ���G�)���D· ©D�����WÄJ�D���D���D [�N�����D�JÚZ�)���C©D¼�©D�����D Ã ��J�D��Ì��[W�)�D���D�UÚF�[V©D�����
�� ��¹���[Ä�©D�����ZÄJ�D���D���D U©D¼ D9 �©,V�� JÄ@�����DÂ������»ÚÌ ÍaK7Í��(¢FV¢�§�ÚF��¢�Â� � 
�[WË[W�)�D���DÌ��Ê¢JV�� J�GW�dJ�
U4V§s �¢F�� ��JÚD��Ø½�[V�[VØ¡���D��¼

c, FZ

�4 ��D�����g�)�g�) �Ø½���DÆD¼��D ��ìû�©D¼ D9 �©,V�� ������� @ÚD�g�)�D©D � [�PËJ�D�
�[WË[W�)�D��¼�·&¢FV�� J�GW�@�[V©D���

x
û�Z

S(x) = {ω ∈ Ω : X(n) > 0, n = 0, 1, ...; X(0) = x}, Ì�KVª�Í
����[Ä� ��J�D����©,W�d

I
_uV�[W�)�DÌ� �Ë����D�����DÆD¼��D ��`û�©D¼ D9 �©,V�� ������� &ÚD�g�)�D©D � [�dËJ�D���[ZË[W�)�D��¼�·

¢JV�� J�GW������ ��[W���)��D¨W�� ��J�D����©,W�[Ú
I
û�Z

S(I) = {ω ∈ Ω : X(n) > 0, n = 0, 1, ...; X(0) ∈ I}. Ì�K,Å7Í
Û �����>�¡ËJ�D� S(x) ⊆ S1 = {Z1 < x + c} ��üs�[Ä �����D JÇ»©D�G�)�D���DÌ��
Â��g�)�DÌ�� m > 0

�[GÇ»�DÆD�D��Ø
�V�D����Ç»�D¢

[0, x+ c)
�[

m
�[V©D��¼1®9Ë[V���D��·

Ik

���) ���¼
γ = (x+ c)/m

Z
Ik = [(k− 1)γ, kγ), k =

1, ...,m
��×L�DÌ �d����¨§s�D��Ø.Ú»�)�����G�)���D·&©D�����ZÄJ�D���D���D � �Ø¡����Ø

P{S(x)} =
m∑

k=1

S(x + c − Ik)P{Z1 ∈ Ik} =
m∑

k=1

S(x + c − Ik) (FZ(kγ) − FZ(k − 1)γ)) .
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¥��[V©,GÄ]Ë[V���D�����D�g�)�g�)����Ì��
©D¼��[�D����� JÄ]�����g�)���VV©G�[Ä����U���DÆD�D·[�.�DË���©D F�)���>�L ��J�D��Ì��[W�)�D�JÚ"�
��ÚFØ¡Ø.Ú����[Ä& ��J�D��Ì��[W�d

∫ x+c

0
S(x + c − v) dFZ(v),

 &� ®,�»�) J�D�SÄ�¢u����Ø.ÚÊ���� 
m → ∞ �[��)��©,WÄ&Ë[V�g�D�¨����ÇZV©D ��� J�9�V� m

 u�[V©D�[
S(x)

���GV¢&ËJ�D�

S(x) =
∫ x+c

0
S(x + c − v) dFZ(v).

Ì�KDÉ·Í
m �D�C ��J�D��Ì��[W�)�D���D�UÚF�[V©D������ ��U���VÇ»©D�W�[Ä[�g�C JÇ�ÚFË[G�D�CØ¡���DÌ� ��U��©D�D·����D©,fVÌ�����Ì� ����D©,V�����DÌ��
�����DÂ������»¨�� ���¢F"�)©D¼��[�D�������¼��s©��D����Ø¡ ��[W®�©D�����ZÄJ�D���D���D��·�©D¼ D9 �©,V�� JÄu F�) &�[GÇ»�D������ JÄ4�
ÒÂn×� ¿�xy�r`ìr[xQØyvyx�to�{��r[Ö�×Ð�yÖ vyx�twó�ru�:��xy���{��È
¥��G�)��D9 �Ø

c = 1
�
p ∈ (0, 1)

 

FZ(v) =





0, v < 0
�

p, 0 ≤ v < 2
�

1, v ≥ 2
�

�����D�JÚZ�)���9ÇZVØ¡���D J�D�>�(ËJ�D�9���� ì���D�DØ VÌ�����Ì� ����D©,V����¼�·������DÂ��������� ���¢F²Ì ÍaK·Í�������©D�[WÛ�V���,�ñÄ
©¹�����D���D��·J¸¹ �·u�����DÂ������7�� ���¢J�Ì ÅV¤·Í��FsÚF�[V©D������ ��N���[Ä9©D�����WÄJ�D���D���D Ê©D¼ D9 �©,V�� JÄ9���� ��DÆD�����
�VV���9©D F�

S(x) = S(x + 1) + (1 − p)S(x − 1),ËJ�D�9���DÌ �dV��ÚD���,�ñÄ��ýÌ ÅVÉ·Íg�

Ù " numAÚ�ñ o t|%�rutôdunuj�}umÂh h1jeÒ nutkhgl9p
N£�[V�[VÌ��[V§�W®fÉ�_FÔ@���G�[ÚFË�����¼ ÚF�[V©D������ JÄ ���[Ä ©D�����ZÄJ�D���D���D C�[GÇ»�D������ JÄ4�Y¥����g�)���VV©G�[Ä����
 ��J�D���������GV¢"D��¹ �Ø¡�DØ¡���J�u�[GÇ»�D������ JÄ4�uN �[V���D�ZÄJÛ¹��Ø½�[V�[VÌ��[V§s�� JÇ�ÚFË� �Ø �����g�)�����¨©D����Ø.Ä
D9 JÇ»�� &�����DÂ��������D©¨�� ���¢JJ�
ÛÂnpm ¿�x�to�{��r[Ö�×Ð�yÖÙvyx�twó�ru�{��xy���{��È
�.V����Ø¡�V�D�� �ØC�����D���D��·J¸¹ �·������DÂ��������� ���¢FìÌ ÅV¤·Í�Z

Xn = z +
n∑

i=1

Zi,
Ì�K,Í7Í

Ìñ�)�
Zi, i = 1, 2, ...

_U����ÇZV©D ��� �Ø¡¼��&�Z�) ��[V¢O�D©D���[V�������g�)�g�)�����[¼����g�[ÚFË[V·���¼���©D�g�) �Ë� ���¼~�
���� ��� �ØÙa�NÛ¹ ��¹Ç»�[ZË����� ��Ê����©D�����WÄJ�D���D���D�7�

p
 �Ç»�[ZË����� ��e�S���¹©D�����ZÄJ�D���D���D�7�

q = 1 − p
�

 &�DÆV�VÇ»�[WË� �Ø
τz

Ø¡�DØ¡���J�¨�D¢O�D��Ë[V�� JÄu �Ì���¼©Ì �[GÇ»�D������ JÄ&�»�)���DÌ��� JÇ� �Ì����D¢O�D©�Í1���� uÚD�g�)�D©D � [�
ËJ�D�9������©D¼�·� �Ì����D¢& �Ø¡�g�@�[ZË[W�)�D��¼�·&¢FV�� J�VW�

z
�[�©V�D�D���D·[Z

a − z
Z

τz = min{n ≥ 0 : Xn = 0
 F�) 

Xn = a}. Ì�KDÔ·Í
BsV¢CØ¡¼ ���DØ¡�� �Ø��Y�[UÆD����¢O�D����Ë����DØ£Ì��D�� JÇ»�D�J�D�@©D����Ø¡����  �[GÇ»�D������ ��@�»�)���DÌ��� JÇ� �Ì����D¢F�D©
�[V���VÚF�[V���u��©D�����ZÄJ�D���D���D�7� �7���VV¢�ËJ�D�

τz

Ä�©G�[Ä����D�ñÄ����VÆD���D©D�������D·@�g�[ÚFË[V·����D·�©D�g�) �Ë� ����D·4�
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Ö�ÆD�VÇ»�[WË� �Ø
m(z) = Eτz

���@�����g�)�����@Ç»�[ZË����� ��a��  ���D���VV©D �Ø£ÇZW�dZËJÚC©D¼�Ë� ��g�)���� JÄ����D�D·
©D�g�) �Ë� ���¼��7P�Ç1§s�D��Ø.ÚZ�)¼]���G�)���D·�©D�����ZÄJ�D���D���D ����[Ä¹ØÙG�D��ØÙG�D �Ë�����¢� J®¹�LD9 F�dV�� �·������D�JÚZ�)���
���G�[ÚFË� J�D�¨ÚF�[V©D������ ������[Ä

m(z)
©D F�d

m(z) = 1 + pm(z + 1) + qm(z − 1)
�[�V�D¢JÚZ�d

m(z + 1) − 1

p
m(z) +

q

p
m(z − 1) = −1

p
.

Ì�K7K·Í

Ü V�[V¢J�D���� ����, �Ë��»��¢F�V��ÚF�[V©D������ ��u���[ÄþÌ�K7K·Í¹ �Ø¡�����]¢O�D���� 
λ1 = 1; λ2 = q/p = y

�Y�.V���
��Ø¡�V�D�� �Ø ���[ZË[W�d9�g�[ÚFË[V·�����¢��[G�D��¼1®@¢F�D������·

y 6= 1 (p 6= 1/2)
�d×L�DÌ �d9Ë[V���D���D�¹����¸¹���� ��

�����Z�)���D���»�)���DÌ���ÚF�[V©D������ JÄ Ì�K7K·Í� �Ø¡�����&©D F�
m0(z) = z

p(y−1)

�d�GV¢@ËJ�D�Ê��Ì��Ê�DÆVÛ¹��������¸¹���� ��
ÇZV�� J¸¹���,�ñÄ�©¨§s�D��Ø¡�

m(z) = C1 + C2y
z +

z

p(y − 1)
.

Ìâ�ZÕDÕ·Í
¥����D JÇ»©D�G�)�D��¼��U���D���D�WÄ�����¼��

C1, C2
Ø¡��D9��� �D�����g�)�g�) J�D�  JÇ�¢��[V��©D¼1® Ú,�g�)�D©D �·

m(0) =
m(a) = 0

�[¢O�V�D�D��¼����da�N�

−C2 = C1 =
a

p(1 − y)(1 − ya)
,

�VV¢&ËJ�D�¨����¸¹���� ���ÚF�[V©D������ JÄÚÌ�K7K·Í1�����D�

m(z) =
1

p(1 − y)

(
a
1 − yz

1 − ya
− z

)
.

Ìâ�ZÕJ��Í
NÃ�g�[ÚFË[V��¢��[G�D��¼1®�¢O�D������·

y = 1 (p = 1/2)
�DÆVÛ¹���¹����¸¹���� ���ÚF�[V©D������ JÄ Ì�K7K·Í� �Ø¡�����u©D F�

C1 + C2z + m0(z)
�>Ì �)�9Ë[V���D���D�9����¸¹���� ��

m0(z)
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m(z) = z(a − z).
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t12 = 1 + t12P{E1 = (1, 2)|E0 = (1, 2)} + t21P{E1 = (2, 1)|E0 = (1, 2)},

t21 = 1 + t12P{E1 = (1, 2)|E0 = (2, 1)} + t21P{E1 = (2, 1)|E0 = (2, 1)}.
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−0.48t12 + 0.92t21 = 1,
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