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Vorwort.

In den 40 Jahren, die seit dem Erscheinen der ,,Analysis Situs”
von POINCARE vergangen sind, hat sich die Topologie nicht nur zu
einer bedeutenden, sondern auch zu einer auBerordentlich umfangreichen
mathematischen Disziplin entwickelt; die wichtigsten Resultate dieser
Entwicklung harren einer Darstellung, die gleichzeitig in die Vergangen-
heit und in die Zukunft weist: in die Vergangenheit als Zusammen-
fassung dessen, was heute inhaltlich abgeschlossen vorliegt; in die Zu-
kunft als zuverldssige Grundlage fiir weitere Forschungen. Die an und fiir
sich schwierige Aufgabe, eine solche Darstellung eines immerhin jungen
Zweiges der mathematischen Wissenschaft zu geben, wird im Falle der
Topologie dadurch besonders erschwert, daf3 die Entwicklung der Topo-
logie in zwei voneinander génzlich getrennten Richtungen vor sich ge-
gangen ist: in der algebraisch-kombinatorischen und in der mengen-
theoretischen — von denen jede in mehrere weitere Zweige zerfillt,
welche nur lose miteinander zusammenhingen.

Als Marksteine in der Entwicklung der mengentheoretischen Topo-
logie diirfen der Bericht tiber Punktmengen von SCHOENFLIES (1908)
und das klassische Buch von HAUSDORFF (,,Grundziige der Mengen-
lehre’, 1914) gelten. In den letzten Jahren sind die Biicher von FRECHET
(,,Espaces abstraits*“), von MENGER (,,Dimensionstheorie”, ,,Kurven-
theorie) und von Kuratowsk (,,Topologie 1) erschienen. Uber die
allgemeine kombinatorische Topologie gab es bis vor wenigen Jahren
nur das grundlegende Werk von DEEN-HEEGAARD (Enzyklopéddie-Artikel
iber ,,Analysis Situs“, 1907) und das klassische Buch von VEBLEN
(,,Analysis Situs*, 1922), denen 1930 die ,,Topology* von LEFSCHETZ
folgte!. Im Jahre 1934 erschien dann das ,,.Lehrbuch der Topologie*
von SEIFERT-THRELFALL, welches der Wahl des Stoffes nach ungefihr
dem Buch von VEBLEN gleicht, diesen Stoff jedoch, den verflossenen
Jahren entsprechend, wesentlich ergdnzt und modernisiert; seine leb-
hafte und instruktive Darstellung macht das Buch von SEIFERT-THREL-
FALL zur Einfithrung und als Lehrbuch besonders geeignet.

1 Das in dieser Sammlung erschienene bekannte Buch von v. KEREKJARTO
ist ebenso wie das Buch von REIDEMEISTER (Einfithrung in die kombinatorische
Topologie) ausschlieBlich der zweidimensionalen Topologie (Flichentopologie)
gewidmet; diese Biicher nehmen daher einen besonderen Platz ein.



VIII Vorwort.

Aber keines unter den genannten Biichern behandelt die Topologie
als ein Ganzes: vielmehr wird in jedem Buch konsequent nur ein Zweig
dieser Wissenschaft dargestellt.

Diese bis jetzt noch fehlende integrale Auffassung der Topologie
liegt unserem Buch zugrunde, das drei Bande umfassen soll. Wir wollen
weder die mengentheoretische noch die kombinatorische Seite der Topo-
logie bevorzugen. Wir verzichten grundsitzlich auf die Trennung
mengentheoretischer und kombinatorischer Methoden; wir betrachten
vielmehr die Uberwindung dieser Trennung als eine der wichtigsten
methodischen Aufgaben, die vor der weiteren Entwicklung der Topo-
logie stehen, und wir wollen zu der Losung dieser Aufgabe auch in
diesem Buche nach Méglichkeit beitragen.

Wir stellen uns keineswegs das Ziel, in den drei Bidnden dieses
Buches eine Darstellung der ganzen Topologie zu geben, aber wir wollen
dem Leser die Vorstellung von der Topologic als einem Ganzen zu er-
reichen helfen. Die Vorstellung vom Ganzen hoffen wir dadurch zu
erwecken, dafl wir diejenigen Teile der Topologie darstellen, die fiir
jedes tiefere Eindringen in diese Wissenschaft unentbehrlich sind, die
fiir ihre weitere Entwicklung maBgebend zu sein scheinen und die fiir
die Anwendungen der Topologie und ihre sonstigen Beziehungen zur
iibrigen Mathematik und ihren Nachbargebieten besonders wichtig sind.

Eine diesen Gesichtspunkten entsprechende Wahl des Stoffes wird
natiirlich niemals frei von gewissen subjektiven Momenten sein. Immer-
hin ist es auch objektiv zu verantworten, wenn wir die Begriffe des
topologischen Raumes, des Komplexes und der n-dimensionalen Mannig-
faltigkeit als diejenigen Begriffe hervorheben, die in dem heutigen Auf-
bau der Topologie eine zentrale Rolle spielen. Um diese Begriffe, ihre
verschiedenen Spezialfille, Verallgemeinerungen und Spielarten konzen-
trieren sich die heutzutage aktuellen allgemeinen topologischen Theo-
rien: die Homologietheorie der Polyeder und der kompakten Riume;
die allgemeine Theorie der #-dimensionalen Mannigfaltigkeiten; die
Theorie der stetigen Abbildungen von Polyedern und Mannigfaltig-
keiten; die Dimensionstheorie; die axiomatische (oder abstrakte) topo-
logische Raumtheorie; usw.

-Niheres iiber den Aufbau des Buches erfihrt der Leser aus der
Einleitung, die gleichzeitig auch eine kurze geschichtliche Ubersicht
der Grundlinien in der Entwicklung der Topologie zu geben versucht.

Zwei Anhinge stellen den algebraischen und den elementargeometri-
schen Hilfsapparat dar. Auf diese Weise soll erreicht werden, daB das
Buch so gut wie keine sachlichen Vorkenntnisse beim Leser voraussetzt.
Jedoch wird eine gewisse allgemeine Kultur des abstrakten mathe-
matischen Denkens erwartet. Das Buch diirfte daher von einem Stu-
dierenden der mittleren Semester, der sich fiir begriffliche Mathematik
interessiert, mit Erfolg gelesen werden. Trotzdem ist das Buch durch-



Vorwort. IX

aus nicht ein Lehrbuch im iiblichen Sinne des Wortes: die Verfasser
haben sich die Aufgabe gestellt, in liickenloser Darstellung, ohne die
Allgemeinheit und die Abstraktion der Begriffsbildung zu scheuen, die
grundlegenden Resultate einer erfolgreichen Periode in der Entwick-
lung der Topologie — einer Periode, die mit POINCARE beginnt und in
den Arbeiten von BROUWER, ALEXANDER und anderen zur vollen Gel-
tung gekommen ist — zusammenzufassen und diese Resultate dem
Leser als Instrument weiterer Forschung zur Verfiigung zu stellen.

Die ersten Anfinge des Buches gehen auf die Vortrige und Semi-
nare zuriick, welche die beiden Verfasser, zum Teil gemeinsam, zum
Teil getrennt, in den Jahren 1925—1931 am Mathematischen Institut
der Universitit Gottingen auf Einladung von Herrn COURANT gehalten
haben. Von Herrn CoURANT ist auch die direkte Aufforderung aus-
gegangen, dieses Buch zu schreiben. Wir danken ihm fiir seine freund-
schaftliche Initiative, ohne die unsere Zusammenarbeit nie zustande
gekommen wire, und fiir seine herzliche, bestindige und titige Hilfs-
bereitschaft, auf die wir in jeder Hinsicht und bei jeder Gelegenheit
rechnen konnten. —

Die weiteren Pldne fiir das Buch wurden in zahlreichen Gespréchen,
fiir welche die damalige mathematische Atmosphire Géttingens be-
sonders befruchtend war, zwischen den Verfassern weiter entwickelt.
Das Interesse fiir Topologie in Géttingen konzentrierte sich damals vor
allem in dem regen mathematischen Kreise um EMMYy NOETHER. An
sie denken wir heute in Dankbarkeit zuriick. Die allgemeine mathe-
matische Einsicht von EMMY NOETHER beschrinkte sich nicht auf ihr
spezielles Wirkungsgebiet, die Algebra, sondern iibte einen lebhaften
EinfluB.auf jeden aus, der zu ihr in mathematische Beziehung kam.
Fir uns war dieser EinfluBl von der gréBten Bedeutung, und er spiegelt
sich auch in diesem Buch wieder. Die Tendenz der starken Algebrai-
sierung der Topologie auf gruppentheoretischer Grundlage, der wir in
unserer Darstellung folgen, geht durchaus auf EMMy NOETHER zuriick.
Diese Tendenz scheint heute selbstverstindlich; sie war es vor acht
Jahren nicht; es bedurfte der Energie und des Temperamentes von
EMMy NOETHER, um sie zum Allgemeingut der Topologen zu machen
und sie in der Topologie, ihren Fragestellungen und ihren Methoden,
diejenige Rolle spielen zu lassen, die sie heute spielt. —

Von groBem EinfluB auf den Inhalt dieses Buches ist der Win-
ter gewesen, welchen die beiden Verfasser in Princeton verbracht
haben (1927/28). Das anregende Milieu der Princetoner topologischen
Schule hat unsere Arbeit wesentlich geférdert und uns zu neuen topo-
logischen Ansichten und Erkenntnissen gefithrt. Wir erwihnen dankend
viele Anregungen durch die Herren VEBLEN, ALEXANDER und be-
sonders LEFSCHETZ. —



X Vorwort.

Wir widmen diesen Band Herrn BROUWER. Die Wirkung seiner
Leistungen ist in fast allen Teilen der Topologie und daher auch in
fast allen Abschnitten unseres Buches zu spiiren. BROUWER als Topo-
loge und als Gelehrter iiberhaupt ist fiir unsere Tétigkeit in der Topo-
logie von entscheidender Bedeutung gewesen. Fiir den einen von uns
(H. HopFr) bildeten die klassischen Untersuchungen BROUWERs iiber
stetige Abbildungen den Anreiz und die Grundlage seiner ersten
selbstdndigen Arbeiten. Der andere (P. ALEXANDROFF) hat ein Jahr
(1925—1926) in der Nihe von BROUWER verbracht, und in diesem
Jahr haben seine topologischen Anschauungen unter dem Einflu von
BrouweR im wesentlichen ihre jetzige Gestalt bekommen. BROUWERs
Einfluf ist, wie wir glauben, in diesem ganzen Buche lebendig geblieben.

Was die Ausfithrung des Buches betrifft, so wurden wir von vielen
Freunden und Kollegen unterstiitzt. Aus Gesprichen mit Herrn
PoNTRJAGIN haben wir Ofters wertvolle Anregung geschopft. Die
Herren MarRkorr und STIEFEL haben mit duBerster Aufmerksamkeit
sehr groBe Teile der Korrektur mitgelesen; wir verdanken ihnen viele
wichtige Verbesserungen und Berichtigungen. Zahlreiche wertvolle Rat-
schlige haben uns auch die Herren HAUSDORFF, BORSUK, COHN-VOSSEN,
Ko1MOGOROFF sowie Friulein PANNWITZ erteilt, die alle an der Kor-
rektur teilgenommen haben. Friulein PANNWITZ hat iiberdies das Sach-
verzeichnis angefertigt und uns dadurch eine groBe Arbeit abgenommen.
Die meisten Abbildungen sind von Herrn STIEFEL, einige sind von Herrn
KorLMOGOROFF gezeichnet worden. Allen den genannten Kollegen dan-
ken wir herzlich fiir ihre freundliche und verstdndnisvolle Mitwirkung.

Die Verlagsbuchhandlung Jurius SPRINGER hat nicht nur die
Herausgabe des Buches in ihrer bekannten vortrefflichen Weise aus-
gefiihrt, sondern ein Entgegenkommen und eine GroBziigigkeit gezeigt,
welche das iibliche MaB3 dessen, was die Verfasser erwarten durften,
weit iibertrafen. Wir sprechen der Firma Springer fiir alle ihre Be-
mithungen und ihr Entgegenkommen unseren aufrichtigen Dank aus.

Jalta (Krim), am 28. September 1935.

P. ALEXANDROFF,
H. HorrF.
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Berichtigungen.

Seite 23, zweite Zeile v. u. (des Textes): das Zeichen ,,1‘‘ bezieht sich auf die
FuBnote der Seite 24.

Seite 114, zweite Zeile v. u.: lies ,,Satz IV‘ statt ,,Satz III¢.
Seite 254, FuBnote: lies ,,FuBnote 1‘ statt , FuBnote 2.

Seite 280, Zeile 22 v. o.: lies ,,.. . entgegen der irreduziblen Geschlossenheit
von K'‘‘ statt ,entgegen seiner . ..‘.

Seite 286 lies in Satz XIV: ,n = 2 statt ,,n = 1.
Seite 392, erste Zeile: lies ,,Satz I* statt ,,Satz II*.



Einleitung.
§ 1L

1. Topologie ist Stetigkeitsgeometrie; sie handelt von denjenigen
Eigenschaften geometrischer Gebilde, welche .bei ,,fopologischen’, d. h.
eineindeutigen und in beiden Richtungen stetigen, Abbildungen erhalten
bleiben — von Eigenschaften also, welche jedenfalls nichts mit GroBen-
verhiltnissen zu tun haben —, und sie handelt auch von den stetigen
Abbildungen selbst.

Es ist nicht ganz einfach, dieser Erklirung der Topologie einen
prézisen Sinn zu geben; denn dazu gehort vor allem eine strenge Defi-
nition eines ,,geometrischen Gebildes”. Das wird spiter nachgeholt
werden; in dieser Einleitung, die nur einen ersten und allgemeinen
Uberblick iiber den Gegenstand des Buches geben soll und auf die wir
uns spiter niemals berufen werden, seien uns iiberhaupt etwas vage
Vorstellungen und unbestimmte Ausdriicke gestattet; deren Zerlegung
in exakte Begriffe wird ohnehin nachher eine der Hauptaufgaben des
Buches sein.

2. Die ersten Gebilde, die man unter topologischem Gesichtspunkt
betrachtet hat, waren Polygone und Polyederflichen oder, wie man zu
sagen pflegt, Strecken- und Flichenkomplexe; das Wort ,,Komplex*
deutet dabei an, daB die betreffenden Figuren als Systeme einzelner
Strecken bzw. ,,elementarer Flichenstiicke” (von denen jedes auf ein
konvexes Vieleck topologisch abgebildet werden kann) aufgefalit wer-
den. Mit diesen Gebilden hat sich EULER beschiftigt — die Entdeckung
des Eulerschen (richtiger!: Descartes-Eulerschen) Polyedersatzes darf
wohl als das erste wichtige Ereignis in der Topologie gelten (1752).

Der Satz lautet, um daran zu erinnern, folgendermaBen: Ist eine
Kugelfliche irgendwie in elementare Flichenstiicke zerlegt, so sind die
Anzahlen «,, &, &,, der Eckpunkte, Kanten und Flichenstiicke, die
bei der Zerlegung auftreten, durch die Beziehung

Ko — g + Xy =2
miteinander verkniipft; dabei darf die Kugelfliche durch eine beliebige
andere Fliche ersetzt werden, welche mit ihr ,homdomorph’‘, d.h.
welche ihr topologisches Bild ist2.

1 Erst im Jahre 1860 erfuhr man, daB sich die Polyederformel bereits in einem
unverdffentlichten Fragment von DESCARTES befindet.

2 Da EurLeEr den Satz nicht in dieser Allgemeinheit ausgesprochen hat,
braucht uns hier nicht zu stéren.

Alexandroff-Hopf, Topologie I. 1



2 Einleitung.

8. Auch Gauss verdankt die Topologie eine Entdeckung von héch-
ster Bedeutung: je zwei einfach geschlossenen, zueinander fremden
Kurven im dreidimensionalen Raum ordnet er mittels eines Integrals
eine ganze Zahl — ihre ,,Verschlingungszahl” — zu; sie ist dann und
nur dann Null, wenn die Kurven in dem Sinne ,,unverschlungen‘‘ sind,
daB sich in die eine ein orientierbares Flichenstiick einspannen lift,
welches von der anderen Kurve nicht getroffen wird™.

4. Man bemerkt einen prinzipiellen Unterschied zwischen dem Be-
griff der Verschlingung und derjenigen Eigenschaft, von welcher der
Eulersche Polyedersatz handelt: der Polyedersatz bezieht sich auf alle
Flichen, welche mit der Kugel homoomorph sind; er hat nichts mit
dem Raum zu tun, in dem die Fliche liegt; er handelt — um dieselbe
Tatsache noch anders auszudriicken — von einer ,,inneren‘ Eigenschaft
oder einer Eigenschaft der ,,Gestalt’* der Fliche. Betrachtet man eine
Fliche von anderer ,,Gestalt, so hat die entsprechend definierte Zahl
&y — 0%; + o, nicht mehr den Wert 2; im Falle einer geschlossenen
Ringfliche, eines ,,Torus®, ist sie — um nur ein Beispiel zu nennen —
gleich Null.

Dagegen gibt die Verschlingungszahl nicht eine ,,innere’ Eigen-
schaft der Figur an, auf die sie sich bezieht — diese Figur besteht
aus einem Paar zueinander fremder geschlossener Kurven, und je zwei
solche Paare sind einander homdomorph; erst die Art, wie diese Kurven
im Raume liegen, bestimmt den Wert der Verschlingungszahl. Diese
driickt daher eine Eigenschaft der ,,Lage einer Figur aus.

Es gibt somit topologische Eigenschaften der Gestalt und topo-
logische Eigenschaften der Lage; die einen bleiben erhalten, wenn man
die Figur selbst, ohne den umgebenden Raum, topologisch abbildet;
die anderen im aligemeinen nur dann, wenn man den ganzen Raum,
welcher die Figur enthilt, einer topologischen Abbildung unterwirft.

5. Gauss hat (im Jahre 1833) den Zustand der Topologie durch
die folgenden Worte charakterisiert: ,,Von der Geometria situs, die
LeisNiz ahnte und in die nur ein paar Geometern, EULER und VANDER-
MONDE, einen schwachen Blick zu tun vergénnt war, wissen und haben
wir nach anderthalb hundert Jahren noch nicht viel mehr als nichts.
Auch das — von Gauss angeregte — Buch von LisTING: ,,Vorstudien
zur Topologie“ (1847) sowie die Untersuchungen des Physikers KircH-
HOFF iiber Streckenkomplexe (1847) vermochten, so interessant sie an
sich sind, diesen Zustand nicht erheblich zu verbessern.

6. Die erste Periode systematischer topologischer Forschung, welche
wesentliche Fortschritte gezeitigt hat, beginnt mit RIEMANN. Veranlaft
durch die geometrische Deutung funktionentheoretischer Begriffe unter-
sucht er in seiner Dissertation (1851) die Zusammenhangsverhéltnisse

1 Vgl. Kap. XI, §§ 1, 2 und den Anhang zu Kap. XII; die Abbn. 30 und 32
zeigen unverschlungene, die Abbn. 29 und 31 verschlungene Kurvenpaare.
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der Flichen, und in einer weiteren, ebenfalls funktionentheoretischen
Abhandlung (1857) setzt er diese Untersuchungen fort. Systematische
Arbeiten von MOBIUS (1863), JORDAN (1866), SCHLAFLI (1872), DvCK
(1888) bringen insbesondere das Problem der Klassifizierung der ge-
schlossenen Flichen zum Abschluf3: man hat ein volles Invarianten-
system fiir die Gestalten der geschlossenen Flichen gefunden; es be-
steht aus zwei Angaben: erstens der Eigenschaft, orientierbar oder
nicht orientierbar zu sein, und zweitens dem Wert der Charakteristik
— also der Eulerschen Zahl &, — ®; + &, —, die man auch durch das
,,Geschlecht’ der Fliche ausdriicken kannl.

7. Die Bedeutung des Begriffes der , Fliche” in der Theorie der
analytischen Funktionen und in anderen Zweigen der Analysis fithrte
notwendigerweise zu der Erkenntnis, daB die Beschrinkung auf die
Zahl Zwei als — geometrisch gesprochen — Dimensionszahl oder —
analytisch gesprochen — Anzahl der unabhingigen Parameter weder
zweckmiBig noch gerechtfertigt sei. Der Begriff des #-dimensionalen
Euklidischen Raumes R" als des Kontinuums von # reellen Verinder-
lichen? war um die Mitte des 19. Jahrhunderts den Geometern bekannt
(GRASSMANN, 1844 und 1861; SCHLAFLI, 1852). Stellt der R" die Ver-
allgemeinerung der einfachsten Flache, namlich der Ebene, dar, so
wird der Begriff der beliebig gestalteten Fliche durch den Begriff der
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit verallgemeinert: eine n-dimensionale
Mannigfaltigkeit wird als ein Kontinuum erklart, welches im Kleinen
Euklidisch ist, d. h. in welchem jeder Punkt eine Umgebung besitzt,
die auf »# unabhingige Parameter bezogen werden kann, die also, mit
anderen Worten, einem Gebiet des R™ homdomorph ist. Von dieser
,,abstrakten oder ,,inneren‘ Definition geht RIEMANN bei seinen all-
gemeinen differentialgeometrischen Betrachtungen aus (1854). Ins-
besondere wird durch jedes System von N —# Gleichungen zwischen
N reellen Verinderlichen eine #-dimensionale Mannigfaltigkeit im R¥
erklirt — vorausgesetzt, daB die Gleichungen gewisse Regularitits-
und Unabhingigkeitsbedingungen erfiillen?®; die Untersuchung solcher
im RY realisierten Mannigfaltigkeiten lag aus algebraischen Griinden
besonders nahe.

1 Wir werden in diesem Buch auf die Klassifikation der Flachen nur an-
deutungsweise eingehen (Anhang zu den Kapiteln IV, V, VI); eine ausfithrliche
Darstellung findet man in dem Lehrbuch von SEIFERT-THRELFALL, Kap. VI
[Ein Verzeichnis topologischer Biicher befindet sich am Ende unseres Buches.}

2 Terminologische Bemerkung: Unter R" verstehen wir in dem ganzen Buch
immer den n-dimensionalen Euklidischen Raum.

3 Die Nullstellen des Funktionensystems f;(#;, %5, ..., #3) ((=1,2,...,
N —#) bilden eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, falls die Funktionen f; stetige
partielle Ableitungen besitzen, deren Matrix iiberall (d. h. in jeder Nullstelle des
Systems) den Rang N —# hat, und falls ferner die Menge der Nullstellen zusam-
menhédngend ist.

1*
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Wenn auch die n-dimensionale Geometrie fiir # > 3 die Vorteile
der unmittelbaren Anschaulichkeit verliert, so hat man doch erkannt,
daf die geometrische Sprache bei der Behandlung vieler analytischer
und algebraischer Fragen besonders kurz und treffend ist; zwar 148t
sie sich, wenn man es will, immer vermeiden, und mitunter bedeutet
ihre Ersetzung durch die Ausdrucksweise der Analysis keinen Schaden;
jedoch gibt es Probleme, wo die analytische Sprache héchst unbequem
wird — und zu diesen Problemen gehéren gerade diejenigen, die nicht
von GroBen, sondern von qualitativen Eigenschaften handeln, also ins-
besondere alle Probleme der Topologiel.

8. Der erste Beitrag zur Topologie beliebig-dimensionaler Mannig-
faltigkeiten stammt wohl von SCHLAFLI (1852); er iibertrug den Euler-
schen Polyedersatz auf xn-dimensionale konvexe Polyeder, wobei sich
ein wesentlicher Unterschied zwischen den geraden und den ungeraden
Dimensionszahlen # herausstellte.

Die Moglichkeit, dhnliche gestaltliche Invarianten, wie sie fiir die
Flachen existieren (Nr.6), auch fiir mehrdimensionale Mannigfaltig-
keiten aufzustellen, war RIEMANN — wie aus einem nachgelassenen
Fragment hervorgeht — bekannt. Bestimmtere Form gewann diese
Moglichkeit in einer Arbeit von BetTI (1870).

KRONECKER behandelte die Frage nach der Anzahl der gemein-
samen Nulistellen mehrerer reeller Funktionen mit einer Methode, die,
der Form nach analytisch, in die Topologie der #-dimensionalen Mannig-
faltigkeiten gehort (1869, 1873, 1878). Vorldufer besitzt diese Theorie
der ,,Kroneckerschen Charakteristik‘? bereits in dem ersten und dem
vierten Beweise des Fundamentalsatzes der Algebra von Gauss. Mit
Hilfe der Kroneckerschen Methode hat spiter Dyck (1890) wesentliche
Fortschritte in der Untersuchung der gestaltlichen Eigenschaften von
n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten erzielt.

Aber alle diese Arbeiten waren nur Vorboten der neuen und groBen
Disziplin, zu welcher die Topologie der x-dimensionalen Mannigfaltig-
keiten unter den Handen von POINCARE werden sollte (1895).

9. Inzwischen war, unabhingig von dem Aufbau der Theorie der
Mannigfaltigkeiten, der Grundstein zu dem anderen Fliigel des Ge-
béaudes der Topologie gelegt worden: G. CANTOR hatte (in den Jahren
1879—1884) die Mengenlehre und damit die mengentheoretische Topo-
logie geschaffen. Thr Grundbegriff — der des Haufungspunktes — so-
wie die ersten Sitze iiber abgeschlossene Mengen bilden den fundamen-
talen, aber nicht den einzigen unmittelbaren Beitrag CANTORs zur

1 Wir haben uns in dem letzten Absatz eng an die Einleitung zu PoIiNcarEs
»Analysis Situs* [J. Ec. Polyt. (2), 1] angelehnt. Wir weisen bei dieser Gelegen-
heit auch auf den SchluBabsatz dieser Poincaréschen Einleitung hin, den wir uns
im Hinblick auf das vorliegende Buch zu eigen machen.

2 Vgl. Kap. XII dieses Bandes.
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Topologie: er schuf auBerdem sowohl den Begriff des ,,Zusammen-
hanges! als auch den Begriff der — heute seinen Namen tragenden —
allgemeinen ebenen Kurven? Aus seinen Sitzen hat man gelernt, daB
der Begriff der ,,beliebigen’ Punktmenge des Euklidischen Raumes zu
interessanten topologischen Fragen AnlaB gibt, und daB man manche
derartige Fragen mit den Methoden der Mengenlehre beantworten kann.
Dieser Erkenntnis entsprang eine auBerordentlich lebhafte und frucht-
bare Entwicklung, die mit den fiir ihre Zeit bahnbrechenden Arbeiten
von SCHOENFLIES iiber die mengentheoretische Topologie der Ebene
beginnt (1900, 1908) und die seitdem in verschiedenen Richtungen
fortschreitet. Wir heben aus ihr hier etwa die Theorie der irreduziblen
Kontinuen, die Theorie der lokal-zusammenhéngenden Kontinuen und be-
sonders die BROUWER-URYSOHN-MENGERsche Dimensionstheorie hervor3,

10. PoincarRE und CANTOR diirfen wir als die eigentlichen und un-
mittelbaren Begriinder der Topologie ansehen. Bevor wir aber die
Hauptlinien in der Entwicklung unserer Wissenschaft weiter verfolgen,
ist es angebracht, einen Blick auf diejenigen mathematischen Ereig-
nisse im 19. Jahrhundert zu werfen, welche diese Entwicklung mistel-
bar vorbereitet haben. Wir nennen hier: die Entdeckung der Nicht-
euklidischen Geometrie; das Entstehen der projektiven Geometrie; die
Begriindung der #»-dimensionalen Elementargeometrie durch GRrass-
MANN und SCHLAFLI; RIEMANNsS Untersuchung der ,,Hypothesen, welche
der Geometrie zugrunde liegen*; die Schaffung des Begriffes der Rie-
mannschen Fliche. Das Gemeinsame, was diese Disziplinen mit sich
gebracht haben und worauf es uns hier ankommt, kann ,,abstrakie
Raumkonstruktion genannt werden. Wihrend bis dahin eine geo-
metrische Figur stets als ein Gebilde aufgefait wurde, das aus den
Elementen des gewoéhnlichen dreidimensionalen Raumes (Punkten, Ge-
raden usw.) zusammengesetzt ist, tritt in den erwihnten geometrischen
Theorien immer deutlicher ein ganz neuer Gesichtspunkt hervor: eine
Figur, oder der Raum, als Triger von Figuren, wird immer mehr zu
einer Menge von Elementen, deren individuelle Natur gleichgiiltig ist,
die aber untereinander durch feste Beziehungen verkniipft sind, und
diese Bezichungen sind das Wesentliche; sie machen die Menge der
Elemente zu einem Rawum, die Gesamtheit ihrer Eigenschaften zu einer
Geometrie. Diese Auffassung hat das Wesen der ganzen modernen Geo-
metrie bestimmt; in den Untersuchungen {iber die Grundlagen der
Geometrie hat sie sich zu voller Klarheit entfaltet; in der Entwicklung
der Topologie ist sie ein unentbehrlicher Bestandteil.

1 Vgl. Kap.I, §2, Nr. 14, und Kap. II, §6.

2 Eine ebene Punktmenge heiB3t eine Cantorsche Kurve, wenn sie aus mehr
als einem Punkt besteht, abgeschlossen, beschrankt, zusammenhingend ist und
keinen inneren Punkt enthailt.

3 Vgl. den § 3 dieser Einleitung.
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In zwei verschiedenen Richtungen hat die abstrakte Raumkonstruk-
tion in der Topologie Anwendung gefunden, und sie hat damit zwei
prinzipiell verschiedene Raumbegriffe geliefert; diese entsprechen ziem-
lich genau den beiden Teilen der Topologie, von denen der eine durch
den Namen POINCARE, der andere durch den Namen CANTOR gekenn-
zeichnet 1st.

11. Bei CANTOR ist ein geometrisches Gebilde eine beliebige Punkt-
menge des Euklidischen Raumes. Aber dieser Standpunkt erwies sich
in der mengentheoretischen Topologie als unnétig speziell: man sah
ein, daf3 die meisten Begriffsbildungen nicht von den speziellen Eigen-
schaften der Euklidischen Riume abhidngen, und daB es Mengen gibt,
die nicht als Punktmengen Euklidischer Riume definiert sind und
trotzdem in zweckmiBiger Weise zum Gegenstand mengentheoretisch-
topologischer Untersuchungen gemacht werden kénnen. Man verdankt
diese Einsicht FRECHET (1906). Es handelt sich dabei durchaus nicht
um kiinstliche Konstruktionen, sondern etwa um Riemannsche Flidchen,
Phasenriume mechanischer Systeme, Funktionenriume (diese ins-
besondere bei FRECHET) usw. Die abstrakte Raumkonstruktion ist der-
art, daB diese Gebilde ,,lopologische Riume'* sind; das bedeutet: in der
betreffenden Menge ist ein Nachbarschaftsbegriff eingefiihrt, welcher es
gestattet, von sfefigen Abbildungen als von solchen zu sprechen, welche
,,benachbarte’“ Elemente wieder in ,,benachbarte’* Elemente iiber-
fithren. Die ,,Nachbarschaft’ kann durch Vermittlung verschiedener
anderer Begriffe erklirt werden, durch ,,Entfernung”, ,,Umgebung®,
,, Konvergenz‘‘*,

Mit diesen von FRECHET geschaffenen Ideen der sogenannten ,,ab-
strakten‘ Topologie beginnt eine neue Epoche der mengentheoretischen
Topologie; die allgemeinen topologischen Raumbegriffe sind seitdem
zum unentbehrlichen Bestandteil nicht nur der Topologie selbst, son-
dern vieler Zweige der Analysis und Geometrie geworden.

12. Natiirlich ist es, um konkrete Resultate zu erhalten, nétig, die
sehr groBe Allgemeinheit der topologischen Riume durch geeignet ge-
wihlte Axiomensysteme einzuschrinken. Als ein besonders gliicklich
gewihltes Axiomensystem mufl man dasjenige von HAUSDORFF 2 ansehen.
HAuspORFFs Buch ,,Grundziige der Mengenlehre* (1914) ist ein Mark-
stein in der Entwicklung der topologischen Raumtheorie.

Das Ziel: ausgehend von sehr allgemeinen Riumen durch schritt-
weise Einfilhrung moglichst weniger und natiirlicher Axiome zu spe-
ziellen und konkreten Gebilden zu gelangen — dieses Ziel ist heute in
dem folgenden Sinne erreicht: man kann vom topologischen Stand-
punkt aus — d. h. bis auf Homéomorphien — einerseits alle, anderer-
seits insbesondere die abgeschlossenen und beschrinkten, Punktmengen
der Euklidischen Réiume (beliebiger Dimension) unter allen topologischen

1 Vgl. Kap. L. 2 Vgl. Kap. I, § 2, Nr. 8, sowie § 6.
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Réaumen durch eine geringe Zahl einfacher und begrifflich naheliegender
Axiome charakterisieren?.

13. Verlassen wir jetzt die von CANTOR ausgehende Richtung und
kehren wir zu PoINCARE zurlick. Zwar ist ‘auch der Hauptgegenstand
seiner Untersuchung, die #-dimensionale Mannigfaltigkeit, zunichst im
Grunde genommen mengentheoretisch definiert: nimlich als zusammen-
hangende Punktmenge eines (N-dimensionalen) Euklidischen Raumes,
deren Punkte simtlich solche Umgebungen besitzen, welche Gebieten
des R" homoéomorph sind (n << N); jedoch sieht sich POINCARE — auf
Grund einer Kritik von HEEGAARD — im Interesse einer strengen Be-
grindung seiner Ergebnisse bald genotigt (1899), eine Voraussetzung
hinzuzufiigen, welche der weiteren Theorie eine ganz andere Richtung
gibt: es soll moglich sein, die Mannigfaltigkeit in ,,Zellen’ zu zerlegen,
welche topologische Bilder #-dimensionaler konvexer Polyeder sind und
welche, wenn {iberhaupt, so lings gemeinsamer Seiten beliebiger Dimen-
sion aneinanderschlieBen. Diese Zellenzerlegung wird dann der eigent-
liche Gegenstand der Untersuchung.

14. Wir fiigen hier eine terminologische Bemerkung ein, welche fiir
das ganze Buch Giiltigkeit hat. Eine Pumnktmenge, welche in der eben
angedeuteten Weise in Zellen zerlegt werden kann, nennen wir ein
Polyeder; die — im Fall einer ,,geschlossenen‘* Mannigfaltigkeit end-
liche, im Fall einer ,,offenen’ Mannigfaltigkeit abzihlbare — Menge
der Zellen und ihver Seiten selber nennen wir einen Komplex?.

Die Poincaréschen Mannigfaltigkeiten sind also Polyeder, welche —
neben der Bedingung, zusammenhingend zu sein — die folgende Be-
dingung erfiillen: sie sind ,,im Kleinen Euklidisch®, d. h. jeder Punkt
besitzt eine Umgebung, die einem Gebiet des K" hom&omorph ist.

15. Die Richtung, in welcher, wie wir oben (Nr.13) angedeutet
haben, PoincarEs Untersuchung der Mannigfaltigkeiten fortschreitet,
1aBt sich jetzt so charakterisieren: Gegenstand der Untersuchung wird
ein Komplex, also ein System von endlich oder héchstens abzihlbar
vielen Elementen; die Eigenschaften der Mannigfaltigkeit, die studiert
werden sollen, werden durch Eigenschaften des Komplexes ersetzt, und
diese Eigenschaften des Komplexes sind durch die ,,Inzidenzen‘ seiner
Elemente, d.h. durch die Art, wie diese aneinandergefiigt sind, be-
stimmt. POINCARE gelangt so — um nur sein erstes Hauptresultat zu
nennen — zu der strengen Definition der ,,Bettischen Zahlen®, welche
Verallgemeinerungen der Zusammenhangszahl einer Fliche sind.

1 Kap. IX, § 3, Satz IX: MENGER-NOBELINGscher Einbettungssatz fiir ab-
geschlossene beschrinkte Punktmengen. Wenn man den diesem Satz zugrunde
liegenden Dimensionsbegriff auf beliebige Mengen erweitert, erhélt man eine topo-
logische Charakterisierung aller Punktmengen der Euklidischen Raume.

2 Vgl. Kap. I1I, § 1, sowie § 4, Nr. 2; die Polyeder, von denen wir jetzt spre-
chen, sind im allgemeinen , krumme’’ Polyeder im Sinne von § 4 a.a. O.
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Die Methode bei diesen Untersuchungen ist algebraisch: man ar-
beitet systematisch mit Hilfsmitteln wie Linearformen, Matrizen, Grup-
pen, und es entsteht eine in sich geschlossene Theorie — die ,,kombina-
torische Topologie' oder auch ,,Topologiec der Komplexe' —, die man
geradezu als Zweig der reinen Algebra ansehen kannl. Nach PoINCARE
hat diese Disziplin eine neue Bliite besonders dank den Arbeiten von
VEBLEN, ALEXANDER, LEFSCHETZ (hauptsachlich in dem Jahrzehnt 1920
bis 1930) erlebt.

16. In der kombinatorischen Topologie spielt der ,,Komplex* die
Rolle des ,,geometrischen Gebildes®, #hnlich wie der ,,topologische
Raum in der abstrakten mengentheoretischen Topologie; der Kom-
plex ist der in abstrakter Weise konstruierte ,,Raum‘* (vgl. Nr. 10)2,
dessen ,,Geometrie’ eben die kombinatorische Topologie ist; es kommt
also (vgl. Nr. 10) nicht auf die Natur der Elemente (welche urspriing-
lich Zellen sind) an, sondern nur auf die Beziehungen zwischen ihnen,
d. h. auf ihre ,,Inzidenzen (Nr. 15). Somit kann man kombinatorische
Topologie treiben, auch wenn die Elemente nicht Zellen sind, der Kom-
plex also nicht durch die Zerlegung eines Polyeders gegeben ist, voraus-
gesetzt, daB zwischen den Elementen gewisse Beziehungen erklirt sind,
welche den Inzidenzen entsprechen.

Diese Erkenntnis, die in voller Schirfe DEEN und HEEGAARD in
ihrem Enzyklopidie-Artikel (1907) herausgearbeitet haben, hat der
kombinatorischen Topologie neue Anwendungsméglichkeiten erdffnet,
welche sich neuerdings in der topologischen Theorie viel allgemeinerer
Gebilde, als es die Polyeder sind, auBerordentlich bewdhrt habens3.

17. Urspriinglich und hauptsichlich aber bilden die Polyeder das
Anwendungsgebiet der kombinatorischen Topologie; man will den
Komplex, welcher die Zellenzerlegung eines Polyeders darstellt, zur
Auffindung und Untersuchung fopologischer Eigenschaften des Polyeders
benutzen. Fiir jede einzelne Eigenschaft des Komplexes erhebt sich
die Frage: ist sie eine ,,fopologische Invariante’ des Polyeders, d. h.:
kommt dieselbe Eigenschaft jeder anderen Zerlegung desselben sowie
jedes homdomorphen Polyeders zu? Bei manchen Eigenschaften des
Komplexes — so bei den Bettischen Zahlen — ist man aus guten Griin-
den zu der Erwartung berechtigt, daB sie derartige Invarianten seien.

Aber die Aufgabe, diese Invarianz streng zu beweisen, stieB auf
eine prinzipielle Schwierigkeit: die Begriffe der kombinatorischen
Topologie — die sich auf einen Komplex beziehen — sollen mit den

1 Der fiirr beliebige Komplexe giltige Teil dieser Theorie ist in Kap. IV—VII -
dieses Buches, der nur fiir die Zellenzerlegungen von Mannigfaltigkeiten giiltige
Teil wird im 3. Band dargestellt.

2 Man kann einen Komplex sogar in verniinftiger Weise als ,,topologischen‘
Raum im Fréchetschen Sinne auffassen; vgl. Kap. ITI, § 1, Nr. 8.

3 Vgl. Kap. III, § 4, Nr. 3 und Kap. IX, § 3. Im 2. Band werden diese An-
wendungen der kombinatorischen Topologie eine noch groBere Rolle spielen.
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ganz andersartigen Begriffen der mengentheoretischen Topologie —
nimlich mit Eigenschaften von Polyedern, also von Punktmengen —
in Verbindung gebracht werden. Man hatte zwar eine Topologie der
Komplexe, und man hatte eine Topologie der Punktmengen, aber es
fehlte zunichst eine ,,Topologie der Polyeder”, in welcher sich beide
miteinander verbdnden.

18. Nicht nur fiir die von PoINCARE geschaffenen Begriffe der
kombinatorischen Topologie, sondern fiir einen ganz elementaren und
uralten Begriff blieb das Invarianzproblem lange Zeit ungeldst: fiir
den Begriff der Dimension. Nachdem einerseits CANTOR die Mdglich-
keit einer eineindeutigen, jedoch unstetigen, Abbildung eines #-dimen-
sionalen auf einen hoéherdimensionalen Wiirfel nachgewiesen, nachdem
andererseits PEANO eine eindeutige und stetige, jedoch nicht einein-
deutige, Abbildung einer Strecke auf eine Quadratfliche konstruiert
hatte, wurde man sich der Aufgabe bewuBt, die Unmdglichkeit analoger
eineindeutiger und stetiger, also topologischer, Abbildungen zu beweisen
und damit zu zeigen, daB die Dimension eines Euklidischen Raumes
eine topologische Invariante ist. Es lag hier ein Problem vor, das nicht
nur fiir die Geometrie, sondern auch fiir die Grundlagen der Analysis
von der gréBten Bedeutung war.

BrOUWER hat als erster die Invarianz der Dimensionszahl bewiesen
(1911). Dieser Beweis ist der Beginn einer neuen Epoche in der Ent-
wicklung der Topologie: seine Methode der ,,simplizialen Approxima-
tion” und des ,,Abbildungsgrades‘ stetiger Abbildungen ist kraftvoll
genug, um die Widerstinde beim Aufbau der ,,Topologic der Polyeder
zu durchbrechen, in erster Linie also, um die notwendigen Invarianz-
beweise zu fithrenl. In ihrer Wirksamkeit aber reicht diese Methode
weit {iber die Durchfiihrung der Invarianzbeweise hinaus; sie ist eine
derjenigen Schopfungen, durch welche BROUWER, neben CANTOR und
PoiNcarE, zum Begriinder der heutigen Topologie geworden ist.

19. Teils unter den Hidnden BROUWERs — in unmittelbarem An-
schluB an den ersten Invarianzbeweis und im wesentlichen mit der-
selben Methode —, teils in einer zweiten Periode, insbesondere dank
den neuen Ideen, durch welche ALEXANDER und LEFsCHETz die Geo-
metrie bereichert haben, hat die Polyedertopologie bedeutende Ergeb-
nisse gezeitigt; wir heben hier nur die markantesten unter ihnen hervor:

BRrRoUwER entwickelte die Theorie des Abbildungsgrades weiter?; er
gelangte unter anderem zum Beweis des Satzes von der ,,Gebiets-

1 Die Art?eiten von BROUWER selbst beschaftigen sich nicht mit den Invarianz-
beweisen fiir die GréB8en der kombinatorischen Topologie. Der erste Beweis fiir
die Invarianz der Bettischen Zahlen ist von ALEXANDER erbracht worden (1915);
ihm folgten spater weitere Invarianzbeweise von ALEXANDER, welche ebenfalls
auf simplizialen Approximationen beruhen. Die Brouwer-Alexandersche Beweis-

methode fiir Invarianzsitze ist im Kap. VIII dieses Bandes dargestellt.
2 Kap. XIL.
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invarianz‘! und zu den bertthmten ersten Sitzen iiber Fixpunkte und
Vektorfelder (1911)2; gerade diese Untersuchungen und FErgebnisse
haben infolge ihrer Bedeutung fiir groBe Teile der Geometrie wie der
Analysis die Aufmerksamkeit breiterer Kreise von Mathematikern auf
die topologische Forschung gelenkt. BROUWER bewies ferner (1912)
den Jordanschen Satz fiir den #-dimensionalen Raum vollstindig, nach-
dem fiir einen wichtigen Teil dieses Satzes ein Beweis von LEBESGUE
skizziert worden war (1911).

ALEXANDER entdeckte den nach ihm benannten ,,Dualitiitssatz‘
(1922)3; er hat damit die Kenntnisse von den Lageeigenschaften eines
(krummen)* Polyeders im #-dimensionalen Raume in einer iiberraschen-
den und bis heute nicht iibertroffenen Weise bereichert. Der Jordan-
Brouwersche Zerlegungssatz wird dabei in eine systematische Theorie
der Verschlingungen eingeordnet; dieser wichtige Zusammenhang war
iibrigens zuerst von LEBESGUE erkannt worden und bildete die Beweis-
idee in seiner erwihnten Skizzes.

LeFscHETZ brachte das Problem der Anzah! der Fixpunkte bei einer
Abbildung einer Mannigfaltigkeit in sich in gewissem Sinne zum Ab-
schluB: er driickt die ,,algebraische’ Anzahl der Fixpunkte durch eine
Formel aus, in welcher nur GréBen auftreten, die bei einer vorgelegten
Abbildung als bekannt gelten diirfen (1926)¢.

20. Die Erfolge in der Polyedertopologie entspringen der Verbin-
dung algebraischer und mengentheoretischer Methoden. Bei tieferem
Eindringen in das Wesen dieser Verbindung gewann man die Uber-
zeugung, daf3 die Polyeder zwar ihr nichstliegendes, aber doch ein
unnétig spezielles Anwendungsgebiet darstellen; man erkannte, daB
auch an viel allgemeineren Gebilden kombinatorische und mengen-
theoretische Eigenschaften organisch miteinander verbunden sind.

So kam man ‘dazu, die Methoden der kombinatorischen Topologie
auf beliebige Punktmengen anzuwenden. Ein neuer Aufschwung der
mengentheoretischen Topologie war die Folge; es entstand eine neue
Richtung, die man als ,,allgemeine geometrische Theorie der abgeschlos-
senen Mengen'* bezeichnen kann?.

Der Begriinder auch dieser neuen Richtung ist BROUWER: an ihrem
Beginn steht sein ,,Beweis der Invarianz der geschlossenen Kurve
(1912). In der weiteren Entwicklung konnte man an eine bereits vor-

! Kap. X, §2. 2 Kap. XII, §3. 3 Kap.XI, §4. 4 Kap. III, § 4, Nr. 2.

5 Diese Idee kommt am klarsten in demjenigen Alexanderschen Beweis zum
Ausdruck, der in dem ,,Anhang‘* zum Kap. XI dargestellt ist.

8 Der urspriingliche, fir Mannigfaltigkeiten giiltige Beweis der Fixpunkt-
formel soll im 3. Band dargestellt werden. Im Kap. XIV des vorliegenden Bandes
wird die Lefschetzsche Formel fiir beliebige Polyeder bewiesen; dieser Beweis
stammt von H. Hopr.

7 Kap. IX, § 3 des vorliegenden Bandes gehért in diese Theorie; der 2. Band
wird ihr in erster Linie gewidmet sein.
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her erfolgte bedeutende Entdeckung von LEBESGUE ankniipfen: der
von ihm aufgestellte , Pflastersatz’* (1911)! wurde der Ausgangspunkt
fiir die Anwendung kombinatorischer Methoden in der Dimensions-
theorie?2.

§ 2.

1. Einer auf prinzipielle und abschlieflende Erkenntnisse gerichteten
topologischen Forschung bieten sich in erster Linie zwei verschiedene
Ziele dar: einerseits eine Theorie der Gestalt und Lage mdglichst all-
gemeiner Punkimengen — wenigstens so allgemein, dall die abgeschlos-
senen und beschrinkten Mengen der Euklidischen Riume mit umfafB3t
werden —, andererseits eine spezielle Theorie der Mannigfaltigkeiten,
durch welche insbesondere diejenigen Eigenschaften der Mannigfaltig-
keiten vom Standpunkt der Topologie aus geklirt werden, die bei den An-
wendungen — so in der Funktionentheorie, Differentialgeometrie, Theorie
der kontinuierlichen Gruppen — wichtig und merkwiirdig erscheinen.

Beide Theorien sind heute begonnen, aber nicht vollendet; in ihrem
weiteren Ausbau darf man wohl die Hauptaufgaben der Topologie fiir
die nichste Zeit erblicken.

2. Der Begriff des allgemeinen Polyeders — d. h. des Polyeders, das
nicht notwendigerweise Mannigfaltigkeit ist, — steht in der Mitte zwi-
schen dem Begriff der beliebigen Punktmenge und dem der Mannig-
faltigkeit ; diese Zwischenstellung bringt es mit sich, daf die allgemeinen
Polyeder als Gegenstand einer befriedigenden endgiiltigen Theorie nur
in geringerem MaBe in Frage kommen.

Trotzdem soll gerade die Topologie der n-dimensionalen allgemeinen
Polyeder den Hauptinhalt des vorliegenden ersten Bandes unseres Topo-
logie-Buches bilden. Man kann zur Rechtfertigung dieser Auswahl
erstens die Tatsache anfithren, dal ja fast alle materiellen Gegen-
stinde, mit denen man es im tdglichen Leben zu tun hat, Polyeder
— aber im allgemeinen nicht Mannigfaltigkeiten — sind (vgl. die Ab-
bildungen 4 und 9), und daB dadurch die Untersuchung ihrer Eigen-
schaften besonders nahegelegt ist. Wesentlich wichtiger erscheint uns
ein Grund methodischer Natur:

Es ist bereits gesagt worden (§ 1, Nr. 171f.), daB die Polyedertopo-
logie der Treffpunkt der algebraisch-kombinatorischen mit den mengen-
theoretischen Methoden ist; man darf aber weitergehen und behaupten:

1 Der Satz lautet: Wenn man einen #-dimensionalen Wiirfel in hinreichend
kleine abgeschlossene Stiicke zerlegt, so gibt es notwendigerweise Punkte, die zu
wenigstens # + 1 dieser Stiicke gehoren. Der erste einwandfreie Beweis stammt
von BROUWER (1913). Unter den spateren Beweisen ist besonders elementar der
von SPERNER (Abh. math. Sem. Hamburg VI). Wir beweisen den Satz im Kap. IX,
§ 2 (Satz II).

2 Zu dieser neuen Richtung in der mengentheoretischen Topologie gehdren

Arbeiten von ALEXANDROFF, VIETORIS, LEFSCHETZ, PONTRJAGIN, CECH u. a. (be-
ginnend 1925).
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das Studium der allgemeinen Polyedertopologie bildet eine notwendige
— oder zum mindesten héchst zweckmiBige — gemeinsame Grundlage
fir das Studium sowohl der Mannigfaltigkeiten als auch beliebiger
Punktmengen; die Polyedertopologie darf mit besonders gutem Recht
als elementare Topologie bezeichnet werden.

Wir werden diese Behauptung sogleich prézisieren und begriinden.

3. Der Apparat der kombinatorischen Topologie, den POINCARE fiir
die Untersuchung der Mannigfaltigkeiten geschaffen hat, besteht im
wesentlichen aus drei Teilen: 1. der Theorie der Zyklen und Beran-
dungen, gewdchnlich als ,,Homologietheorie’* bezeichnet, 2. der Theorie
des Schmittes von zwei oder mehr Zyklen in einer Mannigfaltigkeit,
3. der Theorie der Fundamentalgruppe.

Von diesen drei Teilen ist der erste weitaus der einfachste. Die
Schnitt-Eigenschaften namlich sind insofern nicht elementarer Natur,
als sie sich noch nicht an einem Komplex duBern, der eine Zerlegung
der Mannigfaltigkeit darstellt, sondern erst zutage treten, wenn man
eine zweite, die ,,duale®, Zellenzerlegung heranzieht, deren Existenz
eine merkwiirdige und tiefliegende Eigenttimlichkeit der Mannigfaltig-
keiten ist!. Die Theorie der Fundamentalgruppe fithrt zu algebraischen
Schwierigkeiten, welche unendliche nichtkommutative Gruppen be-
treffen und die bis heute nur zum kleinen Teil {iberwunden werden
konnten. Die Homologie-Theorie dagegen bezieht sich erstens — im
Gegensatz zu der Schnitt-Theorie — nur auf den vorgelegten Komplex
selbst, und zweitens besteht ihr algebraischer Inhalt aus Sitzen iiber
Gruppen, die — im Gegensatz zu der Fundamentalgruppe — Abelsche
Gruppen mit endlichvielen erzeugenden Elementen sind, also Gruppen,
die man vollstindig beherrscht 2.

Aus diesen Griinden ist es berechtigt, unter den drei Teilen der
kombinatorischen Topologie die Homologie-Theorie, und nur sie, als
elementar zu bezeichnen.

4. Nun stellt sich aber heraus: die Homologie-Theorie 148t sich un-
mittelbar, ohne jede Anderung, auf beliebige Komplexe anwenden, d. h.
auf Zellenzerlegungen beliebiger Polyeder, nicht nur auf Mannigfaltig-
keiten3. Nicht die Mannigfaltigkeiten, sondern die allgemeinen Polyeder
liefern uns also in natiirlicher Weise die Objekte, an denen wir die
elementare kombinatorische Topologie studieren kénnen und an denen
sich die elementaren Methoden der kombinatorischen Topologie weiter
entwickeln lassen. Und gerade die auf diese Weise ausgebildeten Me-

1 Man vergleiche zur vorlaufigen Orientierung die dualen Wiirfelzerlegungen
in Kap. XI, § 3, Nr. 3.

2 Die gruppentheoretische Auffassung der Homologie-Theorie rithrt von
EMmMY NOETHER her (1925; vgl. Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. Bd. 34, S. 104).
Diese Auffassung hat unsere Darstellung in diesem Buche bestimmt.

3 Eine solche unmittelbare Ubertragung ist auch fur die Theorie der Funda-
mentalgruppe, jedoch nicht fiir die Schnitt-Theorie, moglich.
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thoden der ,,Homologie-Theorie der Polyeder* sind es andererseits auch,
die immer mehr und mehr Herrschaft iiber die Probleme der mengen-
theoretischen Topologie erlangen und die sich insbesondere fiir eine
systematische Theorie der beschrinkten abgeschlossenen — also sehr
allgemeiner — Mengen eignen.

Soviel zur Rechtfertigung des Namens ,,elementare Topologie** fiir
die Homologie-Theorie der Polyeder sowie des Standpunktes, daB das
Studium dieser elementaren Topologie eine gute Grundlage fiir das
Studium der wichtigsten anderen Zweige der Topologie sei.

5. Wenn wir somit diese elementare Topologie der Polyeder — nicht
etwa der Komplexe — zum Mittelpunkt des Programmes fiir den vor-
liegenden Band machen, so diirfte schon aus dieser Wahl ersichtlich
sein, daB wir auf die Trennung von kombinatorisch-algebraischen und
mengentheoretischen Methoden bewuBt verzichten, oder richtiger: da8
wir die Uberwindung dieser Trennung anstreben, auch wenn sie heute
noch nicht in endgiiltiger Weise durchgefiihrt ist.

Bei dieser Gelegenheit seien — zur Vermeidung von MiBverstidndnissen,
welche immerhin denkbar wiaren — noch zwei Bemerkungen gemacht.

Erstens: Mit dem, was wir iiber die Polyedertopologie als Grund-
lage weiterer topologischer Gebiete gesagt haben, behaupten wir nichs,
daB die Polyedertopologie die einzige derartige Grundlage sei. Eine
zweite unentbehrliche Grundlage wird von den Elementen der Lehre
vom topologischen Raumbegriff, also der ,,abstrakten‘ Topologie, ge-
bildet; die Kenntnis dieser Elemente ist eine Voraussetzung fiir jedes
tiefere Eindringen in topologische Probleme?®.

Zweitens: Wir behaupten wicht, daB die Methoden der Polyeder-
topologie die esnzigen, oder gar die idealen, Methoden seien, welche die
Anwendung kombinatorischer Methoden auf mengentheoretische Pro-
bleme ermdglichen; wir glauben im Gegenteil, daB es in einiger Zeit
moglich sein wird, diese Anwendungen durch Vermittlung anderer Be-
griffsbildungen als derer aus der Polyedertopologie vorzunehmen, und
wir halten es fiir wahrscheinlich, daB eine solche ,,polyederfreie
Theorie gewisse prinzipielle und praktische Vorziige besitzen wird.

6. Die Anordnung und Einteilung des Stoffes in dem vorliegenden
Bande ist die folgende. Er zerfillt in vier Teile. Der erste Teil (Kap. I
und II) enthilt die Elemente der mengentheoretischen Topologie. Der
zweite Teil (Kap. III—VII) besteht in einer Darstellung der kombina-
torischen Topologie, unter Beschrinkung auf deren ,,elementaren Teil,
d. h. die fir beliebige Komplexe giiltige Homologie-Theorie (s. oben
Nr. 3, 4). Im dritten Teil (Kap. VIII—X) wird die Homologie-Theorie
auf Polyeder iibertragen; er handelt also von den sogenannten Invarianz-
sdtzen. Den Inhalt des vierten Teiles (Kap. XI—XIV), der den Titel
,,Verschlingungen im R". Stetige Abbildungen von Polyedern* trigt, bil-

! Man vergleiche die Vorbemerkungen zum ,,Ersten Teil’* dieses Bandes.
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den die konkreten Ergebnisse der allgemeinen Polyedertopologie: ins-
besondere der Alexandersche Dualititssatz, der Brouwersche Abbil-
dungsgrad und Fixpunktsitze.

Uber Einzelheiten unterrichten die Inhaltsverzeichnisse, welche allen,
und die Vorbemerkungen, welche manchen Kapiteln vorausgeschickt sind.

7. Wir weisen noch auf diejenigen Punkte hin, in denen von dem
soeben skizzierten Programm abgewichen wird:

Im zweiten Teil wird der eigentlich kombinatorisch-topologische
Standpunkt erst vom Kap. IV (dem zweiten Kapitel dieses Teiles) an
eingenommen ; das Kap. IIT behandelt die elementargeometrische Lehre
von den Zellenzerlegungen von Polyedern; es stellt damit den Zusam-
menhang zwischen Elementargeometrie und kombinatorischer Topologie
her, und auBerdem liefert es Hilfsmittel fiir die spéteren Invarianz-
beweise. Noch an einer anderen Stelle des zweiten Teiles begeben wir
uns aus der rein kombinatorischen Topologie in die Elementargeometrie:
bei dem Satz, daB die Homologie-Eigenschaften eines Euklidischen
Komplexes erhalten bleiben, wenn man mit dem Komplex eine ,,Unter-
teilung** vornimmt (Kap. VI, §2).

Der dritte Teil ist nicht ausschlieBlich den Polyedern vorbehalten;
vielmehr werden im AnschluBl an eine der dort dargestellten Methoden
fiir Invarianzbeweise die einfachsten Anwendungen kombinatorischer
Methoden auf mengentheoretische Probleme vorgenommen: insbesondere
wird der Brouwersche allgemeine Dimensionsbegriff eingefiihrt, und
einige Hauptsitze der Dimensionstheorie — darunter der Menger-
Nobelingsche Einbettungssatz — werden dargestellt (Kap. IX, § 3); es
wird ferner der fiir beliebige abgeschlossene und beschrinkte Mengen
des Euklidischen Raumes giiltige ,,Zerlegungssatz‘‘ bewiesen (Kap. X),
welcher den Jordan-Brouwerschen Satz als Spezialfall enthilt.

Obwohl in diesem Bande Topologie ,,allgemeiner* Polyeder und
nicht Mannigfaltigkeitstopologie getrieben wird, besteht der Ausgangs-
punkt des vierten Teiles gerade in den spezifischen Mannigfaltigkeits-
eigenschaften: in den Eigenschaften des ,,Schnittes” und in der Existenz
der ,,dualen Zerlegung einer gegebenen Zellenzerlegung (Kap. XI,
§§ 1, 3). Jedoch handelt es sich hier nicht um Zerlegungen einer be-
liebigen Mannigfaltigkeit, sondern nur um Zerlegungen des Euklidischen
Raumes. Die Mannigfaltigkeiten sind also nicht vollstindig aus diesem
Bande verbannt; aber von allen Mannigfaltigkeiten, also den ,,im
Kleinen Euklidischen Rdumen ist die einzige, die in diesem Bande
eine Rolle spielt, der Euklidische Raum selbst. Eine Betrachtung von
beliebigen Mannigfaltigkeiten im Anschiul an die Fixpunktsitze hat
lediglich den Charakter einer Anwendung eines allgemeineren Satzes
(Kap. XIV, § 4).

8. Die beiden noch geplanten Binde dieses Buches sollen den ersten
Band in den beiden Hauptrichtungen der Topologie fortsetzen, von
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denen wir schon wiederholt und ausfiihrlich gesprochen haben: der
zweite Band wird der mengentheoretischen, der dritte Band haupt-
siachlich der Topologie der Mannigfaltigkeiten, und daneben der Theorie
der Fundamentalgruppe, gewidmet sein. Mit genaueren Ankiindigungen
und den daraus entstehenden Verpflichtungen wollen wir uns jetzt
nicht belasten.

§ 3.

Im ersten Paragraphen haben wir versucht, die Hauptlinien in der
Entwicklung der Topologie zu zeichnen; im § 2 wurde ein Programm
unseres Buches skizziert. Bei beiden Gelegenheiten war Vollstindigkeit
weder in historischer noch in sachlicher Hinsicht méglich, und daher
sind zahlreiche wichtige Gebiete dlterer und neuerer topologischer
Forschung unerwihnt geblieben; manche von ihnen werden auch
weiterhin in diesem Buche {iber Gebiihr vernachlissigt werden miissen.
In diesem Paragraphen wollen wir die Aufmerksamkeit des Lesers auf
einige — mehr oder weniger willkiirlich ausgewihlte — dieser Gebiete
lenken.

1. Die einfachsten Gebilde der kombinatorischen Topologie sind
die Streckenkomplexe. Seit EULER (Konigsberger Briickenproblem) hat
man sich viel mit ihnen beschiftigt, und es existiert iiber sie eine um-
fangreiche Literatur!. Aber trotz vieler scharfsinniger Uberlegungen
und trotz der Einfachheit der Gebilde ist uns noch nicht alles tiber die
gestaltlichen Eigenschaften der Streckenkomplexe bekannt: daf das
bekannte ,,Vierfarbenproblem‘* bis heute allen Lsungsversuchen wider-
standen hat, ist eine Folge dieser mangelhaften Kenntnisse.

2. Fiir unsere geometrische Einsicht wichtiger als die Losung des
Vierfarbenproblems und die Eigenschaften der Gestalt von Strecken-
komplexen ist die Erforschung der Lageeigenschaften von Polygonen
im dreidimensionalen Raum.- Man betrachte im R3 ein einfach geschlos-
senes Polygon oder auch ein System mehrerer zueinander fremder der-
artiger Polygone und frage: wie erkennt man, ob zwei solche vorgegebene
Systeme die ,,gleiche Lage haben, d. h. ob man den R? topologisch so
auf sich abbilden kann, daB@ das eine System in das andere {ibergeht?
Die Theorie der Verschlingungszahl? gibt hieriiber nur unvollkommen
AufschluB8. Im einfachsten Falle lautet die Frage: ,,Wie erkennt man,
ob ein vorgegebenes Polygon ,unverknotet’ ist, d. h. ob es die gleiche
Lage hat wie ein Kreis? Das ist das , Kuotenproblem'. Zahlreiche
und in die Tiefe gehende Untersuchungen (von DEHN, ALEXANDER,
REIDEMEISTER, SEIFERT und anderen) haben diesen Problemkreis ge-
foérdert, jedoch ohne ihn, auch nur in dem genannten einfachsten Falle,
zu erledigen. Zum Teil sind die Schwierigkeiten algebraischer Natur:
mrgleiche den Artikel von DEHN-HEEGAARD und das Buch von St.

LaGUE (s. das Blicherverzeichnis am Schluf dieses Bandes).
2 § 1, Nr. 3 dieser Einleitung und Kap. XI.
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es handelt sich dabei um unendliche diskontinuierliche nichtkommu-
tative Gruppenl.

3. Ein ebenfalls naheliegendes und viel behandeltes (ALEXANDER,
DEenN, HEEGAARD, REIDEMEISTER, SEIFERT, THRELFALL), aber ungelostes
Problem ist das der topologischen Klassifikation der geschlossenen drei-
dimensionalen Mannigfaltigheiten®, also das dreidimensionale Analogon
zu dem langst gelosten Problem der Klassifikation der geschlossenen
Flachen (vgl. § 1, Nr. 6). Schon POINCARE hat es in Angriff genommen,
aber bis heute ist nicht einmal die Richtigkeit der folgenden Poincaré-
schen Vermutung entschieden: ,,Die einzige geschlossene dreidimensio-
nale Mannigfaltigkeit, welche einfach zusammenhingend ist (d.h. in
welcher sich jeder geschlossene Weg stetig in einen Punkt zusammen-
ziehen 14Bt), ist der sphirische Raum (d. h. der durch Hinzufiigung
eines unendlich-fernen Punktes abgeschlossene R3).*

4. Durch Vermittlung des sogenannten ,,Heegaard-Diagrammes‘ 3
ergibt sich ein enger Zusammenhang zwischen dem soeben angeschnit-
tenen Klassifikationsproblem und dem der Klassifikation der topologi-
schen Abbildungen einer geschlossenen Fliche auf sich. Diese Frage
wiederum, sowie die allgemeinere nach der Aufzdhlung der stetigen
Abbildungen einer geschlossenen Fliche auf eine andere, steht, dhnlich
wie das Knotenproblem, in naher Berithrung — oder ist zum Teil
sogar dquivalent — mit gruppentheoretischen Problemen4. Hier liegen
Aufgaben vor, die in die Topologie der uns wohlbekannten geschlossenen
Flichen gehéren und doch noch nicht geldst sinds.

5. Die topologische Klassifikation der Flichen dagegen ist nicht
nur, wie schon mehrmals erwdhnt, fiir die geschlossenen, sondern auch
fiir die offenen Flichen durchgefithrté; dazu gehért auch die, fiir die
Funktionentheorie wichtige, Aufzihlung der ebenen Gebiete. Deren Rolle
in der Funktionentheorie zwingt bekanntlich auch zur niheren Unter-
suchung ihrer Begremzungen, und hier ist ein weiterer und eigenartiger
Schritt durch die Theorie der ,,Primenden’ von CARATHEODORY ge-
macht worden?. Neuere Arbeiten von KAUFMANN haben diese Unter-

1 Man vergleiche vor allem das Buch ,,Knotentheorie’‘ von REIDEMEISTER
sowie das Buch von SEIFERT-THRELFALL.

2 Vgl. das Buch von SEIFERT-THRELFALL sowie die soeben erschienene wich-
tige Arbeit von REIDEMEISTER iber die ,,Linsenrdume‘* in den Abh. math. Sem.
Hamburg 1935. — Das Problem hangt iibrigens mit dem Knotenproblem zu-
sammen (SEIFERT-THRELFALL, § 65).

3 SEIFERT-THRELFALL, § 63.

¢ BROUWER (Math. Ann. Bd. 82), Baer (Crelles J. Bd. 159), Hopr (Math.
Ann. Bd. 102; Crelles J. Bd. 165), KNESER (Math. Ann. Bd. 100, 103), J. NIELSEN
(Acta Math. Bd. 50, 53, 59).

5 Die gruppentheoretisch orientierte Flichentopologie ist in dem Buch ,,Ein-
fithrung in die kombinatorische Topologie’‘ von REIDEMEISTER dargestellt.

8 Vgl. KerREKJARTO: Vorlesungen iiber Topologie, 3. und 5. Abschnitt.

7 Math. Ann. Bd. 73.
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suchungen auf dreidimensionale Gebiete tibertragen?!; hier liegen viel
kompliziertere Verhiltnisse vor.

6. Um wieviel komplizierter die Eigenschaften der Lage von ein-
fach gestalteten Figuren im dreidimensionalen Raum als in der Ebene
sein kénnen, das geht besonders klar aus der berithmten These von
ANTOINE hervor?: Wiihrend die Lage einer Kurve in der Ebene immer
ziemlich ,,reguliar’ sein muB, kann man im Raume einem einfachen
Bogen, einer einfach geschlossenen Kurve und einer Fliche, welche
mit der Kugel homéomorph ist, eine solche Lage geben, daB} dieses
Gebilde keinerlei Umgebung besitzen, welche einer Umgebung der
Strecke, der Kreislinie bzw. der Kugelfliche homéomorph wiren. Diese
Entdeckung und ihre Konsequenzen — z. B. braucht das Innengebiet
einer mit der Kugel homéomorphen Fliche nicht dem Innengebiet
einer Kugel homéomorph zu sein — waren ganz unerwartet ; man wurde
besorgt, ob nicht noch mehr anscheinend selbstverstindliche Tatsachen
der dreidimensionalen Topologie ihrer Widerlegung harrten. So kam
es, daB erst nach ANToiNEs Entdeckungen durch ALEXANDER bewiesen
worden ist3: Von den beiden Gebieten, in welche der Raum durch eine
aus geradlinigen Dreiecken aufgebaute, mit der Kugel hom&omorphe
Polyederfliche zerlegt wird, ist stets das eine mit dem Innen-, das an-
dere mit dem AuBengebiet einer gewohnlichen Kugel homdomorph. Fiir
die héherdimensionalen Riume ist bisher kein analoger Satz bewiesen.

Nach den Antoineschen Beispielen bekam das Problem der ,,Um-
kehrung des Jordanschen Satzes‘* im dreidimensionalen Raum, d. h. der
Charakterisierung der geschlossenen Flichen des R? durch Lageeigen-
schaften, ein besonderes Interesse. Das entsprechende Problem fiir die
Ebene war bereits durch SCHOENFLIES gelost worden?; fiir den R3
wurde es von WILDER geldst®.

7. Wihrend die Schwierigkeiten, die sich einer systematischen
Theorie der Lage selbst einfacher Figuren entgegenstellen, nur zum
kleinen Teile iiberwunden sind — man denke einerseits an das Knoten-
problem, andererseits an die Antoineschen Beispiele —, ist die Lehre
von der Gestalt schon viel weiter fortgeschritten. So liegt die gestalt-
liche Theorie der Kurven, d. h. der eindimensionalen Kontinuen, welche
schon von CANTOR begonnen worden war (vgl. § 1, Nr. 9), besonders
dank der Arbeiten von UrRysonN und MENGER in einer abgeschlossenen
Form vor$; sie handelt unter anderem insbesondere von der Natur
der ,,Verzweigungen‘“ einer Kurve.

1 Math. Ann, Bd. 103, 106. 2 J. de Math. (8) Bd. 4.

3 Proc. Nat. Acad. Sci. Bd. 10.

4 Vgl. voNn KEREKJARTO: Vorlesungen iiber Topologie, S. 79ff.

5 Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 32.

8 Vgl. das Buch ,,Kurventheorie’* von MENGER sowie die Abhandlung ,,Les
lignes Cantoriennes‘ von UrysoHN (Verh. Akad. v. Wetensch. Amsterdam XIII).

Alexandroff-Hopf, Topologie I. 2
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Von einer analogen Theorie der ,,Flichen®, d. h. der zweidimensio
nalen Kontinuen, existieren allerdings héchstens Ansitzel.

8. Die Probleme und Theorien, von denen bisher in diesem Para—
graphen die Rede war, sind groBtenteils von spezieller Natur; ihr Schau-
platz ist im wesentlichen der dreidimensionale Raum, und gerade
hierin besteht ihr Hauptreiz; man koénnte sie als zur ,,anschaulichen
Topologie*“ gehorig bezeichnen.

Jetzt werden wir noch von einigen allgemeinen Theorien aus der
mengentheoretischen Topologie sprechen.

An erster Stelle nennen wir die Dimensionstheorie. Aus ihr sind in
den vorliegenden ersten Band nur ganz wenige grundlegende Sitze
aufgenommen; die systematische Darstellung der dimensionstheoreti-
schen Eigenschaften abgeschlossener Mengen soll im Rahmen der all-
gemeinen geometrischen Topologie dieser Mengen (vgl. § 1, Nr. 20) im
zweiten Bande erfolgen. Die Dimensionstheorie der nicht abgeschlos-
senen Mengen (wie sie vor allem durch HUrREwicz und TUMARKIN auf-
gebaut worden ist) wird dagegen voraussichtlich gréBtenteils auBer-
halb unserer Darstellung bleiben; wegen dieser Fragen verweisen wir
auf das Buch ,,Dimensionstheorie’ von MENGER sowie auf das Buch
,,»Topologie*“ von KURATOWSKI.

9. Der Kurventheorie, von der wir soeben gesprochen haben, gingen
historisch die Arbeiten iiber die irreduziblen Kontinuen und die lokal-
zusammenhingenden Mengen voran.

Die erste dieser Theorien wurde von JANISZEWSKI in seiner Pariser
These ,,Sur les continus irréductibles entre deux points* begriindet
(1910)2. Durch diese Arbeit ist JANISZEWSKI zum Begriinder nicht nur
einer Theorie, die sich nachher kriftig weiter entwickelt hat, sondern
auch einer der produktivsten topologischen Schulen geworden, namlich
der polnischen Schule, deren hervorragende Vertreter vor allem MAZUR-
KIEWICZ, SIERPINSKI, KNASTER, KURATOWSKI und zahlreiche Forscher
jingerer Generation, unter ihnen besonders BoRrSUK, sind.

Die Definition des irreduziblen Kontinuums ist die folgende: Ein
Kontinuum heillt irreduzibel zwischen zwei seiner Punkte, wenn es
kein echtes Teilkontinuum besitzt, das ebenfalls diese Punkte enthilt3.
Die Theorie der irreduziblen Kontinuen ist ein treffendes Beispiel da-
fiir, daB eine scheinbar sehr spezielle Fragestellung zu einer Fiille von
allgemeinen Kenntnissen iiber die gestaltlichen Eigenarten der ab-
geschlossenen Mengen fithren kann.

Unter den irreduziblen sind besonders merkwiirdig die von BROUWER
entdeckten (1910) wunzerlegbaren Kontinuen; sie gehéren zu den inter-

1 Zu erwéihnen sind hier die mengentheoretischen Charakterisierungen von
Fliachen durch R. L. Moorg, I. GAWEHN (Math. Ann. Bd. 98; dortselbst auch
Hinweise auf R. L. MOORE), Z1pPIN (Amer. J. Math. Bd. 55), sowie neue Unter-
suchungen von KAUFMANN (Proc. Cambridge Phil. Soc. XXX).

2 J. de I’Ecole Polyt. (2) Bd. 16. 3 Die Definition rithrt von ZorRETTI her.
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essantesten Gebilden in der mengentheoretischen Topologie. Ein Kon-
tinuum heiBt unzerlegbar, wenn es nicht die Vereinigungsmenge zweier
echter Teilkontinuen ist; die unzerlegbaren Kontinuen wurden von
BroOUWER als merkwiirdige Gebietsgrenzen entdeckt: nidmlich als ge-
meinsame Begrenzungen von drei oder mehr einfach zusammenhingen-
den ebenen Gebieten!. Spiter hat KURATOWSKI bewiesen, daB jede
solche Gebietsgrenze entweder selbst unzerlegbar oder Vereinigungs-
menge zweier unzerlegbarer Kontinuen ist2. Die systematische Theorie
der unzerlegbaren Kontinuen ist von JANISZEWSKI und KURATOWSKI
aufgebaut worden?.

Besondere Erwdhnung verdient ein von KNASTER entdecktes (in
der Ebene gelegenes) unzerlegbares Kontinuum?: seine simtlichen Teil-
kontinuen sind unzerlegbar, und es enthilt daher insbesondere keinen
Jordanbogen.

Eine Einfithrung in die allgemeine Theorie der irreduziblen Kon-
tinuen — an welcher auller den schon genannten mehrere Forscher:
Hanan, KLINE, RoSENTHAL, URYSOHN, VIETORIS, WILsON und andere
mitgearbeitet haben — geben die §§ 31 und 39 der ,,Mengenlehre* von
Hausporrr. Eine ausfithrliche Theorie findet man in den Arbeiten von
KuraTtowskI im 3. und im 10. Bande der Fundamenta Mathematicae.

10. An die Topologie der Kontinuen schlieBt die allgemeinere
Theorie der zusammenhingenden Mengen an. Die elementaren Teile
dieser Theorie haben wir im Kap. I, § 2, Nr. 14, 15 und Kap.II, § 6
dieses Bandes dargestellt; wegen hoherer Fragen aus diesem Gebiet
verweisen wir auf die Arbeit von KNASTER und KURATOWSKI sowie
diejenige von SIERPINSKI im 2. Bande der Fundamenta Mathematicae.

11. Die Theorie der ,,lokal-zusammenhingenden’ Kontinuen wurde
von HAHN und MAZURKIEWICZ — unabhéngig voneinander — begriindet
(1914). Als erste Einfithrung konnen die §§ 29 und 26 der ,,Mengenlehre‘
von HAUSDORFF dienen. In den Handen der polnischen (MAZURKIEWICZ,
SIERPINSKI, KURATOWSKI, ZARANKIEWICZ U. a.) sowie der amerikanischen
Schule von R. L. MoorE (MoORE, KLINE, AYRES, GEHMAN, WHYBURN,
WILDER u. a.) hat sich- eine sehr umfangreiche Theorie entwickelt.

12. Zur Topologie gehért auch die ,,deskriptive Punktmengenlehre*
(Théorie descriptive des ensembles), d. h..im wesentlichen die Theorie
der Borelschen Mengen, der A-Mengen und der projektiven Mengen.

Ein Mengensystem K hei3t ein Borelscher Kovper, wenn die Differenz je zweier
Mengen aus K sowie die Vereinigungsmenge von je abziahlbar vielen Mengen aus
K wiederum zu K gehoren. Es sei K ein Borelscher Koérper, dessen Elemente
Punktmengen eines festen topologischen Raumes R sind. Der Korper K heiBt

ein fopologischer oder Lusinscher Korper (ein L-Korper), wenn er zu jedem seiner
Elemente M auch alle stetigen Bilder von M (in R) enthalt.

1 Math. Ann. Bd. 68. 2 Fund. Math. Bd. 6. 3 Fund. Math. Bd. 1.
4 Fund. Math. Bd. 3.

2%
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Die Elemente des kleinsten Borelschen Korpers iiber den abgeschlossenen
Mengen von R heien die Borelschen (oder B-Mengen), die Elemente des kleinsten
L-Korpers (iiber den abgeschlossenen Mengen) heiBen die projektiven Mengen
(oder die L-Mengen) von R.!

Zwischen den B- und den L-Mengen liegen die A-Mengen; sie entstehen,
wenn man auf abgeschlossene Mengen eine Operation anwendet, die die 4-Opera-
tion heiBt und allgemeiner ist als abzahlbare Summen- und Durchschnittsbildung.
Es hat sich spater gezeigt, daB3 die A-Mengen als eindeutige stetige Bilder der
Menge aller Irrationalzahlen, die B-Mengen als eineindeutige und (in einer Rich-
tung) stetige Bilder der Menge aller Irrationalzahlen definiert werden konnen.
Das Komplement R—M einer A-Menge M ist nicht notwendig eine A4-Menge;
vielmehr sind die B-Mengen unter den 4-Mengen dadurch ausgezeichnet, daB ihre
Komplemente ebenfalls 4-Mengen sind. Alle diese Mengenklassen (einschlieB8lich
der Komplemente zu den 4-Mengen) sind topologisch invariant.

Die deskriptive Mengenlehre wurde (anschlieBend an BAIREs Arbei-
ten iiber unstetige Funktionen) von LEBESGUE? 1905 begriindet. Ihre
weitere Entwicklung beginnt elf Jahre spiter mit dem Michtigkeits-
satz fiir die Borelschen Mengen3, an den 1917 die Entdeckung der
(nicht-Borelschen) A-Mengen durch SusLIN und der Aufbau der Theorie
dieser Mengen durch SusLIN und LusiN anschlieBt. Die Theorie der
A-Mengen fiihrte weiter zu den projektiven Mengen (LusiN) und der
allgemeinen Theorie der Mengenoperationen (HAUSDORFF, SIERPINSKI,
Kormocororr, KANTOROWICZ-LIVENSON u. a.).

Eine Einfilhrung in die deskriptive Mengenlehre findet man in
Hausporrrs Mengenlehre (§§ 18, 19, 32, 33, 37, 43), eine ausfiihrlichere
Darstellung in dem Buch ,,Topologie I von KURATOWSKI; eine stark
philosophisch gefarbte Darstellung dieser Theorie gibt LusIN in den
»Legons sur les ensembles analytiques (Collection Borel).

18. Zum AbschluB dieses Uberblicks miissen wir wenigstens kurz auf
die Zusammenhinge der Topologie mit andeven Zweigen dev Mathematik
und auf die Anwendungen der Topologie hinweisen; aus den Grenz-
gebieten hat die Topologie von jeher fruchtbare Anregungen empfangen,
und gerade hier ist neuerdings eine lebhafte Entwicklung im Gange.

Die topologischen Methoden in der Analysis haben ihren Ursprung
groBtenteils in Arbeiten von POINCARE, teils in den Abhandlungen
,»Sur les courbes définies par les équations différentielles”, teils in den
,,Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste”. Besonders die in dem
letzteren Werke in Angriff genommenen Untersuchungen des Gesamt-
verlaufes der Bahnkurven dynamischer Systeme — so die Frage nach
Existenz, Verteilung und Eigenschaften periodischer Losungen — sind
von BIRKHOFF, MORSE, LUSTERNIK, SCHNIRELMANN wieder aufgenom-
men, durch zahlreiche neue Ideen bereichert und bis zu bedeutenden

1 Nur diese Definitionen gelten fiir beliebige Riume; iiberall weiter braucht
man gewisse Voraussetzungen iiber den Raum R.

2 Sur les fonctions représentables analytiquement. J. de Math. (6) Bd. 1.

3 ALexaNDROFF: C. R. Acad. Sci.,, Paris Bd. 162 (1916). — HAUSDORFF:
Math. Ann. Bd. 77 (1916).
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Ergebnissen gefordert worden!. Eine gemeinsame Darstellung dieser
Theorien wire heute méglich und sehr erwiinscht — in unserem Buche
werden wir héchstens (im 3. Band) auf einige ihrer topologischen Grund-
lagen eingehen konnen.

14. Die Theorie der stetigen Abbildungen im Euklidischen Raume
— der Brouwersche Abbildungsgrad und die Kroneckersche Charakte-
ristik? — liefert Existenzsitze fiir die Losungen endlich-vieler Glei-
chungen mit endlich-vielen Unbekannten; diese Methoden lassen sich,
wie zuerst BIRKHOFF und KELLOGG3 und dann besonders SCHAUDER*
gezeigt haben, auf Funktionenriume ibertragen und zum Beweis von
Existenzsdtzen fir die Losungen von Differential- und anderen Funktio-
nalgleichungen benutzen. Man darf mit Spannung der weiteren Ent-
wicklung der Topologie der stetigen Abbildungen in unendlich-dimen-
sionalen Riumen und den Anwendungen dieser Theorie entgegensehen.

15. In der algebraischen Geometrie haben sich Anwendungen neuerer
topologischer Methoden oder auch die topologische Deutung und
Prizisierung #lterer algebraisch-geometrischer Methoden — die Schnitt-
Theorie — in den letzten Jahren besonders dank der Arbeiten von
LerscHETZ und vAN DER WAERDEN als fruchtbar erwiesen. Eine Ein-
fithrung in dieses Gebiet und weitere Literaturangaben findet man in
dem letzten Kapitel der ,,Topology“ von LEFSCHETZ.

16. Der folgende bekannte Satz (von Dvck) ist typisch fiir die
Zusammenhinge, welche zwischen Topologie und Differentialgeometrie
bestehen: das {iber eine stetig gekriimmte geschlossene Fliche vom
Geschlecht p erstreckte Integral des Gaussischen KriimmungsmaBes hat
den Wert 4. (1 — p). Der Satz zeigt, daB zwischen der topologi-
schen Gestalt einer Mannigfaltigkeit und den Méglichkeiten, die Mannig-
faltigkeiten im Sinne von RIEMANN zu metrisieren, merkwiirdige Bin-
dungen bestehen. Die allgemeine Frage nach diesen Gesetzen halten
wir fiir ein wichtiges und fruchtbares Problem der Geometrie?.

17. In den letzten Jahren haben sich die Beziehungen zwischen der
Topologie und der Theorie der kontinuwierlichen Gruppen lebhaft ent-
wickelt. Erstens handelt es sich hier um die Topologie der ,,Gruppen-
mannigfaliigkeiten (d. h. der Mannigfaltigkeiten, die als ,,Gruppen-

1 BirkHOFF: Dynamical Systems (Amer. Math. Soc. Coll. IX). — Morse: The
calculus of variations in the large (ibid. XVIII). — LUSTERNIK-SCHNIRELMANN:
Méthodes topologiques dans les problémes variationnels (Actualités scientifiques
Bd. 188; bisher ist hier nur der erste Teil erschienen; die vollstindige Abhand-
lung liegt in russischer Sprache in den Schriften des Moskauer Instituts fiir Mathe-
matik und Mechanik, 1930, vor).

2 Kap. XII. 3 BIRKHOFF-KELLOGG: Trans. Amer. Math. Soc. Bd. 23.

4 ScHAUDER: Math. Z. Bd. 26. — Studia Mathematica 1 und 2. — LERAY-
ScHAUDER: Ann. de I’Ecole Norm. (III) 51.

5 Ergebnisse und Literatur sind von Hopr im Jber. Deutsch. Math.-Vereinig.
Bd. 41 zusammengestellt; dazu kommen neue Resultate von CoEN-VossEN (Compos.
Math. Bd. 2) und MyERrs (Duke Math. J. Bd. 1 — Proc. Nat. Acad. Sci. Bd. 21).
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rdume‘* auftreten); sie sind zuerst von HurwiTz, dann von WEYL und
besonders von E. CARTAN fiir gruppentheoretische Zwecke herangezogen
worden. In den Arbeiten von CARTAN sind wesentliche Beitrige fiir
die topologische Erforschung dieser Mannigfaltigkeiten enthalten!; dabei
spielt eine wichtige Rolle die interessante Abhandlung von DE RuaM
iiber mehrfache Integrale in n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten2. Neuer-
dings hat PONTRJAGIN fiir die wichtigsten Klassen geschlossener Grup-
pen die Bettischen Zahlen explizit angegeben3.

Zweitens hat sich neuerdings der Begriff der im klassischen Sinne
von LIE kontinuierlichen Gruppe zu dem viel allgemeineren und sich
als duBerst fruchtbar erweisenden Begriff der fopologischen Gruppe er-
weitert. Die Theorie der topologischen Gruppen ist von SCHREIER
begriindet worden¢ und hat durch PoNTRjaGIiNs Untersuchungen der
kompakten und im Kleinen kompakten (insbesondere Abelschen) Grup-
pen die groBten Fortschritte erlebt?,

Fiir den Zusammenhang zwischen der klassischen Lieschen und der
neuen topologischen Gruppentheorie ist es von der gré8ten Bedeutung,
daB das Hilbert sche Problem der topologischen Charakterisierung (ohne
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen) der Lieschen Gruppen wenigstens
fiir die kompakten Gruppen im Anschlufl an Arbeiten von WEYL und
HAAR durch voN NEuMANN® und kurz darauf durch PONTRJAGIN?
gelést worden ist. Die ersten hierhergehdrigen Ergebnisse stammen
iibrigens schon von BROUWERS®.

Die Theorie der topologischen Gruppen ist der am weitesten aus-
gebildete Zweig der ,,fopologischen Algebra‘‘, die nicht nur von Grup-
pen, sondern auch von topologischen Kérpern, Ringen usw. handelt®.
Gerade im Verein mit algebraischen Begriffen und Methoden wird die
topologische Forschung, so glauben wir, weiterhin an der Klirung all-
gemeiner Gesetze mitwirken, welche gleichzeitig in verschiedenen
Gebieten der Mathematik Giiltigkeit besitzen.

1 Vgl. das Buch von E. CartaN: La Théorie des Groupes Finis et Continus
et I’Analysis Situs; dort findet man auch weitere Literaturangaben.

2 J. de Math. (9) Bd. 10.

3 C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 200. — Weitere hierhergehorige Sitze stammen
von O. ScHREIER: Abh. math. Sem. Hamburg Bd. 4 (§ 4). — FREUDENTHAL:
Math. Z. Bd. 33. — SmitH: Ann. of Math. Bd. 36. — STIEFEL: Comment. math.
helv. Bd. 8.

4 Wie in FuBnote 3 sowie ibid. Bd. 5. — In diesem Zusammenhang ist
auBerdem auf Arbeiten von v. KEREKJARTO hinzuweisen: Ann. of Math. Bd. 27,
29 — Abh. math. Sem. Hamburg Bd. 8 — Acta Szeged VI, VII.

5 Ann. of Math. Bd. 35. 6 Ann. of Math. Bd. 34.

7 C. R. Acad. Sci., Paris Bd. 198. 8 Math. Ann. Bd. 67, 69.

9 Hierher gehoren Arbeiten von vaN DaNtzic (Math. Ann. Bd. 107; Compos.
Math. Bd. 2) und einer Reihe anderer Mathematiker; Literaturangaben bei vanN
DaNTZIG, a. a. O.



Erster Teil.

Grundbegriffe
der mengentheoretischen Topologie.

Die Grundbegriffe und die einfachsten Tatsachen aus der mengen-
theoretischen Topologie braucht man in sehr verschiedenen Gebieten
der Mathematik; die Begriffe des topologischen und des metrischen
Raumes, der Kompaktheit, die Eigenschaften stetiger Abbildungen
u. dgl. sind oft unentbehrlich.

Insbesondere kénnten wir bei der Darstellung der in den spéteren
Teilen dieses Bandes behandelten Gegenstidnde nicht ohne sie auskom-
men, deren Schwerpunkt, wie schon in der Einleitung betont wurde,
durchaus nicht in den mengentheoretischen Fragestellungen, sondern
in der Topologie der xn-dimensionalen Polyeder liegt.

Wiirde man aber aus dem groflen und bedeutenden Gebiet der
mengentheoretischen Topologie nur das herausgreifen, was unmsittelbar
in der Polyedertopologie gebraucht wird, so entstinde ein Konglomerat
von Definitionen und Séitzen, das keine einheitliche Perspektive eroffnet
und in den Rahmen einer systematischen Darstellung, wie sie dieses
Buch sein will, weder inhaltlich noch formal paBt. Daher ziehen wir
es vor, eine zusammenhingende Darstellung der elementaren Grund-
begriffe der allgemeinen mengentheoretischen Topologie gleich zu Be-
ginn des Buches zu geben. Gleichzeitig wird dadurch auch die Grund-
lage fiir die Entwicklungen des zweiten Bandes geliefert.

Ein Leser, der sich fiir mengentheoretische Fragestellungen nicht
interessiert, kann die Lektiire des vorliegenden Bandes mit dem zweiten
Teil beginnen und braucht auf den ersten nur nach Bedarf zuriickzu-
greifen.

Mengentheoretische Bezeichnungen.

Punktmengen werden mit groBen lateinischen oder griechischen, ihre Punkte
mit kleinen lateinischen, Systeme von Punktmengen mit groBen deutschen
Buchstaben bezeichnet?.

A 4+ B ist Vereinigungsmenge (Summe)! der (nicht notwendig zueinander fremden
Mengen) 4 und B. Desgleichen ist Y4, bzw. X4 die Vereinigungsmenge der

1 Dieselben Arten von Buchstaben werden auch zur Bezeichnung von anderen
Objekten — Gruppen, Zahlen usw. — gebraucht: es wird nicht gesagt, daB ein
groBer lateinischer Buchstabe wnur zur Bezeichnung von Punktmengen dienen
soll, wohl aber, daB3, wenn von einer Punktmenge und ihren Punkten die Rede
ist, die erste mit einem groBen, die letzteren mit kleinen Buchstaben bezeich-
net werden.
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endlich- oder abzihlbar-vielen Mengen A; bzw. der Mengen 4 (die als Elemente
eines Mengensystems, etwa 9, erklirt sind).

A+B bzw. [IA; bzw. IIA bezeichnet die Durchschnittsbildung!. Als Durch-
schnitt darf auch die leere Menge auftreten.

A — B, die Differenz, bedeutet die Menge aller Punkte von A4, die nicht
zu- B gehoren. Dabei wird im allgemeinen nicht vorausgesetzt, daB B Teilmenge
von A ist.

Das Inklusionszeichen C bzw. D ist auszusprechen: ,,ist enthalten in‘‘ bzw.
,,enthalt“. Dementsprechend bedeuten 4 € B und B D A4 dasselbe, nimlich,
daB jedes Element von 4 gleichzeitig auch Element von B ist (d. h. daB A4 Teil-
menge von B, oder B Obermenge von A4 ist; dabei wird der Fall 4 = B nicht
ausgeschlossen). Es bezeichnet p < 4, daB der Punkt p ein Element der Menge 4
ist; zwischen einem Punkt und der aus diesem einzigen Punkt bestehenden
Punktmenge wird nicht unterschieden.

Die (endlich- oder unendlich-vielen) Mengen A, B ... heilen disjunk:, wenn
sie paarweise zueinander fremd sind.

Die leere Menge wird mit 0 bezeichnet.

Ist 4 eine Menge (bzw. eine Folge) reeller Zahlen, so wird durch supA4 (Supre-
mum von A) die obere, durch infd (Infimum von A) die untere Grenze von A
bezeichnet (HAuspoRFF). Besitzt die nichtleere Punktmenge 4 keine obere bzw.
keine untere Grenze, so wird gelegentlich sup4 = 00 bzw. infd = —00 ge-
schrieben.

Erstes Kapitel.

Topologische und metrische Raume.

§ 1. Die topologische Zuordnung und ihre verschiedenen Erzeugungsarten.
1. Allgemein-topologische Raume. Abgeschlossene und offene Mengen. —
2. Konvergenzraume. — 3. Allgemein-metrische und metrische Raume. Ent-
fernung zwischen Punkten und Punktmengen. Durchmesser. Metrisierbare
Riume. — 4. Beispiele allgemein-metrischer und metrischer Raume. —
5. Konvergenz in metrischen Riumen. — 6. Umgebungssysteme und Um-
gebungsraume. — 7. Umgebungssysteme eines gegebenen allgemein-topo-
logischen Raumes. Hausdorffsches Gleichwertigkeitskriterium. — 8. An-
wendung auf metrisierbare Raume. Sphirische bzw. g-Umgebungen. —
9. Relativierung. Kogrediente Eigenschaften. — 10. Produktbildung. —
11. Metrisches Produkt. Euklidische Raume. — 12. Der Hilbertsche Raum.

§ 2. Topologische Riume.
1. Definition. Die Axiome von KURATOWSKI. — 2. Zellensysteme als Bei-
spiele topologischer Ridume. — 3. Metrisierbare Riume als Spezialfall der
topologischen Riume. — 4. Abgeschlossene und offene Mengen. — 5. Innere
und Randpunkte. — 6. Erzeugung der topologischen Zuordnung durch Aus-
zeichnung der abgeschlossenen Mengen. — 7. Topologische Raume als Um-
gebungsriume. — 8. Basis eines topologischen Raumes. Die Hausdorffschen
Umgebungsaxiome. — 9. Erzeugung der topologischen Zuordnung durch
Auszeichnung der offenen Mengen. — 10. Relativierung. Abgeschlossen und
offen in einer Punktmenge. — 11. Haufungspunkte. — 12. Dichtigkeits-

1 Unter der Vereinigungsmenge von endlich- oder unendlich-vielen Mengen A
versteht man die Menge derjenigen Elemente, die zu mindestens einer Menge 4,
unter dem Durchschnitt der Mengen A versteht man die Menge derjenigen
Elemente, die zu jeder Menge A4 gehoren.
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begriff. — 13. Uberdeckungen. — 14. Zusammenhang. — 15. Beispiele zu-
sammenhangender und nichtzusammenhingender Riume.

§ 3. Stetige Abbildungen topologischer Riume.
1. Allgemeines iiber Abbildungen. — 2. Stetige Abbildungen. Homéomorphie.
Verschiedene Stetigkeitskriterien. — 3. Raum der Abbildungen eines topo-
logischen Raumes X in einen beschriankten metrischen Raum Y. — 4. Stetige
Scharen von Abbildungen. Stetige Abanderungen einer stetigen Abbildung.
Deformationen. — 5. Stetige Funktionen. — 6. Stetige Abbildungen metri-
scher Raume.

§ 4. Trennungsaxiome: Ty- und T,-Riume.
Vorbemerkung: Umgebungen von Punktmengen. — 1. Nulltes und erstes
Trennungsaxiom. T- und T,-Raume. — 2. Haufungspunkte in T;-Raumen.

§ 5. Zerlegungen von T,-Raumen in disjunkte abgeschlossene Mengen. Beziehun-
gen zu stetigen Abbildungen. Zerlegungsriume.
1. Abbildungen und Zerlegungen. Aquivalenz von stetigen Abbildungen.
Konjugierte Raume. — 2. Der Zerlegungsraum Z. — 3. Beispiele von Identi-
fizierungen. — 4. Stark-stetige Abbildungen. — 5. Schwache Zerlegungs-
raume. Stetige Zerlegungen.

§ 6. Trennungsaxiome: Hausdorffsche, regulire und normale Riume.
1. Zweites Trennungsaxiom. Hausdorffsche Raume. — 2. Drittes Trennungs-
axiom. Regulare Riume. Viertes Trennungsaxiom. Normale Riume. —
3. Beispiele. — 4. Relativierung. Fiinftes Trennungsaxiom (vollstandig
normale Raume). — 5. Bemerlung iiber die topologische Invarianz der
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sener Punktmengen normaler Rdume. — 9. Stetige Funktionen in normalen
Raumen. — 10. Beweis des Erweiterungssatzes. — 11. Spezialfall der metri-
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§ 7. Riume mit abzdhlbarer Basis.
1. Ein Uberdeckungssatz. — 2. Der Baire-Hausdorffsche Satz. — 3. Ab-
zdhlbare Basis und abzihlbare dichte Punktmengen.

§ 8. Der Urysohnsche Einbettungssatz.

§ 1. Die topologische Zuordnung und ihre verschiedenen
Erzeugungsarten.

1. Allgemein-topologische Riume. Abgeschlossene und offene
Mengen. Definition. In einer Menge R von irgendwelchen Gegen-
stdnden eine fopologische Zuordnung erkliren, heiBt: jeder Teilmenge M
von R eine Teilmenge M von R entsprechen lassen. Der Inbegriff einer
Menge R und einer in ihr erklirten topologischen Zuordnung heilt ein
allgemein-topologischer Raum, wir bezeichnen ihn, falls keine MiBver-
standnisse zu erwarten sind, ebenfalls mit! R. Die Elemente von R
heiBen Punkte, die Teilmengen von R Punkimengen des allgemein-
topologischen Raumes R. Ist M eine Punktmenge eines allgemein-

1 Gelegentlich schreiben wir E fiir die Menge selbst, R fiir den allgemein-
topologischen Raum, welcher aus E durch Einfithrung einer topologischen Zu-
ordnung entsteht.
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topologischen Raumes, so heiBt die Menge M die abgeschlossene Hiille
von M; die Punkte von M heilen Beriihrungspunkte von M.

Eine Punktmenge M heif3t abgeschlossen (im allgemein-topologischen
Raume R), wenn sie alle ihre Beriihrungspunkte enthilt (d. h. wenn
M D M ist).

Eine Punktmenge M heiflt offen, wenn ihr Komplement (d. h. die
Punktmenge R — M) abgeschlossen ist.

Bemerkung. Wenn man in einer und derselben Menge E einmal die
eine, ein anderes Mal eine andere topologische Zuordnung einfiihrt, so
erhilt man zwei verschiedene allgemein-topologische Riume R, und R,.

Beispiele. 1°. R sei die Menge aller reellen Zahlen; p ist Be-
rithrungspunkt von M, falls jedes offene Intervall, welches 4 enthilt,
mindestens einen Punkt von M enthilt; dadurch wird in der Menge
der reellen Zahlen eine topologische Zuordnung eingefiihrt, welche diese
Menge zu einem allgemein-topologischen Raum macht. Dieser Raum
heiBt die Zahlengerade oder das arithmetische Kontinuum.

2°. Es sei R irgendeine Menge von reellen Funktionen einer reellen Variablen,
die alle einen und denselben Definitionsbereich, etwa die Einheitsstrecke 0 = ¢ < 1,
habenl.

M sei eine (beliebige) Teilmenge, p ein Element von R. Es ist also p = p(f)
eine fiir 0 = ¢ = 1 definierte reelle Funktion. Wir sagen, daB p Berithrungspunkt
von M ist, falls es eine Folge p; = p,(f), pp = P5(t) . . ., P = Px(¢) ... von Ele-
menten von M gibt derart, daB die reellen Funktionen p,(f), $,(8), . . . px(0), . . .
tiberall auf der Einheitsstrecke gegen die Funktion p(f) konvergieren.

Man wiirde eine andere topologische Zuordnung und folglich einen anderen
allgemein-topologischen Raum erhalten, wenn man sich in diesem Beispiel anstatt
der gewohnlichen Konvergenz von Funktionenfolgen der gleichmaBigen Kon-
vergenz bedienen wollte.

3°. Es sei R irgendein allgemein-topologischer Raum, @ irgendein Gegenstand.
Ist M eine Teilmenge von R, so soll My die abgeschlossene Hiille von M (im
Raume R) bezeichnen. Wir betrachten nun die aus dem Gegenstand a und allen
Punkten von R bestehende Menge R + a und erkldren in ihr folgendermaBen
eine topologische Zuordnung. Es sei M eine Teilmenge von R 4 a; wir setzen

M=(M-=a)z+a,
falls M unendlich oder eine den Punkt a enthaltende endliche Menge ist und
M = MR »
falls M endlich ist'und a nicht enthilt.

4°. Wir unterziehen die Ebene einer Einteilung in kongruente achsenparallele
Quadrate (etwa von der Seitenldnge 1). Die Elemente der Menge R seien: a) die
Quadrate dieser Einteilung, b) diejenigen geradlinigen Strecken, die als Seiten
dieser Quadrate auftreten, c) die Punkte, die als Eckpunkte dieser Quadrate
auftreten. Es seip ein Element von R. Ist p ein Quadrat, so soll die abgeschlossene
Hiille p der aus dem einzigen Element $ bestehenden Teilmenge von R aus neun
Elementen bestehen: aus p selbst und aus den vier Seiten und den vier Eck-

1 Wir kénnen als R insbesondere die Menge aller auf der Einheitsstrecke
definierten und dortselbst stetigen Funktionen, oder die Menge aller quadratisch-
integrierbaren, oder schlieBlich die Menge iiberhaupt aller auf der Einheitsstrecke
definierten reellen Funktionen wihlen.
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punkten des Quadrats p; ist p eine Strecke, so bestehe p aus drei Elementen:
aus p selbst und den beiden Endpunkten von p; ist schlieBlich p ein Eckpunkt,
so sei p = p gesetzt. Des weiteren definieren wir fiir eine beliebige Teilmenge
M = (py, pp,...) von R B N
M = 2p,.
Aufgabe. Wuiches sind die abgeschlossenen (offenen) Punktmengen dieses
Raumes?

=0

5°. R sei irgendeine Menge. Fiir jede Teilmenge M C R definieren wir
M = R — M. 1In diesem Raume ist die Menge aller Punkte des Raumes die ein-
zige abgeschlossene, die leere Menge die einzige offene Menge.

2. Konvergenzraume. Nur in seltenen Fillen wird die topologische
Zuordnung in einer Menge dadurch erklirt, daB3 fiir jede Teilmenge
ihre abgeschlossene Hiille direkt (d. h. ohne Benutzung von Hilfsbegrif-
fen) angegeben wird, wie dies etwa in den beiden letzten Beispielen
allgemein-topologischer Riume geschehen ist. Gewohnlich wird die
topologische Zuordnung vermége gewisser Hilfskonstruktionen ein-
gefithrt. Die wichtigsten von diesen sind: die Einfithrung von Kon-
vergenz, Metrik, Umgebungen. Wie diese Begriffe dem genannten
Zweck dienen, soll gleich an Definitionen und Beispielen klargemacht
werden.

In einer Menge R einen Konvergenzbegriff einfiihren, heilit: gewisse
abzihlbare Folgen von Elementen dieser Menge als konvergent erkliren
und jeder konvergenten Folge einen eindeutig definierten Punkt als
Limes der Folge zuordnen. Ein Konvergenzbegriff, eingefiihrt in der
Menge R, tnduziert folgendermaBen eine topologische Zuordnung in R
und bestimmt somit einen allgemein-topologischen Raum: das Ele-
ment p von R wird dann und nur dann als Berithrungspunkt der Menge
M c R definiert, wenn es in M eine konvergente Folge mit dem Limes $
gibt. Allgemein-topologische Riume, deren topologische Zuordnung
sich auf diese Weise durch einen passend eingefiihrten Konvergenz-
begriff induzieren 14Bt, heiBen Konvergenzriume!. Der unter 2° in Nr. 1
definierte Raum liefert ein Beispiel eines Konvergenzraumes.

3. Metrische Raume. In einer Menge R eine allgemeine Metrik ein-
fithren, heiBt: fiir jedes Paar von Elementen a, b von R eine nicht
negative reelle Zahl g (a, b) — die Entfernung von a bis b — erkldren.
Die Metrik heiBt eigentlich, wenn sie die folgenden Bedingungen —
die Axiome des metrischen Raumes® — erfiillt:

1. Identitdtsaxiom: g (@, b) = 0 dann und nur dann, wenn a und b
identisch sind.

2. Symmetrieaxiom: g(a,b) = 0(b, a).

3. Dreiecksaxiom: bei jeder Wahl der Elemente 4, b, ¢ von R gilt:
e(a, b) +¢(b,c)=el(a,c). ‘

1 Diese Begriffe rithren von FRECHET her (1906).
2 Der Begriff und die Axiome des metrischen Raumes stammen von
FRECHET (1906), der Name von HAUSDORFF (1914).
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Der Inbegriff einer Menge R und einer in ihr eingefiihrten allge-
meinen Metrik heiBt ein allgemein-metrischer Raum; der Inbegriff einer
Menge und einer in ihr eingefiihrten eigentlichen Metrik heilit ein me-
trischer Raum. Die Elemente von R heiBlen Punkte des Raumes.

Es seien 4 und B zwei Punktmengen des  allgemein-metrischen
Raumes R; die Zahl infg (@, b), wobei a alle Punkte von 4 und
b alle Punkte von B durchliuft, heift die Entfernung von A bis B;
sie wird mit g (A4, B) bezeichnet. In metrischen Riumen ist ¢ (4, B)
= o (B, 4), man spricht also einfach von der Ewifernung zwischen A
und B; besonders wichtig ist, wie wir gleich sehen werden, der Spezial-
fall, wenn die eine der beiden Mengen, etwa A4, aus einem einzigen
Punkt a besteht: man hat dann die Ewntfernung zwischen dem Punkie a
und der Menge B.

Ist M irgendeine Punktmenge des allgemeinsmetrischen Raumes R,
so heillt supg(p, g), wobei p und ¢ irgend zwei variable Punkte von
M sind, der Durchmesser der Punkimenge M.

Eine allgemeine Metrik g(a, b), eingefiihrt in einer Menge R, sndu-
ziert folgendermafBen eine topologische Zuordnung in R und bestimmi
somit einen allgemein-topologischen Raum: der Punki p von R wivd
dann und nur dann als Beriihrungspunkt der Menge M < R erklirt,
wenn o (p, M) = 0 1st.

Ist umgekehrt ein allgemein-topologischer Raum R gegeben und
induziert eine Metrik o («, b) in der Menge aller Punkte von R gerade
die in R a priori gegebene topologische Zuordnung, so sagen wir, daB
der allgemein-topologische Raum R die Metrik o (a, b) besitzt oder daB
o(a,b) eine Metrik dieses allgemein-topologischen Raumes ist. Ein all-
gemein-topologischer Raum heilt allgemein-metrisierbar, falls er minde-
stens eine allgemeine Metrik besitzt. Ein allgemein-topologischer Raum
heiBBt metrisierbar, falls er mindestens eine eigentliche Metrik besitzt.

Zwei verschiedene Metriken ¢ (a, b) und ¢’ (a, b) in einer und der-
selben Menge R heiBen topologisch-gleichwertig, falls sie in R dieselbe
topologische Zuordnung induzieren. Fiir die topologische Gleichwertig-
keit von g(a, b) und ¢’ (a, b) ist offenbar notwendig und hinreichend,
daB bei beliebiger Wahl des Punktes ¢ und der Punktmenge M in R
die Bedingungen

el@a,M)=0 und o' (a,M)=0
beide gleichzeitig erfiillt oder beide nicht erfiillt sind.

4. Beispiele allgemein-metrischer und metrischer Raume.

1°. Die mittels o(a,b) = |a _ bl

metrisierte Menge der reellen Zahlen ist ein metrischer Raum; er heiB3t
der eindimensionale Euklidische Rawum und wird mit R! bezeichnet.
Diese Metrik ist eine Metrik der Zahlengerade, wie wir letztere in
Nr. 1 als allgemein-topologischen Raum definiert haben.
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2°. In der Menge aller auf der abgeschlossenen Einheitsstrecke der
Zahlengerade definierten stetigen reellen Funktionen f(#) fithren wir
eine Metrik ein, indem wir als Entfernung zwischen zwei stetigen Funk-
tionen das Maximum des Betrages ihrer Differenz erkliren. Dadurch
entsteht ein metrischer Raum C, der in der Funktionalanalysis von
groBer Bedeutung ist. Wir werden iibrigens auf Verallgemeinerungen
dieses Raumes noch bei spiterer Gelegenheit zuriickkommen (vgl. § 3,
Nr. 3).

3°. R sei die Menge aller geordneten Systeme von # reellen Zahlen

(ty, - - -, ¢,). Die beiden folgenden Metriken

(W) ot -t G, ) =Yl — 8P G — 82

und , ’ % ’ 7
(g, oo ty)s @, - )=ty — 8|+ + [t, — 4]

sind topologisch-gleichwertig; der durch sie bestimmte allgemein-topo-
logische Raum heiB3t der n-dimensionale Zahlenraum. Wird er durch (1)
metrisiert, so heift der dadurch gewonnene allgemein-metrische Raum?
der n-dimensionale Euklidische Raum oder kurz der R™.

‘Wir fiuhren noch einige Beispiele von Raumen an, die allgemein-metrisch,
jedoch nicht metrisch sind.

4°. Der Paddler auf einem FluB und der Wanderer im Gebirge pflegen als
Entfernung zwischen zwei Orten die Zeitspanne zu betrachten, die sie brauchen,
um paddelnd bzw. wandernd von dem einem Ort zu dem andern zu gelangen.

Die Menge aller an dem gegebenen Flusse bzw. in dem gegebenen Gebirge
gelegenen Orte wird mittels dieser Entfernungserklirung zu einem allgemein-
metrischen Raum, der im allgemeinen nicht metrisch ist (es fehlt das Symmetrie-
axiom).

5° R besteht aus den Punkten

*0), 0<r=1

und *1), 0Z=xr <1
der Zahlenebene. Wir definieren:
= x — &/, falls ¥ = »’
= 1, falls ¥ < #/

o ((x 0); (#,0) {

’

¥ — x', falls ¥ > x»
1, falls ¥ << »’

e ((%0); (#, 1)

¥ — x, falls ¥y =< &’
1, falls x > &’

I

o ((x 1); (#,1)

¥ — x, falls ¥ < &’
= 1, falls » = »’.

e ((x 1); (#,0)

In dem so gewonnenen allgemein-metrischen Raum gilt ebenfalls das Symme-
trieaxiom nicht.

1 Er ist, wie wir in Nr. 11 sehen werden, nicht nur allgemein-metrisch,
sondern metrisch.
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6°. Die Punkte von R seien geordnete Paare reeller Zahlen (¥, y) mit der
Nebenbedingung 0 < ¥ < 1, 0 <y < 1. Wir setzen
e((9); (*9)) =1 oder =0,
je nachdem y = y’ oder ¥ =y’ ist, und fur » & »’
o(@9); @, 9) =Vlxr — )2+ (v — ).

Diese Metrik erfiillt nicht das Dreiecksaxiom.
7°. Die Punkte von K seien die Paare komplexer Zahlen (#, y); die Metrik wird

durch , v -
o(®9); @, 9) =+Y|x — #7 + (v — )7
gegeben. Diese Metrik erfallt nicht das Identitatsaxiom.

5. Satz I. Jeder metrisierbare Raum st ein Konvergenzraum.

Beweis. Es geniigt irgendeine Metrik des Raumes R zu wihlen
und in ihm die Konvergenz nach folgender allgemeiner Vorschrift zu
erkldren:

Definition der Konvergenz in einem metrischen Raume.
Eine Punktfolge a,, a,, . .., a3, ... des metrischen Raumes R heilt
konvergent, wenn es einen solchen Punkt & gibt, da8 fiir alle hin-
reichend groBen % die Entfernung p(a, a;) beliebig klein ist; a heiBt
Limes der Folge; man sagt auch, daB die Folge gegen den Punkt a kon-
vergiert.

Offenbar ist dann und nur dann g(a, M) = 0, wenn es in M eine
konvergente Folge mit dem Limes a gibt; damit ist der Satz I bewiesen.

Korollar. Ist a Berithrungspunkt der Punktmenge A des metrischen
Raumes R, so gibt es in A eine konvergente Folge mit dem Limes a.

Bemerkung. Aus dem Dreiecksaxiom folgt leicht, daf in einem
metrischen Raum eine konvergente Folge nur einen Limes hat; in einem
allgemein-metrischen Raum kann es dagegen mehrere Punkte a geben,
die die Eigenschaft haben, daB o(a, ;) bei hinreichend groSem % be-
liebig klein wird; hitten wir bei der Definition der Konvergenzriume
in Nr. 2 zugelassen, daB eine konvergente Punktfolge mehrere Limes-
punkte besitzt, so wiirde der obige Beweis auch fiir allgemein-metrische
Riume gelten.

6. Umgebungsrdume. In einer Menge R ein Umgebungssystem
erkliren (oder einen Umgebungsbegriff einfiihren) heiBit: gewisse Teil-
mengen von R auszeichnen und diese Teilmengen den Elementen
von R als deren Umgebungen zuordnen!. Von dieser Zuordnung wird
dabei zunichst nur verlangt, da3 jedes Element von R mindestens eine
Umgebung besitzt.

Ein Umgebungssystem in der Menge R induziert in R eine topo-
logische Zuordnung und bestimmit somit einen allgemein-topologischen
Raum, dessen Punkte die Elemente von R sind: p heiit Beriihrungs-
punkt von M, wenn jede Umgebung von p mindestens ein Element
von M enthilt. Ein allgemein-topologischer Raum, dessen topologische

1 FRECHET, HAUSDORFF; WEYL.
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Zuordnung sich auf diese Weise mittels eines passend gewahlten Um-
gebungssystems induzieren 148t, heiBt ein Umgebungsraum.
Beispiele: die Zahlengerade, die Zahlenebene.

Weitere Beispiele von Umgebungsrdumen:

1°. R sei die Einheitsstrecke 0 =p =1, D die Menge aller Zahlen 1/, #n = 1,
2,3, ... Ist 0<p<<1, so sei J(p) ein beliebiges offenes Teilintervall von R,
welches p enthilt; ist p = 0, bzw. p = 1, so sei J(p) ein Halbintervall 0 =< a
bzw. a < t=1, wobei a zwischen 0 und 1 liegt, und sonst beliebig ist. Falls
p F 0 ist, so soll jedes J(p) eine Umgebung von p sein. Dagegen werden als
Umgebungen der Null alle Mengen von der Gestalt J(0) — D und nur diese zu-

gelassen.
2°. R.sei die Menge aller Punkte der Halbebene y = 0 (es sind » und y Car-

tesische Koordinaten). Ist p = (¥, ¥) und ¥ > 0, so soll jede offene Kreisscheibe
mit dem Mittelpunkt p und einem Radius <y Umgebung von p sein. Ist aber
y = 0, so bestehe eine Umgebung von p aus dem Punkt p selbst und aus allen
Punkten einer beliebigen offenen Kreisscheibe, die in der Halbebene y > 0 liegt
und deren Randkreis die x-Achse im Punkte p berithrtl.

7. Verschiedene Umgebungssysteme in einer und derselben Menge
kénnen in dieser Menge dieselbe topologische Zuordnung induzieren.
So wird z. B. die topologische Zuordnung auf der Zahlengerade durch
jedes der folgenden Umgebungssysteme induziert:

a) Umgebung eines Punktes p ist jedes offene Intervall, welches
diesen Punkt enthilt;

b) Umgebung eines Punktes p ist jedes offene Intervall mit ratio-
nalen Endpunkten, welches den Punkt p enthélt;

¢) Umgebung eines Punktes p ist jedes Intervall mit p als Mittel-
punkt.

d) Umgebung eines Punktes p ist jedes Intervall von der Form

In den unter c¢) und d) genannten Umgebungssystemen kann man
unter einem Intervall nach Belieben ein offenes oder ein abgeschlossenes
Intervall verstehen.

Zwei Umgebungssysteme in einer und derselben Menge R heilen
gleichwertig, wenn sie in R dieselbe topologische Zuordnung induzieren.

Ist R ein allgemein-topologischer Raum, so heiBlt jedes Umgebungs-
system in R, welches die (den Raum R definierende) topologische Zu-
ordnung induziert, ein Umgebungssystem des allgemein-topologischen
Raumes R (oder éin dew Raum R definierendes Umgebungssystem).

Umgebungssysteme werden gewohnlich mit U, B, ... bezeichnet.
Ausfiihrlicher schreiben wir: 1 = {U(p)} — das heiBt, daB das Um-
gebungssystem 1l aus den Umgebungen U(p) der Elemente p (einer
Menge R) besteht. v

Hausdorffsches Gleichwertigkeitskriterium. Zwe:r Um-
gebungssysteme W = {U(p)} und B ={V(p)} in einer und derselben

1 Dieses Beispiel rithrt von Herrn NiemyTzki her (vgl. § 6, Nr. 3).
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Menge R sind dann und wur dann gleichwertig, falls fiir ein beliebiges
P C R jedes U(p) esn V(p) und jedes V(p) ein U(p) enthilt.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, daBl ein bestimmtes U(p) — etwa
U,(p,) — kein V(p,) enthilt, und folgern daraus, daB Ul und ¥ nicht
gleichwertig sind. Denn unter unserer Voraussetzung enthilt jedes
V(p,) mindestens einen Punkt von R — U, (¢,), so daB3 p, Berithrungs-
punkt von R — U, (¢,) im Sinne der durch ¥ induzierten topologischen
Zuordnung ist. Da aber p, eine zu R — U, (p,) fremde Umgebung des
Systems U, nidmlich U, (p,) besitzt, ist p, kein Beriihrungspunkt von
R — U,(p,) im Sinne der durch U induzierten topologischen Zuord-
nung. Die beiden Zuordnungen sind somit verschieden und die Um-
gebungssysteme 11 und B nicht gleichwertig.

Jetzt nehmen wir umgekehrt an, daB jedes U(p) ein V(p), jedes
V(p) ein U(p) enthilt, und beweisen die Gleichwertigkeit von Il und 8.
Es sei p ein Beriihrungspunkt der Menge M etwa im Sinne der durch U
induzierten topologischen Zuordnung. Da jedes V(p) ein U(p) enthilt,
und jedes U(p) einen nicht leeren Durchschnitt mit M hat, hat auch
jedes V(p) einen nicht leeren Durchschnitt mit M, d.h. p ist Be-
rithrungspunkt von M im Sinne der durch ¥ induzierten topologischen
Zuordnung, w. z. b. w.

8. Anwendung auf metrisierbare Raume. Sphéirische bzw. £-Um-
gebungen. Wir betrachten einen Punkt p des allgemein-metrischen
Raumes R und eine positive Zahl €. Die Menge aller Punkte x von R,
die der Bedingung g (p, x) << € geniigen, nennt man sphdrische Umgebung,
und zwar sphdrische Umgebung vom Radius e (kurz: e-Umgebung) des
Punktes p; man bezeichnet sie mit U(p, &).

Satz I1. Jeder allgemein-metrisierbare Raum ist esn Umgebungsraum.

Beweis. Der allgemein-metrisierbare Raum R sei in einer festen
Metrik g (a, b) gedacht. Es folgt aus den Definitionen der Nr. 3, daB
das System der sphirischen Umgebungen in R und die diesen Um-
gebungen zugrunde liegende Metrik dieselbe topologische Zuordnung
in R induzieren, w. z. b. w.

Korollar. Zwer Metriken o(a,d) und o' (a,bd) in eimer und der-
selben Menge R sind dann und nur dann topologisch gleichwertig, wenn
bei fester (aber beliebiger) Wahl von p < R es zu jedem € > 0 etn 6 > 0
gibt, so daB U(p,e) DU (p,0) und U’ (p, &) D U(p, 0) ust.

Beweis. Das Korollar ergibt sich aus dem soeben bewiesenen Satz
und dem Hausdorffschen Gleichwertigkeitskriterium.

Aufgabe 1. Wie sehen die spharischen Umgebungen in den in Nr. 4 defi-
nierten allgemein-metrischen Riaumen aus?

Aufgabe 2. Der Leser beweise (durch Anwendung des Dreiecks-
axioms!):

Satz IIL. Die sphirischen Umgebungen eines metrischen Raumes sind
offene Mengen.
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Aufgabe 3 (HAusDORFF). Der Leser beweise, dal, wenn g(a, b)
eine beliebige Metrik in einer Menge R ist, man durch
/ _ _ofa,b)
@b =@
eine topologisch-gleichwertige Metrik erhilt. Ist g(a, b) eigentlich, so
gilt dasselbe auch von @' (a,d). Des weiteren ist fiir jedes Paar (a, b)
stets o' (a, b) < 1.

Wir wollen diesem Resultat .fiir metrische Ridume gleich die Form
eines allgemeinen Satzes geben.

Satz IV. Unter den (eigentlichen) Metriken eines metrisierbaren
Raumes gibt es solche, ber denen der Raum beschrinkt ist (d. h. einen
endlichen Durchmesser besitzt).

Bemerkung. Der Ubergang von einer Metrik zu einer topologisch-
gleichwertigen hei3t eine Umumetrisierung (des gegebenen metrischen
Raumes). Man kann also das letzte Resultat kurz wie folgt aussprechen:
Jeder metrische Rawm LGt sich in einen beschrinkten metrischen Raum
ummetrisieren.

9. Relativierung!. Jede Punktmenge 4 eines allgemein-topologischen
Raumes R wird selbst zu einem topologischen Raum, zum Relativraum A
in bezug auf R, wenn man fiir jede Teilmenge M von A als abgeschlos-
sene Hiille von M in A den Durchschnitt 4 - M von 4 mit der ab-
geschlossenen Hiille M von M in R versteht. Dieser Ubergang von der
topologischen Zuordnwung tn R zu der soeben erklirten topologischen Zu-
ordnung in A heifft Relativierung (genauer: Relativierung in bezug auf A
der in R gegebenen topologischen Zuordnung).

Wenn man von einer Punktmenge eines allgemein-topologischen
Raumes R als von einem Raume spricht, meint man immer den Relativ-
raum in bezug auf R. ‘

Nicht nur die topologische Zuordnung, sondern auch die Konver-
genz, die Metrik, der Umgebungsbegriff lassen sich relativieren. Am
selbstverstindlichsten ist die Relativierung der Metrik: ist in R eine
Metrik gegeben, so auch erst recht in 4 € R; ist R ein allgemein- bzw.
eigentlich-metrischer bzw. metrisierbarer Raum, so auch 4.2

Beispiel: die n-dimensionalen Sphiren. Im R"*! (als allgemein-
metrischer Raum definiert in Nr. 4) betrachten wir die Menge aller
Punkte (4, ..., f,4q), deren Koordinaten der Gleichung

(= @)+ o (g — Ayy)® =P
geniigen, wobei die a; reelle Zahlen sind und ¢ > 0 ist. Diese Punkt-
menge heiBt die n-dimensionale Sphire des R"T' mit dem Mittelpunkt
a= (ay, ..., 08,1 und dem Radius ; sie wird mit S”(a, @) bezeichnet.

1 HAUSDORFF.

2 Dabei kann 4 unter Umstinden ein metrischer Raum sein, wenn auch R
nur allgemein-metrisch ist (Beispiel: ebenes Stiick in einer Gebirgslandschaft mit
der Metrik des Wanderers).

Alexandroff-Hopf, Topologie I. 3
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Ist o= (0, ..., 0) und ¢ = 1, so erhdlt man die Einheitssphire S" (o, 1)
des R"*!, Die Einheitssphiare des R"*!, als metrischer Raum! be-
trachtet, wird kurz die n-dimensionale Einheitssphire genannt und mit
S™ bezeichnet.

Die Relativierung (in bezug auf A) eines Umgebungssystems

= {U(p)} besteht darin, daB man fiir jeden Punkt p von A die Men;,
gen A - U(p) konstruiert. Sie heilen Umgebungen von p in bezug anf A
(oder auch Umgebungen von p in A). Das aus I auf diese Weise ge-
wonnene Umgebungssystem 1, in A induziert in 4 gerade die topo-
logische Zuordnung, die mittels Relativierung aus der. von U in R
induzierten Zuordnung hervorgeht.

Hieraus folgt: Ein Umgebungsraum geht durch Relativierung wiedey
in einen Umgebungsraum iiber.

Definition. Eine Eigenschaft eines allgemein-topologischen Rau-
mes heillt nach HAUSDORFF kogredient, wenn daraus, daB sie fiir einen
Raum R gilt, ihre Geltung fiir jeden Relativrvaum von R folgt.

Wir kénnen also sagen: Die Eigenschaft eines allgemein-topologischen
Raumes, etn Umgebungsraum zu sein, ist kogredient.

Aufgabe. Man definiere in sinngemiBer Weise die Relativierung
des Konvergenzbegriffes.

10. Produktbildung. Sind X und Y irgend zwei Mengen, so heift
bekanntlich die Menge aller Paare (x, y), wobei x ein Element von X
und y ein Element von Y ist, das Produkt von X und Y. Es wird mit
X X Y bezeichnet. Liegen drei Mengen X, Y, Z vor, so wird ein fiir
allemal die Konvention gemacht, da§ zwischen den Begriffen ((x, v); 2),
(%; (v,2) und (x, v, 2) nicht unterschieden wird?. Diese Konvention
erlaubt, die obige Produktbildung als eine assoziative Mengenoperation
zu betrachten. Somit werden wir auch ohne weiteres vom Produkt
der » Mengen X, X,,..., X, als von der Menge aller #n-Tupel
(%,, %, - . ., %,), wobei x; ein Element von X ist, sprechen.

Es sei jetzt in X und in Y je ein Umgebungssystem U = {U(x)}
bzw. ¥ = {V(y)} gegeben. Indem wir fiir jedes (v, y) das Produkt
einer beliebigen U(x) mit einer beliebigen U(y) als Umgebung erkléren,
erhalten wir in X X Y ein Umgebungssystem, welches wir das Produkt
der beiden Umgebungssysteme 1 und B nennen und mit U X B be-
zeichnen. Eine Anwendung des Hausdorffschen Gleichwertigkeits-
kriteriums zeigt leicht, daB, wenn I mit ' und B mit B’ gleichwertig
sind, auch U X B mit W x B’ gleichwertig ist. Hieraus ergibt sich:

Definition. Es seien X und Y zwei Umgebungsrdaume. Der Um-
gebungsraum zu dem X X Y wird, wenn man das Produkt eines Um-

T In Nr. 11 wird bewiesen, daB der R**+1, folglich auch die S” (a, 0), nicht
nur allgemein-metrische Réume, sondern auch metrische Raume sind.

2 An und fiir sich sind diese Begriffe verschieden, denn ((¥, ¥); 2) ist ein Paar
mit den Elementen (¥, ) und z, wahrend (¥, y, 2) ein Tripel mit den Elementen
x, 9, 2 ist.
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gebungssystems von X und eines Umgebungssystems von Y als Um-
gebungssystem in X XY betrachtet, heiBt das topologische Produkt
von X und Y. Er hingt von der Wahl der beiden Umgebungssysteme
von X bzw. Y nicht ab.

11. Metrisches Produkt. Euklidische Rdume. Sind X und Y all-
gemein-metrische Riume mit den Metriken o(x, ") und o(y, '), so
fithren wir in X X Y die Metrik

(1) (. 9), (&, 9) =Ye(x, ¥ +ely, y)?

ein und nennen den so aus X X Y gewonnenen allgemein-metrischen
Raum das metrische Produkt von X und Y. Man iiberzeugt sich leicht,
daB die Metrik (1) eine Metrik des topologischen Produktes von X und Y
ist, d. h. daB die von der Metrik (1) induzierte topologische Zuordnung
in X X Y diejenige ist, die man bekommt, wenn man die allgemein-
metrischen Rdume X und Y als Umgebungsrdume und X X Y als ihr
topologisches Produkt auffaBt. Dieselbe topologische Zuordnung wiirde
man {ibrigens auch erhalten, wenn man in X X Y nicht die Metrik (1),
sondern

(11) o((x, ), (¥, y) =elx, &) +e(y,y),
oder auch allgemein
(1p) g((x, v, (', y/)) = +€/[Q(x: x/)]p + [Q (y: y/):‘p

mit p = 1 einfiihren wolltel.

Satz V. Das metrische Produkt zweter metrischer Riume ist ein
wmetrischer Raum.

Beweis. Es ist zu zeigen, daB die Metrik (1) die Axiome des metri-
schen Raumes erfiillt, falls o (x, #') und o (v, y’) diese Axiome erfiillen.
Fiir die ersten beiden Axiome ist das klar.

Das Dreiecksaxiom ist Folge des allgemeinen Satzes: Sind «, b, c,
a', b', ¢’ reelle nicht-negative Zahlen mit a +b=c¢, a’'+ b =¢’, so ist

@)* Vi@ ¥ @ R = e o,
Denn setzt man in der Formel (2)
a=g(x, %), =o', %), c=o(x 2");
a'=ge(y,y), V=00,y"), =0y

[wobei x, %', 2" bzw. v, 9, ¥"" irgend drei Punkte von X bzw. Y und
folglich (%, v), (%', ¥'), (¥, ¥"”) drei beliebige Punkte von X X Y

1 HAUsDORFF, Mengenlehre, S. 98 —102.
2 Beweis der Formel (2):

(Vo +a% + 102+ 02)2 = a® + a + b2 + b2 + 2 )(a® + @) (67 + b7
a?4 a4+ b2 b2+ 2)(ab+ a'b)®+ (ab —a'b)?
a?+ a’? + b2 + b’ 4 2(ab + a'd’)

(@ + b)2 + (@ + b)% = c2 4 o2,

Wi

3*
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sind], so sind die Voraussetzungen unseres Satzes erfiillt, und (2) ver-
wandelt sich in

o((x, 9, (", y)) +e(x, ), (x",y) = e, y, (x, ).

Wir wenden diese Betrachtungen auf den Fall der Euklidischen
Réume an.

Unter dem n-dimensionalen Euklidischen Rawm R" verstehen wir,
wie bereits erwihnt (Nr. 4), den allgemein-metrischen Raum, den
man bekommt, wenn man in die Menge aller #-Tupel reeller Zahlen
(%1, %o, . .., x,) die Metrik )

Q((xl’ Koy o v ey xn): (Xi, xér s x;t)) :V(xl_xll)2+ <o (xn_— x;'z)2

einfithrt. Die Zahlen %, ..., %, heilen bekanntlich die Koordinaten
des Punktes p = (%, . . ., %,). Aus dieser Definition (und der in Nr. 10
gemachten Konvention) folgt, daB R" das metrische Produkt von R"~!
und R? ist. Da aber die Axiome des metrischen Raumes fiir den R? er-
fiillt sind, iberzeugt man sich durch vollstindige Induktion, daB sie
auch fiir den R" gelten.

Aufgabe. Wihlt man im metrischen Produkt die Metrik (1,) bzw.
(1,) mit p>1 anstatt (1), so erhdlt man ebenfalls einen metrischen
Raum.

12. Der Hilbertsche Raum. Aus dem Dreiecksaxiom fiir den R"
(das wir soeben als giiltig erwiesen haben) folgt [wenn man die drei
Punkte ¢;, ..., %), (0,...,0), (¢4, ..., ;) betrachtet]:

L (2

) VE + V}:—tzV ;’fa— )2

Da dies fiir beliebiges # gilt, ergibt sich mittels eines Grenziibergangs

der SchluB: Sind die Folgen reeller Zahlen #,%,,...,%, ... und
6,8, ..., t, ... so gewihlt, daB die Reihen >'# und >'#’ konver-

gent sind, so konvergiert auch Zj(zf,C — )2,

Wir definieren jetzt den Hilberischen Raum R> (als die unendlich-
dimensionale Verallgemeinerung der Euklidischen Rdume) folgender-
maBen. Seine Punkte sind unendliche Folgen reeller Zahlen:

p=(t,tar o r .. ),
die der einzigen Bedingung unterworfen sind, dall ihre Quadrate eine
konvergente Reihe > # bilden. Als Entfernung zwischen

p="{tnlor. by, ...y und p' = ({1, 8, .. ., th,...)
definieren wir

e(p, ?) VZ _tlc ,

daB diese Entfernungsdefinition einen Sinn hat (d. h. daB sie fiir je
zwei Punkte des Hilbertschen Raumes eine endliche Zahl als Ent-
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fernung liefert), folgt aus der zu Beginn dieser Nummer gemachten
Bemerkung. DaB sie den ersten beiden Axiomen des metrischen Raumes
gentigt, ist klar. DaB sie auch das Dreiecksaxiom

V26— R+ V26— 8 =12 4 — #)*

erfiillt, ergibt sich durch Grenziibergang aus der fiir jedes # als giiltig
erwiesenen Formel

n n 11L‘ .
VZ; (te — %) + VZI (. — &)} = VZ (b — #)%.
T
Die Menge aller Punkte des Hilbertschen Raumes, deren Koordi-

naten #, den Ungleichungen 0=1¢,=<1/k, k=1, 2, ..., geniigen,
heiBt der Fundamentalquader des Hilbertschen Raumes.

§ 2. Topologische Riume.

1. Definition. Die Axiome von Kurarowski. Ein allgemein-topo-
logischer Raum heiit ein fopologischer Raum, wenn seine topologische
Zuordnung den folgenden A xiomen von KURATOWSKI geniigt:

Axiom I. Die abgeschlossene Hiille der Vereimigungsmenge zweier
Punktmengen ist die Vereinigungsmenge der abgeschlossenen Hiillen der
beiden Punktmengen:

(1) A+B=A+B.

Axiom II. Jede Punktmenge ist in threr abgeschlossenen Hiille ent-
halten:
(2) Ac 4.

Man kann das Axiom II auch so aussprechen:

Jeder Punkt einer Punktmenge ist Berithrungspunkt dieser Punkt-
menge. :

Axiom III. Ist A eine Punkimenge, A ihre abgeschlossene Hiille,
so ist jeder Beriihrungspunkt von A in A enthalten:

AcA.
Da nach IT notwendig 4 = A4 ist, wird in unserem Axiomensystem
nichts geidndert, wenn wir Axiom IIT durch die Forderung

(3) A=14
ersetzen.

Axiom IV. Die leere Menge hat keinen einzigen Beriihrungspunks:
(4) 0=0.

Mit Hilfe der Begriffe abgeschlossene und offene Menge (§ 1, Nr. 1)
konnen wir die Axiome III und IV auch so aussprechen:
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III'. Die abgeschlossene Hiille einer fjeden Punktmenge ist ab-
geschlossen.

IV'. Der ganze Raum R ist offen.

Da die abgeschlossene Hiille einer jeden Punktmenge (also auch der
Menge aller Punkte von R) eine (echte oder unechte) Teilmenge von R
ist, ist R abgeschlossen. Diese Tatsache und IV’ kénnen wir zusammen-
fassen:

Satz I. Der ganze Raum und die leere Menge sind sowohl offen als
auch abgeschlossen.

Aufgabe. Der Leser diskutiere die im §1 gegebenen Beispiele all-
gemein-topologischer Rdume und stelle fest, welche von ihnen topolo-
gische Rdume sind.

2. Zellensysteme als Beispiele topologischer Raume. Wir kniipfen
an das in § 1, Nr. 1, unter 4° gegebene Beispiel eines allgemein-topologi-
schen Raumes an; der Leser bestdtigt ohne Miihe, dal die topologische
Zuordnung dieses Raumes die vier Axiome von KURATOWSKI erfiillt,
daB somit dieser Raum topologisch ist.

Als Verallgemeinerung dieses Beispiels denken wir uns irgendeine
Menge von konvexen Zellen! beliebiger Dimensionszahlen.

Diese Zellen und ihre Seiten aller Dimensionszahlen == 0 seien
die Punkte des zu konstruierenden Raumes R. Als abgeschlossene
Hiille eines Punktes p, der ja eine konvexe Zelle ist, definieren wir die
aus p und allen Seiten von p bestehende endliche Menge. Als ab-
geschlossene Hiille einer beliebigen Menge M < R erkliren wir sodann
die Summe der abgeschlossenen Hiillen der einzelnen Punkte von M.

Die Axiome I—IV sind offenbar erfiillt.

Es ist auch die folgende Verscharfung des Axioms I erfiillt:

I'. Die abgeschlossene Hiuille der Summe von beliebig vielen Punkitmengen des
Raumes ist die Summe dev abgeschlossenen Hiillen dieser Punktmengen.

Raume, die die Bedingungen I’, II, III, IV geniigen, sollen diskrete Rdume
genannt werden.

Die diskveten Rdume umfassen als Spezialfall die Komplexe der kombina-
torischen Topologie (vgl. Kap. III, § 1, Nr. 8 sowie Kap. IV, § 1).

3. Metrisierbare Rdume als Spezialfall der topologischen Rdume.

Satz. Jeder metrisierbare Raum 1ist topologisch.

Beweis. Infolge des Identititsaxioms (§ 1, Nr. 3) erfilllt die von
einer eigentlichen Metrik induzierte topologische Zuordnung das
Axiom II; sie erfiillt auch das Axiom IV.

Wir zeigen jetzt, daB das Axjom I erfiillt ist. Aus den elementaren
Eigenschaften der unteren Grenze einer Zahlenmenge folgt, daB
o(p, A + B) die kleinere unter den beiden Zahlen ¢(p, 4) und ¢ (p, B)
ist, folglich ist o(p, A + B) dann und nur dann Null, wenn mindestens
eine der Zahlen g(p, 4), 0(p, B) Null ist. Das bedeutet aber gerade
A - B= A4 + B, d. h. die Giiltigkeit von Axiom I.

1 Wegen der Definition der konvexen Zellen sieche Anhang II, § 4.
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Eine von einer eigentlichen Metrik induzierte topologische Zuord-
nung erfiillt auch das Axiom III. Denn ist p ein Beriihrungspunkt
von A, so gibt es zu jedem & > 0 einen Punkt p’ = A4, welcher von p
um weniger als e entfernt ist; zu p’ < A gibt es einen Punkt p"" < 4
mit ¢(p’, ') <e; daraus folgt: ¢ (p, p")=0(p. p') + o', p") <2&.
Da p" < A und & beliebig klein ist, ist o(p, 4) = 0, also pc A,
w.z. b. w.

Bemerkung I. Aus dem Identititsaxiom folgt, daB die topo-
logische Zuordnung eines metrischen Raumes auBer den vier Axiomen
von KURATOWSKI noch die folgende fiinfte Bedingung erfiillt:

Eine Menge, die nur einen einzigen Punkt p enthilt, hat keinen
von p verschiedenen Berithrungspunkt:

p=2.
Auf diese wichtige Bedingung kommen wir in § 4 zu sprechen.

Bemerkung II. Der obige Beweis zeigt, daB die Axiome I und IV auch fiir
die allgemein-metrisierbaren Raume gelten.

4. Abgeschlossene und offene Mengen. Wir setzen einen beliebigen
topologischen Raum R voraus. Wir wissen bereits (§ 1, Nr. 1):

Eine Punktmenge heif3t abgeschlossen, wenn sie alle ihre Beriihrungs-
punkte enthalt.

Wegen Axiom II kénnen wir jetzt sagen:

Eine Punktmenge ist abgeschlossen, wenn sie mit threr abgeschlossenen
Hiille tdentisch ist.

Da die offenen Mengen als Komplementirmengen zu den abgeschlos-
senen definiert wurden (§ 1, Nr. 1), gilt:

Das Komplement einer abgeschlossenen Menge ist offen, das
Komplement einer offenen Menge ist abgeschlossen.

Ferner:

Satz I1. Aus Ac B folgt ACB.

Beweis. Wegen Ac Bist B=A + B, B=A + B, also 4 < B.

Satz III. Die Summe endlich-vieler und der Duvchschnitt beliebig-
vieler abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

Beweis. Die Behauptung fiir Summen folgt unmittelbar aus
Axiom I und der Definition der abgeschlossenen Mengen.

Es liege ein beliebiges System & von abgeschlossenen Mengen des
topologischen Raumes R vor; es seien F die Elemente von @ und F
der Durchschnitt aller dieser F. Nach Satz II ist F in jedem F, also
auch in F enthalten, w. z. b. w.

Aus den Anfangsgriinden der Mengenlehre! kennt man folgenden Satz:

Fiir ein beliebiges Mengensystem & = {M} gilt

R—3M=][[(R—M).
© ©

1 Z. B. HAUSDORFF: Mengenlehre, S. 19.
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Dieser Satz erlaubt aus Satz III und der Definition der offenen
Mengen sofort abzuleiten:

Satz III'. Der Durchschwitt endlich-vieler und die Summe beliebig-
vieler offener Mengen sind offen.

In den Satzen III und III’ ist enthalten:

Satz III”. Die Differenz zwischen einer abgeschlossenen Menge und einey offenen
ist abgeschlossen,; die Diffevenz zwischen einer of fenen Menge und einer abgeschlossenen
ist offen.

5. Innere und Randpunkte. Ist M eine Punktmenge des topologischen Raumes R,
so bildet die Vereinigungsmenge aller in M enthaltenen offenen Mengen die gro3te of-
fene Punktmenge in M ; sie heiBt der offene Kern von M. Seine Punkte heiBen die
innerven Punkte von M. Punkte von M, die keine inneren Punkte sind, hei3en
Randpunkte, die Menge der Randpunkte hei3t der Rand von M. Die Vereinigungs-
menge des Randes von M und des Randes von R— M heilt die Begrenzung von M.

Da in dieser Definition M und R—M symmetrisch auftreten, haben 3 und
sein Komplement R—M dieselbe Begrenzung. Bezeichnet man den offenen
Kern von M mit J(M), so ist die gemeinsame Begrenzung von M und R-—M
offenbar identisch mit der Menge

R —{J(M) + J(R — M)},
Da die Menge in der geschweiften Klammer offen ist, ist die Begrenzung einer jeden
Punktmenge abgeschlossen. Bei abgeschlossenen Mengen stimmt die Begrenzung
mit dem Rande, bei offenen mit dem Rande des Komplementes iiberein (denn
die offenen Mengen sind unter allen Punktmengen dadurch ausgezeichnet, da@
sie keine Randpunkte, also keinen Rand besitzen).

Einfache Beispiele:

1) M sei eine abgeschlossene Kreisscheibe in der Ebene R2 Dann ist der
Randkreis zugleich Rand und Begrenzung von M; es ist R% — M offen, also
ohne Rand.

2) M c R? sei eine offene Kreisscheibe. Dann ist der Randkreis Begrenzung
von M und Rand von R2 — M.

3) M C R? bestehe aus einer offenen Kreisscheibe und einer Strecke, die,
in einem Punkte des Randkreises beginnend, nach aulen weist. Der Rand von M
besteht aus den Punkten der Strecke, die Begrenzung aus den Punkten der Strecke
und den Punkten des Randkreises.

4) R sei der dreidimensionale Raum R%, M eine offene Kreisscheibe. Alle
Punkte von M sind Randpunkte, so da3 die Menge M mit ihrem Rande zusammen-
fallt. Die Begrenzung von M ist die abgeschlossene Kreisscheibe; sie enthilt
also die Menge M als echte Teilmenge.

5) R ist die Zahlengerade R?', M die Menge der rationalen Punkte derselben.
Die Begrenzung von M fallt mit R! zusammen.

Satz IV. Ist G offen und zu M fremd, so ist G auch zu M fremd.

Denn aus M« R — G folgt nach Satz Il Mc R — G=R —G.

Bemerkung. Die Sitze I bis IV benutzen nicht das Axiom III.

6. Erzeugung der topologischen Zuordnung durch Auszeichnung
der abgeschlossenen Mengen.

Satz V. Der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, die die ge-
gebene Punktmenge M enthalten, ist die Menge M.

Beweis. Es seien: F eine beliebige abgeschlossene Menge D M,
F der Durchschnitt aller dieser F. Da M abgeschlossen, also selbst
ein F ist, ist jedenfalls F = M. Andererseits folgt aus F D M, daB



§ 2. Topologische Raume. 41

F =M+ F ist, also auch F =F = M 4+ F und folglich M = F; da
dies fiir jedes F gilt, ist M = F, somit M = F, w.z. b. w.

Aus diesem Satz folgt, daf man in einem topologischen Rauwm die
topologische Zuordnung vollstindig kemnt, sobald man weifl, welches die
abgeschlossenen Mengen dieses Raumes sind.

Nun geniigt aber, wie wir wissen, das System der abgeschlossenen
Mengen eines topologischen Raumes den folgenden Bedingungen:

&) Die Summe endlich-vieler und dev Durchschnift beliebig-vieler ab-
geschlossener Mengen sind abgeschlossen ;

B) die leere Menge und der ganze Rauwwm sind abgeschlossen.

Das fithrt uns zum

Satz VI. 1°. Wenn man in eimer Menge E unter Geltung der Be-
dingungen x) und fB) gewisse, sonst ganz beliebige Teilmengen @ als ,,ab-
geschlossen' erklirt und die abgeschlossene Hiille einer beliebigen Punkt-
menge M als den Durchschnitt aller die Menge M enthaltenden ,,ab-
geschlossenen’ Mengen definiert, so evhilt man eimen topologischen
Raum R. 4

2°. Die abgeschlossenen Punktmengen, die der soeben definierten topo-
logischen Zuovdnung im Raume R entspringen, sind mit den ,,abgeschlos-
senen'’ Mengen @ identisch.

3°. Jeder topologische Raum kann auf diese Weise erhalten werden.

Beweis von 2°. Ist @, eine beliebige ,,abgeschlossene’ Menge, so
ist in R:

@, — IT0,
>,
also (da @, unter den @ > ®, vorkommt) &, = D,, und D, ab-
geschlossen.

Ist andererseits F eine beliebige abgeschlossene Menge des Raumes R,

so ist FOF=]J]®P>DF, also F = JI® und nach ) die Menge F

DoF D>F
,,abgeschlossen‘’.

Beweis von 1°. Es ist zu zeigen, daB die in E definierte topo-
logische Zuordnung den Axiomen I bis IV von KURATOWSKI geniigt.

Zunichst folgt aus unseren Voraussetzungen unmittelbar, daB die
abgeschlossene Hiille einer jeden Menge ,,abgeschlossen‘‘, also auch in
R abgeschlossen, ist und die gegebene Menge enthilt. Die Bedingun-
gen II und IIT sind also erfiillt.

Da die leere Menge ,,abgeschlossen‘ ist, ist IV erfiillt.

Es seien 4 und B zwei Teilmengen von R. Wir bezeichnen mit
D, . p eine beliebige ,,abgeschlossene Menge @ D A + B; da jedes
D, . sowohl A als auch B enthilt, sind 4 und B im Durchschnitt
aller @, 5, d. h. in 4 + B enthalten: A + B 4 + B. Da anderer-
seits 4 4+ B nach «) ,,abgeschlossen* ist und A 4+ B enthilt, ist A + B
ein @,, », und der Durchschnitt aller @,, 5, d. h. die Menge 4 + B,
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muB in 4+ B enthalten sein: A+ Bc A4+ B. Es ist somit
A+ B = A+ B, und Axiom I ist erfiillt.

Beweis von 3° — ist in den Sitzen III, I, V enthalten.

7. Topologische Riume als Umgebungsrdume. Absolutes Um-
gebungssystem.

Definition. Jede offene Menge, die einen gegebenen Punkt p < R
enthilt, heit absolute Umgebung dieses Punktes.

Das System aller absoluten Umgebungen eines topologischen Rau-
mes R heilt das absolute Umgebungssystem des Raumes R.

Um diese Definition zu rechtfertigen, muBl man zeigen, daf das
absolute Umgebungssystem tatsichlich ein Umgebungssystem des
Raumes R ist (§ 1, Nr. 6). Zu beweisen ist mit anderen Worten der

Satz VII. Der Punkt p ist dann und nur dann Beriihrungspunkt
der Menge M, wenn jede absolute Umgebung von p mindestens einen Punkt
von M enthdll.

Beweis. Es enthalte jede U(p) mindestens einen Punkt von M.
Wir wihlen eine beliebige abgeschlossene Menge F D M ; da die offene
Menge R — F gewil keinen Punkt von M enthilt, enthilt sie laut
unserer Voraussetzung auch p nicht; es ist also p < F. Da dies fiir
jede abgeschlossene Menge F D M gilt, ist nach Satz V p< M.

Es sei umgekehrt p = M ; die absolute Umgebung U(p) sei beliebig
gewdhlt. Da M.U(p) = 0 ist, ist nach Satz IV auch M-U(p) & 0,
w.z. b.w.

Korollar. Jeder topologische Raum ist ein Umgebungsraum.

Aufgabe. Der Leser beweisel: Der allgemein-topologische Raum R
ist dann und nur dann ein Umgebungsraum, wenn seine topologische
Zuordnung die folgenden Bedingungen erfiillt:

1°. Aus 4 < B folgt A © B;

2°. 0=0.

8. Basis eines topologischen Raumes. Die Hausdorffschen Um-
gebungsaxiome.

Definition. Ein System U von offenen Mengen des,topologischen
Raumes R heilt eine Basis dieses Raumes, falls jede offene Menge
Vereinigungsmenge gewisser Mengen des Systems 1 ist.

Aus dem Hausdorffschen Gleichwertigkeitssatz- (§ 1, Nr. 7) und
dem Satz VII folgt, daB ein in der Menge aller Punkte des Raumes R
eingefiihrtes Umgebungssystem U = {U(p)} dann und nur dann den
topologischen Raum R definiert, falls jede den Punkt p enthaltende
offene Menge ein U(p) enthidlt und umgekehrt. Hieraus folgt:

Satz VIII. In dem topologischen Raum R sei ein System W offener
Mengen gegeben. Jede Menge des Systems 1l sei jedem ihrer Pumkte
als Umgebung zugeordnet. Das so gewonnene Umgebungssystem definiert
dann und nur dann den Raum R, falls W eine Basis von R ist.

1 Der zu beweisende Satz ist von Herrn A. MARKOFF.
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Aufgabe. Der Leser filhre den Beweis dieses Satzes durch!

Satz IX. Ein Umgebungsraum R ist dann und nur dann topolo-
gisch, falls er ein Umgebungssystem W = {U(p)} besitzt mit den folgenden
Eigenschaften :

A. Jeder Punkt p von R besitzt mindestens eine Umgebung und ist
in jeder seiner Umgebungen enthalten.

B. Der Durchschnitt zweier Umgebungen eines und desselben Punkies
enthilt eine Umgebung dieses Punkies.

C. Liegt der Punkt q in.der Umgebung U(p) des Punktes p, so be-
sitzt er eime in U(p) enthaltene Umgebung.

Beweis. Jeder topologische Raum besitzt ein den Bedingungen A
bis C gentigendes Umgebungssystem, denn sein absolutes Umgebungs-
system ist ein solches.

Ist umgekehrt R ein Umgebungsraum mit einem den Bedingungen A
bis C geniigenden Umgebungssystem, so gelten fiir die topologische
Zuordnung in R die Axiome I bis IV von KuraTowski. Es ist in der
Tat Axiom IV in jedem Umgebungsraum erfillt; Axiom II folgt un-
mittelbar aus A; Axiom I folgert man leicht aus B. Endlich ist
Axiom III eine Folge von C: es sei in der Tat p Berithrungspunkt
von 4 ; jedes U(p) enthilt einen Punkt ' < 4 und nach C ein U(p');
in U(p’) muB aber mindestens ein Punkt von 4 enthalten sein, wel-
cher somit auch in U(p) liegt. Da U(p) beliebig war, folgt, daBl p
Beriihrungspunkt von A4 ist, w. z. b. w.

Bemerkung. Die Bedingungen A, B, C sind die ersten drei Um-
gebungsaxiome von HAUSDORFFIL.

Aufgabe. Man beweise, daB die sphirischen Umgebungen (§ 1, Nr. 8) eines
metrischen Raumes die Bedingungen A bis C erfiillen.

Aufgabe. Der Leser beweise folgenden

Satz IX’. Ein Umgebungssystem definiert dann und nur dann einen topologi-
schen Raum, falls es den Bedingungen A, B und deyv folgenden Bedingung C’ geniigt;

- C’. Jede Umgebung U (p) enthilt eine Umgebung U, (p) von der Eigenschaft,

daf jeder Punkt von U,(p) eine tn U (p) liegende Umgebung besitzt.

Beweisskizze. Die eine Hilfte des Satzes IX’ (das ,,dann‘‘) beweist man
nach dem Muster des Satzes IX. Die zweite Hilfte folgt daraus, daB man zeigt:
sind Il und B zwei gleichwertige Umgebungssysteme, von denen das eine die Be-
dingungen A, B, C erfiillt, so erfiilllt das andere die Bedingungen A, B, C’.

9. Erzeugung der topologischen Zuordnung durch Auszeichnung
der offenen Mengen. Es seien in einer Menge E irgendwelche Teil-
mengen unter dem Namen ,,offener* Mengen ausgezeichnet. Wir setzen
dabei voraus, daB die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

o') Der Durchschnitt endlich-vieler und die Summe beliebig-vieler
,,0ffeners Mengen sind ,,offen .

1 Das vierte Umgebungsaxiom von HAUSDORFF — das Hausdorffsche Tren-
nungsaxiom — findet der Leser in § 6, Nr. 1. Besitzt ein Umgebungsraum ein

Umgebungssystem, welches die vier Hausdorffschen Axiome erfiillt, so heit er
ein Hausdorffscher Raum. Vgl. § 6, a.a. O.
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B') Die leere Menge und die ganze Menge E sind ,,offen.

Wir fithren jetzt in E ein Umgebungssystem ein, indem wir als
Umgebung eines beliebigen Punktes jede diesen Punkt énthaltende
,,offene’ Menge definieren. Das so gewonnene Umgebungssystem geniigt,
wie leicht ersichtlich, den Bedingungen A, B, C, definiert also einen
topologischen Raum R. Umgekehrt wird jeder topologische Raum
auf diese Weise erzeugt (nach den Sitzen VII, III" und I).

SchlieBlich beweisen wir noch:

Die offenen Mengen des Umgebungsraumes R sind mit den in FE
a priori gegebenen ,,offenen” Mengen identisch. Denn ist I ,offen*,
so besitzt jeder Punkt von I" eine in I" enthaltene Umgebung, nim-
lich I" selbst, kann also nicht Beriihrungspunkt von R — I" sein. So-
mit enthdlt R — I alle seine Berithrungspunkte, ist also abgeschlossen,
so daB I offen ist.

Ist andererseits G eine offene Punktmenge des Umgebungsraumes R,
so enthilt G zu jedem seiner Punkte $ eine in G liegende Umgebung,
d. h. es existiert eine ,,offene Menge I, welche $ enthilt und in G
enthalten ist. Das bedeutet: G ist Summe der ,,offenen Mengen* I'c G,
also nach «') selbst ,,offen‘.

Als Seitenstiick zu Satz VI haben wir somit das Resultat bewiesen:

Satz X. 1°. Wenn man in einer Menge E unter Geltung der Bedin-
gungen o') und f') gewisse Teilmengen als ,,offene’" Mengen auszeichnet
und fjede ,,0ffene’’ Menge als Umgebung eines beliebigen ihrer Punkie be-
trachtet, so ist der dadurch gewonnene Umgebungsraum topologisch und seinc
offenen Punktmengen sind mit den ,,0ffenen’’ Teilmengen von E identisch.

2°. Jeder topologische Raum kann auf diese Weise als ein Umgebungs-
raum erzeugt wevden.

10. Relativierung. Bereits in § 1, Nr. 9, haben wir gelernt, daB die
topologische Zuordnung eines allgemein-topologischen Raumes R in
jeder Punktmenge A dieses Raumes mittels Relativierung eine topo-
logische Zuordnung erzeugt und somit A als allgemein-topologischen
Raum, den Relativvaum A in bezug auf R, auffassen 148t.

Man sieht leicht ein, daB, falls die Zuordnung in R den Axiomen
von KURATOWSKI geniigt, dasselbe auch von der relativierten Zuord-
nung gilt. Somit ist jede Punktmenge eines topologischen Raumes selbst
ein topologischer Raum. Mit anderen Worten: Die Eigenschaft eines
allgemein-topologischen Raumes, ein topologischer Raum zu sein, ist
kogredient (im Sinne von § 1, Nr.9).

Man kann also insbesondere von abgeschlossenen und offenen
Mengen i A sprechen: die Menge M < A ist in A abgeschlossen,
wenn sie mit ihrer abgeschlossenen Hiille in A identisch ist, d. h. wenn
M=A.-M ist. Eine Menge M C A ist also danwn und nur dann
abgeschlossen in A, wenn sie Durchschnitt von A mit etner abgeschlos-
senen Menge des Raumes R ist.
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In analoger Weise sind die in A offenen Mengen mit den Durch-
schnittsmengen von A wmit den offenen Mengen des Raumes R identisch.
Denn ist G in R offen, so ist R — G abgeschlossen, (R — G) - A ab-
geschlossen in A4, folglich G+ 4 =4 — (R —G)-4 in 4 offen. Um-
gekehrt: Ist H in 4 offen, so ist M = A — H in A abgeschlossen,
also M = A - M, folglich

H=A-M=4—A-M=A4.(R— M),
w. z. b. w.

Man erhilt eine Basis von A, wenn man eime Basis von R wihlt
und die Durchschnitte der Elemente dieser Basis mit A betrachtet. Daraus
folgt insbesondere, daf3, wenn R eine abzihlbare Basis besitzt, dasselbe
auch von jeder Punktmenge 4 < R gilt.

11. Haufungspunkte, Definition. Ein Punkt p heiit Hdiufungs-
punkt der Punktmenge M, wenn er Berithrungspunkt von M — p ist.

Aus dieser Definition und aus der Tatsache, dafl jeder topologische
Raum ein Umgebungsraum ist, folgt, daf p dann und nur dann Hiu-
fungspunkt von M ist, wenn jede Umgebung von p mindestens einen
von p verschiedenen Punki der Menge M enthdlt.

Offenbar ist jeder Berihrungspunkt von M, welcher selbst kein
Punkt von M ist, notwendig Hiufungspunkt von M.

Hieraus und aus Axiom II (Nr. 1) folgt:

Satz XI. Wenn man zu M alle Hiufungspunkte von M hinzu-
nimmt, entsteht die abgeschlossene Hiille von M.

Hierin ist enthalten:

Zusatz. Eine Punktmenge ist dann und nur dann abgeschlossen,
wenn sie alle thre Hdaufungspunkte enthdlt.

Aufgaben. 1. Der Leser beweise: Ist R ein metrisierbarer Raum,
p ein Punkt, M eine Punktmenge von R, so ist $ dann und nur dann
Hiufungspunkt von M, wenn jede Umgebung von p unendlich-viele
Punkte von M enthilt.

2. Was sind die Hiufungspunkte der Menge aller Punkte des in
§1, Nr. 1 sub 4° definierten topologischen Raumes?

Definition. Ein Punkt einer Menge M < R, der kein Hiufungs-
punkt dieser Menge ist, hei3t ein ssolierter Punkt der Menge. Mengen
ohne isolierte Punkte heilen insichdicht; Mengen, die abgeschlossen und
insichdicht sind, heiBlen perfekt.

Aufgabe. Man beweise:

1) Satz XII. Die isolierten Punkte eines topologischen Raumes sind
identisch mit den einpunktigen offenen Mengen dieses Raumes.

2) Das Cantorsche Diskontinuum, d.h. die Menge aller Punkte der
Einheitsstrecke 0= x =1 der Zahlengerade, deren triadische Ent-
wicklung ohne Benutzung der Ziffer 1 geschrieben werden kann, ist
eine perfekte Menge.
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12. Dichtigkeitsbegriff. Eine Punktmenge M des topologischen
Raumes R heiBt dicht in R, wenn M = R ist.

Mittels Relativierung 1Bt sich ohne weiteres auch von der Dichtig-
keit einer Menge M in einer Punktmenge A > M des topologischen
Raumes R sprechen: M ist dicht in A, falls die abgeschlossene Hiille
von M in A die ganze Menge A ist.

Eine Punktmenge M heilt nirgendsdicht tn R, wenn bei keiner
Wahl der nichtleeren offenen Menge G R die Menge G- M in G
dicht ist.

Mit anderen Worten: M ist nirgendsdicht in R, wenn jede offene
Menge G < R eine offene Teilmenge G, mit G;- M = 0 enthilt.

Hieraus folgt miihelos:

Satz XIII. Die Summe zweier (also auch endlich-vieler) in R nir-
gendsdichter Punktmengen ist in R nirgendsdicht.

Beweis. Es seien M; und M, in R nirgendsdicht. Die offene
Menge G < R sei beliebig; G; © G sei zu M, fremd, G, < G, sei zu M,
fremd; dann ist G, auch zu M; + M, fremd, w.z.b. w.

Aufgaben. 1) Man beweise:

Satz XIV. Die Punktmenge M des topologischen Raumes R ist dann
und nur dann nirgendsdicht in R, wenn R— M dicht in R ist.

2) Der Leser konstruiere Beispiele von dichten und nirgendsdichten Punkt-
mengen des in § 1, Nr. 1 sub 4 definierten topologischen Raumes.

Beispiele. 1. Die Menge der rationalen Punkte ist dicht, das
Cantorsche Diskontinuum nirgendsdicht in der Zahlengerade.

2. R = R? sei die Euklidische Ebene. Man wihle als A eine der
folgenden Punktmengen:

1) Die Menge aller Punkte der Strecke 0=<x=1, y = 0 und der

Punkte (g -,;};),p=1,3,...,z"—1, n=1,2,...in inf.;

2) die Menge aller Punkte (¥, 0) mit 0= x =1 und der Punkte
y), wobei x ein Element des Cantorschen Diskontinuums und
Ly =1 ist, ist nlrgendsdlcht im Quadrat 0==x=1, 0=y=1;
3)

h/\ -

(%

0:

die sogenannte sm¥—Kurve d. h. die Menge der Punkte (x, y) mit

y = s1n; bei —L=r<oundo<=x g% vermehrt um die Strecke
b4

x =0, —1=y=1; diese Strecke bildet eine nirgendsdichte Teil-
menge der Kurve;

4) die Menge aller Punkte der Ebene mit mindestens einer bzw.
mit genau einer bzw. mit zwei rationalen Koordinaten. Jede dieser
Mengen ist dicht in der Ebene.

Wie sehen in jedem dieser Fille die in 4 abgeschlossenen bzw. die
in A offenen Mengen aus? Fiir welche dieser Mengen A gibt es in 4
offene Mengen, die aus einem einzigen Punkte bestehen? Abzihlbare,
in A offene Mengen? Fiir welche gilt die Behauptung, daB jede in 4
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abgeschlossene Menge auch in R? abgeschlossen ist? Gilt fiir irgend-
eine dieser Mengen der sog. Satz von der Gebietsinvarianz? (D. h. die
Behauptung: Ist von zwei homdomorphen' Teilmengen von A die eine
in A offen, so ist es auch die andere.) Man konstruiere fiir jede dieser
Mengen A eine aus abzihlbar vielen Elementen bestehende Basis.

13. Uberdeckungen. Ein System von Punktmengen eines nicht-
leeren topologischen Raumes R heiBt eine Uberdeckung einer Punki-
menge A in R, wenn jeder Punkt von 4 in mindestens einer Menge
des gegebenen Systems enthalten ist. Ist von zwei Uberdeckungen
einer und derselben Punktmenge A in R jedes Element der ersten
Uberdeckung gleichzeitig Element der zweiten, so sagt man, daB die
zweite Uberdeckung die erste enthiilt.

Eine Uberdeckung heiBt offen bzw. abgeschlossen, wenn alle ihre
Elemente offene bzw. abgeschlossene Mengen sind.

Nach der Anzahl der Elemente einer Uberdeckung werden ins-
besondere endliche bzw. abzihlbare Uberdeckungen unterschieden.

Eine Uberdeckung U heiBt von endlicher Ordnung, wenn es eine
natiirliche Zahl 4 gibt von der Eigenschaft, daB kein Punkt des Raurnes
zu mehr als 1 Elementen der Uberdeckung gehért; die kleinste unter
diesen Zahlen 4 heiBt die Ordnung o(11) der Uberdeckung 1. Die Zahl
o (1) wird somit unter allen natiirlichen Zahlen durch folgende beiden
Eigenschaften charakterisiert:

1) es gibt keinen Punkt des Raumes, der zu mehr als -o(ll) Ele-
menten von 1l gehort;

2) Es gibt mindestens einen Punkt des Raumes, der genau zu o (1)
Elementen von U gehért.

Eine Uberdeckung eines metrischen Raumes heiBit eine &-Uber-
deckung, wenn alle ihre Elemente einen Durchmesser < ¢ haben.

14. Zusammenhang. In dieser Nummer wird im Anschlufl an Haus-
DORFF der Zusammenhangsbegriff fiir topologische Raume aufgestellt
und untersucht; damit wird ein Beispiel einer sehr allgemeinen und
dennoch anschaulichen mengentheoretischen Uberlegung gegeben. Da
der Begriff des topologischen Raumes, den wir hier zugrunde legen, die
Komplexe der kombinatorischen Topologie? als Spezialfall enthalt, um-
faBt unsere Darstellung auch den Zusammenhangsbegriff fiir Komplexe.

Ein topologischer Rauwm heifit zusammenhingend, wenn ey wicht Summe
zweter wichtleerer disjunkier abgeschlossener Mengen ist.

Da das Komplement einer abgeschlossenen Menge offen, einer
offenen Menge abgeschlossen ist, kénnte man in dieser Definition auch
von offenen (anstatt von abgeschlossenen) Summanden sprechen. Man
kénnte auch sagen: Ein Raum ist dann und nur dann zusammen-
hiangend, wenn er auBer der leeren Menge keine gleichzeitig abgeschlos-
sene und offene echte Teilmenge enthilt.

1 Definition: § 3, Nr. 2. 2 Kap. ITI, § 1, Nr. 2 sowie Kap. IV, § 5, Nr. 1.
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Definition. Eine endliche Mengenfolge

My, ... M

8

heiBt eine (Mengen)kette (und zwar eine M, mit M, verbindende Kette
oder auch eine Kette zwischen M; und M,), wenn M, -M, 4+ 0,
1=1=s—1, ist. Ein Mengensystem & heilt verkettet, wenn je zwei
seiner Elemente durch eine Kette aus Elementen des Systems & ver-
bunden werden konnen.

Satz XV. Jede offene und jede endliche abgeschlossene Uberdeckung
etnes zusammenhingenden topologischen Raumes ist verkettet.

Beweis. Es sei 1l eine nicht verkettete offene oder endliche ab-
geschlossene Uberdeckung des topologischen Raumes R. Wir wihlen
in Il zwei Elemente M; und M,, die durch keine Kette verbunden
werden kénnen. Es sei UI; die Menge derjenigen Elemente von 1, die
mit M; durch Ketten verbunden werden kénnen; 11, sei die Menge der
iibrigen Elemente von 11. Weder 11; noch 1, ist leer (denn M, ist ein
Element von 1; und M, ein Element von lI,). Die Vereinigungsmenge
aller Elemente von 11; bzw. 11, ist eine nichtleere offene (abgeschlos-
sene) Punktmenge 4, bzw. 4, von R, und es ist R = A, + 4,, also
R nicht zusammenhingend, w. z. b. w.

Bemerkung. Wenn jede aus zwei Elementen bestehende abge-
schlossene (offene) Uberdeckung des Raumes R verkettet ist, so ist R
zusammenhingend. Folglich gilt auch die Umkehrung des Satzes XV.

Da durch Relativierung jede Punktmenge eines topologischen Rau-
mes selbst zu einem topologischen Raume wird (Nr. 10), kénnen wir
ohne weiteres auch von zusammenhingenden Punkimengen eines topo-
logischen Raumes sprechen: Die Punktmenge 4 ist zusammenhingend,
wenn sie nicht Summe zweier nichtleerer in ihr abgeschlossener dis-
junkter Teilmengen ist.

Satz XVI. Wenn eine, zusammenhingende Punktmenge A < R in
der Summe H + H' zweier disjunkter abgeschlossener oder offener Mengen
von R enthalten ist, so ist sie in eimem der betden Summanden enthalten.

DennwireA.-H=0=+A.H' sohittemanind =4 .-H+ A-H
eine Zerlegung von 4 in zwei nichtleere in A abgeschlossene disjunkte
Teilmengen.

Satz XVII. Die Vereinigungsmenge eines beliebigen verketteten Sy-
stems zusammenhdangender Punkimengen ist zusammenhingend.

Beweis. Essei 4 die Vereinigungsmenge eines verketteten Systems
© = {M} zusammenhingender Punktmengen. Wir betrachten eine Zer-
legung A = H,+ H, von A in zwei disjunkte in A abgeschlossene
Summanden und wihlen irgendein Element M, von &. Nach Satz XVI
ist M, in einer der beiden Mengen H, und H, enthalten. Es sei etwa
M, < H,. Wir zeigen, daB} jedes Element M, von & in H, enthalten
ist (damit wird offenbar der Satz XVII bewiesen).
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Es sei My, ..., M, eine Kette zwischen M, und M,. Ist M, H,,
so ist M;,,-H;, DM, - M, + 0, also nach Satz XVI ist M,,, < H,.
Da M,c H,, sind alle M;c H,, insbesondere ist also M, < H,,
w. z. b. w.

Korollar. Die Summe beliebig-vieler zusammenhingender Punki-
mengen, von denen e zwei eimen michtleeren Durchschwitt haben, ist zu-
sammenhdngend.

Satz XVIII. Wenn je zwei Punkie eines Raumes R in einer zusam-
menhingenden Punktmenge dieses Rawmes enthalten sind, so ist der
Raum zusammenhdngend.

Beweis. Es sei a ein fester Punkt von R; zu jedem Punkt x von R
gibt es eine zusammenhédngende Menge Z,Da 4 x; die Summe aller
dieser Z, ist nach dem Korollar zusammenhingend; sie ist mit R
identisch. . v

Satz XIX. Falls die Punktmenge M < R zusammenhdngend ist, so
ist auch jede Menge N, welche M enthilt und in M enthalten ist, zu-
sammenhingend.

Beweis. Es sei N= N’ N" eine Zerlegung von N in zwei
disjunkte in N abgeschlossene Mengen. Nach Satz XVI muB M in
einer dieser Mengen, etwa in N’, enthalten sein. Da N’ in N ab-
geschlossen ist, muB jeder zu N gehorende Bertihrungspunkt von N,
also erst recht jeder zu N gehérende Beriihrungspunkt von M und
somit die ganze Menge N in N’ enthalten sein, so daB N =0
sein mub.

Definition. Die Vereinigungsmenge aller zusammenhingenden
Punktmengen des Raumes R, die einen gegebenen Punkt $ von R ent-
halten, hei3t nach HAUSDORFF die Komponente von p in R. Nach demn
Korollar zu Satz XVI ist sie zusammenhingend, so daB3 die Kompo-
nente des Punktes p im Raume R die groBte diesen Punkt enthaltende
zusammenhingende Punktmenge von R ist.

Aus demselben Korollar folgt ferner, dal3 zwei verschiedene Punkte
entweder eine und dieselbe oder zwei disjunkte Komponenten haben.

Nach Satz XIX ist jede Komponente abgeschlossen.

Somit zerfillt jeder nicht zusammenhingende Raum R in ein-
deutiger Weise in seine Komponenten — in disjunkte abgeschlossene
Mengen, von denen jede zusammenhingend ist und in keiner gréferen
zusammenhingenden Punktmenge von R enthalten ist.

15. Beispiele zusammenhingender und nicht zusammenhéngen-
der Rdaume. Die Zahlengerade R* ist zusammenhdingend. In der Tat: es sei
R' =F, + F, eine Zerlegung von R! in zwei disjunkte abgeschlossene
Mengen. In der ad absurdum zu filhrenden Annahme, daB beide Men-
gen nichtleer sind, wihlen wir einen Punkt g, in F;, einen Punkt g,
in F, und bezeichnen — in der Annahme, daB etwa a, > a, ist — mit

Alexandroff-Hopf, Topologie I. 4
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¢ die untere Grenze der Durchschnittsmenge von F, und der Strecke!
a, a,. Der Punkt ¢ ist von a, verschieden; das Intervall (a,, c) besteht
aus lauter Punkten von F,, so daB der Punkt ¢ € F, Berithrungspunkt
von F; sein miiBte, was unmoglich ist.

Auf dieselbe Weise zeigt man, dall jede Strecke der Zahlengerade
zusammenhingend ist (insbesondere auch jede Halbgerade). Man sieht
ferner ohne Miihe, daB eine zusammenhéngende Teilmenge der Geraden
mit irgendzwei Punkten a, b auch die ganze Strecke ab enthilt. Dar-
aus schlieft man leicht (Aufgabe!), daB die einzigen zusammenhingen-
den mehrpunktigen Teilmengen der Geraden die endlichen und unend-
lichen Strecken sind.

Daraus ergibt sich ferner, daB die Komponenten offener Mengen
G c R! offene Intervalle sind (die ,,komplementiren Intervalle der
abgeschlossenen Menge R! — G).

Das Cantorsche Diskontinuum [vgl. Nr. 11, Aufgabe, sub 2)] enthilt
kein Intervall, also (da es sich um eine lineare Menge handelt) keine
mehrpunktige zusammenhingende Teilmenge. Solche Mengen heiBlen zu-
sammenhangslos. Die Komponenten einer zusammenhangslosen Menge
sind ihre einzelnen Punkte.

Die Menge der Punkte (x, y) der Zahlenebene, bei denen x zur
Cantorschen Menge gehoért und y der Ungleichung 0 < y <1 gentigt,
besteht aus einer Menge der Michtigkeit ¢ von Komponenten, die simt-
lich geradlinige Strecken sind.

Man erhilt nach Satz XIX eine zusammenhingende Menge, wenn

. .. . 1 1
man die Vereinigungsmenge des Kurvenstiicks y = sin_, 0 <<x=_,

und einer gamz beliebigen Punktmenge auf der Strecke —1 =y =1
der y-Achse bildet.

Satz XX. Eine offene Menge G des R™ ist dann und nur dann
zusammenhingend, wenn je zwei Punkie von G durch einen in G liegen-
den (einfachen) Streckenzug verbunden werden konnen.

Beweis. Lassen sich je zwei Punkte von G durch einen Strecken-
zug (evtl. auch mit mehrfachen Punkten) verbinden, so ist G zusammen-
hingend nach Satz XVIII. Bleibt iibrig zu zeigen, daBl, wenn es in G
zwei Punkte p und ¢ gibt, die durch keinen in G liegenden einfachen
Streckenzug verbunden werden kénnen, G nicht zusammenhingend ist.

Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit P die Menge aller Punkte
von G, die durch einfache Streckenziige mit p verbunden werden kénnen.
Die Menge der iibrigen Punkte von G sei (. Beide Mengen sind nicht

1 Wir rechnen zu den endlichen Strecken die offenen Intervalle (a, b), die
abgeschlossenen Intervalle [a, b] (oder ab) und die halboffenen Intervalle (a, b]
und [a, b), die nur einen ihrer beiden Endpunkte enthalten — in (a, b] ist der End-
punkt b, in [a, b) der Endpunkt a enthalten. Unendliche Strecken sind: die ganze
Gerade, die Halbgeraden (—oo, a], [@, ) und die unendlichen offenen Inter-
valle (— oo, a) und (a, o).
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leer, denn es gehort p zu P und ¢ zu Q. Da P und Q zueinander fremd
sind und P + Q =G ist, brauchen wir nur noch zu zeigen, daB P in G
gléichzeitig offen und abgeschlossen ist.

Es sei a ein Punkt von P, pa ein einfacher Streckenzug, welcher $
mit « innerhalb von G verbindet, U(a) eine in G liegende Vollkugel
mit dem Mittelpunkt in a; wir bezeichnen mit 4’ einen beliebigen, im
Innern von U(a) gelegenen Punkt, mit aa’ die geradlinige Strecke,
die a mit a4’ verbindet.

pa + ad ist ein p mit @’ verbindender Streckenzug in G; hat er
mehrfache Punkte, so ist es ein Leichtes, sie loszuwerden: wir durch-
laufen den einfachen Streckenzug pa in der Richtung von p nach a,
bis wir zum ersten Punkt p’ gelangen, der zu aa’ gehort; dann ist
pp’ + p’a’ (wobei pp’ auf pa und p'a’ auf aa’ liegt) ein a und @’ in G
verbindender einfacher Streckenzug. Somit gehért a’, d. h. ein be-
liebiger innerer Punkt von U(a), zu P; folglich ist a innerer Punkt
von P, und P offen.

Es sei jetzt a ein Beriihrungspunkt von P, U(a) eine in G enthaltene
Vollkugel mit dem Mittelpunkt 4, 4’ irgendein zu U(a) gehorender
Punkt von P, pa’ ein p mit a’ verbindender einfacher Streckenzug
in G, und schlieBlich 4’a die geradlinige Strecke zwischen 4 und a’.
Wir haben wieder den in G liegenden Streckenzug pa’ + a’a, auf dem
sich ein einfacher Streckenzug zwischen p und « finden 1aBt; es gehort
also a zu P, und P ist abgeschlossen, w. z. b. w.

Definition. Offene zusammenhingende Mengen heiflen Gebiete.

Besonders hiufig wird diese Benennung in bezug auf Punktmengen
des R"™ gebraucht.

§ 3. Stetige Abbildungen topglogischer Rdume.

1. Allgemeines iiber Abbildungen. Liegen zwei Mengen X und Y
vor, und entspricht jedem Element x von X ein eindeutig bestimmtes
Element y = f(x) von Y, so spricht man|von einer 4bbildung von X
in Y ; dabei brauchen die Mengen X und|Y zunichst keine allgemein-
topologischen Raume zu sein, so da von Stetigkeit noch nicht die
Rede ist. |

Das Element f(x) von Y heilit das Bzld von x bei der Abbildung f.
Ist jedes Element von Y Bild mindestens eines Elements von X, so
sagt man, daB die Abbildung f eine Abbildung von X auf Y ist.

Ist 4 irgendeine Teilmenge von X, so heiBt die Menge aller der-
jenigen Elemente von Y, die Bilder der Elemente von A4 sind, das
Bild von A bei der Abbildung f; es wird mit f(4) bezeichnet. Es liegt
offenbar eine Abbildung von 4 auf f(A4) vor. .

Ist. B eine Teilmenge von Y, so bezeichnen wir mit ! (B) die Menge
aller derjenigen Elemente von X, deren Bilder zu B gehoren; f~1(B)
heilt die Originalmenge oder das Urbild von B. Wenn das Urbild eines

4%
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jeden Elementes von Y ein einziges Element von X ist, so liegt eine
etneindeutige oder schlichte Abbildung von X auf Y vor. Eine einein-
deutige Abbildung ven X auf eine Teilmenge Y’ von Y heiBt eine
eineindeutige Abbildung von X i Y.

Ist f eine eineindeutige Abbildung von X in VY, f(X) =Y Y,
und 148t man jedem Element y von Y’ sein Urbild f~!(y) entspre-
chen, so entsteht eine eineindeutige Abbildung f~! von Y’ auf X —
die Umkehrung der Abbildung f.

Es gelten fiir beliebige Abbildungen f einer Menge X auf eine
Menge Y die folgenden Relationen (durch 4 bzw. A, werden dabei
Teilmengen von X, durch B bzw. B; Teilmengen von Y bezeichnet):

(1) Py + Ay ) = f(dy) + f(A2)+---,}1
(7Y B Byt o) = [TNBY) + B e,
) HX —4)2 Y —f(4), }

(27 Y —B) =X — 1'(B),

) Fldy dgee) S f(dy) - Ay - -+, }
3 f71(By- By ) = f7\(B )-f‘l(Bg)- ,

@) e

(4) Tt )—B

(5) F(B) - 4) = B f(4).

Der Beweis dieser Formeln besteht aus wenigen sich zwangsmiBig
ergebenden Schliissen und soll vom Leser selbst erbracht werden2.

Bemerkung. Liegt eine Abbildung f; von X; in X, und eine Ab-
bildung f, von X, in X; vor, so entsteht eine Abbildung f; von X,
in X,, die jedem Element x von X, das Element /,(f;(x)) von X, ent-
sprechen l4Bt; diese Abbildung f; wird mit f,f, bezeichnet.

2. Stetige Abbildungen. Definition. Die Abbildung f des allgemein-
topologischen Raumes X in den allgemein-topologischen Raum Y heif3t
stetig, wenn das Bild eines jeden Beriihrungspunkteseiner beliebigen Punkt-
menge A < X Beriihrungspunkt der Bildmenge f(4) c Y, d. h. wenn
immer f(4) c f(4) ist.

Eine eineindeutige stetige Abbildung f des Raumes X in den Raum Y
heiBt eine fopologische Abbildung oder eine Homdomorphie [zwischen X
und f(X) :l//"CY], wenn die Umkehrung von f eine stetige Ab-
bildung (von’ Y’ auf X) ist. Zwei Riume bzw. zwei Punktmengen
heilen homdomorph, wenn sie aufeinander topologisch abgebildet werden
kénnen; man sagt von ihnen auch, daB sie fopologisch dquivalent oder
vom gleichen topologischen Typus sind.

1 Die Menge der 4 bzw. der B kann eine beliebige Machtigkeit haben.
2 Die obige Tabelle ist im wesentlichen der Hausdorffschen ,,Mengenlehre*
entnommen.
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Es seien jetzt X und Y zwei topologische Rdume. Wir beweisen die
folgenden Sitze von einer Abbildung f von X in Y.

Satz 1. f ist dapn und nur dann stetig, wenn das Urbild jeder ab-
geschlossenen Menge abgeschlossen ist.

Beweis. Es ist zu zeigen:

a) Wenn f unstetig ist, so gibt es eine abgeschlossene Menge B mit
nicht abgeschlossenem Urbild;

b) wenn es eine abgeschlossene Menge B mit nicht abgeschlossenem
Urbild gibt, so ist f unstetig.

Ad a). Die Menge A und der Punkt x seien in X so gewidhlt, daB

<§A f(x) € F(A) ist. B =[(4) ist abgeschlossen. Wir beweisen,
dall f~!(B) nicht abgeschlossen ist. Da B = f(4) Df(4) ist, ist
Ac f 1(B), also x Beriihrungspunkt von f~1(B); x gehért aber nicht
zu f~1(B), denn f(x) ist nicht in f(4) enthalten; die abgeschlossene
Menge B hat somit ein nicht abgeschlossenes Urbild.

Ad b). B sei abgeschlossen, f~!(B) nicht abgeschlossen, x ein Be-
rithrungspunkt von f~!(B), der nicht zu f~!(B) gehort; dann gehort
f(x) nicht zu B= B, obwohl B Bild von f~!(B) ist, f ist also unstetig.

Korollar. Ein stetiges Bild Y= f(X) eimes zusammenhingenden
topologischen Raumes X ist zusammenhingend.

Denn ist Y= B; + B, eine Zerlegung von Y in zwei disjunkte
nichtleere abgeschlossene Punktmengen, so wire X = f~1(B,)-+/"1(B,)
eine analoge Zerlegung von X.

Satz II. f ist dann und nur dann stetig, wenn die Originalmenge
jeder offenen Menge //offen ist.

Denn die Originalmenge jeder offenen Menge ist wegen der For-
mel (271!) dann und nur dann offen, wenn die Originalmenge jeder
abgeschlossenen Menge abgeschlossen ist. Somit folgt Satz Il aus
Satz I.

Bemerkung. Aus den Sitzen I und II folgt:

Bei einer Homdbomorphie zwischen zwei topologischen Rdumen ent-
sprechen die abgeschlossenen sowie die offenen Mengen der beiden Riume
einander eineindeutig.

Satz III. Wenn f, eine stetige Abbildung von X, auf X,, f, eine
stetige Abbildung von X, auf X, ist, so ist fof, eine stetige Abbildung
von X, auf X,. '

Beweis. Es sei F, abgeschlossen in X;; dann ist f;!(F,) ab-
geschlossen in X,, also f{tf;y1(F,) abgeschlossen in X;; es ist aber
Yo (F5) nichts anderes als (fyf,)~!(F,), also die Originalmenge
von F, bei der Abbildung f,f,, w.z. b. w.

Satz IV (Cauchysche Stetigkeitsbedingung). f ist dann und
wur dann stetrg, wenn es zu jeder Umgebung U(y) eines Punkies y von Y
und z2u jedem Punkt x von [~1(y) eine Umgebung U(x) gibt, deven Bild
in Uly) enthalten ist.
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Bemerkung I. Unter Umgebung darf hier nicht nur eine absolute
Umgebung (§ 2, Nr. 7), sondern auch eine, einem beliebigen Umgebungs-
system des betreffenden topologischen Raumes (§ 1, Nr. 7) entnommene
Umgebung verstanden werden.

Beweis. 1°. Ist die Cauchysche Bedingung von der Abbil-
dung f erfiillt, so ist f stetig.

Es seien in der Tat die Punktmenge 4 © X und ihr Beriihrungs-
punkt x beliebig gewahlt. V < Y sei eine beliebige Umgebung von
y == f(x); wir widhlen die Umgebung U von x unter der Bedingung
f(U)cV,; da U-A4 =0 ist, ist auch V-f(4) 0, also, da_V beliebig
war, ¢ C f(4) und [ stetig.

2° Ist die Cauchysche Bedingung nicht erfillt, soist f un-
stetig. Die Punkte x € X, y = f(x) © Y und die Umgebung ¥, von y
seien so gewdhlt, daB in jeder Umgebung U(x) Punkte liegen, deren
Bilder nicht zu V,, gehoren. Dann ist ¥ Berihrungspunkt der Menge
A =f"Y(Y —V,), wihrend f(x) kein Beriihrungspunkt von f(4) ist.

Bemerkung II (A. MARKOFF). Der Satz IV und sein obiger Be-
weis gelten fiir jeden Umgebungsraum.

Bemerkung III. Die Cauchysche Stetigkeitsbedingung kann offen-
bar auch so formuliert werden: Jeder Originalpunkt von vy ist innerer
Punkt der Originalmenge einer beliebigen Umgebung von y. Oder auch:
F71(y) liegt bei jeder Wahl von U(y) im offenen Kern von f=1U(y):

Bemerkung IV. f heillt stetig im Punkte x von X, wenn bei jeder
Wahl der Umgebung U(y) von y = f(x) der Punkt x innerer Punkt
von f~1U(y) ist. Aus dem soeben Bewiesenen folgt, daBl die Abbil-
dung f dann und nur dann stetig (im ganzen Raume X) ist, wenn sie
stetig in jedem Punkt von X ist.

Bemerkung V. Der Satz I legt die Frage nahe, ob bei einer
stetigen Abbildung das Bild einer abgeschlossenen Punktmenge not-
wendig abgeschlossen ist. Folgendes einfaches Beispiel zeigt, daB dies
keineswegs der Fall zu sein braucht, selbst wenn f eineindeutig (jedoch
nur in einer Richtung stetig) ist. X sei die Strecke 0 == x <C 27 der
Zahlengerade. Wir bilden X auf die Peripherie des Einheitskreises
dadurch ab, daB wir als y =f(x) den Punkt mit den Polarkoordinaten
r =1 und ¢ = x erkldren. Die in X abgeschlossene Menge aller
Punkte x, 1 =% <27, geht mittels / in die nicht abgeschlossene
Menge » =1, 1=¢ << 2n der Kreisperipherie iiber. Ist bei einer
stetigen Abbildung f (von X in Y) das Bild jeder abgeschlossenen
Punktmenge von X eine abgeschlossene Punktmenge von Y, so heillt f
abgeschlossen. Auf diesen wichtigen Begriff kommen wir noch zuriick
(im Kap. II, § 2).

Aufgabe. Der Leser zeige durch ein Beispiel, daB bei einer
stetigen Abbildung das Bild einer offenen Menge nicht notwendig
offen ist.



§ 3. Stetige Abbildungen topologischer Raume. 55

3. Raum der Abbildungen eines topologischen Raumes X in einen
beschrinkten metrischen Raum Y. Es seien gegeben: ein topologischer
Raum X, ein metrischer Raum Y, die Menge 4 (X,Y) aller (nicht not-
wendig stetigen) Abbildungen von X in Y. Vom metrischen Raum Y
wird auBerdem vorausgesetzt, dal er beschrankt ist, d.h. daB sein

Durchmesser d(Y) = sup 0 (y;, ys) eine endliche Zahl jst.
Y, % ¥

In der Menge A (X,Y) fithren wir eine Metrik ein, indem wir fiir
zwei Abbildungen f,, f, von X in Y die Entfernung als

e(fr, fa) = Sup(Xfl(x); fa(®))

definieren. Man bestitigt ohne Miihe, daB diese Entfernungsdefinition
den Axiomen des metrischen Raumes geniigt. Somit ist 4 (X,Y) als
ein metrischer Raum, der Raum der Abbildungen von X in'Y, aufzufassen.

Im metrischen Raume A4 (X,Y) ist als Relativraum ‘der Raum
C(X,Y) der stetigen Abbildungen von X in Y enthalten. Es gilt:

Satz V. C(X,Y) ist eine abgeschlossene Punktmenge des Raumes
A4(X,)Y).

Da jeder metrische Raum, also auch 4 (X, Y), nach §1, Nr. 5, ein
Konvergenzraum ist, besagt Satz V nichts anderes als

Satz V. Wenn die stetigen Abbildungen fi, fs, ..., fr, ... von X
m Y im Raume A(X,Y) gegen | konvergieren, so ist [ eine stetige Ab-
bildung.

Es ist aber leicht ersichtlich, daB die Konvergenz einer Folge
fio far o oos fir - - in A(X,Y), f = limf,, die gleichmilige Konvergenz
der Abbildungen f, (%), fo(%), . - ., fx(%), . . . gegen f(x) bedeutet. Dabei
definieren wir die gleichmiBige Konvergenz einer Folge von Abbildungen
wie iiblich, ndamlich:

Eine Folge von Abbildungen f,, f,, ..., fz, ... des topologischen
Raumes X in den metrischen Raum Y konvergiert gleichmifig gegen
die Abbildung f, wenn es zu jedem ¢ ein &, gibt, so daB fiir jeden
Punkt x von X und alle 2 > &,

ist o(f(x), f(x) < e
Somit ist der Satz V zuriickgefiihrt auf

Satz V. Wenn die stetigen Abbildungen f, gleichmifig gegen f
konvergieren, so ist auch f stetig.

Beweis. Der Punkt #, von X und ein € > 0 seien beliebig gegeben.
Es handelt sich darum, eine Umgebung U(x,) so zu bestimmen, daB fiir
samtliche x < U(%,)

Q(f(xo); f(x)) < €
ist (Cauchysche Stetigkeitsbedingung). Man wihle zuerst & so grof,

daB fiur alle » .
et htn) < £,
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dann die Umgebung U(x,) so, daB fiir x < U(x,)

o (%), fr(®) < g
ist. Dann ist

e(f(xg), f(M) = e (F(x), fr(x0) + (i (%), (%) + (%), [ (0) <o,

w. z. b. w.

4. Stetige Scharen von Abbildungen. Stetige Abidnderungen einer
Abbildung. Deformationen. Wir bleiben bei den Bezeichnungen der
vorigen Nummer. Eine stetige Abbildung ¢ einer abgeschlossenen
Strecke der Zablengerade, etwa der Einheitsstrecke 4 ={0=¢=<1},
in den Raum C(X,7Y), heilt eine stetige Schar von stetigen Abbildungen
von X in Y. Die Bildmenge ¢ (4) ist also eine Menge von stetigen Ab-
bildungen f; von X in Y, die vom Parameter ¢ (etwa 0 = 7 = 1) abhéngen,
wobei es zu jedem ¢ ein 0 gibt, so daB fiir alle Punkte ¥ von X

o(fr (), frr() <e

gilt, wenn nur |¢' — ¢'| < ¢ ist. Ist auBerdem f, =f, so sagt man,
daB die Schar eine stetige Abinderung der Abbildung f ist, deren
Endergebnis die Abbildung f, (die ,,abgeinderte Abbildung‘) ist. Ist
schlieBlich X eine Punktmenge von Y und f = f, die identische Ab-
bildung von X auf sich (als Abbildung von X in Y betrachtet), so
heiBt eine stetige Abanderung von f eine Deformation der Menge X im
Raume Y [mit der Punktmenge f, (X) als Endergebnis].

Die bei einer stetigen Schar auftretende Bildmenge ¢ (4) heiBt die
Menge der Abbildungen der stetigen Schar. Als stetiges Bild einer zu-
sammenhingenden Menge (der Einheitsstrecke) st die Menge der Ab-
bildungen einer stetigen Scharl eine zusammenhingende Punkimenge von
C(X,Y); sie ist somit in einer Komponente des Raumes C (X,Y) ent-
halten. Ist die gegebene stetige Schar eine Deformation, so liegt die
Menge ihrer Abbildungen in der Komponente der identischen Abbil-
dungen (des Raumes C(X,Y)).

5. Die stetigen (reellen) Funktionen bilden einen Spezialfall der
stetigen Abbildungen: das sind stetige Abbildungen eines Raumes in
die (reelle) Zahlengerade. Durch Ubergang zu dem Produktraum ge-
winnt man dann die stetigen Funktionen von zwei Verinderlichen:
eine solche Funktion (erklirt im topologischen Raume X) ist defini-
tionsgemilB eine stetige Abbildung des topologischen Produktes X x X
in die Zahlengerade. Diese Definition bedeutet in der Tat: Jedem
Punktepaar (x, »’) des Raumes X ist eine Zahl f(x, »') derart zu-
geordnet, daB bei beliebig gewdhlten Punkten x, und x; von X man
zu jedem & > 0 solche Umgebungen U(x,) und U(x) bestimmen kann,

1 Nach dem Korollar zum Satz I.
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daB aus ¥ < U(x,), ' < U(x;) die Ungleichung

lf(xo: xE)) - f(x’ xl)| <e
folgt!.

Bemerkung. Wendet man das Korollar zum Satz I (Nr. 2) auf
den Fall einer in einem zusammenhingenden Raume X erklirten
stetigen reellen Funktion an, so erhilt man den

Satz von BoLzaNo. Die Wertmenge eimer .in einem zusammen-
hingenden Rauwme definierten stetigen reellen Funktion ist eine (endliche
oder unendliche) Strecke der Zahlengevade (d.h. emme solche Funktion
wimmt alle Zwischenwerte je zweier threr Werte an).

Die Sitze, daB bei stetigen f, und f, die Funktionen f, 4-f,, f, - f»

h

und (fiir f, == 0) i stetig sind, beweist man wortlich so wie in der
2

elementaren Analysis.

6. Stetige Abbildungen metrischer Riaume.

Satz VI. Die Entfernungsfunktion o (x, x') 1m metrischen Raume X
ist eine stetige Funktion der zwer Verdinderlichen x und x'.

Denn aus %, < U(x, %>, P U(x’, g) folgt, daB

le(x, &) —o(x, x)| <e

ist (Dreiecksaxiom).

Satz VII. Es ser A eine feste Punktmenge des metrischen Raumes X,
x ein verdnderlicher Punkt von X. Dann ist o(x; A) eine stetige Funk-
tion von x.

Dieser Satz ist in dem folgenden enthalten, den wir gelegentlich
(§ 6, Nr. 11) brauchen werden:

Satz VIII. Auf der Punkimenge A des metrischen Raumes X ser
eine reelle Funktion g(y) mit 0 << g(y) << ¢ gegeben. Dann ist

@ (x) = inf [g(y) - 0(¥, )]

yc4d
eine stetige Funktion in X.
Beweis von Satz VIII. Es geniigt offenbar, die folgende Verall-
gemeinerung des Dreiecksaxioms zu beweisen:

@ (%) = - 0%, %) + @ ()

fiir je zwei Punkte x,;, x, von X.
Es seien also x,, x, gegeben. Zu jedem & > 0 gibt es einen Punkt
VY, C A mit

g(ys) 0 (*g, ¥a) < @ (%) + €.

1 Verlangt man, daf diese Bedingung bloB fiir ein bestimmtes Punktepaar
(%, ¥,) (also nicht notwendig fiir alle solchen Paare) gilt, so erhilt man eine ,,an
der Stelle (x,, ¥,) stetige Funktion f(¥, y).
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Unter Benutzung des Dreiecksaxioms ergibt sich weiter

P (x1) = g(va) 0(%1, ¥2) = g(¥2) 0 (%1, %) + &(¥2) @ (%2, Vo)
<c-Q(H, %) + @x) + ¢,
also, da dies fiir jedes positive ¢ gilt, die Behauptung. —

Im Falle metrischer Riume ist es ofters bequem, den Stetigkeits-
begriff auf den Konvergenzbegriff zuriickzufithren. Es gilt ndmlich: -

Satz IX (Stetigkeitsbedingung von HEINE). Eine Abbildung f
des metrischen Raumes X auf den metrischen Raum Y ist dann und nur
dann stetig, wenn fiiy jede konvergemte Folge x,, x,, ..., %, ... des
Raumes X aus limx, = x folgt lim f(x,) = f(%).

Beweis. Die Bedingung von HEINE sei erfiillt. Wenn x ein Be-
rithrungspunkt von M ist, so gibt es eine Punktfolge {xk} in M mit
limx, = x. Dann ist aber nach Voraussetzung limf(x,) = f(x), also
f(x) Beriihrungspunkt von f(M), und f stetig.

Es sei jetzt die Bedingung von HEINE nicht erfiillt. Dann gibt es
in einer passend gewihlten konvergenten Folge {x;}, lim x; = x, eine
Teilfolge {,} mit der Eigenschaft, daB bei hinreichend kleinem
€ > 0 fiir jedes »

o(f(x), flaw) > e

ist. Bezeichnen wir mit 4 die Menge aller x,, so ist ¥ Berithrungs-
punkt von A4, wihrend f(x) kein Beriihrungspunkt von f(4) ist; f ist
also unstetig und der Satz IX ist bewiesen.

§ 4. Trennungsaxiome: T,- und T;-Riume.

Vorbemerkung : Umgebungen von Punktmengen. Unter einer
Umgebung eines Punktes (im topologischen Raume R) wird hier und
im folgenden stets eine absolute Umgebung dieses Punktes, d. h. eine
diesen Punkt enthaltende offene Menge, verstanden. In analoger Weise
heiBit jede offene Menge, die eine gegebene Punktmenge M enthilt,
Umgebung der Punktmenge M. Ist der Raum R metrisch, so versteht
man unter der e-Umgebung U(M, €) der Punktmenge M < R die Menge
aller Punkte p von R mit o (M, ) < &. Man beweist leicht, dal U(M, )
offen ist (§ 3, Satz VII).

1. Ty- unde Ty-Riume. Nulltes (Kolmogoroffsches) Tren-
nungsaxiom. Von je zwei Punkten besitzt mindestens einer eine Um-
gebung, die den andeven Punkt wicht enthilt.

Ein diesem Axiom gentigender topologischer Raum heifit ein
Ty-Raum.

Beispiel eines topologischen Raumes, welcher kein T-Raum ist.
Der Raum bestehe aus zwei Punkten; die abgeschlossene Hiille der
leeren Menge sei leer, die abgeschlossene Hiille jeder nichtleeren Punkt-
menge sei der ganze Raum. Die abgeschlossenen und offenen Mengen



§ 4. Trennungsaxiome: T\- und 7;-Raume. 59

dieses Raumes sind: die leere Menge und der ganze Raum; jede von
ihnen ist gleichzeitig offen und abgeschlossen.

Satz I,. Das Kolmogoroffsche Trennungsaxiom ist der folgenden Be-
dingung dquivalent: Zwei verschiedene Punkte haben stets verschiedene
(d. h. nicht zusammenfallende) abgeschlossene Hiillen.

Beweis. Wir nehmen an, es sei fiir zwei Punkte p + ¢ des topo-
logischen Raumes R stets § # ¢; dann ist mindestens einer der beiden
Punkte in der abgeschlossenen Hiille des anderen nicht enthalten (denn
wire pc ¢ und ¢ < p, so wire nach Satz II von § 2 und Axiom III
pcqgund g P, also p =¢q). Es sei etwa pE ¢g. Dann ist R — ¢
eine Umgebung von ¢, welche g nicht enthilt.

Ist umgekehrt p =¢, d. h. p< g, g p, so enthilt (nach §2,
Satz VII) jede Umgebung des einen der beiden Punkte p und g auch
den anderen, d. h. das Kolmogoroffsche Trennungsaxiom ist nicht erfiillt.

Erstes (Fréchetsches) Trennungsaxiom. Fiir je zwei verschie-
dene Punkte gilt: Jeder der beiden Punkie besitzt eine Umgebung, die
den anderen Pumkt wnicht enthdlt.

Ein dem ersten Trennungsaxiom geniigender topologischer Raum
heiBt ein T,-Raum.

Der in § 1, Nr. 1 sub 4 konstruierte topologische Raum ist (ebenso
wie jeder Zellenkomplex! von einer Dimensionszahl =1) ein T-, aber
kein T,-Raum. ‘

Satz I,. Dem ersten Tremmungsaxiom kann man auch die folgende
Form geben:

Axiom II'. Jede Punktmenge, die nur einen Punkt enthdlt, ist mat
ihver abgeschlossenen Hiille identisch.

Beweis. Es sei p ein Punkt eines T,-Raumes R. Jeder von p ver-
schiedene Punkt besitzt eine Umgebung, welche den Punkt p nicht
enthidlt, und ist somit kein Beriihrungspunkt von p. Da p anderer-
seits sein eigener Berithrungspunkt ist (Axiom II von KURATOWSKI,
§ 2, Nr. 1), gilt in R das Axiom IT".

Es erfiille jetzt der topologische Raum R das Axiom II'. Sind p
und ¢ zwei Punkte von R, so sind R — p und R — ¢ offen, also ist
R — p eine Umgebung von ¢, welche p nicht enthilt, und R — ¢ eine
Umgebung von p, welche ¢ nicht enthilt. Es gilt somit das erste
Trennungsaxiom.

Aus dem Axiom II' und dem Axiom I von KuraTtowskr (§ 2, Nr. 1)
folgt das Axiom II von KuraTowski. Denn ist A eine Punktmenge
und p © 4 ein Punkt des allgemein-topologischen Raumes R, in dem
die Axiome I und II’ gelten, so gilt

A=A+ p=A+p=A+pDp;
da p ein beliebiger Punkt von 4 ist, so gilt 4 < 4.
1 Kap. III, § 1, Nr. 2.
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Wir haben somit das Ergebnis:

Satz II. Die Ty-Ridume kinnen als allgemein-topologische Rdiume,
deven topologische Zuordnung den Axiomen I, I11, IV von KURATOWSKI
und dem Axiom II' geniigt, definiert werden.

Das Axiom IV hingt von den {ibrigen nicht ab. Es sei in der Tat
R ein allgemein-topologischer Raum, der einen einzigen Punkt p ent-
hilt. Die topologische Zuordnung in R sei dadurch definiert, daf3 der
ganze Raum wnd die leere Menge den Punkt p als einzigen Berithrungs-
punkt haben. Alle Axiome (inkl. IT') auler IV sind offenbar erfiillt,
IV gilt aber nicht. Es ist dies aber auch das einzige Beispiel eines
Raumes, in dem I, IT’, III, aber nicht IV gelten: Fin Raum, der die
Axiome I, IT', III erfiillt und mehr als einen Punkt enthdlt, erfillt not-
wendig auch IV. Denn sind p und g zwei verschiedene Raumpunkte,
so ist die leere Menge O Teilmenge der beiden einpunktigen Mengen p
und ¢; nach § 2, Satz IT und Axiom II', ist auch die abgeschlossene
Hiille der leeren Menge sowohl in $ als auch in ¢ enthalten, ist somit
notwendig leer.

Dadurch ist bewiesen:

Zusatz. Die T,-Rdaume sind unier allen mehrpunktigen allgemein-
topologischen Riumen dadurch ausgezeichnet, daf in thnen die Axiome I,
II', III erfiillt sind. :

Aufgabe. Der Leser beweise:

Satz III. Der Durchschnitt aller Umgebungen einer Punkimenge
eines T,-Raumes ist diese Punkimenge selbst.

2. Hiufungspunkte in T -Rdumen.

Satz IV. Ist in einem T,-Rawme der Punkt p Haufungspunkt der
Punktmenge M, so enthdlt jede Umgebung von p unendlich-viele Punkte
von M.

Denn enthielte eine U(p) nur endlich-viele von p verschiedene
Punkte p,, p,, . . ., p, von M, so wiirde man zu jedem dieser Punkte p,
eine ihn nicht enthaltende Umgebung U,(p) von p finden konnen

s
[z. B. U,(p) = R —p;]. Der Durchschnitt U(p) - n U, (p) wire sodann
i=1
eine von allen von p verschiedenen Punkten von M freie Umgebung
von ¢, und eine solche kann nach unseren Voraussetzungen nicht
existieren.

Satz V. In einem T -Raume stellt ein einzelner Punkt dann und
nur dann eime nirgendsdichte Menge dar, wenn dieser Punkt ein Hiu-
fungspunkt (der Menge aller Punkte des Raumes) ist.

Der Beweis dieses Satzes darf dem Leser iiberlassen bleiben.

Aufgabe. Der Leser beweise: Ein T,-Raum besitzt dann und nur
dann eine endliche Basis, wenn er aus endlich-vielen isolierten Punkien
besteht.
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§ 5. Zerlegungen von T;-Riumen in disjunkte abgeschlossene
Mengen. Beziehungen zu stetigen Abbildungen.
Zerlegungsraumel.

Vorbemerkung. Unter einer Zerlegung wird in diesem Para-
graphen immer eine Zerlegung eines 7T,-Raumes in disjunkte ab-
geschlossene Mengen verstanden. Diese Mengen heilen die Elemente
der Zerlegung.

1. Abbildungen und Zerlegungen. Aquivalenz von stetigen Ab-
bildungen. Konjugierte Rdume. Es sei eine stetige Abbildung f eines
T,-Raumes X auf einen T,-Raum Y gegeben. Die Urbilder 4 = /= (y)
der Punkte von Y sind disjunkte abgeschlossene Punktmengen des
Raumes X, und X ist in diese Punktmengen zerlegt:

(1) X=24.
Die Zerlegung (1) heiBt von der Abbildung f erzeugt.

Es entsteht die umgekehrte Frage:

Es sei eine Zerlegung (1) des T,-Raumes X gegeben. LaBt sich
diese Zerlegung durch eine stetige Abbildung von X auf einen T-
Raum Y erzeugen?

Und ferner:

Was kann man von zwei Abbildungen £, und f, von X auf Y, bzw. Y,
sagen, wenn diese Abbildungen eine und dieselbe Zerlegung (1) von X
erzeugen?

Bevor wir an die Beantwortung dieser beiden Fragen gehen, fithren
wir einige Definitionen ein, die in verschiedenen mit der Theorie der
stetigen Abbildungen verbundenen Fragen von Nutzen sind.

Definition der Aquivalenz zweier stetiger Abbildungen.
Zwei stetige Abbildungen f; und f, von X auf Y, bzw. auf Y, heiflen dqui-
valent, falls es eine topologische Abbildung g von Y, auf Y, gibt, so daf
fiir jeden Punkt x von X fox) = gh(x) st

Es ist klar, daB zwei dquivalente Abbildungen von X immer dieselbe
Zerlegung von X erzeugen.

Wir betrachten jetzt eine Zerlegung (1) des T,-Raumes X und
fithren in die Menge der Elemente A dieser Zerlegung irgendeine topo-
logische Zuordnung ein. Mit anderen Worten: wir machen auf irgend-
eine Weise die Menge aller Mengen 4 zu einem allgemein-topologischen
Raum Z. Die Elemente der Zerlegung (1), d.h. die Punktmengen 4
von X als Punkte des Raumes Z betrachtet, bezeichnen wir mit a.

L4Bt man jedem Punkt x von X diejenige Menge A entsprechen,
in der x enthalten ist, so entsteht eine eindeutige Abbildung

(2) a = x(x)

1 Bei der Abfassung dieses Paragraphen machten wir wesentlichen Gebrauch
von einem nichtpublizierten Manuskript von Herrn KOLMOGOROFF.
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des Raumes X auf den Raum Z. Diese Abbildung heit die von der
Zerlegung (1) erzeugte Abbildung von X auf Z.

Wir nennen nun den Raum Z zu der Zerlegung (1) konjugiert, wenn Z
emn Ti-Raum und (2) eine stetige Abbildung ist.

Satz I. Jede stetige Abbildung f von X auf Y, die eine gegebene Zer-
legung (1) von X erzeugt, ist dquivalent mit einer Abbildung von X auf
einen zu der Zerlegung konjugierten Raum Z.

Denn die Elemente A der Zerlegung (1) entsprechen den Punkten
des Raumes Y eineindeutig; tibertrdgt man mittels dieser eineindeutigen
Abbildung g die topologische Zuordnung von Y in die Menge der 4,
so entsteht ein zu (1) konjugierter Raum Z; g wird dann zu einer
Homéomorphie zwischen Y und Z, und die Abbildung gf von X auf Z
ist mit f dquivalent.

2. Der Zerlegungsraum Z. Alle Riume, die zu einer und derselben
Zerlegung konjugiert sind, bestehen aus denselben Punkten, kénnen
sich also nur durch ihre topologischen Zuordnungen unterscheiden.
Daraus folgt, daf3 alle diese Rdume mittels der identischen Abbildung
a — a aufeinander eineindeutig abgebildet sind. Diese Abbildungen
brauchen aber nicht stetig zu sein, und zwar nicht einmal, wenn die
Mengen A einpunktig sind.

Wir betrachten in der Tat das halb-offene Intervall 0 << ¢ < 1 als den Raum X;
die Mengen A seien die einzelnen Punkte von X ; wir bilden aus ihnen zwei Raume
Z, und Z,, die beide zu der Zerlegung von X in seine einzelnen Punkte konjugiert
sind. Und zwar sei Z, unsere Strecke selbst (mit der Topologie der Zahlengerade).
Z, definieren wir als Umgebungsraum folgendermaBen. Alle vom Nullpunkt ver-
schiedene Punkte ¢ der Strecke bekommen als Umgebungen die Intervalle (¢, t”),
0< t' <t<t’< 1. Eine Umgebung des Nullpunktes besteht dagegen aus diesem
Punkt selbst und der Vereinigungsmenge zweier offener Intervalle: (0; #) und
(¢, 1), wobei 0 < ¢/ < #” << 1 und sonst ¢ und ¢ beliebig sind. Offenbar ist Z,
der Kreislinie homéomorph, und die identische Abbildung von Z, auf Z; ist un-
stetig (wahrend die identische Abbildung von Z, auf Z, stetig ist).

Falls zwei allgemein-topologische Riume aus denselben Punkten
bestehen, und die identische Abbildung des ersten Raumes auf den
zweiten stetig ist, so sagen wir, die topologische Zuordnung des ersten
Raumes sei hichstens so stark wie die des zweiten Raumes?. Liegt ein
System & von allgemein-topologischen Raumen vor, die alle aus den-
selben Punkten bestehen, und ist die topologische Zuordnung eines
bestimmten unter diesen Riumen hochstens so stark wie die topo-
logische Zuordnung eines jeden anderen Raumes des Systems ©, so

1 Vgl. § 3, Nr. 2, Bemerkung V.

2 Diese Bezeichnung ist berechtigt: Ist die topologische Zuordnung in X,
héchstens so stark wie in X,, so bedeutet das: ist p Berithrungspunkt von M
in X,, so ist er gewiB Berithrungspunkt von M in X,; p kann aber Berithrungs-
punkt von M in X, sein, ohne daB er Berithrungspunkt von M in X, ist (die
topologische Zuordnung in X, ist also eine Verstirkung der topologischen Zu-
ordnung in Xj).
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sagen wir, dafl dieser Raum die schwdchste topologische Zuordnung unter
allen Riumen des Systems & besitzt?.

Jetzt konstruieren wir zu der Zerlegung (1) des T,-Raumes X einen
festen 7,-Raum — den Raum der Zerlegung (1) oder den zu (1) ge-
hérenden Zerlegungsraum Z. Seine Punkte a sind die Elemente der
Zerlegung (1), d. h. die Mengen A. Wir definieren Z als topologischen
Raum, indem wir in der Menge seiner Punkte die ,,abgeschlossenen‘
Mengen auszeichnen (vgl. § 2, Nr. 6). Und zwar: die Punkimenge D
von Z heife ,,abgeschlossen’, wenn > A, d.h. a~!(®),? abgeschlossen
m X ist. ac®

Es bedarf kaum eines Beweises, dal3 bei dieser Definition der ,,ab-
geschlossenen‘‘ Mengen die Bedingungen «) und f) von § 2, Nr. 6, er-
fiillt sind. Sind in der Tat @, und @, ,,abgeschlossene’* Punktmengen
in Z, so sind >4 und DA, folglich auch >4 + >4 = >4 in X

ac Py ac $, ac Dy ac P, ac P+ D,
abgeschlossen, also D, -+ D, ,,abgeschlossen’‘. In analoger Weise zeigt
man, dal der Durchschnitt beliebig-vieler ,,abgeschlossener Mengen
,,abgeschlossen‘‘ ist. Somit ist die Bedingung «) in Z erfiillt. Daf3 die
Bedingung f) in Z erfiillt ist, folgt ohne weiteres daraus, daB sie in X
erfilllt ist. Es ist also Z ein topologischer Raum. In diesem Raume
ist jeder einzelne Punkt a abgeschlossen, denn A ist abgeschlossen
in X. Folglich ist der Zerlegunsgraum Z ein 7,-Raum.

Bemerkung. Da die offenen Mengen Komplemente der ab-
geschlossenen sind, ist eine Menge /' Z dann und nur dann offen,
wenn >'A in X offen ist.

acl

Satz II. Der zu (1) gehorende Zerlegungsraum ist ein zu der Zer-
legung (1) konjugierter Rawm; seine topologische Zuorvdnung ist die
schwidchste unter den topologischen Zuovdnungen aller zu (1) konjugierten
Riume.

Beweis. Die von der Zerlegung (1) erzeugte Abbildung von X
auf Z, d. h. die Abbildung «(x), die jedem Punkt x von X die ihn ent-
haltende Menge A entsprechen 148t, ist eine stetige Abbildung von X
auf Z, denn die abgeschlossenen Punktmengen in Z wurden ja definiert

1 Wenn in € ein Raum mit schwichster topologischer Zuordnung existiert,
so nur ein einziger, denn zwei R4ume, von denen jeder eine hichstens so starke
topologische Zuordnung hat wie der andere, sind homéomorph, also (da sie die-
selben Punkte haben) identisch. Enthilt das System & einen aus lauter isolierten
Punkten bestehenden Raum, so ist seine topologische Zuordnung bestimmt die
schwichste unter allen Riumen des Systems &.

2 Ist M eine beliebige Punktmenge in Z, so ist >4 = «~1(M), wobei « (%)

acM
die Abbildung (2) von X in Z ist. (Der Leser sei nochmals darauf aufmerksam
gemacht, daB 4 und « dasselbe bedeuten, namlich ein Element 4 der Zerlegung
(1): wir bezeichnen es mit @, wenn wir es als Punkt in Z, nicht als Punkt-
menge in X, auffassen.)
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als solche Mengen, @ < Z, welche bei der Abbildung «(x) ein in X
abgeschlossenes Urbild-«~'(®) haben. Somit ist Z ein zu der Zer-
legung (1) konjugierter Raum.

Es sei jetzt Z ein beliebiger zu (1) konjugierter Raum, F eine ab-
geschlossene Punktmenge in Z. Da die Abbildung « von X auf Z
stetig ist, 1st oc”l(F) :ZA

ack
in X abgeschlossen, also F in Z abgeschlossen. Somit hat bei der
identischen Abbildung von Z auf Z jede abgeschlossene Punktmenge
in Z ein in Z abgeschlossenes Urbild, die identische Abbildung von Z
auf Z ist also stetig, w.z.b. w.

Der Satz II ist hiermit bewiesen.

Korollar. Ist Z ein von Z verschiedener konjugierter Raum zu (1),
so gibt es eine Menge, die in Z abgeschlossen und in Z nicht abgeschlossen ist.

Aus den Sitzen I und II folgt

Satz III. Jede stetige Abbildung f eines T,-Raumes X auf einen
T,-Raum Y, die eine gegebene Zerlegung (1) erzeugt, kann in der Form

(3) y =1 = px(x)

dargestellt wevden, wobei «(x) die stetige Abbildung von X auf Z ist,
welche jedem Punkt x das Element A D x von (1) zuordnet und @ eine
eineindeutige stetige Abbildung von Z auf Y ist.

Die Zuriickfithrung dieses Satzes auf die Sitze I und II darf dem
Leser iiberlassen bleiben.

Die zu Beginn dieses Paragraphen gestellten Fragen sind durch die
Sdtze I und II beantwortet.

3. Beispiele von Identifizierungen. Der Ubergang von einem in
der gegebenen Zerlegung (1) vorliegenden Raum X zu dem entsprechen-
den Zerlegungsraum Z, d. h. die stetige Abbildung «(x) von X auf Z,
wird oft (insbesondere wenn der Raum X eine mehr oder weniger ein-
fache geometrigche Figur ist) als Identifizierung bezeichnet: es werden
alle Punkte je einer Menge A zu einem Punkt a des Zerlegungsraumes
,,identifiziert®.

Beispiele. 1° X sei ein abgeschlossenes Intervall [a, b] der Zahlengerade;
die Mengen A seien: die einzelnen inneren Punkte der Strecke und das Punkte-
paar a, b. Der Zerlegungsraum ist der Kreislinie homéomorph; er entsteht aus
der Strecke [a; b] dadurch, daBl man ihre beiden Endpunkte miteinander ,,identi-
fiziert .

2° X sei ein Quadrat. Die Mengen A seien: die einzelnen inneren Punkte
des Quadrates, die Paare gegeniiberliegender von den Eckpunkten verschiedener
Punkte des Randes des Quadrates, die Menge der vier Eckpunkte des Quadrates.
Der Zerlegungsraum ist der Ringfliche homéomorph. Man sagt oft: Die Ring-
fliche entsteht aus einem Quadrat durch Identifizierung der gegeniiberliegenden
Punkte des Randes des Quadrates. In analoger Weise erhilt man aus einem Wiirfel

durch Identifikation der gegeniiberliegenden Punkte seines Randes die sog. drei-
dimensionale Torvusmannigfaltigkeit.
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3° X sei die Kreislinie. Die Mengen A seien die Paare diametraler Punkte.
Der Zerlegungsraum ist mit der Kreislinie homéomorph.

4°, X sei die Kugelfliche. Die Mengen A seien Paare diametraler Punkte.
Der Zerlegungsraum ist mit der projektiven Ebene homéomorph.

4%. X sei eine Halbkugel (einschlieBlich des Randkreises). Die Mengen A
seien die einzelnen nicht auf dem Randkreis gelegenen Punkte und die diametralen
Punktepaare des Randkreises. Der Zerlegungsraum ist wieder homéomorph mit
der projektiven Ebene.

5°. X sei ein ebener Kreisring (einschlieBlich der beiden Randkreise S; und S,).
Die Mengen A seien die einzelnen nicht auf S, gelegenen Punkte von X und die
diametralen Punktepaare des Kreises S,. Der Zerlegungsraum ist mit dem Mé&bius-
schen Bande homdéomorph.

6°. X sei die Vereinigungsmenge zweier disjunkter Punktmengen des RS3:
einer Kreisscheibe mit dem Randkreise S; und einem Mobiusschen Bande mit
der Randkurve S,. Es sei f eine topologische Abbildung von S; auf S,.

Die Mengen 4 seien: die einzelnen Punkte von X, welche weder auf S; noch
auf S, liegen, und die Punktepaare #, f(#). Der Zerlegungsraum ist hombomorph
mit der projektiven Ebene.

7°. X sei eine Kreisscheibe. Die Mengen A4 seien: die einzelnen inneren Punkte
der Kreisscheibe und die Menge aller Punkte des Randkreises. Der Zerlegungs-
raum ist der Kugelfliche hom&omorph.

In allen diesen Fillen gibt es iibrigens einen einzigen zu der gegebenen Zer-
legung konjugierten Raum, den Zerlegungsraum. Das liegt an der Kompaktheits-
eigenschaft (s. Kap. II) der hier betrachteten Riume X.

8°. X sei die Euklidische Ebene R2 Die Mengen 4 seien die Geraden einer
Parallelenschar. Der Zerlegungsraum ist einer Geraden homéomorph. Der Leser
konstruiere andere zu dieser Zerlegung konjugierte Raume.

9°. X sei ein offener Kreisring (die Randkreise zdhlen nicht mit!). Die Men-
gen A seien die auf dem Kreisring liegenden zu seinen Randkreisen konzentrischen
Kreise. Der Zerlegungsraum ist einer Gerade homdomorph. Der Leser konstruiere
andere konjugierte Raume.

Aufgabe. Der Leser konstruiere weitere Beispiele von Zerlegungsrdumen
(Kurvenscharen auf Flichen und in Raumgebieten usw.).

4, Stark-stetige Abbildungen. Es entsteht die Frage: Wodurch unterscheiden sich
die stetigen Abbildungen a = x(v) des T;-Raumes X auf den zu seiner Zerlegung

(1) X=24
gehérenden Zerlegungsraum! von den Abbildungen von X auf andere konju-
gierte Raume?

Diese Frage laBt sich wie folgt beantworten. )

Definition. Es sei f eine stetige Abbildung des T;-Raumes X auf den T,-
Raum Y; es sei (1) die von dieser Abbildung erzeugte Zerlegung. Die Abbildung f
heiBt stark-stetig, wenn sie folgende Bedingung erfiillt:

Jede abgeschlossene Menge F C X, welche als Summe gewisser Elemente 4
der Zerlegung (1) dargestellt werden kann, hat bei der Abbildung f eine ab-
geschlossene Bildmenge.

Bemerkung. Offenbar bilden die abgeschlossenen Abbildungen (§ 3, Nr. 2,
Bemerkung V) einen Spezialfall der stark-stetigen.

Satz IV. Die durch die Zeviegung (1) evzeugte Abbildung x (x) von X auf den
Zerlegungsraum Z ist stark-stetig; jede stark-stetige Abbildung von X, die die ge-
gebene Zerlegung (1) von X erzeugt, ist mit dev Abbildung x (¥) von X auf den be-
treffenden Zerlegungsvaum dquivalent.

1 Vgl. die Formel (2) von Nr. 1.

Alexandroff-Hopf, Topologie I. 5
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Beweis. Die erste Behauptung des Satzes folgt unmittelbar aus der Defini-
tion der Zerlegungsraume und der Abbildungen @ = x(¥). Um die zweite Be-
hauptung zu beweisen, geniigt es zu zeigen: ist die von der Zerlegung (1) erzeugte
Abbildung von X auf einen zu (1) konjugierten Raum Z stark-stetig, so ist Z
notwendig der Zerlegungsraum Z. Dazu geniigt es nach Korollar zum Satz II
zu zeigen, daB jede in Z abgeschlossene Menge F notwendig auch in Z abgeschlossen
ist. Ist F eine in Z abgeschlossene Menge, so ist (nach der Definition von Z) die
Menge > 4 = o~ 1(F) abgeschlossen in X, also wegen der starken Stetigkeit von

acF
o (%), die Bildmenge o (> A) = F abgeschlossen in Z, w. z. b. w.
acF

Beispiel einer stark-stetigen Abbildung, welche nicht abgeschlossen ist. X be-
stehe aus dem Innern des Einheitsquadrates und dem Punkte (0; 0) der Euklidi-
schen Ebene, Y aus der Strecke 0= ¢ < 1 der x-Achse; die Abbildung f sei als
orthogonale Projektion von X auf Y definiert. Sie ist stark-stetig, aber nicht
abgeschlossen.

5. Schwache Zerlegungsraume. Stetige Zerlegungen. Es sei wieder
(1) X=24
eine Zerlegung des 7T,-Raumes X. Manchmal ist es zweckmiBig, in
die Menge der 4 eine noch schwichere topologische Zuordnung einzu-
filhren als die Zuordnung des Zerlegungsraumes. Natiirlich erhélt man
dabei einen Raum, der, falls er von Z verschieden ist, zu der Zer-
legung (1) nicht mehr konjugiert ist (Satz II).

Definition. Unter dem zu (1) gehdrenden schwachen Zerlegungs-
raum versteht man den folgenden Umgebungsraum A:

die Punkte @ von A sind die Elemente A der Zerlegung (1);

man erhilt die Umgebungen eines beliebigen Punktes @, von A
folgendermaBen: man wihlt eine Umgebung U(4,) in X und definiert
die Umgebung U(a,) in A als die Menge aller Punkte ¢ mit 4 < U(4,).

Man iiberzeugt sich miihelos, da3 diese Umgebungsdefinition den
Hausdorffschen Axiomen 4 — C von § 2, Nr. 8 geniigt; ebenso leicht
verifiziert man auch das erste Trennungsaxiom. Somit ist der schwache
Zerlegungsraum von (1) immer ein T-Raum.

Wir wollen beweisen: die topologische Zuordnung in A ist hochstens
so stark wie in Z, d. h. die identische Abbildung von A auf Z ist stetig.
Dazu geniigt es zu zeigen, daB jede in Z offene Menge auch in A offen ist.

Wenn eine Menge I” offen in Z ist, so ist ZA in X offen!; dann
acl’
ist aber I' Umgebung in A jedes Punktes a < I', folglich I' offen

in A, w.z. b.w.

Hieraus und aus dem Satze II folgt:

Satz V. Ist der schwache Zerlegungsraum A von (1) konjugiert zu (1)
(d. h. ist die von (1) erzeugte Abbildung «(x) von X auf A stetig), so
ist A identisch mit Z.

Dieser Satz legt die Frage nahe: Wie erkennt man an der Zer-
legung (1), ob der zu ihr gehorende schwache Zerlegungsraum zu (1)

1 Vgl. Nr. 2, Bemerkung.
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konjugiert ist oder nicht? Diese Frage 148t sich mit Hilfe der folgenden
Definition leicht beantworten:

Die Zerlegung (1) heilit stetig, wenn es zu jeder Umgebung U(4,)
eines beliebigen Elementes 4, von (1) eine Umgebung V(4,) von 4,
mit folgender Eigenschaft gibt: jede Menge 4, welche mindestens einen
gemeinsamen Punkt mit V(4,) hat, ist in U(4,) enthalten.

Es lautet nun die Antwort auf die obige Frage:

Satz VI. Der schwache Zerlegungsraum A von (1) ist dann und nur
dann konjugiert zu (1) (also dann und nur dann mit dem Zerlegungs-
raum Z von (1) identisch), wenn die Zerlegung (1) stetig ist.

Der Satz VI behauptet, daB die durch die Zerlegung (1) erzeugte
Abbildung x(x) von X auf A dann und nur dann stetig ist, wenn die
Zerlegung (1) stetig ist. Dieser Beweis geht — unter der Benutzung
des Cauchyschen Stetigkeitskriteriums (§3, Satz IV) — ganz auto-
matisch von sich und soll dem Leser tiberlassen bleiben.

Beispiele stetiger Zerlegungen. 1°. Die Zerlegung der Kugelflache in die
Parallelkreise und die beiden Pole.

2° Die Zerlegung des offenen (d.h. ohne Randkreise) ebenso wie die Zer-
legung des abgeschlossenen (mit den Randkreisen) ebenen Kreisringes in die zu
seinen Randkreisen konzentrischen Kreise.

3° X sei eine offene Quadratfliche; die Mengen A seien: der Mittelpunkt
von X und die zu X konzentrische seitenparallele Quadrate (nur die Konturen
sind gemeint!) in X. ‘

4°, X sei der Rand eines Wiirfels. Jede offene Seitenfliche zerlege man wie
in 3°; auflerdem nehme man die Vereinigungsmenge aller Kanten des Wiirfels als ein
Zerlegungselement hinzu. Es entsteht eine stetige Zerlegung des Wiirfelrandes X.

Aufgabe. Wie sieht der Zerlegungsraum in jedem dieser Beispiele aus?

Degegen ist die Zeviegung der Ebene in die Gevade einegr Pavallelenschar nicht
stetig; der schwache Zerlegungsraum besteht in diesem Falle aus lauter isolierten
Punkten (ist also vom Zerlegungsraum Z verschieden).

Zur vollen Geltung kommen die stetigen Zerlegungen erst im Falle bikom-
pakter Hausdorffscher Raume (s. das Kap. II); jedoch zeigen einige neuere Unter-
suchungen (insbesondere die Arbeiten von M. H. StoNE), daB die stetigen Zer-
legungen auch nicht kompakter Riume von Wichtigkeit sind.

§ 6. Trennungsaxiome : Hausdorffsche, regulidre und normale
Réaume.

1. Hausdorffsche Rdume. Zweites (Hausdorffsches) Trennungs-
axiom. Je zwei verschiedene Punkie besitzen disjunkie Umgebungen.

Topologische Riume, die dem zweiten Trennungsaxiom geniigen, hei-
Ben T,- Rdume oder Hausdorffsche Riume. Das zweite Trennungsaxiom ist
eine Verschiarfung des ersten, d. h. jeder Hausdorffsche Raum ist ein
T,-Raum, wobei die Umkehrung dieser Behauptung nicht gilt (vgl. Nr. 3).

2. Reguldre und normale Rdume. Drittes (Vietorissches) Tren-
nungsaxiom. Je zwei disjunkte abgeschlossene Mengen, von denen eine
etnpunktig ist, besitzen disjunkie Umgebungenl,

1 Vgl. § 4, Vorbemerkung.

5*
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Dieses Axiom ist keine Verschirfung des ersten, geschweige denn
des zweiten Trennungsaxioms, denn ein Punkt eines topologischen Rau-
mes braucht noch nicht eine abgeschlossene Punktmenge dieses Raumes
zu bilden. Interessant wird dieses Axiom erst, wenn man es als Zusatz-
bedingung zum ersten Trennungsaxiom betrachtet, d. h. auf 7;-Rdume
anwendet. Wir definieren deshalb:

Ein T,-Raum, welcher das dritte Tremnungsaxiom erfillt, heifit ein
Tg-Raum oder ein reguldrer Raum.

Regulire Ridume bilden offenbar einen Spezialfall Hausdorffscher
Réume.

Viertes (Tietzesches) Trennungsaxiom. Je zwei disjunkie ab-
geschlossene Mengen besitzen disjunkte Umgebungen.

Das vierte Trennungsaxiom bildet eine Verschiarfung des dritten
(aber nicht des ersten und des zweiten).

T,-Riume, die dem vierten Trennungsaxiom geniigen, heifien T - Riume
oder normale Rdiume.

Die normalen Riume bilden offenbar einen Spezialfall der reguliren
und der Hausdorffschen Riume.

Satz 1. Jeder metrisierbare Raum ist normal.

Beweis. In § 2, Nr. 3, einschl. Bemerkung I, wurde bewiesen, daf3
jeder metrisierbare Raum R ein 7;-Raum ist. Bleibt zu zeigen, daB
in R das vierte Trennungsaxiom erfiillt ist. Zu diesem Zweck denken
wir uns R mit einer festen Metrik versehen und betrachten zwei ab-
geschlossene und disjunkte Mengen F’ und F”'. Fiir jeden Punkt p,
der zu irgendeiner der beiden Mengen F’ und F”’ gehort, bestimme man
die Zahl ¢, — die Hilfte der Entfernung von p bis zur anderen Menge.
Wir definieren

UFE)= D Up,g), UF" )= Up,e,).
pcF’ pc K
Gibe es einen zu U(F') - U(F"') gehorenden Punkt 4, so miiite bei
passend gewi#hlten ' < F' und p"' < F”

ac U@, &), acU@P", e
sein, folglich (wenn etwa ¢, = ¢, ist)

Q(?IrF”) = Q(P’, a) + g((l, P”) < &y + Epr = 2811’

im Widerspruch mit der Definition von &, .

3. Beispiele. Diein §1, Nr.1, unter 3 ° angefithrte Konstruktion liefert,
falls der Ausgangsraum R z. B. die Zahlengerade ist, einen topologi-
schen Raum, welcher dem ersten, aber nicht dem zweiten Trennungs-
axiom geniigt. Der Raum von § 1, Nr. 4, 6°, ist ein Hausdorffscher
irregulirer Raum, ebenso der Raum von §1, Nr. 6, 1°. Der Raum
von § 1, Nr. 6, 2°, ist regulér, jedoch nicht normal. In § 1, Nr. 4, 5°,
ist ein Beispiel eines normalen nicht metrisierbaren Raumes gegeben.
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Aufgabe. Man fithre die Beweise der hier aufgestellten Behaup-
tungen durch. Anweisung: die untrennbaren Mengen sind:

im Falle von §1, Nr. 4, 6° ein beliebiger Punkt (x,, ¥,) und die
Menge aller Punkte (x,,y), mit y, <<y <<1;

im Falle §1, Nr. 6, 1°, der Nullpunkt und die Menge D;

im Falle § 1, Nr. 6, 2°, die Menge der rationalen und die der irratio-
nalen Punkte der x-Achsel.

4. Relativierung. Vollstindig-normale Ridume. Man beweist ohne
Mihe, daf die Eigenschaften eines topologischen Raumes, ein Ty bzw.
Ty- bzw. Ty bzw. Ty-Raum zu sein, kogrediente Eigenschaften sind (im
Sinne von §1, Nr.9).

Dagegen gibt es normale Rdume mit nicht normalen Punktmengen.
Topologische Raume, die nur normale Punktmengen enthalten, heilen
T-Riume oder vollstindig normal. Da jede Punktmenge eines metri-
sierbaren Raumes metrisierbar, also erst recht normal ist, st jeder
metrisierbare Rawm vollstindig-normal. Aber auch der Raum von § 1,
Nr. 4, 5°, ist vollstindig-normal (obwohl nicht metrisierbar). Die
Forderung der vollstindigen Normalitdt eines Raumes wird manchmal
als fiinftes Tremnungsaxiom bezeichnet 2.

5. Bemerkung. Die T,-Riume (¢ =0,1,...,5) sind offenbar
topologisch-invariant; d. h. ist von zwei homdomorphen Riumen der
eine ein T,-Raum, so auch der andere. Das folgt unmittelbar daraus,
daB den verschiedenen Trennungsaxiomen mit Hilfe der Begriffe ab-
geschlossene bzw. offenen Menge eingefiihrt wurden und bei einer topo-
logischen Abbildung eines Raumes auf einen anderen die abgeschlosse-
nen bzw. die offenen Mengen der beiden Riume einander entsprechen.

Aus § 3, Satz II, folgt ferner leicht (die Durchfithrung des Beweises
sei dem Leser iiberlassen):

Satz II. "Der Hausdorffsche Raum Y sei eineindeutiges stetiges Bild
des topologischen Raumes X . Dann ist X ebenfalls ein Hausdorffscher
Raum.

6. Trennungsaxiome fiir Zerlegungen?. Definition. Eine Zerlegung

(1) xX=>4
des T;-Raumes X (in disjunkte abgeschlossene Mengen A) heiBt eine
Hausdorffsche bzw. eine reguldre bzw. eine normale Zerlegung, falls der

1 Dieser letzte Fall ist etwas komplizierter als die iibrigen; beim Beweis wird
von der Tatsache Gebrauch gemacht, daB3 die Zahlengerade nicht als Summe von
abzahlbar-vielen nirgendsdichten Teilmengen dargestellt werden kann (Spezialfall
des Baireschen Dichtigkeitssatzes, Kap. II, § 4, Satz V).

2 Wegen zahlreicher weiterer Beispiele betreffend die Trennungsaxiome vgl.
Urvsonn: Uber die Machtigkeit zusammenhingender Mengen. Math. Ann. Bd. 94
(1925), sowie ALEXANDROFF-URYSOHN: Mémoire sur les espaces topologiques
compacts.

3 Vgl §5.
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zu (1) gehoérende Zerlegungsraum Z (vgl. § 5, Nr. 2) ein Hausdorffscher
bzw. ein reguldrer bzw. ein normaler Raum ist.

Aus dem Satz II und den Sitzen I und II von § 5 folgt miihelos:

Satz III. Die Zeriegung (1) kann dann und nur dann durch eine
stetige Abbildung von X auf einen Hausdorffschen Raum erzeugt werden,
wenn sie eine Hausdorffsche Zerlegung ist.

Die abgeschlossenen Mengen F bzw. die offenen Mengen I" im Zer-

legungsraume Z sind dadurch charakterisiert!, daB 24 bzw. >4
) acF acl’
in X abgeschlossen bzw. offen ist. Hieraus folgt, dal man die Haus-
dorffschen, reguliren und normalen Zerlegungen wie folgt definieren
kann:

Die Zerlegung (1) ist eine Hausdorffsche, wenn zu je zwei Elementen
A, und 4, von (1) zwei disjunkte Umgebungen U(4,) und U(4,) in X
existieren, von denen jede Summe gewisser Elemente A von (1) ist.

Die Zerlegung (1) ist normal, wenn folgende Bedingung erfillt ist: Sind F,
und F, zwei disjunkte abgeschlossene Mengen in X, von denen jede Summe ge-
wisser Elemente 4 von (1) ist, so existieren disjunkte Umgebungen U (F;) und
U (F,;), von denen jede Summe gewisser A4 ist.

Formuliert man die letztere Bedingung nur in der Voraussetzung, daB eine
der beiden Mengen F; oder F, ein Zerlegungselement A ist, so erhalt man die
regularen Zerlegungen.

Beispiele. 1° X sei das abgeschlossene Einheitsquadrat der Euklidischen
(%1, t;)-Ebene. Die Mengen A4 sind: die Strecken #, =¢, 0 =<t <1, 0=c¢ < 1,
und die einzelnen Punkte (#;; 1), 0 <<# << 1. Diese Zerlegung ist keine Haus-
dorffsche.

2° Der Raum X ist als eine ebene Punktmenge, und zwar als die Vereini-
gungsmenge der folgendermaBen definierten Mengen A erklart:

A, ist der Punkt (0; 0);

A, ist der Punkt (1, 1/n), » =1, 2, ... in inf.

cp s 1 1 : o \

.‘A"f" ist die Strecke 0 < #, <1, ¢, = "y —+ am n=1,2,...in inf; m=2, 3, ...

in inf.

Die Zerlegung von X in diese Mengen A4 ist eine Hausdorffsche irregulare Zerlegung

(das singuldre Zerlegungselement ist 4,). Die Existenz von reguldren nicht nor-
malen Zerlegungen normaler Rdume bleibt den Verfassern unbekannt.

7. Eine andere Formulierung der Regularitit und der Normalitit.

Satz IV. Ein topologischer Raum R ist dann und nur dann regulir,
wenn jede Umgebung eines beliebigen seiner Punkte die abgeschlossene
Hiille einer Umgebung desselben Punkites enthilt.

Bemerkung. Aus dem Hausdorffschen Gleichwertigkeitskriterium
folgt, daB diese Bedingung fiir alle Umgebungssysteme gilt, wenn sie
von einem erfiillt ist.

Beweis. Es sei R ein regulirer Raum, p ein Punkt von R, U(p)
eine Umgebung von p. Zu den beiden abgeschlossenen Mengen p und
F =R — U(p) gibt es zwei disjunkte Umgebungen V(p) und V(F);

1 Vgl. § 5, Nr. 2, insbesondere auch die dortige Bemerkung.
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da nach § 2, Satz IV, auch f/(p) - V(F) =0 ist, ist erst recht
V(p)-F =0, also V(p) < U(p).

Es sei umgekehrt die Bedingung des Satzes IV erfiillt. Wir be-
weisen, daBl der Raum regulir ist. Zu dem Zweck wihlen wir den
Punkt p und die ihn nicht enthaltende abgeschlossene Menge F be-
liebig. Es existiert zunichst eine zu F fremde Umgebung von p, U(p).
Wir wihlen eine V(p) mit V(p) < U(p). Dann ist R —V(p) eine zu
V(p) fremde Umgebung von F, w.z. b. w.

Satz V. Ein topologischer Raum ist dann und nur dann normal, wenn
jede Umgebung einer beliebigen seiner abgeschlossenen Pumkimengen die
abgeschlossene Hiille einer Umgebung derselben Punkimenge enthilt.

Beweis. Es sei R ein normaler Raum, F eine abgeschlossene Punkt-
menge von R, U(F) eine Umgebung von F. Die abgeschlossenen Men-
gen F und F' = R—U(F) sind disjunkt, sie besitzen folglich disjunkte
Umgebungen, etwa V(F) und V(F'); nach §2, Satz IV, sind die
Mengen V(F) und V(F') ebenfalls disjunkt, also

V(F)c R—V(F')= R—F' = U(F).

Es sei umgekehrt die Bedingung des Satzes V erfiillt. Wir beweisen,
daBl 'der Raum normal ist. Zu dem Zweck wihlen wir zwei disjunkte
abgeschlossene Mengen F, und F, und bezeichnen mit U(F;) die Um-
gebung R—F, von F,;. Dann gibt es eine Umgebung V(F;) von F,
mit V(F,) < U(Fy); V(F,) und V(F,;) = R —V(F,) sind disjunkte Um-
gebungen von F; und F,, w.z. b. w.

8. Ahnlichkeit zweier Mengensysteme. Zwei Sitze iiber endliche
Systeme offener bzw. abgeschlossener Punktmengen normaler Riume.
Definition. Zwei Mengensysteme © und &’ heilen dhnlich, falls die
Elemente des einen Systems sich derart den Elementen des anderen
Systems eineindeutig zuordnen lassen, daBl folgende Bedingung erfiillt
ist: 'wenn irgendwelche Elemente des einen Systems einen nichtleeren
Durchschnitt haben, so gilt das gleiche auch von den entsprechenden
Elementen des anderen Systems.

In dieser Definition kann man offenbar anstatt von ,,nichtleerem
Durchschnitt“ ebenso gut von ,,leerem Durchschnitt sprechen.

Beispiele ahnlicher Mengensysteme.

1. Das System aller Sechsecke einer Zerlegung der Ebene in kon-
gruente reguldre Sechsecke (vgl. Abb. 1) ist dhnlich mit dem System
der Quadrate, die bei der auf Abb. 2 dargestellten ,,Lebesgueschen‘
Zerlegung der Ebene auftreten.

2. Das auf Abb. 3 dargestellte System konvexer ebener Bereiche
A, B,C,D ist dem System von vier konzentrischen Kreisscheiben
dhnlich.

Satz VI. Zu jedem endlichen System

& =1{F,..., F}
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abgeschiossener Mengen eines normalen Raumes R gibt es in R ein System
G ={Gy, ..., G}
offener Mengen von der Eigenschaft, daf fir jedes 1 <s
F,c G,

ist, und die Mengensysteme § und Fy, = {G,, . . ., Gy}, also erst recht ¥
und &, dhulich sind.

Es kann dabei im-
mer erreicht werden, daf
G, < U(F,) -ist, wobei
U(F,) eine beliebige Um-
gebung von F, ist, =1,
2,...,S.

Beweis. Es sei F
die Vereinigungsmenge
aller Mengen von der
Form F, -....-F, mit
F,-F; -...-F,=0.
Da die abgeschlossene
Menge F zu F, fremd ist, ist R — F eine Umgebung von F;; es gibt also
nach Satz V eine offene Menge G, derart, daB8 F, < G, G; € R—F ist.

Die Mengensysteme

¥ = {Fy, Fy, ..., Fg}

Abb. 1. Abb. 2.

und B
%‘1 = {Gl’ FZ’ .. Fs}
sind ghnlich; denn aus G, - F;,- ... F;, = 0 folgt offenbar F,-F; -...-F;

k

= 0, wihrend umgekehrt aus F,-F; -...: F; = 0 folgt, daB
F,-...-F,cF, also
G -F,-...-FycG-F=0
ist.
Wir nehmen jetzt an, daB die offenen Men-
gen G, D F;, i=1, ..., r<s, so konstruiert sind,
daB ¢ und

X =4{Gy, ... G, F,py,...,F}
dhnlich sind. Wendet man auf das Mengen-
system §, (anstatt ) bzw. auf F, , (anstatt F;)
die obige SchluBweise an, so erhdlt man eine offene Menge G, D F,
von der Beschaffenheit, daB die Mengensysteme g, und

Abb. 3.

%r+1 = {61’ ) Gr+lr Fr+2’ sy Fs}'

folglich auch & und {,.,, dhnlich sind. Das Verfahren schliet mit
dem System §, = {G,, . .., G}, mit welchem unser Ziel erreicht ist.
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Sind schlieBlich beliebige Umgebungen U(F,) der F, gegeben 7 =1,
2, ..., 8, so braucht man nur G; durch G; = G;- U(F,) zu ersetzen, um
ein System offener Mengen zu erhalten, welches allen Forderungen des
Satzes VI einschlieBlich der Bedingung G; < U(F;) geniigt.

Satz VII. Zu jeder endlichen offenen Uberdeckung® & ={G,, ..., G}
eines normalen Raumes R gibt es eine abgeschlossene Uberdeckung
F={F,,...,F} von R, so daf fir jedes i, 1 <i=s,

F,c G,
ist.
Beweis. Zu dem Mengensystem
¥F={R—G,, ..., R— Gy
konstruieren wir nach Satz VI das System offener Mengen

G ={V,, ...V}

so, daB R — G, < V; ist und {V,, ..., V,} mit & dhnlich ist; aus dieser
Ahnlichkeit folgt insbesondere, daB3 V,....-V,= 0 ist. Setzen wir
H,= R —V,;, so wird

H=R—-V,cR—7V,,
also (da- R — V,; abgeschlossen ist)
H,cR—V,
und — da R — G,c V,; ist —

H,cR— (R — G) =G,.
Da ferner
H +--+-+H=R—-V,-...-V,=R

ist, ist — mit F, = H; — der Satz VII bewiesen.

Bemerkung. Wir haben sogar mehr bewiesen, nimlich aufler dem
Satz VII noch den folgenden

Zusatz zum Satz VII. Von den abgeschlossenen Mengen F,, ..., F,,
deren Existenz tm Satz VII behauptet wivd, darf verlangt wevden, daf jede
von thuen die abgeschlossene Hiille einer offenen Menge ist: F, = H,,
und daf bereits diese offenen Mengen eine Uberdeckung von R bilden.

9. Stetige Funktionen in normalen Riumen. Wir stellen uns als
Ziel dieser und der folgenden Nummer den Beweis des folgenden Theo-
rems:

Satz VIII (Erweiterungssatz). Ist R ein normaler Raum, @ eine
in allen Punkten einer abgeschlossenen Menge F C R erklirte beschrinkte

1 Eine endliche offene bzw. abgeschlossene Uberdeckung eines topologischen
Raumes R ist ein endliches System von offenen bzw. abgeschlossenen Punkt-
mengen dieses Raumes von der Eigenschaft, da8 die Vereinigungsmenge der
Mengen des Systems der ganze Raum R ist (vgl. Kap. I, § 2, Nr. 13).
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stetige reelle Funktion, so kann man eine im ganzen Raume R definierte
beschrinkte stetige veelle Funktion | finden, die in den Punkien von F
mit @ zusammenfillt.

Der Beweis dieser wichtigen Tatsache beruht auf folgendem

Hilfssatz. Es seten A und B zwei disjunkte abgeschlossene Mengen
des normalen Raumes R, a und b zwer veelle Zahlen, a << b. Dann existiert
eine tm ganzen Raume R definierte stetige Funktion f, ,(x), die in den
Punkten von A den Wert a, in den Punkien von B den Wert b annimmt
und durchweg in R der Ungleichung a <f, ,(x) = b geniigt.

Beweis des Hilfssatzes. Der Hilfssatz ist trivial, wenn wenig-
stens eine Menge — etwa 4 — leer ist, denn dann geniigt es, fiir alle
Punkte von R zu setzen: f, ,(¥) =b. Wir nehmen also an, daB3 keine
der Mengen A und B leer ist. Man darf ferner annehmen, da a =0,
b =1 ist, denn im allgemeinen Falle hat man nur zu setzen f, ,(x)
=nf, (%), wobei = die proportionale Abbildung der Strecke [0, 1]
der Zahlengerade auf die Strecke [a,d] ist.

Wir setzen U(4) = G, = R — B und definieren U, (4) = G, unter
der Bedingung G, < G,. Nach Satz V ist dies moglich. Wir nehmen
ferner an daB fiir ein bestimmtes nicht negatives ganzzahliges » wir

zu jeder Zahl von der Form 2—"5, m=0,1,...,2" eine Umgebung Gn
on

von A konstruiert haben, und zwar so, daB fiir m' << m'’

(1) Gw © Gw
gilt. = =

Man bestimmt sodann die offene Menge Gzpi1 nach dem Satz V

on+1
als eine Umgebung von Gm, deren abgeschlossene Hiille in Gmy1 ent-
2n on

halten ist, so daf die G , einer der Relation (1,) analogen Relation
(1,1) geniigen.

Auf diese Weise fortfahrend, erhilt man ein abzihlbares System
offener Mengen G,, wobei » simtliche dyadischen Rationalzahlen der

Einheitsstrecke durchliuft und die Bedingungen
(2) 4 <Gy,

G,<G,., wenn 7 <7’

durchweg erfiillt sind.
Man setzt jetzt fiir jede reelle Zahl ¢, 0 << ¢ << 1, die von den soeben
betrachteten 7 verschieden ist, G, = >'G,. Es gilt dabei
r<t
(3) G, < Gy, wenn ¢ <<t",

denn fiir ' <7 < 7" <t ist G, =G, folglich G, = G, € G, € Gy».
Wir setzen endlich G, = 0 fiir £ << 0 und G, = R fiir ¢ > 1. Die Be-
dingung (3) ist dann fiir alle reellen # erfiillt.
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Aus dieser Konstruktion folgt, daB die Menge der Werte von ¢, fir
welche ein gegebener Punkt x von R zu den Mengen G, gehort, eine
Halbgerade ¢ > 7, oder ¢{= 7, bildet, so da die Zahl 7, durch den
Punkt x eindeutig bestimmt ist. Wir definieren nun f(x)=1,.

Fir ¥ © G,, also insbesondere fir ¥ < 4, ist f(¥) = 0. Falls »
zu G, fremd ist, also fir x < B, ist f(x) = 1. In allen ibrigen Fillen
gehért x zu einem G;, 0 =¢=1, so daB iiberall 0 = f(x) =<1 ist.

Nur noch die Stetigkeit von f(x) im ganzen R braucht nachgewiesen
zu werden. Es seien p © R und & > 0 beliebig gewdhlt. Wir suchen
eine Umgebung U(a), fiir deren Punkte x durchweg |f(p) — f(x)|=e
ist (Cauchysche Stetigkeitsbedingung!); es geniigt aber offenbar U(p)
= Gr,pe — ézp_s zu setzen, womit unser Hilfssatz bewiesen ist.

10. Beweis des Erweiterungssatzes. Wir setzen g, (%) =@ (x) (er-
kldrt nur auf F) und bezeichnen mit p,>0 die obere Grenze von | g, ()

mit A, bzw. B, die Teilmengen von F, in denen ¢, (x) =< — /—‘3—" bzw. = %‘—’
ist; Ay und B, sind als Originalmengen abgeschlossener Mengen ab-
geschlossen. Es sei schlieBlich f,(x) eine im ganzen R erklirte stetige

Funktion, welche = — % auf 4, bzw. = %’ auf B, ist und iiberall der

Bedingung |/, (%) | = ? geniigt.
Wenn man jetzt auf F
P1(%) = @o(%) — fo(%)
setzt, so ist ¢, (x) eine auf ¥ stetige Funktion und die obere Grenze u,
von |, (x)| geniigt offenbar der Ungleichung u, = % u,.
Der Ubergang von ¢, (%) zu @, (%) vollzieht sich in genau derselben
Weise: 4, und B, sind die Teilmengen von F, in denen ¢, (%) < —53—1

bzw. 2% ist, f; (x) ist eine im ganzen R stetige Funktion, die auf A4,
gleich — %’., auf B, gleich ’? ist und iiberall der Ungleichung |/, (¥)| = %1
geniigt. Man setzt auf F
P2(%) = @1 (%) — f1(%);
die obere Grenze p, von |@,(x)] ist < §u,.
In dieser Weise fortfahrend erhalten wir zwei Folgen ¢, (%), ¢, (%),

@o(%), ..o, @, (%), ... und fo(%), [ (%), f2(%), ..., fu(x), ... von steti-
gen Funktionen, wobei die ¢, in den Punkten von F, die f, tberall

in R definiert sind. Wenn man die obere Grenze von |g,(x)| mit u,

bezeichnet, soist |f, ()| = %, Mgy = %,un, also

(0) pa(%)| < (%)"uo, 17,9 = (%)”%
Uberdies ist” auf F
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Wenn man

S (%) = fo(%) + -+ + fo(%)

setzt, so konvergiert wegen (6) die Folge s;(x), sp(%), ..., s, (%), ...
gleichmiBig gegen eine im ganzen R definierte stetige Funktion f(x),
wobei

® e = STt = g
n=0

ist, so daB f(x) beschrinkt ist.
Vermoge (7) ist fiir jeden Punkt x von F

fn(x) = (pn(x) - ¢n+1 x)’
also ’

(
5u(®) = o) = Pusa ()

folglich [da nach der ersten Ungleichung (6) @,,,(x) mit 1/n gleich-
miBig in x unendlich-klein wird]

f(x) = lims, (x) = ¢o (%) = @ (%),

womit alles bewiesen ist.

Bemerkung I. In (8) ist enthalten, daB, wenn ¢ (x) zum Intervall
[—to, Mo) gehort, dasselbe auch von f(x) gilt. Eine Koordinatentrans-
formation erlaubt im Wortlaut dieser Behauptung das Intervall [ — u,, 1]
durch ein beliebiges Intervall [«, f] zu ersetzen.

Bemerkung II. Der Erweiterungssatz gilt auch fiir nicht be-
schrinkte Funktionen: es geniigt, anstatt der Funktion ¢ eine Funk-
tion g zu betrachten, wobei g die ganze Zahlengerade auf ein endliches
Intervall topologisch abbildet [man kann z. B. g(x) = arctgx setzen].

Zusatz. Ist R ein mormaler Raum, @ eine stetige Abbildung der
abgeschlossenen Punktmenge F von R in den Euklidischen R" (bzw. in
einen Wiirfel Q" desselben), so existiert eine stetige Abbildung f des ganzen
Raumes R in den R™ (bzw. in Q"), welche in den Punkten von F mit @
zusammenfallt.

Beweis des Zusatzes. Wenn ¢, ..., ¢, die Koordinaten im R"
sind, so definiert die Abbildung ¢ die » Abbildungen

wobei ¢, (x) die i-te Koordinate des Punktes ¢ (x) ist. Wenn man den
Erweiterungssatz auf jede der Funktionen ¢ (x) anwendet, erhilt
man den Beweis des Zusatzes. Dabei sind die beiden obigen Be-
merkungen zu beriicksichtigen.

11. Spezialfall der metrischen Raume. Im Spezialfall, wenn R ein
metrischer Raum ist, 148t sich der obige Beweis insofern vereinfachen,
als der Hilfssatz von Nr. 9 trivial wird: die gesuchte Funktion wird
(fir a =0, b =1 und 4 & 0 == B, vgl. den Beginn des Beweises des
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Hilfssatzes) durch die Formel
o(x,4)
fo1l®) = o6 a) o B)

gegeben.

Wir geben hier noch einen zweiten Beweis! des Erweite-
rungssatzes (Nr. 9) fiir metrische Riume:

Durch die unwesentliche Addition einer Konstanten kann man
erreichen, daB ¢ auf F wesentlich positiv, dal also

(1) o<m=epp)=M
ist. Wir setzen
(2a) olg) =elg, F) = infelq, 9),
pc
fir gc R—F
- o (p)
(2b) a(q) = SUP G0
[wegen der Abgeschlossenheit von F ist (g, ) = 0(¢) > 0, und daher
existiert o(g) = é%} . Nach §3, Satz VII und VIII sind g(g) und o(q)
stetig, daher ist auch
(3) H@ =elg-olg fir gcR-F

stetig. Wir behaupten: f(g) leistet die gewiinschte Erweiterung, d. h.
es ist
) limf(9) = ¢(p) firpcF, gcR—F,

qa->p
so daB man eine in ganz R definierte stetige Funktion f bekommt,
wenn man in den Punkten p von F

1) = @)
setzt.
Fiir den Beweis bemerken wir zunichst, daB3
(5a) limg(g) =0 | .
(5b) limo(g) = oo firgo>pcF

ist [(5b) gilt wegen 0 < m = @(p)]. Es sei ¢ eine in ganz R stetige
Funktion mit

(6) p(p) =1 fir pcF, (@ >1 firgcR—F

[also z. B. (%) =1+ o(x, F)]. Jedem Punkt ¢ = R — F ordnen wir
zwei Punkte p' = $'(q), p"'= p"'(g) von F so zu, daB

(72) elg, ) <elg)-v(@,
v (p”) a(q) 7 o (") - wlq)
7®) 2@ 777 vy U @) <7

1 Diesen Beweis von F. Riesz entnehmen wir den ,,Vorlesungen iiber Topo-
logie‘“ von KEREKJARTS (S. 75—76).
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ist; infolge (2a), (2b), (6) ist das moglich. Dann ist wegen (5a) und (5b)
(82) lime(g, ") =0
(8b) limg (g, p") = 0

[fir (8b) beriicksichtige man ¢ (p"') = M].
Aus (3), (2b), (7a) folgt

far q—»ﬁCF,

P (') @ (')

(9a) f(q) 29(9)-9(% 7 v
aus (3), (2a), (7b):
(9b) g =elg. p")-0(g <e@") v

Nun strebe ¢ gegen den Punkt p < F; aus (8a) und (8b) folgt, daB
auch p’ und p’’ gegen p streben; dann streben wegen der Stetigkeit
von @ auf F die Werte @ (p’) und ¢(p'') gegen @ (p); hieraus, aus (9a)
und (9b), folgt, da gleichzeitig v (g) gegen 1 strebt, die Behauptung (4).

Zusatz. Die Funktion { besitzt in ganz R die in (1) angegebenen
Schranken von @ in F.

Beweis. ¢, sei ein fester Punkt von R —F, d eine beliebige positive
Zahl. Man setze in dem vorstehenden Beweis

_ L el F)
px)=1+4d c )’
so daB} also
Y(g) =1+4d

ist. Dann folgt aus (9a), (9b), (1)

(10) rra<fl@ <0 +aM.
Da dies fiir jedes 4 > 0 gilt, ist

m=f(q) =M,

und zwar fiir jeden Punkt g R — F.

§ 7. Riume mit abzdhlbarer Basis.

1.2 Satz I (Uberdeckungssatz). Jede offene Uberdeckung eines
topologischen Raumes mit abzihlbarer Basis enthdlt eine hichstems ab-
zihlbare Uberdeckung (desselben Raumes).

Beweis. Es sei U eine abzihlbare Basis von R, & eine beliebige
offene Uberdeckung von R. Wir betrachten die Gesamtheit U’ der-
jenigen Elemente U’ von U, die in mindestens einem Element von &
enthalten sind, und wihlen zu jedem U’ eine U’ enthaltende Menge G’
des Systems ©. Das so gewonnene Teilsystem &' von & ist offenbar

1 D. h. topologische Raume, welche eine hochstens abzidhlbare Basis besitzen.
Wegen der Definition einer Basis siehe § 2, Nr. 8.

2 In diesem Paragraphen folgen wir im wesentlichen Hausporrr: Mengen-
lehre, §§ 25 u. 30.
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héchstens abzahlbar. Jeder Punkt, der zu irgendeinem G aus & ge-
hort, gehort (da G offen und U eine Basis ist) zu einem in diesem G
liegenden U, d. h. zu einem U’ und also erst recht zu einem dieses U’
umfassenden Element G’ des Systems &'; die-Vereinigungsmenge aller G
(aus @), d. h. der ganze Raum R, ist also in der Vereinigungsmenge
der G’ enthalten, so daBl das hochstens abzihlbare Teilsystem & von &
eine Uberdeckung von R bildet, w. z. b. w.

2. Ein geordnetes System von Mengen hei3t monotorn, und zwar wachsend
(abnehmend), wenn jede Menge des Systems in jedem ihrer Nachfolger enthalten
ist (jeden ihrer Nachfolger enthalt).

In sehr vielen Fragen der mengentheoretischen Topologie ist folgender Satz
von Wichtigkeit:

Satz II. Satz von BAIRE-HAUSDORFF. In einem topologischen Raum wmit
abzdhlbarer Basis ist jedes wohlgeordnete monotone System paarweise vevschiedeney
offener (abgeschlossener) Mengen hichstens abzdhlbay.

Beweis. Der Satz enthalt vier Behauptungen: von wachsenden bzw. ab-
nehmenden Systemen offener oder abgeschlossener Mengen. Die beiden Satze
von den abgeschlossenen Mengen Yolgen aus den Sitzen iiber die offenen Mengen
durch einen Ubergang zu den Komplementen (vgl. § 1, Nr. 1). Wir beschranken
uns also auf den Fall offener Mengen. Es sei

Gy, Gy, oo, Gy, e
ein wohlgeordnetes wachsendes (bzw. abnehmendes) System von paarweise ver-
schiedenen offenen Mengen des Raumes R. Sei ferner
U= (U, Us,..., Ug,..))

eine abzdhlbare Basis von R. Jedes G, ist Vereinigungsmenge gewisser Ug. Da
Gyi1 DGy (bzw. Gy11 € Gy) und Gy 1 von G, verschieden ist, gibt es mindestens
ein Uy — wir nennen es Uky 41 —» Welches in Gy, aber nicht in G4 (bzw. in Gy,
aber nicht in G,,,) enthalten ist. Die so gewonnenen Ukyyr» also auch die
natiirlichen Zahlen k4.1 miissen paarweise voneinander verschieden sein, folglich
gibt es ihrer — und somit auch der Mengen G,11, denen sie eineindeutig ent-
sprechen — hochstens abziahlbar-viele. Wenn aber unter den Indexen der G,
hochstens abzahlbar-viele die Gestalt & + 1 haben, ist auch das ganze Mengen-
system G, hochstens abzidhlbar, w. z. b. w.

Aufgabe. Warum gilt ein analoger Beweis fiir geordnete (nicht wohl-
geordnete) monotone Mengensysteme nicht? ‘

8. Satz III. Wahit man in jedem Element U einer Basis des topo-
logischen Raumes R je einen Punkt, so erhdlt man eine in R dichte Menge M.

Beweis. Aus der Definition einer Basis (oder auch aus dem Satz VIII
des §2) folgt, daB jede nichtleere offene Menge und somit jede (abso-
lute) Umgebung (§ 2, Nr. 7) eines beliebigen Punktes von R minde-
stens einen Punkt von M enthilt. Folglich ist jeder Punkt von R
Beriihrungspunkt von M, w.z.b. w.

Korollar. In einem Rauwm mit abzihlbarer Basis ist eine hichstens
abzihlbare Menge dicht. Die Umkehrung dieses Satzes gilt im all-
gemeinen nicht!. Sie gilt jedoch fiir metrische Riume:

! Der in § 1, Nr. 4, 5°, angefithrte Raum ist ein normaler (sogar vollstandig

normaler, vgl. § 6, Nr. 4) Raum mit abzihlbarer dichter Teilmenge und ohne
abzahlbare Basis.
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Satz IV. Ist in einem metrischen Raum eine abzihlbare Menge
dicht, so besitzt der Raum eine abzihlbare Basis (d. h. in metrischen
Riumen ist die Existenz einer abzidhlbaren Basis mit der Existenz
einer abzihlbaren dichten Punktmenge gleichbedeutend).

Beweis. Der Satz IV folgt daraus, daB man eine Basis des me-
trischen Raumes R erhilt, wenn man alle sphirischen Umgebungen
U(a, d) betrachtet, deren Mittelpunkte @ einer in R dichten Menge 4
entnommen sind und deren Radien 4 rationale Zahlen sind. Zum Be-
weise der letzteren Behauptung geniigt es, zu beliebig vorgeschriebe-
nen p C G (p ein Punkt von R, G eine offene Menge) einen Punkt a4
von A unter der Bedingung ¢(p, a) < }e(a, R—G) und eine rationale
Zahl d unter der Bedingung }e¢(a, R—G)<d< }o(a, R—G) zu
wihlen: dann ist p € U(a, d) € G, die Umgebungen Ul(a, 4) sind also
(nach dem Hausdorffschen Gleichwertigkeitskriterium (§ 1, Nr. 7) und
dem Satz IT von §1, Nr. 8) mit dem absoluten Umgebungssystem
von R gleichwertig.

Beispiele. 1°. Im R” ist die Menge der rationalen Punkte (d. h.
der Punkte mit simtlich rationalen Koordinaten) dicht. Die rationalen
Umgebungen (d. h. die sphirischen Umgebungen mit rationalem Mittel-
punkt und rationalem Radius) bilden demnach eine abzihlbare Basis.

2° Im R*™ (§ 1, Nr. 12) ist dicht die Menge 4 der Punkte, deren
Koordinaten simtlich rational und alle bis auf endlich-viele Null sind.
Ist p={(#, %5, --., 4, ...) ein beliebiger Punkt von R*, so wihle man
zuerst & so groB, daB D>'# < e? ist und dann die rationalen Zahlen #,

i>h

t, ..., t, unter der Bedingung |¢; — | <% fir 1=:¢=4%. Dann ist

die Entfernung zwischen p und ¢’ = (¢,%, ..., %,0,0,0, ...) klei-
ner als 2¢, folglich p(p, A) = 0, womit die Dichtigkeit von 4 in R*
bewiesen ist.

3°. R sei der Raum der auf der Einheitsstrecke 0 = ¢ =< 1 erklirten
und dortselbst stetigen Funktionen f(f) mit der Metrik

e(f, ) =sup | () — fo(®)]-
0st=1

In diesem Raume bilden die Polynome mit rationalen Koeffizienten
eine abzihlbare dichte Punktmenge (Satz von WEIERSTRASS). Der
Raum besitzt folglich eine abzahlbare Basis.

Beispiele von metrischen Rdumen ohne abzidhlbare Basis.

4°. R sei irgendeine unabzihlbare Menge. Wir erkliren fiir je zwei
verschiedene Elemente $ und " von R die Zahl 1 als Entfernung und
setzen {iberdies o (p, p) = 0 fiir jedes p © R. Der so gewonnene metri-
sche Raum besteht aus lauter isolierten Punkten.

5°. R sei die Menge aller Punkte p der gewthnlichen Koordinaten-
ebene. Geht die Gerade durch zwei Punkte p und p’ durch den Koordi-
natenanfang o, so setzen wir ¢ (p, ') = pp’, wobei pp’ die Linge der
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Strecke [p, p'] im gewohnlichen Sinne ist. Geht die Gerade pp’ nicht
durch o, so setzen wir g (p, p') = 0p + 0p’. Der metrische Raum R
enthilt keinen isolierten Punkt (er ist sogar zusammenhingend); in R
ist keine abzdhlbare Menge dicht.

§ 8. Der Urysohnsche Einbettungssatz.

Wir gelangen zu einem der wichtigsten und aufschluBreichsten
Sitze der allgemeinen mengentheoretischen Topologie:

Urysohnscher Einbettungssatz. Normale Rdaume mit abzihl-
barer Basis sind Punktmengen des Hilbertschen Raumes (und sogar
seines Fundamentalquaders) homdomorph.

Die prinzipielle Bedeutung dieses Theorems liegt darin, daB es in
einer iiberraschend einfachen Weise den Weg von den allgemeinsten
topologischen Gebilden — den allgemein-topologischen Rdumen — zu
den - Punktmengen des Hilbertschen Raumes in wenigen Schritten
zuriickzulegen erlaubt. Diese Schritte sind: 1) die drei Axiome I, II’,
III (§ 4, Nr. 1) der T,-Rdume; 2) ein Trennungsaxiom — die Norma-
litdt; 3) die Existenz einer abzihlbaren Basis. Durch diese fiinf Axiome
sind die Punktmengen des Hilbertischen Raumes vom topologischen Stand-
punkt aus vollstindig charakterisiert®.

Insbesondere ist natiirlich im Urysohnschen Satze die Metrisierbar-
keit aller normalen Riume mit abzdhlbarer Basis enthalten. Nach
§ 6, Nr. 2, gilt sogar folgender schirfere Satz: Ein Raum mit abzihl-
barer Basis ist dann und nur dann metrisierbar, wenn er normal ist?.

Der Beweis des Einbettungssatzes beruht auf dem Erweiterungs-
satz des § 6. Wir diirfen offenbar voraussetzen. daBl der normale
Raum R unendlich-viele Punkte besitzt. Es seien

(1) Uy, Uy, ..., Uy,

die Elemente einer abzihlbaren Basis von R. Da die U,, als Um-
gebungen aller ihrer Punkte betrachtet, ein Umgebungssystem des
Raumes R bilden (§ 2, Satz VIII), gibt es nach § 6, Satz IV zu jedem

1 Denn nicht nur ist dem Einbettungssatz zufolge jeder normale Raum mit
abzihlbarer Basis einer Punktmenge des Hilbertschen Raumes homoéomorph,
sondern auch umgekehrt ist jede solche Punktmenge (als Punktmenge eines
metrischen Raumes mit abzihlbarer Basis) ein metrischer (also erst recht nor-
maler Raum) mit abzihlbarer Basis; vgl. § 6, Nr. 2 und die letzten Zeilen von
§ 2, Nr. 10.

2 DaB es metrische Raume ohne abzihlbave Basis gibt, haben wir am SchluB3
des vorigen Paragraphen gesehen.

Der in § 1, Nr. 6 sub 1° konstruierte Raum ist ein Hausdorffscher irregularer
(also erst recht nicht metrisierbaver) Raum wmit abzihlbarer Basis.

In diesem Zusammenhange sei noch erwihnt, daB8 auf Grund eines Satzes
von TvcHONOFF [Math. Ann. Bd. 95 (1925) S. 139] jeder regulare Raum mit
abzihlbarer Basis normal, also nach dem Urysohnschen Einbettungssatz metri-
sierbar ist. )

Alexandroff-Hopf, Topologie I. 6
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Punkt 4 von R ein U, D und ein U, von der Eigenschaft
() pcU; U,cU.
Wir nennen fiir einen Augenblick ein Paar (U;, U,) von Elementen
von (1) kanonisch, wenn U, U ist. Aus dem soeben Gesagten folgt,
daB es unendlich-viele kanonische Paare gibt. Es seien
(3) pP,Py,...,P, ..., P,=(U;,Up
alle kanonischen Paare. Fiir jedes P, definieren wir eine stetige Funk-
tion f, (%) unter folgenden Bedingungen:

1. Uberall in R ist 0=/,(*) =1;

2. fir xc U, ist f,(¥) =0, fir x© R—U, ist f,(») = 1.
Wir nennen jetzt die n-fe Koordinate eines Punktes a von R die Zahl
t,(a) = % fn(a) und lassen jedem Punkt 2 € R den Punkt

flay= (¢, ts, .. -, 2y, .. ), b, = ¢, (a)
von R* entsprechen. Dadurch wird R auf eine Teilmenge M- des
Fundamentalquaders des Hilbertschen Raumes abgebildet.

Diese Abbildung ist eineindeutig. Es seien in der Tat p und ¢ zwei
verschiedene Punkte von R. Es existiert dann eine zu ¢ fremde Um-
gebung U, von p. Zu dieser gibt es — und zwar in der Basis (1) —
eine Umgebung U; von p, deren abgeschlossene Hiille in U, enthalten
ist, so daB (U,;, U;) ein kanonisches Paar, etwa P,, bildet. Da
pcU,cU,;, gq= R—U, ist, ist f,(p) =0, f,(g) =1, die Punkte p
und ¢ haben also verschiedene #-te Koordinaten, ihnen entsprechen
verschiedene Punkte von M.

Die Abbildung [ ist topologisch. Wir beweisen zuerst die Stetigkeit
von f, dann die von f~t.

1) Es sei a Berithrungspunkt einer Punktmenge 4 von R; wir
zeigen, daB f(a) Beriihrungspunkt von f(4) in M, d.h. daB
o(f(a), f(4)) = 0 ist, wobei ¢ die Entfernung im Hilbertschen Raum
bedeutet. Es geniigt zu zeigen, daB bei jedem ¢ >0 man g (f (@), f(4)) <<2e

hat. Man wihle zu diesem Zweck ein so groBes m, daB 2—1:? < g2
n=m+1

ist. Da die Funktionen f, stetig sind, gibt es fiir jedes # eine Umgebung

U, (a) = U;, von a, fiir deren Punkte x die Ungleichung |f, (a) —f,(%)]

< ¢ gilt. Man nehme eine U(a), die in U;(a): ... U,(a) enthalten

ist. Fiir jeden Punkt z von Uf(a) ist somit

|tn(a)_tn(z)|<”6‘: w=1,2,...,m,
also
Q(f(a):f Zt(a ) — £,(2)% = ;‘_*_Zl
ne=l -

-V
Y V822n2 +Z (2 +7)< 2¢.
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In U(a) sind sicher Punkte z von 4 enthalten; fiir diese Punkte gilt die
Relation (4); somit ist o(f(a), f(4)) << 2¢&, wie wir es haben wollten.

2) Um die Stetigkeit von {1 zu beweisen, setzen wir ¢ (f(a), f(4)) =0
voraus und beweisen, daB a = 4, d. h. daB a Berithrungspunkt von 4
ist. U(a) sei also in der Basis (1) beliebig gewihlt, U(a) = U,. Man
wihle eine U’ (@) = U, unter der Bedingung U; € U,. Dann ist (U;, Uy)
kanonisch, etwa (U,, Uy) = P,,. Da go(f@), f(4)) = 0 ist, so gibt es
insbesondere Punkte z=f(x) von f(4), die von f(a) weniger als um 1/m
entfernt sind. Fiir diese Punkte gilt also die Ungleichung

- 1
e(f@, ) =/ S — tumr <

aus der insbesondere ]
|tw@) — tu(0)] < L,

also F (@) — fu(®)| <1

folgt. Da f, (a) = 0 ist, bedeutet das, daB f, () <1 und somit x < U,
=U(a) ist, w.z. b. w.

Zweites Kapitel.
Kompakte Raume.

§ 1. Kompakte und bikompakte topologische und metrische Raume.

1. Definition der Begriffe: kompakt, kompakt in R, divergent. Kompakt-
heit abgeschlossener Punktmengen kompakter Raume. Kompakte metrische
Raume (Kompakten). — 2. Durchschnittssatz von CaNTOR. Schwacher Uber-
deckungssatz von HEINE-BoreL. — 3. Bikompakte Raume. Heine-Borel-
Lebesguescher Satz. Bikompaktheit der kompakten Raume mit abzahlbarer
Basis und der kompakten metrisierbaren Raume. — 4. ¢&-Netze. Urysohn-
scher Metrisationssatz. — 5. Spezialfall der Euklidischen Riaume. — 6. Haus-
dorffsche bikompakte R&ume. Ihre Normalitat. — 7. Hausdorffsche bi-
kompakte Raume. H-Abgeschlossenheit. — 8. Im Kleinen bikompakte und
im Kleinen kompakte Raume.

§ 2. Stetige Abbildungen und Zerlegungen bikompakter Riume.
1. Abbildungssatze. — 2. Zerlegungsraume. — 3. Anwendung auf die Kom-
pakten. ’

§ 3. Spezialfall der Kompakten.
1. Direkte Beweise der metrischen Spezialfille der Abbildungssitze von § 2,
Nr. 1. Anwendungen auf Entfernungen. — 2. Die Zahl 7(11) fir offene Uber-
deckungen. Nochmals der Heine-Borel-Lebesguesche Satz. — 3. Die Lebes-
guesche Zahl und das Lebesguesche Lemma fiir abgeschlossene Uberdeckun-
gen. — 4. GleichmaBige Stetigkeit der stetigen Abbildungen von Kompakten.
— 5. &-Abbildungen.

§ 4. Kompaktheit und Vollstindigkeit.
1. Total-Beschranktheit, Vollstandigkeit, Kompaktheit. — 2. Beispiele: Voll-
standigkeit des R™ und des R>®. Bolzano-WeierstraBscher Satz. — 3. Voll-

6*
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standigkeit des Raumes C(X,Y) der stetigen Abbildungen eines Kompak-
tums X in ein Kompaktum Y. — 4. Der Bairesche Dichtigkeitssatz. —
5. Anwendung auf e-Abbildungen. — 6. Charakterisierung der kompakten
Punktmengen des Hilbertschen Raumes durch é-Verschiebungen. Kompakt-
heit des Fundamentalquaders.

§ 5. Konvergenz von Mengenfolgen.
1. Topologische Konvergenz. — 2. Abweichung zweier Punktmengen von-
einander. Metrische Konvergenz. Raum der Dichtigkeitsklassen bzw. der
abgeschlossenen Punktmengen eines metrischen Raumes. — 3. Beziehungen
zwischen topologischer und metrischer Konvergenz. — 4. Das Uberein-
stimmen der beiden Konvergenzen in kompakten Riumen. — 5. Kompakt-
heit des Raumes der abgeschlossenen Punktmengen eines Kompaktums. —

§ 6. Zusammenhangsverhiltnisse in Kompakten. Die Kompakten als stetige
Bilder des Cantorschen Diskontinuums.
1. e-Ketten, &-Verkettung, 0-Verkettung, &- bzw. 0-Komponenten. Verket-
tung und Zusammenhang in Kompakten. — 2. Die Mengen K’(p). — 3. Kon-
tinuen und diskontinuierliche Kompakten. — 4. Kompakten als stetige Bil-
der des Cantorschen Diskontinuums.

Anhang zum zweiten Kapitel. 1. Induktive Eigenschaften. Brouwerscher Reduk-
tionssatz. 2. Irreduzible Kontinuen.

§ 1. Kompakte und bikompakte topologische und metrische
Riume.

1. Kompakte Riume. Definition. Ein fopologischer Raum heifit
nach FRECHET Fkompakt, wenn in ihm jede wunendliche Punktmenge
mindestens einen Haufungspunki besitzil.

Aus dieser Definition folgt sogleich, daB jede abgeschlossene Pumnkt-
menge A eines kompakten Raumes R (als Relativraum betrachtet?)
selbst etn kompakter Raum ist, denn jede unendliche Teilmenge von 4
hat (wegen der Kompaktheit von R) einen Hiufungspunkt in R, und
dieser gehort (wegen der Abgeschlossenheit von A) notwendig zu 4,
so daB jede unendliche Teilmenge von A einen zu A gehdérenden
Haufungspunkt besitzt. ~

Von einer Punktmenge 4 eines topologischen Raumes R sagen wir,
sie sei kompakt, falls sie, als Relativraum? betrachtet, ein kompakter
topologischer Raum ist, d. h. wenn jede ihrer unendlichen Teilmengen
einen zu 4 gehérenden Haufungspunkt besitzt. In der Literatur pflegt man
solche Punktmengen auch als i sich kompakt zu bezeichnen; dies ge-
schieht, um Verwechslungen mit einem anderen Begriff, der Kompaktheit
einer Punktmenge in bezug auf den Raum, in dem sie liegt, zu vermeiden:
Eine Punktmenge A4 des topologischen Raumes R heillt kompakt in
bezug auf R, oder einfacher, kompakt in R, falls jede unendliche Teil-
menge von A mindestens einen (nicht notwendig zu A4 gehérenden)

1 Da jede unendliche Menge eine abzihlbare Teilmenge enthilt, so ist ein
Raum schon dann kompakt, wenn jede seiner abzihlbaren Punktmengen minde-

stens einen Haufungspunkt besitzt.
? Kap. I, § 1, Nr. 9.
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Hiufungspunkt in R besitzt. Wir gebrauchen das Wort kompakt stets
im Sinne kompakt in sich; sollte von der Kompaktheit in einem Raume R
die Rede sein, so werden die Worte ,,in R immer ausdriicklich hin-
geschrieben.

Wie leicht ersichtlich, ist eine abgeschlossene Punktmenge eines
topologischen Raumes R kompakt, falls sie in R kompakt ist.

Das extreme Gegenteil von kompakt ist divergent. Eine Punkt-
menge A des Raumes R heiit divergent (in R), falls sie unendlich ist
und keinen einzigen Hiufungspunkt in R besitzt. Das Wort divergent
gebrauchen wir stets als Relativbegriff (d. h. in bezug auf einen Raum
R D A4); von Divergenz ,,in sich* hat es wenig Sinn zu sprechen, denn
ein topologischer Raum ist nur dann divergent, wenn alle seine Punkte
isoliert sind.

Satz I. Ein metrisierbarer Raum ist dann und nur dann kompakt,
wenn in thm jede Punktfolge eine konvergente Teilfolge enmthilt.

Denn aus unserer Bedingung folgt, daB auch jede unendliche Punkt-
menge eine konvergente Folge von lauter verschiedenen Punkten ent-
hilt, also einen Hiufungspunkt besitzt. M. a.W.: die Kompaktheit
folgt aus unserer Bedingung. Ist umgekehrt R ein kompakter Raum,
a,, a,, ..., a;, . .. eine Punktfolge in R, so sind zwei Fille zu unter-
scheiden, je nachdem es in {a,} eine aus lauter verschiedenen Punkten
bestehende Teilfolge {a;,} gibt oder nicht. Im ersten Falle hat die un-
endliche Punktmenge {a;,} einen Haufungspunkt «, und es 1aBt sich
aus {a;,} eine gegen a konvergierende Folge wihlen; da diese eine Teil-
folge der urspriinglich gegebenen Folge {a;} ist, ist unsere Bedingung
erfilllt. Im zweiten Falle gibt es in {a;} eine aus lauter zusammen-
fallenden Punkten bestehende unendliche Teilfolge, und diese ist offen-
bar konvergent.

Definition. Ein kompakter metrischer Raum heifit ein- Kompak-
tum 1.

2. Fiir jeden kompakten 7;-Raum 2 gelten die folgenden beiden Sitze:

SatzII (Durchschnittssatz von CANTOR). Jede abnehmende Folge

(1) F oF,D..-F,D--.

wichtleever abgeschlossener Mengen hat eimen nichtleeren Durchschwitt.
Satz III (Schwacher Uberdeckungssatz von HEINE-BOREL).
Jede abzihlbare offene Uberdeckung eines kompakten Raumes R enthdlt®
eine endliche Uberdeckung (desselben Raumes).
Beweis von II. Wenn es unter den F; nur endlich-viele verschie-
dene Mengen gibt, so sind alle F;, von einer gewissen % an untereinander,
also auch mit ITF, identisch, so daB I/F, nicht leer ist.

1 Gelegentlich gebrauchen wir das Wort Kompaktum auch fiir metrisierbare
kompakte Raume.
2 Kap. I, § 4, Nr. 1. 3 Kap. I, §2, Nr. 13.
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Gibt es unter den F, unendlich-viele paarweise verschiedene Men-
gen, so diirfen wir annehmen (Ubergang zu einer Teilfolge!), daB alle F,
untereinander verschieden sind. Man bezeichne dann mit 4, einen zu
F, — F,,, gehérenden Punkt; die unendliche Menge A der so ge-
wonnenen Punkte a;, 2 =1, 2, ..., besitzt einen Haufungspunkt p;
dieser ist bei jedem % Hiufungspunkt der zu F, gehérenden Menge
Ay = (a4, @pq, - - ), gehort somit selbst zu Fy, w.z. b. w.

Beweis von III. Es sei R = 2 G, G, offen. Die Mengen

Fr=R— (G + -+ Gy
sind abgeschlossen, bilden eine abnehmende Folge und haben einen
leeren Durchschnitt. Nach Satz II ist also fiir ein gewisses % die Menge F,,
leer, d. h. G, +---+ G, =R, w.z.b. w.

Aufgabe. Der Leser beweise die Umkehrungen der Sitze II und III: gilt
im T,-Raum R der Satz II oder der Satz III, so ist R kompakt.

3. Bikompakte Riume. Heine-Borel-Lebesguescher Satz. Defini-
tion. Ein topologischer Raum heift bikompakt, wenn jede seiner offenen
Uberdeckungen eine endliche Uberdeckung enthdlt!.

Aufgabe 1. Ul sei eine Basis des topologischen Raumes R. Die folgende Be-
dingung sei erfiillt: Jede Ub_qrdeckung von R, die aus gewissen Elementen von |1 be-
steht, enthilt eine endliche Uberdeckung. Der Leser beweise, da8 R bikompakt ist.

Aufgabe 2. Der Leser beweise: Das topologische Produkt zweier bikompakter
Riume ist bikompakt.

Beispiel eines kompakten, aber nicht bikompakten topo-
logischen Raumes. Die Punkte des Raumes R seien die Ordnungs-
zahlen der ersten und der zweiten Cantorschen Zahlklasse. Eine Folge
@y, Ay, . . ., 4, . . . von Ordnungszahlen konvergiert gegen die Ordnungs-
zahl a, wenn a die kleinste unter allen Ordnungszahlen a ist, die bei
jedem %k der Ungleichung a = a; geniigen. SchlieBlich heit a Beriih-
rungspunkt einer Menge M von Ordnungszahlen, falls es in M eine gegen
a konvergierende Folge gibt.

Aufgabe 3. Der Leser beweise, daBl der soeben konstruierte
Konvergenzraum ein Umgebungsraum, und zwar ein Hausdorffscher
Raum ist, und daB er kompakt, aber nicht bikompakt ist. Der Leser
beweise schlieBlich, da3 dieser Raum sich zu einem bikompakten Haus-
dorffschen Raum erweitern 1483t, wenn man ihm einen neuen Punkt w,
hinzufiigt, und diesen als Beriihrungspunkt einer jeden Menge erklirt,
in der beliebig groBe Ordnungszahlen (zweiter Zahlklasse) vorkommen.

Satz IV. Jede abgeschiossene Punktmenge F eines bikompakten
Raumes R ist (als Relativraum betrachtet) bikompakt.

Beweis. Da jede in F offene Menge Durchschnitt einer in R offenen
Menge mit der Menge F ist, geniigt es, folgendes zu beweisen:

Satz IV'. Jede offene Uberdeckung von F in R enthilt eine endliche
Uberdeckung!.

1 Kap. I, § 2, Nr. 13.



§ 1. Kompakte und bikompakte topologische und metrische Raume. 87

Beweis des Satzes IV'. Es sei Ul = {U} eine offene Uberdeckung
von F in R. Wir bezeichnen mit 11’ die aus allen Elementen von U
und der offenen Menge U, = R — F bestehende offene Uberdeckung
von R. Die Uberdeckung U’ enthilt eine endliche Uberdeckung 1"
von R. Wir betrachten diejenigen unter den Elementen von 1", die
Punkte von F enthalten; unter diesen Elementen kommt das Ele-
ment U, gewill nicht vor; somit bilden die soeben gewéhlten Elemente
von 11" eine in U enthaltene endliche Uberdeckung von F, womit
Satz IV’ bewiesen ist.

Satz V. Ein kompakter topologischer Raum mit abzihlbarer Basis
ist bikompakt.

Beweis. Der Satz folgt aus dem Uberdeckungssatz von Kap. I,
§ 7, Nr.1, und aus dem Satz III.

Satz VI (Heine-Borel-Lebesguescher Satz). Jedes Kompakium
1st bikompakt.

Nach dem Satz V folgt Satz VI aus

Satz VII. Jedes Kompaktum besitzt eine abzdhlbave Basis.

Der Beweis des Satzes VII beruht auf der Konstruktion der so-
genannten e-Netze:

4. g-Netze. Urysohnscher Metrisationssatz. Definition. Eine
endliche Punktmenge N des metrischen Raumes R heil}t! ein e-Netz,
N(e) von R, wenn jeder Punkt von R weniger als um & von N ent-
fernt ist.

Hilfssatz 1. Ist in einer unendlichen Punkimenge A eines metri-
schen Raumes R die Entfernung je zweier Pumkie grofler als ein festes
positives €, so ist die Punktmenge A divergent.

Denn die &/2-Umgebung eines beliebigen Punktes von R kann
hochstens einen Punkt von 4 enthalten; kein Punkt von R ist folglich
Héaufungspunkt von A.

Hilfssatz II. Ein kompakter metrischer Raum R enthdilt bei jedem
&> 0 ein e-Netz.

Beweis des Hilfssatzes II. Es enthalte R bei einem festen ¢
kein e-Netz. Nach Hilfssatz I geniigt es zu zeigen, dal in R eine un-
endliche Punktmenge liegt, deren Punkte paarweise eine Entfernung
= ¢ haben. Es sei nun a, ein beliebiger Punkt von R. Wir nehmen an,
die paarweise voneinander mindestens um ¢ entfernten Punkte a,, ..., a,
seien bereits konstruiert. Da sie nach Voraussetzung kein e-Netz von R
bilden, gibt es mindestens einen Punkt a,,,, der von allen Punkten
a, ..., a; eine Entfernung =& hat. Auf diese Weise wird schritt-
weise eine unendliche Menge 4 = (ay, 4,, . . ., 4;, . . .) konstruiert,
deren Punkte paarweise eine Entfernung = ¢ haben, die also divergent ist.

Beweis von Satz VII. Es sei jetzt N,, ein 1/m-Netz des Kom-
paktums R. Die hochstens abzéhlbare Menge N = >'N,, ist in R dicht

1 Nach HAUSDORFE.
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(weil jeder Punkt von R eine Entfernung =<1/m von N,,, also die Ent-
fernung Null von N hat); R hat also nach Kap. I, § 7, Satz IV, eine ab-
ziahlbare Basis.

Der Satz VII, folglich auch der Satz VI ist hiermit bewiesen.

Da jeder metrisierbare Raum normal ist (Kap.I, §6, SatzI), wih-
rend nach dem soeben Bewiesenen jeder kompakte metrisierbare Raum
eine abzidhlbare Basis besitzt, sind die Normalitit und die Existenz
einer abzihlbaren Basis jedenfalls notwendig fiir die Metrisierbarkeit
eines kompakten topologischen Raumes. Andererseits ist nach Kap. I,
§ 8, jeder normale Raum mit abzdhlbarer Basis metrisierbar.

Somit gilt folgendes grundlegende Resultat:

Satz VIII (Urysohnscher Metrisationssatz). Ein kompakter
topologischer Raum ist dann und nur dann wmetrisierbar, wenn er normal
ist und eine abzihlbare Basis besitzt.

Beispiele nicht-Hausdorffscher bikompakter Riume erhilt man
durch Anwendung der Konstruktion von Kap.I, §1, Nr.1, 3°, auf
einen Hausdorffschen (insbesondere einen metrisierbaren) bikompakten
Raum (z. B. auf eine abgeschlossene Strecke, eine Kreislinie, eine Kugel-
fliche usw.). Als Beispiel eines normalen aber nicht metrisierbaren
bikompakten Raumes kann der Raum von Kap. I, § 1, Nr. 4, 5°, dienen.

5. Spezialfall der Euklidischen Rdume. Da jede nicht beschrinkte
Punktmenge eines metrischen Raumes eine unendliche Teilmenge ent-
hilt, deren Punkte paarweise eine Entfernung =1 haben?, so ist jede
in etnem metvischen Rawme kompakte Punktmenge notwendig beschrinkt.

Insbesondere hat jedes Kompaktum einen endlichen Durchmesser
(dies folgt tibrigens direkt aus dem Hilfssatz II von Nr. 4).

Nun lehrt der Bolzano-WeierstraBische Satz (den wir iibrigens im
§ 4, Nr. 2, beweisen werden), daB jede beschrinkte Punktmenge eines
R™ im R" kompakt ist. Wir haben andererseits gesehen, daB nur
beschrinkte Punktmengen im R” (der ja ein metrischer Raum ist)
kompakt sein kénnen. Das Resultat ist, daB ¢m R" die beschrinkien
Punktmengen mit den im R" kompakten identisch sind.

Eine beschriankte abgeschlossene Punktmenge eines R" ist ein Kom-
paktum, also nach Satz VI sogar bikompakt. Andererseits ist jedes
Kompaktum des R" beschrinkt und abgeschlossen. Das heiit: die be-
schrinkten abgeschlossenen Punktmengen des R"™ sind mit dem im R"
liegenden Kompakten und den im R"™ liegenden bikompakten topologischen
Réumen identisch.

Bemerkung. Eine beschrinkte, abgeschlossene Punktmenge des Hilbert-
schen Raumes braucht kein Kompaktum zu sein; ja, sie kann sogar divergent

1 Beweis. Man wihle in M einen Punkt a,; sind die paarweise voneinander
mindestens um 1 entfernten Punkte a,, ..., a, bereits konstruiert, so gibt es
einen Punkt a,; von M, der von den Punkten a,, ..., a, eine Entfernung =1
hat (denn sonst wire M beschrinkt). Die Punktmenge a,, a,, ..., Gy, ... ist
die gesuchte. ’
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sein. Beispiel: die Menge 4 der Punkte a;, deren Koordinaten simtlich Null
sind mit der Ausnahme einer einzigen, der k-ten, die den Wert 1 hat. Die Menge 4
ist beschrinkt (vom Durchmesser ]/5,) sie ist divergent, denn je zwei ihrer Punkte
haben die Entfernung 1/5 voneinander.

6. Hausdorffsche bikompakte Riume. Ihre Normalitit.

Satz IX. Jeder Hausdorffsche bikompakte Raum ist normal.

Bevor wir diesen Satz beweisen, bemerken wir, da vermoge der
Sitze V und IX dem Urysohnschen Metrisationssatz die folgenden For-
men gegeben werden koénnen:

Satz VIII'. Ein kompakier topologischer Raum ist dann und nuy
dann metrisierbar, wenn er ein Hausdorffscher Raum wmit abzihlbarer
Basis ist.

Satz VIII". Ein kompaktier Hausdorffscher Raum ist dann und nur
dann metrisierbar, wenn er eine abzihlbare Basis besitzt.

Beweis des Satzes IX. Es seien F und F zwei disjunkte ab-
geschlossene Punktmengen des bikompakten Hausdorffschen Raumes R.
Wir wihlen zuerst einen bestimmten Punkt & von F; zu jedem Punkt
% F existiert ein Paar disjunkter Umgebungen U:(x) und U, (&)
von x bzw. &. Man lasse den Punkt x die ganze Menge F durchlaufen,
wihrend & festbleibt. Die Ug(x) bedecken ganz F, und diese Uber-
deckung enthilt nach Satz IV’ eine endliche Uberdeckung der Menge F.
Es sei

= {Us(%1), - - -, Ue(x,)}
diese endliche Uberdeckung. Die offenen Mengen G —ZUE x;) und

I H U,,(&) sind disjunkt, denn es ist

Gs- Ts =§U§ @) - [ [ Ux€) = 2 Us(s) - U () = 0.

Wir lassen jetzt den Punkt & die Menge F durchlaufen. Die [}
liefern dabei eine Uberdeckung von F, die wiederum eine endliche
Uberdeckung, bestehend aus den Mengen I, ..., I t,, enthilt. Wir

setzen schlieBlich U(F) = vfg und U(F H G,. Esist Fc U(F),

und da bei jedem ¢ wir F < Gg hatten, 1st auch F c U(F); die
offenen Mengen U(F) und U(F) sind also tatsichlich Umgebungen
von F bzw. F. Diese Umgebungen sind disjunkt, denn es ist

1
w.z. b. w. ‘

7. Hausdorffsche bikompakte Riume. H-Abgeschlossenheit. Vor-
bemerkung tiber Ervweiterumg von Rdumen. Wir sagen, daB der topo-
logische Raum R vom topologischen Raum R’ wmfaft wird (oder,
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daB R sich in R’ topologisch einbetten 1af3t), wenn R einer Punktmenge
von R’ homdoomorph ist. Wir nennen einen Hausdorffschen Raum
H-abgeschiossen, falls dieser Raum in jedem ihn umfassenden Haus-
dorffschen Raum abgeschlossen ist (d. h. wenn er nur auf abgeschlossene
Punktmengen anderer Hausdorffscher Raume topologisch abgebildet
werden kann)!.

Satz X. Eine mnotwendige wund hinveichende Bedingung filr die
H-Abgeschlossenheit esnes Hausdorffschen Raumes R lautet:

Aus jeder offenen Uberdeckung W = {G} von R lassen sich endlich-
viele Elemente G, . .., G, wihlen, so dafs
. Gi+---+G,=R
1st.

Beweis. Es sei zuerst R ein Hausdorffscher Raum, der der
soeben formulierten Bedingung nicht geniigt. Wir konstruieren einen
Hausdorffschen Raum R + &, der R als nicht abgeschlossene
Punktmenge umfaBt. Den Raum R + & konstruieren wir als Um-
gebungsraum. Zum Zwecke dieser Konstruktion bemerken wir, dafl
es nach unserer Voraussetzung eine unendliche Uberdeckung U = {G}
von R gibt von der Eigenschaft, dal bei jeder Wahl der end-

lich-vielen Elemente G, ..., G, von 11 die offene Menge R —ZC_Z
1

nicht leer ist. Wir erginzen nun die Menge aller Punkte von R durch
einen neuen willkiirlichen Gegenstand & und fithren in die so gewonnene
Menge R + & das folgende Umgebungssystem ein. Die absoluten Um-
gebungen der Punkte von R bleiben Umgebungen dieser Punkte. Der
neu hinzugenommene Punkt & bekommt als Umgebungen die Mengen

UE) =&+ (R —Zséi>,

wobeil Gy, ..., G, beliebige Elemente von 1l in endlicher Anzahl sind.
Dieses Umgebungssystem geniigt offenbar den Bedingungen 4 — C von
Kap. I, §2, Nr. 8, Satz IX. Der Raum R + £ ist also ein topologi-
scher Raum, welcher den Raum R umfalt; die U(£) sind ferner offen
im Raume R + £. Um zu zeigen, daBl R + & das Hausdorffsche Tren-
nungsaxiom erfiillt, geniigt es, ein Punktepaar , & zu betrachten, wo-
bei p irgendein Punkt von R ist. Wenn wir aber als U(p) irgendein den

1 Man kénnte in analoger Weise auch die 7- bzw. die n-Abgeschlossenheit
der reguliren bzw. der normalen Raume als Abgeschlossenheit in jedem um-
fassenden regularen bzw. normalen Raume definieren. Dagegen hat es keinen
Sinn von Abgeschlossenheit in umfassenden topologischen bzw. T,-Raumen zu
sprechen, denn wie die in § 1, Nr. 1, unter 3° angefithrte Konstruktion lehrt, ist
ein topologischer Raum nur dann in jedem umfassenden T,-Raume abgeschlossen,
wenn er endlich ist. Ein Raum ist schlieBlich dann und nur dann in jedem um-
fassenden topologischen Raume abgeschlossen, wenn er leer ist (d. h. keinen ein-
zigen Punkt enthalt).
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Punkt p enthaltendes Element G der Uberdeckung Wl wihlen, so ist
Ug) =&+ (R—UP)

eine zu U(p) fremde Umgebung von &. Somit ist R 4 & ein Haus-

dorffscher Raum. Da in diesem Raum jede Umgebung von & Punkte

enthilt, die von & wverschieden sind, ist & Berithrungspunkt von

Rc R+ &. Der Raum R ist also nicht abgeschlossen in R + &, und

die eine Hilfte des Satzes X ist bewiesen.

Wir beweisen jetzt die zweite Hailfte des Satzes. Wir beweisen
mit anderen Worten, daB ein Hausdorffscher Raum R, der der Be-
dingung des Satzes X geniigt, H-abgeschlossen ist.

Es sei R’ ein den Raum R umfassender Hausdorffscher Raum; die
dem Raume R homéomorphe Punktmenge von R’ bezeichnen wir mit 4
und wihlen irgendeinen Punkt § — R'— 4. Wir haben zu zeigen,
daB & kein Berithrungspunkt von A sein kann. Dazu geniigt der Nach-
wets, daff A in A + & abgeschlossen ist. Diesen Nachweis fithren wir
wie folgt. Jedem Punkte p von A lassen wir eine absolute Umgebung
U(p) (im Raume A + & © R’) entsprechen, deren abgeschlossene Hiille
den Punkt & nicht enthdlt. Da R’, also auch 4 + &, ein Hausdorff-
scher Raum ist, ist das immer moglich!. Die Mengen U(p) sind in 4
offen; ihre abgeschlossenen Hiillen in 4 und in 4 + & fallen zusammen.
Da dem System aller U(p) mittels der zwischen 4 und R bestehenden
Homdomorphie eine offene Uberdeckung in R entspricht, 148t sich auf
Grund unserer Voraussetzung aus diesem System ein etwa aus U(p,),
..., U(p,) bestehendes endliches Teilsystem wihlen, so dal

i‘ﬁ@ 4

ist. Da jeder Summand dieser Summe in 4 + & abgeschlossen ist, ist
auch die Summe selbst, d. h. die Menge A4, in A + & abgeschlossen,
w. z. b. w.

Aus dem Satz X und der Definition der bikompakten Riume folgt
ohne weiteres:

Satz XI. Jeder bikompakte Hausdorffsche Raum ist H-abgeschlossen.

Der Satz XTI laBt sich nicht umkehren: es gibt H-abgeschlossene
nicht bikompakte Hausdorffsche Raume (z. B. der in Kap. I, §1, Nr. 6
sub 1° definierte Raum). Solche Rdume sind notwendig irregulir, denn
es gilt

Satz XI1. Jeder H-abgeschlossene veguldre Raum ist bikompakt.

Beweis: Es sei = {G} eine offene Uberdeckung des H-abgeschlos-
senen reguliren Raumes R. Zu jedem Punkt p von R wihlen wir
eine diesen Punkt enthaltende Menge G = U(p) des Systems &. In

1 Es geniigt, zwei disjunkte Umgebungen U(p) und U(£) zu wiahlen; dann
ist U(p) zu & fremd.
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der Umgebung U(p) wihlen wir eine absolute Umgebung V(p) mit
V(p) c U(p). Eine solche existiert nach Kap. I, § 6, Satz IV. Die
V(p) bilden eine offene Uberdeckung von R; aus der H-Abgeschlossen-
heit von R folgt nach dem Satz X die Existenz von endlich-vielen
V(p) — etwa V(p,y), ..., V(p) — mit V(p,) + -+ V(p) = R. Die
entsprechenden U(p) bilden eine in & enthaltene endliche Uberdeckung
von R. Da @& eine beliebige offene Uberdeckung von R war, ist die
Bikompaktheit von R und mit ihr der Satz XII bewiesen.

Angesichts der Tatsache, dal jeder normale Raum reguldr ist,
konnen die in den Sidtzen IX, XI und XII bewiesenen Tatsachen in
die Form eines jeden der drei Sitze XIII,, XIII, ,, XIII gebratht
werden:

Satz XIlly. Ein Hausdorffscher Raum ist dann und nur dann bikom-
pakt, wenn er normal und H-abgeschlossen ist.

Satz XIII, ,. Fiir regulire (also erst recht fiir normale) Rdiume
fillt die H-Abgeschlossenheit mit dev Bikompaktheit zusammen.

Satz XIII. Die folgenden fiinf Raumtypen fallen zusammen: die
Hausdorffschen bikompakten, die reguliven bikompakten, die normalen
bikompakten, die veguldren H-abgeschlossenen, die normalen H-abgeschlos-
senen Rdume.

Bemerkungen. 1° Es laBt sich zeigen, daB jeder normale Raum, der
n-abgeschlossen (d. h. in jedem umfassenden normalen Raume abgeschlossen
ist), bikompakt ist. 2°. Es gibt bikompakte normale Raume, die nicht vollstindig
normal sind (vgl. Kap. I, § 6, Nr. 4). Auf diese Fragen kommen wir im zwei-
ten Bande zuriick.

Aufgabe. Jede geordnete Menge laBt sich als Hausdorffscher Raum auf-
fassen: es geniigt als Umgebung eines Elements ein beliebiges, dieses Element
enthaltendes offenes Intervall der geordneten Menge zu erkliren. Der Leser
beweise, daf dieser Raum dann und nur dann bikompakt ist, wenn der Ordnungs-
typus der geordneten Menge liickenlos ist und ein erstes und ein letztes Element
enthalt. (Vgl. wegen der Terminologie HAusDORFF, Mengenlehre, Kap. III). Der
Raum von § 1, Nr. 4, 5°, ist topologisch nichts anderes als eine nach dem Typus
14+ 24 + 1 geordnete Menge; A ist dabei der Ordnungstypus der Zahlengerade.

8. Im Kleinen bikompakte und im Kleinen kompakte Riume.
Es gibt Hausdorffsche R4ume, die durch Hinzufiigung eines einzigen
neuen Punktes & in bikompakte Hausdorffsche Riume iibergehen: so
geht die Gerade durch Hinzufiigung eines einzigen (,,unendlich-fernen*‘)
Punktes in eine geschlossene Kurve (die projektive Gerade), die Ebene
in die GauBsche Sphire der Funktionentheorie, iiberhaupt der R" in
eine #-dimensionale sphirische Mannigfaltigkeit (einen mit der S
homoéomorphen topologischen Raum) iiber. Wir stellen uns in dieser
Nummer die Aufgabe, alle Hausdorffschen Riume zu charakterisieren,
die durch Hinzufiigung eines einzigen Punktes zu bikompakten bzw.
kompakten Riumen erginzt werden kénnen. Diese Aufgabe wird durch
die Einfithrung der im Kleinen bikompakten bzw. im Kleinen kom-
pakten Riume gelost.
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Definition. Der topologische Rauwm R heifst bikompakt (bzw. kom-
pakt) sm Punkte a, wenn es eine Umgebung dieses Punktes gibt, deven
abgeschlossene Hiille (als Relativraum betrachtet) bikompakt (bzw. kom-
pakt) ist. Wenn ein Raum in jedem seiner Punkte bikompakt (bzw. kom-
pakt) ist, so heifit er im Kleinen bikompakt (bzw. im Kleinen kompakt).

Satz XIV. Jeder im Kleinen bikompakte (bzw. kompakte) Haus-
dorffsche Raum und wur ein solcher Raum geht durch Hinzufiigung eines
einzigen Pumktes & in einen bikompakien (bzw. kompakten) Hausdorff-
schen Raum R - & diber. Im Falle der im Kleinen bikompakten Rdiume
ist dabei die Hinzufsigung des Punkies & nur auf eine Weise moglich: die
topologische Zuordnwung des Hausdorffschen bikompakten Raumes R + &
ist durch die topologische Zuordnung des Raumes R eindeutig bestimmi.

Wir beginnen den Beweis des Satzes XIV damit, daB wir zwei
Erweiterungsmoglichkeiten eines beliebigen 7,-Raumes R untersuchen:
die starke und die schwache Erweiterung. In beiden Fillen handelt es
sich um Hinzufiigung eines einzigen Punktes &; der Unterschied be-
steht in der Erklirung der topologischen Zuordnung im erweiterten
Raume R + &. Dabei kommt es nur auf die Erkldrung der abgeschlos-
senen Hiille einer Menge M < R an, denn fir M D & wird beide Male

M=(M—§+¢

gesetzt. Wenn wir fiir M < R mit M® die abgeschlossene Hiille in R,
mit M die abgeschlossene Hiille in R + & bezeichnen, so lautet die
Vorschrift fiir M in beiden Fillen folgendermaBen:

M = MP%, falls M% (als Relativraum von
R betrachtet) bikompakt ist,

M = M® 4 & im entgegengesetzten Falle.
M = M?%, falls M (als Relativraum von R

schwache Erweiterung: betrachtet) kompakt ist,
M = MZ®+ & im entgegengesetzten Falle.

starke Erweiterung:

R ist dabei ein beliebiger 7;-Raum. Man iiberzeugt sich unmittelbar,
daBB R + & sowohl im Falle der starken, als auch im Falle der schwa-
chen Erweiterung die Axiome I, II’, III der T,-Rdume erfiillt. Die
abgeschlossenen Mengen in R + & sind im Falle der starken (bzw. der
schwachen) Erweiterung die folgenden:

1) die bikompakten (bzw. die kompakten) abgeschlossenen Mengen
von R;

2) die Mengen A + &, wobei A in R abgeschlossen ist.

Dementsprechend sind die folgenden und nur die folgenden Punkt-
mengen in R + & offen:

1) die Mengen U (§) = (R 4+ &) — F, wobei F eine bikompakte
(bzw. kompakte) abgeschlossene Menge von R ist; -

2) die in R offenen Mengen.
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Wir beweisen jetzt: Im Falle der starken Erweiterung ist R + &
bikompakt, im Falle der schwachen Evweiterung ist R + & kompaks.

Es sei zuerst R 4 & die starke Erweiterung von R. ® = {G} sei
eine beliebige offene Uberdeckung von R 4 &; wir wihlen in ihr ein
G, 2 é&. Dann ist (R + &) — G, = F < R bikompakt. Folglich gibt
es unter den G endlich-viele, etwa G, ..., G,, welche F bedecken
(denn die G- F bilden ja eine offene Uberdeckung des bikompakten
Raumes F). Dann ist G;, G,, ..., G, eine endliche Uberdeckung von
R+ &.

Es sei jetzt R 4 & die schwache Erweiterung von R. Wir be-
trachten irgendeine unendliche Punktmenge M  R. Besitzt M einen
Hiufungspunkt in R, so ist dieser auch ein Hiufungspunkt von M in
R + &. Besitzt M keinen Hiufungspunkt in R, so ist M in keiner
kompakten abgeschlossenen Punktmenge F € R enthalten, somit ist
bei jeder Wahl von U(&) die Menge U(&) - M nicht leer, und ¢ Hiu-
fungspunkt von M in R + §.

Bemerkung. Wir haben u. a. bewiesen: Jeder T,-Raum lift sich
durch Hinzufiigung eines einzigen Punktes zu einem bikompakten T,-
Raum erweitern.

Jetzt beweisen wir: Die starke (bzw. die schwache) Erweiterung
eines im Kleinen bikompakten (bzw. eines im Kleinen kompakten)
Hausdorffschen Raumes ist ein Hausdorffscher Raum. Es geniigt
offenbar zu zeigen, daB man zu jedem Punkte p € R zwei disjunkte
Umgebungen U(p) und U(§) von p bzw. & bestimmen kann. Solche
Umgebungen erhilt man aber, wenn man zuerst eine U(p) mit bikom-
pakter (bzw. kompakter) abgeschlossener Hiille und dann U(§) = (R + &)
— U (p) wihlt.

Es sei jetzt R ein Hausdorffscher Raum, von dem man weil}, daB
er sich durch Hinzufiigung eines Punktes & zu einem bikompakten
(bzw. kompakten) Hausdorffschen Raum R -+ & erweitern 1iBt. Wir
beweisen, da8 R im Kleinen bikompakt (bzw. im Kleinen kompakt)
ist. Es sei p ein beliebiger Punkt von R; U(p) und U(&) seien dis-
junkte Umgebungen von p und &. Dann ist U(p) = U (p)® bikompakt
(bzw. kompakt), also R bikompakt (bzw. kompakt) in ».

Bleibt iibrig zu zeigen: Wenn R + £ ein bikompakter Hausdorff-
scher Raum ist, so ist er die starke Erweiterung des Raumes R. Da
R + & ein Hausdorffscher, also erst recht ein 7;-Raum ist, so gilt
fiir jedes M D¢

M=(M—§+E¢.
Aus der H-Abgeschlossenheit der bikompakten Hausdorffschen Riume
folgt ferner, daB fiir M c R im Falle eines bikompakten MZ® notwendig
M = MP® ist, wihrend im Falle eines nicht bikompakten M% not-
wendig M = M¥ ist. Da andererseits nach der Definition eines Relativ-



§ 2. Stetige Abbildungen und Zerlegungen bikompakter Raume. 95

raumes immer ME =M - R=M — &, also M D M® und M c M®E + &
ist, muB bei nicht bikompaktem M?% stets M = M® + & sein.
Der Satz XIV ist hiermit in allen seinen Teilen bewiesen.

Aufgaben. 1. Der Beweis der Kompaktheit der schwachen Erweiterung
R + £ kann unter Benutzung der Aufgabe von Nr. 2 in einer dem obigen
Beweise der Bikompaktheit der starken Erweiterung analogen Weise gefiihrt
werden. Der Leser fithre diesen Beweis durch.

2. Der Leser zeige durch ein Beispiel, daB ein im Kleinen kompakter Haus-
dorffscher Raum durch Hinzufiigung eines Punktes im allgemeinen mehr als auf
eine Weise zu einem kompakten Hausdorffschen Raume erweitert werden kann.
Es soll auch gezeigt werden, daB ein im Kleinen bikompakter Raum (und zwar
sogar die Zahlengerade) durch Hinzufiigung eines Punktes auf verschiedene Weisen
zu einem H-abgeschlossenen Hausdorffschen Raume erweitert werden kann.

3. Der Leser beweise:

a) Die im Kleinen bikompakten Hausdorffschen Raume sind mit den offenen
Punktmengen Hausdorffscher bikompakter Raume identisch.

b) Eine offene Punktmenge eines regularen kompakten Raumes ist im Kleinen
kompakt.

§ 2. Stetige Abbildungen und Zerlegungen bikompakter
Réaume.

1. Abbildungssédtze. Satz I. Ist der topologische Raum Y stetiges
Bild des bikompakten topologischen Raumes X, so ist Y bikompakt.

Beweis. Es sei 8 = {V} eine offene Uberdeckung von Y = f(X).
Wir setzen U = f~'V. Die U bilden eine offene Uberdeckung U
von X; da X bikompakt ist, enthilt 1 eine endliche Uberdeckung
W={U,,...,Ug} von X. Die entsprechenden V;=/(U,;), =1, ...,s,
bilden eine in B enthaltene endliche Uberdeckung von Y, w. z. b. w.

Definition. Eine stetige Abbildung des Raumes X in den Raum Y
heiBBt abgeschlossen, wenn das Bild jeder abgeschlossenen Punktmenge
von X eine abgeschlossene Punktmenge von Y istl.

Satz II. Jede stetige Abbildung eines bikompakten topologischen
Raumes in einen Hausdorffschen Raum ist abgeschlossen.

Beweis. Es sei f eine stetige Abbildung des topologischen Rau-
mes X in den Hausdorffschen Raum Y; jede abgeschlossene Menge
F c X ist nach §1, Satz IV, bikompakt; folglich ist f(F) nach Satz I
bikompakt; als Punktmenge von Y ist f(F) nach § 1, Satz XI, abgeschlos-
sen, w. z. b. w.

Satz III. Eine eineindeutige und in eimer Richtung stetige Ab-
bildung | eines bikompakien topologischen Raumes in einen Hausdorff-
schen Raum ist eine Homdoomorphie.

Beweis. Aus der Abgeschlossenheit der Abbildung f von X auf
f(X) =Y folgt, daB bei der Abbildung ! von Y auf X das Urbild
jeder abgeschlossenen Punktmenge von X eine abgeschlossene Punkt-
menge von Y ist, so daB f~! stetig ist, also f und f~! topologisch sind.

1 Vgl. Kap. I, § 3, Nr. 2, Bemerkung V.
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Da jede bikompakte Punktmenge der Zahlengerade beschrinkt und
abgeschlossen ist, also sowohl ihre obere als auch ihre untere Grenze
enthilt, schlieBen wir aus Satz I auf folgende Verallgemeinerung des
bekannten WeierstraBschen Satzes

Satz IV. Jede in simtlichen Punkten eines bikompakten topologischen
Raumes R definierte stetige reelle Funktion ist beschrinkt und erveicht in
gewissen Punkten von R ihre obere und thre uniere Grenmze, sie besitzt
also einen groften und einen Rleinsten Wert.

2. Zerlegungsrdume!. Im Falle bikompakter Riume erhilt die
Theorie der Zerlegungsrdume einen harmonischen AbschluB.

Satz V. Es set

(1) X=2>4

eine Zerlegung des T,-Raumes X (dessen Bikompaktheit noch nicht
vorausgesetzt wird). Ist der zu (1) gehdrende Zerlegungsraum 7 bikom-
pakt, so gibt es unier den z2u (1) konjugierten Riumen keinen von Z wver-
schiedenen Hausdorffschen Raum.

Mit anderen Worten: Unter den Bedingungen des Satzes V gibt es
entweder tiberhaupt keinen zu (1) konjugierten Hausdorffschen Raum
oder nur einen einzigen, und zwar den bikompakten Hausdorffschen
Raum Z.

Beweis. Ist Z ein zu (1) konjugierter Hausdorffscher Raum, so
ist dieser Raum nach Kap. I, § 5, Satz II, eineindeutiges stetiges Bild
des bikompakten Raumes Z, also nach Satz III mit Z homdomorph,
folglich (da Z und Z aus denselben Punkten bestehen) mit Z identisch.

Aus den Satzen I und II von Kap.I, §5, und dem Satz V folgt
ohne weiteres:

Korollar. Unter den Bedingungen des Satzes V gibt es entweder viber-
haupt keine die Zerlegung (1) erzeugende stetige Abbildung von X auf
einen Hausdorffschen Rauwm Y, oder jede solche Abbildung ist mit der
Abbildung? a = o« (x) von X auf Z dquivalent. Im letzteren Falle ist der
Hausdorffsche Bildraum Y mit Z homdéomorph, also bikompakt.

Die Behauptung des Satzes V gilt jedenfalls, wenn X ein bikom-
pakter T,-Raum ist; denn dann ist Z als stetiges Bild von X bikom-
pakt nach Satz I. Die Voraussetzung des Satzes V ist also erfiillt.

Ist X bikompakt und (1) eine Hausdorffsche Zerlegung, so gibt es
einen zu (1) konjugierten Hausdorffschen Raum, nimlich den Zer-
legungsraum Z; nach Satz V ist dies auch der einzige zu (1) kon-
jugierte Hausdorffsche Raum. In diesem Falle gibt es also (bis auf
Aquivalenz) auch nur eine einzige, die Zerlegung (1) erzeugende stetige
Abbildung von X auf einen Hausdorffschen Raum, nimlich die Ab-
bildung a = x(x).

1 Vgl. Kap. I, § 5 und § 6, Nr. 6, insbesondere auch die FuBnote 1 auf S. 61.
2 Vgl. Kap. I, § 5, Formel (2) der Nr. 1.
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Ferner gilt:
Satz VI. Im Falle einev Hausdorffschen Zerlegung

(1) X=24
eines bikompakien T,-Raumes X stimmi der Zerlegungsraum Z mit dem
schwachen Zerlegungsraum A iiberein.

Beweis. Wir haben gesehen (Kap. I, § 5, Nr. 5), daB fiir beliebige
Zerlegungen beliebiger T,-Rdume jede in Z offene Menge auch in A
offen ist. Bleibt iibrig zu zeigen, daB unter den Voraussetzungen des
Satzes VI jede in A offene Menge in Z offen ist. Dazu geniigt wiederum
der Nachweis, daB das Umgebungssystem Wl = {U(a)}, durch welches
wir in Kap. I, § 5, Nr. 5, den Raum A definiert haben, aus lauter in Z
offenen Mengen besteht. Es seien ein Punkt a, und seine Umgebung
U(a,) in A beliebig gegeben. Dann gibt es eine offene Menge G < X
mit G D4, und A — (X — G) = U(a,). Die durch (1) erzeugte Ab-
bildung @ = «(x) von X auf Z ist stetig, also, da X ein bikompakter
und Z ein Hausdorffscher Raum ist, nach Satz II abgeschlossen, folg-
lich «(X — G) abgeschlossen in Z, also U(g) = A — & (X — G)
=7Z— (X — G) offen in Z, w.z. b. w.

Wir beweisen noch:

Satz VII. Die stetigen Zerlegungen Hausdorffscher bikompakter
Riume sind mit den Hausdorffschen Zerlegungen dieser Riume identisch.

Beweis. Aus dem soeben bewiesenen Satz VI und dem Satz VI
von Kap.I, § 5, folgt, daB jede Hausdorffsche Zerlegung stetig ist,
d. h. es folgt die erste Hilfte des Satzes VII.

Um die zweite Halfte dieses Satzes zu beweisen, betrachten wir
eine stetige Zerlegung
(1) X=24
des Hausdorffschen bikompakten Raumes X. Es seien 4, und A4, zwei
Elemente von (1). Da X ein Hausdorffscher bikompakter, also ein
normaler Raum ist, besitzen 4, und A, zwei disjunkte Umgebungen
U(A,) und U(4,). Unser Ziel ist, solche Umgebungen V(4,) < U(4,)
und V(A4,) < U(A4,) zu finden, die Summen gewisser Elemente der
Zerlegung (1) sind.

Wir definieren V (4,), ¢ =1, 2, als die Summe der in U(4,) ent-
haltenen Zerlegungselemente. Bleibt iibrig zu zeigen, daB V (4,) offen
ist. Es sei x ein beliebiger Punkt von V(4,), 4, U(4,) das den
Punkt x enthaltende Zerlegungselement. Aus der Stetigkeit der Zer-
legung folgt die Existenz einer Umgebung V (4,) von der Eigengchaft:
jedes Zerlegungselement, welches mit ¥ (4,) gemeinsame Punkte hat,
ist in U(4,) enthalten. Aus der Definition von ¥V (4,) folgt somit:
V(d,)cV(4,). Also: xcV(4,) cV(4,). Diese Inklusion bedeutet,
daB der in ¥ (4,) beliebig gewdhlte Punkt x innerer Punkt von V (4,)
ist, w. z. b. w.

Alexandroff-Hopf, Topologie I. 7
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Bemerkung?!. Wortlich so, wie die zweite Hilfte des Satzes VII
beweist man:

Eine stetige Zerlegung eines normalen Raumes ist normal.

Wir fassen alle in dieser Nummer gewonnenen Resultate fiir den
Spezialfall der bikompakten Hausdorffschen Riume nochmals zu-
sammen:

Satz VIIL. Die stetigen Zerlegungen eimes Hausdorf{schen bikom-
pakien Raumes X sind die einzigen Zerlegungen von X, die durch stetige
Abbildungen von X auf ewmen Hausdorffschen Raum Y erzeugt werden.
Umngekehrt erzeugt jede stetige Zerlegung von X eine stetige Abbildung,
die Abbildung « (x), auf den zur Zerlegung gehdrenden bikompakten Haus-
dorffschen Zerlegungsraum. Jede stetige Abbildung von X auj einen
Hausdorffschen Rawm Y 1ist einer solchen durch eine stetige Zerlegung
von X erzeugten Abbildung o (x) dquivalent.

Durch die Zevlegungsriume dey stetigen Zerlegungen von X sind ins-
besondere alle Hausdorf{schen Bildrdume von X erschOpft.

Fiiy eine stetige Zerlegung eines Hausdorffschen bikompakien Raumes
summit dev Zevlegungsraum Z mit dem schwachen Zevlegungsraum A iiber-
ein, und es gibt keine anderen zu der Zerlegung konjugierten Hausdorff-
schen Rdume.

8. Anwendung auf die Kompakten. Satz IX. Ist etn Hausdorff-
scher Raum Y stetiges Bild eines Kompaktums X, so ist er selbst ein
Kompaktum.

Beweis. Da X wie jedes Kompaktum bikompakt ist, ist ¥ nach
Satz I bikompakt. Bleibt iibrig zu zeigen, da Y eine abzihibare
Basis besitzt.

Es sei f eine stetige Abbildung von X auf Y; die von f erzeugte
Zerlegung von X sei

(1) X=>4.

Nach dem Satz VIII darf Y als der schwache Zerlegungsraum von (1)
betrachtet werden. Um die Existenz einer abzihlbaren Basis in Y zu
beweisen, betrachten wir eine abzidhlbare Basis

(2) NW={U;, Uy, ..., U, ..}
von X; es seien
(3) Giy Gay ooy Gy o

alle offenen Mengen von X, die als Summen von je endlich-vielen Men-
gen U, dargestellt werden konnen. Unter Beachtung des Hausdorff-
schen Gleichwertigkeitskriteriums und des in Kap.I, §5, Nr. 5, ein-
gefithrten Umgebungssystems des schwachen Zerlegungsraumes Y
von (1) braucht nur gezeigt zu werden: Ist V eine beliebige Umgebung

1 Diese Bemerkung und der obige Beweis des Satzes VII rithren von Herrn
A. MARKO¥F her.
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einer beliebigen abgeschlossenen Punktmenge 4 < X, so gibt es eine
Menge G, aus (3), so daB AcG,cV

ist. Um eine solche Menge G, zu finden, schlieBe man jeden Punkt
von A in eine der Basis (2) entnommene Umgebung U, < G ein und
wihle in der so gewonnenen offenen Uberdeckung von A eine endliche
Uberdeckung von A (was nach § 1, Satz IV’ immer geht). Die Summe
der Elemente dieser endlichen Uberdeckung ist die gesuchte Menge G,,,
w. z. b. w.

Bemerkung. Es gibt Hausdorffsche Raume ohne abzihlbare Basis, die
stetige Bilder Hausdorffscher und sogar metrischer Rdume mit abzahlbarer Basis
sind. So ist z. B. jeder aus abzahlbar-vielen Punkten bestehende Hausdorffsche
Raum auch dann stetiges Bild eines (aus abzihlbar-vielen isolierten Punkten
bestehenden) metrischen Raumes mit abzihlbarer Basis, wenn er selbst keine
abzahlbare Basis besitzt. Einen abzadhlbaren Hausdorffschen Raum ohne abzihl-
bare Basis hat UrvsoHN in Math. Ann. Bd. 94 S. 288 konstruiert.

§ 3. Spezialfall der Kompakten.

1. Direkte Beweise der metrischen Spezialfille der Abbildungs-
sédtze von § 2, Nr. 1. Anwendungen auf Entfernungen. Da jeder
kompakte metrisierbare Raum bikompakt, also H-abgeschlossen ist,
ist insbesondere jedes als Punktmenge eines metrischen Raumes R defi-
nievte Kompaktum F in R abgeschlossen. Dieser Satz 148t sich in wenigen
Worten direkt beweisen: denn wire a ein nicht zu F gehorender Hiu-
fungspunkt von F in R, {a;} eine gegen a konvergierende Punktfolge
in F, so wiirde {a;} keine in F konvergente Teilfolge enthalten kénnen.

Ebenso leicht beweist man direkt folgenden Spezialfall des Satzes I
des vorigen Paragraphen:

Ist X ein Kompaktum, der metrische Raum Y Bild von X bei der
stetigen Abbildung f, so ist auch Y ein Kompaktum.

Beweis. Es sei {y,} eine Punktfolge in Y, x; ein Originalpunkt
von y, bei der Abbildung f. Die Folge {x;} enthilt eine konvergente
Teilfolge, die nach Kap. I, § 3, Satz IX, in eine ebenfalls konvergente
Teilfolge von {y;} iibergeht. Da {y;} eine beliebige Punktfolge von Y
war, ist Y nach Satz I von § 1 kompakt.

Aus dem soeben Bewiesenen folgt (ohne Zuhilfenahme der all-
gemeinen Theorie von §§ 1 und 2), daB jede stetige Abbildung f eines
Kompaktums X in einen metrischen Raum Y abgeschlossen ist. Denn
jede abgeschlossene Punktmenge von X ist selbst ein Kompaktum,
geht also bei f in ein Kompaktum, also in eine abgeschlossene Punkt-
menge von Y iber.

Hieraus folgt, daB3 eine eineindeutige in einer Richtung stetige Ab-
bildung eines Kompakiums X in einen metrischen Raum Y eine Homdo-
morphie ist. Beweis: wortliche Wiederholung des Beweises von Satz IT1
von § 2.

7*
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Aus der Abgeschlossenheit der stetigen Abbildungen eines Kompak-
tums folgt ferner unmittelbar, daB jede auf einem Kompaktum F defi-
nierte stetige veelle Funktion beschrinkt ist und in gewissen Punkien von
F ihren griften und ihren kleinsten Wert erveichi.

Aufgabe. Der Leser verallgemeinere dieses Resultat auf Funktionen zweier
Variablen.

Anweisung. Entweder reductio ad absurdum (kann natiirlich auch auf den
Fall einer Variablen angewandt werden) oder Zuriickfithrung auf Kap. I, § 3, Nr. 5
und Aufgabe 2 von Kap. II; § 1, Nr. 3.

Hieraus folgt ferner:

Satz I. Ist R ein metrischer Raum, F ein in R liegendes Kompak-
tum, A eine belicbige Punkimenge von R, so gibi es Punkte x € F wmit
o(x,4) =e(F, 4). ‘

Denn o(x, 4) ist (fiir x  F) eine in allen Punkten x des Kompak-
tums F erklirte stetige Funktion mit der unteren Grenze o (F, A4).

Hieran schlieBt noch:

Satz II. Sind F und A disjunkte abgeschlossene Punkimengen des
metrischen Raumes R, und ist F kompakt, so ist o(F, 4) > 0.

Beweis. Da kein Punkt x von F zur abgeschlossenen Menge A4
gehort, ist fir jedes x die Zahl ¢ (v, A) positiv, woraus nach dem vorigen
Satz die Behauptung folgt.

Bemerkung. Ein Beispiel zweier disjunkter abgeschlossener Men-
gen mit der Entfernung Null ist in der Euklidischen Ebene durch einen
Hyperbelast und eine Asymptote der Hyperbel gegeben. Beide Mengen
sind abgeschlossen (in der Ebene), keine ist kompakt.

Satzl II1. In jedem Kompaktum F gibt es mindestens ein Punksepaar
a, b von der Eigenschaft, daf o(a, b) = O(F) ist. (Dabei bedeutet 8(F)
den Durchmesser von F.)

Beweis. Nach §1, Nr. 5 ist (F) eine endliche Zahl. Wir wihlen

fiir jedes » die Punkte a, und b, in F so, daB ¢(a,, b,) > 6(F) —in

ist. Es sei {a,} eine konvergente Teilfolge der Folge {a,} und {b,;,} eine
konvergente Teilfolge von {b,}. Fiir a = lima,, und b= li’rlnb,.ih gilt
7

nach Kap. I, § 3, Satz VI: g(a, b) = 6(F).

2. Die Zahl *(11). Nochmals der Heine-Borel-Lebesguesche Satz.
Ein stindiges Hilfsmittel bei verschiedenen topologischen Untersuchun-
gen bildet der folgende Satz, der auch an sich eine wichtige Eigen-
schaft der Kompakten darstellt:

Satz IV. Zu jeder offenen Uberdeckung W des Kompaktums F gibt
es ewne Zahl (1) = v > 0 mit folgender Eigenschaft: jede Punkimenge
M < F von etnem Durchmesser <<t liegt in mindestens einem Element von 11.

Beweis. Eine Punktmenge M — F heile ,,zu groB8“ (in bezug
auf 1), falls sie in keinem Element G von U enthalten ist. Die untere

1 Ist als Spezialfall in der obigen Aufgabe enthalten.
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Grenze der Durchmesser der zu groBen Mengen bezeichnen wir mit 7.
Wir haben zu zeigen, daBl T > 0 ist.

Es sei {M,} eine Folge von zu groBen Mengen, deren Durchmesser
gegen T konvergieren. In jedem M, wihlen wir einen Punkt 4,. Nach-
dem wir, wenn nétig, die Folge {M,} durch eine Teilfolge ersetzt haben,
diirfen wir annehmen, da die Punkte 4, gegen einen Punkt a konver-
gieren. Dieser Punkt liegt in einem Element G von 11, hat also von
R — G eine positive Entfernung 24. Fiir alle hinreichend groBen %
liegt a; in U(a, d), so daB [da kein M, in G, also erst recht in U(a, 24d)
liegen kann] fiir diese 2 der Durchmesser von M, mindestens gleich d
ist. Da dies fiir fast alle % gilt, ist T=d, w.z. b. w.

Als leichten Zusatz zu diesem Satz kann man den Heine-Borel-Lebes-
gueschen Satz erhalten: Jede offene Uberdeckung W eines Kompak-

tums F enthilt eine endliche Uberdeckung'. Denn ist N ={a,, . .., a,} ein
7-Netz, T = $ 7(ll), von F, so bilden die U(a;, 7) eine Uberdeckung von
F; nach der Definition von 7 gibt es zu jedem ¢, 7 =1, .. ., s, ein Ele-

ment G; von U mit U(a;, 7) = G;; diese G; bilden eine Uberdeckung
von F, w.z.b. w.

Der Satz IV liBt sich, wenn man statt von den Elementen G der
offenen Uberdeckung 11 von ihren Komplementen R — G = F spricht,
so fassen:

Satz IV'. Zu jedem System & abgeschlossener Mengen F des Kom-
paktums I mit leevem Durchschnitt gibt es eine Zahl T = ©(F) mit folgen-
der Eigenschaft: jede Pumnktmenge M C F von einem Durchmesser <<t
15t zu mindestens einem F fremd.

Bemerkung. Durch Ubergang zu den Komplementen erhilt
der Heine-Borel-Lebesguesche Satz die folgende 6fters niitzliche Form:

Liegt ein System § = {F} von abgeschlossenen Mengen F eines Kom-
paktums F vor, und ist der Durchschnitt aller dieser F leer, so gibt es
unter thnen bereits endlich-viele, die einen leeven Durchschwitt haben.

8. Das Lebesguesche Lemma. Die Lebesguesche Zahl.

Das Lebesguesche Lemma. §={F,,..., F} set ein System
von endlich-vielen abgeschlossenen Punktmengen eines Kompaktums F.
Dann gibt es eine Zahl 6 = o(F) > 0 (die Lebesguesche Zahl von )
mat der folgenden Eigenschaft: wenn eine Punktmenge M von F wmit
einem Durchmesser << o mit gewissen unier den Mengen F,, etwa mit
F, ..., Fy, gemeinsame Punkte hat, so ist F; - ....F; == 0.

Beweis. Wenn F,-...-F, 3 0 ist, so ist der Satz trivial. Es
gebe also Teilsysteme von &, z. B. & selbst, di¢ einen leeren Durch-
schnitt haben. Diese Teilsysteme nennen wir Systeme erster Art.
Dagegen heiBe {F;,F,, ..., F;} ein System zweiter Art, wenn
Fy, - F;-...-F; 7 0 ist. Zu jedem System §, erster Art gibt es nach
dem Satz IV’ eine positive Konstante 7, = 7 () ; wir bezeichnen mit o die

1 Dieser Satz besagt offenbar dasselbe wie.der Satz VI von § 1.
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kleinste unter ihnen. Ein System {Fil, e, Fih}, dessen Elemente simt-
lich mit einer Punktmenge M eines Durchmessers <o gemeinsame
Punkte haben, kann dann kein System erster Art sein; es ist also
zweiter Art, d. h. seine Elemente haben mindestens einen gemeinsamen
Punkt, w.z.b. w.

Der urspriingliche Beweis, den LEBESGUE seinem Lemma gegeben
hat, ist zwar indirekt, ist aber vielleicht noch kiirzer. Man nehme
an, es gibe keine positive Zahl o von der im Wortlaut des Lem-
mas behaupteten Eigenschaft. Dann gibt es zu jedem #,#n =1,
2,3, ...1in inf., ein Teilsystem , des Systems , welches die folgen-
den Eigenschaften besitzt: erstens haben die Elemente von ), einen
leeren Durchschnitt, zweitens gibt es eine Punktmenge M, von

. 1 . .
einem Durchmesser < welche mit allen Elementen von $, gemein-

same Punkte hat. Da das endliche Mengensystem % nur endlich-
viele verschiedene Teilsysteme hat, gibt es ein festes Teilsystem
S0 = {Fi,, Fi,, . . .. Fi,} von &, welches mit unendlich-vielen unter
den g, identisch ist. Wihlt man in jeder der entsprechenden M, je
einen Punkt a, und in der Punktfolge a, eine konvergente Teilfolge,
so hat der Limespunkt a dieser Teilfolge die Eigenschaft, daB es in
jeder beliebigen Nihe von ihm Punkte einer jeden der Mengen F,,
F,, ..., F; gibt. Somit gehoért a zu F; - F; -...-F, was unmog-
lich ist, denn das Mengensystem , (welches eins der §, ist) hat nach
Voraussetzung einen leeren Durchschnitt.

Korollarl. Zwei nichtleeve, disjunkie abgeschlossene Mengen F’' und F'' des
Kompaktums F haben voneinander eine positive Entfernung.

Es sei in der Tat o die Lebesguesche Zahl des Mengensystems F’, F”/. Jede
Punktmenge, insbesondere jedes Punktepaar, welches mit F’ und F’’ gemein-
same Punkte hat, mu einen Durchmesser = o haben, d. h. die Entfernung zwischen
einem Punkt von F’ und einem Punkt von F’/ ist mindestens o6, w. z. b. w.

Aufgabe. Der Leser beweise dieses Korollar direkt (ohne das Lebesguesche
Lemma und die Uberlegungen von Nr. 1).

4, GleichmiBige Stetigkeit stetiger Abbildungen von Kompak-
ten. Es sei f eine Abbildung des metrischen Raumes X in den metri-
schen Raum Y. Die Abbildung f heilt gleichmdifig stetig, wenn es zu
jedem & > 0 ein d > 0 von der Eigenschaft gibt, daB aus der Unglei-
chung o (%, ') < 6 in X stets die Ungleichung o (f(x), f(x")) < & folgt.
Offenbar ist jede gleichmiBig stetige Abbildung auch schlechtweg
stetig. Es gilt im Falle der stetigen Abbildungen der Kompakten
auch die Umkehrung:

Satz V. Jede stetige Abbildung eines Kompaktums F in einen metri-
schen Raum Y 1ist gleichmdfig stetig.

Beweis. Das ¢ > 0 sei gegeben. Wir bestimmen fiir jeden Punkt x
von F eine positive Zahl 6, von der Eigenschaft, daB fiir jedes

1 Dieses Korollar bildet einen Spezialfall des Satzes II.
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x' < U(x,d,) man o(f(x), f(x)) < % hat. Zu der aus allen U(x, 6,)

gebildeten offenen Uberdeckung 11 von F bestimmen wir die Zahl
7 = 7(ll) gemaB des Satzes IV. Sind nun %" und x” zwei voneinander
weniger als um 7 entfernte Punkte von F, so gibt es einen Punkt x ¢ F
so, daB3 U(x, §,) die beiden Punkte x’ und %"’ enthilt. Somit ist

e(f(x), f(x') = o (f(x), f(0) + o(f(x), f(x") < 2% =e,

w.z. b. w.

5. e-Abbildungen. Definition. Eine stetige Abbildung eines me-
trischen Raumes X in einen metrischen Raum Y hei3t eine e-Abbildung,
wenn die Originalmenge jedes Bildpunktes einen Durchmesser < ¢ hat.

Ist X kompakt, so kann man auch sagen: Die stetige Abbildung f
von X in Y ist eine-e-Abbildung, wenn zwei Punkte %" und #”" von X
nur dann einen gemeinsamen Bildpunkt f(x') = f(x") haben kénnen,
wenn o (x', ") < ¢ istl.

Es seien jetzt X und Y kompakte metrische Riume. Es gilt fol-
gender

Satz VI. Zu jeder e-Abbildung f des Kompakiums X in das Kom-
paktum Y gibt es ein n > 0 derart, dafl fir je zwer mindestens um &
entfernte Punkte x' und x'' von X tmmer o(f(x'), f(x')) = n ist.

Am einfachsten beweist man diesen Satz indirekt: Man nehme an,
es gibe ein solches # nicht. Dann kann man zu jedem ganzzahlig-posi-
tiven & zwei Punkte x; und xy in X so wihlen, daB o(x;, #;) = ¢,
andererseits aber o (f(x}), f(#{)) < 1/k ist. Nach einem evtl. Ubergang
zu Teilfolgen kann man annehmen, daB die Punktfolgen x; und x%
konvergent sind, und zwar limxj = %’ und limxf = %" ist. Dann
miilite aber wegen der Stetigkeit von f notwendig f(x') = f(x'’) sein,
was unmdglich ist, denn es ist ja o (&', ') = &.

Wir beweisen jetzt?:

Satz VII. Sind X und Y Kompakten, so ist die Menge C¢(X,Y) der
e-Abbildungen von X in 'Y im Raume C(X,Y) offen. Zu diesem Zweck
gentigt es zu zeigen: Ist f eine &-Abbildung von X in Y, und unter-
scheidet sich f* von f [im Sinne der in C(X,Y) eingefiihrten Entfer-
nungsdefinition] hinreichend wenig, so ist f’ ebenfalls eine e-Abbildung.
Wir definieren nun fiir f die Zahl  im Sinne des Satzes VI und setzen
voraus, daB o(f, f) << n/2 ist. Es seien #; und x, zwei Punkte von X,
die mittels f auf denselben Punkt von Y abgebildet werden. Da
o(f(x), f'(®) <mn/2 fir jeden Punkt x von X, also insbesondere fiir
x = %, und x = x, ist, ist

0(Fx), Flx9) = 0 (Fx), £ () + o (F (%), f' ()
+eo(f W), fla)) < L+ L =1,

1 Vgl. Satz III. 2 Wegen der Bezeichnungen siehe Kap. I, § 3, Nr. 3.
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folglich muB p(x,, x,) << & sein. Hierdurch ist bewiesen, dalB3 f’ eine
&-Abbildung ist, w. z. b. w.

§ 4. Kompaktheit und Vollstindigkeit.

1. Total-Beschridnktheit, Vollstindigkeit, Kompaktheitl, FEin
metrischer Raum, der fiir ein bestimmtes &€ > 0 ein &-Netz enthilt,
ist offenbar beschrinkt. Ein metrischer Raum, der bei jedem ¢
ein e-Netz enthilt, heilt fotal-beschrinkt. Die Eigenschaft der Total-
Beschranktheit ist Aquivalent damit, daB R bei jedem & als Summe
endlich-vieler Teilmengen von einem Durchmesser <C & dargestellt wer-
den kann. Denn besitzt der Raum R die letztere Eigenschaft, und ist
R=M,+---+ M,, wobei die Durchmesser der M, kleiner als &
sind, so erhdlt man ein &-Netz a,, ..., 4,, wenn man in jedem M, je
einen Punkt a; wihlt. Ist umgekehrt ein e-Netz a,, ..., a, von R ge-
geben, so ist R = Uf(a,, €) + - - - + Ula,, &), und die Durchmesser der
U(a;, ¢) sind héchstens gleich 2e. Da erst recht > Ula, €) = R ist, lift
ein total-beschrinkier Rawm bei jedem & Ssowohl offene als auch ab-
geschlossene endliche e-Uberdeckungen zu.

Eine Punktfolge
(1) Ay, Ay, « ooy Ay - -

eines metrischen Raumes R heillt eine Fundamentalfolge, wenn es zu
jedem & > 0 ein k. gibt von der Eigenschaft, daB fiir beliebige p = k.,
qg= ke

. ola,, a) <e
1st.

Jede konvergenie Folge ist eine Fundamentalfolge. Denn fir lima, = a
ist g(a,, a,) =o0(a,, a) + e, a), also ist g(a,,a,) beliebig klein,
wenn  und ¢ hinreichend groB3 sind. Ist umgekehrt jede Fundamental-
folge des metrischen Raumes R konvergemt, so heifit R vollstindig.

Wir beweisen zuerst:

Satz I. R ist dann und nur dann total-beschrinkt, wenn jede seiner
Punktfolgen eine Fundamentalfolge als Teilfolge enthals.

Beweis. Bereits bei dem Beweise des Hilfssatzes II von §1, Nr. 4,
haben wir gesehen, daB ein nicht total-beschrinkter Raum eine un-
endliche Punktfolge enthdlt, deren Elemente paarweise mehr als um
ein festes ¢ > 0 voneinander entfernt sind. Da eine solche Punktfolge
gewil3 keine Fundamentalfolge enthilt, ist die eine Héilfte des Satzes
(das ,,dann‘‘) bewiesen. Um die zweite Hilfte des Satzes zu beweisen,
haben wir zu zeigen, daB man in jeder Punktfolge (1) eines total-be-
schrinkten Raumes eine Fundamentalfolge als Teilfolge wihlen kann.
Zu diesem Zweck beweisen wir zuerst folgenden

1 Der Begriff der Volistindigkeit rithrt von FRECHET, der Begriff der Total-
Beschranktheit von HaUuspDor¥r her. Die Satze dieser Nummer sind von Haus-
DORFF.
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Hilfssatz. Jede Punktfolge (1) eines total-beschrinkten Raumes
enthilt bei jedem ¢ eine Teilfolge von einem Durchmesser < e.

Zum Beweise braucht man nur eine endliche e-Uberdeckung 11 von
R zu betrachten; mindestens ein Element von Ul enthilt eine unend-
liche Teilfolge von (1), und diese hat dann einen Durchmesser < e.

Durch Anwendung dieses Hilfssatzes konstruieren wir der Reihe
nach die Teilfolgen

Ap s Apys - o oy Bppy -+ -
Ag,, Agys -« -y Agys - - -
Arpy Apys o ooy By v - o
von (1) so, daf3 jede dieser Folgen eine Teilfolge der vorangehenden ist
und der Durchmesser der ersten <1, der zweiten <<%, der k-ten kleiner
als 1/k ist. Die Diagonalfolge

Ap,, Agys.rys + « -
deren Elemente wegen p; = ¢; << gy = 73 << 73 . . . in (1) alle verschieden
sind, ist eine in (1) enthaltene Fundamentalfolge.

Beispiele. In einem Euklidischen Raume ist jede beschrinkte
Menge total-beschrinkt (denn sie kann etwa in einen Wiirfel ein-
geschlossen werden, den man nachher in beliebig kleine Wiirfel unter-
teilt). Dagegen zeigt das in § 1, Nr. 5 (Bemerkung) angefiihrte Beispiel,
daB es im Hilbertschen Raume beschrinkte Mengen gibt, die nicht
total-beschrankt sind.

Wir wenden uns jetzt den vollstindigen metrischen Rdumen zu.
Das Bindeglied mit den bisherigen Ausfithrungen wird dabei durch den
folgenden Satz gegeben:

Satz II. Ein ‘metrischer Rawm st dann wnd nur dann kompakt,
wenn ey vollstindig und total-beschrinkt ist.

Beweis. DaB ein kompakter Raum vollstindig ist, ist klar, denn
eine Fundamentalfolge, die eine konvergente Teilfolge enthilt, konver-
giert selbst gegen den Limes dieser Teilfolge. Dal ein kompakter Raum
total-beschriankt ist, ist gerade der Inhalt des Hilfssatzes IT von §1,
Nr. 4. Bleibt iibrig zu zeigen, daB ein vollstindiger total-beschrank-
ter Raum kompakt ist. Aus der Total-Beschrinktheit folgt aber, daf
jede Folge eine Fundamentalfolge, also (wegen der Vollstandigkeit) eine
konvergente Teilfolge enthilt, w. z. b. w.

Da eine abgeschlossene Punktmenge eines vollstindigen metrischen
Raumes offenbar selbst ein vollstindiger metrischer Raum ist, kann
man auch sagen:

Satz II'. Eine abgeschlossene Menge eines vollstindigen Raumes ist
dann und nur dann kompakt, wenn sie total-beschrinkt ist.

AuBerdem:

Satz I1"”. Eine total-beschrinkie Menge eines vollstindigen Raumes R
ist in diesem Raume kompakt.
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2. Beispiele: Vollstindigkeit des Hilbertschen und der Euklidi-
schen Riume. Bolzano-WeierstraBscher Satz. Die wichtigsten Bei-
spiele vollstandiger Rdume sind die Euklidischen Ridume und der Hil-
bertsche Raum. Die Vollstindigkeit des eindimensionalen Euklidischen
Raumes (der Zahlengeraden) ist als Cauchysches Konvergenzkriterium fiir
Folgen reeller Zahlen dem Leser aus den Elementen der Analysis be-
kannt.

Wir beweisen gleich die Vollstindigkeit des Hilbertschen Raumes;
in diesem Beweis wird auch der Beweis fiir die mehrdimensionalen
Euklidischen Rdume enthalten sein.

Es sei
(2 Ay oy v voy By v e
eine Fundamentalfolge des Hilbertschen Raumes,

a, = (1,8, ..., 6, ...).
Da bei jedem % offenbar ¢ (a,, a,) = |# — &'] ist, ist &, &, ..., &%, . ..
eine Fundamentalfolge reeller Zahlen, folglich existiert ¢, = lim#;.

Wir zeigen, daB
3) a=(ty, ty, .ty ...
ein Punkt des Hilbertschen Raumes und auBerdem a = lima, ist.

Beides ist erreicht, wenn gezeigt ist, da8 man zu jedem ¢ ein %, finden
kann derart, daB fiir # > %,

o0

) kZ;l (e — t)? < &2

ist. Denn ist die Formel (4) bewiesen, so ist wegen

Zk?fi’c ;(tk — t)? +§(li)2 + 2§t2(tk — t)

und

|2 — )| = Y2 2 — 52
k k k

gewil Zti < oo, und a ein Punkt des Hilbertschen Raumes.
Des weiteren folgt aus (4), daB fiir n > #,
ola,a,) <e

ist, d. h. a, gegen a konvergiert.
Um (4) abzuleiten, wahle man zunéichst #. so groB, daB fiir n > n,
und m > #n,

0(ay, a,) <e,

1 Diese Ungleichung (von CAUCHY-SCHWARZ) ergibt sich leicht aus der in
Kap. I, § 1, Nr. 12, bewiesenen Ungleichung

VSt — 82+ VSt — )2 = Y3 — ) + & — 213,

wenn man # = 2, #;/ = 0 setzt und quadriert.
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M3

d. h. 2ty — t3)? =< &2. Fiir jede natiirliche Zahl /% gilt dann erst recht

k=1

M-

g — e <e,

B
I

1

somit nach einem Grenziibergang fiir m —oo

3
2h—hr=e,
F=1

schlieBlich (Grenziibergang h —>o0) D(t, — )2 = €2, w.z. b.w.
k=1

Bemerkung. Da im R" jede beschrinkte Menge total-beschrinkt
ist, so folgt aus dem Satz II"” angesichts der soeben bewiesenen Voll-
standigkeit des R", daB jede beschrinkte Punktmenge eines Euklidischen
Raumes in diesem Raume kompakt ist, d. h. es folgt der Bolzano-Weier-
strafische Satz.

3. Vollstindigkeit des Raumes C (X, Y) der stetigen Abbildungen?
eines Kompaktums X in ein Kompaktum Y. Ein weiteres wichtiges
Beispiel vollstindiger Rdume ist durch die Riume C(X,Y) im Falle,
daB X und Y Kompakten sind, gegeben.

Es sei
(5) fl’f21"‘1fk!“'
eine Fundamentalfolge in C(X,Y). Da fiir jeden Punkt x von X die
Folge f,(%), fo(), .. ., fx (%), . . . eine Fundamentalfolge des kompak-

ten Raumes Y ist, so konvergiert diese Folge fiir jedes x gegen einen
Punkt f(x) von Y. Diese Konvergenz ist ferner gleichmiBig, denn fiir
alle x ist bei jedem & und einem passend gewihlten £,

(6) o(fp (), f,(x) <e
fir p = ke, ¢ = k.. Macht man bei beliebigem, aber festem x in (6)
den Grenziibergang ¢ — oo, so wird

(7) elfym, fm) e
fiir beliebiges x « X und p = k.. Hierin ist aber die gleichmiBige
Konvergenz von f, (x) gegen f(x) enthalten. Somit ist f(x) = limf, () eine
stetige Abbildung von X in Y, und (5) eine in Y gegen den Punkt f
konvergierende Punktfolge in C(X,Y), w. z. b. w.

4. Eigenschaften vollstindiger Rdume. Der Bairesche Dichtig-
keitssatz. .

Satz IIL. In einem vollstindigen Rawme hat eine abnehmende Folge

abgeschlossener michtleerer Mengen F,,F,, ..., F,, ..., deven Durch-
messer gegen Null konvergievem, einen einzigen gemeinsamen Punkt.
Beweis. Ist g; ein Punkt von F,, so ist a,, ay, ..., az, . .. eine

Fundamentalfolge, lima, = 4, und a ist in allen F, enthalten. Mehr

1 Kap. I, § 3, Nr. 3.
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als einen gemeinsamen Punkt koénnen die F, nicht enthalten wegen
lim 8 (F,) = 0. :
Hieraus folgt:
Satz IV. Ein vollstindiger metrischer Raum R kann niché als Summe
einer hichstens abzihlbaven Folge nivgendsdichter Teilmengen von R dar-
gestellt werden.

Beweis. Es seien
M, My, ..., M,, ...

nirgendsdichte Punktmengen in R. In jeder offenen Menge G C R gibt
es folglich einen zu M, fremden Punkt, also auch eine Umgebung dieses
Punktes mit einer zu M, fremden abgeschlossenen Hiille. Durch suk-
zessive Anwendung dieser Bemerkung erhilt man eine Folge

U, Upa)s - Ulw), - - -
von Umgebungen von der Eigenschaft, daB U(py) 2 U(py,,), der

Durchmesser von U(p,) kleiner als 1/k und U(p,) zu M, fremd ist.
Nach Satz III gibt es einen zu allen U(p;) gehorenden Punkt, und dieser
gehort zu keinem M, also erst recht zu keinem M, w.z.b. w.

Da man U(p,) in einer beliebigen offenen Menge von R wihlen
konnte, haben wir bewiesen, daB in jeder offenen Menge von R ein
zu > M, fremder Punkt liegt. Es gilt mit anderen Worten die ver-
schirfte Behauptung:

Satz V. Bairescher Dichtigkeitssatz. Sind M,, M,, ...,
My, ... hichstens abzihlbar-viele wnivgendsdichte Punkimengen des voll-
standigen metrischen Raumes R, so ist R — ZM z dicht in R.

Diesem Satz kann man eine etwas andere Form geben.

Wir bemerken zuerst: wenn in einem fopologischen Rawm R eine
offene Menge G dicht ist, so ist ihy Komplement F = R — G in R nirgends-
dicht. Denn gibe es in R eine offene Menge H, in der H - F dicht
wire, so miilte F als abgeschlossene Menge ganz H enthalten, G konnte
also in R nicht dicht sein.

Es seien jetzt Gy, G,, . . ., Gy, . . . hochstens abzahlbar-viele offene
Mengen des vollstindigen metrischen Raumes R, von denen jede in R
dicht ist. Dann ist F, = R — G, nirgendsdicht, also R — >'F, = [1G,
dicht in R. Mit anderen Worten:

Satz V'. Es set R ein vollstindiger metrischer Raum. Der Durch-
schnitt von hichstens abzihlbar-vielen in R dichten offenen Mengen ist
dicht in R.

Bemerkung. Aus dem Baireschen Dichtigkeitssatz folgt, daB ein
vollstindiger metrischer Raum nur dann abzidhlbar sein kann, wenn
es unter seinen Punkten solche gibt, die keine nirgendsdichte Teil-
menge des Raumes bilden, die m. a.W. isoliert sind. Ein vollstdndiger
abzihlbarer Rawm enthdlt notwendig isolierte Punkte.
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Hieraus folgt z. B., daB3 die Menge der rationalen Punkte der Zahlen-
gerade keinem vollstindigen Raum homoomorph sein kann.

5.1 Der Bairesche Dichtigkeitssatz ist in vielen topologischen Unter-
suchungen von Wichtigkeit. Insbesondere wurde er in den letzten
Jahren mit Erfolg auf zahlreiche Existenzbeweise angewandt, und diese
Anwendung hatte 6fters {iberraschende Vereinfachungen der Beweise
zur Folge. Es handelt sich dabei meistens um den Raum C(X,Y) der
stetigen Abbildungen? zweier Kompakten X und Y: Um zu zeigen, daf3
eine gewisse Klasse K von Abbildungen von X in Y nicht leer ist, be-
trachtet man K als Punktmenge im Raume C(X,Y). LiBt sich diese
Punktmenge als Durchschnitt von in C(X,Y) dichten offenen Mengen
darstellen, so ist sie nach dem Baireschen Dichtigkeitssatz gewif3
nicht leer.

Wir wollen hier ein Beispiel dieser Methode angeben, welches wir
spiter an wesentlicher Stelle brauchen werden (beim Beweise des sog.
Menger-Nobelingschen Einbettungssatzes, also bei Aufstellung einer Be-
dingung, die notwendig und hinreichend ist fiir die Méglichkeit, ein
gegebenes Kompaktum in einen R" topologisch abzubilden).

Wir nehmen an: die Kompakten X und Y sind so beschaffen,
daf bei jedem € die offened Menge C,(X,Y) der e-Abbildungen wvom
X inY in C(X,Y) dicht ist%. Insbesondere ist jede der offenen Mengen

G, =C,(X,Y)
k

in C(X,Y) dicht. Da C(X,Y) vollstandig ist, so folgt daraus, daB auch
der Durchschnitt T = J/G, in C(X,Y) dicht ist. Dieser Durchschnitt
besteht aber aus stetigen Abbildungen von X in Y, bei denen die
Originalmenge eines jeden Punktes den Durchmesser' Null hat, also
einpunktig ist. Die Menge J/G; besteht also aus eineindeutigen stetigen
Abbildungen von X in Y; solche Abbildungen sind nach § 3, Nr. 1,
topologisch. Wir haben also nicht nur gezeigt, daB es unter unseren
Voraussetzungen topologische Abbildungen von X in Y gibt, sondern
auch, daf diese Abbildungen eine dichte Teilmenge des Raumes C (X,Y)
bilden. Also:

Satz VI (Satz von HureEwicz). Ist die Menge aller e-Abbildungen
des kompakten metrischen Raumes X in den kompakien metrischen Raum Y
bet jedem & dicht im Abbildungsraume C(X,Y), so gibt es topologische Ab-
bildungen von X in 'Y, und zwar gibt es zu jeder stetigen Abbildung f von
X in Y und zu jedem 6> 0 eine topologische Abbildung ¢, von X in'Y

! Der Inhalt dieses Paragraphen kommt erst in Kap. IX, § 3, Nr. 7, zur
Anwendung.

2 Kap. I, § 3, Nr. 3.

3 Nach § 3, Satz VII.

¢ Bei den Anwendungen, die wir im Auge haben, ist diese Voraussetzung
erfiilllt (vgl. Kap. IX, § 3, Nr. 7).
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devart, daf fiv alle Punkie x
o(f(),t,(x) <o

Diesen Satz wenden wir im Kap.IX an, um diejenigen Kompakten
zu charakterisieren, die Punktmengen Euklidischer Riume homéo-
morph sind. Es wird sich zeigen, daB dies diejenigen Kompakten sind,
die in einem noch festzulegenden Sinne eine endliche Dimension haben.

6. s-Verschiebungen. Die e-Abbildungen sind fiir uns noch von einem
ganz anderen Standpunkt aus von Wichtigkeit: sie bilden das Bindeglied
zwischen den allgemeinen Kompakten und den Euklidischen Kompakten,
d. h. den beschrinkten abgeschlossenen Punktmengen eines Euklidi-
schen Raumes. Um diese Beziehung zwischen den allgemeinen und den
Euklidischen Kompakten herzustellen, wollen wir den Begriff einer
&-Abbildung noch etwas spezialisieren.

Definition. Es sei eine Punktmenge A des metrischen Raumes R und
eine stetige Abbildung f von 4 in R gegeben. Die Abbildung f heiBt eine
e-Verschiebung oder auch eine e-Uberfishrung der Menge A, falls bei
jeder Wahl des Punktes x von A die Ungleichung o (%, f(x)) << ¢ er-
fullt ist.

Man tiiberzeugt sich leicht davon, daB eine e-Verschiebung einen
Spezialfall einer 3 e-Abbildung (im Falle der Kompakten sogar einer
2¢e-Abbildung) darstellt.

Der Satz, um den es sich in dieser Nummer handelt, ist:

Satz VII. Eine abgeschlossene Punkimenge A des Hilbertschen
Raumes R™ ist dann und nur dann kompakt, wenn sie bei jedem & >> 0
in eine beschrinkte abgeschlossene Punkimenge eines im R™ enthaltenen R"

e-tibergefiihvt werden kann.

Da jeder kompakte metrische Raum eine abzihlbare Basis besitzt
und folglich einer (abgeschlossenen) Punktmenge des R* homd&omorph
ist, stellt unser Satz eine Beziehung zwischen den allgemeinen Kom-
pakten und den Euklidischen Kompakten her.

Beweis. F c R™ sei kompakt, also total-beschrinkt. Wir wihlen
€> 0 und ein &-Netz in F

1st.

NE) ={ay, ...,a}, ag=0.6%,.... 8, ..., i=12,...,8
beliebig, und bestimmen # so groB, daB fiir alle 7, 1 =i =<s,
2 Gr<e
k=n-+1

ist. Wir bilden jetzt F auf eine Punktmenge F’ des vermége der Glei-
chungen ¢,,; = t,,, = -+ - = 0 bestimmten Euklidischen Teilraumes R"
des R*® durch Projektion, d.h. dadurch ab, daB wir jedem Punkt
x= (4,8, ..., ¢,,...) von F den Punkt ' = (¢;, %5, ...,¢,,0,0,0,...)
entsprechen lassen. Von der so gewonnenen Abbildung beweisen wir,
daB sie eine 3 e-Verschiebung ist. Es sei ¥ = (4,25, . - -, £, . - .) €in
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beliebiger Punkt von F, a; ein von ihm um weniger als & entfernter
Netzpunkt. Dann gilt:

o(a;, @) =V 20.? )2 <e,

k=n+1

/ n o
o) = |/ S —ne= ]/glm = olanm) <,

also ¢(x, ¥) = o(x, @) + ¢ (a;, &) + e(a;, #') <3e.

Ist umgekehrt F nicht kompakt, also auch nicht total beschrinkt,
so gibt es in F eine Punktfolge {a;}, deren Elemente voneinander paar-
weise mehr als um eine feste positive Zahl e entfernt sind. Wenn F’

eine Menge ist, in die F durch eine &’-Verschiebung iibergeht, &’ < %,

so haben die Bilder &/ der @, noch immer eine Entfernung=¢ — 2¢' > &
(] (3 g 3

voneinander, sie kénnen also in keiner beschrinkten Punktmenge eines
R" enthalten sein. Unser Satz ist hiermit bewiesen.
Korollar. Der Fundamentalquader des Hilbertschen Raumes 1ist

kompakt.
Denn er geht durch Projektion
%= (b, bar o ntyy o) > &= (b, las - oy £y, 0,0,0,...),

also durch eine ¢,-Verschiebung lim &, =0, in einen gewohnlichen #-
n—»oo

dimensionalen Quader iiber.
Aus diesem Korollar und dem Urysohnschen Einbettungssatz?! folgt:
Zusatz zum Urysohnschen Einbettungssatz. Jeder normale
Raum mit abzdhlbarer Basis, also jeder metrische Raum mit abzahl-
barer dichter Punktmenge, ist einer Teilmenge eines Kompaktums
homd&omorph.

§ 5. Konvergenz von Mengenfolgen®.

1. Topologische Konvergenz. Es gibt fopologische und metrische
Konvergenz von Mengenfolgen. Wir beginnen mit der ersten.

Es seien
(1) M, My, ..., My, ...

Punktmengen eines topologischen Raumes R. Der Punkt p gehort
definitionsgemiB zum oberen topologischen Limes der Mengenfolge (1),
wenn jede Umgebung von p mit unendlich-vielen Mengen M, gemein-
same Punkte hat. Den oberen topologischen Limes der Folge (1) be-
zeichnen wir mit 7Z M,; dabei kann ¢ M, leer sein. Hat jede U(p) mit
fast allen M, einen nichtleeren Durchschnitt, so gehért p zum wunteren

1 Kap. I, §8.
2 Der Inhalt dieses Paragraphen rithrt im wesentlichen von HAUSDORFF her.
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topologischen Limes 1¢ M, der Mengenfolge (1). Der Beweis des folgen-
den Satzes darf dem Leser iiberlassen werden: -

Satz I. Sowohl It My als auch 1t M, sind abgeschlossene Mengen,
es ist 1t M, o Ut M,,.

Im allgemeinen braucht nicht /¢ M, = It M, zu sein; es sei in der Tat
M, bei geradem % das Dreieck mit den Eckpunkten (—;;, %), <1, 1+ %)

<2 — %, %) , bei ungeradem £ das Dreieck mit den Eckpunkten (%, _%> ,
(1’ —1— %) , (2 — %, — %) Dann besteht 77 M,, aus allen Punkten

der beiden Dreiecke (0; 0), (1;1), (2; 0) und (0; 0), (1; —1), (2; 0),
wihrend /¢ M, die Strecke [0; 2] der x-Achse ist.

Ist It M, =1t M} = A, so heiBt die Mengenfolge {M,} fopologisch
konvergent, und die Menge A ist ihr fopologischer Limes. Man schreibt
dann: It M, = A.

Aus den obigen Definitionen folgt ohne Weiteres: fiir jede abneh-
mende Folge abgeschlossener Mengen A4, eines topologischen Raumes
R gilt _

ItA,c IlTA, cltA,,
also -

Satz II. Jede abnehmende Folge A, D Ay D --- D A, D - - abgeschlos-
sener Punktmengen konvergiert topologisch gegen ihren Durchschwitt.

2. Metrische Konvergenz. Abweichung zweier Punktmengen!
voneinander. Der Raum § (R) der abgeschlossenen Punktmengen
eines metrischen Raumes. Der Begriff der metrischen Konvergenz
beruht auf einem von HAUSDORFF eingefiihrten besonderen Entfernungs-
begriff, den wir unter dem Namen Abweichung zweier Mengen fiir nicht-
leeve beschrinkte Punktmengen eines metrischen Raumes einfithren. Die
Abweichung « (M, N) zweier Punktmengen! M und N des metrischen
Raumes R ist die untere Grenze der den Bedingungen?

UM,o)DN, UN,x)DM
gleichzeitig geniigenden Zahlen «. Offenbar ist stets:

(2) «(M,N) =0,
(3) «(M,N) = «(N, M),
(4) a(M,M)=0.

Man beweist ferner leicht (und diesen Beweis soll der Leser selbst
durchfiihren), daB fiir je drei Mengen M, M', M"

(5) (M, M') + o«(M’, M"') = (M, M"")

1 Unter einer Punktmenge wird in dieser Nummer immer eine nichtleere
beschrankte Punktmenge (eines metrischen Raumes) verstanden.

2 U(M, x) ist die x-Umgebung von M, d.h. die Menge aller Punkte p mit
oo, M) < .
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gilt. Dagegen braucht aus « (M, N) = 0 noch durchaus nicht zu folgen,
daB M =N ist: es geniigt ja z. B. fiir M die Menge der rationalen,
fiir N die der irrationalen Punkte der Zahlengerade zu wahlen. Es gilt
aber allgemein:

(6) &« (M, N) = (M, N)

und:

Satz III. Es ist dann und nur danwn & (M, N) =0, wenn M =N 4ist.

Beweis. Es braucht nur gezeigt zu werden: wenn M einen
Beriihrungspunkt p besitzt, der nicht Beriithrungspunkt von N ist, so
ist «(M, N) > 0. Dies folgt aber daraus, daB in unserem Falle g (p, N)
= d > 0 ist, folglich M in keiner Umgebung U (N, «) mit &« << d liegen
kann, also « (M, N) =4 ist.

Korollar. Sind die abgeschlossenen Mengen M und N voneinander
verschieden, so ist (M, N) > 0.

Nennt man zwei Punktmengen zueinander dicht, wenn sie dieselbe
abgeschlossene Hiille haben, so zerfillt die Gesamtheit der Punkt-
mengen?! eines metrischen Raumes R in disjunkte Dichtigkeitsklassen,
d. h. in Klassen von zueinander dichten Mengen. Zwei Mengen haben
dann und nur dann eine von Null verschiedene Abweichung, wenn sie
zu verschiedenen Dichtigkeitsklassen gehoren. Angesichts von (2) bis (6)
kénnen die Dichtigkeitsklassen des metrischen Raumes R als Punkte
eines metrischen Raumes aufgefaBt werden: man hat als Entfernung
zwischen zwei Dichtigkeitsklassen die Abweichung eines beliebigen
Elementes der einen von einem beliebigen Element der anderen Klasse
zu betrachten. Da jede Dichtigkeitsklasse eine einzige abgeschlossene
Menge — die gemeinsame abgeschlossene Hiille aller Mengen der
Klasse — enthilt, so ist der Raum der Dichtigkeitsklassen kongruent?2
mit dem Raum {(R) der abgeschlossenen Mengen von R, in welchem
als Entfernung wiederum die Abweichung je zweier abgeschlossener
Mengen erklirt wird. Somit kann man insbesondere auch von der
Konvergenz von Dichtigkeitsklassen bzw. von abgeschlossenen Mengen
sprechen. Liegt eine Folge von drgendwelchen Punktmengen?!

(1) My, M,, ..., M, ...

des metrischen Raumes R vor, und konvergieren die Dichtigkeits-
klassen 3¢, der Mengen M, gegen die Dichtigkeitsklasse 2, so sagt man
auch, daB (1) gegen die abgeschlossene Menge A der Dichtigkeitsklasse U
metrisch komvergiert, und schreibt

(7) A =1Im M.

Die Gleichheit (7) ist also mit der Gesamtheit der beiden folgenden
Tatsachen gleichbedeutend:

1 Vgl. FuBnote 1 auf der vorigen Seite.
2 Zwei allgemein-metrische Raume heien kongruent (oder isometrisch), wenn
sie aufeinander eineindeutig und entfernungstreu abgebildet werden konnen.

Alexandroff-Hopf, Topologie I. 8
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1. Es ist limo (4, M;) = 0.

2. A & 0 ist abgeschlossen.

Da jede abgeschlossene Menge die grofte Menge ihrer Dichtigkeits-
Kklasse ist, kann man die metrische Konvergenz von Punktmengen auch
so definieren: es ist Im M, = A, wenn limx (4, M;) = 0 ist, und wenn
man in letzterer Bedingung die Menge 4 durch keine echte Obermenge
von A ersetzen kann.

3. Beziehungen zwischen topologischer und metrischer Konver-
genz.

Satz IV. Euxistiert lm M,, so existiert auch 1t M, und ist mit
Im M, identisch, also nicht leer.

Beweis. Es sei 4 =Im M,. Dann ist ohne weiteres klar, daB
A c It M, ist. Wir beweisen, daB andererseits /¢ M, © A4 ist.. Denn
gibe es einen nicht zu A gehorenden Punkt p von If M, so wire
(wegen der Abgeschlossenheit von A4) die Entfernung o (p, 4) positiv.
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