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A.us dem Vorwort zur ersten Auflage. 
In diesem Lehrbuch der Trigonometrie wird auf das Rechnen 

mit den natiirlichen Werten der trigonometrischen 
Funktionen das Hauptgewicht gelegt. Der praktische Ingenieur 
rechnet tatsii.chlich fast einzig und allein mit den numerischen 
Werten; zudem ist es auch methodisch entschieden besser, 
die Aufmerksamkeit des Schiilers direkt auf die trigonometrischen 
Funktionen zu lenken, statt auf eine zweite Funktion, den Lo
garithmus, dieser GroBen. Jeder, der die Rechnung mit den 
natiirlichen Werten heherrscht, wird sich iibrigens im Gebiete 
ihrer Logarithmen leicht zurechtfinden. Bei vielen Aufgahen 
kommt man mit Hille des Rechenschiebers zu geniigend genauen 
Resultaten. Wird eine groBere Genauigkeit verlangt, dann kann 
man sich mit gro.Bem Vorteil der abgekiirzten Rech
n ungsarten bedienen. 

Sodann wurde auch auf die graphische Darstellung der 
trig. Funktionen hesonderes Gewicht gelegt. Der Verlauf der 
trig. Funktionen, die Interpolation, die Auflosung goniometrischer 
Gleichungen, die Kombination mehrerer Sinusfunktionen usw. 
lassen sich an Hand von Kurven wohl am klarsten darlegen. Die 
beziiglichen Terlabbildungen sind vom Verlage in sehr dankenswer
ter Weise sorgfii.ltig und maBstablich richtig ausgefiihrt worden. 

1m letzten Paragraphen wird die Sinuskurve, die fUr den 
Elektrotechniker und den Maschinenbauer von besonderer Wichtig
keitist, etwas eingehender behandelt, und zwar werden hauptsii.ch
lich die geometrischen Eigenschaften der Kurve, im Anschlu.B an 
die gleichformige Rotation eines Vektors urn eine Achse entwickelt. 

Das eigentlich Theoretische bildet nur einen kleinen Teil des 
Buches. Die zahlreichen Ubungsaufgaben sind fast durchweg 
dem Ideenkreis des Technikers entnommen und mit Resultaten 
versehen. "Das Lebendige der Mathematik, die wichtigsten An
regungen, ihre Wirksamkeit beruhen ja durchaus auf den Anwen
dungen, d. h. auf den Wechselbeziehungen der rein logischen Dinge 
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zu aJlen anderen Gebieten. Die Anwendungen aus der Mathematik 
verbannen, wire ebenso, ala wenn man das Wesen des lebenden 
Tiares im Knochengeriist aJlein finden wollte, ohne Muskeln, Ner
ven und Gefii.J3e zu betrachten"l). Man vermiBt vielleicht in dem 
Buche eine streng wissenschaftliche Sysf,ematik; aber man bedenke, 
daB as fiir junge Leute mit geringer mathematischer Vorbildung 
geschrieben wurde, fUr Leute, die oft ja.hrela.ng im praktischen 
Leben standen undnun ihreKenntnisse an einer technisclienMittel
schule oder durch Selbststudium erweitern wollen. Solchen Leuten 
da.rl man nicht "von Anfang an mit einer kalten, wissenschaftlich 
aufgeputzten Systematik ins Gesicht springen"2). Der StoH ist 
methodisch angeordnet; nur wenige Kapitel sind ga.nz ausfiihrlich 
behandelt; iiberaJl wird dem Studierenden reichlich Gelegenheit zu 
eigener, nutzbringender Arbeit geboten. 

Winterthur, den 1. Dezember 1910. 
Der Verfasser. 

Zur liinften Aufiage. 
Die fiinfte Auflage unterscheidet sich von dar vierten nur 

duroh einige Ergii.nzungen und Kiirzungen. Die Zahl der Ab
bildungen ist von 112 auf 120 erhOht worden. 

Winterthur, im Mirz 1926. 
Der Verlasser. 

1) Naoh Felix Klein: Elementarmathematik yom hoheren Stand
punkt aus, I. Tell, S.39. Leipzig. 

Ebenda, S. 589. 
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§ 1. Definition der trigonometrischen Funktionen eines 
spitzen Winkels. 

Wir rihlen auf dem einen Schenkel eines spitzen Winkels IX 

(Abb. 1) beliebige Punkte B, Bl , Bs ... und fiiJlen von ihnen Lote 
BO, B10l , BsOs . •. auf den anderen Schenkel. Die dadurch ent
st&.ndenenrechtwinkligen DreieckeABO, A BlOl, A BsOs .•. 
sind 8.b.nlich. Daher sind die Quotienten aus den Langen gleich
liegender Seiten fiir aJle Dreiecke gleich. Es ist also 

BG B10l BsGs 
AB = ABl = ABs 

BO B10l BsGs 
--=--=---
AG AOl AGs A~ 

C C, lZ AO AOl AOs 
AB = ABl = ABs· 

Abb.1. 

Die Werte dieser VerhiUtnisse sind nur abhangig von der 
Form des Dreiecks, nichtaber von dem MaBstab, in dem das 
Dreieck gezeichnet ist. Die Form des Dreiecks ist durch den 
Winkel IX festgelegt. Erst eine Anderung des Winkels hewirItt 
eine Anderung jener Briiche. 

Man nennt in der Mathematik jede GroBe, die von einer andem 
gesetzmaBig abhii.ngig ist, eine Funktion dieser andem GroBe. 
So ist z. B. der Inha.lt eines Kreises eine Funktion des Radius; 
die Rohe eines Tones ist eine Funktion der Schwingungszahlen. 
Dem.entsprechend nennt man jene Seiten
verhiUtnisseAO:ABusw. Funktionen des 
Winkels (IX) oder goniometrische, auch 
trigonometrische Funktionen. (Gonio
metrie = Winkelmessung; Trigonometrie = 
Dreiecksmessung. ) 

In Abb.2 ist ein beliebiges rechtwink
Abb.2. 

liges Dreieck mit den spitzen Winkeln IX und P gezeichnet. FUr· 
die oben erri.hnten VerhiiJ.tnisse der Dreiecksseiten hat man 
die folgenden Bezeichnungen eingefiibrt: 

R e 8, Trig:ollOJQetrie. 5. A1IfI. 1 



2 Trigonometrische Funktionen eines spitzen Wmkels. 

1. Der Sinus (abgekiirzt sin) eines spitzen Winkels ist das 
Verh8J.tnis der diesem Winkel gegeniiberliegenden Kathete zur 
Hypotenuse (Abb. 2). 

. a Gegenkathete 
Slna=-= • c Hypotenuse 

2. Der Kosinus (cos) eines spitzcn Winkels ist das Verhii.ltnis 
der dem Winkel anliegenden Kathete zur Hypotenuse. 

b Ankatbete 
cosa=-= . 

c Hypotenuse 

3. Der Tangens (oder die Tangente, abgekiirzt tg) eines 
spitzen Winkels ist das Verhaltnis der gegeniiberliegenden zur 
anliegenden Kathete. 

a 
tga="b 

Gegenkatbete 
Ankathete 

4. Der Kotangens (ctg) eines spitzen Winkels ist das Ver
haltnis der anliegenden zur gegeniiberliegenden Kathete. 

b Ankathete 
ctga=- . 

a - Gegenkathete 

AuBer diesen 4 Funktionen gibt es noch zwei andere, die wir aber 
spater nicht benutzen werden, namlich: 

5. Der Sekans (die Sekante; sec) ist dll8 Verhiiltnis der Hypotenuse 
zur anliegenden Kathete: 

1 e Hypotenuse 
sec ot = cos ot = b = Ankathete • 

6. Der Kosekans (cosec) ist dll8 Verhaltnis der Hypotenuse zur 
Gegenkathete: 

1 e Hypotenuse 
cosec ot = -- = - = . 

sin ot a Gegenkathete 

Die GroBen Sinus, Kosinus, Tangens und Kotan
gens sind, als Quoti~nten zweier Langen, unbenannte 
Zahlen; sie haben, wie die WinkelgroBen, die Dimen
sion Null. Wird daher irgende ne GroBe mit einer dieser Funk
tionen multipliziert oder dureh eine der Funktionen dividiert, 
so andert sich die Dimension dieser GroBe nieht. So ist z. B. eine 
"Kraft" multipliziert mit dem Kosinus eines Winkels wieder 
eine "Kraft"; eine "Lange" dividiert durch einen Sinus gibt 
wieder eine "Lange". 
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tbllDgen. 

Es bedeuten im folgenden immer: a und b die Katheten, c die Hypote. 
nuse. ct liegt a gegeniiber, wie in der Abb. 2. 

1. Es sei a = 4: em; b = 3 em; bereehne die trigonometrischen Funk
tionen des Winkels ct. 

Man bereehnet c = ..J 411 + 311 = 5 cm. Daher ist 
sin ct = 4:5 = 0,8000 tg ct = 4:3 = 1,333 
cos ct = 3:5 = 0,6000 ctg Ot = 3:4 = 0,7500. 

Genau die gleiehen Werle erhaJ.t man, wenn a = 4 km, b = 3 km 
oder a = 16m und b = 12 mist. 

2. Dieselbe Aufgabe fiir a = 28; b '7' 45 cm. Man findet 
sin ct = 0,5283; cos ct = 0,8491; tg Ot = 0,6222; ctg Ot = 1,607. 

S. 1st irgend ein trigonometrischer Wert eines Winkels gegeben, so kann 
man den Winkel zeichnen. 

1st z. B. tg Ot = 0,8, da.nn zeichnet man ein rechtwinkllges Dreieck 
mit dem KathetenverhiUtnis a:b = 0,8. Man wahlt also z. B. a = 8; 
b = 10 cm oder a = 4; b = 5 cm. Diese Dreiecke enthalten den Winkel Ot. 

Man zeichne ct aus tg ex = 1,6 und bestimme aus der Zeichnung sin Ot, 

cos ex. Man findet sin Ot = 0,85; cos Ot = 0,53. 
Zeichne die Winkel ex aus 

tg ex = 1; tg Ot = 0,2; 0,4; 0,6; sin Ot = 0,5; cos ex = 0,5; cos Ot = 0,25; 
sin. Ot = 1,2! (unmoglich). 

Komplementwinkel. Kofnnktionen. Die Funktionen von 
Winkeln, deren Summe 90° be1;ragt, stehen in einem einfachen 
Zusa.mmenhange. In Abb. 2 ist {J = 90 - at und es ist 

sin at = a:c = cos {J = cos (90 - at) 

cos at = b:c = sin {J = sin (90 - at) 

tg at = a:b = ctg {J = ctg (90 - at) 

ctg at = b:a = tg {J = tg (90 -at) 

Unter Weglassung der Zwischenglieder erhiilt man die wich
tigen Gleichungen: 

sin a = cos (90 - a) 
cos a = sin (90 - a) 
tg a = ctg (90- a) 

ctg a = tg (90-a) d. h. 

Sind zwei Winkel zusammen 90°, d. h. sind die Winkel 
komplementiir, so sind die Funktionen (sin, cos, tg, ctg) des 
einen gleich den entsprechenden Kofunktionen (cos, 
sin, ctg, tg) des andern. Man nennt namllch Kosinus die Ko· 
funktion des Sinus und umgekehrt Sinus die Kofunktion von 

1* 
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Kosinus. Ahnlich ist es mit den heiden andem Funktionen Tan
gens und Kotangens. 

So ist z. B. 
sin 60° = cos 30° 
sin 45° = cos 45° 

tg 25° = ctg 65° 
cos (45° - oc) = sin (45 0 + Cl). 

Gescbicbtlicbes1). Die Aufstellung der Sinusfunktion verda.nkt 
man den Indem. Die iiJ.teren griechischenAstronomen, wie Hipparch 
und Ptolemaus, benutzten zur Rechnung die Sehnen des Bogens, wel
cher zum Winkel gehOrt. Die Inder gebrauchten fUr sinus und cosinus 
die WOrter ardhajyA bzw. kotijyA. (jyA = Behne). Bei den Arabern wurde 
aus jyA. das Wort dschiba, spater dschaib (= Busen, Bausch, Tasche). 
Das lateinische sinus ist nur eine wortliche "Obersetzung der a.rabischen 
Bezeichnung. Wabrend die Inder· fiir dencosinus eine Bezeichnung 
hatten, sucht man bei den Arabem und den Mathematikern des Abend
landes bis zum 16. Jahrhundert vergeblich nach einer solchen. Seit Mitte 
des 15. Jahrhunderts spricht man vom sinus complementi (also vom Sinus 
des Komplements); die Schreibart oosinus wird erst seit 1620 benutzt. 
Die Tangens- und Kotangensfunktion verdankt man dem Araber 
Al Battani (t 929, Damaskus). 

§ 2. GeometJ.'ische Veranschaulichung der Funktionen 
durch Strecken am Einheitskreise. 

AIle trigonometrischen Werte eines beliebigen Winkels lassen 
sich in sehr einfacher Weise durch Strecken veranschaulichen. In 
Abb. 3 sei Cl der gegebene Winkel; wir schlagen urn den ScheitelA 
einen Kreisbogen mit der Langeneinheit ala Radius, den Ein
heitskreis, und ziehen in den Punkten D und G die Tangenten. 
Aus der Abbildung ergeben sich dann die Gleichungen: 

BO BO 
SinCl = -=-=BO sina=BO 

AB 1 

_ A 0 _.A 0 _ { unter Weglassung } "'0 
cos Cl - A B-1 - A 0 der ZwischengJieder cos a = .d 

DE DE 
tgCl =-=-=DE tga=DE 

AD 1 
FG FG 

ctgCl = AG = -1- =FG ctg a =GF. 

1) Diese und a.lle weiteren geschichtlichen Bemerkungen sind dem 
II. Bande der "Geschichte der Elementarmathematik", Leipzig 1903, von 
Tropfke entnommen. Siehe auch Felix Klein: Die ElementaTJD&the
matik vom hOhem Standpunkt aus. I. Bd. 
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In dieser Abbildung Bind die trig. Werle durch Strecken da.rgestellt, 
wii.hrend im vorhergehenden Paragraphen ausdriicklich mauf hingewiesen 
wurde, daB die trig. Werte reine Zahlen Bind. In Wirklichkeit bben wir 
es auch hier mit Verhaltniszahlen zu tun. Nur die Bruchform ist ver
schwunden, weil durch die besondere Wahl der Dreiecke der Nenner zur 
Einheit wurde. Wenn der Radius des Kreises 1 ist, dann stimmen die den 
Strecken BO,.dO usw. zukommenden MaBzahlen mit den ent
sprechenden trig. Werten iiberein. Die Strecken veran
schaulichen die trigonometrischen Zahlen. 

Dreht man in Abb.3 den beweglichen Schenkel AF um A 
in andere Ste1lungen, so andert sich der Winkel ex und mit ihm 
ii.ndem sich auch die tri
gonometrischen Werte. 
Jedem beliebigen Win
kel ex sind vier bestimm
te Funktionswerte zu
geordnet, die durch die 
St:recken BO, .A.O, DE 
und G F veranschaulicht 
werden. Wir wollen nun 
an Hand der Abb. 3 den 
Verlauf jeder einzelnen 

Abb 3. 

Funktion verfoIgen, wenn der Winkel cx von 0° bis 90° wachst. 
a) Die Funktion Sinus (Abb.4). Der Vierlelkreis der 

Abb. 3 ist in Abb. 4 in etw'as groBerem MaBstabe links nochmals 
gezeichnet. Die Teilpunkte auf dem Kreisbogen gehOren zu den 
Winkeln ex = 0°, 100, 200 ... 90°. Die einzelnen Stellungen des 
beweglichen Schenkels sind nicht mehr gezeichnet, wohl aber die 
den Sinus messenden Lote. Um einen klaren Emblick in die Be
ziehungen zwischen Winkel und Sinus zu erhalten, losen wir die 
Lote vom Einheitskreis los und tragen sie (rechts davon) in glei
chen Abstinden (entBprechend einer gleichmaBigen Zunahme des 
WInkels um 10'0) als Lote (Ordinaten) zu einer horizontalen 
Geraden abo Die Endpunkte dieser Ordinaten verbinden wir 
durch eine stetige Kurve, die wir das geometrische Bild der Funk
tion Sinus oder die Sin uskurve nennen. Man zeiehne die Abb. 4 
auf Millimeterpapier; den Radius wii.hlt man passend von 10 em 
Unge; die 8trecken 0°, 10°; 10°, 20°; usf. mijgen je die Lange 
1 em haben. Was lehrt uns die Abbildung 1 

Die Kurve steigt, d. h.: Nimmt der Winkel von 0° bis 
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900 zu, dann wachst auch sein Sinus, und zwar von 
Obis 1. In der Nahe von 0 0 ist die Zunahme rascher als in der 
Nihe von 90°. Man vergleiche in der Abbildung die Zunahmen 

Ahh.4. 

a und b, die einem Wachsen des Winkels von 10° auf 20° bzw. von 
70 0 auf 80° entsprechen. Winkel und Sinus sind nicht propor· 
tional. So ist z. B. sin 60° nicht 2 . sin 30°. 

r-==~--------------~~~--,--________ ~~f,Q 
--------------
--------------- - --

------------~-).,L'~----

-------~;T~----------:;" 
// ., ...... 

------~/---~~~~./~-------
, / 

-;,<~---::/~~------------ -------\ 
,/ 

v 

~~~~!~~~~~4g 
~, 

1--1--~>-".-1--+---+---+---+------148 

\. 1--1--~1--f--'<-+---1--+---+------14' 

H--+--+-+--P'I\.---l--1--1--1D.6 
1--+--1-..... )1--+--1-4-[\-+-+----145 

1--1---1--.l.---+~~~~--!4f' 

Abb.5. 

b) Die Funktion Kosinus (Abb. 5). In Abb. 3 ist der 
Kosinus des Winkels ex. durch die horizonta.le Strecke A a dar
gestellt. In Abb. 5 sind die Kosinuswerte im Viertelkreis wieder 
fUr die Winkel von 100 zu 100 eingezeichnet und rechts davon 
als Ordinaten abgetragen. Es entsteht auf diese Weise die Ko
sinuskurve. Die Kurve fiillt, d. h. die Funktion Kosinus 
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nimmt von 1 bis 0 ab, wenn der Winkel von 0° bis 90° 
wichst. Die Funktion Kosinus durchliuft die gleichen Zahlen
werle wie die Funktion Sinus, nur in umgekehrter Reihenfolge; 
as ist ja cos at = sin (90 - IX). 

Sinus und Kosinus sind immer echte Briiche, d. h. 
sie konnen nur Werte zwischen 0 und 1 annehmen. 
Diese speziellen Grenzwerte 0 und 1 erreichen sie nur fii.r 0° und 
90°. Eigentlich hat man fiir 0° und 90° gar kein rechtwinkliges 
Dreieck mehr, aber man triHt doch die, auch durch die Figuren 
nahegelegte Festsetzung 

sin 0° =0 
cos 0° = 1 

sin 90° = 1 
c0890o= O. 

c) Die Funktionen Tangens und Kotangens. (Abb.6.) 
Tangens und Kotangens werden in der Abb. 3 durch die Ta.n
gentenabschnitte DE 
und G F gemessen. Fii.r 
einen kleinen Winkel IX 
ist tg at auch klein, 
mit wac~ndem Win
kel wird der Abschnitt 

" I ! \ II 
/ j -- -- --~ -- tt 

! /1 ~ " 
! / ~ \ II 

" I '~4--!--l-~-I-+-+-+-l1,z 

1,8 

~~'~'~~~/i=~~~j~j,~J~~~ DE immer groBer und f' ~/ ° / ',' 1,0 
grOBer. Fii.r 90° wird !," /t~t~t~t~/=t~i~i~t~t"=lo,8 
DE Il__ als ·ed ! " /",'. h_ +=<d=d;I/'-+-+--"I--+-+-lO,8 grouw; J e , ' '" )..nI~f--f.-..."f.-.'<l"l'-' --!---I'o.'-+--+--I 
noch so groDe angeb- i //,'X/ ,/""e' ~_/ 0,4' 

I ///~~,;,<,,;'" - ... ----\ / "-
bare endliche Strecke, ,;'/::':-<----- t:"t~t~t=t=t=t=t::.t;_;jo,g 
man sagt: tg 900 ist I ~.J':.::---- 0°10° 30°:10°111/°50"10"'10" zoo") 
unendlich ( ex> ). Die 
Kotangenswerte sind 

Abb.6. 

fiir kleine Winkel sem groB, mit wachsendem Winkel wird die 
Strecke G F immer kleiner und kleiner und schlieBlich fiir 90 ° 
wird ctg 90° = O. Trigt ma.n die einzelnen Tangens und Ko
tangenswerte wieder als Lote zu einer horizontalen Geraden ab, 
so entsteb.t die Tangens- bzw. Kotangenskurve. Die Ab
bildung lehrt una: 

Die Funktion Tangens nimmt von 0 bis ex> zu, die 
Funktion Kotangens von ex> bis 0 a b, wenn der Winkel 
von 0° bis 900 wachst. W&hrend den Funktionen Sinus und 
Kosinus nur ein beschrii.nktes Zahlengebiet (~wischen 0 und 1) 
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zugewiesen ist, konnen die Funktionen Tangens und Ko
tangens jeden beliebigen Zahlenwert annehmen. 

Jedem Wert zwischen 0 und 00 entspricht ein Tangens eines 
bestimmten Winkels zwischen 0 ° und 90 ° und umgekehrt. Den 
echten Briichen entsprechen die Tangenswerte fiir Winkel zwi· 
schen 0° und 45°. 

§ 3. Trigonometrische Werte fUr einige besondere Winkel. 
Tabellen. Skalen am Rechenschieber. 

,/ltn 
~ 

Die trigonometrischen 
Werte der Winkel 30 0, 

45 0, 60 ° lassen sich 
leicht berechnen (Abb. 7 
und 8). 

k-!--I 
Abb.8. 

46°. Diaser Winkel 
kommtinjedemgleich. 
schenklig recht

Wii.hlt man die Hypotenuse gleich 
haben die Katheten die Langen 

-fff 
Abb.7. 

winkligen Dreieck yore 
der Langeneinheit, dann 
1/2 Y 2; daraus folgt: 

sin 450 = 1/2 y2 = 0,7071 = cos 45° 
tg 450 = 1 = ctg 45°. 

300 und 600. Diese Winkel sind vorhanden in den recht· 
winkligen Dreiecken, in die ein gleichseitiges Dreieck durch 
eine Rohe zerlegt wird. Wahlt man die Seite des gleichseitigen 
Dreiecks ala Langeneinheit, so erhii.lt man ffir die Katheten des 
rechtwinkligen Dreiecks die Langen 1/2 bzw. 1/2 V3-. Daher ist: 

sin 300 = cos 600 = 1/2 = 1/2 = 0,500 
1 

cos 30° = sin 60° = 1/2 V3 = 0,8660 

tg 300 = ctg 600 = ~2 _ = l/S 1"3 = 0,5774 
1/2 1"3 

ctg 300 = tg 600 = l/S \"3 =)1"3 = 1,7321. 
l/S 
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Diese Werle sollte man sich ins Gedachtnis einpragen; sie 
sind in der folgenden Tabelle nochmals zusammengestellt. 

0° I 
30° i 45° i 60° I 90° I 

sm 0 
iii 
:~(/2V211/2V3 _1_ 

cos 1 Il1/2V3 1/2V21~~ 

tg 0 lils va 1 I V3 00 

1-- -- ~ ~-i----

ctg 00 I V3. 1 \l/S V3 0 
I I I 

Man beachte: die Sinus- und Tangenswerte nehmen mit wachsendem 
Winkel zu, die Kosinus- und Kotangenswerte abo ,)3 spielt nur bei den 
Winkeln 30 0 und 60 0 eine Rolle. Man kann sich die Sinuswerte auch 

leicht so merken: sin 0 0 = ! yo = 0; sin 30 0 = ! .[i = !; sin 45 0 = 

1 _'" 1 - 1 -2 v2; sin 60 0 = 2,)3; sin 90 0 =2",)4 = 1. Am besten merkt man 

sich die Werle, indem man sich an die Abb. 7 und 8 erinnerl. 
Man priife die berechneten Werle an den auf Millimeterpapier ge

zeichneten Kurven (Abb. 4, 5 und 6). Aus jenen Figuren kann man auch 
die trigonometrischen Werle fiir andere Winkel von Grad zu Grad auf 
2 Dezimalstellen genau ablesen. Man findet.z. B. sin 55 0 = 0,82; sin 24 0 = 
0,407; cos 70 0 = 0,34 u. S. f. Diese Werte geniigen fiir genauere Rechnungen 
selbstverstandlich nicht. Am Schlusse des Buches sind Tabellen, in denen 
die Werte fiir aIle Winkel von 0 0 bis 90 0 von 10 zu 10 Minuten vierstellig 
angegeben sind. 

Gebraucb der Tabellen. 
Die in § 1 entwickelten Formeln liber Komplementwinkel 

ermoglichen eine Reduktion der Tabellen auf die Halfte des Rau
mes; sie sind so eingerichtet, daB Z. B. sin 36 0 und cos 54 0 an der 
namlichen Stelle abgelesen werden konnen. Die Sinustabelle ist 
gleichzeitig eine Kosinustabelle. Will man einen trigonometrischen 
Wert fUr einen bestimmten Winkel aufsuchen, so ermittelt man 
die Gradzahl links fUr sin und tg, rech ts fUr cos und ctg und 
die Minutenzahl oben fUr sin und tg und unten fiir cos und 
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ctg. 1m. Schnittpunkt der durch die Grad- und Minutenzahl be
stimmten Reihen steht der gesuchte trigonometrische Wert. 

Beispiele: sin 20 0 = 0,3420 cos 48° 30' = 0,6626 
cos 20 0 = 0,9397 sin 87 0 20' = 0,9989 
tg 36° 40' = 0,7445 tg 64° 50' = 2,128 

ctg 17 0 10' = 3,237 ctg 79° 20' = 0,1883. 

1st der Winkel auf die Minuten genau angegeben, so kann 
man den zu ihm gehorigen trigonometrischen Wert mit HiHe der 
Tabellen ebenfalls finden; es ist jedoch hierfiir eine Zwischen
rechnung, eine Interpola.tion, notwendig. Die folgenden zwei 
Beispiele sollen da.s Rechnungsverfahren k1.a.rma.chen. 

Beispiel: Wie groB ist sin 26° 34'1 
sin 26° 30' (nach der Tabelle) = 0,4462. (a) 
sin 26 8 40' "" = 0,4488. (b)] 

Einer Dlfferenz von 1<r entBpricht eine Tafeldifferenz von4488--4462 
= 26 Einheiten der letzten Dezimalstelle. 

Einer Dlfferenz von l' entsprechen daher 2,6 Einheiten, und einer 
solchen von 4' somit 10,4 (rund 10) Einheiten der letzten Dezimalstelle. 

Diesa Korrektur (c) von 10 Einheiten der letzten Dezimalstelle ist 
zu dem Werts sin 26° 30' = 0,4462 zu addieren, da. dem groBeren 
Winkel 26° 34' ein groBerer Sinus entspricht; es ist BOmit sin 26° 34' 
= 0,4472. 

Die gleichen 'Oberlegungen gelten auch fiir die Funktion Taugens. 

Beispiel: Wie groB ist cos 430 47'1 
cos 43 0 40' = 0,7234. (a) 
cos 43° 50' = 0,7214. (b) 

Tafeldifferenz = 20 Einheiten dar letzten Dezima.lstelle; dies ent
spricht einer Zunahme des Winkels um 10'; fiir sieben Minuten betrigt 
daher die Korrektur 7 . '2 = 14. Diesa Zahlist aber von COB 43 ° 40' = 0,7234 
zu 8ubtrahieren, da dem gro8eren Winkel ein kleinerer Kosinus 
entspricht. Es ist also 

cos 43 ° 47' = 0,7220. 

Die gleichen 'Oberlegungen gelten auch fiir die Funktion Kotangens. 
Die Interpolation fUhrt man meist im Kopf aus oder man beniitzt 

die in einigen Tabellen zur Erleichterung der Rechnung beigefiigten Pro
portionaltil.felchen, in denen die Produkte der einzelnen Minuten mit 
dem zehnten Tell der Tafeldifferenzen angegeben sind!). 

Zur Erlii.uterung diesas Interpola.tionsverfa.hrens dienen die 
Abb. 9 und 10, in denen ein Stuck einer Sinus- bzw. Kosinuskurve 
in stark verzerrtem MaBsta.b gezeichnet ist. Den zwei a.ufeinander 

1) Vgl. z. B. die vierstelligen Tabellen von GauD. 
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folgenden Tabellenwerten a und b mogen in den Abbildungen die 
beiden Ordinaten a und b entsprechen, fur horizontaJ.er Absta.nd 
entspreche dem Interva.ll 10'. 

~ ill'· 
\'-""-->!, I 
I-----lI'1~ 

Abb.9. Sinus. A,bb. 10. KoBinus. 

Aus den AbbiIdungen ergeben mch die Proportionen: 

x' : 10' = c : (b - a), x' : 10' = c : (a - b), 

b-a 
Korrektur e = -- . x. 

10 

InterpolierterWert = a+c, 
c wird zu a addiert (Sinus, 

Tangens). 

a-b 
Korrektur c = -- . :e. 

10 
Interpolierter Wert=a-c, 
c wird VOn a su btrahiert 

(Kosinus, Kota.ngens). 

Die zu x' gehOrigen trigonometrischen Werte sind aber, 
genau genommen, gleich a + c + f bzw. a - c + f. Bei der Inter
polation begeht man also einen Fehler f, indem man nicht die zu 
x' gehorigeOrdinatederKurve, sonderndieder Sehne berechnet. 
Interpoliert man zwischen zwei aufeinanderfolgenden Ta
bellenwerten, so ist der Fehler f so klein, daB er mch in der 
4. Dezimalstelle meistens nicht bemerkbar macht, sondem erst in 
der 5., 6. usw. Man darf also fiir so kleine Intervalle von 10' 
das besprochene Interpolationsverfahren anwenden. 

Vbungen. 
1. Prife: sin 38 0 49' = 0,6269 

sin 59 0 34' = 0,8622 
tg 31 0 46' = 0,6192 

ctg 32 0 54' = 1,546 
tg 26 0 54' = 0,5073 

cos 68 0 12' = 0,3714 
cos 75 0 52' = 0,2441 
sin 19 0 15' = 0,3297 
ctg 74 0 38' = 0,2748 
sin 35 0 36' = 0,5821. 
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2. Nach der Tabelle ist sin 300 = 0,5000 und sin 4:0 0 = 0,6428. Be
rechnet man hieraus durch Interpolation sin 35 0, so erhilt man (0,5 + 
0,6428):2 = 0,5714. Der richtige Wert ist aber nach der Tabelle 0,5736. 
Wie groB ist demnach der aus der Interpolation resultierende Fehler f T 
Warum ist der interpolierte Wert zu klein T 

Berechne ebenso aus tg 30 0 = 0,5774 und tg 4:0 0 = 0,8391 durch 
Interpolation den Wert tg 35°. Warum wird. der interpolierte Wert zu groB! 
(Abb.6). 

sin 4:00 = 0,6428; sin 43° = 0,6820. Berechne durch Interpolation 
sin 41 0 und sin 42 0 und vergleiche die Resultate mit den Angaben der 
Tabelle. 

3. Beachte, daB die Sinus- und Tangenswerte fUr kleine Winkel in 
den ersten Dezimalstellen iibereinstimmen. sin 2 0 = T, tg 2 ° = 1 Be
griinde diese Eigentiimlichkeit an Hand der Abb. 3. 

4. Berechne die folgenden Ausdriicke: 
a) sin ex + p·COB ex, fiir I' = 0,1; Ct = 20 0 

b) tga fOO 250 3 0 
tg (ex + e)' ur at = ; e = 

c) sin 170':1' COB 170' fUr I' = 0,1 
21 

d) rp = 52.180°. Wie groB ist COB rp! 

250 
e) 2 o COB 63°38' =1 
f) sin2 500 =1 

Resultat: 0,436 

" 
0,88 

" 
0,26 

" 
0,2975 

" 
281 

" 
0,5868. 

5. Man ermittle mit Hi1fe der Tabelle zu folgendeo Funktlooswerten 
den zugeh6rigen Winkel. 

sin at = 0,5150 Ct = 31 0 ctg 11 = 0,2836 11 = 74° 10' 
Bin at = 0,9112 ex = 65 0 40' ctg P = 1,437 P = 34° 50' 
COB at = 0,8124 at = 35 8 40' COB Z = 0,9261 Z = 22 0 10' 
tg at = 3,412 ex = 73 0 40' tg tJ = 0,4557 tJ = 24 0 30' 
Wie man zu verfa.hren hat, wenn der gegebene Wert in der Tabelle 

nicht entha.lten ist, zeigen die folgenden zwei Beispiele. 
1. Beispiel: sin ex = 0,7364 ex = ! 

Der nii.chst kleinere Wert in der Tabelle ist 0,7353; er entspricht einem 
Winkel von 47 0 20'. Nun ist sin 47 0 30' = 0,7373. Die Differenz der Ta
bellenwerte, die "Tafeldifferenz", betragt somit 7373 -7353 = 20 Ein
heiten der letzten Dezimalstelle. Die Differenz zwischen dem kleinern 
Tabellenwert und dem gegebenen Wert, wir nennen sie "unsere Diffe
renz", betrii.gt7364-7353 = 11 Einheiten. Den20Einheitenentsprecben 

10' 
10', somit den 11 Einheiten 20 ·11 = 5,6'. Also ist Ct = 47 0 25,5'. 

2. Beispiel: COB ex = 0,4911 ex = 1 
Der nii.chst groBere Wert in dar Tabelle ist 0,4924; ihm entspricht ein 
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Winkel von 60° 30'. TafeldiHerenz = 4924 - 4899 = 25. Unsere DiHe-
10' 

renz = 4924 - 4911 = 13. Dieser entsprechen 25 • 13 = 5,2'. Somit ist 

at = 60° 35'. 
Auch hier leisten Proportionaltii.felchen gute Dienste. Man wird 

fUr das zweite Beispiel in del' mit 25 iiberschriebenen Tabelle den Wert 
(rechta) aufsuchen, welcher del' Zahl13 am nachsten kommt. Das ist fiir 
12,5 del' Fall. 12,5 entsprechen (links) 5 Minuten. 

Weitere Beispiele: 
sin z = 0,5643 z = 34 ° 21' 
sin z = 0,8596 z = 59 ° 16' 
tg z = 3,000 z = 71 ° 34' 
tg z = 0,7350 z = 36° 19' 
tg at = 6/" at = 50°11' 
tg z = ~ z = 54 ° 44' 

ctg x = 2,201 x = 24° 26' 
ctg x = 0,7337 x = 53° 44' 

6. Berechne den Winkel x aus: 
x 

x = 22°38' 

cos ot = 0,5647 
sin ot = 0,4793 
sin ot = 0,9440 
sin ot = 0,7000 
ctg ot = 0,5000 
tg at = 0,2300 

cos x = 0,5773 
cos x = 0,7400 

tg4 x = 1 

at = 55° 37' 
28° 38' 
70°44' 
44° 26' 
63° 26' 
12°57' 

x =54°44' 
42° 16' 

x = 11 ° 15' 
tg 2 =0,2 

sin2x=1 
x 

x=45 0 sin 2 =0,5 x=60° 
4sinx=3,2 
6tg z = 7,5 

(1 + sin x) 4=4,5 

x = 53 ° 8' 5 cos x = 2 x = 66 ° 25' 
x = 51 ° 20,5' 7 ctg x = 42 x = 9 0 28' 
x = 7°11' 0,045 = 0,15 (I-cos x) z=45°34' 

O,84·tg 26° 15' 
tg x = 0,034.15 x = 39°5'. 

a-b a 
7. Berechne at aus cos ex = a + b fiir b = 1, 2, 3, 4, 5, 10, 20. 

Ergebnisse: 90°; 70° 32'; 60°; 53°8'; 48° 11'; 35° 6'; 25 0 15'. 
8. Konstruktion von Winkeln mit Hilfe del' Tangenswerte. 

Soll ein Winkel von 35 ° gezeichnet werden, so entnimmt man del' Tabelle 
den Wert tg 35° = 0,7002. Nun zeichnet man ein rechtwinkliges Dreieck 
mit den Katheten b = 10 em; a = 7 cm; dann ist ex = 35°. Siehe Abb. 3. 

Konstruiere die Winkel 70; 10° 30'; 360; 57°. 
Fur groBere Winkel wii.hlt man praktischer die Kosinuswerte. Zeichne 

die Winkel 74°; 81°; 65° 20'. III Abb. 3 wird r = 10 cm gewahlt. 

Logarithmen del' trigonometrisehen Fnnktionen. 
Wer nicht mit Logarithmen rechnen kaun, darf diesen Abschnitt iiber

gehen; er wird den weitern Entwicklungen doch folgen kounen. 
Sinus unci Kosinus sind echte Briiche; daher sind ihre Logarithmen 

negativ. Das trifft auch zu bei Tangens bzw. Kotangens fiir Winkel von 
0° bis 45° mw. 450 his 900. Die Logarithmentafeln (z. B. die fiinfstelligen 
von GauS) enthalten fiir diese Winkel den um + 10 vergroBerten Loga
rithmus. Um den wahren Wert zu erhalten, mull man von dem Tafelwert 10 
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subtrahieren. Fiir die iibrigen Winkel sind die Logarithmen vollstandig 
angegeben. "Ober die Korrektur gelten die friihem Bemerkungen. 

1. log sin 32 0 28' 36" = 1 
Nach der Tabelle ist log sin 32 0 28' = 9,72982 - 10 
TafeldiHerenz = 20. Die Korrektur fUr 30" ist nach den Proportional
tafelchen 10,0; fiir 6" betriigt sie 2, also fiir 36" ist sie 12 Einheiten der 
letzten Dezimalstelle. Diesa Korrektur wird addiert. Daher 

log sin 32 0 28' 36" = 9,72994-10. 

2. log cos 50 0 38' 45" = 'I 
Nach der Tabelle ist log cos 50 0 38' = 9,80228 - 10 
TafeldiHerenz = 15. Korrektur = 10 + 1,2 == '" 11, die subtrahiert 
wird; somit 

log COB 500 38' 45" = 9,80217 -10. 

3. log sin 36 0 24' = 9,77336 - 10 log sin 65 044' = 9,95982 - 10 
log cos 28 0 19' == 9,94465 -10 log ctg 740 23' = 9,44641-10 
log tg 42 0 41' = 9,96484 -10 log COB 840 39' = 8,96960-10 
log ctg 11 0 50' = 0,67878 log cos 88 0 35' = 8,39310 - 10. 

4. log sin 32019' 28" = 9,72812 - 10 log ctg 600 28' 34" = 9,75307 - 10 
log sin 65 0 2' 44" = 9,95743 -10 log sin 28 0 0' 48" = 9,67180 - 10 
log tg 28044' 27" = 9,73911 - 10 log ctg 50 39' 15" = 1,00434 
log cos 27 0 18' 26" = 9,94868 - 10 log tg 140 48' 25" = 9,42216 - 10 

5. log sin x = 9,63636 - 10 x = 25 0 39' 
log sin x = 9,97435 -10 x = 70030' 
log tg x = 0,24002 :I: = 60 0 05' 
log ctg x = 0,00758 x = 440 30' 
log sin x == 9,69240 -10 3: = 29 0 30' 16" 
log sin x = 9,80000 -10 3: = 39 0 7' 15" 
log tg x = 9,74900-10 :I: = 29 0 17' 40" 
log cos ot = 9,97482 -10 ot = 190 19' 24" 
log ctg P = 9,75180 - 10 P = 60 0 32' 52" 
log tg x = 0,28344 x = 62 0 29' 44" 
log cos :I: = 8,24600 - 10 :I: = 88 0 59' 25". 

6. Ana dem Logarithmus eines trig. Wenes kann natiirlich der trig. 
Wert auch gefunden werden. So folgt aus 

log sin :I: = 9,43842- 10 = 0,43842 - I 
log cos ot = 9,83556 - 10 

sin x = 0,27442 
cos ot = 0,68480. 

Die trigonometrischen Skalen am Rechenschieber. 
Auch dieser Abschnitt kann iibergangen werden. Es mOgen bezeichnen: 

A die Tei1ung auf der obern H8Jfte der Staboberfliche, I 
B ,,. " " "untem" " " 
L und.R die zwei Ausschnitte an der Unterflache des Stab. 

Stabes, L links, R rechts. 

a die Teilung auf der obern H8.lfte der Zunge, } Z 
b" " "" untem" " " unge. 
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Es folgen also von oben Bach unten die TeilungenA, a, b, B aufeinander. 
Auf der Rtickseite der Zunge befinden sich die trigonome
trischen Teilungen 8 (Sinus) und T (Tangens). 

Sinus und Kosinus. Es gibt so verschiedene Anordnungen der Skalen, 
daB es unmoglich ist, hier alIe zu erwahnen. Immerhin sollen die folgenden 
Ausfiihrungen so gemacht werden, daB sich jeder an seinem Rechenschieber 
leicht zurechtfinden kann. Man ziehe den Schieber (die Zunge) rechts ein
mal so weit heraus, bis auf der Rtickseite der Winkel 30 ° der 8-Teilung auf 
die obere Marke des Einschnittes R eingestellt ist. sin 30 ° = 0,5. Diesen 
Wert liest man nun auf b rechts iiber dem Endstrich von B abo (Es gibii 
Fabrikate, bei denen man diesen Wert auf a rechts unter dem Endstrich 
von A abliest. Wer einen solchen Rechenschieber besitzt, hat im folgenden 
stets b mit a und B mit A zu vertauschen.) 

Priife: sin 21 ° = 0,358 sin ex: = 0,6 
sin 8° = 0,139 (2) sin ex: = 0,242 

sin 74° 30' = 0,964 sin ex: = 0,97 
sin 36° 40' = 0,597 sin ex: = 0,434 

ex: = 36°50' 
ex: = 14° 
ex: = 76 0 

ex: = 25°40'. 

Die 8-Teilung liefert auch die Kosinuswerte entsprechend der 
Formel cos ex: = sin (90 - ex:). 

cos 40° = sin 50 0 = 0,766 cos ex: = 0,420 = sin (90-ex:), also 
cos 35 0 40' = sin 54 0 20' ~ 0,812 90 - IX = 24° 50'; ex: = 65° 10'. 
Auch die reziproken Werte von Sinus und Kosinus, also 

die Wertel: sin IX und 1 :cos ex: konnen mit den namlichen Ein
stellungen abgelesen werden. Die reziproken Werte sind natiirlich 
stets gro8er als 1. Stellt man die Marke bei R z. B. auf 21 0 der 8-Teilung. 
dann liest man auf Bunter dem Anfangsstrich (links) von b den Wert 2,79 ab. 

l:sin 34° = 1,79 l:cos 72° = 1 : sin 18 0 = 3,23 (6) 
l:sin 55° = 1,22 l:cos 25° = l:sin 65° = 1,10. 

Weitere Beispiele: 
1. 58,2· sin 32° =? Nachdem sin 32° eingestellt ist, liest man tiber 58,2 

von B auf b den Wert 30,8 abo 
2. 32· cos 68 0 =? Man steUt sin 220 ein; tiber 32 von B Hest man auf 

b den Wert 12 abo 
3. 34:sin 28 0 =? Nachdem l:sin 28° eingesteUt ist, liest man unter 

34 von b auf B den Wert 72,4 abo 
4. 85: sin 40 0 = ? 1: sin 40 0 wird eingestellt. Man verschiebt den 

Laufer nach links iiber den Endpunkt von b; stellt 
den Endstrich (rechts) von b auf diese Marke ein 
und liest unter 85 von b auf B den Wert 132 abo 

Tangens nnd Kotangens. Fiir diese Funktionen benutzt man die 
Teilung T und den Einschnitt L (links). Um z. B. tg 16 0 zu erhalten, zieht 
man den Schieber links so weit heraus, bis auf der Riickseite der Winkel Hi ~ 
der T-Teilung eingestellt iat. Dann liest man auf b links tiber dem Anfangs
smch von B den Wert 0,287 = tg 16° abo Auf diese Weise kann man aIle 
Tangenswerte fiir Winkel von 5°44' bis 45° bestimmen. Da aber ctg IX = 
1: tg ex: ist, kaun man mit den nii.mlichen Einstellungen auch die Kotangens-
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werte dieses Winkels rechts auf Bunter dem Endstrich von b ablesen. So 
ist z. B. ctg 16° = 3,49. 

tg 38° 40' = 0,800 tg ex = 0,543 ex = 28° 30' 
tg 40 ° 20' = 0,849 tg ex = 0,435 ex = 23 ° 30' 

ctg 22 0 = 2,475 ctg ex = 2,56 ex = 21 020' 
ctg 10050' = 5,225 ctg ex = 1,20 ex = 39 050'. 

FUr Winkel zwischen 50 44' und 45 ° liegen die Tangenswerte zwischen 
(),1 und 1 und die Kotangenswerte daher zwischen 10 und 1. 

Da tg ex = ctg (90 - ex) und ctg ex = tg (90 - ex) ist, findet man leicht 
auch die Tangens- und Kotangenswerte fur Winkel uber 45°. 

tg 60 0 = ctg 30° = 1,732 ctg 72° 30' = tg 17 ° 30' = 0,315. 
Weitere Beispiele: 

1. tg ot = 2,00 ex =1 ex ist groBer als 45°; ctg (90- ot) = 2,0 liefert 
90 - ot = 26030', daher ex = 63° 30'. 

2. ctg ex = 0,28 ex =1 ex ist groBer als 45 0; tg (90 - ot) = 0,28 liefert 
90 - ot = 15 040', daher ot = 74° 20'. 

3. 15,2· tg 26 ° 40' =? Stellt man tg 26 ° 40' ein, dann liest man iiber 
15,2 von B auf b den Wert 7,63 abo 

4. 15,2· ctg 26 040' = 1 Da man unter 15,2 von b auf B ablesen soIl, 
mull man zuerst ~en Laufer iiber den Endstrich 
von b bringen und dann den Schieber nach 
rechts ziehen, bis der Anfangsstrich von b an 
der durch den Laufer markierten Stelle steht. 
Man findet das Ergebnis 30,2. . 

Kleine Winkel. FUr Winkel unter 5° 44' ist auf vielen Rechenscllle
bern eine gemeinsame TeiIung (8 und T) fiiI' Sinus und Tangens vorhanden. 
FUr so kleine Winkel stimmeri namlich die Sinus- und Tangenswerte bis 
auf 3 Dezimalstellen iiberein. (Siehe Aufgabe 60, § 5. Die Funktionswerte 
liegen fiir diese gemeinsame Skala zwischen 0,01 und 0,1 und werden genau 
wie die iibrigen Werte mit Hille der Skalen b und B ermittelt. Eingestellt 
wird auf die untere Marke R. 

sin 30 = 0,0523 = tg 3 ° sin ot = 0,0345 ot = 1058,5' 
sin 10 6' = 0,0192 = tg 1 ° 6' tg ot = 0,0294 ot = 1041' 
ctg 88 0 = tg 2 0 = 0,0349 tg ot = 0,0736 ot = 4° 12'. 

Auf Rechenschiebern, denen die gemeinsame TeiIung (8 und T) fehlt, 
ist die SinusteiIung bis zu 35' fortgefiihrt. Fiir kleine Winkel benutzt man 
fiir die Tangenswerte dann einfach die Sinuswerte. tg ot = sin ot. 

Steckt man den Schieber umgekehrt in den Stab, so daB auf der Vorder
Hache des Rechenschiebers die TeiIungen A8T B untereinander liegen, 
dann kaun man, sofern die Anfangsstriche samtlicher TeiIungen aufein
ander eingestelIt sind, unter jedem Werte der 8-TeiIung auf B den zuge
hOrigen Sinuswert, unter jedem Werte der T-TeiIung auf B den zugehOrigen 
Tangenswert ablesen. Auf A befinden sich die Werte Bini cr. und tgl IX-

GesehiehUiehes. Die trig. Tafeln haben eine interessante Geschichte. 
Der griechische Astronom Ptolemaeus (um 150 n. Chr.) berechnete 

eine Sehnentafel, welche von 30' zu 30' fortschreitet. Sie liefert nicht 
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den Sinus eines Winkels. 80ndern die zu seinem Bogen gehOrige Sehne. 
Die Tafel enthilt bereits DiHerenzen fiir Interpolationen. 

Der Araher AI Battani (t 929) unterna.hm eine Neubearbeitung 
der ptol. Tafeln mit Ersetzung der Sehnen durch die Hal1isehnen, also 
durch den SinuB Belbst. Ihm verdankt man auch die iiolteste Kotangenten
talel. Jahrhund.ertelang zehrte das Abendland' 'von den reichen wissen
Bchaftlichen Schitzen der indiBchen und arabischen Gelehrten . 

.Eine vollstiindige Neuberechnung des trig. ZahlenmaterialB. unter
nahm der hoohbegabte Wiener Gelehrte RegiomontanuB (1436-1476). 
Er berechnete mehrere Tabellen. Die trig. Zahlen Bind nicht fiir den Ein
heitskreis, Bondern fiir einen Kreis mit dem Radius 6000000 und in einer 
Bpii.teren Tafel fiir einen Kreis mit dem Radius 10000000 berechnet. Diese 
letztere Tafel ist insofern wichtig, alB Bie den "Obergang von dem Sexa.geBi
malsystem der Araber zum Dezi~ystem bildet. Die Tafeln wurden 
erst lange na.ch dem Tode Regiomontanus' gedruckt. In Unkenntnis der 
von Regiomontanns geleisteten ArOOt hat auch Nikolaus Koppernikus 
(1473-1543) selbstiiondig eine kleinere trig. Tafel berechnet. Er begeisterte 
seinen jiingeren Mitarbeiter Rhaeticus (1514--1596), aus dem Vorarl
bergischen, zur Berechnung einer eigenen, auch fiir astronomische Zwecke 
geniigenden Tafel. Sie enthielt die Werte der trig. Funktionen 10stellig 
von 10" zu 10". In diesen Tabellen wurden zum erstenmal die Komple
mentwinkel am FuBe der Seiten mit rechts am Rande angegebenen Minuten 
angegeben. Das gewaltige Tafelwerk konnte nur durch finanzielle Unter
stiitzung des Kurfiirsten Friedrich IV. von der Pfalz gedruckt werden und 
erhielt ihm zu Ehren den Titel "opus palatinum". Rhaeticus erlebte die 
Herausgabe seines Werkes nicht mehr. Eine verbesse:t:te Neuausgabe dieser 
Tafeln hesorgte Pitiscus (1561-1613), der Kaplan des pfii.lz. Kurfiirsten. 
Diese 1613 alB "Thesaurus mathematicus" herausgegebenen Tafeln ent
halten die trig. Werte von 10" zu 10" und 15stellig. Dieses Werk bildet 
die Grundlage fiir aIle trig. Tafeln der Znkunft. 

Um einen richtigen Begriff von der zur Berechilung der Tafeln enorder
lichen Riesenarbeit zu erhalten, md man bedenken, daB fast alIe die ge
nannten Tafeln mit Hilfe der Formeln 

• IX 1/ 1 - C08ot d IX 1/ 1 + C08ot 
S1U 2 =Y 2 un C08"2=Y 2 

und durch Interpolation berechnet worden. Die Sinus- und Kosinus-Reihen 
waren damals nooh nicht bekannt und die ersten Logarithmentafeln erschie
nen erst ein J ahr nach der Drucklegung des Tafelwerks von Pitiscus. 

Die Erfindung der Logarithmen durch den Schweizer Jobst Burgi 
{1552-1632)" aus Lichtensteig und den Engliionder Neper (1550-1617) 
fiihrte eine v6llige Umgestaltung der trig. Tafeln herbei, indem statt der 
trig. Za.hlen OOren Logarithmen in den Tafeln aufgenommen worden. Die 
heutige Form der Tafem stammt von dem Engliionder Henry Briggs 
{1-556-1630), der die "kiinstlichen" Logarithmen (Basis 10) der natiir
lichen Zahlen und der trigonometrischen Linien berechnete. Von den 
zahlreichen Tafeln, die seit jener Zeit entBtanden sind, sei nur nooh die 

Bel, Trigonometrie. 5. Aufl. 2 
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beriihmteste, der "Thesaurus logarithmorum completus" erwiiJmt, den der 
tisterreichische .Artillerieoffizier Ve g a 1794 herausgab. Er enthii.lt die 
10stelligen Logarithmen der natiirlichen und der trig. Zahlen. 

§ 4. Beziehungen zwischen den Funktionen des niimlichen 
Winkels. 

Bevor wir zu Anwendungen unserer bisherigen Kenntnisse 
der Trigonometrie iibergehen, wollen wir noch einige wichtige 
Beziehungen zwischen den Funktionen des nii.mlichen Winkels 

~~ 
d-Jl 

ableiten. Wir gehen dazu am bequemsten 
von den Linien des Einheitskreises aus. 

Aus Abb. 11 foIgt nach dem pythago
reischen Lehrsatz 

I ~ CDS "'-----+-{ 

Abb.l1. sin2 a + COS2 a = 1, (1) 

d. h. das Quadrat des Sinus und das 
Quadrat des Kosinus des namlichen Winkels geben 
zur Summe stets l. 

Die nam1iche Abbildung liefert 
sin a 

tga=-
cosa' 

cos a 
ctga=-.- , 

hill a 
(2) 

d. h. Tangens ist der Quotient aus Sinus durch Kosinus, 
Kotangens ist der Quotient aus Kosinus durch Sinus. 

Bildet man das Produkt der Gleichungen (2), so erhii.lt man 
sin Ct COSCt 

tg Ct . ctg Ct = -- . -- = 1, 
COSCt s;nCt 

tga'-ctga=loder 

1 
tga=-

ctg a 
1 

ctga=--. 
tga 

(3) 

Tangens und Kotangens eines Winkels sind rezi. 
p roke Werte, sie ge ben zum Prod ukte stets l. 

Dividiert man Gleichung (1) dureh COSII Ct bzw. sin2 Ct und 
beriicksichtigt die Gleichungen (2), so erhii.lt man 

1 
1 + tg2 a=-- bzw. 

coss a 

1 
1 + Ctg2 a = -.-D- . 

sm." a 

(4) 
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1. Man leite die Forme1n 1--4 direkt aus einem beliebigen rechtwink
ligen Dreieck mit den Seiten a, b, cab. 

2. Man nehme irgendwelche Werle aus den Tabellen, z. B. Bin 25 0 und 
C08 25 o. 1st t&tBachlich sin II 25 + COB 2 25 = I! tg 25 ° = sin 25 0 : COB 25 01 
1 + tgl 45 0 = I:C081 451 usw. 

S. Beweise die Richtigkeit der folgenden Formeln: 
sin IX + cos IX tglX+1 l+ctglX 

a) sinlX-cOBIX=tglX-1 = l-ctglX' 
sinS IX - cos2 IX 

b) COB IX = V(1 + sin IX) (1- Bin IX), c) =tglX-ctgo:. sin IX • COBIX 
4. In den fol~den Gleichungen bedeutet :r: einen zwischen 0 0 und 

90 ° liegenden Winkel. Will man:r: bestimmen, so formt man die Gleichungen 
mit Hille der Forme1n 1--4 um, bis sie nur nooh eine Funktion enthalten, 
lOst dann na.ch diaser Funktion auf und bestimmt :r: mit Hilfe der Tabelle. 

Beispiel: sin:r: = 2·C08:r:; man dividiert durch COB:r: 
tg:r: = 2; ·da.her ist 

:r: = 63° 26'. 
Man ma.che die Probe durch Einsetzen dar Werle sin:r: und COB:r: in 

die erste Gleichung. . 
Weitere Beispiele: 

3 Bin:r: = 4 COB:r: Ergebnis: :r: = 53 0 8' 
4,5 tg:r: = 5 Bin :r: ,.:r: = 0 0 oder:r: = 25 0 50' 

3ctg:r: = 7 COB :r: ,,:r:= 900 " :r: = 25°23'. 
6. a) Berechhe die GraBen R und IX aus den heiden Gleichungen 

20=RcOBIX 
21 =R Bin cx. 

Durch Quadrieren und Addieren der Gleichungen findet man R = 29; 
durch Dividieren cx = 46° 24'. 

b) Beweise: aus 

~1 :RRc?B cx}fOIgtR = Y P 11+p.I und tgex= 1'.pl. 
ell - SlnlX 1 

C) Aus :r: = a c?B cx} folgt :r:1 + 1I~ = l. 
lI=b smlX aB bI 

d) Aus c = a sin ex- b c?B IX} folgt c = '/al + bl 
O=acOBIX+bsmcx y , 

e) Lase die Gleichungen :r: = zt cos IX -111 sin IX 

11 = zt sin ex + 111 COB ex 
nach zt und 111 auf.' Man findet 

~ = :r: COB IX + 11 sin IX 

!/t =-:r:sinlX+yc08a:. 

Das Folgende kann ohne BeeintrichtigUng des Spiteren vor
liufig iibersehlagen werden. 

Aus einer einzigen trig. Funktion eines Winkels 
lassen sich aIle iibrigen Funktionen dieses Winkels be-

2* 
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reohnen. Will man z. B. aus sin (X die Funktionen cos oc, tg (X 

und ctg (X bereohnen, so geht man von dem Dreieck am Einheits
kreis aus (Abb. 3), das den Winkel (X und den Sinus a1s Kathete 
enthii.lt. Entsprechend fUr jede andere Funktion. 

COB" = VI-:Sin2 e<;,! 
sm" 

tg" = ~==7=7= 
VI-sin2 ex' I 

ctg" = v'I-:Sin2 ex. 
sm" 

I ctg,,=--. 
tg" . I! sm ,,= vi+ ctg2 ex ' 

COB " = ctg " 

V~+Ctg2ex'J 
tg"=--. ctga 

------f 

tibungen. 

Abb.I2. 

Abb.13. 

Abb.14. 

Abb.15. 

1. Leite die obigen Formeln auch aus den Formeln 1-4 abo 
2. Berechne (ohne Tabolle) die iibrigen Funktionen 

1 aus sin z = a) 0,5 b) 0,8 c) - d) m 
3 

" COB z = a) 0,8 b) 0,4 c) 20 d) m 
29 

"tgz= a) 0,75 b) :2 c) Va d) m 

und priife die Ergebnisse nachtrii.glich mit Hille der Tabolle. 

3. Beweise: 1st tg ct = ~, da.nn ist sin (l = a ; cos (l = b 
b vai + h' v'tJ8 +bI· 
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§ 5. Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks. 
Ein reehtwinkliges Dreieek ist bestimmt dureh zwei Seiten 

oder dureh eine Seite und einen der spitzen Winkel. Daher gibt 
es die folgenden vier Grundaufgaben (Abb.16). 

1. Aufgabe. Gegehen: die heiden Katheten a 
md b. 
Gesueht: die Hypotenuse und 
die beiden Winkel. 

Losung1): Nach dem pythagoreischen Lehr- Abb. 16. 

satz ist 

c = Va2 + b2 ; der Winkel IX bestimmt sieh aus 
a b 

tg IX = b' oder f3 aus tg f3 = (i' IX + f3 = 90°. 

Beispiel: FUr a = 80 em; b = 50 em wird 

c = 11'802 + 502 = 11'8900 = 94,34: em. 
80 

tg IX = 50 = 1,600; hieraus IX = 58°, f3 = 90 -IX_ 

2. Aufgabe. Gegeben: die Hypotenuse und eine Kathete, z. B. a_ 
Gesueht: die andere Kathete und die beiden Winkel. 

Losung: Es ist b = V c2 - a2 • IX bestimmt sieh aus sin a = a: c. 

Beispiel: FUr c = 8 em; a = 3 em wird 

b = 11'82 - 32 = V55 = 7,4:2 em. 
sin IX = 3:8 = 0,3750; hieraus IX = 22° 1,5' und 
f3 = 67° 58,5'. 

3. Aufgabe. Gegeben: die Hypotenuse und ein spitzer Winkel 
z. B. IX. 

Losung: 

Gesueht: die Katheten a und b. 

Es ist sin IX = a: c und cos IX = b: c, hieraus folgt 
dureh Multiplikation mit c 

fl = C • sin a und b = c • eos a, d. h. 

eine Kathete ist gleieh der Hypotenuse, multipliziert 
mit dem Sinus des Gegen- oder dem Kosinus des An-
winkels. 

1) Eine andere LOsung liefert Aufgabe 2, § 6. 
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Beispiel: FUr c = 5,73 m und Ot = 28° wird 

a = 5,73·sin 28° = 5,73·0,4695 = 2,690 m 
b = 5,73· cos 28 ° = 5,73·0,8829 = 5,059 m. 

4. Aufgabe. Gegeben: eine Kathete a und ein spitzer Winkel. 
Gesucht: die Hypotenuse und die andere Kathete. 

Losung: Gegeben: a und Ot. Losung: Gegeben: a und {J. 

Es ist sin Ot =~, somit ist 
c 

a 
c = -.--; ferner ist 

SID a 
b . 

ctg Ot = -; hieraus folgt 
a 

b =a·ctga. 

Wir erkennen hieraus: 

Es ist cos {J = ~, somit ist 
c 

a f . 
C = --R; erner 1st 

cos i-' 

{J b .. 
tg = -; sonnt 1st 

a 
b =a·tg fl. 

Die Hypotenuse ist gleich einer Kathete, dividiert 
durch den Sinus des Gegen- oder den Kosinus des An
winkels. 

Eine Kathete ist gleich der andern Kathete, multi
pliziert mit dem Tangens des Gegen- oder dem Ko
tangens des Anwinkels der gesuchten Kathete. 

Beispiele: FUr a = 40 cm; Ot = 50° wird 

c = 40: sin 50° = 40:0,7660 = 52,22 cm; 
b = 4O·ctg 50° = 40·0,8391 = 33,56 cm. 

FUr a = 40 em; {J = 20°, wird 

c = 40:cos 20° = 40:0,9397 = 42,57 cm; 
b = 40· tg 20 ° = 40 ·0,3640 = 14,56 cm. 

Man mage sich mit der Losung dieser Aufgaben und vor allem mit 
den gesperrt gedruckten Satzen recht vertraut mach~n. Zum leichten 
Einpragen der Satze mogen die folgenden Bemerkungen dienen. 

Die Funktionen Sinus und Kosinus werden nur dann verwendet, wenn 
die Hypotenuse in der Rechnung eine Rolle spielt. Sinus und Kosinus 
sind stets echte Bruche. Multiplikation mit diesen Funktionen bewirkt 
eine Verkleinerung, Division dagegen eine VergroJ3erung der ge
gebenen GroBen·a = c·sin IX; b = c·cos IX; C = a:sih IX = b:cos IX! Welche 
der beiden Funktionen jeweils in Frage kommt, daruber entscheidet die 
Lage des Winkels gegenuber der Kathete. Gegenwinkel: Sinus. Anwinkel: 
Kosinus. 

Wird eine Kathete aus der andern Kathete und einem spitzen Winkel 
berechnet, so hat man es nur mit den Funktionen Tangens und Kotangens 
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zu tun. Ob man mit Tangens oder mit Kotangens uiultiplizieren muS, 
da.riiber entacheidet die Lage des Winkels zur gesuchten Ka.thete. Gagen
winkel: Tangens. Anwinkel: Kotangens. 

Die Division durch Tangens oder Kotangens kann immer vermieden 
werden; denn es ist ja l:tg IX = ctg ex, also z. B. 50:tg 20° = 50 ctg 2O~ 
Die Multiplikation ist rascher ausgefiihrt als die Division. 

Die meisten Aufgaben, die an den Techniker herantreten, lassen sich mit 
Hilfe der wenigen Batze iiber das rechtwinklige Dreieck 
IOBen. Man zeichne zur Ubung rechtwinklige Dreiecke in 
a.llen moglichen Lagen, mit den verschiedensten Bezeich
nungen der Seiten und Winkel, greife irgend zwei Stiicke, 
von denen eines eine Seite sein mull, heraus und berechne 
die iibrigen. 

In Abb. 17 sei z. B. gegeben m und u. Man schreibt 
unmittelbar hin 8 = m·cos U; r = m·sin u. Ist 8 und u 
gegeben, so ist m = 8:C08 U; T = s tg u usf. Abb.17. 

AIle Zahlenbeispiele lassen sich natiirlich auch 
mit den Logarithmen berechnen. Fiir das Beispiel in der dritten 
Aufgabe mage die Rechnungnoch vollstandig durchgefiihrt werden: 

Es war 
a = e sin ex und b = e· cos ex, 

somit ist 

log a = log c + log sin ex und log b = log e + log cos ex. 

Das Rechnungsschema gestaltet sich hiernach praktisch so: 

Gegeben: e = 5,73 m I sin ex 9,67161-10 I I 
ex = 28° e 0,75815 I IT 

Berechnet: a = 2,690 m cos ~ H,94593-10 I m 
b = 5,0592 m a 0,42976 I I + IT 

b 10,70408 II + TIl 

1m allgemeinen gestalten sich die Rechnungen, bei einfachen 
Zahlenwerten, einfacher, wenn man unmittelbar mit den Funk
tionswerlen und nicht mit den Logarithmen operiert, sofern man 
bei den Rechnungen die abgekiirzten Operationen ver
wendet. Fast alle Beispiele des folgenden Paragraphen sind ohne 
Logarithmen berechnet worden. 

§ 6. Beispiele. 
1. Die folgenden Zahlenwerte konnen zu Obungen iiber rechtwink

fige Dreiecke verwendet werden. Die Bedeutung der GroDen ist aus 
Abb. 16 ersichtlich. J ist der Inhalt des Dreiecks. Man greife irgend zwei 
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voneinander unabhimgige Stiieke aus einer horizontalen Linie heraus und 
bereehne aIle iibrigen. 

a b c IX fJ J 
a) 30 em 40 em 50 em 36°52' 53° 8' 600 em2 

b) 32,14 " 38,30 " 50 
" 40° 50° 615,5 " 

c) 56,88 " 82,25 " 100 
" 

34°40' 55° 20' 2339 
" d) 50 

" 60 78,1 " 39°48' 50° 12' 1500 
" e) 40 

" 
42 

" 
58 

" 
43° 36' 46° 24' 840 " f) 33 

" 56 " 
65 30° 31' 59°29' 924 " g) 24 

" 70 74 18° 56' 71°4' 840 
" h) 13 84 85 

" 
8°48' 81 ° 12' 546 " i) 45 28 

" 
53 58° 6' 31°54' 630 " 

Bereehne in den Beispielen f-i die zur Hypotenuse gehOrige Hohe h 
des Dreieeks und zwar 

in Beispiel f aus a und IX Ergebnis: 28,43 em 
22,70 " 
12,85 " 
23,77 " " 

" 

Abb.18. 

" g"b,,1X 
" h" c " ex 

" " c " fJ 
2. Aus der Abb. 18 ergibt sieh die folgende, 

besonders bei Verwendung des Reehensehiebers, 
einfache Bereehnung der Hypotenuse c aus den 
beidenKatheten a und b 

IX 
c=b+a .tg 2. 

Ahnlieh findet man aus einer entBpreehenden 
Figur fJ 

c=a+bo tg 20 1 ) 

Man verwendet diese Formeln passend so, daB immer die groBere 
Kathete zuerst hingesehrieben wird. 

1st z. B. a = 80; b = 50 em, so benutzt man die Form c = 80 + 50 tg !!.. 
2 

Ans tg fJ = 50: 80 folgt naeh dem Reehensehieber fJ = 32 0; also fJ: 2 = 
16°, somit c = 80 + 50tg 160 = 80 + 14,3 = 94,3 em. 

Zu a = 4,76; b = 8,53 gestaltet sieh die Reehnung so: c = 8,53 + 
IX 

4,76 0 tg2; tg IX = 4,76:8,53 = 0,558; somit IX = 29° 10'; 1X:2 = 14° 35'; 

c = 8,53 + 1,24 = 9,77 m. 

3. Jedes gleiehsehenklige Dreieek wird durch die zur Grundlinie a 
gehOrige Hohe h in zwei kongruente reehtwinklige Dreieeke zerlegt. Die 
Lange der Schenkel sei b; IX sei der Winkel an der Spitze; jeder Winkel an 
der Grundlinie sei p. 

1) SieheRunge und Konig. Numerisches Reehnen. Seite 13. (Berlin: 
Julius Springer 19240) 
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a) Zua=40 em, k=30 em gehOrt p= 56° 19'; at=67° 22'; b=36,06em 
b) "b=64 "P=73° "at= 34° ; a=37,43 ; k=61,20 " 
e) "k=70 "at=108° "p= 36° ; a=192,7 ; b=119,1 " 
d) "a=8,42 " P=68°20' " at=43°20'; b=l1,40 ; k=10,60 " 
e) "k=l1 "b=61 em at=159014'; P=10023'; a=120 " 
f) " a = 24 "b = 37" " at = 37 ° 50' ; p = 7I ° 5' ; k = 35 

Der Anfinger hiite sieh vor dem Fehler: 2k·tg ~ = k tg at! 

t. Es seien a und b die Seiten eines Reehteeks; d sei eine Diagonale, 
at der Winkel zwischen den Diagonalen. 

a) Zu a = 16 em, b = 7 em gehOrt at = 470 16'; d = 17,46 em; 
J = 112emB, 

b) Zu d = 8,7 dm, at = 140° a = 2,975; b = 8,175 dm; 
J = 24,32 dmz, 

e)Zud=48,Mm, at = 55°48' " a =42,72; b=22,62m; 
J = 966,2m2• 

6. Die Diagonalen eines Rhombus sind d = 8, D = 12 em. Bereehne 
seine Seite 8 und den Winkel ex zwischen den Seiten (d < D). 

Man findet 8 = 7,21 em, at = 67° 23'. 
Zu 8=36em, ex= 28 040'bereehnetmand=17,83; D= 69,76em 
" d = 70" at = 132°40'" 8 = 87,19; D = 159,7 

6. a und b seien die Seiten eines Parallelogramms (oder belie bigen 
Dreieeks) und" sei der von diesan Seiten eingesehl08sene Winkel, den wir 
vorIii.ufig ala spitz voraussetzen wollen. Man leite die folgenden Inhalts
formeln ab: 

J=absiny 
J ab. 

=Tsmy 

(Inhalt eines Para1lelogrammes), 

(Inhalt eines Dreieeks). 

Die Formeln geiten, wie wir spater zeigen werden, aueh fiir stumpfe Winkel r. 
Was wird aus den Formeln und den entspreehendenAbbildungen fiir " = 90 °1 
fOr a = b und '1 = 60°1 Kleide die obigen FormeIn je in einen Satz. 

7. Ein Punkt P auf der Halbierungslinie eines Winkels at hat vom 
Scheitelpunkt 0 die Entfernung a. Ziehe durch Peine beliebige Gerade; 
sie sehneidet die Schenkel in A und B. Beweise: Ist OA = X; OB = y, 

so ist !. +!. = konstant fiir jede Gerade dureh P. x y 
(Anleitung: Dreieek AOP + Dreieek BOP = Dreieek AOB). 

8. a und b seien die heiden Parallelen eines gleiehsehenkligen Tra
pezes (a> b). c = Schenkel, m = Mittellinie, k = Hohe, ex = < ae. 

Berechne aus . 
a) m = 20 em; c = 5 em; at = 38° 40' die Grol3en a = 23,9; b = 16,1; 

k = 3,124em, 
b) a = 80 em; b = SO em; at = 50° die Grol3enk = 17,88; e = 23,M em, 
e) m = 5Oem;k = 10 em; at = 65° 32' die Grol3ena = 54;55; b = 45,45, 

c = 10,98 em, 
d) " = 20 om; b = 5 om; c = 10 em den Winkel at = 41 ° 24,5'. 
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9. Berechne fiir die in Abb. 19 ge
zeichneten KegeIrii.der, deren Acbaen auf
einander senkrecht stehen, die Gro6en 
ct, x, y, a und b. Ebenso die sogenannten 
Ersatzradien Rl und R2• 

Ergebnisse: ct = 38° 40', 
x = 137,5mm, 
y = 171,9 " 
a = 31,2 " 
b = 39,0 " 

RJ = 128,0 " 
R2 = 200,0 " 

10.1 ) Berechne den Inhalt J des in 
Abb. 19. Abb. 20 gezeichneten Kanalq uer-

schnitts, sowie den Umfang U des 
benetzten Querschnitts aus den GroBen b, h und ct. 

Ergebnisse: J = h (2 b - h ctg ct); U = 2 fb + -/!- (1 - cos ct>] .II L SIn ct 

Abb.20. Abb.21. 

11. 1) Desgleichen fiir den Querschnitt in Abb. 21 aus b und ct oder h 
und ct. 

Ergebnisse: J = b2 • sin ct (1 + sin ct· t g ;) = h 2 (2. tg ~ + ctg IX), 
U = 2 b (cos ct + 2 sin et.tg~) = 2 h [_.1_ + tg~]. 

2 SIllet 2 

12. Steigt eine geradeLinie-g"(StraBe, BOschung) auf n bzw. 100 Lan
geneinheiten in horizontaler Richtung, 1 bzw. p Langeneinheiten in verti
kaler B.ichtung, so sagt man, sie haOO eine Steigung 1: n oder eine Steigung 
von pOlo' ct heiSt der Steigungswinkel. Wie die Abb. 22 zeigt, ist die Stet
gung oder das Steigungsverhii.ltnis nichts anderes als tg ct. 

1 P 
tget=-=-. 

n 100 

1) Nach Weyrauch, R.: HydrauIisches Rechnen. 2. Auflage, 1912. 
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Man sohreibt daB SteigungsverhiltniB gewohnlioh an die Hypotenuse 
des reohtwinkIigen Dreiecks, dessen Katheten moh wie 1: n verhalten. -
Priife: dem Steigungsverhiltnis 

1: 3 entsprioht der Steigungswilikel ex = 180 26' 
1:2 .. " " ex = 260 34' 
1:1,5" " " ex = 33 0 42' 
1:1 " ex = 45 0 

1 :0,5" " " ex = 63 0 26'. 

Priife die folgende Tabelle auf ihre Richtigkeit. 

in S=ten I 10 I . 20 40 60 80 90 100 

Steigungswinkel I 5° 43' In ° 19' 21° 48' 30° 58' 38° 40' 41° 59' 45° 

\ 
~:E~----~WO--------~ 

Abb.22. 

9 

13. Die Mantellinien des in Abb. 23 gezeichneten konischen Zapfens 
haben 12 Ofo Steigung, d. h. auf 100 mm Hohe vergro.Bert moh der Radius 
um 12 mm. Wie groB ist der Steigungswinkel ex' Wie groB der Durch-
messerD! 

Ergebnisse: ex = 6° 51', D = 128,8 mm. 

14. Beweise, da8 in dem in Abb. 24 gezeichneten Gewindeprofil der 
Kantenwinkel ex = 53 0 8: betra.gt. 

I I 
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Abb.24a. 
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Dem in Abb. 24a gezeichneten Gewindeprofilliegt ein gleichschenkliges 
Dreieck mit dem Kantenwinkel 55 0 zugrunde. Beweise, da.B 

to = 0,9605 h ist. 

16. Ein Rohr vom kreisformigen Querschnitt Fl und dem Durchmesser 
d1 wird durch ein kegelfOrmiJres Stiick mit einem zweiten Rohr vom Quer· 

schnittFs = 2Fl verbunden.DieMantel
linien des Kegels bilden miteinander den 
Winkel " = 40 o. Wie lang sind die 
Mantellinien 8 des Verbindungsstiickes? 
(Abb.25.) 

Abb.25. Ergebnis: 8 = 0,605 rlt.. 
16. Gegeben: Eine Strecke a und 

ein spitzer Winkel OC; konstruiere Strecken von den Langen a sin OC; 

a sinl OC; a sin3 OC; ••••• a tg oc; a tgB OC; a tg8 OC; •••• 

17. Legt man ein rechtwinkliges 
Dreieck, deBBen eine Kathete gleich 
dem Umfang eines Zylinders ist, nm 
den Zylinder (Abb. 26), so wird die 
Hypotenuse zu einer Schraubenlinie. 
Die heiden Endpunkte der Hypo

k tenuse liegen auf der nii.mlichen Man-
tellinie des Zylinders. Ihre vertikale 
Entfemung wird die "Ganghohe 
oder Steigung h" der Schrauben. 
linie genannt. Der Winkel oc des Drei
ecka wird zum Steigungswinkel oc 
der Schraube. Er hingt mit dem 
Durchmesser d des Zylinders und der 
GangMhe durch folgende Gleichung 
zusammen: 

Abb.26. h 
tg oc = dn • 

Eine Schraube hat einen mittleren Durchmesser von 100 mID. Die 
Steigung betrii.gt 10·31. Wie groB ist der Steigungswinkel! 

Ergebnis: 5° 43'. 

lTher Projektionen. 
18. Pro j e k t ion e i n e r 

Strecke (Abb. 27). Fii.llt man 
von den Endpunkten einer 
Strecke A B Looo A A', B B' auf 
eine Ebene, so nennt man die 
Strecke A' B' die Projektion 
der Strecke A B auf die Ebene. 

A 

Abb.27. 
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Der Winkel ex. zwischen der RILumstrecke und ihrer Projektion wird 
der Neigungswinkel· ex. der Gera.den gegen die Ebene genILnnt. 
A' B' lii.Bt sich leicht ILUS A B und ex. berechnen. Aus der Ab
bildung folgt: 

Be = AB·cos ex., dIL ILber Be = A' B' ist, so ist 
A' B'=AB. cos«, 

d. h. die Projektion (A' B') ist gleich der wILhren Lange 
(AB) der Strecke multipliziert mit dem Kosinus des 
Neigungswinkels gegen die ProjektionRebene. DIL cos ex. 

Abb.28. 

soots kleiner ILls lISt, ist die Projektion kiirzer als die RILumstrecke. 
Was wird aus der Gleichung fiir ex. = 00 ~ ex. = 90° ~ ex. = 60° ~ 

19. Eine 12 em lange Streeke ist gegen die Projektionsebene unter 
einem Winkel or; = 50° geneigt; wie lang ist ihre Projektion? (7,71 em). 

20. Eine Streeke von 20 em Lii.nge ha.t eine Projektion von 15 em 
bzw. 10 em, 5 em Lii.nge. Wie groB ist in jedem Fa.lle der Neigungswinkel 
gegen die Projektionsebene? 

Ergebnisse: 41 ° 25'. 60°, 75° 32'. 

21. Projektion einer beliebigen ebenen Figur. Wir 
berechnen zunii.chst die Projektion eines TrILpezes, dessen 
Grundlinien a und b (Abb. 28) zur Projektionsebene pa.raJlel sind. 
Dem Abstande h der beiden Pa.rallelen a und b des riioumlichen 
TrILpezes entspricht in der Projektion der Absta.nd h'. a und b 
werden in iler ProjeKtion nicht verkiirzt und h' steht senkrecht 
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auf den Projektionen von a und b. Der Winkel zwischen h und h' 
ist der Neigungswinkel ot des Trapezes gegen die Projektionsebene. 
Nun ist 

Abb.29. 

f, 
}z 

a+b 
F = Inhalt des Trapezes = -- . 11" 

2 

F' = Inhaltder Projektion = a ~ . 11,', 
2 

11,' = 11, • cos ot, somit ist 

F,=a+b.h.cosot=F.cosot also 
2 ' 

F' = F . cos ot. 

SolI die Projektion einer beliebigen ebenen Figur berech
net werden, so denkt man sich die Rgur durch parallel zur 
Projektionsebene gefiihrte Schnitte in eine auBerordentlich 
groJ3e Zahl sehr kleiner Flii.chenstreifen von Trapezform zer
legt (Abb.29). Alle diesa Flachen 11' 12' 13 . ... haben die nam
liche Neigung gegen die Projektionsebene. Somit gelten die 
Gleichungen: 11' = 11 . cos ot 

12' = 12 . cos ot 
13' = 13 . cos ot 

daher ist 
h' + 12' + 13' + ... = (/1 + 12 + 13 + .... ) cos ot oder 

F' =F cos a, d. h. 

der Inhalt der Projektion einer beliebigen ebenen 
Figur ist gleich dem Inhalt der Raumfigur, multipli
ziert mit dem Kosinus des Neigungswinkels gegen 
die Projektionsebene. 

22. Ein Seehseek von 40 emil Inhalt ist gegen eine Ebene um 25 0 ge
neigt. Wie groB ist die Projektion? ;Ergebnis: 36,25 eml • 

28. Die Projektion eines Kreises vom Radius a ist eine Ellipse mit 
den Aehsen 2a und 2b. Die Aehsen sind die Projektionen zweier amein· 
ander senkreeht stehender Kreisdurehmesser, von denen der eine zur Pro
jektionsebene parallel ist. Wie groB ist cos a:? Leite aus der Inhaltsformel 
alln des Kreises die InhaltsformelJ = abn der Ellipse abo 

24. Eine Ellipse mit den Halbachsen 8 und 5 em sei die Projektion eines 
Kreises. Der Radius des Kreises, der Neigungswinkel der Kreisebene gegen 
die Projektionsebene, der Inhalt des Kreises sind zu bestimmen. 

Ergebnisse~ r = 8 em. a: = 51 020', J = 201,06 eml. 
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25. Ein gerader Kreiszylinder habe einen'Durchmesser von 50 mm. 
Er wird von einer Ebene geschnitten, die mit der Grundflache einen 
Winkel von 30° bzw. 50°, 60° einschIie.Bt. Der Inhalt jedes einzelnen 
Querschnitts ist zu bestimmen. Ergebnisse: 2267 mm2,3055, 3927. 

26. Ein Dach hat aIs Grundri.B die t 
Abb. 30. Die Dachflachen schIie.Ben !. __ IIII'~ 
mit der Horizontalebene den nii.m- '<> 

lichen Winkel a: = 40 ° ein. Wie viele 
m 2 enthii.lt die Dachflache? 

Ergebnis: Oberflii.che = 308,1 mB• 

2'1. Zeige, daB die Grundflache 
eines geraden Kreiskegels gleich ist 
dem Produkt aus der Mantelflii.che und 
dem Kosinus des Winkels zwischen 
einer Mantellinie und der Grundflache. 

Abb.30. 

28. Von einem Winkel ab = a: liegt der Schenkel a in der Projektions
ebene. Die Ebene ab schlie.Bt mit der Projektionsebene den Winkel rp ein. 
Berechne den Winkel a:' zwischen a und der Projektion b' von b (tg a:' = 
tg a:·cos rp). 

Zusammensetzung und Zerlegung von Kriiften. 
29. Man veranschauIicht eine Kraft zeichnerisch durch eine Strecke, 

deren Richtung mit der Kraftrichtung iibereinstimmt und deren Lange der 
GroBe der Kraft proportional ist. Sollen z. B. zwei Krii.fteP1 = 80 kg und 

P'I. = 50 kg durch Strecken dargestellt werden, so wird man etwa eine Kraft. 
von 10 kg durch eine Strecke von 1 cm Lii.nge veranschauIichen. PI wird 
dann durch 8 cm,Pz durch 5 cm gemessen (Abb.31). Die Resultierende 
R zweier Krii.fte, die auf den gleichen Punkt wirken, geht. 
durch den Angriffspunkt der beiden Krii.fte PI und P z und wird 
in GroBe und Richtung durch die Diagonale des ausPI und 
P z gebildeten Krafteparallelogramms dargestellt. 

1st umgekehrt eine Kraft R nach zwei vorgeschriebenen Richtungen. 
in Einzelkrii.fte (Komponenten) zu zerIegen, so 
bildet man ein Parallelogramm mit R als Diago 
nale, dessen Seiten die vorgeschriebenenRichtungen 
besitzen. .AIle folgenden Beispiele sollen sowohl 
durch Zeichnung als durch Rechnung geiOst wer
den. tiber die Konstruktion eines Winkels siehe 
§ 3, Beispiel 8 und § 6, Beispiel 40. 

Auf einen materiellen Punkt wirken zwei auf

1G?J 
tx- I 

P, 

Abb.31. 

einander senkrecht stehende Krii.fte PI und Pz• Bestimme die 
Resultierende R, sowie den Winkel RPJ = a: (Abb.31) fiir 

a) PI = 80 b) 50 c) 144 d) 15 kg 
p .. = 50 40 100 50 " 

Ergebnisse:R = 94.34 64,03 175,3 52,2 " 
a: =320 38040' 34046'5 73°18'. 
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so. Die Kraft R solI in zwei a.ufeinander senkrecht stehende Kompo
nentenP1 undP. zerlegt werden, deren Richtung gegeben ist. 

a) R = 100 b) 80 c) 1420 d) 
<j:RP1 = ex = 50 0 44 0 20 0 

Ergebnisse: P1 = 64,28 57,54 1334 
P,. = 76,60 55,58 485,6 

56 kg 
72° 
17,3 kg 
53,3 " 

31. Auf einen Punkt wirken zwei gleich groBe Krifte P; sie 
schlieJ3en miteinander einen Winkel ex ein. (Zeichnung!) Zeige, daB die 

Resultierende gegeben ist durch R = 2P.cos; . 

FUr P = 200 kg; ex = 148 0 40' wird R = 108 kg 
" P = 1000 " ex = 50 0 "R = 1813 " 

P = 50" ex = 1040 "R = 61,57 " 

p 

Abb.32. 

/ 

Y 
/ c ____ _ 

~ 
Abb.33. 

32. Eine Kraft R solI in zwei gleiche KomponentenP zerlegt werden, 
die miteinander einen vorgeschriebenen Winkel ex einschlieJ3en. 

FUr R = 800 kg; ex = 70 0 wird P = 488,3 kg 
" R = 650 " ex = 1260 " P = 716 " 

33. Berechne fiir die in Abb. 32 gezclchnete Rolle den resultierenden 
Zapfendruck R unter del' Annahme P = Q = 100 kg fiir 

a) ex = 90 0 b) 60 0 c) 40 0 

Ergebnisse: R = 141,4 173,2 187,9 
d) 0°. 

200 kg. 

M. An einem Trager, wie er in Abb. 33 gezeichnet ist, bii.ngt cine Last 
Q = 600 kg. b ist horizonta.l. Berechne die Spannungen P 1 und PI in den 
Staben a und b fiir 

a) ex = 30 0 b) 40° c) 50° 
Ergebnisse: PI = 1200 933 783,2 kg 

PI = 1039 715 503,5 " 

39. In del' Mitte cines Seiles, da.s mit seinen Endpunkten in gleicher 
Hohe befestigt ist, hii.ngt cine Last P = 80 kg. Wie groB sind die im Seile 
auftretenden Spannungen, wenn die Seilstiicke mit dar horizonta.len" Rich· 
tung js eineD Winkel ex = 40° einschlie.Ben 1 (62,23 kg). 
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36. Die Gerade AB (Abb.34) veranschauliche eine schiefe Ebene, 
die gegen die horizontale Richtung AG unter einem Winkel ct geneigt ist. 
Auf der Ebene liegt ein Korper vom Gewichte G. Die Reibung zwischen 
Korper und Ebene sei so klein, daB wir von ihr absehen konnen. Der Korper 
erfahrt von der schiefen Ebene her einen Normaldruck N; er bewegt sich 
unter dem Einflusse dieser beiden Krafte G und N mit einer Resultierenden 
P langs der schiefen Ebene. Berechne N und P aus G und ct. 

Ergebnis: N = G·cos Ct:; P = G.sin.Ct:. 

FUr G = 200 kg und 
a) ct = 10° 

wird P = 34,72 
N= 197 

p 

b) 30 0 

100 
173,2 

B 

c) 50 0 

153,2 
128,6 

d) 70 0 

187,9 kg 
68,4 " 

-+-~ I ,,~ 
r \ 

\ 

\ 
\ 

-+ 
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Abb.34. 
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Abb.35. 
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37. In dem in Abb. 35 gezeichneten K ur belgetrie be bedeutet l die 
lAnge der Schubstange, r die Lange des Kurbelradius. Zeige, daB der 
Winkel {J mit dem Winkel ct in dem Zusammenhange steht: 

. {J r. 
SIn "= T SIn ct. (I) 

Berechne fUr verschiedene Winkel ct den zugehiirigen Winkel {J fUr das 
Verhaltnis r:l = 1:5. Die Werte sind in der folgenden Tabelle zusammen
gestellt. 

1° 59' I 3°55' , 

Warum erreicht (J nach Gleichung (I) fUr ct = 90 0 dim groBten Wert 't 
Wie groB ist (J, wenn Schubstange und Kurbel aufeinander senkrecht 
iitehen! (11 0 20'). 

FUr ct = 0 befindet sich der PunktP in Q. Zeige, daB die Verschiebung 
x des Kreuzkopfes P berechnet werden kann RUS 

x = r(l-cos ct) + l(l-cos (J). (2) 
He B, Trigonometrie. 5. Auf!. 3 
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Berechne x fUr die oben gegebenen Winkel: die Kurbel habe eine Lange 
von 300 rom und die Schubstange von 1500 mml}. 

exO 10° I 20° 30° 40° I 50° 60° 80° I 90° 

x (mm) 1 22 I 48 I 83 I 125 I 173 I 224 277 330 

Beachte, daB einer gleichma.6igen Zunahme von ex keine gleichmaBige 
Zunahme von x entspricht. 

Die Gleichungen (1) und (2) gelten, wie wir spii.ter sehen werden, auch 
fUr Winkel ex> 90°. 

Die Kolbenstange einer Dampfmaschine iibertrage auf den Kreuz
kopf einen Druck P = 5000 kg (Abb. 36). Wir zerlegen P am Kreuzkopf 
in die Schubstangenkraft S und den Normaldruck N auf die Gleitbahn. 
Am anderen Ende der Schubstange wird S in den Tangentialkurbeldruck T 
und den Radialdruck R zerlegt. Man berechne die GroBen N, S, T und R 
aus P, ex, fJ. 

Ergebnisse: N =P tg fJ = S sin fJ;S = _P fJ ; T = S sin (ex + fJ); 
cos 

R = S cos (ex + fJ). 

Abb.36. 

Berechne die einzelnen Krafte fUr die Winkel ex = 0 0, 40 0; ex + fJ = 90'. 

ex 

. 

S 

5000 
5042 
5099 

N 

o 
648 

1002 

T 

o 
3710 
5099 

R 

5000 
3414 

o 

l} Fiir Leser, die den binomischen Lehrsatz kennen, sei hier noch 
gezeigt, wie man x auch unmittelbar aus ex, ohne Kenntnis von fJ berechnen 
kann. Ersetzt man namlich in (2) cos fl durch Vl-sin2 fl, oder da 

sin {J = ~ sin ex ist, durch ·V~-- (~ si:ex r und beachtet, daB dieser 
l l 1 (r )2 

Ausdruck mit sehr guter Annaherung durch 1 - - T sin ex ersetzt 
werden kann, so findet man fUr x den Wert 2 

I (1' )2 Z = l' (1- cos a) +"2 I sin a . (3) 

Berechne einige Werte der Tabelle nach (3). 
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Recbnungen am Kreise. 
38. Berechnung der Sehnen; Bogenhohen (Pfeil

hohen). Das Dreieck ABM in Abb. 37 ist gleichschenklig. Mist 
der Mittelpunkt des Kreises. Es ist 

'"E ;'1 

S BD . a .. tdi -2" = = r'SIn 2' SOIlllt IS e : : 
I I 
I I 

Sebne s = 2 r· sin;. (1) A ~I "'----'-----'--~:----___7>' B 

Die Bogenhohe ist 0 D = h = 
MO - MD. Nun ist MO = r, 

MD = r'cos ;, somit ist die 

Bogenhohe h=r (I-cos ;). (2) 

Der Zentriwinkel oc kann auch un-

M 
Abb.37. 

mittelbar aus 8 und h berechnet werden; der Winkel 0 A B = ; .1:: OM B =: (Peripherie- und Zentriwinkel). Es ist also: 
a 2h 

tg T =8". (3) 

Hieraus folgt: h={-.tg: und (4) 

In technischen Handbiichern findet man oft Tabellen, welche die 
Sehnen und BogenhOhen fiir Winkel von 0 0 bis 180 0 enthalten, und zwar 
fUr den Einheitskreis, d. h. fiir einen Kreis, dessen Radius die Langen
einheit ist. Der Zusammenhang dieser Tabellen mit den trigonometrischen 
Tabellen ist aus den Gleichungen (1) und (2) leicht zu erkennen. Setzen 
wir in diesen Gleichungen r = 1, so erhalten wir 

81 = 2 sin ; und hI = 1 - c~ ; , (5) 

worin sich 81 und hI auf den Einheitskreis beziehen. Durch Vergleichung 
der Formeln (1) und (2) mit (5) erkennt man, daJl sich die Sehnen und 
Bogenhohen eines beIiebigen Kreises aus den entsprechenden Sehnen und 
Bogenhohen des Einheitskreises einfach durch MultipIikation mit r be
rechnen llU!Sen: daJl ferner jede Sinustabelle eine Sehnentabelle 
und jede Kosinustabelle eine Tabelle der Bogenhohe ersetzen 
kann. So ist z. B. 

a Sehnesl a I Bogenhoh: hl 
fiir" sin-

2sin~ cos 2 2 I l-cos 2 2 

=500 0,4226 0,8452 

I 
0,9063 I 0,0937 

=51 0 0,4305 0,8610 0,9026 0,0974 
=520 0,4384 I 0,8768 0,8988 0,1012 

3* 
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39. Bereehne fiir die Zentriwinkel ~ = a) 22°, b) 46° 50', e) 1240, 
d) 161 0 44' die Sehnenlangen fiir Kreise mit den Radien r = 1 und 
r = 44 em. 
Ergebnisse: a) 0,3816, 16,79 em; b) 0,7948,34,97 em; e) 1,7658, 77,70 em; 

d) 1,9746, 86,88 em. 

40. Konstruktion eines Winkels mit Hilfe der Sehnen. Ein 
Beispiel wird diese sehr praktisehe Konstruktion klar machen. Es Boll 

ein Winkel von 35 ° konstruiert werden. Die 
zu diesem Winkel gehorige Sehne in einem 
Kreise von 10 em Radius (Abb. 38) hat eine 
Lange von 6,014 em. Das Weitere lehrt die 
Abbildung. - Zeiehne auf ahnliehe Art die 
Winkel 20°,40°,68°,100°40', 149 0 (Supple
mentwinkel!). Ermittle umgekehrt die GroBe 
eines beliebiggezeiehneten Winkels. Vergleiehe 
die Konstruktion der Winkel mit Hilfe der 
trigonometrisehen Werte S. 3 und 13. 

41. Bereehne die Bogenhohen fiir die Winkel und Radien in Aufg. 39. 
Ergebnisse: a) 0,0184, 0,81 em; b) 0,0824, 3,63 em; e) 0,5305, 23,34 em; 

d) 0,8413, 37,02 em. 
42. Bereehne den Zen tri wi nkel ct aus dem Radius r und der Sehne 8 fiir 

8=a) 20 em b) 43 em e)48m d)40dm, 
r= 40" 28" 250" 30" 

Ergebnisse: 28° 58' 106 0 57' lID 2' 83° 38'. 
43. Bereehne den Zentri winkel ct aus dem Spannungsverhii.ltnis 

{h:8) fiir 
h:8 = a) 1:5 b) 1:6 e) 1:8 d) 1:10 e) 1:20. 

Ergebnisse: 87°12' 73° 44' 56° 8' 45° 14' 22 0 52'. 
44. Der Radi us eines Kreises kann aus 8 und 11, ohne Hille der Trigono

metrie bereehnet werden. Aus dem reehtwinkligen Dreieek M BD der 

Abb.37 folgt: (r- 11,)2+ (; r = r S; hieraus findet man 

T 
h 2 +(:Y 82 h 

2h =Sh +"2. 

RegelmiiBige Vielecke. 
4D. Einem Kreise vom Radius r ist ein regelmii.Biges n-Eek einbe

sehrieben. Berechne aus dem Radius seine Seite 8 und seinen InhaItJ. 
Jedes regelmii.Bige n-Eek lii.Bt sieh in n-kongruente gleiehsehenklige 

Dreieeke, mit dem Winkel 360 an der Spitze, zerlegen. Es wird 
n 

180" 8=2,..sln--, n 
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46. Bereehne die Seite und den Inhalt des regelma..Bigen n-Eeks, das 
einem Kreise mit dem Radius r umbesehrieben werden bun. 

47. Bereehne aus der Seite 8 eines regelmaBigen n-Ecks seinen Inhalt J, 
sowie den Radius r des umbesehriebenen, den Radius (! des einbesehrie
benen Kreises. 

82 1800 

J=n.-.ctg--, 4 n 
8 

T= 1800 , 

2sin-n 
48. Beispiele zu Aufgabe 45. Fiir r = 20 em und 

n = a) 5 b) 6 
wird 8 = 23,51 20,0 

J = 951,1 1039,2 

c) 8 
15,3 

1131,4 

d) 10 
12,36 

1175,6 

e) 12 
10,35 em 

12ooem2 • 

49. Beispiele zu Aufgabe 46. Fiir r = 8 em und 
n = a) 4 b) 5 c) 9 d) 10 

wird 8 = 16 11,62 5,82 5,2 
J = 256 232,5 209,7 207,9 

50. Beispiele zu Aufgabe 47. Fur 8 = 4 em und 
n = a) 3 b) 5 c) 12 

wird J = 6,93 27,53 179,1 
r = 2,31 3,40 7,73 

12 = 1,16 2,75 7,46 

e) 12 em 
4,29 em 

205,8 ems. 

d) 16 
321,7 em2 

10,25 em 
10,06 em 

01. Der Inhalt eines regelmaBigen n-Eeks betragt 60 cm2 • Bereehne 
seine Seite 8 fur n = 6, 8, 9, 10, 12. Man findet 

88 = 4,81, 88 = 3,525, 89 = 3,116, 810 = 2,792, 812 = 2,315 em. 

52. oBerechnung vonn. Man bereehne aus dem Durehmesser d eines 
Kreises den Umfang des ein- und umbesehriebenen regelmaBigen 720-Ecks. 
Nach den Aufgaben 45 und 46 wird 

U720 = 720.d.sin 15' U720 = 720.d.tg 15'. 

Da die Tabellenwerte fur diese Reehnungen zu ungenau sind, benutze 
man die folgenden genaueren Angaben: 

sin 15' = 0,00436331, tg 15' = 0,00436335. 

Damit erhii.lt man 

U720 = 3,14158 d, U720 = 3,14161d. 

1st U der Umfang des Kreises, so ist 

U720 < U < U720 0 

Der Mittelwert der Zahlen 3,14158 und 3,14161 ist ungefii.hr gleieh n. 
Man findet x = 3,14159. 
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63. Berechne aus der Zahnezahl z und der Teilung t (= Lange eines 
Kettengliedes) einer Gallschen Kette (Abb.39) den Durchmesser D des 

Teilkreises. 

Ergebnis: D = _t_ . 
. 180 
Sln-

z 
Man berechne D fiir t = 60 mm 
und 
z = a) 10 b) 20 c) 30 

D = 194,2 383,5 574,0 

z= d) 35 e) 80. 
D = 669,4 1528 m 

Abb.39. Abb.40. 

04. n-Kugeln vom Durchmesser d werden auf einem Kreise mit dem 
Durchmesser D so angeordnet, daB sie sich berUhren (Abb. 40). 

Berechne d aus D und n. 
180 

I)·sin
n 

Ergebnis: d = ----:c-::-:-
180 

I-sin
n 

Fiir D = 20 cm und n = 40 wird d = 1,7 cm. 
:Berechne d, wenn zwei aufeinanderfolgende Kugein einen Abstand a 

voneinander haben. 

00. Zwei parallele Gerade haben die Entfernung a voneinander. Es solI 
der Radius des Kreises berechnet werden, der die beiden Geraden unter 
dem Winkel or; bzw. p schneidet, a) im Sinne der Abb.41, b) im Sinne der 
Abb.42. (Unter dem Winkel zwischen Kreis und Gerade versteht man den 
Winkel zwischen der Geraden und der Tangente des Kreises im Schnitt
punkt.) 

Leite aus Abb. 41 die Gleichung ab: a + e cos ex = e cos p, woraus folgt: 

a 
e=cosfJ-cosex 

(mit P ist der kleinere Winkel bezeichnet). 
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Was wird aus (! fUr {1 = at? , 
Zahlen beis piele: 
1. a: = 300, {1 = 20°, 
2. a: = 300, {1 = 10°, 
3. a: = 90°, {J = 30 0, 

4. a: = 60°, {J = 30 0, 

a = 10 em. 
a = 10 " 
a = 10 " 
a = 10 

~--
------. PI 

~------~~ 
Abb.41. 

Ergebnis: (! = 135,7 c 
e = 84,2" 

" 
" 

Abb.42. 

e = 11,5" 
e = 27,3" 

Konstruiere den Mittelpunkt des Kreises rein planimetrisch, ohne 
Rucksieht auf den' berechneten Wert (!. Beweise, daB fiir Abb.42 

a 
(! = cos a: + cos {1 

wird. 

Fiir a: = 30 0, {J = 34 0 und a = 10 em wird (! = 5,9 em 

" a: = 30 0, {J = 30 0 " a = 10.. " (! = 5,77 " 

06. Von zwei konzentrischen Kreisen mit den Radien R und r wird der 
kleinere von einer Geraden unter dem 
Winkel a: gesehnitten (Abb. 43). Unter 
welehem Winkel {1 schneidet die Gerade den 
andern Kreis! Wie lang ist das zwischen 
den Kreisen liegende Stuek z! 

Zeige, daB sieh {J aus der Gleiehung 
r 

eos{1= Reosa: 

berechnen liiBt. Warum folgt aus dieser 
Gleiehung, daB {J > a: ist'l FUr z findet 
man, wenn {1 bestimmt ist, 

z =R sin {J - r sin a:. 
Abb.43. 

Zahlenbeispiel: Fiir r = 5 em, R = 10 em, a: = 20 0 findet man 
{J = 61 ° 58'; z = 7,12 em. 

Wie groB muB R sein, damit 

(J = a) 40 0 b) 60° c) 90° wird! 
Ergebnisse: 6,13 em 9,40 em co, 
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BogenmaB eines Winkels. 

67. 1st r der Radius eines Kreises, so gehort zum Zentri
winkel oc ° ein Kreisbogen b von der Lange 

b- (m . ° - 1800 ex • (1) 

Dividiert man diese Gleichung durch r, so erhalt man 
b 1/; 
- ---·ao r - ISO • (2) 

Man neimt diesen Quotienten das BogenmaB des Win
kels und bezeichnet ihn mit Arcus oco, abgekiirzt arc (I0 oder 
auch a (Arcus heiBt Bogen). Es ist also: 

Boglln b a'-" 'n ° 
Radius = r = arc a = a = 180 • a (3) 

Das BogenmaB ist aIs Quotient zweier Langen eine reine 

Abb.44. 

Zahl. Es laBt sich in einfacher 
Weise geometrisch veranschaulichen 
(Abb. 44). Schlagt man namlich 
um den Scheitel eines Winkels oc ° 
einen Kreis mit der Langeneinheit 
alB Radius (den Einheitskreis), so 
miBt der Bogen, der zwischen 
den Schenkeln liegt, das Bogen-

maB des Winkels; denn fUr r = 1 erhalt man rechts in 

Gleichung (1) den Wert 1:0 ·ao. 

Wir besitzen also zweierlei MaB zum Messen eines Winkels: 
das GradmaB und das BogenmaB. 

Dem GradmaB 360° entspricht das BogenmaB 2 n 

" " 
180° 

" " " 
" " 

90° 
" " " 2 

" " 
60° 

" " 
2 1/; ist der Umfang des Einheitskreises. 
Dem Buche ist am Schlusse eine Tabelle beigefiigt, in der das Bogen· 

mall fiir alIe Winkel von 0 0-180 0 auf 5 Dezimalstellen angegeben ist. 
Mit ihrer Hilfe gestalten sich die Umrechnungen von dem einen MaB in das 
andere sehr einfach, wie aus den folgenden Beispielen zu ersehen ist. 



Bogenma.8. Kleine Winkel. 

;;0 = 48055'; ~ =1 

arc 48 ° = 0,83776 
a.ro 55' = 0,01600 

ex = 0,85376 

~ = 1,84236; exO = ~ 
arc 105. ° = 1,83260 

Rest = 0,00976 
arc 33' = 0,00960 

Rest = 0,00016 
arc 33" = 0,00016 

41 

Rest = ° , somit ist 
exO = 105° 33' 33". 

Berechne das BogenmaB der Winkel 
a) ~ = 35° b) 34° 50' c) 78° 42' 

Ergebniase: ~ = 0,6109 0,6079 1,3736 
Berechne das Gradma8 ex ° aus dem Bogenma,8 

d) 169°48' 28". 
2,96371. 

a.) ex = 0,5706 b) ii = 0,9918 c) ii = 1,7153 d) ~ = 3,9464 
Ergebnisse: ex=32°42' exo=56°50' ex o=98°17' ex o=226°7' 

OS. FUr welchen Winkel ist das Bogenma8 gleich 1, d. h. fiir welchen 
Zentriwinkel ist der Bogen gleich dem Radius 1 Nach (3) der Aufgabe 57 ist 

1 = ~·exo somit ist 
180 ' 

180° 
gO=-=6'i°,2968=(QO). 

% 

Ma.n. bezeichnet e" = 180.60.60"::11 = 648000::11 = 206265 = e" oft 
mit eine:r besondern Marke auf dem Rechenschieber. 

69. sin : ist gleichbedeutend mit sin 30°; es ist also sin ~ =~. Priife 

die Richtigkeit der folgenden Gleichungen: 

:II ° .:It 1 :II 1 :II C082"= ; SIn2"= ; tg"4= ; tg2"= 00; 

GO. Kleine Winkel. Nach den Tabellen am Schlusse des Buches ist: 

sin a: 

0,0175 
0,0349 
0,0523 
0,0698 
0,0872 
0,1045 
0,1219 

tga: 

0,0175 
0,0349 
0,0524 
0,0699 
0,0875 
0,1051 
0,1228 

arc a: = a 
0,0175 
0,0349 
0,0524 
0,0698 
0,0873 
0,1047 
0,1222 

Di6s6 ZusammenstelluIig zeigt, daB die Werte sin ex, tg IX, 

arc ex fur kleine Winkel nahezu iibereinstimmen. Begnugt man 
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moh mit einer Genauigkeit von 4 Dezimalstellen, so kann man bis zu einem 
Winkel von ungefahr 3 ° 

sin 01: = tg 01:"= arc 01: = oc 
setzen. BiB zu einem Winkel von 6° stimmen die Werte auf 3 Dezimal· 
stellen iiberein. Fiir Winkel unter 5°44' ist auf den Rechenschiebern 

oft eine gemeinsame Teilung (8 und T) an
gegeben. 

In Abb.45 sind diese Verhii.ltnisse am 
Einheitskreis veranschaulicht. Beachte auch 
Abb. 3. Je kleiner 01:, desto weniger unter
scheiden sich die drei den sin, tg, arc mes
senden Linien. Die Abbildung lehrt ferner, 
daJl fiir alle Winkel zwischen 0 und 90 0 

sinOl:<arcOl:<tga. 
N<>=-------'---'-'--

Man vergleiche die oben gegebenen 
Werte. 

Abb.45. 

Kleine Winkel lassen sich auch leicht konstruieren mit Hilfe eines 
Kreises vom Radius r = 180:n = '" 57,3 mm. Der Bogen, der zu 

oc ° gehort, ist r (X = 1!0 ·1;0 . oc ° = oc 0, also gerade so viele rom, wie die Zahl 

der Grade des Zentriwinkels. Da sich die Sehne fiir kleine Winkel nur 
wenig vom Bogen unterscheidet, erhalt man die Sehne, indem man 01: 0 mm 
als ihre Lange ansieht. Zu 10 0 Zentriwinkel gehort also eine Sehne von 
10 mm in dem Kreise vom Radius 57,3 mm1). Bei 20° Zentriwinkel ist 
der Bogen 20 mm, die Sehne 19,898 mm. 

Kreisausschnitt. Kreisabschnitt. 
61. Bogenlange. Kreisausschnitt (Sektor). Nach Glei

chung (3) Aufgabe 57 ist 

(1) 

d. h. der Bogen b, der in einem Kreise mit dem Radius r 
zum Zentriwinkel OCO gehort, wird gefunden, indem 
man den Radius mit dem BogenmaB des Winkels 
multipliziert. 

Der Inhalt J des Sektors ist nach ~r Planimetrie gleich dem 
halben Produkte aus Bogen und Radius; da b = rri ist, ist 

b.r ".2 _ a 
J=T="'2 a =".2"'2" (2) 

1) Werkstattechnik. Jahrg. XIII. Heft ll. Seite 173 (1919). 
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62. Der Kreisabschnitt (Segment). Jedes Segment, 
dessen Zeatriwinkel kleiner ist ala 180°, ist die Differeru: eines 
Sektors und eines Dreiecks. Beachte Abb. 37. 

Der Inhalt des Sektors A 0 B Mist nach Aufgabe 61 gleich 
2 
~ a . Der Inhalt des Dreiecks A B M ist nach Aufgabe 6 gleich 
2 

r sin <x. Somit ist der Inhalt des Segments gegeben durch 
2 ,.2 

J = 2 (a - sin a) • (Inhalt eines Kreissegments.) 

Diese Formel gilt fiir jeden beliebigen Winkel or:. Damit wir una im 
folgenden nicht auf spitze Winkel beschrinken miisseD, mOge man mch 
merken, daB fiir stumpfe Winkel die Formel gilt: 

sin a = sin (186 - a). 

Den Beweis hierfiir geben wir in § 8. Es ist also z. B. sin 120° = 
sin (180-120 0) = sin 60 0 = 0,8660. Wir kOnnendadureh den Sinuseines 
stumpfen Winkels durch den Sinus eines spitzen WinkelEj darstelleD, nim
lieh dureh den Sinus des Supplementwinkels. 

68. Bereehne aus dem Radius r und dem Zentriwinkel or: die Bogen
lange b und den Inhalt J des Kreissektors fiir 

r=a) 40 em b) r=4,6m c) d=l42m 
or: = 50 0 or: = 28° 35' or: = 108 0 56' 51". 

ErgebniBBe: a) 34,91 em, 698,1 eml; b) 2,295, 5,278; e) 270, 19171 mI. 
64. Berechne aus b und r den Zentriwinkel or: O fiir 

b=a) 24 em b) 50 em e)50m d) 216m 
r = 32. " 40 " 20 " 142 " 

ErgebniBBe: a) b:r = cx; daraus mit der Tabelle or: = 42 0 58', 

b) 71°37', e) 143 0 14', d) 87 0 9'14". 

85. FUr die Angaben in Aufgabe 63 wird der Inhalt des Segments 

a) 85,30 emB b) 0,216 m2 e) 9635 mI. 

00. Von einem Segment kennt man die Behne 8 und die PfeilMhe A; 
berechne den Zentriwinkel or:, den Radius r, den Bogen b und den InhaJtJ fiir 

8 = a) 20 em b) 20 c) 20 d) 20 
h = 5" 4 3 2. 

Ergebnisse: a) or: = 106° 16'; r = 12,5; b = 23,18; J = 69,90 em2• 

b) or: = 87 0 12'; r = 14,5; b = 22,07; J = 54,99 " 
e) or: = 66 0 48'; r= 181/ e;b=21,17; J=40,72 " 
d) or: = 45° 16'; r = 26; b = 20,54; J = 26,92 " 

Bea.chte die Aufgaben 38 und 44. 
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67. Naherungsformeln fiir Bogen1ii.ngen und Segmente. Sind 
von einem Segment h und 8 bekannt, so kann man den Bogen und den 
InhaJt naherungsweise nach folgenden Formeln bestimmen; dabei bedeutet 
81 die Sehne, die zum halben Bogen gehOrt (Abb. 46). 

-;-;-;:----

Bogen b = '" 8 813 8 81 = V (iY + h2 

2 2 h3 

J 1 = '" "3 8 h oder genauer J 2 = '" "3 8 h + 28 • 

J 1 liefert fiir Winkel ex < 50 0 Resultate, die um weniger als 1010 vom 
Inhalte abweichen; es entspricht dies 
einem Verhii.ltnis h:8 = 1:9. Fiir 
griiBere Winkel sollte man J 1 nicht 
benutzen. 

Abb.46. Bestimme b undJ fiir die Angaben 
der Aufgabe 66 nach den Naherungs

formeln und vergleiche die Resultate mit dem angegebenen Werten. 
68. Zwei Kreise mit den RadienR und r (R>r) beriihren sich von auBen· 

Unter welchem Winkel ex schneiden sich die beiden auBern Tangenten? 

( . a: R-r) 
B1ll2= R+r '. 

69. Einem Kreissektor mit dem Radius r und dem Zentriwinkel oc 
wird der griiBte Kreis einbeschrieben; berechne seinen Radius x_ 

( r·sin a:/2 ) 
x = 1 + sin a:/2 . 

70. Auf der gleichen Seite einer Geraden g liegen zwei Punkte A wid B. 
Der Punkt A habe die griiBere Entfernung von g aIs B. VerIangere die 
Strecke AB bis zum Schnittpunkt 0 
mit g. Es sei AO = a; BO = b und 
der spitze Winkel (AO, g) sei ex. Be
rechne die Radien jener zwei Kreise, 
die durch A und B gehen und g beriih· 
ren. Beachte: die Tangente von 0 an 

die Kreise hat die Lange Vab. Ergeb

nis: (a + b =F 2 {ab.cos ex) : 2 sin ex. :1 

Abb.47. 

~---------a----------~~~, 

Abb.48. 

71. Ein Kreis mit dem Mittelpunkt M beriihrt eine Gerade g in A. B 
sei ein beliebiger zweiter Punkt auf dem Kreisumfang, und es sei Winkel 
AMB = ex. FaIle von B das Lot BO auf g. Beweise: AO = x = r·sin ex; 

BO ~ Y = 2r·sin2~. 
2 



Berecbnung von Bogenlingen. 4:5 

72. Bereehne aus a und h die lAnge der We1lenliDie (Abb. 47), die meh 
sus zwei kongruentenKreisbogen zusammensetzt. (Wellbleeh.) 

a) FUr a = 12 em, h = 4 em wird l = 15,29 em 

b) " a = 20" h = 4 " " l = 22,07 " 

Berecbne die lAnge aueh mit Hille der Niiherungsformel in Aulgabe 67. 

73. Es ist der Inhalt der in Abb. 48 dargestellten ROhre von kreis
formigem Querschnitt zu bereehnen. Die beiden ii.uBersten vertika.len 
Linien sind pa.ra.llel; mist eine Symmetrielinie. Es seien gegeben a, R, r, 
w (w = liehter Durehmesser der Rohre). 

Anleitung: Bereehne a.; 

linie mal Quersehnitt = (R + r)~.wln. 
4 

Volumen = Lange der Mittel-

Fiir a = 150 em; R = 60 em; r = 30 em; w = 10 em wird V = 
13,93dm8• 

74. Zwei gera.dlinige Eisenbahnlinien, die miteinander einen Winkel 
IX = 70 0 bilden, sollen durch einen Kreisbogen von 300 m Radius verbunden 
werden (Abb.49). Berechne die Lii.nge der Kurve ACB; die Sehne AB; 
die Bogenhohe CD und die Straeke CE. 

Ergebnisse: K~e = 576m; Sehne = 491,5m; 
Bogenhohe = 127,9 m; CE = 223,0 m. 

A 

Abb.49. 

A~~-----+~----~~8 

Abb.50. 

76. In Abb. 50 ist a, R, r gegeben; bereehne die lAnge der Kurve AB fiir 

a) R = 4; r = 2; a = 5 em Ergebnis: 25,13 em 

b) B = 5; r = 3; a = 6 " 31,28 " 

Leite das allgemeine Ergebnis ab: l = (R + r) (n + 2 a.), wenn r < a. 
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76. Bereehne den Inhalt der sehraffierten Flii.che (Abb.51) a) aus r 
und ct. b) aus t und ct. 

r2 - ct IX 
Ergebnisse: J = rt --2 (;It - IX); t = r·etg-; r = t·tg-

2 2 
Fiir a) r = 10 em; IX = 70 0 wird J = 46,8 em2 ; t = 14,28 em 
" b) r = 35" IX = 150 0 " J = 7,5" t = 9,38 " 

c) t = 30" IX = 54 0 " J = 201,7" r = 15,29 " 
" d) r = 20" t = 40 em" IX = 53 0 8' J = 357,1 em2 • 

*------t------~>! 

Abb.51. Abb.52. 

77. In Abb. 52 sind a und b parallel. Bereehne aus den Angaben der 
Abbildung (moo) die Lange der Linie ABC, sowie den Inhalt der sehraf
fierten Flaehe. Zeiehne die Abbildung. Anleitung: cos IX = ? IX = ? usf. 

Ergebnisse: l = 10,29 em. 
J = 20,12 em2• 

Abb.53 .. Abb.54. 

78. Leite eine Inhaltsformel ab fiir den in Abb. 53 gezeichneten Quer
sehnitt dureh ein Zementrohr. 

Ergebnis: J = 2,3489 r2. 

79. Von der in Abb. 54 gezeichneten Flii.che kennt man die Spannweite 
s = 10m; die PfeilhOhe p = 2 00 und die Wandstarke w = 0,8 m. Berechne 
die Flii.che F. 
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.Anleitung: Bereehne r, dann (x, dann F nach w.(r + ;)~.=9,314m2. 

FUr 8 = 4m; w = 0,5 m; 8:p = 6 wird F = 2,306 ma. 

In Abbildung 54a sind bekannt die Spannweite 8, die Pfeilhohe p, 
die Scheitelstarke h und die Starke der Widerlager w. Der Inhalt der Flache 
ist zu hereehnen. Es ist 

J = 1/2 (R2P_ r2 ;-as). 
Man hereehnet: 

1. (X aus p und 8; 

2. r aus 8 und (X oder 8 und p; 
3. y aus w und (X; hieraus findet 

manS; 
4. x aus w und (X; hieraus findet 

man f und damit fJ undR; 
5. a wird gefunden aus R, r 

undh. 

Beispiel: 8 = 4; P = 1; w = 1; h = 0,5m. (Zeiehne die Figur im 
MaBstab 1:50). 

Ergebnisse: (X = 106 0 16'; r = 2,5 m; R = 4,805 m; fJ = 71 016'; 
a = 1,805 m; J = 3,51 mi. 

80. In einem Kreise vom Durehmesser d = 50 em werden im Abstande 
a = 30 em zwei parallele gleieh groBe Sehnen gezogen. Bereehne den In
halt und den Umfang der Flaehe zwisehen den heiden Sehnen und dem 
Kreise. 

Ergebnisse: u = 144,3 em; J = 14,04dm2• 

81. Ein ReehteekABOD hat die Seiten AB = b = 5 em und BO = 
a = 15 em. Urn die gegenuberliegenden Eeken A und 0 werden im Reeht
eek Viertelkreise mit dem Radius b = 5 em gesehlagen. Man ziehe die ge
meinsame innere Tangente t. t berUhrt den Kreis urn A in E und den urn 
C in F. Bereehne die Lange der Linie BEFD. Ergebnisse: t = 12,25 em; 
l = 15,88 em. 

82. Ein Kreisring mit den Radien R und r wird von einer Geraden g 
im Abstande a vom Mittelpunkt in zwei Stueke zerlegt. Bereehne den 
Inhalt der heiden Kreisringstiieke, sowie die im Kreisringe liegenden Ab
sehnitte (x) der Geraden g fUr R = 30 em; r = 20 em; a = 15 em. 

Ergebnisse: J 1 = 462,0 ema; J a = 1109 em2 ; x = 12,75 em. 

SS. Ein Reehteek hat die Seiten a = 20 em, b = 8 em. Urn die Mittel
punkte der Seiten b werden dureh Kreise von dem Radius 5,8 em auf heiden 
Seiten des Reehteeks gewisse Flaehenstiieke abgesehnitten. Wie groB 
ist die Restflii.che? 

Ergebnis: J = 75,19 em'. 
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841). Berechne aus b und ex. den Umfang und den Inhalt des in Abb. 55 
gezeichneten Kanalprofils. 

Ergebnisse: u.= 2 b (cos ex. + ex sin ex.); J = ~.bsin ex. = 
2 

b' (sin ex. cos ex. + oc sin' oc). 

85. Berechne ebenso Umfang und Inhalt des "Eiprofils" (Abb.56) 
aus r. Ergebnisse: ex. = 36°52'; x=0,5r; u=7,930r; Inhalt=A + 
2 B + C = 4,594 r'. FUr r = 300 mm wird J = 41,34 dm'. 

Abb.55. 

86. Berechnung der 
Riemenlange. 

a) Offene Riemen 
(Abb. 57). Man berechne 
aus den Radien R und r 
zweier Riemenscheiben und 
dem Mittelpunktsabstand a 
die Lange L des offenen 
Riemens. 

L setzt siGh zusammen aus zwei Tangenten t, 
aus dem groBen und kleinen umspannten Bogen B bzw. b. 

L=2t+B+b. (1) 
Wir ziehen die Beriihrungsradien und durch den Mittelpunkt des 

kleinen Kreises eine Parallele zu einer Tangente. Es entsteht ein recht

Abb.56. 

winkliges Dreieck mit den 
Seiten a, R--'1', t und dem 
Winkel ex.; es ist 

. R-r 
SIn ex. = --. (2~ 

a 

Hieraus kann ex. berechnet 
werden. 

Die Tangente t ist: 

t=acosex 
oder 

Warum sind die Winkel 
zwischen den vertikaJen 
Durchmessern und den Be
riihrungsradien auch gleich 

ex.! - Die Zentriwinkel zu den Bogen B und b sind 180 + 2 ex ° und 
180 - 2 ex. 0, oder in Bogenma.B n + 2 a und n - 2 Ii; somit ist 

B = R (n + 2 ii) und b = r (n - 2 ii) (4) 

1) Nach Weyrauch,&.: Hydraulisches Roohnen. 2.Aufl., 8.47. 19U. 
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Der Riemen hat also die Lange 

L = 2 a cos oc + R (n + 2 ~) + r (n - 2 ~) oder 

L = nCR + r) + 2 ~(R-r) + 2acos oc. (5) 

Beispiele: 

a) FUr R = 225 mm; 
r= I25mm; 
a = 4 m findet man 

L = 9,I05m; 
~ = 1 0 26'; sinocdarf 

nach Aufgabe 60 
gleich a gesetzt 
werden. Abb.57. 

b) FUr R = 40cm; r = 20cm; a = 5m wird L = 1l,900m. 

1st oc sehr klein, so kann man in (5) a = sin CIt, und cos CIt = I setzen, 
und (5) nimmt die Form an: 

R-r 
L = nCR + r) + 2·-~·(R-r) + 2 a·I oder 

a 

L=n(R+r)+2a+2.(R-r)2. (6) 
a 

Berechne L nach dieser einfachen Naherungsformel fUr die beiden 
gegebenen Beispiele und ver
gleiche die Ergebnisse mit 
den gegebenen Werten. Be
achte, daB in (6) der Winkel oc 
nicht vorkommt. 

b) Gekreuzte Riemen 
(Abb. 58). Die Lange List 
wieder gleich 

L=2t+B+b; -(k---

. R+r 
SlnClt= --; 

a 

t = ya2 - (R + r)2 

Abb. 58. 

oder t = a cos CIt; 

B = R (n + 2 a) und b = r (n + 2 ti), somit ist 

L= (n + 2 a)(R + r) + 2acos CIt. (7) 

Auch fiir gekreuzte Riemen konnte man eine Naherungsformel ab-
leiten. 

(R + r)2 
L=n(R+r) + 2a+---. 

a 
Hell, TrigoDometrie. o. AnD. 

(8) 

4 
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Bereehne L fiir die oOOn gegeOOnen Beispiele naeh (7) und zum Ver
gleiehe aueh nach (8). Es ist fiir a) L = 9,131 m, b) L = 11,960 m. 

Zeige, daB sieh fiir versehiedene Riemenseheihen die Lange des ge
kreuzten Riemens nieht andert, solange a den gleiehen Wert hat und die 
Summe der Radien unverandert bleibt. (Stufenseheiben.) 

87. Bereehne den Inhalt der Abb. 57 fiir 
a) R = 4 em b) R = 8 em 

r= 2" r= 6" 
a = 12 " a = R + r = 14 " 

Ergebnis: J = 104,4em2 J = 355emB 

c) R = 5em 
r= 3,,' 
a=20" 
J = 214,2 em2 • 

88. Abb. 59 stellt den Quersehnitt dureh einen Dampf.kessel dar. Ge
geOOn; D = 1800 mm = innerer Durehmesser des Dampfkessels; d = 
800mm = Durehmesserdes Flammrohres; . 
11, = 400 mm = Rohe des Dampfraumes. 
Bereehne den Dampfraum- nnd den 
Wasserraumquersehnitt (FJ und Fs) und 
bilde das Verhii.ltnis F1 :F2• 

Ergebnisse: ex = 112 ° 30' ; 
Fl = 0,421 m2 ; F2 = 1,621m2 ; 

Fl:F2 = 1:3,85. 

Abb.59. Abb.60; 

89. Die Mantelfliche eines abgestumpften Kreislregels wird in eine 
EOOne ausgebreitet (Abb. 60). Man hereehne aus den heiden Durehmessern 
D und d und der Mantellinie m des' Kegels die GroBen y, Ii, PI' Pi' 81, 82> 

X nnd die Fliche F der abgewiekelten Mantelflii.che. 

FUr D = 1500mm. d.= 6OOmm,. 
m = 1200 rom, wird 

md, 
y=--=800mm, 

D-d 

D-d exO = __ . _ ... 360 0 =1350, 
2m 



DaB rechtwink1ige Koordinatensystem. 

PI = 494mm, 

P2 = 1235 " 
81 = 1478 " 

82 = 3696mm, 

re= 459,2" 
F=3,958m2• 
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00. Dureh die Endpunkte einer Streeke 8 = 10 em werden zwei Kreis
bogen a und b mit den Radien r = 6 em und R = 10 em gelegt. Die zu ar 
und b gehorigen Zentriwinkel seien beide kleiner ala 180°. Bereehne die 
zwischen den Bogen a und b Jiegende Flii.che 1. wenn a und b auf der gleiehen, 
2. wenn sie auf versehiedenen Seiten von 8llegen. Ergebnisse: 1.9,82 em2 ; 

2. 27,94 ems. 

§ 7. Definition der trigonometrischen Funktionen 
beliebiger Winkel. Die Darstellung der 

Funktionswerte am Einheitskreis. 

1. Das reehtwinklige Koordinatensystem. 

Ehe wir erklii.ren konnen, was man unter den trigonometrischen 
Funktionen beliebiger Winkel zu verstehen hat, mussen wir uns 
mit einem wichtigen Hillsmittel der Mathematik, dem rechtwink
ligen Koordinatensystem, vertraut machen. Wir ziehen auf" 
einem Blatt Papier zwei 
aufeinander senkrecht ste- Y 
hende gerade Linien, von 
denen wir die eine der Be
quemlichkeit halber hori
zontal w8.hlen (s. Abb. 61). 

JI 

Wir nennen die horizontale 
Gerade die Abszissen
achse oder X-Achse, die 
vertikaJe die Ordinaten
achse oder Y-Achse, 
beide Achsen zusammen 
heiJ3en die Koordinaten
achsen; sie schneiden sich .lI£ 
imNullpunktoder Koordi
natenanfangspunkt O. 

-3 -8 

fj 

~ 

3 

2 

1 

-1 
-1 

-£ 

-3 

I 

x P 
r-' 

\ Y 
0 X 

f 8 8 5 

Abb. 61. 

Der von 0 nach rechts gehende Teil der X-Achse m.oge die 
positive, der nach links gehende die negative Abszissen
achse hei.l3en. Die positive Ordinatenachse geht von 0 nach 
oben, die negative nach unten. 

4* 
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Durch die Achsen wird die Ebene in vier Felder zerlegt, die 
man Quadranten nennt und die wir im. Sinne der Abbildung 
als den I. bis IV. Quadranten unterscheiden. Dabei ist die Reihen
folge der Nummern so gewahlt, daB die positive X-Achse, wenn 
sie um 0 im. entgegengesctzten Sinne des UhrzeigerdrehsinD.es 
einmal herumgedreht wird, der Reihe nach den I., n., m. und 
IV. Quadranten iiberstreicht. Den Dreliungssinn von der 
positiven X-Achee zur positiven Y-Achse nennen wir den posi
tiven, den entgegengesetzten den negativen. Der letzte stimmt 
also mit dem Drehsinil des Uhrzeigers iiberein. 

Auf beiden positiven Achsen tragen wir von 0 aus eine be
stimmte Strecke als Einheitsstrecke ab, sie moge als Langen
einheit dienen zur Messung aller Strecken· auf den Koordinaten
achsen oder auf Geraden, die zu den Achsen parallel laufen. 

Es sei nun P ein beliebig gewii.hlter Punkt in einem der vier 
Quadranten. Er moge von der Y -Achse den Abstand x, von der 
X-Achse den Abstand y haben. Diese Abstii.nde x und yeines 
Punktes von den Koordinatenachsen, oder genauer gesagt, die 
MaBzahlen, die diesen Strecken zukommen, nennt man die Koor
dinaten des Punktes P. 1m besonderen heiBt x die Abszisse, 
y die Ordinate. Je nachdem der Punkt rechts oder links von 
der Y -Achse liegt, rechnen wir seine Abszisse positiv oder negativ. 
Fiir die Punkte oberhalb der X-Achse solI die Ordinate positiv, 
fiir die unterhalb negativ gerechnet werden. In der folgenden 
Tabelle sind die Vorzeichen der Koordinaten fUr die 
vier Quadranten zusammengestellt. 

Quadrant 
Abszisse z 
Ordina.te y 

ill IV 

+ (1) 

Nach Wahl eines Koordinatenkreuzes und einer Langeneinheit 
entspricht jedem Zahlenpaar ein bestimmter Punkt des Bla.ttes, 
und umgekebrt, jedem Punkte des Blattes werden zwei Za.hIen
groBen, seine Koordina.ten, zugeordnet. Man nennt den Punkt P 
mit den Koordinaten x, yauch etwa den Bildpunkt des Za.hIen-
paares x, y. 
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2. Definition der trigonometrischen Funktionen fiir beliebige 
Winkel. 

Es sei IX in Abb. 62 ein beliebiger Winkel; einen Schenkel 
nehmen wir der Einfachheit halber wiEder horizontal an. Wir 
wahlen den ScheitelO zugleich zum Anfangspunkt eines Koordi
natenkreuzes; die positive X-Achse falle mit dem horizontalen 
Schenkel zusammen. Je nachdem der zweite Schenkel des Win
kels durch den I., II., III. oder IV. Quadranten geht, sagt man, 
der Winkel IX liege im I., II., III. oder IV. Quadranten. 

Es sei nun P ein ganz beliebiger (von 0 verschiedener) 
Punkt auf dem zweiten Schenkel; seine Koordinaten seien x und y, 
sein Abstand von 0 sei r; wir nennen r den Radius von P und 
setzen fest, daB wir r immer positiv rechnen wollen. Die im 
ersten Paragraphen gegebenen Definitionen erweitern wir nun 
wie folgt: 

+y p 

____ -vc 

Abb. 62. 

. Ordinate y 
sm a= Radills = r ' 

cos a 

tga 

Abszisse X 
Radills = r' 

Ordinate y 
Abszisse = X ' 

t _ Abszisse x 
c ga- Ordinate = y 

(2) 

Diese erweiterten Definitionen decken sicL, solange IX kleiner 
als 90° ist, genaumit den friiher in § 1 gegebenen. Statt An
kathete, Gegenkathete, Hypotenuse sagen wir jetzt: Abszisse, 
Ordinate, Radius. 1st aber IX groBer als 90°, so sind die Begriffe 
Kathete, Hypotenuse sinnlos und die obigen Definitionsglei
chungen (2) sagen aus, was wir dann unter den trigonometrischen 
Funktionen zu verstehen haben. 

Da in d~n Gleichungen (2) Koordinaten vorkommen, haben 
die Funktionen von jetzt an auch ein Vorzeichen und 
zwar hat, da wir r ja immer positiv rechnen, 

der Sinus das Vorzeichen der Ordinate y, 
der Kosinns das Vorzeichen der Abszisse x. 

AuBerdem hat die Funktion Tangens immer daB 
gleiche Vorzeichen wie die Funktion Kotangens. 
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Aus den Gleichungen (2) ergibt sich mit Riicksicht auf die 
Tabelle (1) die folgende Ta belle der Vorzeichen der tri
gonometrischen Funktionen. 

Quadrant I I 

sin a .! + 
COS a . 

tg Ii . 

ctg a . 
I 

+ 
+ 

.: + 

II 

+ 

III 

+ 
+ 

IV 

+ 
(3) 

So ist z. B. sin 210 0 negativ; cos 280 0 positiv; tg 100 0 negativ; ctg 220 0 

positiv UBf. 

Y2 X2 y2+ X2 
Ferner ist sin2 a; + cos2 a; = - + - = ___ oder da x'l. + y2 = 1'2 ,,2,,2 ,,2 

ist (und zwar auch dann, wenn x und y negative Vorzeichen haben), ist 

sin2 a; + cos2 a; = 1. 

Man beweise ebenso, daB samtliche Formeln, die wir im 4. Para
graphen fiir spitze Winkel nachgewiesen, auch fiir belie bige 
Winkel Giiltigkeit haben. In den Formeln auf S.20 treten zum Teil 
Quadratwurzeln auf. Man hat bei den Wurzeln immer das Vorzeichen so 
zu wahlen, daB die Funktion das aUB Tabelle (3) ersichtliche Vorzeichen be· 
kommt. So ist z. B; fiir einen Winkel a; im zweiten Quadranten 

sin a; = + V1- cos2 a;; cos a; = - VI- sin2 a;; 

sin a 
tg a; = - ----- usf. 

VI-sin2 a 

3. Veranschaulichung der Funktionen durch Strecken 
am Einheitskreis. 

Wir kehren zu den Definitionsgleichungen (2) zuriick. Die 
Koordinaten x und y, die darin vorkommen, beziehen sich auf 
einen Punkt P der irgend wo auf dem zweiten beweglichen 
Schenkel gewlihlt werden darf. Die vier Verhaltnisse y:r; 
x:r; y:x und x:y behalten ihren Wert, wenn man den 
Punkt P auf dem Schenkelwandern Hi-Bt, voraus
gesetzt, daB der Winkel ot nicht verandert wird. Wir 
wahlen nun den Punkt P, wie frillier, so, daB die Nenner der ein
zemen Briiche gleich 1 werden; wir gewinnen dadurch ein ein· 
faches Mittel zur Veranschaulichung der trigonometrischen 
Funktionswerte durch Strecken. Wahlen wir im besonderen 
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den Punkt P im Abstande r = 1 von 0, also auf dem Umfange 
des Einheitskreises, so gehen die Gleichungen sin oc = y:r 
und cos oc = x:r iiber in 

sina=y und cosa=x, (4) 

d. h. Sinus und Kosinus eines beliebigen Winkels 
stimmen mit den Koordinaten jenes Punktes iiberein, 
in dem der be
wegliche Strahl 
den Einheits
kreis trifft, vor
ausgesetzt natiir
lich, daB der erste 
Schenkel mit der 
Abszissenachse zu
sammenfii.llt. Siehe 
Abb. 63 und 64. 

Auch die Werte 
tg IX und ctg oc lassen 
sich, wie friiher, 
leicht durch Strek
ken darstellen. LaSt 

+ 

t 

Abb.63. 

. \ 
+x ~ feslli".gentier Schenkel 

man den Punkt P z. B. mit dem Schnittpunkte G zusammenfallen, 
in dem der Schenkel die Tangente in A trifft, so ist, weil 0 A = 1 
tg oc = AG. Die Koordinaten des Punktes F sind x = BF und 
y = BO = r = 1, daher ist ctg IX = x: y = BF. Wir haben also 

tga=AC und ctga=BF. (5) 

Diese beiden Gleichungen bediirfen noch einer Erklarung. 
1st ni.i.mlich der Winkel oc stumpf wie in Abb. 64, so schneidet der 
bewegliche Schenkel die vertikale Tangente rechts nicht mehr. In 
diesem Falle wird der Tangenswert nicht von dem Schenkel, son
dem von seiner Riickverlangerung auf der Tangente in A 
abga.;chnitten, denn aus der Ahnlichkeit der Dreiecke in der Ab
bildungfolgt: 

sinH AG 
tgoc=--=- =AG. 

cosoc OA 

Ahnlich liegen die Verhaltnisse bei der Funktion Tangens 
fiir Winkel im ID. Quadranten und bei der Funktion Kotangens 
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ffir Winkel im III. und IV. Quadranten. Wir konnen die Glei
chungen (5) also dahin zusammenfassen: Fiir jeden beliebigen 

+y 

F B 

Winkel ~ werden 
die Wertetg~ und 
ctg~ durch die Ab
schnitte AC und 
BF dargestellt; 
diese Abschnitte 
werden entweder 

---f--J~~~~!---.l---¥.L--~+:;:!.x,- von dem beweg

• 

Abb.64. 

lichen Schenkel 
selbst oder von 
seiner Riickver
langerung auf den 
in A und B ge
zogenen Tangen
ten abgeschnit

ten. AC und BFbestinunen die Wertetg ~und ctg ~auch dem 
Vorzeichen nach richtig. So ist in Abb.64 AG, weil nach 
unten gehend, negativ zu nehmen. 

Die Gleichungen (4) und (5) und die dazu gehorigen Abbil
dungen moge sich der Lamende besonders gut einpragen; sie er
setzen die Definitionsgleichungen (2). 

4. Verlaul der Fnnktionen. 

Der Verlauf der trigonometrischen Funktionswerte la.Bt sich 
an Hand der Gleichungen (4) und (5) und der Abb. 63 und 64leicht 
verfolgen. Wenn dar Winkel ~ von 00 bis 360° wachst, d. h. wenn 
wir den beweglichen Schenkel im positiven Sinne einma! rings 
herum drehen, so andem sich die Funktionswerte so, wie die 
folgende Tabelle zeigt: 

« sin« COB « tg« I ct~ 
00 0 +1 0 I +00 

0-900 nimmt zu nimmt ab nimmt zu nimmt ab 

90° +1 0 
+00 

0 --~--, 

- 00 I 
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II Bin a COB a tg a I ctg a 

90--1800 nimmt ab nimmt ab nimmt zu ! nimmt ab 

180° 0 -1 0 
- 00 

'--~-

+00 
180--2700 nimmt ab nimmt zu nimmt zu nimmt ab 

2700 -1 0 
+00 

0 ----_. 

- 00 

270-3600 nimmt zu nimmt zu nimmt zu nimmt ab 

3600 
-00 

0 +1 0 -~--~--

+00 

Wir erkennen hieraus: 

Sinus und Kosinus sind (abgesehen von den Grenzwerten 
0°, 90° ... ) stets echte Brliche. 

Tangens und Kotangens konnen jeden beliebigen 
Zahlenwert annehmen. 

Wachst der Winkel von 0-360°, so nimmt die Funktlon 
tg IX bestandig zu. FUr 90° nimmt tg IX zwei verschiedene Werte 
an. Drehen wir namlich in Abb. 63 den beweglichen Schenkel im 
positiven Drehungssinn aus der Stellung OA in die Stellung OB, 
so wachst A 0 = tg IX nach oben liber jedes endliche MaS hinaus, 
und fUr 90 ° erreicht tg IX den Grenzwert + 00 (unendlich). Dreht 
man dagegen in Abb. 64 den beweglichen Schenkel rlickwarts in 
die Stellung 0 B, so wandert 0 auf der Tangente rechts nach 
unten, und in der Grenzlage 90 ° wird jetzt A 0 = tg 90 ° = - 00. 

FUr 90° ist also tg IX sowohl + 00, als - 00. Das gleiche Ver
halten zeigt Tangens bei 270 ° und Kotangens _ bei 0 ° und 180 0. 
Die Funktion Kotangens nimmt bei wachsendem Winkel be
sta.ndig abo 

Der Verlauf der Funktionen wird in den Abb. 65 und 66 noch 
durch Kurven veranschaulicht. Der Punkt A der Abb. 63 und 64 
ist zum AnfangspunktO einesKoordinatensystems gewahlt worden. 
Auf der Abszissenachse wurden in gleichen Abstiinden die Bezeich
nungen 0°, 900, 1800, 270°, 360° angebracht und als Ordinaten 
die zugehOrigen Funktionswerte abgetragen, wie sie aus dem links 
gezeichneten Einheitskreise leicht entnommen werden konnen. 
Jeder Funktion entspricht eine besondere Kurve. Greift man 
irgendeinen Punkt auf einer Kurve heraus, so mi8t 
seine Abszisse den Winkel, seine Ordinate den zu-
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gehorigen Funktionswert. In den Kurvenstiicken, die zur 
Strecke 0-90° gehoren, wird man die friiher erwii.hnten Kurven 

th· Sinuskurvl! "~Co.sinlGlkurve 
-1 

Abb.65. 

(Abb.4, 5 und 6) erkennen. Die Kurven soliten alie a.uf Milli
meterpapier neu gezeichnet werden. Dabei lasse man auf der 

Z,5 

Z,O 

1,5 

0,5 

1----------+----~~--+_~------_+----~----~f 

1,5 

z 

Abb.66. 

Abszissenachse einem Winkelintervall von 20 0 eine Strecke von 
1 cm entsprechen, den Radius des Einheitskreises wa.hle man 
von der -Lange 5 cm. 
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§ 8. Zuriickfiihrunp; der Funktionen beliebiger Winkel 
auf die Funktionen spitzer Winkel 

Wir haben bis jetzt immer von Winkeln zwischen 0 0 und 
360 0 gesprochen. Es kann aber auch vorkommen, da6 von Win
keln, die gro6er ala 360 0 sind, die Rede sein mu6. So kann z. B. 
ein um eine Welle geschlungenes Seil wohl einen Winkel, der 
gro6er als 360 0 ist, umspannen. Auch die trig. Funktionen solcher 
Winkel konnen vorkommen. 

Wie man nun aus der Darstellung der Funktionen am Ein
heitskreis leicht erkennt (Gleichungen 4 und 5 des vorhergehenden 
Paragraphen), kehrt jede goniometrische Funktion eines Winkels ex. 
zu ihrem urspriinglichen Werte zurUck, wenn der Winkel um 360 0 

oder in Bogenma6 um 2 :n; zunimmt. Denn dreht man den beweg
lichen Schenkel von irgendeiner Stellung ex. aus im posi
tiven oder negativen Drehsinne ein- oder mehrmals rings herum, 
so kommt er wieder in die Ausgangsstellung zuriick, und daher 
nehmen auch die Funktionen wieder die gleichen Werte an. Somit 
gelten die Formeln: 

sin (a + n· 3600) = sin aj cos (a + n· 3600) = cos a (1) 

tg (ex. + n . 360 0) = tg ex.j ctg (or. + n . 360 0) = ctg ex., 

worin n eine beliebige positive oder negative ganze Zahl sein kann. 
Man driickt dies auch so aus: Die goniometrischen Funktionen 
haben die Periode 360 0 (2:n;), womit eben nichts anderes gesagt 
sein soll, als da6 sich der Funktionswert nicht veriindert, wenn 
man den Winkel um 360 0 (2:n;) vergro6ert. 

Die Funktionen Tangens und Kotangens iindern sich aber 
auch dann nicht, wenn man den Winkel nur um 1800 oder Viel· 
tache davon vergroBert. Aus dem vorhergehenden Paragraphen 
ergibt sich ja, da6 bei einer Drehung des beweglichen Schenkels 
um 180°-die gleichen den Tangens oder den Kotangens messenden 
Strecken AO bzw. BF auf den beziiglichen Tangenten abge
schnitten werden. Es ist somit 

tg (a + n· 1800) = tg a; ctg (a + n .1800) = ctg a. (2) 

Wir erkennen also: 
Die Funktionen Sinus und Kosinus haben die Pe

riode 360 0 (2:n;) und die Funktionen Tangens und Ko
tangens die Periode 180 0 (n). 
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B 

Abb.67. 

Hieraus folgt nun, daB man irgendeine Funktion eines Win
kels, der groBer als 360 0 ist, immer darstellen kann durch eine 

Abb.68. 

Funktioneines Win
kels' der in dem Ge
biete von 0 0 bis 3600 

liegt, da man ja ein 
belie biges ganzes 
Vielfaches von 360 0 

subtrahieren kann. 
Aus den Abb. 63 

bis 66 ist ferner er
sichtlich, daB j ede 
Funktion, wenn 
wir vom Vorzei
chen a bsehen, 
aHe Zahlenwer
te, die sie iiber
haupt anneh
men kann, schon 

durchlauft, 
wenn der Winkel 
aHe Werte von 
0 0 bis 900 durch
wandert. So neh-
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men die Funktionen sin IX und cos IX aIle Werte zwischen 0 
und I, tg IX und ctg ot aIle Werte zwischen 0 und 00 bereits 
im 1. Quadranten an. - Unsere Aufgabe besteht nun darin, zu 
zeigen, wie man die trig. Funktionen eines Winkels, der groBer 
als 90 0 ist, durch die Funktionen eines Winkels im 1. Quadranten 
darsteIlen kann. Hierzu dienen die Abb. 67 und 68. Der Grund
gedanke bei der Ableitung der folgenden Formeln ist der: Man 
zerlegt den gegebenen Winkel x in ein Vielfaches von 900 plus 
oder minus einen spitzen Winkel IX; also in die Formen 900 + IX; 

180 0 + IX; 270 0 ± IX; 360 0 - IX. Man steIlt die Funktionen des 
Winkels x entsprechend den Gleichungen 4 und 5 in § 7 durch 
Strecken am Einheitskreis dar und vergleicht sie mit den Strecken, 
welche die Funktionen des spitzen Winkels ot veranschaulichen. 
Man erhiilt in den Abbildungen immer kongruente rechtwinklige 
Dreiecke. - Wir unterscheiden die folgenden Formelgruppen: 

I. Der Winkel wird zerlegt in 180 0 + ot; 360 0 - ot. 

Aus der Abb. 67 lesen wir dann ohne weiteres ab: 

1. sin (180 0-a)= sina;dennElDl = EDl 
cos (180 0 -a)= -cos a; " OEI = - OE 
tg(1800-~) =- tga; " ACI '=-.ACJ 

ctg(180 0-a) =-ctga; " BFI =-BF 

2. sin (180 0 + ot)= - sin IX; dennEID2 = -ED 
cos (180 0 + IX) = -cos IX; OEI = -OE 
tg (180 0 + IX) = tg IX; " AC = .AC 

ctg (180 0 + IX) = ctg IX; " BF = BF. 

Supple. 
ment
winkel 

3. sin (360 0-a) = sin (-a) =-sina;dennEDa = -EDt. N e:Ya-
cos(3600-a) = cos (-a) = cosa;" 01£ = OE t' o 

tg (360 0-a) = tg(-a) =-tg a; " ACI =-.ACfw~V;el 
ctg(360 0-a) =ctg(-a) =-ctga; " BFI =-BF 

II. Der Winkel wird zerlegt in eine der Formen 

90 0 ± IX; 270 0 ± IX. 

Aus der Abb. 68 ergibt sich: 

4. sin (900 - a) = cos a; denn DIEl = OE) 
cos (900 - a) = sin a l " OEI = DE Komplement-
tg (90 0 - a) = ctg a; " .A Cl = BF winkel. Siehe § 1. 
ctg (90 0 -a) = tg a; " BFl = AC 
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5. sin (90 0 + tX) = cos ex.; 
cos (90 0 + tX) = - sin tX; 
tg (90 0 + tX) = -ctg tX; 

ctg (90 0 + tX) = - tg tX; 

denn D2E2 = OE 
" OE2 = -ED 
" AG2 = -BF 

BF2 =-AG. 
6. Isin (270 0 - tX) = -cos tX; denn E2Da = -OE 

cos (270 0 - tX) = - sin tX; " OE2 = -ED 
tg (270 0 - tX) = ctg tX; " AGI = BF 

ctg (270 0 - tX) = tg ex.; " BFI = AG. 

7. sin (270 0 + tX) = -cos ex.; denn EID4 = -OE 
cos (270 0 + tX) = sin tX; OEI ED 
tg (270 0 + tX) = -ctg tX; AG2 = -BF 

ctg (270 0 + tX) = - tg ex.; BF2 = -AG. 

AIle diese Formeln sollen auswendig gelernt werden. Das 
ist nun nicht so schwierig, wie es den Anschein hat. Denn be
trachten wir aIle Formeln, so erkennen wir, daB iiherall dort, wo 
in" der Zerlegung des Winkels ein gerades Vielfaches von 90 0 

vorkommt (also 180 0 ; 360 0 oder ein negativer Winkel), rechts 
genau die gleiche Funktion vorhanden ist wie links. In allen 
Formeln der Gruppe II dagegen steht recht3 die Kofunktion der 
Funktion links. 

Wir konnen daher aIle Formeln in folgender Regel zusammen
fassen: 

a) Ahgesehe 1 vom Vorzeichen ist jede 

Fnnktion von 11800 ~ tX)gleiCh der Fnnktion von ex.; 
360 0 - ex. 

und jede 

Fnnktion von {2;g:: : } gleich der Kofnnktion von ex.. 

b) Das Vorzeichen ergiht sich aus der Tabelle (3) 
des § 7. 

Wie groB ist hiernach z. B. sin (180 0 - ex)? Der Winkel ist im zweiten 
Quadranten, dortist der Sinus positiv; wegen 180 0 blei bt die Funktion; 
es ist also sin (180 0 - ex) = sin ex. 

Oder: cos (180 0 + ex) =? Der Winkel ist im dritten Quadranten; 
dort ist der Kosinus negativ; wegen 180 0 bleibt die Funktion; also 
cos (180 0 + ex) = - cos ex. 

Oder: tg (90 0 + ex) =? II. Quadrant; Tangens ist negativ; wegen 
90 0 ist die· Kofunktion zu setzen. tg (90 0 + ex) = - ctg ex. 
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Zusatz. Wir haben in den Formeln 1-7 vorausgesetzt, daB ct ein 
spitzer Winkel sei; dies ist auch praktisch fast allein von Wichtigkeit. 
Wie man aber an Hand des Einheitskreises leicht nachweisen konnte, 
geltlln aIle Formeln auch dann, wenn ct ein beliebiger (also 
nicht nur ein spitzer) Winkel ist. 

Beispiele. 
Gegeben ein Winkel; gesucM eln trigonometrischer Wert dieses 

Winkels. 
sin 245° 10' = sin (1800 + 65° 10') = - sin 65° 10' = - 0,9075 
cos 312° 40' = cos (2700 + 42° 40') = + sin 42° 40' = + 0,6777 
tg 136° 30' = tg ( 90° + 46° 30') = - ctg 46° 30' = - 0,9490 

ctg 220° 50' = ctg (1800 + 40 0 50') = ctg40050' = + 1,157 
sin 190° 40' = - 0,1851 sin (- 32° 34') = - 0,5383 
cos 218° 40' = - 0,7808 cos (-46° 18') = + 0,6909 
tg 302 ° 10' = - 1,590 tg (- 38 ° 32') = - 0,7964 

ctg (- 80° 40') = -0,1644 ctg (-58° 52') = -0,6040 
sin (-160°) = - 0,3420 cos 218° 54' = - 0,7782 
tg (- 218°) = - 0,7813 tg 352° 13' = - 0,1367 
sin 164 ° 38' = + 0,2650 ctg 167 ° 35' = - 4,542. 

sin 2000° = -0,3420 tg 1090° = 0,1763 
cos 400° = 0,7660 ctg 600° = 0,5774 

arc ct° = 4; dann ist sin ct = -0,7568; cos ct = -0,6536 
arc ct° = 17; tg ct = 3,495; ctg ct = 0,2861. 

Gegeben ein trigonometrischer Wert; gesucht der Winkel. 
Zu einem gegebenen trig. Werle gehoren im allgemeinen zwei ver

schiedene Winkel zwischen 0° und 360°, wie die folgenden Beispiele 
zeigen sollen. 

1. Beispiel: sin x = 0,5. x = ? 

Da sin x positiv ist, kann x nur im I. oder II. Quadranten liegend 
(Abb.67). Der erste Winkel ist Xl = 30°, der zweite Winkel X2 = 180 
- 30° = 150°. Nur fiir diese zwei Winkel hat die Ordinate y im Ein
heit8kreis die Lange 0,5. 

2. Beispiel: cos x =-0,7660. X=? 
Da cos x negativ ist, liegt der Winkel im II. oder III. Quadranten. 

1st ct der spitze Winkel, der zu dem Werle cos x = + 0,7660 gehi:irt, 
so ist, wie man aus Abb. 67 leicht erkennen kann, 

Xl = 180° - ct und x2 = 180° + ct. 

Nun ist ct = 40°; somit ist Xl = 140° und x2 = 220°. 

3. Beispiel: tg X = 1. x = ? 

x liegt im I. oder III. Quadranten. 
Xl = 45°; Xz = 180° + 450 = 225°. 
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Der zweite Winkel hnn bei Tangens und Kotangens aus dem craten 
Winkel immer durch Addition der Perlode ISO ° gefunden werden. 

4. Beispiel: ctg x = - 2,145. x = ? 
x liegt im II. oder IV. Quadranten. 1st at der spitze Winkel, der zu dem 

Werte ctg (X = + 2,145 gehOrt, so ist 

Xl = 180°-(X; Xi = 360°-a= ZJ. + 180°. 

Nun ist (X = 25°, somit ist 

Xl = 155°; x2 = 335°. 

Aus diesel). Beispielen erkennt man die fOlgende Re gel: 
Das Vorzeichen des trig. Wertes bestimmt die heiden Qua

dranten, in denen der Winkelliegt. 
Liegt nun der zu bestimmende Winkel x 

im { ~: 1 Quadr~nten, so stellt { ~:: + : 1 , worln 
IV. f man Ihn dar, als 3600 - (X J 

(X den spitzen Winkel bedeutet, desscn Funktionswert gleich dem 
gegebenen, immer posi ti v genommenen trig. Werte ist. 

Mit dieser Regel wird man in allen Fallen auskommen. Eine rasch 
entworfene Skizze des Einheitskreises wird immer gute Dieneta leisten. 
Sofem der Winkel x im II. oder IV. Quadranten ist, miissen wir nach der 
gegebenen Regel einen Winkel (X von lSO o bzw. 360° subtra.hieren; 
die Subtraktion konnte unter allen UInstii.nden vermieden werden, wenn 
man auch hier die Kofunktionen verwenden wiirde. 

Fiir den zweiten Winkel x2 im eraten gegebenen Beispiel ware die 
lj"berlegung so: 

x2 = 90° + dem spitzen Winkel, deBBen Kosinus gleich 0,5 ist, also 
x2 = 90° + 60° = 1500 (wie oben). 
Xl im zweiten Beispiel konnte auch so bestimmt werden: 
Xl = 90° + dem'spitzen Winkel, dessen Sinus gleich 0,7660 iat, also 
Xl = 90° + 50° =:= 1400 (wie oben). 

Fiir das vierte Beispiel ware 
Xl = 90° + demspitzenWinkel, dessenTangens gleich + 2,145ist. 
x2 = 2700 +" " " " " ,,+ 2,145 ist. 

was zu den gleichen Winkeln Xl = 155 0, x2 = 335 ° ftihrt. 

Wenn man von einem Winkel X weiB, daB sin X positiv und cos X nega
tiv ist, so ist der Winkel x eindeutig bestimmt, denn er kann nur im 
II. Quadranten liegen. 1st cos x negativ und tg x positiv, so liegt der Wm
kel im III. Quadranten usw. Sobald also dasVorzeichen einer zweiten 
Funktion des Winkels gegeben iet, laBt die Aufgabe nur eine Lileung zu. 
Warum da.rf die zweite Funktion nicht die reziproke der eraten sein' , 

1st der zu bestimmende Winkel x ein Dreieckswinkel, so sind der 
III. und IV. Quadrant von vornherein ausgesch,lossen, da. ja. ein Dreiecb
winkel immer klein~r ala 180 ° sain md. Ein Dreieckswinkel ist durch seinen 
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Kosinus, Tangens oder Kotangens eindeutig bestimmt, wabrend zu seinem 
Sinus zwei Winkel zwischen 0 0 und 1800 gehoren. Der Sinus eines Drei
eckswinkels ist immer positiv. 

Weitere Beispiele: 
sin x = 0,7364 Xl = 47 025,5' x2 = 132 034,5' 
cos X = -0,6450 Xl = 130010' x2 = 229 050' 
tg X = -1,460 Xl = 124024' x2 = 304 024' 

ctg x = 2,0000 Xl = 26 034' x2 = 206 034' 
sin X = - 0,3680 Xl = 201 0 36' x2 = 338 0 24' 
cos x = 0,4000 Xl = 66 0 ~5' x2 = - 66 025' 
tg x = 2,0000 Xl = 63 026' x2 = 243 026' 
sin oc = 0,1284 und cos oc ist negativ oc = 172 037' 
tg oc = - 1,41 "sin oc " positiv . oc = 125 021' 

cos oc = 0,3000" tg oc " negativ oc = 287 027,5' 
ctg oc = - 1,208 sin oc " positiv oc = 140023'. 

Gegeben ein Winkel; gesucht der Logarithmus einer trig. Funk-
tion des Winkels und umgekehrt. 

Beispiele: 
log sin 153 028' = log cos 63 028' = 9,65003 - 10 
log cos 168 029' 30" = log (-sin 78 0 29' 30") = 9,99118 .. -10. 

Das der Mantisse beigefiigte n soIl daran erinnern, daB der trig. Wert 
negativ ist. 

log tg 2000 = log tg 20 0 = 9,56107 - 10 
log ctg 350 0 18' 40" = log (- tg 80 0 18' 40") = 0,76768,. 
log sin 124028' 40" = 9,91611-10 
log cos 1640 38' 42" = 9,98421 .. -10 
log tg 300 0 34' 28" = 0,22856" 
log sin (-560) = 9,91857,,-IQ 
log tg (240 0 36') = 0,24913 
log cos (3200 48') = 9,88927-10 
log tg (- 40 0 38') = 9,93354,,-10 

log sin x = 9,80104 - 10 Xl = 39 0 13' 56" 
log cos X = 9,90145 .. - 10 Xl = 142 050' 36" 
log tg X = 0,70866" Xl = 101 0 4' 
log ctg X = 9,90304 -10 Xl = 51 020' 37" 
log sin X = 9,81992 - 10 Xl = 41 020' 36" 
log sin x = 9,97479 - 10 Xl = 70 040' 
log cos X = 9,81402,. - 10 (sin = +) 
log tg X = 0,97234 (cos = -) 
log ctg X = 9,98463 .. - 10 (sin = +) 

x2 = 140 046' 4" 
x2 = 217 0 9' 24" 
X 2 = 281 04'. 
x2 = 231 0 20' 37" 
x2 = 138 0 39' 24" 
x2 = 109 020' 

X = 130040' 
X = 263 055' 
X = 133 059' 12". 

1m Altertum waren ausschlieBlich rechtwinklige Dreiecke Gegenstand 
der Untersuchung. Die Verallgemeinerung der damals bekannten Funk
tionen auf Winkel zwischen 90 0 und 1800 wurde von den Arabern vorge
nommen (AI-BattAni [t 929, Damaskus]). Das Verhalten der einzelnen 

ReB, Trigonometrie. 5. Aun. 5 
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Funktionenin den verschiedenen Quadranten wurde von Leonhard Euler 
(1707-1783) in seiner "Introductio" klar und iibersichtlich entwickelt. 
Die Unterscheidung des Richtungs- und Drehungssinnes verdankt man 
hauptsachlich Mobi us (1790-1868). 

§ 9. Einige Anwendungen. 
1. Einige Beispiele zur Wiederholung und Erweiterung des in § 6 

besprochenen Stoffes. 

1. Nach § 6, Beispiel 6 ist der Inhalt eines Parallelogramms bzw. 
Dreiecks gegeben durch J = ab sin,.. bzw. J = 0,5.ab sin,... Zeige, daB 
diese Formeln auch noch giiltig sind, wenn der von den Seiten a und b ein
gesehlossene Winkel ,.. stumpf ist. - Berechne und zeichne die Dreieeke 
mit den Seiten a = 8, b = 6 em und den Winkeln " = 30°; 600; 90°; 
120°; 150°. Zeichne aIle Dreieeke iiber der gleichen Grundlinie a. 

2. Zeige, daB die Gleichungen 1, 2 und 3 in Beispiel 37, § 6 (Kurbel
getriebe) aueh fUr Winkel ex groBer als 90° Giiltigkeit haben. Fiihre die 
dort hereehnete Tabelle fUr die Versehiebung x des Kreuzkopfes weiter 
bis zu 180°. Trage in einem Koordinatensystem als Abszisse den Winkel ex, 
als Ordinate die zugehorige Verschiebung x auf. 

3. Zeige, daB die Formeln 

8=2r·sin~; 
2 

r2 _ 
J=-(ex -sin ex), 

2 

die wir in § 6, Beispiele 38 und 62 abgeleitet haben, fUr aIle Winkel zwischen 
0° und 360 ° Giiltigkeit hahen. Setze im besondern in die Formeln die Werte 
ein ex = 180°, 270°, 360°. Besondere Aufmerksamkeit verdient die dritte 
der obigen Formeln fUr Winkel ex, die groBar als 180° sind. Welches ist die 

Bedeutung der einzelnen Glieder ~ . oc und ~ sin cx ? 
2 2 

4. Die Rohe eines gleiehsehenkligen Trapezes miBt 15 em, die heiden 
Parallelen a und b haben die Langen a = 11,2 em und b = 4,8 em. (Zeiehne 
das Trapez.) Von der Trapezflache werden zwei Kreissegmente weggenom
men, die beide kleiner als ein Ralbkreis sind, und zwar ein Segment mit 
der Sehne a und dem Radius B = 6,5 em und ein Segment mit der Sehne b 
und dem Radius r = 3 cm. Berechne den Inhalt der Restflache des Tra
pezes. (Ergebnis: J = 90,59 em2.) 

O. Die Mittelpunkte zweier Kreise von gleiehem Radius r haben von
einander die Entfernung a (a<2 r). Bereehne 1. den Inhalt J 1 des Flachen
stiiekes, das beide Kreise gemeinsam haben; 2. den InhaltJ2 eines der heiden 
nieht gemeinsamen siehelformigen Flachenstiickes. 3. Bereehne J 1 fUr 
a = 0,1 d; 0,2 d; .•.. bis a = 0,9 d (d = Durehmesser eines Kreises). 
4. Bestimme den Abstand a, fUr den der eine Kreis gerade die Rii.lfte, oder 
ein Drittel usw. des andern iiherdeekt. 

Ergebnisse: Die zwei Radien eines Kreises, die naeh den heiden 
Schnittpunkten der Kreise gehen, mogen miteinander den Winkel cx ein-
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schlieBen. ex kann berecbnet werden 
II: 

aus cos "2 = a:2 r = a:d. Ea ist 

dann: 
1. J 1 = rZ (i -sin ex). 2. Jz = rZ (n - i + sin ex). 

3. Fiir a = 0,1 d 0,2d 0,3d 0,4d 0,5d 

wird J l = 2,743r2 2,347 1,960 1,585 1,228 

FUr a = 0,6d 0,7 d 0,8d 0,9d 

wird J l = 0,895 0,591 0,327 0,U7r2. 

4. Zur LOsung der vierten Aufgabe bedient man sich zweckmii.Big 
des Millimeterpapiers. Man trage auf einer Abszissenachse die Werte 
a = 0,1 d; 0,2 d; ...... 0,9 d ab und errichte als Ordinaten die zu-
gehOrigen Werte J l • Einem Intervall 0,1 d moge eine Strecke von 2 cm, 
einem Intervall 0,1 r 2 eine Strecke von 0,5 cm entsprechen. th>erdeckt 
nun der eine Kreis gerade die Halfte des andern, so ist 

J 1 = r~n = r2 (i - sin ex) = 1,5708 r2. 

Aus der Figur wird man finden, daB zu' diesem Werte J l der Wert 
a = 0,404 d gebOrt, oder der Winkel ex = 132 0 20'. Wir haben auf diese 
Weise die LOsung der Gleichung 

n _ . 
"2= ex-smex 

gefunden. 
6. In der Abb. 69 ist 0 der Mittelpunkt eines Kreises, 01 ein beliebiger 

Punkt im Innern des Kreises. Berechne die Flii.che AOIB aus 001 = a; 
OB = R und dem Winkel AOIB = ex. - Ziehe 00 
parallel OlB; dann ist die Flache 
F = Sektor A OG - Sektor BOO - Dreieck OBOl , 

oder 
W _ R2 _ aR. 

F=2 ex - 2 r-T sm rp 

F R2 (- -) aR. =2 ex-r -Tsmrp. (1) A 

Der Winkel r folgt aus dem Dreieck OBOI 
. a. 

sm r = ]fBln ex. 

Ferner ist rp=ex-l'. 

Beweise: e = OIB = VR2 _as sinS ex-acos ex. 

Abb.69. 

(2) 

(3) 

Um das Zentrum 0 1 rotiere ein Sektor mit dem konstanten Zentri
winkel po (Abb. 70). AuBerdem sei um 01 ein Kreis geschlagen (r), der den 
groBen Kreis in A beriihrt. Es soIl die Flii.che BlBzOzOl fiir jenen Winkel ex 

5* 
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berechnet werden, der zur Halbierungslinie des Winkels fJo gehort. fJ sei 
ein bestimmter ganzzahliger Teil von 360 0. 

fJo = 360 0 :n oder fj = 2n::n 
n: 

der SteIlung OlB2 entsprechen die Winkel Ii +;;; qJ2; r2 

Dann ist die Flaehe F naeh (1) offenbar gleieh 
n: R2 _ _ aR ( . .) 

E = (R2 -rZ)'n -2 (r2 - rl) -2 sm qJz-sm qJI . (4) 

Naeh (2) und (3) ist 

a ( 1800) 
sin J:z = R sin IY. 0 +--:n-

1800 
qJ2 = IY. 0 + --:n-- r2 

FiirR = 100 em; r = 80 em; a = 20 em; a:R = 0.2; n = 18, also {30 = 200 
sind die Werte von F in der 
folgenden TabeIle fiir einige 
Winkel bereehnet. 

I 
A I 

Abb.70. Abb. 71. 
IY. = 0 0 20 0 40 0 60° 80° 1000 120 0 140 0 1600 180 0 
F=2,3 29,5 112,7 251,6 445,8 682,3 936,6 1168 1332 1391 

7. Beweise: Sind IY., fJ, r die drei Winkel eines Dreieeks. so ist 

sin (IY. + {3) = sin r cos (IY. + f3) = - cos r tg (IY. + fJ) = - tg r 

sin IY. + fJ = cos.!. cos ~ + fJ = sin.!. ta ~ + fJ = cta.!.. 
2 2 2 2 0 2 02 

2. Berechnung der Resultierenden mehrerer KriUte. Yektoren. 
Es mogen auf einen materiellen Punkt 0 mehrere in der gleichen Ebene 

liegende Krii.fte PI' P 2, P a •••• wirken; es soIl die Resultierende R der 
Krafte sowohl der GroBe als der Riehtung naeh bestimmt werden. 
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Die LOsung dieser Aufgabe kann entweder durch ltechnung oder durch 
Zeichnung geschehen. 

a) Rechnerische Losung. Wir denken uns in der Ebene der Krafte 
ein Koordinatensystem gezeichnet, dessen Anfangspunkt mit 0 zusammen
faUt (Abb.71). Die x-Achse mag in irgendwelcher Richtung gewahlt 
werden. Die einzelnen Krafte PI' P 2, Pa •••• mogen mit der positiven 
x-Achse die Winkel OCI' oc2' OCa •••• einschlieBen. Unter oc ist dabei jedes
mal der Winkel zu verstehen, um den man die positive x-Achse im posi
ti yen Drehungssinn drehen muB, bis sie mit der Kraftrichtung zusammen
faUt. oc kann also einen Winkel von 0-360 0 bedeuten. 

Wir zerlegen jede einzelne Kraft P nach den Richtungen der 
Koordinatenachsen in zwei Komponenten X und Y, welche man, wie man 
aus der Abbildung leicht ersehen kann, stets durch die Gleichungen 

X =Pcos oc 
Y =P sin oc 

(1) 

berechnen kann. GehtP z. B. durch den dritten Quadranten, so ist sowohl 
X als Y negativ. 

Aile in der x-Achse wirkenden Krafte setzen wir zu einer Resultierenden 
R x , aUe in der y-Achse wirkenden zu einer Resultierenden Ry zusammen. 
Es ist 

Rx = Xl + X 2 + Xa + ... = PI cos ocI +P2 cos OC2 +Pa cos OCa + ... 
Ry = YI + Y2 + Ya + ... = PI sin ocI +P2 sin oc2 +Pa sin oca + . .. (2) 

Die Resultierende R aus Rx und Ry ist die gesuchte Resultierende der 
Krafte PI' P 2, Pa und zwar ist, da Rx und Ry aufeinander senkrecht 
stehen, 

(3) 

R schlieBt mit der positiven x-Achse einen Winkel oc ein, der sich aus 
der Gleichung 

R 
tgoc=.-.!!. (4) 

Rx 
bestimmen laBt. Damit ist die Aufgabe gelOst. 

Halten sich die Krafte das Gleichgewicht, so ist die Resultierende 
R = 0; nach Gleichung (3) ist dann sowohl Rx als Ry gleich 0, d. h. wenn 
sich mehrere in einer Ebene wirkende Krafte das Gleichge
wicht halten, so miissen (nach Gleichung 2) die Komponenten
summen nach irgend zwei zueinander senkrecht stehenden 
Achsen versch winden. 

Wir haben bis jetzt vorausgesetzt, daB die Krafte auf den gleichen 
Punkt 0 wirken. Die Resultierende geht dann ebenfalls durch O. Wirken 
die Krafte P nicht auf den gleichen Punkt, so kann man die GroBe und 
Ri ch tung der Resultierenden genau nach der gleichen Methode bestimmen. 
Unter dem Winkel oc ist dann der Winkel zu verstehen, unter dem man 
eine durch den Angriffspunkt der Kraft gehende Parallele zur positiven 
x-Achse drehen muB, bis sie mit der Kra£trichtung zusammenfallt. (Siehe 



70 Einige Anwendungen. 

die Abb.72 und 73)': Die Abbildungen zeigen auch, daB gleichgroBe und 
gleichgerichtete Krafte gleiche Projektionen auf die x- bzw. y-Achse liefern. 

Wirken die Krii.fte nicht auf den gleichen Punkt 0, so muB noch die 
Lage der Resultierenden bestimmt werden. Dazu benutzt man nach der 
Mechanik den Satz, daB das statische Moment der Resultierenden gleich 

+!I 

r. -1J 
I I 
I I 
I X I x 

, +.:x: --urn 
I tJf. 

------
y 

Abb.72. 

+!I 

t ---_-r YZJ 
--, I 

I I 
, X I 

-+ac 

Abb.73. 

ist del: algebraischen Summe der statischen Momente der Einzelkrafte, 
bezogen auf einen beliebigen Momentenpunkt. Wir gehen hier auf diese 
Dinge nicht ein. 

b) Graphische Losung. In Abb. 74 sind links drei KrafteP1,P2,PS 

der GroBe und Richtung nach veranschaulicht. Man erhii.lt ihre ReBul
tierendeR, indem man, irgendwo beginnend, die Strecken zu einem Linien
zug zusammensetzt, wie es rechts in der Abbildung geschehen ist. Die 

Abb.74. 

Seiten des Polygons (rechts) sind gleich und gleich gerichtet wie die Krafte 
links und aue Pfeilspitzen sind im gleichen Umfahrungssinn geordnet. 
Die Strecke R, die vom Anfangspunkt des Polygons nach dessen End
punkt gezogen werden kaun, gibt die GroBe und Richtung der Resultieren
den. Das Polygon nennt man auch das KriHtepolygon und R heiBt die 
SchluBlinie des Krii.ftepolygons. Der Pfeil von R ist immer dem Um
fahrungssinne der ubrigen Polygonseiten entgegengesetzt. R ist un
abhiiongig von der Reihenfolge, in der man die Einzelkrafte P1P2' P a zu
sammensetzt, d. h. vom gleichen Anfangspunkt a.ua kann man verschiedene 
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Polygone mit den SeitenP1'P2,Pa bilden, man kommt immer zum gleichen 
En~punkt. 

Sind mehr als drei Krafte zusammenzusetzen, so verfahrt man ge
nau auf die gleiche Weise. 

In den Abb. 75 und 76 sind zwei Kraftepolygone gezeichnet. Projiziert 
man ein solches Polygon auf irgendeine gerade Linie, z. B. auf die hori
zontale Gerade der Abbildungen, so erkennt man leicht, daB die Projek
tion der Resultierenden gleich ist der alge braischen Summe 
der Projektionen der einzelnen Krafte. Die horizontale Gerade 
moge man sich mit einem Pfeil behaftet denken, der dem Durchlaufungs
von links nach rechts entspricht. 

1st R == 0, dann ist das Krii.ftepolygon geschlossen und 
die Projektion des Polygons auf eine beliebige Gerade ist 
Null. Projiziert man ein Kraftepolygon im besondern auf die Achsen 

Abb. 75. 

I 
I 
I 
I 
I 
J 
I 
I 

I I 
9----:;--I--X,+xs+x. i.. l 

.. 9------XS--<I 
HC031l1r; 

Abb.76. 

eines Koordinatensystems in seiner Ebene, so erhalt man die Gleichungen 
(2) des vorigen Abschnitts, aus denen sich die GIeichungen (3) und (4) 
wieder ableiten lieBen. 

Wie wir Krafte durch Strecken dargestellt haben, so konnte man 
jede GroBe, die eine bestimmte Richtung besitzt, durch eine Strecke ver
anschaulichen. Man nennt GroBen, zu deren Bestimmung eine bloBe 
Zahlenangabe nicht geniigt, die noch eine bestimmte Richtung besitzen, 
.allgemein Vektoren, und man iibertrii.gt diese Bezeichung auch auf 
die Strecken, welche diese GroBen veranschaulichen. Die drei Vektoren 
PI> P,., Pa der Abb.74 konnten auch Geschwindigkeiten darstellen. R ist 
die "geometrische Summe" der Vektoren oder die resultierende Geschwin
digkeit. 

Beispiele: 
AIle folgenden Beispiele moge man sowohl graphisch als rechnerisch 

behandeln. In allen Beispielen kann eine Kraft von 10 kg durch eine 
Strecke von 1 cm Lange veranschaulicht werden. In der Zeichnung stellt 
man die Krafte durch auBerst diinne Linien dar. Dber die Konstruktion 
eines Winkels siehe § 6, Aufgabe 40 und § 3, Aufgabe 8. In allen Beispielen 
nehmen wir die Richtung der ersten Kraft als die Richtung der positiven 
x-Achse an; es ist also IX1 = O. Urn die rechnerische Behandlung iibersicht
lich zu gestalten, bedient man sich praktisch des Schemas, wie es im folgen
den Beispiel ausgefiihrt ist. 
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1. Bestimme die Resultierende R der Krafte: PI = 65; P 2 = 111; 
Pa = 40; P, = 75 kg. 0(1 = 0°; 0(2 = 160°; 0(3 = 240°; 0(, = 3lOo. 

Kraft I Winkel 
X = P·cosa Y = p·sincc 

+ 1 - + -
P 1 = 65 kg a1 = 0° I 65,00 

1-104,31 
0 

P 2 = III " a2 = 160° 37,96 
P 3 = 40 " a3 = 240° 1- 20,00 -34,64 
P4 = 75 " CC4 = 3lOo 48,21 -57,45 

113,21 1-124,31 37,96 1-92,09 

Es ist als.o R:x:= -l1,lO; R y = -54,13, SOlnit 
-5413 

R = V R! + ~ = 00,26 kg; tg 0( = --' -; daraus folgt 
-11,10 

0( = 258 u 25'. 

2. Zu PI = 70; P 2 = 50 kg; 0(1 = 0°; 0(2 = 70° gehort R = 98,97 kg; 
0( = 28° 21'. 

3. Zu PI = 70; P 2 = 50; P a = 60 kg; 0(1 = 0°; 0(2 = 70°; 0(3 = l600 
gehort R = 74,17; 0( = 65°32'. 

4. ZUP1 = 100; P 2 = 80; P a = 70 kg; 0(1 = 0°; 0(2 = 160°; O(a = 250 n 

gehOrt R = 38,43; 0( = 271 ° 20'. 
5. ZUP1 = 40;P2 = 5O;Pa = 80;P, = l00;P6 = 70; 0(1 = 0°; 0(2 = 60°; 

0(3 = 150°; 0(, = 230°; 0(6 = 300° gehOrt R = 63,5 kg; 0( = 238° 6'. 

3. Rechtwinklige und Polarkoordinaten eines Punktes. 

Wir nannten die Strecken x und y in Abb. 62 die rechtwinkligen K.o.or
dinaten eines PunktesP in bezug auf die Achsen eines K.o.ordinatensystems, 
Nun ist aber .offen bar die Lage des PunktesP auch vollk.ommen bestimmt. 
wenn man seinen Abstand r v.om Nullpunkt, sowie den Winkel 0( kennt, 
den r mit der positiven x·Achse einschlieLlt. Man nennt r und 0( die Polar
k.o.ordinaten des PunktesP; im bes.ondern heiSt r der Radius .oder Ra
diusvekt.or und 0( der Richtungswinkel oder die Amplitude. Die' 
einen Ko.ordinaten, x und y, konnen .offenbar leicht aus den andern, r und tX, 

berechnet werden. 

Aus Abb. 62 f.olgt 
x=rcosO( 
y=rsinO(. 

Durch Quadrieren und Addieren f.olgt hieraus 

r = VX2 + y2. 
und durch Divisi.on tg 0( = y:X. 

(1) 

(2) 

In (1) werden die rechtwinkligen K.oordinaten x und y aus den P.olar
k.o.ordinaten r und tX, in (2) die P.olarko.ordinaten r und 0( aus den recht
winkligen x und y berechnet. 



Raumkoordinaten. 73 

Beispiele: 
1. Zu x = 3,2 cm; y = 6,0 cm gehorenr = 6,8 cm; at = 61 0 56' 
2. x = -5 ,,; Y = 8 "r = 9,43,,; at = 122 0 

3. " x = -5 ,,; Y = -3 "r = 5,83,,; at = 210 0 58' 
4. x = 4 ,,; 11 = -7 r = 8,06,,; at = 299 0 45' 
5. " r = 20 ,,; at = 75 0 x = 5,18";,, = 19,32cm 
6. " r = 10 ,,; at = 160 0 x = -9,40 " ;" = +3,42 " 
7. " r = ·8 ,,; at = 25011 X = -2,74" ;" = -7,52 " 
8. " r = 12 ,,; at = 319 0 "x = +9,06" ;" = -7,87 " 

4. Baumkoordinaten. 
Man ziehe durch einen beliebigen Punkt 0 des Raumes drei aufein

ander senkrecht stehende Achsen OX, OY, OZ (Abb. 77). Die senkrechten 
Abstande einesPunktesP von dendrei Ebenen YOZ, XOZ und XOY heil3en 
seineraumlichenrechtwinkligen Koordinaten xbzw. yundz. OP = r 
schlieBe mit den Koordinatenachsen OX, OY und OZ die bezuglichen Win
kel ce, p, " ein; dann ist: 

OA = r cos ce = x, 
OB=rcosp=y, (I) 

()(J = r COB" = z. 
Durch Quadrieren und Addieren .erhii.lt 

man: 
r2 (COB 2 ce + cos2 P +cos2 ,,) = x 2 + y2+Z2. 

Nun ist aber: 
x 2 +y2=OM2 und 

r2 = 0 M2 + Z2 und daher 
x 2 +,,2 + Z2 = r2; daraus folgt: 

cos2 ce + cos2 {J + cosily = L (2) 

at, p, " heiBen die Richtungswinkel 
von OP undihre Kosinus die Richtungs

Abb.77. 

kosinus der Ge.mden OP. Diese Winkel sind durch die Gleichung (2) 
aneinander ge bunden. 

Die Gerade OM schlieBe mit 0 X den Winkel q; und OP mit OZ den 
Winkel 'P ein. Wird r, wie frUber, stets positiv gerechnet, dann ist die 
Lage des Punktes P durch ·die. Angaben der GroBen r, q; und 'P ebenfalls 
bestimmt. r, q; und 'P heiBen die Polarkoordinaten des Punktes P. 
Der Zusammenhang zwischen den rechtwinkligen und Polarkoordinaten 
ist der folgende: 

OM = r sin 'P und x = OM cos q;, somit 

x = r cos q;·sin 'P, 

y = OM sin q; = r sin q; sin 'P, 

z = r cos 'P. 

y 
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Sind somit r, p und 'P gegeben, dann findet man x, y und z nach 
x = r cos psin 'P, 
y=rsinpsin'P 
z = r cos 'P. 

(3) 

Sind dagegen x, y und z gegeben, dann findet man aus der Abbildung 
oder durch Auflosung der Gleichungen (3): 

r = V x 2 + y2 + Z2, 

cos 'P = z:r 

tg p = y:x. 
(4) 

Der Vektor OP ist die geometrische Summe der drei Vektoren x, y, z; 
oder x, y, z sind die drei Komponenten von r. OP kann als Resultierende 
der drei Krafte OA, OB und OC aufgefaBt werden. Die als unbegrenzt 
gedachten Ebenen YOZ, XOZ und XOY zerlegen den ganzen Raum in 
8 Teile oder Oktanten. Der erste Oktant sei der in der Abb. 77 gezeich
nete, also die von den Kanten + X, + Y, +Z gebildete korperliche Ecke. 

Beispiele: 
1. Ein Vektor schlie Be mit der Richtung OX den Winkel 60°, mitOY 

den Winkel 40 ° ein und gehe durch den ersten Oktanten. Bestimme den 
Winkel dieses Vektors mit der Z-Achse. 

Es ist cos2 40 + cos2 60 + cos2 r = 1; daraus folgt: 
r = 66° 10'. 

2. Die Kraft OP = R hat die drei aufeinander senkrecht stehenden 
Komponenten X = 20 kg, Y = 30 kg, Z = 40 kg. Wie groB ist R und 
welchn Winkel schlieBt die Kraft mit den Koordinatenachsen ein? 

R = V 202 + 302 + 402 = 53,85 kg. 

cos ex = X:R usw. 

ex = 68° 12'; P = 56° 9'; r = 42° 2' 
Priife, ob cos2 ex + cos 2 p + cos2 r = l. 
3. Die Komponenten von R seien X = 250 kg, Y = - 100 kg, Z = 

420 kg. 
Berechne R, IX, P, r· 
Ergebnisse: R = 498,9 kg; ex = 59 ° 56'; fJ = 101 ° 34'; r = 32 ° 40'. 
4. Eine Kraft von 2000 kg schlieBt mit der positiven Z-Achse einen 

Winkel 'P = 20° ein. Ihre Projektion auf die XY-Ebene bildet mit der 
positiven X-Achse den Winkel p = 40°. Berechne die Komponenten der 
Kraft in den Richtungen der Koordinatenachsen. 

Ergebnisse: X = 523,9 kg; Y = 439,7 kg; Z = 1879,4 kg. 
5. Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes sind 

x=4cm; y=5cm; z=10cm. 

Berechne seine Polarkoordinaten. 
Ergebnisse: r = 11,87 cm. p = 510 20'; tp = 32° 38'. 
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5. Einige Kurven. 
1. Ziehe durch den Nullpunkt eines ebenen Koordinatensystems eine 

Reihe von Strahlen, etwa von 10 zu 10°, und trage auf den entsprechenden 
Strahlen von 0 aus die Lange r ab, welche sich aus der Gleichung ergibt: 

r = 2 a (1 + cos tp) fiir a = 2,5 cm (Kardioide). 
2. Zeichne die Bilder, die den folgenden Gleichungen entsprechen. 

a) r = 8 sin (2 !X) !X von 0° bis 360 0 

b) r=10sin(3!X) !X " 0° " 360 0 

c) r = 5 - 3 cos oc !X " 0 0 " 360 0 

d) r = 4 e) r 4 
1 + 0,5 cos !X 1 + cos !X 

f) r = 10 g) r = 5 V sin !X 
1 + 1,5 cos !X 

h) r = lOy cos (2 !X) 

+x 

Abb. 78. Abb.79. 

3. Zeige, daB sich nach der bekannten Konstruktion der Ellipse, aus 
dem ein- und umschriebenen Kreis, fiir die Koordinaten eines Ellipsen
punktesP die Gleichungen ergeben (Abb. 78): 

x=acos!X, y=bsin!X. 

Berechne die Koordinaten x und y fiir verschiedene !X unter der An
nahme: a = 5 cm, b = 3 cm und zeichne die Kurve. Zeige, daB die Koor-

dinaten x und y durch die Gleichung :: + ~: = 1 verbunden sind. 

4. Wii.lzt sich' eine Tangente eines Kreises auf dem Kreise ohne zu 
gleiten (Abb.79), dann beschreibt jeder Punkt der Tangente eine Kurve, 
die man Kreisevolvente nennt. Der urspriingliche Beriihrungspunkt A 
der Tangente b sei nach der Drehung um den Winkel !X in die Lage A' iiber
gegangen. Zeige, daB die Koordinaten x und y des Punktes A' sich aus den 
Gleichungen 

x = r (cos ex + ex sin !X), y = r (sin !X - ex cos !X) 
berechnen lassen. 
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o. RoUt ein Kreis I auf einerGeraden g ohne zu gleiten, dann beschreibt 
der urspriingliche Beriihrungspunkt A eine Kurve, die man Zykloide 

+11 

rE__--X---

Abb.80. 

nennt. Leite aus der Abb. 80 fiir die Koordinaten x und y des Punktes A', 
der urspriinglich mit A zusammenfiel, die Gleichungen ab: 

x = r (~ - sin IX), 

y = r (1- cos IX) 

und berechne x und y fiir beliebige Werte von IX; r = 2 em. 
Beachte, daB die Streeke AB gleich dem Kreisbogen A' B ist. 

§ 10. Berechnullg des schiefwinkligen Dreiecks. 
Wir leiten in diesem Paragraphen zwei einfache Satze ab, 

die zur Berechnung eines beliebigen Dreiecks benutzt werden 
konnen. 

1. Der Sinussatz. 

In den Abb. 81 und 82 sind zwei beliebigeDreiecke gezeichnet, 
ein spitz- und ein stumpfwinkliges. hI sei die Rohe, die zur Seite a 
gchort. In jeder Abbildung ist hI die gemeinsame Kathete zweier 
rechtwinkliger Dreiecke, aus denen sich die Gleichungen ableiten 
lassen 

hI = b sin y und hI = c·sin {J. 

(Fiir das stumpfwinklige Dreieck ist von der Formel 
sin (180 0 - {J} = sin {J Gebrauch gemacht worden.} Es ist also 

b sin 'Y = c sin {J. 

Diese Gleichung kann offenbar auch so geschrieben werden: 

b: c = sin p:sin y. 
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Die Hohen h2 -.l b und ha .-L c zerlegen die Dreiecke in andere 
rechtwinklige Dreiecke, aus denen sich in ganz gleicher Weise 
die Gleichungen ableiten lassen: 

a:c=sina:siny, 
a: b = sin a: sin {j, d. h 

in jedem beliebigen Dreieck verhalten sich irgend zwei Seiten 
zueinander wie die Sinus der gegeniiberliegenden Winkel. 

Dieser Satz wird der Sinussatz genannt. 

Aus der Gleichung a: b = sin IX : sin fJ folgt: 
a 

sin a 
b 

sinfJ ' 

Ebenso folgt aus b: c = sin fJ : sin y: 

somit ist 
a b c 

./ 

Abb. 81. 

b 

sinfJ 
c 

siny 

c/~\ 
-' / \ 
eLF ' I / I, 

/ ! 

./ " 

Abb. 83. 

Der gemeinsame Wert dieser drei Briiche hat eine einfache 
geometrische Bedeutung, siehe Abb. 83. Ist d der Durchmesser des 
Kreises, der dem Dreieck mit den Seiten a, b, c umbeschrieben 
werden kann, so ist nach Abb. 83: a: sin IX = d, d. h. aber: der 
gemeinsame Wert der drei Briiche a : sin IX, b : sin fJ und 
c : sin y ist gleich dem Durchmesser des Kreises, der 
dem Dreieck umbeschrieben werden kann. 

Ptolema.us (zwischen 125-151 nach Christus in .Alexandrien) kannte 
den Sinussatz in seiner jetzigen Form noch nicht. Er zedegte die Dreiecke 
durch Hohen in rechtwinklige Dreiecke. Zum allgemeinen Sinussatz kam 
erst der Perser Nasir Eddin Tusi (1201-1274), dem die Trigonometrie 
die hochste Ausbildung in jener Zeit verdankt. 
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2. Der Kosinussatz. 

Die Hohe hi in Abb. 81 zerlegt die Seite a in zwei Abschnitte 
von den Langen b cos y und c· cos {J. Es ist also 

a = b cosy + c·cos{J. (1) 

Fiir das stumpfwinklige Dreieck in Abb. 82 ist 

a = b cos y - c cos (180 0 - (J). (2) 

Nun ist aber cos (180 0 - (J) = - cos {J, und Gleichung (2) 
kann daher auch in der Form geschrieben werden: 

a = b cos Y + c cos {J, 
was mit Gleichung (1) genau iibereinstimmt. b cos y und c cos {J 
kann man als die Projektionen der Seiten b und c auf die Seite a 
auffassen. Die Gleichung (1) sagt aus: Jede Seite eines Drei
ecks ist die Summe der Projektionen der andern Sei
ten auf sie (Projektionssatz). Dabei werden die Innenwinkel 
des Dreiecks als Neigungswinkel aufgefaBt. Durch Ziehen der 
Hohen h2 und hs kann man zwei ahnliche Gleichungen ableiten. 
Es ist also fiir jedes beliebige Dreieck: 

a = b cos y + c cos {J 
(Projektions

b = c cos oc + a cos y (3) 
satz) 

c = a cos {J + b cos oc. 

Multipliziert man die erste Gleichung mit a, die zweite mit 
- b, die dritte mit - c und addiert alie drei Gleichungen, so 
erhalt man 

a2 - b2 - c2 = - 2bc cos oc, oder 

a2 =b2 + c2 -2bccosa. 

Multipliziert man dagegen die zweite der Gleichungen (3) 
mit b, die erste mit - a und die letzte mit - c, so erhalt man 

- a2 + b2 - c2 = - 2ac cos {J, oder 

b2 = a2 + c2 - 2 a c cos fl. 
Entsprechend findet man 

c2 =a2 + b2 - 2abcosy. 
Diese drei letzten fettgedruckten Gleichungen driicken den 

Kosinussatz aus: Das Quadrat einer Seite ist gleich der Summe 
der Quadrate der heiden andem Seiten vermindert urn. das doppelte 
Produkt dieser Seiten und dem Kosinus des von ihnen einge
schlossenen Winkels. (Kosinussatz.) 
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Man merke sich: Steht links im Kosinussatz a2, so schlieBt 
die rechte Seite mit cos IX. 

Andere Ableitung des Kosinussatzes: Die Katheten 
des rechtwinkligen Dreiecks rechts in der Abb. 81 sInd b sin r und 
a - b cos 'Y. Somit ist 

e2 = (b sin 1')2 + (a - b cos 1')2. 

Entwickelt man die rechte Seite und vereiniacht, so erhaIt 
man die dritte der oben fettgedruckten Gleichungen. 

\vie man den Sinus- und den Kosinussatz bei der Berech
nung beliebiger Dreiecke verwerten kann, zeigen die Beispiele 
des folgenden Paragraphen. 

Der Inhalt des Kosinussatzes ist durch den allgemeinen pytha
goreischen Lehrsatz schon von Euklid gegeben. Eine erste For
mulierung im heutigen Sinne stammt von dem franzasischen 
Hofrate Vieta (1540-1603, Paris). Er ist auch der eigentliche 
Begrunder der Goniometrie. 

§ 11. Beispiele zum Sinus- und Kosinussatz. 

Wir halten uns immer an die Bezeichoungen der Abb.81. 
Die Gegenwinkel der Seiten a, b, c sind die Winkel IX, fJ, 'Y. Sind 
in einem beliebigen Dreieck drei voneinander unabhangige Stucke 
gegeben, so kann man die fehlenden Seiten oder Winkel mit Hilfe 
des Sinus- oder Kosinussatzes berechnen. Es handelt sich dabei 
um die folgenden vier Aufgaben. 

1. Aufgabe. Von einem Dreieck kennt man eine Seite a und 
zwei Winkel fJ und 'Y. Man berechne die ubrigen Stucke. 

Lasung. Der dritte Winkel wird gefunden aus 

IX = 180 0 - (fJ + 'Y). 

Die Seiten werden mit Hilfe des Sinussatzes berechoet: 

Aus b : a = sin fJ : sin IX folgt b = a • sin fJ . 
sin a 

Aus e: a = sin 'Y : sin IX folgt 
a·sin'Y 

c= . 
sin a 

. . be . a2 sin {J . sin l' 
Der Inhalt 1st J = - SIO IX = - . . . 

2 2 sin a 
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Beispiele. 
Gegeben: Berechnet: 

a f1 0 b e J 
1. 36 cm 72° 55° 42,87 cm 36,92 cm 632,1 cm2 

2. 18" 37° 40' 49° 10' 11,02" 13,64" 75,01" 
3. 24" 53° 104° 49,05" 59,60" 571,2 " 
4. 245 m 68° 35' 79° 12' 427,8 m 451,4 m 51480 m2 

5. 432,80 m 78°39'40"36°51'50" 470,3 " 287,7 " 61050" 

2. Anfgabe. Von einem Dreieck kennt man zwei Seiten 
a, und b (a> b) und den Gegenwinkel at der groBeren 
Seite. Berechne die ubrigen Stucke. 

Losung. {J wird mit Hille des Sinussatzes berechnet: 

. {J' b dh 't . {J bsinat sm :smot = :a; a er IS sm =---_ 
a 

1st {J bekannt, so folgt r = 180° - (at + (J). 
Die dritte Seite findet man mit dem Sinussatz. 

Aus c:a = sin r:sin ot folgt c = a~r. 
sma: 

Die dritte Seite kann auch aus 
c=acos{J+bcosot 

berechnet werden. 
Beispiele. 

Gegeben: Berechnet: 
a b oc (J )' e 

1.50cm 20cm 70° 22°5' 87055' 53,17cm 
2. 36 " 28 " 27 ° 30' 21 ° 3' 131 ° 27' 58,44,,, 
3.20" 8" 117° 20°53' 42°7' 15,05" 

1st statt des Gegenwinkeltl der groBern Seite der Gegenwinkel der 
kleinern Seite gegeben, so konnen unter Umstanden zwei verschiedene 

Dreiecke zu den gege benen Stiicken gehOren. Aus sin oc = a ~ P foigen 

zwei Winkel OC1 und OC2 zwischen 0 und 180°, wobei natiirlich jedes ex: groBer 
als f1 sain muB, wei! a > b ist. 

Beispiele. 

Gegeben: Berechnet: 
a b (J oc )' e 

1. 15 10 40° {ot1 = 74°37'5 )'1 = 65° 22' 5 1:1 = 14,14cm 
ot2 = 105° 22' 5 )'2 = 34° 37' 5 1:2 = 8,84 " 

2. 15 6· 10° {ot1 = 25°43' )'1 = 144° 17' c1 = 20,18 " 
~ = 154° 17' )'2= 15° 43' 1:2 = 9,37 " 
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Man zeichne die beiden Dreiecke aus a, b, fl. 
Es kann auch moglich sein, daB zu den gegebenen Stiicken nur ein 

oder gar kein Dreieck gehort. Das erste ist der Fall, wenn in sin CY. = 
a.sin {l:b die rechte Seite gerade den Wert 1 hat; IX ist dann 90°. Wird 
dagegen a sin {1:b groJ3er als 1, so kann man keinen Winkel IX bestimmen. 
Man zeichne und berechne die iibrigen Stiicke eines Dreiecks aus 

1. a = 15 em, b = 6 em, {l = 23 ° 35'. 

2. a = 15 " b = 6 " 

3. Aufgabe. Von einem Dreieck kennt man zwei Seiten 
a und b und den von ihnen eingeschlossenen Winkel y. 
Man berechne die iibrigen Stiicke. 

Lasung. Nach dem Kosinussatz ist die dritte Seite 

c=Va2 +b2 -2abcosy. 

Die Winkel a und fJ kannen mit dem Sinussatz berechnet, 
werden. Man kann a und fJ auch unmittelbar aus a, b, I' fin
den. Man ziehe in einem Dreieck die Hohe auf b bzw. a; man 
wird an Hand einer Abbildung leicht die Richtigkeit der fol
genden Gleichungen bestatigen konnen. 

asiny 
tgoc = b-acosy 

und 
b sin I' 

tg p = a _ b co; y 
Piir die Berechnung des Inhalts siehe § 6. Aufgabe 6. Eine 

andere sehr einfache Berechnung der Winkellehrt Aufgabe 5. § 15. 

Beispiele. 

Gegeben: Berechnet: 
a b r c IX {l 

1. 10 8 70° 10,45 64° l' 45° 59' 
2. 5 8 65° 7,43 37° 35' 77° 25' 
3. 7 11 60° 9,64 38° 57' 81 ° 3' 
4. 8 10 120° 15,62 260 20' 33° 40' 

4. Aufgabe. Man kennt die drei Seiten, man sucht die drei 
Winkel eines Dreiecks. 

Losung: Aile drei Winkel konnen mit Hilfe des Kosinus· 
satzes berechnet werden; so findet man z. B. aus 

a2 + b2 -C2 
c2 = a2 + b2 - 2ab cos y den Wert cos y = ----b~- . . 2a 

Die Summe der drei berechneten Winkel muE 180 0 betragen. 
HeB. Trigonometrie. 5. Auf!. 6 
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Beispiele. 

Gegeben: Berechnet: 
l. 4 13 15 14° 15' 53° 8' 112°37' 
2. 8 7 6 75° 31' 3 57° 54' 6 46° 34' 1 
3. 2 5 4 22° 20' 108° 13' 49° 27' 
4. 38 15 47 45° 24' 16° 19' 118° 17' 
.5. 5 7 9 33° 34' 50° 42' 95° 44' 
6. 3 7 8 21 ° 47' 60° 98° 13' 
7. 5 "7 8 28° 13' 60° 81 ° 47' 

Sind die Seiten durch mehrstellige Zahlen gegeben, so wird man mit 
Vorteil "Quadrattafeln" verwenden. - Eine zweite LOaung dieser Auf-

~." gabe, die namentlich fiir logarithmische 
_ ~ / \ Rechnung bequemer ist, zeigt die fol-
~ / / X gende Aufgabe. 

'?,";' ~ 5. Der Halbwinkelsatz. Die Win-
1_1:- 0 kel eines Dreiecks lassen sich aus den 
, drei Seiten auch noch auf eine andere 
" '" i Weise berechnen. 1st M (siehe Abb. 84) 

t der Mittelpunkt des einbeschriebenen 
z~ Kreises, so sind die von M nach den 

Abb.84. 
Ecken gehenden Linien die Winkel
hal bierenden. Die Abschnitte x, y, z 

auf den Seiten haben die Langen 8 - a, 8 - b, 8 - C, WO 8 den halben 
Dreiecksumfang bedeutet; denn 

2 (x + y + z) = a + b + c = 28, somit 

x + y + Z = 8; nach der Abbildung ist 

y + z = a. Durch Subtraktion erhalt man 

x = 8 - a. Entsprechend ergi bt sich 

Y=8-b 
Z = 8-C. 

Ferner ist der Inhalt J des Dreiecks gegeben durch 

abc a+b+c .. J 
J = 2· r + 2·r + 2· r = r· 2 = r8; SOllllt 1st r = Ii' 

Der Inhalt Jist gegeben durch "8 (8 - a) (8 - b) (8 - c); daher ist 

r = V(8-a) (a-;b) (8-C) • 

Aus dem schraffierten Dreieck folgt nun 

fJ r 
tg 2 = y' 

Setzt man fiir r und y die oben berechneten Werte ein, so erha.lt man 



Der Halbwinkelsatz. 83 

t t = _r_ =.!(8-a) (S-C) 
g 2 s-b V s(s-b) • 

Entsprechend a. r V(S-b) (s-c) tg - -"2 - s-a - s(s-a) . (1) 

r r l/(s-a) (s-b) 
tg"2 = s-c = V s(s-c) • 

Die Formeln (1) fiihren den Namen "Halbwinkelsatz". Das Vor
zeichen der Quadratwurzeln ist immer positiv zu wahlen, well die Winkel 

i, ~, t immer kleiner als 90 0 und daher die Tangenswerte immer posi-

tiv sind. 

Beispiel. 

Ge- f 
geben: l 

a = 4,356m 
b = 5,673" 
c = 7,239" 

r = 11 (s - a--:-)-=(-8 -------,b;:-)-,-(s--c--:-); tg ~ = _r_. 
V s 2 s-a 

~------

2 s = 17,268 
8 = 8,634 

s-a = 4,278 
s-b = 2,961 
s- c = 1,395 

Probe: 8 = 8,634 

Be-I 
mohn'" I 

~ = 18° 29' 26" 
2 

..t = 25 0 47' 15" 
2 

~ = 45° 43' 19" 
2 

Probe: Summe = 90 0 

log (s - a) = 0,63124 I 
log (s - b) = 0,47144 II 
log (s - c) = 0,14457 III 

Summe = 1,24725 
log s = 0,93621 

2 log r = 0,31104 
log r = 0,15552 

at 
log tg 2= 9,52428 - 10 

log tgt= 9,68408 -10 
2 

r log tg2 = 0,01095 

IV 

IV-I 

IV-II 

IV -III 

6. Zwei Seiten a und b eines Parallelogramms schIieBen miteinander 
einen Winkel at ein. Berechne die Diagonalen e und t. 

Gege ben: Bereehnet: 
a bate t 

1. 8 em 6 em 40 0 5,14 em 13,17 em 
2. 13" 7 " 50 0 10,05 " 18,30 " 
3. 16" II " llO 0 22,30 " 16,02 " 
4. 18" 12 " 60 0 15,87 " 26,15 " 

7. Zwei Krafte P l und P 2 wirken unter einem Winkel at auf einen 
materiellen Punkt A (Abb.85). Bestimme die Resultierende R durch 
Reehnung und Zeiehnung. Bereehne den Winkel x zwisehenR undP1• 

Aus Abb.85 folgt: 

R = -V Pi +Pi + 2P1P2 cos at. 

6* 
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Beachte: cos (180° - ot) = - cos ot. 

Dies folgt aus dem Kosinussatz oder durch Anwendung des pythago
reischen Lehrsatzes auf das Dreieck ABO. Der Winkel z wird durch den 
Sinussatz oder wieder aus dem Dreieck ABO gefunden. 

sin z:sin (1800 - ex) =P2 :R oder sin x = P2 sin ex , 
R 

PI sin" tgz=----. 
PI +p. COB ex 

Was wird aus diesen Resultaten fiir ex = 90°; ex = 1800? 

Beispiele. 

l.P1 = 20kg;P2 = 12kg; ex= 40°; R= 30,2kg; x= 14°48' 
2. P l = 60 " P2 = 100" ex = 45°; R = 148,6" z = 28° 25' 
3. P l = 250" P2 = 400" ex = 144°20'; R = 245 z = 107° 49' 
4. P l = 80 " P2 = 50" ex = 120°; R = 70 " x = 38° 13' 
5. P l = 70 " Pz = 20" ot = 150°; R = 53,62" z = 10° 45' 

8. Eine Kraft R = 100 kg soll in zwei Komponenten Pl' P2 zerlegt 

:@~ 
P, 

Abb.86. 

weraen, von denen die eine mit R einen Winkel ex = 50°, die andere einen 
Winkel P = 20° einschlieLlt (Abb.86). 

Ergebnisse:Pl = 36,4; P 2 = 81,5 kg. 
Wei tere Beispiele: 

FUr R = lOkg; ex = 50°; P = 70° wirdPl = 10,85; P 2 = 8,85kg 
" R= 16" ex =34°30'; P=800 "Pl =17,3; P2 = 9,96" 
" R = 120" ex = 44° 15'; P = 29° 5' " P l = 60,89; P 2 = 87,4 " 

9. Drei in einem Punkte angreifende Krafte Pl = 40 kg; P2 = 50 kg; 
P s = 60 kg halten sich das Gleichgewicht; welche Winkel schlieLlen 
ihre Richtungslinien miteinander ein? Das zugehOrige Kraftedreieck ist 
geschlossen. 

Ergebnisse: Winkel (PlPs) = 124° 14' 
" (PsP2 ) = 138° 35' 
" (PzPI) = 97° 11' 

Summe = 360 0. 

Die nii.mliche Aufgabe fiir PI = 70 kg, P2 = 30 kg, Ps = 55 kg. 
Ergebnisse: Winkel PzPl = 131 ° 21'; PlPS = 155°50'; PaP2 = 72° 49'. 
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10. In einer de Laval-Dampfturbine trete der Dampfstrahlaus der 
Diise (AB) unter einem Winkel ~ = 20 0 mit einer absoluten Geschwindig. 
keit c = 1100 m/sec auf das Schaufelrad (AO). Der Schaufelwinkel fJ miBt 
31°. Wie groJlist die Umfangsgeschwindigkeit u des Rades? uist die dritte 
Seite im GeschwindigkeitBdreieck. dessen andere Seiten die absolute Ge
schwindigkeit c und die relative Geschwindigkeit langs der Schaufel sind 
(Abb.87). 

Mit Hilfe des Sinussatzes oder graphisch findet man 
u = 407 m/sec. 

11. Berechne fiir die drei ersten Beispiele in Aufgabe 2 dieses Para
graphen aus a und IX den Durchmesser d des dem Dreieck umschriebenen 
Kreises. 

Ergebnisse: 1. 53.21 cm, 2.77.98cm. 3.22.45cm. 
12. Der Inhalt eines Dreiecks istJ = 0.5. ab sin,,; femerist c:sin" = d 

= 2r = dem Durchmesser des dem Dreieck umschriebenen Kreises. Leite 
hieraus ab: 

abc 
r=-' 

4J 
13. Es seien a und b die Seiten. 6 und I die Diagonalen eines Parallelo

gramms. Beweise: 
(1) 

Anleitung: 6 und I mogen inch unter dem Winkel IX schneiden; sie zer
legen das ParalIeIogramm in vier Dreiecke. Wende auf zwei nebeneinander 
liegende Dreiecke den Kosinussatz an. -

Wa.s wird aus (1), wenn das Parallelogramm ein Quadrat oder ein 
Rhombus oder ein Rechteck ist ? 

14. Beweise: Sind a, b. c die Seiten eines Dreiecks und ist ma die Ver
bindungslinie des Mittelpunktes der Seite a mit der gegenuberliegenden 
Ecke des Dreiecks. so kann rna berechnet werden aus 

(2 m a )2 = 2 (b B + CD) - aB. 

Anleitung: Ergii.nze das Dreieck zu einem ParalIeIogramm mit den 
Seiten b und c und der Diagonale a und beachte Aufgabe 13. 

16. Beweise: Sind e und I die Diagonaleneines belie bigen Vierecks. 
und schneiden sie sich unter einem Winkel IX, so ist der Inhalt des Vier
ecks gegeben durch 

J = e: sin IX. 

AnIeitung: Ziehe durch die Ecken des Vierecks ParaHoIe zu den Dia
gonalen. Der Inhalt des Vierecks ist die Halfte vom Inhalt des entstan
denen Parallelogramms. 

16. Die Strecke der Winkel hal bierenden zwischen einer Dreiecks
ecke und der gegenuberliegenden Seite a sei mit Wa bezeichnet. Beweise: 

c sin fJ b sin ". 
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17. 1m Geliinde sei eine Basis (Standlinie) A B = 200 m gemessen 
worden. 0 ist ein dritter Punkt im Geliinde, der von AB etwa durch einen 
FluB getrennt sein moge. Durch Winkelme.Binstrumente hat man die 
WinkelOAB = (X undOBA = fJ ermittelt. Es sei (X = 75 0 ; fJ = 4iO. Wie 
lang sind die Strecken AO und BO? 

Ergebnisse: AO = 146m; BO = 214,9 m. 

Bei den sogenannten "Triangulationen" in der Landesvermessung 
werden von einer gegebenen, tatsiichlich gemessenen BaSis a aus (Abb. 88) 

Abb.88. Abb.89. 

die iibrigen Seiten der Dreiecke berechnet. Zur Berechnung ist nur noch 
die Messung der Winkel erforderlich. In Abb. 88 konnen aus a und den 
Winkeln aIle Seiten und Diagonalen des Vielecks berechnet werden. 

18. Zwei Gerade b und c schneiden sich unter einem Winkel (x. Durch 
eine dritte Gerade a, die mit c einen vorgeschriebenen Winkel fJ bildet, 
soIl ein Dreieck von vorgesehriebener GroBe F abgeschnitten werden. 
Bereehne die Seiten x, y, z des Dreieeks. 

(x = 11 2F· sin a • =11 2F· sinfJ . z =V'2F'sin(a+fJ) . 
V sinfJ·sin(a+fJ) , y Vsina.sin(a+fJ)' sina·sinfJ ' 

x liegt at, y liegt fJ gegeniiber). 
19. In der Abb. 89 sind dureh den Punkt 0 auf dem Durchmesser 

eines Kreises (r) zwei Gerade OA und OB gezogen, die mit dem Durehmesser 
die gleichen Winkel at einschlieBen. Es solI die Sehne AB = 8 aus r, h = 0 M 
und at bereehnet werden. 

OA = l!l = Vr2-h2sin2 (X-hcosat; 

OB = l!2 = Vr2 - h 2 sin2 (X +h·cos at 

8 2 = l!~ + e: - 2 ell!2eos (180 0 - 2 at). 

Man findet 8 = 2 r.eos at, also unabhangig von h. (DaB der zur Sehne 8 

gehorige Zentriwinkel 2 at° ist, folgt iibrigens aus einem einfachen plani
metrischen Satze; die obige Entwicklung ist als Ubungsbeispiel in der 
Umformung trigonometriseher Ausdriicke aufzufassen.) 

20. Drei .Kreise mit den Radien r1 = 8 cm, ri = 7 cm, r1 = 6 em be
riihren sich gegenseitig von auBen, welche Winkel schlieBen je zwei Mittel
punktslinien miteinander ein ? 

Ergebnisse: 53 0 8', 59 0 29', 67 0 23'. 
21. Die Mittelpunkte zweier .Kreise mit den Radien r = 13 em, R = 

14 em sind 15 cm voneinander entfernt. Wie lang ist die gemeinsame 
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Sahne? Wie groB ist das gemeinsame Flachenstuck? (Benutze zur Losung 
die Resultate der vorhergehenden Aufgabe.) 

Ergebnisse: 8 = 22,4 cm, J = 189,2 cm2• 

22. Ziehe durch den Mittelpunkt eines Kreises k von 4 cm Radius zwei 
aufeinander senkrecht stehende gerade Linien g und I. Durch 4 gleich 
groBe Kreise von je 2 cm Radius, deren 
Mittelpunkte 5 cm vom Mittelpunkte 
des Kreises k auf g und lliegen, werden 
von k gewisse FIii.chenstiicke abgeschnit
ten. Berechne den Inhalt der Restflii.che 
des Kreises k (41,91 cm2). 

23. Zeichne die Abb. 90 nach den 
eingeschriebenen MaBen (mm) und be-
rechne ihren Inhalt und Umfang. Abb. 90. 

Anleitung. Der Mittelpunkt eines 
Kreises von 125 mm Radius bestimmt mit den Mittelpunkten der Kreise von 
15 und 25 mm Radius ein Dreieck. Bestimme aus den Seiten die Winkel 
des Dreiecks usf (J = 47,64 cm2 ; U = 26,97 cm.) 

24. Die Achsen zweier Kegelrader schneiden sich unter einem Winkel 
0(. FUr die Konstruktion der Rader ist die Kenntnis der sogenannten Er
satzradien RI und R2 von Wichtigkeit. Die Ersatzradien sind die Mantel
linien von Kegelflii.chen, deren Erzeugende auf den Mantellinien der Grund
kegel mit den Radien r1 und r2 senkrecht stehen. Man berechne RI und R2 

aus den GroBen rl , r2 und ex. (Abb. 91 und 92). 

------~ 

~~I '\ 
~/ /~ \ 

~ / I \ / I '\ 
/ \ 

Abb.91. 

\ 
A 

In der zweiten Abbildung sind die fUr die Berechnung notwendigen 
Linien nochmals besonders gezeichnet. Das Viereck OABO ist ein Kreis
viereck. Daraus folgt die Gleichheit der gleichbezeichneten Winkel. 

~ AODist ahnlich ~BOE; darausfolgt die Proportion:R2 :r2 = a:AD. 
Nun ist: 

a = vr~ + r: + 2 r1 r2 cos ex und AD = rl + r2 cos ex; daher ist: 
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R "2.f S 2 2 
2 = + Vrl + "2 + "1"2 COS ex. Entsprechend findet man 

"I "2 COS a 

R "1.f 2 2 1 = + ·Vrl + r2 + 2 "1"2 cos ex. "2 "I cos a 
Man kann in diese Formeln leicht die Zahnezahlen 51 und 02 einfiihren. 

Unter Teil ung t eines Zahnrades versteht man den Abstand von Zahnmitte 
zu Zahnmitte auf dem Bogen des Teilkreises gemessen. 

Bedeutet 3 die Zahnezahl, dann ist 
Umfang=2n"=5·t=Zahnezahl X Teilung. 

Man wahlt die Teilung gewohnlich als ein Vielfaches von n und nennt 
den Faktor von n den Modul. Daraus ergibt sich: 

Durchmesser des Teilkreises = Modul X Zahnezahl = M '0' 
Setzt man in die Formeln an die Stelle von 

"I den Wert M27Jl und fiir "2 den Ausdruck M202 

und vereinfacht, so erhalt man fiir Rl und R2 die Werte: 

R1 = "I' V3~ + O~ + 20152. cos a , 
02 + 01 cos a 

Siehe Bach, Maschinenelemente, 10. Auf I., S.332. 
Stehen die Achsen aufeinander senkrecht, ist also at = 90°, so wird 

R _ . V3i + 5~ _ "1,/ '+ ~ 
1- r1 --t"l "2' 

51 "2 
-V2 + 2 

R1 = "2' _51~: = "2V"i+"~. 
32 "I 

Diese letztern Gleichungen lassen sich direkt aus der entsprechenden 
Abbildung (siehe § 6, Aufgabe 9) ohne Hilfe der Trigonometrie ableiten. 

Beispiel. Das eine Rad mache 50, das andere 100 Umdrehungen pro 
Minute. Teilung = lO.n, 51 = 40, 52 = 20, d} = 400, d2 = 200 mm oder 
"1 = 200 und "2 = 100 mm. IX = 45°. 

-Ergebnisse: R1 = 231,8 mm, R2 = 103,3 mm. 
Fur ex = 90° wird R1 = 447,2 mm und R2 = Ill,8 mm. 
25. Die Zweikreiskurvel ). Es soli die Sehne AB der Abb. 93 durch 

eine Kurve, die sich aus zwei tangential ineinander ubergehenden Kreis
bogen zusammensetzt, uberspannt werden, und zwar soIl der eine Kreis 
in B die Tangente a, der andere in A die Tangente b beruhren. SoIl der 
Ubergang der Kreisbogen moglichst sanft sein, so ist die Konstruktion 
der Mittelpunkte M} und M2 die folgende: Ziehe die Winkelhalbieren· 

1) "Die asthetische Kreisbogenkurve." Von C. Herbst, Dipl.-Ing. 
in Dortmund. Zeitschrift fiir Math. und Physik. S.72-73, Bd.58, 1910. 
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den BD und AD; dannDMIM2~AB; AMl~CA und BM2~BC. Ml 
und Mz sind die Mittelpunkte der gesuchten Kreise. 

Begriindung: ~DBM2 = ~BDM2 = 90 o-f; <}:DAM1 = ~ADMI 

=90 o_j. 
Wir wollen die Radien r 1 und r2 der Kreise auch berechnen. 

Es sei AB = c. 

(IJ. ABD) 

(!J..ABD) 

Ma 

Abb.93. 

AD:c = 8inf:8in~: 

BD:c=sinj:sinf; 

CBin~ 
2 

. « p c.sm 2 
BD=2r2 ·sin 2 , aomit iBt '1'2= 

2 . P . " 8m 2 '8m 2 
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Besondere FaIle: 

1. r = 90°; dann ist {J = 90 0 - <X und 

2 r = 180°· dann ist fJ = 180° - <x. l = 90°-'=- und ., , 2 2 

C IX 
Tl = 2"ctg2" 

Zeichne die entapreehenden Figuren. 
Begriinde die folgende zweite Konstruktion der Mittelpunkte: 

Maehe BF=BC-AC=a-o und EF=EA; ziehe EM1 M2 -.LAB. 
. a+b+c. 

Anle1tung: Ist s = 2 ,dann 1St EA = s-a; BE = 8-0, 

somit BF = a-b. D ist der Mittelpunkt des Inkreises des DreieeksABC. 
Zahlenbeispiel: FUr c = 10 em; {J = 30° und <X = 1. 45°, 2. 60°, 

3. 1500 werden 1. Tl = 5,55, T2 = 12,14 em; 2. Tl = 3,66, T2 = 13,66 em; 
3. Tl = 1,34, T2 = 18,66 em. 

§ 12. Funktionen der Summe und der Diflerenz 
zweier Winkel. 

Nachdem wir in den vorhergehenden Paragraphen einige Satze 
der Trigonometrie kennen gelernt haben, Satze, die zum Be
rechnen der Stucke eines Dreiecks gebraucht werden konnen, 
wollen wir in diesem und den folgenden Paragraphen einige For
meln der Goniometrie, der Lehra von den Beziehungen der 
Winkelfunktionen untereinander, entwickeln. Insbesondere solI 
in diesem Paragraphen gezeigt werden, wie die goniometrischen 
Funktionen der Summe oder Differenz zweier Winkel aus den 
goniometrischen Funktionen dieser Winkel berechnet werden 
konnen. 

In den beiden Abb. 94 und 95 ist urn den Scheitel des Win
kels (IX + (J) der Einheitskreis geschlagen, und zwar ist in der 
Abbildung links IX + {J < 90 0 und in der Abbildung rechts 
ex + {J > 90 0, aber IX und {J je kleiner als 90 0 angenommen. Man 
beachte zunachst nur Abb. 94. Aus ihr folgt: 

sin «1; + (J) = AE = ED + DA. 
Nun ist 

ED = EO·cos IX und EO = sin {J, somit ED = cos IX sin {J. 



Summe und Differenz zweier Winkel. 91 

Abb.94. Abb. 95. 

Ebenso ist 

DA = BC = OC sin oc und OC = cos p, also DA = sin oc cos p, 
daher sin (a + m = sin a cos fJ + c~s a sin a (1) 

Aus der gleichen Abbildung folgt: 

cos (oc + fJ) = OA = OB -AB = OB -DC, 
o B = 0 C . cos oc = cos fJ· cos a, 
DC = EC·sin oc = sin fJ sin oc 

und SOlnit 

cos (a + fJ) = cos a cos ~ - sin a sin fJ (2) 

Diese Formeln k6nnen auch aus der Abb. 94 abgeleitet werden. 
In der Ableitung kommt nur eine kleine Verschiedenheit in den 
Vorzeichen vor, die Resultate werden genau gleich. Solange oc 
und fJ spitze Winkel sind, haben daher die Formeln (1) und (2) 
Giiltigkeit; sie gelten aber ganz allgemein fur beliebige 
Winkel oc und fJ. 

VergroBert man einen Winkel, z. B. {J urn 90 0, so daB {J' = 90 + {J, 
dann ist 

Nun iet 

daher 

sin (oc + (J') = sin (90 0 + oc + (J) = cos (oc + (J) 
= cos IX cos {J - sin IX sin {J [nach (2)]. 

cos (IX + (J') = cos (90 0 + IX + (J) = - sin (IX + (J) 
= - sin IX cos (J - cos IX sin P [nach (1)]. 

cos {J = sin (90 + (J) = sin {J' 

sin {J = - cos (90 + (J) = - cos {J', 

sin (IX + (J') = sin IX cos {J' + cos IX sin {J' 

und cos (IX + (J') == cos IX cos P' - sjn oc sin {J'. 

Das sind aber genau die Formeln (1) und (2). Gelten also die Formeln 
fiir die Summe zweier spitzer Winkel, dann haben sie auch Giiltigkeit, 
wenn ein Winkel urn 90 0 vergroBert wird, somit gel ten sie auch fiir jede 



92 Funktionen der Summe und der Differenz zweier Winkel. 

wiederholte VergroBerung des einen oder anderen Winkels, d. h. sie gelten 
allgemein. 

Die Formeln fiir die Differenz zweier Winkel konnen eben
falls an Hand von Abbildungen abgeleitet werden. Einfacher ge
langt man jedoch folgendermaBen ans Ziel. 

Es ist 
(X, - fJ = (X, + (- (3), 

daher 

sin ((X, - (3) = sin [(X, + (- fJ)] = sin (X, cos (-{3) + cos (X, sin (- fJ) 
[nach (1)]. 

Da aber 

und 

ist, erhalten wir 

sin (- fJ) = - sin {3 

cos (- fJ) = cos fJ 

sin (a - {j) = sin a cos fJ - cos a sin fJ • 

Analog findet man 

cos (a - fJ) = cos a cosfJ+ sin a sin fl-

(3) 

(4) 

Man beachte, daB in den Formeln fiir sin ((X, + (3) rechts immer 
zwei verschiedene Funktionen, bei cos ((X, ± (3) aber zwei gleiche 
Funktionen miteinander multipliziert werden. Diese Formeln (3) 
und (4) haben selbstverstandlich ebenfalls allgemeine Giiltigkeit, 
da sie ja aus den allgemein giiltigen Formeln (1) und (2) herge
leitet wurden. Die Allgemeingiiltigkeit erstreckt sich auch auf 
die folgenden Formeln, zu deren Herleitung wir die Formeln 1-4 
benutzen. 

sin ((X, + (3) sin (X, cos {3 + CQS (x'sin{3 
tg ((X, + fJ) = ( (3) = {3" {3' cos (X, + cos (X, cos - SIn (X, sm 

Dividiert man Zahler und Nenner durch cos (X, cos {3, so er-
halt man 

tg (a + fJ) = tga + tgfJ 
I-tga-tgfJ 

Analog findet man 

tg (a _ fJ) = tg a- tg fl _ 
1+ tga-tgfJ 

(5) 

Auf ganz ahnliche Art konnte man die, allerdings weniger 
benutzten, Formeln ableiten: 
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Doppelte und halbe Winkel. 

ctg IX.ctg {J-l 
ctg (IX + (J) = t {J+ t cg cga. 

ctg IX·ctg {J + 1 
ctg (IX - (J) = ctg {J _ ctg IX 

93 

§ 13. Funktionen der doppelten und halben WinkeL 
Setzt man in den Formeln des vorhergehenden Paragraphen 

" an die Stelle von {J den Wert IX bzw. fiir IX und (J je "2' so erhii.1t 

man: 

si)! (IX + IX) = sin 2 IX = 

= sin ot cos IX + cos ot sin IX, 

sin 2a=2sinacosa 

cos 2 IX = cos (IX + IX) = 
= cos IX cos IX - sin IX sin IX, 

cos 2 a = cosl a - sinl a, 

2tga 
tg2a=1 t I , 

- g a 

(5) 

(2) 

(3) 

. (" ") . sm 2+2 =smlX= 

a" a." = sin 2 cos 2 + cos 2 sm 2 ; 

. 2 • a a sma= sm2"cos"2; 

cos IX = cos(~+~)= 2 2 

" " ."." = COS 2 c08 2 -sm 2 sm 2 ; 
a a ... a cos a = COS" - - sm" _. 

2 2 ' 
a 

2tg"2 
tga=----

a 
I-tgl 2" 

Durch Addition und Subtraktion der heiden Gleichungen: 

1 = cos2 IX + sin2 IX, " '2" 1 = C082 - + sm -' 2 2' 

cos 2 IX = cos2 IX -sin2 IX, " 0" cos IX = cos2 - - sm2 - o 

2 2' 
erhii.1t man: 

1 + cos 2 a = 2 cosl a, 
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(4) 

1-cos 2 " = 2 sinB a, 1-COS" = 2 sinB.!.; 
2 

oder 

± -Yl+COS2". 
COS"= 2 COS~= ± VI + COS" . 

2 2' 
(5) 

. ± -yl-COS2" sm"= 2 
. ~=±Vl COS" 

SID 2 2' 

Durch Division dieser Gleichungen erh8J.t man: 

tg"=± 
l-cos2" 
l+cos2"' " tg-=± 

2 
I-cos" 
l+cos"' 

Diese Formeln zeigen, wie man die goniometrischen Funk
tionen des doppelten oder des halben Winkels durch die des Win
kels selbst berechnen kann. 

§ 14. 'Obungen zu den beiden vorhergehenden 
Paragraphen. 

1. Setze in den Formeln (1) bis (5) des § 12 fiir ot und P irgend zwei 
Winkel und priife die Richtigkeit durch Ausrechnen. Ist z. B. 

sin 25°·cos 50° + cos 25° sin 50° = sin 75°? 

2. Leite aus den Formeln (1) bis (4), § 12, die entsprechenden Formeln 
des § 8 ab, z. B. sin (90 + ot) = cos ot. . 

3. Beweise nach § 12 die Richtigkeit der Formeln 

l+tgot ctgot+l 
a) tg (45 + ot) = 1 t = ctg (45 - ot) = t 1 ' - got cgot-

ctgot-l I-tg ot 
b) ctg (45 + ot) = 1 = tg (45 - ot) = 1 + t ' ctgot+ got 

c) sin (ot + Pl' sin (ot - P) = sinS at-sins {I = cosl P - cos2 ~, 

d) cos (ot + P)·cos (ot - P) = cosl ot- sinl fJ = COSB P - sinS IX, 

2 
e) tg ot + ctg ot = -'-2-; tg ot- ctg IX = - 2 ctg 2 ot. 

8ln ot 
4. Berechne aus x = a (COB ot + cos {I) und 

y = a (sin ot - sin {I) den Ausdruck V x 2 + y2. 

ot+P 
Ergebnis: 2aocos-2-. 
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5. Beweise mit Hilfe der Formeln (1) und (4) in §.13 die Richtigkeit 
der Formeln: 

Ot 1- cos Ot 
tg"2= sinOt 

sin Ot 
l+cosOt' 

Ot 1 + cos Ot sin Ot 
ctg"2= sinOt =l-cosOt' 

cos 2 Ot 1 - tg2 Ot 
1 + cos 2 Ot = --2-- Abb.96. 

Die heiden ersten Formeln ergeben si'ch auch unmittelbar aus der 
Abb.96. 

6. Zeige: Aus x = 2 a (1- cos Ot) und 

h = 2 a sin Ot folgt x = h tg i . 
';. Bestimme a und b aus den Gleichungen 

asinOt-bsinp=O 
a cos Ot + bcos P = G. 

sinp sin Ot 
Resultate: a = G· sin (Ot + Pi; b = G· sin (Ot + p) 

tg Ot 
8. --2- = 0,5 -0,5·tg2 Ot. 

tg Ot 
v2 sin Ot· cos Ot v2 

9. 9 ist gleichwertig mit 2g . sin 2 Ot. 

10. Aus den Gleichungen 

A sin Ot = b sinp-c sin" 
A cos Ot = bcos p-c cos" 

folgt durch Quadrieren und Addieren der Gleichungen 

A2 = b2 + c2 -2bccos (P_,,). 
sin Ot + cos Ot tg x 

11. Zeige, daB . t = tg (Ot + x) ist. 

12. Beweise: 

Anleitung: 

cos Ot-SInOt gx 

sin 3 Ot = 3 sin Ot - 4 sin3 Ot, 
cos 3 Ot = 4 cos8 Ot - 3 cos Ot. 
sin 3 Ot = sin (2 Ot + Ot). 

13. AB ist der Durchmesser eines Kreises. a und b sind die parallelen 
Tangenten in A bzw. B. Ziehe durch den Mittelpunkt Meine Gerade, die 
a in C schneidet. Die Tangente von C an den Kreis schneidet b in D. Be
rechne die Strecke CD aus dem Radius r und dem Winkel ANC = Ot. 
(CD = 2 r:sin 2 Ot). 

14. Ein rechtwinkliges Dreieck liegt mit der Hypotenuse c in einer 
Projektionsebene. Die Dreiecksebene schlieBt mit der Projektionsehene 
den Winkel tp ein. Berechne aus den Katheten a, b und dem Winkel tp die 
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Projektion i' des rechten Winkels. - Anleitung: Nach Aufgabe 28 § 6 ist 

tg r:I.' = tg r:I.·cos rp = ~ . cos rpj tgp' = tgp·cosrp = ctg r:I.' cos rp =~ cos rpj 

a2 + b2 ctgrp 
tg" = tg[180 0 -(r:I.' + P')] = -tg (r:I.' + P') = ... = ---'-.-. ab smrp 
FUr a = 6; b = 8 cm; rp = 60 0 wird " = 1250 45'. 

15. Wird an der Beriihrungsstelle zweier Kfuper cine Kraft iibertragen, 
so steht diesa im allgemeinen schief zur Betiihrungsnormalen. Man zer
legt diese Kraft in zwei Komponenten, von denen die eine (N) in die Rich
tung der Normalen fallt und die andere (R) dazu senk:recht steht (Abb. 97). 

Abb.97. 

N 

-- P 
I 
:8~Clrlung 
I 
I 

Abb.98. 

Diese letzte Komponente heiSt die Rei bung. Die Reibung ist erfahrungs
gemaB ziemlich genau proportional dem Normaldruck N zwischen den 
Korpern. Man setzt daher 

R=W N . (I) 
Dar Zahlenfaktor !l wird Rei bungskoeffizient genannt. Die Ab

bildung zeigt, daB 
R = N·tge (2) 

ist, wo e den Winkel zwischenP und N bedeutet. e heiBt der Rei bungs
winkel.' Aus (I) und (2) folgt 

(3) 

Jedem Reibungskoeffizienten !l ist also ein Reibungs
winkel e zugeordnet, dessen Tangens gleich p, ist. Die Reibungs
koeffizienten werden durch Versuche bestimmt. Die Rei bung ist 
immer der Bewegungsrichtung entgegengesetzt . (Abb. 98). 

16. Eine Last von G kg solliangs ei'ner horizontalen Ebene durch 
eine ZugkraftP bewegt werden. Wie graB muB die KraftP mindestens sein, 
wenn ihre Richtung mit der Horizontalen den Winkel r:I. einschlieBt! 
(Abb.99.) 

Die auf den Korper wirkenden Krii.fte sind das Gewicht G, die ZugkraftP 
und die Resultierende 8 aus dem Normaldruck und der Reibung. Nach 
§ 9, Abschnitt b muB sowohl die Summe aller horizontalen alB auch der 
vertikalen Komponenten gleich 0 sein. Das ergibt 



Schiefe Ebene. 

p·cos IX -8 sin e = 0 
P·sin IX +8COB e = G. 

Durch Elimination von 8 erhii.lt man 

G·sin e 
P = --,----,-

cos (IX- e) 

97 

(1) 

Entwickelt man cos (IX - e) und beriicksichtigt, daB tg e = p ist, so kann 
man (1) auch die Form geben: 

P= __ P_G __ • (2) 
COB IX + p sin IX 

Beachte, daB (1) den kleinsten Wert vonP liefert, wenn IX = e ist. 
Beispiel: 1st G = 200 kg und p = 0,2, so wird 
fiir IX = 0° 11 ° 19' 30 0 50° 
" P = 40 39,2 41,4 50,3 

70° 
75,5 kg. 

Abb.loo. 

17. Auf einer schiefen Ebene (Abb. 100) mit dem Neigungswinkel fJ 
solI ein Korper vom Gewichte G aufwii.rts bewegt werden. Wie groB ist 
die erforderliche KraftP unter Beriicksichtigung der auftretenden Reibung? 

Die Krii.fte sind wiederP, G,8. Die Zerlegung in horizontale und verti
kale Komponenten gibt die Gleichgewichtsbedingungen: 

P cos (IX + fJ) =8 sin (fJ + e) 

P sin (IX + fJ) +8 COB (fJ + e) = G. 

Elimination von 8 liefert: 

P=G_sin(fJ+e)=G.sinP+pC?SP. (1) 
COB (a - e) cos a + p SID a 

Fiir P = 0 erhalten wir die Formeln (1) und (2) der vorhergehenden Auf
gabe. Wirkt die KraftP horizontal, ist also ot = - P, so geht (1) iiber in 

P = G.tg (fJ + 0)' (2) 

Beispiel: 1st G = 200 kg; p = 0,2, P = 35°, so ist 

fiir IX = 25° IX = 0° ot=-35° 

" P = 148,9 147,5 209,4 kg. 

18. Gegeben (Abb. 101) zwei konzentrische Kreise mit den Radien R 
und r. Man solI durch einen beliebigen Punkt A des groBen Kreises einen 

HeO, Trigonometrie. 5. Auf!. 7 
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Kreis ziehen, der den groBen Kreis unter dem :vorgeschriebenen Winkel a, 
den kleinen unter dem Winkel fJ schneidet. (~entrifugalpumpen.) 

1. Konstruktion. Wir nehmen an, AB sei der gesuchte Kreis, Ml 
sein Mittelpunkt, (! sein Radius. Wir verlangem AB bis O. Die Dreiecke 
ABMI und BMe]' sind gleichschenklig; femer ist -t: MIAM = ex und 
~ M 1 B M = fJ (Winkel mit paarweise aufeinander senkrecht stehenden 
Schenkeln). -t: BA M sei ,,; dann ist 

u = IS0-(w +,,) (6 AMG), 

w = ISO - (ex + fJ + r.), somit 
u = ISO -'ISO + (a + fJ +,,) -y, oder 

u = ex + fJ. 
Demnach findet man den Punkt B auf folgende Weise. Ziehe AM, mache 
~AMO = u = ex + fJ. Manerhii.ltO. AGschneidetdenkleinenKreisinB. 
Aus A und B und den Tangenten in A und BlaSt sich Ml leicht ermitteln. 

2. Berechnung des Radius (!. 
Es ist AB = 2 (!.cos (ex + y) (.6 ABMl ), 

AB =R cosy + r cos (ex + fJ + y) (.6 AMB), somit ist 
2 (! cos (a + y) = R cos y + r cos (a. + fJ + ,,) (1) 

Nach dem Sinussatz folgt aus dem Dreieck ABM: 
R:r = sin (ex + fJ + y) : sin y (2) 

Unbekannt sind in (1) und 
(2) die GraBen y und (!. Wir 
eliminieren y. Wir fassen 
ex + fJ + "in (1) und (2) als 
Summe der Winkel (ex + fJ} 
und y auf, und entwickeln 
nach den Formeln (1) und 
(2) in § 12; dividieren die 

A Gleichungen durch cos y, 
bereehnen tg" aus (2) und 
setzen den Wert in (1) ein. 
Die Entwieklung ist lehr
reich. Man erhii.lt 

R2_"s 
(! = 2(R cos IX -,. eosfJ)' 

Zeichne zwei konzen
trisehe Kreise von den Ra-
dienR = 10 em; r=4cm 

und bestimmeeinenKreis, fiirden 1. ex = 30 0, fJ = 30 0 ; 2. ex = 35 0, fJ=20o; 
3. ex = 45 0 und fJ = 90 0; 4. ex = fJ = 20 0 ist. Es kann vorkommen, daB 
C zwischen AB zu liegen kommt. Bereehne fiir jedes Beispiel den Radius e
und priife die Richtigkeit der Rechnung an der Zeichnung. Die heiden Bei~ 
spiele in § 6, Aufgabe 54 kOnnen als Sonderfii.lle des obigen Beispiels betrach
tet und aus diesem abgeleitet werden. 
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§ 15. Summen und Differenzen zweier gleicher Funktionen. 
Die in § 13 entwickel

ten FormeIn bezogen sich 
auf Summen und Differen
zen von Winkeln. Jetzt 
solI gezeigt werden, wie 
man die Summe oder Dif
ferenz zweier gleicher 
Funktionen umformen 
kann. Von besonderer 
Wichtigkeit sind die For
meIn fUr die Summe (Dif
ferenz) zweier Sinus- oder 
zweier Kosinusfunktionen. 
Die Formeln lauten: 

1. sin a + sin{j= 

2. sina- sin{j= 

3. cos a + cos{j= 

E A 

Abb. 102. 

2.sin a+{j.cos a-{j 
2 2 

2.sin a-{j.cos a + {j 
2 2 

2. cos a + {j. cos a - {j 
2 2 

4. t:l 2. a + {j . a-{j .eosa-cosjJ=- ·sm--·slD --. 
2 2 

F 

Ableitung: In Abb. 102 ist ein Stiick des Einheitskreises gezeichnet. 
Es sei ~ FOC = fJ und ~ FOH = oc. Weil OH = r = 1 ist, ist 

EH = sin oc; CF = sin fJ; OE = cos oc; OF = cos fJ. 
~COH = oc - fJ. 

Wir ziehen die Halbierungslinie OB dieses Winkels. In dem Trapez FC H E 
ist 

EH + FC = 2·AB, oder 

sin oc + sinfJ = 2.AB = 2.0B.sin a ~fJ; 
a-fJ a-fJ 

OB = OH.cos-2- =cos-2-, somit ist 

. ,. fJ 2· a+fJ a-fJ SIn 01: T SIn = . SIn -2- cos -2-· 

sin OI:-sin fJ = EH -FC = EH -EG = GH = 

HC.cos a +fJ = 2.BH.cos ((. +fJ. 
2 2 ' 

7* 

(1) 
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cc-f3 a-f3 
BH =OH.sin-2- = sin-2-, somit ist 

. - . f3 2' a-fJ a+fJ sma -sm = ·sm-2-·cos-2- (2) 

cc+f3 cos IX + cos fJ = OE + OF = 2·0A = 2·0B cos -2- = 

cc-f3 a+fJ 
= 2·00 cos -2-' cos -2- oder 

da 00 = 1 

a+f3 a~fJ 
cos a + cos f3 = 2 cos -2- cos -2- (3) 

cos IX- cosfJ = OE -OF = -EF = -GO = _ HOsin a ~f3 = 

= -2.BHsin a +f3. 
2 ' 

BH . cc -f3 .. = SIn -2-' SOllllt 1St 

. a-f3 . a+fJ 
cos IX - cos fJ = - 2 sm-2- SIn -2- . (4) 

Auch diese Formeln gelten allgemein, d. h. fiir irgend zwei beliebige 
Winkel. 

Urn diese Formeln leicht im Gedachtnis behalten zu konnen, achte 
man zunachst auf den genau gleichen Bau der rechten Seiten; es sind 
iiberall doppelte Produkte. Bei den Formeln (1) und (2) haben wir rechts 
je zwei verschiedene, bei (3) und (4) zwei gleiche Funktionen. 

Da eine Vertauschung der Glieder eine Summe nicht andert, muS bei 
allen Formeln, welche die Summe zweier Funktionen enthalt, die halbe 

Differenz cc;- f3 in der Funktion Kosinus vorkommen. Der Kosinus des 

Winkels f3 ;- a ist ja der gleiche wie der von cc;- f3. Man merke sich: 

bei plus steht die Differenz bei Kosinus, 
bei minus bei Sinus. 

Ulmngen. 
1. Setze in den Formeln 1-4 fiir fJ den Wert 0 und leite dadurch die 

Formeln des § 13 abo Zeichne auch die zugehorige Figur. 
2. Leite die Formeln 1-4 auch auf folgende Art aus den Formeln 1-4 

in § 12 abo 

sin (x + y) = sin x cos y + cos x sin y, 

sin (x - y) = sin x cos y - cos x sin y. Addition liefert: 

sin (x + y) + sin (x - y) = 2 sin x cos y. 
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Setzt man x + y = at 

. a+p a-fl 
x - y = p, dann 1St x = -2- und Y = -2-' somit 

sin at + sin P = 2 sin a ~ p cos a ;-p. (Formel 1, oben.) 

s. Beweise die Richtigkeit der folgenden Formeln: 
_ sin (a +P) 

tga + tgp = P' cos a cos Anleitung: . Ersetze tg at durch 
sin (a -P) 

tga -tgp = P' cos a cos 

tga + tgp sin (a + P) 
tga -tgp = sin (a -P)' 
sina-sinp a-p 
cos a + cosp =tg-2-, 

sin a + sinp a +p 
cos a + cos P = tg -2- , 

sin" db· di B h -- usw. un nnge e riic e 
cos a 
auf gemeinsamen Nenner. 

s~a + s~~ = tg d +p.ctg a -p = tg" +P:tg a -~. 
sm a - smp 2 2 2 2 

.t. Beweise: 

1 + sin" = t (450 +~) , 
cosu g 2 

COS" = t (450 _~), 
1 + sin a g 2 

1 + sin a = t 2 (450 + ~) 
1 - sin a g 2 ' 

Anleitung: 

Se 1 + sin a sin 900 + sin a 
tze = . 

cos a cos 900 + cos a 
Die Formeln konnen auch un
mittelbar der Abb. 103 entnommen 
werden. 

5. 'I'aogenssatz. Sind at und p zwei Winkel eines Dreiecks, a und b 
die gegeniiberliegenden Seiten, so gilt die Beziehung: 

a+p 
a+b tg-2 -
a-b= a_po (1) 

tg-2 -

Beweis: Nach dem Sinussatz ist 

a sin a 
b = sin P . ilf°-ayz 

Durch korrespondierende Addition und Subtrak-
tion folgt hieraus Abb. 103. 

a + b sin a + sinP 
a - b = sin" _ sinP • (2) 

Die rechte Seite von (2) stimmt aber nach dem letzten Beispiel der 
Aufgabe 3 mit der rechten Seite von (1) uberein. Die Beziehung (1) 
(Tangenssatz genannt) kann benutzt werden, wenn aus zwei Seiten 
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eines Dreiecks und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel die beiden 
andern Winkel b~echnet werden sollen. 

Beispiel: 01: = 10 cm; b = 8 cm; y = 70°. 

Es ist : + ~ : ~8 1 !~J~f~gt da~ ~. 
a +2 fJ = 550 J tg 2 - 9 tg 55 - 0,1581, 

Demnach ist 

IX +fJ = 550 
2 

a -fJ = 901'. 
2 

also a - fJ = 901'. 
2 

Durch Addition und Subtraktion dieser beiden Gleichungen erhalt 
man 01: = 64° l' und fl = 45° 59'. (Siehe § 11, 3. Aufgabe, Beispiel 1.) 

6. Beweise: sin (300 + 01:) + sin (30 0 - 01:) = cos IX, 

cos (300 + IX) - cos (300 - IX) = - sin IX, 

sin (45 ° + IX) - sin (45 0 - IX) = V2' sin IX. 

A sin (x + 01:) + A sin (x - 01:) = 2 A cos IX' sin x. 
7. Beweise: sin IX' cos fJ = 1/2 [sin (01: + fJ) + sin (IX- ,8)], 

cos IX' cos fJ = 1/2 , [cos (01: + (l) + cos (IX - (l)], 
sin IX· sin fJ = 1/2 [cos (01: - fl) - cos (IX + fl)]. 

Setze in allen Formeln IX = 70 0 ; fJ = 50 0 und rechne sowohl die linke 
als die rechte Seite jeder Formel aus. - Setze 01: = fl. - Setze fl = O. 

8. Priife die folgenden Beispiele: 
2 cos 20 0 cos30 0 = cos50 0 + cos 100 cos 70 0 + cos 20° = {2.cos 25 0 

2 sin 20 0 sin 30 0 = cos 100-cos500 cos 1200-cos 500 =-2 sin85° sin35° 
2 sin150 0 cos40 0 = cos20 0 - sin 10 ° sin 80 ° + sin300 = 2sin550cos25° 
2 cos 70 ° sin 20 ° = 1 - sin50 0 sin 20 o-sin 100 = 2sin5 0 cos 15 ° 

9. cos 01: ± sin IX = v'2·sin (45 0 ± IX); cos IX + sin 01: = V2 . cos (450 ± IX) 

cosa + sina (4 ° ) 
cos 01: _ sin IX = tg 5 + a 

cosa-s~a =tg(450 -a). 
cos IX + SlDOI: 

10. n gleich lange Strecken e werden aneinander gelegt, und zwar so, 
daB jede folgende gegeniiber der vorhergehenden im gleichen Sinne um den 
Winkel IX gedreht ist. Wie lang ist" die Verbindungslinie Evon Anfangs
und Endpunkt? (Abb. 104). 

Die Punkte AA1, A2 ... An liegen auf einem Kreise mit dem Radius r . 
.q:: AMA1 = -t A1MA2 = .q:: A2MAa = ... = 01:; -t AMAn = n IX. Nun 

. (fla) sm --
ist e = 2 r·sin~; E = 2 r·sin ~-':; somit E = e.--~-. 

2 2 sin~ 
2 

Fiir kleine Werte von ~ kann der Sinus durch den Bogen ersetzt werden 
2 

. 2e. na 
und es 1st E = ~ ·sln--

a 2 
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11. Es sei (Abb. 105) AAI = A1Az = AzA 3 = ..... =; 1; dann ist 
sin fifJ 

nach der vorhergehenden Aufgabe AA" = c = ~ . Der Winkel " ist 
sm 2 

ala Peripheriewinkel iiber dem Bogen AlA" gleich der Halfte des zuge
hOrigen Zentriwinke1s (11, -1) {J. Die Strecken AAl> AlAz ••• schlieJ3en 
mit der Horizontalen durch A der Reihe nach die Winkel ein; ot; ot + {J; 
ex + 2 {J; •• •• ex + (11,-1) {J. Projiziert man 
daher das Polygon AAlAz ••• A .. und die 
SchluBlinie AA .. = c, Bowohl auf AB, als M 

A 

A ~--->,--+-~---~ 

A~=---""'--___ ---L:I' 8 

Abb.105. 

auch auf die dazu senkrechte Gerade A .. B, 80 erhii.lt man die wichtigen 

8m 2 ( 11, 1 ) cos a; +cos(a; + (J) + ... + cos [ot+ (n-l){J] = -.-P-·cos ot+ -; .(J 

Formeln: . fiP 1 
sln-

• fi2p j (1) 

Bin a; +sin(oc+{J)+· •• + sin [oc+(n-1)fJ] = 8~ ; •• Sin(a:+ n-;I.{J) 
sm 2 

Setzt man ot = 0, so erhalt man 
· fiP 

8m 2 11,-1 
1 + cos {J + cos 2 {J + ... + cos (11, -1) {J = --- . cos·- . {J 

sin L 2 
2 

· fi8 
sm 2 11,-1 

sin {J + sin 2 {J + ... + sin (11, -1) {J = --p . sin -- . {J 
sin- 2 

2 

(2) 

360 0 • 2n 
Setzt ma.n in (1) oder (2) fiir {J den Wert -- oder In BogenmaB - , 11, 11, 

. . . . Zahl bed tet . t '1' (n{J) . ( 180°) wonnnemepOBltlveganze eu ,SOlS ,weI sIn "2 =sm 11,.--
= sin 1800 = 0, 11, 

cos a; + cos (oc+ 2:)+ cos ( ot+2. 2:)+ ... +cos[ ot+(n-l)2;]=0) 

(1') 
sin a; + sin (ot+ 2nn) + sin ( ot+2. 2:) + ... + sin [a;+(n-l)~J =0 
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(2:'t ) (2n) (2:n; ) 2:n; 1 l+cos ,-; +cos 2.-; +cos 3.-; +"'+cos(n-l)-; = O 

. (2n) . (2 2:t) . (3 2:t) . 2:1: I Sill -; +SIll " -; +SIll '-; + " ,+slll(n - l)n =O 
(2') 

Beweise: 

COS f3 + cos 2 f3 + cos 3 f3 + ... 
. ( + 1)f3 . t3 SIn n - - SIn --,-

2 :! + COS n f3 = .=----po-----=-
2sin2 

t3 (1) COS -~- - cos n+" f3 
sin f3 + sin 2 f3 + sin 3 f3 + .. . + sin n f3 = - j-

2sint 

12. In Abb. 106 ist ein Kettenrad gezeichnet. Es bezeichnen: I die 
K ettenteilung, d die Ketteneisenstarke, h die Zahnezahl. Aus diesen drei 
Grol3en ist der Durchmesser D = 2 r des Teilkreises zu berechnen. 

o 

y 

Abb.106. 

Losung: Nach der Abbildung ist 

Nun ist 

d . cc 
1 + = 2r,sIll 2 ; 

/-d = 2r,sin~. Hieraus folgt: 

f. a . f3) 2 . e+f3 a-f3 t = r \ S1ll2 + sm 2 = ' ,·sm -4- ·cos 4 --; 

1 ( . a . (3 ) 2 a+f3. a-fl 
(= r sm 2 - sm 2 = ' r· cos - 4- sm -4- . 

360 
':I. + f3 = -, also ist 

5 
a+f3 90 - 4- = 5' Demnach ist 



Kettenrad. Goniometrische Gleichungen. 

. a +fJ sIn-4-

d 

= _t_ = 2rcos ~-fJ 
. 90 4 

SIn --
3 

d a-fJ = -- = 2r·sin---
90 4 

cos-
5 
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Durch Quadrieren und Addieren dieser beider Gleichungen erhalt man 

2r = D = 1/(~)2 + (--40)2. f sm- cos-
3 5 

Zahlenbeispiele enthalt die folgende Tabellel): 
Ketteneisenstarke d = 1. 6 mm 2. 8 mm 3. 16 mm 4. 20 mm 
Innere Gliedlange t = 18,5 " 22,5 " 48 " 62,5 " 

Zahnezahl 3 = 6 8 9 6 
Teilkreisdurchmesser D = 75 mm 114 mm 275 mm 240 mm. 

13. Beziehungen zwischen Funktionen von drei Winkeln, deren Summe 
180 0 betragt, also z. B. von Dreieckswinkeln. (Beachte § 9a, Aufgabe 7). 
Beweise: 

) . +. f3+ . 4 a f3 y a sm IX sm sm y = cos 2" cos 2" cos 2"' 
Anleitung: sin y = sin (IX + fJ); entwickle sin at + sin f3 nach § 15, 

Formel (1) und sin (IX + fJ) nach § 13, Formel (1). 

b · 'f3. 4· a . fJ y )smlX+sm -smy= sm2"slll2"coS2"' 

c) cos IX + cos f3 + cos y = 4 sin ~ sin L . sin ~ + 1. 
222 

d) cos IX + cos f3 - cos y = 4 cos ~ cos L sin -"- - 1. 
2 2 2 

e) tg IX + tg f3 + tg Y = tg IX' tg fJ· tg y. 
Anleitung: tg (IX + (3) = - tg y. Formelfiir tg (at + (3) § 12, Formel 5 

IX f3 r y IX f3 Y 
f) ctg 2 +ctg 2 ,ctg 2 =ctg 2·ctg2·ctg 2' 

§ 16. Goniometl'ische Gleichungen. 
Wer denfolgenden § 17 verarbeitet, wird vorteilhaft diesen Para

graphen erst nach § 17 studieren. 
Zur Aufliisung goniometrischer Gleichungen beachte man die folgende 

Regel: }Ian formt die Gleichung um, bis sie nur eine Funktion des ge
suchten Winkels enthalt (also z. B. nur sin x, oder nur tg x usf.). Beachte 
auch § 4, Aufgabe 4. 

1) Wei ter: Elektrizitiits- undHebezeuge-Werke A.-G. inKiiln-Zollstock. 
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1. sin x + C082 X = 1,09; x = ? 
Anleitung: Betze C08 2 x = l-Bin2 x, und lOse nach Bin x auf. 
Xl = 5° 44'; x2 = 64° 10'; xa = 180- Xl; x2 = 180- x2• 

2. 3 sin IX = 4 ctg IX; IX = ? 

cos et • 
Setze ctg et = -. - ; sm2 et;== l-cos2 1X; es wird 

sma: 
et! = 57° 39'; eta = 302°21'. 

3. cos x·ctg x = 2; x=? 

Be cos X; 2 • 2 • tze ctg x = -. - ; cos x = 1 - sm x; es Wll'd 
sm:c 

Xl = 24° 2S'; 
4. sin x = 0,4 cos2 x. 

x2 = 155' 32'. 

Betze cos2 x = l-sin2 x; es wird 
Xl = 20° 32'; x2 = 159° 28'. 

i). 2 (tg x + ctg x) = 7. 
Setze ctg x = l:tg x und lOse nach tg x auf. 

Xl = 72° 34' 5; x2 = 252° 34' 5; Xa = 90 - Xl; x~ = ISO + x3• 

6. sin 2 x = cos x. 
LOsung: sin 2 x = 2 sin x cos x; 

2 sin:t cos x = cos x; 
cos x (2 sin x-I) = O. 
Aus cos x = 0 folgt Xt = 90°; x2 = 270°. 

" 2 sin x-I = 0 folgt Xa = 30°; x~ = 150°. 

7. sin 2 x = 2 cos x. 
Xl = 90°; x2 = 270°. 

8. tg 2 et = 4 sin IX. (Gesucht et zwischen 0 und 180 0.) 
Driicke tg 2 IX und sin et durch tg et aus. 

OCt = 0; et2 = IS00; eta = 32° 32~; ~ = 126° 22' 5. 

9. sin (50 - x) = cos (50 + x). 
Entwickle links und rechts und lOse nach tg x auf. 

Xl = 135°; x2 = 315°. 

10. sin (50 - x) = cos (20 + x). 
Xt = 150°; x2 = 330°. 

11. sin (x + 100) + cos (x - 200) = 1,2. 
Setze cos (x - 200) = sin (900 + x-20°) = sin (x + 70°). 

Summe zweier Sinusfunktionen. 
Xt = 3° 51' IS"; xa = 96° 8'42". 

12. sin (x + 150) cos (x - 300) = 0,5. 

Beachte: sin et· cos {J = ! [Bin (IX + (J) + sin (et - (J)]. 

Xl = 16° I'; 
13. cos2 x = 2 sin x 

x2 = SSo 59'; X3 = 196° I'; x, = 26So 59'. 

Xl = 24° 28' x2 = ISO - Xl' 
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14. cos x-sin x = sin x·cos x. 
Quadrieren und nachher den Winkel 2 x einfiihren. 

Xl = 27°58' x2 = 62°2'. 
15. Oft bun man zur LOsung der Gleichung einen Hilfswinkel qJ 

einfiihren. Ist z. B. eine Gleichung von der Form 
asinOt+bcosOt=e 

gegeben, so dividiert man durch a. 

setzt 

. b c 
SIn Ot + - COS Ot = -, 

a a 
b 

- = tg qJ; a 
qJ bun hieraus berechnet werden. 

Es ist nun . e 
sm Ot + tg qJ cos Ot = - oder 

a 

sin (Ot + qJ) = ~ . cos qJ; 
a 

hieraus folgt Ot + qJ, daraus Ot. 
Beispiel: sin x + 3 cos x = 1,5. 

Xl = 80° 7';· x2 = 316° 45'. 

sin x \ 16. -. - = 1,5 
Es ist sin y = sin (90 - x) = cos x. 

x = 56° 20', 

17. 

18. 

smy 
x+y=900, y = 33° 40'. 

x + y = 120° 
sin x - sin y = 0,2i 

} x+y x-y 
-2- ist bekannt; -2- ergibt sich aus 

der Formel fiir sin x - sin y. 
x = 71 °32', 
Y = 48°28'. 

x + y = 124° } x = 93° 34', 
cos x + cos y = 0,8 y = 30° 26'. 

19. In den folgenden Beispielen ist neben einer goniometrischen Funk
tion von x noch x selbst vorhanden. Dadurch wird die LOsung der Glei
chung etwas schwieriger. Man wird solche Gleichungen nach den bekaunten 
Naherungsverfahren unter Benutzung von Millimeterpapier liisen. Es sei 
z. B. x aus der Gleichung 

cos x = 1,2 x 
zu bestimmen. 

Erste Losung: Es ist 
cos x -1,2 x = 0 (1) 

Wir setzen y = cos x -1,2 x (2) 

(x ist in Bogenmall einzusetzen). Man denke sich fiir x auf der rechten 
Seite verschiedene Werte eingesetzt und die zugehorigen y berechnet. 
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Jedem Wertepaare (x, y) entspricht in einem rechtwinkligen Koordinaten
system ein Punkt, der Gesamtheit von Wertepaaren (x, y) eine Kurve. 
FUr die Schnittpunkte der Kurve mit der Abszissenachse ist Y gleich 0, 
also nach Gleichung (2) 

o = cos x - 1,2 x, 
d. h. die Abszissen der Schnittpunkte der Kurve 

Y = cos x - 1;2 x 
mit der x-Achse sind die Wurzeln der Gleichung (1). 

Man braucht nun diese Kurve nicht zu zeichnen. Wird namlich fUr 
irgendeinen Wert Xr nach Gleichung (2) der zugehOrige Wert YI positiv, 
fiir einen andern Wert x2 aber negativ, so 1rogt der erste Punkt (Xl' YI) 
oberhalb der x-Achse, der zweite Punkt (x2, Y2) dagegen unterhalb. Zwischen 
diesen Punkten wird die Kurve, wenn sie stetig ist, die x-Achse schneiden 
miissen, d. h. zwischen Xl und x2liegteine Wurzelder Gleichung (1). Nunist 

fUr X = 0, Y = cos 0°-1,2-0 = + 1, 

." X = !!.... (90 0):y = cos 90° -1,2 . !!.... = -1,885. 
2 2 

Demnach liegt zwischen 0° und 90° eine Wurzel, und zwar, wahrscheinlich 
naher bei 0° als bei 90°. Wie versuchen es mit x = 30° und x = 40°: 

fUr Xl = 30° (0,5236) wird Yl = + 0,2377 } Zwischen 30 und 40° liegt 
" x2=400(0,6981) "Y2=-0,0711 alsoeineWurzel. 

"Vir zeichnen nun auf Millimeterpapier eine 10 cm lange Strecke AB, 
die dem Intervall 30 ° 

C bis40 0 entsprechenmoge 
(siehe Abb_ 107); errich
ten in A und B Lote von 
den Langen + 0,2377 

.111 und - 0,0711 oder pas
senden Vielfachen 
davon; verbinden die 
Endpunkte C und D 

A durch eine gerade Linie. 
30 1 & 3 If 5 0 Sie schneidet die Strecke 

AB zwischen 37 ° und 
38 ° ; demnach liegt, 
wahrscheinlich, zwi-

Abb. 107. schen 37° und 38° eine 
Wurzel der Gleichung, 

und zwar naher bei 38°. Zwischen C und D haben wir die Kurve nahe
rungsweise durch die Sehne ersetzt. 

Fiir Xl = 37 ° (0,6458) wird YI = + 0,0236} Demnach liegt tatsachlich zwi
"x2=38°(0,6632)" Y2=-0,OO78 schen37°u.38°eineWurzel. 

Wir zeichnen auf Millimeterpapier eine 6 cm lange Strecke AB, die 
dem Intervall 1 ° = 60' (37° bis 38°) entsprechen moge (siehe Abb.108); 
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erriehten in A und B Lote, die den Ordinaten + 0,0236 und - 0,0078 ent
spreehen. Die Gerade CD schneidet die Strecke AB in einem Punkte, der 
dem Winkel 45' entspricht. Es ist also der gesuchte Winkel 

x = 37°45'. 

In der Ta.t wird fiir diesen Winkel 
Y = 0 (mit vierstelligen Tabellen gerech-
net). Das besprochene Verfahren nennt 
man auch die "Regula falsi". 

Z wei te Los ung: Man zeichnet wie- !If 
der auf Millimeterpapier die zwei Kur
yen, die den Gleichungen 

(I) Yl = cos x (Kosinuskurve) 
(II) Y2 = 1,2 x (Gerade Linie) 

entBpreehen. (Siehe Abb. 109.) 
Auf der Ordinatenaehse wahle man 

10 em als Einheit; auf der Abszissen
a.chse moge die Lange 1 em 0,1745 Ein
heiten des Bogenma8es, oder was das 

r: 

o 

Abb. 108. 

namliehe ist, 10 ° entspreehen. Die heiden Kurven 1 und II treffen sich 
in einem PunkteP und fiir diesen ist Yl = Y2' also cos x = 1,2 x. Man ent
nimmt der AbbiIdung, daB dies fiir etwas mehr als 37 ° der Fall ist. Um das 
Resultat exakter zu finden, zeichne ma.n das in der Abbildung dureh ein 
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ganz kleines Quadrat abgegrenzte Gebiet in einem groBern MaBstahe 
(Abb. 110); dadurch findet man x = 37 ° 45' oder in Bogenmal3 0,659. 
Dureh wiederholte VergroBerung des Sehnittpunktgebietes 
kann man jede belie bige Genauigkeit des ResuItates erreichen; 
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die Kurven miissen nur in der Nii.he des Schnittpunktes exakt gezeichnet 
werden. 

Wei tere Beispiele: 
1. tg x = 0,5 cos x + x 
2. sin at - 1,5 + 1,8 or. = 0 
3. tgx=x 

x = ( __ 50 0) = 0,873. 

at = (31 0 15') = 0,545. 
x = (257 0 27') = 4,4934 

(auBer x = 0). 
:n; 

4. "2 + sin at - at = O. (Siehe Aufgabe 5, § 9). 

§ 17. Die Sinusknrve. 
Die Konstruktion der Kurve wurde schon in § 7, Abb. 65 be

handelt. In diesem Paragraphen soll diese Kurve, die in der 
Technik eine wichtige Rolle spielt, eingehender besprochen werden. 

B 

Abb. 111. 

Ein Vektor M P = A (Abb.lll) drehe sich in positivem 
Sinne mit konstanter Geschwindigkeit um den Punkt M. Nach 
einer bestimmten Zeit t (in Sekunden gemessen) moge er sich aus 
der Anfangsstellung M 0 um den Winkel oc in die Lage M P ge
dreht haben. oc ist mit der Zeit veranderlich, also eine Funktion 
der Zeit. Da der Vektor in gleichen Zeiten gleiche Winkel liber
streicht, so ist oc der Zeit proportional. Wir setzen also 

a=w·t, (I) 

worin (J) den Proportionalitatsfaktor bedeutet. Wir messen oc in 
BogenmaB (§ 6, Aufgabe 57). Nach Verlauf einer Sekunde ist 
nach (I) oc = (J)·I = (J). Es ist demnach (J) der Bogen des 
Einhei tskreises, der von dem Vektor in einer Sekunde 
liberstrichen wird. Man nennt (J) die Winkelgeschwindig-
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keit. Gleichung (1) sagt demnach aus: Uberstreicht der Vektor 
in einer Sekunde den Bogen w, so dreht er sich in t Sekunden 
urn den Winkel w t. 

"Obungen. 
1. Wie groB ist (J), wenn der Vektor in einer Sekunde 0,2; 0,5; 1; 25; 

n Umdrehungen macht? - Ergebnisse: (J) = 1,26; 3,14; 6,28; 157,1; 
n·2 n pro Sekunde. 

2. Ein Vektor hat die Winkelgeschwindigkeit (J) = 2 pro Sekunde. 
In welcher Zeit iiberstreicht er einen Bogen mit dem Mittelpunktswinkel 

30 0 ; 60 0 ; 90 0 ; 360 0 ? Ergebnisse: 30 0 entspricht dem Bogen~; nach (1) 

n 
ist daher 6" = 2·t, somit t = 0,2618 Sekunden. FUr die iibrigen Winkel 

erhalt man 0,524; 0,785; 3,14 Sekunden. 
3. Die Winkelgeschwindigkeit sei (J). In welcher Zeit macht der Vektor 

eine volle Umdrehung? Antwort: 2 n • 
(J) 

Der Abstand y des Punktes P von dem horizontalen Durch
messer des Kreises kann fiir jeden beliebigen Winkel ex oder fiir 
jede beliebige Zeit taus der Gleichung: 

y=A.sina=A.sin(wt) (2) 
berechnet werden. Der groBte Abstand y wird fiir ex 0 = 90 0 und 

n 3n n 
270 0 oder ex = - und - erhalten. Fiir - wird y = + A fiir 

2 2 2 ' 

~ n wird y = _ A; also in jedem FaIle gleich dem Radius des 
2 

Kreises, auf dem sich P bewegt. Fiir die Winkel ex = 0; n, 2 n 
wird y = o. 

Wir stellen nun den Zusammenhang zwischen dem Winkel ex 
und dem Abstand y in einem Koordinatensystem graphisch dar. 
o sei der Koordinatenanfangspunkt; die von 0 nach rechts gehende 
Gerade sei die positive Abszissenachse. Auf ihr tragen wir den 
Winkel, senkrecht dazu die GroBen y ab, die wir entweder aus (2) 
berechnen oder dem Kreise links entnehmen. Wenn wir ex in 
BogenmaB messen, sollten wir die horizontale Strecke 00 gleich 
dem Umfange des Einheitskreises, gleich 2 n, machen. Man kann 
aber auch irgendeine Strecke der GroBe 2 n oder 360 0 ent
sprechen lassen; es bedeutet dies einfach, daB man die Abszissen 
und Ordinaten mit verschiedenen Langeneinheiten miBt. Der 
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Mittelpunkt der Strecke OC entspricht dann dem Winkel n' oder 
180 0 usf. Verbindet man die Endpunkte der Ordinaten durch 
einen ununterbrochenen Linienzug, so erhiiJt man eine Sinus
welle. Sie ist die graphische Darstellung der Gleichung (2), 
oder (2) ist die Gleichung der Sinuswelle. Die Ordinate y eines 
beliebigen Punktes auf der Kurve liefert den Abstand y, der zu 
dem durch die Abszisse gemessenen Winkel gehort. Die Kurve 
besteht aus einem Wellenberg und einem Wellental, beide 
zusammen bilden eine vollstandige Welle. Der horizontale Ab
stand OC heiBt die Wellenlange. A heiBt der Scheitelwert. 
Wenn der Vektor mehrere Umdrehungen ausfiihrt, so wiirden sich 
rechts an den Punkt C weitere Wellen anschiieBen, die wir aber 
nicht weiter beachten, da.sie der ersten Welle kongruent sind. 

Man kann die Sinuskurve auch noch mit der Bewegung eines andern 
Punktes in Beziehung bringen. Wir projizieren den PullktP auf dem Kreise 
in jeder Lage auf den lotrechten Durchmesser BG. Die Projektion heiBtP'. 
Wir verfolgen nun die Bewegung des Punktes P' . . Wahrend sich P von 0 
aus auf dem Kreiseeinmalringsherum hewegt, wandertP' auf dem Durch
messer BG von M aus nach B hinauf, von da wieder zuriick durch M hin· 
durch nach G hinunter und schlieBlich wieder nach M zuriick. Man sagt, 
P' fiihre eine einfache harmonische Schwingung aus. Obwohl sich 
P auf dem Kreise gleichformig bewegt, ist die Bewegung des Punktes P' 
keine gleichformige. P~ geht mit der groBten Geschwindigkeit durch M 
hindurch, verzogert seine Geschwindigkeit gegen B oder G hin und kehrt 
in B und G, den heiden Totlagen, seine Bewegungsrichtung urn. P' hewegt 
sich ungefahr so wie der Kolhen einer Dampfmaschine. 

Die gezeichnete Sinuskurve kann nun auch als graphische DarsteUung 
der schwingenden Bewegung des Punktes P' hetrachtet werden. P und P' 
hahen jederzeit den gleichen Abstand y von dem horizontalen Durchmesser 
des Kreises. Die Strecke 0 G auf der Ahszissenachse konnen wir jetzt der 
Zeit t einer voUen Schwingung, der Schwingungsdauer, entsprechen lassen. 
Wir tragen also jetzt als Abszisse die Zeit t und nicht, wie vorher, den Win
kel abo Nach diesen Erklarungen ist es wohl verstandlich, warum man die 
Ordinaten + A nnd -A der Kurve auch den Schwingungsausschlag 
oder die Amplitude nennt. 

Sowohl die Drehung des Vektors um M, als die Schwingung 
des Punktes P' sind periodische Erscheinungen, d. h. in 

. jedem folgenden Zeitabschnitt, der gleich der Schwingungsdauer 
ist, spielt sich derselbe Vorgang in gleicher Weise wie im vorher
gehenden abo Diese Periodizitat zeigt sich auch in der Gleichung 
(2), indem fUr j eden Winkel a. 

y = A sin (a. + 2 n) = A sin a. 
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ist. Wird t als Veranderliche aufgefaBt, so ist 

Y = A· sin [w(t+ 2:)J = A sin (wt + 2n) = A sin (wt). 

Man nennt 2 n die Periode, beziehungsweise 2n die Zeit T einer 
w 

Periode. 
Wir wollen nun nach diesen allgemeinen Betrachtungen die 

GroBen A und w der Gleichung (2) bestimmten Veranderungen 
unterwerfen und dabei zusehen, wie sich die Sinuswellen verandern. 

a) Versehiedene Amplituden. In Abb. 112 sind in verkleiner
tem MaBstabe drei Sinuswellen I, II, III gezeichnet, die den 
GIeichungen 

Yl =4sinoc = 4 sin (wt) I 
Y2 = 8 sin oc = 8 sin (w t) II 
Ya = 2 sin oc = 2 sin (wt) III 

Abb.112. 

entsprechen. Die Wellen haben die gleiche horizontale Lange, aber 
verschiedene Amplituden. Je groBer die Amplitude, desto hoher 
ist die Welle. In jedem Augenblicke, fiir jeden Winkel ist 

Yl = 0,5 Y2 = 2 Ya' 
II kann aus I durch Verdoppelung der Ordinaten, III aus I durch 
Halbierung der Ordinaten erhalten werden. VergroBert (oder ver
kleinert) man die samtlichen Ordinaten einer Sinuswelle im gleichen 
MaBstabe, so liegen die Endpunkte der neuen Ordinaten wieder 
auf einer Sinuswelle. Ersetzt man jede Ordinate der Kurve y = 
A . sin oc durch ihren n-fachen Betrag, so hat die neue Kurve 
die Gleichung 

Y = n A . sin oc. 
ReB, Trigonometrie. 5. Auf!. 8 
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b) Versebiedene Wellenlangen (Perioden). In der Abb.113 
sind zwei Sinuswellen gezeichnet, die den Gleichungen 

Yl = 5 sin ex = 5 sin (wt) • • • • 1 
Y2 = 5 sin 2 ex = 5 sin (2 rot) • • II 

entsprechen. Beide Kurven haben die namliche Amplitude 5. Da 
sich aber der Vektor II (links in der Abbildung) mit der Winkel
geschwindigkeit w' = 2 w dreht, also doppelt so rasch wie der 

Abb.113. 

Vektor 1, so trifft es auf eine Wellenlange von 1, zwei Wellen
langen von II. sin ex hat die Periode 2 n, sin 2 ex dagegen schon 
die Periode n; denn, wenn ex urn n vergroBert wird, so ist fUr 
jedes ex: y=5·sin2 (ex+n)=5sin(2ex+2n)=5sin2ex. 
Eine Kurve von der Gleichung 

Y = 5 sin (n ex), 

worin n eine gauze positive Zahl ist, besteht offenbar aus n-Wellen, 
wenn ex von 0 bis 2 n zunimmt. 

c) Horizontale Verschiebung einer Welle (Phasenversehiebung). 
Die beiden Kurven der Abo. 114 entsprechen den Gleichungen: 

Yl = 5 sin ex = 5 sin (w t) • • " I 
Y2 = 5 sin (ex + <p) = 5 sin (wt + <p) II. 

<p bedeutet einen fest gewahlten, konstanten Winkel; fUr die 
Kurve II ist <p = n: 6 (30°) gewahlt. Beide Kurven haben die 
gleiche Amplitude und die gleiche Wellenlange. Aber wahrend 
fUr ex = 0, Yl = 0 wird, hat Y2 den Anfangswert 5 sin 30° = 2,5. 
Wenn wir an irgendeiner Stelle der Abszissenachse ein Lot er· 
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richten und mit den heiden Kurven zum Schnitt bringen, so hat 
Y2 einen Wert, den Yl erst erreicht, wenn wir auf der Abszissen
achse um eine Strecke, die dem Winkel q; entspricht, weiter schrei-

Abb. 114. 

ten. Die Kurve II kann aus der Kurve I durch Verschieben nach 
links erhalten werden. Der Punkt B auf dem Kreise ist dem Punkte 
A imrner urn den Winkel q; voraus. Man nennt q; den Voreil
winkel oder die Phasen verschie hung. 

'TC • 
Hat q; den besondern Wert q; = 2 (90 0), so Wlrd 

Y2 = 5 sin ( 0( + ~) = 5 . cos 0(, d. h. 

die Kosinuskurve ist eine Sinuskurve mit der Phasen
verschie bung 'TC: 2. (Siehe Abb.65.) 

Wir fassen die Ergebnisse von a, b und c zusammen: 
Jeder Gleichung von der Form 

Y = A . sin (mt + q;) 

entspricht graphisch eine Sinus welle. Es bewirkt eine 
Veranderung 

1. von A nur eine Veranderung der Wellenhohe, 
2. von m n ur eine Veranderung der W ellenlange, 
3. vonq;nur eine horizontale Verschiehung derWelle. 

Vbungen. 
Jede der folgenden Kurven moge auf Millimeterpapier gezeichnet 

werden. Auf der Abszissenachse lasse man einem Winkel von 20 0 eine 
8* 
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Stracke von 1 cm entsprechen. Fiir die Ordinaten sei 1 cm die Einheit. 
Zur Bestimmung der Funktionswerte 11 kann die Tabelle oder auch ein 
Kreis benutzt werden. In jeder Gleichung moge IX von 0 ° bis 360 ° wachsen. 
Die Kurven, die den in einer Nummer vereinigten Gleichungen entsprechen, 
Bollen auf dem gleichen Blatt Papier, im gleichen Koordinatensystem ge
zeichnet werden. 
1. 11 = 4 sin IX, 
2. 11 = 4 sin IX, 

3. 11 = 4 sin IX, 

4. 11 = 4 sin IX, 

D.. 11 = 5 cos (IX - 45°), 
6. 11 = 2 + 5 sin IX, 
'1. LOse die Gleichung: 

11 = 8 sin IX, 11 = sin IX. 
1/ = 4 sin 3 IX, Y = 4 sin (0,5 IX). 

1/ = 4 sin (IX + 45 0), y = 4 sin (IX + 180°). 
1/ = 4 sin (IX + 120°), 11 = 4 sin (IX + 2400). 
1/ = 5 sin (IX + 45°), Y = 5 sin {2tx + 900). 
1/=4+4coSIX, y=4-cos2IX. 
5 sin IX = 5 sin 2 IX, oder 

sin IX = sin 2 IX, 

d. h. bestimme die Abszissen IX der Schnittpunkte der Kurven I und II der 
Abb.1l3. 

Losung: Es ist sin IX = 2 sin IX-=.COS IX, oder 
(2 cos IX -1) sin IX = O. Aus 

sin IX = 0 folgt IXI = 0°; IXs = 180°; 1X3 = 360°. Aus 
2 cos IX --:--1 = 0 folgt IX, = 60°; IX6 = 3600 - 600 = 300°. 

8. LOse die Gleichung: 
5 sin IX = 5 sin (IX + 30 0), 

d. h. bestimme die Abszissen IX der Schnittpunkte der Kurven I und II in 
Abb.1l4. 

Los ung: Entwickelt man die rechte Seite nach sin (IX+ P), dividiert die 
Gleichung durch sin IX, so erhii.lt man 

ctg IX = 0,2680; somit oct = 75° und IXz = 180 0 + IXI' 
9. Ein Roo mit dem Radius,. dreht sich mit konstanter Winkelgeschwin

digkeit Q) umeine Achee X, die zueiner Ebene E parallel ist und verschiebt 
sich gleichzeitig mit konstanter Geschwindigkeit "0 langs dieser Achee. 
Ein Punkt P (Abb. 115) auf dem Umfange wird in jeder Lage senkrecht 
auf die Ebene E nach P' projiziert. Die Kurve, die P' beschreibt, ist eine 
Sinuskurve. 

Wir legen durch einen Schnittpunkt 0 der Kurve mit der Achse X', (der 
Projektion der Achee X) ein rechtwinkliges Koordinatensystem. Zeige: 1st 1 
die Wellenlange, Macht das Rad n Touren pro Sekunde, dann la.Bt sich die 
Ordinate 1/ von P' in jedem Moment nach den folgenden Formeln berechnen: 

y = ,.·sin (3~00 .x) oder 1/ = r·sin (2 t ':1:) 

y=r'sin{2:;r.nt) 1/=r.sin(2~n:l:)' 
Bea.chte bei der Ableitung dieser Formeln: 

"0 = nZ und :I: = vot = nl·t. 
a; = Abszisse vonP'; t = Zahl der Sekunden. 
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Ist zur Zeit t = 0 der Winkel ex nicht gleich 0°, sondern etwa !po, so 
heiBt die entsprechende Formel zur Berechnung der Ordinate y: 

y = r·Bin (2:n nt +~) oder 
y = r·Bin (3600 n t + IPO) 

!po heiBt wiefriiher die Pha.senverschiebung oder auch kurz Phase. Be· 
achte die gestrichelte Kurve in der Abb.1I5, die dem Winkel !po = 90 0 

entspricht. 
Der RaumpunktP beschreibt eine Schraubenlinie. Die Projektion 

diaser Kurve auf eine zur Schraubenachse parallele Ebene E ist demnach 
eine Sinuskurve. Die Wellenlange l entsprieht der Ganghohe. (Beachte 
Abb.26.) 

10. Eine Sinuskurve hat eine Wellenlange l = 20 em und eine Am· 
plitude r = 6 cm. Wie berechnet man zu jeder Abszisse x die zugehOrige 
Ordinate y? 

y = 6·Bin(18°·x) 
Fiir x = 2 4 10 15 
wird Y = 3,53 5,71 ° - 6 

11. Das Ra.d in der Abb.115 hat einen Radius r = 5 cm; es macht 
3 Umdrehungen pro Sekunde und verschiebt Bieh langs der X·Achse mit 

y 

Abb.1I5. 

einer Geschwindigkeit Vo = 10 cm/sec. Welches sind die Koordinaten 
(x; y),d~ PunktesP' nach 0,1; 0,2; 0,4; 0,6; 1; 2,4sec? 

t = 0,1 0,2 0,4 0,6 1 
x=1 2 4 6 10 
Y = 4,76 -2,94 4,76 - 4,76 ° 

die Wellenlange l iet 31/ 3 cm. 

2,4 sec 
24 (cm) 
4,76 (cm) 

12. Ein Punkt bewegt sich so in einer Ebene, daB seine Abstande 
(z; y) von den Achsen eines Koordinatensystems gegeben sind durch eine 
Gruppe dar folgenden Gleichungen. 

a) x=5sinat b) z=5sinat c) x = 5·Bin at 
y=3COBat y=-3Binat y = 5·Bin (ex + 300) 

d) x=5.Bin.ex e) x=5Binat 
y = 5.Bin(2 at) y = 5 COB (2 ex). 
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Zeichne die Bahnen dieser Punkte, indem man IX verschiedene Werle von 
0° - 360° beilegt und die entsprechenden Koordinaten (x; y) berechnet. 
(Zusammengesetzte Schwingungen.) 

13. Zeichnung einer Sinuskurvel ). Es seien ODR drei aufein
ander folgende Wendepunkte einer Welle. Die Tangenten in diesen 
Punkten (die Wendetangenten) findet man wie folgt (Abb.116). Mache 

AO = ~ ·AB = !!..·a = l,57a (a = Amplitude); 00 undODsind die Tan-
2 2 

genten. Den Kriimmungskreis im Scheitel B, d. h. den Kreis, der am besten 
ala Ersatz der Sinuskurve im Scheitel benutzt werden kaun, findet man 

c 

Abb. 116. 

R 

wie folgt: Ziehe im 
Scheitel B die Scheitel
tangente, bringe sie in F 
zum Schnitt mit der Y
Achse; mache FG = BE; 
ziehe von G ein Lot auf 
die Wendetangente; die
ses trifft die Verliionge
rung von AB in MI' 
Dies ist der Mittelpunkt 

des gesuchten Kreises; sein Radius ist M 1B. Mit Hille der Wende
tangenten und der Kriimmungskreise kaun jede Sinuskurve leicht rich
tig skizziert werden. 

Wir wollen jetzt noch einige haufig auftretende Verbin
dungen mehrerer Sinuswellen besprechen. 

1. Algebraisehe Summen von zwei oder mehreren 
Sinusfunktionen. 

Es soll die Kurve 
Y = a sin (oc + fJ11) + b sin (oc + fJ12) III. . (3) 

gezeichnet werden. Die rechte Seite der Gleichung besteht aus 
der Summe der Einzelfunktionen 

Yl = a sin (oc + fJ11). II.. (4:) 
Y2 = b sin (oc + fJ12) • • I (5) 

Wir wahlen, um ein Beispiel vor Augen zu haben, a = 4:, 
b = 3, fJ1l = 300, fJ12 = 60 0 (Abb.1l7). Die Kurven I und II 
haben die gleiche Wellenlange. Nach Gleichung (3) ist fiir jedes IX 

Y = YI + Y2' 
d. h. eine beliebige Ordinate der Kurve III ist gleich der algebra.
ischen Summe der Ordinaten Yl und Y2' die zum gleichen Winkel IX 

1) Die Konstruktion ist dem "Lehrbuch der Mathematik" von Dr: 
Georg Scheffers (2. Auflage. Seite 494. Leipzig: Veit, 1911) ent
nommen. 
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gehoren. Wir konnen III die "Summenkurve" nennen. Wie 
man zunii.chst aus der Abbildung erkennt, ist sie wieder eine Sinus
kurve. Der rechnerische Beweis hierfiir gestaltet sich so: 

Wir setzen 
asin(a+ CPl) + bsin(a+ CPs) =Asin (a+ cp) (6) 

und zeigen, daB man A und cP tatsachlich so bestimmen kaun, daB die 
Gleichung (6) fiir jeden Winkel oc erfiillt ist. Nach der ersten Formel § 12 
geht (6) iiber in 

oder 

a sin IX· cos CPl + a cos oc sin CPl + b sin IX cos CPa + b cos IX sin CPI 
= A sin IX cos cP + A cos IX sin cP, 

(a cos CPl + b cos CPa) sin IX + (a sin CPl + b sin CPI) cos IX 

= A cos cp·sin oc + A sin cp·cos oc. 
Sollen nun beide Seiten der Gleichung fiir jeden beliebigen Wert oc genau 
die gleichen Werte ergeben, so miiBsen die entsprechenden Koeffizienten 
von sin oc bzw. cos oc auf beiden Seiten iibereinstimmen. Das ist der Fall, 
wenn 

A sin cP = a sin CPl + b sin CPa 
A cos cP = a cos CPl + b cos CPa 

(7) 

gesetzt wird. Aus diesen Gleichungen (7) kaun man A und cP berechnen. 
Durch Qua,drieren und Addieren der Gleichungen (7) erhiilt man: 

A=V(J9 + b S + 2ab C08 (cpz- CPl)" 
Durch Division der Gleichungen (7) ergibt sich 

(8) 

t _asinCPl+bsincpz () 
gcp-acosCPl +bcos CPs" 9 

Setzt man diese aus (8) und (9) berechneten Werte in (6) ein, so ist (6) fiir 
jeden Winkel oc richtig, d. h. aber, auch die Summenkurve III ist eine Sinus
welle mit der Amplitude A und der Phasenverschiebung cpo 

Wir erkennen: 
Zwei Coder mehrere) Sinuswellen von verschiedener 

Amplitude und beliebigem Phasenunterschiede, aber 
von der gleichen Wellenlange, lassen sich durch alge
braische Addition immer wieder zu einer Sinus welle 
von der gleichen WellenHi.nge zusammensetzen. Eine 
tlbereinanderlagerung von Sinuswellen gleicher Wellenliinge gibt 
immer wieder eine Sinuswelle. 

Die Gleichungen (6) bis (9) konnen unmittelbar der Abb. 117 
entnomnen werden. Die Abbildung zeigt die Vektoren a und b, die 
mit den Kurven II und I in Verbindung stehen, in ihrer Anfangs
stellung. Sie schlie Ben miteinander den Winkel flJz - flJl ein. Kon
struiert man nun ein Parallelogramm mit a und b als Seiten, ist 
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A die. durch M gehende Diagonale, so ist A gerade der Vektor, 
durch dessen Rotation die Kurve III, also die Summenkurve, 
erzeugt werden kann. Die Gleichungen (7), (8) und (9) kann 
man ohne weiteres aus der Abbildung ablesen. Dreht sich das gauze 
Parallelogramm um einen beliebigen Winkel ex urn M, so ist die 
Projektion von A auf die Ordinatenachse gleich der Summe der 
Projektionen der beiden Vektoren a und b auf dieselbe Achse. 

+yl 

Abb.117. 

\ , 
\: 
" '\ 

\ I 

\ : ,I 
• I / 

---~ 

Genau das sagt Gleichung (6) aus. Der Vektor A der Summen
kurve kann somit aus den Vektoren a und b der Ein
zelkurven genau wie die Resultierende zweier Krafte 
gefunden werden. Es ist leicht einzusehen, daB dieses geome
trische Verfahren auf mehr als zwei Einzelwellen ausgedehnt wer
den kann. Immer ist der Vektor der Summenkurve gleich der 
"geometrischen Summe" der Vektoren der Einzelwellen. 

Ein haufig vorkommender Sonderfall entsteht, wenn in der 

Gleichung (6) CP1 = 0 und CP2 =; gesetzt wird. Es ist dann 

y = a sin ex + b cos ex = A sin (ex + cp). 

Nach (8) und (9) ist A = Va2 + b2 und tg cP = b : a. Das ro
tierende Parallelogramm ist ein Rechteck mit den Seiten a und b. 
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t)bungen. 
1. Zeichne die Kurve Y = 3 sin ex + 4 cos ex. - Man zeichne zuerst die 

einzelnen Bestandteile Yl = 3 sin ex (rot) und Ya = 4 COB ex (blau) und 
addiere die Ordinaten. Die "Summenkurve" (schwarz) hat die Amplitude 

..1= v'33 +43 = 5 und die Phasenverschiebung cp = 53° 8' entsprechend 

tg cp = 4:3. Man konstruiere die Kurve auch mit Hille des Vektordia
gramms. 

2. Zeichne Y = 3 sin ex - 4 COB ex. 
3. Y = 3 cos ex + 4 sin (ex + 30°);..1 = 6,08; cp = 55° 18'. 
4. Berechne A und cp der Kurve III (Abb. 117) aus 

Yl = 43 sin «ex + 6030:), .A = 6,77; cp = 43°16'. 
Ya = sin or: + ), 

6. Zeichne Y = 5 sin (ex + 120°) + cos ex. 
6. Beweise: FUr Y = a sin ex - b sin (ex + 120°) kann 

Y = Va2 + b2 + ab·sin (ex- cp) geschrieben werden; 

cp wird aus der Glei<;hung tg cp = 2:! b berechnet. - 1st a = b, so 

ist Y = a sin ex -a sin (ex + 120° = a va· sin (ex - 30°). 
7. Zeige mit Hille des Vektordiagramms oder direkt durch Rechnung, 

daB fiir jeden Wert or: die Summe 

y = a sin ex + a sin (ex + 120°) + a sin (or: + 240°) 
gleich Null ist. Die Summenkurve ist also eine gerade Linie, eine Sinus
welle von der Amplitude o. 

8. LOse die Gleichung; 4 sin (ex + 30°) = 3 sin (ex + 60°), d. h. be
stimme die Abszissen der Schnittpunkte der Kurven I und II in Abb. 117. -
Entwickelt man die beiden Seiten nach sin (ex + P), so findet man tg ex = 
0,3045 und daraus ott = 16° 56' und exa = 180° + exl. 

9. Raben die Sinusfunktionen ungleiche Perioden, die Wellen also 
ungleiche Langen, so ist die Summenkurve keine Sinuswelle mehr. In 
Abb. 118 ist die Kurve 

y=5sinex+2sin3ex III 

gezeichnet. I entspricht der Gleichung 

Yl = 5 sin ex . • . . . I 

und II der Gleichung Ya = 2 sin 3 ex. . . . . II. 
Fiir jedes ex ist Y = Yl + Y2. Die Kurve III ist wieder das Bild einer 

periodischen Funktion. Die Periode von III stimmt in unserem 
Beispiel mit der von I iiberein. In der Theorie der "Fourierschen Reihen" 
wird gezeigt, wie man jede beliebige periodische Wellenform durch eine 
Reihe von Sinus- und Kosinusgliedern mit jeder wiinschbaren Genauig
keit darstellen kann. 

10. Zeichne: Y = 5 COB ex + 2 sin 3 ex. 
11. Ebenso: Y = 5 sin (2 ex) + 5 sin (3 ex). 
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Abb.118. 

12. L<lse die Gleichung 
5 sin or: = 2 sin (3 IX), d. h. 

bestimme die Abszissen der Schnittpunkte der Kurven I und II in Abb. 118. 
- Nach § 14 Aufgabe 12 ist sin 3 or: = 3 sin or: - 4 sinS ex, BOmit ist 

5 sin or: = 6 sin IX - 8 sinS IX, oder 
8 sinB or: - sin or: = sin or: (8 sin2 IX - 1) = O. 

Aus sin IX = 0 folgt or:l = 0°; ~ = 180°. Aus 8 sinl or: -1 = 0 folgt 
sin IX = ± 0,3535. Der positive Wert gibt IXa = 20°42'; Ot4 = 180°-Otll; 
der negative liefert 0(, = 180° + 1Xa; O(s = 360° -1Xa. 

2. Produktevon Sinusfunldionen mit gleieher Periode. 
Es soIl die Kurve gezeichnet werden, die der Gleichung 

Y = a· sin (at + 'PI)' b sin (at + 'Pz) . • (III) (10) 
entspricht. Die rechte Seite ist das Produkt von 

Y1 = a sin (IX + 9'1) • (I) 
und Yz = b sin (at + 9'2) • • • (II). 

Es ist also Y = Yl' Yz, 
Die Kurven I und II haben die gleiche Wellenlange, aber ver
schiedene Amplituden. Die Phasenunterschiede gegeniiber einer 
normalen Sinuswelle sind 'P1 und 'Pz' Nach der Gleichung Y = Yl' Ya 
erhalt man irgend eine Ordinate Y der Kurve III, wenn man die 
entsprechenden. d. h. zur gleichen Abszisse at gehorigen Ordinaten 
Yl und Yz der Kurven I und II miteinander multipliziert. Die 
Kurve III wird, wie man leicht einsehen kann, wieder eine Sinus-
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kurve; denn wenden wir auf G1eichung (10) die dritte Formel in 
tl'hungsbeispiel7 § 15 an, so erhalten wir 

ab ab 
y =2cOS (f'1-9'2) -2COS (2 IX + 9'1 + 9'2)' (11) 

Setzen wir schlieBlich fiir den konstanten Wert a: cos (9'1 - 9'a) 

den Buchstaben k und beachten, daB 

-a: cos (2« + 9'1 + 9'2) = a: Sin(21X+ 9'1 + 9'2- ;) 

st, so konnen wir Gleichung (10) und (11) in die Form bringen 

,y ... asin(a+9>1)·bsbl(a+9>2)=k+ a2b 8in(2a+9>1+9>a-~). (13) 

Diesa Gleichungsagtaus: Stellt man das Produkt zweier 
Sinusfunktionen von gleicher Peri ode graphisch dar, 
so erhalt man eine Sinuskurve von der halben Wellen
lange der Kurven, welche den einzelnen Funktionen 
entsprechen. Diese "Produktkurve" ist nach (13) um den 

Betrag k = a: cos (9'1 - 9'2) in vertikaler Richtung verschoben; 

ihre Amplitude ist;~ und ihre horizontale Verschiebung, gegen

iiber einer Kurve von der Gleichung y = ~b sin 2 IX, ist gleich 

n 
einer Strecke, die dem Werte 9'1 + 9'2 - 2" entspricht. 

'Obungen. 
1. Zeichne die Kurve, die der Gleichung 11 = COSB ex = COBB (w t) ent

spricht. 
Da 

ist 

2 COB I ex = I + COB 2 ex, 

I I 
COBB ex ="2 + "2 COB 2 ex oder auch 

I I 
11 = coaB (w t) ="2 + "2 COB (2 w t). 

Die Kurven Bind in Abb. 119 gezeichnet. Dabei ist die Amplitude 1 
gegeniiber den friihern Abbildungen stark vergroBert. Die "KoBinUB
Quadrat"kurve liegt vollstii.ndig oberhalb der Abszissenachse, da das 
Quadrat einer positiven oder negativen Zahl ja immer poBitiv ist. 
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Die Gleichung Y = cos2 IX = i + i cos 2 IX geht aus der Gleichung (13) 

:II; 

hervor, wenn man PI = P2 = "2 und a = b = 1 setzt. 

2. Zeichne ebenso Y = sin2 IX. 

3. Zeichne YI = cos 2 IX und Y2 = sin2 1X und bilde die Kurven 

Y = YI + Y2 ( = 1) 

Y = YI - Y2 (= COB 2 a.). 
4. Zeichne YI = 2 sin IX und Y2 = cos IX und konstruiere die Kurve 

Y = Yl'Y2 (= sin 2 IX). 

Ii. Zeige durch Rechnung und an Hand von Kurven, daB die Summe 
Y = Yl + Y2 + Ya der drei Funktionen 

Yl = sin IX' sin (a. - p) 
Y2 = sin (IX + 1200)·sin (11.- P + 1200) 
Ya = sin (a. + 240°) . sin (IX - rp + 240°) 

den konstanten Wert Y = ~ cos rp ergibt. Die "SUDlIDenkurve" ist also 
eine gerade Linie. 

+11 

~~~~~~==============~~~~================;?~I,M 
~--~~------------~---+--~------------~~--~o.~ 

./ I \ I I ------f--~I ---"\------- ;1---- 0,5 

l~~=t~====~~·=/====~~==t=~~~/======jO'M 
1800 S60° 

-9 

Abb. 119. 

6. Berechne die Winkel IX, fiir welche die Gleichung 

cos a. = cos2 IX 

erfiillt ist. (Abb. 119). 
Losung: Es ist cos2 IX - cos IX = 0 oder 

cos ex (1 - cos IX) = O. 
Aus COS 11.-= O-folgt 11.1=90°; 1X2 = 270°. 

" 1 - cos IX = 0 " !Xa = 0 ; IX, = 360°. 

An dieser Stelle konnen nun die Gleichungen in § 16 behandelt werden, 
unter Beriicksichtigung der graphischen Darstellung der Sinus- und Kosi-
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nusfunktionen. Oft mull dabei auch die Tangens- und Kotangenskurve 
verwertet werden. 

Zum Schlusse soIl noch gezeigt werden, in welchem Zusammenhang 
die Sinuskurve mit der Mantelflii.che eines Zylinderhufes steht. Links 
in Abb. 120 ist ein Zylinderhuf gezeichnet. Die Grundflii.che ist ein Halb
kreis, die Mantellinien stehen senkrecht zur Grundflii.che. Die langete 
Mantellinie hat die Lange a. Die Kurve in der Ebene EGD iet eine halbe 
Ellipse; diese Ebene schliellt mit der Grundflache den Winkel 0( ein. 1st 
nun y = EO eine beliebige Mantellinie, so folgt aus der Abbildung 

c 
I 

1 \ II 
"'I \ Y 

11 \ : 
I _~_B--<MT1rTt1tffil'" 

Abb.120. 

y = EH ·tg 0(; aber EH = r·sin 'P, somit ist 
y = r sin p. tg IX = r· tg 0(. sin p, oder da r· tg 0( = a ist 

y = a sin 'P. (14) 
Bedeutet x den Bogen ED, der aUf dem Grundkreise zum Zentriwinkel 

p gehort, so ist das Bogenmall von p = x:r und Gleichung (14) geht iiber in 
• re 

y=Qsm-. 
'J' 

(15) 

Breitet man die Mantelflache in eine Ebene aus, wie dies rechts in 
Abb. 120 geschehen ist, dann wird die Strecke DE' gleich der Lange des 
Halbkreises, der Bogen x geht iiber in die Strecke x und die Mantellinie y 
wird zur Ordinate y der abgewickelten Kurve. Jede dieser Ordinaten 
lallt sich aus Gleichung (15) berechnen, somit ist die Abwicklung 
der Ellipse eine Sinuskurve von der Amplitude a. 

Die Flii.che zwischen einem Wellenberg und der Abszissenachse ist 
gleich der Mantelflii.che des Zylinderhufes; diese ist, wie in der Stereometrie 
gezeigt wird, gegeben durch F = 2 r a. Nun ist r = DE' :n; somit ist 

F=.!.Q.DE' = O,6366.Amplitude xhalbe Wellenliinge. 
:It 

Fist demnach nur wenig kleiner als die Flache eines Parabelsegmentes 
mit der Sehne DE' und der Hohe a. Die mittlere Hohe der Flache Fist 
2a:n. 



Tabelle der trigonometrischen Werte. 
Sinus. 

Grad 0' 10' 20' 3°' 40' 50' 60' I Mittlere 
Tafel-

differenz 

0 0, 0000 0029 0058 0087 OII6 0145 0175 89 29 
I 0175 0204 0233 0262 0291 0320 0349 88 29 
2 0349 0378 0407 0436 0465 0494 0523 87 29 

3 0523 0552 0581 0610 0640 0669 0698 86 29 
4 0698 0727 0756 0785 0314 0343 0872 85 29 

5 0, 0872 0~01 0929 0958 0987 1016 1045 84 29 
6 1045 1074 II03 I132 1161 1190 1219 83 29 

7 1219 1248 1276 1305 1334 1363 1392 82 29 
8 1392 1421 1449 1478 1507 1536 1564 81 29 
9 1564 1593 1622 1650 1679 1708 1736 80 29 --- ---%0 0, 1736 1765 1794 1822 1851 1880 1908 79 '9 

II 1903 1937 1965 1994 2022 2051 2079 78 28 
12 2079 2108 2136 2164 2193 2221 2250 77 .8 

13 2250 2278 2306 2334 2363 2391 2419 76 .8 

It 
24J9 2447 2476 2504 2532 2560 2588 75 .8 

15 0, 25/5/5 2bl6 2644 2672 2700 2728 2756 74 .8 
16 2756 2784 28J2 2840 2868 2896 2924 73 28 

17 2924 295 2 2979 3007 3035 3062 30go 72 28 
J8 30 go 3II8 3J45 3173 3201 3228 31.56 7J 28 
19 3256 3283 33J J 3338 3365 3393 3420 70 27 ---20 0, 3420 3448 3475 3502 3529 3557 3584 69 27 
2J 3584 3611 3638 3665 3692 3719 3746 68 27 
22 3746 3773 3800 3827 3854 3881 3907 67 I 27 

23 3907 3934 3961 3987 4014 4041 4067 66 '7 
24 4067 4094 4120 4147 4173 4200 4226 65 .6 

25 0, 4226 4253 4279 4305 4331 4358 4384 64 

1l 26 -1-384 4410 4436 4462 

I 
4488 4514' 4540 63 

27 4540 4566 4592 4617 4643 4669 4695 62 
28 4695 4720 4746 4772 4797 4823 4848 6J 
29 4848 4874 4899 4924 4950 4975 5000 60 
30 0, 5000 5025 5050 I 5075 5100 5125 5150 59 '5 

31 5150 5175 5200 5225 5250 5275 5299 58 25 

32 5299 5324 5348 5373 5398 5422 5446 57 2. 

33 5446 5471 5495 55 19 5544 5568 5592 56 .. 
34 5592 5616 5640 5664 5688 5712 5736 55 2. 

35 0, 5736 5760 5783 5807 5831 5854 5878 54 •• 
36 5878 5901 5925 5948 5972 5995 6oJ8 53 23 

37 6018 6041 6065 60g8 6uI 6134 6157 52 23 

38 6157 6180 6202 6225 6248 6271 6293 51 23 

39 6293 6316 6338 6361 6383 6406 6428 50 2. 

40 0, 6428 6450 6472 6494 6517 6539 6561 49 -'2 I 
41 6561 6583 6604 6626 6648 6670 6691 48 2l! 

42 6691 6713 6734 6756 6777 6799 6820 47 H 

43 6820 6841 6862 681:S4 6905 6926 6947 46 2r 

44 6947 6967 6988 7009 7030 7050 7071 45 .. 
45 0, 7071 

60' 5°' 40 ' I 
, 

I 20' 
, 

0' 
Mittlere 

30 10 Grad Tafel-
differeu 

Cosinus. 



Grad 

45 
46 
47 
48 
~ 

50 
51 
52 
53 
54 

55 
56 
57 
58 

1t9 60 
61 
62 
63 
64 

65 
66 
67 
68 
69 
70 
71 

72 

73 
74 

75 
76 
77 
78 
79 

85 
86 
87 
88 
89 
go 

Sinus. 

0' 10' 20' I 30' I 40' 50' 60' 

0, 7071 7092 7112 7133 7153 7173 7193 44 10 I 
7193 7214 7234 7254 7274 7294 73 14 43 10 

73 14 7333 7353 7373 7392 7412 7431 42 jJ 
7431 745 1 7470 7490 7509 7528 7547 41 19 
7547 7566 7585 -'.7_60_4;-11_7:..-6_2=..3-,7_6-=-42---,7_6_60_1_...:.4_0_ 19 

0, 7660 7679 7698 77 16 7735 7753 7771 39 18 
7771 7790 7808 7826 7844 7862 7880 38 18 
7880 7898 7916 7934 7951 7969 7986 37 18 
7986 800t 8021 8039 80.;6 8073 80go 36 17 
8090 8107 8124 8141 8158 8175 8192 35 17 

0, 8192 8208 8225 8241 8z58 8274 8290 34 -1-6--

8290 8307 8323 8339 8355 8371 8387 33 16 
8387 8403 8t18 8434 8450 8465 8480 32 16 
84808496 8511 8526 8542 8557 8572 31 IS 
~8~57~2_8~5~8~7~86~0~1-+~86_1_6-+~8_63~1~86_4~6_8~6_6~0 __ 1~3~0~ __ I_5 __ 

0, 8660 8075 1:\689 1S70t 8718 8732 8746 29 14 
8746 8760 8774 8788 880z 8816 8829 28 14 
8829 8843 8857 8870 8884 8897 8910 27 14 
8910 8923 8936 8949 8962 8975 8988 26 13 
8988 9001 9013 9026 9038 9°51 9063 25 I. 

0, 9063 9075 9088 9[00 9I1z 9[24 9135 24 12 
9135 9147 9 159 9171 9182 9194 y2°5 23 12 

9205 9216 9228 9239 9250 9201 9272 
9272 9283 9293 9304 9315 93 25 9336 

22 1 It 

21 JJ 

9336 9346 9356 9367 9377 9387 9397 20 10 

0, 9397 940 7 9417 9426 9436 9446 9455 19 10 

9455 9465 9474 9483 9t92 9502 95 II 18 9 
9511 95 20 9528 9537 9546 9555 9563 17 9 I 
~9~56~3~95~7~2~95~8~0-+-.:.9~58~8-+~9~5~96~9~60~5-.:.96~1~3 __ 1~~16~_88 I 2.613 9621 9628 9636 9644 9652 9659 15 

0, 9
6

59 9
00

7 9
6

74 _...::.9-;:6
7
8::...1 _,_....::9,-;:°;-0'8.".9....::':1.,.,6..:.:

9
6:<-.::9",7-,-°

3
_

1 
__ 1..:..4_ :7: ! 9703 9710 97 17 9724 9730 9737 9744 13 

9744 9750 9757 9763 9769 9775 9781 12 
9781 9787 9793 9799 9805 9811 9816 II 

9816 9822 9827 9833 9838 9843 9848 10 

0, 98 -t-8 9853 9858 9863 9868 9872 9877 9 4~ I 
9877 9881 98:;6 9890 9894 9899 9903 8 ~ 
9903 990 7 99II 9914 9918 9922 9925 7 

~99~2~5....::9~9~Z_9--'9~973~2~_....::9~9736~,~9~9~39'--'-9~94~2~99:..-4~5_1 __ ~6 ____ 33 __ 1 2.945 9948 9951 9954 9957 9959 9962 5_ 
0, 9962 9964 9967 9969 9971 9974 9976 4 2 

9976 9~78 9980 9981 9983 9985 9986 3 , 
9986 9988 9989 9990 9992 9993 9994 2 J 

. 9994 9995 9996 9997 9997 9998 99,,8 I J 

9998 9999 9999 *0000 *0000*0000*0000 0 0 

1,0000 

60' 3°' I 20' 

Cosinus. 

, 
10 0' I Grad 

MittJere 
Tafel· 

differenz 



Grad I 
o 
I 
2 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
II 
12 
13 
14 
15 
10 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
3 1 

32 

I :; 
36 
37 
38 

--2L 
40 
41 
42 
43 
44 

45 

Tangens. 

0' 10' 20' I 30' I 40' 50' 60' I I Mittlere 
Tafel

differenz 

0, 0000 00290058 c087 01I6 0145 01 75 89 j' 
01 75 02040233 0262 0291 °320 0349 88 29 
0349 0378 0407 0437 0466 0495 0524 87 29 
0524 0553 0582 0012 0641 0670 0699 86 29 
0699 0729 0758 _0.:...7877'--11_0_8_16_0_34.:...6_0.:..3:...:7~5_1--=8:;-5~ 29 

0, 0::\75 0;)04 0934 0963 0;)92 1022 1051 84 29 
1051 1080 II 10 1139 II69 II98 1228 83 30 
1228 1257 1287 1317 1346 1376 1405 82 30 
1405 1435 1465 1495 1524 1554 1584 81 30 
1584 1614 1644 1673 1703 1733 1763 80 30 

0, 1763 1793 1823 1l!53 18~3 1914 1944 79 30 
1944 1974 2004 2035 2065 2095 2126 78 30 
2126 2156 2186 2217 2247 2278 2309 77 30 
2309 2339 2370 2401 2432 2462 2493 76 31 
2493 2524 2555 I 2586 2617 2648 2679 75 31 

0, 2679 2711 2742 2773 2~05 2l!36 2l!67 74 31 
2867 289) 2931 2962 2994 3026 3057 73 3" 
3057 3039 3121 3153 3185 321 7 3249 72 3" 
3249 328[ 3314 3346 3378 3411 3443 7[ 32 

~344~3~3~4~7.:..6~3~5~0~8_1_~3~5~4.:..1_1_~35~7~4~3~6~0.:...7~3~6~40~,,_7~0_'1_~33~~1 
0, 3640 3673 3i06 3739 3772 3805 3839 69 33 

3839 3872 3906 3939 3973 4006 4040 68 3~ 
40~0 4074 4103 4[42 4[76 42[0 4245 67 34 

4245 4279 4314 4348 4383 4417 4452 66 34 \ 
4452 4487 4522 4557 4592 4628 4663 65 35 

0, 4663 4699 4734 4770 4806 4841 4877 64 36 
4877 4913 4950 4986 5022 5059 5095 63 36 
50)5 5132 5169 5206 5243 5280 5317 62 37 
5317 5354 5392 5430 5467 5505 5543 6[ 38 

5543 5581 5619 5658 5696 5735 5774 60 38 
0, 5774 5>3[2 5851 5890 5930 5969 600) 

6009 6048 6088 6[28 6[68 6208 6249 
59 39 
58 40 

6249 6289 6330 6371 6412 6453 6494 57 4t 
6494 6536 6577 6619 666[ 6703 6745 56 42 

6745 6787 6830 6873 69[6 6959 7002 55 43 

0, 7002 7046 7089 7[33 7[71 722[ 7265 54 44 

7265 73[0 7355 7400 7445 7490 7536 
7536 7581 7627 7673 7720 7766 7l![3 
78[3 7860 7907 7954 8002 8050 8098 
80)8 8[46 8195 8243 8292 8342 8391 

53 45 
52 46 
51 48 

50 49 

0, 8391 844[ 8491 8541 8591 8642 8693 
8693 8744 8796 8l!47 8899 8952 9004 

49 50 
48 52 

9004 9057 9110 9[63 92[7 9271 9325 47 54 

9325 9380 9435 9490 9545 960[ 9657 46 55 

9657 9713 9770 9827 9884 9942•0000 45 57 
1,0000 , I Mittlere " Grad Tafel-

differenz 
60' 50' 40' I 20' 10' 0' 

Cotangens. 



Tangens. 

Grad I 0' 10' 20' I 3°' I 40' 5°' 60' 
Mittlere 
Tafel-

differenz 

45 1,000 1,006 1,012 1,018 1,024 1,030 1,036 44 6 
46 ',°36 1,042 1,04!! 1,054 1,060 1,066 1,072 43 6 
47 1,072 1,079 1,085 1,091 l,og8 1,104 1,111 42 6 
48 1,111 1,1I7 1,124 1,130 1,137 1,144 1,150 41 6 
49 1,150 1,157 1,164 1,17 1 1,178 1,185 1,192 40 7 

50 1,1<)2 1,199 1,206 1,213 1,220 1,228 1,235 39 7 
51 1,235 1,242 1,250 1,257 1,265 1,272 1,2!!0 38 8 
52 1,280 1,288 1,295 1,303 1,311 1,319 1,327 37 8 

53 1,32 7 1,335 1,343 1,35 1 1,360 1,368 1,376 36 8 

54 1,376 1,3!!5 1,393 1,402 1,41I 1,419 1,428 35 9 

55 1,428 1,437 1,446 1,455 1,464 1,473 1,483 34 9 
S6 1,483 1,492 1,501 1,5 H 1,520 1,530 1,540 33 10 

57 1,540 1,550 1,560 1,570 1,580 1,590 1,600 32 10 

58 1,600 1,611 1,621 1,632 1,643 1,653 1,664 31 II 

59 1,664 1,675 1,686 1,6981 1,709 1,720 932 30 II 

60 1,732 1,744 
1'756 1 

1,70 7 1,780 1,792 l,b04 29 I' 
61 1,804 1,816 1,829 1,842 1,855 1,868 1,881 28 13 
62 1,881 1,894 1,907 1,921 1,935 1,949 1,963 27 14 
63 1,963 1,977 1,991 2,006 2,020 2,035 2,050 26 14 

64 2,050 2,066 2,081 2,097 2,112 2,128 2,145 25 16 

-rs- 2,161 2,246 
---

2,145 2,177 2,194 2,2 II 2,229 24 17 
66 2,246 2,264 2,282 2,300 2,318 2,337 2,356 23 18 

67 2,356 2,375 2,394 2,414 2,434 2,455 2,475 22 10 

68 2,475 2,496 2,517 2,539 2,560 2,583 2,605 21 •• 
69 2,605 2,628 2,65 1 2,675 2,699 2,723 2,747 20 I •. 

70 2,747 2,773 2,798 2,1124 2,850 2,'677 2,904 1<) .6 

71 2,904 2,932 2,960 2,989 3,°18 3,047 3,°78 18 19 
72 3,°78 3,IoS 3,140 3,172 3,204 3,237 3,271 17 P 
73 3,271 3,3°5 3,340 3,376 3,412 3,450 3,487 16 36 
74 3,487 3,p6 3,566 3,606 3,647 3,6'69 3,732 IS 41 

75 3,732 3,776 3,'621 3,!!t>7 3,914 3,902 4,011 14 46 
76 4,OlI 4,°61 4,113 4,165 4,21\1 4,275 4,331 13 53 
77 4,331 4,390 4,449 4,5 11 4,574 4,638 4,705 12 6, 

78 4,7°5 4.773 4,843 4,915 4,'189 5,066 5,145 II 73 
79 5,145 5,226 5,30~ 5,396 5,485 5,576 5,671 10 88 

80 5,671 5,769 5,871 5,976 6,084 6,197 6,314 9 
81 6,314 6,435 6,561 6,691 6,827 6,968 7,1I5 8 
82 7,115 7,269 7,429 7,596 7,770 7,953 8,144 7 
83 8,144 8,345 8,556 8,777 9,010 9,255 <),514 6 
84 9,514 9,788 10,078 10,385 10,7 12 11,059 I1,430 ~----8S 11,430 11,826 12,251 12,7°6 13,197 13,727 14,301 4 
86 14,301 14,924 15,605 16,350 17,169 18,075 19,081 3 
87 19,081 20,206 21,470 22,904 24,542 26,4.32 28,636 2 
88 28,636 31,242 34,368 38,1!!8 42,964 49,104 57,290 1 
8:) 57,290 68,750 lS5,94° 114,59 17' ,89 343,77 infinit. o· 
go infinit. 

U 6O' I I Mittlere 
5°' 4°' 30 

, 
I 20' 10' 0' Grad Tafel-

differenz 

Cotangens. 

ReB, Trigonometrie. o. Aufl. 9 



Ungen der Kreisbogen. 

Grad Arcus II Grad Arcus \I Grad Arcus , Arcus " Arcus 

0 0,00000 60 1,04 720 :I:!aO '1.,09440 0 0,00000 0 0,00 ooc;> 
I 0,01 745 61 1,06 465 121 2,II 185 I 0,00 023 I 0,00000 
2 0,03491 6:z 1,08210 122 2,12 930 2 O,OO~ 2 0,00001 
3 0,05 '1.36 63 1,09956 123 2,14 675 3 0,00 7 3 0,00001 
4 0,06 981 ~ I,I~~ ~- 2,16 421 4 o,oon6 4 0,0000'1. I 

i 0,08 727 65 1,13446 lZ5 '1.,18166 5 0,00 145 5 0,0000'1. I 
0,10 472 66 1,15 192 126 2,19911 6 0,00 175 6 0,00003 

~ 
0,12 217 67 1,16 937 127 2,Z1 657 

1 
0,00204 7 0,00003 

0,13963 68 1,18682
1 

128 2,23402 0,00233 8 0,00004 

r-L 0,15708 69 1,20 428 129 2.,2.5 147 9 0,00262. 9 0,00004 
:1:0 0,17453 70 1,22I7i :1:30 2.,1689i :1:0 0,00291 :1:0 0,00005 
II 0,19 199 71 1,2391 131 2.,2.86i II 0,003'1.0 II 0,00005 
12 0,2.0 944 'IS 1,2.5 664 132 2,30 3 3 12 0,00 349 12 0,00006 
13 0,22689 73 1,27409 133 2,3'. '29 13 0,90378 13 0,00006 
14 0,2.4435 74 1,29 154 134- 2,33 874 14 0,00407 14 0,00007 
IS 0,26180 75 1,3°900 135 2.,35 619 15 0,00436 15 0,00007 
16 0,27925 76 1,32645 136 2,37365 16 0,00465 16 0,00008 

~i 0,'1.9 671 
~~ I,343'JO 137 2,39 110 11 0,00495 17 0,00008 

0,31 416 1,361i 6 138 12,40855 I 1°,005'1.4 18 0,00009 
19 0,33 161 79 1,378 I 139 2,42601 19 0,00 553 19 0,00009 

!a0 0,34907 80 1,39 626 :1:40 2,44 346 !a0 I c,oo 582 !a0 0,00010 
21 0,36652 81 1,41 372 14:1 2,46091 21 o,006u 21 0,00010 
22 0,38 397 8s 1,43 XI7 142 2,47 837 22 0,00640 22 0,00 on 
2.3 0,40143 83 :1,44 862. 143 2.049582 23 0,00669 2.3 0,00011 

24 0,41888 84 1,46608 144 2,51 327 24 0,00698 24 O,ooOIZ 

!i 0>43 633 85 1,48 35i 145 2,5307i 25 0,00727 '1.5 0,00 012. 
°,45379 86 1,50 098 146 2,54 81 26 0,00756 26 0,0001 3 

~ 0,47 12.4-
:i 

1,51844 I47 2,56 563 '1.7 0,00785 27 0,00 013 
0,48869 1,53589 148 '1.,58 309 2S 0,00 814 28 0,00014 

:&9 0,5°615 89 1,55334 149 '1.,60054 '1.9 0,00844 2.9 0,00014 

30 0,5'1. 360 go I,57 oSo :1:50 2,61 799 30 0,00873 30 0,00015 
31 0,54 105 9I 1,58825 151 2.,63545 31 0,00902. 31 0,00015 
32 0,55 851 92 1,60 570 152 '1.,65 290 3'1. 0,00 931 3'1. 0,00016 
33 0,57596 93 I,62 3I6 153 1.,67 035 33 0,00 960 33 0,00016 
34 0,59341 94 1,64 061 154 '1.,68 781 34 0,00989 34 0,00016 

0,61087 1,65 806 '1.,70 52.6 0,01018 ----35 95 155 35 35 0,00017 
36 0,62831. 96 I,67552 156 2,7'1. 2.71 36 0,01047 36 0,00017 

~1 
0,64577 

;i 
1,69 '1.97 157 '1.,74017 :i 0,01076 37 0,00018 

o,6632i I,71 ~2. 158 2,75762 0,01105 38 0,00018 
39 0,6806 99 1,727 8 T59 2,77507 3<) 0,01 I34 39 0,00019 

4 0 0,69 81 3 :1:00 1,745n :1:60 '1.,792.53 40 I O,OII64- 40 0,00019 
41 0,71 558 101 1,76278 161 '1.,80 998 41 0,01193 41 0,00020 
4'1. 0,73304 102 I,78 02.4 16'1. '1.,82.743 4'1. 0,01 '1.'1.2 42 0,00020 
43 0,75049 103 1,79769 163 2,84489 43 0,012i l . 43 0,00021 
44 0,76 794 104 1,81 514 164 2,86234 44 0,0120 44 0,00021 

~ 0,~8 540 105 1,83 '1.60 I65 '1.,87979 45 o,oI309 45 0,00022 
0,0'1.85 106 1,85 005 I66 2,89725 46 0,01 338 46 0,00022 

I !i 
o,!S2 030 I07 1,86 750 167 '1.,91 470 :1 0,01 367 :1 0,00023 
0,83776 loS I,88496 I68 2,932.15 0,0I396 0,00023 

49 0,855'1.1 109 1,90 241 169 '1.,949'61 49 0,01 42 5 49 0,0002.4 

SO 0,87 '1.66 :1:10 1,9' 986 170 '1.,96 7°6 50 O,OI454 50 0,0002.4 
51 0,89012 III 1,93732 171 '1.,98 451 51 0,01 484 51 0,00 025 
53 0,90757 112 1,95477 172 3,00 197 S2 0,01 513 52 0,00025 
53 0,92. 502 113 1,9i 222 173 3,01 942 53 0,01 542 53 0,00026 
54 0,94'1.48 114 1,9 968 174 3,03 687 54 0,01 571 S4 0,0002" 

~i 0,95993 II~ '1.,00 713 175 3,oS 43i S5 0,01600 :>5 <:l,00en.7 
0,977i8 11 2,02 458 176 3.07 17 56 U,OI "'1.9 !)6 o,oo~] 

5~ 0,9944 117 2,04 2.04 177 3,08 97.3 ~~ 
0,01 b58 5~ 0,000'1.8 

-~ 
1,017.7.9 118 '1.,05949 178 3,10669 0,01687 ~9 

0,00en.8 
I,en. 974 II'} 7.,07 694 172 ~,J:z flf .12 0,01 11" ~U'.A9 
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Abliizisse 51. 
Achsen (Koordinaten) 51. 
Amplitude 113. 
.Arkus 40. 
Aufiilsung von Gleichungen 105. 

Bogenhohe 35; -lange 42; -ma.B 40. 

Einheitskreis 5, 40, 54. 
Einschalten (interpolieren) 10. 
Eiprofil 48. 
Ellipse 30. 
Evolvente 75. 

Funktionen. Goniometrische F. 
spitzer Winkel 4; beliebiger Win
kel 53; Summe und DiHerenz 
zweier F. 99. 

Gallsche Ketten 38. 
GanghOhe 28. 
Geometrische Veranschaulichung 

der Fonktionen 6, 55; G. LOsung 
von Gleichungen 109. 

Gewindeprofil 27. 
Gleichungen 105. 
Goniometrie 90. 
GradmaB 40_ 
Graphische Darstellungen 6, 58, 1l0. 

HalbwinkeIsatz 82. 
HiHswinkel 107. 

Interpolation II. 

Kanalquerschnitte 26, 46, 48. 
Kegelrider 26, 87. 
KegaIstumpf 50. 
Kettenrad 104. 

Kofunktionen 3. 
Komplementwinkel 3. 
Komponenten (Krii.£te) 32, 70. 
Konstruktion von Winkeln 3, 36 . 
Koordinaten (rechtwinklige) 51; 

Polar- 72; im Raume 73. 
Kosinus 6, 55. 
Kosinussatz 78. 
Kotangens 7, 57. 
KrMtezerlegung 31, 69. 
KrMtepolygon 71. 
Kreis. K.-Abschnitt 43; -Aus-

schnitt 42; -Bogen 42. 
Kugellager 38. 
Kurbelgetriebe 33, 66. 

Lange der Kreisbogen 42. 
Lavalturbine 85. 
Logarithmen 13, 65. 

Mantel eines Kegelstumpfs 50. 
Mittlere Rohe einer Sinuskurve 125. 

Niiherungsformeln. Bogenlange 44; 
Segmente 44; Riemenlange 49. 

Ordinate 51. 

Periode 59, 113. 
PfeilhOhen 35. 
Ph8l!e 114. 
Polarkoordinaten 72. 
Profile (Kanal) 26, 46, 48. 
Projektion. Strecken. Ebene Fi-

guren 28; eines geschlossenen 
Polygons 71; n-Berechnung 37; 
eines Winkels 31, 95. 

Quadranten 51. 
9* 
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Radiusvektor 72, 110. 
Rechenschieber 14. 
Rechteck 25. 
Rechtwinkliges Dreieck 21, 23. 
Rechtwinklige Koordinaten 5I. 
RegelmaBige Vielecke 36. 
Regula falsi 109. 
Reibung 96. 
Resultierende 31, 69. 
Riemenlange 49. 

Scheitelwert 112. 
Schiefe Ebene 33, 97. 
Schwingung 112. 
Schraubenlinie 28, II7. 
Segment 43. 
Sehnen 35. 
Sekans 2. 
Sinus 2, 5, 53. 
Sinuskurve 6, 58, 1l0. 
Sinussatz 76. 
Sinn der Drehung 52. 
Skalen (Rechenschieber) 14. 
Steigungswinkel 26. 

Summe von Funktionen 99; von 
Winkeln 90. 

Tabellen 9. 
. Tangens 2, 7, 58. 
i Tangenssatz WI. 

Trapez 25, 66. 
Trigonometrie 1. 
Triangulation 86. 

Verlauf der Funktionen 6, 56. 
Vektoren 70. 
Vielecke 36. 
VorzeicheIi 52. 

Wellenlange II4. 
Winkel, besondere 9; kleine 16, 42; 

beliebige 51; Konstruktion 36. 
Winkelgeschwindigkeit IIO. 
Winkelhalbierende 85. 

Zahnezahl 87. 
Zerlegung von Kraften 31, 69, 84. 
Zuriickfiihrung auf spitze Winkel 59. 
Zweikreiskurve 88. 
Zykloide 76. 
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