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Vorwort. 

Das vorIiegende Buch ist hervorgegangen aus Vorlesungen. 
die der Verfasser an der Techn. Hochschule Braunschweig fUr 
Maschinen- und Bauingenieure in hoheren Semestern gehalten 
hat. Es beschrankt sich auf die Wiedergabe der Grundlagen der 
technischen Schwingungslehre, ohne auf verwickeItere Schwin
gungsvorgange und auf die praktische Anwendung im einzelnen 
naher einzugehen. Nach zwei Richtungen weist das BU<lh besonders 
starke Lucken auf: Es wird nicht auf elektrische Schwingungen 
eingegangen, wiewohl gerade die Behandlung von Schwingungs
aufgaben in der Elektrotechnik besonders groBe Wichtigkeit hat, 
und es werden nur wenige Literaturangaben gemacht. Nach bei
den Richtungen bietet das Buch von W. Hort "Technische Schwin
gungslehre" Ersatz. 

Die eigentlichen Grundzuge der technischen Schwingungs
lehre werden in den ersten 3 Kapiteln gebracht. Die Zusammen
fassung in der vorgesehenen Weise ist neu; sie bietet den V orteil, 
daB die verschiedenen Pro bleme auf wenige Grundaufgaben zu
riickgefiihrt werden konnen, was namentIich· fur die Behandlung 
verwickelterer Schwingungsaufgaben wesentIiche Erleichterungen 
bringt. . 

1m 4. Kapitel ist die geringe Bedeutung des Einflusses der 
Dampfung auf die Schwingungsdauer in technisch wichtigen Fallen 
nachgewiesen. Besondere Beachtung verdienen in dieser Richtung 
die Ausfiihrungen im AnschluB an Abb.50. 

1m 5. und 6. Kapitel werden Sonderaufgaben behandelt. 
Das 7. Kapitel befaBt sich mit der Schwingungsfestigkeit der 

Baustoffe. Betrachtungen dieser Art werden, soweit sie uber
haupt angestellt werden, gewohnlich in Biichern uber Festigkeits
lehre gebracht. Dem Verfasser schien es aber wichtig, daB sich 
die Ingenieure, die sich mit Schwingungsfragen befassen, auch 
eine Vorstellung uber die Beanspruchung der Baustoffe durch 
Schwingungen machen, zumal die meisten Betrachtungen uber 
Schwingungen, wenigstens im Maschinenbau, mit Rucksicht auf 
Festigkeitsfragen angestellt werden. Die mitgeteilten Versuchs-
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ergebnisse sind groBtenteils vom Verfasser selbst gewonnen wor
den. Besondere Beachtung verdient § 43. 

Das 8. Kapitel ist eine Wiedergabe des Inhalts einer Vor. 
Iesung des Verfassers libel' Massenkrafte und Massenausgleich. 

Das 9. Kapitel endlich handelt vom Ather und del' Ather
schwingung und betrifft ein Gebiet, das nicht mehr del' tech
nischen Schwingungslehre, sondeI'll del' theoretischen Physik zu
gehOrt. Del' "Obergriff in das Nachbargebiet liegt zu nahe fiir 
denjenigen, del' sich eingehender mit Schwingungsaufgaben be
faBt. Del' Verfasser glaubte, daB sich auch unter den Lesern 
dieses Buches manche befinden mochten, die Interesse fiir die 
letzten Fragen aus del' Schwingungslehre haben, und so gab er 
im 9. Kapitel das Bild wieder, das er sich selbst libel' Ather und 
Atherschwingung gemacht hat. 

Braunsch weig, 15. August 1923. 
O.Foppl. 
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I. Eingliedrige Schwingungsanordnungen. 
§ 1. Einfiihrung. Die einfachste Art einer Schwingungsanord

nung ist gegeben durch eine Masse, die durch eine ortlich verander
liche Kraft Beschleunigungen erleidet. Eine solche Schwingungs
anordnung wird z. B. erhalten, wenn man an eine Schraubenfeder, 
die an einem Ende festgehalten ist, eine Masse m 
hangt. Wir wollen uns mit dieser Anordnung 
(Abb. 1), auf die wir bei unseren spateren Unter
suchungen immer wieder zuriickkommen werden, 
etwas eingehender befassen. 

Die Festigkeitslehre sagt iiber die Langen
anderung A l einer Schraubenfeder, auf die eine 
Kraft in Richtung der Achse wirkt, aus: 

1. Al= 64nR3 .p=.!.. 
Ll (j4G c . 

Dabei sind R der Wicklungshalbmesser, n die Win-

Abb. 1. 
Scbwingungs

anordnung: 
Feder mit 

angehangter 
Masse. 

dungszahl, (j die Drahtstarke, G der Schubelastizitatsmodul und P 
die Kraft, die in axialer Richtung ausgeiibt wird. Wenn wir die 
von der Feder abhangigen Konstanten zu einem Wert c zu-

sammenfassen, so erhalten wir L1l = p. Wir sehen, daB L1l ver-
haltnisgleich P ist. C 

An der Masse m greift das Gewicht G und die Federkraft Pan. 
FUr eine bestimmte Durchbiegung A Zo, die aus Gleichung 1 er-

mittelt werden kann, ist mim Gleichgewicht. Es ist dann AZo = ~ . 
C 

Abweichungen aus der Gleichgewichtslage nach oben oder 
unten - wir setzen bei unserem System nur einen Freiheitsgrad 
voraus - driicken wir durch die Koordinate ~ aus; ~ zahlen wir 
nach unten positive Wenn ~ nicht gleich 0 oder L1l nicht gleich L1lo 
ist, wirkt eine resultierende Kraft auf die Masse m, die ihr die 

Beschleunigung - ~2t; erteilt. Das Minuszeichen gibt an, daB bei 

Flippi, Schwingungsiehre. 1 
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einer Auslenkung ~ die Kraft c . ~ nach der N ullage zu gerichtet 
ist, also auf eine Verringerung des Ausschlages hinwirkt: 

d2~ 
2. -m dt2 =P-G=c(Al-Alo)=c~. 

Die Gleichung 2 gibt uns die DiHerentialgleichung fur die 
Schwingungsbewegung. Die Losung der DiHerentialgleichung ist 
bekannt; sie lautet: 

3. ~ = 0 1 sin nt + O2 cos nt, 

wobei n = V ~ . Um zu zeigen, daB Gleichung 3 tatsachlich die 

DiHerentialgleichung 2 befriedigt, differentieren wir Gleichung· 3 
zweimal nach t: 

4. d~ 0 O· dt = 1 n cos n t - 2 n sm n t . 

5. 
d2~ 
dt2 = -01 n2 sinnt -02n2cosnt. 

Die Werte aus Gleichung 3 und 5 in 2 eingesetzt, geben auf 
beiden Seiten gleiche Werte uriabhangig vom Werte der Kon
stanten 0 1 und O2, Fur ein gegebenes System mit der Masse m 
und der 'Feder t gibt es also 002 verschiedene Schwingungsvor
gange, die durch die beliebige Wahl der beiden Konstanten 0 1 

und O2 festgelegt werden. Wir konnen einen dieser Schwingungs
vorgange durch die Wahl der Anfangsbedingungen festlegen. Zur 

Zeit t = 0 sei z. B. ~ = ~o und ~~ = Vo' Die W(d~~l), von ~2t~ zur 

Zeit t = 0 steht dann nicht mehr frei, sondern -d 2 ist durch 
t t=O 

die Angabe ~o und Gleichung 2 bestimmt. Wir sehen also: den 
zwei willkurlichen Konstanten entsprechen zwei willkurliche An
fangsbedingungen, oder wir konnen die Konstanten durch die 
Anfangsbedingungen ausdrucken. 

Wenn wir nur ein schwingendes System haben, dann ist es 
oft gleichgultig, von welchem Zeitpunkt an wir t zu zahlen begin
nen. Wir schranken in diesem Fall unsere Betrachtung nicht ein, 
wenn wir Z. B. festlegen, die Zeit t solI so gezahlt werden, daB fur 

O d · G h' d' k' d ~ 0 . D' . . d' t = Ie esc wm Ig elt -at = 1st. amlt verrmgern wlr Ie 

Verschiedenheit in den moglichen Anfangsbedingungen von 00 2 

auf 00. Denn die verschiedenen Schwingungsvorgange sind bei 
obiger Einschrankung noch in der Wahl des Ausschlags ~o' den 
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wir zur Zeit t = 0 annehmen konnen, enthalten. Wir wollen nun 

auch in unseren Gleichungen die besondere Annahme (dd $) = 0 
t t=O 

beriicksichtigen. Schreiben wir die Gleichung 4 zur Zeit t = 0 an, 
so ist: 
6. 0= C1 ncosO-C2 nsinO, 

=Cln 

Da n = 11 ~ nicht Null sein kann, muB C1 = ° sein, und Glei

chung 3 lautet in der vereinfachten Form: 

7. $ = C2 cosnt = ~o cosnt. 
Fur C2 haben wir den groBten Ausschlag ~o eingesetzt, da der Wert 
von cos n t mit veranderlicher Zeit zwischen den Grenzwerten 
+ 1 und - 1 schwankt. 

Die Gleichung 7 ist also mit der Einschrankung gultig, daB die 
Zeit so gewahlt ist, daB sich die Masse zur Zeit t = ° in einer End
lage befindet. Wenn mehrere schwingende Systeme aufeinander 
einwirken, dann kann man diese Einschrankung nicht machen, 
da man fUr alle Systeme die gleiche Zeit t zugrunde legen muB. 
Man muB dann auf die allge-
meinere Gleichung 3 zuruck
greifen. Bei den nachstfolgen
den Betrachtungen, in denen 
nur eine schwingende Masse auf
tritt, genugt aber Gleichung 7. 

Schwingungsausschlag und 
Zeit stehen nach Gleichung 7 in 

1 

t~ 

einer Beziehung, die durch Abb.2 Abb. 2. SChwingungsausschlag in 
veranschaulicht ist. DerSchwin- Abhangigkeit von der Zeit. 
gungsausschlag schwankt zwi-
schen + ~o und - ~o· Bei den wirklichen Schwingungen tritt 
eine Dampfung hinzu, durch die die GroBe des Schwingungs
ausschlages allmahlich abnimmt. Die Dampfung ist im voraus
gehenden vernachlassigt. In den Regelfallen genugt es bei der 
theoretischen Betrachtung praktischer FaIle, die Dampfung zu 
vernachlassigen. In einem besonderen Kapitel (V) wird aber noch 
auf die Dampfung eingegangen werden. 

AuBer dem Ausschlag interessiert auch die Anderung des 
Ausschlages; es ist: 

8. d; 1:' • Cfi = - q 0 n SIn n t = v = - Vl SIn n t • 

1* 
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Tragen wir diesen Wert wieder in Abbangigkeit von tab, so er
halten wir die Abb. 3, die eine Sinusfunktion darstellt. Den 
groBten Wert fiir v, den wir fiirsin nt = + 1 erhalten, nennen wir 

~-------T-------~ 
Abb. 3. Geschwindigkeit in 
AbhiLngigkeit von der Zeit. 

Vl' Er wird erhalten ffir n t = ~ 
bzw. 32n, also zu einer Zeit, zu der 

nach Gleichung 7 ~ = 0 ist;. 
Bei einer Sinus- und Kosinus

funktion interessiert vor allem die 
Periode , d. h. die Zeitspanne 

T = t2 --t1, die verstreichen muB, damit der Wert des Sinus und 
des Cosinus wieder auf den Ausgangswert zuriickgeht. Das letztere 
ist aber der Fall, sob aid der Wert, von dem der Sinus oder 00-
sinus genommen werden solI, um 2 n angewachsen ist. 

9. 2 n = n T; T = 2 n V: . 
Die Schwingungsdauer T ist unabbangig von der GroBe des Aus
schlags. Wir nennen deshalb die Schwingung eine synchrone oder 
harmonische. Fast aIle in der Praxis auftretenden Schwingungen 
sind harmonische. Grundbedingung ffir eine harmonische Schwin
gung ist, daB die riicktreibende Kraft verhiUtnisgleich dem Aus
schlag ist, was bei den Stofien, mit denen wir es in der Technik zu 
tun haben, und bei den Versuchsbedingungen gewohnlich zutrifft. 

Statt der Schwingungsdauer T wird auch oft die Anzahl n 
der vollen Schwingungen, die in einem bestimmten Zeitraume 

(etwa 1 sec oder 1 min) erfolgen, angegeben. Zwischen 

und T in sec besteht dann die Beziehung n = ~ . 

1 
n-. 

mIn 

Wegen der fundamentalen Bedeutung, die der bisherigen Be
trachtung zukommt, wollen wir die Ausfiihrungen nochmals von 
einer anderen Seite beleuchten und zu dem Zweck eine Arbeits
gleichung aufstellen. Wir setzen voraus, daB keine auBeren Krafte 
auf das schwingende System einwirken -- Dampfung sei aus
driicklich ausgeschlossen. Die Energie, die in der schwingenden 
Anordnung steckt, bleibt also dauernd ungeandert. Zur Zeit t = 0 

ist die kinetische Energie ETc Null, da (dd~) = O. Die Gesamt-
t t=O 

energie E ist dann als Formanderungsenergie Et in der Feder 
aufgespeichert. Es ist: 

~. 
10. Eto = r p. d ~ , 

o· 
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wobei die Federkraft P selbst verhaltnisgleich LIZ oder ; ist. Wir 
k6nnen deshalb schreiben: 

~o 

11. j. ;~ 
Efo = C ; d; = c 2" = E . 

o 

In einer Zwischenlage ; zur Zeit t ist: 

12. 
~2 

Ef = c2 ' 

daw kommt aber noch die kinetische Energie Eb die verhaltnis

gleich der Masse m und dem Quadrate der Geschwindigkeit ~~ ist: 

13. Ek = ; (~~r 
Aus Gleichung 11 bis 13 folgt: 

14. E = Ef + Ek = C;2 +; (~~r = 
C /:2 

so 

2 ' 

d; = -V c [± ,/ ~~ _ ~2]. 
dt mY. 

Wir haben dabei schon die eine Grenzbedingung beruck

sichtigt, daB zur Zeit t = 0 :~ = 0, also ~ = ~mx = ~o sind. Die 

Lasung dieser Differentialgleichung lautet ~ = ~o cos nt, mit 

~; = -n~osinnt und (~~_~2) = ~~sin2nt, womit wir wieder 

auf den fruher ermittelten Wert gekommen sind. 
Die Betrachtung, die von der Energie ausgeht, fuhrt auf um

standlicherem Wege zum gleichen Ziel. Wir haben sie hier mit 
angefuhrt, da die Betrachtung der Schwin
gung einer Masse mit einer Feder die 
Grundlage fUr samtliche Schwingungs
betrachtungen abgibt, so daB sich eine 
J?etrachtung dieses wichtigen Problems 
von verschiedenen Seiten wohl verlohnt. 

§ 2. Drehschwingung von Welle mit 
Schwungmasse. Wir nehmen an, eine 
Welle w sei an ihrem recht-en Ende fest

Abb. 4. Schwingungs
anordnung: Welle mit 

Schwungmasse. 

gehalten und am linken Ende mit einer Schwungmasse 8 behaftet 
(Abb.4). Wenn die Schwungmasse gedreht 1vird, wird die Welle 
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gespannt. Infolgedessen w"ird ein der Verdrehung entgegengesetzt 
gerichtetes Drehmoment auf die Schwungmasse ubertragen. Die 
elastische Spannkraft der Welle bei der Verdrehung hangt von 
der GroBe des Ausschlages abo Wenn der Verdrehungswinkel mit 
L1 cP, der Durchmesser der Welle mit d, die Lange mit l, der 
Schubelastizitatsmodul mit a und das polare Flachentragheits
moment des Wellenquerschnitts mit ip bezeichnet werden, ist: 

15. L1 cp = .M al = M, wobei c = a 'l ip . 
tp' C 

Die Konstanten haben wir zu einer GroBe c zusammengefaBt. 
c ist das Moment, das beim Verdrehungswinkel L1 cP = 1 auftritt. 
Infolge des Moments M erleidet die Schwungmasse 8 mit dem 

Massentragheitsmonemt J eine Winkelbeschleunigung _dd2 L12 cr : 
t 

16. 

Das Minuszeichen weist wieder darauf hin, daBdas Moment M 
auf eine Verringerung des Ausschlages L1 cP hinwirkt. 

Die Differentialgleichung 16 entspricht genau der Gleichung 2, 
nur daB statt des Ausschlagwegs .; der Ausschlagwinkel L1 cp und 
statt der Masse m das Massentragheitsmoment J gesetzt ist. Wir 
haben die gleiche Losung zu erwarten: 

17. L1 cp = c2 cos l/; t, 

wobei wir wieder wie vorhin die Einschrankung gemacht haben, 
daB zur Zeit t = 0 der groBte Ausschlag c2 = L1 CPo vorhanden sein 
solI. Die Schwingungsdauer T ist ebenso wie vorhin: 

'J 
18. T = 2n Vc. 
J e groBer die Schwungmasse J und je kleiner das rucktreibende 
Moment c ist, des to groBer ist die Schwingungsdauer T. 

Wir sehen weitgehendste Ubereinstimmung bei der Betrach
tung in diesem und im vorausgehenden Paragraphen. Da sich die 
geradlinige Schwingung nach Abb. 1 wesentlich einfacher dar
stellen und gedanklich erfassen laBt als die Drehschwingung, ist es 
zweckmaBig, die Aufgabe, eine Drehschwingung zu behandeln, auf 
die in § 1 gelOste Aufgabe der geradlinigen Schwingung zuruck
zufiihren. Der besondere Vorteil dieses Vorgehens wird sich erst 
im nachsten Kapitel bei den mehrsystemigen Schwingungen 
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zeigen. Es ist aber zweckmaBig, schon hier auf die Umrechnung 
einzugehen. 

Wir denken uns also die Anordnung nach Abb. 4 durch eine 
Anordnung nach Abb. 1 ersetzt. Bei der Anordnung nach Abb. 1 
kam es ja schlieBlich auch nicht auf die Einzelheiten in den Ab
messungen der Feder, sondern nur auf die GroBe c der Federkraft 
fUr die Einheit des Ausschlages und auf die GroBe der Masse man. 
Beide GraBen konnen wir nach Art der T 
Abb. 5 durch 2 Striche darstellen, zu ~ ___ -,,-c __ --,m 

denen uns nur noch ein bestimmter MaB- Abb. 5. Schematische 
stab gegeben sein muB. Die Abb. 5 kann Darstellung einer 
uns aber, wie schon erwahnt, auch eben- Schwingungsanordnung. 
sogut eine Drehschwingungsanordnung 
nach Abb. 4 in ihren wesentlichen Einzelheiten darstellen. Ge
wohnlich liegt die Aufgabe vor, die Schwingungsdauer Tzu be
stimmen. Wenn die Aufgabe gestellt ist, die Schwingungsdauer 
fur die Anordnung nach Abb. 4 zu bestimmen, so geben wir die 
Anordnung in der Form der Abb. 5 wieder und behandeln die 
Aufgabe in gleicher Weise weiter, als ob es sich darum handelte, 
die Schwingungsdauer einer geradlinig schwingenden Anordnung 
nach Abb. 1 zu ermitteln. 

§ 3. Biegungsschwingung von Balken unter Vernachlassigung 
der Balkenmasse. Der Schwingungsanzeiger von F r a h m besteht 
aus einzelnen Schwingungsanordnungen nach Abb. 6: Eine Feder f 
ist an ihrem einen Ende festgehalten und am anderen Ende mit 
einer Masse m~ behaftet. Die Masse der Feder wollen wir vernach
lassigen. Bei einer Auslenkung ~ wirkt auf die Masse m eine 
Kraft P, die nach einer bekannten Formel der Festigkeitslehre 
gleich ist: 
19. 

3EJ 
P = Z3 {l. ~ = c ~ , 

wobei E Elastizitatsmodul, J a das axiale Tragheitsmoment des 
Balkenquerschnitts und 1 die Lange der Feder sind. Die Differen
tialgleichung der Bewegung ist die 

~ Ik J' 1 gleiche wie die in Gleichung 2 ange- ~---~~=::::':--------_'_mlut. 
schriebene und die Dauer T einer 1 
vollen Schwingung ist nach Glei- Abb. 6. Schwingungsanord-
chung 9 wieder: nung: Feder mit Mas~e. 

20. T = 2 Tl V 7 = 2 Tl V 3; J . 13 • 

Beim F r a h m schen Schwingungsdaueranzeiger sit zen mehrere 
Anordnungen nach Abb. 6 von verschiedenen Federlangen und 
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mit verschiedenen Massen m nebeneinander. Wird dieser Apparat 
auf eine Unterlage gesetzt, deren Schwingungsdauer Tl bestimmt 
werden soIl, so wird jene Zunge zu groBen Schwingungsausschlagen 
angeregt, deren Schwingungsdauer T nahe bei der Schwingungs
dauer Tl derUnterlage, die den ganzenApparat in Erschiitterungen 
versetzt, liegt. Die verschiedenen Schwingungsdauem T der 
Zungen sind aber bekannt. Wenn eine bestimmte Zunge groBe 
Ausschlage macht, so weiB man, daB die Schwingungsdauer der 
Unterlage nahe bei der bekannten Schwingungsdauer der betreffen
den Zunge liegt. Die Schwingungsdauem der Fedem sind aber so 
gegeneinander abgestuft, daB innerhalb des Gebietes, fiir das das 
Instrument gebaut ist, stets mindestens eine Zunge groBere Aus
schlage ausfiihrt. Wenn eine erregende Ursache zwei nebeneinan
der liegende Zungen gleichzeitig in Schwingungen versetzt, so 
weiB man, daB die Periode des erregenden Impulses zwischen den 
bekannten Periodenzahlen der beiden schwingenden Zungen liegt. 

Das Instrument kann z.B. benutzt werden, um die Umdrehungs
zahlen einer umlaufenden groBeren Maschine in einiger Entfemung 
vom Aufstellungsort anzugeben: die Maschine iibertriigt Er
schiitterungen im Rhythmus der Umdrehungen auf den Erdboden 
und der Erdboden wieder auf den Schwingungsdaueranzeiger. 

Die in Gleichung 20 gegebene Formel fiir die Schwingungsdauer 
ist natiirlich nur eine rohe Annaherung, da die Masse der Feder, 
die oft betrachtliche Werte gegeniiber der am Ende aufgesetzten 
Einzelmasse annehmen kann, vemachlassigt worden ist. Eine 
genaue Formel, bei der die Federmasse beriicksichtigt ist, ist von 
Hort (Techn. Schwingungslehre, Berlin 1922) gegeben worden. 
In recht guter Annaherung kann man die Federmasse mf beriick

Abb. 7. Welle mit 
Schwungmasse. 

sichtigen, wenn man 1/3 von ihr der Masse m 
in Formel20 zufiigt. Die Annaherungsformel 
lautet dann: 

21. T = 2 n 1/ ( m + ~) . za . 

~ 3EJ 

Noch ein anderer Fall ist hier zu behandeln, da wir darauf 
spater zUrUckgreifen miissen: die Biegungsschwingung einer zwei
fach gelagerten ruhenden Welle, die mit einer Schwungmasse vom 
Gewicht G (Abb. 7) behaftet ist. Fiir die Berechnung der Schwin
gungsdauer kommt es wesentlich darauf an, wie die Welle an den 
beiden Enden aufgelagert ist, vor aHem ob die Auflagerung teil
weise als Einspannung wirkt. Wenn wir freie Auflagerung voraus
setzen und annehmen, daB die Schwungmasse in der Mitte der 
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Welle sitzt, so ist nach einer bekannten Formel der Festigkeits
lehre: 

22. p= 48l~J '~=c~ . 

Mit Hilfe dieser Formel kann dann eben so wie vorher T berechnet 
werden: 

23. T = 2n ,/ G , 
V g' C 

wenn mit G das Gewicht der Schwungscheibe und mit g die Erd
beschleunigung bezeichnet werden. In § 36 wird gezeigt werden, 
daB diese Formel fUr die kritische Umlaufzahleiner 
Welle besondere Bedeutung hat. 

§ 4. Schwungmasse mit SpiraUeder (Unruhe). 
Die Unruhe einer Taschenuhr besteht aus einer 
Schwungmasse S, die auf einer Welle w aufgesetzt 
ist (Abb. 8) . An w greift das innere Ende einer 
Spiralfeder tan. Das auBere Ende der Spiralfeder 
ist mit dem ruhenden Gehause fest verbunden. 
Nach einer bekannten Formel der Festigkeitslehre 
besteht folgende Beziehung zwischen der Lange l 
der gestreckt gedachten Feder, dem Elastizitats
modul E, dem axialen Tragheitsmoment ides 
Federquerschnitts, dem Verdrehungsmoment M 

Abb.8. 
Spiralfeder mit 
Schwungmasse. 

und dem Verdrehungswinkel L1 q; der Schwungmasse, um den die 
Spiralfeder angespannt wird: 

24. 
Ei 

M = -z 'rlq; = cLlq;. 

Daraus kann wieder die Schwingungsdauer nach den voraus
gehenden Ausfiihrungen berechnet werden. 

Bei einer Uhr ist es besonders wichtig, daB die Schwingungs
dauer unabhangig von der 9-roBe des Ausschlages ist,· was bei der 
Unruhe zutrifft. Es solI aber auch unter den verschiedenen auBeren 
Bedingungen gleiche Schwingungsdauer erhalten werden, vor allem 
dad ein Temperaturwechsel keinen EinfluB auf den Gang der Uhr 
haben. Bei Erhohung der Temperatur dehnen sich aber die 
meisten Metalle aus, das Schwungmoment des Schwungrades 
wird durch die VergroBerung des Abstandes der Massenteile von 
der Achse groBer. Nach Formel18 vergroBert sich die Schwingungs
dauer. Auch die Elastizitatseigenschaften der Feder konnen von 
der Temperatur abhangig sein. Bei warmekompensierten Taschen-
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uhren wird vor allem die Ausdehnuug des SchWllngsrings durch 
Verwendung besonderen Materials oder von geschlitzten Ringen, 
die mit Gegenringen verbunden sind, aufgehoben. 

§ 5. Das Fadenpepdel mit kleinemAnsschlag. Ein Gewicht G 
G 

mit der Masse m = - ist an einem Faden aufgehangt (Abb. 9). Es 
. ... g 

sol,l die Schwingungsdauer der Anordnung ermittelt werden. Das 
Gewicht bewegt sich, wenn wir ausdriicklich nur Bewegungen in der 
Zeichenebene zulassen, auf einen Kreisbogen mitdem Aufhange

1° --1' 
1 I 
1 I 
1 / 

+,;;/ 
197 l 
1 f 

~ml 
1 I 
I I 

R 1 ! 
=}'--i' 

5 
~ 
rp 

Abb.9. 
Fadenpendel. 

punkt 0 als Mittelpunkt und der Fadenlange l als 
Halbmesser. Wenn wir den Ausschlag g; nur in 
kleinen Grenzen halten, so konnen wir den Kreis
bogen, auf dem sich G bewegt, durch eine gerade 
Linie senkrecht zur Fadenmittellinie ersetzen. Der 
Ausschlag ~ kann dannauch durch die Strecke 
~ = l . g; . gemessen werden. 

Am Gewicht wirkt einerseits die Erdanziehungs
kraft G andererseits der Fadenzug Z. Wenn g; = 0 
ist, sind beide gleich groB und gleich gerichtet, so 
daB keine resultierende Kraft auftritt. Wenn der 
Ausschlag g; ist, schlieBen die beiden Krafte G und 
Z den Winkel g; ein. Sie iiben eine resultierende 
Kraft R auf G aus, die G eine Beschleunigung er
teilt. G kann sich aber nur auf dem Kreisbogen 

bzw. auf der horizontalen Geraden - wenn wir den Ausschlag
winkel klein annehmen, konnen wir den Kreisbogen durch eine 
Gerade ersetzen - bewegen. R muB deshalb in die Richtung 
der Bewegungsfreiheit fallen, also horizontal liegen. Da aber G 
parallel zur Mittellinie und Z parallel zu l liegt, sind die beiden 
rechtwinkligen Dreiecke G, Z, R und I, ~ mit Mittellinie ahnlich. 
Oder es ist: 

25. 

Andererseits ist: 

26. 

G:R=l:~. 
~ R=G-. 
I 

R = _ G . d2 ~ = G t 
g d t2 l ' 

d2~ g 
dt2 = -T'~; 

das Minuszeichen gibt an, daB die Kraft auf eine VerringeI'llng von I; 
hinwirkt. Die Losung der Differentialgleichung ist die gleiche 
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wie die der Gleichung 2, nur daB statt ~ hier i gesetzt werden 

muB. Die Schwingungsdauer T ist also entsprechend Gleichung 9: 

27. T=2n V~·. 
Es kommt in dieser Gleichung zumAusdruck, daB die Schwingungs
dauer verhaltnisgleich der Wurzel der Pendellange und unabhangig 
vom Gewicht des Pendels ist. Beieinem Werte g = 981 cm/sec2 

und einer Lange l = 100 em ist T = 2,005 sec = "'" 2 sec. Die 
Dauer einer halben Schwingung aus der einen auBersten Lage in 
die andere auBerste Lage betragt also 1 sec. Man nennt deshalb 
das Pendel von 1 m Hinge auch vielfach Sekundenpendel. 

§ 6. Das physikalische Pendel. 1m vorausgehenden Abschnitt 
ist angenommen, daB die Masse des Pendels in einem Punkte, 
dem Schwerpunkt, vereinigt sei, so daB aIle Massenteilchen zu 
gleichen Zeiten gleiche Geschwindigkeiten haben. Beim tatsach
lichen Pendel - z. B. beim Pendel einer Uhr - verteilt sich aber 
die Masse iiber einen groBeren Bezirk und die einzelnen Massen
teilchen haben je nachdem sie naher oder ferner dem Drehpunkt 
liegen, kleinere oder groBere Wege mit entsprechenden Geschwin
digkeiten zuriickzulegen. Die Bahn des Pendels kann nicht mehr 
als eine Parallelverschiebung, sondern sie muB als 
Drehung um den Punkt 0 aufgefaBt werden. Bei 
einer Drehbewegung kommt es aber vor allem auf das 
Massentragheitsmomeni, (bezogen auf den Drehpunkt 0) 

d . . J kg. sec 2 2 b . h II an, as Wll' ffilt . cm ezelc nen wo en. 
cm 

Von auBeren Kraften wirkt am Pendel die Erd
anziehung G = g. m, die am Schwerpunkt S angreift 
und die Auflagerkraft Z. Wir nehmen an, daB die Dreh
stelle 0 durch Schneidenlagerung besonders sorgfaltig 
ausgebildet sei, so daB in 0 keine Reibungskrafte, 
sondern nur Krafte senkrecht zur Bahn iibertragen 
werden konnen. Die Krafte G und Z sind bei kleinem 

Ausschlagwinkel cp = I gleich groB und entgegen-
8 

Abb. 10. 
Physi

kalisches 
Pendel. 

gesetzt gerichtet, so daB ihre Resultierende Null ist. Sie haben 
aber den Abstand ~ voneinander, so daB sie das Moment 
M = G • ~ = G . 8 • cp ausiiben, das auf das Pendel die Dreh-

d2 cp 
beschleunigung d t2 iibertragt. An die Stelle der Pendellange l 
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beim mathematischen Pendel tritt demnach hier der Abstand 8 

zwischen Schwerpunkt und Schneidenlagerung O. Es ist: 

d2 f{J 
28. G . f{J • 8 = - J. d t2 ' 

d2 f{J Gs 
dt2 = -J'f{J, 

also die gleiche Differentialgleichung, die WIr III Gleichung 16 
schon behandelt haben. Es ist nach Gleichung 18: 

29. T = 2n V :s· 

Fur J konnen wir aber unter EinfUhrung des Tragheitshalb
messers i set zen : J = m i2 und fUr G = g m: 

30. T = 2 n 1 / i2 = 2 n 1 / i2 : s . 
V g'8 V g 

Die Gleichung 30 stimmt mit 27 uberein, nur daB statt der Pendel-
i2 

lange l das Verhaltnis lb,z. = '8 gesetzt ist. Durch Einfuhrung 

der bezogenen Pendellange lb'z. wird das physikalische Pendel auf 
das mathematische Pendel zuruckgefuhrt. Das Tragheitsmoment J 
bezog sich auf den Aufhangepunkt O. Nach einer bekannten 
Formel konnen wir dafur schreiben: J = J o + m82 = m(i~ + 8 2), 

wenn Jo das auf den Schwerpunkt bezogene Tragheitsmoment ist. 
'2 

~ = lb'Z ist deshalb immer groBer als 8 oder die Schwingungs-
8 . 

dauer des physikalischen Pendels ist groBer als die Schwingungs
dauer des Fadenpendels, dessen Fadenlange gleich dem Abstand 
zwischen Schwerpunkt und Aufhangepunkt des physikalischen 
Pendels ist. 

§ 7. Das Pendel mit groBem Ausschlag. In den vorausgehenden 
beiden Paragraphen ist stets die Einschrankung gemacht, daB der 
Pendelausschlag f{J so gering sein solI, daB man sin cp durch f{J er
set zen kann. Wir wollen jetzt diese Einschrankung fallen lassen 
und die genaue Theorie der Pendelschwingung bringen. Die 
Dberlegung, mit deren Hilfe wir durch EinfUhren der bezogenen 
Pendellange das physikalische Pendel auf das mathematische 
zuruckfuhrten, gilt uneingeschrankt weiter, so daB es genugt, 
wenn wir die strenge Theorie nur fur das mathematische Pendel 
entwickeln. 
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Die Differentialgleichung, die die Beziehung zwischen der 
Zeit t und dem Ausschlag rp angibt, konnen wir sofort anschreiben 

wenn wir beachten, daB R = G . sin rp und - m . 1 • d; t~ = R ist : 

31. 
d2 

G ·.sinm = -m . 1 ~ 
T d t2 ' 

d2 rp l. 
-- =--smrp. 
d t2 g 

Es kann keine rationale Funktion zwischen rp und t angegeben 
werden, die Gleichung 31 befriedigen wurde und das ist die Schwie
rigkeit, die sich der genauen Losung entgegenstellt. Urn die Ord
nung der Gleichung urn eins zu erniedrigen, 
konnen wir den Weg benutzen, den wirschon 
einmal am Ende des 1. Paragraphen einge
schlagen haben. Wir stellten damals die Ar
beitsgleichung fUr den Schwingungsvorgang auf 
unter Berucksichtigung des Umstandes, daB der 
Schwingung keine Energie von auBen zu oder 
nach auBen abgefUhrt wird. Die Gesamtenergie 
setzt sich hier zusammen aus der kinetischen 

1 1 (d)2 Energie Ek = 2 m v2 ="2 m 12 d~ und aus 

der potentiellen Energie, E p , die das Pendel in 

//~l T-1 
liZ I 
/ Itea. 'I / :! l 

I ~:--~~j~_J 
0/ I 
Abb. 11. Pendel 
mit grof3em Aus-

schlag. 

der Lage rp gegenuber der Mittellage hat. Nach Abb. 11 ist: 
Ep = G· 1 (1- cos rp). Bezeichnen wir noch den groBten Aus
schlagwinkel mit rpo' so ist die gesamte Schwingungsenergie des 
Pendels G 1 (1 - cos rpo)' die in jeder Lage rp gleichen Wert hat. 

32. 1 (d)2 G 1 (1 - cos rpo) = "2 m 12 d ~. + G 1 (1- cos rp) 

(drp)2 2g 
lIt = (cos rp - cos rpo) T' 

d drp liT 
t = Y cos rp _ cos rpo r 2 g . 

Daraus: 
'P, 

33. 
T" dq; 

t = V2g.i ycosrp -cosq-1o 
'Po 
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Das in Gleiehung 33 auftretende Integral ist ein elliptisehes Inte
gral, das dureh weitere Umformung auf die Normalform gebracht 
werden kann. Aus Tafeln ffir eUiptisehe Integrale kann der Wert 
der Sehwingungsdauer T fiir eine volle Sehwingung von 'P~ 
bis 'Po entnommen werden. Die Auswertung ist in Band IV der 
Vorl. von A. Foppl zu finden. Wir entnehmen daraus, daB ein 
Pendel mit 50 (10 0) Aussehlag naeh jeder Seite eine um 1/2%0 (2%0> 
groBere Schwingungsdauer hat als das gleiehe Pendel bei unendlich 
kleinem Aussehlag. 

II. Mehrgliedrige Schwingungsanordnungen. 
Es sollen mehrere Massen unter dem EinfluB von Kraften, 

deren GroBe von der gegenseitigen Lage der Massen abhangt, 
Bewegungen ausfiihren. Es ist dabei noeh vorausgesetit, daB 
die Bewegungen alIer Massen den gleiehen iiuBeren Bedingungen 
unterworfen sein sollen. Die Anzahl der Massen soIl beschrankt 
sein. Sehwingungen, bei denen sieh die einzelnen Molekiile unter 
dem EinfluB der Molekularkrafte gegeneinander bewegen, werden 
im nachsten Kapitel behandelt. 

§ 8. Zwei Massen zwischen einer Zugfeder. Es wird an
genommen, zwei Massen wirken durch eine zwischen ihnen ge
spannte Zugfeder aufeinander ein und die Bewegungder Massen 
gegeneinander erfolge auf der Verbindungsgeraden beider. Die 
Zugfeder iibertragt eine Kraft, die verhiUtnisgleieh dem Abstand 

der beiden Massen voneinander ist. 
!l.,._m.-,--, __ , :i Entsprechend den Dberlegungen, naoh 

[ 'i'; t--~·t"'2 denen Abb.5 gezeiehnet ist, wird die 
~., " ·z~ AnordnungdurehAbb.12wiedergegeben. 
Abb. 12. Feder mit Zur Abbildung muB noeh ein MaBstab 

2 Massen. angegeben sein. Es muB also z. B. ge-
sagt werden: 1 em der senkrechten 

Massenlinie bedeutet soundsoviel J~g.: und 1 em der wagrechten 
1 

Federlange gibt bei der Zusammendruckung z. B. um 100 em eine 

Kraft von 1~0 kg. Wenn die Feder l em lang angegeben ist, so 

ergibt sie (da die Federkraft umgekehrt verhaltnisgleich der Lange 

ist) bei einer Langenanderung um 1~0 (Jm l~~l kg oderbeieiner 

Langenanderung um 1 cm c = ~ kg Federkraft. 
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Es handelt sich jetzt darum, die Bewegung der beiden Massen 
unter dem EinfluB der Federkraft anzugeben. Bezeichnen wir 
die augenblickliche Lage von m1 mit 81 + ~1 und die augenblick
liche Lage von m2 mit 82 + ~2' so ist: 

34. 

und 

35. 

d2 ~1 Co 
m1 • -- = - (~2 - ~1) 

dt2 l 

d2 ~2 Co 
m2 • dr = -T (~2 - ~l) • 

Mit 81 und 82 sind dabei die Abstande der beiden Massen vom 
Schwerpunkt S beim Schwingungsausschlag Null bezeichnet. 
Wir haben zwei tot ale Differentialgleichungen mit den drei Ver
anderlichen ~1' ~2 und t. Da keine auBeren Krafte auf das 
System wirken sollen, bleibt der Schwerpunkt in unverander
licher Bewegung. Wir kannen also das Koordinatensystem so 
legen, daB in ihm der Schwerpunkt dauernd in Ruhe ist. Lassen 
wir auBerdem den Schwerpunkt mit dem Koordinatenanfangs
punkt zusammenfallen, so ist nach der Definition fur den Schwer
punkt: 

36. 

und 

Mit ± ~. ist dabei die Auslenkung der. Masse aus der Nullage 
bezeichnet, so daB die augenblickliche Lage der Masee durch 
8 ± ~ gegeben ist. 

Durch Verbindung der Gleichungen 34 und 36 erhalten wir: 

d2~1 = ~ (_ " _ " ~) = _ ~" m1 + m2 
m1 d t2 l "1 "1 m l "1 m . 

2 2 
37. 

Die Gleichung. 37 entspricht aber im Aufbau der Gleichung 2. 
Die Lasung lautet wie damals, wenn wir wieder die Ein-

schrankung machen, daB zur Zeit t = 0 auch ~~1 = 0 sein soIl: 

( _. ) ( -) Co m1 + m2 Co ~1 = 01 cos 1/_ l t = ~10 cos 1/ __ t . r tnl m2 r 81m1 
38. 

Den graBten Wert, den ~1 zur Zeit t = 0 annimmt, haben wir 
wie fruher mit ~10 bezeichnet. Die Dauer T einer Schwingung 

ist T = 2n1/81 mI. r Co 
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Die Gleichungen 36 und 38 sagen aus, daB die Masse m1 in 
1m 

der Ruhelage um den Betrag 2 = 81 vom Systemschwer-
m1 +m2 

punkt entfernt ist und daB sie bei der Bewegung eine sinus
formige Schwingungsbewegung um diese Ruhelage ausfUhrt. 

In gleicher Weise konnen wir die Bewegungsgleichung fUr m2 

aufstellen. Es ist: 

39. m d2 ~2 = _ SJ. (~ + ~ m2) ~ _ SJ m1 + m2 • ~ 
2 d t2 1 2 2 m1 1 m1 2 

mit der Losung: 

40. (V Co m1 + m2 ) Vrc;--
~2 = 02 COS - 1 t = ~20 cos -- t . 

m2 m1 82m2 

Da aber nach dem Schwerpunktsatz m1 81 = m2 82 ist, steht in 
Gleichung 38 und 40 unter dem Kosinus der gleiche Ausdruck. 
Wir haben demnach in beiden Fallen gleiche Schwingungsdauer T 
zu erwarten. Namlich: 

41. T = 2 n 1 / 8 1 m1 = 2 n 1 / 8 2 m2 • 

V Co V Co 

Beide Schwingungen sind gleichphasig miteinander, da sie von 
derselben Kraft, der Federkraft, abhangen. Die Federkraft wird 
in einem bestimmten Augenblick - wenn ~2 - ~l = 0 ist -
zu Null. In diesem Augenblick ist die Geschwindigkeit v beider 

Massen am groBten, da :: Null ist. 

Die augenblickliche Lage der beiden Massen wird durch die 
Gleichungen 36, 38 und 40 beschrieben, in denen nur eine be-

m 
liebig wahlbare Unveranderliche ~10 = -~ ~20 (oder der groBte . m1 

Ausschlag der einen der beiden Massen aus der Nullage) auf
tritt. Die Verschiedenheit in den moglichen Schwingungsformen 
ist also nur 001 • Wir wollen nachpriifen, ob damit samtliche 
Schwingungsformen unter den gemachten Voraussetzungen er
halten sind. 

Der Augenblickszustand zur Zeit t wird fur die Anordnung 
durch 4 GroBen beschrieben: die augenblicklichen Lagen ~ und 

die augenblicklichen Geschwindigkeiten : ~ beider Massen. Die 

Beschleunigungen ~2t; hangen vom Abstan~ der beiden Massen 
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- also von ~ - abo Es sind also 00 4 Augenblickszustande mog
lich. Bei der Aufstellung der Schwingungsgleichung haben wir 
aber folgende Einschrankungen gemacht: 

1. Der Schwerpunkt soIl im Koordinatensystem in Ruhe sein. 
2. Der Schwerpunkt des Systems soIl mit dem Koordinaten

ursprungspunkt zusammenfallen. 

3. Zur Zeit t = 0 soIl ~di! = 0 sein, womit nach Gleichung 36 
d~ t 

auch d/ = 0 wird. 

Wir haben also uber drei Grenzbedingungen verfugt und es 
bleibt nur eine Grenzbedingung oder 001 verschiedene Schwin
gungsformen ubrig. Wenn wir fur die Anordnung nach Abb. 12 
eine Losung mit einer Konstanten angeben konnen, so wissen 
wir auf Grund der vorstehenden Dberlegung auch, daB diese 
Losung samtliche moglichen Schwingungsformen enthalt. Diese 
Losung hatten wir aber schon nach den Ausfuhrungen des § 1 
angeben konnen: Wir denken uns die Feder im Schwerpunkt 
der beiden Massen aufgeschnitten, d. h. so aufgeschnitten, daB 
m 1 81 = m2 8 2 ist. Jedes der beiden Teile gibt, wenn man die 
Schnittstelle festhalt, eine Anordnung nach § 1. Die Feder-

Co starke C ist umgekehrt verhaltnisgleich der Lange, also c =-
8 

Setzt man das in Gleichung 9 ein, so erhalt man fur be ide An
ordnungen gleiche Schwingungsdauern. Sorgt man auBerdem 
dafiir, daB die Ausschlage der Massen verhaltnisgleich den Feder
langen sind, so werden auf beide Anordnungen gleiche Feder
krafte an der Schnittstelle ubertragen. Diese beiden Krafte 
heben sich gegeneinander auf, wenn wir die Schnittstellen wieder 
zusammensetzen - und zwar nicht nur im Anfang, sondern zu 
allen Zeiten, da die augenblickliche Druckkraft von einem Ko
sinusglied abhangt, das in beiden Fallen wegen der gleichen 
Schwingungsdauern der beiden Anordnungen gleich groB ist. Die 
zusammengesetzte Bewegung der beiden Einzelteile ist deshalb 
eine freie Schwingungsform des zusammengesetzten Systems. 
Eine GroBe, der Schwingungsausschlag, war belie big gewahlt. 
Wir haben also 00 1 Losungen gefunden, und das sind nach den 
vorausgehenden Dberlegungen samtliche Losungen. 

§ 9. Drei und mehr l\!!assen mit zwischenliegenden Zugfedern. 
Auf das System wirken Imine auBeren Krafte ein. Der Schwer
punkt S erleidet also keine Beschleunigung. Wir nehmen an, 
das Koordinatensystem sei so gelegt, daB S in ihm ruht; ferner 
faIle der Koordinatenursprungspunkt mit S zusammen. Wir 

F ii p pi, Schwingungslehre. 2 
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haben mit diesen beiden Festlegungen iiber 2 Freiheitsgrade 
bestimmt. Die .Anordnung ist gegeben, wenn wir zu einer be-

stimmten Zeit die Lage 81+ ; und die Geschwindigkeit ~~ jeder 

Masse angeben. Diese 6 Angaben werden durch die obigen 2 Be
dingungen auf 4 Freiheitsgrade eingeschrankt. Die allgemeinste 

~.s'~2+: 
T.nr1 ~S3~m3 
t=l,,~l2Z~[2J:1 

k--l, . ,i" l2~ 
Abb. 13. Feder mit 3 Massen. 

Schwingungsform der Anordnung 
nach Abb. 13 muG also 4 beliebige 
Konstanten enthalten. 

In der Gleichung 34 im voraus
gehenden Paragraphen kam es nur 

C 
an auf den Wert Von y. nicht aber auf die Abmessungen 

der Feder im einzelnen. Wir hatten also z. B. die tatsachliche 
Feder durch eine langere, aber entsprechend steifere. - mit 
groGeren Werten lund Co ~ ersetzen konnen, ohne den Schwin
gungsvorgang im geringsten zu andern. Ebenso konnen wir auch 
die Feder bei mehreren Schwungmassen durch gleichwertige von 
groGerer oder kleinerer Lange ersetzen, wenn wir nur stets den 

C 
Wert von T ungeandert lassen. Die Abstande der einzelnen 

Massen in der Ruhelage werden dadurch zwar geandert, aber 
die relative Bewegung der Massen gegeneinander, auf die es allein 
ankommt, wird nicht beeinfluBt. Wir konnen diese Austausch
barkeit der Federn gegen gleichwertige von anderen Abmessungen 
mit Vorteil dazu benutzen, die verschiedenen Federn eines 
schwingenden Systems auf Federn von der gleichen Elastizitats
zahl Co 1) zuriickzufiihren und die zugehorigen Langen der 
Schwingungsberechnung zugrunde zu legen. Dann geniigt ffir 
jede Feder die Angabe der bezogenen Lange und die einmalige 
.Angabe der Elastizitatszahl der Bezugsfeder. 

Wir versuchen nun die .Anordnung nach Abb. 13 durch Unter
teilung auf Schwingungsanordnungen nach Abb. 1 zuriickzufiihren, 
die alle gleiche Schwingungsdauern T haben miissen, damit sich 

1) Un'ter der Elastizitatszahl Co einer Feder (oder eines elastischen 
Gliedes allgemein) verstehen wir das Hundertfache der Kraft, die ausgeiibt 
werden muB, um ein Stiick der Feder von der Einheitslange um ein Hundert
stel der Einheitslange zusammenzudriicken oder zu dehnen. Co hat dem
nach die Dimension kg. FUr prismatisch geformte Korper erhalt man die 
Elastizitatszahl Co als das Produkt aus Elastizitatsmodul und Querschnitts
flache. Mit der Einfiihrung der Elastizitatszahl ist der Vorteil verbunden, 
daB die fiir die Federsorte wesentlichere1!Elastizitatseigenschaften durch 
eine Angabe wiedergegeben werden. 
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die Einzelanordnungen zu der Gesamtanordnung ohne auBere 
Krafte zusammenfassen lassen. Die Federkraft c, von der nach 
Gleichung 9 die Schwingungsdauer T abhangt, ist wieder um
gekehrt verhaltnisgleich der Federlange, also 

c= f und T=2n~. 
Wir haben nun die Masse m2 und die Federlangen II und l2 
(Abb. 13) so zu unterteilen, daB aIle Massen mit den zugehorigen 
Federlangen multipliziert gleiche Produkte geben, also: 

42. m2 = m21 + m22 ; II = In + l12; l2 = l22 + l2a; 
m1 • In = m21 l12 = m22 l22 = ma l23 . 

Wenn uns diese Unterteilung gelingt, haben wir 4 Schwingungs
anordnungen nach Abb. 1 mit gleichen Schwingungsdauern, die 
zusammengesetzt die Anordnung Abb. 13 ergeben. 

Die Gleichungen 42 konnen wir nach In auflosen. Es ist: 

43. mlln = ma (l2 -l22) = ma [l2 - (ll -In) m21 ] 
m2 -m21 

[ mlln] = ma l2-(ll- ln)m (l -l }-m l 
21 11 111 

• m1 ll1 [m2 (ll -In) - m1 In] 

=~~~~-~-~~-~~~~-~. 

Zur Vereinfachung nennen wir m2 = P2; ma = Pa; III = 2 
1 1 m1 m1 11 

und f = 2 t· Die Unbekannte, nach der die Gleichung auf-
11 1 

gelost werden muB, ist dann 2 : 

l2 
44. [P2 (2-1) -1] = Pa 2 r [P2 (2-1) -I]-Pa (2-1) 

1 

22 (p2pat) -2 [P2 + P2P3 t + Pa t + pa] + (P2 + Pa + 1) = 0, 

22_1 [.!..!! +.!..~ +.!.. + 1] + (1 + P2 + Pa) .!! = O. 
Pa l2 P2 12 P2 P2P3 l2 

Mit den beiden Losungen: 

1[111 III 1 ] 45. AI II = - - - + - - + - + 1 ± 
, 2 P3 l2 P2 l2 P2 

1 (P2l1 + Pall + Pa l2 + P2Pa l2)2 - II (1 + P2 + Pa) . It2 Pals 
"4 {J.tz Pa ls)2 

2* 
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1 
Wir erhalten so 2 Werle fiir A und damit 2 Werle fur ll1 = 1 
und daraus wiederum 2 Werle fiir die Schwingungsdauer 

T = 2 n 1 / miln. Der groBere Wert T I ist die Schwingungs-
V Co 

dauer 1. Ordnung, der kleinere TIl die Schwingungsdauer 2. Ord
nung. 

Das Verfahren ist von A. Foppl in "Vorlesungen" Bd. IV 
und von Wydler "Drehschwingungen in Kolbenmaschinen
anlagen" fiir 3 und mehr Massen durchgefuhrt. Da immer um
standliche Ausdrucke auftreten, ist es fiir praktische Falle, be
sonders wenn mit mehr als 3 schwingenden Massen gerechnet 
werden muB, vorleilhafter, ein Annaherungsverfahren anzuwenden 
und auf diese Weise die allein interessierende Schwingungsdauer 
1. und, wenn es notig ist, auch die 2. Ordnung zu berechnen. 

§ 10. Annaherungsverfahren zur Bestimmung der Schwin
gungsdauer 1. Ordnung. Wir versuchen die Gleichung 42, die 
fiir beliebig viele schwingende Massen in gleicher Weise aufgebaut 
werden kann, durch Probieren zu li:isen. Wir wollen zu diesem 
Zweck einen Anhalt suchen, wie wir den Wert AU beim 1. Probier
versuch wahlen sollen. 

Die Schwingung 1. Ordnung, auf die es uns allein ankommt, 
hat einen zwischen den Massen liegenden Knotenpunkt. Bei 

nur 2 Massen fallt der Knoten
punkt KI mit dem Schwer
punkt B zusammen, bei mehr 
als 2 Massen sind im allge

:-..z,=1~l2-1-ll1-~lJ=1----l meinen beide Punkte um ein 
im Vergleich zu den Gesamt
abmessungen der Anordnung 
kleines Stuck voneinander ent
fernt. 

Abb. 14. Feder mit 4 Massen. Wir nehmen fur den 1. Pro-
bierversuch an, KI falle mit B 

zusammen. Durch KI wird die Anordnung, etwa die in Abb. 14 
dargestelIte, in 2 Teile geteilt, deren jeder gleiche Schwingungs
dauer mit der Gesamtanordnung hat. Statt der Aufgabe, die 
Schwingungsdauer TI der gesamten Anordnung zu bestimmen, 
haben wir jetzt die Aufgabe zu li:isen, die Schwingungsdauer der 
einen (etwa der linken) Halfte zu bestimmen, deren Endpunkt 
iIi KI festgehalten ist. Wenn wir uns die Massen 1:m = ms 
links Von K in ihrem Schwerpunkt Bl in der Entfernung BE von KI 
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vereint denken, so erhalten wir ein neues schwingendes System 
1--

ms 81, dessen Schwmgungsdauer Ts = 21T, -- auf aUe Fal e . vms 81 I 
Co 

groBer ist als die gesuchte Schwingungsdauer Tl und kleiner als 
y2 T 1 , wovon man sich durch Probieren uberzeugen kann. Wir 
setzen: 

46. mlln = Y· m.81 = B = 0,85 m s 81, 

wobei y ein echter Bruch ist. FUr die erste Annaherung setzen 
wir y = 0,85 und erhalten damit den 1. Annaherungswert ffir T1 , 

der im allgemeinen weniger als 5 v. H. yom tatsachlichen Tl 
abweicht. 

Die 2. Annaherung erhalt man, wenn man den 1. Annaherungs
wert ffir [m l] = B' zur Auflosung der Gleichungen 42 benutzt. 
Man berechnet zuerst III nach Gleichung 46 zu 

B' 
47. In=-

m1 

Dann m21 aus dem 2. Glied der Gleichung 42 zu: 

48. 
B' 

m21=l_l 
1 11 

und erhalt aus dem letzten Glied der Gleichung 42, wenn 
sie auf 4 schwingende Massen (Abb. 14) erweitert denkt: 

49. m~ (la - laa) = B' . 

man 

Da lS3 schon aus dem vorausgehenden Ansatz bekannt ist, liefert 
Gleichung 49 einen Wert fur m~, der von den vorausgehenden 
Annahmen abhangt und der nicht mit dem bestimmten Wert 
von m~ = 1 der Anordnung nach Abb. 14 iibereinstimmen wird. 
Wir erhalten also den Wert, den die Masse m4 haben miiBte, 
wenn der Ansatz m1 III = B' wirklich die Losung der Gleichung 42 
ware. 

Tabelle I. 

1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 7 1 8 1 9 I. 10 1 11 1 12 1 13 

" 1 ~ms 1 r, I B, 1 I" I "", 1 I" 1 m" I las 1 m~ 1 s; i~m8'1 r. 

1,331 3,0 1°,85°12,5511,27511-9,271°,24813,39 1-1,83510,90°11,3°12,9°1°,880 
- -- 0,8802,64 1,32 -8,250,2855 3,695 j -l,558j 1,032 - -,-

1-0,900 . 
B = 2,55 + 0,09 1,032 _ 0,900 = 2,55 + 0,068 = 2,618; 

Y = 0,873. 
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Nach diesen Vberlegungen ist die 1. Zeile der Tabelle I unter 
Zugrundelegung der in Abb. 14 eingetragenen MaBzahlen be
rechnet. Man erhalt hier fiir m~ den Wert 0,900 statt des ge
gebenen 1,0. Fiir die Anordnung mit den Massen m i , m2 , ma 
und m~ kennt man einerseits B und damit nach der Gleichung 41 

die Schwingungsdauer T[ = 2 n 1 / B ; anderseits kann man hier-
V Co 

ffir den Schwerpunkt S und m881 links von S berechnen. Man kann 
also nach Gleichung 9 riickwarts das y ermitteln (Spalte 11 bis 13). 

Fiir die Berechnung der 2. Annaherung nimmt man an, daB 
die Anordnung mit der Masse m4 das gleiche y habe wie die An
ordnung mit der Masse m~ und rechnet die 2. Zeile der Tabelle 
mit Y2 = 0,880 wieder unter Benutzung der Gleichung 42 durch. 
Man erhalt so ein m~ = 1,03, das dem y = 0,880 entspricht und 
das dem wirklichen Wert m = 1,0 schon betrachtlich naher liegt 
als m~. Die verschiedenenWerte, die ffir m4 erhalten werden, 
kann man in einer Kurve auftragen, von der die beiden Punkte 
m~, B' und m~', B" bekannt sind. Um das B zu berechnen, das 
zum tatsachlich vorhandenen m4 geh6rt, denkt man sich das 
Kurvenstiick durch eine Gerade ersetzt und extra- bzw. intra
poliert nach der Formel: 

50. B = B' + (B" _ B') m,~ -m~, 
m4 -m4 

die in der TabeIle den Wert B = 2,618 liefert. 
Wie man sieht, ist in diesem FaIle das y = 0,880, das in der 

l. Zeile erhalten wird, eine gute Annaherung an das tatsachliche 
Ergebnis (y = 0,873). Das ist aber in diesem besonderen FaIle 
darauf zuriickzufiihren, daB die Massenverteilung verhaltnis
maBig gleichmaBig ist. 1m allgemeinen FaIle, z. B. bei der Be
rechnung einer SchiffsweIle auf Drehschwingungen, kann es vor
kommen, daB die letzte Schwungmasse, z. B. die Schiffsschraube, 
ein im Vergleich zu den iibrigen Massen kleines Tragheitsmoment 
hat. Dann ist es, wenn man eine rasche Annaherung an den 
wahren Wert haben will, empfehlenswert, die Berechnung unter 
Benutzung des y' = 0,85 und B' von beiden Seiten zu beginnen 
und bei jener Masse m., deren statisches Moment auf S (Schwer
punkt der gesamten Anordnung) bezogen - also mr 8, - den 
gr6Bten Wert hat, endigen zu lassen. 

Nach TabeIle lund Formel 42 wiirde sich die Schwingungs
dauer l. Ordnung berechnen zu 

5l. TJ = 2n 1/2,618. 
. V Co 
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Die GroBe von Co ist in einem bestimmten Fall durch die 
Abmessungen der Bezugsfeder gegeben. 

§ 11. GrenzliiIle und Schwingungen hOherer Ordnung. Bei 
der Berechnung der Schwingung konnen 2 Grenzfalle auftreten: 

1. An einer bestimmten Stelle, z. B. an der Stelle 2, kann 
das m21> das nach Gleichung 42 errechnet wird, gleich m2 sein. 
Dann wird im nachsten Glied (m2 - m21) = 0 und l22 = 00, 

und in dem darauffolgenden Glied l2 -l22 = - 00 und ma2 = O. 
Das Wellenstiick l2 hat also einen auBenIiegenden Knotenpunkt 
im Unendlichen; d. h. l2 andert bei der Schwingungsbewegung 
seine Lange nicht. Die beiden Massen m2 und ma bleiben bei der 
Schwingung in stets gleicher Entfernung oder, wenn man sie als 
Schwungmassen und die Federn als Wellen ansieht: sie fUhren 
gegeneinander keine Verdrehungen aus. 

2. An einer Stelle, Z. B. Stelle ma, wird 122 = l2; dann ist 
(l2 -122) = 0 und, nach Gleichung 42, wenn sie fUr 4 Massen 
erweitert wird, ma2 = 00, also auch ma - ma2 = - 00 und 
l33 = O. Das heiBt: ein Knotenpunkt liegt in der Masse ma' Die 
Masse macht bei der Schwingung, fiir die sie Knotenpunkt ist, 
keine Bewegungen mit. 

Aus Gleichung 42 ersieht man ferner, daB Massen und Langen 
fUr die Schwingung vollstandig gleichwertig sind. Beide werden 
nach bestimmten Verhaltnis
zahlen geteilt und es spielt 
immer n ur das Produkt aus 

m, 

einem Massenteil und einem Abb. 15. Federn und Massen mit-
Langenteil eine Rolle. Man einander vertauscht. 
kann deshalb auch in der 
Darstellung die Massen durch wagrechte nebeneinander gereihte 
Streckell und die Federlangen durch zwischengesetzte senk
rechte Strecken wiedergeben. Aus Abb. 14 wird dann Abb. 15. 

Fiir die Zergliederung 
des Schwingungsvorgangs 
muB es gleichgiiltig sein, 

TL'_~l, __ ~TZ ____ l~Z __ ~7_J __ ~~~T· 
welche der beiden GroBen m ' 
und 1 man als Massen und ~ l; j; li r lJ jJ l~ 
welche als Langen auffaBt. ~!I-....::!...----l-----':.!.-----l-~-'---'----l~ 
Daraus folgt, daB den Kno- Abb. 16a und b. 
tenpunkten, die die Langen 
unterteilen, solche entsprechen miissen, die die Massen unter
teilen. Jede zwischenliegende Masse und Lange wird durch einen 
inneren oder auBeren Knotenpunkt unterteilt. Nur die inneren 
Knotenpunkte treten bei der Schwingung in die Erscheinung. 
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In Abb.16 sind Massen und Langen gegenseitig vertauscht 
worden. Abb. 16a stellt eine Anordnung dar, die an beiden 
Enden durch je eine Masse begrenzt wird. Durch Vertauschung 
erhalt man daraus Abb. 16b, bei der die Enden durch die Fe
dern 1i bzw. 1~ gebildet werden. Die Anordnung 16b geht aus 
16a hervor, wenn man die Strecken m und 1 bzw. m' und l' wechsel
seitig unter Beriicksichtigung eines bestimmten MaBstabes gleich 
setzt, also: 
52. m1 = 1i; m2 = 1~; ma = l~ 

und 

Die beiden Anordnungen haben, wenn fUr beide das Produkt ml 
gleich ist, gleiche Schwingungsbilder und Schwingungsdauern. 
In den vorausgehenden Ausfiihrungen ist deshalb schon die 
Losung fUr die Aufgabe, die Eigenschwingungszahlen einer 
Schwingungsanordnung zu bestimmen, deren SchluBfedern an 
beiden Enden festgehalten sind, mit enthalten. 

Bei einer Schwingung von der r_ten Ordnung wird eine An
ordnung mit auBenliegenden Massen (nach Art der Abb.16a) 
durch r innenliegende Langenknotenpunkte und r -1 innen
liegende Massenknotenpunkte unterteilt. Die Schwingung 
2.0rdnung hat also z. B. 2 Langenknotenpunkte KI und KI 
und einen Massenknotenpunkt Q1 (Abb. 17). Wenn bei der 
Anordnung mit n Massen nicht 2 Massen, . sondern 2 Federn 
auBen liegen (Abb. 16b), dann sind bei der Schwingung r_ter 

Ordnung r innenliegende Massenknotenpunkte und r-l innen
liegende Langenknotenpunkte vorhanden. Die Langenknoten
punkte sind dadurch ausgezeichnet, daB an diesen Stellen die 

Federn bei der Schwingung ruhen. mJ 
mz fa m" Man andert den Schwingungsvor-

m, I "',;"',2· 1L. ___ ",,'[":',1 ___ ...,_ :,.:.' C-....J1 gang nicht, wenn man die Feder an 
Abb. 17. Feder mit 4 Massen. 
K Knotenpunkte auf der Feder; 
Q Knotenpunkt auf der Masse. 

der Stelle K aufschneidet und die 
beiden Enden festhalt. Durch den 
Massenknotenpunkt dagegen wird 
die Masse so in 2 Teile geteilt, daB 

durch die Teilflache bei der Schwingung keine Krafte iibertragen 
werden. Man kann also z. B. bei der Anordnung Abb. 17 die 
Masse m3 in Q1 aufschneiden, ohne die zugehorige Schwingung 2. Ord
nung dadurch zu st9ren. Durch Q1 wird die Gesamtanordnung 
so in 2 Teile geteilt, daB die Schwingung 1. Ordnung jeden Teiles 
gleich der Schwingung 2. Ordnung der Gesamtordnung ist. 

Wenn die Schwingung 1. Ordnung bekannt ist und die Schwin
gung 2. Ordnung berechnet werden solI, weiB man vor allem. 
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daB TI kleiner ist als Tn. Den ersten Ansatz wahlt man zweck
maBig so, daB man Bnetwa gleich setzt tBI. Die weitere Durch
rechnung zur Annaherung an den tatsachlichen Wert findet in 
gleicher Weise wie bei Tabelle II statt. 

§ 12. Drehschwingungen. Die Berechnung von Drehschwin
gungen ist ein praktisch besonders wichtiges Kapitel, das nament
lich im Maschinenbau eine groBe Rolle spielt. Der Weg, den 
wir hier einzuschlagen haben, ist aus § 2 schon bekannt. Wir 
konnen die Drehschwingung auf die in § 9 behandelte geradlinige 
Schwingung zuriickfiihren. Die einzige Schwierigkeit, die hierbei 
zu iiberwinden ist, besteht darin, daB die Schwungmassen und 
die Wellenstiicke in geeigneter Weise auf geradlinig schwingende 
Massen und Federstiicke zuriickgefiihrt werden miissen. In 
welcher ·Weise das am einfachsten geschieht, wollen wir in einem 
Zahlenbeispiel zeigen: 

Durchrechnung eines Zahlenbeispiels. 
Die auf einer Schiffswelle sitzenden Schwungmassen mogen 

durch die in Abb. 18 eingeschriebenen Zahlenwerte gegeben sein. 
Die Tragheitsmomente sind Massentragheitsmomente, also von 
der Dimension kgcmsec 2• Wir haben die Anordnung zuerst auf 
einheitliche Bezugsfedern, d. h. gleiche Wellendurchmesser, um
zurechnen, und zwar wahlen wir als Bezugswelle ganz willkiirlich 

J.z"'500 

.1,"800 

T 4"W 
t-:=l,~600cm----'30fE-.l2=JOOcm--o>l---lJ" 1200cm-----o>'I" 

d,"22Cm dZ"25cm dJ " 18cm 

Abb. 18. Welle mit 4 Schwungmassen. 

jene Welle, die bei der Lange von 1 cm und dem Drehmoment 

von 1 cm/kg die Verdrehung 1~8 (oder 57,3 0 • 10- 8) liefert. Die 

drei in der Abbildung auftretenden Wellenstiicke von den Langen l 
werden auf die Langen lbez. der Bezugswelle so umgerechnet, daB 
die tatsachlichen Wellenstiicke und die zugehorenden Bezugs
wellenstiicke bei gleichem Drehmoment gleiche Verdrehungswinkel 
ergeben. Nach einer bekannten Formel der Festigkeitslehre ist: 

Ml 
53. L1 rp = -0-;- , 

tp 
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wobei ip das polare Tragheitsmoment n; der Wellenquer

schnittsflache ist. Gist der Schubelastizitatsmodul, der £iir Stahl 
0,8'106 kg/qem betragt. Da Wellenstuck und Bezugswellenstuck 
bei gleichem Drehmoment gleichen Verdrehungswinkel haben 
sollen, ist nach Gleichung 53: 

54. l lbe.. oder lbe. = l (ip.he •. ; 

~ (~)~~ . ~ 

das Tragheitsmoment der Bezugswelle ist mit (ip}bez. bezeichnet. 
Wenn wir in Gleichung 53 die bestimmten fur die Bezugswelle 
gemachten Annahmen einsetzen, erhalten wir: 

( . _ 108 - 12~ 4 55. ~phez. - 0 8 • 106 - ;) cm , 
und 

56. 
l 

lbO •. = 125 -;
~p 

nach dieser Formel sind die 3 Stucke l1be •. , l2bez. und labe •. der 
Bezugswelle berechnet und in Abb. 19 eingetragen. 

Die Schwingungsdauer der Anordnung wird, wie im Voraus
gehenden ausge£iihrt ist, nicht geandert, wenn die Schwung
massen vom Tragheitsmoment J durch geradlinig schwingende 
Massen m und die Wellenstucke durch Zug- und Druckfedern 
ersetzt werden. Die Bezugsfeder ist dabei in Anlehnung an die 
Wahl der Bezugswelle so zu wahlen, daB sie bei der Lange von 

1 
1 cm und der Zusammendriickung um 108 cm die Kraft von 

1 kg auslOst. Fur die Anordnung mit den geradlinig schwingen
den Massen kann man sich den Schwerpunkt S berechnen, wenn 
man uberdies noch voraussetzt, daB die Massen keine Breite 
haben, also je in einem Massenpunkt vereinigt sind (Schwingungs
schwerpunkt) . 

Der Abstand der Masse m1 vom Schwerpunkt S wird berechnet 
nach der Formel: 

57. m1 SI + m 2 (SI - ll) = ma (l1 + l2 - S1) + m4 (l1 + lz + la - SI) 

mz l1 + ma (l1 + lz) + m 4 (l1 + lz + la) 
S1 = . 

m1 + mz + ma + m4 

Der Wert von :Z;ms der Massen rechts oder links von S ist £iir 
die in Abb. 18 gemachten Zahlenangaben: 

. sec2 
58. ~ms = m1 s1 + m 2 s2 = 3625 cmkg--. 

em 
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Der 1. Annaherungswert fur die Sehwingungsdauer 1. Ordnung wird 
demnaeh unter Benutzung der Werte Yl = 0,85 und Co = 108 kg 
erhalten zu: 

59. Yl . 3625 = 00346 
108 ' 

und 
60 1 

n1 = - = 1725-.. 
Tl mm 

Zahlentafel. 

1 I 2 I 3 I 4 I 5 I 6 I 7 I 8 I 9 110 111 112 I 13 114 115 116 1 17 118 

8, I~msl r, I B' 1111 I 1'2 I m21 I m221 12S i 1" 1m" 1" I 1.. I m .. 1 m;ls; 17m8 ; r, 
3, 701362510,8501308013,851-9,591-52601 676010.45610,52215930130,81-16,21-1901574013,8213900 10,790 

- I - 10, 79012862is,58I-O,321-90901 1059010,27010, 70814060128,61-14,051~2031386ol I I 

5700-4000 
B = 3080 - (3080 - 2862) 5740 _ 3860 = 2880 . 

Unter Benutzung der Formel 42 ist die Zahlentafel bereehnet 
worden. Da die am weitesten reehts gelegene Masse m4 in Abb. 19 

nI,"600 

T hl,,400 
r--i'bez.=.J,26 iz bez~o.978 l3bez= ?If,55 I 

S, _si~s : 
t-'---01 :>1<: s" ",I 

Abb. 19 Massen zwischen Federn entsprechend der Anordnung Abb. 18. 
Federlangen sind auf Einheitsfeder bezogen. 

nur geringes Gewieht - also ein kleines statisehes Moment auf S 
bezogen - hat, ist bei der Aufstellung der Tabelle die Masse ma, 
die das groBte statisehe Moment in bezug auf S hat, als SehluB
masse angenommen worden. In Spalte 12-14 ist deshalb von 
reehts mit der Losung der Gleiehung begonnen und in Spalte 15 
ma als Summe der Ergebnisse der Spalten 11 und 14 eingesetzt 
worden. Ratte die Anordnung der Abb. 19 statt der Masse 

2 e2 
ma = 4000 kg see die Masse m~ = 5740 kg ~ aus der 1. Reihe, 

em em 
15. Spalte der Tabelle, so ware der angenommene Wert B = 3080 
der riehtige Wert zur Bestimmung von T 1 • Fur diese Anordnimg 
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mit m; ist in Spalte 17 wieder der Schwerpunkt und das .1;ms 
links yom Schwerpunkt berechnetworden. Daraus erhalt man in 
Spalte 18 das tatsachliche y = 0,790 fUr die Anordnung mit den 
Massen m1, m 2 , m; und m4 , das in der 2. Zeile als neuer Annahe
rungswert fur die Anordnung nach Abb. 19 verwendet worden 
ist. Mit y = 0,790 erhalt man in der 2. Zeile das B" fUr eine An-

2 

ordnung mit del' Schwungmasse m~ = 3850 kg sec , die derge-
em see 2 

gebenen Anordnung mit der Masse m3 = 4000 kg -- schon 
em 

reeht ahnlieh ist. Durch Interpolation wird naeh Gleiehung 50 
der Wert B fur die dureh Abb. 19 gegebene Anordnung und da
raus n1 = 1785 als minutliehe Periodenzahl fUr die Schwingung 
1. Ordnung erhalten. 

§ 13. Schwingungen eines gespannten SeiIes, das mit mehreren 
Lasten behaftet ist. Hierher geh6rt z. B. die Aufgabe, die Schwin
gungsdauer des Drahtseiles einer Drahtseilbahn zu berechnen, an 
dem mehrere Kasten hangen. Wir behandeln die Aufgabe nul' 
fur den Fall, daB das Eigengewicht des Drahtseils vernac:hlassigt 
odeI' daB die Masse des Drahtseils in einem oder mehreren Massen
punkten vereinigt gedacht werden kann. Auf genauere Beruck
sichtigung der Drahtseilmasse kommen wir im 3. Kapitel zuruck. 

. Wir vernachlassigen ferner die 
r--- l, ~~ Biegungssteifigkeit des Draht-

p R p!h P seils und nehmen an, in dem 
m, "12 Drahtseil wirke uberall die Zug-

Abb. 20. Gespanntes Seil mit Lasten. kraft P. Die Ausschlage del' 
Massen sollen nur klein sein, so 

daB die beiden Krafte, die in wagerechter Richtung an jeder 
der Massen m (Abb. 20) wirken, ausgeglichen sind. In senkrechter 

Richtung wirkt an m die Kraft p Y1 - P Y2 - Y1. es ist also: 
1 II l2' 

60. m1 d
2 Y1 = _p ('!b _ Y2 - Y1) 
d t2 II l2 

und fUr die Berechnung del' Beschleunigung der Masse mn gilt 
die Gleichung: 

61. mn d2 y.":. = _p(Yn - ~~ _ Yn+l - Yn) . 
dt2 In In+1 

Eine ahnliche Gleichung wurden wir erhalten, wenn wir die 
Gleichung 2 fur mehrere geradlinig zwischen Federn schwingende 
Massen aufzustellen hatten: statt Yn Willden wir den Ausschlag ~n 
nennen und statt P wiirde die Elastizitatszahl der Feder Co auf-
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treten. Wir k6nnen deshalb die Aufgabe auf ein geradlinig 
schwingendes Massensystem mit gleichen Massen und Langen 
zuriickfUhren, wenn wir die Elastizitatszahl Co der Feder gleich P 

wahlen. Die Schwingungsdauer T 1 ist demnach T 1 = 2 n V m~n . 
Die .Aufgabe, die Lange Xn durch Unterteilung in Einzelanord
nungen zu finden, ist in den beiden vorausgehenden Paragraphen 
behandelt worden. 

§ 14. Biegungsschwingungen einer Welle gleicher Starke mit 
mehreren Masslm. Wir setzen die Welle (oder den Balken) selbst 
als masselos voraus. Infolge der auf
gesetzten Massen biegt sich die Welle 
durch; es entsteht im Ruhezustand 
eine elastische Linie, deren Be
trachtung hier kein Interesse hat, 
da sie ohne Ein£luB auf den Schwin
gungsvorgang ist. Wir denken uns 
deshalb die Welle dem Anziehungs
feld der Erde entriickt oder wir be

2-__.... _-1---+--..11-:---- -
: U1 I Uz UJ 
r+---x~ 

Abb. 21. Biegungsschwingung 
einer Welle mit aufgesetzten 

Massen. 

trachten die Wellenschwingung in der horizontalen Ebene. 
In Abb.21 ist die Welle mit z. B. 3 Massen ml , m2 , 1n:J in 

der Mittellage und in einer Zwischenlage bei der Biegungsschwin
gung dargestellt. Es wird vorausgesetzt, daB die Welle iiberall 
gleiches axiales Traghei.tsmoment J a haben mage. Eine Formel, 
nach der die Schwingungsdauer von Wellen mit verschieden 
starkem Durchmesser berechnet werden kannen, wird im nachsten 
Paragraphen gebracht werden. 

Nach den vorausgehenden Dberlegungen schlieBen wir mit 
Riicksicht auf die erforderlichen Freiheitsgrade - jede Masse mn 
wird fiir einen bestimmten Augenblick durch die Angabe der 

Durchbiegung Un und der Geschwindigkeit dd~n gegeben -, daB sich 

die allgemeinste Schwingungsbewegung in einer Ebene in soviele 
Schwingungsordnungen zerlegen laBt, als Massen vorhanden sind. 
Als Schwingung 1. Ordnung bezeichnen wir wie vorher die, bei der aIle 
Massen zur gleichen Zeit nach der gleichen Seite zu ausgelenkt sind. 

Wenn wir nun die Schwingung 1. Ordnung betrachten, so hat 
die Masse mn in einem bestimmten Augenblick die Durchbiegung un 
und zu einer anderen Zeit (z. B. zur Zeit t = 0) die graBte Durch
biegung Uno; aIle Massen gehen zur gleichen Zeit (z. B. zur Zeit 

t = a) durch die Nullage; es ist also Una = 0 und (dd~nt = Vmz • 
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Wenn wir an der Stelle x einen Schnitt durch die Welle legen, 
so wird durch den Querschnitt die resultierende Schubkraft V 
iibertragen. Es ist 

62. 
~ d2 u 

V=A - /,m-d 2 ' ... t 

wobei die Summierung iiber alle Massen links vom Schnitt zu 
erstrecken ist. Mit A ist die fUr alle Schnitte x gleiche Lager
kraft am linken Ende bezeichnet. V andert sich sprung weise, 
wenn wir x verandern, sobald eine neue Masse einbegriffen wird. 
AuBer V wird aber im Querschnitt noch das Biegungsmoment M 
iibertragen, das nach einer Formel der Festigkeitslehre mit V 
einerseits und mit u andererseits durch die Beziehungen ver
bunden ist: 

dM 

dx 
V. 64. 

M 
63. JE' 

Es soll nun die Schwingungsdauer ~I berechnet werden, die 

verstreicht, bis die Welle aus der auBersten Lage 0 in die mittlere 
Lage a iibergefUhrt ist. An dem Wellenstiick links vom Schnitt 
wirkt von auBeren Kraften einerseits die Au£lagekraft A und 

anderseits die Scherkraft V. Wir setzen A = Ao cos 2 nt und 
2nt ~ 

V = Vo' cos T und erfiillen damit die Bedingungen, daB ffir 

t = 0, A = Ao ~nd V = Vo und zur Zeit t = ~I A = V = 0 wird. 

Nach dem Impulssalz ist: 
TI 

4 I 

65. l~A + V) . dt = ~mn \ dd~a )n = (Ao + Vo) :~ = ~mn Van. 

wobei die Summierung wieder iiber alle Massen links vom Schnitt 
zu erstrecken ist. Aus der Gleichung 65 ist durch Einfiihrung 

von V = Vo cos 2;/ die Zeit t herausgefallen. Es treten nur 

die Geschwindigkeiten Va der Massen in der Mittellage, die Auflage
kraft Ao und die Scherkraft Vo in der auBersten Endlage, also 
zur Zeit t = 0, und die Schwingungsdauer Tl auf. 

Aus 63 bis 65 folgt: 

66. :;'(Ao + Vo) = ~~. (Ao + ~~o) = :~. (Ao + d;;:.JE) 
= .l,;mnVan . 
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Mit Van wird die Geschwindigkeit der Masse mn zur Zeit des Durch
gehens durch die Mittellage - also zur Zeit t = a -, mit Vn die 
Geschwindigkeit zu einer beliebigen Zeit bezeichnet. FUr vn 
kannen wir, da die Geschwindigkeiten der verschiedenen Massen mn 
in der Mittellage a den von der Endlage 0 aus z1;lriickgelegten 

'Vegen uno verhaltnisgleich 
TJ 

sind, schreiben Vn = vna sin ~ t 
4 
. TI 

und Uno=jvndt=Vna2;;:; also: 

67. t=o (~~r(Ao + JE~;O) = ~mnUno. 
Diese Gleichung laBt sich am besten graphisch nach der 

Regula falsi lOsen: Wir ziehen in Abb. 22a zuerst eine elastische 
Linie fUr die graBten Durchbiegungen Uo als Funktion von x nach 

Schatzung. Dann bilden wir ~3~ nach Gleichung 67, wobei uns 

nur der MaBstab unbekannt ist, da wir nicht wissen, wie groB 

der Faktor J E (~~) 2 ist. Wir beachten, daB die beiden bei 

der Schwingung auftretenden Lagerreaktionen die einzigen 
auBeren Krafte sind, die an der Welle angreifen und die die 
Massen m beschleunigen. Die Resultierende der beiden Lager
krafte ist gleich der Resultierenden der Beschleunigungskrafte, 
durch deren Beifugung wir den Augenblickszustand der Wellen 
erhalten konnen. Die Auflagekraft A leistet wahrend ein Viertel 

TJ 
4 

derSchwingungszeit T z den Impuls fA . dt, wobei A = Ao' cos 2; t 
t=o z 

ist. Nach dem Momentensatz konnen wir also schreiben, wenn 
wir den Momentenpunkt mit dem rechten Lager B zusammen
fallen lassen (Abb. 22a): 

[
4 TI ~ 2n ~ 

68. l', A dt = l· Ao' 2n = ..:.;., mmlm Vam = T~":';" mmlm uom ' 
o 

wobei die Summe fiber aIle Massen zu erstrecken ist. Daraus: 

( TI)2 1 
69. Ao' 2n = T . ~mmlmuom 
und 

( TI)2 ('TI)2 
70. Ao' 2n +Bo' 2n = .J:mmUom. 
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Praktisch verfahren wir bei cler Konstruktion cler Impuls
flache Abb. 22b so, daB wir zuerst von einer Linie 1-1 die Werte 
von 1;mn uon links vom Schnitt auftragen. Nach Berlicksich

tigung der letzten Masse 
ist die Ordinate gleich 

a) Ao(~~r+Bo(~;r Mit 
/I 8 Hilfe von Gleichung 69 

teilen wir von der letzten 

Ordinate Ao (:~) 2 ab und 

ziehen die Linie 2-2, 
die uns den Wert von 

JE (T1)2. d3uO an jeder 
2n dx3 

Stelle angibt. Die Linie 
2-2 ist, wie man sofort 
ubersieht, so gezogen, daB 
die oberhalb uad die 
unterhalb liegenden Fla
chenstucke gleichen In -

e) halt haben. 

J ... .1 ~l 

Abb. 22. Biegungssehwingung einer mit 
Massen behafteten Welle. Abb. 22e liefert 

die GroBen von J E (:~ruo an den Stel

len 1, 2, 3 zu 143000, 181 000 bezw. 
110000 kg em3 sek2• Diese Werte geteilt 
dureh die Durehbiegung Uo aus Abb. 22 a 

Hefert im Mittel J E (:~r gleieh 16500 

kgem2 sek2• Jwird angenommen zu2500em4, 

V16500 Ezu2 ·106 kg/em2• Dann istTj =2n ~_ 
JE 

1 
= 0,0115 sek und Uj = 5200 - . . 

mIn 

Durch Integration nach 
x bekommen wir aus 
Abb. 22b den Kurven
zug 22c, dessen Ordi
naten die 2. Ableitung 
von Uo nach x darstellen. 

d2 uO ' • d b'd dx2 1St III en el en 

Endlagen Null, da hier 
auch das Moment M ver
schwindet (Gleichung 64). 
Die darauffolgende Inte-

gration liefert ~duo, fUr 
,x 

die die Lage der Kullachse 
noch nicht festliegt. Die letztere muB so gezogen werden, daB bei 
der nochmaligen Integration (Abb. 22 e), die Uo = t(x) liefert, Uo 
an den Stellen x = 0 und x = l gleich Null werden. Nach den 
Lehren der graphischen Statik wird diese Bedingung dadurch 
erfUllt, daB man die SchluBpunkte des Kurvenzuges Abb.22e 
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verbindet. Eine Verschiebung der Ordinatenachse in Abb.22d 
beeinfluBt in Abb. 22e die Schragstellung der Nullinie. Mit 
Rucksicht auf die MeBgenauigkeit ist es wiinschenswert, die 
Nullinie in Abb. 22 e moglichst wagrecht zu erhalten. Das laBt 
sich so erreichen, daB man in Abb.22d eine neue, geschatzte 
Nullinie 2-2 so zieht, daB die vom Kurvenzug eingeschlossenen 
Flachenstucke oberhalb und unterhalb der Nullinie etwa gleich 
graB sind. Wenn die Schatzung genau richtig aiIsfallt, mussen 
die Punkte 1 und 2 in Abb. 22e zusammenfallen. 

Die Abb. 22a und 22e wurden an gleichen Stellen x verhaltnis
gleiche Ordinaten haben, wenn die Schatzung der elastischen 
Linie 22a streng richtig ware. Infolge von Abweichungen zwischen 
Schatzung und Wirklichkeit werden die Ordinaten der Kurve 
Abb.22e von denen der Kurve Abb.22a abweichen. Das hat 
seine tiefere Ursache darin, daB Kurve Abb. 22e wahl streng aus 
Abb. 22b abgeleitet ist. Bei der Aufzeichnung der Abb. 22b aus 
Abb. 22a kam es aber nicht auf die Ordinaten allein an, sondern 
es spielte immer nur das Produkt mn uno eine Rolle. Fur die 
aus Abb. 22a entnommenen Produkte mn uno sind in Abb.22e 
die zugehorigen Durchbiegungen gefunden und daraus konnen 
mit Hilfe von Abb. 22e die Massen m' ermittelt werden, fUr die 
die Kurve Abb.22a die richtige elastische Linie liefert. Wir 
konnen die Rechnung von neuem durchfuhren, wenn wir eine 
neue Abb. 22b zeichnen mit den in Abb. 22e ermittelten Durch
biegungen und den tatsachlichen Massen nach Abb.22a. Auf 
diese Weise nahern wir uns dem Ergebnis an. Zur Beschleunigung 
der Annaherung konnen wir noch die Durchbiegungen nach 
Abb.22e verbessern mit Rucksicht auf die Veranderung der 
Massen vom Wert m' nach dem Wert m. Es wird sich leicht er
reichen lassen, daB zum mindesten nach der 2. Annaherung be
friedigende tJbereinstimmung zwischen den Ordinaten der 
Abb.22a und 22e erhalten wird. Man hat dann die Form der 
elastischen Linie in der auBersten Lage bei der Schwingung 
1. Ordnung und es handelt sieh nur noch darum, die Sehwingungs
dauer T[ daraus zu bereehnen. 

Die Bereehnung der Schwingungsdauer T[ erfolgt durch 
Berucksichtigung des MaBstabes, in dem die verschiedenen Ab
bildungen aufgetragen sind: In Abb. 22a kOnnen wir den MaB
stab der Durehbiegungen beliebig annehmen, da es nur auf die 
verhaltnismaBige GroBe der Durehbiegungen zueinander an
kommt. Wir haben angenommen, daB die Durehbiegungen im 
gleiehen MaBstab wie die Wellenlangen aufgetragen seien, ohne 
uns daran zu stoBen, daB die Welle gar nieht so groBe Dureh-

Flip pI, Schwingungslehre. 3 
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biegungen wie in Abb. 22a eingetragen, wiirde aushaltenkonnen. 
Die MaBstabe der nachfolgenden Abbildungen ergeben sich dann 
durch die Integration, und zwar stellen die Ordinaten in Abb. 22 e, 
die durch dreimaliges Integrieren aus Abb.22b oder von Glei-

chung 67 erhalten sind, die Werte von JE (~~ruo in kgcmS secz 

dar.· Die GroBe von Uo ist aber aus Abb. 22a bekannt. Durch 
Division der Ordinaten von Abb.22e durch die zugehOrigen 

Ordinaten von Abb.22a erhalten wir JE (~~r.Die Abwei

chungen in den Werten fur diesen Ausdruck an den 3 Stellen 
m1 , m2 , ms riihren von Schatz.ungsfehlern bei der Aufzeichnung 

von Abb. 22a her. Aus JE (~~) 2 laBt sich abet T] berechnen, 

da die GroBen von J und E bekannt sind. 
FUr die in Abb. 22 eingetragenen Zahlenwerte haben wir die 

Rechnung in diesem Sinne zu Ende gefuhrt und sind auf eine 

Eigenschwingungszahl u] = 5200 ~ gekommen. Eine Korrek-
mIn 

tur vorzunehmen ware, wie gewohnlich in praktischen Fallen, 
uberflussig gewesen, da die erste Annaherung schon langst inner
halb der durch die Annahmen hereingebrachten Fehlerquellen 
genau genug das Ergeb.nis liefert. 

§ 15. Fortsetzung liir Wellen mit veranderlichem Durchmesser. 
Die in der Praxis auftretenden Wellen sind im allgemeinen ab
gesetzt, und zwar so, daB sich der Durchmesser sprungweise andert. 
Um die tTberlegungen des vorausgehenden Paragraphen auch fur 
diesen Fall anwendbar zu machen, werden wir in ahnlicher 
Weise wie bei den geradlinigen Schwingungen von Massen 
zwischen Federn (§ 9) oder bei den Drehschwingungen (§ 12) ver
suchen, ein Wellenstuck vom Durchmesser d und von der Lange l 
so durch ein Wellenstuck ~ez. und 'It,ez. zu ersetzen, daB die Be
ziehungen zwischen Kraft und Verbiegung fur die tatsachliche 
und diebezogene Welle gleich sind. Nach der Festigkeitslehre 
besteht zwischen Durchbiegung t, Kraft P, Elastizitatsmodul E, 
axialem Tragheitsmoment des Querschnitts Ja und Lange Z 
folgende Beziehung: 

71. 

wQlJei der Wert von" von den besonderen Auflagebedingungen 
abhangt. Gleichung 71 zeigt uns, daB 2 Wellen, die den gleichen 
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iiuBeren Verhaltnissen (x, P, E) ausgesetzt sind, gleiche Durch

biegung haben, wenn der Wert von; fiir beide der gleiche ist. 

Bei den Biegungsschwingungen liiBt sich aber die Aufgabe 
mit der Bezugsgleichung 71 nicht lOsen, da es nicht nur auf die 
im Querschnitt iibertragenen Krafte, sondern auch auf die Mo
mente ankommt, und da die letzteren von den Wellenlangen ab
hangen. Es muB deshalb hier die Veranderlichkeit des Wellen
durchmessers bei der Durchfiihrung der Aufgabe selbst beriick
sichtigt werden. 

Bis Gleichung 70 konnen wir die Uberlegungen des vorigen 
Paragraphen ohne Anderungiibernehmen. Auch die Aufzeichnung 
der Abb. 22 a und b erfahrt keine Anderung; wir werden nur 
die zugehorigen Wellendurchmesser (oder besser die Tragheits
moment e) in Abb. 22a eintragen und bei der Abschatzung der 
Durch biegunW.ln die Tragheitsmomente nach Moglichkeit be
riicksich tigen. 

Sobald wir aber aus Abb. 22b den folgenden Kurvenzug durch 
Integration ermitteln, ist zu beachten, daB J nioht mehr unver
anderlich, sondern eine Funktion von x ist. Wir werden deshalb 
eine neue Abb. 22 b' zwischenzuschieben haben, die wir erhalten, 
wenn wir die Ordinaten in Abb. 22b durch das an jeder Stelle 
bekannte J teilen. Die Ordinaten in Abb. 22b' wiirden nach 

Gleichung 67 dann also E· (~~r· ~3; = ~ ~mn Un darstellen. 

Die weiteren Integrationen gemiiB Abb. 22 c-e sind in gleicher 
Weise wie im vorausgehenden Paragraphen durchzufiihren. 

Abb. 22e liefert E· ([;ru, und daraus kann durch Vergleich mit 

den Ordinaten der Abb. 22a der Wert T[ ermittelt werden. 
§ 16. Einspannung an heiden Enden. In der Praxis werden 

Wellen, trotzdem sie in langeren Lagerschalen an den Enden 
festgehalten sind, nicht als "eingespannt" angesehen, da sehr 
groBe Krafte dazu gehoren wiirden, um eine wagerechte Tangente 
an die elastische Linie an der Auflagerstelle zu erzwingen. Man 
nimmt deshalb in der Regel keinerlei Einspannung an und be
rechnet die Eigenschwingungszahl nach den Ausfiihrungen in § 14. 
In besonderen Fallen aber interessiert zu wissen, wie groB 
der EinfluB einer Einspannung auf die Schwingungszahl ist; 
wir wollen uns deshalb auch mit dem anderen Grenzfall, nam. 
lich dem der beiderseits vollkommen eingespannten Welle, be
fassen. 

3* 
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Wir behandeln die Aufgabe in gleicher Weise wie die in § 14 
gestellte. Bei der schatzungsweisen Auftragung der elastischen 
Linie (Abb. 22a) beachten wir, daB die elastische Linie an den 
beiden Enden eine wagerechte Tangente hat. Aus Abb.22a 
folgt durch einmalige Integration Abb.22b und durch noch
malige Integration Abb.22c. Die letztere Abbildung stellt die 
Abhangigkeit des Momentes M von der Koordinate x dar. Bei 
der nicht eingespannten Welle wissen wir, daB das Moment an 
den Enden verschwindet; wir konnten mit dieser Dberlegung 
die Lage der Koordinaten-Nullinie angeben. Bei der eingespannten 
Welle wird an den Enden ein Einspannmoment von unbekannter 
GroBe ubertragen. Um die Koordinaten-Nullinie in Abb. 22c ein
zutragen, mussen wir deshalb auf Abb.22d vorgreifen. Diese 

Abbildung stellt die Tangente ddUo an die elastische Linie in 
x du 

Abhangigkeit von x dar. Wir wissen, daB d: fur x == 0 und 

x = l verschwindet. Da aber die Kurve Abb.22d zugleich das 
1 

Integral aus dem Kurvenzug Abb. 22c oder gleich f~;o, dx ist, 

o 
folgt, daB oberhalb und unterhalb der Koordinaten-Nullinie in 
Abb.22c gleich groBe Flachenstucke liegen mussen. Oder die 
Koordinaten-Nullinie des Kurvenzuges Abb. 22c teilt die Flache 
in 2 Teile von gleichem Inhalt. Der weitere Gang der Rech
nung unterscheidet sich nicht yom Rechnungsgang der frei 
aufliegenden Welle. 

III. Wellenbewegungen. 
Unter einer Wellenbewegung wollen wir die Schwingung einer 

Anordnung verstehen, die aus beliebig vielen, untereinander 
gleichen Einzelanordnungen besteht und bei der der Abstand 
zwischen zwei benachbarten Schwungmassen beliebig klein ist. 
Statt Wellenbewegungen hatten wir die Oberschrift des Kapitels 
auch "Unendlichvielgliedrige Schwingungsanordnungen" nennen 
konnen. 

§ 1"'. Gradlinige Schwingung von Massen zwischen Federn. 
Wir nehmen an, es seien sehr viele unter sich gleiche Einzel
massen von geringer GroBe zwischen kleinen Federn gehalten; 
wir stellen uns also eine Anordnung nach Abb. 23 vor. Die gesamte 
Lange der Anordnung mag l cm betragen. Den Koordinaten-
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ursprung 0 lassen wir mit dem einen Ende unseres Systems 
zusammenfallen. Die Koordinate Xn gibt den Abstand der 
Masse mn von 0 an, wenn aIle Federn spannungsfrei sind. Die 
Auslenkung der Masse mn aus der Ruhelage des Systems zu 
einem bestimmten Augenblick bezeichnen wir mit ~n' Die 
Anderung von x bedeutet also 
von einer Masse zur anderen 
gehen, wahrend die Anderung 
von ~ gleichbedeutend mit der 
Anderung des Schwingungs- Abb. 23. Viele gleichartige Massen 
ausschlages ist. ~ ist mit x zwischen gleichartigen Federn. 
und mit t veranderlich. 

Unter der Anordnung Abb.23 konnen wir uns z. B. einen 
Stab vorstellen, dessen Massenteilchen Schwingungen in der 
Richtungder Stabachse ausfUhren. mn ist dann die Masse der 
Molekille, die im Querschnitt an der Stelle Xn liegen und statt 
der Federkrafte treten die Molekularkrafte auf. Wir behandeln 
also die Aufgabe, die longitudinale Eigenschwingung eines Korpers 
zu berechnen. 

Auf Grund der Dberlegungen des vorausgehenden Kapitels 
stellen wir zuerst die Zahl der Freiheitsgrade - oder die Zahl 
der Konstanten in der Losung unserer Aufgabe - fest: Zu einer 
bestimmten Zeit t kann fUr jede Masse eine Lage ~ und eine 

Geschwindigkeit ~~ vorgeschriebep werden. Das gibt fUr jede 

Masse 2 Konstante oder 002 Moglichkeiten. Da unser Stab aber 
unendlich viele Massen hat, haben wir 2 . 00 Konstanten zu er
warten. Eine derartige Menge Konstanten hat aber nur die 
Losung einer partiellen Differentialgleichung. Die allgemeinste 
Bewegung wird demnach durch eine partielle Differentialgleichung 
beschrieben werden, die wir zuerst ermitteln wollen. 

Die Masse, die zwischen den Querschnitten an den Stellen x 
und x + dx eingeschlossen wird, nennen wir fl' t· dx, wobei t 
die Querschnittsflache ist. 1m Querschnitt x wirken die Span
nungen (J, die die resultierende Kraft (J' t ergeben. 1m Quer-

schnitt x + d x wirkt in entgegengesetzter Richtung ((J + ~: . d x) t; 

oder die resultierende Kraft auf die Masse fl . t . d x ist t~; . d x . 

Nach einer bekannten Formel der Festigkeitslehre ist aber 
(J = BE, wobei B die bezogene Langenanderung des Elements 
und E der Elastizitatsmodul ist. B konnen wir aber aus der 
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Verschiebung ~ ermitteln. Zu diesem Zweck ist in Abb.24 die 
Lage des Elements f ' d x zur Zeit t gestrichelt eingezeichnet: die 
Verschiebung der beiden Querschnitte ist mit ~3) und ~3)+d3) 

Abb, 24. 

O~3) d . D' An" = ~3) + !'l' x bezelChnet. Ie derung des . vx 
Abstandes der beiden Querschnitte zur Zeit t im 
Verhaltnis zur urspriinglichen Lange ergibt sich 

o~ o~ Jdx 
demnach zu ~'dx: dx = ~ = -d' - == Il • 

vX !IX ,x 
Die dynamische Grundgleichung laBt sich wie 
folgt anschreiben: 

02~ 00 all c'l2~ 
1. {t' f . d x ' fJi2 = f 8 x ' dx = f ' E ' 0 x • d x = f ' E . 2 x 2 ' d x 

0 2 ~ 82 ~ 
fl 'fJi2 = E 0 x2 . 

Die GroBe f des Querschnitts hat sich herausgehoben; auf sie 
kommt es bei der Ermittlung des Schwingungsvorgangs nicht an. 

Bei der Aufstellung der Gleichung list der EinfluB der Zu
sammendriickung auf die GroBe der Masse nicht beriicksichtigt. 
Es ist also angenommen, daB die Dichte auf die Langeneinheit 
unabhangig von ~ sein soIl. Diese Annahme konnte ohne weiteres 

gemacht werden, da einerseits :! . d x in praktischen Fallen nur 

klein gegen d x sein winl und da andererseits auch 0 von der Dichte 
oder damit auch von ~ abhangt, was ebenfalls vernachlassigt ist. 
Es kann angenommen werden, daB sich beide Vernachlassigungen 
gegeneinander aufheben oder so gering sind, daB sie keine prak-
tische Bedeutung haben. . 

Die Gleichung I hat, wie jede partielle Differentialgleichung, 
eine Losung mit unendlich vielen Konstanten. Wir iibersehen 
sofort, daB das bei der Schwingungsanordnung nach Abb.23 
auch der Fall sein muB, da die Anordnung aus unendlich vielen 
Massen besteht, so daB wir nach den Dberlegungen des voraus
gehenden Kapitels Schwingungen von unendlich vielen Ordnungen 
zu erwarten haben. Umdie Augenblickslage zu beschreiben, muB 
dann noch der Wert des groBeren Ausschlages jeder Schwingungs
ordnung und der Phasenwinkel zur Zeit t angegeben werden. Es 

sind also ~ viele verschiedene Augenblicksbilder moglich. Von 
den unendlich vielen Schwingungsanordnungen wird wieder vor 
aHem die mit der langsten Schwingungsdauer, also die von der 
1. Ordnung, das groBte Interesse haben. 
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§ 18. Die stehende Schwingung. Nach den AusfUhrungen des 
vorausgehenden Kapitels ware es leicht, angenahert die Dauer 
der Longitudinalschwingung 1. Ordnung zu berechnen. Da man 
beim Probieren nicht unendlich viele Glieder berucksichtigen 
kann, wird man zweckmaBig mehrere Molekule zu einer Masse 
zusammenfassen und fUr diesen Fall die Lasung suchen. Der 
gleichmaBige Aufbau der Schwingungsanordnung ermaglicht es 
uns aber, hier unmittelbar eine Lasung fur die Gleichung 1 an
zugeben, die der Schwingung 1. Ordnung entspricht: 

t t . xn . ('liEn) 2. 5" = 5"0' sm 2I sm t / P 21 . 
Das ist eine Lasung der Gleichung 1; denn: 

3. ~:! = -~o sin (~~) . ~ (;zr . sin (tl/E iz) 
~:~ = -~o (;zr sin ( ~~) sin (tVf 2nZ) 

und diese beiden Werte befriedigen die Gleichung 1. Wir haben 
aber auBerdem auch noch zu zeigen, daB die Grenzbedingungen 
fur eine Anordnung nach Abb. 25 
befriedigt sind. An der Einspann
stelle, d. h. fUr x = 0, ist ~ = 0, was 
auch durch Einsetzen von x = 0 in 
Gleichung 2 erhalten wird. Dnd am 
anderen Ende, d. h. fur x = l, ist 
keine Spannung a und damit keine 

< l--------
~IIIIIIIII 
~X~ 
Abb. 25. Longitudinal- odeI' 
Druckschwingung bei festge

haltenem einen Ende. 

Dehnung e = ~ ~ vorhanden. Durch einmaliges Differentieren 
ox -

. . a~ n xn'l/En 
von GlelChung 3 erhalten WIr aber a-x = ~021 cos-iFl smt V p 2z' 

Wenn man hier fUr x = l einsetzt, erhalt man tatsachlich ~ ~ = O. 
ex 

Hatten wir andere Grenzbedingungen, so muBte die Gleichung 2 
entsprechend umgeformt werden, ohne daB dabei der Aufbau 
geandert wurde. So hat z. B. eine Schwingungsanordnung, die 
nach beiden Enden frei ausschwingen kann, eine Lasung von der 
gleichen Form wie Gleichung 2, wenn man den Koordinaten
ursprung mit der Mitte der Schwingungsanordnung zusammen
fallen laBt. 

Auch die Schwingungen von der haheren OrClnung lassen sich 
jetzt sofort angeben. Es muB eine Lasung von der Art der Glei-
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chung 2 
Das ist 
fur eme 

4. 

Wellenbewegungen. 

angegeben werden, die den Grenzb3clingungen genu:6t. 
aber z. B. fur die S~hwingung von d~r ntell O/dnung 
Anordnung nach Abb. 25: 

t . (nxn) . (l/Enn) ~ = ';0 sm 2T sm t V It 2l . 

Die Schwingungsdauer T ist, wle fruher, der Wert, urn den t 
anwachsen muB, damit der Ausdruck unter dem Sinus urn 2 n 
zunimmt: 

5. l/Enn 
T VJ;,2l=2n; 

nxn 
An den Stellen -2T = 0, n, 2 n, 3 n, 4 n . . . bleibt der Aus-

schlag dauemd Null. Man nennt sie die Knoten der Schwingung, 
nxn n 3n 5n . 

wahrend an den Stellen 27: = 2" 2' 2'" (Schwmgungs-

bauche) die Ausschlage zeitweise bis auf den GroBtwert ~o an
nxn 

wachsen. Wenn ~ urn 2n anwachst, wiederholt slch das 

Schwingungsbild; man schreibt deshalb: 

6. 
nln 
2l =2n, 

und nennt 1 die Wellenlange. Fur die Schwingung 1. Ordnung 
des an einem Ende eingespannten Stabes ist also die Wellen
lange gleich 4 mal der Stablange. Bei den Schwingungen hoherer 

Ordnung ist die gesamte Stablange in mehrere (~) Wellenlangen 

unterteilt. 
Nach den Gleichungen 5 und 6 ist 

7. ~=V!' 
also ein von der Ordnungsnummer der Schwlngung unabhangiger 
Wert. 

1) Wenn man auf die Querkontraktion, die bei der Formanderung 

von Materialen auf tritt, Rticksicht nimmt, ist T = ~lV:G: ~, 
wobei G der Schuqmodul und m die Poissonsche Konstante ist. ·\vir 
vernachlassigen die Querkontraktion im Nachfolgenden oder wir nehmen 
m = 00 an; damit geht die angegebene Gleichung in die obige Form tiber. 
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§ 19. Schwingungen von sehr kleiner WelIenIiinge. Die Aus
fiihrungen des vorausgehenden Paragraphen erfahren eine Ein
schrankung, wenn die Welleniange von der GroBenordnung des 
Molekiilabstandes wird. In diesem FaIle wird die Differential
betrachtung ungiiltig, weil wir dann beim tJbergang vom einen 
zum nachsten Molekiil den Ausschlag ~ sprungweise andern. So 
schwingen z. B. bei der Anordnung 
nach Abb. 26 je 2 benachbarte m m m 

I 'II I 21( I lIE I II I )1 I )( I 
Molekiile gegeneinander. Der Ab- K, K, ~ K. Ks K. 

stand zwischen 2 benachbarten Abb S h h h . 26. c wingung 6c ster 
Knotenpunkten Kist Ll x, und die Ordnung. 
Wellenlange .A. betragt 2 Ll x. Das 
ist die Schwingung von der hOchsten Ordnung. Die Schwingungs
dauer ist die gleiche wie die der Einzelanordnung 27, da sich die 
Anordnung 26 in den Feder- und Massenknotenpunkten in An
ordnungen nach 27 aufschneiden laBt. Nach Gleichung 41 des 
vorigen Kapitels ist die Schwingungsdauer 
fUr die Anordnung Abb. 27: 

8. 
ImLlx 

TIm = 2.n V 4Ca . 
In dieser Gleichung ist Ll x der Abstand 
zwischen zwei benachbarten Massen -

Abb.27. Ein Element 
der Schwingung Mch

ster Ordnung. 

also der mittlere Abstand zweier Molekiile. mist die Masse 
eines Massenpunktes oder gleich p..' / • Ll x, wonn mit p.. die 
bezogene Masse und mit / der Querschnitt durch die Schwin
gungsanordnung bezeichnet ist. Die Elastizitatszahl Co ist 
nach friiheren Ausfiihrungen das Tausendfache der Kraft, die 

1 
die Feder von der Lange 1 bei der Zusammendriickung um 1000 

ihrer Lange auslOst. Das ist aber die gleiche Definition, die dem 
Elastizitatsmodul E zukommt, wenn wir beriicksichtigen, daB 
sich Co auf einen Querschnitt von / Einheiten und E auf die 
Querschnittsflache 1 bezieht. Es ist also Co = / E. Gleichung 8 
laBt sich demnach umformen zu: 

9. 1 I fA- / Ll x2 11ft 
Tlm=2.ny 4/E-=.n Llx Y:E· 

Die Wellenlange .A. ist aber hier 2 Ll x und folglich: 

10. (TA.) = ~ l/~ = VIm = 0,6361/~. 
1m .n Y /1, Y p.. 
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Den Ausdruck ~ neimen wir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

der Welle. Der Name hat eigentlich erst Berechtigung, wenn 
man von fortlaufenden Wellen (§ 28) redet. Hier konnen wir iu 

}, 
seiner Begriindung nur anfiihren, daB T der Dimension nach 

eine Geschwindigkeit ist. Der Vergleich der Formeln 7 und 10 
zeigt uns, daB die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 'V fur Wellen 

2 
von der hochsten Ordnung (y) nur - mal so groB ist wie fUr 

7l 

Wellen, deren Wellenlange }, groB ist gegen den Molekulabstand LI x. 
Wir betrachten nun die Welle, bei der je 2 Massen zu einem 

Knotenpunkt gehOren ( d. i. die Welle von der Ordnung ~). Wo

hin wir uns die Knotenpunkte k gelegt denken - ob wir sie z. B. je 
zwischen 2 Masse:n (Abb.28, StelleK{) oder ob wir sie mit je zwei 

ubereinanderfolgenden Massen 
fi1 t:=3z 111, m. "'5 "'. m, zusammenfallend denken, ist 
?XrK,-.J..~--lK.~, -lI1I2!----L..' -~~;---'-' _.jIf~._....JI~ fur die Losung der Aufgabe 

gleichgiiltig. (Die Lage der 
Knotenpunkte ist durch die 
Grenzbedingungen gegeben.) 
Die Anordnung Abb. 28 ist 

Abb. 28. Schwingung von der 
r Ordnung 2"' 

die gleiche wie die der Abb.26, nur daB der Abstand zwischen 
zwei schwingenden Massen in Abb.28 doppelt so groB ist wie 
in Abb.26. Die Schwingungsdauer T 2m ist deshalb nach Glei-
chung 8 f2 mal so groB und die Wellenlange }, doppelt so groB 
wie dort. Es ist deshalb: 

11. (1) ='V2m= ~,/E . ,/~ = 2V21/I!. = O,900V'E . 
T 2m 7l V f1, f 2 7l V f1, f1, 

"', "'z I11J A 111" ms 1116 11!, FUr die Welle von (l.3)teu Ord· 
I I ~ I I I 

/(,:/I)\!-f _-'-----'~L.....-"""*-..J....-.L.-~*_ . n ung konnen wir nns die Knoten 
If: ~ 

Abb. 29. Schwingung von der mit den Mllassen m1 , m4, m7 ... zu
sammenfa end denken (Abb. 29). 

Ordnung i· Dann haben wir wieder Anord-
nungen nach Abb.27, wobei jetzt 

eine volle Masse m zu einer Federlange LI x gehort. Die Schwin
gungsdaner Tam ist deshalb: 

12. T3m =271,/mLlx. 
V Co 



Die Saitenschwingung. 43 

Die Wellenlange /c 3m ist 6.1 x und folglich: 

13. ( Ie') 3 IE liE 
T 3m = Y3m = -; V fl = 0,955 V -;; . 

Zwischen der Schwingung von der yten und von der (itn 

Ordnung [ebenso zwischen der von der (i)ten und (~tn Ord-

nung usw.] liegen bei beliebig l,0i-r---=:r===:.:;:==::::r==j 
kleinem Massenabstand .1 x be
liebig viele Zwischenwerte. Wir 
konnen deshalb in einer Kurve 

die Abhangigkeit zwischen 'I' V ~ 
und A darstellen (Abb. 30). Die 
Kurve nahert sich asymptotisch 

dem Werte 'I'V ; = 1. Sob aid 

die Wellenlange ein mehrfaches 
Vielfaches von .1 x wird, ist der 

1--

Wert von j! V ~ unabhangig 

von A.. Da nur Wellen, deren A. 

y vtl---+----l----- .---~ ~ 
I i o,~ . --~-. ·-1 

+-1 O'21--~f_-----'--

Abb. 30. Abhangigkeit der Fort
pflanzungsgeschwindigkeit von der 
Wellenlange bei sehr kleinen Wellen-

langen. 

groB ist gegen L1 x, in der Praxis Bedeutung haben, sagt man 
. A. 

auch allgemein, T sei unabhangig von ),' was nur mit der 

aus Abb. 30 ersichtlichen Einschrankung giiltig ist. 
§ 20. Die Saitenschwingung. Bei einem gespannten Seil -

oder einer Saite - schwingt die Saitenmasse unter dem EinfluB 
der Kraft, die bei der Auslenkung entsteht. Wir nehmen an, die 
Saite sei durch die Kraft P gespannt. Dann wird im Quer
schnitt x ebenso wie im Querschnitt x + d x die Kraft P iiber
tragen. Bei der Auslenkung stehen aber die beiden Querschnitte 
etwas schief zueinander, da die Querschnittex und die Koordi
naten ~ nicht linear Einander zugeordnet sind. Die Krafte P in 
den beiden Querschnitten schneiden sich also unter dem Winkel 
d IX, wobei unter der Voraussetzung, daB ~ iiberall klein gegen 
x ist, nach einer bekannten Formel fUr die Kriimmung auch 
geschrieben werden kann: 

14. 
(52 ~ 

dlX=-,-·dx. 
( x2 
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Die beiden Kriifte P haben aber die Resultierende p. d IX, die 
bei kleiner Auslenkung ; in Richtung von; wirkt und del' Masse 
des Saitenelementes ft . d x . j eine Kraft erteilt, die bei posi-

tivem :2~ auf eine Vel'groBerung von; hinwirkt. jist dabei 

der Querschnitt der Saite. 

15. 
f)2; 

PdlX=/J·dx·j·-
" f) t2 

Dieselbe partielle Differentialglelchung ist uns schon als 
Gleichung 1 begegnet. Wir haben ja jetzt auch physikalisch 
denselben Fall wie damals: Auf eine Masse, die verhaltnisgleich 
dx ist, wirken in den beiden Querschnitten Krafte, die in erster 
Annaherung einander gleich und entgegengesetzt gerichtet sind. 
Del' kleine Unterschied del' beiden Krafte in den Querschnitten, 
del' einmal von einem Zuwachs in del' GroBe del' Kraft, das andere 
Mal von einer Anderung del' Richtung herriihrt, ist verhaltnis-

gleich :2X~ , also verhaltnisgleich del' 2. Ableitung del' Auslenkung 

nach del' Zeit. 

Statt des Elastizitatsmoduls E in Gleichung 1 tritt ~ = (J 

= bezogene Spannung in Gleichung 15 auf. E ist abel' nach 
Definition auch eine Spannung: Es ist die Spannung, die notig 

• 2l ., 
, ~ I It: ~J+------------- - : =t: ----------- "1 

x a.r- p 

p 

~ ~:5 is,dS 
:r --.,.j dxh-

I I 
I I _____ .L....L--

Abb. 31 a und b. Saitenschwingung. 

ist, um einen Korper auf das Doppelte seiner urspriinglichen 
Lange zu recken. Wenn demnach eine Saite auf das Doppelte 
ihrer urspriinglichen Lange gereckt wird - auBer Gummi wird 
kaum ein Material eine olche Reckung vertragen, ohne daB die 
Elastizitatsgrenze iiberschritten wiirde -, so hat die Saiten
schwingung die gleiche Schwingungsdauer wie die Longitudinal
schwingung. Ebenso ist es mit allen Oberschwingungen, die sich 
paarweise entsprechen. 
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Aber auch wenn die Saite nicht so stark gespannt wird, daB 
(J = E ist, kann aus Gleichung 5 die Schwingungsdauer T be
rechnet werden, wenn in ihr E durch (J ersetzt wird: 

16. T=4h/",. 
n V (J 

Die Grenzbedingung ist hier dadurch gegeben, daB beide Enden 
festgehalten werden. Die schwingende Saite beschreibt nach 
beiden Seiten hin symmetrische Bewegungskurven. Um die Ana
logie mit dem an einem Ende festgehaltenen und in Langsrich
tung schwingenden Stab herzustellen, ist die gesamte Lange der 
Saite in Abb. 31 a mit 2 l bezeichnet. 

Bei der Schwingung 1. Ordnung ist nur eine halbe Wellen
lange 1 vorhanden, oder 1 = 4l. Um die Schwingungsdauer Tl 
1. Ordnung zu erhalten, muB man n in Gleichung 16 gleich 1 
setzen. Die Schwingungsdauern der hoheren Ordnungen erhalt 
man, wenn man n = 2, 3, 4 ... setzt. Gebrochene Zahlen durfen 
fur n nicht eingesetzt werden, da sonst Gleichung 4 nicht den 
Grenzbedingungen (~ = 0 fur x = 0 und x = 2l) genugen wiirde. 

Wir sehen also, daB wir die Untersuchungen fur die schwin
gende Saite in den vorausgehenden Paragraphen schon mit gelCist 
haben. Wir konnen deshalb auch die schwingende Saite durch 
Abb.23 wiedergeben, an der sich die Betrachtung in manchen 
Fallen leichter durchfUhren laBt. 

§ 21. Die schwingende Saite mit einer Einzellast in der Mitte. 
In vielen Fallen wird nach der Schwingungsdauer eines gespannten 
Seiles gefragt, das eine Einzellast G tragt. Wir wollen annehmen, 
daB G gerade in der Mitte hangen moge (Abb. 32 und 33). Die 
Aufgabe liegt z. B. vor, wenn die Schwingungsdauer des Draht-

F-==r---===-~2=S====~ C5 
(i 

~ 
5 

~ 
Abb. 32 und 33. Schwingung der Saite mit Gewicht. 

seiles einer Drahtseilbahn mit aufsitzendem Wagen berechnet 
werden solI. Wir nehmen an, daB die Vorspannung P des Seiles 
so stark sein moge, daB die Spannungsvermehrung durch das 
Gewicht G dagegen vernachlassigt werden kann. (Wie weit diese 
Annahme im einzelnen Fall berechtigt ist, muB besonders unter
sucht werden.) 

Es interessiert hier nur die Schwingung 1. Ordnung, fUr die 
die Grenzbedingungen lauten: ~ = 0 fur x = 0 und fur x = 2 8. 
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Zwischen beiden Werten soll ~ nicht dauernd Null sein. Bis zu 
der Stelle, an der G angreift (also von x = 0 bis x = 8, wenn wir 
uns Gals Massenpunkt vorstellen), wird die Bewegung des Draht
seiles durch die Differentialgleichung 1 mit der allgemeinen 
Losung 4 beschrieben. ~uf G muB eine von den beiden Seil
stiicken herriihrende Kraft iibertragen werden, die G in Schwin
gungen von gleichem Ausschlag und gleicher Schwingungsdauer 
versetzt wie die beiderseits anstoBenden Seilstiicke. Die beiden 

Seilstiicke kommen aber in Gunter dem Winkel 2 (00 ~) zu-
X Z=B 

sammen, wenn wir ~ als klein gegen x voraussetzen, so daB statt 
des Winkels die Tangente gesetzt werden kann. Die resultierende 
Kraft P g, die G beschleunigt, ist demnach unter Beriicksichtigung 
von Gleichung 4: 

17. Pg = p. 2 (~!t=8 = P 7 ~o cos (~~) sin (tV* ;l) 
wobei 

= PGmz ' sin" t, 

PG1nZ = PI ;ocos;~ und ,,= V: ;l' 
n haben wir bei der "Obernahme der Gleichung 4 gleich 1 gesetzt, 
da wir die Schwingung 1. Ordnung haben wollen. Wir beachten, 
daB mit l in Gleichung 4 die Lange vom Schwingungsbauch bis 
Schwingungsknoten oder ein Viertel einer Wellenlange J. be
zeichnet ist. 8 ist aber kleiner als l, da das Seil an der Stelle 
x = 8 noch keine wagerechte Tang£mte hat. Von der gesamten 
halben Lange l des Drahtseiles, dessen Schwingungsdauer wir 
jetzt berechnen, ist also im vorliegenden Fall nur ein Teil 8 vor
handen. Dieser Teil fiihrt die gleiche Schwingung aus, als wenn 
er ein Teil des gesamten Drahtseils von der Lange 2 l ware. 
Das Reststiick l- 8 bis zur Mitte istdurch das aufgesetzte Ge· 
wicht G versetzt, das jeder Seite zur Halfte zur Last fallt. 

~o war in Gleichung 4 der groBte Ausschlag, der am Schwin
gungsbauch der Saite (also an der Stelle x = l) erreicht wird. 
Da der Schwingungsbauch hier fiir die Seilschwingung nicht in 
die Erscheinung tritt - es fehlt ja das mittlere Stiick l-8 des 
Seiles -, ist ~o nur eine RechengroBe. 

Die Schwingungsdauer fiir die Seilschwingung ist nach Glei
chung 16: 

18. Vi ft l/-;;-:t T. = 4l ~ = 4l p' 
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Gleiche Dauer muB abel' die Schwingung des Gewichts G haben, 
die unter dem EinfluB del' periodischen Kraft P G zustande 
kommt. 

Nennen wir ;Gmw den groBten Ausschlag, den G ausfiihrt, 

so ist ~Gm'" = c die Intensitat des Kraftfeldes, das auf G ein-
<;Gmw 

wirkt. c" ~G ist die GroBe del' periodischen Kraft, die G in 
Schwingungen versetzt. Wir haben £iir diesen Teil wieder eine 
Schwingungsanordnung nach Abb. 1, mit dem Unterschiede, daB 
die periodische Federkraft f = c~ durch die periodische Kraft c~G 
ersetzt ist. Die Schwingungsdamir T Gist nach Gleichung 9 des 
1. Kapitels: 

19. TG = 271: 1/_ G = 271: VG 11 ~Gm-: .• 
V g"C g V PGmx 

Wir haben noch die Beziehung zwischen ~o und ;Gmx anzu
geben. ~o ist del' groBte Ausschlag des fingierten Seiles von del' 
Lange 2 lund del' Spannkraft P. ~o tritt in der Mitte, also an 
del' Stelle x = l auf. An einer beliebigen Stelle x erhalt man 
nach Gleichung 2 den zeitlich groBten Ausschlag ~m"" wenn man 

sin (t t ;i) gleich 1 setzt: ~mx = ~o" sin ~~. Die Abhiingigkeit 

zwischen x und ; ist eine sinusformige ohne zwischenliegenden 
Knoten. An del' Stelle x = 8 ist also: 

20. 

Beachten wir noch, daB die Schwingungsdauer des Gewichtes 
und des Seiles gleich groB sind - also TG = T8 -, so folgt aus 
den GIeichungen 17 bis 20: 

4l1/.U/= 271: 1/G ~/-~Gmx ----

V P V g 71: 8;1 
P 1 ~o cos 2T 

21. 

412 fl f = 71:2 G ..i _1_ " ~Gmx , 
g n 871: ~o 

cos 2i 
G 871: 

4l It f = 71: g tg 21, . 

Aus diesel' Gleichung wird l, die halbe Lange del' Saite, die die 
gleiche Schwingungsdauer hat wie die Anordnung 32, am ein-
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fachsten durch Probieren ermittelt. Sobald die GroBe von l be
kannt ist, kann die Schwingungsdauer T nach Gleichung 16 
sofort angegeben werden: 

22. T=4l~. 
§ 22. Die Schwingung einer Feder mit Gewicht. Es soIl die 

Schwingungsdauer einer Feder mit angehangter Masse m (Abb. 34) 

Abb.34. 
Feder 

mit an
gehangtem 
Gewicht. 

berechnet werden, und zwar unter Beriicksichtigung 
der Federmasse 8' q, wobei q die Federmasse auf 
die Langeneinheit bedeutet. Aufgaben dieser Art 
treten z. B. auf, wenn die Schwingungsdauer eines 
Indikatorkolbens mit Feder berechnet werden solI. 
Die Aufgabe kann angenahert gelOst werden, wenn 
man die Federmasse in n-Teile - vielleicht n = 4-
unterteilt und die Schwingungsdauer des aus n + 1 
einzelnen Schwungmassen bestehenden Systems nach 
den Ausfiihrungen des § 9 berechnet. Wir werden 
darauf im nachsten Abschnitt eingehen. Es kann aber 
auch die strenge Losung der Aufgabe in Anlehnung 

an den vorausgehenden Paragraphen leicht angegeben werden: 
Wir denken uns die Schwingungsanordnung nach Abb. 32 in 

der Mitte aufgeschnitten, so daB wir zwei symmetrische Half ten 

1 • s >I je mit dem Gewicht ~ bekommen. An ~ 
~x~: 

ra :: wP 
~ "'--------l! __ I 

---- L.J 
Abb. 35. Saite mit Ge
wicht nach Abb. 32; in der 

Mitte aufgeschnitten. 

denken wir uns auBerdem noch die 
Kraft P, die bei der Anordnung Abb. 32 
als innere Kraft auf tritt, in wagerech
ter Richtung angreifend. Dann hat 
die Teilanordnung Abb. 35 die gleiche 
Schwingungsdauer wie die Gesamt

anordnung Abb. 32. Diese Teilanordnung entspricht aber der 
Anordnung nach Abb. 34. Auf das Element d x von der 

Masse q d x wirkt in Abb. 32 die Kraft P • : :~ . d x = q dx . ~~: 
(Gleichung 15) und bei der Anordnung Abb. 34 ebenso: 

Co ~2 ~ • d x = f-t f d x ~:~ , wenn mit Co die Elastizitatszahl der 
v x2 v t 

Feder bezeichnet ist. Beide Gleichungen unterscheiden sich nur 
dadurch, daB das P der Saitenschwingung durch Co bei der 
schwingenden Feder und das f-t ./. d x durch q d x ersetzt ist. 
Auch die Grenzbedingungen sind in beiden Fallen die gleichen: 
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"2 ,. 

An der Stelle x = 0 ist ~ = 0 und an der Stelle X= 8 ist m .~ ;8 
(02~) 02~8 (02~) '.. t 

= P'!l2 bzw. m' -a "2 = CO !l2 . DIe Losung nach 
v x "'=8 t ,v X ",=8 

Gleichung 21 und 22 gilt deshalb auch fur die Anordnung nach 
Abb. 34, wenn wir nur P durch Co und ft· f durch q ersetzen. 
Die Hilfsgro.Be l, die in den Gleichungen 21 und 22 auftritt, ist 
bei der Anordnung nach Abb. 34 die Lange der Feder, die ohne 
Gewicht gleiche longitudinale Schwingungsdauer That wie die 
gesamte Anordnung. 

Beispiel: An einer Feder von der Elastizitatszahl Co = 5 kg 
und von der ungespannten Lange 1 m hangt ein Gewicht Q von 
2 kg. Das Gewicht der Feder ist 200 g. Wie gro.B ist die Schwin
gungsdauer ? 

Losung: Ohne Berucksiehtigung der Federmasse ist die 
Schwingungsdauer T' nach Gleichung 9: 

1/2 ·100 
T' = 2 n V 981 • 5 = 2 n . 0,202 = 1,268 sec. 

Nach Gleichung 22 ist die Lange l' der Feder von der bezogenen 
0,2 1 kg sec 2 

Masse q = 981 • 100--cm.2 ' die ohne Gewicht die gleiche 

Schwingungsdauer hat: 

1/ = T' 1 / Co = 1,264 . 1/ 5 . 981 . 100 = 496 em. 
4 V q 4 V 0,2 

Die Berueksichtigung der Masse der Feder wird eine VergroBerung 
der Schwingungsdauer und damit eine VergroBerung der Lange 1 
der bezogenen reinen Federschwingung von gleicher Schwingungs
dauer zur Folge haben. Jene Lange list die riehtige, die Glei
chung 21 befriedigt. Wir versuchen es erst mit 1 = 520 und be
kommen nach Gleichung 21, die wir in der Form benutzen: 

G (2 Q) 41 q 
-=-
g g 8n 

ntg 2I 

einen zu hohen Wert fur Q, namlich Q = 0,00216 stattO,00204. 
Wir wissen damit, daB l kleinerals ,520, aber gIoBer alsA96 cm 
sein muB. Wir versuchen es dann mit 1 = 510 und schlieBlich 
mit l = 506, das den richtigen Wert liefert (siehe Tabelle). Bei 
Benutzung der Gleichung 21 war zu beachten,daB, mit G das 
Gewicht, das auf die beiden symmetrischen Half ten aufgesetzt 

Fiipp). Schwingungslehre, 4 
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war, bezeichnet war. Da unser Q dem auf eine HaUte aufgesetzten 
Gewicht entspricht, haben wir G durch 2 Q zu ersetzen. 

Tabelle. 

( ~ ) tatsachlich I 1:7 ~~ __ I_t_g_ ~~ __ ~_- n:~~~ 
=5=20===;""1 =0=,=30=2===C=1=7,aO-~,~- 0,00216 

510 0,308 17,65 0 0,319 I 0,00209 
506 I 0,311 17,8 0 0,321 I 0,00204 

} 0,00204 

Die Schwingungsdauer T fUr die gesamte Anordnung ist also 
nach Gleichung 22: 

I 02 
T = 4· 506 V 981~0' 5 = 1,292 sec. 

1m vorliegenden Falle betragt die Federmasse 10% von der 
Schwingungsmasse. Ihr EinfluB auf die Schwingungsdauer ist 

0,024. _ 0 

1,268 100 - 1,90 Yo • 

§ 23. Losung der gleichen Aufgabe durch Annaherung. Wenn 
neben der Schwingungsdauer 1. Ordnung auch noch die Schwin
gungsdauer einer h6heren Ordnung - etwa die der zweiten -
berechnet werden solI, muB man auf die Annaherungsrechnung 
zuruckgreifen, da die genaue Rechnung hierfUr zu schwierig 
durchzufuhren ware. Wir wollen deshalb die Aufgabe noch von 
diesem Gesichtspunkte aus behandeln. 

Bei der Annaherungsrechnung haben wir die Feder in einzelne 
Teile zu zerlegen und die Masse jedes Stiickes im Schwerpunkt 

vereint zu denken. Je gr6Ber die An-

F' f~m2 ~ zahl der Teile ist, in die wir uns die 
- - i Feder zerlegt denken, desto genauer 
:. s------..;.: wird die Rechnung. Wir wollen hier 

Abb. 36. Schematische Dar- die Aufgabe nur fUr den einfachsten 
stellung von Feder mit Masse. Fall, bei dem wir uns die gesamte 

Federmasse im Schwerpunkt vereint 
denken, behandeln. Die Anordnung 34 wird dann durch die 
schematische Darstellung Abb. 36 dargestellt, in der m2 = q 8 

ist. Wir unterteilen die Anordnung durch Aufschneiden der 
Federn und der zwischenliegenden Masse m2 in 3 Anordnungen 

von gleicher Schwingungsdauer T = 2 Jl Vm. 8 im Sinne des § 9. 
Co 
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Dann ist: 

23. m1 • 811 = (i - 811) (- m21 ) = (m21 + m2) • i . 
Aus diesen Gleiehungen ent£ernen wir die eine Unbekannte m 21 
und lOsen naeh der anderen Unbekannten 811 auf. 

(8 8) 8 
m 21 2 - 811 +"2 = -m2 • "2 ' 

-m2 ·8 

m 21 = 2 (8 - B;:J ' 

1 ( m) V82 82 m 8 2 m 2 8 2 -m 811 = _ 8 + __ 2 8 + _ + __ 2 + _ . _-; __ ._2 , 

2 2m1 - 4 4m1 4 4m, 4 m1 

8 ( m2) 8 1/ m~ 
24. 811 ="2 1 + 2 m~ ±"2 V 1 + 4 m~ . 

Wir nehl11en an, daB die Masse m2 der Feeler klein sei gegen die 

Masse m1 , so daB wir die hoheren Potenzen von -2m2_ gegen die 
m1 

niedrigeren vernaehlassigen konnen. Es laBt sieh dann die Wurzel 
ziehen: 

25. 8 ( m2) 8 ( m~ ) 
811 ="2 1 + 2 m1 ±"2 1 + 8 mi 

b . d m~ m 2 hI·· . wo e1 wir wie er 2 gegen - vernac asslgt haben. Fur die 
m, m 1 

Schwingungsdauer Tj erhalten wir 

26. 

Die 
1/4 der 
l11uBte. 

T~ = 2 n 1 Im1 8;; = 2 n (1 + m2") 1/ m J 8 . 
V Co 8m1 V Co 

erste sehr rohe Annaherung lie£ert das Ergebnis, daB 
Federl11asse eler angehangten Masse zugezahlt werden 
Dureh weitere Unterteilung der Feder konnen wir die 

4* 
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Annaherung verbessern. Wir finden z. B. bei Unterteilring der 
Feder in 3 Teile, daB 1/3 der Federmasse m2 der Masse m1 zu
gezahlt werden muB. Die Formel fiir die Schwingungsdauer Tl 
lautet dann: 

27. Tl = 2n(1 + m2 )1/mI 8. 
6ml V' Co 

Die erste Annaherung fur die Schwingungsdauer 2. Ordnung T 2 

erhalten wir, wenn wir den 2. Wert von 811 aus Gleichung 25 in 
Gleichung 26 einsetzen: 

28. Y-8m2 
T 2 =2n 4co ' 

§ 24. Schwingung eines Schachtlotes. Unter einem Schachtlot 
versteht man einen Kupfer- oder Stahldraht, der in einen Schacht 
gehangt und mit einem Gewicht belastet ist. Das Schachtlot 
dient zur Richtungsbestimmung im Bergwerk. Bei del' groBen 
Lange lassen sich kleine Schwingungen des Lotes, das eigentlich 
ruhig hangen sollte;nicht vermeiden. Wenn die Masse des Drahtes 
vernaChlassigt werden kann, haben wir ein mathematisches Pendel, 
dessen Schwingungsdauer nach Gleichung 27 des 1. Kapitels be
rechnet wird. Fur genauere Bestimmungen der Schwingungs
daue.r muB auf. den Ein£luB der Seilmasse auf die Schwingungs
dauer Rucksicht genommen werden. Wir konnenuns dann die 

G 

Abb.37. 
Seilmit 

ange
hangtem 
Gewicht. 

Anoidnung Abb. 37 aus der schwingenden Saite mit 
Einzelmasse ahnlich wie in den vorausgehenden Ab
sehnitten so erhalten denken, daB wir das Gt~wicht G 
in Abb. 32 aufschneiden und die Seitenspallliung P 

durch die Erdanziehungskraft Q = ~ ersetzt denken. 

Es ist beim Schachtlot nur zu beachten, daB die Span
nung S des Seiles von unten nach oben wachst. An 
der Befestigungsstelle des ~wichtes ist S gleich Q. 
Bezeichnen wir die spezWsche Masse des Seiles mit 

kg sec2 • 
ft 4.' so 1st S an der Stelle x (Abb. 37): 

em 
29. S = Q + x . I . ft . g . 

Wir £uhren die Seilschwingung, wie es im vorausgehenden 
schon einmal geschehen ist, auf die Anordnung Abb, 34 einer 
Feder mit angehangter Masse zuruck. Die Gleichung der Saiten-

8zE 82 E 
schwingung lautet S 8 x2 d x = ft I d x 8 t2 (Gleichung 15) und 
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. . a2~ a2~ 
dIe der Federschwmgung Co ~~fi:i d x = fL t d x a t2 ' Der Elastizi-

tatszahl Co der Feder entspricht die Spannung S der Saite oder 
des Seiles. Die Schwierigkeit besteht jetzt nur darin, daB S nach 
Gleichung 29 eine Funktion von x ist. Unseren schwingenden 
Draht haben wir also mit einer Feder zu vergleichen, deren 
Elastizitatszijfer Co nach der Befestigungsstelle hin zunimmt. 
Wir haben fruher aber schon Aufgaben dieser Art in § 10 und § 12 
zu lOsen gelernt. Wir haben damals z. B. Wellen von verschie
denem Durchmesser auf eine Einheitswelle zuruckgefuhrt, indem 
wir die tatsachlichen Langen der Wellenstucke durch bezogene 
Langen der Einheitswelle so ersetzt haben, daB das Stuck der 
Einheitswelle bei gleichem Moment gleichen Verdrehungswinkel 
ergab wie das tatsachliche Wellenstuck. Dieselbe Dberlegung 
wenden wir auch jetzt an und suchen die Lange '4.,z., die die Feder 
bei gleichbleibender Elastizitatszi££er Co = Q haben. muBte, um 
gleiche Schwingungsdauer zu geben. Nach den Ausfuhrungen in 

Q 
§ 9 ist lbez. = l· Soder, nachdem sich S von Stelle zu Stelle 

Q 
andert (d X)bez. = d x Q---'-t - . + x ,U'g 

30. 

x=s X=8 . f Q 
Sbez. =) (d X)bez. = d x Qt' +x fL'(J 

x=O x=O 

Wenn das Gewicht des Drahtes ft t g S - und dann erst 
recht ft I x g - klein ist gegen Q, konrien wir angenahert 
schreiben: 

8 

31. S =fdX (1 ~ x g t ft) = S _ S2 • t ft(J = S (1- S t ft g) 
bez. . Q 2 Q 2Q . 

o 

Wir fiihren also die Seilschwingung auf die Federschwingung 

zuruck, wenn wir Co = Q und SFeder = SSeil (1 _ S ~~ (J) setzen. 

AuBerdem habell wir noch das Gewicht des Seiles bzw. das 
der ihm elltsprechenden Feder zu beriicksichtigen, wobei wir die 
Annaherungsformel 27 verwenden konnen. Die Schwingungs
dauer TI des Seiles mit Gewicht ergibt sich aus Gleichung 27 
und 31 zu: 
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32. Tl = 2n(1 + g:~S)I/~0=-'l;~-g) 
~ g. Q 

= 2 n (1 + flf ~ g) ( 1 - flf ~ g) Vi 
= 2 n Vi (1 - ~~ ~~) . 

Dabei ist fl ~S gals klein gegen 1 vorausgesetzt, so daB in der 

1. Zeile der Klammerausdruck unter dem Wurzelzeichen durch 

Beifiigung von + (fl f QS g) 2 zum vollstandigen Quadrat erganzt 
werden konnte1). 4 

Es bereitet keine groBen Schwierigkeiten, die Rechnung genau 

d h f"h . "t'" d fl f sg . ht h urc zu u ren, was Immer no ,Ig seIn wIr ,wenn Q nlC me r 

klein ist gegen 1. In diesem Fall muB Gleichung 30 unmittelbar 
integriert werden mit dem Ergebnis: 

• 
33. Sb = ~J'!:(Xfl-tgL = ~ln9 + sjflg. 

ez. f fl g Q + x f 11 g f fl g Q 
o 

Mit dieser ersten Reduktion ist das schwingende Seil auf die 
schwingende Feder zuriickgefiihrt. Es bleibt noch die Beriick
sichtigung der Seil- bzw. Federmasse nach den Formeln 21 und 22, 
fUr die schon ein Beispiel im vorausgehenden Abschnitt durch
gerechnet ist. 

§ 25. Biegungsschwingung eines Balkens unter dem Eigen
gewieht. Bei den vorausgehenden Betrachtungen an der schwin
genden Saite ist eine Vernachlassigung stillschweigend gemacht 
worden, der wir uns jetzt zuwenden wollen. Die Formanderung 
der Saite bei der Schwingung besteht in einer Verbiegung, die 
durch ein Biegungsmoment hervorgerufen wird. Das Moment 
wird vor allem an der Einspannstelle der Saite einen verhaltnis
maBig groBen Wert annehmen; es wird bewirken, daB die Saite 
an der Einspannstelle nicht scharf abgebogen wird (siehe Abb. 31), 
sondern daB ein etwas sanfterer Dbergang stattfindet. Wenn 
aber die Saite stark gespannt ist, so wird das Moment der geringen 

1) Das gleiche Ergebnis hat E. Trefftz - Dresden schon friiher auf 
anderem Wege erhalten. Siehe "Mitteil. a. d. Markscheidewesen" 1921. 
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Formanderung wegen im ganzen nur einen im Vergleich zu P 
unbedeutenden EinfluB auf den Schwingungsvorgang haben. 

In der Praxis tritt aber auch der entgegengesetzte Fall auf, 
namlich daB einerseits die Saite so biegungssteif ist, daB sie selbst 
bei kleinen Formanderungen schon ein erhebliches Moment aus
lOst und daB andererseits die Zugkraft P klein ist oder iiberhaupt 
verschwindet. Mit diesem entgegengesetzten Fall- dem schwin
genden Balken - wollen wir uns jetzt beschaftigen. Wir nehmen 
dabei an, daB der Balken nur durch sein eigenes Gewicht oder 
durch eine gleichformig aufgelegte Masse - nicht aber durch 
Einzelmassen - belastet ist. 

In Abb.38 ist der Balken in der Mittellage I und in einer 
Zwischenlage II mit den Koordinaten x und .; aufgezeichnet. 
DaB der Balken in der Ruhelage eine 
kleine Durchbiegung infolge der Erd
anziehung hat, stort die Betrach
tung nicht, da diese statische Durch
biegung ohne EinfluB auf die Schwin
gungsdauer ist, so daB sie vernach
lassigt werden kann. _--X'---~ 

Die Festigkeitslehre sagt uns, daB Abb. 38. Schwingung des frei 
in einem Balken, der aus der geraden aufliegenden Balkens. 
Form in die gekriimmte iibergefiihrt 
wird, ein Moment M = f(x) wirkt. Wenn mit e der Halbmesser 
der Kriimmung und mit d rp die WinkeIanderung von zwei be
nachbarten Querschnitten bezeichnet wird, ist: 

1 M drp d2 !; e = } E = dX = dx2 . 34. 

In dieser Formel bezeichnet J das axiale Tragheitsmoment der 
Querschnittsflache und Eden Elastizitatsmodul des Balken
materials. 1m Querschnitt an der Stelle x tritt aber auBer M 
noch eine in der Querschnittsflache liegende Scherkraft V auf, 
die mit M durch die Beziehung verbunden ist: 

35. dilJ = V = JE. d!3 
dx dx3 • 

Die Scherkraft V tritt aber nicht nur im Querschnitt x, sondern 
auch im Querschnitt x + d x, und zwar an dieser Stelle in der 

dV dV 
Starke V + (1--;; • d x, auf. Der Zuwachs von V, also dx· d x , 

ist die resultierende Kraft, die am Balkenelement d x in senkrechter 

Richtung (Abb. 38) wirkt und die die Beschleunigung ~2t: der 
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Masse des Elementes fl' f . d x bewirkt. Da ~ eine rseits mit x 
undandererseits mit t veranderlich ist, schreiben wir partielle 
Differentialquotienten: 

8V 84 ~ 82 ~ 
36. 8 x . d x = J E 8 xi . d x = -fl' f . d x • at2' 

Das Minuszeichen gibt wie fruher an, daB die resulti erende Kraft 
auf eine Verringerung des Ausschlages ~ hinwirkt. 

Die Gleichung 36 ist die Differentialgleichung des Systems; 
sie hat eine Lasung, die ahnlich der Lasung der Differential
gleichung list: 

37. 

wovon man sich durch Differentieren und Einsetzen in 36 sofort 
uberzeugt. Die Lasung 37 ist nicht die allgemeinst3, sondern nur 
eine Lasung fur stehende Schwingungen, d. h. fur solche 
Schwingungen, bei denen zu bestimmtenZeiten alle Ausschlage 
~ gleichzeitig Null sind. Sie gilt uberdies nur fur den Fall des 
beiderseits frei aufliegenden Balkens. 

Zur Feststellung der Grenzbedingungen beachten wir, daB an 
den Stellen x = 0 und x = s der Ausschlag ~ dauernd Null ist, 
d. h. es muB nach Gleichung 37 sein ex s = 71:, 271:, 371:. .. Die 
Dauer Tl einer vollen Schwingung 1. Ordnung ist dann also: 

21/JE. _. _1/fl/2s2 _ 21/flf 
38. ex VI0 T I -271:, T1 - V JE7- 0,636s V JE' 

(frei aufliegender Balken). 
Die Gleichung 37 gibt nur die Lasung fur den besonderen Fall 

des an beiden Enden frei aufliegenden Balkens. Wenn andere 
Falle vorliegen, z. B. der vorragende Balken 

~f====s:===:j' i Abb. 39 oder der beiderseits eingespannte ~X~ Balken, so muB man eine allgemeinere La

Abb. 39. Balken an 
einem Ende einge

mauert. 

sung fUr die Differentialgleichung 36 suchen. 
Die Gleichung 37 war der Gleichung 2 fur 
die schwingende Saite nachgebildet. Dort 
war aber die Differentialgleichung I nur von 

der 2.0rdnung, so daB man die Lasung fur die stehende Schwin
gung mit zwei Konstanten (oder wenn man die Sonderannahme 

macht, zur Zeit t = 0 ist ~; = 0 mit nur einerKonstanten) er

halten muBte. Unsere Differentialgleichung 36 ist von der 4. Ord
nung. Die allgemeine Lasung fur stehende Schwingungen wird 
deshalb 4 Konstanten haben mussen. 
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FUr die weitere Behandlung der Aufgabe .wollen wir zuerst 
in der Gleichung zum Ausdruck bringen, daB wir nur die Losungen 
fUr die stehenden Balkenschwingungen haben wollen. Die stehende 
Schwingung ist aber dadurch gekennzeichnet, daB ~ an jeder 
Stelle x nach der Zerlegung in die Schwingungen der verschie
denen Ordnungen gleich einem Gro.Btwert 1] mal sin f3 t ist, wobei 

T = 2; die noch zu bestimmende Dauer der Schwingung von 

der betreffenden Ordnung ist. Dieser Ausdruck geht aus 

Gleichung 37 hervor, wenn man fur lX2 V ~~ = f3 und fur 

~o sin lX x = 1] setzt. Gleichung 36 kann dann in der Form ge
schrieben werden: 

39. 
d4 1] 

J E . d X4 = It f 1J f32 • 

Der auf beiden Seiten auftretende Faktor sin f3 t ist herausgehoben 
worden mit dem Erfolg, da.B jetzt 1] nur noch von x abhangt. 
Die l(urve 1] = f (x) stellt dieelastische Linie des Balkens beirn 
gro.Bten Ausschlag einer Schwingungsordnung dar. 

Die allgemeinste Losung der Gleichung 39 lautet (wovon man 
sich durch Probieren sofort uberzeugen kann): 

40. n = C1sinlXx + C2 COSlXX + CssinhlXx + C,COShlXX. 

Statt des Sinus hyperbolicus und des Cosinus hyperbolicus 
hatte man auch e+<Xx und e-<Xx nach der Beziehung sinh lX x 

e+<Xx -e -IXX e+ IXx + e- IXx • 
2 und cosh lX x = 2 emfuhren konnen. 

Die Grenzbedingungen fur den an einem Ende eingemauerten 

Balken lauten: fur x = 0 ist 1] = 0 und :~ = 0 und fur x = IS 

ist M = 0 und V = O. (Die letzteren Angaben erhalt man, 
wenn man das Stuck rechts vom Schnitt betrachtet; an der Stelle 
x = 8 faUt der Schnitt mit der Begrenzung des Balkens zusammen. 
an der keine Kraft und kein Moment ubertragen wird.) Durch 
Einsetzen der Grenzbedingungen erhalt man: 

41. 

Nach "Hutte" ist sinh 0 = 0 und cosh 0 = 1, also: 

42. 
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Ebenso: 

43. ~~ = C 1 IX cos IX X-C2 IX sin IX x + C 3 IX cosh IX X-C2 IX sinh IX x, 

( d n) = 0 = C 1 • IX + C 3 IX; C 3 = -C1 , 
dx x=o 

d2n 
ferner beachten wir, daB nach Gleichung 34 M = JE . -'- und 

dx2 

nach Gleichung 35 V = J E . ~3X~ ist. Die 3. und 4. oben genannte 

Grenzbedingung liefern also: 

44. :~; = -C1IX 2sinlX X-C2 IX 2 COSIXX-C1 IX 2sinhIXx-C2 IX 2 COshIXX 

o = C 1 sin IX 8 + C 2 cos IX 8 + C 1 sinh IX 8 + C 2 cosh !X 8 

und 

45. :3X~ = -C1 IX3 COSIXX + C 2 !X3 sin IX x - C 1 IX3 cosh IXX- C2 IX3 sinh IX x 

0= C1 COS!X8-C2 sinIX8 + C1 coshcX8 + C2 sinh IX 8 . 
C 

In Gleichung 44 und 45 fUhren wir als HilfsgroBe r = C 1 em. 
2 

Dann konnen wir r aus jeder der beiden Gleichungen ermitteln. 
Durch Gleichsetzen der beiden Werte erhalten wir eine Gleichung 
fUr IX: 

46. 
- (cos IX 8 + cos h IX 8) sin IX 8 - sin h IX 8 

r = sin IX 8 + sin h IX8 = cos IX 8 + cos h IX 8 

sin2 IX 8 - sinh 2 IX8 + COS 2 (x8 + cosh2 IX 8 + 2COSIX8 COshIX8 = O. 

Nach "Hutte" ist cosh 2 IX 8 - sinh 2 IX 8 = 1, folglich: 
47. cos IX 8 cosh IX 8 = -1 . 
Ausdrucke dieser Art sind dem Bauingenieur gelaufig. Sie treten 
vor allem bei der Berechnung von Balken auf nachgiebiger Unter
lage (z. B. Eisenbahnschwelle) auf. Man hat fur diese Zwecke 
Tafeln aufgestellt, aus denen cosx coshx und ahnliche Ausdrucke 
unmittelbar als Funktionen von x entnommen werden konnen. 
Wir entnehmen z. B. aus den Tafeln von Kaiichi Hayashi: 
"Theorie des Tragers auf elastischer Unterlage", Berlin 1921, daB 
der Ausdruck 47 zu Null wird fUr IX 8 = 1,875; 4,694; 7,85 ... 
Die Schwingung 1. Ordnung ist also gegeben durch IX 8 = 1,875; 
aus Gleichung 38 folgt demnach: 

48 T =2nyflf =~. 2yflf =179 2V flf 
. 1 (X2 J E I 875 2 8 J E ' 8 J E , 

(vorragender Balken). 
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In ahnlicher Weise kann die Schwingungsdauer fUr den beider
seits eingespannten Balken berechnet werden. Die ersten beiden 

Grenzbedingungen (rJ = 0 und ~~ = 0 fur x = 0) gelten ebenso 

wie vorausgehend; wir erhalten also wieder C3 = ---01 und 
C4 = -C2 • Zur Feststellung der 3. und 4. Grenzbedingung be-

achten wir, daB fUr x = 8 e benfalls 1} = 0 und ~ ~ = 0 sein 

muB. Set zen wir diese beiden Werte in die Gleichungen 40 und 43 
ein, so ist: 

49. 0 = C1 sin iX 8 + C2 cos iX 8 -C1 sinh iX 8-C2 cosh iX 8, 

cos iX 8 - cosh iX 8 

Y = sinh eX 8 - sin ex 8 

und 

50. 0 = C1 cos iX 8 - C2 sin iX 8 - C1 cosh iX 8 - C2 sinh iX 8, 

sin iX 8 + sinh iX 8 

Y = cos iX 8 - cosh iX 8 . 

Durch Gleichsetzen der beiden Werte fur y erhalten wir: 

51. sinh 2 iX 8 - sin 2 iX 8 = cos 2 iX 8 + cosh 2 iX 8 - 2 cos iX 8 cosh iX 8 

cos iX 8 cosh iX 8 = + 1 . 

Wir entnehmen der oben genannten Tafel, daB zum Wert 1 
Werte iX 8 = 0; 4,73; 7,85 usw. gehoren. Der Schwingungs
dauer T 1 entspricht iX 8 = 4,73 und folglich nach Gleichung 38: 

52. _~_. drut_ 21/~T 
T 1 - (4,73)2 8 r JE -0,2808 V JE 

(beiderseits eingespannter Balken). 
§ 26. Verdrehungsschwingungen von unbelasteten Wellen. 

Die Berechnung der Schwingungsdauer einer Welle, die Schwung
massen tragt, ist unter Vernachlassigung der Wellenmasse schon 
in § 12 durchgefuhrt worden. Die Anordnung lieB sich auf die 
geradlinige Schwingungsanordnung von Massen, die zwischen 
Federn gehaIten sind, zuruckfuhren. Ebenso konnen wir hier 
verfahren: Urn die Drehschwingungsdauer der Welle allein zu 
berechnen, konnen wir die Welle durch eine Feder ersetzen und 
die nach § 17 errechenbare Schwingungsdauer der Feder auf die 
Welle ubertragen. Der Vergleich der Gleichungen 9 und 18 von 
Kap. I lehrt, daB wir statt der Masse das Massentragheits
moment und statt der Elastizitatszahl der Feder die Gleitzahl 
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der Welle einzuffihren haben. Elastizitatszahl derFeder war 
das Tausendfache der Kraft, die notig ist, um die Lange einer 
Feder von der urspriinglichen Lange Eins um ein Tausendstel zu 
vetandern; entsprechend ist die Gleitzahl einer Welle das Tausend
fache des Momentes, das aufgewendet werden muB, um eine 

1 
Welle von der Lange Eins um den Winkel 1000 = 0,057° zu 

verdrehen. Die Gleitzahl Gz der Welle hat die Dimension kg cm2, 

d. h. Verdrehungsmoment mal Wellenlange auf den Einheits-
verdrehungswinkel bezogen. . 

In der Regel ist aber nicht die Gleitzahl Gz einer Welle, sondern 
ihr Gleitmodul G kg/cm2 und ihr Durchmesser gegeben. Es ist 
aber nach einer Formel der Festigkeitslehre: 

53. 
M iG11 rp 

11 rp = i G • (2 l) ; M = (2l) , 

wobei 11 rp der zum Verdrehungsmoment M gehOrige Verdrehungs
winkel, i das polare Flachentragheitsmoment der Querschnitts-

flache (i =:rc :4) und 2l die Lange der Welle bezeichnen. Nach 

Definition ist dann: 
54. Gz = iG. 

Die bezogene Masse f.1 der Feder in Gleichung 2 ersetzen wir 
durch das Tragheitsmoment J der Schwungmasse, bezogen auf 
die Langeneinheit der Well~: . 

55. J = i· d x?, = i . r = i f.1 . 
y' dx y 

Die Gleichung 2 konnen wir auf die Wellenschwingung 
wenden, wenn wir ffir ~ 11 rp schreiben: 

56. ~ A • x:rc . (yG :rc) 
LJ rp = LJ rpD sm - sm t -. -

2l f.1 2l 
und nach Gleichung 5: 

57. T=~l/;·. 
nVG 

an-

Das heiBt: die Schwingungsdauer T ist unabhangig yom Durch
messer der Welle; sie ist neben der Lange 2l nur yom Material 
abhangig und sie verlauft im Vergleich zur Longitudinalwelle 

des gleichen Materials Vi == "'" yo:4 = 0,63 mal so rasch wie diese. 
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§ 27. Transversalwellen in festen Materialien. Die Unab
hangigkeit der Schwingungsdauer T vom Wellendurchmesser bei 
der Verdrehungsschwingung hat einen sehr einfachen Grund: 
Die Drehschwingung setzt sich aus Transversalwellen zusammen, 
deren Amplitude verhaltnisgleich dem Abstand eines Elementes 
von der Drehachse ist. Um das einzusehen, denken wir uns 
aus der Welle, deren Querschnitt in Abb.40 wiedergegeben ist, 
einen Stab· d t . 8 herausgeschnitten. 8 ist parallel der Wellen
achse gemessen. Bei der Verdrehungsschwingung der Welle be
wegt sich d t . 8 auf einer Rohre von den Halbmessern r und 
r + dr. Je kleiner der maximale Ausschlag von 8' d t bei der 
Schwingung ist, mit desto groBerer Annaherung konnen wir 
annehmen; daB sich die einzelnen Massenpunkte von d t . 8 in der 

£:\ 
ff:J 

Abb.40. 

!! xr 
I I I I S 

I I ~ , I 

t-J 
,'~f- I -~ 

Lj b_ 
":$:-

Abb. 41 und 42. 

i i r·f ! / 

ik - r" 
t't:+iEdx)f t' dx 

Gleitschwingung eines Stabes. 

Ebene bewegen, die man als Tangentenebene an den Zylinder vom 
Durchmesser 2 r legen kann (Abb.40). Die Bewegung der Stab. 
teilchen 8 • d t ist eine Transversalschwingung oder Gleitschwingung, 
und die gesamte Drehbewegung der Welle k6nnen wir uns aus 
Gleitschwingungen von einzelnen Staben 8 • d t zusammengesetzt 
denken, von denen wir jetzt eine einzelne naher untersuchen 
wollen. 

In Abb. 41 ist die ebene Gleitschwingung eines Stabes in der 
Mittellage und in einer Endlage dargestellt. Aus einem recht
eckigen Element b· d x in Abb. 42 wird bei der Formanderung 
ein Element mit dem Winkel 'Y, wobei t = 'Y • Gist. Oben wirkt 

die Schubkraft t . t, unten die Kraft (t + ~: . d x) . f. Es ist 
demnach: 

8 t . 82 ~ 
58. t· ex' d x = ,u • t . d X· -a-t2 ' 

~o.J f1 82 ~ 
8 x = G' 8 t2 • 
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Dabei ist ft die bezogene Masse des Materials. Den Winkel r 
konnen wir auch durch ; ausdrucken, da r = ~ ~ ist: 

59. 
02 ; ft 02 ; 

o x 2 = G • 0 t2 • 

Die Gleichung entspricht aber vollstandig der Gleichung 1, wenD. 
wir dort den Elastizitatsmodul E durch den Gleitmodul G ersetzen. 

Die durch Abb. 41 wiedergegebene Gleitschwingung hat in der 
Maschinentechnik, so viel mir bekannt, keine Bedeutung, sofern 
man nicht die Drehschwingung mit einbezieht. Die grundsatz
liche Bedeutung der Gleitschwingung nach Abb.41 liegt aber 
darin, daB sie mit der Longitudinal- oder Druckschwingung zu
sammen die einzigen Schwingungen sind, die in der Materie als 
solcher auftreten konnen. Aile ubrigen Schwingungen (Saiten
schwingungen, Biegungsschwingungen, Federschwingungen usw.) 
sind Schwingungen, die von den besonderen Formen der Korper 
abhangen und bei denen die einzelnen Massenteilchen nur wieder 
Druckschwingungen oder Gleitschwingungen ausfuhren; die zu
gehorigen Schwingungsdauern sind durch die besonderen Ab
messungen der Korper bedingt. Die Schwingungsdauern der 
Druckschwingungen und Gleitschwingungen sind auBer von der 
Wellenlange nur vom Material abhangig. 

Die feste Materie kann Druckschwingungen und Gleitschwin
gungen ausfiihren. Die Druckschwingungen sind mit Volum
anderungen verbunden, wahrend die Gleitschwingungen ohne 
Andertingen des Volumens vor sich gehen. Die ersteren nennt' 
man auch Schallschwingungen, wenn man sich von der Ein
schrankung, daB es sich um stehende Schwingungen handeln 
solI, frei macht. Die Gleitschwingung in der festen Materie 
hat nur Bedeutung als Drehschwingung, bei der sich die Gleit
schwingungen in bestimmter Weise um eine Achse herumlagern. 
Die Drehschwingung ist aber keine allgemeine Schwingung der 
Materie, sondern sie tritt nur auf, wenn die Materie in einer 
ganz bestimmten Form begrenzt ist. 

Die flussige und gasfOrmige Materie kann nur Druckschwin
gungen ubertragen, da bei ihr keine Gleitkrafte auftreten - so
fern wir ideale, d. h. reibungsfreie Flussigkeiten oder Gase voraus
setzen. Fur sie ist G = O. 

Der Weltenather im Gegensatz dazu scheint nur Gleitschwin
gungen ubertragen zu konnen. Wir schlieBen daraus, daB fUr 
ihn der Elastizitatsmodul Null oder wenigstens verschwindend 
klein ist. Wir befinden uns damit aUerdings im Gegensatz zur 
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alteren Athertheorie, bei der angenommen wurde, daB der Ather 
ein starres Medium sei, also den Elastizitatsmodul Unendlich 
habe. Diese Theorie muBte aufgegeben werden, da sich gewisse 
Versuchsergebnisse damit nicht in Einklang bringen lieBen. 

Betrachten wir nochmals die Druckschwingungen und die 
Gleitschwingungen in der festen Materie, und zwar im zwei
dimensionalen Raume (Abb.43), so sehen wir, daB mit einer 
Druckschwingung, die in X-Richtung 
auf tritt, immer eine Gleitschwingung !I 
in Y-Richtung verbunden sein wird, 
es sei denn, daB die ganze Materie in 
Y-Richtung zur gleichen Zeit den 
gleichen Schwingungsausschlag hat. 
Druckschwingung und Gleitschwin
gung gehoren demnach fUr die feste 
Materie zusammen, und sie konnen 
als die Sch wingung der fest en 
Mat e r i e angesprochen werden. 

Beide Schwingungen sind noch da
durch voneinander verschieden, daB 
die Druckschwingung durch die Fort

I 
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Abb. 43. Fortpflanzung von 
Gleitschwingung und Druck
schwingung in fest en . Ma-

terialien. 

schreitungsrichtung gegeben ist (eindimensional), wahrend zur 
Festlegung der Gleitschwingung auBer der Fortschreitungsrichtung 
noch die Richtung desAusschlages angegeben werden muB (zwei
dimensional). In der Physik auBert sich das darin, daB es beim 
Schall (Druckschwingung) nur auf die Wellenlange ankommt, 
wahrend bei der Lichtfortpflanzung (Gleitschwingung) neben der 
Wellenlange auch die Schwingungsrichtung eine Rolle spielt. Wir 
nennen z. B. "eben polarisiertes Licht" ein Licht, des sen Wellen 
aIle parallel zu einer Ebene (Polarisationsebene) liegen. 

§ 28. Energie forttragende Wellen. Die nachfolgenden Be
trachtungen sind ganz unabhangig 
davon, mit was fur Wellen art en wir 
es zu tun haben. Mit Rucksicht auf 
die Einfachheit der Darstellung legen 

/'/ Abb.44. ~ 

wir Gleitwellen zugrunde, bei denen also Fortpflanzungsrichtung 
und Schwingungsrichtung unter 90° zueinander stehen (Abb. 44). 

Eigentlich hatten wir die nachfolgenden Betrachtungen schon 
vor den § 27 set zen mtissen, da die dort behandelten Druckwellen 
und Gleitwellen in der Physik als phasenverschobene, energiefort
tragende Wellen auftreten. Die Dberlegungen in § 27 nahmen aber 
auf diese Tatsache keinen Bezug, so daB die nachfolgenden Betrach
tungen keincn EinfluB auf die in § 27 gefundenen Ergebnisse haben. 
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Samtliche tJberlegungen, die bei denunendlich vielgliedrigen 
SchWingungsanordnungen bisher angestellt wurden, gingen von 
der Gleichung 1 oder von der ihr entsprechenden Gleichung 59 
aus. Die Losung 2 war nur ein partikulares Integral der partiellen 
Differentialgleichung. Wir behandeln jetzt ein anderes partiku
lares Integral, das fUr die Fortpflanzung von Wellen besonders 
wichtig ist. Dieses anders gebaute partikuHire Integral lautet: 

60. ~=~ocos2Jr(1-~) . 
Wenn wir diesen Ausdruck zweimal nach x und nach t partiell 
differentieren und in Gleichung 59 einsetzen, finden wir die Be
dingungsgleichung zwischen T und ),: 

61. 
}, 'a -=v=V-· T fl 

Der Wert unter dem Cosinus in Gleichung 60 andert sieh mit x 
und t. In jedem Augenblick t gibt es Werte fur x, all denen 
~ = 0 ist. Diese Knotenpunkte sind dadurch gegeben, daB 

2 ~(~ -' ~) -- Jr.2 , 32Jr, 52Jr "" A , ••• wird. Fur die Knotenpunkte ist 

xl t 3 t 5 t . 
also T = "4 + --;; "4 + --;; "4 + -:; . . . Den Abstand zWIschen 

2 Knoten haben wir fruher eine halbe vVellenlange genannt, wo
bei wir ein Viertel der Wellenlange mit l bezeichnet haben. Wenn 
wir im obigen Ausdruck 2 Werte 81 und 8 2 einsetzten, die um 4l 

. . 8 2 81 4l 5 1 
vonemander abstehen, so 1St: T - T = T = 4 - 4 =, 1 oder 

.Ie = 4l. Der Ausdruck .Ie in Gleichung 60 bedeutet also die 
Wellenlange (4l) oder die doppelte Entfernung zwischen 2 Kno
ten zu einer bestimmten Zeit. Ebenso kann man zeigen, daB T 

die Schwingungsdauer angibt, d. h. die Zeit, in der sich das 
Schwingungsbild an einer bestimmten Stelle (x = const.) wieder
holt. Unter Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle verstehen 
wir die Geschwindigkeit v, mit der ein Knotenpunkt (~ = 0) 
auf der X-Achse dahin eilt. Bezeichnen wir die zu ~ = 0 ge
horigen Werte mit Xl und tl , so ist nach Gleichung 60 und 61: 

62. 2 Jr (Xl _!.!) = ~. 
A T 2 ' 

.Der Knotenpunkt der Energie forttragenden Gleitwelle bewegt 
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IG 
sich a~s;_mit der Geschwindigkeit 1'G = V fh' dem ein Ausdruck 

"D = V : fUr die Druckwelle entsprechen wurde. 

Wir mussen uns nun daruber klar werden, wal'um die im 
vol'ausgehenden gekennzeichnete Welle eine Energie forttragende 
Welle genannt worden ist. 

Betrachten wir zuerst eine stehende Schwingung Abb. 45, so 
wjrd an einer bestimmten Stelle zur Zeit t der Ausschlag ~ und 

. a~ 
zur ZeIt t + d t der Ausschlag ~ + at . d t ~ x _, d$ 

betragen. Die Kraft, die im Querschnitt x 

"b t . d . t G 0 ~ . u er ragen Wir , IS · • () x' wenn Wir 

die Querschnittsflache gleich Eins setzen. 
Die Kraft ist nach der Nullage zu ge-

richtet, wahrend del' Weg ~; . d t nach 

Abb. 45. Stehende 
Schwingung. 

auBen zu gerichtet sem 

mag. In der Zeit d t leisten also die inneren Krafte eine negative 

Arbeit G· ~ ~ . d t, d. h. die Formanderungsarbeit nimmt zu auf 
(' t 

Kosten der kinetischen Arbeit. Beim Ruckgang kehrt sich das 

Vorzeichen von;~. d t, das in der Zeitspanne d t zuruckgelegt 

wird, um; die inneren Krafte leisten positive Arbeit. Integrieren 
wir fur eine bestimmte Quer-
schnittsstelle x = a uber eine 
ganze Schwingung, d. h. von 
t = 0 bis t = T, so wird durch 
den Querschnitt x von den 
inneren Kraften insgesamt 
keine Arbeit durchgeleitet, da 
sich positive und negative Be
trage gegeneinander heraus
heben. 

x 

Abb. 46. Fortlaufende (Energie 
forttragende) Schwingung. 

Wir betrachten nun eine fortlaufende Schwingung (Abb.46) 
Zu den 6 Zeiten 1-6 werden im Querschnitt x 6 Augenblicks
bilder aufgenommen: Zur Zeit 1 ist die Kraft im Querschnitt x, 
wenn wil' den rechten Teil des Stabes, der die Gleitschwingungen 
ausfUhrt, betrachten, nach auBen gerichtet. Ebenso ist der Zu-

wachs ~ ~ . dt in del' Zeitspanne 1-2 nach au13en gel'ichtet. Es 
ot 

F 6 p pi, Schwingungsiehre. 5 
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wird positive Arbeit durch den Querschnitt x hindurchgeleitet. 
Zur Zeit 3 ist die Kraft am rechten Teil des Stabes im Quer
schnitt x nach innen gerichtet, da wir schon iiber den groBten 

Ausschlag hinaus sind; ebenso ist derWeg ~~ . dt nach innen ge

richtet. Zur Zeit 6 wieder ist die Kraft am rechten Teil nach auBen 
gerichtet, d. h. nach der negativen ~-Richtung hin. In gleicher Rich
tung andert sich aber auch der Ausschlag ~. Es wird zu allen Zeiten 
nur positive Arbeit im Querschnitt x von der linken Seite auf 
die rechte iibertragen, und wir wollen jetzt die Arbeit Ar be
rechnen, die wahrend einer vollen Schwingung durch den Quer
schnitt von der Flache 1 an der Stelle x hindurchgeleitet wird: 

r 

63 A =-J?.l.G.~.dt. . 'ax . at 

Dabei ist - ~ ~ G die nach
o 
innen gerichtete Scherkraft zur Zeit t 

und ~; . dt ~~e Weganderung in der Zeit d t an der unverander

lichen Querschnittsstelle x. Die Integration hat sich iiber eine volle 
Schwingung, in der ~ wieder auf seinen Ausgangswert zuriick
geht, zu erstrecken .. Bei der Integration bleibt die Stelle x un-

geandert; ~ ~ ist die zu den verschiedenen Zeiten verschieden 

groBe Neigung der elastischen Linie. Um die Scherkraft in kg zu 
erhalten, miiBten wir eigentlich noch die Querschnittsflache f 
dem Integral als Faktor beifiigen. Wir haben aber f = 1 gesetzt. 

o~ 
Zur Darstellung von a x brauchen wir die Abhangigkeit 

zwischen ~ und x zu einer bestimmten Zeit t. Nach Gleichung 60 ist: 

64. 

und: 

65. 

o~ 2n. (x t) - = --~osm2n ---ax A AT' 

o~ 2n. (x t) -,- = +-~ sm2n --- . 
Cit T 0 A T, 

Aus den Gleichungen 63 bis 65 folgt: 

66. 



Energie forttragende Wellen. 67 

Da bei der Integration x als unveranderlich betrachtet wird (es 
soIl ja der Energiedurchgang wahrend einer Wellendauer 

durch eine bestimmte Stelle x = a berechnet werden), ist ; eine 

Konstante. Wir konnen deshalb die Integration ausfUhren: 

67. A,=_2~G~~[_~sin4n(~_~)+n(x _~)]t=' 
A 4 .Ie r .Ie r, t=o 

2n2G~~ 
----

.Ie 

Wir wollen zeigen, daB die durch eine Querschnittsstelle wahrend 
der Zeitintervalle t2 - tl = r durchgeleitete Energie AT gleich 
der Energie Ai. ist, die in einer Wellenlange .Ie enthalten ist. 
Wir machen deshalb zur Zeit t eine Augenblicksaufnahme und 
beachten, daB sich die Gesamtenergie der Schwingung in dem 
Gebiet x = 0 und x =.Ie aus Formanderungsenergie und kine
tischer Energie zusammensetzt. Die bezogeneFormanderungsarbeit 

ist nach einer Formel der Festigkeitslehre ~ Gy2 = ~ G. (~{) 2 , 

wobei y der Gleitwinkel ist, und die auf das Volumen 1 be-

k · . hE' . t 1 2 1 (0 ~) 2 E' 1 zogene metIsc e nergle IS 2 /-l • v = '2 /-l' at . S 1St a so : 
;. A 

68. A;. = I ~ G (~!r . f d x + I ~ /-l (~ ~r . f d x . 
o 0 

Wir setzen wieder die Querschnittsflache f gleich 1 und erhalten 
unter Berucksichtigung von Gleichung 64 und 65: 

), 

69. A. = 2 n 2 
t 2 Gfsin2 2n(~ _-.£) dx 

A .Ie 2 "0 .Ie r 

.0 
), 

2n2 /-l 2f' (x t) d -1- -- ~ sm2 2 n - - - . X 
I r2 0 .Ie r . 

o 
Wir setzen den Wert von /-l aus Gleichung 61 ein und erhalten 
damit die Summe zweier gleicher Ausdrucke, die wir zusammen
ziehen konnen: 

5* 
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Wenn wir das Integral auswerten, so erhalten wir den gleichen 
Ausdruck, den wir schon in Gleichung 67 kennengelernt haben . 

. Bei jeder Schwingung wird also die Energie einer Schwingungs
lange in der Schwingungsfortschreitungsrichtung fortgetragen und 
die Fortleitung der Energie erfolgt unter einer Phasenverschiebung 

von 90 0 zwischen antreibender Kraft ~ ~ und Ausschlag ~. Die 
. vX 

Energie wird ins Unendliche weitergeleitet, bzw. sie wird so lange 
fortgeleitet, bis sie durch innere Reibung aufgezehrt ist. 

§ 29. Fundamentschwingungen. Aile erregten Schwingungen 
sind Energie forttragende Schwingungen. Eine fiir den Maschinen
ingenieur besonders wichtige Art der erregten Schwingungen ist 
die Fundamentschwingung, die sehr gegen den Willen des Be
sitzers am Fundament von umlaufenden Maschinen oft stOrend 
in die Erscheinung tritt. Auch hier tritt eine Phasenverschiebung 
von 90 0 zwischen erregender Kraft - z. B. der an der Maschine 
auftretenden Massenkraft - und dem Schwingungsausschlag in 
die Erscheinung. Die Fundamentschwingungen sind nicht nur 
deshalb hochst unerwiinscht, weil die Umgebung storende Be
wegungen ausfiihrt, sondern auch deshalb, weil durch die Funda
mentschwingung ein Teil der Maschinenarbeit nutzlosins Funda
ment geleitet wird. 

Wir wollen berechnen, wie groB der Energieverlust ist, der 
mit einer Fundamentschwingung verbunden ist. Wir nehmen an, 

es werde eine Massenkraft P = . Po sin 2 17, ~ aufs Fundament 
T 

ubertragen. Wie Po im Einzelfall berechnet werden muB, wird 
im 8. Kapitel naher ausgefiihrt werden. Wir set zen ferner voraus, 
die Massenkraft P sei von der 1. Ordnung, d. h. ihre Periode 
stimme mit der Umlaufzahl der Maschine iiberein oder T sei gleich 
der Dauer eines Umlaufs der Maschinenwelle. Der Ausschlag ~ 
wird dann nach den vorausgehenden tiberlegungen - er soll 
gegen P um 90 0 phasenverschoben sein und P ist zur Zeit t = 0 
ebenfalls Null - durch die Gleichung: 

71. ~ = ~osin (217,; + ;) = ~ocos217,; 
ausgedriickt werden konnen. Wir nehmen an, der groBte Aus
schlag ~o sei bekannt, etwa durch einen Versuch bestimmt worden. 
Wir stellen eine Gleichung fiir die Arbeit Ar auf, die ins Funda
ment wahrend einer Umdrehung eingeleitet wird und die gleich 
dem Integral aus Kraft mal Weg ist: 
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t=r 

72. 
I' 2~ 

A =-/P._.dt 
r • 2 t 

t=O 

l 

= -Iposin(2n~). [- 2.n ~osin(2n~)1 dt, 
o 

T 

= Po ~oIsin2 (2n D d(2n~), 
o 

= n Po~o' 

Unberucksichtigt ist dabei allerdings gelassen, daB sich die 
Fundamentschwingung nach beiden Richtungen fortpflanzt, was 
unter Umstanden EinfluB auf die Gultigkeit obiger Gleichung 
haben wird. Ein ungefahres Bild von der GroBe der in Frage 
kommenden Energiebetrage erhalten wir aber schon bei Be
nutzung der Gleichung. 

Wir wollen beispielsweise annehmen, fur eine Dieselmaschine 
seien folgende Zahlenwerte gegeben: Kurbelradius r = 20 em, 

Drehzahl n = 300 ~, Gewicht der Getriebeteile m . g = 250 kg, 
mIn em 

wobei g die Erdbeschleunigung mit 1000 --2 angenommen 
sec 

werden soIl. Dann ist nach den Ausfiihrungen des 8. Kapitels 
2 . 250 (300 . 2 n) 2 Po = m r OJ = 1000 • 20 -00- = 5000 kg. Durch Messung 

sei ferner festgestellt, daB ~o gleich 1 mm betrage. Die Arbeit A., 
die wahrend einer Umdrehung der Maschine ins Fundament ge
steckt wird, ist AT = 5000 . 0,1 . n = 1500 em kg = 15 mkg. 
Wahrend einer Sekunde macht die Maschine 5 Umdrehungen 
oder der Energiebedarf der Fundamentschwingung betragt 

75 mkg = 1 PS. Wir sehen, es konnen bei dieser Rechnung 
sec 

Betrage herauskommen, die bei Abnahmeversuchen eine Rolle 
spielen k6nnen. Es ist dabei zu beachten, daB der Energiebedarf 
der Fundamentschwingung wesentlich von der Ausbildung des 
Bodens, auf dem das Fundament steht, abhangt, fUr den aber die 
LieferfirnIa der Maschine keine Verantwortung tragt. Der Hin
weis auf erhebliche Fundamentschwingungen kann deshalb bei 
Abnahmeversuchen unter Umstanden eine Rolle spielen. 
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IV. Phasenverschiebung, gedampfte und erzwungene 
Schwingungen. 

§ 30. PhasenverschiebungswinkeI. Bisher haben wir uns nur 
mit ungedampften Schwingungen befaBt, ohne uns daran zu 
stoBen, daB es ungedampfte Schwingungen in der Technik nicht 
gibt. Das Vorgehen war insofern berechtigt, als die Dampfung, 
wie wir im nachsten Paragraphen sehen werden, nur einen geringen 
EinfluB auf die Schwingungsdauer hat, deren Berechnung bei allen 
Schwingungsvorgangen die wichtigste Aufgabe ist. Wir wollen j" ,~ ~/// '/'/W/// /u % // uns jetzt nachtraglich mit dem 

'\ 
; \ 

J EinfluB der Dampfung hefassen 
, \ , \ , \ , \ , \ 

,/ \ 
(-< }-" 
~ '-

Abb. 47. 

5 

Versuchsanordnung:z;ur Nachweisung 
der Phasenverschiebung. 

und da ist es vor allem ni:itig, 
daB wir uns mit dem Begriff der 
Phasenverschiebung vertraut 
machen. 

Wir erinnern uns zuerst 
eines lehrreichen Versuches, der 
in Vorlesungen aus der' Ex
perimentalphysik vielfach vor

gefuhrt wird: 2 Faden 1, 2 (Abb. 47) sind an der Decke befestigt 
und dutch einen dritten Faden 3 miteinander verbunden. An den 
Verbindungspunkten hangen 2 weitere gleich lange Fadenpendel 
4,5. Aus der Ruhelage des Systems erhalt das eine Fadenpendel 
(etwa 4) einen Impuls senkrecht zur Bildebene, so daB es die aus 
dem SeitenriB ersichtlichen Schwingungen ausfuhrt. 

Was geschieht? Nach einer Reihe von Schwingungen nimmt 
das Pendel 5 immer starkere Schwingungsausschlage an; im 
gleichen Verhaltnis gehen die Ausschlage des Pendels 4 zuruck. 
,Es kommt ein Augenblick, in dem das Pendel 4 vollstandig zur 
Ruhe gebracht ist und 5 ganz besonders groBe Ausschlage macht. 
Das Pendel 4 bleibt eine halbe Schwingung in Ruhe; dann dreht 
sich der Vorgang um: Pendel 5 ist das ziehende und gibt Energie 
an Pendel4 solange ab, bis es selbst wieder zur Ruhe kommt usw. 

Wenn diesel' Versuch einem in Schwingungsfragen nicht Be
wanderten vorgefiihrt wird, so erregt es bei ihm Verwunderung, 
daB das eine Pendel solange kinetische Energie an das andere 
abgibt, bis es selbst keine kinetische Energie mehr hat und daB dann 
erst die Bewegungsumkehr erfolgt. Man ist sonst von Energie
ubergangen - z. B. beim Warmeaustausch zwischen zwei ver
schieden warmen Ki:irpern - gewi:ihnt, daB die Energie von dem 
auf einem hi:iheren Potential befindlichen Ki:irper auf den Ki:irper 
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mit geringerem Potential iibergeht und daB der Energieiibergang 
aufhort, sobald beide Korper auf gleichem Potential angelangt sind. 

Warum findet bei der Energieiibertragung der Schwingung 
nach Abb. 47 eine Abweichung von der angegebenen Regel statt 
oder mit anderen Worten: Wie kann man entscheiden, wenn man 
einen bestimmten Augenblick der Schwingung herausgreift, welches 
das ziehende und welches das gezogene Pendel ist ~ 

Die Schwingungen beider Pendel gehen ingleicher Weise vor 
sich; beide haben die gleiche Schwingungsdauer T. Den augen
blicklichen Stand der Schwingung eines Pendels kann man durch 
die Augenblickslage x des Vektors in Abb. 48 darstellen. Der 
Ausschlag $ ist also gegeben durch $0 cos x. Nimmt man die Augen. 
blicksbilder Abb. 48 fUr beide Pendel und. ver-
gleicht sie miteinander, so findet man, daB sie um 
den Phasenverschiebungswinkel Xl voneinander 
abweichen. Xl ist bei der Anordnung Abb. 47 90° 
bzw. 270°, und zwar ist jenes Pendel das ziehende, 
das um 90 ° vor- (oder um 270 ° nacheilt). Der Grund 
fUr diese Erscheinung liegt darin, daB die Ge
schwindigkeit der Pendelmasse und die vom Faden 

Abb. 48. 

ausgeiibte Riicktriebkraft um 90 ° gegeneinander phasenverschoben 
sind: In der auBersten Lage flo des Pendels ist die GeEchwindigkeit 
Null und die Riicktriebkraft ein Maximum (G· sin Po) und in der 
Mittellage die Riicktriebkraft Null und die Geschwindigkeit ein 
Maximum. Wenn die Schwingungen der beiden Pendel um 90 0 

phasenverschoben sind, dann ist die Geschwindigkeit (d. h. der 
in der Zeiteinheit zuriickgelegte Weg) des einen Pendels phasen
gleich mit dem yom anderen Pendel auf das erste ausgeiibten 
Kraft. Kraft mal Weg gibt aber die iibertragene Energie, die 
einen GraBtwert hat bei Phasengleichheit dieser beiden GraBen 
und die gleich Null wird, wenn die Geschwindigkeit und die vom 
anderen Pendel ausgeiibte Kraft um 90 ° phasenversetzt sind, 
d. h. wenn beide Pendel phasengleich oder 11m 180 0 phasenversetzt 
schwingen. 

Die Betrachtung fiihrt uns unmittelbar zur erzwungenen 
Schwingung. Wir wollen aber, bevor wir uns allgemein mit den 
erzwungenen Schwingungen befassen, erst den EinfluB, den die 
Dampfung auf die Schwingung hat, naher betrachten. 

§ 31. Gedampfte Schwingungen. Wir nehmen an, auf die 
Schwingung wirke eine dampfende Kraft, die stets der Bewegung 
entgegengesetzt gerichtet sei. Die Kraft kann entweder von gleich
bleibender GroBe oder verhaltnisgleich einer Potenz der Geschwin
digkeit sein. Bei Reibung nimmt man im allgemeinen an, die 
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Kraft sei verhaltnisgleich der 1. Potenz der Geschwindigkeit, 
wahrend die Dampfungskraft bei der Wirbelbewegung, die in 
Fliissigkeiten und Gasen (z. B. bei der Bewegung eines' Korpers 
in der Luft) bei groBeren Geschwindigkeiten auf tritt, verhaltnis
gleich der zweiten Potenz der Geschwindigkeit ist. Fiir jeden dieser 
Falle miiBte die Betrachtung gesondert durchgefiihrt werden; wir 
wollen hier nur den Fall behandeln, daB die Dampfung verhaltnis
gleich der 1. Potenz der Geschwindigkeit ist. Die dynamische 
Grundgleichung lautet dann, wenn wir den Schwingungsausschlag 
wieder mit ~ bezeichnen: 

d2~ d~ 
1. m([i2=-c~-kdt' 

Der Verhaltnisfaktor, der die Beziehung zwischen Geschwindigkeit 
und Reibung angibt, ist mit k bezeichnetl). 

Um diese Gleichung zu integrieren, setzt man: 

2. ~ = A elXt + B It • 

Fiihrt man diesen Wert in die Gleichung 1 ein, so geht sie ilber in: 

m (£x 2 A elXt + fJ2 B It) + c (A elXt + B It) 

+ k (A <X elXt + B fJ it) = 0 . 

Da diese Gleichung ffir beliebige Werte von A und B identisch 
erfiillt sein solI (A und B sind die beiden Integrationskonstanten), 
zerfallt sie in die beiden Gleichungen: 

{
A elXt (m <x2 + c + k <X) = 0, 

3. B e{Jt (mfJ2 + c + k fJ) = O. 

Damit Gleichung 2 die Losung der Gleichung 1 ist, miissen die 
beiden Klammerausdriicke in Gleichung 3 zu Null werden; oder <X 
und fJ sind die beiden Losungen der quadratischen Gleichung: 

m Z2 + c + k z = O. 

Die Auflosung der Gleichung liefert: 

4. z = _ ~ + 1 / k2 ~ C , 
2m - V 4m2 m 

oder, wenn wir den Wurzelausdruck mit 'Y bezeichnen: 

k k 
<X=-2m +y; fJ=-2m- Y ' 

1) Die naGhfolgende Betrachtung ist A. Foppl, Vorlesungen Bd. IV., 
S. 36 u. f. entnommen. 
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Wir setzen diese Werte in Gleichung 2 ein und finden: 
k k --t yt --t -yt 

~=Ae2me +Be 2m e 5. 
Hier sind nun zwei wesentlich voneinander verschiedene Faile 

zu unterscheiden, je nachdem der mit y bezeichnete Wurzelwert 
reell oder imaginar ist. 1m ersteren FaIle kann die Lasung in der 
Form von Gleichung 5 unmittelbar beibehalten werden. Diese 
Lasung stellt aber iiberhaupt keine Schwingung mehr dar, wei! ~ 
als eine nichtperiodische Funktion der Zeit gefunden ist. Vber 
die beiden Grenzbedingungen verfiigen wir durch die Annahme, 
daB zu Beginn der Zeit (t = 0) der Punkt mit der Geschwindigkeit 
Vo durch den Ursprung (~ = 0) gegangen sei. Wir erhalten dann 

o = A + B und Vo = A (- 2 ~ + y) + B (- 2 ~ - Y) = A ·2 Y 
oder fiir die beiden Konstanten A und B: 

v v 
A = ~ und B = -~ . 

2y 2y 

Diese Werle setzen wir in Gleichung 5 ein und erhalten: 
k 

I: Vo -2- t ( rt -rt) 6. ,,=-e m e -e . 
2y 

Dafiir kannen wir nach "Hiitte" schreiben: 

v -~t 
7. ~=~e 2m sinhyt. 

y 
Der Ausdruck fiir ~ in Gleichung 6 (und damit auch 7) kann sein 
Vorzeichen mit wachsendem t nicht andern, denn e - yt ist fiir ein 
positives t immer ein echter Bruch, wahrend ert stets graBer als 1 
bleibt. Der Punkt bleibt yom Augenblick t = 0 an stets auf der 
positiven Seite der Koordinatenachse. FUr t = 00 liefert Gleichung 6 
~ = 0, denn nach der Definition fiir y folgt, daB y kleiner ist 

k 
als 2m . 

Die vorausgehend beschriebene Bewegung heiBt eine aperio
dische; sie tritt bei starker Dampfung auf (z. B. bei stark gedampf
ten MeBinstrumenten); die Bewegung kommt zustande, wenn 
k > 2 -vmc ist (siehe Gleichung 4). 

Sobald k kleiner wird als dieser Wert, wird y imaginar und es 
treten Schwingungen auf. Mit diesem Fall wollen wir uns jetzt 
befassen. 
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Um den imaginaren Wert y zu entfernen, setzten wir y = i y', 
wobei y' ein reeller Wert ist. Aus Gleichung 6 wird dann: 

v -~t e+il"t _ e-iy't 
I: = ~ e 2m 
" y' 2 i 

8. 

Der auf der rechten Seite auftretende Bruch ist aber nach Hutte 
gleich sin y' t zu setzen. Fur die gedampfte Schwingung erhalten 
wir so die Lasung: 

k 
V --t 

~ = -.!). e 2 m sin y' t . 
Y 

9. 

Diesen Ausdruck vergleichen wir mit ~ = ~o cos n t (Kap. I, 
Gleichung 7) fUr die ungedampfte Schwingung. Wir sehen, daB 
statt des konstanten Glieds ~o ein mit der Zeit abnehmendes Glied 
VO -~t 
- e 2 m auftritt. 
y' 

Die Abnahme des Schwingungsausschlages 

erfolgt nach einer Exponentialfunktion. 
Die Definition einer vollen Schwingung kann hier ahnlich 

gefaBt werden wie bei der ungedampften Schwingung. Wir ver
stehen darunter den Teil der Schwingung, der sich abspielt, wenn 
der Wert unter dem Sinus um 2 n angewachsen ist. Es ist also die 

Schwingungsdauer Tg = 2 ~. Es ist bemerkenswert, daB auch die 
y 

gedampfte Schwingung - wenigstens die, bei der die Dampfung 
verhaltnisgleich der Geschwindigkeit ist - isochron ist. Wir 
kannen also schreiben: 

T =2n= 4nm 10. g, • 
Y V4mc-k2 

Der Ausdruck geht in die Gleichung fur die ungedampfte 

Abb.49. 

Schwingung uber, wenn wir 
k = 0 set zen ; dann ist 

Tu=2nV~' 
Der S c h win gun g s -

ausschlag in Abhangig
keit von der Zeit kann nach 
Gleichung 9 durch die Pro

jektion des Fahrstrahles einer Spiralen dargestellt werden, deren 
k 

Fahrstrahl gleich v~ e - 2 m t ist (Abb. 49). Die Umlaufgeschwindig
y 

keit T des Fahrstrahls ist in Gleichung 10 gegeben. 
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Es soIl nun noch eine Beziehung zwischen Schwingungsaus
schlag und Schwingungsdauer bei der ungedampften und der 
gedampften Schwingung aufgestellt werden. Wir bezeichnen mit 
Tu und Tg die Schwingungsdauer der ungedampften bzw. der 
gedampften Schwingung und mit '[2 clas Verhaltnis: 

11. 

m 
1671 2 m 2 - 4712 - (4mc - k 2 ) 

C = ------~-----,----- , 
m 

471 2 - (4mc-k 2) 
c 

k 2 

4m c- k 2 ' 

wobei wir den Wert fUr Tg und Tu aus Gleichung 10 entnommen 
haben. 

Wir bezeichnen femer mit c das Verhaltnis cler Abnahme L1 $0 
des Schwingungsausschlages auf jede Schwingung zum Schwin
gungsausschlag $0' Wenn also zu einem Zeitpunkt t1 der Sch wingungs-

ausschlag einen Grof3twert hat (J" t1 = ;) und ein 2. Zeitpunkt t2 

um die Schwingungsdauer Tg yon t1 entfemt ist (Tg = t2 - tl)' ist 
nach Gleichung 9: 

12. 1'= 

k k 
Vo e - i In t, _ 1~0 e - 2 11/ t, 

7" y' 
k 

--(/,-t,) 
= l-e 2m 

--"-Tg -2.7 k -i.7r 
= 1 - e 2m = 1 - e 1.lrlIC::k' = 1 - e 

In Abb. 50 ist die Abhangigkeit zwischen T" und E, die wir nach 
T" 

Gleichung 12 erhalten haben, dargestellt. Man sieht, daB schon 
eine starke Dampfung vorliegen muB, ,venn die Schwingungs
dauer Tg merklich yon der Dauer Tu der ungedampften Schwin
gung abweichen solI. So tritt z. B. eine Erhohung der Schwin
gungsdauer um 10% ein, wenn die GroBe des Schwingungsaus
schlages bei jeder vollen Schwingung 1Il11 71 % abnimmt (I' = 0,71), 
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die Schwingung also schon nach den ersten beiden Ausschlagen 
so gut wie vollstandig erlischt. Wenn der Schwingungsausschlag 
bei jeder voHen Schwingung um 32% des Augenblickswertes ab
nimmt (s = 0,32), so ist die Dauer dieser doch schon erhehlich 
gedampften Schwingung nur um 1% groBer als die Dauer der 
ungedampften Schwingung. 

Das ist eine praktisch wichtige Erkenntnis, die man sich wohl 
vor Augen halten soH: AHe in der Technik auftretenden Schwin-

7 / 
/ 

I 
/ 
I 

1 

1,0 r. 1,1 

t~ 

,.... .---

I 

1,2 1,3 

-
gungsvorgange sind gedampft. 
1m allgemeinen haben aber 
Schwingungsvorgange nur dann 
praktische Bedeutung, wenn die 
Dampfung nicht sehr groB ist 
(s etwa kleiner als 30%), da bei 
stark gedampften Schwingungen 
kein groBer Ausschlag zustande 
kommen kann. In diesem Falle 
ist aber der Unterschied in der 
Schwingungsdauer zwischen ge
dampfter und ungedampfter 

~I,I Schwingung nur verschwindend 
gering (unter 1 %). Wenn man 
deshalb die Schwingungsdauer 
einer gedampften Schwingung in 
der Praxis zu bestimmen hat, so 
geniigt es fast immer, die Schwin
gungsdauer der ungedampften 
Schwingung zu ermitteln. Aus 

Abb. 50. Abhangigkeit zwischen 
Dampfung und Schwingungs
dauer (Tg und Tv sind Schwin
gungsdauern der gedampften 
bzw. ungedampften Schwingung, 
E = Abn. d. Ausschl. a. e. Schwing .. ) 

Schwingungsausschlag 

diesem Grunde kommt der Be
trachtung des Einflusses der Dampfung nur eine untergeordnete 
Bedeutung zu und wir erhalten nachtraglich die Berechtigung 
dafiir, daB wir uns bisher fast ausschlieBlich mit ungedampften 
Schwingungen befaBt haben. 

§ 32. Erzwungene Schwingungen. Unter erzwungener Schwin
gung versteht man eine Schwingung, die durch eine periodisch 
schwankende Kraft P = K sin 'YJ t hervorgerufen wird. Die Perioden-

dauer des Impulses ist also Tl = 211:. Die Gleichung 1 muB in 
'YJ 

diesem Fall durch ein Glied erganzt werden: 

13. 
d2~ d~. 

m d t2 + C ~ + k d t = K sm 'YJ t. 
Die Losung dieser Gleichung entnehmen wir den Ausfuhrungen 

in dem Buche A. Foppl, Vorlesungen Bd. 4, § 8: 
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Die Lasung setzt sich zusammen aus 3 Gliedern, von denen 
die beiden ersten mit den Integrationskonstanten behaftet, aber 
von k und 1) unabhangig sind. Diese beiden Glieder bleiben ubrig, 
wenn man k gleich Null setzt, d. h. sie entsprechen fur sich ge
nommen den Eigenschwingungen des Punktes. Dazu kommt 
ein drittes Glied, das k und I) aber keine Integrationskonstante 
enthalt. Es entspricht also den Anfangsbedingungen, bei denen 
die Integrationskonstanten Null sind, d. h. es ist ein partikulares 
Integral der Gleichung 13. Wir betrachten zuerst das 3. Glied 
allein, das wir mit ~2 bezeichnen: 

14. ~2 = ~20 sin (I) t - rp). 

In dieser Gleichung sind ~20 und (p keine willkurlichen Werte, 
sondern ihre GroBe wird durch Einsetzen von Gleichung 14 in 13 
erhalten: 
15. - ml)2~20 sin (I) t - rp) + C~20 sin (I) t - Ill) 

+ k~201) cos (II(-rp) = ksin1)t. 

Nach bekannten goniometrischen Umformungen konnen wir dafiir 
schreiben: 

16. Sin1} t [- m ~201)2 cosrp + C ~20 COS(P + k ~201) sinrp - K] 

+ cos I) t [m~20 17 2 sinrp - c ~20 sinrp + k~20 I) cosrp] = O. 

Die Gleichung solI fiir beliebige Werte von t erfiillt sein. Das ist 
aber nur moglich, wenn jeder der beiden Klammerausdriicke fiir 
sich den Wert Null hat. Wenn wir den zweiten Klammerausdruck 
Null setzen, wird: 

h) 
17. tglp =- ---.). 

c-mlr 

Hiermit ist rp bestimmt. Den Wert von ~20 erhalten wir, wenn wir 
den ersten Klammerausdruck in Gleichung 16 Null setzen: 

18. 

Dafiir konnen wir schreiben: 
K cosrp 

19. ~20 = -------~ -- --- . --
(c - m1)2) fcos 2rp + h) sinrp cosrp] 

_ c- m172 

K cos rp 
~=~1)2 • 

Bei der letzten Umformung war zu beachten, daB der Wert des 
Ausdrucks in der eckigen Klammer gemaB Gleichung 17 eins ist. 

Gleichung 14 ist von der gleichen Form wie die Wegzeit
funktion bei der ungedampften Schwingung. Die Schwingungs-
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dauer T ist dadurch gegeben, daB der Wert unter dem Sinus um 2:rt 
zunimmt, also: 

20. T - 2n - , 
'Y} 

d. h. die Dauer einer Schwingung entspricht der Periodendauer der 
Kraft. 

Besondere Beachtung verdient der Fall, daB die Phasen-

verschiebung ffJ gleich ; wird. Dann ist nach Gleichung 17: 

21. tgffJ=oo und 'Y}k= lie. _ rm 
1m 

Der Ausdruck 2:rt V c war aber nach Gleichung 9, Kap. I gleich 

der Eigenschwingungsdauer des Systems. Nach den Formeln 
20 und 21 tritt die Phasenverschiebung ffJ = 90° auf, wenn die 
Periodendauer der antreibenden Kraft gleich der Periodendauer 
der Eigenschwingung ist. Wir nennen einen Impuls von dieser 
Wechselzahl einen kritischen Impuls. Kritische Impulswechsel
zahlen treten z. B. an der Welle einer Zweitakt-Dieselmaschine auf, 
wenn die Umlaufzahl der Maschine multipliziert mit der Anzahl 
der Zylinder - d. h. die Zahl der Zundungen in der Zeiteinheit -
gleich der Eigenschwingungszahl der Welle ist; wir nennen die 
Drehzahl, bei der diese Vbereinstimmung auftritt, die kritische 
Drehzahl der Maschine. Aus den vorausgehenden Vberlegungen 
sehen wir, daB die GroBe der Reibung ohne EinfluB auf die kritische 
Impulszahl ist. Mit Rucksicht auf diese Tatsache braucht man 
sich bei Feststellung der Eigenschwingungszahl einer Anordnung 
um die Reibung nicht zu kummern. 

Zu beachten ist noch, daB bei der kritischen Impulszahl ein 
endlicher Wert ffir ~20 - im Gegensatz zur ungedampften Schwin-

gung - erhalten wird. Um ~20 fur 'Y}k = V ~ zu ermitteln, diirfen 

wir nicht auf Gleichung 19 zuruckgreifen, da in ihr sowohl der 
Zahler als der Nenner verschwindet. Gleichung 18 gibt uns aber 

an, daB ~20 ffir 'Y}k = ·V C und damit fUr ffJk =!!... den Wert (~20)k 
. - m 2 

K Kl/m . 
= ~. = k r c anmmmt. 

k -
m 

Dber die Bewegung, die durch ~2 = f (t) gegeben ist, kann 
sich noch eine beliebige Schwingungsbewegung ~1 = f (t) uber-
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lagern. Da diese iibergelagerte Schwingungsbewegung ebenso ver
lauft wie die ungedampfte Schwingung, braucht sie hier nicht 
besonders behandelt. zu werden. 

§ 33. Drehzahlregelung durch GleichhaItung der Phasen
verschiebung. Wir wollen uns noch kurz mit. einem Versuch be
fassen, der im Laboratorium des Verfassers vom Verfasser und 
seinem Assist.ent.en, Herrn A. Busemann, angest.ellt. worden ist und 
der besonders deutlich die Verhaltnisse der erregten Schwingung, 
der Energieiibert.ragung und der 
Phasenverschiebung vor Augen 
fiihrt. Der Versuch ist im AnschluB 
an die im 7. Kapitel, § 42 beschrie
benen Drehschwingungsversuche 
ausgefiihrt worden. 

In Abb. 51 ist a eine Zug- und 
Druckfeder, die an einem Ende die 
Masse b tragt und die am anderen 
Ende c festgehalten ist. Der Auf
hangepunkt c liegt auf einem bei e 
drehbaren He bel, der von der Stange f 
durch den Kurbeltrieb g bewegt wird. 
Die Eigenschwingungszahl der An
ordnung a b kann nach den Aus

J 

k 

Abb. 51. 

fuhrungen in § 1 aus der Federstarke und der Masse leicht be
rechnet werden. Wenn die Kurbel g im Rhythmus der Eigen
schwingungszahl von a b umlauft, wird auf die Anordnung a b 
durch c ein Impuls eingeleit.et., der Resonanzerscheinungen mit. 
besonders groBen Ausschlagen vom b zur Folge hat.. Auf die 
Anordnung a b wird durch die Bewegung von c Energie ubertragen 
oder die Bewegung von c und die von b sind um 90° phasen
verschoben. Damit die Ausschlage von b nicht zu groB werden, 
ist mit b eine 0lbremse h verbunden, die die in die Anordnung 
geleitete Energie aufnimmt. 

An b einerseits und an den Kurbelt.rieb andererseit.s ist das 
Gestange i k angelenkt. Der Gelenkpunkt l bewegt sich, solange 
die Phasenverschiebung zwischen Kurbel- und Massenbewegung 
90° ist, auf einer Geraden 1, 2, 3, und zwar entsprechen sich die 
Punkte 1 in der obersten Totlage der Masse b und der auBersten 
Totlage der Kurbel k, die Punkte 2 der mittleren Lage von Masse 
und Kurbeltrieb usw. Sobald aber eine Abweichung in der Phasen
verschiebung auftritt - z. B. dadurch, daB der die Kurbel an
treibende Motor etwas rascher umlauft. - dann geht die gradlinige 
Bewegung des Punktes 1 in eine elliptische Bewegung uber, und 
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zwar wird die Ellipse von l im Uhrzeigersinn durchlaufen, wenn 
die Kurbel g zUrUckbleibt und im Gegenuhrzeigersinn, wenn die 
Kurbel g voraus eilt. Der Gelenkpunkt list mit einer StoBstange 
versehen, die bei der elliptischen Bewegung das Radchen m, das 
heigeradliniger Bewegung der StoBstange nicht beriihrt wird, an
stoBt und im Gegenuhrzeigersinn bzw. im Uhrzeigersinndreht. 
Die Drehung von m wirkt - z. B. durch Einschalten oder Aus
schalten yom Widerstand - so auf den antreibenden Motor ein, 
daB die Phasenverschiebung wieder ausgeglichen wird. Die 
Umlaufzahl des Motors kann mit dieser Vorrichtung gleich der 
Schwingungszahl der Anordnung a b gehalten werden bis auf 
Abweichungen, die bei den ublichen Spannungsschwankungen 
kleiner sind als 1-2%0. 

v~ Gekoppelte Schwingungen. 
Untereiner gekoppelten Schwingungsanordnung verstehen wir 

die Verbindung zweier verschiedenartiger Schwingungssysteme, 
die aufeinander einwirken. Die bekannteste Anordnung dieser 
Art ist das Doppelpendel. 

§ 34. Das Doppelpendel. An einem Pendell, dessen Masse m1 

wir uns im S6hwerpunkt 81 vereint denken, hange im Abstand II 
yom Aufhangepunkt Al ein Pendel 2 yom 
Gewicht G2 (Abb. 52). Die augenblickliche 
Lage der beiden Pendel ist durch die Winkelcp 
und 1fJ gegeben, von denen wir annehmen 
wollen, daB sie nur klein seien, so daB wir 
den Tangens durch den Winkel ersetzen 
konnen usw. 

Anordnungen von der in Abb. 52 dar
gestellten Art treten - wenn auch mit 
anderen MaBverhaltnissen als in der Ab
bildung angegeben - beim Schwingen einer 
Kirchenglocke auf, wobei Pendell die Glocke 
und Pendel 2 den Kloppel vorstellt. Wir 
wollen der Praxis entsprechend annehmen, 
daB die 3 Punkte AI> A2 und 81, die zum 

Abb. 52. Pendel 1 gehoren, in einer Geraden liegen. 
Der Punkt 81 kann entweder zwischen Al 

und A2 oder, wie es bei Glocken der Fall ist, auBerhalb liegen. 
Fur die Berechnungdes Schwingungsvorganges interesslert 

Schwerpunkt, Schwerpunktsabstand 8 yom Aufhangepunkt A, 
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Masse m, Tragheitsmoment J (~g~:~~. cm2) bezogen auf den 

Aufhiingepunkt A und Entfernung l1 der beiden Aufhangepunkte 
voneinander. 

Wir betrachten die Bewegung jedes Pendels fur sich. Der 
Aufhiingepunkt A2 macht selbst eine Bewegung mit der Geschwin-

digkeit II ddCP in Richtung der Tangente an den Kreis, den man 
t 

mit II als Halbmesser um Al legen kann und mit der Beschleuni-

gung II ~2t~ in tangentialer und der Beschleunigung II (dd~) 2 

in radialer Richtung. Wenn der Winkel cP klein ist, sind auch ~CP 
und dd2 ~ klein. Es ist dann (ddce )2 von der 2. Ordnung klein, s~ 

t d2 t 
daB es gegen d t~ vernachlassigt werden kann. Die Beschleuni-

gung kann man dann nach der x- und y-Richtung in die beiden 

Komponenten II ~2tr . coscp bzw. l1 ~2t~ sin cP + II (~~rcoscpzer
legen, wobei die x Komponente klein von der 1. Ordnung und 
die y Komponente klein von der 2. Ordnung ist. 

1m Punkte A2 werden die vorerst der GroBe nach unbe
kannten Krafte X und Y vom Pendell aufs Pendel 2 ubertragen. 
Wir stellen zuerst die Bewegungsgleichung fur das Pendel I unter 
Berucksichtigung der Krafte X und Y auf. Es ist: 

d2 cp 
1. J . -- = - 8 • m g sin m - X . l . cos m - Y . I sin m 

1 d t2 1, 1 'r 1 'r 1 r 

= - 81 m1 g • cp - X II - Y II cpo 

Am Pendel 2 grei£en die auBeren Krafte X, Y und G2 an, die die 
Beschleunigung des Schwerpunkts 8 2 hervorrufen. Die Krafte 
X und Y sind in der Abb. 52 so eingezeichnet, wie sie am Pendell 
wirken, wenn wir den Kraften positive Vorzeichen beilegen. 
Am Pendel 2 sind die zugehorigen Reaktionen mit entgegengesetz
tem Richtungssinn zu berucksichtigen. Es ist: 

d2 x2 (d2 cp d21fJ ) 2. X = m2 • ([i2 = m2 II d t2 + 82 d t2 • 

Wir beachten bei Au£stellung der Gleichung, daB am Pendel 2 nur 
eine Kraft X in Richtung senkrecht zur Systemmittellinie wirkt. 

Die Kraft X erteilt dem Schwerpunkt 8 2 die Beschleunigung d;~2 
F ii p p I. Sch wingungslehre. 6 
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Die Beschleunigung des Schwerpunkts 8 2 in Y-Richtung k6nnen 
wir bei der Kleinheit der Winkel cp und 'IjJ vernachlassigen. Es ist 
angenahert: 
3. Y = O2 = m2 y. 

Das Pendel 2 macht aber auBer der Parallelverschiebung auch 
eine Drehbewegung, deren Gleichung wir jetzt aufzustellen haben. 
Wir lassen zu diesem Zweck den Koordinatenursprungspunkt eines 
neuen Systems x'y' mit A2 und die y'-Achse mit der Lotrechten 
zusammenfallen und untersuchen die Drehbewegung, die das 
Pendel 2 gegen das neue Koordinatensystem ausfuhrt. Da das 
Koordinatensystem selbst beschleunigt ist, haben wir die Zusatz-

d2 x 
kraft X = m2 d t: im Schwerpunkt beizufugen. Die Kraft X 

hat ein positives Vorzeichen, wenn sie nach der Mitte zu gerichtet 

ist. Die gleiche Kraft X = m2 d; t~2 wird aber in entgegen

gesetzter Richtung, wie wir vorher sahen, im Aufhangepunkt A2 
d2 x 

iibertragen, so daB insgesamt ein Kraftepaar m2 dt22 • 82 zu 

herucksichtigen bleibt. Es ist also, wenn wir das Massentragheits
moment des 2. Pendels bezogen auf den Schwerpunkt 8 2 mit J 00 

bezeichnenund den Wert fiir dd2~2 aus Gleich. 2 einsetzen: 
t" 

d2'IjJ d2x2 
4. J 20 • d t2 = - m2 (jj2 . 82 - m2 Y • 82 sin'IjJ , 

( d2cp ,d2 'IjJ ) 
= - m2 82 11 d t2 + 82 d t2 + Y'IjJ , 

d 2 cp d 2 'IjJ 
'IjJ • Y m2 82 + d t2 • m2 82 11 + d t2 (J 20 + m2 8~) = 0, 

d 2 cp d 2 'IjJ 
'IjJ • d + d t2 • e + d t2 • f = 0 . 

Ebenso erhalten wir aus den Gleichungen 1-3: 

~cp (~cp ~'IjJ 
5. J 1 dt2 =-81m1 Y'cp-m2 11 11 dt2 +82 dt2 +YCP) 

d 2 cp . 2 d 2 'IjJ 
CfJ.' Y (m211 + m1 81) + dt2 (J1 + m211) + dt2 • m2 82 11 = 0, 

d 2 d 2 'IjJ cp.a+~ ·b+-·c=O. 
dt2 d t2 
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Dabei ist gesetzt fUr: 

6. (m2 11 + m1 81) 9 = a, m2 82 9 = d, 

J l + m2 1i = b, 

m2 8 2 l l = c, 

m2 82 11 = e = c, 

J 20 + ma 8~ = ,. 
d2 

Aus Gleichung 5 entnehmen wir den Wert fur d '; , den wir in 
Gleichung 4 einsetzen: t 

7. at d2 q; ( b t ) V'd-q;-+- c-- =0. 
c dt2 C 

e ist durch das gleichwertige c ersetzt. Die Gleichung 7 differen

zieren wir zweimal nach t und setzen wieder den Wert von ~~ 
aus Gleichung 5 ein: t 

-m~ _ d2 q; (!!1 +~) + d4 q; (c-!!l) = 0 8. T C d t 2 C c d t4 C ' 

d4 q; d2 q; 
dt4 (c 2 - bt) - dt2 (at + bd) - q;ad = O. 

Wir haben damit eine Differentialgleichung zwischen q; und t 
erhalten. Die allgemeinste Losung dieser Differentialgleichung 
enthiiJt 4 Konstante A, B, t51 und t52 ; sie lautet: 

9. rp = A sin (~t + t5 l ) + B sin (Y£x 2 t + t52). 

Wenn man Gleichung 9 nach t differenziert und die Werte in 
Gleichung 8 einsetzt, wird Gleichung 8 befriedigt. Man erhiilt 
dabei aber noch eine Bedingungsgleichung fur £Xl und £x 2, die die 
beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung sind: 

10. £x2(c2 -bf)+£x(af+bd)-ad=0, 

at+bd 1/[a t +bd 12 ad 
£x12 = - 2 (c 2 -bf) ± V 2 (c 2 - b d + c2 - b t' 

Eine iihnliche Losung fiir V' erhalten wir, wenn wir rp eleminieren: 

II. V' = C sin (Y£xI t + Yl) + E sin (Y£x 2 t + Y2)' 

Die Werte von IXI und £X 2 sind die schon in Gleichung 10 festgestell
ten. Nach den Gleichungen 9 und II sind 2 Schwingungen moglich 
mit den Schwingungsdauern T1 und T 2 : 

2:n: 2:n: 
12. T1 = /_ und T2 = --==. 

llXl Y£x 2 

6* 
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Da Glocke und Klappel, wie eingangs bemerkt, als Doppel
pendel aufgefaBt werden kannen, interessiert noch besonders der 
Fall, daB q; dauernd gleich 'IjJ wird. In diesem FaIle schmgt der 
Klappel nicht an die Glocke an; die Glocke versagt. Um die 
Bedingungsgleichung hierfur abzuleiten, setzen wir in den Glei
chungen 4 und 5 'IjJ = q; und verbinden beide Gleichungen mit
einander: 

13. q; + ~2t~ (~ + ~) = q; + ~2tf- (~ + ~) = 0 

(c + f) a = (b + c) • d. 

Durch Einsetzen der Werte aus Gleichung 6 erhalten wir: 

14. (m211 + m 1 81) (m2 82 11' + m 2 8~ + J 20 ) 

= m 2 82 (m2 82 11 + m2li + J1)· 

Statt J 20 hatten wir auch das Massentragheitsmoment J 2 des 
2. Pendels bezogen auf den Aufhangepunkt A2 einfuhren kannen 
durch J 2 = J 20 + m 2 8~. 

Die Gleichung 14 ist die Bedingung dafur, daB eine der beiden 
Schwingungsmaglichkeiten in einer Parallelschwingung zwischen 
Glocke und Kloppel besteht (q; = 'IjJ). EineGlocke, fur derenAb
messungen die Gleichung 14 erfullt ist, kann Schwingungen aus
fUhren, ohne daB es zu einem Anschlagen des K16ppels an die 
Glocke kommt. 

§ 35.Das Schaukelpendel. Wenn eine Schaukel ohne auBeren 
AnstoB in Betrieb gehalten oder gesetzt werden soll, so muB die 

s ___ :--l--___ _ 

I 
i 

Abb.53. 

1 2 
auf der Schaukel befindliche 
Person, wie man aus der Er
fahrung weiB, ihren Schwer
punkt in einer (oder wirkungs
voller in beiden) Endlagen 
senken und beim Durchgehen 
durch die Mittellage heben. 
FaBt man die Schaukel samt 
Schaukler als ein Pendel auf, 
des sen Drehpunkt mit dem 

Aufhangepunkt der Schaukel zusammenfallt, so kann man auch 
sagen, die Energie der Pendelbewegung wird durch die Be
wegungen des Schauklers relativ zur Schaukel in dem eben an
gegebenen Sinne standig vermehrt. 

Uber die Art des Energieubergangs yom Schaukler an das 
Pendel erhalt man AufschluB, wenn man die Bewegung nach 
der vereinfachten Annahme der Abb. 53 untersucht: Man setzt 
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voraus, die Schaukel habe einen Gesamtausschlag von ISO 0 

und der Schaukler fiihre die Senkung seines Schwerpunkts in den 
Endlagen unddie Rebung in der Mittellage so rasch aus, daB die 
tangentiale Bewegung gegeniiber der radialen vernachlassigt 
werden kann. Der Schwerpunkt durcheilt also nacheinander die 
Lagen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Wenn man Lager- und Luftreibung 
vernachlassigt, wird der Anordnung von auBen keine Energie 
zugefiihrt. Die Ellergiewallderung L1 E der Pelldelbewegung 
wahrend einer vollell Schwingung ist demnach gleich der Arbeit, 
die der Schaukler bei seinen Bewegungen leistet. Die Bewegungen 
von 1 nach 2 und von 5 nach 6 erfolgen ohne Energieumsetzung, 
da die Bewegung des Schwerpunkts 
senkrecht zu der einzigen an ihm an
greifenden Kraft, der Schwerkraft G, 
erfolgt. Die Masse m muB allerdings 
im Punkte 1 (bzw. 5) beschleunigt 
werden; die dazu au£gewandte Energie 
wird aber wieder zuriickgewonnen bei 
der nachfolgenden Verz6gerung im 
Punkte 2 (bzw. 7). Die Ent£ernung 
zwischen den Punkten 1 und 2 (bzw. 5 

71 3 

Abb.54. 

und 6) ist mit L1 r, der Pendelhalbmesser mit r bezeichnet. Beim 
Durchgehen durch die Mittellage greifen am Pendel die Schwer-

2 
kraft G und die Zentrifugalkraft Z = m van, die beide der Be-

r 
wegung von 3 nach 4 bzw. von 7 nach 8 entgegengesetzt gerichtet 
sind. Da diese Arbeit wahrend einer vollen Pelldelschwingung 
zweimal geleistet wird, jst: 

15. { 
L1E = 2L1r (G + Z) = 2L1r (m g + mrV2) , 

= 2L1rmg (1 + 2) = 6L1rmg 

wegen v = y2g"r-

Wenll der Pendelausschlag nicht 180°, sondern 2 ~ ist (Abb. 54), 
so ist, wie man sofort iibersieht, 

16. 
I L1 E = 2 L1 r m g (1 - cos ~) + 2 Tn rv2 L1 r , 

wobei v2=2gr(l-cos~), 

( also L1E = 2L1rmg (l-cos~) (1 + 2) 

= 6L1rmg (l-cos~) 



86 Gekoppelte Schwingungen. 

also auch hier entfaIlt ein Drittel der gesamten Energieanderung 
auf die Arbeit gegen die Schwerkraft und zwei Drittel auf Arbeit, 
die gegen die Zentrifugalkraft geleistet wird. 

Hat man ein physikalisches Pendel, das in A in Schneiden 
gelagert ist, und auf dem sich der Schaukler 0 berhal b A be
findet, so kann der Schaukler das Pendel durch Heben seines 
Schwerpunkts in den auBeren Lagen und durch Senken in der 
Mittellage in Schwung halten. Schwerkraft und Zentrifugalkraft 
sind in diesem FaIle entgegengesetzt gerichtet und es ist: 

17. A {
.dE = 2.drmg (l-cos/X) (2 -1) 

= 2 LHmg (1- cos /X) 

Das Schaukelpendel gewinnt technisches Interesse, wenn 
man den Mann auf der Schaukel durch eine schwingende Masse 
ersetzt. Der Schaukler hebt wahrend einer vollen Schaukel
schwingung seinen Schwerpunkt zweimal und senkt ihn zweimal. 
Man kann den Schaukler ersetzen durch eine Schwingungsanord
nung, deren Schwingungsdauer doppelt so groB ist wie die Dauer 
der Pendelschwingung, also eine Anordnung, bei der die Masse 
ebenfalls wahrend einer vollen Pendelschwingung zweimal gehoben 

i I 

8 

und zweimal gesenkt wird. Eine 
Anordnung dieser Art ist in Abb. 55 
dargestellt. Eine Pendelstangep 
ist in A drehbar gelagert und tragt 
den Festpunkt B , an dem eine 
Feder t gehalten ist. An t hangt 
die Masse m, die sich Hi-ngs der 
Pendelstange auf und ab bewegen 
kann. Die Feder t ist so bemessen, 
daB die Eigenschwingungszahl der 
Anordnung m, t doppelt so groB 

• -oJ, ist wie die Eigenschwingungszahl 
des Pendels. 

Abb. 55. Pendel mit aufgesetzter 
Feder und Schwungmasse von 
doppelt so groBer Eigenschwin-

gungszahl wie das Pendel. 

Den Muskelkraften, die der 
Schaukler beim Heben und Senken 
seines Gewichtes mit der Periode 
der doppelten Schwingungszahl 
der Schaukel ausiibt, muB beim 
Schaukelpendel der Abb. 55 ein 

periodischer Antrieb entsprechen, der von p auf m im Rhyth
mus der Eigenschwingungszahl der Anordnung m, t ausgeiibt 
wird. Wenn dieser Antrieb so wirkt, daB m in den beiden End
lagen eine Bewegung von A weg und in der Mittellage nach A zu 
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aus£iihrt, so ist der Schaukelvorgang getreulich nachgeahmt 
und das Schaukelpendel wird sich selbst in Gang halten. Bevor 
diese erzwungene Bewegung behandelt wird, wollen ,,,ir die 
Bewegung untersuchen, die ein sich selbst iiberlassenes schwingen
des Schaukelpendel der in Abb. 56 dargestellten Art ansfiihrt. 

Das Schaukelpendel ohne auBeren Antrieb. Es 
wird angenommen, die Masse des Pendels p sei groB gegen m, 
die von f dagegen vernachlassigbar klein gegen m. Es sei ferner 
m reibungsfrei langs der Pendelstange gefiihrt. Wenn die redu
zierte Pendellange mit lr bezeichnet wird, besteht nach Glei
chung 29 von § 6 und Gleichung 3 von § 1 folgende Beziehung 
unter der Voraussetzung eines kleinen Pendelausschlages: 

18. 97 = A cos U '~ t) + B sin (r ~ t). 
Die Dauer einer vollen Pendelschwingung ist demnach: 

·T 
Tp = 2 nJ ; . 

Die Schwingung~dauer der Anordnung m, f, die die doppelte 
Periode der Pendelschwingung haben soIl, ist also: 

19. Tm = ~ Tp = JT V ~ . 
Daraus kann die Spannkraft c, die bei der Durchbiegung der 

Feder f um 1 cm auf tritt, unter Beriicksichtigung von Gleich. 9 
im § 1 berechnet werden: 

20. 1m 
T", = 2 n I c-; c= 

4mg 

lr 

Man denkt sich nun den Beobachter auf dem Pendel sitzend 
und untersucht die Bewegung der Masse m relativ zu p. Als 
Zusatzkrafte miissen bei der Relativbewegung die Zentrifugal-

d~ 

kraft Z = m r 0)2 nnd die Corioliskraft C = m 0) d ~ beigefiigt 

werden, wenn 0) die angenblickliche Winkelgeschwindigkeit der 
Pendelschwingnng bezeichnet. Die Richtung der Corioliskraft 
falIt mit der Bahntangente, die der Zentrifugalkraft mit dem 
Halbmesser zusammen. Da die Bewegungsgleichung in radialer 
Richtung aufgestellt werden soIl, tritt die Corioliskraft in der 
nachfolgenden Gleichung nicht in Erscheinung, wahrend die 
Zentrifugalkraft in voller GroBe einzusetzen ist. 
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21. 
d2~ 

m dt2 = Z-C~. 

Es wird ferner vorausgesetzt, daB ~ vernachlassigbar klein ist 
gegen r, so daB der Abstand der Masse m vom Pendeldrehpunkt A 
als zeitlich unveranderlich angesehen werden kann. 

{ 

m ~2 ~ = m r OJ2 _ 4 m g J: 
d t2 1, .,. 

22. 
~1 = r OJ2 _ 4 g ~ 
d t2 1, 

Aus G1. (18) folgt ferner: 

OJ = ~ ~; cP = fJJo cos -V i, t. 

23. 

wobei die Voraussetzung gemacht ist, daB sich das Pendel zur 
Zeit t = 0 in einer auBersten Lage - also OJo = 0 - befindet. 
Der groBte Pendelausschlag ist mit CPo bezeichnet. Die Verbin
dung der Gleichungen 22 und 23 liefert: 

d2~_r 2' 2 (1/Y) 4YI: 
24. d t2 - Z; Y cpo sm V Z; t - T; " . 

Zur weiteren Behandlung dieser Gleichung wird das zweite 
Glied in eine Fouriersche Reihe aufgelOst. Man erhalt im Inter-

vall VI t = 0 bis -V i, t = 2:n unter Weglassung der Glieder 

von hoherer Ordnung: 

25. sin2 (V {- t) = ~ - ~ cos (2l1 i, t). 
Dies eingesetzt in Gleichung (24) liefert dieDifferentialgleichung 

des Systems: 

d2 i _ Y cP~ r _ g cP~ r (-V4 g ) _ 4 g I: 
26. d t2 - 2 1 2 1 cos 1 t 1" . 

r r r r 

Wenn man die Betrachtung auf eine langere Zeit hinaus aus
dehnt, muB man beachten, daB zwar die Anderung des groBten 
Ausschlags LI CPo wahrend e i n e r Pendelschwingung bei kleinem 
m vernachlassigbar klein ist gegen CPo, daB aber diese kleinen 
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Anderungen von 'Po sich addieren und daB schlieBlich ihre 
Summe nicht mehr gegen 'Po vernachlassigt werden dan. Die 
Gleichung (26) ist deshalb nur als An
naherung fur die Bewegung wahrend 
einer Schwingung aufzufassen. 

Das letzte Glied der Gleichung (26) 
fiir sich wiirde mit der linken Seite 
eine Schwingung von der Periodendauer 

T = 271 V 1r abgeben. Das 2. Glied 
4g 

auf der rechten Seite der Gleichung (26) 
stellt aber eine Kraft von der gleichen 

Periode T = 2 7l -V ~~ dar . Die durch 

Gleichung (26) wiedergegebene Bewegung 
ist demnach eine Schwingung, auf die im 
Rhythmus der Eigenschwingungszahl eine 
periodische Kraft einwirkt. Eine solche 
Erscheinung nennt man eine Resonanz
schwingung, mit der bei fehlender Damp
fung ein stetiges Anwachsen der gr6Bten 
Ausschlage von m verbunden ist. 

Da die Gesamtenergie des Schaukel
pendels, auf das von auBen keine an
treibende oder bremsende Kraft einwirken 
solI, zeitlich gleich bleibt, muB der Aus
schlag des Pendels in dem MaBe ab-
nehmen, wie der Ausschlag der Masse 
zunimmt. Die Energie geht von der 
Pendelbewegung an die Schwingung der 
Masse auf dem Pendel stetig uber. Da 
die periodische Kraft auf min der Mittel
lage nach unten einwirkt, macht die 
freischwingende Masse auf dem Schaukel
pendel eine Bewegung, die der des Schauk
lers auf der Schaukel entgegengesetzt ge-
richtet ist: In den Endlagen bewegt sich 
die Masse dem Drehpunkt zu und in der 
Mittellage vom Drehpunkt fort; die Wir
kung ist ebenfalls derjenigen entgegen

m 

I 

Abb. 56. Das Schaukel
pendel mit elektrischem 

Antrieb. 

gesetzt, die bei einer angetriebenen Schaukel beobachtet wird. 
Der Pendelausschlag nimmt st.iindig abo 
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Das Zusammenwirken der beiden Schwingungen kann an einer 
Ausfiihrung nach Abb.56 untersucht werden, wenn man die 
Stromzufiihrung (deren Zweck im nachsten Abschnitt besprochen 
wird) unterbricht: Man bindet zuerst die Masse m in der Fiih
rung d fest; man beobachtet dann, daB das Pendel, das in einer 
Schneide emit geringer Reibung gelagert ist, lange Zeit zum Aus
schwingen notig hat. Darauf laBt man m frei schwingen und stellt 
fest, daB die Ausschlage von m rasch zu- und infolgedessen die 
AusscWage des Pendels rasch abnehmen. Um zu verhiiten, daB 
die Masse schon nach wenigen Pendelschwingungen an den Be
grenzungen in den Endlagen - also bei d - anstoBt, kann man die 
Reibung in den Fiihrungen so stark vergroBern, daB der Pendel
ausschlag nur bis zu einer beschrankten GroBe anwachst. Die 
der Pendelschwingung entzogene Energie wird dann in Reibung 
auf dem Pendel vernichtet. Man hat die einfachste - aber aller
dings eine wenig wirkungsvolle - Vorrichtung, mit der man 
lastige Schwingungsbewegungen (z. B. die Schlingerbewegung auf 
Schiffen) dampfen kann. Auf dem zu dampfenden Pendel, also 
etwa auf dem Schiff, wird eine in senkrechter Richtung frei 
schwingende Masse m eingebaut, deren Eigenschwingungszahl 
gleich dem Doppelten der Schiffsschwingungszahl ist. Durch ent
sprechendes Festziehen der Fiihrungslager d werden die Aus
schlage von m auf das gewiinschte MaB gebracht. Die Energie 
der Schlingerbewegung wird durch Reibung innerhalb des schwin
genden Korpers (Schiffes) vernichtet. Auf dem gleichen Prinzip 
beruhen die in der Praxis iiblichen Dampfungen der Schiffs
schlingerbewegungen, der S c h 1 i c k sche Schi£fskreisel und der 
Frahmsche Schlingertank. In beiden Fallen wird, wie beim 
Schaukelpendel, die Schlingerenergie durch Reibungskrafte inner
halb des Schiffes aufgezehrt. Die Anordnung nach Abb. 56 habe 
ich mit Vorteil als Demonstrationsmodell fiir Dampfungen von 
Schiffsschlingerbewegungen in meiner Vorlesung iiber technische 
Schwingungslehre beniitzen konnen. 

Das Schaukelpendel mit Antrieb der Schwung
masse. Das Schaukelpendel kann mit elektrisch'em Antrieb ver
sehen werden und sich selbst in Schwingung halten. Eine An
ordnung dieser Art ist in Abb. 56 dargestellt. Die Schwungmasse 
besteht hier aus einem Eisenkern m, der an der Feder f hangt und 
der in die Magnetspule b gezogen wird, sobald del' Stromkreis 
an del' Kontaktstelle h geschlossen wird. Das SchlieBen des 
Stromkreises erfolgt durch ein federndes Kontaktstiick in den bei
den Endlagen des Pendels. Die Eigenschwingungszahl del' An
ordnung m, fist gleich dem Doppelten del' Pendelschwingungs-
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zahl. Die Masse m wird in den Endlagen durch die magnetische 
Kraft im Rhythmus der Eigenschwingungszahl nach unten ge
zogen und sie federt infolge der Federkraft in der Mittellage wieder 
nach oben zuriick. Die Masse fiihrt gleiche Bewegungen aus wie 
der Schaukler auf der Schaukel, und das Pendel wird durch diese 
Bewegungen in Gang gehaltcn. 

Die Anordnung ist eine zwar sehr unvollkommene, aber auch 
sehr einfache, elektrische Kraftmaschine, in die elektrischer Strom 
eingeleitet und in der kinetische Energie gewonnen wird. Der 
Wirkungsgrad war bei den bisherigen Ausfiihrungsformen gering, 
da durch den Strom eine Schwingung erzwungen werden muB, 
die der natiirlichen Schwingung der Masse ohne Strom entgegen
gesetzt gerichtet ist, wie die Betraehtung im vorausgehenden 
Abschnitt zeigte. Die Anordnung kann aber mit Erfolg vor allem 
dort benutzt werden, wo der Wirkungsgrad eine untergeordnete 
Rolle spielt, z. B. als Antrieb cines Pendels, mit dem unterbroche
ner Gleichstrom von ganz bestimmter und gleichbleibender 
Periodendauer erzeugt werden kann. Sie kann ferner als Antrieb 
cines Sekundenpendels und zur Betatigung der Zeitmarkierung 
bei Zeitindikatoren Verwendung finden. 

VI. Pseudoschwingungen und Biegungsschwingungen 
von umlaufenden Wellen. 

§ 36. Die Biegungsschwingung del' urnlaufenden Welle. Wenn 
cine Schwungmasse umiauft, so erleidet jedes Tcilchen eine radiale 
Beschleunigung, die von der Zentripetalkraft herriihrt. Urn die 
Schwungmasse in der Ruhelage unter den gleichen Beanspruchun
gen, die im Betrieb auftreten, betrachten zu konnen, haben wir 
jedem Teilchendmeine Zusatzkraft, die ZentrifugalkraJt dZ von der 
GroBe dmrw 2 beizufiigen. Bei einer zylindrisch geformten Schwung
scheibe, deren Schwerpunkt auf del' Drehachse liegt, heben sich 
die Zentrifugalkrafte gegeneinander auf. 'Venn aber der Schwer
punkt S urn den Betrag r auBerhalb del' Drehachse liegt, bleibt die 
resultierende Zentrifugalkraft mrw 2 iibrig, die der im Schwer
punkt vereint gedachten Masse eine Beschleunigung erteilt. 

AuBer der Zentrifugalkraft Z greift aber an cler Scheibe noch die 
Spannkraft der Welle an, die bei einer Verbiegullg um den Betrag f 
in der GroBe P = 48[:) J . f = c f angreift. U m die Durchbiegung 

der Welle infolge des Eigengewichtes brauchen wir nns nicht zu 
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kiimmern. Wir konnen also etwa annehmen, die umlaufende Welle 
sei dem Schwerefeld der Erde entriickt. Die Verbiegung t infolge 
der beim Umlauf auftretenden Krafte konnen wir in der Scheibe 
auf die Weise bestimmen, daB wir uns den DurchstoBpunkt der 
Lagermittellinie 0 - 0 im Material in der Ruhelage bestimmt 

Abb.57. Abb. 58. 

und mit M bezeichnet denken. Der 
Punkt M wandert beim Umlauf der 
Scheibe von 0 weg. Die Lage der 
3 Punkte 0, M und S ist in Abb. 57 
fiir die ruhende Scheibe und in Abb. 58 
fiir die umlaufende Scheibe darge
stellt. In Abb. 58 schlieBen die 
3 Punkte ein Dreieck ein, dessen eine 

Seite die Lange M S = Exzentrizitat = e und dessen andere Seite 
die Lange" 0 M = Biegungspfeil = ! hat. In Richtung 0 M fallt 
die Kraft P, die auf die in S vereinigt gedachte Masse mit dem 
Hebelarm r sin'!jJ einwirkt und so das Drehmoment Mv = ct· r 
sin'!jJ = cer sincp ausiibt. Wenn der Winkel cp gleich 0 oder:n; 
ist, verschwindet das Moment, dann sind P und Z gleich ge
richtet. In diesem Falle ist Gleichgewicht - d. h. ein Umlauf 
von S auf einem Kreise um 0 - zu erwarten, wenn Z und P von 
gleicher GroBe und entgegengesetzter Richtung sind. Wir wollen 
uns mit diesem Fall zunachst befassen. 

Der Beharrungszustand der umlaufenden Scheibe. 
Nach dem Vorausgehenden ist r = e +!, also: 

1. Z=mrw 2 =m(e+!)w2 =P=c!, 
mw 2 

!=e----. 
c-mw2 

Ein besonderer Fall tritt ein, wenn w = -V ~ = Wk wird: dann 

verschwindet der Nenner und t miiBte in Beharrungszustand un
endlich groB werden. Die zugehorige Geschwindigkeit nennen wir 
die kritische Umlaufzahl Wk der Welle. Wenn wir c in Gleichung 1 
durch wle ersetzen, wird: 

2. 

Fiir Geschwindigkeiten unterhalb der kritischen (w < Wle) ist t 
positiv, d. h. der Schwerpunktsabstand r ist e + ! oder der Punkt 
M liegt zwischen 0 und S (Abb. 59a). Wenn W > Wk ist, ist ! nach 
Gleichung 2 negativ, der Schwerpunktsabstand r ist kleiner als 
e + t oder M liegt auf der Verbindungsgeraden 0 S. Da aber die 
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Krii.fte P und Z zur Erzielung des Gleichgewichts entgegengesetzt 
gerichtet sein miissen und Z von 0 nach S und R von M nach 0 ge
richtet ist, liegt Sin diesem FaIle zwischen 0 und M, (Abb. 59b). 
Man nennt dies die Gleichgewichtslage oberhalb der kritischen 
Geschwindigkeit. 

Wir haben uns mit der kritischen Umlaufzahl (Ok = V~ noch 

etwas eingehender zu befassen. Die Dauer Tk eines Umlaufes ist: 

2;r 1/ m Tk = ~- = 2;r / ~ , 
Wk C 

3. 

das ist aber der gleiche Ausdruck, den wir schon in § 3 als Gleich. 23 
fur die Dauer der Biegungsschwingung der gleichen Welle in der 
Ruhelage kennen gelernt haben. Das Ergebnis 

:f:S 

ist naheliegend: Bei jedem Umlauf der Welle 
wirkt ein storender Impuls aut die im Schwer
punkt vereint gedachte Masse ein. Wenn die 
Periode des storenden Impulses mit der Eigen
schwingungszahl der Welle zusammenfallt, dann 
sind besonders groBe Ausschlage - im Behar- Abb. 59 a und b. 
rungszustand bei fehlender Dampfung f =00 -

zu erwarten. Man nennt unter diesen Umstanden die stOrenden 
Erscheinungen, die an der umlaufenden Welle bei der Umlauf
zahl Wk auftreten, auch Biegungsschwingungen. Tatsachlich 
treten aber keine Schwingungen auf, sondern die durchgebogene 
Welle rotiert nur im Gleichgewichtszustanrl (Pseudoschwingungen). 
Insbesondere ist die Beansprllchung, die in der mit Wk umlaufen
den Welle auf tritt, keine Schwingungsbeansprllchung (s. Kap. VII), 
sondern eine einmalige Beanspruchung, die nur dann, wenn 
der Beharrungszustand geandert wird, eine Anderung erfahrt. 

Das Ergebnis enthebt uns der Aufgabe, weitere Betrachtungen 
tiber den Beharrungszustand der umlaufenden Welle anzustellen: 
Wir wissen, daB die kritische Umlaufszahl mit der Biegungs
schwingungszahl zusammenfallt und wir konnen deshalb, wenn 

wir Wk ermitteln sollen, die Biegungsschwingungszahl n,.. = ~ 
nach den Ausfuhrungen in § 3 berechnen. Das Ergebnis ist be
sonders wertvoll, wenn mehrere Schwungmassen auf der Welle 
sitzen: die kritische Umlaufzahl nk einer solchen Welle zu er
mitteln, ist schon in § 14 mit gelost. 

§ 37. Stabilitiit des Gleichgewichts. Es muB noch nachgewiesen 
werden, daB die Gleichgewichtslage, die wir im vorausgehenden 
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Abschnitt berechnet haben, eine stabile ist, d. h. eine solche, 
bei der kleine Storungen nur kleine Abweichungen aus der Gleich
gewichtslage zur Folge haben. Der Beweis ist von A. Foppl (Vor
lesungen Bd. IV) erbracht worden. Wir entnehmen folgendes: 

In Abb. 60 sind wieder die 3 Punkte 0 M S eingetragen. 
Wir stellen die Beschleunigung des Schwerpunktes S nach der 

If 

Abb.60. 

4. 

X- und Y-Richtung auf. x und y sind die 
Koordinaten des Schwerpunktes. Die 
Kraft P = c t zerlegen wir nach den beiden 
Koordinatenrichtungen in P., = c (x-p) 
und Py = c(y-q), wobei p = esinlX und 
q = e cos IX. Der WinkellX. ist der Um
laufwinkel der Scheibe, also gleich IX = w t 
und wist unveranderlich, solange kein 
Moment auf die Scheibe einwirkt. Tat-

x sachlich grei£t allerdings, wie wir vorhin 
schon gesehen haben, ein Moment M" = c t 
sin "I' • r = c e r sin g; an der Schwungmasse 
an, das die Schwungmasse beschleunigt 
oder verzogert nach der Formel: 

. d 2w. d 2 w 
cer SIng; = J. -- = m~2 -~-. 

d t2 dt2 

Es sind aber Exzentrizitat e und Schwerpunktsabstand r yom 
Drehpunkt im allgemeinen Werte, die klein sind gegen den Trag
heitshalbmesser i der Schwungscheibe. Wir konnen deshalb furs 
erste die Schwankung der Winkelgeschwindigkeit w vernach~ 
lassigen. Wir erhalten deshalb: 

d2 x 
m' dt2 =-c(x-esinwt), 

5. 
d2 y . 

m' d t2 = - C (y - e cos w t) • 

c 
Fur - konnen wir den vorhin ermittelten Wert wi einfiihren. 

m 
Es wird dann: 

d2 x +. 9' 
d t2 Wk • x = wk e SIn w t, 

6. 
d2 y 2 _ 2 
d t2 + wk Y - wk e cos OJ t . 

Die allgemeinsten Losungen dieser beiden Differentialgleichungen 
lauten: 
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{

X = A sin Wk t + B cos Wk t + e 2 W~ sin W t 
Wk-W 

Y = 0 sin Wk t + D cos Wk t + e • WZ 2 cos W t. 
W'k-W 
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Von der Richtigkeit kann man sich durch Differentieren und Ein
setzen der Werte in Gleichung 6 iiberzeugen. 

A, B, 0 und D sind Integrationskonstante, deren GroBe von 
den Anfangsbedingungen abhangt. Wir konnen sie zuerst einmal 
gleich Null setzen, dann befriedigt das letzte Glied fUr sich die 
Differentialgleichung und der Schwerpunkt durchlauft einen 

ew~ . . 
Kreis um 0 mit dem Radius r = 2 2. Bel der Krelsbewegung 

Wk- W 

ist aber schon aus Symmetriegriinden q; = 0 und r ist deshalb 
2 2 

gleich t + e oder t = 2
e W k 2 - e = 2

e W 2. Wenn wir das 
wk-w Wk- W 

Ergebnis mit Gleichung 2 vergleichen, so finden wir, daB die an
gegebene Bewegung mit den Werten A = B = 0 = D = 0 die 
im vorigen Paragraphen entwickelte urigestorte Bewegung ist. 

ewi 
Wir nennen den Kreis um 0 mit dem Halbmesser 2 2 den 

Wk-W 

Grundkreis und sagen der Schwerpunkt bewegt sich auf dem 
Grundkreis. Die Bewegung auf dem Grundkreis erfolgt nach 
Gleichung 7 mit der Umdrehungsgeschwindigkeit OJ. 

Uber diese Bewegung kann sich aber noch eine zweite lagern, 
die durch den Wert der 4 Konstanten angegeben wird. Durch 
Angabe der 4 Integrationskonstanten wird eine elliptische Bahn 
vorgeschrieben. Wir nennen die Ellipse die Schwingungsellipse, 
die fUr den Fall B = 0 = 0 in einen Schwingungskreis iibergeht. 
Mit dieser vereinfachten allgemeinen Bewegung (Grundkreis 
+ Schwingungskreis) wollen wir uns noch etwas befassen. 

Die Gesamtbewegung des Schwerpunktes ist also zusammen
gesetzt aus der Bewegung auf dem Grundkreis und aus der Be
wegung auf dem Schwingungskreis. Der Schwerpunkt beschreibt 
eine epizikloidische Bahn. Besonderes Interesse hat gerade die 
Bewegung, die der Schwerpunkt ausfiihrt, wenn W = Wk ist. Da 
der Grundkreis nach Gleich. 7 mit der Geschwindigkeit W und der 
Schwingungskreis mit der Geschwindigkeit Wk durchlaufen werden, 
beide Geschwindigkeiten aber einander gleich sind, ist der 
Winkel, den Grundkreishalbmesser ra und Schwingungskreishalb
messer rs nach einer voUen Umdrehung einschlieBen, der gleiche wie 
vor der Umdrehung. Der Grundkreishalbmesser rahat aber nach den 
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W 2 
friiheren Ermittlungen die GroBe e 2 k 2. Er ist also ffir W = Wle 

Wk-W 

unendlich groB. Nachdem aber ein Umlauf mit W = Wle fur el.ne 
kurze Zeit sehr wohl moglich, unendlich groBe Auslenkung des 
Schwerpunktes aber unmoglich ist, muB der Halbmesser rs des 
Schwingungskreises ebenfalls unendlich groB und zu gleichen 

I Zeiten entgegengesetzt gerichtet 
I sein, damit S selbst wieder ins 
I Endliche fallt. Der Schwerpunkt 

Abb. 61. Wanderung des Schwer
punktes 8 bei Umdrehungszahlen 
nahe der kritischen (r. = Grund
kreishalbmesser, r, = Schwingungs
kreishalbmesser, k = epizikloidische 

Bahnkurve ). 

beschreibt eine arithmetische 
Spirale. 

In Abb. 61 ist z. B. die Schwer
punktsbahnkurve k ffir den Fall 
dargestellt, daB W nicht ganz 
aber angenahert gleich Wk ist 
(w = wle -,1 w!:). Dann ist ra 

wi 
angenahert gleich e 

2 Wle,1 Wle 

= e 2;~;. Wenn wir noch an-

nehmen, daB zu Beginn der Zeit 
der Schwerpunkt S mit 0 zu
sammengefallen sei, so ist auch 
rs = ra. Wahrend einer Um
drehung der Schwungscheibe legt 
der Grundkreis, der mit der 
Umlaufgeschwindigkeit W durch
messen wird, den Winkel 2:n und 

der Schwingungskreis, der nach Gleichung 7 mit der Umlauf
geschwindigkeit wle durchmessen wird, den Winkel 

zurfick. Beide Radien ra und rs schlie Ben also nach dieser Zeit 

den Winkel 2:n LI Wle ein und ~er Schwerpunkt S ist um das SUick 
LI'w Wle 

2:n __ le • r g = :n e weiter von 0 weggerfickt. Die Betrachtung ist 
Wk ..,1 Wle ... • 

um so strenger, Je klemer -- 1st. FUr W = Wk bewegt slCh also 
Wk 

8 auf einer Spirale mit der Fortschrittsgeschwindigkeit :n e fUr jede 
Umdrehung. Schon nach wenigen Umdrehungen wird dann e 
klein sein gegen r, so daB wir angenahert r = f setzen konnen. 
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Die Gesamtenergie der umlaufenden Scheibe setzt sich dann 
zusammen aus Eu der Drehung um den Schwerpunkt, aus der 
kinetischen Energie Ew der Schwerpunktsbewegung und aus der 
Biegungsarbeit Eb, die bei der Durchbiegung der Welle um den 
Betrag f geleistet wird. Die Gesamtenergie ist unveranderlich. 
Die Energieanderung LI Ew und LI Eb erfolgen also auf Kosten von 
En. En hatten wir im vorausgehenden als so groB angenommen, 
daB seine Anderung LI E" auf eine Schwingung gegen E" ver
nachlassigt werden kann. 

Es ist: 
E - 1 2 2 

W - -lr mr OJ k , 

8. LlEw = -} mOJ~ [(r + n e)2 _r2] = "'" nremOJ~ 

und Eb = tc f2 = tcr2, 
9. LI Eb = -~ c [(r + n e)2 - r 2] = n r e c. 

'Venn wir wieder m OJ~ durch c ersetzen, folgt: 

10. LI En = LI Ew + LI Eb = 2 n r e c. 

Andererseits ist aber LIE" gleich Kraft mal Weg, also gleich c f mal 
2 n e sin cp, wobei 2 n e sin cp der in Richtung der Kraft wahrend 
einer Umdrehung zUIiickgelegte Weg ist. LI E" ist also 2 n e r c sincp 
oder nach Gleichung 10 muB cp gleich 90 0 sein. Wir sehen, daB das 
Dreieck 0 S M ein r €c htwinkliges ist, wenn OJ = OJk ist; diese 
Erscheinung laBt sich an den in der Praxis umlaufenden Rotoren 
leicht nachweisen: Wir nehmen an, ein Rotor sei zentri sch zur 
Lagermittellinie abgedreht. Wenn wir 
ihn langsam umdrehen, so wird ein 
Bleistift B, den wir in der Nahe des 
Umfangs bring en (Abb. 62), entweder 
an keiner Stelle beriihen oder, wenn 
der Bleistift noch naher herangebracht 
wird, einen vollen Kreis auf dem Um
fang aufschreiben. Sobald wir den Ro
tor in schnellere Umdrehungen ver
setzen, dann macht sich die am 
Schwerpunkt angreifende Zentrifugal
kraft bemerkbar und der Bleistift be-
riihrt - in geeignete Entfernung ge-

8 
~ 

Abb. 62. Aufzeichnen des 
Schlages einer Welle durch 
Anhalten eines Bleistiftes B. 

bracht - an der in Abb. 62 mit OJ < OJk bezeichneten Stelle. 
Wenn wir den Rotor we iter bis auf OJ = OJk beschleunigen, so 
macht sich ein starkes Schlagen des Rotors bemerkbar; der 
Bleistift schreibt einen Strich an die Stelle OJ = Oh an oder, wie 

F6ppi, Schwingungsiehre. 7 



98 Pseudo- und Biegungdschwingungen von umlaufenden Wellen. 

man in der Praxis sagt, der Schwerpunkt eilt bei der kritischen 
Geschwindigkeit um 90 0 voraus. Bei weiterer Beschleunigung auf 
(0 > (Ok fallt S zwischen 0 und M und der Bleistift markiert die 
oben angegebene Stelle (0 > (Ok' 

Das ist eine fiir das Auswuchten von Rotoren wichtige Erkennt
nis: Man wird im allgemeinen bei (0 = (Ok die Lage der tJberwucht 
mittels Bleistiftstrich in der oben angegebenen Weise festzustellen 
versuchen, da bei dieser Umdrehungszahl die graBten Ausschlage 
zu erwarten sind. Man darf dann die zusatzliche Ausbalanzier
masse nicht etwa der markierten Stelle gegeniiber liegend an
bringen, sondern man muB sie um 90 0 gegen die markierte Stelle 
versetzen. 

§ 38. Instabilitat in der Niihe der kritischell Geschwindigkeit. 
Bei der vorausgehenden Ableitung ist das Ergebnis erhalten 
worden, daB der Schwerpunkt des Rotors im Beharrungszustand 
auf dem Grundkreis fortschreitet und zusatzliche Schwingungs
bewegungen ausfiihren kann ahnlich dem ruhenden Rotor. Die 
Bewegung des Schwerpunkts auf dem Grundkreis ist damit als 
eine stabile erkannt worden. Bei der Ableitung ist aber eine Ver
nachlassigung begangen worden. Es ist LI Eu gegen Eu oder der 
Ein£luB des Momentes cer sin I)? auf die Umdrehungsgeschwindig 
keit vernachlassigt worden. Man kann sich noch die Frage vor
legen, welches Ergebnis die strenge Durchfiihrung der Aufgabe 
haben wiirde. Das Problem ist zuerst von Stodola behandelt wor
den ("Die Dampfturbinen", 4. Auflage), spater hat sich der Ver
fasser auch mit dieser Aufgabe befaBt (Zeitschr. f. d. ges. Turbinen
we sen 1916). Mit Hilfe der Methode der kleinen Schwingungen 
findet man, daB die Umdrehung des Rotors iiber der kritischen 
Geschwindigkeit (0 = (Ok + if (Ok im Beharrungszustande nicht 
stabil ist, wenn if (Ok nur klein ist gegen (Ok' Der Grenzwert fiir 
if (Ok liegt nach den an den angegebenen Stellen gemachten Aus-

treF 
fiihrungen bei (LJ (Ok}Grenze = (Ok V 2i 2 ' wobei e die Exzentrizitat 

und i der Tragheitshalbmesser der Schwungscheibe ist. Da e im 
allgemeinen nur klein ist gegen i, ist LJ (Ok nur klein gegen (Ok und 
das Instabilitatsgebiet erstreckt sich nur wenig iiber (Ok hinaus. In 
allen praktischen Fallen ist der Beharrungszustand der Scheibe 
bei Umlaufzahlen iiber der kritischen stabil. 

§ 39. Kritische Biegungsschwingungen der umlaufenden Scheibe 
als Folge von Drenzahlschwankungen. Stodola hat in der 
Schweizerischen Bauzeitung 1917 auf eine eigentiimliche Schwin
gungserscheinung aufmerksam gemacht, die durch das Gewicht 
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bei der Umlaufzahl ~" hervorgerufen wird. Er hat den Nachweis 

erbracht, dail durch das Gewicht Biegungsschwingungen bei der 

Drehzahl W" erregt werden, die allerdings nur bei sehr groiler 
2 

Exzentrizitat bemerkt werden konnen. In einem Aufsatz in cler 
"Zeitschr. f. d. ges. Turbinenwesen" 1918 habe ich die Groilen-

ordnung der Instabilitat bei o~" untersucht und festgestellt, dail 

zwar ein kritischer Impuls bei o~" auf tritt, dail dieser aber, wenn er 

durch das Gewicht hervorgerufen wird, so klein ist, dail er immer 
vernachlassigt werden kann. Die Ursache zu dieser kritischen 
Erscheinung ist die Drehzahlschwankung, die bei einem Umlauf 
durch das Gewicht hervorgerufen wird und im allgemeinen ver
nachlassigbar klein ist. Drehzahlschwankungen treten aber auch 
infolge anderer Ursachen - ungleichmailiger Antrieb - auf und 
sie konnen dann unter Umstanden so groil werden, dail sie 
storende Biegungsschwingungen auslOsen. Nach einer weiteren 
Aussprache fiber das Thema in der Z.d.V.d.Ing. 1919, Seite866, 
sind unter folgenden Umstanden kritische Schwingungen zu er
warten: 

Die Periodenzahl der Drehzahlschwankung sei b (Periodenf 
Umdrehungen) - also z. B. bei einer Sechszylinder-Viertakt
maschine b = 3 - und die kritische Biegungsschwingungs-

zahl der Welle n" = 602w" Schwingungen/Min. Dann treten kri-
n . 

tische Biegungsschwingungserscheinen auf, wenn die Umlaufzahl 
der Maschine n gleich ist: 

11. 
nk 

n=--. 
b+1 

Bei einer sechszylindrigen Viertaktmaschine ist also die kritische 

n" Drehzahl (herrfihrend von Drehzahlschwankungen) n = - und 
n 4 
2" und bei einer sechszylindrigen Zweitaktmaschine mit (5 = 6 

ist die kritische Drehzahl n = n" und n = n". 1m allgemeinen 
7 5 

ist aber der kritische Impuls, der durch Drehzahlschwankungen 
ausgelOst wird, so gering, dail die Schwingungen nicht storend in 
die Erscheinung treten. 

7* 
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VII. Schwingungsfestigkeit und Schwingungsrisse. 
§ 40. Schwingungsbeanspruchung. In der Praxis des Inge

nieurs ist die B3trachtung der Schwingungsvorgange vor aHem 
deshalb wichtig, weil durch unerwunscht auftretende Schwingungen 
Konstruktionsteile haufig Schaden leiden. S3ltener sind vor aHem 
fur den Maschinen- und Bauingenieur (im Gegensatz zum Elektro
ingenieur) die Falle, in denen man Schwingungen kunstlich erzeugt, 
Um aus ihnen praktischen Nutzen zu ziehen. Schwingungsbetrach
tungenwerden deshalb yom Ingenieur mehr aus vorbeugenden 
als aus spekulativen Rucksichten angestellt. B3i dieser Sachlage 
liegt es nahe, die Frage aufzuwerfen, welche nachteiligen Folgen 
denn Schwingungen haben konnen. Die Frage ist im ganzen leicht 
zu beantworten: Das Material wird bei ubergroBer schwingender 
Beanspruchung mit der Zeit zerstort, und zwar genugt schon ein 
Bruchteil der Beanspruchung, die bei einmaliger Auftragung 
einen RiB herbeifuhrt, um das Material mit der Z3it bei Schwin
gungsbeani:lpruchung zum Bruch zu bringen. 

In der Festigkeitslehre, die sich eingehend mit diesen Fragen 
zu befassen hat, wird deshalb unterschieden zwischen der Bruch
festigkeit, der Ursprungsfestigkeit und der Schwingungsfestigkeit 
eines Materials. Unter Bruchfestigkeit (aEr) versteht man dabei 
die Beanspruchung, die notig ist, um einen Normalstab, der aus 
dem betreffenden Material hergestellt ist, zum AbreiBen zu 
bringen. B3i der Ursprungsfestigkeit 0u wird vorausgesetzt, daB 
die Belastung zwischen Null und einem Hochstwert au dauernd 
schwankt; 0u ist der Grenzwert, den das Material bei belie big 
haufigem Wechsel eben noch aushalten kann, ohne Schaden zu 
lemen. Die Schwingungsfestigkeit as endlich ist der Grenzwert, den 
das Material bei beliebig haufigen Belastungswechseln zwischen 
+ as und - a. ohne Zertsorungsanzeichen ertragen kann. Wech
selnde Beanspruchung zwischen einem positiven und negativen 
Maximum tritt, wie wir im vorausgehenden kennengelernt haben, 
vor allem bei Schwingungen auf. Man nennt deshalb diese 
Beanspruchungsart Schwingungsbeanspruchung; im nachfolgen
den befassen wir uns nur mit ihr. 

Neben der Bruchfestigkeit und -dehnung ist die Schwingungs
festigkeit die wichtigste GroBe, die dem Konstrukteur zur richtigen 
Ausnutzung der Materialien zur Verfugung stehen sollte, da 
wechselnde Beanspruchung bei sehr vielen Konstruktionsteilen -
nicht nur bei solchen, die auf Schwingungen beansprucht sind -
auftritt. Tatsachlich bereitet aber die Feststellung derSchwingungs
festigkeit erhebliche Schwierigkeiten, so daB man im allgemeinen 



Biegungsschwingungsfestigkeit. 101 

die Schwingungs£estigkeit nicht zur Wertung der Materialien 
heranzieht und den Konstrukteur zwingt, statt der Schwingungs
£estigkeit die Bruchfestigkeit bei den Berechnungen zugrunde zu 
legen. Da3 ist ein arger Notbehelf. Denn tatsachlich hangt die 
Haltbarkeit eines wechselnder Beanspruchung ausgesetzten Ma
schinenteils nicht von der Bruchfestigkeit, sondern von der wesent
Hch niedrigeren Schwingungsfestigkeit ab: der Maschinenteil geht 
nicht entzwei, solange die Schwingungs£estigkeit an keiner 
S tell e iiberschritten wird. Man· beriicksichtigt allerdings dies en 
Umstand in der Praxis, indem man beim RiickschlieBen von der 
Bruchfestigkeit auf die zulassige Beanspruchung eine entsprechend 
hohe Sicherheitszahl zugrunde legt. Das Verfahren ist aber nicht 
einwandfrei, weil Bruchfestigkeit 0Br und Schwingungs£estigkeit Og 

nicht in einem bestimmten, sondern fUr die verschiedenen Bau
stoffe verschiedenen Verhaltnisse zueinander f.ltehen. Wir werden 
an den Versuchsergebnissen sehen, daB das Verhaltnis os: 0Br z. B. 
fUr Edelstahl ein ganz anderes ist als fUr gew&hlichen Stahl oder 
gar fUr Bronze. 

§ 41. Die Biegungsschwingungsfestigkeit. Die vorstehenden 
tJberlegungen zeigen, wie wichtig die Feststellung der Schwin
gungsfestigkeit ist, so daB die nachfolgenden Untersuchungen aus 

---.-------------------I-6IJomm---------. -- ... ----""'"! 

Abb. 63. Versuchsanordnung zur Bestimmung der Biegungs
schwingungsfestigkeit eines umlaufenden Stabes. 

diesem Gebiet, die im Laboratorium des Verfassers angestellt 
worden sind, einiges Interesse beanspruchen diirfen. Bevor wir 
auf die Versuchsergebnisse selbst eingehen, wollen wir uns erst 
mit der Versuchseinrichtung des Verfassers und mit den damit 
gewonnenen Erfahrungen befassen. 

Die Versuchsanordnung. Versuche zur Bestimmung der 
Schwingungs£estigkeit eines Materials sind schon oft angestellt 
worden. Bei der bekanntesten Einrichtung dieser Art, die schon 
von Wohler in der zweiten Halfte des vorigen Jahrhunderts 
benutzt worden ist, wird ein umlaufender Stab durch eine an-
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gehangte Last auf Biegung beansprucht. Beim Umlaufen ist eine 
Faser des Stabes, wenn sie unten liegt, auf Zug, in der oberen 
Lage auf Druck von gleicher GroBe beansprucht. Der Belastungs
wechsel wird also hier nicht durch Schwingungen, sondern durch 
den Umlauf des wechselnder Beanspruchung ausgesetzten Stabes 
hervorgerufen. Eine Anordnung der von Wohler benutzten 
Art hat auch den Versuchen des Verfassers zugrunde gelegen; 
wir wollen uns an Hand der Abb. 63 etwas naher mit iht be
fassen. 

Ein Stab a ist an seinen Enden in Kugellagern1) b und c drehbar 
gehalten. In seiner Mitte tragt er ein weiteres Kugellager d 
(Abb. 64), an dem ein Gewicht G hangt. Durch G wird der Stab 
auf Biegung beansprucht; das groBte Moment tritt in der Mitte 
auf und es wird, wenn daffir gesorgt ist, daB der Stab durch die 

G l 
Kugellager b und c nicht eingespannt ist, Mmax = "2. "2 . 

Yom linken Ende aus wird der Stab unter Zwischenschaltung 
einer elastischen Kupplung e durch einen Motor f angetrieben. 
Jede Faser des Stabes bei d ist durch das Moment M max, wenn sie 
unten liegt, auf Zug und, wenn sie nach einer halben U:rp.drehung 
oben liegt, auf Druck beansprucht. 

Der Durchmesser der Versuchstabe betrug 28 mm, die Lange Z 
zwischen den StiitzIagern b und c 680 mm. 

Der Stab wurde mit steigender Last G solange beansprucht, 
bis er einriB. Sobald ein RiB an der Oberflache festgestellt werden 
konnte, wurde er, um die Einrillstelle moglichst unversehrt zu 
erhalten, in der ZerreiBmaschine vollstandig abgerissen. Es ent
standen dabei die in den Abb. 65, 66, 67 und 68 wiedergegebenen 
Bilder, in denen deutlich zu erkennen ist, wie tief ins Material 
der Schwingungsbruch fortgeschritten war und welche Material
teile erst in der ZerreiBmaschine getrennt worden sind. 

Als ich im Oktober 1920 die in Abb. 63 dargestellte Versuchs
einrichtung von Herrn Geheimrat Schottler, der auf Anregung 
von Prof. A. Hofmann schon wahrend des Krieges Schwingungs
versuche ausgefiihrt hatte, iibernahm, glaubte ich mit der Unter
suchung der einzelnen Materialsorten direkt anfangen zu konnen, 
um brauchbare Versuchswerte ffir die Schwingungsfestigkeit zu 
erhalten. Ich muBte bald feststellen, daB ich mich in einem 
Irrtum befand. 

1) Die Kugellager waren auBergew6hnlich hoch beansprucht. Am 
besten bewahrt haben sich bei diesen Versuchen die Kugellager der Firma 
Fichtel und Sachs in Schweinfurt; 
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Die ersten Versuche1) lieferten Zahlen fur die Schwingungsfestig
keit von Edelstahlen zwischen 18 und 20 kgjmm2, d. h., wenn die 
Belastung uber 20 kgjmm2 lag, brachen die Stabe, wenn auch 
erst nach viel millionenfacher Beanspruchung, entzwei, und nur 
wenn die Belastung unter 18 kgjmm2 lag, konnte belie big langer 
Betrieb (hundert Millionen Umdrehungen und beliebig mehr) 
aufrecht erhalten werden. Der so gewonnene Wert fUr die Schwin
gungsfestigkeit von 18 bis 20 kgjmm2 war aber viel zu niedrig. 
Wie sich spater herausstellte, waren die Versuchsergebnisse durch 
storende Nebenumstande beeinfluBt, nach deren Beseitigung die 
Schwingungsfestigkeit fur die gleichen 
Edelstahlsorten auf 36 bis 45 kgjmm2 
stieg. Da diese storenden Nebenum
stande auch fur die Praxis wesent
liche Bedeutung haben, wollen wir 
uns eingehender mit ihnen befassen. 

1m wesentlichen waren es 3 Um
stande, durch deren Berucksichtigung 
die Beanspruchung des Stabes in der 
vorhin angegebenen Weise erhoht 
werden konnte: 

1. Ursprunglich lag der innere TO 

Lau£ring k des mittleren Kugellagers d Abb. 64. Mittellager. 
hart auf dem Stab auf (Abb. 64). Bei 
der Berechnung wurde gleichmaBige Verteilung des Auflage
druckes uber die Auflageflac.he vorausgesetzt und unter dieser 
Annahme die Spannung infolge der Auflagerung so gering ge
funden, daB sie gegenuber der durch die Biegung hervorgerufenen 
Beanspruchung vernachlassigt werden konnte. Tatsachlich konnte 
aber die Auflage£lache gar nicht so genau bearbeitet werden, daB 
aIle Teile gleichmaBig trugen, sondern der Auflagedruck wurde 
durch wenige eng begrenzte Flachen ubertragen, in denen die 
durch die Auflagerung hervorgerufenen Spannungen von gleicher 
GroBenordnung wie die Biegungsspannungen wurden. 

Die bei den ersten Versuchen aus der reinen Biegungsbean
spruchung errechnete GroBtspannung von 18 bis 20 kgjmm2 
wurde also durch in ihrer GroBe unbekannte zusatzliche Auf
lagerungsspannungen so stark erhoht, daB der schlieBlich ein
getretene Bruch mehr eine Folge der letzteren als der ersteren war. 

Um die ortlichen Spannungserhohungen zu beseitigen, wurde 
zwischen Stab a und Au£lagerung k eine etwa 1 mm starke Papier-

1) Eingehender Versuchsbericht in der Dissertation von H. Dohms, 
Braunschweig, Techn. Hochschule, 1923. 
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beilage g (Abb. 64) gebracht, durch die ein Ausgleich in der Span
nungsverteilung erzielt wurde. Die Folge dieser MaBnahme war, 
daB die Risse, die urspriinglich stets innerhalb des Druckrings 
ansetzten, jetzt mitunter auBerhalb auftraten und daB die Last G 
(Abb. 63) etwa auf das 1,5fache gesteigert werden konnte. 

Diese Uberanstrengung des Materials an einer eng umschrank
ten Stelle tritt nur bei oftmaligem Belastungswechsel storend in 
die Erscheinung. Bei einmaliger Beanspruchung tritt an den 
iiberanstrengten Stellen' eine bleibende Formanderung auf, die 
einen Spannungsausgleich herbeifiihrt und die die Bruchfestig
keit kaum beeintrachtigt. Bei wechselnder Beanspruchung wird 
aber die immer wieder iiberanstrengte Stelle zerstort. 

Fiir die Praxis ist das vorstehende Ergebnis wichtig, da auch 
die einzelnen Teile an ausgefiihrten Maschinen in vielen Fallen 
hart auf hart aufeinander wirken. Dabei ist in der Regel die 
Spannungsverteilung durchaus nicht so gleichmaBig, wie das bei 
der Rechnung angenommen wird. Es wird im Gegenteil eine Stelle, 
die etwa ein wenig vorsteht, besonders hohe Spannungen aus
zuhalten haben. Bei einmaliger Beanspruchung wird dadurch 
das Ergebnis kaum beeinfluBt: das am hochsten beanpsruchte 
Materialgebiet wird iiber die Elastizitatsgrenzehinaus gereckt, 
gibt infolgedessen nach und sorgt so selbsttatig fiir den Spannungs
ausgleich. Bei Schwingungsbeanspruchung wird aber das iiber 
die Elastizitatsgrenze gestreckte Material infolge der oftmaligen 
Wiederholung der Beanspruchung nicht bleibend gereckt, sondern 
zerstort. Diese ungleichmaBige Spannungsverteilung, die bei der 
Berechnung nicht beriicksichtigt wird, tritt z. B. bei Schrauben
verbindungen in hohem MaBe auf. Deshalb gehen Schrauben
verbindungen (etwa die Befestigung des Deckels einer Dampf
maschine) nicht bei der ersten Uberanstrengung (also beim An
ziehen der Schrauben), sondern erst nach vielmaligem Belastungs
wechsel entzwei, wenn sie iiberlastet waren. 

2. Um einwandfreie Ergebnisse zu erhalten, muBten StoBe 
moglichst vermieden werden. Zu diesem Zweck wurde der Stab 
mit einem Ruthardtschen Schlagmesser taglichneu ausgerichtet 
und dafiir gesorgt, daB der Schlag moglichst nicht iiber 0,1 mm 
betrug. Die Kraftiibertragung wurde durch eine zweibackige 
Kupplung mit Gummipuffern so gleichmaBig wie moglich gemacht. 
Da sich derStab unter der Last durchbog, wurde der Motor ein 
wenig nach dem Stabende zu geneigt, so, daB die Motorachse 
mit der Tangente an das Stabende in eine Richtung fiel. 

3. Bei den zuerst durchgebrochenen Staben wurde die Aus
gangsstelle fiir den Schwingungsbruch untersucht. Es konnte 
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immer festgestellt werden, daB eine leichte Oberflachenbeschadi
gung vorhanden war, von der der Schwingungsbruch seinen Aus
gang nahm; selbst grobere Polierschrammen druckten die zulassige 
Beanspruchung herunter. Es muBte deshalb dafur gesorgt wer
den, daB die Stabe moglichst glatt geschliffen waren und daB sie 
beim Einbauen in die Maschine keine harten StOBe (auch keine 
scheinbar geringfUgigen) erlitten. Durch die MaBnahmen zu 2 
und 3 wurde die Schwingungsfestigkeit fUr Edelkonstruktions
stahle auf 36 bis 45 kg/mm je nach Sorte gebracht. 

Abb. 65. Oben Schwingungsbruch, unten ZerreiB· 
bruch. Stellen x, x beginnende Schwingungsbriiche, 

au~gehend von Oberflachenbeschadigungen. 

Die unter 2 und 3 genannten MaBnahmen haben ebenfalls 
groBe praktische Bedeutung. StoBe und Erschutterungen im 
Betrieb oder leichte Oberflachenbeschadigungen sind in def 
Praxis oft Ursachen fur Schwingungsbruche, die durch die uber
schlagigen Betrachtungen uber Spannungsverteilung nach den 
Lehren der Festigkeitslehre nicht erklart werden konnen. 

A usbild ung der Schwingungsbruche. Es wurde ver
sucht, Schwingungsbruche moglichst im Entstehen festzustellen 
und uber die Fortschreitungsgeschwindigkeit AufschluB zu er
halten. Zu diesem Zweck wurde mit der Versuchseinrichtung eine 
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elektrische Ausschaltvorrichtung verbunden, die die Strom
zufiihrung zum antreibenden Motor unterbrach, sobald die Durch
biegung des Stabes, die unter der normalen Last etwa 5 mm 
betrug, um 0,1 mm groBer wurde. Wenn dann an einem Stab, 
der durch die Ausschaltvorrichtung auBer Betrieb gesetzt worden 
war, der feinste HaarriB festgestellt werden konnte, wurde er in 
der Werdermaschine abgerissen. Wie Abb. 65 bis 67 erkennen laBt, 
ist das Gebiet, in dem der RiB durch Schwingungsbeanspruchung 
hervorgerufen worden war, von dem Gebiet, in dem die Trennung 

Abb. 66. Schwingungsbruch, ausgehend von einer 
Fehlstelle im Material. a-a Begrenzung des 
Bruchs nach 10 Mill. Schwingungen; b-b Grenz
linie nach weiteren 5600 Schwingungen mit 

gleicher Last. 

des Materials erst in der ZerreiBmaschine - also mit einmaliger 
Belastung - er£olgt ist, leicht zu unterscheiden: der Schwingungs
bruch zeigt ein sammetartiges, feinkorniges Gefti.ge, wahrend der 
ZerreiBbruch grobe Flachen aufweist . Es wurde das Ergebnis 
erhalten, daB Schwingungseinrisse, die sich auf weniger als ein 
Viertel bis ein Drittel der Querschnittsflache erstreckten, mit 
dem bloBen Auge trotz sorgfaltiger Untersuchung nicht festgestellt 
werden konnten. Der Stab (Abb. 66) war z. B. bis zur Linie a-a 
in der Maschine (Abb. 63) eingebrochen. Die elektrische Ausschalt
vorrichtung schaltete den Motor abo Der Stab wurde ausgebaut 
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und seine Ober£lache sorgfaltig nach Rissen untersucht. Da nichts 
ge£unden werden konnte, wurde der Stab wieder eingebaut und 
die Maschine in Betrieb genommen. Aber schon nach kurzer Zeit 
wurde der Motor wieder selbsttatig abgeschaltet. Der Schwin
gungsbruch, der sich jetzt auch an der Oberflache deutlich erkennen 
lieB, war, wie nach dem AbreiBen des Stabes in der Werder
maschine festgestellt werden konnte, bis zur Mitte des Stabes 
(Linie b-b) vorgedrungen. Nachtraglich konnte auch die Linie a-a, 

Abb. 67· Schwingungsbruch, ausgehend von Fehl
stelle y. Durchmesser der Fehlstelle 0,1 mm, Ab

stand vom Rand 0,6 mm. 

die sich durch die Unterbrechung des Betriebes abgezeichnet 
hatte, festgestellt werden. 

Mitunter traten Schwingungsbruche gleichzeitig an verschie
denen Stellen eines Stabes auf. Einer dieser mehreren Schwin
gungseinrisse bildete sich dann soweit aus, daB er auBerlich 
bemerkbar wurde und das Ausbauen des Stabes zur Folge hatte. 
Beim AbreiBen des Stabes in der Werdermaschine wurden dann 
neben dem Hauptschwingungsbruch auch die kleinen Einrisse 
mit freigelegt. So zeigt Abb. 65 ein Bild mit einem groBen Schwin
gungsbruch oben und mit mehreren kleinen Schwingungsbruchen 
unten (Stellen x). Die kleinen Schwingungsbruche lassen erkennen, 
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auf welche Weise ein Schwingungsbruch ins Innere des Materials 
vordringt : Er hat zuerst die Form eines Halbkreises mit der 
schadhaften Stelle als Mittelpunkt. Mit groBerem Anwachsen 
verflacht sich die Begrenzungskurve; sie geht schlieBlich etwa in 
eine gerade Linie uber, wenn der Schwingungsbruch die Halfte 
der Querschnittflache erreicht hat. 

Wir wollen auch hier wieder die Nutzanwendung fUr die Praxis 
such en : Wenn ein Maschinenteil durch wechselnde Belastung 

Abb. 68. Durch Schwingungsbeanspruchung zerstortes Kesselblech. 
Halbkreisformige Schwingungseinrisse x, x. 

entzwei geht, werden wir ebenfalls einen von der Oberflache 
ausgehenden halbkreisformigen Bruch zu erwarten haben. Als 
Beispiel sei auf Abb. 68 verwiesen, die den Bruch eines Kessel
bleches zeigt. Das Kesselblech, das zu einer Dampfspeicher
Lokomotive gehorte, ist beim jedesmaligen Aufladen der Loko
motive belastet und beim Entladen entlastet worden. Der Kessel 
wurde jeden Tag mehrmals geladen und leergefahren. Nach 
mehrjahrigem Betrieb ist er auseinandergeflogen1), wobei die 
Bruchstucke die halbkreisformigen Schwingungsbruche der Abb.68 
(Stellen x) erkennen lieBen. Die Zerstorung ist also auch hier 
durch wechselnde Beanspruchung erfolgt und von einer schad
haften Stelle der Oberflache ausgegangen. Der Schwingungs
bruch hat sich nach dem Innern zu halbkreisformig ausgebreitet, 
bis das Material so geschwacht war, daB die Bruchfestigkeit uber
schritten wurde. Dann ist das Blech plotzlich im ganzen aufgerissen. 

Schwingungsbruche bilden sich aber nur dann halbkreisformig 
von einer Stelle nach dem Innern zu aus, wenn die Dberanstren· 
gung des Materials ahnlich ist, wiebeim vorliegenden Versuch, 
d. h. wenn das Material auf ein groBeres Gebiet in einer sich 

1) Nahere Angaben tiber den Bruch siehe Zeitschrift des Bayr. Re
visionsver., Zerknall einer feuerlosen Lokomotive in den Deutschen 
Werken in Druchau 1921 (Bericht von A. Foppl) und 1923 (M. v. Schwarz). 
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oftmals wiederholenden Weise uberlastet wird. Wenn dagegen 
ein Bruch an einer Spindel, Welle usw. nach mehrjahrigem Betrieb 
auf tritt, so sieht der Dauerbruch auch oft wesentlich andcrs aus 
als die Abb. 65 bis 67 erkennen lassen: es hat sich oft ein ring
formiger EinriB gebildet, der rings urn den Zapfen herumlauft 
(Abb.69). Diese Art des EinreiBens kommt durch StoBe zustande, 
die an dem Maschinenteil bei besonders ungunstigen Belastungs
verhaltnissen p16tzlich auftreten und bei denen jeweils die Stelle 
einreiBt, die im AugenbIick des StoBes 
gerade die groBte Belastung auszuhalten 
hat. Die vielen sich wiederholenden 
StoBe, die schlie13lich den Bruch herbei
fUhren, werden je nach der augenblick
lichen Zapfenstellung bald die, bald jene 
Stelle uberanstrengen. Die Folge davon 
ist, daB der RiB den ganzen Umfang des 
Zapfens uberzieht . Bruche, ahnlich dem Abb. 69. Dauerbruch 
in Abb. 69 dargestellten, werden z. B. mit einer Spindel. 
dem Kru ppschen Dauerschlagwerk er-
halten, bei dem der Probestab durch StoBe immer wieder an 
anderen Stellen des gefahrdeten Querschnitts uberanstrengt wird. 

Fortschrittsgeschwindigkeit des Schwingungs
bruches. Solange der EinriB noch klein ist, schreitet der Bruch 
langsam voran. Mit groBer werdendem EinriB wachst dann auch 
die Fortschrittsgeschwindigkeit. 1m vorausgehenden ist erwahnt, 
daB mitunter die Ausbildung eines Bruches fiir einige Stunden 
unterbrochen worden ist und daB sich dabei eine scharf abgezeich
nete Linie wie a-a in Abb. 66gebildet hat. Da der Drehzahlerstand 
zur Zeit der Unterbrechung und der zur Zeit der Beendigung 
des Versuches aufgeschrieben werden konnte, war leicht fest
zustellen, wieviele Umdrehungen (d. h. wieviele Belastungswech
sel) notig waren, urn den Schwingungsbruch von der Linie a-a 
bis zur Linie b-b (Abb. 66) vorzutreiben. In Abb. 66 waren Z. B. 
10,8 Mill. Umdrehungen mit ungeanderter Belastung verstrichen, 
bis der Schwingungsbruch die Linie a-a erreicht hatte. Nach wei
teren 5400 Umdrehungen war der Bruch schon bis an die Linie b-b 
fortgeschritten. AuBerlich macht sich die Fortschreitungsgeschwin
digkeit dadurch bemerkbar, daB die KorngroBe um so feiner ist 
und das Bruchbild einen urn so sammetartigeren Eindruck macht, 
je langsamer der Bruch voranschreitet. So hatte Z. B. ein Bruch, 
der erst nach 14 Millionen Umdrehungen mit gleicher Last sicht
bar wurde, namentlich an den Ausgangsstellen ein au Berst fein
korniges GefUge. Die Zahlen zeigen im ubrigen, daB die in der 
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Literatur oft vertretene Ansicht, als ob Haltbarkeit bei 1 Million 
Belastungswechsel gleichbedeutend sei mit dauernder Haltbar
keit, nicht zutrifft. 

Materialfehler. Es ist bekannt, daB Ungleichheiten in der 
auBeren Form, wie z. B. schade trbergange, Anbohrungen, Ober
flachenbeschadigungen, auf die Festigkeit eines Maschinenteils, 
der wechselnder Beanspruchung ausgesetzt ist, einen ungiinstigen 
EinfluB ausuben. In welchem MaBe aber die Haltbarkeit durch 

Abb. 70. Fehlstelle y von Abb. 67 in 55 facher VergroBerung. 

innere Ungleichheiten - vor aHem durch mikroskopisch kleine 
Materialfehler - beeintrachtigt wird, daruber sind noch keine 
Versuche angestellt worden. Von vornherein ist ja klar, daB 
gro be FehlsteHen, z. B. GuBblasen, durch die der Querschnitt 
wesentlich verringert wird, die Festigkeit des Stuckes stark er
niedrigen werden. DaB aber auch kleine Fehlstellen, die auf den 
Querschnitt so gut wie keinen EinfluB haben und die deshalb 
die Festigkeit des Sttickes bei einmaligem AbreiBen nicht be
eintrachtigen, die Schwingungsfestigkeit wesentlich erniedrigen 
konnen, ist bei den Versuchen festgestellt worden. Es handelt 
sich um 2 Stabe, bei denen der Schwingungsbruch nicht von 
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der Oberflache, sondern beide Male von einer kleinen Fehlstelle 
im Innern des Materials ausgegangen ist. 

Der erste Bruch mit der Fehlstelle ist in Abb.67 (Stelle y) 
und in 50facher Vergro.Berung in Abb. 70 dargestellt. Die Fehl
stelle hatte einen Durchmesser von etwa 0,1 mm und war 0,6 mm 
von der zylindrischen Oberflache entfernt. Da der Halbmesser 
des Stabes 14 mm betrug, war bei linearer Spannungsverteilung 
die Spannung an der Fehlstelle um 0,6 : 14·100 = 4% geringer 
als am Umfang. Trotzdem ist der RiB nicht vom Umfang, sondern 
von der Fehlstelle, die vollstandig von gesundem Material um
schlossen war, ausgegangen. Er ist dann sehr langsam, wie die 
feinkornige Struktur erkennen laBt, etwa auf einer Kreisflache 
mit der Fehlstelle als Mittelpunkt fortgeschritten, bis seine auBeren 
Auslaufer den Stabumfang erreicht hatten. Dann ist die Rand
partie eingebrochen und der RiB ist rascher vorgedrungen. Das 
Gebiet mit der geringen RiBfortschrittsgeschwindigkeit in der 
Umgebung der Fehlstelle ist in Abb. 70 durch die hellere Kreis
flache mit etwa 50 mm Durchmesser hervorgehoben. Es scheint 
eine Eigentiimlichkeit der Schwingungsbriiche, die von inneren 
Fehlstellen ausgehen, zu sein, daB sie langsam fortschreiten. 

Der zweite Bruch, der von einer Fehlstelle ausgegangen ist, 
ist in Abb. 66 dargesteIlt. Die Fehlstelle hatte hier etwa 0,4 mm 
Durchmesser und sie lag 1,4 mm von der Oberflache entfernt. 
Die Spannung in der Umgebung der Fehlstelle war also bei linearer 
Spannungsverteilung schon um 10% geringer als am Umfang. 
Da der RiB von der FehlsteIle, nicht von einer um 10% hoher 
beanspruchten Stelle des Umfangs, ausgegangen ist, ist die Er
niedrigung der Festigkeit des Materials infolge der 0,4 mm aus
gedehnten Fehlstelle mehr als 10%. 

Die Schwingungsfestigkeit verschiedener Material
sorten. Die Schwingungsfestigkeit ist maBgebend fiir die Halt
barkeit vieler Maschinenteile. Es ware vor allem wichtig, eine 
Beziehung zwischen Schwingungsfestigkeit und den beim ge
wohnlichen ZerreiBversuch feststeIlbaren GroBen (Proportionali
tatsgrenze, Elastizitatsgrenze, Bruchfestigkeit) aufzustellen. Eine 
feststehende Beziehung konnte nicht ermittelt werden. Nur soviel 
war sicher, daB die Schwingungsfestigkeit unterhalb der Elastizi
tatsgrenze und der Proportionalitatsgrenze, die im iibrigen ffir die 
meisten Materialien nicht streng festgestellt werden konnen, 
gelegen war. Auf aIle FaIle erwies sich die in der Praxis vielfach 
verbreitete Ansicht, die Schwingungsfestigkeit stehe in einem 
bestimmten Verhaltnis v zur Bruchfestigkeit - gewohnlich wird 
v = 1/3 angegeben - als nicht stichhaltig. Die Schwingungs-
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festigkeit scheint im Gegenteil mehr von der Elastizitatsgrenze 
als von der Bruchfestigkeit abzuhangen. Auch die von 
R. Stribeck-Stuttgart (Z. d. V. d. lug. 1923, S. 631) auf Grund 
von Versuchsergebnissen, die an anderen Stellen erhalten worden 
sind, gewonnene Formel, nach der die Schwingungsfestigkeit ver
haltnisgleich der Summe aus Bruchfestigkeit und Streckgrenze 
sein soIl, ist bei den Versuchen des Verfassers nicht bestatigt 
worden. AuBer Bruchfestigkeit und Streckgrenze hat auch die 
Bruchdehnung EinfluB auf die GroBe der Schwingungsfestigkeit. 

Die Versuche wurden vor allem an Staben aus Edelstahl 
verschiedener Legierung - reine Kohlenstoffstahle, Silizium
stahle, Nickelstahle, Chrom-Nickelstahle - vorgenommen. Die 
Versuchsergebnisse sind in der Dissertation von Dr. lng. Dohms 
(Braunschweig 1923) veroffentlicht worden. Zusammenfassend 
konnen fUr die Konstruktionsstahle etwa folgende Zahlenwerte 
genannt werden: Bruchfestigkeit 70-85 kgjmm2, Bruchdehnung 
11-16%,Elastizitatsgrenze 55-72 kgjmm2 und zugehOrige 
Schwingungsfestigkeit 36-44 kgjmm2. Das beste Ergebnis 
wurde bisher mit dem Konstruktionsstahl E 724 der Bergischen 
Stahlindustrie in Remscheid erhalten, der nach einer bestimmten 
Warmebehandlung folgende Schwingungsbeanspruchungen aus
gehalten hat: mit a = 39 kgjmm2 17,1 Mill., mit a = 40 kgjmm2 
17,6 Mill., mit a = 41 kgjmm2 17,0 Mill., mit a = 42 kgjmm2 
22,2 Mill., mit a = 43 kgjmm2 20,4 Mill., mit a = 44 kgjmm2 
20,4 Mill. Umdrehungen. Nach der Erhohung der Belastung auf 
a = 45 kgjmm2 ist der Stab nach 17,8 Mill. Umdrehungen zu 
Bruch gegangen. Die Schwingungsfestigkeit fUr das Material 
liegt also nur wenig unter 45 kgjmm 2, da die lange Zeit, die der 
Stab bis zum Einbrechen mit der Belastung von a = 45 kgjmm2 

gelaufen ist, darauf schlie Ben laBt, daB die Schwingungsfestigkeit 
nur wenig iiberschritten war. Fiir die gute Bewertung des Materials 
ist aber auBer dieser Zahl noch die Bruchdehnung maBgebend. 

AuBer den Edelstahlen sind auch noch andere Materialien 
untersucht worden. Vor aHem ist ein Vergleichsversuch zwischen 
der Schwingungsfestigkeit eines gewohnlichen Stahlstabes und der 
eines Bronzestabes von etwa gleicher Festigkeit und Dehnung 
angestellt worden. 

II ZerreiB· Streck- Bruch- Schwingnngs-
festigkeit grenze dehnung festigkeit v 
kg/mm' kg/mm' in % kg/mm' 

Edelstahlsta b 70-85 55-72 11-16 36-44,5 1: 1,9 
Stahlstab. 51 30 20 1: 2,5 
Bronzestab . 51 30 13 1:4 
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Die Tabelle zeigt, wie irrig es ist, aus den Ermittlungen, die 
mit dem ZerreiBversuch gewonnen werden, auf die Festigkeit 
des Materials bei wechselnder Beanspruchung schlieBen zu wollen. 
Denn Bruch-Festigkeit und -Dehnung sind fUr den Stahlstab und 
den Bronzestab etwa gleich groB. Bei Schwingungsbeanspruchung 
halt dagegen der Bronzestab nur das O,65fache dessen aus, was 
der Stahlstab vertragen kann. Besonders groB wird der Unter
schied im Verhaltnis y zwischen Schwingungsfestigkeit und 

Abb. 71. Bronzestab. Oberhalb Linie Gr-a Schwin
gungsbruch; unterhalb Zerreil3bruch. 

Bruchfestigkeit, wenn man die Bronze mit Edelstahl vergleicht: 
FUr jene ist dieses Verhaltnis etwa 1 : 4, fUr Edelstahl dagegen 
bloB etwa 1 : 1,9. 

Das Aussehen des Schwingungsbruches gibt auch AufschluB, 
warum die Bronze eine im Vergleich zur Bruchfestigkeit so niedrige 
Schwingungsfestigkeit hat. Die Bronze war, wie auch schon die 
Festigkeitszahlen erkennen lassen, von ganz vorzuglicher Quali
tat; sie war hergestellt von den Harburger Eisen- und Bronze
werken. Der ZerreiBbruch (s. Abb. 71 unten) zeigt ein voll
kommen gleichmaBiges und sehr feinkorniges Gefuge. Der Schwin
gungsbruch (Abb. 71 oben) HiBt erkennen, daB im Material wirr 
durcheinanderlaufende grobe Kristallflachen vorhanden sind. 

Flip pI, Schwingllngslehre. 8 
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Der ZerreiBbruch verlauft nicht langs dieser Flachen; beim Zer
reiBen werden die Kristalle zerstort. Fiir den Schwingungsbruch 
dagegen sind die Kristalle als Flachen kleinsten Widerstandes 
maBgebend, langs denen der Bruch langsam fortschreiten kann. 
Um ein Material widerstandsfahig gegen Schwingungsbeanspru
chung zu machen, ist es also wichtig, das Geffige moglichst fein
kornig zu gestalten. Die im Verhaltnis zur Bruchfestigkeit hohe 
Schwingungsfestigkeit bei Edelstahl wird vor allem dadurch her
vorgerufen, daB bei der Herstellung des Edelstahls auf die Aus
bildung eines moglichst feinkornigen Geffiges besondere Sorgfalt 
verwendet wird. 

§ 42. Die Drehschwingungsfestigkeit. Neben der wechselnden 
Beanspruchung normal zur Flache interessiert auch die wechselnde 
Beanspruchung in Flachenrichtung (Schubspannung); sie tritt 
vor allem bei umlaufenden auf Verdrehen beanspruchten Wellen 
auf, und zwar in besonders gefahrlichem MaBe dann, wenn die 
Schwungmassen, die auf der Maschinenwelle sitzen, die in § 12 
behandelten und in der Praxis so geffirchteten Drehschwingungen 
ausffihren. 

Auch fiber die Drehschwingungsfestigkeit der Materialien 
liegen noch wenige Erfahrungen und Versuche vor. Der Verfasser 
ist deshalb gezwungen, fiber eigene Versuche zu berichten, die er 
zur Klarung der Frage angestellt hat. 

Nach den Ergebnissen mit der Biegungsschwingungseinrichtung 
hat sich der Verfasser beim Bau der Drehschwingungseinrichtung 
bemfiht, moglichst aIle storenden Einflfisse - StoBe, Druckstellen 

r(. ,,''''' wI, 
Abb. 72. Dreh· 

schwingungsanordnung. 

usw. - von vornherein auszuschalten. 
Das laBt sich am besten dadurch er
reichen, daB der Versuchsstab durch einen 
verhaltnismaBig kleinen periodischen 1m
puls in Resonanzdrehschwingungen ver
setzt wird, eine Anordnung, bei der 
besonders gut die bei Drehschwingungen 
in der Praxis auftretende Beanspru
chungsart nachgeahmt wird. 

Die Versuchsanordnung ist in Abb. 72 dargestellt. Der Ver
suchsstab a ist als Welle ausgebildet und an einem Ende b fest
gehalten. Am anderen Ende tragt er die Schwungmasse J. Die 
Welle ist gut gelagert, so daB sie sich nicht durchbiegen kann. 
Das System aJ kann Eigen-Verdrehungsschwingungen ausfiihren, 
deren Dauer T, sich in bekannter Weise berechnen laBt. Auf die 
Schwungscheibe J wirkt eine periodische Kraft im Rhythmus der 
Eigenschwingungszahl. Die GroBe der Kraft P wird so geregelt .. 
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daB ein bestimmter Ausschlagwinkel AlPo, dem eine Schub
spannung Tmax entspricht, erhalten wird. Damit die Kraft P 
nicht zu klein ausfii.llt (bei Resonanz bringt ja schon ein kleiner 
Impuls einen groBen Ausschlag hervor), wirkt auf die Schwung
scheibe J eine Bremsvorrichtung ein, die bei jeder Schwingung 
einen Teil der Energie vemichtet. Die GroBtwerte von Kraft P 
und Winkel AlP sind bei Resonanz um 90 0 phasenverschoben. 
Der Phasenverschiebungswinkel wird zur Regelung der Periode 
der antreibenden Kraft P benutzt, die immer genau gleich der 
Schwingungsperiode gehalten wird. Eine weitere Vorrichtung 
dient zur genauen Bestimmung des maximalen Ausschlagwinkels. 

Die Versuche werden in gleicher Weise durchgefuhrt wie die 
Biegungsschwingungsversuche , d . h. es wird mit einem Aus
schlagwinkel AlPo oder einer groBten Schubspannung TO be
gonnen, mit der eine bestimmte Anzahl Schwingungen (z. B. 
1 Million) ausgefuhrt werden. Dann wird der Ausschlagwinkel 
vergroBert und damit die Spannung auf (TO + A TO) erhOht; mit der 
neuen Spannung werden wieder eine Million Spannungswechsel 
vorgenommen. Es folgen eine Million Spannungswechsel mit 
TO + 2 A TO usw., bis der Stab bei einer Spannung TO + n A To zu 
Bruch kommt. Die Spannung TO + (n-I) ATo kann als MaB 
fur die Verdrehungsschwingungsfestigkeit des Materials ange
sehen werden l ). 

Dber den Ausbau des Versuchsapparates und die mit ihm 
gewonnenen einzelnen Versuchsergebnisse wird naher in einer 
Arbeit meines Assistenten, des Herm cando ing. A. Busemann, 
berichtet werden, der sich besondere Verdienste 
um den Ausbau der Versuchsanordnung, vor 
allem durch Schaffung von geeigneten MeB- und 
Regelvorrichtungen erworben hat. 

Wir wollen uns im nachfolgenden nur mit 
dem gewonnenen Gesamtergebnis, das einen 
Einblick in den Bruchvorgang gewahrt, be
fassen . 

Abb.73. 
Wellenbruch in
folge von Dreh

schwingungen. 

Vor aHem interessiert die Frage, in welcher Richtung der erste 
EinriB bei einem glatten Stab erfolgt, der wechselnder Verdrehungs
beanspruchung ausgesetzt ist. Die Versuche haben in dieser 
Richtung iibereinstimmend ergeben, daB der erste EinriB infolge 
der Schubspannungen parallel zur Stabmittellinie erfolgt (Abb. 73, 
Linie 1 I'). Infolge dieses Einrisses wird die Dbertragung der 
Normalspannungen, die unter 45 0 zur Stabachse am groBten sind, 

1) Siehe dariiber auch einen Bericht des Verfassers im Werkstoff
ausschuB des Ver. d. Eisenhiittenleute 1923. 

8* 
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erschwert und der RiB schreitet in der Richtung 12 und 1'2' weiter 
fort. SchlieBlich ist die Festigkeit des Materials so geschwacht, 
daB der Rest des Querschnittes in kurzer Zeit nach beliebigen 

--~ - - --.... -~""'=': - • 

~ - ~ -. -
_ ' . ~. -#I, - -~ =- -

Bruchflachen durch
bricht. In den Abb. 74 
und 75 sind Verdre
h ungssch wingungs brft

che dargestellt. Die Linie 
1 1', von der der Bruch 

Abb. 74. Verdrehungsschwingungsbruch. ausgeht, ist stets deut-
lich zu erkennen. Mit 

dem Mikroskop kann man sie in das gesunde Material zu beiden 
Seiten des Bruches verfolgen (Abb. 76). 

In der Praxis sehen Verdrehungssch wingungsbrftche oft 
wesentlich anders aus, als die Abb. 74-76 mochten vermuten 

Abb. 75. VerdrehUilgsschwingungsbruch. 

lassen. Der Grund hierfur liegt in der Tatsache, daB die Wellen 
nicht so glatt hergestellt sind wie die Versuchsstabe des Ver-

Abb. 76. Verdrehungsschwingungsbruch (60 fache Vergr6Berung, 
Fortsetzung ins Material). 

fassers. Wenn z. B. an einer Stelle eine Bohrung etwa fur eine 
Halteschraube vorgesehen ist (Abb. 77), so findet an dieser Stelle 
ein Ausgleich der Schubspannungen in Langsrichtung statt - die 
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Rander der Bohrung im Langsschnitt konnen ungestort vonein
ander Verzerrungen erleiden. Eine solche Welle ist deshalb beziig
lich Festigkeit vergleichbar mit einer Welle, die schon einen EinriB 
1 I' hat und der RiB setzt bei ihr unter 45 0 zur Wellenachse an. 
Wenn die Welle sehr ungleichmaBig bearbeitet ist, kann auch 
eine wesentliche Schwachung in einem Querschnitt senkrecht 
zur Wellenachse vorhanden sein (tiefere Drehrillen). Dann bricht 

Abb. 77. Verdrehungsschwingungsbruch einer Schiffswelle. 

die Welle auch mitunter in diesem Querschnitte abo Wenn aber 
die besondere Oberflachengestaltung nicht eine ganz bestimmte 
Form des Einrisses vorschreibt, so wird ein Drehschwingungsbruch 
immer in der aus Abb . 74-76 ersichtlichen Form vor sich gehen. 

§ 43. Innere Energie.Aufnahmefahigkeit des Werkstoffs. Wenn 
auf die Schwingungsanordnung Abb. 72 ein Impuls mit der 
Periode der Eigenschwingungszahl einwirkt, so muB der Stab, 
solange keine Energie abgefiihrt wird, theoretisch immer groBere 
Ausschlage annehmen, bis er schlieBlich bricht. Wie sieht nun 
die Sache praktisch aus ? D. h. was wird eintreten, wenn wir bei 
der Schwingungsanordnung Abb. 72 die Bremse weglassen? Die 
vorher genannte Drehzahlregelung sorgt dafiir, daB der Impuls 
stets genau im Rhythmus der Eigenschwingungszahl eingefiihrt 
wird . Impuls und Schwingungsausschlag sind um 90 0 phasen
verschoben und die ganze Impulsenergie wird dem Probestab 
zugefiihrt. Wenn der Stab nicht schon nach wenigen Schwingungen 
entzwei gehen soll, muB er imstande sein, Energie aufzunehmen, 
bzw. in Warme umzusetzen. 

Beziiglich der Energieaufnahmefahigkeit eines Werkstoffs sind 
zwei FaIle zu unterscheiden : Bevor der Stab in zwei Stucke bricht, 
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treten mit dem bloBen Auge vorerst auBerlich nicht sichtbare 
Langsrisse (Abb. 73 Linie II') auf. Die beiden RiBflachen reiben 
im Betrieb stark aneinander, so stark, daB das Material nach dem 
volligen Abbrechen an diesen Stellen verbrannt und zermiirbt 
aussieht. Bei dieser Bewegung der beiden Bruchflachen anein
ander wird Warme erzeugt, die auBerlich mit der Hand kurz vor 
dem Bruch manchmal festgestellt werden kann. Die Warmeabgabe 
dauert bei bestimmten Stahlsorten je nach der GroBe des Impulses 
etwa 0-5000 Schwingungen; dann ist der Stab durchgebrochen. 

Es gibt aber auch Stahlsorten, die bei geringer V'berschreitung 
der Schwingungsfestigkeit eine lange Zeit (z. B. eine oder mehrere 
Millionen Schwingungen) iiberstehen und dabei erhebliche Warme
mengen von sich geben konnen. Zum Unterschied vom voraus
gehenden Fall erstreckt sich die Erwarmung nicht iiber einen 
kleinen Bezirk, sondem gleichmaBig iiber den ganzen Stab. 

Der Energieaufnahmefahigkeit von Konstruktionsmaterialien 
ist bisher keine Beachtung geschenkt worden, wiewohl ihr fUr 
viele Falle erhebliche Wichtigkeit innewohnt. Die Wichtigkeit der 
Dampfungsfahigkeit des Materials kann an der beschriebenen 
Versuchsanordnung leicht festgestellt werden; der eine Stab, z. B. 
der Energie aufnehmen konnte (d. h. der bei der Beanspruchung 
warm wurde) , erlitt bei einer bestimmten GroBe des eingeleiteten 
Impulses eine Beanspruchung l'm", = 21 kg/mm2. Er brach mit 
dieser Beanspruchung etwa nach 2 Millionen Umdrehungen. 
Ein anderer Stab aus einer Sorte, die erheblich hohere Festigkeits
werte aufwies, die aber keine Energie aufnehmen konnte, machte 
bei einem Impuls, dessen GroBe nur ein Bruchteil von der GroBe des 
zuerst genannten Impulses war, einen Ausschlag mit einer Be
anspruchung l'm", = 32 kg/mm2. Der Stab wurde dabei nicht 
fiihlbar warm. Er brach aber bereits nach 50000 Schwingungen. 

Die Frage ist nun, welches der beiden Materialien geeigneter 
ffir Konstruktionszwecke ist. Bei den bisherigen Untersuchungs
weisen, bei denen man die Bruchfestigkeit, Elastizitatsgrenze od~r 
auch die Schwingungsfestigkeit feststellt, weist das zu zweit ge
nannte Material hohere Festigkeitswerte auf als das erste, so daB 
ihm der Vorzug zu geben ware. Das trifft auch praktisch ohne 
weiteres zu, solange man die auftretenden Krafte wirklich kennt 
und beherrscht, wie es z. B. bei beliebigen Belastungen und Ent
lastungen (auch bei der Anordnung nach Abb. 63) der Fall ist. 
Wenn aber ein Impuls im Rhythmus der Eigenschwingungszahl 
auf tritt, wie bei der Anordnung Abb. 72 oder bei einer Wellen
leitung, die mit Schwungmassen behaftet ist (siehe § 12), dann ist 
die GroBe der Beanspruchung nicht nur von der GroBe des im 
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Rhythmus del' Eigenschwingungszahl erregenden Impulses, son
dern ganz wesentlich auch von den Eigenschaften des Wellen
materials, d. h. von seiner Dampfungsfahigkeit abhangig. Dann 
wird unter Umstanden die Welle aus dem zuerst genannten 
Material eine wesentlich hohere Lebensdauer haben als die zu 
zweit genannte, da sich das erstere Material gegen Uberanstrengung 
durch Energievernichtung schtitzt. 

Die Frage ist abel' noch zu wenig gekHirt; VOl' allem liegen noch 
keine brauchbaren Versuchseinrichtungen zur Feststellung del' 
Energieaufnahmefahigkeit von Materialien und erst recht noch 
keine Versuchswerte VOl', so daB del' praktische Ingenieur wohl 
die vorgebrachten Gesichtspunkte kennenlernen abel' sich nicht 
nach ihnen richten kann. 

Die besten Werte in bezug auf Energievernichtung (Damp
fungsfahigkeit) sind bisher mit einem Mangansiliziumstahl von 
etwa 80 kg/qmm Festigkeit und 13,5% Bruchdehnung erzielt 
worden. Der Stab hat bis zum Bruch 3,6 PSe Stunden Energie 
auf 1 kg Material bei Tmx = 21 kg/qmm durch Umsetzung in 
Warme vernichtet. Die Dampfungsfahigkeit dieses Materials 

k d h · 3 6 P8e • h b' 2 k / ann emnac mIt y = '--~k- el T = 1 g qmm an-
gegeben werden. g 

Man sieht aus diesel' Uberlegung, wie wichtig es ist, einen 
Maschinenteil, del' schwingender Beanspruchung ausgesetzt ist, 
an allen Stellen auf gleiche Beanspruchung zu dimensionieren_ 
Es mtissen moglichst groBe Materialgebiete bis tiber die Span
nungsgrenze bei del' Energieumsetzung stattfindet, beansprucht 
werden, damit ein wesentlicher Teil der durch die Impulse ein
geleiteten Schwingungsenergie vernichtet und die GroBe del' 
maximalen Formanderung auf diese Weise begrenzt wird. 

VIII. Massenkrafte und Massenausgleich. 

§ 44. Eillfiihrullg. Wir nehmen an, in einem leichten Kahn, del' 
auf einem ruhigen See liegt, stehe ein Mann am Vorderteil und er 
gehe nach dem Hinterteil des Kahnes zu (Abb. 78). Del' Kahn 
fiihrt dann relativ zum Wasser eine Bewegung in entgegengesetzter 
Richtung aus (Vk)' Zur Vereinfachung nehmen wir an, daB die 
Reibung, die bei del' Bewegullg des Kahnes im Wasser auf tritt, 
vcrnachlassigbar klein sein solI. 

Del' Versuch wird in Vorlesungen aus del' Mechanik ange 
ftihrt. Die Bewegung des Kahnes relativ zum Wasser wird darauf 
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zUrUckgefuhrt, daB der Schwerpunkt eines Systems, auf das keine 
auBeren Krafte einwirken, in Ruhe bleibt. Wie wir das System 
abgrenzen, ist gleich: Wir konnen den Mann fur sich allein be
trachten; dann ist nur zu beachten, daB auf ihn beim Gehen 
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Abb. 78. 

durch den FuBboden eine Kraft Pm 
ubertragen wird und daB seine Be
wegungausderdynamischenGrund. 

1 . h fl. P _ . d2 Xm 1 g elC ung 0 gt. m - mm (fi2 ). 

Oder wir konnen Mann und Boot 
als ein System betrachten, auf das 
bei Vernachlassigung der Wasser
reibung keine auBere Kraft ein-

d2 x wirkt, so daB fur den gemein-
samen Schwerpunkt dt 2 Null ist. Oder wir konnen Mann, Boot 

und einen Teil des Wassers, der durch den Schnitt 11'2'2 ab
gegrenzt wird, als ein System betrachten, dessen Schwerpunkt 
in Ermangelung auBerer Krafte in Ruhe bleibt. 

Wir ubertragen die vorausgehende tTberlegung auf eine 
Kolbenmaschine (Abb. 79). Kolben, Kolbenstange, Kreuzkopf 

und ein Teil der Schubstange be
~ wegen sich beim Umlauf der Ma

schine bald nach rechts, bald nach 
Abb. 79. Der Kurbeltrieb. links. Es mussen also Beschleu-

nigungskrafte in wagrechter Richtung 
durch den Kolben und den Wellenzapfen ubertragen werden, die 
die entsprechenden Beschleunigungen zur Folge haben. Betrachten 
wir die ganze Maschine als e in System, so wissen wir VOn ihm, 

, I L__________ -J 

f' 2' 

Abb. 80. Kolbenmaschine 
mit Fundament. 

daB das Gestange Bewegungen aus
fuhrt, wahrend Zylinder usw. in 
Ruhe bleiben. Es mussen also durch 
das Fundament periodische Krafte 
auf die Maschine ubertragen werden, 
die die mit der Gestangebewegung 
verbundenen Schwerpunktsverschie
bungen der Gesamtanordnung zur 
Folge haben. Und grenzen wir end

lich durch die in beliebiger Entfernung von der Maschine gezogenen 
Schnitte 11'2'2 ein System Maschine mit Fundament ab, so wissen 
wir, daB die Gestangebewegungen zum Teil durch entgegengesetzt 

1) Die Krafte in senkrechter Richtung heben sich heraus, da Schwer
kraft und Auflagekraft gleich groB sind. 
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gerichtete Rahmen- und Fundamentbewegungen, die zwar klein 
sind aber eine groBe Masse erfassen, und zumanderen 'feil durch 
periodische in den Schnittflachen ubertragene Krafte ausgeglichen 
werden. Wir wollen annehmen, daB die Schnitte 11'2'2 (Abb. 80) 
in sehr groBer Entfemung gezogen seien und daB keine perio
dischen Krafte mehr beim Umlauf der Maschine ubertragen werden. 
Dann heiBt das, daB die Fundamentmassc so groBe Verschiebungen 
mit der Periode der Umlaufzahl ausfuhrt, daB der Schwerpunkt 
der ganzen Anlage in Ruhe bleibt. Durch innere Krafte - etwa 
durch die Reibung, die bei der inneren Fundamentbewegung auf
tritt - wird der eingeleitete Impuls nicht beeinfluBt; durch innere 
Reibungen wird nur die Energie verzehrt, die Schwerpunkts
bewegung aber nicht beruhrt. 

Wenn wir die GroBe der resultierenden Kraft, die auf das 
System ubertragen wird, ermitteln wollen, so bedienen wir uns der 

dvs 
dynamischen Grundgleichung P = ms • dt' ms ist dabei die Ge-

samtmasse des Systems und Vs die Schwerpunktsgeschwindigkeit. 
Nach dem Schwerpunktssatz ist aber ms' Vs = ~ mv, oder 

dvs ~ dv b . d' S' b d ms • Tt = ~ m . (it' wo el Ie ummIerung U er as ganze 

System zu erstrecken ist. Betrachten wir als System die Maschine 
ohne Fundament, so ist das (m v) des Rahmens, Zylinders usw. 
vemachlassigter klein gegen das mGvG des Getriebes. Wir erhalten 
demnach fUr die GroBe der Kraft P, die durch das Fundament 
auf die MaEchine oder umgekehrt von der Maschine auf das Fnn-

dament ubertragen wird, den Ausdruck: P = mG • ~Vt. Die Be

dingung dafur, daB keine Kraft von der Maschine auf das 
Fundament ubertragen wird, lautet also: mG' d VG = 0, oder, wenn 
dauemd keine Kraft ubertragen werden solI: 

1. mG' Va = O. 
Bei einer Einzylindermaschine wurde das heiBen, die Umlauf

zahl der Maschine soIl Null sein. Bei Mehrzylindermaschinen 
kann die Gleichung 1 in der Weise erfiillt werden, daB die mehreren 
Getriebe so gegeneinander bewegt werden, daB ihre resultierende 
Schwerpunktsbewegung Null, Gleichung 1 also auch beim Umlauf 
der Maschine erfUllt ist. Wir mussen jetzt zunachst die GroBe von 
ma . VG fUr e i n Getriebe ermitteln. 

§ 45. Der Kurbeltrieb. Es kommt einerseits auf die GroBe der 
Getriebemassen mG und andererseits auf ihre Beschleunigung bzw. 
auf ilire Lage in jedem Augenblick an. 
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a) Die GroBe der bewegten Massen. Kolben, Kolbenstange und 
Kreuzkopf bewegen sich beim Umlauf der Maschine gradlinig in 
Richtung der Zylinderachse; Schubstangenkopf und Kurbel 
fiihren eine drehende Bewegung aus und die Bewegung der 
Schubstange ist aus einer gradlinigen und einer drehenden zu
sammengesetzt. Wir zerlegen zuerst die Bewegung der Schub
stangenmasse in einen drehenden und einen gradlinigen Anteil. 
Das Gewicht der Schubstange und damit ihre Masse mSch ist be

Abb. 81. 
Kurbeltrieb mit Gegenkurbel mk' 

kannt ; e benso soH d urch einen 
Versuch oder durch Rech
nung die Lage des Schwer
punktes S in der Entfernung 
II vom Kreuzkopf ermittelt 
worden sein. Dann konnen 
wir die gesamte Schub
stangenmasse mSch auch in 

die 2 Teile mSch 1 und mSch 2 zerlegt denken, von denen der eine 
die rein gradlinige Bewegung des Kreuzkopfes und der andere die 
rein drehende Bewegung des Kurbelzapfens ausfiihrt. Die Unter
teilung hat in bekannter Weise nach den Formeln zu erfolgen 
(Abb. 81): 
2. 
und 
3. 
Es ist also: 

4. 

mSch 1 + mSch 2 = mSch 

Wir haben nun die rein drehenden Massen (Kurbel und mSch 2), 

deren Schwerpunktsbewegung in einfacher Weise durch eine 
Gegenkurbel mk ausgeglichen werden kann und die rein gradlinig 
bewegten Massen (Kolben, Kolbenstange, Kreuzkopf und mSch 1), 
die wir vorhin schon unter dem Zeichen mg zusammengefaBt 
hatten. 1m nachfolgenden befassen wir uns mit den Massen mg, 
deren Ausgleich Schwierigkeiten bereitet. 

b) Die Bewegung der Massen mg. Die Bewegung der im Kreuz
kopf vereinigten Massen mg kann nicht durch eine Gegenkurbel 
ausgeglichen werden, da erst ere eine gradlinige Bewegung, letztere 
eine Drehbewegung ausfiihrt. Durch Gegenkurbel konnte man 
zwar die Bewegung in Richtung der Zylinderachse (X-Richtung) 
ausgleichen, man erhielte statt dessen aber eine gleich groBe 
Schwerpunktsverschiebung in Y-Richtung. Moglich ist dagegen 
der Ausgleich durch zwei gegenlaufig umlaufende Massen, auf 
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den im Abschnitt "Massenkrafte und Massenausgleich" des Buches 
"Schnellaufende Dieselmaschinen" von F 6 P pI, S t rom b e c k 
und Ebermann ausfuhrlicher eingegangen ist. 

Um die Beschleunigung von ma festzustellen, mussen wir die 
Lage x des Kreuzkopfes (oder 
die Lage x + a des Schwer
punktes) zu den verschiedenen 
Zeiten t in Abhangigkeit vom 
Kurbelwinkel q; (Abb. 82) be
stimmen. Die Totlage des 
Getriebes ist durch x = 0 
gegeben. Wir ktinnen schreiben (Abb. 82): 

Abb. 82. 

5. x = r (l-cosq;) + l (l-cos1p); 
2 

6. rsinq; = lsin1p; sin21p = ;2 sin2q; = 12 sin2q;, 

daraus: 

----.." 
, 
\ 
I ---, 

/ 
~/ 

I 

7. cos1p = yl-12 sin2 q; = <Xl 1-- sin2 q; + - sin4 q; 
------- V 212 l' 

2 4 
12 

= <Xl 1-2 sin2 q;. 

Wir haben dabei angenommen, daB das Quadrat des Schubstangen

verhli1tnisses T = 1 klein ist gegen 1. Wir konnten dann den 

Ausdruck unter dem Wurzelzeichen durch BeifUgung des von 
l' 

htiherer Ordnung kleinen Gliedes 4" sin4 q; zu einem vollstandigen 

Quadrat erganzen. Unter Benutzung der Gleichung 5 und 7 er
halten wir: 

8. x = r (1- cosq; + ; sin2 q;) , 

= r (1- cosq; + ~ !_=~os~), 

Durch Differentiation und Einfuhrung des Zeichens co fUr die 

zeitlich ungeanderte Winkelgeschwindigkeit ~ ~ der Maschine 
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erhalten wir: 

9. dx [ . },. 2 ] at = r w sm <P + "2 sm <P 

und 

lO. 
d2 x 
([i2 = r w 2 [cos <P + A cos 2 <p] . 

Die Massenkraft, die von den in einem Zylinder bewegten Ge
stangemassen mG herruhrt, ist gleich P oder gleich Masse mal Be
schleunigung. 
11. P = mG . r w 2 cos<p + mG' rw 2 ), cos 2<p, 

= PI cos<p + Pll cos 2<p. 

Wir zerlegen die Gesamtkraft P in die beiden Teilkrafte PI cos <P 
und Pn cos 2<p und nennen PI cos <p die Massenkraft 1. Ordnung 
und PII cos 2 <p die 2. Ordnung. Der GroBtwert von PI cos <p 
(namlich PI = mG rw 2) ist im Verhaltnis 1 : A -oderfud = 1 : 5 
im VerhlUtnis 5 : 1 - groBer als der GroBtwert der Massenkraft 
2. Ordnung. Wir betrachten nun die beiden Teilkrafte fur sich 
und nennen allgemein solche Massenkrafte, die mit der Periode des 
Kurbelwinkels<p fortschreiten, Massenkrafte 1. Ordnung und solche 
die mit der doppelten Periode 2 <p fortschreiten, Massenkrafte 
2. Ordnung. 

§ 46. Die Massenkrafte 1. und 2. Ordnung. Die Massenkraft PI 
cos<p setzt sich aus einem konstanten Glied PI = mG' rw 2 und 
aus dem vom Kurbelwinkel abhangigen Glied cos <p zusammen. 

Abb. 83. 
Massenkraft 
ist PI COS cp. 

Man stellt die GroBe der Massenkraft gewohnlich 
durch die Projektion des Vektors PI auf die wag
rechte Mittellinie (Abb. 83) dar. Diese vektorielle 
Darstellung ist namentlich dann vorteilhaft, wenn 
man mehrere Massenkrafte, die etwa von den in 
den einzelnen Zylindern einer Mehrzylinder
maschine bewegten Massen herruhren, zu addieren 
hat. Die Gesamtkraft PI cosqJ, die auf das Funda

ment ubertragen wird, ist z. B. bei einer Dreizylindermaschine: 

12. PIcos<p = PIl COS<Pl + PI 2 COS<P2 + PIacos<pa' 
Statt die einzelnen Projektionen der Vektoren zu addieren, kann 
man die Vektoren PH' PI2 und PIa geometrisch zum Vektor PI 
zusammensetzen und dessen Projektion auf die Mittellinie be
stimmen (Abb. 84). Das letztere Verfahren hat besonderen Vor
teil, wenn man die GroBe der resultierenden Massenkraft zu ver
schiedenen Zeiten zu ermitteln hat. Denn die Kurbelversetzungs
winkel <P2 - q)1 und <Pa - <PI (Abb. 84) bleiben beim Umlauf der 
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Kurbelwelle erhalten. In der Abb. 84 andert sich also nur die 
Richtung der Mittellinie relativ zu den KurbelsteHungen, die etwa 
durch CPl gegeben ist. Bei der geometrischen Addierung kommt 
deshalb stets der gleiche Vektor PI, der unter dem stets gleichen 
Winkel cP - CPl zur Kurbel I liegt, heraus. Oder wir erhalten die 
resultierende Massenkraft zu den verschiedenen Zeiten, wenn wir 
den resultierenden Vektor PI bilden und dessen Projektion auf die 
Mittelllinie PI coscp nehmen. Gewohnlich interessiert gar nicht die 
Schwankung der aufs Fundament iiber
tragenen Kraft, sondern nur ihr GroBtwert, 
der durch PI gegeben ist. Die Bedillgung 
dafiir, daB keine Massenkraft 1. Ordnung 
auf das Fundament iibertragen wird, lautet 
also: 
13. PI =0. 

Bevor man sich an die vektorieHe Dar
steHung der Massenkraft gewohnt, solI man 
sich iiber den gedanklichen Zusammenhang 
klar werden. Gewohnlich wird untei' einem 

Abb. 84. Zusammen
setzung cler Massen

kraftvektoren. 

Vektor eine gerichtete Kraft verstanden. 1m Gegensatz dazu 
steht bei der Massenkraft die Richtung von vornherein fest: 
Die Kraft tritt in Richtung der Zylindermittellinie auf. Bei der 
Massenkraft ist nur die GroBe der Kraft zeitlich veranderlich und 
man kann sie deshalb durch die Projektion eines mit der Kurbel
welle umlaufenden Vektors darstellen. Durch den Vektor wird 
also die zahlenmaBige GroBe einer zeitlich veranderlichen Kraft 
ohne Richtungsangabe zu den verschiedenen Zeiten cP festgelegt. 
Die vektorielle Darstellung der Massenkraft hat nur Zweck fUr die 
Summierung mehrerer Massenkrafte, die mit der gleichell Um
laufgeschwindigkeit w ihre GroBe andern. Da nach Gleichung 11 
die Massenkraft 2. Ordnung mit der Periode 2 w ihren Wert 
andert, konnen die MassenkrMte 1. und die 2. Ordnung nicht 
vektoriell addiert werden. 

Massenkrafte 2. Ordnung sind durch die Projektion des mit der 
Geschwindigkeit 2 w (siehe Gleichung 11) umlaufenden Vektors 
auf die Mittellinie gegebell. Der skalare Wert des Vektors fUr die 
in einem Zylinder bewegten Massen ist nach Gleichung 11 im 
Verhaltnis 1 : 1 kleiner als der entsprechende Wert fUr die 
Massenkraft 1. Ordnung. Die Vektoren, die die Massenkrafte 
2. Ordnung einer mehrzylindrigen Maschine darstellen, konnen, 
ebenso wie die 1. Ordnung, zu einem resultierenden Vektor Pu zu
sammengefaBt werden, da aIle Einzelvektoren gleiche U mlauf-
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geschwindigkeit 2 w haben. Die MassenkriiJte 2. Ordnung ver
schwinden, wenn der resultierende Vektor zu Null wird. 

Beispiel: Es soIl die resultierende auf das Fundament uber
tragene Massekraft 1. und 2. Ordnung fUr eine Dreizylinder
maschine bestimmt werden. Zu diesem Zwecke muB fUr jeden 
Zylinder gegeben sein: 

a) das Produkt mGn· rn ; 

b) die Kurbelversetzung cpn; 
c) das Schubstangenverhaltnis An. 

Da es gleichgultig ist, in welcher Richtung wir die Abb. 84 auf
tragen - es kommt nur auf die GroBe, nicht auf die augenblickliche 

Abb. 85. Zusammen
setzung der Vektoren 
fur eine Dreizylinder-

maschine. 

Richtung des resultierenden Vektors an - ist 
die Wahl eines Kurbelwinkels (etwa CPI) be
liebig. Wir nehmen CPI = 0° an, und set zen 
auBerdem Al = A2 = As = 1 : 5 voraus. Die 
GroBen von w 2 mGnrn und von den Kurbel
versetzungswinkeln CPn - CPI sind aus Abb. 85 
zu entnehmen. Um die Krafte 2. Ordnung 
nicht in zu kleinen Abmessungen zu erhal
ten, ist der MaBstab in Abb. 86 fiinfmal so 
groB wie bei Abb. 85 gewahlt worden. Aus 
den Abb. 85 und 86 kann man unter Be-
nutzung eines entsprechenden MaBstabes die 

GroBe der Massenkrafte PI und Pu entnehmen. 
§ 47. Die Massenkraftmomente. AuBer den Kraften spielen auch 

die Momente eine Rolle. Es genugt deshalb nicht, wenn wir von 

Abb.86. Zusammensetzung 
der Massenkraftvektoren 

II. Ordnung. 

einer umlaufenden Maschine z. B. ver
langen, es soll keine Massenkraft auf das 
Fundament ubertragen werden; wir mus
sen vielmehr, wenn wirvollstandigenAus
gleich haben wollen, noch die Bedingung 
stellen, daB auch kein Moment uber
tragen wird. 

In Abb. 87 sind z. B. die beiden 
Massenkrafte 1. Ordnung aufgetragen, 

die von den Gestangen einer zweizylindrigen stehenden Maschine 
mit 180 0 Kurbelversetzung herruhren. Zur Abkurzung nennen 
wir die von der Kurbel 1 herruhrende Massenkraft 1. Ordnung 
PH cos CPI usw. Es ist also: 

14. PH = mGI· r l w 2 • 

Wenn PH = PI2 ist, ist die resultierende Kraft zu allen Zeiten 
Null. Die beiden Krafte bilden aber ein Kippmoment P lJ • a . cos CPl' 
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dessen GroBe ebenfalls mit cos CPl veranderlich ist. Wir konnen 
das zeitlich veranderliche Moment im gleichen Sinne wie vorhin 
die Massenkraft als Vektor auftragen, wobei die vektorielle 
Darstellung wieder nur fUr die Summierung mehrerer Momente 
mit gleicher Wechselzahl von Vorteil ist. 

Wie die Massenkrafte 1. Ordnung kann man 
auch die Krafte 2. Ordnung zu Momenten 
2. Ordnung zusammenfassen und durch Mo
mentenvektoren 2. Ordnung darstellen. Wir 
nennen zu diesem Zweck die von der Kurbell Abb. 87. Massen-
herriihrende Massenkraft 2. Ordnung PIll USW. kraftmoment. 
Es ist also: 

15. PIll = mGI1'l w2 ..l.. 

Wenn PIll = P Il2 ist, ist MIl cos cP = PIll' a cos cpo 
Nach O. Schlick, der als erster die groBe Tragweite des Massen

ausgleichs erkannt hat, nennt man eine Maschine vollstandig aus
geglichen, wenn sowohl die Massenkrafte als auch die Momente 
1. und 2. Ordnung Null sind. Um diese Bedingung zu erfiillen, 
braucht man eine erhebliche Anzahl (wenigstens 5) Zylinder. 
Man begniigt sich deshalb im allgemeinen damit, daB die Massen
krafte 1. und 2. Ordnung und die Momente 1. Ordnung ausge
glichen sind, oder man sorgt dafiir, daB die unausgeglichen bleiben
den Massenkrafte und Momente moglichst klein sind. Bei Kon
struktion einer mehrzylindrigen Kraftmaschine solIte immer eine 
eingehende Untersuchung beziiglich Massenkraften vorgenommen 
werden, deren Ergebnis wesentlichen EinfluB auf die Wahl der 
Kurbelversetzungen, Zylinderabstande und Getriebegewichte 
haben wird. Da diese Untersuchung wesentlich anders ausfallt fiir 
Kolbendampfmaschinen als fUr Motoren, wollen wir im nach
folgenden den Gang der Untersuchung in 2 getrennten Ab
schnitten besprechen. 

§ 48. Massenansgleich bei Kolbendampfmaschinen. Das im 
?ylinder Arbeit leistende Medium hat, wie die vorausgehenden 
Ableitungen zeigten, unmittelbar keinen EinfluB auf die Massen
krafte. Bei Dampfmaschinen haben wir aber im Gegensatz zu den 
Verbrennungsmaschinen verschiedenartige Zylinder (Hochdruck-, 
Mitteldruck-, Niederdruckzylinder); es bleibt deshalb dem Kon
strukteur innerhalb gewisser Grenzen die Wahl der Getriebe
massen, Hublangen und Zylinderabstande iiberlassen. In erster 
Linie werden fiir·diese Wahl konstruktive Riicksichten maBgebend 
sein. Man wird nachtraglich aber Massenkrafte und Momente 
fUr die aus konstruktiven Riicksichten gewahlten MaBe berechnen 
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und auf Grund des Reehenergebnisses Abanderungen an den Ab
messungen vornehmen. Zum Gang der Reehnung ist das folgende 
zu bemerken: 

Urn den Ausgleieh der Kraft oder des Moments einer Ordnung 
herbeizufiihren, miissen wir den resultierenden Vektor zum Ver
sehwinden bringen oder 2 lineare Bedingungen erfiillen. Bei einer 
Zweikurbelmasehine stehen uns nur 2 Veranderungsmogliehkeiten 
offen: Der Kurbelversetzungswinkel9?2-9?l und das Verhaltnis 
von (mGl' rl) : (mG2 • r 2). Wir konnen deshalb bei der Zwei
zylindermasehine nur einen Ausgleieh herbeifiihren: Den Krafte
ausgleieh 1. Ordnung erhalten wir, wenn wir9?2-9?1 = 180 0 und 
(mGI r l) : (mG2 r 2) = 1 setzen. Dann bleiben aber Massenkrafte 
2. Ordnung und Momente unausgegliehen zuriiek. Oder wir 
hatten aueh 9?2 - 9?1 = 90 0 und (mGI rl AI) : (mG2 • r 2 }'2) = 1 
wahlen konnen, dann hatten wir Ausgleieh der Massenkrafte 
2. Ordnung erhalten, es ware aber die Massenkraft 1. Ordnung 
PI = mGI rl w 2 • y2 eos9?, wie man bei Aufzeiehnung des Dia
gramms sofort iibersieht, unausgegliehen geblieben. (Wiewohl die 
I II 1II Massenkraft 1. Ordnung 
L:: im Verhaltnis 1 : 1 groBer 
r a2---"'j: ist als die 2. Ordnung 
:~ : aJ--4 ~Il wird doeh oft die zu zweit 
II I I ~'~' 'f.-I< angegebene Anordnung 

I I I ' , 'f.-a 't R" k . ht f d I I I ml ue SIC au as 
Iii 11J Anlassen der Masehine 

Abb. 88. Dreizylindermaschine. gewahlt). 
Bei einerdreikurbeligen 

Masehine stehen, wenn wir das Sehubstangenverhaltnis 1 fiir 
aIle Zylinder gleieh wahlen, fiir den Massenausgleieh folgende 

P" ~, R ~Pg, " Pg~ ~I ,,'I '. 
f}1 Poz IJiI 

Abb. 89 und 90. Resultierende Massenkraft 
1. Ordnung (PI) und 2. Ordnung (Pn) fur 

die Anordnung nach Abb. 88. 

GroBen zur Verfiigung: 
Die beiden Kurbelver
setzungswinkel 9?2 - 9?l 
und 9?3-9?1l die Verhalt
niszahlen der bewegten 
Massen malKurbelradius 
Itl = (mG2 r 2) :(mGlrl)und 
ft3 = (mG3 r3) : (mGI r1) , 

Das sind 4 Verander
liehe, die gerade geniigen, urn den Massenausgleieh 1. und 2. Ord
nung herbeizufiihren. Fiir diesen Ausgleieh gibt es nur eine 
Losung un d die lautet fl2 = fl3 = 1 und 9?2 - 9?1 = 120 0 und 
9?3 - 9?1 = 240 0 • Aus konstruktiven Ri,icksiehten muB man 
vielfaeh von dieser Anordnung abweiehen und man wird in 
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diesem FaIle wenigstens versuchen, neben Massenausgleich 1. Ord
nung moglichst geringe Momente zu erhalten. In den Abb. 88-90 
ist die Massenkraft 1. und 2. Ordnung fur ein bestimmtes Bei
spiel aufgetragen. 

W ir wollen uns bei dieser Gelegenheit noch etwas naher mit 
dem Ausgleich der Momente befassen. Solange eine resultierende 
Massenkraft an der Maschine unausgeglichen bleibt, hangt die 
GroBe des Momentes der gleichen Ordnung von der Lage der 
Momentenebene ab, deren Abstand von der Kraft mal der GroBe 
ner Kraft das Moment gibt. Es ist dabei zu beachten, daB nicht 
nur die GroBe der resultierenden Kraft (z. B. der Massenkraft 
2. Ordnung bei einer Dreizylindermaschine) sondern auch ihre 
Lage relativ zu den Zylindern mit der Zeit veranderlich ist. Es 
hat deshalb keinen Sinn, vom Moment 2. Ordnung ohne Angabe 
eines Bezugspunktes zu sprechen, solange eine unausgeglichene 
Massenkraft 2. Ordnung auftritt. Wenn die resultierende Massen
kraft sehr klein ist, aber weit weg vom Maschinengestell auf tritt, 
dann tritt die Kippung in die Erscheinung. Bei der Lange des 
Hebelarmes ist es dann ziemlich unbedeutend, auf welche Mo. 
mentenebene oder etwa auf welche Zylinderachse wir das Moment 
beziehen. Und wenn gar die resultierende Kraft verschwindet, 
dann kann nach Abb. 87 ein reines Moment auftreten, dessen 
GroBe vollstandig unabhangig ist von der Lage der Momenten
ebene. Wir werden die Momentenebene (oder, da aIle auftretende 
Krafte parallel sind und in einer Ebene - der Maschinenmittel
ebene -liegen, den Momentenpunkt) so legen, daB die Rechnung 
moglichst einfach durchzufiihren ist. Zu diesem Zwecke nehmen 
wir den Momentenpunkt entweder in der Symmetrieebene der 
Maschine, wenn eine solche vorhanden ist, an oder wir legen ihn 
auf eine Zylindermittellinie. Die letztere Annahme hat den Vor
teil, daB die Massen des Zylinders, in dem der Momentenpunkt 
liegt, keinen Beitrag zum Moment liefern. Den Abstand der ubri
gen Zylinder vom Momentenpunkt bezeichnen wir mit a1 , 

a2 ... an' 
Nehmen wir also den Momentenpunkt fur die Dreizylinder

mas chine in der Mittellinie von Zylinder I an. Dann ist das resul
tierende Moment 1. Ordnung MI cos T : 

16. MI cos T = P12 • cos T2 . a2 + PIa' cos Ta . aa· 

Die Auftragung wird am besten graphisch in vektorieller Dar
stellung vorgenommen (Abb. 91). Da bei der Dreizylinder
maschine nur 2 Vektoren auftreten, kann der resultierende Vektor 
nur dann verschwinden, wenn die beiden Teilvektoren entgegen-

Foppl, Schwingungslehre. 9 
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geset~t gerichtet sind, oder wenn der Winkel CPs - CP2 180 0 betragt, 
eine Wahl die aus konstruktiven Grunden im allgemeinen nicht 
zuiassig sein wird. 

Das Moment 2. Ordllung MIl cos 2 CPII liiBt sich in gleicher 
Weise darstellen, wenn wir schreiben: 

17. Mll cos 2 cP = PIl2 • a2 cos 2 CP2 + Pus a3 cos 2 CPs' 

In Pm und Pus ist nach Gleichung 15 schon l enthalten. 
Nach Abb. 92 ware es bei den dem Beispiel zugrunde liegenden 

Annahmen von CP2 - CPl = 90 0 und CPa - CPl = 2250 verhaltnis-

~ 
maBig einfach, Mo-

mentenausgleich 
MIZ M 2. Ordnung herbei-

IS zufuhren. Da aber 
M ioE--M.ll~ /"Jl2 in unserem Falle ): I..... 

I eine resultierende MJlJ 
Massenkraft 2. Ord-

Abb. 91 und 92. Resultierende Momente 1. und 
2. Ordnung fur die Anordnung nach Abb. 88. nung unausgegli

chen bleibt, wiirde 
die Angabe Mu = 0 nur sagen, daB die Massenkraft P II cos 2 cP 
mit der Mittellinie des Zylinder 1 zusammenfallt. Momentenaus
gleich 2. Ordnung herbeizufiihren, hatte also in diesem Fall keine 
praktische Bedeutung. 

Zu den in § 46 genannten drei zum Ausgleich wichtigen 
GroBen tritt fiir den Momentenausgleich nach den Gleichungen 
16 und 17 noch der Zylinderabstand a als 4. GroBe hinzu. Wenn 
wir aber Mll zum Verschwinden bringen wollen, so kann das nicht 
durch gleichmaBige Veranderung der GroBen a2 und as sondern nur 
durch Veranderung ihrer relativen GroBe oder durch Veranderung 

a 
von ~s = 2 geschehen. 

a2 

Bei der Dreizylindermaschine (mit gleichen l) sind es also 
5 GroBen, die zum Zwecke des Massenausgleichs verandert werden 
konnen: #2' #3' CP2 - CPl' CPa - CPl und ~3' Bei der Veranderung 
wird man anstreben: PI = 0 und moglichst kleine Werte fUr 
PII und MI' 

Die vierkurbelige Dampfmaschine. Der Rechnungs
gang ist der gleiche wie der bei der Dreikurbelmaschine. Wenn 
wir die entsprechenden Bezeichnungen wahlen, steht die Verande
rung folgender GroBen fiir den Ausgleich zur Verfiigung: #2' #3' 

a4 
#4' CP2 - CPl' CPs - CPl' CP4 - CPl' ~3 und ~4 = -. Mit diesen 8 Vera2 

anderungsmoglichkeiten konnen wir alle 4 Vektoren zum Ver-
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schwinden bringen. Da dazu aber aIle 8 Freiheitsgrade ausgenutzt 
werden muBten, so daB dem Konstrukteur die Hande nach jeder 
Richtung gebunden waren, wird man sich im allgemeinen damit 
begnugen, daB PI = 0, PII = 0, MI = 0 und MIl nicht allzu 
groB wird. 

Bei Maschinen mit mehr als 4 Kurbeln kann man vollstandigen 
Ausgleich der Krafte und Momente 1. und 2. Ordnung verlangen. 

§ 49. Massenausgleich bei Verbrennungsmaschinen. Bei den 
Verbrennungsmaschinen wird von vornherein die Bedingung ge
stellt, daB die Getriebeteile untereinander vertauschbar gleich 
sein mussen. Die Bedingung Hiuft darauf hinaus, daB P2 = P3 
= ... = 1 sein solI. Gewohnlich muB auch noch die Bedingung 
erfullt werden, daB die Zylinder untereinander austauschbar, 
d. h. in ihren Abmessungen gleich sein sollen und daraus folgt dano 

a2 = ~3 = t . .. Zur Veranderung bleibt dann allein CP2 - cp} , 

CPs - CPl ..• ubrig. Doch ist auch hierfUr noch zu beachten, daB 
sich in allen Zylindern die gleichen Verbrennungsvorgange ab
spielen und daB man neben Massenausgleich vor allem auch mog
lichst geringe Schwankungen im Drehkraftdiagramm anstreben 
muB. Man ist deshalb gezwungen, die Kurbelversetzungen so vor
zunehmen, daB dieZundungen in gleichenAbstanden aufeinander, 
folgen; damit sind die Kurbelversetzungswinkel ebenfalls vor
geschrieben. Ais einzige Veranderungsmoglichkeit bleibt hier die 
Reihenfolge, in der man die Zylinder zur Zundung bringt. Fur die 
Wahl dieser Reihenfolge ist im allgemeinen ausschlieBlich die 
Rucksichtnahme auf den Massenausgleich maBgebend. 

Fur die Anordnung ist wichtig, ob wir es mit einer Zweitakt
oder einer Viertaktmaschine zu tun haben. Bei der Zweitakt-

maschine mit n-Zylindern ist die Kurbelversetzung je 2_:71: und bei 

der Viertaktmaschine ~_:71:, wenn die n-Zylinder in zeitli~ gleichen 
n 

Abstanden zur Zundung kommen sollen. 
1. Die Z wei z y Ii n d e r - Z wei t a k t mas chi n e. Die 

beiden Zylinder sind urn 180 0 versetzt. Es ist PI = 0 und 
Pn = 2 mG1rl'J:w2. 

2. Die Zweizylinder-Viertaktmaschine. Mit Ruck
sicht auf die Drehkraftschwankungen muBte die Kurbelverset
zung zu 2 'JT, gewahlt werden, d. h. beide Kurbeln muBten gleich 
gerichtet sein. Die Anordnung hat die Summierung der Massen
krafte 1. und 2. Ordnung zur Folge. Ausnahmsweise wird deshalb 
in diesem FaIle mitunter die Anordnung mit 180 0 Kurbelver-

9* 
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setzung gewahlt, mit der besserer Massenausgleich (PI = 0), da 
fUr aber groBerer Ungleichformigkeitsgrad verbunden ist. 

3. Die Dreizylinder-Zwei takt m aschine. Die Kurbel-

versetzung ist 2; = 120 0 • Wenn man die Reihenfolge der Kurbeln 

im AufriB mit 1, 2, 3 bezeichnet (Abb. 93), hat man bei derKurbel
versetzung die Wahl, ob man die Ziindfolge 1, 2,3 oder 1,3, 2 

1 2 3 
I , I 
I I I 
~b~b_ 

-~---j---~---1('--~~) 
, , I \ I 

'---3(2) 

Abb. 93. Dreizylindrige Ver
brennungskraftmaschine. 

~2 flJ 
120 0 

L 

fl, 
fjzo 

Z.f200J/@, 

£~, 
FJz=o 

Abb.94. Zusammensetzung der 
Kraftvektoren 1. und 2. Ord
nung fiir die Anordnung Abb. 93. 

(Abb. 93 rechts) vorsehen will. Da aber der Umlaufsinn der 
Maschine auf die Massenkrafte und Momente keinen EinfluB hat 
- die Massenkraft ist nur von der Umlaufgeschwindigkeit aber 
nicht yom Drehsinn abhangig - ist die Wahl der Ziindfolge in 

Abb. 95. Zusammensetzung der 
Momente 1. und 2. Ordnung fiir 

die Anordnung Abb. 93. 

diesem FaIle gleichgiiltig. Wir 
konnen nur untersuchen, wie groB 
die Krafte und Momente werden, 
ohne auf Grund des Ergebnisses ir
gend eine Anderung vornehmen zu 
konnen. Die Gestange in allen Zy
lindern und die Abstande der Zy
linder voneinander sind gleich. Mit 
b bezeichnen wir den Abstand zwi
schen je 2 Zylindern und mit Q 

die maximale von einer Kurbel herriihrenden Massenkraft: 

18. Q = mGl • r 1 • 0)2 = mG2 • r 2 • 0)2 

W ir setzen nun die Massenkrafte 1. und 2. Ordnung zu den 
resultierenden Kraften PI cos cp bzw. Pn cos 2 cp zusammen, die 
nach Abb. 94 beide zu Null werden. 

Um die GroBe des resultierenden Massenmomentes zu bestim
men, legen wir den Momentenpunkt in Zylinder 1. Dann ist der 
maximale Beitrag der Kurbel2 zu M I gleich Q. b und der maximale 
Beitrag der Kurbel3 gleich Q. 2 b. Beide GroBen werden als Vek
toren (Abb. 95) in Richtung der Kurbeln aufgetragen und zum 
resultierenden Vektor von der GroBe M[ = f3 Q b vereinigt. 
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In gleicher Weise werden die Momente 2. Ordnung unter den 
Winkeln.2 cp aufgetragen und zum resultierenden Vektor MIl 
= {3";. Q b vereinigt. 

4. Die Dreizylinder-Viertaktmaschine. Die Kurbel· 

versetzung ist 43:rt = 240°. Auf den Kurbelkreis bezogen erhalten 

wir das gleiche Bild wie bei der Zweitaktmaschine. Da die Vor
gange in den Zylindern auf den Massenausgleich keinen EinfluB 
haben, kann die Dberlegung unter Nr. 3 ohne Einschrankung 
iibernommen werden. 

5. Die Vierzylinder-Zweitaktmaschine. Die Kurbel-

versetzung ist 2; = 90°. Fiir die Ziindfolge haben wir die Wahl 

zwischen 1, 2, 3, 4 oder 1, 3, 2, 4 oder 1, 2, 4, 3. Es sind noch 
3 weitere Permutationen moglich; sie gehen aber aus den an
gegebenen drei Anordnungen durch Anderung des Richtungssinnes 
hervor, so daB sie keine Veranderungen in den Massenkraften 
zur Folge haben. 

Allgemein stellen wir fest, daB wir bei n-Zylindern t (n - I)! 
= + . (n-l) (n-2) . (n-3) . .. verschiedene Kurbelanordnungen 
wahlen konnen. 

Die Wahl der Ziindfolge hat nur auf die GroBe der Momente, 
nicht auf die GroBe der Massenkrafte EinfluB. Wir konnen des
halb die Massenkrafte 
unabhangig von der 
Wahl unter den An
ordnungen feststellen. 
Aus Abb. 96 ersehen 
wir, daB sowohl PI = 0 
als auch PII = 0 ist. 

Wir haben jetzt die 
Massenmomente fur die 
3Anordnungenzu unter
suchen. Wenn wir den 

Momentenpunkt auf 
eine der mittleren Zy
linderachsen annehmen 
(was in vielen Fallen 
vorteilhaH ist), so haben 

f 2 3 II 
I : I I 
I I I I 

I I I : 
I I I I 
: : I I 
I I I I 
I I I I 
I I €I] I I 

f'Df' \I . I f· 
~1 "2 i 

f}=O IJJ=O 
Abb. 96. Vierzylinderverbrennungskraft

maschine mit 90° Kurbelversetzung. 

wir zu beachten, daB gleichgerichtete Krafte links und rechts 
yom Momentenpunkt entgegengesetzt gerichtete Momente liefern. 
Wir erhalten folgendes Ergebnis: 
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Nr. Anordnung Mr MIl 

A 1, 2, 3, 4 (8Q.b 21Qb 
B 1, 3, 2, 4 V2 Qb HQb 

C 1, 2, 4, 3 VI0Qb 0 

Die Anordnungen A und 0 haben nur wenig voneinander ver
schiedene Werte fur MI (2,83 b Q gegen 3,16 b Q). Mit Rucksicht 
auf die Werte fur MIl wird man deshalb stets der Anordnung 0 
den Vorzug vor A geben. 

Da bei den Massenkraften 2. Ordnung der Faktor A (etwa 
gleich 0,2) auf tritt, wird man im allgemeinen die Anordnung B 
der Anordnung 0 mit Rucksicht auf die Werte fur Mr. die bei der 
Anordnung B nur 12 : fTo = 0,45 mal so groB sind wie bei An
ordnung 0, vorziehen. Wenn man aber Grund hat, gefahrliche 
Resonanzerscheinungen mit der Periodenzahl gleich der doppelten 
Drehzahl befiirchten zu mussen, wird man unter Umstanden die 
Anordnung 0 wahlen. 

6. Die Vierzylinder-Viertaktmaschine. Die Kurbel-

versetzung ist mit Rucksicht auf gleiche Zundfolge 44:rt = 180 0 • 

Man wird die Anordnung spiegelbildlich zur Mittelebene aus
bilden. Jeder Kurbel auf der einen Seite entspricht dann eine 

" I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

2 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

J 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

,e.~ I ~.i/., ~2.i/., f.;' I 

!fr='1i/.~ 

gleichgerichtete Kurbel 
auf der anderen Seite der 
Symmetrieebene. Die Mo
mentenbeitrage der zu
gehorigen Massenkrafte 
he ben sich gegeneinander 
auf. Wir sehen, daB fur 
symmetrische Anordnun
gen die resultierenden 
Massenkrafte entweder 
Null sind oder in der 
Mittelebene liegen. Wir 

Abb. 97. Vierzylinder-Verbrennungskraft- brauchen deshalb hier nur 
maschine mit 180 0 Kurbelversetzung. 

die beiden Massenkraft
diagramme aufzustellen (Abb. 97). Die resultierende Massen
kraft PI ist Null, wahrend sich die Massenkrafte 2. Ordnung 
aIle addieren, so daB PII = 4 A Q wird. 

7. Die Sechszylinder-Zweitaktmaschine. Die 

Kurbelversetzung fUr gleiche Ziindfolge ist 26:rt = 60 0 • Das 
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Massenkraftdiagramm 1. Ordnung gibt ein geschlossenes Sechseck, 
das 2. Ordnung zwei iibereinanderliegende geschlossene Dreiecke. 
Es ist also PI = PII = O. 

Zur Wahl steht noch, in welcher Reihenfolge die 6 Zylinder zur 
Ziindung kommen sollen. Ffir n = 6 sind nach der vorhin auf
gestellten Formel t (n - I)! = 60 verschiedene Anordnungen 
moglich, aus denen wir jene 1 2 J q. 5 6 

herauszusuchen haben, ffir die : : : : I I 
MI und MIl moglichst geringe I I I : : I : --- J, 

Werte haben. : : : I I : / \ 

Es liiBt sich zeigen, daB es : : : 1 i i \ / 
keine Anordnung gibt, fiir die 6 ---5 

M[ und MIl gleichzeitig zu Abb.98. Sechszylinder-Verbrennungs-
Null werden. Wohl aber gibt kraftmaschine mit 60° Kurbel. 
es Anordnungen, fiir die MI versetzung (Zweitakt). 
verschwindet, und aus diesen 
haben wir die mit dem geringsten Wert ffir MIl herauszusuchen. 
Es wiirde zu weit fiihren, aIle 60 Moglichkeiten hier aufzufiihren. 
Wir stellen einige Anordnungen in der Tabelle zusammen, unter 
denen sich auch die giinstigsten mit befinden. Von den in der 
Tabelle angegebenen Anordnungen ist die unter Nr. D aufge
fiihrte die vorteilhafteste. 

Nr. Anordnung Mz MIl 

A 1, 2, 3, 4, 5, 6 6bQ 2(3bJ.Q 
B 1, 3, 6, 2, 4, 5 2bQ 4-Y3bJ.Q 
c 1, 2, 6, 4, 5, 3 6bQ 2Y3bJ.Q 
D 1, 6, 2, 4, 3, 5 0 2¥"3bi.Q 
E 1, 4, 5, 2, 3, 6 0 4 Y3bJ.Q 
F 1, 3, 2, 4, 6, 5 6bQ 2y3b t. Q 
G 1, 4, 2, 6, 3, 5 2J13bQ 0 

8. Die Sechszylinder -Viertaktmaschine. Die Ver

setzung in der Ziindfolge ist 46n = 120 o. Es sind je 2 Kurbeln 

gleichgerichtet, in deren Zylinder um 360 ° versetzte Ziindungen 
erfolgen. Die Gesamtanordnung setzt sich also aus 2 Dreizylinder
anordnungen zusammen. 

Wie bei der Dreizylinderanordnung ist Massenausgleich 
1. und 2. Ordnung vorhanden. Die Zuordnung der Kurbeln von 
LangsriB und Kurbelkreis (Abb. 93) hat also nur auf die Momente 
EinfluB. Da je 2 Kurbeln gleichgerichtet sind, konnen wir die 
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Anordnung symmetrisch ausbilden. Mit der Symm~trie ist aber, 
wie wir vorher sahen, Ausgleich der Momente verbunden. Bsi der 
symmetrischen Anordnung sind mit 1 die Kurbe16, mit 2 Kurbel 5 
und mit 3 Kurbe14 gleichgerichtet. In der Projektion des Kurbel
kreises gibt es deshalb nur eine Anordnung (Abb. 99), bei der nur 
noch der Drehsinn gewahlt werden kann, was aber keinen EinfluB 

1,6 

3,'1 

Abb.99. Sechszylinder
Verbrennungskraftma
schinemit 120 0 Kurbel
versetzung (Viertakt). 

auf die Massenkrafte hat. Wir haben aber 
immer noch die Freiheit, welcher der beiden 
Zylinder 2 oder 5 auf 1 zur Ziindung kom
men soIl, und ebenso ob nach diesem Zy
linder 3 oder 4 folgen soIl. Es sind noch 
4 Moglichkeiten (1, 2, 3, 6, 5, 4 oder 1, 5, 
3, 6, 2, 4 oder 1, 2, 4, 6, 5, 3 oder 1, 5, 4, 
6, 2, 3) mit vollstandigem Ausgleich der 
Krafte und Momente offen. Dan Ausschlag 
gibt eine andere Uberlegung (zeitlich mog
lichst gleichmaBige Belastungen der Kurbel
welle) zugunsten der Anordnung 1, 5, 3, 6, 

2, 4 oder der zugehorigen Anordnung mit dem entgegengesetzten 
Drehsinn 1, 4, 2, 6, 3, 5. 

Bei mehr als 6 Zylindern wird man im allgemeinen auf mehrere 
Weisen vollstandigen Ausgleich der Krafte und Momente her
beifiihren konnen. 

IX. Gravitation und Traghei t. 
Wir nehmen an, es sei uns eine Anordnung der Abb. 100 

gegeben, also eine Feder, die an einem festen Punkt A aufgehangt 
ist und die an ihrem unteren Ende eine Masse m tragt. Die An
ordnung sei an irgendeiner Stelle der Erde aufgestellt. Wir 
kennen die GroBe der Masse m und die Abmessungen der Feder. 
Vor allem ist nach den Ausfiihrungen in § 1 der Wert der Feder
konstanten c wichtig, der nach der Gleichung P = c . ,1 l die 
Beziehung zwischen Federkraft und Formanderung angibt. 

Wir machen nun mit dieser Anordnung auf der Erde zwei 
Feststellungen, die scheinbar nichts miteinander zu tun haben: 

l. Wir stellen eine Durchbiegung ,110 unter dem EinfluB der 
Erdanziehung fest und schlieBen daraus, daB eine Kraft Po = c· <110 
= m' g auf die Masse m ausgeiibt wird. Wir nennen diese Kraft 
die Anziehungskraft der Erde und sprechen von einem Gravi
tationsfeld der Erde. Es ist durch Versuche mit verschiedenen, 
nacheinander an die Feder angehangten Massen festgestellt worden, 
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daB die Durchbiegung .1lo verhaltnisgleich der Masse mist. Die 
VerhaltnisgroBe wird mit g bezeichnet. Es ist £erner durch Versuche 
an verschiedenen Stellen der Erde £estgestellt worden, daB die 
Durchbiegung 11lo unter der gleichen Masse yom Orte abhangt. 
Wir schlieBen daraus, daB die Anziehungskraft der Erde (oder die 
vorhin angegebene GroBe g) an den verschiedenen Stellen der Erde 
verschieden groB ist. Wir konnen mit dieser An
ordnung das Gravitationsfeld del' Erde ausmessen. 
Andererseits benutzen wir die Anordnung, um an der 
gleichen Stelle der Erde (also bei konstantem g) ver
schiedene Korper auf ihrell Massengehalt zu unter
suchen, indem wir Lllo als MaBstab fur m betrachten. 
\Vir stellen die "schwere Masse" des Korpers fest. 

2. Ganz unabhangig von den vorstehenden Fest
stellungen beobachten wir, daB die Anordnung eine 
ganz bestimmte Schwingungsdauer That. Wenn wir 
namlich die Durchbiegung uber die Gleichgewichts
lage Lllo steigern und das System sich selbst uber
lassen, so wissen wir nach den Ausfuhrungen in § 1, 
daB dann an m eine Kraft P- Po = c (Lll- Lllo) an
greift. Unter dem EinfluB dieser Kraft bewegt sich 
die Masse nicht plOtzlich in die Gleichgewichtslagc, 
sondern es steht der Bewegung ein Hemmnis entgegen, 
das wirdas Tragheitsfeld nennen wollen. Das Tragheits

Schwin-
gungsan
ordnung 

(Feder mit 
Gewicht). 

feld bewirkt, daB die Bewegung der Masse nach der Formel erfolgt: 

P-Po = m dv. In § 1 haben wir daraus die Schwingungsdauer 
dt 

T gleich 2 n V ~ abgeleitet. Wie im vorausgehenden Fall bei der 

Gravitation konnen wirwiederBeobachtungen an derSchwingungs
anordnung mit verschiedenen Massen und an verschiedenen Stellen 
der Erde al\stellen: 

Wir konnen zuerst am gleichen Ort der Erde verschiedene 
Korper an die gleiche Feder hangen. Aus der Schwingungsdauer T 
konnen wir, da c und das Tragheitsfeld gleich bleiben, auf die 
GroBen der Massen m der verschiedenen Korper schlieBen. Wir stel
len ihre "tragen Massen" fest. Die Feststellung hat schein bar nicht 
das geringste mit der unter 1. genannten Bestimmullg der "schwe
ren Masse" zu tun, da sie auf andere Weise gewonnen wird. Das 
geht schon darans hervor, daB wir den Schwingungsversuch gar 
nicht in lotrechter Richtung auszufuhren brauchen. Wir konnen 
vielmehr die Anordnung in beliebiger Richtnng ncigen, wenn wir 
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dafiir sorgen, daB die Erdanziehung der Masse keinen EinfluB auf 
die Bewegung hat, was z. B. durch eine gradlinige Fiihrung, Iangs 
deren sich die Masse bewegen kann, zu erreichen ist. Wir schIieBen 
aus dieser Feststellung, daB sich das Tragheitsfeid nach allen 
Richtungen gleichmaBig erstreckt, wahrend fiir das Gravitations
feid die Iotrechte Richtung ausgezeichnet ist. 

Die beiden Versuche, die mit der Anordnung nach Abb. 1 ani 
gieichen Orte der Erde angestellt werden konnen, ergeben, daB 
"schwere Masse" und "trage Masse" verhaitnisgieich zueinander 
sind. D. h., wenn man von zwei Korpern weiB, daB sie gieiche 
schwere Masse, gemessen durch gieiches Lllo, haben, so weiB man 
aus der Erfahrung, daB sie dann auch gieiche trage Masse, gemessen 
durch gieiches T, haben. Das ist nach der bisherigen Auffassung 
von Gravitation und Tragheit durchaus nicht seibstverstandlich, 
sondern nur eine Erfahrungstatsache, die vor allem durch die 
auBerst feinen Messungen des ungarischen Forschers Etvos gegen 
Ende des vorigen Jahrhunderts erhartet worden ist. 

Man wird nun den Schwingungsversuch an verschiedenen Orten 
der Erde anstellen, um Abweichungen in der Starke des Tragheits
feldes, ahnIich wie man sie in der Starke des Gravitationsfeides 
gefunden hat, zu suchen. AbschlieBende Versuche in dieser Rich
tung liegen nicht vor. Es ist aber zu beachten, daB eine Verander
lichkeit in der Starke des Tragheitsfeldes nicht nur auf die Schwin
gungsdauer der Anordnung nach Abb. 100 sondern auch auf den 
Gang jeder mechanischen Uhr!) von EinfluB sein miiBte, und daB 
eine Abhangigkeit des Ganges der mit einer Unruhe ausgeriisteten 
Uhren vom Orte, die sofort auffallen miiBte, bisher nicht beob
achtet worden ist. Wir schlieBen, daB das Tragheitsfeld - im 
Gegensatz zum Gravitationsfeld - an allen Stellen der Erde und 
nach jeder Richtung den gleichen Wert hat. Fiir die Erforschung 
des Tragheitsfeides ist uns diese Feststellung von grundlegender 
Wichtigkeit. 

Nachdem wir haben feststellen konnen, woher das Gravi
tationsfeld riihrt, legen wir uns die Frage vor, was die Ursachen 
des Tragheitsfeldes sind. 

Es kommen hier zwei verschiedene Auffassungen vom Aufbau 
der Welt und des Raumes in Frage: Nach der alteren Auffassung 
nahm man einen absoluten mit Weltenather erfiillten Raum an. 
Der Ather diente hier als Trager der Anziehungskrafte, des Trag
heitsfeldes, der Licht- und Warmefortpflanzung usw. Die nach 

1) Auf den Gang der Pendeluhren hat das Gravitationsfeld und das 
Tragheitsfeld, auf den Gang der Uhren mit Unruhe nur das Tragheits
feld EinfluB. 
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GroBe und Richtung allerorts konstante Starke des Tragheitsfeldes 
hatte sich nach dieser Theorie zwanglaufig ergeben. Von Ather 
nahm man an, daB er unzusammendriickbar oder sein Elasti
zitatsmodul unendlich groB sei. 

NachAuffassung der neuerenZeit, die auf Machs Relativitats
betrachtungen, auf A. Foppls Dberlegungen betreffend die geo
metrischen Beziehungen der relativen Massenbewegungen und 
auf Einsteins Relativitatstheorie mit dem so kiihnen und frucht
baren Gedanken der Relativitat der Zeit aufbaut, gibt es keinen 
absoluten Raum. AIle AuBerungen, die ein Bezugsystem fest
legen, sind nach der Theorie yom relativen Raum nur Folgen der 
umgebenden Massenverteilung. 

Wir legen uns im AnschluB an die Betrachtungen, die yom 
relativen Raum ausgehen, die Frage vor, woher riihrt das Tragheits
feld, das wir auf unserer Erde feststeIlen? Die Gleichheit zwischen 
schwerer und trager Masse lieBe von vornherein die Vermutung zu, 
daB Tragheitsfeld und Gravitationsfeld auf den gleichen Ursprung 
- d. h. auf die Masse der Erde - zuriickzufiihren waren. Wenn 
aber das Tragheitsfeld wie das Gravitationsfeld von der Masse der 
Erde herriihren wiirde, so miiBte das Tragheitsfeld an den ver
schiedenen Stellen der Erde verschiedenen Wert haben, was, wie 
oben gesagt, nicht zutrifft. Die nachste Moglichkeit ware die, 
daB das Tragheitsfeld der Erde eine Folge der Sonnenmasse, die 
gegeniiber der Erdenmasse als unendlich graB angesehen werden 
kann, ware. Aber auch diese Vermutung kann man nicht aufrecht 
erhalten, nachdem die Erde zu den verschiedenen Jahreszeiten 
verschiedenen Abstand von der Sonne hat, ohne daB eine Ver
schiedenheit in der Starke des Tragheitsfeldes - d. h. eine peri
odische Abweichung im Gang der mechanischen Uhren auf der Erde 
gegeniiber der Sternzeit - zu beobachten ware. 'Vir konnten 
weiter vermuten, daB das Tragheitsfeld von den Massen der Ster
nenwelt herruhre. Aber auch hiergegen spricht die Tatsache, daB 
die naheliegenden Massen der Erde und der Sonne keinen EinfluB 
auf das Tragheitsfeld auf der Erde ausi.i.ben - wenigstens ist bisher 
kein solcher EinfluB festgestellt worden - und daB das Tragheits
feld nach allen Richtungen gleiche Starke hat. Nachdem uns 
doch die Gravitation, die verwandt mit der Tragheit ist, lehrt, daB 
die Starke des Feldes nicht nur von der GroBe der sich anziehenden 
Massen, sondern auch von ihrem Abstand abhangt, mussen wir aus 
der unveranderlichen GroBe des Tragheitsfeldes schlie Ben, daB auch 
die Sternenwelt nicht die Urheberin des Tragheitsfeldes sein kann. 

Die Dberlegung fuhrt zu dem Ergebnis, daB der Raum selbst 
die Eigenschaften, die das Tragheitsfeld erkennen laBt, besitzen 
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muB. Wir kommen so allerdings wieder zu der Annahme des 
absoluten Raums oder eines ihn erfiiIlenden Athers, die fruher 
aufgegeben werden muBte, weil gewisse Erscheinungen (Michelson
Versuch) damit im Widerspruch standen. Wir werden aber sehen, 
daB dieser Widerspruch verschwindet, wenn wir dem Raum gerade 
die Eigenschaften zuschreiben, die die Tragheitserscheinungen 
nahelegen. 

Wir nehmen also an, daB der Raum oder der ihn erfiillende 
Ather der Trager der Tragheitserscheinungen ist. D. h., wenn wir 
Schwingungsversuche mit der Anordnung nach Abb. 100 an belie
biger Stelle des Raumes machen, so erhalten wir gleiche Schwin
gungsdauern. Wir lassen es dabei dahingestellt sein, ob der 
Raum selbst als Trager der Tragheitserscheinungen anzusprechen 
ist, oder ob er mit einem Ather ausgefullt ist, der die Tragheits
erscheinungen auslOst, wenn die Masse gegen ihn beschleunigt wird. 
Wir werden im nachfolgenden kurz von "Raum" sprechen, ohne 
auf diese Frage einzugehen. Es kommt uns nur darauf an, die 
Eigenschaften festzustellen, die diesem Raum (oder dem ihn 
ausfiillenden Ather) zukommen mussen, damit er die Tragheits
und Gravitationserscheinungen aufbringen kann, die mit den 
Beobachtungen iibereinstimmen. 

Um den Festpunkt A zu vermeiden, werden wir die Anordnung 
nach Abb. 100 symmetrisch zu A ausfiihren, so daB wir die An
ordnung Abb. 101 mit 2 Massen und doppelt so langer Feder erhal

Abb. 101. Schwingungs
anordnung. 

ten. Bei der Versuchsausfiihrung ma
chen wir zuerst die einschrankende 
Vorschrift, daB die die Versuche aus
fiihrenden Beobachter aIle in dem 
gleichen Koordinatensystem ruhend 
aufgestellt sein mogen. Wenn der 
Raum der Trager des Tragheitsfeldes 

ist, werden aIle Beobachter mit der gleichen Vorrichtung, die 
gleiche Schwingungsdauer messen. 

Wir fragen uns nun, welches Ergebnis erhalten wird, wenn die 
Beobachtungen in 2 gegeneinander gleichformig bewegten (d. h. 
nicht beschleunigten) Systemen ausgefuhrt werden. Wir setzen 
dabei ausdrucklich voraus, daB die Relativgeschwindigkeit der 
beiden Systeme gegeneinander klein sein soIl gegen die Licht
geschwindigkeit, so daB die Definitionen gleicher Zeiten und Langen 
in beiden Systemen keine Schwierigkeiten bereitet. Die Betrach
tung der Bewegungen der Massen auf der Erde und der Weltkorper 
gegeneinander lehrt uns, daB die Geschwindigkeiten auf die uber
tragenen Krafte keinen EinfluB haben, sondern daB die Krafte P 
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nur in Beziehung zu den Bescbleunigungen b stehen. Wir schlie Ben 
daraus, daB die Schwingungsversuche in den beiden gleichformig 
gegeneinander bewegten Systemen gleiche Ergebnisse liefern 
werden, oder daB es kein Mittel gibt, das eine System als das gegen 
den Raum ruhende, das andere als das gegen den Raum bewegte zu 
bezeichnen. Wir haben uns deshalb den Raum so vorzustellen, daB 
es nur Beschleunigungen gegen ihn aber keine Bewegungen relativ 
zu ihm gibt. Oder wenn wir wieder das ·Wort "Raum" durch das 
Wort "Weltenather" ersetzen wollen, so haben wir die Einschran
kung zu machen, daB der Ather nicht materiell sein kann, oder daB 
er nicht aus einzelnen bestimmbaren Atherteilchen besteht. Es 
kann demnach auch nicht von Bewegungen oder Geschwindig
keiten der einzelnen Atherteilchen zueinander oder von Geschwin
digkeiten eines Atherteilchens zu einer Masse oder umgekehrt 
gesprochen werden. Sondern der Raum (oder der Weltenather) 
hat nach den Tragheitserscheinungen zu urteilen nur die Eigen
schaft, daB eine Beschleunigung der Masse relativ zu ihm eine 
Kraft ausl6st oder daB eine Kraft, die auf die Masse ausgeiibt wird, 
eine Beschleunigung der Masse relativ zum Ather zur Folge hat, 
daB es aber keine Geschwindigkeit in ihm und keine Geschwindig
keit einer Masse relativ zu ihm gibt. 

Wir greifen jetzt auf das friiher erhaltene Ergebnis (§ 27) 
zuriick, daB der Elastizitatsmodul des Athers gleich Null ist. Das 
heiBt aber, daB sich der Ather beliebig zusammendriicken laEt, 
ohne daB er sich irgend andert. Und dieses Ergebnis stimmt 
mit dem vorausgehenden Ergebnis iiberein, daB es relativ zum 
Ather keine Geschwindigkeit gibt. Denn gabe es Geschwindigkeit 
der einzelnen Atherteilchen zueinander, so miiBte sich auch die 
Anhaufung des Athers an einer Stelle bemerkbar machen. 

Die Eligenschaften, die wir auf Grund obiger Dberlegungen dem 
Ather beilegen miissen, sind grundverschieden von den Eigen
schaften, die wir an der Materie kennen, so verschieden, daB es 
ausgeschlossen ist, sich eine materielle Vorstellung yom Ather zu 
machen. Wir wollen jetzt versuchen, die Atherschwingung auf 
Grund der Eigenschaften, die wir kennengelernt haben, neu dar
zustellen. 

Die wesentlichste Eigenschaft des Athers ist die, daB es Ge
schwindigkeiten der einzelnen Bestandteile zueinander nicht gibt, 
sondern daB man nur von Beschleunigungen sprechen kann. Es ist 
demnach nicht angangig, sich die Atherschwingung - etwa die 
Lichtiibertragung - als etwas Ahnliches einer materiellen Schwin
gung vorzustellen. Denn das Wesentliche der materiellen Schwin
gung ist gerade die relative Geschwindigkeit der einzelnen 
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Teile zueinander. Unter Atherschwingung miissen wir uns da
gegen die relative Beschleunigung der einzelnen Teile zueinan
der vorstellen. Wir nehmen also an, daB durch einen Impuls ein 
Teilchen an der Stelle x gegeniiber dem Teilchen x + dx beschleunigt 
ist, daB infolge der zwischen beiden bestehenden, von der Beschleu
nigung abhangigen Kraft das Teilchen x + dx gegen (x + 2 dx) 

beschleunigt wird usw. Da aber, sobald die Beschleu
- nigung aufhort, wieder Gleichgewicht herrscht - es fin
~ det ja keine relative Bewegung statt -, findet kein tJber

schlagen der Bewegung nach der entgegengesetzten Seite 
Abb. 102. und kein Riickpendeln - Charakteristika der materiellen 

Schwingung - statt. Der Impuls wird nicht als 
Schwingung, sondern als einmaliger Beschleunigungsausschlag 
fortgeleitet. Die GroBe des einzelnen Impulses gibt die Art der 
Atherwelle, wobei fiir jede Art noch als besonderes Kennzeichen 
der Abstand zwischen zwei Impulsen oder die Wellenlange in Frage 
kommt. AuBerdem tritt noch die Richtung des Impulses in die Er
scheinung. Die Atherwelle ist einfacher aufgebaut als die materielle 
Welle, da bei ihr nur die Beschleunigung und die mit der Beschleu
nigung verbundene Kraft, d. h. die Fortleitung der Beschleunigung 
auf tritt, wahrend bei der materiellen Welle noch die Geschwindig
keit zu beriicksichtigen ist. 

Da es keine Geschwindigkeiten relativ zum Ather gibt, konnen 
wir auch nicht von einer Fortpflanzungsgeschwindigkeit des 
Lichtes relativ zum Raum sprechen. Die Fortpflanzungsgeschwin
digkeit kann vielmehr nur relativ zu einer Masse, an die ein Koordi
natensystem gekniipft ist, gemessen werden. Da aber jede Masse 
im Raume mit der gleichen Berechtigung als ruhend angesehen 
werden kann, solange sie keine Beschleunigung erfahrt, so muB die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Atherwelle relativzu jeder 
Masse die gleiche sein. Die weitere Verfolgung dieser Feststellung 
fiihrt zur Einsteinschen speziellen Relativitatstheorie, nach der 
Zeit und Lange in verschiedenen gegeneinander bewegten Systemen 
als relative GroBen aufgefaBt werden. Wir wollen auf diese 
Gedankengange nicht eingehen, sondern unseren weiteren Betrach
tungen nach wie vor die Annahme zugrunde legen, daB die Ge
schwindigkeiten der im Raume bewegten Massen zueinander ver
nachlassigbar klein sein solI gegen die Lichtgeschwindigkeit, so 
daB wir bei unseren tJberlegungen mit den Gal i lei schen Trans
formationen auskommen. 

Wir haben nun die auffallende Tatsache, daB schwere und trage 
Masse einander gleich sind, in unsere Vorstellungen vom "Raume", 
die wir oben gegeben haben, einzupassen. Die Gleichheit weist 
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darauf hin, daB Gravitation und Tragheit miteinander in Beziehung 
stehen miissen. Wir haben die Tragheitserscheinungcn als Folgen 
der Relativbeschleunigungen der Massen zum Raum (oder zu dem 
ihn erfiillenden Ather) festgestellt. Wir werden deshalb versuchen, 
die der Tragheit in ihrer Wirkung gleich scheinende Gravitation 
ebenfalls auf eine Beschleunigung des Raumes (oder des Athers) 
relativ zur Masse zuriickzufiihren. Wir kommen durch diese Dber
legung zu der Annahme, daB der Raum oder der ihn erfiillende 
Ather von der Masse angezogen wird, so daB der Raum standig der 
Masse zustromt. Wir miissen dabei nur beachten, daB es weder eine 
Geschwindigkeit der Masse zum Raum noch des Raumes zur Masse 
auf Grund der vorausgehenden Dberlegungen geben kann. Wir 
miissen also die Stromung des Raumes zur Masse als eine Stromung 
ohne Geschwindigkeit auffassen, wie wir bei der Bewegung der 
Masse im Raum die Annahme machten, daB die Masse trotz Be
schleunigung keine Geschwindigkeit zum Raum hat. Wie aber 
bei der Beschleunigung der Masse im Raum die Beschleunigung 
durch die Kraft, die mit ihr in Verbindung steht, festgestellt 
werden kann, so muB auch die Beschleunigung, die bei der Stro
mung des Raumes infolge der Anziehung durch die Masse auf tritt, 
als Kraft fiir einen Korper, der sich in diesem Beschleunigungsfeld 
befindet, in die Erscheinung treten. 

Man wird der Dberlegung entgegenhalten, daB nicht dauernd 
Ather der Masse zustromen kann; das ist aber auch gar nicht 
notig. Denn so gut wir von zustromendem Ather reden, 
konnen wir auch von abstromendem Ather reden. Nehmen 
wir z. B. an, eine kleine Masse b sei in einiger Entfernung von 
der graBen Masse a, gegen die sie urspriinglich ruhte, so wissen 
wir, daB der Ather in der Umgebung von b nach a hin be
schleunigt wird. D. h. b crleidet mit der Zeit eine Geschwindigkeit 
v nach a hin, die sich so lange steigert, bis beide Massen aufein
ander stoBen. Wir nehmen weiter an, b pralle vollstandig elastisch 
auf a auf, so daB es nach dem Aufprall eine riickHiufige Be
wegung mit an gleichen Stellen gleich graBen aber entgegen
gesetzt gerichteten Werten fiir v ausfiihrt. Auf dem Weg der 
Masse b nach a hin ruhte b in dem es umgebenden Ather und es 
machte nur dessen Beschleunigung nach a hin mit. Da es keine 
Geschwindigkeit relativ zum Ather gibt, miissen wir auch sagen: 
Auf dem Riickweg von a weg ruht b in dem es umgebenden 
Ather und macht nur dessen Beschleunigung relativ zu a mit, 
die ebenso graB ist wie an gleichen Stellen des Hinwegs. Wir 
sehen daraus, daB wir mit dem gleichen Rechte, mit dem wir 
von einem von der Masse zustromenden Ather sprachen, auch 
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von einem von der Masse abstri:imenden Ather sprechen konnen. 
Denn es kommt nicht auf die Geschwindigkeit, sondern auf die 
Beschleunigung an, und die ist in beiden Fa,llen die gleiche. 

Es ware naturlich abwegig, wenn man die Stri:imung etwa als 
eine gewi:ihnliche Potentialstromung auffassen wollte. Denn die 
Potentialstri:imung gilt fur Fliissigkeiten, bei denen Druck- und 
Geschwindigkeit in einer bestimmten Beziehung zueinander 
stehen. Da aber der Elastizitatsmodul des Athers null oder 
sehr klein ist, tritt uberhaupt kein Druck in die Erscheinung 
und man kann deshalb auch keine Kontinuitatsbetrachtung 
anstellen. 

Statt von einer Zustri:imung des Athers zur Masse ki:innen wir, 
da keine Geschwindigkeit auf tritt, einfacher von einem Beschleu
nigungsfeld sprechen, in das der Ather durch die Masse versetzt 
wird. Unter Beschleunigungsfeld. mull dabei nicht unbedingt 
eine absolute Anderung des Athers verstanden werden; es ist 
nur der Begriff des Beschleunigungsfeldes der Raumstelle von 
einem dritten Punkte aus gesehen durch die in der Nahe befind
liche Masse verschoben. Das "Beschleunigungsfeld" braucht aber 
keine Veranderung, die am Ather absolut vorgenommen wird, zu 
sein, sondern es kann auch als eine Veranderung, die im Ather 
relativ zu einer Masse auf tritt, aufgefallt werden. 

Wir wollen das Ergebnis an einem Stein betrachten, der auf 
der Erde liegt. Infolge der Anziehung des Raumes durch die Erde 
fiihrt der Stein eine beschleunigte Bewegung zum Raume aus, 
solange er auf der Erde ruht. Die beschleunigte Bewegung ist mit 
einer Kraft verkniipft, die verhaltnisgleich der Steinmasse mal der 
Raumbeschleunigung gist. Die Raumbeschleunigung ist aber ver
haltnisgleich der Erdmasse mal dem Quadrate des Abstandes 
zwischen Erdschwerpunkt und Stein. Folglich mull zur Er
zwingung der beschleunigten Bewegung des Steines gegen den 
Raum eine Kraft (die Auflagekraft~ auf ihn ausgeiibt werden, 
die verhaltnisgleich der Erdmasse mal Steinmasse mal dem Qua
drate des Schwerpunktsabstandes zwischen beiden ist. Die gleiche 
Kraft in entgegengesetzter Richtung wird auf die Erde iibertragen, 
da die Erde sich im beschleunigten Raumfeld des Steines befindet. 
Wird der Stein von seiner Unterlage befreit, so bleibt er, da keine 
Kraft mehr auf ihn wirkt, in Ruhe zu dem ihn umgebenden Raum; 
da dieser aber eine Beschleuriigung zur Erde erfahrt, macht der 
Stein diese beschleunigte Bewegung relativ zur Erde mit. 

Dbertragen wir das Ergebnis auf die Bewegungen der Gestirne, 
so finden wir wieder, jedes Gestirn zieht den Raum (oder den ihn 
erfiillenden Ather) in einer Starke an, die verhaltnisgleich seiner 
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Masse ist. Die beschleunigte Bewegung des Raumes in der Um
gebung der Gestirne ist verhaltnisgleich dem Quadrate des Ab
standes von der Gestirnrnasse. Das Gestirn zieht aber den Raum 
gleichma13ig von allen Seiten an, so daB seine resultierende Be
schleunigung gegen den Raum gleich Null ist. Die Bewegung der 
Gestirne im Raume besteht also darin, daB die Gestirne einerseits 
den Raum anziehen und daB andererseits ihre resultierende Be
wegung gegen den Raum gleich Null ist. Was wir als Bewegung der 
Gestirne ansehen, ist eine Verzerrung des Raumes (oder des Athers) 
oder eine geschwindigkeitslose Bewegung des Athers infolge der 
Gestirne, wahrend die Gestirne selbst in ihrem Raum ruhen. Wir 
kommen auf diese Bewegung noch zuruck; wir mussen uns aber vor
her noch mit dem Begriff der Beschleunigung im Raume befassen. 

Die Beschleunigung einer Masse gegen den Raum. 
Der Begriff der Beschleunigung ist uns bekannt aus der Bewegung 
der Massen gegeneinander. Wir verstehen dann unter der Be
schleunigung die zeitliche Anderung der Geschwindigkeit. Auf den 
Raum durfen wir diese Definition nicht ubertragen, da wir schon 
festgestellt haben, daB es gar keine Geschwindigkeit der Masse 
gegen den Raum gibt. Wir konnen unter diesen Umstanden 
auch nicht von einer zeitlichen Anderung der Geschwindigkeit 
reden. Wir konnen aber die Beschleunigung einer Masse gegen den 
Raum, die ja immer in Verbindung stehen muB mit einer unmittel
bar an der Masse angreifenden Kraft, wie folgt kennzeichnen: 
Wir greifen aus der Bewegung eines Korpers mi gegen den Raum 
einen Zeitpunkt t heraus. Zu diesem Zeitpunkt hat der Korper, 
auf den eine Kraft einwirkt, nur eine Beschleunigung aber keine 
Geschwindigkeit gegen den Raum. Wir nehmen nun noch eine 
Vergleichsmasse m 2 in so weiter Entfernung an, daB die Raum
anziehung der Massen keine SWrung der Bewegung zur Folge hat. 
m2 soll ferner im Augenblick t keine Geschwindigkeit gegen ~ 
haben, und auf m2 solI keine Kraft ausgeubt werden. Mit m2 

denken wir uns ein Koordinatensystem, das gegen den Raum an 
keiner Stelle eine Beschleunigung erfahrt (also ein drehungsfreies 
System), verbunden und betrachten die Bewegung von mI , das 
unter dem EinfluB einer Kraft gegen den Raum beschleunigt wird, 
gegen unser System m2• Wir stellen fest, daB m1 zur Zeit t + d t 
infolge der an m1 wirkenden Kraft urn d s gegen die Ausgangslage 

vorgerlickt ist. d s nennen wir die Beschleunigung der Masse m1 
dt. ds 

gegen den Raum. Da zur Bestimmung der GroBe von dt noch 

die GroBe der Zeitspanne d t gegeben sein muB, erset,zen wir den 

Foppl, Schwingungslehre. 10 
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Ausdruck fur die Beschleunigung besser durch : ~ . Eine zweite 

Ableitung :2t! konnen wir hier nicht bilden, da !ur Zeit t + at 
die beiden Massen 'lnt und m2 zwar gegeneinander eine Bewegung 
ausfuhren, aber jede von ihnen mit der gleichen Berechtigung 
als gegen den Raum ruhend anzusprechen ist, so daB nicht von 
einer Xnderung der Geschwindigkeit der einen Masse gegen den 

Raum gesprochen werden kann. Bei der Bildung von :e: konn

ten wir feststellen, welches System eine Beschleunigung erlitten 
hat: jenes, auf das eine Kraft eingewirkt hat. Da aber zur Zeit 

tlz 
1fl1 * '*b: I 1fl2 

, I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Abb. 103. 

t + d t beide Bewegungen gleichberechtigt sind, so 
daB wir beide Massen als ruhend -gegen den Raum be
trachten mussen, so konnen wir keine Ableitung der 
Geschwindigkeit gegen den Raum bilden. 

Die Beschleunigung einer Masse gegen den Raum 
haben wir somit als die erste Ableitung des Weges 
nach der Zeit definiert. Das ist ein wichtiges Ergeb
nis, das uns vor aUem bei der Zusammensetzung der 
Krafte, die gegeneinander beschleunigte Systeme auf

einander ausuben, werlvolle Dienste leistet. Wir nehmen z. B. an, 
eine Masse ml (Abb. 103) werde von einer Masse m2, die selbst durch 
eine auBere Kraft eine Beschleunigung b2 zu ihrem Raum erleidet, 
angezogen, d. h. der Raum 'lnt werde nach m2 beschleunigt. Die 
Beschleunigung des Raumes um m1 gegen die Masse m2 nennen wir 
bl . Bei der Zusammensetzung der Bewegungen in einem Koordi

natensystem, das die Bewegung der 
Massen gegeneinander darstellt, wird 
die Gesamtbeschleunigung durch geo
metrische Addition der Einzelbeschleu
nigungen erhalten. Da aber die Be
schleunigung der Masse ml gegen den 
Raum als die 1. Ableitung bestimmt 
ist, hat b2 auf die augenblickliche 
GroBe der Anziehung des Raumes 

durch m2 keinen EinfluB. Deshalb ist die augenblickliche Beschleu
nigung bl der Masse ~ zum Raume unabhangig von b2• Erst 
zur Feststellung der Relativhescbleunigung der heiden Massen 
gegeneinander werdeh die Relativbeschleunigungen beider gegen 
den Raum geometrisch addiert. 

Die Richtigkeit des Ergehnisses kann durch einen Versuch 
nachgepriift werden: In einem sich verjungenden Rohr (Abb. 104) 
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strome ein Medium a, das infolge der Querschnittsveranderung 
eine beschleunigte Bewegung ausffihrt. AuBerhalb des Rohres 
ist eine Masse m so aufgehangt, daB sie unter dem EinfluB etwa 
auftretender Krafte in horizontaler Richtung Verschiebungen aus
fiihren kann. m wird durch das Medium angezogen. Auf Grund der 
vorstehenden Ausffihrungen darf es aber keinen EinfluB auf die 
Anziehungskraft ausuben, ob das Medium a ruht oder selbst eine 
beschleunigte Bewegung ausffihrt, d. h. es kann keine Kraft in 
horizontaler Richtung auf m auftreten oder Ph = o. 

DaB nach der vorstehenden Theorie die Zentripetalkraft, die 
an einem Korper m angreift, der sich etwa mit der Erde gegen den 
Raum dreht, keine Anderung gegenuber der bisherigen Vorstellung 
erfahrt, bedarf keines Beweises: m erleidet bei der Drehung der 
Erde gegen den Raum eine Beschleunigung (Drehbeschleunigung) 
gegen den Raum, der die Zentripetalkraft zugeordnet ist. Wir 
erkennen daraus auch, daB wir unter einem beschleunigungsfreien 
System ein solches verstehen mussen, das keine Drehungen gegen 
den Raum ausfiihrt. 

Die ausgezeichneten Koordinatensysteme. Ein Ko
ordinatensystem ist in ausgezeichneter Weise zur Beschreibung der 
Naturgeschehnisse geeignet, wenn keines seiner Punkte eine be
schleunigte Bewegung gegen den Raum ausfiihrt. Von einem 
dieser ausgezeichneten Systeme betrachtet, unterscheiden sich 
die iibrigen ausgezeichneten Systeme durch die GroBe und die 
Richtung der Relativgeschwindigkeit. Es gibt also 004 verschiedene 
Systeme, die alle mit dem gleichen Recht als gleichberechtigt 
oder als gegen den Raum (oder den Ather) ruhend angesprochen 
werden konnen. Wenn wir eines dieser Systeme gradlinig be
schleunigen, so fiihren wir es nur in ein anderes gleichberechtigtes 
iiber. Wennnur eine Masse, auf die keine Kraft wirkt, in dem 
ausgezeichneten System vorhanden ist, so ruht sie entweder oder 
sie fiihrt eine gradlinige Bewegung mit gleichbleibender Ge
schwindigkeit im Koordinatensystem aus. 

Das Raumzeitkontinuum (oder der Ather) bildet sich ebenfalls 
in allen ausgezeichneten Systemen in gleicher Weise als ruhend 
abo Befindet sich aber eine Masse im Koordinatensystem, so 
erleidet das Raumzeitkontinuum in der Umgebung der Masse 
eine Unstetigkeit. Wir werden deshalb zweckmaBig den Koordi
natenanfangspunkt in unendliche Entfernung von allen Massen 
legen, damit er sich auBerhalb des Storungsgebietes befindet. 
Sind mehrere Massen im Raume gelegen, so werden die Raume, 
in denen sie liegen, sich gegenseitig durch die Anziehung des Rau
mes durch die Massen storen. Der Raum, in dem die eine Masse 

10* 
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liegt, wird durch die andere Masse relativ zur anderen Masse be
schleunigt. Aus dieser Beschleunigung und der Anfangsbewegung 
der betreffenden Masse gegen das Bezugssytsm ergibt sich die 
Bahnkurve im Koordinatensystem. 

Wir nehmen zuerst an, es sei nur ein Korper im Weltenraum 
aufgestellt. Dieser ruht dann zum Ather; es wird aberder Ather 
in der Umgebung des Korpers in einen Beschleunigungszustand 
versetzt, dessen Intensitat umgekehrt verhaltnisgleich r2 ist. 
Auf diesem Himmelskorper tritt bei einem Versuch, den einer 
seiner Bewohner etwa mit der Anordnung Abb. 101 ausfiihrt,das 
gleiche Tragheitsfeld in die Erscheinung, das wir auf der Erde 
kennen. 

Wenn ein zweiter Himmelskorper b in die Nahe des ersten 
Himmelskorpers a gerat (Abb. 105), so ist die Bewegung beider 
dadurch gekennzeichnet, daB sie zum Ather keine Beschleunigung 

r" haben und daB anderseits der Ather durch einen 
rrb~ jeden von ihnen eine radiale Beschleunigung ver-
~~-
o haltnisgleich ~ erleidet. Die telative Geschwindig-
Abb. 105. r 

keit beider Korper ist von der Anfangsgeschwindig
keit abhangig. Die relative Beschleunigung beider erhalt man, wenn 
man die Beschleunigung eines jeden der beiden Korper relativ 
zu einem entfernt liegenden Punkt 0 im ungestorten Raum betrach-

tet: a erleidet relativ zu 0 eine Beschleunigung c m: nach b hin 
r 

und b eine Beschleunigung c m: nach a hin. Wir definieren den 
r 

Schwerpunkt S durch ma : mb = rb : ra' Es folgt, daB a und b eine 

2:. und 2:. verhaltnisgleiche Beschleunigung zum ungestorten 
ra rb 
Rallme haben und darans folgt weiter, daB der oben festgelegte 
ideelle Punkt S relativ zum ungestorten Raume ruht (d. h. keine 
Beschleunigung hat). 

Die Bahnkurven der Gestirne. Wir wollen die vorstehen
den Vberlegungen auf die Bahnen der Gestirne, z. B. auf die Bahn 
der Erdenmasse (mE) gegen die Sonnenmasse (ms)· anwenden. 
Wir wissen, daB jedes der 004 ausgezeichneten Systeme gleich
berechtigt ist zur Beschreibung der Bahnkurven. Wir werden 
eines davon etwa so auswahlen, daB eine der beiden Massen (etwa 
mE) zu einem bestimmten Zeitpunkt t darin ruht. Den Koordi
natenursprung legen wir, um aus dem Storungsgebiet heraus
zukommen, in geniigend weite Entfernung von beiden Massen. 
Der Raum 11m mE erleidet aber eine Beschleunigung nach ms 
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hin. mE fiihrt deshalb in unserem Koordinatensystem eine be
schleunigte Bewegung aus, d. h. es beschreibt mit der Zeit eine 
gekriimmte Bahn. Auch ms beschreibt mit der Zeit eine gekriimmte 
Bahn, da der Raum von ms durch mE beschleunigt wird. Nur 
ist entsprechend der geringeren Masse von mE die Beschleunigung 
des Raumes von ms, die verhii.ltnis-
gleich der anziehenden Masse mE ist, 
eine entsprechend geringe. ms be-
schreibt deshalb in unserem Koor
dinatensystem eine Bahn mit sehr 
geringer Kriimmung oder in erster 
Annaherung eine gradlinige Bahn. 
Es ist deshalb fUr die Darstellung 
zweckmaBiger (abernichtrichtiger I), 
das Koordinatensystem so zu legen, 
daB die groBere Masse, also die 
Sonne, zu Beginn der Zeit in Ruhe 

Abb. 106. 

war. Sie wird infolge des geringen Raumbeschleunigungsvermogens 
der verhaltnismaBig geringen Erdmasse nur geringe Bahnen in 
diesem System ausfiihren. 

Noch zweckmaBiger ist es, das Koordinatensystem so zu legen, 
daB der Schwerpunkt von mE + ms in 2 aufeinanderfolgenden 
Augenblicken in ihm am gleichen Orte zu liegen kommt. Denn die 
eben angestellte einfache Vberlegung zeigt, daB dec Schwerpunkt 
in diesem System dauernd in Ruhe bleibt. 

Es ist aber zu beachten, daB das Schwerpunktskoordinaten
system nicht etwa an den Schwerpunkt als Koorrunatenanfangs
punkt geheftet werden darf, da der Raum in der Umgebung des 
Schwerpunktes eine bpschleunigte Bewegung nach der Sonne zu 
erfahrt. Das Schwerpunktskoordinatensystem ist vielmehr an eine 
Masse 111,,., die in so weiter Entfernung von Erde und Sonne liegt, 
daB die Gravitationen beider keine Storung mehr in dieser Stelle 
hervorrufen, als Koordinatenanfangspunkt zu befestigen. mrc ist 
dabei so zu wahlen, daB der Schwerpunkt zu ihr in Ruhe ist. 

So haben wir fUr die Beschreibung der Bewegung der Gestirne 
e in ausgezeichnetes Koordinatensystem kennengelernt: das 
Schwerpunktskoordinatensystem. Es ist dasselbc, das auch bisher 
schon zur Beschreibung der Bewegungen der Gestirne verwendet 
women ist Die Koordinatensysteme, die an mE oder ms dauernd 
gekniipft sind, sind nicht geeignet zur Beschreibung der Bewegung, 
da sich mE und ms in beschleunigten Xtherfeldern befinden. 

Die Vberlegung hat uns also gefiihrt zu einem in bezug auf 
Beschleunigungen absoluten und in bezug auf Geschwindigkeiten 
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relativen Raum. Wir wollen auf den Gedankengang nochmals kurz 
auf Grund folgender Annahmen eingehen: 

Wir nehmenzuerst an, es sei nur eine Masse im Weltall, an der 
keine Kraft angreift. Dann kann durch Messungen auf dieser Masse 
- etwa durch die Messung der Abplattung, wenn die Masse defor
mierbar ist - festgestellt werden, ob die Masse gegen den Raum 
ruht oder eine drehende Bewegung ausfiihrt. 1m letzteren 
FaIle fiihren Massenteilchen am Umfang des Korpers eine .. be
schleunigte Bewegung gegen den Ather aus, die festgestellt 
werden kann. Es kann auch festgestellt werden, ob von auBen 
eine Kraft auf die Masse wirkt (etwa durch ein unsichtbares Seil 
ubertragen): Wenn eine Kraft wirkt, erleidet die Masse in Richtung 
der Kraft eine Beschleunigung gegen den Ather und diese Be
schleunigung kann ein Beobachter auf der Masse durch Wiege
versuche mit Federwage feststellen. 

Wir nehmen dann an, daB noch eine zweite Masse hinzutrete. 
FUr das Verhalten der Massen gegeneinander· ist . es gleichgiiltig. 
ob jede der beiden Massen gegen den Raum ruht oder eine Drehung 
ausfiihrt. 

Um die Bahnen beider Massen gegeneinander zu beschreiben, 
stellen wir den Schwerpunkt fest und verbinden mit ihm ein 
Koordinatensystem. Die Bahnkurven in diesem System lassen sich 
in der nach der N ewtonschen Mechanik ubliehen Bereehnungs
weise ermitteln. Insbesondere wird die Bahnkurve der kleineren 
Masse, wenn beide Massen in derGroBe stark voneinanderverschieden 
sind, angenahert eine Ellipse. Besonders einfach wird der Fall, 
wenn die zweite Masse mb um die erste Masse ma eine kreisformige 
Bahn beschreibt: dann bleiben beide Massen stets im gleichen 
Abstand voneinander. Jede der beiden Massen ma und mb be
schreibt im ausgezeichneten System eine Kreisbahn mit den Halb
messern rb bzw. r", wobei ?"a und rb die Abstande der Massen m.
und mb vom Schwerpunkt sind. Jede der beiden Massen ruht dabei 
in dem sie umgebenden Ather. Die Beschleuni~ungen, die die 
Massen relativ zu einer dritten im ungestorten Ather liegenden 
Masse erfahren, konnen deshalb auf keine Weise auf der Masse 
selbst festgestellt werden. 

Wenn man dagegen, wie es bisher ublich war, mit dem Begriff 
der Fernkraft arbeitet, muB man einen zweiten Begri£f, die Zentri
fugalkraft, hinzunehmen, um die Tatsache, daB auf der Masse m" 
die Fernkraft nicht festgestellt werden kann, zu erklaren. 

Die Vorziige der neuen Theorie gegeniiber der bisher 
ublichen Auffassung. Die vorstehend entwickelte Raum
theorie liefert einen einfachell Grund fiir die Gleichheit von schwe-
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rer und trager Masse: Gravitation- und Tragheitserscheinungen 
sind gleich, weil sie auf die gleiche Ursache, Beschleunigung der 
Masse relativ zum Ather zuruckgefuhrt werden konnen. Ein 
weiterer Vorzug ist der, daB die Bewegung der Massen gegenein
ander und zum Raum (oder zum Ather) in besonders einfacher 
Weise dargestellt wird und daB der sehr schwerfi.illige Begriff der 
Fernkrafte in Wegfall kommt: Die Masse bleibt relativ zum Raum 
in Ruhe, solange keine Krafte unmittelbar auf sie ausgeubt werden. 
Unmittelbare Krafte bewirken eine Beschleunigung der Masse 
zum Raum und auBerdem zieht die Masse den Raum an. 

Die begriffliche Schwierigkeit liegt darin, daB der Raum oder 
der ihn erfullende Ather einerseits als etwas absolutes insofern 
aufgestellt wird, als von Beschleunigungen der Massen relativ zum 
Raum gesprochen wird und daB andererseits der Begriff der Ge
schwindigkeit relativ zum Raum nicht vorhanden ist. Erleichtert 
wird aber diese Vorstellung durch die Beobachtungen, die wir an 
den Bewegungen auf der Erde machen: Auch hier spielen die 
Krafte, die an den Korpern wirken, und die Beschleunigungen 
relativ zur Erde eine Rolle, wahrend es auf die Geschwindigkeiten 
relativ zur Erde nicht ankommt. Trotzdem muB zugestanden 
werden, daB die Vorstellung eines Raumes oder eines ihn ausfiillen
den Athers, relativ zu dem es zwar Beschleunigungen aber keine 
Geschwindigkeiten gibt, dem menschlichen Geist nicht liegt. Eben
sowenig ist aber auch die Vorstellung einer Fernkraft, mit der die 
bisherige Auffassung operierte, dem Menschen mogIich: Man kann 
sich auf Grund der Erfahrung wohl vorstellen, daB zwei Massen 
gegenseitig Anziehungskrafte aufeinander ausuben. Wie aber 
diese Anziehung vor sich gehen solI, daruber vermag man sich 
kein Bild zu machen. Man wird der Theorie den Vorzug geben 
mUssen, die die geringsten begriffIichen Schwierigkeiten bereitet. 
Ob von diesem Gesichtspunkt aus die vorhin entwickelten Aus
fiihrungen aufrecht erhalten werden konnen, vermag ich nicht zu 
entscheiden. 
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