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Yorwort.

Das vorliegende Buch ist hervorgegangen aus Vorlesungen,
die der Verfasser an der Techn. Hochschule Braunschweig fiir
Maschinen- und Bauingenieure in héheren Semestern gehalten
hat. Es beschriankt sich auf die Wiedergabe der Grundlagen der
technischen Schwingungslehre, ohne auf verwickeltere Schwin-
gungsvorginge und auf die praktische Anwendung im einzelnen
ndher einzugehen. Nach zwei Richtungen weist das Buch besonders
starke Liicken auf: Es wird nicht auf elektrische Schwingungen
eingegangen, wiewohl gerade die Behandlung von Schwingungs-
aufgaben in der Elektrotechnik besonders grofe Wichtigkeit hat,
und es werden nur wenige Literaturangaben gemacht. Nach bei-
den Richtungen bietet das Buch von W. Hort ,,Technische Schwin-
gungslehre* Ersatz.

Die eigentlichen Grundziige der technischen Schwingungs-
lehre werden in den ersten 3 Kapiteln gebracht. Die Zusammen-
fassung in der vorgesehenen Weise ist neu; sie bietet den Vorteil,
daf die verschiedenen Probleme auf wenige Grundaufgaben zu-
riickgefiihrt werden konnen, was namentlich fiir die Behandlung
verwickelterer Schwingungsaufgaben wesentliche Erleichterungen
bringt. '

Im 4. Kapitel ist die geringe Bedeutung des Einflusses der
Dampfung auf die Schwingungsdauer in technisch wichtigen Fillen
nachgewiesen. Besondere Beachtung verdienen in dieser Richtung
die Ausfiithrungen im Anschluf an Abb. 50.

Im 5. und 6. Kapitel werden Sonderaufgaben behandelt.

Das 7. Kapitel befaBt sich mit der Schwingungsfestigkeit der
Baustoffe. Betrachtungen dieser Art werden, soweit sie iiber-
haupt angestellt werden, gewShnlich in Biichern iiber Festigkeits-
lehre gebracht. Dem Verfasser schien es aber wichtig, dafl sich
die Ingenieure, die sich mit Schwingungsfragen befassen, auch
eine Vorstellung tiber die Beanspruchung der Baustoffe durch
Schwingungen machen, zumal die meisten Betrachtungen tiber
Schwingungen, wenigstens im Maschinenbau, mit Riicksicht auf
Festigkeitsfragen angestellt werden. Die mitgeteilten Versuchs-
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ergebnisse sind grofBtenteils vom Verfasser selbst gewonnen wor-
den. Besondere Beachtung verdient §43.

Das 8. Kapitel ist eine Wiedergabe des Inhalts einer Vor-
lesung des Verfassers iiber Massenkréfte und Massenausgleich.

Das 9. Kapitel endlich handelt vom Ather und der Ather-
schwingung und betrifft ein Gebiet, das nicht mehr der tech-
nischen Schwingungslehre, sondern der theoretischen Physik zu-
gehort. Der Ubergriff in das Nachbargebiet liegt zu nahe fiir
denjenigen, der sich eingehender mit Schwingungsaufgaben be-
faft. Der Verfasser glaubte, daf sich auch unter den Lesern
dieses Buches manche befinden mochten, die Interesse fiir die
letzten Fragen aus der Schwingungslehre haben, und so gab er
im 9. Kapitel das Bild wieder, das er sich selbst iiber Ather und
Atherschwingung gemacht hat.

Braunschweig, 15. August 1923.
0. Foppl.
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I. Eingliedrige Schwingungsanordnungen.

§ 1. Einfiihrung. Die einfachste Art einer Schwingungsanord-
nung ist gegeben durch eine Masse, die durch eine ortlich veréinder-
liche Kraft Beschleunigungen erleidet. Eine solche Schwingungs-
anordnung wird z. B. erhalten, wenn man an eine Schraubenfeder,
die an einem Ende festgehalten ist, eine Masse m
héngt. Wir wollen uns mit dieser Anordnung
(Abb. 1), auf die wir bei unseren spateren Unter-
suchungen immer wieder zuriickkommen werden,
etwas eingehender befassen.

Die Festigkeitslehre sagt iiber die Léngen-
dnderung A1 einer Schraubenfeder, auf die eine

Kraft in Richtung der Achse wirkt, aus: Scﬁ};gg&ngs

anordnung:

1 AZZM.PZE Feder mit

' MG c’ angehingter
Masse.

Dabei sind R der Wicklungshalbmesser, n die Win-

dungszahl, 8 die Drahtstirke, G der Schubelastizititsmodul und P
die Kraft, die in axialer Richtung ausgeiibt wird. Wenn wir die
von der Feder abhingigen Konstanten zu einem Wert ¢ zu-

sammenfassen, so erhalten wir A7 = -Ii Wir sehen, dal 41l ver-
hiltnisgleich P ist. ¢

An der Masse m greift das Gewicht ¢ und die Federkraft P an.
Fiir eine bestimmte Durchbiegung A4l,, die aus Gleichung 1 er-

G
mittelt werden kann, ist m im Gleichgewicht. Esist dann Al, = <

Abweichungen aus der Gleichgewichtslage nach oben oder

unten — wir setzen bei unserem System nur einen Freiheitsgrad

voraus — driicken wir durch die Koordinate & aus; & zahlen wir

nach unten positiv. Wenn & nicht gleich 0 oder 41 nicht gleich 41,

ist, wirkt eine resultierende Kraft auf die Masse m, die ihr die
2

Beschleunigung — fﬁf erteilt. Das Minuszeichen gibt an, da8 bei

Foppl, Schwingungslehre. 1



2 Eingliedrige Schwingungsanordnungen.

einer Auslenkung & die Kraft ¢ - £ nach der Nullage zu gerichtet
ist, also auf eine Verringerung des Ausschlages hinwirkt:

d2&
2. —mW—-P G—C(AZ—AZ)—CE.

Die Gleichung 2 gibt uns die Differentialgleichung fiir die
Schwingungsbewegung. Die Losung der Differentialgleichung ist
bekannt; sie lautet:

3. & =C,sinnt + Oy cos nt,

wobei n = —7% . Um zu zeigen, dafl Gleichung 3 tatsichlich die

Differentialgleichung 2 befriedigt, differentieren wir Gleichung-3
zweimal nach ¢:

d
4. E—%:C'lncosnt———Cznsinnt.
5 *E_ O, n?sinnt — Cyn? ¢
. W—— 1Resmnt —COy,N°Ccosnt.

Die Werte aus Gleichung 3 und 5 in 2 eingesetzt, geben auf
beiden Seiten gleiche. Werte unabhingig vom Werte der Kon-
stanten C; und C,. Fiir ein gegebenes System mit der Masse m
und der Feder f gibt es also oco? verschiedene Schwingungsvor-
ginge, die durch die beliebige Wah!l der beiden Konstanten €,
und C, festgelegt werden. Wir konnen einen dieser Schwingungs-
vorgénge durch die Wahl der Anfangsbedingungen festlegen. Zur

Zeit t =0 seiz. B. & = £, und %é . Die Wahl von C(li f zur
2
Zeit t = 0 steht dann nicht mehr frei, sondern (‘2 f) ist durch
=0

die Angabe &, und Gleichung 2 bestimmt. Wir sehen also: den
zwei willkiirlichen Konstanten entsprechen zwei willkiirliche An-
fangsbedingungen, oder wir kénnen die Konstanten durch die
Anfangsbedingungen ausdriicken.

Wenn wir nur ein schwingendes System haben, dann ist es
oft gleichgiiltig, von welchem Zeitpunkt an wir ¢ zu zihlen begin-
nen. Wir schrinken in diesem Fall unsere Betrachtung nicht ein,
wenn wir z. B. festlegen, die Zeit ¢ soll so gezihlt werden, daB fir
t = 0 die Geschwindigkeit %% = 0 ist. Damit verringern wir die
Verschiedenheit in den mdéglichen Anfangsbedingungen von oco?
auf oo. Denn die verschiedenen Schwingungsvorginge sind bei
obiger Einschrinkung noch in der Wahl des Ausschlags &, den
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wir zur Zeit § = 0 annehmen konnen, enthalten. Wir wollen nun
. d
auch in unseren Gleichungen die besondere Annahme <d—§) =0
t=0

beriicksichtigen. Schreiben wir die Gleichung 4 zur Zeit ¢t = 0 an,
so ist:

6. 0 = ncos0—Cynsin0,
== Ol n
Da n= ;cz_ nicht Null sein kann, muB ¢} = 0 sein, und Glei-

chung 3 lautet in der vereinfachten Form:
7. & =0, cosnt = &, cosnt.

Fiir C, haben wir den groBten Ausschlag £, eingesetzt, da der Wert
von cos n¢ mit verdnderlicher Zeit zwischen den Grenzwerten
+ 1 und — 1 schwankt.

Die Gleichung 7 ist also mit der Einschrinkung giiltig, daB die
Zeit so gewahlt ist, daB sich die Masse zur Zeit ¢ = 0 in einer End-
lage befindet. Wenn mehrere schwingende Systeme aufeinander
einwirken, dann kann man diese Einschrinkung nicht machen,
da man fiir alle Systeme die gleiche Zeit ¢ zugrunde legen muB.
Man mufl dann auf die allge-
meinere Gleichung 3 zuriick-

greifen. Bei den nichstfolgen- &,
den Betrachtungen, in denen & [ .
nur eine schwingende Masse auf- : e &

tritt, gentigt aber Gleichung 7.  ~=7_J

Schwingungsausschlag und
Zeit stehen nach Gleichung 7 in
einer Beziehung,diedurch Abb.2  Abb. 2. Sehwingungsausschlag in
veranschaulicht ist. Der Schwin- Abhingigkeit von der Zeit.
gungsausschlag schwankt zwi-
schen 4+ &, und —§&,. Bei den wirklichen Schwingungen tritt
eine Dampfung hinzu, durch die die GréBe des Schwingungs-
ausschlages allmahlich abnimmt. Die Diampfung ist im voraus-
gehenden vernachlissigt. In den Regelfillen geniigt es bei der
theoretischen Betrachtung praktischer Fille, die Dimpfung zu
vernachlassigen. In einem besonderen Kapitel (V) wird aber noch
auf die Dampfung eingegangen werden.

AuBler dem Ausschlag interessiert auch die Anderung des
Ausschlages; es ist:

d&
rn

8. =-—§nsinnt =v =—wv,sinnt.

1*



4 Eingliedrige Schwingungsanordnungen.

Tragen wir diesen Wert wieder in Abhéngigkeit von ¢ ab, so er-
halten wir die Abb. 3, die eine Sinusfunktion darstellt. Den
groBten Wert fiir v, den wir fiir sin n# = 41 erhalten, nennen wir

i v;. Er wird erhalten fiir nt = d
Tdt m 3x 2
0; . v bzw. 5 also zu einer Zeit, zu der
INZ - 5
\f/ \ nach Gleichung 7 £ = 0 ist.
7- ! . . . .
‘Abb. 3. Geschwin digheit in Bei einer Sinus- und Kosinus-
Abhéingigkeit von der Zeit. ~ iunktion interessiert vor allem die

Periode, d. h. die Zeitspanne
T = t,—1,, die verstreichen muf}, damit der Wert des Sinus und
des Cosinus wieder auf den Ausgangswert zuriickgeht. Das letztere
ist aber der Fall, sobald der Wert, von dem der Sinus oder Co-
sinus genommen werden soll, um 2 angewachsen ist.

9, Qn=nT, T=2g —'cﬁ

Die Schwingungsdauer 7' ist unabhiingig von der GréBe des Aus-
schlags. Wir nennen deshalb die Schwingung eine synchrone oder
harmonische. Fast alle in der Praxis auftretenden Schwingungen
sind harmonische. Grundbedingung fiir eine harmonische Schwin-
gung ist, daB die riicktreibende Kraft verhaltnisgleich dem Aus-
schlag ist, was bei den Stoffen, mit denen wir es in der Technik zu
tun haben, und bei den Versuchsbedingungen gewéhnlich zutrifft.

Statt der Schwingungsdauer 7' wird auch oft die Anzahl »
der vollen Schwingungen, die in einem bestimmten Zeitraume

1
(etwa 1 sec oder 1 min) erfolgen, angegeben. Zwischen n ——
60 min

und 7 in sec besteht dann die Beziehung n = T

Wegen der fundamentalen Bedeutung, die der bisherigen Be-
trachtung zukommt, wollen wir die Ausfiilhrungen nochmals von
einer anderen Seite beleuchten und zu dem Zweck eine Arbeits-
gleichung aufstellen. Wir setzen voraus, daB keine duBleren Krafte
auf das schwingende System einwirken — Démpfung sei aus-
driicklich ausgeschlossen. Die Energie, die in der schwingenden
Anordnung steckt, bleibt also dauernd ungeéindert. Zur Zeit t = 0

ist die kinetische Energie E; Null, da (%) =0. Die Gesamt-
=0
energie F ist dann als Forménderungsenergie E; in der Feder

aufgespeichert. Es ist:
&
10. Eify= [ P-dé,
o



Drehschwingung von Welle mit Schwungmasse. 5

wobei die Federkraft P selbst verhdltnisgleich A1 oder £ ist. Wir
konnen deshalb schreiben:

: .
11. E,o=]c§d5=c—23:E.
0
In einer Zwischenlage & zur Zeit ¢ ist:
£2
12. Ei=c¢ PR

dazu kommt aber noch die kinetische Energie K}, die verhaltnis-

gleich der Masse m und dem Quadrate der Geschwindigkeit ds ist:

dt
m(d&\2
13. Ek = —2' (\E—t') .
Aus Gleichung 11 bis 13 folgt:
_ _ & m<d§>2_ c&
14 E—Ef+Ek_C§—+§d—z —«2 ,

@ Ve —g
ﬁme[il/So ],

Wir haben dabei schon die eine Grenzbedingung beriick-
sichtigt, daB zur Zeit ¢ =0 % =0, also & = &, = &, sind. Die
Losung dieser Differentialgleichung lautet & = &;cosn¢, mit
dé
dt
auf den frither ermittelten Wert gekommen sind.

Die Betrachtung, die von der Energie ausgeht, fithrt auf um-
standlicherem Wege zum gleichen Ziel. Wir haben sie hier mit
angefithrt, da die Betrachtung der Schwin-
gung einer Masse mit einer Feder die
Grundlage fiir samtliche Schwingungs-
betrachtungen abgibt, so daB} sich eine
Betrachtung dieses wichtigen Problems
von verschiedenen Seiten wohl verlohnt.

§ 2. Drehschwingung von Welle mit Abb. 4. Schwingungs-
Sehwungmasse. Wir nehmen an, eine anorggxﬁ; g:sgg mit
Welle w sei an ihrem rechten Ende fest- g )
gehalten und am linken Ende mit einer Schwungmasse s behaftet
(Abb.4). Wenn die Schwungmasse gedreht wird, wird die Welle

= —néysinnt und (& — £2) = & sin? n i, womit wir wieder
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gespannt. Infolgedessen wird ein der Verdrehung entgegengesetzt
gerichtetes Drehmoment auf die Schwungmasse tibertragen. Die
elastische Spannkraft der Welle bei der Verdrehung hingt von
der GroBe des Ausschlages ab. Wenn der Verdrehungswinkel mit
A¢, der Durchmesser der Welle mit d, die Linge mit I, der
Schubelastizitdtsmodul mit ¢ und das polare Flichentragheits-
moment des Wellenquerschnitts mit ¢, bezeichnet werden, ist:
_ M1 M . G-,

15. Aq)_ip'G-_c’ wobel ¢ = 7
Die Konstanten haben wir zu einer GroBe ¢ zusammengefaBt.
¢ ist das Moment, das beim Verdrehungswinkel 4¢ =1 auftritt.
Infolge des Moments M erleidet die Schwungmasse s mit dem

2
Massentrigheitsmonemt J eine Winkelbeschleunigung —%g:
a2 Ag
16. g J=—M=—cdep.

Das Minuszeichen weist wieder darauf hin, daB das Moment M
auf eine Verringerung des Ausschlages 4 ¢ hinwirkt.

Die Differentialgleichung 16 entspricht genau der Gleichung 2,
nur daf statt des Ausschlagwegs & der Ausschlagwinkel 4¢ und
statt der Masse m das Massentrigheitsmoment J gesetzt ist. Wir
haben die gleiche Lésung zu erwarten:

¢
17. Agv:czcos]/jt,

wobei wir wieder wie vorhin die Einschrinkung gemacht haben,
daB zur Zeit ¢ = 0 der groBte Ausschlag ¢, = 4 ¢, vorhanden sein
soll. Die Schwingungsdauer T ist ebenso wie vorhin:

18. T:ZnV—J«.
] c

Je groBer die Schwungmasse J und je kleiner das riicktreibende
Moment ¢ ist, desto grofer ist die Schwingungsdauer 7'

Wir sehen weitgehendste Ubereinstimmung bei der Betrach-
tung in diesem und im vorausgehenden Paragraphen. Da sich die
geradlinige Schwingung nach Abb. 1 wesentlich einfacher dar-
stellen und gedanklich erfassen laft als die Drehschwingung, ist es
zweckméfBig, die Aufgabe, eine Drehschwingung zu behandeln, auf
die in § 1 geloste Aufgabe der geradlinigen Schwingung zuriick-
zufithren. Der besondere Vorteil dieses Vorgehens wird sich erst
im néchsten Kapitel bei den mehrsystemigen Schwingungen
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zeigen. Es ist aber zweckm#Big, schon hier auf die Umrechnung
einzugehen.

Wir denken uns also die Anordnung nach Abb. 4 durch eine
Anordnung nach Abb. 1 ersetzt. Bei der Anordnung nach Abb. 1
kam es ja schlieflich auch nicht auf die Einzelheiten in den Ab-
messungen der Feder, sondern nur auf die GréBe ¢ der Federkraft
fiir die Einheit des Ausschlages und auf die GroBe der Masse m an.
Beide GroBen konnen wir nach Art der
Abb. 5 durch 2 Striche darstellen, zu % c Im
denen uns nur noch ein bestimmter Ma@- Abb. 5. Schematische
stab gegeben sein mufl. Die Abb. 5 kann Darstellung einer
uns aber, wie schon erwihnt, auch eben- Schwingungsanordnung.
sogut eine Drehschwingungsanordnung
nach Abb. 4 in ihren wesentlichen Einzelheiten darstellen. Ge-
wohnlich liegt die Aufgabe vor, die Schwingungsdauer 7' zu be-
stimmen. Wenn die Aufgabe gestellt ist, die Schwingungsdauer
fir die Anordnung nach Abb.4 zu bestimmen, so geben wir die
Anordnung in der Form der Abb. 5 wieder und behandeln die
Aufgabe in gleicher Weise weiter, als ob es sich darum handelte,
die Schwingungsdauer einer geradlinig schwingenden Anordnung
nach Abb. 1 zu ermitteln.

§ 3. Biegungssechwingung von Balken unter Vernachlissigung
der Balkenmasse. Der Schwingungsanzeiger von Frahm besteht
aus einzelnen Schwingungsanordnungen nach Abb. 6: Eine Feder f
ist an ihrem einen Ende festgehalten und am anderen Ende mit
einer Masse m, behaftet. Die Masse der Feder wollen wir vernach-
lassigen. Bei einer Auslenkung & wirkt auf die Masse m eine
Kraft P, die nach einer bekannten Formel der Festigkeitslehre
gleich ist:
19. = -——-=f=0cé,

wobei £ Elastizitidtsmodul, Ja das axiale Tragheitsmoment des
Balkenquerschnitts und I die Lénge der Feder sind. Die Differen-
tialgleichung der Bewegung ist die
gleiche wie die in Gleichung 2 ange- %
schriebene und die- Dauer T einer

vollen Schwingung ist nach Glei- Abb. 6. Schwingungsanord-
chung 9 wieder: nung: Feder mit Masse.

20. T=2a}|—=2 S
0 7V nVSEJl

Beim Frah mschen Schwingungsdaueranzeiger sitzen mehrere
Anordnungen nach Abb. 6 von verschiedenen Federlingen und

i £ 4




8 Eingliedrige Schwingungsanordnungen.

mit verschiedenen Massen m nebeneinander. Wird dieser Apparat
auf eine Unterlage gesetzt, deren Schwingungsdauer 7', bestimmt
werden soll, so wird jene Zunge zu groBen Schwingungsausschligen
angeregt, deren Schwingungsdauer 7' nahe bei der Schwingungs-
dauer T, der Unterlage, die den ganzen Apparat in Erschiitterungen
versetzt, liegt. Die verschiedenen Schwingungsdauern 7' der
Zungen sind aber bekannt. Wenn eine bestimmte Zunge grofBle
Ausschlige macht, so weil man, dafl die Schwingungsdauer der
Unterlage nahe bei der bekannten Schwingungsdauer der betreffen-
den Zunge liegt. Die Schwingungsdauern der Federn sind aber so
gegeneinander abgestuft, dal innerhalb des Gebietes, fiir das das
Instrument gebaut ist, stets mindestens eine Zunge groBere Aus-
schlage ausfilhrt. Wenn eine erregende Ursache zwei nebeneinan-
der liegende Zungen gleichzeitig in Schwingungen versetzt, so
weiB man, daBl die Periode des erregenden Impulses zwischen den
bekannten Periodenzahlen der beiden schwingenden Zungen liegt.
Das Instrument kann z.B. benutzt werden, um die Umdrehungs-
zahlen einer umlaufenden gréBeren Maschine in einiger Entfernung
vom Aufstellungsort anzugeben: die Maschine iibertrigt Er-
schiitterungen im Rhythmus der Umdrehungen auf den Erdboden
und der Erdboden wieder auf den Schwingungsdaueranzeiger.
Die in Gleichung 20 gegebene Formel fiir die Schwingungsdauer
ist natiirlich nur eine rohe Annéherung, da die Masse der Feder,
die oft betrichtliche Werte gegeniiber der am Ende aufgesetzten
Einzelmasse annehmen kann, vernachlissigt worden ist. Eine
genaue Formel, bei der die Federmasse beriicksichtigt ist, ist von
Hort (Techn. Schwingungslehre, Berlin 1922) gegeben worden.
In recht guter Anniherung kann man die Federmasse my beriick-
sichtigen, wenn man !/; von ihr der Masse m

G in Formel 20 zufiigt. Die Annéherungsformel
:‘~—»~;,%_§__ === lautet dann: .
m
21. T=2n /(m —f)-za.
Abb. 7. Welle mit + 3
Schwungmasse. 3SEJ

Noch ein anderer Fall ist hier zu behandeln, da wir darauf
spiter zuriickgreifen miissen: die Biegungsschwingung einer zwei-
fach gelagerten ruhenden Welle, die mit einer Schwungmasse vom
Gewicht G (Abb. 7) behaftet ist. Fiir die Berechnung der Schwin-
gungsdauer kommt es wesentlich darauf an, wie die Welle an den
beiden Enden aufgelagert ist, vor allem ob die Auflagerung teil-
weise als Einspannung wirkt. Wenn wir freie Auflagerung voraus-
setzen und annehmen, da8 die Schwungmasse in der Mitte der
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Welle sitzt, so ist nach einer bekannten Formel der Festigkeits-
lehre:

» poSEL g

Mit Hilfe dieser Formel kann dann ebenso wie vorher 7' berechnet
werden :
2. r=2a]/-%,
g-c

wenn mit ¢ das Gewicht der Schwungscheibe und mit g die Erd-
beschleunigung bezeichnet werden. In § 36 wird gezeigt werden,
daB diese Formel fiir die kritische Umlaufzahl einer
Welle besondere Bedeutung hat.

§ 4. Sehwungmasse mit Spiralfeder (Unruhe).
Die Unruhe einer Taschenuhr besteht aus einer | ¥ (@)
Schwungmasse S, die auf einer Welle w aufgesetzt T/
ist (Abb. 8). An w greift das innere Ende einer i -
Spiralfeder f an. Das &uBlere Ende der Spiralfeder
ist mit dem ruhenden Gehéuse fest verbunden. e
Nach einer bekannten Formel der Festigkeitslehre ¥
besteht folgende Beziehung zwischen der Lénge I Abb. 8
der gestreckt gedachten Feder, dem Elastizitéits- gpiralfeder mit
modul E, dem axialen Trigheitsmoment ¢ des Schwungmasse.
Federquerschnitts, dem Verdrehungsmoment M
und dem Verdrehungswinkel 4 ¢ der Schwungmasse, um den die
Spiralfeder angespannt wird:

24, M:%i‘-gqumqg.

Daraus kann wieder die Schwingungsdauer nach den voraus-
gehenden Ausfithrungen berechnet werden.

Bei einer Uhr ist es besonders wichtig, daBl die Schwingungs-
dauer unabhéngig von der GréBe des Ausschlages ist, was bei der
Unruhe zutrifft. Es soll aber auch unter den verschiedenen dulleren
Bedingungen gleiche Schwingungsdauer erhalten werden, vor allem
darf ein Temperaturwechsel keinen Einflufl auf den Gang der Uhr
haben. Bei Erhchung der Temperatur dehnen sich aber die
meisten Metalle aus, das Schwungmoment des Schwungrades
wird durch die VergroB8erung des Abstandes der Massenteile von
der Achse grofer. Nach Formel 18 vergrofert sich die Schwingungs-
dauer. Auch die Elastizitdtseigenschaften der Feder kénnen von
der Temperatur abhéngig sein. Bei wirmekompensierten Taschen-
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uhren wird vor allem die Ausdehnung des Schwungsrings durch
Verwendung besonderen Materials oder von geschlitzten Ringen,
die mit Gegenringen verbunden sind, aufgehoben.

§ 5. DasFadenpendel mit kleinem Ausschlag. Ein Gewicht ¢/

G
mit der Masse m = rl ist an einem Faden aufgehiangt (Abb. 9). Es

soll die Schwingungsdauer der Anordnung ermittelt werden. Das
Gewicht bewegt sich, wenn wir ausdriicklich nur Bewegungen in der
Zeichenebene zulassen, auf einen Kreisbogen mit dem Aufhange-
punkt 0 als Mittelpunkt und der Fadenlange [ als
Halbmesser. Wenn wir den Ausschlag ¢ nur in
kleinen Grenzen halten, so kénnen wir den Kreis-
bogen, auf dem sich G' bewegt, durch eine gerade
Linie senkrecht zur Fadenmittellinie ersetzen. Der
Ausschlag & kann dann auch durch die Strecke
& =1-¢ gemessen werden.

Am Gewicht wirkt einerseits die Erdanziehungs-
kraft G andererseits der Fadenzug Z. Wenn ¢ =0
ist, sind beide gleich groB und gleich gerichtet, so
daB keine resultierende Kraft auftritt. Wenn der
Ausschlag  ist, schlieflen die beiden Krafte ¢ und

Abb. 9. Z den Winkel @ ein. Sie iiben eine resultierende
Fadenpendel. Kraft B auf G aus, die G eine Beschleunigung er-
teilt. G kann sich aber nur auf dem Kreisbogen
bzw. auf der horizontalen Geraden — wenn wir den Ausschlag-
winkel klein annehmen, kénnen wir den Kreisbogen durch eine
Gerade ersetzen — bewegen. R mufl deshalb in die Richtung
der Bewegungsfreiheit fallen, also horizontal liegen. Da aber G
parallel zur Mittellinie und Z parallel zu [ liegt, sind die beiden
rechtwinkligen Dreiecke @, Z, R und 1, £ mit Mittellinie &hnlich.
Oder es ist:

25. G:R=1:¢,
Pl
Andererseits ist:
G d2é& £
26. __ 2. %5 _ s
R g dit? G;l’
?E 9.
e 1 &

dasMinuszeichen gibt an, daf} die Kraft auf eine Verringerung von &
hinwirkt. Die Losung der Differentialgleichung ist die gleiche
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wie die der Gleichung 2, nur daB statt % hier —i— gesetzt werden

muB. Die Schwingungsdauer 7' ist also entsprechend Gleichung 9:

217. T:QnV—l--.
g9

Es kommt in dieser Gleichung zum Ausdruck, daB die Schwingungs-
dauer verhiltnisgleich der Wurzel der Pendellainge und unabhéngig
vom Gewicht des Pendels ist. Bei einem Werte g = 981 cm/sec?
und einer Linge I = 100 cm ist T = 2,005 sec = oo 2sec. Die
Dauer einer halben Schwingung aus der einen &uflersten Lage in
die andere auBerste Lage betrigt also 1 sec. Man nennt deshalb
das Pendel von 1 m Lénge auch vielfach Sekundenpendel.

§ 6. Das physikalische Pendel. Im vorausgehenden Abschnitt
ist angenommen, daBl die Masse des Pendels in einem Punkte,
dem Schwerpunkt, vereinigt sei, so dall alle Massenteilchen zu
gleichen Zeiten gleiche Geschwindigkeiten haben. Beim tatséch-
lichen Pendel — z. B. beim Pendel einer Uhr — verteilt sich aber
die Masse iber einen grofleren Bezirk und die einzelnen Massen-
teilchen haben je nachdem sie naher oder ferner dem Drehpunkt
liegen, kleinere oder grofiere Wege mit entsprechenden Geschwin-
digkeiten zuriickzulegen. Die Bahn des Pendels kann nicht mehr
als eine Parallelverschiebung, sondern sie muf} als
Drehung um den Punkt O aufgefalit werden. Bei
einer Drehbewegung kommt es aber vor allem auf das
Massentrigheitsmoment, (bezogen auf den Drehpunkt O)

kg - sec?

an, das wir mit J - cm? bezeichnen wollen.

Von #uBleren Kriften wirkt am Pendel die Erd-
anziehung ¢ = ¢ - m, die am Schwerpunkt S angreift
und die Auflagerkraft Z. Wir nehmen an, dag die Dreh-
stelle O durch Schneidenlagerung besonders sorgfaltig
ausgebildet sei, so dal in O keine Reibungskrafte,
sondern nur Kréfte senkrecht zur Bahn iibertragen Abb. 10.

werden konnen. Die Krifte G und Z sind bei kleinem _Physi-
kalisches

Ausschlagwinkel ¢ =—i— gleich groB und entgegen- Pendel.

gesetzt gerichtet, so daf ihre Resultierende Null ist. Sie haben
aber den Abstand & voneinander, so dall sie das Moment
M=@G-&=0G"s-¢ ausiben, das auf das Pendel die Dreh-

2
s iibertragt. An die Stelle der Pendellinge I

beschleunigung I
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beim mathematischen Pendel tritt demnach hier der Abstand s
zwischen Schwerpunkt und Schneidenlagerung 0. Es ist:

d?g
28. G'W'SZ—J'W,
a2 Gs
ET A

also die gleiche Differentialgleichung, die wir in Gleichung 16
schon behandelt haben. Es ist nach Gleichung 18:

J
29. T=2=x s
Fir J konnen wir aber unter Einfithrung des Trigheitshalb-
messers 7 setzen: J = m 2 und fir G = g m:

30. Tzzn]/’ =2n‘/"8.
g-s g

Die Gleichung 30 stimmt mit 27 iiberein, nur dafl statt der Pendel-
;2

linge I das Verhiltnis I,., = % gesetzt ist. Durch Einfithrung

der bezogenen Pendelléinge 1., wird das physikalische Pendel auf
das mathematische Pendel zurtickgefiithrt. Das Trigheitsmoment J
bezog sich auf den Aufhingepunkt O. Nach einer bekannten
Formel konnen wir dafiir schreiben: J = J, + ms2 = m (4 + s?),
wenn J,, das auf den Schwerpunkt bezogene Trigheitsmoment ist.
2

% = I, ist deshalb immer gréfler als s oder die Schwingungs-
dauer des physikalischen Pendels ist grofier als die Schwingungs-
dauer des Fadenpendels, dessen Fadenlinge gleich dem Abstand
zwischen Schwerpunkt und Aufhingepunkt des physikalischen
Pendels ist.

§ 7. Das Pendel mit grofem Ausschlag. In den vorausgehenden
beiden Paragraphen ist stets die Einschrinkung gemacht, da8 der
Pendelausschlag ¢ so gering sein soll, dal man sin ¢ durch ¢ er-
setzen kann. Wir wollen jetzt diese Einschrinkung fallen lassen
und die genaue Theorie der Pendelschwingung bringen. Die
Uberlegung, mit deren Hilfe wir durch Einfithren der bezogenen
Pendellinge das physikalische Pendel auf das mathematische
zurlickfithrten, gilt uneingeschrinkt weiter, so daB es geniigt,
wenn wir die strenge Theorie nur fiir das mathematische Pendel
entwickeln.
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Die Differentialgleichung, die die Beziehung zwischen der
Zeit t und dem Ausschlag ¢ angibt, kénnen wir sofort anschreiben

wenn wir beachten, da R =G +sinp und —m 1+ dt(f = Rist:
. d?g

31. G-sing :——m'l-d?,
d2e .
dt2 ——-——g——sm(p .

Es kann keine rationale Funktion zwischen ¢ und ¢ angegeben
werden, die Gleichung 31 befriedigen wiirde und das ist die Schwie-
rigkeit, die sich der genauen Lésung entgegenstellt, Um die Ord-
nung der Gleichung um eins zu erniedrigen,
kénnen wir den Weg benutzen, den wir schon
einmal am Ende des 1. Paragraphen einge-
schlagen haben. Wir stellten damals die Ar-
beitsgleichung fiir den Schwingungsvorgang auf
unter Berticksichtigung des Umstandes, daf der
Schwingung keine Energie von auflen zu oder
nach auflen abgefithrt wird. Die Gesamtenergie
setzt sich hier zusammen aus der kinetischen

. 1 1 dp\? Abb. 11. Pendel

Energie By = —mv? = —m? (——) und aus  mit groBem Aus-
. 2 . 2 . di schlag.

der potentiellen Energie, E,, die das Pendel in
der Lage ¢ gegeniiber der Mittellage hat. Nach Abb. 11 ist:
E,=@G-1(1—cosq). Bezeichnen wir noch den gréfiten Aus-
schlagwinkel mit ¢,, so ist die gesamte Schwingungsenergie des
Pendels G (1 — cos ¢,), die in jeder Lage ¢ gleichen Wert hat.

32. Gl (1 —cos ) =

d‘P)Z_ 29
(W = (cos @ — €08 @) 7

1 d(p)
— 2 —
2ml (d + Gl(1—cosg)

—
dt = _ de l/_l_ i
COS @ — COS @, 2
Daraus:

33- b= V2g/}/cos<p — cos @,
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Das in Gleichung 33 auftretende Integral ist ein elliptisches Inte-
gral, das durch weitere Umformung auf die Normalform gebracht
werden kann. Aus Tafeln fiir elliptische Integrale kann der Wert
der Schwingungsdauer 7' fiir eine volle Schwingung von ¢,
bis ¢, entnommen werden. Die Auswertung ist in Band IV der
Vorl. von A. Féppl zu finden. Wir entnehmen daraus, dal ein
Pendel mit 5° (10 °) Ausschlag nach jeder Seite eine um 1/,9/¢, (2°/40)
gréBere Schwingungsdauer hat als das gleiche Pendel bei unendlich
kleinem Ausschlag.

II. Mehrgliedrige Schwingungsanordnungen.

Es sollen mehrere Massen unter dem EinfluB von Kriften,
deren Grofle von der gegenseitigen Lage der Massen abhingt,
Bewegungen ausfithren. Es ist dabei noch vorausgesetzt, daf
die Bewegungen aller Massen den gleichen #duBeren Bedingungen
unterworfen sein sollen. Die Anzahl der Massen soll beschrinkt
sein. Schwingungen, bei denen sich die einzelnen Molekiile unter
dem Einfluf} der Molekularkrifte gegeneinander bewegen, werden
im néchsten Kapitel behandelt.

§ 8. Zwei Massen zwischen einer Zugfeder. Es wird an-
genommen, zwei Massen wirken durch eine zwischen ihnen ge-
spannte Zugfeder aufeinander ein und die Bewegung der Massen
gegeneinander erfolge auf der Verbindungsgeraden beider. Die
Zugfeder iibertrigt eine Kraft, die verhaltnisgleich dem Abstand

der beiden Massen voneinander ist.

2 , % Entsprechend den Uberlegungen, nach
17 denen Abb. 5 gezeichnet ist, wird die

Anordnung durch Abb. 12 wiedergegeben.
Abb. 12. Feder mit  Zur Abbildung muBl noch ein MaBstab

2 Massen. angegeben sein. Es mul also z. B. ge-

sagt werden: 1 em der senkrechten

Massenlinie bedeutet soundsoviel .'Igg{und lcm der wagrechten

Federlange gibt bei der Zusammendrﬁckﬁng z.B. um i% cm eine

Kraft von 115 kg Wenn die Feder I em lang angegeben ist, so
ergibt sie (da dle Federkraft umgekehrt verhal’onlsglelch der Lange
ist) bei einer Ldngenéinderung um —— ¢cm kg oder bei einer

100 100 10017
Lingeninderung um 1 cm ¢ = —lo kg Federkraft.
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Es handelt sich jetzt darum, die Bewegung der beiden Massen
unter dem EinfluB der Federkraft anzugeben. Bezeichnen wir
die augenblickliche Lage von m, mit s, + £, und die augenblick-
liche Lage von m, mit s, 4 &,, so ist:

2 _q

34. m, a2 1 (&5 — &)
und P

C
35. my - Ezfz = _79 (&g — &)

Mit s, und s, sind dabei die Abstinde der beiden Massen vom
Schwerpunkt S beim Schwingungsausschlag Null bezeichnet.
Wir haben zwei totale Differentialgleichungen mit den drei Ver-
anderlichen &,, & und {. Da keine duBeren Kréfte auf das
System wirken sollen, bleibt der Schwerpunkt in unverdnder-
licher Bewegung. Wir konnen also das Koordinatensystem so
legen, daBl in ihm der Schwerpunkt dauernd in Ruhe ist. Lassen
wir auBlerdem den Schwerpunkt mit dem Koordinatenanfangs-
punkt zusammenfallen, so ist nach der Definition fiir den Schwer-
punkt:

36. mys — MyS, =0; mys —Mmy(l —8) =0; §=-—>—
und my &+ myéy =0.

Mit -+ & ist dabei die Auslenkung der Masse aus der Nullage
bezeichnet, so dafl die augenblickliche Lage der Masse durch

s + & gegeben ist.
Durch Verbindung der Gleichungen 34 und 36 erhalten wir:
& ¢ ( ml) Co . My 1My
37. ml—ﬁ—i "“S] ‘51””?2 ——_7517.

Die Gleichung. 37 entspricht aber im Aufbau der Gleichung 2.
Die Losung lautet wie damals, wenn wir wieder die Ein-

= 0 sein soll:

38. & = C,cos iﬂwt = £;pC08 % 4.
my;  lmy 8, my

Den grobten Wert, den & zur Zeit =0 annimmt, haben wir
wie frither mit &,, bezeichnet. Die Dauer 7' einer Schwingung

ist T = 2nV81 ey
Co

schrinkung machen, daf zur Zeit t = 0 auch %’}




16 Mehrgliedrige Schwingungsanordnungen.

Die Gleichungen 36 und 38 sagen aus, dafl die Masse m, in

der Ruhelage um den Betrag _tmy =g, vom Systemschwer-
my + my
punkt entfernt ist und daBl sie bei der Bewegung eine sinus-
formige Schwingungsbewegung um diese Ruhelage ausfiihrt.
In gleicher Weise kénnen wir die Bewegungsgleichung fiir m,
aufstellen. Es ist:

a2 & ¢ My cymy + m
ny dtzz_ f(fz"{‘gz;{i) =—21—2.5

I m

39.

mit der Losung:

40. &, = C,cos (‘/E2 m t) = &y cos]/ — t
My

Da aber nach dem Schwerpunktsatvz My 8 = My S, 1st, steht in
Gleichung 38 und 40 unter dem Kosinus der gleiche Ausdruck.
Wir haben demnach in beiden Féllen gleiche Schwingungsdauer 7'
zu erwarten. Némlich:

41. T=2nV——81m1=2nV—82m2.
%o %

Beide Schwingungen sind gleichphasig miteinander, da sie von
derselben Kraft, der Federkraft, abhéingen. Die Federkraft wird
in einem bestimmten Augenblick — wenn &, —& =0 ist —
zu Null. In diesem Augenblick ist die Geschwindigkeit » beider

Massen am grofiten, da @ Null ist.

dt
Die augenblickliche Lage der beiden Massen wird durch die
Gleichungen 36, 38 und 40 beschrieben, in denen nur eine be-

liebig wahlbare Unverinderliche &, = —-—:—i} &5 (oder der grofte

Ausschlag der einen der beiden Massen aus der Nullage) auf-
tritt. Die Verschiedenheit in den moglichen Schwingungsformen
ist also nur ool. Wir wollen nachpriifen, ob damit simtliche
Schwingungsformen unter den gemachten Voraussetzungen er-
halten sind.

Der Augenblickszustand zur Zeit ¢ wird fiir die Anordnung
durch 4 Groflen beschrieben: die augenblicklichen Lagen & und

die augenblicklichen Geschwindigkeiten 3_5 beider Massen. Die
2

Beschleunigungen —— B hingen vom Abstand der beiden Massen
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— also von & — ab. Es sind also oot Augenblickszustdande mog-
lich. Bei der Aufstellung der Schwingungsgleichung haben wir
aber folgende Einschrinkungen gemacht:
1. Der Schwerpunkt soll im Koordinatensystem in Ruhe sein.
2. Der Schwerpunkt des Systems soll mit dem Koordinaten-
ursprungspunkt zusammenfallen.

d
3. Zur Zeit t = 0 soll Ad—il = 0 sein, womit nach Gleichung 36
dg, .
auch ar 0 wird.

Wir haben also iiber drei Grenzbedingungen verfiigt und es
bleibt nur eine Grenzbedingung oder ool verschiedene Schwin-
gungsformen iibrig. Wenn wir fir die Anordnung nach Abb. 12
eine Losung mit einer Konstanten angeben koénnen, so wissen
wir auf Grund der vorstehenden Uberlegung auch, daB diese
Losung simtliche moglichen Schwingungsformen enthélt. Diese
Losung hatten wir aber schon nach den Ausfithrungen des §1
angeben koénnen: Wir denken uns die Feder im Schwerpunkt
der beiden Massen aufgeschnitten, d.h. so aufgeschnitten, daf
my s, = My8, ist. Jedes der beiden Teile gibt, wenn man die
Schnittstelle festhilt, eine Anordnung nach §1. Die Feder-

stirke ¢ ist umgekehrt verhaltnisgleich der Lange, also ¢ = %0 .

Setzt man das in Gleichung 9 ein, so erhilt man fir beide An-
ordnungen gleiche Schwingungsdauern. Sorgt man aufBlerdem
dafiir, daB die Ausschlige der Massen verhéltnisgleich den Feder-
lingen sind, so werden auf beide Anordnungen gleiche Feder-
krifte an der Schnittstelle iibertragen. Diese beiden Krifte
heben sich gegeneinander auf, wenn wir die Schnittstellen wieder
zusammensetzen — und zwar nicht nur im Anfang, sondern zu
allen Zeiten, da die augenblickliche Druckkraft von einem Ko-
sinusglied abhingt, das in beiden Fallen wegen der gleichen
Schwingungsdauern der beiden Anordnungen gleich grof ist. Die
zusammengesetzte Bewegung der beiden Einzelteile ist deshalb
eine freie Schwingungsform des zusammengesetzten Systems.
Eine Grofle, der Schwingungsausschlag, war beliebig gewihlt.
Wir haben also oo! Losungen gefunden, und das sind nach den
vorausgehenden Uberlegungen simtliche Losungen.

§ 9. Drei und mehr Massen mit zwischenliegenden Zugfedern.
Auf das System wirken keine dufleren Krifte ein. Der Schwer-
punkt S erleidet also keine Beschleunigung. Wir nehmen an,
das Koordinatensystem sei so gelegt, daBl § in ihm ruht; ferner
falle der Koordinatenursprungspunkt mit 8 zusammen. Wir

Foéppl, Schwingungslehre. 2
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haben mit diesen beiden Festlegungen tiber 2 Freiheitsgrade
bestimmt. Die Anordnung ist gegeben, wenn wir zu einer be-
TR 7
stimmten Zeit die Lage s;-+ & und die Geschwindigkeit —d—i jeder
Masse angeben. Diese 6 Angaben werden durch die obigen 2 Be-
dingungen auf 4 Freiheitsgrade eingeschréinkt. Die allgemeinste
s N Schwingungsform der Anordnung
% i——%———=, nach Abb. 13 muB also 4 beliehige
s A e - z,,? " Konstanten enthalten.
4 z ‘ In der Gleichung 34 im voraus-
gehenden Paragraphen kam es nur

Abb. 13. Feder mit 3 Massen.

an auf den Wert von c—lo, nicht aber auf die Abmessungen
der Feder im einzelnen. Wir hitten also z. B. die tatséchliche
Feder durch eine liangere, aber entsprechend steifere — mit
groBeren Werten I und ¢, — ersetzen kénnen, ohne den Schwin-
gungsvorgang im geringsten zu dndern. Ebenso kénnen wir auch
die Feder bei mehreren Schwungmassen durch gleichwertige von
groflerer oder kleinerer Linge ersetzen, wenn wir nur stets den
Wert von %0 ungeéindert lassen. Die Abstéinde der einzelnen
Massen in der Ruhelage werden dadurch zwar geéindert, aber
die relative Bewegung der Massen gegeneinander, auf die es allein
ankommt, wird nicht beeinfluft. Wir kénnen diese Austausch-
barkeit der Federn gegen gleichwertige von anderen Abmessungen
mit Vorteil dazu benutzen, die verschiedenen Federn eines
schwingenden Systems auf Federn von der gleichen Elastizitats-
zahl ¢;') zuriickzufithren und die zugehorigen Léngen der
Schwingungsberechnung zugrunde zu legen. Dann gentigt fiir
jede Feder die Angabe der bezogenen Linge und die einmalige
Angabe der Elastizitatszahl der Bezugsfeder.

Wir versuchen nun die Anordnung nach Abb. 13 durch Unter-
teilung auf Schwingungsanordnungen nach Abb. 1 zuriickzufithren,
die alle gleiche Schwingungsdauern 7' haben miissen, damit sich

1) Unter der Elastizitiatszahl ¢, einer Feder (oder eines elastischen
Gliedes allgemein) verstehen wir das Hundertfache der Kraft, die ausgeiibt
werden muB, um ein Stiick der Feder von der Einheitslinge um ein Hundert-
stel der Einheitslinge zusammenzudriicken oder zu dehnen. ¢, hat dem-
nach die Dimension kg. Fiir prismatisch geformte Kérper erhilt man die
Elastizitatszahl ¢, als das Produkt aus Elastizititsmodul und Querschnitts-
fliche. Mit der Einfithrung der Elastizitatszahl ist der Vorteil verbunden,
dafl die fiir die Federsorte wesentlicheresElastizitatseigenschaften durch
eine Angabe wiedergegeben werden.
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die Einzelanordnungen zu der Gesamtanordnung ohne #uBere
Krifte zusammenfassen lassen. Die Federkraft ¢, von der nach
Gleichung 9 die Schwingungsdauer 7' abhingt, ist wieder um-
gekehrt verhéltnisgleich der Federlinge, also
=2 ud T=2x ml
l c
Wir haben nun die Masse m, und die Federlingen I; und I,
(Abb. 13) so zu unterteilen, dafl alle Massen mit den zugehérigen
Federlingen multipliziert gleiche Produkte geben, also:
42. My = Mgy + Myg; by =1l +1Lps by = lpp + I3
my by = Mgy by = Mgy lyy = mg g .
Wenn uns diese Unterteilung gelingt, haben wir 4 Schwingungs-
anordnungen nach Abb. 1 mit gleichen Schwingungsdauern, die
zusammengesetzt die Anordnung Abb. 13 ergeben.
Die Gleichungen 42 kénnen wir nach I;; auflésen. Es ist:

m
43. myl :m(l——l):m[l—-(l—-l)——m—]
111 3 {lg — lgp 3 | ba 1 11 My —

my 1
= my |l,— (l,—1,) e }
3[ 2k wmz(lr—lu)—‘”’ﬁln
ey by [my (I, — 1) —my 1]
= mgly [my (; —1yy) —my Lyl —mymg by (1, — 1)

Zur \lfereinfalbchung nennen Wwir 7—mn~2 = Uy} ﬁ = Us; % =2
und ~l— = l—z Die Unbekannte, nach der dle Glelchung auf-
11 1

gelost werden mulB, ist dann A

4 -1 =gl ? [t (b)) — 1ty (1 1)

1,
2 (ﬂzﬂai)‘—l {Mz“‘ﬂzﬂsfl +M3“l‘1 +ﬂ3} +petpus+1)=0
vy g 1 (L4 pg + ) !

i-l[—~+-~+ +}+ =0,
Mz ly  poly " py - Ho i3 L
Mit den beiden Losungen:
19 11 1 ]
45. A = 2[—J;lz+ﬁ;l;+ +1
Vl (oly +psly + psly + popg b — by (1 + o + pg) - 1y pis 1y i
4 (s 15 1o)?

A
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Wir erhalten so 2 Werte fiir 2 und damit 2 Werte fir 7, :171

und daraus wiederum 2 Werte fir die Schwingungsdauer
T= ZnVZnZ—lu. Der grofere Wert T ist die Schwingungs-

dauer 1. Ordn&ng, der kleinere T'j; die Schwingungsdauer 2. Ord-
nung.

Dag Verfahren ist von A. F6ppl in ,,Vorlesungen® Bd. IV
und von Wydler ,,Drehschwingungen in Kolbenmaschinen-
anlagen® fiir 3 und mehr Massen durchgefithrt. Da immer um-
stindliche Ausdriicke auftreten, ist es fiir praktische Fille, be-
sonders wenn mit mehr als 3 schwingenden Massen gerechnet
werden muB, vorteilhafter, ein Annéherungsverfahren anzuwenden
und auf diese Weise die allein interessierende Schwingungsdauer
1. und, wenn es nétig ist, auch die 2. Ordnung zu berechnen.

§10. Annidherungsverfahren zur Bestimmung der Schwin-
gungsdauer 1, Ordnung. Wir versuchen die Gleichung 42, die
fiir beliebig viele schwingende Massen in gleicher Weise aufgebaut
werden kann, durch Probieren zu lésen. Wir wollen zu diesem
Zweck einen Anhalt suchen, wie wir den Wert 1,;; beim 1. Probier-
versuch wihlen sollen.

Die Schwingung 1. Ordnung, auf die es uns allein ankommt,
hat einen zwischen den Massen liegenden Knotenpunkt. Bei

nur 2 Massen fallt der Knoten-

”ﬂ:z Sy Tm » punkt K; mit dem Schwer-
il syl I 7 punkt 8 zusammen, bei mehr
o | als 2 Massen sind im allge-

e ey 42— meinen beide Punkte um ein
Ms=y* M im Vergleich zu den Gesamt-

abmessungen der Anordnung
D / kleines Stiick vonelnander ent-
g fernt.
Abb. 14. Feder mit 4 Massen. Wir nehmen fiir den 1. Pro-

bierversuch an, K; falle mit 8
zusammen. Durch K; wird die Anordnung, etwa die in Abb. 14
dargestellte, in 2 Teile geteilt, deren jeder gleiche Schwingungs-
dauer mit der Gesamtanordnung hat. Statt der Aufgabe, die
Schwingungsdauer 7'; der gesamten Anordnung zu bestimmen,
haben wir jetzt die Aufgabe zu l6sen, die Schwingungsdauer der
einen (etwa der linken) Halfte zu bestimmen, deren Endpunkt
in K; festgehalten ist. Wenn wir uns die Massen > m = m,
links von K in ihrem Schwerpunkt S;in der Entfernung s; von K;
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vereint denken, so erhalten wir ein neues schwingendes System

mys;, dessen Schwingungsdauer Ty =2x m; % auf alle Fille

0
grofler ist als die gesuchte Schwingungsdauer 7' und kleiner als

Y2 T,, wovon man sich durch Probieren iiberzeugen kann. Wir
setzen :
46. myly, =y -mg8 =8B=08mys,
wobei v ein echter Bruch ist. Fiir die erste Annéherung setzen
wir y = 0,85 und erhalten damit den 1. Anndherungswert fiir 7',
der im allgemeinen weniger als 5 v. H. vom tatsichlichen 7'
abweicht.

Die 2. Anndherung erhélt man, wenn man den 1. Annéherungs-
wert fiir [m 1] = B’ zur Auflosung der Gleichungen 42 benutzt.
Man berechnet zuerst l; nach Gleichung 46 zu

BI
47. Iy =—.
my
Dann m,, aus dem 2. Glied der Gleichung 42 zu:
BI
4:8. m. = —
. ll - l11

und erhidlt aus dem letzten Glied der Gleichung 42, wenn - man
sie auf 4 schwingende Massen (Abb. 14) erweitert denkt:

’

49. my (I;—lgs) = B .
Da I3 schon aus dem vorausgehenden Ansatz bekannt ist, liefert
Gleichung 49 einen Wert fiir m;, der von den vorausgehenden
Annabhmen abhéngt und der nicht mit dem bestimmten Wert
von m; = 1 der Anordnung nach Abb. 14 iibereinstimmen wird.
Wir erhalten also den Wert, den die Masse m, haben miilite,
wenn der Ansatz m, l;; = B’ wirklich die Losung der Gleichung 42
wire.

Tabelle I.
1] 2 | 3 la] 5] 6 | 7 8 | o |10 |1]12] 13
81 ]stf 71 lBl b M1 I M2 1‘ lss my s/ Zms’| s
1,33‘ 3,0 r0,850'2,55:‘1,2751—9,27;0,248 3,39 |~1,833(0,900[1,30 2,90 0,380
T 108801264132 | —8,25(0,2855(3,605 —1,5581,032) — | —  —
1—0,900 :
B—=2554009— 200 _ 95510068 = 2,618;
00+ 009963 0,900 + ’

v = 0,873 .
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Nach diesen Uberlegungen ist die 1. Zeile der Tabelle I unter
Zugrundelegung der in Abb. 14 eingetragenen MafBzahlen be-
rechnet. Man erhilt hier fiir m; den Wert 0,900 statt des ge-
gebenen 1,0. Fir die Anordnung mit den Massen m,, m,, ms
und m; kennt man einerseits B und damit nach der Gleichung 41

B . .
die Schwingungsdauer T'; = 2n o anderseits kann man hier-

0
fiir den Schwerpunkt S und m;s; links von 8§ berechnen. Man kann
also nach Gleichung 9 riickwirts dasy ermitteln (Spalte 11 bis 13).

Fir die Berechnung der 2. Anndherung nimmt man an, daf}
die Anordnung mit der Masse m, das gleiche y habe wie die An-
ordnung mit der Masse m; und rechnet die 2. Zeile der Tabelle
mit y, = 0,880 wieder unter Benutzung der Gleichung 42 durch.
Man erhilt so ein m; = 1,03, das dem y = 0,880 entspricht und
das dem wirklichen Wert m = 1,0 schon betrachtlich naher liegt
als m;. Die verschiedenenWerte, die fir m, erhalten werden,
kann man in einer Kurve auftragen, von der die beiden Punkte
my, B’ und m;, B"” bekannt sind. Um das B zu berechnen, das
zum tatsichlich vorhandenen m, gehort, denkt man sich das
Kurvenstiick durch eine Gerade ersetzt und extra- bzw. intra-
poliert nach der Formel:
50. B=B 4 (B' —B) s

my — My

die in der Tabelle den Wert B = 2,618 liefert.

Wie man sieht, ist in diesem Falle das y = 0,880, das in der
1. Zeile erbalten wird, eine gute Anndherung an das tatsdchliche
Ergebnis (y = 0,873). Das ist aber in diesem besonderen Falle
darauf zurtickzufithren, daf die Massenverteilung verhiltnis-
m#Big gleichmafig ist. Im allgemeinen Falle, z. B. bei der Be-
rechnung einer Schiffswelle auf Drehschwingungen, kann es vor-
kommen, daf die letzte Schwungmasse, z. B. die Schiffsschraube,
ein im Vergleich zu den iibrigen Massen kleines Tragheitsmoment
hat. Dann ist es, wenn man eine rasche Anndherung an den
wahren Wert haben will, empfehlenswert, die Berechnung unter
Benutzung des y* = 0,85 und B’ von beiden Seiten zu beginnen
und bei jener Masse m,, deren statisches Moment auf S (Schwer-
punkt der gesamten Anordnung) bezogen — also m,s, — den
groBiten Wert hat, endigen zu lassen.

Nach Tabelle I und Formel 42 wiirde sich die Schwingungs-
dauer 1. Ordnung berechnen zu

51. T, = 2nV2’618 .
. Co

’
— My
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Die Grofle von ¢, ist in einem bestimmten Fall durch die
Abmessungen der Bezugsfeder gegeben.

§ 11. Grenzfille und Schwingungen héherer Ordnung. Bei
der Berechnung der Schwingung konnen 2 Grenzfille auftreten:

1. An einer bestimmten Stelle, z. B. an der Stelle 2, kann
das my;, das nach Gleichung 42 errechnet wird, gleich m, sein.
Dann wird im n#ichsten Glied (my—my) =0 und Iy, = oo,
und in dem darauffolgenden Glied I, — I, = — o0 und my, = 0.
Das Wellenstiick I, hat also einen auBenliegenden Knotenpunkt
im Unendlichen; d.h. I, #ndert bei der Schwingungsbewegung
seine Lénge nicht. Die beiden Massen m, und m; bleiben bei der
Schwingung in stets gleicher Entfernung oder, wenn man sie als
Schwungmassen und die Federn als Wellen ansieht: sie fithren
gegeneinander keine Verdrehungen aus.

2. An einer Stelle, z. B. Stelle m,, wird l,, = I,; dann ist
(I — lys) = 0 und, nach Gleichung 42, wenn sie fiir 4 Massen
erweitert wird, mg, = oo, also auch my;— my, = —o0 und
l;3 = 0. Das heiit: ein Knotenpunkt liegt in der Masse m,. Die
Masse macht bei der Schwingung, fiir die sie Knotenpunkt ist,
keine Bewegungen mit.

Aus Gleichung 42 ersieht man ferner, dal Massen und Lingen
fiir die Schwingung vollstindig gleichwertig sind. Beide werden
nach bestimmten Verhaltnis-
zahlen geteilt und es spielt IL ]lz Ila
immer nur das Produkt aus = - _ “
einem Massenteil und einem  Abb. 15. Federn und Massen mit-
Liangenteil eine Rolle. Man einander vertauscht.
kann deshalb auch in der
Darstellung die Massen durch wagrechte nebeneinander gereihte
Strecken und die Federlingen durch zwischengesetzte senk-
rechte Strecken wiedergeben. Aus Abb. 14 wird dann Abb. 15.

Fur die Zergliederung

des Schwingungsvorgangs m, Tz ", jh'
muf} es gleichgiiltig sein, L & I -

welche der beiden Gréen m . 3

und / man ails Massen und 4 U U [ R
welche als Langen auffafit. 77— v
Daraus folgt, dafl den Kno- Abb. 16a und b.

tenpunkten, die die Langen

unterteilen, solche entsprechen miissen, die die Massen unter-
teilen. Jede zwischenliegende Masse und Lénge wird durch einen
inneren oder #uferen Knotenpunkt unterteilt. Nur die inneren
Knotenpunkte treten bei der Schwingung in die Erscheinung.
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In Abb. 16 sind Massen und Léngen gegenseitig vertauscht
worden. Abb. 16a stellt eine Anordnung dar, die an beiden
Enden durch je eine Masse begrenzt wird. Durch Vertauschung
erhialt man daraus Abb. 16b, bei der die Enden durch die Fe-
dern I bzw. I; gebildet werden. Die Anordnung 16b geht aus
16a hervor, wenn man die Strecken m und ! bzw. m’ und I’ wechsel-
seitig unter Beriicksichtigung eines bestimmten Mafstabes gleich
setzt, also:

52. my=1; my=10; my=10
und L=ml; ly=mi; Iy =mj

Die beiden Anordnungen haben, wenn fiir beide das Produkt m!
gleich ist, gleiche Schwingungsbilder und Schwingungsdauern.
In den vorausgehenden Ausfithrungen ist deshalb schon die
Losung fiir die Aufgabe, die Eigenschwingungszahlen einer
Schwingungsanordnung zu bestimmen, deren Schlufifedern an
beiden Enden festgehalten sind, mit enthalten.

Bei einer Schwingung von der 7-*® Ordnung wird eine An-
ordnung mit auBenliegenden Massen (nach Art der Abb. 16a)
durch 7 innenliegende Léngenknotenpunkte und r—1 innen-
liegende Massenknotenpunkte unterteilt. Die Schwingung
2. Ordnung hat also z. B. 2 Lingenknotenpunkte K, und K,
und einen Massenknotenpunkt €; (Abb. 17). Wenn bei der
Anordnung mit n Massen nicht 2 Massen, sondern 2 Federn
auBen liegen (Abb.16Db), dann sind bei der Schwingung r-ter
Ordnung 7 innenliegende Massenknotenpunkte und r—1 innen-
liegende Langenknotenpunkte vorhanden. Die Léngenknoten-
punkte sind dadurch ausgezeichnet, dafl an diesen Stellen die
Federn bei der Schwingung ruhen.

m e ”ZZL », Man indert den Schwingungsvor-
L IK’ TKZ | gang nicht, wenn man die Feder an

Abb. 17. Teder mit 4 Massen, der Stelle K aufschneidet und die
K Knotenpunkte auf der Feder; beiden Enden festhilt. Durch den
@ Knotenpunkt auf der Masse. Massenknotenpunkt dagegen wird
die Masse so in 2 Teile geteilt, daf
durch die Teilfliche bei der Schwingung keine Krafte tibertragen
werden. Man kann also z.B. bei der Anordnung Abb. 17 die
Masse mgin @, aufschneiden, ohne die zugehorige Schwingung 2. Ord-
nung dadurch zu stéren. Durch @, wird die Gesamtanordnung
so in 2 Teile geteilt, dafl die Schwingung 1. Ordnung jeden Teiles
gleich der Schwingung 2. Ordnung der Gesamtordnung ist.
Wenn die Schwingung 1. Ordnung bekannt ist und die Schwin-
gung 2. Ordnung berechnet werden soll, weil man vor allem,
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daf} T} kleiner ist als T;;. Den ersten Ansatz wahlt man zweck-
miBig so, dafl man By etwa gleich setzt 1 B;. Die weitere Durch-
rechnung zur Annéherung an den tatsichlichen Wert findet in
gleicher Weise wie bei Tabelle I statt.

§ 12. Drehschwingungen. Die Berechnung von Drehschwin-
gungen ist ein praktisch besonders wichtiges Kapitel, das nament-
lich im Maschinenbau eine groBle Rolle spielt. Der Weg, den
wir hier einzuschlagen haben, ist aus § 2 schon bekannt. Wir
kénnen die Drehschwingung auf die in § 9 behandelte geradlinige
Schwingung zuriickfithren. Die einzige Schwierigkeit, die hierbei
zu liberwinden ist, besteht darin, daB die Schwungmassen und
die Wellenstiicke in geeigneter Weise auf geradlinig schwingende
Massen und Federsticke zuriickgefithrt werden miissen. In
welcher Weise das am einfachsten geschieht, wollen wir in einem
Zahlenbeispiel zeigen:

Durchrechnung eines Zahlenbeispiels.

Die auf einer Schiffswelle sitzenden Schwungmassen mégen
durch die in Abb. 18 eingeschriebenen Zahlenwerte gegeben sein.
Die Trigheitsmomente sind Massentrigheitsmomente, also von
der Dimension kgemsec?. Wir haben die Anordnung zuerst auf
einheitliche Bezugsfedern, d. h. gleiche Wellendurchmesser, um-
zurechnen, und zwar wihlen wir als Bezugswelle ganz willkiirlich

J;=4000

Sy =7500
=800

Jy =100
l,=600c) Lp=300c Ly =7200cm ——%‘l’

dy=22cm dy=25¢cm = 18cm
Abb. 18. Welle mit 4 Schwungmassen.

jene Welle, die bei der Lidnge von 1cm und dem Drehmoment
1
von 1 cm/kg die Verdrehung 108 (oder 57,3°-10-8) liefert. Die

drei in der Abbildung auftretenden Wellenstiicke von den Liangen 1
werden auf die Léngen lve. der Bezugswelle so umgerechnet, daB
die tatséichlichen Wellenstiicke und die zugehérenden Bezugs-
wellenstiicke bei gleichem Drehmoment gleiche Verdrehungswinkel
ergeben. Nach einer bekannten Formel der Festigkeitslehre ist:

Ml
¢i,’

53. do =
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4
wobei i, das polare Tragheitsmoment 7_%7*_ der Wellenquer-

schnittsflache ist. @ ist der Schubelastizititsmodul, der fiir Stahl
0,8 - 108 kg/qem betrégt. Da Wellenstiick und Bezugswellenstiick
bei gleichem Drehmoment gleichen Verdrehungswinkel haben
gollen, ist nach Gleichung 53:

54. LA oder v, _—_l(’?{)"”;;

i (Tp)ven "p
das Tragheitsmoment der Bezugswelle ist mit (i,)ves. bezeichnet.
Wenn wir in Gleichung 53 die bestimmten fiir die Bezugswelle
gemachten Annahmen einsetzen, erhalten wir:

55 ) e 125 cm?
. (@p)bez. = W‘l—‘(jg = J cm

und ;

56. lver. = 125 —

i
nach dieser Formel sind die 3 Stiicke I bes, lybes und Igpes der
Bezugswelle berechnet und in Abb. 19 eingetragen.

Die Schwingungsdauer der Anordnung wird, wie im Voraus-
gehenden ausgefithrt ist, nicht gedndert, wenn die Schwung-
massen vom Trigheitsmoment J durch geradlinig schwingende
Massen m und die Wellenstiicke durch Zug- und Druckfedern
ersetzt werden. Die Bezugsfeder ist dabei in Anlehnung an die
Wahl der Bezugswelle so zu wihlen, daB sie bei der Lange von
lecm und der Zusammendriickung um 1%)8 cm die Kraft von
1 kg auslost. Fiir die Anordnung mit den geradlinig schwingen-
den Massen kann man sich den Schwerpunkt S berechnen, wenn
man iiberdies noch voraussetzt, dal die Massen keine Breite
haben, also je in einem Massenpunkt vereinigt sind (Schwingungs-
schwerpunkt).

Der Abstand der Masse m,; vom Schwerpunkt § wird berechnet
nach der Formel:

57. mys +my(sy—1h) =mg(ly + 1l —sy) +my (b + 1+ 1l;—sy)
_ myly +mg ( + 1) +my (4 + 15 + 1)
! my + my + mg + m, '
Der Wert von Xms der Massen rechts oder links von § ist fur
die in Abb. 18 gemachten Zahlenangaben:

2
58. Dms = my s + mys, = 3625 cmkg%.
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Der 1. Anniherungswert fiir die Schwingungsdauer 1. Ordnung wird
demnach unter Benutzung der Werte y, = 0,85 und ¢, = 108 kg
erhalten zu:

e
5. T1—2nV o = 00346
und
60 1
Zahlentafel.
1‘2‘3!45 6‘7‘819i10 11112}13 14}15‘16‘17‘18

| ms
st \% R
i
I

80,8—16,2 | 1005740 3,82.3900 0,790

81 ‘st Y1 ’B' Iy | e log | log | Mgailss| sy Mgs ! my

May | Mos

3,70‘ 3625 0,350]3080 3,850,590, —5260 6760 0,456‘0,522 5930

|
—= ‘0,790;2862’3,58’—0,32

—9090/10590]0,270/0, 708 4060’,28,6[—14,05!403\3860}
5700 — 4000
5740 — 3860

Unter Benutzung der Formel 42 ist die Zahlentafel berechnet
worden. Da die am weitesten rechts gelegene Masse m, in Abb. 19

B = 3080 — (3080 -— 2862) = 2880 .

m3_=_¢0m
11,1500
m,=800
100
Lrber=3,26 Uy be=0978 U3 60= 55
i 3 4
| R~ |
[l Sy e Sy =

Abb. 19 Massen zwischen Federn entsprechend der Anordnung Abb. 18.
Federlangen sind auf Einheitsfeder bezogen.

nur geringes Gewicht — also ein kleines statisches Moment auf 8
bezogen — hat, ist bei der Aufstellung der Tabelle die Masse m,,
die das grofte statische Moment in bezug auf § hat, als SchluB3-
masse angenommen worden. In Spalte 12—14 ist deshalb von
rechts mit der Losung der Gleichung begonnen und in Spalte 15
my als Summe der Ergebnisse der Spalten 11 und 14 eingesetat
worden. Hétte die Anordnung der Abb. 19 statt der Masse

2 2
my = 4000 kg > die Masse mj = 5740kg > aus der 1. Reihe,
cm cm

15. Spalte der Tabelle, so wire der angenommene Wert B = 3080
der richtige Wert zur Bestimmung von 7. Fiir diese Anordnung
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mit m; ist in Spalte 17 wieder der Schwerpunkt und das D'ms
links vom Schwerpunkt berechnet worden. Daraus erhilt man in
Spalte 18 das tatsdchliche y = 0,790 fiir die Anordnung mit den
Massen m,, m,, m; und m,, das in der 2. Zeile als neuer Annéhe-
rungswert fiir die Anordnung nach Abb. 19 verwendet worden
ist. Mit y = 0,790 erhalt man in der 2. Zeile das B fiir eine An-

ordnung mit der Schwungmasse m; = 3850 kg ——, die der ge-
2

gebenen Anordnung mit der Masse my; = 4000 kg %A schon

recht dhnlich ist. Durch Interpolation wird nach Gleichung 50
der Wert B fiir die durch Abb. 19 gegebene Anordnung und da-
raus n, = 1785 als minutliche Periodenzahl fiir die Schwingung
1. Ordnung erhalten.

§ 13. Schwingungen eines gespannten Seiles, das mit mehreren
Lasten behaftet ist. Hierher gehort z. B. die Aufgabe, die Schwin-
gungsdauer des Drahtseiles einer Drahtseilbahn zu berechnen, an
dem mehrere Kasten hiangen. Wir behandeln die Aufgabe nur
fiir den Fall, dafl das Eigengewicht des Drahtseils vernachlassigt
oder daB die Masse des Drahtseils in einem oder mehreren Massen-
punkten vereinigt gedacht werden kann. Auf genauere Beriick-
sichtigung der Drahtseilmasse kommen wir im 3. Kapitel zuriick.

Wir vernachlassigen ferner die
—__ Biegungssteifigkeit des Draht-
seils und nehmen an, in dem
723 Drahtseil wirke tiberall die Zug-
Abb. 20. Gespanntes Seil mit Lasten. kraft P. Die Ausschlige der

Massen sollen nur klein sein, so
daf} die beiden Krifte, die in wagerechter Richtung an jeder
der Massen m (Abb. 20) wirken, ausgeglichen sind. In senkrechter

Richtung wirkt an m, die Kraft P%—Py2 7 9. es st also:
1 2
d®y, <y1 Yo —yl)
% T VA
und fiir die Berechnung der Beschleunigung der Masse m,, gilt
die Gleichung:

61. m dzyn :_P<yn_yn—1_yn+1—yn>.

ln ln+1
Eine ahnliche Gleichung wiirden wir erhalten, wenn wir die
Gleichung 2 fiir mehrere geradlinig zwischen Federn schwingende
Massen aufzustellen hétten: statt y, wiirden wir den Ausschlag &,
nennen und statt P wiirde die Elastizitatszahl der Feder ¢, auf-

Z, ——l—
P - Yz
7 P
= £ F
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treten. Wir konnen deshalb die Aufgabe auf ein geradlinig
schwingendes Massensystem mit gleichen Massen und Lingen
zuriickfithren, wenn wir die Elastizitdtszahl ¢, der Feder gleich P

my by

o
Die Aufgabe, die Linge l;; durch Unterteilung in Einzelanord-
nungen zu finden, ist in den beiden vorausgehenden Paragraphen
behandelt worden.

§ 14. Biegungsschwingungen einer Welle gleicher Stirke mit
mehreren Massen. Wir setzen die Welle (oder den Balken) selbst
als masselos voraus. Infolge der auf-
gesetzten Massen biegt sich die Welle s N
durch; es entsteht im Ruhezustand
eine elastische Linie, deren Be- =
trachtung hier kein Interesse hat, | i
da sie ohne Einfluf auf den Schwin- A\bb 91. Bi .

. ; . 21 1egungsschwmgung
gungsvorgang ist. Wir denken uns  giney Welle mit aufgesetzten
deshalb die Welle dem Anziehungs- Massen.
feld der Erde entriickt oder wir be-
trachten die Wellenschwingung in der horizontalen Ebene.

In Abb. 21 ist die Welle mit z. B. 3 Massen m,, m,, m; in
der Mittellage und in einer Zwischenlage bei der Biegungsschwin-
gung dargestellt. Hs wird vorausgesetzt, dafl die Welle tiberall
gleiches axiales Tragheitsmoment J, haben moge. Eine Formel,
nach der die Schwingungsdauer von Wellen mit verschieden
starkem Durchmesser berechnet werden kénnen, wird im néchsten
Paragraphen gebracht werden.

Nach den vorausgehenden Uberlegungen schlieBen wir mit
Riicksicht auf die erforderlichen Freiheitsgrade — jede Masse m,,
wird fiir einen bestimmten Augenblick durch die Angabe der

wahlen. Die Schwingungsdauer T ist demnach 7'; = 2

Durchbiegung u,, und der Geschwindigkeit % gegeben —, daf sich

die allgemeinste Schwingungsbewegung in einer Ebene in soviele
Schwingungsordnungen zerlegen 158t, als Massen vorhanden sind.
AlsSchwingung 1. Ordnung bezeichnen wir wie vorher die, bei der alle
Massen zur gleichen Zeit nach der gleichen Seite zu ausgelenkt sind.

Wenn wir nun die Schwingung 1. Ordnung betrachten, so hat
die Masse m,, in einem bestimmten Augenblick die Durchbiegung w,
und zu einer anderen Zeit (z. B. zur Zeit ¢ = 0) die grofite Durch-
biegung u,,; alle Massen gehen zur gleichen Zeit (z. B. zur Zeit

d
t = a) durch die Nullage; es ist also u,, =0 und (%‘) = Upg -
a
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Wenn wir an der Stelle # einen Schnitt durch die Welle legen,
g0 wird durch den Querschnitt die resultierende Schubkraft V
iibertragen. Es ist

62. V= A~—2 Ly

wobei die Summierung iiber alle Massen links vom Schnitt zu
erstrecken ist. Mit 4 ist die fiir alle Schnitte 2 gleiche Lager-
kraft am linken Ende bezeichnet. V #ndert sich sprungweise,
wenn wir x verfindern, sobald eine neue Masse einbegriffen wird.
Aufler V wird aber im Querschnitt noch das Biegungsmoment M
iibertragen, das nach einer Formel der Festigkeitslehre mit V
einerseits und mit % andererseits durch die Beziehungen ver-
bunden ist:

2
6. M du M

_d;—V- 64- m—j‘—E‘.

. . T .
Es soll nun die Schwingungsdauer —4—1 berechnet werden, die

verstreicht, bis die Welle aus der #uBersten Lage 0 in die mittlere

Lage a iibergefithrt ist. An dem Wellenstiick links vom Schnitt

wirkt von &uBleren Kriften einerseits die Auflagekraft 4 und

anderseits die Scherkraft V. Wir setzen 4 = A, cos 2Tt und
I

V="7,- cos%5 und erfiillen damit die Bedingungen, daB fir

t=0,4=A,und V =V, und zur Zeit t:%A =V =0 wird.
Nach dem Impulssalz ist:

T1
(du,
65. t/OA~|—V) dt~—2mnk ) = (4o + Vy) Z’m,,v

wobei die Summierung wieder iiber alle Massen links vom Schnitt
zu erstrecken ist. Aus der Gleichung 65 ist durch Einfithrung
2x
von V=V, cos —— K d1e Zeit ¢ herausgefallen. Es treten nur
1
die Geschwindigkeiten v, der Massen in der Mittellage, die Auflage-
kraft 4, und die Scherkraft ¥V, in der #uBersten Endlage, also
zur Zeit ¢t = 0, und die Schwingungsdauer 7', auf.
Aus 63 bis 65 folgt:

Ty T aM) 1T, ( duo )
66. 5L+ (dy+ Vo) = (0+ dx) ot T JE

27
= E My Vg -
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Mit v,, wird die Geschwindigkeit der Masse m,, zur Zeit des Durch-
gehens durch die Mittellage — also zur Zeit ¢ = ¢ —, mit v, die
Geschwindigkeit zu einer beliebigen Zeit bezeichnet. Fur v,
kénnen wir, da die Geschwindigkeiten der verschiedenen Massen m,,
in der Mittellage a den von der Endlage 0 aus zuriickgelegten
2nt

Wegen u,, Tverhétltnisgleich sind, schreiben v, = v,, sin —— T
1 1

4

T,
und  a,, -—jvndt —~’Unu2n§ also:

t=0 /1 d3u,
67. (2’> (A + B~ °> Zmnu,,o

Diese Gleichung 146t s1ch am besten graphisch nach der
Regula falsi 16sen: Wir ziehen in Abb. 22a zuerst eine elastische
Linie fiir die groften Durchbiegungen %, als Funktion von « nach

3
Schitzung. Dann bilden wir %—32% nach Gleichung 67, wobei uns
nur der Mafstab unbekannt ist, da wir nicht wissen, wie grof3
T 2
der Faktor JE (ﬁ) ist. Wir beachten, daB die beiden bei

der Schwingung auftretenden Lagerreaktionen die einzigen
duleren Krifte sind, die an der Welle angreifen und die die
Massen m beschleunigen. Die Resultierende der beiden Lager-
krafte ist gleich der Resultierenden der Beschleunigungskriifte,
durch deren Beifiigung wir den Augenblickszustand der Wellen

erhalten kénnen. Die Auflagekraft A leistet wihrend ein Viertel
T1

27t
der Schwingungszeit T'; den Impuls fA - dt, wobei A = A, cos ;
1

=0
ist. Nach dem Momentensatz kénnen wir also schreiben, wenn
wir den Momentenpunkt mit dem rechten Lager B zusammen-

fallen lassen (Abb. 22a):
Ty

4
T 2n
68. l-O/Adt =14, 5t = melmvam — ‘szmm’m”om'

wobei die Summe tiiber alle Massen zu erstrecken ist. Daraus:

T\ 1
69. Ao-(-z—;) :7-mezmu0m

und

T1\? Tr\?
o e () = S
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Praktisch verfahren wir bei der Konstruktion der Impuls-
fliche Abb. 22b so, daB wir zuerst von einer Linie 7—1 die Werte
von >m,u,, links vom Schnitt auftragen. Nach Beriicksich-

Abb. 22. Biegungsschwingung einer mit
Massen behafteten Welle. Abb. 22 e liefert

2
die Groflen von JE (27’_71) u, an den Stel-

len 1, 2, 3 zu 143000, 181000 bezw.
110 000 kg em? sek?. Diese Werte geteilt
durch die Durchbiegung u, aus Abb. 22a

2
liefort im Mittel JH (2%) gleich 16 500
kgem?sek?, Jwird angenommen zu 2500 cm?,

E zu2 . 108 kg/cm? Dann ist T,:zn’ T

= 0,0115 sek und u; = 5200 ~1—.~ .
min

16500

tigung der letzten Masse
ist die Ordinate gleich

4 <T’) + B, (T’) Mit
Hilfe von Gleichung 69
teilen wir von der letzten

2
Ordinate 4, (2%—3 ab und

ziehen die Linie 2—2,
die uns den Wert von

a3 u,
T (2 ﬂ>

Fr jeder

Stelle angibt. Die Linie
2—2 ist, wie man sofort
iibersieht, so gezogen, dafl
die oberhalb und die
unterhalb liegenden Fla-
chenstiicke gleichen In-
halt haben.
Durch Integration nach
x bekommen wir aus
Abb. 22b den XKurven-
zug 22c¢, dessen Ordi-
naten die 2. Ableitung
von u, nach x darstellen.
d?uy ., . .
ist in den beiden
d x?
Endlagen Null, da hier
auch das Moment M ver-
schwindet (Gleichung 64).
Die darauffolgende Inte-

gration liefert %%’ fir

b

die die Lage der Nullachse

noch nicht festliegt. Die letztere muB so gezogen werden, daB bei
der nochmaligen Integration (Abb. 22e), die u, = f(x) liefert, u,
an den Stellen = 0 und x =1 gleich Null werden. Nach den
Lehren der graphischen Statik wird diese Bedingung dadurch
erfullt, daB man die SchluBpunkte des Kurvenzuges Abb. 22e
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verbindet. Eine Verschiebung der Ordinatenachse in Abb. 22d
beeinflufit in Abb. 22e die Schrigstellung der Nullinie. Mit
Riicksicht auf die MeBgenauigkeit ist es wiinschenswert, die
Nullinie in Abb. 22e mdglichst wagrecht zu erhalten. Das 18t
sich so erreichen, dafl man in Abb. 22d eine neue, geschitzte
Nullinie 2—2 so zieht, dal die vom Kurvenzug eingeschlossenen
Flachenstiicke oberhalb und unterhalb der Nullinie etwa gleich
grofl sind. Wenn die Schétzung genau richtig ausfillt, miissen
die Punkte I und 2 in Abb. 22e zusammenfallen.

Die Abb.22a und 22e wiirden an gleichen Stellen « verhéltnis-
gleiche Ordinaten haben, wenn die Schitzung der elastischen
Linie 22a streng richtig wére. Infolge von Abweichungen zwischen
Schitzung und Wirklichkeit werden die Ordinaten der Kurve
Abb. 22e von denen der Kurve Abb.22a abweichen. Das hat
seine tiefere Ursache darin, dal Kurve Abb. 22e wohl streng aus
Abb. 22b abgeleitet ist. Bei der Aufzeichnung der Abb.22b aus
Abb. 22a kam es aber nicht auf die Ordinaten allein an, sondern
es spielte immer nur das Produkt m,u,, eine Rolle. Fir die
aus Abb. 22a entnommenen Produkte m,u,, sind in Abb. 22e
die zugehérigen Durchbiegungen gefunden und daraus konnen
mit Hilfe von Abb. 22e die Massen m’ ermittelt werden, fiir die
die Kurve Abb.22a die richtige elastische Linie liefert. Wir
konnen die Rechnung von neuem durchfithren, wenn wir eine
neue Abb. 22b zeichnen mit den in Abb. 22e ermittelten Durch-
biegungen und den tatsdchlichen Massen nach Abb. 22a. Auf
diese Weise néhern wir uns dem Ergebnis an. Zur Beschleunigung
der Annédherung koénnen wir noch die Durchbiegungen nach
Abb. 22e verbessern mit Riicksicht auf die Veriinderung der
Massen vom Wert m’ nach dem Wert m. Es wird sich leicht er-
reichen lassen, dafl zum mindesten nach der 2. Annaherung be-
friedigende Ubereinstimmung zwischen den Ordinaten der
Abb. 22a und 22e erhalten wird. Man hat dann die Form der
elastischen Linie in der &duflersten Lage bei der Schwingung
1. Ordnung und es handelt sich nur noch darum, die Schwingungs-
dauer 7'; daraus zu berechnen.

Die Berechnung der Schwingungsdauer 7; erfolgt durch
Berticksichtigung des Mafistabes, in dem die verschiedenen Ab-
bildungen aufgetragen sind: In Abb. 22a koénnen wir den MaB-
stab der Durchbiegungen beliebig annehmen, da es nur auf die
verhaltnisméBige Grofe der Durchbiegungen zueinander an-
kommt. Wir haben angenommen, dafl die Durchbiegungen im
gleichen MafBstab wie die Wellenlingen aufgetragen seien, ohne
uns daran zu stoBlen, daB die Welle gar nicht so grofe Durch-

Foppl, Schwingungslehre. 3
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biegungen wie in Abb. 22a eingetragen, wiirde aushalten kénnen.
Die MaBstibe der nachfolgenden Abbildungen ergeben sich dann
durch die Integration, und zwar stellen die Ordinaten in Abb. 22e,
die durch dreimaliges Integrieren aus Abb.22b oder von Glei-

T.\2
chung 67 erhalten sind, die Werte von JE& (#) 4, in kgem? sec?
44

dar.- Die GroBe von u, ist aber aus Abb.22a bekannt. Durch
Division der Ordinaten von Abb.22e durch die zugehérigen

2 .
Ordinaten von Abb. 22a erhalten wir JE (%) . Die Abwei-
JT

chungen in den Werten fir diesen Ausdruck an den 3 Stellen
my, My, Mg rithren von Schitzungsfehlern bei der Aufzeichnung

T\ ‘
von Abb. 22a her. Aus JE (ﬁ) 148t sich aber 7T'; berechnen,

da die GréBen von J und E bekannt sind.
Fiir die in Abb. 22 eingetragenen Zahlenwerte haben wir die
Rechnung in diesem Sinne zu Ende gefithrt und sind auf eine

Eigenschwingungszahl u; = 5200 ;1151 gekommen. Eine Korrek-

tur vorzunehmen wire, wie gewéhnlich in praktischen Fillen,
tiberflilssig gewesen, da die erste Annéherung schon lingst inner-
halb der durch die Annahmen hereingebrachten Fehlerquellen
genau genug das Ergebnis liefert.

S 15. Fortsetzung fiir Wellen mit verinderlichem Durchmesser.
Die in der Praxis auftretenden Wellen sind im allgemeinen ab-
gesetzt, und zwar so, daB sich der Durchmesser sprungweise dndert.
Um die Uberlegungen des vorausgehenden Paragraphen auch fiir
diesen Fall anwendbar zu machen, werden wir in &ahnlicher
Weise wie bei den geradlinigen Schwingungen von Massen
zwischen Federn (§9) oder bei den Drehschwingungen (§12) ver-
suchen, ein Wellenstiick vom Durchmesser d und von der Lange I
so durch ein Wellenstiick d,., und 7., zu ersetzen, daB die Be-
ziehungen zwischen Kraft und Verbiegung fir die tatsichliche
und die bezogene Welle gleich sind. Nach der Festigkeitslehre
besteht zwischen Durchbiegung f, Kraft P, Elastizitdtsmodul F,
axialem Trigheitsmoment des Querschnitts J, und Léange !
folgende Beziehung:

P
71. f==x TT

wobei der Wert von » von den besonderen Auflagebedingungen
abhéingt. Gleichung 71 zeigt uns, dal 2 Wellen, die den gleichen
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duleren Verhiltnissen (x, P, E) ausgesetzt sind, gleiche Durch-
3
biegung haben, wenn der Wert von % fiir beide der gleiche ist.

Bei den Biegungsschwingungen 1aft sich aber die Aufgabe
mit der Bezugsgleichung 71 nicht l6sen, da es nicht nur auf die
im Querschnitt iibertragenen Krifte, sondern auch auf die Mo-
mente ankommt, und da die letzteren von den Wellenlingen ab-
hingen. Es mufl deshalb hier die Verdnderlichkeit des Wellen-
durchmessers bei der Durchfithrung der Aufgabe selbst beriick-
sichtigt werden.

Bis Gleichung 70 konnen wir die Uberlegungen des vorigen
Paragraphen ohne Anderung iibernehmen. Auch die Aufzeichnung
der Abb. 22a und b erfihrt keine Anderung; wir werden nur
die zugehorigen Wellendurchmesser (oder besser die Triagheits-
momente) in Abb. 22a eintragen und bei der Abschitzung der
Durchbiegungen die Trégheitsmomente nach Moglichkeit be-
riicksichtigen.

Sobald wir aber aus Abb. 22b den folgenden Kurvenzug durch
Integration ermitteln, ist zu beachten, dafi J nicht mehr unver-
anderlich, sondern eine Funktion von z ist. Wir werden deshalb
eine neue Abb. 22 b’ zwischenzuschieben haben, die wir erhalten,
wenn wir die Ordinaten in Abb. 22b durch das an jeder Stelle
bekannte J teilen. Die Ordinaten in Abb. 22b” wiirden nach

2 g3
Gleichung 67 dann also E - <~TJI> . ZTEZ = 1 >'m,u, darstellen.

27
Die weiteren Integrationen gemifl Abb. 22c—e sind in gleicher
Weise wie im vorausgehenden Paragraphen durchzufiihren.
/ 2
Abb. 22e liefert E - (g%) u, und daraus kann durch Vergleich mit

den Ordinaten der Abb. 22a der Wert T'; ermittelt werden.

§ 16. Einspannung an beiden Enden. In der Praxis werden
Wellen, trotzdem sie in lingeren Lagerschalen an den Enden
festgehalten sind, nicht als ,eingespannt angesehen, da sehr
groBe Kréfte dazu gehdéren wiirden, um eine wagerechte Tangente
an die elastische Linie an der Auflagerstelle zu erzwingen. Man
nimmt deshalb in der Regel keinerlei Einspannung an und be-
rechnet die Eigenschwingungszahl nach den Ausfithrungen in § 14.
In besonderen Fillen aber interessiert zu wissen, wie groB
der EinfluB einer Einspannung auf die Schwingungszahl ist;
wir wollen uns deshalb auch mit dem anderen Grenzfall, nim-
lich dem der beiderseits vollkommen eingespannten Welle, be-
fassen.

3%
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Wir behandeln die Aufgabe in gleicher Weise wie die in § 14
gestellte. Bei der schitzungsweisen Auftragung der elastischen
Linie (Abb. 22a) beachten wir, daf} die elastische Linie an den
beiden Enden eine wagerechte Tangente hat. Aus Abb. 22a
folgt durch einmalige Integration Abb.22b und durch noch-
malige Integration Abb.22c. Die letztere Abbildung stellt die
Abhingigkeit des Momentes M von der Koordinate z dar. Bei
der nicht eingespannten Welle wissen wir, daf3- das Moment an
den Enden verschwindet; wir konnten mit dieser Uberlegung
die Lage der Koordinaten-Nullinie angeben. Bei der eingespannten
Welle wird an den Enden ein Einspannmoment von unbekannter
Grofle iibertragen. Um die Koordinaten-Nullinie in Abb. 22 ¢ ein-
zutragen, miissen wir deshalb auf Abb.22d vorgreifen. Diese
Abbildung stellt die Tangente % an die elastische Linie in
Abhingigkeit von x dar. Wir wissen, daB %’ fir #==0 und

x = [ verschwindet. Da aber die Kurve Abb.22d zugleich das
!

2
(il;zo cdux ist,
0
folgt, dall oberhalb und unterhalb der Koordinaten-Nullinie in
Abb. 22¢ gleich groBle Fliachenstiicke liegen miissen. Oder die
Koordinaten-Nullinie des Kurvenzuges Abb. 22¢ teilt die Fliche
in 2 Teile von gleichem Inhalt. Der weitere Gang der Rech-
nung unterscheidet sich nicht vom Rechnungsgang der frei
aufliegenden Welle.

Integral aus dem Kurvenzug Abb. 22¢ oder gleich /

III. Wellenbewegungen.

Unter einer Wellenbewegung wollen wir die Schwingung einer
Anordnung verstehen, die aus beliebig vielen, untereinander
gleichen Einzelanordnungen besteht und bei der der Abstand
zwischen zwei benachbarten Schwungmassen beliebig klein ist.
Statt Wellenbewegungen hitten wir die Uberschrift des Kapitels
auch , Unendlichvielgliedrige Schwingungsanordnungen‘‘ nennen
kénnen.

§ 17. Gradlinige Schwingung von Massen zwischen Federn.
Wir nehmen an, es seien sehr viele unter sich gleiche Einzel-
massen von geringer GroBe zwischen kleinen Federn gehalten;
wir stellen uns also eine Anordnung nach Abb. 23 vor. Die gesamte
Liange der Anordnung mag lcem betragen. Den Koordinaten-
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ursprung O lassen wir mit dem einen Ende unseres Systems
zusammenfallen. Die Koordinate x, gibt den Abstand der
Masse m,, von O an, wenn alle Federn spannungsfrei sind. Die
Auslenkung der Masse m, aus der Ruhelage des Systems zu
einem bestimmten Augenblick bezeichnen wir mit £,. Die
Anderung von z bedeutet also

von einer Masse zur anderen L’”'lw | ”’r-zl ”l’n [ ”’lw | ”’Tvl ’”IHJ ”lel
gehen, wihrend die Anderung =, ———

von & gleichbedeutend mit der
Anderung des Schwingungs_ Abb.23. Vlele glei.chartige Massen
ausschlages ist. £ ist mit zwischen gleichartigen Federn.
und mit £ verdnderlich.

Unter der Anordnung Abb. 23 koénnen wir uns z.B. einen
Stab vorstellen, dessen Massenteilchen Schwingungen in der
Richtung der Stabachse ausfithren. m, ist dann die Masse der
Molekiile, die im Querschnitt an der Stelle x, liegen und statt
der Federkrifte treten die Molekularkrifte auf. Wir behandeln
also die Aufgabe, die longitudinale Eigenschwingung eines Korpers
zu berechnen.

Auf Grund der Uberlegungen des vorausgehenden Kapitels
stellen wir zuerst die Zahl der Freiheitsgrade — oder die Zahl
der Konstanten in der Losung unserer Aufgabe — fest: Zu einer
bestimmten Zeit ¢ kann fir jede Masse eine Lage & und eine

(Zysy =)

Geschwindigkeit %—é vorgeschrieben werden. Das gibt fir jede

Masse 2 Konstante oder co? Moglichkeiten. Da unser Stab aber
unendlich viele Massen hat, haben wir 2 - oo Konstanten zu er-
warten. Eine derartige Menge Konstanten hat aber nur die
Losung einer partiellen Differentialgleichung. Die allgemeinste
Bewegung wird demnach durch eine partielle Differentialgleichung
beschrieben werden, die wir zuerst ermitteln wollen.

Die Masse, die zwischen den Querschnitten an den Stellen x
und z + dx eingeschlossen wird, nennen wir u - f-dz, wobei f
die Querschnittsflache ist. Im Querschnitt x wirken die Span-
nungen o, die die resultierende Kraft o - f ergeben. Im Quer-

schnitt « 4 d x wirkt in entgegengesetzter Richtung (o 4 g—(; d x) f;

oder die resultierende Kraft auf die Masse u - f - da ist f%; -dx

Nach einer bekannten Formel der Festigkeitslehre ist aber
o = ¢k, wobei ¢ die bezogene Léngendnderung des Elements
und E der Elastizitdtsmodul ist. & konnen wir aber aus der
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Verschiebung & ermitteln. Zu diesem Zweck ist in Abb. 24 die
Lage des Elements f - dz zur Zeit ¢ gestrichelt eingezeichnet: die
Verschiebung der beiden Querschnitte ist mit &, und §&,,4,

, =&+ %—"Z - dx bezeichnet. Die Anderung des

5:‘—‘§x—"; E Abstandes der beiden Querschnitte zur Zeit ¢ im
= [ "1 Verhiltnis zur urspriinglichen Lénge ergibt sich
T 0 0
Ll dre demnach zu a—i'dx:dx=£=%6?=s
Abb. 24. Die dynamische Grundgleichung la8t sich wie
folgt anschreiben:
02¢ do Ce 02§
1. wp-frdx- I f()x —-ng—dm—fE’ x-dw
| 62¢ 02¢
Kt

Die GroBle f des Querschnitts hat sich herausgehoben; auf sie
kommt es bei der Ermittlung des Schwingungsvorgangs nicht an.

Bei der Aufstellung der Gleichung 1 ist der Einfluf} der Zu-
sammendriickung auf die Grofe der Masse nicht beriicksichtigt.
Es ist also angenommen, dafl die Dichte auf die Léngeneinheit
unabhiingig von £ sein soll. Diese Annahme konnte ohne weiteres

-

. L d . .
gemacht werden, da einerseits E—i— - dx in praktischen Féllen nur

klein gegen d« sein wird und da andererseits auch ¢ von der Dichte
oder damit auch von £ abhiingt, was ebenfalls vernachlassigt ist.
Es kann angenommen werden, daB sich beide Vernachlédssiguiigen
gegeneinander aufheben oder so gering sind, daf} sie keine prak-
tische Bedeutung haben.

Die Gleichung 1 hat, wie jede partielle Differentialgleichung,
eine Losung mit unendlich vielen Konstanten. Wir iibersehen
sofort, daBl das bei der Schwingungsanordnung nach Abb. 23
auch der Fall sein muB3, da die Anordnung aus unendlich vielen
Massen besteht, so daB wir nach den Uberlegungen des voraus-
gehenden Kapitels Schwingungen von unendlich vielen Ordnungen
zu erwarten haben. Um die Augenblickslage zu beschreiben, muf}
dann noch der Wert des gréBeren Ausschlages jeder Schwingungs-
ordnung und der Phasenwinkel zur Zeit ¢ angegeben werden. Es

sind also oo viele verschiedene Augenblicksbilder mdglich. Von
den unendlich vielen Schwingungsanordnungen wird wieder vor
allem die mit der lingsten Schwingungsdauer, also die von der
1. Ordnung, das grofite Interesse haben.
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§ 18. Die stehende Schwingung. Nach den Ausfithrungen des
vorausgehenden Kapitels wire es leicht, angendhert die Dauer
der Longitudinalschwingung 1. Ordnung zu berechnen.  Da man
beim Probieren nicht unendlich viele Glieder beriicksichtigen
kann, wird man zweckmiBig mehrere Molekiile zu einer Masse
zusammenfassen und fir diesen Fall die Losung suchen. Der
gleichmiBige Aufbau der Schwingungsanordnung ermdoglicht es
uns aber, hier unmittelbar eine Losung fiir die Gleichung 1 an-
zugeben, die der Schwingung 1. Ordnung entspricht:

/E n
/
2. E=§&- sin 2 37 sm(tl le/)

Das ist eine Losung der Gleichung 1; denn:

5 s (xn E’(n\z' . t/Eﬂ)
2 0S1n 21 —2—7 sin ][Eﬁ/
12

IO)

3. .
' —¢& i 2s1n in | Ea
e 0\ 21 21" w2l
und diese beiden Werte befriedigen die Gleichung 1. Wir haben
aber auflerdem auch noch zu zeigen, dafl die Grenzbedingungen
fir eine Anordnung nach Abb. 25 ,

befriedigt sind. An der Einspann-

stelle, d. h. firz=0, ist £ =0, was % lel e e
auch durch Einsetzen von x =0 in

Gleichung 2 erhalten wird. Und am ﬁ?fcszhwﬁl‘;ﬁig“‘ﬁgal fe;dazr

anderen Ende, d.h. fiir x =1, ist haltenem einen Ende.
keine Spannung ¢ und damit keine

A O

e

R —

0
Dehnung ¢ = &i vorhanden. Durch einmaliges Differentieren

Exn
von Gleichung 3 erhalten wir aber Eo 370 smt l ik
Wenn man hier fir : i = 0.

Hitten wir andere Grenzbedingungen, so miiite die Gleichung 2
entsprechend umgeformt werden, ohne dafl dabei der Aufbau
geandert wiirde. So hat z. B. eine Schwingungsanordnung, die
nach beiden Enden frei ausschwingen kann, eine Lésung von der
gleichen Form wie Gleichung 2, wenn man den Koordinaten-
ursprung mit der Mitte der Schwingungsanordnung zusammen-
fallen 148t.

Auch die Schwingungen von der hoheren Ordnung lassen sich
jetzt sofort angeben. Es muf} eine Losung von der Art der Glei-
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chung 2 angegeben werden, die den Grenzbadingungen geniigt.
Das ist aber z. B. fiur die Schwingung von dsr s Ordnung
fur eine Anordnung nach Abb. 25:

E
4. §M§0s1n( 2Z)sn<tl/p7;—7).

Die Schwingungsdauer T ist, wie frither, der Wert, um den ¢
anwachsen mul, damit der Ausdruck unter dem Sinus um 2x
zunimmt :

Ena 41 /ﬁl)
An den Stellen W =0,7n,2n,3n,4n ... bleibt der Aus-

schlag dauernd Null. Man nennt sie die Knoten der Schwingung,

nxx nw 3w 5=
20 20 27 27

bauche) die Ausschliage zeitweise bis auf den GroSitwert &, an-

wahrend an den Stellen . (Schwingungs-

nrm . ) .
wachsen. Wenn ——— um 2x anwichst, wiederholt sich das

21
Schwingungsbild; man schreibt deshalb:
nin 41
6. 57 =27, A= P

und nennt A die Wellenlinge. Fiir die Schwingung 1. Ordnung
des an einem Ende eingespannten Stabes ist also die Wellen-
lange gleich 4mal der Stablinge. Bei den Schwingungen héherer

Ordnung ist die gesamte Stablinge in mehrere (;) Wellenlingen

unterteilt.
Nach den Gleichungen 5 und 6 ist
A B
7. C=|/=
T w’

also ein von der Ordnungsnummer der Schwingung unabhingiger

Wert.

1) Wenn man auf die Querkontraktion, die bei der Formanderung
von Materialen auftritt, Riicksicht nimmt, ist 7T = 4l 5‘% %{ ?
wobei G der Schuhmodul und m die Poissonsche Konstante ist. Wir
vernachlissigen die Querkontraktion im Nachfolgenden oder wir nehmen
m = oo an; damit geht die angegebene Gleichung in die obige Form iiber.
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§ 19. Schwingungen von sehr kleiner Wellenlinge. Die Aus-
fithrungen des vorausgehenden Paragraphen erfahren eine Ein-
schrinkung, wenn die Wellenlinge von der Gréfenordnung des
Molekillabstandes wird. In diesem Falle wird die Differential-
betrachtung ungiiltig, weil wir dann beim Ubergang vom einen
zum nichsten Molekiil den Ausschlag & sprungweise #ndern. So
schwingen z. B. bei der Anordnung

nach Abb. 26 je 2 benachbarte l; *"‘m: l;z: “I I_) "I |
Molekille gegeneinander. Der Ab- % & % % % &
stand zwischen 2 benachbarten app, 26. Schwingung hochster
Knotenpunkten K ist 4z, und die Ordnung.

Wellenlinge 1 betrigt 24x. Das

ist die Schwingung von der hochsten Ordnung. Die Schwingungs-
dauer ist die gleiche wie die der Einzelanordnung 27, da sich die
Anordnung 26 in den Feder- und Massenknotenpunkten in An-
ordnungen nach 27 aufschneiden lafit. Nach Gleichung 41 des
vorigen Kapitels ist die Schwingungsdauer

fiir die Anordnung Abb. 27: %%ﬁ Z
/mdx
8. Ty = Zﬂ]/ do Abb. 27. Ein Element
0 der Schwingung héch-
In dieser Gleichung ist 4z der Abstand ster Ordnung.

zwischen zwei benachbarten Massen —

also der mittlere Abstand zweier Molekiille. m ist die Masse
eines Massenpunktes oder gleich u:f-A4x, wenn mit u die
bezogene Masse und mit f der Querschnitt durch die Schwin-
gungsanordnung bezeichnet ist. Die Elastizitatszahl ¢, ist
nach fritheren Ausfithrungen das Tausendfache der Kraft, die
die Feder von der Lange 1 bei der Zusammendriickung um 1610—0
ihrer Lange auslost. Das ist aber die gleiche Definition, die dem
Elastizititsmodul E zukommt, wenn wir beriicksichtigen, dal}
sich ¢, auf einen Querschnitt von f Einheiten und E auf die
Querschnittsfliche 1 bezieht. Es ist also ¢y = f E. Gleichung 8
laBt sich demnach umformen zu:

o ]/MAE ¢
9. Tlm-2nV i7E —nAxVE.

Die Wellenlinge 4 ist aber hier 242 und folglich:

) 24/E /B
10. (7). V = = OO0,

T n
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Den Ausdruck —l— nennen wir die Fortpflanzungsgeschwindigkeit

T
der Welle. Der Name hat eigentlich erst Berechtigung, wenn
man von fortlaufenden Wellen (§ 28) redet Hier kénnen wir zu

seiner Begriindung nur anfithren, daf —T der Dimension nach

eine Geschwindigkeit ist. Der Vergleich der Formeln 7 und 10
zeigt uns, daB die Fortpflanzungsgeschwindigkeit » fiir Wellen

2
von der hochsten Ordnung (y) nur = mal so groB ist wie fiir

Wellen, derenWellenlénge 1 gro8 ist gegen den Molekiilabstand A x.
Wir betrachten nun die Welle, bei der je 2 Massen zu einem

Knotenpunkt gehéren (d. i. die Welle von der Ordnung %) Wo-

hin wir uns die Knotenpunkte % gelegt denken — ob wirsie z. B. je
zwischen 2 Massen (Abb. 28, Stelle K{) oder ob wir sie mit je zwei
ttbereinanderfolgenden Massen
zusammenfallend denken, ist
fir die Losung der Aufgabe
. gleichgiiltig. (Die Lage der
Abb. 28. Schwingung von der  Kpotenpunkte ist durch die
Ordnung g . ‘ Grenzbedingungen gegeben.)

Die Anordnung Abb. 28 ist

die gleiche wie die der Abb. 26, nur daB3 der Abstand zwischen
zwel schwingenden Massen in Abb. 28 doppelt so grof} ist wie
in Abb. 26. Die Schwingungsdauer 7'y, ist deshalb nach Glei-

chung 8 J2 mal so groB und die Wellenlinge 1 doppelt so gro8
wie dort. Es ist deshalb:

11. (-- V— : V% - EV_2V__ =0 900]/- .

y ten
Fiir die Welle von (§> Ord-

‘nung kénnen wir uns die Knoten

mit den Massen m,, m,,m, . . .zu-

v sammenfallend denken (Abb. 29).

Ordnung & Dann haben wir wieder Anord-

nungen nach Abb. 27, wobei jetzt

eine volle Masse m zu einer Federlinge A x gehért. Die Schwin-
gungsdauer T\, ist deshalb:

12. Ty = 2 yz]

My g M my m ms  mg my,

7 e R O

A7 VA3 A3 Ky

My Mg My g T s g g

I e AN NN N

K # 4
Abb. 29. Schwingung von der

mAdzx

o
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Die Wellenlinge 4, ist 642 und folglich'
yl E
13. ('_) = Vgm = E]/ — = ]
T 3m n ten
Zwischen der Schwingung von der pte® und von der (%)

ten '
Ordnung [ebenso zwischen der von der (g)ten und (%;-) Ord-

nung usw.} liegen bei beliebig 10

kleinem Massenabstand 4z be-
liebig viele Zwischenwerte. Wir

konnen deshalb in einer Kurve
- a6

die Abhingigkeit zwischen » —‘l% WE

und 4 darstellen (Abb. 30). Die 10’“

Kurve nihert sich asymptotisch }
a2 ; |

dem Werte vl/ i =1. Sobald i

98

% ‘
H I I
A=lx =20z =30x =4dx =5ix

die Wellenlédnge ein mehrfaches

Vielfaches von Az wird, ist der Abb. 30. Abhéngigkeit der Fort-
fa pflanzungsgeschwindigkeit von der

Wert von » |/ unabhineiec Wellentinge beisehrkleinen Wellen-
E 818 langen.

von 1. Da nur Wellen, deren 1

groB ist gegen Az, in der Praxis Bedeutung haben, sagt man

auch allgemein, i sei unabhéingig von Z, was nur mit der

aus Abb. 30 ersichtlichen Einschrinkung giiltig ist.

§ 20. Die Saitenschwingung. Bei einem gespannten Seil —
oder einer Saite — schwingt die Saitenmasse unter dem Einfluf3
der Kraft, die bei der Auslenkung entsteht. Wir nehmen an, die
Saite sei durch die Kraft P gespannt. Dann wird im Quer-
schnitt = ebenso wie im Querschnitt x - dx die Kraft P iiber-
tragen. Bei der Auslenkung stehen aber die beiden Querschnitte
etwas schief zueinander, da die Querschnitte  und die Koordi-
naten £ nicht linear einander zugeordnet sind. Die Kriifte P in
den beiden Querschnitten schneiden sich also unter dem Winkel
d o, wobei unter der Voraussetzung, dafl & tiberall klein gegen
x ist, nach einer bekannten Formel fir die Krimmung auch
geschrieben werden kann:
c2 &

14. do = cdx.
¢ x?
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Die beiden Krifte P haben aber die Resultierende P-d«, die
bei kleiner Auslenkung & in Richtung von & wirkt und der Masse

des Saitenelementes u -dx - f eine Kraft erteilt, die bei posi-
02 L . .
tivem 3752 auf eine VergréBerung von & hinwirkt. f ist dabei

der Querschnitt der Saite.

02¢

15. Pda—'_—'lu,'dx‘f'm
02¢& 625
P =rl -

Dieselbe partielle Differentialgleichung ist uns schon als
Gleichung 1 begegnet. Wir haben ja jetzt auch physikalisch
denselben Fall wie damals: Auf eine Masse, die verhéltnisgleich
dx ist, wirken in den beiden Querschnitten Krafte, die in erster
Annéherung einander gleich und entgegengesetzt gerichtet sind.
Der kleine Unterschied der beiden Krifte in den Querschnitten,
der einmal von einem Zuwachs in der GréBe der Kraft, das andere
Mal von einer Anderung der Richtung herriihrt, ist verhéltnis-
02k
%‘2' ’
nach der Zeit.

Statt des Elastizitdtsmoduls £ in Gleichung 1 tritt if)— =0

gleich also verhaltnisgleich der 2. Ableitung der Auslenkung

= bezogene Spannung in Gleichung 15 auf. F ist aber nach
Definition auch eine Spannung: Es ist die Spannung, die nétig

P
V 2L /
/%:,é‘t'f'ﬂ‘__“__y"“:: z P E:icif:dé
x abc;:_ _____________ o b

Abb. 3la und b. Saitenschwingung.

ist, um einen Korper auf das Doppelte seiner urspriinglichen
Liange zu recken. Wenn demnach eine Saite auf das Doppelte
ihrer urspriinglichen Linge gereckt wird — auBler Gummi wird
kaum ein Material eine olche Reckung vertragen, ohne daB die
Elastizitatsgrenze tiberschritten wiirde —, so hat die Saiten-
schwingung die gleiche Schwingungsdauer wie die Longitudinal-
schwingung. Ebenso ist es mit allen Oberschwingungen, die sich
paarweise entsprechen.
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Aber auch wenn die Saite nicht so stark gespannt wird, daf
o = I ist, kann aus Gleichung 5 die Schwingungsdauer 7' be-
rechnet werden, wenn in ihr ¥ durch ¢ ersetzt wird:

16. T ﬂ]/ﬁ‘_.
n o

Die Grenzbedingung ist hier dadurch gegeben, dafl beide Enden
festgehalten werden. Die schwingende Saite beschreibt nach
beiden Seiten hin symmetrische Bewegungskurven. Um die Ana-
logie mit dem an einem Ende festgehaltenen und in Léngsrich-
tung schwingenden Stab herzustellen, ist die gesamte Lénge der
Saite in Abb. 31a mit 21 bezeichnet.

Bei der Schwingung 1. Ordnung ist nur eine halbe Wellen-
lange 4 vorhanden, oder 2 = 41. Um die Schwingungsdauer 7T,
1. Ordnung zu erhalten, muBl man % in Gleichung 16 gleich 1
setzen. Die Schwingungsdauern der hoheren Ordnungen erhalt
man, wenn man » = 2, 3,4 ... setzt. Gebrochene Zahlen diirfen
filr #» nicht eingesetzt werden, da sonst Gleichung 4 nicht den
Grenzbedingungen (¢ = 0 fiir x = 0 und « = 2 I) geniigen wiirde.

Wir sehen also, dafl wir die Untersuchungen fiir die schwin-
gende Saite in deri vorausgehenden Paragraphen schon mit geldst
haben. Wir kénnen deshalb auch die schwingende Saite durch
Abb. 23 wiedergeben, an der sich die Betrachtung in manchen
Fillen leichter durchfithren laft.

§ 21. Die schwingende Saite mit einer Einzellast in der Mitte.
In vielen Fillen wird nach der Schwingungsdauer eines gespannten
Seiles gefragt, das eine Einzellast G trigt. Wir wollen annehmen,
daB @ gerade in der Mitte hingen moge (Abb. 32 und 33). Die
Aufgabe liegt z. B. vor, wenn die Schwingungsdauer des Draht-

"
2s ¢
G G

Abb. 32 und 33. Schwingung der Saite mit Gewicht.

seiles einer Drahtseilbahn mit aufsitzendem Wagen berechnet
werden soll. Wir nehmen an, dafl die Vorspannung P des Seiles
so stark sein moge, daBl die Spannungsvermehrung durch das
Gewicht ¢ dagegen vernachlissigt werden kann. (Wie weit diese
Annahme im einzelnen Fall berechtigt ist, mufl besonders unter-
sucht werden.)

Es interessiert hier nur die Schwingung 1. Ordnung, fiir die
die Grenzbedingungen lauten: & = 0 fiir x = 0 und fiir x = 2 5.
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Zwischen beiden Werten soll & nicht dauernd Null sein. Bis zu
der Stelle, an der G angreift (also von # =0 bis = s, wenn wir
uns G als Massenpunkt vorstellen), wird die Bswegung des Draht-
seiles durch die Differentialgleichung 1 mit der allgemeinen
Losung 4 beschrieben. Auf ¢ mufl eine von den beiden Seil-
stiicken herrithrende Kraft iibertragen werden, die G in Schwin-
gungen von gleichem Ausschlag und gleicher Schwingungsdauer
versetzt wie die beiderseits ansto8enden Seilstiicke. Die beiden

Seilstiicke kommen aber in G unter dem Winkel 2 <g i) zu-
=8

sammen, wenn wir £ als klein gegen = voraussetzen, so daB statt
des Winkels die Tangente gesetzt werden kann. Die resultierende
Kraft Py, die G beschleunigt, ist demnach unter Bariicksichtigung
von Gleichung 4:

)~ rE () (25
17. P,=P- Z(Oxxs rZ Socos 37 sin | £ ;;_27

. = P, sinzxt,
wobei
7

PGmx P Socoszl und x:l/ 72l'

n haben wir bei der Ubernahme der Gleichung 4 gleich 1 gesetzt,
da wir die Schwingung 1. Ordnung haben wollen. Wir beachten,
daB mit I in Gleichung 4 die Linge vom Schwingungsbauch bis
Schwingungsknoten oder ein Viertel einer Wellenlinge 1 be-
zeichnet ist. s ist aber kleiner als I, da das Seil an der Stelle
x = s noch keine wagerechte Tangente hat. Von der gesamten
halben Linge ! des Drahtseiles, dessen Schwingungsdauer wir
jetzt berechnen, ist also im vorliegenden Fall nur ein Teil s vor-
handen. Dieser Teil fuhrt die gleiche Schwingung aus, als wenn
er ein Teil des gesamten Drahtseils von der Linge 21 wire.
Das Reststiick ! — s bis zur Mitte ist durch das aufgesetzte Ge-
wicht G versetzt, das jeder Seite zur Halfte zur Last fallt.

&, war in Gleichung 4 der gréfite Ausschlag, der am Schwin-
gungsbauch der Saite (also an der Stelle x =1) erreicht wird.
Da der Schwingungsbauch hier fiir die Seilschwingung nicht in
die Erscheinung tritt — es fehlt ja das mittlere Stiick {—s des
Seiles —, ist &, nur eine RechengroBe.

Die Schwingungsdauer fiir die Seilschwingung ist nach Glei-
chung 16:

n uf
8. T3=4zl/%=4zl/’“‘—13—

=a
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Gleiche Dauer muf aber die Schwingung des Gewichts G haben,
die unter dem Einflul der periodischen Kraft Py zustande
kommt.

Nennen wir &g, den groBten Ausschlag, den G ausfithrt,

50 ist Z; rrrrr = ¢ die Intensitit des Kraftfeldes, das auf G ein-
Gmz
wirkt. c¢-&; ist die GroBe der periodischen Kraft, die G in

Schwingungen versetzt. Wir haben fiir diesen Teil wieder eine
Schwingungsanordnung nach Abb. 1, mit dem Unterschiede, daf3
die periodische Federkraft f = ¢ & durch die periodische Kraft ¢ &g
ersetzt ist. Die Schwingungsdauer 7'y ist nach Gleichung 9 des
1. Kapitels:

19. Ty = 2711 = '/G Soma

Wir haben noch die Bez1ehung zwischen 50 und &g, anzu-
geben. &, ist der grofite Ausschlag des fingierten Seiles von der
Lange 27 und der Spannkraft P. & tritt in der Mitte, also an
der Stelle z =1 auf. An einer beliebigen Stelle x erhalt man
nach Gleichung 2 den zeitlich groften Ausschlag &z, Wenn man

sm( 1 ——§~l> gleich 1 setzt: &,, =&, - sm 27

zwischen % und £ ist eine sinusformige ohne zwischenliegenden
Knoten. An der Stelle x = s ist also:

” Die Abhéngigkeit

20. Emnda=s = Egma= & sm 9 l

Beachten wir noch, daB die Schwingungsdauer des Gewichtes
und des Seiles gleich grol sind — also 7y = T,—, so folgt aus
den Gleichungen 17 bis 20:

21. 4ZV _on V~ / fema
/ p% - &, i

COS —

21

Aus dieser Gleichung wird I, die halbe Lénge der Saite, die die
gleiche Schwingungsdauer hat wie die Anordnung 32, am ein-
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fachsten durch Probieren ermittelt. Sobald die GréBe von I be-
kannt ist, kann die Schwingungsdauer 7' nach Gleichung 16
sofort angegeben werden:

_a)/r!
22. T=41 P

§ 22. Die Schwingung einer Feder mit Gewicht. Es soll die
Schwmgungsdauer einer Feder mit angehéngter Masse m (Abb. 34)
berechnet werden, und zwar unter Berticksichtigung
der Federmasse s- g, wobei ¢ die Federmasse auf
die Léngeneinheit bedeutet. Aufgaben dieser Art
treten z.B. auf, wenn die Schwingungsdauer eines
Indikatorkolbens mit Feder berechnet werden soll.
. Die Aufgabe kann angendhert gelést werden, wenn

man die Federmasse in n-Teile — vielleicht n = 4 —

Abb. 34, unterteilt und die Schwingungsdauer des aus n + 1
Feder  einzelnen Schwungmassen bestehenden Systems nach
glgn T;;n den Ausfithrungen des § 9 berechnet. Wir werden
gGeWi%ht. darauf im néchsten Abschnitt eingehen. Es kann aber
auch die strenge Losung der Aufgabe in Anlehnung

an den vorausgehenden Paragraphen leicht angegeben werden:

Wir denken uns die Schwingungsanordnung nach Abb. 32 in
der Mitte aufgeschnitten, so dafl wir zwei symmetrische Hilften

G
< s e je mit dem Gewicht — bekommen. An—q—
'ZR ' P denken wir uns auBerdem noch die
“““““““ 5 |‘:,;"‘ Kraft P, die bei der Anordnung Abb. 32

[}

: ; _als innere Kraft auftritt, in wagerech-

éxv})c%t 315a:ch %g{)e 31211;1?,1 g:r ter Richtung angreifend. Dann hat
Mitte aufgeschnitten. die Teilanordnung Abb. 35 die gleiche
Schwingungsdauer wie die Gesamt-

anordnung Abb. 32. Diese Teilanordnung entspricht aber der
Anordnung nach Abb. 34. Auf das Element dx von der

6 o0&
Masse ¢ dx wirkt in Abb. 32 die Kraft P - E cdx =gqdx 6%‘2
{Gleichung 15) und bei der Anordnung Abb 34 ebenso:

2 '\2
cog £ cde=ufdr— f; , wenn mit ¢, die Elastizititszahl der
Lo

Feder bezeichnet ist. Beide Gleichungen unterscheiden sich nur
dadurch, daB das P der Saitenschwingung durch c¢, bei der
schwingenden Feder und das u - f dx durch gdx ersetzt ist.
Auch die Grenzbedingungen sind in beiden Fillen die gleichen:
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.
An der Stelle x = 0 ist £ =0 und an der Stelle x = s ist m * i—?
P28 “ o2 . viewe o
=P-lom - AW M s =G| g L ie Lésung nac
Gleichung 21 und 22 gilt deshalb auch fiir die Anordnung nach
Abb. 34, wenn wir nur P durch ¢, und u-f durch ¢ ersetzen.
Die HilfsgroBe I, die in den Gleichungen 21 und 22 auftritt, ist
bei der Anordnung nach Abb. 34 die Linge der Feder, die ohne
Gewicht gleiche longitudinale Schwingungsdauer 7' hat wie die
gesamte Anordnung.

Beispiel: An einer Feder von der Elastizitatszahl ¢, =5 kg
und von der ungespannten Lénge 1 m héngt ein Gewicht @ von
2 kg. Das Gewicht der Feder ist 200 g. Wie groB ist die Schwin-
gungsdauer ?

Losung: Ohne Berlicksichtigung der Federmasse ist die
Schwingungsdauer 7" nach Gleichung 9:

981 -5
Nach Gleichung 22 ist die Lénge I’ der Feder von der bezogenen
02 1 kgsec?
981 100 cm? ’
Schwingungsdauer hat:

T — 2nV2 100 5 0,202 = 1,268 sec.

Masse ¢ = die ohne Gewicht die gleiche

r—T'1/% 1,264_V5-981-106

1) T 4 0,2

Die Beriicksichtigung der Masse der Feder wird eine Vergréfierung
der Schwingungsdauer und damit eine VergréBerung der Lange !
der bezogenen reinen Federschwingung von gleicher Schwingungs-
dauer zur Folge haben. Jene Ldnge I ist die richtige, die Glei-
chung 21 befriedigt. Wir versuchen es erst mit I = 520 und be-
kommen nach Gleichung 21, die wir in der Form benutzen:
G_2@ _ 4lg

g g

= 496 cm.

STt
g1

einen zu hohen Wert fiir @, namlich @ = 0,00216 statt 0,00204.
Wir wissen damit, daB I kleiner als 520, aber gr6fer als.496 cm
sein mufl. Wir versuchen es dann mit [ = 510 und schlieBlich
mit I = 506, das den richtigen Wert liefert (siche Tabelle). Bei
Benutzung der Gleichung 21 war zu beachten, dal mit G das
Gewicht, das auf die beiden symmetrischen Hilften aufgesetzt

Féppl, Schwingungslehre. 4
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war, bezeichnet war. Da unser @ dem auf eine Hilfte aufgesetzten
Gewicht entspricht, haben wir G durch 2 zu ersetzen.

Tabelle.
T st ! s Q 21q Q
2 | ®w | g7 = 9 et
e atsichlich

| | 85y | "
520 | 0,302 | 17,3° 0,312 0,00216 |
510 | 0,308 | 17,65° | 0,319 0,00209 | 0,00204
506 | 0,311 | 17,8° 0,321 | 0,00204 |

Die Schwingungsdauer 7' fiir die gesamte Anordnung ist also
nach Gleichung 22:

T — 4 - 506 V98 o = 1,292 sec.

Im vorliegenden Falle betrigt die Federmasse 10%, von der
Schwingungsmasse. Ihr Einfluf auf die Schwingungsdauer ist

0,024
1,268

§ 23. Losung der gleichen Aufgabe durch Anniherung. Wenn
neben der Schwingungsdauer 1. Ordnung auch noch die Schwin-
gungsdauer einer hoheren Ordnung — etwa die der zweiten —
berechnet werden soll, mul man auf die Ann#herungsrechnung
zuriickgreifen, da die genaue Rechnung hierfiir zu schwierig
durchzufithren wire. Wir wollen deshalb die Aufgabe noch von
diesem Gesichtspunkte aus behandeln.

Bei der Anndherungsrechnung haben wir die Feder in einzelne
Teile zu zerlegen und die Masse jedes Stiickes im Schwerpunkt
vereint zu denken. Je gréBer die An-

- 100 = 1,90% .

U S n|  zahl der Teile ist, in die wir uns die
% 1 Feder zerlegt denken, desto genauer
L s wird die Rechnung. Wir wollen hier

Abb. 36. Schematische Dar- die Aufgabe nur fur den 9infachsten
stellung von Feder mit Masse. Fall, bei dem wir uns die gesamte

Federmasse im Schwerpunkt vereint
denken, behandeln. Die Anordnung 34 wird dann durch die
schematische Darstellung Abb. 36 dargestellt, in der m, =g¢s
ist. Wir unterteilen die Anordnung durch Aufschneiden der
Federn und der zwischenliegenden Masse m, in 3 Anordnungen

von gleicher Schwingungsdauer T = 27 |/ mc i

0

im Sinne des § 9.
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Dann ist:

S

s
23. my Sy = (§ — Su) (—— myy) = (my; + my) - 3

Aus diesen Gleichungen entfernen wir die eine Unbekannte m,,
und 18sen nach der anderen Unbekannten s,; auf.

=) =t
—My " 8
2 (s—sy)’
My*s (8
Sumy = 2(?19@ (*2“ - Su) )

s
2my s 8 — 891 (2smy + mys) +- m2—2—=0,

1 My > s my, s2 mi s m,
811—‘2‘<8+2—m18 iV‘*“*‘ T T T

4  4m, 4m?; 4 m’

—‘——T
24811—-—<1+ )2V1+ .

Wir nehmen an, dall die Masse m, der Feder klein sei gegen die

Mgy =

Masse m,, so dafl wir die hoheren Potenzen von é—mz gegen die

1
niedrigeren vernachlissigen kénnen. Es la8t sich dann die Wurzel
ziehen:

S m.
25. S = ‘2‘(1 + 221) (1 + w)

(1 + —2-> bzw. s;=-s-

my

my
4m,

2

2

wobei wir Wleder — gegen —2 vernachlissigt haben. Fiir die
my

Schwmgungsdauer T’ erhalten wir

26. T =27 lesu Qn( mz)l/mls.
Cy 8m, ¢y

Die erste sehr rohe Anniherung liefert das Ergebnis, daB
1/, der Federmasse der angehéingten Masse zugezdhlt werden
miilte. Durch weitere Unterteilung der Feder kénnen wir die

4%
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Annéherung verbessern. Wir finden z. B. bei Unterteilung der
Feder in 3 Teile, daBl 1/, der Federmasse m, der Masse m, zu-
gezahlt werden mufl. Die Formel fiir die Schwingungsdauer T
lautet dann:

27. Tl_zn(1+6ml)]/co :

Die erste Anniherung fiir die Schwingungsdauer 2. Ordnung 7T,
erhalten wir, wenn wir den 2. Wert von s;; aus Gleichung 25 in
Gleichung 26 einsetzen:

sm2
dcy

§ 24. Schwingung eines Schachtlotes. Unter einem Schachtlot
versteht man einen Kupfer- oder Stahldraht, der in einen Schacht
gehingt und mit einem Gewicht belastet ist. Das Schachtlot
dient zur Richtungsbestimmung im Bergwerk. Bei der grofien
Linge lassen sich kleine Schwingungen des Lotes, das eigentlich
ruhig hiingen sollte, nicht vermeiden. Wenn die-Masse des Drahtes
vernachlissigt werden kann, haben wir ein mathematisches Pendel,
dessen Schwingungsdauer nach Gleichung 27 des 1. Kapitels be-
rechnet wird. Fiir genauere Bestimmungen der Schwingungs-
dauer muBl auf den EinfluB der Seilmasse auf die Schwingungs-
dauver Riicksicht genommen werden. Wir kénnen uns dann die
Anordnung Abb. 37 aus der schwingenden Saite mit
Einzelmasse #hnlich wie in den vorausgehenden Ab-
sehnitten so erhalten denken, daB wir das Gewicht G
in Abb. 32 aufschneiden und die Seitenspannung P

28, T, —-271]

durch die Erdanziehungskraft =g ersetzt denken.

Es ist beim Schachtlot nur zu beachten, dafl die Span-
nung S des Seiles von unten nach oben wichst. An
Abb.37. der Befestigungsstelle des Gewichtes ist S gleich @.
Seilmit Bezeichnen wir die spezifische Masse des Seiles mit

- 2
h;fjgﬁem u kg sec , so ist S an der Stelle z (Abb. 37):
29. S=Q+x-f-u-qg.

Gewicht.

Wir filhren die Seilschwingung, wie es im vorausgehenden
schon einmal geschehen ist, auf die Anordnung Abb. 34 einer
Feder mit angehéingter Masse zuriick. Die Gleichung der Saiten-

g & dex=ufdx— o ti: (Gleichung 15) und

schwingung lautet S
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: . a3 3 .
die der Federschwingung ¢, 2 de=upfdz Ik Der Elastizi-

titszahl ¢, der Feder entspricht die Spannung 8 der Saite oder
des Seiles. Die Schwierigkeit besteht jetzt nur darin, daBl S nach
Gleichung 29 eine Funktion von  ist. Unseren schwingenden
Draht haben wir also mit einer Feder zu vergleichen, deren
Elastizititsziffer ¢, nach der Befestigungsstelle hin zunimmt.
Wir haben frither aber schon Aufgaben dieser Art in §10 und § 12
zu lésen gelernt. Wir haben damals z. B. Wellen von verschie-
denem Durchmesser auf eine Einheitswelle zurtickgefithrt, indem
wir die tatsdchlichen Léngen der Wellenstiicke durch bezogene
Langen der Einheitswelle so ersetzt haben, daf das Stiick der
Einheitswelle bei gleichem Moment gleichen Verdrehungswinkel
ergab wie das tatsichliche Wellenstiick. Dieselbe Uberlegung
wenden wir auch jetzt an und suchen die Lénge ., , die die Feder
bei gleichbleibender Elastizitdtsziffer ¢, = ¢ haben miilite, um
gleiche Schwingungsdauer zu geben. Nach den Ausfithrungen in

§9 ist 1., = l-g oder, nachdem sich S von Stelle zu Stelle

. Q
andert (dx),, =dz Ot efug
=8 xfs Q
30 Shez. d x ez. d r—-—.
-:// b ;/0 Q + xf,u g

Wenn das Gewicht des Drahtes ufgs — und dann erst
recht ufxg — klein ist gegen ¢, kénnen wir angendhert
schreiben :

§
Spez. :/dx(l —
0

Wir fithren also die Seilschwingung auf die Federschwingung

. . s
zurlick, wenn wir ¢, = @ und Spqe = Sgen (1 — —%—g) setzen.

92}#) :8_3;.!%?:8(1, S%“’).

Auflerdem haben wir noch das Gewicht des Seiles bzw. das
der ihm entsprechenden Feder zu beriicksichtigen, wobei wir die
Annéherungsformel 27 verwenden kénnen. Die Schwingungs-
dauver T, des Seiles mit Gewicht ergibt sich aus Gleichung 27
und 31 zu:
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e) l/«?-?( -

1
g-@Q

~ a1+ 20e0) L 1Le0)) 2
=2nV§(1—ﬁl%g>.

Dabei ist & i;g als klein gegen 1 vorausgesetzt, so dal} in der

£

32. T1=2n(1+

1. Zeile der Klammerausdruck unter dem Wurzelzeichen durch

(m‘sg

2
Beifiigung von T) zum vollstindigen Quadrat erginzt
werden konntel). ¢

Es bereitet keine groBien Schwierigkeiten, die Rechnung genau
/A'Sg nicht mehr

durchzufiihren, was immer nétig sein wird, wenn

klein ist gegen 1. In diesem Fall muBl Gleichung 30 unmittelbar
integriert werden mit dem Ergebnis:

Q [dwiug) _ Q@ , Q-+sfug
33. g, = e [t ¥ XTI
e fugo Q+zfug fﬂgn Q

Mit dieser ersten Reduktion ist das schwingende Seil auf die
schwingende Feder zuriickgefithrt. Es bleibt noch die Bertick-
sichtigung der Seil- bzw. Federmasse nach den Formeln 21 und 22,
fiir die schon ein Beispiel im vorausgehenden Abschnitt durch-
gerechnet ist.

§ 26. Biegungsschwingung eines Balkens unter dem Eigen-
gewicht. Bei den vorausgehenden Betrachtungen an der schwin-
genden Saite ist eine Vernachlissigung stillschweigend gemacht
worden, der wir uns jetzt zuwenden wollen. Die Forménderung
der Saite bei der Schwingung besteht in einer Verbiegung, die
durch ein Biegungsmoment hervorgerufen wird. Das Moment
wird vor allem an der Einspannstelle der Saite einen verhéltnis-
mafBig grofen Wert annehmen; es wird bewirken, daBl die Saite
an der Einspannstelle nicht scharf abgebogen wird (siehe Abb. 31),
sondern daB ein etwas sanfterer Ubergang stattfindet. Wenn
aber die Saite stark gespannt ist, so wird das Moment der geringen

1) Das gleiche Ergebnis hat E. Trefftz- Dresden schon frither auf
anderem Wege erhalten. Siehe ,,Mitteil. a. d. Markscheidewesen*: 1921.
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Forminderung wegen im ganzen nur einen im Vergleich zu P
unbedeutenden Einflu auf den Schwingungsvorgang haben.

In der Praxis tritt aber auch der entgegengesetzte Fall auf,
niamlich daB einerseits die Saite so biegungssteif ist, dal sie selbst
bei kleinen Forméinderungen schon ein erhebliches Moment aus-
l6st und daBl andererseits die Zugkraft P klein ist oder itberhaupt
verschwindet. Mit diesem entgegengesetzten Fall — dem schwin-
genden Balken — wollen wir uns jetzt beschiftigen. Wir nehmen
dabei an, daB der Balken nur durch sein eigenes Gewicht oder
durch eine gleichférmig aufgelegte Masse — nicht aber durch
Einzelmassen — belastet ist.

In Abb. 38 ist der Balken in der Mittellage I und in einer
Zwischenlage II mit den Koordinaten x und & aufgezeichnet.
DaB der Balken in der Ruhelage eine
kleine Durchbiegung infolge der Erd-

anziehung hat, stort die Betrach- &

tung nicht, da diese statische Durch- ¥

biegung ohne Einflu} auf die Schwin- ¢

gungsdauer ist, so daB sie vernach- p———— —= _f:f___.fl
: S Sl

lassigt werden kann.

Die Festigkeitslehre sagt uns, dal  Abb. 38. Schwingung des frei
in einem Balken, der aus der geraden aufliegenden Balkens.
Form in die gekriimmte tibergefithrt
wird, ein Moment M = f(z) wirkt. Wenn mit ¢ der Halbmesser
der Krilmmung und mit d¢ die Winkelinderung von zwei be-
nachbarten Querschnitten bezeichnet wird, ist:
34. 1M _de_d&c

0 JE dx dx?
In dieser Formel bezeichnet J das axiale Trigheitsmoment der
Querschnittsfliche und E den Elastizititsmodul des Balken-
materials. Im Querschnitt an der Stelle x tritt aber aufler M
noch eine in der Querschnittsfliche liegende Scherkraft V auf,
die mit M durch die Beziehung verbunden ist:
. aM ds &

35. P =V=JE Jad
Die Scherkraft V tritt aber nicht nur im Querschnitt z, sondern

auch im Querschnitt x 4 dx, und zwar an dieser Stelle in der

. av av
Starke V -+ P dx, auf. Der Zuwachs von V, also P dx

H

ist die resultierende Kraft, die am Balkenelement d x in senkrechter

der

2

Richtung (Abb. 38) wirkt und die die Beschleunigung CZ{;:
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Masse des Elementes u - f-dx bewirkt. Da & eine rseits mit =
und .andererseits mit ¢ verdnderlich ist, schreibsn wir partielle
Differentialquotienten :

v 0L E 0%¢
36. Ao =JEBG dw=—p-]-du- .

Das Minuszeichen gibt wie frither an, dafl die resultierende Kraft
auf eine Verringerung des Ausschlages & hinwirkt.

Die Gleichung 36 ist die Differentialgleichung des Systems ;
sie hat eine Losung, die #hnlich der Losung der Differential -
gleichung 1 ist:

37. §=§osinocx-sin062VJ—E-t,
, ‘ uf

wovon man sich durch Differentieren und Einsetzen in 36 sofort
ilberzeugt. Die Losung 37 ist nicht die allgemeinsts, sondern nur
eine Losung fiir stehende Schwingungen, d. h. fir solche
Schwingungen, bei denen zu bestimmten Zeiten alle Ausschlige
& gleichzeitig Null sind. Sie gilt iiberdies nur fir den Fall des
beiderseits frei aufliegenden ‘Balkens.

Zur Feststellung der Grenzbedingungen beachten wir, daBl an
den Stellen z = 0 und z = s der Ausschlag & dauernd Null ist,
d. h. es muB nach Gleichung 37 sein 6 s =n, 27, 3x... Die
Dauer T, einer vollen Schwingung 1. Ordnung ist dann also:

JE uf2s? . luf
38. &2 |/ i e Ty = 2m; T,._V —_0,6363]/7E,

u

(frei aufhegender Balken).
Die Gleichung 37 gibt nur die Losung fiir den besonderen Fall
des an beiden Enden frei aufliegenden Balkens. Wenn andere
. . _ Falle vorliegen, z. B. der vorragende Balken
%_ : ; Abb. 39 oder der beiderseits eingespannte
T Balken, so mufl man eine allgemeinere Lo-
sung fiir die Differentialgleichung 36 suchen.
Die Gleichung 37 war der Gleichung 2 fiir
die schwingende Saite nachgebildet. Dort
war aber die Differentialgleichung 1 nur von
der 2. Ordnung, so dafl man die Lésung fiir die stehende Schwin-
gung mit zwei Konstanten (oder wenn man die Sonderannahme

Abb. 39. Balken an
einem Ende einge-
mauert.

.. d . .
macht, zur Zeit £ =0 ist ;ﬁ = 0 mit nur einer Konstanten) er-

halten muBte. Unsere Differentialgleichung 36 ist von der 4. Ord -
nung. Die allgemeine Losung fiir stehende Schwingungen wird
deshalb 4 Konstanten haben miissen.
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Fiir die weitere Behandlung der Aufgabe wollen wir zuerst
in der Gleichung zum Ausdruck bringen, dal wir nur die Lésungen
fitr die stehenden Balkenschwingungen haben wollen. Die stehende
Schwingung ist aber dadurch gekennzeichnet, daf & an jeder
Stelle 2 nach der Zerlegung in die Schwingungen der verschie-
denen Ordnungen gleich einem Grofitwert » mal sin § ¢ ist, wobei

T ——-f—ziz die noch zu bestimmende Dauer der Schwingung von

der betreffenden Ordnung ist. Dieser Ausdruck geht aus

Gleichung 37 hervor, wenn man fir o? / JB_ fp und fiir

&y sinxx = » setzt. Gleichung 36 kann dann in der Form ge-
schrieben werden:

dty
39. JE s =ulnp.

Der auf beiden Seiten auftretende Faktor sin f ¢ ist herausgehoben
worden mit dem Erfolg, dal jetzt # nur noch von z abhingt.
Die Kurve 5 = f(x) stellt die elastische Linie des Balkens beim
grofiten Ausschlag einer Schwingungsordnung dar.

Die allgemeinste Losung der Gleichung 39 lautet (wovon man
sich durch Probieren sofort iiberzeugen kann):

40. 5 =Csinaz + Cyeosax + Cysinhxz 4 C,coshx x .

Statt des Sinus hyperbolicus und des Cosinus hyperbolicus

hitte man auch ¢"*® und e¢™*” nach der Beziehung sinh & x

+ax —Xx +ax -az
e T —e e + o .
= 3 und cosh oo x = T einfithren koénnen.

Die Grenzbedingungen fiir den an einem Ende eingemauerten
Balken lauten: fiir x = 0 ist # = 0 und %Z =0 und firx=-=¢
ist M =0 und V=0. (Die letzteren Angaben erhilt man,
wenn man das Stiick rechts vom Schnitt betrachtet; an der Stelle
x = s fallt der Schnitt mit der Begrenzung des Balkens zusammen,
an der keine Kraft und kein Moment iibertragen wird.) Durch
Einsetzen der Grenzbedingungen erhilt man:

41. Npeo = 0 = Oyc080 + Cycosh 0 .
Nach ,,Hiitte* ist sinh 0 = 0 und cosh 0= 1, also:
42. 0, = —C,.
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Ebenso:
43. Z—Z:Cloccosocx—Ozocsinocx—{—C’3occoshocx~02ocsinhocx,
<g‘;‘7) =0=0;-a +C;0; C; =—C,,

ferner beachten wir, daB nach Glelchung 34 M=JE- 4 und

nach Gleichung 35 V = JE - ) " ist. Die 3.und 4. oben gde;:lannte

Grenzbedingung liefern also:

44. gi}z =—Ca%sinqr—Cy2cos x— O, & 2sinh ax— Cyo2cosh
0 =C;sinx s + Oycos s + Oy sinh & s + Cycosh o s

und

45. 3 Z —Cya3cosar+ Cyadsina x —C a8 coshax—Cyadsinh o

0 =C,cosan s —Cysina s 4 Cicosha s + Cysinh o s .

1

C
In Gleichung 44 und 45 fihren wir als HilfsgréBe y = o ein.
2
Dann kénnen wir y aus jeder der beiden Gleichungen ermitteln.
Durch Gleichsetzen der beiden Werte erhalten wir eine Gleichung
fir o:

46. 7=—~(cosocs+c05h(xs) sinx s—sinhx s

sinx s+ sinhaxs cosx s + cosho s
sin2x s —sinh2a s -4 cos?2&s -+ cosh?a s 4+ 2cosxscoshas =0 .
Nach ,,Hiitte™ ist cosh2a s —sinh2x s = 1, folglich:

47. cosx scoshos = —1.

Ausdriicke dieser Art sind dem Bauingenieur geldufig. Sie treten
vor allem bei der Berechnung von Balken auf nachgiebiger Unter-
lage (z.B. Eisenbahnschwelle) auf. Man hat fiir diese Zwecke
Tafeln aufgestellt, aus denen cosx coshx und &hnliche Ausdriicke
unmittelbar als Funktionen von # entnommen werden kdénnen.
Wir entnehmen z.B. aus den Tafeln von Kaiichi Hayashi:
,»Theorie des Tragers auf elastischer Unterlage®, Berlin 1921, dafl
der Ausdruck 47 zu Null wird fiir &« s = 1,875; 4,694; 7,85 ...
Die Schwingung 1. Ordnung ist also gegeben durch o s = 1,875;
aus Gleichung 38 folgt demnach:

_2nq/pf 2z mf 2 Ez
48. Tl*ﬁVJE 187528VJE L)

(vorragender Balken).
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In dhnlicher Weise kann die Schwingungsdauer fiir den beider-
seits eingespannten Balken berechnet werden. Die ersten beiden

Grenzbedingungen (77 =0 und % = 0 fir x = 0) gelten ebenso

wie vorausgehend; wir erhalten also wieder C; = —C; und
0, = —C0,. Zur Feststellung der 3. und 4. Grenzbedingung be-

d
achten wir, da} fiir x = s ebenfalls 5 =0 und ?Zla]i =0 sein
muB. Setzen wir diese beiden Werte in die Gleichungen 40 und 43

ein, so ist:

49. O =0 sinns+ Cycosx s —C;sinh 6 s — Cycosh o s,
cosow s —cosh o s
sinh & s —sina s

und
50. O =Cjcosas—C,ysinaxs—C,coshas—C,sinhas,
sino s 4 sinh & s
7= cosaxs—coshos

Durch Gleichsetzen der beiden Werte fiir y erhalten wir:

51. sinh2x s —sin2x s = cos?a s 4 cosh2x s —2 cose s cosh & s
cosx scoshos = 1.

Wir entnehmen der oben genannten Tafel, dal zum Wert 1
Werte o s=0; 4,73; 7,85 usw. gehéren. Der Schwingungs-
dauer T, entspricht & s = 4,73 und folglich nach Gleichung 38:

27 [t uf
= g2/ = 2|/ 2L
52. Ty = amgp | g = 02805 VJE

(beiderseits eingespannter Balken).

§ 26. Verdrehungsschwingungen von unbelasteten Wellen.
Die Berechnung der Schwingungsdauer einer Welle, die Schwung-
massen trigt, ist unter Vernachlidssigung der Wellenmasse schon
in § 12 durchgefilhrt worden. Die Anordnung lieB sich auf die
geradlinige Schwingungsanordnung von Massen, die zwischen
Federn gehalten sind, zuriickfithren. Ebenso kénnen wir hier
verfahren: Um die Drehschwingungsdauer der Welle allein zu
berechnen, konnen wir die Welle durch eine Feder ersetzen und
die nach § 17 errechenbare Schwingungsdauer der Feder auf die
Welle iibertragen. Der Vergleich der Gleichungen 9 und 18 von
Kap. I lehrt, dafl wir statt der Masse das Massentrigheits-
moment und statt der Elastizititszahl der Feder die Gleitzahl
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der Welle einzufithren haben. Elastizitdtszahl der Feder war
das Tausendfache der Kraft, die nétig ist, um die Linge einer
Feder von der urspriinglichen Lange Eins um ein Tausendstel zu
verandern; entsprechend ist die Gleitzahl einer Welle das Tausend-
fache des Momentes, das aufgewendet werden muB, um eine
Welle von der Linge Eins um den Winkel —— i 00 5= 0,057° zu
verdrehen. Die Gleitzahl G, der Welle hat die Dimension kg cm?,
d. h. Verdrehungsmoment mal Wellenlinge auf den Einheits-
verdrehungswinkel bezogen.

In der Regel ist aber nicht die Gleitzahl G, einer Welle, sondern
ihr Gleitmodul G kgjem? und ihr Durchmesser gegeben. Es ist
aber nach einer Formel der Festigkeitslehre:

M 1G4

53. =-—+(20); =l
53 dp =7 @) M=—4y
wobei 4 ¢ der zum Verdrehungsmoment M gehorige Verdrehungs-
winkel, ¢ das polare Flichentrigheitsmoment der Querschnitts-

4
flache (i = j—tg) und 21 die Lange der Welle bezeichnen. Nach
Definition ist dann:

54 G,=1i0.

Die bezogene Masse u der Feder in Gleichung 2 ersetzen wir
durch das Trigheitsmoment J der Schwungmasse, bezogen auf
die Léngeneinheit der Welle:
_i-day

29, g-da:

.y .
=t =qu.
g Hn

Die Gleichung 2 koénnen wir auf die Wellenschwingung an-
wenden, wenn wir fiir & 4 ¢ schreiben:

xn G =z
56. Ao = A%Sln2lsm<tVﬁ‘—2—l)
und nach Gleichung 5:

41
) /Al Vi
57 n G
Das heifit: die Schwingungsdauer 7' ist unabhéngig vom Durch-
messer der Welle; sie ist neben der Linge 21 nur vom Material
abhéingig und sie verliuft im Vergleich zur Longitudinalwelle

des gleichen Materials V% = co 1/0,_4 = 0,63 mal so rasch wie diese.
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§ 27. Transversalwellen in festen Materialien. Die Unab-
hingigkeit der Schwingungsdauer 7' vom Wellendurchmesser bei
der Verdrehungsschwingung hat einen sehr einfachen Grund:
Die Drehschwingung setzt sich aus Transversalwellen zusammen,
deren Amplitude verhiltnisgleich dem Abstand eines Elementes
von der Drehachse ist. Um das einzusehen, denken wir uns
aus der Welle, deren Querschnitt in Abb. 40 wiedergegeben ist,
einen Stab: d f-s herausgeschnitten. s ist parallel der Wellen-
achse gemessen. Bei der Verdrehungsschwingung der Welle be-
wegt sich df-s auf einer Rohre von den Halbmessern 7 und
r -+ dr. Je kleiner der maximale Ausschlag von s-djf bei der
Schwingung ist, mit desto gréBerer Anndherung kénnen wir
annehmen; daB sich die einzelnen Massenpunkte von d f - s in der

- f i ‘,’
i ‘ /
— »?7 ax
/1'45—; -dzx)-f
Abb. 40. Abb. 41 und 42. Gleitschwingung eines Stabes.

Ebene bewegen, die man als Tangentenebene an den Zylinder vom
Durchmesser 2 r legen kann (Abb. 40). Die Bewegung der Stab-
teilchen s-d fist eine Transversalschwingung oder Gleitschwingung,
und die gesamte Drehbewegung der Welle kénnen wir uns aus
Gleitschwingungen von einzelnen Stdben s - d f zusammengesetzt
denken, von denen wir jetzt eine einzelne ndher untersuchen
wollen.

In Abb. 41 ist die ebene Gleitschwingung eines Stabes in der
Mittellage und in einer Endlage dargestellt. Aus einem recht-
eckigen Element b-dx in Abb. 42 wird bei der Forminderung
ein Element mit dem Winkel y, wobei 7 = y - G'ist. Oben wirkt

die Schubkraft 7 - f, unten die Kraft ('[ T dx) -f. Es ist
demnach:

58. feoo
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Dabei ist u die bezogene Masse des Materials. Den Winkel p

kénnen wir auch durch & ausdriicken, da y = % ist:

0x
02w 0%¢
59. dxz G o2’
Die Gleichung entspricht aber vollstindig der Gleichung 1, wenn
wir dort den Elastizitdtsmodul E durch den Gleitmodul & ersetzen.

Die durch Abb. 41 wiedergegebene Gleitschwingung hat in der
Maschinentechnik, so viel mir bekannt, keine Bedeutung, sofern
man nicht die Drehschwingung mit einbezieht. Die grundsitz-
liche Bedeutung der Gleitschwingung nach Abb. 41 liegt aber
darin, daB sie mit der Longitudinal- oder Druckschwingung zu-
sammen die einzigen Schwingungen sind, die in der Materie als
solcher auftreten konnen. Alle iibrigen Schwingungen (Saiten-
schwingungen, Biegungsschwingungen, Federschwingungen usw.}
sind Schwingungen, die von den besonderen Formen der XKérper
abhéngen und bei denen die einzelnen Massenteilchen nur wieder
Druckschwingungen oder Gleitschwingungen ausfithren; die zu-
gehdrigen Schwingungsdauern sind durch die besonderen Ab-
messungen der Korper bedingt. Die Schwingungsdauern der
Druckschwingungen und Gleitschwingungen sind auBler von der
Wellenlinge nur vom Material abhéingig.

Die feste Materie kann Druckschwingungen und Gleitschwin-
gungen ausfithren. Die Druckschwingungen sind mit Volum-
dnderungen verbunden, wihrend die Gleitschwingungen ohne
Anderingen des Volumens vor sich gehen. Die ersteren nennt
man auch Schallschwingungen, wenn man sich von der Ein-
schrinkung, da es sich um stehende Schwingungen handeln
soll, frei macht. Die Gleitschwingung in der festen Materie
hat nur Bedeutung als Drehschwingung, bei der sich die Gleit-
schwingungen in bestimmter Weise um eine Achse herumlagern.
Die Drehschwingung ist aber keine allgemeine Schwingung der
Materie, sondern sie tritt nur auf, wenn die Materie in einer
ganz bestimmten Form begrenzt ist.

Die flitssige und gasformige Materie kann nur Druckschwin-
gungen tibertragen, da bei ihr keine Gleitkrifte auftreten — so-
fern wir ideale, d. h. reibungsfreie Fliissigkeiten oder Gase voraus-
setzen. Fiur sie ist ¢ = 0.

Der Weltensther im Gegensatz dazu scheint nur Gleitschwin-
gungen fiibertragen zu kénnen. Wir schliefen daraus, dafBl fir
ihn der Elastizititsmodul Null oder wenigstens verschwindend
Klein ist. Wir befinden uns damit allerdings im Gegensatz zur
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dlteren Athertheorie, bei der angenommen wurde, daf der Ather
ein starres Medium sei, also den Elastizitatsmodul Unendlich
habe. Diese Theorie mufite aufgegeben werden, da sich gewisse
Versuchsergebnisse damit nicht in Einklang bringen liefen.
Betrachten wir nochmals die Druckschwingungen und die
Gleitschwingungen in der festen Materie, und zwar im zwei-
dimensionalen Raume (Abb. 43), so sehen wir, daB mit einer
Druckschwingung, die in X-Richtung
auftritt, immer eine Gleitschwingung 9y
in Y-Richtung verbunden sein wird, t
es sei denn, daB} die ganze Materie in
Y-Richtung zur gleichen Zeit den
gleichen Schwingungsausschlag hat. o

- > > >

- > > > >
- e s .

Druckschwingung und Gleitschwin- b

gung gehoren demnach fiur die feste e Foy,
Materie zusammen, und sie kénnen Py " x
als die Schwingung der festen R

Materie angesprochen werden. Abb. 43. Fortpflanzung von

Beide Schwingungen sind noch da- ~ Gleitschwingung und Druck-
. . schwingung in {festen Ma-

durch voneinander verschieden, daf terialien.
die Druckschwingung durch die Fort-
schreitungsrichtung gegeben ist (eindimensional), wihrend zur
Festlegung der Gleitschwingung auBler der Fortschreitungsrichtung
noch die Richtung desAusschlages angegeben werden muB} (zwei-
dimensional). In der Physik dullert sich das darin, daB es beim
Schall (Druckschwingung) nur auf die Wellenlinge ankommt,
wahrend bei der Lichtfortpflanzung (Gleitschwingung) neben der
Wellenlinge auch die Schwingungsrichtung eine Rolle spielt. Wir
nennen z. B. ,,eben polarisiertes Licht‘‘ ein Licht, dessen Wellen
alle parallel zu einer Ebene (Polarisationsebene) liegen.

§ 28. Energic forttragende Wellen. Die nachfolgenden Be-
trachtungen sind ganz unabhingig
davon, mit was fiir Wellenarten wir R N
es zu tun haben. Mit Riicksicht auf T Abb. 44 s
die Einfachheit der Darstellung legen
wir Gleitwellen zugrunde, bei denen also Fortpflanzungsrichtung
und Schwingungsrichtung unter 90° zueinander stehen (Abb. 44).

Eigentlich héatten wir die nachfolgenden Betrachtungen schon
vor den § 27 setzen miissen, da die dort behandelten Druckwellen
und Gleitwellen in der Physik als phasenverschobene, energiefort-
tragende Wellen auftreten. Die Uberlegungen in § 27 nahmen aber
auf diese Tatsache keinen Bezug, so dafi die nachfolgenden Betrach-
tungen keinen EinfluBl auf die in § 27 gefundenen Ergebnisse haben.
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Samtliche Uberlegungen, die bei den unendlich vielgliedrigen
Schwingungsanordnungen bisher angestellt wurden, gingen von
der Gleichung 1 oder von der ihr entsprechenden Gleichung 59
aus. Die Losung 2 war nur ein partikulires Integral der partiellen
Differentialgleichung. Wir behandeln jetzt ein anderes partiku-
lares Integral, das fiir die Fortpflanzung von Wellen besonders
wichtig ist. Dieses anders gebaute partikuldre Integral lautet:

x t
60. §=§000s2n<7—;>.
Wenn wir diesen Ausdruck zweimal nach x und nach # partiell
differentieren und in Gleichung 59 einsetzen, finden wir die Be-
dingungsgleichung zwischen z und 4:

1 [ 2 G
o1. e 7=
Der Wert unter dem Cosinus in Gleichung 60 #ndert sich mit z

und ¢. In jedem Augenblick ¢ gibt es Werte fiir , an denen
& =0 ist. Diese Knotenpunkte sind dadurch gegeben, daB

x ¢ n 3n b= . . .
2n (7 ———T—) =599 wird. Fiir die Knotenpunkte ist
1 4 3 t 5 13 .
also r_- + —; — -+ —; — -+ — ... Den Abstand zwischen
A 4 T’ 4 v’ 4 T

2 Knoten haben wir frither eine halbe Wellenlinge genannt, wo-
bei wir ein Viertel der Wellenlinge mit 7 bezeichnet haben. Wenn
wir im obigen Ausdruck 2 Werte s; und s, einsetzten, die um 41
. .S s 41 5 1
voneinander abstehen, so ist: Tl T TSI T T 1 oder
A=41. Der Ausdruck 1 in Gleichung 60 bedeutet also die
Wellenléinge (4 1) oder die doppelte Entfernung zwischen 2 Kno-
ten zu einer bestimmten Zeit. Ebenso kann man zeigen, daB v
die Schwingungsdauer angibt, d.h. die Zeit, in der sich das
Schwingungsbild an einer bestimmten Stelle (z = const.) wieder-
holt. Unter Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle verstehen
wir die Geschwindigkeit », mit der ein Knotenpunkt (£ = 0)
auf der X-Achse dahin eilt. Bezeichnen wir die zu & = 0 ge-
hérigen Werte mit 2; und #,, so ist nach Gleichung 60 und 61:

x t 7 dzx A G
62. J——-i>:—~ 1= =
27:(/1 7 2’ dt, 1 =r= ]/

Der Knotenpunkt der Energie forttragenden Gleitwelle bewegt
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G .
sich also mit der Geschwindigkeit vy = 1/ ﬁ’ dem ein Ausdruck

yp = ‘/E fiir die Druckwelle entsprechen wiirde.
u

Wir miissen uns nun dariiber klar werden, warum die im
vorausgehenden gekennzeichnete Welle eine Energie forttragende
Welle genannt worden ist.

Betrachten wir zuerst eine stehende Schwingung Abb. 45, so
wird an einer bestimmten Stelle zur Zeit ¢ der Ausschlag & und

0
zur Zeit ¢ + d¢ der Ausschlag & -+ —é—f -dt

betragen. Die Kraft, dieim Querschnittz = 1% >
. 0 .
tbertragen wird, ist G- ——é, wenn wir
Jx Abb. 45. Stehende
die Querschnittsfliche gleich Eins setzen. Schwingung.

Die Kraft ist nach der Nullage zu ge-
richtet, wahrend der Weg a—f -dt nach auBlen zu gerichtet sein

mag. In der Zeit d¢ leisten also die inneren Kriifte eine negative
Arbeit @ %% -dt, d. h. die Forménderungsarbeit nimmt zu auf
Kosten der kinetischen Arbeit. Beim Riickgang kehrt sich das
Vorzeichen von gg -dt, das in der Zeitspanne df zuriickgelegt

wird, um; die inneren Krifte leisten positive Arbeit. Integrieren
wir fiir eine bestimmte Quer-

schnittsstelle # — a iiber eine  |*5

ganze Schwingung, d. h. von v

t = 0 bis { = 7, so wird durch x

den Querschnitt z von den m

. N . 5
inneren Kriften insgesamt :

keine Arbeit durchgeleitet, da NN

Sl.c.h positive 1.1nd negative Be- Abb. 46. Fortlaufende (Energie
trige gegeneinander heraus- forttragende) Schwingung.
heben.
Wir betrachten nun eine fortlaufende Schwingung (Abb. 46)
Zu den 6 Zeiten 1—6 werden im Querschnitt # 6 Augenblicks-
bilder aufgenommen: Zur Zeit 1 ist die Kraft im Querschnitt z,
wenn wir den rechten Teil des Stabes, der die Gleitschwingungen
ausfiihrt, betrachten, nach auBen gerichtet. Ebenso ist der Zu-

0
wachs 075 -dt in der Zeitspanne 1—2 nach aullen gerichtet. Es

Foppl, Schwingungslehre. 5
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wird positive Arbeit durch den Querschnitt # hindurchgeleitet.
Zur Zeit 3 ist die Kraft am rechten Teil des Stabes im Quer-
schnitt # nach innen gerichtet, da wir schon fiber den gréften

0
Ausschlag hinaus sind ; ebenso ist der Weg 64: .

richtet. Zur Zeit 6 wieder ist die Kraft am rechten Teil nach aullen
gerichtet, d. h. nach der negativen &-Richtung hin. In gleicher Rich-
tung dndert sich aber auch der Ausschlag &. Es wird zu allen Zeiten
nur positive Arbeit im Querschnitt  von der linken Seite auf
die rechte iibertragen, und wir wollen jetzt die Arbeit A4, be-
rechnen, die wihrend einer vollen Schwingung durch den Quer-
schnitt von der Fliche 1 an der Stelle & hindurchgeleitet wird:

63. / -dt.
0
Dabei is ¢
und —= - dt die Weginderung in der Zeit d ¢ an der unverdnder-

ot
lichen Querschnittsstelle . Die Integration hat sich iiber eine volle
Schwingung, in der & wieder auf seinen Ausgangswert zuriick-
geht, zu erstrecken. Bei der Integration bleibt die Stelle x un-

gedndert; ist die zu den verschiedenen Zeiten verschieden

0
ey
groBe Neigung der elastischen Linie. Um die Scherkraft in kg zu
erhalten, miiBten wir eigentlich noch die Querschnittsfliche f

dem Integral als Faktor beifiigen. Wir haben aber f = 1 gesetzt.

0
Zur Darstellung von of brauchen wir die Abh#éngigkeit

ox
zwischen & und z zu einer bestimmten Zeit . Nach Gleichung 60 ist :
o0& 27, . ( x ¢ )
64. *(9—32———750511'1271 7———7 ’
und:
0é

65.

2n . x t)
= f— 2| — ——].
ot + T Sosin n(/l T/

Aus den Gleichungen 63 bis 65 folgt:

66. ——fG

2n0§0[5m22n(_;_i) _d(_Znt>’

0

§0s11122n<,1 ——-t-) -dt

ll
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Da bei der Integration x als unverédnderlich betrachtet wird (es
soll ja der Energiedurchgang wiahrend einer Wellendauer

durch eine bestimmte Stelle # = a berechnet werden), ist —;feine

Konstante. Wir kénnen deshalb die Integration ausfithren:

_ 27 G 1 . z ; * Al
67. Ar———,{—Su[—anléln(T—?)+n(7——7>Jt:0
REENE
- .

Wir wollen zeigen, dal die durch eine Querschnittsstelle wahrend
der Zeitintervalle #,-—t, =1 durchgeleitete Energie 4, gleich
der Energie 4; ist, die in einer Wellenlinge i enthalten ist.
Wir machen deshalb zur Zeit ¢ eine Augenblicksaufnahme und
beachten, daf sich die Gesamtenergie der Schwingung in dem
Gebiet * =0 und x =1 aus Forminderungsenergie und kine-
tischer Energie zusammensetzt. Die bezogene Formanderungsarbeit

1 0
ist nach einer Formel der Festigkeitslehre — G =5 ( P i) ,

wobei y der Gleitwinkel ist, und die auf das Volumen 1 be-

0

o e 3ol +/ (e

Wir setzen wieder die Querschnlttsﬂache f gleich 1 und erhalten
unter Beriicksichtigung von Gleichung 64 und 65:

1 1 0&\2
zogene kinetische Energie ist Su v? = Zu ( §> . Esist also:

2
69. A@—Zn EZG/SIn22n(—/-1——-—~)dx

P
2 2
4+ i Mffs1n22n(—x———) ‘dx.
72 VI

0
Wir setzen den Wert von u aus Gleichung 61 ein und erhalten
damit die Summe zweier gleicher Ausdriicke, die wir zusammen-
ziehen kénnen:

z=1
9. e (e (_x__£>. (2”)
70. 4,=2 lEOGf81n 2n 7 . d )

z=0
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Wenn wir das Integral auswerten, so erhalten wir den gleichen
Ausdruck, den wir schon in Gleichung 67 kennengelernt haben.
Bei jeder Schwingung wird also die Energie einer Schwingungs-
linge in der Schwingungsfortschreitungsrichtung fortgetragen und
die Fortleitung der Energie erfolgt unter einer Phasenverschiebung
von 90° zwischen antreibender Kraft %—i und Ausschlag &. Die
Energie wird ins Unendliche weitergeleitet, bzw. sie wird so lange
fortgeleitet, bis sie durch innere Reibung aufgezehrt ist.

§ 29. Fundamentschwingungen. Alle erregten Schwingungen
sind Energie forttragende Schwingungen. Eine fiir den Maschinen-
ingenieur besonders wichtige Art der erregten Schwingungen ist
die Fundamentschwingung, die sehr gegen den Willen des Be-
sitzers am Fundament von umlaufenden Maschinen oft storend
in die Erscheinung tritt. Auch hier tritt eine Phasenverschiebung
von 90° zwischen erregender Kraft — z. B. der an der Maschine
auftretenden Massenkraft — und dem Schwingungsausschlag in
die Erscheinung. Die Fundamentschwingungen sind nicht nur
deshalb hochst unerwiinscht, weil die Umgebung stérende Be-
wegungen ausfiithrt, sondern auch deshalb, weil durch die Funda-
mentschwingung ein Teil der Maschinenarbeit nutzlos ins Funda-
ment geleitet wird.

Wir wollen berechnen, wie gro8 der Energieverlust ist, der
mit einer Fundamentschwingung verbunden ist. Wir nehmen an,

. . ¢
es werde eine Massenkraft P = P,sin2x— aufs Fundament
T

itbertragen. Wie P, im Einzelfall berechnet werden muf}, wird
im 8. Kapitel ndher ausgefiihrt werden. Wir setzen ferner voraus,
die Massenkraft P sei von der 1. Ordnung, d.h. ihre Periode
stimme mit der Umlaufzahl der Maschine iiberein oder 7 sei gleich
der Dauer eines Umlaufs der Maschinenwelle. Der Ausschlag &
wird dann nach den vorausgehenden Uberlegungen — er soll
gegen P um 90° phasenverschoben sein und P ist zur Zeit { = 0
ebenfalls Null — durch die Gleichung:

. t t
71. .§=Eosm(2n~—|—f—):§00052n—
T 2 T

ausgedriickt werden konnen. Wir nehmen an, der gréfte Aus-
schlag &; sei bekannt, etwa durch einen Versuch bestimmt worden.
Wir stellen eine Gleichung fiir die Arbeit 4, auf, die ins Funda-
ment wihrend einer Umdrehung eingeleitet wird und die gleich
dem Integral aus Kraft mal Weg ist:
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=m P&, .

Unberticksichtigt ist dabei allerdings gelassen, daB sich die
Fundamentschwingung nach beiden Richtungen fortpflanzt, was
unter Umsténden Einflu auf die Giiltigkeit obiger Gleichung
haben wird. Ein ungefihres Bild von der GroBe der in Frage
kommenden Energiebetriige erhalten wir aber schon bei Be-
nutzung der Gleichung.

Wir wollen beispielsweise annehmen, fiir eine Dieselmaschine
seien folgende Zahlenwerte gegeben: Kurbelradius r = 20 em,

1
Drehzahl n = 300 i Gewicht der Getriebeteile m - g = 250 kg,
wobei g die Erdbeschleunigung mit 1000 é% angenommen
werden soll. Dann ist nach den Ausfithrungen des 8. Kapitels

5 . 2
120%% - 20 (@» 271) — 5000 kg. Durch Messung

Py=mrw?= o

sei ferner festgestellt, daB &, gleich 1 mm betrage. Die Arbeit 4.,
die wihrend einer Umdrehung der Maschine ins Fundament ge-
steckt wird, ist A4, = 5000-0,1 -7 = 1500 emkg = 15 mkg.
Wihrend einer Sekunde macht die Maschine 5 Umdrehungen
oder der Energiebedarf der Fundamentschwingung betriigt
mkg
sec

Betréige herauskommen, die bei Abnahmeversuchen eine Rolle
spielen kénnen. Es ist dabei zu beachten, daBl der Energiebedarf
der Fundamentschwingung wesentlich von der Ausbildung des
Bodens, auf dem das Fundament steht, abhéngt, fiir den aber die
Lieferfirma der Maschine keine Verantwortung triigt. Der Hin-
weis auf erhebliche Fundamentschwingungen kann deshalb bei
Abnahmeversuchen unter Umstéinden eine Rolle spielen.

75

= 1 PS. Wir sehen, es kénnen bei dieser Rechnung
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IV. Phasenverschiebung, gedimpfte und erzwungene
Sehwingungen.

§ 30. Phasenverschiebungswinkel. Bisher haben wir uns nur
mit ungeddmpften Schwingungen befaBt, ohne uns daran zu
stoBen, dal es ungeddmpfte Schwingungen in der Technik nicht
gibt. Das Vorgehen war insofern berechtigt, als die Dampfung,
wie wir im néchsten Paragraphen sehen werden, nur einen geringen
EinfluB auf die Schwingungsdauer hat, deren Berechnung bei allen
Schwingungsvorgéngen die wichtigste Aufgabe ist. Wir wollen

. i, uns jetzt nachtriglich mit dem

Iy {3 2 EinfluB der Dampfung befassen

SN und da ist es vor allem nétig,

VAR RN . s dafl wir uns mit dem Begriff der

< N Phasenverschiebung  vertraut
¥ ~ machen.

: Abb. 47. Wir erinnern uns zuerst

Versuchsanordnung zur Nachweisung eines lehrreichen Versuches, der

der Phasenverschiebung. in Vorlesungen aus der Ex-

perimentalphysik vielfach vor-
gefiihrt wird: 2 Faden 1, 2 (Abb. 47) sind an der Decke befestigt
und durch einen dritten Faden 3 miteinander verbunden. An den
Verbindungspunkten héingen 2 weitere gleich lange Fadenpendel
4,5. Aus der Ruhelage des Systems erhilt das eine Fadenpendel
(etwa 4) einen Impuls senkrecht zur Bildebene, so daB es die aus
dem Seitenril ersichtlichen Schwingungen ausfiihrt.

Was geschieht ¢ Nach einer Reihe von Schwingungen nimmt
das Pendel 5 immer stdrkere Schwingungsausschlige an; im
gleichen Verhaltnis gehen die Ausschlige des Pendels 4 zuriick.
Es kommt ein Augenblick, in dem das Pendel 4 vollstindig zur
Ruhe gebracht ist und 5 ganz besonders grofie Ausschlige macht.
Das Pendel 4 bleibt eine halbe Schwingung in Ruhe; dann dreht
sich der Vorgang um: Pendel 5 ist das ziehende und gibt Energie
an Pendel 4 solange ab, bis es selbst wieder zur Ruhe kommt usw.

Wenn dieser Versuch einem in Schwingungsfragen nicht Be-
wanderten vorgefithrt wird, so erregt es bei ihm Verwunderung,
daBl das eine Pendel solange kinetische Energie an das andere
abgibt, bis es selbst keine kinetische Energie mehr hat und da8 dann
erst die Bewegungsumkehr erfolgt. Man ist sonst von Energie-
iibergingen — z. B. beim Wirmeaustausch zwischen zwei ver-
schieden warmen Korpern — gewéhnt, daB die Energie von dem
auf einem héheren Potential befindlichen Korper auf den Korper
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mit geringerem Potential iibergeht und daB der Energieiibergang
aufhort, sobald beide Kérper auf gleichem Potential angelangt sind.

Warum findet bei der Energieitbertragung der Schwingung
nach Abb. 47 eine Abweichung von der angegebenen Regel statt
oder mit anderen Worten: Wie kann man entscheiden, wenn man
einen bestimmten Augenblick der Schwingung herausgreift, welches
das ziehende und welches das gezogene Pendel ist ?

Die Schwingungen beider Pendel gehen in gleicher Weise vor
sich; beide haben die gleiche Schwingungsdauer 7. Den augen-
blicklichen Stand der Schwingung eines Pendels kann man durch
die Augenblickslage &« des Vektors in Abb. 48 darstellen. Der
Ausschlag & ist also gegeben durch &, cos «. Nimmt man die Augen-
blicksbilder Abb. 48 fiir beide Pendel und .ver-
gleicht sie miteinander, so findet man, dafl sie um
den Phasenverschiebungswinkel &, voneinander
abweichen. «, ist bei der Anordnung Abb. 47 90°
bzw. 270°, und zwar ist jenes Pendel das ziehende,
das um 90 ° vor- (oder um 270 ° nacheilt). Der Grund
fir diese Erscheinung liegt darin, daBl die Ge-  Abb. 48.
schwindigkeit der Pendelmasse und die vom Faden
ausgeiibte Riicktriebkraft um 90 ° gegeneinander phasenverschoben
sind : In der duBersten Lage §, des Pendels ist die Geschwindigkeit
Null und die Riicktriebkraft ein Maximum (G - sin g,) und in der
Mittellage die Riicktriebkraft Null und die Geschwindigkeit ein
Maximum. Wenn die Schwingungen der beiden Pendel um 90°
phasenverschoben sind, dann ist die Geschwindigkeit (d. h. der
in der Zeiteinheit zuriickgelegte Weg) des einen Pendels phasen-
gleich mit dem vom anderen Pendel auf das erste ausgeiibten
Kraft. Kraft mal Weg gibt aber die iibertragene Energie, die
einen GroBtwert hat bei Phasengleichheit dieser beiden GréfBen
und die gleich Null wird, wenn die Geschwindigkeit und die vom
anderen Pendel ausgeiibte Kraft um 90° phasenversetzt sind,
d. h. wenn beide Pendel phasengleich oder um 180 ° phasenversetzt
schwingen.

Die Betrachtung filhrt uns unmittelbar zur erzwungenen
Schwingung. Wir wollen aber, bevor wir uns allgemein mit den
erzwungenen Schwingungen befassen, erst den EinfluB, den die
Diampfung auf die Schwingung hat, niher betrachten.

§ 31. Gedimpfte Schwingungen. Wir nehmen an, auf die
Schwingung wirke eine dimpfende Kraft, die stets der Bewegung
entgegengesetzt gerichtet sei. Die Kraft kann entweder von gleich-
bleibender GroBe oder verhiltnisgleich einer Potenz der Geschwin-
digkeit sein. Bei Reibung nimmt man im allgemeinen an, die
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Kraft sei verhéltnisgleich der 1. Potenz der Geschwindigkeit,
wahrend die Dampfungskraft bei der Wirbelbewegung, die in
Fliissigkeiten und Gasen (z. B. bei der Bewegung eines Korpers
in der Luft) bei groBeren Geschwindigkeiten auftritt, verhéltnis-
gleich der zweiten Potenz der Geschwindigkeit ist. Fiir jeden dieser
Fille miiBte die Betrachtung gesondert durchgefithrt werden; wir
wollen hier nur den Fall behandeln, daf die Dampfung verhaltnis-
gleich der 1. Potenz der Geschwindigkeit ist. Die dynamische
Grundgleichung lautet dann, wenn wir den Schwingungsausschlag
wieder mit £ bezeichnen:

d?é dé
mos = cé—Fk TR
Der Verhiltnisfaktor, der die Beziehung zwischen Geschwindigkeit
und Reibung angibt, ist mit % bezeichnet?).

Um diese Gleichung zu integrieren, setzt man:

2. E=Ae 4 B,
Fithrt man diesen Wert in die Gleichung 1 ein, so geht sie iiber in:
m @24t + p2BLY ¢ (4™ 4 BY)
+hk(Aact +BpLHY=0.

Da diese Gleichung fiir beliebige Werte von 4 und B identisch
erfiillt sein soll (4 und B sind die beiden Integrationskonstanten),
zerfallt sie in die beiden Gleichungen:

3 Ae**moa?+c+ka)=0,
' B mpr+c4kp)=0.
Damit Gleichung 2 die Losung der Gleichung 1 ist, miissen die

beiden Klammerausdriicke in Gleichung 3 zu Null werden; oder «
und g sind die beiden Losungen der quadratischen Gleichung:

mz24+c+kz=0.
Die Auflésung der Gleichung liefert:

) kY
' T T om TV amr T m

oder, wenn wir den Wurzelausdruck mit y bezeichnen:

1.

k k
= gm TV P T

1) Die nachfolgende Betrachtung ist A. Foppl, Vorlesungen Bd. IV.,
S. 36 u. f. entnommen.
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Wir setzen diese Werte in Gleichung 2 ein und finden:
® k
5. 5:Ae‘ﬁte~/t~l—Be_ﬁte—yt.

Hier sind nun zwei wesentlich voneinander verschiedene Fille
zu unterscheiden, je nachdem der mit y bezeichnete Wurzelwert
reell oder imagindr ist. Im ersteren Falle kann die Losung in der
Form von Gleichung 5 unmittelbar beibehalten werden. Diese
Losung stellt aber itberhaupt keine Schwingung mehr dar, weil &
als eine nichtperiodische Funktion der Zeit gefunden ist. Uber
die beiden Grenzbedingungen verfiigen wir durch die Annahme,
daB zu Beginn der Zeit (¢ = 0) der Punkt mit der Geschwindigkeit
vy durch den Ursprung (§ = 0) gegangen sei. Wir erhalten dann

k k
oder fiir die beiden Konstanten A und B:
_ Y% =%
A= 3y und B 5y
Diese Werte setzen wir in Gleichung 5 ein und erhalten:
3
v, ———t
6. = Ce zm (¢t — 77,
& 5y e (e e )
Dafiir konnen wir nach ,,Hiitte‘ schreiben:
3
7. 5:1}3e—mtsinh;}t.

b
Der Ausdruck fiir £ in Gleichung 6 (und damit auch 7) kann sein

Vorzeichen mit wachsendem ¢ nicht &ndern, denn e’ ist fiir ein
positives ¢ immer ein echter Bruch, wahrend ¢’ stets groBer als 1
bleibt. Der Punkt bleibt vom Augenblick ¢ = 0 an stets auf der
positiven Seite der Koordinatenachse. Fiir £ = oo lefert Gleichung 6
& =0, denn nach der Definition fir y folgt, daB y kleiner ist

als — .
2m
Die vorausgehend beschriebene Bewegung heillt eine aperio-
dische; sie tritt bei starker Dampfung auf (z. B. bei stark gedampf-
ten MeBinstrumenten); die Bewegung kommt zustande, wenn
k=27 mcist (siche Gleichung 4).

Sobald k kleiner wird als dieser Wert, wird y imaginér und es
treten Schwingungen auf. Mit diesem Fall wollen wir uns jetzt
befassen.
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Um den imaginéren Wert y zu entfernen, setzten wir y = 1 5/,
wobei y’ ein reeller Wert ist. Aus Gleichung 6 wird dann:

v, —ot et
21

8. &= _9 e 2m

Der auf der rechten Seite auftretende Bruch ist aber nach Hiitte
gleich sin y’¢ zu setzen. Fiir die geddmpfte Schwingung erhalten
wir so die Losung:

e—i;"t

Vg ——=t
9. g=-"Se¢ 2m siny't.
4

Diesen Ausdruck vergleichen wir mit & = &jcosné (Kap. I,
Gleichung 7) fiir die ungeddmpfte Schwingung. Wir sehen, da8
statt des konstanten Glieds &, ein mit der Zeit abnehmendes Glied
o _ k.

2—,— e 2m' auftritt. Die Abnahme des Schwingungsausschlages

erfolgt nach einer Exponentialfunktion.

Die Definition einer vollen Schwingung kann hier #hnlich
gefallt werden wie bei der ungeddmpften Schwingung. Wir ver-
stehen darunter den Teil der Schwingung, der sich abspielt, wenn
der Wert unter dem Sinus um 2 sz angewachsen ist. Es ist also die

Schwingungsdaver 7T, = 24 . Es ist bemerkenswert, daf auch die

geddmpfte Schwingung — wenigstens die, bei der die Dimpfung
verhiltnisgleich der Geschwindigkeit ist — isochron ist. Wir
konnen also schreiben:

10. T 27 4am

Ty Vdme—k? '

Der Ausdruck geht in die Gleichung fiir die ungedimpfte
Schwingung iiber, wenn wir
k=0 setzen; dann ist

m
T, =2 n] ~.

Der Schwingungs-
ausschlag in Abhéngig-
Abb. 49. keit von der Zeit kann nach
Gleichung 9 durch die Pro-

jektion des Fahrstrahles einer Spiralen dargestellt werden, deren
k

Fahrstrahl gleich v—‘} o Zmist (Abb. 49). Die Umlaufgeschwindig-
/4
keit 7' des Fahrstrahls ist in Gleichung 10 gegeben.
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Es soll nun noch eine Beziehung zwischen Schwingungsaus-
schlag und Schwingungsdauer bei der ungeddmpften und der
gedampften Schwingung aufgestellt werden. Wir bezeichnen mit
T, wnd T, die Schwingungsdauver der ungedampften bzw. der
gedampften Schwingung und mit 7% das Verhéltnis:

T, — T,
T:
1672 m2 — 472" . (4mec— k?)

4712? 4mc—Fk?

11. 12 =

k?
T dAme—k?’

wobei wir den Wert fiir 7'y und 7', aus Gleichung 10 entnommen
haben.

Wir bezeichnen ferner mit ¢ das Verhiltnis der Abnahme 4 &,
des Schwingungsausschlages auf jede Schwingung zum Schwin-
gungsausschlag £,. Wenn also zu einem Zeitpunkt ¢, der Schwingungs-
ausschlag einen GroBtwert hat (y’tl = %) und ein 2. Zeitpunkt ¢,
um die Schwingungsdauer 7' von t, entfernt ist (7, = t, —t,), ist
nach Gleichung 9:

k 4
96 S (,)6 2m E
¥ y —5—(t—t)
12, ¢ = =
vy ot
0o 2m !
:76 m
4
k k
—— 1T, -2 —— -2ar
=1—e 2" "=1—¢ Vime-k* =1 —e ,
-2x ’/—_——-1
=1—e LTi .

In Abb. 50 ist die Abhangigkeit zwischen %’ und ¢, die wir nach

U
Gleichung 12 erhalten haben, dargestellt. Man sieht, daf3 schon
eine starke Dampfung vorliegen mufl, wenn die Schwingungs-
dauer T, merklich von der Dauer T, der ungeddmpften Schwin-
gung abweichen soll. So tritt z. B. eine Erhéhung der Schwin-
gungsdauver um 109, ein, wenn die GroBle des Schwingungsaus-
schlages bei jeder vollen Schwingung um 719, abnimmt (¢ = 0,71),
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die Schwingung also schon nach den ersten beiden Ausschligen
so gut wie vollstandig erlischt. Wenn der Schwingungsausschlag
bei jeder vollen Schwingung um 329, des Augenblickswertes ab-
nimmt (¢ = 0,32), so ist die Dauer dieser doch schon erheblich
gedimpften Schwingung nur um 19, grofer als die Dauer der

ungeddmpften Schwingung.
Das ist eine praktisch wichtige Erkenntnis, die man sich wohl
vor Augen halten soll: Alle in der Technik auftretenden Schwin-
gungsvorginge sind geddmpft.

7 Im allgemeinen haben aber
a9 Schwingungsvorginge nur dann
a praktische Bedeutung, wenn die
a7 / Dampfung nicht sehr grofl ist
. / (¢ etwa kleiner als 309), da bei
Zi / stark geddmpften Schwingungen
1/ kein grofer Ausschlag zustande
ol kommen kann. In diesem Falle
w. ist aber der Unterschied in der
T“z Schwingungsdauver zwischen ge-
& dampfter und ungeddmpfter
w0 L %2 73 % Schwingung nur verschwindend
T gering (unter 19,). Wenn man

%bb- 5fO- Abhﬁggigléeiﬁ zwischen  deshalb die Schwingungsdauer
ampiung un chwingungs- : M . .
dauer (T, und T, sind Schwin- einer geddmpften Schwingung in

gungsdauern der  gedampften der Praxis zu .bestimm.en hat,‘so
bzw. ungedimpften Schwingung, geniigt es fast immer, die Schwin-
o Abn. d. Ausschl. a.e. Schwing..) gungsdauer der ungeddmpften
Schwingungsausschlag Schwingung zu ermitteln. Aus
diesem Grunde kommt der Be-
trachtung des Einflusses der Dampfung nur eine untergeordnete
Bedeutung zu und wir erhalten nachtriglich die Berechtigung
dafir, dal wir uns bisher fast ausschlieflich mit ungedampften
Schwingungen befallt haben.

§ 32. Erzwungene Schwingungen. Unter erzwungener Schwin-
gung versteht man eine Schwingung, die durch eine periodisch
schwankende Kraft P = K sin # t hervorgerufen wird. Die Perioden-

2n

dauer des Impulses ist also 7, =-——. Die Gleichung 1 muB in

diesem Fall durch ein Glied ergéinzt werden:
d*& : dé .
13. mW—{—cs%—kg—t—ﬁKsmnt.
Die Losung dieser Gleichung entnehmen wir den Ausfithrungen
in dem Buche A. Féppl, Vorlesungen Bd. 4, § 8:
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Die Losung setzt sich zusammen aus 3 Gliedern, von denen
die beiden ersten mit den Integrationskonstanten behaftet, aber
von % und 7 unabhéingig sind. Diese beiden Glieder bleiben iibrig,
wenn man k gleich Null setzt, d. h. sie entsprechen fir sich ge-
nommen den FEigenschwingungen des Punktes. Dazu kommt
ein drittes Glied, das & und 5 aber keine Integrationskonstante
enthalt. Es entspricht also den Anfangsbedingungen, bei denen
die Integrationskonstanten Null sind, d. h. es ist ein partikulires
Integral der Gleichung 13. Wir betrachten zuerst das 3. Glied
allein, das wir mit &, bezeichnen:

14. &y =&y sin(nt —p).

In dieser Gleichung sind &,, und ¢ keine willkiirlichen Werte,
sondern ihre GroBe wird durch Einsetzen von Gleichung 14 in 13
erhalten:

15. — mn?&y sin (nt — @) + c&yysin(nt — )
+ k&opyn cos (Nt — @) = ksinyt.

Nach bekannten goniometrischen Umformungen koénnen wir dafiir
schreiben :
16.  sinyt[—m &y n?cosp + ¢ &y cosqp + k &y sing — K]

4 cosn b [m &y n®sing —c &y sing + k &y ncosp] = 0.
Die Gleichung soll fir beliebige Werte von ¢ erfiillt sein. Das ist
aber nur moglich, wenn jeder der beiden Klammerausdriicke fiir

sich den Wert Null hat. Wenn wir den zweiten Klammerausdruck
Null setzen, wird:

17. tg(p _

Hiermit ist ¢ bestimmt. Den Wert von &,, erhalten wir, wenn wir
den ersten Klammerausdruck in Gleichung 16 Null setzen:

K
18. = .
S (¢ —mn?) cosp -+ ki sing

Dafiir kénnen wir schreiben:

19. £, — K cosg _ K cos g
ky

(c —mn?) [cos?e + P sing cosg

) m

Bei der letzten Umformung war zu beachten, daB der Wert des
Ausdrucks in der eckigen Klammer gemdf Gleichung 17 eins ist.
Gleichung 14 ist von der gleichen Form wie die Wegzeit-
funktion bei der ungedampften Schwingung. Die Schwingungs-

c—mny?’
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dauer T ist dadurch gegeben, daBl der Wert unter dem Sinus um 27
zunimmt, also:

"
d. h. die Dauer einer Schwingung entspricht der Periodendauer der
Kraft.
Besondere Beachtung verdient der Fall, dal die Phasen-

verschiebung ¢ gleich _;_z_ wird. Dann ist nach Gleichung 17:

' ¢
21. te @ = d = /=
g?i_ oo un N Vm

Der Ausdruck 2n V%— war aber nach Gleichung 9, Kap. I gleich

der Eigenschwingungsdauer des Systems. Nach den Formeln
20 und 21 tritt die Phasenverschiebung ¢ = 90° auf, wenn die
Periodendauver der antreibenden Kraft gleich der Periodendauer
der Eigenschwingung ist. Wir nennen einen Impuls von dieser
Wechselzahl einen kritischen Impuls. XKritische Impulswechsel-
zahlen treten z. B. an der Welle einer Zweitakt-Dieselmaschine auf,
wenn die Umlaufzahl der Maschine multipliziert mit der Anzahl
der Zylinder —d. h. die Zahl der Ziindungen in der Zeiteinheit —
gleich der Eigenschwingungszahl der Welle ist; wir nennen die
Drehzahl, bei der diese Ubereinstimmung auftritt, die kritische
Drehzahl der Maschine. Aus den vorausgehenden Uberlegungen
sehen wir, daB} die GroBe der Reibung ohne EinfluB auf die kritische
Impulszahl ist. Mit Riicksicht auf diese Tatsache braucht man
sich bei Feststellung der Eigenschwingungszahl einer Anordnung
um die Reibung nicht zu kiimmern.

Zu beachten ist noch, daBl bei der kritischen Impulszahl ein
endlicher Wert fiir £,, — im Gegensatz zur ungedampften Schwin-

gung — erhalten wird. Um &, fiir , = / % zu ermitteln, diirfen

wir nicht auf Gleichung 19 zuriickgreifen, da in ihr sowohl der
Zahler als der Nenner verschwindet. Gleichung 18 gibt uns aber

an, daB &gy fiir = |/ — und damit fiir ¢ = —2~ den Wert (&5)5

= — == V—~ annlmm'o
V c

Uber die Bewegung, die durch &, =f(f) gegeben ist, kann
sich noch eine beliebige Schwingungsbewegung &, = f(¢) tber-
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lagern. Da diese iibergelagerte Schwingungsbewegung ebenso ver-
lauft wie die ungedimpfte Schwingung, braucht sie hier nicht
besonders behandelt zu werden.

§ 33. Drehzahlregelung durch Gleichhaltung der Phasen-
verschiebung. Wir wollen uns noch kurz mit einem Versuch be-
fassen, der im Laboratorium des Verfassers vom Verfasser und
seinem Assistenten, Herrn A. Busemann, angestellt worden ist und
der besonders deutlich die Verhaltnisse der erregten Schwingung,
der Energieiibertragung und der v
Phasenverschiebung  vor  Augen oy e R
fithrt. Der Versuch ist im Anschluf} '
an die im 7. Kapitel, §42 beschrie-
benen  Drehschwingungsversuche
ausgefithrt worden. » P

In Abb. 51 ist a eine Zug- und
Druckfeder, die an einem Ende die
Masse b trigt und die am anderen
Ende ¢ festgehalten ist. Der Auf-
hiingepunkt ¢ liegt auf einem bei e
drehbaren Hebel, der von der Stange f
durch den Kurbeltrieb g bewegt wird.
Die Eigenschwingungszahl der An-
ordnung @b kann nach den Aus-
fithrungen in § 1 aus der Federstirke und der Masse leicht be-
rechnet werden. Wenn die Kurbel g im Rhythmus der Eigen-
schwingungszahl von @ b umliduft, wird auf die Anordnung a b
durch ¢ ein Impuls eingeleitet, der Resonanzerscheinungen mit
besonders groflen Ausschligen vom b zur Folge hat. Auf die
Anordnung @ b wird durch die Bewegung von ¢ Energie iibertragen
oder die Bewegung von ¢ und die von & sind um 90° phasen-
verschoben. Damit die Ausschlige von b nicht zu gro werden,
ist mit b eine Olbremse A verbunden, die die in die Anordnung
geleitete Energie aufnimmt,.

An b einerseits und an den Kurbeltrieb andererseits ist das
Gestinge 7 k angelenkt. Der Gelenkpunkt [ bewegt sich, solange
die Phasenverschiebung zwischen Kurbel- und Massenbewegung
90° ist, auf einer Geraden 1, 2, 3, und zwar entsprechen sich die
Punkte 1 in der obersten Totlage der Masse b und der duBersten
Totlage der Kurbel %, die Punkte 2 der mittleren Lage von Masse
und Kurbeltrieb usw. Sobald aber eine Abweichung in der Phasen-
verschiebung auftritt — z. B. dadurch, daf der die Kurbel an-
treibende Motor etwas rascher umliuft — dann geht die gradlinige
Bewegung des Punktes [ in eine elliptische Bewegung tiber, und

a

Abb. 51.
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zwar wird die Ellipse von ! im Uhrzeigersinn durchlaufen, wenn
die Kurbel g zuriickbleibt und im Gegenuhrzeigersinn, wenn die
Kurbel g voraus eilt. Der Gelenkpunkt ! ist mit einer StoBstange
versehen, die bei der elliptischen Bewegung das Rédchen m, das
bei geradliniger Bewegung der Stofistange nicht berithrt wird, an-
stoBt und im Gegenuhrzeigersinn bzw. im Uhrzeigersinn .dreht.
Die Drehung von m wirkt — z. B. durch Einschalten oder Aus-
schalten vom Widerstand — so auf den antreibenden Motor ein,
daB die Phasenverschiebung wieder ausgeglichen wird. Die
Umlaufzahl des Motors kann mit dieser Vorrichtung gleich der
Schwingungszahl der Anordnung a b gehalten werden bis auf
Abweichungen, die bei den tiblichen Spannungsschwankungen
kleiner sind als 1—29/,.

V. Gekoppelte Schwingungen.

Unter einer gekoppelten Schwingungsanordnung verstehen wir
die Verbindung zweier verschiedenartiger Schwingungssysteme,
die aufeinander einwirken. Die bekannteste Anordnung dieser
Art ist das Doppelpendel.

§ 34. Das Doppelpendel. An einem Pendel 1, dessen Masse m,
wir uns im Schwerpunkt S; vereint denken, héinge im Abstand I,
vom Aufhingepunkt 4; ein Pendel 2 vom
Gewicht G, (Abb. 52). Die augenblickliche
Lage der beiden Pendel ist durch die Winkel ¢
und y gegeben, von denen wir annehmen
wollen, daB} sie nur klein seien, so da} wir
den Tangens durch den Winkel ersetzen
kénnen usw.

Anordnungen von der in Abb. 52 dar-
gestellten Art treten — wenn auch mit
anderen MafBverhédltnissen als in der Ab-
bildung angegeben — beim Schwingen einer
Kirchenglocke auf, wobei Pendel 1 die Glocke
und Pendel 2 den Kléppel vorstellt. Wir
wollen der Praxis entsprechend annehmen,
daf} die 3 Punkte 4,, 4, und §,, die zum

Abb. 52. Pendel 1 gehoren, in einer Geraden liegen.
Der Punkt S, kann entweder zwischen A4,
und 4, oder, wie es bei Glocken der Fall ist, auflerhalb liegen.

Fiir die Berechnung des Schwingungsvorganges interessiert
Schwerpunkt, Schwerpunktsabstand s vom Aufhingepunkt A,
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kg - sec?
cm

Masse m, Tragheitsmoment J ( -cm 2) bezogen auf den

Aufhangepunkt 4 und Entfernung I; der beiden Aufhéingepunkte
voneinander.

Wir betrachten die Bewegung jedes Pendels fiir sich. Der

Aufhéngepunkt 4, macht selbst eine Bewegung mit der Geschwin-

do

digkeit 7, '

mit I, als Halbmesser um A, legen kann und mit der Beschleuni-

in Richtung der Tangente an den Kreis, den man

e . dg)?
gung T in tangentialer und der Beschleunigung I, i

in radialer Richtung. Wenn der Winkel ¢ klein ist, sind auch d?l‘i

e . . . dp\? .
und —= klein. Es ist dann «—) von der 2. Ordnung klein, so
d t2 g2 di

daf es gegen vernachlissigt werden kann. Die Beschleuni-

P
gung kann man dann nach der z- und y-Richtung in die beiden

d? d*e . d\?
Komponenten I, d—t;p -cos @ bzw. [, Talt%p sing 4 1, (ch) cospzer-

legen, wobei die 2 Komponente klein von der 1. Ordnung und
die y Komponente klein von der 2. Ordnung ist.

Im Punkte A, werden die vorerst der Gréfe nach unbe-
kannten Krifte X und Y vom Pendel 1 aufs Pendel 2 iibertragen.
Wir stellen zuerst die Bewegungsgleichung fiir das Pendel 1 unter
Berticksichtigung der Krifte X und Y auf. Es ist:

2
1. Jy e fltz =—8 mgsing —X 1l -cosp—Y 1l sing
=—smg 9g—XL—YI
Am Pendel 2 greifen die duBeren Krifte X, ¥ und G, an, die die
Beschleunigung des Schwerpunkts S, hervorrufen. Die Krifte
X und Y sind in der Abb. 52 so eingezeichnet, wie sie am Pendel 1
wirken, wenn wir den Kriften positive Vorzeichen beilegen.
Am Pendel 2 sind die zugehorigen Reaktionen mit entgegengesetz-
tem Richtungssinn zu beriicksichtigen. Es ist:

By P Py
dee ( e 2dtz)

Wir beachten bei Aufstellung der Gleichung, daBl am Pendel 2 nur
eine Kraft X in Richtung senkrecht zur Systemmittellinie wirkt.

2. X =my:

2
Die Kraft X erteilt dem Schwerpunkt S, die Beschleunigung dd ;2

Foppl, Schwingungslehre. 6
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Die Beschleunigung des Schwerpunkts S, in Y-Richtung kénnen
wir bei der Kleinheit der Winkel ¢ und y vernachlissigen. Es ist
angendhert:

3. Y=G,=m,yg.

Das Pendel 2 macht aber aufler der Parallelverschiebung auch
eine Drehbewegung, deren Gleichung wir jetzt aufzustellen haben.
Wir lassen zu diesem Zweck den Koordinatenursprungspunkt eines
neuen Systems @'y’ mit 4, und die y’-Achse mit der Lotrechten
zusammenfallen und untersuchen die Drehbewegung, die das
Pendel 2 gegen das neue Koordinatensystem ausfihrt. Da das
Koordinatensystem selbst beschleunigt ist, haben wir die Zusatz-

kraft X = mz% im Schwerpunkt beizufiigen. Die Kraft X
hat ein positives Vorzeichen, wenn sie nach der Mitte zu gerichtet
ist. Die gleiche Kraft X = mz% wird aber in entgegen-
gesetzter Richtung, wie wir vorher sahen, im Aufh'angezpunkt 4,

. . d?z.
ibertragen, so daf insgesamt ein Kraftepaar 1)127%23-82 zu

berticksichtigen bleibt. Es ist also, wenn wir das Massentragheits-
moment des 2. Pendels bezogen auf den Schwerpunkt Sy mit Jy

aus Gleich. 2 einsetzen:

2
bezeichnen und den Wert fir Zt

d2 de .
4, Jso* dt?:—mzﬂﬁ.sz_ng'SZSIHW’

d? a2
:——m282<l1%+82d—;§+gy}),

d2
W gmy S, + dt(p My Sy 1y + ae ( 2+ Mys5) =0,
A+ T + 1=
Ebenso erhalten wir aus den Gleichungen 1—3:
_ dz2 a2 dz
J. J]—LiT(:i:——Slmlg-(p—-mzl]_(ll‘d};E—}‘82—‘%}—+g¢)
2
‘P'g(?nzl1+m181)+ ai ( + my 1) sl =10,
d2
oot G dt2 bt T s o=0.
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Dabei ist gesetzt fiir:

6. (myly +mys,) 9 =a, mysy g =d,
J+myli =0, My Sy ly = e=c¢,
2
my 8yl = c, o + My 85 =1.

. d? -
Aus Gleichung 5 entnehmen wir den Wert fiir TZJ’ den wir in
Gleichung 4 einsetzen: !

af  d*g by _
7. wd—"(p-‘c‘—i— a2 (C——T>—-—0.
e ist durch das gleichwertige ¢ ersetzt. Die Gleichung 7 differen-
2
zieren wir zweimal nach ¢ und setzen wieder den Wert von (ily;
aus Gleichung 5 ein: d
ad  d*¢ /jaf  bd dte bfy

8 e T (‘7 + 7) T gn (““7) =0

d* N d?

dt?f (c--—bf)——TﬁZ«z (@f+bd)—qpad=0.

Wir haben damit eine Differentialgleichung zwischen ¢ und ¢
erhalten. Die allgemeinste Losung dieser Differentialgleichung
enthilt 4 Konstante 4, B, ¢, und d,; sie lautet:

9. @ = Asin (Yo, t + 6,) 4+ Bsin(Yayt + 6,) .

Wenn man Gleichung 9 nach ¢ differenziert und die Werte in
Gleichung 8 einsetzt, wird Gleichung 8 befriedigt. Man erhilt
dabei aber noch eine Bedingungsgleichung fiir &, und &,, die die
beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung sind:

10. a2 (c2—bf)+ o (@af +bd)—ad =0,
af +bd /[ af +bd 12 ad
T 2(c2—bf) —1/ 2(c2——bf)J 2—bf’
Eine dhnliche Losung fiir ¢ erhalten wir, wenn wir ¢ eleminieren :
1. ¥ =Csin(]/071t+yl) ‘i‘ESin(V;;t‘{‘Vz)'
Die Werte von &, und &, sind die schon in Gleichung 10 festgestell-

ten. Nach den Gleichungen 9 und 11 sind 2 Schwingungen mdoglich
mit den Schwingungsdauern T, und T',:

Kypg =

2
12. T, = 2—1 und T, = il

Foq Yor
6*
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Da Glocke und Kloppel, wie eingangs bemerkt, als Doppel-
pendel aufgefaBt werden konnen, interessiert noch besonders der
Fall, daB ¢ dauernd gleich y wird. In diesem Falle schligt der
Kloppel nicht an die Glocke an; die Glocke versagt. Um die
Bedingungsgleichung hierfiir abzuleiten, setzen wir in den Glei-
chungen 4 und 5 y = ¢ und verbinden beide Gleichungen mit-
einander: '

d?p (¢ f d®p (b c
13- 9’+_dt_2(7i+7>=‘p+ﬁ‘(7£+3>=0

c+hHa=@®+c)-d.
Durch Einsetzen der Werte aus Gleichung 6 erhalten wir:
14. (myly + my3y) (my 831y + My 83 + o)
= My Sy (MySply + mylf + Jy).
Statt J,, hitten wir auch das Massentridgheitsmoment J, des
2. Pendels bezogen auf den Aufhéngepunkt A, einfilhren kénnen
durch J, = Jy + my 53.

Die Gleichung 14 ist die Bedingung dafiir, daB eine der beiden
Schwingungsméglichkeiten in einer Parallelschwingung zwischen
Glocke und Kloppel besteht (p = ). Eine Glocke, fir deren Ab-
messungen die Gleichung 14 erfiillt ist, kann Schwingungen aus-
fithren, ohne daB es zu einem Anschlagen des Kloppels an die
Glocke kommt.

§ 35. Das Schaukelpendel. Wenn eine Schaukel ohne duBeren
AnstoB in Betrieb gehalten oder gesetzt werden soll, so muB} die

s , , auf der Schaukel befindliche

— Person, wie man aus der Er-

fahrung weil, ihren Schwer-

punkt in einer (oder wirkungs-

voller in beiden) Endlagen

senken und beim Durchgehen

durch die Mittellage heben.

AN FaBt man die Schaukel samt

Abb. 53. Schaukler als ein Pendel auf,

dessen Drehpunkt mit dem

Aufhangepunkt der Schaukel zusammenfillt, so kann man auch

sagen, die Energie der Pendelbewegung wird durch die Be-

wegungen des Schauklers relativ zur Schaukel in dem eben an-
gegebenen Sinne stdndig vermehrt.

Uber die Art des Energieiibergangs vom Schaukler an das
Pendel erhélt man AufschluB, wenn man die Bewegung nach
der vereinfachten Annahme der Abb. 53 untersucht: Man setzt
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voraus, die Schaukel habe einen Gesamtausschlag von 180°
und der Schaukler fithre die Senkung seines Schwerpunkts in den
Endlagen und die Hebung in der Mittellage so rasch aus, dal die
tangentiale Bewegung gegeniiber der radialen vernachlassigt
werden kann. Der Schwerpunkt durcheilt also nacheinander die
Lagen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Wenn man Lager- und Luftreibung
vernachlassigt, wird der Anordnung von auBlen keine Energie
zugefithrt. Die Energiewanderung 4 E der Pendelbewegung
wahrend einer vollen Schwingung ist demnach gleich der Arbeit,
die der Schaukler bei seinen Bewegungen leistet. Die Bewegungen
von 1 nach 2 und von 5 nach 6 erfolgen ohne Energieumsetzung,
da die Bewegung des Schwerpunkts
senkrecht zu der einzigen an ihm an-
greifenden Kraft, der Schwerkraft ¢,
erfolgt. Die Masse m mul} allerdings
im Punkte 1 (bzw. 5) beschleunigt
werden ; die dazu aufgewandte Energie
wird aber wieder zuriickgewonnen bei
der nachfolgenden Verzégerung im
Punkte 2 (bzw. 7). Die Entfernung
zwischen den Punkten 1 und 2 (bzw. 5
und 6) ist mit A4r, der Pendelhalbmesser mit » bezeichnet. Beim

Durchgehen durch die Mittellage greifen am Pendel die Schwer-
2
kraft G und die Zentrifugalkraft Z — " an, die beide der Be-
,
wegung von 3 nach 4 bzw. von 7 nach 8 entgegengesetzt gerichtet
sind. Da diese Arbeit wahrend einer vollen Pendelschwingung
zweimal geleistet wird, jst:

2
AE =24r (G +Z) = 24r <mg +’ﬁrﬂ>
=24rmg(l +2)=64rmg
wegen v = J2gr

Wenn der Pendelausschlag nicht 180°, sondern 2 & ist (Abb. 54),
%0 ist, wie man sofort ibersieht,

2
[ AE:QArmg(l—cosoc)+2mv Ar,
r
16
also 48 =24rmg (1 —cosax) (1 + 2)

wobei v =2¢r (1 —cosa),
1 =6drmg (1 — cos x)
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also auch hier entfillt ein Drittel der gesamten Energieinderung
auf die Arbeit gegen die Schwerkraft und zwei Drittel auf Arbeit,
die gegen die Zentrifugalkraft geleistet wird.

Hat man ein physikalisches Pendel, das in 4 in Schneiden
gelagert ist, und auf dem sich der Schaukler oberhalb A4 be-
findet, so kann der Schaukler das Pendel durch Heben seines
Schwerpunkts in den duBleren Lagen und durch Senken in der
Mittellage in Schwung halten. Schwerkraft und Zentrifugalkraft
sind in diesem Falle entgegengesetzt gerichtet und es ist:

{AE:QArmg(l——cosoc) 2—1)

17.
=24rmg (1 —cosw)

Das Schaukelpendel gewinnt technisches Interesse, wenn
man den Mann auf der Schaukel durch eine schwingende Masse
ersetzt. Der Schaukler hebt wihrend einer vollen Schaukel-
schwingung seinen Schwerpunkt zweimal und senkt ihn zweimal.
Man kann den Schaukler ersetzen durch eine Schwingungsanord-
nung, deren Schwingungsdauer doppelt so groB ist wie die Dauer
der Pendelschwingung, also eine Anordnung, bei der die Masse
ebenfalls wihrend einer vollen Pendelschwingung zweimal gehoben

und zweimal gesenkt wird. Eine
Anordnung dieser Art ist in Abb. 55
dargestellt. Eine Pendelstange p
ist in 4 drehbar gelagert und tragt
den Festpunkt B, an dem eine
Feder f gehalten ist. An f hiangt
die Masse m, die sich lings der
Pendelstange auf und ab bewegen
kann. Die Feder f ist so bemessen,
daB die Eigenschwingungszahl der
Anordnung m, { doppelt so grof3
ist wie die Eigenschwingungszahl

des Pendels.
Den Muskelkriften, die der
Abb. 55. Pendel mit aufgesetzter Sc.h aukler belm Hebfan und Sen.ken
Feder und Schwungmasse von Seines Gewichtes mit der Periode
doppelt so groBer Eigenschwin- der doppelten Schwingungszahl
gungszahl wie das Pendel. der Schaukel ausiibt, muBf beim
Schaukelpendel der Abb. 55 ein
periodischer Antrieb entsprechen, der von p auf m im Rhyth-
mus der Eigenschwingungszahl der Anordnung m, f ausgeiibt
wird. Wenn dieser Antrieb so wirkt, dafl m in den beiden End-
lagen eine Bewegung von 4 weg und in der Mittellage nach A4 zu
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ausfithrt, so ist der Schaukelvorgang getreulich nachgeahmt
und das Schaukelpendel wird sich selbst in Gang halten. Bevor
diese erzwungene Bewegung behandelt wird, wollen wir die
Bewegung untersuchen, die ein sich selbst iiberlassenes schwingen-
des Schaukelpendel der in Abb. 56 dargestellten Art ausfiihrt.

Das Schaukelpendel ohne &duBeren Antrieb. Es
wird angenommen, die Masse des Pendels p sei grofl gegen m,
die von f dagegen vernachlissighar klein gegen m. Es sei ferner
m reibungsfrei lings der Pendelstange gefithrt. Wenn die redu-
zierte Pendellinge mit I, bezeichnet wird, besteht nach Glei-
chung 29 von § 6 und Gleichung 3 von § 1 folgende Beziehung
unter der Voraussetzung eines kleinen Pendelausschlages:

’

18. @ = A cos (] / —l‘q— t) -+ Bsin U/ZE t).

Die Dauer einer vollen Pendelschwingung ist demnach:

\

T,=2 nAl l—r .
g
Die Schwingungsdauer der Anordnung m, f, die die doppelte
Periode der Pendelschwingung haben soll, ist also:

1 /1,
19. T,m:ETp:n]/?.

Daraus kann die Spannkraft ¢, die bei der Durchbiegung der
Feder f um 1 cm auftritt, unter Beriicksichtigung von Gleich. 9
im § 1 berechnet werden:

20. Tm:2n]/7~n-; e=tmd
c l,

Man denkt sich nun den Beobachter auf dem Pendel sitzend
und untersucht die Bewegung der Masse m relativ zu p. Als
Zusatzkrifte miissen bei der Relativbewegung die Zentrifugal-
dé
dt
werden, wenn o die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit der
Pendelschwingung bezeichnet. Die Richtung der Corioliskraft
fallt mit der Bahntangente, die der Zentrifugalkraft mit dem
Halbmesser zusammen. Da die Bewegungsgleichung in radialer
Richtung aufgestellt werden soll, tritt die Corioliskraft in der
nachfolgenden Gleichung nicht in Erscheinung, wihrend die
Zentrifugalkraft in voller GroBe einzusetzen ist.

kraft Z = mr w? und die Corioliskraft C =m w beigefiigt
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d2&
21. m *Zi‘t? =7Z—c¢ E .
Es wird ferner vorausgesetzt, dal £ vernachlassigbar klein ist
gegen 7, so dafl der Abstand der Masse m vom Pendeldrehpunkt A

als zeitlich unveréanderlich angesehen werden kann.

a2 & , 4dmy
» mﬁ—mrw— L £.
' 2E ., 4g

ae ~ T f

Aus Gl (18) folgt ferner:

_de g
w—TJl_t" <p~%cos]/lrt.

23, ® = g, V —lg— sin (V;i t).

wobei die Voraussetzung gemacht ist, daB} sich das Pendel zur
Zeit ¢t =0 in einer auBersten Lage — also w, = 0 — befindet.
Der grofite Pendelausschlag ist mit ¢, bezeichnet. Die Verbin-
dung der Gleichungen 22 und 23 liefert:

®#: v, (/9
24. W—l,g%sm lrt —_——

Zur weiteren Behandlung dieser Gleichung wird das zweite
Glied in eine Fouriersche Reihe aufgelost. Man erhilt im Inter-

vall —l— t =0 bis V—t = 2 71 unter Weglassung der Glieder
T
von hoherer Ordnung:

25. sin? (V < t) — ? cos (2 V%’: ) :

Dies eingesetzt in Glemhung (24) liefert dieDifferentialgleichung
des Systems:

2 geir
26. ae ~ 21, zz _t —”‘5

Wenn man die Betrachtung auf eine langere Zelt hinaus aus-
dehnt, muB man beachten, daB zwar die Anderung des groBten
Ausschlags 4¢, wihrend einer Pendelschwingung bei kleinem
m vernachlassigbar klein ist gegen ¢,, daBl aber diese kleinen
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Anderungen von ¢, sich addieren und daf schlieBlich ihre
Summe nicht mehr gegen ¢, vernachlassigt werden darf. Die

Gleichung (26) ist deshalb nur als An-
niherung fiir die Bewegung wahrend
einer Schwingung aufzufassen.

Das letzte Glied der Gleichung (26)
fir sich wiirde mit der linken Seite
eine Schwingung von der Periodendauer

/
T=2a 21% abgeben. Das 2. Glied

auf der rechten Seite der Gleichung (26)
stellt aber eine Kraft von der gleichen

Periode T =2 = Zl’_g dar. Die durch

Gleichung (26) wiedergegebene Bewegung
ist demnach eine Schwingung, auf die im
Rhythmus der Eigenschwingungszahl eine
periodische Kraft einwirkt. Eine solche
Erscheinung nennt man eine Resonanz-
schwingung, mit der bei fehlender Damp-
fung ein stetiges Anwachsen der groéfiten
Ausschldge von m verbunden ist.

Da die Gesamtenergie des Schaukel-
pendels, auf das von aullen keine an-
treibende oder bremsende Kraft einwirken
soll, zeitlich gleich bleibt, mufl der Aus-
schlag des Pendels in dem MaBe ab-
nehmen, wie der Ausschlag der Masse
zunimmt. Die Energie geht von der
Pendelbewegung an die Schwingung der
Masse auf dem Pendel stetig iiber. Da
die periodische Kraft auf m in der Mittel-
lage nach unten einwirkt, macht die
freischwingende Masse auf dem Schaukel-
pendel eine Bewegung, die der des Schauk-
lers auf der Schaukel entgegengesetzt ge-
richtet ist: In den Endlagen bewegt sich
die Masse dem Drehpunkt zu und in der
Mittellage vom Drehpunkt fort; die Wir-
kung ist ebenfalls derjenigen entgegen-

Abb. 56. Das Schaukel-
pendel mit elektrischem
Antrieb.

gesetzt, die bei einer angetriebenen Schaukel beobachtet wird.

Der Pendelausschlag nimmt sténdig ab.



90 Gekoppelte Schwingungen.

Das Zusammenwirken der beiden Schwingungen kann an einer
Ausfihrung nach Abb. 56 untersucht werden, wenn man die
Stromzufithrung (deren Zweck im néichsten Abschnitt besprochen
wird) unterbricht: Man bindet zuerst die Masse m in der Fiih-
rung d fest; man beobachtet dann, da das Pendel, das in einer
Schneide e mit geringer Reibung gelagert ist, lange Zeit zum Aus-
schwingen nétig hat. Darauf 148t man m frei schwingen und stellt
fest, dafl die Ausschlige von m rasch zu- und infelgedessen die
Ausschlage des Pendels rasch abnehmen. Um zu verhiiten, dafl
die Masse schon nach wenigen Pendelschwingungen an den Be-
grenzungen in den Endlagen — also bei d — anst66t, kann man die
Reibung in den Fihrungen so stark vergroflern, dafl der Pendel-
ausschlag nur bis zu einer beschrinkten Grofle anwichst. Die
der Pendelschwingung entzogene Energie wird dann in Reibung
auf dem Pendel vernichtet. Man hat die einfachste — aber aller-
dings eine wenig wirkungsvolle — Vorrichtung, mit der man
lastige Schwingungsbewegungen (z. B. die Schlingerbewegung auf
Schiffen) dampfen kann. Auf dem zu dampfenden Pendel, also
etwa auf dem Schiff, wird eine in senkrechter Richtung frei
schwingende Masse m eingebaut, deren Eigenschwingungszahl
gleich dem Doppelten der Schiffsschwingungszahl ist. Durch ent-
sprechendes Festziehen der Fiihrungslager d werden die Aus-
schlage von m auf das gewiinschte MaB gebracht. Die Energie
der Schlingerbewegung wird durch Reibung innerhalb des schwin-
genden Korpers (Schiffes) vernichtet. Auf dem gleichen Prinzip
beruhen die in der Praxis iiblichen Dampfungen der Schiffs-
schlingerbewegungen, der Schlicksche Schiffskreisel und der
Frahmsche Schlingertank. In beiden Fillen wird, wie beim
Schaukelpendel, die Schlingerenergie durch Reibungskrifte inner-
halb des Schiffes aufgezehrt. Die Anordnung nach Abb. 56 habe
ich mit Vorteil als Demonstrationsmodell fiir Dampfungen von
Schiffsschlingerbewegungen in meiner Vorlesung iiber technische
Schwingungslehre beniitzen kénnen.

Das Schaukelpendel mit Antrieb der Schwung-
masse. Das Schaukelpendel kann mit elektrischem Antrieb ver-
sehen werden und sich selbst in Schwingung halten. Eine An-
ordnung dieser Art ist in Abb. 56 dargestellt. Die Schwungmasse
besteht hier aus einem Eisenkern m, der an der Feder f hingt und
der in die Magnetspule b gezogen wird, sobald der Stromkreis
an der Kontaktstelle & geschlossen wird. Das Schlieflen des
Stromkreises erfolgt durch ein federndes Kontaktstiick in den bei-
den Endlagen des Pendels. Die Eigenschwingungszahl der An-
ordnung m, { ist gleich dem Doppelten der Pendelschwingungs-
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zahl. Die Masse m wird in den Endlagen durch die magnetische
Kraft im Rhythmus der Eigenschwingungszahl nach unten ge-
zogen und sie federt infolge der Federkraft in der Mittellage wieder
nach oben.zuriick. Die Masse fithrt gleiche Bewegungen aus wie
der Schaukler auf der Schaukel, und das Pendel wird durch diese
Bewegungen in Gang gehalten.

Die Anordnung ist eine zwar sehr unvollkommene, aber auch
sehr einfache, elektrische Kraftmaschine, in die elektrischer Strom
eingeleitet und in der kinetische Energie gewonnen wird. Der
Wirkungsgrad war bei den bisherigen Ausfithrungsformen gering,
da durch den Strom eine Schwingung erzwungen werden mul,
die der natiirlichen Schwingung der Masse ohne Strom entgegen-
gesetzt gerichtet ist, wie die Betrachtung im vorausgehenden
Abschnitt zeigte. Die Anordnung kann aber mit Erfolg vor allem
dort benutzt werden, wo der Wirkungsgrad eine untergeordnete
Rolle spielt, z. B. als Antrieb eines Pendels, mit dem unterbroche-
ner Gleichstrom von ganz bestimmter und gleichbleibender
Periodendauer erzeugt werden kann. Sie kann ferner als Antrieb
eines Sekundenpendels und zur Betdtigung der Zeitmarkierung
bei Zeitindikatoren Verwendung finden.

VI. Pseudoschwingungen und Biegungssehwingungen
von umlaufenden Wellen.

§ 36. Die Biegungsschwingung der umlaufenden Welle. Wenn
eine Schwungmasse umlauft, so erleidet jedes Teilchen eine radiale
Beschleunigung, die von der Zentripetalkraft herrithrt. Um die
Schwungmasse in der Ruhelage unter den gleichen Beanspruchun-
gen, die im Betrieb auftreten, betrachten zu kénnen, haben wir
jedem Teilchen dm eine Zusatzkraft, die Zentrifugalkraft dZ von der
GroBe dmrw? beizufigen. Bei einer zylindrisch geformten Schwung-
scheibe, deren Schwerpunkt auf der Drehachsé liegt, heben sich
die Zentrifugalkrifte gegeneinander auf. Wenn aber der Schwer-
punkt S um den Betrag  aulerhalb der Drehachse liegt, bleibt die
resultierende Zentrifugalkraft mrw? ibrig, die der im Schwer-
punkt vereint gedachten Masse eine Beschleunigung erteilt.

AuBer der Zentrifugalkraft Z greift aber an der Scheibe noch die

Spannkraft der Welle an, die bei einer Verbiegung um den Betrag f
8 E
in der Grofle P = él—lf—J - f = ¢ f angreift. Um die Durchbiegung

der Welle infolge des Eigengewichtes brauchen wir uns nicht zu
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kiitmmern. Wir kénnen also etwa annehmen, die umlaufende Welle
sei dem Schwerefeld der Erde entriickt. Die Verbiegung f infolge
der beim Umlauf auftretenden Krifte kénnen wir in der Scheibe
auf die Weise bestimmen, dal wir uns den DurchstoBpunkt der
Lagermittellinie O — O im Material in der Ruhelage bestimmt

und mit M bezeichnet denken. Der

Punkt M wandert beim Umlauf der
] Scheibe von O weg. Die Lage der
s 3 Punkte O, M und 8 ist in Abb. 57

firr die ruhende Scheibe und in Abb. 58
fir die umlaufende Scheibe darge-
Abb. 57. Abb. 58.  stelll. In Abb. 58 schlieBen die
3 Punkte ein Dreieck ein, dessen eine
Seite die Lange M S = Exzentrizitdt = ¢ und dessen andere Seite
die Linge O M = Biegungspfeil = f hat. In Richtung O M fallt
die Kraft P, die auf die in § vereinigt gedachte Masse mit dem
Hebelarm 7 siny einwirkt und so das Drehmoment M, = cf-r
siny = cer sing ausibt. Wenn der Winkel ¢ gleich 0 oder =
ist, verschwindet das Moment, dann sind P und Z gleich ge-
richtet. In diesem Falle ist Gleichgewicht — d. h. ein Umlauf
von S auf einem Kreise um O — zu erwarten, wenn Z und P von
gleicher Grofle und entgegengesetzter Richtung sind. Wir wollen
uns mit diesem Fall zunichst befassen.
Der Beharrungszustand der umlaufenden Scheibe.
Nach dem Vorausgehenden ist r = e + f, also:

1. Z =mrw?=m(e+f)w?= P =cf,
2
f=e maw?
c—mu?
Ein besonderer Fall tritt ein, wenn w =1/_°. = w; wird: dann
m

verschwindet der Nenner und f miiite in Beharrungszustand un-
endlich grol werden. Die zugehorige Geschwindigkeit nennen wir
die kritische Umlaufzahl w; der Welle. Wenn wir ¢ in Gleichung 1
durch w; ersetzen, wird:

2. f=e

w?

w: —w?’

Fiir Geschwindigkeiten unterhalb der kritischen (w < wy) ist f
positiv, d. h. der Schwerpunktsabstand r ist ¢ 4 f oder der Punkt
M liegt zwischen O und S (Abb. 59a). Wenn w > wy, ist, ist f nach
Gleichung 2 negativ, der Schwerpunktsabstand r ist kleiner als
e -+ f oder M liegt auf der Verbindungsgeraden O S. Da aber die
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Krifte P und Z zur Erzielung des Gleichgewichts entgegengesetzt
gerichtet sein miissen und Z von Onach S und R von M nach O ge-
richtet ist, liegt S in diesem Falle zwischen O und M, (Abb. 59b).
Man nennt dies die Gleichgewichtslage oberhalb der kritischen
Geschwindigkeit.

Wir haben uns mit der kritischen Umlaufzahl w; = ]/ »7% noch

etwas eingehender zu befassen. Die Dauer T eines Umlaufes ist:

; /
3. Tk=~2—7—:2nl/lf~,

das ist aber der gleiche Ausdruck, den wir schon in § 3 als Gleich. 23
fiir die Dauver der Biegungsschwingung der gleichen Welle in der
Ruhelage kennen gelernt haben. Das Ergebnis

ist naheliegend: Bei jedem Umlauf der Welle s "
wirkt ein storender Impuls aut die im Schwer- M T S
punkt vereint gedachte Masse ein. Wenn die f F
Periode des storenden Impulses mit der Eigen- i e]
schwingungszahl der Welle zusammentfillt, dann 40 - ~—%¥

sind besonders grofe Ausschlige — im Behar- Abb. 59a und b.
rungszustand bei fehlender Dampfung f =oco —
zu erwarten. Man nennt unter diesen Umstinden die stérenden
Erscheinungen, die an der umlaufenden Welle bei der Umlauf-
zahl w; auftreten, auch Biegungsschwingungen. Tatséchlich
treten aber keine Schwingungen auf, sondern die durchgebogene
Welle rotiert nur im Gleichgewichtszustand (Pseudoschwingungen).
Insbesondere ist die Beanspruchung, die in der mit w; umlaufen-
den Welle auftritt, keine Schwingungsbeanspruchung (s. Kap. VII),
sondern eine einmalige Beanspruchung, die nur dann, wenn
der Beharrungszustand geéindert wird, eine Anderung erfihrt.
Das Ergebnis enthebt uns der Aufgabe, weitere Betrachtungen
itber den Beharrungszustand der umlaufenden Welle anzustellen:
Wir wissen, dafl die kritische Umlaufszahl mit der Biegungs-
schwingungszahl zusammenfillt und wir kénnen deshalb, wenn

wir wy, ermitteln sollen, die Biegungsschwingungszahl n; — %’9

%
nach den Ausfilhrungen in §3 berechnen. Das Ergebnis ist be-

sonders wertvoll, wenn mehrere Schwungmassen auf der Welle
sitzen: die kritische Umlaufzahl n, einer solchen Welle zu er-
mitteln, ist schon in § 14 mit geldst.

§ 37. Stabilitit des Gleichgewichts. Es muf} noch nachgewiesen
werden, dafl die Gleichgewichtslage, die wir im vorausgehenden
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Abschnitt berechnet haben, eine stabile ist, d. h. eine solche,
bei der kleine Storungen nur kleine Abweichungen aus der Gleich-
gewichtslage zur Folge haben. Der Beweis ist von A. Foppl (Vor-
lesungen Bd. IV) erbracht worden. Wir entnehmen folgendes:
In Abb. 60 sind wieder die 3 Punkte OM S eingetragen.
Wir stellen die Beschleunigung des Schwerpunktes S nach der
X-und Y-Richtung auf.  und ysind die
Z Koordinaten des Schwerpunktes. Die
s Kraft P = cf zerlegen wir nach den beiden
5 { Koordinatenrichtungen in P, = ¢ (x—p)
und P, = ¢(y —q), wobei p = esinx und
I q = ecosc. Der Winkel & ist der Um-
| laufwinkel der Scheibe, also gleich &« = w ¢
LR und w ist unverdnderlich, solange kein
! Moment auf die Scheibe einwirkt. Tat-
sichlich greift allerdings, wie wir vorhin
schon gesehen haben, ein Moment M, =c¢f
siny «r =cersing an der Schwungmasse
an, das die Schwungmasse beschleunigt
oder verzogert nach der Formel:
4. cersin¢=J-@—=mi2 @ o
dt? de
Es sind aber Exzentrizitit e und Schwerpunktsabstand r vom
Drehpunkt im allgemeinen Werte, die klein sind gegen den Trag-
heitshalbmesser ¢ der Schwungscheibe. Wir kénnen deshalb fiirs
erste die Schwankung der Winkelgeschwindigkeit w vernach-
ldssigen. Wir erhalten deshalb:

2
mfl—gf =—c(x—esinwt),
dt?
5.
d?y
m-w = —c(y—ecoswt).

Fiir - kénnen wir den vorhin ermittelten Wert w; einfiihren.

Es wird dann:

dzx > o .
FT + wi-r =wiesinwt,
6. 7
2
Tt:;/ + wiy=wiecoswt.

Die allgemeinsten Losungen dieser beiden Differentialgleichungen
lauten:
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2

. wj .
x= Asinw,t + Beoswit + e —; ,sinwt
Wi — w
i
y =Csinwgt + Dcoswpt + 65— coswt.
Wi —w

Von der Richtigkeit kann man sich durch Differentieren und Ein-
setzen der Werte in Gleichung 6 iiberzeugen.

A, B, C und D sind Integrationskonstante, deren Gréfie von
den Anfangsbedingungen abhéngt. Wir kénnen sie zuerst einmal
gleich Null setzen, dann befriedigt das letzte Glied fiir sich die
Differentialgleichung und der Schwerpunkt durchliuft einen

ew;

Kreis um O mit dem Radius 7 = ————. Beider Kreisbewegung
wk i
ist aber schon aus Symmetriegriinden ¢ = 0 und r ist deshalb
. e w; e’ .
gleich f + e oder = . __sz —e= a5 Wenn wir das

Ergebnis mit Gleichung 2 vergleichen, so finden wir, daf die an-
gegebene Bewegung mit den Werten 4 = B=C =D =0 die

im vorigen Paragraphen entwickelte ungestérte Bewegung ist.
2

. . . ew
Wir nennen den Kreis um O mit dem Halbmesser —————den
w; —

Grundkreis und sagen der Schwerpunkt bewegt sich auf dem
Grundkreis. Die Bewegung auf dem Grundkreis erfolgt nach
Gleichung 7 mit der Umdrehungsgeschwindigkeit .

Uber diese Bewegung kann sich aber noch eine zweite lagern,
die durch den Wert der 4 Konstanten angegeben wird. Durch
Angabe der 4 Integrationskonstanten wird eine elliptische Bahn
vorgeschrieben. Wir nennen die Ellipse die Schwingungsellipse,
die fiir den Fall B = C = 0 in einen Schwingungskreis tibergeht.
Mit dieser vereinfachten allgemeinen Bewegung (Grundkreis
-+ Schwingungskreis) wollen wir uns noch etwas befassen.

Die Gesamtbewegung des Schwerpunktes ist also zusammen-
gesetzt aus der Bewegung auf dem Grundkreis und aus der Be-
wegung auf dem Schwingungskreis. Der Schwerpunkt beschreibt
eine epizikloidische Bahn. Besonderes Interesse hat gerade die
Bewegung, die der Schwerpunkt ausfithrt, wenn w = w; ist. Da
der Grundkreis nach Gleich. 7 mit der Geschwindigkeit @ und der
Schwingungskreis mit der Geschwindigkeit w; durchlaufen werden,
beide Geschwindigkeiten aber einander gleich sind, ist der
Winkel, den Grundkreishalbmesser 74 und Schwingungskreishalb-
messer 7g nach einer vollen Umdrehung einschlieBen, der gleiche wie
vor der Umdrehung. Der Grundkreishalbmesser 74 hat aber nach den
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Wi
j
unendlich groB. Nachdem aber ein Umlauf mit w = w; fir eine
kurze Zeit sehr wohl moglich, unendlich grofle Auslenkung des
Schwerpunktes aber unméglich ist, mufl der Halbmesser rg des
Schwingungskreises ebenfalls unendlich grof und zu gleichen

/ \ Zeiten entgegengesetzt gerichtet

| . : : .
/ | \ sein, damit S selbst wieder ins
|
|
|

fritheren Ermittlungen die GréGe e 5 - Erist also firw = ay,

Endliche fallt. Der Schwerpunkt
beschreibt eine arithmetische
Spirale.

In Abb. 61 ist z. B. die Schwer-
punktsbahnkurve £ fiir den Fall
dargestellt, daBl w nicht ganz
aber angendhert gleich w; ist
(w=wp—dw;). Dann ist rg

2
angenahert gleich ¢ ——
ge o gl 2wy, 4 wy,
% .
=¢ ——-—. Wenn wir noch an-
2 A Wy

nehmen, dafl zu Beginn der Zeit
der Schwerpunkt S mit O zu-

Abb. 61. Wanderung des Schwer-
punktes S bei Umdrehungszahlen
nahe der kritischen (r, = Grund-
kreishalbmesser, r, = Schwingungs-
kreishalbmesser, &k = epizikloidische
Bahnkurve).

sammengefallen sei, so ist auch
rg = . Wahrend einer Um-
drehung der Schwungscheibe legt
der Grundkreis, der mit der
Umlaufgeschwindigkeit w durch-
messen wird, den Winkel 2 7z und

der Schwingungskreis, der nach Gleichung 7 mit der Umlauf-
geschwindigkeit w; durchmessen wird, den Winkel

Wy

27k —2,
w

~—..—_N27'[
wk—Awk

)

(277

zuriick. Beide Radien 7¢ und rg schlielen also nach dieser Zeit

. 4 .
den Winkel 2z wwk ein und der Schwerpunkt Sist um das Stiick
A %
27 wwk -7, = ;e weiter von O weggeriickt. Die Betrachtung ist
k A wy,

um so strenger, je kleiner ist. Fir w = w; bewegt sich also

%
8 auf einer Spirale mit der Fortschrittsgeschwindigkeit 7 e fiir jede
Umdrehung. Schon nach wenigen Umdrehungen wird dann e
klein sein gegen r, so daB wir angenshert r = f setzen konnen.
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Die Gesamtenergie der umlaufenden Scheibe setzt sich dann
zusammen aus K, der Drehung um den Schwerpunkt, aus der
kinetischen Energie F, der Schwerpunktsbewegung und aus der
Biegungsarbeit E,, die bei der Durchbiegung der Welle um den
Betrag f geleistet wird. Die Gesamtenergie ist unverinderlich.
Die Energieanderung 4E, und 4 E, erfolgen also auf Kosten von
E, . E, hatten wir im vorausgehenden als so groB angenommen,
daf seine Anderung AE, auf eine Schwingung gegen F, ver-
nachléssigt werden kann.

Es ist:
E,=}{mrw;,
8. AE, =3imw;[(r + 7 e):— 1] = o nremw’
und E,=1lcft=1cr?,
9. ABy, =Lc[(r+me)2—r2]=narec.

Wenn wir wieder m wj durch ¢ ersetzen, folgt:
10. AE, = AE, +AE, =2arec.

Andererseits ist aber 4, gleich Kraft mal Weg, also gleich ¢f mal
27 esing, wobei 27 esing der in Richtung der Kraft wahrend
einer Umdrehung zuriickgelegte Weg ist. A4 E, ist also 2zercsing
oder nach Gleichung 10 muB ¢ gleich 90° sein. Wir sehen, daf3 das
Dreieck O 8 M ein rechtwinkliges ist, wenn w = w;, ist; diese
Erscheinung laft sich an den in der Praxis umlaufenden Rotoren
leicht nachweisen: Wir nehmen an, ein Rotor sei zentrisch zur
Lagermittellinie abgedreht. Wenn wir
ihn langsam umdrehen, so wird ein
Bleistift B, den wir in der Nahe des
Umfangs bringen (Abb. 62), entweder
an keiner Stelle berithen oder, wenn
der Bleistift noch naher herangebracht
wird, einen vollen Kreis auf dem Um-
fang aufschreiben. Sobald wir den Ro-
tor in schnellere Umdrehungen ver-
setzen, dann macht sich die am  Apy g2, Aufzeichnen des
Schwerpunkt angreifende Zentrifugal- Schlages einer Welle durch
kraft bemerkbar und der Bleistift be- Anhalten eines Bleistiftes B.
rithrt — in geeignete Entfernung ge-
bracht — an der in Abb. 62 mit w < w; bezeichneten Stelle.
Wenn wir den Rotor weiter bis auf w = w;, beschleunigen, so
macht sich ein starkes Schlagen des Rotors bemerkbar; der
Bleistift schreibt einen Strich an die Stelle w = o, an oder, wie

Féppl, Schwingungslehre. 7
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man in der Praxis sagt, der Schwerpunkt eilt bei der kritischen
Geschwindigkeit um 90° voraus. Bei weiterer Beschleunigung auf
w > wy fallt S zwischen O und M und der Bleistift markiert die
oben angegebene Stelle w > w;, .

Das ist eine fiir das Auswuchten von Rotoren wichtige Erkennt-
nis: Man wird im allgemeinen bei w = w;, die Lage der Uberwucht
mittels Bleistiftstrich in der oben angegebenen Weise festzustellen
versuchen, da bei dieser Umdrehungszahl die groften Ausschlige
zu erwarten sind. Man darf dann die zusédtzliche Ausbalanzier-
masse nicht etwa der markierten Stelle gegeniiber liegend an-
bringen, sondern man muf} sie um 90° gegen die markierte Stelle
versetzen.

§ 38. Instabilitit in der Nihe der kritischen Geschwindigkeit.
Bei der vorausgehenden Ableitung ist das Ergebnis erhalten
worden, da8 der Schwerpunkt des Rotors im Beharrungszustand
auf dem Grundkreis fortschreitet und zusitzliche Schwingungs-
bewegungen ausfithren kann shnlich dem ruhenden Rotor. Die
Bewegung des Schwerpunkts auf dem Grundkreis ist damit als
eine stabile erkannt worden. Bei der Ableitung ist aber eine Ver-
nachlissigung begangen worden. Es ist 4E, gegen E, oder der
EinfluB des Momentes cersing auf die Umdrehungsgeschwindig
keit vernachlassigt worden. Man kann sich noch die Frage vor-
legen, welches Ergebnis die strenge Durchfithrung der Aufgabe
haben wiirde. Das Problem ist zuerst von Stodola behandelt wor-
den (,,Die Dampfturbinen®, 4. Auflage), spater hat sich der Ver-
fasser auch mit dieser Aufgabe befafit (Zeitschr. f. d. ges. Turbinen-
wesen 1916). Mit Hilfe der Methode der kleinen Schwingungen
findet man, dafl die Umdrehung des Rotors iiber der kritischen
Geschwindigkeit w = w; + 4 w; im Beharrungszustande nicht
stabil ist, wenn 4 w; nur klein ist gegen w;. Der Grenzwert fiir
A wy, liegt nach den an den angegebenen Stellen gemachten Aus-

3/ 02
filhrungen bei (4 wi)renze = Wi 2%,5, wobei ¢ die Exzentrizitit

und ¢ der Trigheitshalbmesser der Schwungscheibe ist. Da e im
allgemeinen nur klein ist gegen 7, ist 4 w;, nur klein gegen w; und
das Instabilitatsgebiet erstreckt sich nur wenig iiber w; hinaus. In
allen praktischen Fillen ist der Beharrungszustand der Scheibe
bei Umlaufzahlen tiber der kritischen stabil.

§ 39. Kritische Biegungssehwingungen der umlaufenden Scheibe
als Folge von Drehzahlsechwankungen. Stodola hat in der
Schweizerischen Bauzeitung 1917 auf eine eigentiimliche Schwin-
gungserscheinung aufmerksam gemacht, die durch das Gewicht
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bei der Umlaufzahl % hervorgerufen wird. Er hat den Nachweis
erbracht, da8 durch das Gewicht Biegungsschwingungen bei der
Drehzahl % erregt werden, die allerdings nur bei sehr grofer

Exzentrizitat bemerkt werden konnen. In einem Aufsatz in der
.. Zeitschr. f. d. ges. Turbinenwesen* 1918 habe ich die Grofien-

ordnung der Instabilitit bei %’f untersucht und festgestellt, daB3

zwar ein kritischer Impuls bei %C auftritt, daf3 dieser aber, wenn er

durch das Gewicht hervorgerufen wird, so klein ist, dal er immer
vernachldssigt werden kann. Die Ursache zu dieser kritischen
Erscheinung ist die Drehzahlschwankung, die bei einem Umlauf
durch das Gewicht hervorgerufen wird und im allgemeinen ver-
nachléssigbar klein ist. Drehzahlschwankungen treten aber auch
infolge anderer Ursachen — ungleichméfliger Antrieb — auf und
sie kénnen dann unter Umstinden so grof werden, daB sie
storende Biegungsschwingungen auslsen. Nach einer weiteren
Aussprache iiber das Thema in der Z.d.V.d.Ing. 1919, Seite 866,
sind unter folgenden Umsténden kritische Schwingungen zu er-
warten :

Die Periodenzahl der Drehzahlschwankung sei 0 (Perioden/
Umdrehungen) — also z. B. bei einer Sechszylinder-Viertakt-
maschine 6 =3 — und die kritische Biegungsschwingungs-

zahl der Welle n; = ?%—% Schwingungen/Min. Dann treten kri-
JT

tische Biegungsschwingungserscheinen auf, wenn die Umlaufzahl
der Maschine n gleich ist:

n_—m.

Bei einer sechszylindrigen Viertaktmaschine ist also die kritische

11.

Drehzahl (herrithrend von Drehzahlschwankungen) n = —Zf und
%C- und bei einer sechszylindrigen Zweitaktmaschine mit ¢ = 6

ist die kritische Drehzahl n = %’i und % :%ﬁ. Im allgemeinen

ist aber der kritische Impuls, der durch Drehzahlschwankungen
ausgelost wird, so gering, daB die Schwingungen nicht storend in
die Erscheinung treten.
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VIIL Schwingungsfestigkeit und Schwingungsrisse.

§ 40. Schwingungsbeanspruchung. In der Praxis des Inge-
nieurs ist die Betrachtung der Schwingungsvorginge vor allem
deshalb wichtig, weil durch unerwiinscht auftretende Schwingungen
Konstruktionsteile haufig Schaden leiden. Saltener sind vor allem
fiir den Maschinen- und Bauingenieur (im Gegensatz zum Elektro-
ingenieur) die Falle, in denen man Schwingungen kiinstlich erzeugt,
um aus ihnen praktischen Nutzen zu ziehen. Schwingungsbetrach-
tungen werden deshalb vom Ingenieur mehr aus vorbeugenden
als aus spekulativen Riicksichten angestellt. Bei dieser Sachlage
liegt es nahe, die Frage aufzuwerfen, welche nachteiligen Folgen
denn Schwingungen haben kénnen. Die Frage ist im ganzen leicht
zu beantworten: Das Material wird bei tibergroler schwingender
Beanspruchung mit der Zeit zerstért, und zwar geniigt schon ein
Bruchteil der Beanspruchung, die bei einmaliger Auftragung
einen Rif} herbeifiihrt, um das Material mit der Zsit bei Schwin-
gungsbeanspruchung zum Bruch zu bringen.

In der Festigkeitslehre, die sich eingehend mit diesen Fragen
zu befassen hat, wird deshalb unterschieden zwischen der Bruch-
festigkeit, der Ursprungsfestigkeit und der Schwingungsfestigkeit
eines Materials. Unter Bruchfestigkeit (op,) versteht man dabei
die Beanspruchung, die nétig ist, um einen Normalstab, der aus
dem Dbetreffenden Material hergestellt ist, zum Abreiflen zu
bringen. Bezi der Ursprungsfestigkeit o, wird vorausgesetzt, dafl
die Belastung zwischen Null und einem Hochstwert o, dauernd
schwankt; o, ist der Grenzwert, den das Material bei beliebig
haufigem Wechsel eben noch aushalten kann, ohne Schaden zu
leiden. Die Schwingungsfestigkeit g; endlich ist der Grenzwert, den
das Material bei beliebig haufigen Bslastungswechseln zwischen
+ 0, und — g, ohne Zertsérungsanzeichen ertragen kann. Wech-
selnde Beanspruchung zwischen einem positiven und negativen
Maximum tritt, wie wir im vorausgehenden kennengelernt haben,
vor allem bei Schwingungen auf. Man nennt deshalb diese
Beanspruchungsart Schwingungsbeanspruchung; im nachfolgen-
den befassen wir uns nur mit ihr.

Neben der Bruchfestigkeit und -dehnung ist die Schwingungs-
festigkeit die wichtigste GroBe, die dem Konstrukteur zur richtigen
Ausnutzung der Materialien zur Verfiigung stehen sollte, da
wechselnde Beanspruchung bei sehr vielen Konstruktionsteilen —
nicht nur bei solchen, die auf Schwingungen beansprucht sind —
auftritt. Tatsichlichbereitet aber die Feststellung der Schwingungs-
festigkeit erhebliche Schwierigkeiten, so daf man im allgemeinen
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die Schwingungsfestigkeit nicht zur Wertung der Materialien
heranzieht und den Konstrukteur zwingt, statt der Schwingungs-
festigkeit die Bruchfestigkeit bei den Berechnungen zugrunde zu
legen. Das ist ein arger Notbehelf. Denn tatsichlich hangt die
Haltbarkeit eines wechselnder Beanspruchung ausgesetzten Ma-
schinenteils nicht von der Bruchfestigkeit, sondern von der wesent-
lich niedrigeren Schwingungsfestigkeit ab: der Maschinenteil geht
nicht entzwei, solange die Schwingungsfestigkeit an keiner
Stelle itberschritten wird. Man’ berticksichtigt allerdings diesen
Umstand in der Praxis, indem man beim RiickschlieBen von der
Bruchfestigkeit auf die zuldssige Beanspruchung eine entsprechend
hohe Sicherheitszahl zugrunde legt. Das Verfahren ist aber nicht
einwandfrei, weil Bruchfestigkeit o3, und Schwingungsfestigkeit o,
nicht in einem bestimmten, sondern fiir die verschiedenen Bau-
stoffe verschiedenen Verhiltnisse zueinander stehen. Wir werden
an den Versuchsergebnissen sehen, daf} das Verhéltnis o;:03p, z. B.
fiir Edelstahl ein ganz anderes ist als fiir gewdhlichen Stahl oder
gar fir Bronze.

§ 41. Die Biegungsschwingungsfestigkeit. Die vorstehenden
Uberlegungen zeigen, wie wichtig die Feststellung der Schwin-
gungsfestigkeit ist, so da die nachfolgenden Untersuchungen aus

= rsnessisnceo e oo -] 2680 MM >
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Abb. 63. Versuchsanordnung zur Bestimmung der Biegungs-
schwingungsfestigkeit eines umlaufenden Stabes.

diesem Gebiet, die im Laboratorium des Verfassers angestellt
worden sind, einiges Interesse beanspruchen dirfen. Bevor wir
auf die Versuchsergebnisse selbst eingehen, wollen wir uns erst
mit der Versuchseinrichtung des Verfassers und mit den damit
gewonnenen Erfahrungen befassen.

Die Versuchsanordnung. Versuche zur Bestimmung der
Schwingungsfestigkeit eines Materials sind schon oft angestellt
worden. Bei der bekanntesten Einrichtung dieser Art, die schon
von Wohler in der zweiten Hélfte des vorigen Jahrhunderts
benutzt worden ist, wird ein umlaufender Stab durch eine an-
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gehéingte Last auf Biegung beansprucht. Beim Umlaufen ist eine
Faser des Stabes, wenn sie unten liegt, auf Zug, in der oberen
Lage auf Druck von gleicher Grofie beansprucht. Der Belastungs-
wechsel wird also hier nicht durch Schwingungen, sondern durch
den Umlauf des wechselnder Beanspruchung ausgesetzten Stabes
hervorgerufen. Eine Anordnung der von Wahler benutzten
Art hat auch den Versuchen des Verfassers zugrunde gelegen;
wir wollen uns an Hand der Abb. 63 etwas naher mit ihr be-
fassen.

Ein Stab a ist an seinen Enden in Kugellagern!) b und ¢ drehbar
gehalten. In seiner Mitte trigt er ein weiteres Kugellager d
(Abb. 64), an dem ein Gewicht G hangt. Durch G wird der Stab
auf Biegung beansprucht; das grofite Moment tritt in der Mitte
auf und es wird, wenn dafiir gesorgt ist, daB der Stab durch die
a1
. 2 2

Vom linken Ende aus wird der Stab unter Zwischenschaltung
einer elastischen Kupplung ¢ durch einen Motor f angetrieben.
Jede Faser des Stabes bei d ist durch das Moment M, wenn sie
unten liegt, auf Zug und, wenn sie nach einer halben Umdrehung
oben liegt, auf Druck beansprucht.

Der Durchmesser der Versuchstibe betrug 28 mm, die Lange 1
zwischen den Stiitzlagern b und ¢ 680 mm.

Der Stab wurde mit steigender Last G solange beansprucht,
bis er einrifl. Sobald ein RiB an der Oberfliche festgestellt werden
konnte, wurde er, um die Einrifistelle moglichst unversehrt zu
erhalten, in der ZerreiBmaschine vollstéindig abgerissen. Es ent-
standen dabei die in den Abb. 65, 66, 67 und 68 wiedergegebenen
Bilder, in denen deutlich zu erkennen ist, wie tief ins Material
der Schwingungsbruch fortgeschritten war und welche Material-
teile erst in der ZerreiBlmaschine getrennt worden sind.

Als ich im Oktober 1920 die in Abb. 63 dargestellte Versuchs-
einrichtung von Herrn Geheimrat Schéttler, der auf Anregung
von Prof. A. Hof mann schon wihrend des Krieges Schwingungs-
versuche ausgefithrt hatte, iibernahm, glaubte ich mit der Unter-
suchung der einzelnen Materialsorten direkt anfangen zu kénnen,
um brauchbare Versuchswerte firr die Schwingungsfestigkeit zu
erhalten. Ich muBte bald feststellen, daf3 ich mich in einem
Irrtum befand.

Kugellager b und ¢ nicht eingespannt ist, M,y =

1) Die Kugellager waren auflergewohnlich hoch beansprucht. Am
besten bewihrt haben sich bei diesen Versuchen die Kugellager der Firma
Fichtel und Sachs in Schweinfurt.
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Die ersten Versuche!?) lieferten Zahlen fiir die Schwingungsfestig-
keit von Edelstahlen zwischen 18 und 20 kg/mm?, d. h., wenn die
Belastung iiber 20 kg/mm? lag, brachen die Stibe, wenn auch
erst nach viel millionenfacher Beanspruchung, entzwei, und nur
wenn die Belastung unter 18 kg/mm? lag, konnte beliebig langer
Betrieb (hundert Millionen Umdrehungen und beliebig mehr)
aufrecht erhalten werden. Der so gewonnene Wert firr die Schwin-
gungsfestigkeit von 18 bis 20 kg/mm? war aber viel zu niedrig.
Wie sich spater herausstellte, waren die Versuchsergebnisse durch
storende Nebenumsténde beeinflulit, nach deren Beseitigung die
Schwingungsfestigkeit fiir die gleichen
Edelstahlsorten auf 36 bis 45 kg/mm?
stieg. Da diese stérenden Nebenum-
stande auch fur die Praxis wesent-
liche Bedeutung haben, wollen wir
uns eingehender mit ihnen befassen.

Im wesentlichen waren es 3 Um-
stande, durch deren Beriicksichtigung
die Beanspruchung des Stabes in der
vorhin angegebenen Weise erhoht
werden konnte:

1. Urspriinglich lag der innere
Laufring & des mittleren Kugellagersd ~ ayp,. 64 Mittellager.
hart auf dem Stab auf (Abb. 64). Bei
der Berechnung wurde gleichmafBige Verteilung des Auflage-
druckes iiber die Auflagefliche vorausgesetzt und unter dieser
Annahme die Spannung infolge der Auflagerung so gering ge-
funden, daB sie gegeniiber der durch die Biegung hervorgerufenen
Beanspruchung vernachlissigt werden konnte. Tatséchlich konnte
aber die Auflagefliche gar nicht so genau bearbeitet werden, daf3
alle Teile gleichmafig trugen, sondern der Auflagedruck wurde
durch wenige eng begrenzte Flichen iibertragen, in denen die
durch die Auflagerung hervorgerufenen Spannungen von gleicher
Groflenordnung wie die Biegungsspannungen wurden.

Die bei den ersten Versuchen aus der reinen Biegungsbean-
spruchung errechnete Groftspannung von 18 bis 20 kg/mm?
wurde also durch in ihrer Grofle unbekannte zusétzliche Auf-
lagerungsspannungen so stark erhoht, daf der schlieBlich ein-
getretene Bruch mehr eine Folge der letzteren als der ersteren war.

Um die &rtlichen SpannungserhShungen zu beseitigen, wurde
zwischen Stab ¢ und Auflagerung k eine etwa 1 mm starke Papier-

1) Eiggehender Versuchsbericht in der Dissertation von H. Dohms,
Braunschweig, Techn. Hochschule, 1923.
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beilage g (Abb. 64) gebracht, durch die ein Ausgleich in der Span-
nungsverteilung erzielt wurde. Die Folge dieser MaBlnahme war,
daBl die Risse, die urspriinglich stets innerhalb des Druckrings
ansetzten, jetzt mitunter aullerhalb auftraten und daB die Last @
(Abb. 63) etwa auf das 1,5fache gesteigert werden konnte.

Diese Uberanstrengung des Materials an einer eng umschrink-
ten Stelle tritt nur bei oftmaligem Belastungswechsel stérend in
die Erscheinung. Bei einmaliger Beanspruchung tritt an den
iiberanstrengten Stellen eine bleibende Form#nderung auf, die
einen Spannungsausgleich herbeifihrt und die die Bruchfestig-
keit kaum beeintrachtigt. Bei wechselnder Beanspruchung wird
aber die immer wieder itiberanstrengte Stelle zerstort.

Fiir die Praxis ist das vorstehende Ergebnis wichtig, da auch
die einzelnen Teile an ausgefithrten Maschinen in vielen Fillen
hart auf hart aufeinander wirken. Dabei ist in der Regel die
Spannungsverteilung durchaus nicht so gleichm#Big, wie das bei
der Rechnung angenommen wird. Es wird im Gegenteil eine Stelle,
die etwa ein wenig vorsteht, besonders hohe Spannungen aus-
zuhalten haben. Bei einmaliger Beanspruchung wird dadurch
das Ergebnis kaum beeinfluBt: das am hochsten beanpsruchte
Materialgebiet wird tiber die Elastizitétsgrenze hinaus gereckt,
gibt infolgedessen nach und sorgt so selbsttétig fiir den Spannungs-
ausgleich. Bei Schwingungsbeanspruchung wird aber das {iber
die Elastizitatsgrenze gestreckte Material infolge der oftmaligen
Wiederholung der Beanspruchung nicht bleibend gereckt, sondern
zerstért. Diese ungleichméBige Spannungsverteilung, die bei der
Berechnung nicht beriicksichtigt wird, tritt z. B. bei Schrauben-
verbindungen in hohem MafBe auf. Deshalb gehen Schrauben-
verbindungen (etwa die Befestigung des Deckels einer Dampf-
maschine) nicht bei der ersten Uberanstrengung (also beim An-
ziehen der Schrauben), sondern erst nach vielmaligem Belastungs-
wechsel entzwel, wenn sie iiberlastet waren.

2. Um einwandfreie Ergebnisse zu erhalten, mufiten Stofle
moglichst vermieden werden. Zu diesem Zweck wurde der Stab
mit einem Ruthardtschen Schlagmesser téglich neu ausgerichtet
und dafiir gesorgt, daBl der Schlag méglichst nicht {iber 0,1 mm
betrug. Die Kraftiibertragung wurde durch eine zweibackige
Kupplung mit Gummipuffern so gleichmaBig wie moglich gemacht.
Da sich derStab unter der Last durchbog, wurde der Motor ein
wenig nach dem Stabende zu geneigt, so, dafl die Motorachse
mit der Tangente an das Stabende in eine Richtung fiel.

3. Bei den zuerst durchgebrochenen Stiben wurde die Aus-
gangsstelle fiir den Schwingungsbruch untersucht. Es konnte
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immer festgestellt werden, daB eine leichte Oberflichenbeschadi-
gung vorhanden war, von der der Schwingungsbruch seinen Aus-
gang nahm; selbst grobere Polierschrammen driickten die zulissige
Beanspruchung herunter. Es mufite deshalb dafiir gesorgt wer-
den, dafl die Stibe moglichst glatt geschliffen waren und daB sie
beim Einbauen in die Maschine keine harten StéBe (auch keine
scheinbar geringfiigigen) erlitten. Durch die MaBnahmen zu 2
und 3 wurde die Schwingungsfestigkeit fiir Edelkonstruktions-
stahle auf 36 bis 45 kg/mm je nach Sorte gebracht.

Abb. 65. Oben Schwingungsbruch, unten Zerrei3-
bruch. Stellen z, 2 beginnende Schwingungsbriiche,
ausgehend von Oberflachenbeschiadigungen.

Die unter 2 und 3 genannten MaBnahmen haben ebenfalls
grofle praktische Bedeutung. St6Be und Erschiitterungen im
Betrieb oder leichte Oberflichenbeschédigungen sind in der
Praxis oft Ursachen fiir Schwingungsbriiche, die durch die iiber-
schlagigen Betrachtungen tiber Spannungsverteilung nach den
Lehren der Festigkeitslehre nicht erklart werden koénnen.

Ausbildung der Schwingungsbriiche. Es wurde ver-
sucht, Schwingungsbriiche moglichst im Entstehen festzustellen
und iiber die Fortschreitungsgeschwindigkeit AufschluB zu er-
halten. Zu diesem Zweck wurde mit der Versuchseinrichtung eine



106 Schwingungsfestigkeit und Schwingungsrisse.

elektrische Ausschaltvorrichtung verbunden, die die Strom-
zufithrung zum antreibenden Motor unterbrach, sobald die Durch-
biegung des Stabes, die unter der normalen Last etwa 5 mm
betrug, um 0,1 mm gréfer wurde. Wenn dann an einem Stab,
der durch die Ausschaltvorrichtung auBer Betrieb gesetzt worden
war, der feinste HaarriB festgestellt werden konnte, wurde er in
der Werdermaschine abgerissen. Wie Abb. 65 bis 67 erkennen la8t,
ist das Gebiet, in dem der RiBl durch Schwingungsbeanspruchung
hervorgerufen worden war, von dem Gebiet, in dem die Trennung

Abb. 66. Schwingungsbruch, ausgehend von einer

Fehlstelle im Material. a—a Begrenzung des

Bruchs nach 10 Mill. Schwingungen; b—b Grenz-

linie nach weiteren 5600 Schwingungen mit
gleicher Last.

des Materials erst in der ZerreiBmaschine — also mit einmaliger
Belastung — erfolgt ist, leicht zu unterscheiden : der Schwingungs-
bruch zeigt ein sammetartiges, feinkdrniges Gefiige, wihrend der
Zerreiibruch grobe Flachen aufweist. Ks wurde das Ergebnis
erhalten, daBl Schwingungseinrisse, die sich auf weniger als ein
Viertel bis ein Drittel der Querschnittsfliche erstreckten, mit
dem bloflen Auge trotz sorgfaltiger Untersuchung nicht festgestellt
werden konnten. Der Stab (Abb.66) war z. B. bis zur Linie a—a
in der Maschine (Abb. 63) eingebrochen. Die elektrische Ausschalt-
vorrichtung schaltete den Motor ab. Der Stab wurde ausgebaut
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und seine Oberfliche sorgfaltig nach Rissen untersucht. Da nichts
gefunden werden konnte, wurde der Stab wieder eingebaut und
die Maschine in Betrieb genommen. Aber schon nach kurzer Zeit
wurde der Motor wieder selbsttitig abgeschaltet. Der Schwin-
gungsbruch, der sich jetzt auch an der Oberfliche deutlich erkennen
lieB, war, wie nach dem AbreiBen des Stabes in der Werder-
maschine festgestellt werden konnte, bis zur Mitte des Stabes
(Linie b—b) vorgedrungen. Nachtréiglich konnte auch die Linie a—a,

Abb. 67. Schwingungsbruch, ausgehend von Fehl-
stelle y. Durchmesser der Fehlstelle 0,1 mm, Ab-
stand vom Rand 0,6 mm.

die sich durch die Unterbrechung des Betriebes abgezeichnet
hatte, festgestellt werden.

Mitunter traten Schwingungsbriiche gleichzeitig an verschie-
denen Stellen eines Stabes auf. Einer dieser mehreren Schwin-
gungseinrisse bildete sich dann soweit aus, daB er #uBerlich
bemerkbar wurde und das Ausbauen des Stabes zur Folge hatte.
Beim AbreiBlen des Stabes in der Werdermaschine wurden dann
neben dem Hauptschwingungsbruch auch die kleinen Einrisse
mit freigelegt. So zeigt Abb. 65 ein Bild mit einem grofien Schwin-
gungsbruch oben und mit mehreren kleinen Schwingungsbriichen
unten (Stellen z). Die kleinen Schwingungsbriiche lassen erkennen,
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auf welche Weise ein Schwingungsbruch ins Innere des Materials
vordringt: KEr hat zuerst die Form eines Halbkreises mit der
schadhaften Stelle als Mittelpunkt. Mit groBerem Anwachsen
verflacht sich die Begrenzungskurve; sie geht schlieBlich etwa in
eine gerade Linie iiber, wenn der Schwingungsbruch die Hilfte
der Querschnittfliche erreicht hat.

Wir wollen auch hier wieder die Nutzanwendung fiir die Praxis
suchen: Wenn ein Maschinenteil durch wechselnde Belastung

Abb. 68. Durch Schwingungsbeanspruchung zerstértes Kesselblech.
Halbkreisférmige Schwingungseinrisse z, .

entzwei geht, werden wir ebenfalls einen von der Oberfliche
ausgehenden halbkreisférmigen Bruch zu erwarten haben. Als
Beispiel sei auf Abb. 68 verwiesen, die den Bruch eines Kessel-
bleches zeigt. Das XKesselblech, das zu einer Dampfspeicher-
Lokomotive gehorte, ist beim jedesmaligen Aufladen der Loko-
motive belastet und beim Entladen entlastet worden. Der Kessel
wurde jeden Tag mehrmals geladen und leergefahren. Nach
mehrjahrigem Betrieb ist er auseinandergeflogen?), wobei die
Bruchstiicke die halbkreisférmigen Schwingungsbriiche der Abb.68
(Stellen x) erkennen lieflen. Die Zerstérung ist also auch hier
durch wechselnde Beanspruchung erfolgt und von einer schad-
haften Stelle der Oberfliche ausgegangen. Der Schwingungs-
bruch hat sich nach dem Innern zu halbkreisformig ausgebreitet,
bis das Material so geschwicht war, dal die Bruchfestigkeit iber-
schritten wurde. Dann ist das Blech plétzlich im ganzen aufgerissen.

Schwingungsbriiche bilden sich aber nur dann halbkreisférmig
von einer Stelle nach dem Innern zu aus, wenn die Uberanstren-
gung des Materials ahnlich ist, wie beim vorliegenden Versuch,
d. h. wenn das Material auf ein gréBeres Gebiet in einer sich

1) Nihere Angaben iiber den Bruch siehe Zeitschrift des Bayr. Re-
visionsver., Zerknall einer feuerlosen Lokomotive in den Deutschen
Werken in Druchau 1921 (Bericht von A. Féppl) und 1923 (M. v. Schwarz).
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oftmals wiederholenden Weise iiberlastet wird. Wenn dagegen
ein Bruch an einer Spindel, Welle usw. nach mehrjahrigem Betrieb
auftritt, so sieht der Dauerbruch auch oft wesentlich anders aus
als die Abb. 65 bis 67 erkennen lassen: es hat sich oft ein ring-
formiger Einril gebildet, der rings um den Zapfen herumlduft
(Abb. 69). Diese Art des Einreilens kommt durch St68e zustande,
die an dem Maschinenteil bei besonders ungiinstigen Belastungs-
verhéltnissen plétzlich auftreten und bei denen jeweils die Stelle
einreifit, die im Augenblick des Stofes
gerade die groBite Belastung auszuhalten
hat. Die vielen sich wiederholenden
StoBe, die schlieBlich den Bruch herbei-
fithren, werden je nach der augenblick-
lichen Zapfenstellung bald die, bald jene
Stelle itberanstrengen. Die Folge davon
ist, da3 der Rif} den ganzen Umfang des
Zapfens iiberzieht. Briiche, dhnlich dem  Abb. 69. Dauerbruch
in Abb. 69 dargestellten, werden z. B. mit einer Spindel.
dem Kruppschen Dauerschlagwerk er-
halten, bei dem der Probestab durch Sté8e immer wieder an
anderen Stellen des gefihrdeten Querschnitts tiberanstrengt wird.
Fortschrittsgeschwindigkeit des Schwingungs-
bruches. Solange der Einri8 noch klein ist, schreitet der Bruch
langsam voran. Mit gréfler werdendem Einri3 wéchst dann auch
die Fortschrittsgeschwindigkeit. Im vorausgehenden ist erwahnt,
dafl mitunter die Ausbildung eines Bruches fiir einige Stunden
unterbrochen worden ist und da@ sich dabei eine scharf abgezeich-
nete Linie wie a—a in Abb. 66 gebildet hat. Da der Drehzéhlerstand
zur Zeit der Unterbrechung und der zur Zeit der Beendigung
des Versuches aufgeschrieben werden konnte, war leicht fést-
zustellen, wieviele Umdrehungen (d. h. wieviele Belastungswech-
sel) notig waren, um den Schwingungsbruch von der Linie a—a
bis zur Linie b—b (Abb. 66) vorzutreiben. In Abb. 66 waren z. B.
10,8 Mill. Umdrehungen mit ungeéinderter Belastung verstrichen,
bis der Schwingungsbruch die Linie a—a erreicht hatte. Nach wei-
teren 5400 Umdrehungen war der Bruch schon bis an die Linie b—b
fortgeschritten. AuBerlich macht sich die Fortschreitungsgeschwin-
digkeit dadurch bemerkbar, dal} die Korngréle um so feiner ist
und das Bruchbild einen um so sammetartigeren Eindruck macht,
je langsamer der Bruch voranschreitet. So hatte z. B. ein Bruch,
der erst nach 14 Millionen Umdrehungen mit gleicher Last sicht-
bar wurde, namentlich an den Ausgangsstellen ein dullerst fein-
korniges Gefiige. Die Zahlen zeigen im tibrigen, daf die in der
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Literatur oft vertretene Ansicht, als ob Haltbarkeit bei 1 Million
Belastungswechsel gleichbedeutend sei mit dauernder Haltbar-
keit, nicht zutrifft.

Materialfehler. Es ist bekannt, daf Ungleichheiten in der
duBeren Form, wie z. B. scharfe Ubergéinge, Anbohrungen, Ober-
flichenbeschidigungen, auf die Festigkeit eines Maschinenteils,
der wechselnder Beanspruchung ausgesetzt ist, einen ungiinstigen
EinfluB ausiiben. In welchem MaBe aber die Haltbarkeit durch

Abb. 70. Fehlstelle y von Abb. 67 in 55 facher Vergroferung.

innere Ungleichheiten — vor allem durch mikroskopisch kleine
Materialfehler — beeintrachtigt wird, dariiber sind noch keine
Versuche angestellt worden. Von vornherein ist ja klar, daB
grobe Fehlstellen, z. B. GuBblasen, durch die. der Querschnitt
wesentlich verringert wird, die Festigkeit des Stiickes stark er-
niedrigen werden. Daf aber auch kleine Fehlstellen, die auf den
Querschnitt so gut wie keinen EinfluB haben und die deshalb
die Festigkeit des Stiickes bei einmaligem Abreifen nicht be-
eintrichtigen, die Schwingungsfestigkeit wesentlich erniedrigen
konnen, ist bei den Versuchen festgestellt worden. Es handelt
sich um 2 Stdbe, bei denen der Schwingungsbruch nicht von
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der Oberfliche, sondern beide Male von einer kleinen Fehlstelle
im Innern des Materials ausgegangen ist.

Der erste Bruch mit der Fehlstelle ist in Abb. 67 (Stelle ¥)
und in 50facher VergréBerung in Abb. 70 dargestellt. Die Fehl-
stelle hatte einen Durchmesser von etwa 0,1 mm und war 0,6 mm
von der zylindrischen Oberfliche entfernt. Da der Halbmesser
des Stabes 14 mm betrug, war bei linearer Spannungsverteilung
die Spannung an der Fehlstelle um 0,6 : 14 - 100 = 49, geringer
als am Umfang. Trotzdem ist der Rif} nicht vom Umfang, sondern
von der Fehlstelle, die vollstindig von gesundem Material um-
schlossen war, ausgegangen. Er ist dann sehr langsam, wie die
feinkérnige Struktur erkennen lift, etwa auf einer Kreisfliche
mit der Fehlstelle als Mittelpunkt fortgeschritten, bis seine dulleren
Auslaufer den Stabumfang erreicht hatten. Dann ist die Rand-
partie eingebrochen und der Rif} ist rascher vorgedrungen. Das
Gebiet mit der geringen RiBfortschrittsgeschwindigkeit in der
Umgebung der Fehlstelle ist in Abb. 70 durch die hellere Kreis-
fliche mit etwa 50 mm Durchmesser hervorgehoben. Es scheint
eine Eigenttimlichkeit der Schwingungsbriiche, die von inneren
Fehlstellen ausgehen, zu sein, daf sie langsam fortschreiten.

Der zweite Bruch, der von einer Fehlstelle ausgegangen ist,
ist in Abb. 66 dargestellt. Die Fehlstelle hatte hier etwa 0,4 mm
Durchmesser und sie lag 1,4 mm von der Oberfliche entfernt.
Die Spannung in der Umgebung der Fehlstelle war also bei linearer
Spannungsverteilung schon um 109, geringer als am Umfang.
Da der Rifl von der Fehlstelle, nicht von einer um 109, hoher
beanspruchten Stelle des Umfangs, ausgegangen ist, ist die Er-
niedrigung der Festigkeit des Materials infolge der 0,4 mm aus-
gedehnten Fehlstelle mehr als 109,.

Die Schwingungsfestigkeit verschiedener Material-
sorten. Die Schwingungsfestigkeit ist mafgebend fiir die Halt-
barkeit vieler Maschinenteile. Es wire vor allem wichtig, eine
Beziehung zwischen Schwingungsfestigkeit und den beim ge-
wohnlichen ZerreiBiversuch feststellbaren GroBlen (Proportionali-
titsgrenze, Elastizitatsgrenze, Bruchfestigkeit) aufzustellen. Eine
feststehende Beziehung konnte nicht ermittelt werden. Nur soviel
war sicher, dafl die Schwingungsfestigkeit unterhalb der Elastizi-
tétsgrenze und der Proportionalitatsgrenze, die im iibrigen fiir die
meisten Materialien nicht streng festgestellt werden koénnen,
gelegen war. Auf alle Fille erwies sich die in der Praxis vielfach
verbreitete Ansicht, die Schwingungsfestigkeit stehe in einem
bestimmten Verhiltnis » zur Bruchfestigkeit — gewdhnlich wird
y = 1/, angegeben — als nicht stichhaltig. Die Schwingungs-
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festigkeit scheint im Gegenteil mehr von der Elastizitdtsgrenze
als von der Bruchfestigkeit abzuhingen. Auch die von
R. Stribeck-Stuttgart (Z. d. V. d. Ing. 1923, S. 631) auf Grund
von Versuchsergebnissen, die an anderen Stellen erhalten worden
sind, gewonnene Formel, nach der die Schwingungsfestigkeit ver-
héltnisgleich der Summe aus Bruchfestigkeit und Streckgrenze
sein soll, ist bei den Versuchen des Verfassers nicht bestitigt
worden. AuBler Bruchfestigkeit und Streckgrenze hat auch die
Bruchdehnung Einflu auf die Gré8e der Schwingungsfestigkeit.

Die Versuche wurden vor allem an Stiben aus Edelstahl
verschiedener Legierung — reine Kohlenstoffstihle, Silizium-
stahle, Nickelstdahle, Chrom-Nickelstdhle — vorgenommen. Die
Versuchsergebnisse sind in der Dissertation von Dr.Ing. Dohms
(Braunschweig 1923) veréffentlicht worden. Zusammenfassend
kénnen fur die Konstruktionsstiahle etwa folgende Zahlenwerte
genannt werden: Bruchfestigkeit 70—85 kg/mm?2, Bruchdehnung
11—16%,, Elastizitdtsgrenze 55—72 kg/mm?® und zugehdrige
Schwingungsfestigkeit 36—44 kg/mm?. Das beste Ergebnis
wurde bisher mit dem Konstruktionsstahl E 724 der Bergischen
Stahlindustrie in Remscheid erhalten, der nach einer bestimmten
Wiérmebehandlung folgende Schwingungsbeanspruchungen aus-
gehalten hat: mit ¢ = 39 kg/mm? 17,1 Mill., mit 6 = 40 kg/mm?
17,6 Mill., mit ¢ = 41 kg/mm? 17,0 Mill., mit ¢ = 42 kg/mm?
22,2 Mill., mit ¢ = 43 kg/mm? 20,4 Mill., mit ¢ = 44 kg/mm?
20,4 Mill. Umdrehungen. Nach der Erhéhung der Belastung auf
o = 45 kg/mm? ist der Stab nach 17,8 Mill. Umdrehungen zu
Bruch gegangen. Die Schwingungsfestigkeit fiir das Material
liegt also nur wenig unter 45 kg/mm?2, da die lange Zeit, die der
Stab bis zum Einbrechen mit der Belastung von ¢ = 45 kg/mm?
gelaufen ist, darauf schlieen 1a8t, dal die Schwingungsfestigkeit
nur wenig tiberschritten war. Fiir die gute Bewertung des Materials
ist aber auBler dieser Zahl noch die Bruchdehnung mafBgebend.

AuBer den Edelstdhlen sind auch noch andere Materialien
untersucht worden. Vor allem ist ein Vergleichsversuch zwischen
der Schwingungsfestigkeit eines gewohnlichen Stahlstabes und der
eines Bronzestabes von etwa gleicher Festigkeit und Dehnung
angestellt worden.

ZerreiB- Streck- Bruch- Schwingungs-

festigkeit grenze dehnung festigkeit 4

kg/mm? kg/mm? in °/ kg/mm?
Edelstahlstab . . .| 70—85 55—72 11—16 36—44.,5 1:1,9
Stahlstab . . . . . 51 — 30 20 1:2,5
Bronzestab . . . . 51 — 30 13 1:4
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Die Tabelle zeigt, wie irrig es ist, aus den Ermittlungen, die
mit dem Zerreifiversuch gewonnen werden, auf die Festigkeit
des Materials bei wechselnder Beanspruchung schliefen zu wollen.
Denn Bruch-Festigkeit und -Dehnung sind fiir den Stahlstab und
den Bronzestab etwa gleich gro. Bei Schwingungsbeanspruchung
hélt dagegen der Bronzestab nur das 0,65fache dessen aus, was
der Stahlstab vertragen kann. Besonders groB wird der Unter-
schied im Verhiltnis » zwischen Schwingungsfestigkeit und

Abb. 71. Bronzestab. Oberhalb Linie a—a Schwin-
gungsbruch; unterhalb ZerreiBbruch.

Bruchfestigkeit, wenn man die Bronze mit Edelstahl vergleicht :
Fir jene ist dieses Verhaltnis etwa 1 : 4, fir Edelstahl dagegen
blo etwa 1 :1,9.

Das Aussehen des Schwingungsbruches gibt auch AufschluB,
warum die Bronze eine im Vergleich zur Bruchfestigkeit so niedrige
Schwingungsfestigkeit hat. Die Bronze war, wie auch schon die
Festigkeitszahlen erkennen lassen, von ganz vorziiglicher Quali-
tat; sie war hergestellt von den Harburger Eisen- und Bronze-
werken. Der Zerreilbruch (s. Abb. 71 unten) zeigt ein voll-
kommen gleichmiBiges und sehr feinkérniges Gefiige. Der Schwin-
gungsbruch (Abb. 71 oben) laflt erkennen, dal im Material wirr
durcheinanderlaufende grobe Xristallflichen vorhanden sind.

Foppl, Schwingungslehre. 8
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Der ZerreiBbruch verlduft nicht lings dieser Flichen; beim Zer-
reien werden die Kristalle zerstért. Fir den Schwingungsbruch
dagegen sind die Kristalle als Flichen kleinsten Widerstandes
mallgebend, langs denen der Bruch langsam fortschreiten kann.
Um ein Material widerstandsfidhig gegen Schwingungsbeanspru-
chung zu machen, ist es also wichtig, das Gefiige mdoglichst fein-
kornig zu gestalten. Die im Verhaltnis zur Bruchfestigkeit hohe
Schwingungsfestigkeit bei Edelstahl wird vor allem dadurch her-
vorgerufen, dafl bei der Herstellung des Edelstahls auf die Aus-
bildung eines mdoglichst feinkérnigen Gefiiges besondere Sorgfalt
verwendet wird.

§ 42. Die Drehschwingungsfestigkeit. Neben der wechselnden
Beanspruchung normal zur Fléche interessiert auch die wechselnde
Beanspruchung in Fléchenrichtung (Schubspannung); sie tritt
vor allem bei umlaufenden auf Verdrehen beanspruchten Wellen
auf, und zwar in besonders gefahrlichem MaBle dann, wenn die
Schwungmassen, die auf der Maschinenwelle sitzen, die in § 12
behandelten und in der Praxis so gefiirchteten Drehschwingungen
ausfihren.

Auch 1iiber die Drehschwingungsfestigkeit der Materialien
liegen noch wenige Erfahrungen und Versuche vor. Der Verfasser
ist deshalb gezwungen, iiber eigene Versuche zu berichten, die er
zur Klarung der Frage angestellt hat.

Nach den Ergebnissen mit der Biegungsschwingungseinrichtung
hat sich der Verfasser beim Bau der Drehschwingungseinrichtung
bemiiht, moglichst alle storenden Einflisse — Sto8e, Druckstellen

y, usw. — von vornherein auszuschalten.
‘Pt_,% Das 148t sich am besten dadurch er-
S reichen, daf der Versuchsstab durch einen

2 verhéltnismaBig kleinen periodischen Im-
, puls in Resonanzdrehschwingungen ver-
/ setzt wird, eine Anordnung, bei der

Abb. 72. Dreh. !oesonders gut die bei Drehschwingungen
schwingungsanordnung, 1 der Praxis auftreteqde Beanspru-

chungsart nachgeahmt wird.

Die Versuchsanordnung ist in Abb. 72 dargestellt. Der Ver-
suchsstab a ist als Welle ausgebildet und an einem Ende b fest-
gehalten. Am anderen Ende trigt er die Schwungmasse J. Die
Welle ist gut gelagert, so daB sie sich nicht durchbiegen kann.
Das System a J kann Eigen-Verdrehungsschwingungen ausfiihren,
deren Dauer 7', sich in bekannter Weise berechnen 1a8t. Auf die
Schwungscheibe J wirkt eine periodische Kraft im Rhythmus der
Eigenschwingungszahl. Die GroBle der Kraft P wird so geregelt,
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daB ein bestimmter Ausschlagwinkel 4@, dem eine Schub-
spannung Ty, entspricht, erhalten wird. Damit die Kraft P
nicht zu klein ausfillt (bei Resonanz bringt ja schon ein kleiner
Impuls einen groBen Ausschlag hervor), wirkt auf die Schwung-
scheibe J eine Bremsvorrichtung ein, die bei jeder Schwingung
einen Teil der Energie vernichtet. Die GroBtwerte von Kraft P
und Winkel A¢p sind bei Resonanz um 90° phasenverschoben.
Der Phasenverschiebungswinkel wird zur Regelung der Periode
der antreibenden Kraft P benutzt, die immer genau gleich der
Schwingungsperiode gehalten wird. Eine weitere Vorrichtung
dient zur genauen Bestimmung des maximalen Ausschlagwinkels.

Die Versuche werden in gleicher Weise durchgefiihrt wie die
Biegungsschwingungsversuche, d. h. es wird mit einem Aus-
schlagwinkel A, oder einer groBten Schubspannung 7z, be-
gonnen, mit der eine bestimmte Anzahl Schwingungen (z. B.
1 Million) ausgefithrt werden. Dann wird der Ausschlagwinkel
vergroBert und damit die Spannung auf (zy 4 A7y) erh6ht; mit der
neuen Spannung werden wieder eine Million Spannungswechsel
vorgenommen. Es folgen eine Million Spannungswechsel mit
7o + 2 A7y usw., bis der Stab bei einer Spannung 7, + n 47, zu
Bruch kommt. Die Spannung 7, + (n— 1) 47, kann als MaB
fir die Verdrehungsschwingungsfestigkeit des Materials ange-
sehen werden?).

Uber den Ausbau des Versuchsapparates und die mit ihm
gewonnenen einzelnen Versuchsergebnisse wird nédher in einer
Arbeit meines Assistenten, des Herrn cand. ing. A. Busemann,
berichtet werden, der sich besondere Verdienste - _
um den Ausbau der Versuchsanordnung, vor || ', )
allem durch Schaffung von geeigneten MeB- und <]
Regelvorrichtungen erworben hat. " AD. 73, .

Wir wollen uns im nachfolgenden nur mit elenbrach in-
dem gewonnenen Gesamtergebnis, das einen folge von Dreh-
Einblick in den Bruchvorgang gewihrt, be-  schwingungen.
fassen.

Vor allem interessiert die Frage, in welcher Richtung der erste
Einrif bei einem glatten Stab erfolgt, der wechselnder Verdrehungs-
beanspruchung ausgesetzt ist. Die Versuche haben in dieser
Richtung tibereinstimmend ergeben, dafl der erste Einrif3 infolge
der Schubspannungen parallel zur Stabmittellinie erfolgt (Abb. 73,
Linie 1 1'). Infolge dieses Einrisses wird die Ubertragung der
Normalspannungen, die unter 45° zur Stabachse am gréBten sind,

1) Siehe dariiber auch einen Bericht des Verfassers im Werkstoff-
ausschuB des Ver. d. Eisenhiittenleute 1923.

8*
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erschwert und der Rif3 schreitet in der Richtung 12 und 1’2’ weiter
fort. SchlieBlich ist die Festigkeit des Materials so geschwicht,
daBl der Rest des Querschnittes in kurzer Zeit nach beliebigen
Bruchflichen  durch-
bricht. In den Abb. 74
und 75 sind Verdre-
hungsschwingungsbrii-
che dargestellt. Die Linie
11, von der der Bruch
Abb. 74. Verdrehungsschwingungsbruch.  ausgeht, ist stets deut-
lich zu erkennen. Mit
dem Mikroskop kann man sie in das gesunde Material zu beiden
Seiten des Bruches verfolgen (Abb. 76).
In der Praxis sehen Verdrehungsschwingungsbriiche oft
wesentlich anders aus, als die Abb. 74—76 mdchten vermuten

Abb. 75. Verdrehungsschwingungsbruch.

lassen. Der Grund hierfir liegt in der Tatsache, daB die Wellen
nicht so glatt hergestellt sind wie die Versuchsstibe des Ver-

Abb. 76. Verdrehungsschwingungsbruch (60 fache VergréBerung,
Fortsetzung ins Material).

fassers. Wenn z. B. an einer Stelle eine Bohrung etwa fiir eine
Halteschraube vorgesehen ist (Abb. 77), so findet an dieser Stelle
ein Ausgleich der Schubspannungen in Léngsrichtung statt — die
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Rinder der Bohrung im Léngsschnitt kénnen ungestért vonein-
ander Verzerrungen erleiden. Eine solche Welle ist deshalb beziig-
lich Festigkeit vergleichbar mit einer Welle, die schon einen Einrif3
1 1’ hat und der RiBl setzt bei ihr unter 45° zur Wellenachse an.
Wenn die Welle sehr ungleichmiaBig bearbeitet ist, kann auch
eine wesentliche Schwichung in einem Querschnitt senkrecht
zur Wellenachse vorhanden sein (tiefere Drehrillen). Dann bricht

Abb. 77. Verdrehungsschwingungsbruch einer Schiffswelle.

die Welle auch mitunter in diesem Querschnitte ab. Wenn aber
die besondere Oberflichengestaltung nicht eine ganz bestimmte
Form des Einrisses vorschreibt, so wird ein Drehschwingungsbruch
immer in der aus Abb. 74—76 ersichtlichen Form vor sich gehen.

§ 43. Innere Energic-Aufnahmefihigkeit des Werkstoffs. Wenn
auf die Schwingungsanordnung Abb. 72 ein Impuls mit der
Periode der Eigenschwingungszahl einwirkt, so mufl der Stab,
solange keine Energie abgefithrt wird, theoretisch immer groBere
Ausschlige annehmen, bis er schlieBlich bricht. Wie sieht nun
die Sache praktisch aus? D. h. was wird eintreten, wenn wir bei
der Schwingungsanordnung Abb. 72 die Bremse weglassen? Die
vorher genannte Drehzahlregelung sorgt dafiir, daB der Impuls
stets genau im Rhythmus der Eigenschwingungszahl eingefiihrt
wird. Impuls und Schwingungsausschlag sind um 90° phasen-
verschoben und die ganze Impulsenergie wird dem Probestab
zugefithrt. Wenn der Stab nicht schon nach wenigen Schwingungen
entzwei gehen soll, muf} er imstande sein, Energie aufzunehmen,
bzw. in Wiarme umzusetzen.

Beziiglich der Energieaufnahmefihigkeit eines Werkstoffs sind
zwei Fille zu unterscheiden: Bevor der Stab in zwei Stiicke bricht,
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treten mit dem bloBen Auge vorerst &uBerlich nicht sichtbare
Lingsrisse (Abb. 73 Linie 11’) auf. Die beiden RiBflichen reiben
im Betrieb stark aneinander, so stark, dafl das Material nach dem
volligen Abbrechen an diesen Stellen verbrannt und zermiirbt
aussieht. Bei dieser Bewegung der beiden Bruchflichen anein-
ander wird Wirme erzeugt, die duBlerlich mit der Hand kurz vor
dem Bruch manchmal festgestellt werden kann. Die Warmeabgabe
dauert bei bestimmten Stahlsorten je nach der GréBe des Impulses
etwa 0—5000 Schwingungen; dann ist der Stab durchgebrochen.

Es gibt aber auch Stahlsorten, die bei geringer Uberschreitung
der Schwingungsfestigkeit eine lange Zeit (z. B. eine oder mehrere
Millionen Schwingungen) iiberstehen und dabei erhebliche Warme-
mengen von sich geben kénnen. Zum Unterschied vom voraus-
gehenden Fall erstreckt sich die Erwdrmung nicht iiber einen
kleinen Bezirk, sondern gleichmaBig {iber den ganzen Stab.

Der Energieaufnahmefihigkeit von Konstruktionsmaterialien
ist bisher keine Beachtung geschenkt worden, wiewohl ihr fir
viele Fille erhebliche Wichtigkeit innewohnt. Die Wichtigkeit der
Dampfungsfahigkeit des Materials kann an der beschriebenen
Versuchsanordnung leicht festgestellt werden; der eine Stab, z. B.
der Energie aufnehmen konnte (d. h. der bei der Beanspruchung
warm wurde), erlitt bei einer bestimmten GroBe des eingeleiteten
Impulses eine Beanspruchung t,, = 21 kg/mm2. Er brach mit
dieser Beanspruchung etwa nach 2 Millionen Umdrehungen.
Ein anderer Stab aus einer Sorte, die erheblich hohere Festigkeits-
werte aufwies, die aber keine Energie aufnehmen konnte, machte
bei einem Impuls, dessen Gréfe nur ein Bruchteil von der GroBe des
zuerst genannten Impulses war, einen Ausschlag mit einer Be-
anspruchung t,, = 32 kg/mm?2. Der Stab wurde dabei nicht
fithlbar warm. Er brach aber bereits nach 50 000 Schwingungen.

Die Frage ist nun, welches der beiden Materialien geeigneter
fir Konstruktionszwecke ist. Bei den bisherigen Untersuchungs-
weisen, bei denen man die Bruchfestigkeit, Elastizitdtsgrenze oder
auch die Schwingungsfestigkeit feststellt, weist das zu zweit ge-
nannte Material hohere Festigkeitswerte auf als das erste, so dafl
ihm der Vorzug zu geben wiare. Das trifft auch praktisch ohne
weiteres zu, solange man die auftretenden Krafte wirklich kennt
und beherrscht, wie es z. B. bei beliebigen Belastungen und Ent-
lastungen (auch bei der Anordnung nach Abb. 63) der Fall ist.
Wenn aber ein Impuls im Rhythmus der Eigenschwingungszahl
auftritt, wie bei der Anordnung Abb. 72 oder bei einer Wellen-
leitung, die mit Schwungmassen behaftet ist (siehe § 12), dann ist
die GroBe der Beanspruchung nicht nur von der Grofe des im
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Rhythmus der Eigenschwingungszahl erregenden Impulses, son-
dern ganz wesentlich auch von den Eigenschaften des Wellen-
materials, d. h. von seiner Dampfungsfihigkeit abhingig. Dann
wird unter Umsténden die Welle aus dem zuerst genannten
Material eine wesentlich héhere Lebensdauer haben als die zu
zweit genannte, da sich das erstere Material gegen Uberanstrengung
durch Energievernichtung schiitzt.

Die Frage ist aber noch zu wenig geklart ; vor allem liegen noch
keine brauchbaren Versuchseinrichtungen zur Feststellung der
Energieaufnahmefihigkeit von Materialien und erst recht noch
keine Versuchswerte vor, so dall der praktische Ingenieur wohl
die vorgebrachten Gesichtspunkte kennenlernen aber sich nicht
nach ihnen richten kann.

Die besten Werte in bezug auf Energievernichtung (Ddmp-
fungsfihigkeit) sind bisher mit einem Mangansiliziumstahl von
etwa 80 kg/qmm Festigkeit und 13,59, Bruchdehnung erzielt
worden. Der Stab hat bis zum Bruch 3,6 PS, Stunden Energie
auf 1 kg Material bei 7,, = 21 kg/qmm durch Umsetzung in
Wirme vernichtet. Die Diampfungsfahigkeit dieses Materials

kann demnach mit » = 3,6 PS, -
gegeben werden. kg
Man sieht aus dieser Uberlegung, wie wichtig es ist, einen
Maschinenteil, der schwingender Beanspruchung ausgesetzt ist,
an allen Stellen auf gleiche Beanspruchung zu dimensionieren.
Es miissen moglichst groBe Materialgebiete bis iiber die Span-
nungsgrenze bei der Energieumsetzung stattfindet, beansprucht
werden, damit ein wesentlicher Teil der durch die Impulse ein-
geleiteten Schwingungsenergie vernichtet und die Gréfle der
maximalen Form#nderung auf diese Weise begrenzt wird.

bei 7 =21 kg/qmm an-

VIII. Massenkrifte und Massenausgleich.

§ 44. Einfiihrung. Wir nehmen an, in einem leichten Kahn, der
auf einem ruhigen See liegt, stehe ein Mann am Vorderteil und er
gehe nach dem Hinterteil des Kahnes zu (Abb. 78). Der Kahn
fiihrt dann relativ zum Wasser eine Bewegung in entgegengesetzter
Richtung aus (v;). Zur Vereinfachung nehmen wir an, daBl die
Reibung, die bei der Bewegung des Kahnes im Wasser auftritt,
vernachlassighbar klein sein soll.

Der Versuch wird in Vorlesungen aus der Mechanik ange
fithrt. Die Bewegung des Kahnes relativ zum Wasser wird darauf
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zuriickgefiihrt, daB der Schwerpunkt eines Systems, auf das keine
suleren Krifte einwirken, in Ruhe bleibt. Wie wir das System
abgrenzen, ist gleich: Wir kénnen den Mann fiir sich allein be-
trachten; dann ist nur zu beachten, daB auf ihn beim Gehen
durch den Fuiboden eine Kraft P,
ibertragen wird und daB seine Be-
wegung ausder dynamischenGrund.-
42z, 1),
dae
Oder wir kénnen Mann und Boot
als ein System betrachten, auf das
= bei Vernachléssigung der Wasser-
reibung keine #&ullere Kraft ein-
wirkt, so daB} fir den gemein-
Null ist. Oder wir konnen Mann, Boot

s 3 gleichung folgt: P,, =m,, -

Abb. 78.

samen Schwerpunkt o

und einen Teil des Wassers, der durch den Schnitt 1122 ab-
gegrenzt wird, als ein System betrachten, dessen Schwerpunkt
in Ermangelung duBlerer Krifte in Ruhe bleibt.
Wir iibertragen die vorausgehende Uberlegung auf eine
Kolbenmaschine (Abb. 79). Kolben, Kolbenstange, Kreuzkopf
oy und ein Teil der Schubstange be-
{ M1 7\ wegen sich beim Umlauf der Ma-
R schine bald nach rechts, bald nach
Abb. 79. Der Kurbeltrieb. links. Es miissen also Beschleu-
nigungskrifte in wagrechter Richtung
durch den Kolben und den Wellenzapfen tbertragen werden, die
die entsprechenden Beschleunigungen zur Folge haben. Betrachten
wir die ganze Maschine als ein System, so wissen wir von ihm,
_ daB das Gestange Bewegungen aus-
E——Y fithrt, wihrend Zylinder usw. in
 — e ~——  Rube bleiben. Es miissen also durch
das Fundament periodische Krafte
auf die Maschine iibertragen werden,
! _ die die mit der Gestingebewegung
Abb. 80. Kolbenmaschine verbundenen Schwerpunktsverschie-
mit Fundament. bungen der Gesamtanordnung zur
Folge haben. Und grenzen wir end-
lich durch die in beliebiger Entfernung von der Maschine gezogenen
Schnitte 11’2’2 ein System Maschine mit Fundament ab, so wissen
wir, daf} die Gestangebewegungen zum Teil durch entgegengesetzt

1) Die Krafte in senkrechter Richtung heben sich heraus, da Schwer-
kraft und Auflagekraft gleich groB sind.
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gerichtete Rahmen- und Fundamentbewegungen, die zwar klein
sind aber eine grofle Masse erfassen, und zum anderen Teil durch
periodische in den Schnittflachen tibertragene Kréafte ausgeglichen
werden. Wir wollen annehmen, daf die Schnitte 11'2'2 (Abb. 80)
in sehr groBer Entfernung gezogen seien und daf keine perio-
dischen Krifte mehr beim Umlauf der Maschine iibertragen werden.
Dann heifit das, dafl die Fundamentmasse so groe Verschiebungen
mit der Periode der Umlaufzahl ausfithrt, dall der Schwerpunkt
der ganzen Anlage in Ruhe bleibt. Durch innere Krifte — etwa
durch die Reibung, die bei der inneren Fundamentbewegung auf-
tritt — wird der eingeleitete Impuls nicht beeinflufit ; durch innere
Reibungen wird nur die Energie verzehrt, die Schwerpunkts-
bewegung aber nicht beriihrt.

Wenn wir die GroéBe der resultierenden Kraft, die auf das
System iibertragen wird, ermitteln wollen, so bedienen wir uns der

dynamischen Grundgleichung P = myg - %%g mg ist dabei die Ge-

samtmasse des Systems und vg die Schwerpunktsgeschwindigkeit.
Nach dem Schwerpunktssatz ist aber mg:vg= > muv, oder

d .

l‘? = >'m- -, wobei die Summierung iiber das ganze
System zu erstrecken ist. Betrachten wir als System die Maschine
ohne Fundament, o ist das (m v) des Rahmens, Zylinders usw.
vernachléssigter klein gegen das mgvg des Getriebes. Wir erhalten
demnach fiir die GréBe der Kraft P, die durch das Fundament
auf die Maschine oder umgekehrt von der Maschine auf das Fun-

d
dament iibertragen wird, den Ausdruck: P = myg H%G . Die Be-

dingung dafiir, daf keine Kraft von der Maschine auf das
Fundament iibertragen wird, lautet also: mg - dvg = 0, oder, wenn
dauernd keine Kraft ibertragen werden soll:

1. mg v = 0.

Bei einer Einzylindermaschine wiirde das heiflen, die Umlauf-
zahl der Maschine soll Null sein. Bei Mehrzylindermaschinen
kann die Gleichung 1 in der Weise erfiillt werden, dafl die mehreren
Getriebe so gegeneinander bewegt werden, daB ihre resultierende
Schwerpunktsbewegung Null, Gleichung 1 also auch beim Umlauf
der Maschine erfiillt ist. Wir miissen jetzt zundchst die GréBe von
mg - vg fir ein Getriebe ermitteln.

§ 45. Der Kurbeltrieb. Es kommt einerseits auf die GroBe der
Getriebemassen mg und andererseits auf ihre Beschleunigung bzw.
auf ihre Lage in jedem Augenblick an.
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a) Die Grofe der bewegten Massen. Kolben, Kolbenstange und
Kreuzkopf bewegen sich beim Umlauf der Maschine gradlinig in
Richtung der Zylinderachse; Schubstangenkopf und Xurbel
filhren eine drehende Bewegung aus und die Bewegung der
Schubstange ist aus einer gradlinigen und einer drehenden zu-
sammengesetzt. Wir zerlegen zuerst die Bewegung der Schub-
stangenmasse in einen drehenden und einen gradlinigen Anteil.
Das Gewicht der Schubstange und damit ihre Masse mg, ist be-

g kannt ;ebensosolldurch einen

»*//,.li/h/ mss,  Versuch oder durch Rech-

—l nung die Lage des Schwer-
% punktes 8 in der Entfernung
Sty ™ 1, vom Kreuzkopf ermittelt

Abb. 81. worden sein. Dann koénnen

Kurbeltrieb mit Gegenkurbel m;. wir die gesamte Schub-
stangenmasse mg,; auch in

die 2 Teile mg.,1 und mg,y o zerlegt denken, von denen der eine
die rein gradlinige Bewegung des Kreuzkopfes und der andere die
rein drehende Bewegung des Kurbelzapfens ausfithrt. Die Unter-

teilung hat in bekannter Weise nach den Formeln zu erfolgen
(Abb. 81):

2. Mgen1 + Msen2 = Mgep

und

3. Uemgeny = by mge -

Es ist also:

4. Mgep 1 = % Mgeps;  Mgeh2 = lll— Mgep, -

Wir haben nun die rein drehenden Massen (Kurbel und myg. o),
deren Schwerpunktsbewegung in einfacher Weise durch eine
Gegenkurbel m;, ausgeglichen werden kann und die rein gradlinig
bewegten Massen (Kolben, Kolbenstange, Kreuzkopf und mg,, 1),
die wir vorhin schon unter dem Zeichen mg zusammengefalt
hatten. Im nachfolgenden befassen wir uns mit den Massen myg,
deren Ausgleich Schwierigkeiten bereitet.

b) Die Bewegung der Massen mgy . Die Bewegung der im Kreuz-
kopf vereinigten Massen mg kann nicht durch eine Gegenkurbel
ausgeglichen werden, da erstere eine gradlinige Bewegung, letztere
eine Drehbewegung ausfithrt. Durch Gegenkurbel konnte man
zwar die Bewegung in Richtung der Zylinderachse (X-Richtung)
ausgleichen, man erhielte statt dessen aber eine gleich grofle
Schwerpunktsverschiebung in Y-Richtung. Moglich ist dagegen
der Ausgleich durch zwei gegenliufig umlaufende Massen, auf
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den im Abschnitt ,,Massenkréfte und Massenausgleich des Buches
., Schnellaufende Dieselmaschinen von Foppl, Strombeck
und Ebermann ausfiihrlicher eingegangen ist.

Um die Beschleunigung von myg festzustellen, miissen wir die
Lage « des Kreuzkopfes (oder
die Lage « -+ a des Schwer-
punktes) zu den verschiedenen
Zeiten t in Abhéngigkeit vom
Kurbelwinkel ¢ (Abb. 82) be-
stimmen. Die Totlage des
Getriebes ist durch =z =10
gegeben. Wir kénnen schreiben (Abb. 82):

5. x=r1r(l—cosp)+1(1—-cosy);
2
6. rsing = lsiny; sin?y = % sinp = 12sin’p,
daraus:
I — 272 74
7. cosy =1 —A%sin2p = NVl ———-—211 sin®p + T sin g
72
=0l —'_—2- Sinzlp .

Wir haben dabei angenommen, da8 das Quadrat des Schubstangen-
r
—z- =

Ausdruck unter dem Wurzelzeichen durch Beifiigung des von
4
héherer Ordnung kleinen Gliedes %sin‘l(p zu einem vollstindigen

verhaltnisses 4 klein ist gegen 1. Wir konnten dann den

Quadrat ergdnzen. Unter Benutzung der Gleichung 5 und 7 er-
halten wir:

8. x:r(l~cos¢p+g—sin2¢>>,
1—cos2
=r (1 —cosp + —g— f,,‘%‘?,s_j?),

R T R

Durch Differentiation und Einfithrung des Zeichens w fir die
do

gt der Maschine

zeitlich ungeéinderte Winkelgeschwindigkeit
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erhalten wir:

9. Z—;srw [sinrp —l—%sin 2¢
und

d?z
10. T =rw?cosp + A cos 2¢].

Die Massenkraft, die von den in einem Zylinder bewegten Ge-
stdngemassen mg herriihrt, ist gleich P oder gleich Masse mal Be-
schleunigung.

11. P =mg-rw2cosp + mg-rw2icos2¢,
= Pjcosg + Pyycos 2¢.

Wir zerlegen die Gesamtkraft P in die beiden Teilkréafte P; cos g
und Pj; cos 2¢ und nennen Pj cos ¢ die Massenkraft 1. Ordnung
und Prcos2¢ die 2. Ordnung. Der Gréftwert von Pjcos ¢
(mimlich P; = mgr w?) ist im Verhéltnis 1 : 1 —oderfiiri =1 : 5
im Verhiltnis 5 : 1 — gréBer als der GroBtwert der Massenkraft
2. Ordnung. Wir betrachten nun die beiden Teilkrifte fiir sich
und nennen allgemein solche Massenkrifte, die mit der Periode des
Kurbelwinkels ¢ fortschreiten, Massenkréfte 1. Ordnung und solche
die mit der doppelten Periode 2 ¢ fortschreiten, Massenkrifte
2. Ordnung.

§46. Die Massenkrifte 1. und 2. Ordnung. Die Massenkraft P;
cos @ setzt sich aus einem konstanten Glied P; = mg 7 w? und
aus dem vom Kurbelwinkel abhingigen Glied cos¢ zusammen.

Man stellt die GroBe der Massenkraft gewohnlich

' \& durch die Projektion des Vektors P; auf die wag-
Lo rechte Mittellinie (Abb. 83) dar. Diese vektorielle
== *==¥== Darstellung ist namentlich dann vorteilhaft, wenn
sy man mehrere Massenkrifte, die etwa von den in

Abb. 83.  den einzelnen Zylindern einer Mehrzylinder-
Ll\sltasls%%l;gagf maschine bewegten Massen herrithren, zu addieren
hat. Die Gesamtkraft P; cosg, die auf das Funda-
ment tibertragen wird, ist z. B. bei einer Dreizylindermaschine:
12. Prcosp = Pj, cosp; + Pyycosp, + Prgcosep, .
Statt die einzelnen Projektionen der Vektoren zu addieren, kann
man die Vektoren Pj,, P;, und P;; geometrisch zum Vektor P;
zusammensetzen und dessen Projektion auf die Mittellinie be-
stimmen (Abb. 84). Das letztere Verfahren hat besonderen Vor-
teil, wenn man die GréBe der resultierenden Massenkraft zu ver-
schiedenen Zeiten zu ermitteln hat. Denn die Kurbelversetzungs-
winkel ¢, —¢, und @;— ¢, (Abb. 84) bleiben beim Umlauf der
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Kurbelwelle erhalten. In der Abb. 84 &ndert sich also nur die
Richtung der Mittellinie relativ zu den Kurbelstellungen, die etwa
durch ¢, gegeben ist. Bei der geometrischen Addierung kommt
deshalb stets der gleiche Vektor P;, der unter dem stets gleichen
Winkel ¢ — ¢, zur Kurbel I liegt, heraus. Oder wir erhalten die
resultierende Massenkraft zu den verschiedenen Zeiten, wenn wir
den resultierenden Vektor P; bilden und dessen Projektion auf die
Mittelllinie P; cos @ nehmen. Gewohnlich interessiert gar nicht die
Schwankung der aufs Fundament iiber-
tragenen Kraft, sondern nur ihr Grétwert,
der durch P; gegeben ist. Die Bedingung
dafiir, daB keine Massenkraft 1. Ordnung
auf das Fundament tibertragen wird, lautet
also:

13 PI:()'

Bevor man sich an die vektorielle Dar- Abb

" . 84. Zusammen-
stellung der Massenkraft gewdhnt, soll man getsune der Massen-
sich iiber den gedanklichen Zusammenhang kraftvektoren.
klar werden. Gewohnlich wird unter einem
Vektor eine gerichtete Kraft verstanden. Im Gegensatz dazu
steht bei der Massenkraft die Richtung von vornherein fest:
Die Kraft tritt in Richtung der Zylindermittellinie auf. Bei der
Massenkraft ist nur die GroéBe der Kraft zeitlich verdnderlich und
man kann sie deshalb durch die Projektion eines mit der Kurbel-
welle umlaufenden Vektors darstellen. Durch den Vektor wird
also die zahlenmiBige GroBe einer zeitlich verdnderlichen Kraft
ohne Richtungsangabe zu den verschiedenen Zeiten ¢ festgelegt.
Die vektorielle Darstellung der Massenkraft hat nur Zweck fir die
Summierung mehrerer Massenkrifte, die mit der gleichen Um-
laufgeschwindigkeit w ihre Grofe ndern. Da nach Gleichung 11
die Massenkraft 2. Ordnung mit der Periode 2w ihren Wert
andert, konnen die Massenkrafte 1. und die 2. Ordnung nicht
vektoriell addiert werden.

Massenkrafte 2. Ordnung sind durch die Projektion des mit der
Geschwindigkeit 2 w (siehe Gleichung 11) umlaufenden Vektors
auf die Mittellinie gegeben. Der skalare Wert des Vektors fiir die
in einem Zylinder bewegten Massen ist nach Gleichung 11 im
Verhiltnis 1 : 1 kleiner als der entsprechende Wert fir die
Massenkraft 1. Ordnung. Die Vektoren, die die Massenkréfte
2. Ordnung einer mehrzylindrigen Maschine darstellen, kénnen,
ebenso wie die 1. Ordnung, zu einem resultierenden Vektor P;; zu-
sammengefalit werden, da alle Einzelvektoren gleiche Umlauf-
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geschwindigkeit 2w haben. Die Massenkrifte 2. Ordnung ver-
schwinden, wenn der resultierende Vektor zu Null wird.

Beispiel: Es soll die resultierende auf das Fundament iiber-
tragene Massekraft 1. und 2. Ordnung fiir eine Dreizylinder-
maschine bestimmt werden. Zu diesem Zwecke muB fiir jeden
Zylinder gegeben sein:

a) das Produkt mg, - 7, ;

b) die Kurbelversetzung @,;

c¢) das Schubstangenverhiltnis 4,,.
Da es gleichgiiltig ist, in welcher Richtung wir die Abb. 84 auf-
tragen — es kommt nur auf die GroBe, nicht auf die augenblickliche

. Richtung des resultierenden Vektors an — ist

@mg,”  die Wahl eines Kurbelwinkels (etwa ¢,) be-

P liebig. Wir nehmen ¢, = 0° an, und setzen

aulerdem 1, = 1, =243 =1:5 voraus. Die

s GréBen von w?mg, 7, und von den Kurbel-
wmgs’y

versetzungswinkeln ¢, — ¢, sind aus Abb. 85.
zu entnehmen. Um die Krifte 2. Ordnung
nicht in zu kleinen Abmessungen zu erhal-
éﬁ:{ﬁ; 'dezruxsragﬁtxﬁre;; ten, ist der MaBstab in Abb. 86 fiinfmal so
fiir eine Dreizylinder- groB wie bei Abb. 85 gewahlt worden. Aus
maschine. den Abb. 85 und 86 kann man unter Be-
nutzung eines entsprechenden MaBstabes die

GréBe der Massenkrifte P; und Pj;; entnehmen.
§ 47. Die Massenkraftmomente. AuBler den Kriften spielen auch
die Momente eine Rolle. Es geniigt deshalb nicht, wenn wir von
einer umlaufenden Maschine z. B. ver-
7 langen, es soll keine Massenkraft auf das

Wiy, %w'mﬁ ”A Fundament iibertragen werden ; wir miis-
515’1

29, sen vielmehr, wenn wir vollsténdigen Aus-
G gleich haben wollen, noch die Bedingung
Abb. 86. Zusammensetzung Stellen, daf auch kein Moment itber-

der Massenkraftvektoren tragen wird.

IL. Ordnung. In Abb. 87 sind z. B. die beiden
Massenkrifte 1. Ordnung aufgetragen,

die von den Gestéingen einer zweizylindrigen stehenden Maschine
mit 180° Kurbelversetzung herrithren. Zur Abkiirzung nennen
wir die von der Kurbel 1 herriihrende Massenkraft 1. Ordnung

Py, cos ¢, usw. Es ist also:

w?m

— . 2
14. P = mg, - ryw?.

Wenn P;, = Py, ist, ist die resultierende Kraft zu allen Zeiten
Null. Die beiden Krifte bilden aber ein Kippmoment P, * @ - cos ¢y,
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dessen GroBe ebenfalls mit cos ¢, verdnderlich ist. Wir kénnen
das zeitlich verdnderliche Moment im gleichen Sinne wie vorhin
die Massenkraft als Vektor auftragen, wobei die vektorielle
Darstellung wieder nur fiir die Summierung mehrerer Momente
mit gleicher Wechselzahl von Vorteil ist.

Wie die Massenkrifte 1. Ordnung kann man
auch die Krifte 2. Ordnung zu Momenten a £, cos g,
2. Ordnung zusammenfassen und durch Mo- [%*%
mentenvektoren 2. Ordnung darstellen. Wir
nennen zu diesem Zweck die von der Kurbel 1 Abb. 87. Massen-

herrithrende Massenkraft 2. Ordnung Py, usw. ~ Kraftmoment.
Es ist also:

15. Py = mg, w2l

Wenn Py, = Py, ist, ist My cos ¢ == Py +acos .

Nach O.Schlick, der als erster die grole Tragweite des Massen-
ausgleichs erkannt hat, nennt man eine Maschine vollstindig aus-
geglichen, wenn sowohl die Massenkrifte als auch die Momente
1. und 2. Ordnung Null sind. Um diese Bedingung zu erfiillen,
braucht man eine erhebliche Anzahl (wenigstens 5) Zylinder.
Man begniigt sich deshalb im allgemeinen damit, daf} die Massen-
krafte 1. und 2. Ordnung und die Momente 1. Ordnung ausge-
glichen sind, oder man sorgt dafiir, daf} die unausgeglichen bleiben-
den Massenkrifte und Momente moglichst klein sind. Bei Kon-
struktion einer mehrzylindrigen Kraftmaschine sollte immer eine
eingehende Untersuchung beziiglich Massenkriften vorgenommen
werden, deren Ergebnis wesentlichen Einflul auf die Wahl der
Kurbelversetzungen, Zylinderabstinde und Getriebegewichte
haben wird. Da diese Untersuchung wesentlich anders ausfallt fir
Kolbendampfmaschinen als fiir Motoren, wollen wir im nach-
folgenden den Gang der Untersuchung in 2 getrennten Ab-
schnitten besprechen.

§ 48. Massenausgleich bei Kolbendampfmaschinen. Das im
Zylinder Arbeit leistende Medium hat, wie die vorausgehenden
Ableitungen zeigten, unmittelbar keinen Einflul auf die Massen-
krifte. Bei Dampfmaschinen haben wir aber im Gegensatz zu den
Verbrennungsmaschinen verschiedenartige Zylinder (Hochdruck-,
Mitteldruck-, Niederdruckzylinder); es bleibt deshalb dem Kon-
strukteur innerhalb gewisser Grenzen die Wahl der Getriebe-
massen, Hublangen und Zylinderabstinde tberlassen. In erster
Linie werden fiir diese Wahl konstruktive Riicksichten mafigebend
sein. Man wird nachtriglich aber Massenkrifte und Momente
fur die aus konstruktiven Riicksichten gewéhlten Mafle berechnen
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und auf Grund des Rechenergebnisses Abénderungen an den Ab-
messungen vornehmen. Zum Gang der Rechnung ist das folgende
zu bemerken :

Um den Ausgleich der Kraft oder des Moments einer Ordnung
herbeizufithren, miissen wir den resultierenden Vektor zum Ver-
schwinden bringen oder 2 lineare Bedingungen erfiillen. Bei einer
Zweikurbelmaschine stehen uns nur 2 Verdnderungsmoglichkeiten
offen: Der Kurbelversetzungswinkel g, — @, und das Verhiltnis
von (mg, *7y): (Mgg 7). Wir konnen deshalb bei der Zwei-
zylindermaschine nur einen Ausgleich herbeifiihren: Den Krafte-
ausgleich 1. Ordnung erhalten wir, wenn wir ¢, — ¢, = 180° und
(mgy 71) : (Mga7y) = 1 setzen. Dann bleiben aber Massenkrafte
2. Ordnung und Momente unausgeglichen zuriick. Oder wir
hitten auch @, — ¢, = 90° und (mg r;dy) 1 (mgy* 75 dy) =1
wihlen koénnen, dann hitten wir Ausgleich der Massenkrafte
2. Ordnung erhalten, es wire aber die Massenkraft 1. Ordnung

P; = mg r,w? -} 2cosp, wie man bei Aufzeichnung des Dia-
gramms sofort tibersieht, unausgeglichen geblieben. (Wiewohl die
I z Jie Massenkraft 1. Ordnung
| | im Verhiltnis 1:4 grofer
f—ar— { ist als die 2. Ordnung
L—“—*‘WJ—*——*‘ ” wird doch oft die zu zweit
angegebene  Anordnun
! “% 40 it Riekeicht auf dac
(4 Anlagsen der Maschine

Abb. 88. Dreizylindermaschine. gewihlt).
Bei einer dreikurbeligen
Maschine stehen, wenn wir das Schubstangenverhiltnis 4 fir
alle Zylinder gleich wahlen, fir den Massenausgleich folgende

GréfBen zur Verfiigung:

A Die beiden Kurbelver-

A, o 2 . setzungswinkel @, — @,
L e 2= und @g—;,, die Verhilt-

niszahlen der bewegten

Abb. 89 und 90. Resultierende Massenkrafy MassenmalKurbelradius
1. Ordnung (P;) und 2. Ordnung (P;;) fir 3= (MgyTs):(Mg,7;) und
die Anordnung nach Abb. 88. Us = (Mgg 75) & (Mgy 7y) -

Das sind 4 Verander-

liche, die gerade geniigen, um den Massenausgleich 1. und 2. Ord-
nung herbeizufithren. Fiir diesen Ausgleich gibt es nur eine
Losung und die lautet gy = yy =1 und @, —¢@; = 120° und
@3 — @, = 240°. Aus konstruktiven Riicksichten mufl man
vielfach von dieser Anordnung abweichen und man wird in

[}

|
| | |
| } l
i | |
| I I
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diesem Falle wenigstens versuchen, neben Massenausgleich 1. Ord-
nung moglichst geringe Momente zu erhalten. In den Abb. 88—90
ist die Massenkraft 1. und 2. Ordnung fiir ein bestimmtes Bei-
spiel aufgetragen.

Wir wollen uns bei dieser Gelegenheit noch etwas niher mit
dem Ausgleich der Momente befassen. Solange eine resultierende
Massenkraft an der Maschine unausgeglichen bleibt, hingt die
GroBe des Momentes der gleichen Ordnung von der Lage der
Momentenebene ab, deren Abstand von der Kraft mal der GroSe
der Kraft das Moment gibt. Es ist dabei zu beachten, dal3 nicht
nur die GréBe der resultierenden Kraft (z. B. der Massenkraft
2. Ordnung bei einer Dreizylindermaschine) sondern auch ihre
Lage relativ zu den Zylindern mit der Zeit veréinderlich ist. Es
hat deshalb keinen Sinn, vom Moment 2.Ordnung ohne Angabe
eines Bezugspunktes zu sprechen, solange eine unausgeglichene
Massenkraft 2. Ordnung auftritt. Wenn die resultierende Massen-
kraft sehr klein ist, aber weit weg vom Maschinengestell auftritt,
dann tritt die Kippung in die Erscheinung. Bei der Linge des
Hebelarmes ist es dann ziemlich unbedeutend, auf welche Mo-
mentenebene oder etwa auf welche Zylinderachse wir das Moment
beziehen. Und wenn gar die resultierende Kraft verschwindet,
dann kann nach Abb. 87 ein reines Moment auftreten, dessen
Grofle vollstandig unabhingig ist von der Lage der Momenten-
ebene. Wir werden die Momentenebene (oder, da alle auftretende
Krifte parallel sind und in einer Ebene — der Maschinenmittel-
ebene — liegen, den Momentenpunkt) so legen, dafl die Rechnung
moglichst einfach durchzufithren ist. Zu diesem Zwecke nehmen
wir den Momentenpunkt entweder in der Symmetrieebene der
Maschine, wenn eine solche vorhanden ist, an oder wir legen ihn
auf eine Zylindermittellinie. Die letztere Annahme hat den Vor-
teil, daBl die Massen des Zylinders, in dem der Momentenpunkt
liegt, keinen Beitrag zum Moment liefern. Den Abstand der iibri-
gen Zylinder vom Momentenpunkt bezeichnen wir mit a;,
Ay ... 0.

Nehmen wir also den Momentenpunkt fiir die Dreizylinder-
maschine in der Mittellinie von Zylinder I an. Dann ist das resul-
tierende Moment 1. Ordnung M; cos ¢:

16. My cos ¢ = Pry - cos @y« ay + Prg - 008 @y * ds.

Die Auftragung wird am besten graphisch in vektorieller Dar-
stellung vorgenommen (Abb. 91). Da bei der Dreizylinder-
maschine nur 2 Vektoren auftreten, kann der resultierende Vektor
nur dann verschwinden, wenn die beiden Teilvektoren entgegen-

T6ppl, Schwingungsiehre. 9
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gesetzt gerichtet sind, oder wenn der Winkel 3 — ¢, 180°betrigt,
eine Wahl die aus konstruktiven Griinden im allgemeinen nicht
zuldssig sein wird.

Das Moment 2. Ordnung Mj; cos 2 gy 188t sich in gleicher
Weise darstellen, wenn wir schreiben:

17. Mypcos 2@ = Pryy+ 5008 2 @y + Prpsa,cos 2 g, .

In Py, und Pjp, ist nach Gleichung 15 schon 1 enthalten.
Nach Abb. 92 wire es bei den dem Beispiel zugrunde liegenden
Annahmen von @, — @, = 90° und ¢; — @, = 225° verhiltnis-
miBig einfach, Mo-

p mentenausgleich
4] ", 2. Ordnung herbei-
4 zufithren. Da aber
P i/ a—— Mz, __ in unserem Falle
‘ "y eine resultierende
3

Abb. 91 und 92. Resultierende Momente 1. und Massenkraft, 2. Or?—
2. Ordnung fiir die Anordnung nach Abb. 88. 1UNZ unausgegl-
chen Dbleibt, wiirde

die Angabe M;; = 0 nur sagen, daBl die Massenkraft P;;cos2¢
mit der Mittellinie des Zylinder 1 zusammenfillt. Momentenaus-
gleich 2. Ordnung herbeizufiihren, hitte also in diesem Fall keine
praktische Bedeutung.

Zu den in § 46 genannten drei zum Ausgleich wichtigen
GroBen tritt fir den Momentenausgleich nach den Gleichungen
16 und 17 noch der Zylinderabstand a als 4. Gro8e hinzu. Wenn
wir aber M; zum Verschwinden bringen wollen, so kann das nicht
durch gleichméfBige Veranderung der Gréfen a, und @, sondern nur
durch Verinderung ihrer relativen GroBe oder durch Verinderung

a
von g = f geschehen.

2

Bei der Dreizylindermaschine (mit gleichen 1) sind es also
5 GroBen, die zum Zwecke des Massenausgleichs verandert werden
konnen: wy, ts, @z — @y, @3 — @y und &g. Bei der Verdnderung
wird man anstreben: P; = 0 und moglichst kleine Werte fiir
P, 11 und M I

Die vierkurbelige Dampfmaschine. Der Rechnungs-
gang ist der gleiche wie der bei der Dreikurbelmaschine. Wenn
wir die entsprechenden Bezeichnungen wéhlen, steht die Verande-
rung folgender GroBen fiir den Ausgleich zur Verfiigung: u,, us,

Ug> Py — P1> Py — Py, Pg — Py, &z und &, :%. Mit diesen 8 Ver-

2
dnderungsmoglichkeiten kénnen wir alle 4 Vektoren zum Ver-
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schwinden bringen. Da dazu aber alle 8 Freiheitsgrade ausgenutzt
werden miiten, so dafl dem Konstrukteur die Hande nach jeder
Richtung gebunden wiren, wird man sich im allgemeinen damit
begniigen, dafl P; =0, P;; =0, M; =0 und My nicht allzu
grof} wird.

Bei Maschinen mit mehr als 4 Kurbeln kann man vollstdndigen
Ausgleich der Krafte und Momente 1. und 2. Ordnung verlangen.

§ 49. Massenausgleich bei Verbrennungsmasehinen. Bei den
Verbrennungsmaschinen wird von vornherein die Bedingung ge-
stellt, dall die Getriebeteile untereinander vertauschbar gleich
sein miissen. Die Bedingung lduft darauf hinaus, daBl u, = u,4
= =1 gein soll. Gewdhnlich muf} auch noch die Bedingung
erfullt werden, dall die Zylinder untereinander austauschbar,
d. h. in ihren Abmessungen gleich sein sollen und daraus folgt dann
ay :?2—3 :%14 ... Zur Veranderung bleibt dann allein ¢, — ¢y,
@3 — @y . . . Ubrig. Doch ist auch hierfiir noch zu beachten, daf3
sich in allen Zylindern die gleichen Verbrennungsvorgénge ab-
spielen und daBl man neben Massenausgleich vor allem auch mog-
lichst geringe Schwankungen im Drehkraftdiagramm anstreben
mub. Man ist deshalb gezwungen, die Kurbelversetzungen so vor-
zunehmen, daBl die Ziindungen in gleichen Abstinden aufeinander,
folgen; damit sind die Kurbelversetzungswinkel ebenfalls vor-
geschrieben. Als einzige Veranderungsmoglichkeit bleibt hier die
Reihenfolge, in der man die Zylinder zur Ziindung bringt. Fir die
Wahl dieser Reihenfolge ist im allgemeinen ausschliefllich die
Riicksichtnahme auf den Massenausgleich malgebend.

Fiir die Anordnung ist wichtig, ob wir es mit einer Zweitakt-
oder einer Viertaktmaschine zu tun haben. Bei der Zweitakt-

maschine mit #-Zylindern ist die Kurbelversetzung je 7—? und bei
4 . . N .
der Viertaktmaschine - —7? , wenn die n-Zylinder in zeitlich gleichen

Abstianden zur Zindung kommen sollen.

1. Die Zweizylinder-Zweitaktmaschine. Die
beiden Zylinder sind um 180° versetzt. Es ist P; = 0 und
Py = 2 mg, ry Au’.

2. Die Zweizylinder-Viertaktmaschine. Mit Rick-
sicht auf die Drehkraftschwankungen miiite die Kurbelverset-
zung zu 2 7 gewdhlt werden, d. h. beide Kurbeln miiiten gleich
gerichtet sein. Die Anordnung hat die Summierung der Massen-
kréfte 1. und 2. Ordnung zur Folge. Ausnahmsweise wird deshalb
in diesem Falle mitunter die Anordnung mit 180° Kurbelver-

O*
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setzung gewshlt, mit der besserer Massenausgleich (P; = 0), da
fiir aber groferer Ungleichformigkeitsgrad verbunden ist.
3. DieDreizylinder-Zweitakt maschine. Die Kurbel-

., 2 s
versetzung ist ~3—n =120°. Wenn man die Reihenfolge der Kurbeln

im AufriB mit 1, 2, 3 bezeichnet (Abb. 93), hat man bei der Kurbel-
versetzung die Wahl, ob man die Ziindfolge 1, 2, 3 oder 1, 3, 2

I
| ! | % )
:(-b I é"‘ 203 120° y ’ 2:120°
i | | -~ N I ; %
| i | / \ 2
! | P \\ / z A2, A
T =0
Abb. 93. Dreizylindrige Ver- Abb. 94. Zusammensetzung der
brennungskraftmaschine. Kraftvektoren 1. und 2. Ord-

nung fiir die Anordnung Abb. 93.

(Abb. 93 rechts) vorsehen will. Da aber der Umlaufsinn der
Maschine auf die Massenkrifte und Momente keinen Einfluf} hat
— die Massenkraft ist nur von der Umlaufgeschwindigkeit aber
nicht vom Drehsinn abhéngig — ist die Wahl der Ziindfolge in
diesem Falle gleichgultig. Wir
&b My kénnen nur untersuchen, wie groB3
die Krifte und Momente werden,
20:6 220:5 ohne auf Grund des Ergebnisses ir-
29,8 gend eine Anderung vornehmen zu
kénnen. Die Gestdnge in allen Zy-
lindern und die Abstinde der Zy-
Abb. 95. Zusammensetzung der |ipder voneinander sind gleich. Mit
Momente 1. und 2. Ordnung fiir b bezeich ir den Abstand zwi-
die Anordnung Abb. 93. ezeichnen wir aen stana zwi
schen je 2 Zylindern und mit @

die maximale von einer Kurbel herrithrenden Massenkraft:

18. Q=1mg "1 02=mgy Ty 0. ..

Wir setzen nun die Massenkrifte 1. und 2. Ordnung zu den
resultierenden Kriften Pjcos ¢ bzw. Py cos 2 ¢ zusammen, die
nach Abb. 94 beide zu Null werden.

Um die Gré8e des resultierenden Massenmomentes zu bestim-
men, legen wir den Momentenpunkt in Zylinder 1. Dann ist der
maximale Beitrag der Kurbel 2 zu M; gleich @ - b und der maximale
Beitrag der Kurbel 3 gleich @ - 2 b. Beide GroBen werden als Vek-
toren (Abb. 95) in Richtung der Kurbeln aufgetragen und zum
resultierenden Vektor von der GréBe M; = ]/—Z_’;Q b vereinigt.
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In gleicher Weise werden die Momente 2. Ordnung unter den
Winkeln - 2 ¢ aufgetragen und zum resultierenden Vektor My
— 131Qb vereinigt.

4. Die Dreizylinder-Viertaktmaschine. Die Kurbel-
versetzung ist 4{ = 240°. Auf den Kurbelkreis bezogen erhalten
wir das gleiche Bild wie bei der Zweitaktmaschine. Da die Vor-
gange in den Zylindern auf den Massenausgleich keinen Einfluf3
haben, kann die Uberlegung unter Nr. 3 ohne Einschrinkung
itbernommen werden.

5. Die Vierzylinder-Zweitaktmaschine. Die Kurbel-

2
versetzung ist «g = 90°. Fiir die Ziindfolge haben wir die Wahl

zwischen 1, 2, 3, 4 oder 1, 3, 2, 4 oder 1, 2, 4, 3. Es sind noch
3 weitere Permutamonen moghch, sie gehen aber aus den an-
gegebenen drei Anordnungen durch Anderung des Richtungssinnes
hervor, so daB3 sie keine Verénderungen in den Massenkriften
zur Folge haben.

Allgemein stellen wir fest, daBl wir bei n-Zylindern { (n — 1)!
=1+ (n—1)(n—2) - (n—3)... verschiedene Kurbelanordnungen
wéhlen kénnen.

Die Wahl der Zindfolge hat nur auf die GréBle der Momente,
nicht auf die GroBe der Massenkrifte Einflul. Wir kénnen des-
halb die Massenkrifte
unabhingig von der
Wahl unter den An-
ordnungen feststellen.
Aus Abb. 96 ersehen
wir, dal}l sowohl P; = 0
als auch Py = 0 ist.

Wir haben jetzt die i
Massenmomente fir die
3 Anordnungen zuunter- o G o o

suchen. Wenn wir den ——t—>

Momentenpunkt auf P((Z« & 7,
eine der mittleren Zy- 7=0 pP=0
linderachsen annehmen  Abb. 96. Vierzylinderverbrennungskraft-

(was in vielen Fillen maschine mit 90° Kurbelversetzung.
vorteilhaft ist), so haben
wir zu beachten, daf gleichgerichtete Krifte links und rechts

vom Momentenpunkt entgegengesetzt gerichtete Momente liefern.
Wir erhalten folgendes Ergebnis:

—_——————————

2
'
}
1
i
!
I
|
|
!

3 ¥
P
I |
! !
| |
! |
| !
! I
i i
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N | Anordnung ‘ My | M
A | 1,234 V8Q-b 21Qb
B } 1,3, 2 4 V2Qb 42Qb
c | 1,2, 4,3 Y10Qb 0

Die Anordnungen 4 und C haben nur wenig voneinander ver-
schiedene Werte fiir M; (2,83 b Q gegen 3,16 b Q). Mit Riicksicht
auf die Werte fiir M;; wird man deshalb stets der Anordnung C
den Vorzug vor A geben.

Da bei den Massenkréaften 2. Ordnung der Faktor 1 (etwa
gleich 0,2) auftritt, wird man im allgemeinen die Anordnung B
der Anordnung C mit Riicksicht auf die Werte fiir M;, die bei der

Anordnung B nur J2 : 10 = 0,45mal so groB sind wie bei An-
ordnung C, vorziehen. Wenn man aber Grund hat, geféhrliche
Resonanzerscheinungen mit der Periodenzahl gleich der doppelten
Drehzahl befiirchten zu miissen, wird man unter Umsténden die
Anordnung C wihlen.

6. Die Vierzylinder-Viertaktmaschine. Die Kurbel-

4
versetzung ist mit Riicksicht auf gleiche Ziindfolge Tg = 180°.

Man wird die Anordnung spiegelbildlich zur Mittelebene aus-
bilden. Jeder Kurbel auf der einen Seite entspricht dann eine
gleichgerichtete ~Kurbel

;1 T “I' ? auf der anderen Seite der
| | I I Symmetrieebene. Die Mo-
{ ! : : mentenbeitrige der zu-
{ : : : 14 23 gehomg(-an Massepkrafte
i i | i heben sich gegeneinander
auf. Wir sehen, daf} fiir
symmetrische Anordnun-
4 di Itierenden

0, G2 B4 G2 G gen die resultie
7 N3 el 2200 Massenkrifte  entweder
B0 B=42g NI'IH sind oder in der
Abb. 97. Vierzylinder-Verbrennungskraft- Mittelobene hegen: Wir
maschine mit 180° Kurbelversetzung. brauchen deshalb hier nur

die beiden Massenkraft-

diagramme aufzustellen (Abb. 97). Die resultierende Massen-

kraft P; ist Null, wihrend sich die Massenkrifte 2. Ordnung
alle addieren, so da Py = 41Q wird.

7. Die Sechszylinder-Zweitaktmaschine. Die

Kurbelversetzung fiir gleiche Ziindfolge ist gg = 60°. Das
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Massenkraftdiagramm 1. Ordnung gibt ein geschlossenes Sechseck,
das 2. Ordnung zwei iibereinanderliegende geschlossene Dreiecke.
Es ist also P;= Py = 0.

Zur Wahl steht noch, in welcher Reihenfolge die 6 Zylinder zur
Zindung kommen sollen. Fiir » = 6 sind nach der vorhin auf-
gestellten Formel 1 (n—1)! = 60 verschiedene Anordnungen
moglich, aus denen wir jene
herauszusuchen haben, fiir die
M;und M;; moglichst geringe
Werte haben.

Es 146t sich zeigen, daB es
keine Anordnung gibt, fiir die &%
M; und My gleichzeitig zu Ay}, 98, Sechszylinder-Verbrennungs-
Null werden. Wohl aber gibt kraftmaschine mit 60° Kurbel-
es Anordnungen, fir die M; versetzung (Zweitakt).
verschwindet, und aus diesen
haben wir die mit dem geringsten Wert fir Mj; herauszusuchen.
Es wiirde zu weit fithren, alle 60 Moglichkeiten hier aufzufiihren.
Wir stellen einige Anordnungen in der Tabelle zusammen, unter
denen sich auch die giinstigsten mit befinden. Von den in der
Tabelle angegebenen Anordnungen ist die unter Nr. D aufge-
fithrte die vorteilhafteste.

3 4 5 6

———————\
————— N

[} I ( |
| I I |
I : : I
|

BN
| | | |
I i I I

Nr. Anordnung ‘ Mr Muy

A | 1,23, 4,56 ‘ 6bQ 213b41Q
B | 1,36245 | 26Q 4.Y3b1Q
C 1,2,6453 | 6bQ 2V3b:Q
D 1, 6,2 4,35 | 0 2)/3biQ
E 1,4,52,3,6 | 0 | 413010
F 1, 3,2,4,6,5 f 6b6Q ‘ 213679
G 1,4,2,6,3,5 | 2Y3b¢Q 0

8. Die Sechszylinder -Viertaktmaschine. Die Ver-
. .4 Sl
setzung in der Ziindfolge ist ~g = 120°. Es sind je 2 Kurbeln

gleichgerichtet, in deren Zylinder um 360° versetzte Ziindungen
erfolgen. Die Gesamtanordnung setzt sich also aus 2 Dreizylinder-
anordnungen zusammen.

Wie bei der Dreizylinderanordnung ist Massenausgleich
1. und 2. Ordnung vorhanden. Die Zuordnung der Kurbeln von
Léangsril und Kurbelkreis (Abb. 93) hat also nur auf die Momente
EinfluB. Da je 2 Kurbeln gleichgerichtet sind, kénnen wir die
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Anordnung symmetrisch ausbilden. Mit der Symmstrie ist aber,
wie wir vorher sahen, Ausgleich der Momente verbunden. Bei der
symmetrischen Anordnung sind mit 1 die Kurbel 6, mit 2 Kurbel 5
und mit 3 Kurbel 4 gleichgerichtet. In der Projektion des Kurbel-
kreises gibt es deshalb nur eine Anordnung (Abb. 99), bei der nur
noch der Drehsinn gewshlt werden kann, was aber keinen Einflu
auf die Massenkrifte hat. Wir haben aber
immer noch die Freiheit, welcher der beiden
Zylinder 2 oder 5 auf 1 zur Zindung kom-
7,6 men soll, und ebenso ob nach diesem Zy-
linder 3 oder 4 folgen soll. Es sind noch
4 Moglichkeiten (1, 2, 3, 6, 5, 4 oder 1, 5,
34 g, (23, 23, 4 oder 11,1 2, 4(,1 6, 5, fiodelr 1,h5,d4,
o ao 6,2, 3) mit vollsténdigem Ausgleich der
éfﬁ;i?{niejgsgiﬂif_ Krifte und Momente offen. Den Ausschlag
schinemit120° Kurbel- gibt eine andere Uberlegung (zeitlich mog-
versetzung (Viertakt). lichst gleichmaBige Belastungen der Kurbel-
welle) zugunsten der Anordnung 1, 5, 3, 6,
2, 4 oder der zugehdrigen Anordnung mit dem entgegengesetzten
Drehsinn 1, 4, 2, 6, 3, 5.
Bei mehr als 6 Zylindern wird man im allgemeinen auf mehrere
Weisen vollsténdigen Ausgleich der Krifte und Momente her-
beifiihren koénnen.

2,5

IX. Gravitation und Tragheit.

Wir nehmen an, es sei uns eine Anordnung der Abb. 100
gegeben, also eine Feder, die an einem festen Punkt 4 aufgehéingt
ist und die an ihrem unteren Ende eine Masse m trigt. Die An-
ordnung sei an irgendeiner Stelle der Erde aufgestellt. Wir
kennen die Grofle der Masse m und die Abmessungen der Feder.
Vor allem ist nach den Ausfithrungen in § 1 der Wert der Feder-
konstanten ¢ wichtig, der nach der Gleichung P =c¢-41 die
Beziehung zwischen Federkraft und Forminderung angibt.

Wir machen nun mit dieser Anordnung auf der Erde zwei
Feststellungen, die scheinbar nichts miteinander zu tun haben:

1. Wir stellen eine Durchbiegung 41, unter dem Einflu} der
Erdanziehung fest und schlieBen daraus, daB eine Kraft Py = ¢ . 41,
= m + g auf die Masse m ausgeiibt wird. Wir nennen diese Kraft
die Anziehungskraft der Erde und sprechen von einem Gravi-
tationsfeld der Erde. Es ist durch Versuche mit verschiedenen,
nacheinander an die Feder angehéingten Massen festgestellt worden,
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daB die Durchbiegung 41, verhiltnisgleich der Masse m ist. Die
VerhaltnisgroBe wird mit g bezeichnet. Esist ferner durch Versuche
an verschiedenen Stellen der Erde festgestellt worden, da8 die
Durchbiegung 41, unter der gleichen Masse vom Orte abhingt.
Wir schlielen daraus, dafl die Anziehungskraft der Erde (oder die
vorhin angegebene Griéfle g) an den verschiedenen Stellen der Erde
verschieden grofl ist. Wir kénnen mit dieser An-
ordnung das Gravitationsfeld der Erde ausmessen. o
Andererseits benutzen wir die Anordnung, um an der
gleichen Stelle der Erde (also bei konstantem g) ver-
schiedene Kérper auf ihren Massengehalt zu unter-

suchen, indem wir 41, als MaBstab fiir m betrachten. L

Wir stellen die ,,schwere Masse* des Korpers fest. P
2. Ganz unabhingig von den vorstehenden Fest-

stellungen beobachten wir, dall die Anordnung eine -1-

ganz bestimmte Schwingungsdauer 7' hat. Wenn wir m

namlich die Durchbiegung iiber die Gleichgewichts- G-mg

lage A1, steigern und das System sich selbst iiber-
lassen, so wissen wir nach den Ausfithrungen in § 1, Abb. 100.
daB dann an m eine Kraft P— Py =¢ (4l—A1l)) an-  Schwin-
greift. Unter dem Einfluf dieser Kraft bewegt sich el
die Masse nicht pltzlich in die Gleichgewichtslage, (Foder mit
sondern es steht der Bewegung ein Hemmnis entgegen, Gewicht).
das wir das Tragheitsfeld nennen wollen. Das Trigheits-

feld bewirkt, daB die Bewegung der Masse nach der Formel erfolgt :

a
P—Py=m d_itj In § 1 haben wir daraus die Schwingungsdauer

T gleich 2 = / »Z—% abgeleitet. Wie im vorausgehenden Fall bei der

Gravitation kénnen wir wieder Beobachtungen an derSchwingungs-
anordnung mit verschiedenen Massen und an verschiedenen Stellen
der Erde anstellen:

Wir kénnen zuerst am gleichen Ort der Erde verschiedene
Korper an die gleiche Feder hiangen. Ausder Schwingungsdauer 7'
kénnen wir, da ¢ und das Tragheitsfeld gleich bleiben, auf die
Grofen der Massen m der verschiedenen Korper schlieBen. Wir stel-
lenihre , trigen Massen‘ fest. Die Feststellung hat scheinbar nicht
das geringste mit der unter 1. genannten Bestimmung der ,,schwe-
ren Masse zu tun, da sie auf andere Weise gewonnen wird. Das
geht schon daraus hervor, dafl wir den Schwingungsversuch gar
nicht in lotrechter Richtung auszufithren brauchen. Wir kénnen
vielmehr die Anordnung in beliebiger Richtung neigen, wenn wir
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dafiir sorgen, daf} die Erdanziehung der Masse keinen EinfluBl auf
die Bewegung hat, was z. B. durch eine gradlinige Fithrung, lings
deren sich die Masse bewegen kann, zu erreichen ist. Wir schlieflen
aus dieser Feststellung, daf sich das Tragheitsfeld nach allen
Richtungen gleichméBig erstreckt, wihrend fiir das Gravitations-
feld die lotrechte Richtung ausgezeichnet ist.

Die beiden Versuche, die mit der Anordnung nach Abb. 1 am
gleichen Orte der Erde angestellt werden konnen, ergeben, daf
,,schwere Masse® und ,,trige Masse* verhaltnisgleich zueinander
sind. D. h., wenn man von zwei Koérpern weil3, daB sie gleiche
schwere Masse, gemessen durch gleiches 417,, haben, so weil man
aus der Erfahrung, da8 sie dann auch gleiche trige Masse, gemessen
durch gleiches 7, haben. Das ist nach der bisherigen Auffassung
von Gravitation und Tréigheit durchaus nicht selbstversténdlich,
sondern nur eine Erfahrungstatsache, die vor allem durch die
suBerst feinen Messungen des ungarischen Forschers Etvos gegen
Ende des vorigen Jahrhunderts erhirtet worden ist.

Man wird nun den Schwingungsversuch an verschiedenen Orten
der Erde anstellen, um Abweichungen in der Stirke des Tragheits-
feldes, ihnlich wie man sie in der Stiarke des Gravitationsfeldes
gefunden hat, zu suchen. AbschlieBende Versuche in dieser Rich-
tung liegen nicht vor. Es ist aber zu beachten, daf eine Verander-
lichkeit in der Stérke des Trigheitsfeldes nicht nur auf die Schwin-
gungsdauer der Anordnung nach Abb. 100 sondern auch auf den
Gang jeder mechanischen Uhr?) von EinfluB sein miilite, und dafl
eine Abhingigkeit des Ganges der mit einer Unruhe ausgeriisteten
Uhren vom Orte, die sofort auffallen miiBte, bisher nicht beob-
achtet worden ist. Wir schlieBlen, dal das Tragheitsfeld — im
Gegensatz zum Gravitationsfeld — an allen Stellen der Erde und
nach jeder Richtung den gleichen Wert hat. Fiir die Erforschung
des Trigheitsfeldes ist uns diese Feststellung von grundlegender
Wichtigkeit.

Nachdem wir haben feststellen koénnen, woher das Gravi-
tationsfeld rihrt, legen wir uns die Frage vor, was die Ursachen
des Tragheitsfeldes sind.

Es kommen hier zwei verschiedene Auffassungen vom Aufbau
der Welt und des Raumes in Frage: Nach der dlteren Auffassung
nahm man einen absoluten mit Weltendther erfilllten Raum an.
Der Ather diente hier als Triger der Anziehungskrifte, des Trig-
heitsfeldes, der Licht- und Warmefortpflanzung usw. Die nach

1) Auf den Gang der Pendeluhren hat das Gravitationsfeld und das
Trigheitsfeld, auf den Gang der Uhren mit Unruhe nur das Trigheits-
feld Einflu8.
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Gréfle und Richtung allerorts konstante Stirke des Triagheitsfeldes
hatte sich nach dieser Theorie zwangliufig ergeben. Von Ather
nahm man an, daB er unzusammendriickbar oder sein Elasti-
zitdtsmodul unendlich grof3 sei.

Nach Auffassung der neueren Zeit, die auf Machs Relativitits-
betrachtungen, auf A. Féppls Uberlegungen betreffend die geo-
metrischen Beziehungen der relativen Massenbewegungen und
auf Einsteins Relativitatstheorie mit dem so kithnen und frucht-
baren Gedanken der Relativitidt der Zeit aufbaut, gibt es keinen
absoluten Raum. Alle AuBerungen, die ein Bezugsystem fest-
legen, sind nach der Theorie vom relativen Raum nur Folgen der
umgebenden Massenverteilung.

Wir legen uns im Anschlufl an die Betrachtungen, die vom
relativen Raum ausgehen, die Frage vor, woher rithrt das Trigheits-
feld, das wir auf unserer Erde feststellen ¢ Die Gleichheit zwischen
schwerer und trager Masse liefle von vornherein die Vermutung zu,
daBl Trigheitsfeld und Gravitationsfeld auf den gleichen Ursprung
— d. h. auf die Masse der Erde — zuriickzufiihren wiren. Wenn
aber das Tragheitsfeld wie das Gravitationsfeld von der Masse der
Erde herriihren wiirde, so miiite das Trigheitsfeld an den ver-
schiedenen Stellen der Erde verschiedenen Wert haben, was, wie
oben gesagt, nicht zutrifft. Die nichste Moglichkeit wire die,
daB das Tragheitsfeld der Erde eine Folge der Sonnenmasse, die
gegeniiber der Erdenmasse als unendlich grofl angesehen werden
kann, wire. Aber auch diese Vermutung kann man nicht aufrecht
erhalten, nachdem die Erde zu den verschiedenen Jahreszeiten
verschiedenen Abstand von der Sonne hat, ohne daB eine Ver-
schiedenheit in der Starke des Tragheitsfeldes — d. h. eine peri-
odische Abweichung im Gang der mechanischen Uhren auf der Erde
gegeniiber der Sternzeit — zu beobachten wire. Wir kdnnten
weiter vermuten, dafl das Tragheitsfeld von den Massen der Ster-
nenwelt herrithre. Aber auch hiergegen spricht die Tatsache, daf3
die naheliegenden Massen der Erde und der Sonne keinen Einflufl
auf das Trégheitsfeld auf der Erde ausiiben — wenigstens ist bisher
kein solcher Einfluf} festgestellt worden — und daB das Trigheits-
feld nach allen Richtungen gleiche Stirke hat. Nachdem uns
doch die Gravitation, die verwandt mit der Trigheit ist, lehrt, daB
die Stérke des Feldes nicht nur von der GréBe der sich anziehenden
Massen, sondern auch von ihrem Abstand abhédngt, miissen wir aus
der unveridnderlichen GréBe des Triagheitsfeldes schliefen, daB auch
die Sternenwelt nicht die Urheberin des Tragheitsfeldes sein kann.

Die Uberlegung fithrt zu dem Ergebnis, daB der Raum selbst
die Eigenschaften, die das Tragheitsfeld erkennen la3t, besitzen
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mufl. Wir kommen so allerdings wieder zu der Annahme des
absoluten Raums oder eines ihn erfiillenden Athers, die friiher
aufgegeben werden muBlte, weil gewisse Erscheinungen (Michelson-
Versuch) damit im Widerspruch standen. Wir werden aber sehen,
daB dieser Widerspruch verschwindet, wenn wir dem Raum gerade
die Eigenschaften zuschreiben, die die Tragheitserscheinungen
nahelegen.

Wir nehmen also an, daB} der Raum oder der ihn erfiillende
Ather der Trager der Trigheitserscheinungen ist. D.h., wenn wir
Schwingungsversuche mit der Anordnung nach Abb. 100 an belie-
biger Stelle des Raumes machen, so erhalten wir gleiche Schwin-
gungsdauern. Wir lassen es dabei dahingestellt sein, ob der
Raum selbst als Trager der Tragheitserscheinungen anzusprechen
ist, oder ob er mit einem Ather ausgefiillt ist, der die Tragheits-
erscheinungen ausldst, wenn die Masse gegen ihn beschleunigt wird.
Wir werden im nachfolgenden kurz von ,,Raum sprechen, ohne
auf diese Frage einzugehen. Es kommt uns nur darauf an, die
Eigenschaften festzustellen, die diesem Raum (oder dem ihn
ausfiillenden Ather) zukommen miissen, damit er die Tragheits-
und Gravitationserscheinungen aufbringen kann, die mit den
Beobachtungen iibereinstimmen.

Um den Festpunkt A zu vermeiden, werden wir die Anordnung
nach Abb. 100 symmetrisch zu 4 ausfithren, so dafl wir die An-
ordnung Abb. 101 mit 2 Massen und doppelt so langer Feder erhal-

ten. Bei der Versuchsausfithrung ma-

‘ .~ chen wir zuerst die einschrinkende
W Vorschrift, dafl die die Versuche aus-
2 ——— fiilhrenden Beobachter alle in dem
Abb. 101. Schwingungs-  gleichen Koordinatensystem ruhend
anordnung. aufgestellt sein mogen. Wenn der

Raum der Tréager des Tragheitsfeldes
ist, werden alle Beobachter mit der gleichen Vorrichtung, die
gleiche Schwingungsdauer messen.

Wir fragen uns nun, welches Ergebnis erhalten wird, wenn die
Beobachtungen in 2 gegeneinander gleichférmig bewegten (d. h.
nicht beschleunigten) Systemen ausgefiihrt werden. Wir setzen
dabei ausdriicklich voraus, daf die Relativgeschwindigkeit der
beiden Systeme gegeneinander klein sein soll gegen die Licht-
geschwindigkeit, so daf die Definitionen gleicher Zeiten und Lingen
in beiden Systemen keine Schwierigkeiten bereitet. Die Betrach-
tung der Bewegungen der Massen auf der Erde und der Weltkérper
gegeneinander lehrt uns, dafl die Geschwindigkeiten auf die iiber-
tragenen Krifte keinen Einfluf haben, sondern daff die Krifte P
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nur in Beziehung zu den Beschleunigungen b stehen. Wir schlieBen
daraus, dal die Schwingungsversuche in den beiden gleichformig
gegeneinander bewegten Systemen gleiche Ergebnisse liefern
werden, oder daf} es kein Mittel gibt, das eine System als das gegen
den Raum ruhende, das andere als das gegen den Raum bewegte zu
bezeichnen. Wir haben uns deshalb den Raum so vorzustellen, daB
es nur Beschleunigungen gegen ihn aber keine Bewegungen relativ
zu ihm gibt. Oder wenn wir wieder das Wort ,,Raum‘‘ durch das
Wort ,,Weltenéther ersetzen wollen, so haben wir die Einschrin-
kung zu machen, daf der Ather nicht materiell sein kann, oder daB
er nicht aus einzelnen bestimmbaren Atherteilchen besteht. Es
kann demnach auch nicht von Bewegungen oder Geschwindig-
keiten der einzelnen Atherteilchen zueinander oder von Geschwin-
digkeiten eines Atherteilchens zu einer Masse oder umgekehrt
gesprochen werden. Sondern der Raum (oder der Weltenither)
hat nach den Tragheitserscheinungen zu urteilen nur die Eigen-
schaft, daf} eine Beschleunigung der Masse relativ zu ihm eine
Kraft auslost oder dal} eine Kraft, die auf die Masse ausgeiibt wird,
eine Beschleunigung der Masse relativ zum Ather zur Folge hat,
dafl es aber keine Geschwindigkeit in ihm und keine Geschwmdw-
keit einer Masse relativ zu ihm gibt.

Wir greifen jetzt auf das frither erhaltene Ergebnis (§ 27)
zuriick, daB der Elastizititsmodul des Athers gleich Null ist. Das
heiBt aber, daB sich der Ather beliebig zusammendriicken laBt,
ohne dafl er sich irgend &ndert. Und dieses Ergebnis stlmmt
mit dem vorausgehenden Ergebnis iiberein, daBl es relativ zum
Ather keine Geschwindigkeit gibt. Denn gibe es Geschwindigkeit
der einzelnen Atherteilchen zueinander, so miite sich auch die
Anhiufung des Athers an einer Stelle bemerkbar machen.

Die Bigenschaften, die wir auf Grund obiger Uberlegungen dem
Ather beilegen miissen, sind grundverschieden von den Eigen-
schaften, die wir an der Materie kennen, so verschieden, daB es
ausgeschlossen ist, sich eine materielle Vorstellung vom Ather zu
machen. Wir wollen jetzt versuchen, die Atherschwingung auf
Grund der Eigenschaften, die wir kennengelernt haben, neu dar-
zustellen.

Die wesentlichste Eigenschaft des Athers ist die, daBl es Ge-
schwindigkeiten der einzelnen Bestandteile zueinander nicht gibt,
sondern dafl man nur von Beschleunigungen sprechen kann. Es ist
demnach nicht angingig, sich die Atherschwmgung — etwa die
Lichtiibertragung — als etwas Ahnliches einer materiellen Schwin-
gung vorzustellen. Denn das Wesentliche der materiellen Schwin-
gung ist gerade die relative Geschwindigkeit der einzelnen
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Teile zueinander. Unter Atherschwingung miissen wir uns da-
gegen die relative Beschleunigung der einzelnen Teile zueinan-
der vorstellen. Wir nehmen also an, da durch einen Impuls ein
Teilchen an der Stelle z gegeniiber dem Teilchen z + dx beschleunigt
ist, daB infolge der zwischen beiden bestehenden, von der Beschleu-
nigung abhéngigen Kraft das Teilchen  + d2 gegen (x 4- 2 dx)

beschleunigt wird usw. Da aber, sobald die Beschleu-
——> nigung aufhort, wieder Gleichgewicht herrscht — es fin-
>~ det ja keine relative Bewegung statt —, findet kein Uber-

schlagen der Bewegung nach der entgegengesetzten Seite
Abb. 102. ynd kein Riickpendeln — Charakteristika der materiellen

Schwingung — statt. Der Impuls wird nicht als
Schwingung, sondern als einmaliger Beschleunigungsausschlag
fortgeleitet. Die GroBe des einzelnen Impulses gibt die Art der
Atherwelle, wobei fiir jede Art noch als besonderes Kennzeichen
der Abstand zwischen zwei Impulsen oder die Wellenlinge in Frage
kommt. AuBerdem tritt noch die Richtung des Impulses in die Er-
scheinung. Die Atherwelle ist einfacher aufgebaut als die materielle
Welle, da bei ihr nur die Beschleunigung und die mit der Beschleu-
nigung verbundene Kraft, d. h. die Fortleitung der Beschleunigung
auftritt, wihrend bei der materiellen Welle noch die Geschwindig-
keit zu beriicksichtigen ist.

Da es keine Geschwindigkeiten relativ zum Ather gibt, konnen
wir auch nicht von einer Fortpflanzungsgeschwindigkeit des
Lichtes relativ zum Raum sprechen. Die Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit kann vielmehr nur relativ zu einer Masse, an die ein Koordi-
natensystem gekniipft ist, gemessen werden. Da aber jede Masse
im Raume mit der gleichen Berechtigung als ruhend angesehen
werden kann, solange sie keine Beschleunigung erfiahrt, so muf die
Fortpﬂanzungsgeschwmdlgkelt der Atherwelle relativ zu jeder
Masse die gleiche sein. Die weitere Verfolgung dieser Feststellung
fuhrt zur Einsteinschen speziellen Relativitatstheorie, nach der
Zeit und Lange in verschiedenen gegeneinander bewegten Systemen
als relative Grofen aufgefaBt werden. Wir wollen auf diese
Gedankenginge nicht eingehen, sondern unseren weiteren Betrach-
tungen nach wie vor die Annahme zugrunde legen, daff die Ge-
schwindigkeiten der im Raume bewegten Massen zueinander ver-
nachléssigbar klein sein soll gegen die Lichtgeschwindigkeit, so
daB wir bei unseren Uberlegungen mit den Galileischen Trans-
formationen auskommen.

Wir haben nun die auffallende Tatsache, daB schwere und trige
Masse einander gleich sind, in unsere Vorstellungen vom ,,Raume*,
die wir oben gegeben haben, einzupassen. Die Gleichheit weist
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darauf hin, daf Gravitation und Tragheit miteinander in Beziehung
stehen miissen. Wir haben die Tragheitserscheinungen als Folgen
der Relativbeschleunigungen der Massen zum Raum (oder zu dem
ihn erfiillenden Ather) festgestellt. Wir werden deshalb versuchen,
die der Triagheit in ihrer Wirkung gleich scheinende Gravitation
ebenfalls auf eine Beschleunigung des Raumes (oder des Athers)
relativ zur Masse zuriickzufithren. Wir kommen durch diese Uber-
legung zu der Annahme, dafl der Raum oder der ihn erfiillende
Ather von der Masse angezogen wird, so daf3 der Raum stindig der
Masse zustromt. Wir milssen dabei nur beachten, dafl es weder eine
Geschwindigkeit der Masse zum Raum noch des Raumes zur Masse
auf Grund der vorausgehenden Uberlegungen geben kann. Wir
miissen also die Stromung des Raumes zur Masse als eine Stromung
ohne Geschwindigkeit auffassen, wie wir bei der Bewegung der
Masse im Raum die Annahme machten, dal die Masse trotz Be-
schleunigung keine Geschwindigkeit zum Raum hat. Wie aber
bei der Beschleunigung der Masse im Raum die Beschleunigung
durch die Kraft, die mit ihr in Verbindung steht, festgestellt
werden kann, so muB3 auch die Beschleunigung, die bei der Stro-
mung des Raumes infolge der Anziehung durch die Masse auftritt,
als Kraft fiir einen Korper, der sich in diesem Beschleunigungsfeld
befindet, in die Erscheinung treten.

Man wird der Uberlegung entgegenhalten, daf} nicht dauernd
Ather der Masse zustrémen kann; das ist aber auch gar nicht
nétig. Denn so gut wir von zustromendem Ather reden,
koénnen wir auch von abstromendem Ather reden. Nehmen
wir z. B. an, eine kleine Masse b sei in einiger Entfernung von
der groBen Masse a, gegen die sie urspriinglich ruhte, so wissen
wir, daB der Ather in der Umgebung von & nach @ hin be-
schleunigt wird. D.h. b erleidet mit der Zeit eine Geschwindigkeit
v nach a hin, die sich so lange steigert, bis beide Massen aufein-
ander stofen. Wir nehmen weiter an, b pralle vollstandig elastisch
auf @ auf, so daB es nach dem Aufprall eine riicklaufige Be-
wegung mit an gleichen Stellen gleich groflen aber entgegen-
gesetzt gerichteten Werten fiir v ausfithrt. Auf dem Weg der
Masse b nach @ hin ruhte b in dem es umgebenden Ather und es
machte nur dessen Beschleunigung nach a hin mit. Da es keine
Geschwindigkeit relativ zum Ather gibt, miissen wir auch sagen:
Auf dem Riickweg von @ weg ruht b in dem es umgebenden
Ather und macht nur dessen Beschleunigung relativ zu @ mit,
die ebenso grof3 ist wie an gleichen Stellen des Hinwegs. Wir
sehen daraus, daB wir mit dem gleichen Rechte, mit dem wir
von einem von der Masse zustromenden Ather sprachen, auch
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von einem von der Masse abstromenden Ather sprechen konnen.
Denn es kommt nicht auf die Geschwindigkeit, sondern auf die
Beschleunigung an, und die ist in beiden Fillen die gleiche.

Es wire natiirlich abwegig, wenn man die Strémung etwa als
eine gewshnliche Potentialstromung auffassen wollte. Denn die
Potentialstromung gilt fiir Fliissigkeiten, bei denen Druck- und
Geschwindigkeit in einer bestimmten Beziehung zueinander
stehen. Da aber der Elastizititsmodul des Athers null oder
sehr klein ist, tritt iiberhaupt kein Druck in die Erscheinung
und man kann deshalb auch keine Kontinuitétsbetrachtung
anstellen.

Statt von einer Zustromung des Athers zur Masse konnen wir,
da keine Geschwmdlgkelt auftritt, einfacher von einem Beschleu-
nigungsfeld sprechen, in das der Ather durch die Masse versetzt
wird. Unter Beschleunigungsfeld mufl dabei nicht unbedingt
eine absolute Anderung des Athers verstanden werden; es ist
nur der Begriff des Beschleunigungsfeldes der Raumstelle von
einem dritten Punkte aus gesehen durch die in der Néhe befind-
liche Masse verschoben. Das ,,Beschleunigungsfeld braucht aber
keine Verinderung, die am Ather absolut vorgenommen wird, zu
sein, sondern es kann auch als eine Veranderung, die im Ather
relativ zu einer Masse auftritt, aufgefallit werden.

Wir wollen das Ergebnis an einem Stein betrachten, der auf
der Erde liegt. Infolge der Anziehung des Raumes durch die Erde
fihrt der Stein eine beschleunigte Bewegung zum Raume aus,
solange er auf der Erde ruht. Die beschleunigte Bewegung ist mit
einer Kraft verkniipft, die verhéltnisgleich der Steinmasse mal der
Raumbeschleunigung g ist. Die Raumbeschleunigung ist aber ver-
haltnisgleich der Erdmasse mal dem Quadrate des Abstandes
zwischen Erdschwerpunkt und Stein. Folglich muBl zur Er-
zwingung der beschleunigten Bewegung des Steines gegen den
Raum eine Kraft (die Auflagekraft) auf ihn ausgeiibt werden,
die verhaltnisgleich der Erdmasse mal Steinmasse mal dem Qua-
drate des Schwerpunktsabstandes zwischen beiden ist. Die gleiche
Kraft in entgegengesetzter Richtung wird auf die Erde iibertragen,
da die Erde sich im beschleunigten Raumfeld des Steines befindet.
Wird der Stein von seiner Unterlage befreit, so bleibt er, da keine
Kraft mehr auf ihn wirkt, in Ruhe zu dem ihn umgebenden Raum;
da dieser aber eine Beschleunigung zur Erde erfihrt, macht der
Stein diese beschleunigte Bewegung relativ zur Erde mit.

Ubertragen wir das Ergebnis auf die Bewegungen der Gestirne,
so finden wir wieder, jedes Gestirn zieht den Raum (oder den ihn
erfilllenden Ather) in einer Stirke an, die verhiltnisgleich seiner
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Masse ist. Die beschleunigte Bewegung des Raumes in der Um-
gebung der Gestirne ist verhéltnisgleich dem Quadrate des Ab-
standes von der Gestirnmasse. Das Gestirn zieht aber den Raum
gleichmaBig von allen Seiten an, so dal seine resultierende Be-
schleunigung gegen den Raum gleich Null ist. Die Bewegung der
Gestirne im Raume besteht also darin, dal die Gestirne einerseits
den Raum anziehen und dal andererseits ihre resultierende Be-
wegung gegen den Raum gleich Null ist. Was wir als Bewegung der
Gestirne ansehen, ist eine Verzerrung des Raumes (oder des Athers)
oder eine geschwindigkeitslose Bewegung des Athers infolge der
Gestirne, wihrend die Gestirne selbst in ihrem Raum ruhen. Wir
kommen auf diese Bewegung noch zuriick ; wir miissen uns aber vor-
her noch mit dem Begriff der Beschleunigung im Raume befassen.

Die Beschleunigung einer Masse gegen den Raum.
Der Begriff der Beschleunigung ist uns bekannt aus der Bewegung
der Massen gegeneinander. Wir verstehen dann unter der Be-
schleunigung die zeitliche Anderung der Geschwindigkeit. Auf den
Raum diirfen wir diese Definition nicht tibertragen, da wir schon
festgestellt haben, dall es gar keine Geschwindigkeit der Masse
gegen den Raum gibt. Wir kénnen unter diesen Umsténden
auch nicht von einer zeitlichen Anderung der Geschwindigkeit
reden. Wir kénnen aber die Beschleunigung einer Masse gegen den
Raum, die ja immer in Verbindung stehen mufl mit einer unmittel-
bar an der Masse angreifenden Kraft, wie folgt kennzeichnen:
Wir greifen aus der Bewegung eines Korpers m, gegen den Raum
einen Zeitpunkt ¢ heraus. Zu diesem Zeitpunkt hat der Korper,
auf den eine Kraft einwirkt, nur eine Beschleunigung aber keine
Geschwindigkeit gegen den Raum. Wir nehmen nun noch eine
Vergleichsmasse m, in so weiter Entfernung an, daB die Raum-
anziehung der Massen keine Stérung der Bewegung zur Folge hat.
m, soll ferner im Augenblick ¢ keine Geschwindigkeit gegen m,
haben, und auf m, soll keine Kraft ausgeitbt werden. Mit m,
denken wir uns ein Koordinatensystem, das gegen den Raum an
keiner Stelle eine Beschleunigung erfahrt (also ein drehungsfreies
System), verbunden und betrachten die Bewegung von m,, das
unter dem EinfluB} einer Kraft gegen den Raum beschleunigt wird,
gegen unser System m,. Wir stellen fest, da} m,; zur Zeit ¢ |- d¢
infolge der an m, wirkenden Kraft um ds gegen die Ausgangslage
vorgerilckt ist. j—; nennen wir die Beschleunigung der Masse m,

gegen den Raum. Da zur Bestimmung der Gréfle von —]§ noch

die GroBe der Zeitspanne d¢ gegeben sein mul, ersetzen wir den

Foéppl, Schwingungslehre. 10
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Ausdruck fiir die Beschleunigung besser durch ;z Eine zweite

Ableltung;l 5 konnen wir hier nicht bilden, da zur Zeit ¢ + d¢

die beiden Massen m, und m, zwar gegeneinander eine Bewegung
ausfithren, aber jede von ihnen mit der gleichen Berechtigung
als gegen den Raum ruhend anzusprechen ist, so dafl nicht von
einer Anderung der Geschwindigkeit der einen Masse gegen den

Raum gesprochen werden kann. Bei der Bildung von (—z—~2 konn-

ten wir feststellen, welches System eine Beschleunigung erlitten
hat: jenes, auf das eine Kraft eingewirkt hat. Da aber zur Zeit
3 t + dt beide Bewegungen gleichberechtigt sind, so
J{z daB wir beide Massen als ruhend gegen den Raum be-
7z  trachten miissen, so konnen wir keine Ableitung der
Geschwindigkeit gegen den Raum bilden.

Die Beschleunigung einer Masse gegen den Raum
haben wir somit als die erste Ableitung des Weges
nach der Zeit definiert. Das ist ein wichtiges Ergeb-

Abb. 103. s, das unsvor allem bei der Zusammensetzung der
Krifte, die gegeneinander beschleunigte Systeme auf-
einander ausiiben, wertvolle Dienste leistet. Wir nehmen z. B. an,
eine Masse m, (Abb. 103) werde von einer Masse m,, die selbst durch
eine duflere Kraft eine Beschleunigung b, zu ihrem Raum erleidet,
angezogen, d. h. der Raum m,; werde nach m, beschleunigt. Die
Beschleunigung des Raumes um m, gegen die Masse my nennen wir
b,. Bei der Zusammensetzung der Bewegungen in einem Koordi-
natensystem, das die Bewegung der
Massen gegeneinander darstellt, wird
die Gesamtbeschleunigung durch geo-
metrische Addition der Einzelbeschleu-
nigungen erhalten. Da aber die Be-
schleunigung der Masse m, gegen den
Raum als die 1. Ableitung bestimmt
Abb. 104. ist, hat b, auf die augenblickliche
GroBe der Anziehung des Raumes
durch m, keinen EinfluB. Deshalb ist die augenblickliche Beschleu-
nigung b; der Masse m, zum Raume unabhingig von b, Erst
zur Feststellung der Relativbeschleunigung der beiden Massen
gegeneinander werden die Relativbeschleunigungen beider gegen
den Raum geometrisch addiert.
Die Richtigkeit des Ergebnisses kann durch einen Versuch
nachgepriift werden: In einem sich verjiingenden Rohr (Abb. 104)

”,
Y—>
4
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strome ein Medium a, das infolge der Querschnittsverinderung
eine beschleunigte Bewegung ausfithrt. AufBerhalb des Rohres
ist eine Masse m so aufgehéingt, daB sie unter dem EinfluB} etwa
auftretender Krifte in horizontaler Richtung Verschiebungen aus-
fithren kann. m wird durch das Medium angezogen. Auf Grund der
vorstehenden Ausfithrungen darf es aber keinen Einflufl auf die
Anziehungskraft ausiiben, ob das Medium @ ruht oder selbst eine
beschleunigte Bewegung ausfithrt, d. h. es kann keine Kraft in
horizontaler Richtung auf m auftreten oder P, = 0.

DaB nach der vorstehenden Theorie die Zentripetalkraft, die
an einem Korper m angreift, der sich etwa mit der Erde gegen den
Raum dreht, keine Anderung gegeniiber der bisherigen Vorstellung
erfahrt, bedarf keines Beweises: m erleidet bei der Drehung der
Erde gegen den Raum eine Beschleunigung (Drehbeschleunigung)
gegen den Raum, der die Zentripetalkraft zugeordnet ist. Wir
erkennen daraus auch, dafl wir unter einem beschleunigungsfreien
System ein solches verstehen miissen, das keine Drehungen gegen
den Raum ausfiihrt.

Die ausgezeichneten Koordinatensysteme. Ein Ko-
ordinatensystem ist in ausgezeichneter Weise zur Beschreibung der
Naturgeschehnisse geeignet, wenn keines seiner Punkte eine be-
schleunigte Bewegung gegen den Raum ausfithrt. Von einem
dieser ausgezeichneten Systeme betrachtet, unterscheiden sich
die tibrigen ausgezeichneten Systeme durch die Grofe und die
Richtung der Relativgeschwindigkeit. Es gibt also oot verschiedene
Systeme, die alle mit dem gleichen Recht als gleichberechtigt
oder als gegen den Raum (oder den Ather) ruhend angesprochen
werden kénnen. Wenn wir eines dieser Systeme gradlinig be-
schleunigen, so fithren wir es nur in ein anderes gleichberechtigtes
itber. Wenn nur eine Masse, auf die keine Kraft wirkt, in dem
ausgezeichneten System vorhanden ist, so ruht sie entweder oder
sie filhrt eine gradlinige Bewegung mit gleichbleibender Ge-
schwindigkeit im Koordinatensystem aus.

Das Raumzeitkontinuum (oder der Ather) bildet sich ebenfalls
in allen ausgezeichneten Systemen in gleicher Weise als ruhend
ab. Befindet sich aber eine Masse im Koordinatensystem, so
erleidet das Raumzeitkontinuum in der Umgebung der Masse
eine Unstetigkeit. Wir werden deshalb zweckmi8ig den Koordi-
natenanfangspunkt in unendliche Entfernung von allen Massen
legen, damit er sich auflerhalb des Stérungsgebietes befindet.
Sind mehrere Massen im Raume gelegen, so werden die Réume,
in denen sie liegen, sich gegenseitig durch die Anziehung des Rau-
mes durch die Massen stéren. Der Raum, in dem die eine Masse

10*
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liegt, wird durch die andere Masse relativ zur anderen Masse be-
schleunigt. Aus dieser Beschleunigung und der Anfangsbewegung
der betreffenden Masse gegen das Bezugssytsm ergibt sich die
Bahnkurve im Koordinatensystem.

Wir nehmen zuerst an, es sei nur ein Korper im Weltenraum
aufgestellt. Dieser ruht dann zum Ather; es wird aber der Ather
in der Umgebung des Koérpers in einen Beschleunigungszustand
versetzt, dessen Intensitit umgekehrt verhéltnisgleich 72 ist.
Auf diesem Himmelskérper tritt bei einem Versuch, den einer
seiner Bewohner etwa mit der Anordnung Abb. 101 ausfithrt, das
gleiche Tragheitsfeld in die Erscheinung, das wir auf der Erde
kennen.

Wenn ein zweiter Himmelskorper b in die Néhe des ersten
Himmelskorpers ¢ gerat (Abb. 105), so ist die Bewegung beider
dadurch gekennzeichnet, daB sie zum Ather keine Beschleunlgung

rs, haben und daB anderseits der Ather durch einen
‘,/"br/ + X jeden von ihnen eine radiale Beschleunigung ver-

é

haltnisgleich ﬂz erleidet. Die relative Geschwindig-
Abb. 105. "

keit beider Korper ist von der Anfangsgeschwindig-
keit abhingig. Die relative Beschleunigung beider erhilt man, wenn
man die Beschleunigung eines jeden der beiden Koérper relativ
zu einem entfernt liegenden Punkt 0 im ungestérten Raum betrach-

tet: o erleidet relativ zu O eine Beschleunigung cr—: nach b hin
und b eine Beschleunigung ¢ % nach @ hin. Wir definieren den

Schwerpunkt 8 durch m, : m, = r, : 7, . Esfolgt, daB ¢ und b eine
;1— und ;1- verhaltnisgleiche Beschleunigung zum ungestérten
a b

Ranme haben und daraus folgt weiter, daBl der oben festgelegte
ideelle Punkt 8 relativ zum ungestérten Raume ruht (d.h. keine
Beschleunigung hat).

Die Bahnkurven der Gestirne. Wir wollen die vorstehen-
den Uberlegungen auf die Bahnen der Gestirne, z. B. auf die Bahn
der Erdenmasse (mgz) gegen die Sonnenmasse (mg).anwenden.
Wir wissen, dafl jedes der oot ausgezeichneten Systeme gleich-
berechtigt ist zur Beschreibung der Bahnkurven. Wir werden
eines davon etwa so auswéhlen, daB eine der beiden Massen (etwa
mg) zZu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ darin rubht. Den Koordi-
natenursprung legen wir, um aus dem Stérungsgebiet heraus-
zukommen, in geniigend weite Entfernung von beiden Massen.
Der Raum um myg erleidet aber eine Beschleunigung nach mg
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hin. my fithrt deshalb in unserem Koordinatensystem eine be-
schleunigte Bewegung aus, d. h. es beschreibt mit der Zeit eine
gekriimmte Bahn. Auch mg beschreibt mit der Zeit eine gekritmmte
Bahn, da der Raum von mg durch mg beschleunigt wird. Nur
ist entsprechend der geringeren Masse von my die Beschleunigung
des Raumes von mg, die verhéltnis-
gleich der anziehenden Masse my ist,
eine entsprechend geringe. mg be-

schreibt deshalb in unserem Koor- %

dinatensystem eine Bahn mit sehr . A

geringer Kriitmmung oder in erster

Annéherung eine gradlinige Bahn. e

Es ist deshalb fir die Darstellung
zweckméfiger (abernichtrichtiger!),
das Koordinatensystem so zu legen,
daB die groBere Masse, also die Abb. 106.

Sonne, zu Beginn der Zeit in Ruhe

war. Sie wird infolge des geringen Raumbeschleunigungsvermdgens
der verhiltnismiBig geringen Erdmasse nur geringe Bahnen in
diesem System ausfithren.

Noch zweckméBiger ist es, das Koordinatensystem so zu legen,
daBl der Schwerpunkt von myz 4+ mg in 2 aufeinanderfolgenden
Augenblicken in ihm am gleichen Orte zu liegen kommt. Denn die
eben angestellte einfache Uberlegung zeigt, daB der Schwerpunkt
in diesem System dauernd in Ruhe bleibt.

Es ist aber zu beachten, daB das Schwerpunktskoordinaten-
system nicht etwa an den Schwerpunkt als Koordinatenanfangs-
punkt geheftet werden darf, da der Raum in der Umgebung des
Schwerpunktes eine beschleunigte Bewegung nach der Sonne zu
erfahrt. Das Schwerpunktskoordinatensystem ist vielmehr an eine
Masse my, die in so weiter Entfernung von Erde und Sonne liegt,
daBl die Gravitationen beider keine Stérung mehr in dieser Stelle
hervorrufen, als Koordinatenanfangspunkt zu befestigen. my ist
dabei so zu wihlen, dafl der Schwerpunkt zu ihr in Ruhe ist.

So haben wir fiir die Beschreibung der Bewegung der Gestirne
ein ausgezeichnetes Koordinatensystem kennengelernt: das
Schwerpunktskoordinatensystem. Es ist dasselbe, das auch bisher
schon zur Beschreibung der Bewegungen der Gestirne verwendet
worden ist Die Koordinatensysteme, die an my oder mg dauernd
gekniipft sind, sind nicht geeignet zur Beschreibung der Bewegung,
da sich mz und mg in beschleunigten Atherfeldern befinden.

Die Uberlegung hat uns also gefithrt zu einem in bezug auf
Beschleunigungen absoluten und in bezug auf Geschwindigkeiten
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relativen Raum. Wir wollen auf den Gedankengang nochmals kurz
auf Grund folgender Annahmen eingehen:

Wir nehmen zuerst an, es sei nur eine Masse im Weltall, an der
keine Kraft angreift. Dann kann durch Messungen auf dieser Masse
— etwa durch die Messung der Abplattung, wenn die Masse defor-
mierbar ist — festgestellt werden, ob die Masse gegen den Raum
ruht oder eine drehende Bewegung ausfithrt. Im letzteren
Falle fithren Massenteilchen am Umfang des Korpers eine .be-
schleunigte Bewegung gegen den Ather aus, die festgestellt
werden kann. HEs kann auch festgestellt werden, ob von auBen
eine Kraft auf die Masse wirkt (etwa durch ein unsichtbares Seil
tibertragen): Wenn eine Kraft wirkt, erleidet die Masse in Richtung
der Kraft eine Beschleunigung gegen den Ather und diese Be-
schleunigung kann ein Beobachter auf der Masse durch Wiege-
versuche mit Federwage feststellen.

Wir nehmen dann an, daB noch eine zweite Masse hinzutrete.
Fiir das Verhalten der Massen gegeneinander ist es gleichgiiltig,
ob jede der beiden Massen gegen den Raum ruht oder eine Drehung
ausfiihrt.

Um die Bahnen beider Massen gegeneinander zu beschreiben,
stellen wir den Schwerpunkt fest und verbinden mit ihm ein
Koordinatensystem. Die Bahnkurven in diesem System lassen sich
in der nach der Newtonschen Mechanik tiblichen Berechnungs-
weise ermitteln. Insbesondere wird die Bahnkurve der kleineren
Masse, wenn beide Massen in der Grofe stark voneinander verschieden
sind, angenéhert eine Ellipse. Besonders einfach wird der Fall,
wenn die zweite Masse m; um die erste Masse m, eine kreisformige
Bahn beschreibt: dann bleiben beide Massen stets im gleichen
Abstand voneinander. Jede der beiden Massen m, und m, be-
schreibt im ausgezeichneten System eine Kreisbahn mit den Halb-
messern 7, bzw. 7,, wobei 7, und 7, die Abstinde der Massen m,
und m; vom Schwerpunkt sind. Jede der beiden Massen ruht dabei
in dem sie umgebenden Ather. Die Beschleunigungen, die die
Massen relativ zu einer dritten im ungestorten Ather liegenden
Masse erfahren, kénnen deshalb auf keine Weise auf der Masse
selbst festgestellt werden.

Wenn man dagegen, wie es bisher iiblich war, mit dem Begriff
der Fernkraft arbeitet, mufl man einen zweiten Begriff, die Zentri-
fugalkraft, hinzunehmen, um die Tatsache, daB auf der Masse m,
die Fernkraft nicht festgestellt werden kann, zu erkliren.

Die Vorziige der neuen Theorie gegeniiber der bisher
tiblichen Auffassung. Die vorstehend entwickelte Raum-
theorie liefert einen einfachen Grund fiir die Gleichheit von schwe-
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rer und triger Masse: Gravitation- und Triigheitserscheinungen
sind gleich, weil sie auf die gleiche Ursache, Beschleunigung der
Masse relativ zum Ather zuriickgefiihrt werden konnen. Ein
weiterer Vorzug ist der, dafl die Bewegung der Massen gegenein-
ander und zum Raum (oder zum Ather) in besonders einfacher
Weise dargestellt wird und daBl der sehr schwerfillige Begriff der
Fernkrifte in Wegfall kommt: Die Masse bleibt relativ zum Raum
in Ruhe, solange keine Krifte unmittelbar auf sie ausgeiibt werden.
Unmittelbare Krifte bewirken eine Beschleunigung der Masse
zum Raum und auBerdem zieht die Masse den Raum an.

Die begriffliche Schwierigkeit liegt darin, daBl der Raum oder
der ihn erfilllende Ather einerseits als etwas absolutes insofern
aufgestellt wird, als von Beschleunigungen der Massen relativ zum
Raum gesprochen wird und daf} andererseits der Begriff der Ge-
schwindigkeit relativ zum Raum nicht vorhanden ist. Erleichtert
wird aber diese Vorstellung durch die Beobachtungen, die wir an
den Bewegungen auf der Erde machen: Auch hier spielen die
Krifte, die an den Koérpern wirken, und die Beschleunigungen
relativ zur Erde eine Rolle, wihrend es auf die Geschwindigkeiten
relativ zur Erde nicht ankommt. Trotzdem mull zugestanden
werden, daf} die Vorstellung eines Raumes oder eines ihn ausfiillen-
den Athers, relativ zu dem es zwar Beschleunigungen aber keine
Geschwindigkeiten gibt, dem menschlichen Geist nicht liegt. Eben-
sowenig ist aber auch die Vorstellung einer Fernkraft, mit der die
bisherige Auffassung operierte, dem Menschen méglich: Man kann
sich auf Grund der Erfahrung wohl vorstellen, dall zwei Massen
gegenseitig Anziehungskrifte aufeinander ausitben. Wie aber
diese Anziehung vor sich gehen soll, dariiber vermag man sich
kein Bild zu machen. Man wird der Theorie den Vorzug geben
miissen, die die geringsten begrifflichen Schwierigkeiten bereitet.
Ob von diesem Gesichtspunkt aus die vorhin entwickelten Aus-
fithrungen aufrecht erhalten werden kénnen, vermag ich nicht zu
entscheiden.
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