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КИНЕТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ГАЗОВ
Г. ГРЭД

В настоящ ей р аботе  кинетическая теория газов  и зл агается  в прямой  
•связи с теорией  уравнения Б ол ьц м ан а. Р ассм атр и ваю тся  только ор иги
нальны е уравнения М ак свелл а и Б ол ьц м ан а дл я  классических точечных  
частиц и короткодействую щ их сил. П ри этом  остаю тся  в стор он е в о 
просы в равной степени интересны е, но относящ иеся  к др угой  обл асти  
и возникаю щ ие при р ассм отрении  внутренних степеней  свободы , кван
товых взаим одействий , сил, о бр атн о  пропорциональны х к в адр ат у  р а с 
стояния, и несоверш енны х газов . Специальны й случай  га за  К н удсен а , 
т. е. свободн о-м ол ек ул я р н ое течение, лиш ь затр аги вается  главны м о б р а 
зом  в ц ел ях сравнения.

В гл. I д а ет ся  критическое р ассм отр ен и е и ср авн ен и е д в у х  сп особов  
описания р а зр еж ен н о го  газа: 1) через ф ункцию  р асп р едел ен и я  м олекул  
и ур авн ен и е Б ол ьц м ан а и 2) чер ез ди н ам и к у частиц, представляю щ и х  
собой  системы  из п тел, где п велико.

Р еш ен и е уравнения Б ол ьц м ан а ш ло по двум  направл ениям . П ер вое  
н ап равл ение св я зан о  с и сследован и ем  так  назы ваем ы х нормальных р е 
ш ений, во м ногих отнош ениях о б л а д а ю щ и х  свойствам и классической  
сплош ной среды . Э та теория бы ла р а зр а б о т а н а  Г ильбертом , Э нскогом  
и Ч епм еном . Критический о б зо р  этого направления вм есте с и зл ож ен и ем  
некоторы х новы х свойств таких реш ений д а ет ся  в гл. IV . П р о б л ем а  
получения общ и х реш ений уравнения Б ол ьц м ан а р ассм атр и в ал ась  
с точки зр ен и я  м атем атической  теории сущ ествования в р а б о т а х  К ар л е-  
м ана, В и л ьда и М оргенш терна (о б зо р  совр ем енн ого  состояния дает ся  
в гл. III)  и с пом ощ ью  б о л ее  практических м етодов  р а зл о ж ен и я  по М ак 
с в е л л у —  в р а б о та х  Т р эда, В ан  Ч ан а  и У лен бек а, М отт— С м ита, а т а к ж е  
в р а б о та х  Г р осса , Д ж е к со н а  и Зи ри н га . С о д ер ж а н и е  этих р абот  и зл о 
ж ен о  в гл. V .

В т ор ое нап равл ен и е св я зан о  с им енам и Я ф ф е, Р о зе , К ел л ер а , Ван  
Ч ана и У ленбека. О но основы вается на итерации и р азл ож ен и и  в ок р ест
ности св ободн о-м ол ек ул я р н ого  течения. Это н ап равл ен и е только за т р а 
гивается , поскольку с пом ощ ью  этого  т р удн ого  м етода  пока получены  
только лиш ь начальны е результаты .

Б ол ьш ое вним ание уд ел я ет ся  вы явлению  в заи м осв я зи  и внутреннего  
еди н ств а  в этих, к а за л о сь  бы, в корне различны х м ет о д а х  кинетической  
теории.

Глава I

УРАВНЕНИЕ БОЛЬЦМАНА И КИНЕТИЧЕСКАЯ 
ТЕОРИЯ ГАЗОВ

В этой  гл аве р ассм атри ваю тся  д в а  основны х вопроса: 1) степень  
обосн ован н ости  уравнения Б ол ьц м ан а и 2) связь его с п оведением  га за , 
'который подчиняется зак он ам  динам ики частиц. В наш ем рассм отрении
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принципиальную  роль и грает предельны й п ер еход , при котором  отн ош е
ние ср едн ей  длины  св ободн ого  п р обега  к м акроскопическим  р азм ер ам  
остается  ф иксированны м , в то врем я как газ становится в се  б о л ее  и б о 
л ее р азр еж ен ны м . В п р ед ел е мы н аходи м , что хотя  один  аспект м е ж 
м олекулярны х сил, а именно: н есоверш енство га за , и сч езает , влияние  
столкновений на эвол ю цию  г а за  во врем ени остается  и оп р едел я ется  
уравнением  Б ол ьц м ан а. П о д т в ер ж д а ет ся , что ур авн ен и е Б ол ьц м ан а  
становится б о л ее  обоснованны м  по м ер е ум еньш ения плотности и что- 
оно сп р аведл и во  дл я  произвольно больш их отклонений от равновесия н а  
ср едн ей  дл и н е св ободн ого  п р обега  и произвольно бы стры х ф луктуаций  
(бы стры х по сравнению  со ср едним  врем енем  м еж д у  столкновениям и  
ч а ст и ц ); лим итирую щ ей дли н ой  является ди ам етр  столкновения, а л и м и 
тирую щ им  отр езк ом  врем ени  —  ср едн я я  п р одол ж и тел ьн ость  сам ого- 
столкновения. Очень важ ны м  м ом ентом  является то, что ур авн ен и е  
Б ол ьцм ана получается  из динам ики частиц б ез  привнесения какой-либо  
«искусственной» случайности  (мы разгр ан и чи ваем  понятие априорной 
вероятности , которая относится только к повтор яем ости  опы тов и я в 
ляется полностью  детер м и н и рован н ой , и таких ф изически не обсн ован -  
ных понятий, как м арковские процессы , статистическая независим ость- 
и т. д .) .  Н ай ден о , что строго детер м и н и рован н ы е системы  при больш ом  
числе степеней  свободы  о б л а д а ю т  свойством , н ап ом инаю щ им  хаоти ч 
ность. Мы м ож ем  ск азать , что обр ати м ая  си стем а б у д ет  иногда апп рок 
сим ировать п оведен и е н еобр ати м ой  системы  с л ю бой  степенью  точности .

М ногие п ар адок сы , а т а к ж е весьм а тонкие вопросы , которы ми и зо 
би лует  кинетическая теория, у д а ет ся  упростить, и д а ж е  снять, когда мы 
интерпретируем  ф ункцию  р асп р едел ен и я  м олекул  как м атем ати ч еск ое  
о ж и д а н и е , а не как ф изическую  плотность числа частиц. В частности, 
нет достаточ н ы х осн ован и й  дл я  сгл аж и ван и я  или введени я ди ск р етн ости  
(как по врем ени, так  и по п ростр ан ству) одночастичной  ф ункции р а с 
предел ен и я.

В наш ей трактовке Я -ф ун к ц и я Б ол ьц м ан а является  достаточ н о  
гладкой по врем ени ф ункцией, которая с больш ой вероятностью  ст р е
мится к постоянной величине (св о ем у  м ин и м ум у) на неограниченном  
отр езк е врем ени д а ж е  дл я  конечной систем ы  из п частиц.

В этой  статье автор, н е стр ем ясь  к п ол н ом у и зл ож ен и ю  всего  м а т е
м атического ап п ар ата , ст ар ал ся , наск ол ьк о это  в о зм о ж н о , не уходить- 
в стор он у  от м атем атически  тонких вопросов .

ПРОСТЕЙШИЕ СВОЙСТВА УРАВНЕНИЯ ЛИУВИЛЛЯ 

§1. УРАВНЕНИЕ ЛИУВИЛЛЯ

Б у д ем  хар ак т ер и зов ат ь  м ест о н а х о ж д ен и е  частицы  вектором  х или 
х \  1 = \ ,  2, 3, а ее  ск ор ость  —  в е к т о р о м ‘1  или | г'. В си стем е из п частиц  
мы р азл и ч аем  отдельны е частицы  с пом ощ ью  и н дек сац и и  хи . . .  , х п или 
х1П; есл и  это  н ео б х о д и м о , и соответствен н о о б о зн а ч а ем  скор ости  частиц  
ч ер ез | г или | гг'; би -м ер н ое ф а зо в о е  п ростр ан ство с п р едстав л я ю щ ей  точ 
кой (* 1, . . . ,  дс„; 1 ь  . . . , ? п) =  2  обозн ач и м  ч ер ез Г, а 6 -м ер н о е ф а зо в о е  
простр ан ство с  п р едстав л я ю щ ей  точкой (х, %)==г  —  ч ер ез у  или у г*, 
если мы им еем  в в и ду  ф а зо в о е  п р остр ан ство  им енно г-ой частицы  с  к оор 
ди н атам и  (хт, | г) =  г т. О чевидно, что 2 =  ( г ь . . . ,  г „ ) .  О бозн ач и м  со к р а 
щ енно ч ер ез | . . .  с1х, /  . . .  |  $ . . . â %  оп ер ац и и  и н тегр и р ова
ния, соответствен н о, по 3 -м ер н ом у, 6 -м ер н ом у  и би -м ер н ом у п р остр ан 
ствам .

* Это обозначение отличается от более привычного обозначения р. — для 6-мерного пространства и у — для би-мерного.
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( 1. 1)

Д в и ж ен и е  системы  из п частиц подчиняется уравнению

тг № х г
= Х Г { 2 ) .

П рим ем  дл я  простоты , что все частицы идентичны , в частности  
<тТ= т , и что внеш ние силы отсутствую т, за  исклю чением  неявны х сил, 
п оср едством  которы х газ остается  в п р ед ел ах  со су д а .

П ол ож и м
П

х Л Х ) = ^ Х я (гпг,), (1.2)
5=1

XГ8 =  2 (З'П̂ 'з)' (1.3)
и*

^ 2( ^ , 22) = -  ® '(г);
Г

г = х 2 — х х .

(1.4)

Д р уги м и  сл овам и , силы являю тся производны м и от потенциала  
взаим одействия ср д в у х  частиц. З д ес ь  как обы чно, чер ез г обозн ач ается  
абсол ю тн ая  величина вектора г.

О бозначим  чер ез Рп(%) плотность вероятности , оп р едел ен н ую  на Г, 
при этом  Рп> 0  и /  Рпй2,— 1. З д ес ь  неявным о б р а зо м  п р едп ол агается , 
что ф ункция р асп р едел ен и я  Рп{%) соответствует ч астоте появления  
м икросостояния 2  при м ногократном  повторении некоего эксперим ента  
(см ы сл такого введения вероятности  б у д ет  о б су ж д а т ь с я  в § 9) . Рп по  
оп редел ен и ю  есть сим м етричная функция относительно п ер естановок  
п частиц, т. е. Рп{% 1, . . . ,  г п) есть сим м етричная функция п групп п ер е
менных.

Н азовем  ф азов ой  ф ункцией ф ункцию  ф ( 2 ) ,  оп р едел ен н ую  в п р ост
ранстве Г. В сякая н а б л ю д а ем а я  величина м ож ет  быть вы раж ен а через  
ф азов ую  функцию ; ее  зн ачение, конечно, оп р едел ен о , если мы зн аем  
м естон ахож д ен и е и скорости  всех частиц. О ж и д а е м о е  зн ач ен и е н а б л ю 
даем ой  функции ф есть

+ ( 0 = 1 + ( ^ ) ^ / . ( ^ . 0 ^ -  (1-5)

Ф ункция р асп р едел ен и я  Рп п озвол яет  вычислить не только о ж и д а е 
м ое зн ач ен ие ф, но и п олн ое р асп р едел ен и е вероятности  дл я  ф. И б о  если  
оп редел и ть  ф а ( 2 )  как ф ункцию , равную  ф при ф ^ а  и нулю  в противном  
сл учае, то ф а, р ассм атр и в аем ая  как ф ункция от п ар ам етр а  а, есть в точ
ности интегральная функция р асп р едел ен и я  дл я  значений, при н и м ае
мых ф ункцией ф.

У равнения дви ж ен и я  ( 1 .1 ) ,  зап и сан н ы е в ф ор м е

с1хг
(Н

â(

( 1. 6)

геометрически м ож н о  интерпретировать как ур авнения, оп р едел яю щ и е  
пер ем ещ ен и е (поток) в ф азов ом  простр ан стве Г; посл едовательн ость  
состояний 2  п р едставл яется  траектор ией  2{1).  В о о б щ е го в о р я * * , через  

ж а ж д у ю  точку 2  п р оходи т одн а  траектория. В этом  сл уч ае эволю ция

Здесь как обычно через г обозначается абсолютная величина вектора г. 
* Положения статического равновесия являются исключениями.
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плотности вероятности  во врем ени, т. е. п оведен и е функции Р п(2, ( ) ,  с т а 
новится детер м и н и рован н ой  с р а зу  ж е , как только за д а е т с я  н ачальное  
р асп р едел ен и е. В сам ом  д ел е , если  мы н а б л ю д а ем  си стем у  в начальны й  
м ом ент врем ени в состоянии 2(0 ) ,  то мы най дем  ее, конечно, в состоянии  
2({)  в м ом ент врем ени I. Б о л ее  того, если  мы зн а ем , что 2  находится  
где-то  внутри обл асти  Д 0 при ^ = 0 , то в м ом ент врем ени I мы н еп р е
м енно о б н ар уж и м  2(1) в где —  обл асть , в которую  пер еходи т  
в п р оц ессе дви ж ен и я . О тсю да  мы приходим  к зак он у  сохр анения вер оят
ности, а именно:

—  С 0 . (1 .7 )-

Ъ 1

П ол н ая  вероятность, относящ аяся  к л ю бой  обл асти , которая п ер е
носится потоком  в ф азов ом  п ространстве, остается  постоянной во вр е
мени. Д и ф ф ер ен ц и ал ь н ая  ф орм а зак он а  сохр анения ( 1 .7 )  есть

^ + 2 - й г - ( М - ° -  ,к8>'
г - 1

З д е с ь  йгт1й1 есть скорость потока, а точка (•) о зн ач ает  сум м и р ов а
ние по ш ести ком понентам  г г и йгг16.1. В ы р аж ая  ур авн ен и е (1 .8 )  ч ер ез  
хг и | г, мы получаем  уравнение Лиувилля

дРп
д1

П

г - 1

1
т

г - 1

(1 .9)-

З д е с ь  точки о б озн ач аю т  суммы  по трем  составл яю щ им  различны х  
векторов. Это ди ф ф ер ен ц и ал ь н ое ур авн ен и е в частны х производны х  
показы вает, что ф ункция Рп постоянна на к а ж д о й  кривой 2(1),  яв л я ю 
щ ейся траектор ией  дв и ж ен и я  системы . Т ак ое свойство плотности в ер оя т
ности Р сп р аведл и во  дл я  л ю бой  систем ы  Гам ильтона. Д ей стви тельн о, 
хор ош о и звестно, что дл я  систем  Г ам ильтона течение в ф азов ом  п р ост
р анстве является н есж и м аем ы м , а это и озн ач ает , что во всяком  э л е 
м енте дв и ж ущ ей ся  среды  плотность Рп сохр ан я ется  постоянной  
во врем ени.

В дол ь  траектории  2{1) постоянной остается  не только Рп, но и в ся 
кая ф ункция от Рп. Это сп р аведл и во, наприм ер, дл я  ф ункции Н(Рп) =  
=  Рп \о § Р п- И з н есж и м аем ости  потока сл едует , что )  Ы 2,  гд е  интегри
р ование прои зводи тся  по всем у простр ан ству Г, не зави си т  от  врем ени. 
О бозначи м  величину этого интеграла ч ер ез Я г  (п р едп ол агая , что интег
рал сущ еств ует):

Я г  ( 0 ^ 1  Рп{2^)\щРп(2^)а2  ( 1 . 1 0 ) -
и сф ор м ул и р уем  теор ем у

Я г  — соп з(. (1 .1 1 )-

Смысл этой  теорем ы  б у д ет  п одр обн о  р а зо б р а н  н и ж е.

§ 2. РЕДУЦИРОВАННЫЕ И УСЕЧЕННЫЕ ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Сокращенные функции, или ф ункции р асп р едел ен и я  пониженного 
порядка, оп редел яю тся  сл едую щ и м  о бр азом :

Л  (21) =  1 ^ я ( 2 1 , . . . ,2 л)й (г2 ,...,^ 2 п;

Я ,(*!,...,2 ,)= 1  Р п( г х, . . . , г п)с1гг+1,...,с1гп .
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В сл едст в и е п р едп ол агаем ой  сим м етрии ф ункции Рп ф ункции Рт 
<5удут симметричны  по своим  г ар гум ен там . Б о л ее  того, вид ф ункции Рг 
не зави сит  от конкретного вы бора г м олекул. В с е  ф ункции Рг н ор м ал и 
зованы , т. е.

|  Рт( г и . . . ,  г т)й г и . . . ,  йгт= \ .

Ф изический смы сл ф ункции Д  зак л ю чается  в том, что Р 1(21) есть
вероятность пребы вания м олекулы  1 в состоянии  йг\ около точки г\. 
Л егк о  показать  *, что пР \(г)йг  есть м атем ати ческ ое о ж и д а н и е  числа м о
лекул с к оординатам и внутри обл асти  йг около точки г. Н есколько м е
н ее  точно ф ункцию  пР\(г)  м ож н о трактовать как плотность м олекул  
в фазовом простр ан стве у. Аналогичны м о б р а зо м , ппгР\йг есть м а тем а 
ти ч еск ое о ж и д а н и е  м ассы , н аходящ ей ся  внутри йг, так  что

/  (г )  =  л /я Д  (г )  ( 2 .3 )

м ож н о  р ассм атривать как п л о т н о с т ь  массы в простр ан стве у.
Д л я  дал ьн ей ш его ан ал и за  у д о б н о  ввести усеченны е функции р а с 

пределения. Они оп р едел яю тся  через п арам етр  о, которы й о б л а д а е т  р а з 
м ерностью  длины  и, как м ож н о полагать, им еет порядок  величины м о л е
кулярного ди ам ет р а . Точный вы бор значения о  б у д ет  сдел ан  п озж е. 
Заф и к си р уем  вектор х и т. е. м есто н а х о ж д ен и е м олекулы  1. О пределим  
п одобл асть  Д  простр ан ства у г неравенством

\ х г — х 1\^-а ,  (дл я  в сех  §г). (2 .4 )

Д —  со д ер ж и т  все состояния м олекулы  г, при которы х она удал ен а  
от м олекулы  1 на р асстоян и е, п ревы ш аю щ ее о. 6 (п— 1 ) -м ерная  обл асть  
О о п р едел я ется  как п р ои зв еден и е Д Х Д Х  . . .  Х Д ,  т. е. О содер ж и т  
все состояния м олекул  2 , . . . ,  п, при которы х ни одна из них не прибли
жается к молекуле 1 ближе, чем на расстояние о. У сеченное р а сп р ед ел е
ние Д а оп р едел я ется  соотнош ением

I  1....... г п) й г 2,...,йг„. (2 .5 )
о

Д а н н а я  ф ункция есть вероятность н еп оп адан и я  м олекул в окрестность  
м олекулы  1 р ади усом  о , к огда м ол ек ул а 1 н аходи тся  в состоянии  г\.  Д р у 

г о е  вы р аж ен и е дл я  Д® им еет вид

^ 1 (* 1 )= = Л (* 1 )— ( л — 1) ^ 2 ^ 1 ,г2) й г 2+ — (п — 1 ) (я  — 2 ) X

Ъ,

X  |  Р 3( г иг 2,г3) й г 2йг3 — . . . ,  (2 .6 )
Д хо»

где Д  есть обл асть , доп ол н и тел ьн ая  к Д ;  она со д ер ж и т  в себ е  те г г, ко
торы е удов л етв ор я ю т н ер авен ству \хг— * 1| < о .  К ак сл ед у ет  из р авен 
ства ( 2 .6 ) ,  Д® аппроксим ирует Р ь если о б ъ ем  по3, заняты й частицам и, 
мал по сравнению  с ф изическим  объ ем ом , в котором  закл ю чен  весь газ.

* Определим фазовую функцию ф!>(2) как число координат х , . . . ,  Х п , которые лежат в заданной области й пространства у. Элементарные вычисления дают
? / ) =  [ прга г ь 

Ъ
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Т ак ж е , как и раньш е, мы м ож ем  интерпретировать пР\с (г)йг  как: 
м атем атическое ож и д ан и е числа м олекул, которы е в н еп осредственной  
бл и зости  около себя  не им ею т соседн и х  м олекул (н а  расстоянии ст) , и

у® (г) =  птР  ° (г)  (2 .7 )'

как плотность м ассы  в простр ан стве у тех м олекул, которы е не имею т  
в тесном  соседств е  с собой  д р уги х  м олекул.

У сеченная ф ункция сл едую щ его  п орядк а и м еет вид:

^ 2(^ 1.^2) =  |  Р п{ги . . . , г ^ а г 3,...,й?2д;
О'

0 ’^ 0 3Х 0 4Х , . . . , 0 п.

С л едует  зам етить, что Р2а несим м етрична по своим ар гум ентам  г\  и 
г $ , поскольку обл асть  интегрирования св я зан а  только с х 1 и не св я 
за н а  с х2.

(2-8)'

§ 3. Р Е Д У Ц ИР О В А Н НЫ Е  УРАВНЕНИЯ

У равнения, вы р аж аю щ и е эвол ю цию  во врем ени л ю бой  из функций' 
р асп р едел ен и я , описанны х в § 2, м огут быть получены  путем  интегриро
вания уравнения Л и уви л ля по соответствую щ им  перем енны м . И дя т а 
ким путем , мы п оступ аем  чисто ф орм альн о и п р едп ол агаем , что все  
интегралы  и производны е, которы е при этом  появляю тся, сущ ествую т  
и что поды нтегральны е функции ведут  себя  достаточ н о  хор ош о, так  что- 
применимы  обы чны е правила ди ф ф ерен ц ир ован и я  интеграла по п а р а 
м етру. П о сл е интегрирования по частям , а так ж е интегрирования п р о и з
водны х от различны х ф ункций, б у д у т  появляться граничны е члены, т. е. 
члены, учиты ваю щ ие усл овия на гр ан и ц ах обл асти  интегрирования. Мы 
п р едп ол агаем , что в се функции р асп р едел ен и я  таковы , что они быстро- 
стрем ятся к нулю  при больш их |  и т ож деств ен н о  равны нулю  при б о л ь 
ш их х (т. е. вне ф изического объ ем а , зан и м аем ого  г а з о м ) . П оэтом у  
граничны е члены проп адут .

П рои н тегри р уем  вн ач ал е ур авн ен и е Л и уви л ля ( 1 .9 )  по всем п ер е
менны м, кром е г\:

П

г =  1

^ - ■ { Х гР п) \ а г 2...с1гп= 0 .
дЪг

В члене с частной производной  по врем ени перем еним  м естам и о п е
рации ди ф ф ер ен ц ир ован и я  и интегрирования. Э то д а ст  член дР^дР  
В оставш ем ся  вы раж ении  в се члены п од  зн ак ом  суммы , з а  исключением: 
членов с г = 1 ,  п р оп адаю т  как граничны е члены. О перации д/дх± и д/д%г 
м ож н о вы нести и з-п од  зн ак а  и нтеграла, и мы получаем:

д/д , в дР 1 
д( 41 длч

П одстав л я я  сю д а  Х\ —1>Х\8 и используя  сим м етричность Рп
з

получаем

10

дР1 , = дР\ , п — 1
~РГ I *1 "Ц 1 д1 ах 1 т

^ 2̂ 2( ^ , 23) ^ 2:2 =  0 . (3 .1 >



Точно таким ж е  о б р а зо м , интегрируя по г г+и . . . ,  г п, най дем  у р а в н е
ние для  дРг/д{. И з уравнения

\ [ т ^ + 2  ТЕ” 8 " * -  Ъ5=1И
дРП П
д( ' Ъ5=1

находим
Г

дГ, V
м 1 дх3 т ил о13 ^5=1 5=1

я  затем

дГг
5 Д -

дР , 1
д( Ц  дх3 ' т 5] ^ 5к д%$5=1 5,/г=1

дРГ , п — г
т Ц  д-35=1

X

X  ^ 1 2 ( ¾ .  ЯГ+1) Г г + 1 (г 1---г г + 1 ^ г г + 1 — 0- ( 3 .2 )

О становим ся на некоторы х особен н остя х  полученны х уравнений. 
П р е ж д е  всего, ур авн ен и е дл я  Рг не является ди ф ф еренциал ьны м  у р а в 
нением  в том  ж е  см ы сле, что и ур авн ен и е Л и уви л ля, так  как в нем ф и гу
рирует не только Гг, но и ГТ+ь Это озн ач ает , что ур авн ен и е дл я  р т сам о  
по с е б е  не оп р едел я ет  эволю цию  Гг ((). То ж е  са м о е  относится и к си 
ст е м е  из г уравнений дл я  Р \ , . . . ,  Рг. Д ей стви тел ьн о, Рп{1) м ож н о найти  
о д н о зн а ч н о , пользуясь  только Рп {0) и ур авнением  Л иувил ля. Н ач ал ь 
ное ж е  р асп р едел ен и е Рг не о п р едел я ет  Рп(0)- Мы м огли бы надеяться  
оп р едел и ть  Рг (() по Рг(0) только в том  сл уч ае, если  по каким -либо п ри 
чинам д в и ж ен и е г частиц не б у д ет  зави сеть  от дви ж ен и я  остальны х  
частиц. С пециф ичность уравнения ( 3 .2 )  дл я  Рг зак л ю чается  в том , что 
он о п редставл яет  собой  ур авн ен и е Л и уви л ля дл я  г частиц, к котором у  
добав л я ю тся  члены, учиты ваю щ ие влияние остальны х частиц через типо
вую  ( г + 1 ) - у ю  частицу. Эти зам ечан и я  указы ваю т на принципиальное  
отличие уравнения ( 3 .1 )  от уравнения Б ол ьц м ан а, котор ое позволяет  
оп редел и ть  Р х(^) по Р \(0) (см . гл. I I I ) .

В ы кладки при получении уравнения дл я  усеч ен н ого  р асп р едел ен и я  
Р\а несколько усл ож н я ю тся  и з-за  того, что пер ем ен н ая  X! появляется  
в п р ед ел а х  интегрирования, а это не п озвол яет  п роизвести  н еп о ср ед ст 
венную  пер естан овк у операций  интегрирования и ди ф ф ерен ц ир ован и я . 
Д а л е е , мы и спол ьзуем  сл едую щ и е эл ем ентар ны е трехм ерны е тож деств а:

 ̂ - р -А (х,у)с1у=^ Ас1у= — (|] а -с18; (3.3)
|у—л|>о !у— | у—Х\=”

— \ А (â:,3) ) ^  =   ̂ —  ■ А(х,у)с1у — ф  А й8. (3.4)
\у—Х\><3 \у—х|>о |у—х\  =а

З д ес ь  вы раж ен и е (3 .3 )  есть ф ор м ул а  Г аусса , а соотн ош ен и е (3 .4 )  
л е гк о  проверить. З ам ети м , что полож ительной  считается внеш няя н ор 
м аль к обл асти  | у — л:|< сг. И нтегрируя  теперь ур авн ен и е Л и у в и л л я *  
по обл асти  Г), оп р едел ен н ой  в § 2:

5
дР_п_
д{

г = 1
— • ( § Л , ) + —дхг гп г=1

(*г Гп) = 0 ,

•явно. Мы опускаем символы дифференциалов, если область интегрирования указана



п о л у ч а ем

дР\
дЬ Е \

_]__д_
т (¾ 5 * ^ л= о .

О бозначи м  чер ез *Уг сф ер у  \хг— 3 + -  о; тогда , исп ол ьзуя  ф ормульь  
( 3 .3 ) ,  (3 .4 )  и оп редел ен и я  ( 2 .5 ) ,  ( 2 .8 ) ,  им еем

5  5 + ^ - ) = + ^ )  Т  ^  5 , - < Ш Ь
О  г - 2  8 Г

И

г - 2  И  г - 2  8 Г

К р ом е того:
П

[ Х х ̂  =  2  ' ^ 12(^1. ^ ) ^ = ( ^ - 1) 1' Х 12{гиг2)Р1{гъг2)аг,.
О  г - 2  Ъ  Ь ,

Таким о бр азом :

д Р̂  д Р̂
~ - + 6 - ' ~ + ( я  — 1 ) ^  ^ 2(^1- ^ 2) - ^ ^  +

5,

+ + Г -  + - + ^ , - 0 .  (3 .5 >

В первом  и нтеграле интегрирование ведется  по х2 по сф ер е  
1*2— * 1|= с г , в то врем я как во втором  —  по обл асти  \х2— * 1| > а ;  интег
рирование по %2 в о б о и х  и н тегр алах проводится по всем  возм ож ны м , 
значениям  этой  перем енной.

У равнение ( 3 .5 )  им еет очень простой  ф изический смы сл в сп ец и ал ь
ном сл учае, когда

^ 2  =  0  при | * 2 — -*11> 7> ( 3 .6 ) ‘

т. е. в сл уч ае м еж м ол ек ул яр н ы х сил, дей ствую щ и х только на конечном, 
расстоянии. З д е с ь  ур авн ен и е ( 3 .5 )  им еет вид

— -+ ? ! • - — +  ( / г - 1}ф  / ^ ( 6 - 6 ) ^ 6 = 0 ,  (3.7)*
$2

откуда сл едует , что число свободн ы х частиц (т. е. не им ею щ их п обл и 
зости  от себя  д р уги х  частиц) м о ж ет  изм ениться только за  счет убы вания  
пары частиц, когда они п оп адаю т в сф ер у  взаим ного влияния, или ж е  
в р езул ьтате появления новой пары частиц, когда они вы ходят из этой  
сф еры . Этим ур авн ен и е ( 3 .7 )  отличается от  уравнения дл я  Р и которое  
показы вает непреры вное и зм енен и е числа частиц в за д а н н о м  состоянии  
при непреры вном  влиянии сил. Это свойство уравнения дл я  Р\а (ск о 
рость изм енения Р ха оп р едел я ется  произош едш им и столкновениям и, а не 
непреры вно м еняю щ им ися м олекулярны м и состояниям и) соответствует  
уравнению  Б ол ьц м ан а. Е сли нет сил, дей ствую щ и х только на конечных  
р асстояниях, то дополнительны й член в вы раж ении (3. 5) м ож н о интер
претировать как поправочны й член, который вклю чает в себя  эф ф ект
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касательны х столкновений. К онечно, соотнош ение (3 .7 )  не является  
определ яю щ им  ур авнением  дл я  Р\а, поскольку оно со д ер ж и т  ещ е и /V 7.

Ещ е больш его ф орм ального  сходств а  м еж д у  ур авнением  ( 3 .7 )  и 
уравнением  Б ол ьц м ан а м ож н о доби ться  путем  простой  зам ены  п ер ем ен 
ных. В качестве п арам етр ической  обл асти  для  интегрирования по сф ер е  
5 2 введем  ди ам етр ал ьн ую  плоскость сф еры , п ер пендикул ярную  к н а 
правлению  относительной скорости:

У Щ а - Ъ (3 .8 )

В в едем  полярны е координаты  (г, е) в этой  плоскости  0 < г <  ст, 
0 < е < 2 л  и зап и ш ем  вы раж ен и е дл я  эл ем ен та  п л ощ ади  в виде

с1м=гс!гс1г, ( 3 .9 )

где е отсчиты вается от произвольной оси  *. 
Н ео б х о д и м о  различать д в е  полусф еры :

$ + ,  К - < 7 5 > 0 ;

5 ^ ,  У-с18 <  0;

1 (ЗЛО)

5 ^  отн оси тся  к удаляю щ и м ся частицам, 5 ^  — к приближ аю щ им ся. Т оч 

к у  на 5 + ,  которая п роектируется  в точк у  (г ,е ), мы обозначаем  чер ез  

^ 7 ( г ,е )  и, соответствен н о, точку на 5 ^  как х^(г,е) .  Имеем**

( ' г 52) . ^ = - 1 / Л  на 5 + ;  1

( 5 , - 1 2 ) . ^ 5 = 1 / ^  на 5 -  )

В этих перем енны х ур авн ен и е ( 3 .7 )  приним ает вид

—  +  5 , ~ = ( « - ! )   ̂ [ Р \ ( ^ ) - Р % { г и Ч ) ] У а ^  (3 .1 2 )

А ргументы  г+  и г~  е с т ь  соответствен н о (52, ^ )  и (§2.-*Т)- П ов ер хн ост 

ный интеграл в выражении (3 .5 )  м ож ет  быть преобразован точно таким  
ж е  п утем .

СПЕЦИФИЧЕСКИЕ ЧЕРТЫ УРАВНЕНИЯ БОЛЬЦМАНА 
§ 4. УРОВЕНЬ ОПИСАНИЯ

Н а и б о л ее  хар ак тер н ой  чертой уравнения Б ол ьц м ан а является, по- 
видим ом у, то, что оно состав л ен о  для  ф ункции р асп р едел ен и я  Р\ только  
одн ой  частицы. В связи  с этим  его н еобход и м о  сравнить, с одн ой  ст о 
роны, с ур авн ен и ем  Л и уви л ля, котор ое описы вает п оведен и е ф ункции Рп, 
и, с др угой  строны , —  с ур авнениям и ги дродинам ики, даю щ и м и  лок ал ь
ное тер м оди н ам и ч еск ое описание. П о  степени п одр обн ости  описания с о 
стояния системы  ф ункция р асп р едел ен и я  одн ой  частицы  стоит м еж д у  
терм одинам ическим  описан и ем  и описанием  с пом ощ ью  ф ункции р а с 
предел ен и я дл я  п частиц. В озн и к ает  вопрос, обя зател ь н о  ли мы проигры 
ваем в инф орм ации, п ер еход я  к м ен ее детал ь н ом у описанию , или иначе: 
м ож ет  ли быть излиш ней та инф орм ация, которой мы п р ен ебр егаем . 
Ответ на этот  воп рос состоит в том, что дл я  некоторы х предельны х с л у 
чаев оп и сан и е на относительно низком ур овн е м ож ет  быть столь ж е  
исчерпы ваю щ им, как и б о л ее  детал ьн ое.

П ростейш ий прим ер этой  нечувствительности к детальн ости  о п и са 
ния состояния им еется в равновесной  тер м оди н ам и к е. И звестно, что все

* См. рис. 6.** См. примечание на стр. 7.
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равновесны е свойства одноком понентны х вещ еств оп редел яю тся  только  
двум я п ар ам етр ам и  —  энергией  и объ ем ом . Это м ож н о  п ок азать  м а т ем а 
тически вполне строго, но только дл я  систем , р азм ер  которы х стрем ится  
к бесконечности  [65], [25].

Д р уги м , ф изически б о л ее  наглядны м  прим ером  является газ Кнуд- 
сена, им енно газ, настолько р азр еж ен н ы й , что м еж м ол ек ул яр н ы м и  си 
лам и в нем м ож н о пренебречь. Если чисто ф орм альн о опустить в вы ра
ж ении (3. 1) член с м еж м ол ек уляр н ы м и  силам и, то мы получим у р а в н е
ние Л иувилля дл я  одн ой  частицы, т. е. для  ф ункции Р\. Э то озн ач ает , 
что в дан н ом  сл уч ае состоян и е Р\{1) полностью  о п р едел я ется  заданны м  
начальны м р асп р едел ен и ем  Р\ ( 0 ) .

М е ж д у  двум я  и зл ож енны м и выш е прим ерам и им еется сущ ествен н ое  
различие. В первом  п рим ере тер м оди н ам и ч еск ое оп и сан и е является п ол 
ным в том см ы сле, что зн ан и е энергии и о б ъ ем а  системы  позволяет  
найти р асп р едел ен и е Рг для  числа частиц г, м ал ого  по сравнению  с п 
(хотя практическое вы числение Рг св я зан о  с огром ны м и т р уд н ост я м и ). 
Н апротив, во втором  п рим ере зн ан и е Р[ не п озволяет  оп редел и ть  не 
только Рг, но и д а ж е  Р2. Тем  не м енее, если удовлетвори ться  некоторы м  
не совсем  полным оп исанием  состояния, то это оп и сан и е б у д ет  за м к н у 
тым, т. е. н е требую щ и м  никаких дополнительны х зам ы каю щ их  
уравнений.

К ак и газ К н удсен а , ур авн ен и е Б ол ьц м ан а получается  с помощ ью  
предельного п ер ех о д а . Д л я  него (п одр обн о  см. § 7 ) н ай ден о, что м е ж 
м олекулярны е силы сохр ан яю т конечное влияние на эволю цию  системы  
во врем ени (в ви де члена, учиты ваю щ его стол к н ов ен и е), но их влияние  
как м еж м ол ек ул яр н ой  потенциальной энергии на ур авн ен и е состояния  
и на некинетические члены нап ряж ен и й  или тепловы х потоков п р ен еб р е
ж им о м ало. Г аз Б ол ьц м ан а п оэтом у является соверш енны м  газом , от л и 
чаю щ им ся, одн ак о, от га за  К н удсен а .

О писание чер ез Р\ становится зам кнуты м  сл едую щ и м  о б р а зо м . З а 
дан н ом у н ачальном у р асп р едел ен и ю  Р\ (0) соответствует  целы й класс  
совм естим ы х р асп редел ен и й  п частиц, наприм ер, совокупность функций  
{Рп (0) } .  К а ж д о м у  Рп(0 )  соответствует еди н ствен ное реш ен и е уравнения  
Л иувилля в виде Рп ( / ) .  И з к а ж д о го  р асп р едел ен и я  Рп(1) р асп р едел ен и е  
Р\({)  получается интегрированием . П оэтом у  им еется к л асс {К 1(^ )}  
функций, которы е п ер еходя т  в о дн у  й ту ж е  за д а н н у ю  ф ункцию  ЁДО) 
при { =  0. В р езул ьтате п редел ьн ого  п ер ех о д а  класс функций {Р \(0  } с х о 
дится (в некотором  см ы сле) к одной и той же ф ункции Р \ 0 ) ,  которая  
является реш ением  уравнения Б ол ьц м ан а.

С п особ, с  пом ощ ью  которого в этом  п р едел е у д а ет ся  отделить  Р : от 
Р2, . ■ ■, Рп, является б о л ее  тонким, чем в о бои х  вы ш еприведенны х п ри 
м ерах. К ак и в тер м одинам ическом  сл уч ае, Р } не оп р едел я ет  в се р а сп р е
деления Р2, . . . ,  Рп- Тем не м енее, эти  р асп р едел ен и я  нельзя р а ссм а т р и 
вать и как не зав и сящ и е от Р\. Д е л о  в том, что хотя р асп р едел ен и я  н аи 
вы сш его порядк а Рп, Рп- ь . . .  и сохр ан яю т свою  и н дивидуальность, 
однако, если  рассм атри вать  эт у  п осл едовател ьн ость  с д р угого  конца, то  
Р2, Рз и п осл едую щ и е р асп р едел ен и я  б о л ее  вы сокого п орядк а становятся  
зависим ы м и от Р г при я —*оо. З ам ети м , попутно, что зав и сим ость  Р2 
от Р, (п о д р о б н ее  см. § 11) является весьм а св оеобр азн ой .

В торой  хар актер н ой  чертой уравнения Б ол ьц м ан а является точный  
сп особ  док азат ел ьств а  н еобр ати м ости  чер ез Я  —  ф ункцию  Б ол ьц м ан а, 
которая оп р едел яется  соотнош ением

§ 5. НЕОБРАТИМОСТЬ

(5 .1 )

14



И н дек с у  вводится зд е сь  дл я  отличия этой  функции от функции Нт, 
оп р едел ен н ой  соотнош ением  ( 1 .1 0 )  чер ез п —  частичное р асп р едел ен и е. 
Ф ункции / / г  и связаны  н ер ав ен ств ом *

Я г > л / / Т. (5 .2)

П ри этом  зн ак  равенства им еет м есто в том  и только в том сл учае, если  
Рп р а зл а га ется  в п р ои зведен и е

Рп{1)=РЛ»х)РЛг»)  . . . Л (2»)'■ ( 5 .3 )

Н апом ним , что Н г, являясь реш ением  уравнения Л и уви л ля, с о х р а 
няет постоян н ое зн ач ен и е во врем ени, т. е. не м еняется в п роц ессе д в и 
ж ен и я  системы . Н икаких просты х свойств ф ункции # т за  исклю чением  
того, что она н е является т ож деств ен н ой  константой, получить н ел ьзя , 
если н аходи ть  эт у  ф ункцию  из уравнения Л и уви л ля. С др угой  стороны , 
если # т (^) о п р едел я ется  п оср едством  уравнения Б ол ьц м ан а, то легко  
показать, что Я 7 (^) есть ф ункция, м онотонно убы ваю щ ая со врем енем  
(см . гл. I I ) .  О бр ащ ая сь  к уп ом я н утом у в п реды дущ ем  п ар агр аф е п р е
дел ь н ом у  п р оц ессу , отм етим , что поскольку Р\{1), о п р ед ел я ем о е из у р а в 
нения Л и уви л л я , аппроксим ирует реш ение уравнения Б ол ьц м ан а, то и 
И л (^) дл я  реш ения уравн ен и я Л и уви л ля, по крайней м ер е в некотором  
приближ ении , является м онотонно убы ваю щ ей ф ункцией. Д оп усти м , для  
оп р едел ен н ости , что мы вы бираем  начальны е Р\ (0) и Я « (0 ) такими, что 
они удов л етв ор я ю т п рои зведен и ю  ( 5 . 3 ) . В начальны й м ом ент врем ени  
им еем  Я г = л Я т. Т огда  в л ю бой  п осл едую щ и й  м ом ент врем ени будем  
иметь Я г = с о п з 1 ;  и / / г ^ г а Я г . П оэтом у  из соверш енно эл ем ентар ны х  
со о б р а ж ен и й  сл ед у ет , что Я т м о ж ет  только ум еньш аться  по сравнению  
со своим начальны м зн ачен ием . О чевидно, что это ут в ер ж д ен и е  является  
бол ее  слабы м  по сравнению  с вы сказанны м выше. Н а б о л ее  общ и х св ой 
ствах ф ункции Я т мы остановим ся  п оздн ее.

Д в ой ствен н ая  при р ода реш ений уравнения Л иувил ля, с одн ой  ст о 
р о н ы ,—  обр ати м ость  (прим ером  чего сл уж и т  Я г  =  соп з1 ), а, с др угой  
стороны , —  н еобр ати м ость  ( Я 7 в первом  при бл и ж ен и и  м онотонно у б ы 
вает) б у д ет  п од р о б н о  р а зо б р а н а  в § 12. З ам ети м , что н еобр ати м ое оп и 
сан и е является б о л ее  точным, но оно связан о  с привлечением  весьм а  
тонкого м атем атического ап п арата.

§ 6 ОТКЛОНЕНИЕ ОТ РАВНОВЕСИЯ

Н етр удн о  убеди ть ся , что для  уравнения Б ол ьц м ан а характерны м  
линейны м р азм ер ом  сл у ж и т  ср едн яя дл и н а  св ободн ого  п р обега , а х а р а к 
терным отрезк ом  врем ени является врем я м еж д у  столкновениям и м о л е
кул. Этим ур авн ен и е Б ол ьц м ан а р езко отличается от почти всех др уги х  
уравнений  м атем атической  ф изики, описы ваю щ их н еобр ати м ое п о в ед е
ние среды  на р асстоян и ях, которы е дол ж н ы  быть больш им и по ср а в н е
нию со ср едн ей  длиной  св ободн ого  п р обега , и отр езк ах  врем ени, которы е  
дол ж н ы  быть больш им и по сравнению  со ср едним  врем енем  м е ж д у  
столкновениям и. Э то отличие уравнения Б ол ьц м ан а п роявляется т а к ж е  
и в том , что, наприм ер, обы чная тер м оди н ам и к а необр ати м ы х процессов  
им еет д е л о  с м алы м и (линейны м и) отклонениям и от равновесия, тогда  
как ур авн ен и е Б ол ьц м ан а доп уск ает  больш и е (нелинейны е) отклонения. 
П оэтом у  сл ед у ет  строго р азличать нелинейность уравнений ги д р о д и н а 
мики и линейность м ехан и зм а  н еобр ати м ости  (наприм ер , п р оп ор ц и о
нальность теплового  потока тем п ер атур н ом у гр а д и ен т у ).

У равнение Б ол ьц м ан а прим еняется главны м о б р а зо м  в сл учаях, 
когда тр ебуется  описать сущ ественны е изм енения свойства газо в о го
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потока на ср едн ей  дл и н е св о б о д н о го  п робега  или на от р езк е  времени  
порядк а ср едн его  врем ени м еж д у  столкновениям и. Н ет оснований  со м н е
ваться в его достовер н ости  дл я  удар н ы х волн п роизвольной  интенсив
ности или дл я  звуковы х волн произвольной  частоты ; несом н ен н о, что 
исп ол ьзован и е этого  уравнения п р едстав л я ет  еди н ствен но возм ож ны й  
п о д х о д  к таким за д а ч а м . С этой  точки зр ен и я и сп ол ьзов ан и е уравнения  
Б ол ьц м ан а для  вы числения значений коэф ф ициентов пер ен оса  сл едует  
р ассм атривать  как его вторичное практическое прим енение.

НАБРОСКИ ВЫВОДА УРАВНЕНИЯ БОЛЬЦМАНА

§ 7. ГАЗ БОЛЬЦМАНА И ГАЗ КНУДСЕНА

Д л я  простоты  мы вн ачале рассм отри м  уп р уги е сф ери ческ и е м о л е
кулы и зат ем  обобщ и м  результаты  дл я  произвольны х м еж м ол ек ул яр н ы х  
потенциалов. П усть мы им еем  в качестве ф иксированной  обл асти  сосуд , 
в котором  закл ю чен  газ , и пусть им еется ф икси рован н ая  функция  

лс) дл я  всех х в ук азан н ой  обл асти . Д оп уст и м , что число частиц п 
стрем ится к бесконечности , в то время как м а сса  к а ж д о й  частицы  т 
стрем ится к нулю  так, что полная м асса  систем ы  остается  постоянной, 
т. е. вы полняется соотн ош ен и е

/пп =  соп з{. ( 7 .1 )

Д оп усти м  так ж е, что в этом  п редел ьн ом  п ер ех о д е  остаю тся  н еи зм ен 
ными функции р асп р едел ен и я  \= т п Р \  и все обы чны е м акроскопические  
величины, получаем ы е из /  (н ап ри м ер , тем п ер атур а , дав л ен и е, скорость  
потока среды  и т. д .)  и, наконец , что р азм ер  сф ери ческ и х м олекул  ст р е
мится к нулю  по зак он у

лст2 =  сопз1, ( 7 .2 )

где а —  м олекулярны й д и ам етр . С оотнош ение ( 7 .2 )  о зн ач ает , что с р е д 
няя дли н а св ободн ого  п р обега  (~1 /по2) сохр ан я ется  постоянной. То ж е  
са м о е относится и к ср ед н ем у  врем ени м еж д у  столкновениям и м олекул , 
поскольку никаких ограничений на значения скор ости  не н аклады вается  
[функция Р\ ( | )  ф иксирована]. Н ак он ец , п ол ож и м , что

п о 3— 0, (7 .3 )

где по3 п р едставл яет  собой  объ ем , зан и м аем ы й  собствен н о  м олек улам и . 
С л едовател ьн о, в р ассм атр и в аем ом  предел ьном  п ер ех о д е  газ становится  
все б о л ее  р азр еж ен ны м  и в п р ед ел е уд ов л етв ор я ет  ур авн ен и ю  состояния  
дл я  соверш ен н ого газа  рУ=пкТ.  Таким о б р а зо м , из н аш его р а ссм о т р е
ния в ы падает  оди н  из аспектов м еж м ол ек ул яр н ы х сил —  внутренняя  
потенциальная энергия, но учиты вается п р оц есс столкновения как ко
нечный эф ф ект. Х отя в л ю бой  м ом ент врем ени при п —*оо относи тельн ое  
число сталкиваю щ ихся  частиц становится все м еньш е и м еньш е, им енно  
они оп р едел я ю т эволю цию  /ц . Н ап р и м ер , тен зор  н ап р яж ен и й  о п р е д е 
ляется  п ер еносом  количества дв и ж ен и я  через поверхность [см. у р а в н е
ние ( 1 7 .5 ) ]  и не испы ты вает влияния м еж м ол ек ул яр н ы х сил. О дн ак о  
его п ов еден и е тесн о св я зан о  со столкновениям и чер ез м ехан и зм  в я зк о
сти. П ервы й эф ф ек т  им еет п ор ядок  па3, а второй —  п ор я док  \/п а 2.

У равн ени е Б ол ьц м ан а дл я  р асп р едел ен и я  м ассовой  плотности в с л у 
чае уп р уги х  сф ерических м олекул  со д ер ж и т  отнош ение а2/пг в ви де м н о 
ж ител я  дл я  члена, описы ваю щ его эф ф ек т  столкновения. Н о сг2/ т  —  п о 
стоянная величина, так что ур авн ен и е Б ол ьц м ан а сам о  по с е б е  является  
инвариантны м  относительно р ассм атр и в аем ого  п р едел а . П редельны й газ  
доп усти м о р ассм атривать  как континуум, поскольку ди ск р етн ость  стала  
произвольно м алой , и этот  предельны й континуум , которы й точно у д о в 
летвор яет  ур авнению  Б ол ьц м ан а, и н азы вается  газом  Б ол ьц м ан а.
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Е сли со зд а ет ся  впечатление, что описанны й выш е п р едел  является  
неф изичны м и з-за  того, что в нем участвую т м олекулярны е м ассы  и р а з 
меры , то его м ож н о зам ен ить  абсол ю тн о  адэкватны м , но ф изически  
б о л ее  понятным п р едел ом . П усть  теперь а и т  постоянны . П усть д а л е е  
п о м ер е увеличения полного числа частиц п м асш таб  линейны х р азм ер ов  
со су д а , как и м асш таб  пропор ционален  У  п, т. е. величина
п^Р, (1 , х / У  п) остается  неизм енной (зд есь  м нож итель пгЬ тр ебуется  для  
н ор м ал и зац и и ). В этом  сл уч ае ср едн яя  дл и н а  св ободн ого  п робега  ст ан о
вится пропорциональной  р а зм ер у  со с у д а . В ы полняем ая нами опер ация  
озн ач ает , что мы исчисляем  все м акроскопические градиенты  потока и 
разм ер  со су д а  прям о пропорционально ср едн ей  дл и н е свободн ого  п р о
бега . Этот предельны й п ер ех о д  ф орм альн о не так  изящ ен, как п р еды ду
щ ий, так  как все ф изически интересны е р асп редел ен и я  Р и пРх и I ст р е
мятся к нулю . В сл едстви е этого собл азн и тел ьн о  опустить в уравнении  
Б ол ьц м ан а член, учиты ваю щ ий столкновения ввиду его квадратичности  
по /. Э то привело бы н ас к уравнению  дл я  га за  К н удсен а. В некотором  
см ы сле это п р и бл и ж ен и е сп р аведл и во , так как время м еж д у  столк н ове
ниям и в п р едел е становится бесконечно больш им . С ущ ность вопроса  
зак л ю чается  в пер естан овк е предел ов . Е сли мы сл еди м  за  газом  только  
в течение ф иксированного интервал а врем ени, то его п оведен и е будет  
соответствовать  г а зу  К н удсен а , если  ж е  н абл ю дать  за  газом  н еогр ан и 
ченно дол го  дл я  к а ж д о го  значения п (или в течение отр езк а  врем ени, 
которы й увеличивается в соответствии со ср едним  врем енем  м еж д у  
столк н овен и ям и ), то газ сл едует  р ассм атривать  как газ Б ол ьцм ана.

П ол ьзуясь  введенны м и м асш табам и , м ож н о врем енно определ ить  
г а з  К н удсен а  как предельны й случай, дл я  которого

пет2— 0 (7 .4 )

в отличие от вы раж ения ( 7 .2 ) .  Это п озволяет, по крайней м ер е ф о р 
м ально, опустить описы ваю щ ий столкновения член в уравнении Б ол ьц 
м ана. Если вы разить этот п р едел  в б о л ее  ф изической ф орм е, оставляя  
Ф иксированным т и о, по увеличивая р азм ер  со с у д а , то прийдем  к р е
зул ьтату, на первый в згл я д  не очень сильно отличаю щ ем уся  от п ол уч ен 
ного ранее. М ож н о дум ать , что вопрос о том , м ож н о или нельзя п р ен е
бречь столкновениям и, зави сит от длител ьности  н абл ю ден и я  за  систем ой. 
К ак ни странно, но правильны й ответ на этот  вопрос зави сит  от  гранич
ных условий, которы е наклады ваю тся  стенкам и со су д а , а т а к ж е от д л и 
тельности н аблю ден и й . Если граничны е условия являю тся стохасти ч е
ским и (н априм ер , д и ф ф у зн о е  о т р а ж ен и е) и м олек ула «забы в ает»  свое 
прош лое посл е столкновения с границей, тогда  газ действительно я в 
ляется  кнудсеновским  с п редел ом  по ур авнению  ( 7 .4 ) .  Таким об р а зо м , 
ур ав н ен и е к нудсеновского газа  сл ед у ет  реш ать совм естно с граничными  
условиям и, при этом  р езул ьтат  б у д ет  в равной м ер е сп р аведл и в для  
лю бы х отрезков  врем ени. О дн ак о при зерк ал ьном  от р аж ен и и  от г р а 
ницы столкновения м еж д у  м олек улам и  газа  б у д у т  в сегда  иметь р еш аю 
щ ее  зн ач ен ие в течение за д а н н о го  достаточ н ого  отр езк а врем ени. Н е д о 
статок  первоначального ан ал и за  (и зл ож ен н ого  вы ш е), н е учиты ваю щ его  
это различие, зак л ю чал ся  в допущ ении , что п р ен еб р еж ен и е малы м ч л е
ном уравнения вносит м алую  погреш ность в р еш ение этого  уравнения. 
Т акая точка зр ен и я является общ епринятой. П ри вы воде уравнения  
(наприм ер , ур авн ен и е Б ол ьц м ан а) нельзя иметь д ел о  только с у р а в н е
нием, но н еобход и м о  т а к ж е р ассм атривать  и его реш ения. В р езул ьтате  
п р ед ел  ( 7 .4 )  о п р едел я ет  газ К н удсен а , если задан ы  стохасти ческ и е гр а 
ничные условия, в противном сл учае, в зави сим ости  от врем ени н а б л ю 
дения мы п олучаем  л и бо  газ К н удсен а , л ибо газ Б ол ьцм ана.

П ри наличии м еж м ол ек ул я р н ого  п отенциала <р (г)., где г —  м е ж 
м ол ек ул яр н ое р асстоян и е, мы вводим  те ж е  сам ы е основны е пределы
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(7. 1) и ( 7 .2 ) ,  р ассм атри вая  теперь ст не как точный м еж м олекулярны й  
диам етр , а как м асш табны й коэф ф ициент дл я  потенциала.

В частности, мы п р едп ол агаем , что

где ф есть ф иксированная ф ункция своего ар гум ен та. М нож итель о2 
вы бирается так, чтобы сл уж и ть  геом етрическим  м асш табом  траекторий  
дв ух  частиц. В частности, н етрудн о убеди ть ся , что сечение столкновения  
(см . § 15) остается  ф иксированной ф ункцией своего аргум ен та и просто- 
ум н ож ает ся  на м нож итель о2 так  ж е , как и дл я  уп руги х сф ерических  
м олекул. Это гар ан ти р ует  инвариантность уравнения Б ол ьц м ан а в п р о
ц ессе предел ьн ого п ер ех о д а . Т ак  ж е  н етрудн о убеди ть ся  в том, что с р е д 
няя св ободн ая  дл и н а п робега  и ср ед н ее  время столкновения ф иксиро
ваны, но поправки на н есовер ш ен ство га за  опущ ены .

Д л я  сравнения отм етим , что вы полнение предел ов

при которы х ср едн яя дл и н а  св ободн ого  п р обега  стрем ится к нулю , 
а ур авн ен и е состояния соответствует  н есовер ш ен н ом у газу , ведет  к н ед и с
сипативны м гидродинам ическим  уравнениям  Э й л ер а [51]* . В этом  
п р едел е р асп р едел ен и я  Р2, Р3 . . .  не только становятся зависим ы м и от 
Ри но, как и Р и зав и сят  ещ е от значительно м ен ее детал ьн ого  ги д р о д и н а 
м ического описания состояния. Д р у го й  м етод  получения уравнений  
Э й л ер а (только дл я  соверш енного га за ) зак л ю чается  в том, что бер ут  
ур авн ен и е Б ол ьц м ан а и зат ем  устр ем л яю т « о 2—►О (см . § 2 6 ) . В к аж дом  
сл уч ае диссипативны е ур авн ен и я Н ав ье— С токса м огут быть получены  
как поправка первого п орядк а к ур авнениям  Э й л ер а, т. е. путем  с о х р а 
нения членов первого порядка по п ар ам етр у  р азл ож ен и я . Л егк о  видеть, 
что уравнения Н ав ь е— С токса м огут быть получены  как п р едел  нулевого- 
порядка, только если  м еж м ол ек ул яр н ы е силы в п р едел е становятся, 
дальн одей ствую щ и м и  (т. е. являю тся гладким и ф ункциям и) [73].

Р ассм отр и м  вначале случай  усеченны х сил ( 3 .6 ) .  Т очное уравнение- 
для р :° есть (3. 12 ). Ч тобы  получить ур авн ен и е Б ол ьц м ан а, нам  п о н а д о 
бятся сл едую щ и е четы ре допущ ения:

1) усеченность;
2 ) бинарность столкновений;
3) м олекулярны й хаос;
4) м едл ен н ое и зм енен и е / 4 .
П р иступая  к вы кладкам , опустим  сн ачал а индекс а у  Р\а и Р2°~ 

в уравнении  ( 3 .1 2 ) .  З а т ем  зам ен и м  аргум енты  в Р2 (ги г 2+, I) темн их  
значениям и, которы е они дол ж н ы  были бы иметь в н ач ал е бинарного- 
столкновения (обозн ач и м  их ч ер ез ги г2, I), дл я  того, чтобы  в конце 
столкновения получить данны е значения г\, г2+ в м ом ент врем ени I (н а 
чало столкновения о п р едел я ется  соотнош ением  \х2— дсх | — ст и условием  
сбл и ж ен и я  м о л ек у л ). Третий этап зак л ю чается  в за м ен е  Р2 ( ги г2~) на 
Р1 Р 1 (¾ ^ ) и / 4 ( 2 4 , 2 2 ) — на / 4 (21) / 4 (¾ ) .  И, наконец, в ч ет ы р ех ф у н к -

* Хотя этот анализ и дает весьма большую информацию, некоторые пробелы все- таки остаются. Более легкая проблема получения основных уравнений сохранения: с полным тензором напряжений и тепловым потоком (которые не образуют, однако, детерминированную систему) рассматривается с формальной точки зрения в работах. [34] и [25] и более тщательно — в труде [54].

(7 .5>

тп =  сопз!; 

/пз3= с о п з 1.
(7 .6  >

§ 8. ФОРМАЛЬНЫЙ ВЫВОД
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циях Р \( г ъ / ) ,  Р \(г2- ,  / ) ,  Р\( ги I ) ,  / 4 (22, ?) зам ен и м  х2~, хи х2 на хх и I 
на /. П одстави в  в ур авн ен и е ( 3 .1 2 )  п вм есто п— 1, получаем

—  + 1 г — = «  \ [^1(Ь)Л (12)-Л (11)Л (12)]^«>42, (8-1)д{ дХ], 2
где XI и I одни  и те ж е  во в сех  ф ункциях. Э то и есть ур авн ен и е Б ол ь ц 
м ана. О тносительно плотности р асп р едел ен и я  массы  ур авн ен и е за п и 
сы вается  в виде

- ^ + 1 1  — = —  \  [ / ( ! : ) / ( & ) - / ( 1 : ) / ( 1 2 ) ]  У ^ 4 2. (8 .2 )д( 0Х\ т О

З а м ен а  м асш таба  с?со =  сРсЮ. показы вает, что интегралы  столк н ове
ний в вы раж ениях ( 8 .1 )  и (8 .2 )  инвариантны  относительно п р едел а , 
оп и сан н ого  в § 7. И н тегр ирование по â 0  прои зводи тся  по единичном у  
кругу, м н ож и тели  по2 и а2/т, которы е появляю тся п од  зн ак ом  интеграла, 
постоянны .

Д а д и м  теперь эвристическое обосн ов ан и е п ер ехода  от вы раж ения  
(3 .1 2 )  к ур авнению  ( 8 .1 ) ,  м атем ати ческ ое обосн ов ан и е и зл агается  
в конце этой  главы . Н апом ним  (см . § 3 ) ,  что при м алы х зн ач ен иях по3 
ф ункция ГIе1 аппроксим ирует Ри а Р2а аппроксим ирует Р2- Т ак  обосн ов ы 
вается первый этап . С огласн о вы сказанны м со о б р а ж ен и я м  число частиц, 
участвую щ их в столкновениях, в л ю бой  м ом ен т врем ени м ал о  по ср а в 
нению  с п. Мы идем  дал ьш е, т р ебуя , чтобы число тройны х или бол ее  
вы сокого порядк а столкновений бы ло м ало по сравнению  с числом  б и 
н арны х столкновений. Р ассм отр и м  в связи  с этим ур авн ен и е (3 .2 )  
и остановим ся  на сл уч ае г = 2 .  Е сли \х2— лсх | <  ет, т. е. если  м олекулы  1 и 

:2 н аходя тся  в поле действия взаим ны х сил, интегральны й член (т. е. 
тройное столкновение) в уравнении ( 3 .2 )  м ал  (б л а го д а р я  м н ож и телю  о) 
по сравнению  с членом, хар актер и зую щ и м  бинарны е столкновения  
с силой 2 (21, г 2) (хотя за  длительны й отр езок  врем ени о б а  члена м о 
гут ок азать  сои зм ер и м ое влияние, поскольку частица только м алую  часть  
врем ени своей «ж и зн и »  находится  около л ю бой  др угой  ч аст и ц ы ). О тсю да  
мы д ел а ем  вы вод, что дл я  м ал ого  интервала врем ени порядка п р о д о л 
ж ительности  сам ого  столкновения (т. е. порядка о) двухч асти чн ое урав
нение Лиувилля  п р едставл яет  собой  хор ош ую  аппроксим ацию  точного  
уравнения дл я  Р2. Р еш ен и е этого уравнения есть /4  =  00051: на д в у х 
частичной траектории. В се  ск азан н ое оп равды вает  второй этап  и зам ен у  
Р2( г и г 2+, I) на Р2( г), 22, / ) .  П ринципиальны м  является то, что д о п у щ е
ние о бинарности  столкновений прим еняется к Р2(г ь г 2+, /)  раньш е, чем  
доп ущ ен и е о хаотичности . Третий этап  п р едставл яет  со б о й  ф изически  
р азум н ое п р едп ол ож ен и е о том, что дв е  частицы, которы е дол ж н ы  столк
нуться, статистически независим ы , в то время как частицы, только что 
испы тавш ие столкновение, м огут быть в очень тесной в заи м освязи . Если  
игнорировать это различие и п олож ить / 4 (21, 22) = / 4 (21) / 4 (22) в езде, 
где  только появляю тся такие члены в уравнении (3. 12 ), то мы най дем , 
что столкновения и счезаю т, и /4  удов л етв ор я ет  ур авнению  дл я  кнудсе- 
новского газа .

О бр ати м ся, наконец , к четвертом у этап у. О п р авданн ость  его сл едует  
из того, что р азличие м е ж д у  к оординатам и х и х1г а т а к ж е м е ж д у  I и I 
им еет порядок  величины а. С др угой  стороны , зави сим ость  /4  от к о ор ди 
нат (и, по п р едп ол ож ен и ю , от врем ени) ф иксирована при ст— 0 .

В клю чение в р ассм отрен и е м еж м ол ек ул яр н ы х потенциалов, д ей с т 
вие которы х р асп ростр ан яется  д о  бесконечности  (но убы вает  достаточ н о  
•бы стро), м о ж ет  быть осущ ествл ен о  с пом ощ ью  простого прием а. У сек аю 
щ ий парам етр , который о п р едел я ет  усеч ен н ое р асп р едел ен и е / 4 0, и м а с 
ш табны й п арам етр  в ф (г, а ) в принципе являю тся различны ми п а р а м ет 
р а м и . О бозначим  первый из этих п арам етр ов  через о', второй —  чер ез о
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и п р едп ол ож и м , что они о б а  малы . Р ассм отр и м  теперь ур авн ен и е (3. 5)' 
для / д 0'; оно со д ер ж и т  член касательны х столкновений, который ранее  
был опущ ен . Д а л е е , как и раньш е, п р ен еб р еж ем  различием  м е ж д у  усе-' 
ченным и неусеченны м  р асп р едел ен и ям и  и оставим  парам етр  о' только  
в п р ед ел а х  интегрирования 5 2 и В 2. В р езул ьтате прийдем  к таком у ж е  
интегр алу столкновений, как и в ур авнении  ( 8 .1 ) ,  но с интегрированием  
по «(со по кругу ди ам етр ом  а', и, кром е того, получим  поправочны й член . 
У стрем им  теперь а' к нулю , но с м еньш ей скоростью , чем стрем ится  
к нулю  а, так чтобы а'/а-^оо  при п (в ')3—>0 и и о 2 =  с о п з !  Е сли мы, как  
это д ел а л и  ранее, изм еним  м асш таб, т. е. вновь введем  Л о =  сг2̂ Ш, то п о 
лучим тот ж е  сам ы й интеграл столкновений, что и раньш е, но только  
теперь интегрирование по â0. б у д ет  вестись у ж е  не по единичном у кругу,,, 
а по всей плоскости . И ными сл овам и, хотя усек аю щ и й  п арам етр  и ст а 
новится м акроскопически малы м, по сравнению  с м олекулярны м и р а з 
м ерам и он велик. Ч то ж е  к асается  поправочного члена

то из м асш табны х соо б р а ж ен и й  сл едует , что главны й вк л ад  в. этот ин те
грал (п р ен ебр егая  ограничениям и дл я  Д 2) д ел а ет ся  на интервале  
1*2— * 1|, им ею щ ем  п орядок  а. П оскольку а'^>о и сф ер а  о' исклю чена  

из обл асти  интегрирования, то мы приходим  к заклю чению , что п оп р а
вочный член м ал, если  только интеграл сходи тся . Это ж е  всегда  им еет  
м есто, если  м еж м ол ек ул яр н ы е силы убы ваю т бы стрее, чем величина, 
обр атн ая  к убу р адиуса .

М е ж д у  исходны м  уравн ен и ем  Б ол ьц м ан а и его усеченны м  вариантом; 
им еется одн о сущ ествен н ое м атем ати ч еск ое различие: в первом  сл уч ае  
учиты ваю щ ий столкновения член не является абсол ю тн о  сходящ и м ся. 
П ол ож и тельн ы е и отрицательны е его части по отдельности  не сходятся ,, 
а сходятся  только вм есте. П ол н ое п опер ечное сечение соудар ен и й  ( дау.
бесконечно велико.

И так, п ер еход  от точного уравнения дл я  Р\° в п-частичной системе- 
к уравнению  Б ол ьц м ан а был сдел ан  с пом ощ ью  р яда ф изических д о п у 
щ ений. Тот факт, что дл я  детер м инированной  ди н ам ической  системы  Р\а 
м ож ет  аппроксим ировать р ь или, что в р а зр еж ен н о м  г а зе  дол ж н ы  пре
обл ад ат ь  бинарны е столкновения, с ф изической точки зр ен и я довольно- 
очевиден, хотя м атем атически д о к а за т ь  это  ок азы вается  очень трудно- 
(см . § 1 0 ). Д о п у щ ен и е о м олекулярном  х а о се  обы чно прим еняется в б о 
л ее  остор ож н ой  ф орм е, поскольку (и это принципиальны й вопрос) 
отню дь не обя зат ел ь н о  дел ать  п р ед п ол ож ен и е о хаотичности  в д и н ам и 
ческой систем е. То, что это  есть зак он н ая  аппроксимация, а не п р о с т о  
доп ущ ен и е для данного случая, б у д ет  п ок азан о  н иж е.

И м ею тся два  различны х сп особа  введения статистического м е х а 
низм а, т. е. функции р асп р едел ен и я , в ди нам ическую  п р обл ем у. И х н ео б 
ходи м о очень тщ ательно разграничивать, так  как ф орм альны й анализ- 
в о б о и х  сл уч ая х  м ож ет  быть соверш енно аналогичны м, но интерпретация  
их различна. Э то различие зак л ю чается  в разны х оп р едел ен и я х  функции  
р асп редел ен и я . С огласно пер вом у оп редел ен и ю , д а н н ом у  в § 1, Рп есть- 
плотность вероятности  и относится к возм ож н ой  повторяем ости  эк сп ер и 
м ента. В м атем атической  теории свойства функции Рп почти полностью- 
оп редел яю тся  постулированием , так  как они н аходятся  в очень слож ной.

КРИТИКА

§ 9. Д В Е  Т О Ч К И  З Р Е Н И Я
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зависим ости  от м ехан и зм а  в осп р ои зведен и я  эксп ер и м ен та. П оэтом у,, 
чтобы такой п о д х о д  действительно о т р а ж а л  п р и р оду явления, н ео б х о 
дим о показать, что м акроскопические результаты  очень сл а б о  зав и сят  
от специф ики вы бора начальной ф ункции Р„. О дночастичное р а сп р е д е
ление Р\ н аходи тся  по Рп интегрированием .

В тор ая  возм ож н ость  зак л ю чается  в сл едую щ ем . Точка 7. (т. е. с о 
стояние) м ож ет  быть п р едставл ен а  в у-п р остр ан стве как совокупность  
п точек (2 Ь . . . ,  г п) . Е сли п велико, мы м ож ем  принять, что это  «обл ак о»  
точек аппроксим ируется гл адк ой  ф ункцией р асп р едел ен и я , которую  б у 
дем , п о -п р еж н ем у, обозн ач ать  как пР\(г).  «П л отность» Р\ оп р едел ен а  
в у-п ростр ан стве только дл я  таких объ ем ов , которы е «не слиш ком  малы  
и не слиш ком  велики». Б о л ее  точно гл ад к ое р асп р едел ен и е Р\(г)  м о ж н о  
определ и ть  только как п редел  при л - + о о * .  Т акое р асп р едел ен и е Р\ с о 
верш енно иное, чем в в еден н ое ранее. О но п р едставл яет  со б о й  ф актиче
скую  плотность числа частиц, а не плотность вероятности  и относится  
к единичной си стем е, а не к о б щ ем у  п оведению  статистического ан 
сам бл я . О дн ак о всл едстви е своей гл адк ости  эта  плотность ф актически  
соответствует только п редел ьной  си стем е с бесконечно больш им числом

частиц. Ч тобы  пояснить ск азан н ое, рассм отрим  интеграл ] йР\(г)йг  по
о

обл асти  Д  которая настолько м ал а , что величина интеграла су щ ест 
венно м еньш е единицы . С огл асн о первой интерпретации Рх как в ер оя т
ности, это озн ач ает, что м атем ати ч еск ое о ж и д а н и е  числа м олекул вн у
три О  есть м ал ая  величина, т. е., если  повторять эк спер им ент м ного р а з ,  
то иногда внутри П  б у д ет  о б н а р у ж ен а  м олек ула, иногда нет, и этот  
интеграл д а ет  отнош ение числа эксперим ентов, при которы х в о б л а 
сти В  бы ли обн ар уж ен ы  м олекулы , к об щ ем у  числу проведенны х эк сп е
риментов. С огласно втором у оп р едел ен и ю  Р \ , в этом  при м ере никакого- 
вы вода сдел ать  нельзя; Р\ им еет см ы сл только дл я  обл астей , больш их, 
чем П. Это является недостатк ом  второго оп редел ен и я . М атем атически  
плотность числа частиц го р а зд о  м ен ее у д о б н а , так  как у ж е  с самого- 
начала приходится п рибегать к усл о ж н ен н о м у  п редел ьн ом у п р оц ессу  
д а ж е  при попытке аккуратно определ и ть  Р\. К онечно, п одобн ы е т р у д 
ности м огут возникнуть и дл я  плотности вероятности , наприм ер, к огда  
н уж но показать, что м акроскопические результаты  не зав и сят  от вы бора  
начальной функции Рп, но м н огое говорит за  то, что эти тр удн ости  
м ож н о обойти.

П ом им о вопроса  о м атем атическом  у д о б ст в е, м е ж д у  этим и о п р е д е 
лениями есть и принципиальны е различия. П о сути  д ел а , о б а  м етода  
прим еняю тся к двум  различны м эксперим ентальны м  р еал и зац и ям , 
а им енно, к повторяю щ им ся эк спер им ентам  н ад  конечной систем ой из 
п частиц, с  одн ой  стороны , и к н абл ю ден и ю  за  одн ой  единственной  
систем ой  из м ногих (точнее, бесконечно м ногих) частиц —  с др угой . 
П р едставл яется  вероятны м, что о б а  м етода  п ри ведут  к уравнению  
Б ол ьцм ана в соответствую щ ем  п р едел е. Н о д а ж е  и в этом  сл учае, н е
см отря на то, что ур авн ен и е одн о  и то ж е , иском ы е функции Р\ в нем  
являю тся различны ми (мы м ож ем  сравнить такую  ситуацию  с у р а в н е
нием Л а п л а са , которое сп р аведл и во  дл я  сам ы х р азн ообр азн ы х ф и зи ч е
ских величин, наприм ер, дл я  тем пературы  и эл ектростатического  п отен 
ц и ал а). В о зм о ж н о , что условия сп р аведл и вости  уравнения Б ол ьц м ан а  
различны  дл я  этих дв у х  случаев; наприм ер, вопрос о том, допустим ы  или 
нет нелинейны е отклонения от равновесия, м ож ет  иметь разн ы е ответы. 
П р и р ода  сходи м ости  к ур авнению  Б ол ьц м ан а при п —*оо, б езу сл о в н о .

* Введение функции распределения или рассмотрение пР\ как суммы 6-функций 
не спасает положения. Ни уравнение Больцмана, ни величина | Р\ 1о§; Р\ не могут 
иметь какого-либо точного смысла, если Р не существует как обычная функция.
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различна для  о бои х  сл учаев . В п ол н е в озм ож н о , что Р\ как плотность  
числа частиц в уравнении  Б ол ьц м ан а п р едставл яет  со б о й  сгл аж ен н ое  
с р ед н е е  по тем Р\, которы е сходя тся  к нем у, тогда  как это  сгл аж и в ан и е, 
вероятно, не тр ебуется  дл я  обеспечения сходи м ости  плотности в ер оя т
ности (см . § 1 2 ). И м ею тся  т а к ж е некоторы е тонкости, связанны е с т е о 
рем ой П уан к ар е о возвращ ениях; они появляю тся, когда Р\ р ассм ат р и 
вается как плотность числа частиц, и отсутствую т, когда Р\ р ассм ат р и 
вается как плотность вероятности . Т еорем а П уан к ар е гласит, что если  
динам ическая си стем а н аходи тся  в каком -л ибо состоянии, то в да л ь н ей 
ш ем она в конце концов обя зат ел ь н о  вновь п одой дет  сколь угодн о  близко  
к эт ом у  состоянию . П оэтом у  не сл ед у ет  ож и дат ь , что си стем а сам а  по 
се б е  прийдет к состоянию  равновесия при ^^ оо ,  если  п од  Р\ поним ать  
плотность числа частиц, н еобход и м о  л и бо устранить некоторы е и ск л ю 
чительно врем енны е интервалы , л и бо произвести  о п р едел ен н ое сг л а ж и 
вание. В § 12 б у д ет  п ок азан о , что, по крайней м ер е дл я  некоторы х п р о
сты х прим еров, плотность вероятности  Р\ м ож ет  одн озн ач н о  стрем иться  
к р авн овесн ом у р асп р едел ен и ю  и притом б ез  исклю чений. К ак ж е  с г л а 
дить такое р азличие в поведении? Э тот вопрос является не ф изическим, 
а м атем атическим . Е сли время возвращ ения П у а н к а р е достаточ н о  в е
лико, то вполне в озм ож н о , что о б а  п р едск азан и я  ф изически н ер а зл и 
чимы. Д е л о  зак л ю чается  в том , что плотность вероятности  Р\ п р ед ск а 
зы вает н е ф актический р езул ьтат  л ю бого  н абл ю ден и я , а только о ж и д а е 
мый. В м есто п осл едовательн ы х по врем ени повторений эк сперим ента, 
как это обы чно д ел а ет ся  в л абор атор и и , мы считаем , чго все в озм ож н ы е  
повторения (т. е. элем енты  п ростр анства собы тий) начинаю тся о д н о 
врем енно и н абл ю даю тся  т а к ж е одн оврем ен н о. В п осл едую щ и е моменты  
времени собы тия, зак л ю чаю щ и еся  в том , что си стем а о к азал ась  в о с о 
бом  состоянии, соответствую щ ем  теор ем е П уан к ар е, б у д у т  в м еньш ин
стве, говоря б о л ее  точно, такие собы тия б у д у т  иметь м ер у нуль или н у 
левую  вероятность. Е сли п ростр анство собы тий бесконечно (и, особен н о , 
если оно п редставл яет  собой  к он ти н уум ), то не сл ед у ет  удивляться, если  
в этом  простр анстве в п осл едую щ и е моменты  врем ени не н айдется  д о с т а 
точного количества исклю чительны х собы тий, чтобы пом еш ать н еп р е
ры вном у прибл и ж ен и ю  к равн овесн ом у р асп р едел ен и ю  вероятностей. 
Б ол ее сл о ж н о е  описан и е чер ез плотность числа частиц д а е т  б о л ее  д е 
тальную  картину ф актических ф изических возм ож н остей . Н о обы чно нас  
не интересую т все возм ож н ости , достаточ н о  знать п одав л я ю щ ее б о л ь 
ш инство в озм ож н остей . Это дости гается  введением  плотности в ер оя т
ности; по-ви ди м ом у, сгл аж и в ан и е плотности числа частиц приводит  
к той ж е  цели, но б о л ее  гром оздк и м  о б р а зо м . В § 12 приводится д о с т а 
точно убедител ьны й прим ер, в котором  сгл аж и в ан и е плотности числа 
частиц (путем  устр ем лен ия п—-оо ) в точности эквивалентно введению  
вероятности.

С л едует  упом януть, что и для  второго оп р едел ен и я  Рг как плотности  
числа частиц часто вводится вероятность с ‘целью  устр анен и я о п р ед ел ен 
ных н еудобств  и тех  особы х случаев, которы е являю тся «м ал ов ер оя т 
ными». Э то д ел а ет ся  с пом ощ ью  теорем  о «почти всех»  точках п р остр ан 
ства Г (и иногда о «почти всех»  врем енны х о т р е зк а х ), оп р едел яя  тем  
сам ы м  в явном ви де вероятность на Г. О ба м етода , одн ак о , и зд есь  
остаю тся  различны м и, п р е ж д е  всего всл едстви е различны х оп редел ен и й  
н абл ю даем ы х величин (в одн ом  сл уч ае это значение ф азов ой  ф ункции, 
в др угом  —  ее  м атем ати ческ ое о ж и д а н и е) и ещ е в том , что понятие « м а 
лая вероятность» во втором сл уч ае относится к м алости  меры бп-м ерного  
м н ож ества, тогда  как в первом  сл уч ае оно относится к некоторого р ода  
м ере в ф ункциональном  п ространстве, т. е. к м ал овер оятн ом у вы бору  
начальной функции Рп. О ба  эти  понятия м е ж д у  собой  связаны , но 
весьма тонким и слож ны м  о б р а зо м .
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В принципе о б а  рассм отрения сл ед о в а л о  бы довести  д о  конца, так  
как их результаты  б у д у т  различны м и и б у д у т  иметь различны е и н тер-  
претации, мы ж е  сконцентрируем  наш е вним ание на первом  м етоде, 
так как вы кладки зд е сь  н осят б о л ее  простой хар ак тер , одн ак о  всякий  
раз, к огда это н еобходи м о , будем  проводить ср авнение со вторым  
м етодом .

Н есколько слов сл ед у ет  ск азать  о различии м еж д у  исп ол ьзован и ем  
понятия вероятности  в соверш енно оп р едел ен н ом  см ы сле н абл ю ден и я  
за  эволю цией  реш ений уравнения Л и уви л ля и концепцией «сл уч ай н о
сти». Случайны й п р оц есс полностью  хар ак тер и зуется  зад ан и ем  д в и ж е 
ния в ф азов ом  простр ан стве (наприм ер , вы бором  функции Г ам иль
тона) и вы бором  начальной вероятности  Рп (2 ,  0 ) .  Этим определ яю тся  
не только р асп р едел ен и е вер оятностей  значений всякой  ф азовой  ф ун к 
ции ф ( 2 )  дл я  всех врем ен, н с и все вероятности  совм естны х собы тий  
ф (2 ,  яр(2 , 1ч)<а2 и т. д . Х орош о р а зр а б о т а н н а я  м атем ати ческ ая
теория им еется только дл я  некоторы х специальны х видов случайны х  
п роцессов , наприм ер, дл я  м арковских п роцессов . В водим ы е при этом  
специальны е вероятностны е доп ущ ен и я, которы е обы чно п одр азум ев аю т  
оп р едел ен н ую  степень «забы ван и я» систем ой  своего «прош лого» п ов е
ден и я, почти н еи зб еж н о  являю тся несовм естим ы м и с исходны м  ди н а м и 
чески определенны м  случайны м  п роц ессом , но есть н а д е ж д а , что эти  
доп ущ ен и я м сгут вы полняться с оп р едел ен н ой  степенью  точности или, 
наконец, хар ак тер и зов ать  некоторы е предельны е случаи.

§ 10. «ПОЧТИ ВСЕ» РЕШЕНИЯ

В ся к ое у т в ер ж ден и е, что реш ения уравнения Л иувил ля сходя тся  
к реш ению  уравнения Б ол ьц м ан а, является довольн о тонким вопросом . 
Смы сл вы раж ения «сходи тся »  б у д ет  ан али зи роваться  в п осл едую щ и х  
пяти п а р агр аф ах .

О братим , п р е ж д е  всего, вним ание на то, что, если  не принять м ер  
п р едостор ож н ости , реш ения уравнения Л и уви л ля б у д у т  сходиться  н а 
много бы стрее, чем это  ж ел ат ел ь н о , к р авн овесн ом у реш ению  М ак свелл а. 
Это реш ение, конечно, является реш ением  ур авн ен и я Б ол ьцм ана, но ОНО' 
для нас не п р едставл яет  интереса. Н ап р и м ер , мы зн аем , что если  Р п 
является м икроканоническим , т. е. сингулярны м , р асп р едел ен и ем , п о
стоянны м на энергетической поверхности  *, то при увеличении п ф ун к 
ция р\  стрем ится к м ак свел ловск ом у р асп редел ен и ю , которое соответ
ствует дан н ой  энергетической поверхности . Э тот р езул ьтат  доп уск ает  
ш ирокое обобщ ен и е. Н ап р и м ер , если  на этой  энергетической п ов ер хн о
сти функция Рп ограничена, т. е. а < Р п<Ь,  а в остальном  соверш енно' 
произвольна, то мы п олучаем  тот ж е  р езул ьтат , а именно: Р\ ст а н о 
вится р асп р едел ен и ем  М ак свелл а при больш их п. Ф актически, границы  
для Рп м огут расти пропорционально л ю бой  степени п, наприм ер:

0  < / 7„ < 6 д 5.

П ри этом  усл ови и  Р 1 не м о ж ет  быть ничем иным, как р а сп р ед ел е
нием М ак свелл а. Л егк о  видеть, что не м ак свел ловск ое р асп р едел ен и е /ц  
м ож ет появиться только в том  сл уч ае, если  Рп р астет  экспоненциально 
с ростом  п. Б о л ее  точно, если  мы прим ем  границу типа Рп< К п, то н ай 
дем , что те Рь которы е совм естим ы  с этим неравенством , м огут быть 
приблизительно охар актер и зован ы  усл овием  вида Я т < 1 о д /С . Д р уги м и  
сл овам и, отклонение дан н ой  функции Р 1 от равновесия, котор ое и зм е-

* Плотность вероятности такого распределения постоянна не по отношению к элементу площади поверхности, а по отношению к мере, представляющей собой элемент объема тонкого энергетического слоя.
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р я ется  величиной Я т (см . § 18 ), оп р едел я ет  доп усти м ую  скорость роста  
Рп как функции от п.

И ной п о д х о д  зак л ю чается  в использовании  д р угого  оп редел ен и я  Р и 
данного  в § 9, т. е. как плотности  частиц, а не как м атем атического о ж и 
дания. В этом  сл уч ае Р } оп р едел ен а , гр убо  говоря, в к аж дой  точке п р о
стр анства Г. Мы зн аем , что при больш их п не только ср ед н ее  зн а ч е
ние Р\ на энергетической поверхности  есть при бл и ж ен н о р асп р едел ен и е  
М ак свелл а, ко т а к ж е и сам а  функция Р\ дл я  больш инства точек эн ер г е
тической поверхности  п ри бл и ж ен н о  является м аксвелловским  р а сп р е д е 
лением . Ф актически, относительная м ера совокупности  точек, гд е  Р\ 
зам етн о  отличается от р асп р едел ен и я  М ак свелл а, становится м алой  
порядка К~п. Д л я  того чтобы м атем ати ческ ое о ж и д а н и е  Р г бы ло о щ у 
тимо не м аксвелловским , н еобход и м о  сконцентрировать плотность в ер о 
ятности на этой  столь м алой  совокупности  точек. В в и ду  того, что инте
грал от Рп д о л ж ен  быть равен  единице, р асп р едел ен и е Рп д о л ж н о  расти  
со скоростью , по крайней м ер е равной Кп.

Эти зам ечан и я  ук азы ваю т на оп редел ен н ы е м атем атические т р у д 
ности проблем ы . С оверш енно ясно, что мы н е м ож ем  ож и дать , что л ю 
бо й  произвольный вы бор начального значения Рп д а ст  ф ункцию  Р\(1), 
которая сходи тся  к реш ению  ур авн ен и я Б ол ьц м ан а. Мы долж н ы  каким- 
л и б о  о б р а зо м  устранить исклю чительны е и не о б л а д а ю щ и е достаточ н ой  
гладкостью  ф ункции Рп((). О днако, д оп уск ая  прои звол  в вы боре вида  
ф ункции Рп, достаточны й дл я  того, чтобы  Р г при ^ = 0  не бы ла функцией  
М аксвелл а, мы, на сам ом  д ел е , доп уск аем  реш ения уравнения Л и уви л ля, 
которы е м огут «вести себ я »  очень плохо. Н ап р и м ер , у  р асп редел ен и й  Рг 
(и о собен н о  у  Р\) нет равном ерны х точечны х границ, которы е не за в и 

сел и  бы от п. Н еравен ство (5 .2 )  п озвол яет  получить границы  по м ере. 
О дн ак о эта  трудн ость  сочетается  ещ е и с тем , что эволю ция ' Р\ о п р е д е 
ляется  значениям и, приним аемы м и Р2 на м н ож еств е, м ера которого  
стрем ится к нулю  при и - ^ о о  (см . § 11) .

Э та трудность появляется и при р ассм отрении  Р г как плотности  
числа частиц. И склю чительное п оведение, наприм ер, н есходи м ость  
к уравнению  Б ол ьц м ан а, б у д ет  п редставляться  совокупностью  точек  
м алой меры. Н о вся совокупность точек, которая н ас ин тересует, у ж е  
са м а  по себ е  крайне м ала и им еет п орядок  К~п. Мы дол ж н ы  показать, 
что исклю чительная совокупность ещ е меньш е.

§ 11. МОЛЕКУЛЯРНЫЙ ХАОС

С войство хаотичности  с ф изической точки зрения представляется  
нам проявлением  оп р едел ен н ого  ви да случайности . И нтуитивно к аж ется  
очевидны м, ч ю  столкновения оказы ваю т неупорядоченны е воздействия. 
П оэтом у  м ож н о ож и дат ь , что п р оц есс столкновения ведет  к обр азов ан и ю  
хаотичности , д а ж е  если п ервоначально ее не бы ло. Д л я  проявления этого  
м ехан и зм а, очевидно, н еобходи м о  несколько врем ен столкновений и д а ж е  
больш ое количество их, если требовать, чтобы свойство хаотичности  
вы полнялось с оп р едел ен н ой  степенью  точности. Т акая ар гум ентация ни
как н е м ож ет  привести к ур авнению  Б ол ьц м ан а, дл я  которого время  
столкновений является характерны м  временны м м асш табом . О днако  
им енно эти сообр аж ен и я  приводят к линейным диссипативным 
п роц ессам .

Е сли мы хотим  с достаточн ой  общ ностью  оп равдать  прим еним ость  
уравнения Б ол ьц м ан а дл я  описания эволю ции произвольной  начальной  
ф ункции Р] (г) на о т р езк ах  врем ени, сопоставим ы х со врем енем  м еж д у  
столкновениям и, н ео б х о д и м о  априори принять, что начальная функция  
Рп удов л етв ор я ет  условию  хаотичности . П риняв это  усл ови е, сл ед у ет  ещ е  
убеди т ь ся , что ур авн ен и е Л и уви л ля не р азр уш ает  свойств хаотичности .
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Р а зд е л и м  п оэтом у п р обл ем у  на д в е  части. П р о б л ем а  начальной хаотич
ности является дел ом  только теории вероятности . Н ео б х о д и м о  показать, 
что « н аугад »  вы бранное н ачальное р асп р едел ен и е Рп с больш ой вер оят
ностью  является хаотическим . Эта п р обл ем а  никак не св я зан а  с д и н а 
микой частиц или уравн ен и ем  Л иувил ля. П р обл ем а  последующей хао
тичности является дел ом  теории ди ф ф ерен ц иал ьн ы х уравнений  в ч аст
ных производны х. Р асп р остр ан я ется  ли со врем енем  н екоторое свойство, 
ерли оно им ело м есто в начальны й мом ент? Ф актически п ер ед  нами  
асим птотическая п р обл ем а , так  как легко видеть, что это не м ож ет  быть  
справедливы м , пока п не велико. О твет на эти два  вопроса показы вает, 
что изол и рован н ая  ди н ам и ч еск ая  си стем а , которая не п од в ер ж ен а  ни
каким внеш ним воздей стви ям , м ож ет, и в больш инстве сл учаев  будет , 
вести себя  необратим ы м  о б р а зо м  при условии, что п велико.

Р ассм отр и м  сн ач ал а вопрос о начальной хаотичности . Д л я  этой  
цели достаточ н о взять простей ш ее м атем ати ческ ое о п р едел ен и е х а о са , 
а именно:

Ы г и Ъ  ) = ^ , ( 2 , ) ^ , ( 2 - 2 ) .  ( 11 . 1 )

М ы считаем  ф ункцию  Р\{г\)  ф иксированной. О чевидно, что нет 
разум ны х оснований дл я  того, чтобы требовать  вы полнения уравнения  
(11.  1) дл я  всех функций к л асса  Р2(ги г 2), д аю щ и х посл е ин тегр и рова
ния за д а н н у ю  ф ункцию  Р \(г) .  Тем не м енее, р ассм отрим  в се  функции  
Рп(г ь . . . ,  г п), совм естим ы е с Р \(г) .  Д о к а за н о , что класс функций  
{Р г^ } ,  которы й получается  при интегрировании к ласса { Р сходится  
к единственной функции Р } (г ^ /м  (¾ ) при п —*оо.

Р еш аю щ ее зн ач ен ие зд есь  им еет п р едп ол агаем ая  сим м етричность  
функций Рп по их ар гум ентам  г \ , . . . ,  г п. В общ ем  сл уч ае Рп принимает  
за д а н н о е  зн ач ен ие в п\ различны х точках п ростр анства Г. В сл едстви е  
этого плотность вероятности  д о л ж н а  концентрироваться в тех обл астя х  
Г, где  н абл ю д ается  тенденция к вы полнению  усл овия (11. 1).  Б езусл ов н о , 
этот  р езул ьтат  не м ож ет  быть д о к а за н  дл я  в сех  п осл едовател ьн остей  Рп 
при п-^оо, но д о к а за н о , что он им еет м есто дл я  почти всех п о сл ед о в а 
тельностей , гд е  вы раж ен и е «почти все» оп р едел я ется  соответствую щ им  
о б р а зо м .

Р ассм атр и в аем ая  ситуация н а и б о л ее  просто описы вается через  
плотности числа частиц р\  и Р2, а не чер ез вероятности . Г р убо  говоря, 
вводится функция Р2, оп р едел ен н ая  как и Р\ дл я  к аж дой  точки 1 — 
=  ( г \ , . . . ,  г„ ) в Г -пространстве. М н ож еств о , на котором  Р 1 не ап п р ок 
сим ируется р асп р едел ен и ем  М ак свел л а , им еет м еру, экспоненциально  
ум еньш аю щ ую ся с ростом  п, наприм ер, как К~п\ величина К зави сит от 
степени точности, с которой мы оп р едел я ем  «ап п роксим ирование» м а к 
свелловским  р асп р едел ен и ем . М ера п одм н ож еств а , на котором  
Р2 (21, г 2) ф Р \ { г \ )  Р \(г2) с  оп р едел ен н ой  степенью  точности им еет п ор я 
док  К\~п, гд е  К \> К .  Это м н ож еств о  экспоненциально м еньш е, чем п ер 
вое, относительная м ера равна (К1К\)п. Это у т в ер ж д ен и е м ож н о д а ж е  
усилить, если перейти к плотностям  вероятностей . В сяк ой  задан н ой  
функции Р1 соответствует м иним альное зн ач ен ие константы  роста К, 
наприм ер Ко, котор ое п озвол яет  п осл едовател ьн ости  { Рп } в осп р ои зв е
сти эту  ф ункцию  Р\. Д л я  того чтобы п осл едовател ьн ость  сходи л ась  
к функции Р2, которая н е является п рои зведен и ем  ф ункций Р и вел и 
чина К  д о л ж н а  быть больш е, чем Ко, наприм ер К\. Т еперь ср еди  м н о
ж ества в сех  п осл едовател ьн остей  { Рп }, ограниченны х лю бы м  Кп, 
где К > К \  (они являю тся малы м п одм н ож еств ом  всех п осл едов ат ел ь н о
стей, совм естим ы х с за д а н н о й  ф ункцией Р\),  только п одм н ож еств о  м а 
лой меры (эта  м ера оп р ед ел ен а  в ф ункциональном  простр ан стве) будет  
давать нам  ф ункцию  Р2, которая не является п рои зведен и ем .
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Более общий результат о сходимости Рг (ги . . . ,  г г) к произведению 
/^(21) . . . Р \ ( г г) для любого фиксированного г доказывается точно та
ким же образом.

Обратимся теперь к проблеме последующей хаотичности. Очевидно, 
что свойство хаотичности (11. 1) почти немедленно разрушается уравне
нием Лиувилля. Чтобы убедиться в этом, возьмем начальную хаотичную 
функцию Рп и применим к ней уравнение Лиувилля на коротком отрезке 
времени. Если мы теперь выберем г\ и г2 так, чтобы они соответствовали 
двум только что столкнувшимся частицам, то условие (11. 1) в общем 
случае выполняться не будет. Однако при выводе уравнения Больцмана 
нам вовсе не требуется, чтобы свойство (11.1) выполнялось полностью: 
нам оно нужно только для частиц, вступающих в столкновение. Это бо
лее слабое условие будем называть односторонним хаосом, а условие 
(11. 1) — двусторонним. Хотя и нет оснований ожидать, что свойство 
одностороннего хаоса должно немедленно разрушаться, нет никакой 
физической ясности в вопросе о влиянии сложного движения системы 
на это свойство. Поэтому необходимо показать, что данное свойство не 
разрушается на сколь угодно длительном отрезке времени (т. е. для 
сколь угодно большого числа времен столкновений), если п достаточно 
велико.

Основная идея заключается в том, что Р2(^и 22) и .^(21) Р \{г2) ве
дут себя во времени подобным образом, если хг и х2 не являются смеж
ными точками. В частности, вводя обозначения

8.1,2=  Р  2 (* !  , ¾ )  ■—  Л  О ч ) Р х ( г 2);

8 1-2,3 =  -^ 3 (4 .^ ,2 :3 ) - /^ 1 (4 )^ 2 (¾ .^з), I 11-2)

имеем
сВ],2 1 * <ЭВ’.2 1 ч. д°1,2 , 1
дЬ 5Г ' Л дх\ ! дх2 1 т

| п
ш — Лд1х ]

Х 12(г,

+■
п * 1\ Х 12(.т °1ч ■3

х1Г дР2 -Х2Г дРо
д?2

(для простоты мы пренебрегли разницей между п, п—1 и п—2). Если 
Х\ и х2 отделены друг от друга расстоянием, большим, чем сг, то скорость 
изменения 61,2(61,2) вдоль прямолинейных невозмущенных траекторий 
21 и г2 определяется интегралом, в который входит 613,2 и 61,23- Такого 
же типа результат получается для производной по времени от 61,23 
и т. д. Мы можем вычислить 61,2 через 61,23, 61,23 — через 61,234 и т. д. 
и, в конце концов, попробовать связать 61,2 в момент времени I с началь
ными значениями некоторых из 6. Поскольку эти начальные значения 
при п—-оо становятся малыми (Рг хаотическое распределение), то 612 
на конечном интервале времени  ̂ есть малая величина. Такое рассмот
рение не учитывает дополнительных членов, которые появляются при 
столкновении двух частиц. Столкновение частиц проще всего рассмотреть 
с помощью диаграммы рис. 1. Частицы 1 и 2 ранее не сталкивались*. 
Вычисляя 61,3,2 в момент времени Р, мы найдем, что для некоторых зна
чений 1з пройденный участок траектории пересекается частицей 2 в мо
мент времени I" Э т а  часть области интегрирования по йгъ может давать 
большой вклад. С другой стороны, эти большие вклады имеют место

* При граничном условии зеркального отражения они могли сталкиваться, но это может иметь место только на множестве малой меры.
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только на множествах малой меры, когда о мало. Несомненно, большой 
интерес представляет доказательство теоремы о том, что б остаются ма
лыми, если они малы в начальныйгмомент времени, но и в этом случае 
остаются пробелы из-за трудности, которая обсуждалась в § 10 и свя
зана с тем, что функции Рг могут принимать крайне большие значения 
на множествах малой меры.

Из этих рассуждений мы можем видеть, что даже если Рх очень хо
рошо сходится к решению уравнений Больцмана, то сходимость Р2 
является в определенном смысле весьма своеобразной. Сходимость Р2 
следует описывать с помощью двух характерных длин: макроскопиче
ской и микроскопической. Допустим, что 
нами доказана сходимость Р2(гг, г2) к 
Р\{г\)Р\(г2) для почти всех значений г\ и 
г2 (т. е. макроскопически). Отсюда,одна
ко, еще не следует теорема о последую
щей хаотичности. Нам необходимо про
верить соотношение хаотичности только 
для множества тех значений г ь г2, кото
рые имеют место перед столкновением, но 
это есть множество малой меры, которая 
стремится к нулю вместе с а. Однако 
можно более точно установить то исклю
чительное множество, на котором Р2{г\, 
гД не сходится к р1(г1)Р1(г2), и убедиться, что в действительности на 
это множество можно не обращать внимания.

Это исключительное множество, на котором не соблюдается хаотич
ность, интересно и само по себе. Оно состоит, грубо говоря, из тех пар 
точек г и г2, которые соответствуют только что произошедшим столкно
вениям. Именно наличие этого исключительного множества и обеспечи
вает связь между обратимостью уравнения Лиувилля и необратимостью 
уравнения Больцмана. Допустим, что мы внезапно «выключаем» урав
нение Лиувилля, обращаем все скорости и снова приступаем к решению 
уравнения Лиувилля. Тем самым мы рассматриваем эволюцию системы 
во времени в обратном направлении и можем обнаружить, например, 
что функция увеличивается вместо того, чтобы уменьшиться. Причина 
этого заключается в том, что даже если условие хаотичности и выпол
няется почти повсюду, то малое исключительное множество, на котором 
это условие не выполняется, становится теперь в точности тем множест
вом, на котором величина Р2 определяет эволюцию Р\.

Другое возможное объяснение этого положения заключается в том, 
что уравнение Лиувилля почти мгновенно преобразует очень вероятное 
распределение (двустороннее) в весьма маловероятное распределение 
(одностороннее). Доказательство, упомянутое выше, указывает только 
на то, что уравнение Лиувилля не разрушает уже имеющийся хаос в те
чение макроскопически долгого времени. Вероятно (см. § 12), через 
некоторое время процесс столкновений проявит себя в том отношении, 
что предшествующая хаотичность будет сохраняться бесконечно долго, 
но доказательство этого представляется очень трудным делом.

Следует несколько остановиться на граничных условиях. Мы ви
дели, что в связи с теоремой о последующей хаотичности траектории 
ряда частиц необходимо обратить. Если граница вступает во взаимодей
ствие еще до наступления момента ^=0, то аргументацию необходимо 
изменить. Для зеркальной границы мы просто прочерчиваем в обратном 
направлении траектории отраженных частиц, пока не доходим до мо
мента 1 = 0.  Если условия на г.ранице задаются в стохастической форму
лировке, то к обычной форме граничного условия (связанного только 
с одночастичным распределением испускаемых частиц) необходимо до-

7 2

Рис. 1. Взаимное расположение траекторий движения молекул
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бавить еще требование статистической независимости частиц, испускае
мых из разных точек границы и в различные отрезки времени *. Это — 
необходимое дополнение к условию начального хаоса.

§12. ДИСКРЕТНОСТЬ

Давно известно, что переход от микроскопических к макроскопиче
ским переменным требует проведения определенного рода сглаживания 
или введения некоторой дискретности, однако вопрос о том, в какой мере 
следует использовать эти операции, остается дискуссионным. Сглажива
ние можно произвести либо по пространственным переменным (обычно 
по фазовому пространству), либо по времени, либо с достаточной осто
рожностью и по пространству, и по времени. В связи с этим различие 
между двумя интерпретациями Рп (см. § 9) имеет решающее значение. 
Вначале рассмотрим случай, когда Рп представляет собой вероятность. 
Все математические ожидания, выраженные в виде интегралов

[ ф(2 )К„ (2 )â2 , уже сглажены по 2 . Распределение Рг согласно
самому определению этой функции как интеграла от Рп является в неко
торой степени автоматически сглаженным, хотя и очень слабо, так как 
интегрирование не распространяется полностью на все пространство Г. 
Этим примером нам хотелось отметить, что степень сглаживания, кото
рая подразумевается в самом определении Рь вероятно, будет достаточ
ной для того, чтобы эта функция хорошо вела себя при любом значе
нии п. Вопрос же о том, гладко ли сходится последовательность функ
ций Р1 к решению уравнения Больцмана при п ^ о о, к данному примеру 
не относится.

Рассмотрим прямоугольный ящик, в котором находится газ Кнуд- 
сена, т. е. множество частиц, перемещающихся независимо друг от друга 
и 'зеркально отражающихся от стенок ящика. Движение индивидуальной 
частицы хорошо известно. Например, для почти всех начальных условий 
частица будет проходить через сколь угодно малую окрестность каждой 
внутренней точки ящика и при достаточно длительном наблюдении будет 
проводить в каждом выделенном объеме отрезок времени, в точности 
пропорциональный величине этого объема. Введем плотность вероят
ности Рп. Как уже упоминалось ранее (см. § 4), переменные разде
ляются, и Рг удовлетворяет одночастичному уравнению Лиувилля. По
скольку нас интересует поведение Ри число частиц п в данном случае 
несущественно. Относительно Р± ($, х, 0) выскажем только предположе
ние, что эта функция интегрируема в смысле Лебега по (1, х), при этом 
мы исключаем для р х возможность быть сингулярной, например 6-функ
цией. Поскольку Р1 (1, х, I) постоянна вдоль траекторий (траектория 
представляет собой последовательность прямолинейных отрезков, имею
щих общие точки в местах пересечения их с границей), в любой момент 
времени I функция Р\ численно равна своему начальному заданному 
значению, ясно, что Р\{\, х, {) не стремится к пределу при {—+ос. С дру
гой стороны, без особого труда можно показать, что плотность в физиче
ском пространстве

Р'х (х,()=  I* (12Л)

* Достаточно предположить, что корреляция падает до нуля на расстояниях (или 
отрезках времени), сравнимых с О.
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-сходится к пределу при ^-^оо. Более того, этот предел, назовем его Р*, 
-является постоянной величиной, независящей от ж. Можно доказать 
и более сильный результат. Можно показать, что функция

Н л ( { ) = \ р х \о%Гхе1х ( 1 2 . 2 )

стремится к пределу, который в точности равен величине Р\о§Р, умно
женной на объем сосуда. Этот предел есть наименьшее значение, прини
маемое Нх. Напомним, что величина # т = | Р^о^Рхдг постоянна во вре
мени. Физически это означает, что независимо от своего начального рас
пределения плотность в физическом пространстве будет стремиться, 
в конце концов, к равномерному распределению. Таким образом, мы 
обнаружили, что степень сглаживания, заложенная в определении Рх 
(т. е. интегрирование по скорости), обеспечивает для Рх сходимость, 
хотя Р х и не сходится. Однако не следует думать, что Нх стремится 
к своему пределу обязательно монотонно, в общем случае это неверно.

Переход от фазового пространства у = ( |,  х) в физическое простран
ство (ж) можно сравнить с переходом из Г в у. Столкновения с границей 
(за счет чего и обеспечивается сходимость в настоящем примере) можно 
сравнить с обьединением граничных и межмолекулярных столкновений 
(для простоты можно рассматривать упругие сферы). Хотя доказатель
ство представляется очень трудным, не следует удивляться, что Р\ 
(несмотря на то, что Рп может не сходиться) может сходиться к пределу 
при {—*оо. Это может быть справедливым для любых значений п. Хотя 
факт стремления к пределу не доказан, нетрудно вычислить предельную 
функцию. Оказывается, что она аппроксимируется распределением Мак
свелла при больших п. Хотя величина Яг и постоянна во времени, про
должая аналогию с примером кнудсеновского газа, следует ожидать, что 
/У-, стремится к своему минимальному значению при ^^оо , но не обяза
тельно монотонно. Немонотонность имеет определенную вероятность, 
если начальное распределение Рп не является хаотическим. Рассмотрим, 
однако, случай начального хаоса. Если п велико, то, опираясь на анализ 
§ 11, можно ожидать, что для макроскопически долгого времени / / т 
уменьшается приблизительно монотонно. Поскольку свойство хаотич
ности связано со сглаженными распределениями низкого порядка Р\ и 
Р2, можно было бы ожидать приближения к равновесному состоянию 
(которое является строго хаотическим) при 1—>оо [36]. Более того, при
чиной этого предельного приближения к равновесию являются столкно
вения (по аналогии с кнудсеновским газом), а временная константа 
этого процесса имеет макроскопическое конечное значение. Оба меха
низма установления равновесия частично совпадают, поэтому мы при
ходим к заключению, что свойство хаотичности должно иметь место для 
любого момента времени. В результате можно ожидать, что Я т является 
с некоторым приближением монотонно убывающей функцией, которая 
приходит к своему минимальному значению и уже никогда не откло
няется от него. Мы не предполагаем каких-либо осложнений типа тех, 
которые связаны с теоремой Пуанкаре о возвращениях, например, по
следующего возврата к большим значениям Я т. Более того, можно ожи
дать равномерную по времени сходимость Рх к решению уравнения 
Больцмана при 0<Я<оо. Трудности, вызываемые возвращениями Пуан
каре, устраняются за счет минимального сглаживания, связанного с ре
дуцированием несингулярной плотности вероятности Рп к одночастич
ному распределению Рх.

* Сходимость здесь имеет место по мере (или по вероятности), т. е. мера множе- 
•етва точек, на которых \РХ—̂[>8 становится произвольно малой. Сходимость является точечной, если Рх непрерывна.
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При наличии межмолекулярных столкновений имеется одна особен- 
ность, которая не представлена в модели кнудсеновского газа и которая, 
возможно, потребует дополнительного сглаживания. Эта особенность 
заключается в том, что (ср. § 11) поведение Р1 определяется значениями 
Р2 на множестве очень малой меры. Совсем нетрудно показать, что Р2 
есть функция «хорошего поведения» в большом, однако чрезвычайно 
трудно устранить математическую возможность того, что очень малые 
области, на которых Р2 может «вести себя» очень плохо, будут концен
трироваться именно на тех малых областях, которые определяют пове
дение Р\. Все же такое положение в худшем случае потребует сглажи
вания по малым промежуткам порядка о и не затронет ни одного из 
остальных наших выводов. Более серьезно вопрос сглаживания встает 
при обосновании этапа (4) из § 8.

Для того чтобы выразить связь между Р/т и Нл в более сильной 
форме, необходимо уточнить понятие дискретности. Введем математи
ческое понятие слабая сходимость. Определение этого понятия можно 
дать в двух эквивалентных формах. Рассмотрим последовательность 
функций 1п(х)  (размерность пространства х несущественна). Будем го
ворить, что последовательность сходится слабо к пределу / (х), если

] / „ (х)«Бс-> § / ( х ) с 1х  (12.3>
о о

на любом измеримом множестве Д или если

|  ^ ( х ) / п(х)с1х  ->

для произвольной интегрируемой функции ф(х). Первое определение 
стоит ближе к физическому понятию дискретности, тогда как второе 
непосредственно связано с понятием ожидаемого значения наблюдае
мой величины. В качестве примера слабой сходимости можно указать 
на функцию 81п (пх) , которая слабо сходится к нулю.

Следует обратить внимание на тот факт, что из слабой сходимости 
последовательности функции Р ^  к предельной функции Р\ вовсе не сле
дует обязательная сходимость последовательности Н \п) к значению Н г 
для этой предельной функции. По той же причине слабая сходимость 
Рп {() к пределу при I—* ос не позволяет сделать каких-либо выводов 
о сходимости Яг.

Рассмотрим снова пример кнудсеновского газа, заключенного 
в ящик. Ясно, что хотя Р\ в обычном понимании и не сходится, для Р\ 
все же имеет место слабая сходимость к константе Р*.

Вследствие слабой сходимости мы не ожидаем (и не находим), что 
Н Л сходится к тому же самому пределу, что и Нх. Аналогичным образом 
мы вправе ожидать, что р п сходится слабо к своему равновесному зна
чению, тогда как Рх может сходиться сильно. Это находит свое отраже
ние в том факте, что Я г— константа, в то время как Я т стремится 
к своему минимальному значению.

Обратимся, наконец, к другому определению Р\ — как фактической 
плотности частиц, а не как вероятности. Снова попробуем прояснить 
положение путем рассмотрения кнудсеновского газа в ящике. Для ко
нечного числа частиц в ящике мы можем взять Рх в виде суммы 6-функ
ций. Обозначим такое представление Р\ через Р^п\  Подберем такую 
фиксированную функцию Р±(|, х) (несингулярную) и такую последова
тельность начальных распределений Р^п\  которые бы аппроксимировали

* Слабая сходимость является общим свойством сильно смешанных эргодических потоков [31]. Однако следует отметить, что смешанность не является причиной слабой сходимости в этом примере, поскольку здесь имеет место полная несмешанность.

|  Ф (х) / (х)с/х  (12.4)
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Р1 при п —-ос. Мы имеем в виду, конечно, слабую сходимость /У”» к /д. 
Можно показать, что из слабой сходимости /У”) к Р\ при /= 0  следует 
слабая сходимость /У")(/) к Р \ ( 1) для любого значения (. Более того, 
задав Р\ (0) , мы можем подобрать большее значение / так, чтобы функ
ция Рх(() (плотность в физическом пространстве) аппроксимировала бы 
константу с любой желаемой степенью точности. Если теперь выбрать п 
несколько большим, чтобы Ррп) (0) близко аппроксимировало /МО), то 
/У"М) будет аппроксимировать равномерное распределение точек 
в физическом пространстве.

Другими словами, дискретное распределение /У”> «подражает» при
ближению к равновесию функции Рх. Но если теперь дать возможность I 
расти при фиксированном п, то, как мы знаем, с распределением /У(п)(0 
может произойти все что угодно. Это — элементарный пример значимо
сти перемены мест пределов ^~^ос и п —-оо. Если вначале устремить 
п —► оо, то мы обнаружим приближение к равновесию при / —►оо. Но если 
сперва устремить / —»оо, то приближения к равновесию может и не быть. 
Выражаясь более точно, для фиксированного большого п имеются два 
масштаба времени. Вначале наблюдается приближение к равновесию, но 
по прошествии много большего отрезка времени может наблюдаться 
тенденция к обратному процессу.

В этом примере с газом Кнудсена функция Р\ как вероятность и как 
предел последовательности плотностей числа частиц /Уп> удовлетворяет 
одному и тому же дифференциальному уравнению в частных произ
водных.

Можно ожидать обнаружить то же различие в поведении обоих ти
пов функций Рл и в случае реального газа. Если Р\ есть сингулярная 
плотность частицы, то максимум того, что можно ожидать — это сходи
мость к решению уравнения Больцмана в некотором фиксированном 
(но произвольном) интервале времени 0<У <7\  Более того, по самому 
определению сингулярного распределения /У"! мы можем ожидать 
только слабую сходимость к решению уравнения Больцмана. К сожале
нию, не представляется возможным ни сформулировать уравнение 
Больцмана, ни даже определить Н \п) непосредственно для сингулярного 
распределения /Уп>.

§ 13. ВРЕМЯ ВОЗВРАЩЕНИЯ

Можно привести пример, где экспериментальные условия таковы, 
что априори известно распределение вероятностей Рп. В этом случае 
повторные эксперименты определяются как повторные наблюдения за 
данной изолированной динамической системой. Если только энергия есть 
независящий от времени интеграл движения, то функция Рп должна 
являться микроканоническим распределением на энергетической поверх
ности [24]. Это следует из эргодической теоремы; модельное пространство 
последовательных наблюдений (необязательно при равномерных интер
валах) равномерно покрывает * всю энергетическую поверхность. По 
определению Рп от времени не зависит. Тем не менее плотность распре
деления числа частиц /7] изменяется со временем и позволяет провести 
рассмотрение неравновесных свойств. Одним из основных постулатов 
теории необратимых термодинамических процессов является постулат 
Онзагера—Казимира, который утверждает, что искусственно созданное 
неравновесное состояние будет вести себя таким же образом, как и 
«такое же» неравновесное состояние, возникшее спонтанно под дейст
вием флуктуаций изолированной динамической системы [13]. Это утверж
дение тривиально, если понятие «такое же» относится к полному микро-
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скопическому состоянию. Если же оно относится к некоторому макроско
пическому описанию (например, приближенному описанию плотности 
числа частиц / д ) ,  то это утверждение заключается в том, что модельное 
пространство извне созданных состояний, совместимых с данным макро
скопическим состоянием, является таким же как и модельное пространство 
повторений данного состояния в системе, подчиняющейся уравнению Лиу- 
вилля. Этот постулат как будто бы противоречит сделанному в § 11 утвер
ждению о том, что уравнение Лиувилля мгновенно преобразовывает ве
роятное (двустороннее) распределение в маловероятное (одностороннее) 
распределение. Теорема о начальном хаосе (см. § 11) разрешает эту ди
лемму и, кроме того, дает доказательство постулата Онзагера — 
Казимира в этом случае. Мы уже отмечали в § 11, что, исключая множе
ство малой меры, всё точки на энергетической поверхности соответст

вуют равновесному значению /д. Еще бо
лее малое множество точек нарушает 
свойство двустороннего хаоса. Более того, 
при любом заданном (большом) отклоне
нии от равновесия односторонняя хаотич
ность очень редка по сравнению с двусто
ронней. Это подтверждает постулат Он
загера—Казимира. В рассматриваемом 
случае распределение вероятностей, п о
строенное в модельном пространстве по
следовательных наблюдений данного не

равновесного состояния, определяется относительной мерой на энергети
ческой поверхности, большинство возвращений данного состояния будет 
связано с двусторонним хаосом так же, как и при искусственно создан
ном состоянии. Мы видим, что уравнение Лиувилля имеет примечатель
ное свойство, заключающееся в возможности следования, по-видимому, 
очень «маловероятным» путем, из «вероятного» неравновесного состоя
ния обратно к равновесию. При этом, когда равновесие достигнуто, 
двусторонний хаос восстанавливается.

Это положение было рассмотрено Эренфестами [15] исходя из физи
ческих соображений. Допустим, что мы каким-то образом определили 
/ / т в каждой точке Г (беря, например, в качестве Рг ступенчатую функ
цию, разделив физическую область на ячейки). Если начальное состоя
ние представляет собой двусторонний хаос, Я 7 будет уменьшаться как 
в положительном, так и в отрицательном направлении оси времени 
(рис. 2 ) .  Если мы будем слепо следовать постулату Онзагера—Кази
мира, то мы будем получать одну и ту же симметричную картину каж
дый раз, когда будет иметь место большое спонтанное отклонение от 
равновесия. Вероятность отклонения Я т от равновесного значения / / 7° 
можно оценить с помощью выражения типа ехр{«(Я7—/Ут) }. Другими 
словами, если Я 7 есть маловероятное значение, то несколько большее 
значение Я 7 обладает много меньшей вероятностью. Рассмотрим про
странство событий для тех моментов времени, в которые наблюдается 
некоторое большое значение Я т. В некоторых из этих случаев Ят лежит 
на возрастающей кривой, в некоторых — на убывающей и в некоторых 
значение Я т будет находиться как раз вблизи своего максимального 
значения (рис. 3). В каждом из первых двух случаев гораздо менее 
вероятное событие, а именно: большее значение Я7, имеет место либо 
несколько ранее, либо несколько позже данного наблюдаемого значения 
/ / 7. Поэтому пространство событий почти исключительно состоит из тех 
наблюдаемых значений Я 7, которые находятся как раз вблизи своего 
пика. Таким образом, хотя состояние односторонней хаотичности и яв
ляется весьма маловероятным по сравнению с другими состояниями 
с тем же самым значением Я 7, но спонтанным, оно совсем не мало-

Рис. 2. Изменение Я7 во времени
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будет

вероятно по сравнению с рассматриваемым исходным состоянием с боль
шим значением # 7.

В заключение нашего рассмотрения заметим, что здесь нет времен
ной направленности. Если мы сами создадим состояние, то в процессе 
наблюдения за системой мы обнаружим, что # 7 уменьшается; Н-, 
вести себя точно так же, если 
мы последуем за созданным со
стоянием назад по времени.
Или, если мы будем наблю
дать за изолированной систе
мой до тех пор, пока она не до
стигнет заранее заданного ма
ловероятного состояния, то мы 
обнаружим, что Я 7 тотчас же 
начнет убывать, а если, наблю
дая это состояние, мы обратим
все скорости, то вновь обнаружим уменьшение Я 7 . Несущественно, ка
кого направления времени мы придерживаемся — Я 7 может лишь 
уменьшаться. Увеличение Я 7 при обращении времени можно получить 
только в том случае, если специально подобрать определенное состояние, 
но не по каким-то его собственным качествам, а так, чтобы оно было 
преемником другого маловероятного состояния. Проведенное рассмот
рение применимо для идеализированной математической модели газа в 
ящике. В случае неограниченной области с гравитационными силами 
вместо ящика результаты, возможно, будут иными.

§ 14. ОБЗОР ДРУГИХ МЕТОДОВ ПОЛУЧЕНИЯ УРАВНЕНИЯ БОЛЬЦМАНА

Необходимо различать несколько уровней, на которых можно вы
водить уравнение Больцмана. Так, имеются оригинальные эвристиче
ские физические аргументы Максвелла и Больцмана и дублирующие их 
современные более сложные эвристические математические аргументы. 
Имеются также попытки внесения некоторой математической строгости 
в этот вопрос. Эти попытки различаются уровнем математической стро
гости, а также уровнем физической общности. Наконец, имеются чисто 
вероятностные подходы, которые обходят связь с детерминистской дина
микой частиц и пытаются связать уравнение Больцмана с более общей 
вероятностной моделью частиц.

Вывод, данный в § 8, если не касаться его оправданности, вероятно, 
является наиболее прямым формальным выводом, исходящим из урав
нения Лиувилля. Его простота вызвана тем, что точное уравнение (3. 12), 
которому удовлетворяет усеченное распределение Р\а, может быть фор
мально преобразовано в уравнение Больцмана почти непосредственно. 
Этот вывод аналогичен выводу Борна и Грина*, за исключением того, 
что большое количество поправочных членов, которые в работе этих 
авторов должны рассматриваться и опускаться индивидуально (причем 
некоторые из них авторы опускают, даже не отдавая себе отчета в их 
существовании), здесь объединены вместе и дают разницу между Р\ и 
Р\а. Этот вывод, даже с точки зрения физической наглядности, превос
ходит традиционный** вывод. Функция п Рх° имеет простую интерпре-' 
тацию как плотность частиц, которые не испытывают столкновений 
в данный момент времени. Уравнение (3. 7) для Р\° сразу приобретает 
наглядный смысл, как только мы устанавливаем, что Р\а изменяется

* Переработанный вариант в работе [5] является более прямым, чем оригиналь
ный вывод в труде [4].** См., например, работу [11].
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лишь при пролете частиц через сферу \х2—х1\ =  сг и переход к уравнению 
(3. 12) и затем к уравнению Больцмана становится тривиальным.

Главным вопросом всего критического анализа является обсужде
ние гипотезы о молекулярном хаосе, хотя и имеются другие вопросы 
такой же, если не большей, математической сложности. С, философской 
точки зрения свойство хаотичности представляется наиболее важным, 
так как гипотеза непосредственно влечет за собой необратимость. Сле
дует несколько остановиться, видимо, на причине того внимания, которое 
было оказано математической строгости подхода.

С момента появления исторической статьи Эренферстов [15], каче
ственная картина стала совершенно ясной, хотя с течением времени она 
и изменялась в деталях и уточнялась. Единственный вопрос, который 
остается нерешенным и до сих пор, является математическим вопросом 
(если не рассматривать вопроса об обобщениях уравнения Больцмана) 
и заключается он в следующем: вытекает ли необратимое уравнение 
Больцмана только из обратимой динамики частиц или необходимо еще 
привносить извне случайные воздействия?

Удивительно, как мало изменились за половину столетия основные 
идеи, изложенные Эренферстами в их статье [15]. Были отчетливо сфор
мулированы необходимость введения дискретности плотности числа ча
стиц прх и концепция почти неизбежности наблюдения маловероятного 
состояния в точке возврата. Однако это описание неизбежно запуты
вается в трудностях, концентрирующихся вокруг возвращений Пуанкаре 
и эргодичности, из-за толкования Р\ как плотности числа частиц, а не 
как более простой плотности вероятности. Конечно, эргодическая проб
лема в настоящее время намного прояснилась. В частности, стало оче
видным, что рассматривавшееся универсальное монотонное убывание 
к равновесию (имеет ли это место для {—+оо или только для не слишком 
длинных времен) не имеет ничего общего с эргодичностью. Представ
ляется оправданной необходимость введения дискретности Рь когда эта 
функция трактуется как сингулярная плотность числа частиц, а сопут
ствующая неопределенность в определении Я, возможно, делает совер
шенно необходимым вмешательство в уравнения движения с целью по
явления необратимости. к г  .

Прежде чем продолжить наше рассмотрение, целесообразно сделать 
несколько общих замечаний. Опишем сначала одну процедуру, которая 
потом окажется для нас полезной. Вместо того, чтобы поставить началь
ные условия для уравнения Лиувилля и затем наблюдать за эволюцией 
системы, мы будем ее периодически прерывать и привносить в нее воз
мущения. В частности, при каждом прерывании мы отмечаем значение 
Р.и но не меняем его, однако мы заменяем Р2(г 1, г2) произведением 
Р1 {гР) Р1 (г2) . Другими словами, мы периодически привносим хаотич
ность. Период прерывания берется много большим, чем длительность 
представляемого столкновения, но в то же время много меньшим, чем 
среднее время между столкновениями. Тройными и более высокого 
порядка столкновениями в период между последовательными прерыва
ниями можно пренебречь по сравнению с бинарными столкновениями, 
так что Р2 удовлетворяет двухчастичному уравнению Лиувилля. Не
трудно проверить, что свойство хаотичности не нарушается двухчастич
ным уравнением Лиувилля для отрезков времени, не превышающих 
отрезка времени между прерываниями. С помощью такого искусствен
ного приема мы решаем проблему последующей хаотичности (см. § 11). 
Заметим попутно, что при слишком большой частоте прерываний, мы 
получаем аппроксимацию уравнений гидродинамики, а не уравнение 
Больцмана.

В § 11 утверждалось, что свойство хаотичности распространяется 
на конечный интервал времени, когда га-^оо. Это утверждение жела-
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тельно уточнить путем оценки ошибок в свойстве хаотичности, выразив 
ее через га (или а ~ 1/У" га). Прежде всего заметим, что корреляция 
между скоростями двух частиц, сблизившихся на расстояние порядка о, 
имеет, по крайней мере, порядок о. Это есть вероятность события, состоя
щего в том, что недавно произошло столкновение между одной и той же 
третьей частицей и каждой из двух данных частиц (очень возможно, что 
численное значение этой корреляции представляет собой произведение 
очень малого числа на а, но это не меняет порядка такого члена при 
о—0). Для двух частиц, которые находятся на расстоянии порядка сред
ней длины свободного пробега и стремятся друг к другу, эта корреляция 
имеет порядок о2. Эти оценки следуют непосредственно из формул § 11, 
в частности, см. рис. 1. Для частиц, которые разделены несколькими 
средними длинами свободного пробега, разумно ожидать, что корреля
ция убывает экспоненциально с ростом расстояния между частицами. 
Поскольку средняя длина свободного пробега является макроскопиче
ским эталоном длины, оценка О (о2) для корреляции между частицами 
на любом фиксированном расстоянии не меняется при га— оо. В частно
сти, даже если предположить, что хаотичность соблюдается абсолютно 
точно для ^=0, в любой фиксированный последующий момент времени 
можно ожидать, что корреляция будет в общем иметь порядок О (а2) и 
О (о) для смежных частиц.

Вероятно, первая серьезная математическая попытка вывести урав
нение Больцмана была предпринята Кирквудом [40]. Отправной точкой 
служило уравнение Лиувилля, в основе метода лежало сглаживание по 
времени и связь с броуновским движением. Временное сглаживание 
и получающееся ограничение линейными отклонениями от равновесия, 
вероятно, существенны для общей теории жидкости, построению которой 
посвящена эта серия статей, однако не было сделано попытки устранить 
столь строгое ограничение в случае газов Сглаживание служит той же 
цели, что и введение усеченного распределения, а именно, получению 
уравнения, в котором выступают только законченные столкновения; по
дробно рассмотрена возможность периодических циклов. Вопрос о мо
лекулярном хаосе был строго сформулирован, но в значительной сте
пени остался без ответа. В общем, можно сказать, что ко многим прин
ципиально важным вопросам внимание было привлечено именно 
благодаря этим основополагающим статьям.

Совершенно иной подход к проблеме был предложен Боголюбовым 
[3]. Формально его подход аналогичен вириальному разложению по сте
пеням плотности для равновесного состояния. Постулируется, что рас
пределения более высокого порядка Рг, г > 1, зависят только от Рь что 
аналогично рассмотрению нормальных решений уравнений Больцмана 
(ср. гл. IV). Принципиальным моментом является принятие некоторого 
«граничного условия», заключающегося в том, что группа из г  частиц, 
которая обладает достаточной дисперсностью, удовлетворяет соотноше
нию Рг(ги- . - ,  гт)= Р\(г\) . . . Р \ ( гт), т. е. отдельные частицы являются 
статистически независимыми. Полученные уравнения являются обоб
щением уравнения Больцмана и, по-видимому, применимы к реальным 
газам. Член, учитывающий столкновения, представляет собой степенной 
ряд по плотности; первый член, по существу, совпадает с членом уравне
ния Больцмана, характеризующим эффект столкновения частиц (за 
исключением того, что координата х  не является одной и той же во всех 
аргументах), члены более высокого порядка последовательно учитывают 
столкновения трех частиц, четырех частиц и т. д. Решающий аргумент 
заключается в том, что любое распределение более высокого порядка Р, 
для г  частиц, которые могут быть в контакте при обращении их движе
ния во времени, в конце концов достигает такой степени дисперсности 
частиц, которая позволяет выразить рг через Р\. Это и есть то условие
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н езав и си м ост и , к отор ое п о зв о л я ет  ф актически  р а ссм а т р и в а т ь  Рг как  
ф ун к ц и он ал  от Р х и вы вести у р а в н ен и е  д л я  эв ол ю ц и и  во в р ем ен и  одн ой  
только ф ункции Р и н еза в и си м о  от  начальн ы х зн ач ен и й  Рг при г >  1.

Х отя такой  п о д х о д  и п р ед ст а в л я ет ся  очень остр оум н ы м , м етоди к а  
его  оп и са н а  н ед о ста т о ч н о  точно, чтобы  м о ж н о  бы ло оц ен и ть  его  зн а ч е 
ние или о п р а в д а н н о сть . Н есм о т р я  на то что б ер ет ся  п р ед ел  при п —*оо, 
больш ой пользы  эт а  оп ер ац и я  н е д а е т . Р а зм е р  о б л а с т и  ув ел и ч и в ается  
вм есте с п так , чтобы  сохр ан и ть  ф и к си р ов ан н ую  п л отн ость  ч и сл а ч а 
стиц. Д а л е е  неявны м  о б р а зо м  в н оси тся  д о п у щ ен и е , что во всякой  ф и к 
си р ован н ой  о б л а с т и  во врем я эт ого  п р ед ел ь н о го  п ер е х о д а  Р\  н е м е 
н яется , что т р е б у ет  н еп р ер ы вн ого п ер ео п р ед ел ен и я  Р\ во вновь п о л у ч а е 
мом о б ъ е м е . П ри  этом  п р ед ел ь н ом  п е р е х о д е  м ол ек ул я р н ы й  р а зм ер , с р е д 
няя дл и н а  св о б о д н о го  п р о б ега  и м ак роск оп и ческ и й  м а сш т а б  и зм енения  
по х о стаю тся  ф ик си рован н ы м и , а у в ел и ч и в ается  лиш ь р а зм ер  о б л а сти . 
В с л е д ст в и е  эт о го  о п и сан н ая  п р о ц е д у р а  н е  к а ж ет ся  д о ст а т о ч н о  р а д и 
кальны м п р едел ьн ы м  п р о ц ессо м  дл я  получения ф ун к ци он ал ьн ой  за в и с и 
м ости  Рг от Р\. П р и м ен ен и е Б огол ю бов ы м  гр ан и ч ного усл ов и я  н е за в и 
си м ости  в есь м а  п о х о ж е  на в в ед ен и е оп ер ац и и  «п р еры ван и я», оп и сан н ой  
р а н ее  в этом  п а р а г р а ф е  (и в р я д  ли л уч ш е о п р а в д а н о ) . Д л я  того  чтобы  
дой ти  д о  членов  п о р я дк а  г  в р а зл о ж ен и и  по п л отн ости  \ = п / У ,  н е о б х о 
д и м о  вы полнить усл ов и я  н езав и си м ост и  д о  п о р я д к а  д л я  н еск ол ьк о  
б о л е е  р ан н его  м ом ен та  в р ем ен и , к огда  частицы  ди сп ер сн ы . О д н а к о , д а ж е  
есл и  у сл о в и е  н еза в и си м о ст и  в точн ости  вы пол н яется  в н ачальны й м о 
мент в р ем ен и , то стол к н овен и я , как  мы у ж е  в и дел и , б у д у т  н ар уш ат ь  его, 
по к райней  м ер е, на п о р я д о к  (о/Ь)2 ( Ь —  ср ед н я я  д л и н а  св о б о д н о г о  п р о 
б ег а , о ст а ю щ а я ся  п остоя н н ой  в п р ед ы д ущ ем  п р едел ь н ом  п е р е х о д е ) ,  но  
эт о  есть  0 ( у 2) .  В луч ш ем  сл у ч а е  мы м о ж е т  н а д ея т ь ся , что Рг и Рз есть  
ф ункционал ы  от Р{. Д л я  р а сп р ед ел ен и й  б о л е е  вы сокого п о р я дк а  эт о  у ж е  
не так . Т ак  или иначе, п р ав ом оч н ость  огр ан и ч ен и я  д в у м я  ч л ен ам и  б о го -  
л ю бов ск ого  р а зл о ж ен и я  св я за н а  ск о р ее  с б о л е е  точны м а н а л и зо м  п р о б 
лем ы  п о сл ед у ю щ ей  хаоти ч н ости  (или  п о сл ед у ю щ ей  н е за в и с и м о с т и ), чем  
с и сп ол ь зов ан и ем  у к а за н н о г о  вы ш е п р ед ел ь н о го  п е р е х о д а .

Д а ж е  д л я  членов п ер в ого  п о р я д к а  по V д а н н а я  п р о б л ем а  ф о р м у л и 
р уется  по и н ом у, чем  в §  7. Р а з л о ж е н и е  по V я в л я ется  р а зл о ж ен и ем  
в ок р ест н ост и  ср ед н ей  длины  св о б о д н о го  п р о б ега , большой по ср ав н ен и ю  
с м ак р оск оп и ческ и м и  и зм ен ен и я м и . Э то  в есь м а  необы чны й п редел ьн ы й  
сл уч ай , иск л ю чаю щ и й  в се  п р обл ем ы , к которы м  обы чно п р и м ен яю т у р а в 
нение Б о л ь ц м а н а . Т ем  н е  м ен ее , в р езу л ь т а т е  ф и к си р ован и я  м естны х  
м ак р оск оп и ческ и х  гр ади ен т ов  и при наличии р ост а  ср ед н е й  дли н ы  с в о 
б о д н о го  п р о б е га  Б о г о л ю б о в  п о л у ч а ет  о б о б щ е н и е  у р ав н ен и я  Б о л ь ц м а н а , 
в к отор ом  зн ач ен и я  ар гу м ен та  х в ф ун к ц и ях  / ,  Д , /  и /у  б ер у т ся  р а зл и ч 
ными. В о з м о ж н о , что Б о г о л ю б о в  и м еет  в в и ду  п р ед ел , в к отор ом  кон еч
ные м ак р оск оп и ч еск и е гр ади ен ты  н ак л ады в аю тся  н а  гр ади ен ты , м а с 
ш таб  к оторы х п о р я дк а  ср ед н е й  длины  с в о б о д н о г о  п р о б е га  (к ак  в § 7 );  
это м огло бы д а т ь  у р а в н ен и е, к отор ое я ви л ось  бы естествен н ы м  о б о б 
щ ением  обы ч н ого  у р ав н ен и я  Б о л ь ц м а н а . О дн ак о  д о к а за т ел ь с т в а  пока  
ещ е нет, и д а ж е  как ф о р м а л ь н о е  у р а в н е н и е  эт о  о б о б щ е н и е  ур авн ен и я  
Б ол ь ц м ан а  п р ед ст а в л я ет ся  сл и ш к ом  трудн ы м  д л я  п ол уч ен и я  из него  
практических р езу л ь та т о в . К  т о м у  ж е  сх о д и м о ст ь  ан ал оги ч н ого  (ви- 
р иал ьн ого) м ет о д а  р а зл о ж ен и я  д л я  р а в н ов есн ого  сл уч ая  н е  и м еет  с у щ е 
ствен н ого зн ач ен и я  в и н тер есую щ ей  н ас п р о б л ем е  н ер а в н о в есн о го  с о 
стоян и я , т ак  как  в р ав н ов есн ом  с л у ч а е  з а р а н е е  и зв естн о , что Рт не 
только яв л я ется  ф ун к ц и он ал ом  лиш ь от Р\,  но есть  точечн ая ф ункция  
т ер м оди н ам и ч еск ого  состоя н и я .

Д о в о л ь н о  п о х о ж и й  п о д х о д  бы л п р е д л о ж е н  М . С. Г рином  [26]. П р е 
дельны й п е р е х о д  зд е с ь  вы пол н яется  так  ж е , как  у  Б о г о л ю б о в а , д а л е е  
д ел а ет ся  оп ять-так и  р а зл о ж е н и е  в р я д  по п л отн ости , но р а ссм а т р и -
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вается  случай только пространственной  одн ор одн ости . Это является  
•сильным ограничением , но за  счет этого  устр ан я ется  н еобходи м ость  
п ер еоп р едел ен и я  Г г по м ер е увеличения обл асти . П о тем  ж е  самы м при
чинам, что ук азан ы  выш е, п остул и р уем ая  зави сим ость  Рг от Г г при г >  3 
п р едстав л я ется  сом нительной. И з ф орм ул Грина сл едует , что п л отн ост
ное р а зл о ж ен и е  аналогично р азл ож ен и ю  в степенной р яд  по врем ени. 
П о э т о м у  м ож н о п р едп олагать , что реш ение вплоть д о  тройны х с о у д а р е 
ний б у д ет  хор ош ей  аппроксим ацией только дл я  м алого  числа врем ен  
столкновений. О днако в р аботе ш ироко и спол ьзуется  п р едел ьн ое п ов е
ден и е этих членов для  больш их отрезков  врем ени. Э то, п о-видим ом у, 
связан о  с воп росом  о пер естан овк е п р едел ов , что тр ебует  осо б о й  о ст о 
рож ности . В р а б о те  дает ся  п р ев осходн ое и п о д р о б н о е оп и сан и е тройны х  
столкновений. В п ол н е в озм ож н о , что зд есь  м одиф икация уравнения  
Б ольцм ана является ф орм ально правильной. А нализ усл ови я  н езав и си 
мости (т. е. п осл едую щ ей  хаотичности) п роведен  б о л ее  тщ ательно, чем  
у Б огол ю бов а , но специальны х оценок  ош ибок  не дан о . В частности, не 
освещ ены  трудности , связанны е с ф ункцией Р„, которая д о л ж н а  расти  
экспоненциально с ростом  п (ср . § 10) .

В ер н ем ся  теперь к п р едел ьн ом у п ер ех о д у  § 7. Е сли эволю ция Р\ 
во врем ени действительно сам ооп р едел я ет ся  с точностью  д о  первого  
порядка по о, то тройны е столкновения м огут быть введены  с пом ощ ью  
сл едую щ ей  схем ы  преры ваний. И сп ол ьзуем  о б о со б л ен н о е  трехчастичное  
ур авн ен и е Л и уви л ля дл я  Р3 как доп ол н ен и е к точном у ур авнению  для  
Рг и Р2. Р еш ен и е преры вается на и н тервал ах врем ени, которы е велики  
д о  сравнению  с а, но малы  по сравнению  с единицей.

П ри этом  каж ды й р а з в качестве начальны х усл овий  использую тся  
соотнош ения

Е2 (2 ь г 2) =Р \ { г г )Р г { г2)\
Рз(2г,  г2, г 3)= Р г ( г г )Г г ( г 2) Рг(г3).

П р ов еден и е этой  операции  п озвол яет  обобщ и ть  ур авн ен и е Грина  
дл я  тройны х столкновений на сл учай  пространственной  н еодн ор одн ости . 
О дн ак о такой п о д х о д  отличен от м ет о д а  Б огол ю бов а .

Г. Л . Ф риш ем [18] бы ла п р ед л о ж ен а  потенциально ценная идея, 
зак л ю чаю щ аяся  во введении  п ар ам етр а  X в уравнения дл я  р а сп р е д ел е
ния Рг таким о б р а зо м , чтобы этот  п арам етр  «частично эк р ан и ровал »  
группу из г  частиц от ( г + 1 ) - о й  частицы. С тепенной р я д  по X д а ет  ф о р 
мулы, которы е в общ их чертах н апом инаю т р а зл о ж ен и е  в ряд по в р е
мени. Д л я  того чтобы  отойти от ок рестности  ^ = 0 , п о-видим ом у, н уж н о  
ввести ги п отезу  о хаотичности  или н езависим ости .

С оверш енно иное н ап равл ен и е и ссл едован и й  бы ло п р ед л ож ен о  
В ан-Х овом  [66] дл я  квантовом еханических систем  и Б р утом  и П р и гож и -  
ным [6], [7] —  дл я  к лассических систем . В р аботе [6] Б р ут  вы водит «п р о
и зв одя щ ее»  ур авн ен и е («М аз1ег» е^иа^^оп), а н е ур авн ен и е Б ол ьц м ан а. 
Это ур авн ен и е зам ен яет  ур авн ен и е Л и уви л ля и очень нап ом и н ает  у р а в 
нение Б ол ьц м ан а. О дн ак о оно м ож ет  быть нап и сан о только дл я  п р ост
ранственно о д н ор одн ого  сл учая . В Г —  простр ан стве со б л ю д а ет ся  ст р о 
гий детер м и н и зм : к а ж д о й  точке 2(0)  соответствует  еди н ствен ная п о сл е
дую щ ая  точка 2.(1). Это не им еет м еста для  п ростр анства с б о л ее  низкой  
разм ер н остью , н априм ер, в простр ан стве ск оростей  2  =  (1 ь . . . ,  1 п)- 
Точка 2 ( 0 )  им еет м ного о б р а зо в  2(0) ,  и п осл едую щ ая  точка 2 ( / )  не 
является единственной. Б р ут  ф орм альн о показы вает, что в п р едел е при 
п—*-оо и \  =  п!У-^0  «дви ж ен и е»  точки 2  удов л етв ор я ет  стохасти ч еск ом у  
м арковском у п р оц ессу . С огл асн о эт ом у  п р оц ессу  вероятность того, что 
за  врем я Ш осущ естви тся  п ер ех о д  из состояния ( | ь | 2, %з,---,%п) в с о 
стояние (1 / ,  V .  1з, • - • ,  Ы , где  ( | / ,  %2') п р едставл яет  собой  возм ож ны й  
и сх о д  зак он ченн ого бин арн ого столкновения м е ж д у  частицам и с и ^2,
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определяется обычным поперечным сечением столкновения, находимы м  
из уравнения Б ольцмана. Этот аргум ент очень нагляден, но он игнори
рует м атематические трудности, упоминавш иеся в § 10. Возм ущ ения  
вероятности, т. е. отклонения вероятностного распределения, связанные,, 
например, со столкновениями более высокого порядка, опускаю тся, если  
они имею т место только на м нож ествах малой меры. О днако если Р х не 
является равновесны м распределением , то только м нож ества малой меры  
представляю т для  нас интерес, поэтом у из-за  отсутствия более тщ атель
ных оценок погреш ности «производящ ее» уравнение м ож но считать пра
вомочным только для равновесного состояния.

Это уравнение представляется интересным и сам о по себе  как п осту
лированное стохастическое уравнение. И сходя из этого уравнения, К ац  
[37] см ог получить пространственно одн ор одн ое уравнение Б ольцмана  
(главны м обр азом , путем проверки последую щ ей хаотичности для  этого  
стохастического ур авн ен и я), п редполагая  наличие начальной хаотич
ности. Это доказы вает внутренню ю  связь м еж ду  двум я интересными сто
хастическими процессам и, но н еобходи м о ещ е выяснить связь с ур авн е
нием Л иувилля.

В р аботе [7] Брут и П ригож ин вводят малый связую щ ий парам етр к 
в м еж м олекулярны й потенциал, который предполагается настолько  
гладким, что происходят только касательны е столкновения. П ользуясь  
анализом  Ф урье и р азл ож ен и ем  в ряд по степеням Я, авторы оказы 
ваю тся в состоянии получить уравнение Ф оккера— П ланка для Р х в про
странственно однородном  случае. Оно связано с теорией уравнения  
Б ольцм ана, поскольку м ож н о ф орм ально показать, что при наличии  
только касательны х столкновений член уравнения Б ольцм ана, описы ваю 
щий эф ф ект столкновения, приобретает ф орм у диф ф еренциального опе
ратора второго порядка, как и в уравнении Ф оккера— П ланка. Р езу л ь 
таты Б рута и П ригож ина получены для  больш их времен, определяемы х, 
соотнош ением  Я2/ =  со п з1; интерпретируя Я как м еру ди ам етр а  молекул, 
м ож н о видеть, что это согласуется  с предельны м процессом  § 7. О снов
ная идея зд есь  закл ю чается  в том , что корреляции бол ее  высокого  
порядка (оп ределяем ы е коэф ф ициентам и Ф урье бол ее высокого порядка) 
остаю тся малы ми, если они были малы в начальны й момент. Этот р е
зул ьтат н еобходи м о сравнить со свойством посл едую щ ей  хаотичности.

Такой п о д х о д  п редставляется  очень наглядны м и является мощным  
инструм ентом , одн ак о и в этом  сл уч ае предельны й п ер еход  о сущ ест 
вляется довольно-таки н еостор ож н о. Д осадн ы й  экспоненциальны й рост 
Рп, вероятно, б у д ет  находить свое отр аж ен и е в возм ож н ости  появления; 
очень больш их значений коэф ф ициентов Ф урье вы сокого порядка.

Глава II
ПРОСТЕЙШИЕ СВОЙСТВА УРАВНЕНИЯ БОЛЬЦМАНА*

§ 15. СВОЙСТВА БИНАРНЫХ СТОЛКНОВЕНИЙ

Общие свойства бинарных столкновений, независящие от конкрет
ного вида межмолекулярных сил, являются следствием законов сохра
нения количества движения и энергии. Для двух молекул равной массы 
они могут быть записаны как

1 + 1 1 = 1 4 1 1 ;  (1 5 .1 )

Г + е - И Т + Й ) 8. (1 5 .2 )

* Более полное изложение дано ниже, в статье Л. Вальдмана «Явление переноса- в газах при средних давлениях».
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З д е с ь  п од  ( | ,  § 1) б у д ем  поним ать значения скор остей  п ер ед  стол к н о
вением , а под (§ ', ! / ) — п осл е столкновения. И з ур авнений  ( 1 5 .1 ) ,  
<(15.2) вы текает полная сим м етрия м е ж д у  (§ , | ] )  и ( | ' ,  I / ) -  Е сли считать  
( | ,  ^ ])1 задан н ы м и , то дл я  оп р едел ен и я  (%', | / )  мы им еем  си стем у из ч е
ты рех уравнений  [ (1 5 .1 )  является векторны м, а ( 1 5 . 2 ) — скалярны м  
уравнением ] с ш естью  неизвестны м и. П оэтом у  м ож н о ож и дать , что мы 
получим двухп ар ам етр и ч еск ое сем ей ство реш ений. Эти д в а  п ар ам етр а  
прош е всего ввести с пом ощ ью  единичного вектора а, направленного  
в дол ь  вектора изм енения скорости  §:

Г ~ 1  =  аЛ. (15.3)

М ож н о исклю чить А и получить дл я  ур авнений  (15. 1 ), (1 5 .2 )  явное 
п ар ам етр и ч еск ое реш ение, зав и ся щ ее только от п ар ам етр а  а. 
И з уравнения (1 5 .1 )  н аходи м

Л (1 5 .4 )

и  из уравнения (1 5 .2 )
12+ 1 ? = (1  +  « Л )2+ & ~ « Л ) 2-

П ри условии, что Л =^=0, им еем

Л =  а  • И, (1 5 .5 )
■где

1- ¾ .  (1 5 .6 )

П одстан овк а  этих р езул ьтатов  в уравнения ( 1 5 .3 ) ,  (1 5 .4 )  приводит  
н ас к и ском ом у реш ению  уравнений  ( 1 5 .1 ) ,  (1 5 .2 ) :

1 ' = |  +  а ( « .К ) ;  |
(15 .7 )

Э та п арам етр и зац и я  реш ений ур авнений  ( 1 5 .1 ) ,  (1 5 .2 )  не является  
одн озн ач н ой . Б ольш ая ок р уж н ость  а - У = 0  соответствует единственном у  
реш ен и ю  (т о ж д е ст в ен н о м у ). В се  д р у ги е реш ения в ходя т  дв аж ды : один  
р аз на п о л у сф ер е а  • У > 0  и д р угой  р аз —  на п ол усф ер е а ■ У < 0 .  О ба  з н а 
чения а и — а  соответствую т од н о м у  и том у ж е  реш ению . О днако если  
п отребовать, чтобы  вектор а  им ел направление — §, то д о л ж н о  вы пол
няться усл ов и е

« • ( 1 Ч ) > 0 . (1 5 .8 )

Э то у стр ан я ет  н еоп р едел ен н ость  и д ел а ет  п ар ам етр и зац и ю  одн озн ачн ой  
(исклю чая сл учай  а - У = 0 ) .  С вязь м еж д у  п ар ам етр и зац и ей  чер ез а  
(направление апсиды) и чер ез со [парам етр  плоскости  столкновения, см . 
ур авн ен и е ( 3 .9 ) ]  б у д ет  оп р ед ел ен а  п о зж е.

З ам ети м , что ур авн ен и е (1 5 .7 )  п р едстав л я ет  со б о й  линейное п р е
о б р а зо в а н и е  ш естим ерного п ростр анства (§, ^ )  сам ого  в себя . 
Н етр удн о  найти и о б р а тн о е п р еобр азов ан и е. И м еем

^  =  § 1  — § 1 — ? 1  =  ? — 2 а(о • У ) =  V - 2а (а  - V),  

о т к у д а  сл едует
а -У’ = —а У .

П одстав л я я  это  соотн ош ен и е в ур авн ен и е ( 1 5 .7 ) ,  находи м

6 = Г + « ( «  -У ) ;  ]

(1 5 .9 )



Д р уги м и  сл овам и, при ф иксированном  а  (или с обратны м  зн а к о м )  
линейное п р еобр азов ан и е (§, § 1) в (%', %/) является своей  собств ен н ой  
инверсией. Д л я  того чтобы п арам етр и зац и я  согл асн о  условию  (1 5 .8 )  
бы ла одн озн ач н ой , в си стем е (1 5 .1 0 )  по сравнению  с реш ениям и (1 5 .7 )  
н еобходи м о  перем енить зн ак . О тсю да ср а зу  ж е  сл едует , что дл я  ф икси
рованного а  (или с обратны м  зн ак ом ) як оби ан  п р еобр азов ан и я  равен  
единице:

д(Г^) (1 5 .1 1 )

Н апом ним , что в уравнении Б ол ьц м ан а п ар а  м олекул п ер ед  столк -  
новением  н аходи тся  в состоянии (§, § 1) ,  а п осл е столкновения —  в дан н ом  
состоянии (§, | 1) ,  п оэтом у ( | ,  |х )  м ож н о теперь отож дестви ть  с состоя -

Рис. 4. Обращенные столкновения

нием (§', | / ) ,  которое является результатом столкновения с начальны м  
состоянием  ( | ,  |х )  при условии, одн ак о , что зн ак  а  изм енен  на противо
полож ны й. С вязь м е ж д у  этим и п р еобр азов ан и ям и  п р едстав л ен а  на  
рис. 4, а  и б.

И м еется очень простая  (и очень п ол езн ая ) геом етрическая  интер
претация п р еобр азов ан и я  ( 1 5 .7 ) .  Б уд ем  р ассм атри вать  ( | ,  ^ )  как пару  
точек в тр ехм ерн ом  п ростр анстве, а не как о д н у  точку в ш ести м ер н ом  
пространстве. Н еп оср едств ен н о  из уравнений  (1 5 .7 )  сл едует , что точки  
| ,  ! ь  \ \  н аходя тся  в простой  геом етрической  связи , представленн ой  
на рис. 5. З а д а в  |  и | ь  построим  сф ер у  с ди ам етр ом  |х — | .  Г еом етр иче
ским м естом  пары точек (§', 1 / ) ,  которы е м огут получиться в р езул ь тате  
столкновения частиц со скоростям и |  и являю тся в се  пары д и а м ет 
рально р асп ол ож ен н ы х точек на этой  сф ер е.

У равнения (1 5 .1 )  и (1 5 .2 )  и их геом етрическую  интерпретацию  
ц ел есо о б р а зн о  сф ор м ул и р овать  зан ов о  сл едую щ и м  о б р а зо м . 
К а ж д а я  из пяти ф ункций ф г, г =  0, 1, 2, 3, 4, где

* > = 1;
< =  1 ,2 ,3 (1 5 .1 2 )

Т4

о б л а д а е т  свойством

Ф (Ю +  Ф(б1)=Ф16') +  Ф (6*,). (15.13)
Г еом етрически это  озн ач ает , что сум м а значений  ф п остоянна на 

ди ам етр ал ьн о  проти воп олож н ы х точках к аж д ой  сф еры . Т акая ф ун к 
ция ф носит н азв ан и е сумматорного инварианта. С п раведли во и о б р а т 
ное п ол ож ен и е. В сякий сум м аторны й инвариант является  линейной к ом -
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бинац и ей  пяти функций ф г [22], [39]. Это обстоятельство в дальнейш ем  
б у д ет  неоднокр атно и спол ьзовано.

У равнение Б ол ьц м ан а в действительности  нельзя рассм атри вать  как  
ур авн ен и е д о  тех  пор, пока не б у д ет  устан овл ен а  связь  м е ж д у  п ар ам ет 
ром а, которы й входит ар гум ентом  в функции /  и } \ 2*, и перем енной  
интегрирования ââ.  Ч тобы  сдел ать  это, введем  сф ери ческ и е координаты  
с н ачалом  в м ол ек ул е |  и возьм ем  V в качестве полярной оси. В ч астн о
сти, оп редел и м  ш ироту й  соотнош ением

а  • У =  V со з  Ф (15. 14)

и введем  произвольное н ачало дл я  долготы  е. Т огда  им еем:

â (â  =  г й г й г .  (15.15)
Н апом ним , что параметр столкновения г есть координата точки, 

в которой со п ер есек ается  асим птотой траектории ^  (рис. 6 ; траектория  
и зо б р а ж е н а  дл я  сил п р и тя ж ен и я ).

Рис. 5. Преобразова- Рис. 6. Параметры столкновения
ние скоростей

Н ео б х о д и м о  отдавать  с е б е  отчет в том, что координатны е оси  п ри 
вязаны  к представляющей м ол ек ул е |  в полож ен и и  х (ср . вы вод члена, 
учиты ваю щ его столкновения в § 3) и не п ер ем ещ аю тся  вм есте с какой- 
л и б о  конкретной м олекулой  в п р оц ессе столкновения. П ерем енны е е, Ф 
(а  т а к ж е V) в ходя т  явным о б р а зо м  в аргум ент /. Р еш ен и е обы кновенны х  

ди ф ф ерен ц иал ьн ы х уравнений, описы ваю щ их би н ар н ое столкновение, 
д а ст  угол  отклонения, равны й я — 26-, как ф ункцию  от V и г. Е сли эта  
ф ункция м онотонна, то обратны м  п р еобр азов ан и ем  из н ее м ож н о найти  
г (Ф, V).  З ам ен и м  г на #  при Е = с о п з 1  в вы раж ении дл я  б?со:

д м = г д г д в  =  г(Ь, V) —  г ( » ,  V)
а»

аъаг. ( 1 5 .1 6 )

П осле этого ур авн ен и е Б ол ьц м ан а м ож н о зап и сать  в виде

\ в (» , У ) { Г / \ - / / х ) а Ы г а \ и 
д̂  дх т  1

г д е

В (Я, V) =  Уг дг_
дЬ '

( 1 5 .1 7 )

( 1 5 .1 8 )

Н апом ним , что /  является плотностью  р асп р едел ен и я  м ассы . П е р е 
менны е интегрирования теперь вы раж ены  в явном виде. В этой  ф ор м ул е  
как обы чно п ер ем енная  1 о тож деств л я ется  с Ф ункция В (# , У) зави-

* Будем использовать обозначения /  для /(§), /] для /(§1), /' для /(!') и
А  Для /  (?!)•
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сит от м еж м ол ек ул я р н ого  п отенциала и тесно св я зан а  с ди ф ф ер ен ц и ал ь 
ным поперечны м сечением  столкновения.

Е сли м еж м ол ек ул яр н ы е силы являю тся чисто отталкиваю щ им и, 
то 0  и зм еняется  м онотонно по г, так  что п р ео б р а зо в а н и е  (15. 16) п р а
вом ерно. Е сли ж е  сила м еняет знак , то о т о б р а ж ен и е  плоскости со на  
сф ер у  а  не является однозначны м . В такой  ситуации мы, с одн ой  ст о 
роны, м ож ем  сохранить первоначальную  п ер ем енную  г, не вводя п ер е
м енной 0 , в р езул ьтате чего ар гум ен т б у д ет  сл ож н ой  ф ункцией п ер ем ен 
ных интегрирования. С др угой  стороны , мы м ож ем  определ и ть  я к оби ан
г

Дг
0»

как м ногозн ачн ую  ф ункцию  от 0  и вновь получить ф ор м ул у

1 5 .1 7 ) ,  оп р едел яя  5 ( 0 ,  Е ) , как сум м у  нескольких значений, которы е

м ож ет  принимать при дан н ом  0 .  Э та  сум м а, конечно, есть та

величина, которая н а б л ю д а л а сь  бы в эксперим енте, поскольку н ев оз
м ож н о различить д в е  м олекулы , появляю щ иеся с одним  и тем ж е  угл ом  
0 , д а ж е  если  их траектории (т. е. парам етры  столкновения г) будут  
различны ми.

Н етр удн о  убеди ть ся , что в сл уч ае уп руги х сф ерических м олекул а  
является единичны м вектором , направленны м  в м ом ент соудар ен и я  
вдоль линии центров, и если  а —  м олекулярны й ди ам етр  [11], [45], то

5 ( 0 ,  Е) = 0 2Е з 1 п 0 - с о 5  0 . ( 1 5 .1 9 )

Д л я  м олекул, отталкиваю щ ихся по степенном у зак он у

* = 4 - \  5 > з , ( 1 5 .2 0 )

м ож н о показать, что

В(Ь,  У )= к т У 'Ь  —  , ( 1 5 .2 1 )

где к и к —- м олекулярны е константы , связанны е с К а з  соотнош ениям и

к = ± 1 2 К _ у * ~ г ; х = = 1 _ _ 5 )
т \  т  ] 8  —  1

( 1 5 .2 2 )

а ф ункция 5 ( 0 )  оп р едел я ется  неявны м о б р а зо м  соотнош ениям и  

0 (0 ) =  ~
Ро
г

1 - Р *  —
2

0
5 — 1

- 1*
2 ( ^  у

5 — 1 1 ь )

*гт
= 0 .

( 1 5 .2 3 )

В  этом  сл уч ае ур авн ен и е Б ол ьц м ан а приним ает вид  

0/  , = <»/Ц : + Ъ ' - Г = Ь  \  У Ч Г А - Ш Ь Ш ы Ц , .  ( 1 5 .2 4 )
д^ д х  .)

П реим ущ еством  этого  специального зак он а  действия сил является р а з 
дел ен и е 5 ( 0 ,  Е) на п р ои зв еден и е степени Е  и функции только от  0 . 
В частности , специальны й случай и = 0 ,  т. е. 5 =  5, так  назы ваем ы х мак
свелловских молекул им еет своей отличительной чертой то, что 5  есть  
ф ункция только от 0 .
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Н ео б х о д и м о  зам етить, что, исклю чая сл учай  конечно действую щ их  

си л , интеграл ] Усо =  ] гйгйг бесконечен , это озн ач ает , что бесконечны м

является и интеграл ( В{Ь, У)Л$. Этот ф акт сви детельствует  только  
о  том, что п ол н ое п опер ечное сечение столкновений является беск он еч 
ным. С ледствием  этого является то, что член, учиты ваю щ ий столк н ове
ния в уравнении  Б ол ьц м ан а, сходи тся  только усл овн о , полож ительны е  
и отрицательны е его части по отдельности  р асходя тся .

§ 16. С О О Т Н О Ш Е Н И Я  С И М М Е Т Р И Ч Н О С Т И

У д обн о  ввести билинейную  ф ор м у

У ( / ,  +  С1 6 - 1)

Т огда  учиты ваю щ ий столкновения член уравн ен и я Б ол ьц м ан а м ож ет  
бы ть зап и сан  в ви де / ( / ,  / ) .  В ы бр ав  ф ункцию  <р ( | ) ,  оп редел и м

Л ( / ,  +  ^  ? ( § ) • / ( / ,  $ № * + А ? - / * г - / * ) Л « М г .
( 1 6 .2 )

И з уравнения (15 .7 ) сл едует , что за м ен а  |  на приводит к зам ен е  
%' на 1 /  ( V м еняет зн а к ). Н апом ним  так ж е, что п р еобр азов ан и е (1 5 .7 )  
является своим собственны м  п р еобр азов ан и ем  инверсии, таким о б р а зо м , 
за м ен а  ( 5, ^ )  на (§', 1 / )  п р ео б р а зу ет  (V , 1 / )  в (1 , 1 +  О тсю да сл едует , 
что величина

( + /  + / + - + Г 1 ~ + +

н е м еняется  при перестан овк е 1  и ^  и м еняет зн ак  при перестановке  
(1 , 1л) и (%', 1 / ) .  В к а ж д о м  сл уч ае величина V  не м еняется  (на рис. 5 

видим , что V' =  У ). В  итоге, вспом нив, что якоби ан  п р еобр азов ан и я  
м е ж д у  ( | ,  ^ )  и ( ! ' ,  1 / )  равен единице, приходим  к сл едую щ и м  р азл и ч 
ным ф орм ам  дл я

Л = —  \  ? (§) У  ( + /  + / + — / ё 1 — =2т  1

=  7Г  \  + ^ ) 17 ( + / + / + - / ^ 1- / 1 ^ ) ^ ^ 1  =2т 1
(16.3)

=  - —  \  +  / + - / ^ 1 - / 1+  =2т 1

=  V  ( + /  +  / 1+ - + Г 1 - / 1+  Лхф*?!.2 т Л

З д е с ь  вторая (по п ор ядк у) ф орм а получается  в р езул ь тате подстановки  
(1 ,1 0  - -  (1 ь I / ) ,  третья— за  счет зам ены  ( £ , 51) ( ! ' ,  1 / ) ,  последняя
ф ор м а является р езул ьтатом  о б еи х  зам ен . О тсю да

Л  =  —   ̂ ('Р +  Ы  У  ( + /  +  + + - / ^ - + + ^ “^ 6  ( 1 6 .4 )2 т ,) 2

Л .= — \ 4 -  (? +Т1 -  + -  ь )  V  ( + /  +  /  +  -  / и  -  + +  1. (16.5)2 т  1 4
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О бр ащ ая  п р оц есс столкновений, у б еж д а е м с я  в справедл ивости

+ ч \  — Ч — Ч\)у  (1 6 . 6 у

( /* »  + Ш  ^ Ы г • (1 6 . 7 )

В частности, из формы  (1 6 .5 )  сл едует , что /<р равняется нулю , если. 
Ф есть сум м аторны й инвариант (15. 13 ).

§ 17. УРАВНЕНИЯ СОХРАНЕНИЯ
М ассов ая  плотность и м акроскопическая скорость потока среды: 

оп р едел яется  соотнош ениям и

д ( х ,  / ) =  / (? ,  л:, ( 1 7 .1 )

»(* , а:, /)<*§. ( 1 7 .2 )

Б ол ее вы сокие моменты  функции / у д о б н ее  всего  
относительную  скорость

с =  1 - и .
З ам ети м , что

оп редел яю тся  через 

( 1 7 .3 )

^ с / а # = о . ( 1 7 .4

Т огда моменты вплоть д о  четвертого порядка суть

Р 1) =  |  ¢ ¢ ) /( 1 1 - , ( 1 7 .5 ) )

$Рк== \ с1с]ск / ^  I; ( 1 7 .6 )

$1]Ы =  |  С[С]СкС1/с1Ъ. (1 7 .7 ) ,

В частности, Рц  есть тен зор  н апряж ений , а свернуты й третий м ом ент

?' " Т ^ = 1 т С(С2/̂  (17-8>
есть вектор теплового потока. Ф изически Рц  п р едстав л я ет  собой  с р е д 
нюю скорость потока 1-й компоненты  количества дв и ж ен и я  в /-ом  н а 
правлении чер ез еди н и ц у п лощ ади , а д, —  ср едн ю ю  скорость потока  
кинетической энергии в /-о м  направлении, о б е  скорости  потока и зм е
ряю тся в координатной  систем е, д в и ж ущ ей ся  со скоростью  и. П оскольку  
р ассм атр и вается  соверш енны й газ, м еж м ол ек ул яр н ы е силы не д а ю т  
вк лада в нап ряж ен и я  или в поток энергии.

И нтер есн о т а к ж е вычислить потоки количества дви ж ен и я  и энергии  
через эл ем ен т  поверхности , которая остается  неп одви ж н ой , т. е. вычис
лить моменты  /  относительно 1, а не с. И м еем

|  |  ( ^  +  к г) ( 0  +  « ; ) / ^ 1 = ^ / 7  +  еи ,^ ' ( 1 7 -9 )
и

$ —  М 2М  =   ̂ (С{ +  «,.) (С2 + 2с • и + « 2) / а  I  =

= 4 1 + в ^ Л  +  С«| “ 2) ’ ( 1 7 .1 0 )

г д е
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есть внутренняя энергия единицы  массы  (т. е. энергия изм еряется  в си 
стем е координат, дв и ж ущ и хся  с ж и д к о ст ь ю ). И з уравнения (1 7 .9 )  сл е 
дует , что поток количества дв и ж ен и я  чер ез поверхность является с у м 
мой м акроскопического потока количества дви ж ен и я  и̂̂ и̂  и потока, 
и зм ер яем ого  в си стем е координат, дв и ж ущ и хся  со ср едой . С оотнош ение  
(1 7 .1 0 )  показы вает, что полный поток энергии чер ез поверхность ск л а 

ды вается  из м акроскопического пер ен оса  энергии д и ,- ( е +  —  и 2] вм есте

со  ср едой , плю с р абота  и^Рц, совер ш аем ая  поверхностны м и силам и, 
плю с тепловой поток <7,-.

Н апом ним , что к а ж д а я  из ф ункций ф г уравнений (15 .12) является  
сум м аторны м  инвариантом . Если ум н ож и ть ур авн ен и е Б ол ьцм ана на л ю 
бую  из этих функций и проинтегрировать по 1 , то член, учиты ваю щ ий  
столкновения, исчезает. Н априм ер, взяв ф0= 1 ,  получаем

■

и, м еняя м естам и операции интегрирования и ди ф ф ерен ц ир ован и я , 
находим

^ - + ^ ( е и , )  =  0 . (1 7 .1 2 )
д (  д х г

Это м акроскопическое ур авн ен и е сохр ан ен и я  м ассы . А налогично, взяв  

>1 =  ̂ 1 и Ф4= —- с2 и исп ол ьзуя  зав и сим ости  (1 7 .9 )  и (1 7 .1 0 ) ,  находим  

соотнош ения

(С «/) (ди,-иг +  Я гг) = 0  
оЬ о х  ̂

(1 7 .1 3 )

1 7  е ( е +  Т “ 2)  ( е + Т “ 2) + “ Л + ^ ] = 0 - ( 1 7 .1 4 )  •

п р едставляю щ и е собой , соответственно, уравнения сохр ан ен и я  количе
ства дв и ж ен и я  и энергии. П олученны е уравнения (1 7 .1 2 )  —  (1 7 .1 4 )  п ол 
ностью  сов п адаю т с соответствую щ им и м акроскопическим и уравнениям и, 
одн ак о  мы получили их согл асн о оп р едел ен и ям  ( 1 7 .5 ) ,  (1 7 .8 )  и (1 7 .1 1 )  
дл я  случая соверш енного га за .

З а б е г а я  впер ед, да д и м  оп редел ен и я  ск ал ярн ого  давлен и я

р =  — Я „ , ( 1 7 .1 5 )

приведенного тен зор а н ап ряж ен и й  (или дев и ат ор а  нап ряж ен и й )

Р Р = р й — (1 7 .1 6 )

который о б л а д а е т  тем свойством , что

^3 •ч II О (1 7 .1 7 )

и тем пературы

е з
( 1 7 .1 8 )
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§18. Я-ТЕОРЕМА
В ведем  в р ассм отрен и е величины *

Н  (х,  0  =  | / 1 о & / а ! 1 ;  (1 8 . 1)

7? Н 4х-  ( 1 8 .2 )

Н \ о % / а \ .  ( 1 8 .3 )

Ф ункции Я  и Я г- хар ак тер и зую т локальны е свойства среды , тогда  
как Н  хар ак тер и зует  свойства всей системы  **. Я* п р едстав л я ет  собой  
скорость потока / 1 о д /  чер ез поверхность. Д л я  того чтобы  найти у р а в 
нение дл я  скорости  изм енения Я , ум н ож и м  ур авн ен и е Б ол ьц м ан а на 
( 1,+  1о§7 ) и проинтегрируем  по 1 :

 ̂ (1 + 1 0 8 /) { — + 5 г |^ } ^ = 5 ( 1 + 1 0г / ) ^ ( / .  /)**•

Что к асается  левой части этого  уравнения, то, как легко зам етить,

( 1 +  1о §  / )  Ц-  =  ( /  108 / ) ;дЬ

( 1 + 1 ° 8 / ) 1 г ^ = —- (17  108/).дхг дхг

П оэтом у, м еняя м естам и опер ации  ди ф ф ерен ц ир ован и я  и интегр ирова
ния, имеем

дН | дНг 
д1 дхг

В правой части п р ео б р а зу ем о го  уравнения м ож н о опустить единицу, 
так как она является сум м аторны м  инвариантом , а из уравнения  
(1 6 .5 )  сл едует:

I 1о8 / / ( / ,  / ) ^ = - ^ 1 ( / ( / 7 1 -

Я сно, что ф ункция О не отрицательна, она п ол ож и тел ьн а , если  только  
соотнош ение

/ 7 1 = / / 1  ( 1 8 .4 )

не вы полняется тож деств ен н о . С оединяя о б а  р езул ь тата , получаем

дН . дНг
д1 дхг ( 1 8 .5 )

И н тегр ирование этого соотнош ения по обл асти  Я  с границей 2  д а ет

( 18. 6)
О \

Е сли граничное у сл ов и е таково, что на 2_^ оток  Н  равен нулю  (н а 
прим ер, зер к ал ьн ое о т р а ж е н и е), то тогда  Я  — убы ваю щ ая ф ункция

* Отступая от нашего общего правила (см. сноску на стр. 7), мы обозначили величину вектора через Н.
** Н в сущности то же, что и Н̂  (см. гл. I), за исключением того, что эта величина определена относительно массовой плотности /, а не плотности вероятности
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врем ени, пока ур авн ен и е (1 8 .4 )  не удовл етвор яется  для  всех х и всех §. 
У равнение (1 8 .4 )  о зн ач ает , что 1о§[/ является сум м аторны м  и нвариан
том. О тсю да сл едует , что

1о ^ / = а + & - ^ + с ^ 2, (1 8 .7 )

гд е  парам етры  а, Ь и с м огут быть ф ункциям и от х и {. Это означает, 
что I есть локально максвелловское распределение; парам етры  а, Ь, с 
м ож н о легко связать  с плотностью , скоростью  и тем п ер атур ой  [см. у р а в 
нение ( 1 8 .8 ) ] .

М ож н о  показать , что только локально м аксвел ловские реш ения  
уравнения Б ол ьц м ан а, т. е. локально м аксвел ловские реш ения у р а в 
нения

д/_ I с О / _п
"НгТ— —̂ 0  д х г

являю тся абсолютно максвелловскими (т. е. реш ениям и, н еза в и ся 
щ ими от врем ени и простр ан ства) или описы ваю т вращение как твер
дого тела  (т. е. вращ ение, при котором  тем п ер атур а  постоянна, а д а в л е 
ние и скорость м еняю тся обычным при вращ ении о б р а зо м , что м ож ет  
быть только в сл уч ае вполне оп редел ен н ы х граничны х у сл о в и й ), или 
являю тся некоторы м и др уги м и  б о л ее  специф ическим и реш ениям и, к ото
рые не м огут иметь м еста в ограниченной обл асти  [22]. С ледовател ьно, 
при соответствую щ их граничны х усл ов и я х  Н  м онотонно убы вает, пока  
не д ости гается  равновесие.

И сходя  из оп редел ен и й  ( 1 7 .1 ) ,  ( 1 7 .2 ) ,  (1 7 .1 1 )  и (1 7 .1 8 ) ,  легко у б е 
диться, что м ак свел ловск ое (или локально м ак свел ловск ое) р а сп р е д ел е
ние им еет вид

( 1 0 )

П росты е вы кладки показы ваю т, что дл я  локально м аксвел ловского / (0) 
ф ункция #<°> оп р едел я ется  вы раж ением

/у (° > = ^ / (0) 1о? / (0Ч  =  - — ( 18 . 9 )

где 5  —  тер м оди н ам и ч еск ая  энтропия единицы  м ассы , а К —  газовая  
константа т а к ж е дл я  единицы  м ассы . А налогичны е вы числения приводят  
к р езул ьтату:

//<0)= и ,/У (0), (18. 10)

т. е. Я г<0)—  скорость, с  которой течение п ер ен оси т  Я<°>. Б о^ ее хор ош ая  
аппроксим ация дл я  Я г м ож ет  быть получена, если  в уравнении (1 8 .3 )  
оставить /  и зам ен ить  1о § /  на 1о§ /(°), так  что

^  =  ^ / / 1 °  е / (0Ч = М 0)- - ^ .  (18. 11)

В этом  сл уч ае дополнител ьно к конвекции 5  появляется ещ е и к л асси 
ческий член теплового  потока. В общ ем  ж е  сл уч ае дл я  нер авновесны х  
состояний нет простой  связи м еж д у  Я  и 5 ,  а т ак ж е м еж д у  Нг и конвек
цией 5  и тепловы м потоком [ср. уравнения (2 8 .3 8 ) ,  (2 8 .3 9 )].
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Глава ///
ТЕОРИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ РЕШЕНИЙ

§19. ОБЗОР

И сходя  из ф изической интерпретации уравнения Б ол ьц м ан а, легко  
п р едп олож ить общ ий вид начальны х и граничны х усл овий , с которыми  
мы м ож ем  встретиться. Эти п р едп ол ож ен и я , конечно, дол ж н ы  быть д о 
казаны  м атем атически, чтобы убеди ться  в том , что ур авн ен и е Б ол ь 
цм ана точно о т о б р а ж а е т  ф изическое явление. Т акие ж е  эвристические  
выводы м ож н о сдел ать  неп осредствен н о из сам ого  уравнения. Запиш ем  
его в ф орм е

дх (1 9 .1 )

гд е

Л =  —  \  V { / ' / г ( 1 9 .2 )
т  ,)

В интегральную  часть входят  только как парам етры  перем енны е (ж, {), 
а в ди ф ф ер ен ц иал ьн ую  часть —  п ер ем енная  | .  Д р уги м и  сл овам и, учиты 
ваю щ ий столкновения член /  в оздей ств ует  на ф ункцию  /(¾ ) в тот  ж е  с а 
мый м ом ент врем ени, которы й является «текущ им » для  х и ( в д и ф ф е
ренциальны х членах. Это д а ет  в озм ож н ость  п р едп олож ить, что соотв ет
ствую щ ие начальны е и граничны е значения б у д у т  оп редел яться  только  
диф ф ерен ц иал ьн ой  частью  и б у д у т  такими ж е , как и дл я  уравнения  
кнудсеновского газа:

— 4 Д - —  = 0 .  ( 1 9 .3 )д( дх
В частности, м ож н о п р едп олож ить, что за д а ю т ся  н ачальное р а сп р ед ел е
ние / ( | ,  х ) и граничное усл ови е, которое о п р едел я ет  от р аж ен н ую  «п ол о
вину» р асп редел ен и я  через п адаю щ ую  «половину». П ростейш им  п ри м е
ром м ож ет  сл уж и ть  зер к ал ьн ое отр аж ен и е, дл я  которого граничное у с л о 
вие за д а ет ся  в виде

/ [ 1  — 2п(п-Ъ) ,  *о> *] =  / ( ! ,  *о> 0 ;  1 - « > 0 -  (1 9 .4 )

З д ес ь  ж0 —  точка на границе, п —  внеш няя норм аль в точке х0, у сл о 
вие 1 - п > 0 о п р едел я ет  п адаю щ и е м олекулы . Ч асто р ассм атри ваю т такж е  
стохастические граничны е условия. П о д  этим  поним аю т граничное у с л о 
вие, соответствую щ ее м икроскопической ситуации, при которой скорость  
отр аж ен н ой  м олекулы  не оп р едел я ется  одн озн ач н о  ее  скоростью  при п а 
дении  на границу. Т акие граничны е условия б у д у т  со д ер ж а ть , в общ ем  
сл учае, несколько п арам етр ов , из которы х некоторы е б у д у т  описы вать  
состоян и е граничной поверхности , а д р уги е —  ее  структуру. С остояние  
граничной поверхности  обы чно в ы раж ается  терм одинам ически , т. е. че
рез ее тем п ер атур у, одн ак о, если н уж н о, то такое ограниченное описание  
м ож н о  бы ло бы сдел ать  б о л ее  детальны м  *. С труктура поверхности  
обы чно о п р едел я ется  п оср едством  н ебол ьш ого числа коэффициентов 
аккомодации или б о л ее  абстр актн о с пом ощ ью  .стохастического я др а

/(1, *0, () - у А' (1, у ) / ( у ,  х 0, ()с(71; У} - п>  0; | - я < 0 .  (19.5)

* Из недавних экспериментов [47] следует, что состояние адсорбированной пленки, возможно, придется определять так же, как и состояние поверхностных свойств вещества стенки.
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Д л я  того чтобы граничное усл ови е зерк ал ьного  отр аж ен и я  (1 9 .4 )  
входи л о  в я др о  (1 9 .5 )  как частны й случай, н еобходи м о  для К допустить  
возм ож н ость  быть сингулярной ф ункцией. В общ ем  сл уч ае в качестве  
граничного условия сл ед у ет  принять усл ови е, по котором у оп р едел ен н ая  
д о л я  а п адаю щ и х м олекул  о т р а ж а ется  зерк ал ьно, а оставш аяся  ( 1— а) 
часть м олекул  от р аж ается  согл асн о  м ак свел ловск ом у р асп редел ен и ю  
при тем п ер атур е стенки. Это соответствует  ядр у

ч ) = а 8 ( |» .5 + л - ч ) - 1- ( 1 + г в ) ^ ^ 5 - е х р  0 9 . 6 )

Э т о  ядр о со д ер ж и т  один Параметр а, хар актер и зую щ и й  п ри р оду стенки, 
и ещ е один п арам етр  То, который хар ак тер и зует  ее  состояние. М н о ж и 
тель, стоящ ий п ер ед  экспонентой, показы вает, что на поверхности  не 
п р ои сходи т  накопления частиц (это  свойство м ож ет  наруш аться в сл у 
чае пористы х стенок или неустановивш ихся у с л о в и й ).

М ож н о обобщ ить усл ов и е (1 9 .6 )  путем  введения дв ух  п арам етров  
стенки (т. е. д в у х  коэф ф ициентов акком одац и и ) в виде

К(Ъ,  ч)=а8(я-1 +  я-ч)-4-(1—а ) — ^ е х р | - - ^ ^ - |  . (19.7)

.В плоть д о  настоящ его м ом ента м олчаливо п р едп ол агал ось , что 
стен к а  стац и он арн а. О бобщ ен и е (1 9 .4 )  и ( 1 9 .6 )  на случай дви ж ущ ихся  
стенок  очевидно: н априм ер, если  стенка п ер ем ещ ается  только в тан ген 
циальном  направлении, то вы раж ен и е (1 9 .7 )  является корректны м  
обобщ ен и ем  (1 9 .6 ) , если  Ч отож дестви ть  со скоростью  стенки. О днако, 

р ассм атр и в ая  только танген ц и альн ое д в и ж ен и е стенки, м ож н о взять I! 
в качестве второго п ар ам етр а , хар ак тер и зую щ его  м атериал , из которого  
и зготовлена стенка; н априм ер, в этой  ф ор м ул е п од  V м ож н о поним ать  
некоторое ср ед н ее  зн ач ен ие скорости  стенки и скорости  га за , см еж н ого  
со  стенкой, указы вая тем сам ы м  на частичную  акком одацию  количества  
движ ения.

С тохастическое граничное усл ов и е (1 9 .5 )  иногда зап и сы ваю т через 
1 /, а не чер ез [, поскольку | /  п р едставл яет  собой  скорость потока через 
эл ем ен т  поверхности; о б е  формы  записи , конечно, эквивалентны , если  
■проведена соответствую щ ая идентиф икация.

Д л я  н ас бы ло бы весьм а ж ел ат ел ь н о  показать  сущ ествован и е ед и н 
ственного реш ения уравнения Б ол ьц м ан а в произвольной обл асти  при  
условии, что это р еш ение удовл етвор яет  за д а н н о й  функции р а сп р ед ел е
ния в начальны й м ом ент врем ени и н ек отором у граничном у условию  
типа условий, только что о б су ж д а в ш и х ся . К р ом е того, хотел ось  бы п ок а
зать  стр ем л ен ие к равновесию  при I—*оо дл я  тех  граничны х условий, 
которы е д о п уск аю т  возм ож н ость  такого стрем ления (н априм ер , это не 
м о ж ет  иметь м еста дл я  дв и ж ущ и хся  стенок в общ ем  сл у ч а е). Д о л ж н о  
быть возм ож ны м  вы полнение зак он ов  постоянства полной м ассы  и эн е р 
гии, так ж е  как и убы вания Я , если  это доп уск ается  граничны ми у с л о 
виям и. В оп р ос о степени м атем атической  общ ности  является о б о ю д о 
остры м . Если на начальное р асп р едел ен и е / ( § ,  х, 0) н алож ить только  
очень сл абы е ограничения, то д о к а за т ь  что-либо сущ ествен н ое о р еш е
нии / ( 1 ,  х , 0  в общ ем  сл уч ае н ев озм ож н о. Так, наприм ер, мы не в с о 
стоянии п ок азать , что энергия системы  сохр ан я ется  постоянной, если  не 
предп олагать , что второй м ом ент дл я  /  в начальны й м ом ент врем ени,

т. е. | §2/(^ ,  х, 0 ) сГ%(1х, конечен. С др угой  стороны , у  уравнения Б ол ьц 
м ана, несом ненно, м огут быть п рисущ ие ем у  определ ен н ы е черты, при
д аю щ и е реш ению  }(%, х, 1) свойства, которы ми не о б л а д а е т  функция  
}(%, х, 0 ) .  П ок азан о , наприм ер, дл я  сп ециального случая, р ассм отренного
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К ар лем ан ом  (см . н и ж е ), что /  б у д ет  строго полож ительной  ф ун к ци ей , 
}>0 ,  дл я  л ю бого  п ол ож и тел ьн ого  врем ени I, ^ > 0 , несм отря на то, что в 
начальны й м ом ент врем ени, в озм ож н о , им елись обл асти , в которы х [  
бы ла тож дествен н ы м  нулем . Это свойство сущ ественно, когда мы р а с 
см атриваем  вопрос о сущ ествовании  врем енной производной  дл я  Н  
[ср. (1 8 .5 ) ] .  В о зм о ж н о  д а ж е , что ур авн ен и е Б ол ьц м ан а о б л а д а е т  сг л а ж и 
ваю щ им и свойствам и аналогично ур авнению  теп лоп р оводн ости , но ни
чего п од обн ого  д о к а за н о  не бы ло. Д л я  уравнения теплопр оводности , как 
известно, н егладкость начального р асп р едел ен и я  тем пературы  н е су щ е
ственна, так как в сл едую щ и е мгновения р асп р едел ен и е становится  
аналитическим . С др угой  стороны , м ож н о бы ло бы ож и дать  в о зм о ж 
ности оценки при бл и ж ен и я  к равновесию  как экспоненциального р а сп а д а  
по врем ени. Говоря б о л ее  точно (ср. § 2 2 ) , д о л ж ен  иметь м есто р а сп а д  
некоторы х свойств /  на м а сш та б е ср едн его  врем ени м е ж д у  столк н ове
ниями, за  которы м сл ед у ет  окончательны й р а сп а д  д о  р авновесного с о 
стояния на соверш енно др угом  врем енном  м асш табе. В конце концов, 
н еобходи м о сум еть до к а за т ь  в се эти свойства, и сходя  только лиш ь и з  
таких сл абы х ограничений, как п ри р ода м еж м ол ек ул яр н ы х сил.

В н астоя щ ее врем я нам еченная  выш е п рограм м а д а л ек о  не за в е р 
ш ена *. Тем н е м ен ее м ож н о оп р обовать  д остаточ н ое количество с п е 
циальны х зад ач , чтобы показать, что, идя по таком у пути, в конце кон
цов м ож н о развить общ ую  теорию , д а ж е  если  каж ды й прим ер со д ер ж и т  
только н ебол ьш ое количество тех трудн остей , которы е объ еди нен ы  
в общ ей  п р о б л ем е * * .

Д л я  того чтобы  р ассм отреть  п ространственно н еоднородны й сл уч ай , 
т. е. к огда /  зав и си т  от х, мы дол ж н ы  бу д ем  ограничиться р еш ением  
в малом, т. е. только дл я  конечного врем енного интервала 0 < Д < 7 \  П р и 
чиной этого  ограничения является квадратичная зави сим ость  учиты ваю 
щ его столкновения члена от /. Р еш ен и е обы кновенного д и ф ф ер ен ц и ал ь 

ного у р а в н е н и я - — = / 2 р езк о  растет п осл е конечного отрезк а врем ен и . 
<н

Н е сл ед у ет  н адеяться  получить реш ение уравнения Б ол ьц м ан а в боль
шом, т. е. дл я  в сех  врем ен , н е используя  в значительной м ер е неявного  
взаим ного сокращ ения д в у х  количеств, п р ои сходящ его  и з-за  того, что ] 
представляет  собой  р азн ость  д в у х  п олож ительны х членов, которы е ст р е
мятся д р у г  к д р у гу  при ^—-оо ( / —►О, если  /  становится р асп р едел ен и ем  
М а к с в ел л а ). Это —  б о л ее  тонкий вопрос, чем м о ж ет  п ок азаться  с п ер 
вого в згл я да . С ф изической точки зр ен и я м ногое говорит за  сл ед у ю щ ее  
(см . § 2 6 ):  мы м ож ем  ож и д ат ь , что ) становится п р и бл и ж ен н о локально 
м аксвелловским  р асп р едел ен и ем  за д о л го  д о  того, как дости гается  о д н о 
родность по х. П о сл ед у ю щ ее п оведен и е д о л ж н о  быть аналогично п ов е
ден и ю  реш ения некоторой ф орм ы  гидр одинам ических уравнений; дл я  
них, как известно, оценки роста исклю чительно трудны . Эти трудности  
и сч езаю т в пр остр ан ствен н о-одн ор одн ом  сл уч ае, дл я  которого ги д р о 
динам ика тривиальна.

П ервой п р обл ем ой , к которой мы обр ати м ся , является (§ 20) п р о
странственно н еоднор одны й случай в м алом . П р едп ол агает ся , что н а 
чальное р асп р едел ен и е /  р авном ерно ограничено м аксвелловским  р а с 
п редел ен и ем , которое не зави сит  от х. В общ ем , этого достаточ н о, чтобы  
охватить по сущ еств у  все ги др оди н ам и ческ и е (т. е. термодинам ические)- 
начальны е состояния. Д л я  простоты  р ассм отрения бер ется  н еограничен-

* Существование решения в большом (на бесконечном отрезке времени) для пространственно зависимых постановок уравнения Больцмана в случае упругих сфер было отмечено Т. Карлеманом (Т. Карлеман, Математические вопросы кинетической теории газов, ИЛ, 1960). Методы очень сложны и, к сожалению, некоторые из аргументов приведены не полностью.** Противоположная точка зрения дается в работе [50].
50



н ая обл асть  и псевдомаксвелловские молекулы . Эти ограничения весьма  
несущ ественны , и док азател ьств о  м ож н о распространить на случай п р о
извольны х сил с ограниченны м воздей стви ем  и ограниченной области  
со  стохастическим  граничны м усл ови ем , лиш ь бы обл асть  не бы ла сл и ш 
ком велика. П сев дом ак св ел л ов ск и е м олекулы  объ еди н я ю т в с е б е  м а т е
м атические черты м ак свел ловских м олекул (с  отрицательной пятой ст е
пенью ) и уп ругих сф ер; п олное поперечное сечен и е эти х  м олекул я в 
л яется  конечным, и функция В в уравнении  (15 . 17) не зави сит  от V. 
Т р удн о  поверить, что сущ ествую т м олекулы , м еж м ол ек уляр н ы й  п отен 
циал которы х объ еди н я ет  все эти свойства. Т ем  не м ен ее это очень п о 
л е зн а я  м атем атическая  м одел ь  (ф и зи ческ ая  искусственность этой  м о 
д ел и , п о-видим ом у, р ан ее не отм еч ал ась) .

И н тересно отметить, что эл ем ентар ны е м етоды  § 20 достаточны  для  
до к а за т ел ь ств а  сущ ествован и я реш ения в большом дл я  л и н еар и зов ан 
ного уравнения Б ол ьц м ан а, котор ое прим еним о дл я  м алы х отклонений  
о т  р авновесного р асп р едел ен и я . Э то линейное ур авн ен и е рассм отрен о, 
главны м  о б р а зо м , с пом ощ ью  м етодов  р а зл о ж ен и я  в р яд  (о б с у ж д а ю 
щ ихся в гл. V ) ,  которы е д а ю т  значительно б о л е е  точную  инф орм ацию  
в специальны х случаях, но которы е не п оддаю тся  о б щ ем у  а н ал и зу  с  п о 
мощ ью  теор ем  сущ ествования. Т еория сущ ествования дл я  л и н еа р и зо 
ванного уравнения Б ол ьц м ан а в настоящ ей  р а б о те  рассм атри ваться  
н е будет .

В § 21 мы вернем ся к реш ению  уравнения Б ол ьц м ан а в больш ом , 
но ограничим ся п ространственно однородны м  сл учаем  и снова возьм ем  
п севдом ак свел л овск и е м олекулы . П ер в ая  т еор ем а сущ ествования дл я  
этого основного к ласса  бы ла д о к а за н а  К ар л ем ан ом  [9], которы й р а ссм а т 
р ивал дл я  сл учая  уп руги х сф ер  как изотропны е, так  и одн ор одн ы е р а с 
предел ен и я ((— ф ункция от  скал ярной  величины скорости  и в р ем ен и ). 
О дн ор одн ы й  случай  с псевдом ак свелл овск и м и  м олекулам и р а ссм а т р и 
вался В ай л дом  [70], м етодика и ссл едован и я  бы ла в значительной  ст е 
пени уп рощ ен а .М оргенш терном [49]. Д о к а за т ел ь ств о  сущ ествования, 
д а н н о е  в § 21, по сущ еству то ж е  сам ое, что и у  М оргенш терна. Т ам  ж е  
весьм а п одр обн о  восп р ои зводи тся  ан ал и з К ар л ем ан а . О сновны м р езу л ь 
татом  этого ан ал и за  является вы вод некоторы х б о л ее  тонких свойств  
реш ений в доп ол н ен и е к д ок азат ел ьств у  их сущ ествования. П ок азан о ,

наприм ер, что Н =  ] [1о§Д  и дН/д{  сущ ествую т и что Н убы вает  м он о
тонно, а (  становится ф ункцией М ак св ел л а  при 1—~ оо. Б о л ее  того, хотя / 
м ен яется  не м онотонно, н ай ден а  верхняя граница (, сп р аведл и вая  для  
в сех  врем ен и являю щ аяся  очевидной ф ункцией только от начальны х з н а 
чений (.

Д в а  прим ера в § 20 и 21 вы браны  и з-за  их м атем атической  простоты . 
Э та простота н еп оср едствен н о  св я зан а  с вы бором  п севдом аксвелл овских  
м олекул. О днородны й случай  (§ 21 ) м ож н о, по-ви ди м ом у, р а сп р о стр а 
нить на произвольны е м олекулы , если  затрати ть  некоторы е усилия и 
использовать м етодику, аналогичную  м етодике К ар л ем ан а . Специальны й  
случай  уп руги х сф ер  и изотроп н ого  р асп р едел ен и я  ( у ж е  исследован  
К ар л ем ан ом . С др угой  стороны , р асп р остр ан ен и е реш ения н ео д н о р о д 
ной зад ач и  (§  2 0 ) на беск он ечн ое врем я св я зан о  с огром ны м и м а тем а 
тическими трудн остям и  д а ж е  для  п сев дом ак св ел л ов ск и х  м олекул. Если  
ж е ограничиться короткими отр езк ам и  врем ени, то р асп р остр ан ен и е на 
•более общ и е м олекулы  и ограниченны е обл асти  влечет за  собой  лишь 
ум еренны е трудности .

В се  упом инавш иеся  м етоды  теории сущ ествован и я являю тся и тер а
ционны ми и основаны  на сведении  уравнения Б ол ьц м ан а к чисто интег
р альном у ур авнению  путем  интегрирования ди ф ф ерен ц иал ьн ы х членов  
П ер в ая  п р оц едур а  н еп осредствен н о п одск азы вается  ур авн ен и ем  (19. 1),
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которое мы реш аем , считая 7 (1 , х, {) задан н ы м  н еоднор одны м  членом: 
ди ф ф ерен ц иал ьн ого  уравнения:

I
/ ( ? , * ,  / ) = / 1 1 ,  х  — у ,  0 ) + ( ‘ У [ | ,  5 ] Л .  ( 1 9 .8 )

о

С учетом  того, что /  оп р едел я ется  по ур авнению  ( 1 9 .2 ) ,  соотнош ение  
(19. 8 ) п р едставл яет  собой  интегральное ур авн ен и е относительно /. П р ед 
п олагается , что / ( 1 ,  х—%{, 0) за д а н н а я  ф ункция. Х отя это и п редставляет  
собой  простейш ую  п р оц едур у , в нее тр удн о  включить то взаи м н ое у н и 
ч тож ен и е дв у х  количеств, котор ое им еет м есто в /  как разн ости  д в у х  п о
лож ительны х членов. Д а ж е  дл я  ан ал и за  в м алом  м н ож и тель  V, который  
входит в / ,  причиняет м ассу  хлопот, если не принимать во вним ание это  
взаи м н ое ун ичтож ение. В аж н ы м  исклю чением является случай псевдо- 
м аксвелловских м олекул, г д е  с пом ощ ью  зам ены  перем енны х V можно, 
исключить.

Н есколько б о л ее  тонкая п р оц едур а  зак л ю чается  в расщ еплении 7 
на дв а  члена и п ер енесении  отрицательного члена в др угую  часть  
уравнения:

Ц т + 1  - У - +  * /  =  !.,д{ дх ( 1 9 .9 )

У =  —  \  V 
т 2

( 1 9 .1 0 )

Ь — V / ' / хс1ис1%х. 
т ,)

( 1 9 .1 1 )

Д л я  того чтобы  зап и сать  ур авн ен и е в такой ф ор м е, н ео б х о д и м о  с н а 
чала перейти к усеченны м  м еж м ол ек уляр н ы м  си л ам . Ч тобы  получить  
интегральное ур авнение, мы просто реш аем  ур авн ен и е ( 1 9 .9 ) ,  р а ссм а т 
ривая V и I  как зад ан н ы е ф ункции от  §, х и I. П ол учаем  *

V*!, * - ! ( / — «), «]</*!+

— (I — 5), 5] йМ  â%. ( 1 9 .1 2 )

/ ( 1 ,  л:, / ) = / Ц ,  х ~ \ ( / - / 0), /0] е х р |  —
I *0

1 ( 1
+  1^1$. лг —1(/-т), т]ехр — IV [|, л 

 ̂о I ~

В еличина {а исп ол ьзуется  вм есто н ачального м ом ента врем ени {=С  
для того, чтобы включить в эт у  ф ор м ул у  случай ограниченной области . 
Е сли мы за д а д и м  ( | ,  х, /) и прочертим  в обр атн ом  направлении тр аек т о
рию частицы, об л а д а ю щ ей  этой  скоростью , то най дем , что она л и бо пере- 
сек ается  с границей в м ом ент врем ени ^>>0 , ли бо  п р од ол ж ается  д о  сов о
купности точек, п р едставл яю щ и х собой  начальны е данны е. В этом  с л у 
чае п олагаем  7 = 0 .  Ф изическая интерпретация уравнения (1 9 .1 2 )  я сн а . 
Ч исло частиц в точке х, (, о б л а д а ю щ и х  скоростью  1, скл ады вается  из тех  
частиц, которы е начинаю т свое д в и ж ен и е по направлению  к точке х 
в предш ествую щ ий м ом ент врем ени 5 из точки х— | ( 7 — 5) и не и сч езаю т  
по д ор оге.

Экспоненциальны й м н ож и тель  о п р едел я ет  вероятность вы ж ивания. 
Д оп ол н и тел ьн о  к интегрированию  по 5 о б р а зу ет ся  так ж е конечный вклад  
от тех частиц, которы е начинаю т свое д в и ж ен и е из состояния при 7 = 0  
или от стенки в некоторы й м ом ент врем ени 70, зависящ ий от  |  и х. О че-

*
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Это было замечено Энскогом [17].



видно, что ур авн ен и е (1 9 .1 2 )  н ео б х о д и м о  дополнить граничны м у с л о 
вием. М атем атически н аи бол ее  просты м граничны м усл ови ем  бы ло бы 
т ак ое усл ови е, когда от р аж ен н ая  половина р асп р едел ен и я  оп редел ял ась  
бы априорно как не зав и сящ ая  от притока частиц на стенку. П ри таком  
типе (ф изически искусственном ) граничного условия известна в явном  
ви де функция /[§, х— %((— 4 ) ,- 4 ]  в уравнении (19. 12) точно так ж е , как в 
сл уч ае задач и  с одним и только начальны ми данны ми. Д л я  ф изически  
б о л ее  прием лем ы х граничны х условий, как, наприм ер, описанны х у р а в 
нением ( 1 9 .5 ) ,  ф ункция /[§, х— 1(^— ^о), й)] д о л ж н а  быть н ай ден а  как 
часть реш ения.

С л едует  отметить, что при наличии стохасти ческ ого  граничного  
условия д а ж е  случай га за  К н удсен а  п р едставл яет  собой  нетривиальную  
п р обл ем у. Л ок ал ьн ое р еш ение ди ф ф ер ен ц иал ьн ого уравнения есть

/ ( 1 ,  л:, / ) = / Й ,  .* - 1 ( / - / , , ) .  /о], ( 1 9 .1 3 )

гд е  траектория частицы  прочерчивается обр атн о  либо д о  /о =  0 , л и бо д о  
пересечения с границей в точке х() =  х— 1 ( / — и).  П оскольку р а сп р ед ел е
ние м олекул, покидаю щ их стенку, зави си т  от потока м олекул, п адаю щ и х  
на стенку, ур авн ен и е (19. 13) связы вает лиш ь зн ач ен и е /  в одной  точке 
со значением  /  в др угой  точке. Это м ож н о зап и сать  как интегральное  
ур авнение, но в м ен ее у д о б н о й  ф орм е, используя  граничное условие  
( 1 9 .5 ) .  С ущ ествование реш ения в больш ом  легко устан авл и вается , п о
скольку за д а ч а  является линейной. О днако п р и бл и ж ен и е к равновесию  
(или к стац и он ар н ом у состоя н и ю ), которое подчиняется граничном у  
усл овию , является б о л ее  тонким вопросом . В специальном  сл учае, когда  
отсутствует  зави сим ость  от врем ени и вы полняется усл ови е ( 1 9 .6 ) ,  з а 
д а ч а  значительно уп рощ ается . П р и м ем  д л я  простоты  а  =  0. О пределен и е  
/  м ож н о свести  к оп редел ен и ю  граничной функции

¢ (5 )=  |  (1 •«)/</! (19.14)
1-я>о

с пом ощ ью  интегрального уравнения вида

(? (5 )  =  Р ( 5 )  +  | Ч ( 5 ,  5')С)(8')с18',  ( 1 9 .1 5 }

где Р  п р едставл яет  собой  поток чер ез лю бы е входы , а Ь —  я др о , за в и 
ся щ ее от геом етрии [14].

Д р у г а я  п ол езн ая  интерпретация уравнения (19. 12) зак л ю чается  в 
сл едую щ ем . В в едем  функцию

* - ! ( /  — т), т )]е х р * - ! ( /  — 5),

Н етр удн о  убеди ться , что

( р ( т ) Л =  1 — ехр х  — — з ] йз

( 1 9 .1 6 )

(1 9 .1 7 }

У равнение (1 9 .1 2 )  показы вает, что / ( | ,  х, {) есть ср ед н ее  зн ач ен ие с о б 
щим весом  1 д в у х  функций: р асп р едел ен н ого  ср едн его  функции

1 [«> х — \(1 — т), т] 
V[5, * — \{1 — т), т] ( 1 9 .1 8 )

езя то го  с весом  р{т)Лт, и р асп р едел ен н ого  ср едн его  функции
Я1» * — 1 ( /— /0). /0], взятого с остаю щ и м ся весом .
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Ф ор м ул а (19. 12) за п и са н а  в такой ф орм е, которая прим еним а т а к ж е  
и к реш ениям  уравнения Б ол ьц м ан а дл я  не зави сящ и х от врем ени у с т а 
новивш ихся течений. Мы просто оп уск аем  третий ар гум ен т (вр ем я) 
во в сех  ф ункциях и в езд е , гд е  ещ е встречается /, п ол агаем  / = 0 . ,  П а р а 
метр /о им еет то ж е  са м о е  зн ачен ие, что и раньш е, это есть отр езок  в р е
мени, требуем ы й дл я  дости ж ен и я  границы  из точки х со скоростью  —  | .  
Величины  5 и т —  просто перем енны е интегрирования.

Т очное и н тегральное ур авн ен и е, и сп ол ь зуем ое К ар л ем ан ом , имеет  
несколько ф орм , зави сящ и х от прои зводи м ы х оценок . В еличина V д а л е е  
р азби в ает ся  ли бо  на сум м у  V1 +  V2, гд е  VI —  явная ф ункция от  1 , а V2 м о 
ж е т  быть оп ущ ен а дл я  получения вер хн и х оц ен ок  дл я  /, л и бо  на р а з 
ность г / — \ 2 , гд е  V /  —  т а к ж е явная ф ункция, а \ 2  оп уск ается  дл я  п о л у 
чения н иж них оценок  дл я  /. К онечно, п ростр анственная  зави сим ость  при  
эт ом  отсутствует.

М ож н о  описать ступенчатую  аппроксим ацию  реш ений уравнения  
Б ол ьц м ан а , которая п р едстав л я ет  интерес, несм отря на то, что она не 
исп ол ьзуется  в к ак их-л ибо ф изических п р обл ем ах . Р а зо б ь е м  врем я на 
интервалы  0 = / о < / 1< / г <  • • • • В озьм ем  вначале ((%, х) = } 0 и реш им п р о 
стр анственно н езав и си м ое ур авн ен и е Б ол ьц м ан а  (ж является  п а р а м ет 
р ом ) дл я  1 =  обозн ач и м  это р еш ение ч ер ез /у * ( | ,  х ) . З а тем  напиш ем
Ы 1 , * ) = /)* [§ ,  х— | ( / х — /0)]. П р о д о л ж и м  этот проц есс, чер едуя  реш ения  
п ростр анственно о д н ор одн ого  ур авн ен и я Б ол ьц м ан а и уравнения св о 
бодн ого  течения (г а за  К н у д с ен а ). М ож н о  о ж и д а т ь  сходи м ость  к р еш е
нию уравнения Б ол ьц м ан а при ум еньш ении врем енны х интервалов. 
В ц ел я х  аппроксим ации вм есто ум еньш ения интервала врем ени возьм ем  
в качестве общ его  врем енного интервала 1п— /и -1 ср ед н ее  врем я стол к н о
вения и вм есто реш ения п ростр анственно н езависи м ого уравнения Б о л ь 
ц м ан а им енно на этом  и н тервал е б у д ем  реш ать его дл я  беск он еч 
ного врем ени на к а ж д о м  ш аге. Д р уги м и  словам и, при к а ж д о м  х мы з а 
м еняем  /  эквивалентны м  локально м аксвелловским  р асп р едел ен и ем  и 
зат ем  п р о д о л ж а ем  его как св о б о д н о е течение дл я  сл едую щ его  ш ага. Это  
б у д ет  некоторая аппроксим ация точного реш ения, поскольку стол к н ове
ниями на ин тервал е одн ого  врем ени столкновений м ож н о полностью  п р е
небречь (ги п отеза  св о б о д н о  м олек улярн ого течения) и в то ж е  время  
м ож н о  ож и д а т ь  получения законченного при бл и ж ен и я  к равновесию  
в интервале одн ого  врем ени столкновений (ги п отеза  локально м ак св ел 
ловского  р а сп р ед ел ен и я ). И нтер есн ой  особен н остью  этой  процедуры  
является ее очень бол ьш ое сходств о  с ан ал и зом  на осн ов е длины  с р е д 
него св ободн ого  п робега , как эт о  принято в эл ем ен тар н ой  кинетической  
теории.

§ 20. ПРОСТРАНСТВЕННО ЗАВИСИМЫЕ РЕШЕНИЯ В МАЛОМ

В ведем  сокращ енны е обозн ач ен ия

[ / ] = / 7 1 - / Л ;

( / 1 = / 7 1 + / / . .

(20. 1) 

(20. 2)

Д л я  п севдом ак свел л овск и х  м олекул  м ож н о написать

( 2 0 .3 )
и

|  В (§)â§â% =  $,
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( 20. 4)



гд е  р есть конечная константа. П р едп ол ож и м , что ф ункция /  в н ач аль
ный м ом ент р авном ерно ограничена пространственно независим ы м  р а с
п р едел ен и ем  М аксвелл а:

П 1 ,  х ,  0 ) < / {0) (1). ( 2 0 .5 )

Н а осн ове соотнош ения (1 9 .8 )  о б р а зу ем  сл едую щ и й  итерационны й  
процесс:

/ „ « ( б .  -V, * ) = / 0(6. ■ * - ! / ) + 1 Л 16. Х - Щ - & ) ,  5 ]Л ;
0

Уп {1, х ,  / ) = |  В { щ / п] а ^ г й 1 х.

(20. 6)

Ч тобы  начать итерации, вы числяем / 0, полагая

/ о = / ( 6 .  *о. 0). ( 2 0 .7 )

Д о к а за т ел ь ств о  сущ ествования м ож н о сдел ать  зависящ им  от сл ед у ю 
щ ей оценки. Е сли при за дан н ы х *  и /  зн ач ен ие ) удов л етв ор я ет  н ер а 
венству

/  <  2/ (0), (2 0 . 8 )

где  /<°> есть м ак свел ловск ая  граница (2 0 .5 ) ,  то

И <  8В /? /(0), (2 0 . 9)

где  /? —  известная  константа —

/ ? = |  / (0Ц .  (2 0 . 10)

П о к а ж ем  это. И м еем

|У | <

= 8  [  в ; { 0)  =  8з/?/(0).

О граничимся интервалом  врем ени

0 < / < ; г = 1 / 8 3 / ? .  (2 0 . 11)

М ож н о  показать, что в этом  врем енном  и нтервал е все итерации  
удовл етвор яю т нер авенству

/ „ <  2 / (0)- (2 0 . 12)

В осп ол ь зуем ся  м етодом  индукции. П р е ж д е  всего отм етим  сп р ав едл и 
вость неравенства

/ о < / (0) < 2 / (0).

З атем , п р едп ол агая , что удов л етв ор я ет  н ер авен ству (20. 12 ), из у р а в 
нения (2 0 . 6 ) получаем

/п+1 / о  (6> [ I-7,л1 < С / (0) 4*
о

+ 1  8 р Я ./(0)с0> =  / (0) +  83/?/./ (0) < 2 / (0), 
о
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У добн о  ввести в качестве нормы функции х, /)  м аксим альное  
зн ач ен ие функции |^|//<о) по всем' х и ( ( 0 < / < Г ) :

11̂ 11 =  ш ах
% . х , { / Н

( 2 0 .1 3

С оставляя разности  в соответствии с уравнением  (2 0 . 6), находим  

/ п + 1 - / п = (  ( • /„ - ■ /„ -  1) Л ;  (2 0 .1 4 )

К - у я_ ,  =  |  В \ [ / я] -  [ /„ _ ,] }  ( 2 0 .1 5 )

И м еем

1 /л ] ~  [ / л - 1] =  / я / 1,я — / л / ь я  — / л —1/ 1,л—1 / л —1/ 1,л—1 : 

=  / Я ( / ] , л  — / \ , п —О / -  / ц л —1 ( / я  — / я —0  —

/ л  ( / ь л  /х .л —0  / ь я —1 ( / я  / я —1)’

о т к у д а  сл едует

1[/л] — [ / я - 1 ] 1 <  / л | / 1 , я ~  /1 ,л -1 | +  / 1 . л - 1 | / л — / я —1] I 

+  /я 1 /1 .л  — /  1.л—П + .Л .Л -1  1/л — / я—11 •

Р а зд е л и в  об е  стороны  нер авенства на /(0)/^0) = / ( 0/ / ^ 0/  и воспользовавш ись  
соотнош ениям и (2 0 .1 2 )  и (2 0 .1 3 ) ,  им еем

 ̂ лоГ’11 <  2 || /х.л — /ця—х|| +  2 || /л  — /я-1^ +  2 || / 1-в — /  1 ,л—1 И +
/  /1

+  2  У / „  — /„ -х Ц ;
— 8 11 / „  — / л_х|].

В озв р ащ ая сь  теперь к вы раж ению  (2 0 .1 5 ) ,  получаем

I п̂- ^ п- x\ <  |  в  Ш  - 1 / л - ! ] !

<  8 II / „  -  / л —! || |  в / ^ / ^ а м щ , - ,

=  83/? || / л  — / л - 1 ] 1 / (0).
"ИЛИ

И Л - Л - П К в ^ И / л - Л - х Ц .

В то ж е  время из уравнения (20. 14) сл ед у ет
г

1 / л  +  1- / я |  <  |  1Л - Л - 11̂ ,

о

или

|1 /л + Х - / л 1 | < Л | Л - Л - 1 Н -

О кончательно

( 2 0 .1 6 )

( 2 0 .1 7 )

(2 0 .1 8 )
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II /л  + 1 — /л  II <  83/?/ || /„  — /л-Л ;
IIЛ+1 — ЛИ <  8р/?/ II У„ — У„_,||;



и дл я  л ю бого  а  из интервала 0 < а < 1  им еем

I IЛ + 1  -  / Л  <  а  II Л  ~  Л-111; |

) и п+ 1 - Л 1 1 < а 1 1 Л - Л - 1 1 | ;  ( 2 0 .1 9 )
0 < Я < а 7 \  ]

С равнивая с геом етрическим  рядом  1 /(1 — а ) ,  мы приходим  к вы воду, что  
сущ ествую т функции / ( 1 , х, 1) и У ( |,  х, {) такие, что

11/ - / . 11- 0 : 1

II ./— / . 11- 0 . I
(2 0 . 2 0 ) '

Т еперь из уравнения (2 0 .6 )  легко заклю чить (вы читая [ из об еи х  частей  
первого уравнения и У из о б еи х  частей второго уравнения и вводя зат ем  
н о р м у ), что /  и У удовлетворяю т соотнош ениям

/ ( I  х,  /)= /о (5 . - г - Ю + р И .  ■* - $ ( * - * ) .« ] * ;
о

У (1 , ■*, 0 = ]  в (» Н /1  лъаЩх.

(20. 21)

Е сли /<>(1, х ) непреры вна по своим ар гум ен там , то нетрудн о проверить, 
что / х ( | ,  х, () и все ф ункции / п и У„ в свою  очер едь  непреры вны  по 
( | ,  * ), а т ак ж е по I. В сл едст в и е равном ерной  сходи м ости  [ и У н еп р е
рывны. И з уравнения (20. 1) сл едует , что п р ои зводн ая  по направлению

—  сущ еств ует  (для  того чтобы показать  сущ ествован и е п р о и з

водны х д/д{ и д/дх  по отдельности , н еобходи м о  провести доп ол н и тел ь
ные оценки производны х, аналогичны е сделанны м  выше) и /  уд о в л етв о 
ряет и сходн ом у уравнению  Б ол ьц м ан а вм есте с соответствую щ им и н а 
чальными данны м и. П одобн ы е выводы м ож н о сделать , п р едп олагая  
лиш ь изм ерим ость / 0 по Л еб егу ; р еш ение / ( | ,  х, I) б у д ет  изм ерим ы м  по

Л е б е г у  и б у д ет  сущ ествовать п роизводная

Очень легко показать , что это реш ение б у д ет  единственны м в классе  
всех функций / ( | ,  х, ) ) ,  которы е ограничены  некоторой ф ункцией М ак 
свел л а .

И сп ользуя  в р ассм атр и ваем ой  п р обл ем е и н тегральное ур авнение  
(19. 12) вм есто ( 1 9 .8 ) ,  м ож н о получить для  ( ниж н и е оценки так  ж е , как 
и верхние. Э то п озвол яет  провести  оценку интегралов вида  
и таким о б р а зо м  показать  сущ ествован и е Н и дН/д(,  а т а к ж е и м он отон 
ное убы вани е Я .

Я сно, что эл ем ентар ность  этого док азател ьств а  всец ело о п р е д е 
л я ется  экспоненциальностью  оценочны х границ и п р едп ол ож ен и ем  
о псевдом ак свелл овск и х м олек улях, что в совокупности  позволяет легко  
оценить У.

§ 21. ПРОСТРАНСТВЕННО ОДНОРОДНЫЕ РЕШЕНИЯ В БОЛЬШОМ [49]

П остроим  интерационны й п р оц есс дл я  уравнения (1 9 .1 2 ) .  Точнее 
говоря, возьм ем  уравнения

I
/ ( I .  0 = / ( 1  0 ) е - ^  +  |  1 (1 , 1) е - ' « - * ) * ;  (2 1 . 1)

о

Е В (в) (2 1 .2 )

с7



где
у =  |  =  ре; ( 2 1 .3 )

с = | М ; ( 2 1 .4 )

8 =  1 ВйЬйг. ( 2 1 .5 )

Д л я  п еев дом эк св ел л ов ск и х  м олекул |3 является за д а н н о й  к он стан 
той. П ри  написании уравнения ( 2 1 .1 )  мы у ж е  и спол ьзуем  оп р едел ен н ое  
свойство реш ения, хотя в действительности  сл ед о в а л о  бы вначале д о к а 
зать, что реш ение о б л а д а е т  таким свойством , а именно: мы п р ед п о л а 
гаем , что м ассов ая  плотность р постоянна во врем ени. Ч тобы  д ок азат ь  
это свойство, поступим  сл едую щ и м  о б р а зо м . Р еш им  ур авн ен и е ( 2 1 .1 ) ,  
считая V за д а н н о й  константой, н есвязан н ой  с величиной р (() =

=  ]  / ( 1 .  0 6¾) которая д о л ж н а  быть оп р едел ен а . З а т ем  мы най дем , что 
если константа V вы брана так, что в начальны й м ом ент врем ени V =  |3р, 
то р еш ение о б л а д а е т  свойством  р =  со п з1 и г  =  (3р дл я  л ю бого  м ом ента  
врем ени. Этим б у д ет  д о к а за н о , что ур авн ен и е ( 2 1 .1 )  действительно  
является ур авнением  Б ол ьц м ан а дл я  такого реш ения.

Б удем  п р едп олагать , что / ( § ,  0) за д а н а  и и нтегрируем а, так  что

| / ( 1 , 0 ) ^ 1 = р ( 0 ), (2 1 . 6 )

и п ол ож и м  константу V равной

У = В р (0 ). ( 2 1 .7 )

И терации построим  по схем е

/ „ + ! = / &  0 ) Г ( +  ] ^ " ’ ( М ^ ;  (2 1 .8
о

В/'п/'^пдЪЛЩг. ( 2 1 . 9

Чтобы  начать итерирование, возьм ем  / о = 0  и определ им

еяЮ = | / л (  5, *)</*. (21.Ю)

Н ам  ж ел ат ел ь н о  показать , что п осл едов ател ь н ое п ри бл и ж ен и е п р оте
кает м онотонно, т. е.

/ „ ( ! .* ) < /« + 1 ( § , * ) ,  ( 21. 11)

причем при бл и ж ен и я  ^п{^) р авном ерно ограничены :

С „ ( 9 < е ( 0 ) .  (2 1 .1 2 )

Э тим мы д о к а ж е м  сходи м ость  /„  к п р едел у . Д о к азат ел ь ств о  м он о
тонности тривиально. Т ак  как / 0 =  0 и /) =  /(1 ,  0 ) е - ^ ,  то / ] > / 0. И сп ол ь 
зуем  теперь индукцию . С огл асн о ур авн ен и ю  (2 1 .9 )  неравенство
/„ > /„ _ !  им еет своим  сл едстви ем  Ьп> Ь п-и  откуда  / п- и > / „  согл асн о  
ур авнению  (21 . 8 ) ,  чем и зак ан ч и вается  док азат ел ьств о  м онотонности .
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Ч тобы  установить равном ерную  ограниченность, проинтегрируем  у р а в 
нение (21 . 8 ):

6л+1 =  0 (0 ) е 1 + \  е ( т) | |

но

I  М 5 = |  в / п/ ^ па ы г а % а 1 , = ^ п,

откуда
I

ел+1= е  ( 0 ) е -,<  + 1  Ре» ( х ) ^ (' - т) дГт. ( 2 1 .1 3 )
0

С нова используем  индукцию . И м еем  е о ( 0 = 0 < д ( 0 ) .  П р едп ол агая , что 
0 « ( О < б ( О /  н аходи м  из уравнения (21. 13):

г
е л+1< е ( 0 ) е - ' Ч Р е 2(0 ) (* е - , ( / - т)й ? т = е (0 ).

6

О пираясь на теор ем у  Л е б е г а  о м онотонной сходи м ости  [63], мы за к л ю 
чаем , что 1п(%, 0  сходи тся  к функции / ( | ,  / ) ,  которая т а к ж е у д о в л ет в о 
ряет оценке

6 (^) =  1 / ( 1 , ^ 1 ^ 6 ( 0 ) .  (2 1 .1 4 )

И з сходи м ости  /„ ( 1 )  к / ( I )  с л е д у е т  сходи м ость  / лг(1 ') / „ ( ! ( )  к / ( ! ' ) / Щ )

и согл асн о  теорем е Ф убини [57] сходи м ость  к [ В й Ъ  й г й \ х.
О тсю да вы текает, что /  и I  удовл етвор яю т уравнениям”̂ ! . 1) и ( 2 1 .2 ) .  
О стается  теперь показать, что д({)  = с о п з 1.
И нтегрируя ур авн ен и е (21. 1), им еем

1
0 ( / ) = 0 (0 ) 6^ +  ( р ^ ( 1) Л , ( ' - ” Л .  (2 1 .1 5 )

0

О граничим  сей ч ас /  интервалом  0 < ( < Т ,  гд е  Т вы бирается  так, чтобы  

е -р г =  Е сли 0 есть наибольш ая ниж няя граница для  д(?) при 0 < { < Т ,  

то из уравнения ( 2 1 .1 5 )  вы текает
1

0 (/)  >  0 (0 ) ё~"* +  С =  0 (0 ) е~'* +
о

так  как п равая  стор она есть м онотонно убы ваю щ ая ф ункция от (. 
О днако это озн ач ает , что

е > 6 (0 ) +  - ^ -
с (0)

откуда сл ед у ет  0 =  о(О) и согл асн о  ур авнению  (2 1 .1 4 )  0 (^ )= д (О )  
в интервале 0 < { < Т .  П овторяя эти р а ссу ж д ен и я  дл я  интервала  
Г < / < 2 Г ,  най дем , что величина постоянна во врем ени. В частности, 
V =  (30 дл я  л ю бого  I. И з уравнения (21. 1) мы зак л ю чаем , что / ( 1 ,  () д и ф 
ф ер ен ц и р уем а по /  и, сл едовател ьн о , удов л етв ор я ет  и сходн ом у  у р а в н е
нию Б ол ьц м ан а.
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О ста в а я сь  в р а м к а х  и зл о ж ен н о го  м е т о д а , л егк о  п ок азат ь , что п о л у 
чен н ое р еш ен и е явл яется  еди н ствен ны м  тольк о в к л а с се  р еш ений , д л я

которы х и зв естн о , что ]* / ( 1 ,  1)с1\ есть  к он стан та . И ны м и сл о в а м и , не п о 
к а за н о , что о д н о р о д н о е  в начальны й м ом ен т  р еш ен и е н е м о ж е т  стать  
н еод н ор од н ы м  [49]. Э то  я в л я ется  сл ед ст в и ем  в ы бор а  величины  V такой , 
чтобы  он а  бы ла к он стан той  в ур авн ен и и  ( 21 . 1) ,  а н е р авной  рр, какие бы  
зн ач ен и я  р ни п р и н и м ал о . О д н а к о  из р езу л ь та т о в  § 20  мы зн а е м , что 
р еш ен и е яв л я ется  еди н ствен ны м  д а ж е  ср ед и  п р остр ан ст в ен н о  н е о д н о р о д 
ных реш ений  (н о  только, есл и  они ограничены  св е р х у  р еш ен и ем  М а к 
с в е л л а ) .

Э та  т ео р ем а  сущ еств ов ан и я  явл яется  в есь м а  о б щ ей , п оск ол ьк у речь  
и дет  о б  огр ан и ч ен и я х , н ак л ад ы в аем ы х на н ачальн ы е ф ункции. С л ед у ет  
у б ед и т ь ся , что б о л е е  « х о р о ш о  с е б я  в ед ущ и е»  н ач ал ьн ы е ф ун к ци и  с о х р а 

няю т свои  св ой ств а . Л егк о  п ок азат ь , что эн ер ги я  \  — | 2/ ' ( | , 1 ) с у щ е с т 

в ует  и п ост оя н н а  при усл ов и и , что эт от  и н тегр ал  су щ ес т в у е т  в н а ч а л ь 
ный м ом ен т  врем ен и . Н о  оч ев и дн о , что п р е д п о л о ж ен и е  о  су щ еств о в а н и и

в начальны й м ом ен т только ф ункции  Н =  [ /Ч о ^ /т / | (а  н е м а ж о р и р у е 
м ое™  /  к ак ой -л и бо  « х о р о ш о  в ед у щ ей  се б я »  ф ун к ц и ей ) яв л я ется  д о с т а 
точны м д л я  того , чтобы  гар ан ти р ов ать  су щ ест в о в а н и е  эт ой  ф ункции  
и п р о и зв о д н о й  аЙ/сИ д л я  ^ > 0 . И з § 20 мы зн а е м , что есл и  /  огр ан и ч ен а  
м ак св ел л ов ск и м  р а сп р е д ел ен и е м , то эт о го  д о ст а т о ч н о , чтобы  га р а н т и р о 
вать су щ еств о в а н и е Н, но тол ьк о  на к оротк ом  о т р е зк е  в р ем ен и . Д о к а з а 
тельство эти х  свой ств  д л я  л ю б о го  о т р езк а  вр ем ен и , в ер оя тн о , м о ж н о  
о сущ еств и ть , и сп ол ь зуя  м етоды  К а р л е м а н а .

И н т ер есн о  отм ети ть , что есл и  р а зл о ж и т ь  [ по п ол и н ом ам  Э р м ита  
по и зм ен ен и е к а ж д о г о  из к оэф ф и ц и ен тов  Э р м и та  во в р ем ен и  о п р е д е 
л я ется  явны м о б р а зо м  и эк сп он ен ц и ал ь н о  д л я  д ей ств и тел ь н о  м а к св ел 
л ов ск и х  м ол ек ул  (ср . гл . V ) ; д о к а за т ел ь с т в о  сх о д и м о ст и  в эт ом  сл уч ае, 
вер оятн о , м огл о  бы бы ть п ол уч ен о  б е з  о со б ы х  за т р у д н ен и й .

Глава IV
НОРМАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ БОЛЬЦМАНА

§ 22. ВВЕДЕНИЕ И ОБЗОР

У ж е  у п о м и н а л о сь , что д л я  у р ав н ен и я  Б о л ь ц м а н а  основны м  м а с 
ш табом  длины  я в л я ется  ср ед н я я  д л и н а  св о б о д н о г о  п р о б е га , а основны м  
м а сш та б о м  в р ем ен и  —  врем я  м е ж д у  стол к н ов ен и я м и . С д р у го й  стороны , 
в з а д а ч а х  обы чной  га зо в о й  ди н ам и к и  о б е  эти  величины  очень м алы  по  
ср ав н ен и ю  с м ак р оск оп и ч еск и м и  р а зм ер а м и . И м еется  и б о л е е  п о р а зи 
тел ьн ое р азл и ч и е. Д л я  у р ав н ен и я  Б о л ь ц м а н а  о п р ед ел и ть  со ст о я н и е  —  
эт о  зн ач и т  за д а т ь  ф ун к ци ю  р а сп р е д ел ен и я  / ( | ,  х)\ о п р ед ел и ть  ж е  с о 
ст о я н и е  д л я  систем ы  ур ав н ен и й  ги др оди н ам и к и  —  зн ач и т  за д а т ь  первы е  
пять м ом ен тов  от  /: п л отн ость  с?(х), ск ор ость  и(х)  и эн ер ги ю  е(х)  или 
т ем п ер а т у р у  Т ( х) . Т а к о е  со к р а щ ен и е и н ф ор м ац и и , к отор ая  н ео б х о д и м а  
для к он к р ети зац и и  ги д р о д и н а м и ч еск о го  состоя н и я , св и д етел ь ст в ует  
о том , что и м еет  м есто  п р едел ьн ы й  п е р ех о д . Н ап ом н и м , что (см . гл. I) 
су щ ес т в у е т  н еск ол ьк о  п р едел ь н ы х сл у ч а ев , котор ы е в ед у т  к ум ен ьш ен и ю  
той  м ак си м ал ь н ой  степ ен и  п о д р о б н о ст и  оп и сан и я  состоя н и я  систем ы , 
котор ая  з а л о ж е н а  в ур ав н ен и и  Л и у в и л л я . О д и н  и з эти х  сл у ч а ев  д а е т  
ур ав н ен и е Б о л ь ц м а н а , а д р у го й  —  ур авн ен и я  ги др од и н ам и к и . Д о л ж н о  

" о к а за т ь ся  в о зм о ж н ы м  н а х о ж д е н и е  н еп о ср ед ст в ен н о го  м атем ати ч еск ого  
п ер ех о д а  от  у р а в н ен и я  Б о л ь ц м а н а  к си ст ем е  ги д р о д и н а м и ч еск и х  у р а в 
нений д л я  сп ец и ал ь н ого  сл уч ая  со в ер ш ен н о го  г а за . Э тот  п е р е х о д  м о ж н о
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•найти только приняв, что время м еж д у  столкновениям и определенны м  
о б р а зо м  стремится' ^ нулюГТГам хотел ось  бы получить, что очень б о л ь 
ш ая совокупность- реш енш ! / ( | ,  х, I) уравнения Б ол ьц м ан а [одно для  
к а ж д о го  начального значения / ( § ,  * ) ]  сок р ащ ается  д о  м ного меньш ей  
■совокупности, которая ставит в соответствие о д н у  ф ункцию  }(%, х, I) 
к а ж д о м у  н аб о р у  начальны х значений д ( * ) ,  и(х),  Т(х).  И ли поскольку  
к аж ды й  м ом ент врем ени ( м ож ет  быть принят за  начальны й, мы долж н ы  
ож и дат ь , что в п р едел е только одн а  ф ункция р асп р едел ен и я  / ( | ,  ж) б у 
д ет  ставиться в соответствие к а ж д о м у  ги др оди н ам и ч еск ом у состоянию  
д ( х ) ,  и(х),  Т(х).  Д р у го й  вариант п о д х о д а  зак л ю чается  в том , что в п р е
д ел е  п редп олагаю т: п рои зводн ая  по врем ени от /  оп р едел я ется  не сам ой  
ф ункцией /  (которая  соответствует  уравнению  Б о л ь ц м а н а ), а н абор ом  
(д , ы, Т).  С ледую щ ий ш аг б у д ет  закл ю чаться  в окончательном  и скл ю 
чении /  и вы воде, что п рои зводн ая  по врем ени от (д, и, Т) определ яется  
мгновенны м  значением  (д, и, Т) ; эт о  есть в точности ги др одинам ическое  
описание. Н ельзя  ож и дат ь , что / ( | ,  х) б у д ет  оп редел яться  численными  
значениям и д, и и Т в той ж е  сам ой  точке х\ в общ ем  сл у ч а е /  (§) не б у 
дет  точечной ф ункцией пяти перем енны х д, и, Т, но / ( | ,  х) б у д ет  функ
ционалом от пяти ф ункций д(дс), и(х),  Т(х).  Ф актически, если у д о в л е 
твориться простейш ей систем ой  уравнений гидродинам ики, т. е. н ед и с
сипативными уравнениям и Э й л ер а, то / ( § )  в п р едел е станет точечной  
ф ункцией д, и и Т. О сл ож н ен и я  возникаю т при попы тке получить бол ее  
реалистичны е уравнения гидродинам ики.

Г ильбертовское р а зл о ж ен и е  (см . § 23) является ф орм альны м  р а з 
л ож ен и ем  реш ений уравнения Б ол ьц м ан а по степеням  некоторого п а р а 
м етра [30]. О бы чно п р едп ол агаю т, что таким р азл ож ен и ем  м ож н о  
аппроксим ировать все реш ения уравнения (в озм ож н о , одни  лучш е, д р у 
ги е  х у ж е ) . П ор ази тельн ой  особен н остью  этого р азл ож ен и я , вы текаю щ ей  
из теорем ы  Г ильберта о единственности , является то, что всякое р еш е
ние, р а зл о ж и м о е  в принятой ф орм е, одн озн ач н о  оп р едел я ется  одним 
только гидродинамическим состоянием. Д р у ги м и  словам и, это р а зл о ж е-  

:ние отби р ает  им енно норм альны е реш ения уравнения Б ол ьцм ана, 
которы е соответствую !' ги др оди н ам и ч еск ом у описанию . П ол ьзуя сь  ф о р 
мальны м расш ирением  ан ал и за  Г ильберта [20], м ож н о неп осредствен н о  
вы разить нап ряж ен и я и тепловой поток через п осл едовател ьн о повы 
ш аю щ иеся по п орядк у градиенты  д, и и Т (см . § 2 4 ) .  П одстан овк а  этих  
вы раж ений в уравнения (1 7 .1 2 )  —  (1 7 .1 4 )  зак ан ч и вает  исклю чение /, 
о котором  говорилось выше, и д а ет  п осл едовател ьн ость  совместимы х  
уравнений  гидродинам ики. Эта за д а ч а  исклю чения пром еж уточн ой  ф ун к 
ции /  в том  сл учае, если известно, что он а зави сит  только от  ги др оди н а-  
м ических п ер ем ен ных и их гр адиентов, м ож ет  быть реш ена б о л ее  легко  
м етодо!уГЭнскога [16]. В § 25 показы вается , что о б е  эти процедуры  и д ен 
тичны. П ринципиальное р азличие м етодов  Г ильберта и Э нскога за к л ю 
чается в том , что Э нског постулирует сущ ествован и е ф ункциональной  
зав и си м ости  ^(1 , х) от д ( х ) ,  и(х ) и Т ( х ) ,  которы е р азл ож и м ы  в ряд  
л о  п арам етр у, тогда  как Г ильберт выводит зави сим ость  /  от д, и и Т, 
п р едп ол агая  только, что I р а зл о ж и м а  в ряд по этом у парам етр у.

В нутри эти х ф орм альны х операций  им еется ряд м атем атических  
тонкостей. Н есм отр я на то, что результаты  § 24 (идентичны е р езу л ь та 
там  Э нскога, но полученны е иным о б р а зо м ) ф орм ально эквивалентны  
р езул ьтатам , полученны м Гильбертом  (§  2 3 ) ,  м атем атически они с о 
верш енно различны . Н апр им ер, число граничны х усл овий , которы е 
м ож н о наклады вать по м ет оду  Гильберта, обы чно не увеличивается  
с порядком  аппроксим ации, в то врем я как, хотя это и не является н е 
и збеж н ы м , число граничны х условий  н еобход и м о  увеличивать по м ере  
повы ш ения п ор ядк а  в п осл едовател ьн ости  уравнений  Ч еп м ен а— Э нскога  
(см . § 3 3 ) . Это эк стр аор ди н ар н ое р азличие вы звано к азал ось  бы весьм а
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сл або  р азличаю щ им ися сп особам и  усечения бесконечны х рядов и п р е
вращ ения их в конечны е посл едовательн ости .

Д л я  того чтобы  время м е ж д у  столкновениям и м олекул стал о  м а 
лой величиной, у д о б н о  ввести в ур авн ен и е Б ол ьц м ан а малы й парам етр  е  
сл едую щ и м  обр азом :

Ф7 , * . дЛ = 1
дЬ дх е (22. 1)

Н а с и н тересую т свойства реш ений этого уравнения при м алы х е. 
Е сли левая часть этого уравнения остается  конечной при м алом  е (что  
о т р а ж а е т  м акроскопическое и зм енен и е гидр одинам ических п ер ем ен н ы х), 
то это озн ач ает , что 7 — 0 или /  становится локально м аксвелловским  
р асп р едел ен и ем , а тогда  эта ф ункция полностью  и притом  явным о б р а 
зом  о п р едел я ется  гидродинам ическим  состоянием , т. е. н абор ом  б(дс), 
и(х),  Т(х).  Таким о б р а зо м , мы приходим  к м ал ом у отклонению  /  от р а с
п редел ен и я  М ак свелл а, котор ое п осл е дел ен и я  на е в уравнении  (2 2 .1 )  
о п р ед ел я ет  конечны е ги др оди н ам и ческ и е свойства газа . С л едовател ь н о , 
н ео б х о д и м о  найти это  м ал ое отклонение от локально м аксвел ловского  
р асп редел ен и я .

В а ж н о й  особен н остью  такого п ер ех о д а  к ги др оди н ам и к е является  
наличие дв у х  различны х м асш табов  врем ени. П ервы й м асш таб  —  время  
столкновения * п р едставл яет  собой  п орядок  отр езк а врем ени, н ео б х о д и 
м ого дл я  того, чтобы пер воначальное н ем ак свел л овск ое течение у ст а н о 
вилось. П о сл е этого  вступаю т в си л у уравнения гидродинам ики. З д е с ь  
снова появляется время р асп ад а , но у ж е  много больш ее, чем в п р еды 
дущ ем  сл уч ае. Л егк о  оценить, что м ак роскопическое время р а с п а д а , 
обы чно о п р ед ел я ем о е как р езул ьтат  действия вязкости  и т еп л оп р ов од
ности, им еет п орядок  к вадр ата  хар актер н ого  м акроскопического вр е
мени, д ел ен н ого  на время столкновения. Д р уги м и  сл овам и, при е ^ О  мы  
одн оврем ен н о ум ен ьш аем  время столкновения и увеличиваем  м ак р оск о
пическое время р асп ада . П ервы й п ер и од  м ог бы быть описан  как п ер и од , 
в течение которого величина Я  р асп ад ает ся  д о  тер м оди н ам и ч еск ой  
энтропии 5 .  В торой  п ер и од  оп р едел я ется  р асп адом  5  д о  своего м ак си 
м ального значения. Это р а зд ел ен и е д в у х  врем енны х м асш табов  в о з
м ож н о  только тогда , к огда  е достаточ н о  м ало.

В § 26  д а ет ся  асим птотическое реш ение ур авн ен и я Б ол ьц м ан а при. 
м алом  г. Н а и б о л ее  хар ак тер н ой  чертой является связь  м е ж д у  гладким* 
п оведением  функций почти во всей обл асти  и нескольким и типам и п о гр а 
ничных сл оев . С ущ ествую т пограничны е слои около действительно ф и зи 
ческих границ, начальны е «пограничны е» слои  вблизи  ^ = 0  и, н ак он ец , 
третий тип пограничны х сл оев  н а х о д ится в ср ед е  потока (удар н ы е  
вол н ы ). В бл и зи  одн ого  из этих пограничны х сл оев  п оведен и е реш ения, 
гр убо  говоря, описы вается экспонентой по 1/е. В др угом  м есте оно- 
аппроксим ируется степенны ми р ядам и . Ф ор м ал ьное вы числение этих, 
степенны х рядов н аи бол ее  прямы м путем  осущ ествл яется  по Г ильберту  
или Э нскогу (см . § 24  и 2 5 ) . О днако асим птотический ан ал и з дел ает  
ясны м п ер еход  от общ и х реш ений уравн ен и я Б ол ьц м ан а к нормальны м  
реш ениям  при е —-0 . В о зм о ж н о , что точная оценка обл асти  п ри м ен и 
м ости норм альны х реш ений в конце концов м огл а бы быть получена  
из такого типа ан ал и за .

В а ж н о  зам ети ть, что при больш ом  е дл я  реш ения уравнения Б ол ьц 
м ана необходи м ы  соверш енно др уги е п роцедуры  (п одобн ы е описанны м  
в гл. III и V ) .  Е сли в не м ало, то д в а  врем енны х м асш таба  сливаю тся, 
и различны е пограничны е слои  не м огут быть вы делены  из всего теч е
ния в целом .

* Здесь и далее под временем столкновения понимается средний интервал времени между столкновениями (прим, ред.)
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§ 23. РАЗЛОЖЕНИЕ ГИЛЬБЕРТА [30]
Ч тобы  получить ф ор м ал ьн ое асим птотическое р а зл о ж ен и е, введем  

в ур авн ен и е Б ол ьц м ан а малы й парам етр

/ = — + / ,  / ) , ( 2 3 .1 )

гд е  введено сок р ащ ен н ое обозн ач ен и е

* —  I Е / +

Ы 1 'г дхг (2 3 . 2)

В дальнейш ем  б у д ем  ш ироко использовать квадратичны й хар актер  
/ ( / ,  / +  В частности  [см. ур авн ен и е (16. 1)]:

+ ( / 1  +  / 2 % ( £ + + + ) 1  =  + / ^  £ +  + + / 1 1  £ +  +  + / 2 1  £ +  +  + / 2 1  £ + -
( 2 3 .3 )

Д а л е е  введем  ф орм альн ое р а зл о ж ен и е

/  / (0) +  е / (1) +  е2 /(2) + . . (23. 4)

п одстави м  его в ур авн ен и е (2 3 .1 )  и, приравняв коэф ф ициенты  при рав-
ных степенях е, получим

О

X
о т О ( 2 3 .5 )

о1
' 

+
 

осм ( 2 3 .6 )
п

^  у (л — /72)| _  ^(/2— 1)

т = 0
( 2 3 .7 )

П ереп и ш ем  равенство (2 3 .7 )  в ви де

2 / [ / (0), 2  ^[ / * л), / (п~ т ) ],
/72=1

( 2 3 .8 )

чтобы  отделить член с + >  от остальны х членов, связанны х с б о л ее  н и з
кими порядкам и. С огласн о ур авнению  (2 3 .5 )  /<°) является локально
м аксвелловским  р асп р едел ен и ем . О пр еделим  пять п арам етр ов  с п о 
мощ ью  соотнош ений

е (0) = | / (0+ 1;

е(0)«(0, =  |1 / '0 ) + ;  (23.9)

3 8 (0)К Г (0)=  2 е (0)е '(0) =  |  [ § _  д (0)р / ( 0 )^ _

З д е с ь  испол ьзую тся  вер хн и е индексы , так  как нет н еотр ази м ого  до в о д а , 
говорящ его з а  то, что м ож н о отож дестви ть  с  м ом ентам и [ эти пять п а р а 
м етров, связанны х с / (0); эта  возм ож н ость  оставляется  открытой.

Ч тобы  найти + )  из уравнения ( 2 3 .6 ) ,  н еобход и м о  реш ить и н тегр аль
ное ур авнение. И з соотнош ения (2 3 .8 )  сл едует , что точно такое ж е  
интегральное ур авн ен и е (с  др уги м и  н еоднородны м и членам и) д о л ж н о  
быть реш ено дл я  того, чтобы  найти / 1"), считая /<°>,. . . ,  /б 1- 1) у ж е  н а й д ен 
ными ф ункциям и. М ож н о  пок азать , что это есть ур авн ен и е Ф редгольм а
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с симметричны м ядром  * в тех сл учаях, к огда оно вы раж ен о через п ер е
м енную  или, в общ ем  сл учае, через

« и , -у̂г(2 3 . Ю)

П о л о ж ен и е осл ож н я ется  тем ф актом , что нуль является пятикрат
ным собственны м  значением . О дн ор одн ое ур авнение

^ [ / (0\  / (0)^] — 0 ( 2 3 .1 1 )

им еет пять линейно независим ы х реш ений:

Я = (23 . 12)
г=о

где фу оп р едел я ется  согл асн о уравнению  (15. 12). Чтобы  до к а за т ь  это , 
рассм отрим

/ (0>̂ ] =  |  8 ^ = 0 .

И сп ользуя  ур авн ен и е (1 6 .5 )  и привлекая равенство

у(°)у (°)_ _  у ( 0) 'у (0)'

находи м , что / г м ож н о представить в ф орм е

I  У / т / Г  (8  +  Яг ~ Я ' ~  Яг? =  0 .

О тсю да сл едует , что ур авнение (2 3 .1 1 )  м ож ет  удовлетворяться  только  
в том сл уч ае, если я  является сум м аторны м  инвариантом . К о эф ф и 
циенты уг м огут быть ф ункциями от х и (. И з теории уравнений Ф р ед 
гольм а известно, что реш ение н еодн ор одн ого  уравнения

■ / [ / (0\  Л 0,] = *  (2 3 .1 3 )

сущ ествует  только в том сл учае, когда к удов л етв ор я ет  усл овиям  о р то 
гональности

0 . ( 2 3 .1 4 )

Е сли эти условия вы полняю тся, то им еется п ятипарам етрическое сем ей 
ство реш ений

+  ( 2 3 .1 5 )

Ч астн ое реш ение, н азовем  его §,  м ож н о сдел ать  единственны м, н а л о 
ж ив на него усл ови е

|  № / т (1\ 0 . (23 . 16)

В р езул ьтате мы н аходи м , что дл я  к аж д ой  функции /(") (вклю 
чая /(°>) им еется пятипарам етрическое сем ейство реш ений. О днако, чтобы  
гарантировать сущ ествован и е реш ения дл я  /Ф , н еобходи м о  налож ить  
на /<°> пять условий; в свою  очер едь , для  н ахож ден и я  /<"1 н еобходи м о  
наклады вать пять условий  на Эти условия б у д у т  иметь ф орм у
ди ф ф ерен ц иал ьн ы х уравнений  в частны х производны х по ж и I дл я  к а ж 
дой  совокупности  пяти п арам етров .

См. работы [30] для упругих сфер и [11] для общего случая.



С лучай /<°> отличен от др уги х , поскольку пять п арам етр ов  входят  
иным о б р а зо м . У сл овие совм естим ости  дл я  /<*>

=  0  ( 2 3 .1 7 )

д а ет  пять уравнений  сохр ан ен и я  (1 7 .1 2 )  —  (17. 14) для  специального с л у 
чая локально м аксвел ловск ого р асп р едел ен и я  /. И з того, что /<0) является  
лок ал ьн о м аксвелловским  р асп р едел ен и ем , сл едует

Р (1 =  Р?йГ, 
&; =  0.

(2 3 .1 8 )

П одстан овк а этих соотнош ений в уравнения сохр анения д а ет  ги д р од и н а
м ические уравнения Эйлера (т. е. б ез  диссипации  и с постоянством  
энтропии на тех  линиях тока, которы е н е п ер есек аю тся  с у дар н ой  в ол 
ной) . Эти уравнения удовл етворяю тся  значениям и р<0), ы<0) и П°).

П р о д о л ж и м  р ассм отр ен и е по индукции, считая, что / (0), . . . ,  
у ж е  одн озн ач н о оп редел ены . И м еем

/ ( " ) = / ( - )  + 2 ^ / (0). ( 2 3 .1Э)

где /  есть реш ение (2 3 .8 ) ,  одн озн ач н о о п р ед ел я ем о е через /<°),. . . ,  /^ -1) 
условиями

|Ф , 7 (Л)^ = 0 . (2 3 .2 0 )

И нтегральное ур авн ен и е дл я  /<я+ 0  им еет реш ение только при условии

/ ( - ) - 2  л л па
т = 1

/ ( л + 1- т )]( ^ |  =  0

Члены с /  п р оп адаю т согл асн о уравнению  (1 6 .5 ) ,  так  как ф ,  я в 
ляю тся сум м аторны м и инвариантам и. О стаю тся члены

| ч \ / (п)а\=  о
или

|  +  2  И ^ А / (0, + ^ Л / (0)] ^ 1 = 0 .  (2 3 .2 1 )
9

В водя обозн ач ен ия

Ьк„ =  ] а д ж / (М ;

<Э*А

<э* а

(2 3 .2 2 )

г, 1 -0 ,1 ,2 ,3,4; А-1 ,2 ,Я

находим , что ур авн ен и е (2 3 .2 1 )  м ож н о  зап и сать  в виде

дуп. ду" 
-Ьк —  

"  д*А
(2 3 .2 3 )
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или, испол ьзуя  др уги е соотнош ения из системы  ( 2 3 .2 2 ) :

~  ( * « « )  + " ~  (Ьг Х Л ег , ) = ^  (2 3 -2 4 )

т. е. приходим  к си стем е пяти ди ф ф ерен ц иал ьн ы х уравнений  (г =  0 , 1, 2 , 
3, 4 ) дл я  угп.

С л едует  зам етить, что йгп (или епгк) известны  только как функции  
от ф°), . . . ,  /(”- 0 .  Д етер м и н ан т, составленны й из агз, м о ж ет  быть легко  
вычислен; он отличен от нуля, если  не есть тож дествен н ы й  нуль. 
П оэтом у  у,-п(х, I) и, сл едовател ьн о , /<")(§, х> 0  одн озн ач н о  о п р е д е 

ляю тся реш ением  системы  (23. 23) при условии, что известны  начальны е  
значения у гп(х, 0 ) .

В в едем  теперь обозн ач ен и е

(2 3 .2 5 )

(2 3 .2 6 )

(2 3 .2 7 )

(2 3 .2 8 )

И з вы раж ений  (2 3 .1 9 )  и (2 3 .2 0 )  н аходи м , что

^ ^ = а X̂̂ ■ (2 3 .2 9 )

П оскольку детер м и н ан т из аГ8 отличен от нуля, мы м ож ем  считать дг'г и 
угп взаи м озам ен яем ы м и  [уравнение (2 3 .2 4 )  д а е т  врем енную  п р о и зв о д 
ную  дл я  дгп в явном виде]. В частности, мы приходим  к заклю чению , что 
еди н ствен ное р еш ение дл я  гильбертовского р азл ож ен и я  сущ ествует  
вплоть д о  членов порядка п при усл овии , что мы зн аем  начальны е з н а 
чения дл я  всех величин рг(0)л:, д / ( х ) , . , .  ,дгп (х) . Э то, на первый взгляд, 
н аходи тся  в противоречии с ги др одинам ической  постановкой, согл асн о  
которой только дл я  пяти величин, а им енно дг (х),  м ож н о  за д а в а т ь  н а 
чальны е значения. Тем не м енее, о б е  эти ф орм улировки совм естим ы . Мы  
п ок азал и , что функции /*")(!, х, }) одн озн ач н о  оп р едел яю тся  начальны ми  
значениям и дгп(х, 0). С д р угой  стороны , мы наш ли, что степенны е 
ряды по е

н ар я д у  с 

И м еем

а так ж е

е ; =  / (пщ  

е г=§  ФгМ-

е, =  2  «"в?, 
/1=0

бо — б! 
б /= б « /;

е4= 2д / е 4 - ^ - и 2 |. I=1,2,3

/  е] = 2  (2 3 .3 0 )
п = 0

одн озн ач н о  оп редел яю тся  значениям и
оо

бг [(лг,0), е] =  2  еХ  (2 3 .3 1 )
п = 0

Н у ж н о  показать , что при фиксированном значении е функция  
([(%,х, / ) ,  е] одн озн ач н о  о п р едел я ется  начальны ми значениям и дг[(де, 0 ) ,  е]. 
Д оп усти м , что ряды  (2 3 .3 0 )  и (2 3 .3 1 )  сходя тся  или, по крайней м ере, 
п редставл яю т со б о й  одн оп ар ам етр и ч еск ое сем ейство реш ений уравнения
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Б ол ьц м ан а. Р ассм отр и м  теперь ур авн ен и е Б ол ьц м ан а, в котором  в м е
сто е появляется п арам етр  ц. Е сли сл едов ать  только что описанной п р о
ц едур е, то получим еди н ствен ное реш ение уравнения

Р - - = ~  Л ,Р ,Р ) (2 3 .3 2 )

с начальны ми значениям и

[/Н °> < |у /§ = д г [(* ,()) ,г]; |  

| ^ ( Л)« М ! =  0 , п >  0 . |
(23 .33 )

Это р еш ение есть ф ункция о бои х  п ар ам етр ов , т. е. Е [(1 , х, I) , е, р]. Р а с 
см отрим  д а л е е  ф ункцию  Г[(§, х, £ ), е, е] дл я  л ю бого  фиксированного 
значения е. Я вляясь реш ением  уравнения (2 3 .3 2 )  с  начальны ми данны ми  
(2 3 .3 3 ) ,  эта  ф ункция построена со  зн ан и ем  только дг [ (* , 0 ) ,  е] для  

за д а н н о го  значения е (р  есть парам етр  р а зл о ж ен и я ). С др угой  стороны , 
р а зл а га я  эт у  ф ункцию  по е, мы видим, что она о б л а д а е т  теми ж е  самы ми  
начальны ми значениям и дгп(х, 0 ) ,  что и и сходн ая  ф ункция }[(%, х, £), е], 
и п оэтом у идентична с ней. В частности , мы видим, что значения д,-(.г, 0) 
м огут быть р асп р едел ен ы  б о л ее  или м ен ее произвольно ср еди  начальны х  
значений д / ' ( х ,  0).

О чевидно, что эта  теор ем а единственности  п ри л ож и м а к уравнению  
Б ол ьцм ана д а л ек о  не всегда , поскольку мы видели в гл. III,  что в общ ем  
сл уч ае ф ункция р асп редел ен и я  сам а  д о л ж н а  быть оп р ед ел ен а  в н ачаль
ный момент. П о-ви ди м ом у, к л асс, реш ений уравнения Б ол ьц м ан а, к ото
рые м огут быть представлены  степенными рядами по г, является весьма  
узким , и в этом  к л ассе им еется в заи м н оодн озн ач н ое соответствие м еж ду  
реш ениям и / ( 1 ,  х , £) и начальны ми значениям и д г (х , 0 ) .  Мы видим, как 
д а л ек о  п ростираю тся  сл едствия к азал ось  бы б езо б и д н о го  доп ущ ен и я  о 
р азл ож и м ости  /  в степенны й ряд. Мы б у д ем  назы вать реш ения вы ш еопи
санного класса  нормальными решениями или решениями класса Гиль
берта. Т еперь, если  реш ение / ( | ,  х, I) о п р едел я ется  значениям и д,. (дг, 0 ) ,  
то / ( § ,  х, 0 ) ,  естественно, оп р едел я ется  значениям и рг (лг, 0 ) .  Я сно, что 
м ом ент врем ени £ = 0  не м ож ет  быть каким-то особенны м . С ледовател ьн о, 
в реш ениях к ласса Г ильберта им еется од н озн ач н ое соответствие м еж д у  
ф ункцией р асп р едел ен и я  / ( | ,  х) и ее  пятью м ом ентам и д г (дг). Б ол ее  
точно, им еется сем ейство ф ункций / н ( | ,  х) — одн о  дл я  к аж дой  совок уп 
ности функций дг(ж) с тем свойством , что если  /н  вы бирается в качестве 
начального значения дл я  уравнения Б ол ьц м ан а, то п ол уч аем ое в р езу л ь 
тате р еш ение б у д ет  зат ем  оставаться  в к л ассе / я .

Если [(%, х, £) оп р едел я ется  значениям и дг (дг, 0 ) ,  то это ж е  от н о

сится и к дг (лг, 0 = ] ф г/ ( 1 ,  х, 1)й%. На м  хотел ось  бы иметь в озм ож н ость  
оп редел и ть  дг (дт, £) н еп осредствен н о из дг(х , 0 ), не используя в качестве 
п р ом еж уточн ой  функцию  / ( § ,  х, £) — этим самы м мы пер ей дем  к ги д р о
ди нам ике. Н о если  [(%, х) оп р едел я ется  как ф ункционал от дг (дг), то это  
н еи зб еж н о  д о л ж н о  привести к том у, что б о л ее  вы сокие моменты  рц(х)  
и <7г(л-") (см . § 17) б у д у т  так ж е оп редел яться  как ф ункционалы  от дг( х ) .  
Е сли они м огут быть вычислены, то ур авн ен и я сохр ан ен и я  становятся  
детер м и н и рован н ой  систем ой  и н еп оср едствен н о  д а ю т  изм енения дг (х) 
во врем ени, устр аняя  тем  сам ы м  ур авн ен и е Б ол ьц м ан а. Это б у д ет  с д е 
лан о  в сл едую щ ем  п ар а гр а ф е и зат ем  вновь в § 25.

В оп р ос о том, сколько граничны х условий  м ож н о удовлетворить  
с пом ощ ью  норм ал ьного  реш ения, является значительно б о л ее  слож ны м , 
чем вопрос о начальны х усл ови ях. П ар ам етры  в /<0) удов л етв ор я ю т у р а в 
нениям Э й л ер а , дл я  которы х ответ б о л ее  или м ен ее и звестен , но весьма
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осл ож н я ется  в зави сим ости  от того, является ли поток вихревы м или  
безвихревы м , дозвуковы м  или сверхзвуковы м , или трансзвуковы м  и т. д .

У равнения дл я  у г" линейны  и им ею т такие ж е  характеристики  (т. е. 
звуковы е ск ор ости ), что и уравнения Э йл ер а дл я  д<°), и<°> и Т<°\ О ни м о 
гут п оэтом у приним ать т а к се  ж е  количество граничны х усл овий  (и т а 
кого ж е  т и п а ). Таким о б р а зо м , на к а ж д у ю  из ф ункций /(°>, / б ) , . . .  м ож н о  
н алагать т ак ое ж е  количество граничны х усл ови й . Е сли эти системы  
граничны х условий  аддитивны , н априм ер, если  они линейны  по дги, то, 
так ж е  как и в сл уч ае начальны х значений, они сводятся  к единственной 
си стем е граничны х условий  дл я  сам и х  дг. Ф ор м ул и рован и е граничны х  
условий, н ал ож ен н ы х на /<°>, /< > > ,..., в этом  сл уч ае сводится  к в о зм о ж 
ности зави сим ости  граничного условия от е. С др угой  стороны , п о л о ж е 
ние осл ож н я ется  тем ф актом , что уравнения дл я  угп н еоднородны . К ром е  
того, в за д а ч а х  с н аи бол ее  устойчивы ми состояниям и им еется доп ол н и 
тельная гибкость, поскольку реш ение уравнений  Э й л ер а одним и только  
граничны ми усл овиям и одн озн ач н о  не оп р едел яется . К  этим вопросам  
мы вернем ся в сл едую щ ем  п ар агр аф е, а т ак ж е в § 33.

§ 24. ПРОДОЛЖЕНИЕ ТЕОРИИ ГИЛЬБЕРТА

В преды дущ ем  п ар агр аф е мы приш ли к вы воду, что дл я  реш ений, 
которы е р азлож им ы  в степенны е ряды , д о л ж н а  сущ ествовать в о зм о ж  
ность вы раж ения т ен зор а  н ап ряж ен и й  рг} и вектора теплового потока  

через т. е. чер ез д, и  я Т.
Н апом ним  вначале, что мы не теряем  общ ности , если  наклады ваем  

полны е начальны е значения рг только на дг°

$ ( х , 0 ) = е  ,(■*); 
е ; ( х , 0 ) = о .

п >■ О (24 .1 )

Э то доп усти м о бл а го д а р я  теор ем е о единственности . В а ж н о  зам етить, 
что несм отря на вы полнение соотнош ения дг°= д ,-  в начальны й м ом ент  
(это  озн ач ает , что парам етры  в локально м аксвеллрвском  р а сп р е д ел е
нии /<°) отож деств л я ю тся  с п ар ам етр ам и  н ачального р асп р едел ен и я  I), 
в п осл едую щ и е моменты  врем ени этого  у ж е  н е б у д ет . Д и ф ф ер ен ц и а л ь 
ные уравнения дл я  дгп н еоднор одны , и дгп с течением  времени бу д у т  
уклоняться от нуля, сл едовател ьн о, рг° больш е н е б у д у т  равняться дг.

Д л я  того чтобы найти н ео б х о д и м о  вычислить П оскольку з а 
висим ость ф ункции от х и I им еет м есто только чер ез дг°, то

д1 дх) ддО \ д( дх] )
(2 4 .2 )

Р а сп р ед ел ен и е  / ( | ,  х ) является ф ункционалом  от д Д х ) ,  не св я за н 
ным со врем енем . П оэтом у  при оты скании / (1)(1, х) (для  этого  н уж н о  
знать  /<°)) м ож н о п олож и ть ^ = 0 . Э то п озвол яет  зам ен ить  дг° в уравнении
(2 4 .2 )  на дг и ддг°/дХ] на ддг/дХ], при этом  нельзя п роизвести  за м е н у  вре
менной производной дд°/д1 на ддг!д1. О дн ак о  мы зн а ем , что дг° уд о в л етв о 
ряет уравнениям  Э й л ер а. С л едовател ьн о, м ож н о найти ддг°/д{ через п р о
странственны е производны е от дг°, которы е им ею т такой ж е  вид, что и 
пространственны е п роизводны е от дг при { =  0. Таким о б р а зо м , мы м ож ем  
вы разить /’(0) в явном  виде при ^ = 0  чер ез одни только пространственны е  
п рои зводн ы е от  дг. П р осты е вы кладки приводят к сл ед у ю щ ем у  р езу л ь 
тату:

,_ 0 =  /<°>(—I-------------------------------------- —  с А — -- 5 )-+— —  — (с^С) -(24.3)
У \  2Т дх; \ К7" ) '  КТ дху \  1 3 ' 7 /
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П оск ол ьк у  х и I являю тся просто п ар ам етр ам и  в интегральном  ур а в н е
нии, п редставляю щ ем  собой  линейное ур авн ен и е, реш ение д о л ж н о
^ „ „ , 1 д Т  1 д и ;
бы ть линеинои одн ор одн ой  ф ункцией от п а р а м е т р о в -------------и ------------— .

Т  д х ;  Т  д х ;
С оп оставл ен и е полином ов по с, на которы е ум н ож аю тся  эти д в а  к о эф 
ф ициента, показы вает, что Р\))==§ с »сУ'/(1>а,1 б у д ет  линейной о д н о р о д 

ной ф ункцией только от ди^дх^, тогда  как величина

п р оп ор ц и он альн а дТ/дХг.Теи сам ы м  мы приш ли к соотнош ениям  Н авье—  
С ток са. В ы числение как ф ункции §, т. е. н а х о ж д ен и е  м нож и телей , на

, , 1 д Т  1 ди-\
которы е ум н ож аю тся  коэф ф ициенты -------------- и ------------— , и зат ем  оп р еде-

Т  д х ;  Т  д х )
л ен и е по ним коэф ф ициентов вязкости  и теп лоп р оводн ости  является  
т р удн оп р еодол и м ой  зад ач ей  и р ассм атр и в ается  п одр обн о  н иж е, в статье  
Л . В а л ь дм ан а  *. В ер н ем ся  теперь к о б щ ем у  случаю . Р еш аю щ ее зн а ч е
ние дл я  наш его рассм отрен и я б у д ет  иметь тот ф акт, что мы не будем  
с р а з у  ж е  п олагать / = 0 .  П р ед п ол ож и м , что у ж е  вы раж ены
•через рг<°>,. . . ,  е,-("~1) и их пространственны е производны е. Н еодн ородн ы й  
член в интегральном  уравнении  (2 3 .8 )  дл я  со д ер ж и т  все эти ф унк
ции, а т а к ж е врем енны е п роизводны е (появл яю щ иеся  из р - | ) ) . В р е 
менны е производны е зам ен им  пространственны м и производны м и с п о 
м ощ ью  ди ф ф ерен ц иал ьн ы х уравнений  дл я  утп (которы е эквивалентны  
о гп ) . Н ай дя  /(”>, м ож н о п олож и ть ^ = 0 , что оставит нам только п ростр ан 
ственны е п рои зводн ы е от рг° = р г (р гп =  0 в начальны й м ом ент дл я  н > 0 ) .  
Н о если нам н уж н о п р одол ж и ть  вы числение [(п+г\  то у ж е  н ельзя п о л а 
гать (= 0 ,  и сл ед у ет  сохранить и сход н ое вы раж ен и е во всех  дгп.

В р езул ь тате мы н аходи м , что /<”)(§ , х) как ф ункционал от рг(х) 
является точечной ф ункцией от пространственны х п роизводны х рг (я) 
вплоть д о  порядка п. П оскольку в се  угп и счезаю т при ^ = 0 , им еем

рпи  = |  0 О / (п)^ ;  '
,  1 (24 .4 )

Чп1 =  \  1.

§ 25. МЕТОД ЧЕПМЕНА—ЭНСКОГА

С тандартны м  м етодом  н а хож ден и я  н ап ряж ен и й  и теплового потока  
из уравнения Б ол ьц м ан а является м ет од  Ч еп м ен а и Э нскога [16], [10], [8]. 
З д ес ь  мы рассм отри м  абстр актн о-ф ор м ал ьн ую  стр уктур у этого  м етода  
(сл ед у я  Э нскогу) и, в частности, его связь  с р азл ож ен и ем  Г ильберта.

О пираясь на теор ем у  Г ильберта о единственности  и на тот ф акт, что 
[ зави сит не только от рг, но и от их производны х, мы постули р уем  с л е 
дую щ ую  ф ор м у /:

/ = / ( 1 . 6 , ?Р, е), (2 5 .1 )

где вы раж ение
(2 5 .2 )

п редп ол агается  вы полняю щ им ся тож деств ен н о . Д л я  сокращ ения записи  
мы о бозн ач аем  рг чер ез р, фг чер ез ф и ^ р ,  V2р , . . . )  чер ез \7 е -  П остул и 
руем  так ж е, что дд/д{ им еет вид         " “

- $ - = Ф ( р ,У р ,е ) .  (2 5 .3 )

* См. также работы [29], [42] и [12], где излагаются другие методы.
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З т о  есть абстр актн ая  ф орм а ур авнений  сохр ан ен и я . П р остр ан ств ен н ая  
и врем енная  зави сим ости  явным о б р а зо м  не в ходя т  ни в какой из а р г у -  
ментов; они входят  только неявны м о б р а зо м  ч ер ез р и V^. И , наконец,, 
доп усти м , что зави сим ость  от е п р едставл яется  степенны м рядом ; никакие- 
требования относительно аналитичности (т. е. сходи м ости ) или д а ж е  
относительно асим птотического представлени я не н аклады ваю тся.

И з уравнения (2 5 .1 )  сл едует , что

•о
/  =  2 5" / (л) (1 .6 .76 ), (2 5 .4 )

л —О

а из уравнения (2 5 .3 )

- ? -  =  V ] е"Ф<л)(б ,7б ). (2 5 .5 )
п—О

Д и ф ф ер ен ц и р уем  ур авн ен и е (25. 1):

д /  =  д /  д д  | д /  дуд  (25  6>
д (  д д  д1 ' д у д  д /

и п одставляем  сю да  равенства (2 5 .4 )  и (2 5 .5 ) :

дг  __^
61

/■,5—0

д/-(г)  л А г )  —
___ ф(^> ________ \7Ф (4)

д ( 1 (2 5 .7 )

П одстан овк а этого  вы раж ения в ур авн ен и е Б ол ьц м ан а и ур а в н и в а н и е  
коэф ф ициентов при гп даю т

V  — _____ф(*)_ |__Д1____ у ф и )
^»9 I ду дуд

т. е. посл едовательн ость  интегральны х уравнений  дл я  / 6 ) , . . . ,  п о х о 
ж ую  на вы раж ен и е (23. 7) в гильбертовском  р азл ож ен и и . Н а  сам ом  деле- 
они тож дествен н ы , если все врем енны е п роизводны е в вы раж ении  (2 3 .7 )  
исключены за  счет использования ди ф ф ерен ц иал ьн ы х уравнений  ( 2 3 .2 3 ) ,  
как это  описано в § 24. Н еп оср едств ен н ая  проверка этого  зак л ю чен и я  
п р едставл яет  собой  сл ож н ую  за д а ч у  и з-за  различия в и сп ол ьзуем ом  
ф ор м ал и зм е. Это легче сдел ать , если  вн ач ал е док азат ь , что только п о л у 
ченное реш ение п р и н адл еж и т  к ги л ьбертовск ом у типу, и за т ем  о т о ж д е 
ствить о б а  реш ения на основании теорем ы  о единственности . Мы и м еем  
некоторую  степень свободы  так  ж е , как и в р азл ож ен и и  Г и л ьбер та , 
и им еем  право п олож и ть

О х  ;
= У У [ / (' \ / П  (2 5 .8 )

[ф /< °> й !!= е :  )
 ̂ л >  0  ( 2 5 .9 )

] > / ( " )  ^ 1 = 0 .  )
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Э то не начальны е усл овия, а ограничение, которое наклады вается  
д л я  лю бого  м ом ента врем ени. И сп ол ьзуя  си стем у ( 2 5 .9 )  и вспом иная, 
•что е и Ур независи м ы е перем енны е в различны х п роизводны х /<"), т. е.

д / ( 0 )

,г
<э/<л>

де*
â/<">

—

^ 6 = 0 ; (2 5 .1 0 )

н а х о д и м  сл едую щ и е условия совм естим ости  дл я  интегральны х ур а в н е
ний (2 5 .8 ) :

Ф 'Л“ 1) +  ^ Г  5 =  ( 2 5 .1 1 )

У словия (2 5 .9 )  гар ан ти р ую т единственность реш ения интегрального  
ур авн ен и я  дл я  /<Ч Н еоп р едел ен н ы е «коэф ф ициенты » в р азл ож ен и я х  
(2 5 .4 )  и (2 5 .5 )  теперь м огут быть определ ен ы , при этом  /<"> н аходя тся  
из реш ения интегральны х ур авнений  ( 2 5 .9 ) ,  а Ф<л) из реш ения (2 5 .1 1 ) .  
В  р езул ьтате получаем  р еш ение типа Г и льберта, т. е. р а зл о ж и м о е  в ст е
пенной ряд по е; начальны е усл овия (25. 9) те ж е  сам ы е, что и дл я  р я 
дов , найденны х в § 24  путем, исклю чения врем енны х прои зводн ы х от  
угп. С л едовател ьн о, результаты  тож дествен н ы .

М ето д  Э нскога и н огда п р едставл яю т как относящ ийся исклю чи
тельно к д а н н о м у  сл учаю  сп особ  ж он гл и рован и я членам и в р а з л о ж е 
нии / = / ^ ) + / ( 9 + / ^ ) +  . . .  с  целью  получения р езул ьтатов, которы е им ею т  
ж ел а ем у ю  ф ор м у [11]. Х отя с м атем атической  точки зр ен и я полученное  
выше р а зл о ж ен и е  по степеням  е ничуть н е является б о л ее  оправданны м , 
оно несколько короче.

Мы оп и сал и  д в е  различны е п роцедуры  получения норм альны х р еш е
ний уравнения Б ол ьц м ан а. Ф орм ально они эквивалентны , но по своем у  
•сущ еству соверш енно различны . П ер в ая  п р оц едур а  (Г и л ь б ер т а ), оп и 
сан н ая  в § 23, т р ебовал а  за д а н и я  начальны х значений дл я  рг° (уп р ощ ен 
но обозн ач аем ы х дг) и дл я  к аж д ой  совокупности  п = 1 ,  2 , . . .  И зм е н е
ние во врем ени за д а е т с я  уравнениям и Э йл ер а д л я  рг° и линейны ми у р а в 
нениями (2 3 .2 4 )  дл я  дг", п > 0. В торая  п р оц едур а  (Ч еп м ен а— Э н ск ога), 
п ер в ая  часть которой п р едстав л ен а  в § 24, а вторая бы ла только что оп и 
с а н а , тр ебует  н ахож ден и я  посл едовательн ы х п ри бл и ж ен и й  дл я  рц  и <7* 
и зат ем  их подстановки  в уравнения сохр анения, из которы х и о п р е д е
ляется  и зм енен и е во врем ени. Н етр удн о  провести  ср авн ен и е о б еи х  п р оц е
д у р . Они разли чаю тся  сп особом  усечения бесконечного  р азл ож ен и я  2/<п> 
д о  конечного п. С ум м а первы х п совм естим ы х уравнений  (2 3 .2 4 )  вм есте  
<с уравнениям и Э й л ер а д а ет  вы раж ен и е

д +  . Л 1 дд( Д ° ' 1 дхк
4/72=0 /

( » , / " » < * ?  +  Е ( * г д г + % )
т  = 1

= 0 .  ( 2 5 .1 2 )

При ^ = 0 ,  у” = 0  и зап и си  е ”  в явном в и де эт о  соот н ош ен и е п ер е
х о д и т  в

—  У е ?  +  —м 1 I 1 дхь
ш  =0

п
\  +  У  \  Ш (т)<*Ъ

/72 — 1
= 0 .  ( 2 5 .1 3 )
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И з уравнения (2 3 .2 0 )  при 7=1) сл ед у ет

$  Ь ' о / ( п ) ^ = 0 ;

I  Ш (п)Л \ = Р ] г  

|  и ьл / {п) ^ 1 = 2  (Щр)к +  дпь) .

1= 1,  2 , 3 (25 . 14)

Мы видим , что сум м а во втором члене уравнения (2 5 .1 3 )  р а зд ел я ет ся  
на п осл едовательн ы е при бл и ж ен и я  дл я  н ап ряж ен и й  и теп лового п оток а  
(интерпретация не так  проста для  7 > 0 ) .  Таким о б р а зо м , для  процедуры  
Ч еп м ен а— Э нскога н еобход и м о  взять ур авн ен и е (2 5 .1 2 )  (в котором  
м ож н о  зам ен ить  д° на д при 7 = 0  по м ет оду  Г и льберта) и, зам ен ив  д° на д 
для всех 7, получить ур авн ен и е (2 5 .1 3 )  . О бе п роцедуры  согл асую тся  при  
7 = 0  и, вероятно, дл я  некоторого м ал ого  отр езк а  врем ени 7, который,, 
в озм ож н о, увел ичивается  при п —> со . С тепень различия в трактовке з а 
дачи проявляется в воп р осе о граничны х усл ови ях. В § 23 мы видели,, 
что несм отря на сл ож н ость  ситуации во м ногих сл уч ая х  м ож н о  о ж и д а т ь , 
что число граничны х условий  в м ет о д е  Г ильберта остается  ф иксирован
ным при п —+ос (это  п од тв ер ж д ается  самы м непосредственны м  о б р а зо м  
на при м ере В ан  Ч ан а  и У ленбека, см . § 3 3 ) .  Х отя вопрос о точном числе  
граничных условий  дл я  п осл едовател ьн ости  уравнений гидродинам ики  
в м ет о д е  Ч еп м ен а— Э нскога опять-таки очень сл ож ен , не сл ед у ет  у д и в 
ляться в озм ож н ости  н ал ож ен и я  растущ его числа граничны х условий  при> 
п-^оо.  Точный смы сл норм альны х реш ений и их различны х и нтерпр ета
ций в н астоя щ ее время ещ е не совсем  ясен , но в § 26  мы попы таем ся  
несколько прояснить этот вопрос.

§ 26. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ [17]

Д л я  рассм отрения асим птотики у д о б н о  использовать интегральную - 
ф орм у (1 9 .1 2 ) ,  вклю чая туда  п арам етр  е. Зап и ш ем  ур авн ен и е Б ол ьц 
мана в виде

~ 7 + 1 - ; Г + — Ч / = — ^ ( 2 6 .1 )
д ( д х  е. г

[ср. ур авн ен и е ( 1 9 .9 ) ]  и зат ем  найдем

/ ( 1 ,  дт, 0  =  / ( 1 .  •* — 1 /  0) ех р  ( - - 7 ^ [ | д - 1 ( 1 - 5 ) ,  |  +
 ̂ о

+  ] + [ ! ,  •* — К *  — Т), т ] ц [ | ,  х  §(7 т), т]дх, ( 2 6 .2 >
о

где введены  функции §  и ц из уравнений (1 9 .1 6 )  и (1 9 .1 8 )  согласно, 
соотнош ениям

И 1 . ■ * - ! ( * - т ). 0  =  —  у [1 , х —1 (* — т), т ] х
е

X ехр| —  ̂V[§, х — §(/ — «), я]<&|;

д ( 1 .  -V, 0 =
х, ()

V (5, 7)

( 2 6 .3 )
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Ц енность этой частной формы  представлени я /  зак л ю чается  в том, 
что она в ы р аж ает  /  как ср ед н ее  зн ач ен и е начальной ф ункции /  и ф ун к 
ции §  с общ им  весом , равны м единице. Д л я  м ал ого  8 в ес концентри
р уется  главны м о б р а зо м  на §, а на §  он концентрируется около x =
В п р ед ел е им еем

( 2 6 . 5 )

Э то м ож н о  зап и сать  как V /= ^ ,  что эквивалентно 7 = 0 ;  в п р ед ел е I есть  
локально м ак свел л овск ое р асп р едел ен и е.

Э то усл ож н енн ы й  путь получения р езул ьтата , которы й бы л ранее  
н ай ден  б о л ее  непосредственны м  о б р а зо м . О днако интегральная ф орм а  
(2 6 .2 )  особен н о  хор ош о п ри сп особл ен а  дл я  асим птотической аппрокси
мации при м ал ом  е. С тандартны й прием состоит в интегрировании по 
частям  путем  ди ф ф ерен ц ир ован и я  ф ункции, ср ед н ее  зн ач ен ие которой  
нас и нтересует, и интегрирования весовой  ф ункции, им ею щ ей острый  
м аксим ум . Это д а ет  р а зл о ж ен и е  по степеням  е н а р я д у  с доп ол н и тел ь
ными экспоненциальны м и членами. П рим еняя сокращ енны е о б о зн а ч е
ния, получаем

1 - 1 —, ,
---------------V -------------V ( Т )

7 = / о < ?  6 о —
Е Ч)

+ П _  ±  ( 2 -  **.) е 
V  ах \  V  ах 1

------Г  V (1 )

+  . . . ( 2 6 .6 )

З д е с ь  и сп ол ь зуется  запись / 0 для  / ( § ,  х  — \1,  0), дл я  § - [ |,  х  —
I

— 1(^ — Т), т], V ДЛЯ V [ § , *  — ! (*  — т), т], * (т )  ДЛЯ |  V [ | ,  *  — К * — $ )« ] ^5
т

V дл я  т (0 )  и —  дл я  —— 1-¾■ — . О пустим п р е ж д е  всего  эк споненциаль- 
йх дх дх

ны е члены и сохр аним  только члены вплоть д о  первого порядка по е

/ = е - ~ е  (26. 7)
V

(напомним , что £ = ^ - - ( - 1 - ^ - ^ .  Запиш ем  теперь

/  =  / (0) +  г / ( ,\  ( 2 6 .8 )

где есть локально м ак свел л овск ое р асп р едел ен и е в соответствии  
с  равенством  ( 2 6 .5 ) .  Ч тобы  не доп уск ать  противоречивости в отнош ении  
порядка сохр ан яем ы х членов, мы зам ен яем  §  на £(0)=/(°) в том  члене  
соотн ош ен и я ( 2 6 .7 ) ,  который у м н о ж а ет ся  на е, а член с  §, им ею щ ий  
нулевой п орядок  по е, р а зл агаем  на д в а  члена. К ак  и сл ед ов ал о  ож и дат ь , 
п ол уч аем

2 / [ / (0), / (1)] = / (0), ( 2 6 .9 )

что в точности сов п адает  с ур авн ен и ем  ( 2 3 .6 ) .  С оверш енно ясно, что мы 
получим  те ж е  сам ы е результаты , которы е бы ли получены  б о л е е  и зя щ 
ным о б р а зо м  в § 2 3 — 25.

П р еи м ущ ество этой  п роцедуры  по сравнению  с у ж е  описанны ми  
м ет одам и  р азл ож ен и я  зак л ю чаю тся  в том , что она д ел а ет  возм ож ны м  
изучение сп р аведл и вости  р азл ож ен и я  в степенны е ряды  и ук азы вает  на  
в озм ож н ости  улучш ения. Е сли сохранить остаточны й член п осл е н е
ск ол ьк о  р аз п роведен н ого  интегрирования по частям , то в принципе  
м ож н о дать  оцен к у точности р азл ож ен и я  д о  этого  п орядк а. Т рудность  
зак л ю чается  в том , что при отсутствии п о-н астоя щ ем у полны х теорем
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сущ ествования оценить ош ибк у м ож н о, только сдел ав  специф ические  
допущ ения о свойствах реш ения, которы ми они, вероятно, дол ж н ы  о б л а 
дать. О днако д а ж е  качественная инф орм ация является ценной дл я  п о 
нимания этой  сл ож н ой  проблем ы . О граничимся р ассм отрен и ем  задач и , 
в которой задан ы  ф иксированны е начальны е значения и граничны е з н а 
чения дл я  / ( | ,  х),  причем н езависим ы е от е. Д оп усти м  так ж е, что 
в окрестности  за д а н н о й  точки (х, ¢) реш ение /[ (1 . х> 0 . е] сходи тся  при 
е —>-0. В этой  окрестности  /  б у д ет  локально м аксвел ловским  р а сп р ед ел е
нием, и гидр оди н ам и ческ и е уравнения Э й л ер а становятся хор ош ей  
аппроксим ацией. Е сли при е ^ О  мы п р и бл и ж аем ся  к ¢ = 0 ,  сохр ан я я  для  
¢ п орядок  е, это зак л ю чен и е становится неверны м и з-за  эк сп он ен ц и аль
ного члена [ое~х/е- И ны ми словам и, им еется начальны й пограничны й слой  
толщ ины  е (п ор ядок  врем ени столк н овен и й ). Точно таким  ж е  о б р а зо м , 
взяв б о л ее  сл о ж н у ю  интегральную  ф ор м у (1 9 .1 2 ) ,  которая вклю чает  
в себя  граничны е условия, мы получили бы пространственны й погранич
ный слой  толщ иной е (п орядк а ср едн ей  длины  св ободн ого  п р о б е г а ).

Мы м олчаливо п р едп ол агаем , что / [ ( | ,  х, ¢), е] сходи тся  в ф иксирован
ной внутренней точке (ж, ¢), которая не л еж и т  на гр анице (для  простоты  
изл ож ен и я мы р ассм атр и ваем  ¢ = 0  как часть границы  пространственно  
врем енного м н о го о б р а зи я ). О днако это слиш ком  тр удн о  д ок азать . 
С д р угой  стороны , легко найти случаи , когда это м ож н о опровергнуть. 
П р едп ол агая  сходи м ость , мы п олучаем  ур авн ен и е Э й л ер а. Х орош о и з
вестно, что реш ения этих уравнений  н е всегда  сущ ествую т в больш ом  
и з-за  появления удар н ы х волн. П о всей видим ости  мы поступ аем  п р а 
вильно, когда соеди н яем  вм есте реш ения уравнений  Э й л ер а и р азум н о  
вы бранны е удар н ы е разры вы  (по сущ еств у  на этом  основы вается г а з о 
вая динам ика сж и м аем ой  ср ед ы ). « Р а зу м н о »  зд е сь  озн ач ает  в соответ
ствии с наш им сегодняш ним  ур овнем  знаний; сом нительно, чтобы  п ояв
ление удар н ы х волн оп р едел я л ось  одн озн ач н о . П ов ед ен и е у дар н ой  
волны, так  ж е  как и течение с к а ж д о й  стороны  скачка, оп р едел я ется  
уравнениям и Э й л ер а вм есте с усл овиям и на уд а р н о й  волне, которы е  
представляю т собой  п росто-н ап р осто вы раж ения сохр ан ен и я  м ассы , 
количества дв и ж ен и я  и энергии  при п ер ех о д е  ч ер ез у д ар н ую  волну. С л е
довательн о, в д оп ол н ен и е к у ж е  рассм отренны м  р ан ее слоям  су щ ест 
вую т ещ е внутренние пограничны е слои.

И х  р асп ол ож ен и е оп р едел я ется  только уравнениям и Э йл ер а (п р и 
нимая обы чно ги др оди н ам и ч еск ое доп ущ ен и е), т. е. безотносительно- 
к ур авнению  Б ол ьц м ан а или е. Б о л ее  того, и зучение структуры  удар ны х  
волн показы вает, что толщ ина у дар н ого  сл оя , так  ж е  как и тол щ и н а1 
др уги х  пограничны х сл оев , им еет п ор я док  е (п ор ядок  ср едн ей  длины  
свободн ого  п р о б е г а ).

Н аш е м оди ф и ц и р ован ное п р едп ол ож ен и е зак л ю чается  в сл ед у ю 
щ ем . З а д а в  ф иксированную  точку (х, ¢), которая н е л еж и т  на границе- 
(ни х, ни ¢) или на у дар н ой  волне (принципиально это оп р едел и м о по 
реш ению  уравнений  Э й л ер а ), м ож н о ож и дат ь , что / [ ( | ,  х, ¢), е] сходи тся  
в окрестности  {х, ¢) и что п р едел ьн ое п оведен и е в этой  обл асти  б у д ет  
оп редел яться  реш ением  уравнений  Э й л ер а. З д ес ь  им еется ещ е одн о  з а 
труднение, о котором  н ео б х сд и м о  упом януть. Р еш ен и е уравнений  Э й л ер а  
тр ебует  начальны х и граничны х значений. Н ачальны е значения / ( | ,  х ) ,  
конечно, оп р едел я ю т начальны е значения дл я  р (х ) ,  и(х),  Т{х).  О днако  
м еж д у  ¢ = 0  и областью , г д е  м ож н о п ользоваться  уравнениям и Э йл ер а, 
л еж и т  пограничны й слой. Н ео б х о д и м о  удостовер и ться , что «аси м п тоти 
ческие начальны е значения» дл я  стрем ятся к действительны м  н а 
чальным значениям  при ¢ = 0 .  Это дочти наверняка сп р аведл и во дл я  
р ассм атр и ваем ой  сейчас задач и , т. е. дл я  рассм отрен и я уравнений! 
Э йл ер а как п редел ьного п редставления уравнения Б ол ьц м ан а. Д оп у ск а я  
это, мы м ож ем  сдел ать  п р едп ол ож ен и е в больш ом . П ри ё — 0 р еш ение
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ур авн ен и я  Б ол ьц м ан а сходи тся  к о бобщ ен н ом у  реш ению  (с  ударны м и  
волнам и) уравнений  Э йл ер а с соответствую щ им и начальны ми и гранич
ными условиям и. П о л о ж ен и е  становится б о л ее  сл ож н ы м , к огда мы р а с 
см атри ваем  воп рос о полком  р азл ож ен и и  норм ал ьного  реш ения как  
асим птотического п редставлени я  истинного реш ения. Ч тобы  и сп ол ь зо 
вать действительны е начальны е значения в р азл ож ен и и  н орм ального  
реш ения д о  п орядк а е", н ео б х о д и м о  убеди ть ся  в том , что появление  
пограничного слоя  н е приводит к и зм енению  этих начальны х значений  
вплоть д о  того ж е  п орядк а. Д а ж е  если  н орм ал ьн ое реш ение является  
законны м  асим птотическим  локальны м  п ри бл и ж ен и ем  к истинном у р е 
ш ению , при п ер ех о д е  ч ер ез пограничны й слой м ож н о потерять сл е д  
начальны х значений. З д е с ь  м ож н о идти двум я  путям и. В о-первы х, н а 
чальный пограничны й слой б у д ет  отсутствовать, если  начальная  ф унк
ция / ( § ,  х) является норм альной ф ункцией / ,  т. е. п р и н адл еж и т  к гиль- 
бер товск ом у к л ассу  / н . С обл ю ден и е этого  ограничения значительно у м а 
л я ет  важ н ость  норм альны х реш ений. Д р у го й  м ет о д  п о д х о д а  за к л ю 
чается в исследован и и  начального слоя  и прим енении асим птотических  
ди ф ф ер ен ц иал ьн ы х ур авнений  с асим птотическим и начальны ми зн а ч е 
ниями, вы числяемы ми каким -либо о б р а зо м  из истинны х начальны х з н а 
чений. Э то сл ед у ет  сдел ать  при л ю бой  степени общ ности  *.

В о п р о с о согл асован н ы х граничны х усл ов и я х  дл я  норм альны х р е
ш ений б о л ее  сл о ж ен , чем воп рос о начальны х усл ов и я х . В о-первы х, з а 
ранее н еизвестно, сколько граничны х условий  м ож н о  удовлетвори ть  при  
за д а н н о й  степени аппроксим ации (ср . § 2 5 ) .  В о-вторы х, д в а  м етода  р а з 
л ож ен и я  норм альны х реш ений (Г и л ьбер та  и Ч еп м ен а— Э н ск ога) м огут  
различаться в этом  отнош ении. В общ ем , м ож н о ск азать , что в воп росе  
согласован и я  граничны х усл овий  мы несколько проигры ваем  по ср а в н е
нию с  общ им и реш ениям и уравнения Б ол ьц м ан а. В такой ситуации ст а 
новится н еобходи м ы м  вы числение асим птотических граничны х значений  
из истинны х так  ж е , как и в отнош ении начальны х значений. Явный п ри 
мер такой  потери граничны х усл овий , найденны й В ан  Ч аном  и У лен- 
бек ом , р ассм атр и вается  в § 33.

О бщ ая  картина внутренней структуры  начального слоя м ож ет  быть 
н ай ден а сл едую щ и м  о б р а зо м . В ерн ем ся  к соотнош ению  (2 6 .6 )  и оставим  
на этот р аз ещ е несколько экспоненциальны х членов дополнител ьно  
к членам  первого порядк а по е. И м еем

е ~ ^ ) + ( / о  -
V

( 2 6 .1 0 )

где

0) ( 2 6 .1 1 )

или

^ — ̂ о е~~1е +  е ^ ( 1 +  е ( 2 6 .1 2 )

где |

Л = ^ ( / о >  /о ) - ( 2 6 .1 3 )

В м есто  равенства ( 2 6 .8 )  напиш ем

/  =  /(0) +  /(1)

* Специальные начальные условия, для которых решение уравнения Больцмана известно в явном виде, были найдены Трусделлом [64]. В этом случае можно в явном виде сформулировать точную модификацию начальных значений.
75



и доп усти м , что / (1) м ало по сравнению  с / (0), не р ассм атри вая  в о п р о с  
о см ы сле м алости . З ам ен и м  в правой части уравнения (26. 12) §  наг 
£(0)=/(°) и V на V*0), тогда

2 У [ / (0), / (1)] = У ( / о , / о ) е х р

(26 . 14)'

Т еперь ясно, почем у оставлен  член е^е-'"'8, несм отря на то, что его м ож н о  
р ассм атривать как член б о л ее  вы сокого порядк а, чем е или е - г/8 по о т 
дельности: если  устрем ить то реш ение см о ж ет  принять истинное
начальное зн ач ен ие (0- П оскольку и н тегральное ур авн ен и е (2 6 .1 4 )  л и 
нейно, р еш ение б у д ет  сум м ой  членов, зави сящ и х от /(°> (т. е. членов ур ав-  
нений Н ав ье— С токса) и от начальны х значений / ( / о ,  / о) .  Зависим ость, 
от экспонент, одн ак о , очень сл о ж н а . О дн а  из причин зак л ю чается  в том,, 
что V® есть ф ункция от 1, т. е. от аргум ента интегрального уравнения. 
Э ту зави сим ость  от |  нельзя устранить за  счет п ер еход а  к м ак св ел л ов 
ским м олекулам  (гд е  V н е зави сит  от § ) ,  поскольку |  входи т  такж е' 
в аргум ен т х— \1. Р еш ен и е п оэтом у не б у д ет  типа простой  экспоненты , 
тем н е м ен ее м ож н о ож и дать , что качественно оно б у д ет  вести себя  п ри 
м ерно таким ж е  о б р а зо м . Д л я  того чтобы  реш ение (26. 14) сущ еств о
вало, правая  часть д о л ж н а  удовлетворять  усл ови ям  совм естности  
(23. 14) . Это б у д у т  условия относительно пяти п арам етр ов  в /<°>, а именно,. 
дг<°> (х , I), чем б у д ет  дости гаться  аппроксим ация ур авнений  Э й л ер а, 
если экспоненты  малы . К  сож ал ен и ю , нас и нтересую т эти уравнения; 
только в том  сл уч ае, к огда экспоненты  не малы .

М ож н о  ож и дат ь , что реш ение (26. 14) [после реш ения ур авн ен и й , 
вы раж аю щ и х усл овия совм естности  дл я  рг<°-(* , 0 ]  описы вает картину  
течения в пограничном  сл о е  и д а е т  с р азум н ой  точностью  п ер ех о д  от  н а 
чального значения /о к локально м ак свел л овск ом у /<°>, котор ое у д о в л е 
творяет уравнениям  Э йл ер а. Э то пока ещ е не сд ел а н о . В п ол н е в о зм о ж н о , 
что н еп оср едствен н ое р ассм отр ен и е ( 2 6 .2 )  с пом ощ ью  некоторы х из м е
тодов гл. III или V  м о ж ет  ок азаться  прощ е. О дн ак о  с пом ощ ью  этого- 
ан ал и за  легко оценить р азм ер  пограничного сл оя , который, как о к азы 
вается, им еет п ор ядок  е 1 о § (1 /е )  вм есто е. Мы получаем  эт у  оценку, 
полагая  равны ми д в а  «м алы х» коэф ф ициента е и е ^ /е и зам еч ая , что  

Р азл и ч и е м еж д у  этим и двум я  оценкам и толщ ины  слоя (е  и 
е 1од 1/е) очевидно. Е сли мы удовл етвори м ся  локально м аксвел ловской  
ф ункцией /<°) как хор ош ей  аппроксим ацией , то эф ф ек т пограничного сл оя  
станет п р ен ебр еж и м о  м алы м  на р асстоян и ях, превы ш аю щ их е. Н о если  
ж ел ател ь н о  б о л е е  уточненное п р и бл и ж ен и е /<°> +  е /(1), то пограничны й  
эф ф ек т станет п р ен еб р еж и м о  малы м по сравнению  с е /(1> лиш ь на б о л ь 
ш их р асстоян и ях —  п орядк а е 1 о § ( 1 /е ) .  С др угой  стороны , уравнения  
Э йл ер а становятся  хор ош ей  аппроксим ацией  при 1~̂ >е , то гд а  как ут оч 
нение Н ав ье— С токса н есп р аведл и во  д о  тех  пор, пока не станет  
* » е 1 о д ( 1 / е ) .

Т еперь ясно, что прим енение так  н азы ваем ы х нормальных решений 
уравнения Б ол ьц м ан а, вероятно, оп р ав дан о  в асим птотическом  см ы сле, 
если только они прим еняю тся не слиш ком  бли зк о к пограничном у слою  
или к у д а р н о м у  слою . И сп ол ьзов ан и е их в обл асти  течения со скольже
нием, т. е. около границы , доп усти м о только в том  сл уч ае, если н е ин те
ресоваться картиной течения внутри сл оя , которы й м о ж ет  о б л а д а т ь  т о л 
щ иной, равной многим (т. е. 1од 1 /е) средним  дли н ам  св ободн ого  п р о
бега , и если  м ож н о убеди ть ся , что асим птотические «граничны е» усл ови я  
вне такого слоя согл асую тся  вплоть д о  н а д л еж а щ его  порядк а с гран и ч-

+  г / (0) |1  — ехр

^(0)
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ными усл овиям и на р еальной стенке. И сп ользуя  м етоды  гл. V , м ож ет  
быть удаст ся  связать  истинное граничное усл ов и е на стенке с гранич
ными значениям и дл я  н орм ального реш ения, н абл ю даем ы м и  на некото
ром удал ен и и  от стенки. В некоторы х специальны х сл уч аях, наприм ер, 
вблизи  плоской границы  и дл я  м алы х значений  теплового потока и н а 
пряж ений , граничны е усл овия со д ер ж а т ся  в неявном  виде в у ж е  и зв ест 
ных точных реш ениях этих за д а ч  (см . § 3 3 ) .

Р ассм отр и м  теперь возм ож н ость  ан ал и за  у дар н ой  волны с пом ощ ью  
подобн ы х м етодов . А налитически ср ед н ее  зн ач ен ие ф ункции д о л ж н о  
быть вы числено [см. ур авн ен и е ( 2 6 .2 ) ]  в той  обл асти , гд е  как ф ункция §, 
так и весовая  функция начинаю т резк о изм еняться одн оврем ен н о. 
И н тегр ирование по частям  зд есь  бесп ол езн о . О дн ак о  легко видеть, что 
парам етр  е м ож н о полностью  исклю чить из р ассм отрения путем  простой  
зам ены  м асш таба  длины  *. У странив е, м ож н о  ввести новый п арам етр , 
хар актер и зую щ и й  интенсивность уд а р н о й  волны, причем этот  парам етр  
входи т  почти так  ж е , как в ходи л  п ар ам етр  е. Н ап р и м ер , мы м ож ем  
взять отнош ение плотности по обеи м  стор онам  скачка (е  =  д 1/до— 1) как  
п арам етр  в р а зл о ж ен и и  ( 2 3 .4 ) .  Г и льбертовское р а зл о ж ен и е  п р ев р а
щ ается в р а зл о ж ен и е  по степеням  интенсивности у дар н ой  волны. В д а н 
ном сл уч ае в интегральном  уравнении (2 6 .2 )  ни начальны е, ни гранич
ные значения не появляю тся (за  исклю чением  неявного условия на бесг._ 
конечности) . Н ет оснований априори п одозр ев ать , что р а зл о ж ен и е  в ст е 
пенны е ряды  су ж и в а ет  м н ож ество  реш ений уравнения Б ол ьц м ан а д о  сп е
циального к л асса , или п одозр евать  р асходи м ость  рядов. Этот вопрос  
остается  открытым. С др угой  стороны , вполне в озм ож н о , что зд есь  
им еется пара различных асим птотических р азл ож ен и й  (по одн ом у  р а з 
л ож ен и ю  с к аж д ой  стороны  скачка) и что связь  м е ж д у  ними нельзя  
найти из ан ал и за  на осн ов е норм альны х реш ений, но это м ож н о сдел ать  
лиш ь путем  полного р ассм отрен и я  п ер еходн ой  зоны . Ч асто  оказы вается , 
что сты ковка асим птотических р азл ож ен и й , которы е справедливы  в р а з
личны х обл астя х , п р едставл яет  со б о й  тр удн ую  за д а ч у . _ -----

Глава V

ДРУГИЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ

§ 27. В В Е Д Е Н И Е

В гл. IV  и зл агал ась  теория норм альны х реш ений уравнения Б ол ьц 
м ан а. В гл. III р ассм атри вал ся  с абстр актной  точки зрения теории  
сущ ествования вопрос об  общ и х реш ениях. В этой  гл аве мы рассм отрим  
воп рос об  общ их реш ениях с практической стороны . З д е с ь  м огут быть 
дв а  б о л ее  или м ен ее различны х п о д х о д а . П ервы й п о д х о д  зак л ю чается  
в получении новы х ф ен ом енол огических уравнений , которы е о б о бщ аю т  
обы чны е ги др оди н ам и ч еск и е ур авн ен и я на те случаи, когда у ж е  н ед о п у 
стим о исп ол ьзован и е норм альны х реш ений. Н у ж н о  п ок азать  достаточн о  
общ ий (для  охвата  ш ирокого к л асса  за д а ч ) п ер ех о д  от уравнения  
Б ол ьц м ан а, в котором  состоян и е о п р едел я ется  ч ер ез Цх, | ) ,  к обы чному

* Параметр е можно устранить путем замены масштаба длины в любой независящей от времени задаче. Однако он вновь появляется в расположении границы, и задача по существу остается той же, что и в исходных переменных. Задача об ударной волне решается однозначно там, где нет конечных границ, так что е можно законно исключить.
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ги др оди н ам и ч еск ом у описанию , в котором  состоян и е оп р едел яется  через  
е ( х ) ,  и(х) и Т (х ) . Такой п о д х о д  м ож н о  рассм атри вать  как интерполя
цию м е ж д у  крайними оп редел ен и ям и  состояния. Э тот м етод  был начат  
М аксвелл ом  [46] и п р одол ж ен  Т рэдом  [22] * (см . § 2 8 ) . В торой  п о д х о д  
зак л ю чается  в попы тке реш ения уравнения Б ол ьц м ан а как такового  
относительно р асп р едел ен и я  / ( | ,  х, О дл я  оп р едел ен н ого  круга за д а ч . 
Р я д  попы ток был предпринят дл я  получения р езул ьтатов  в окрестности  
св обод н о  м олек улярн ого  течения [35], [58], [38]. С овсем  н едавн о  были  
предприняты  попытки охватить весь д и а п а зо н  значений  ср едн ей  длины  
св ободн ого  п р обега . Этот м ет од  р азр абаты вал ся , главны м о б р а зо м , В ан  
Ч аном  и У ленбеком  [68], [69] и М отт-С м итом  [54].

О сновны м ор уди ем  и сследован и я  д о  настоящ его врем ени являлись  
некоторы е формы  м етода  р а зл о ж ен и я  и несколько м ен ьш ее вним ание  
уд ел я л ось  итерациям  **. Ч то ж е  к асается  м етодики р азл ож ен и я , то р а з 
личие м еж д у  двум я  п одходам и , упом януты м и выше, сводится к вопросу  
о том , сколько членов м ож н о у д ер ж а т ь  удобн ы м  о бр азом ; задач и , в ко
торы х им ею тся в той или иной ф орм е специф ическая сим м етричность  
или д р у ги е  упрощ ения, п озвол яю т построить б о л ее  соверш енны е р а з 
лож ен и я .

В практику вош ло несколько типов р азл ож ен и й . Д в у м я  такими р а з 
лож ен и ям и , подобны м и с теоретической точки зр ен и я , но не с точки з р е 
ния практики, являю тся р азл ож ен и я  /  л и бо в окрестности  л ок ал ьн о-м ак 
свелловского р асп р едел ен и я  с п ар ам етр ам и  р, и, Т, зависящ им и от х 
и I (см . § 2 8 ) , л и бо в окрестности  абсол ю тн о  м аксвел ловск ого  р а сп р е д е
ления с постоянны ми п ар ам етр ам и  (см . § 3 0 ) . В ы бирая р а сп р е д ел е
ние М аксвелл а (лок альн ое или абсол ю тн ое) как и сходн ую  точку, видим о, 
н а и б о л ее  ц ел есо о б р а зн о  и спол ьзовать  п олином инальное р а зл о ж ен и е  
Э рм ита ***.

Р а зл о ж ен и е  ведется  по перем енной  §, а коэф ф ициенты  суть ф ун к 
ции от х  и /. Эти коэф ф ициенты  м ож н о рассм атри вать  как переменные 
макроскопического состояния. В дан н ом  сл уч ае мы им еем  интерполяцию  
м е ж д у  гидродинам ическим  и м олекулярны м  состояниям и, о чем вы ш е 
и ш ла речь. Е сли мы у д ер ж и в а ем  только м ал ое число дополнител ьны х  
коэф ф ициентов Э рм ита, то это естествен н ее всего  трактовать как м а к р о 
скопическое обо б щ ен и е гидродинам ики. Е сли ж е  в р азл ож ен и и  о с т а в 
ляется  м ного членов, то это б о л ее  соответствует  м икроскопической  
аппроксим ации сам ой  ф ункции /, одн ак о  граница м еж д у  этим и р а ссм о т 
рениям и д о  некоторой степени п роизвольна.

В оп р ос о том , какое р азл о ж ен и е  предпочтител ьнее —  р а зл о ж ен и е  
около локально или абсол ю тн о м аксвел ловского р асп р едел ен и я  —  сл е 
д у ет  реш ать отдельн о в к аж дом  конкретном  случае.

П р еи м ущ ество абсол ю тн о м аксвел ловского р асп р едел ен и я  за к л ю 
чается в том , что оно п озвол яет  получить б о л ее  просты е уравнения. 
Л ок ал ьн о  м ак свел ловск ое р асп р едел ен и е, очевидно, п редпочтител ьнее  
в тех  сл учаях, когда р еш ение ок азы вается  п риблизительно локально-

* Внимание исследователей в этот промежуточный период времени было привлечено почти исключительно к нормальным решениям.
** См. работы [58], [32], [22] и § 28, где комбинируются методы итераций и разложения.

*** См. работу [22]. Это эрмитовское разложение идентично по существу последовательно используемым разложениям по полиномам Сонина [68], [53]. Ранее полиномы Сонина использовались, но не для уравнения Больцмана как такового, а для решения уравнения Фредгольма, которое появляется в теории нормальных решений [8]. Разница между двумя разложениями заключается просто в выборе координат, разложение Эрмита в прямоугольных координатах становится произведением сферических функций и полиномов Сонина в случае сферических координат.
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м аксвелловским , но с оп р едел ен н о  непостоянны м и д ( х ) ,  и(х), Т (х).. 
П осл едн я я  ситуация им еет м есто, когда дв а  врем енны х м асш таба  —- 
врем я столкновений и время вязкого р асп ада  —  или два м асш таба  
д л и н ы —-ср едн я я  дл и н а св ободн ого  п р обега  и хар актер н ы е разм еры  
течения (см . § 2 2 ) —  р азличаю тся  на п ор ядок  величины или более. 
А бсол ю тн о м ак свел ловск ое р азл о ж ен и е , вероятно, является б о л ее  п р е д 
почтительны м, если эти парам етры  имею т одинаковы й п орядок  вел и 
чины. О ба р азл ож ен и я  по сущ еств у  идентичны  для  ли н еар и зован н ого  
сл учая  м алы х возм ущ ений  относительно равновесия. В линеари зован н ой  
постановке, как правило, законченны е реш ения м огут быть получены , 
если л ибо нет ф изических границ, ли бо  границам и являю тся п а р а л л ел ь 
ные плоскости  (см . § 3 3 ) .

Д р у го й  м етод  р азл ож ен и я  зак л ю чается  в расщ еплении  функции  
р асп р едел ен и я  / ( | ь §2, Ы  на д в е  половины , соответствую щ ие, к прим еру, 
& > 0  и & < 0 ,  и р азл ож ен и и  к аж д ой  половины  в отдельности  в п ол уп р о
стр анстве [28]. Н едостатк ом  этого  м етода , очевидно, является увел ичение  
сл ож н ости . П реи м ущ ество зак л ю чается  в улучш ении скорости  сх о д и м о 
сти вблизи  границы, гд е  о б е  половины  функции р асп р едел ен и я  (для  
п адаю щ и х и отр аж ен н ы х м олекул) м огут вы глядеть соверш енно п о -р а з
ном у. Этот тип р азл ож ен и я  зат р он ут  в § 31.

В сякая р азум н ая  функция р асп р едел ен и я  м ож ет  быть аппроксим и
рован а к аж ды м  из упом януты х выше р азл ож ен и й  сколь угодн о  близко. 
О дн ак о всл едстви е бы строго увеличения затраты  т р уда  по м ер е повы 
ш ения порядк а аппроксим ации очень в аж н о  вначале выяснить сп ец и 
ф ические особен н ости  к аж д ой  р ассм атр и ваем ой  за д а ч и , п р е ж д е  чем  
реш ать, какой ж е  из м етодов  р азл ож ен и я  является наилучш им. Н е о б х о 
ди м о обр ати ть  вним ание на сл едую щ ее. Н есм отр я на то, что заданную 
ф ункцию  /  м ож н о аппроксим ировать сколь угодн о  бл и зк о  с пом ощ ью  
п осл едовател ьн ости  аппроксим ирую щ их ф ункций / п, нет гарантии того, 
что р еш ение уравнений , которым удовл етвор яю т б у д ет  в каком -то  
см ы сле аппроксим ировать р еш ение уравнения Б ол ьц м ан а. В се  эти м е
тоды  (по крайней м ер е, в при л ож ени и  их к нелинейном у ур авнению  
Б ол ь ц м ан а) являю тся чисто ф орм альны м и, и пока нет сколь н и будь  у б е 
дительны х оснований п одозр ев ать  сущ ествован и е как и х-л и бо качествен
ных различий в сходи м ости .

Д р у го й  тип р азл ож ен и я , которы й м о ж ет  ок азаться  полезны м  в сп е 
циальны х сл уч ая х  (хотя и не в едет  очень д а л е к о ), м ож н о  получить, если  
взять в качестве весовой функции ан и зотроп н ое р асп р едел ен и е М ак 
свел л а  т. е. включить анизотропность в эксп он ен ту так  ж е , как  
и в п олучаем ы е при этом  полиномы  [44]. Это м о ж ет  ок азаться  полезны м  
при р ассм отрении  за д а ч  с сильной анизотропностью , наприм ер, при  
р ассм отрении  сильны х удар ны х волн. П р о д о л ж а я  эт у  идею  дал ьш е, 
м ож н о  бы ло бы ввести всю п осл едовател ьн ость  при бл и ж ен и й  в эк сп о
ненту, т. е. р азл агать  1 о § /. Это д а е т  то п реим ущ ество (чем не о б л а д а ю т  
д р у ги е м ет о д ы ), что все аппроксим ирую щ ие функции становятся п о л о 
ж ительны м и. Н едост аток  этого  м етода  зак л ю чается  в ч резм ер ном  у с л о ж 
нении вы вода уравнений , которым удовл етвор яю т аппроксим ирую щ ие  
ф ункции.

О бщ ая  постановка вопроса  о граничны х усл ов и я х  дл я  лю бого  из 
м етодов  р азл ож ен и я  р ассм атри вается  в § 29.

Так как полезны е результаты  из уравнения Б ол ьц м ан а получить  
трудн о, врем я от врем ени п р едл агал и сь  ан алоговы е уравнения дл я  у р а в 
нения Б ол ьц м ан а. Э тот вопрос затр аги вается  в § 32.

К р атк ое о б су ж д ен и е  относительны х достоинств  некоторы х из этих  
м етодов  путем  сравнения реш ений специальны х за д а ч  и зл ож ен о  в конце 
главы , в § 33.
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§ 28. РАЗЛОЖЕНИЕ ОКОЛО ЛОКАЛЬНО МАКСВЕЛЛОВСКОЕО 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ [22]

Н апом ним , что р асп р едел ен и е М ак свел л а  за д а е т с я  вы раж ением

/
( 0 ) .

(2я К Г)3/2
р -с 1/2КГ ( 2 8 .1 )

где с = | —и —  относительная скорость (по отнош ению  к ср едн ей  ск о
р ости ).

Е сли /(°> р ассм атр и вается  как весовая  ф ункция р азл ож ен и я , д о п у 
стим о вы брать в ходящ и е в н ее пять п арам етр ов  лю бы м и. М ы возьм ем  
их такими, чтобы  они п р едставл ял и  собой  м естны е значения соответст
вую щ их м ом ентов истинной ф ункции р асп р едел ен и я  /. Если мы р а зл о 
ж им  произвольную  ф ункцию  /  с этой  весовой  ф ункцией /(°), то пять п а р а 
м етров р азл ож ен и я  б у д у т  ф иксированы  согл асн о ук азан н ой  выш е и д ен 
тиф икации. З ам ен и м  ф ункцию  / ( | ,  х, I) бесконечной совокупностью  
д(лс, ( ) ,  и(х, I), Т(х, I) и â<">(*, () (они дол ж н ы  быть оп р едел ен ы ). Это  
р а зл о ж ен и е  н уж н о подставить в ур авн ен и е Б ол ьц м ан а вм есто \  и зат ем  
приравнять соответствую щ и е коэф ф ициенты . В р езул ь тате получится  
бесконечная  п осл едовател ьн ость  ди ф ф ерен ц иал ьн ы х уравнений  для  
б, и, Т и В к а ж д о е  ур авн ен и е б у д ет  входить только одн а  врем енная  
п рои зводн ая. Мы р асп ол ож и м  уравнения в п осл едовател ьн ости , соотв ет
ствую щ ей временны м производны м , т. е. сн ач ал а уравнения сохр анения  
(дд/д(, ди/дЬ, дТ/д{) и за т ем  уравнения с 5аЧ )/5 / по порядку. Эти у р а в 

нения являю тся квазилинейны м и уравнениям и (т. е. линейны ми отн оси 
тельно п рои зводн ы х) первого порядка и со д е р ж а т  члены (п оявл яю 
щ иеся из члена, учиты ваю щ его столкновения м олекул, квадратичны е по

В общ ем  сл уч ае нет конечной совокупности  уравнений , которы е  
отделял и сь  бы от остальн ой  части систем ы . Ч тобы  получить детер м и н и 
рованную  си стем у конечного порядка вплоть д о  а1п\  сохр аним  у р а в н е
ния вплоть д о  да^/д!  и п олож и м  в них а<т > = 0 , т > п ,  в езде, где такие  
члены появляю тся. Э та п р оц едур а , хотя и является ф орм альной , при
н адл еж и т  к том у типу усечения, дл я  которого м ож н о ож и д а т ь  сх о д и м о 
сти. П р е ж д е  чем приступить к р азл ож ен и ю , у д о б н о  ввести б е зр а зм е р 
ную  скорость

( 2 8 .2 )

и б езр а зм ер н у ю  ф ункцию  р асп р едел ен и я

(К Г)3'2 
8  = ------- — / . ( 2 8 .3 )

О пр еделения д, и и Т влекут за  собой  сл едую щ и е усл овия, н ак л ады 
ваем ы е на §:

=  0; ( 2 8 .4 )

Р а сп р ед ел ен и е соответствую щ ее м ак свел л овск ом у р асп редел ен и ю , 
есть

^ (0)
1

(2 л)3/2 е~уV.
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Р а зл о ж и м  §  по полином ам  Э рм ита:

й А  -V, 0 = й (0)( ® ) Х  ^ - а < я)( л г , 0 ^ л>(®) ( 2 8 .6 )
л =  0

или, в м ен ее сокращ енной  записи:
* 1

^  =  а ( ° ) Я < ° ) + а у ® Я ^ ) + . . . ( 2 8 .7 )

Д л я  /  им еем

/ = / « »  V  — ( 2 8 .8 )

Н есколько слов сл ед у ет  ск азать  о б  этой  си стем е обозн ач ен ий  дл я  
полином ов Э рм ита [21]. Н / л> есть тен зор  с п и н дексам и, г =  ( / , . . . ,  гп) ,  
а т а к ж е полином  п-ой степени. К оэф ф и ц и ен т « А  т а к ж е тен зор  п о 
рядка п, причем в ф ор м ул е полином а (28. 6) п о д р а зу м ев а ет ся  су м м и р о 
вание по всей совокупности  значений и ндекса /. К ак  м ож н о бы ло о ж и 
дать, исп ол ьзован и е декар товы х тен зор н ы х обозн ач ен ий  (инвариантны х  
при вращ ении) ок азы вает  н еоценим ую  пом ощ ь при вы воде и и нтер
претации основны х ф орм ул. Ф ор м ул а обр атн ого  п р еобр азов ан и я  для  
коэф ф ициентов а / ”) такова:

К а ж д а я  ком понента тен зор а  / / ( " )  есть п р ои зв еден и е трех  обы чны х (для  
одн ой  перем енной) полином ов Э рм ита с общ ей  степенью , равной п. Д л я  
за д а н н о го  п все полиномы  Я / п> независим ы  и ортогональны , исклю чая  
тривиальны й случай ком м утации индексов. В частности, к а ж д а я  к ом п о
нента Я /* ) ор тогонал ьна к аж дой  ком поненте Я / т ), если п ф т ,  и, кром е  
того, совокупность индексов гь н е является пер естановкой  из
У ь . . . ,  /„ . С оотнош ения (2 8 .1 0 )  показы ваю т, что Ж") в явном ви де не 
со д е р ж и т  иных численны х коэф ф ициентов, кром е как ± 1 .  В ся к ое а<™> 
со г л а сн о  ур авнению  (2 8 .9 )  есть безр азм ер н ы й  полином инальны й м о 
мент от / ,  из них несколько первы х (вы раж енны х через эл ем ентар ны е  
м ом енты  см. § 17) им ею т вид

(2 8 .9 )

(2 8 .1 0 )

+ А* + А/ ) +( 8А * + ь1кЧ+ М аА

а ‘°> = 1 ;  

а \ *  = 0 ;

^  = / ж / г ;

КГ;

=  ̂ 1]ы1р ^Т — у  А /  +  Л-Ай +  Г«Аа +  ГлАч

( 2 8 .1 1 )

+  / о А * + Ры^й)— (8 А / + 8 /А л  А  А *)-
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Они являю тся ком бинациям и м ом ентов, которые, равны нулю  (и ск лю ч ая  
а(о)) в хом сл учае, к огда /  есть м ак свел ловск ое р асп р едел ен и е. С вер ты - 
вая а (3), находи м

а<3, =  й <з> 2 Ч1_
Р / К Т  '

( 2 8 .1 2 )

Мы видим, что первы е нетривиальны е эрм итовские коэф ф ициенты  п р е д -  
ставляю т собой  безр азм ер н ы е формы  тен зор а  нап ряж ен и й  рц  и век тор а  
теплового потока К оэф ф ициенты  а<2>, а<3) и а с ф изической точки  
зрения являю тся соверш енно равноправны м и, хотя и аг(3> имею т  
п си хол огическое преим ущ ество общ еи звестн ости .

П одстави м  р а зл о ж ен и е (2 8 .8 )  в ур авн ен и е Б ол ьцм ана и п ри р ав
няем коэф ф ициенты  при Н^п\  В р езул ьтате этого получим бесконечную ' 
посл едовательн ость  ди ф ф ерен ц иал ьн ы х уравнений  относительно к оэф -  
фициентов а /" ) [22]. В качестве прим ера выпиш ем ур авн ен и е для; 
а<2> [оп ределен и е УКГ/У/ д а ет ся  соотнош ением  (28. 36)]:

д1

д а У )  д и  ■ д и ,
. Ч . — д (2) — I _Ц /7(2)__

д х г 1г д х г  д х г +  и п м -
акт

к г  си

-----да(/
у  и /  1

/  К 7"

д х г ‘В  д х г 2КГ
а (3) а  г

д К Т  . д и : д и  ]

д х г  д Х ]  д Х [
=  /< 2>. (2 8 .1 3 )

У равнение, в которое входит д а ^ /д ^  п олучает вк л ад  от члена, св я за н 
ного со  столкновениям и м олекул , равный

г,5=О

1={н ■ ■ ■ *'„)> / = ( Л  • • • Л ) ,  к={кх . .  . к У).

( 2 8 .1 4 )

К оэф ф ициенты  оп р едел яю тся  вы раж ением

Р[5"):= — - 5 ( й ,  К ) ? ( 0 ) ( с ) Я[ 5)( ®1) Х

X  [Я]")] й'ИУеУца'г»! ( 2 8 .1 5 )

или эквивалентны м ем у отнош ением

4 г\$\ *) /гг *

X  ( 2 8 .1 6 )

г д е
[?] =  ?' +  ?; — ? — ?1, ( 2 8 .1 7 )

Эти вы раж ения получены  непосредственны м  прим енением  соотн ош ен и й  
сим м етричности из § 16. В общ ем  сл уч ае 7") является бесконечной к в ад
ратичной сум м ой  эрм итовских коэф ф ициентов. К оэф ф ициенты  [5 ф унк
ции от тем пературы , поскольку Д (й , 1 / ) = Д ( й ,  \V1 — V \У  К Г ). Случай, 
м аксвел ловских м олекул , гд е  В ф ункция только от й , особен н о  прост. 
П р е ж д е  всего, коэф ф ициенты  (3 становятся просто числами (т. е. зав и сят  
только от м олекулярны х констант, но не от состояния г а з а ) .  Д а л е е ,  
интегрирование по скорости  в уравнении (28. 15) м ож ет  быть вы полнено  
в явном виде, поды нтегральны е вы раж ения являю тся полином ам и, 
ум нож енны м и на экспоненты . Н а и б о л ее  сущ ественны м  является то, что. 
сум м а в ф ор м ул е (2 8 .1 4 )  дл я  м аксвел ловских м олекул становится  
конечной [22]. П оскольку [Н,Щ в уравнении (28. 15) есть полином  по V
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и  V1 с общ ей степенью  п, интеграл исчезает, когда г + 5 > п  (всл едстви е  
•ортогональности). С др угой  стороны , поскольку [ Н ^ { V ) Н ( V 1)] имеет  
о б щ у ю  степень л + х , то из уравнения (28 .16) сл едует , что интеграл и с
ч езает  при п > г + з .  Д р уги м и  словам и, р(ЯГ8> отличны от нуля только  
при п > г + $ ,  а Л") есть конечная квадратичная сум м а эрм итовских к о эф 
ф ициентов порядка не выше п.

И з уравнения (28. 13) сл едует , что ди ф ф ерен ц иал ьн ы е уравнения  
не р аздел я ю тся , а<3) входи т  в ур авн ен и е дл я  да^/д/  и т. д ., а<п+1> входит  
в ур авн ен и е дл я  да^/д/.  В с е  эрм итовские коэф ф ициенты  входят  в к а ж 
д у ю  функцию  Л") за  исклю чением  случая м ак свел ловск и х м олекул. 
Ч тобы  получить детер м и н и рован н ую  си стем у уравнений, н уж н о р е
ш иться на аппроксим ацию  [ конечной сум м ой  полином ов Э рм ита, н а 
прим ер, д о  абб. в си стем е уравнений  вплоть д о  да<~п У д /  п олож и м  р а в 
ными нулю  в'се коэф ф ициенты  Э рм ита б о л ее  вы сокого порядка. Л евая  
(ди ф ф ер ен ц и ал ь н ая ) часть уравнений  изм енит свой вид только в п ос
л ед н ем  уравнении дл я  аЛб; в частности, уравнения сохр ан ен и я  остаю тся  
полностью  с тен зор ом  нап ряж ен и й  и вектором  теплового  потока. В п р а 
вой  части мы дол ж н ы  о бр езат ь  сум м у  (2 8 .1 4 )  на п-ом члене, исклю чая  
■случай м аксвел ловских м олекул, г д е  точное вы раж ен и е для  у ж е  
им еет н уж н ую  ф орм у. В р а б о те  [22] п ок азан о  дл я  и Л3>, а в р аботе  

'[53] —  д л я  р яда  др уги х  сл учаев , что д а ж е  при наличии нем аксвелловских  
м олекул ош ибка и з-за  ограничения сум м ы  (2 8 .1 4 )  усл ови ем  г + 8 = п  
(а  н е л + х ^ п )  очень м ала.

Д оп уст и м , к п рим еру, что мы сохр ан я ем  члены вплоть д о  третьего  
п орядк а. С остояние оп р едел я ется  значениям и « г /2)(*) и а гцд(3)(*)> а т ак 
ж е  значениям и р ( х ) ,  и*(х) и Т(х).  И зм ен ен и е во врем ени эти х п ер ем ен 

ны х состояния оп р едел я ется  си стем ой  двадцати ди ф ф ерен ц иал ьн ы х  
ур авнений  [22] (число уравнений  значительно сок р ащ ается  в за д а ч а х , 
о б л а д а ю щ и х  си м м ет р и ей ). Е сли ж е  пойти на то, чтобы сохранить только  
часть членов третьего п орядк а, а им енно а^3\  то в этом  сл уч ае п р ед п о 
чтительней описы вать тринадцать перем енны х состояния через обы чны е 
р азм ер н ы е моменты  р^ и <7, в доп ол н ен и е к р, и{, Т. Д л я  этой  аппрок си 
м ац и и  } приним ает вид г а  \~ф

' "  - & ) )  

г д е  рц  и Цг дол ж н ы  быть определ ены  из уравнений

2

/ = / (0) 1 - 4 ^ -  С,С/------—  (
2рКТ 1 рЦТ

(2 8 .1 8 )

дЬ дхт 5 \дх] дх[
ди[ , да у

дхг
I дм >

-\ - Р и 7^- дхг Р1г
диI

V дх] ' дх[
2 „ диг

----- Т" °иРг* Т-3 дх$

— + — ?/■—+' д/ дхг 5 дхг

3
диг

диг
'" 5 7 ,

2 диг
Яг ’ +  " Г ? /  7—ох/ 5 дхг

дхг

&Рп =  0; ( 2 8 .1 9 )

дри |

, 7 дКТ
+ - р ‘'ТГг -

дРг (№р
0X1

Ю

0 .

дхг

(2 8 .2 0 )е дх'5 2
О к азы в ает ся , что появляется только один парам етр  столкновений р* 
этот парам етр  зап и сы вается  в виде

00 1
р ( К Г ) = - - К 2 я  ^ \  —  В ( Ъ ,х У ‘2 К Г ) х

«) т

X  31П2 & С052 й й !й ]  С/Х. ( 2 8 .2 1 )

* Это является следствием ограничения г+з=п в сумме (28.14). Полученное •соотношение выполняется точно для максвелловских молекул и является хорошей аппроксимацией в общем случае [22].
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О тм етим , что рц  и <7* входят  на равны х п равах  с д, щ и Т, они не о п р е
делены  явным о б р а зо м  чер ез гидр одинам ические перем енны е или какие- 
л и бо их производны е. В оздей ств и е н ап ряж ен и й  и теплового  потока на  
ф ункцию  р асп р едел ен и я  явно вы раж ен о в соотнош ении (2 8 .1 8 ) .  К а с а 
тельны е нап ряж ен и я д ел а ю т  ф ункцию  /  анизотропной, а тепловой п оток  
придает ей асим м етричность. Б ол ее того, они составл яю т то наи м ен ь
ш ее число парам етр ов , с пом ощ ью  которы х м ож н о доби ться  такой ст е
пени гибкости.

П ар ам ет р у  |3 в ур авн ен и ях (28. 19) и (2 8 .2 0 )  м ож н о дать  несколько  
интерпретаций. Д л я  чисто врем енной  зави сим ости , когда отсутствует  
и зм енение в п ространстве, мы им еем

др,, ба) 2
— Ч - в ™  =  0; — ' +  —  ^ 1  =  0 . ( 2 8 .2 2 )дЬ дЬ 3

Это ук азы вает  на м аксвелловский релаксационны й эф ф ек т [46].
Е сли нет м акроскопических градиентов, то нап ряж ен и я  и тепловой  

поток зат у х а ю т  по экспоненте. В р ем я 1/(Зд им еет порядок  ср едн его  в р е
мени столкновения. П рим еним  теперь м етод получения норм альны х  
реш ений, но у ж е  к уравнениям  м ом ентов, а не к са м о м у  ур авнению  
Б ол ьцм ана. От р азл ож ен и й  /  и д[/д( легко перейти к р азл ож ен и я м  для  
различны х м ом ентов /. Р еш ен и е дл я  /6) через /<°> [ср. ур авн ен и е ( 2 3 .6 ) }  
эквивалентно зап и си  /? ,/ ’) и дф1) в правой части уравнений (2 8 .1 9 )  и 
(2 8 .2 0 )  и за м е н е  сл ева в сех  величин ч ер ез их л ок ал ьн о-м ак свел л овск и е  
значения.

Мы получаем

ди.] 2

дх1 3 8//У + ̂ )~0; (2 8 . 2 3 )

—  р  д_ Ш .  ВдМО = 0 .  ( 2 8 .2 4 )2 дх[ 3
Э то уравнения Н авье-С токса, в которы х мы отож деств л я ем  к оэф ф и 

циенты вязкости  и теп лоп р оводн ости  с вы раж ениям и

ц (К П _р_

Ре

кг
3 (К Г )  ’

Х (Р 7) =  —  4
рк
Ре

( 2 8 .2 5 )

( 2 8 .2 6 )

Мы видим , что в одн о  и то ж е  врем я |3 вы ступает как врем енная кон
станта, как коэф ф ициент вязкости и как к оэф ф ициент теп лоп р оводн ости . 
В действительности , р не является ни одн ой  из эти х величин в точности. 
К ак п арам етр  в ди ф ф ерен ц иал ьн ы х ур авн ен и ях (28. 19) и (2 8 .2 0 )  вел и 
чина р ок азы вает  очень сл о ж н о е  воздей стви е на р еш ение эти х  уравнений  
и лиш ь в некоторы х сл уч аях б у д ет  иметь простую  интерпретацию .

У казанны е зд е сь  вы раж ения дл я  ц  и 1  согл асн о  Ч еп м ен у и К ау-  
лингу [11] представляю т собой  п ер вое п р и бл и ж ен и е дл я  истинных з н а 
чений эти х  величин. Они являю тся точными дл я  м аксвел ловских м о л е
кул и д а ю т  очень х ор ош ее п р и бл и ж ен и е дл я  лю бы х зак он ов  в за и м о д ей 
ствия м олекул. Т ерм ин «п ер вое п р и бл и ж ен и е»  относится к п о сл ед о в а 
тельным п ри бл и ж ен и ям , получаем ы м  при реш ении интегрального у р а в 
нения Ф р едгол ьм а дл я  /6) и не им еет отнош ения к дальнейш им  п р и бл и 
ж ениям  /<п) в р азл ож ен и и  норм ал ьного реш ения. О чевидно, что взяв м о
менты больц м ан овск ого  уравнения, мы сум еем  реш ить интегральны е  
уравнения дл я  /О  точно дл я  м аксвел ловских м олекул и с хорош им  при-
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бл и ж ен и ем  дл я  общ его  случая *. П ричина этого  зак л ю чается  в том, что-' 
в специальном  сл уч ае м аксвел ловских м олекул собствен н ы е функции  
линейного уравн ен и я Ф р едгол ьм а, которое им еет м есто в теории Гиль
бер та , есть полиномы  Э рм ита **. С ледовател ьн о, р а зл о ж ен и е  по п о 
лином ам  Э рм ита д а е т  реш ение в явном виде. Э то р езул ьтат  легко вы во
дится как сл едств и е того, что в вы раж ении (2 8 .1 4 )  оставляю тся  только  
члены с г + з  =  п (см . § 3 0 ) .  К р ом е того, поскольку неди агонал ьн ы е члены  

малы  дл я  в сех  типов м олекул, п р е н еб р еж ен и е ими [что приводит  
к значениям  вязкости  и теп лоп р оводн ости , оп редел яем ы м  соотн ош е
ниями (2 8 .2 5 )  и (2 8 .2 6 ) ]  д а е т  п р и бл и ж ен н ое реш ение интегрального  
уравнения. Т очное р еш ение дл я  р, и 7  с учетом  эти х  членов влечет за  с о 
бой  обр ащ ен и е бесконечной  матрицы  П оскольку м атрица почти
ди агон альн ая , р а зн ообр азн ы е м етоды  просты х итераций м огут дать  
бы струю  сходи м ость  [11]*** .

Н орм альны е реш ения б о л ее  вы сокого п орядк а в сл уч ае м ак св ел л ов 
ских м олекул  т а к ж е  легко интерпретирую тся ч ер ез м ом ентны е ур ав н е
ния. В правой части мы по очер еди  им еем  рц(2\  Рц(3\ . . .  и <7г(2), <7г(3), • • • 
(ан алоги чн о дл я  м ом ентов б о л ее  вы сокого п о р я д к а ). В левой части  
в члены с пространственны м и производны м и мы п одставл яем  р езу л ь 
таты р ан ее проведенны х вы числений дл я  рц  и Ци дл я  членов ж е  дрц/д1 
и ддг/д{ вы полняется сл егка усл ож н ен н ая  п р оц едур а . Ч то к асается  ч л е
нов с пространственны м и производны м и, то  зд есь  им еет м есто чисто и те
рационны й проц есс реш ения дл я  правой части через левую . Л егк о  у б е 
диться, что все члены, н еобходи м ы е дл я  вычисления / ч / 2) и <д<2) (т. е. для  
уравнения Б а р н ет т а ), со д ер ж а т ся  внутри уравнений  т р и н адц ати м ом ен т-  
ного п р ибл иж ения [11]. Тем  не м ен ее, си стем у ур авнений  три н адц ати  
м ом ентов [которая состоит из уравнений  (2 8 .1 9 ) ,  (2 8 .2 0 )  и уравнений  
сохр ан ен и я  (1 7 .1 2 )  —  (1 7 .1 4 ) ]  н ельзя н еп осредствен н о сравнить с л ю бой  
стади ей  при бл и ж ен и я  теории  Ч еп м ен а— Э н ск ога— Г ильберта. В п ол н е  
вероятно, что три н адц ати м ом ен тн ое п р и бл и ж ен и е является б о л ее  точ
ным, чем /0) или /<2> (т. е. чем уравнения Н ав ье— С токса или Б а р н ет т а ). 
О п р едел ен и е п отр ебует  получения некоторой инф орм ации  из ур а в н е
ний м ом ентов б о л ее  вы сокого порядк а. С д р угой  стороны , ни при какой 
степени аппроксим ации ан ал и з, основанны й на норм альны х реш ениях, 
не утрач и вает  основного  св оего  свойства, зак л ю чаю щ егося  в том, что 
б у д у щ ее  оп р едел я ется  исклю чительно настоящ им  состоянием  р, и и Г, 
тогда  как три н адц ати м ом ен тн ое р ассм отр ен и е п р ев осходи т  этот  низкий  
уровень аппроксим ации.

С вязь м е ж д у  ур авнениям и Н ав ь е— С токса и уравн ен и ям и  тр и н а
дц ати  м ом ентов, вы явленную  нам и с пом ощ ью  ф орм альн ого  прим енения  
р азл ож ен и я  по норм альны м  реш ениям  к м ом ен тном у ур авнению , м ож н о  
сд ел ат ь  б о л ее  ясной . Р ассм отр и м  течение, в котором  х ар ак т ер н ое дл я  
наш их уравнений врем я 1/Рр м ало по сравнению  с  врем енам и, н ео б х о д и 
мыми дл я  скол ько-нибудь  зам етн ы х м акроскопических изм енений. З а 
пиш ем уравнения (28. 19) и (2 8 .2 0 )  в ф орм е

(28.27)
д (

^ + ^ 1 + - ^ 1  =  0 . (2 8 .2 8 )д( 3
Ац  и В{ зам ен яю т  остальны е члены, которы е по п р едп ол ож ен и ю  почти  
постоянны  на отр езк е врем ени, сравним ом  с 1/{Зо. Н а к а ж д о м  таком

* Эта процедура аналогична оригинальному методу Чепмена [10] и противоположна методу Энскога [16].** Впервые это было отмечено Ван Чаном и Уленбеком [68], хотя этот факт и широко использовался ранее Барнеттом и др.*** Другие методы см. в трудах [29], [42] и [12].
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от р езк е врем ени эти уравнения м огут рассм атри ваться  как обы чны е д и ф 
ф еренциальны е уравнения с постоянны ми неоднор одны м и членами Ац  и 
В{. Р еш ен и е состоит из п ер еходн ого  состояния плю с установивш ееся  с о 
стояние, п о сл ед н ее  есть

И ны ми сл овам и, н езависи м о от того, какие значения им ею т рц и р{ 
в начальны й м ом ент, за  короткий о т р езо к  врем ени они п ри бл и ж аю тся  
к равновесны м  значениям  (2 8 .2 9 ) .  Р ассм атр и в ая  п о-п р еж н ем у  у р а в н е
ния (2 8 .2 7 )  и (2 8 .2 8 )  как обы чны е ди ф ф ерен ц иал ьн ы е ур авн ен и я, в к о
торы х Ац  и В{ — м едл ен н о  м еняю щ иеся функции врем ени, мы получим , 
исклю чая м алую  погреш ность, реш ение ди ф ф ер ен ц и ал ьн ого  уравнения  
как квазиравновесие  ( 2 8 .2 9 ) .  В о  м ногих сл уч ая х  (но не во в с е х — это  
тр ебует  численны х оцен ок  в к аж д ой  конкретной за д а ч е ) дом и н и р ую 
щ ими частям и Ац  и В{ являю тся им енно те члены скоростны х и т ем п е
ратурны х гр адиентов, которы е д а ю т  соотнош ения Н ав ь е— С токса. Это  
есть уточнение аргум ентов § 26  об  эк споненциальном  р а сп а д е  реш ения  
уравнений Э й л ер а б ез  вязкости . К онечно, если  1/Рд не м ал о  по ср а в н е
нию с характерны м  врем ен ем , то уравнения три н адц ати  м ом ентов  
не аппроксим ирую т уравнения Н ав ь е— С токса и дол ж н ы  д а в а т ь  лучш ие  
результаты . М ож н о  ож и дат ь , что уравнения три н адц ати  м ом ентов о п и 
сы ваю т, по крайней м ер е в оп р едел ен н ой  степени, эф ф ек т  частичного  
совп аден и я д в у х  врем енны х м асш табов  (см . § 26) а им енно, врем ени  
столкновений  и врем ени м акроскопического р асп ада .

И нтер есн о отметить, что тепловой поток  в покоящ ем ся г а зе  п ри во
ди т к появлению  н ап ряж ен и й  точно такого ж е  в и да , как если  бы они  
появились п од  действием  поля скор остей  [ср. (28. 19)].

Э рм и товск ое р а зл о ж ен и е  приводит, по всей вероятности , к гипер
болическим системам ди ф ф ерен ц иал ьн ы х уравнений, т. е. к уравнениям , 
в которы х им еется конечная скорость р асп ростр ан ен и я  сл абы х в о зм у 
щ ений (тринадцатим ом ентны й случай о б с у ж д а е т с я  в § 2 9 ) . С др угой  
стороны , уравнения Н ав ь е— С токса, как и все др уги е ур авнения, п о л у 
чаю щ иеся из норм альны х реш ений (за  исклю чением  уравнения Э й л ер а ), 
являю тся  параболическими и хар ак тер и зую тся  бесконечной  скоростью  
расп ростр ан ен и я сл абы х возм ущ ений . С точки зр ен и я  м атем атической  
простоты , а т а к ж е простоты  качественного описания свойств системы  
уравнений, часто предпочитаю т гиперболические системы . С др угой  ст о 
роны , реш ение гиперболической системы  м ож ет  наруш аться появлением  
скачков (см . § 33 дл я  три н адц ати м ом ен тн ого  с л у ч а я ). П оэтом у  дл я  о п р е
дел ен н ы х целей п р едставл яется  лучш им иметь д ел о  с соответствую щ ей  
п ар абол и ч еск ой  систем ой. Это м ож н о осущ ествить с пом ощ ью  и н тер 
поляционного п р оц есса , которы й аналогичен  интерполяции Н ав ье—  
С токса м е ж д у  пятим ом ентны ми уравнениям и Э й л ер а  и уравнениям и  
три н адц ати  м ом ентов. П ар ал л ел ьн ая  п р оц едур а  м ож ет  быть и сп ол ь зо 
вана дл я  получения аппроксим ации четы рех м ом ентов (оставл яя  третьи  
моменты , не вклю ченны е в <7г) из м ом ентны х уравнений  б о л ее  вы соких  
порядков. Н апр им ер, м ож н о зам ен ить  левую  часть уравнений м ом ентов  
б о л ее  вы соких порядков тр и н адц ати м ом ен тн ой  ф ункцией /  из уравнения  
(28. 18). Н е сл ед у ет  и спол ьзовать  в левой части, поскольку дл я  этого  
п р и бл и ж ен и я  в се эр м и товски е коэф ф ициенты  б о л ее  вы сокого порядка, 
чем С1гР> и а ^ \  п р едп ол агаю тся  равны ми нулю  [22]. М ом енты , которы е 
долж н ы  быть вычислены дл я  подстановки  в уравнения тринадцати  м о 
ментов, п р едставл яю т собой  те компоненты  5ци, которы е отличны от

у  5 {гг (всего их по количеству се м ь ), и свернуты й тензор  четвертого

(2 8 .2 9 )
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порядка С}цгг (ш есть к ом п он ен т). У добн о  вычислить сл едую щ и е к ом би 
нации м ом ентов (причина б у д ет  объ я сн ен а  п о з ж е ) :

5 Пк —  5 1]к ----- — (^/Зу* <7 А *  4
5

Я =  0гг5з ~ ^ р Я Т ;

Я1) =  (21)ГГ ОрЮ %[] 7ЯТР;)

(р отличается от теплового  потока рг ин дек сом ) .
В р езул ьтате *

( 2 8 . 3 0 )

( 2 8 .3 1 )

( 2 8 .3 2 )

2 ( Й г +  А  + 1 Г 8 " )  -
/Эр ,7  , <А-а

дхг

др]к

дхт

\д х к д х ] дх[

А М к г = - 8 ( „ „ р + * ) - 4 , ,  ( 2 ^ -  +  7 ^ ) :
3 \  г>х̂  дхг )  \  сН дхг ]

Рач,)1КТ=  А  р Г8 ^  81} -  2  р 1г / А д + А А  -  2р1г ( ^  +  ~
3 дх3 \ОХг ОХ; ) \ШГг дХ/

(с.диг , -  дКГ I п г  \  14 / (1а\ , 2 т/иг * \
- " " ( 2 1Г ,+7 А КГ ) - * ? ( « '  Д + 1"  “ Т « ' « Ч

( 2 8 .3 3 )

( 2 8 .3 4 )

14 (« 7 .^ Л )  ( ^ К Ч 2) А К 27 2) 8,.;
<7Л'/ 3 0ХГ

(2 8 .3 5 )
5К-Т2 [Рх,-

Л агр ан ж ев ы  п роизводны е по врем ени й/Иг/Л и йЩТ/Ш, которы е ф и гури 
рую т в этих ур авнениях, оп р едел яю тся  как

â д 1 (9
д/

-и„ г)хг (2 8 .3 6

и м огут быть исклю чены , если  это ж ел ател ь н о , с пом ощ ью  уравнений  
сохр ан ен и я . Н овы й интеграл столкновений |У оп р едел я ется  выражением]

, — °° 1
Р'(КГ)=;Х^  ̂ х6(Зх4-42х2 +  301)е~тХ’х

о

X —  В (й,УС ] / 2Р7') 81П2 9 С052 
т

йх. (2 8 .3 7 )

3 3 /
С л е д у ет  отметить, что —  Зр, —  Ре и являю тся временными констан-

2
тами дл я  расп ада, соотв етствен н о , з1)к я и рц; аналогично ре и — Ре—

3
врем енны е константы  дл я  р и р1 [ср. ур авнение (2 8 .2 2 )]. Д л я  м а к св ел -

у
л овск и х м олекул  Р' = —  р. К омбинации моментов ( 2 8 .3 0 ) - ( 2 8 .3 2 )  ха-

6
рактерны  тем , что в сл уч ае м ак свел ловск и х м олекул  они показы ваю т  
простой экспоненциальны й р асп ад . В о о б щ е говоря, рц  и рц связаны , как 
и рх, и 5г}к, с эквивалентны м и «сл оям и » м ом ентов пятого порядк а и т. д ., 
но эта взаи м освязь  является очень сл а б о й  д а ж е  дл я  нем аксвелловских  
м олекул.

Ф ормулы  (2 8 .3 3 )  —  (2 8 .3 5 )  д а ю т  дополнител ьны е члены дл я  у р а в 
нений (28. 19) и ( 2 8 .2 0 ) ,  но мы не б у д ем  их выписывать. В интересны х

8 Т

Результат для 5,,¾ дан в работе [22].



за д а ч а х  эти ф орм улы  н е так у ж е  гр ом оздк и . О днако если  искать п р о
стейш ую  м одиф икацию  ур авнений  три н адц ати  м ом ентов, то сл едует  
полож и ть ${}Ь — 0, 9^ =  0  и включить только  ̂ из уравнения (2 8 .3 4 )  .

В оп р ос об  и терац и ях довольн о п одр обн о  р ассм отр ен  в р а б о те  [32]. 
Н есм отр я на то, что у ж е  пер вая  итерация, п одобн ая  той, которая приво
ди т  к ур авнениям  Н ав ье— С токса или м одиф икациям  (2 8 .3 3 )  —  (2 8 .3 5 )  
уравнений три н адц ати  м ом ентов, вероятно, д о л ж н а  дать  значительное  
увел ичение точности, дал ьн ей ш и е итерации не к аж утся  оправданны м и, 
так  что п о ж а л у й  сл ед у ет  привлечь моменты  б о л ее  вы сокого порядка. 
О днако в н астоя щ ее врем я это  является чисто интуитивным, а не м а т е
матическим  вы водом .

В заклю чение, коснем ся вкратце воп роса  об  энтропии и Я -ф ун к -  
ции в тринадц ати м ом ен тн ом  при бл и ж ен и и . И м еем  п ри бл и ж ен н о

и

Я < 13> = ----- - •  е 5
К

Я } “ ) =  « , / /« » )

I Р г в Р г з  I 2 ЧгЧг  

г2 р Ш  ' 5 рЮ Т2

41 | 4 р ,гдг
КГ Т  5 рШ

(2 8 .3 8 )

(2 8 .3 9 )

[ср. уравнения (7 .1 3 )  и (7. 14) в р а б о те  [22]]. В общ ем  сл уч ае ни 5 ,  ни Я  
или д а ж е  п р и бл и ж ен и е (2 8 .3 8 )  дл я  Я  не о б л а д а ю т  каким и-либо м он о
тонны ми свойствам и дл я  реш ений уравнений  три н адц ати  м ом ентов. 
О дн ак о уравнения (2 8 .3 8 )  и (2 8 .3 9 )  интересны  и сам и по себ е . Они  
показы ваю т, до  некоторой степени, в чем зак л ю чается  р азн и ц а м еж д у  
Я  и 5 .  В частности, соотн ош ен и е (2 8 .3 9 )  ук азы вает  на то, что приток Я  
в обл асть  н абл ю д ается  при наличии как нап ряж ен и й , так и теплового  
потока.

§ 29. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ

В оп р ос о постановке граничны х условий дл я  системы  уравнений  
н у ж н о  р азби ть  на д в е  части: сколько условий  н уж н о  н ал ож и ть  и как  
они  дол ж н ы  быть получены . И з граничны х условий  дл я  сам ого  у р а в н е
н ия Б ол ьц м ан а (см . § 19) легко получить беск он ечн ую  п о сл ед о в а т ел ь 
ность граничны х усл овий  дл я  л ю бого  типа р азл ож ен и я . О дн ак о число  
граничны х у сл о зи й , которы е дол ж н ы  быть вы браны  из этой  п о сл ед о в а 
тельности , оп р едел я ется  тем , что ц ел есо о б р а зн о  взять в качестве гранич
ных условий  дл я  р ассм атр и ваем ой  системы  уравнений, и п оэтом у их  
число н еп оср едствен н о  не вы текает из п орядк а аппроксим ации или из 
числа уравнений.

Р ассм отр и м  три н адц ати м ом ен тн ую  систем у. В сего  перем енны х тр и 
н адц ать:

6> *̂’> Р> (2 9 .1 )

Д л я  одн ом ер н ы х течений количество перем енны х ум ен ьш ается  д о  пяти

6, « ь  Р, Ри, <7ь (2 9 .2 )

а в сл уч ае двум ер н ы х течений —  д о  девяти

6. «1, 2̂, р, р 11, Р\2, р22, <7ь <72- (29. 3)

О тсю да тотчас ж е  сл едует , что т р е б у ем о е  число начальны х условий  
для случаев (2 9 .1 )  —  (2 9 .3 )  равно соответственно три н адц ати , пяти и 
девяти. Ч тобы  сосчитать граничны е усл овия, вн ач ал е н уж н о вычислить  
хар актеристики  (харак тер и стич еск и е скорости) ди ф ф ерен ц иал ьн ы х  
уравнений в частны х производны х. В одн ом ер н ом  сл уч ае они оказы -
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ваю тся (п р и бл и ж ен н о, дл я  м алы х н ап ряж ен и й  и тепловы х потоков) с л е 
дую щ им и [22]:

V — и;

! /  =  «  +  « , + К Г  ;

V  —  и  +  а -2 V КЕ,

(2 9 .4 )

где

« ] =  — (1 3  +  + 9 4 ) — 4,54; 

а ] = —  (1 3  — + 9 4 .)  —  0 ,6 6 1 .
(2 9 .5 )

И з ур авнений  Э й л ер а н аходи м  а 2=  — . З д е с ь  им ею тся д в е  конечны е3
хар актер и сти ческ и е скорости  и третья, равная нулю . П риним ая во в н и м а
ние знаки  плю с и м инус, мы им еем  зд есь  пять характеристик . Д а л е е  
возьм ем  дл я  простоты  о дн о  граничное усл ов и е в виде и =  0 на ф ик си ро-  
ванной стенке. Граничная поверхность б у д ет  п ер есекаться  двум я  х а р а к 
теристиками, идущ им и в обр атн ом  направлении, и двум я хар ак тер и сти 
ками, идущ им и вперед; отсю да  сл едует , что н еобходи м о  наклады вать  
всего дв а  граничны х усл овия или, иначе говоря, добав и ть  ещ е одн о  
к усл ови ю  и =  0. И нтуитивно это м ож н о связать с тепловы м потоком  че
рез границу. В а ж н о  зам етить, что характер и сти к а с нулевой  скоростью  
не д а ет  в к лада в граничное условие.

О бр атим ся  к двум ер н ом у  случаю . З д ес ь  мы находи м  те ж е  сам ы е  
скорости  ах и а2, как и п р еж д е , и, кром е того,

а 2= 4 - . (2 9 .6 )
О

Теперь нулевая хар актер и сти ческ ая  скорость является тройны м корнем;, 
всего их девять, поскольку ах, а2 и а 3 ф игурирую т д в аж д ы . Е сли снова  
взять ф иксированную  стенку, доп усти м , перпендикулярную  п ер вом у н а 
правлению , и п олож ить «1 =  0 в качестве одн ого  из граничны х условий*  
го мы об н а р у ж и м , что н еобход и м о  налож и ть ещ е два дополнительны х  
условия. И х м ож н о бы ло бы связать  с норм альны м  ком понентом  т еп л о
вого потока и тангенциальны м  н ап р яж ен и ем .

Д л я  уравнений  Н ав ье— С токса точное число граничны х усл ови й  
является таким ж е , как и дл я  уравнений три н адц ати  м ом ентов (п о  к рай
ней м ере, для одн ом ер н ы х и двум ер н ы х течений; трехм ерны е три надцати- 
м ом ентны е характеристики  пока не вы числены ). П ек а ещ е не ясен  ответ  
в сл уч ае аппроксим аций бол ее  вы сокого п орядк а для  норм альны х  
реш ений.

И з этих прим еров сл едует , что одн ого  лиш ь п одсчета уравнений  или 
п орядк а ди ф ф ерен ц ир ован и я  недостаточн о. К р ом е того, бесси л ьн а зд е сь , 
в принципе, и ф изическая интуиция. Ф изическая ситуация не м еняется  
в зави сим ости  от того, с какой точностью  аппроксим ируется ф ункция  
р асп р едел ен и я  /  или от того, п р едп ол агается  ли /  аналитической по п а 
р ам етр у  е или нет, или от того, предпочитаем  ли мы итерировать у р а в 
нения ли бо  увеличивать их число; но все эти факторы  м огут повлиять  
на н ео б х о д и м о е число граничны х условий.

О пиш ем конструкцию  бесконечной п осл едовател ьн ости  граничны х  
усл овий , не пы таясь согл асовать  порядки аппроксим аций дл я  р а зл о ж е 
ния граничного усл ови я  и р азл ож ен и я  уравн ен и я Б ол ьц м ан а. З а д а в  / 
си стем у  уравнений , м ож н о вы брать ц ел есо о б р а зн о е  число граничны х  
усл ови й . С л едует  отметить, что сам и  ди ф ф ерен ц иал ьн ы е уравнения мо-
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гут наклады вать ограничения на то, что н еобход и м о  за д а в а т ь  на г р а 
нице и в каком количестве; такого р ода  инф орм ация м о ж ет  помочь  
в вы боре граничны х усл овий , но это обы чно т р еб у ет  сл ож н ы х вы числе
ний дл я  скол ько-нибудь  значительного числа уравнений.

Н апом ним  граничное усл ов и е

/ ( 1 ) = ^ ( 1 , 4 ) / ( 4 ) ^ ( 4 ) :  ! • « <  о  (2 9 .7 )
тря>0

[см. ур авн ен и е (1 9 .5 ) ] .  Д оп уст и м  теперь, что К есть н есингуляр ная  ф ун к 
ция, т. е., что нет зер к ал ьного  отр аж ен и я . В в едем  обозначения:

Я сно, что

|  - я  >  0; 

|  я  < 0 ;

\  п - < 0 .

/ + ( 1 ) + / - ( 1 ) = / ( 1 ) .

(2 9 .8 )

(2 9 .9 )

В уравнении  (2 9 .7 )  мы м ож ем  написать /+ (т 1) сп р ава и +  ( ! )  сл ева. 
У равнение (2 9 .7 )  о т о б р а ж а е т  п ростр анство функций /+  на пространство  
ф ункций С д р угой  стороны , в простр ан стве в сех  функций /  соотн ош е
ние ( 2 9 .7 )  вы деляет ли нейное п одп ростр ан ство ф ункций / = / + + / “ , кото
рые являю тся возм ож н ы м и  граничны ми ф ункциям и. О дин сп особ  о п р е
дел ен и я  этого  п одп ростр ан ства зак л ю чается  в перечислении сов ок уп 
ности функций фг (наприм ер , п ол и н ом ов ), которы е ортогональны  
к к а ж д о м у  эл ем ен ту  п одп р остр ан ства , т. е.

|  У, ( 1 ) /  ( 1 ) ^ 1 = 0 .  (2 9 .1 0 )

Д л я  м ногих целей  сл ед у ет  д а ж е  предпочесть ур авн ен и е (2 9 .1 0 )  в к ач е
стве основы  дл я  ф орм улировки  граничны х условий  вм есто того, чтобы  
ф орм улир овать  их чер ез я др о , как это  д ел а ет ся  в усл овии  ( 2 9 .7 ) .

П оп р обуем  теперь найти совокупность функций фг, которы е п о д х о 
дя т  дл я  лю бого  за д а н н о го  я др а  К ■ В озьм ем  п роизвольную  ф ункцию  
Ф =  Ф++Ф^ согл асн о  р авенству ( 2 9 .8 ) .  И м еем

[  /  (1) V ( !)  < + ! ) = ] “ / + 9 + ^ 1  + 1  / - ? “ <**. (29 .11 )

И з уравнения (2 9 .7 )  вы текает

I / - ? - ^ 1 = | ? - ( 1 ) ^ ( 1 . ^ ) / + ( ^ ) ^ 1 :  )

=  |  9 + ( 4 ) / + ( 4 ) ^ 4 ,
(2 9 .1 2 )

г д е
Ф+ (4) 9~(1)АГ (1,4)0¾. (2 9 .1 3 )

С ледовательно:

5 / ( 1 ) 9 ( 1 ) ^ 1 =  { / + ( 9 + + ^ + ) ^ - (2 9 .1 4 )

М ы ищ ем ф ункции ф, дл я  которы х ]7 ф е ? != 0 , к огда функция +  п р о 
извольна. С ледовател ьн о, мы п ол агаем  ф + + ф + = 0 .  Т еперь м ож н о точно  
оп р едел и ть  класс ф ункций фг, удовл етвор яю щ и х уравнению  (2 9 .1 0 ) .  
В ы берем  фг~ произвольной, а фг+ в виде

9 + ( 4 ) = - . ( 4 - ( 1 ) ^ ( 1 . 4 ) ^ .
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С ум м а ф,-++(рг“ = ф г и д а ет  иском ую  ф ункцию . В качестве п о сл ед о 
вательности функций фг~ м ож н о взять полную  п осл едовател ьн ость  п оли 
ном ов в п ол уп р остран стве | - / г > 0 или лю бы е д р уги е п одходя щ и е ф ун к 
ции. Е сли н еобходи м о  удовлетвори ть  граничном у усл овию  на ф иксиро
ванной стенке

{ ( ! • « ) / ( 1 ) ^ = 0 , (2 9 .1 6 )

то сл ед у ет  включить ф! =  | - л  в п осл едовател ьн ость  ф,.; вы раж ение  
(29. 15) д а е т  ф = 1 - п ,  если  отправляться от ф

Г раничное усл ов и е (2 9 .1 0 )  в равной степени прим еним о и в том  
сл учае, когда К  является сингулярной ф ункцией. Н ап р и м ер , если взять  
К  в ви де уравнения (1 9 .6 )  и если  ф г±  п редставл яю т две п осл едов ат ел ь 
ности ортогональны х полином ов в п о л уобл аст я х  с весовой ф ункцией  
Аг~в^ (в дв у х  п олуп р остр ан ствах  | - г а ^ 0 ) ,  то м о ж н о  п олож ить ф 1 = 1 - « и

фг==<1>;г — «ф+; г >  1. (29 .17 )

Д л я  а = 1  м ож н о взять л ю бую  п осл едовател ьн ость  нечетны х по 1 - л  
полином ов; о дн а  из таких п осл едовател ьн остей  за д а е т с я  соотнош ением  
(29. 17).

Я сно, что в вы боре ф ункций фг им еется больш ой п роизвол. Н а п р и 
мер, для  случая зер к ал ьного  отр аж ен и я  пригодна л ю бая  п осл ед ов ат ел ь 
ность нечетны х ф ункций. Б о л ее  того, не н уж н о  вклю чать полиномы  всех  
порядков в конструкцию  полной п осл едовател ьн ости  ф г~; в вы раж ен и е  
(2 9 .1 7 ) ,  наприм ер, достаточ н о  (хотя, в озм ож н о , и н ер азум н о) вы брать  
посл едовательн ость  нечетны х полином ов таких, чтобы фг были н е
прерывны з  н ач ал е отсчета координат. К онечно, в л ю бом  конкретном  
сл уч ае сл ед у ет  вы бирать функции ф,. такими, чтобы  они доп уск ал и  
хор ош ую  согласован н ость , являлись удобны м и с вы числительной точки 
зрения и были просто связаны  с ф ункциям и, испол ьзуем ы м и дл я  р а зл о 
ж ения ).

К ак у ж е  уп ом и н алось  в § 19, ядр о  К  б у д ет  иметь о п р едел ен н ое число  
п арам етров , коэффициентов аккомодации, которы е оп р едел я ю т п ри р оду  
стенки, а не ее  тер м оди н ам и ч еск ое состояние. Н езав и си м о от этого  
им еется конечное число граничны х усл овий , к отор ое соответствует д а н 
ной си стем е уравнений. Е сли  эти два  числа равны , то п оявляется в о з
м ож н ость  целиком  обойти  вопрос о конструкции ядр а  или о п о сл ед о в а 
тельности функций фг и вы разить граничны е условия неп осредствен н о  
через коэф ф ициенты  акком одации .

Р ассм отр и м  случай  д в у х  коэф ф ициентов акком одации: ам —  для  
количества дви ж ен и я  и аЕ —  дл я  энергии. К оэф ф и ц и ен т ам о п р е д е 
ляется как дол я  п адаю щ его  потока тангенциального количества д в и ж е 
ния, которая теряется на стенке. В ся к ое зн ач ен ие 0 < а м ^ 1  совм ести м о  
с равновесны м  состоянием , поскольку как п адаю щ и е, так  и отраж ен н ы е  
потоки тангенциального количества равны нулю . Точной аналогии для  
потока энергии нет, поскольку при равновесии  п адаю щ и е и отраж ен н ы е  
потоки энергии равны м е ж д у  собой , но не равны  нулю . В м есто  этого  
оп р едел и м  коэф ф ициент аЕ как отнош ение р азн ости  (п о  абсол ю тной  
величине) м еж д у  действительны м  падаю щ и м  и отраж ен н ы м  потоком  
энергии к разн ости  м еж д у  п адаю щ и м  потоком  энергии  и отраж енны м  
потоком, который им ел бы м есто, если  бы от р аж ен и е п р ои сходи л о  р а в 
новесны м о б р а зо м  при дан н ой  тем п ер атур е стенки (т. е. при полной  
ак к ом од ац и и ). Мы оп р едел и м  М+ и М~ как п адаю щ и й  и отраж енны й  
потоки тангенциального количества дви ж ен и я  и Е+ и Е~ как п адаю щ и й  
и отраж енны й потоки энергии , все время вы бирая их зн ак и  так, чтобы
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М + +  М~ и Е+ +  Е~ д а в а л и  чисты е потоки. О пр еделения ам и а д  м огут  
бы ть записаны  в ф ор м е

амМ + — М + -\- М~; (2 9 .1 8 )

а я ( ^ + +  Ео) = Е + + Е ~ .  (2 9 .1 9 )

З д е с ь  Е0 —  поток энергии, которы й о т р а ж а ется  при равновесии
с  тем п ер атур ой  стенки, Е + + Е ~  п р едставл яет  со б о й  «чистый» поток
энергии; это есть тепловой поток в стенку, только к огда  тангенциальная  
скорость га за  р авна нулю . Граничны е условия ( 1 9 .6 р  соответствую т  
условию

ав =  а м = 1 — а. (2 9 .2 0 )

П усть дл я  простоты  норм аль к стенке им еет н ап равл ен и е ( 1 ) ,  а газ н а 
ходи тся  сл ева. П оток  м ассы  в стенку

а  величины М+ и Е+ оп р едел яю тся  соотнош ениям и

М у — ^ М л / ^ 1 ;

=  \ ^с}/±а1  +  )  ^ / ±с11;

=  Рг] ±  ти1>

(29 .21 )

=  5 V  № ±аЪ +  ( с -■») /*<%  +
(2 9 .2 2 )

=  Ц г + игРтг± —  ти?.

«П ол ови н ы » м ом ентов определ ены  как п ок азан о , а скорость и] бер ется  
по направлениям  (2, 3 ) .  Д л я  три н адц ати м ом ен тн ого  п рибл иж ения  
т, р г г  и <7,±  вычислены в р а б о те  [22]:

1

т -

Р\У

Р +  ^ Р "

(2л К Г ) ' и  

4 1^ Г Р \)±  г,
2 5(2я К Г ) /!

КГ у / .  
2я

(2 9 .2 3 )

(2 9 .2 4 )

(2 9 .2 5 )  

(2 9 .2 6 )
Л егк о  показать, что

Е0= —2пгКТ0,
гд е  Г о—  тем п ер атур а  стенки. П одстан ов к а  этих ф ор м ул  в вы раж ения  
< 2 9 .1 8 ) и (2 9 .1 9 )  д а ет

РМ / _2_ ам 
л 2 - а м

1 Р и 41

4 \  +  Р\тЧг _  Л / ~  8 . а Е  

Р  У  К Т

" \ги г _ 1 / 0 . а Е  / |  |
к г  V л 2 —  аЕ \

У  КГ 5 р У  КГ

1 Р \ \ \  (  1 Го

(2 9 .2 7 )

+
1 ц2

КГ
| 1 Р \  1
' 4 р

2 р
4 г а г

10 дКГ
(2 9 .2 8 )
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Эти граничны е усл ови я  качественно подобны  усл овиям  М ак свелл а [46]. 
Д ей стви тел ьн о, интуитивно ясно, что танген ц и альн ое н ап р я ж ен и е свя
за н о  со скоростью  скол ьж ения (но т а к ж е и с тангенциальны м  тепловым  
п оток ом ), а норм альны й ком понент теплового потока связан  с т ем п е
ратурны м скачком (и с многими др уги м и  ф ак тор ам и ) . Ч лен с р\г м ож н о  
исклю чить из второго граничного условия:

Н есколько слов сл ед у ет  ск азать  о см ы сле м ом ентов рц  и ри п о 
скол ьку скорость газа  —  не то ж е  сам ое, что скорость стенки. Н а п р я ж е 
ния, оп р едел я ем ы е действительно на стенке, записы ваю тся  как

1 но эт о вы раж ен и е уп р ощ ается  д о  Р ц  только дл я  слу-
Г 1чая г '= 1. О днако поток энергии чер ез стенку равняется I —  ^ 2/  =

=  <71 +  игр\г, а не просто <71. Е сли  н уж н о  оп редел и ть  тепловой поток через  
гр аницу, то это р азли чи е н еобход и м о  иметь в виду.

Г раничное усл ов и е дл я  н ап ряж ен и й  (2 9 .2 7 )  отсутствует  в о д н о м ер 
ных за д а ч а х , со д е р ж и т  один  ком понент дл я  двум ер н ы х и д в а  к ом п о
нен та д л я  трехм ерны х за д а ч . Г раничное усл ов и е дл я  теплового потока  
( 2 9 .2 8 )  или (2 9 .2 9 )  во в сех  сл уч ая х  п р едстав л я ет  собой  одн о  скал ярное  

усл ови е. О бщ ее число наш их граничны х условий  (вклю чая «1 =  0) я в 
ляется  правильны м дл я  уравнений  тринадцати  м ом ентов и дл я  у р а в н е
ний Н ав ь е— С токса. Е сли ж ел ат ел ь н о  бол ьш ее число граничны х у с л о 
вий, то н уж н о построить ядр о  К  (1 , л ) ,  вклю чаю щ ее в себя  а м и ав  
[см. § 14].

§30. РАЗЛОЖЕНИЕ ОКОЛО АБСОЛЮТНОГО РАВНОВЕСИЯ

Р а зл о ж е н и е  /  около /<°>, когда константа, п р едстав л я ет  собой , 
очевидно, б о л ее  простую  п р оц едур у , чем когда является ф ункцией от 
х  и (. Это ведет  к больш им  упрощ ениям  в одн и х  отнош ениях, но зато  
приводит к дополнительны м  затр удн ен и я м  в д р уги х . Мы сн ач ал а  о п и 
ш ем общ ую  м етоди к у и за т ем  конкретизируем  ее  дл я  сл учая  л и н еа р и зо 
ван н ого  уравнения Б ол ьц м ан а [68], [53]. О бознач и м  чер ез р<0), и<°> (обы чно  
нуль) и 7(°) постоянны е парам етры  /<°>. Они м огут быть связаны  или не 
связаны  со ср едним и значениям и или др уги м и  характерны м и значениям и  
этих величин в дан н ой  обл асти . Р ассм отр и м  полиномы  Э рм ита по б е з 
р азм ер н ой  скорости

V — 5
у  К740)

дл я  безр а зм ер н о й  функции р асп редел ен и я

(К7-(°))3/2  ̂
п(0) I

( 3 0 .1 )

(3 0 .2 )
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Н апр им ер, второй эрм итовскнй коэф ф ициент имее~

Л< 2 ) _  АЧ —

\><0) 5)
Ы;

К Г (°) / с Ц \

где моменты  Р,-3-, р, ыг- им ею т их обы чное значение. Мы зн аем  (см . § 2 8 ) „ 
что интегралы  столкновений н а и б о л ее  легко представляю тся  ч ер ва  
локальны е зрм и товск и е коэф ф ициенты  а̂ п\  С оверш енно н ер азум н о вы -  
р аж ать  интегралы  столкновений через абсол ю тны е зрм и товск и е к оэф 
фициенты  Н ап р и м ер , ур авн ен и е дл я  нап ряж ен и й  с о д е р ж и т
величину

( 2 )Д ■ л ч Д<°)
1  *
з д<0) 1}'

О дн ак о ди ф ф ерен ц иал ьн ы е уравнения при этом  значительно упрощ аю тся,, 
и это м ож ет  сл уж и ть  оп р едел ен н ой  ком пенсацией. И сп ол ьзуя  т о ж д е -  
ство [21]

I) м \ г?.лп= м :+ря } + 8 м  +

и оп редел ен и я

( 3 0 .3 )

( 3 0 .4  

( 3 0 .5>

мы получаем

п) л(«+1) ! 5 Л(Л—1)  /(Ю(я)

( 3 0 .6 ) ‘

В о зм о ж н о , что это р а зл о ж ен и е м ож ет  ок азаться  полезны м  в т ех  
сл учаях, когда ср едн яя длина св ободн ого  п робега  сравним а с ха р а к т ер 
ными р азм ер ам и  течения. О днако н аи бол ее  важ ны м  прим енением  эт ого  
м етода  является исп ол ьзован и е его в сл уч ае линеаризованного ур а в н е
ния Б ол ьц м ан а, дл я  которого становятся просты ми не только д и ф ф ер ен 
циальны е уравнения, как в вы раж ении  ( 3 0 .6 ) ,  но просты  т а к ж е и интег
ралы  столкновений.

В  этом  сл уч ае мы записы ваем

/= / ( ° ) ( 1 + е /г ) , ( 3 0 .7 )

п одставл яем  это  вы р аж ен и е в ур авнение Б ол ьцм ана и оп уск аем  члены  
с е2. О дн ак о это не начало р азл ож ен и я  н орм ального реш ения, поскольку  
зд е сь  п ер ед  описы ваю щ им и столкновение членами нет м н ож и теля 1/е, а 
вк лад в о б е  части уравнения от  членов первого порядка.
П олучаем

дк , ь дк 1 ,г  но) 
д * ‘г ? г Лс, ~ / (0) 17 ’

/ (0)Л] = / .  (Л) =

=  —■  ̂в /<0) (?1>[Л(Г)+А(1|) -  а (!)—â(?,)] â*â*â&. (Зо. 8)
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З а  исклю чением  вы павш его м н ож и теля /<°> интегральны й оп ер атор  Г 
«сть  тот ж е  оп ер атор , который ф игурирует в теории Г ильберта. Теперь  
п е р е д  нами линейное и н тегр о-ди ф ф ер ен ц и ал ьн ое ур авн ен и е, и методы  
р а зл о ж ен и я  м огут иметь у ж е  н е только чисто ф ор м ал ьн ое значение.

К ак у ж е  уп ом и н ал ось  в § 28, собственны м и ф ункциям и оп ер атор а  Ь 
являю тся  просто свертки полином ов Э рм ита, если  В есть функция  
только от  й . У беди м ся  сей ч ас в этом , введя сн ачал а безр а зм ер н ы е о б о 
зн ачен ия  (30. 1 ). И м еем

Ь(к) =  ()(0) (р (в )# (0)(®1)[А]<ШеЛ>1, (30-9)
г д е

р ( » ) = - ! - 5  (»); (3 0 .1 0 )
т

(30Л1)
и  исп ол ьзован о обозн ач ен и е [Н] =̂Н' +  Н\— к— Н\.
Ч тобы  получить реш ения уравнения

К (/г )= Я /г , (3 0 .1 2 )

у м н о ж и м  ег о  на и проинтегрируем :

Ха<п)= д < °) |  р^(°) (г») #<°> (г>,) Ж(п) (о ) [к] а Ы Ж й ю ц  (3 0 .1 3 )

= 6 (0) _[ ^ (0) (о) ̂ (0) (¾¾)Л (®) [Ж<-п)] с1Ыг (30.14)
з д е с ь  мы полож и ли

а<*> =  |  в тЗ # п)Шю. ( 3 0 .1 5 )

С л е д у е т  зам етить, что причина, по которой ан али з § 28 м ож ет  быть 
в точности п р одубл и р ов ан  (н евзи р ая  на то, что сей ч ас а<п> п редставл яет  
со б о й  абсолю тны й эрм итовский коэф ф ициент, а не локальны й, как это  
■было р а н е е ) , зак л ю чается  в том, что ур авн ен и е л и н еар и зован о . В част

ности , — \  им еет порядок  е (не теряя общ ности , м ож н о полож ить  
е л

,ы (°)=0). С ледовател ьн о, ведущ ий член (по отнош ению  к е) во всяком  
п олином е одинаков и не зави сит от того, п ол ьзуем ся  ли мы вы раж ением  
п е р е з  % =  с + и  или чер ез с.

Зти м  устр аняется  то затр удн ен и е, о котором  уп ом и н алось  в начале  
п а р а г р а ф а .

П одстави м  теперь р а зл о ж ен и е
оо

/2 =  V  2 - а (т)Щт) (3 0 .1 6 )
т 1 1

т —0

в уравнения (30. 13) и (30. 14). Точно так ж е , как и в § 28, мы видим, 
что вы раж ение (30. 13) равно нулю  для  членов р азл ож ен и я , у  которы х  
т < п ,  тогда  как вы раж ен и е (30. 14) равно нулю  дл я  членов с т > п .  
В р езул ьтате остан утся  члены:

Аа}") =  в (0)$ >*У,). (3 0 .1 7 )
-где

^ ) =  ^ ( Ь ) ^ 0\ V ) ё {0\ V 1)Ж \^[Ж ^п)]аЫ^VС^V .̂ (30 . 18)

З д ес ь  испол ьзую тся  индексы  I и /  (для  0 , 1п) и ( /ь  . . . ,  / п) и в
уравнении (30. 17) производится  сум м и р ован и е по /. П олученная  ф орм а  
является линеаризованны м  специальны м сл учаем  (28. 14), одн ак о  вы вод
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бы л повторен для  того, чтобы иметь сам остоя тел ьн ое вы р аж ен и е в л и 
нейном  случае.

З а д а ч а  о собственны х зн ач ен иях оп ер атор а  Ь п ревратилась, таким  
о б р а зо м , в конечном ерную  за д а ч у  дл я  к а ж д о го  значения п; мы долж н ы  
найти собственны е тензоры  а, уравнения (30. 17 ), о п р едел я ем ы е «м атр и 
цей» Р еш ен и е м о ж ет  быть получено в явном виде. В озьм ем  п р о и з
вольный симметричны й тензор  порядк а п— 2т, а(и- 2т), который и сч езает  
при сверты вании его по двум  его и н дексам . П остроим  тензор  порядка п 
путем  ум н ож ен и я  а(п -2т> на т сим волов К рон ек ера б и си м м етр изуем  его  
сум м ир ованием  по всем п ер естан ов к ам  индексов. В р езул ьтате получим  
реш ение уравнения (30. 17). Э тот  р езул ьтат  сл е д у е т  из того, что дв а  
тен зор а  порядка п, которы е построены  из основны х тензор ов  а(п~2т) и 
а(п—2т') ортогональны , если  т ф т '.  Б о л ее  того, собств ен н ое зн ач ен ие лт (л) 
есть ф ункция только от т; оно зави си т  только от порядк а основного тен 
зо р а  аЗп~2т\  на б а з е  которого прои зводи тся  построение, и не зависит от 
специф ики тен зор а  а("~2,п>. Если п —  четное, то им еется ещ е о дн о  р еш е

ние, а им енно, сим м етричная сум м а прои зведен и й  — п сим волов К р он е

кера б. Е сли ж е  п —  нечетно, то им еется о с о б о е  реш ение, п остр оен н ое  
на произвольном  векторе а<0 в сочетании с б-сим волам и. Т еперь ясн о , 
что н уж н о переписать р а зл о ж ен и е  к в вы раж ении  (3 0 .1 6 )  в ви де суммы  
собственны х функций дл я  Ь. Это д ел а ет ся  с пом ощ ью  п р оц есса  «снятия  
сл оев» коэф ф ициентов Э рм ита. Н ап р и м ер , для  тен зор а  второго порядка  
им ею тся д в а  слоя рбц и рц, о п р едел я ем ы е как

Р ,}= рЪ ,3+ Р ,);  р  =  - \ р гг• ( 3 0 .1 9 )

Д л я  тен зор а  третьего порядка им ею тся т а к ж е дв а  слоя

$  ,Зк =  ~Г ( 5 / 3 ^ 4 " + 5Ш» (30 . 20 )
О

где
5 ;  =  5 1ГГ. ( 3 0 .2 1 )

У  тен зор а  четвертого порядк а три слоя

—  ®  (®/ Аи 4-  +  8 А 'а )  4" ( Р / Т Д  +  ^ и $ )1  +  О +
10 7

Л'$31$П~\~0.]$1к~\~Ць$13)~\~Ч1)ки (30 . 22)
где

^  =  < 1 , 3 = О*:)- ( 3 0 .2 3 )

К аж ды й  из слоев построен  на п одтен зор е с нулевы м сл едом  (н ап ри м ер , 
рц, зт ,  (Эо. Чиы) или ещ е и на ск ал яр е (р или С}) или векторе 5 г-„ 
Л ю б а я  из эрм итовских ком бинаций

3 )1%\Ъ 

р М Ь
($â*+ $â*•+  а д  ж (Л]-I ;к->

*13к%П
(3).

/г»

( 8 | А г 4 . . . ) 4 « ;

Ч,ЗкМ%

( 3 0 .2 4 )
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я в л я ется  со б ст в ен н о й  ф ун к ци ей  о п ер а т о р а  Ь. Д л я  к а ж д о г о  сл оя  и м еется  
о д н о  со б с т в е н н о е  зн а ч ен и е . З а м ет и м , что величины  9 и в веденн ы е  
в ур ав н ен и я  (2 8 .3 1 )  и ( 2 8 .3 2 ) ,  я в л я ю т ся  р а зн о ст я м и  м е ж д у  (2 и С)ц и их 
соот в ет ст в ую щ и м и  т р и н адц ати м ом ен т н ы м и  п р и б л и ж ен и я м и .

С обст в ен н ы е ф ун к ци и  ч ащ е всего  в ы р а ж а ю т  ч ер ез полином ы  С о 
н и н а. О ни, в осн о в н о м , ан алогичн ы  п ол и н ом ам  Э р м и та , но вы раж ены  
в сф ер и ч еск и х , а не п р я м оугол ь н ы х к о о р д и н а т а х * . С и м м етр и и , п р и су 
щ и е и н вар и ан тн ой  д ек а р т о в о й  т ен зо р н о й  си с т е м е  о б о зн а ч ен и й , часто  
б о л е е  п редп оч ти тел ьн ы . Н ет  н ео б х о д и м о с т и  вы писы вать в явном  в и де  
сп ец и ал ь н ы е л и н ей н ы е к ом би н ац и и  (30 . 2 4 ) б а зи сн ы х  п ол и н ом ов  Э р м и та , 
в се  вы числения м огут  бы ть д о в ед ен ы  д о  конца в и н в ар и ан тн ой  си стем е  
о б о зн а ч е н и й , и л и н ей н ы е к ом би н ац и и  в р а в ен ст в е ( 3 0 .2 4 )  п ол уч аю тся  
естествен н ы м  о б р а зо м .

П о ск о л ь к у  п оли н ом ы  Э р м и та  (или  С он и н а) в о д н о  и то ж е  врем я  
я в л яю тся  собств ен н ы м и  ф ун к ци ям и  Ь и ор тогон ал ьн ы  к невозм угцен- 
н о м у  р а с п р е д е л е н и ю  /<0), их, оч ев и дн о , естест в ен н о  р а ссм а т р и в а т ь  как  
б а зи с н ы е  ф ун к ци и  р а зл о ж ен и я  во всякой  з а д а ч е  с м ак св ел л ов ск и м и  
м о л ек у л а м и . Н ек отор ы е прим еры  и сп о л ь зо в а н и я  эт о го  м ет о д а  даны  
в § 33. С х о д и м о ст ь  я в л я ется  (эм п и р и ч еск и  у ст а н о в л е н о ) д о ст а то ч н о  
бы стр ой . О д н а к о  в о п р о с  о п р и годн ы х гр аничны х зн а ч ен и я х  н е  очень  
со г л а с у е т с я  с р а зл о ж е н и е м  Э р м и та , и о б щ и е  за м еч а н и я  п о сл ед н е го  п а 
р а г р а ф а  не м огут  бы ть в ск о л ь -н и б у д ь  зн ач и тел ь н ой  м ер е  уп р ощ ен ы  
ни в л и н ей н ом  сл у ч а е , ни з а  счет и сп ол ь зов ан и я  а б со л ю т н о  м а к св ел л о в 
ск ого  р а сп р е д ел ен и я  в к ач еств е  в есо в о й  ф ун к ци и . В с л у ч а е  н ем а к св ел 
л о в ск и х  м о л ек у л  р а з л о ж е н и е  Э р м и та  не д е л а е т  о п ер а т о р  Ь. д и а г о н а л ь 
ным. О д н а к о  п о л у ч а ю щ а я ся  б еск о н еч н а я  м атр и ц а  си м м етр и ч н а , что 
в и дн о  при ср ав н ен и и  ал ь тер н ати в н ы х вы р аж ен и й  (3 0 .1 3 )  и ( 3 0 .1 4 ) .  
Э т у  си м м ет р и ю  м о ж н о  и н тер п р ети р ов ать  как в ы р а ж ен и е  за к о н а  в за и м 
ности  О н за г е р а  в т ер м и н а х  « т ер м о д и н а м и ч еск и х »  к о о р д и н а т  а<”) (ср . 
р а б о т у  [43]). В ч астн ости , эн тр оп и я  (л и н еа р и зо в а н н а я ) в ы р а ж а ется  
в в и д е

И  =  \  / 1°& / / |  1о ё / (0) +  1ор; жт
л= 1

й\-

~  § /  П о д / (0) +  2  а‘П)Ж(1П)\а%=Н(0) + е  V  Л- а\п)а\п).
1 * п= 1 > п—1

Д р у г и м и  сл о в а м и , в ы бор  эр м и то в ск и х  к оор д и н ат  в се гд а  д е л а е т  вы 
р а ж е н и е  д л я  эн тр оп и и  д и а го н а л ь н ы м , но в ы р а ж ен и е  д л я  р ост а  энтроп и и  
ст ан ов и тся  д и а го н а л ь н ы м  тольк о в с л у ч а е  м а к св ел л о в ск и х  м ол ек ул .

§ 31. РАЗЛОЖЕНИЕ В ПОЛУОБЛАСТИ [28] -
Б ы л о  п о к а за н о , что и сп о л ь зо в а н и е  р а зл о ж е н и я  Э р м и та  ц е л е с о 

о б р а зн о , в ч астн ости , при о б о б щ ен и и  у р а в н ен и й  ги д р о д и н а м и ч еск о го  
типа (в б л и зи  л о к а л ь н о  м а к св ел л о в ск о г о  со ст о я н и я ) и в с л у ч а е  л и н е а 
р и зо в а н н о го  у р а в н ен и я  Б о л ь ц м а н а . Г р аничны е ж е  у сл о в и я  л уч ш е всего  
р а ссм а т р и в а т ь  с  п ом ощ ь ю  р а зл о ж е н и я  со в ер ш ен н о  и н ого типа. И з с а 
м ого  с п о с о б а  о п р е д ел ен и я  гр аничны х усл ов и й  я сн о , что д в е  половины  
р а сп р е д ел ен и я  /+  и м о гу т  бы ть со в ер ш ен н о  р азл и ч н ы м и, и /  м о ж е т  бы ть  
д а ж е  р азр ы в н ой  ф ун к ц и ей  при %-п =  0  ок о л о  гр аницы . Н аи л уч ш и м  пу-

* В работе [68] собственные значения обозначены как Хги а собственные функции— фн. Чтобы сравнить с нашим обозначением, нужно только заметить, что /— порядок основного тензора, а г — число дополнительных символов Кронекера; полный порядок тензора (а также степень полинома) 1+2г.
4 4903 97



тем аппроксим ации /  около границы  является аппроксим ация /+  и / _  по  
отдельности . Н ап р и м ер , мы м ож ем  ввести весовы е функции (в озм ож н о , 
д а ж е  различны е) и р азл ож и ть  к аж дую  из ф ункций 1+ и в полиномы  
по п ол уобл асти . Э то, одн ак о, при ведет  к р азруш ен и ю  как д и ф ф ер ен 
циальны х уравнений, так и интегралов столкновений. П осл е того как 
выбраны весовы е ф ункции, функцию  /  м ож н о описать чер ез д в е  п о сл е
довательности  коэф ф ициентов «+<”) и аД"), соответствую щ ие двум  п о сл е
довательн остям  ф ункций ф+М(1=), оп редел ен н ы х дл я  % - п > 0 и <р_<в>(|),  
определ енны х дл я  % -п < 0. У равнения дл я  коэф ф ициентов а ± } м ож н о  

получить путем  интегрирования уравн ен и я Б ол ьц м ан а п осл е ум н ож ен и я  
его на В принципе этот м етод  аналогичен  м етодам , рассм отренны м
ранее, одн ак о  на практике д ел о  обстои т  иначе.

Я сно, что это пример м етода, которы й д о л ж ен  хор ош о соответство
вать за д а ч е . Д л я  за д а ч  с простой  геом етр ией  данны й м ет од  вполне о с у 
щ ествим и м ож ет  о б л а д а т ь  б о л ее  бы строй сходи м остью , чем р а зл о ж е 
ние во всей обл асти  вблизи  границы . В за д а ч а х , гд е  границы  не яв
ляю тся параллельны м и плоскостям и (или цилиндрам и, или сф ер ам и )  
или гд е  состоян и е га за  на границе м еняется при п ер ех о д е  от точки  
к точке, трудности  м огут ок азаться  слиш ком больш им и.

Р а зл о ж ен и я  по п ол уобл асти  м огут быть применены  дл я  и сс л е д о 
вания пограничного слоя на р асстоян и ях от стенки в несколько длин  
ср едн его  свободн ого  п робега . Е сли бы это у д а л о сь  сдел ать  с оп р ед ел ен 
ной степенью  общ ности , то, вероятно, м ож н о бы ло бы связать  состояние  
вне пограничного слоя с точным состоянием  на стенке чер ез к оэф ф и 
циенты по всей обл асти . Э та концепция, им ею щ ая б о л ее  в а ж н о е з н а 
чение с точки зрения норм альны х реш ений (ср . § 2 6 ) , м огла бы в весьм а  
значительной степени расш ирить пределы  сп р аведл и вости  теорий р а зл о 
ж ения по всей обл асти .

§ 32. МОДИФИКАЦИИ УРАВНЕНИЯ БОЛЬЦМАНА

Р еш ен и е за д а ч  с пом ощ ью  уравнения Б ол ьц м ан а является весьм а  
и весьм а трудновы полним ы м  дел ом . П оэтом у  вполне оп р ав дан  поиск  
различны х его вариантов и м одиф икаций . Д о к азат ел ьств ом  внутренней  
простоты  сам ого  по с е б е  ур авн ен и я Б ол ьц м ан а является то, что п р ед л о 
ж ений  такого р ода  бы ло очень нем ного. Р ассм отр и м  д в е  м одиф икации  
уравнения Б ол ьц м ан а, одн а  из которы х у д о б н а  с точки зрения прак ти 
ческих реш ений, а др у га я  —  с точки зрения д ок азат ел ьств а  сущ еств о
вания.

П остр оен н ая  Д . М оргенш терном  [50] м одиф икация уравнения Б ол ьц 
м ан а п озвол яет  р ассм отреть  нелинейность с точки зрения сущ ествования  
реш ения (это  гл авная  трудность  при док азат ел ьств е сущ ествования в 
больш ом , ср. гл. I I I ) .  И дея  зак л ю чается  в введении см ягчаю щ его или 
сгл аж и в аю щ его  я др а . А ргументы  ф ункций, п оявляю щ ихся в обы чном ч ле
не, учиты ваю щ ем  столкновения, разли чаю тся  только значениям и п ер е
м енной х в езд е  одн о  и то ж е . М оргенш терн сохр ан я ет  п ер ем енную  ,х 
в / ( | ,  х )  и /(§ ', дс), одн ак о  зам ен я ет  ее  на у  в / ( | ь у )  и /(§ / ,  у ) .  Величина  
( / 7 / — /Д ) зат ем  у м н о ж а ет ся  на я др о  к { х ,  у )  и интегрируется по у  так 
ж е, как и по др уги м  перем енны м . С пом ощ ью  довольн о тонкого анализа  
М оргенш терну у д а ет ся  д о к а за т ь  сущ ествован и е реш ения в больш ом  для  
нескольких типов граничны х условий.

В р аботе  приводятся два  у твер ж ден и я , которы е не к аж утся  о п р ав 
данны ми. В первом вы р аж ается  сом н ен и е в сущ ествовании  реш ений  
классического уравнения в общ ем  сл уч ае. Н икаких оснований  дл я  этой  
точки зрения, кром е как трудн ости  проблем ы , нет; во втором  у т в е р ж 
дает ся , что сгл а ж ен н о е ур авн ен и е н аходи тся  в таком  ж е  соответствии  
с ф изической картиной, как и ур авн ен и е Б ол ьц м ан а. В  некотором

98



абстр актном  см ы сле это правильно. О дн ак о вы бранная конкретная  
ф орм а сгл аж и ван и я  этого  не показы вает. Н асколько м олекулы  |  и ^  
отличаю тся своим  м естор асп ол ож ен и ем , настолько ж е  несвязанны ми  
являю тся д в а  состояния |  и или ^  и I / .  В о зм о ж н о , что позаботи ться  
об  этом  не составит т р уда . Б о л ее  сер ь езн о е  в о зр а ж ен и е  (с  точки зрения  
вы вода уравнения Б ол ьц м ан а) зак л ю чается  в том. что это  сглаж и ван и е  
со д ер ж и т  член порядка м олек улярн ого  ди а м ет р а  сг. и в то ж е  врем я мы 
не п олучаем  конечного п р ед ел а  больц м ан овск ого  г а за  (ср . § 7). Если  
сохранить этот член, то н еобход и м о  т ак ж е сохранить и м ногие др уги е  
члены того ж е  порядк а. Н о что ещ е б о л ее  важ н о , так  это отсутствие  
ясности, б у д ет  ли в ообщ е сущ ествовать какое-ли бо ур авн ен и е Б ольцм ана  
(в том  см ы сле, что одн очасти чн ое р асп р едел ен и е полностью  оп р едел я ет  
со ст о я н и е), если  н е п ользоваться  п р едел ом . Э тот аргум ент вы двигается  
только и з-за  желательности иметь д ел о  с уравн ен и ем  Б ол ьц м ан а, в конце 
концов общ ая  теория сущ ествования д о л ж н а  быть построена дл я  того, 
чтобы выяснить ее ф изическую  значим ость.

У равнение, которым п р едл агается  зам енить  ур авн ен и е Б ол ьцм ана, 
и сходя  из практической точки зр ен и я , им еет сл едую щ и й  вид [2]:

^  +  $г^ г [ / (0)- / ] .  (3 2 .1 )
д( д х г

Как видим, изм енен и е претерпел только член, учиты ваю щ ий стол к н о
вения; /<°) —  локально м аксвел ловская  ф ункция, соответствую щ ая /; V — 
парам етр , которы й м о ж ет  быть ф ункцией от (), и, Т и в озм ож н о  от  
О сновная идея этой  м одиф икации члена, учиты ваю щ его столкновения на 
первый взгл яд, весьм а привлекательна. Эта ф орм а в явном виде показы 
вает тенденцию  при бл и ж ен и я  к лок ал ьн ом у равновесию  и, в конце кон
цов, к абсол ю тн ом у равновесию . К огда  V не зави сит  от п р едл агаем ое  
ур авнение о б л а д а е т  всем и основны ми качественны ми чертами уравнения  
Б ол ьц м ан а. Мы им еем

| г [ / (0)- / ] ^  =  0 , (3 2 .2 )

если о|з,- —  сум м аторны й инвариант. У равнения сохр анения получаю тся  
с р а зу  ж е. Так, поскольку

| / 1 о е / (0Ч  =  | / (.0 )1 о ё / (0)^

(это  проверяется неп осредствен н ой  подстан овк ой  /<0)) ,  то мы им еем

\  1 « К / [ / <0) - / ]  â$ =  § 1оё  [ / / / (0)] [ / (0)- / ]  ( / К О .  (3 2 .3 )

П оэтом у  //-т е о р е м а  сп р аведл и ва  дл я  соотнош ения ( 3 2 .1 ) .  П о -в и д и 
м ом у, нет никакого см ы сла рассм атри вать  случай , к огда V есть ф ункция  
от | ,  так как в этом  сл уч ае несправедливы  ни законы  сохр ан ен и я , ни 
//-т е о р е м а . К р ом е того, п р оп ад ает  гл авное уп р ощ ен и е уравнения ( 3 2 .1 ) ,  
зак л ю чаю щ ееся  в легкости  аппроксим ации члена, учиты ваю щ его стол к 
новения с пом ощ ью  р а зл о ж ен и я  /.

В о зм о ж н о , что н аилучш ее оп р ав дан и е уравнения (3 2 .1 )  (с  точки 
зрения уравнения Б ол ьц м ан а, а не с общ их позиций) зак л ю чается  в с л е 
дую щ ем . Н апом ним  (28. 1 4 ), что

оо
у ! "’ = т с Е  '3 2 - 4>

/■,$— О
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откуда сл едует , что вы раж ен и е дл я  / ( / ,  / )  м ож ет  быть представлено  
в виде

оо оо

/ ( / ,  / ) = ^ е / (П,У  V  ± ъ 7 № \ п)а У < Я \  ( 3 2 .5 )
2 —  п\

п =  1 Г ,  5 = 0

Д л я  м аксвел ловских м олекул остаю тся  члены только с г +  5 =  0; для  
л и н еари зован н ого  уравнения —  члены только с г = 0 ,  5=л или г = п ,  5 =  0. 
П ри таких аппроксим ациях

во

У ( / ,  л = е / (0)У Л ^ Оп^ (я)^ п)- (3 2 .6 )п !
п —1

О кончательная аппроксим ация

=  ^  (3 2 .7 )

приводит к ж е л а е м о м у  р езул ь тату  ( 3 2 .1 )  (сим вол 6¾ —  сок р ащ ен н ое  
о бозн ач ен и е п рои зведен и я пЬ сим волов К рон ек ера, к аж д о го  с одним  ( и 
одним  / ) .  Г р убо говоря, ур авн ен и е (3 2 .1 )  сл ед у ет  из доп ущ ен и я  о ф ак 
тической ди агон ал ьн ости  рпг®. Р азл ичн ы е эрм итовские формы  н е св я 
заны  м е ж д у  со б о й  и все р елаксационны е врем ен а равны.

У равнение (32. 1) бы ло усп еш н о и сп ол ьзован о в р я де специф ических  
за д а ч  [2], [27], [28]. О дн ак о реш ение истинного ур авн ен и я Б ол ьц м ан а  
в сл уч ае конкретны х за д а ч , по-ви ди м ом у, б у д ет  н енам ного сл ож н ей . 
К огда  тр ебую щ и еся  интегралы  столкновений у ж е  вычислены, в р я д  ли 
есть  к ак ая-л и бо  р азн и ц а  в за т р а т е  т р уда  вообщ е. В н астоя щ ее время  
представляется , что в наибольш ей степени это ур авн ен и е б у д ет  п р и м е
няться в тех  за д а ч а х , где т р еб у ется  р а зл о ж ен и е  в п ол уобл аст я х  с н еи з
вестны ми интегралам и столкновений. У равнение (3 2 .1 )  ценно дл я  бы ст
рого о б зо р а  возм ож н ы х реш ений, затрати в  ж е  ум ер ен н ое количество  
дополн и тел ьн ого т р уда , полученны е результаты  м ож н о  сдел ать  и коли
чественно верны ми, используя  д а л е е  истинное ур авн ен и е Б ол ьц м ан а.

П о л о ж ен и е  р адик ал ьн о и зм енил ось  бы, если  бы у д а л о сь  и сп ол ь зо 
вать аналитически специф ическую  ф ор м у правой части уравнения (32 . 1 ). 
Это пока ещ е не сд ел а н о . В отнош ении теории сущ ествования у р а в н е
ние (32. 1 ), п о-видим ом у, столь ж е  неп одатли во, как и сам о  ур авн ен и е  
Б ол ьцм ана; д а ж е  если  взять V константой, /<°) привносит с собой  очень  
сильную  нелинейность.

§ 33. НЕКОТОРЫЕ ХАРАКТЕРНЫЕ ЗАДАЧИ

З д е с ь  мы д а д и м  о б зо р  реш ений р я да  хар актер ны х за д а ч  дл я  того, 
чтобы пролить некоторы й свет на относительны е достои н ства  различны х  
м етодов реш ения ур авн ен и я Б ол ьцм ана.

К  числу таких за д а ч  относятся  ди сп ерси я  звук а , удар ны й слой, 
тепловой поток м еж д у  параллельны м и пластинам и, плоск ое течение  
К уэтта (течение со сд в и го м ), за д а ч а  С токса о течении вокруг сф еры  
и за д а ч а  Р ел ея  о пластине, вн езапн о начинаю щ ей свое дв и ж ен и е. Эти  
за д а ч и  м ож н о классиф ицировать п о -р азн ом у . З д е с ь  им ею тся за д а ч и  без  
границы и с границей, линейны е и нелинейны е, с  простой геометрией  
и с б о л е е  сл ож н ой , в конце рассм атри ваю тся  различны е м етоды  реш ения.

Н е всякая из ук азан н ы х за д а ч  м о ж ет  быть реш ена с пом ощ ью  
л ю бого  из р ассм отренны х м етодов , п оэтом у мы вы деляем  те задач и , к о
торы е позволяю т провести  интересны е сравнения. Р еш ен и е дл я  кнудсе- 
новского или св о б о д н о  м олек улярн ого  течения и реш ение Н ав ь е— С токса  
зан и м аю т о с о б о е  п ол ож ен и е как универсал ьны е стандарты  дл я  сравне-
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'« я я . Они о т о б р а ж а ю т  дв а  крайних сл учая , которы е п р едп ол агается  св я 
за т ь  с пом ощ ью  уравнения Б ол ьц м ан а, кром е того, реш ение их в к аж дом  
из р ассм атри ваем ы х прим еров м атем атически  достаточ н о  просто. Р а с 

см а т р и в а ем ы е нам и за д а ч и  настолько примитивны  с гидродинам ической  
точки зр ен и я , что дл я  больш инства из них реш ение уравнений  Э йл ер а  
тривиально.

М атем ати ческ ая  трудн ость  за д а ч и  оп р едел я ется  в первую  очередь  
числом  независи м ы х перем енны х, сл ож н остью  геом етрии и наличием  
ли нейности  или нелинейности . З а д а ч и  С токса и Р ел ея  являю тся н а и б о 
л е е  трудны м и, поскольку они связаны  с д в ум я  независим ы м и п ер ем ен 
ными (т. е. с диф ф еренциал ьны м и уравнениям и в частны х производны х) 
и нетривиальны м и границам и. Н асколько нам  известно, пока ещ е не 
Лэыло попы ток рассм отрен и я нелинейны х за д а ч  дл я  эти х  сл учаев  (за  
исклю чением  чисто гидр оди н ам и ческ и х п од ход ов , которы е не имею т  
отнош ения к реш ению  уравнения Б о л ь ц м а н а ).

Т епловой поток, поток со сдвигом  и течение в у д а р н о й  в ол н е яв 
ляю тся одном ерны м и за д а ч а м и  (они связаны  с  обы кновенны ми д и ф ф е 
ренциальны м и ур авн ен и ям и ) и п оэтом у  д о п уск аю т  р ассм отр ен и е н ел и 
нейны х вариантов, но только дл я  б о л ее  примитивны х аппроксим аций  
уравнения Б ол ьц м ан а. В линейны х вар и ан тах  за д а ч и  о тепловом  потоке 
и потоке со сдвигом  достаточ н о  просты , и эт о  п озв ол я ет  получить по 
су щ еств у  об щ ее  реш ение. З а д а ч а  об  у дар н ой  волн е в л и н еари зован н ом  
вари ан те не и м еет см ы сла.

М ож н о разю м и ровать  сущ еств ую щ ее п ол ож ен и е сл едую щ и м  о б р а 
зом . Л инейны е двум ер н ы е и нелинейны е одн ом ер н ы е за д а ч и  м огут быть 
реш ены  при несколько п ониж енной  степени аппроксим ации уравнения  
Б ол ьц м ан а. О дном ер ны е линейны е зад ач и  м огут быть реш ены  с вы сокой  
степенью  аппроксим ации в сл у ч а е простейш их геом етрических к онф игу
раций, т. е. дл я  парал лельны х плоск остей  и концентрических цилиндров.

З а д а ч а  о ди сп ер си и  звук а, хотя он а и д в ум ер н а  (х и {), является  
специф ической, поскольку ее  перем енны е м огут быть р аздел ен ы , и, по 
крайней м ере, вначале за д а ч у  м ож н о рассм атри вать  б ез  границ. Э та з а 
дач а бы ла реш ена при вы сокой степени аппроксим ации дл я  м ак св ел л ов 
ских м олекул В ан  Ч аном  и У ленбеком  [68] м етодом  р азл ож ен и я  по п оли 
ном ам  Э р м ита или С онина, описанны м  в - § 30. Р езультаты  получены  на 

т р е х  ур овн ях  аппроксим ации. «Н улевы м  п ри бл и ж ен и ем » являю тся у р а в 
нения Э й л ер а, «п ер вое п р и бл и ж ен и е»  —  уравн ен и я три н адц ати  м о м ен 
тов, «втор ое п р и бл и ж ен и е»  вклю чает 8цк, <? и д,-,, «третье п ри бл и ж ен и е»  
(к отор ое только н азван о , но не вы числено) д о б а в л я ет  н аруж ны й слой  
четверты х м ом ентов дцы, а т а к ж е первы е д в а  слоя пяты х м ом ентов (век 
тор и тензор  третьего п ор я дк а) . Т акое, д о  некоторой степени п рои звол ь
ное, п о д р а зд ел ен и е посл едовательн ы х при бл и ж ен и й  вы бирается и з-за  
того , что это  гар ан ти р ует  н еизм енность  р азл ож ен и я  различны х д и сп е р 
сионны х коэф ф ициентов по степеням  частоты  вплоть д о  некоторого о п р е
д ел ен н ого  порядк а при в сех  п осл едую щ и х п р и бл и ж ен и ях. П о некоторы м  
причинам п ер вое п р и бл и ж ен и е н азы вается  «п р и бл и ж ен и е Н ав ь е—  
С токса», а втор ое —  «п р и бл и ж ен и е Б ар н етта». Они, очевидно, являю тся  
значительно б о л ее  тщ ательно р азр аботан н ы м и  п ри бл иж ениям и, чем  
о б  этом  говорит их н азван и е, и в принципе это р а зл о ж ен и е  по о р того 
нальны м ф ункциям  соверш енно отлично от м етода  норм альны х реш ений. 
В о втором  при бл и ж ен и и  всего и м еется  восем ь перем енны х: р, щ, р , ри, 
5_. 5 ш ,  <7 и <7ц . Д и сп ер си он н ое соотн ош ен и е п р едстав л я ет  собой  п ол и 
ном  восьмой степени по ч астоте и ш естой степени по в ол н овом у числу. 
И н ач е говоря, им еется восем ь ф орм , п одобн ы х по врем ени, и ш есть —  
прсстранственно подобн ы х. Это озн ач ает , что м ож н о  н алож и ть восем ь  
начальны х значений и, по всей вероятности , три граничны х значения. 
Р езультаты  дол ж н ы  ок азаться  очень точными, если  они связаны  с- соот-
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ветствую щ и м и  граничны м и усл ов и я м и . В с л у ч а е  д л и н  вол н , ср авним ы х, 
со  ср ед н ей  д л и н о й  св о б о д н о го  п р о б ега , м о ж н о  у б ед и т ь ся  *, что ф ор м а,, 
к отор ая  яв л я ется  ан али ти чески м  п р о д о л ж е н и е м  в ы р аж ен и я  д л я  обы чной  
н еза т у х а ю щ ей  ск ор ости  зв у к а  при бол ьш ой  д л и н е  волны , за т у х а е т  так  ж е  
сильно, как и д р у г и е  ф орм ы . С л ед о в а т ел ь н о , в се три ф орм ы  б у д у т  н а 
б л ю д а т ь ся  од н о в р ем ен н о  в л ю бом  вы сок оч астотн ом  эк сп ер и м ен те . И х  
относи тельн ы е ам п ли туды  ан али ти ч ески  м огут  бы ть н ай ден ы  только из 
реш ения за д а ч и  с граничны м и зн ач ен и я м и . Т очно т а к ж е  ск ор ость  с х о 
ди м ости  п р и бл и ж ен и й  В ан  Ч а н а — У л ен б ек а  н ел ь зя  точно оц енить, не  
р еш ая со отв етствую щ ей  за д а ч и  с граничны м и зн ач ен и я м и . Э то ещ е не 
бы ло сд е л а н о , сл ед о в а т ел ь н о , нет ещ е и ок он ч ател ь н ого  ср авн ен и я  
с эк сп ер и м ен том .

З а д а ч а  о д и сп ер си и  зв ук а  в к н удсен ов ск ом  г а зе , п о -в и ди м ом у , р ан ее  
не став и л ась . В п р е д ел а х  о д н о й  длины  ср ед н е г о  св о б о д н о го  п р о б ега  или  
дл я  осц и л л и р ую щ ей  в эт и х  п р е д е л а х  границы  р еш ен и е д л я  св о б о д н о  
м ол ек ул я р н ого  течения м о ж е т  бы ть вы числено, в ер оя тн о , б ез  о со б ы х  
т р у д н о ст ей . В есь м а  в о зм о ж н о , что за т у х а н и е  о к а ж е т с я  линейны м  (м е х а 
н и зм ом  за т у х а н и я  яв л я ется  сдви г по ф а з е  ч астиц , которы е у д а р я ю т ся  
о стен к у  в р азл и ч н ы е м ом енты  в р е м ен и ). Э то р еш ен и е с л е д у е т  ср авн и ть  
с начальны м  н ак л он ом  эк сп он ен ц и ал ь н о  за т у х а ю щ и х  реш ен и й  ок ол о  
стенки.

П р о ст ей ш а я  з а д а ч а  о б  у д а р н о й  в ол н е ф о р м у л и р у ет ся  сл ед у ю щ и м  
о б р а зо м . Мы ищ ем  о д н о м ер н о е  у ст а н о в и в ш ееся  течен и е, в к отор ом  п р о 
и сходи т  п ер ех о д  от о д н о го  п остоя н н ого  состоя н и я  при х = — оо к д р у г о м у  
п ост оя н н ом у  состоя н и ю  при х = + о о .  О б а  состоя н и я  б у д у т  связаны  
м е ж д у  со б о й  обы чны м и у сл ов и я м и  на у д а р н о й  в ол н е . Э то  р еш ен и е п о д 
т в е р ж д а е т  т р а д и ц и о н н о е  р азр ы в н ое п р и б л и ж ен и е  только в том  сл у ч а е, 
есл и  п ер еходн ы й  сл ой  м ак р оск оп и ческ и  тонок . Р а н н и е  и ссл ед о в а н и я  на  
о сн о в е  р ассм от р ен и я  у р авн ен и й  Н а в ь е— С ток са  при п остоян н ы х к о эф ф и 
ц и ен т ах  вязк ости  и т еп л о п р о в о д н о сти  бы ли п р оведен ы  Р эн к и н ом  [55], 
Т ей л ор ом  [61], Р ел ее м  [56] и Б ек к ер ом  [1]. Б ек к ер  от м еч ал  в сп ец и ал ьн ом  
сл у ч а е, что тол щ и н а у д а р н о й  волны  ст ан ов и тся  п р е н еб р еж и м о  м ал ой  д л я  
сильны х у д а р н ы х  волн (м ен ь ш е, чем  ср ед н я я  д л и н а  св о б о д н о г о  п р о б е г а ) .  
В том  ж е  са м о м  сп ец и ал ь н ом  с л у ч а е  Т о м а с  [62] о б н а р у ж и л , что за в и с и 
м ость \х~Т''2 (у п р у ги е  сф ер и ч еск и е м ол ек ул ы ) д е л а ю т  п р ед ел ь н ую  т о л 
щ ин у конечной, а М о р д у х о з  и Л и б б и  [48] о б н а р у ж и л и , что за в и си м о сть

в ед ет  к т ом у , что п р ед ел ь н а я  тол щ и н а р авн а н улю  п р и 5 < ^ —  и

стан ов и тся  беск он еч н ой  п р и 5 > ~ .  Т ак ое а н о м а л ь н о е  п о в ед ен и е  о б ъ я с 

н яется  сл ед у ю щ и м  о б р а зо м  [41], [23]. С р едн я я  д л и н а  св о б о д н о г о  п р о б ега  
я в л я ется  ф ун к ци ей  тем п ер атур ы  и п л отн ости , к р ом е сл у ч а я  у п р у г и х

с ф е р х > ~ ,  где  о н а  за в и си т  тольк о от  п л отн ости . М а к си м а л ь н о е  о т н о 

ш ен и е п л отн остей  при п е р е х о д е  ч ер ез у д а р н у ю  в ол н у  р авн о  четы рем; 
отн ош ен и е ж е  т ем п ер а т у р  стр ем и тся  к беск он еч н ости  д л я  си л ьн ы х у д а р 
ных волн . И ск л ю ч ая  сл уч ай  уп р у ги х  сф е р , ср ед н я я  д л и н а  св о б о д н о го  
п р о б е га  м ен я ется  чрезвы чайно сил ьно при п е р е х о д е  ч ер ез у д а р н у ю  
в ол н у  и, н а б л ю д а е т с я  ли бол ь ш ая  д л и н а  ср ед н е го  с в о б о д н о г о  п р о б е га  
на п ер ед н ей  или за д н е й  ст о р о н е  у д а р н о й  волны , за в и си т  от  величины  5:

или 5 > - — . 
2

А н ом ал ьн ы е р езул ьтаты  вы текаю т из д о п у щ ен и я  о б  и сп ол ь зов ан и и

* Н. О г ай, АсШгезз Ье{оге 1Ье Атепсап РЬув1ка1 5о<пе(у, РШкЬигдЬ,. МагсЬ, 1951.



ср ед н е й  длины  свободн ого  п р обега  на ф ронте уд а р н о й  волны в качестве  
хар актер н ой  длины . Если вы брать за  хар ак тер н ую  точку п одходя щ ую  
точку внутри у дар н ой  волны, то толщ ина остается  ограниченной при  
л ю бой  интенсивности уд а р н о й  волны и л ю бой  зави сим ости  ц и X от т ем 
пературы . Б о л ее  того, если  ввести в качестве новой перем енной  р асст оя 
ние у= х /Ь ,  где  Ь —  переменная ср едн яя  дл и н а  св ободн ого  п р обега  (что 
соответствует н ер авн ом ер ном у р а ст я ж ен и ю ), то проф иль у дар н ой  волны  
становится почти универсальны м  и м еняется  лиш ь на несколько п р о
центов при произвольном  вы боре зави сим ости  р„(Г) [23].

Р еш ения этой  зад ач и  бы ли т а к ж е получены  из уравнений  Б ар нетта  
и сл едую щ его  при бл и ж ен и я дл я  р азл ож ен и я  Э нскога [41], [67], [72], из 
уравнений тринадцати  м ом ентов [23] и с пом ощ ью  специального  п р и бл и 
ж ен н ого  м етода  М от та— С мита [52]. В п осл едн ей  р аботе  ф ункция р а с 
предел ен и я аппроксим ируется  сум м ой  д в у х  лок ал ьн о-м ак свелловск и х  
р асп р едел ен и й  с различны м и п ар ам етр ам и  д, и и Т. Д и ф ф ер ен ц и а л ь 
ные уравнения дл я  этих п арам етр ов  п олучаю тся  путем  взятия соотв ет
ствую щ их м ом ентов уравнения Б ол ьц м ан а п осл е подстановки  ук азан н ой  
аппроксим ации дл я  / .  Д л я  сл абы х удар н ы х волн, где, как известно, сп р а 
ведливы  д р у ги е теории, р езул ьтат  М от та— С м ита не п р едставл яется  
сущ ественны м . Если сум м а д в у х  м аксвел ловских ф ункций действительно  
аппроксим ирует ф ункцию  р асп редел ен и я  сильной у дар н ой  волны (и дея  
зак л ю чается  в том , что п рои сходи т  н а л о ж ен и е д в у х  течений —  одн о  из 
т о о  и д р у го е  из — о о ) , то д л я  сильны х удар н ы х волн эт а  теория м огла  
бы ок азаться  соверш енно точной.

О чень трудн о сравнить полученны е результаты  и з-за  больш ого  
числа парам етр ов; результаты  зави сят  от  вы бора зак он а  взаим одействия  
м еж м ол ек ул я р н ы х-си л  и от  вы бора н а б л ю д а ем о й  п ер ем енной  (н ап р и 
мер, тем пературны й проф иль вы глядит соверш енно иначе, чем проф иль  
п л отн ости ), а т ак ж е и от интенсивности у дар н ой  волны. П ри некотором  
определ ен и и  толщ ины  удар н ой  волны най ден о, что толщ ина 6 ск ор ост
ного проф иля дл я  м ак свел ловск ого  га за  в ы раж ается  сл едую щ и м  
о б р а зо м  *;
для уравнений  Н ав ье— С токса

П ар ам етр  а является м ер ой  интенсивности уд а р н о й  волны и м е
няется от нуля дл я  сл абы х удар н ы х волн д о  единицы  дл я  удар н ы х волн  
бесконечной интенсивности. Р а зл о ж ен и е  Ч еп м ен а— Э нскога показы вает  
стабильное увеличение толщ ины  дл я  п осл едовательн ы х приближ ений , 
но толщ ина дл я  три н адц ати  м ом ентов значительно больш е. В эти х ед и 
ницах толщ ина по М отт— С м иту при нулевой  интенсивности прим ерно  
равна 1,25. Р езультаты  В ан  Ч ан а  вычислены вплоть д о  порядк а а 2 (р а з 
л ож ен и е четно по а ) дл я  сл учая  м аксвел ловских м олекул. Р езультаты

* См. работы [67], [41], [23]. Найдено, что разложение Ван Чана сходится намного

6 = 1 — 0 ,4 9 7 а 2+  . . .  ;

для  уравнений  Б арнетта

6 = 1  +  0 ,0 3 2 а 2 +  ;

для сл едую щ его  порядк а аппроксим ации Ч еп м ен а— Э нскога

6 = 1  + 0 ,094а* +  . . . ;  

и дл я  ур авнений  три н адц ати  м ом ентов

6 =  1 + 0 ,7 1 2 а 2+  . . . .

( 3 3 .1 )

(3 3 .2 )

( 3 3 .4 )

(33. 3 )

скорее, если выразить его через параметр разложения а= 
*:ты [23], использованный Колером и Трэдом.

з обозначениях ра-
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тринадцати  м ом ентов (как  и результаты  по Н а в ь е—-Стоксу) вычисленье 
вплоть д о  порядка а 4 дл я  произвольны х м олекулярны х сил [23]. В сл у 
чае уравнений  Н ав ье— С токса н ай ден о, что р а зл о ж ен и е  вплоть д о  членов  
с а 4 является очень хорош им  п ри бл и ж ен и ем  дл я  л ю бой  интенсивности,, 
включая бесконечную  ( а = 1 ) .

Тот ф акт, что уравнения Н ав ье— С токса являю тся п ар абол и ч еск и м и , 
а уравн ен и я тринадцати  м ом ентов —  гиперболическим и, вы является п о
разительны м  о б р а зо м . С корость сл а б о й  у дар н ой  волны сравним а

5 ___
с обы чной скоростью  звук а в газе , а 2=  — в обозн ач ен и я х  § 29. П ри у в е 

личении интенсивности скорость уд а р н о й  волны увеличивается и при  
оп редел ен н ой  интенсивности (â  =  0 ,518) дост и гает  значения скорости  
н а и б о л ее  бы строй характеристики (а 2= 4 ,5 4 )  уравнений  три н адц ати  
м ом ентов (29. 5 ) . Д л я  удар н ы х волн с больш ей интенсивностью  п одл и н 
ная разры вность на у дар н ой  волне п роявляется в тринадцатим ом ентной, 
теории, гл адк ие реш ения, по-ви ди м ом у, не м огут распространяться  
со скоростью  больш ей, чем скорость м алы х возм ущ ений . У равнения тр и 
н адц ати  м ом ентов ультраконсервативны , они отказы ваю тся п р едск азы 
вать результаты , которы е м огут  ок азаться  неверны ми. С д р угой  стороны , 
уравнения Н авье— С токса иногда п редск азы ваю т гл адк ие реш ения дл я  
интенсивностей, больш их бесконечности  (с  п ер еходом  от полож ительной  
к отрицательной п л отн ости ). Р еш ен и е Б ар н етта вы числено только в виде- 
степенного р яда по интенсивности уд а р н о й  волны , и его п оведен и е д л я  
сильных удар ны х волн н еизвестно. П о  М отт— С м иту толщ ина ум ен ь
ш ается по м ер е увеличения интенсивности у дар н ой  волны  и р асходи тся  
с тринадцатим ом ентны м  зн ачен ием  как р аз там , гд е  тр и н адц ати м ом ен т~  
ное реш ение п ер естает  иметь смы сл.

Л учш и е результаты  дл я  уд а р н о й  волны м ож н о бы ло бы получить  
при аппроксим ации б о л ее  вы сокого порядк а (2 8 .3 3 )  —  (2 8 .3 5 )  или с п о 
м ощ ью  р а зл о ж ен и я  ок оло анизотроп н ого  р асп р едел ен и я  /<°>, или, наконец, 
итераций, испол ьзуя  уравнения (19. 12) .

В линейной п остановке за д а ч а  одн ом ер н ого  теплового потока была- 
реш ена с вы сокой степенью  аппроксим ации В ан  Ч аном  и У ленбеком  [69], 
а т а к ж е в р а б о т е  [53] с пом ощ ью  полином инального р а зл о ж ен и я  (см .
§ 3 0 ) . В сл едстви е линейности зад ач и  у д а ет ся  получить ее  точное р еш е
ние в явном виде. Ф ункция р асп р едел ен и я  есть сум м а линейного по х  
члена и бесконечной суммы  экспонент. Л инейны й член п р едстав л я ет  с о 
бой  обы чное вы р аж ен и е дл я  теплового потока. Экспоненты  дол ж н ы  быть  
найдены  из реш ения бесконечного оп р едел и тел я . Ч исловы е к оэф ф и ц и ен 
ты получаю тся обр ащ ени ем  бесконечной матрицы , которая зави сит от  
граничного условия, н ал ож ен н ого  на /. В цитируем ы х р а б о т а х  реш ение  
н аходи тся  д о  оп р едел ен н ого  порядка при опускании всех полином ов вы
ше этого  порядка. Ф изический смы сл п ол уч аем ого  реш ения достаточно"  
ясен. Н а  стенке им еется конечный тем пературны й скачок, величина ко
торого зависит от ср едн ей  длины  св о б о д н о го  п р обега , а т а к ж е эк сп он ен 
циальны й пограничны й сл ой  с толщ иной п орядк а ср едн ей  длины  с в о б о д 
ного п робега  (см . § 2 6 ).

К р ом е того, В ан  Ч ан  и У лен бек  п олучаю т реш ение, используя  р а зл о 
ж ен и е Г ильберта (в этой  специальной за д а ч е  оно ок азы вается  идентич
ным реш ению  Ч еп м ен а— Э н ск ога). О казы вается, что р еш ение первого- 
порядка, т. е.

' (33 .5 )'
0X1

является точным нормальны м реш ением  для  всех порядков. Б о л ее  того, 
это р еш ение идентично с линейны м по х членом  полного реш ения. М о ж 
но ск азать, что точное реш ение задач и  ли н еар и зован н ого  теплового пото-
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« а  п р едстав л я ет  собой  сум м у реш ения Г и льберта— Э н ск ога— Ч епм ена  
(сход и м ост ь  которого дл я  дан н ого  сл учая  тривиальна) и эк сп он ен ц и аль
ного пограничного слоя. Е сли пластины  отстоят д р у г  от д р у га  на р а с 
стоянии, м еньш ем , чем ср едн яя  дл и н а  св ободн ого  п р обега , то погранич
ный слой как таковой вы делить из всего  течения н е у д а ет ся .

В оп р ос о граничны х усл ов и я х  п р едстав л я ет  особы й интерес. Т ак  ж е  
как и в общ ем  сл уч ае, мы п р ед п о л а га ем , что число граничны х условий  
для р а зл о ж ен и я  Г ильберта не зави сит  от порядка аппроксим ации и яв
ляется  тем ж е  сам ы м , что и для  уравнений  Э й л ер а (§  2 4 ) . П р ед п о л а га ет 
ся, что в общ ем  сл уч ае р а зл о ж ен и е  Ч еп м ен а— Э нскога т р ебует  ув ел и ч е
ния числа граничны х усл овий . Н и одн о из п р едп ол ож ен и й  в этом  прим ере  
■не оп равды вается . П ри дан н ой  геом етрии  уравн ен и я Э й л ер а не д а ю т  ни
какой конкретизации течения, кром е как равенство нулю  скорости  на 
обои х концах. О днако если скорость тождественно равна нулю , то  п р о б 
лем а в ы р ож дается , и никакая степень ограничения на гр анице н е м ож ет  
конкретизировать реш ение, к отор ое п озвол яет  тем п ер атур е быть п р ои з
вольной  ф ункцией от х- У словия совм ести м ости  б о л ее  вы сокого порядка  
для р а зл о ж ен и я  Г ильберта сок р ащ аю т этот  п р ои звол  д о  единственного  
п а р а м е т р а  дл я  к аж д о го  порядка; это м ож ет  быть тепловой поток или 
значение тем п ер атур н ого  гр ади ен та . С тепень гибкости , таким  о б р а зо м , 
здесь  такая  ж е , как и дл я  уравнений Н ав ь е— С токса. В р азл ож ен и и  Ч еп 
м ен а— Э нскога р езул ь тат  так ж е является вы рож денны м , по-видим ом у, 
и з-за  того, что скорость и д ав л ен и е есть т ож дествен н ы е константы , а п ро
изводны е б о л ее  вы сокого порядка н е в ходя т  в аппроксим ации выш е ап 
проксим ации  Н ав ь е— Стокса-

Н елинейная за д а ч а  при больш их зн ач ен иях теплового потока легко  
р еш ается  дл я  ур авнений  Н ав ь е— С токса и уравнений  три н адц ати  м о
ментов, в этой  за д а ч е  они идентичны . Н ея сн о  только, насколько тр удн о  

'было бы вы полнить аппроксим ации б о л ее  вы сокого п орядк а, исп ол ьзуя  
методы  § 28 или § 30. / . , , ,л . ^ >

З а д а ч и  плоского течения К уэтта  и теплового потока весьм а сходн ы . 
С пом ощ ью  р азл ож ен и я  по полином ам  С онина м ож н о получить общ ую  
ф ор м у реш ения [53], к отор ое снова является сум м ой  линейного члена и 
бесконечной суммы  экспонент. Л инейны й член п редставл яет  собой  обы ч
ное р еш ение с постоянны м скоростны м  гр ади ен том  и линейным по х теп 
ловы м потоком , а экспоненциальны е члены —  пограничны й слой, когда  
пластины удалены  д р у г  от др уга  на несколько дли н  ср едн его  св ободн ого  
п робега . В этой  р а б о те  д а ет ся  очень п ростая  п р и бл и ж ен н ая  ф ор м ул а , 
учиты ваю щ ая пограничны й слой путем  добав л ен и я  к расстоянию  м еж д у  
пластинам и величины, кратной ср ед н ем у  св ободн ом у  п робегу  и почти не 
зависящ ей  от парам етр ов . Это м ож н о бы ло бы рассм атри вать  как « а си м 
птотическое» граничное усл ов и е, п р и веден н ое в § 26 дл я  норм альны х р е 
шений.

Р ассм атр и в аем ая  за д а ч а  бы ла так ж е р еш ена Г р оссом , Д ж е к со н о м  и 
З и р и н гом  [28], использовавш им и полиномы  в п ол уобл асти  и м оди ф и ц и 
рованное ур авн ен и е Б ол ьц м ан а , о котором  ш ла речь в § 32. Был найден  
ю т  ж е  сам ы й тип экспон ен ц и альн ого  пограничного слоя. Бы ло бы и н те
ресно сравнить сходи м ость  этого  м етода  и т е  усилия, которы е требую тся  
при использовании только что и зл ож ен н ого  |«етода  р азл ож ен и я  по всей  
области  дл я  истинного уравнения Б ол ьцм ана.

В р а б о т е  [64] Т р усдел л ом  бы ло получено точное реш ение уравнения  
Б ольцм ана дл я  оп редел ен н ого  типа течения со сдвигом . Он наш ел, что 
подстановка линейного ск ор остного проф иля (наприм ер , и =  ку, у = и ,' =  0) 
з бесконечную  систем у точны х нелинейны х м ом ентны х уравнений  и п р ед 
п олож ение о том , что все д р у ги е величины являю тся пространственно- 
зезави си м ы м и , приводят к си стем е обы кновенны х ди ф ф ерен ц иал ьн ы х  
; :авн ен и й  только по врем ени. Это — линейны е уравнения с постоянны ми
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к оэф ф ициентам и, которы е в сл уч ае м аксвел ловских м олекул  м огут быть 
реш ены по очер еди  дл я  к а ж д о го  б о л ее  вы сокого м ом ента (â<”+') входи т  в 
ур авнение дл я  â<”> только как пространственная  п р о и зв о д н а я ). Э к сп он ен 
циальный р ост тем пературы  и давл ен и я  является сл едстви ем  отсутствия  
теплового потока дл я  ком пенсации вязкой ди ссипации . К ак м ож н о бы ло  
ож и дать , им еется начальны й «пограничны й» слой порядка врем ени  
столкновения, за  которы м сл ед у е т  м акроскопический экспоненциальны й  
рост, причем врем енной  м асш таб  зд е сь  оп р едел я ется  вязкой диссипацией . 
И н тер есн о отметить, что начальны й р а сп а д  н е является монотонны м, 
имею тся ком плексны е экспоненты . Р а зл о ж е н и е  н орм ал ьного реш ения с х о 
дится  к «гл авн ом у» реш ению , т. е. с исклю ченны м начальны м р асп адом . 
О днако н орм ал ьн ое реш ен и е приним ает истинны е начальны е значения  
только дл я  членов первого порядка. У равнения тринадцати  м ом ентов дл я  
этого  прим ера являю тся точными.

В р ассм атр и в аем ом  п ри м ере п ар ам етр ом  в р азл ож ен и и  норм ального- 
реш ения является время столкновения, ср ав н и м ое с  вязкостной эк сп о
нентой. Л и н еар и зац и я  этой  задач и  соответствует  том у, что врем я в я з
костного роста д ел а ет ся  больш им . С ледовател ьн о, л и н еари заци я  со о т в ет 
ствует сохр ан ен и ю  только первого члена в р азл ож ен и и  н орм ального р е
ш ения; таким о б р а зо м , в этом  п рим ере два п р оц есса  не м огут быть р а з 
делены , как это  м о ж ет  быть сд ел а н о  дл я  течения со  сдвигом , н еза в и ся 
щ его от врем ени.

Д л я  нелинейного течения К уэтта , т. е. течения с  больш им и ск ор ост 
ными гр ади ен там и , реш ен и е м ож н о найти с пом ощ ью  уравнений  Н ав ь е—  
С токса [33] и уравнений  три н адц ати  м ом ентов *. В этом  сл уч ае р езу л ь т а 
ты различны , но их очень легко связать  м еж д у  собой . В в едем  сл едую щ и е  
обозначения:

(33 .6 )'

(3 3 .7 )

В сл уч ае уравнений Н ав ь е— С токса а  +  |3 =  0, тогда  как в три н адц ати м о-  
м ентном  сл уч ае м еж д у  а и р  им еется связь в в и де полином а, которы й у п 
р ощ ается  д о  а  +  Р =  0 дл я  малы х а. П р оф ил ь оп р едел я ется  неявным о б 
р азом  с пом ощ ью  уравнений

< 33 .8 ).

ц 2 =  82 (т0 — т), (33 .9 )'

где т =  К7’, р —  коэф ф ициент вязкости, то —  м акси м альн ое значение, при
н и м аем ое т, а у и 6 суть некоторы е алгебр аи ческ и е функции от  а  и р.

}],ля уравнений  Н ав ь е— С токса они уп рощ аю тся  д о  у2 =  — а2 и 62= 3 0 :15
Н ап р яж ен и я  оп редел яю тся  соотнош ениям и

рхх : Руу ■ Ргг ■ Рх2, =  — 8р : 6ф (2 р  : 5. (33 . 10)

Т р удн о  предвидеть, сколько трудн остей  св я зан о  с расп ростр ан ен и ем  т а 
ких нелинейны х р езул ьтатов  на аппроксим ации б о л ее  вы сокого порядка.

П р о б л ем а  цилиндрического течения К уэтта  не и м еет простого явно
го реш ения в нелинейном  сл учае, и практические результаты  м огут быть 
получены только численно или с пом ощ ью  р азл ож ен и я  чер ез р азл и ч н ы е  

парам етры  [59].

Р хУ

0 __ди
Р  д У

*
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О бр ати м ся  теп ер ь  к п р обл ем е м едл ен н ого  течения около сф еры . 
У равнения Н ав ье— С токса в этом  сл уч ае м огут быть реш ены в явном ви
д е  с граничным усл ови ем  скольж ения [44], которое дл я  простоты  возьм ем  
в ф орм е

Р Ф }= $и и  (33. 11)

т. е. тангенциальное н ап р я ж ен и е пропорционально скорости  скольж ения. 
С опротивление сф еры  оказы вается  равным

Г  =  6 щ и а  2ц +  ра , (3 3 .1 2 )3[1 —{—
где V есть скорость течения на бесконечности , а —  р ади ус сф еры . К о э ф 

ф и ц и ен т  скол ьж ения (3 п ропорционален  плотности. С редняя дли н а св о 
бодн ого  п робега  им еет порядок  ц/р- П ри больш ой ср едн ей  д л и н е с в о б о д 
ного п робега  (по сравнению  с а) К — Ая\а1!а, тогда  как при м алой  дли н е  
Р — >6ярС/а (ф ор м ул а  С ток са). П ервы й резул ьтат, очевидно, является н е 
верны м, так как в вак уум е сф ер а  не м о ж ет  о б л а д а т ь  сопротивлением .

Этот р езул ьтат  находится  в прям ой п ротивополож ности  с только что 
у п ом и н авш и м ся  реш ением  дл я  течения К уэтта , гд е  ур авн ен и я Н авье —  
С токса в сочетании с граничным усл ови ем  скол ьж ения д а ю т  прекрасны е  
результаты  во всем д и а п а зо н е  изм енения ср едн ей  длины  св ободн ого  п р о 
бега , в частности, н апряж ения убы ваю т д о  нуля, когда ср едн яя  длина  
св ободн ого  п р обега  становится больш ой. Л егк о  видеть, что правильность  
р езул ьтата в сл уч ае течения К уэтта является случайностью . П ри лю бой  
геом етрии, при которой постоян н ое течение или вращ ен и е как твер дого  
тела не доп уск аю тся  граничны ми усл овиям и, нап ряж ен и я

( 3 3 .13)

н е м огут исчезнуть. В еличина плотности (т. е. дл и н а  ср едн его  св ободн ого  
п р обега ) зд е сь  не ск азы вается . Т е редкие случаи, в которы х и сп ол ьзо
вание ур авнений  Н ав ье— С токса не исклю чается ср а зу  ж е  при м алы х  
плотностях, геом етрически хар ак тер и зую тся  наличием  в качестве границ  
п арал лельны х плоскостей  или концентрических цилиндров, или ж е  в о о б 
щ е отсутствием  границ. О днако почти все геом етрические ф ормы , для  
которы х найдены  реш ения, п оп адаю т в эт у  очень специальную  к ате
горию !

Л и н еар и зов ан н ая  за д а ч а  о течении вокруг сф еры  бы ла р еш ена дл я  
уравнений тринадцати  м ом ентов и граничны х условий (2 9 .2 7 )  и (2 9 .2 8 ) .  
Р еш ен и е получается  в явном виде, и соп р оти вл ен и е п р едстав л я ет  собой  
с л о ж н о е  ал гебр аи ч еск ое вы р аж ен и е относительно длины  ср едн его  св о
бодн ого  п р обега  [19]. Оно д а е т  правильное значение сопротивления, а 
именно, нуль дл я  бесконечной длины  ср едн его  св ободн ого  п робега  и точ
ный стоксовский п р едел  д л я  его м алой длины , но является не очень точ
ным в и н тервал е м еж д у  этим и предельны м и значениям и. Тем не м енее, 
на сегодн я  это  единственное р еш ение, котор ое сп р аведл и во  во всем  д и а 
п а зо н е изм енения ср едн ей  длины  св ободн ого  п робега .

В закл ю чение отм етим  очень и н тер есн ое р ассм отр ен и е сл учая  вне- 
-апно приводим ой в дв и ж ен и е пластины , п р оведен н ое Я нгом и Л и сом  [71 ]• 

Они исп ол ьзую т ли н еари зован н ы е три надцатим ом ентны е ур авн ен и я и 
граничны е усл ови я  с о  скол ьж ен и ем  и р еш аю т их с пом ощ ью  п р е о б р а зо 
вания Л а п л а са . П оск ольк у уравнения гиперболические, возм ущ ения  
могут удал я ться  от пластины  только с конечной скоростью - Ч ер ез к орот
кий отрезок  врем ени п осл е толчка приходит в д в и ж ен и е лиш ь тонкий  
слой газа  около пластины , этот  слой д в и ж ет ся  как ц ел ое со ср едн ей  ск о

р ост ью , которая оп р едел яется  граничны м усл ови ем  скол ьж ения. С тече-

107



нием врем ени ф ронт волны у д а л я ется  и р асп ад ает ся , а проф иль аси м п то
тически п р и бл и ж ается  к р езул ьтату  Р ел ея

— —

—  е ‘ . (3 3 .1 4 )
V T

Эта за д а ч а  им еет специф ическую  особен н ость , зак л ю чаю щ ую ся  в п ер е
х о д е  от св ободн о-м ол ек ул я р н ого  течения дл я  м алы х врем ен к к ласси ч е
ской ги др оди н ам и к е дл я  больш их врем ен, и этим  и збегает ся  начальная  
н еоп р еделен н ость  реш ения Н ав ь е— С токса.

И з этого  краткого и зл ож ен и я  сл едует , что проблем ы , которы е м огут  
быть реш ены  с пом ощ ью  описанны х м етодов , д а л ек о  не исчерпаны . О д н а 
ко относительно полны е результаты , которы е получены  дл я  линейны х  
задач  ди сп ерси и  звука, теплового потока и течения со  сдвигом , вряд ли  
легко р асп ростр ан и ть  на м ногие д р у ги е  проблем ы . Н о д а ж е  и в этих з а 
да ч а х  получена со  всей общ ностью  только ф орм а реш ения и т р еб у ется  
больш ая вы числительная р абота  дл я  к а ж д о го  дополнител ьного  ш ага в. 
аппроксим ации.
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