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Allgemeine physikalische Konstanten
(September 1926)1).

a) Mechanische Konstanten.

Gravitationskonstante . .

Normale Schwerebeschleumgung .
Schwerebeschleunigung bei 45° Breite

1 Meterkilogramm (mkg). .
Normale Atmosphire (atm)

Technische Atmosphére .

Maximale Dichte des Wassers bel 1 atm .
Normales spezifisches Gewicht des Quecksﬂbers

6,65-10-8dyn . cm?.g~2
980,665 cm . sec ~ 2
980,616 cm - sec ~2
0,980665 - 108 erg
1,01325, - 108 dyn . cm~?
0,980665 + 108 dyn - cm — 2
0,999973 g - cm ~3
13,5955

b) Thermische Konstanten.

Absolute Temperatur des Eispunktes .
Normales Litergewicht des Sauerstoffes .

Normales Molvolumen idealer Gase. . . . . . .

Gaskonstante fiir ein Mol . . . . .

Energiedquivalent der 15°-Kalorie (cal) . . .

273,2,°

1,42900 g - 1-1

22,4145 - 10% cm3

0,8204; + 102 cm®-atm - grad - '
0,8313, - 108 erg - grad —1
0,8309, - 10! int joule - grad ~*
1,9854 cal - grad—1

4,184, int joule

1,1623 - 10~ % int k-watt-st
4,186, - 107 erg

4,2685 - 10~ mkg

c) Elektrische Konstanten.

1 internationales Ampere (int amp) .

1 internationales Ohm (int ohm) .
Elektrochemisches Aqmvalent des Silbers .
Faraday-Konstante fiir ein Mol und Valenz 1 .
Ionisier.-Energie/Ionisier.-Spannung .

1,0000, abs amp

1,0005, abs ohm ,

1,11800 - 10~2 g - int coul - !
0,9649, - 10° int coul

0,9649, - 10° int joule . int volt -1

d) Atom- und Elektronenkonstanten.

Atomgewicht des Sauerstoffs .
Atomgewicht des Silbers. .
Loscumiptsche Zahl (fiir 1 Mol)
BorrtzMannNsche Konstante % . .
1/,¢ der Masse des Sauerstoffatoms .

Elektrisches Elementarquantum e

Spezifische Ladung des ruhenden Elektrons e/m .

Masse des ruhenden Elektrons m . .
Geschwindigkeit von 1-Volt- Elektronen .
Atomgew1cht des Elektrons

Lichtgeschwindigkeit (im Vakuum) . . .
Wellenldnge der roten Cd-Linie (1 atm, 15 C).

RypBERGsche Konstante fiir unendl. Kernmasse .

SoMMERFELDsche Konstante der Feinstruktur .

STEFAN-BoLTzMANNsche Strahlungskonstante o . {

Konstante des WiENschen Verschiebungsgesetzes .

WieN-PraNcksche Strahlungskonstante ¢, .

16,000
107,88
6,06, -
1,372 -10- 1 erg . grad —?
1,650 -10"3% g

1,592 - 10~ 19 int coul
4,77, -10-1° dyn'/z - cm
1,764 - 10® int coul . g—*
9,02-10-%8 g

5,945+ 107 cm - sec ~1
5,46 - 10~ *

1 023

e) Opttsche und Strahlungskonstanten.

2,998 - 101 cm - sec !
6438,470, - 108 cm
109737,1-cm~*1

0,729 - 10~ *

5,75 - 10~ int watt - cm 2 .
1,374-10" 2 cal - cm~?
0,288 cm - grad

1,43 cm - grad

f) Quantenkonstanten.

Prancksches Wirkungsquantum % e
Quantenkonstante fir Frequenzen § = h/k . .
Durch 1-Volt-Elektronen angeregte Wellenlange
Radius der Normalbahn des H-Elektrons .

6,55 - 1027 erg - sec
4,775 - 1071 sec - grad
1,233 -10"* cm
0,529+ 10" 8 cm

grad —*
.sec~1.

grad -

1) Erlauterungen und Begriindungen s. Bd. IT d. Handb. Kap. 10, S. 487—518.



Kapitel 1.

Infinitesimalrechnung.

Von
A. DuscHEK, Wien.
Mit 6 Abbildungen.

I. Grundlagen.

a) Mengenlehre.

1. Abstrakte Mengen. Irgend eine Gesamtheit von Dingen hei3t eine Menge,
wenn folgende Voraussetzungen erfiillt sind:

1. Es muB von jedem Ding festgestellt werden konnen, ob es zur Menge
gehort oder nicht.

2. Die einer Menge angehérenden Dinge — ihre Elemente — miissen
voneinander wohl unterscheidbar sein.

Eine Menge It; heiBt Teilmenge einer Menge IR, wenn jedes Element
von %, auch Element von It ist, in Zeichen Ik; <M. Die Teilmenge M, heiBt
echt, wenn sie weder mit It selbst identisch, noch leer ist, d. h. iiberhaupt
kein Element enthilt.

Unter dem Durchschnitt ® zweier Mengen It; und I, versteht man die
Menge aller Elemente, die sowohl zu %, als auch zu I, gehoren, in Zeichen
D =M, - M,. Unter der Vereinigungsmenge L zweier Mengen M, und N,
versteht man die Menge aller Elemente, die entweder zu I, oder zu M, gehéren, in
Zeichen B =M, + M,. Durchschnitt und Vereinigungsmenge von mehr als
zwei Mengen sind entsprechend zu definieren.

Zwei Mengen 9, und IR, heifen d4quivalent, in Zeichen N, ~M,, wenn
sich zwischen ihren Elementen eine ein-eindeutige Zuordnung festsetzen 148t, so
daB jedem Element von I, ein und nur ein Element von R, entspricht und um-
gekehrt.

Eine Menge I heiBt endlich, wenn es keine echte Teilmenge T << M
gibt, die zu I dquivalent ist; gibt es eine derartige echte Teilmenge ¥ mit § ~ It
so heift M unendlich oder transfinit.

Eine unendliche Menge heiit abzdhlbar, wenn sie der Menge der natiir-
lichen Zahlen dquivalent ist, d. h. kurz gesprochen, wenn ihre Elemente numeriert
werden kénnen. Die Vereinigungsmenge einer abzihlbaren Menge von abzihl-
baren Mengen ist wieder eine abzéhlbare Menge.

Abzihlbar ist die Menge der algebraischen Zahlen!), nicht abzihlbar die
Menge aller reellen Zahlen.

1) Das sind alle Zahlen, die Nullstellen von Polynomen
A%+ axt "l e ta,
mit ganzzahligen Koeffizienten a;, a5, ..., a, sind.
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Aquivalente endliche Mengen stimmen in der Anzahl ihrer Elemente iiberein;
man nennt diese Anzahl die Machtigkeit oder Kardinalzahl der betreffenden
Menge. Dieser Begriff wird fiir unendliche Mengen so verallgemeinert, da3 man
allen dquivalenten unendlichen Mengen dieselbe transfinite Kardinalzahl oder Mach-
tigkeit zuordnet. Die kleinste transfinite Kardinalzahl ist die Machtigkeit q der ab-
zdhlbaren Mengen. Die Machtigkeit ¢ der Menge der reellen Zahlen heilt Machtig-
keit des Kontinuums. Da jede abzdhlbare Zahlenmenge eine Teilmenge der
Menge der reellen Zahlen ist, aber nicht umgekehrt, sagt man, ¢ sei gréBer als a.

2. Raum von n Dimensionen. Punktmengen. Man definiert: Jedes be-
stimmte System von # reellen Zahlen (%;, %5, ..., %,) ist ein Punkt x eines
n-dimensionalen Raumes R,; die einzelnen Zahlen x,, %,, ..., %, heilen
die Koordinaten des Punktes . Der Raum R, selbst ist dann die Gesamtheit
aller seiner Punkte, d. h. die Gesamtheit aller méglichen #-Tupel reeller Zahlen.
Diese Definition erméglicht es, sich der auch in den Fillen #» > 3, wo kein an-
schauliches Korrelat mehr besteht, oft sehr zweckmiBigen geometrischen Sprech-
weise zu bedienen.

Wir schreiben kurz ¥ =(x,, %,, ..., %,) und unterscheiden verschiedene Punkte
durch verschiedene Buchstaben oder obere Indizes, z. B. 9 = (x, 29, ..., x¥).

Unter einem Intervall im R, versteht man die Menge der Punkte
% = (%, %3, - . ., %,), deren Koordinaten Ungleichungen von der Form

a;, <% < b (t=1,2,...,m)

(offene Intervalle) oder .
;=% =<b (r=1,2,..,,m)

(abgeschlossene Intervalle) geniigen. Auf der Geraden bezeichnet man das
Intervall a << x << b mit (¢b) und das Intervall ¢ < x < b mit [ab]. Die Be-
zeichnungen (5] und {a¢b) werden demgemill ohne weiteres verstdndlich sein.

Umgebung eines Punktes des R, ist jedes den Punkt enthaltende offene
Intervall.

Gehort eine Punktmenge ganz einem Intervall an, so heiBt sie beschriankt.
Liegt in jeder Umgebung eines Punktes x mindestens ein von x verschiedener
Punkt einer Menge I, so heift ¥ Hiufungspunkt von MN; x muB dabei nicht
notwendig zu It gehoren.

Jede beschrankte unendliche Menge besitzt mindestens einen Hiufungs-
punkt (Satz von BoOLzZANO-WEIERSTRASS).

Eine Menge heiflt abgeschlossen, wenn sie alle ihre Hiufungspunkte
enthilt; isoliert, wenn keiner ihrer Punkte Hiufungspunkt ist, in sich dicht,
wenn jeder ihrer Punkte Hiufungspunkt ist und perfekt, wenn sie abgeschlossen
und in sich dicht ist.

Gilt auf der Geraden It << [« b], so heillt @ untere und b obere Schranke
von . Die groBte untere Schranke heilt untere Grenze g, die kleinste obere
Schranke obere Grenzé G von M. Esist stets a < g= G < b. Fiir den kleinsten
Hiufungswert # schreibt man # = lim 9k oder # = lim inf 9} (Limes inferior)
und analog fir den groBten Haufungswert U =lImIM oder U = lim supM
(Limes superior). Ist: J% linksseitig mnicht . beschrinkt, so schreibt man
#=g=lminfIt = —oo und entsprechend bei rechtsseitig nicht beschrink-
ten Mengen U = G = limsupIk = +oo. Man nennt dann -+ oo und —oo
uneigentliche Haufungswerte.

b) Der Funktionsbegriff.

3. Definitionen. Ist jeder Zahl x einer Menge It eine und nur eine andere
Zahl y auf irgendeine Art zugeordnet, so nennt man ¥ eine eindeutige Funk-
tion von x und schreibt ¥ = f(x) oder = g(x), F(¥). ¢ (x) usw., mitunter auch
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y = y(x). Man nennt x unabhingige und y abhingige Verdnderliche
oder Variable. Sind jedem x einer nicht leeren Teilmenge M, von I mehrere
Werte von y zugeordnet, so heiBt y eine mehrdeutige Funktion von x. Ganz
analog werden Funktionen von mehreren Veridnderlichen definiert ; die Elemente
von I sind dann allgemein Zahlen-n-tupel (x,, %,, . . ., x,) , und man schreibt
y=F(%y, %y, . . ., %,). Die Menge I heiBt in jedem Fall Variabilititsbereich
der unabhingigen Verdnderlichen oder Definitionsbereich der Funktion.

Sei % die Menge aller Werte, die eine Funktion im Definitionsbereich an-
nimmt, Ist % beschrinkt, so heiBt auch die Funktion beschrinkt; sind g
und G untere und obere Grenze von %, so heiBt ¢ auch untere und G obere Grenze
der Funktion. Gehort g (G) zu R, so heift ¢ (G) Minimum (Maximum) der
Funktion in #t. Die niemals negative Differenz G — g = s heiBt Schwankung
der Funktion in 9. Ist I’ eine Teilmenge von M und sind g’, G’ und s’ bzw.
untere und obere Grenze sowie Schwankung der Funktionin ', soistg<g¢’' <G'=<G
und s’ <s.

Ist y = f(x) eine Funktion der einen Verinderlichen ¥ und deutet man x
und y als rechtwinklige Koordinaten in der Ebene, so bilden die simtlichen
Punkte,. deren Abszissen ¥ dem Definitionsbereich von f(x) angehéren und deren
Ordinaten y die zugehorigen Funktionswerte sind, eine Punktmenge @ der
Ebene, die geometrisches Bild oder Graph von f(x) genannt wird.

Jede Zahl a, fiir die f(a) = 0 ist, heiBt Nullstelle der Funktion /(x). Die Nullstellen
von f(x) sind die Wurzeln der Gleichung f(¥) = 0. Entsprechendes gilt im Falle
mehrerer Veranderlicher. Eine Gleichung f(x) = 0 ist entweder nur fiir einige Werte des
Definitionsbereiches von f(#) erfiillt (Bestimmungsgleichung) oder fiir alle (identische
Gleichung oder Identitit). Man schreibt dann oft f(x)=0.

Eine Funktion heiflt periodisch mit der Periode w = 0, wenn /(¥ + w)
== f(x) identisch in x gilt. Neben w sind auch alle ganzzahligen Vielfachen von w
Perioden von f(x). Die kleinste mogliche Periode heit primitive Periode.

Eine Funktion /(x) heit gerade, wenn f(—x)=/(x), und ungerade,
wenn f(—x) =—j(x) ist.

Ist y = f(x) eindeutig in einem Intervall (¢ 4) und sind x, und x, zwei
beliebige Punkte aus (a b), fiir die x, <C x, ist, so heiBit die Funktion f(x) mono-
ton, wenn entweder f(x,) < f(x,) -oder f(x;) =7(x,) ist, und zwar im ersten Fall
,,monoton wachsende’’, im zweiten Fall ,,monoton abnehmende‘ Funktion.

Eine Funktion von # Verdnderlichen heiBt homogen vom Grade &, wenn

X, t%, ..., E%,) = EF (%, %, o0 ., %)

identisch in ¢ gilt; dabei ist % eine beliebige reelle Zahl; ist f(%,, %5, ..., %)
nach allen Argumenten differenzierbar, so gilt
0

(Eulersche Differentialgleichung der homogenen Funktionen).

Geniigen zwei Funktionen ¥ = f(x) und » = g (y) den Identititen y=j/(g(v))
und x=g(f(x)), so heiBen sie zueinander invers (Umkehrfunktionen).

Eine Gleichung f(x, y) = 0 definiert unter gewissen Voraussetzungen
(vgl. Ziff. 23) zwei zueinander inverse Funktionen ¥ = ¥ (¥) und % = %(y). Man
spricht von impliziten (oder besser von implizit gegebenen) Funktionen zum
Unterschied von den oben besprochenen expliziten Funktionen. Fiir die beiden
Funktionen y(x) und x(y) gilt f(x, y(x)) =0 und /(x(y), ¥) =0. Fir die Ein-
deutigkeit der einen ist die Monotonie der anderen hinreichend.

Analog werden implizite Funktionen von mehreren Verdnderlichen
definiert.

1%
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4. Grenzwert von Funktionen einer Veridnderlichen. Eine Funktion f(x)
hat an einer Stelle x, den Grenzwert A4, oder sie konvergiert nach 4, wenn
sich zu jeder Zahl & > 0 eine Zahl 6 > 0 angeben 1aBt, so daB8 |f(x) — 4| < e
ist, wenn nur 0 < |x — x| < d gilt)); d. h. wenn man den Unterschied zwischen
Funktionswert f(x) und Grenzwert dadurch beliebig klein machen kann, daB3
man «x hinreichend nahe bei x, annimmt. Die Stelle x, mufl dabei nur ein Hdufungs-

wert des Definitionsbereiches von f(x) sein. Man schreibt limf(x) = A.
. T>Zo
Mitunter unterscheidet man linksseitige und rechtsseitige Grenzwerte,

womit gemeint ist, daB man der fraglichen Stelle entweder von links oder von
rechts her naherkommt. Fiir einen linksseitigen Grenzwert muf die letzte Un-
gleichung der obigen Definition 0 <<%, — x << 0, fir einen rechtsseitigen
0 <<% — x5 << d lauten. Man schreibt den linksseitigen Grenzwert limf(x),
den rechtsseitigen Limf{(x). 2>, -0

' T>29+0

Ist der Definitionsbereich von 7 (x) nicht beschrankt, so kann man nach den
Grenzwerten limf(x) und limf(x) fragen. Es ist lim/(x) = 4, wenn zu jeder

> +0 > — 00 x> +oo

Zahl ¢ > 0 eine Zahl N angegeben werden kann, so daB |f(x) — 4| <& wird,
wenn nur x > N ist. Analog im zweiten Fall.

Ist limf(x) = 4, so ist auch lim|f(x) | =| 4 |. Dagegen darf man nicht
umgekehrt "aus der Existenz von 1i0m\ f(x) | auf die von limf(x) schlieBen
(es kann z B. lim/(x) — +A, aber limf(x) — —A sein),

Z->xy+0 L>%y - 0

Existieren limf(x) = A und limg(x) = B, so ist
lim(f(x)‘ + g(x))=limf(x) & limg(x)=A + B, lim(f(x) -g(x)):limf(x) -limg(x)=AB
>z, - >, >, % z >2, z >z,

und, sofern B = 0 ist, auch
lim 7 (x)

lim [¥) _ 222 =4
& >, g(x) lim g (¥) B’
T >Zy

Existiert eine Stelle x, und 148t sich zu jeder noch so groBen Zahl N ‘eine
Zahl 6 > 0 angeben, so daBl f(x) > N ist, fiir alle x des Definitionsbereiches,
die der Ungleichung | x — x, | << 8 geniigen, so hat f(x) an der Stelle x, den
uneigentlichen Grenzwert limf(¥) = +oo. Analog ist limf(x) =—oco0 zu

. 2> >,
verstehen. Wir erwidhnen noch einige Sitze: Ist limf(x) = +oo, so ist

limlf (x) 4 g (x)] = d-00, lim[f (%) - g (x)] = +-00 oder = '-Fﬂ;x,o je nachdem in einer
%)I:{gebung von %, entwéggrx‘:g (%) =4 >0 oder g(x) =<A <0 ist, undxlir;xﬁ =0.

. Sind y = f(x) und z = g (%) zwei Funktionen von x, fiir die lim y = limz =0
ist, so sagt man, ¥ werde von hoherer, gleicher oder nied:;g?a’rer Bjﬁnung

b [ x]ist der absolute Betrag von #, also | ¥ | = », wenn » > 0, [x[ = —x, wenn
% < 0 und |0 = 0. Einige Regeln:
o=ty e=yiz (I =l eyl =l (2= 2
Ist a > 0, so folgt aus | # | = a entweder ¥ = a oder ¥ = —a, aus | #| < a die Doppel-
ungleichung —a << ¥ << 4+a. Man setzt % =signx (Vorzeichen vonx);esistsignx = {1,

wenn ¥ > 0, und signx = —1, wenn x <C 0 ist; sign0 ist nicht definiert.
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Iyl
(unendlich klein oder besser) Null als z, je nachdem lim 'Eb =0, =4 oder
T>T, !
= 400 ist, wobei A eine beliebige positive Zahl bedeuten kann. Ist im |y|=
. T>To
= lim |z| = 4 00, so sagt man analog, vy werde von héherer, gleicher oder
%o Ll
niedrigerer Ordnung unendlich (groB) als z, je nachdem lim [—j—}g =400, =4
z>rzy | 7
oder = 0 ist. Um die Ordnungen des Null- und Unendlichwerdens nicht nur
vergleichen, sondern auch messen zu kénnen, setzt man fest, daB |v — x,[*
an der Stelle x, von a-ter Ordnung Null wird, wenn 4 > 0 ist, und von (— a)-ter
Ordnung unendlich, wenn a <0 ist.

5. Stetigkeit von Funktionen einer Verdnderlichen. Eine Funktion y = f(x)

ist stetig an einer Stelle x, ihres Definitionsbereiches, wenn lim f(x) = f (%)
o
ist, d. h. wenn an dieser Stelle Grenz- und Funktionswert iibereinstimmen.

Oder: Wenn es zu jeder Zahl ¢ > 0 eine Zahl > 0 gibt, so daB | f(x) — /(%) |< ¢
ist, wenn nur |x¥ — x,| < 0 gilt. Eine Funktion ist stetigin einem Intervall,
wenn sie an jeder Stelle dieses Intervalles stetig ist.

Beispiele von Unstetigkeiten:
1. f(#¥) = lim ——-——; hier ist f(#) = 1, wenn x 5= 0, jedoch f(0) = 2. Solche Un-
n>oo B¥ +1
stetigkeiten nennt man hebbar, da sie durch Abanderung der Funktion in einem einzigen
Punkt (allgemein in den Punkten einer isolierten Menge) behoben werden kénnen. In
unserem Fall brauchen wir ja nur f(0) = 1 zu setzen, um zu erreichen, da der Grenzwert
lim 1 = 1 mit dem Funktionswert iibereinstimmt.

0
2. f(¥) = [#], wo [#] die groBte in ¥ enthaltene ganze Zahl bedeutet, also ¥ — 1 <[#] << #
ist (z. B. [4] = 0, [—}] = —3). Diese Funktion ist fir alle ganzzahligen » unstetig durch
endlichen Sprung. Ein &hnliches Verhalten zeigt f(») = signx an der Stelle 0, die nicht
zum Definitionsbereich der Funktion gehort. (Vgl. d. Anmerkung auf S. 4.)

3. fx) = —;1? ist an der Stelle Null unstetig durch Unendlichwerden.

4. Die Funktion f(#), die fur alle rationalen » den Wert 1 und fur alle irrationalen
den Wert 0 hat, ist fur alle » unstetig (total unstetig).

Eine Funktion heifit gleichm&Big stetig in einem Intervall, wenn zu
jeder Zahl ¢ > 0 eine Zahl é > 0 angegeben werden kann, so daB |/ (x,) — f (%) | <<
ist fiir alle Wertepaare #, und x, des Intervalles, die der Ungleichung |%, — x,| <
geniigen. Es gilt der wichtige Satz: Ist eine Funktion stetig in einem abgeschlosse-
nen Intervall, so ist sie im selben Intervall auch gleichmiBig stetig.

Die Funktion f{x) = —i— ist in (0, 1] stetig, aber nicht gleichmiBig stetig. Wie klein

auch ¢ angenommen ist, es ist stets moglich, zwei (dann sehr nahe bei 0 gelegene) Zahlen x4
|
und x, zu finden, fir die zwar ]xl — x2] < 0, aber l—L
i | %1 2
die Funktion gleichmaBig stetig in jedem Intervall [a b], wo a > 0 beliebig klein und & > a ist.

1| .
— —| > ¢ wird. Dagegen ist

Ist /(%) in [a b] definiert und in den Intervallen [a¢;), (¢;¢s), (cacCq), -- -,
(a_1 0] stetlg (@=<c;=<cy -+ <€,y =0), so heiBt f(x) stiickweise stetig
in {a b].

Jede in einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion ist in diesem Inter-
vall auch beschrankt.

Summe, Differenz, Produkt und Quotient stetiger Funktionen sind ebenfalls
stetig, jedoch sind beim Quotienten die Nullstellen des Nenners auszuschlieBen.

Der absolute Betrag einer stetigen Funktion ist stetig (die Umkehrung gilt
im allgemeinen nicht).



6 Kap 1. A. Duschrek: Infinitesimalrechnung. Ziff. 6.

Ist f(x) stetig und f(a) 50, so gibt es eine Umgebung der Stelle 4, so da3
das Vorzeichen von f(x) in dieser Umgebung mit dem von f(a) iibereinstimmt.

Ist f(x) stetig im abgeschlossenen Intervall [ab} und sind f(a) und f(d)
ungleich bezeichnet, ist also f(a) - f(b) <C 0, so hat f(x} in [ b] mindestens eine
Nullstelle (Satz von BoLrzaNo).

Jede in einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion hat in diesem
Intervall sowohl ein Maximum als auch ein Minimum (Satz von WEIERSTRASS).

Ist u = g(x) stetig an der Stelle x, und y = f (#) stetig an der Stelle », = g (x,),
so ist die zusammengesetzte Funktion y = f[g(x)] stetig an der Stelle x,; es ist
also lim f[g(%)] == lim f(u).

T>To U>Uy .

8. Grenzwert und Stetigkeit von Funktionen mehrerer Verdnderlichen.
Wir beschrinken uns im folgenden’der Einfachheit halber auf Funktionen zweier
Verinderlicher, die in einem ganzen Intervall der (xy)-Ebene definiert sind.
Die Verallgemeinerung auf # Verdnderliche bietet weder besondere Schwierig-
keiten noch etwas wesentlich Neues.

Die Funktion f (¥, ¥) hat an der Stelle (x,, ¥,) den Grenzwert 4, in Zeichen

lim  f(x )= 4, ()
(@, y)> (20, Y0) : .
wenn man zu jeder Zahl £ > 0 eine Zahl 6 > 0 angeben kann, sodaB | f(x, y) — 4| <&
wirdfiir alle x und y des Definitionsbereiches, die den Ungleichungen 0 << |x— x| < 6
und 0 < |y — ¥| < 0 geniigen.

Von dem obigen sog. simultanen Grenziibergang wohl zu unterscheiden
sind die sukzessiven Grenziibergdnge. Gibt man in f(x, y) der einen Ver-
dnderlichen, etwa x, einen festen Wert und fithrt dann den Grenziibergang

limf (x, ) aus, so wird der Grenzwert, seine Existenz in eigentlichem Sinn voraus-
y_)yo . . - . . . .
gesetzt, eine Funktion ¢(x), wenn wir x jetzt wieder als variabel ansehen. Mit
dieser Funktion ¢(x) fithren wir den Grenziibergang

limg () = lim [lim/(x, y)] = lim limf(z, ) s

T>To T>To [y"yo ] L>Zo Y>Yo

aus. Ist analog limf(x, ¥) = v (y), wobei der Grenziibergang bei festgehaltenem y

>z,

auszufithren ist, so wird
limy (y) = lim [limf(x, y)] = lim limf(x, y). . 3)
Y>Yo Y>Yo LT>T0 LYY T,

Die beiden Grenzwerte (2) und (3) miissen einander nicht gleich sein.
Existieren (1) und (2) oder (1) und (3), so sind sie einander gleich. Existieren (2)
und (3) und sind sie einander gleich, so muB (1) nicht existieren; ebenso folgt
aus der Existenz von (1) nicht die von (2) oder (3).

Beispiele:
22 — y2 2}(3 3 .
1. ‘}‘(n’:, y) = — y~x:;+~§2ﬂ , (%,9) (0,0} . Fiir (%, ¥0) = (0,0) wird p(#)=1+2%,
w(y) = —1+ 3y, also lim lim/ (¥, y) = -1, lim lim/(», ) = —1. Der simultane Grenz-
E 2->0 y>0 y>0 >0
wert (1) kann nicht existieren, da er sowohl = 1 als auch = —1 sein miiBte.
2
2. f9) = g2, a4 y4-0. Hier ist lim limf(x y) = lim limf(x, y) = 0,
(*% + ) z->0 y>0 y>0 2->0

wibrend (1) an der Stelle (0,0) nicht existiert.
3. e y)=»- sini, %==0. Hier ist lim f(»,9) =0, lim limf(¥¥) = 0, wih-
) P . S E © (z,¥)~>(0,0) >0 y>0
rend lim limf(x, ¥) nicht existiert.
y>0 >0
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Eine Funktion f(x, y) heiBt stetig an einer Stelle (x,, y,) ihres Definitions-

bereiches, wenn Ilim  f(x, y) = f(#,, ¥o) ist. Ersetzt man lim f(x, y)
. (&, ¥)>(o, %) . . L. . @ 9)>@o, %)

durch seine Definition, so ergibt sich so wie im Fall einer Verdnderlichen eine
vom Grenzwert unabhingige Formulierung des Stetigkeitsbegriffes.. Alle Be-
griffe und Séitze von Ziff. 5 lassen sich — teilweise wortlich — tiibertragen.

Beispiele: ‘
. 4. f{x,y) = —y fur ¥=>0, f(x,y) = +y fur ¥ < 0 (man Uberlege sich das Aussehen
der Bildflache!) ist unstetig in allen Punkten der y-Achse mit Ausnahme von (0, 0).

5. Die Funktionen aus Beispiel 1 und 2 sind an (0, 0) unstetig, und zwar auch dann,
wenn man an dieser Stelle irgendeinen Funktionswert definiert.

7. Spezielle Funktionen. Es handelt sich hier durchaus um stiickweise
stetige Funktionen.

Polynome oder ganze rationale Funktionen. Diese sind bei einer
unabhingigen Veridnderlichen von der Form

n

Daxt =ay + ay % + ayx% + .. 4 a,4",

i=0
bei # unabhingigen Verdnderlichen von der Form

D Gy, s XX A (x; ganz und >0).
K10y eee Oy

Den groBiten Wert von &, + &, -+ --- 4 «, nennt man den Grad des Polynoms.
Bei homogenen Polynomen oder Formen ist die Exponentensumme in jedem
Glied dieselbe; der Grad der Homogenitit stimmt mit dem Grad der Form iiber-
ein und ist somit immer eine natiirliche Zahl. Eine Form heiB3t definit, wenn
sie entweder nur positive oder nur negative Werte annimmt und insbesondere
nicht verschwindet, auBer wenn alle unabhingigen Verdnderlichen = 0 gesetzt
werden (triviale Nullstelle); sie heiBt semidefinit, wenn sie auBler der trivialen
Nullstelle noch mindestens eine weitere Nullstelle besitzt, sonst aber nur Werte
einerlei Vorzeichens annimmt, und schlieBlich indefinit, wenn sowohl positive
als auch negative Funktionswerte existieren (vgl. auch Ziff. 36).

Rationale Funktionen sind Quotienten zweier Polynome. Ist der Grad
des Ziahlers kleiner als der Grad des Nenners, so heiBt die Funktion echt ge-
brochen, sonst unecht gebrochen.

Algebraische Funktionen lassen sich allgemein nur in impliziter Weise
durch Nullsetzen eines Polynoms definieren. Rationale Funktionen und Polynome
sind Sonderfille algebraischer Funktionen.

Transzendente Funktionen. Diese Gruppe schlieBt alle nicht algebra-
ischen Funktionen ein. Die sog. elementaren transzendenten Funktionen sind: die
Potenz x* mit irrationalem Exponenten 4, die Exponentialfunktion 4%, der Loga-
rithmus, die trigonometrischen, zyklometrischen und hyperbolischen Funktionen,
ferner x* und die aus diesen in elementarer Weise zusammensetzbaren Funktionen.

c) Die elementaren transzendenten Funktionen.
8. Exponentialfunktion und Logarithmus. Erstere ist definiert durch
7 (%) = a® mit @ >> 0. Sie ist stetig, stets positiv, fiir 4 << 1 monoton abnehmend,
fiir @ > 1 monoton wachsend. Ferner ist lim 4% == 0 oder == 4 oo, je nachdem

> +oo 1
a <1 oder > 1 ist und umgekehrt fiir x > —oo. Ist b = -, so ist der Graph
von a* das Spiegelbild des Graphs von & beziiglich der y-Achse. Besonders
wichtig ist der Fall der natiirlichen Exponentialfunktion y = ¢*, mit der Basis

1
e=lim (14 1) = lm (1 4 )F = 2,718 281828459045 ...
—>

>+t
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Der Logarithmus ist definiert als inverse Funktion der Exponential-

a
funktion. Schreibt man letztere x = a¥(a > 0 und 1), so wird y = logx (Loga-
rithmus von # in bezug auf die Basis @ oder ¢-Logarithmus von x); es ist (Ziff. 3)

a a
al98z= x loga¥ =y. Der Definitionsbereich besteht aus allen positiven x.
Der Logarithmus ist stetig, bei @ << 1 monoton abnehmend, bei ¢ > 1 monoton

a .
wachsend. Es ist lim logx = —o0, wenn a<<1 und = +o0, wenn a>1;
a Z->»+00
lim logx = + o0, wenn 4 <1 und = —oo, wenn 4 > 1 ist. Fiir alle Werte
x->0-+0 3 a

von ¢ gilt ferner log 1 =0 und loga = 1.
Die Bedeutung des Logarithmus beruht auf den Funktionalgleichungen

a a a a x a a a a
log (%, + x5) = logx, -+ logx,, log;?l 5= logx, — logx,, logx? = z-logx.
2
Zwischen den . Logarithmen in bezug auf zwei verschiedene Basiszahlen «
und & besteht die Beziehung

1

b a b a
logx = logx = loga - logx;

a

logb

sie sind also proportional. Den Proportionalitdtsfaktor

1 b
M} =— =loga
logb
nennt man den Modul der s-Logarithmen beziiglich der a-Logarithmen. Wichtig
ist wieder der natiirliche oder Nepersche Logarithmus mit der Basis ¢ (man

e
schreibt statt log kurz In oder lg) sowie, insbesondere bei numerischen Rech-
nungen, der gemeine, dekadische oder Briggsche Logarithmus logx mit
der Basis 10. Zur Umrechnung der den Tafeln zugrunde liegenden dekadischen
Logarithmen in natiirliche und umgekehrt dienen die Moduin

M; L —loge =0,4342944819 ...

1= Tn10
und

ML = 101ge = In10 = 2,3025850930 . ..

9. Trigonometrische Funktionen. Unter dem Bogenmal eines Winkels
‘ - versteht man die Linge des Bogens, den die
» Fg R A Schenkel des Winkels auf einem Kreis vom
Radius 1 (Einheitskreis) ausschneiden,
dessen Mittelpunkt mit dem Scheitel des
Winkels zusammenfillt. Zwischen Bogen-
4 mal ¢ und GradmaB ¢° desselben Winkels
AT 0 P’ §  bestehen die Relationen:

" ¢°=18;o~<p=57,29578...°<p

= 57°17'44,8" ;

Bl
Abb. 1. Trigonometrische Funktionen. p = —1%; (Po = 0,0'17453 202... (po.

Legt man im Einheitskreis (Abb. 1) zwei senkrechte Durchmesser 4’04 = &
und B‘OB = 5 sowie die Tangenten @ in 4 und & in B und ist ¥ das BogenmaB
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des Winkels AOP, also x = AP, wobei der positive Sinn am Einheitskreis dem
Uhrzeiger entgegenlduft, so sind die 6 trigonometrischen Funktionen er-
klart durch

. — —> — —> —> —>
sinxk = OP”, cosx = 0P, tgx = AQ, ctgx = BR, secx = 0Q, cosecx = OR,

wobei der positive Sinn auf den Geraden &, #, @ und b durch die Pfeile angedeutet
ist. secx und cosecx werden selten verwendet.

sinx und cosx sind fiir alle ¥ definiert und stetig.

tgx und secx sind definiert und stetig fiir alle ¥ mit Ausnahme der Stellen,

2R, k=0, £1, £2, ..)

ctgx und cosecx sind definiert und stetig fiir alle ¥ mit Ausnahme der Stellen,
wo sinx = 0 ist, also bei x = kn, (=0, +1, +2, ...)

sinx, cosx, secx und cosecx sind periodisch mit der Periode 2z (Ziff. 3),
d. h. es ist sin(x + 2kn) = sinx usw.

tgx und ctgx sind periodisch mit der Periode .

sinx, tgx, ctgx und cosecx sind ungerade, cosx und secx gerade Funktionen.

wo cosx = O ist, also bei ¥ =

Formeln:
- 0. __siny 1 . .
sin?x -+ cos?x =1, tgx = cosx = ctgx tgx-ctgx =1,
2 — 1 2 — 1
14-tg?x = , 1+ctgx_sin2x,

cos®y

sin(x 4 y) = sinx cosy -+ cosx siny, cos (x 4 y) = cosx cosy F sinxsiny,

_ tgxxtgy __ ctgxctgy F1
tglx+y) = 17 tgrtgy’ ctg(x - y) = ctgy + ctgy ’
sin2x = 2sinx cosx, cos2x = cos?x — sin2x,

_ 2tgx __ctg?x —1
82% =g Ctg2x = Cigx
cos®x _ 1 +cosz_x , sin?x _ 1—cos2x ,

2 2
sin3x = 3 sinx — 4sindx, cos 3% = 4cos®x — 3 cosx,
sin? — l/z—f_oi?i s cos ¥ — V/L'{—ﬁv_‘f
2 2 2 2 ’
tgﬂz sin ¢ _1—cosgp l/1—cos<p —14 71+ tg2e
2 1+ cosg sing 1 + cosg tge ’
sinx - siny = 2sin ¥ty 0s 2 =% sinx — siny = 2cos Y19 Gn it A
2 2 2 2
cosx -+ cosy = 2 cos Yty cosx;y, cosx——cosy=—25inx:ysinx;y,
cosx -+ sinx =V§sin (7:— + x) , cosx — sinx =}/5cos (% + x) R
2
ctgx + tgx = Snox’ ctgx — tgx = 2ctg2x,
2singsiny = cos(p — y) — cos(p + ),
2cos@ cosy = cos(p — ) + cos(p + v),
2sing cosy = sin(p — y) + sin{p + ),
14+ tgy (1 ) ctgx +1 (1_ )
1__tgx_tg 4+x: C_tg_——x——i_Ctg 1 X/,



10 Kap. 1. A. Duschek: Infinitesimalrechnung. Ziff. 10.

. %41
ny ST, %
1 4 cosx 4- cos 2% -+ --+ 4 cosnx = cos > T
sin-—--
2
41
ny S j x
sinx + sin2x 4+ sin3x -+ +-- 4 sinnx = sin—- P
sin —-
2
sin2unx
cosx + cos3x 4 cos 5% 4+ + cos(2n — )X = ———H,
2sinxy
. . . . sin®nx
sing -+ sin3x - sin5% + --- +sin(2n —1)x = T
Fiir sehr kleine Werte von x ist nédherungsweise
. 3 3 % X3 x
51nx=x—?:x1/cosx, cosx =1——-, tgx =% -+ — = 3 .
3 Vcos?x
X .
Setzt man th~2 = ¢, so wird
sing = cosx = =0 tgx— 2t ctgx = 1= 5.
TN =rygr B¥=q_@r C€FT

die trigonometrischen Funktionen sind also rationale Funktionen der Tangente
des halben Winkels.
10. Zyklometrische Funktionen. Die zyklometrischen Funktionen

y = arcsinx, Yy =arccosx, y = arctgx, = arcctgx

sind definiert als die Umkehrungen von
x =siny, x=cosy, X=tgy, x=ctgy;

y ist also der im Bogenmafl gemessene Winkel, dessen Sinus bzw. Cosinus, Tan-
gens, Cotangens gleich x ist. Vielfach (besonders in England) gebriuchlich ist
. die Schreibweise y = arc(sin = x) usw. Die Funktionen arc secx und arc cosecx
werden kaum verwendet.

Aus der Periodizitit der trigonometrischen Funktionen folgt, dal3 die zyklo-
metrischen unendlich vieldeutig sind. Um eindeutige Funktionen zu erhalten,
muB man die abhingige Verinderliche y auf ein. Intervall einschrinken, in
welchem bzw. siny, cosy, tgy oder ctgy monoton ist (vgl. Ziff. 3); und zwar

nimmt man meist das Intervall —%, —i——;i} fiir arc sinx und arc tgx und das

Intervall [0, #] fiir arc cosx und arc ctgx. Die so eingeschrinkten Funktionen
heiien Hauptwerte zum Unterschied von den Gesamtfunktionen. Bemerkt
sei; daB arc sinx und arc cosx nur im Intervall [—1, +1] definiert sind, da-
gegen arc tgx und arc ctg fiir alle x. Bezeichnet man die Hauptwerte durch ein
vorgesetztes H, so ist

arcsing = Harcsinx + 2kn = — Harcsinx (2% + 1) 7,
arccosx = -+ Harccosx -+ 2kn,
arctgx = Harctgx + kn, arcctgx = Harcctgx + kx,
k=o, +1, +2,...



Ziff, 11. Zyklometrische und Hyperbelfunktionen. 11
Aus der Definition folgen unmittelbar die Identitdten
usw. Ferner ist arcsin (siny) =y, sin(arcsinx)=x
Harcsinx -+ Harccosx E% , Harctgx 4 Harc ctgx;% .
Weitere Formeln (vgl. auch Kap. 6, Ziff. 16):
arcsinx = arccos}1 — 22 = t
s} x% = arc g ==
1
arctgxy = arcctg— == arcsin == arc cos ———-r,
g g l/ Vi
arcsinx - arcsiny = arcsm(x]/1 — 92 L yY1 — #?)
=arccos(J1 — 221 — y2 F xy),
arccosx -+ arccosy = arccos(xy T Y1 — 4211 — 32)
= arcsin(y 11 — 2 - x}1 — y?)
_ ¥ty
arctgx |- arctgy = arctg TFy°
" — ¥y F1
arcctgx 4- arcctgy = arcctg=—=— i)
2 arcsinx = arcsin (221 — x2) = arccos (1 — 24?),
2arccosx = arccos (242 — 1) = arcsin(Zx]/Tsz)
2 —
2arctgx = arc tg1—_x}?, 2arcctgx = arc ctg_—i.
Diese Gleichungen gelten
nicht fiir die Hauptwerte,
sondern fiir die Gesamt-
funktionen! Man kann
sonst zu ganz falschen
Resultaten kommen, z. B.
(drittletzte Gleichung,
x==0) ;t=2arc cosQ=arc
cos(—1) == arcsin0 = 0!
11. Die Hyperbel-
funktionen und ihre Um-
kehrungen. Diese haben
keine selbstédndige Bedeu-
tung, da sie auf einfache x
Art aus der Exponential-
funktion  zusammenge-
setzt sind, doch sind sie zur bint
Abkiirzungmancher Rech-

nung zweckmiBig. Im
Komplexen gilt tibrigens
dasselbe fiir die trigono-

Abb. 2. Verlauf der Kurven y=e%, y=¢—%, y=sinh ¥, y=cosh x und y=tgh .

metrischen Funktionen (vgl. Kap. 6, Ziff. 16). Es ist

sinh x

tghx =

=4(—e?), coshy =1(¢" 4 ¢7%),
sinhy ¢ —e~”
coshy = es 4 e ="



12 Kap. 1. A. Duscrek: Infinitesimalrechnung. Ziff. 11.

Die Funktionen sind fiir alle Werte von x definiert und stetig. Andere Schreib-
weisen sind Ginx, €ofx, Tgx. Die Funktionen

1 1 1
ctghx = tghs’ sechx = coshx ’ cosechx = T

werden fast nie verwendet.

Aus der Identitit cosh?x — sinh?x =1 folgt, wenn man coshx = £, sinhx =y
setzt, §2 — 2 =1; die gleichseitige Hyperbel iibernimmt also hier die Rolle
des Einheitskreises bei den trigonometrischen
Funktionen (daher der Name). Das Argu-
ment x bedeutet aber nicht den Bogen,
o /2 sondern die doppelte Fliche des schraffierten

Sektors (Abb.3). Eine analoge Deutung der
unabhingigen Verinderlichen ist iibrigens
S auch bei den trigonometrischen Funktionen
moglich. In Abb. 3 ist OP” = sinhx = ¢,
OP' = coshx = 5.
Die Umkehrungen sind

arsinhx = ln(x -+ ]/x2 + 1),
arcoshx = ln<x + 1 — 1) ,
Abb. 3. Veranschaulichung der Hyperbel-

funktionen. 2 +x

artghx =1In ]/

A7

1—x'
(ar ist eine Abkiirzung von area, Fliche.)
Formeln:
sinh0 =0, cosh0 =1, tgh0 =0,
lim sinhx =400, lim coshx = 4-c0, lim tghx =41
>t oo x> +oo >+ oo
sinh (—x) = —sinhx (ungerade), cosh (— %) = coshx (gerade),

tgh (—x) = —tghx (ungerade);
cosh?x — sinh?x =1, (coshx 4 sinh %) == cosh#nx -+ sinh#nx ;
sinh (¥ 4 y) = sinhxcoshy 4 coshxsinhy,
cosh (¥ £ ¥) = coshx coshy 4 sinhxsinhy,
tghx 4+ tghy |

tgh(x +y) = 1 4 tghxtghy’

. — e o 2 c 19 ___2tghxy
sinh 2x = 2sinhxcoshx, cosh2x = cosh?x -} sinh?x, tgh2x = TF tghi
sinh 3x = 4sinh3x + 3sinhx, cosh 3x = 4cosh3x — 3 coshx;
sinhx -+ sinhy = 2sinh % —; Y cosh % ; Y
sinhx — sinhy = 2cosh {f%ﬁj sinh ¥ ; v,
coshx + coshy = 2coshZ : Y cosh Z ; Y,

x+ysinh;f—;—y.

coshx — coshy = 2sinh >




Ziff. 12. Hyperbelfunktionen. Ableitung und Differential. 13

Die numerische Berechnung der Werte der Hyperbelfunktionen geschieht mittels
der Hyperbelamplitude (Lambertscher oder Gudermannscher Winkel)

y = ampx = 2arc tge* — % Es wird

sinhx = tgy, coshx = &:—S;, tghx = siny, tg i;— = tg%;
ferner y
y x 1—{—th
‘x=1ntg<5—|—74~, =
1—tg%

II. Differentialrechnung.

a) Funktionen von einer Verdnderlichen.

12. Begriff der Ableitung und des Differentials. Sei y = f(x) stetig in einem
Intervall, ferner x, und x; zwei Punkte dieses Intervalles. Setzt man y, = f(x,)
und y, = f(%,), so heiit der Ausdruck

Ni—% _ 4y _ Afti

X —x Adx dx

Differenzenquotient oder, der geometrischen Bedeutung (Abb. 4) als
Richtungskoeffizient der Geraden PyP,

entsprechend, mittlere Steigung von ¥ ;
f(x) im Intervall [xy%,], ferner Pl
y1—yo=4dfx)=4dy 0 z4 ay
Differenzder Funktionund x;~— xy=4x P, }dy
Differenz- der unabhidngigen Ver-
inderlichen. x
Existiert ein eigentlicher Grenzwert 0 25 jz =1

des Differenzenquotienten fiir nach Null
konvergierendes Ax, so heilt dieser Ab-
leitung oder Differentialquotient von f(x) an der Stelle x,. Man schreibt

4 . Ax)— . dy a

Az>0

Abb. 4. Differenzenquotient und Ableitung.

Az>0 ax dx

Geometrisch bedeutet die Ableitung den Richtungskoeffizienten der Geraden PyQ;
sie wird deshalb mitunter auch Steigung der Kurve y = f(x) genannt. Die
GroBen dx und dy = df(x) heien Differentiale (der unabhingigen Verinder-
lichen und der Funktion). Das Differential dx ist eine von x vollstindig un-
abhingige, willkiirlich wihlbare GréBe, das Differential dy eine Funktion von %
und dx, wie sich aus dy=djf(x) =/ (x)-dx ergibt. In der Regel wird
dx = Ax angenommen.

Av  d A , .
Setzt man Ay — dy = edx, also e:ﬂ—%:ﬁ—y , so folgt lime

Az—~>0
=y " — 9" =0. Das heiBt das Zusatzglied edx wird beim Grenziibergang
von hoherer Ordnung 0 als Ax. Man kann also bei sehr kleinem Ax an-
gendhert schreiben: Ay-=dy oder f[(x) = f(xy + Adx) = f(xy) + 1 (%) - A%
und spricht dann von einer ersten Anndherung.

Unter dem Nachbarpunkt eines Punktes (x, y) einer Kurve y = f(x)
versteht man den Punkt (x 4 dx, y 4- dy), somit einen beliebigen Punkt der
Tangente. Wesentlich ist nur, daf3 bei nach Null konvergierendem dx der Abstand
des Nachbarpunktes von der Kurve von héherer Ordnung Null wird.



14 Kap. 1. A. DUSCHEK: Infinitesimalrechnung. Ziff. 13, 14.

Eine Funktion /(%) heiBt an einer Stelle (in einem Intervall) differenzierbar,
wenn an dieser Stelle (an jeder Stelle des Intervalles) die Ableitung existiert.
Jede differenzierbare Funktion ist auch stetig, aber nicht umgekehrt. Es gibt
Funktionen, die in ihrem ganzen Definitionsbereich stetig, aber nicht differenzier-
bar sind. Ist f(x) stetig in [ab], so heist f(x) stetig differenzierbar in [aB].

Eine stiickweise stetige Funktion (Ziff. 5) mit stiickweise stetiger Ab-
leitung wird als stiickweise glatt bezeichnet.

Ist an einer Stelle x, die Ableitung f'(xy) > 0(<<0), so gibt es eine Um-
gebung von x,, in welcher die Funktion f(x) monoton wachsend (abnehmend)
ist. Ist die Ableitung in einem ganzen Intervall = 0(=< 0), so ist /() in diesem
Intervall monoton wachsend (abnehmend).

18. Allgemeine Regeln fiir die Differentiation. Ist C eine Konstante, d.h.

eine von x unabhingige GréBe, so ist %% =0 und 4C = 0.
Sind % = f(¥) und v = g(») differenzierbare Funktionen, so ist
(L) =14 oder d(u-+v)=du+dv=[f(x) L gx]dx,
(u vy =u'v + v'u oder du-v) =u-dv+v-du,
also insbesondere iCuy=C-du und d(—u) =—du.
Fiir das Produkt von » Funktionen u,, #,, ..., #, gilt
Aty Uy -+ thg) = g+ U U+ Aty g+ gty Ay oo Uy U=y - Aty
Solange v =0 ist, gilt

. 1 dv
, insbesondere — e
v V2

u vedu —u-dv
dy= e

Ist y = /(1) und u = g(x), also y = {(g(x)) = F (x) eine zusammengesetzte
Funktion von x, so gilt (Kettenregel)

, d dy d
F0) =7, =g ax =100 -€@,
ist allgemeiner y = f; (%), 4y = fa(%s), ..., Un = fry1 (%), so gilt
dy _ dy duw; du, du,
dx = du, dug dug T dx’
Ist x = g(y) invers zu y = f(x) und { (¥) & 0, so gilt
adx 1 1
=Ty =ay = rw
dx
Ist eine Funktion y = f(x) in sog. Parameterdarstellung x = x(Y),
y =y () gegeben, so ist dy

dy _at _ y'0)
dx  dx ()
dt
14, Die Ableitungen der elementaren Funktionen.

(®*'=a-x*"1 (x>0, x<<O0nur, wenn a natiirliche Zahl).
(a®) = a® +Ina (@ > 0) , (€ =¢€".

: 4 1 ’ 1
(logx)'= - -Ina (a>0und +1), (nx)'= -
1

. . , 1
(sin)’ = cosx, (cosx)= —sinx, (tg%)'=_4> (ctgs) = — a7

cos?x



Ziff. 15. Differentiationsregeln. Héohere Ableitungen. 15

ing)— — S eV 1= 1
(arcsing) = i (arccosx) = (arctgx) = el (arcctgx) = A
(sinhx) = coshx, (coshx) = sinhzx, (tghx) = Soshiz
Ly 1 , 1 ;1

(arsinhx) = o (arcoshx) = Vx?—i’ (artghx) = T—

Aus der Formel fiir die Ableitung des Logarithmus ergibt sich die bei Funk-
tionen von der Form y = u(x)*® zweckmiBige Methode der logarith-
mischen Differentiation. Man bilde die zusammengesetzte Funktion
z=Iny =v(x) - Inu(x); dann wird

z’:%:vu—,—i—v’lnu,
woraus durch Multiplikation mit”y sofort die- gesuchte Ableitung y’ folgt.
15. Hohere Ableitungen. Da die Ableitung einer Funktion y = f(x)
wieder eine Funktion von x ist, kann man den Differentiationsprozes
wiederholen und kommt dadurch zu den hoheren' Ableitungen von

f(x), die man der Reihe nach 2t 3t ... nute Ableitung usw. nennt. Man
schreibt L, dy Yy @ . d
= 217’ = E;j;" allgemein M = e
Einige Formeln:
(x2)® — n!(Z)x“*", (x")® = !,
(Inx)® = (—q)r+1 ;,1—1): (€)™ = ¢,
. ") ol _Z[_. ny . 1
(smx)()_sm<x+n 2), (cosx)® ——cos(x—{—n 2),

(arctgx)® = (n — 1)! cos” (arctgx) sinn(arc tgx + %)

1
= ——-’1 n-1 n — '1 !——“
(=12 = 1)
Ist y = f(u) und % = g(x), so folgt durch Anwendung der Formel fiir die

. .. . a
Differentiation eines Produktes auf % 2;’ Z“ unter Beachtung, da8 der erste

sin (» arc ctgx) .

Faktor eine zusammengesetzte Funktion ist

@y _ d'y (gi,t)i dz d*u @y &y ( ) a’y du d’u ay d*u
ax dwt \dx) Tdu'dR @R aw T35 dxae T a s UV

Ist x = g(y) invers zu y = f(x), so ist

ey (Zyp_dy @y
&x Kzl #x \aw) ~ax i
T T [y
ax dx
Sind ¥ = x(¢) und y = y(¢) Parameterdarstellung von y = f(x), so ist
d2y _ x/yl/_.y/x” d3y . x/(xly///_ y/x///) _ 3x”(x/y”__ ylx//)
ax® ¥3 ar® 2’3 ’

wo die-Striche Ableitungen nach ¢ bedeuten. Ferner ist
(u -+ v)(") =y -+ -y(")

(u.v)<">=(g)u<n>v+( )W vy +( )M(n D 4 (7 )u.v«»)-



16 Kap. 1. A. DuscHEK: Infinitesimalrechnung. Ziff. 16, 17.

(Leibnizsche Produktformel; man beachte die Analogie mit dem
binomischen Satz!)

16. Mittelwertsdtze. Sei y = f(x) eine Funktion, die folgenden Voraus-
setzungen geniigt:

1. f(x) ist in einem offenen Intervall (2 b) differenzierbar und an den Grenzen
a und b stetig.

2. Es ist f(b) = f(a).

Dann gibt es mindestens eine in (2 b) gelegene Stelle &, fiir die f'(§) =0
ist (Satz von ROLLE).

Geniigt f(x¥) der 1. Voraussetzung, so gibt es in (ab) mindestens eine
Stelle &, so daB

1) =’%@—, a<ELD

ist (Mittelwertsatz). Setzt man a = xyund b — a = A, so erhalten die beiden
Behauptungen des Satzes die Gestalt

Tea £ =160 _ e, + 99, 0<o<t,

oder
f(xo‘f"h)zf(xo)‘|‘h'f,(xo+ﬂh), 0<d <.

Die geometrische Bedeutung des Satzes ist die, da3 man an den Graph von y = f (¥)
mindestens eine Tangente legen kann, die zur Geraden durch die Punkte [a, f(a)]
und [b, f(b)] parallel ist. Geniigt f(x) auch noch der Voraussetzung 2., so geht
der Mittelwertsatz iiber in den Satz von ROLLE.

Sei nun g(x) eine zweite, der 1. Voraussetzung geniigende Funktion, deren
Ableitung g’'(x) auBerdem im ganzen Intervall stetig und von Null verschieden
ist, so gibt es in (@ b) wieder mindestens eine Stelle &, so daf}

1) —fla) _ 1)
gb)—gla) g8

ist, oder in der zweiten obigen Schreibweise

f(xo + B) — f(#) — Fw +9h)
g(%o -+ 1) — g (#0) g% + 9h)’

(verallgemeinerter Mittelwertsatz). Ist g(¥)==x, so geht der ver-
allgemeinerte Mittelwertsatz tiber in den gewdohnlichen.

Eine wichtige unmittelbare Folgerung aus dem Mittelwertsatz ist der
folgende Satz:

Eine Funktion, deren Ableitung identisch verschwindet, ist eine Konstante.

17. Anwendung auf die Berechnung gewisser Grenzwerte (unbestimmte
Formen). Es soll ein Verfahren angegeben werden, um den Grenzwert einer
Funktion F(x) an einer solchen Unstetigkeitsstelle x, zu berechnen, wo zwar

der Grenzwert lim F(x), aber kein Funktionswert existiert. Es sind folgende
z-> T

Fille in Betracht zu ziehen:

a<l&<h

o< <1

A Fw) =19 i) =gw)=0. Ist g'(x)+#0, so wird lim F(x) =

g(#) >,
= f/(%)-; ist g'(%,) = 0 und f'(x) # 0, so ist lim |F (x)| = +4-o0 ; ist schlieB-
g’ (%) T-> T,
lich g’ (x,) = /' (%,) = 0, so ist das Verfahren, Zahler und Nenner von F(x) fir
sich zu differenzieren, so oft zu widerholen, bis einer der erstgenannten Félle
eintritt (Regel von DE L’HospITAL). Man spricht meist von einer ,,unbestimmten




Ziff. 18.  Unbestimmte Formen. Die Formeln von TaviLorR und Mac LAURIN. 17

Form 0/0“, weil sich durch formales Einsetzen fiir F(x,) ein derartiger
Ausdruck ergibt.

B. F(x) EM, lim |f(x)| = lim |g (x)| = + o0, (sog.unbestimmte Form g)

gx)
Es ist dasselbe Verfahren einzuschlagen wie im Fall A.
C. Fx) =f(*)-g(x), f(x) =0, lim |g(x)| = +o0. Man schreibt ent-

2>
)

Fx) = NiaE oder F(x)= g%)

1

g ) 1)

und kommt dadurch auf Fall A. oder B.
D. Fix) =f(x) — g(x), lim/f(x) =limg(x) =+oo. Sind f(x) und g(x)

T > T > X
Briiche, deren Nenner fiir ¥ = x, verschwinden, so bringt man F(x) auf ge-
meinsamen Nenner und gelangt dadurch auf Fall A. zuriick; immer erreicht man
das durch die Umformung 1 1

weder

1) - g
E. F(x)=/(x)®. Es ist entweder f(%y) = g (%) = 0 oder lim f(x) = +-o0,
g(%) = 0 oder schlieBlich /(%y) = 1, lim|g(%y)| = +o0. Man kommt durch
T %,

Logarithmieren auf den Fall C.

Bei der praktischen Ausfithrung des Verfahrens empfiehlt es sich, nicht blind
drauflos zu differenzieren, sondern stets zu trachten, den zu untersuchenden Aus-
druck mittels elementarer Umformungen und Anwendung der Regeln iiber
Grenzwerte (Ziff. 4) in moglichst einfache Gestalt zu bringen.

18. Die Formeln von Tayior und Mac Lavriv. Ist f(x) eine in einem Intervall
[a b] n-mal differenzierbare Funktion, so gilt fiir alle Werte von %, und 4%, sofern
nur sowohl x, als auch %, + % in [ab] liegen

P -+ 1) = Fig) + 17 £ o) + 57 17 00) + o+ o [0 () + 7

n-1
h'V
= : f(v)(xo)'ﬁ‘f“ ¥ -
=0

(Taylorsche Formel), wobei das Restglied 7, im wesentlichen zur Ab-
schitzung des Fehlers dient, den man begeht, wenn man den Funktionswert

n-1
f (%o 4+ ) mittels des Polynoms Z% /" (x,) berechnet. Fir #, gibt es ver-
v=0
schiedene Ausdriicke, die alle eine nicht niher bestimmbare, nur zwischen be-
stimmten Grenzen gelegene GroBe enthalten. Die vier bekanntesten sind im
folgenden angegeben; welche davon in einem konkreten Fall zu verwenden ist,
hingt von der besonderen Natur der Aufgabe ab; im allgemeinen wird man
mit der ersten Formel durch geeignete Wahl der Funktion vy (x) die schirfste
Abschitzung erzielen kénnen.

R = v () — p (K) g
_ . . o oh ]‘()(xo-f—ﬁh), o< <1,

Handbuch der Physik. III. 2
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18 Kap. 1. A. DusGHEK: Infinitesimalrechnung. Ziff. 19.

worin (x) eine willkiirliche Funktion bedeutet, deren erste Ableitung Y (%)
in [ab] existiert und von Null verschieden ist (erste Formel von SCHLOMILCH
und ROCHE).

gy

> SR
wo p eine beliebige natiirliche Zahl ist [zweite Formel von SCHLOMILCH und
RocaE, folgt aus 1. fiir v (x) = (%, + & — x)7].

3. Tn = h"i;-_?;’:‘l f@(xo‘}‘ Dh), 0<d <1

O (x, + 98), 0<I¥<1,

(Formel von Cavuchy, folgt aus 2. fiir p = 1).
hn
4. rnzﬁf@)(onrﬁh), 0< 9 <1
(Formel von LAGRANGE, folgt aus 2. fiir p = #).

Liegt der Punkt x =0 in [a)], so kann man x,=0 setzen und erhilt,
wenn noch x statt # geschrieben wird, die Formel von MACLAURIN

x xn—l

1) = 1(0) + 2110+ 270) + - 0O+ ra = DT 0) 7

Dabei kann #, wieder eine der folgenden Formen annehmen:

1= p (@) —w(0)
. e T P @), 0<¥<1.
2. 7n=i"(f:_:f))_;if<n>(19x), 0<d<1.
n1_19n—1n
3. rn:%—f()(ﬁx), 0<H<1.
4. rn:%f(“)(ﬁx), 0<¥<1.

b) Funktionen von mehreren Verédnderlichen.

19. Partielle Ableitungen. Sei zunidchst z = f(x,y) eine Funktion der
beiden Verinderlichen # und y. Dann sind die beiden partiellen Ableitungen
erster Ordnung definiert durch

%,y) = —= lim—~"————"——"—, xX,y) = —— =
fz (%) Ep hfg 7 Ty y) dy
d. h. man differenziert jeweils nach der einen unabhéngigen Verdnderlichen
ohne Riicksicht auf die andere, die man dabei als Konstante ansehen kann.
Analog sind die héheren Ableitungen definiert
0z 0z [0z [0z
a(ﬂ) oz a(m) &z a(ﬁ) &z a(Ty) &z

=gy = I = gy ayaw T ax T axdy 0T ey Tap

usw. Man beachte dabei die aus der Entstehungsweise hervorgehende verschiedene
Kennzeichnung der Reihenfolge der Differentiationen in den beiden Schreibweisen.

Ganz dhnlich sind die partiellen Ableitungen einer Funktion y = f(x,,
Xy, ..., %p) von n Verdnderlichen erklart. Die Ableitungen erster, zweiter
und dritter Ordnung schreibt man meist

9y Oy . By . o
fi—axir fik’—‘é)—x;‘a—xi» fiu—-mm, (@, k1,=1,2,...,n)

usw. Es gibt #" Ableitungen #-ter Ordnung.

k>0

4




Ziff. 20. Partielle Ableitungen. Totale Differentiale. 19

Eine Funktion v =j7(x, %, ..., %,) heiBt an einer Stelle % partiell

of

differenzierbar nach x;, wenn die Ableltung o, an der Stelle x© existiert. Im

Gegensatz zu den Funktionen einer Veranderhchen zieht hier die Differenzier-
barkeit (auch nach allen unabhédngigen Verdnderlichen) nicht die Stetigkeit
der Funktion nach sich.

Ist jedoch f(xy, %5, ..., #,) an der Stelle ) eindeutig definiert und sind
alle ersten Ableitungen in einer Umgebung dieser Stelle vorhanden und be-
schriankt, so ist f(x;, %5, . . ., #,) an dieser Stelle stetig.

Die ,,gemischten® partiellen Ableitungen, z. B. f,, und f,, sind einander im
allgemeinen nicht gleich; ist jedoch f(xy, %5, . .. %,) in einem #-dimensionalen
Bereich ¥ definiert und sind alle partiellen Ableitungen bis einschlieflich der
m-ten Ordnung in P vorhanden und stetig, so sind alle gemischten partiellen
Ableitungen bis einschlieBlich m-ter Ordnung in B unabhingig von der Reihen-
folge der Differentiationen.

20. Totale Differentiale. Sei zunichst z = f{x, ) eine nebst ihren beiden
partiellen Ableitungen in der Umgebung 1 einer bestimmten Stelle (x, v) stetige
Funktion. Dann heiBt der Ausdruck

totale Differenz von f(, y). Dabei sind dx und dy (oft auch mit 4x und Ay
bezeichnet) willkiirliche GréBen, die nur der Einschrinkung unterliegen, dal
der Punkt (x +dx, v + dy) in U Hegen muB. Schreibt man den Ausdruck fiir
Az in der Form

Az = fo(%, y)-dx + f,(x, y) - dy + adx + pdy,
so heiBt (ganz analog wie bei einer Verinderlichen)
dz = fo(%, y) - dx + [, (x, y) - dy
totales Differential und der Rest

adx + fdy
Zusatzglied. Wegen lim o« = lim S =0 ist fiir sehr kleine dx und dy
(k, k)>(0,0) (%, £)>(0,0)

angendhert Az ==dz oder
fx+dx,y 4+ dy)==1(%,y) + fo (%, 9) - dx + fy(x, ) - dy.

Legt man in einem rechtwinkligen rdumlichen Koordinatensystem durch
den Punkt (x,y, 0) die beiden bzw. zur (xz)- und (vz)-Ebene parallelen Ebenen A
und B, so sind f,(x,y) und f,(x,y) die Richtungskoeffizienten der Tangenten
jener Kurven, in welchen die Fliche z = f(x, ¥) von 4 und B geschnitten wird.
Zieht man durch (¥ +dx, y + dy, 0) eine Parallele zur z-Achse, so schneidet diese
die Fliche z=f(x, y) in einem Punkt mit der Applikate (Koordinate z) f (¥, y) + 4z,
und die im Punkt {x, y, /(x, ¥)] an 2z = f(x, ¥) gelegte Tangentialebene in einem
Punkt mit der Applikate f(x, y) + 4z, woraus die geometrische Bedeutung von
4z und dz sowie die des Zusatzgliedes ohne weiteres zu entnehmen ist.

Durch Anwendung des Operators ,,d*“ auf das Differential dz, das ja wieder
eine Funktion von x und y ist, kommt man zum zweiten totalen Differential

_ __0(de) 0(dz)
d(dz) = d*z = Ox dx + ‘&Tdy (9;v2 7 dx + (éy&x + Oxéy) dxdy—l— Jy? dy2

wobel nur zu beachten ist, daB dx und dy von x und y unabhingig sind.
2*
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Existieren alle vorkommenden Ableitungen von f(x, y), so wird
@z = fm(x y) d? + 2f:cy(x Y) dxdy + fyy (%, ¥) dy*
d 2 L 2 dxd y + —~dy

und allgemein das n-te totale D1fferent1a1

=t + (VJgmigg 4y + ()i o Sl

_Z< )éx" Gy dx"tdy,

wofiir in leicht verstindlicher Symbolik wegen der Analogie mit dem binomischen

Satz meist 9 0 n
atz = (de + Wdy) 2z

drz

geschrieben wird; es ist also symbolisch d = —(%d x4+ ?9% dy

Diese Begriffe iibertragen sich leicht auf eine Funktion y =f(%;, %,,.. ., %,)
von #» Verdnderlichen. Das m-te totale Differential ist in symbolischer Schreib-

weise ” "
0
any =( 2 gd%) y
=1

Die in Ziff. 13 fir die Differentiale von Summe, Differenz, Produkt und
Quotient zweier Funktionen gegebenen Regeln gelten unverdndert auch bei
beliebig vielen unabhingigen Verdnderlichen.

21. Zusammengesetzte Funktionen. Ist y=f(x,, %,, ..., x,) eine Funktion
der # Verdnderlichen %, %,, . . ., %, und sind diese wieder Funktionen
Ky = % (U, Yoy evn, W), Xg == Xy (U1, Ug, ..., Up),.on, X = % (Uy, Ug, ... U%p)
der m Verdnderlichen #,,u,, ..., #,, so ist dadurch y als zusammengesetzte

Funktion der # erklart, deren Ableitungen sich aus den Ableitungen von y nach
den x und jenen der x nach den # folgendermallen zusammensetzen:

n
dy 0y Ox | 0y dm, 0y 0x, dy 0z, .
Gu = dw T amon T Y am du — L ox . U=

a=1

(Kettenregel) und analog

n ox, 0)6/3 7 oy 02 et o
6146%1; 20% (‘)xﬁ ou,; m—{—y:lax auauk (7’: =1, ,.-.,m)

usw. Das zweite totale Differential wird z. B. im Falle n = 2, m = 1 [z = [(x, y),
x=x(w), y =1y W)

d2z—*dx2—|—20 aydxdy—{—(7 2dy2—|—~d2

Man beachte den Unterschied gegeniiber der Formel fiir 42z in Ziff. 20!
~ 22. Die Taylorsche Formel. Sei zunichst wieder f(x, ¥) eine n-mal stetig
differenzierbare Funktion der beiden Veridnderlichen x und y. Dann ist unter
Verwendung der in Ziff. 20 eingefithrten symbolischen Schreibweise (h=dx, k=dy)
n-1
fa+h,y+ k)= (2%#)]‘(;@ YA oA (O h, y IR, 0<D<1.

»=0




Ziff. 23. Eine Gleichung zwischen zwei oder mehreren Veranderlichen. 21

Fiir » = 1 ergibt sich der Mittelwertsatz fiir Funktionen von zwei Verinder-
lichen

fE+hy+R=[xy) +fLEx+Iby+Ik)-h+fx+Ohy+ 0k -k

Ebenso wird fiir eine Funktion f(x,, %,, ..., %,) von m Verinderlichen
(b = dx;) n-1 .
f(xl + hl: x2+h2.-"'r xm + hm):<27!.dv>f(x1: x21' L] xm)‘{“rn:
r=0 !
to= o Ay by, Byt Ohy, . Byt OBy),  0< B,

c) Implizite Funktionen.

23. Eine Gleichung zwischen zwei oder mehreren Veridnderlichen. Wir
wollen zunichst in diesem einfachsten Fall die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen angeben, unter welchen eine vorgelegte Gleichung F(x,y) =0
eine explizite Funktion y = f(x) definiert, die (Ziff. 3) der Identitit

F(x, f(x)= (A)
gentigt. Dal} das durchaus nicht immer der Fall sein mul}, erkennt man an ein-
fachen Beispielen, wie F(x,y) = 2%+ y2 4 22 =0, wo keine reelle, oder
F(x,y) = |x|+ |y| +1=0, wo iberhaupt keine Funktion der verlangten Art
existiert. Gibt es aber eine Stelle (%, ¥,), so daB F(x,, v¢) = 0 ist und ist F(x, ¥)
sowie F,(v,y) und F,(x,y) in einer Umgebung 11 von (x,, y,) vorhanden und
stetig, und ist schlieBlich F,, (x4, ¥o) 5 0, so existiert in einer gewissen Umgebung 1’
von x, eine eindeutige, stetige und differenzierbare Funktion y = f(x), welche
der Identitit (A) geniigt.

Durch Differentiation von (4) nach x folgt 6 —|— y = 0 oder

\_ _GF oF
T dx 8y
Die zweite Ableitung y'’ berechnet sich aus

*F &F ¢F 0F
ox* + zaxay Y+ oy? Y+ ay y'=0 usw.

Ist neben F(x,y) = 0 noch eine Funktion z = ®(x, y) gegeben, so wird z
eine zusammengesetzte Funktion von x allein, deren Ableitung

O(F, ®)

dz 09
dv ~ ~ OF
dy

ist, wobei M _Fob _ OF o die sog. Funktionaldeterminante der
: (%, ¥) dx Oy dy ox
beiden Funktionen F und @ ist (vgl. Ziff. 24).

Ist F(x, y, 2) = 0 gegeben, sind F(x, y, 2) und F,(x, v, 2) in der Umgebung u
einer Stelle (xy,v,,2,) stetig, und ist F(x,, o, 2) = 0, F. (%, Vo, ) 0, S0
existiert in einer Umgebung 1" der Stelle (x,, y,) eine eindeutige und stetige
Funktion & = f(x, y), fur die F(x,y, f(x, y)) == ist und deren Ableitungen sich

aus OF 8z OF 0z

aﬁra";é;"o' 81/ +8z oy =0
berechnen. Durch nochmalige Differentiation dieser Identitédten folgen Gleichungen
fir die zweiten Ableitungen von z = f(x,y) usw.
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Allgemein ergibt sich fir die Ableitungen einer durch eine Gleichung

F(x,, %3, . . ., %y, ¥) = O definierten Funktion y = f(x;, %,,..., x,) unter ana-
logen Voraussetzungen
oF ay FF *F  dy ¢*F dy | ¢ F dy dy | OF Oy
=0, 7x éxk+¢9x dy éxk—l—&xkay Ox; +3 012 6x; 0x, +87y;3_ﬁxk

24. Unabhang1ge und abhidngige Funktionen. Sind

yi:fi(xl’x27""xn)’ (1:172:3?)

p stetig differenzierbare Funktionen der # Verdnderlichen x, so heilen diese
Funktionen (voneinander) unabhéngig, wenn zwischen ihnen keine identische
Relation von der Form F(yy, ¥gr - 9y) =0

besteht. Notwendig und hinreichend dafiir ist, daBl der Rang » (vgl. Kap. 2,
Ziff. 11) der Jacobischen oder Funktionalmatrix :

0x; Ox, ox,
9y 9yy . O3
M= 60x, 0x, ox,
9 9y . %
Oxy Oxy ox,

den Wert » = p hat. Ist > #, so kénnen die p Funktionen y nicht unabhingig
sein. Ist p =<<# und hat M den Rang r < $, so gibt es unter den y gerade »
unabhingige; die tibrigen p — 7 sind dann als Funktionen dieser darstelibar. Ist
$ = n, handelt es sich also um » Funktionen von # Verdnderlichen, so sind
diese unabhingig, wenn die Jacobische oder Funktionaldeterminante

Oy Oy On]

a/‘(l (9%2 axn[

9y, dyy Oy OW1s Var -~ - Vn)
] = (9,1;1 axz O0x, | = W, )

'c')yn 63/" 81/”’

Ox; dxy = Oxnl

von Null verschieden ist.
25. p Gleichungen zwischen s Veridnderlichen. Seien

folxy, %5 - . o, %) = 0, (t=1,2,...,9)
p Gleichungen zwischen den # Verdnderlichen x, worin die f; unabhingige,
beliebig oft stetig differenzierbare Funktionen sind und p << # ist. Wegen der

Unabhingigkeit der Funktionen f;kénnenwirannehmen,daletwa gg 11’,;22’ /) 7’:0
ist. Dann lassen sich x,, #,, ..., %, als Funktionen der iibrigen darstellen
Xy = Qo (pt1s Xpros -5 H) s (¢ =1,2,...,9),
wobei die ¢, den Identitéten
fil@rs Pas s Pps Xpprs Xpgas -+ %) =0, (G=1,2,...,p)

geniigen ; durch Differentiation derselben nach einer der unabhéngigen Verdnder-
lichen, etwa x4, folgt
0f, Ox Of; 0%y

Oy of, ox,
oxy Oxg Oy 8%5

of;
T T G, g

(:)X/;

+ L G=12...,8);



Ziff. 26. Unabhéngige und abhéngige Funktionen. Die V, des R,. 23

aus diesen p Gleichungen lassen sich die Ableitungen der ¢ nach x4 berechnen,
da die Gleichungsdeterminante gerade die oben als nicht verschwindend voraus-
gesetzte Funktionaldeterminante ist. Setzt man der Reihe nach g = 41,
P+ 2, ..., n, so erhdlt man samtliche #(#n — p) Ableitungen der ¢ nach den x.

In geometrischer Ausdrucksweise stellen die p Gleichungen f; = 0 eine
(n — p)-dimensionale Mannigfaltigkeit V,_, oder M,_, des R, dar
(Ziff. 2). Eine Mannigfaltigkeit von # —1 Dimensionen V,_; heiBt Hyper-
flache, eine V, Fliache und eine V, Kurve des R,.

26. Parameterdarstellung einer ¥, des R,.. Koordinatentransformation.
Eine ¥, des R, (¢ <<#) kann auch in sog. Parameterdarstellung gegeben
sein. Man versteht darunter Gleichungen von der Form

VI %= iRy Ags o Ag) s (t=1,2,...,m)

deren Funktionalmatrix den Rang ¢ hat; d. h. die Koordinaten eines Punktes
der V, sind Funktionen von ¢ unabhingig verinderlichen Parametern
4, 4y, ..., 4;. Durch Elimination der Parameter ergeben sich » — ¢ Gleichungen
in den #, so dal man auf die in Ziff. 25 verwendete Darstellung einer V, zuriick-
kommt. Setzt man

Fi(Ryy Aoy ooy Agy Xys Xy ooy %n) = @5 (Ay, gy oo ny Ag) — %4,
so ergeben sich # Gleichungen f; = 0 zwischen den # + ¢ Verdnderlichen 4 und x;

1st nun etwa O(@n_gt1s Prgizs- > Pn) Lo

s Jr e s i)
(und das kann man, nétigenfalls durch Abidnderung der Reihenfolge der f;,
stets erreichen), so lassen sich 4;, 45, ..., 4;, %5, %5, ..., %, nach Ziff. 25
als Funktionen von #%,_,.1, %4_g+2, - - -, %, auffassen. Durch Differentiation
nach einer der unabhingigen Verdnderlichen, etwa x4, folgt

(2290 N T T/
Oxg 1 ks Oxp’

o=

(¢ =1,2,...,n—9q)

qﬁ&q] a2 |
%F}f.?};:éﬂy, (y=n—qg+1, n—g+2,...,n)

wobei dg, = 0 oder =1 ist, je nachdem f =y oder § = y ist. Durch Auflésen der

zweiten Gruppe von Gleichungen nach % (6 =1, 2,...q) — die Determinante

dieses Gleichungssystems ist gerade die oben als nicht verschwindend voraus-
gesetzte Funktionaldeterminante — und Einsetzen der Losungen in die erste
Gruppe von Gleichungen ergeben sich direkt die links stehenden Differential-
quotienten.
Eine V, heif3t rational, wenn es méglich ist, fiir sie eine Parameterdarstel-
lung anzugeben, in welcher simtliche ¢, rationale Funktionen der Parameter 4 sind.
Ist in (A)g = #, so ergeben sich (4; = v;) Gleichungen von der Form

(B) xi:(pi(yl: Vo, « o, yn): (’L.:'l,z,,,.,%).

Aus der Funktionalmatrix vom Rang ¢ wird die Funktionaldeterminante
(1, o -1 )
01 o ) T O

Die Gleichungen (B) lassen sich dann nach den y; auflésen:

© | Vi =i (%1, Xz, - .., Xn):

Man spricht von einer (allgemeinen) umkehrbar eindeutigen oder ein-
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eindeutigen Koordinatentransformation. Die Transformationen (B) und
(C) heiBen zueinander invers.
Denkt man sich (B) in (C) eingesetzt, so folgt durch Differentiation der sich

so ergebenden Identitdten in den y
L
0xs Oy’

o=1

6ik= (i,k:1,2,...,1’l/)
wobei d;; = 0 oder =1 ist, je nachdem =% oder ¢ =k ist, und analog,
wenn man (C) in (B) einsetzt und differenziert

O 0%, Ovs
0ys Ox; °

=1

6ik: (i,k=1,2,...,n)

Firr die Funktionaldeterminanten der inversen Transformationen (B) und (C)
gllt 6(y1) y2:""yn) e 1

Oy, Xayoos %) Oy, #g, ..., 4,)
01y Yar-- o In)
(man beachte die Analogie mit der Relation zwischen den Ableitungen inverser
Funktionen in Ziff. 13).

Ist durch 2= @;(¥1, Var-+-» Vn)s (t=1,2,...,n) (D)
Vi = Pil2y, 23, -, Zn), (i=1,2,...,n) (E)

eine zweite Transformation gegeben, welche die y in die z iiberfiihrt, so ist dadurch,
wenn man (C) in (D) bzw. (E) in (B) einsetzt, auch eine Transformation der z
in die x» gegeben und umgekehrt (zusammengesetzte Transformation); fiir die
beziiglichen Funktionaldeterminanten gilt

bzw.

02y, Zas-vs 2 O(21, 22y -0y %) . OWV1s Vareons V)
0¥y, ¥g,--- s %) . OWy, Vaueoon Va) Oy, oy, %)
(Kettenregel fiir Funktionaldeterminanten, vgl. Ziff. 13).
Ist durch F(x,, %s, . . ., %,) = O eine der Verdnderlichen, etwa x, als Funktion
Xy = f(%y, %g, . . ., %y_,) der Ubrigen in impliziter Weise definiert, so wird diese
Gleichung durch (B) in G(yy, ¥,, . . ., Yu) = O transformiert, durch die wieder
etwa vy, als Funktion v, = g(¥;, ¥2, ..., Ya—y) definiert wird. Um nun die
Ableitungen 0%,/0%, (x =1, 2, ..., n—1) durch die 0y,/dys (B=1,2,...,
n — 1) auszudriicken, denkt man sich y, =gy, ¥, - - -, Yu-y) in die Glei-

chungen (B) eingesetzt, wodurch diese eine Parameterdarstellung der Hyper-
fliche F = 0 werden. Ganz analog hat man zu verfahren, wenn man die 0y,/0y;
durch die 0x,/0x, ausdriicken will, oder wenn nicht eine, sondern mehrere
Gleichungen zwischen den x gegeben sind.

Beispiel: Der Ubergang von rechtwinkligen Koordinaten (#, y) zu Polarkoordinaten
(v, @) in der Ebene wird durch ¥ = 7 cosg, ¥ = 7 sin g vermittelt; der Gleichung F (%, ) = 0
bzw. ¥ = f(#) einer Kurve entspricht G (7, ¢) = F (¥ cosg, #sing) = 0 bzw. r = g(g), und
es wird dy y

' ¢'sing-rcosg
dv ¥ VY cosp—rsing’

worin die Striche Ableitungen nach ¢ bedeuten.

III. Unendliche Reihen und Produkte.

97. Zahlenfolgen. Eine abzihlbare Menge #,, %5, ..., #,, ... von reellen
Zahlen oder Punkten der Geraden, fiir die die Forderung 2 von Ziff. 1 so zu ver-
stehen ist, daB zwei Zahlen u, und %, auch dann als unterscheidbar gelten,
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wenn zwar u, = u,, aber p #¢ ist, nennt man eine Zahlenfolge (Punktfolge),
die einzelnen Zahlen (Punkte) ihre Glieder und #, das allgemeine Glied. Die
Folge selbst bezeichnet man kurz mit (u,).

Eine Folge heilt konvergent, wenn sie nur einen einzigen, und zwar
eigentlichen Haufungswert # besitzt. Man schreibt lim #, = » oder kiirzer
#,—u und nennt # den Grenzwert der Folge. >0

Notwendig und hinreichend fiir die Konvergenz einer Folge (#,) gegen den
Grenzwert » ist, dall sich zu jeder beliebigen positiven Zahl ¢ eine natirliche
Zahl N angeben 14Bt, so daB |u, — u| < & ist, wenn nur » > N gilt. AuBerhalb
jeder Umgebung des Grenzwertes # liegen hdchstens endlich viele Glieder der
Folge.

Ein Kriterium, welches eine Entscheidung iiber die Konvergenz einer Folge
auch dann gestattet, wenn der Grenzwert unbekannt ist, ist das allgemeine
Konvergenzprinzip: Die Folge (#,) ist konvergent, wenn zu jeder positiven
Zahl ¢ eine natiirliche Zahl N angegeben werden kann, so daB [u,., — u,| <e
ist, wenn nur » > N ist. Die natiirliche Zahl  kann dabei jeden beliebigen Wert
haben. Der Satz ist von fundamentaler Bedeutung fiir die ganze Analysis.

Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

Nicht konvergente Folgen heiBlen divergent, und zwar eigentlich diver-
gent, wenn sie zwar einen einzigen Haufungswert haben, dieser aber ein un-
eigentlicher ist, und uneigentlich divergent oder oszillierend, wenn mehrere
Hiaufungswerte vorhanden sind.

Unter einer Teilfolge einer Folge (#,) versteht man jede (unendliche) Folge,
die aus (#,) durch Weglassen von endlich oder unendlich vielen Gliedern entsteht.

Jede Teilfolge einer konvergenten Folge ist konvergent und hat denselben
Grenzwert.

Eine Folge #,, #,, ..., #,, ... heilt monoton in weiterem Sinn, wenn ent-
weder #, << #y << ... <4, < ... (monoton wachsende Folge) oder #; > uy=>=. .. =4, >...
(monoton abnehmende Folge) ist. Gelten die Gleichheitszeichen nicht, so heiBt
die Folge monoton in engerem Sinn oder kurz monoton.

Jede beschrinkte monotone Folge ist konvergent. Der Grenzwert stimmt
mit der oberen oder unteren Grenze iiberein, je nachdem die Folge zu- oder
abnimmt.

28. Reihen mit konstanten Gliedern. Unter einer unendlichen Reihe ver-
steht man formal eine Summe

ty oy ety - Z

von unbegrenzt vielen reellen Funktionen (itber Reihen komplexer Funktionen
vgl. Kap. 6). Wir nehmen zunichst an, daB alle #, (Glieder der Reihe)
konstant sind, und bilden die Folge der Teilsummen

Sy = Uy, Sy = Uy + Uy, cee, Sy =ty + thy + -+ + u,,

Die unendliche Reihe >'u, heiit konvergent mit der Summe s, wenn lims,
v=1 V> 00

existiert und = s ist. In allen anderen Fillen heil3t Zu divergent, und zwar

eigentlich divergent, wenn lims, = —o0o ist, und unelgenthch divergent

V> 00

oder oszillierend, wenn die Folge (s,) mehrere Hiufungswerte hat.

Eine Reihe >'u, heiBt absolut konvergent wenn die aus den absoluten
r=1

Betrigen der einzelnen Glieder gebildete Reihe Z}% | konvergiert. Der Wert
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der Summe s ist dann unabhingig von der Reihenfolge der Glieder, weshalb
eine solche Reihe auch unbedingt konvergent genannt wird. Ist hingegen

Z”v konvergent, > ‘le aber divergent, so heilit Zu bedingt konvergent;
=5

1hre Summe hangt Wesenthch von der Relhenfolge der Glieder ab.
Beispiel: Die Reihe

1 1 1 . _ ,,»11_
1—E+'§—Z+"‘"'-— El( 1) "

ist bedingt konvergent mit s = In2; adndert man die Reihenfolge der Glieder, indem man

1
auf je m positive » negative folgen 148t, so wird s = In2 -+ Eln % , also etwa (m =1, n=4)

Die Summe > (4, + v,) zweier konvergenter Reihen >'u, und Do, ist

»=1 v=1 v=1
konvergent, und ihr Wert ist gleich der Summe der Werte der beiden gegebenen
Reihen.

Das Produkt 2 Uy Uy + UyVp_1 + -+ -+ u,v;) von zwei konvergenten

Reihen Z“v und Zvv ist konvergent, wenn wenigstens ein Faktor absolut
v=1

konvergiert, sein Wert ist gleich dem Produkt der Werte der beiden Faktoren.

Summe und Produkt zweier absolut konvergenter Reihen sind wieder absolut
konvergent.

29. Reihen mit verdnderlichen Gliedern. Es seien nun die Glieder der
Reihe Zu,, Funktionen der Verdnderlichen x, also #, = f,(x), wobei die De-
finitionsbereiche der f»(x) mindestens einen Punkt gemeinsam haben miissen. Die

Gesamtheit der Werte x, fiir welche Z‘u,, konvergiert, heift Konvergenz-
v=1

bereich der Reihe. Es gibt also fiir jeden Wert von x dieses Bereiches zu jeder

Zahl & > 0 eine natiirliche Zahl N, so daB |s, (%) — s,(x)| < & wird, wenn nur

y > N ist (allgemeines Konvergenzprinzip, Ziff. 27; s, ist die »-te Teilsumme). Die

Zahl N wird dabei im allgemeinen sowohl von ¢ als auch von x abhingen; ist N

aber von x unabhingig, d. h. gilt die obige Ungleichung fiir ein und dasselbe N in

einem Bereich 8B, so heiBt die Reihe Zu, in B gleichméiBig konvergent.
Sind die Funktionen u, (x) samthch 1n einem Intervall J definiert und be-

schrinkt, also |u,(x)|=¢,, und ist Zc, konvergent, so ist Zu in & gleich-
miig konvergent (vgl. Ziff. 30). =1

Ist Zm gleichmiBig konvergent in einem Intervall § und sind alle ihre
v=1
Glieder an einer Stelle x, von § stetig, so ist auch die durch die Reihe dargestellte
Funktion F(x Zu,(x in x, stetig, d. h. es ist
lim F (x) = lim Z oy (%) = Z[Hmm(x)] =

T>T, x>, v=1 r=1
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Ist Zu x) gleichmdBig konvergent und sind die Funktionen , (x)

stetig in emem Teilintervall [ab] von §, so ist

b b b
f(im(x))dx:/F(x)dx: S fu,(x)dx ,
v=1 v=1

a a a

d. h. man ,,darf* eine gleichmiBig konvergente Reihe gliedweise integrieren (man
darf natiirlich jede Reihe stetiger Funktionen gliedweise integrieren, aber die
b

sich so ergebende Reihe muf3 durchaus nicht nach f F(x)dx konvergieren).

Sind die Glieder einer konvergenten Reihe ZM = F(x) in einem Inter-

vall § differenzierbar und ist die Reihe Zu = f (x ) in § gleichméBig konver-
=1

gent, so konvergiert auch Zu glelchmaﬁlg und es ist F'(x) = f(x).

Das heilit eine konvergente Relhe ,,darf” gliedweise differenziert werden, wenn
die Reihe der Ableitungen gleichmiBig konvergiert.

30. Konvergenzkriterien. Es handelt sich hier um eine Reihe mehr oder
weniger spezieller Kriterien, welche in einfacher Weise die Frage nach der
Konvergenz einer vorgelegten Reihe in den meisten Fillen zu beantworten
gestatten. Das allgemeine Konvergenzprinzip liefert unmittelbar eine not-

wendige, aber nicht hinreichende Konvergenzbedingung: Eine Reihe Zu,

ist nur dann konvergent, wenn lim#, = 0 ist. Nur bei der altern1erenden

P00

ReiheZ(— ) *1lu,, u, =0 ist die Bedingung limu, =0 auch hinreichend.
rv=1

Die meisten Konvergenzkriterien lassen 51;; aus dem auch direkt sehr ver-
wendbaren Prinzip der Reihenvergleichung herleiten. Sei i’cv eine kon-
vergente > >'d, eine divergente Reihe mit positiven Gliedern. Danrz:i;t jede Reihe
5 M,,, fiir dlle von einem gewissen Wert von » angefangen [u j< ¢, ist, absolut
konvergent und ch heift Majorante von Zuy, dagegen ist jede Reihe Zvv,
fiir die von elnem gew1ssen Wert von » angefangen |v,| >d, ist, dlvergent und

Zd heift Minorante von Z""v Als Vergleichsreihen sind besonders geeignet:
1. Die geometrische Re1he Zq” =1+ g+ g%+ ... Diese konvergiert,
wenn |¢|<<1 ist, mit der Summe 1—%—{;, und divergiert, wenn |[g| =1 ist.

o0
2. Die harmonische Reihe Zip, $ > 0. Sie konvergiert, wenn p << 1, und
divergiert, wenn p =1 ist. =1’

Spezielle Kriterien:

u LD
Ist von einem gewissen Wert von » an - 1 | ”‘1' <k <1, so ist D'u, absolut
Uy v=1
Ur+1 .
|wr-e1] =1, so ist

|us ]

die Reihe divergent (Cauchysches Quotientenkriterium).
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Vo— 00
Ist von einem gewissen » an | |u,| < %k <1, so ist > u, absolut konvergent;

oo pr=1
ist aber ]/]le =1, von einem gewissen » an, so ist Zu divergent (Cauchysches
Wurzelkriterium). v=

Sind die Folgen (urﬁi) bzw. VW) konvergent, so ist Z”v absolut
v v=1

7+1!

konvergent, wenn lim - ™ <1, im ﬂﬁ; << 1 und divergent, wenn diese Grenz-
»>00 v P>00
werte > 1 sind; sind sie = 1, so kann {iber die Konvergenz VOIIZ u, nichts aus-

gesagt werden, doch liefert dann manchmal dasselbe Krlterlum elne‘En’chhel~
dung, wenn man den Grenziibergang nicht ausfiihrt.
31. Potenzreihen. Unter einer Potenzreihe versteht man eine Reihe von

der Form >'a,(z — z,)”. Eine solche Potenzreihe konvergiert immer im Inneren
v=0

eines Intervalles (Konvergenzintervall) von der Liange 27 (» heifit Konver-

genzradius) und dem Mittelpunkt z,. Setzt man z — 2z, = x, so nimmt die

o0
Potenzreihe die Form Za,,x” an; der Mittelpunkt des Konvergenzintervalles
»=0

liegt dann im Punkt x = 0.
Ist M = lim supi/ la,|
(Ziff. 2) der groBte Haufungswert der Folge |a,], i/|;z;|, R 1i/}a,,[, ..., S0 ist

Za,,x" bestidndig, d. h. fir alle x konvergent, wenn M = 0; fiir alle x £ 0
v=0
divergent wenn M =oo ist; und konvergent fiir alle x, die der Unglelchung

v| < = M geniigen, wenn 0 << M <<ooist. Der Konvergenzradius von Zayx”
r=0
ist also 1 1
Y == = == —-T————
lim sup }/| a» |
(Satz von CaucHY-HADAMARD).

Ist >'a,x” konvergent fiir x = x,, so konvergiert diese Reihe gleichmiBig
=0
fiir jedes x, welches der Ungleichung |x| < |#,| geniigt.

Ist >'a,x” divergent fiir ¥ = «,, so divergiert diese Reihe sicher fiir jedes x,

y=0
welches der Ungleichung |x| > || geniigt. -
Ist fiir alle x, die der Ungleichung |x — x,| <C 7 geniigen, f(x Z (—2%4)”
(mi

und ist x; ein Punkt im Inneren des Konvergenzintervalles, so gllt fiir (mindestens)
alle x, fiir die |x — x| <7y =7 — |2, — %, ist,
(x — x)

1) = 1) + 2 )+ E P ) o E oA o) o

11
(Taylorsche Reihe). Ist x, =0, so fblgt

Fx) = 10) + 2 110) + 2 170) + -+ S/ (0) +

(MacLaurinsche Reihe).
Ist /(x) reell und unbegrenzt oft differenzierbar, so folgt nach Ziff. 18 die

Konvergenz der Reihenentwicklung bereits aus lim#, = 0.
n—»00
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32. Rechnen mit Potenzreihen. Fundamental fiir das Rechnen mit
Potenzreihen ist der folgende Aquivalenzsatz: Haben die beiden Potenz-

oo oo
reihen > a,%” und X'b,%” in einem beliebig kleinen Bereich ihres gemeinsamen

v=0 r=0
Konvergenzintervalles immer denselben Wert, so sind die beiden Reihen voll-
stindig identisch, d. h. es ist @, =b,(» =0,1,2,..., ...).

Im gemeinsamen Konvergenzintervall gilt

Za,,x”:}:Zb x"~2a,,j:b)
und
Za,,x” be —-Z (agh, + ayb,_1 + -+ +a,by)x”

Ist in der letzten Formel
7:20 b,a” = Z v =

die geometrische Reihe, so folgt Za,x“ . Z‘x’ = Zs,,x”, wobei die s, die Teil-
v=0 =0 0

18,

oo oo :
summen von Za,, sind, oder Da,x* = (1 — x) D's,x".

v=0 v=

(=1

Ist f(y Za,,y konvergent fiir |y| <7 und y = g(x Zb x¥, s0 ist

die durch gliedweises Einsetzen entstehende Reihe Zan vax’ = Zc,xv kon-
vergent und = f(g(x)), wenn Z}b x| konvergent und < 7 ist.

Der reziproke Wert einer Potenzrelhe Zavx” mit a, 5 0 1dBt sich auf zwei
=0
Arten berechnen; entweder mittels des vorigen Satzes auf dem Umweg iiber die
geometrische Reihe:

a, . 1 R 2 L
do+a1x+a2x2+---—_1—(a;x+a;x2+...)_1_y—1+y+y + =
:1+(aix_}_a§x2+) _}_(aix_{_af)xz_i—)z-{—’
wobei 4, = — — gesetzt ist, oder mittels des Aquivalenzsatzes. Man setzt mit

unbestimmten Koefflzlenten b, an:

~ S
Zavxv »=0
also oo
1= Zavxv ¢ vaxy = ZC,,xv,
v=0 =0 v=0
so dal ¢o =1, ¢, = ¢y = --- = 0 ist. Aus diesen Gleichungen lassen sich dann
die Koeffizienten &,, b,, by, ... der Reihe nach berechnen.

Ist /(x) Z“v x* konvergent fiir || <7, soist die durch diese Reihe definierte

Funktion y unter der alleinigen Voraussetzung a, <+ 0 umkehrbar, d. h. es existiert
die inverse Funktion x = g(y), die durch eine in einem gewissen Intervall konver-

gente Reihe x = >'b,y” darstellbar ist und die der Identitit y = ]’(g (y)) geniigt.
v=0
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Setzen wir Zun<2 bvy”)" = 2 c,y”, so muB daher ¢y =0, ¢; =1, ¢ = ¢ =
n=0 ‘=0

= 0 sein; mittels dleser Gle1chungen lassen sich die Koeffizienten der
Relhe fiir g(y) aus denen der Reihe fiir f(x) berechnen und umgekehrt.

33. Spez1elle Potenzreihen (k. = konvergent, b. k. = bestindig konvergent).

oo

P N1 .
e_zo’,_ur +Z + T+ ,b.k.

*——__ZB’ , k. fiir x| <27,

Die B, sind die Bernoullischen Zahlen; durch Division von x durch

(1 + x)*= ZO( )x”, & beliebig reell, k. fiir |x| <4 (Binomische Reihe).

die Reihe fiir ¢ — 1 ergibt sich fiir sie. die Rekursionsformel

oder in einfacher, mnemotechnisch giinstiger Symbolik (1 + B)
B’L

(o)B°+(1) 1+(2) 2+"'+(n7i1)B”“1:O
B; zu setzen ist. Im einzelnen folgt:

WO
— __1 1 - _ 1 1 1 E
Bo“—11 Bl_ 2: Bz'_ ) B4_ 30» B6—42: BS_ 30’ BlO 66°
691 7
127 T 5730° 14T g B3:B5:" = Bapyr = 0.
~ Ty ¥ x% x x8
Cosx—_o(—1) eIN 2!+27_a+— , b. k
. i R x2v+1 %3 xs x7
sinv=2 =g = Tt ot
> _ 221'(227-—1)327 _
— __Ay-1 Y 2v-1 .
tgx = ‘El( 1) @)1 % =
3 2 17 . . 4
2,50 Y a2 L . z
_x+3+15x+315x+ ,k.furlx|<2.
S 2°” B2y 2y
% ctgx—v:EO( 1) @)
R I S SOV N S SV S i f
=1 T AT — s ” , ko fiir [z <@
_200 (=1)r+1 = 2 X N
(—{-x) ‘V —x—7—l—?—44——|——~-,kfur|x‘<1

—l— —l— —|— —|— -, ko fir |x] <1

1+x ~ x2”+1 _ X3 x°
I —222V+1—2(x—|—

?—l—-5—+...),k.fﬁr\x§<1.‘
=0
1 A48 -3 48 1-3.5 &7 .
ar051nx—x—|—4—+ 4§+2-4-67+' , k. fiir | x| =1.
3 x° A7 x° .
arctgx—x—?—{—?—T—{-?——l— , k. fiir | x| <1.
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34. Unendliche Produkte. Sei 4,, 4,, ..., 4,, ... eine Folge reeller Zahlen
oder Funktionen und P, =4;-4a,...4, (v =1, 2,3,...). Existiert der Grenz-
wert lim P, = P = 0, so heilit das unendhche Produkt Ay Ay Ay ... Gy

P—>»00
)

II konvergent und P sein Wert; in allen anderen Fillen heil3t ﬂ a, diver-
- r=1
gent Durch die Festsetzung, daB lim P, + O sein muB, erreicht man, dal ein

P00

unendliches Produkt nur verschwindet, wenn einer seiner Faktoren Null ist.
Fiir die Konvergenz ist notwendig und hinreichend, daB \av “Aypy e Byrp—1 i <&
ist, wenn nur » hinreichend groB ist; dabei bedeutet ¢ eine beliebige positive Zahl

und p eine beliebige natfirliche Zahl. Eine notwendige Bedingung ist lima, = 1;
P>

man setzt daher meist a, =1 + #,, so da dann lim#, = 0 wird. Die Begriffe

V>0
absolute, bedingte und gleichmifBige Konvergenz tibertragen sich unmittelbar
von den Reihen her, zu denen man auch direkt gefithrt wird, wenn man an Stelle
des Produktes seinen Logarithmus betrachtet, es ist ja

(Hay) _% (Ina,).

Von Bedeutung sind die Produktentwicklungen

oo 2 o 2
sinnx—_—nxl l (1—%) und COSTTX =H(1——~——(Vx 1)2),
\ —z
y=1 .

r=1
die beide fiir alle x konvergieren. Fiir x = } liefert die erste Formel

g_ﬁ (1= 1) odr To2.2.%.4.06063858
n_ﬂ (292 271 3 3 5 5 7 79

IV. Extrema.

35. Extrema von Funktionen einer Verdnderlichen. Ist f(x) gentigend
oft differenzierbar, so ergeben sich mittels des Taylorschen Satzes folgende
notwendige und hinreichende Bedingungen fiir ein Maximum oder Minimum an
der Stelle x, (vgl. auch Kap. 4, Ziff. 4):

1. f'(xe) = 0 (notwendige Bedingung fiir ein Extrem).

2. Ist /™ (x) die Ableitung niedrigster Ordnung, die fiir x = %, nicht
verschwindet, so mufl » gerade sein.

3a) Ist dann f™(x,) > 0, so hat f(x) an der Stelle %, ein Minimum.

3b) Ist /®(x,) << 0, so hat f(x) an der Stelle x, ein Maximum.

Im allgemeinen ist # = 2. Ist die an der Stelle %, nicht verschwindende
Ableitung niedrigster Ordnung von ungerader Ordnung, so hat der Graph von
y =f(x)} an der Stelle x, einen Wendepunkt mit horizontaler Tangente (Terassen-
punkt).

Ist /(x) in einem abgeschlossenen Intervall [ad] definiert, so treten im
allgemeinen noch sog. Randextrema auf. Die Funktion y = f(x) hat an der
unteren Grenze a ein Minimum (Maximum), wenn die an der Stelle 4 nicht ver-
schwindende Ableitung niedrigster Ordnung positiv (negativ) ist, und umge-
kehrt an der oberen Grenze.

86. Extrema von Funktionen mehrerer Verdanderlichen. Die Definition
von Maximum und Minimum ist vollkommen analog der fiir eine unabhingige
Verinderliche. Eine notwendige Bedingung besteht im Verschwinden aller Ab-
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leitungen erster Ordnung. sowie darin, daB die an der betreffenden Stelle x(©
nicht verschwindenden Ableitungen niedrigster Ordnung von gerader Ordnung
sind. Sind das etwa die m-ten Ableitungen, so ist die weitere Entscheidung von

n m
dem Verhalten des Ausdruckes Zh; (—;i—) F(x2, 22, ..., %) abhingig, der

eine Form m-ten Grades in Ay, hy, ..., h, (Ziff. 7) ist. Hinreichend fir ein
Extrem ist, daB diese Form definit ist, und zwar entspricht einer negativ
definiten Form ein Maximum, einer positiv definiten ein Minimum. Ist die Form
indefinit, so liegt sicher kein Extrem vor, ist sie semidefinit, so sind weitere
Untersuchungen notig. Im Falle m = 2 handelt es sich um die quadratische

n
Form F = D'fiyxh;hy. Sind die Determinanten
k=1

if11f12 7‘1;‘
f21f22 e fzj , (7 —1,2, ..., n)
lfnsz R Y

alle positiv, so ist F positiv definit, sind sie abwechselnd positiv und negativ,
so ist F negativ definit. Handelt es sich schlieBlich um eine Funktion f(x,y)
2f & f F e f )2

a2 092 (ax@
positiv ist, und zwar ist F positiv oder negativ definit, je nachdem 02f/0x2
positiv oder negativ ist.

37. Extrema mit Nebenbedingungen. Sollen die Extrema einer Funktion
7 (%1, %5, . . ., %,) bestimmt werden, wenn zwischen den Verdnderlichen x noch m
unabhingige (Ziff. 24) Relationen @;(x,, %5, ..., %) =0, i =1, 2, ..., m) be-
stehen, so bildet man den Ausdruck

m
F(%y, %oy ooy %py Ay Aoy ooy ) :f—l—lei(pi
i=

mit willkiirlichen 4. Die Aufgabe reduziert sich dann auf die Bestimmung der
Extrema der Funktion F der # + m Verdnderlichen x und 4 nach Ziff. 36. Es
miissen also die # + m Gleichungen

von zwei Veranderlichen, so ist die Form F definit, wenn

O
+2}“0§: , pp=0 (6 =1,2,...,m; B=1,2,...,m)

erfiillt sein. Das Verfahren fithrt den Namen Lagrangesche Multiplikatoren-
methode.

V. Unbestimmte Integrale.

38. Begriff. Grundformeln und Rechenregeln. Unter einem unbestimmten
Integral einer stetigen (vgl. Ziff. 43) Funktion f(x) versteht man jede Funktion
F(x), die der Identitdt F'(x) = f(x) genligt. Aus dem letzten Satz von Ziff. 16
folgt der Fundamentalsatz der Integralrechnung: Sind F(x) und G(x) zwei
Funktionen, fiir die /'(x)=g’(x), also f'(x) — ¢'(x) =0 gilt, soist F (x) =G (x) + C;
d. h. zwei Funktionen, deren Ableitungen identisch gleich sind, unterscheiden
sich héchstens um eine Konstante. Somit ist neben F(x) auch jede Funktion
F(x) + C, wo C eine willkiirliche Konstante (Integrationskonstante) bedeutet,
ein Integral von f(x) und umgekehrt ist jedes andere Integral G (x) in der Form
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F(x) + C darstellbar. Geometrisch bedeutet die Integrationskonstante, daB
simtliche Integralkurven y =F(x) + C aus einer von ihnen durch Parallel-
verschiebung lings der y-Achse hervorgehen. Man schreibt

F(x) = [f(x)dx,,
und fiir dieses Symbol gilt
dff(x)dx =f(x)dx  und  [dF(x) =F(x).

Differentiation und Integration sind zucinander inverse Operationen; aus jeder
Differentialformel 148t sich durch Umkehrung eine Integralformel gewinnen,
So ist (vgl. Ziff. 14; die Integrationskonstante ist weggelassen)

xotl . dx
/x“dx:m, (a:,é—'1), > =ln}x|, (x;éO),
fa’dx:ix, /e’”dx:e”,
Ina
/sinxdx:—cosx, Jcosxdx=sinx,
dx _¢ dy ¢
costy . 8% sinty S8,

x+1
¥y—1"

/xzdhjizarctgxz—arcctgx, fx—zd_i;Zartghxzéln

d . — T .
fl/;é% = arsinhx = In(x 4 V22 + 1) (vgl. Ziff. 11),

f% =arcoshx =1In (x—l— J#? —q), U/QV% = arcsinx¥ = —arccos x.
Fir die unbestimmten Integrale gelten folgende Regeln, die sich aus den
entsprechenden Differentiationsregeln (Ziff. 13) herleiten lassen

JiH®) £ g(@)ldx = [{(x) dx + [g(x)dx
Jhef@)dx =k [fx)dx, [[— f(®)]dx=—[f(x)dx.
89. Integrationsmethoden. A. Transformation. Sei f(x) eine in einem
Intervall § stetige, ¥ = ¢ (t) eine in einem Intervall § monotone Funktion, die
in §’ eine stetige Ableitung ¢'(f) besitzt und auBerdem, wenn ¢ das Intervall §

durchlduft, jeden Wert x aus § einmal (und wegen der Monotonie dann auch
nur einmal) annimmt. Dann  heiBit

Gt)=[Ho®) ¢ ) dt = [g(n)dt,
das durch die Substitution x = ¢ (f) aus / f{x)dx entstandene transformierte
Integral. Aus den Voraussetzungen iiber x = ¢ (#) folgt, daB ihre Umkehrung
¢ = y(x) eine in f eindeutige und stetige Funktion ist, die in § jeden Wert £ aus §’
einmal und nur einmal annimmt. Es ergibt sich
F(x) = [} (x)dx = G(y (%)) .
Die Methode ist dann anwendbar, wenn sich eine Funktion ¢ (£) so angeben 14t,
daB3 das transformierte Integral leichter ausgewertet werden kann als das ur-

spriingliche. Oft ist es leichter, auf Grund der Beschaffenheit von (%) zunichst
die inverse Substitution ¢ = (#) zu finden. Ein wichtiger Sonderfall ergibt sich

1 .
fir g(f) = 4 » ©s ist dann W (%)
Handbuch der Physik. III. 3
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B. Partielle Integration. Aus der Formel fiir die Differentiation eines
Produktes folgt durch Umkehrung
[i(®) - g(®)dx = f(x — [g(x)

oder kurz /u dv—-u v—[v ~du,

wo # = f(x) und v = g(x) zwei in einem Intervall { stetige Funktionen sind. Die
Methode ist dann anzuwenden, wenn in F(x)dx der Integrand F(x) derart in zwei
Faktoren f(x) und g'(x) zerlegt werden kann, daB sowohl f '(x)dx als auch
[ g (%) - /'(x)dx leichter als das urspriingliche Integral ausgewertet werden kénnen.

C. Re kur sionsformeln. Hangt der Integrand aufler von der Integrations-,
verinderlichen auch noch von einer natiirlichen Zahl # ab, so ist es manchmal
moglich, das Integral auf ein anderes zuriickzufithren, das statt von # von einer
kleineren Zahl, etwa # —1 oder # — 2 abhdngt. In einem konkreten Fall kommt
man dann durch geniigend oftmalige Anwendung des Verfahrens auf Integrale mit
n = 0 oder 1 (SchluBintegrale), die im allgemeinen einfacher zu berechnen sind.

D. Integration durch Re1henentw1ck1ung L4Bt sich f(x) in eine
Potenzreihe entwickeln, so stellt im Innern des Konvergenzmtervalles die durch
gliedweise Integration erhaltene Reihe das Integral F(x / f(x)dx dar (Ziff. 29).

40. Integration der rationalen Funktionen. D1e ratlonalen Funktlonen
bilden die allgemeinste Klasse von Funktionen, deren Integrale mittels elemen-
tarer Methoden stets gefunden werden konnen; die Integrale zahlreicher ir-
rationaler und transzendenter Funktionen werden durch geeignete Substitutionen
in Integrale rationaler Funktionen verwandelt (Ziff. 41 u. 42).

Ist der Integrand f(x) = if(x)

(#) und N(x) sind Polynome in #] unecht

gebrochen (Ziff. 7), so existiert stets ein Polynom P(x), so dal i((”)) =P(x) 4 %%%
ist, wobei %—g echt gebrochen ist. Man findet diese Zerlegung durch Aus-

dividieren; P(x) kann sich dabei auch auf eine Konstante reduzieren. Wir
konnen uns daher im folgenden auf die Integration echt gebrochener Funktionen
beschranken. Den Nenner N (x) zerlegen wir in seine Wurzelfaktoren, fassen
dabei aber zwei zu konjugiert komplexen Wurzeln gehérige immer zu einem
quadratlschen Faktor zusammen (hat ein Polynom mit reellen Koeffizienten
eine komplexe Wurzel a - b3, so ist stets auch @ — b7 eine Wurzel; jedes der-
artige Polynom 4Bt sich also als Produkt reeller linearer und quadratlscher
Faktoren anschreiben). Sei demgemil

N@ = (x— @)% (x — ap) - (5 — @)% (2 + py ¥ + ql)ﬂ*(x2 + P ¥ A+ g)fe -

(2 + pox + )
wopi —4¢; <0 (i=1,2,...,5) ist (sonst wire eine weltere reelle Zerlegung
moglich) und # —Zoc, + 22/31 den Grad von N(x) bedeutet. Die rationale

=1
Funktion % laBt sich dann als Summe von Partialbriichen erster und zweiter
_ 4 _ Pr+Q
Art — das sind Ausdriicke von der Form o — @) bzw. Wt prt
folgendermaBen darstellen (Partialbruchzerlegung)
Mix) _ Ay Ays 4y o,
N(x)_(x—al)ax_l_(x—a)al-l +- +x—a +
An Ay Ay,
+(x—a2)1xz+(x-—a %—1+ +x—-a +
Arl Arz Arzxr
+ (x'—ar)[x' + (x_a,')zxr—l +”.+m _I_
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Pux+ 0 Pz + O Pipx+ 0 |

+(x2+1§1x—|—ql)ﬁl+(x2+{71x+q1ﬁ1 Tt +"2+P1"+Q1 +

+ Py % 4 Qn P22”+Qg2 NI Pypu % + Qs
(Bt pax+qa)fe (P pyx A gg)fa-l P+ Da¥ + gy

Ps; x4 QOsy Pyyx 4 Qsy Psﬂ;x+QsﬂL
(B2 psx 4 go)fs T (AP 4 Psx + go)fs—1 K pxt gy
Die Berechnung der Koeffizienten 4;;, P;; und Q;; geschieht so, daB man zuerst
die Partialbruchzerlegung nach obigem Muster mit unbestimmten Koeffizienten
ansetzt und dann mit N(x) beiderseits multipliziert, so daB sich eine Identitit
zwischen M(x) und dem Polynom (# —1)-ten Grades rechts ergibt, die nur
bestehen kann, wenn auf beiden Seiten die Koeffizienten gleicher Potenzen von %
iibereinstimmen [fehlén in M(x) einzelne Potenzen, so sind ihre Koeffizienten
selbstverstindlich = 0 anzunehmen]; esergeben sich dadurch gerade # Gleichungen
fiir die # Unbekannten 4;;, P;; und Q;z, die immer eindeutig 16sbar sind. Die
Aufgabe ist somit auf die Integration der Partialbriiche zuriickgefithrt. Es wird

A A ) A
fm“:— G- —ap-1 ¥ /x—

Bei den Partialbriichen zweiter Art wird zuerst umgeformt

Pi+Q . _P[ 2x+p 20~ Py '
/(x2+px+q)ﬂd"—2/(x2+{ox+q)ﬁd ¥t f(x2+1w+q)ﬂ’

dann wird das erste Integral auf der rechten Seite

+

dx =A-In|x — a.
a

I b Y P 1
./(’Vz‘l‘f’x"f"{l)ﬂdx— (/f—1)(?\72+l7"+‘1)ﬂ*1’ﬁ>1'
bzw. fir f =1 2%+ p
— e — — 2
/x2+px+qu——ln|x + px + ql.

iiber in 2 241 dt ‘
(wm) e

fir dieses Integral gilt die Rekursionsformel
¢
7 f<t2+1>ﬂ = S nE T T 2
mit dem SchluBintegral

B~—3
Jﬁl

J1=arctgt,
2x + P

2

worin dann wieder ¢=

M (x) 49 - .
N () besteht somit aus einem von den mehrfachen Nullstellen des

Nenners N (x) herrithrenden rationalen Teil und aus einem transzendenten Teil
von der Form (die C; hiangen dabei in bestimmter Weise von den Py und Qj;, ab)

. . Pig; ¥+ Pz
ZAiailnlx—ai’"l‘Z 2 ‘ln[xz‘i_pix'{“q”’}"car(:tgl/
i=1 i=1 )

zu setzen ist. Das Integral der rationalen

Funktion

4q9; —

Bei mehrfachen Nullstellen des Nenners, insbesondere dann, wenn diese Null-
3*
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stellen komplex sind, ist es zweckmdiBig, von vornherein den rationalen Teil
abzuspalten. Man bildet zu diesem Zweck die Polynome

nx) = —a)(@—ay) - (¢ —a) (P +px+q) (P + pox + go) - (4 pex 4 q5)
und
QW) = =@—a)® 1 (x —a)™t... (x —ag)¥ L.

c(R At @) (W Py A ) (xR A Py )P
Q(x) ist der grofite gemeinsame Teiler von N (x) und seiner Ableitung N’ (x)
und kann mittels des euklidischen Algorithmus rational berechnet werden

(vgl. Kap. 2, Ziff. 38). Man setzt nun mit unbestimmten Koeffizienten 4, B,
P und Q
T

M(x) ,  Agx™ + Ajam 4 -+ A, B; S Pv o+ O
/N(x) dy = Q(x) +f{2 ¥ — a + gﬁ:piz’ +7de’

i=1

wom =mn—7— 2s — 1 um 1 kleiner als der Grad von Q (x) ist. Durch Diffe-
rentiation, Multiplikation mit N (x) und Koeffizientenvergleichung ergeben sich
# lineare Gleichungen fir die m + 1 4+ 7 4+ 2s = # Unbekannten A4;, B;, P;
und Qi'

Bemerkt sei, dall man bei der Integration rationaler Funktionen mit kom-
plexen Nullstellen im Nenner die Partialbriiche zweiter Art (die bei komplexen
Funktionen iiberhaupt sinnlos werden) auch vermeiden kann, wenn man dafiir
das Rechnen mit imaginiren Zahlen in Kauf nehmen will; man kommt natiirlich
zuletzt mittels der Formeln von Kap. 6, Ziff. 16 wieder ins Reelle zuriick.

41. Integration einzelner irrationaler Funktionen. Es handelt sich im
folgenden durchwegs um Abelsche Integrale vom Geschlecht Null.

A. Quadratische Irrationalitdt. Sei ein Integral von der Form
fR(x, y)dx vorgelegt, wo y2=aqax?®+bx +c¢, a0, b — 4ac+0 ist und
R (x, y) eine rationale Funktion von x und y bedeutet. Die Gleichung y2 = ax2? 4
+ bx - ¢ stellt unter den angegebenen Voraussetzungen einen zur x-Achse
symmetrischen Mittelpunktskegelschnitt € in der Ebene der Verdnderlichen
x und v dar. Jeder Kegelschnitt ist eine rationale Kurve, d. h. € besitzt
eine Parameterdarstellung x = x(¢), y = y(¢), wo x(¢) und vy (f) rationale Funk-
tionen sind. Durch die Substitution x = x(f) geht R(x, y) tber in das Integral

f Rx(®), y@)x )dt= f R (t)d¢ einer rationalen Funktion R (), das nach Ziff. 40
stets ausgewertet werden kann. Eine rationale Parameterdarstellung von § findet
man, wenn man durch einen beliebigen Punkt (x,, v,) von € ein Strahlenbiischel
Y — ¥y = t(x — x,) legt (¢ ist dabei verdnderlich; jedem Wert von ¢ entspricht
ein Strahl des Biischels). Jeder Strahl des Biischels schneidet € auBer in (x,, )
in einem weiteren Punkt, dessen Koordinaten rationale Funktionen von ¢ sind.
Bei der praktischen Durchfithrung wird man den Punkt (x,, v,) so wihlen, daf3
die Gleichung des Strahlenbiischels moglichst einfach wird; also etwa in einen
der (reellen) Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen legen oder man kann
im Falle, da € eine Hyperbel ist (@ > 0), das Strahlenbiischel in ein Parallel-
strahlenbiischel ausarten lassen, dessen Strahlen zu einer der Asymptoten der
Hyperbel parallel sind.

Im folgenden sind die méglichen Fille samt den dazugehorigen Substitutionen
zusammengestellt.

a) a>0, b*—4ac=0; € ist eine Hyperbel, deren reelle Achse in die
x-Achse fillt oder parallel zur y-Achse ist, je nachdem 62 — 4ac >0 oder << 0

ist. Man setzt y = Jax ¢ (Parallelstrahlenbiischel, in jedem Fall méglich) oder
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y==tx -+ Jc (nur moglich, wenn ¢ > 0ist) oder schlieBlich y = #(¥ — %), wWo %,
die Abszisse eines Schnittpunktes von € mit der x-Achse ist (nur moglich, wenn
b% — 4ac> 0 ist).

b) @ << 0, b2 — 4ac>0 (der Fall b2 — 4ac <0 fithrt auf eine nullteilige
Kurve); § ist eine Ellipse, deren Schnittpunkte x; und x, mit der x-Achse immer
reell sind. Man setzt y =¢(x — x,) oder, wenn ¢ >0 ist, y = tx + Jec.

Die bei a) und b) angegebenen Ausdriicke fiir y setzt man in der Gleichung
y2 = ax® -+ bx + ¢ ein, die dadurch immer zu einer in x linearen Beziehung
zwischen x und ¢ wird; durch Auflésen dieser Beziehung nach x ergibt sich erst
die eigentliche Substitution x = ¢ (¥).

Die obige allgemeine Methode hat in erster Linie den Vorteil, auch bei noch
so komplizierter Bauart von R(x, y) die Rationalisierung des Integranden auf
Grund einer einfachen Uberlegung méglich zu machen; in gewissen Fillen lassen
sich derartige Integrale ]edoch einfacher berechnen:

1. Die Integrale / / —— lassen sich (ausgenommen der Fall a < 0,

ax? +bx+c

— 4ac<0 vgl. oben b) stets auf eine der Formen j Et-, i rﬂ; oder
yi—2" JVe+1
Vt2 brmgen, indem man in ax?+ bx + ¢ die ersten zwei Glieder auf ein
Vollstandlges Quadrat ergénzt: ax®-+bx 4 c=— [(Zax + b)% — (8% — 4ac)]
und dann 22% +i:t —ﬁu_t setzt, ]e nachdem der erste oder
Vot —4ac Vdac —b*
zweite Ausdruck reell ist (vgl. Ziff. 38 und 42, letzte Formel).

2. Bei Integralen von der Form /ili_)f;‘
Jax® +ox+¢

Grad # ist, macht man mit unbestimmten Koeffizienten 4; und B den Ansatz
Px)dx

Vax® + bx+c

, wo P(x) ein Polynom vom

n-1 A [ 2% 1 b b
— (Aot oo A, ) Y Fbxtc + /lax2+bx+c

wodurch das Integral in einen algebraischen und einen transzendenten Teil

zerlegt wird. Die Integrale [P (x)Vax?+ bx +cdx :fP () - (2‘”2 tox o),
gehoren ebenfalls hierher. m

3. Die Integrale / — gehen durch die Substltutlon x— p— =

x —p "l/ax2 b;
in solche vom Typus 2. uber
R(x)dx

4. Bei Integralen [— —= -, wo R(x) eine rationale Funktion ist, zer-

Vax® +bx +o .
legt man R(x) nach Ziff. 40 in Partialbriiche; doch ist dieses Verfahren nur
dann zu empfehlen, wenn der Nenner von R(x) nur reelle Wurzeln hat. Man
kommt dann auf Integrale vom Typus 3. zuriick.

B. Die linear gebrochene, binomische und monomische Irratio-
nalitdt. Eshandelt sich hier um Integrale von der Form / R(x, 91, Y2, - -, Yn)dx,

wo R(% ¥i, V2, ..., ¥n) eine rationale Funktion ihrer Argumente und
;= (“x + b) ist mit rationalen k; = p ‘(¢=1,2,...,n). Die Determinante
cx+d

ad — bc sel 5= 0 angenommen, da 51ch sonst alle y; auf Konstante reduzieren
wiirden.

Man spricht von einer linear gebrochenen Irrationalitit, wenn ¢+ 0 ist,
von einer binomischen, wenn ¢ = 0 ist und von einer monomischen Irrationalitit,
wenn b==c¢ =0 ist.
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Ist s das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen ¢y, g, . - -, g, SO fithrt

. e ax+b

die Substitution —— d
Integral einer rationalen Funktion von ?.

C. Binomische Integrale (nicht zu verwechseln mit den obigen Integralen

mit binomischer Irrationalitit). Man versteht darunter Integrale von der Form

f #P (ax? 4 b)’dx mit rationalem p, ¢ und 7. Sie sind in drei Fillen elementar

p—H,m—i—rganzist. Ist

¢ 2P t1

= # das gegebene Integral in allen Fallen iiler in das

auswertbar, niamlich wenn eine der drei Zahlen 7,

7 ganz, so handelt es sich um eine monomische Irrationalitit. Is ganz,

so fithrt die Substitution x¢ = y auf das Integral einer binomischen Irrationalitit
und somit die Substitution ax? -+ b=, wo s der Nenner des auf reduzierte
Form gebrachten Bruches 7 ist, auf das Integral einer rationalen Funktion von 7.

Ist schliéﬁlich pt1 + 7 ganz, so fithrt 22 =y auf eine linear gebrochene Irra-

tionalitit und @ + bx~ ¢ = auf das Integral einer rationalen Funktion von .
- 42. Beispiele und Formeln. Es bedeutet im folgenden S: Substitution,
PI: Partielle Integration, U: Umformung (des Integranden), P, (x) ein Polynom

n-ten Grades, R(x) oder R(x) eine rationale Funktion von x (vgl auch Ziff. 38).
1) ff(ax 1+ 0)dx = %ff(t)dt (Stax+b=1),
) [ifwas = LUr (19 =1,

3) /f(etw)dx:%/f(i)%l : (S:eaxzt),

4 fp,,(x)emdx e (Agx Ay A e A) -

(Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten 4,)

xa-}—l
2 —_
5) [ lnxdx—a+1

1
(lnx'—‘m) (PI:M=lnx, dv=x“dx),
6) fli‘; dx=1(nxp  (Beispiel 2),

7) f(lnx)”dx = x(Inx)" — nf(lnx)"“ldx, n ganz und > 0
(PI:u = (Inx)", dv=dx),

8) [R (sinx, cosk) dx = /I—Q(t)dt (S: tg% =1, vgl. Ziff. 9, SchluB).

9) an(x) sinxdx = (Aga"® + A, x" 1 + - 4 4,) cosx +
| - 4+ (Bya#"! + Bya*~2 4 ... 4 B,)sinx,
(Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten 4,)
10) an(x) cosxdx = (Aga" + Ayx" 1+ -+ 4 Ay) sinx +
' + (Bya"t 4 Bya"~2 4 .-+ + By)cosx  (wie 9),

. sin®~'x-cosx¥ , m—1{_.
11) [sin®*xdx = — - + = sin®~2xdx

(PI: 4 =sin""'x, dv — sinxdx) ,

v
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sinx.cos" "'y , n—1 ]
12) fcos”xdx: +— fcos”‘zxdx

”

(PI:u=cos"1x, dv = cosxdx),

13) /tg xdx = Egi_——lf— _/tg”“"xdx
(U: tghxdx = tg"2xd(tgx) — tg"~2xdx),

7 —1

14) [ctg”xdx — ey —/ctg”“zxdx (U analog 13),
15) /tgxdx = —Incosx (S:cosx =¢, vgl Zif. 39, A),

16) fctgxdx — Insinx (S:sinx = ¢, vgl. Ziff. 39, A),

ax 1 cosx n—2 dx
17) fsin"; T T an—t1sin iy + n— 1fsin"‘2x (PT oder aus 1),
ax 1 sinx n—2 dx
18) /cos"x T n—1cos" 1x + " — 1/cos"‘2x (PI oder aus 12),
dx ¥
19) [ 2 —mtgd  (s:tgl=1),
20) - o5x = Intg ( + %:—) [U:cosx = sin (x + %) dann wie 19) |,

21) fsinmx cos"xdx

sin®+tlycos®~lx . # —1

+

/sin’"”x cos"2xdx, m+—1,

m 4+ 1 wm + 1
sin®~txycos*tlxy  m—1 [ .
;= — in™-2 nt2y dx —
: prar —l—n+1 sin”~2x cos**2xdx, n+—1,

sin™t1x cos”~*x n—1 .
= : sin”x cos”~2x, m
o P , +n£0,

sin”1ycos"tlx  m —1 [ .
= — pri —[—m+n sin”-2x cos®xdx, m -+ n+0,

__sin™*lycos"tly w4 m 42

/sm”‘”x cosxdx, m+£<—1,

m+1 m+ 1
sin?tlycos*tly mt+un+2( .
= P + :_]_;" sin”x cos"*2xdx, n+—1.

In diesen Formeln sind # und # beliebige ganze, nur den angegebenen Ein-
schrankungen unterworfene Zahlen (PI).

e**(a cosbx + bsinbx)
22) /e"” cosbxdx = P

(gleichzeitig durch PI).

e**(asinbx — b cosby)
a® + b? ’

23) /e’”‘ sinbxdx =

24) f arcsinxdx = x.arcsinx -+ V1_— %% (PI),
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25) farc cosxdx = x - arccos¥ — 1 — x2  (PI),
26) |arctgxdx = x-arctgx — 3In(1 + #?) (PI),

27) farc ctgxdx = x-arcctgy + $In(1 + #%)  (PI),

r

- __ 1 [sin(a —b)x sm (a +0b)x
28) Il—jcosaxcosbxdx— 2( g o )
N . __ 1 (sin(fa—bjx sin(a+b)x
I, = [sinaxsinbxdx = 2( PR P )
- " ' _ 1 [cos( ) cos(a + b)
I, ——/smaxcosbxdx—- > (‘a-b + P ),
. . __1_ cos(a —b)x  cos(a+ b)x
I, = |cosaxsinbxdx = 2( s R ),
a— b#o @+ b0 (Man bilde die leicht zu berechnenden Integrale I, +
+ I, = bsm(a-—b)x und I, — I, = +bsm(a+b)x sowie Iy 4 I, =
——a+bcos(a+b)x und Iy, — I, = — 1bcos(a-——b)x,woraus dannl,, I,
I, und I, berechnet werden konnen).
. sinydx __ax —bln(asiny 4 bcosx)
29) I *]asinx+bcosx_ a? + b? ’
I __/ cosxdx __bx +aln(asiny + bcosy)
2~ Jasing + bcosx a® + b?

(Man bilde al, 4 bI, analog wie in Beispiel 28).

. dx 1 . 1 b
30) /asinx—l—bcosx TH_BE-lnth(x—}—arctg'a‘)
(Man setze voriibergehend a = rsing, b = r cosg, was natiirlich keine Sub-
stitution 1st

1 b
Vax2 Thrie VTa_ln (ax +5+ Va(ax® + bx + c)) (a>0)

—(a<<0, B®—4ac>0).

V1. Bestimmte Integrale.

43. Der Riemannsche Integralbegriff. Seif(x) eine in einem abgeschlossenen
Intervall [ab] definierte, eindeutige und beschrinkte Funktion. Wir teilen [ ]
durch # —1 Punkte %, %y, ..., %1, fir die a =2, <2, <H < ... <1<
<x,=2>bist,inn Telhntervalle deren Lingen Ax; = x; — ;4 (¢ = 1 2, ..., 1)
sind. Ferner sei g; die untere, G; die obere Grenze und o; die Schwankung von
f(x) im ¢-ten Teilintervall [x;_ 1x@] Die Ausdriicke

n ' n
S=2>Gdx; und s= g A%
=1 1=1

heiBen bzw. obere und untere Summe von /() ; ihre Werte hangen nicht allein
von der Beschaffenheit von f(x), sondern auch von der Wahl und Anzahl der
Teilungspunkte x; ab.
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Wir betrachten nun eine Folge 8,, 8, ..., B+, ... von derartigen Zerlegungen
des Intervalles [ab]. Sei #, die Anzahl der Teilintervalle von 8, und /, die Linge
des (oder der) groBten von ihnen. Eine solche Zerlegungsfolge heiBit aus-

gezeichnet, wenn lim/, = 0 und somit lim#n, = oo ist. Zu jeder Zerlegung
P00 P->»00

einer solchen ausgezeichneten Zerlegungsfolge bilden wir die obere Summe S,
und die untere Summe s,; unter den angegebenen Voraussetzungen existieren
immer die beiden Grenzwerte

lim S, ——ff und  lim s,,—/f

y->00 V00

(oberes und unteres Integral von f(x) im Intervall [ab]), und zwar sind sie
unabhanglg von der besonderen Wahl der ausgezelchneten Zerlegungsfolge. Es

gilt stets ff x)dxsz x)dx; ist f]‘ x)dx =/f x)dx, so heiBt f(x) integrier-
bar in [ab]; der gem;insame Wert von'oberem und unterem Integral wird mit

[1(x)dx

bezeichnet und heiit bestimmtes (Riemannsches) Integral von f(x) in [2d].

Notwendig und hinreichend fiir die Integrierbarkeit von f(x) in [a 5] ist, daB
die zu einer Zerlegung 3 gehorige Summe >’ 0;4%; nach Null konvergiert, wenn 3
eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge durchliuft, oder mit anderen Worten, da3
die Summe der Lingen aller jener Teilintervalle, in denen die Schwankung gréfer
ist als irgendeine vorgegebene Zahl, beliebig klein gemacht werden kann. Mittels
des Satzes von der gleichmiBigen Stetigkeit (Ziff. 5) folgt daraus, daB alle
stetigen Funktionen integrierbar sind. Beschrinkte Funktionen mit
hochstens endlich vielen Unstetigkeitsstellen in [a b] sind integrierbar. Unter
gewissen Voraussetzungen, auf die nicht néher eingegangen werden kann, sind
auch Funktionen mit unendlich vielen Unstetigkeitsstellen in [ad] 1ntegr1erbar

Ferner sind alle in einem Intervall [ab] monotonen Funktionen in [ad]
auch integrierbar.

Ist durch die Punkte x,,%,, ---, %,_, eine Zerlegung 8 von [ab] gegeben,
so heiBt der nicht negative Ausdrurk V=\f(a) —fx) |+ |f{x) — Fx) |+ -
+ |f (%, 1) — /()| die zu 3 gehdrige Variation von f(x). Ist die Menge der zu
allen méglichen Zerlegungen von [ab] gehérigen Variationen auch rechtsseitig
beschriankt, so heiBt f(x) in [ b] von beschridnkter Variation. Die obere
Grenze der Menge aller Variationen von f(x) in [2b] heiBt totale Variation
von f(¥) in [ab]. Es gilt der Satz: Ist f(x) in [¢b] von beschrinkter Variation,
so ist f(x) in [ b] integrierbar.

Wihlt man in jedem Teilintervall [x; ; ;] einer Zerlegung 8 einen Wert &;
und bildet die Riemannsche Summe

n

Zf §1, szn (xz 1<Ez Xis 1/"1 2 ,n),
1=1

so konvergiert diese Summe, wenn 3 eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge durch-
lduft und /() integrierbar ist, stets nach dem bestimmten Integral, d. h. es ist

an/ (&) 4% =_[ fw)ax
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b
Geometrisch bedeutet f f(x)dx den Flicheninhalt jenes Bereiches der

(xy)-Ebene, der durch den Graph von y = f(x), durch die Parallelen zur y-Achse
in den Endpunkten von ab und durch die x-Achse begrenzt wird. Derartige Be-
reiche heiBen ebene Normalbereiche.

44. Sitze iiber bestimmte Integrale. Definiert man (2 <<b)

ff(x)dx:—fl}(x)dx
b [

ﬁ‘(x)dx=0, /bf(x)dx —I-fj(x)dx —{-f;(x)dx:()
a b ¢

so wird

a

bei beliebiger Lage der Punkte 2, b und c.

Summe, Differenz, Produkt und Quotient (dieser nur, solange der Nenner
nicht verschwindet) integrierbarer Funktionen sind ebenfalls integrierbar. Da-
gegen ist die aus zwei integrierbaren Funktionen zusammengesetzte Funktion
nicht notwendig integrierbar. Der absolute Betrag einer integrierbaren Funktion
ist integrierbar, aber nicht umgekehrt.

Ist F(x) = f f(x)dx ein unbestimmtes Integral von f(x), so ist

[ Hx) dx = [F(x)]} = F(5) — Fla),
ferner z ’ z

(4) [t@as=Fw —F@.  Jftmax= 1w,

a a
d. h. jedes bestimmte Integral mit verdnderlicher oberer Grenze ist (als Funktion

der oberen Grenze) auch ein unbestimmtes Integral. Man beachte, daBl ein
bestimmtes Integral von der Integratlonsveranderhchen nicht abhangt wie aus

der Definition hervorgeht; es ist also f fx)dx = f fdt= ... = f f(&

a
den Formeln (A) bedeuten also links die obere Grenze und rechts das Argument x
dieselbe Verdnderliche, die mit der Integrationsverinderlichen nichts zu tun
hat, wenn sie auch mit demselben Buchstaben bezeichnet ist. Auf Grund obiger
Formeln {ibertragen’ sich also alle Sitze tiber unbestimmte Integrale auf be-
stimmte.
Fir die Transformation des bestimmten Integrales gilt

b I3
[t dx =[ 1o @19’ B at

wo die neuen Grenzen & und f so zu bestimmen sind, da8 ¢ (%) =a und ¢ (8) = b
ist. Fiir ¢(#) geniigt die Voraussetzung der -Differenzierbarkeit, wihrend die
Monotonie nicht erforderlich ist (vgl. dagegen Ziff. 39 A).
Die Formel fiir-partielle Integration (Ziff. 39B) wird
b b
fu-dv = [u-v]° —[v-du.

a a

b
Ist /(x) =0 in [ab], so ist [f(¥)dx =0 und nur dann = 0, wenn f(x) =0
in [abd] ist. a
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45. Mittelwertsitze. Sei f(x) eine in [ab] beschrinkte Funktion mit der
oberen Grenze G und der unteren Grenze g; ferner ¢ () eine in [ab] integrierbare
Funktion, die in [45] entweder nicht negativ oder nicht positiv ist, und schlieB-
lich sei das Produkt f(x) ¢ () in [a8] integrierbar. Dann gibt es eine Zahl M,
so daB

b b
Jip@iz=M-[pwar, g=M=6

b

ist (erster Mittelwertsatz). Fiir ¢ (x) =1 folgt daraus wegen jdx =b—a
b a

/f(x)dx =M(b—a).

Ist f(x) stetig in [ab], so gibt es mindestens eine Stelle & in [25], so daB & =M

ist. Es folgt b b

[{@o@dr=1@)-[pmas, a=i=s.

a

a

Ist auch ¢ (x) stetig in [?], so liegt £ in () und die Ungleichung wird zu a < & < b.
Fir ¢(x) =1 folgt b

[Hm)dx = 1) 6 — a);

a
in dieser Form 148t sich der Satz direkt aus dem Mittelwertsatz der Differential-

rechnung (Ziff, 16) ableiten, wenn man diesen auf die Funktion / f(x) @x anwendet,

a
Ist /(%) integrierbar und ¢(x) monoton in [ab], so gibt es mindestens eine
Stelle & in [abd], so daB
b b

&
i@ @dx — p@) [0 dx+ 9 O)[/@)dr,  a=i=b
a 3 ’
ist (zweiter Mittelwertsatz).

46. Uneigentliche Integrale mit nicht beschrinktem Integranden. Sei f(x)
eine Funktion, welche in [4¢8) nicht, jedoch in jedem Teilintervall [ax] von
[aB] integrierbar ist, wo a << x <C b ist. Eine solche Funktion kann, wie leicht
zu zeigen ist, in[a 8] nicht beschrinkt sein, d. h. es ist im f(x) = 4-oco. Existiert

z>b-0 z
jedoch ein eigentlicher (linksseitiger) Grenzwert lim F (x) = lim f(x)dx, so be-
z>b-0 x—»b-Od

b
zeichnet man diesen mit f f(¥)dx und spricht von einem konvergenten un-

a b
eigentlichen Integral. Ist dagegen auch lim F(x) = 4-0o0, so heiBt [ flx)dx
divergent. #>b-0 a

Ist b 4
[lite)|dx =tim  [|7(x)]d
a z>b-0

b
konvergent, so muB auch f f(x)dx konvergieren und heiBt dann absolut kon-
vergent. e

Entsprechendes gilt, wenn (%) nicht an der oberen, sondern an der unteren

Grenze unendlich wird. Ist lim|f(x)| = +oc und a <¢ < b, so setzt man
T->C

b A b
[(®)dx= lim [f()dx+ tm [f(x)dx.

>e— e+ 0
Ty Oa, Xy e+ zs
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In den meisten Féllen reicht zur Beurteilung der Konvergenz folgendes
Kriterium aus: Ist f(x) in [ax], @ << x <C b, aber nicht in [ab] integrierbar und
gibt es eine Zahl p zwischen 0 und 1, so daB die Funktion ¢ (x) = (x — b)Pf(x

b

in [ab] beschriankt ist, so ist f f(x)dx absolut konvergent. Hat dagegen ¢(x)
a
mit p = 1 in [ab] entweder eine positive untere oder eine negative obere Schranke,
b

so ist [f(x)dx sicher divergent.
[ b
Weniger scharf 148t sich dieses Kriterium so formulieren: f f(x)dx ist absolut

a
konvergent, wenn /() in [ab] nicht von erster oder hoherer Ordnung unendlich
wird (Ziff. 4).
b

f (Tz_i—x_ (p > 0) ist konvergent, wenn p <1 und divergent, wenn p =1 ist.

a
47. Uneigentliche Integrale mit nicht beschrianktem Integrationsbereich.
Ist f(x) integrierbar in jedem Intervall [ax], fiir das x =a ist, so setzt man

x—)-}-oo

lim /f(x dx :7;0(x)dx

und spricht auch in diesem Fall von einem uneigentlichen Integral. Dasselbe
heit konvergent, wenn der Grenzwert links ein eigentlicher ist und anderen-

falls divergent.
“+ oo
Ist [|f(x)|dx konvergent, so konvergiert auch [f(x)dx und heiBt dann
a 12
absolut konvergent.

Ganz analog sind die uneigentlichen Integrale f f(x)dx und f flx =
= / fx)dx + f f(x)dx definiert; ¢ bedeutet dabei eine belicbige reelle Zahl.
i Ist /(%) 1ntegr1erbar in jedem Intervall [ax], x = a, und gibt es eine Zahl
p>1, so daBl ¢ (x) =xPf(x) fir alle x = a beschriankt bleibt, so ist +fofo(x)dx
absolut konvergent. Hat dagegen ¢(x) mit p <1 fir x = a entweder eine
positive untere oder eine negative obere Schranke, so ist 1](;‘cj(ac)dx sicher
divergent. Oder weniger scharf: ’
/ f(x)dx konvergiert absolut, wenn f(x) von hoherer als erster Ordnung

a
. Null wird (Ziff. 4), sobald x gegen unendlich divergiert.

+o0 _

fi—f, (a > 0) konvergiert, wenn p > 1, und divergiert, wenn p =1 ist.

a

48. Differentiation und Integration unter dem Integralzeichen Es han-
delt sich hier um Aussagen iiber Funktionen von der Form F(x, y) : f flx, v)dx,

wo also der Integrand eines bestimmten Integrals mit veranderhcher oberer
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Grenze x auch noch von einem Parameter y abhingt. Uber solche Funktionen
gelten folgende Sitze:

Ist f(x, ) stetlg in einem abgeschlossenen zweidimensionalen Intervall §,
so ist auch F(x, y) in § stet1g
xy

Ist neben f(x, ¥) auch = of g ") in & vorhanden und stetig, so ist F (, y) nach y
differenzierbar, und es ist

0 F(x, ¥) dfx, v
oy / dy ax

a

(selbstverstandlich existiert auch g; » = f(x, y) nach Ziff. 44). Sind die

Grenzen @ und x Funktionen von ¥, so wird

x

dF OF | O0F dx (9F_da__f(9f(x,y)

ax da

dy "

a
y
Setzt man G(x, y) = f f(x, y)dy, so sind nach dem ersten Satz F(x, ¥) und
b
G(x, v) zugleich mit f(x, y) stetig in §. Dann gilt

/i"(x, y)dy =fG(x, y)da
b

[[ffx ydx}dy f[//x ydy]d

Man schreibt deshalb auch kurz

oder

[P )y =[G 5,9y ax =[[ 165, ) axay
b a . ab

(Doppelintegral iiber einen rechteckigen Bereich; vgl. Ziff. 52). Es darf also
die Reihenfolge der Integrationen vertauscht werden oder, anders ausgedriickt,
unter dem Integralzeichen integriert werden.

Die beiden letzten Sdtze sind wichtige Hilfsmittel bei der Berechnung be-
stimmter Integrale. Auf konvergente uneigentliche Integrale lassen sie sich ohne
weiteres iibertragen.

49. Formeln. Die folgende Zusammenstellung enthilt nur die allerwichtigsten
Integrale); solche, die sich unmittelbar aus elementar auswertbaren unbestimmten
Integralen ergeben, sind bis auf wenige Ausnahmen weggelassen, ebenso solche,
die auf hohere transzendente Funktionen fithren und in Kap. 6 und 7 behandelt
werden (a, b sind beliebige, m, # ganze Zahlen)

oo 1
xdx_[lnx»dx_nz_ /-xdx_ jlnx .
ex—1—,x-—1 T e e+ 1 x+1 10’
0
o 1 1
xdx at /-xl'—x" . + 1,
/‘,_er f ‘g, J Tnx dx ln 21’
0 0

1) Eine sehr reichhaltige Zusammenstellung bestimmter Integrale gibt BiEreNs DE
Haan, Tables d’intégrales définies, Amsterdam 1858, und desselben Nouvelles tables d’in-
tégrales définies, Leiden 1867.
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7/2 /2
ax =, adx o=@ ( + .
atcos?y + bEsin®x  2ab’ (a%costx 4 bEsin?x) ~ 4ab \a? bz) ’
0 0
¥a a b
x 1
- 2. 2~ B2
Ry Yvpn az_bzarccos = wenn a? > b2,
0
= ———Inb ‘Hﬁ’?“ at wenn a? << b2,
Vbz —q?
1
=—, wenn a=2b;
a

F2

/cosmxcosnxdx fsmmx sinnxdx = %-6,,,”, (m>0, n>0),

wo 6mn—0 oder =1 ist, je nachdem m=£#n oder m =#n ist;
/2 /2

/sin2”xdx= cos2”xdx:1'23_':_'é'(2n2; 1)%, n>0;
0 0
n/Z . /2
jsm““xdx ~/cos2”+1xdx—— 3 i‘}fi@%—ﬂ, n=0;
0
/2
intnscomnags L35 a5 2
] 6 ... ;
7f2
. 2:4:6...2n
2m 2n+1 — N - =
sin?™x cos xdx G emtd) .. .Cmiantl)’ m>0, x=0;
0
/2
. 2:4:6...2m
2m+1 2n — .
SInEHircosTr dr = o N Gat3) . @ntaminy =0, #>0
0
7f2
sin?m+iycosntlydy — — MM m=0, #n=0
2. mtnt1) "= =0
0
(o] o0
d .
C—ZET;; = signa- %"Vl"bl; /xazsmb_{ dx == signb . — e -lad],
0
+o0 +oo Red
osx sinx r3
/os (#¥dx = [sin(#?) dx = B dx = Adxr—_]/:,
2
X X
s y 3 / £3
tgx _m, sina x
/de_f’ /——x_—dx—-ﬁgna-a—
0 0
o0 7
sinax cosbx cosnxdx T am
/—x dx = 0,]a <[o], /mﬁ? e A<t
0 =7 la|=18, 0 wa-n
,, — 5 lel> 1
=2 Ja|>[b); >0
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o0 +w b‘Z
1 - 2 T 4a

-0 J — . —aat+b: — I/_,. .
fe'“ﬂdx——Za]/n, ]::W Tdx = ~e¢ a>0;
0 —00

+00
1—a:v“~—b— —
.ﬂ ’dx:V%¢*Wﬂ a>0, b>0;

- __a . —az g _ b .
fe axcosbxdx—a2+b2, a>0; /e 51nbxdx-—a2+b2, a>0;
¢ 0

oo +oo
[ — B
/ im—bid -—arctg— a>0; /e“”‘zcosbxd = V%e 4“, a>0;
0 o ‘
fln 1 — 2acosx + a?)dx = 0, wenn |a|=<1,
=2-Inja|, wenn |a|=1;
) /2

/In sinxdx =/ln cosxdx = ——% -In2.

50. Rektifikation von Kurven. Sei durch x = ¢(f) und y = y(f), wo ¢
und y eindeutig und stetig sind in einem abgeschlossenen Intervall [&f], eine
Parameterdarstellung eines zwischen den Punkten 4 = [¢(a), w{x)] und

= [p(f), w(p)] verlaufenden Kurvenstiickes § gegeben. Die den Parameter-
werten o =y, by, fy, ..., ooy, = Bty <1;), welche also eine Zerlegung 3
von [« f] bilden, entsprechenden Punkte A = P, Py, P,, ..., P,_,, P, =B
von § sind die Ecken eines € eingeschriebenen Polygons, dessen Linge

n (3
4= Zpi—1pi =Z,;1f(xz — %i-1)® + (Vi — ¥io1)?
1= =

ist. Die Menge & aller Zahlen 4, die zu allen méglichen Zerlegungen 3 von
[af] gehoren, ist wegen A > 0 sicher linksseitig beschrinkt; ist @ auch rechts-
seitig beschrankt, so heilit € rektifizierbar (zwischen 4 und B) und die obere
Grenze von ¢ Linge von €. Notwendig und hinreichend fiir die Rektifizierbarkeit
von @ ist, dal @(f) und (¢ in [xf] von beschrankter Variation (Ziff. 43) sind.
Haben ¢(f) und y(#) in [xf] stetige Ableitungen und durchliuft 3 eine aus-
gezeichnete Zerlegungsfolge (Ziff. 43) so konvergiert die Summe A nach dem
Grenzwert

—ﬂ¢ 2+ y/)dr.
Die in [®f] definierte Funktion (Bogenlinge)

t
) = [{7 O + v/ (G ar
to
hat das Differential _
ds =Yg/ (t)® + @' ()2 dt = Yd? + dy?
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welches Bogenelement oder Bogendifferential von € heiit. Ist € gegeben
durch y = f(x), so wird

s =[{1 T y%dx und ds =11 +y%dx.

Ist durch die Gleichungen
=), =12, ..., 1)

eine Kurve des R, gegeben, so nennt man analog

¢
(3 n
s(t) = / I/Z(p{ (t)2dt und ds= VZ(p{ ()2 at
=1 i=1
to

bzw. Bogenlinge und Bogendifferential.

51. Kurvenintegrale. Sei € ein durch x» = ¢(f), y = ¢ () gegebenes, in
[ f] rektifizierbares Kurvenstiick (Ziff. 50); die Funktionen ¢ (f) und v (f) mogen
in [o 8] stetige Ableitungen haben. Ferner sei f(x, v) eine Funktion, die in einem §
ganz enthaltenden ebenen Bereich it stetig ist. In jedem Teilintervall [#;_, ;]
einer Zerlegung 8 von [«f] wihlen wir einen Punkt 7; und bilden die Summe

élf (&, ) V(s — %_y)? + (s — 902,

wo & =g@(r) und 5, =y (r) gesetzt ist. Durchlduft 8 eine ausgezeichnete
Zerlegungsfolge (Ziff. 43), so konvergiert diese Summe nach einem Grenzwert,
den man mit

B
I-:[f(x, y) ds oder I:ff(x, y) ds
¢ 4

bezeichnet und das iiber € erstreckte Kurvenintegral von f(x, ) nennt. Fiihrt
man ¢ als Integrationsverinderliche ein, so folgt

ﬂ S —
I — [flo®, wOWe @ + ¥R,

also ein gewdhnliches Riemannsches Integral.
Andert man den Durchlaufungssinn von €, so dndert das Integral sein Vor-

zeichen, d. h. es ist B 4
fds = —|fds.
Af Bf

Sind P,, P,, ..., P, Punkte von €, so ist

B P, P, B
/fds :ffds —|—/fds 4o 4 fas,
4 4 Py Pm
und zwar unabhingig von der Anordnung der Punkte auf €.
Ein wichtiger Sonderfall ist der, da3 der Integrand ein Produkt von zwei
Faktoren ist, von denen der eine der Richtungskosinus & der positiven Tangenten-

richtung von § ist; wegen a = fz schreibt man einfacher

8
@ff(x. y) ads =@f 1o, 9) 22 ds ——~@[ o, ) dx = [ 1lp (O, w @1 ' O .



Ziff. 52. Kurvenintegrale. Doppelintegrale. 49

Man kann dieses Integral auch unabhingig von der ersten Art als Grenzwert

der Summe '/ (&, ) (5 — %_,) definieren. Analog ist
t=1

[, 9 dy = /f[w v (1w (9 dt
(4

zu verstehen. OF
Ist F(x, v) nebst den beiden Ableitungen P und —— in M eindeutig und
stetig, so ist

[aF =[(E ax + & ay) = Fig (), v ()1 — Flg (), w ()]
¢ €

nur von den Endpunkten von €, nicht von der Wahl von € selbst abhingig oder,
wie man kurz sagt, vom Integrationsweg unabhingig. Ist insbesondere € eine
geschlossene Kurve, die ganz in I verlduft, so wird f dF = 0. Integrale iiber

¢

geschlossene Kurven werden hiufig mit gS bezeichnet.
Sind f(x, 4} und g(x, y) sowie —:‘3{7 und j—i in IR eindeutig und stetig, so ist
notwendig und hinreichend, damit f (fdx 4 gdy) vom Weg nicht abhingt bzw.

@(fdx + gdy) = 0 ist, daB ; % ist und umgekehrt.
Der Begriff des Kurvenintegrals 148t sich ohne weiteres auf Kurven eines R,
ilbertragen.

52. Doppelintegrale. Sei It ein Bereich der (x, y)-Ebene, der durch eine
geschlossene, sich selbst nicht durchsetzende Kurve begrenzt ist, die von jeder
Parallelen zur x- oder y-Achse in héchstens zwei Punkten getroffen wird. (Ist
letzteres nicht der Fall, so kann Ik stets in Teilbereiche zerlegt werden, die dieser
Bedingung gentigen.) Ist etwa @(x, v) = 0 die Gleichung der Randkurve von %,
so konnen die Punkte von R stets durch die Ungleichung @(x, y) = 0 bestimmt
werden. Den Bereich IR zerlegen wir durch eine Anzahl von Parallelen zur x-
und y-Achse in Teilbereiche, welche bis auf die am Rand von It gelegenen durch-
aus Rechtecke sind, deren Seitenlingen etwa Adx; und Ay, (4, k =1,2,...)
sein mogen. Eine Folge 8,, 85, ..., 8+, ... solcher Zerlegungen von It heiBt
ausgezeichnet, wenn die Linge /, der gréBten Diagonale aller Teilrechtecke
von 8, den Grenzwert liin /, = 0 hat (vgl. die analoge Festsetzung in Ziff. 43).

Ist dann f(x, y) eine in M beschrinkte Funktion, so wihlen wir in jedem
Teilrechteck von 8 mit den Seiten Ax; und Ay, das mit Y8 mindestens einen
Punkt gemeinsam hat, einen beliebigen Punkt (&;, n;) und bilden die Summe
Z /&, yw) Ax; Ay, die dber alle Teilrechtecke zu erstrecken ist, die mit %

elnen Punkt gemeinsam haben. Nihert sich diese Summe einem Grenzwert,
wenn 8 eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge durchliuft, so ist dieser Grenz-
wert von der besonderen Wahl der Zerlegungsfolge unabhingig und wird mit

J[1t5, ndxdy
m

bezeichnet und das iiber It erstreckte (Doppel-) Integral von /(x, ¥) genannt.

Unter den obigen Voraussetzungen iiber die Randkurve @ (x, ¥) = 0 von I}t
existieren zwei Funktionen y = f,(x) und y = f,(x), welche beide im Intervall
[ab] definiert und eindeutig sind (Abb. 5) und bzw. die Kurvenstiicke ACBund A DB

Handbuch der Physik. III. 4
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darstellen. Ebenso existieren zwei Funktionen x = g, (y) und x = g,(y), die in [cd)]
definiert sind und bzw. die Kurvenstiicke CAD und CBD darstellen. Sind die Funk-
tionen f; und f, oder g, und g, in ihren Definitionsbereichen stetig, so 148t sich das
Doppelintegral auf zwei nacheinander auszu-
fithrende einfache Integrationen zuriickfiihren ; es
wird

b a2 d g
//fx y)dxdy =([dx[f(x, y)dy =[dy[f(x, y)d
e fi(x) ¢ A0)

Man gelangt etwa zur ersten Darstellung,
wenn man in der Summe Zf &, nr)Ax; Ayy,

zuerst die Rechtecke zusammenfaBt die in
einem zur y-Achse parallelen Streifen liegen

und dann diese Streifen summiert. Bei der
fax)

Abb. 5. Zur Zuriickfithrung eines Doppel- / 3 », I _
integrals auf zwei einfache Integrationen. BereChnung VOI’lf( )f (x’ ¥ ) dy ist selbsty erstdnd
(@

lich x als konstant anzusehen.

Ist 9% ein Rechteck, dessen Seiten zu den Koordinatenachsen parallel sind,
so geht der zweite und dritte Teil der obigen Gleichung tiber in den Satz von der
Vertauschbarkeit der Integrationen in Ziff. 48.

Geometrisch bedeutet das Doppelintegral [ [f(x, y)dxdy das Volumen jenes

pur
dreidimensionalen Bereiches, der durch die Fliche z = f(x, ), den iiber I er-
richteten Zylinder ®(x, y) = 0, dessen Erzeugende zur z-Achse parallel sind,
und die (xy)-Ebene begrenzt wird (rdumlicher Normalbereich).
Das- Doppelintegral 148t sich im allgemeinen nicht als Umkehrung
eines. leferentlatlonsprozesses auffassen; nur wenn It ein Rechteck und

F(x /ff xy)dxdy 1st wird —aF(%y—

lichen Integrales belder Arten 14aBt sich auf Doppelintegrale unmittelbar
iubertragen.

53. Transformation eines Doppelintegrales. Werden durch die Substitution
x=@u,v),y=1y©u, v, WO ¢ und vy unabhingige Funktionen mit stetiger

= f(x, v). Der Begriff des uneigent-

Ableitung sind, so daB 8((14 o T O ist, neue Verdnderliche emgefuhrt so geht das
Doppelintegral fff (x,v) dxdy iiber in [ff[(p u, v), w(u,

N jener Berelch der (uv)-Ebene ist, 1n welchen I bei der durch die beiden
Gleichungen x = (%, v) und y = y(u, v) gegebenen Abbildung der (xv)-Ebene
auf die (#v)-Ebene iibergeht. Die Funktionaldeterminante tritt hier auf, weil
sie das MaB} fir den Grenzwert des Verhiltnisses der Flicheninhalte zweier
kleiner, einander in der Abbildung entsprechender Bereiche ist.

. b4. Fliacheninhalt ebener Bereiche. Der Flicheninhalt eines ebenen Be-
reiches M von der in Ziff. 52 angegebenen Art ist gegeben durch das Doppel-
integral f f dxdy oder durch das iiber die Berandung von % erstreckte Kurven-

-|dudv, wobei

integral Cﬁxdy — ydx; im letzteren Fall kann 9 ein beliebiger Bereich der (xy)-
Ebene sein. Handelt es sich um einen ebenen Normalbereich (Ziff. 43, SchluB),
der durch die Kurve y = f(x), die Geraden x = a, x = b und die x-Achse be-

b j) b
grenzt ist, so wird [ [dxdy = /dxﬁiy = [f(x)dx
m a. 0 e



Ziff. 55. Doppelintegrale. Flacheninhalt. Komplanation. 51

Versteht man unter einem Normalbereich f in Polarkoordinaten 7, ¢ den
Sektor, der durch die Geraden ¢ = &, ¢ =  und die Kurve » =7 (¢p) begrenzt
ist, so wird der Flicheninhalt eines solchen Normalbereiches

8 rip) B
ffdxdy :ffrdrdqa:fd(pfrdr = -%—ffzd(p.
b3 n a 0 a

55. Komplanation krummer Flichenstiicke. Seien die Koordinaten eines
Punktes des Raumes Funktionen zweier unabhingig verinderlicher Parameter:
x=x(u,v),y =y, v), 2= 2(u,v). Diese drei Funktionen seien in einem den
Voraussetzungen von Ziff. 52 geniigenden Bereich I der (#v)-Ebene eindeutig,

stetig und stetig differenzierbar; die drei Determinanten 4 = g ((3: : i;, = SEZ ’Z; ,
C = gg;’ 3}/ ; sollen schlieflich in 9% nirgends gleichzeitig verschwinden. Jeélem

Punkt von R entspricht ein Punkt P des Raumes, und der Ort aller Punkte P
ist ein Flachenstiick . Ist dann w eine beliebige, zwischen 0 und 7/3 gelegene
Zahl und B ein in M ganz enthaltener Bereich derselben Art, so betrachten wir
eine Zerlegung von I in Dreiecke von der Art, daB kein Dreieck einen Winkel
> 7 — o besitzt und jedes Dreieck, das einen Punkt von 8 enthilt, mindestens
ganz in i liegt. Zu jeder solchen Zerlegung 3 von It konstruieren wir unter Weg-
lassung aller Dreiecke, die mit $ keinen Punkt gemeinsam haben, ein der Flache &
eingeschriebenes Polyeder G, dessen Ecken den Ecken der Teildreiecke von 3
entsprechen. Versteht man dann unter einer ausgezeichneten Folge 3,, 3,, - . .,
By, . . . derartiger Zerlegungen von I}t eine solche, bei der die Linge /, der groBten
aller vorkommenden Dreiecksseiten den Grenzwert lim I, = 0 hat, so konvergiert

die Oberfliche des der Zerlegung 8, entsprechenden Polyeders G, nach einem
Grenzwert, der von der speziellen Wahl der ausgezeichneten Zerlegungsfolge
unabhingig ist und als Flicheninhalt o des dem Bereich ¥ entsprechenden
Teiles von § bezeichnet wird. Es ist

o:if]/Az—]—Bz—}-Czdudv.

Setet man_ (t%c 2 dy\e  [Oz\2 _0x dx | dy Oy dz 0z
E=(g)+ G+ (&), F=322%2 ou'ov T ou o
6= (@ + @)+ &),

so wird 0 :fﬁm—_'ﬁdudv;
-

den Ausdruck R
do = ]/EG — Fdudv

nennt man Fldchenelement von §. Ist § gegeben durch z = /(», v), so wird
o= [[VI+ ¢+ g2axay,
%;

wo p = (;L: und ¢ = a%z gesetzt ist und B’ den zugrunde gelegten Bereich der

(#, v)-Ebene bedeutet.
Der Inhalt einer Drehfliche & 148t sich durch ein einfaches Integral
ausdriicken. Entsteht % etwa durch Drehung des zwischen x =4 und x = b

4%
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gelegenen Kurvenstiickes 'y = f(¥) = 0 um die x-Achse [die Gleichung von &
ist dann Jy? 4 2% — f(x) = 0], so wird

b
o:Zn/yW +y2dx.

Ist # die Ordinate des Schwerpunktes und L die Linge des rotierenden Kurven-
stiickes, so ist
(erste Guldinsche Regel).
56. Flachenintegrale. Sei f(x,y, 2) eine Funktion, die eindeutig und stetig
ist in einem Bereich, der das Flachenstiick §§ (Ziff. 55) ganz enthélt. Ist dann 4
ein Teildreieck der Zerlegung 8 von R, § der Inhalt des entsprechenden Dreieckes
des Polyeders G und (£, %, {) ein beliebiger Punkt des dem Dreieck 4 ent-
sprechenden Teiles von §, so konvergiert die Summe > f(&, 9, ) - 8, (erstreckt
iber alle Dreiecke A, die mit ¥ mindestens einen Punkt gemeinsam haben),
sobald 8 eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge durchliuft, nach dem Integral

/ff(x,y,z) do =//f[x(u,v), y(u,v), 2(u,v)] - YEG — F*dudv,
¥ 5

o=2naylL

welches als das iiber den B entsprechenden Teil § von & erstreckte Flichen-
integral der Funktion f(x, y, z) bezeichnet wird.

Sind a, b, ¢ die Richtungskosinus der orientierten (d. h. in einer bestimmten
Richtung genommenen) Normalen von § im Punkte (x,y,2) und P(x,y, 2),
Qx,v,2), R(x,v,2 drei denselben Voraussetzungen wie f(x,y, 2) geniigende
Funktionen, so wird wegena = =-, b = D s ]_Q) wo A, B, C dieselbe Bedeu-
tung haben wie in Ziff. 55 und D =VE G — F? gesetzt ist

f/(Pa + Qb+ Re)do ://(dedz + Qdzdx + Rdxdy);
99

;islteses Integral hingt nur von der Begrenzung von §§’ ab, wenn & (9 + By —{— 62

57. n-fache Integrale. Sei 9% ein Bereich des #-dimensionalen Raumes R,,,
der durch eine Ungleichung @(x, %,, . . ., x,) =0 gegeben ist, wobei @ eine
stetige Funktion ist. Die (geschlossene) Hyperfliche @ =0, welche die Be-
grenzung von IR bildet, soll auBerdem die Eigenschaft haben, dafl sie von jeder
achsenparallelen Geraden x;, =a,,..., X 1 =@ 1, Xigp1 = Gig1, - - -» Xp = Gy
(¢=1,2,...,%) in hochstens zwei Punkten getroffen wird. TFerner sei 3 eine
Zerlegung von Ik in x#-dimensionale Parallelepipede mit achsenparallelen Kanten,
deren Langen mit 4 x; bezeichnet werden mégen. Eine Folge 8,, 85, ..., 8, ...
von solchen Zerlegungen soll ausgezeichnet heiBlen, wenn die Linge /, der groBten
Diagonale aller Parallelepipede von 8, den Grenzwert liml, = 0 hat. Dabei

P> 0

ist die Linge der Diagonale eines Parallelepipeds mit den Kanten Ax; erklirt

o/ n
durch ‘/ > A2, Ist dann f(%,, %, . . ., %,) in M stetig, und durchliuft 3 eine
=1

ausgezeichnete Zerlegungsfolge, so konvergiert die iiber alle Teilparallelepipede
von 3 erstreckte Summe %‘f@(lk)’ &P, 5%)) Ax® AxE . AxD ) wo

(&P, EP, ..., &EB) ein beliebiger Punkt des k-ten Teilparallelepipeds von 8 mit
den Kanten 4 xﬁ’” ist, nach einem von der besonderen Wahl der ausgezeichneten
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Zerlegungsfolge unabhingigen Grenzwert, der mit
[ . ./f(xl, Koy o vny Xy) A2, A%y . .. A2,
m

bezeichnet und das iiber IR erstreckte s-fache Integral von / genannt wird.
Unter den angegebenen Voraussetzungen iiber den Integrationsbereich It liBt
sich ein derartiges Integral stets in # nacheinander auszufiihrende einfache
Integrationen auflosen. Das dabei einzuschlagende Verfahren wollen wir fiir
den Fall » = 3 kurz auseinandersetzen. Sei zunichst g(x, y) = 0 die Gleichung
des Zylinders, dessen Erzeugende parallel zur z-Achse sind und der den Bereich i
gerade umschlieSt. Die Flache ®(x, y, z) = 0 hat mit diesem Zylinder eine Kurve €
oder evtl. ganze Flichenstiicke
gemeinsam (Abb. 6); wenn @ =0 \#
in allen Punkten von € Tangential-
ebenen besitzt, so berithrt der Zylin-
der ¢ == 0 die Fliche @ = 0 lings@.
Durch die Kurve ¢ und die
Flichensticke § wird nun die Fliache
® =0 in zwei Teile (von & abge-
sehen) zerlegt, die ganz innerhalb -y
des Zylinders @ == 0liegen und durch
zwei Gleichungen z = ¢, (v, ¥) und
z = @y (%, y) dargestellt werden kon-
nen, wo ¢, und ¢, eindeutig und
Stetig sind und immer @1 < ®s ist. Abb. 6. Zur Auflsung eines dreifachen Integrals.
Die durch ¢@(x, ¥) =0 gegebene
Kurve behandelt man so weiter wie die Kurve @ (x, y) = 0 in Ziff. 52. Es folgt

b f2(®) @2(2,9)

///f(x, y,2)dxdydz ;/dx/dy/f(x, y,2)dz.
o

o file) ¢1(2y)
Fiihrt man durch die Gleichungen

xiz‘pi(ylxyz:---:yn); (7:————/1,2,...,7’5)

wo die ¢; unabhingige und stetige Funktionen mit stetigen Ableitungen sind,
neue Verdnderliche ein, so transformiert sich ein n-faches Integral nach der
Formel
ff(xl, Xy, .., Kg) A%y A%y . .. A%y
it
(%1, 73, «x_)

. s :
_g‘e/f(‘pl’ @as - s Pn) G0y Var s Va) Ay, 8yy, s BYp.
Dabei ist % jener Bereich, in welchen It bei der Transformation iibergeht.

58. Kubatur von Kérpern. Das Volumen eines dreidimensionalen Bereiches

M, der den Voraussetzungen von Ziff. 57 geniigt, ist gegeben durch das dreifache

Integral f f f dxdydz. Ist M ein Normalbereich (Ziff. 52), der durch die Fliche
]

z = [(x, y), den Zylinder ¢(x, y) = 0 und die (, y)-Ebene begrenzt ist, so wird
[[[dxdydz= [[}(x,y)dxdy, wobei R der durch ¢ = 0 begrenzte Bereich der
i "

(x, y)-Ebene ist.
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Das Volumen eines Drehkorpers & 1i8t sich durch ein einfaches Integral aus-
driicken. Entsteht & dadurch, daB sich ein Normalbereich der (x, y)-Ebene, der
durch die Kurve y = f(x) und die Geraden x = 4, x = b und ¥ = 0 begrenzt
wird, um die x-Achse dreht, so ist das Volumen von § gegeben durch das Integral

b
n f y2dx. Ist 9 die Ordinate des Schwerpunktes und F der Inhalt eines beliebigen,

a

ganz oberhalb der x-Achse gelegenen Fliachenstiickes &, so ist das Volumen
des durch Drehung von § um die x-Achse entstehenden Drehkorpers gleich
2anF (zweite Guldinsche Regel; vgl. Ziff. 55).

59. Stieltjessche Integrale. Sei 7 (x) stetig und g (x) beschrinkt in [¢5]; ferner
sei B eine Zerlegung von [ab] mit den Teilungspunkten x,, %,, ..., %,_,. Wir
setzen a = %y, b = x, und wihlen in jedem Teilintervall [x,_,%;] von 3 einen
Wert &;. Durchlduft 8 eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge (Ziff. 43), so kon-
vergiert die Summe

éf(&) e () — g (%))

nach einem Grenzwert, den man mit

b
1@ dg@)  oder  Sjlx)dgl)

bezeichnet (Integralbegriff von STIELTJES). Hat g(x) in [ab] eine stetige Ab-
leitung, so geht das Stieltjessche Integral in ein Riemannsches iiber.
Beispiel: f(x) = x2, g(#) = [+] (Ziff. 5, Beispiel 2). Es ist

3

/xzd[x]=12-1+22'1+ 3.1 =14.
0

Bei hinreichend enger Teilung werden ja alle Differenzen g(x) — g(x,_,) = 0, auBer wenn
in {#;_i#;] ein Punkt mit ganzzahliger Abszisse liegt, in welchem Falle g (x,) — g{x;_;) = 1
ist.

Literatur (Auswahl): BIEBERBAcCH, Differential- und Integralrechnung, 2 Bde.
(2. Aufl. Leipzig 1922/23); CoURANT, Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung
(Berlin 1927); CzuBER, Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung, 2 Bde.
(5. bzw. 6. Aufl. Leipzig 1922/24); DINGELDEY, Sammlung von Aufgaben zur Anwendung
der Differential- und Integralrechnung, 2 Bde. (2. bzw. 3. Aufl. Leipzig 1921/23);
GoursaT, Cours d’analyse mathematique, Bd. 1 (4. Aufl. Paris 1925); K~Nopp, Theorie und
Anwendung der unendlichen Reihen (2. Aufl. Berlin 1924); KowaLEwskI, Grundziige der
Differential- und Integralrechnung (3. Aufl. Leipzig 1923); MancorLpt, Einfithrung in die
hoéhere Mathematik, 3 Bde. (4. bzw. 3. Aufl: Leipzig 1921/23); NERNST-SCHONFLIES, Ein-
fithrung in die mathematische Behandlung der Naturwissenschaften (10. Aufl. Miinchen 1923);
H. RorBE, Vorlesungen iiber hthere Mathematik (2. Aufl. Wien 1921); R. RotHE, Hohere
Mathematik (Bd. 1, 2. Aufl. Leipzig 1927, Bd. 2 u. 3 noch nicht erschienen). SCHLOMLICH,
Ubungsbuch zum Studium der héheren Analysis, 2 Bde. (5. Aufl. Leipzig 1904 u. 1921);
ScHrUTKA, Elemente der hoheren Mathematik (3. u. 4. Aufl. Leipzig 1924); SERRET-
SCHEFFERS, Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung, 3 Bde. (6. bis 8. Aufl.
Leipzig 1921/24); DE LA VALLEE-PoussIN, Cours d’analyse infinitésimale, 2 Bde. (6. bzw.
5. Aufl. Paris 1926).



Kapitel 2.

Algebra.

Von
A. DuscHEK, Wien.

Mit 7 Abbildungen.

I. Kombinatorik und Arithmetische Reihen.

1. Permutationen. Unter einer Permutation von # Dingen, die man
sich durch die natiirlichen Zahlen 1, 2, ..., # gegeben denken kann, versteht
man entweder irgendeine andere Anordnung 4,, 4,, . . ., 4, derselben Dinge oder
aber die Operation, welche die natiirliche Anordnung 1, 2, ..., # in die An-
ordnung 4, %y, ..., 1, iiberfithrt. Die Anzahl aller 'méglichen Permutationen

von # Dingen ist 1.2...# = n! Man schreibt die Permutationen mit Hinblick

2...n

auf die zweite Interpretation (; P ), d. h. 1 geht in 4, iiber, 2 in 7, usw.
1%

) . 12..n\ zllztn)

Ist &y, k,, ..., ky eine andere Anordnung, so ist offenbar < hiky ... kn) = ( Fi hin o B

Fiihrt man die beiden Permutationen (: f ln> und ( ]: k2 "'Z)in dieser Reihen-
1%2... 1y 1Ry - Ry

folge nacheinander aus, so ist das Resultat, das als Produkt der beiden

Permutationen bezeichnet wird, wieder eine Permutation, und zwar ist

»(1 2...n)'(1 2...n)_(1 2 ... n\)
T10y... 0, klkz--~kn - kilkig...kinl'
Dieses Produkt geniigt dem kommutativen Gesetz im allgemeinen nicht, denn

es ist offenbar (12...n>.(12...n)_(12...n>
Riky .o Ry T Ntk e T

Eine Permutation heiBt zyklisch oder ein Zyklus, wenn sie von der Form

12...m-1mm+1...%). . .
(23“' w4 mAd... ist. Man schreibt dafiir kurz (12 ... m), d. h.

1 geht in 2 iiber, 2 in 3, usw., schlieBlich » wieder in 1. Eingliedrige Zyklen
werden nicht angeschrieben. Es gilt der wichtige Satz: Jede (nicht schon von
vornherein zyklische) Permutation 148t sich als Produkt von Zyklen
darstellen, wobei die einzelnen Zyklen elementfremd sind, d. h. es kann
kein Element gleichzeitig in zwei Zyklen vorkommen,.

1234567 123456789
6524713 756348291

Man spricht von einer Inversion oder einem Fehlstand in einer gegebenen
Permutation, wenn zwei Zahlen derselben in der umgekehrten als natiirlichen
Anordnung stehen, d. h. wenn die spiter kommende Zahl kleiner ist als die
frithere. Eine Permutation heiit gerade oder ungerade, je nachdem die Anzahl
ihrer Fehlstinde gerade oder ungerade ist. Versteht man unter einer Trans-

Gyt e i

Soist z. B. ( ) = (16) (2573), ( ) = (172543689), also zyklisch.
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position die Vertauschung zweier Zahlen, also einen zweigliedrigen Zyklus,
so kann eine gerade (ungerade) Permutation stets durch eine gerade (ungerade)
Anzahl von Transpositionen in die natiirliche Anordnung {ibergefithrt werden.

! .
Es gibt % gerade und ebenso viele ungerade Permutationen von # Zahlen.

Die Anzahl der Permutationen von # Dingen, unter denen $ einander gleich
!
sind, ist Ll
2. Kombinationen und Variationen. Die Anzahl der verschiedenen Méglich-
keiten, auf die man aus # gegebenen Dingen % Dinge ohne Riicksicht auf die

Anordnung auswihlen kann, oder die Anzahl der Kombinationen von #
n!

Dingen zur £-ten Klasse ohne Wiederholung ist K = (:) = W =BT

= (n ﬁ k)‘ Kann in jeder Kombination jedes Ding beliebig oft vorkommen,

so spricht man von Kombinationen mit Wiederholung, ihre Anzahl ist

)

Beriicksichtigt man auch die Anordnung der Dinge in den Kombinationen,
so kommt man zu den Variationen der # Dinge zur k-ten Klasse ohne

und mit Wiederholung; ihre Anzahl ist V = (:) k! bzw. V,, = nk.
Beispiel: n =4, k=2 .
Komb. o. W.: 12, 13, 14, 23, 24, 34; K = (2) = 6.
Komb. m. W.: zu den obigen kommt noch hinzu 11, 22, 33, 44. K, ~< >
Var. o. W.: 12, 21, 13, 31, 14, 41, 23, 32, 24, 42, 34, 43. V = <2) 12
Var. m: W.: zu den vorigen kommen noch hinzu 11, 22, 33, 44; V, = 4> = 16.

N

H

3. Sitze iiber Binominalkoeffizienten. In <n> ist & stets eine natiirliche

k
Zahl oder Null, wobei (Z) =1 gesetzt wird. Die Basis » kann eine beliebige

(auch komplexe) Zahl sein. Unter dem Additionstheorem der Binomial-
koeffizienten versteht man die Formel

() =G+ G+ G+ ()0 @

P () ),

die grundlegende Eigenschaft des Pascalschen Dreiecks

1 5 10 10 5 1

Die Zahlen dieses Schemas sind jeweils die Summen der beiden unmittelbar
dariiberstehenden; die Zahlen der (» + 1)-ten Zeile sind die Binomialkoeffizienten
der Entwicklung von (a + b)".

Aus (A) folgt fiir m = —1

U =Gl =62+ L) = e (D),
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fir m = n = k (positiv ganz)

Crl= 1+ G+ G+ G+ + ()

n 3 n
Setzt man in der Entwicklung von (@ + b)" nachtréiglich a = & = 1, so folgt
V2 V2 n
2nz1+<1)+(2)+'”+(n)'

Einige weitere spezielle Formeln (# ganz)

T O e A S s
GG =G0+ G =+ v ()G ) =0

= () = e () - i

n

je nachdem # gerade oder ungerade ist.

G)= ot U= -5

4. Arithmetische Folgen. Sei u,, u,, ..., u, eine beliebige (endliche) Zahlen-
folge. Dann versteht man unter der (ersten) Differensenfolge die Folge

Auy=my— 10y, Aty =13 — tty, ..., Aoty y =ty — t4,_y,
unter der zweiten Differenzenfolge
My = Aduy— Auy, Auy=Adug— Auy, ..., By, o=A4,_ 1 — Aty_,

usw.; allgemein sind die A-ten Differenzen auf die (& — 1)-ten zuriickgefithrt
durch
Aoy = Aoty — ALy, Aty = Ay — AT,

Eine Folge u,, #,, ..., #, heiBt arithmetische Folge k-ter Ordnung,
wenn ihre k-ten Differenzen alle einander gleich und von Null verschieden sind.
Irgendwelche gegebene # Zahlen lassen sich immer als aufeinanderfolgende
Glieder einer arithmetischen Folge von hochstens (# — 1)-ter Ordnung ansehen.

Das allgemeine Glied #, einer arithmetischen Folge k-ter Ordnung ist ein
Polynom in », und umgekehrt ist jede Folge mit dem allgemeinen Glied
4, = ay + a;v + ayv? + --- + azv*(a; # 0) eine arithmetische Folge k-ter
Ordnung.

Das allgemeine Glied #, einer arithmetischen Folge k-ter Ordnung 148t sich
stets in der Form

w=d+ (1) + & () + o +a(})

darstellen; dabei sind die Zahlen d,, d,, ..., d; die Anfangsglieder der O-ten,
1-ten, ..., k-ten Differenzenfolge (die nullte Differenzenfolge ist natiirlich die
Folge u,, u,, ... selbst). Es folgt daraus, daB eine arithmetische Folge &-ter
Ordnung durch diese Anfangsglieder d,, d;, ..., d; vollstindig bestimmt ist.

Die Summe der % ersten Glieder einer arithmetischen Folge &-ter Ordnung ist

n

Uy Uy e +un:(?)d0—[—(2)dl+ (Z)d2+ +(k+1>dk
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Die Folge mit dem allgemeinen Glied u, = »* ist eine arithmetische Folge
k-ter Ordnung; fiir die Summe (Potenzsumme) s;(n) der ersten # Glieder dieser
Folge gelten die Rekursionsformeln

1+ (k T 1) se (1) + (k ; 1)%-1(“) + -+ (k : 1) $1(n) + so(m) = (n + 1)f+t
(1Y selm = (4 ) sama) o+ (=0l = 4,

Mittels der Bernoullischen Zahlen (Kap. 1, Ziff. 33) 1aBt sich die Potenz-
summe s (n) folgendermaBen darstellen
phtl

= 2t £, (o (Bt (e

(n+ B)k+1 _ Bk+1
R+1

oder symbolisch

s (n) =
Die niedrigsten Werte sind

solm) =n, sy (m) =5 nln+1),

Soln) = Sl 4 1) 20+ 1), sy(n) = T Eln+ 12 =5, ()%,

s, (n) =3ion(n+1)(2n+ 1) (3n2 +3n—1),

55 () = o572 (n 4 1) 202 4 20— 1).
Wir erwdhnen noch die Summen
14+3+5+ - +@2n—1)=n%
12 4 32 4 52 4 ... +(zn—1)2=%n(2n+1)(2n—1)=(
184354 534 oo 20— 1P =2 2nF — 1),

allgemein gk 4 gk 4 5k 4 ... (20 — 1)F = 5(2%) — 25 ()
sowie

2n+1>
3 H

n+l
v
2>()
, n(n+1)(n+2)=(
deren Glieder ebenfalls arithmetische Folgen bilden.

14346410415+ +nln+1)

<

1

n—|—2>
3 s

o

II. Matrizen und Determinanten.

5. Begriff der Matrix und Determinante. Ein System von - 7 GréBen,
in einem Rechteck von m Zeilen und # Spalten (Kolonnen)
Gz dn
Gg1 oo+ Aan
Am1@me **° Cmn
angeordnet, heilit eine (rechteckige) Matrix. Zeilen und Spalten werden mit
dem gemeinsamen Namen Reihen bezeichnet, die GroBen g;; heiflen Elemente
der Matrix. Von den beiden Indizes gibt der erste die Zeile, der zweite die Spalte
der Matrix an, in welcher das betreffende Element steht. Ist m = #, so spricht
man von einer quadratischen Matrix. Die Elemente ayy, ag, - - -, @un einer
solchen heiBen Hauptelemente und bilden die Hauptdiagonale; je zwei
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beziiglich der Hauptdiagonale symmetrisch stehende Elemente a;; und a;,; heiBen
konjugierte Elemente.

Eine quadratische Matrix heit symmetrisch, wenn je zwei konjugierte
Elemente einander gleich sind, also a;; = @, ist. Ist a; = —ay,; fiir 1k,
so heilt die Matrix schief; ist a; = —ay; fiir alle ¢ und %k, so verschwinden
alle Elemente a;; der Hauptdiagonale, und die Matrix wird als schiefsymme-
trisch oder alternierend bezeichnet.

Unter einer #-reihigen Determinante oder Determinante n-ter Ord-
nung versteht man die ganze rationale und homogene Funktion (Form) #n-ten
Grades der #2 Elemente einer quadratischen Matrix, die durch

D :Z (—’I)J(iliz"'i") A1, g4, -« Ay

definiert ist, wobei die Summe {iiber alle #! Permutationen 4,4, . . . 7, der Zahlen
1,2,...,n zu erstrecken ist und J(¢,3, . . . 4,) die Anzahl der Fehlstinde (Ziff. 1)
der Permutation ¢, ¢, . . . 7, bedeutet. Man bezeichnet diese Funktion durch das
Symbol

in

21 e X1n
a a as
D — 21 22 n ,

[/} Apg -« .« Ay |

oder kiirzer
e D=3+ a,a5 ...,
oder schlieBlich D= l ﬂ'kf
= |ag!.

Die beiden letzten Schreibweisen sind natiirlich in konkreten Fillen, wo etwa die
Elemente numerisch gegeben sind, unbrauchbar.

Die oben fiir quadratische Matrizen gegebenen Definitionen gelten unver-
andert auch fiir Determinanten. Erwidhnt sei noch, da die Determinante D
durch die drei folgenden Eigenschaften eindeutig definiert ist: D ist eine lineare
Form in den Elementen jeder Zeile (Spalte); D geht in — D iiber, wenn man zwei
beliebige Zeilen (Spalten) miteinander vertauscht; es ist D =1, wenn a;, =
= Qg = -+ = A, =1 und alle anderen Elemente gleich Null gesetzt werden.

6. Sitze iiber Determinanten. Eine Determinante

idndert ihr Vorzeichen, wenn man zwei parallele Reihen miteinander ver-
tauscht;

verschwindet, wenn alle Elemente einer Reihe Null sind;

behilt ihren Wert, wenn man zu den Elementen einer Reihe die mit einem
beliebigen gemeinsamen Faktor multiplizierten entsprechenden Elemente einer
parallelen Reihe addiert;

verschwindet, wenn die entsprechenden Elemente von zwei parallelen Reihen
einander proportional (oder insbesondere einander gleich) sind, oder wenn all-
gemeiner die Elemente einer Reihe lineare Kombinationen der entsprechenden
Elemente einer beliebigen Anzahl paralleler Reihen sind;

behilt ihren Wert, wenn man sie stiirzt, d. h. Zeilen und Spalten ver-
tauscht (man spricht auch von einer Umklappung der Determinante um die
Hauptdiagonale);

wird mit einer GréBe z multipliziert, indem man alle Elemente einer Reihe
mit z multipliziert, und umgekehrt kann man einen gemeinsamen Faktor aller
Elemente einer Reihe als Faktor vor die Determinante setzen;

behilt ihren Wert, wenn man jedes Element a;; mit z*~* multipliziert, wobei
2 50 beliebig ist;

in welcher die Glieder einer Reihe m-gliedrige Summen sind, ist gleich
einer Summe von # Determinanten, die sich von der urspriinglichen nur dadurch
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unterscheiden, daB in der betreffenden Reihe die einzelnen Summanden stehen;
so ist z. B. (m = 2)

'“M + aii s ... alcn‘ = }ak1“k2 o g+ \“Iﬁl“lm cee
wo der Einfachheit halber nur die k-te Zeile angeschrieben ist.
Das Produkt zweier Determinanten A = |a; b;i| gleicher

Reihenzahl # ist wieder eine n-reihige Determinante
auf vier Arten berechnen lassen, niamlich

n
Wl

1.y = DX @iobpo = ayibpy + 3abgs + -+ + @iy Opns
o=1

n

2. Cip = @iobor = ;1 by + Aipbay + o+ @inbug,
o=1
&

3. Cip = > Aoibpo = Ayibpy + doibps + -+ 4 @piben,
o=1

n
4. Cip = D Aoibor = @131k + Aaibor + 0 + Apibpg-
o=1

FaBt man die Elemente je einer Reihe von 4 und B als Komponenten eines
Vektors eines #-dimensionalen Raumes auf, so sind die Elemente der Produkt-
determinante die inneren Produkte aus je einem Vektor von 4 mit einem Vektor
von B. Man gelangt zu den vier obigen Darstellungen, je nachdem man
Zeilen oder Spalten zu einem Vektor zusammenfalBt.

Fiir die Multiplikation von Determinanten ungleichen Gradesist es wichtig, daf3
man durch Hinzufiigen von Zeilen und Spalten den Grad einer Determinante
erhohen kann, ohne ihren Wert zu dndern, indem man in die Verlidngerung der
Hauptdiagonale lauter Einser und in die freien Plitze auf der einen Seite lauter
Nullen, auf der anderen Seite beliebige GroBen schreibt (rdandern, vgl. Ziff. 7).

Die Ableitung einer #-reihigen Determinante, deren Elemente Funktionen
einer Veranderlichen sind, ist eine Summe von #-Determinanten, die sich von
der gegebenen dadurch unterscheiden, dafl die Elemente je einer Reihe durch
ihre Ableitungen ersetzt sind.

7. Unterdeterminanten. Der Zerlegungssatz von Larrace. Streicht man
in einer #-reihigen quadratischen Matrix mit der Determinante D irgendwelche
k Zeilen und % Spalten weg, so bleibt eine (# — k)-reihige quadratische Matrix
iitbrig; die Determinante U dieser Matrix heiBt Minor oder Unterdeterminante
von D. Sind die Hauptelemente von D auch Hauptelemente von U, so heiit U

2
Hauptminor oder Hauptunterdeterminante von D. Es gibt (Z) Unter-

determinanten (#» — k)-ter und ebenso viele k-ter Ordnung; unter ihnen sind (Z)
Hauptunterdeterminanten.

Sei U jene m-reihige Unterdeterminante, deren Elemente im Schnitt der Zeilen
0,8, ..., iymitden Spalten 7, 75, . .+, (8 <<ty <0 <ip; Py <fo<<-++ <fm)
von D stehen, so daBl U =2+ a4, a;, - - - @iy, ist. Dann heiBt die Zahl
I=4+4+ -+ tw+i1+7j2+ - +7n Index von U. Die (n — m)-
reihige Unterdeterminante U’, deren Elemente im Schnitt der in U nicht vor-
kommenden Zeilen und Spalten von D stehen, heifit die zu U adjungierte oder
komplementédre Unterdeterminante von D. Dagegen versteht man unter dem
algebraischen Komplement U, von U die mit dem positiven oder negativen
Vorzeichen versehene Unterdeterminante U’, je nachdem der Index von U ge-
rade oder ungerade ist. U, ist somit der Faktor von a;; a;,;, . . . a;,;, in der
Entwicklung von D, also g7 _ oD

1 0ai,j, 08555, « . . OQip jm
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Erhoht man den Grad einer Determinante D =2+ a4y, a4 . . . 4,, durch
Hinzufiigen je einer Zeile und Spalte mit beliebigen Elementen &, so erhilt man

eine neue Determinante b
@y g ... A1 by
Ay Gy asp by
B=|. ... .. . . . . ... ,
(/7% Apa . .. Guy ﬂ"q
bpr bpe .. bpn by,

die als gerdnderte Determinante bezeichnet wird und den Wert

(]
B = bqu - Z Aikbiqbpk
k=1

oD . . .
hat, wo A, = . das algebraische Komplement von a4;; in D ist. Daraus
ik
folgt insbesondere die oft verwendete Formel
@Gy Gy Qn U
s g Aon U "
7
................ = "—Z A’Lk U Vg
i F=1
Any Gpg - - Oun Uy
UL Uy v, 0

Bildet man die Summe der (ZL) Produkte aller m-reihigen Unterdeter-

minanten, die sich aus den Elementen von m Reihen einer Determinante D bilden
lassen, mit ihren algebraischen Komplementen, so ist der Wert dieser Summe
gleich dem Wert der Determinante D (Laplacescher Zerlegungssatz).
Aus diesem Satz ergeben sich unmittelbar eine Reihe wichtiger Folgerungen:
Verschwinden alle Elemente einer Determinante D, die im Schnitt von
m Zeilen mit n — m Spalten stehen, so ist D das Produkt je einer m-reihigen
und (» — m)-reihigen Determinante.
Verschwinden alle Elemente einer Determinante, die im Schnitt von m Zeilen
mit mehr als (# — m) Spalten stehen, so hat die Determinante den Wert Null.
Die Summe der Produkte der in m Reihen einer Determinante D = |a;;|
enthaltenen Unterdeterminanten von D mit den algebraischen Komplementen
der entsprechenden, in m anderen parallelen Reihen enthaltenen Unter-
determinanten von D ist stets Null. Fiir m = 1 folgt daraus, wenn man mit
Ay das algebraische Komplement von a;; bezeichnet,

ay;Asg + agiAog + -0+ niApr = 04 D
a1 gy + g dge + - A+ @ Agn = 0 D
wo 0;; = 0 oder = 1 ist, je nachdem 7 # & oder ¢ = & ist.

8. Adjungierte Determinanten. Bildet man aus den algebraischen Kom-
plementen A;; der Elemente a;; einer Determinante D eine neue Determinante
D', die sog. adjungierte Determinante oder Adjunkte von D, so gilt

D= Dr-1,

Die adjungierte Determinante eines Produktes zweier Determinanten 4 und B
ist das nach demselben Verfahren (Ziff. 6) ermittelte Produkt der adjungierten
Determinanten von 4 und B.

Ist D’ wieder die adjungierte Determinante von D, D{ eine Unterdeter-
minante m~ten Grades von D’ und D, das algebraische Komplement der ent-

G, h=1,2 ..., m)
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sprechenden, d. h. aus denselben Zeilen und Spalten wie Dj gebildeten Unter-
determinante von D, so ist o=
D|= D"-1.D,

oder ausfiihrlicher
Zﬁ:Ailleizjz P A’l'»mjm —_ Dm*1

(Formel von Jacosi). Fiir m = 2 folgt

™D
aailjl (9(1,»2,-2 - 6aim,m

A A D
Ay A, 0815, 0y,
und fiir m =n —1 ’
0D pua
04,

eine bequeme Formel fiir die algebraischen Komplemente der Elemente A4;;
von D’.

9. Spezielle Determinanten. A. Symmetrische Determinanten. Ver-
schwinden alle Hauptunterdeterminanten s-ten und (m + 1)-ten Grades einer
symmetrischen Determinante, so verschwinden alle Unterdeterminanten -ten
und hoheren Grades. '

Die adjungierte Determinante einer symmetrischen Determinante ist eben-
falls symmetrisch.

Das Quadrat jeder Determinante kann als symmetrische Determinante
dargestellt werden.

B. Schiefe Determinanten. Eine schiefsymmetrische Determinante un-
geraden Grades verschwindet; ihre adjungierte Determinante ist symmetrisch.

Eine schiefsymmetrische Determinante geraden Grades ist das vollstindige
Quadrat eines Polynoms in ihren Elementen, der sog. Pfaffschen Funktion;
ihre adjungierte Determinante ist ebenfalls schiefsymmetrisch.

C. Hermitesche Determinanten. Man versteht darunter Determinanten,
bei der konjugierte Elemente konjugiert komplex (die Hauptelemente also reell)
sind. Die adjungierte Determinante einer Hermiteschen Determinante ist eben-
falls eine Hermitesche Determinante. Zu den Hermiteschen Determinanten
sind als Sonderfille auch die symmetrischen und schiefsymmetrischen Deter-
minanten zu rechnen; die ersteren ergeben sich bei reellen, die letzteren bei rein
imaginiren Elementen (nach Unterdriickung des Faktors 7).

Die Gleichung

R e Qg
@9 Agp — X, Agn —0
Apt Ay cee App— X%

bat lauter reelle Wurzeln, wenn die Determinante |a;;| eine Hermitesche ist.
Im Sonderfall einer symmetrischen Determinante ergibt sich die Sikular-
gleichung (Ziff. 33).

D. Vandermondesche Determinanten. Diese sind von der Form

1 1 oa 1
L]
a, ay ... Gy
2 2- 2
Da,, ag,...,a,) =01 a3y ...dy
n-1 ,n-1 n-1
ay" " oay ... oa,

D ist eine alternierende Funktion der GroBen a;, d. h. sie dndert bei jeder
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Vertauschung derselben hochstens ihr Vorzeichen und stimmt mit dem Differenzen-
produkt JJ(a; — a;), (4> k) tiberein. Tir das Quadrat von D ergibt sich
ik ‘

Sy $y S Sp-1

S Sy S3 Su
D= |5, S35 Snt1 |,

Sp-1 S Sugr - - S2n-2

wo s, = a’i -+ a; + - aﬁl ist, eine sog. rekurrierende Determinante.
E. Zyklische Determinanten. Diese sind von der Form

Gy Qg ... Gu_1 4y

a, a a a

2 3 n 1
A oy

Ay Ay ... Ay_g9 Ay_q

also ein Sonderfall der eben erwihnten rekurrierenden Determinanten. Es ist
A= (—1)e-DO-DFENF(E) ... (&),

wo f(x) =ay+ ayx+ azx®+ --- 44,2 und die & die #n-ten Einheits-
wurzeln (Ziff. 42) sind.

Die aus 4 durch Zeilenvertauschung hervorgehende Determinante, in deren
erster Spalte die Elemente a,, 4,, @,_, ..., 4, stehen, heiBt Zirkulante; sie
ist symmetrisch beziiglich der Nebendiagonale und unterscheidet sich von A4
nur durch den Faktor (—1)®-D®-2),

F. Die Wronskische Determinante. Sind yy, y,, ..., ¥, #-mal stetig
differenzierbare Funktionen der einen Verinderlichen x, so ist
2 B2 - Yn 1
Y I 4
W=y ¥ ...
y(ln—l) y(zn—l) L. y;nfl)

die Wronskische Determinante der Funktionen y. Die Gleichung W = 0 stellt
die notwendige und (bei analytischen Funktionen auch) hinreichende Bedingung
fiir lineare Abhingigkeit (Ziff. 11) der » Funktionen y dar; d. h. es gibt dann
mindestens eine homogene lineare Beziehung von der Form

GVt Yt - Y =20

mit nicht durchwegs verschwindenden Koeffizienten c.

Die Ableitung W’ einer Wronskischen Determinante erhilt man, indem
man in der #-ten Zeile von W die y®~Y durch die #-ten Ableitungen y® ersetzt,
alle iibrigen Zeilen aber ungeindert 148t.

G. Uber Jacobische oder Funktionaldeterminanten vgl. Kap. 1,
Ziff. 24 und 26.

H. Die Hessesche Determinante

_ | ¢/
H= ]‘ 0%, 0%’
deren Elemente die zweiten' Ableitungen einer Funktion f(x;, %,, . . ., %) sind,

ist die Jacobische Determinanté der ersten Ableitungen. Ist / eine Form in
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Xy, Xy, - . ., %y, SO stellt die Gleichung H = 0 eine notwendige Bedingung dafiir
dar, daB f sich durch eine nicht singulire homogene lineare Transformation in
eine Form von weniger als # Verdnderlichen transformieren 1a68t. Hinreichend
ist die Bedingung nur in den Fillen # = 2, 3 oder 4 sowie allgemein bei qua-
dratischen Formen.

.

10. Numerische Berechnung von Determinanten. Die in Ziff. 5 als Definition gegebene
Entwicklung einer n-reihigen Determinante eignet sich zur numerischen Berechnung héch-
stens in den Fillen # = 2 und # = 3; in letzterem fiithrt sie auf die Regel von Sarrus: Man
schreibt die ersten zwei Spalten in folgender Weise nochmals neben das Elementenschema
der Determinante

NN o T
a1 Gz Az Oy Oy
\\ NS N/
V2 AN
Qg1 Ogp Qg3 Qg Oag
/ N/ N/ X
N /NN
g1 Qg Az Az OGge

S/ N NN

faBt je drei der auf demselben schriagen Strich befindlichen Glieder zu einem Produkt zu-
sammen, versieht es mit dem angedeuteten Vorzeichen und addiert die sich so ergebenden
sechs Produkte. )

In allen anderen Fiallen wird man trachten, durch Umformungen nach Ziff. 6 und 7
den Grad der Determinante zu erniedrigen, was man am besten dadurch erreicht, dafl man
durch sukzessive Addition der mit einem geeigneten Faktor multiplizierten Elemente einer
Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte) alle Elemente einer Spalte (Zeile) bis auf eines
zum Verschwinden bringt. Die Determinante ist dann das Produkt dieses Elementes mit
seinem algebraischen Komplement. Immer zum Ziel fahrt die folgende, dem GauBschen
Eliminationsverfahren bei linearen Gleichungen (Ziff. 14) nachgebildete Methode: Ist |a,y|
die gegebene Determinante, so multipliziere man die Elemente der ersten Zeile mit — a;,/ay;

und addiere sie zur ¢-ten Zeile (¢ = 2, 3, .. ., »), welche dadurch die Elemente
’ 7 ’ ’ a1
0, aze, @iy, - ooy A (5 = Gy — —— dgp
a1
bekommt. Dann ist
la| = a1 2+ ajoafy - - Gy -
Mit dieser Determinante ist dann ebenso zu verfahren usw.
11. Rang einer Matrix. Sei = (a;) (¢t =1,2,...,m; k=1,2,.. ., n; n>m)

eine beliebige Matrix. Unter einer Determinante von 9l versteht man eine der (Z)

m-reihigen Determinanten, die sich aus dem Elementenschema von 9 bilden
lassen, und unter einer Unterdeterminante von 9 eine Unterdeterminante einer
der eben genannten #m-reihigen Determinanten. )

Unter dem Rang einer Matrix 9 versteht man den Grad der nicht verschwin-
denden Unterdeterminante hochsten Grades von 9.

Zur Feststellung, daB eine vorgelegte Matrix 9 den Rang r hat, geniigt es
zu zeéigen, daB alle (» 4 1)-reihigen Unterdeterminanten von 9 verschwinden
und eine 7-reihige von Null verschieden ist. Einfacher gestaltet sich der Nach-
weis in der Regel, wenn man sich der sog. rangerhaltenden Umformungen
bedient; diese sind: ’

1. Die Vertauschung zweier paralleler Reihen;

2. Multiplikation aller Elemente einer Reihe mit demselben, von Null ver-
schiedenen Faktor;

3. Addition einer mit einem beliebigen Faktor multiplizierten Reihe zu
einer parallelen Reihe.

Man beachte, dal der Wert der Determinanten von 9 -durch die Um-
formungen 4. und 2. im allgemeinen gedndert wird. Diese drei Umformungen
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gestatten die Durchfithrung des in Ziff. 10 geschilderten Verfahrens, natiirlich
mit Ausnahme der Graderniedrigung; man kann durch wiederholte Anwendung
desselben die Matrix so umformen, dall a;; = a9y = --- =a,, = 1 wird, wihrend
alle ibrigen Elemente verschwinden.

Zwei Matrizen heiBlen dquivalent, wenn sie durch rangerhaltende Um-
formungen ineinander iibergefiihrt werden konnen; fquivalente Matrizen haben
somit gleichen Rang.

Ist 9 eine symmetrische quadratische Matrix und verschwinden alle
(p 4+ 1)- und (p + 2)-reihigen Hauptunterdeterminanten, so ist der Rang nicht
grofer als p.

Der Rang einer schiefsymmetrischen Matrix ist stets eine gerade Zahl.

Die m Systeme von je # Zahlen

a, af,..., a (g=1,2,...,m) (A)
heiBen voneinander linear abhédngig, wenn es m Zahlen ¢; gibt, die nicht
alle gleich Null sind und die die Gleichungen

cal +cyad® + o Fepal =0 (k=1,2,...,n
erfillen. Im anderen Fall heiBen die Systeme (A) linear unabhingig. Besteht
eines der Systeme (A) aus lauter Nullen, so sind sie linear abhingig.

Notwendig und hinreichend fiir lineare Abhingigkeit der Systeme (A) ist
im Fall m < #, daB der Rang der Matrix (af) kleiner als m ist; im Fall m > =
sind die Systeme (A) somit stets linear abhingig.

12. Algebra der Matrizen. Eine #n-reihige quadratische Matrix A = (a;;)
ist ein System von #? Zahlen. Man kann aber das Symbol ¥ selbst als GroBe
ansehen (allgemeine oder hohere komplexe Gréfle) und firr solche Gréen
Rechenregeln aufstellen. Die Voraussetzung, daB alle im folgenden betrachteten
Matrizen quadratisch und von gleicher Reihenzahl sein sollen, bedeutet keine
Einschrinkung der Allgemeinheit, da rechteckige Matrizen oder solche geringerer
Reihenzahl stets durch Hinzufiigen von Reihen mit lauter Nullen in #-reihige
quadratische Matrizen umgeformt werden konnen, wenn nur # geniigend
groB ist.

Eine Matrix ist Null, wenn alle ihre Elemente Null sind.

Zwei Matrizen % und B heien einander gleich, wenn ihre entsprechenden
Elemente iibereinstimmen.

Die Summe (Differenz) zweier Matrizen 9 und B ist wieder eine Matrix,
deren Elemente die Summen der entsprechenden Elemente von 9 und % sind.

Eine Matrix % wird mit einer (reellen oder gemeinen komplexen) Zahl a
multipliziert, indem man alle Elemente von % mit & multipliziert.

Die formalen Gesetze der elementaren Algebra gelten unverdndert fiir diese
drei Operationen.

Das Produkt zweier Matrizen 9 und 8 = (b;;) ist wieder eine Matrix € = UAB,
deren Elemente c;; nach der Vorschrift 2. von Ziff. 6 gebildet sind (Zeilen von %
mit Spalten von 9B). Das Produkt ist also im allgemeinen nicht kommutativ,
dagegen assoziativ und distributiv. Uber den Grund, weshalb das Produkt
gerade so definiert wird, vgl. Ziff. 29.

Die Determinante des Produktes zweier Matrizen ist gleich dem Produkt
der Determinanten der beiden Faktoren. Fiir Summe und Differenz, sowie fir
das Produkt einer Matrix mit einer Zahl gelten die analogen Sitze nicht.

Der Rang r der Summe zweier Matrizen vom Rang », und 7, geniigt der
Ungleichung #»=#, +7,; der Rang R des Produktes den Ungleichungen
R=r,+7,—n, R=<7, und R=r,. Ist die eine Matrix nichtsingulir, d. h.
vom Range #, = n, so hat das Produkt den Rang 7,.

Handbuch der Physik. IIIL. 5



66 Kap. 2. A. DuscHEX: Algebra. Ziff. 13.

Die Matrix t 0...0
3 = 0o ¢t . 0
0 0...1

heiBt skalare oder Diagonalmatrix. Ist U eine beliebige Matrix, so ist stets
TU=UL=1tY. Fir £ =1 erhilt man die Einheitsmatrix €. Fur ¢ ergibt
sich T =¢-€.

Versteht man unter der transponierten Matrix einer Matrix U = (a;;)
die Matrix U’ = (a4;;), die aus Y durch Vertauschen von Zeilen und Spalten
entsteht, so gilt (W)'=A, (A= W) und (AB)' =B’ A’, d.h. die Trans-
ponierte eines Produktes ist gleich dem in umgekehrter Reihenfolge genommenen
Produkt der Transponierten der einzelnen Faktoren. A

Ist A = (ay;) eine nichtsingulire Matrix, so heift die Matrix A-1 = ( /i“'

A das algebraische Komplement von g4;;, in der Determinante 4 von U ist,
die zu ¥ inverse Matrix oder kurz die Inverse von %. Der Grund fir diese
Bezeichnung liegt in der leicht nachweisbaren Beziehung A -1 = A-1Y = §.
Definiert man P =Y. YP~1, A =CE und A-?= A7, so gelten die
Potenzgesetze AP Y? = YP+¢ und (YP)? = AP? bei ganzzahligem p und ¢ fiir
nichtsingulére, bei positivem ganzen $ und ¢ auch fiir beliebige Matrizen.
Unter der Ad]unglerten A einer beliebigen Matrix A == (a;;) versteht

man die Matrix 9 = (4;). Ist % nicht singulir, so ist % = A - A~ Daraus

folgt A-A=A-A=4-6, eine Bezichung, die auch firr singulire Matrizen
richtig bleibt.

Ist 9 eine beliebige und % eine nichtsingulire Matrix, so sind die Gleichungen
U=PB-%Xund A = Y. B stets eindeutig 16sbar, und zwar ist X = B~ A und
9 =AB-1. :

13. Unendliche Determinanten und Matrizen. Sei

), WO

@y Gyg ALy
a1 Oy a a a
21 %o 20
A, = a5, Ay = s, Ay = S e
|Gy dgy R
Ap1 Aps ... Ay

eine Folge von Determinanten. Existiert der Grenzwert lim4, = A, so nennt
man >0

eine konvergente unendliche Determinante. Die Sitze von Ziff. 6 mit
Ausnahme der drei letzten gelten unverdndert auch fiir unendliche Deter-

minanten.

Ist die unendliche Reihe Z Az, (8 5 k) der mcht in der Hauptdiagonale
t, k=1
stehenden Glieder und das unendliche Produkt II a“ der Diagonalglieder ab-

solut konvergent, so ist auch die unendhche Determlnante A konvergent
und wird nach H. v. KocH als Normaldeterminante bezeichnet. Fiir solche
Normaldeterminanten gilt unverdndert die Produktregel (Ziff. 6), ebenso 1Bt
sich der Begriff der Unterdeterminanten, sowie der Laplacesche Zerlegungssatz
(Ziff. 7) ohne weiteres iibertragen.
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Das Schema der Elemente einer unendlichen Determinante (Normaldeter-
minante) heiit unendliche Matrix (Normalmatrix). Eine Unterdeter-
minante 4, einer Normaldeterminante oder Normalmatrix heiBit p-te Unter-
determinante, wenn sie durch Streichung von p Zeilen und p Spalten aus der
urspriinglichen Determinante oder Matrix entsteht.

Eine Normaldeterminante oder Normalmatrix hat den Rang $, wenn eine
p-te Unterdeterminante von Null verschieden ist, aber alle $ — 1-ten Unter-
determinanten verschwinden (genauer gesprochen geniigt es bereits, daf} alle
jene p — 1-ten Unterdeterminanten verschwinden, die die von Null verschiedene
Unterdeterminante enthalten).

III. Lineare Gleichungen.

14. Nicht homogene lineare Gleichungen. Sei das System der m linearen
Gleichungen in # Verdnderlichen x; vorgelegt:

kZ;aikxk=bi(i=1,2,...,m). (A)

Ist dann » der Rang der Koeffizientenmatrix

A1 Aps - - - Ay

4y 42 an by

oA — Aoy Aoy Az by
| =

Ap1  Amg - - - Apyp by

so ist das System (A) dann und nur dann lésbar, wenn 7 = #’ ist, wihrend im
anderen Fall » < #' das System unvertraglich ist, d. h. einen Widerspruch ent-
hilt, wie z. B. die Gleichungen x + 3y 4+ 2z2=5, 2x 4+ 6y 4+ 4z2=7. Im
Fall » = #' kann man die Werte von # — » Unbekannten x; willkiirlich wihlen,
nur mit der Einschrinkung, daf die Koeffizientenmatrix der iibrigbleibenden
Unbekannten den Rang 7 erhilt. Die {ibrigen » Unbekannten sind dann ein-
deutig bestimmt durch ein System von 7 Gleichungen mit nicht verschwindender
Determinante (vgl. den nichsten Absatz).

Ist # =m =, so ist auch #' = » und die Determinante 4 = | a;, |+ 0.
Die Losungen ergeben sich nach der Cramerschen Regel
4;
X; = a1’

wo A; jene n-reihige Determinante bedeutet, die sich aus A ergibt, wenn man
darin die Elemente der i-ten Spalte durch die Zahlen b,, b,, ..., b, ersetzt.

Zur numerischen Berechnung eignet sich diese Regel nur im Fall » = 2; in anderen
Fallen wird man sich entweder eines Naherungsverfahrens bedienen oder das Ga uBsche
Eliminationsverfahren anwenden: Man multipliziere die erste Gleichung von (A)mit — Zi

1
und addiere sie zur i-ten (i = 2, 3, ..., #n), welche dadurch das Aussehen ajs ¥y + alg s + - - -

5*
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+ &), x, = b, erhalt. Mit dem System dieser # — 1 Gleichungen verfahrt man ebenso usw.
Das ganze Gleichungssystem hat dann die Gestalt

Ay % F G ¥y + 3% + o+ A, %, = by
; .

Gog Xy + Ahg X3 + -+ + A5y %, = b}

7z, 4

Ay Xy -+ » o+ + gy ¥y = by

und daraus lassen sich ohne sonderliche Schwierigkeit der Reihe nach die Unbekannten
Xp, %, %y, %, berechnen. Das Verfahren 148t sich bei geringen Anspriichen hinsicht-

ns Fp—1s + s

lich der Genauigkeit recht bequem mit dem Rechenschieber durchfithren.

Fiir ein System von unendlich vielen linearen Gleichungen
Dk =0b, (=12 ......) (B)
=1

mit unendlich vielen Unbekannten x; gilt die Cramersche Regel, wenn die
Gleichungsdeterminante eine von Null verschiedene Normaldeterminante (Ziff. 13)
ist und die b; beschrankt sind. Die Lésungen x; sind dann ebenfalls beschrinkt.

Hat die Gleichungsdeterminante hingegen den Rang # > 0, so kann man
durch eventuelle Umordnung der Gleichungen und Unbekannten erreichen, daB3
die durch Streichung der ersten 7 Zeilen und Spalten sich ergebende Haupt-
unterdeterminante von Null verschieden ist. Notwendig und hinreichend fiir die
Losbarkeit von (B) ist das Bestehen der Gleichungen?):

bg Ao, r+1 Do, r+2

I
br+1 a7'+1,1'+1 a'r+1,r+~2 .. .!
=0 (e=12,...,7). ©)
brio Aris,re1 Grya i « - :

|

15. Homogene lineare Gleichungen. Das Gleichungssystem (A), Ziff. 14,
heift homogen, wenn alle b; = 0 sind. Es folgt unmittelbar, dafl ein solches
System stets Losungen besitzt. Ist der Rang # der Gleichungsmatrix » = #,
so gibt es ein einziges, das sog. triviale Losungssystem x; = 0; sollen noch
andere Losungen existieren, so mufl der Rang » < # sein.

Das System 9, «§, ..., a@ (¢==1,2,...,p) von p Losungen der
Gleichungen ”
Z’a,-kxk=0 (1/’———'1, 2, ... m)
F=1

heift fundamentales Losungssystem, wenn einerseits seine p Losungen
linear unabhéngig sind, andrerseits aber jede Losung von diesen linear abhingig
ist. Jede andere Losung unserer Gleichungen hat dann die Gestalt

4 .
Xy = Zc’ixg):
i=1

und der Rang 7 der Gleichungsmatrix ist r = n — .

Ein solches Fundamentalsystem erhilt man dadurch, daBl man (nétigenfalls)
zunichst das Gleichungssystem so umordnet, daB die Determinante >’ 4 a;;dp. . .
@, 5~ 0 ist. Dann wihlt man irgendwie np =n(n —r) Grofen b,g(x =7+ 1,

1y Uber die Untersuchungen von HiLeerT und Scamipt vgl. KowarLEwski, Deter-
minantentheorie, Leipzig 1909 und HiLBERT, Grundziige e. allg. Theorie d. linearen Integral-
gleichungen, 4. und 5. Mitteilung, Gottinger Nachrichten 1906.
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r+2,--,m; =1, 2, -, n), die nur der Bedingung zu geniigen haben, da
die Determinante

a1 19 Ayp

a @, a

D — rl r2 rn

b7‘+l,1 b7+1,2 e b7+1,n

bnl bn‘_’ bnn
nicht verschwindet. Man kann am einfachsten b, =1{ax =7+1,7 +2,..., #)

alle iibrigen = 0 annehmen. Dann bilden die #$ Elemente der letzten p Zeilen
der adjungierten Determinante von D gerade ein fundamentales Losungs-
system.

#n Gleichungen mit # Unbekannten haben dann und nur dann eine von der
trivialen verschiedene Losung, wenn die Determinante |a;;| = 0 ist. Ist der
Rang 7 = # — 1, so kann man eine (von den {ibrigen linear abhingige) Gleichung
weglassen. Ist 9 die Matrix des ibrigbleibenden Gleichungssystems, so ist

Xy Xt X, =A Ay LT Ay,

wo A; die Determinante der sich aus ¥ durch Streichung der ¢-ten Spalte er-
gebenden Matrix ist, versehen mit dem Faktor (—1)i*1.

Ein System von unendlich vielen homogenen Gleichungen mit unendlich
vielen Unbekannten (Ziff. 14, (B) fir &, = 0), dessen Gleichungsdeterminante
eine Normaldeterminante ist, besitzt dann und nur dann eine von der trivalen
verschiedene Losung, wenn die Gleichungsdeterminante einen Rang # > 0 hat
(die Bedingungen (C) von Ziff. 14 sind im Fall eines homogenen Systems ja sicher
erfiillt). Es gibt auch hier dann genau # unabhingige Ldsungen, aus denen
sich alle anderen linear zusammensetzen lassen.

IV. Gruppentheorie.

16. Definitionen. Eine Menge von Elementen bildet eine Gruppe, wenn
folgende Postulate erfiillt sind:

1. (Gruppengesetz.) Es ist eine Verkniipfungsvorschrift gegeben, die je
zwel Elementen 4 und B der Menge ein drittes Element C zuordnet, das wieder
der Menge angehort. C heifit das Produkt von 4 und B, und man schreibt
AB = C.

2. (Assoziatives Gesetz.) Es ist stets A(BC) = (4B)C; d. h. das Produkt
ist stets eindeutig bestimmt, solange die Reihenfolge der Faktoren ungeidndert
bleibt. Das kommutative Gesetz gilt im allgemeinen nicht.

3. (Einheitselement.) Es gibt ein Element E, so da AE =EA4A = 4
ist fiir jedes Element 4 der Menge.

4. (Inverses Element.) Zu jedem Element A der Menge gibt es ein
Element B, so daB AB = BA = E ist. Man schreibt B = A 1.

Ist die Verkniipfung fiir alle Elemente einer Gruppe kommutativ, so heifit
die Gruppe selbst kommutativ oder Abelsche Gruppe.

Nach der Anzahl der Elemente teilt man die Gruppen ein in endliche und
unendliche; bei ersteren nennt man die Anzahl der Elemente Ordnung der
Gruppe.

Beispiele (vgl. auch Ziff. 20): Die positiven rationalen Zahlen mit der Multiplikation

als Verkniipfung; die ganzen Zahlen mit der Addition als Verkniipfung (Einheitselement
ist die 0). Beides sind unendliche Abelsche Gruppen.
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Bemerkt sei, da die vier Postulate, insbesondere bei endlichen Gruppen,
voneinander nicht unabhéngig sind. Bei endlichen Gruppen muB} in der Folge
A4, A2, A3, ... wieder einmal das Element 4 vorkommen; ist allgemein # die
kleinste Zahl, firr die die Gleichung A" = E richtig ist, so heit # Ordnung
des Elementes A. Gruppen, deren simtliche Elemente Potenzen eines einzigen
sind, heiBen zyklisch und sind stets auch Abelsche Gruppen.

Beispiele: Die n-ten Einheitswurzeln (Ziff. 42) mit der Multiplikation als Verkniipfung
bilden eine zyklische Gruppe #-ter Ordnung; die simtlichen ganzzahligen Potenzen einer
Zahl a eine unendliche zyklische Gruppe, z.B. (a =2) ..., L, 4, 1, 1,2, 4,8, ...

17. Untergruppen. Eine Teilmenge § einer Gruppe &, die bereits fiir sich
den vier Gruppenpostulaten geniigt, heift Untergruppe der urspriinglichen
Gruppe. Ist § weder mit @& identisch noch E ihr einziges Element, so ist § eine
echte oder eigentliche Untergruppe, sonst eine unechte oder uneigentliche.
Das wichtigste Problem bei der Untersuchung einer vorgelegten Gruppe ist die
Bestimmung ihrer simtlichen echten Untergruppen.

Sei § eine Untergruppe von @, 4 ein Element von ¢ auBlerhalb $. Setzt
man fir X der Reihe nach alle Elemente von § ein, so beschreibt X4 eine Teil-
menge von &, die Nebengruppe von § genannt und mit $A bezeichnet wird.
Kein Element von $A4 kann zugleich Element von § sein; wire nidmlich
XA = X' ein Element von §, so wire X1 XA =A = X"1X’, also 4 gegen
die Annahme ein Element von §. Eine Nebengruppe ist natiirlich durchaus
keine ,,Gruppe” in unserem Sinn. Umfassen § und $A noch nicht alle Ele-
mente von @, so kann man mittels eines weiteren Elementes B eine neue Neben-
gruppe $B bilden usf., bis alle Elemente von ¢ erschopit sind. Die Anzahl der
sich so ergebenden Nebengruppen heifit Index von . Man schreibt & = +
4+ $4 + 9B + ... Bei unendlichen Gruppen sind natiirlich auch Untergruppen
von unendlichem Index moglich.

Fiir endliche Gruppen folgt daraus, dafl kein Element in zwei Nebengruppen
vorkommen kann, der wichtige Satz, daBl die Ordnung einer Untergruppe stets
ein Teiler der Ordnung der Gesamtgruppe sein mul}; dasselbe gilt fiir die Ordnung
eines beliebigen Elementes, das ja mit seinen Potenzen stets eine zyklische Unter-
gruppe erzeugt. Der Index einer Untergruppe ist der Quotient der Ordnungen
von Gesamt- und Untergruppe.

Eine Teilmenge einer endlichen Gruppe ist bereits dann als Untergruppe
gekennzeichnet, wenn fiir die Teilmenge das Gruppengesetz gilt. Die zwei
Untergruppen gemeinsamen Elemente einer Gruppe bilden wieder eine Unter-
gruppe, welche Durchschnitt der beiden ersten Untergruppen genannt wird.

Unter erzeugenden Elementen einer endlichen Gruppe versteht man
ein System voneinander unabhingiger Elemente, aus welchen sich alle iibrigen
durch Verkniipfung herstellen lassen. Mittels der erzeugenden Elemente laf3t
sich die abstrakte Gruppe vollstindig beschreiben, wenn man noch geeignete
Beziehungen, sog. definierende Relationen zwischen ihnen angibt.

So ist A erzeugendes Element und A" = E definierende Relation der
zyklischen Gruppe #u-ter Ordnung. Weitere Beispiele finden sich in Ziff. 21
bis 26.

Gilt firr zwei Elemente A und B einer beliebigen Gruppe ® eine Beziehung
von der Form B = X-14X, wo X ebenfalls zu ¢ gehort, so sagt man, B entstehe
aus A durch Transformation mit X. Die Elemente 4 und B heilen kon-
jugiert. Besteht eine Untergruppe § von ¢ aus den Elementen E, 4, B, ..,
so bilden die transformierten Elemente X 'EX =FE, X"14X, X-1BX, ...
ebenfalls eine Untergruppe, die man symbolisch mit X1 HX bezeichnet. § und
X-1$X heilen konjugierte Untergruppen.
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Eine Untergruppe, die mit allen konjugierten identisch ist, heiBt invariante
oder ausgezeichnete Untergruppe oder Normalteiler. Der Durchschnitt
zweier Normalteiler ist wieder ein Normalteiler. Die beiden unechten Unter-
gruppen einer Gruppe sind (unechte) Normalteiler. Eine Gruppe, die auBer
ihren beiden unechten keinen Normalteiler besitzt, heilt einfach.

Ein Normalteiler R einer Gruppe & und seine Nebengruppen bilden zu-
sammen die Elemente einer neuen Gruppe, die Faktorgruppe von @ heiit
und mit /N bezeichnet wird.

18. Isomorphismus. L4Bt sich jedem Element einer Gruppe @ ein und nur
ein Element einer anderen Gruppe &’ und jedem Element von ¢’ mindestens ein
Element von & zuordnen, und zwar so, daB dem Produkt zweier Elemente von &
das Produkt der zugeordneten Elemente von &' entspricht, so heit & isomorph
mit . Ist die Beziechung zwischen den Elementen von & und &' ein-eindeutig,
so heiBen die beiden Gruppen einstufig isomorph oder homomorph, andern-
falls mehrstufig isomorph. Mehrstufiger Isomorphismus besteht z. B.
zwischen der Faktorgruppe &/% (Ziff. 17) einer nicht einfachen Gruppe & und &
" selbst; das Einheitselement von &/9 ist ja offenbar der Normalteiler % von .

Ein Isomorphismus einer Gruppe & mit sich selbst heit Automorphismus.
Ist Sirgendein Element von ®, so erhélt man durch Transformation aller Elemente
von ® mit S einen Automorphismus (sog. innerer Automorphismus). Ist nimlich
AB =C, soist S"1AS - S-1BS = S-1(CS. Neben den inneren Automorphismen
gibt es in vielen Féllen noch andere, sog. duBere Automorphismen. Die simt-
lichen Automorphismen von & bilden wieder eine Gruppe % ; die inneren Auto-
morphismen bilden einen Normalteiler von 9.

19. Permutationsgruppen. Ihre groBe Bedeutung beruht auf dem Satz
von CAYLEY: Jede endliche Gruppe ist homomorph mit einer Permutationsgruppe,
ja 1aBt sich geradezu als Permutationsgruppe ihrer Elemente darstellen. Sind

nimlich E, 4, B, C, ... die Elemente von @, so stellt (E}:TX’ AI‘.IX B?X’ CCX - ')’

wo X ein beliebiges Element von & ist, eine Permutation der Elemente von &
dar, die wir dem Element X zuordnen. Man iiberzeugt sich leicht, daB die vier
Gruppenpostulate sowie die Bedingungen fiir den Homomorphismus erfiillt sind.

Uber Permutationen selbst ist in Ziff. 1 alles Notige gesagt. Hinsichtlich
der Verkniipfung von Permutationen, die durch Zyklen dargestellt sind, ist zu
bemerken, daB das Produkt erst dann in richtiger Form vorliegt, wenn alle vor-
kommenden Zyklen elementfremd sind. So ist z. B. (1324) - (415) = (132) (45);
sowohl links wie rechts steht ein Produkt, aber nur rechts sind die Zyklen element-
fremd.

Eine Gruppe, deren Elemente Permutationen von # Elementen sind, hei3t
Permutationsgruppe #-ten Grades.

Die simtlichen Permutationen von # Dingen bilden eine Gruppe von der
Ordnung #!, die sog. symmetrische Gruppe #-ten Grades.

Die simtlichen geraden Permutationen von # Dingen bilden ebenfalls eine
Gruppe, diesog. alternierendeGruppe n-tenGrades. Siehat die Ordnung#!/2,
ist eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe vom Index 2 und einfach, wenn
n =+ 4 ist.

20. Transformationsgruppen. Es sei ein endliches oder unendliches System
von Punkttransformationen vorgelegt, welches den vier Postulaten von Ziff. 16
geniigt, wenn man als Verkniipfung 4B die Ausfithrung der Transformationen B
nnd 4 nacheinander, und zwar in dieser Reihenfolge, nimmt. Dabei versteht
man unter einer Punkttransformation im R, ein System von Gleichungen
%= @;(vi), @6, k=1,2,...,m), in denen die », und y, aber im Gegensatz zu der
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Koordinatentransformation (Kap.1, Ziff. 26) nicht als Koordinaten
eines Punktes in zwei verschiedenen Bezugssystemen gedeutet werden,
sondern als Koordinaten zweier, im allgemeinen verschiedener Punkte, be-
zogen auf ein und dasselbe Koordinatensystem (vgl. die Beispiele am Schlufl
der Ziffer). Zwei nacheinander ausgefiihrte Transformationen ergeben zusammen-
gesetzt offenbar immer wieder eine Transformation. Die Festsetzung iiber die
Reihenfolge ist darin begriindet, daBl man fiir ein Gebilde (a’), welches aus einem
anderen (a) durch die Transformation B hervorgegangen ist, (¢’) = B(a) zu
schreiben pflegt; ist dann (a") = 4 (a’), so kommt man ganz zwangliufig zur
Schreibweise (a”') = AB(a), wenn man (a’) durch seinen Ausdruck B (a) ersetzt.

Zwei Gebilde, die auseinander durch Transformationen der Gruppe hervor-
gehen, heillen dquivalent. Wir betrachten nun die Menge It der zu einem
beliebigen Punkt p 4quivalenten Punkte. Ist I (Kap. 1, Ziff. 2) perfekt,
so heiBit die Gruppe kontinuierlich, sonst diskontinuierlich oder diskret,
und zwar eigentlich oder uneigentlich diskontinuierlich, je nachdem I
isoliert ist oder nicht. Kontinuierliche Transformationsgruppen sind immer
unendliche Gruppen im Sinn von Ziff. 16, doch werden die Bezeichnungen ,,end-
lich* und ,,unendlich hier in der Regel in einer anderen Bedeutung gebraucht;
man spricht dann von endlichen Transformationsgruppen, wenn eine Trans-
formation der Gruppe durch Angabe einer endlichen Anzahl von Bestimmungs-
stiicken (Parametern) festgelegt wird, und nur sonst von einer unendlichen
Gruppe. Hingt eine endliche Transformationsgruppe insbesondere von 7 Para-
metern ab, so spricht man von einer r-gliedrigen Gruppe?!).

Beispiele: Die Gruppe der Translationen (Parallelverschiebungen) des Raumes
#; = %;+ a; ({ =1, 2, 3) bilden eine dreigliedrige Abelsche Gruppe; sie ist ein Normal-
teiler der sechsgliedrigen Gruppe samtlicher Bewegungen des Raumes (vgl. Kap. 3, wo sich
auch andere geometrische Beispiele finden).

Eine unendliche kontinuierliche Gruppe wird von der Gesamtheit aller stetigen Trans-
formationen des Raumes mit nicht verschwindender Funktionaldeterminante gebildet.

Diskontinuierlich ist die durch eine Drehung des Raumes um eine feste Gerade erzeugte
zyklische Gruppe; sie ist eigentlich oder uneigentlich diskontinujerlich, je nachdem der
Winkel der erzeugenden Drehung zum vollen Winkel in einem rationalen Verhiltnis steht
oder nicht. Die Gruppe ist im ersten Fall endlich, im zweiten unendlich im Sinn von Ziff. 16.
‘Weitere Beispiele endlicher eigentlich diskontinuierlicher Gruppen finden sich in Ziff. 21
bis 26; eine unendliche derartige Gruppe wird z. B. durch die Translationen ¥} = x; - &, a;
(i =1, 2, 3) des Raumes gebildet, wenn die a; fest und die %, beliebige ganze Zahlen
sind; die zu einem Punkt dquivalenten Punkte bilden dabei ein riumliches Gitter.

21. Die Gruppen der reguliren Korper. Wir suchen nun alle endlichen
Gruppen & von Drehungen der Einheitskugel aufzustellen. Zu diesem Zweck
lassen wir den Mittelpunkt der Kugel mit dem Punkt z = 0 der Ebene z der
komplexen Zahlen z zusammenfallen. Sind N und S die Endpunkte des zu =
senkrechten Kugeldurchmessers, so daBl N oberhalb und S unterhalb von n
liegt, so ergibt sich durch Projektion aus N eine ein-eindeutige Zuordnung
zwischen den Punkten der Kugel und den Punkten von s, wobei N dem Punkt
z=o0 und S dem Punkt z = 0 entspricht (stereographische Projektion). Es
1dBt sich dann leicht zeigen, daB sich jede Drehung der Kugel durch eine linear

1) Naheres hierzu findet sich in Kap. 10, VIII. Ausfithrliche Darstellungen sind Lik-
ENGEL, Theorie der Transformationsgruppen, 3 Bde., Leipzig 1888 —1893; Lik-
EnGEL, Vorlesungen iiber kontinuierliche Gruppen, Leipzig 1893; und BIANCHI,
Lezionisulla teoria dei gruppi continui, Milano1918. Mehr referierend, aber glinzend
geschrieben ist die auch diskontinuierliche Gruppen umfassende Darstellung im zweiten Band
von KLEINS Vorlesungen iiber hohere Geometrie, 2. Aufl,, Leipzig 1907 (autographiert).
Den besten Zugang zur Theorie bilden wohl Lies eigene Arbeiten, insbesondere im 5. Bd.
der von ENGEL herausgegebenen und (was stellenweise sehr nétig ist) kommentierten Ge-
sammelten Abhandlungen (Christiania und Leipzig 1924).
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gebrochene Transformation 2’ = giz der Ebene n darstellen 1aB8t. Sind

&, n, ¢ die Richtungskosinus der Drehachse, » der Drehwinkel und setzt man
v . v . v

& = cos —, ﬁz—(sm?, y =y sin—,

so erhdlt man fiir die Koeffizienten der Transformation (/2 = —1)

a=0a+pi, b=y+0i, c=—b=—y+6i, d=a=a— fi;
ihre Determinante wird
ad —bc=a+ R4y +2=1.

~ Jede von der Identitit (@ =4 =1, b = ¢ = 0) verschiedene derartige Trans-
formation hat zwei Fixpunkte oder Pole, die sich aus der Gleichung 2’ = z,
d. h. aus c22 4 (d — a) z — b = 0 ergeben, wobei, wenn ¢ = 0 ist, die Wurzel
z = oo mitzuzihlen ist. Fallen die Pole zusammen, so spricht man von para-
bolischen Transformationen. Jede linear gebrochene Transformation ist
winkeltreu oder konform (vgl. Kap. 6, Ziff. 22) und kreistreu, d. h. sie
fithrt Kreise wieder in Kreise iiber, wobei aber Gerade als Grenzfille von Kreisen
mit unendlich groBem Radius anzusehen sind. .

Die Gruppe & ist somit homomorph mit einer Gruppe &’ linear gebrochener
Transformationen der komplexen Ebene. In &' kénnen offenbar keine para-
bolischen Transformationen vorkommen; eine solche ist ja, wenn man die Pole in
z = oo zusammenfallen 148t, stets eine Parallelverschiebung der Ebene und kann
somit nur einer unendlichen Gruppe angehéren. Die ausdriickliche Unterscheidung
zwischen & und @’ ist unnétig; wir bezeichnen im folgenden beide Gruppen mit (5.

Sei nun p ein Pol einer Transformation S von @&. Alle Transformationen
von (¥, die p fest lassen, bilden eine zyklische Untergruppe € von & und lassen
aullerdem noch einen zweiten Pol fest; diese beiden Pole sind nichts anderes als
die Projektionen der Schnittpunkte der Drehachse mit der Kugel auf z. Hat ®
die Ordnung #, € die Ordnung % (der Pol p heiBt dann k-zihlig) und den Index §
(kj = n), soist (Ziff. 17) @ = €+ T,€ + T3 € +-.- T;€. Der Pol p und die aus
ihm durch die Transformationen T,, Ty, ..., T; hervorgehenden Pole T,(p),
T4(p), . .., T;{p) bilden ein sog. System konjugierter Pole Es ist zunichst
zu zeigen, daBl T;(p)in der Tat ein Pol einer Transformation von @& ist. Ist nimlich
S’ irgendeine Transformation mit dem Pol T5(p), so ist p Pol von 7,5 T; !, also
I,5'T;' =57 und S’ = T7;'SPT; eine Transformation von . Alle Pole des
Systems sind somit k-zdhlig.. Sind 4 und B zwei Transformationen von &, so
dall A(p) = B(p) ist, so muBl AB~1(p) = p, also AB-* =S oder 4 = S'B sein.
Wiren nicht alle Pole unseres Systems verschieden, etwa T, (p) = T, (p), so wire
also T,=T,5 und 7,8 =T, € = T, € in Widerspruch dazu, daB die Neben-
gruppen voneinander verschieden sind. Ist schlieBlich U ein beliebiges Element
von &, so ist U(p), T, U(p), T3U(p), . .., T,U(p) dasselbe System konjugierter
Pole wie oben, hochstensin anderer Reihenfolge. Denn da T;U in einer der Neben-
gruppen enthalten sein muB, ist T;U = T3 SY oder T;U(p) = T3S (p) = T (p);
wire andrerseits T, U(p) = T, U(p), so wire wegen T, U = T3, S9U auch T; =T, 5,
was denselben Widerspruch wie oben ergeben wiirde. Das System konjugierter
Pole enthilt daher alle Pole, die aus einem von ihnen durch Ausfithrung aller
Transformationen der Gruppe hervorgehen.

Zihlt man jeden Pol so oft, als er bei Transformationen der Gruppe (mit Aus-
nahme der Identitdt) vorkommt, so erhdlt man 2# — 2 Pole. Andrerseits kann
man die Pole in Systeme konjugierter Pole ordnen. Es mége sich dabei ein System
von 7, k,-zdhligen, eines von 7, k,-zéhligen Polen usw., schlieBlich ein System von
Jr k-zdhligen Polen ergeben. Dabei ist immer k;7; = #n. Da ein k;-zihliger Pol

8 = Esin >
5 2)
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bei k; —1 von der Identitit verschiedenen Transformationen vorkommt, mufl
ky—Dp+E—=Nfo+ -+ R —N)p=nr—(+5+ - +i)=2n—2

oder, nach Division durch #»

1 1 1 1 2
H+k~2+§;+"’+’a—7“‘2+’;

sein); wegen 2=<k;<<n (1 =1, 2, ..., 7) folgt daraus r <4 — —i—, und somit

kann 7 nur eine der Zahlen 2 oder 3 sein. Es ergeben sich schlieBlich, wie man
leicht iiberlegt, folgende mogliche Falle:

1. r=2; es muB k) =k, =#n und §;, = j, =1 sein. @ ist zyklisch.

2. ¥ = 3; eine der drei Zahlen %;, etwa k;, mull = 2 sein.

Al ky=ky=2, ky= —g =k (n also gerade). Diedergruppe.
6n 72
B. k=2, k=13, k3=n+12:6—n———+ 5 <0
a) By =2, ky = k3 =13; n=12. Tetraedergruppe.
b) ky =2, ky =13, By =4; n=24. Oktaedergruppe.
c) k=2, kg =23, k3 =15; n = 60. Ikosaedergruppe.

Die Bezeichnungen der drei letzten Gruppen kommen daher, daf sie mit
den Drehungsgruppen des Raumes tibereinstimmen, die diese reguliren Korper in
sich iiberfithren. Ahnliches gilt von der Diedergruppe, wenn man sich unter einem
Dieder ein in ein reguldres #-Eck ausgeartetes Polyeder vom Volumen 0 vorstellt
und Ober- und Unterseite dieses n-Ecks als die beiden Flichen des Polyeders
ansieht. Die Ordnungen der unter 2. aufgezdhlten Gruppen stimmen jeweils
mit den verdoppelten Kantenzahlen der betreffenden Polyeder iiberein.

Neben den in 2 B. genannten Kérpern fithren die betreffenden Gruppen
auch die sog. Polarkorper in sich iiber. Dabei kommt man von einem Polyeder
zum polaren, indem man die Mittelpunkte seiner Begrenzungsflichen aus dem
Mittelpunkt der umschriebenen Kugel auf dieselbe projiziert; die sich so er-
gebenden Punkte sind die Ecken des Polarkérpers. So sind die Polarkérper der
obigen der Reihe nach das (um NS durch /2 verdrehte, Abb. 3} Gegentetraeder,
der Wiirfel und das Pentagondodekaeder.

Erwdhnt sei noch der zur Veranschaulichung eigentlich diskontinuierlicher
Gruppen der Ebene (oder Kugel) wichtige Begriff des Fundamental- oder
Diskontinuititsbereiches. Man versteht darunter ein Gebiet der Ebene,
in welchem zwar keine zwei dquivalenten Punkte liegen, jedoch jeder Punkt
der Ebene einen dquivalenten hat. Wendet man auf einen Diskontinuitits-
bereich simtliche Transformationen der Gruppe an, so erhilt man dquivalente
Bereiche, die die Ebene einfach und liickenlos iiberdecken. Der Begriff des
Diskontinuitatsbereiches 148t sich mittels der stereographischen Projektion ohne
weiteres auf die Kugel iibertragen. Die Begrenzung der Diskontinuitdtsbereiche
ist im wesentlichen willkiirlich wihlbar; im folgenden ist bei der Festlegung der-
selben die durch Projektion der Kanten des betreffenden reguldren Korpers
sich ergebende Einteilung der Kugelfliche zugrunde gelegt bzw. bei den zyklischen
Gruppen die Einteilung durch Meridiankreise. AuBerdem sind die Symmetrien
der sich so ergebenden Diskontinuititsbereiche dadurch kenntlich gemacht,
daB jeder solche Bereich in je ein weiBles und ein schraffiertes Zwei- oder Dreieck
zerlegt ist, die zueinander spiegelbildlich sind. Die Diskontinuitdtsbereiche der
erweiterten Gruppen (Ziff. 26) sind dann unmittelbar durch diese Zwei- oder
Dreiecke gegeben. '

1) Uber eine andere Herleitung dieser Formel vgl. Kap. 3, Ziff. 40.
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22. Zyklische und Diedergruppen. Die ersteren werden durch die Drehung
um NS durch den Winkel 2x/n erzeugt. Definierende Relation der abstrakten
Gruppe ist $* = E. Die Diskontinuitidtsbereiche sind in Abb.1 dargestellt.
Alle Untergruppen sind wieder zyklisch, ihre Ord-
nungen Teiler von #. Ist # eine Primzahl, so exi-
stieren keine Untergruppen. Die Gruppe ist homo-
morph mit der zyklischen Permutationsgruppe von
# Dingen.

Als erzeugende Elemente der Diedergruppe
von der Ordnung # = 2% kann man die Um-
klappung U um die reelle Achse (das Dieder liegt
dabei so in der Ebene, da3 eine Ecke in den Punkt
z =1 fillt und der umschriebene Kreis der Ein-
heitskreis ist) und die Drehung D um NS durch ]
den Winkel 272/k nehmen. Definierende Relationen o= )
der abstrakten Gruppe sind D* = E, UZ=FE nichen o o
und DU = UD-. Auf den Nachweis der Voll-
stindigkeit kann nicht eingegangen werden. Fir £ = 2 ergibt sich eine Abel-
sche Gruppe, die sog. Vierergruppe. Das Dieder artet in diesem Fall in eine
doppelt  zdhlende
Gerade aus. Nicht
zyklische  Unter-

y . .
ruppen sind nur 77 %

sie sind dann wieder’ _ "'(,, " = 2 v/// =
o SN NN

immer das Doppelte %
eines Teilers von &. / y / -z V/
Die  zweizihligen /

Achsen liegen allein

der Ebene des Die- Abb. 2. Diskontinuitiatsbereiche der Diedergruppen von den Ordnungen 6 und 8.
ders und verbinden

bei geradem % entweder zwei Ecken oder zwei

Seitenmitten miteinander, bei ungeradem £k

eine Ecke mit der gegeniiberliegenden Seiten-

mitte; sie sind immer Symmetralen des Dieders.
Die Diedergruppe ist mit der durch

D=(1,23, ...k

und
U=@k—1@2k-2.. (% g)
bei geradem, bzw.
v—tr—neE—2.. (A5 P
bei ungeradem # gegebenen Permutations- Abb. 3. Tetraeder.

gruppe isomorph. B .
23. Die Tetraedergruppe. Uber die gebriuchliche Aufstellung des Tetraeders
gibt Abb. 3 AufschluB. Das Gegentetraeder ergibt sich durch Drehung um NS

durch #/2.
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Als erzeugende Elemente kann man die Umklappung U um NS und die
Drehung D durch 27/3 um eine der dreizdhligen Achsen wihlen, welche eine Ecke
mit der Mitte der gegeniiberliegenden Seite verbinden. Definierende Relationen
sind D? =U%?= (DU)® = (UD-'UD)? =E.

Projiziert man das Tetraeder aus dem Mittelpunkt auf die Einheitskugel,
so wird diese in vier sphirische Dreiecke geteilt; je.zwei Sechstel eines solchen
bilden einen Diskontinuititsbereich; in Abb. 4 besteht ein solcher also immer

aus je einem leeren und schraffier-
X ten Dreieck. Durch die Drehungen
i , der Gruppe werden nur gleich-

y artige Dreiecke ineinander iiber-
AP G .

¥,

/'//7///////» /

7

Abb. 4. Diskontinuititsbereiche der Tetraedergruppe. Abb. 5. Oktaeder.

kommen hierfiir nur die Zahlen 2, 3, 4 und 6 in Betracht. Die beiden ersten
entsprechen den durch die zwei- und dreizihligen Achsen gegebenen zyklischen
Untergruppen, die dritte der aus E und den drei Umklappungen bestehenden
Vierergruppe, die zugleich Normalteiler ist; eine Untergruppe sechster Ordnung
existiert nicht.

Die Gruppe ist homomorph mit der alternierenden Permutationsgruppe
von 4 Dingen; es ist dabei D = (234), U = (12) (34).

24. Die Oktaedergruppe. Wegen der Aufstellung vgl. Abb. 5.

Erzeugende Elemente: Die Drehung D,um NS durch #/2 und die Drehung Dj
durch 27/3 um die Verbindungsgerade der Mitten zweier gegeniiberliegender Seiten.
Die Umklappung U um die Verbindungsgerade der Mitten zweier gegeniitber-
liegender Kanten ist durch diese bereits gegeben; es ist némlich U = D;D,.
Definierende Relationen sind: D} = D} = (D;D,)? = E (Abb. 6).

An Untergruppen sind auBer den zyklischen drei Gruppen achter Ord-
nung vom Diedertypus vorhanden, ferner vier Vierergruppen (von welchen die
durch die drei Hauptachsen des Oktaeders gegebene Normalteiler ist) und
eine mit der Tetraedergruppe homomorphe Untergruppe (ebenfalls Normal-
teiler). Die Existenz dieser Untergruppen ist an der Figur des Oktaeders leicht
nachzuweisen.

Die Gruppe ist homomorph mit der symmetrischen Permutations-
gruppe von vier Elementen; man setzt D, = (1234), D; = (324), dann wird
U = D,D, = (14). Wegen der Reihenfolge der Faktoren vgl. Ziff. 20.
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25. Die Ikosaedergruppe (Abb. 7). Erzeugende Elemente sind: Die Drehung
D; durch 27/5 um eine Achse durch zwei gegeniiberliegende Ecken, z. B. NS und
die Umklappung U um eine zwei gegeniiberliegende Kantenmitten verbindende
Achse. Die Drehung D,
um eine zwei gegeniiber-
liegende Fliachenmitten
verbindende Achse ist
aus diesen in der Form
Dy = UD,; zusammen-
gesetzt.  Definierende

N

Relationen sind: \\\‘

Dy=U?= (UDy)* =E. % <
Die Ik d - A

57 Untergruppen, je- \ WNWRAAN, 9

doch keinen Normal- \

teiler?).

Sie ist homo-
morph mit der alter-
nierenden Permutations-
gruppe von 5 Elementen ;
man setzt D, = (12345)
und U=(23) (45), dann N\
wird Dy = UDg = (135).

26. Kristallsysteme
und  Kiristallklassen.
Unter diesen Gruppen Abb. 6. Diskontinuitatsbereiche der Oktaedergruppe.
miissen sich offenbar
auch alle méglichen Gruppen von Drehungen um den Ursprung O befinden, die
ein Raumgitter (Ziff. 20, letztes Beispiel), in sich tiberfithren. Zunichst stellen
wir fest, daB jede Ebene &, die einen

Gitterpunkt enthilt und zur Drehachse )\
senkrecht ist, eine Gitterebene sein (d. h. , //
ein ebenesGitter enthalten) muB3, da durch l/ /
die Drehung mindestens ein weiterer 7/ 7 /
Gitterpunkt in ¢ entsteht. Soll nun eine /?/ ,////
/|
//,‘/////////,,
/
),
//////"r

Drehung um O zu @ gehoren, so mul sie
jedes zur Drehachse senkrechte ebene
Gitter in sich iberfithren. Jedes ebene
Gitter gestattet aber Drehungen durch =,
so daB zunichst nur gerade Ordnungen
in Betracht kommen. Weiter sind aber |
Drehungen durch weniger als 72/6 unmog- |
lich. Angenommen, es gibe eine Drehung §
achter Ordnung; ist dann P, der O zu- &
néichst gelegene Punkt, so entstehen aus
P, durch die Drehungen sieben weitere
Punkte P,, P,, ..., Pg. Setzt man dann
den Vektor P P, an O oder, falls dieser
kein Gitterpunkt ist, an P, an, so kommt
man zu einem Gitterpunkt, der gegen Vor-

Abb. 7. Tkosaeder.

1)_Vgl. KiLEIN, Vorlesungen uber das Isokaeder, Leipzig 1834.
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aussetzung ndher bei O liegt als P,. Bei den kristallographischen Gruppen
kénnen also 2-, 4- oder 6-zihlige Achsen vorkommen; auferdem sind noch
~3-zihlige Achsen moglich (Untergruppe €; der zu einer 6-zihligen Achse ge-
horigen €;). Die Ikosaedergruppe ist daher auszuschlieBen; ihr Auftreten wiirde
ibrigens auch einen Widerspruch mit dem ,,Gesetz der rationalen Indizes* be-
deuten.

Neben dieser Einschrinkung ergibt sich aber auch eine Erweiterung aus der
Bemerkung, daB ein Raumgitter im allgemeinen symmetrisch zum Ursprung O
ist, also durch eine Inversion (Spiegelung an O) in sich-iibergefithrt wird. Bei
der Darstellung durch Gruppen linear gebrochener Transformationen liuft das
auf eine Erweiterung mittels der sog. Transformationen zweiter Arthinaus,
die sich jedoch sdmtlich aus den bisher betrachteten und der Transformation
2’ = 7 zusammensetzen lassen, wobei z die zu 2 konjugiert komplexe Zahl bedeutet.
Bemerkt sei, daB die Begrenzungen der Diskontinuititsbereiche eindeutig bestimmt
sind, wenn die betreffende Gruppe Transformationen zweiter Art enthilt.

Wollen wir also alle méglichen Symmetrien von Raumgittern und damit
alle méglichen Typen von solchen aufstellen, so haben wir die noch in Betracht
kommenden Gruppen durch Transformationen zweiter Art, die O fest lassen, zu
erweitern; es sind das (auf der Kugel) die Inversion I, die Symmetrie S an einer

Ebene und die Drehspi eg elung D, worunter die aus einer Drehung und darauf-
folgender Spiegelung an einer zur Drehachse senkrechten Ebene zusammengesetzte

Operation zu verstehen ist; die Ordnung von D muB immer gerade sein. Wir

bezeichnen mit §, die zyklische Gruppe #n-ter Ordnung, mit €, die allein von
einer Drehspiegelung erzeugte zyklische Gruppe von der Ordnung 2 %, mit 9
die Diedergruppe von der Ordnung 2 % und mit § und © Tetraeder- und Ok-
taedergruppe.

Es ergeben sich folgende 32 Gruppen:

a) aus der Identitit: 1) E allein, 2) E und I, 3) E und S;

b) aus den zyklischen Gruppen (es bedeutet % die Spiegelung an der horizon-
talen, v die an einer vertikalen Ebene): 4) €,, 5) €%, 6) €3, 7) €;, 8) €5, 9) €},
10) gr 11) @3’ 12) @4) 13) @Zr 14) @Z) 15) @6) 16) g! 17) @gr

¢) aus den Diedergruppen: 18) ®,, 19) Di, 20) D3, 21) D,, 22) Di, 23) D3,
24) D,, 25) Df, 26) D, 27) De;

d) aus der Tetraedergruppe: 28) ¥, 29) %, 30) &°;

e) aus der Oktaedergruppe: 31) O, 32) O

In der Kristallographie erfolgt die Einteilung nach anderen Gesichtspunkten.
Es werden zunichst folgende Systeme aufgestellt:

I. Gitter ohne besondere Symmetrien: triklin;

I1. Gitter mit einer zweizdhligen Achse (Digyre): monoklin;

III. Gitter mit einer dreizdhligen Achse (Trigyre): rhomboedrisch (wird
manchmal zum System V. gezihlt);
IV. Gitter mit einer vierzdhligen Achse (Tetragyre): tetragonal;
V. Gitter mit einer sechszidhligen Achse (Hexagyre): hexagonal;
VI. Gitter mit drei aufeinander senkrechten Digyren: rhombisch;
VII. Gitter mit drei aufeinander senkrechten Tetragyren: kubisch, regulir
oder tesseral.

Die volle Gruppe jedes Systems entsteht aus der Erweiterung der zugehérigen
Drehungsgruppe mit einer Transformation zweiter Art und heit Holoedrie;
die oben angegebenen Achsen miissen nur bei den Holoedrien vorhanden sein,
nicht aber bei den Untergruppen. Untergruppen vom Index 2 heillen im all-
gemeinen Hemiedrien, solche vom Index 4 Tetartoedrien.
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Jeder der 32 obigen Gruppen entspricht eine Kristallklasse; diese verteilen
sich folgendermaBen auf die 7 Systeme:
I. Triklines System:
1. Holoedrie E + I, (2),
2. Hemiedrie E allein, (1);
II. Monoklines System:
1. Holoedrie €}, (5),
2. Hemiedrie E + S, (3),
3. Hemimorphie €,, (4);
III. Rhomboedrisches System:
1. Holoedrie 93, (23),
2. Pyramidale Hemiedrie oder Paramorphie @“3, (11),
3. Hemimorphie €3, (10),
4. Enantiomorphie oder trapezoedrische Hemiedrie ®;, (21),
5. Tetartoedrie €, (8);
IV. Tetragonales System:

1. Holoedrie ®j, (25),

2. Pyramidale Hemiedrie oder Paramorphie €}, (13),

3. Hemimorphie 5, (14),

4. Trapezoedrische Hemiedrie oder Enantiomorphie ®,, (24),

5. Hemiedrie zweiter Art oder sphenoidische Hemiedrie 93, (20),

6. Tetartoedrie €,, (12),

7. Tetartoedrie zweiter Art oder sphenoidische Tetartoedrie €,, (7);
V. Hexagonales System:

1. Holoedrie D%, (27),

2. Pyramidale Hemiedrie oder Paramorphie €}, (16),

3. Hemimorphie &, (17),

4. Trapezoedrische Hemimorphie oder Enantiomorphie ®g, (26),

5. Hemiedrie zweiter Art oder trigonale Holoedrie ®j, (22),

6. Tetartoedrie €, (15),

7. Tetartoedrie zweiter Art oder trigonale Paramorphie €}, (9);

VL Rhomblsches System:
. Holoedrie @5, (19),

2. Hemiedrie ®,, (18),
3. Hemimorphie €3, (6);

VII. Kubisches System:
1. Holoedrie O*, (32),
2. Pentagonale Hemiedrie $*, (29),
3. Tetraedrische Hemiedrie ¥, (30),
4. Plagiedrische Hemiedrie £, (31),
5. Tetartoedrie ¥, (28).

Bemerkt sei, daB V, 5 und 7 mitunter zu III gezdhlt werden, doch wiren
diese Gruppen dann dort die einzigen mit horizontalen Symmetrieebenen.

27. Die Raumgruppen. Es sind damit alle eigentlich diskontinuierlichen
Gruppen des Raumes aufgestellt, die einen Punkt fest lassen. Man kann nun
noch einen Schritt weiter gehen und die letzte Einschrankung fallen lassen,
d. h. sich die Frage nach allen eigentlich diskontinuierlichen Transformations-
gruppen iiberhaupt, den sog. Raumgruppen, stellen. Wir miissen uns hier
mit der Bemerkung begniigen, daB3 jede solche Gruppe die Abelsche Gruppe
aller Translationen des betreffenden Gitters als Untergruppe enthalten muB.
Die Aufgabe, alle diese Gruppen aufzustellen, wurde von FEDOROW und un-
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abhingig von diesem von SCHONFLIES!) gelost. Es gibt im ganzen 230 Raum-
gruppen, wovon 65 von erster und 165 von zweiter Art sind; sie umfassen die
simtlichen moglichen Strukturformen der Materie, doch sei bemerkt, daBl —
wenigstens derzeit — durchaus nicht jede der 230 Typen auch in der Natur
realisiert vorgefunden wurde.

V. Lineare Transformationen, Invarianten und
quadratische Formen.

- 28. Der allgemeine Invariantenbegriff. Ist & irgendeine beliebige Trans-
formationsgruppe, so heit jede GroBe I eine Invariante von & oder genauer
eine Invariante gegeniiber den Transformationen von ®, wenn fiir die sich durch
Ausfithrung einer beliebigen Transformation T von & sich ergebende GroBe I
eine Beziehung von der Form I’ = & . I gilt, wo @ ausschlieSlich von den die
Transformation T bestimmenden Grofen abhdngt. Insbesondere spricht man
in dem wichtigen Fall @ =1 von einer absoluten, sonst von einer relativen
Invariante. So ist z. B. der Grad einer Form (Kap. 1, Ziff. 7) eine In-
variante gegenilber der Gruppe aller linearen homogenen Transformationen der
Veridnderlichen; man spricht hier von einer arithmetischen Invariante.
Dasselbe gilt vom Geschlecht einer Riemannschen Fliche, welches eine arith-
metische Invariante aller stetigen Transformationen des Raumes mit nicht
verschwindender Funktionaldeterminante ist. Der Wert einer beliebigen Funk-
tion f ist eine Invariante gegeniiber allen Transformationen der Verdnderlichen,
der Abstand zweier Punkte eine Invariante gegeniiber allen Transformationen,
die Bewegungen des Raumes darstellen usw. Um auch noch ein Beispiel einer
relativen Invariante zu geben, sei die Diskriminante D = a3, — a,, @y, der binéren
quadratischen Form a4} + 2a4,5%, %5 + ag,%3 erwihnt; durch die Transformation
Xy = C;1 %] + ¢4, (¢ =1, 2) erhdlt man eine neue quadratische Form, deren
Diskriminante D’ = A2D ist, wo 4 die Determinante |c;;| bedeutet.

29. Lineare Transformationen. Im Vordergrund vieler Teile der Algebra
und Geometrie stehen die Invarianten der Gruppe der homogenen linearen
Transformationen

n .
Vi :k%ldikxk (@:’1{ 2, ,’VL) (1)
mit der Matrix % = (a;;) und der Determinante 4 = |a;;|. Man schreibt fiir (1)

abgekiirzt auch y = % x. Ist dann ¥ = PBw eine zweite homogene lineare Trans-
formation, so gibt die Zusammensetzung vy = €w, wo € = AP das Produkt
der Matrizen % und % in dieser Reihenfolge ist (vgl. Ziff. 12). Hat % den Rang #,
ist also 4 5= 0, so lassen sich die Gleichungen (1) nach den x auflgsen; man erhilt
x =91y, wo A1 die zu Y inverse Matrix ist. Transformationen mit 4 =0
heiBlen nichtsinguldr, solche mit 4 = 0 singuldr.

Die Gleichungen (1) lassen sich in zweierlei Arten geometrisch deuten.
Zunichst kann man die ¥ und y als homogene Koordinaten in zwei R,_, auf-
fassen; (1) ist dann eine projektive Transformation oder Kollineation der beiden
R,_,, die wieder singuldr heifit oder nicht, je nachdem 4 =0 oder A4 5 0. ist.
Sind die » und ¥ Koordinaten im selben R, _;, so spricht man von einer Kolli-
neation des R,_, in sich. Die Gruppe der Transformationen (1) wird demgemal
bei homogenen Verinderlichen als projektive Gruppe des R,_; bezeichnet.

1) Kristallsysteme und Kristallstruktur, Leipzig 1891. Eine besonders griindliche, bis
ins kleinste Detail gehende Untersuchung gab NiggLi, Geometrische Kristallographie des
Diskontinuums, Leipzig 1919.
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Sind die # und v jedoch inhomogene Koordinaten zweier R,, so ist (1) eine
spezielle affine Transformation, die den Ursprung des einen R, auf den Ursprung
im anderen abbildet oder, wenn x und y Koordinaten im selben R, sind, eine
affine Transformation, die den Ursprung fest 1dBt. Die allgemeine affine Trans-
formation ergibt sich aus der ersten Interpretation, wenn man zunichst zu in-

homogenen Koordinaten % =X, oy, (6 =1,2,...,n—1) ibergeht, wo-

durch (1) die Gestalt " In

' o Xy X+t @ 1 Xpoy F G . _
Yi_an1X1+an2X2+~-+a,,,,-1X,,-1+aM t=1,2,...n—1)

annehmen und dann den Sonderfall a,; =y = - = a7 =0, &y + O
herausgreift. Man erkennt, daB dadurch der R,_, (Hyperebene des R,_,)
%, = 0 ausgezeichnet wird (unendlich ferne Hyperebene des R,_;) und bei allen
affinen Transformationen fest (invariant) bleibt. Die affinen Transformationen
bilden somit eine Untergruppe der projektiven Gruppe, die affine Gruppe des
R,_;. Die Beschrinkung auf homogene lineare Transformationen ist offenbar
keine Einschrinkung der Allgemeinheit. Uber die Deutung von (1) als Koordi-
natentransformation (bei 4 & 0) vgl. die Bemerkung in Kap. 1, Ziff. 26.

Fafit man die inhomogenen Veridnderlichen x;, %,, . . ., %, als Komponenten
eines Vektors x auf, so kann man den sich aus (1) ergebenden Vektor ¥y mit den
Komponenten y,, v,, ..., ¥, als das Produkt y = % . x der Matrix (Tensor
oder Affinor) % mit dem Vektor x ansehen. Diese Deutung ist selbstverstdndlich
nur innerhalb der affinen Gruppe maglich.

Zwei Reiben von Verdnderlichen x; und y; heilen kogredient, wenn bei
Ausfithrung einer Transformation einer Reihe dieselbe Transformation auch
auf die andere Reihe auszuiiben ist; die x; und v; sind dann Punktkoordinaten
im selben R,_ "

Die Transformatlon ¥ = > ag; % mit der Matrix A’ = (a,) heiBt zu (1)

=1

transponiert oder konjugiert.

Zwei Reihen von Verdnderlichen x; und #; heien kontragredient, wenn bei
Ausfithrung der Transformation x; = %" die u; der kontragredienten Trans-
formation # = (A'})~14’, also der transponierten reziproken Transformation
unterliegen und umgekehrt. Deutet man etwa die x; als Punktkoordinaten in
einem R, ,, so sind die » Hyperebenenkoordinaten im selben Rn 1 Sind ¥ = A’

n
und # = Bu’ kontragrediente Transformationen, so ist Zu ¥ =} ] eine
= =1
absolute Invariante (Zwischenform, Ziff. 31) und umgekehrt
30. Orthogonale Transformationen. Die Transformation (1) von Ziff. 29

heifit orthogonal, wenn die 1 # (# +1) Relationen

‘auakjﬁé,k (0, k=1,2, ..., n) (A)
7=1

bestehen, wo d;; = 0 oder =1 ist, je nachdem ¢ 5 % oder ¢ = % ist. Die Re-
lationen (A) sind gleichwertig mit Zaﬂajk = d;z, aber auch mit den sym-

bolischen Gleichungen YA’ = ¢ oder QI 9 = €. Die Determinante einer ortho-
gonalen Transformation hat entweder den Wert 41 (eigentlich orthogonale
Transformation oder den Wert —1 (uneigentlich orthogonale Trans-
formation). Die orthogonalen Transformationen bilden eine Untergruppe der
affinen Gruppe des R, mit festem Anfangspunkt, die eigentlich orthogonalen
Transformationen (nicht aber die uneigentlichen!) wieder eine Untergruppe

Handbuch der Physik. IIIL. 6
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dieser. Deutet man die Verdnderlichen als rechtwinklige Xoordinaten, so
stellen die eigentlich orthogonalen Transformationen Drehungen um den Ur-
sprung dar, wiahrend sich die uneigentlichen aus einer solchen Drehung und
aus einer Spiegelung an einer Ebene durch den Ursprung zusammensetzen lassen
(Transformationen zweiter Art, vgl. Ziff. 26).

Aus ¥’ U = € folgt, dabB jede orthogonale Transformation die quadratische

Form Zx oder allgemeiner den Ausdruck Z(x‘” x2)2, also das Quadrat

des Abstandes der Punkte %@ und x® ungeandert 14Bt.

31. Projektive Invarianten. Sei x = x’ eine beliebige homogene lineare
Transformation, deren Matrix € = (¢;;) den Rang # hat, und F(x;, %,, .. ..%,,
ay, dy, ..., ap) = F(x, a) eine Form in den Verdnderlichen » mit den Koeffi-
zienten ¢. Eine ganze rationale Funktion J(a) dieser Koeffizienten ist dann eine
Invariante von F, wenn der aus den Koeffizienten der transformierten Form
F'(x', a') gebildete Ausdruck j(a') der Beziehung J(a’) = CYJ(a) genigt, wo
C = |¢;| die Transformationsdeterminante ist. Es 148t sich unschwer zeigen,
daB der in Ziff. 28 mit & bezeichnete Faktor rechts hier immer eine Potenz
von C ist. Der stets positive Exponent g heiit Gewicht der Invariante. Jede
Invariante ist homogen, also eine Form in den 4. Hangt J von den Koeffizienten

mehrerer Formen F(x, a), G(x, b), . . . ab, so spricht man von einer simultanen

Invariante der Formen F, G, ... So ist z. B. die Determinante |a;;| eine
n

simultane Invariante vom Gewicht 1 der # Linearformen > a;, %, (1 =1, 2, ..., n);
=51

sie wird auch als Resultante dieser Formen bezeichnet. Das Verschwinden
einer Invariante hat immer eine geometrische Bedeutung, wenn man die x etwa
als homogene Koordinaten in einem R,_; deutet; man nennt J = 0 eine in-
variante Gleichung. So bedeutet das Verschwinden der obigen Resultante, daB

n
die #» Hyperebenen >a;zx; =0, (¢ =1, 2, ..., n) durch einen Punkt gehen.
=

Eine ganze rationale Funktion K(a,b,..., v,% ...), fur die wieder
K@,bv,...,v,2,..)=CK(ab, ..., 9,2 ...)ist, heiBt (relative) Kovari-
ante, wenn alle Variablenreihen v, z, ... sich kogredient mit den x transfor-
mieren, hingegen Kontravariante, wenn die v, 2, . .. sich kontragredient zu
den x transformieren, oder aber Zwischenform, wenn unter den y, z, . . . beide
Arten von Variablen vorkommen. g wird auch hier als Gewicht bezeichnet,
muB aber nicht positiv (woht aber ganz) sein. Invarianten, Kovarianten, Kontra-
varianten und Zwischenformen werden mitunter gemeinsam alsKonkomitanten,
hiufig auch als Invarianten schlechthin bezeichnet (vgl. Ziff. 28). Sie sind immer
homogen in jeder Reihe von Koeffizienten 4, b, . .. und Verinderlichen v, z, . ..
Die einfachste (absolute) Kovariante einer Form F(x, a) ist F selbst. Sind
«® (k =1, 2, ..., n) kogrediente Verinderliche, so ist die Determinante |x{®
eine Kovariante vom Gewicht —1. ‘

Aus zwei ganzen rationalen Invarianten J, und J, mit den Gewichten g, und g,
148t sich immer eine absolute herleiten, ndmlich J%: Jg.

82. Bilineare und quadratische Formen. Unter einer Bilinearform versteht

man einen Ausdruck von der Gestalt f(x, y) = Z @iy %; Vi, der also in ]eder der

beiden Variablenreihen x und y homogen und linear ist. Die Matrix A = (a;z)
heiBt Matrix von f(x,y). Die Begriffe symmetrisch, schief, Rang, singulir,
transponiert, invers, adjungiert, Summe und Produkt iibertragen sich von den
Matrizen her unmittelbar auf Bilinearformen. Das Produkt zweier Bilinear-
formen erhilt man also nicht durch Ausmultiplizieren, sondern es ist wieder
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eine Bilinearform, deren Matrix das Produkt der Matrizen der urspriinglichen
Bilinearformen ist. Unterwirft man die Verdnderlichen den Transformationen
x = Bx', y = Ey', so ergibt sich aus f(x, y) eine Bilinearform mit der Matrix
B'UAC. Fine symmetrische Bilinearform bleibt symmetrisch, wenn x und y
kogredient transformiert werden.

Von der symmetrischen Bilinearform f(#,y) kommt man unmittelbar

n
zu der quadratischen Form f(x, %) :Zaik %; % (4 = ag;), wenn man die

i, k=
beiden Variablenreihen einander gleichsetzt. Die Bilinearform f(x,y) heiBit

. 1 N0 Fx, %)
Polarform von f(x, x); es ist f(x,y) = —2—217 ax, Vi
P

Die symmetrische Determinante 4 = |a;;| heiBt Diskriminante der
quadratischen Form f(x, x); sie ist eine relative Invariante vom Gewicht 2
und stimmt bis auf den Faktor 4 mit der Hesseschen Determinante von f(x, %)
iiberein.

Fundamental fiir die Theorie der quadratischen Formen ist das Problem
der Transformation auf eine Summe von Quadraten. Es gilt der Satz: Jede qua-
dratische Form vom Rang 7 16t sich mit Hilfe einer nichtsinguldren projektiven
Transformation in die kanonische Form 2 + %% 4- - - - 442 {iberfithren. Ausdriick-
lich bemerkt sei, dafl die Transformation nicht reell sein muB, auch wenn f(x, %)
reell ist. Sei 4;; ein von Null verschiedener Koeffizient der Hauptdiagonale von

n

Fxg, %ay oo o, %) = E Ay % Xy, -

. Gk=1
Wir setzen
1 n 2
f=;f( 2 ﬂikxk) + 1
it
k=1
wo f; von x; unabhingig ist. Die Transformation
n .
n . . .
W=D gy, X=%(=2,..,1—1,1+1,...m), xj=2x,
i=1

(letzteres fallt bei ¢ = 1 fort) fithrt dann f iiber in

1
B %12 fy (%, X, .., X
(X3

Wiederholt man das Verfahren an f, usw., so gelangt man nach 7 Schritten
zu einem Ausdruck von der Form

010 + Ca%3 + o A x] A fr;

die quadratische Form f, muBl aber verschwinden, da { voraussetzungsgemif
den Rang 7 hat. Das Verfahren versagt nur, wenn in f oder in einer der
folgenden Formen f,, . .. alle Glieder der Hauptdiagonale verschwinden. Ist das
etwa bei f der Fall, jedoch a;, # 0, so setzt man

2
f= iy (@19 % + G132+ -+ GinXn) (@21 %1 + Bas %3 + -+ + G2n ) + f1,
wo f; von x; und x, nicht mehr abhdngt. Die Transformation
X = Ayp X+ Ayz¥g + oo+ A+ Aia¥n, X = A5 %1 + Ag3%3 + -+ + dan Xy,

H=x% G=34...n)
6*



84 Kap. 2. A. DuscHEk: Algebra. Ziff. 32.
ithrt dann f {iber in 2 .
f f 2 Mt (),

woraus durch die zweite Transformation

W = o, =, =2 =3, ... )
schlieBlich N s
2o 2 (o, )
12 12

folgt. Zum SchluB ist noch die Transformation

o =Yex (i =1,...,7), sh=x k=r-+1,...,n)
auszufiihren.

Ist f reell, so sind alle obigen Transformationen bis auf die letzte ebenfalls
reell. Will man also nur reelle Transformationen zulassen und ist die Numerierung
so gewdhlt, daB ¢;, ¢y, ..., ¢ poOSItiV, Coy1, €oya, - ... €, negativ sind, so ist
die letzte Transformation zu ersetzen durch

xgzl/c:x@- i=1,2,...,9), %=V—cm (=st1,s+4+2,..., 7).
Man erhilt die Normalform
Rt a2

Die Differenz der Anzahlen der positiven und negativen Quadrate 2 s — # pflegt
man Signatur der quadratischen Form zu nennen. Sie ist neben dem Rang »
eine arithmetische Invariante reeller quadratischer Formen gegeniiber reellen
linearen Transformationen. Diese Tatsache findet ihren Ausdruck in dem sog.
Trégheitsgesetz der quadratischen Formen: Wie immer man auch eine
reelle quadratische Form durch eine reelle Transformation auf die Normalform

r
D'c;x? bringt, die Anzahl der positiven und negativen Koeffizienten ¢; ist stets
=1
dieselbe.

Uber die aus diesem Satz sich ergebende Klassifikation der reellen Kurven
und Flichen zweiten Grades vgl. Kap. 3, IV.

Uber die Invarianten einer quadratischen Form gilt der Satz: Jede ganze
rationale Invariante unterscheidet sich héchstens durch einen konstanten Faktor
von einer Potenz der Diskriminante.

Eine quadratische Form heiit reduzibel, wenn sie in ein Produkt zweier
Linearformen zerfillt; sie hat dann den Rang 0, 1 oder 2, und umgekehrt ist
eine quadratische Form vom Rang 0, 1 oder 2 stets reduzibel.

Die Form ,
ian N T
J
Ay Aoy - .. oy Uy, N
2
(p(rz,\[, ) = oo = ——Z Aspu; uy,
i, k=1
An1  Ape - Apn  Up
Uy Uy uy 0 |

(Ziff. 7) heiBt adjungierte Form von f(x, x) == > a;;%;%; . Sie ist eine simultane
i E=1

1,
Invariante vom Gewicht 2 der quadratischen Form f(x, ) und der Linearform
n
> u;x;. Sind die u kontragrediente Verdnderliche, so ist ¢ (, u) eine Kontra-
i=1
variante von f(x, x).



Ziff. 33. Hauptachsentransformation reeller quadratischer Formen. 85

33. Hauptachsentransformation reeller quadratischer Formen. In Ziff. 32
wurde gezeigt, dall zwei quadratische Formen dann und nur dann 4quivalent
sind, d. h. durch eine nicht singulire Transformation ineinander iibergefiihrt
werden konnen, wenn sie denselben Rang haben. Wir stellen nun die Frage,

7
ob es moglich ist, eine reelle quadratische Form f(x, x) = > a;;%;%; durch eine
z,k 1

orthogonale Transformation in die kanonische Gestalt 2/1 #; zu bringen. Man

erkennt leicht, daB es sich hier um einen Sonderfall des Aqulvalenzproblems
zweier Paare quadratischer Formen handelt: wann lassen sich die zwei Formen
f1(x, x) und g, (x, x) durch eine lineare Transformation in zwei andere Formen
fa(x, x) und g, (x, x) uberfuhrenl) (vgl. auch Ziff. 34). In unserem Fall ist

f(x, %) = f(x, %), falx, x) = le und g (%, x) = g, (x, %) Zx (Bedingung

fiir die Orthogonalitdt der Transformatlon)
Wir betrachten die charakteristische oder Sikulargleichung

S@A) =|ay— Adix| =0,

die, wie bereits erwahnt (Ziff. 9, C), lauter reelle Wurzeln hat. Die GréBen 6;;
sind wieder =1 oder = 0, je nachdem i = % oder i # k ist. Ist 1’ eine p-fache
Wurzel von S(4) = 0, so hat die Matrix €(4) = (a;; — 4'd;z) den Rang # — p
und die Gleichungen
ﬁ(a,;k—ICS“C)%]‘;:O (1::'1,2,...,%) (1)
k=1

genau p linear unabhéngige Losungen (Ziff. 14). Jede Losung 4" von S(4) = 0
heiBt charakteristische Zahl, der reziproke Wert x' = % Eigenwert

(manchmal werden auch die 4’ so bezeichnet), und die sich aus (1) fiir diesen Wert
von A ergebenden Losungen nennt man (zum Eigenwert »’ gehérige) Eigensysteme
von f(x, x). Im ganzen erhilt man » Eigensysteme, die aber als Losungen homo-
gener Gleichungen nur bis auf irgendwelche Proportionalititsfaktoren bestimmt
sind und die also noch gewissen Bedingungen unterworfen oder, wie man zu sagen
pflegt, in geeigneter Weise normiert werden kénnen. Wir bezeichnen ein Eigen-

system x1, %3, . . ., %, zur Abkiirzung mit %’ und setzen Zx’ x7 = (x"x"") (inneres

Produkt der Vektoren #" und x”'). Man zeigt leicht, daB zwei Eigensysteme %’
und %", die zu verschiedenen Eigenwerten gehéren, orthogonal sind, d. h.
daB (¥ %) =0 ist. Gehéren x’ und x” zum selben FEigenwert und ist
(¥'x") # 0, so kénnen wir eine Zahl ¢ angeben, daB (¥, " + o x’) = 0 ist. Es
¥ %)

a
folgt ja(x'x") + o(x'x’) = 0, also, da (x" #') = #'2 = M 22 >0 ist, 0 = — { 2

1= 1
Wir setzen x”" + ox’ =y'. Ist &’ ein drittes, zum selben Eigenwert gehorlges
Eigensystem, so lassen sich 6 und 7 so angeben, daB sowohl (¥, x”/+ 64’ + 1Y) =
=0 als auch (y', %" 4+ o2’ + 7y) =0 wird. Es folgt (x'x"’) + o%'2 =
( iia

y'x") 4+-1y'2=0. Wir setzen 2" 4 6%’ + 79’ = 2. Setzt man das Verfahren fort
so kann man erreichen, daB alle » Eigensysteme %', 9’ #/, . . . orthogonal werden.

1) Die Erledigung dieses Problems geschieht mittels der im wesentlichen von
WEIERSTRASS herrithrenden Theorie der Elementarteiler; vgl. die ausgezeichnete Dar-
stellung in BOcHER, Einfithrung in die héhere Algebra. Lexpzlg 1910.
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Ist »’ ein beliebiges von ihnen, so kann man schlieBlich noch eine Zahl y so be-
stimmen, daB (y»')? = 1 wird, indem man y = —1;—2— setzt. y®’nimmt man dann
als neues Eigensystem an Stelle von »’. Auf diese %Veise erhdlt man also #» Eigen-
systeme p; = (P;1, P2, - - -» Pin), die den Orthogonalititsrelationen il;’)ij Pr; = O

(Ziff. 30) geniigen. Die zugehorigen charakteristischen Zahlen seienjll, Aoy ooy Ay
von ihnen kénnen natiirlich auch einige einander gleich sein oder auch verschwin-
den. Ferner sei die Determinante llbikl =1, was man durch passende Nor-
mierung ebenfalls leicht erreichen kann. Die Transformation x = Py, wo P die
Matrix (p;z) bedeutet, ist dann eine eigentlich orthogonale. Fiihrt man diese

n
Transformation aus, so ergibt sich aus der quadratischen Form / (v, ) = > a3 %; %;
n i, k=1
eine neue g(y, ¥) = > bix¥iyp, deren Matrix B = (b;;) nach Ziff. 32 gleich AP
i, k=1 n
wird. Rechnet man das aus, so folgt b;; = ;3 4;, d. h. es ist g(y, y) = D47,
i=1

Damit ist nicht nur die Existenz einer orthogonalen Transformation der ver-
langten Art nachgewiesen, sondern auch ein Verfahren zu ihrer Bestimmung
angegeben!). Hat die Matrix 9 den Rang 7, so muB die dquivalente Matrix
(8;14;) denselben Rang haben, d. h. aber, daB # — 7 von den 1 gleich Null sein

miissen. Sind das etwa A,,1, 449, - - -, 4, S0 hat g(y,y) die Gestalt D197
=1

Die Eigenwerte x; bedeuten im Fall » =7 = 3 die Quadrate der Léngen der
Hauptachsen der Mittelpunktsfliche zweiten Grades /(x, x) = 1. n
Ein wichtiges Ergebnis ist noch: Zwei reelle quadratische Formen D X %,
n i, k=1
und Zbi #%: % lassen sich dann und nur dann mittels einer orthogonalen Trans-
W k=1
formation ineinander iiberfithren, wenn sie dieselben Eigenwerte haben.

34. Paare quadratischer Formen. Das zu Beginn von Ziff. 33 erwihnte
allgemeine Problem der simultanen Transformation zweier quadratischer Formen
f(x, %) = Xagx und g(x, x) =X b %% auf die Normalform 148t sich in dem
Fall, wo beide Formen reell und eine, etwa g, positiv definit und somit auch nicht
singuldr ist, leicht erledigen. Ist ; eine Wurzel der Gleichung |a;; — 40| = 0,
die unter den angegebenen Voraussetzungen ebenfalls nur reelle Wurzeln hat,
so ist f — A,g singuldr und kann daher durch eine reelle lineare Transformation
auf eine Form in hochstens # — 1 Verénderlichen gebracht werden. Setzt man
demgemal

f—ig=f—tg+ A —Ng="1 00y T =D 01, Y2 -- s Ya)
so ist g ebenfalls positiv definit und somit der Koeffizient von y3 von
Null verschieden, da sonst g’ fir y, =1, y3=--+ =9, = 0 verschwénde,
also nicht definit wire. Durch Anwendung des in Ziff. 32 geschilderten Verfahrens
kann man demnach f in die Gestalt 4,¢,2 + f, (%, - - -, 2,) und g in die Gestalt
¢4+ g1(2, - - -, 2,) tberfithren, wo g, eine positiv definite Form in z,, ..., 2,

und ¢, > 0 ist. Durch wiederholte Anwendung des Verfahrens, zundchst auf f;
und g;, erhalt man schlieBlich f = >4;¢;2{ und ¢ = >¢;2; und daraus durch die
(reelle) Transformation %; = Yoz (6=1,2,...%)
f=02+ 225+ -+ + dp2, und g=2+ x5+ -+ + a2,
1) Ein anderes Verfahren zur Bestimmung von B auf Grund eines Maximumprinzips

findet sich bei COURANT-HILBERT, Die Methoden der mathematischen Physik, Bd. I, S. 11,
Berlin 1924.
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35. Hermitesche Formen. Unter einer Hermiteschen Form versteht man
eine Bilinearform S %% (1)

mit a;;, = a3, wo a und @, x und x konjugiert komplex sind. Fiir reelle Koeffi-
zienten und Verdnderliche erhilt man als Sonderfall die reellen quadratischen
Formen (vgl. Ziff. 9, C). Eine Reihe von Eigenschaften der letzteren besitzen
auch die allgemeinen Hermiteschen Formen, insbesondere 148t sich auch das in
Ziff. 33 gegebene Verfahren der Hauptachsentransformation iibertragen. Die
Sitze iiber die charakteristische Gleichung und iiber die Eigensysteme gelten
unverdndert weiter. Die Eigensysteme lassen sich so normieren, daB jedes Eigen-
system x = (%;, %5, . . ., %,) der Relation (%) = 1 und je zwei Eigensysteme x
und y der Relation (x y) = 0 geniigen. Diese Normierung 1iBt sich nach dem
a. a. O. angegebenen Verfahren durchfithren. Die mit den » sich so ergebenden
linear unabhidngigen und in der obigen Weise normierten Eigensystemen als
Koeffizienten gebildete lineare Transformation, die wegen der obigen Relationen
auch hier als orthogonal bezeichnet wird, fithrt die Form (1) iiber in Z/l,-xi:_ci,
wo die 4; die stets reellen Eigenwerte von (1) sind (Hauptachsentransfor-
mation Hermitescher Formen). Aus diesem Grund kann man auch von einer
Signatur und von einem Tragheitsgesetz Hermitescher Formen sprechen,
in durchaus analoger Bedeutung wie in Ziff. 32.

Eine Hermitesche Form nimmt, wie leicht einzusehen ist, nur reelle Werte
an. Man kann also auch hier positiv oder negativ definite, semidefinite und
indefinite Formen unterscheiden.

V1. Polynome (ganze rationale Funktionen).

86. Allgemeine Sitze iiber Polynome in mehreren Verdnderlichen. Uber
den Begriff des Polynoms oder der ganzen rationalen Funktion vgl. Kap. 1,
Ziff. 7.

Ein Polynom f, heiBt Teiler oder Faktor eines Polynoms / in beliebig
vielen Verdnderlichen, wenn eine Identitit f =/, - f, besteht, wo f, ebenfalls
ein Polynom ist. Eine Konstante (Polynom vom Grad 0) ist Teiler jedes Polynoms.

Ein Polynom heit reduzibel, wenn es dem Produkt zweier Polynome,
von hoherem als nulltem Grad identisch gleich ist. Es ist manchmal zweckmiBig,
den Begriff der Reduzibilitit einzuschrianken, indem man von den Koeffizienten
der beiden Faktoren verlangt, daB sie einer gewissen Teilmenge der Menge der
gemeinen komplexen Zahlen, um die es sich zunichst handelt, angehoren: z. B.
der Menge der reellen Zahlen. Unter einem Rationalitdtsbereich oder
Korper versteht man eine Zahlenmenge mit der Eigenschaft, dai zugleich mit
zwei Zahlen a und b immer auch die Zahlen a 4 b, @ — b, a - b und, wenn b = 0
ist, auch a/b der Menge angehoren. Der einfachste (natiirliche) Rationalitdtsbereich
besteht aus der Menge der rationalen Zahlen. Gehoren die Koeffizienten eines
Polynoms f alle einem Rationalititsbereich f an, so heifit f reduzibel in R, wenn
es dem Produkt zweier Polynome identisch gleich ist, deren Koeffizienten eben-
falls dem Bereich ®% angehoren und von denen sich keines auf eine Konstante

reduziert. Bezeichnet man mit R(a,, 4,, . .., 4,) den Rationalititsbereich, der
durch rationale Operationen aus den Zahlen a,, a,, ..., 4, hervorgeht, so ist
der natiirliche Rationalititsbereich etwa durch $(1) gekennzeichnet. Das
Polynom %% -+ 1 ist reduzibel in R (¢), (¢2 = —1), aber irreduzibel im reellen Be-

reich; 4% — 1 reduzibel in R (1). Die Determinante |a;;| ist im allgemeinen ein
irreduzibles Polynom in den #?% Verinderlichen ag.

Zwei Polynome heiflen teilerfremd oder relativ prim, wenn sie, von
Konstanten abgesehen, keinen gemeinsamen Teiler besitzen.
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37. Der Fundamentalsatz der Algebra. Der Satz lautet: Jedes Polynom
f(x) in einer Verdnderlichen %, das keine Konstante ist, besitzt mindestens
eine (reelle oder imaginire) Nullstelle. Ist diese x,, also f(x;) = 0, so ist f(x)
teilbar durch den Wurzelfaktor x — x;, d. h. f(x) = (v — x,)g(x), wo der
Grad von g(x) um 1 kleiner ist als der Grad von f(x). Hat f(x) den Grad =,
so folgt, daB f(x)=a¢+" + ax" 14 -+ +-a, %+ a, (a4,#0) in der Form

) =ag(x — %) (x — %) ... (x — x,)

dargestellt werden kann, wobei die Nullstellen x; nicht notwendig alle voneinander
verschieden sind. Sind % Nullstellen einander gleich, etwa gleich #,, so heiBt x,
eine k-fache Nullstelle; f(x) ist dann durch (x — #,)* teilbar. Den Fundamental-
satz kann man demgemaB auch so formulieren: Jedes Polynom in einer Verinder-
lichen, das weder eine Konstante noch linear ist, ist reduzibel im Bereich der
gemeinen komplexen Zahlen.

Ist f(x) reell, d. h. sind alle Koeffizienten a,, a4, . . ., a, reelle Zahlen, und ist
a +- bt eine k-fache Nullstelle, so ist die konjugiert komplexe Zahl a — b7 eben-
falls eine A-fache Nullstelle von f(x). Da das Produkt der zugehorigen Wurzel-
faktoren ein reelles quadratisches Polynom ist, folgt, daB jedes reelle Polynom
sich als Produkt reeller linearer und quadratischer Faktoren darstellen 1iBt.
Daraus folgt auch, daB jedes reelle Polynom ungeraden Grades mindestens eine
reelle Nullstelle besitzt.

38. Grofiter gemeinsamer Teiler. Der groBte gemeinsame Teiler zweijer
Polynome f(x) = ao&™ 4+ a, 4" 1 + - + a, und g(x) = bga™ + bya™-1 L ... L b,
(a9 #+ 0, by 0, n >m), d. h. das Polynom héochsten Grades, welches sowohl
Teiler von f(x) als auch von g(x) ist, wird am einfachsten nach dem euklidi-
schen Algorithmus bestimmt. Bei der Division von f(x) durch g(x) erhalte
man den Quotienten g, (x) und den Rest 7, (x). Dannist f(x) = ¢,(x) - g(x) + 7, (%)
und der Grad von 7, (x) kleiner als der Grad von g(x). Dividiert man dann g(x)
durch 7, (x) usw., so erhilt man schlieBlich ein System von Identititen

F#®) = ¢ (%) -g(®) +7n (%),

g (%) = g1 (%) - 7 (%) + 75 (%),

7y (%) = gy (%) - 7 (%) 4 75(%),
i1 (%) = g (%) - 75, (%) + 7241 (%) -

Da der Grad der Polynome 7,(x), 75(x), . . ., #54,(%) bestindig abnimmt, muB
schlieBlich eines eine Konstante sein; es sei das #;,,. Man iiberlegt leicht, da
ein gemeinsamer Teiler von f und g auch Teiler aller 7 ist und da8 umgekehrt
jeder Teiler zweier aufeinanderfolgender » auch gemeinsamer Teiler von f und g
sein muB. Haben daher f und g einen gemeinsamen Teiler, so ist dieser auch
Teiler von 7;,,,, d. h. es muB 7, , = 0 sein. Umgekehrt folgt aber aus #,,, =0,
dab 7; gemeinsamer Teiler von f und g sein muf.

Ist also im euklidischen Algorithmus 7;,, = 0, so ist #; der groBte gemein-
same Teiler von f und g; ist dagegen #;,,+ 0, so sind f und g teilerfremd
(Ziff. 36).

39. Symmetrische Polynome. Ein Polynom F(x,,%,,...,%,) in # Ver-
dnderlichen heiBit symmetrisch, wenn es bei allen moglichen Vertauschungen
der Verinderlichen ungedndert bleibt. Man tiberlegt leicht, da die Koeffizienten
ay, @y, s, - . -, @, eines Polynoms f(x) = ax® + ax""1 + ... + a,, von einem
gemeinsamen Faktor abgesehen, symmetrische Polynome in den Nullstellen
%y, %3, ..., %, sind. Man erhilt
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21

751: ExlleJr-xz_Jr_..._!_xn—__a_o.’
&)

pl 12 ao’

Py = Exxx: %

3 142738 “o’

Ay
P = X%y .. KXy == (~1)"-~; ,
0
wo 1n p; die Summe iiber alle ( 1: ) Kombinationen von 1, 2, . . ., # zur ¢-ten Klasse

ohne Wiederholung zu erstrecken ist. Die Polynome p werden als symmetrische
Grundfunktionen oder als elementare symmetrische Funktionen be-
zeichnet. Jedes symmetrische Polynom F(x;, %,, . . ., #,) 1Bt sich als Polynom
in den p bzw. in den Koeffizienten a darstellen.

Ein weiterer wichtiger Sonderfall symmetrischer Funktionen sind die
Potenzsummen s; :ﬁx;‘ (k=0,1,2,...); sie lassen sich aus den Koeffi-
zienten a rekurrierendli)lerechnen mittels der Newtonschen Formeln

ay$; + a; =0,
AySy + 438, + 2a, =0,

AyS3 + Ay Sy + 498, + 3a3 =0,

AySu—1 T @Sy o+ ApSp3+ - F (B —1)a, ; =0,
AySpsk + B Snai—1+ BoSpskot+ -+ aSp =0 (k=0,1,2,...).

40. Resultante und Diskriminante. Die notwendige und hinreichende
Bedingung dafirr, daBl zwei Polynome [f(x) = gg4® + a;4" 1 .- + a,,
2 (%) = bga™ + byx™-1 4+ ... 4 b, eine gemeinsame Nullstelle haben oder, was
auf dasselbe herauskommt, nicht teilerfremd sind, 1d8t sich durch das Ver-
schwinden einer relativen Simultaninvariante vom Gewicht m#n, der sog.
Resultante Ry,, ausdriicken. Man erhilt Ry, am einfachsten nach der von
SYLVESTER herrithrenden dialytischen Methode, die aus der Elimination von
1, x, %%, ..., "™~ 1 qus den Gleichungen

H(x)=0, xf(x) =0, x2{(x) =0, ..., ¥* 1 }{x) = 0, g (%) =0, xg (%) =0, ..., x" " 1g(x) =0

besteht; es ergibt sich

| 4 a1 A ... ay 0 0O ...0

;‘ 0 a 4 -1 Gn 0 0

{ 0 0 ay...a 4 .1 @ ... 0 |tmZeilen
Rf,,~f 0 . ay a . |

| by by by ...b, O 0 0 |

| i

PO by by .. by by L .

| o meroom O 11y Zeilen.

;0 0 0 . by by .. b,
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Eine andere Darstellung der Resultante mittels der Nullstellen x,, %,, ..., %,
von f(x) bzw. %, %, ..., % von g(x) ist

Ryy=apty J [ (i — %) =
i, k

= ag by (%, — &) (% — %3) ... (% — %)

(o — ) (5 — ) ... (10— ).

Daraus 148t sich unmittelbar eine notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir ableiten, daBl das Polynom f(x) eine (mindestens) zweifache Nullstelle hat,
wenn man bedenkt, daB jede solche Nullstelle auch eine (mindestens einfache)
Nullstelle der ersten Ableitung f'(x) ist. Die gesuchte Bedingung besteht somit
im Verschwinden der Resultante Ry~ von f(¥) und f'(x). Der Ausdruck

D:% (—1)8"-DR,. heiBt Diskriminante von f(x) und ist eine relative
0

Invariante vom Gewicht # (# — 1) und vom Grad 2 # — 2 in den Koeffizienten a.
Andere Darstellungen fiir D sind

D = (—1)2"Da" 2 () (%) . .. [ () =

1 1 o1 2
Xy X X
=ai" 22 A ¥,
| x;t—l xél—l xz-—l
d. h. D stimmt bis auf den Faktor @"~? mit dem Quadrat der Vandermonde-
schen Determinante der Nullstellen x;, %,, ..., %, (Ziff. 9) iberein. Daraus

n
folgt dann unmittelbar noch D = a§"~2 ? Z (%, — x)?, (4> k) sowie die Dar-
i, k=1
stellung von D durch eine rekurrierende Determinante, deren Elemente die
Potenzsummen s; sind.

VII. Algebraische Gleichungen.

41. Allgemeines. Unter einer algebraischen Gleichung mit der Unbekannten
% versteht man eine Gleichung von der Form f(x) =0, wo f (%) = ag4™ + a, 2" " * +
-+ -+ + a, ein Polynom in x ist. Ist, was immer angenommen sein soll, g, + 0,
so kann durch 4, dividiert werden und man kann ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit sich auf die Untersuchung von Gleichungen von der Gestalt

A by A" e by =0
beschrinken. Durch die Transformation x = z — %‘kann man noch erreichen,
daB in der neuen Gleichung fiir z die zweith6chste Potenz fehit.

Die eben erwihnte Transformation ist ein Spezialfall der sog. Tschirn-
hausenschen Transformation, die in ihrer allgemeinen Form auch noch
die Wegschaffung einer weiteren Potenz von z gestattet. Die sich so ergebende
vereinfachte Gleichung wird als Tschirnhausensche Resolvente be-
zeichnet. Man erkennt leicht, daB man dadurch bei Gleichungen dritten und
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vierten Grades zu einer Losung kommen kann, da die Tschirnhausenschen Resol-
venten sich hier in die Form 28 4 b3 =0 (reine Gleichung, Ziff. 42) bzw.
2t 4 by2? 4 by == 0 (durch Quadratwurzeln lésbar) bringen lassen. Die rech-
nerische Durchfiihrung der Transformation ist umstdndlicher als die unten ge-
gebenen Verfahren und soll daher iibergangen werden.

Bei Gleichungen héheren als vierten Grades kann die Tschirnhausensche
Transformation im allgemeinen keine Methode zur Auflésung mehr liefern. Es
gilt hier der fundamentale, von ABEL zuerst bewiesene Satz, dafl solche Glei-
chungen im allgemeinen, d. h. von gewissen Sonderfillen’ abgesehen (vgl.
Ziff. 42 u. 45), nicht mit Hilfe von Wurzelzeichen lésbar sind.

42. Reine Gleichungen. Kreisteilung. Gleichungen von der Form
=a (1)
heiBen reine Gleichungen. Wir setzen
a = a|[cos(x + 2kn) + isin(x 4 2kn)] (k ganz),
¥ = |x|(cosq + ising).
Dann ist nach der Formel von Moivre (vgl. Kap. 6, Ziff. 16}

L _ o+ 2kn _ -

(x| =17|al, p=—"" (k=0,1,..., n—1);
es ergeben sich somit genau # Wurzeln x,, %,, ..., %,, die den Werten % = 0,
1,...,n — 1 entsprechen (fiir # = # erhilt man wieder x, usw.). Ista = |a| =1,
so ist « = 0 und die Wurzeln der Gleichung (Kreisteilungsgleichung)
=1, (2)

namlich
§k+1=c0522—”+isin2z———n (R=0,14,...,—1),

werden als #-te Einheitswurzeln bezeichnet. In der GauBlschen Zahlenebene
liegen die & auf einem Kreis vom Radius 1 und bilden die Ecken eines diesem
Kreis eingeschriebenen reguldren #-Ecks, das eine Ecke im Punkt 1 hat. Die
Wurzeln von (1) sind ebenfalls die Ecken eines reguldren n-Ecks, das sich aus

dem letztgenannten durch die Transformation »' = |a| ¢ " x d. h. durch eine
Drehung durch den Winkel a/n bei gleichzeitiger Streckung um |a| ergibt.

Eine n-te Einheitswurzel £ heifit primitiv, wenn sie keiner Gleichung
2" =1, wo m < ist, genigt.

Ist & irgendeine primitive #n-te Einheitswurzel, so sind ihre Potenzen &, £2,
&, ..., " =§ =1 alle verschieden und ergeben simtliche #-te Einheits-
wurzeln. Durch Potenzieren einer nichtprimitiven #-ten Einheitswurzel erhilt
man niemals sdmtliche #-te Einheitswurzeln. Ist # eine Primzahl, so ist jede
n-te Einheitswurzel, von 1 abgesehen, primitiv.

43. Die kubische Gleichung. Die Gleichung x® 4 b, 224 byx + by = 0 sei

durch die Transformation ¥ =z —%‘ (Ziff. 41) auf die Form

B4 prtg=0 (1)
gebracht. Setzt man (Verfahren von HUDDE) z=u + v, so ergibt sich
#® 4 v¥ = —¢q, wenn # und v so bestimmt sind, dal 3uv 4 p=0, d. h.

3

©3® = —% ist. Somit sind #® und »3® die Wurzeln einer quadratischen
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Gleichung, der sog. quadratischen Resolvente, ndmlich

3
24 gt —

s,/ ———
’ Y
Nimmt man fiir » einen der drei Werte (Ziff. 42) von V——g— + V % + 227—. o)
1/ 4 e P - -
wird v :V - _l i - »{7; doch ist der Wert dieser Wurzel nicht mehr
Y4

3u

willkiirlich, sondern an die Bedingung v = — 2 gebunden. Die drei Lésungen

von (1) sind dann
pn=u+tv, z==%5u-+8, z3=~Eu+ v,

wo £ eine beliebige der beiden primitiven dritten Einheitswurzeln ist. Die Formel

3 T 3/ R
/-2 .y . 7 q ¢ P
zlzl/”‘ﬁh*z_ﬁ]/—z*l/zhy
heiBt Cardanische Formel. X
Ist die Diskriminante D = 27¢% + 4° von (1) gleich Null, soist z; = 2 V—1%q,
3—
Zp=123=—]—4%g.

Sind $ und ¢ reell, so hat (1) im Fall

a) D > 0 eine reelle und zwei konjugiert komplexe Wurzeln. Wahlt man #
reell, so ist auch v und damit auch z; reell.

b) D = 0 eine einfache und eine doppelte Wurzel, die beide reell sind. Alle
drei Wurzeln kénnen nur zusammenfallen, wenn p = ¢ = 0 ist.

c) D < 0 drei reelle Wurzeln, die durch die obigen Formeln in imagindrer
Gestalt geliefert werden. Der Fall wird aus diesem Grund von alters her als
Casus irreducibilis bezeichnet, was natiirlich nichts mit irreduzibel im Sinn
von Ziff. 36 zu tun hat, héchstens insofern, als sich zeigen 14Bt, daf es iiber-
haupt keine Lésungsform mittels reeller Wurzelzeichen geben kann.

Durchaus im Reellen 148t sich der Fall D <0 mittels trigonometrischer
Funktionen erledigen. Man setzt #® = 7(cosq + ¢sing); dann erhdlt man

;8 —
¥ = |/ —Z und cosp = f—q, wobei 0 < @ << 7 zu nehmen ist. Daraus folgt
27 Y= 2y ¢ g

ol P oeos® ol P ocos [P 4 2T DS TS OOV L
zl_2| 3cos3, z2—2], 3005(3 —+ 3), z3—2] 3cos(3 —+ 3>.

44. Die biquadratische Gleichung. Die Gleichung' x4+ a %% + a,x® + agx

. . . a .
-+ a, = 0 sei durch die Transformation x = 2 — =* auf die Form

4

At+a2+bz+c=0 (1)

gebracht. Setzt man z = % (¥ + v + w) und bestimmt man #, v, w so, daf
u? + 12 + w? = —2a und uvw = —b '

wird, so folgt aus (1) noch

v2w? 4+ w?u? -+ u2v? = a® — 4c.
Somit sind #2, v?, w? die Wurzeln der kubischen Resolvente

B+ 2a 4 (a2 — 4c)t — b* =0. (2)
Sind ¢, #,, t; die Wurzeln von (2), so wird « = ]/t;, v = ]/g, w = Ytg, wobei

aber die Vorzeichen dieser drei Quadratwurzeln nicht wiltkiirlich wahlbar, sondern
an die Bedingung #vw — — b gekniipft sind, so dal durch Wahl der Vorzeichen
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von zweien das der dritten Wurzel eindeutig bestimmt ist. Sind #, v, w drei
dieser Bedingung geniigende Werte, so sind die Wurzeln von (1)

H=}Wto+w), p=}u—v—w), H=h(—utv—w), H=(-u—vi).

Die Diskriminante von (1) ist
D ==16a%c — 4a3b* — 128 a%c? + 144ab%*c + 256¢3 — 270%

und stimmt mit der Diskriminante der kubischen Resolvente {iberein.

Sind die Koeffizienten von (1) reell, so folgt daraus, daB (1) im Fall D < 0
zwei reelle und zwei konjugiert komplexe Wurzeln hat. Ist D > 0, so hat (1)
entweder vier reelle oder zwei Paare konjugiert komplexer Wurzeln, und zwar
tritt der erste Fall ein, wenn a << 0 und a2 — 4 ¢ > 0 ist, der zweite, wenn ent-
weder a = 0 oder a% — 4¢ > 0 ist.

Ist schlieBlich D ==0, so hat (1) (mindestens) eine Doppelwurzel; ist die
Doppelwurzel von (2) positiv (negativ), so sind die beiden anderen Wurzeln
reell (konjugiert imaginidr). Ist ¢, =1f,=14;,>>0 (der Fall ¢, =, = ¢, <0 kann
wegen 1/ 4,¢; = b? nicht eintreten), so hat (1) eine dreifache (reelle) Wurzel.
Verschwinden zwei Wurzeln von (2), so hat (1) zwei Doppelwurzeln; die Be-
dingung dafiiristb =0, a%—4c¢ = 0. Verschwinden schlieflich alle drei Wurzeln
von (2), so hat (1) die vierfache Wurzel Null.

45. Reziproke Gleichungen. Man versteht darunter Gleichungen mit der
Eigenschaft, daBlimmer zugleich mit wauch 1/w eine Wurzel ist. Die Koeffizienten

einer reziproken Gleichung g™ + a;2" "~ ... + a4, = 0 geniigen den Re-
lationen a4; = Gy_; oder a4; = —a,_;

‘ ((=0,1,2, ). ‘
Ist # ungerade, so hat die Gleichung mindestens eine Wurzel x = 1 oder x = —1;

nach Division durch sdmtliche vorhandene Faktoren (v 4 1) hat die Gleichung
stets die Form
boa®F 4 by kot o b BT bR L b A £ byx By = 0.

Durch die Substitution x - —; - = z erhidlt man daraus eine Gleichung g(z) =0

vom Grad k; aus jeder Wurzel z; von g(z) == 0 erhilt man zwei Wurzeln der
urspriinglichen Gleichung aus %2 — z » + 1 = 0. Bei der rechnerischen Durch-
fithrung der obigen Substitution wird man sich mit Vorteil der Relation x**+1 -
+ x%l =z (x‘ + Ll) — (xi‘l + x:* 1—> bedienen.

X

48. Gleichungen, deren Wurzeln alle negativen Realteil haben. Sei
agx" + ayx* "' 4 .- 4+ a, =0 eine reelle Gleichung und a,> 0 (evtl. Multi-
plikation mit —1). Dann haben alle Wurzeln unserer Gleichung negativen
Realteil (d. h. sie liegen in der GauBschen Zahlenebene links von der imaginiren
Achse), wenn die # Determinanten

Aogn—1 Aogp2 v v v v v v v v v (2%
alle positiv sind. Dabei ist a; = 0 zu setzen, sobald & > » ist.
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VIII. Numerische Auflésung.

47. Allgemeines. Die oben fiir die Fille # = 3 und # = 4 geschilderten,
fiir groBeres # kaum angedeuteten Verfahren zur Auflosung einer algebraischen
Gleichung eignen sich — héchstens vom Fall # = 3 noch abgesehen — nicht fiir
die praktische Berechnung, fiir die man sich weit vorteilhafter der unten be-
schriebenen Niherungsverfahren bedienen wird, die die Berechnung der Wurzeln
mit beliebiger Genauigkeit gestatten.

Es ist im folgenden stets vorausgesetzt, daB es sich um eine Gleichung
j(x) = 0 mit reellen Koeffizienten handelt. Aus f(x) =0 kann man durch
Division von f(x) durch den rational (Ziff.38) berechenbaren groften gemein-
samen Teiler von f(x) und f'(x) ohne Schwierigkeit eine Gleichung g(x) =0
herleiten, die alle Wurzeln von f(x), aber nur einfach, besitzt.

Zur Bestimmung der reellen Wurzeln von f(x) = 0 wird man sich zunichst
AufschluB iiber ihre Verteilung zu verschaffen trachten (Trennung oder Sepa-
ration der Wurzeln, Ziff. 48 bis 50) und erst dann zur genaueren Bestimmung
(Approximation, Ziff. 51 bis 53) der Wurzeln {ibergehen. Hat die Gleichung
rationale Koeffizienten, so wird man zunichst die evtl. vorhandenen rationalen
Wurzeln bestimmen (Ziff. 49) und abspalten, um die weitere Rechnung mog-
lichst einfach zu gestalten. Vgl. hierzu auch Kap. 15, I.

48. Existenz von Wurzeln in einem Intervall. Der Sturmsche Satz. Die
Gleichung f(x) = agx™ -+ ¢, 2" '+ --- -} @, =0 hat im Intervall [ab] eine
gerade (einschliefllich 0) oder ungerade Anzahl von Wurzeln, je nachdem f(a)
und 7(b) gleich oder entgegengesetzt bezeichnet sind.

Eine Gleichung ungeraden Grades hat stets eine ungerade Anzahl reeller
Waurzeln. Haben a, und «, verschiedenes Vorzeichen, so hat f(x) = 0 wenigstens
eine positive Wurzel und, wenn # gerade ist, auBerdem noch mindestens eine
negative Wurzel.

Zwischen zwei Wurzeln von f(x) = 0 liegt mindestens eine Wurzel von
/'(*) = 0 (Satz von Roiirk, vgl. Kap.1, Ziff. 16). Wichtiger ist die Folgerung,
daB zwischen zwei aufeinanderfolgenden Wurzeln von f'(x) = 0 hdchstens eine
Wurzel von f(x) = 0 liegen kann.

Die genaue Bestimmung der Anzahl der verschiedenen reellen Wurzeln
von f{x) = 0 in einem Intervall [ad] geschieht mittels des (rechnerisch aller-
dings recht umstindlichen) Sturmschen Satzes. Man bilde zunidchst wie in
Ziff. 38 den .groBten gemeinsamen Teiler von f(x) und /' (»), nehme aber die
Reste mit entgegengesetztem Vorzeichen:

(%) = g (¥)f (%) — f5(x)
F(®) = a1 (%) fo (%) — fs(%) ,

fm~2(x) = Qm~2(x) fm—l(x) — fm(x) .

Setzen wir zunichst voraus, daB j(x) = 0 keine mehrfachen Wurzeln hat, so ist
der letzte Rest — f,,(x) eine von Null verschiedene Konstante. Die Polynome
1(x), f(%), fo(%), ..., fn(x) bilden dann eine sog. Sturmsche Kette besonders
einfacher Art. Der Sturmsche Satz lautet dann: Die reelle Gleichung f(x) =0
hat im Intervall [25], wo weder & noch b eine Wurzel von f(x) = 0 ist, genau so
viele reelle Wurzeln, als die Differenz der Vorzeichenwechsel in den Folgen

f(@), £(@), 1), . .., fu(a)
und 1(®), (), 10, - - ., Tu(®)
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betrigt. Dabei sagt man, daB zwei aufeinanderfolgende reelle GroBen einen
Vorzeichenwechsel oder eine Vorzeichenfolge besitzen, je nachdem sie
verschiedene oder gleiche Vorzeichen haben. LaBt man @ nach — oo und b nach
+ oo divergieren, so liefert der Sturmsche Satz die genaue Anzahl der reellen
Wurzeln von f(x) iitberhaupt. Enthilt die obige Sturmsche Kette # -1 Polynome
(m = n), wo n der Grad von f(x) ist, und haben die Koeffizienten der hochsten
Potenzen von # in allen Polynomen der Kette dasselbe Vorzeichen, so hat f(x) = 0
lauter (verschiedene) reelle Wurzeln. Bei Gleichungen mit mehrfachen Wurzeln
liefert der Satz, wenn man das verschwindende f,(x) wegliBt, die Anzahl der
verschiedenen Wurzeln, d. h. jede mehrfache Wurzel als einfache gezdhlt.

Wegen der bedeutend einfacheren Handhabung wird man sich vielfach mit
dem AufschluB iiber die Anzahl der Wurzeln einer Gleichung begniigen, den man
aus der kartesischen Zeichenregel (von R. DESCARTES) erhilt, die folgender-
maben lautet:

Die Anzahl der positiven Wurzeln einer Gleichung f(x) = ao%" + a;2" "1 +
+ .-+ + a, = 0 stimmt mit der Anzahl der Zeichenwechsel in der Koeffizienten-
folge aq, a4, - - ., a, Uberein oder ist um eine gerade Zahl kleiner. Ersetzt man x
durch — %, so folgt, daf die Anzahl der negativen Wurzeln von f(x) = 0 mit
der Anzahl der Zeichenwechsel in @, — @4, 45, . - ., (—1)" a, Uibereinstimmt oder
um eine gerade Anzahl kleiner ist.

Von gréBerer Bedeutung fiir die praktische Auflésung als die obigen Sétze
ist die Angabe von Schranken fiir die Wurzeln einer Gleichung f(x) = 0, d. h.
die Angabe eines (mdglichst engen) Intervalles, in dem alle Wurzeln liegen miissen.
Ein solches Intervall lieBe sich etwa auf Grund des Sturmschen Satzes bestimmen ;
doch ist im allgemeinen die Anwendung der folgenden Regel der gréfieren Ein-
fachheit halber mehr zu empfehlen. Sei in f(x) = ag4™ + ;2" 1 + .- + a, =0
der Koeffizient ay, > 0 (evtl. Multiplikation mit —1), der erste negative Koeffi-
zient a,, und 4 der gréBte unter den absoluten Betrdgen aller negativer Koeffi-

m—

zienten. Dann ist 1—}—l/ “~ eine obere Schranke fiir die Wurzeln; eine untere

Schranke erhilt man durch Anwendung der Regel auf die Gleichung f(—x) = 0
(vgl. den vorigen Absatz).

Zur Feststellung, ob eine Zahl a Wurzel einer Gleichung /(%) = 0 ist, ver-
wendet man das Hornersche Verfahren. Sei f(x)==(x —a)q¢ (x) + R und
fx) =agx"+a1x" 2+ .- da,, g(x) =bex" 1+ by a" 24 --- +b,_;. Dannist
by=b_1a+a(t=1,2,...,m—1); by=a und R=fa)=10b,_,a-+a,. Man
schreibe die Koeffizienten a; der Reihe nach an, die Zahl a eine Zeile tiefer
und etwas weiter nach links; &,, b,, . . ., b,_;, R ergeben sich dann, indem man
das jeweils vorhergehende, also links davon stehende mit @ multipliziert und
das iiber dem gerade zu besetzenden Platz stehende a; addiert:

Ay Ay Gy ... 0h_1 Gy
alby by by...b,4 R

Ist R =0, also a eine Wurzel von f{x) = 0, und sind noch andere Zahlen a’,
@', ... zu untersuchen, so wird man natiirlich mit dem Quotienten ¢(x) weiter-
rechnen.

49. Rationale Wurzeiln. Zur Bestimmung der moglicherweise vorhandenen
rationalen Wurzeln einer Gleichung f(x) = ag4™ + 42" 14+ ... + 4, = 0 mit
rationalen Koeffizienten transformiere man die Gleichung zunichst in eineganz-
zahlige Gleichung, d. h. in eine Gleichung, in der der Koeffizient der héchsten
Potenz der Unbekannten den Wert 1 hat, wihrend alle iibrigen ganze Zahlen sind.

Man dividiert zu diesem Zweck f(x) durch a, und fithrt dann die Transformation
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X = ':; durch, wo v das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner der ratio-
nalen Zahlen %(i =1,2,...,m)1st. Sel g(z) =2"+ 02"+ .- 4+ b,=0 die

sich so ergebenode ganzzahlige Gleichung. Nun iiberlegt man leicht, daB jede
rationale Wurzel von g(z) = 0 ganzzahlig sein mu. Diese ganzzahligen Wurzeln
miissen aber nach Ziff. 39 Teiler von b, sein. Man zerlege also &, in seine ganz-
zahligen Faktoren %;(j =1, 2, . .., k) und versuche von jeder Zahl 4 4; (es kann
natiirlich sowohl + %; wie — &; eine Wurzel sein), ob sie der Gleichung geniigt.
Hat man nach Ziff. 48 (vorletzter Absatz) Schranken fiir die Wurzeln von g(2) = 0
bestimmt, so kann man natiirlich alle jene Zahlen - /; von vornherein aus-
scheiden, die auBerhalb dieser Schranken liegen. Ist ferner %, ein Teiler von b,,
fir den f(,) # O bereits festgestellt ist, so kommen von den iibrigen %; nur jene
in Betracht, fiir die die Differenz %, — 4; Teiler von f(#,) ist.

50. Trennung der Wurzeln. Damit ist hier (in etwas engerem Sinn wie in
Ziff. 47) die Aufstellung von Intervallen gemeint, in denen nur je eine Wurzel
von f(x) = 0 liegt. Man macht dabei am besten von dem Satz Gebrauch, daf3
die Funktionswerte eines Polynoms #-ten Grades an dquidistanten Stellen (am
einfachsten x = 4-1, 4= 2, .. ) eine arithmetische Reihe n-ter Ordnung (Ziff. 4)
bilden. Man wird also zunichst die Funktionswerte von f(x) zunichst an » - 1
Stellen ¥ = 0, 41, &= 2, ... berechnen, daraus die n-te Differenzenfolge und
schhieBlich die Funktionswerte an allen ganzzahligen Stellen bestimmen, die
innerhalb der auf Grund von Ziff. 48 (vorletzter Absatz) errechneten Schranken
fir die Wurzeln liegen.

Ist die Trennung der Wurzeln dadurch noch nicht vollzogen, so muf man die
Aquidistanten Stellen ndher aneinander wahlen oder mittels der Sitze von Ziff. 48
(3. Absatz) Intervalle zu gewinnen trachten. ‘

51. Die Regula falsi. Erst nachdem die Trennung der Wurzeln vollzogen
ist, kann die eigentliche Approximation derselben einsetzen. Die Regula falsi
(Regel des falschen Ansatzes) beruht auf der linearen Interpolation. Ist nimlich
Tab] ein (etwa nach Ziff. 50 bestimmtes) Intervall, in dem eine Wurzel &« von
7 (x) = 0 liegt, so sind f(a) und f(b) ungleich bezeichnet. Legt man also durch
die Punkte [a, f(2)] und [b, f(b)] eine Gerade, so schneidet diese die Abszissen-
achse in einem Punkt mit der Abszisse

, b—a)if@| _ (6 —a)|f@)]
CE Ot @l e T T+ 7o)

und diesen Wert ¢’ nimmt man als Niherungswert fiir die gesuchte Wurzel.
Sind nun etwa f(¢’) und /(b) ungleich bezeichnet, so wiederholt man das Verfahren
fiir das Intervall [@’ 0] usw., bis der gewiinschte Genauigkeitsgrad erreicht ist.

Zur Abschitzung des Fehlers, den man begeht, wenn man die gesuchte
Wurzel o durch den obigen Niherungswert 4’ ersetzt, kann man sich folgender
Beziehung bedienen: die Wurzel « liegt sicher im Intervall (¢’ — &, a’ -+ &),
|6 —al® M

8 [70) — f(@)]
|/ ()| der zweiten Ableitung von /(x) im Intervall [a5] bedeutet.

52. Die Newtonsche Niherungsmethode. Dieselbe beruht ebenso wie die
Regula falsi auf einer linearen Interpolation, nur wird f(x) nicht durch eine
Sehne, sondern durch eine Tangente ersetzt. Sei [ab] wieder ein (etwa nach
Ziff. 50 bestimmtes) Intervall, in dem die gesuchte Wurzel o liegt, so dafl
f(@)-f(b) < 0ist. AuBerdem soll aber jetzt die zweite Ableitung /(%) in [ad]
nirgends verschwinden. Sei ¢ diejenige der beiden Zahlen  und b, fir die /(c)
f()
()

WO £ = ist und M das Maximum des absoluten Betrages

und f”(c) gleich bezeichnet sind. Dann ist ¢’ = ¢ —

ein Niherungswert
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fir «. DaB man von jener Intervallgrenze ausgeht, an der f und /” gleich

bezeichnet sind, ist deshalb notig, weil anderenfalls der Wert ¢’ auBerhalb des

Intervalles [ab] liegen wiirde, wie man sich geometrisch leicht deutlich macht.
Bildet man also der Reihe nach die Zahlen

’_ () v f(c’)r (k+1) — &) 1 (c®)
C=c—gr =gy € = ~ Py
so liegt c®+1 stets zwischen ¢® und o und die Folge ¢, ¢, ¢/, ..., ¢®, ... kon-
Te® g2
vergiert nach «. Zur Abschitzung bilde man ¢ = £ 5 ar. f%{% , wo M das

Maximum des absoluten Betrages |f’(x)| der zweiten Ableitung von f(x) in
{ab] und 4 die von ¢ verschiedene der beiden Zahlen 4 und b ist. Dann liegt &
sicher im Intervall (¢® — e, c® - ¢).

53. Das Graeffesche Verfahren. Wesentlich verschieden von den in den
vorhergehenden Ziffern beschriebenen Verfahren ist die folgende Methode, die
insbesondere dann zweckmiBig ist, wenn sdmtliche Wurzeln einer Gleichung

f#) = apx" + a2t 4 - fa, x4 a,=0

gleichzeitig berechnet werden sollen. Ein besonderer Vorteil ist ferner darin zu
sehen, daB keinerlei Untersuchung der Gleichung voranzugehen hat. Wir be-
schranken uns zundchst auf Gleichungen mit lauter reellen und verschiedenen
Wurzeln. Der Grundgedanke des Verfahrens ist folgender: Aus der Gleichung
{(») = 0 wird eine andere g(z) = 0 hergeleitet, deren Wurzeln zu denen von
f(x) = 0 in einfacher Beziehung stehen, aber dem absoluten Betrag nach mog-
lichst weit auseinanderliegen. Ist

g(Z) = b()zn + blzn_l R bn-—lz + bn:
so ist ndherungsweise

2y = —byfby, 29 = —byfby, ..., 2, =—b,/b,_{,
d. h. die Wurzeln von g(z) = 0 bestimmen sich aus den # linearen Gleichungen:
boz + b, =0, bz +b,=0, ..., by_12+ b, =0.

Zur Herleitung von g(z) multipliziert man /f(x) mit (—1)"f(—=x) und erhalt
so ein Polynom mit nur quadratischen Gliedern; setzt man x% =z und
(—1)*f(x)f(—=x) = f1(2), so sind die Wurzeln von f,(z) = 0 die Quadrate der
Waurzeln von f(x) = 0. Die Berechnung der Koeffizienten von f, (2) geschieht
am besten nach dem Schema:

ay a; ay as
% — s —az
+ag —ai +aj — a3
+2aqa, —2a,a; +2asa,
+2aya, —2a,a;
+2agag
bo by by bs

Wiederholt man das Verfahren an f,(z), so gelangt man zu einer Gleichung,
deren Wurzeln die vierten Potenzen der Wurzeln von f(x) = 0 sind usw. Die
Vorzeichen der Wurzeln von f(x) = 0 gehen bei dem Verfahren verloren und
sind nachtréglich durch Probieren (kartesische Zeichenregel) zu bestimmen.
Die Koeffizienten der Gleichungen werden bald sehr groB, man wird daher stets
nur die ersten Stellen berechnen. Mit der Aufstellung neuer Gleichungen hért
man auf, sobald die gemischten Produkte der Koeffizienten ohne Einflull auf

Handbuch der Physik. III. 7



08 Kap. 2. A. DuscHEK: Algebra. Ziff. 53.

die Quadrate sind; die Gleichung ist dann die gesuchte g(2) = 0 und zerfillt
in lauter lineare Gleichungen, die, wenn das Verfahren etwa #-mal wiederholt
wurde, die 27-ten Potenzen der Wurzeln von f(x) = 0 liefern. Da man die
Wurzeln selbst logarithmisch berechnen wird, hat es keinen Sinn, mehr Stellen
zu berechnen als die beniitzte Tafel enthilt.

Hat die vorgelegte Gleichung mehrfache und komplexe Wurzeln (die dann,
da wir die Koeffizienten stets reell voraussetzen, als konjugiert komplexe Wurzel-
paare auftreten), so wird es nicht mehr moglich sein, alle Wurzeln auseinander-
zuziehen. Dagegen fiihrt das Verfahren bei geniigend oftmaliger Wiederholung
auf eine Gleichung, die sich dhnlich wie oben in so viele Gleichungen zerspalten
1aBt als die vorgelegte Gleichung Wurzeln mit verschiedenen absoluten Betrigen
hat. Man wird also das geschilderte Verfahren der Wurzelquadrierung so oft wieder-
holen, bis sich beim Weiterrechnen zeigt, dal die gemischten Produkte auf einen
oder mehrere Koeffizienten ohne EinfluB sind; ist etwa &, ein solcher, so 1aBt

sich die Gleichung by 4 by b =0,

zerspalten in

bott 4 b2t 4 oo =0 und bp2" k4 byl b, =0,
mit denen dann getrennt weitergearbeitet werden kann. Die Behandlung

des Falles komplexer Wurzeln 1iBt sich am besten an einem Beispiel?)
erliutern. :

Sei f(x) = x* —3x% + 842 — 5 =0 vorgelegt. Die Koeffizienten der
Gleichungen fiir die Wurzelpotenzen sind dann entsprechend dem obigen
Schema:

1. Potenz 41 —3 +8 0 -5
+1 +3 +8 0 —5
+1 —9 +6,4-10 0 +2,5-10
+16 0 —8,0-10
—1,0-10
2. Potenz +1 +7 +5,4-10 —8,0-10 +2,5-10
+1 -7 +5,4-10 48,010 +2,5-10
+1 —4,9-10 42,916 103 —6,4+103 +6,25 - 102
+10,8-10 +1120-103 +2,7-103
40,050 - 103
4. Potenz  +1 +5,9-10 +4,086 - 103 —3,7+103 +6,25 - 102
+1 —59-10 +4,086 - 102 +3,7 103 +6,25 - 102

+1 —3,481-108 +1,66954 - 107 —1,36900- 107 +-3,90625 - 10°
+8,172- 103 +0,04366 - 107  40,51075 + 107
+0,00012 + 107
8. Potenz  +1 -4,691-10% +1,71332-10  —0,85825-107 +4-3,90625 - 10?
+1 —4,691-10% +1,71332-10"  +0,85825-107 --3,90625 - 10°
41 —2,20055-10° +2,93547-10* —7,36593-10% +-1,52588- 10!
1-3,42664 - 107  1+0,00081 - 101* -}-1,33853 - 1014
--0,00000 - 1014

16. Potenz  +1  -+1,22609-107 +2,93628-10* —6,02740-10% +41,52588 - 101

Hier spaltet sich die urspriingliche Gleichung in zwei Gleichungen Zweiten
Grades, denn das Quadrat von 2,93628 - 10'* wird durch die doppelten Produkte
nicht mehr beeinflufit. Die Wurzeln der ersten quadratischen Gleichung

%% 4 1,22609 - 107 x + 2,93628 - 1014 = 0

1) Entnommen aus RUNGE-KO6N1G, Vorlesungen iiber numerisches Rechnen, Berlin:
Julius Springer 1924, S. 170.
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sind offenbar komplex, wihrend sich die Wurzeln der zweiten quadratischen
Clei
leichung ) 11628 - 10122 — 602740 - 1018 x + 1,52588 - 1011 = 0

trennen lassen, wenn man noch zwei Schritte weitergeht:

16. Potenz ~ 42,93628 - 1014 —6,02740 - 1013 +1,52588 - 101
4-2,93628 - 101 +6,02740 - 1013 +1,52588 - 1011
+8,62174 - 1028 —3,63296 - 1027 +2,32831 - 1022
40,08961 - 10%
32. Potenz  +8,62174 - 1028 —3,54335 - 10%7 +2,32831 - 1022
+8,62174 - 108 +3,54335- 10% +2,32831 - 1022
+7,43344 - 10%7 —1,25553 - 10%% 45,42103 - 104
--0,00040 - 1055
64. Potenz  -+7,43344 - 1057 —1,25513 - 1058 +-5,42103 - 10%

Die beiden reellen Wurzeln ergeben sich ihrem absoluten Betrage nach durch
Ausziehen der 64. Wurzeln aus den Quotienten der Koeffizienten:

Log. d. Koeff. Differenz l log |z| ' |%]

!
gggg; égg 61,227 499 — 64 | 0,9566797 — 1 0,905 065
44,734 082 53,635 393 — 64 0,8380530 —1 |  0,683736

Durch Probieren findet man, daB die erste Wurzel positiv ist ; da die Gleichung
andererseits nach der kartesischen Zeichenregel eine negative Wurzel haben
mull, so sind die beiden reellen Wurzeln

%, = 40,905065, x, = —0,688736.

Bei der ersten quadratischen Gleichung hat es keinen Sinn, weiter zu rechnen.
Da ihre Wurzeln komplex sind, kann man niemals zu einer Zerlegung in reelle
lineare Gleichungen gelangen. Das Produkt der beiden Wurzeln # 4 vs ist
gleich dem Quadrat ihres absoluten Betrages, das man somit als 16. Wurzel
aus dem Quotienten des dritten und ersten Gliedes erhilt:

u? + v = §/2,93628 - 101 = 8,021163 .

4

Den reellen und imaginiren Teil kann man mittels der Relation X' x; = —ay/ay =3
i=1

bestimmen ; man erhilt zunichst # = 1,391 836 und dann aus #? - v2 schlieBlich

v = 2,466568, so daB
x5 = 1,391 836 + 2,4665687, x, = 1,391836 — 2,466568%

ist. Zur Kontrolle kann man das Wurzelprodukt bilden (man erhilt x, x, (#? + v?)
= —4,999999 statt —5), sowie die Summe der reziproken Werte der
Waurzel, die gleich —a,, _;/a, sein muB (in unserem Fall erhdlt man —0,000001
statt 0).

Besitzt eine Gleichung zwei Paare komplexer Wurzeln, so kann man neben
der Wurzelsumme noch die oben als Kontrolle verwendete Summe der rezi-
proken Wurzeln zur Berechnung heranziehen. Das Graeffesche Verfahren selbst
liefert immer nur die absoluten Betrige. Sind mehr als zwei Paare komplexer
Wurzeln vorhanden, so bestimmt man zunichst ihre absoluten Betrige, setzt
dann in die gegebene Gleichung x = y + $ ein, wo p eine beliebige reelle Zahl
ist, ordnet nach Potenzen von y und bestimmt durch nochmalige Durchfiihrung
des Verfahrens die absoluten Betrige von y = x — p. Das lduft geometrisch

7*
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darauf hinaus, die komplexen Wurzeln in der Zahlenebene als Schnittpunkte
von Kreisen um den Ursprung und um den Punkt $ zu bestimmen. Das Ver-
fahren ist nicht eindeutig, doch kann man, da die Summe der Wurzeln be-
kannt ist, sowie aus geometrischen Uberlegungen leicht die ‘richtige Aus-
wahl treffen.

Literatur (Auswahl): BAUMGARINER, Gruppentheorie (Leipzig 1921); BocHER, Ein-
fithrung in die hohere Algebra (2. Aufl. Leipzig 1925); CourRANT-HILBERT, Die Methoden
der mathematischen Physik, Bd. 1 (Berlin 1924); Hasse, Hoéhere Algebra, 2 Bde. (Leipzig
1926/27); KieiN, Elementarmathematik vom hoéheren Standpunkte aus, Bd. 1 (3. Aufl.
Berlin 1924); KowaLewski, Einfiihrung in die Determinatentheorie (2. Aufl. Leipzig 1925);
PERRON, Algebra, 2 Bde. (Berlin 1927); RUNGE, Praxis der Gleichungen (2. Aufl. Leipzig
1921); RuNGe-KONIG, Vorlesungen uber numerisches Rechnen (Berlin 1924); ScHRUTKA,
Elemente der héheren Mathematik (3. u. 4. Aufl. Leipzig 1924); SPEISER, Die Theorie der
Gruppen von endlicher Ordnung (Berlin 1923) ; WeBER-EPSTEIN, Enzyklopadie der Elementar-
mathematik Bd. 1 (4. Aufl. Leipzig 1922).



Kapitel 3.

Geometrie.

Von
A. DuscHEK, Wien.
Mit 16 Abbildungen.

I. Trigonometrie.

1. Das ebene Dreieck. Die Grundlage aller trigonometrischen Rechnungen
bilden die in Kap. 1, Ziff. 9 zusammengestellten Formeln. Fiir die praktische
Durchfithrung der Rechnungen ist zu bemerken, daBl man hier die Winkel mit
Riicksicht auf den Gebrauch der Tabellen im GradmalBl messen wird. Zur Er-
reichung moglichster Schirfe der Rechnung beachte man, daf§ bei Winkeln in
der Nihe von 0° und 180° der Kosinus, bei Winkeln in der Nihe von 90° der
Sinus praktisch unbrauchbare Resultate liefert, so dafl in diesen Féllen fiir eine
entsprechende Auswahl der Formeln Sorge zu tragen ist.

Fir die Sonderfille des rechtwinkligen und gleichschenkligen Dreieckes
sind im folgenden keine eigenen Formeln angegeben. Bezeichnet sind die Ecken
im positiven Umlaufungssinn mit 4, B, C, die zugehérigen Winkel mit «, f, y, die
ihnen gegeniiberliegenden Seiten mit 4, b, ¢, der halbe Umfang mit s = }(a + b +¢),
der Radius des Umkreises mit 7, der Radius des Inkreises mit g, die Radien der
Ankreise mit #,, 7, 7,, die Hohen mit 4,, &, h, und schlieBlich mit J der Flichen-
inhalt des Dreieckes. Ein unmittelbar hinter einer Formel gesetztes ((Z)) be-
deutet, daB sich aus ihr durch zyklische Vertauschung von «, b, ¢ bzw. «, S, y
zweil weitere Formeln herleiten lassen.

Projektionssatz: a = bcosy + ccosf ((2)).

Kosinussatz: a% = b2 4 ¢2 — 2bccosa ((Z)).

Sinussatz: a:b:¢c = sina:sinf:siny
oder @ b c

27

sin¢ ~ sing ~ siny

oder schlieBllich a = 27sina ((Z)).
Tangentensatz (Nepersche Gleichungen):

o+ p
tg- o
+b 2
P I ()
tg———2
Mollweidesche Gleichungen:
x—p .a—p
cos——— sin
a-+b 2 a—b 2
e T~ T By
sin+ cos+

2 2
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Formeln fiir die Winkel:
sine=2Vs6—a s —HG—a (@),

sin%=|/(:%‘s——:7’ (), cos%:]/mb?"7 (@),

tg%___]/(s—b)(s—a)_ e _ta_s—b__s—¢

ss—a)  s—a s 7, 75
" — %J— 5= (s ”b)](s 9 simtliche ((2)).
Héhen: hy = bsiny = ¢sinf = 2rsinfsiny  ((2)).
Inhalt: J=1%bcsina ((Z)), J=ris—a) ((2)),
5 .
J=2F=1sl—a) s =) s —c) =es=Terunr.
Verschiedenes:
_ X cos b ocos
s = 47 cos > €0S —-c0s -,

B

— % sinsinl
s — @ = 47 cos - sin—-sin - (2)),

. - T (s —a)(s—0b)(s—¢) _ « ﬁ
Q_4rsm?smzsm—2——l/ p —stgztgztg

e=G—atgs (2),
B

7o =stgS = 4rsin 2 cos'>cos L, beide ((2)).

2. Allgemeines iiber sphirische Dreiecke. Ahnlich wie ein ebenes Dreieck
die durch drei Punkte und ihre drei geradlinigen Verbindungsstrecken gebildete
ebene Figur ist, versteht man unter einem spharischen Dreieck drei Punkte A, B, C
auf der Kugel vom Radius 1 (Einheitskugel), von denen keine zwei einander
diametral gegeniiberliegen, sowie die zwischen 0° und 180° gelegenen, durch je
zwei der drei Punkte bestimmten Hauptkreisbogen «, b, ¢ der Einheitskugel.
A, B, C sind die Ecken, a, b, ¢ die Seiten des sphirischen Dreiecks. Die Benennung
und die Bezeichnung der iibrigen Stiicke des sphirischen Dreieckes stimmt mit
der beim ebenen Dreieck verwendeten iiberein (Ziff. 1) ;
hinzu tritt noch die halbe Winkelsumme 6=% (x4 847).
Die Winkel des sphirischen Dreiecks liegen ebenfalls
zwischen 0° und 180°.

Projiziert man ein spharisches Dreieck aus dem
Kugelmittelpunkt, so erhilt man das projizierende
Dreikant; es gilt: Die Seiten und Winkel eines sphé-
rischen Dreiecks sind bzw. die Kanten- und Flichen-
winkel des projizierenden Dreikants. Daraus folgt: Die
Seitensumme eines sphirischen Dreiecks liegt zwischen
0° und 360°, die Winkelsumme zwischen 180° und 360°.

Abb, 1. Nebendreiecke und ) . ; Lo . )
Sche oo o Dem groBeren Winkel liegt die groBere Seite gegeniiber,

gleichen Winkeln liegen auch gleiche Seiten gegeniiber.

Denkt man sich die Hauptkreise, denen die Seiten eines Dreiecks ABC
angehoren, vollstindig ausgezogen, so zerlegen sie die Kugelfliche in acht Drei-
ecke (Abb. 1), von denen drei, die Nebendreiecke, mit ABC je eine Seite
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gemeinsam haben und in dem dieser Seite gegeniiberliegenden Winkel iiberein-
stimmen, wihrend die iibrigen vier Stiicke die Supplemente der entsprechenden
Stiicke von ABC sind. Das Dreieck A’B’C’, welches mit ABC keine Ecke ge-
meinsam hat, heiit Scheiteldreieck von ABC; es ist diesem spiegelbildlich
gleich. Die tibrigen drei Dreiecke sind die Scheiteldreiecke der Nebendreiecke
von ABC und tragen keine besondere Benennung. Sind J, /,, Js, J, der Reihe
nach die Inhalte von ABC, A'BC, AB'C, ABC’, so ergibt sich fiir den Inhalt
des Zweiecks ABA'CA

J4Ta= g5 (A)

ferner ist J + J, + J» + J. = 27, wie man leicht aus der Fliachengleichheit
der Scheiteldreiecke A’BC’ und AB’C schlieBen kann. Addiert man zu (A) die
beiden sich aus (A) durch zyklische Vertauschung ergebenden Formeln und sub-
trahiert man von dieser Summe die letztgenannte, so erhdlt man

JTE

J=-Ze (B)
WO

e=o+pf+y—180°

der sog. sphdrische Exzell des Dreiecks ABC ist. Die Winkelsumme im
sphirischen Dreieck wichst also mit seinem Inhalt und ist immer groBer
als 180°; der Inhalt selbst ist dem sphdrischen ExzeB direkt proportional.
Dieser Satz ist einer der wichtigsten der ganzen Kugelgeometrie; {iber den
Zusammenhang mit der nichteuklidischen Geometrie vgl. VI, insbes. Ziff. 32.

Ist P ein Punkt der Einheitskugel und H der Hauptkreis, dessen Ebene
auf dem von P ausgehenden Kugeldurchmesser senkrecht steht, so heilt H die
Polare von P, und umgekehrt wird P als Pol von H bezeichnet. Neben P ist
auch der diametral gegeniiberliegende Punkt P’ Pol von H. Ist auf H ein Um-
laufsinn festgelegt, so wird jener Pol als positiver bezeichnet, von dem aus ge-
sehen der Umlaufsinn von H positiv ist, also dem Uhrzeiger entgegenlduft. Auf
der Kugelfliche selbst sei ferner jener Drehungssinn als positiver bezeichnet,
der — von auBen gesehen — dem Uhrzeiger entgegenlduft. Sind die Ecken
A, B, C eines sphirischen Dreiecks so bezeichnet, dal der Durchlaufungssinn ABC
positiv ist, so ist damit auf jedem der durch BC, C4 und 4B bestimmten Haupt-
kreise ein positiver Durchlaufungssinn festgelegt. Die positiven Pole 4’, B’, C’
dieser drei Hauptkreise bilden ein Dreieck, das als Polardreieck von ABC
bezeichnet wird (mitunter wird auch das Scheiteldreieck von 4’'B’C’ so bezeichnet).
Das Polardreieck von 4'B’C’ ist wieder das urspriingliche Dreieck ABC. Zwischen
Seiten und Winkeln zweier Polardreiecke bestehen die leicht nachweisbaren
Beziehungen

a=180°—«, V'=180°—p, =180°—y,

&’'=180°—a, p=180°—b, y=180°—c.
Der sphirische ExzeBl ¢ von A’B'C’ ist somit
£=1360°— (a + b +c);

er wird auch als sphérischer Defekt des urspriinglichen Dreiecks ABC be-
zeichnet.

Hinsichtlich der Schérfe trigonometrischer Rechnungen vgl. die Bemerkungen
zu Beginn von Ziff. 1.
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3. Das rechtwinklige sphirische Dreieck. Formeln (y = 90°):

cos¢ = cosa cosb, (1)

QOma_ 3 cosc = ctgactgf, (2)
cosa = g%, cosbh = ansg , (3)

s / sing = %i%, sinf} = Ziﬁi , (4)
\\C/ cos & = ng , cosfl = —:g% (5)
Abb.2. Nepersche Regel. g = :liab , tgf = Stfll; . ©)

Nepersche Regel: Der Kosinus jedes der in Abb. 2 angegebenen Stiicke
ist gleich dem Produkt der Kotangenten der benachbarten und gleich dem Pro-
dukt der Sinus der entfernteren Stiicke.

Auflésungstabelle (RB = Realititsbedingung; y == 90°).

Nr. Gegeben Gesucht Anmerkung
1 a, b o« und g aus (6)
¢ aus (1) oder (5)
2 a, ¢ b aus (1), & aus (4), RB: cosc < cosa .
f aus (5)
3 a, & b aus (6), ¢ aus (4), RB: sina <sinx, tga und tgo zugleich
p aus (3) positiv oder negativ. Die Losung ist im all-

gemeinen zweideutig und gibt zwei Neben-
dreiecke, fiir a = « jedoch eindeutig ein zwei-
rechtwinkliges Dreieck.

4 a, B b aus (6), ¢ aus (5),
« aus (3) oder (4)

5 ¢, o a aus (4) oder als letztes
aus (5) oder (1),

b aus (5), f aus (2)

6 « B a und b aus (3) coso

RB: —1 < Z
¢ aus (2) sin § =+t

4. Formeln fiir das schiefwinklige sphérische Dreieck. Folgende Ab-
kiirzungen werden benutzt

o= 180° —Ra+b+c), 0 =180° —(x +f+7),
si=4(—at+b+0), o1 =3(—a+f+7),
s=3@a—b+o), o =3 —f+7),
so=3a+b—0), o= 4o+ B 7).

D = sinbsinc sina = sinc sina sinff = sina sind siny = }4 sins, sins, sins, sins, ,

4 = sinf siny sina = siny sin« sinb = sina sinfsinc = J4sino, sing, sino, sina, .

[ l/ sins, sins, sins, v = V’sin 6, sino, sin gy

sins, ’ sin g, ’

wobei hier und auch im folgenden alle Wurzeln positiv zu nehmen sind. Uber
die Bedeutung von ((Z)) vgl. Ziff. 1. Man beachte, daB bei zyklischer Vertauschung
so und ¢, in sich iibergehen, wihrend s;, s,, s; (und ebenso o, 0,, 0;) permutiert



Ziff. 4. Formeln fiir das sphéarische Dreieck. 105

werden. Zu jeder Formel ergibt sich durch Anwendung auf das Polardreieck
eine zweite Formel; je zwei solche Polarformeln stehen im folgenden neben-
einander. Eine Ausnahme bilden nur (1), (10), (11) und (15) bis (18); (1) (10), und
(11) gehen durch Polarisation in sich iiber, wihrend (17) und (18) ein Ersatz
fiir die unhandlichen Polarformeln von (15) und (16) sind.

Sinussatz:

sina sinbd  sinc D
sing ~ sinf siny A4’

Kosinussidtze und Folgerungen:

cosa=cosbcosc-+sinbsinccosa ((£)), cosa = —cosfcosy+sinfsinycosa ((Z)). (2)
sing cosff = cosb sinc sinocosh = cosfsiny | 3)
— sinb cosc cosx ((Z)), — singcosycosa ((2)). l
sina cosy = coscsinb sino cos¢ = cosy sinf
— sinc cosb cosx ((Z2)), ' — sinycosficosa ((Z)). @

sinactgb==ctgfsiny+cosycosa ((Z)), sinactgf=ctgbsinc—cosccosx ((£)). (5)
sina ctgc=ctgysinp-+cosfcosa ((Z)), sinxctgy=ctgcsinb—cosbcosx ((£)). (6)

Nepersche Analogien:

tgb “2" ¢ osh T tgﬁ ; 7 cos® > ¢ ;

—I -2 (), T g @0
tg > cos— -+ ctg COS—5—

g X sin® — tg” S sinll—; o
= (@), T e (@) (8)
tg, sin®—-* ctg s -

Delambresche Formeln und Folgerungen:

sinégf—f coség—y sin'g—»; cos® ; ¢
—E -2 @), 2= 2. @) @
sin - sin—- cos— cos -
sm—l?—%—q sin? 2-{
a2} (10)
sin— cos—-
cosb~:~c cos? 7
2 _ 2 (). (1)
cos- - sin -
. a /— c0S 6y COS G, o ‘sins, sin s
sing = | “angeny . (@), cosT=]3R (@), 1)
a __/cose, cosay .« _ 1/sins,sins,
cos5 = ' sinf siny (2), S _]/ sinb sinc¢ ((£)) - (13)
@ _ 059, &k
gl =20 (7)), ) —ghs (@) . s
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L’Huiliersche Formel:
& _ 50 4651 4552 458
tg;—]/tgztgztgztgz- (15)
Serretsche Formeln:
1/te2tg™
2 2
ws-5=-| oo (16)
tgttg 2
2 °2
tgi
N 4
tg2) = (17)
2 o P B £ y £
tg(?‘?)tg<5'r)tg(z_r)
& B £ 14
el 2)al )
4 2 4 2 4
tg2 _| s ((2)) (18)
o5
2 4
Inkreisradius:
tge =&, ctg@:%cos%cosgcos%.

Radien der Ankreise:

tgr, = sins, tg%

/sin s, sin s, sin sy

=g ),

sin s,
4 x . B .y
ctgry = —; Cos— sin 7 sin = ((2)),
tgrytgry = sinsgsins;  ((£)) .
Umkreisradius:
4 . a . b . ¢
ctgr = x, tgr:ﬁsmzsm?smg.

Der Dreiecksinhalt ist gleich dem im BogenmaB gemessenen sphérischen

ExzeB (15). Ist der Kugelradius nicht 1, sondern R, so ist

£
— 2
J 180°
Auflésungstabelle.
Von den sechs Fillen sind je zwei zueinander polar, so dafl sich eine gesonderte Be-
bandlung eriibrigt. Die Angaben fiir die Polarfille ergeben sich jeweils durch Vertauschung
der lateinischen und griechischen Buchstaben.

Nr. Gegeben

Gesucht

Anmerkung

1 a, B,y

b und ¢ zugleich aus (7)
und (8) oder, wenn «
schon gerechnet, aus (1);
o aus (2) oder, wenn b
und ¢ schon gerechnet,
aus (9), (10) oder (11).

o, B, yaus (2), (12), (13)
oder (14) oder auch
durch Kombination von
(15) und (16) [im Polar-
fali (17) und (18)]-

Der Fall 1a8t sich bequem auch dadurch er-

ledigen, daB man das Dreieck durch eine Hohe

in zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt und diese
mittels der Formeln von Ziff. 3 auflost.

Das zuletzt angegebene Verfahren ist wegen
der Moglichkeit scharfer Rechnungsproben be-
sonders empfehlenswert:

(S o) (L) (2 )00
| 4+(2 4)+(2+4 T(z 1)=°
‘bzw.—sﬁ—i—sl_i_sg—i—sa=OimPolarfall.
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Auflésungstabelle. (Fortsetzung.)
T
Nr. Gegeben Gesucht Anmerkung

3 b,c, p y aus (1), @ und o aus | 3 Hauptfalle, je nachdem smc.sgé 1, =1
(7) oder (8). Ersetzt man ) SlI.lb. _
in (2) (cosb = cosc cosa oder <1 ist. Im ersten Fall existiert keine,

+ sin ¢ sin @ cos B) sin @ im zweiten eine reelle Losung mit y = 90°.

—— Im dritten Fall ergeben sich zunichst zwei
Werte fiur y, doch ist zu beachten, daB (fir
reelle Losungen) b — ¢ und f — y gleiches Vor-
zeichen haben und b + ¢ und § + y zugleich
spitz oder stumpf sein miissen. Im Fall b =¢
ist auch § = y; es miissen b und f§ entweder

beide spitz oder beide stumpf sein.

Wegen einer weiteren Auflésungsmethode vgl.
die Anmerkung zu Fall 1.

durch ]/1 — cos?a, so er-
halt man eine quadra-
tische Gleichung fiir cosa

II. Projektive, affine und metrische Geometrie.

5. Grundbegriffe der projektiven Geometrie. Dualitit. Die Sitze der
Elementargeometrie lassen sich in zwei Klassen teilen: solche, die Aussagen
iiber MaBverhiltnisse enthalten, wie z. B. der Satz, dafl die Winkelsumme im
ebenen Dreieck 180° betrdgt, und in Sitze iiber Lagenbeziehungen, wie z. B.:
Zwei Punkte bestimmen eine Gerade, zwei (nicht parallele) Ebenen schneiden
sich in einer Geraden. Die Sitze der zweiten Art bilden den Inhalt der Geo-
metrie der Lage oder projektiven Geometrie. Der letztere Name hat
seinen Grund darin, da z. B. eine Aussage iiber Lagenbeziechungen an einer
ebenen Figur F fiir jede Figur richtig bleibt, die entsteht, wenn man F aus einem
(nicht in der Ebene von F gelegenen) Punkt auf eine andere Ebene projiziert.

Der systematische Aufbau der projektiven Geometrie gestaltet sich nun so,
daB von den einfachsten Grundgebilden: Punkt, (unbegrenzte) Gerade, (un-
begrenzte) Ebene ausgegangen wird; es ist aber nicht moglich, allgemeine
explizite Definitionen (wegen einer speziellen vgl. Ziff. 6) dieser Grundgebilde
zu geben, sondern man mub sich begniigen, eine Reihe von charakteristischen
Eigenschaften (Anordnungs- und Stetigkeitsaxiome) und gegenseitigen
Beziehungen (Verkniipfungsaxiome) von vornherein festzulegen, und zwar
so, daf diese Axiome erstens widerspruchsirei sind und daf3 zweitens aus ihnen
im Wege reiner logischer Deduktion die ganze Geometrie liickenlos aufgebaut
werden kann (implizite Definition). Die wichtigsten der zuletzt genannten Ver-
kniipfungsaxiome sind:

Zwei Punkte bestimmen eine Gerade. ' Zwei Ebenen bestimmen eine Gerade.
Drei nicht in einer Geraden Drei nicht durch eine Gerade
liegende Punkte bestimmen eine Ebene. | gehende Ebenen bestimmen einen Punkt.

Nennt man zwei Grundgebilde inzident, wenn sie ein Grundgebilde ge-
meinsam haben, dessen Dimension (mindestens) um 1 hoher ist als im allgemeinen
Fall (Punkt und Gerade sind inzident, wenn der Punkt auf der Geraden liegt;
zwei Ebenen, wenn sie zusammenfallen usw.), so lauten die beiden letzten Sitze:

Drei nicht mit einer Geraden inzi- Drei nicht mit einer Geraden inzi-
dente Punkte bestimmen eine Ebene. dente Ebenen bestimmen einen Punkt.

Zu bemerken ist, dal die Satze rechter Hand in der projektiven Geometrie
durchaus allgemein gelten, da von einer Ausnahmestellung der sog. uneigent-
lichen oder unendlichfernen Elemente keine Rede sein kann (vgl. Ziff. 9).
Z.B. hat ja die Aussage ,,Zwei Ebenen sind parallel“ keinen projektiven Charakter.
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Fir den weiteren Aufbau ist die Tatsache von fundamentaler Bedeutung,
daf} sich gleichberechtigt neben jeden Satz der projektiven Geometrie (des
Raumes) ein zweiter stellen 148t, in dem die Worte Punkt und Ebene, verbinden
und schneiden miteinander vertauscht werden. Diese Tatsache, die in der obigen
Schreibweise der Verkniipfungssitze hervorgehoben erscheint,wird als Dualitdts-
gesetz bezeichnet.

Im Raum stehen einander dual gegeniiber: Punktreihe — Ebenenbiischel,
Geradenbiischel — Geradenbiischel, Punktfeld — Ebenenbiindel, Geradenfeld —
Geradenbiindel, Punktraum — Ebenenraum; in der Ebene: Punktreihe —
Strahlenbiischel und schlieBlich im Biindel: Ebenenbiischel — Geradenbiischel.

Ein Beispiel fiir duale Ubertragung findet sich in Kap. 4, Ziff. 152).

8. Projektive Koordinaten. Der oben skizzierte rein synthetische Aufbau
der projektiven Geometrie aus den Axiomen wird in seiner weiteren Durch-
fithrung bald recht umstidndlich und abstrakt, insbesondere bei der Einfiihrung
der doch nicht zu umgehenden imaginiren Elemente. Man kann diese Schwierig-
keiten, die selbstverstdndlich durchaus nicht prinzipieller Natur sind, vermeiden,
wenn man fiir die Grundgebilde (unter denen man sich zunichst noch alles
mogliche oder, wenn man will, gar nichts vorstellen kann) im Wege einer expli-
ziten Definition spezielle Dinge substituiert, die dann natiirlich ebenfalls den
Axiomen zu geniigen haben. Der bekannteste und fiir die Anwendungen, bei
denen es sich in der Regel um die geometrische Deutung von Sitzen der Algebra
oder Analysis handelt, zweckmiBigste Weg ist der schon in Kap. 1, Ziff. 2 ange-
deutete Weg einer volligen Arithmetisierung der Geometrie. Man definiert: Der
Punkt (des Raumes) ist ein Tripel von Zahlen #, y, z. Dabei ist es durchaus nicht
notig, sich auf reelle Zahlen zu beschrinken; man kann von vornherein den
ganzen Bereich der komplexen Zahlen zulassen. Die Ebene ist dann die lineare

Gleichun
8 ux +ovy-+wz+1=0 (1)

und ist bestimmt, wenn die Koeffizienten #, v, w bekannt sind, die bei dieser
Schreibweise ganz symmetrisch mit den Punktkoordinaten auftreten. Es liegt
nun nahe, diese Koeffizienten als Koordinaten der Ebene gleichberechtigt
neben die Punktkoordinaten #, y, # zu stellen und sie gegebenenfalls statt dieser
als verdnderlich anzusehen; die Gleichung stellt dann die Bedingung dar, daB
eine veranderliche Ebene durch den Punkt x, y, 2 geht: sie ist die Gleichung
dieses Punktes in Ebenenkoordinaten (Gesamtheit aller Ebenen durch
einen Punkt oder Ebenenbiindel, dual zur Gesamtheit aller Punkte in eine
Ebene oder Punktfeld). Wird keines der beiden Gebilde vor dem anderen bevor-
zugt, so stellt die Gleichung die Inzidenzbedingung von Punkt und Ebene
dar. Das Dualitatsgesetz (Ziff. 5) findet seinen Ausdruck in der Symmetrie
dieser Gleichung in Punkt- und Ebenenkoordinaten. Analoges gilt in der ebenen
Geometrie; an Stelle der obigen Gleichung tritt #x 4 vy 4+ 1 = 0, dem Punkt
steht dual die Gerade gegeniiber.

Die Gerade kann man dann entweder als Schnitt zweier Ebenen oder dual
als Verbindung zweier Punkte definieren (vgl. Ziff. 28). Der Nachweis, daf} die
so definierten Grundgebilde tatsichlich den in Ziff. 5 erwihnten Axiomen ge-
niigen, bietet keine sonderliche Schwierigkeit.

Es erweist sich zweckmiBig, an Stelle der obigen inhomogenen Punkt- und
Ebenenkoordinaten sog. homogene einzufithren, ndmlich 4 Zahlen x,, x,, x5, %,

1) Zu den obigen Ausfithrungen vgl. F. KLEIN, Elementarmathematik Bd. II, 3. Aufl.
Berlin 1925; sowie insbesondere F. ENRIQUES, Vorlesungen iiber projektive Geometrie
2. Aufl. Leipzig 1915.
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bzw. w,, 4y, us, #,, die nicht alle gleich Null sein diirfen und nicht an sich,
sondern bloB hinsichtlich ihrer Verhiltnisse betrachtet werden, d. h.: die Zahlen
%y, %o, %3, %, und Axy, A%y, A%y, A%, (A5 0) sind derselbe Punkt. An Stelle
der Gleichung (1) tritt

Uy Xy + Uy Xy - Ugxg -+ uyx, = 0. 2)

Durch die Einfithrung der homogenen Koordinaten wird erreicht, dafi alle
gleichartigen Elemente des Raumes, insbesondere auch die in Ziff. 5 erwihnten
uneigentlichen Elemente untereinander vollig gleichberechtigt werden. Die
vier Punkte (1,0, 0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0) und (0, 0, 0, 1) bilden die Ecken
des Fundamentaltetraeders, dessen Seiten die Ebenen %, =0, %, =0,
%3 = 0 und x, =0 sind; sie haben also die homogenen Ebenenkoordinaten
(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0) und (0,0,0,1). Der Punkt (1,1, 1, 1) heiBt
Einheitspunkt, die Ebene (1, 1, 1, 1) Einheitsebene. Solange tiber die gegen-
seitige Lage der Fundamentalpunkte und des Einheitspunktes keine speziellen
Annahmen getroffen sind, werden die eben eingefilhrten Koordinaten als (all-

gemeine) homogene projektive Koordinaten bezeichnet; zu inhomogenen projek-
tiven Koordinaten kommt man, indem man z. B. ;ﬁ = x, %2— =19, %3 = z, setzt.
4 4 4
Eine geometrische Interpretation der projektiven Koordinaten findet sich
in Ziff. 7.
Was hier fiir den Raum gesagt wurde, 146t sich auf die itbrigen Grund-
gebilde (Ebene, Biindel usw.) ohne weiteres {ibertragen.

7. Das Doppelverhiltnis. Unter dem Doppelverhdltnis oder Wurf
von vier Zahlen a, b, ¢, d (in dieser Reihenfolge) versteht man den Ausdruck
a—c¢ a—ad

Die Zahl D bleibt ungedndert, wenn man zugleich zwei der vier Zahlen und zu-
gleich auch die beiden anderen miteinander vertauscht; dagegen geht D fiber in
1/D, wenn man nur die beiden ersten oder nur die beiden letzten miteinander ver-
tauscht, und in 1 — D, wenn man entweder die beiden mittleren oder die beiden
iduBeren Zahlen miteinander vertauscht. Zu allen 24 Permutationen der vier
Zahlen a, b, ¢, d gehoren also im ganzen nur sechs Werte des Doppelverhiltnisses,

niamlich
1 D—1 D

1—D’ D ’ D—-1°

1
’ D’

D 1—D,
Ist (abcd) =—1, so bilden die vier Zahlen a, b, ¢, d eine harmonische
Gruppe. Sie teilen sich dann in zwei Paare a, b; ¢, d, so daB sich durch Ver-
tauschung der beiden Paare und der beiden Zahlen jedes Paares die anderen
sieben Permutationen der vier Zahlen ergeben, die ebenfalls harmonische Gruppen
bilden; die iibrigen Permutationen liefern je achtmal die Werte § und 2. Die
Zahlen a, b heiflen konjugiert beziiglich der Zahlen ¢, d und umgekehrt.

Sind a, b, ¢, 4 vier Werte eines verdnderlichen Parameters ¢, so ist (abcd)=
= (a'b'c'd"), wenn a',b’,¢’, d’ die vier entsprechenden Werte eines aus ¢ durch eine
ot -+
yi+ 0
meters ¢’ sind, d. h. das Doppelverhéltnis ist eine Invariante gegeniiber linearen
Transformationen.

Es selen nun zunichst x;, %, homogene projektive Koordinaten in einem
Grundgebilde erster Stufe, z. B. auf einer Geraden. Wir markieren die drei

lineare Transformation ¢ =

mit ad — fy 0 hervorgegangenen Para-
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Punkte (1,0}, (0,1) und (1,1), die hier, den Werten des inhomogenen Parameters
X = i—l entsprechend, als Unendlichkeits-, Null- und Einheitspunkt bezeichnet

Werde2n. Die Koordinate x eines beliebigen Punktes der Geraden ist aber dann
das Doppelverhidltnis dieses Punktes und der drei obigen

(o0 01%) = x.

Damit ist aber die Invarianz der projektiven Koordinaten gegeniiber linearen
Transformationen nachgewiesen, und zwar zunéichst fiir die Gebilde erster Stufe;
man {iberzeugt sich aber leicht, daB auch in den héheren Gebilden Ahnliches
gilt. So ist z. B. im Raum (unter Hervorkehrung der Dualitit),

wenn x, 29, x, xP die Koordinaten | wenn #{, 9, 4§, « die Koordinaten
eines beliebigen Punktes sind, das | einer beliebigen Ebene sind, das
Doppelverhiltnis der vier Ebenen Doppelverhiltnis der vier Punkte
% =0, %, =0, %, —%,=0 g =0, =0, 4 —u;=0
und und
Ay — 20y = 0 oy — Py = 0
(als Ebenen des Biischels %, — Ax, = 0) | (als Punkte der Geraden #, — Au, = 0)
{0) (0) (0) {0)
. 1 41 . (4] %y
leich (ooO1A)=——. leich (ooO’l‘ =—.
g xiﬂ) xg)) g uio) Miﬂ)

8. Projektive Verwandtschaften (Transformationen). Wir kniipfen an die
Auseinandersetzungen von Ziff. § an und betrachten, um einen bestimmten Fall
vor Augen zu haben, zwei ebene Figuren, die auseinander durch eine oder mehrere
aufeinanderfolgende Zentralprojektionen hervorgegangen sind, die also, wie man
zu sagen pflegt, projektiv verwandt sind. Es ist nun die Frage, wie sich diese
projektive Verwandtschaft analytisch, d. h. koordinatenmaBig darstellt. Diese
Verwandtschaft ist offenbar umkehrbar eindeutig und hat die Eigenschaft, daB
jeder Geraden der einen Figur wieder eine Gerade der anderen Figur entspricht.
Daraus kann man schlielen, daB zwischen den homogenen Koordinaten x;, %,, x,
und x3, x5, x3 entsprechender Punkte der beiden Ebenen die Gleichungen einer
homogenen linearen Transformation mit nicht verschwindender Determinante
(Kap. 2, Ziff. 29) bestehen miissen, und daB die Geradenkoordinaten u,, u,, u#,
wegen der notwendigen Invarianz der Inzidenzbedingung

Uy %y + U Xy + UgXg = U X] + Upxy + uzxz =0

der kontragredienten Transformation unterliegen. Entsprechendes gilt im Raum:
Zwischen den Koordinaten entsprechender Punkte bestehen die Relationen der
linearen Transformation

OX; == @y %y + Qi Xy + Az Xy + Ay %y, =1, 2,3, 4) (1)

(0 =~ 0 ist ein Proportionalitdtsfaktor), zwischen den Koordinaten entsprechender,
Ebenen die Relationen der kontragredienten Transformation. Sind #{, #}, u}, u;
die Koordinaten einer beliebigen, mit dem Punkt x{, %7, x5, x; inzidenten Ebene
so folgt aus (1) durch Multiplikation mit den #’ und Addition

4
D% =0, (2)
k=1
d. h. die projektive Verwandtschaft (1) 148t sich auch darstellen durch das Ver-
schwinden einer Bilinearform in kontragredienten Variablenreihen. Deutet man
in (2) die %" aber nicht als Ebenen, sondern als Punktkoordinaten, und schreibt
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dementsprechend dafiir lieber die x’, so ist

i
D axin =0 (2)
oder, was dasselbe ist, LEb=1

Ui = Ay %y + Aja %y + Aiz%y + A54%, =1, 2, 3, 4) (1)

ebenfalls eine projektive Verwandtschaft, bei der aber den Punkten der einen
Figur Ebenen der anderen zugeordnet sind und umgekehrt. Man nennt Ver-
wandtschaften vom Typus (1) und (2) Kollineationen oder Homographien,
solche vom Typus (1°) und (2') Korrelationen. Spezielle Fille von Korrelationen
sind die Polaritdt (beziiglich einer Fliche zweiten Grades, Ziff. 18) und das
Nullsystem (Ziff. 29); und zwar sind das gerade die symmetrischen und schief-
symmetrischen Korrelationen. Die Unterscheidung zwischen Korrelation und
Kollineation ist unwesentlich, solange nicht die Frage nach Doppelelementen
gestellt wird, das sind Elemente (Punkte, Gerade, Ebenen), die mit ihren ent-
sprechenden inzident sind; d. h. solange man die beiden projektiv aufeinander
bezogenen Rdume als verschieden ansieht, da man ja dann von der Kollineation
zur Korrelation und umgekehrt durch bloBe Vertauschung der Bezeichnungen
Punkt und Ebene in einem der beiden Rdume kommt. Das ist jedoch nicht mehr
méglich, wenn die beiden Rdume zusammenfallen (man spricht dann auch von
einer Projektivitit eines Raumes in sich).

Von unserem Standpunkte aus erscheint die projektive Geometrie des
Raumes nun einfach als die Invariantentheorie der 15gliedrigen Gruppe der
quaterndren linearen Transformationen (Kap. 2, Ziff. 20 und Ziff. 29) von
der Form (1), die projektive Geometrie der Ebene (ebenso die des Biindels)
als Invariantentheorie der 8gliedrigen Gruppe der linearen terniren Trans-
formationen und schlieBlich die Geometrie in Gebilden erster Stufe als Invarianten-
theorie der 3gliedrigen Gruppe der bindren linearen Transformationen. Denn
offenbar muB ja jede projektive Eigenschaft einer geometrischen Figur erhalten
bleiben (oder, bei einer Korrelation, in die duale ibergehen), wenn man eine lineare
Transformation ausiibt; d. h. aber, daB der diese Eigenschaft wiederspiegelnde
analytische Ausdruck eine Invariante der Transformation sein muB und um-
gekehrt. Aus der obigen Bemerkung folgt insbesondere noch, daB eine Pro-
jektivitdt durch Angabe von 15 bzw. 8 oder 3 Paaren entsprechender Elemente
bestimmt ist.

Sei in inhomogener Schreibweise

axx+bx+cx+d=0 (3)

eine nichtsinguldre Projektivitit zwischen zwei iibereinandergelagerten Gebilden
erster Stufe, z. B. Punktreihen. Die Koordinaten ¥ und x’ entsprechender Punkte
seien auf dieselben Fundamentalpunkte und denselben Einheitspunkt bezogen.
Die Antwort auf die Frage nach den Doppelpunkten erhilt man, indem man in (3)
x =% setzt: Es gibt im allgemeinen zwei Doppelpunkte. Hat eine Projek-
tivitdt eines einstufigen Gebildes in sich drei Doppelpunkte, so ist
sie die Identitdt, d. h. es fallt dann jeder Punkt mit seinem entsprechenden
zusammen (Fundamentalsatz der projektiven Geometrie). Sind zwei Doppelpunkte
vorhanden, so kann man diese als Fundamentalpunkte wihlen und erhilt die
kanonische Form %' = kx; das von den Doppelpunkten und einem Paar ent-
sprechender Punkte gebildete Doppelverhiltnis hat den festen Wert &, der eine
absolute Invariante der Projektivitdt ist. Ist nur ein Doppelpunkt vorhanden
(d. h. fallen die beiden Doppelpunkte in einen einzigen zusammen) und macht man
diesen zum Unendlichkeitspunkt, so ergibt sich die kanonische Form %' = x +-% .
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Soll die Projektivitit die Eigenschaft haben, daBl einem Punkt jedesmal
derselbe Punkt entspricht, einerlei, ob man ihn zum ersten oder zweiten der
beiden iibereinandergelagerten Punktreihen zihlt, so mul} (3) bei einer Ver-
tauschung von x und %’ ungeindert bleiben, d. h. in x und " symmetrisch sein.
Die Bedingung dafiir ist b = ¢. Derartige Projektivititen werden als Involu-
tionen bezeichnet; sie besitzen immer zwei verschiedene Doppelpunkte. Die
absolute Invariante hat den Wert & = —1 und daraus folgt, daB jedes Paar
entsprechender Punkte von den Doppelpunkten harmonisch getrennt wird.

Projektivititen zwischen verschiedenen Grundgebilden gleicher Stufe haben
keine absoluten Invarianten.

9. Affine Geometrie. LiBt man die Gleichberechtigung der uneigentlichen
Elemente (Ziff. 5) fallen und beschrinkt sich demgemilB8 auf solche Transfor-
mationen, die diese ungedndert (invariant) lassen, so kommt man zu einer etwas
spezielleren Geometrie, als es die projektive ist, in der zwar im wesentlichen noch
immer keinerlei MaBverhdltnisse, wohl aber die Begriffe des Parallelismus
sowie der Begriff des Mittelpunktes einer Strecke eine Rolle spielen. Man
nennt diesen Zweig affine Geometrie. Dal3 der Mittelpunkt M einer Strecke AB
affine Bedeutung hat, folgt daraus, daB M der zum unendlichfernen Punkt
beziiglich 4B konjugierte Punkt ist (Ziff. 7). Damit ist auf der Geraden (aber
nur auf dieser) eine Metrik gegeben: Wihlt man fir die Koordinate x zwei be-
liebige Punkte 4, B als Null- und Einheitspunkt, den unendlich fernen Punkt
als Punkt x = oo, so ist x nichts anderes als der mit der Einheit 4B gemessene
Abstand des betreffenden Punktes vom Nullpunkt.

Macht man die unendlichferne Ebene des Raumes zur Ebene x, = 0, so
hat man, um die Invarianz dieser Ebene zu erreichen, in den Formeln (1) von
Ziff. 8 a4 = a4 = a,3 = 0 zu setzen und kann noch a, = 1 nehmen. In in-
homogenen Koordinaten #, v, z erhdlt diese Transformation dann die Gestalt

4

= Ay X+ Y 1 AgZ Ay,
4

V== g X+ AoeY + Ag3% 1 gy, (1)
7

F=Ap X 4 gy + G332 + A3,

d. h. wir kommen zu dem Resultat (vgl. Ziff. 8): Die affine Geometrie ist die
Invariantentheorie der (nicht homogenen) linearen Transformationen oder der
(fiir den Raum) quaterndren homogenen linearen Transformationen unter Ad-
junktion einer invarianten Linearform (der uneigentlichen Ebene); d. h. die
Eigenschaften einer geometrischen Figur finden ihren analytischen Ausdruck
in den projektiven Simultaninvarianten der Figur und der ausgezeichneten
Linearform. Da die 12gliedrige Gruppe der Transformationen (1), die allgemeine
affine Gruppe, eine Untergruppe (Kap. 2, Ziff. 20) der 15gliedrigen projektiven
Gruppe ist, erscheint somit die affine Geometrie geradezu als Spezialfall der
projektiven; alle affinen Eigenschaften einer Figur sind projektive Eigenschaften
der Figur oder projektive Beziehungen der Figur zur unendlichfernen Ebene
{z. B. projektive Eigenschaften des Schnittes der Figur mit der unendlich fernen
Ebene (vgl. Ziff. 21 und 22).

An Stelle des Doppelverhiltnisses tritt als fundamentale absolute Invariante
das Teilverhdltnis dreier Zahlen (Punkte) a, b, ¢; man versteht darunter den

Ausdruck T = (abc) = Z——C, der mit dem Doppelverhiltnis (@ bcoo) iiber-
einstimmt. —e

Die oben eingefiihrten Koordinaten x, y, z werden als (inhomogene) affine
Koordinaten bezeichnet. Die drei Ebenen x = 0, ¥ = 0 und z = 0 bilden ein
Dreikant (das natiirlich durchaus nicht rechtwinklig sein muf}; dieser Begriff
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ist ja in der affinen Geometrie vollkommen ohne Bedeutung), dessen Kanten
mit den Doppelgleichungen y =2=10, z=x =0 und x =y = 0 die Koordi-
natenachsen sind. Thr Schnittpunkt O = (0, 0, 0) ist der Nullpunkt der MaB-
bestimmung auf allen drei Achsen; bezeichnet man (Abb. 3) ihre Einheitspunkte
mit E; = (1,0, 0), E; = (0,1, 0), E3= (0, 0,1), so sind die Koordinaten zx,,%,, 2,
eines beliebigen Punktes P des Raumes die in den Einheitsstrecken OF,, OE,, OE,

auf den betreffenden Achsen gemessenen Abstinde W’l, op,, @3, wobei
die Punkte P, = (x,, 0, 0), Py = (0, ¥,, 0),
P, =(0,0,2,) die bzw. parallel zu den
Ebenen x = 0, y = 0, z = 0 genommenen
Projektionen von P auf die Koordinaten-
achsen sind (d. h. die Schnittpunkte der
Ebenen x = x,, y =4,, 2= 2, mit den
Koordinatenachsen).

z

10. Aquiforme und metrische Geo-
metrie. So wie man durch die Forderung
der Invarianz der Parallelitit von der pro-
jektiven zur affinen Geometrie kommt, so
gelangt man durch die Forderung der In-
varianz der Orthogonalitit (und damit der
Invarianz aller Winkel) von der affinen Abb. 3. Affine Koordinaten,
weiter zur sog. quiformen Geometrie,deren
Gegenstand alle jene Eigenschaften geometrischer Figuren sind, die durch 4qui-
forme oder Ahnlichkeitstransformationen nicht zerstért werden. Diese
Transformationen des Raumes bilden eine 7gliedrige Untergruppe (Hauptgruppe
nach F. KLEIN) der affinen und somit auch der allgemeinen projektiven Gruppe.
Zur metrischen Geometrie im engeren Sinne (meist wird auch schon die all-
gemeinere dquiforme Geometrie so bezeichnet) kommt man dann durch die Forde-
rung der Invarianz des Abstandes zweier Punkte ; die zugehérigen Transformationen
sind die Bewegungen (Drehungen und Parallelverschiebungen) des Raumes und
bilden eine 6gliedrige Untergruppe (Bewegungsgruppe) der obigen Gruppen.

Es liegt nun die Frage nahe, ob es nicht moglich ist, auch diese Gruppe
durch Auszeichnung gewisser geometrischer Gebilde festzulegen, so wie es beim
Ubergang von der projektiven zur affinen Geometrie durch Auszeichnung der
uneigentlichen Elemente geschah. Das ist in der Tat der Fall, wie zunichst fiir
die ebene Geometrie gezeigt werden soll. Ordnet man jeder Geraden eines Biischels
die zu ihr senkrechte Gerade desselben Biischels zu, so ergibt sich offenbar eine
Involution (die sog. Rechtwinkelinvolution), deren Doppelstrahlen die
beiden durch den Scheitel des Biischels gehenden isotropen Geraden (Ziff. 13)
der Ebene sind. Samtliche isotropen Geraden der Ebene schneiden die unendlich-
ferne Gerade aber in zwei (imaginiren) Punkten, dem absoluten Punkte-
paar. Die Transformationen, die das absolute Punktepaar in sich iiberfithren,
miissen also die Ahnlichkeitstransformationen sein; denn durch das absolute
Punktepaar sind umgekehrt in jedem Punkt P der Ebene die isotropen Geraden
bestimmt; die Involution, die diese zu Doppelgeraden hat, ist aber die Recht-
winkelinvolution und somit 148t sich zu jeder durch P gehenden Geraden g die
zu g senkrechte Gerade durch P angeben, namlich die zu g beziiglich der iso-
tropen Geraden durch P konjugierte. Es seien in homogenen Koordinaten #, x, -
Ug Xyt g X3 =0, V3 %; -+ V3%, 4 03 %3=0 zwei Gerade, bezogen auf ein normales
kartesisches System (Ziff. 12). Die beiden Geraden stehen aufeinander senk-
recht, wenn u,v, 4+ u,v, =0 ist. Der Kreis mit dem Mittelpunkt (a,, a,, 1)

Handbuch der Physik, III. 8
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und dem Radius Ja, nimlich 23 + 22— 2 (a3%; + a,%,) %3 — axi = 0 schneidet
-die unendlichferne Gerade x; = 0 im -absoluten Punktepaar x} + 1§ =0, x; =0,
deren Gleichung in Linienkoordinaten #} + 43 =0 ist (zerfallende Kurve zweiter
Klasse, vgl. Ziff. 19); durch diese Bedingung sind die isotropen Geraden der
Ebene charakterisiert und die obige Orthogonalititsbedingung ist nichts anderes
als die Bedingung dafiir, daf die beiden Geraden konjugiert sind beziiglich der
isotropen Geraden x durch ihren Schnittpunkt.

 Ahnlich liegt die Sache im Raum. Alle Kugeln schneiden die unendlichferne
Ebene %, = 0 (wir legen wieder ein normales kartesisches System zugrunde)
im absoluten Kegelschnitt % + 43 + 23 = 0, %, = 0. Seine Gleichung in Ebenen-
koordinaten ist #7 + #3 + #3 = 0 und die Polaritit beziiglich dieser ausgearteten
Flache zweiter Klasse (Ziff. 19) ist gegeben durch u,v, + #,v, + u3v, = 0; das ist
aber gerade die Bedingung dafiir, da3 die Ebenen u, %, + #,%, + #g %, + 4,4, = 0
und v, %; + v,%, + v3%5 + v,5, = 0 aufeinander senkrecht stehen (Ziff. 16). Der
(imagindre) Kegel, der den absoluten Kegelschnitt aus einem eigentlichen Punkt
des Raumes projiziert und dessen Gleichung die Form (%, — @, %)% 4 (%, — a,%,)?
+ (¥3 — a3%,)*=0 hat, wird als absoluter Kegel des Punktes (2, a,, a3, 1)
bezeichnet ; er vertritt im Raum die isotropen Geraden der Ebene. Die Tangenten-
ebenen des absoluten Kegels sind die oo! isotropen Ebenen durch den Punkt
(ay, as, as, 1).

Zusammenfassend 148t sich also sagen, dal die dquiforme Geometrie aus
der affinen durch weitere Adjunktion des absoluten Gebildes entsteht.

11. Das Erlanger Programm. Unsere obigen Uberlegungen haben ein fiir
die Geometrie in doppelter Hinsicht fundamentales Ergebnis gezeitigt. Zunichst
einmal riickt die Stellung der projektiven Geometrie ins rechte Licht: wihrend
sie von vornherein nur als ein dirftiger Ausschnitt aus dem fruchtbaren Gebiet
‘der metrischen erscheint, ist die Sache in Wirklichkeit gerade umgekehrt: die
affine und metrische Geometrie erscheinen als Sonderfille der projektiven,
jeder Satz der metrischen Geometrie erscheint als Aussage iiber projektive Be-
ziehungen des betrachteten Gebildes zum absoluten. Diese Tatsache wurde zum
erstenmal von dem englischen Geometer CavLEY klar erkannt: ,,projective
geometry is all geometry.” So besteht z. B. die ganze, weitausgebaute Dreiecks-
geometrie aus Sitzen iber projektive Beziehungen zwischen 5 Punkten, von
denen nur zwei als absolutes Punktepaar sprachlich ausgezeichnet sind. Das
zweite Ergebnis besteht in dem Heranziehen der Gruppentheorie. Jede Geo-
metrie erscheint.als Invariantentheorie einer gewissen kontinuierlichen Trans-
formationsgruppe. Damit erscheint in der ungeheueren Mannigfaltigkeit geo-
metrischer Sitze erst das ordnende Prinzip, dem nicht nur die drei obigen
Geometrien, sondern auch alle anderen unterliegen, wie z. B. die Kugelgeometrie
und die Geometrie der reziproken Radien, deren Gruppe dadurch entsteht, daB
man zu den Transformationen der Bewegungsgruppe noch die Transformation
durch reziproke Radien hinzufiigt, die in der Funktionentheorie eine Rolle
spielt, sowie die nichteuklidischen MaBgeometrien (VI) und die Topologie (VII),
die allgemeinste Geometrie, deren Gruppe durch die umkehrbar eindeutigen und
stetigen Punkttransformationen gebildet wird usw. Mit einem Wort, der obige
Satz ist umkehrbar: zu jeder Transformationsgruppe gehért eine bestimmte
Geometrie. Diese Gedanken hat F. KLEIN gelegentlich seines Amtsantrittes
an der Universitit Erlangen zum erstenmal verdffentlicht, daher der Name
,,Erlanger Programm‘1),

1) ,,Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen, Erlangen
1872. Wiederabdruck in Math. Annalen Bd. 43. 1893 und Gesammelte math. Abhandlungen
Bd. I, S.460. Berlin 1921. Vgl. auch das Zitat auf S. 108.
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12. Koordinatensysteme. Je nachdem ob man projektive, affine oder

metrische Eigenschaften eines geometrischen Gebildes studieren will, wird man
der analytischen Untersuchung projektive, affine oder metrische Koordinaten
zugrunde legen. Das allgemeine projektive Koordinatensystem wurde in Ziff. 6
besprochen, das affine Koordinatensystem, das sich aus dem projektiven dadurch
ergibt, daB man die drei Fundamentalpunkte (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0) und (0, 0, 1, 0)
in die uneigentliche Ebene x, = 0 legt, in Ziff. 9. Dieses affine Koordinaten-
system ist zugleich das allgemeinste schiefwinklige kartesische Koordi-
natensystem. Die spezielleren
kartesischen Systeme gehéren be- z y
reits der metrischen Geometrie
an: das schiefwinklige System mit
gleichen Einheitsstrecken auf den AN ~N
drei Achsen, und das rechtwinklige C) (:7 z
System, bei dem die uneigentlichen _ ./
Punkte der Achsen ein Polardreieck
des absoluten Kegelschnittes bilden
und bei dem die Einheitsstrecken
auf den drei Achsen entweder be-
liebig oder gleich (normales kartesisches System) sind. In der metrischen Geo-
metrieist noch die Unterscheidung zwischen Rechtssystem und Linkssystem
wichtig (Abb. 4). Bekanntlich gibt es zu jeder rdumlichen Figur eine spiegelbild-
lich kongruente, die mit ihr nicht durch Bewegungen zur Deckung gebracht werden
kann; dasselbe gilt auch von diesen beiden Typen normaler kartesischer Systeme.
Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand bilden, wenn sie ungefahr
rechtwinklig zueinander gehalten werden, der Reihe nach x-, y- und z-Achsen
eines Rechtssystems, die der linken Hand in derselben Reihenfolge die Achsen
eines Linkssystems. Oder: dreht man in einem Rechtssystem (Linkssystem)
die positive x-Achse durch den kleineren Winkel (z/2) in die positive y-Achse und
geht man dabei in der Richtung der positiven z-Achse ein Stiick weiter, so fithrt
man die Bewegung einer Rechtsschraube (Linksschraube) aus. Die erwidhnte
Drehung geschieht, von der positiven z-Achse aus betrachtet, dabei im positiven
(negativen) Drehungssinn. Ahnlich gibt es auch in der Ebene zwei Systeme,
die nicht durch eine ganz in der Ebene verlaufende Bewegung zur Deckung
gebracht werden kénnen (wohl aber durch eine rdumliche Bewegung).

Bemerkt sei, daB die Unterscheidung zwischen homogenen und inhomogenen
Koordinaten in erster Linie formaler Natur ist; erstere sind in der projektiven
Geometrie immer, in der affinen und metrischen Geometrie nur dann zweckmai8ig,
wenn es sich um Aussagen iiber unendlichferne Gebilde handelt (z. B. in Ziff. 10).

Wir erwdhnen noch einige spezielle metrische Koordinatensysteme:

1. Die ebenen Polarkoordinaten. Man wihlt in der Ebene einen festen
Punkt O und legt durch ihn eine orientierte, d. h. mit Durchlaufungssinn ver-
sehene Gerade, die Polarachse. Die Polarkoordinaten eines Punktes P der
Ebene sind dann der Abstand » = OP vom Ursprung sowie der Winkel ¢, den
diese Strecke mit der Polarachse bildet. Zu jedem Punkt gehéren unendlich
viele Polarkoordinaten, ndmlich (v, ¢ + 2ka) und (—7, ¢ + 2k 4+ 17). Man
legt den Polarkoordinaten daher manchmal die Einschrdnkungr = 0,0 << ¢ << 2=
auf. Zwischen Polarkoordinaten und rechtwinkligen kartesischen Koordinaten x, y
bestehen die Transformationsformeln

X =7Ccosg, y = ¢ sing

x x
Abb. 4. Rechtssystem und Linkssystem,

bzw. y = x2+y2, (p:'-aI’Ctg*ii.

8*
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2.Polarkoordinatenim Raum (Abb.5). Man wihlt einen festen Punkt O,
legt durch ihn eine orientierte, d.h. mit Drehungssinn versehene Ebene 7 sowie
eine orientierte Gerade g, die auf O senkrecht steht. In & legt man noch eine
orientierte Gerade 4 durch O. Den Durchlaufungssinn auf g wihlt man zweck-
mibig so, daB er zusammen mit dem Drehungssinn in z eine Rechtsschraube
bildet. Die Polarkoordinaten eines Punktes P sind dann: der Abstand » = OP

g vom Ursprung, der Winkel ¢, den die
senkrechte Projektion P’ von P auf =
mit der Geraden % einschlieBt und schlieB3-

Y lich der Winkel ¢ zwischen der Strecke
OP und g. Man bekommt alle Punkte des
Raumes gerade einmal, wenn man die
Polarkoordinaten den Einschrinkungen
7=0,0=< @ <2z und 0 =<9 < 7 unter-
wirft. Die Flichen » = konst. (Kugeln
p vom Radius 7 mit dem Mittelpunkt O),
z @=Lkonst. (Ebenen durch g) und ¥=konst.
(gerade Kreiskegel mit der Achse g und
dem Offnungswinkel 29) bilden ein drei-
faches Orthogonalsystem (Kap. 4, Ziff. 28). Der Zusammenhang mit rechtwink-
ligen kartesischen Koordinaten ist gegeben durch die Transformationsformeln

2

Abb. 5. Riaumliche Polarkoordinaten.

x = rsind cosg, y =rsindsing, z =7 cosd
und s
r =Y+ 9222, ﬁ:arctgﬂziy—, cp:arctg%.

3. Zylinderkoordinaten im Raum. Diese sind ein Mittelding
zwischen kartesischen und Polarkoordinaten und entstehen, indem man bloB in
der xy-Ebene Polarkoordinaten einfiihrt, die z-Koordinate jedoch ungeindert
1aBt. Die Flichen » = konst. (gerade Kreiszylinder mit der z-Achse als Achse),
@ = konst. (Ebenen durch die z-Achse) und z = konst. (Ebenen senkrecht
zur z-Achse) bilden ebenfalls ein dreifach orthogonales System.

Uber elliptische Koordinaten vgl. Ziff. 26.

III. Punkt, Gerade und Ebene im Raum.

13. Allgemeines. Wir legen der folgenden Darstellung, die im wesentlichen
eine Formelsammlung ist, ein normales kartesisches Rechtssystem zugrunde,
auch dort, wo es sich um Sitze der projektiven Geometrie handelt. Homogene
Koordinaten sind mit #, y, 2, ¢, inhomogene mit x, v, z bezeichnet, so daB sich die
letzteren aus den ersteren fiir # =1 ergeben. Dort, wo es zweckmiBig ist, sind
die Formeln in vektorieller Schreibweise gegeben.

Eine Gleichung F (x, y, 2) = 0 stellt eine Flache dar. Ist F linear, so ist diese
Fliche eine Ebene Ax +- By 4- Cz 4- D = 0. Eine besondere Ausnahmsstellung
nehmen hier die isotropen Ebenen (auch Minimalebenen genannt) ein. Bei
ihnen ist A2+ B2+ C2%==0, sie sind also imaginir, sofern nicht A=B=C=0
ist (unendlichferne Ebene ¢=0). Die nicht isotropen Ebenen werden als
euklidische Ebenen bezeichnet. Jede euklidische Ebene schneidet den absoluten
Kegelschnitt (Ziff. 10) in zwei Punkten, dem absoluten Punktepaar der Ebene. Die
Verbindungsgeraden eines Punktes der Ebene mit dem absoluten Punktepaar sind
die beiden isotropen Geraden (oder Minimalgeraden) durch den Punkt. Die
isotropen Ebenen berithren den absoluten Kegelschnitt, durch jeden Punkt einer
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isotropen Ebene geht also nur eine einzige isotrope Gerade. Durch jede euklidische
(nicht isotrope) Gerade gehen zwei isotrope Ebenen, durch jede isotrope Gerade
nur eine. Vgl. hierzu auch Kap. 4, Ziff. 15.

Eine Gleichung zwischen zwei der drei Verdnderlichen x, y, z, etwa zwischen
%, y ist im Raum ebenfalls eine Fldche, und zwar ein Zylinder, dessen Erzeugende
zur z-Achse parallel sind.

Zwei Gleichungen F (x, v, 2) und G (x, v, 2), deren Funktionalmatrix den Rang
zwei hat (Kap. 1, Ziff. 25) stellen eine Kurve dar. Sind beide Gleichungen
linear, so ist die Kurve eine Gerade.

Uber Parameterdarstellungen vgl. Kap. 1, Ziff. 26.

Eine Ebene heiBit orientiert, wenn in ihr ein Drehungssinn als positiv
festgelegt ist. Dadurch ist dann auch ein positiver Sinn auf der Normalen
bestimmt, und zwar jener, der zusammen mit dem positiven Drehungssinn der
Ebene ecine Rechtsschraube bildet. Eine Gerade heiBt orientiert, wenn auf ihr
ein bestimmter positiver Durchlaufungssinn gegeben ist.

14. Gleichungsformen der Ebene. Ist n ein beliebiger Vektor der Normalen-
richtung, p und p, die Ortsvektoren zweier Punkte der Ebene, von denen der erste
veranderlich, der zweite fest ist, so ist

(b — Po)n = 0. (1)
Bezeichnet man die Einheitsvektoren in den Koordinatenachsen mit i, i, f und
setzt p = xi 4 yj + 2zf, n = At + Bj + Ct und pyn = — D, so geht (1) iiber
in die allgemeine Ebenengleichung

Ax+ By +Cz+ D=0, (2)

in der somit 4, B, C Richtungsparameter der Normalen (Stellungsparameter
der Ebene) sind; sind «, §, y die Winkel der Normalen mit den Koordinaten-

achsen, so ist also A:B:C = cosa:cos B : cosy

Ist n Einheitsvektor, die Ebene also orientiert, so ist pyn = p der Abstand der
Ebene vom Ursprung und statt (2) ergibt sich
xcosa 4 ycosf + zcosy —p =20 (3)

die Hessesche Normalform der Ebenengleichung; der Abstand p ist dabei
positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem der Ursprung auf der negativen
oder positiven Seite der Ebene liegt. Aus den Koeffizienten von (2) ergibt sich
p bis aufs Vorzeichen aus _D

P mimro
Die Ebene ‘(2) geht durch den Ursprung, wenn D = 0 ist; ist das nicht der Fall,
so kann man ihre Gleichung nach Division durch —D in die Form

x y z .
atypto—1=0 (4)
. . . D D D ..
bringen (Abschnittsgleichung), wo a = — 7 b= — B =" die vom
Ursprung aus gemessenen Lingen der Strecken sind, die dic Ebene auf den

Koordinatenachsen abschneidet.
Die Gleichung der Ebene durch drei Punkte (x,, vy, 2z;), (%2, ¥a, %) und

(%5, Vg, %5) 1ist vy oz ]
%oV o Hn |

X3 Yy % 1

(%3 Vs oz 1
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es ist das die Bedingung dafiir, daB die 4 Punkte, deren Koordinaten in den
einzelnen Zeilen stehen, in einer Ebene liegen.

15. Gleichungsformen der Geraden. Die Gerade durch zwei Punkte mit
den Ortsvektoren p;, = ;1 + ¥, + z,f und p, = %,i + y,j + 2% ¥ ist in Para-

meterdarstellung = p, 4 s — 1) - (1)
Durch Elimination von ¢ folgt in Koordinaten die Doppelgleichung
e et )
1 2 1~ Ve 41— 2
Setzt man p, — p; = @, so erhilt man die Gerade durch p, mit der gegebenen
Rdlchtung q=ai+ bj + ct p=p, - tq 3)
oder _ - —
xa'ﬁ:y byl:zCZl (4)

deren Richtungsparameter a, b, ¢ sind. Ist q Einheitsvektor, so ist die Gerade
orientiert und es wird @ = cosd, b = cosu, ¢ = cosv, wo 4, u, » die Winkel
der Geraden mit den Koordinatenachsen sind. Eine parameterfreie Gestalt

von (3) ist [P — Py, gl =0 (5)
(gl =m, (6)

dabei ist m das Drehmoment der in der Geraden wirkenden Kraft q beziiglich
des Ursprungs. Ist wieder q = p, — p,, so sind die Komponenten von q und m

oder

Xg— X, V2= V1, By — 2, ViR — Ya21,  Z1%y — ZXy, %V — XM
Diese sechs Groflen werden als Pliickersche Koordinaten der Geraden be-
zeichnet. Sie sind nicht unabhingig voneinander (vgl. V, insbesondere Ziff. 28).
16. Beziehungen zwischen den Grundgebilden. Vier Ebenen A4;x - B;y
+Ciz+ D;=0(=1,2,3,4) gehen durch einen Punkt, wenn
Al Bl Cl Dl \
4, B, C, D,
A3 B3 C3 D3
‘ A4 B4 C4 D4
ist. Drei Ebenen gehen durch eine Gerade, wenn die vier dreireihigen Deter-
minanten der Matrix ( A, B, C D1>

=0

A2 B2 C2 D2

verschwinden. As By Cs Dy
Der Winkel zweier Ebenen (p — py)ny; =0 und (p — p,) ny = 0, ist
My 4,4+ B, B, + G, G,
Vai-wd VAT + Bi+ CHy4i+Bi+ i
sie stehen aufeinander senkrecht, wenn
mn,=4,4,4+B,B,+C,C, =0

ist. Eine isotrope Ebene steht daher auf sich selbst senkrecht (vgl. Ziff. 10).
Zwei Ebenen sind parallel, wenn [11;1,] = O oder

A,:B;:C,=4,:B,:C,

cost =

ist; ihr Abstand ist dann "
1
d:f’z"ﬁ:(pz_pl)ﬁ

(p, und p, sind die absoluten Glieder der Hesseschen Normalformen).
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Der Abstand eines Punktes py =41+ vyi + %f von einer Ebene
(b —p)n=0ist

i =P hu ]74:31)“ = %, COS& + Y, Co8f + z,cosy — p;
1
ist die Ebene also in der Hesseschen Normalform gegeben, so erhilt man den
Abstand durch Einsetzen der Koordinaten des Punktes p, in die linke Seite
der Ebenengleichung. Er wird positiv oder negativ, je nachdem der Punkt p, und
der Ursprung auf verschiedener oder auf derselben Seite der Ebene liegen.
Zwei Gerade p, -+ fq, und p, -+ g, haben den Abstand

(b2 — n » G1s G2)
von der Linge (Pz_—ﬁﬂl_’ﬂ.

V. 9212 '

sie schneiden einander also, wenn

(P2 — P1> 01, q2) =0

und sind insbesondere parallel, wenn

(91021 =0

ist. Die Bedingung fiir die Orthogonalitit ist
4192 = 0.

Die Gerade p; 4 ¢q ist zur Ebene (p — p,) n = 0 senkrecht, wenn
[ng]=0

und parallel, wenn g =0

ist.
17. Mehrdimensionale Radume. Der Begriff des #-dimensionalen Raumes R,
wurde bereits in Kap. 1, Ziff. 2 formuliert.
k Punkte x9) (j =1,2,..., k) des R, heiBen linear abhingig oder un-
abbdngig, je nachdem der Rang 7 ihrer Koordinatenmatrix

L VY |
] (2) (2)
L 7 | (1)
" ]
o A

kleiner als %2 oder gleich ist. Im R, gibt es somit héchstens # -+ 1 linear unab-
bingige Punkte.

Die & Punkte %% bestimmen, wenn sie unabhiingig sind, einen Unter-
raum R;_; des R, (Verbindungs- oder Zugehongkeltsraum der Punkte) ,
der in Parameterdarstellung durch ,
Aa® 2,29 4 o 2 x®

tdg+ o+ 1
oder in parameterfreier Form durch ein System linearer Gle1chungen gegeben
ist, welches man durch Nullsetzen der % - 1-reihigen Determinanten einer Matrix
erhdlt, die wie (1) aus den Koordinaten der 2 Punkte x% und aus denen des
laufenden Punktes x gebildet ist, also % 1 Zeilen enthilt. Allgemein versteht
man unter Zugehor1gke1tsraum einer Anzahl von Riumen oder Manmg-
faltigkeiten den Raum kleinster Dimension, der sie alle enthilt; von einem
Verblndungsraum pflegt man nur bei hnearen Riumen zu sprechen, ebenso

von einem Schnittraum (Raum groBter Dimension, der in allen gegebenen Riumen
enthalten ist).

T ’
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Haben zwei Rdume R, und R, einen R, zum Verbindungsraum und einen
R, zum Schnittraum, so ist stets

ptg=v-+s,
wobei s = —1 zu setzen ist, wenn der R, iiberhaupt keinen Punkt mit dem R,
gemeinsam hat.
m Raume R, Ry, ... , Ry, heilen linear unabhingig, wenn die

Dimension 4 ihres Zugehoérigkeitsraumes den Wert
Ryt byt by —1

hat, ist d kleiner als diese Zahl, so heilen die Riume linear abhéingig.
Der Abstand D zweier Punkte x und ¥ und der Winkel ¢ zweier Hyper-

n 3
ebenen Zuixi +1=0 und Zvi %;+ 1 = 0 sind in rechtwinkligen Koordinaten
‘ i=1

=1 .,
‘& Z,luivi
D =V2(xi — ¥;)? bzw. cost = e,
=1 l/ n n
Suidvi
i=1 i=1

Im R, ist dual zu einem R; ein R, ;_;, zum Punkt R, insbesondere die
Hyperfliche R, _;.

Die Gesamtheit der Riume von # — &, # — k 4+ 1, ..., # — 1 Dimensionen,
die im R, durch einen R,_;_; hindurchgehen, heift Bund oder Stern, der
R,_;_; sein Kern. Ein solcher Bund ist wieder ein k-dimensionaler Raum S,
dessen Punkte und Hyperebenen bzw. die R, _; und R, _; (oder umgekehrt) sind.

IV. Kurven und Flachen zweiten Grades.

18. Allgemeines. Polarentheorie. Sei eine Gleichung

4
f(x, %) =_;1aikxixk=0, @iy = g - (1)
i, k=
gegeben, deren linke Seite eine quadratische Form in den Verdnderlichen x,, x,, x5, %,
ist. Deutet man die Verinderlichen x als homogene projektive Koordinaten eines
Punktes, so wird das durch (1) definierte geometrische Gebilde als Fliche
zweiter Ordnung bezeichnet. Sind hingegen in

4
gu,u) = .kzlbikui“k =0, bg="by (2)
=
die # homogene projektive Ebenenkoordinaten, so heiit die Gesamtheit der
oo® Ebenen, die mit ihren Koordinaten der Gleichung (2) geniigen, Fliche
zweiter Klasse; sie ist das zur Flache zweiter Ordnung duale Gebilde. Beide
werden mit gemeinsamen Namen als Flichen zweiten Grades bezeichnet. Sie
sind geometrisch nicht wesentlich verschieden; jede Fliche zweiter Klasse ist
die Gesamtheit der oo® Tangentenebenen (s. unten) einer bestimmten Fliche
zweiter Ordnung und umgekehrt ist jede Flache zweiter Ordnung die Einhiillende
der oo? Ebenen einer bestimmten Fliche zweiter Klasse; man spricht in diesen
Fillen von einer einzigen Fliche zweiten Grades, die einmal als Punktgebilde,
einmal als Ebenengebilde aufgefalit wird.
Sind y und z zwei Punkte, so sind die Punkte ihrer Verbindungsgeraden G
gegeben durch x = 1y 4+ uz oder in Koordinaten

xi_:)‘yi_i—lu’zi: (1‘:1:21 3)4)' (3)
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(Vgl. iiber die Bezeichnung Kap.1, Ziff. 2.) Die Groflen A und p sind dann homogene
Koordinaten auf G. Fiir die Schnittpunkte von G mit (1) ergibt sich durch Ein-
setzen von (3)in (1)

A2f(y,9) + 24ufly,2) + p?f(2,2) = 0, (4)
WO
of, of(
10.2) Zmylzk _2 99.9) 22 fez),
i, k=1
bedeutet. Ist 9,2 =0

so werden die Punkte y und z, die auf G die Koordinaten (1,0) und (0,1) haben,
von den Schnittpunkten, deren Koordinaten entgegengesetzt gleich sind, har-
monisch getrennt. Es ist ja das Doppelverhiltnis (e0 0% —£) = —1 (Ziff. 7).
Ist das der Fall, so heiBlen die Punkte y und 2z konjugiert beziiglich (1). Ist y
ein fester, z ein verdnderlicher Punkt so zeigt die in z lineare Relation

f kZ’ aixYi%e =0, (5)
daB der Ort aller zu y konjugierten Punkte eine Ebene v ist, deren Koordinaten
wegen (5) 4 ,

Vg = ; apy; (kR=1,2,3,4) (5)

sind. Die Ebene v heiBt Polarebene von y und umgekehrt y Pol von v. Diese
durch (5) oder (5') bestimmte Korrelation (Ziff. 8), die wegen a;; = a;; sym-
metrisch ist, wird als Polaritit beziiglich der Flache (1) bezeichnet. Man iiber-
legt leicht die Richtigkeit der Sitze:

Dreht sich eine Ebene um einen Punkt #, so bewegt sich ihr Pol in der Polar-
ebene von x.

Dreht sich eine Ebene um eine Gerade G, so bewegt sich ihr Pol auf einer
Geraden G'; G und G’ werden als reziproke Polaren bezeichnet.

Liegt y auf der Fliche (1), so wird in (4) auch f(y, ¥) = 0, und fiir die kon-
jugierten Punkte z folgt u? = 0, d. h. die Verbindungsgerade G von'y und z
schneidet die Fliche (1) in zwei, in y zusammenfallenden Punkten. Jede solche
Gerade heiit Tangente von (1) in y; die simtlichen Tangenten von (1) in vy
erfilllen eine Ebene, die Tangentenebene

fy,2) =0
von (1) in y (z ist laufender Punkt in der Tangentenebene). Daraus folgt, daB
eine Ebene # dann und nur dann Tangentenebene von (1) in einem Punkt x ist,
wenn die Gleichungen
3%, %) = an %y + A% + A3 Xy + Ay ¥y = Uy
312 (%, %) = @y %) + Aoy Xy + Apg Xy + gy ¥y = Uy
3/3(%, %) = ag %) + A Xy + Agz ¥y + Az ¥y = s (6)
/4, %) = ag %) + gy %y + AgzXg + gy %y = Uy
Uq Xy + Ug Xy ~+ UgXg + Ugx, = 0
bestehen. Dabei bedeutet f;(x, x) die partielle Ableitung von /(x, x) nach x;.
Es folgt durch Elimination von x,, %, %3, %,, — 1
| @ @1y A1z Ay Uy |

X,

’
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die Gleichung von (1) in Ebenenkoordinaten (vgl. Kap. 2, Ziff. 32). Uber die
nihere Diskussion von (7), die durch den Rang der Matrix (a;;) bedingt ist,
vgl. die folgende Ziff. 19.

Die Polarebene eines Punktes y schneidet die Flache (1) in einer Kurve
zweiter Ordnung. Die Tangentenebenen von (1) in den Punkten dieser Kurve
gehen alle durch y hindurch und umbhiillen einen Kegel, dessen Scheitel der Punkt y
ist und der als Tangentenkegel von y bezeichnet wird. Dieser Tangential-
kegel ist das zur obigen Schnittkurve duale Gebilde.

Die Ubertragung der vorstehenden Sétze auf (ebene) Kurven zweiten Grades
macht keine Schwierigkeit. Geometrisch kann man sich die Verhéltnisse durch
Schnitt einer Fliche zweiten Grades mit einer Ebene veranschaulichen. An
Stelle der Polarebene tritt die Polare, an Stelle der Tangentenebene die Tangente.
Der Begriff der reziproken Polaren fillt weg. Statt des Tangentenkegels erhidlt man
das System der beiden Tangenten, die sich aus einem Punkt an eine Kurve zweiter
Ordnung legen lassen; ihnen entsprechen dual ihre beiden Berithrungspunkte.

19. Projektive Klassifikation. Soll die Polarebene # eines Punktes x be-
ziiglich der Fliche f(x, x) = 0 unbestimmt sein, so miissen die Gleichungen
[vgl. Ziff. 18 (6)]

$hx%) =0, 3f,(x2) =0, 3f(x%) =0, 3filx,9)=0 (1)
eine von der trivialen verschiedene Lésung haben. Die Bedingung dafiir ist nach
Kap. 2, Ziff. 15, daB die Matrix (4;;) der Koeffizienten von f(x, ) einen Rang
v << 4 hat. Nach dem Eulerschen Satz (Kap.1, Ziff.3) ist aber firr jede
Losung von (1) auch

flo, %) = §[f1 (%, %) - %y + (%, %) - %2 + [5(%, %) - %5 + fa(x, %) - x,] = 0.
Punkte mit unbestimmter Polarebene liegen stets auf der Fliche und sind
singuldre Punkte derselben. Je nachdem nun die Matrix (a;;) den Rang
3, 2 oder 1 hat, gibt es einen einzigen singuldren Punkt, eine Gerade von sin-
guliren Punkten (singuldre Punktreihe) oder eine Ebene von singuliren Punkten
(singulares Punktfeld). Die Fliche selbst heilit in allen diesen Fillen singuldr
oder ausgeartet. Die Flachen vom Rang 3 sind die Kegel, die Flichen vom
Rang 2 zerfallen in zwei Ebenen, deren Schnittgerade die singuldre Gerade ist;
die quadratische Form f(x, x) zerfillt in diesem Fall in ein Produkt von zwei
Linearformen. Die Flichen vom Rang 1 bestehen aus einer einzigen, doppelt
zdhlenden Ebene; die quadratische Form f(x, x) ist das vollstindige Quadrat
einer Linearform (vgl. hierzu Kap. 2, Ziff. 32, vorletzter Absatz). Die Polar-
ebene eines beliebigen Punktes enthdlt immer das singuldre Gebilde.

Die entsprechenden Sitze fiir Flachen zweiter Klasse ergeben sich durch
Dualisierung. Die Fliche zweiter Klasse vom Rang 3 besteht aus den simt-
lichen Ebenen, die eine Kurve zweiter Ordnung beriithren; die Ebene dieser Kurve
ist die singuldre Ebene, in der die Pole aller Ebenen des Raumes liegen. Die
Fliche zweiter Klasse vom Rang 2 zerfillt in zwei Ebenenbiindel, die ihnen
gemeinsamen Ebenen bilden ein Biischel, dessen Achse die Verbindungslinie der
Scheitel der beiden Biindel ist; auf ihr liegen die Pole aller Ebenen des Raumes.
Die Fliache zweiter Klasse vom Rang 1 ist ein einziges, doppelt zihlendes Ebenen-
biindel, dessen Scheitel der Pol aller Ebenen des Raumes ist.

In der Ebene zerfallen alle singuldren Kurven zweiten Grades; man erhilt
folgende Fille:

Kurven zweiter Ordnung \ Kurven zweiter Klasse

Rang 2 Zwei Gerade (Punktreihen) Zwei Punkte (Geradenbiischel)
Rang 1 Eine doppelt zahlende Gerade Ein doppelt zahlender Punkt
(Punktreihe) (Geradenbiischel)
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Unter einem Polartetraeder einer Fliche zweiten Grades versteht man
ein Tetraeder mit der Eigenschaft, daB die jedem seiner Eckpunkte gegeniiber-
liegende Seite (Seitenebene) zugleich seine Polarebene beziiglich der Fliche ist.
Zu seiner Konstruktion kann man so verfahren, daB man einen beliebigen Punkt
@ wihlt, in der Polarebene von x() einen beliebigen Punkt x(®, im Schnitt der
Polarebenen von @ und x®, also auf der reziproken Polaren der Verbindungs-
geraden von x® und x® einen beliebigen Punkt x®). Diese drei Punkte bilden
zusammen mit dem Pol @ der Ebene durch x®, @ und x® die Ecken eines
Polartetraeders. Daraus folgt, daB jede (nicht singulire) Fliche zweiten Grades
00? - 00% - 0ol = oof Polartetraeder besitzt (bei singuldren Fldchen 1st diese An-
zahl groBer). Macht man nun die Ecken eines solchen Polartetraeders zu Fun-
damentalpunkten eines neuen Koordinatensystems, so nimmt die Gleichung einer
Fliche zweiter Ordnung die Form

F(% %) = ayx + a3 + ag 45 4 a2 =0 (1)

an (analoges gilt fiir die Flichen zweiter Klasse). Die Polarebene des Punktes
¥ = (1,0, 0,0) muB ja dann die gegeniiberliegende Ebene x, = 0 sein, woraus
man [erste Gleichung (6) in Ziff. 18] folgert, daB a,, = a;3 = 4,4, = 0 sein muB
usw. (vgl. Kap. 2, Ziff. 32, das dort geschilderte Verfahren kommt fiir » = 4
auf die Bestimmung eines Polartetraeders hinaus). Durch geeignete Wahi des
Finheitspunktes kann man (1) noch in die Form bringen

flo,2) =28+ - + 47, (2

wo # der Rang der Fliche, also gleich 1, 2, 3 oder 4 ist. Daraus folgt, dall der Rang
die einzige projektive Invariante einer Fliche zweiten Grades ist, da man
ja alle Flachen zweiten Grades durch projektive Transformationen auf die Form (2)
bringen kann. Bemerkt sei jedoch, daB das nur gilt, wenn man sich nicht auf
reelle Transformationen beschrinkt. Diese Einschrankung ist natiirlich nur dann
am Platze, wenn die vorgelegte Fliache selbst reell ist, d. h. wenn die Koeffi-
zienten a;; reell sind (eine solche Fliche muB aber durchaus nicht reelle Punkte
haben). Ist das der Fall, so tritt als Invariante gegeniiber reellen linearen Trans-
formationen auch noch die Signatur der quadratischen Form f (x, ) auf (Kap. 2,
Ziff. 32). Man versteht darunter die Differenz der Anzahlen der positiven und
negativen Koeffizienten in (1), die immer reell sind, da sich zu einer reellen Fliche
immer auch reelle Polartetraeder angeben lassen. Bertiicksichtigt man noch,
daB bei Multiplikation der Gleichung mit irgendeinem von Null verschiedenen
Faktor die Fliche oder Kurve ungeindert bleibt, so ergeben sich zunichst in der
Ebene, also fiir Kurven zweiter Ordnung, folgende Fille (Rang 7, Signatur s):

2+ x5+ a2 =0,r=13,s=3. Nullteiliger Kegelschnitt (keine reellen
Punkte).

% +x3 — %3 =0, r =3, s = 1. Einteiliger Kegelschnitt (oc! reelle Punkte).

%+ x5 =0, » =2, s = 2. Geradenpaar (Schnittpunkt reell, alle anderen
Punkte imaginir).

% —x35=0, =2, s =0. Geradenpaar (oo! reelle Punkte).

% =0, r =1, s = 1. Doppelgerade.

Entsprechend ergibt sich fir Flichen zweiter Ordnung:
¥+ ai a4+ 42 =0, r =4, s =4. Nullteilige Fliche.

2+ a4+ 42— a2 =0, » =4, s = 2. Einteilige Fliche mit imaginiren Er-
zeugenden (Ziff. 20).

B+ ai— a2 — a3 =0,7r=4,s=0. Einteilige Fliche mit reellen Er-
zeugenden.
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% 423+ 23 =0, =13, s =3. Nullteiliger Kegel (Scheitel reell).

%+ 23— 22 =0,7=3, s =1. Einteiliger Kegel.

%] 4+ 23 =0, r =2, s = 2. Ebenenpaar (alle Punkte bis auf die der Schnitt-
geraden imaginir.

%} — 22 =0, r =2, s = 0. Ebenenpaar (oo? reelle Punkte).

¥ =0, =1, s=1. Doppelebene.

20. Erzeugende einer Fliche zweiten Grades. Die Tangentenebene schneidet
eine nicht singuldre Fliche zweiten Grades in einem Kegelschnitt, der, wie man
leicht tiberlegt, im Beriihrungspunkt einen Doppelpunkt hat, also in ein Geraden-
paar zerfallt. LaBt man den Berithrungspunkt auf einer dieser Geraden G wandern,
so dreht sich die zugehorige Tangentenebene um G und schneidet die Fliche in
jeder Lage in einer zweiten Geraden G'. Man erkennt so die Existenz von zwei
Scharen von Geraden auf der Flédche, die als Erzeugende bezeichnet werden und
folgende Eigenschaften haben: Je zwei Erzeugende derselben Schar sind
windschief, und je zwei Erzeugende verschiedener Scharen schnei-
den sich in einem Punkt. Jede Ebene durch zwei Erzeugende aus ver-
schiedenen Scharen ist Tangentenebene der Fldche und berithrt sie im Schnitt-
punkt der beiden Erzeugenden.

Macht man zwei Erzeugende einer Schar zu Achsen von Ebenenbiischeln
und 4Bt man zwei Ebenen einander entsprechen, wenn sie durch dieselbe Er-
zeugende der anderen Schar gehen, so besteht zwischen den beiden Biischeln
eine Projektivitit (Ziff. 8). Die Fliche zweiten Grades ist also, wenn man die
beiden Biischel als das urspriinglich Gegebene ansieht, als Erzeugnis der
zwischen ihnen bestehenden Projektivitdt anzusehen d. h. die Geraden, in
welchen sich entsprechende Ebenen zweier projektiver Biischel (mit windschiefen
Achsen) schneiden, bilden eine Schar von Erzeugenden einer Fliche zweiten
Grades. Die zweite Schar, der die beiden Biischel angehoren, ist durch drei
Erzeugende der ersten Schar bestimmt und besteht aus allen Geraden, die diese
drei Erzeugenden schneiden. Die Erzeugenden einer Schar werden also durch
die Erzeugenden der anderen Schar projektiv aufeinander bezogen. Noch an-
schaulicher ist die sich durch Dualisierung ergebende Erzeugung der Flichen
zweiten Grades durch projektive Punktreihen; die Verbindungsgeraden ent-
sprechender Punkte bilden die eine Schar der Erzeugenden.

Auf Kegeln existiert nur eine einzige Schar von Erzeugenden, jede Tangenten-
ebene beriihrt in allen Punkten einer Erzeugenden. Als Erzeugnis projektiver
Ebenenbiischel ergibt sich ein Kegel, wenn die Biischelachsen einander schneiden;;
fallen sie ganz zusammen, so ergibt sich die néchste Stufe der Ausartung, namlich
das Ebenenpaar als das Paar der Doppelebenen der Projektivitit.

Ganz &dhnlich ergibt sich in der Ebene, dafl die Kegelschnitte Erzeugnisse
projektiver Geradenbiischel oder Punktreihen sind; man erhilt sie im ersten
Fall als Kurven zweiter Ordnung (System der Schnittpunkte entsprechender
Geraden), im zweiten Fall als Kurven zweiter Klasse (System der Verbindungs-
geraden entsprechender Punkte).

21. Affine Geometrie der Kegelschnitte. Je nach der Art des Schnittes
mit der ausgezeichneten unendlichfernen Geraden g sind zwei Fille nicht
ausgearteter (4 = |a;;,| = 0) Kegelschnitte zu unterscheiden: solche, die go in
zwei verschiedenen Punkten schneiden (Agq = @, @;5 — @45 45 5= 0) und solche,
die go zur Tangente haben (Parabeln, 4;; = 0). Die reellen Kegelschnitte der
ersten Art sind die Ellipsen und nullteiligen Kegelschnitte (445> 0), die g in
imaginédren und die Hyperbeln (4,3 << 0), die g in reellen Punkten schneiden.
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Bei zerfallenden Kegelschnitten (4 = 0) treten als neue Sonderfille auf: Das
Parallelgeradenpaar, das g. in zwei zusammenfallenden Punkten trifft, ferner
das Geradenpaar, dessen eine Gerade g, selbst ist, und schlieBlich g, als
Doppelgerade.

Unter den Asymptoten eines nicht ausgearteten Kegelschnittes versteht
man seine Tangenten in den unendlichfernen Punkten; sie sind also bei Ellipsen
imaginér, bei Hyperbeln reell und fallen bei Parabeln in g, zusammen. Der
Schnittpunkt M der Asymptoten wird als Mittelpunkt des Kegelschnittes
bezeichnet; er ist zugleich der Pol von g, und somit bei reellen Kegelschnitten
immer reell. Jede Gerade durch M ist ein Durchmesser des Kegelschnittes;
die durch ihre Schnittpunkte bestimmte Sehne (mitunter wird diese als Durch-
messer bezeichnet) wird vom Punkt M halbiert. Bei Parabeln fillt der Mittelpunkt
mit dem uneigentlichen Punkt zusammen (Kegelschnitte mit uneigentlichem
Mittelpunkt). Ellipsen und Hyperbeln werden auch als Zentral- oder Mittel-
punktskegelschnitte bezeichnet.

Die Polaritit beziiglich eines Kegelschnittes mit eigentlichem Mittelpunkt M
bestimmt eine Involution auf g.,indem jedem Punkt P (von g.,) der unendlich-
ferne Punkt der Polaren von P zugeordnet wird. Projiziert man entsprechende
Punkte dieser Involution aus M, so ergibt sich eine Involution im Biischel mit
dem Scheitel M, in der zwei entsprechende Gerade als konjungierte Durch-
messer bezeichnet werden. Die Tangenten in den Schnittpunkten eines Durch-
messers mit dem Kegelschnitt sind zueinander und zum konjugierten Durch-
messer parallel, wie sich auf Grund der einfachsten Polarensitze (Ziff. 18) leicht
nachweisen 14Bt. Die Doppelgeraden der Involution der konjugierten Durch-
messer sind die Asymptoten.

Wiahlt man ein Paar konjugierter Durchmesser als Achsen eines affinen
Koordinatensystems (Ziff. 9), so 148t sich die Gleichung eines Mittelpunktskegel-
schnittes durch geeignete Wahl der Einheitspunkte stets in eine der folgenden
affinen Normalformen (Mittelpunktsgleichungen) bringen:

—x% — 92 =1 (nullteiliger Kegelschnitt);
x2 + y2 =1 (Ellipse);
—x2 4 92 =1 oder %2 — y% =1 (Hyperbel).

Kegelschnitte, deren Gleichungen sich nur durch das Vorzeichen des kon-
stanten Gliedes unterscheiden, werden als konjugierte Kegelschnitte be-
zeichnet. Zu einer Ellipse ist also immer ein nullteiliger Kegelschnitt, zu einer
Hyperbel wieder eine Hyperbel konjugiert und umgekehrt. Zwei konjugierte
Kegelschnitte haben stets gemeinsame Asymptoten. Macht man die Asymptoten
zu Koordinatenachsen, so kann die Gleichung einer reellen Hyperbel auf die
Form
gebracht werden. ¥y =t

Bei Parabeln bilden die Durchmesser ein Parallelbiischel. Zu jedem Durch-
messer gehort eine bestimmte, beziiglich der Parabel polare Richtung (die Polaren
der Punkte eines Durchmessers sind alle parallel), zur unendlichfernen Geraden
insbesondere die Richtung der eigentlichen Durchmesser. Jeder eigentliche
Durchmesser halbiert die Sehnen von konjugierter Richtung.

Wéhlt man ein affines Koordinatensystem so, daB die x-Achse ein Durch-
messer und die y-Achse Tangente der Parabel ist, so nimmt bei geeigneter Wahl
der Einheitspunkte die Gleichung einer reellen Parabel die Gestalt

y242x=0
n (affine Normalform der Parabelgleichung).
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22. Affine Geometrie der Flichen zweiten Grades. Ausschlaggebend fiir
die Klassifikation ist wieder das Verhalten des Schnittes C, mit der uneigent-
lichen Ebene éu.

Man erhilt folgende Fille (7, und s, sind Rang und Signatur von Ce):

Rang 4. C, ist vom Rang 7, = 3 oder 2; Fldchen der letzteren Art sind
die &, berithrenden Paraboloide. Bei reellen Flichen hat man:

a) 7,=73, so=13: Ellipsoide und nullteilige Fldchen;

b) #,=3, s,=1: Hyperboloide mit zwei Unterfillen: elliptische
oder zweischalige Hyperboloide mit imagindren Erzeugenden und
hyperbolische oder einschalige Hyperboloide mit reellen Erzeugenden
(Signatur 2, bzw. 0).

c) 7,=2, s,=2: Elliptische Paraboloide mit imagindren Er-
zeugenden.

d) 7,=2, s,=0: Hyperbolische Paraboloide mit reellen Er-
zeugenden.

Rang 3. Cw ist vom Rang 7, =3, 2 oder 1. Der erste Fall gibt die eigent-
lichen Kegel, die beiden letzten Fille geben die uneigentlichen Kegel oder
Zylinder. Bei reellen Flichen hat man:

a) 7, =3, s, =3%: Nullteiliger Kegel.

b) 7,=13, s, =1: Einteiliger Kegel.

c) 7o =2, s, =2: Elliptischer Zylinder.
)

(=}

7o = 2, s, = 0: Hyperbolischer Zylinder.
e) 7, =1: Parabolischer Zylinder.

Die Diskussion der zerfallenden Flichen vom Rang 2 und 1 bietet keinerlei
Schwierigkeiten.

Der Pol M von &, beziiglich einer nicht ausgearteten Fliche heif3t wieder
Mittelpunkt; er ist bei Paraboloiden ein Punkt von & selbst (Flachen mit
uneigentlichem Mittelpunkt). Die Ellipsoide und Hyperboloide (Flichen mit
eigentlichem Mittelpunkt) werden auch als Zentral- oder Mittelpunkts-
flichen bezeichnet. Die Polaritit beziiglich der Fliche bestimmt eine Polaritat
in e (Polaritit beziiglich Coo) und im Biindel M ; letztere entsteht durch Projek-
tion entsprechender Punkte und Geraden von Ce und bestimmt als Ort inzidenter
Elemente (Geraden und Ebenen) einen Kegel mit dem Scheitel M (Projektion von
Co aus M), den Asymptotenkegel. Seine Erzeugenden heilen Asymptoten,
seine (Tangenten-) Ebenen Asymptotenebenen der Fliche. Gerade und
Ebenen durch M heilen Durchmesser und Durchmesserebenen (Diame-
tralebenen) der Fliche; entsprechen sie einander in der Polaritit des Biindels
M, so spricht man von konjungierten Durchmessern und Durchmesser-
ebenen. Der Punkt M ist der Mittelpunkt der von den Schnittpunkten eines
Durchmessers mit der Fliche bestimmten Strecke und der Mittelpunkt des
Schnittes einer Durchmesserebene. Die Tangentenebenen der Fliche in. den
Punkten eines solchen Schnittes umbhiillen einen Zylinder, dessen Erzeugende
zum konjugierten Durchmesser parallel sind.

Eine reelle Ebene schneidet eine reelle Mittelpunktsfliche in einer Ellipse,
Hyperbel oder Parabel, je nachdem sie zu keiner, zu zwei verschiedenen oder
zu zwei zusammenfallenden reellen Asymptoten parallel ist.

Wihlt man ein Tripel konjugierter Durchmesser als Achsen eines affinen
Koordinatensystems (Ziff. 9), so 148t sich durch geeignete Wahl der Einheits-
punkte die Gleichung einer Mittelpunktsfliche stets in eine der folgenden
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affinen Normalformen (Mittelpunktsgleichungen) bringen:
— %% — y2 — 22 =1 (nullteiliges Ellipsoid);

%%+ y% + 22 = 1 (einteiliges Ellipsoid);

x% 4 y2 — 22 = 1 (hyperbolisches Hyperboloid);

x% — y2 — 22 =1 (elliptisches Hyperboloid)
(in den beiden letzten Gleichungen kénnen links die Minuszeichen natiirlich auch
in anderer Anordnung vorkommen, sofern nur die Anzahl ungedndert bleibt).
Flichen, deren Gleichungen sich nur durch das Vorzeichen des konstanten
Gliedes unterscheiden, werden als konjugierte Flachen zweiten Grades
bezeichnet. Zu einem Ellipsoid ist also immer eine nullteilige Fldche, zu einem
hyperbolischen Hyperboloid ein elliptisches konjugiert und umgekehrt. Zwei
konjugierte Flachen haben stets den Asymptotenkegel gemeinsam.

Bezogen auf ein Koordinatensystem, dessen Achsen (reelle) Asymptoten
sind, nimmt die Gleichung eines reellen Hyperboloides die Form

8 V2 + 22 + ggxy =1, & =41
an; und zwar ist bei einem hyperbolischen Hyperboloid ¢, &6 = —1, bel einem
elliptischen ¢ &y63 = 1.

Bei Paraboloiden artet der Asymptotenkegel aus und fallt mit e, zusammen.
Durchmesser und Durchmesserebenen bilden Parallelbiindel. Jede eigentliche
Durchmesserebene (s ist auch Durchmesserebene!) schneidet die Fliche in
einer Parabel, jede andere Ebene das elliptische Paraboloid in einer Ellipse,
das hyperbolische in einer Hyperbel. Die Polaritit beziiglich der Fliche ruft
eine Involution in dem in &y gelegenen Geradenbiischel M hervor; zwei Durch-
messerebenen heiBlen konjugiert, wenn ihre uneigentlichen Geraden einander in
dieser Involution entsprechen. Zu jeder Durchmesserebene gehort eine bestimmte
beziiglich der Fliche polare (konjugierte) Richtung, zu &y insbesondere die
Richtung der Durchmesser. Jede eigentliche Durchmesserebene halbiert die
Sehnen der Flache von konjugierter Richtung, ihre Schnittparabel ist Berithrungs-
linie eines Tangentenzylinders. Zu jedem Durchmesser gehort eine bestimmte,
beziiglich der Fliche polare Ebenenstellung, zu einem uneigentlichen Durchmesser
insbesondere die Stellung der konjugierten Durchmesserebenen. Jeder eigentliche
Durchmesser schneidet jede konjugierte Ebene im Mittelpunkt des Kegelschnittes,
in dem sie die Flache schneidet.

Wihlt man ein affines Koordinatensystem so, daf3 die z-Achse ein Durch-
messer, die xy-Ebene Tangentenebene und die x2- und yz-Ebene konjugierte
Durchmesserebenen sind, so nimmt — bei geeigneter Wahl der Einheitspunkte —
die Gleichung eines reellen Paraboloides die Gestalt

g x% 4 g5y =22, &= +1
an (affine Normalform der Paraboloidgleichung), und zwar ist bei elliptischen
Paraboloiden ¢, &, = 41, bei hyperbolischen ¢ & = —1.

23. Metrische Geometrie der Kegelschnitte. Wir beschrinken uns im
folgenden durchaus auf reelle Kegelschnitte (Gleichung mit lauter reellen Koeffi-
zienten). Die metrischen Spezialfille ergeben sich leicht als jene, deren uneigent-
liches Punktepaar eine besondere Lage zum absoluten Punktepaar (Ziff. 10 u. 13)
hat. Man erhilt folgende neue Fille nicht zerfallender Kegelschnitte.

1. Die nullteiligen und einteiligen Kreise, d. s. jene Kegelschnitte,
die g, im absoluten Punktepaar schneiden.

2. Die gleichseitigen Hyperbeln, deren uneigentliche Punkte das ab-

solute Punktepaar harmonisch trennen, so daBl ihre Asymptoten aufeinander
senkrecht stehen.
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Die metrischen Spezialfille der zerfallenden Kegelschnitte sind ohne be-
sondere Bedeutung. Bei Parabeln tritt kein neuer Fall auf, da der eine (reelle!)
uneigentliche Punkt keinerlei besondere Lage zum uneigentlichen Punktepaar
haben kann.

Beim Kreis stehen konjugierte Durchmesser aufeinander senkrecht, bei der
gleichseitigen Hyperbel werden die von zwei konjugierten Durchmessern ge-
bildeten Winkel von den Asymptoten halbiert, und umgekehrt gilt, daBl zwei senk-
rechte Kreisdurchmesser oder zwei Durchmesser einer gleichseitigen Hyperbel,
deren Winkel von den Asymptoten halbiert werden, konjugiert sind.

Eine Involution in einem (Geraden- oder Ebenen-) Biischel besitzt stets ein
Paar orthogonaler Elemente und nur eines, sofern die Involution nicht {iberhaupt
die Rechtwinkelinvolution (Ziff. 10) ist. Das Paar orthogonaler Durchmesser der
Involution konjugierter Durchmesser eines beliebigen Mittelpunktskegelschnittes
ist das (nur beim Kreis unbestimmte) Paar der Hauptachsen. Die Schnitt-:
punkte der Hauptachsen mit dem Kegelschnitt werden als Scheitel (vgl. Kap. 4,
Ziff. 6) desselben bezeichnet, die Tangenten in diesen als Scheiteltangenten.
Bei der Parabel fillt die eine Hauptachse mit der unendlichfernen Geraden zu-
sammen, wihrend die andere die sdmtlichen auf der Durchmesserrichtung
(Ziff. 21) senkrechten Sehnen halbiert.

Macht man die Hauptachsen zu Koordinatenachsen, so nimmt die Gleichung
eines Mittelpunktskegelschnittes stets eine der metrischen Normalformen

x2 yZ x2 y2 x2 yz x2 y2

e e=h wte=t wmE=h ety

=1

an (nullteiliger Kegelschnitt, Ellipse, Hyperbel). Die Zahlen 4 und & sind die
halben Lingen der Hauptachsen, d. h. die Abstdnde der Scheitel vom Mittelpunkt
bzw. bei imagindren Scheiteln die absoluten Betrige dieser Abstinde. Um eine
metrische Normalform der Parabelgleichung zu erhalten, macht man die (eigent-
liche) Hauptachse und die Scheiteltangente bzw. zur x- und y-Achse und erhalt

(Ziff. 21) Y= 255,

Uber die Bedeutung von p vgl. Ziff. 24.

Die Diskussion und die Hauptachsentransformation einer in inhomogenen
rechtwinkligen Koordinaten gegebenen beliebigen Kegelschnittgleichung f(x,y) =0
wird man zweckmiBig folgendermaBen ausfilhren: Man untersucht zunichst, ob
die Determinante 4 von Null verschieden ist oder nicht und bestimmt das Vor-
zeichen von Aj;. Handelt es sich um einen Mittelpunktskegelschnitt
(A # 0, Agg # 0), so berechnet man aus f, = f, = 0 den Mittelpunkt M. Die
Gleichung hat, wenn man M durch eine Parallelverschiebung zum Ursprung ge-
macht hat, die Form Ax? 4 2Bxy 4 Cy? = k; auf die bindre quadratische
Form linkerhand wendet man das in Kap. 2, Ziff. 32, angegebene Verfahren an
oder man setzt die Drehungsformeln

%= x"cosp — y'sing,

y = x'singp + ¥’ cosg
mit unbestimmtem ¢ in die obige Gleichung ein und bestimmt dann ¢ so, daB
der Koeffizient des Gliedes mit #'y’ in der transformierten Gleichung verschwindet.
(Es ist tg2¢ = Zi_lié; man erhdlt immer zwei, um s/2 verschiedene Werte!)

Bei einer Parabel macht man am einfachsten von der Tatsache Gebrauch, daB
die Glieder zweiten Grades in f(x, y) = 0 ein vollstindiges Quadrat (px + gv)?

bilden. Setzt man also wx' = px — qy, wy' = px + gy, wo w = Jp? + ¢? ist,
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so erhilt man eine Gleichung der Form 4y'% + 2B¥'+ 2Cy + D = 0, in welcher

die x"-Achse bereits die Hauptachse ist. Durch die Parallelverschiebung y =4’ % ,
—A5 A—B ergibt sich dann unmittelbar die Normalform. Bei zer-
fallenden Kegelschnitten (4 = 0) bestimmt man, wenn A, =0 ist, aus
fs = fy = 0 den Doppelpunkt und macht ihn durch eine Parallelverschiebung
zum Ursprung; ist 4353 = 0 (Parallelgeradenpaar oder Doppelgerade), so bestimmt
man den unendlichfernen Punkt (Nullsetzen der Glieder zweiten Grades von
f(x, v) = 0!) und dreht das Koordinatensystem so, daf3 die so erhaltene Richtung
die Richtung einer Koordinatenachse ist.

24. Fokaleigenschaften der Kegelschnitte, Ausden beiden absoluten Punkten
lassen sich an einen nicht ausgearteten Kegelschnitt im allgemeinen vier (imaginire)
Tangenten legen, die sich in vier Punkten schneiden, von denen zwei reell und zwei
imagindr sind und die als Brennpunkte F (Abb. 6—8) des Kegelschnittes be-
zeichnet werden. Bei der Parabel fallt einer der beiden reellen Brennpunkte in den
uneigentlichen Punkt, die imagindren sind mit den absoluten Punkten identisch.
Beim Kreis fallen beide Brennpunktepaare in den Mittelpunkt. Die Polaritit
beziiglich des Kegelschnittes bestimmt in jedem Punkt (d. h. Geradenbiischel)
eine Involution; diese Involution ist in den Brennpunkten, und nur in diesen,
eine Rechtwinkelinvolution.

Die Koordinaten der Brennpunkte des Mittelpunktskegelschnittes

2 2
Byt =1 (=1, 5 ==11)
sind x=0, y =L Je, b2 — ¢, a?
und % = Ve, a® — &,b?, y = 0.
Jedes Brennpunktepaar liegt also auf einer Hauptachse, und zwar die reellen
bei der Ellipse auf der groBen, beim nullteiligen Kegelschnitt auf der kleinen
und bei der Hyperbel auf der reellen (inneren) Hauptachse. Der Abstand ¢ der
reellen Brennpunkte vom Mittelpunkt heit lineare Exzentrizitit, der
Quotient aus dieser und der halben Linge der Hauptachse, auf der die reellen
Brennpunkteliegen,numerische Exzentrizitit (imfolgenden mit e bezeichnet).

Die Koordinaten des eigent-
lichen Brennpunktes der Parabel
y2=2pxsind x =} p, y=0; dar-
aus ergibt sich eine geometrische
Deutung von $; es ist das der
doppelte Abstand des Brenn-
punktes vom Scheitel und zugleich
die halbe Linge der auf der Achse
senkrechten und durch den Brenn-
punkt gehenden Sehne ; die letztere
Zahl wird auch bei Mittelpunkts-
kegelschnitten als ,,Parameter
eingefithrt und in der Regel mit
$ bezeichnet.

Die Ellipse (Hyperbel) ist der
geometrische Ort der Punkte, fiir
die die Summe (Differenz) der Ab-
stande von zwei festen Punkten, den Brennpunkten, konstant ist.

Die Polaren der Brennpunkte sind die Leitlinien ! des Kegelschnittes;
versteht man unter den Brennstrahlen eines Punktes eines Kegelschnittes die

Abb. 6. Ellipse.

Handbuch der Physik. IIl. 9
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absoluten Betrige seiner Abstinde von den Brennpunkten, so gilt: Das Ver-
hiltnis jedes Brennstrahles eines Kurvenpunktes zu seinem Abstand von der
zugehorigen Leitlinie ist gleich der numerischen Exzentrizitit. Die Mittel-
\ punktskegelschnitte
besitzen zwei, die Pa-
rabel eine und der
Kreis keine eigent-
liche reelle Leitlinie.
Es folgt:

Die Parabel ist
der geometrische Ort
der Punkte, die von
einem festen Punkt
(dem  Brennpunkt)
und von einer festen
Geraden gleichen Ab-
stand haben.

Die Winkel der
Brennstrahlen eines

Abb. 7. Hyperbel. Kegelschnittpunktes
P werden von Tan-
gente und Normale in P halbiert. Dieser Tatsache verdanken die Brennpunkte
ihren Namen; denkt man sich in einem Brennpunkt eine Lichtquelle angebracht,
deren Strahlen am Kegelschnitt (d.h. an seinen Tangenten) reflektiert werden,
so schneiden sich die reflektierten
) y \/ Strahlen im anderen Brennpunkt
(sind alle parallel zur Haupt-
achsenrichtung bei einer Parabel).
O Der Ort der Punkte, von
//{ ~ denen aus sich ein Paar orthogo-
|
|
|
1

( naler Tangenten an den Kegel-
schnitt legen 148t, ist ein Kreis,
der als Haupt- oder Direktorkreis
H des Kegelschnittes bezeichnet
wird. Der Hauptkreis artet bei
der gleichseitigen Hyperbel in das
Paar der isotropen Geraden durch
den Mittelpunkt und bei der Pa-
rabel in die beiden Leitlinien aus.
Die Gleichung des Hauptkreises
desMittelpunktskegelschnittes (1)

Abb. 8. Parabel. ist
x2 + y2 = Slﬂz + 82b2.

In Abb. 6 bis 8 sind neben Brennpunkten, Leitlinien und Hauptkreisen
auch die Kriimmungsmittelpunkte K und Kriimmungskreise % in den
Scheiteln S angegeben. Die Konstruktionen aller dieser Punkte und Linien
sind in den Abbildungen durch gestrichelte Linien angedeutet und daraus ohne
Schwierigkeit zu entnehmen (in Abb. 8 ist die Strecke FK = $/2).

Macht man einen (reellen) Brennpunkt zum Pol, die Richtung zum zweiten
Brennpunkt zur Achse eines Polarkoordinatensystems, so ist

P
1+ ecosep

oy

Y =
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die Gleichung des Kegelschnittes; dabei ist $ der Parameter und ¢ die numerische
Exzentrizitit; die Gleichung umfallt also alle Fille nichtausgearteter Kegel-
schnitte und zwar ergibt sich fiir ¢ = 0 der Kreis vom Radius p, fiir 0 < e <1
eine Ellipse, fiir ¢ = 1 eine Parabel und fiir ¢ > 1 eine Hyperbel.

25. Metrische Geometrie der Flichen zweiter Ordnung. Wir beschrinken
uns auf reelle, nicht ausgeartete Flachen, und zwar auf die wichtigsten Fille.
Von den metrisch ausgezeichneten Flichen erwihnen wir nur die einteilige und
nullteilige Kugel sowie die verschiedenen Arten von Drehflichen zweiten Grades,
die alle durch Rotation eines bestimmten Kegelschnittes um eine Hauptachse
entstehen und deren uneigentlicher Kegelschnitt den absoluten Kegelschnitt
beriihrt.

Wir betrachten zunichst die Mittelpunktsflichen. Es gibt (mindestens) ein
Tripel konjugierter und zugleich orthogonaler Durchmesser (bei Drehfldchen gibt
es oo, bei der Kugel co? derartige Tripel), die Hauptachsen der Fliche. Macht
man diese (in geeigneter Reihenfolge) zu Koordinatenachsen, so nimmt die
Flichengleichung eine der metrischen Normalformen

LI - ,
— g w =1 (nullteilige Fliche),
22 y? 2 . .
5 + = + == 1 (Ellipsoid),
x? y? 22 . . : g
Tt =1 (einschaliges Hyperboloid),
xz yz 22 . . .
— gt a1 (zweischaliges Hyperboloid)

an; a, b, ¢ sind die wie in Ziff. 23 zu verstehenden halben Lingen der Haupt-
achsen. Bei Drehflachen sind zwei derselben einander gleich. Der Asymptoten-
kegel der beiden ersten Flichen ist

%2 y2 22

aTEt =0
der der beiden letzten PR S
ETE T ET

Die Uberfithrung emner vorgelegten Fliche f(x, y, z2) =0, von der nach Ziff. 22
festgestellt ist, daB sie eine Mittelpunktsfliche ist, in eine der Formen (1) ge-
schieht so, daB man zunichst ausf, = f, = f, = 0 den Mittelpunkt bestimmt,
diesen durch eine Parallelverschiebung zum Ursprung macht und dann mittels
des in Kap. 2, Ziff. 33 angegebenen Verfahrens die Drehung des Koordinaten-
systems bestimmt, welche die Hauptachsen zu Koordinatenachsen macht. Mehr-
fache Wurzeln der Sikulargleichung treten offenbar bei Drehflichen (und nur
bei solchen) auf.

Ist die Flache f(x, v, 2) = 0 ein Paraboloid, so bestimme man zunichst das

uneigentliche Geradenpaar f(x,y,2) =0, wo / die aus den Gliedern zweiten
Grades von [ allein bestehende homogene quadratische Form ist, die wegen
Ayy = 0 (Ziff. 22) den Rang 2 hat. Bringt man / durch eine orthogonale Trans-
formation auf eine Quadratsumme, so enthilt diese nur zwei Glieder, etwa
Ax? 4 By?% Die Gleichung f = 0 geht vermége dieser Transformation iiber in
eine Gleichung von der Form

Ax* 4+ By*42Cx+ 2Dy +2FEz++ F =0,
9*
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und diese 1iBt sich ohne Schwierigkeit mittels einer Parallelverschiebung in
eine der Normalformen

2 2
Y3 =2z (clliptisches Paraboloid),

2 2
% — %’—2 =422z (hyperbolisches Paraboloid)
iiberfithren. Hier ist die z-Achse jener Durchmesser, der auf der polaren Ebenen-
stellung (Ziff. 22) senkrecht steht und die einzige eigentliche Hauptachse des
Paraboloides ist. Die Ebenen z = konst. schneiden die Paraboloide in Ellipsen
oder Hyperbeln, deren Hauptachsen zur x- und y-Achse des Koordinatensystems
parallel sind.

Im Fall eines Kegels (mit eigentlichem Doppelpunkt) verfahrt man wie bei den
Mittelpunktsflichen: Bringt man den Doppelpunkt durch eine Parallelverschiebung
in den Ursprung, so hat die Kegelgleichung die Form g(x, y, z) = 0, wo g eine
homogene quadratische Form ist, die man durch eine orthogonale Transformation
in eine Quadratsumme iiberfithrt. Zylinder sind wie Paraboloide zu behandeln;
dhnlich die zwei- und dreifach ausgearteten Fldchen.

26. Fokaleigenschaften der Flichen zweiter Ordnung. Wir gehen hier aus
mehreren Griinden (vor allem wegen des Zusammenhanges mit den elliptischen
Koordinaten) von anderen Gesichtspunkten aus wie in Ziff. 24, bemerken jedoch,
daB die folgende Darstellungsart sich ohne Schwierigkeit auch in der Ebene
durchfithren 148t.

Sind 7 (%, x) = 0 und g(», x) = 0 zwei Flichen zweiter Ordnung in beliebigen
(projektiven oder spezielleren) homogenen Koordinaten, so nennt man die oo!
Flachen, die durch [, %) — Ag(x, %) = 0

fiir die verschiedenen Werte von 4 dargestellt werden, ein Biischel von Flichen
zweiter Ordnung, wihrend man dual von einer durch zwei Flachen zweiter Klasse
F(u,u) =0 und G(#,u) =0 bestimmten Schar von Flichen zweiter Klasse
spricht.

Wir betrachten die Flichenschar

F(u, u) — 2(6f + 95 + u5) =0, (1)
die — in homogenen rechtwinkligen Koordinaten — durch eine beliebige nicht ent-

artete Fliche zweiter Klasse I (¢, #) = 0 und den absoluten Kegelschnitt f -}- #3 +
+ #2 = 0 gegebenist, und die alskonfokale Schar bezeichnet wird. Alle Flichen

4
der Schar haben gemeinsame Hauptachsen. Ist F(u, u) = >’ A;;u;uz, S0 ist eine

k=1
Fliche (1) in einen Kegelschnitt entartet, wenn 1 eine Wurzel der charakte-
ristischen Gleichung

Ay — 14 Ay Ay Ay
Ay Agg — 4 Aygg Ay

, =0 2
Ay Asy Agz — 4 Az @
| Ay Ay Ay Ay

der Schar (1) ist. Zu den Wurzeln von (2) ist auch 4 = oo zu zdhlen (der absolute
Kegelschnitt). Die zu den anderen Wurzeln von (2) gehorigen Kegelschnitte heiBen
Fokalkegelschnitte aller Flichen (1). Die Geraden, durch welche sich an
jede Fliche (1) isotrope Tangentenebenen legen lassen, werden als Fokalgerade
bezeichnet. Es gibt oo? reelle Fokalgerade. Sie sind mit den Erzeugenden der
Flichen (1) identisch. Ahnlich wie die Fokalgeraden (als Triger eines Paares
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isotroper Tangentenebenen) definiert man die Fokalpunkte und Fokalebenen
als Triger eines Paares isotroper Tangenten von (1). Jeder Fokalpunkt ist also
mit einer Fokalebene inzident. Die Fokalpunkte sind mit den Punkten, die
Fokalebenen mit den Normalebenen der Fokalkegelschnitte identisch. Die
Normale einer eigentlichen Fokalebene in ihrem Fokalpunkt ist zu ihr beziiglich
aller Flichen (1) konjugiert. Man bezeichnet diese Normalen als Fokalachsen;
alle Fokalachsen sind auch Fokalgerade, aber nicht umgekehrt.

Sei nun

At 2
’;+?+7—1 (a>pf>7)
bzw. in Ebenenkoordinaten (Ziff. 18)

xu? A B+ oyt =1

die Gleichung einer beliebigen Mittelpunktsfliche in inhomogenen rechtwinkligen
Koordinaten. Die konfokale Schar ist dann

=D+ -+ (y — Dw* =1

22

bzw. 22 2
y
& =2 f—4 y——l‘ 1. (1)

Diese Gleichungen stellen je nach den Werten des Parameters verschiedene
Mittelpunktsflichen dar, und zwar fiir

—oo <A< y: Ellipsoide
y<<A<p: einschalige Hyperboloide
f<i<u: zweischalige Hyperboloide

& <A << +oo: nullteilige Flichen.

Fir die dazwischenliegenden Werte von 4 entartet die Fliche, und zwar fiir
A = o in den nullteiligen Fokalkegelschnitt

f—o)v*+ (y —ax)w2=1 oder ﬂjj“-}—yiz“:L x=0,
fir 4 = in die Fokalhyperbel

o —PBur+ (y — plwr=1 oder
fiir A =y in die Fokalellipse

=@t @y =1 oder L4 4 soy

22 2

x—p =8

und fiir 2 =--00 in den absoluten Kegelschnitt.

Die Brennpunktepaare eines Fokalkegelschnittes sind Scheitel der beiden
anderen Fokalkegelschnitte. Die Tangentenkegel von einem beliebigen Fokal-
punkt F (und nur von einem solchen) an die Flichen der Schar sind koaxiale
Drehkegel, deren Drehachse die Tangente des betreffenden Fokalkegelschnittes
in F ist. Insbesondere wird ein Fokalkegelschnitt von jedem Punkt eines
anderen Fokalkegelschnittes aus durch einen Drehkegel projiziert.

Die drei Fokalkegelschnitte schneiden jede Fliche der Schar in zwélf Punkten,
den sog. Nabelpunkten der Fliche (vgl. Kap. 4, Ziff. 19). Von ihnen sind beim
Ellipsoid und zweischaligen Hyperboloid vier reell und acht imaginir, beim
cinschaligen Hyperboloid und bei der nullteiligen Fliche alle imaginir. Die
Nabelpunkte sind Fokalpunkte; ihre Fokalebenen sind die Tangentenebenen
der Flache in den Nabelpunkten und schneiden die Fliche in isotropen Erzeugen-
den. Die Tangentenebenen in diametral gegeniiberliegenden Nabelpunkten sind
parallel; alle zu ihnen parallelen Ebenen schneiden die Fliche in Kreisen (Dupin-
sche Indikatrix, Kap. 4, Ziff. 19). Aus diesem Grunde werden die Nabelpunkte
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hiufig als Kreispunkte bezeichnet, doch ist diese Bezeichnung nicht zweck-
miBig, da sie sehr oft fiir die absoluten Punkte der Ebene verwendet wird.
Wir besprechen noch kurz die analogen Sétze {iber Paraboloide. Sei

LY
?_i_F_.zz:O oder ou?+ 12 —2w=0 (x=f)

die Gleichung eines Paraboloides (elliptisch fir &/ > 0, hyperbolisch fiir
& f# << 0). Die konfokale Schar ist (x — A)#2 - (f — 1) v — Aw? — 2w = 0 oder

CHNNVIN SR PRy U (2)
S — 22 =0. 2
Man erhilt fiir * —»7. p—
—oo<C A< f: positive (d. h. nach der positiven z-Richtung offene) ellipti-
sche Paraboloide,
f<<i<a: hyperbolische Paraboloide

o <A<+ oc: negative (d. h. nach der negativen z-Richtung offene) ellip-
tische Paraboloide.

Dazwischen liegen der absolute Kegelschnitt (1 = oo) und die beiden Fokal-
parabeln, nidmlich
.-

(0 — p)ur — fuw? — 2w =0 oder [X;VT/?—ZZ—]—,B:O, y=0
und 2

(f—a)v*— aw? —2w=20 oder /J,—j/:&—z.z—l—oc:O, x=0.
Thre Scheitel werden als Hauptfokalpunkte bezeichnet. Die Tangentenkegel
von einem beliebigen Fokalpunkt F (und nur von einem solchen) an die Flichen
der Schar sind koaxiale Drehkegel, deren Drehachse die Tangente (Fokalachse)
der Fokalparabel in F ist. Insbesondere wird jede Fokalparabel aus jedem
Punkt der anderen Fokalparabel durch einen Drehkegel projiziert.

Die vier eigentlichen Schnittpunkte der Fokalparabeln mit einer Fliche der
konfokalen Schar sind wieder Nabelpunkte, von ihnen sind nur beim: ellip-
tischen Paraboloid zwei reell; sie fallen bei einem Drehparaboloid im Scheitel
zusammen. Die Tangentenebene in einem Nabelpunkt ist Fokalebene und
schneidet die Fliache in isotropen Erzeugenden; alle zu ihr parallelen Ebenen,
und nur solche, schneiden die Fliche in Kreisen.

Sind #,y, 2z die Koordinaten eines Punktes, so geben die in 4 kubischen
Gleichungen (1) und (2) je drei stets reelle Losungen 4,, 45, 45, die im Fall (1)
als elliptische oder Lamésche, im Fall (2) als parabolische Koordinaten
des Punktes bezeichnet werden. Umgekehrt erhdlt man die rechtwinkligen
Koordinaten eines Punktes aus den elliptischen durch die Formeln

(o = 2y) (o — 4) (ox — 23)

x2 =
@—=Fla—-7
W:W~MW—MW—M
=nB—-0
2 U= = A=)
r——8

es ergeben sich also acht Punkte (Schnitt je eines Ellipsoides, einschaligen und
zweischaligen Hyperboloides), deren rechtwinklige Koordinaten sich aber nur
durch Vorzeichen unterscheiden. Die parabolischen Koordinaten sind vier-
deutig.

Uber weitere Eigenschaften der konfokalen Flichen zweiten Grades, die ein
dreifach orthogonales System bilden, vgl. Kap. 4, Ziff. 28.
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21. Quadratische Mannigfaltigkeiten im R,. Eine V;_,?) des R, ist durch

eine Gleichung n
f#%) = X apxim=0
4, k=0

gegeben. Die Theorie dieser quadratischen Hyperflachen ist zum groBten Teil
eine unmittelbare Verallgemeinerung der Sitze iiber Kegelschnitte (V] des R,)
und Flichen zweiten Grades (Vi des R;). Wir erwihnen nur die Begriffe der
Hyperﬂachen zweiter Ordnung und zweiter Klasse und die Polaritit beziiglich
einer V2_,, in der einem Ry ein R,_;_, zugeordnet ist. Die projektive Klassi-
fikation der V?2_, geschieht nach dem Rang » der Koeffizientenmatrix (a;3);
eine V2_, heiBt p-fach ausgeartet oder singuldr, wenn 7 =% — p 4 1 ist;
sie besitzt dann einen singuldren R,.;, dessen Punkte dadurch ausgezeichnet
sind, daB ihre Polarhyperebenen unbestimmt sind. Ist » = 2 oder = 1, so ist
die V2_, reduzibel (Kap. 2, Ziff.32); und besteht bzw. aus einem Paar ver-
schiedener oder zusammenfallender Hyperebenen, eine ¥Z_; vom Rang 0 besteht
aus allen Punkten des R,, da alle a;; =0 sind. Der Rang 7 ist die einzige
Invariante einer VZ_, gegeniiber beliebigen (reellen oder imaginiren) projektiven
Transformationen; ist die V2_; reell und betrachtet man nur reelle projektive
Transformationen, so tritt als zweite Invariante noch die Signatur der qua-
dratischen Form f(x, x) hinzu. Eine genauere Betrachtung der ausgearteten V2 _,
eritbrigt sich, da diese nichtausgeartete quadratische Mannigfaltigkeiten des
Bundes (Ziff. 17) sind, dessen Kern der singulire R, _, ist (die Kegel sind nichtaus-
geartete Gebilde zweiten Grades im Biindel).

Von einiger Bedeutung und nicht unmittelbar aus den Verhiltnissen im R,
zu erschlieBen sind die Sitze iber die in einer nichtausgearteten V2_, ent-
haltenen linearen Rdume gréBter Dimension. Es sind hier zunichst die beiden
Fille » gerade und » ungerade zu unterscheiden. Es gilt: Auf einer nichtsinguliren
V3._1 eines Ry, gibt es oos*®+1) lineare Riume R;_; von groBter Dimension k—1,
die ein einziges System bilden (wie die Punkte eines Kegelschnittes), d. h.
man kann durch eine stetige Bewegung auf der V3, ; jeden R;_; in jeden
beliebigen anderen R, _; verschieben. Dagegen gibt es auf einer nichtsinguliren V3,
eines Ryp,q00t¥@ 1) lineare Riume R, von groBter Dimension k, die sich in
zwel durchaus verschiedene Systeme verteilen (so wie die Erzeugenden
einer Fliche zweiten Grades). Uber das Verhalten der Ry im zweiten Fall gibt
folgender Satz weiteren Aufschluf3:

Auf einer nichtsinguliren V%, eines Ry;.; schneiden sich

. {desselben Systems } {gerade
zwel Ry . wenn k&

verschiedener Systeme ungerade
Ry | d zwei R, | verschiedener Systeme
Ri_4 )un PWEL Sk desselben Systems

} ist, in einem Raum von

gerader Dimension (Ro, Ry, ...,

gerade
ungerade

Ry
(R—lr Rl) R3: ;{ 1’{)’61})-

1) Uber den allgemeinen Begriff der &-dimensionalen Mannigfaltigkeit V, vgl. Kap. 1,
Ziff. 25 u. 26. Eine V), heit algebraisch, wenn sie durch ein System algebraischer
Gleichungen (deren linke Seite also Formen in den homogenen Koordinaten eines Punktes
sind) dargestellt ist, und insbesondere von der Ordnung m, wenn sie von jedem R,
in m (evtl. auch zusammenfallenden) Punkten getroffen wird; man bezeichnet sie dann
mit Vi. Eine algebraische Vi gehort stets einem Raum von hochstens m 4k — 1
Dimensionen zu, d.h. der Zugehorlgkeltsraum einer Vi ist héchstens eine R, ;.

Eine quadratische Mannigfaltigkeit Vi ist also stets eine Hyperflache (Kap. 1, Ziff. 25)
eines Ry, , . :

schneiden sich, wenn k{ ist, in einem Raum von ungerader Dimension
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Die jeweils an erster Stelle angegebenen Schnittrdume Ryund R _; (nichtschneiden)
entsprechen dem allgemeinen Fall, d. h. zwei allgemein angenommene R,
schneiden sich, wenn % gerade ist, in einem Punkt oder iiberhaupt nicht, je
nachdem sie aus demselben System sind oder nicht und umgekehrt, wenn %
ungerade ist. Auf den ziemlich umstédndlichen Beweis kann nicht eingegangen
werden!) ; bemerkt sei nur, daB sich eine obere Grenze fiir die Dimension @ der
linearen Riume einer V3_, daraus ergibt, daB} jeder R, der V2_, auch in seinem
Polarraum R,_,_; enthalten sein muBl, worausa <<# — a — {und a << {{n — 2)

oder a = (n — 1) folgt, je nachdem # gerade oder ungerade ist.

V. Liniengeometrie.

28. Linienkoordinaten. Genau so wie die Punkte und Ebenen kann man
die Geraden einem Aufbau der Raumgeometrie als urspriingliche Elemente zu-
grunde legen. Dieser zuerst von PLUCKER ausgesprochene und durchgefiihrte
Gedanke hat zu dem als Liniengeometrie (Linie = gerade Linie) bezeichneten
Zweig der Geometrie gefithrt. Da es (vgl. unten) im Raum oo* Gerade gibt, wird
diese Geometrie ganz wesentlich verschieden von jener sein, die von Punkten
und Ebenen ausgeht, zumal die Gerade im Raum auBerdem zu sich selbst dual
ist (vgl. hierzu auch Ziff. 31).

Wir definieren zunichst (unter Hervorkehrung der Dualitit) als allgemeine
homogene projektive Koordinaten

(Strahlenkoordinaten) der Verbin- | (Achsenkoordinaten) der Schnitt-
dungsgeraden zweier Punkte x und y | geraden zweier Ebenen # und v
die sechs verschiedenen Determinanten der Matrix
(xl Xy X3 x4) (ul Uy Ug uj)
i Y2 ¥s Y U1 Uy Uy 0y
ndamlich niamlich
T _ | ]
Pu l)’i yk‘ i v v
@CFk, b= —Pr- (CFk, Gie=—gi).

In der Regel wihlt man die Kombinationen 7% = 12, 13, 14, 34, 42, 23. Sum-
mationen iiber diese 6 Kombinationen sind im folgenden mit ', Summationen,

ik

in denen 7 und % unabhingig voneinander von 1 bis 4 laufen, wie gewshnlich

4
mit > bezeichnet.
i1

Diese Linienkoordinaten geniigen den Relationen

P= DraPas + Pr13Paz + Pradbea =0,

Q= q12031 + Q13912 T q14925 =0, (1)

die sich durch Entwicklung der Determinanten -

Xy, Ky Xy Xy |y wy uy u,

Yi Y2 Vs Ya| _ 0, ;v1 Up U3 Uy —0,
X1 Xy X3 Xy Uy Uy Uz Uy
|91 Y2 Y3 Ya Uy Uy Uz U

nach den Unterdeterminanten der beiden ersten Zeilen (Kap. 2, Ziff. 7) ergeben.
Daraus folgt sofort die Existenz von oo* Geraden im Raum.

1} Vgl. E. BERTINI, Projektive Geometrie mehrdimensionaler Raume, Wien 1924, S. 139f1.
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Sind die $;; und ¢;; Koordinaten derselben Geraden, so ist

0 0P
Qbir = aq?k und ik = Q57— (2)

wo o+ 0 ein Proportionalitdtsfaktor ist.
Zwei Gerade G und G’ schneiden sich, wenn

Zk'ﬁuc gix =10  oder Zk:ﬁk%'k =0 (3)
ist. ‘ ‘

Fir metrische Untersuchungen wird man zweckmiBig von inhomogenen
rechtwinkligen Punkt- oder Ebenenkoordinaten ausgehen. Man erhdlt dann
z. B. fir die Verbindungsgerade zweier Punkte (x,, ¥, 2,) und (%,, v,, 2,) die
schon in Ziff. 15 (SchluB) angegebenen Ausdriicke fiir die p;;.

29. Der lineare Komplex und das Nullsystem. Eine Gleichung zwischen
den Linienkoordinaten stellt eine Gesamtheit von oo® Geraden dar, die als
Komplex bezeichnet wird. Wir betrachten im folgenden nur den einfachsten
Fall einer linearen Gleichung mit reellen Koeffizienten

Db =0 Db gir =0,
ik Tk
den linearen Komplex. Ist
A= ay,a3 + a13045 + 14853 =0 i B = byyb35 + by3b45 + bygbys = 0,

so sind die a;; bzw. b;; Achsen- (bzw. Strahlen-) Koordinaten einer festen
Geraden G, und der lineare Komplex besteht nach Ziff. 28 (3) aus allen Geraden,
die G treffen; man spricht in diesem Fall von einem speziellenlinearen Kom-
plex. Der Ausdruck 4 (bzw. B) ist also eine Invariante des linearen Komplexes.

Fithrt man in ;9 = O fiir die p;;, die Ausdriicke von Ziff. 28 ein,
so folgt ik

4
D Wppin = D @x (Ve — % ¥) = X @p¥iVp = 0,
T oy s

wo in der letzten Summe @;; = —a; und somit a;; = 0 zu setzen ist. Die
letzte Gleichung stellt aber eine schiefsymmetrische Korrelation, ein Null-
system dar (Ziff. 8), und der lineare Komplex besteht aus den Nullgeraden,
d. h. aus den Verbindungsgeraden entsprechender (konjugierter) Punkte des
Nullsystems. Man bestitigt leicht die Richtigkeit folgender Sitze:

Jedem Punkt P entspricht im Nullsystem eine Ebene durch P, die Null-
ebene des Poles P (das Nullsystem ist die einzige Korrelation eines Raumes in
sich, in der jeder Punkt mit seiner entsprechenden Ebene inzident ist). Simtliche
Nullgeraden eines linearen Komplexes, die durch einen Punkt gehen (in einer
Ebene ¢ liegen), liegen in der Nullebene von P (gehen durch den Pol von é&).
Bewegt sich ein Punkt P auf einer Geraden G, so dreht sich die Nullebene von P
um eine zweite Gerade G’; G und G’ heiBlen auch hier reziproke oder kon-
jugierte Polaren. Liegt der Punkt P in der Nullebene des Punktes Q, so liegt
auch Q in der Nullebene von P.

Die Determinante des Nullsystems hat den Wert A2 = (a,5d5, + 4305+
+ a,,453)?; bei einem speziellen linearen Komplex artet das Nullsystem aus und
wird zu einer Involution im Ebenenbiischel, dessen Achse die Koordinaten a;;
hat. In der ebenen Geometrie gibt es kein Analogon zum Nullsystem, da alle
schiefsymmetrischen Determinanten ungerader Ordnung verschwinden (Kap. 2,
Ziff. 9 B).

Wir wenden uns zur Besprechung einiger metrischer Figenschaften deslinearen
Komplexes und Nullsystems. Wir bestimmen die Richtung zum (unendlich fernen)
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Pol P, der unendlich fernen Ebene und das Biischel der zu dieser Richtung senk-
rechten, also untereinander parallelen Ebenen. Die Pole dieser Ebenen liegen
auf einer Geraden G, die durch P, hindurchgeht und die die reziproke Polare
der unendlich fernen Achse des Parallelebenenbiischels ist. Die Gerade G heil3t
Achse des linearen Komplexes (oder Nullsystems). Macht man G zur z-Achse
eines rechtwinkligen Koordinatensystems, so muf3 die Gleichung des Nullsystems

Az (%1 Yy — Y1 %) + @a3 (X125 — 2 %) + A1a (%7 — %) + A4 (21 — 25) 4 Apg (y; — ¥2) +
4 @93 (¥122 — 21Y5) = 0

(es ist immer a;; = — a3;!), wenn wir x, ==y, =0 setzen (Punkte der z-Achse),
zur xy-Ebene parallele Ebenen liefern, d.h. es muB a,3 = a4 = a,; = a,, = 0 sein;
setzt man noch 2 = ——Zﬂ, so nimmt das Nullsystem die einfache Gestalt
12
%Yy — V1% — k(21— 2) =0 oder  py — kpyy =0 (1)

an. Die Grofie £, der Parameter des Nullsystems oder Komplexes berechnet
sich bei allgemeiner Lage aus den Gleichungskoeffizienten durch die Formel

j Q12034 + Gi3043 + 14093
a3; + a3y + ai,
Fir k=0 und #&==o00 ergeben sich spezielle lineare Komplexe, deren
Achsen bzw. die 2z-Achse und die zu ihr senkrechte unendlich -ferne Gerade

sind. Die Nullebene eines Punktes (x;, 0, 0) der x-Achse hat nach (1) die
Gleichung z,:y, = —x;:k, d.h. sie geht durch die x-Achse und schlief3t

mit der xy-Ebene den Winkel ¢ = ——arctg%‘ ein; fiir x =0 wird ¢ =0
und fir x = +oo wird ¢ = :F—;L-signk ; durchliuft also unser Punkt die

x-Achse in positivem Sinn, so dreht sich seine Nullebene um dieselbe, und
zwar ist der Drehungssinn positiv oder negativ, je nachdem der Parameter %
negativ oder positiv ist. Da man durch eine Drehung um die 2-Achse und eine
Parallelverschiebung in ihrer Richtung jeden Punkt zu einem Punkt der x-Achse
machen kann, gilt allgemein: Die Nullebene eines beliebigen Punktes P enthilt
das von P auf die Achse des Nullsystems gefillte Lot. Die Normale der Null-

14

ebene schlieBt mit der Achse dabei den Winkel ¢ = —arctg ein, wo r der

Abstand des Punktes P von der Achse und % der Parameter des Nullsystems ist.

30. Nullsystem und infinitesimale Schraubung. Eine Schraubenbewegung
oder kurz Schraubung mit der Ganghohe % um die 2-Achse eines rechtwinkligen
Koordinatensystems 148t sich in der Form

x¥'= xcosp — ysing, y'=1ycosp + xsing, z’=z—l—%

darstellen. Ist der Drehungswinkel ¢ sehr klein, so ist in erster Anniherung
@x=2"—2x,dy=y"—y, dz=2"—1z; cosp ==1, sing == ¢)

. . —_— . -h
dx.dy.dzm——y.x.ﬁ.

(infinitesimale Schraubung). Bestimmt man nun nach Ziff. 29 (1) die Null-
ebene eines Punktes (#,, y,, 2;) und geht senkrecht zu dieser Ebene zum Nachbar-

punkt (x; + dx, y; + dy, 2, + d2), so gilt
' dx:dy:dz= —y, %1 k.

Daraus folgt: Ist ein Nullsystem (1), Ziff. 29, vorgelegt, so erhilt man die einem
beliebigen Punkt P zugeordnete Nullebene, wenn man eine infinitesimale Schrau-
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bung von der Ganghthe 2.2z um die Achse des Nullsystems ausfiihrt und dann
in P die Normalebene der von P beschriebenen Schraubenlinie errichtet. Die
Schraubung ist rechts- oder linksgewunden, je nachdem £ positiv oder negativ
ist. Auf diesem Satz beruht die Bedeutung des Nullsystems fiir die Kinematik,
da jede infinitesimale Bewegung eines starren Korpers eine infinitesimale
Schraubung ist.

31. Lineare Kongruenzen. Die Gesamtheit der oo? Geraden, die zwei line-

aren Gleichungen Sagpin =0 und Sdpin =0 (1)
% %

genfigen, also zwel linearen Komplexen gemeinsam sind, bilden eine lineare
Kongruenz oder Strahlsystem. Einem beliebigen Raumpunkt entspricht in
jedem der beiden Nullsysteme (1) eine Nullebene; die Schnittgerade dieser beiden
Ebenen ist die einzige Gerade der Kongruenz, die durch P hindurchgeht. Dual
gilt, daB in jeder Ebene ebenfalls eine einzige Gerade der Kongruenz liegt. Die
Geraden der Kongruenz sind allen oot Komplexen des Biischels

Dlaix + Adi) pir =0

ik

gemeinsam. Ein solches Komplexbiischel enthilt im allgemeinen zwei spezielle
Komplexe, wie sich aus der in 4 quadratischen Bedingungsgleichung

(@10 + Aals) (agy + Aaqy) + (@13 + Aals) (age + Aals) + (@14 + Aaly) (g5 + Aals) =0 (2)

ergibt. Es konnen folgende Fille eintreten:

1. (2) hat zwei verschiedene Wurzeln; die Kongruenz (1) heilt hyper-
bolisch oder elliptisch, je nachdem die beiden Wurzeln von (2) reell oder
konjugiert imaginir sind. Sie besteht aus allen Geraden, welche die Achsen
der beiden speziellen Komplexe, die Leitgeraden oder Brennlinien der
Kongruenz treffen.

2. (2) hat eine Doppelwurzel; die Kongruenz (1) heilt parabolisch. Thre
Leitgeraden fallen in eine einzige Gerade G zusammen. Zwischen den Punkten
von G und den Ebenen durch G besteht eine Projektivitit; die Geraden der
Kongruenz verteilen sich in die ool Strahlenbiischel, deren Zentren die Punkte
von G sind und die in den entsprechenden Ebenen durch G liegen. =

3. (2) ist identisch erfiillt; die Kongruenz heiBt singuldr. Alle Komplexe
des Biischels sind speziell. Als Bedingung ergeben sich drei Gleichungen

7
Mra gy + ArsBgs + G140y = 0, A @3+ d3al + auas; =0, D aip=0. (3)
y

Zufolge der beiden ersten Gleichungen sind die beiden Komplexe (1) speziell;
wegen der dritten schneiden sich ihre Achsen in einem bestimmten Punkt P
und liegen somit in einer bestimmten Ebene ¢. Die Kongruenz zerfillt in das
Geradenbiindel P und in das Geradenfeld &, d. h. sie besteht aus allen Geraden,
die entweder durch P gehen oder in ¢ liegen.

Geniigen die beiden Komplexe (1) der dritten Gleichung (3) allein, so spricht
man von involutorischer Lage. Jeder Ebene entspricht vermége des ersten
Komplexes ein Punkt P;, vermoge des zweiten ein Punkt P,. Die Verbindungs-
gerade P,P, gehort der durch die beiden Komplexe bestimmten Kongruenz
an, wird also von den Leitlinien derselben in zwei Punkten 4 und A’ geschnitten.
Liegen die beiden Komplexe involutorisch, so unterscheiden sich die beiden
Waurzeln von (2) nur durch das Vorzeichen und fiir das Doppelverhiltnis der vier
Punkte P; P, A A’ erhalt man den Wert —1, d. h. die Punkte P, und P, werden
von den Punkten 4 und A’ harmonisch getrennt. Die linke Seite der dritten
Gleichung (3) ist eine projektive Simultaninvariante der beiden Komplexe.
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Die Achsen aller Komplexe des Biischels bilden eine Regelfliche, die Achsen-
flache. Sie ist im allgemeinen Fall eine Fliche dritter Ordnung (Zylindroid);
ihre Gleichung kann in rechtwinkligen Koordinaten auf die Form

p = u(cosvi -+ sinvj) 4 asin2vf
oder z(x%+ 9% =2axy
gebracht werden. Aus der Parameterdarstellung gewinnt man leicht Aufschluf3
iiber ihre Gestalt. Die Fliche spielt bei gewissen Anwendungen in der Mechanik
eine Rolle.

V1. Nichteuklidische Geometrie.

32. Das Parallelenaxiom. In EUKLIDS Elementen, der iltesten syste-
matischen Darstellung der Geometrie, lautet das fiinfte Axiom: ,,Zwei Gerade
einer Ebene schneiden sich, wenn sie mit einer dritten Geraden, und zwar auf
derselben Seite von dieser, Winkel bilden, deren Summe kleiner als zwei Rechte
ist.“ Daraus folgt unmittelbar, daBl zu einer gegebenen Geraden durch einen
auBerhalb gelegenen Punkt eine einzige nichtschneidende, d. h. parallele Gerade
geht. Durch rund 2000 Jahre hat man sich vergeblich bemiiht, das Parallelen-
axiom mit Hilfe der vorhergehenden zu beweisen; alle diese Beweise benutzen
aber mehr oder weniger versteckt ein anderes, im wesentlichen gleichwertiges
Axiom. So geht z. B. der Araber NASIR-EDDIN (1201 —1274) von einem Dreieck
aus, dessen Winkelsumme zwei Rechte ist. Nimmt man den letzteren Satz als
Axiom, so l1iBt sich das Parallelenaxiom beweisen. Dieser Gedanke wurde von
dem Monch GIROLAMO SACCHERI (1667—1733) und von J. H. LAMBERT (1728
bis 1777) weiter ausgefithrt; ihre Ergebnisse lassen sich in dem spiter und un-
abhingig von ihnen von LEGENDRE aufgestellten Satz zusammenfassen: Wenn
in einem einzigen Dreieck die Winkelsumme groBer, gleich oder kleiner als zwei
Rechte ist, so gilt dasselbe entsprechend auch firr jedes andere Dreieck. Be-
merkenswert 1st, daB3 schon LAMBERT erkennt, daB die erste Annahme auf der
Kugel, die zweite auf einer Kugel mit imagindrem Radius erfillt ist (vgl. Kap. 4,
Ziff. 24). Trotzdem war GAuss zweifellos der erste, der die Unbeweisbarkeit
des Parallelenaxioms und damit zugleich die Moglichkeit einer von diesem Axiom
unabhingigen allgemeinen oder, wie man meist sagt, ,nichteuklidischen
Geometrie klar erkannte. (Streng genommen ist unter nichteuklidischer Geometrie
jene zu verstehen, die aus der Negation des Parallelenaxioms entsteht und
nicht die beide Fille, auch den euklidischen umfassende Geometrie, die damit
in der Regel gemeint ist.) Gauss wagte es nicht, mit seinen Resultaten vor die
Offentlichkeit zu treten; die ersten Publikationen iiber den Gegenstand stammen
von N. LOBATSGHEWSKIJ (1829) und J. BoLva1 (1832). Beide halten an der
Unendlichkeit der Geraden fest und behandeln also blo8 den Fall, wo sich durch
einen Punkt P zwei Parallele zu einer gegebenen Geraden g legen lassen und die
Winkelsumme im Dreieck kleiner als zwei Rechte ist. Der zweite Typus nicht-
euklidischer Geometrie wurde erst von RIEMANN entdeckt ; bei ihm ist die Gerade
eine geschlossene Linie von endlicher Linge, durch P geht keine Parallele zu g,
die Winkelsumme im Dreieck ist groBer als zwei Rechte.

Die drei Typen von Geometrien, die auf den Annahmen von LOBATSCHEWSKI]~
Boryar, Eukiip und RIEMANN beruhen, werden als hyperbolische, para-
bolische und elliptische Geometrie bezeichnet.

Bemerkt sei, daB der Begriff des Parallelismus und der affinen Geometrie,
wie er in Ziff. 9 gegeben wurde, von der Annahme ausgeht, daf§ die uneigentlichen
Punkte eine Ebene erfiillen, eine Annahme, die vom Standpunkt der allgemeinen
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(nichteuklidischen) Geometrie aus nur im euklidischen Fall erfillt ist (vgl. unten
Ziff. 34 u. 35). Man bezeichnet daher den Parallelismus von Ziff. 9 als eukli-
dischen Parallelismus und spricht mitunter auch von einer euklidisch-
affinen Geometrie.

Fir die Veranschaulichung der nichteuklidischen Geometrien bieten sich
zwei Moglichkeiten. Die erste ist durch die Flichen konstanter Kriimmung
gegeben (Kap. 4, Ziff. 24). Je nachdem das KrimmungsmaB der Fliche
positiv, null oder negativ ist, fallt die Geometrie auf der Fliche mit der ellip-
tischen, parabolischen oder hyperbolischen Geometrie zusammen. Ein Nachteil
dieser Interpretation ist, dall eine solche Fliche niemals auf die ganze Ebene,
sondern immer nur auf ein Stiick derselben abgebildet werden kann. Auch bei
der einzigen unberandeten und singularititenfreien Flache konstanter Kritmmung,
der Kugel, kommt man zu Unstimmigkeiten, wenn man die ganze Fliche be-
trachtet; zwei Hauptkreise (,,Gerade”) schneiden sich doch in zwei Punkten
und das Postulat ,,Zwei Punkte bestimmen eine Gerade®, wiirde eine Ausnahme
erleiden. Die Sache ist die, dall die Geometrie der vollstindigen elliptischen
Ebene nicht auf der Kugel, sondern im Biindel dargestellt wird, d. h. wenn man die
Geraden und Ebenen des Biindels bzw. ,,Punkte’ und ,,Gerade‘ nennt, so stimmt
die Geometrie der elliptischen Ebene vollstdndig mit der Geometrie im Biindel iiber-
ein; man sieht unmittelbar, daB hier von Parallelen keine Rede sein kann, und
daB die Winkelsumme in einem Dreieck (d. h. die Summe der Flichenwinkel eines
Dreiflachs) gréBer als zwei Rechteist. Die Kugelgeometrie (Ziff. 2) selbst bezeichnet
man daher in der Regel nicht als elliptische, sondern als sphédrische Geometrie.

Wegen einer entsprechenden Deutung fiir den drei- und mehrdimensionalen
Raum vgl. Kap. 5, Ziff. 23.

Als wesentlich besser erweist sich der von KLEIN beschrittene und der folgen-
den Darstellung zugrunde liegende Weg, der kaum mehr eine Interpretation
oder Veranschaulichung genannt werden kann, da er geradezu zur nicht-
euklidischen Geometrie selbst fithrt. Der Grundgedanke dabei ist folgender:
Die euklidische Geometrie einer Figur ist die projektive Geometrie der Figur
und eines bestimmten absoluten Gebildes (Ziff. 10 u. 13); dabei ist das absolute
Gebilde in der Ebene eine ausgeartete Kurve, im Raum eine ausgeartete
Flache zweiter Klasse. Es lag nahe, die metrischen Verhiltnisse unter Zugrunde-
legung einer beliebigen Kurve bzw. Fliche zweiten Grades zu untersuchen
(Cayleysche MaBbestimmung). Krein gelang der Nachweis, dafl sich auf
diese Art ein Zugang (und wohl der bequemste) zu den nichteuklidischen
Geometrien eroffnet.

Eine weitere Frage ist, ob neben der rein logischen auch eine physische
Realisierungsmoglichkeit besteht. Tatsache ist, dafl es in Anbetracht der Un-
moglichkeit absolut genauer Messungen nie moglich sein wird, die Giiltigkeit
der euklidischen Geometrie, die doch nur ein Grenzfall ist, streng zu beweisen.
Die Moglichkeit, daB der Raum unserer AuBlenwelt nichteuklidisch ist, besteht
sicherlich. Aber die Frage, welche Metrik ihm aufgeprigt ist, wird sich kaum
jemals in aller Strenge entscheiden lassen.

33. Die Cayleysche MaBbestimmung in einstufigen Gebilden. Sind %, x,
(ebenso ¥4, ¥, oder z;, %) homogene projektive Koordinaten in einem Gebilde
erster Stufe (Punktreihe, Geraden- oder Ebenenbiischel), so definiert man nach
K1iEIN zunichst zwei absolute Elemente ) und x® durch die Gleichung

f(xx x) = “119‘;1) + 2@12961%2 + azzxg =0.

Die Diskrimante a,, a5, — @% der quadratischen Form f (x, x) bezeichnen wir mit 4.
Unter dem Intervall (Abstand oder Winkel) zweier beliebiger Elemente
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y = (y;, ¥5) und z = (2, z;) versteht man den Wert

!0 V0,0 — [ )G
Fy,2) =Viy, 9* = f, 9 [(z.2)

wo D(y,z,xW, x®) das Doppelverhiltnis der vier Elemente y, z, 20 und
x®, f(y,2) = apy12 + @1y (17 -+ ¥a%) + app¥p 2y die Polarform von f(x, %)
und % einen konstanten Faktor bedeutet.

Ist A >0, so spricht man von einer elliptischen MaBbestimmung.
Der Faktor % wird in der Regel rein imaginir genommen, so dal das Intervall yz
stets reell wird. Die absoluten Elemente sind natiirlich imagindr. Setzt man

i = kigD(y, z, 20, x®)

insbesondere k = %, so wird
1y, 2
fo, 91,2

d. h. die Metrik stimmt mit der gewdhnlichen Metrik im Biischel {iberein. Das
ganze Gebilde hat eine endliche ,,Linge®, die im Fall £ = 51; (natiirliche MaG-
einheit) den Wert 2zt hat. Die MaBbestimmung hat die reelle (da & rein imaginir
ist) Periode 2kms.

Ist A <0 (hyperbolische Mafibestimmung), so nimmt man % reell;
das Intervallist aber nur dann reell, wenn die beiden Elemente y und z das absolute
Paar nicht trennen.. Das Intervall zwischen einem absoluten und einem beliebigen
anderen (reellen) Element ist stets unendlich, das Gebilde besitzt also zwei
unendlichferne Elemente. Aus den beiden ietztangefithrten Griinden betrachtet
man nur die Elemente eines der beiden durch die absoluten Elemente bestimmten
Segmente des Gebildes und sieht von den ,idealen” Elementen des anderen
Segmentes vollstindig ab. Die MaBbestimmung hat die rein imagindre Periode
2kni.

Ist schlieBlich 4 = 0 (parabolische MaBbestimmung), so fallen die
beiden Fundamentalpunkte zusammen und die obige Formel fiir das Intervall
zweler Elemente versagt. Setzt man jedoch zunichst bei 4 =<0 die Konstante

Yz == arc cos

k=c¢ l/% und 148t dann 4 nach Null konvergieren, d. h. die absoluten Elemente
zusammenriicken, so gelangt man zur euklidischen MaBbestimmung in der
Punktreihe, wobei die unbestimmte Konstante ¢ die Willkiirlichkeit in der Wahl
der MaBeinheit zum Ausdruck bringt

34. Die Cayleysche MaBbestimmung in der Ebene. Wir gehen ganz analog
vor wie in Ziff.33. Der MaBbestimmung zugrunde gelegt wird ein Kegelschnitt §,
dessen Gleichung in Punktkoordinaten f (¥, ) =0, in Linienkoordinaten g {», #) = 0
sein moge. Dann ist die Entfernung zweier Punkte x und y gegeben durch

D,y — pln /9 FVI 9 — flr, 0f(y, 9)
F,y) — Vi, 9 — fe, ) [, 9)
und der Winkel zweler Geraden # und v durch

A =k n8®Y £ Vg, v)* —glu, u)g @, )
" g, v) — Vg, v)F — gw, ) g (v, v)
Man setzt fest, daB die MaBbestimmung im Biischel stets elliptisch ist, wihlt
also %" rein imagindr. Es bleiben dann drei Fille zu betrachten:
1. € ist ein nullteiliger Kegelschnitt (elliptischer Fall), & ist rein imaginir.
Die Geraden sind geschlossen und haben endliche Linge; die elliptische Ebene
hat einen endlichen Inhalt und ist, was besonders bemerkenswert ist, einseitig,
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d. h. es gibt auf ihr keine Unterscheidung zwischen zwel Drehungssinnen um einen
Punkt, die nicht ineinander iiberfithrbar sind, wie man sich z. B. an der in Ziff. 32
erwihnten Veranschaulichung im Biindel leicht deutlich machen kann (vgl. hierzu
Ziff. 38). Das Dualititsgesetz der projektiven Geometrie bleibt voll aufrecht.
Durch einen gegebenen Punkt geht keine Parallele zu einer gegebenen Geraden
(das Unendlichferne ist imaginir).

2. © ist ein einteiliger, nicht zerfallender Kegelschnitt (hyperbolischer
Fall). Die Geraden sind offen und von unendlicher Linge. Betrachtet werden nur
Punkte im Innern von €. Die hyperbolische Ebene ist offen (einfach zusammen-
hingend) und zweiseitig. Das Dualitdtsgesetz 143t sich nicht mehr aufrecht-
erhalten, denn dem AusschluBl der ,,idealen duBeren Punkte von € steht nicht
der Ausschlu3 der den Kegelschnitt € in reellen Punkten schneidenden Geraden
gegeniiber, wie es das Dualititsgesetz verlangen wiirde. Jede Gerade besitzt zwei
unendlichferne Punkte, ihre Schnittpunkte mit €; es gibt also durch einen ge-
gebenen Punkt zwei Parallele zu einer gegebenen Geraden.

3. € artet in ein imagindres Punktepaar aus (parabolischer Fall). Die
Verbindungsgerade der beiden absoluten Punkte ist die unendlichferne Gerade;
man hat die euklidische Metrik. Erwihnt ser nur noch, daB das Dualitits-
gesetz sich auch hier nicht ausnahmslos aufrechterhalten 1i3t, da der absolute
Kegelschnitt als Kurve zweiter Ordnung doppelt als Kurve zweiter Klasse ein-
fach ausgeartet ist.

Sehr bequem gestaltet sich die Rechnung, wenn man

fo, ) =x—ald+45) und  gu, u)=au)— (u + u3)

nimmt. Man erhilt fiir ¢ << 0 die elliptische, fiir a > 0 die hyperbolische und,

wenn man k = -— setzt, und dann a nach Null konvergieren laBt, die para-
a

bolische Geometrie.

Eine deutliche Vorstellung von den verschiedenen obenerwdhnten Zu-
sammenhangsverhiltnissen erhilt man, wenn man eine nichtgeradlinige Fliche
zweiter Ordnung F aus einem Punkt P auf eine nicht durch P gehende Ebene =
projiziert. Der aus P an I’ gelegte Tangentenkegel schneidet z in einem Kegel-
schnitt @/, der imaginir oder reell ist, je nachdem P im Inneren oder AuBeren
von F liegt, oder schlieBlich in ein imaginidres Punktepaar mit reeller Verbindungs-
linie ausartet, wenn P auf F liegt. Nimmt man nun ¢’ als absoluten Kegelschnitt
in 7z, so Ubertragt sich die sich so ergebende MaBbestimmung wieder riickwirts
auf die Fliche. Als unendlichfernes Gebilde erhilt man auf F die Projektion €
von @', die in den drei erwdhnten Fillen bzw. imaginidr oder reell ist oder schlie$3-
lich in einen einzigen Punkt, den Punkt P selbst, ausartet. Man erhilt so als
Bild der elliptischen Ebene (€ und €’ imaginir) die ganze Fliache F, aber nicht
eindeutig, sondern zweideutig, da jeder Projektionsstrahl I in zwei reellen
Punkten schneidet. Ist I’ die Einheitskugel und P ihr Mittelpunkt, so erhilt
man auf diese Weise die MaBbestimmung der sphirischen Geometrie. Als Bild
der hyperbolischen Ebene (€ und €' reell) erhilt man die eine der beiden Kalotten,
in die F durch € zerlegt wird und als Bild der parabolischen Ebene (€ und €'
ausgeartet) ergibt sich die ,,punktierte” Flache F, d. h. die ganze Fliche mit
Ausnahme des einzigen Punktes P.

Der Ausdruck — — heilt das Kriimmungsmall der betreffenden MaB-

bestimmung. Die Bezelchnung ist von der Differentialgeometrie her itbernommen;
1

die Geometrie auf einer Fliche der konstanten GauBschen Kriimmung — yyes



144 Kap. 3. A. DuscHEK: Geometrie. Ziff. 35, 36.

stimmt mit der Geometrie der betreffenden Ebene iiberein (vgl. Ziff. 32 und
Kap. 4, Ziff. 24).

Die oben gegebenen Ausdriicke fiir Abstand und Winkel sind invariant
gegeniiber allen Kollineationen, die den absoluten Kegelschnitt in sich {iberfithren.
Diese Kollineationen entsprechen also den Bewegungen der euklidischen
Geometrie, doch ist zu bemerken, daB gerade die parabolische Geometrie gegentiber
dieser allgemeinen Definition der Bewegung insofern eine Ausnahmsstellung ein-
nimmt, als hier unter den Kollineationen, die das absolute Punktepaar ungedndert
lassen, auch die Ahnlichkeitstransformationen erscheinen, was mit dem Auf-
treten der willkiirlichen Konstanten ¢ beim Grenziibergang zusammenhingt.
Diese Ahnlichkeitstransformationen sind also etwas spezifisch euklidisches;
in der elliptischen und hyperbolischen Geometrie existiert nichts Entsprechendes.
Es 148t sich zeigen, dal die Annahme der Existenz zweier dhnlicher, aber nicht
kongruenter Dreiecke der Annahme des Parallelenaxioms gleichwertig ist, also
mit Notwendigkeit auf die euklidische Geometrie fithrt.

Da die Kollineationen eine achtgliedrige Gruppe bilden und ein Kegelschnitt
von fiinf Parametern abhingt, ist die Bewegungsgruppe eine dreigliedrige Gruppe.

35. Die Cayleysche Mafbestimmung im R,. Fixiert man eine VZ_,

K3
f,2) = > agxx =0
i, 5=0

als absolutes Gebilde, so ist der Abstand zweier Punkte und der Winkel
zweier Hyperebenen auch hier durch die beiden Formeln aus Ziff. 34 zu de-
finieren, wobei wir uns wieder auf reelles beschrianken. Die Forderung, daB3 die
MaBbestimmung im Biischel (oo' R,_, durch einen R,_,) elliptisch ist, fiihrt
auch hier auf drei Fille; und zwar auf die elliptische MaBbestimmung, wo
/(x, x) definit, die absolute V2 _, also nullteilig ist, ferner auf diehyperbolische,
wo f (%, x) die Signatur # — 1 hat und schlieBlich auf die parabolische oder eukli-
dische, wo die absolute V2 _,(als Hyperfliche zweiter Klasse) in eine nullteilige
Vi_, eines R,_, ausartet, der dann die uneigentliche Hyperebene des R, ist.

Die Polaritit beziiglich der absoluten VZ_, heiBt Orthogonalitit; zwei
Punkte heiBen orthogonal, wenn sie beziiglich der V% _, konjugiert sind. Zwei
Riume Rj, und Ry (h=k) heiBen (p + 1)-fach orthogonal, wenn es im R,
einen R, von Punkten gibt, die zu allen Punkten des R, orthogonal sind. Ist
p = k, so heifen die beiden Riume vollstiandig orthogonal. Eine Gerade
ist orthogonal zum R;,, wenn sie seinen Polarraum R, _j;_, beziiglich der ab-
soluten V2 _, schneidet, nur wenn sie auBerdem den R, selbst trifft, sagt man,
sie steht auf dem R, senkrecht oder normal. Im parabolischen Fall sind
diese Definitionen auf die uneigentlichen Riume von R, und R; anzuwenden;
orthogonale Punkte gibt es hier natiirlich nicht.

VII. Topologie.

36. Begriff der Topologie. Unter Topologie oder Analysis situs versteht
man im Sinn von Ziff. 11 die Invariantentheorie der allgemeinsten ein-eindeutigen
und stetigen Punkttransformationen (Kap. 2, Ziff. 20) im R,
== fi (X, Xy e, X)) (B=1,2,...,%) (1)
=g (¥, %5, ..., %) (k=1,2,...,n) (1"
wo die f und g stetig differenzierbare Funktionen mit nirgends verschwindender

Funktionaldeterminante sind (vgl. auch Kap.1, Ziff. 24). Samtliche Ver-
anderliche und Funktionen sind als reell vorausgesetzt. Eine Eigenschaft eines

bzw.
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geometrischen Gebildes, d. h. einer oder mehrerer Mannigfaltigkeiten V wird
dannals topologische zu bezeichnen sein, wenn sie beiallen Transformationen (1)
und (1') ungedndert bleibt. Man sieht leicht, daB diese Transformationen, bildlich
gesprochen, ein recht weitmaschiges Sieb bilden, in dem nur mehr wenig hingen
bleibt; dieses Wenige ist aber von um so gréBerer Wichtigkeit.

Das Hauptproblem der Topologie ist das Problem der Hom&omorphie
zweier Gebilde; dabei heiBlen zwei Gebilde homoomorph, wenn sie durch eine
Transformation (1) oder (1°), d. h. durch stetige Deformationen ineinander
iibergefithrt werden konnen. Dieses Problem ist bisher nur fiir Flichen V,
gelost (Ziff. 39).

Die Probleme der Topologie kénnen nach verschiedenen Methoden behandelt
werden, dhnlich wie es in der projektiven und metrischen Geometrie eine ana-
lytische und eine synthetische Methode gibt. In diesem Sinn kénnte man die
kombinatorischen und mengentheoretischen Methoden?) als synthetische, die
im AnschluB an POINCARE?) hier im wesentlichen befolgte als analytische be-
zeichnen.

37. Allgemeines iiber Mannigfaltigkeiten im R,. Eine Mannigfaltigkeit

im R, 1dBt sich auf zweierlei Arten analytisch definieren. Es seien p=#
Gleichungen

Filxy, %5, ..., %) =0 (1=1,2,...,9) (2)
und ¢ Ungleichungen
Gi(%y, %3, ..., %) >0 (j=1,2,...,9) 3)

vorgelegt. Von den F ist vorausgesetzt, daB sie in dem durch die Ungleichungen (3)
bestimmten Bereich stetig differenzierbare Funktionen der x sind, und daB ihre
Funktionalmatrix ( 2 F,-)

0%

den Rang p hat. Die simtlichen Punkte des R,, die (2) und (3) geniigen, erfiillen
dann eine (# — p)-dimensionale Mannigfaltigkeit V,_, des R,. (Ist p =0,
so bestimmen die Ungleichungen (3) eine V,,, die nichts anderes ist als ein Bereich
im R,.) Seien #" und x”. zwei beliebige Punkte der V,_,. Ist es moglich, diese
beiden Punkte (wo immer sie auf der V,_, angenommen sind) durch eine ganz
auf der V,_, verlaufende Kurve zu verbinden, so heiBt die V,,_, zusammen-
hingend. Das kommt analytisch darauf hinaus, daB man stetige Funktionen
%; = %;(f) so bestimmen kann, daB x; () = xi, x; (¢,) = «/ wird, und daB fiir
alle ¢ des Intervalls [¢, #,] (2) und (3) erfiillt sind. Eine Mannigfaltigkeit heiBt
endlich, wenn ihre Punkte einer Ungleichung

B+t Al << A

gentigen, also im Inneren einer Hypersphire des R, vom Radius 4 [(n —1)-
dimensionale Kugel] liegen. Ersetzt man in einer der Ungleichungen (3) das
Ungleichheitszeichen durch ein Gleichheitszeichen, so definieren diese Relationen
zusammen mit (2) im allgemeinen eine V,,_,_,, die zusammenhingend sein kann
oder nicht. Es kann natiirlich auch der Fall eintreten, daf dann itberhaupt kein
(reeller) Punkt bestimmt ist, oder daB zwar solche Punkte existieren, aber eine

1) Beziiglich der ersteren vgl. das Referat von DEHN u. HEEGARD im dritten Band
der Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften, beziiglich der letzteren vor allem
das Buch von KEREKJARTO, Vorlesungen iiber Topologie, Berlin, Julius Springer 1923 (bi
jetzt nur der erste Band erschienen).

?) Insbesondere ,,Analysis situs” (Journ. de 1'école polytechn. (2) Bd.1. 1895) und
,»Complément & l'analysis situs (Rend. del circolo matem. di Palermo Bd. 13. 1899). .

Handbuch der Physik. III. 10
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Mannigfaltigkeit von weniger als # — $ — 1 Dimensionen erfiillen. Die Gesamt-
heit der Punkte, die einem der g Systeme

Fo=0(@=1,2,...,9), G,=0, G>0({>1),
F,=00=1,2,...,9), G,=0, G>0({+2), @

Fi=0(=1,2,...,9), G,=0, G>0(<g

geniigen, bilden den (vollstindigen) Rand der durch (2) und (3) definierten
Vu_p. In der Regel zahlt man nur die durch (4) definierten V,,_,_; zum Rand
der V,_,. Ist durch (4) iiberhaupt keine V,_,_, definiert, so heifit die V,_,
unberandet, im anderen Fall berandet. Eine V,_,, die zusammenhingend,
endlich und unberandet ist, wird als geschlossen bezeichnet.

So ist z. B. die Cassinische Kurve (Kap. 4, Ziff. 8) fiir ¢® <C 42 eine nicht
zusammenhingende ¥V, des R,. Nimmt man zu ihrer Gleichung jedoch einmal
die Ungleichung x > 0, einmal x << 0 hinzu, so erhdlt man jedesmal eine ge-
schlossene V;. Die durch x% 4- y2 = a2, %24 y2 4 22< 4 a? definierte V, des R,
besteht aus jenem Teil des Kreiszylinders vom Radius 4 und der z-Achse als
Achse, der innerhalb der Kugel vom Radius 2  liegt; ihr Rand ist die durch
224yt =a?% z= :taV} definierte (nicht zusammenhangende) V.

Eine zweite Moglichkeit einer Darstellung einer V,, ist die durch unbestimmte
Parameter y;, vy, ..., Vm, nidmlich

%= @iV, Yoo - Ym) =1,2,..., 1) (5)

vgl. hierzu, insbesondere iiber die Aquivalenz mit der ersten Darstellungsart
(Kap. 1, Ziff. 26). Zu den Gleichungen (5) treten im allgemeinen noch eine
Anzahl von Ungleichungen s Vas - r V) >0, ©6)

die den Variabilitdtsbereich der y einschrinken. Die Funktionen ¢; seien in
dem durch (6) definierten Bereich als analytisch (d. h. in Potenzreihen ent-
wickelbar) vorausgesetzt; ihre Funktionalmatrix habe den Rang m. Dann de-
finieren (5) und (6) eine V,, des R,. Es sei V}, eine zweite, durch

%= @i Yoo - Ym) G=1,2,...7)

und irgendwelche Ungleichungen definierte Mannigfaltigkeit von ebenfalls
m Dimensionen. Haben V,, und V}, eine V}, gemeinsam, d. h. gehért jeder
Punkt von V7, sowohl zu ¥V, als auch zu V},, so lassen sich im Inneren von V},
die 9" als analytische Funktionen der y darstellen; von ¥, und V7, sagt man dann,
dafl die eine eine analytische Fortsetzung der anderen sei (vgl. Kap. 6,
Ziff.10). Ist eine Folge von Mannigfaltigkeiten V3,, Vi, ..., V% gleicher
Dimension gegeben, deren jede analytische Fortsetzung der vorausgehenden ist,
so spricht man von einer (zusammenhédngenden) Kette, die als geschlossen
bezeichnet wird, wenn die V¥ analytische Fortsetzung der V7, ist. Ist in einer
Gruppe von Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension jede gleichzeitig analytische
Fortsetzung von mehreren anderen, so spricht man von einem (zusammen-
hingenden) Netz. Man kann nun die Gesamtheit der Mannigfaltigkeiten einer
Kette oder eines Netzes als eine einzige Mannigfaltigkeit ansehen und hat so
eine umfassende Definition dieses Begriffes (es ist z. B. nicht méglich, die ganze
Kugelfliche im Ry mittels analytischer Funktionen zweier Parameter eindeutig
darzustellen). Man f{iberzeugt sich leicht, daB} alle hier aufgestellten Begriffe
topologischen Charakter haben.

38. Einseitige und zweiseitige Mannigfaltigkeiten. Sei V, eine Mannig-
faltigkeit, die in der am SchluB von Ziff. 37 angegebenen Art definiert ist, also
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aus einer Kette oder aus einem Netze von Teilmannigfaltigkeiten Vi, V&, ..., Vi
besteht., Die Darstellung von V) sei

%=l WP, 99, .. W) (=1,2,...,n7=1,2,...,p)
zusammen mit irgendwelchen Ungleichungen fiir die y®. Die V¥ und VY
gemeinsame Mannigfaltigkeit sei V§/t%. Wir betrachten zundchst den Fall
9 0%)
o (yi)
ihr Zeichen nicht dndern; andernfalls miiBte sie in V%? entweder Null oder
unendlich werden. Nun ist aber (Kap. 1, Ziff. 26)

= 2. Im Innern von V%2 kann die Funktionaldeterminante 4,, —
m 1,2

0"(;5“1,4’{, s ) a(x,,l,‘raz s Hay)
ha= Oy, ) T OOy )
WO 4y, 4, . .., 4y, irgendwelche m (verschiedene) der Zahlen 1, 2, ..., » sind;
Bt 1 twed O (Fays Xays + -+ s Hay) — 0 od O(Fay» Xays ++-» ¥a) 0
es muBte also entweder — &————:= =0 oder =
IO, ) o098, - -,yii’)
sein fiir beliebige Wahl der a,, 4,, . . ., 4, und der Rang der betreffenden Matrizen

wire gegen die Voraussetzung kleiner als m. Ist nun V{t? zusammenhingend,
so kann man evtl. durch eine Vertauschung zweier ¥ erreichen, daB 4, ,> 0
ist. Ist aber V& nicht zusammenhingend, besteht sie also aus mehreren Mannig-
faltigkeiten V;,L, Vi, ..., so kann der Fall eintreten, da3 4,, nicht in allen
Mannigfaltigkeiten V7,, V7, ... dasselbe Vorzeichen besitzt. In diesem Fall
heifit die gegebene V,, einseitig. Wir nehmen nun an, dal das nicht der Fall
sei, d. h. daB Vi%? zusammenhingend ist und betrachten die Kette Vi, V&, ..
V;,‘;), die wir als geschlossen voraussetzen; die Mannigfaltigkeiten V2, V‘”
Vg-Lp | VEY geien alle zusammenhangend Wir bilden nun die p "Funk’
(9 . @ y%p)
&(;E/‘”)“)(]_1 2,...,p—1) und A"’lzégy‘h”;'
Das Vorzeichen von 4, ;,, 1aBt sich evtl. durch Vertauschung zweier y¢+1
sicher positiv machen; wir denken uns das fiir die p — 1 ersten 4 durchgefiihrt
Das Vorzeichen von A,, , ist dadurch aber eindeutig festgelegt, denn wiirden wir
zwei y® oder zwei y(”) vertauschen, so wiirde sich entweder das Vorzeichen
von Ay, oder das von 4,_, , ebenfalls dndern. Je nachdem also 4, , << 0 oder
A,,4 > 0 gilt, nennen wir die Kette einseitig oder zweiseitig und definieren
allgemein: FEine beliebige V,, hei3t einseitig oder zweiseitig, je nachdem
sich auf ihr eine (geschlossene) einseitige Kette bilden 148t oder nicht.
Geometrisch 1aBt sich die Sache so formulieren: In jedem Punkt P einer
V. gibt es ein durch m linear unabhingige Richtungen oder Vektoren (z. B.
durch die Tangentenvektoren der Parameterkurven durch P, vgl. fiir m = 2
die Vektoren g, und g, in Kap. 4, Ziff. 17) bestimmtes m-Bein. Hilt man
die Reihenfolge der m Vektoren fest, so spricht man von einer Indikatrix des
Punktes P. Zwei Indikatrizes eines Punktes P heiflen gleich oder entgegengesetzt
orientiert, je nachdem sie durch eine in den Vektorkomponenten homogene
affine Transformation von positiver oder negativer Determinante ineinander
iibergefithrt werden kénnen; oder, wenn sich die Vektoren der beiden Indikatrizes
nur. durch die Reihenfolge unterscheiden, je nachdem diese Permutation eine
gerade oder ungerade (Kap. 2, Ziff. 1) ist. Gibt es nun auf der V,, geschlossene
Kurven ¥V, von der Art, daB sich die Orientierung der Indikatrix eines Punktes P
umkehrt, wenn P die Kurve einmal durchlduft, so ist die V,, einseitig, im
anderen Fall, d. h. wenn es keine derartigen Kurven gibt, zweiseitig. Das hat
zur Folge, daB sich im Fall m = 2, also auf einseitigen Flachen, kein bestimmter
Drehungssinn, im Fall 7 = 3 kein bestimmter Schraubungssinn auszeichnen 140t.

10*

tionaldeterminanten 4, ,,, =
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Aus diesem Grunde werden einseitige V,, auch als nichtorientierbar, zwei-

seitige als orientierbar bezeichnet. Ein sehr bekanntes Beispiel einer ein-

seitigen Fliche V, ist das M6biussche Band (Abb. 9; man beachte das Ver-

halten der in mehreren Lagen gezeichneten Indi-

katrix beim Durchlaufen der Mittellinie des

Bandes! Der projektive Raum R, ist einseitig

oder zweiseitig, je nachdem » gerade oder un-

gerade ist; eine Tatsache, die im Fall einer

elliptischen MaBbestimmung (Ziff. 35) erhalten

bleibt, wihrend alle hyperbolischen oder

parabolischen Riume, bei denen reelle unend-

Abb, 9. Das Mébiussche Band. lichferne Elemente aus dem projektiven Raum
ausgeschieden werden, zweiseitig sind.

39. Zusammenhang und Geschlecht zweiseitiger Flichen. Wir miissen
uns hier der Kiirze halber auf endliche zweiseitige Fliachen beschrinken, die
iibrigens in der Funktionen- und Potentialtheorie allein von Bedeutung sind.
Hinsichtlich der einseitigen Flachen sei nur bemerkt, da sich die folgenden
Uberlegungen ohne sonderliche Schwiérigkeit iibertragen lassen.

Wir definjeren zunichst: Ein Riickkehrschnitt ist eine ganz im Inneren
der Fliche verlaufende, geschlossene und sich selbst nicht durchsetzende Kurve.
Ein Querschnitt ist ein am Rand der Fliche beginnender und wieder am Rand
endender Kurvenbogen. Wird eine Fliche lings eines Riickkehrschnittes auf-
geschnitten, so erhoht sich die Zahl ihrer Randkurven um 2; zerschneidet man
eine Fliche ldngs eines Querschnittes, so erhdht oder vermindert sich die Anzahl
der Randkurven um 1, je nachdem die Endpunkte des Querschnittes auf derselben
oder auf verschiedenen Randkurven der Fliche liegen. Man spricht von einer
Punktierung einer Fliche, wenn man in ihrem Inneren ein kleines, nadelstich-
artiges Loch anbringt, das natiirlich nachher im Wege einer stetigen Deformation
beliebig vergroBert werden kann. Die Punktierung erhéht die Anzahl der Rand-
kurven um 1. Eine Fliche, die eine einzige Randkurve besitzt und durch jeden
Querschnitt in zwei getrennte Stiicke zerfillt, wird als einfach zusammen-
hingend bezeichnet. Zerféllt eine Fliche durch ¢ Querschnitte in a einfach
zusammenhingende Flichenstiicke, so wird ihr die Zusammenhangszahl

N=gqg—a-+2 (1)
zugeordnet; man spricht von einer N-fach zusammenhingenden Fliche. Fiir
a =1 folgt N=g-+1. (1)

Die Zusammenhangszahl bleibt bei Ausfithrung eines Riickkehrschnittes un-
gedndert ; sie erhoht sich durch jede Punktierung um 1 und erniedrigt sich durch
jeden Querschnitt um 1. Auf eine geschlossene Fliche
1aBt sich (1) nicht unmittelbar anwenden, sondern erst
nach Anbringung eines Riickkehrschnittes oder einer
Punktierung. So erhdlt man z. B. fiir die Kugel die
Zusammenhangszahl N = 0, da die punktierte Kugel
durch jeden Querschnitt in zwei getrennte Stiicke zer-

fillt, also einfach zusammenhingend ist.
Eine Flidche heit schlichtartig, wenn sie durch
Abb. 10. Scblichtartige Fliche  joden Riickkehrschnitt in getrennte Teile zerfillt.
' Eine schlichtartige Flache ist stets hom&omorph mit
einem durch mehrere Kreise begrenzten ebenen Bereich (Abb. 10). Die maxi-
male Anzahl p der Riickkehrschnitte, die sich auf einer Fliche anbringen
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lassen, ohne sie zu zerstiickeln, wird als Geschlecht der Fliche bezeichnet.
Zwischen der Anzahl R der Randkurven, der Zusammenhangszahl N und dem
Geschlecht p einer Fldche besteht die leicht nachweisbare Relation

N=R+2p. (2)

Es gilt der Satz: Zwei zweiseitige Flachen sind hom&omorph, wenn sie in zwei
der drei Zahlen R, N und p iibereinstimmen. Es lassen sich leicht Normalformen
fir die Flichen mit R Randkurven und dem Geschlecht p angeben; die ge-

Abb. 11. Erste Normalform. Abb. 12. Zweite Normalform.

brauchlichsten sind erstens die Kugel mit  Henkeln H und R Lochern L (Abb. 11,
p =3, R = 4) und zweitens die Kreisscheibe mit R -- 1 einfachen Briicken B
und p Doppelbriicken D (Abb. 12, $ = 3, R = 5). Diese Flidchen lassen sich auf
unbegrenzt viele Arten so zerschneiden, da8 sich ein einfach zusammenhéngendes
Flachenstiick ergibt; wir erwihnen nur

als einfachste und bersichtlichste die

sog. kanonische Zerschneidung der

ersten Normalform (Abb. 13). Von einem

auf der Kugel willkiirlich gewihlten

Punkt O legen wir das Paar der Schnitte

S; und S, von denen der erste entlang

des i-ten Henkels H; und der zweite um

diesen herum lduft, und fithren das fir

alle p Henkel (t =1, 2, .. ., p) aus. Von

diesen 2 p Schnitten ist der zuerst aus-

gefithrte offenbar ein Riickkehrschnitt, Abb, 13. Kanonische Zerschneidung.

alle folgenden sind aber Querschnitte,

da fiir sie O ein Randpunkt der Fliche ist. Ferner ziehen wir von O aus die R
Querschnitte Cy zu den Lochern Ly (R =1, 2, ..., R). Man sicht ohne Schwierig-
keit, daB nach Ausfithrung dieser 2 p -+ R Schnitte die Fliche einfach zusammen-
hangend ist; da unter ihnen 2 — 1 + R Querschnitte sind, folgt aus’(1’)

N=2p—1+R+1=R+2p,

also gerade die Formel (2). Bei einer geschlossenen Fliche (R = 0) ist somit N
stets gerade. :

40. Uberlagerungsflichen. Wir betrachten zwei Flichen F und F’, zwischen
deren Punkten eine Zuordnung oder Korrespondenz (n, 1) besteht, d. h. daBB
jedem Punkt P’ von I’ ein bestimmter Punkt P von F entspricht, aber umgekehrt



150 Kap. 3. A. DuscHEK: Geometrie. Ziff. 40.

jedem Punkt P von F genau # Punkte P’ von I’ zugeordnet sind. Der bequemeren
Veranschaulichung halber kann man F in der ersten Normalform von Ziff. 39
annehmen und sich vorstellen, daBl F’ aus # Blattern bestehe, die dicht iiber F
ausgebreitet sind, und daB entsprechende Punkte durch die gemeinsamen Fliachen-
normalen bestimmt sind. Die Fliche F’ heiflt n-bliattrige Uberldgerungs-
fliche von F. Sei P, ein Punkt von F; Pi, Pj, ..., P, die dariiberliegenden
entsprechenden Punkte von F’. Beschreibt ein Punkt P auf F einen von P,
ausgehenden geschlossenen Weg €, so beschreibt einer der entsprechenden
Punkte P’ einen Weg, der in einem der
Punkte P}, etwa in P}, beginnt und ent-
weder in P{ oder in einem anderen
Punkt, etwa in Pj, endigt. Sei » die
kleinste Anzahl der Uml4ufe des Punktes
P, nach deren Ausfithrung der Punkt
P’' zum erstenmal wieder mit Pj zu-
sammenfillt (1 =»="#). Dann gibt
es im Inneren von € einen Punkt A4,
von dessen # entsprechenden Punkten »
in einem Punkt A’ zusammenfallen; in
A’ hingen dann » Blitter von F’ zu-
sammen (Abb. 14, v = 2). Der Punkt
A’ wird als Verzweigungspunkt (v —1)-ter Ordnung der Fliche F’ be-
zeichnet. Ist fir alle Punkte von F’ die Verzweigungsordnung » —1 = 0,
so heiBit ' unverzweigt. Die Summe w = >' (»; — 1) der Ordnungen aller

Abb. 14. Verzweigungspunkt erster Ordnung.

3
Verzweigungspunkte von I’ heifft Verzweigungszahl dieser Fliche. Auf F
denken wir uns ¢ Querschnitte ausgefiihrt, durch die F in « einfach zusammen-
héngende Flachenstiicke zerfillt, und zwar so, daB in jedem dieser Flichenstiicke
hochstens ein Punkt liegt, der einem Verzweigungspunkt von F’ entspricht.
Fiihren wir diese Querschnitte auch durch alle # Blitter von F’ hindurch, so gibt
das auf F’ genau ng Querschnitte, die F’ in #a einfach zusammenhingende Flichen-
stiicke zerlegen wiirden, wenn nicht in jedem Verzweigungspunkt eine gewisse
Anzahl der Blatter zusammenhinge. Gibt es auf F’ » Verzweigungspunkte mit den
Ordnungen »; —1 (1 =1, 2,...,7), so zerfdllt F’ durch die #g Querschnitte
in na — w einfach zusammenhingende Flichenstiicke; ist N = ¢ — a + 2 der
Zusammenhang von ¥, N' = u (¢ — a) - w + 2 der von F’, so erhilt man die
Hurwitzsche Formel
N —2=n(N—2)+w.

Daraus folgt unmittelbar, daB die unverzweigten Uberlagerungsflichen eines
einfach zusammenhédngenden Flichenstiickes oder die der Kugel stets einblittrig
sein miissen. Ist F die Kugelfliche, so wird die Uberlagerungsfliche F’ als
Riemannsche Flache bezeichnet; wegen N = 0 wird N' =2 — 2% 4 w; die
Verzweigungszahl der Riemannschen Fldchen ist also stets gerade. (Das gilt
allgemein, wenn F geschlossen ist; da dann offenbar auch F’ geschlossen sein muB,
sind N und N’ und somit auch w gerade.) Fir das Geschlecht p’ = 1 N’ der
Riemannschen Flache folgt P o—=tw—n 1.

Als Beispiel betrachten wir die zweiblattrige (hyperelliptische) Riemannsche Flache
mit 2p -+ 2 Verzweigungspunkten erster Ordnung. Wir denken uns die 2p + 2 Ver-
zweigungspunkte auf einem Hauptkreise der doppelt belegten Kugel angeordnet, die beiden
Blatter langs der p + 1 Hauptkreisbogen, die je zwei Verzweigungspunkte verbinden, auf-
geschnitten und die Rander kreuzweise wieder verbunden (vgl. Abb. 14) und erhalten da-
durch ein recht anschauliches Bild der Fliche. Spiegeln wir nun etwa das innere Blatt
(Kugel) an dem Hauptkreis, so erhalten wir an Stelle der obigen Verzweigungsschnitte p 4 1
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zylindrische Locher, die das duBere mit dem inneren Blatt verbinden (Abb. 15, wo ein
Schnitt durch die Flache, der einen der Verzweigungsschnitte senkrecht trifft, vor und
nach der Spiegelung dargestellt ist). Erweitert man eines dieser Lécher immer mehr und
breitet man das Ganze schlieBlich in die Ebene aus, so erhilt man das schraffierte Gebilde
von Abb. 10 (p = 3), das man sich aber jetzt als aus zwei Blattern bestehend denken muB,
die langs des duBeren Randes (der aus dem erweiterten Loch der Kugelfliche entstanden
ist) und langs der Réander der p Lécher zusammenhangen. DaB diese Gebilde schlieBlich
durch eine stetige Deformation in die Normalform der Kugel mit p Henkeln iibergefithrt
werden kann, ist wohl unmittelbar einzusehen. Fiir » = 1 erhdlt man den Torus (Ring-
fliche, Abb. 16), der durch die angedeutete kanonische Zerschneidung sich in ein einfach
zusammenhdngendes Flichenstiick (das Perioden-

parallelogramm der elliptischen Funktionen) iber-

fithren 1agt.

Abb. 15. Zur Uberfithrung der zweiblittrigen Riemann- Abb. 16. Die Riemannsche Fliche der
schen Fliche in die Normalform. elliptischen Funktionen.

Es sei F’ eine Uberlagerungsfliche einer geschlossenen Fliche F und § eine
geschlossene Kurve auf F. Wir betrachten alle Kurven €, §”, ... auf F/,
deren gemeinsames Bild € ist und deren Punkte den Punkten von € in einer be-
stimmten Korrespondenz (x, §) entsprechen, d.h. daB jedem Punkt von § je
o Punkte von ¢, €” ..., jedem Punkt von § oder €” usw. 8 Punkte von § zu-
geordnet sind. Sind dann alle Kurven @, §” . .. gleichzeitig entweder geschlossen
oder ungeschlossen, so h<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>