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Allgemeine physikalische Konstanten 
(September 1926) '). 

a) Meehanisehe Konstanten. 
Gravitationskonstante. . . . 6,6:;.10- 8 dyn. em2 • g-2 
Normale Sehwerebesehleunigung . 980,665 em . sec - 2 

Sehwerebesehleunigung bei 45° Breite 980,616 em. see- 2 

1 Meterkilogramm (mkg). . . 0,980665.108 erg 
Normale Atmosphare (atm) . . . . . 1,01325 •. 106 dyn . em -, 
Teehnisehe Atmosphare . . . . . . . 0,980665 . 106 dyn . em -. 
Maximale Diehte des Wassers bei 1 atm 0,999973 g • em - a 
N ormales spezifisehes Gewieh t des Queeksil bers 1 3, 5955 

b) Thermisehe Konstan ten. 
Absolute Temperatur des Eispunktes . . 273,20 ° 
Normales Litergewicht des Sauerstoffes . 1,42900 g . 1-1 
Normales Molvolumen idealer Gase. • . . 22,4145 , 10.3 em3 

Gaskonstante fiir ein Mol ••.••••• " 0,83132 .108 erg. grad - 1 ! 0,82045 . 102 em3-atm . grad - l 

. 0,83090 ' 101 int joule. grad - • 
1,9858 cal. grad- 1 ! 4,184 2 int joule 
1,1623,10- 6 int k-watt-st 

Energieaquivalent der 15°-Kalorie (cal) • •• . 4,1863.107 erg 

4,2688 ,10- 1 mkg 

e) Elektrisehe Konstanten. 
1 internationales Ampere (int amp) . . . . . 1,00000 abs amp 
1 internationales Ohm (int ohm) . . . . .. 1,00050 abs ohm f 

Elektroehemisehes Aquivalent des Silbers .. 1,11800 . 10 - 3 g . int eoul - 1 

Faraday-Konstante fiir ein Mol und Valenz 1 0,96494 ' 105 int eoul 
Ionisier.-Energie/lonisier.-Spannung. . . . . 0,96494 • 105 int joule. int volt - 1 

d) Atom- und Elektronenkonstanten. 
Atomgewieht des Sauerstoffs. . 16,000 
Atomgewieht des Silbers. . . . . 107,88 
LOScHMlDTsehe Zahl (fiir 1 Mol) . 6,06, . 1023 

BOLTzMANNsehe Konstante k. . . 1,372 . 10- 16 erg. grad - 1 

'/,6 der Masse des Sauerstoffatoms 1,650.10- 2• g 

{ 1,592. 10- 19 int eoul Elektrisehes Elementarquantum e . 4,77,.10- 10 dyn1/,. em 
Spezifisehe Ladung des ruhenden Elektrons elm. 1,766 .108 inteoul. g-1 
Masse des ruhenden Elektrons m. . . 9,02 . 10 - 28 g 
Gesehwindigkeit von 1-Volt-Elektronen . . 5,945 ,107 em. see- 1 

Atomgewieht des Elektrons . . 5,46·10-' 

e) Optisehe und Strahlungskonstanten. 
Liehtgesehwindigkeit (im Vakuum) . . . . " 2,9985 , 10'0 em . see- 1 
Wellenlange der roten Cd-Linie (1 atm, 15° C) .. 6438,47°0 .10- 8 em 
RYDBERGsehe Konstante fiir unendl. Kernmasse. 109737,1 'em- 1 

SOMMERFELDsehe Konstante der Feinstruktur . . 0,729' 10- 2 

{ 5,70 .10- 12 intwatt. em- 2 • grad- 4 

STEFAN -BOLTZMANNsehe Strahlungskonstante (j. . 1,374 ' 10- 12 cal • em - 2 • see - 1 • grad - 4 

Konstante des WlENsehen Versehiebungsgesetzes. 0,288 em . grad 
WlEN-PLANcKsehe Strahlungskonstante c2 • • • • 1,43 em . grad 

f) Quantenkonstanten. 
PLANCKsehes Wirkungsquantum h • . . . .. 6,55,10- 27 erg. sec 
Quantenkonstante fur Frequenzen (J = hjk 4,770.10-11 sec· grad 
Dureh 1-Volt-Elektronen angeregte vVellenlange 1,233.10- 4 em 
Radius der Normalbahn des H-Elektrons 0,529.10- 8 em 

1) Erlauterungen und Begrundungen s. Bd. II d. Handb. Kap. 10, S.487-518. 



Kapitel1. 

Infinitesimalrechnung. 
Von 

A. DUSCHEK, Wien. 

Mit 6 Abbildungen. 

I. Grundlagen. 
a) Mengenlehre. 

1. Abstrakte Mengen. Irgend eine Gesamtheit von Dingen heiBt eine Menge, 
wenn folgende Voraussetzungen erfiillt sind: 

1. Es muB von jedem Ding festgestellt werden konnen, ob es zur Menge 
gehOit oder nicht. 

2. Die einer Menge angehorenden Dinge - ihre Elemen te - miissen 
voneinander wohl unterscheidbar sein. 

Eine Menge roll heiBt Teilmenge einer Menge rol, wenn jedes Element 
von roll auch Element von rol ist, in Zeichen roll < rol. Die Teilmenge roll heiBt 
echt, wenn sie weder mit rol selbst identisch, noch leer ist, d. h. iiberhaupt 
kein Element enthiilt. 

Dnter dem Durchschni tt ~ zweier Mengen roll und rol2 versteht man die 
Menge aller Elemente, die sowohl ZU: roll als auch zu roll! gehoren, in Zeichen 
~ = roll' rol2 • Dnter der Vereinigungsmenge ~ zweier Mengen roll und roll! 
versteht man die Menge aller Elemente, die entweder zu roll oder zu rolz gehoren, in 
Zeichen ~ = roll + rol2 • Durchschnitt und Vereinigungsmenge von mehr als 
zwei Mengen sind entsprechend zu definieren. 

Zwei Mengen roll und rol2 heiBen a qui val en t, in Zeichen roll "" rol2 , wenn 
sich zwischen ihren Elementen eine ein-eindeutige Zuordnung festsetzen liiBt, so 
daB jedem Element von roll ei~ und nur ein Element von rol2 entspricht und um
gekehrt. 

Eine Menge rol heiBt endlich, wenn es keine echte Teilmenge ~ < rol 
gibt, die zu rol aquivalent ist; gibt es eine derartige echte Teilmenge :t mit :t "'" rol , 
so heiBt rol unendlich oder transfinit. . 

Eine unendliche Menge heiBt abzahlbar, wenn sie der Menge der natiir
lichen Zahlen aquivalent ist, d. h. kurz gesprochen, wenn ihre Elemente numeriert 
werden konnen. DieVereinigungsmenge einer abziihlbaren Menge von abziihl
baren Mengen ist wieder eine abzahlbare Menge. 

Abzahlbar ist die Menge der algebraischen Zahlenl ), nicht abziihlbar die 
Menge aller reellen Zahlen. 

1) Das sind aIle Zahlen, die Nullstellen von Polynomen 

x" + a1x"-1 + ... +an 

mit ganzzahligen Koeffizienten a1' a2 , ••• , an sind. 

Handbuch der Physik. III. 
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Aquivalente endliche Mengen stimmen in der Anzahl ihrer Elemente iiberein; 
man nennt diese Anzahl die Machtigkeit oder Kardinalzahl der betreffenden 
Menge. Dieser Begriff wird fUr unendliche Mengen so verallgemeinert, daB man 
allen aquivalenten unendlichen Mengen dieselbe transfinite Kardinalzahl oder Mach
tigkeit zuordnet. Die kleinste transfinite Kardinalzahl ist die Mi:ichtigkeit a der ab
zi:ihlbaren Mengen. Die Machtigkeit c der Menge der reelIen Zahlen heiBt Mac h t ig
keit des Kontinuums. Da jede abzahlbare Zahlenmenge eine Teilmenge der 
Menge der reellen Zahlen ist, aber nieht umgekehrt, sagt man, c sei groBer als a. 

2. Raum von n Dimensionen. Punktmengen. Man definiert: Jedes be
stimmte System von n reellen Zahlen (Xl' X2, ... , Xn) ist ein Punkt X eines 
n-dimensionalen Raumes Rn; die einzelnen Zahlen Xl' X2 , ••• , Xn heiBen 
die Koordinaten des Punktes x. Der Raum Rn selbst ist dann die Gesamtheit 
alIer seiner Punkte, d. h. die (i-esa,mtheit aller moglichen n-Tupel reeller Zahlen. 
Diese Definition ermoglicht es, sich der auch in den Fallen n> 3, wo kein an
sehauliehes Korrelat mehr besteht, oft sehr zweckmaBigen geometrisehen Spreeh
weise zu bedienen. 

Wir sehreiben kurz X = (Xl' X2 , ••• , Xn) und unterscheiden versehiedene Punkte 
durch versehiedene Buehstaben oder obere Indizes, z. B. x(I) = (xr), x~), ... , x~»). 

Unter einem Intervall im Rn versteht man die Menge der Punkte 
~ = (xi, Xl!; •.. , xn), deren Koordinaten Ungleichungen von der Form 

a,<xi < bi (i = 1, 2, ... , n) 
(offene Intervalle) oder 

ai -::: Xi ::S. bi (i =1, 2, : . " n) 

(abgesehlossene Intervalle) genugen. Auf der Geraden bezeiehnet m~n das 
Intervall a < X < b mit (a b) und das. Intervall a <x< b mit [a b]. Die Be~ 
zeichnungen (a b] und [a b) werden demgemaB ohne weiteres verstandlieh sein. 

U mge bung eines P~nktes des Rn ist jedes den Punkt enthaltende offene 
Intervall. 

Gehort eine Punktmenge ganz einem Intervall an, so 4eiBt sie besehrankt. 
Liegt in jeder Umgebung eines Punktes X mindestens ein von X verschiedener 
Punkt einer Menge IDl, so heiBt X Haufungspunkt von IDl; X muB dabei nicht 
notwendig iu IDl gehoren. 

Jede beschrankte unendliehe Menge besitzt mindestens einen Haufungs-
punkt (Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS). , 

Eine Menge heiBt abgeschlossen, wenn sie alle ihre HaufUngSpunkte 
enthalt; isoliert, wenn keiner ihrer Punkte Haufungspunkt ist, in sieh dicht, 
wenn Jeder ihrer Punkte H~ufungspunkt ist und perfek t, wenn sie abgesehlossen 
und in sieh dieht ist. 

Gilt auf der Geraden IDl < [a b], so heiBt a untere und b obere Sehranke 
von IDl. Die groBte untere Sehranke heiBt un tere Grenze g, die kleinste obere 
Seliranke 0 bere Grenze G von IDl. Es ist stets a:::;;: g< G < b. Fur den kleinsten 
Haufungswert u sehreibt man u = limWl oder u = lim infIDl (Limes inferior) 
und analog fur den gtoBten Haufungswert u = -lim IDl oder U = lim sup IDl 
(Limes superior). 1st IDl linksseitignicht, besehrankt, so sehreibt man 
u=g=lim.infIDl = -00 und entsprechend bei rechtsseitig nicht beschrank
ten Mengen U = G = lim supIDl = +00. Man neIlllt dann + 00 und - 00 
uneigentliehe Haufungswerte. 

b) Der Funktionsbegriff. 
3. Definitionen. 1st jeder Zahl X einer Menge IDl eine und nur eine andere 

Zahl y auf irgendeine Art zugeordnet, so nennt man y eine eindeutige Funk
tion von X und sehreibt y = t(x) oder = g(x), F(x). cp(x) usw., mitunter auch 
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y = y(x). Man nennt x unabhangige und y abhangige Veranderliche 
oder Variable. Sind jedem x einer nicht leeren Teilmenge 9)11 von 9)1 mehrere 
Werte von y zugeordnet, so heiBt y eine mehrdeutige Funktion von x. Ganz 
analog werden Funktionen von mehreren Veranderlichen definiert; die Elemente 
von 9)1 sind dann allgemein Zahlen-n-tupel (Xl' X2 , .•• , Xn) , und man schreibt 
y = 1 (Xl' x2 , ••• , xn)· Die Menge 9)1 heiBt in jedem Fall Varia bili ta tsbereich 
der unabhangigen Veranderlichen oder Defini tionsbereich der Funktion. 

Sei 9( die Menge alIer Werte, die eine Funktion im Definitionsbereich an
nimmt. 1st 9( beschrankt, so heiBt auch die Funktion beschrankt; sind g 
und G untere und obere Grenze von 9(, so heiBt g auch untere und G obere Grenze 
der Funktion. GehOrt g (G) zu 9(, so heiBt g (G) Minimum (Maximum) der 
Funktion in 9)1. Die niemals negative Differenz G - g = s heiBt Schwankung 
der Funktion in 9)1. 1st 9)1' eine Teilmenge von 9)1 und sind g', G' und s' bzw. 
untere undobereGrenzesowieSchwankungder Funktionin 9)1', so istg <g' <G' <G 
und s' < S. 

1st y = 1 (x) eine Funktion der einen Veranderlichen x und deutet man x 
und y als rechtwinklige Koordinaten in der Ebene, so bilden die samtIichen 
Punkte, deren Abszissen x dem Definitionsbereich von 1 (x) angehoren und deren 
Ordinaten y die zugehOrigen Funktionswerte sind, eine Punktmenge (2; der 
Ebene, die geometrisches Bild oder Graph von I(x) genannt wird. 

Jede Zahl a, fur die f(a) = 0 ist, heiBt Nullstelle der Funktion f(x). Die NuIlsteIlen 
von j(x) sind die Wurzeln der Gleichung f(x) = o. Entsprechendes gilt im FaIle 
mehrerer Veranderlicher. Eine Gleichung f (x) = 0 ist entweder nur fur einige Werte des 
Definitionsbereiches von j(x) erfullt (Bestimm ungsglei chung) oder fUr aIle (iden tische 
Gleichung oder Identitat). Man schreibt dann oft f(x) ==0. 

Eine Funktion heiBt periodisch mit der Periode w =F 0, wenn I(x + w) 
= 1 (x) identisch in x gilt. Neben w sind auch aIle ganzzahligen Vielfachen von w 
Perioden von j (x). Die kleinste mogliche Periode heiBt primi ti ve Periode. 

Eine Funktion I(x) heiBt gerade, wenn I(-x) -/(x) , und ungerade, 
wenn I(-x) =-/(x) ist. 

1st Y = 1 (x) eindeutig in einem Intervall (a b) und sind Xl und x2 zwei 
beliebige Punkte aus (a b), fiir die Xl < X2 ist, so heiBt die Funktion t(x) mono
ton, wenn entweder 1 (Xl) S 1 (x2) oder t (Xl) > 1 (x2) ist, und zwar im ersten Fall 
"monoton wachsende", im zweiten Fall "monoton abnehmende" Funktion. 

Eine Funktion von n Veranderlichen hei13t homogen vom Grade k, wenn 

I(txl , tx2 , ••• , tXn) = t"/(x l , x2"'" xn) 

identisch in t gilt; dabei ist k eine beliebige reelle Zahl; ist t (Xl' X 2 , ••• , Xn) 

nach allen Argumenten differenzierbar, so gilt 

~L Xl + ! t x2 + ... + ! t xn = k t 
uXl uXz uXn 

(Eulersche Differentialgleichung der homogenen Funktionen). 
Geniigen zwei Funktionen y '= t (x) und X = g (y) den Identitaten y - t (g (y» 

und x=g(t(x» , so heiBen sie zueinander in vers (Umkehrfunktionen). 
Eine Gleichung 1 (x, y) = 0 definiert unter gewissen Voraussetzungen 

(vgl. Ziff.23) zwei zueinander inverse Funktionen y = y (x) und x = x(y). Man 
spricht von impliziten (oder besser von implizit gegebenen) Funktioneri zum 
Unterschied von den oben besprochenen explizi ten Funktionen. Fiir die beiden 
Funktionen y(x) und x(y) gilt I(x, y(x)) 0 und 1 (x (y), y) -0. Fiir die Ein
deutigkeit der einen ist die Monotonie der anderen hinreichend. 

Analog werden implizite Funktionen von mehreren Veranderlichen 
definiert. 
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4. Grenzwert von Funktionen einer Veranderlichen. Eine Funktion 1 (x) 
hatan einer Stelle Xo den Grenzwert A, oder sie konvergiert nach A, wenn 
sich zu.jeder Zahl E> 0 eine Zahl 0> 0 angeben HiBt, so daB I/(x) - A 1 < E 

ist, wenn nur 0 < Ix - Xo 1 < 0 giltl); d. h. wenn man den Unterschied zwischen 
Funktionswert 1 (x) und Grenzwert dadurch beliebig klein machen kann, daB 
man x hinreichend nahe bei Xo annimmt. Die Stelle Xo muB dabei nur ein Hiiufungs
wert des Definitionsbereiches von I(x) sein. Man schreibt lim/(x) = A. 

:1i4-Z o 

Mitunter unterscheidet man linkssei tige und rech tssei tige Grenzwerte, 
womit gemeint ist, daB man der fraglichen Stelle entweder von links oder von 
rechts her niiherkommt. Fur einen linksseitigen Grenzwert muB die letzte Un
gleic'hung der obigen Definition 0 < Xo - x < (), fUr einen rechtsseitigen 
o < x. -:- Xo < 0 lauten. Man schreibt den linksseitigen Grenzwert lim! (x), 
den .rechtsseitigen lim! (x). HXo-O 

. X->-Xo+O 

1st der Definitionsbereich von! (x) nicht beschriinkt, so kann man nach den 
Grenzwerten lim! (x) und lim! (x) fragen. Es ist lim! (x) = A, wenn zu jeder 

:1i~+~ x~-~ X~+~ 

Zahl E > 0 eine Zahl N angegeben werden kann, so daB I! (x) - A I < E wird, 
wenn mllr x> N ist. Analog im zweiten Fall. 

1st' lim! (x) = A, so ist auch lim 1 t (x) 1 = I A I. Dagegen dad mall- nicht 
X-+-Xo X-+Xo 

umgekehrt aus der Existenz von· lim 1 !(x) I auf die von lim! (x) schlieBen 
X-+Xo x ~Xo 

(es kann z. B. lim!(x) = +A, aber lim!(x) = -A sein). 
x~xo+o x->-x,-o 

Existieren lim! (x) = A und limg (x) = B, so ist 

lim(t(x) ± g(x))=lim!(x) ± limg(x) =A ± B, lim(t(x) • g(x))=lim!(x) .limg(x)=AB 

und, sofern B =l= 0 ist, auch 
lim I (x) 

lim I(x) = ~~, __ = A 
x~x,g(x) lim g(x) B' 

x+:to 

EJtistiert eine Stelle Xo und liiBt sich zu jeder noch so groBen Zahl N'eine 
Zahl d > 0 angeben, so daB! (x) > N ist, fur alle x des Definitionsbereiches; 
die der' Ungleichung I x - Xo I < d genugen, so hat ! (x) an der Stelle Xo den 
uneigentlichen Grenzwert lim!(x) = +00. Analog ist lim!(x) =-00 zu 

X-+Xo X~Xo 

verstehen. Wit erwiihnen noch einige Siitze: 1st lim!(x) = ±oo, so ist 
. X-+Xo 

lim [f (x) + g (x)] = ±oo , lim [f (x) • g (x)] = ±oo oder = =j=oo, je nachdem in einer 
HX, . X->-Xo 1 
Umgebung von Xo entweder g (x)::> A > 0 oder g (x) < A < 0 ist, und lim I(x) = 0 . 

- .'. X-""Xo 

\ . Sind· y = 1 (x) und z = g (x) zwei Funktionen von x, fUr die lim y = lim z = 0 
X-+Xo x-+a:o 

ist, so sagt man, y werde von haherer, .gleicher oder niedrigerer Ordnung 

1) I xl ist der absolute Betrag von x, also I x I = x, wenn x > 0, I x 1 = -x, wenn 
x < 0 bnd 101 = o. Einige Regeln: . 

Ix+ylS:lxl+lyl. Ix-yl::>llxl-lyll· Ix·yl=lxl·lyl. \;\= 1;1. 
1st a > 0, so folgt au!; I x 1 = a entweder x = a oder x = -a, aus I x I < a die Doppel

ungleichung -a < x < +a. Mansetzt 1:1 = sign x (Vorzeichen vonx);esistsignx= +1. 

wenn x> 0, und signx = -1, wenn x < 0 ist; signO ist nicht definiert. 



Ziff. 5. Grenzwerl und Stetigkeit. 5 

(unendlich klein oder besser) Null als z, je nachdem lim I!I = 0, =A oder 
Z~Zo z 

= + 00 ist, wobei A eine beliebige positive Zahl bedeuten kann. 1st lim I y I = 
X4-Z. 

= lim Izl = +00, so sagt man analog, y werde von hoherer, gleicher oder 

niedrigerer Ordnung unendlich (groB) als z, je nachdem lim ! = +00, =A -~ 'I I 
Z+Zo z 

oder = ° ist. Urn die Ordnungen des Null- und Unendlichwerdens nicht nur 
vergleichen, sondern auch messen zu konnen, setzt man fest, daB Ix - Xo la 
an der Stelle Xo von a-ter Ordnung Null wird, wenn a > ° ist, und von (- a)-ter 
Ordnung unendlich, wenn a < 0 ist. 

5. Stetigkeit von Funktionen einer Verapderlichen. Eine Funktion y = I (x) 
ist stetig an einer Stelle Xo ihres Definitionsbereiches, wenn lim I(x) = I(xo) 

~zo 

ist, d. h. wenn an dieser Stelle Grenz- und Funktionswert iibereinstimmen. 
Oder: Wenn es zu jeder Zahl e > 0 eine Zahl <5 > 0 gibt, so daB I I (x) - I (xo) 1< £ 

ist, wenn nur Ix - Xo I < <5 gilt. Eine Funktion ist stetig in einem In tervall, 
wenn sie an jeder Stelle dieses Intervalles stetig ist. 

Beispiele von U nstetigkeiten : 

1. I(x) = lim nx+ 2; bier ist I(x) = 1, wenn x =1= 0, jerloch 1(0) = 2. Solche Un-
n~oo nx + 1 

stetigkeiten nennt man hebbar, da sie durch Abanderung der Funktion in einem einzigen 
Punkt (allgemein in den Punkten einer isolierten Menge) behoben werden konnen. In 
unserem Fall brauchen wir ja nur f(o) = 1 zu setzen. um zu erreichen, daB der Grenzwert 
lim 1 = 1 mit dem Funktionswert iibereinstimmt. 

2. f(x) = [xJ, wo [xJ die groBte inx enthaltene ganze Zahl bedeutet, also x-1 <[xJ <:x 
ist (z. B. [tJ = 0, [-k J = - 3). Diese Funktion ist fur alle ganzzahligen x unstetig d urch 
endlichen Sprung. Ein ahnliches Verhalten zeigt f (x) = signx an der Stelle 0, die nicht 
zum Definitionsbereich der Funktion gehort. (Vgl. d. Anmerkung auf S. 4.) 

3. I(x) = ~ ist an der Stelle Null unstetig durch Unendlichwerden. 
:Ie 

4. Die Funktion f(xl. die fiir aIle rationalen x den Wert 1 und fiir aIle irrationalen 
den Wert ° hat, ist fiir alle x unstetig (total unstetig) . 

. Eine Funktion heiBt gleichmaBig stetig in einem Intervall, wenn zu 
jeder Zahl £ > 0 eine Zahl <5 > 0 angegeben werden kann, so daB II (Xl) - I (x2) I < £ 

ist fUr aIle Wertepaare Xl und X 2 des Intervalles, die der Ungleichung IXI - x2 1 < c) 
geniigen. Es gilt der wichtige Satz: 1st eine Funktion stetig in einem abgeschlosse
nen Intervall, so ist sie im selben Intervall auch gleichmaBig stetig. 

Die Funktion f (x) = ~ ist in (0, 1J stetig. aber nicht gleichmaBig stetig. Wie klein . x 
auch (J angenommen ist, es 1St stets moglich, zwei (dann sehr nahe bei ° gelegene) Zahlen Xl 

und xa zu finden, fiir die zwar 1 Xl - xal < (J, aber I~ - ~I > E wird. Dagegen ist 
. I~ ~ 

die Funktion gleichmaBig stetig in jedem Intervall [a bJ, wo a> ° beliebig klein und b > a ist. 

1st I (x) in [a b] definiert und in den Intervallen [a cI ), (ci c2), (c2 c3), •.• , 

(C .. _l bJ stetig (a <: C1 <: C2 ••• <: C .. _l <: b), so heiBt I(x) stiickweise stetig 
in [a b]. 

Jede in einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion ist in diesem Inter
vall auch beschrankt. 

Summe, Differenz, Produkt und Quotient stetiger Funktionen sind ebenfalls 
stetig, jedoch sind beim Quotienten die Nullstellen des Nenners auszuschlieBen. 

Der absolute Betrag einer stetigen Funktion ist stetig (die Umkehrung gilt 
im allgemeinen nicht). 
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1st t (x) stetig und t (a) =1= 0, so gibt es eine Umgebung der Stelle a, so daB 
das Vorzeichen von t(x) in dieser Umgebung mit dem von t(a) iibereinstimmt. 

1st j(x) stetig im abgeschlossenen lntervall Cab] lind sind t(a) und j(b) 
ungleich bezeichnet, ist also j(a). j(b) < 0, so hat j(x) in Cab] mindestens eine 
Nullstelle (Satz von BOLZANO). 

Jede in einem abgeschlossenen lntervall stetige Funktion hat in diesem 
lntervall sowohl ein Maximum als auch ein Minimum (Satz von WEIERSTRASS). 

1st u = g (x) stetig an der Stelle Xo und y = t (u) stetig an der Stelle Uo = g (xo) , 
so ist die zusammengesetzte Funktion y = t[g(x)] stetig an der Stelle xo; es ist 
also lim f[g(x)] = lim t(u). 

Z~Xo u~uo 

6. Grenzwert und Stetigkeitvon Funktionen mehrerer Veranderlichen. 
\vir beschranken uns im folgenden'der Einfachheit halber auf Funktionenzweier 
Veranderlicher, die in einem ganzen lntervall der (xy)-Ebene definiert sind. 
Die Verallgemeinerung auf n Veranderliche bietet weder besondere Schwierig
keiten noch etwas wesentlich NeUes. 

Die Funktion t(x, y) hat an der Stelle (xo, Yo) den Grenzwert A, in Zeichen 

lim t(x,y)=A, (1) 
(x, Y)~(Xo , Yo) 

wenn man zu jeder Zahl /3 > 0 eine Zahl c5 > 0 angeben kann, so daB I f (x, Y) - Aj < f 
wirdfiir aIle x und y des Definitionsbereiches, die den Ungleichungen 0 < I x - Xo < c5 
und 0 < Iy - Yo I < c5 geniigen. 

Von dem obigen sog. simultanen Grenziibergang wohl zu unterscheiden 
sind die sukzessiven Grenziibergange. Gibt man in t(x, y) der einen Ver
anderlichen, etwa x, einen festen Wert und fiihrt dann den Grenziibergang 
limt (x, y) aus, so wird der Grenzwert, seine Existenz in eigentlichem Sinn voraus
~Yo 

gesetzt, eine Funktion cp(x), wenn wir x jetzt wieder als variabel ansehen. Mit 
dieser Funktion rp (x) fiihren wir den Grenzubergang 

limrp (x) = lim [limt(x, y)] = lim limf(x, y) (2) 
X~Xo X~Xo Y~Yo ~Xo Y~Yo 

aus. 1st analog limt (x, y) = 1jJ (y), wobei der Grenzubergang bei festgehalteneIp y 
Z-+Xo 

ailszufiihren ist, so wird 

lim1jJ(Y) = lim. [limt(x,y)]. limlimf(x,y). (3) 
Y---+-Yo Y-+Yo X-+Xo 'U~yo X+Xo 

Die beiden Grenzwerte (2) und (3) miissen einander nicht gleich sein. 
Existieren (1) und (2) oder (1)und (3), so sind sie einander gleich. Existieren (2) 
:und (3) und sind sie einander gleich, so muB (1) nicht existieren; ebenso folgt 
aus d~r Existenz von (1) nicht die von (2) oder (3). 

Beispiele: 
x 2 _ y2 + 2x3 + 3y 3 .. • 

1. f(x,y) - X2+y2 ,(x,y)=I=(o,O). Fur (Xo, Yo) =(0,0) wlrdq>(x)-1+2X, 

ip(y) .. -.1+ 3y ,also lim limt(x, y) = +1, lim lim/(~, y) = -1. Der simultane Grenz-
, x~O Y~O Y~O x~O 

wert (1) kann nicht existieren, da er sowohl = + 1 als auch = -1 sein miiBte. 
2 

2. I (x, y) --( : y )2' x2 + y =1= 0. Hier ist lim lim I (x, y) = lim limf(x, y) = 0, 
x + y x~O y~OY~O x-~O 

:wahrend (1) an der Stelle (0,0) nicht existiert. 

, 3. I(x,y) -y .sin!, x=l=o. Hier ist lim f(x,y) = 0, lim limf(xy) = 0, wah-
. . ..' ' . . x . . (x, Y)~(O, 0) ~O Y~O 

rend 'limlimf(x, y) mcht eXlstiert. 
II~OX~O 
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Eine Funktion t(x, y) heiSt stetig an einer Stelle (xo' Yo) ihresDefinitions-
bereiches, wenn lim t (x, y) = t (xo, Yo) ist. Ersetzt man lim t(x, y) 

(:Il, 1I)~(:Il., II.) (:Il.II)~(:Il., II.) 
durch seine Definition, so ergibt sich so wie im Fall einer Veranderlicnen eine 
vom Grenzwert unabhangige Formulierung des Stetigkeitsbegriffes., AIle Be
griffe und Satze von Ziff. 5 lassen sich - teilweise, wortlich - iibertragen. 

Beispiele: 
4. f (x, y) ~- -y fiir x > 0, f (x, y) = +y fiir x < 0 (man iibedege sich das Aussehen 

der Bildflache!) ist unstetig in allen Punkten der y-Achse mit Ausnahme von (0, 0). 
5. Die Funktionen aus Beispiel 1 und 2 sind an (0,0) unstetig, und zwar auch dann. 

wenn man an dieser Stelle irgendeinen Funktionswert definiert. 

7. Spezielle Funktionen. Es handelt sich hier durchaus urn stiickweise 
stetige Funktionen. 

Polynome oder ganze rationale Funktionen. Diese sind bei einer 
unabhangigen Veranderlichen von der form 

n 
I a,xi = ao + a1x + a2x2 + ... + anxn, 
i=O 

bei r unabhangigen Veranderlichen von der Form 

I aIXIIX' ... lXrxflx~' ... x~r, (lXi ganz und >0). 
tX1tXt ••• tX,. 

Den groSten Wert von <Xl + <X2 + ... + <x, nennt man den Grad des Polynoms. 
Bei homogenen Polynomen oder Formen ist die Exponentensumme in jedem 
Glied dieselbe; der Grad der Homogenitat stimmt mit dem Grad der Form iiber
ein und ist somit immer eine naturliche Zah!. Eine Form heiSt defini t, wenn 
sie entweder nur positive oder nur negative Werte annimmt und insbesondere 
nicht verschwindet, auBer wenn alle unabhangigen Veranderlichen = 0 gesetzt 
werden (triviale Nullstelle); sie heiSt semidefini t, wenn sie auBer der trivialen 
Nullstelle noch mindestens eine weitere Nullstelle besitzt, sonst aber nur Werte 
einerlei Vorzeichens annimmt, und schlieSlich indefini t, wenn sowohl positive 
als auch negative Funktionswerte existieren (vgl. auch Ziff.36). 

Ra tionale Funktionen sind Quotienten zweier Polynome. 1st der Grad 
des Zahlers kleiner als der Grad des Nenners, so heiSt die Funktion e ch t ge
brochen, sonst unecht gebrochen. 

Algebraische Funktionen lassen sich allgemein nur in impliziter Weise 
durch Nullsetzen eines Polynoms definieren. Rationale Funktionen und Polynome 
sind Sonderfille algebraischer Funktionen. 

Transzendente Funktionen. Diese GruppeschlieSt alle nicht algebra
ischen Funktionen ein. Die sog. elementaren transzendenten Funktionen sind: die 
Potenz XU mit irrationalem Exponenten a, die Exponentialfunktion a:ll, der Loga
rithmus, die trigonometrischen, zyklometrischen und hyperbolischen Funktionen, 
ferner XZ und die aus diesen in elementarer Weise zusammensetzbaren Funktionen. 

c) Die elementaren transzendenten Funktionen. 
8. Exponentialfunktion und Logarithmus. Erstere ist definiert durch 

t (x) = aZ mit a> O. Sie ist stetig, stets positiv, fur a < 1 monoton abnehmend, 
fiir a> 1 monoton wachsend. Ferner ist lim aZ = 0 oder = + 00, je nachdem 

, :Il-++OO 1 
a < 1 oder a > 1 ist und umgekehrt fur x --+ - 00. 1st b = 7i' so ist der Graph 

von a:ll das Spiegelbild des Graphs von bZ bezuglich der y-Achse. Besonders 
wichtig ist der Fall der natiirlichen Exponentialfunktion y = eZ , mit der Basis 

( 1 )Z , .!. 
e = lim 1 + ~= lim{1 +h)h= 2,718281828459045 ... 

:Il~±OO x h~O 



8 . Kap. 1. A. DUSCHEX: InfinitesimaIrechnung. Ziff. 9. 

Der Logari thmus ist definiert als inverse Funktion der Exponential
a 

funktion. Schreibt man letztere x = aY(a > 0 und +1), so wird y = logx (Loga-
rithmus von x in bezug auf die Basis a oder a-Logarithmus von x); es ist (Ziff. 3) 

a a 
a10gz _ x, log aY _ y. Der Definitionsbereich besteht aus allen positiven x. 
Der Logarithmus ist stetig, bei a < 1 monoton abnehmend, bei a> 1 monoton 

a , 
wachsend. Es ist lim logx = - 00, wenn a < 1 und = + 00, wenn a> 1 : 

a :1)-++00 
lim log x = + 00, wenn a < 1 und = - 00, wenn a > 1 ist. Fiir alle Werte 

:1)-+0+0 a a 
von a gilt ferner log 1 = 0 und log a = 1-

Die Bedeutung des Logarithmus beruht auf den Funktionalgleichungen 
a a 'a a a 

log (Xl· x2) = log Xl + log x2 , logX'" = z • log x . 

Zwischen den Logarithmen in bezug auf zwei verschiedene Basiszahlen a 
und b besteht die Beziehung 

b 1 a b a 
logx = -a-Iogx = loga ·logx; 

10gb 

sie sind also proportional. Den Proportionalitatsfaktor 

1 b 
M~ = -a- = loga 

10gb 

nennt man den Modul der b-Logarithmen beziiglich der a-Logarithmen. Wichtig 
ist wieder der na tiirliche oder N epersche Logari thmus mit der Basis e (man 

e 
schreibt statt log kurz In oder 19) sowie, insbesondere bei numerischen Rech
nungen, der gemeine, dekadische oder Briggsche Logari thmus logx mit 
der Basis 10. Zur Umrechnung der den Tafeln zugrunde liegenden dekadischen 
Logarithmen in natiirliche und umgekehrt dienen die Moduln 

und 

1 
Mfo = In10 = loge = 0,4342944819 ... 

1 M!O = -1- = In 10 = 2,3025850930 ... 
oge 

9. Trigonometrische Funktionen. Unter dem BogenmaB eines Winkels 
versteht man die Lange des Bogens, den die 
Schenkel des Winkels auf einem Kreis vom 
Radius 1 (Einhei tskreis) ausschneiden, 
dessen Mittelpunkt mit dem Scheitel des 
Winkels zusammenfillt. Zwischen Bogen
maG gJ und GradmaB cp ° desselben Winkels 

A' § bestehen die Rela tionen: 

o 180 0 5 95 8 ° cp = -----;;-- cp = 7,2 7 '" cp 

8' 
= 57°17'44,8"cp; 

Abb. t. Trlgonometrische Funktionen. :n; ° 45 ° cp = 180 0 cp = 0,017 3292 ... cp • 

Legt man im Einheitskreis (Abb.1) zwei senkrechte Durchmesser A'OA = ~ 
und B'OB = 'fJ sowie die Tangenten a in A und bin B und ist x das BogenmaB 



Zif£. 9. Logarithmus. Trigonometrische Funktionen. 9 

des Winkels AOP, also x = AP, wobei der positive Sinn am Einheitskreis dem 
Uhrzeiger entgegenUiuft, so sind die 6 trigonometrischen Funktionen er
klii.rt durch 

...... --+ -+ -+ --+ --+ 
sinx = OP", cosx = OP', tgx = AQ, ctgx = BR, secx = OQ, cosec x = OR, 

wobei der positive Sinn auf den Geraden~, 'YJ, a und b durch die Pfeile angedeutet 
ist. secx und cosec x werden seIten verwendet. 

sinx und cosx sind fur alle x definiert und stetig. 
tgx und secx sind definiert und stetig fUr aIle x mit Ausnahme der Stellen, 

wo cosx=O ist, also bei x= 2k;1 17" (k=O, ±1, ±2, ... ) 

ctgx und cosec x sind definiert und stetig fUr aIle x mit Ausnahme der Stellen, 
wo sinx = 0 ist, also bei x = k17" (k = 0, ± 1, ± 2, ... ) 

sin x, cos x, secx und cosec x sind periodisch mit der Periode 217, (Ziff.3), 
d. h. es ist sin (x + 2k17,) = sinx usw. 

tgx und ctgx sind periodisch mit der Periode 17,. 
sinx, tgx, ctgx und cosec x sind ungerade, cosx und secx gerade Funktionen. 
Formeln: 

sin2x + cos2x = 1, 

1+t2x =_1_ 

t sin x 1 t t 1 gx = cosx = ctgx ' gxoc gx = , 

g cos2x ' 

sin(x ± y) = sinx cosy ± cos x siny, 
_ tgx±tgy 

tg(x ± y) - H tgxtgy' 

sin2x 

tg2x 

sin 3x 

= 2sinxcosx, 
2tgx 

=1-tg2x' 
1 +cos2x 

2 

= 3 sinx - 4sin3x, 

Sln-= • <p 'V1 - cOS<p 
2 2' 

t <p _ sin<p _ 1 - cos<p _ 
g"2 -1+ cOS<p - sinq;- -

. +. . x+y x-y smx smy,= 2sm-2-cos-2-, 

cosx + cosy = 2 cos x ~ y cos x ~ y , 

cosx + sinx =Y2sin (: + x), 
2 

ctgx + tgx = -.-2-' sm x 

1+ctg2X=~, sm x 
cos (x ± y) = cosxcosy =f sinxsiny, 

ct x = ~gx ctgy 'f 1 
g( ±y) ctgy±ctgx" 

cos2x 

ctg2x 

cos3x 

= cos2x - sin2 x, 
ctg2 x -1 

2ctgx ' 
1- cos2x 
----

2 

= 4cos3x - 3 cos x , 

cos ~ = l/!.j- cos <p 
2 r 2 ' 

1 - cos<p -1 ± Y1 + tg2<p 
1 + cos<p = tg<p 
.. x+y . x-y 

smx - smy = 2 cos -2- sm -2-' 

. x+y . x-y cosx - cosy = -2sm-2-sm-2-, 

cosx - sinx =fi cos (: + x), 
ctgx - tgx = 2ctg2x, 

2 sin 11' sin'IjJ = cos (11' - 'IjJ) - cos (11' + 'IjJ) , 

2 cos 11' cos1p = cos (11' - 'IjJ) + cos (11' + 'IjJ), 

2 sin 11' cos1p = sin (11' - 'IjJ) + sin (11' + 1p) , 

1 + tgx 
1 - tgx = tg(: +x), ~~:;~: ctg(: -x), 



Kap. 1. A. DUSCHEK: Iniinitesimalrechnung. 

. n + 1 Slll--X 
nx 2 1 + cosx + cos 2x + ... + cosnx = cos -2 • ---

. X 
Slll2 

sin n + 1 X . . +. + . . nx 2 smx + sm2x slll3 x + ... Slllnx = SlllZ·--.-x-' 
sm-

2 

sin 2nx 
cosx + cos3x + cos 5x + ... + cos(2n -1)x = --.-, 2smx 

• 2 . . . 5 . ( ) sm nx slllx+sm3x+sm x+···+sm 2n-1 X=-.--. Sinx 

Fiir sehr kleine Werte von x ist naherungsweise 

Ziff. 10 . 

x 3 ~/-·-
sinx = x - (5 = xVcos x , 

;t2 
COSX = 1--2 .. 

x 3 X 
tgx=x+-=,,_ . 

3 Vcos2x 

Setzt man tgi = t, so wird 

. 2t 
Slnx = 1 + t2- , 

1- t2 
COSX = 1 + t2 ' 

2t 
tgx = 1- t2 , 

1 - t2 
ctgx=--' 

2t ' 

die trigonometrischen Funktionen sind also rationale Funktionen der Tangente 
des halben Winkels. 

10. Zyklometrische Funktionen. Die zyklom.etrischen Funktionen 

y = arcsinx, y = arccosx, y = arc tgx, y = arcctgx 

sind definiert als die Umkehrungen von 

x = siny, x = cosy, x = tgy, x = ctgy; 

y ist also der im BogenmaB gemessene Winkel, dessen Sinus bzw. Cosinus, Tan
gens, Cotangens gleich x ist. Vielfach (besonders in England) gebrauchlich ist 
die Schreibweise y = arc (sin = x) usw. Die Funktionen arc secx und arc cosec x 
werden kaum verwendet. 

Aus der Periodizitatder trigonometrischen Funktionen folgt, daB die zyklo
metrischen unendlich vieldeutig sind. Urn eindeutige Funktionen zu erhalten, 
muB man die abhangige Veranderliche y auf ein Intervall einschranken, in 
welchem bzw. siny, cosy, tgy oder ctgy monoton ist (vgl. Ziff. 3); und zwar 

nimmt man meist das Intervall [- ~, +~ 1 fur arc sinx und arc tg x und das 

Intervall [0, n] fUr arc cosx und arc ctg x. Die so eingeschrankten Funktionen 
heiBen Hauptwerte zum Unterschied von den Gesamtfunktionen. Bemerkt 
sei, daB arc sinx und arc cosx nur im Intervall [-1, +1] definiert sind, da
gegen arc tgx und arc ctgx fUr alle x. Bezeichnet man die Hauptwerte durch ein 
vorgesetztes H, so ist 

arcsinx = Harcsinx + 2kn = -Harcsinx + (2k + 1)n, 

arccosx = ±Harccosx + 2kn, 

arc tg x ,= Hare tg x + kn, arc ctg x = H arc ctg x + k n , 

k=O, ±1, ±2, ... 



Ziff. H. Zyklometrische und Hyperbelfunktionen. 

Aus der Definition folgen unmittelbar die Identitaten 

F . arcsin(siny)_y, sin(arcsinx)--x usw. erner 1St 
H arc sin x + Harccosx ~, Harctgx + Harcctgx= ~ • 

Weitere Formeln (vgl. auch Kap. 6, Ziff. 16): 
,fA- x 

arcsinx = arccos r1 - x2 = arctg V . ' 
1 - x 2 

t t 1 . x 1 
arc gx = arcc g- = arcsm,~ = arccos,/~' 

x r 1 + X2 r 1 + x2 

arcsinx ± arcsiny = arcsin (xY1 - y2 ± yY1 - X2) 

= arc cos ("Vi - x2 Vi-=Y2" =t= xy), 

arccosx ± arc cosy = arccos(xy =t= Y1 - x2 Y1 - y2) 

= arcsin (y V1=--x2 ± xY1 _ y2) , 

arc tgx ± arc tgy = arctg x ± Y , 
1 =f xY 

arcctgx ± arcctgy = arcctg XY =f 1_; 
Y±x 

2 arc sin x = arcsin (2xY1=%2) = arc cos (1 - 2x2), 

2arccosx = arccos(2x2 - 1) = arcsin (2xY1 - X2), 
2x X2 - 1 

2 arc tg x = arc tg 1 _ X2 ' 2 arc ctg x = arc ctg -u--. 
Diese Gleichungen gel ten 
nicht fUr die Hauptwerte, 
sondern fur die Gesamt
funktionen! Man kann 
sonst zu ganz falschen 
Resultaten kommen, z. B. 
(drittletzte Gleichung, 
x=O) n=2arccosO=arc 
cos ( -1) = arc sin 0 = O! 

y 

11 

11. Die Hyperbel
funktionen und ihre Um
kehrungen. Diese haben 
keine selbstandige Bedeu
tung, da sie auf einfache 
Art aus· der Exponential
funktion zusammenge
setzt sind, doch sind sie zur 
AbkUrzungmancher Rech
nung zweckmaBig. 1m 

eX e~ 

-====_~2~---+-----J?---~----~====~~x 

Komplexen gilt ubrigens Abb.2. Verlauf derKurven y=ex,y=e-x,y=sinh",y=cosh"undy=tgh". 
dasselbe fUr die trigono-
metrischen Funktionen (vgl. Kap. 6, Ziff. 16). Es ist 

sinhx = i (eX - e- X), coshx = l(e" + e-") , 

t hx = sinhx= eX - e- X • 
g cosh X eX + e- X 



12 Kap. 1. A. DUSCHEK: Iniinitesimalrechnung. Ziff.11. 

Die Funktionen sind fiir alle Werte von x definiert und stetig. Andere Schreib
weisen sind @)inx, ~ofx, :tgx. Die Funktionen 

1 
ctghx = tghx ' 

1 
sechx = --h- , cos x 

1 
cosechx = ~nh 

SI x 

werden fast nie verwendet. 
Aus der Identitat cosh 2 x - sinh 2 x 1 folgt, wenn man coshx = ~, sinhx = fJ 

setzt, ~2 - fJ2 = 1; die gleichseitige Hyperbel iibemimmt also hier die Rolle 
des Einheitskreises bei den trigonometrischen 
Funktionen (daher der Name). Das Argu
ment x bedeutet aber nicht den Bogen, 
sondern die doppelte Flache des schraffierten 
Sektors (Abb.3). Eine analoge Deutung der 
unabhangigen Veranderlichen ist iibrigens 
auch bei den trigonometrischen Funktionen 
moglich. In Abb. 3 ist OP" = sinhx = ; , 
OP' = coshx = fJ. 

Die Umkehrungen sind 

Abb. 3. Veranschaulichung der Hyperbel. 
funktionen. 

arsinhx = In(x + yx2 + 1), 
arcoshx = In (x + 1X2 1), 

vh +x artghx = In ~-. 
i-x 

(ar ist eine Abkiirzung von area, Flache.) 
Formeln: 

sinh 0 = 0 , cosh 0 = 1 , tgh 0 = 0, 

lim sinhx = ± 00, lim coshx = + 00, lim tghx = ±1 ; 
X~±OO ~±oo X~±OO 

sinh(-x) = -sinhx (ungerade), cosh(- x) = coshx (gerade), 

tgh(-x) = -tghx (ungerade); 

cosh2 x - sinh2 x = 1, (coshx ± sinhx)" = coshnx ± sinhnx ; 

sinh (x ± y) = sinhxcoshy ± coshxsinhy, 

cosh (x ± y) = coshxcoshy ± sinh x sinhy , 

t h (x ± ) _ tghx ± tghy . 
g Y - 1 ± tghxtghy' 

sinh 2x = 2 sinh x cosh x , cosh 2x = cosh2 x + sinh2 x, tgh 2x = 2tghx . 
1 + tgh2x' 

sinh 3x = 4sinh3 x + 3 sinhx, cosh 3x = 4cosh3 x - 3 cosh x ; 

sinh~ + sinhy = 2 sinh x ~ y cosh x ~ y, 

. h . h h x + y . h X - ')I sm x-sm y=2cos --2-sm ~, 

x+y x-y 
coshx + coshy = 2cosh~2- cosh ~2-· , 

cosh x - coshy = 2 sinh x ~ y sinh x ~ y. 



Ziff. 12. Hyperbelfunktionen. Ableitung und Differential. 13 

Die numerische Berechnung der Werte der Hyperbelfunktionen geschieht mittels 
der Hyperbelamplitude (Lambertscher oder Gudermannscher Winkel) 

y = ampx = 2arc tge'" - ~. Es wird 

sinhx = tgy, 
ferner 

1 coshx = --cos)' , 

'x = In tg (f + :), 

tghx = siny, 

1 + tg ~ 
e"'=----. 

1 - tg L 
2 

II. Differentialrechnung. 

x )' tgh-- = tg-' 
2 2 ' 

a) Funktionen von einer Veranderlichen. 
12. Begriff der Ableitung und des Differentials. Sei y = f (x) stetig in einem 

Intervall, ferner Xo und Xl zwei Punkte dieses Intervalles. Setzt man Yo = f (xo) 

und Y1 = f (Xl)' so hei13t der Ausdruck 

Yl - Yo d Y df(x) 
Llx 

Differenzenquotient oder, der geometrischen 
Richtungskoeffizient der Geraden Po PI 
entsprechend, mi ttlere Steigung von 
f (X) im Intervall [xo Xl]' ferner 

YI - Yo = A f(x) = Ay 

Differenz der Funktion und XI-XO= Ax 
Differenz def unabhangigen Ver-

Bedeutung (Abb. 4) als 

y 

an d e rli ch e n. ~""---.L..f;;--'====-===:f--x 
Existiert ein eigentlicher Grenzwert 0 

des Differenzenquotienten fur nach Null Abb.4. Differenzenquotient und Ableitung. 

kon vergierendes A x, so heiBt dieser A b-
lei tung oder Differe n tialq uotien t von f (x) an der Stelle xO' Man schreibt 

lim YI-YJl = lim:!Y- = lim Llf(x) = lim f(xo+Llx)-f(xo) = y'= f'(x) = dy = df(x) . 
x,-?x.x1-XO Jx-?odx ,jx-?O Llx Jx-?O Llx dx dx 

Geometrisch bedeutet die Ableitung den Richtungskoeffizienten der GeradeR PoQ; 
sie wird deshalb mitunter auch Steigung der Kurve y = f(x) genannt. Die 
GroBen dx und dy = df(x) heiBen Differentiale (der unabhangigen Veriinder
lichen und der Funktion). Das Differential dx ist eine von x vollstandig un
abhiingige, wiIIkurIich wiihlbare GroBe, das Differential dy eine Funktion von X 

und dx, wie sich aus dy=df(x)=f'(x)·dx ergibt. In der Regel wird 
dx = A X angenommen. 

Setzt man Ay - dy = edx, also Ll y d y Ll y , f 1 l' e = -1 - -d = -;;- - y , so 0 gt lmf 
L x x LlX .1:1:""'0 

= y' - y' = O. Das heiBt das Zusatzglied edx wird beim Grenzubergang 
von hoherer Ordnung 0 als A x. Man kann also bei sehr kleinem A x an
genahert schreiben: A y-:-- dy oder f (Xl) = f (xo + A x) .;... f (xo) + f' (xo) • A x 
und spricht dann von einer ersten Anniiherung. 

Unter dem Nachbarpunkt eines Punktes (x, y) einer Kurve y = f(x) 
versteht man den Punkt (x + dx, y + dy), somit einen beliebigen Punkt der 
Tangente. Wesentlich ist nur, daB bei nach Null konvergierendem dx der Abstand 
des Nachbarpunktes von der Kurve von hoherer Ordnung Null wird. 



14 Kap. 1. A. DUSCHEK: Infinitesimalrechnung. Ziff. 13. 14. 

Eine Funktion t (X) heiBt an einer Stelle (in einem Intervall) differenzierbar. 
wenn an dieser Stelle (an jeder Stelle des Intervalles) die Ableitung existiert. 
Jede differenzierbare Funktion ist auch stetig, aber nicht umgekehrt. Es gibt 
Funktionen, die in ihrem ganzen Definitionsbereich stetig. aber nicht differenzier
bar sind. 1st t'(x) stetig in [abJ. so heist t(x) stetig differenzierbar in [abJ. 

Eine stiickweise stetige Funktion (Ziff. 5) mit stiickweise stetiger Ab
Ieitung wird als s t ii c k wei s e g I a t t bezeichnet. 

1st an einer Stelle Xo die Ableitung t'(xo) > 0« 0), so gibt es eine Um
gebung von xo. in welcher die Funktion t (x) monoton wachsend (abnehmend) 
ist. 1st die Ableitung in einem ganzen Intervall :> 0« 0). so ist t(x) in diesem 
Intervall monoton· wachsend (abnehmend). 

13. Allgemeine Regeln fUr die Differentiation. 1st C eine Konstante, d. h. 

eine von x unabhangige GroBe, so ist ~~ = 0 und d C = O. 

Sind U = t (x) und v = g (x) differenzierbare Funktionen, so ist 

(u ± v)' = u'± v' oder d(u ± v) = du ± dv = [f'(x) ± g'(x)]dx, 

(u.v)'=u'v+v'u oder d(u·v)=u.dv+v·du, 

also insbesondere d(Cu)=C.du und d(-u)=-du. 

Fili das Produkt von n Funktionen U 1' u ll , ••• , Un gilt 

d(~ • U2" . un) = u2 • us" ·un• dUI + u1 • us·· ·un • dUll + ... + u1 • u2 •• ·un- 1 • dUn. 

Solange v =1== 0 ist, gilt 

insbesondere 

1st Y = t(u) und u = g(x), also y = I (g(x») = F(x) eine zusammengesetzte 
Funktion von x, so gilt (KettenregeI) 

, dy dy du 
F (x) = dx = du • dx = (u) . g'(x) , 

ist allgemeiner y = tl(U1), U1 = t2(u0, ... , Un = In+l (x), so gilt 
dy dy du! dU2 dUn 
dx = du! • du2 • dua • ••. 'a:x. 

1st x = g (y) invers zu y = 1 (x) und t' (x) =!= 0, so gilt 
dx 1 1 

g'(y) = dy = dy = (X) . 

dx 

1st eine Funktion y = t(x) in sog. Parameterdarstellung X = x(t) , 
Y =y (t) gegeben, so ist dy 

dy de y'(t) 
dx = dx = x'(t) . 

de 
14. Die Ableitungen der elementaren Funktionen. 

(%")'= a. xa - 1 (x> 0; X < 0 nur, wenn a natiirliche Zahl). 

(a"')' = a'" ·Ina (a > 0) , (e"')' = tf" . 
a 1 1 

(log x)' = --1 - (a> 0 und =1== 1) , (lnx)' = -. 
X· na x 

(sin x)' = cosx, (cos x)' = -sinx, (tgx)' = ~2' (ctgx)' = - ~, cos X Sln X 



Zif£'. 15. Differentiationsregeln. Hohere Ableitungen. 15 

( .)' 1 ( )' -1 ( )' 1 ( ),-1 arc SIn x = -=-=:::, arc cosx = --=-==, arc tg x = 1 + ¥2' arc ctg x = -2. Vi - X2 Vi - x 2 ~ 1 + x 

(sinh x)' = cosh x , (cosh x)' = sinh x , (tghx)' __ 1_ - cosh2x ' 

(ar sinh x)' = ,/ 1 -=, 
rx2 + 1 

(arcoshx), = 1 _, 
VX2 -1 

1 
(artghx)' = -2. 

i-x 

Aus der Formel fUr die Ableitung des Logarithmus ergibt sich die bei Funk
tionen von der Form y = u(x)v(x) zweckmaBige Methode der logarith
mischen Differentiation. Man bilde die zusam:mengesetzte Funktion 
z = lny = v (x) ·lnu (x); dann wird 

y' u' i= - = v- + v'lnu 
y u ' 

woraus durch Multiplikation miC y sofort die· gesuchte Ableitung y' folgt. 
15. Hohere Ableitungen. - Da die Ableitung einer Funktion y = t (x) 

wieder eine Funktion von x ist, kann man den DifferentiationsprozeB 
wiederholen und kommt dadurch zu den hoheren Ableitungen von 
t (x), die man der Reihe nach 2te,3te, ... , nteAbleitung usw. nennt. Man 

schreibt "d2y y''' = d3 y y(n)= dny 
y = dx2 , dx3 , allgemein dxn . 

Einige Formeln: 
(xa)(n) = nl (:)xa- n, (xn)(n) = nl , 

(lnx)(n) = (_1)n+l ~ ~ i)! , (eX)(n) = eX, 

(sinx)(n) = sin (x + n ~) , (cosx)(n) = cos (x + n ~) , 

(arctgx)(n) = (n -1)1 cosn(arctgx) sinn (arctgx + ~) 
= (_1)n-l(n _1)I~1 sin(n arc ctgx). 

(1 + x2)n 

1st y = t (u) und u = g (x), so folgt durch Anwendung der Formel fUr die 

Differentiation eines Produktes auf :~ = :~ . :: unter Beachtung, daB der erste 

Faktor eine zusammengesetzte Funktion ist 

1st x = g(y) invers zu y = t(x), so ist 

(~~r ' 
usw. 

Sind x = x (t) und y = y (t) Parameterdarstellung. von y = t (x), so ist 
d2y X, y" -y' x" d3y x'(x'y'" - y'x"') - 3 x" (x'y" - y'x") 
dx2 X'3 dx3 X'5 

wo die-Striche Ableitungen nach t bedeuten. Ferner ist 
(u + v)(n) = u(n) + v(n) , 

(u· v)(n) = (~)u(n)v + (7)u(n-llv' + ... + (n ~ 1) u'v(n-1l + (:)u. v(n)_ 
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(Leibnizsche Produktformel; man beachte die Analogie mit dem 
binomischen Satz!) 

16. Mittelwertsatze. Sei y = t(x) eine Funktion, die folgenden Voraus
setzungen gentigt: 

1. f (x) ist in einem offenen 1ntervall (a b) differenzierbar und an den Grenzen 
a und b stetig. 

2. Es ist t(b) = j(a). 
Dann gibt es mindestens eine in (a b) gelegene Stelle ~, ftir die f'(~) = 0 

ist (Satz von ROLLE). 

Gentigt f (x) der 1. Voraussetzung, so gibt es in (a b) mindestens eine 
Stelle ~, so daB 

ist (Mittelwertsatz). Setzt man a = Xo und b - a = h, so erhalten die beiden 
Behauptungen des Satzes die Gestalt 

f(xo + ~ - f(xo) = f'(xo + {}h), 0 < {} <1, 

oder 
t(xo + h) = f(xo) + h· f'(xo + {}h), 0 < {} <1. 

Die geometrische Bedeutung des Satzes ist die, daB man an den Graph von y = f (x) 
mindestens eine Tangente legen kann, die zur Geraden durch die Punkte [a, f(a)] 
und [b, f(b)] parallel ist. Gentigt t(x) auch noch der Voraussetzung 2., so geht 
der Mittelwertsatz tiber in den Satz von ROLLE. 

Sei nun g (x) eine zweite, der 1. Voraussetzung gentigende Funktion, deren 
Ableitung g'(x) auBerdem im ganzen 1ntervall stetig und von Null verschieden 
ist, so gibt es in (a b) wieder mindestens eine Stelle ~, so daB 

f(b) - f(a) 1'(;) 
g(b) _ i(a) g'($) , a < ~ < b 

ist, oder in der zweiten obigen Schreibweise 
f(xo + h) - /(xo) t'(xo + {)h) 
g(xo + h) - g(xo) g'(xo + {)h) , 

(verallgemeinerter Mittel wertsa tz). 1st g(x) X, so geht der ver-
allgemeinerte Mittelwertsatz tiber in den gewohnlichen. 

Eine wichtige unmittelbare Folgerung aus dem Mittelwertsatz ist der 
folgende Satz: 

Eine Funktion, deren Ableitung identisch verschwindet, ist eine Konstante. 
17. Anwendung auf die Berechnung gewisser Grenzwerte (unbestimmte 

Formen). Es soIl ein Verfahren angegeben werden, urn den Grenzwert einer 
Funktion F(x) an einer solchen Unstetigkeitsstelle Xo zu berechnen, wo zwar 
der Grenzwert lim F(x) , aber kein Funktionswert existiert. Es sind folgende 

x""*xo 

Falle in Betracht zu ziehen: 
f(x) 

A. F (x) = (X) , t (xo) = g (xo) = o. 1st g' (xo) =1= 0, so wird lim F(x) = 
. g x-+x, 

= q(xo)) ; ist g'(xo} = 0 und f'(xo} =1= 0, so ist lim IF(x)1 = +00; ist schlieB-
g Xo x-+x, 

lich g' (xo) = f' (xo) = 0, so ist das Verfahren, Zahkr und Nenner von F(x) fUr 
sich zu differenzieren, so oft zu widerholen, bis einer der erstgenannten Falle 
eintritt (Regel von DE L'HOSPITAL). Man spricht meist von einer "unbestimmten 
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Form 0/0", weil sich durch formales Einsetzen flir F(xo) ein derartiger 
Ausdruck ergibt. 

B. F(x) Ii:)), lim [f(x) [ = lim [g(x) [ = +00, (sog. unbestimmte Form :). 
g (I;~(I;, (1;-+.(1;, 

Es ist <,lasselbe Verfahren einzuschlagen wie im Fall A. 

C. F(x) - f (x) • g (x), f (xo) = o. lim [g (x) [ = +00. Man schreibt ent-

weder 
F(x)=~ 

1 
g(x) 

oder 

ulld kommt dadurch auf Fall A. oder B. 

F(x)=~ 
1 

I (x) 

D. F(x) - j(x) - g(x) , limf(x) = limg(x) = +00. Sind f(x) und g(x) 
X-+Zo x---:)-xo 

Brtiche, deren Nenner fur x = Xo verschwinden, so bringt man F(x) auf ge
meinsamen Nenner und gelangt dadurch auf Fall A. zuruck; immer erreicht man 
das durch die Umformung 1 1 

F(x) g(X) - WJ . 
1 

I (x) . g(xi 

E. F (x) j (x)g«(I;). Es ist entweder f (xo) = g (xo) = 0 oder lim j (x) = +00. 
(I;~a;, 

g(xo) = 0 oder schlieBlich f(xo) = 1, lim [g(xo)[ = +00. Man kommt durch 

Logarithmieren auf den Fall C. 
Bei der praktischen Ausflihrung des Verfahrens empfiehlt es sich, nicht blind 

drauflos zu differenzieren, sondern stets zu trachten, den zu untersuchenden Aus
druck mittels elementarer Umformungen und Anwendung der Regeln tiber 
Grenzwerte (Ziff. 4) in moglichst einfache Gestalt zu bringen. 

18. Die Formeln von TAYLOR und MAC LAURIN. 1st I (x) eine in einem Intervall 
[a bJ n-mal differenzierbare Funktion, so gilt fiir alle Werte von Xo und h, sofern 
nur sowohl Xo als auch Xo + h in [a bJ liegen 

h h 2 hn - 1 

t(xo + h) = t(xo) + iT ((xo) + 2T ('(xo) + ... + (n _ i)! I(n-l) (xo) + rn 

n-1 

~ h" = 1<") (xo) • -, + r n • 
'1'. 

,,=0 

(Taylorsche Formel), wobei das Restglied rn im wesentlichen zur Ab
schiitzung des Fehlers di~nt, den man begeht, wenn man den Funktionswert 

10-1 

I(xo + h) mittels des Polynoms ~~~ I"(xo) berechnet. Fiir rn gibt es ver-
,,=0 

schiedene Ausdrucke, die alle eine nicht niiher bestimmbare, nur zwischen be
stimmten Grenzen gelegene GroBe enthalten. Die vier bekanntesten sind im 
folgenden angegeben; weIche davon in einem konkreten Fall zu verwenden ist, 
hiingt von derbesonderen N atur der Aufgabe ab; im allgemeinen wird man 
mit der ersten Formel durch geeignete Wahl der Funktion 1p (x) die schiirfste 
Abschatzung erzielen konnen. 

1. r = hn - 1 (1_ {})"-l • '1'(Xo + h) - "I'(xo) I(n) (x + {}h) {} 
n (n _ i)! 'I"(xo + Uh) . 0.' 0 < < 1, 

Handbuch der Physik. III. 2 

/ 
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worin 1jJ (X) eine willkurliche Funktion bedeutet, deren erste Ableitung 1jJ' (x) 
in [a b] existiert und von Null verschieden ist (erste Formel von SCHLOMILCH 
und ROCHE). 

2. 

wo peine beliebige naturliche Zahl ist [zweite Formel von SCHLOMILCH und 
ROCHE, folgt aus 1. fUr 1jJ (x) = (xo + h - x)P] . 

3· = hn(1- {})n-l I(n) ( + {}h) 
Yn (n-1)! Xo , 

(Formel von CAUCHY, folgt aus 2. fur p = 1). 
hn 

4. rn=-,/(n)(xo + {}h), 0<{}<1 
n. 

(Formel von LAGRANGE, folgt aus 2. fUr p = n). 
Liegt der Punkt x = 0 in [a b], so kann man Xo = 0 set zen und erhaH, 

wenn noch x statt h geschrieben wird, die Formel von MACLAURIN 
n-l 

1 (x) = 1(0) + 1Xl 1'(0) + ~~f"(0) + ... + (nX~-1l) /n-l)(O) + rn = 27 ~/(v) (0) + rn . 
v=o 

Dabei kann Yn wieder eine der folgenden Formen annehmen: 

= X n - 1 (1_ {})n-l • "I'(x) - "1'(0) I(n)({}) . 0 < {} < 1. 
1. Yn (n-1)! "I"({}x) x, 

2 =Xn (1-{})n- P 1(n)({}x) 0<{}<1. 
. rn (n-1)!p , 

3· 
_ xn(1- {})n-l f(n)({} ) 

rn - (n _ i)! x , 

4. 
Xn . 

Y = - f(n) ({}x) 
n n! ' 0< {} <1. 

b) Funktionen von mehreren Veranderlichen. 
19. Partielle Ableitungen. Sei zunachst z = f (x, y) eine Funktion der 

beiden Veranderlichen x und y. Dann sind die beiden partiellen Ablei tungen 
erster Ordnung definiert durch 

I( ) _(Jz_l' f(x+h,y)-f(x,y) f( )-~-r f(x,y+k)-f(x,y) ., x, y - -{J - 1m h 'Y x, Y - (J - 1m k ' 
X h .... O Y k ..... O 

d. h. man differenziert jeweils nach der einen unabhangigen Veranderlichen 
ohne Rucksicht auf die andere, die man dabei als Konstante ansehen kann. 
Analog sind die hOheren Ableitungen definiert 

o(!;) 02 Z (J(~:) 02 Z (J(~~) 02 Z o(~~) 02 Z 

f",.,=---ax-= ox2 ' f"y=--r;y-=oyBx' fy.,=---ax-= oxBy' fYY=----rJy=Oy2 

usw. Man beachte dabei die aus der Entstehungsweise hervorgehende verschiedene 
Kennzeichnung der Reihenfolge der Differentiationen in den beiden Schreibweisen. 

Ganz ahnlich sind die partiellen Ableitungen einer Funktion y = f (Xl' 

x2 , ••• , Xn) von n Veranderlichen erklart. Die Ableitungen erster, zweiter 
und dritter Ordnung schreibt man meist 

By (J2 y (J3 y 
fi=oX;' fik=oXk OX;' fikl=oXIOXkOX;' (i,k,l,=1,2, ... ,n) 

usw. Es gibt nr Ableitungen r-ter Ordnung. 
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Eine Funktion y = f (Xl' x 2 , ... , X,.) heiBt an einer Stelle x(O) partiell 

differenzierbar nach xi, wenn die Ableitung ~L an der Stelle x(O) existiert. 1m 
uXi 

Gegensatz zu den Funktionep. einer Veranderlichen zieht hier die Differenzier
barkeit (auch nach allen unabhiingigen Veranderlichen) nicht die Stetigkeit 
der Funktion nach sich. 

1 st jedoch f (Xl' x 2 , ••• , Xn) an der Stelle x(O) eindeutig definiert und sind 
aIle ersten Ableitungen in einer Umgebung dieser Stelle vorhanden und be
schrankt, so ist f (Xl' X2 , ... , Xn) an dieser Stelle stetig. 

Die "gemischten" partieIlen Ableitungen, z. B. Izy und Iyx sind einander im 
allgemeinen nicht gleich; ist jedoch l(x1 , x 2 , •.. xn) in einem n-dimensionalen 
Bereich )B definiert und sind aIle partieIlen Ableitungen bis einschlieBlich der 
m-ten Ordnung in )B vorhanden und stetig, so sind aIle gemischten partiellen 
Ableitungen bis einschlieBlich m-ter Ordnung in )B unabhangig von der Reihen
folge der Differentiationen. 

20. Totale Differentiale. Sei zunachst z = t (x, y) eine nebst ihren beiden 
partiellen Ableitungen in der Umgebung 11 einer bestimmten Stelle (x, y) stetige 
Funktion. Dann heiBt der Ausdruck 

LIz = L1/(x, y) = f(x + dx, y + dy) - f(x, y) 

totale Differenz von I(x, y). Dabei sind dx und dy (oft auch mit L1x und L1y 
bezeichnet) wiIlkiirliche GroBen, die nur der Einschrankung unterliegen, daB 
der Punkt (x + dx, y + dy) in 11 liegen muB. Schreibt man den Ausdruck fUr 
L1 z in der Form 

ilz = Ix(x, y) . dx + Iy(x, y) • dy + rxdx + Pdy, 

so heiBt (ganz analog wie bei einer Veranderlichen) 

dz = Ix(x, y) • dx + Iy(x, y) . dy 

totales Differential und der Rest 

rxdx + (Jdy 

Zusatzglied. Wegen lim rx = lim p = 0 ist fUr sehr kleine dx und dy 
(h, k)-*(O, 0) (h, k)~(O, 0) 

angenahert L1 z -:- dz oder 

f(x + dx, y + dy) : f(x, y) + fx(x, y). dx + fy(x, y) • dy. 

Legt man in einem rechtwinkligen raumlichen Koordinatensystem durch 
den Punkt (x, y, 0) die beiden bzw. zur (xz)- und (yz)-Ebene parallelen Ebenen A 
und B, so sind Ix (x, y) und fy (x, y) die Richtungskoeffizienten der Tangenten 
jener Kurven, in welchen die Flache z = t (x, y) von A und B geschnitten wird. 
Zieht man durch (x + dx, y + dy, 0) eine Parallele zur z-Achse, so schneidet diese 
die Flache z = f (x, y) in einem Punkt mit der Applikate (Koordinate z) I (x, y) + L1 z, 
und die im Punkt [x, y, 1 (x, y)] an z = f (x, y) gelegte Tangentialebene in einem 
Punkt mit der Applikate 1 (x, y) + dz, woraus die geometrische Bedeutung von 
L1z und dz sowie die des Zusatzgliedes ohne weiteres zu entnehmen ist. 

Durch Anwendung des Operators "d" auf das Differential dz, das ja wieder 
eine Funktion von x und y ist, kommt man zum zweiten totalen Differential 

d(dz) = d2 z = o(dz) dx + o(dz) d = 02 Z dx2 + (~+~) dxd + _02 Z d 2 
OX oy Y OX2 oyox oxoy Y oy2 y, 

wobei nur zu beach ten ist, daB dx und dy von x und y unabhangig sind. 
2* 
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Existieren aIle vorkommenden Ableitungen von 1 (X, y), so wird 

d2z = Izz(x, y)dx2 + 2/",y(x, y)dxdy + Iyy(x, y)dy2 
a2z a2 z a2z 

= axz dx2 + 2 axay dxdy + ayz. dy2 

und allgemein das n-te tot ale Differential 

Ziff. 21, 22. 

d" _anzd ,,+(n) anz d n-1d +(n) a"z d "-2d 2+ +d"Zd ,,_ z - ax" x 1 ax"-lay x Y 2 Cix"-2Ciy2 X Y ... ay" y -

" ",(n) Ci"z d n-id i =..::.. i Cix"-iCiy; X Y , 
i=O 

wofiir in leicht verstiindlicher Symbolik wegen der Analogie mit dem binomischen 
Satz meist ( a a)" 

d"z= axdx+aydY z 

geschrieben wird; es ist also symbolisch d = Ciaxdx + CiCiydY ' 

Diese Begriffe iibertragen sich leich t auf eine Funktion y = 1 (Xl' X2, ... , X,,) 
von n Veranderlichen. Das m-te totale Differential ist in symbolischer Schreib-
WeISe 

Die in Zif£. 13 fiir die Differentiale von Summe, Differenz, Produkt und 
Quotient zweier Funktionen gegebenen Regeln gelten unverandert auch bei 
beliebig vielen unabhangigen Veranderlichen. 

21. Zusammengesetzte Funktionen. 1st y = I(xl , X2, ... , x,,) eine Funktion 
der n Veranderlichen Xl' X2, . .. , X" und sind diese wieder Funktionen 

der m Veranderlichen U l , U 2 , ... , U m , so ist dadurch y als zusammengesetzte 
Funktion der U erklart, deren Ableitungen sich aus den Ableitungen von y nach 
den X und jenen der X nach den U folgendermaBen zusammensetzen: 

ay _~. ax! + ay Cixz + .,. + ~Cixn _ ~_~. Cix" 
au; - ax! au; aX2 au; ax" au; - ..::.. Cix" au;' 

,,=1 

(i=1,2, ... ,m) 

(Kettenregel) und analog 

a2 y ~ a2 y ax" axp ~ ay azx 
aU/aUk = ~ ax"axp' au, . aUk + ..::.. aXy • aU.Ci~k ' 

",P=l r = 1 • 

(i, k=1, 2, ... , m) 

usw. Das zweite totale Differential wird z. B. im Faile n = 2, m = 1 [z = 1 (x, y), 
X = x (u), y = y(u)] 

d2 - Ci2 Z d 2 + iJ2z d d Cizz d 2 + az d2 + az All z - ax2 X 2 axay X y + ayZ y ax X ay u-y . 

Man beachte den Unterschied gegeniiber der Formel fiir d2 z in Zif£. 20! 
22. Die Taylorsche Formel. Sei zunachst wieder t (x, y) eine n-mal stetig 

dlfferenzierbare Funktion der beiden Veranderlichen X und y. Dann ist unter 
Verwendung der in Ziff. 20 eingefiihrten symbolischen Schreibweise (h=dx, k=dy) 

t(x.+h, y+k)=(~ :! dv)t(X, y)+ ~!dnt(x+iJh, y+1~k), O<iJ<1. 
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Fur n = 1 ergibt sich der Mittelwertsatz fUr Funktionen von zwei Verander
lichen 

t(x + h, y + k) = t(x, y) + l.(x + {)h, y + {)k). h + ty(x + {)h, y + {)k). k. 

Ebenso wird fUr eine Funktion t (Xl' x2 , ••• , xm) von m Veranderlichen 
(hi = dXi) n-l 

t(xl+h1 , x2 +h2 •• ·., Xm+hm)=(&, ,,\ .dv)t(XI , x2 ,oo" xm)+rn, 

rn=-;dnt(XI+'!9hl' x2 +'!9h2 ,···, xm+{)hm), 0<'!9<1. n. 

c) Implizite Funktionen. 
23. Eine Gleichung zwischen zwei oder mehreren Veranderlichen. Wir 

wollen zunachst in diesem einfachsten Fall die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen angeben, unter welchen eine vorgelegte Gleichung F(x, y) = 0 
eine explizite Funktion y = t (x) definiert, die (Ziff. 3) der ldentitat 

F(x, t(x)) 0 (A) 

genugt. DaB das durchaus nicht immer der Fall sein muB, erkennt man an ein
fachen Beispielen, wie F(x, y) = X2 + y2 + ~2 = 0, wo keine reelle, oder 
F(x, y) = Ix I + Iy I + 1 = 0, wo uberhaupt keine Funktion der verlangten Art 
existiert. Gibt es aber eine Stelle (xo, Yo), so daB F(xo, Yo) = 0 ist und ist F(x, y) 
sowie Fz(x, y) und F II (x, y) in einer Umgebung U von (xo, Yo) vorhanden und 
stetig, undist schlieBlichFII (xo, Yo) =F 0, so existiert in einer gewissen Umgebung U' 
von Xo eine eindeutige, stetige und differenzierbare Funktion y = t (x), welche 
der ldentitat (A) genugt. 

of of 
Durch Differentiation von (A) nach x folgt ox + ayy' = 0 oder 

, of of 
Y = - ox: oy . 

Die zweite Ableitung y" berechnet sich aus 

22F + 2 02F • '+ 02F '2 + oFy"_ ° 
ox2 oxoy y oy2 Y dy- usw. 

1st neben F(x, y) = 0 noch eine Funktion z = r:p (x, y) gegeben, so wird z 
eine zusammengesetzte Funktion. von x allein, deren Ableitung 

o(F, eJi) 
dz o (x, y) 
dx ------eF 

oy 
. b . E(E, eJi) of oeJi of oeJi d' F k' ld . d 1st, wo el o(x, y) = ox ay - ay ox Ie sog. un tIona etermlllante er 

beiden Funktionen F und r:p ist (vgl. Ziff. 24). 
1st F(x, y, z) = 0 gegeben, sind F(x, y, z) und Fz(x, y, z) in der Umgebung U 

einer Stelle (xo, Yo, zo) stetig, und ist F(xo, Yo, zo) = 0, Fz(xo, Yo, zo) =F 0, so 
existiert in einer Umgebung U' der Stelle (xo, Yo) eine eindeutige und stetige 
Funktion % = t(x, y), fUr die F(x, y, t(x, y)) 0 ist und deren Ableitungen sich 

aus of + of 0 Z = 0 o~ + of ~ _ 0 
ox oz ox . oy oz oy -

berechnen. Durch nochmalige Differentiation dieser ldentitaten folgen Gleichungen 
fUr die zweiten Ableitungen von z = t (x, y) uSW. 
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Aligemein ergibt sich flir die Ableitungen einer durch eine Gleichung 
F(XI' X2' ••• , Xn, y) = 0 definierten Funktion Y = I(xl , X2, ••• , xn) unter ana
logen. Voraussetzungen 

of + of.~_O 02F + 02F .~+~~+ a2~.~~+ of ~-O 
ox, oY ox, - , OX,OXk ox; oY OXk OXk oy oXi oy2 i)xi OXk oy OXiOXk - • 

24. Unabhangige und abhangige Funktionen. Sind 

Yi = Ii(XI' x2' •.• , xn) , (i = 1, 2, ... , p) 

p stetig differenzierbare Funktionen der n Veranderlichen x, so heiBen diese 
Funktionen (voneinander) unabhangig, wenn zwischen ihnen keine identische 
Relation von der Form F(y y y) - 0 

l' 2'··' P -

bestehj. Notwendig und hinreichend dafiir ist, daB der Rang r (vgl. I{ap. 2, 
Ziff.11) der Jacobischen oder Funktionalma trix 

M= 

0Y1 0Y1 
OX1 OX2 

0Y2 0Y2 
oX1 oX2 

OYP oYP oYP 
OX1 OX2 ox .. 

den Wert r = p hat. 1st p > n, so konnen die p Funktionen y nicht unabhangig 
sein. 1st p < n und hat M den Rang r < p, so gibt es unter den y gerade r 
unabhangige; die iibrigen p - r sind dann als Funktionen dieser darstellbar. 1st 
p = n, handelt es sich also urn n Funktionen von n Veranderlichen, so. sind 
diese unabhangig, wenn die Jacobische oder Funktionaldeterminante 

0Y1 0Y1 0Y1 
oX1 OX2 ox" 

°Y2 0Y2 °Y2 0(Y1' Y2" .. , y,,) 
] = OX1 OX2 ox" = o( -) 

X1 ,X2,···,%" 

OY.. oY" oy" 
oX1 OX2 ox" 

von Null verschieden ist. 
25. p Gleichungen zwischen n Veranderlichen. Seien 

li(xI , x2"'" xn) = 0, (i = 1, 2, ... , p) 

P Gleichungen zwischen den n Veranderlichen x, worin die Ii unabhangige, 
beliebig oft stetig differenzierbare Funktionen sind und p < n ist. Wegen der 

UnabhangigkeitderFunktionen !ikonnenwirannehmen,daBetwa :?1,f2"; .• fp))+o 
.t'1,..t"21 .• O ,.xp 

ist. Dann lassen sich Xl' X2 , ••• , Xp als Funktionen der iibrigen darstellen: 

XIX = CPIX (XP+I' xp +2' ••• , xn) , 

wobei die CPIX den Identitaten 

(IX = 1,2, ... , P), 

!,(CPI' CP2' ••• , CPP' xp +I ' xp+2 , ••• , xn) = 0, (i = 1,2, ... , P) 

geniigen; durch Differentiation derselben nach einer der unabhangigen Verander
lichen, etwa xp, folgt 

~fi. ~X1 + ~fi. ~X2 + ... + ~fi. ~xp + ~fi =0, (i=1, 2, ... , p); 
vX1 vXp OX2 vXp oXp vXp uXp 



Zif£. 26. Unabhangige und abhangigeFUl:lktionen. Die Vq des Rn. 2} 

aus diesen p Gleichungen lassen sich die Ableitungen der f{J nach xp berechnen, 
da die Gleichungsdeterrninante gerade die oben als nicht verschwindend voraus~ 
gesetzte Funktionaldeterminante ist. Setzt man der Reihe nach f3 = P + 1, 
P + 2, ... , n, so erhalt man samtliche n (n - P) Ableitungen der f{J nach den x. 

In geometrischer Ausdrucksweise stellen die p Gleichungen Ii = 0 eine 
(n - p)-dimensionale Mannigfaltigkei t Vn_p oder M n_p des Rn dar 
(Ziff. 2). Eine Mannigfaltigkeit von n -1 Dimensionen Vn - 1 heiBt Hyper
Wiehe, eine V2 Flache und eine VI Kurve des Rn. 

26. Parameterdarstellung einer Vq des E... Koordinatentransformation. 
Eine Vq des Rn (q < n) kann auch in sog. Parameterdarstellung gegeben 
sein. Man versteht darunter Gleichungen von der Form 
(A) Xi=f{Ji(A1 ,A2 , ••• ,Aq), (i=1,2, ... ,n) 

deren Funktionalmatrix den Rang q hat; d. h. die Koordinaten eines Punktes 
der Vq sind Funktionen von q unabhangig veranderlichen Parametern 
21 , A2 , ••• , Aq • Durch Elimination der Parameter ergeben sich n - q Gleichungen 
in den x, so daB man auf die in Ziff. 25 verwendete Darstellung einer Vq zuriick
kommt. Setzt man 

Ii (AI' A2 , ••• , Aq, Xl' X2 ' ••• , Xn) = f{Ji (AI' A2 , ••• , Aq) - Xi, 
so ergeben sich n Gleichungen Ii = 0 zwischen den n + q Veranderlichen A und X; 
ist nun etwa 

O(tpn-q+1, tpn-q+2,"" tp .. ) of 0 
a (J.1 , l2' ... , lq) 

(und das kann man, notigenfalls durch Abanderung der Reihenfolge der Ii, 
stets erreichen), so lassen sich AI' A2, ... , Aq, Xl' X2, ... , Xn_q nach Ziff.25 
als Funktionen von Xn- q+l, xn- q+2, .•• , Xn auffassen. Durch Differentiation 
nach einer der unabha!lgigen Veranderlichen, etwa xp, folgt 

q 
ox'" =~ otp",. ala 
" '" -", (iX=1,2, ... ,n-q) 
vXp a=l VAa vXp 

q 

~ otpr • ala = ~ ( + + ) ~ ala 8xp uPr' y=n-q 1,n-q 2, ... ,n 

wobei c5Pr = 0 oder = 1 ist, je nachdem f3 =1= yoder f3 = y ist. Durch Auf10sen der 

zweiten Gruppe von Gleichungen nach ~la (0' = 1,2, ... q) - die Determinante 
vxp 

dieses Gleichungssystems ist gerade die oben als nicht verschwindend voraus
gesetzte Funktionaldeterminante - und Einsetzen der Losungen in die erste 
Gruppe von Gleichungen ergeben sich direkt die links stehenden Differential
quotienten. 

Eine Vq heiBt ra tional, wenn es moglich ist, fiir sie eine Parameterdarstel
lung anzugeben, in welcher samtliche f{Ji rationale Funktionen der Parameter A sind. 

1st in (A)q = n, so ergeben sich (Ai = Yi) Gleichungen von der Form 

(B) Xi = f{J;(Yl' Y2, ... , Yn), (i = 1,2, ... , n). 

Aus der Funktionalmatrix vom Rang q wird die Funktionaldeterminante 

0(X1' Xa' ... , xn) of 0 
a (Y1' Ya' ... , Yn) • 

Die Gleichungen (B) lassen sich dann nach den Yi auf1osen: 

(C) Yi = 'IjJ;(x1 , X 2 , ••• , xn)· 

Man spricht von einer (allgemeinen) umkehrbar eindeutigen oder ein-
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eindeutigen Koordinatentransformation. Die Transformationen (B) und 
(C) heWen zueinander invers. 

Denkt man sich (B) in (C) eingesetzt, so folgt durch Differentiation der sich 
so ergebenden 1dentitaten in den Y 

(i, k = 1,2, ... , n) 

wobei (jik = 0 oder = 1 ist, je nachdem i + k oder i = kist, und analog, 
wenn man (C) in (B) einsetzt und differenziert 

n 
(j. _ ~ f)Xk • f)Ya 

'k - ..:::.. f)Ya f)Xi' 
a=l 

(i,k=1,2, ... ,n) 

Fiir die Funktionaldeterminanten der inversen Transformationen (B) und (C) 
gilt "( ) u Y1, Y2, ... , Yn 

-f) (Xl' X2, ... , Xn) 

f)(Y1, Y2,"" Yn) 

(man beachte die Analogie mit der Relation zwischen den Ableitungen inverser 
Funktionen in Ziff. 13). 

1st durch (i = 1, 2, ... , n) (D) 
bzw. Yi = 'ltJi(Zl' Z2'"'' zn). (i = 1,2, ... , n) (E) 

eine zweite Transformation gegeben, weIche die Y in die Z iiberfiihrt, so ist dadurch, 
wenn man (C) in (D) bzw. (E) in (B) einsetzt, auch eine Transformation der Z 

in die x gegeben und umgekehrt (zusammengesetzte Transformation); fUr die 
beziiglichen Funktionaldeterminanten gilt 

f)(Zl' Z2,"" zn) f)(Zl, Z2,"" zn) f)(Y1' Y2,"" Yn) 
8(x1 , x 2, ... , xn) - f)(Y1. Y2' ...• Yn) f)(x1 , X2,···, xn) 

(Kettenregel fUr Funktionaldeterminanten, vgl. Ziff. 13). 
1st durch F(x1 , X 2 , ••• , xn) = 0 eine der Veranderlichen, etwa Xn als Funktion 

Xn = !(x1 , X 2 , ••• , xn - 1) der iibrigen in impliziter Weise definiert, so wird diese 
Gleichung durch (B) in G (Yl' Y2, ... , Yn) = 0 transformiert, durch die wieder 
etwa Yn als Funktion Yn = g(Yl' Y2, ... , Yn-l) definiert wird. Urn nun die 
Ableitungen oxn/oxlX (IX = 1, 2, ... , n -1) durch die oYn/oYfi (fJ = 1, 2, ... , 
n - 1) auszudriicken, denkt man sich Yn = g(Yl' Y2, ... , Yn-l) in die Glei
chungen (B) eingesetzt, wodurch diese eine Parameterdarstellung der Hyper
flache F = 0 werden. Ganz analog hat man zu verfahren, wenn man die 0Yn/oYfi 
durch die OXn/dXIX ausdriicken will, oder wenn nicht eine, sondern mehrere 
Gleichungen zwischen den x gegeben sind. 

Beispiel: Der Ubergang von rechtwinkligen Koordinaten (x, y) zu Polarkoordinaten 
(r, rp) in der Ebene wird durch x = r cosrp, y = r sin rp vermittelt; der Gleichung F (x, y) = 0 
bzw. y = f(x) einer Kurve entspricht G(r, rp) =F(rcosrp, rsinrp) = 0 bzw. r = g(rp), und 

es wird dy y' y' sin rp + y cos rp 

dx x'r'cosrp-ysinrp' 

worin die Striche Ableitungen nach rp bedeuten. 

III. U nendliche Reihen und Produkte. 
27. Zahlenfolgen. Eine abzahlbare Menge u1 , u 2 , ••• , U y , ••• von reellen 

Zahlen oder Punkten der Geraden, fUr die die Forderung 2 von Ziff. 1 so zu ver
stehen ist, daB zwei Zahlen up und u q auch dann als unterscheidbar gelten, 
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wenn zwar Up=Uq , aber P+q ist, nennt man eine Zahlenfolge (Punktfolge), 
die einzelnen Zahlen (Punkte) ihre Glieder und Up das allgemeine Glied. Die 
Folge selbst bezeichnet man kurz mit (u,,). 

Eine Folge heiBt konvergent, wenn sie nur einen einzigen, und zwar 
eigentlichen Haufungswert U besitzt. Man schreibt lim u" = U oder kiirzer 
u,,~u und nennt U den Grenzwert der Folge. Noo 

Notwendig und hinreichend fiir die Konvergenz einer Folge (u,,) gegen den 
Grenzwert U ist, daB sich zu jeder beliebigen positiven Zahl e eine natiirliche 
Zahl N angeben laBt, so daB Iu" - U 1< e ist, wenn nur')J > N gilt. AuBerhalb 
jeder Umgebung des Grenzwertes U liegen hOchstens endlich viele Glieder der 
Folge. 

Ein Kriterium, welches eine Entscheidung iiber die Konvergenz einer Foige 
auch dann gestattet, wenn der Grenzwert unbekannt ist, ist das allgemeine 
Konvergenzprinzip: Die Folge (u,,) ist konvergent, wenn zu jeder positiven 
Zahl e eine natiirliche Zahl N angegeben werden kann, so daB Iu,,+p - u" 1< e 
ist, wenn nur ')J > N ist. Die natiirliche Zahl p kann dabei jeden beliebigen Wert 
haben. Der Satz ist von fundamentaler Bedeutung fiir die ganze Analysis. 

Jede konvergente Foige ist beschrankt. 
Nicht konvergente Foigen heiBen divergent, und zwar eigentlich diver

gent, wenn sie zwar einen einzigen Haufungswert haben, dieser aber ein un
eigentlicher ist, und uneigentlich divergent oder oszillierend, wenn mehrere 
Haufungswerte vorhanden sind. 

Unter einer Teilfolge einer Foige (u,,) versteht man jede (unendliche) Folge, 
die aus (up) durch Weglassen von endlich oder unendlich vielen Gliedern entsteht. 

Jede Teilfolge einer konvergenten Folge ist konvergent und hat denselben 
Grenzwert. 

Eine'Foige U1 , U 2 , ... , u", ... heiBt mono ton in wei terem Sinn, wenn ent
weder u1 < U2~'" <Up < ... (monoton wachsendeFolge) oderu1 >u2> ... >Up > ... 
(mono ton abnehmende FoIge) ist. Gelten die Gleichheitszeichen nicht, so heiBt 
die Foige monoton in engerem Sinn oder kurz monoton. 

Jede beschrankte monotone Foige ist konvergent. Der Grenzwert stimmt 
mit der oberen oder unteren Grenze iiberein, je nachdem die Foige zu- oder 
abnimmt. 

28. Reihen mit konstanten Gliedern. Unter einer unendlichen Reihe ver
steht man formal eine Summe 

00 

u1 + u2 + ... + Up + ... = 1; U" 
,,=1 

von unbegrenzt vielen reellen Funktionen (iiber Reihen komplexer Funktionen 
vgl. Kap. 6). Wir nehmen zunachst an, daB alle u" (Glieder der Reihe) 
konstant sind, und biiden die Foige der Teilsummen 

00 

Die unendliche Reihe 1; u" heiBt kon vergen t mit der Summe s, wenn Iims" 
v::::: 1 co ... -+00 

existiert und = s ist. In allen anderen Fallen heiBt 1;u" divergent, und zwar 
,,=1 

eigen tlich divergent, wennIims" = ±oo ist, und uneigen tlich divergent 

oder oszillierend, wenn die Foige (s,,) mehrere Haufungswerte hat. 
00 

Eine Reihe 1;uv heiBt absolut konvergent, wenn die aus den absoluten 
11=1 00 

Betragen der einzelnen Glieder gebildete. Reihe 1: I U" I konvergiert. Der Wert 
,,=1 
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der Summe s ist dann unabhangig von der Reihenfolge der Glieder, weshalb 
eine solche Reihe auch unbedingt konvergent genannt wird. 1st hingegen 
00 = 
2:uv konvergent, 2:luv l aber divergent, so heiBt 2:uv bedingt konvergent; 
v=l v=l v=l 
ihre Summe hangt wesentlich von der Reihenfolge der Glieder abo 

Beispiel: Die Reihe 
= 

1--+---+- .. ·= (-1) --1 1 1 ~ v-l1 
2 3 4 v 

v=l 

ist bedingt konvergent mit s = In2; andert man die Reihenfolge der Glieder, indem man 

auf je m positive n negative folgen laSt, so wird s = In2 + ~ln m , also etwa (m = 1, n = 4) 
2 n 

1111111111 
1--------+---------+-- ... =0. 

2 4 6 8 3 10 12 14 16 5 

00 00 

Die Summe 2:(uv + vv) zweier konvergenter Reihen 2:uv und 2:vv ist 
v=l v=1 v=1 

konvergent, und ihr Wert ist gleich der Summe der Werte der beiden gegebenen 
Reihen. 00 

Das Produkt 2: (ul V,, + u2 V,, -1 + ... + Uv VI) von zwei konvergenten 
v=l 
00 

Reihen 2: Uv und 2: vv ist konvergent, wenn wenigstens ein Faktor absolut 
v=1 v=l 

konvergiert, sein Wert ist gleich dem Produkt der Werte der beiden Faktoren. 
Summe und Produkt zweier absolut konvergenter Reihen sind wieder absolut 

konvergent. 
29. Reihen mit veranderlichen Gliedern. Es seien nun die Glieder der 

00 

Reihe ;Z;uv Funktionen der Veranderlichen x, also U v = tv (x), wobei die De-
v=l 

finitionsbereiche der /v(x} mindestens einen Punkt gemeinsam haben mussen. Die 

Gesamtheit der Werte x, fUr welche 2:u" konvergiert, heiBt Kon vergenz-
v=l 

bereich der Reihe. Es gibt also fiir jeden Wert von x dieses Bereiches zu jeder 
Zahl c> 0 eine natiirliche Zahl N, so daB Isv+p(x) - s,,(x) I < c wird, wenn nur 
v> N ist (allgemeines Konvergenzprinzip, Ziff. 27; sv ist die v-te Teilsumme). Die 
Zahl N wird dabei im allgemeinen sowohl von c als auch von x abhangen; ist N 
aber von x unabhangig, d. h. gilt die obige Ungleichung fUr ein und dasselbe N in 

00 

einem Bereich )8, so heiBt die Reihe 2:u" in )8 gleichmaBig konvergent. 
v=l 

Sind die Funktionen U v (x) samtlich in einem 1ntervall 0 definiert und be-
00 = 

schrankt, also I U v (x) I <: CV , und ist 2: Cv konvergent, so ist 2: U y in 0 gleich-
maBig konvergent (vgl. Ziff. 30). v=l v=l 

00 

1st ~Uy gleichmaBig konvergent in einem 1ntervall 0 und sind alle ihre 
v=l 

Glieder an einer Stelle Xo von .3 stetig, so ist auch die durch die Reihe dargestellte 
00 

Funktion F(x) = 2:uv(x) in Xo stetig, d. h. es ist 
v=l 
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00 

1st 1: u,' (x) = F(x) gleichmaBig konvergent und sind die Funktionen u. (x) 
.=1 

stetig in einem Teilintervall [a bJ von .fS, so ist 

d. h. man "darf" eine gleichmaBig konvergente Reihe gliedweise integrieren (man 
darf natiirlich jede Reihe stetiger Funktionen gliedweise integrieren, aber die 

b 
sich so ergebende Reihe muB durchaus nicht nach f F(x)dx konvergieren). 

00 a 
Sind die Glieder einer konvergenten Reihe 1: U v (x) = F(x) in einem Inter-

CX) 1'=1 ' 

vall .fS differenzierbar und ist die Reihe 1: u: (x) = t (x) in S' gleichmaBig konver-
00 .=1 

gent, so konvergiert auch 1: U v (x) in .fS gleichmaBig und es ist F' (x) = t (x) . 
v=l 

Das heiBt eine konvergente Reihe "darf" gliedweise differenziert werden, wenn 
die Reihe der Ableitungen gleichmaBig konvergiert. 

30. Konvergenzkriterien. Es handelt sich hier urn eine Reihe mehr oder 
weniger spezieller Kriterien, welche in einfacher Weise die Frage nach der 
Konvergenz einer vorgelegten Reihe in den meisten Fallen zu beantworten 
gestatten. Das allgemeine Konvergenzprinzip liefert unmittelbar eine not-

00 

wendige, aber ni ch t hinreichende Konvergenzbedingung: Eine Reihe 1: u)' 
,'=1 

ist nur dann konvergent, wenn limu, = 0 ist. Nur bei der al ternierenden 
00 v~oo 

Reihe1:(-1)V+1 u., Uv~2:0 ist die Bedingung limuv=O auch hinreichend. 
v= 1 1'4-00 

Die meisten Konvergenzkriterien lassen sich aus dem auch direkt sehr ver-
00 

wendbaren Prinzip der Reihenvergleichung herleiten. Sei .Lev eine kon-
CX) 1'=1 

vergente, ~dl' eine divergente Reihe mit positiven Gliedern. Dann ist jede Reihe 
00 1'=1 

;Euv , fUr die von einem gewissen Wert von y angefangen lu.1 <: ev ist, absolut 
,,=1 00 00 00 

konvergent und ;Eel' heiBt Majorante von 2:uv; dagegen ist jede Reihe 2:vv> 
v=l l'=l v=l 

fUr die von einem gewissen Wert von y angefangen Ivvl >dv ist, divergent und 
00 00 

;Ed, heiBt Minorante von 2:vv. AlsVergleichsreihen sind besonders geeignet: 
v=l v=l 00 

1. Die geometrische Reihe 2: qv -1 = 1 + q + q2 + . . . Diese konvergiert, 
v=l 

wenn I q I < 1 ist, mit der Summe 1 ~ q' und divergiert, wenn I q I ::> 1 ist. 

2. Die harmonische Reihe i: ~, p > O. Sie konvergiert, wenn p < 1, und 
divergiert, wenn p::> 1 ist. v=ll' 

Spezielle Kriterien: 
1st von einem gewissen Wert von y an 1f~~111 <: k < 

00 

1, so ist 2: u,' absolut 
v=l 

konvergent; ist hingegen, wieder von einem gewisseri. y an, Il~:tl ::> 1, so ist 

die Reihe divergent (Cauchysches Quotientenkriterium). 
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,,__ 00 

1st von einem gewis5en v an l' lu,,1 < k < 1, so ist ~ u" absolut konvergent; 
v 00 v=l 

ist aber rn;:::: 1, von einem gewissen van, so ist ~ u" divergent (Cauchysches 
W urzelkri teri um). ,,=1 

Sind die Foigen (Lf::i l) bzw. (Vlu"l) konvergent, so ist %u" absolut 

konvergent, wenn lim 1 U1 "+111 < 1, lim V lu,,1 < 1 und divergent, wenn diese Grenz-
1'-+00 Up v-+oo 00 

werte > 1 sind; sind sie = 1, so kann liber die Konvergenz von~ u" niehts aus-
,,=1 

gesagt werden, doch liefert dann manchmal dasselbe Kriterium eine Entschei
dung, wenn man den Grenzlibergang nicht ausfuhrt. 

31. Potenzreihen. Unter einer Potenzreihe versteht man eine Reihe von 
00 

der Form ~ a" (z - zo)"·. Eine solche Potenzreihe konvergiert immer im Inneren 
,,=0 

eines Intervalles (Konvergenzintervall) von der Lange 2 r (r heiBt Konver
genzradi us) und dem Mittelpunkt zo' Setzt man z - Zo = x, sb nimmt die 

00 

Potenzreihe die Form 1:a"x" an; der Mittelpunkt des KonvergenzintervaIles 
,,=0 

liegt dann im Punkt x = o. 
1st 

M =limsupy~ 

(Ziff. 2) der groBte Haufungswert der Folge I all, V]aJ, ... , vi a" I, ... , so ist 
00 

~a"X" bestandig, d. h. flir aile x konvergent, wenn M=O; flir aIle x=fO 
,=0 
divergent, wenn M =00 ist; und konvergent fliT alle x, die der Ungleichung 

00 

Ixl < ~ genligen, wenn 0 < M <00 ist. Der Konvergenzradius von 2:a"x" 
,,=0 

ist also 1 1 
r=M = 

lim 511 p ~ra;I 
(Satz von CAUCHY-HADAMARD). 

00 

1st ~ a"x" konvergent flir x = xo, so konvergiert diese Reihe gleiehmaBig 
,,=0 

fliT jedes x, welches der Ungleichung Ix I < Ixo I genligt. 
00 

1st ~ a"X" divergent flir x = xo, so divergiert diese Reihe sieher flir jedes x, 
,,=0 

welches der Ungleichung Ixl >Ixol genligt. 00 

1st flir aile x, die der Ungleichung Ix - xol < r genligen, I (x) = ~a,,(x-xo)" 
,,=0 

und ist Xl ein Punkt im Inneren des Konvergenzintervalles, so gilt flir (mindestens) 
aIle x, flir die Ix - xII < r l = r - IX1 - xol ist, 

I (x) ~ I (Xl) + X ~tl f' (Xl) + (x ~ ,X1)2 f" (Xl) + ... + (x -: IX! )" j(") (Xl) + ... 
(Taylorsche Reihe). 1st Xl = 0, so folgt 

I (x) = 1(0) + ~t'(0} + ~~ 1"(0) + ... + :~ 1<")(0) + ... 
(MacLaurinsche Reihe). 

1st f (x) reeIl und unbegrenzt oft differenzierbar, so folgt nach Ziff. 18 die 
Konvergenz der Reihenentwicklung bereits aus lim rn = O. 

n-+oo 
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32. Rechnen mit Potenzreihen. Fundamental fiir das Rechnen mit 
Potenzreihen ist der folgende Aquivalenzsatz: Raben die beiden Potenz-

00 00 

reihen 1: a" x" und 1: b"X" in einem belie big kleinen Bereich ihres gemeinsamen 
,,=0 ,,=0 

Konvergenzintervalles immer denselben Wert, so sind die beiden Reihen voll
stiindig identisch, d. h. es ist a" = b,,(v = 0, 1,2, ... , ... ). 

1m gemeinsamen Konvergenzintervall gilt 
00 00 00 

~a"X" ± 1:b"x" = 1:(a" ± b,,)x" 
,,=0 ,,=0 ,,=0 

und 00 00 00 

1: a,. XV '1:bvX" = 1: (aob" + a1b,,-1 + ... + a,. bo) x" . 
v=O ,,=0 ,,=0 

1st in der letzten Formel 

00 00 00 

die geometrische Reihe, so folgt 1:a"x'" 1:X" = 1:s"x", wobei die s" die Teil-
,,=0 ,.=0 ,.=0 

00 00 00 

summen von 1:a,. sind, oder 1:a"x" = (1 - x) 1:s,.x". 
,.=0 ,,=0 ,.=0 

00 00 

1st t(Y) = 1:a,.y" konvergent fUr Iyl < r und y = g(x) = 1:b,. X", so ist 
,,=0 ,,=0 

00 00 00 

die durch gliedweises Einsetzen entstehende Reihe 1: an(1:b"x,,)n= 1:c"X" kon-
00 n=O ,,=0 ,,=0 

vergent und = t(g(x)), wenn 1:lb.x"l konvergent und < r ist. 
,.=0 00 

Der reziproke Wert einer Potenzreihe 1:a,.x' mit ao =1= 0 liiBt sich auf zwei 
,,=0 

Arten berechnen; entweder mittels des vorigen Satzes auf dem Umweg tiber die 
geometrische Reihe: 

au 1 1 
a o + al% + a 2%2 + .. , = 1 _ (a~% + a~%2+ ... ) = 1 _ Y = 1 + y + y2 + ... = 

= 1 + (a~ x + ~X2 + ... ) + (a~ x + ~X2 + ... )2 + ... , 
wobei a~ = - ~ gesetzt ist, oder mittels des Aquivalenzsatzes. Man setzt mit ao 
unbestimmten Koeffizienten b,. an: 

_1_= ~bx" 
00 .::::.. " J 

~av%V ,,=0 
,.=0 

also 00 00 00 

1 = 1: a"x' . 1: b"x" = 1: C"x,., 
,.=0 ,,=0 ,,=0 

so daB Co = 1, c1 = c2 = ... = 0 ist. Aus diesen Gleichungen lassen sich dann 
die Koeffizienten bo, bI> b2, •• • der Reihe nach berechnen. 

00 

1st t (x) == 1: a"xv konvergent fUr I x I < r, so ist die durch diese Reihe definierte 
,.=0 

Funktion y unter der alleinigen Voraussetzung ao =1= 0 umkehrbar, d. h. es existiert 
die inverse Funktion x = g (y), die durch eine in einem geWissen Intervall konver-

gente Reihe x = 1: b,.y" darstellbar ist und die der Identitiit y = t (g (y)) gentigt. 
,.=0 
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Set zen wir i;'an(2bvy~)n = ~ cvy·, so muG daher Co = 0, c1 = 1, c2 = c3 = 
n=O v=O .=0 

= ... = 0 sein; mittels dieser Gleichungen lassen sich die Koeffizienten der 
Reihe fUr g (y) aus denen der Reihe fUr f (x) berechnen und umgekehrt. 

33. Spezielle Potenzreihen (k. = konvergent, b. k. = bestandig konvergent). 

(1 + x)'" = f(~)xV, IX 'beliebig reell, k. fUr jxl < 1 (Binomische Reihe). 
v=O 

00 :2 xv x 'x2 x 3 X4 
eX = -=1+-+--+--+-+·.· bk v! 1! 21 I 31 41 , .. 

v=o 
00 

x :2 B. xV k f" I I --= '~-". ur x <2n. eX - 1 v. 
v=O 

Die Bv sind die Bernoullischen Zahlen; durch Division von x durch 
die Reihe fur eX ~ 1 ergibt sich fUr si€. die Rekursionsformel 

(~)Bo + (~)Bl + (~)B2 + ... + C~~1)Bn-l = 0 

oder in einfacher, mnemotechnisch gunstiger Symbolik (1 + B)n = B n , wo 
Bi = Bi zu setzen ist. 1m einzelnen folgt: 

1 1 1 1 1 5 
Bo=1, B1=-2' B 2=6' B 4 =-30' B 6 =42' B S =-30' B 10 =66' 

691 7 
B12 = - 2730' B14 = 6-' ... , B3 = B5 = ... = B2k+l = ... = o. 

tgx= ~(_1)V_122V(22V-1)B2vX2V_1 = 
..::::.. (21')! 
v=l 

= X + x3 + ~ x5 + ~ x7 + . .. k fUr I x I < ~ 3 15 315 ,. I 2 . 

2:00 22V B2 
x" ctgx = (_1)v ___ V X2v = 

(21') ! 
v=O 

= 1 - .!. X2 - ~ X4 - ~ x6 - _1_ Xs - . .. k fur I x I < n 
3 45 945 4725 ' . . 

00 

~(_1)V+1 v x2 x3 X4 •• 

In(1 + x) = ..::::.. v x = x - 2 +3 - 4 + - "', k. fur I x 1< 1. 
v=l 

00 

1 :2 Xv x2 x3 X4 ,,' In -_. = - = x + - + - + - + "', k. fur I X! < 1-
1-!\i v 2 3 4 ' 

v=l 
00 

1 + x 2: X2V+1 x3 x5 .. In -- = 2 ~+- = 2 (x + -3 + -5 +.,,), k. fur I x I < 1. ' 
1 - x 21' 1 

v=o 
, 1 x3 1 "3 x 5 1 . 3 . 5 x7 " 

arc sm x = x + - - + -- - + --- - +"', k. fur I x I <: 1-
2 3 2·4 5 2·4·6 7 ~ 

x3 x5 x7 x9 •• , 
arc tg x = x - - + - - - + - - + ... k fur I x I <: 1 3579 ,. -" 



Zif£. 34-36. Potenzreihen. Unendliche Produkte. Extrema. 31 

34. U nendliche Produkte. Sei al , a2 , ••• , a,., ... eine F olge reeller Zahlen 
oder Funktionen und P,. = al . a2 • •• a,. (v = 1,2,3, ... ). Existiert der Grenz-
wert limP,. = P =1= 0, so heiBt das unendliche Produkt al · a2 • a3 • •• a,. ... 

,.-+00 
00 00 

= II a,. konvergent und P sein Wert; in allen anderen Fillen heiBt n a,. diver-
,.=1 ,.=1 

gent. Durch die Festsetzung, daB limP,. of 0 sein muB, erreicht man, daB ein 
,.-+00 

unendliches Produkt nur verschwindet, wenn einer seiner Faktoren Null ist. 
Fur die Konvergenz ist notwendig und hinreichend, daB! a,.· a"+l ... a,,+p-1! < e 
ist, wenn nur 'V hinreichend groB ist; dabei bedeutet e eine beliebige positive Zahl 
und peine beliebige naturliche Zahl. Eine notwendige Bedingung ist lima,. = 1; 

,.-+00 

man setzt daher meist a,. = 1 + u,., so daB dann lim u,. . 0 wird. Die Begriffe 
,.-+00 

absolute, bedingte und gleichmaBige Konvergenz ubertragen sich unmittelbar 
von den Reihen her, zu denen man auch direkt gefuhrt wird, wenn man an Stelle 
des Produktes seinen LogarithIp.us betr~ch.tetJ es ist ja 

In(tl a,.) = g (In a,.) . 
Von Bedeutung sind die Produktentwicklungen 

00 

sinnx = nx II (1 - ::) und 
,.=1 

die beide fur alle x konvergieren. Fur x = t liefert die 'erste Formel 

oder 

IV. Extrema. 
35. Extrema von Funktionen einer Veranderlichen. 1st t (x) genugend 

oft differenth\rbar, so ergeben sich mittels des Taylorschen Satzes folgende 
notwendige und hinreichende Bedingungen fur ein Maximum oder Minimum an 
der Stelle Xo (vgl. auch Kap. 4, Ziff. 4): 

1. I' (xo) = 0 (notwendige Bedingung fUr ein Extrem). 
2. 1st I(n)(x) die Ableitung niedrigster Ordnung, die fur x = Xo nicht 

verschwindet, so muB n gerade sein. 
3 a) 1st dann r) (xo) > 0, so hat I (x) an der Stelle Xo ein Minimum. 
3 b) 1st I(n) (xo) < 0, so hat I (x) an der Stelle Xo ein Maximum. 
1m allgemeinen ist n = 2. 1st die an der Stelle Xo nicht verschwindende 

Ableitung niedrigster Ordnung von ungerader Ordnung, so hat der Graph von 
y = t(x) an der Stelle Xo einen Wendepunkt mit horizontaler Tangente (Terassen
punkt). 

1st t(x) in einem abgeschlossenen Intervall [a bJ definiert, so treten im 
allgemeinen noch sog. Randextrema auf. Die Funktion y =t(x) hat an der 
unteren Grenze a ein Minimum (Maximum), wenn die an der Stelle a nicht ver
schwindende Ableitung niedrigster Ordnung positiv (negativ) ist, und umge
kehrt an der oberen Grenze. 

36. Extrema von Funktionen mehrerer Veranderlichen. Die Definition 
von Maximum und Minimum ist vollkommen analog der fUr eine unabhangige 
Veranderliche. Eine notwendige Bedingung besteht im Verschwinden aller Ab-
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leitungen erster Ordnung sowie darin, daB die an der betreffenden Stelle x(O) 
nicht verschwindenden Ableitungen niedrigster Ordnung von gerader Ordnung 
sind. Sind das etwa die m-ten Ableitungen, so ist die weitere Entscheidung von 

dem Verhalten des Ausdruckes (~hiO:ir/(XiO), x~O), ... , x~») abhiingig, der 

eine Form m-ten Grades in hI' h2' ... , h" (Ziff. 7) ist. Hinreichend fiir ein 
Extrem ist, daB diese Form defini t ist, und zwar entspricht einer negativ 
definiten Form ein Maximum, einer positiv definiten ein Minimum. 1st die Form 
indefinit, so liegt sicher kein Extrem vor, ist sie semidefinit, so sind weitere 
Untersuchungen notig. 1m Falle m = 2 handelt es sich urn die quadratische 

" Form F = '2IHe hi hk . Sind die Determinanten 
i, k=l 

111/12 IIi 
121/22 121 

(j=1,2, ... ,n) 

111/12 111 
aIle positiv, so ist F positiv definit, sind sie abwechselnd positiv und negativ, 
so ist F negativ definit. Handelt es sich schlieBlich urn eine Funktion I (x, y) 

von zwei Veranderlichen, so ist die Form F definit, wenn ~;2' :~ - (o:~)J 
positiv ist, und zwar ist F positiv oder negativ definit, je nachdem fj2f/iJx2 
positiv oder negativ ist. 

37. Extrema mit Nebenbedingungen. Sollen die Extrema einer Funktion 
I (Xl' x2, •.. , X,,) bestimmt werden, wenn zwischen den Veranderlichen X noch m 
unabhiingige (Ziff.24) Relationen flJdX1' x2, .•. , x,,) = 0, (i = 1, 2, ... , m) be
stehen, so bildet man den Ausdruck 

m 
F (Xl' X2 , ••. , X,,, AI' A2 , ..• , 1m) = I + ~ Ai fIJi 

i=l 

mit willkiirlichen A. Die Aufgabe reduziert sich dann auf die Bestimmung der 
Extrema der Funktion F der n + m Veranderlichen x und A nach Ziff. 36. Es 
miissen also die n + m Gleichungen 

m 

R+ ~A'~~=O ax ~ -ax ' 
IX i=l IX 

flJp = 0 (£X=1,2, ... ,n; (3=1,2, ... ,m) 

erfiillt sein. Das Verfahren fiihrt den Namen Lagrangesche M ul ti plika toren
methode. 

v. Unbestimmte Integrate. 
38. Begriff. Grundformeln und Rechenregeln. Unter einem unbestimmten 

Integral einer stetigen (vgl. Ziff.43) Funktion I(x) versteht man jede Funktion 
F(x) , die der Identitat F'(x) = I(x) geniigt. Aus dem letzten Satz von Ziff. 16 
folgt der Fundamentalsatz der Integralrechnung: Sind F (x) und G (x) zwei 
Funktionen, fiir die f (x) ~ g' (x) , also f (x) - g' (x) 0 gilt, so ist F (x) G (x) + C; 
d. h. zwei Funktionen, deren Ableitungen identisch gleich sind, unterscheiden 
sich hochstens urn eine Konstante. Somit ist neben F(x) auch jede Funktion 
F (x) + C, wo C eine willkiirliche Konstante (Integrationskonstante) bedeutet, 
ein Integral von I (x) und umgekehrt ist jedes andere Integral ~ (x) in der Form 



Ziff. 39. Extrema. Unbestimmte Integrale. 

F(x) + C darstellbar. Geometrisch bedeutet die Integrationskonstante, daB 
samtliche Integralkurven y = F (x) + C aus einer von ihnen durch Parallel
verschiebung langs der y-Achse hervorgehen. Man schreibt 

F (x) = J f (x) dx , 
und fur dieses Symbol gilt 

djf(x)dx = f(x)dx und j dF(x) = F(x) • 

Differentiation und Integration sind zueinander inverse Operationen; aus jeder 
Differentialformel Hifit sich durch Umkehrung eine Integralformel gewinnen. 
So ist (vgl. Ziff. 14; die Integrationskonstante ist weggelassen) 

f X"+l fdX xa dx=a+1' (a+-1), x =lnix[, (x+o) , 

fsinxdx = -cosx, 

f~-t X cos2 x - g , 

fe"'dX=e"', 

rd' J cos x x = Sln x , 

J dx 
sin2-x- = -ctg x, 

fX2d: { = arctgx = -arcctgx, f dx - - 1 X + 1 
-2-- - ar tgh x - 21n ~-. 
x -1 x-1 

f,l_dX _ = arsinhx = In(x + yx2 + 1) (vgl. Ziff. 11), 
rx2 + 1 

f ,rdX = ar cosh x = In (x + yx2 - 1), I',~ = arc sin x = -arc cos x. 
rX2-1 "r1-x2 

Fur die unbestimmten Integrale gelten folgende Regeln, die sich aus den 
entsprechenden Differentiationsregeln (Ziff. 13) herleiten lassen 

j[/(x) ± g(x)] dx = j f(x) dx ± j g(x) dx 

jk'f(x)dx = k· jf(x)dx, jc- f(x)]dx = - jf(x)dx. 
39. Integrationsmethoden. A. Transformation. Sei t(x) eine in einem 

Intervall S stetige, x = q; (t) eine in einem Intervall S' monotone Funktion, die 
in S' eine stetige Ableitung g/(t) besitzt und auBerdem, wenn t das Intervall 3' 
dUfchlauft, jeden Wert x aus S einmal (und wegen der Monotonie dann auch 
nur einmal) annimmt. Dann heiBt . 

G(t) = jt(cp (t)) cp' (t)dt = jg(t)dt, 

das durch die Substitution x = cp(t) aus jt(x)dx entstandene transformierte 
Integral. Aus den Voraussetzungen iiber x = cp(t) folgt, daB ihre Umkehrung 
t = V' (x) eine in S eindeutige und stetige Funktion ist, die in S jeden Wert taus S' 
einmal und nur einmal annimmt. Es ergibt sich 

F(x) = j f (x) dx = G(lfJ (x)) . 

Die Methode ist dann anwendbar, wenn sich eine Funktion cp (t) so angeben laBt, 
daB das transfo~mierte Integral leichter ausgewertet werden kann als das ur
spriingliche. Oft ist es leichter, auf Grund der Beschaffenheit von f(x) zunachst 
die inverse Substitution t = lfJ (x) zu finden. Ein wichtiger Sonderfall ergibt sich 

fUr g(t) =f, es ist dann !1p'(X) =lnilfJ(x)l. 
1p (x) 

Handbuch der Physik. III. 3 
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B. Partielle Integration. Aus der Formel fiir die Differentiation eines 
Produktes folgt durch Umkehrung 

f t (x) • g(x) dx = t (x) • g (x) - f g (x) • f'(x) dx 
oder kurz j u. dv = u • v - f v· du, 

wo u = f (x) und v = g (x) zwei in einem Intervall S stetige Funktionen sind. Die 
Methode ist dann anzuwenden, wenn in F(x)dx der Integrand F(x) derart in zwei 
Faktoren f(x) und g'(x) zerlegt werden kann, daB sowohl f g'(x)dx als auch 
jg (x) • f' (x) dx leichter als das urspriingliche Integral ausgewertet werden konnen. 

C. Rekursionsformeln. Hangt der Integrand auBer von der Integrations-. 
veranderlichen auch noch von einer natiirlichen Zahl nab, so ist es manchmal 
moglich, das Integral auf ein anderes zuriickzufiihren, das statt von n von einer 
kleineren Zahl, etwa n -1 oder n - 2 abhangt. In einem konkreten Fall kommt 
man dann durch geniigend oftmalige Anwendung des Verfahrens auf Integrale mit 
n = 0 oder 1 (SchluBin tegrale), die im allgemeinen einfacher zu berechnen sind. 

D. Integration durch Reihenentwicklung. LaBt sich f(x) in eine 
Potenzreihe entwickeln, so stellt im Innern des Konvergenzintervalles die durch 
gliedweise Integration erhaltene Reihe das Integral F(x) = f j(x)dx dar (Ziff.29). 

40. Integration der rationalen Funktionen. Die rationalen Funktionen 
bilden die allgemeinste Klasse von Funktionen, deren Integrale mittels elemen
tarer Methoden stets gefunden werden konnen; die Integrale zahlreicher ir
rationaler und transzendenter Funktionen werden durch geeignete Substitutionen 
in Integrale rationaler Funktionen verwandelt (Ziff. 41 u. 42). 

1st der Integrandf(x) = ~(~)' [Z(x) und N(x) sind Polynome in x] unecht 

gebrochen (Ziff. 7), so existiert stets ein Polynom P(x), so daB ~i~ = P(x) + ~~:~ 
ist, wohei ~~:~ echt gebrochen ist. Man £indet diese Zerlegung durch Aus

dividieren; P(x) kann sich dabei auch auf eine Konstante reduzieren. Wir 
konnen uns daher im folgenden auf die Integration echt gebrochener Funktionen 
beschranken. Den Nenner N (x) zerlegen wir in seine Wurzelfaktoren, fassen 
dabei aber zwei zu konjugiert komplexen Wurzeln gehorige immer zu einem 
quadratischen Faktor zusammen. (hat ein Polynom mit reellen Koeffizienten 
eine komplexe Wurzel a + bi, so ist stets auch a - bi eine Wurzel; jedes der
artige Polynom HiBt sich also als Produkt ree1ler linearer und quadratischer 
Faktoren anschreiben). Sei demgemaB 
N (x) = (x - a1)'" (x - a2)'" ••. (x - ar)"r (X2 + PI X + q1)f3, (x2 + P2X + Q2)f3, ••• 

. . . (x2+ P8X + Q8)f3· 

wo P~ - 4Q. < 0 (i = 1,2, ... , s) ist (sonst ware eine weitere reelle Zerlegung 
r 8 

moglich) und n = 1:iXi + 21:fJi den Grad von N(x) bedeutet. Die rationale 

Funktion ~~;~ laBtsich d~~~ als Summe von Partialbriichen erster und zweiter 

Art - das sind Ausdriicke von der Form ( A ) ,bzw. ( 2 +pXp+ ~ 'f3 
x - a IX x X qi 

folgendermaBen darstellen (Partialbruchzerlegung) 

MIX) = Au + Au . + ... + AI'" + 
N(x) (x - a1)", (x - a1)",-1 x - a1 

+ A21 + A22 + ... + A 21X, + 
(x - a2)", (x - a~)IX, -1 x - a2 

+ Arl + Ar2 + ... + A.". + 
(x - ar)". (x - ar)<Xr-1 x - a r 
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Pn x + Qll P I2 X + Q12 
+ (X2 + PI X + qI)fJ, + (X2 + PI X + qI)fJ, -1 + ... + PI fJ, X + Qal, + x2 + PIX + qi 

P 2I X + Q21 P a2 x + Q22 
+ (X2+P2X+q2)fJ, + (X2+P2X+q~)fJ,-1 + ... + P2fJ,X + Q2fJ, 

x2+Pa x +q2 

P'IX + QS1 + P'2 X + Q82 + ... + ~sfJ,X + Q,fJ, . + (X2+P8X+qS)fJ. (x2+Psx+qs)fJ,-1 x +Psx+qs 

Die Berechnung der Koeffizienten Aik' Pile und Qik geschieht so, daB man zuerst 
die Partialbruchzerlegung nach obigem Muster mit unbestimmten Koeffizienten 
ansetzt und dann mit N(x) beiderseits multipliziert, so daB sich eine Identitat 
zwischen M(x) und dem Polynom (n -i)-ten Grades rechts ergibt, die nur 
bestehen kann, wenn auf beiden Seiten die Koeffizienten gleicher Potenzen von x 
ubereinstimmen [fehlen in M(x) einzelne Potenzen, so sind ihre Koeffizienten 
selbstverstandlich = 0 anzunehmen] ; es ergeben sich dadurch gerade n Gleichungen 
fur die n Unbekannten Aik' Pik und Qib die immer eindeutig losbar sind. Die 
Aufgabe ist somit auf die Integration der Partialbruche zuruckgefUhrt. Es wird 

~ A A ! A -(-)-dx=- ( 1)( ) -1 ,<x>1; --dx=A.lnlx-al· x-a IX IX - X - a IX X - a 

Bei den Partialbruchen zweiter Art wird zuerst umgeformt 

! Px+Q dx-?f 2x+p dX+2Q-PP! dx . 
(x2+px+q)fJ - 2 (x2+px+q)fJ 2 (x2+px+q)fJ' 

dann wird das erste Integral auf der rechten Seite 

f 2x + P 1 
(x2 + px + q)fJ dx = - ((1 -1) (X2 + px +qjfi-=l' fJ > 1, 

bzw. fUr fJ = 1 f 2x + P x2 + P x + q d x = In I x2 + p X + q I· 

Das zweite Integral geht durch die Substitution 
p jl4q _ pf 

X= - 2 +--2-- t 

( 2 )2f:1- IJ' dt 
-jl4q -= p2 (t2 + 1)f:I ; 

uber in 

fur dieses Integral gilt die Rekursionsformel 

f dt t 2fJ - 3 
J p = (t2 + 1)/1 2(/1 -1)([2 + 1)fJ 1 + 2(1 _ 2 Jp_1 

mit dem SchluBintegral Jl = arc tg t, 

worin dann wieder t = ,~ zu setzen ist. Das Integral der rationalen 
M(x) r4q - p2 

Funktion N(x) besteht somit aus einem von den mehrfachen Nullstellen des 

Nenners N (x) herruhrenden rationalen Teil und aus einem transzendenten Teil 
von der Form (die Ci hangen dabei in bestimmter Weise von den Pik und Qik ab) 

~ II*' l PiPi I 2x + Pi 1 ~AiIXiln x-ai + ~ 2-ln x2+PiX+qi!+Ciarctgr~' 
i=1 i=1 4qt Pi 

Bei mehrfachen Nullstellen des Nenners, insbesondere dann, wenn diese Null-

3* 
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stellen komplex sind, ist es zweckmaBig, von vornherein den rationalen Teil 
abzuspalten. Man bildet zu diesem Zweck die Polynome 

n(x) = (x - aI) (x - a2) ... (x - a,) (X2 + PI~ + qI) (X2 + P2X + q2) ... (X2 + Psx + qs) , 

und 

Q(x) = N(x) = (x - a1)",-1 (x - a2)",-1 ... (x - a }",-1. 
nIx) , 

. . (X2 + PI X + Ql}fJ,-1 (X2 + P2 X + q2)fJ,-1 ... {X2 + P.x+ Qs}fJ.- 1. 

Q (x) ist der groBte gemeinsame Teiler von N (x) und seiner Ableitung N' (x) 
und kinn mittels des euklidischen Algorithmus rational berechnet werden 
(vgl. Kap. 2, Ziff.38). Man setzt nun mit unbestimmten Koeffizienten A, B, 
P und Q 

!M(X)dX= Aoxm+A,Xm-,+ ... +Am +f[~~+ ~_PjX+Qi ]dX 
N(x) Q(x) ,,;;;.. x - ai ~ X2 + PiX + qj , 

t=l t=l 

wo m = n ~ r - 2 s - 1 um 1 kleiner als der Grad von Q (x) ist. Durch Diffe
rentiation, Multiplikation mit N (x) und Koeffizientenvergleichung ergeben sich 
n line are Gleichungen fiir die m + 1 + r + 2 s = n Unbekannten Ai, Bi , Pi 
und Q,. 

Bemerkt sei, daB man bei der Integration rationaler Funktionen mit kom
plexen Nullstellen im Nenner die Partialbriiche zweiter Art (die bei komplexen 
Funktionen iiberhaupt sinnlos werden) auch vermeiden kann, wenn man dafiir 
das Rechnen mit imaginaren Zahlen in Kauf nehmen will; man kommt natiirlich 
zuletzt mittels der Formeln von Kap. 6, Ziff. 16 wieder ins Reelle zuriick. 

41. Integration einzelner irrationaler Funktionen. Es handelt sich im 
folgenden durchwegs um Abelsche Integrale vom Geschlecht Null. 

A. Quadratische Irrationalitat. Sei ein Integral von der Form 
jR(x, y)dx vorgelegt, wo y2 = ax2 + bx + c, a =F 0, b2 - 4ac =F 0 ist und 
R (x, y) eine rationale Funktion von x und y bedeutet. Die Gleichung y2 = ax2 + 
+ bx + c stellt unter den angegebenen Voraussetzungen einen zur x-Achse 
symmetrischen Mittelpunktskegelschnitt (£ in der Ebene der Veranderlichen 
x und y dar. Jeder Kegelschnitt ist eine rationale Kurve, d. h. (£ besitzt 
eine Parameterdarstellung x = x (f), Y = Y (f), wo x (f) und y (f) rationale Funk
tionen sind. Durch die Substitution x = x (f) geht R (x, y) iiber in das Integral 
fR (x (f), y (f)) x' (f) df = fR (f)df einer rationalen Funktion R (f), das nach Ziff.40 
stets ausgewertet werden kann. Eine rationale Parameterdarstellung von (£ findet 
man, wenn man durch einen beliebigen Punkt (xo, Yo) von (£ ein Strahlenbiischel 
y - Yo = f(x - xo) legt (f ist dabei veranderlich; jedem Wert von t entspricht 
ein Strahl des Biischels). Jeder Strahl des Biischels schneidet (£ auBer in (xo, Yo) 
in einem weiteren Punkt, dessen Koordinaten rationale Funktionen von t sind. 
Bei der praktischen Durchfiihrung wird man den Punkt (xo, Yo) so wahlen, daB 
die Gleichung des Strahlenbiischels moglichst einfach wird; also etwa in einen 
der (reellen) Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen legen oder man kann 
im Falle, daB (£ eine Hyperbel ist (a> 0), das Strahlenbiischel in ein Parallel
strahlenbiischel ausarten lassen, dessen Strahlen zu einer der Asymptoten der 
Hyperbel parallel sind. 

1m folgenden sind die moglichen FaIle samt den dazugehorigen Substitutionen 
zusammengestellt. 

a) a>O, b2 -4ac+0; (£ ist eine Hyperbel, deren reelle Achse in die 
x-Achse fant oder parallel zur y-Achse ist, je nachdem b2 - 4ac > 0 oder < 0 
ist. Man setzt y = -Vax + t (Parallelstrahlenbiischel, in jedem Fall moglich) oder 
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Y = tx + yc (nur moglich, wenn e> 0 ist) oder schlieBlich y = t(x - xo), wo Xo 

die Abszisse eines Schnittpunktes von Q; mit der x-Achse ist (nur moglich, wenn 
b2 - 4ac > 0 ist). 

b) a < 0, b2 - 4ae > 0 (der Fall b2 - 4ae < 0 fuhrt auf eine nullteilige 
Kurve); Q; ist eine Ellipse, deren Schnittpunkte Xl und X2 mit der x-Achse immer 
reell sind. Man setzt y = t (x - Xl) oder, wenn e > 0 ist, y = tx + yc. 

Die bei a) und b) angegebenen Ausdrucke fur y setzt man in der Gleichung 
y2 = ax 2 + bx + e ein, die dadurch immer zu einer in X linearen Beziehung 
zwischen X und t wird; durch Auflosen dieser Beziehung nach x ergibt sich erst 
die eigentliche Substitution x = qJ (t). 

Die obige allgemeine Methode hat in erster Linie den Vorteil, auch bei noch 
so komplizierter Bauart von R (x, y) die Rationalisierung des Integranden auf 
Grund einer einfachen Dberlegung moglich zu mach en; in gewissen Fallen lassen 
sich derartige Integrale jedoch einfacher berechnen: 

1. Die Integrale J~I -~ dx --= lassen sich (ausgenommen der Fall a < o. 
rax2 + bx + C j' dt' dt 

b2 - 4ae < 0; vgl. oben b) stets auf eine der Formen -==, J ~_ oder 
dt Vl-t2 yt2 +1 f --= bringen, indem man in ax2 + bx + e die ersten zwei Glieder auf ein 

Vt2 - 1 
vollstandiges Quadrat erganzt: ax2 + bx + e = 41a [(2ax + b)2 - (b 2 - 4ae)] 

2ax + b 2ax + b . 
und dann V . = t oder = t setzt, Je nachdem der erste oder 

b2 -4ac Y4ac-b2 

zweite Ausdruck reell ist (vgl. Zif£. )8 und 42, letzte Formel). 

2. Bei Integralen von der Form I~ P(x)dx ,wo P(x) ein Polynom vom 
v ax2 + bx + c 

Grad n ist, macht man mit unbestimmten Koeffizienten Ai und B den Ansatz 

J~ P(x)dx = (Aoxn-l + ... + An-I) yax2 + bx + e + BJ'-:--~-~' 
ax2 +bx+c lax2 +bx+c 

wodurch das Integral in einen algebraischen und einen transzendenten Teil 

zerlegt wird. Die Integrale jP(X) Jlax 2 + bx + c dx =jP(X) . (ax2 + bx + C) dx 
gehoren ebenfalls hierher. Jlax2 + bx + c 

). Die Integrale r __ ---;-~ ---===-= gehen durch die Substitution x-p= ~ 
J(x-p)U rax2 +bx+c t 

in so1che vom Typus 2. uber. 

4. Bei Integralen ~r r::(X) dx ,wo R (x) eine rationale Funktion ist, zer-
hax2 +bx+c . 

legt man R (x) nach Zif£. 40 in Partialbruche; doch ist dieses Verfahren nur 
dann zu empfehlen, wenn der Nenner von R(x) nur reelle Wurzeln hat. Man 
kommt dann auf Integrale vom Typus ). zuruck. 

B. Die linear gebrochene, binomische und monomische Irratio
nali ta t. Es handelt sich hier urn Integrale von der Form (R (x, Yl' Y2' ... , Yn) dx, 
wo R(x, Yl' Y2' ... , Yn) eine rationale Funktion {hrer Argumente und 

(ax + b)ki . . . 1 k Pi (. ) D' D . Yi = cx'+ d 1st mIt ratlOna en i = qi Z = 1, 2, ... , n. Ie etermmante 

ad -- be sei =1= 0 angenommen, da sich sonst alle Yi auf Konstante reduzieren 
wurden. 

Man spricht von einer linear gebrochenen Irrationalitat, wenn c =1= 0 ist, 
von einer binomischen, wenn e = 0 ist und von einer monomischen Irrationalitat, 
wenn b = c = 0 ist. 
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1st s das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen ql' q2' ... , qn, so fiihrt 

die Substitution ax + db = tS das gegebene Integral in allen Fiillen uBer in das 
ex + 

Integral einer rationalen Funktion von t. 
C. Binomische Integrale (nicht zu verwechseln mit den obigen Integralen 

mit binomischer Irrationalitat). Man versteht darunter Integrale von der Form 
f xP (axq + b)' dx mit rationalem p, q und r. Sie sind in drei Hillen elementar 

auswertbar, namlich wenn eine der drei Zahlen r, p + 1 , P + 1 + r ganz ist. 1st 

r ganz, so handelt es sich um eine monomische Irritional{tat. 1st p + 19anz, 
q 

so fiihrt die Substitution Xl = Y auf das Integral einer binomischen Irrationalitat 
und somit die Substitution axq + b = tS, wo s der Nenner des auf reduzierte 
Form gebrachten Bruches r ist, auf das Integral einer rationalen Funktion von t. 
1st schliel3lich p ~ + r ganz, so fuhrt xq = y auf eine linear gebrochene Irra-

q 
tionalitatund a + bx- q = tS auf das Integral einer rational en Funktion von t. 

42. Beispiele und Formeln. Es bedeutet im folgenden 5: Substitution, 
PI: Partielle Integration, U: Umformung (des Integranden), Pn(x) ein Polynom 
n-ten Grades, R(x) oder R(x) eine rationale Funktion von x (vgl. auchZiff.38). 

1) /t(ax + b)dx = ~/t(t)dt (5:ax + b = t), 

2) jt(x)f'(X)d~ = ~ [j(X)J2 (5: t(x) = t), 

3) /t(eUX)dx= ~/t(t)d/ (5:eux =t), 

4) j Pn(x) eUXdx = (Aoxn + Alxn- l + ... + An)' eax , 

(Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten Ai) 

5) /xulnxdx = ::11 (lnx - a! J (PI: u = lnx, dv = xadx) , 

j Inx 1 ' 
6) x dx ==2 (lnx)2 (Beispiel 2) , 

7) j(1nx)ndX = x (lnx)n - nj(lnX)n-IdX, n ganz und > 0 

(PI: u = (lnx)n, dv = dx), 

8) /R(sinX, COSX)dx=jR(t)dt (5: tg ; = t, vgl. Zif£' 9, SChluB). 

9) / Pn(x) sinxdx = (Aoxn + Alxn- 1 + ... + An) cosx + 
+ (Blxn- 1 + B2xn- 2 + ... + Bn) sin x , 

(Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten Ai) 

to)!Pn(X)COSXdX= (Aoxn+A1x"- 1+ ... + An)sinx + 
+ (B1xn- 1 + B2xn- 2 + ... + Bn) cosx (wie 9), 

11) f · n d Sinn-IX' cosx + n - 1 r· n 2 d SIn x x = - -- SIll - X X n, n 
v , 

(PI: u = sinn-lx, dv = sinxdx), 
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f sinx·cosn-lx n-1f 
12) cosnxdx = n + -n- cosn- 2xdx 

13) 

(PI: u = cosn - 1 x, dv = cosxdx), 

f tgn-lx j' tgnxdx = -- - tgn- 2xdx n-1 
(U: tgnxdx = tgn-2xd(tgx) - tgn-2xdx), 

f ctgn-lx f . 
14) ctgnxdx = - n _ 1 - ctgn- 2xdx (U analog 13) , 

15) /tgXdX = -lncosx (5: cosx = t, vgl. Ziff. 39, A) , 

16) /ctgXdX =lnsinx (5: sinx = t, vgl. Ziff. 39, A) , 

(P I oder aus 11), 

18 f dx - 1 sinx n-2f dx 
) cos"x - n - 1 cosn-1x + n - 1 cosn -2"% (P I oder aus 12), 

19) /s~:x = In tg ~ (5:tg ~ = t), 

20) /c~:x = In tg (~ + ~) [ U: COS x = sin (x + ~), dann wie 19) 1 ' 

21) /sinmxcosnxdX 

sinm+1xcosn-1x+ n-1/. m+2 n-2 d = m + 1 m + 1 SIn x COS x x, m4=-1, 

sinm-1xcos,,+lx+m-1/. m 2 n+2 d 
=1- n+1 n+1 sm - xcos x x, n4=-1, 

m + n4=O, 

sinm-1xcoSn+1X + m - 1/ . m 2 n d 
= - m+n m+n SIn - x cos x X, m + n4=O, 

n h h + m . m+2 n d S1· m+l~cosn+l~ +n+2/ 
= m + 1 m + 1 SIn x COS x x, m4=-1, 

sinm+1xcos,,+lx m+ n + 2/ . = - + ---- sInmxcosn+ 2 xdx 
n+1 n+1 ' n4= -1. 

39 

In diesen Formeln sind m und n beliebige ganze, nur den angegeberien Ein
schrankungen unterworfene Zahlen (PI). 

) fA" b d - eax (a cosbx + b sinbx) 1 22 '" cos x x - 2 b2 

a + (gleichzeitig durch PI). 
23) f a" . b d _eax(asinbx-bcosbx) 

e sm x x - a2 + b2 ' 

24) /arcsinxdx=x o arcSinx+ Yi-x2 (PI), 
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25) larc cosx dx = X· arc cosx - ~ x2 (PI), 

26) larctgxdx=x.arctgx-lln(1 +x2) (PI), 

27) larc ctgx dx = X· arc ctgx + ! In (1 + x2) (PI), 

I If" b d 1 (Sin(a.-b)x+sin(a+b)X) 28) 1 = cosax cos x x = - b + b ' 
• 2 a - a 

I -f· . b d - 1 (Sin (a - b)x sin (a + b)X) 
2 - smax sm x x - 2" a _ b - a + b ' 

I j.. . b d 1 (CoS(a-b)x+cOs(a+b)X) 
3 = smax COS x X = - 2" a _ b --a~ , 
If· b d 1 (cos(a-b)x cos (a + b) x) 

4 = cosax sm X X = 2" a _ b - a + b ' 

a - b =F 0, a + b =F ° (Man bilde die leicht zu berechnenden Integrale II + 
+ 12 = a ~ bsin(a - b)x und II - 12 = a: bsin(a + b)x, sowie 13 + 14 = 

1 1 
= - a + b COS (a + b) X und 13 - 14 = - a _ b COS (a - b) x, woraus dann II' 12 • 

Is und 14 berechnet werden konnen). 

29) I =f sinxdx =ax-bln(asinx+bcosx) 
. 1 a sinx + b cosx a2 + b2 ' 

I =/ cosxdx = bx + aln(asinx + bcosx) 
2 .asinx+bcosx a2 +b2 

(Man bilde all ± bIs analog wie in Beispiel 28). 

) f . dx 1 1· 1 ( b ) 30 a sinx + b cos x = Y£i2 + b2 • n tg '2 x + arctg·;; 

(Man setze voriibergehend a = r sin cp, b = r cos cp, was natiirlich keine Sub
stitution ist). 

31) (,-; dx_ =;= .~ln (ax +!. + ya(ax2 + bx + c)) (a> 0) 
Jrax2+bx+c ya 2 

1 . 2ax+b 
= .r-:. arc sm y- (a <0, b2 - 4ac > 0). 

y -a b2 - 4ac 

VI. Bestimmte Integrate. 
43. Der Riemannsche Integralbegriff. Sei t (x) eine in einem abgeschlossenen 

Intervali Cab] definierte, eindeutige und beschrankte Funktion. Wir teilen Cab] 
durch n -1 Punkte Xl' x2 , ••. , Xn-l, fur die a = Xo < Xl <X2 < ... <Xn -l < 
< Xn = b ist, in n Teilintervalle, deren Langen AXi = Xi - Xi-l (i = 1, 2, ... , n) 
sind. Ferner sei gi die untere, Gi die obere Grenze und 0i die Schwankung von 
f(x) im i-ten Teilintervall [Xi-IXiJ. Die Ausdrucke 

n n 
5 = 2:GiLixi und s = Lgi LiXi 

i=l i=l 

heiBen bzw. 0 bere und un tere Summe von t (x); ihre Werte hangen nicht allein 
von der Beschaffenheit von t(x), sondern auch von der Wahl und Anzahl der 
Teilungspunkte Xi ab. 
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Wir betrachten nun eine Folge 21,22' ... ,2", ... von derartigen Zerlegungen 
des Intervalles Cab]. Sei n" die Anzahl der Teilintervalle von 2" und l" die Lange 
des (oder der) groBten von ihnen. Eine solche Zerlegungsfolge heiBt a us
gezeichnet, wenn liml" = 0 und somit limn" = 00 ist. Zu jeder Zerlegung 

einer solchen ausgezeichneten Zerlegungsfolge bilden wir die obere Summe S" 
und die untere Summe s,,; unter den angegebenen Voraussetzungen existieren 
immer die beiden Grenzwerte 

b b 

limS" =jl(x)dx 
,,-+00 

und lim s" = jl (x) dx , 
1'-+00 a a 

(oberes und unteres Integral von I(x) im Intervall Cab]), und zwar sind sie 
unabhangig von der besonderen Wahl der ausgezeichneten Zerlegungsfolge. Es 

b b Ii b 
gilt stets f I (x) dx > f I (x) dx; ist J I (x) dx = f I (x) dx, so heiBt I (x) in tegrier-

a a a a - -
bar in [ab]; der gemeinsame Wert von' oberem und unterem Integral wird mit 

b 

f I(x)dx 
a 

bezeichnet und heiBt bestimm tes (Riemannsches) In tegral von I (x) in Cab]. 
Notwendig und hinreichend fUr die Integrierbarkeit von I (x) in Cab] ist, daB 

die zu einer Zerlegung 2 gehorige Summe 2:aiLlxi nach Null konvergiert, wenn 2 
eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge durchHiuft, oder mit anderen Worten, daB 
die Summe der Langen aller jener Teilintervalle, in denen die Schwankung groBer 
ist als irgendeine vorgegebene Zahl, beliebig klein gemacht werden kann. Mittels 
des Satzes von der gleichmaBigen Stetigkeit (Ziff. 5) folgt daraus, daB aIle 
stetigen Funktionen integrierbar sind. Beschrankte Funktionen mit 
hochstens endlich vielen Unstetigkeitsstellen in [a b] sind integrierbar. Unter 
gewissen Voraussetzungen, auf die nicht naher eingegangen werden kann, sind 
auch Funktionen mit unendlich vielen Unstetigkeitsstellen in Cab] integrierbar. 

Ferner sind alIe in einem Intervall [abJ monotonen Funktionen in [abJ 
auch integrierbar. 

1st durch die Punkte X 1 ,X2 ' "', xn - l eine Zerlegung 2 von Cab] gegeben, 
so heiBt der nicht negative Ausdruck V =!f (a) - f (Xl) I + II (Xl) -lx2) I + ... 
+ If(xn - 1) - f(b) I die zu 2 gehOrige Varia tion von I(x). 1st die Menge der zu 
allen moglichen Zerlegungen von [a b] gehorigen Variationen auch rechtsseitig 
beschrankt, so heiBt I (x) in Cab] von beschrankter Varia tion. Die obere 
GrenzederMenge allerVariationen von f(x) in Cab] heiBt totale Variation 
von I (x) in Cab]. Es gilt der Satz: Ist f(x) in Cab] von beschrankter Variation, 
so ist I (x) in [a b] integrierbar. 

Wahlt man in jedem Teilintervall [Xi-IXd einer Zerlegung 2 einen Wert ~i 
und bildet die Riemannsche Summe 

n 
2:/(~i)Llxi. (Xi-l <~i<Xi' i = 1,2, ... , n), 
i=1 

so konvergiert diese Summe, wenn 2 eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge durch
lauft und I (x) integrierbar ist, stets nach dem bestimmten Integral, d. h. es ist 

n b 

limL.'/(~i)Llxi = jl(x)dx. 
i=1 a 
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b 

Geometrisch bedeutet j 1 (X) dx den Flacheninhalt jenes Bereiches der 
a 

(xy)-Ebene, der durch den Graph von y = 1 (x), durch die Parailelen zur y-Achse 
in den Endpunkten vpn a b und durch die x-Achse begrenzt wird. Derartige Be
reiche heiBen ebene N ormalbereiehe. 

44. Sitze tiber bestimmte Integrale. Definiert man (a < b) 
a b 

jt(x)dx = -jt(x)dx, 
b a 

so wird abc a 

jt(x) dx = 0, jt(x) dx + jt(x) dx + jt(x)dx = 0 
a abc 

bei beliebiger Lage der Punkte a, b und c. 
Summe, Differenz, Produkt und Quotient (dieser nur, solange der Nenner 

nielit verschwindet) integrierbarer Funktionen sind ebenfails integrierbar. Da
gegen ist die aus zwei integrierbaren Funktionen zusammengesetzte Funktion 
nieht riotwendig integrierbar. Der absolute Betrag einer integrierbaren Funktion 
ist integrierbar, aber nicht umgekehrt. 

1st F(x) = jt(x)dx ein unbestimmt~s)ntegral von t(x), so ist 
b 

jt(x) dx = [F(x)]: = F(b) - F(a), 
a 

ferner :I: :I: 

(A) jt(x) dx = F(x) - F(a), d~ft(X)dX = I(x)' 
a a 

d. h. jedes bestimmte Integral mit veranderlieher oberer Grenze ist (als Funktion 
der oberen Grenze) auch ein unbestimmtes Integral. Man beachte, daB ein 
bestimmtes Integral von der Integrationsverlinderlichen nieht abhangt, wie aus 

b b b 

der Definition hervorgeht; es ist also jl(x)dx=jl(t)dt= ... =jt(~)d~. In 
a a a 

den Formeln (A) bedeuten also links die obere Grenze und reehts das Argument x 
dieselbe Veranderliche, die mit der Integra~ionsverlinderlichen nichts zu tun 
hat, wenn si~ aueh mit demselben Buchstaben beieichnet ist. Auf Grund obiger 
Formeln iibertragen' sich also aile Satze iiber unbestimmte Integrale auf be
stimmte. 

Fiir die Transformation des bestimmten Integrales gilt 
b fJ 

1t(x) dx jt[ cp (t)] q/(t) dt. 
a IX 

wo die neuen Grenzen ()I; und fJ so zu bestimmen sind, daB cp «()I;) = a und cp (fJ) = b 
ist. Fiir cp(t) geniigt die Voraussetzung der Differenzierbarkeit, wahrend die 
Monotonie nicht erforderlieh ist(vgl. dagegen Ziff.39A). 

Die Formel £iir"partielle Integration (Ziff.39B) wird 
b b 

fu. dv = [u. v]: -jv. duo 
a a 

b 

1st 1 (x) >0 in [ab], so ist jt(x)dx> 0 und nur dann = 0, wenn t(x) -0 
in [ab] ist. a 
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45. Mittelwertsatze. Sei I(x) eine in Cab] beschrankte Funktion mit der 
oberen .Grenze G und der unteren Grenze g; ferner 9? (x) eine in [a b] integrierbare 
Funktion, die in Cab] entweder nicht negativ oder nicht positiv ist, und schlieB
lich sei das Produkt 1 (x) 9? (x) in [a b] integrierbar. Dann gibt es eine Zahl M, 
so daB b b 

jl(x) <P (x) dx = M -1 9? (x) dx , g<M:s;;,G 
a a 

b 
ist (erster Mittelwertsatz). Flir 9?(x) =1 folgt daraus wegen jdx=b-a 

b a 

jl(x)dx = M(b - a). 
a 

1st I(x) stetig in Cab], so gibt es mindestens eine Stelle ~ in Cab], sodaS IW = M 
ist. Es folgt b b 

jl(x) 9? (x) dx = I(~) -1 9?(x) dx, a <~< b. 
a a 

1st auch 9? (x) stetig in [a b], soliegt ~ in (a b) und die Ungleichung wird zu a < ~ < b. 
Fiir 9? (x) = 1 folgt b 

jl(x)dx = I(~) (b - a); 
a 

in dieser Form HiBt sich der Satz direkt aus dem Mittelwertsatz der Differential-
IS 

rechnung (Ziff. 16) ableiten, wenn man diesen auf die Funktion j I(x) dx anwendet. 
a 

1st I(x) integrierbar und 9?(x) monoton in Cab], so gibt es mindestens eine 
Stelle ~ in Cab], so daB 

b ~ b 

. jl(x)9?(x)dx ' 9?(a)jl(x)dx + 9?(b)jl(x)dx, 
a a ;; 

ist (zweiter Mittelwertsatz). 
46. Uneigentliche Integrale mit nicht besc,hranktem Integranden. Sei I(x) 

eine Funktion,welche in Cab] nicht, jedoch in jedem Teilintervall [ax] von 
[ab] integrierbar ist, wo a <:: X < b ist. Eine solche Funktion kann, wie leicht 
zu zeigen ist, in Cab] nicht beschrankt sein, d. h. es ist lim I(x) = ± ex>. Existiert 

z~b-O z 

jedoch ein eigentlicher (linksseitiger) Grenzwert lim F(x) = lim jl(x)dx, so be-
b z-+b-O z-+b-O a 

zeichnet man diesen mit jl(x)dx und spricht von einem konvergenten un-
a b 

eigentlichen Integral. 1st dagegen auch lim F (x) = ± ex> , so heiBt j 1 (x) dx 
divergent. (l;-+b-O a 

1st b z 

jl I(x) I dx = lim jl 1 (x) I dx 
a z-+b-O a 

b 
konvergent, so muB auch jl(x)dx konvergieren und heiBt dann absolut kon-
vergent. a 

Entsprechendes gilt, wenn 1 (x) nicht an der oberen, sondern an der unteren 
Grenze unendlich wird. 1st lim I/(x) 1= +ex> und a < c <}, so setzt man 

b "" b 

(I(x)dx= lim jl(x)dx + lim jl(X)dx. 
z,-+c-O ",,~c+o a a Zz 
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In den meisten Fallen reicht zur Beurteilung der Konvergenz folgendes 
Kriterium aus: 1st I (x) in [ax], a <:: x < b, aber nicht in Cab] integrierbar und 
gibt es eine Zahl p zwischen 0 und 1, so daB die Funktion 9? (x) - (x - b)P I(x 

b 

in Cab] beschrankt ist, so ist j I (x) dx absolut konvergent. Hat dagegen 9? (x) 
a 

mit p > 1 in Cab] entweder eine positive untere oder eine negative obere Schranke, 
b 

so ist j I (x)dx sieher divergent. 
a b 

Weniger scharf Hi.Bt sich diesesKriterium so formulieren: j I (x)dx ist absolut 
a 

konvergent, wenn/(x) in Cab] nicht von erster oder hoherer Ordnung unendlich 
wird (Ziff. 4). 

b f (b ~xX)P' (p> 0) ist konvergent, wenn p < 1 und divergent, wenn p > 1 ist. 
a 
47. Uneigentliche Integrale mit nicht beschranktem Integrationsbereich. 

1st I(x) integrierbar in jedem Intervall [ax], ffir das x >a ist, so setzt man 

Z +00 

lim JI (x) d x 11 (x) d x 
Z~+OO a a 

und spricht auch in diesem Fall von einem uneigentlichen Integral. Dasselbe 
heiBt konvergent, wenn der Grenzwert links ein eigentlicher ist und anderen
falls divergent. 

+00 +00 
1st j \1 (x) \dx konvergent, so konvergiert auch jl(x)dx und heiBt dann 

a a 
absolut konvergent. 

b +00 
Ganz analog sind die uneigentlichen Integrale jl(x)dx 'und j I(x)dx = 

c +00 -00-00 

= j I (x) dx + j I (x) dx definiert; c bedeutet dabei eine beliebige reelle Zahl. 
-00 c 

1st I(x) integrierbar in jedem Intervall [ax], x >a, und gibt es eine Zahl 
. +00 

P > 1, so daB 9? (x) - xPI (x) fi.ir alle x >a beschrankt bleibt, so ist j I (x) d x 
a 

absolut konvergent. Hat dagegen 9? (x) mit p s 1 ffir x >a entweder eine 
+00 

positive untere oder eine negative obere Schranke, so ist jl(x)dx sieher 
a 

divergent. Oder weniger scharf: 
+00 
j I (x) d x konvergiert absolut, wenn I (x) von hoherer als erster Ordnung 
a 

Null wird (Ziff.4), sobald x gegen unendlich divergiert. 
+00 

f~: ' (a > 0) konvergiert, wenn p > 1, und divergiert, wenn p <:: 1 ist. 
a 
48. Differentiation und Integration unter dem Integralzeichen. Es han

Z 

delt sich hier urn Aussagen fiber Funktionen von der Form F(x, y) = jl(x, y)dx, 
a 

wo also der Integrand eines bestimmten Integrals mit veranderlicher oberer 
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Grenze X auch noch von einem Parameter y abhangt. Dber solche Funktionen 
gelten folgende Satze: , 

1st t (x, y) stetig in einem abgeschlossenen zweidimensionalen Intervall~, 
so ist auch F (x, y) in ~ stetig. 

1st neben t (x, y) auch 0 '~x' y) in ~ vorhanden und stetig, so ist F (x, y) nach y 
differenzierbar, und es ist Y :I: 

o F(x, y) _ fa ,(x, y) d 
oy - oy X 

a 

(selbstverstandlich existiert auch 0 F~: y) = t (x, y) nach Ziff. 44). Sind die 

Grenzen a und x Funktionen von y, so wird 
Il) 

dF = of + of ~+ of ~=fot(X'Y)dX+t(X )~-t(a )~. 
dy oy ox dy oa dy oy ,y dy ,y dy 

a 
11 

Setzt man G(x, y) = jt(x, y)dy, so sind nach dem ersten Satz F(x, y) und 
b 

G(x, y) zugleich mit t(x, y) stetig in~. Dann gilt 
11 Il) 

jF(x, y)dy = j G(x, y)dx 
b a 

oder 

![!t(X, y)dx ldY ![/t(X, Y)dyldX. 

Man schreibt deshalb auch kurz 
11 Il) :1:11 

jF(x, y)dy =jG(x, y)dx -jjt(x, y)dxdy 
b a a b 

(Doppelintegral iiber einen rechteckigen Bereich; vgl. Ziff. 52). Es darf also 
die Reihenfolge der Integrationen vertauscht werden oder, anders ausgedriickt, 
unter dem IntegraIzeichen integriert werden. 

Die beiden letzten Siitze sind wichtige Hilfsmittel bei der Berechnung be
stimmter Integrale. Auf konvergente uneigentliche Integrale lassen sie sich ohne 
weiteres iibertragen. 

49. Formeln. Die folgende Zusammenstellung enthiilt nur die allerwichtigsten 
Integrale1); solche, die sich unmittelbar auselementarauswertbaren unbestimmten 
Integralen ergeben, sind bis auf wenige Ausnahmen weggelassen, ebenso so1che, 
die auf hohere transzendente Funktionen fiihren und in Rap. 6 und 7 behandelt 
werden (a, b sind beliebige, m, n ganze Zahlen). 

00 1 

f.!!dX =/lnx dx = 1f2 • 

eX -1 x-1 6' 
o 0 

00 1 

f xdx =jJnx -dx = 1f2 • 

eX - e- X x 2 - 1 8 ' 
o 0 

00 1 

[!!dx _ _ J"lnx dx _ 1f2 • 

J eX + 1 - x + 1 - 12' 
o 0 

1 

( xb_xa b+1 
-l-dx=ln-+ 1: 

~ nx a 
o 

1) Eine sehr reichhaltige Zusammenstellung bestimmter Integrale gibt BIERENS DE 

HAAN, Tables d'integrales definies, Amsterdam 1858, und desselben Nouvelles tables d'in
tegrales definies, Leiden 1867. 
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,,/2 

f dx or 

a2 cos2 X + b2 sin 2 X = 2 a b ; 
o 
,,/2 f dx 1 b 
---CC-;-~- = --- arc COS--
a+bcosx Jla2-b2 a' 

o 
___ 1_1 b + JIb2= a 2 

- Jlb2 _ a2 n a - , 

wenn 

wenn a = b; 
n n 

wenn 

Ziff. 49. 

fcosmxcosnxdX = fSinmXSinnXdX = ~ . <5mn , (m>O, n>O), 
o 0 

WO c5mn = 0 oder = 1 ist, je nachdem m=l= n oder m = n ist; 
",/2 ",/2 

J. 2n d f On d 1·3·5 ... (2n-1) or 
SIn x x = COS" X X = 2.4.6 ... 2";- "2' n>O; 

o 0 

n/2 1</2 

J.. 2 1 d J 2 1 d 2·4·6 ... 2n SIn n+ X X = COS n+ X X = 
3 . 5 . 7 ... (2n + 1) , 

n>O; 
o 0 
n/2 

f · 2m 2n d _ 1 ·3·5·· .(2m - 1)·1·3·5 .. . (2n - 1) 
sm X COS X X - 2 . 4 . 6 ... (2 m + 2 n) 

o 
,,/2 

m>O, 
n>O; 

(- 2m 2n+1 d _ 2·4·6 .. . 2n 
pm X COS X X- (2m+1) (2m+3) ... (2m+2n+1)' m>O, X>O; 
o 

1</2 

f · 2 +1 2 d 2·4·6 ... 2m SIn m X COS n X X = ~-----c----:cc-;cc---,--:-.------;--
(2n+1) (2n+3) ... (2n+2m+1)' 

o 
m>O, n>O; 

,,/2 

fSin2m+1xcos2n+lxdX= (m!n! )' m>O, n>O; 
2· m+n+1 1 

o 
00 00 

!COSbXdX . or -Iabl. !x.sinbX d . b or .-Iabl. 
a a2 + X2 = sIgn a . "2 e, a2 + X2 X = sIgn ."2 e , 
o 0 

j:OS (X2) dx = J:n (X2) dx = f~;; dx = it dx = l4, 
-00 -00 0 0 

j tgx dx =!!... 
X 2 ' 

o 
00 

"" fSinax . or 
-~dx = sIgna· _. 

X 2' 
o 

'" 
jsinaXxCOSbX dx = o,jal<lbj, 

o =%,lal=lbl. 
f cosnxdx or an 

1 - 2a· cosx + a2 = 1 - a2 , 
o 

= ~ ,lal>lbl; n>O 

jaj<1, 

lal>1; 
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00 

( 1 y--e-a'z'dx = - 11-. 
2a ' o 

+00 

-ax -7 d 1/11: -2Vab j. ,b _ 

e x=Va-e, a>O, b>O; 
-00 

00 00 

j -ax b d _ a . e cos x x - a2 +b2 ' a>O; j -ax· b d _ b e SIn x x - a2 + b2 , 

• o 

00 +00 

f -axSinbX b 
----dx = arctg-, x a a>O; 

r ~ J e-az'cosbxdx == V: e - 4a, 

o 
n; 

Jln (1 - 2 a COS x + a2) d x = 0, wenn [al<1, 
lal>1; o = 2.lnlal wenn 

" 
rr/2 n/2 

!lnsinxdx = !lncosxdx = - ~ ·ln2. 
o 0 

47 

a> 0; 

a>O; 

50. Rektifikation von Kurven. Sei durch x = rp(t) und y = 'IjJ(t), wo rp 
und 'IjJ eindeutig und stetig sind in einem abgeschlossenen Intervall [expj, eine 
Parameterdarstellung eines zwischen den Punkten A = [q; (ex), 'IjJ (ex)] und 
B = [rp (fJ), 'IjJ (,8)] verlaufenden Kurvenstiickes Q:: gegeben. Die den Parameter
werten ex = to, tl , t2, ... , tn-I' tn= fJ(t i - 1 < fi), welche also eine Zerlegung .8 
von [cx,8] bilden, entsprechenden Punkte A = Po, PI' P2, ••• , Pn - 1 , Pn = B 
von Q:: sind die Ecken eines Q:: eingeschriebenen Polygons, dessen Lange 

n n 
A = ~-p.-p. = ~y(x. - X· )2 + (y. _. y. )2 ~ ~-l t ~ t %-1 t t-1 

i=l i=l 

ist. Die Menge Baller Zahlen A, die zu allen moglichen Zerlegungen .8 von 
[ex,8] gehoren, ist wegen A> 0 sicher linksseitig beschrankt; ist Bauch rechts
seitig beschrankt, so heiBt Q:: rektifizierbar (zwischen A und B) und die obere 
Grenze von B Lange von Q::. Notwendig und hinreichend fUr die Rektifizierbarkeit 
von Q:: ist, daB rp(t) und 'IjJ(t) in [expj von beschrankter Variation (Ziff. 43) sind. 
Raben rp (t) und 'IjJ (t) in [exfJ] stetige Ableitungen und durchlauft .8 eine aus
gezeichnete Zerlegungsfolge (Ziff.43), so konvergiert die Summe A nach dem 
Grenzwert p 

L = f y'---Cq/;-:-:( f)-=---2 -+-'ljJ-;-O, (t~) 2 dt . 

'" 
Die in [.xfJ] definierte Funktion (Bogenlange) 

t 

s(t) = fVrp'(t)2 + 'IjJ'(t)2dt 
to 

hat das Differential 
ds = ii/(t)2 + 'IjJ'(t)2 dt = {clx2 + dy2 
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welches Bogenelement oder Bogendifferential von (£ heiBt. 1st (£ gegeben 
durch y = I (x), so wird 

II: 

s(x) =IY1 +y'2dx und ds=Y1 +y'2dx. 

1st durch die Gleichungen 

Xi = tp,(t), (i = 1. 2, ... , n) 

eine Kurve des Rn gegeben, so nennt man analog 
t 

s(t) -IV ~tpi(t)2dt und ds = V ~ti(t)2dt 
to 

bzw. BogenHinge und Bogendifferential. 
51. Kurvenintegrale. Sei (£ ein durch x = tp (t), Y = 1jJ (t) gegebenes, in 

[/X,8J rektifizierbares Kurvenstiick (Ziff. 50); die Funktionen rp (t) und 1jJ (t) mogen 
in [/X,8J stetige Ableitungen haben. Ferner sei I (x, y) eine Funktion, die in einem ~ 
ganz enthaltenden ebenen Bereich m stetig ist. In jedem Teilintervall [ti - l t,] 
einer Zerlegung 2 von [/X,8J wahlen wir einen Punkt To und bilden die Summe 

n 
'1:f(~i' 'YJi) Y(Xi - Xi_I)2 + (Yo - Yi_l)2 , 
i=1 

wo ~i -.: tp (T,) und 'YJi = 1jJ (Ti) gesetzt ist. Durchlauft 2 eine ausgezeichnete 
Zerlegungsfolge (Ziff.43), so konvergiert diese Summe nach einem Grenzwert, 
den man mit B 

1= II (x, y) ds oder I II(x, y) ds 
Ii A 

bezeichnet und das tiber ~ erstreckte Kurvenintegral von I (x, y) nennt. Fiihrt 
man t als Integrationsveranderliche ein, so folgt 

fJ 
1= j/[rp(t), 1p(t)]yrp'(t)2 + 1p'(t)2dt, 

IX 

also ein gewohnliches Riemannsches Integral. 
Andert man den Durchlaufungssinn von (£, so andert das Integral sein Vor-

zeichen, d. h. es ist B A 

lids = -jlds. 
A B 

Sind PI' P2, ••• , Pm Punkte von ~, so ist 
B P, P, B 

lids = lids + lids + ... + Jlds, 
A A P, Pm 

und zwar unabhangig von der Anordnung der Punkte auf (£. 
Ein wichtiger Sonderfall ist der, daB der Integrand ein Produkt von zwei 

Faktoren ist, von denen der eine der Richtungskosinus a der positiven Tangenten-

richtung von (£ ist; wegen a = ~: schreibt man einfacher 
fJ 

II(x, y) ads = JI(x, y) ~; ds = jl(x, y)dx = I/[tp(t), 1jJ(t)] tp'(t)dt. 
Ii: Ii Ii 'IX 



Ziff. 52. Kurvenintegrale. Doppelintegrale. 49 

Man kann dieses Integral auch unabhangig von der ersten Art als Grenzwert 
n 

der Summe L. t (~i' 'YJi) (Xi - Xi -1) definieren. Analog ist 
i=1 

P 
jt(x, y)dy = jt[lP(t), 1p(t)]V/(t)dt 

II IX 

zu verstehen. of of 
. 1st F(x, y) nebst den beiden Ableitungen ox und T in Wl eindeutig und 

stetIg, so 1st y 

.rdF =j(:~ dx + ~: dy) = F[lP(fJ), 1p(fJ)] -F[<p(l¥), V'(l¥)] 
II II 

nur von den Endpunkten von ~, nicht von der Wahl von ~ selbst abhangig oder, 
wie man kurz sagt, vom Integrationsweg unabhangig. 1st insbesondere ~ eine 
geschlossene Kurve, die ganz in Wl verlauft, so wird f dF = O. Integrale iiber 

II 
geschlossene Kurven werden haufig mit g) bezeichnet. 

Sind t(x, y) und g(x, y) sowie ~~ und ~; in Wl eindeutig und stetig, so ist 

notwendig und hinreichend, damit f (fdx + gdy) vom Weg nicht abhiingt bzw. 
II 

g)(tdx + gdy) = 0 ist, daB ~~ = ~~ ist und umgekehrt. 

Der Begriff des Kurvenintegrals laBt sich ohne weiteres auf Kurven eines Rn 
iibertragen. 

52. Doppelintegrale: Sei im ein Bereich der (x, y)-Ebene, der durch eine 
geschlossene, sich selbst nicht durchsetzende Kurve begrenzt ist, die von jeder 
Parallelen zur x- oder y-Achse in hochstens zwei Punkten getroffen wird. (1st 
letzteres nicht der Fall, so kann im stets in Teilbereiche zerlegt werden, die dieser 
Bedingung g\~niigen.) 1st etwa tP(x, y) = 0 die Gleichung der Randkurve von im, 
so konnen die Punkte von Wl stets durch die Ungleichung tP(x, y) > 0 bestimmt 
werden. Den Bereich Wl zerlegen wir durch eine Anzahl von Parallelen zur x
und y-Achse in Teilbereiche, we1che bis auf die am Rand von im gelegenen durch
aus Rechtecke sind, deren SeitenHingen etwa LI Xi und LI Yk (i, k = 1, 2, ... ) 
sein mogen. Eine Folge ,th, 22' ... , 2., ... so1cher Zerlegungen von im heiBt 
ausgezeichnet, wenn die Lange t. der groBten Diagonale aller Teilrechtecke 
von 2. den Grenzwert lim t. = 0 hat (vgl. die analoge Festsetzung in Ziff. 43). 

1st dann I (x, y) eine in W1 beschrankte Funktion, so wahlen wir in jedem 
TeiIrechteck von 2 mit den Seiten LI Xi und LI Yk, das mit im mindestens einen 
Punkt gemeinsam hat, einen beliebigen Punkt (~i' 'YJk) und bilden die Summe 
J:.t(~i' 'YJk) LlXi LlYb die iiber aIle Teilrechtecke zu erstrecken ist, die mit im 
i,k 
einen Punkt gemeinsam haben. Nahert sich diese Summe einem Grenzwert, 
wenn .8 eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge durchlauft, so ist dieser Grenz
wert von der besonderen Wahl der Zerlegungsfolge unabhangig und wird mit 

jjt(x, y) dx dy 
WI 

bezeichnet und das iiber im erstreckte (Doppel-) Integral von I(x, y) genannt. 
Unter den obigen Voraussetzungen iiber die Randkurve tP (x, y) = 0 von im 

existieren zwei Funktionen y = 11 (x) und y.= 12 (x), we1che beide im Intervall 
Cab] definiert und eindeutig sind (Abb. 5) und bzw. die KurvenstiickeACBundADB 

Handbuch der Physik. Ill. 4 
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darstellen. Ebenso existieren zwei Funktionen x = g1 (y) und x = g2(y). die in [cd] 
definiert sind und bzw. die Kurvenstucke CAD und CBD darstellen. Sind die Funk
tionen 11 und 12 oder g1 und g2 in ihren Definitionsbereichen stetig, so l308t sich das 

y 
dt----~~ __ 

A 

c 
Ax; b 

Doppelintegral auf zwei nacheinander auszu
fUhrende einfache Integrationen zuruckfUhren; es 
wird 

b 1,(x) d u,(y) 

jf/(X, y)dxdy =fdxJt(x, y)dy fd4t(x, y)dx. 
\m a t.(x) C U,(y) 

Man gelangt etwa zur ersten Darstellung, 
wenn man in der Summe "2./(~i' l]k)LlxiLlYk 

" i,k 

zuerst die Rechtecke zusammenfa8t, die in 
einem zur y-Achse parallelen Streifen liegen 

x und dann diese Streifen summiert. Bei der 
1,(x) 

Abb. 5· Zur Zuriickfiihrung eines Dappel- Berechnung von f I (x, y) dy ist selbstverst3ond
integrals auf zwei einfache Integrationen. 

1,(x) 

lich x als konstant anzusehen. 
Istm ein Rechteck, dessen Seiten zu den Koordinatenachsen parallel sind, 

so geht der zweite und dritte Teil der obigen Gleichung uber in den Satz von der 
Vertauschbarkeit der Integrationen in Zif£' 48. 

Geometrisch bedeutet das Doppelintegral f fl(x. y) dxdy das Volumen jenes 
WI 

dreidimensionalen Bereiches, der durchdie FIache z = I(x, y), den uber m er-
richteten Zylinder r:fJ(x, y) = 0, dessen Erzeugende zur z-Achse parallel sind, 
und <:lie (xy)-Ebene begrenzt wird (r3oumlicher Normalbereich). 

Das Doppelintegral l30Bt sich im allgemeinen nicht als Umkehrung 
eines Differentiationsprozesses auffassen; nur wenn m ein Rechteck und 

F(x, y) = f /1 (xy) dxd Ylst, wird a2:(~, y) . = I (x, y). Der Begriff des uneigent-
a b . .x y 

lichen Integrales beider Arten laBt sich auf Doppelintegrale unmittelbar 
ubertragen. 

53; Transformation eines Doppelintegrales. Werden durch die Substitution 
x = cp (u, v), y = 'fjJ (u, v), wo cp und 'fjJ unabhangige Funktionen mit stetiger 

Ableitung sind, so daB ~t, "Pi =l= 0 ist, neue Veranderliche eingefuhrt, so geht das 

Doppelintegral kf I(x, y) d~;y uber in ~f I [cp(u, v), 'fjJ(u, v)] I ~i:: ~) I dudv, wobei 

W jener Bereich der (uv)-Ebene ist, in welchen m bei der durch die beiden 
Gleichungen x = cp(u, v) und y = 'fjJ(u, v) gegebenen Abbildung der (xy)-Ebene 
auf die (uv)-Ebene ubergeht. Die Funktionaldeterminante tritt hier auf, weil 
sie das MaB fUr den Grenzwert des Verh30ltnisses der Fl30cheninhalte zweier 
kleiner, einander in der Abbildung entsprechender Bereiche ist. 

54. FUicheninhalt ebener Bereiche. Der Fl30cheninhalt eines ebenen Be
reiches m von der in Zif£. 52 angegebenen Art ist gegeben durch das Doppel
integral f f dxdy oder durch das uber die Berandung von m erstreckte Kurven-

WI 
integral cJ5xdy - ydx; im letzteren Fall kann m ein beliebiger Bereich der (xy)-
Ebene sein. Handelt es sich urn einen ebenen Normalbereich (Ziff.43, SchluB), 
der durch die Kurve y = I (x), die Geraden x = a, x = b und die x-Achse be-

b fix) b 

grenzt ist, so wird f f dxdy = f dx f dy = f I(x) dx. 
rot a 0 a 



Ziff. 55. Doppelintegrale. Flacheninhalt. Komplanation. 51 

Versteht man unter einem Normalbereich W in Polarkoordinaten r, q; den 
Sektor, der durch die Geraden q; = <X, q; = fJ und die Kurve r = r (g;) begrenzt 
ist, so wird der FHicheninhalt eines solchen Normalbereiches 

f3 r('P) f3 
j jdxdy = j jrdrdq;= jdq;jrdr = tjr2dq;. 
m maO a 

55. Komplanation krummer FHichenstiicke. Seien die Koordinaten eines 
Punktes des Raumes Funktionen zweier unabhangig veranderlicher Parameter: 
x = x(u, v), y = y (u, v), z = z (u, v). Diese drei Funktionen seien in einem den 
Voraussetzungen von Ziff. 52 genugenden Bereich 1m der (uv)-Ebene eindeutig, 

stetig und stetig differenzierbar; die drei Determinanten A = ;~: ~~, B = :~~, :~, 
C = ~i:: ~~ solIen schlieBlich in 1m nirgends gleichzeitig verschwinden. Jedem 

Punkt von 1m entspricht ein Punkt P des Raumes, und der Ort alIer Punkte P 
ist ein Flachenstuck~. Ist dann w eine beliebige, zwischen 0 und n/3 gelegene 
Zahl und )8 ein in 1m ganz enthaltener Bereich derselben Art, so betrachten wir 
eine Zerlegung von 1m in Dreiecke von der Art, daB kein Dreieck einen Winkel 
> n - w besitzt und jedes Dreieck, das einen Punkt von )8 enthalt, mindestens 
ganz in 1m liegt. Zu jeder solchen Zerlegung 2 von 1m konstruieren wir unter Weg
lassung alIer Dreiecke, die mit )8 keinen Punkt gemeinsam haben, ein der Flache iY 
eingeschriebenes Polyeder G, dessen Ecken den Ecken der Teildreiecke von 2 
entsprechen. Versteht man dann unter einer ausgezeichneten Folge 21' 22' "', 
2v, ... derartiger Zerlegungen von 1m eine solche, bei der die Lange tv der gr6Bten 
alIer vorkommenden Dreiecksseiten den Grenzwert lim I" = 0 hat, so konvergiert 

v-+oo 

die Oberflache des der Zerlegung 2v entsprechenden Polyeders G" nach einem 
Grenzwert, der von der speziellen Wahl der ausgezeichneten Zerlegungsfolge 
unabhangig ist und als Flacheninhalt 0 des dem Bereich )8 entsprechenden 
Teiles von iY bezeichnet wird. Es ist 

Setzt man 

0= II -yA2 + B2 + C2dudv. 
iB 

E = (OX)2 + (OY)2 + (OZ)2 
,OU OU· OU ' 

F = ox. ox + oy . oy + i:. OZ 
ou ov OU OV OU OV' 

so wird 

den Ausdruck 

0= ff VEG - F2dudv; 
)8 

do=jEG-Fdudv 

nennt man Flachenelement von iY, Ist iY gegeben durch z = t(x, y), so wird 

0=1/11 +P2+ q2dxdy, 
)8' 

wo p = :: und q = :: gesetzt ist und )8' den zugrunde gelegten Bereich der 

(x, y)-Ebene bedeutet. 
Der Inhalt einer Drehflache iY laBt sich durch ein einfaches Integral 

ausdrucken. Entsteht iY etwa durch Drehung des zwischen x = a und x = b 

4* 
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gelegenen Kurvensttickes y = t (x) > 0 urn die x-Achse [die Gleichung von lY 
ist dann yy2 + Z2 - t (x) = 0], so wird 

b 

o = 21/; f yY1 + y'2dx. 
a 

1st 'fJ die Ordinate des Schwerpunktes und L die Lange des rotierenden Kurven
sttickes, so ist 
(erste Guldinsche Regel). 

o=21/;'fJL 

56. FHichenintegrale. Sei t(x, y, z) eine Funktion, die eindeutig und stetig 
ist in einem Bereich, der das Flachensttick lY (Ziff. 55) ganz enthalt. 1st dann LI 
ein Teildreieck cler Zerlegung .8 von W1, ~ der Inhalt des entsprechenden Dreieckes 
des Polyeders G und (~, 'fJ, C) ein beliebiger Punkt des dem Dreieck LI ent
sprechenden Teiles von i}, so konvergiert die Summe 1: t(;, 'fJ, C)·~, (erstreckt 
tiber a11e Dreiecke LI, die mit ~ mindestens einen Punkt gemeinsam haben), 
sobald .8 eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge durchlauft, nach dem Integral 

Jft(x, y, z) do = 1ft [x (u, v), y(u, v), z(u, v)] . yEG - F2 du dv, 
\Y' )B 

welches als das tiber den ~ entsprechenden Teil i}' von i} erstreckte Flachen
integral der Funktion t (x, y, z) bezeichnet wird. 

Sind a, b, c die Richtungskosinus der orientierten (d. h. in einer bestimmten 
Richtung genommenen) Normalen von i} im Punkte (x, y, z) und P(x! y, z), 
Q(x, y, z), R(x, y, z) drei denselben Voraussetzungen wie t(x, y, z) gentigende 

Funktionen, so wird wegen a = ~ , b = ~, c = ~ , wo A, B, C dieselbe Bedeu

tung haben wie in Ziff. 55 und D = yE G - F2 gesetzt ist 

f!(pa + Qb + Rc) do = !!(pdydz + Qdzdx + Rdxdy); 
\Y' )B' 

dieses Integral hangt nur vonder Begrenzung von if ab, wenn ~p + ~Q + eeR = 0 
ist. x Y z 

57. n-fache Integrate. Sei W1 ein Bereich des n-dimension31en Raumes Rn , 
der durch eine Ungleichung ([>(Xl' x2 , • •• , xn) >0 gegeben ist, wobei tJ> eine 
stetige Funktion ist. Die (geschlossene) HyperfHiche tJ> = 0, welche die Be
grenzung von W1 bildet, solI auBerdem die Eigenschaft haben, daB sie von jeder 
achsenparallelen Geraden Xl = aI' ... , Xi -1 = ai -1, Xi+ 1 = ai + 1, ... , Xn = an 

(i = 1, 2, ... , n) in hochstens zwei Punkten getroffen wird. Ferner sei .8 eine 
Zerlegung von W1 in n-dimensionale Parallelepipede mit achsenpara11elen Kanten, 
deren Langen mit LI Xi bezeichnet werden mogen. Eine Folge .81' .82' ... , .8v, ... 
von solchen Zerlegungen solI ausgezeichnet heiBen, wenn die Lange lv der groBten 
Diagonale aller Para11e1epipede von .8v den Grenzwert limlv = 0 hat. Dabei 

v-+oo 

ist die Lange der Diagonale eines Parallelepipeds mit den Kanten LI Xi erklart 

durch -V i.t LI~. 1st dann t (Xl' x2 , ••• , xn) in W1 stetig, und durchlauft .8 eine 

ausgezeichnete Zerlegungsfolge, so konvergiert die iiber alle Teilparallelepipede 
von .8 erstreckte Summe 1: t (~ik), ;~k), •.• , ;~») LI xik) LI X~k) ... LI x~) , wo 

k . 

(~ik), ;~k), ... , ~~») ein beliebiger Punkt des k-ten Teilparallelepipeds von.8 mit 
den Kanten LI x~k) ist, nach einem von der besonderen Wahl der ausgezeichneten 



Ziff. 58. FHi.chenintegrale. n-fache Integrale. Kubatur. 53 

Zerlegungsfolge unabhangigen Grenzwert, der mit 

J.. ·ft(x1, x2 " •• , xn) dx1dx2 ··· dXn 
IDl 

bezeichnet und das tiber 9)( (Orstreckte n-fache Integral von t genannt wird. 
Unter den angegebenen Voraussetzungen tiber den Integrationsbereich 9)( laBt 
sich ein derartiges Integral stets in n nacheinander auszufUhrende einfache 
Integrationen auflosen. Das dabei einzuschlagende Verfahren wollen wir fUr 
den Fall n = 3 kurz auseinandersetzen. Sei zunachst f{i(x, y) = 0 die Gleichung 
des Zylinders, dessen Erzeugende parallel zur z-Achse sind und der den Bereich 9)( 

gerade umschlieBt. Die Flache <J>(x, y, z) = 0 hat mit diesem Zylinder eine KurveCl: 
oder evtl. ganze FHi.chenstticke jJ 
gemeinsam (Abb.6); wenn <J> = 0 
in allen Punkten von (£ Tangential
ebenen besitzt, so bertihrt der Zylin
der tp = 0 die Flache <J> = 0 Hi.ngs (£. 

Durch die Kurve (£ und die 
Flachenstticke jJ wird nun die Flache 
<J> = 0 in zwei Teile (von jJ abge
sehen) zerlegt, die ganz innerhalb 
des Zylinders f{i = 0 liegen und durch 
zwei Gleichungen z = f{i1 (x, y) und 
z = f{i2 (x, y) dargestellt werden kon- x 
nen, wo f{i1 und f{i2 eindeutig und 
stetig sind und immer f{i1 < f{i2 ist. 
Die durch f{i (x, y) = 0 gegebene 

z 

Abb. 6. Zur Auflasung eines dreifacben Integrals. 

Kurve behandelt man so weiter wie die Kurve <J> (x, y) = 0 in Zif£' 52. Es folgt 

b I,(x) '1',(x, y) 

ffft(x, y, Z) dx dy dz ==;' fdx fdY ft(x, y, z) dz. 
IDl a 1, (x) 'PI (x, y) 

Ftihrt man durch die Gleichungen 

Xi = f{ii (Y1' Y2' ... , Yn), (i=1,2, ... ,n) 

wo die g;'i unabhiingige und stetige Funktionen mit stetigen Ableitungen sind, 
neue Veranderliche ein, so transformiert sich ein n-faches Integral nach der 
Forme1 

jt(x1, x2 ' ••• , xn) dX1 dX2 ••• dXn 
ml 

j 't( )1{)(Xl,X2, ... ,Xn)ld d d = f{i1' f{i2'···' f{in ::l( ) Y1 Y2'···' Yn' u Yl' Y2'···' Yn 
lJl 

Dabei ist m jener Bereich, in welchen 9)( bei der Transformation tibergeht. 
58. Kubatur von Korpern. Das Volumen eines dreidimensionalen Bereiches 

9)(, der den Voraussetzungen von Ziff. 57 gentigt, ist gegeben durch das dreifache 
Integral I I I dx dy dz. 1st 9)( ein Normalbereich (Ziff. 52), der durch die Flache 

9)/ 

z = t (x, y), den Zylinder f{i(x, y) = 0 und die (x, y)-Ebene begrenzt ist, so wird 
I I I dx dy dz = I If (x, y) dx dy, wobei m der durch f{i = 0 begrenzte Bereich der 

IDl lJl 
(x, y)-Ebene ist. 
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Das Volumen eines Drehkorpers ~ HiBt sich durch ein einfaches Integral aus
drlicken. Entsteht ~ dadurch, daB sich ein Normalbereich der (x, y)-Ebene, der 
durch die Kurve y = 1 (x) und die Geraden x = a, x = b und y = 0 begrenzt 
wird, urn die x-Achse dreht, so ist das Volumen von ~ gegeben durch das Integral 

b 

n J y2 dx. 1st fJ die Ordinate des Schwerpunktes undF der Inhalt eines beliebigen, 
a 

ganz oberhalb der x-Achse gelegenen FHi.chenstlickes %, so ist das Volumen 
des durch Drehung von % urn die x-Achse entstehenden Drehkorpers gleich 
21lrJF (zweite Guldinsche Regel; vgl. Ziff.55). 

59. Stieltjessche Integrale. Sei 1 (x) stetig und g (x) beschrankt in [a b]; ferner 
sei .8 eine Zerlegung von [ab] mit den Teilungspunkten Xl' x2, ••• , X"-l' Wir 
setzen a = xo, b = x" und wahlen in jedem Teilintervall [Xi-IXi] von.8 einen 
Wert ~i' Durchlauft.8 eine ausgezeichnete Zerlegungsfolge (Ziff. 43), so kon
vergiert die Summe 

n 
2:,1 (~i) [g (Xi) - g (Xi-I)] 
i=l 

nach einem Grenzwert, den man mit 
b 

jl(x) dg(x) oder 
a 

S/(x)dg(x) 

bezeichnet (Integralbegriff von STIELTJES). Hat g(x) in [abJ eine stetige Ab~ 
leitung, so geht das Stieltjessche Integral in ein Riemannsches liber. 

Beispiel: f(x) = X2, g(x) = [x] (Ziff. 5, Beispiel 2). Es ist 

s 
jx2 d[X] = 12 .1 + 2 2 '1 + 32 '1 = 14. 

o 
Bei hinreichend enger Teilung werden ja aile Differenzen g (Xi) - g (X;_l) = 0, auJ3er wenn 
in [x; _IXi] ein Punkt mit ganzzahliger Abszisse liegt, in welchem Falle g (Xi) - g (Xi -1) = 1 
ist. 

Li tera tur (Auswahl): BIEBERBACH, Differential- und Integralrechnung, 2 Bde. 
(2. Aufl. Leipzig 1921/23); COURANT, Vorlesungen uber Differential- und Integralrechnung 
(Berlin 1927); CZUBER, Vorlesungen uber Differential- und Integralrechnung, 2 Bde. 
(5. bzw. 6. Aufl. Leipzig 1922/24); DINGELDEY, Sammlung von Aufgaben zur Anwendung 
der Differential- und Integralrechnung, 2 Bde. (2. bzw. 3. Aufl. Leipzig 1921/23); 
GOURSAT, Cours d'analyse mathematique, Bd. 1 (4. Aufl. Paris 1925); KNoPp, Theorie und 
Anwendung der unendlichen Reihen (2. Aufl. Berlin 1924); KOWALEWSKI, Grundzuge der 
Differential- und Integralrechnung (3. Aufl. Leipzig 1923); MANGOLDT, Einfuhrung in die 
hohere Mathematik, 3 Bde. (4. bzw. 3. Aufl. Leipzig 1921/23); NERNST-SCHONFLIES, Ein
fUhrung in die mathematische Behandlung derNaturwissenschaften (10. Auf I. Munchen 1923); 
H. ROTHE, Vorlesungen uber hohere Mathematik (2. Auf I. Wien 1921); R. ROTHE, Hohere 
Mathematik (Bd.1, 2. Aufl. Leipzig 1927, Bd. 2 u. 3 noch nicht erschienen). SCHLOMLICH, 
Ubungsbuch zum Studium der hOheren Analysis, 2 Bde. (5. Aufl. Leipzig 1904 u. 1921); 
SCHRUTKA, Elemente der hoheren Mathematik (3. u. 4. Aufl. Leipzig 1924); SERRET
SCHEFFERS, Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung, 3 Bde. (6. bis 8. Aufl. 
Leipzig 1921/24); DE LA VALLEE-POUSSIN, Cours d'analyse infinitesimale, 2 Bde. (6. bzw. 
5. Auf I. Paris 1926). 



Kapitel2. 

Algebra. 
Von 

A. DUSCHEK, Wien. 

Mit 7 Abbildungen. 

I. Kombinatorik und Arithmetische Reihen. 
1. Permutationen. Unter einer Permutation von n Dingen, die man 

sich durch die natiirlichen Zahlen 1, 2, ... , n gegeben denken kann, versteht 
man entweder irgendeine andere Anordnung iv i2, ••• , in derselben Dinge oder 
aber die Operation, welche die natiirliche Anordnung 1, 2, ... , n in die An
ordnung iv i2, ••• , in iiberfiihrt. Die Anzahl allermoglichen Permutationen 
von n Dingen ist 1.2 ... n = n! Man schreibt die Permutationen mit Hinblick 

auf die zweite Interpretation e ~ ... ~), d. h. 1 geht in i1 iiber, 2 in i2 usw. 
. tl t2 ... tn . (1 2... n) (il i2 ... in ) 

1st kv k2' ... , kn eme andere Anordnung, so 1st offen bar ki k2 ... kn = ki, ki, ... kin . 

Fiihrt man die beiden Permutationen (~ ~ ... ~) und (k1 k2 ... kn ) in dieser Reihen-
tl t2 ... tn 1 2'" n 

folge nacheinander aus, so ist das ResuItat, das als Prod ukt der beiden 
Permutationen bezeichnet wird, wieder eine Permutation, und zwar ist 

Dieses Produkt geniigt dem kommutativen Gesetz im allgemeinen nicht, denn 
es ist offenbar 

( 1 2 ... n) (1 2 ... n) (1 2 ... n ) 
ki k2 •.. kn • i l i2 •.. in = ik, ik, •.. ikn . 

Eine Permutation heiBt zyklisch oder ein Zyklus, wenn sie von der Form 

( 1 2 ... m - 1 m m + 1 ... n). M h'b d f" k ( ) d h 
2 3 .,. m 1 m + 1 ... n 1St. an sc reI t a ur urz 1 2 . . . m, . . 

1 geht in 2 iiber, 2 in 3, usw., schlieBlich m wieder in 1. Eingliedrige Zyklen 
werden nicht angeschrieben. Es gilt der wichtige Satz: J e de (nicht schon von 
vornherein zyklisch e) Permutation IaBt sich als Produkt von Zyklen 
darstellen, wobei die einzelnen Zyklen elemen tfremd sind, d. h. es kann 
kein Element gleichzeitig in zwei Zyklen vorkommen . 

. (12 34567) (12 3456789) . SOlstz.B. 6 =(16)(2573), 8 = (172543689),alsozykhsch. 
524713 75634 291 

Man spricht von einer Inversion oder einem Fehlstand in einer gegebenen 
Permutation, wenn zwei Zahlen derselben in der umgekehrten als natiirlichen 
Anordnung stehen, d. h. wenn die spiiter kommende Zahl kleiner ist als die 
friihere. Eine Permutation heiBt gerade oder ungerade, je nachdem die Anzahl 
ihrer Fehlstiinde gerade oder ungerade ist. Versteht man unter einer Trans-
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posi tion die Vertauschung zweier Zahlen, also einen zweigliedrigen Zyklus, 
so kann eine gerade (ungerade) Permutation stets durch eine gerade (ungerade) 
Anzahl von Transpositionen in die natiirliche Anordnung iibergefUhrt werden. 

Es gibt ~! gerade und eben so viele ungerade Permutationen von n Zahlen. 

Die Anzahl der Permutationen von n Dingen, unter denen p einander gleich 
. d . t n! 

SIn , IS /if' 
o 2. Kombinationen und Variationen. Die Anzahl der verschiedenen Moglich

keiten, auf die man aus n gegebenen Dingen k Dinge ohne Riicksicht auf die 
Anordnung auswahlen kann, oder die Anzahl der Kombinationen von n 

Dingen zur k - ten Klasse ohne Wiederhol ung i~t K = (~) = h! (nn ~ kjT 

= (n: k)' Kann in jeder Kombination jedes Ding beliebig oft vorkommen, 

so spricht man von Kombinationen mit Wiederholung, ihre Anzahl ist 

Kw = (n + : - 1). 
Beriicksichtigt man auch die Anordllung der Dinge in den Kombinationen, 

so kommt man zu den Varia tionender n Dinge zur k-ten Klasse ohne 

und mit Wiederholung; ihre Anzahl ist V = (~) k! bzw. Vw = nk. 

Beispiel: n = 4, k = 2. 

Komb. o. W.: 12, 13, 14, 23, 24, 34; K = ( ~ ) = 6. 

Komb. m. W.: zu den obigen kommt noch hinzu 11, 22, 33, 44. ~ .. = ( ; ) = 10. 

Var. o. W.: 12,21, 13, 31, 14, 41, 23, 32, 24, 42, 34,43. V = (2) 2! = 12. 

Var. m; W.: zu den vorigen kommen noch hinzu 11, 22, 33,44; V .. = 42 = 16. 

3. Satze tiber Binominalkoeffizienten. In (~) ist k stets eine natiirliche 

Zahl oder Null, wobei (~) = 1 gesetzt wird. Die Basis n kann eine beliebige 

(auch komplexe) Zahl sein. Vnter dem Addi tionstheorem der Binomial
koeffizienten versteht man die Formel 

Fiir m = 1 folgt daraus (n + 1) = (n) (n) 
k 0 k + k-1 ' 

die grundlegende Eigenschaft des Pascals chen Dreiecks 

1 
1 1 

1 2 1 
1 3 3 1 

1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 

Die Zahlen dieses Schemas sind jeweils die Summen der beiden unmittelbar 
dariiberstehenden; die Zahlen der (n + i)-ten Zeile sind die Binomialkoeffizienten 
der Entwicklung von (a + b)n. 

Aus (A) folgt fUr m = -1 

(n;1) = (~) _ (k~1) + (k:J -+ ... + (_1)k(~). 
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fiir m = n = k (positiv ganz) 

(2nn) = 1 + (~)2 + (~ )2 + (; )2 + ... +.(: )2. 

Setzt man in der Entwicklung von (a + b)n nachtraglich a = b = 1, so folgt 

2n = 1 + (~ ) + (~ ) + ... + (: ) . 
Einige weitere spezielle Formeln (n ganz) 

(~n)=(_i)k(n+~-1), (~1)=(_i)k 

(~) (~) - (k : J (k ; 1) + (k : J (k ; 2) - + '" + (- 1)n-k (: ) (~ ) = O. 

1 _ (7 ) 2 + ( ~ ) 2 _ (; ) 2 + '" + (_ 1) n ( : ) 2 = (- 1) ~ (~) oder = 0 , 
2 

je nachdem n gerade oder ungerade ist. 

( - 1) = (_ 1) k 1 . 3 . 5 " : (2 k :-~ , (-1 {) = _ 21 . k 2·4·6 ... 2k 
4. Arithmetische Folgen. Sei u1 , U 2 , •.. , Un eine beliebige (endliche) Zahlen

folge. Dann versteht man unter der (ersten) Differenllenfolge die Folge 

unter der zweiten Differenzenfolge 

Ll2 U1 =JU2-JU1 , Ll2 U2 =Llu3 -Llu2, ... , Ll2un_2=Llun_1-Llun_2 

usw.; allgemein sind die k-ten Differenzen auf die (k - i)-ten zuriickgefiihrt 
durch 

Llku1 = Llk- 1 U2 - Llk-l U1 , ... , Llkun _k = Llk-1 un _k+1 - Llk-l un _k . 

Eine Folge u1 ' u2 , ••• , un heiBt arithmetische Folge k-ter Ordnung, 
wenn ihre k-ten Differenzen aIle einander gleich und von Null verschieden sind. 
Irgendwelche gegebene n Zahlen lassen sich immer als aufeinanderfolgende 
Glieder einer arithmetischen Folge von hochstens (n - i)-ter Ordnung ansehen. 

Das allgemeine Glied U y einer arithmetischen Folge k-ter Ordnung ist ein 
Polynom in 1', und umgekehrt ist jede Folge mit dem allgemeinen Glied 
Uy = ao + a1 v + a2v2 + '" + ak vk (ak =1= 0) eine arithmetische Folge k-ter 
Ordnung. 

Das allgemeine Glied U y einer arithmetischen Folge k-ter Ordnung laBt sich 
stets in der Form 

U v = do + d1 (~) + d2 (;) + ... + dk (~ ) 
darstellen; dabei sind die Zahlen do, d1 , •.. , dk die Anfangsglieder der o-ten, 
i-ten, ... , k-ten Differenzenfolge (die nullte Differenzenfolge ist natiirlich die 
Folge u1 , U 2 , ... selbst). Es folgt daraus, daB eine arithmetische Folge k-ter 
Ordnung durch diese Anfangsglieder do, d1 , ••• , dk vollstandig bestimmt ist. 

Die Summe der n ersten Glieder einer arithmetischen Folge k-ter Ordnung ist 

U 1 + u2 + .,. + Un = (7 )do + (~) d1 + (~)d2 + ... + (k : Jdk • 
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Die Folge mit dem allgemeinen Glied u" = "I.: ist eine arithmetische Folge 
k-ter Ordnung; fUr die Summe (P 0 ten z sum me) Sk (n) der ersten n Glieder dieser 
Folge gelten die Rekursionsformeln 

1 + (k ~ 1) sl.:(n) + (k ~ 1) sl.:_dn) + ... + (k 11) sdn) + so(n) = (n + 1)1:+1 

(k ~ 1)sdn) _ (k ~ 1) sk-1(n) + ... + (-1)kso(n) = nk+1, 

Mittels der Bernoullischen Zahlen (Kap. 1, Ziff. 33) HiBt sich die Potenz
summe Sk (n) folgendermaBen darstellen 

Sl.: (n) = ::: +B1nk + -}B2 (~) nk - 1 + {-B4 (~) nk- 3 + ~ B6 (~)nk-5 + .. , 
oder symbolisch (n + B)k+l _ Bk+l 

Sk (n) = k + 1 • 

Die niedrigsten Werte sind 
1 

so(n)=:=n, sdn)=2'n(n+1), 
1 1 

s2(n) = '6n(n + 1) (2n + 1), s3(n) = '4n2(n + 1)2 = Sl (n)2 , 

1 
s4(n) = 30n(n + 1) (2n + 1) (3n2 + 3n -1), 

1 s5(n) = 12 n2(n + 1)2 (2n2 + 2n -1). 

Wir erwahnen ~och die Summen 

1 + 3 + 5 + ... + (2n -1) = n2, 
1 (2n + 1) 12 +32+52 + ... +(2n-1)2=3'n(2n+1)(2n-1)= 3 ' 

13 + 33 + 53 + .,. + (2n -1)3 = n2(2n2 -1), 
allgemein 

sowie n+l 

1 + 3 + 6 + 10 + 15 + .. , + ~ n(n + 1) = ,2(;) 
,,=2 

= ~ n(n + 1) (n + 2) = (n ~ 2) , 
deren Glieder ebenfalls arithmetische Folgen bilden. 

II. Matrizen und Determinanten. 
5. Begriff der Matrix und Determinante. Ein System von m . n GraBen, 

in einem Rechteck von m Zeilen und n Spal ten (Kolonnen) 

( 

all a12 ··· at,. ) 

. ~~~~~~ ....... ~~~ 
a m lam2'" am,. 

angeordnet, heiBt eine (rechteckige) Matrix. Zeilen und Spalten werden mit 
dem gemeinsamen Namen Reihen bezeichnet, die GroBen aik heiBen Elemente 
der Matrix. Von den beiden Indizes gibt der erste die Zeile, der zweite die Spalte 
der Matrix an, in welcher das betreffende Element steht. 1st m = n, so spricht 
man von einer quadratischen Matrix. Die Elemente all> a22, ... , ann einer 
solchen heiBen Hauptelemente und bilden die Hauptdiagonale; je zwei 
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beztiglich der Hauptdiagonale symmetrisch stehende Elemente aile und aki heiBen 
konjugierte Elemente. 

Eine quadratische Matrix heiBt symmetrisch, wenn je zwei konjugierte 
Elemente einander gleich sind, also aik = aki ist. 1st aik = -aki fUr i =1= k, 
so heiBt die Matrix schief; ist aik = -aki fUr aIle i und k, so verschwinden 
alle Elemente au der Hauptdiagonale, und die Matrix wird als schiefsymme
trisch oder alternierend bezeichnet. 

Unter einer n-reihigen Determinante oder Determinante n-ter Ord
n ung versteht man die ganze rationale und homogene Funktion (Form) n-ten 
Grades der n 2 Elemente einer quadratischen Matrix, die durch 

D=~(_1)J(i,i,···i,.)a·a· a . 
..::.. 1'1.1 2'2··· 'Un 

definiert ist, wobei die Summe tiber alle n! Permutationen i li2 ... in der Zahlen 
1,2, ... , n zu erstrecken ist und J(il i2 • •• in) die Anzahl der Fehlstande (Ziff.1) 
der Permutation i l i2 •.. in bedeutet. Man bezeichnet diese Funktion durch das 
Symbol 

oder ktirzer 

oder schlieBlich 

ani an2'" ann 

D =~ ± an a22 ... ann, 

D=t~kt· 
Die beiden letzten Schreibweisen sind nattirlich in konkreten Fallen, wo etwa die 
Elemente numerisch gegeben sind, unbrauchbar. 

Die oben fUr quadratische Matrizen gegebenen Definitionen gelten unver
andert auch fUr Determinanten. Erwahnt sei noch, daB die Determinante D 
durch die drei folgenden Eigenschaften eindeutig definiert ist: D ist eine lineare 
Form in den Elementen jeder Zeile (Spalte); D geht in - D tiber, wenn man zwei 
beliebige Zeilen (Spalten) miteinander vertauscht; es ist D = 1, wenn all = 
= a22 = ... = ann = 1 und alle anderen Elemente gleich Null gesetzt werden. 

6. Siitze tiber Determinanten. Eine Determinante 
andert ihr Vorzeichen, wenn man zwei parallele Reihen miteinander ver

tauscht; 
verschwindet, wenn aIle Elemente einer Reihe Null sind; 
behalt ihren Wert, wenn man zu den Elementen einer Reihe die mit einem 

beliebigen gemeinsamen Faktor multiplizierten entsprechenden Elemente einer 
parallelen Reihe addiert; 

verschwindet, wenn die entsprechenden Elemente von zwei parallelen Reihen 
einander proportional (oder insbesondere einander gleich) sind, oder wenn all
gemeiner die Elemente einer Reihe lineare Kombinationen der entsprechenden 
Elemente einer beliebigen Anzahl paralleler Reihen sind; 

behalt ihren Wert, wenn man sie stiirzt, d. h. Zeilen und Spalten ver
tauscht (man spricht auch von einer Umklappung der Determinante um die 
Hauptdiagonale) ; 

wird mit einer GroBe z multipliziert, indem man aIle Elemente einer Reihe 
mit z multipIiziert, und umgekehrt kann man einen gemeinsamen Faktor alIer 
Elemente einer Reihe als Faktor vor die Determinante setzen; 

behalt ihren Wert, wenn man jedes Element aik mit Zi-k multipliziert, wobei 
z =1= 0 beliebig ist; 

in welcher die Glieder einer Reihe m-gliedrige Summen sind, ist, gleich 
einer Summe von m Determinanten, die sich von der ursprtinglichen nur dadurch 
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unterscheiden, daB in der betreffenden Reihe die einzelnen Summanden stehen; 
so ist z. B. (m = 2) 

iakl + akl ak2'" akn: = i a kl ak2'" akni + lakl ak2'" aknl, 

wo der Einfachheit halber nur die k-te Zeile angeschrieben ist. 
Das Produkt zweier Determinanten A = I aik lund B = I bikl gleicher 

Reihenzahl n ist wieder eine n-reihige Determinante Gikl, deren Elemente sich 
auf vier Arten berechnen lassen, namlich 

n 
1. Gik = ~ aia blea = ail bkl + ai2 bk2 + 

0=1 
n 

2. Gik = ~ aiu bak = ail b lk + ai2 b2k + 
a=1 

n 
,. Gik = ~ aui bk(J = ali bkl + a 2 i bk2 + 

a=l 
n 

4. Gik = ~ au; bak = aliblk + a 2 i b2lc + 
0=-1 

FaBt man die Elemente je einer Reihe von A und B als Komponenten eines 
Vektors eines n-dimensionalen Raumes auf, so sind die Elemente der Produkt
determinante die inneren Produkte aus je einem Vektor von A mit einem Vektor 
von B. Man gelangt zu den vier obigen Darstellungen, je nachdem man 
Zeilen oder Spalten zu einem Vektor zusammenfaBt. 

Fur die Multiplikation von Determinanten ungleichen Grades ist es wichtig, daB 
man durch Hinzufiigen von Zeilen und Spalten den G r a d e i n e r De t e r min ant e 
erhahen kann, ohne ihren Wert zu andern, indem man in die Verlangerungder 
Hauptdiagonale lauter Einser und in die freien Platze auf der einen Seite lauter 
Nullen, auf der anderen Seite beliebige GraBen schreibt (randern, vgl. Ziff. 7). 

Die Ableitung einer n-reihigen Determinante, deren Elemente Funktionen 
einer Veranderlichen sind, ist eine Summe von n-Determinanten, die sich von 
der gegebenen dadurch unterscheiden, daB die Elemente je einer Reihe durch 
ihre Ableitungen ersetzt sind. 

7. Unterdeterminanten. Der Zerlegungssatz von LAPLACE. Streicht man 
in einer n-reihigen quadratischen Matrix mit der Determinante D irgendwe1che 
k Zeilen und k Spalten weg, so bleibt eine (n - k)-reihige quadratische Matrix 
ubrig; die Determinante U dieser Matrix heiBt Minor oder Un terdeterminan te 
von D. Sind die Hauptelemente von D auch Hauptelemente von U, so heiBt U 

Hauptminor oder Hauptunterdeterminante von D. Es gibt (~)2 Unter

determinanten (n - k)-ter und ebenso viele k-ter Ordnung; unter Ihnen sind (~) 
Hauptunterdeterminanten. 

Sei U jene m-reihige Unterdeterminante, deren Elemente im Schnitt der Zeilen 
ii' i2,· .. , im mit den Spaltenjl' i2' .. " jm(i1 < i2 < .. , < im; il < i2 < ... < jm) 
von D stehen, so daB U = ~ ± aid1 ai,j, ... aimjm ist. Dann heiBt die Zahl 
1= il + i2 + ... + im + il + i2 + ... + jm Index von U. Die (n - m)
reihige Unterdeterminante U', deren Elemente im Schnitt der in U nicht vor
kommenden Zeilen und Spalten von D stehen, heiBt die zu U adjungierte oder 
komplementare Unterdeterminante von D. Dagegen versteht man unter dem 
algebraischen Komplement U1 von U die mit dem positiven oder negativen 
Vorzeichen versehene Unterdeterminante U', je nachdem der Index von U ge
rade oder ungerade ist. U1 ist somit der Faktor von ail.iI aid, ... aimim in der 
Entwicklung von D, also U _ am D 

1 - oai,iJ}ai,i2'" Oaimim . 
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Erh6ht man den Grad einer Determinante D = 1: ± all a 22 •.. ann durch 
Hinzufiigen je einer Zeile und Spalte mit beliebigen Elementen b, so erhaH man 
eine neue Determinante 

all 
a 21 

B= 
a n 2 ••• ann a nq 

bp2 ••• bpn bpq I 

anI 

bPI 

die als g.eranderte Determinante bezeichnet wird und den Wert 

aD 
hat, wo Aik = -,,-- das algebraische Komplement von aik in D ist. Daraus uaik 

folgt insbesondere die oft verwendete Formel 

all a 12 a in uJ 

a 2l a 22 a 2n u2 

. . .. . . . .. 
anI a n2 ann Un 

VI V2 tin 0 

Bildet man die Summe der (:) Produkte aIler m-reihigen Unterdeter

minanten, die sich aus den Elementen von m Reihen einer Determinante D bilden 
lassen, mit ihren algebraischen Komplementen, so ist der Wert dieser Summe 
gleich dem Wert der Determinante D (Laplacescher Zerlegungssatz). 

Aus diesem Satz ergeben sich unmittelbar eine Reihe wichtiger Folgerungen: 
Verschwinden aIle Elemente einer Determinante D, die im Schnitt von 

m Zeilen mit n - m Spalten stehen, so ist D das Produkt je einer m-reihigen 
und (n - m)-reihigen Determinante. 

Verschwinden alle Elemente einer Determinante, die im Schnitt von m Zeilen 
mit mehr als (n - m) Spalten stehen, so hat die Determinante den Wert Null. 

Die Summe der Produkte der in m Reihen einer Determinante D = jaikl 
enthaltenen Unterdeterminanten von D mit den algebraischen Komplementen 
der entsprechenden, in man d ere n parallel en Reihen enthaltenen Unter
determinanten von D ist stets Null. Fur m = 1 folgt daraus, wenn man mit 
Ai!; das algebraische Komplement von aik bezeichnet, 

aiiAU + &l2i A 2k + .. , + aniAnk = b'lk D 
(i,k=1,2, ... ,n) 

ail A kl + ai2 A k2 + ... + ainAkn = c5ik D 

wo bik = 0 oder = 1 ist, je nachdem i =1= k oder i = kist. 
S. Adjungierte Determinanten. Bildet man aus den algebraischen Kom

plementen Ai!; der Elemente aik einer Determinante D eine neue Determinante 
D', die sog. adjungierte Determinante oder Adjunkte von D, so gilt 

D' = Dn-I. 

Die adjungierte Determinante eines Produktes zweier Determinanten A und B 
ist das nach demselben Verfahren (Ziff.6) ermittelte Produkt der adjungierten 
Determinanten von A und B. 

1st D' wieder die adjungierte Determinante von D, D~ eine Unterdeter
minante m.-ten Grades von D' und 151 das algebraische Komplement der ent-
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sprechenden, d. h. aus denselben Zeilen und Spalten wie D~ gebildeten Unter
determinante von D, so ist 

oder ausfiihrlicher 

~±A A A - Dm-l omD 
~ i,i, i.i.··· imim - oai,J, oa;"J • ... oaimJm 

(Formel von JACOBI). Fur m = 2 folgt 

und fUr m = n - 1 

eine bequeme Formel fur 
von D'. 

I Aid, Ai,i. I D OZ D 
A· . A·· = oal,,,oal,J, 

1.211 t212 

oD' Dn-Z a 
BAlk = . ik' 

die algebraischen Komplemente der Elemente Ai1~ 

9. Spezielle Determinanten. A. Symmetrische Determinanten. Ver
schwinden alle Hauptunterdeterminanten m-ten und (m + i)-ten Grades einer 
symmetrischen Determinante, so verschwinden alle Unterdeterminanten m-ten 
und haheren Grades. . 

Die adjungierte Determinante einer symmetrischen Determinante ist eben
falls symmetrisch. 

Das Quadrat jeder Determinante kann als symmetrische Determinante 
dargestellt werden. 

B. Schiefe Determinanten. Eine schiefsymmetrische Determinante un
geraden Grades'verschwindet; ihre adjungierte Determinante ist symmetrisch. 

Eine schiefsymmetrische Determinante geraden Grades ist das vollstandige 
Quadrat eines Polynoms in ihren Elementen, der sog. Pfaffschen Funktion; 
ihre adjungierte Determinante ist ebenfalls schiefsymmetrisch. . 

C. Hermi tesche Determinan ten. Man versteht darunter Determinanten, 
bei der konjugierte Elemente konjugiert komplex (die Hauptelemente also reell) 
sind. Die adjungierte Determinante einer Hermiteschen Determinante ist eben
falls eine Hermitesche Determinante. Zu den Hermiteschen Determinanten 
sind als Sonderfille auch die symmetrischen und schiefsymmetrischen Deter
minanten zu rechnen; die ersteren ergeben sich bei reellen, die letzteren bei rein 
imaginaren Elementen (nach Unterdruckung des Faktors i). 

Die Gleichung 

=0 

... ann - X 

hat lauter reelle Wurzeln, wenn die Determinante I aul eine Hermitesche ist. 
1m Sonderfall einer symmetrischen Determinante ergibt sich die Sakular
gleichung (Ziff.33). 

D. Vandermondesche Determinanten. Diese sind von der Form 

1 1 1 • 
a} a2 an 

D(a}, a2 , ••• , an) = ai -~- a2 n 

n-l n-l n-l a l a2 ••• an 

D ist eine alternierende Funktion der GraBen ai, d. h. sie andert bei jeder 
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Vertauschung derselben hochstens ihr Vorzeichen und stimmt mit dem Differenzen
produkt II(ai - ak), (i> k) uberein. Fur das Quadrat von D ergibt sich 

i, k 

wo s; = al + a~ + ... + a~ ist, eine sog. rekurrierende Determinante. 
E. Zyklische Determinanten. Diese sind von der Form 

A= 

an a l ··· an-2 an-1 
also ein Sonderfall der eben erwahnten rekurrierenden Determinanten. Es ist 

A = (_1)Hn-1)(n-2) f(~l) f(~2) ... f(~n)' 

wo f(x)=a1+a2x+a3x2+,,·+anxn-l und die ~i die n-ten Einheits
wurzeln (Ziff. 42) sind. 

Die aus A durch Zeilenvertauschung hervorgehende Determinante, in deren 
erster Spalte die Elemente at, an, an-1, ... , a2 stehen, heiBt Zirkulante; sie 
ist symmetrisch bezuglich der Nebendiagonale und unterscheidet sich von A 
nur durch den Faktor (-'-1)Hn-1)(n-2). 

F. Die Wronskische Determinante. Sind YI, Y2' ... , Yn n-mal stetig 
differenzlerbare Funktionen der einen Veranderlichen x, so ist 

Yn 
y~ 

y~ 

Y(n -1) y(n -1) y(n -1) 
1 2 . .• n 

die Wronskische Determinante der Funktionen y. Die Gleichung W = 0 stellt 
die notwendige und (bei analytischen Funktionen auch) hinreichende Bedingung 
fur lineare Abhangigkeit (Ziff. 11) der n Funktionen Y dar; d. h. es gibt dann 
mindestens eine homogene lineare Beziehung von der Form 

elYI + C2 Y2 + ... + CnYn = 0 

mit nicht durchwegs verschwindenden Koeffizienten C. 

Die Ableitung W' einer Wronskischen Determinante erhalt man, indem 
man in der n-ten Zeile von W die y(n-1) durch die n-ten Ableitungen y(n) ersetzt, 
alle ubrigen Zeilen aber ungeandert laBt. 

G. Uber J aco bische oder Funktionaldeterminan ten vgl. Kap. 1, 
Ziff. 24 und 26. 

H. Die Hessesche Determinante 

H=I~, I ()2 f I 
I UXiuXk 

deren Elemente die zweiten Ableitungen einer Funktion t(x1 , X 2 ' ••• , xn) sind, 
ist die Jacobische Determinant/! der ersten Ableitungen. 1st t eine Form in 
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Xl' X2 , ••• , Xn , SO stellt die Gleichu~g H = 0 eine notwendige Bedingung dafiir 
dar, daB t sich durch eine nicht singuHire homogene line are Transformation in 
eine Form von weniger als n Veranderlichen transformieren laBt. Hinreichend 
ist die Bedingung nur in den Fallen n = 2, 3 oder 4 sowie allgemein bei tIua
dratischen Formen. 

10. Numerische Berechnung von Determinanten. Die in Ziff. 5 als Definition gegebene 
Entwicklung einer n-reihigen Determinante eignet sich zur numerischen Berechnung hoch
stens in den Fallen n = 2 und n = 3; in letzterem fuhrt sie auf die Regel von SARRUS: Man 
schreibt die ersten zwei Spalten in folgender Weise nochmals neben das Elementenschema 
der Determinante 

+, +" +, / / / 
an au a13 au au 

"" 
,/ ,/ / /" /, 

a21 a 22 a23 a21 a2l! 

/ ,/ ,,/ "-/, /, " a 31 a 32 a33 aS1 a 32 
/ / / , 

" 
, 

faBt je drei der auf demselben schragen Strich befindlichen Glieder zu einem Produkt zu
sammen, versieht· es mit dem angedeuteten Vorzeichen und addiert die sich so ergebenden 
sechs Produkte. 

In allen anderen 'Fallen wird man trachten, durch Umformungen nach Ziff. 6 und 7 
den Grad der Determinante zu erniedrigen, was man am besten dadurch erreicht, daB man 
durch sukzessive Addition der mit einem geeigneten Faktor multiplizierten Elemente einer 
Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte) alle Elemente einer Spalte (Zeile) bis auf eines 
zum Verschwinden bringt. Die Determinante ist dann das Produkt dieses Elementes mit 
seinem algebraischen Komplement. Immer zum Ziel fiihrt die folgende, dem GauBschen 
Eliminationsverfahren bei linearen Gleichungen (Ziff. 14) nachgebildete Methode: 1st I au I 
die gegebene Determinante, so multipliziere man die Elemente der ersten Zeile mit - a/Jan 
und addiere sie zur i-ten Zeile (i = 2, 3, ... , 11), welche dadurch die Elemente 

bekommt. Dann ist 
I aikl = all· ~ ± a~2 a33 ··· a~n' 

Mit dieser Determinante ist dann ebenso zu verfahren usw. 

11. Rang einerMatrix. Sei W = (aik) (i = 1, 2, ... , m; k = 1, 2, ... , n; n>m) 

eine beliebige Matrix. Unter einer Determinante von W versteht man eine der (:) 

m-reihigen Determinanten, die sich aus dem Elementenschema von W bilden 
lassen, und unter einer Unterdeterminante von W eine Unterdeterminante einer 
der eben genannten m-reihigen Determinanten. 

Unter dem Rang einer Matrix W versteht man den Grad der nicht verschwin
denden Unterdeterminante hochsten Grades von W. 

Zur Feststellung, daB eine vorgeiegte Matrix W den Rang r hat, geniigt es 
zu zeigen, daB alle (r + 1)-reihigen Unterdeterminanten von W verschwinden 
und eine r-reihige von Null verschieden ist. Einfacher gestaltet sich der Nach
weis in der Regel, wenn man sich der sog. rangerhaltenden Umformungen 
bedient; diese sind: 

1. Die Vertauschung zweier paralleler Reihen; 
2. Multiplikation aller Elemente einer Reihe mit demselben, von Null ver

schiedenen Faktor;' 
3. Addition einer mit einem beliebigen Faktor multiplizierten Reihe zu 

einer parallelen Reihe. 
Man beachte, daBder Wert der Determinanten von ~durch die Um

formungen 1. und 2 .. im allgemeinen geandert wird. Diese drei Umformungen 



Ziff. 12. Algebra der Matrizen. 65 

gestatten die Durchfiihrung des in Ziff. 10 geschilderten Verfahrens, natiirlich 
mit Ausnahme der Graderniedrigung; man kann durch wiederholte Anwendung 
desselben die Matrix so umformen, daB all = a22 = ... = a" = 1 wird, wahrend 
alle iibrigen Elemente verschwinden. 

Zwei Matrizen heiBen aquivalent, wenn sie durch rangerhaltende Um
formungen ineinander iibergefiihrt werden konnen; aquivalente Matrizen haben 
somi t gleichen Rang. 

1st W eine symmetrische quadratische Matrix und verschwinden alle 
(p + 1)- und (p + 2)-reihigen Hauptunterdeterminanten, so ist der Rang nicht 
groBer als p. 

Der Rang einer schiefsymmetrischen Matrix ist stets eine gerade Zahl. 
Die m Systeme von je n Zahlen 

(i = 1, 2, ... , m) (A) 
heiBen voneinander linear abhangig, wenn es m Zahlen c, gibt, die nicht 
alle gleich Null sind und die die Gleichungen 

c1 a~) + c2 a~) + ... + Cm a~m) = 0 (k = 1, 2, ... , n) 

erfUllen. 1m anderen Fall heiBen die Systeme (A) linear unabhangig. Besteht 
eines der Systeme (A) aus lauter Nullen, so sind sie linear abhangig. 

Notwendig und hinreichend fUr line are Abhangigkeit der Systeme (A) ist 
im Fall m <: n, daB der Rang der Matrix (a~)) kleiner als mist; im Fall m > n 
sind die Systeme (A) somit stets linear abhangig. 

12. Algebra der Matrizen. Eine n-reihige quadratische Matrix W = (aik) 
ist ein System von n 2 Zahlen. Man kann aber das Symbol W selbst als GroBe 
ansehen (allgemeine oder hohere komplexe GroBe) und fUr solche GroBen 
Rechenregeln aufstellen. Die Voraussetzung, daB alle im folgenden betrachteten 
Matrizen quadratisch und von gleicher Reihenzahl sein sollen, bedeutet keine 
Einschrankung der Allgemeinheit, da rechteckige Matrizen oder solche geringerer 
Reihenzahl stets durch Hinzufiigen von Reihen mit lauter Nullen in n-reihige 
quadratische Matrizen umgeformt werden konnen, wenn nur n geniigend 
groB ist. 

Eine Matrix ist Null, wenn alle ihre Elemente Null sind. 
Zwei Matrizen m und 58 heiBen einander gleich, wenn ihre entsprechenden 

Elemente iibereinstimmen. 
Die Summe (Differenz) zweier Matrizen m und 58 ist wieder eine Matrix, 

deren Elemente die Summen der entsprechenden Elemente von m und 58 sind. 
Eine Matrix m wird mit einer (reellen oder gemeinen komplexen) Zahl a 

multipliziert, indem man aIle Elemente von m mit a multipliziert. 
Die formalen Gesetze der elementaren Algebra gelten unverandert fUr diese 

drei Operationen. 
Das Produkt zweier Matrizen m und m = (bik) ist wieder eine Matrix ~ = wm, 

deren Elemente Cik nach der Vorschrift 2. von Ziff. 6 gebildet sind (Zeilen von 2l 
mit Spalten von m). Das Produkt ist also im allgemeinen nicht kommutativ, 
dagegen assoziativ und distributiv. trber den Grund, weshalb das Produkt 
gerade so definiert wird, vgl. Ziff. 29. 

Die Determinante des Produktes zweier Matrizen ist gleich dem Produkt 
der Determinanten der beiden Faktoren. Fiir Summe und Differenz, sowie fUr 
das Produkt einer Matrix mit einer Zahl gelten die analogen Satze nicht. 

Der Rang r der Summe zweier Matrizen vom Rang r l und r2 geniigt der 
Ungleichung r s r l + r2 ; der Rang R des Produktes den Ungleichungen 
R :> r l + r 2 - n, R <: r l und R s r 2 • 1st die eine Matrix nichtsinguHi.r, d. h. 
vom Range r2 = n, so hat das Produkt den Rang r l . 

Handbuch der Physik. III. 
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Die Matrix 

st = (~ J : : .~) 
o 0 ... t 

heiBt skalare oder Diagonalmatrix. 1st 21 eine beliebige Matrix, so ist stets 
st21 = 21st = t21. Fur t = 1 erhiilt man die Einhei tsma trix~. Fur st ergibt 
sich st = t . ~. 

Versteht man unter der transponierten Matrix einer Matrix 21 = (aik) 
die Matrix 21' = (aki)' die aus 21 durch Vertauschen von Zeilen und Spalten 
entsteht, so gilt (21,)' = 21, (21-1)' = (2r') -1 und (21~)' = ~' 21', d. h. die Trans
ponierte eines Produktes ist gleich dem in umgekehrter Reihenfolge genommenen 
Produkt der Transponierten der einzelnen Faktoren. (A ) 

1st 21 = (aik) eine nichtsingulare Matrix, so heiBt die Matrix 21-1 = ';1, wo 

Aik das algebraische Komplement von aik in der Determinante A von ~( ist, 
die zu 21 in verse Matrix oder kurz die In verse von 21. Der Grund fur diese 
Bezeichnung liegt in der leicht nachweisbaren Beziehung 21 21 -1 = ~l-l 21 = ~. 

Definiert man 21P = 21· 21P-l, 210 = ~ und 21-P = (21-I)P, so gelten die 
Potenzgesetze 21P 21q = 21PH und (21P)Q = 21pQ bei ganzzahligem p und q fUr 
nichtsingulare, bei positivem ganzen p und q auch fur beliebige Matrizen. 

Unter der Adjungierten ill einer beliebigen Matrix 21 = (aik) versteht 
man die Matrix ill = (Aki). 1st 21 nicht singular, so ist ill = A ·21-1. Daraus 
folgt ill· 21 = 21 . i = A . ~, eine Beziehung, die auch fur singulare Matrizen 
richtig bleibt. 

1st 21 eine beliebige und ~ eine nichtsingulare Matrix, so sind die Gleichungen 
21 = ~. I und 21 = ID' ~ stets eindeutig 16sbar, und zwar ist I = ~-121 und 
ID = 21~-1. 

13. Unendliche Determinanten und Matrizen. Sei 

an al2 al n 

aui, ... , An = a21 a22 ••• a2n , . .. 
a22 . • ••••.•••••••• 

anI an2 ann 

eine Folge von Determinanten. Existiert der Grenzwert timAn = A, so nennt 
man n-+oo 

eine konvergente unendliche Determinante. Die Satze von Ziff. 6 mit 
Ausnahme der drei letzten gelten unverandert auch fUr unendliche Deter-
minanten. 00 

1st die unendliche Reihe ~ aik> (i =J= k) der nicht in der Hauptdiagonale 
~k=1 00 

stehenden Glieder und das unendliche Produkt II aii der Diagonaiglieder ab-
i=1 

solut konvergent, so ist auch die unendliche Determinante A konvergent 
und wird nach H. v. KOCH ais N ormaideterminan te bezeichnet. Fiir so1che 
Normaideterminanten gilt unveranderl die Produktregel (Ziff.6), ebenso laBt 
sich der Begriff der Unterdeterminanten, sowie der Laplacesche Zerlegungssatz 
(Ziff. 7) ohne weiteres ubertragen. 
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Das Schema der Elemente einer unendlichen Determinante (N ormaldeter
minante) heiBt unendliche Matrix (N ormalmatrix). Eine Unterdeter
minante Ap einer Normaldeterminante oder Normalmatrix heiBt p-te Unter
determinante, wenn sie durch Streichung von p Zeilen und p Spalten aus der 
urspriinglichen Determinante oder Matrix entsteht. 

Eine Normaldeterminante oder Normalmatrix hat den Rang p, wenn eine 
p-te Unterdeterminante von Null verschieden ist, aber alle p - i-ten Unter
determinanten verschwinden (genauer gesprochen geniigt es bereits, daB alle 
jene p -i-ten Unterdeterminanten verschwinden, die die von Null verschiedene 
Unterdeterminante enthalten). 

III. Lineare Gleichungen. 
14. Nicht homogene lineare Gleichungen. Sei das System der m linearen 

Gleichungen in n Veranderlichen Xi vorgelegt: 
n 
~aikXk = bdi = 1, 2, ... , m). 
k=l 

1st dann r der Rang der Koeffizientenmatrix 

21 = (~ .. ::: : : : .~: ) 
amI a m2'" amn 

und r' der Rang der erweiterten Matrix 

(
an a 12 aln bI ) 

211 = a~~ . . ~2~ • : : : .a~~ . . b.2 

am! a m2'" a mn bn 

(A) 

so ist das System (A) dann und nur dann losbar, wenn r = r' ist, wahrend im 
anderen Fall r < r' das System unvertraglich ist, d. h. einen Widerspruch ent
halt, wie z. B. die Gleichungen X + 3y + 2z = 5, 2x + 6y + 4z = 7. 1m 
Fall r = r' kann man die Werte von n - r Unbekannten Xi willkiirlich wahlen, 
nur mit der Einschrankung, daB die Koeffizientenmatrix der iibrigbleibenden 
Unbekannten den Rang r erhalt. Die iibrigen r Unbekannten sind dann ein
deutig bestimmt durch ein System von r Gleichungen mit nicht verschwindender 
Determinante (vgl. den nachsten Absatz). 

1st r = m = n, so ist auch r' = n und die Determinante A = I aik I =1= O. 
Die Losungen ergeben sich nach der Cramerschen Regel 

A, 
Xi=A' 

wo Ai jene n-reihige Determinante bedeutet, die sich aus A ergibt, wenn man 
darin die Elemente der i-ten Spalte durch die Zahlen b1 , bs , ... , bn ersetzt. 

Zur numerischen Berechnung eignet sich diese Regel nur im Fall n = 2; in anderen 
Fa.llen wird man sich entweder eines Naherungsverfahrens bedienen oder das G a u /3 sche 

Eliminationsverfahren anwenden: Man multipliziere die erste Gleichung von (A)mit _ ail 
all 

und addiere sie zur i-ten (i = 2, 3, ... , n), welche dadurch das Aussehen a~2 %2 + als Xs + ... 
5* 



68 Kap. 2. A. DUSCHEK: Algebra. Ziff. 15. 

+ a~ x" = b~ erhalt. Mit dem System dieser n ~ 1 Gleichungen verfahrt man ebenso usw. 
Das'ganze Gieichungssystem hat dann die Gestalt 

an Xl + a12 X2 + a13 X3 + ... + a1 n X" = bl 

a;2x2 + a~3x3 + ... + a~" X" = b~ 
as; %3 + ... + as n Xu = b~ 

und daraus lassen sich ohne sonderliche Schwiedgkeit der Reihe nach die Unbekannten 
x,,, X" -1' ... , X2' Xl berechnen. Das Verfahren laBt sich bei geringen Anspriichen hinsicht
lich der Genauigkeit recht bequem mit dem Rechenschieber durchfiihren. 

Fur ein System von unendlich vielen linearen Gleichungen 

= 2:aik xk = bi, 
k=l 

(i=1,2, ... , .. . ) (B) 

mit unendlich vielen Unbekannten Xk gilt die Cramersche Regel, wenn die 
Gleichungsdeterminante eine von Null verschiedene Normaldeterminante (Ziff. 13) 
ist und die bi beschrankt sind. Die Lasungen Xk sind dann ebenfalls beschrankt. 

Hat die Gleichungsdeterminante hingegen den Rang r > 0, so kann man 
durch eventuelle Umordnung der Gleichungen und Unbekannten erreichen, daB 
die durch Streichung der ersten r Zeilen und Spalten sich ergebende Haupt
unterdeterminante von Null verschieden ist. Notwendig und hinreichend fUr die 
Lasbarkeit von (B) ist das Bestehen der Gleichungen1): 

bl! al!,r+l al!,r+2 

b;+l a r+l,r+l a r+l,r+2 

br+2 ar+2,r+l a'+2,r+2 

! 
• i 

=0 (e=1,2, ... ,r). (C) 

15. Homogene line are Gleichungen. Das Gleichungssystem (A), Ziff. 14, 
heiBt homogen, wenn aIle bi = 0 sind. Es folgt unmittelbar, daB ein solches 
System stets Lasungen besitzt. 1st der Rang r der Gleichungsmatrix r = n, 
so gibt es ein einziges, das sog. triviale Lasungssystem Xi = 0; soIlen noch 
andere Lasungen existieren, so muB der Rang r < n sein. 

Das System x~), x~), ... , x~) (i = 1, 2, ... , p) von p Lasungen der 
Gleichungen n 

~aikxk = 0 (i = 1,2, ... , m) 
k=l 

heiBt fundamen tales Lasungssystem, wenn einerseits seine p Lasungen 
linear unabhangig sind, andrerseits aber jed e Lasung von diesen linear abhangig 
ist. Jede andere Lasung unserer Gleichungen hat dann die Gestalt 

und der Rang r der Gleichungsmatrix ist r = n - p. 
Ein solches Fundamentalsystem erMlt man dadurch, daB man (natigenfalls) 

zunachst das Gleichungssystem so umordnet, daB die Determinante ~ ± all a22 ... 

arr =1= 0 ist. Dann wahlt man irgendwie np = n (n - r) GraBen b(Xfi (IX = r + 1 , 

1) Ober die Untersuchungen von HILBERT und SCHMIDT vgl. KOWALEWSKI, Deter
minantentheorie, Leipzig 1909 und HILBERT, Grundziige e. aUg. Theorie d. linearen Integral
gleichungen, 4. und 5. Mitteilung, Gottinger Nachrichten 1906. 
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r + 2, "', n; fJ = 1 , 2, ... , n), die nur der Bedingung zu geniigen haben, daB 
die Determinante 

ar 2 ••• arn 

b'+1,2 ... br+l,n 

nicht verschwindet. Man kann am einfachsten boux = 1 (lX. = r + 1 ,r + 2, ... , n) 
alle iibrigen = 0 annehmen. Dann bilden die np Elemente der letzten p Zeilen 
der adjungierten Determinante von D gerade ein fundamentales Lasungs
system. 

n Gleichungen mit n Unbekannten haben dann und nur dann eine von der 
trivialen verschiedene Lasung, wenn die Determinante I aik I = 0 ist. 1st der 
Rang r= n - 1, so kann man eine (von den iibrigen linear abhiingige) Gleichung 
weglassen. 1st m die Matrix des iibrigbleibenden Gleichungssystems, so ist 

Xl: X2 : ••• : Xn = AI: A 2 : • I • : An, 

wo Ai die Determinante der sich aus m durch Streichung der i-ten Spalte er
gebenden Matrix ist, versehen mit dem Faktor (_1)i+I. 

Ein System von unendlich vielen homogenen Gleichungen mit unendlich 
vielen Unbekannten (Ziff. 14, (B) fUr bi = 0), dessen Gleichungsdeterminante 
eine Normaldeterminante ist, besitzt dann und nur dann eine von der trivalen 
verschiedene Lasung, wenn die Gleichungsdeterminante einen Rang r> 0 hat 
(die Bedingungen (C) von Ziff. 14 sind im Fall eines homogenen Systems ja sieher 
erfiillt). Es gibt auch hier dann genau r unabhangige Lasungen, aus denen 
sieh alle anderen linear zusammensetzen lassen. 

IV. Gruppentheorie. 
16. Definitionen. Eine Menge von Elementen bildet eine Gruppe, wenn 

folgende Postulate erfiillt sind: 
1. (Gruppengesetz.) Es ist eine Verkniipfungsvorschrift gegeben, die je 

zwei Elementen A und B der Menge ein drittes Element C zuordnet, das wieder 
der Menge angehart. C heiBt das Produkt von A und B, und man schreibt 
AB=C. 

2. (Assozia ti yes Gesetz.) Es ist stets A (BC) = (AB)C; d. h. das Produkt 
ist stets eindeutig bestimmt, solange die Reihenfolge der Faktoren ungeandert 
bleibt. Das kommutative Gesetz gilt im allgemeinen nieht. 

3. (Einhei tselemen t.) Es gibt ein Element E, so daB AE = EA = A 
ist ffir jedes Element A der Menge. 

4. (Inverses Element.) Zu jedem Element A der Menge gibt es ein 
Element B, so daB AB = BA = E ist. Man schreibt B = A-I. 

1st die Verkniipfung fUr alle Elemente einer Gruppe kommutativ, so heiBt 
die Gruppe selbst kommutativ oder Abelsche Gruppe. 

Nach der Anzahl der Elemente teilt man die Gruppen ein in endliche und 
unendliche; bei ersteren nennt man die Anzahl der Elemente Ordnung der 
Gruppe. 

Beispiele (vgl. auch Ziff. 20): Die positiven rationalen Zahlen mit der Multiplikation 
als Verknupfung; die ganzen Zahlen mit der Addition als Verknupfung (Einheitselement 
ist die 0). Beides sind unendliche Abelsche Gruppen. 
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Bemerkt sei, daD die vier Postulate, insbesondere bei endlichen Gruppen, 
voneinander nicht unabhangig sind. Bei endlichen Gruppen muD in der Folge 
A, A 2, A 3 , . . • wieder einmal das Element A vorkommen; ist allgemein n die 
kleinste Zahl, fUr die die Gleichung An = E richtig ist, so heiDt n Ordnung 
des Elementes A. Gruppen, deren samtliche Elemente Potenzen eines einzigen 
sind, heiDen zyklisch und sind stets auch Abelsche Gruppen. 

Beispiele: Die n-ten Einheitswurzeln (Ziff.42) mit der Multiplikation als Verkniipfung 
bilden eine zyklische Gruppe n-ter Ordnung; die samtlichen ganzzahligen Potenzen einer 
Zahl a eine unendliche zyklische Gruppe, z. B. (a = 2) ... , i, t, }, 1, 2, 4, 8, ... 

17. Untergruppen. Eine Teilmenge oS) einer Gruppe @, die bereits fur sich 
den vier Gruppenpostulaten genugt, heiDt Untergruppe der ursprunglichen 
Gruppe. Ist oS) weder mit @ identisch noch E ihr einziges Element, so ist oS) eine 
ech te oder eigen tliche Untergruppe, sonst eine uneeh te oder uneigen tliehe. 
Das wiehtigste Problem bei der Untersuchung einer vorgelegten Gruppe ist die 
Bestimmung ihrer samtlichen eehten Untergruppen. 

Sei oS) eine Untergruppe von @, A ein Element von @ auDerhalb oS). Setzt 
man fUr X der Reihe naeh alle Elemente von oS) ein, so beschreibt XA eine Teil
menge von @, die Nebengruppe von oS) genannt und mit oS)A bezeichnet wird. 
Kein Element von oS)A kann zugleich Element von oS) sein; ware namlieh 
XA = X' ein Element von oS), so ware X-IXA = A = X-lX', also A gegen 
die Annahme ein Element von oS). Eine Nebengruppe ist naturlich durehaus 
keine "Gruppe" in unserem Sinn. Umfassen oS) und oS)A noch nieht alle Ele
mente von @, so kann man mittels eines weiteren Elementes Beine neue Neben
gruppe oS)B bilden usf., bis alle Elemente von @ ersehOpft sind. Die Anzahl der 
sich so ergebenden Nebengruppen heiDt Index von oS). Man sehreibt @ = oS) + 
+~A + oS)B + ... Bei unendliehen Gruppen sind naturlieh auch Untergruppen 
von unendlichem Index moglich. 

Fur endliehe Gruppen folgt daraus, daD kein Element in zwei Nebengruppen 
vorkomlllen kann, der wichtige Satz, daB die Ordnung einer Untergruppe stets 
ein Teiler der Ordnung der Gesamtgruppe sein muD; dasselbe gilt fur die Ordnung 
eines beliebigen Elementes, das ja mit seinen Potenzen stets eine zyklische Unter
gruppe erzeugt. Der Index einer Untergruppe ist der Quotient der Ordnungen 
von Gesamt- und Untergruppe. 

Eine Teilmenge einer endlichen Gruppe ist bereits dann als Untergruppe 
gekennzeichnet, wenn fUr die Teilmenge das Gruppengesetz gilt. Die zwei 
Untergruppen gemeinsamen Elemente einer Gruppe bilden wieder eine Unter
gruppe, weIche Durchschni tt der beiden ersten Untergruppen genannt wird. 

Unter erzeugenden Elementen einer endlichen Gruppe versteht man 
ein System voneinander unabhangiger Elemente, aus weIchen sich alle ubrigen 
durch Verknupfung herstellen lassen. Mittels der erzeugenden Elemente 1aDt 
sich die abstrakte Gruppe vollstandig besehreiben, wenn man noeh geeignete 
Beziehungen, sog. definierende Rela tionen zwischen ihnen angibt. 

So ist A erzeugendes Element und An = E definierende Relation der 
zyklischen Gruppe n-ter Ordnung. Weitere Beispiele finden sich in Zif£' 21 
bis 26. 

Gilt fUr zwei Elemente A und B einer be1iebigen Gruppe @ eine Beziehung 
von derForm B = X-lAX, wo X ebenfalls zu@gehort, so sagt man, B entstehe 
aus A durch Transformation mit X. Die E1emente A und B heiDen kon-
jugiert. Besteht eine Untergruppe oS) von @ aus den E1ementen E, A, B, ... , 
so bi1den die transformierten Elemente X-lEX = E, X-lAX, X-IBX, .. . 
ebenfalls eine Untergruppe, die man symboliseh mit X-IoS)X bezeiehnet. oS) und 
X-IoS)X heiDen konjugierte Untergruppen. 
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Eine Untergruppe, die mit allen konjugierten identisch ist, heiBt in vari an te 
oder ausgezeichnete Untergruppe oder N ormalteiler. Der Durchschnitt 
zweier Normalteiler ist wieder ein Normalteiler. Die beiden unechten Unter
gruppen einer Gruppe sind (unechte) Normalteiler. Eine Gruppe, die auBer 
ihren beiden unechten keinen Normalteiler besitzt, heiBt einfach. 

Ein Normalteiler Weiner Gruppe @ und seine Nebengruppen bilden zu
sammen die Elemente einer neuen Gruppe, die Faktorgruppe von @ heiBt 
und mit @/W bezeichnet wird. 

18. Isomorphismus. LaBt sich jedem Element einer Gruppe @ ein und nur 
ein Element einer anderen Gruppe @' und jedem Element von @' mindestens ein 
Element von @ zuordnen, und zwar so, daB dem Produkt zweier Elemente von @ 
das Produkt der zugeordneten Elemente von @' entspricht, so heiBt @' isomorph 
mit @. 1st die Beziehung zwischen den Elementen von @ und @' ein-eindeutig, 
so heiBen die beiden Gruppen einstufig isomorph oder homomorph, andern
falls mehrstufig isomorph. Mehrstufiger 1somorphismus besteht z. B. 
zwischen der Faktorgruppe @/W (Zif£. 17) einer nicht einfachen Gruppe @ und @ 
selbst; das Einheitselement von @/W ist ja offenbar der Normalteiler W von @. 

Ein lsomorphismus einer Gruppe@mitsichselbstheiBtAutomorphismus. 
1st S irgendein Element von @, so erhalt man durch Transformation aller Elemente 
von @ mit S einen Automorphismus (sog. innerer Automorphismus). 1st namlich 
AB = C, so ist S-lAS· S-lBS = S-lCS. Neben den innerenAutomorphismen 
gibt es in vielen Fallen noch andere, sog. auBere Automorphismen. Die samt
lichen Automorphismen von @ bilden wieder eine Gruppe 91; die inneren Auto
morphismen bilden einen N ormalteiler von 91. 

19. Permutationsgruppen. 1hre groBe Bedeutung beruht auf dem Satz 
von CAYLEY: Jede endliche Gruppe ist homomorph mit einer Permutationsgruppe, 
ja laBt sich geradezu als Permutationsgruppe ihrer Elemente darstellen. Sind 

namlich E, A, B, C, ... die Elemente von @, so stellt (E~ AAX :x c~ : : :), 
wo X ein beliebiges Element von @ ist, eine Permutation der Elemente von @ 
dar, die wir dem Element X zuordnen. Man iiberzeugt sich leicht, daB die vier 
Gruppenpostulate sowie die Bedingungen fUr den Homomorphismus erfiillt sind. 

Ober Permutationen selbst ist in Ziff. 1 alles Notige gesagt. Hinsichtlich 
der Verkniipfung von Permutationen, die durch Zyklen dargestellt sind, ist zu 
bemerken, daB das Produkt erst dann in richtiger Form vorliegt, wenn alle vor
kommenden Zyklen elementfremd sind. So ist z. B. (1324)· (415) = (132) (45); 
sowohllinks wie rechts steht ein Produkt, aber nur rechts sind die Zyklen element
fremd. 

Eine Gruppe, deren Elemente Permutationen von n Elementen sind, heiBt 
Permutationsgruppe n-ten Grades. 

Die samtlichen Permutationen von n Dingen bilden eine Gruppe von der 
Ordnung n!, die sog. symmetrische Gruppe n-ten Grades. 

Die samtlichen geraden Permutation en von n Dingen bilden ebenfalls eine 
Gruppe, die sog. al ternierendeGru ppe n-ten Grades. Siehat die Ordnungn!/2, 
ist eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe vom Index 2 und einfach, wenn 
n =1= 4 ist. 

20. Transformationsgruppen. Es sei ein endliches oder unendliches System 
von Punkttransformationen vorgelegt, welches den vier Postulaten von Ziff. 16 
geniigt, wenn man als Verkniipfung AB die AusfUhrung der Transformationen B 
nnd A nacheinander, und zwar in dieser Reihenfolge, nimmt. Dabei versteht 
man unter einer Pun k t t ran s for mat ion im Rn ein System von Gleichungen 
Xi = CfJi(Yk) , (i, k = 1,2, ... , n), in denen die Xi und Yk aber im Gegensatz zu der 
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Koordina ten transforma tion (Kap.1, Ziff. 26) nich t als Koordinaten 
e i n e s Punktes in z wei v e r s chi e den e n Bezugssystemen gedeutet werden, 
sondern als Koordinaten z wei e r, im allgemeinen v e r s chi e den e r Punkte, be
zogen auf e i nun d d ass e I b e Koordinatensystem (vgl. die Beispiele am SchluJ3 
der Ziffer). Zwei nacheinander ausgefUhrte Transformationen ergeben zusammen
gesetzt offenbar immer wieder eine Transformation. Die Festsetzung tiber die 
Reihenfolge ist darin begrtindet, daJ3 man fUr ein Gebilde (at), welches aus einem 
anderen (a) durch die Transformation B hervorgegangen ist, (at) = B(a) zu 
schreiben pflegt; ist dann (a") = A (at), so kommt man ganz zwanglaufig zur 
Schreibweise (a") = AB (a), wenn man (at) durch seinen Ausdruck B (a) ersetzt. 

Zwei Gebilde, die auseinander durch Transformationen der Gruppe hervor
gehen, heiJ3en aq ui valen t. Wir betrachten nun die Menge we der zu einem 
beliebigen Punkt p aquivalenten Punkte. 1st we (Kap. 1, Ziff. 2) perfekt, 
so heiJ3t die Gruppe kontinuierlich, sonst diskontinuierlich oder diskret, 
.und zwar eigen tlich oder uneigen tlich diskontinuierlich, je nachdem we 
isoliert ist oder nicht. Kontinuierliche Transformationsgruppen sind immer 
unendliche Gruppen im Sinn von Ziff. 16, doch werden die Bezeichnungen "end
lich" und "unendlich" hier in der Regel in einer anderen Bedeutung gebraucht; 
man spricht dann von endlichen Transformationsgruppen, wenn eine Trans
formation der Gruppe durch Angabe einer endlichen Anzahl von Bestimmungs
stticken (Parametern) festgelegt wird, und nur sonst von einer unendlichen 
Gruppe. Hangt eine endliche Transformationsgruppe insbesondere von r Para
metern ab, so spricht man von einer r-gliedrigen Gruppe 1). 

Beispiele: Die Gruppe der Translationen (Parallelverschiebungen) des Raumes 
x; = Xi + ai (i = 1, 2, 3) bilden eine dreigliedrige Abelsche Gruppe; sie ist ein Normal
teiler der sechsgliedrigen Gruppe samtlicher Bewegungen des Raumes (vgl. Kap. 3, wo sich 
auch andere geometrische Beispiele finden). 

Eine unendliche kontinuierliche Gruppe wird von der Gesamtheit aller stetigen Trans
formationen des Raumes mit nicht verschwindender Funktionaldeterminante gebildet. 

Diskontinuierlich ist die durch eine Drehung des Raumes urn eine feste Gerade erzeugte 
zyklische Gruppe; sie ist eigentlich oder uneigentlich diskontinuierlich, je nachdem der 
Winkel der erzeugenden Drehung zum vollen Winkel in einem rationalen Verhaltnis steht 
oder nicht. Die Gruppe ist im ersten Fall endlich, im zweiten unendlich im Sinn von Ziff. 16. 
\Veitere Beispiele endlicher eigentlich diskontinuierlicher Gruppen finden sich in Ziff.21 
bis 26; eine unendliche derartige Gruppe wird z. B. durch die Translationen x; = Xi + k i at 
(i = 1, 2, 3) des Raumes gebildet, wenn die ai fest und die k i beliebige ganze Zahlen 
sind; die zu einem Punkt aquivalenten Punkte bilden dabei ein raumliches Gitter. 

21. Die Gruppen der reguUiren Karper. Wir suchen nun aIle endlichen 
Gruppen @ von Drehungen der Einheitskugel aufzusteIlen. Zu diesem Zweck 
lassen wir den Mittelpunkt der Kugel mit dem Punkt z = O.der Ebene n der 
komplexen Zahlen z zusammenfaIlen. Sind N und S die Endpunkte des zu n 
senkrechten Kugeldurchmessers, so da/3 N oberhalb und S unterhalb von n 
liegt, so ergibt sich durch Projektion aus N eine ein-eindeutige Zuordnung 
zwischen den Punkten der Kugel und den Punkten von n, wobei N dem Punkt 
z = 00 und S dem Punkt z = 0 entspricht (stereographische Projektion). Es 
liiJ3t sich dann leicht zeigen, daJ3 sich jede Drehung der Kugel durch eine line ar 

1)' Naheres hierzu findet sich in Kap. 10, VIII. Ausfiihrliche Darstellungen sind LIE
ENGEL, Theorie der Transformationsgruppen, 3 Bde., Leipzig 1888-1893; LIE
ENGEL, Vorlesungen ii ber kon tin uierliche Gruppen, Leipzig 1893; und BIANCHI, 
Lezioni sulla teoria dei gru ppi con tin ui, Milano 1918. Mehr referierend, aber glanzend 
geschrieben ist die auch diskontinuierliche Gruppen umfassende Darstellung im zweiten Band 
von KLEINS Vorlesungen ii ber hahere Geometrie, 2. Auf!., Leipzig 1907 (autographiert). 
Den besten Zugang zur Theorie bilden wohl LIES eigene Arbeiten, insbesondere im 5. Ed. 
der von ENGEL herausgegebenen und (was stellenweise sehr natig ist) kommentierten G e
sammelten Abhandlungen (Christiania und Leipzig 1924). 
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gebrochene Transformation z' = ~z + db der Ebene n darstellen liiBt. Sind 
cz + 

~, 'YJ, , die Richtungskosinus der Drehachse, y der Drehwinkel und setzt man 

IX = cos ; , f3 = - C sin ; , y ~ 'YJ sin ; , b = ~ sin -i, 
so erhiilt man fUr die Koeffizienten der Transformation (i2 = -1) 

a = IX + fJi. b = y + bi, c = -b = -y + bi, d = a = eX - fJi; 
ihre Determinante wird 

ad - be = IX2 + fJ2 + y2 + b2 = 1. 

. Jede von der Identitiit (a = d = 1, b = c = 0) verschiedene derartige Trans
formation hat zwei Fixpunkte oder Pole, die sich aus der Gleichung z' = z, 
d. h. aus cz2 + (d - a) z - b = 0 ergeben, wobei, wenn c = 0 ist, die Wurzel 
z = 00 mitzuziihlen ist. Fallen die Pole zusammen, so spricht man von para
bolischen Transformationen. Jede linear gebrochene Transformation ist 
winkeltreu oder konform (vgl. Kap. 6, Ziff.22) und kreistreu, d. h. sie 
fUhrt Kreise wieder in Kreise iiber, wobei aber Gerade als GrenzfiiIle von Kreisen 
mit unendlich groBem Radius anzusehen sind. 

Die Gruppe @ ist somit homomorph mit einer Gruppe @' linear gebrochener 
Transformationen der komplexen Ebene. In @' konnen offenbar keine para
bolischen Transformationen vorkommen; eine solche ist ja, wenn man die Pole in 
z = 00 zusammenfallen liiBt, stets eine Parallelverschiebung der Ebene und kann 
somit nur einer unendlichen Gruppe angehoren. Die ausdriickliche Unterscheidung 
zwischen @ und @' ist unnotig; wir bezeichnen im folgenden beide Gruppen mit @. 

Sei nun p ein Pol einer Transformation 5 von @. Alle Transformationen 
von @, die p fest lassen, bilden eine zyklische Untergruppe (£ von @ und lassen 
auBerdem noch einen zweiten Pol fest; diese beiden Pole sind nichts anderes als 
die Projektionen der Schnittpunkte der Drehachse mit der Kugel auf n. Hat @ 
die Ordnung n, (£ die Ordnung k (der Pol p heiBt dann k-ziihlig) und den Index i 
(kj = n), so ist (Ziff. 17) @ = (£ + T2 (£ + Ta (£ + ... Tj (£. Der Pol p und die aus 
ihm durch die Transformationen T2, Ta, ... , Tj hervorgehenden Pole T2 (P), 
Ta(P), ... , Tj(P) bilden ein sog. System konjugierter Pole. Es ist zuniichst 
zu zeigen, daB Ti(P) in der Tat ein Pol einer Transformation von 0) ist. 1st namlich 
5' irgendeine Transformation mit dem Pol Ti(P), so ist P Pol von TiS' Ti- 1• also 
TiS' Ti- 1 = SP und 5' = Ti-1SPTi eine Transformation von 0). AIle Pole des 
Systems sind somit k-ziihlig. Sind A und B zwei Transformationen .von @. so 
daB A(P) = B(P) ist, so muB AB"l(P) = p, also AB-l = Si oder A = SiB sein. 
Wiiren nicht aIle Pole unseres Systems verschieden, etwa Ta(P) = Tb(P). so wiire 
also Ta = Tb Sf und Ta(£ = Tb Sf(£ = Tb (£ in Widerspruch dazu, daB die Neben
gruppen voneinander verschieden sind. Ist schlieBlich U ein beliebiges Element 
von 0), so ist U(P), T2 U(P), TaU(p), ... , TjU(P) dasselbe System konjugierter 
Pole wie oben, hochstens in anderer Reihenfolge. Denn da Ti U in einer der Neben
gruppen enthalten sein muB, ist Ti U = TkSg oder Ti U(P) = TkSg(P) = TdP); 
wiire andrerseits T;U(P) = Tk U(P), so wiire wegen TiU = TkSgU auch Ti = TkSU, 
was denselben Widerspruch wie oben ergeben wiirde. Das System konjugierter 
Pole enthiilt daher aIle Pole, die aus einem von ihnen durch Ausfiihrung aller 
Transformationen der Gruppe hervorgehen. 

Ziihlt man jeden Pol so oft, als er bei Transformationen der Gruppe (mit Aus
nahme der Identitiit) vorkommt, so erhiilt man 2 n - 2 Pole. Andrerseits kann 
man die Pole in Systeme konjugierter Pole ordnen. Esmoge sich dabei ein System 
von j] k1-ziihligen, eines von i2 k2-ziihligen Polen usw., schlieBlich ein System von 
ir kr-ziihligen Polen ergeben. Dabei ist immer ki ii = n. Da ein ki -ziihliger Pol 
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bei k i -1 von der Identitat verschiedenen Transformationen vorkommt, muB 
(kl -1)jl + (k2-1)i2 + .. , + (kr -1)ir = nr - (jl + j2 + ... + jr) = 2n - 2 

oder, nach Division durch n 
~+~+~+ ... +~=r-2+~ 
ki k2 ks kr n 

seinl); wegen 2 <: ki s: n (i = 1, 2, ... , r) folgt daraus r <: 4 - -±-, und somit 
n 

kann r nur eine der Zahlen 2 oder 3 sein. Es ergeben sich schlieBlich, wie man 
leicht iiberlegt, folgende mogliche Falle: 

1. r = 2; es muB kl = k2 = n und jl = j2 = 1 sein. @ ist zyklisch. 
2. r = 3; eine der drei Zahlen ki' etwa kv muB = 2 sein. 

n . . 
A. kl = k2 = 2, k3 = 2 = k (n also gerade). Dledergruppe. 

6n 72 
B. kl = 2, k2 = 3, k3 = n + 12 = 6 - n + 12 < 6. 

a) kl = 2, k2 = ks = 3; n = 12. Tetraedergruppe. 
b) kl = 2, k2 = 3, k3 = 4; n = 24. Oktaedergruppe. 
c) kl = 2, k2 ~ 3, k3 = 5; n = 60. Ikosaedergruppe. 

Die Bezeichnungen der drei letzten Gruppen kommen daher, daB sie mit 
den Drehungsgruppen des Raumes iibereinstimmen, diediese regularen Korper in 
sich iiberfiihren. Almliches gilt von der Diedergruppe, wenn man sich unter einem 
Dieder ein inein regulares n-Eck ausgeartetes Polyeder yom Volumen 0 vorstellt 
und Ober- und Unterseite dieses n-Ecks als die beiden Flachen des Polyeders 
ansieht. Die Ordnungen der unter 2. aufgezahlten Gruppen stimmen jeweils 
mit den verdoppelten Kantenzahlen der betreffenden Polyeder iiberein. 

Neben den in 2 B. genannten Korpern fiihren die betreffenden Gruppen 
auch die sog. Polarkorper in sich iiber. Dabei kommt man von einem Polyeder 
zum polaren, indem man die Mittelpunkte seiner Begrenzungsflachen aus dem 
Mittelpunkt der umschriebenen Kugel auf dieselbe projiziert; die sich so er
gebenden Punkte sind die Ecken des Polarkorpers. So sind die Polarkorper der 
obigen der Reihe nach das (urn NS durch n/2 verdrehte, Abb. 3) Gegentetraeder, 
der Wiirfel und das Pentagondodekaeder. 

Erwahnt sei noch der zur Veranschaulichung eigentlich diskontinuierlicher 
Gruppen der Ebene (oder Kugel) wichtige Begriff des Fundamen tal- oder 
Diskontinuitatsbereiches. Man versteht darunter ein Gebiet der Ebene, 
in welchem zwar keine zwei aquivalenten Punkte liegen, jedoch jeder Punkt 
der Ebene einen aquivalenten hat. Wendet man auf einen Diskontinuitats
bereich samtliche Transformationen der Gruppe an, so erhalt man aquivalente 
Bereiche, die die Ebene einfach und liickenlos iiberdecken. Der Begriff des 
Diskontinuitatsbereiches laBt sich mittels der stereographischen Projektion ohne 
weiteres auf die Kugel iibertragen. Die Begrenzung d~r Diskontinuitatsbereiche 
ist im wesentlichen willkiirlich wahlbar; im folgenden ist bei der Festlegung der
selben die durch Projektion der Kanten des betreffenden regularen Korpers 
sich ergebende Einteilung der Kugelflache zugrunde gelegt bzw. bei den zyklischen 
Gruppen die Einteilung durch Meridiankreise. AuBerdem sind die Symmetrien 
der sich so ergebenden Diskontinuitatsbereiche dadurch kenntlich gemacht, 
daB jeder solche Bereich in je ein weiBes und ein schraffiertes Zwei- oder Dreieck 
zerlegt ist, die zueinander spiegelbildlich sind. Die Diskontinuitatsbereiche der 
erweiterten Gruppen (Ziff.26) sind dann unmittelbar durch diese Zwei- oder 
Dreiecke gegeben. 

1) Uber eine andere Herleitung dieser Formel vgl. Kap. 3, Zif£. 40. 
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22. Zyklische und Diedergruppen. Die ersteren werden durch die Drehung 
urn NS durch den Winkel 2 n/n erzeugt. Definierende Relation der abstrakten 
Gruppe ist Sn = E. Die DiskontinuitiHsbereiche sind in Abb. 1 dargestellt. 
AIle Untergruppen sind wieder zyklisch, ihre Ord
nungen Teiler von n. 1st n eine Primzahl, so exi
stieren keine Untergruppen. Die Gruppe ist homo
morph mit der zyklischen Permutationsgruppe von 
n Dingen. 

Als erzeugende Elemente der Diedergruppe 
-1 

von der Ordnung n = 2 k kann man die Um-
klappung U urn die reelle Achse (das Dieder liegt 
dabei so in der Ebene, daB eine Ecke in den Punkt 

- L 

z = 1 fallt und der umschriebene Kreis der Ein
heitskreis ist) und die Drehung D urn NS durch 
den Winkel 2n/k nehmen. Definierende Relationen 

Abb. 1. Diskontinuitatsbereiche der 
der abstrakten Gruppe sind Die = E, U2 = E zyklischen Gruppe n-ter Ordnung. 

und DU = UD-l. Auf den Nachweis der Voll-
standigkeit kann nicht eingegangen werden. Fur k = 2 ergibt sich eine Abel
sche Gruppe, die sog. Vierergruppe. Das Dieder artet in diesem Fall in eine 
doppelt zahlende 
Gerade aus. Nicht 
zyklische Unter
gruppen sind nur 
vorhanden, wenn k 
keine Primzahl ist; 
sie sind dann wieder 
vom Diedertypus 
und ihre Ordnungen 
immer das Doppelte 
eines Teilers von k. 
Die zweizahligen 
Achsen liegen aIle in 
der Ebene des Die
ders und verbinden 

Abb. 2. DiskontinuiUitsbereiche der Diedergruppen von den Ordnungen 6 und 8. 

bei geradem k entweder zwei Ecken oder zwei 
Seitenmitten miteinander, bei ungeradem k 
eine Ecke mit der gegenuberliegenden Seiten-
mitte; sie sind immer Symmetralen des Dieders. 

Die Diedergruppe ist mit der durch 

und 
D = (1,2,3, ... , k) 

U = (1, k - 1)(2, k - 2) ... (~, ~) 
bei geradem, bzw. 

( k - 1 k + 1) U=(1,k-1)(2,k-2) ... -2 ···'2-

N 

-1 

bei ungeradem n gegebenen Permutations- Abb. 3. Tetraeder. 

+1 

gruppe isomorph. 
23. Die Tetraedergruppe. Dber die gebrauchliche Aufstellung des Tetraeders 

gibt Abb. 3 AufschluB. Das Gegentetraeder ergibt sich durch Drehung urn NS 
durch n/2. 
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Als erzeugende Elemente kann man die Umklappung U urn NS und die 
Drehung D durch 2'll/3 urn eine der dreizahligen Achsen wahlen, welche eine Ecke 
mit der Mitte .der gegeniiberliegenden Seite verbinden. Definierende Relationen 
sind Da = U2 = (DU)3 = (UD-l UD)2 = E. 

Projiziert man das Tetraeder aus dem Mittelpunkt auf .die Einheitskugel, 
so wird diese in vier spharische Dreiecke geteilt; je. zwei Sechstel eines solchen 
bilden einen Diskontinuitatsbereich; in Abb. 4 besteht ein solcher also immer 

Abb.4. Diskontinuitatsbereiche der Tetraedergruppe. 

aus je einem leeren und schraffier
ten Dreieck. Durch die Drehungen 
der Gruppe werden nur gleich
artige Dreiecke ineinander iiber
gefiihrt. 

Da die Ordnung einer Unter
gruppe ein Teiler von 12 sein muS, 

N 

-1 +1 

Abb. 5. Oktaeder. 

kommen hierfiir nur die Zahlen 2, 3, 4 und 6 in Betracht. Die beiden ersten 
entsprechen den durch die zwei- und dreizahligen Achsen gegebenen zyklischen 
Untergruppen, die dritte der aus E und den drei Umklappungen bestehenden 
Vierergruppe, die zugleich Normalteiler ist; eine Untergruppe sechster Ordnung 
existiert nicht. 

Die Gruppe ist homomorph mit der alternierenden Permutationsgruppe 
von 4 Dingen; es ist dabei D = (234), U = (12) (34). 

24. Die Oktaedergruppe. Wegen der Aufstellung vgl. Abb. 5. 
Erzeugende Elemente: Die Drehung D, urn NS durch 'llj2 und die Drehung Da 

durch 2 'llj3 urn die Verbindungsgerade der Mitten zweier gegeniiberliegender Seiten. 
Die Umklappung U urn die Verbindungsgerade der Mitten zweier gegeniiber
liegender Kanten ist durch diese bereits gegeben; es ist namlich U = Da D4' 

Definierende Relationen sind: Dg = Df = (DaD,)2 = E (Abb.6). 
An Untergtuppen sind auSer den zyklischen drei Gruppen achter Ord

nung vom Diedertypus vorhanden, ferner vier Vierergruppen (von welchen die 
durch die drei Hauptachsen des Oktaeders gegebene Normalteiler ist) und 
eine mit der Tetraedergruppe homomorphe Untergruppe (ebenfalls Normal
teiler). Die Existenz dieser Untergruppen ist an der Figur des Oktaeders leicht 
nachzuweisen. 

Die Gruppe ist homomorph mit der symmetrischen Permutations
gruppe von vier Elementen; man setzt D4 = (1234), Da = (324), dann wird 
U = DaD, = (14). Wegen der Reihenfolge der Faktoren vgl. Ziff. 20. 
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25. Die Ikosaedergruppe (Abb. 7). Erzeugende Elemente sind: Die Drehung 
Dfi durch 2n/5 urn eine Achse durch zwei gegeniiberliegende Ecken, z. B. NS und 
die Umklappung U urn eine zwei gegeniiberliegende Kantenmitten verbindende 
Achse. Die Drehung Da 
urn eine zwei gegeniiber
liegende FHichenmitten 
verbindende Achse ist 
aus diesen in der Form 
Da = UDs zusammen
gesetzt. Definierende 
Relationen sind: 

Va = U2 = (UD5)a = E. 
Die Ikosaedergrup

pe besi tzt im ganzen 
57 Untergruppen, je
doch keinen N ormal
teilerl ) . Sie ist homo
morph mit der alter
nierenden Permutations
gruppe von 5 Elementen; 
man setzt D5 = (12345) 
und U=(23) (45), dann 
wirdDa = UDs = (135). 

26. Kristallsysteme 
und Kristallklassen. 
Unter diesen Gruppen Abb.6. Diskontinuitatsbereiche der Oktaedergruppe. 

miissen sich offenbar 
auch alle moglichen Gruppen von Drehungen urn den Ursprung 0 befinden, die 
ein Raumgitter (Ziff. 20, letztes Beispiel), in sich iiberfiihren. Zunachst stellen 
wir fest, daB jede Ebene e, die einen 
Gitterpunkt enthalt und zur Drehachse 
senkrecht ist, eine Gitterebene sein (d. h. 
ein ebenesGitter enthalten) muB, da durch 
die Drehung miIidestens ein weiterer 
Gitterpunkt in e entsteht. SolI nun eine 
Drehung urn 0 zu Q} gehoren, so muB sie 
jedes zur Drehachse senkrechte ebene 
Gitter in sich iiberfiihren. Jedes ebene 
Gitter gestattet aber Drehungen durch n, 
so daB zunachst nur gerade Ordnungen 
in Betracht kommen. Weiter sind aber 
Drehungen durch weniger als n/6 unmog
lich. Angenommen, es gabe eine Drehung 
achter Ordnung; ist dann PI der 0 zu
nachst gelegene Punkt, so entstehen aus 
PI durch die Drehungen sieben weitere 
Punkte P 2 , Pa, .•. , Pa• Setzt man dann 
den Vektor P 1P2 an 0 oder, falls dieser 
kein Gitterpunkt ist, an P7 an, so kommt 
man zu einemGitterpunkt, dergegen Vor- Abb.7. Ikosaeder. 

1) Vgl. KLEIN, Vorlesungen tiber das Isokaeder, Leipzig 1884. 
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aussetzung naher bei 0 liegt als Pl' Bei den kristallographischen Gruppen 
konnen also 2-, 4- oder 6-zahlige Achsen vorkommen; auBerdem sind noch 
3-zahlige Achsen moglich (Untergruppe ~3 der zu einer 6-zahligen Achse ge-

. horigen ~6)' Die Ikosaedergruppe ist daher auszuschlieBen; ihr Auftreten wiirde 
iibrigens auch einen Widerspruch mit dem "Gesetz der rationalen Indizes" be
deuten. 

Neben dieser Einschrankung ergibt sich aber auch eine Erweiterung aus der 
Bemerkung, daB ein Raumgitter im allgemeinen symmetrisch zum Ursprung 0 
ist, also durch eine Inversion (Spiegelung an 0) in sichiibergefiihrt wird. Bei 
der Darstellung durch Gruppen linear gebrochener Transformationen lauft das 
auf eine Erweiterung mittels der sog. Transforma tionen zwei ter Art hinaus, 
die sich jedoch samtlich aus den bisher betrachteten und der Transformation 
z' = z zusammensetzen lassen, wobei i die zu z konjugiert komplexe Zahl bedeutet. 
Bemerkt sei, daB die Begrenzungen der Diskontinuitatsbereiche eindeutig bestimmt 
sind, wenn die betreffende Gruppe Transformationen zweiter Art enthalt. 

Wollen wir also aIle moglichen Symmetrien von Raumgittern und damit 
aIle moglichen Typen von solchen aufstellen, so haben wir die noch in Betracht 
kommenden Gruppen durch Transformationen zweiter Art, die 0 fest lassen, zu 
erweitern; es sind das (auf der Kugel) die Inversion I, die Symmetrie 5 an einer 
Ebene und die Drehspiegelung D, worunter die aus einer Drehung und darauf
folgender Spiegelung an einer zur Drehachse senkrechten Ebene zusammengesetzte 
Operation zu verstehen ist; die Ordnung von D muB immer gerade sein. Wir 
bezeichnen mit ~n die zyklische Gruppe n-ter Ordnung, mit ~k die allein von 
einer Drehspiegelung erzeugte zyklische Gruppe von der Ordnung 2 k, mit 'Ilk 
die Diedergruppe von der Ordnung 2 k und mit ~ und 0 Tetraeder- und Ok
taedergruppe. 

Es ergeben sich folgende 32 Gruppen: 
a) aus der Identitat: 1) E allein, 2) E und I, 3) E und 5; 
b) aus den zyklischen Gruppen (es bedeutet h die Spiegelung an der horizon-

talen, v die an einer vertikalen Ebene): 4) ~2' 5) ~~, 6) ~;;, 7) ~2' 8) ~3' 9) ~:, 
10) ~;, 11) ~3' 12) ~4' 13) ~:, 14) ~4' 15) ~6' 16) ~~, 17) (%; 

c) aus den Diedergruppen: 18) 'Il2' 19) 'Il~, 20) 'Il;;, 21) 'Il3' 22) 'Il~, 23) 'Ila• 
24) 'Il4• 25) 'Il~. 26) 'Il6• 27) 'Il~; 

d) aus der Tetraedergruppe: 28) ~. 29) ~k, 30) ~v; 
e) aus der Oktaedergruppe: 31) 0, 32) Ok. 
In der Kristallographie erfolgt die Einteilung nach anderen Gesichtspunkten. 

Es werden zunachst folgende Systeme aufgestellt: 
I. Gitter ohne besondere Symmetrien: triklin; 

II. Gitter mit eiDer zweizahligen Achse (Digyre): monoklin; 
III. Gitter mit einer dreizahligen Achse (Trigyre): rhomboedrisch (wird 

manchmal zum System V. gezahlt); 
IV. Gitter mit einer vierzahligen Achse (Tetragyre): tetragonal; 
V. Gitter mit einer sechszahligen Achse (Hexagyre): hexagonal; 

VI. Gitter mit drei aufeinander senkrechten Digyren: rhombisch; 
VII. Gitter mit drei aufeinander senkrechten Tetragyren: kubisch, regular 

oder tesseral. 
Die volle Gruppe jedes Systems entsteht aus der Erweiterung der zugehorigen 

Drehungsgruppe mit einer Transformation zweiter Art und heiBt Holoedrie; 
die oben angegebenen Achsen miissen nur bei den Holoedrien vorhanden sein, 
nicht aber bei den Untergruppen. Untergruppen vom Index 2 heiBen im all
gemeinen Hemiedrien. solche vom Index 4 Tetartoedrien. 
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Jeder der 32 obigen Gruppen entspricht eine Kristallklasse; diese verteilen 
sich folgendermaBen auf die 7 Systeme: 

I. Triklines System: 
1. Holoedrie E + I, (2), 
2. Hemiedrie E allein, (1); 

II. Monoklines System: 
1. Holoedrie (£~, (5), 
2. Hemiedrie E. + S, (3), 
3· Hemimorphie (£2' (4); 

III. Rhomboedrisches System: 
1. Holoedrie ~~, (23), 
2. Pyramidale Hemiedrie oder Paramorphie Q:a, (11), 
3. Hemimorphie Q:~, (10), 
4. Enantiomorphie oder trapezoedrische Hemiedrie ~a, (21), 
5. Tetartoedrie (£3' (S); 

IV. Tetragonales System: 
1. Holoedrie ~Z, (25), 
2. Pyramidale Hemiedrie oder Paramorphie Q::, (13), 
3. Hemimorphie (£~, (14), 
4. Trapezoedrische Hemiedrie oder Enantiomorphie ~4' (24), 
5. Hemiedrie zweiter Art oder sphenoidische Hemiedrie ~~, (20), 
6. Tetartoedrie (£4' (12), 
7. Tetartoedrie zweiter Art oder sphenoidische Tetartoedrie (£2' (7); 

V. Hexagonales System: 
1. Holoedrie ~~, (27), 
2. Pyramidale Hemiedrie oder Paramorphie (£~, (16), 
3. Hemimorphie (£~, (17), 
4. Trapezoedrische Hemimorphie oder Enantiomorphie ~6' (26), 
5. Hemiedrie zweiter Art oder trigonale Holoedrie ~;, (22), 
6. Tetartoedrie (£6' (15), 
7. Tetartoedrie zweiter Art oder trigonale Paramorphie (£;, (9); 

VI. Rhombisches System: 
1. Holoedrie ~~, (19), 
2. Hemiedrie ~2' (1S), 
3. Hemimorphie (£~, (6); 

VII. Kubisches System: 
1. Holoedrie Ok, (32), 
2. Pentagonale Hemiedrie ~\ (29), 
3. Tetraedrische Hemiedrie :r, (30), 
4. Plagiedrische Hemiedrie D, (31), 
5. Tetartoedrie ;t, (2S). 

Bemerkt sei, daB V, 5 und 7 mitunter zu III gezahlt werden, doch waren 
diese Gruppen dann dort die einzigen mit horizontalen Symmetrieebenen. 

27. Die Raumgruppen. Es sind damit alie eigentlich diskontinuierlichen 
Gruppen des Raumes aufgestellt, die einen Punkt fest lassen. Man kann nun 
noch einen Schritt weiter gehen und die letzte Einschrankung fallen lassen, 
d. h. sich die Frage nach allen eigentlich diskontinuierlichen Transformations
gruppen iiberhaupt, den sog. Raumgruppen, stellen. Wir miissen uns hier 
mit der Bemerkung begniigen, daB jede solche Gruppe die Abelsche Gruppe 
aller Translationen des betreffenden Gitters als Untergruppe enthalten muB. 
Die Aufgabe, aIle diese Gruppen aufzustellen, wurde von FEDOROW und un-
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abhangig von diesem von SCH<)NFLIES 1) gelost. Es gibt im ganzen 230 Raum
gruppen, wovon 65 von erster und 165 von zweiter Art sind; sie umfassen die 
samtliehen moglichen Strukturformen der Materie, doeh sei bemerkt, daB -
wenigstens derzeit - durchaus nieht jede der 230 Typen aueh in der Natur 
realisiert vorgefunden wurde. 

v. Lineare Transformationen, Invarianten und 
quadratische Formen . 

. 28. Der allgemeine Invariantenbegriff. 1st @ irgendeine beliebige Trans
formationsgruppe, so heiBt jede GroBe I eine Invariante von @ oder genauer 
eine Invariante gegenuber den Transformationen von @, wenn fUr die sich durch 
AusfUhrung einer beliebigen Transformation T von @ sieh ergebende GroBe l' 
eine Beziehung von der Form l' = fjj. I gilt, wo fjj aussehlieI3lich von den die 
Transformation T bestimmenden GroBen abhangt. Insbesondere spricht man 
in dem wiehtigen Fall ifJ =1 von einer absoluten, sonst von einer relativen 
Invariante. So ist z. B. der Grad einer Form (Kap. 1, Ziff.7) eine In
variante gegenuber der Gruppe aller linearen homogenen Transformationen der 
Veranderliehen; man sprieht hier von einer arithmetisehen Invariante. 
Dasselbe gilt yom Geschleeht einer Riemannsehen Flache, welches eine arith
metisehe Invariante aller stetigen Transformationen des Raumes mit nieht 
verschwindender Funktionaldeterminante ist. Der Wert einer beliebigen Funk
tion t ist eine Invariante gegenuber allen Transformationen der Veranderliehen, 
der Abstand zweier Punkte eine Invariante gegenuber allen Transformationen, 
die Bewegungen des Raumes darstellen usw. Urn auch noch ein Beispiel einer 
relativen Invariante zu geben, sei die Diskriminante D = ai2 - all a22 der binaren 
quadratisehen Form all xi + 2a12 x 1 X2 + a22x~ erwahnt; durch die Transformation 
Xi = CilXi + ci2X~ (i = 1,2) erhalt man eine neue quadratisehe Form, deren 
Diskriminante D' = A2D ist, wo A die Determinante [Gik [ bedeutet. 

29. Lineare Transformationen. 1m Vordergrund vieler Teile der Algebra 
und Geometrie stehen die Invarianten der Gruppe der homogenen linearen 
Transformationen 

(i=1~2, ... ,n) (1 ) 

mit der Matrix 2l = (aik) und der Determinante A = [aik [. Man sehreibt fur (1) 
abgekurzt aueh y = 2lx. 1st dann x = 58w eine zweite homogene lineare Trans
formation, so gibt die Zusammensetzung y = Q:w, wo Q: = 2158 das Produkt 
der Matrizen 2l und 58 in dieser Reihenfolge ist (vgl. Ziff. 12). Hat 2l den Rang n, 
ist also A 4= 0, so lassen sieh die Gleiehungen (1) naeh den x auflosen; man erhalt 
x=2l- 1 y, wo 2l- 1 die zu 2l inverse Matrix ist. Transformationen mit A4=O 
heiBen niehtsingular, solche mit A = 0 singular. 

Die Gleichungen (1) lassen sich in zweierlei Arten geometriseh deuten. 
Zunachst kann man die x und y als homogene Koordinaten in zwei Rn - 1 auf
fassen; (1) ist dann eine projektive Transformation oder Kollineation der beiden 
Rn - 1 , die wieder singular heiBt oder nicht, je naehdem A = 0 oder A 4= 0 ist. 
Sind die x und y Koordinaten im selben Rn - 1 , so spricht man von einer Kolli
neation des Rn - 1 in sieh. Die Gruppe der Transformationen (1) wird demgemaB 
bei homogenen Veranderlichen als pro j e k t i v e G r u p pedes Rn -1 bezeiehnet. 

1) Kristallsysteme und Kristallstruktur, Leipzig 1891. Eine besonders griindliche, bis 
ins kleinste Detail gehende Untersuchung gab NIGGLI, Geometrische Kristallographie des 
Diskontinuums, Leipzig 1919. 
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Sind die x und Y jedoch inhomogene Koordinaten zweier Rn, so ist (1) eine 
spezielle affine Transformation, die den Ursprung des einen Rn auf den Ursprung 
im anderen abbildet oder, wenn x und Y Koordinaten im selben Rn .sind, eine 
affine Transformation, die den Ursprung fest laBt. Die allgemeine affine Trans~ 
formation ergibt sich aus der ersten Interpretation, wenn man zunachst zu in-

homogenen Koordinaten x, = Xi, Yi = Yi (i = 1,2, .... n -1) iibergeht, wo-
durch (1) die Gestalt x" y" 

Y. _ anXI + a12 X 2 + ... + ai,._IX .. _1 + aiR (. 1 2 1) 
,- X X X ~= , ,'" n-

anI 1+ a .. 2 2+···+ a .. n-1 n-l+ a"" 

annehmen und dann den Sonderfall anI = an 2 = ... = an n -I = 0, ann 4= 0 
herausgreift. Man erkennt, daB dadurch der Rn - 2 (Hyperebene des Rn - 1) 

Xn = 0 ausgezeichnet wird (unendlich ferne Hyperebene des Rn - I ) und beiallen 
affinen Transformationen fest (invariant) bleibt. Die affinen Transformationen 
bilden somit eine Untergruppe der projektiven Gruppe, die affine Gruppe des 
Rn - 1 • Die Beschrankung auf homogene lineare Transformationen ist offenbar 
keine Einschrankung der Allgemeinheit. iller die Deutung von (1) als Koordi
natentransformation (bei A 4= 0) vgl. die Bemerkung in Kap. 1, Ziff. 26. 

FaBt man die inhomogenen Veranderlichen Xv X2 • ••.• Xn als Komponenten 
eines Vektors X auf, so kann man den sich aus (1) ergebenden Vektor Y mit den 
Komponenten YI' Y2' ...• Yn als das Produkt Y = m· x der Matrix (Tensor 
oder Affinor) m mit dem Vektor x ansehen. Diese Deutung ist selbstverstandlich 
nur innerhalb der affinen Gruppe moglich. 

Zwei Reihen von Veranderlichen Xi und Yi heiBen kogredient, wenn bei 
Ausfiihrung einer Transformation einer Reihe dieselbe Transformation auch 
auf die andere Reihe auszuiiben ist; die Xi und Yi sind dann Punktkoordinaten 
im selben Rn - 1 • n 

Die Transformation Yi = 2: aki Xk mit der Matrix m' = (aki) heiBt zu (1) 
k~l 

transponiert oder konjugiert. 
Zwei Reihen von Veranderlichen Xi und uiheiBen kon tragredient, wenn bei 

Ausfiihrung der Transformation Xi = mx' die Ui der kon tragredien ten Trans
forma tion U = (~l') -1 u', also der transponierten reziproken Transformation 
unterliegen und umgekehrt. Deutet man etwa die Xi als Punktkoordinaten in 
einem Rn - 1 , so sind die U Hyperebenenkoordinaten im selben Rn - I • Sind X = mx' 

n n 
und U = )S u' kontragrediente Transformationen, so ist ~ Ui Xi = ~ U~ ~ eine 

i~l i~l 

absolute Invariante (Zwischenform, Ziff. 31) und umgekehrt. 
30. Orthogonale Transformationen. Die Transformation (1) von Ziff.29 

heiBt orthogonal, wenn die t n (n + 1) Relationen 
n 

2: aij akj = t5ik 
j~l 

bestehen, wo t5i/c = 0 oder = 1 ist, 

(i, k = 1,2, ... , n) (A) 

je nachdem i 4= k oder i = kist. Die Re-
n 

lationen (A) sind gleichwertig mit ~ajiajk = t5ik , aber auch mit den sym-
j~l 

bolischen Gleichungen mm' = Q; oder m'm = Q;. Die Determinante einer ortho
gonalen Transformation hat entweder den Wert + 1 (eigen tlich orthogonale 
Transforma tion oder den Wert -1 (uneigentlich orthogonale Trans
for mat ion). Die orthogonalen Transformationen bilden eine Untergruppe der 
affinen Gruppe des Rn mit festem Anfangspunkt, die eigentlich orthogonalen 
Transformationen (nicht aber die uneigentlichen!) wieder eine Untergruppe 

Handbuch der Physik. Ill. 6 
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dieser. Deutet man die Veranderlichen als rechtwinklige Koordinaten, so 
stellen die eigentlich orthogonalen Transformationen Drehungen urn den Ur
sprung dar, wahrend sich die uneigentlichen aus einer solchen Drehung und 
aus einer Spiegelung an einer Ebene durch den Ursprung zusammensetzen lassen 
(Transformationen zweiter Art, vgl. Ziff.26). 

Aus Ill' III = Q; folgt, daB jede orthogonale Transformation die quadratische 
n n 

Form 1: x~ oder allgemeiner den Ausdruck 1: (x~ - x~)s, also das Quadrat 
i=l i=l' 

des Abstandes der Punkte X(I) und x(S) ungeiindert laBt. 
31. Projektive Invarianten. Sei x = ~x' eine beliebige homogene lineare 

Transformation, deren Matrix ~ = (Cil:) den Rang n hat, und F(XI' x2 , •• • ,xn , 
aI' as, ... , ap) = F(x, a) eine Form in den Veranderlichen x mit den Koeffi
zienten a. Eine ganze rationale Funktion J(a) dieser Koeffizienten ist dann eine 
Invariante von F, wenn der aus den Koeffizienten der transformierten Form 
F'(x', a') gebildete Ausdruck J(a') der Beziehung J(a') = cY J(a) geniigt, wo 
C = leil:1 die Transformationsdeterminante ist. Es laBt sich unschwer zeigen, 
daB der in Ziff.28 mit ([J bezeichnete Faktor rechts hier immer eine Potenz 
von C ist. Der stets positive Exponent g heiBt Gewicht der Invariante. Jede 
Invariante ist homogen, also eine Form in den a. Hangt J von den Koeffizienten 
mehrerer Formen F(x, a), G(x, b), ... ab, so spricht man von einer simultanen 
Invariante der Formen F, G, ... So ist z. B. die Determinante lail:1 eine 

n 
simultane Invariante yom Gewicht 1 der n Linearformen 1: aik xl: (i = 1, 2, ... , n); 

k=l 
sie wird auch als Resultante dieser Formen bezeichnet. Das Verschwinden 
einer Invariante hat immer eine geometrische Bedeutung, wenn man die x etwa 
als homogene Koordinaten in einem Rn - 1 deutet; man nennt J = 0 eine in
variante Gleichung. So bedeutet das Verschwinden der obigen Resultante, daB 

n 
die n Hyperebenen ~aik Xk = 0, (i = 1, 2, ... , n) durch einen Punkt gehen. 

k=1 

Eine ganze rationale Funktion K(a,b, ... , y,z, ... ), fUr die wieder 
K(a', b', ... , y', z', ... ) = cYK(a, b, .. " y, z, ... ) ist, heiBt (relative) Kovari-
an te, wenn aile Variablenreihen y, z, ... sich kogredient mit den x transfor
mieren, hingegen Kontravariante, wenn die y, z, ... sich kontragredient zu 
den x transformieren, oder aber Zwischenform, wenn unter den y, z, ... beide 
Arten von Variablen vorkommen. g wird auch hier als Gewich t bezeichnet, 
muB aber nieht positiv (wohl aber ganz) sein. Invarianten, Kovarianten, Kontra
varianten undZwischenformen werden mitunter gemeinsam als K on ko mi t an ten, 
hiiufig auch als Invarianten schlechthin bezeichnet (vgl. Ziff. 28). Sie sind immer 
homogen in jeder Reihe von Koeffizienten a, b, ... und Veranderlichen y, z, ... 
Die einfachste (absolute) Kovariante einer Form F (x, a) ist F selbst. Sind 
x~k) (k = 1, 2, ... , n) kogrediente Veranderliche, so ist die Determinante Jx~k)1 
eine Kovariante yom Gewieht -1. 

Aus zwei ganzen rationalen Invarianten Jl und J2 mit den Gewiehten gl und gg 
laBt sich immer, eine absolute herleiten, namlich J~': Jg'. 

32. Bilineare und quadratische Formen. Unter einer Bilinearform versteht 
n 

man einen Ausdruck von der Gestalt t (x, y) = ~ aik Xi Yb der also in jeder der 
i,k=l 

beiden Variablenreihen x und y homogen und linear ist. Die Matrix ~ = (~k) 
heiBt Matrix von t(x, y). Die Begriffe symmetrisch, schief, Rang, singular, 
transponiert, invers, adjungiert, Summe und Produkt iibertragen sich von den 
Matrizen her unmittelbar auf Bilinearformen. Das Produkt zweier Bilinear
formen erhiilt man also nicht durch Ausmultiplizieren, sondern es ist wieder 
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eine Bilinearform, deren Matrix das Produkt der Matrizen der urspriinglichen 
Bilinearformen ist. Unterwirft man die Veranderlichen den Transformationen 
x = 58x', y = ~y', so ergibt sich aus f(x, y) eine Bilinearform mit der Matrix 
~' m: ~. Eine symmetrische Bilinearform bleibt symmetrisch. wenn x und y 
kogredient transformiert werden. 

Von der syrnmetrischen Bilinearform I (x, y) kommt man unmittelbar 
n 

zu der quadratischen Form I (x, x) = ~ aikx,xk (aik = aki), wenn man die 
i,k=l 

beiden Variablenreihen einander gleichsetzt. Die Bilinearform f (x. y) heiBt 
r. 

Polarform von I (x. x); es ist I(x, y) = ~ ~fJt~:iX) y,. 
i=l 

Die syrnmetrische Determinante A = la'kl heiBt Diskriminante der 
quadratischen Form I (x, x); sie ist eine relative Invariante vom Gewicht 2 
und stimmt bis auf den Faktor i mit der Hesseschen Determinante von f (x, x) 
iiberein. 

Fundamental fiir die Theorie der quadratischen Formen ist das Problem 
der Transformation auf eine Summe von Quadraten. Es gilt der Satz: Jede qua
dratische Form vom Rang r laBt sich mit Hilfe einer nichtsingularen projektiven 
Transformation in die kanonische Form ~+X§+ ... +x~ iiberfiihren. Ausdriick
lich bemerkt sei, daB die Transformation nicht reell sein muB, auch wenn I (x. x) 
reell ist. Sei aii ein von Null verschiedener Koeffizient der Hauptdiagonale von 

n 

l(x1 , X 2 , •••• xn) = ~ aikx, Xk • 

i,k=l 
Wir setzen 

wo 11 von Xi unabhangig ist. Die Transformation 
n 

X1 = ~ aik Xb xi = Xj (f = 2, ... , i - 1, i + 1, ... n), xi = Xl 
k=l 

(letzteres fillt bei i = 1 fort) fiihrt dann I iiber in 

_1 __ xJ.2+ 11 (X2' x~, ... , x~). 
au 

Wiederholt man das Verfahren an 11 usw., so gelangt man nach r Schritten 
zu einem Ausdruck von der Form 

Cl~ + c2 X§ + ... + crx; + I,; 
die quadratische Form Ir muB aber verschwinden, da I voraussetzungsgemaB 
den Rang r hat. Das Verfahren versagt nur, wenn in f oder in einer der 
folgenden Formen 11' ... alle Glieder der Hauptdiagonale verschwinden. 1st das 
etwa bei I der Fall, jedoch a12 =1= 0, so setzt man 

2 I =-(aI2 x 2 + a1S xS + ... + alnXn) (a21 x 1 + a2S xS + ... + allnXn) + ft. 
au 

WO 11 von Xl und x2 nicht mehr abhangt. Die Transformation 

~ = a 12 x 2 + a1S xS + ... + alnXn , ~ = a 21 x 1 + a 23 x S + ... + a2n Xn, 

xj = Xj (i = 3, 4, ... , n) 

6* 
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fiihrt dann t iiber in 

woraus durch die zweite Transformation 

schlieBlich 

folgt. Zum SchluB ist noch die Transformation 

:< = l'~ xdi = 1, ... , r), XA, = Xk (k = r + 1, ... , n) 
auszufiihren. 

1st t reell, so sind alle obigen Transformationen bis auf die letzte ebenfalls 
reell. Will man also nur reelle Transformationen zulassen und ist die Numerierung 
so gewahlt, daB Cl , C2, ..• , c. positiv, Cs+l' CS+ 2 , ...• Cr negativ sind, so ist 
die letzte Transformation zu ersetzen durch 

:<=MXi (i=1, 2, ... ,s), X~=l'-ciXk (k=s+1, s+2, ... , r). 

Man erhiilt die N ormalf orm 

xi + ~ + ... + x; - X;+1 - 'X;+2 - ... - x; .. 
Die Differenz der Anzahlen der positiven und negativen Quadrate 2 s - r pflegt 
man Signa tur der quadratischen Form zu nennen. Sie ist neben dem Rang r 
eine arithmetische Invariante reeller quadrati scher Formen gegeniiber reellen 
linearen Transformationen, Diese Tatsache findet ihren Ausdruck in dem sog. 
Traghei tsgesetz der q uadra tischen Formen: Wie immer man auch eine 
reelle quadratische Form durch eine reelle Transformation auf die Normalform 

r 
~ cix7 bringt, die Anzahl der positiven und negativen Koeffizienten Ci ist stets 
.=1 
dieselbe. 

Ober die aus diesem Satz sich ergebende Klassifikation der reellen Kurven 
und FHichen zweiten Grades vgl. Kap. 3, IV. 

Ober die Invarianten einer quadratischen Form gilt der Satz: Jede ganze 
rationale Invariante unterscheidet sich hochstens durch einen konstanten Faktor 
von einer Potenz der Diskriminante. 

Eine quadratische Form heiBt reduzibel, wenn sie in ein Produkt zweier 
Linearformen zerfallt; sie hat dann den Rang 0, 1 oder 2, und umgekehrt ist 
eine quadratische Form yom Rang 0, '1 oder 2 stets reduzibel. 

Die Form 
I an a12 al n u l 

I a21 a22 a2n u2 

cp(u,u) = ............... . 

n 

n 

= - 1: Aik Ui Uk 
i, k=l 

(Ziff.7) heiBt adjungierte Form von t(x, x) = 2: aikxixk. Sie ist eine simultane 
. i, k=l 

Invariante yom Gewicht 2 der quadratischen Form f (x, x) und der Linearform 
n 1: UiXi' Sind die U kontragrediente Veriinderliche,so ist cp(u, u) eine Kontra

i=l 
variante von f(x, x). 
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33. Hauptachsentransformation reeller quadratischer Formen. In Ziff. 32 
wurde gezeigt, daB zwei quadratische Formen dann und nur dann aquivalent 
sind, d. h. durch eine nicht singulare Transformation ineinander ubergefiihrt 
werden konnen, wenn sie denselben Rang haben. Wir stellen nun die Frage, 

n 
ob es moglich ist, eine reelle quadratische Form t (x, x) = 2: aikxixk durch eine 

i, k=1 
n 

orthogonale Transformation in die kanonische Gestalt 1,' Aix7 zu bringen. Man 
i=1 

erkennt leicht, daB es sich hier urn einen Sonderfall des .A.quivalenzproblems 
zweier Paare quadratischer Formen handelt: wann lassen sich die zwei Formen 
11 (x, x) und gl (x, x) durch eine lineare Transformation in zwei andere Formen 
12 (x, x) und g2 (x, x) uberfuhren I)? (vgl. auch Ziff.34). In unserem Fall ist 

n n 
il (x, x) = 1 (x, x), 12 (x, x) = l: Ai x; und gl (x, x) = g2 (x, x) = 2: X7 (Bedingung 

i=1 i=1 
fur die Orthogonalitat der Transformation). 

Wir betrachten die charakteristische oder Sakulargleichung 

die, wie bereits erwiihnt (Ziff. 9, C), lauter reelle Wurzeln hat. Die GroBen ()ik 
sind wieder =1 oder = 0, je nachdem i = k oder i =1= kist. 1st A' eine p-fache 
Wurzel von 5 (A) = 0, so hat die Matrix @5 (A') = (aik - A' Oil") den Rang n - p 
und die Gleichungen 

n 
2:(aik - A'Jik)Xk = 0 (i = 1,2, ... , n) (1) 
k=1 

genau p linear unabhiingige Losungen (Ziff. 14). Jede Losung A' von S(l) = 0 

heiBt charakteristische Zahl, der reziproke Wert x' = ;, Eigenwert 

(manchmal werden auch die l' so bezeichnet), und die sich aus (1) fur diesen Wert 
von A ergebenden Losungen nennt man (zum Eigenwert x' gehorige) Ei g ens ys tern e 
von I(x, x). 1m ganzen erhalt man n Eigensysteme, die aber als Losungen homo
gener Gleichungen nur bis auf irgendwelche Proportionalitatsfaktoren bestimmt 
sind und die also noch gewissen Bedingungen unterworfen oder, wie man zu sagen 
pflegt, in geeigneter Weise normiert werden konnen. Wir bezeichnen ein Eigen-

n 
system xl, x~, ... , x~ zur Abkurzung mit x' und setzen l: ;<;<' = (x' x") (inneres 

i=1 
Produkt der Vektoren x' und x"). Man zeigt leicht, daB zwei Eigensysteme x' 
und x", die zu verschiedenen Eigenwerten gehoren, orthogonal sind, d. h. 
daB (x' x") = 0 ist. Gehoren x' und x" zum selben Eigenwert und ist 
(x' x") =1= 0, so konnen wir eine Zahl [! angeben, daB (x', x" -+ ex') = 0 ist. Es 

n (x' x") 
folgt ja(x'x") -+ e(x'x') = 0, also, da (x' x') = X'2 = ~;<2 > 0 ist, e = - . X'2 . 

i=1 
Wir setzen x" -+ ex' = y'. 1st x'" ein drittes, zum selben Eigenwert gehoriges 
Eigensystem, so lassen sich a und r so angeben, daB sowohl (x', XIII -+ ox' -+ ry') = 
= 0 als auch (y', x'" -+ ox' -+ ry') = 0 wird. Es folgt (x' x''') -+ OX'2 = 0, 
(y'x"') -+ ry'2 = O. Wir setzen x'" -+ ox' -+ ry' = z'. Setzt man das Verfahren fort, 
so kann man erreichen, daB alle n Eigensysteme x', y', z', ... orthogonal werden. 

li Die Erledigung dieses Problems geschieht mittels der im wesentlichen von 
WEIERSTRASS herruhrenden Theorie der Elementarteiler; vgl. die ausgezeichnete Dar
stellung in BacHER, Einfuhrung in die hahere Algebra. Leipzig 1910. 
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1st w' ein beliebiges von ihnen, so kann man schlieBlich noch eine Zahl X so be-
1 

stimmen, daB (XW')2 = 1 wird, indem man X = ,r::::i2 setzt. XW' nimmt man dann 
rw'2 

als neues Eigensystem an Stelle von w'. Auf diese Weise erhalt man also n Eigen-
n 

systeme Pi = (Pi!, Pi2, ... , Pin), die den Orthogonalitatsrelationen 2: PijPkj = ()ik 
1=1 

(Ziff. 30) geniigen. Die zugeh6rigen charakteristischen Zahlen seien 21 , )'2' ... , 2n; 
von ihnen k6nnen natiirlich auch einige einander gleich sein oder auch verschwin
den. Ferner sei die Determinante [Pik[ = 1, was man durch passende Nor
mierung ebenfalls leicht erreichen kann. Die Transformation x = s.jSy, wo s.jS die 
Matrix (Pik) bedeutet, ist dann eine eigentlich orthogonale. Fiihrt man diese 

n 
Transformation aus, so ergibt sich aus der quadratischen Form I (x, x) = 2: aikXi Xk 

n i, k=1 
eine neue g(y, y) = 2: bi/,YiYk, deren Matrix )8 = (bik) nach Ziff. 32 gleich s.jS'ms.jS 

i, k=1 n 
wird. Rechnet man das aus, so folgt bik = ()ik)'i, d. h. es ist g(y, y) = 2:2iyr. 

i=1 
Damit ist nicht nur die Existenz einer orthogonalen Transformation der ver-
langten Art nachgewiesen, sondern auch ein Verfahren zu ihrer Bestimmung 
angegeben 1). Hat die Matrix m den Rang r, so muB die aquivalente Matrix 
(()ik2i) denselben Rang haben, d. h. aber, daB n - r von den 2 gleich Null sein 

r 

miissen. Sind das etwa 2'+1' 2r +2, ... , 2n, so hat g(y, y) die Gestalt 1:2iY;' 
i=1 

Die Eigenwerte Ui bedeuten im Fall n = r = 3 die Quadrate der Langen der 
Hauptachsen der Mittelpunktsflache zweiten Grades I (x, x) = 1. n 

Ein wichtiges Ergebnis istnoch: Zwei reelle quadratische Formen 2:aikxixk 
n tk=1 

und 2:bi/,XiXk lassen sich dann und nur dann mittels einer orthogonalen Trans
i, k=1 

formation ineinander iiberfiihren, wenn sie dieselben Eigenwerte haben. 
34. Paare quadratischer Formen. Das zu Beginn von Ziff. 33 erwiihnte 

allgemeine Problem der simultanen Transformation zweier quadratischer Formen 
t(x, x) = 1:aikx;Xk und g(x, x) = 1:bikXiXk auf die Normalform lafit sich in dem 
Fall, wo beide Formen reell und eine, etwa g, positiv definit und somit auch nicht 
singular ist, leicht erledigen. 1st 21 eine Wurzel der Gleichung [aik - 2 bik [ = 0, 
die unter den angegebenen Voraussetzungen eben falls nur reelle Wurzeln hat, 
so ist f - 21 g singular und kann daher durch eine reelle lineare Transformation 
auf eine Form in h6chstens n - 1 Veranderlichen gebracht werden. Setzt man 
demgemaB 

I - 2 g = f - 21 g + (21 - 2) g = f' (Y2' ... ,Yn) + (21 - 2) g' (Y1' Y2, ... , Yn), 
so ist g' ebenfalls positiv definit und somit der Koeffizient von yi von 
Null verschieden, da sonst g' fUr Y1 = 1, Y2 = ... = Yn = 0 verschwande, 
also nicht definit ware. Durch Anwendung des in Ziff. 32 geschilderten Verfahrens 
kann man demnach t in die Gestalt )'1 C1 z~ + Idz2' ... , zn) und g in die Gestalt 
c1zi + g1 (Z2' ... , zn) iiberfiihren, wo g1 eine positiv definite Form in Z2' ... , Zn 
und C1 > 0 ist. Durch wiederholte Anwendung des Verfahrens, zunachst auf 11 
und g1' erhalt man schlieBlich t = 2: 2i Ci zi und g = 2CiZ~ und daraus durch die 
(reelle) Transformation Xi = VG:z; (i = 1,2, ... n) 

t = 21 ~i + 22 x§ + ... + 2n x~ und g = xi + x§ + ... + x~. 
1) Ein anderes Verfahren zur Bestimmung von ~ auf Grund eines Maximumprinzips 

findet sich bei COURANT-HILBERT, Die Methoden der mathematischen Physik, Bd. I, S. 11, 
Berlin 1924. 
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35. Hermitesche Formen. Dnter einer Hermiteschen Form versteht man 
eine Bilinearform ~~leXiXk (1) 

mit ~le = ai'" wo a und ti, x und x konjugiert komplex sind. Fur reelle Koeffi
zienten und Ver30nderliche erh30lt man als Sonderfall die reellen quadratischen 
Formen (vgl. Ziff. 9, C). Eine Reihe von Eigenschaften der letzteren besitzen 
auch die allgemeinen Hermiteschen Formen, insbesondere l30Bt sich auch das in 
Ziff.33 gegebene Verfahren der Hauptachsentransformation ubertragen. Die 
S30tze uber die charakteristische Gleichung und uber die Eigensysteme gelten 
unver30ndert weiter. Die Eigensysteme lassen sich so normieren, daB jedes Eigen
system x = (Xl' X2, ... , Xn) der Relation (x x) = 1 und je zwei Eigensysteme x 
und y der Relation (x y) = 0 genugen. Diese Normierung l30Bt sich nach dem 
a. a. O. angegebenen Verfahren durchfuhren. Die mit den n sich so ergebenden 
linear unabh30ngigen und in der obigen Weise normierten Eigensystemen als 
Koeffizienten gebildete lineare Transformation, die wegen der obigen Relationen 
auch hier als orthogonal bezeichnet wird, fuhrt die Form (1) uber in ~ Ai Xi Xi, 

wo die A. die stets reellen Eigenwerte von (1) sind (Hauptachsentransfor
rna tion He rmi tescher Formen). Aus diesem Grund kann man auch von einer 
Signa tur und von einem Tr30ghei tsgesetz Hermitescher Formen sprechen, 
in durchaus analoger Bedeutung wie in Ziff. 32. 

Eine Hermitesche Form nimmt, wie leicht einzusehen ist, nur reelle Werte 
an. Man kann also auch hier positiv oder negativ definite, semidefinite und 
indefinite Formen unterscheiden. 

VI. Polynome (ganze rationale Funktionen). 
36. Allgemeine Satze tiber Polynome in mehreren Veranderlichen. "Ober 

den Begriff des Polynoms oder der ganzen rationalen Funktion vgl. Kap. 1, 
Ziff.7. 

Ein Polynom 11 heiBt Teiler oder Faktor eines Polynoms I in beliebig 
vielen Ver3onderlichen, wenn eine Identit30t I = 11' 12 besteht, wo 12 ebenfalls 
ein Polynom ist. Eine Konstante (Polynom yom Grad 0) ist Teiler jedes Polynoms. 

Ein Polynom heiBt reduzibel, wenn es dem Produkt zweier Polynome, 
von ~oherem als nulltem Grad identisch gl~ich ist. Es ist manchmal zweckmaBig, 
den Begriff der Reduzibilitat einzuschranken, indem man von den Koeffizienten 
der beiden Faktoren verlangt, daB sie einer gewissen Teilmenge der Menge der 
gemeinen komplexen Zahlen, urn die es sich zunachst handelt, angehoren: z. B. 
der Menge der reellen Zahlen. Dnter einem Rationalitatsbereich oder 
Korper versteht man eine Zahlenmenge mit der Eigenschaft, daB zugleich mit 
zwei Zahlen a und b immer auch die Zahlen a + b, a - b, a· b und, wenn b 4= 0 
ist, auch alb der Menge angehoren. Der einfachste (naturliche) Rationalitatsbereich 
besteht aus der Menge der rationalen Zahlen. Gehoren die Koeffizienten eines 
Polynoms I alle einem Rationalitatsbereich ffi an, so heiBt t reduzibel in ffi, wenn 
es dem Produkt zweier Polynome identisch gleich ist, deren Koeffizienten eben
falls dem Bereich ffi angehoren und von denen sich keines auf eine Konstante 
reduziert. Bezeichnet man mit ffi (aI' a2, ... ,an) den Rationalitatsbereich, der 
durch rationale Operationen aus den Zahlen aI' a2, ... , an hervorgeht, so ist 
der naturliche Rationalitatsbereich etwa durch ffi (1) gekennzeichnet. Das 
Polynom X2 + 1 ist reduzibel in ffi (i), (i2 = -1), aber irreduzibel im reellen Be
reich; X2 - 1 reduzibel in ffi (1). Die Determinante I aile list im allgemeinen ein 
irreduzibles Polynom in den n2 Veranderlichen aile. 

Zwei Polynome heiBen teilerfremd oder relativ prim, wenn sie, von 
Konstanten abgesehen, keinen gemeinsamen Teiler besitzen. 
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37. Der Fundamentalsatz der Algebra. Der Satz lautet: Jedes Polynom 
f (x) in einer Veranderlichen x, das keine Konstante ist, besitzt mindestens 
eine (reelle oder imaginare) N uIlsteIle. 1st diese Xl' also f(xl ) = 0, so ist f(x) 
teilbar durch den Wurzelfaktor x - Xl' d. h. f(x) -- (X - xl)g(x), wo der 
Grad von g(x) urn 1 kleiner ist als der Grad von f(x). Rat f(x) den Grad n, 
so folgt, daB f(x)== aoxn + alxn- l + ... + an-IX + an (ao +0) in der Form 

t(x) -- ao (x - Xl) (X - x2) ..• (x- xn) 

dargestellt werden kann, wobei die NuIlsteIlen Xi nicht notwendig aIle voneinander 
verschieden sind. Sind k Nullstellen einander gleich, etwa gleich Xl' so heiBt Xl 

eine k-fache Nullstelle; t(x) ist dann durch (X -- Xl)" teilbar. Den Fundamental
satz kann man demgemaB auch so formulieren: Jedes Polynom in einer Verander
lichen, das weder eine Konstante noch linear ist, ist reduzibel im Bereich der 
gemeinen komplexen Zahlen. . 

1st t(x) reell, d. h. sind alle Koeffizienten ao, aI' ... , an reelle Zahlen, und ist 
a + bi eine k-fache NullsteIle, so ist die konjugiert komplexe Zahl a - bi eben
falls eine k-fache Nullstelle von t(x). Da das Produkt der zugehorigen Wurzel
faktoren ein reelles quadratisches Polynom ist, folgt, daB jedes reelle Polynom 
sich als Produkt reeller linearer und quadrati scher Faktoren darstellen laBt. 
Daraus folgt auch, daB jedes reelle Polynom ungeraden Grades mindestens eine 
reelle Nullstelle besitzt. 

38. GrtiBter gemeinsamer Teiler. Der groBte gemeinsame Teiler zweier 
Polynome t(x) = aoxn + alXn - l + .,. + an und g(x) = boxm + blxm- l + ... + b", 
(ao + 0, bo + 0, n> m), d. h. das Polynom hochsten Grades, welches sowohl 
Teiler von t(x) als auch von g(x) ist, wird am einfachsten nach dem euklidi
schen Algorithmus bestimmt. Bei der Division von t(x) durch g(x) erhalte 
man den Quotienten qo(x) und den Rest Yl (x). Dann ist t(x) = qo(x). g(x) + Yl (x) 
und der Grad von YI (x) kleiner als der Grad von g(x). Dividiert man dann g (x) 
durch Yl (x) USW., so erhalt man schlieBlich ein System von Identitaten 

t (x) = qo (x) . g (x) + Yl (x), 
g (x) = ql (x) . Yl (x) + Y2 (x), 

Yl (x) = q2 (x)· Y2 (x) + Y3 (x) , 

Yk-l (x) = qk (x). Yk (x) + Yk+l (x) . 

Da der Grad der Polynome YI(x), Y2 {x), ... , Yk+l(X) bestandig abnimmt, muB 
schlieBlich eines eine Konstante sein; es sei das Yk+l' Man iiberlegt leicht, daB 
ein gemeinsamer Teiler von t und g auch Teiler aller Y ist und daB umgekehrt 
jeder Teiler zweier aufeinanderfolgender yauch gemeinsamer Teiler von t und g 
sein muB. Raben daher t und g einen gemeinsamen Teiler, so ist dieser auch 
Teiler von Yk+l' d. h. es muB Yk+l = ° sein. Umgekehrt folgt aber aus Yk+l = 0, 
daB Yk gemeinsamer Teiler von t und g sein muB. 

1st also im euklidischen Algorithmus Yk+l = 0, so ist Yk der groBte gemein
same Teiler von t und g; ist dagegen Yk+1 + 0, so sind t und g teilerfremd 
(Ziff. 36). 

39. Symmetriscbe Polynome. Ein Polynom F(Xl' x2 , ... , xn) in n Ver
anderlichen heiBt symmetrisch, wenn es bei allen moglichen Vertauschungen 
der Veranderlichen ungeandert bleibt. Man iiberlegt leicht, daB die Koeffizienten 
ao, al> a2' ... , an eines Polynoms t(x) = ao xn + alxn -1 + ... + an, von einem 
gemeinsamen Faktor abgesehen, symmetrische Polynome in den Nullstellen 
X10 x2 , ..• , Xn sind. Man erhalt 
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P _ _ ( 1)n an n - Xl X2 ... Xn - - - , ao 

wo in Pi die Summe tiber aIle (~ ) Kombinationen von 1, 2, ... , n zur i-ten Klasse 

ohne Wiederholung zu erstrecken ist. Die Polynome P werden als symmetrische 
Grundfunktionen oder als elementare symmetrische Funktionen be
zeichnet. Jedes symmetrische Polynom F(Xl' x2 , ... , xn) HiBt sich als Polynom 
in den P bzw. in den Koeffizienten a darstellen. 

Ein weiterer wichtiger Sonderfall symmetrischer Funktionen sind die 
n 

Potenzsummen Sk =~ x~ (k = 0, 1, 2, ... ); sie lassen sich aus den Koeffi
;=1 

zienten a rekurrierend berechnen mittels der N ewtonschen Formeln 

aOsl + a1 = 0, 

ao S2 + a] SI + 2 a2 = 0 , 

ao S3 + a1 S2 + a2 SI + 3 as = 0 , 

aOsn- 1 + a1 sn-2 + a2 sn- s + ... + (n - 1) an - 1 = 0, 

aosn+k + a1 snH-l + a2 sn+k-2 + ... + ansk = 0 (k = 0,1,2, ... ). 

40. Resultante und Diskriminante. Die notwendige und hinreichende 
Bedingung daftir, daB zwei Polynome /(x) = aoxn + a1 xn- 1 + ... + all' 
g(x) = boxm + b1 xm- 1 + ... + bm eine gemeinsame Nullstelle haben oder, was 
auf dasselbe herauskommt, nicht teilerfremd sind, HiBt sich durch das Ver
schwinden einer relativen Simultaninvariante vom Gewicht mn, der sog. 
Resultante Rfg , ausdriicken. Man erhiilt Rfg am einfachsten nach der von 
SYLVESTER herriihrenden dialytischen Methode, die aus derElimination von 
1, x, X2, ... , xm+n - 1 aus den Gleichungen 

I(x) = 0, x/(x) = 0, x2/(x) = 0, ... , X"'-1 t(x) = 0, g(x) = 0, xg(x) = 0, ... , xn - 1g(x) = 0 

besteht; es ergibt sich 

ao a1 a2 an ° 0 o I 

0 ao a1 an- 1 an 0 o 
0 ° ao an- 2 an- 1 an o m Zeilen 

Rf.q = 0 0 ao a1 an 
bo bi b2 bm 0 0 .. 0 

0 bo b1 bm- 1 bm .. 0 n Zeilen . . . . . . . . . . . . . . .. 
0 0 0 . . bo b1 .. bm 
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Eine andere Darstellung der Resultante mittels der Nullstellen Xl' X2, ... , Xn 
von I(x) bzw. ~, X~, ... , X;" von g(x) ist 

Rig = a8"b~n (Xi - xi:) = 
i, k 

= ag'b(j(xl - xl) (Xl - x~) ... (Xl - x:n) 

• (X2 - X~) (X2 - X2) .•. (X2 - X;") 

• (Xn - xi) (Xn - X;) ... (Xn - X:n) . 

Daraus laBt sich unmittelbar eine notwendige und hinreichende Bedingung 
dafUr ableiten, daB das Polynom I (x) eine (mindestens) zweifache Nullstelle hat, 
wenn man bedenkt, daB jede solche Nullstelle auch eine (mindestens einfache) 
Nullstelle der ersten Ableitung f'(x) ist. Die gesuchte Bedingung besteht somit 
im Verschwinden der Resultante Rtf' von I (x) und f'(x). Der Ausdruck 

D =~ (-1)!n(n-I)Rff , heiBt Diskriminante von t(x) und ist eine relative 
ao 

Invariante vom Gewicht n (n - 1) und vom Grad 2 n - 2 in den Koeffizienten a. 
Andere Darstellungen fUr D sind 

D = (_1)!n(n-l) a~n-2 I'(XI) 1'(X2) •.. !'(xn) = 
1 1 1 

X1-1 x!i-l ... X~-l 

d. h. D stimmt bis auf den Faktor agn - 2 mit dem Quadrat der Vandermonde
schen Determinante der Nullstellen Xl' X2 , ••• , Xn (Ziff. 9) iiberein. Daraus 

n 
folgt dann unmittelbar noch D = a5,,-2 n (Xi - Xk)2, (i> k) sowie die Dar

i,k=l 
stellung von D durch eine rekurrierende Determinante, deren Elemente die 
Potenzsummen Sk sind. 

VII. Algebraische Gleichungen. 
41. Allgemeines. Unter einer algebraischen Gleichung mit der Unbekannten 

X versteht man eine Gleichung von der Form I (x) = 0, wo I (x) = ao xn + al Xn -1 + 
+ ... + an ein Polynom in X ist. 1st, was immer angenommen sein solI, ao =1= 0, 
so kann durch ao dividiert werden und man kann ohne Einschrankung der 
Allgemeinheit sich auf die Untersuchung von Gleichungen von der Gestalt 

xn + blxn- l + ... + bn =0 

beschranken. Durch die Transformation X = Z - ~ kann man noch erreichen, n 
daB in der neuen Gleichung fiir z die zweithochste Potenz fehlt. 

Die eben erwahnte Transformation ist ein Spezialfall der sog. Tschirn
h au sen s c hen T ran s for mat ion, die in ihrer allgemeinen Form a uch noch 
die Wegschaffung einer weiteren Potenz von z gestattet. Die sich so ergebende 
vereinfachte Gleichung wird als Tschirnhausensche Resolvente be
zeichnet. Man erkennt leicht, daB man dadurch bei Gleichungen dritten und 
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vierten Grades zu einer Losung kommen kann, da die Tschimhausenschen Resol
venten sich hier in die Form z3 + bs = ° (reine Gleichung, Ziff. 42) bzw. 
z4 + b2 z2 + b4 = ° (durch Quadratwurzeln losbar) bringen lassen. Die rech
nerische Durchfiihrung der Transformation ist umstandlicher als die unten ge
gebenen Verfahren und soli daher iibergangen werden. 

Bei Gleichungen hoheren als vierten Grades kann die Tschimhausensche 
Transformation im aligemeinen keine Methode zur Auflosung mehr lie£em. Es 
gilt hier der fundamentale, von ABEL zuerst bewiesene Satz, daB solche Glei
chungen im ailgemeinen, d. h. von gewissen Sonderfalien' abgesehen (vgl. 
Ziff.42 u. 45), nicht mit Hilfe von Wurzelzeichen 16sbar sind. 

42. Reine Gleichungen. Kreisteilung. Gleichungen von der Form 

heiBen . reine Gleichungen. Wir setzen 

a = I a I [cos «(X + 2kn) + isin«(X + 2kn)] (k ganz), 

x = I x I (cosrp + isinrp). 

Dann ist nach der Formel von MOIVRE (vgl. Kap. 6, Ziff.16) 

Ixl=vrai, IX + 2k:n: 
rp=~-

n (k=O, 1, ... , n-1); 

(1) 

es ergeben sich somit genau n Wurzeln Xl' X 2 , ••• , Xn , die den Werten k = 0, 
1, ... , n - 1 entsprechen (ffir k = n erMlt man wieder Xl usw.). 1st a = la I = 1, 
so ist (X = ° und die Wurzeln der Gleichung (Kreisteilungsgleichung) 

Xn = 1, (2) 
namlich 

I: 2k:n: . . 2k:n: 
S"k+l = cos-- + ~sm--n n (k=O,1, ... ,n-1), 

werden als n-te Einhei tswurzeln bezeichnet. In der GauBschen Zahlenebene 
liegen die ~ auf einem Kreis vom Radius 1 und bilden die Ecken eines diesem 
Kreis eingeschriebenen regularen n-Ecks, das eine Ecke im Punkt 1 hat. Die 
Wurzeln von (1) sind ebenfalls die Ecken eines reguHiren n-Ecks, das sich aus 

, i~ 

dem letztgenannten durch die Transformation x' = I a J en. X, d. h. durch eine 
Drehung durch den Winkel fX/n bei gleichzeitiger Streckung urn Ja J ergibt. 

Eine n-te Einheitswurzel ~ heiBt primi ti v, wenn sie keiner Gleichung 
x'ft! = 1, wo m < n ist, geniigt. 

1st ~ irgendeine primitive n-te Einheitswurzel, so sind ihre Potenzen ~, ~2, 
~s, ... , ~n = ~o = 1 aile verschieden und ergeben samtliche n-te Einheits
wurzeln. Durch Potenzieren einer nichtprimitiven n-ten Einheitswurzel erhalt 
man niemals samtliche n-te Einheitswurzeln. 1st n eine Primzahl, so ist jede 
n-te Einheitswurzel, von 1 abgesehen, primitiv. 

43. Die kubische Gleichung. Die Gleichung X3 + bi X2 + b2 X + ba = ° sei 

durch die Transformation X = z - b; (Ziff. 41) auf die Form 

(1 ) 

gebracht. Setzt man (Verfahren von HUDDE) Z = U + v, so ergibt sich 
u3 + v3 = -q, wenn U und v so bestimmt sind, daB 3u v + p = 0, d. h. 

u3 v3 = - p3 ist. Somit sind u3 und v3 die Wurzeln einer quadratischen 27 
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Gleiehung, der sog. quadratisehen Resolvente, 

t2 +qt- P:=O. 
2/ 

namlieh 

3 ,----------

Nimmt man fiir u einen der drei Werte (Ziff. 42) von -V - L + 1/q2 + E: . so 
3 I 2 4· 27 

wird v = V - ; - yq: + C~; doeh ist der Wert dieser Wurzel nieht mehr 

willkiirlieh, sond~rn an die Bedingung v = - iu gebunden. Die drei Losungen 
von (1) sind dann 

Z1 = U + v , Zz = $ u + $2 V , za = $2 U + $ v, 

wo $ eine beliebige der beiden primitiven dritten Einheitswurzeln ist. Die Formel 

Z1 = V -; + l/~i +-;; + V -; -yq: + ;; 
heiBt Cardanisehe Formel. " __ 

1st die Diskriminante D = 27 q2 + 4p3 von (1) gleieh Null, so ist Z1 = 2 V -!q , 
~!1: 

Z2 = Z3 = - Y -! q . 
Sind p und q reell, so hat (1) im Fall 
a) D > 0 eine reelle und zwei konjugiert komplexe Wurzeln. Wahlt man u 

reell, so ist aueh v und damit aueh Z1 reell. 
b) D = 0 eine einfaehe und eine doppelte Wurzel, die beide reell sind. Alle 

drei Wurzeln konnen nur zusammenfallen, wenn p = q = 0 ist. 
c) D < 0 drei reelle Wurzeln, die dureh die obigen Formeln in imaginarer 

Gestalt geliefert werden. Der Fall wird aus diesem Grund von alters her als 
Casus irredueibilis bezeiehnet, was natiirlieh niehts mit irreduzibel im Sinn 
von Ziff. 36 zu tun hat, hoehstens insofern, als sieh zeigen laBt, daB es iiber
haupt keine Losungsform mittels reeller Wurzelzeiehen geben kann. 

Durehaus im Reellen HiBt sieh der Fall D < 0 mitte1s trigonometriseher 
Funktionen erledigen. Man setzt u3 = r(eosq) + isingJ); dann erhalt man 

r = 1 _p3 und eosgJ = ~q, wobei 0 < (I' < n zu nehmen ist. Daraus folgt 
27 2r 

Zl=21;-~-eosj, Z2=21/-~ eos(j +23")' Z3=2(=--~-eos{~+;~). 
44. Die biquadratische Gleichung. Die Gleiehung X4 + a1 x3 + a2 x 2 + a3 x 

+ a4 = 0 sei dureh die Transformation x = Z - 7 auf die Form 

Z4 + a Z2 + b Z + c = 0 (1) 

gebraeht. Setzt man Z = ! (u + v + w) und bestimmt man u, v, w so, daB 

u2 + v2 + w2 = - 2 a 
wird, so folgt aus (1) noeh 

und uvw =-b 

V2 W 2 + W 2 U 2 + U 2 V2 = a2 - 4c. 
Somit sind u2 , v2 , w 2 die Wurzeln der ku bisehen Resol ven te 

t3 + 2at2 + (aZ - 4c) t - b2 = O. (2) 

Sind t1, t2, t3 die Wurzeln von (2), so wird u = vt~, v = it;, w = vi;, wobei 
aber die Vorzeiehen dieser drei Quadratwurze1n nieht willkurlieh wiihlbar, sondern 
an die Bedingung uvw = - b geknupft sind, so daB dureh Wahl der Vorzeiehen 
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von zweien das der dritten Wurzel eindeutig bestimmt ist. Sind u, v, w drei 
dieser Bedingung geniigende Werte, so sind die Wurzeln von (1) 

X1=! (u+v+w), X2=! (u-v-w), xs=t (-u+v-w), x4=! (--u-v+w). 
Die Diskriminante von (1) ist 

D = 16a4 c - 4as b2 - 128a2 c2 +- 144ab2 c + 256ca - 27b4 

und stimmt mit der Diskriminante der kubischen Resolvente iiberein. 
Sind die Koeffizienten von (1) reell, so folgt daraus, daB (1) im Fall D < 0 

zwei reelle und zwei konjugiert komplexe Wurzeln hat. 1st D> 0, so hat (1) 
entweder vier reelle oder zwei Paare konjugiert komplexer Wurzeln, und zwar 
tritt der erste Fall ein, wenn a < 0 und a2 - 4 c > 0 ist, der zweite, wenn ent
weder a <0 oder a2 - 4c > 0 ist. 

1st schlieBlich D = 0, so hat (1) (mindestens) eine Doppelwurzel; ist die 
Doppelwurzel von (2) positiv (negativ), so sind die beiden anderen Wurzeln 
reell (konjugiert imaginar). 1st t1 = t2 = t3> 0 (der Fall t1 = t2 = ta < 0 kann 
wegen t1t2ta = b2 nicht eintreten), so hat (1) eine dreifache (reelIe) Wurzel. 
Verschwinden zwei Wurzeln von (2), so hat (1) zwei Doppelwurzeln; die Bc
dingung dafiir ist b = 0, a2 - 4c = O. Verschwinden schlieBlich allc drei Wurzeln 
von (2), so hat (1) die vierfache Wurzel Null. 

45. Reziproke Gleichungen. Man versteht darunter Gleichungen mit der 
Eigenschaft, daB immer zugleich mit w auch 1 /w eine Wurzel ist. Die Koeffizienten 
einer reziproken Gleichung aoxn +- a1 Xn- 1 +- ... +- an =c 0 geniigen den Re-
lationen ai = an _ i oder ai = - an - i 

(i=cO, 1,2, ... ). 

1st n ungerade, so hat die Gleichung mindestens eine Wurzel x = 1 odcr x = -1; 
nach Division durch samtliche vorhandene Faktoren (x ± 1) hat die Gleichung 
stets die Form 

boX2k +- b1 x2k - 1 + ... -+ bk _ 1Xk+1 + bkxk + bk_1 X k - 1 + ... + b1 x + bo = O. 

Durch die Substitution x -+- ..!.. = z erhalt man daraus eine Gleichung g (z) =~ 0 
x 

vom Grad k; aus jeder Wurzel Zi von g (z) = 0 erhalt man zwei Wurzeln der 
urspriinglichen Gleichung aus x 2 - Zi X + 1 = O. Bei der rechnerischen Durch
fiihrung der obigen Substitution wird man sich mit Vorteil der Relation Xi+1 -+-
+ _1_. = Z (Xi +..!..) _ (Xi. 1 + _1 __ ) b. edienen. 

Xl-t-l Xl xz - 1 

46. Gleichungen, deren Wurzeln alle negativen Realteil haben. Sci 
aoxn + a1 X n- 1 + ... + an = 0 eine reelle Gleichung und ao> 0 (evtl. Multi
plikation mit -1). Dann haben ane Wurzeln un serer Gleichung negativen 
Realteil (d. h. sie liegen in der GauJ3schen Zahlenebene links von der imaginaren 
Achse), wenn die n Determinanten 

..................... I 

I a2n -1 a2n ·2· ......... an! 

aIle positiv sind. Dabei ist ak = 0 zu setzen, sobald k > n ist. 
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VIII. Numerische Auflosung. 
47. Allgemeines. Die oben fur die Falle n = 3 und n = 4 geschilderten, 

fur groBeres nkaum angedeuteten Verfahren zur Auflosung einer algebraischen 
Gleichung eignen sich - hOchstens vom Fall n = 3 noch abgesehen - nicht fur 
die praktische Berechnung, fur die man sich weit vorteilhafter der unten be
schriebenen Naherungsverfahren bedienen wird, die die Berechnung der Wurzeln 
mit beliebiger Genauigkeit gestatten. 

Es ist im folgenden stets vorausgesetzt, daB es sich urn eine Gleichung 
1 (x) = 0 mit reellen Koeffizienten handelt. Aus 1 (x) = 0 kann man durch 
Division von t (x) durch den rational (Ziff. 38) berechenbaren groBten gemein
samen Teiler von t (x) und I' (x) ohne Schwierigkeit eine Gleichung g (x) = 0 
herleiten, die alle Wurzeln von 1 (x), aber nur einfach, besitzt. 

Zur Bestimmung der reellen Wurzeln von t (x) = 0 wird man sich zunachst 
AufschluB uber ihre Verteilung zu verschaffen trachten (Trennung oder Sepa
ra tion der Wurzeln, Ziff. 48 bis 50) und erst dann zur genaueren Bestimmung 
(A pproxima tion, Ziff. 51 bis 53) der Wurzeln ubergehen. Rat die Gleichung 
rationale Koeffizienten, so wird man zunachst die evtl. vorhandenen rationalen 
Wurzeln bestimmen (Ziff.49) und abspalten, urn die weitere Rechnung mog
lichst einfach zu gestalten. V gl. hierzu auch Kap. 15, 1. 

48. Existenz von Wurzeln in einem Intervall. Der Sturmsche Satz. Die 
Gleichung t(x) = aoxn + a1Xn- 1 + ... + an = 0 hat im Intervall Cab] eine 
gerade (einschlieBlich 0) oder ungerade Anzahl von Wurzeln, je nachdem t (a) 
und t (b) gleich oder entgegengesetzt bezeichnet sind. 

Eine Gleichung ungeraden Grades hat stets eine ungerade Anzahl reeller 
Wurzeln. Raben ao und an verschiedenes Vorzeichen, so hat 1 (x) = 0 wenigstens 
eine positive Wurzel und, wenn n gerade ist, auBerdem noch mindestens eine 
negative Wurzel. 

Zwischen zwei Wurzeln von t (x) = 0 liegt mindestens eine Wurzel von 
/,(x) = 0 (Satz von ROLLE, vgl. Kap.1, Ziff.16). Wichtiger ist die Folgerung, 
daB zwischen zwei aufeinanderfolgenden Wurzeln von /,(x) = 0 hochstens eine 
Wurzel von 1 (x) = 0 liegen kann. 

Die genaue Bestimmung der Anzahl der verschiedenen reellen Wurzeln 
von I(x) = 0 in einem Intervall Cab] geschieht mittels des (rechnerisch aller
dings recht umstandlichen) Sturmschen Sa tzes. Man bilde zunachst wie in 
Ziff. 38 den .groBten gemeinsamen Teiler von 1 (x) und /' (x), nehme aber die 
Reste mit entgegengesetztem Vorzeichen: 

I(x) = qo(x)l'(x) - 12 (x) 

I'(x) = Ql(X) 12 (x) - 13 (x) , 

Im-2 (x) = qm-2 (x) Im-l (x) - 1m (X) . 

Setzen wir zunachst voraus, daB 1 (x) = 0 keine mehrfachen Wurzeln hat, so ist 
der letzte Rest - Im(x) eine von Null verschiedene Konstante. Die Polynome 
I(x) , I'(x), 12(X) , ... , Im(x) bilden dann eine sog. Sturmsche Kette besonders 
einfacher Art. Der Sturmsche Satz lautet dann: Die reelle Gleichung I(x) = 0 
hat im Intervall Cab], wo weder a noch b eine Wurzel von I(x) = 0 ist, genau so 
viele reelle Wurzeln, als die Differenz der Vorzeichenwechsel in den Folgen 

I(a), j'(a), 12(a), ... , Im(a) 
und I(b), j'(b), 12(b), ... , Im(b) 
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betragt. Dabei sagt man, daB zwei aufeinanderfolgende reelle GroBen einen 
Vorzeichenwechsel oder eine Vorzeichenfolge besitzen, je nachdem sie 
verschiedene oder gleiche Vorzeichen haben. LaBt man a nach - (Xl und b nach 
+ (Xl divergieren, so liefert der Sturmsche Satz die genaue Anzahl der reellen 
Wurzeln von t(x) uberhaupt. Enthiilt die obige Sturmsche Kette n + 1 Polynome 
(m = n), wo n der Grad von t(x) ist, und haben die Koeffizienten der hochsten 
Potenzen von x in allen Polynomen der Kette dasselbe Vorzeichen, so hat t(x) = 0 
lauter (verschiedene) reelle Wurzeln. Bei Gleichungen mit mehrfachen Wurzeln 
liefert der Satz, wenn man das verschwindende tm(x) weglaBt, die Anzahl der 
verschiedenen Wurzeln, d. h. jede mehrfache Wurzel als einfache gezahlt. 

Wegen der bedeutend einfacheren Handhabung wird man sich vielfach mit 
dem AufschluB uber die Anzahl der Wurzeln einer Gleichung begnugen, den man 
aus der kartesischen Zeichenregel (von R. DESCARTES) erhiilt. die folgender
maBen lautet: 

Die Anzahl der positiven Wurzeln einer Gleichung t(x) = aoxn + a1xn- 1 + 
+ ... + an = 0 stimmt mit der Anzahl der Zeichenwechsel in der Koeffizienten
folge ao, at> ... , an uberein oder ist urn eine gerade Zahl kleiner. Ersetzt man x 
durch - x, so folgt, daB die Anzahl der negativen Wurzeln von t(x) = 0 mit 
der Anzahl der Zeichenwechsel in ao' -aI' a2 , ••• , (-1)nan ubereinstimmt oder 
urn eine gerade Anzahl kleiner ist. 

Von groBerer Bedeutung fur die praktische Auflosung als die obigen Satze 
ist die Angabe von Schranken fur die Wurzeln einer Gleichung t(x) = 0, d. h. 
die Angabe eines (moglichst engen) Intervalles, in dem aIle Wurzeln liegen mussen. 
Ein solches IntervalllieBe sich etwa auf Grund des Sturmschen Satzes bestimmen; 
doch ist im allgemeinen die Anwendung der folgenden Regel der groBeren Ein
fachheit halber mehr zu empfehlen. Sei in t(x) = aoxn + a1xn- 1 + ... + an = 0 
der Koeffizient ao> 0 (evtl. Multiplikation mit -1), der erste negative Koeffi
zient am und A der groBte unter den absoluten Betragen aller negativer Koeffi-

zienten. Dann ist 1 + i fA eine obere Schranke fUr die Wurzeln; eine untere va; 
Schranke erhiilt man durch Anwendung der Regel auf die Gleichung t(-x) = 0 
(vgl. den vorigen Absatz). 

Zur Feststellung, ob eine Zahl a Wurzel einer Gleichung j(x) = 0 ist, ver
wendet man das Hornersche Verfahren. Sei j(x) =c (x - a) q (x) + R und 
t(x) = aoxn + a1xn- 1 + '" + an' q(x) = boxn- l + b1xn- 2 + .. , + bn- I . Dann ist 
b,=b,_la+ai(i=1,2, ... ,n-1); bo=ao und R=j(a)=bn_Ia+an. Man 
schreibe die Koeffizienten ai der Reihe nach an, die Zahl a eine Zeile tiefer 
und etwas weiter nach links; bl , b2 , • •. , bn - l • R ergeben sich dann, indem man 
das jeweils vorhergehende, also links davon stehende mit a multipliziert und 
das uber dem gerade zu besetzenden Platz stehende ak addiert: 

ao a1 a2 ••• a"_l an 
a I bo b1 b2 ••• b"_ l Ii 

1st R = 0, also a eine Wurzel von t(x) = 0, und sind noch andere Zahlen a'. 
a" • ... zu untersuchen. so wird man natiirlich mit dem Quotienten q(x) weiter
rechnen. 

49. Rationale Wurzeln. Zur Bestimmung der moglicherweise vorhandenen 
rationalen Wurzeln einer Gleichung t(x) = aoxn + a1xn- 1 + ... + an = 0 mit 
rationalen KoeffizienteR transformiere man die Gleichung zunachst in eine ganz
zahlige Gleich ung, d. h. in eine Gleichung, in der der Koeffizient der hOchsten 
Potenz der Unbekannten den Wert 1 hat, wiihrend alle ubrigen ganze Zahlen sind. 
Man dividiert zu diesem Zweck t(x) durch ao und fuhrt dann die Transformation 
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x =.~ durch, wo V das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner der ratio
v 

nalen Zahlen ai (i = 1,2, ... , n) ist. Sei g(z) = z .. + b1z .. - 1 + ... + b .. = 0 die 
ao 

sich so ergebende ganzzahlige Gleichung. Nun tiberlegt man leicht, daB jede 
rationale Wurzel von g(z) = 0 ganzzahlig sein muB. Diese ganzzahligen Wurzeln 
mtissen aber nach Ziff. 39 Teiler von b .. sein. Man zerlege also b .. in seine ganz
zahligen Faktoren hj (j = 1, 2, ... , k) und versuche von jeder Zahl ± hj (es kann 
nattirlich sowohl + hj wie - hj eine Wurzel sein), ob ~ie der Gleichung gentigt. 
Hat man nach Ziff. 48 (vorletzter Absatz) Schranken fUr die Wurzeln von g (z) c= 0 
bestimmt, so kann man nattirlich aIle jene Zahlen ± hj von vornherein aus
scheiden, die auBerhalb dieser Schranken liegen. 1st ferner hr ein Teiler von b .. , 
flir den I(hr) =1= 0 bereits festgestellt ist, so kommen von den tibrigen hj nur jene 
in Betracht, ftir die die Differenz hr - hj Teiler von I (h,) ist. 

50. Trennung der Wurzeln. Damit ist hier (in etwas engerem Sinn wie in 
Ziff.47) die Aufstellung von Intervallen gemeint, in denen nur je eine Wurzel 
von I(x) = 0 liegt. Man macht dabei am besten von dem Satz Gebrauch, daB 
die Funktionswerte eines Polynoms n-ten Grades an aquidistanten Stellen (am 
einfachsten x = ± 1, + 2, ... ) eine arithmetische Reihe n-ter Ordnung (Ziff.4) 
bilden. Man wird also zunachst die Funktionswerte von I (x) zunachst an n + 1 
Stellen x = 0, ± 1, ± 2, ... berechnen, daraus die n-te Differenzenfolge und 
schlieBlich die Funktionswerte an allen ganzzahligen Stellen bestimmen, die 
innerhalb der auf Grund von Ziff. 48 (vorletzter Absatz) errechneten Schranken 
fUr die Wurzeln liegen. 

1st die Trennung der Wurzeln dadurch noch nicht vollzogen, so muB man die 
aquidistanten Stellen naher aneinander wahlen oder mittels der Satze von Ziff. 48 
(3. Absatz) Intervalle zu gewinnen trachten. . 

51. Die Regula falsi. Erst nachdem die Trennung der Wurzeln vollzogen 
ist, kann die eigentliche Approximation derselben einsetzen. Die Regula falsi 
(Regel des falschen Ansatzes) beruht auf der linearen Interpolation. 1st namlich 
Cab] ein (etwa nach Ziff. 50 bestimmtes) Intervall, in dem eine Wurzel IX von 
I (x) = 0 liegt, so sind I (a) und t (b) ungleich bezeichnet. Legt man also durch 
die Punkte [a, I (a)] und [b, t (b)J eine Gerade, so schneidet diese die Abszissen
achse in einem Punkt mit der Abszisse 

I (b - a) I/(a) I (b - a) I/(b) I 
a = a + I/(a)1 + I/(b)1 = b -I/(~)I + I/(b)1 

und diesen Wert a' nimmt man als Naherungswert fUr die gesuchte Wurzel. 
Sind nun etwa t (a') und t (b) ungleich bezeichnet, so wiederholt man das Verfahren 
fur das Intervall [a' b] usw., bis der gewunschte Genauigkeitsgrad erreicht ist. 

Zur Abschatzung des Fehlers, den man begeht, wenn man die gesuchte 
Wurzel IX durch den obigen Naherungswert a' ersetzt, kann man sich folgender 
Beziehung bedienen: die Wurzel IX liegt sicher im Intervall (a' - e, a' + e), 

wo e = I b ~ a 1
3 

• I I (b) ~ I (a) list und M das Maximum des absoluten Betrages 

I f" (x) I der zweiten Ableitung von t (x) im Intervall [a b] bedeutet. 
52. Die Newtonsche Naherungsmethode. Dieselbe beruht ebenso wie die 

Regula falsi auf einer linearen Interpolation, nur wird I (x) nicht durch eine 
Sehne, sondern durch eine Tangente ersetzt. Sei Cab] wieder ein (etwa nach 
Ziff. 50 bestimmtes) Intervall, in dem die gesuchte Wurzel ~ liegt, so daB 
t (a) • t (b) < 0 ist. AuBerdem solI aber jetzt die zweite l\bleitung I" (x) in Cab] 
nirgends verschwinden. Sei c diejenige der beiden Zahlen a und b, fur die t (c) 
und f" (c) gleich bezeichnet sind. Dann ist c' = c - I(c) ein Naherungswert f' (c) 
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fi.ir (x. DaB man von jener Intervallgrenzc ausgeht, an der fund I" gleich 
bezeichnet sind, ist deshalb natig, weil anderenfalls der Wert c' auBerhalb des 
Intervalles Cab] liegen wiirde, wie man sich geometrisch leicht deutlich macht. 

Bildet man also der Reihe nach die Zahlen 

, I (c) c=c-----
/' (e) , 

" , I(c') 
c = e - /,(c') , 

so liegt e(k+ I ) stets zwischen C(k) und (X und die Folge e, e', e", ... , e(k) , ... kon· 
!Clk) - dl 2 111: 

vergi.ert nach (x. Zur Abschatzung bilde man s = .- 2 - . I' (elk))' wo M das 

Maximum des absoluten Betrages II" (x) I der zweiten Ableitung von f(x) in 
Cab] und d die von e verschiedene der beiden Zahlen a und b ist. Dann liegt (X 

sicher im Intervall (e(k) - s, C(k) + s). 
53. Das Graeffesche Verfahren. Wesentlich verschieden von den in den 

vorhergehenden Ziffern beschriebenen Verfahren ist die folgende Methode, die 
insbesondere dann zweckmaBig ist, wenn samtliche Wurzeln einer Gleichung 

f(x) = aoxn + aIxn- 1 + ... + an_Ix + an = 0 

gleichzeitig berechnet werden sollen. Ein besonderer Vorteil ist ferner darin zu 
sehen, daB keinerlei Untersuchung der Gleichung voranzugehen hat. Wir be
schranken uns zunachst auf Gleichungen mit lauter reellen und verschiedenen 
Wurzeln. Der Grundgedanke des Verfahrens ist folgender: Aus der Gleichung 
t (x) = 0 wird eine andere g (z) = 0 hergeleitet, deren Wurzeln zu denen von 
f (x) = 0 in einfacher Beziehung stehen, aber dem absoluten Betrag nach mag
lichst weit auseinanderliegen. 1st 

g(z) = bozn + b1zn- 1 + '" + bn- I z + b", 

so ist naherungsweise 

ZI = -bl/bo, Z2 = -b2/bl , ... , zn = -bn/bn _ l , 

d. h. die Wurzeln von g (z) = 0 bestimmen sich aus den n linearen Gleichungen: 

boz+bl=O, bI z+b2 =O, ... , bn_1z+bn=O. 

Zur Herleitung von g(z) multipliziert man I(x) mit (-l)nl(-x) und erhalt 
so ein Polynom mit nur quadratischen Gliedern; setzt man x 2 = z und 
(-l)"/(x)/(-x) = 11(z) , so sind die Wurzeln von 11(z) = 0 die Quadrate der 
Wurzeln von I (x) = O. Die Berechnung der Koeffizienten von 11 (z) geschieht 
am besten nach dem Schema: 

+2a2 a4 

-2aJa S 

+2aoa6 
--~---- ---- -----

~ ~ ~ ~ 

Wiederholt man das Verfahren an 11 (z), so gelangt man zu einer Gleichung, 
deren Wurzeln die'vierten Potenzen der Wurzeln von f(x) = 0 sind usw. Die 
Vorzeichen der Wurzeln von I(x) = 0 gehen bei dem Verfahren verloren und 
sind nachtraglich durch Probieren (kartesische Zeichenregel) zu bestimmen. 
Die Koeffizienten der Gleichungen werden bald sehr groB, man wird daher stets 
nur die erst en Stellen berechnen. Mit der Aufstellung neuer Gleichungen hart 
man auf, sobald die gemischten Produkte der Koeffizienten ohne EinfluB auf 

Handbuch der Physik. III. 7 
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die Quadrate sind; die Gleichung ist dann die gesuchte g(z) = 0 und zerfiillt 
in lauter lineare Gleichungen, die, wenn das Verfahren etwa r-mal wiederholt 
wurde, die 2r-ten Potenzen der Wurzeln von I (x) = 0 liefem. Da man die 
Wurzeln selbst logarithmisch berechnen wird, hat es keinen Sinn, mehr Stellen 
zu berechnen als die beniitzte Tafel enthiilt. 

Hat die vorgelegte Gleichung mehrfache und komplexe Wurzeln (die dann, 
da wir die Koeffizienten stets reell voraussetzen, als konjugiert komplexe Wurzel
paare auftreten), so wird es nicht mehr m6glich sein, aIle Wurzeln auseinander
zuziehen. Dagegen fUhrt das Verfahren bei geniigend oftmaliger Wiederholung 
auf eine Gleichung, die sich iihnlich wie oben in so viele Gleichungen zerspalten 
liiBt als die vorgelegte Gleichung Wurzeln mit verschiedenen absoluten Betragen 
hat. Man wird also das geschilderte Verfahren der Wurzelquadrierung so oft wieder
holen, bis sich beim Weiterrechnen zeigt, daB die gemischten Produkte auf einen 
oder mehrere Koeffizienten ohne EinfluB sind; ist etwa bk ein solcher, so liiBt 
sich die Gleichung 

zerspalten in 

bozk + b1 zk - 1 + '" + bk = 0 und 

mit denen dann getrennt weitergearbeitet werden kann. Die Behandlung 
des Falles komplexer Wurzeln liiBt sich am besten an einem BeispieP) 
erliiutern. 

Sei I (x) = X4 - 3 x3 + 8x2 - 5 = 0 vorgelegt. Die Koeffizienten der 
Gleichungen fUr die Wurzelpotenzen sind dann entsprechend dem obigen 
Schema: 

1. Potenz +1 -3 +8 0 -5 
+1 +3 +8 0 -5 

+1 -9 +6,4 ·10 0 +2,5' 10 
+16 0 -8,0' 10 

-1,0' 10 

2. Potenz +1 +7 +5.4' 10 -8,0' 10 +2,5' 10 
+1 -7 +5.4' 10 +8,0' 10 +2,5' 10 
+1 -4,9 '10 +2,916' 103 -6,4' 103 +6,25' 102 

+10,8 '10 +1120 '103 +2,7' 103 

+0,050' 103 

4. Potenz +1 +5,9' 10 +4,086' 103 -3,7'103 +6,25' 102 

+1 -5,9'10 +4,086' 103 +3,7'103 +6,25' 102 

+1 -3.481' 103 + 1,66954' 107 -1,36900' 107 +3,90625' 105 

+8,172' 103 +0,04366' 107 +0,51075' 107 

+0,00012' 107 

8. Potenz +1 +4,691' 103 +1,71332' 107 -0,85825' 107 +3,90625 '105 

+1 -4,691' 103 + 1,71332' 107 +0,85825' 107 + 3,90625 . 105 

+1 -2,20055' 107 +2,93547' 1014 -7,36593' 1013 + 1,52588' 1011 

+ 3,42664' 107 +0,00081 . 1014 +1,33853' 1014 

+0,00000' 1014 

16. Potenz +1 +1,22609' 107 +2,93628' 1014 -6,02740' 1013 + 1.52588' 1011 

Hier spaltet sich die urspriingliche Gleichung in zwei Gleichungen zweiten 
Grades, denn das Quadrat von 2,93628 . 1014 wird durch die doppelten Produkte 
nicht mehr beeinfluBt. Die Wurzeln der ersten quadratischen Gleichung 

x 2 + 1,22609' 107 x + 2,93628' 1014 = 0 

1) Entnommen aus RUNGE-KONIG, Vorlesungen iiber numerisches Rechnen, Berlin: 
Julius Springer 1924, S. 170. 
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sind offenbar komplex, wahrend sich die Wurzeln der zweiten quadratischen 
Gleichung 

2,93628 -1014 X 2 - 6,02740 -101S x + 1,52588 -1011 = 0 

trennen lassen, wenn man noch zwei Schritte weitergeht: 

16. Potenz +2,93628' 1014 -6,02740' 1013 +1,52588· 1011 

+2,93628, 1014 +6,02740 - 1013 + 1,52588' 1011 

+ 8,62174' 1028 -3,63296 '1027 +2,32831 . 1022 

+0,08961 . 1027 

32. Potenz +8,62174 '1028 -3,54335' 1027 +2,32831' 1022 

+ 8,62-174' 1028 +3,54335 '1027 +2,32831 - 1022 

+ 7.43344' 1057 -1,25553' 1055 + 5,42103 - 1044 

+0,00040' 1055 

64. Potenz +7.43344 '1057 -1,25513 '1055 + 5,421 03 . 1044 

Die beiden reellen Wurzeln ergeben sich ihrem absoluten Betrage nach durch 
Ausziehen der 64. Wurzeln aus den Quotienten der Koeffizienten: 

Log. d. Koeff. 

57,871190 
55,098689 
44,734082 

Differenz 

61,227499 - 64 
53,635 393 - 64 

log Ix I 

0,9566797- 1 
0,8380530 - 1 

Ixl 

0,905065 
0,688736 

Durch Probieren findet man, daD die erste Wurzel positiv ist; da die Gleichung 
andererseits nach der kartesischen Zeichenregel eine negative Wurzel haben 
muD, so sind die beiden reellen Wurzeln 

Xl = +0,905065, X2 = -0,688736. 

Bei der erst en quadratischen Gleichung hat es keinen Sinn, weiter zu rechnen. 
Da ihre Wurzeln komplex sind, kann man niemals zu einer Zerlegung in reelle 
lineare Gleichungen gelangen. Das Produkt der beiden Wurzeln u ± vi ist 
gleich dem Quadrat ihres absoluten Betrages, das man somit als 16. Wurzel 
aus dem Quotienten des dritten und erst en Gliedes erhalt: 

u 2 + v 2 = 'V2,93628- 1014 = 8,021163· 
4 

Den reellen und imaginaren Teil kann man mittels der Relation l:Xi = -al/aO = 3 
i=1 

bestimmen; man erhalt zunachst u = 1,391 836 und dann aus u 2 + v2 schlie13lich 
v = 2,466568, so daB 

Xs = 1,391836 + 2,466 568i, X4 = 1,391836 - 2,466568i 

ist. Zur Kontrolle kann man das Wurzelprodukt bilden (man erhalt X l X 2 (U 2 + v2) 

= -4,999999 statt - 5), sowie die Summe der reziproken Werte der 
Wurzel, die gleich -an-1/an sein muD (in unserem Fall erhalt man -0,000001 
statt 0). 

Besitzt eine Gleichung zwei Paare komplexer Wurzeln, so kann man neben 
der Wurzelsumme noch die oben als Kontrolle verwendete Summe der rezi
proken Wurzeln zur Berechnung heranziehen. Das Graeffesche Verfahren selbst 
liefert immer nur die absoluten Betrage. Sind mehr als zwei Paare komplexer 
Wurzeln vorhanden, so bestimmt man zunachst ihre absoluten Betrage, setzt 
dann in die gegebene Gleichung X = Y + p ein, wo peine beliebige reelle Zahl 
ist, ordnet nach Potenzen von y und bestimmt durch nochmalige Durchfiihrung 
des Verfahrens die absoluten Betrage von y = X - p. Das lauft geometrisch 

7* 



100 Kap. 2. A. DUSCHEK: Algebra. Das Graeffesche Verfahren. Ziff. 53. 

darauf hinaus, die komplexen Wurzeln in der Zahlenebene als Schnittpunkte 
von Kreisen urn den Ursprung und urn den Punkt p zu bestimmen. Das Ver
fahren ist nicht eindeutig, doch kann man, da die Summe der Wurzeln be
kannt ist, sowie aus geometrischen Uberlegungen leicht die richtige Aus
wahl treffen. 

Litera tur (Auswahl): BAUMGARTNER, Gruppentheorie (Leipzig 1921); BOCHER, Ein
fiihrung in die hi:ihere Algebra (2. Aufl. Leipzig 1925); CbURANT-HILBERT, Die Methoden 
der mathematischen Physik, Bd. 1 (Berlin 1924); HASSE, Hi:ihere Algebra, 2 Bde. (Leipzig 
1926/27); KLEIN, Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte aus, Bd. 1 (3. Auf I. 
Berlin 1924); KOWALEWSKI, Einflihrung in die Determinatentheorie (2. Auf I. Leipzig 1925) ; 
PERRON, Algebra, 2 Bde. (Berlin 1927); RUNGE, Praxis der Gleichungen (2. Auf I. Leipzig 
1921); RUNGE-KoNIG, Vorlesungen liber numerisches Rechnen (Berlin 1924); SCHRUTKA, 
Elemente der hoheren Mathematik (3. u. 4. Auf I. Leipzig 1924); SPEISER, Die Theorie der 
Gruppen von endlicher Ordnung (Berlin 1923); V\'EBER-EpSTEIN, Enzyklopadie der Elementar
mathematik Bd.1 (4. Auf!. Leipzig 1922). 



Kapite 1 3· 

Geometrie. 
Von 

A. DUSCHEK, Wien. 

Mit 16 Abbildungen. 

I. Trigonometrie. 
1. Das ebene Dreieck. Die Grundlage aller trigonometrischen Rechnungen 

bilden die in Kap. 1, Ziff.9 zusammengestellten Formeln. Fur die praktische 
Durchfuhrung der Rechnungen ist zu bemerken, daB man hier die Winkel mit 
Rucksicht auf den Gebrauch der Tabellen im GradmaB messen wird. Zur Er
reichung moglichster Scharfe der Rechnung beachte man, daB bei Winkeln in 
der Nahe von 0° und 180° der Kosinus, bei Winkeln in der Nahe von 90° der 
Sinus praktisch unbrauchbare Resultate liefert, so daB in diesen Fallen fur eine 
entsprechende Auswahl der Formeln Sorge zu tragen ist. 

Fur die Sonderfalle des rechtwinkligen und gleichschenkligen Dreieckes 
sind im folgenden keine eigenen Formeln angegeben. Bezeichnet sind die Ecken 
im positiven Umlaufungssinn mit A, B, C, die zugehOrigen Winkel mit <x, (3, )', die 
ihnen gegenuberliegenden Seiten mit a, b, c, der halbe Umfang mit s = }(a + b + c), 
der Radius des Umkreises mit r, der Radius des Inkreises mit e, die Radien der 
Ankreise mit ra, rb, re, die Hohen mit ha, hb' he und schlieBlich mit] der Flachen
inhalt des Dreieckes. Ein unmittelbar hinter einer Formel gesetztes ((Z)) be
deutet, daB sich aus ihr durch zyklische Vertauschung von a, b, c bzw. <x, fl, )' 
zwei weitere Formeln herleiten lassen. 

oder 

Projektionssatz: a = bcos)' + ccosfl ((Z)). 
Kosinussatz: a2 =b2 +c2 - 2bccos<x ((Z)). 
Sinussatz: a:b:c = sin<x: sin(3: sin), 

abc 
-~ =~-=--= 2r 
sin'" sin f1 sin l' 

oder schlieBlich a = 2 r sin <X ((Z)). 
Tangentensatz (N epersche Gleichungen): 

a+b 
",+fJ tg- - -

2 
",-fJ 

tg~2~ 

Mollweidesche Gleichungen: 

"'-{J 
a+b 

cos-2--
a-b 

~-----~-

c 
sin L c 

2 

((Z)) . 

sin"'-fJ 
2 ----

cosL 
2 

((Z)) . 
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Formeln fur die Winkel: 

sin~ = b~ ys(s - a) (s - b) (s - c) ((Z)) , 

• IX ViS - b) (s - c) 
Sln- = 

2 bc 
((Z)) , cos ~ = lis (s - a) ((Z)) , 

2 bc 

t ~ = l/(s - b) (s - c) = _e_ = r. = s - b = s - c 
g 2 V s (s - a) s - a s r, rb 

] (s - b) (s - C) 

S(S - a) ] 
samtliche ((Z)). 

Hohen: ha = bsiny = esinfJ = 2rsinfJsiny ((Z)). 
Inha1t: I = !be sin~ ((Z)) , I = Ya(S - a) ((Z)) , 

abc ,I--
I = 4Y = 1s(s - a) (s - b) (s - c) = e s = VeraYbrc' 

Verschiedenes: 

s = 4 r cos ~ cos ~ cos ~ , 

s - a = 4 r cos ~ sin 1. sin ~ ((Z)) , 
2 2 2 

• IX • fJ • 'Y VIS - a) (s - b) (s - c) IX fJ 'Y e = 4 r sm "2 sm "2 sm "2 = s = s tg "2 tg "2 tg "2 ' 

IX e = (s - a) tg"2 ((Z)) , 

IX • IX fJ 'Y r =stg-=4ysm-cos-cos- beide ((Z)). 
a 2 2 2 2' 

2. Allgemeines tiber spharische Dreiecke. Ahnlich wie ein ebenes Dreieck 
die durch drei Punkte und ihre drei geradlinigen Verbindungsstrecken gebildete 
ebene Figur ist, versteht man unter einem spharischen Dreieck drei Punkte A, B, C 
auf der Kugel vom Radius 1 (Einheitskugel), von denen keine zwei einander 
diametral gegenuberliegen, 50wie die zwischen 0° und 180° gelegenen, durch je 
zwei der drei Punkte bestimmten Hauptkreisbogen a, b, e der Einheitskugel. 
A, B, C sind die Ecken, a, b, e die Seiten des spharischen Dreiecks. Die Benennung 
und die Bezeichnung der ubrigen Stucke des spharischen Dreieckes stimmt mit 

Abb. 1. Nebendreiecke und 
Scheiteldreieck. 

der beim ebenen Dreieck verwendeten uberein (Ziff. 1) ; 
hinzu trittnochdiehalbe Winkelsumme a=l(~+p+y). 
Die Winkel des spharischen Dreiecks liegen ebenfalls 
zwischen 0° und 180°. 

Projiziert man ein spharisches Dreieck aus dem 
Kugelmittelpunkt, so erhalt man das projizierende 
Dr e i k ant; es gilt: Die Sei ten und Winkel eines spha
rischen Dreiecks sind bzw. die Kanten- und Flachen
winkel des projizierenden Dreikants. Daraus folgt: Die 
Sei tensumme eines spharischen Dreiecks liegt zwischen 
0° und 360°, die Winkelsumme zwischen 180° und 360°. 
Dem groBeren Winkelliegt die groBere Seite gegenuber, 
gleichen Winkeln liegen auch gleiche Seiten gegenuber. 

Denkt man sich die Hauptkreise, denen die Seiten eines Dreiecks ABC 
angehOren, vollstandig ausgezogen, so zerlegen sie die Kugelflache in acht Drei
ecke (Abb. 1), von denen drei, die Nebendreiecke, mit ABC je eine Seite 
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gemeinsam haben und in dem dieser Seite gegenuberliegenden Winkel uberein
stimmen, wahrend die ubrigen vier Stucke die Supplemente der entsprechenden 
Stucke von ABC sind. Das Dreieck A'B'C', welches mit ABC keine Ecke ge
meinsam hat, heiBt Schei teldreieck von ABC; es ist diesem spiegelbildlich 
gleich. Die ubrigen drei Dreiecke sind die Scheiteldreiecke der Nebendreiecke 
von ABC und tragen keine besondere Benennung. Sind f, fa, lb, fe der Reihe 
nach die Inhalte von ABC, A'BC, AB'C, ABC', so ergibt sich fur den Inhalt 
des ZweiecksABA'CA 

(A) 

femer ist f + fa + h + fe = 211:, wie man leicht aus der Flachengleichheit 
der Scheiteldreiecke A'BC' und AB'C schlieBen kann. Addiert man zu (A) die 
beiden sich aus (A) durch zyklische Vertauschung ergebenden Formeln und sub
trahiert man von dieser Summe die letztgenannte, so erhalt man 

(B) 

wo 
s = <X + P + y - 180 0 

der sog. spharische ExzeB des Dreiecks ABC ist. Die Winkelsumme im 
sph1i.rischen Dreieck wachst also mit seinem Inhalt und ist immer groBer 
als 180 0 ; der Inhalt selbst ist dem spharischen ExzeB direkt proportional. 
Dieser Satz ist einer der wichtigsten der ganzen Kugelgeometrie; uber den 
Zusammenhang mit der nichteuklidischen Geometrie vgl. VI, insbes. Ziff. 32. 

1st P ein Punkt der Einheitskugel und H der Hauptkreis, dessen Ebene 
auf dem von P ausgehenden Kugeldurchmesser senkrecht steht, so heiBt H die 
Polare von P, und umgekehrt wird Pals Pol von H bezeichnet. Neben P ist 
auch der diametral gegenuberliegende Punkt P' Pol von H. 1st auf H ein Um
laufsinn festgelegt, so wird jener Pol als positiver bezeichnet, von dem aus ge
sehen der Umlaufsinn von H positiv ist, also dem Uhrzeiger entgegenlauft. Auf 
der Kugelflache selbst sei femer jener Drehungssinn als positiver bezeichnet, 
der - von auBen gesehen - dem Uhrzeiger entgegenlauft. Sind die Ecken 
A, B, C eilles sphiirischen Dreiecks so bezeichnet, daB der Durchlaufungssinn ABC 
positiv ist, so ist damit auf jedem der durch BC, CA und AB bestimmten Haupt
kreise ein positiver Durchlaufungssinn festgelegt. Die positiven Pole A', B', C' 
dieser drei Hauptkreise bilden ein Dreieck, das als Polardreieck von ABC 
bezeichnet wird (mitunter wird auch das Scheiteldreieck von A' B'C' so bezeichnet). 
Das Polardreieck von A'B'C' ist wieder das urspriingliche Dreieck ABC. Zwischen 
Seiten und Winkeln zweier Polardreiecke bestehen die leicht nachweisbaren 
Beziehungen 

a'=180 0 -<x, b'=180 0 -p, c'=180 0 -y, 

<x' = 180 0 - a, fJ' = 180 0 - b, y' = 180 0 - c. 

Der spharische ExzeJ3 s' von A' B' C' ist somi t 

er wird auch als spharischer Defekt des urspriinglichen Dreiecks ABC be
zeichnet. 

Hinsichtlich der Scharfe trigonometrischer Rechnungen vgl. die Bemerkungen 
zu Beginn von Ziff. 1. 



104 Kap.3. A. DUSCHEK: Geometrie. Zif£. 3, 4. 

3. Das rechtwinklige sphiirische Dreieck. For mel n (y = 90°) : 

(~c) 
cose = cosa cosb , (1 ) 

cose = ctg1X ctgfJ, (2) 
COS IX cosfJ 

(3) cos a = sin fJ ' cosb = -.-, SinlX 
sina . fJ - sinb (4) sin1X = -.- SIll - sine ' SIne ' 

~c~~ tgb tga 
(5) COS1X = tge ' cosfJ = .--

tge ' 
Abb.2. N e per sehe Regel. tga t fJ = tgb (6) tglX = sinb ' g sina . 

Nepersche Regel: Der Kosinus jedes der in Abb. 2angegebenen Stucke 
ist gleich dem Produkt der Kotangenten der benachbarten und gleich dem Pro
dukt der Sinus der entfernteren Stucke. 

Nr. 

2 

3 

4 

6 

Auflosungstabelle (RB = Realitatsbedingung; )' = 90°). 

Gegeben 

a, b 

a, C 

a, IX 

a, fJ 

Gesueht 

IX und fJ aus (6) 
e aus (1) oder (5) 

b aus (1), IX aus (4), 
fJ aus (5) 

b aus (6), e aus (4), 
fJ aus (3) 

b aus (6), c aus (5), 
IX aus (3) oder (4) 

e, IX a aus (4) oder als letztes 
aus (5) oder (1), 

b aus (5), fJ aus (2) 

IX, fJ a und b aus (3) 
c aus (2) 

Anmerkung 

RB: cose < cosa. 

RB: sin a -< sin IX, tg a und tg IX zugleich 
positiv oder negativ. Die Losung ist im all
gemeinen zweideutig und gibt zwei Neben
dreiecke, fur a = IX jedoch eindeutig ein zwei-

rechtwinkliges Dreieck. 

cos IX 
RB: - 1 -< sin fJ "':: + 1 . 

4. Formeln fur das schiefwinklige sphiirische Dreieck. Folgende Ab-
kurzungen werden benutzt 

So = 180° - t (a + b + e) , 

Sl = l(-a + b + e), 
S2 = t (a - b + e), 
sa = t(a + b - c), 

00 = 180° - i(1X + fJ + y), 
111 = t (-1X + fJ + y), 
02 = l(1X - fJ + y), 
0a = t(1X + fJ - y). 

D = sinb sine sin1X = sine sina sinfJ = sinasinbsiny = Y4sinsosinsisins2sinsa, 

LI = sinfJ sin y sina = siny sin 1X sinb = sin IX sinfJ sine = ¥4 sin 00 sin 01 sin02 sin 0a' 

k = 1/ sins! s~ns2 sin sa 
SIn So ' 

x =1/sinals~na2Sin-"'Jl 
SIn 00 ' 

wobei hier und auch im folgenden alle Wurzeln positiv zu nehmen sind. Dber 
die Bedeutung von ((Z)) vgl. Ziff. 1. Man beachte, daB bei zyklischer Vertauschung 
So und 0 0 in sich ubergehen, wahrend Sv S2' S3 (und ebenso °1 , °2 , ° 3) permutiert 
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werden. Zu jeder Formel ergibt sich durch Anwendung auf das Polardreieck 
eine zweite Formel; je zwei solche Polarformeln stehen im folgenden neben
einander. EineAusnahmebildennur (1), (10), (11)und (15) bis (1S); (1) (10), und 
(11) gehen durch Polarisation in sich tiber, wahrend (17) und (1S) ein Ersatz 
fUr die unhandlichen Polarformeln von (15) und (16) sind. 

Sinussatz: sin a sinb sine D 
sin IX sin fl sin y j' 

(1 ) 

Kosinussatze und Folgerungen: 

cosa =cosbcose +sinbsinecosd ((Z)), cos IX = -cospcosy+sinpsinycosa ((Z)). (2) 

sina cosp = cosb sine sinlXcosb = cosjJsiny 1 (3) 
- sinb cose cos IX ((Z) ), - sinpcosycosa ((Z)) . I 

sinacosy = cosesinb sin IX cose = cos y sin jJ 

((Z)).} 
(4) 

- sine cosb cos IX ((Z)) , - siny cosjJ cosa 

sina ctg b = ctgp sin)' + cosycosa ((Z)), sin IX ctgjJ= ctgb sine - cosecos IX ((Z)). (5) 

sina ctge = ctgy sin/j + cospcosa ((Z)), sin IXctg y = ctg c sinb - cosb cos IX ((Z)). (6) 

N epersche Analogien: 

b + e (i {J -H b - e 
tg cos---=-1' tg-- cos-2-

2 2 
((Z)) , 

2 
-~,~-- --- --~- --~~-

a cosfJ + y IX b + c tg- ctg- cos-~ 
2 2 2 2 

((Z)) . (7) 

b-e sin~;' tl---:r b -- e 
tg-i~ Sill -

2 
((Z)) , 

2 2 
• {J + '}' 

"----

b +-c-a IX 
tg- Slll--- ctg- sm-2 2 2 2 

((Z)) . (S) 

Delambresche Formeln und Folgerungen: 

. b + e cost~ sint + y b - c 
sm-i-- 2 

((Z)) , 2 cos--2~ 

((Z)) . (9) - -----
a IX IX a sm 2 sm~-

2 cos2 cos-
2 

b- e . fJ - l' sin-- sm--2 -
2 _._-
a IX 

sin- cos 2 2 

((Z)) . (10) 

b + c cosfl + '}' COS-' ~ 
2 2 

-----
a IX 

((Z)) . (11) 
COS-

2 
Slll--

2 
,---------

_ V'sinso sinsl . ~ - V -cosuo COSUl ((Z)) , 
IX 

((Z)) . ( 12) sm - . fl . cos - , sinb sine 2 sm Slll'}' 2 

ali cos o;coso; I~.---.-

((Z)) , . ~ _ VSlllS2 sms3 ((Z)) . (13 ) cos-= . - ~-- sm 2 - sinb sine 2 . sinfl sin,}, 

t a COSUl 
((Z)) , 

IX k 
((Z)) . (14} g2 % tg-2 = sins1 
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L'Huiliersche Formel: 

tg~= l/tg SO tg~tg~tg~. 
4 V 2 2 2 2 

Serretsche Formeln: 

((Z)) 

((Z)) . 

Inkreisradius: 

tge = k, 
4 IX (3 y ctg e = - cos - cos - cos - . 
.d 2 2 2 

Radien der Ankreise: 

t -' t IX _l/SinsoSinS2 SinS3 grl - SlllSo g- - 7.---'=----" 
2 SIllS1 

((Z)) , 

4 IX. fJ . Y ((Z)) ctgr1 = LfCOS-ZSlll-ZSlll-Z ' 

tgr2tgr3 = sinsosins1 ((Z)). 

Umkreisradius: 

ctgr = ", 
4 . a . b . c 

tgr = VSlll-ZSlll-ZSlll-Z' 

Ziff. 4. 

( 15) 

(16) 

(17) 

( 18) 

Der Dreiecksinhalt ist gleich dem im BogenmaB gemessenen spharischen 
ExzeB (15). 1st der Kugelradius nicht 1, sondern R, so ist 

] _ en R2 
- 180 0 • 

A uflosungsta belle. 
Von den sechs Fallen sind je zwei zueinander polar, so daB sich eine gesonderte Be

handlung eriibrigt. Die Angaben fiir die Polarfalle ergeben sich jeweils durch Vertauschung 
der lateinischen und griechischen Buchstaben. 

Nr. Gegeben Gesucht 

a, (3, y b und c zugleich aus (7) 
und (8) oder, wenn IX 

schon gerechnet, aus (1) ; 
IX aus (2) oder, wenn b 
und c schon gerechnet, 
aus (9), (10) oder (11). 

2 a, b, c IX, (3, y aus (2), (12), (13) 
oder (14) oder auch 
durch Kombination von 
(15) und (16) [im Polar-

fall (17) und (18)]. 

Anmerkung 

Der Fall laBt sich bequem auch dadurch er
ledigen, daB man das Dreieck durch eine Hohe 
in zwei rechtwinklige Dreiecke zerlegt und diese 

mittels der Formeln von Ziff. 3 auflost. 

Das zuletzt angegebene Verfahren ist wegen 
der Moglichkeit scharfer Rechnungsproben be
sonders empfehlenswert: 

: +(: - :)+(~ + :)+(~ - :)=900 

bzw. - so+ S1 + S2+ S3 = 0 im Polarfall. 
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Auflasungstabelle. (Fortsetzung.) 

Nr. Gegeben Gesucht 

3 b, e, fJ r aus (1), a und IX aus 
(7) oder (8). Ersetzt man 
in (2) (cosb = cose cosa 
+ sin e sin a cos fJ) sin a 
durch V1 - cos2a, so er
halt man eine quadra
tische GJeichung fur cos a 

Anmerkung 

sine sinfJ 
3 Hauptfa.!le, je nachdem --sIllb>1, =1 
oder < 1 ist. 1m ersten Fall existiert keine, 
im zweiten eine reelle Lasung mit r = 90°. 
1m dritten Fall ergeben sich zunachst zwei 
Werte fur r, doch ist zu beachten, daB (fur 
reelle Lasungen) b - e und fJ - r gleiches Vor
zeichen haben und b + e und P + r zugleich 
spitz oder stumpf sein mussen. 1m Fall b = e 
ist auch fJ = r; es mussen b und P entweder 

beide spitz oder beide stumpf sein. 
Wegen einer weiteren Au£lasungsmethode vgl. 

die Anmerkung zu Fall 1. 

II. Projektive, affine und metrische Geometrie. 
5. Grundbegriffe der projektiven Geometrie. Dualitat. Die Satze der 

Elementargeometrie lassen sich in zwei Klassen teilen: solche, die Aussagen 
tiber MaBverhaltnisse enthalten, wie z. B. der Satz, daB die Winkelsumme im 
ebenen Dreieck 180 0 betragt, und in Satze tiber Lagenbeziehungen, wie z. B.: 
Zwei Punkte bestimmen eine Gerade, zwei (nicht parallele) Ebenen schneiden 
sich in einer Geraden. Die Satze der zweiten Art bilden den Inhalt der Geo
metrie der Lage oder projektiven Geometrie. Der letztere Name hat 
seinen Grund darin, daB z. B. eine Aussage tiber Lagenbeziehungen an einer 
ebenen Figur F fUr jede Figur richtig bleibt, die entsteht, wenn man F aus einem 
(nicht in der Ebene von F gelegenen) Punkt auf eine andere Ebene projiziert. 

Der systematische Aufbau der projektiven Geometrie gestaltet sich nun so, 
daB von den einfachsten Grundge bilden: Punkt, (unbegrenzte) Gerade, (un
begrenzte) Ebene ausgegangen wird; es ist aber nicht moglich, allgemeine 
explizite Definitionen (wegen einer s p e z i e 11 en vgl. Ziff. 6) dieser Grundgebilde 
zu geben, sondern man muB sich begntigen, eine Reihe von charakteristischen 
Eigenschaften (Anordnungs- und Stetigkei tsaxiome) und gegenseitigen 
Beziehungen (Verkntipfungsaxiome) von vornherein festzulegen, und zwar 
so, daB diese Axiome erstens widerspruchsfrei sind und daB zwei tens aus ihnen 
im Wege reiner logischer Deduktion die ganze Geometrie ltickenlos aufgebaut 
werden kann (implizite Definition). Die wichtigsten der zuletzt genannten Ver
kntipfungsaxiome sind: 

Zwei Punkte bestimmen eine Gerade. I Zwei Ebenen bestimmen eine Gerade. 
Drei nicht in einer Geraden ' Drei nicht durch eine Gerade 

liegende Punkte bestimmen eine Ebene. I gehende Ebenen bestimmen einen Punkt. 

Nennt man zwei Grundgebilde inzident, wenn sie ein Grundgebilde ge
meinsam haben, dessen Dimension (mindestens) urn 1 hoher ist als im allgemeinen 
Fall (Punkt und Gerade sind inzident, wenn der Punkt auf der Geraden liegt; 
zwei Ebenen, wenn sie zusammenfallen usw.), so lauten die beiden letzten Satze: 

Drei nicht mit einer Geraden inzi- I Drei nicht mit einer Geraden inzi-
dente Punkte bestimmen eine Ebene. dente Ebenen bestimmen einen Punkt. 

Zu bemerken ist, daB die S1ttze rechter Hand in der projektiven Geometrie 
durchaus allgemein gelten, da von einer Ausnahmestellung der sog. uneigent
lichen oder unendlichfernen Elemente keine Rede sein kann (vgl. Ziff. 9). 
Z. B. hat ja die Aussage "Zwei Ebenen sind parallel" keinen projektiven Charakter. 
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Fur den weiteren Aufbau ist die Tatsache von fundamentaler Bedeutung, 
daB sich gleichberechtigt neben jeden Satz der projektiven Geometrie (des 
Raumes) ein zweiter stellen laBt, in dem die Worte Punkt und Ebene, verbinden 
und schneiden miteinander vertauscht werden. Diese Tatsache, die in der obigen 
Schrei bweise der V er knupfungssa tze hervorgeho ben erschein t, wird als D u a Ii tii. t s -
g e set z bezeichnet. 

1m Raum stehen einander dual gegenuber: Punktreihe - Ebenenbuschel, 
Geradenbuschel - Geradenbuschel, Punktfeld - Ebenenbundel, Geradenfeld -
Geradenbundel, Punktraum - Ebenenraum; in der Ebene: Punktreihe -
Strahlenbuschel und schlieBlich im Bundel: Ebenenbuschel - Geradenbuschel. 

Ein Beispiel flir duale Ubertragung findet sich in Kap. 4, Ziff. 151). 

6. Projektive Koordinaten. Der oben skizzierte rein synthetische Aufbau 
der projektiven Geometrie aus den Axiomen wird in seiner weiteren Durch
flihrung bald recht umstandlich und abstrakt, insbesondere bei der Einflihrung 
der doch nicht zu umgehenden imaginaren Elemente. Man kann diese Schwierig
keiten, die selbstverstandlich durchaus nicht prinzipieller Natur sind, vermeiden, 
wenn man flir die Grundgebilde (unter denen man sich zunachst noch alles 
mogliche oder, wenn man will, gar nichts vorstellen kann) im Wege einer expli
ziten Definition s p e z i e 11 e Dinge substituiert, die dann naturlich ebenfalls den 
Axiomen zu genugen haben. Der bekannteste und flir die Anwendungen, bei 
denen es sich in der Regel urn die geometrische Deutung von Satzen der Algebra 
oder Analysis handelt, zweckmaBigste Weg ist der schon in Kap.1, Zift. 2 ange
deutete Weg einer volligen Arithmetisierung der Geometrie. Man definiert: Der 
Punkt (des Raumes) ist ein Tripel von Zahlen x, y, z. Dabei ist es durchaus nicht 
notig, sich auf reelle Zahlen zu beschranken; man kann von vornherein den 
ganzen Bereich der komplexen Zahlen zulassen. Die Ebene ist dann die lineare 
Gleichung 

UX + vy + wz + 1 = 0 (1 ) 

und ist bestimmt, wenn die Koeffizienten u, v, w bekannt sind, die bei dieser 
Schreibweise ganz symmetrisch mit den Punktkoordinaten auftreten. Es liegt 
nun nahe, diese Koeffizienten als Koordina ten der Ebene gleichberechtigt 
neben die Punktkoordinaten x, y, z zu stellen und sie gegebenenfalls statt dieser 
als veranderlich anzusehen; die Gleichung stellt dann die Bedingung dar, daB 
eine veranderliche Ebene durch den Punkt x, y, z geht: sie ist die Gleichung 
dieses Punktes in Ebenenkoordina ten (Gesamtheit aller Ebenen durch 
einen Punkt oder Ebenenbiindel, dual zur Gesamtheit aller Punkte in eine 
Ebene oder Punktfeld). Wird keines der beiden Gebilde vor dem anderen bevor
zugt, so stellt die Gleichung die Inzidenzbedingung von Punkt und Ebene 
dar. Das Dualitatsgesetz (Zif£' 5) findet seinen Ausdruck in der Symmetrie 
dieser Gleichung in Punkt- und Ebenenkoordinaten. Analoges gilt in der ebenen 
Geometrie; an Stelle der obigen Gleichung tritt ux + vy + 1 = 0, dem Punkt 
steht dual die Gerade gegenuber. 

Die Gerade kann man dann entweder als Schnitt zweier Ebenen oder dual 
als Verbindung zweier Punkte definieren (vgl. Zift. 28). Der Nachweis, daB die 
so definierten Grundgebilde tatsachlich den in Zif£' 5 erwahnten Axiomen ge
niigen, bietet keine sonderliche Schwierigkeit. 

Es erweist sich zweckmaBig, an Stelle der obigen inhomogenen Punkt- und 
Ebenenkoordinaten sog. homogene einzufiihren, namlich 4 Zahlen Xl' X2, Xa' x4 

1) Zu den obigen Ausffihrungen vgl. F. KLEIN, Elementarmathematik Bd. II, 3. Auf I. 
Berlin 1925; sowie insbesondere F. ENRIQUES, Vorlesungen fiber projektive Geometrie 
2. Aufi. Leipzig 1915. 
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bzw. u1 , u2 , u3 ' u4 , die nicht aile gleich Null sein durfen und nicht an sich, 
sondern bloB hinsichtlich ihrer Verhaltnisse betrachtet werden, d. h.: die Zahlen 
Xl' X 2 , X 3 , X 4 und 2x1 , 2x2 , 2x3 , },x4 (.Ie 9= 0) sind derselbe Punkt. An Stelle 
der Gleichung (1) tritt 

(2) 

Durch die EinfUhrung der homogenen Koordinaten wird erreicht, daB aIle 
gleichartigen Elemente des Raumes, insbesondere auch die in Zif£' 5 erwahnten 
uneigentlichen Elemente untereinander vollig gleichberechtigt werden. Die 
vier Punkte (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0) und (0,0,0,1) bilden die Ecken 
des Fundamentaltetraeders, dessen Seiten die Ebenen x1 =0, x2 =0, 
X3 = ° und x4 = ° sind; sie haben also die homogenen Ebenenkoordinaten 
(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0) und (0,0,0,1). Der Punkt (1,1,1,1) heiBt 
Einheitspunkt, die Ebene (1,1,1,1) Einheitsebene. Solange tiber die gegen
seitige Lage der Fundamentalpunkte und des Einheitspunktes keine speziellen 
Annahmen getroffen sind, werden die eben eingefUhrten Koordinaten als (all
gemeine) homogene projektive Koordinaten bezeichnet; zu inhomogenen projek-

tiven Koordinaten kommt man, indem man z. B. Xl = X, X 2 = y, X3 = z, setzt. 
X 4 X 4 %4 

Eine geometrische Interpretation der projektiven Koordinaten findet sich 
in Ziff. 7. 

Was hier fUr den Raum gesagt wurde, laBt sich auf die tibrigen Grund
gebilde (Ebene, Bundel usw.) ohne weiteres ubertragen. 

7. Das Doppelverhii.ltnis. Unter dem Doppel verhaltnis oder Wurf 
von vier Zahlen a, b, e, d (in dieser Reihenfolge) versteht man den Ausdruck 

a-c a-d 
D = (abed) = b~-c: b~d' 

Die Zahl D bleibt ungeandert, wenn man zugleich zwei der vier Zahlen und zu
gleich auch die beiden anderen miteinander vertauscht; dagegen geht D uber in 
1!D, wenn man nur die beiden ersten oder nur die beiden letzten miteinander ver
tauscht, und in 1 - D, wenn man entweder die beiden mittleren oder die beiden 
auJ3eren Zahlen miteinander vertauscht. Zu allen 24 Permutationen der vier 
Zahlen a, b, e, d gehoren also im ganzen nur sechs Werte des Doppelverhaltnisses, 
namlich 

D' 1- D, 
D 

D, 

1st (abed) = -1, so bilden die vier Zahlen a, b, c, d eine harmonische 
Gruppe. Sie teilen sich dann in zwei Paare a, b; e, d, so daB sich durch Ver
tauschung der beiden Paare und der beiden Zahlen jedes Paares die anderen 
sieben Permutationen der vier Zahlen ergeben, die ebenfalls harmonische Gruppen 
bilden; die ubrigen Permutationen liefern je achtmal die Werte t und 2. Die 
Zahlen a, b heiBen konj ugiert bezuglich der Zahlen e, d und umgekehrt. 

Sind a, b, c, d vier Werte eines veranderlichen Parameters t, so ist (abed) = 
= (a'b' e' d') , wenn a', b', e', d' die vier entsprechenden Werte eines aus t durch eine 

lineare Transformation i' = (Xt + 1 mit a b - j3 y 9= ° hervorgegangenen Para
yt + u 

meters i' sind, d. h. das Doppelverha1tnis ist eine Invariante gegenuber linearen 
T ransforma tionen. 

Es seien nun zunachst Xl' X 2 homogene projektive Koordinaten in einem 
Grundgebilde erster Stufe, z. B. auf einer Geraden. Wir markieren die drei 
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Punkte (1,O), (O,1) und (1,1), die hier, den Werten des inhomogenen Parameters 

x = Xl entsprechend, als Unendlichkeits-, Null- und Einheitspunkt bezeichnet 
X 2 

werden. Die Koordinate x eines beliebigen Punktes der Geraden ist aber dann 
das Doppelverhiiltnis dieses Punktes und der drei obigen 

(00 01 x) = x. 

Damit ist aber die Invarianz der projektiven Koordinaten gegenuber linearen 
Transformationen nachgewiesen, und zwar zunachst fur die Gebilde erster Stufe; 
man uberzeugt sich aber leicht, daB auch in den h6heren Gebilden Ahnliches 
gilt. So ist z. B. im Raum (unter Hervorkehrung der Dualitat), 

wenn xf), x~), xl?', x~) die Koordinaten 
eines beliebigen Punktes sind, das 
Doppelverhaltnis der vier Ebenen 

x4 = 0, Xl = 0, Xl - X 4 = 0 
und 

xf) Xl - xf) X 4 = 0 

(als Ebenen des Buschels Xl - AX4 = O) 

( 
x(O») x(O) 

gleich 00 0 1-+0; = -+0; . x4 x4 

wenn uiO), u~), uli'), u~) die Koordinaten 
einer beliebigen Ebene sind, das 
Doppelverhiiltnis der vier Punkte 

U 4 = 0, UI = 0, U I - u4 = 0 
und 

U~OiUI - ui°)u4 = 0 

(als Punkte der Geraden u l -lu4 = O) 

( u(O») u(O) 
gleich 00 0 1---{o,- = ---{o,- . 

u4 u4 

8. Projektive Verwandtschaften (Transformationen). Wir knupfen an die 
Auseinandersetzungen von Ziff. 5 an und betrachten, urn einen bestimmten Fall 
vor Augen zu haben, zwei ebene Figuren, die auseinander durch eine oder mehrere 
aufeinanderfolgende Zentralprojektiol}en hervorgegangen sind, die also, wie man 
zu sagen p£legt, projektiv verwandt sind. Es ist nun die Frage, wie sich diese 
projektive Verwandtschaft analytisch, d. h. koordinatenmaBig darstellt. Diese 
Verwandtschaft ist offenbar umkehrbar eindeutig und hat die Eigenschaft, daB 
jeder Geraden der einen Figur wieder eine Gerade der anderen Figur entspricht. 
Daraus kann man schlieBen, daB zwischen den homogenen Koordinaten Xl' X2 , Xa 

und x~, xI!, X3 entsprechender Punkte der beiden Ebenen die Gleichungen einer 
homogenen linearen Transformation mit nicht verschwindender Determinante 
(Kap. 2, Ziff. 29) bestehen mussen, und daB die Geradenkoordinaten u l ' u2 , ua 
wegen der notwendigen Invarianz der Inzidenzbedingung 

UIXI + U2X2 + UaXa = uixi + U2X2 + U3Xg = 0 

der kontragredienten Transformation unterliegen. Entsprechendes gilt im Raum: 
Zwischen den Koordinaten entsprechender Punkte bestehen die Relationen der 
linearen Transformation 

Q~ = ail Xl + ai2 x 2 + aiaXa + ai4 x 4' (i = 1,2,3, 4) ·(1) 

(Q =1= 0 ist ein Proportionalitatsfaktor), zwischen den Koordinaten entsprechender, 
Ebenen die Relationen der kontragredienten Transformation. Sind u~, u~, ua, u4 
die Koordinaten einer beliebigen, mit dem Punkt xf, x~, xs, x4 inzidenten Ebene 
so folgt aus (1) durch Multiplikation mit den u' und Addition 

4 

~ ail,uixk = 0, (2) 
i,k=l 

d. h. die projektive Verwandtschaft (1) HiBt sich auch darstellen durch das Ver
schwinden einer Bilinearform in kontragredienten Variablenreihen. Deutet man 
in (2) die u' aber nicht als Ebenen, sondern als Punktkoordinaten, und schreibt 
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dementsprechend dafUr lieber die x', so ist 
4 

..:>-' aikxixk = 0 
oder, was dasselbe ist, i,k=l 

111 

(2') 

( 1') 

eben falls eine projektive Verwandtschaft, bei der aber den Punkten der einen 
Figur Ebenen der anderen zugeordnet sind und umgekehrt. Man nennt Ver
wandtschaften vom Typus (1) und (2) Kollineationen oder Homographien, 
solche vom Typus (1') und (2') Korrela tionen. Spezielle Falle von Korrelationen 
sind die Polaritat (bezuglich einer Flache zweiten Grades, Zif£' 1S) und das 
N ullsystem (Ziff. 29); und zwar sind das gerade die symmetrischen und schief
symmetrischen Korrelationen. Die Unterscheidung zwischen Korrelation und 
Kollineation ist unwesentlich, solange nicht die Frage nach Doppelelementen 
gestellt wird, das sind Elemente (Punkte, Gerade, Ebenen), die mit ihren ent
sprechenden inzident sind; d. h. solange man die beiden projektiv aufeinander 
bezogenen Raume als verschieden ansieht, da man ja dann von der Kollineation 
zur Korrelation und umgekehrt durch bloBe Vertauschung der Bezeichnungen 
Punkt und Ebene in einem der beiden Raume kommt. Das ist jedoch nicht mehr 
moglich, wenn die beiden Raume zusammenfallen (man spricht dann auch von 
einer Projektivitat eines Raumes in sich). 

Von unserem Standpunkte aus erscheint die projektive Geometrie des 
Raumes nun einfach als die Invariantentheorie der 15gliedrigen Gruppe der 
quaternaren linearen Transformationen (Kap. 2, Ziff. 20 und Zif£' 29) von 
der Form (1), die projektive Geometrie der Ebene (ebenso die des Bundels) 
als Invariantentheorie der Sgliedrigen Gruppe der linearen ternaren Trans
formationen und schlieBlich die Geometrie in Gebilden erster Stufe als Invarianten
theorie der 3gliedrigen Gruppe der binaren linearen Transformationen. Denn 
offenbar muB ja jede projektive Eigenschaft einer geometrischen Figur erhalten 
bleiben (oder, bei einer Korrelation, in die duale ubergehen), wenn man eine lineare 
Transformation ausubt; d. h. aber, daB der diese Eigenschaft wiederspiegelnde 
analytische Ausdruck eine Invariante der Transformation sein muB und um
gekehrt. Aus der obigen Bemerkung folgt insbesondere noch, daB eine Pro
jektivitat durch Angabe von 15 bzw. Soder 3 Paaren entsprechender Elemente 
bestimmt ist. 

Sei in inhomogener Schreibweise 

axx'+ bx + cx'+ d = 0 (3) 

eine nichtsingulare Projektivitat zwischen zwei ubereinandergelagerten Gebilden 
erster Stufe, z. B. Punktreihen. Die Koordinaten x und x' entsprechender Punkte 
seien auf dieselben Fundamentalpunkte und denselben Einheitspunkt bezogen. 
Die Antwort auf die Frage nach den Doppelpunkten erhalt man, indem man in (3) 
x = x' setzt: Es gibt im allgemeinen zwei Doppelpunkte. Hat eine Projek
tivitat eines einstufigen Gebildes in sich drei Doppelpunkte, so ist 
sie die Identitat, d. h. es fant dann jeder Punkt mit seinem cntsprechenden 
zusammen (Fundamentalsatz der projektiven Geometrie). Sind zwei Doppelpunkte 
vorhanden, so kann man diese als Fundamentalpunkte wahlen und erhalt die 
kanonische Form x' = kx; das von den Doppelpunkten und einem Paar ent
sprechender Punkte gebildete Doppelverhaltnis hat den festen Wert k, der eine 
absolute Invariante der Projektivitat ist. 1st nur ein Doppelpunkt vorhanden 
(d. h. fallen die beiden Doppelpunkte in einen einzigen zusammen) und macht man 
diesen zum Unendlichkeitspunkt, so ergibt sich die kanonische Form x' = x +k . 
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SoIl die Projektivitat die Eigenschaft haben, daB einem Punkt jcdesmal 
derselbe Punkt entspricht, einerlei, ob man ihn zum ersten oder zweiten der 
beiden iibereinandergelagerten Punktreihen zahlt, so muB (3) bei einer Ver
tauschung von x und x' ungeandert bleiben, d. h. in x und x' symmetrisch sein. 
Die Bedingung dafiir ist b = c. Derartige Projektivitaten werden als Involu
tionen bezeichnet; sie besitzen immer zwei verschiedene Doppelpunkte. Die 
absolute Invariante hat den Wert k = -1 und daraus folgt, daB jedes Paar 
entsprechender Punkte von den Doppelpunkten harmonisch getrennt wird. 

Projektivitaten zwischen verschiedenen Grundgebilden gleicher Stufe haben 
keine absoluten Invarianten. 

9. Affine Geometrie. LaBt man die Gleichberechtigung der uneigentlichen 
Elemente (Ziff. 5) fallen und beschrankt sich demgemaB auf so1che Transfor
mationen, die diese ungeandert (invariant) lassen, so kommt man zu einer etwas 
spezielleren Geometrie, als es die projektive ist, in der zwar im wesentlichen noch 
immer keinerlei MaBverhaltnisse, wohl aber die Begriffe des Parallelismus 
sowie der Begriff des Mittelpunktes einer Strecke eine Rolle spielen. Man 
nennt diesen Zweig affine Geometrie. DaB der Mittelpunkt Meiner Strecke AB 
affine Bedeutung hat, folgt daraus, daB M der zum unendlichfernen Punkt 
beziiglich AB konjugierte Punkt ist (Ziff. 7). Damit ist auf der Geraden (aber 
nur auf dieser) eine Metrik gegeben: Wahlt man fiir die Koordinate x zwei be
liebige Punkte A, B als Null- und Einheitspunkt, den unendlich fernen Punkt 
als Punkt x = 00, so ist x nichts anderes als der mit der Einheit AB gemessene 
Abstand des betreffenden Punktes yom Nullpunkt. 

Macht man die unendlichferne Ebene des Raumes zur Ebene X4 = 0, so 
hat man, urn die Invarianz dieser Ebene zu erreichen, in den Formeln (1) von 
Ziff. 8 a4l = a42 = a43 = ° zu set zen und kann noch a44 = 1 nehmen. In in
homogenen Koordinaten x, y, z erhalt diese Transformation dann die Gestalt 

x::= au x + al2 Y -: al3 z + al4 , 1 
Y - a21 x + a22 y -;- a23 z + a24 • 

z' = a3l x + a32 Y + a33 z + a34 • 

(1 ) 

d. h. wir kommen zu dem Resultat (vgl. Ziff. 8): Die affine Geometrie ist die 
Invariantentheorie der (nicht homogenen) linearen Transformationen oder der 
(fiir den Raum) quaternaren homogenen linearen Transformationen unter Ad
junktion einer invarianten Linearform (der uneigentlichen Ebene); d. h. die 
Eigenschaften einer geometrischen Figur finden ihren analytischen Ausdruck 
in den projektiven Simultaninvarianten der Figur und der ausgezeichneten 
Linearform. Da die 12gliedrige Gruppe der Transformationen (1), die allgemeine 
affine Gruppe, eine Untergruppe (Kap. 2, Ziff. 29) der 15 gliedrigen projektiven 
Gruppe ist, erscheint somit die affine Geometrie geradezu als Spezialfall der 
projektiven; aIle affinen Eigenschaften einer Figur sind projektive Eigenschaften 
der Figur oder projektive Beziehungen der Figur zur unendlichfernen Ebene 
(z. B. projektive Eigenschaften des Schnittes der Figur mit der unendlich fernen 
Ebene (vgl. Ziff. 21 und 22). 

An Stelle des Doppelverhaltnisses tritt als fundamentale absolute Invariante 
das Teilverhaltnis dreier Zahlen (Punkte) a, b, c; man versteht darunter den 

~us~ruck T = (abc) = ~:=~, der mit dem Doppelverhaltnis (abcoo) iiber
emstImmt. 

Die oben eingefiihrten Koordinaten x, y, z werden als (inhomogene) affine 
Koordinaten bezeichnet. Die drei Ebenen x = 0, Y = ° und z = ° bilden ein 
Dreikant (das natiirlich durchaus nicht rechtwinklig sein muG; dieser Begriff 
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ist ja in der affinen Geometrie vollkommen ohne Bedeutung), dessen Kanten 
mit den Doppelgleichungen y = Z = 0, Z = x = ° und x = y = odie Koordi· 
natenachsen sind. Ihr Schnittpunkt 0 = (0,0,0) ist der Nullpunkt der MaB
bestimmung auf allen drei Achsen; bezeichnet man (Abb. 3) ihre Einheitspunkte 
mit El = (1, 0, 0), E2 = (0. 1,0), Ea = (0, 0,1), so sind die Koordinaten xo, Yo, Zo 
eines beliebigen Punktes P des Raumes die in den Einheitsstrecken OEl , OE2, OEa 
auf den betreffenden Achsen gemessenen Abstande OPl' OP2 , OPa, wobei 
die Punkte PI = (xo, 0, 0), P 2 = (0, Yo, 0), 
Pa = (0,0, zo) die bzw. parallel zu den 
Ebenen x == 0, y = 0, Z = ° genommenen 
Projektionen von P auf die Koordinaten
achsen sind (d. h. die Schnittpunkte der 
Ebenen x = Xo' Y = Yo, Z = Zo mit den 
Koordinatenachsen) . 

10. Aquiforme und metrische Geo
metrie. So wie man durch die Forderung 
der Invarianz der Parallelitat von der pro
jektiven zur affinen Geometrie kommt, so 
gelangt man durch die Forderung der In
varianz der Orthogonalitat (und damit der x 
Invarianz aller Winkel) von der affinen 
weiter zur sog. aquiformen Geometrie, deren 

Abb. 3. Affine Koordinaten. 

Gegenstand alle jene Eigenschaften geometrischer Figuren sind, die durch a qui
forme oder Ahnlichkeitstransformationen nicht zerstort werden. Diese 
Transformationen des Raumes bilden eine 7 gliedrige Untergruppe (H a u p t gru ppe 
nach F. KLEIN) der affinen und somit auch der allgemeinen projektiven Gruppe. 
Zur metrischen Geometrie im engeren Sinne (meist wird auch schon die all
gemeinere aquiforme Geometrie so bezeichnet) kommt man dann durch die Forde
rung der Invarianz des Abstandes zweier Punkte; die zugehorigen Transformationen 
sind die Bewegungen (Drehungen und Parallelverschiebungen) des Raumes und 
bilden eine 6gliedrige Untergruppe (Bewegungsgruppe) der obigen Gruppen. 

Es liegt nun die Frage nahe, ob es nicht moglich ist, auch diese Gruppe 
durch Auszeichnung gewisser geometrischer Gebilde festzulegen, so wie es beim 
'Obergang von der projektiven zur affinen Geometrie durch Auszeichnung der 
uneigentlichen Elemente geschah. Das ist in der Tat der Fall, wie zunachst flir 
die ebene Geometrie gezeigt werden solI. Ordnet man jeder Geraden eines Biischels 
die zu ihr senkrechte Gerade desselben Biischels zu, so ergibt sich offenbar eine 
Involution (die sog. Rechtwinkelinvolution), deren Doppelstrahlen die 
beiden durch den Scheitel des Biischels gehenden isotropen Geraden (Ziff. 13) 
der Ebene sind. Samtliche isotropen Geraden der Ebene schneiden die unendlich
ferne Gerade aber in zwei (imaginaren) Punkten, dem absoluten Punkte
paar. Die Transformationen, die das absolute Punktepaar in sich iiberfiihren, 
miissen also die Ahnlichkeitstransformationen sein; denn durch das absolute 
Punktepaar sind umgekehrt in jedem Punkt P der Ebene die isotropen Geraden 
bestimmt; die Involution, die diese zu Doppelgeraden hat, ist aber die Recht
winkelinvolution und somit laBt sich zu jeder durch P gehenden Geraden g die 
zu g senkrechte Gerade durch P angeben, namlich die zu g beziiglich der iso
tropen Geraden durch P konjugierte. Es seien in homogenen Koordinaten Ul Xl + 
U 2 x2 + Ua Xa = 0, VI Xl + V2 X 2 + Va Xa = ° zwei Gerade, bezogen auf ein normales 
kartesisches System (Ziff. 12). Die beiden Geraden stehen aufeinander senk
recht, wenn UlVl +U2V2 =0 ist. Der Kreis mit dem Mittelpunkt (aI' a2 , 1) 

Handbuch der Physik. III. 8 
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und dem Radius -va, namlich xi + x~- 2 (alxI + a2x2) X3 - ax§ = 0 schneidet 
die unendlichferne Gerade X3 = 0 im absoluten Punktepaar xi + X~ = 0, X3 =0, 
deren Gleichung in Linienkoordinaten ui + u§ = 0 ist (zerfallende Kurve zweiter 
Klasse, vgl. Ziff. 19) ;durch diese Bedingung sind die isotropen Geraden der 
Ebene charakterisiert und die obige Orthogonalitatsbedingung ist nichts anderes 
als die Bedingung dafiir, daB die beiden Geraden konjugiert sind beziiglich der 
isotropen Geraden x durch ihren Schnittpunkt. 

Ahnlich liegt die Sache im Raum. Alle Kugeln schneiden die unendlichferne 
Ebene X4 = 0 (wir legen wieder ein norm ales kartesisches System zugrunde) 
im absoluten Kegelschnitt xi + x~ + x~ = 0, X4 = O. Seine Gleichung in Ebenen
koordinaten ist uI + u~ + u§ = 0 und die Polaritat beziiglich dieser ausgearteten 
Flache zweiter Klasse (Zif£' 19) ist gegeben durch ul VI + u2 v2 + u3 V3 = 0; das ist 
aber gerade die Bedingung dafiir, daB die Ebenen U I Xl + U 2 X 2 + U 3 X 3 + U 4 X4 = 0 
und VIXI + V 2 X 2 + V3X3 + V4 X 4 = 0 aufeinander senkrecht stehen (Ziff.16). Der 
(imaginare) Kegel, der den absoluten Kegelschnitt aus einem eigentlichen Punkt 
des Raumes projiziert und dessen Gleichung die Form (Xl - a1 x4) 2 + (X2 - a2 x4) 2 

+ (x3 -a3 x4)2=0 hat, wird als absoluter Kegel des Punktes (aI' a2 , a3 , 1) 
bezeichnet; er vertritt im Raum die isotropen Geraden der Ebene. Die Tangenten
ebenen des absoluten Kegels sind die 001 isotropen Ebenen durch den Punkt 
(aI' a2 , a3 , 1). 

Zusammenfassend laBt sich also sagen, daB die aquiforme Geometrie aus 
der affinen durch weitere Adjunktion des absoluten Gebildes entsteht. 

it. Das Erlanger Programm. Unsere obigen Uberlegungen haben ein fiir 
die Geometrie in doppe1ter Hinsicht fundamentales Ergebnis gezeitigt. Zunachst 
einmal riickt die Stellung der projektiven Geometrie ins rechte Licht: wahrend 
sie von vornherein nur als ein diirftiger Ausschnitt aus dem fruchtbaren Gebiet 
der metrischen erscheint, ist die Sache in Wirklichkeit gerade umgekehrt: die 
affine und metrische Geometrie erscheinen als Sonderfalle der projektiven, 
jeder Satz der metrischen Geometrie erscheint als Aussage iiber projektive Be
ziehungen des betrachteten Gebildes zum absoluten. Diese Tatsache wurde zum 
erstenmal von dem englischen Geometer CAYLEY klal erkannt: "projective 
geometry is all geometry." So besteht z. B. die ganze, weltausgebaute Dreiecks
geometrie aus Sat zen iiber projektive Beziehungen zwischen 5 Punkten, von 
denen nur zwei als absolutes Punktepaar sprachlich ausgezeichnet sind. Das 
zweite Ergebnis besteht in dem Heranziehen der Gruppentheorie. Jede Geo
metrie erscheint als Invariantentheorie einergewissen kontinuierlichen Trans
formationsgruppe. Damit erscheint in der ungeheueren Mannigfaltigkeit geo
metrischer Satze erst das ordnende Prinzip, dem nicht nur die drei obigen 
Geometrien, sondern auch alle anderen unterliegen, wie z. B. die Kugelgeometrie 
und die Geometrie der reziproken Radien, deren Gruppe dadurch entsteht, daB 
man zu den Transformationen der Bewegungsgruppe noch die Transformation 
durch reziproke Radien hinzufiigt, die in der Funktionentheorie eine Rolle 
spielt, sowie die nichteuklidischen MaBgeometrien (VI) und die Topologie (VII), 
die allgemeinste Geometrie, deren Gruppe durch die umkehrbar eindeutigen und 
stetigen Punkttransformationen gebildet wird usw. Mit einem Wort, der obige 
Satz ist umkehrbar: zu jeder Transformationsgruppe geh6rt eine bestimmte 
Geometrie. Diese Gedanken hat F. KLEIN gelegentlich seines Amtsantrittes 
an der Universitat Erlangen zum erste11IUal veroffentlicht, daher der Name 
"Erlanger Programm" 1). 

1) "Vergleichende Betrachtungen tiber neuere geometrische Forschungen", Erlangen 
1872. Wiederabdruck in Math. Annalen Bd. 43. 1893 und Gesammelte math. Abhandlungen 
Ed. I, S.460. Berlin 1921. Vgl. auch das Zitat auf S. 108. 
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12. Koordinatensysteme. Je nachdem ob man projektive, affine oder 
metrische Eigenschaften eines geometrischen Gebildes studieren will, wird man 
der analytischen Untersuchung projektive, affine oder metrische Koordinaten 
zugrunde legen. Das allgemeine projektive KoorQinatensystem wurde in Ziff.6 
besprochen, das affine Koordinatensystem, das sich aus dem projektiven dadurch 
ergibt, daB man die drei Fundamentalpunkte (1,0,0,0), (0,1,0,0) und (0,0, 1,0) 
in die uneigentliche Ebene x4 = ° legt, in Ziff.9. Dieses affine Koordinaten
system ist zugleich das allgemeinste schiefwinklige kartesische Koordi
natensystem. Die spezielleren 
kartesischen Systeme gehoren be
reits der metrischen Geometrie 
an: das schiefwinklige System mit 
gleichen Einheitsstrecken auf den 
drei Achsen, und das rechtwinklige 
System, bei dem die uneigentlichen 
Punkte der Achsen ein Polardreieck 
des absoluten Kegelschnittes bilden 
und bei dem die Einheitsstrecken or 
auf den drei Achsen entweder be

z 

Abb.4. 

y 

y z 

x 
Rechtssystem und Linkssystem. 

liebig oder gleich (normales kartesisches System) sind. In der metrischen Geo
metrieistnoch die Unterscheidung zwischen Rechtssystem und Linkssystem 
wichtig (Abb. 4). Bekanntlich gibt es zu jeder raumlichen Figur eine spiegelbild
lich kongruente, die mit ihr nicht durch Bewegungen zur Deckung gebracht werden 
kann; dasselbe gilt auch von diesen beiden Typen normaler kartesischer Systeme. 
Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand bilden, wenn sie ungefahr 
rechtwinklig zueinander gehalten werden, der Reihe nach X-, y- und z-Achsen 
eines Rechtssystems, die der linken Hand in derselben Reihenfolge die Achsen 
eines Linkssystems. Oder: dreht man in einem Rechtssystem (Linkssystem) 
die positive x-Achse durch den kleineren Winkel (11:/2) in die positive y-Achse und 
geht man dabei in der Richtung der positiven z-Achse ein Stuck weiter, so fi.ihrt 
man die Bewegung einer Rechtsschraube (Linksschraube) aus. Die erwahnte 
Drehung geschieht, von der positiven z-Achse aus betrachtet, dabei im positiven 
(negativen) Drehungssinn. Ahnlich gibt es auch in der Ebene zwei Systeme, 
die nicht durch eine ganz in der Ebene verlaufende Bewegung zur Deckung 
gebracht werden konnen (wohl aber durch eine· raumliche Bewegung). 

Bemerkt sei, daB die Unterscheidung zwischen homogenen"und inhomogenen 
Koordinaten in erster Linie formaler Natur ist; erstere sind in der projektiven 
Geometrie immer, in der affinen und metrischen Geometrie nur dann zweckmaBig, 
wenn es sich urn Aussagen uber unendlichferne Gebilde handelt (z. B. in Ziff. 10). 

Wir erwiihnen noch einige spezielle metrische Koordinatensysteme: 
1. Die ebenen Polarkoordinaten. Man wahlt in der Ebene einen festen 

Punkt 0 und legt durch ihn eine orientierte, d. h. mit Durchlaufungssinn ver
sehene Gerade, die Polarachse. Die Polarkoordinaten eines Punktes P der 
Ebene sind dann der Abstand r = OP yom Ursprung sowie der Winkel q;, den 
diese Strecke mit der Polarachse bildet. Zu jedem Punkt gehoren unendlich 
viele Polarkoordinaten, namlich (r, q; + 2k1l:) und (-r, q; + 2k + in). Man 
legt den Polarkoordinaten daher manchmal die Einschrankung r > 0, ° <::: q; < 211: 
auf. Zwischen Polarkoordinaten und rechtwinkligen kartesischen Koordinaten x, y 
bestehen die Transformationsformeln 

x = rcosq;, 
bzw. r = fx2 + y2, 

y = r sinq; 

q; = arc tg 1:. . x 
8* 
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2. Polarkoordin a ten im Ra urn (Abb.5). Man wahlteinenfesten PunktO, 
legt durch ihn eine orientierte, d. h. mit Drehungssinn versehene Ebene ;n; sowie 
eine orientierte Gerade g, die auf 0 senkrecht steht. In;n; legt man noch eine 
orientierte Gerade h durch O. Den Durchlaufungssinn auf g wahlt man zweck
maBig so, daB er zusammen mit dem Drehungssinn in ;n; eine Rechtsschraube 
bildet. Die Polarkoordinaten eines Punktes P sind dann: der Abstand r = iJ P 

g vom Ursprung, der Winkel q?, den die 
senkrechte Projektion P' von P auf ;n; 

Abb. 5. Raumliche Polarkoordinaten. 

mit der Geraden h einschlieBt und schlieB
lich der Winkel {} zwischen der Strecke 
OP und g. Man bekommt alle Punkte des 
Raumes gerade einmal, wenn man die 
Polarkoordinaten den Einschrankungen 
r > 0, 0 <:: q? < 2;n; und 0 <:: I} <:: ;n; unter
wirft. Die Flachen r = konst. (Kugeln 
vom Radius r mit dem Mittelpunkt 0), 
q?=konst. (Ebenen durch g) und {}= konst. 
(gerade Kreiskegel mit der Achse g und 
dem Offnungswinkel 2 {}) bilden ein drei

faches Orthogonalsystem (Kap.4, Ziff. 28). Der Zusammenhang mit rechtwink
ligen kartesischen Koordinaten ist gegeben durch die Transformationsformeln 

x = r sin {} cos q? , 
und 

y = r sin.{} sinq?, 

jlx2 +)12 {} = arc tg --'--------'---
z ' 

z = r cos{} 

y 
q? = arc tg x ' 

3. Zylinderkoor din a ten im Ra urn. Diese sind ein Mittelding 
zwischen kartesischen und Polarkoordinaten und entstehen, indem man bloB in 
der xy-Ebene Polarkoordinaten einfiihrt, die z-Koordinate jedoch ungeandert 
laBt. Die Flachen r = konst. (gerade Kreiszylinder mit der z-Achse als Achse), 
q? = konst. (Ebenen durch die z-Achse) und z = konst. (Ebenen senkrecht 
zur z-Achse) bilden ebenfalls ein dreifach orthogonales System. 

Uber elliptische Koordinaten vgl. Ziff. 26. 

III. Punkt, Gerade und Ebene im Raum. 
13. Allgemeines. Wir leg en der folgenden Darstellung, die im wesentlichen 

eine Formelsammlung ist, ein normales kartesisches Rechtssystem zugrunde, 
auch dort, wo es sich urn Satze der projektiven Geometrie handelt. Homogene 
Koordinaten sind mit x, y, z, t, inhomogene mit x, y, z bezeichnet, so daB sich die 
letzteren aus den ersteren fUr t = 1 ergeben. Dort, wo es zweckmaBig ist, sind 
die Formeln in vektorieller Schreibweise gegeben. 

Eine Gleichung F (x, y, z) = 0 stellt eine Flache dar. 1st F linear, so ist diese 
Flache eine Ebene A x + By + C z + D = O. Eine besondere Ausnahmsstellung 
nehmen hier die isotropen Ebenen (auch Mini male benen genannt) ein. Bei 
ihnen ist A 2 + B2 + C2 = 0, sie sind also imaginar, sofern nicht A = B = C = 0 
ist (unendlichferne Ebene t = 0). Die nicht isotropen Ebenen werden als 
euklidische Ebenen bezeichnet. Jede euklidische Ebene schneidet den absoluten 
Kegelschnitt (Ziff.1 0) in zwei Punkten, dem absoluten Punktepaar der Ebene. Die 
Verbindungsgeraden eines Punktes der Ebene mit dem absoluten Punktepaar sind 
die beiden iso tropen Geraden (oder Minimalgeraden) durch den Punkt. Die 
isotropen Ebenen beriihren den absoluten Kegelschnitt, durch jeden Punkt einer 
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isotropen Ebene geht also nur eine einzige isotrope Gerade. Durch jede euklidische 
(nicht isotrope) Gerade gehen zwei isotrope Ebenen, durch jede isotrope Gerade 
nur eine. Vgl. hierzu auch Kap.4, Ziff.15. 

Eine Gleichung zwischen zwei der drei Veranderlichen x, y, z, etwa zwischen 
x, Y ist im Raum ebenfalls eine Flache, und zwar ein Zylinder, dessen Erzeugende 
zur z-Achse parallel sind. 

Zwei Gleichungen F (x, y, z) und G (x, y, z), deren Funktionalmatrix den Rang 
zwei hat (Kap. 1, Ziff. 25) stellen eine Kurve dar. Sind beide Gleichungen 
linear, so ist die Kurve eine Gerade. 

mer Parameterdarstellungen vgl. Kap. 1, Ziff. 26. 
Eine Ebene heiBt orientiert, wenn in ihr ein Drehungssinn als positiv 

festgelegt ist. Dadurch ist dann auch ein positiver Sinn auf der Normalen 
bestimmt, und zwar jener, der zusammen mit dem positiven Drehungssinn der 
Ebene eine Rechtsschraube bildet. Eine Gerade heiBt orientiert, wenn auf ihr 
ein bestimmter positiver Durchlaufungssinn gegeben ist. 

14. Gleichungsformen der Ebene. 1st n ein beliebiger Vektor der Normalen
richtung, 13 und 130 die Ortsvektoren zweier Punkte der Ebene, von denen der erste 
veranderlich, der zweite fest ist, so ist 

(13 - 130) n = 0. (1) 

Bezeichnet man die Einheitsvektoren in den Koordinatenachsen mit i, j, fund 
setzt 13 = xi + yj + zl, n = Ai + Bj + Cf und 130n = -D, so geht (1) tiber 
in die allgemeine Ebenengleichung 

Ax+By+Cz+D=O, (2) 
in der somit A, B, C Richtungsparameter der Normalen (Stellungsparameter 
der Ebene) sind; sind IX, jJ, )' die Winkel der Normalen mit den Koordinaten-
achsen, so ist also A: B: C = cos IX : cosjJ: cos)' 

1st n Einheitsvektor, die Ebene also orientiert, so ist 130n = P der Abstand der 
Ebene yom Ursprung und statt (2) ergibt sich 

x cos IX + y cos (J + z cos)' - P = ° 
die Hessesche N ormalform der Ebenengleichung; der Abstand p ist dabei 
positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem der Ursprung auf der negativen 
oder positiven Seite der Ebene liegt. Aus den Koeffizienten von (2) ergibt sich 
p bis aufs Vorzeichen aus -D 

p = yA 2 + B2 + C2 

Die Ebene '(2) geht durch den Ursprung, wenn D = 0 ist; ist das nicht der Fall, 
so kann man ihre Gleichung nach Division durch -D in die Form 

x y z a + b + C ~ 1 = ° (4) 

bringen (Abschnittsgleichung), wo a = - ~ , b = - %, c = - ~ die yom 

Ursprung aus· gemessenen Langen der Strecken sind, die die Ebene auf den 
Koordinatenachsen abschneidet. 

Die Gleichung der Ebene durch drei Punkte (Xl' Yl' Zl)' (X2' h, Z2) und 
(xa, Ya, za) ist X y Z 1 

Xl YI Zl 

X 2 Y2 Z2 

1 
=0, 

1 

X3 Ya Z3 1 
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es ist das die Bedingung dafiir, daB die 4 Punkte, deren Koordinaten in den 
einzelnen Zeilen stehen, in einer Ebene liegen. 

15. Gleichungsformen der Geraden. Die Gerade durch zwei Punkte mit 
den Ortsvektoren tJl = Xl t + yd + Zl fund tJ2 = X2 t + Y2i + Z2f ist in Para
meterdarstellung tJ = tJl + t (tJ2 - tJl) . (1) 

Durch Elimination von t folgt in Koordinaten die Doppelgleichung 
X- Xl Y - Yl Z - Zl 

(2) 
Xl - X 2 Yl - Y2 Zl - Z2 

Setzt man tJ2 - tJl = q, so erhalt man die Gerade durch tJl mit der gegebenen 
Richtung q = at + bj + cf tJ = tJl + tq (3) 
oder X - Xl Y - Yl Z - Zl 

abc (4) 

deren Richtungsparameter a, b, c sind. 1st q Einheitsvektor, so ist die Gerade 
orientiert und es wird a = COSA, b = cosfl-, C = COSY, WO A, fl-, v die Winkel 
der Geraden mit den Koordinatenachsen sind. Eine parameterfreie Gestalt 
von (3) ist 

oder 
[tJ - tJl' q] = 0 

[tJ q] = m, 
(5) 

(6) 

dabei ist m das Drehmoment der in der Geraden wirkenden Kraft q bezuglich 
des Ursprungs. 1st wieder q = tJ2 - tJ1> so sind die Komponenten von q und m 

X2 -Xl , Y2-Yl' Z2- Zl' Y l Z2-Y2 Zl' Zl X2 -Z2 Xl , X l Y2- X2Yl· 

Diese sechs GraBen werden als Pliickersche Koordinaten der Geraden be
zeichnet. Sie sind nicht unabhangig voneinander (vgl. V, insbesondere Ziff. 28). 

16. Beziehungen zwischen den Grundgebilden. Vier Ebenen AiX + Biy 
+ Giz + Di = 0 (i = 1, 2, 3, 4) gehen durch einen Punkt, wenn 

Al Bl Cl Dl 
A2 B2 C2 D2 

=0 
Aa Ba Ca Da 
A4 B4 C4 D4 

ist. Drei Ebenen gehen durch eine Gerade, wenn die vier dreireihigen Deter-
minanten der Matrix (AI Bl C1 Dl) 

A2 B2 C2 D2 

verschwinden. Aa Ba Ca Da 
Der Winkel zweier Ebenen (tJ - tJl) nl = 0 und (tJ - tJ2) 112 = 0, ist 

cos{} = nl n2 = _AIA2 + BIB2 + C1 C2 • 

vn~ . n~ VA i + B~ + q VA ~ + B~ + q , 
Sle stehen aufeinander senkrecht, wenn 

nI n2 = AIA2 +B l B2 + C1 C2 = 0 

ist. Eine isotrope Ebene steht daher auf sichselbst senkrecht (vgl. Ziff. 10). 
Zwei Ebenen sind parallel, wenn [nl nJ = 0 oder 

AI: Bl : C1 = A2 : B2 : C2 
dann 

n1 

d = P2 - PI = (tJ2 - tJl) Vnf 
ist; ihr Abstand ist 

(PI und P2 sind die absoluten Glieder der Hesseschen Normalformen). 
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Der Abstand eines Punktes lJo = Xo i + Yo i + Zo f von emer Ebene 
(lJ - lJ1) n = 0 ist 

d = (Vo - VI) n = Xo COS1X + Yo cosfJ + Zo cosy - p; 
Vn 2 

ist die Ebene also in der Hesseschen Normalform gegeben, so erhiilt man den 
Abstand durch Einsetzen der Koordinaten des Punktes lJo in die linke Seite 
der Ebenengleichung. Er wird positiv oder negativ, je nachdem der Punkt lJo und 
der Ursprung auf verschiedener oder auf derselben Seite der Ebene liegen. 

Zwei Gerade lJ1 + t q1 und lJ2 + t q2 haben den Abstand 

(V2 - VI, ql' q2) [q q] 
[ql q2J2 1 2 

von der Lange (V2 - VI, ql' q2) . 

V[ ql q2J2 
sie schneiden einander also, wenn 

(lJ2 - lJ1' q1' q2) = 0 

und sind insbesondere parallel, wenn 

[q1q2J = 0 

ist. Die Bedingung fur die Orthogonalitat ist 

q1q2 = O. 

Die Gerade lJl + t q ist zur Ebene (lJ - lJo) n = 0 senkrecht, wenn 
[nq] = 0 

und parallel, wenn 
ist. 

nq = 0 

17. Mehrdimensionale Riiume. Der Begriff des n-dimensionalen Raumes Rn 
wurde bereits in Kap. 1, Ziff. 2 formuliert. 

k Punkte xli) (j = 1,2, ... , k) des Rn heiDen linear abhangig oder un-
abhangig, je nachdem der Rang r ihrer Koordinatenmatrix 

( 

xiII X~I X~;I 1 ) 

~~: .• X~I .. : : : •• X~I. ~ 
x~il X~I .., X~I 1 

(1 ) 

kleiner als k oder gleich ist. 1m Rn gibt es somit hochstens n + 1 linear unab
hangige Punkte. 

Die k Punkte xU) bestimmen, wenn sie unabhangig sind, einen Unter
raum R k - I des Rn (Verbindungs- oder Zugehorigkeitsraum der Punkte), 
der in Parameterdarstellung durch 

)'1.11111 +A2.111.21 + '" )'k .111kl x.= 1, t t 

, Al + )'2 + .... + Ak 

oder in parameterfreier Form durch ein System linearer Gleichungen gegeben 
ist, welches man durch Nullsetzen der k + 1-reihigen Determinanten einer Matrix 
erhalt, die wie (1) aus den Koordinaten der k Punkte x(j) und aus denen des 
laufenden Punktes x gebildet ist, also k + 1 Zeilen enthalt. Allgemein versteht 
man unter Zugehorigkeitsraum einer Anzahl von Raumen oder Mannig
faltigkeiten den Raum kleinster Dimension, der sie aIle enthalt; von einem 
Verbindungsraum pflegt man nur bei linearen Raumen zu sprechen, ebenso 
von einem Schnittraum (Raum groBter Dimension, der in allen gegebenen Raumen 
enthalten ist). 



120 Kap. 3. A. DUSCHEK: Geometrie. Ziff. 18. 

Haben zwei Raume Rp und Rq einen Rv zum Verbindungsraum und einen 
Rs zum Schnittraum, so ist stets 

p + q = V + s, 

wohei s = -1 zu set zen ist, wenn der Rp iiberhaupt keinen Punkt mit dem Rq 
gemeinsam hat. 

m Raume Rk" Rk" ••• , Rkm heiDen linear unabhangig, wenn die 
Dimension d ihres Zugeh6rigkeitsraumes den Wert 

kl + k2 + ... + km + m - 1 

hat, ist d kleiner als diese Zahl, so heiDen die Raume linear abhangig. 
Der Abstand D zweier Punkte x und y und der Winkel {} zweier Hyper-

n n 
ebenen ~UiXi + 1 = 0 und ~ViXi + 1 = 0 sind in rechtwinkligen Koordinaten 

i~l i~l 

bzw. 

1m Rn ist d u a 1 zu einem R" ein Rn _ k -1, zum Punkt Ro insbesondere die 
H yperflache Rn _ 1 • 

Die Gesamtheit der Raume von n - k, n - k + 1, ... , n - 1 Dimensionen, 
die im Rn durch einen Rn- k - 1 hindurchgehen, heiDt Bund oder Stern, der 
Rn - k - 1 sein Kern. Ein solcher Bund ist wieder ein k-dimensionaler Raum Sk, 
dessen Punkte und Hyperebenen bzw. die Rn - k und Rn - 1 (oder umgekehrt) sind. 

IV. Kurven und Flachen zweiten Grades. 
18. Allgemeines. Polarentheorie. Sei eine Gleichung 

4 

t(x,X) = ~ ai/,xix" = 0, aik = aki' 
i. k~l 

(1 ) 

gegeben, deren linke Seite eine quadratische Form in den Veranderlichen Xl' X2, X3, X 4 

ist. Deutet man die Veranderlichen X als homogene projektive Koordinaten eines 
Punktes, so wird das durch (1) definierte geometrische Gebildeals Flache 
zwei ter Ordn ung bezeichnet. Sind hingegen in 

4 

g(u,u) = ~ bikuiuk = 0, bile = bk; (2) 
i,k~l 

die u homogene projektive Ebenenkoordinaten, so heiDt die Gesamtheit der 
002 Ebenen, die mit ihren KOO1:dinaten der Gleichung (2) geniigen, Flache 
zwei ter Klasse; sie ist das zur Flache zweiter Ordnung duale Gebilde. Beide 
werden mit gemeinsamen Namen als Flachen zweiten Grades bezeichnet. Sie 
sind geometrisch nicht wesentlich verschieden; jede Flache zweiter Klasse ist 
die Gesamtheit der 002 Tangentenebenen (s. unten) einer bestimmten FHiche 
zweiter Ordnung und umgekehrt ist jede Flache zweiter Ordnung die Einhiillende 
der 002 Ebenen einer bestimmten Flache zweiter Klasse; man spricht in diesen 
Fallen von einer einzigen Flache zweiten Grades, die einmal als Punktgebilde, 
einmal als Ebenengebilde aufgefaDt wird. 

Sind y und z zwei Punkte, so sind die Punkte ihrer Verbindungsgeraden G 
gegeben durch X = ly + fl Z oder in Koordinaten 

Xi = lYi +flZi, (i=1,2,3,4). (3) 
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(Vgl. uber die Bezeichnung Kap.1, Ziff. 2.) Die GraBen)' und,u sind dann homogene 
Koordinaten auf G. Fur die Schnittpunkte von G mit (1) ergibt sich durch Ein-

setzen von (3) in (1) ).2f(y,y) + 21,uf(Y,z) + ,u2f(z,z) = 0, (4) 
wo 

bedeutet. 1st 
f(Y,z) =0, 

so werden die Punkte Y und z, die auf G die Koordinaten (1,0) und (0,1) haben, 
von den Schnittpunkten, deren Koordinaten entgegengesetzt gleich sind, har
monisch getrennt. Es ist ja das Doppelverhaltnis (CXl ° k -k) = -1 (Ziff. 7). 
1st das der Fall, so heiBen die Punkte y und z konjugiert bezuglich (1). 1st y 
ein fester, zein veranderlicher Punkt, so zeigt die in z lineare Relation 

4 

f(y, z) = ~ aikYizk = 0, (5) 
i, k=l 

daB der Ort aller zu Y konjugierteri Punkte eine Ebene v ist, deren Koordinaten 
wegen (5) 4 

Vk = ~ aikYi (k = 1,2,3,4) (5') 
i=l 

sind. Die Ebene v heiBt Polarebene von Y und umgekehrt Y Pol von v. Diese 
durch (5) oder (5') bestimmte Korrelation (Ziff.8), die wegen aik = aki sym
metrisch ist, wird als Polaritat bezuglich der Flache (1) bezeichnet. Man uber
legt leicht die Richtigkeit der Satze: 

Dreht sich eine Ebene urn einen Punkt x, so bewegt sich ihr Pol in der Polar
ebene von x. 

Dreht sich eine Ebene urn eine Gerade G, so bewegt sich ihr Pol auf einer 
Geraden G'; G und G' werden als reziproke Polaren bezeichnet. 

Liegt Y auf der Flache (1), so wird in (4) auch I (y, y) = 0, und fUr die kon
jugierten Punkte z folgt ,u2 = 0, d. h. die Verbindungsgerade G von y und z 
schneidet die Flache (1) in zwei, in y zusammenfallenden Punkten. Jede solche 
Gerade heiBt Tangente von (1) in y; die samtlichen Tangenten von (1) in y 
erfiillen eine Ebene, die Tangen tene bene 

I(y,z) = ° 
von (1) in y (z ist laufender Punkt in der Tangentenebene). Daraus folgt, daB 
eine Ebene U dann und nur dann Tangentenebene von (1) in einem Punkt x ist, 
wenn die Gleichungen 

Vl(X,X) = an Xl + a12 x2 + alSxS + a14 x4 = Ul 

!f2(X,x) = a21 xI + a22 x2 + a2S xS + a24 x4 = u2 
Vs(x,x) = aS1x1 + aS2 x2 + assxs + aS4 x4 = Us 

V4(X,X) = au Xl + a 42 x2 + a4S xS + a 44 x" = U 4 

UIXI + U2X2 + USX3 + U4X4 = ° 
(6) 

bestehen. Dabei bedeutet Ii (x, x) die partielle Ableitung von I (x ,x) nach Xi' 
Es folgt durch Elimination von, Xl , X 2 , xs , x4 , - 1 

all au a 13 au ul I 
a 2l a 22 a 23 a 24 u 2 

a 31 a S2 ass a S4 Us =0 (7) 
au a 42 a 4S a 44 u 4 

u 1 u 2 Us u 4 ° 
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die Gleichung von (1) in Ebenenkoordinaten(vgl. Kap. 2, Ziff. 32). Uber die 
nahere Diskussion von. (7), die durch den Rang der Matrix (aik) bedingt ist, 
vgl. die folgende Ziff. 19. 

Die Polarebene eines Punktes y schneidet die Flache (1) in einer Kurve 
zweiter Ordnung. Die Tangentenebenen von (1) in den Punkten dieser Kurve 
gehen alle durch y hindurch und umhiillen einen Kegel, dessen Scheitel der Punkt y 
ist und der als Tangentenkegel von y bezeichnet wird. Dieser Tangential
kegel ist das zur obigen Schnittkurve duale Gebilde. 

Die Dbertragung der vorstehenden Satze auf (ebene) Kurven zweiten Grades 
macht keine Schwierigkeit. Geometrisch kann man sich die Verhii.ltnisse durch 
Schnitt einer Flache zweiten Grades mit einer Ebene veranschaulichen. An 
Stelle der Polarebene tritt die Polare, an Stelle der Tangentenebene die Tangente. 
Der Begriff der reziproken Polaren fallt weg. Statt des Tangentenkegels erhii.lt man 
das System der beiden Tangenten, die sich aus einem Punkt an eine Kurve zweiter 
Ordnung legen lassen; ihnen entsprechen dual ihre beiden Beriihrungspunkte. 

19. Projektive Klassifikation. SolI die Polarebene u eines Punktes x be
zuglich der Flache 1 (x, x) = 0 unbestimmt sein, so mussen die Gleichungen 
[vgl. Ziff.18 (6)] 

ltl(X, x) =0, V2(X, x) =0, it3 (x, x) =0, !f4(X,X)=0 (1) 
eine von der trivialen verschiedene Lasung haben. Die Bedingung dafur ist nach 
Kap. 2, Ziff. 15, daB die Matrix (aik) der Koeffizienten von 1 (x, x) einen Rang 
r < 4 hat. Nach dem Eulerschen Satz (Kap. 1, Ziff. 3) ist aber fiir jede 
Lasung von (1) auch 

1 (x, x) = H/l(X, x). Xl + 12 (x, x)· x2 + 13 (x, x)· X3 + 14 (x, x). x4] = O. 
Punkte mit unbestimmter Polarebene liegen stets auf der Flache und sind 
singulare Punkte derselben. Je nachdem nun die Matrix (aik) den Rang 
3, 2 oder 1 hat, gibt es einen einzigen singularen Punkt, eine Gerade von sin
gulli.ren Punkten (singulare Punktreihe) oder eine Ebene von singularen Punkten 
(singulares Punktfeld). Die Flache se1bst heiBt in allen diesen Fallen singular 
oder ausgeartet. Die Flachen vom Rang 3 sind die Kegel, die Flachen vom 
Rang 2 zerfallen in zwei Ebenen, deren SchniUgerade die singulare Gerade ist; 
die quadratische Form 1 (x, x) zerfii.1lt in diesem Fall in ein Produkt von zwei 
Linearformen. Die Flachen vom Rang 1 bestehen aus einer einzigen, doppelt 
zahlenden Ebene; die quadratische Form 1 (x, x) ist das vollstandige Quadrat 
einer Linearform (vgl. hierzu Kap. 2, Ziff.32, vorletzter Absatz). Die Polar
ebene eines beliebigen Punktes enthalt immer das singulare Gebilde. 

Die entsprechenden Satze fur Flachen zweiter Klasse ergeben sich durch 
Dualisierung. Die Flache zweiter Klasse vom Rang 3 besteht aus den samt
lichen Ebenen, die eine Kurve zweiter Ordnung beriihren; die Ebene dieser Kurve 
ist die singulare Ebene, in der die Pole aller Ebenen des Raumes liegen. Die 
Flache zweiter Klasse vom Rang 2 zerfii.1lt in zwei Ebenenbundel, die ihnen 
gemeinsamen Ebenen bilden ein Buschel, dessen Achse die Verbindungslinie del' 
Scheitel der beiden Bundel ist; auf ihr liegen die Pole aller Ebenen des Raumes. 
Die Flache zweiter Klasse vom Rang 1 ist ein einziges, doppelt zahlendes Ebenen
bundel, dessen Scheitel der Pol aller Ebenen des Raumes ist. 

In der Ebene zerfallen aIle singularen Knrven zweiten Grades; man erhii.lt 
folgende Fii.1le: 

Rang 2 
Rang 1 

Kurven zweiter Ordnung 

Zwei Gerade (Punktreihen) 
Eine doppelt zahlende Gerade 

(Punktreihe) 

Kurven zweiter Klasse 

Zwei Punkte (Geradenhiischel) 
Ein doppelt zahlender Punkt 

(Geradenhiischel) 
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Unter einem Polartetraeder einer Flache zweiten Grades versteht man 
ein Tetraeder mit der Eigenschaft, daB die jedem seiner Eckpunkte gegeniiber
liegende Seite (Seitene bene) zugleich seine Polarebene beziiglich der Flache ist. 
Zu seiner Konstruktion kann man so verfahren, daB man einen beliebigen Punkt 
X(l) wahlt, in der Polarebene von X(l) einen beliebigen Punkt X(2), im Schnitt der 
Pohrebenen von X(l) und X(2), also auf der reziproken Polaren der Verbindungs
geraden von X(l) und X(2) einen beliebigen Punkt X(3). Diese drei Punkte bilden 
zusammen mit dem Pol X(4) der Ebene durch X(l), X(2) und X(3) die Ecken eines 
Polartetraeders. Daraus folgt, daB jede (nicht singulare) Flache zweiten Grades 
003 • 002 • 001 = 006 Polartetraeder besitzt (bei singularen Flachen 1st diese An
zahl groBer). Macht man nun die Ecken eines solchen Polartetraeders zu Fun
damentalpunkten eines neuen Koordinatensystems, so nimmt die Gleichung einer 
Flache zweiter Ordnung die Form 

t(x,x) = a1~ + a2x~ + a3xf + a4~ = ° (1) 

an (analoges gilt fiir die Flachen zweiter Klasse). Die Polarebene des Punktes 
X(l) = (1,0,0,0) moB ja dann die gegeniiberliegende Ebene Xl = ° sein, woraus 
man [erste Gleichung (6) in Zif£. 18J folgert, daB a12 = au = a14 = ° sein muB 
usw. (vgl. Kap. 2, Ziff.32, das dort geschilderte Verfahren kommt fUr n = 4 
auf die Bestimmung eines Polartetraeders hinaus). Durch geeignete Wahl des 
Einheitspunktes kann man (1) noch in die Form bringen 

t(x,x)=xi+···+x;, (2) 

wo r der Rang der Flache, also gleich 1, 2, 3 oder 4 ist. Daraus folgt, daB der Rang 
die einzige projektive Invariante einer Flache zweiten Grades ist, da man 
ja alle Flachen zweiten Grades durch projektive Transformationen auf die Form (2) 
bringen kann. Bemerkt sei ;edoch, daB das nur gilt, wenn man sich nicht auf 
reelle Transformationen beschrankt. Diese Einschrankung ist natiirlich nur dann 
am Platze, wenn die vorgelegte Flache selbst reell ist, d. h. wenn die Koeffi
zienten aik reell sind (eine solche Flache muB aber durchaus nicht reelle Punkte 
haben). 1st das der Fall, so tritt als Invariante gegeniiber reellen linearen Trans
formationen auch noch die Signatur der quadratischen Form t(x, x) auf (Kap. 2, 
Zif£. 32). Man versteht darunter die Differenz der Anzahlen der positiven und 
negativen Koeffizienten in (1), die immer reell sind, da sich zu einer reellen FHiche 
immer auch reelle Polartetraeder angeben lassen. Beriicksichtigt man noch, 
daB bei Multiplikation der Gleichung mit irgendeinem von Null verschiedenen 
Faktor die Flache oder Kurve ungeandert bleibt, so ergeben sich zunachst in der 
Ebene, also fiir Kurven zweiter Ordnung, folgende Falle (Rang r, Signatur s): 

xi + ~ + x: = 0, r = 3, s = 3. Nullteiliger Kegelschnitt (keine reellen 
Punkte). 

~ + ~ - xf = 0, r = 3, s = 1. Einteiliger Kegelschnitt (001 reelle Punkte). 
xi + ~ = 0, r = 2, S = 2. Geradenpaar (Schnittpunkt reeIl, aIle anderen 

Punkte imaginar). 
xi - ~ = 0, r = 2, S = 0. Geradenpaar (001 reelle Punkte). 
xi = 0, r = 1, S = 1. Doppelgerade. 

Entsprechend ergibt sich fUr. Flac!1en zweiter Ordnung: 

xi + ~ + x~ + x! = 0, r = 4, S = 4. Nullteilige Flache. 
xi + ~ + x~ - ~ = 0, r = 4, S = 2. Einteilige Flache mit imaginaren Er

zeugenden (Zif£. 20). 
xi + ~ - x~ - x~ = 0, r = 4, S = 0. Einteilige Flache mit reellen Er

zeugenden. 
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xi + X§ + xi = 0, r = 3, S = 3. Nullteiliger Kegel (Scheitel reell). 
xi + x~ - xi = 0, r = 3, S = 1. Einteiliger Kegel. 
xi + x§ = 0, r = 2, S = 2. Ebenenpaar (aIle Punkte bis auf die der Schnitt-

geraden imaginar. 
xi - x~ = 0, r = 2, S = 0. Ebenenpaar (002 reeIle Punkte). 
xi = 0, r = 1, S = 1. Doppelebene. 

20. Erzeugende einer FUi.che zweiten Grades. Die Tangentenebene schneidet 
eine nicht singulare Flache zweiten Grades in einem Kegelschnitt, der, wie man 
leicht iiberlegt, im Beriihrungspunkt einen Doppelpunkt hat, also in ein Geraden
paar zerfaIlt. LaBt man den Beriihrungspunkt auf einer dieser Geraden G wandern, 
so dreht sich die zugehorige Tangentenebene urn G und schneidet die Flache in 
jeder Lage in einer zweiten Geraden G'. Man erkennt so die Existenz von zwei 
Scharen von Geraden auf der Flache, die als Erzeugende bezeichnet werden und 
folgende Eigenschaften haben: Je zwei Erzeugende derselben Schar sind 
windschief, und je zwei Erzeugende verschiedener Scharen schnei
den sich in einem Punkt. Jede Ebene durch zwei Erzeugende aus ver
schiedenen Scharen ist Tangentenebene der Flache und beriihrt sie im Schnitt
punkt der beiden Erzeugenden. 

Macht man zwei Erzeugende einer Schar zu Achsen von Ebenenbuscheln 
und laBt man zwei Ebenen einander entsprechen, wenn sie durch dieselbe Er
zeugende der anderen Schar gehen, so besteht zwischen den beiden Buscheln 
eine Projektivitat (Ziff. 8). Die Flache zweiten Grades ist also, wenn man die 
beiden Buschel als das ursprunglich Gegebene ansieht, als Erzeugnis der 
zwischen ihnen bestehenden Projektivitat anzusehen d. h. die Geraden, in 
welchen sich entsprechende Ebenen zweier projektiver Buschel (mit windschiefen 
Achsen) schneiden, bilden eine Schar von Erzeugenden einer Flache zweiten 
Grades. Die zweite Schar, der die beiden Buschel angehoren, ist durch drei 
Erzeugende der ersten Schar bestimmt und besteht aus allen Geraden, die diese 
drei Erzeugenden schneiden. Die Erzeugenden einer Schar werden also durch 
die Erzeugenden der anderen Schar projektiv aufeinander bezogen. Noch an
schaulicher ist die sich durch Dualisierung ergebende Erzeugung der Flachen 
zweiten Grades durch projektive Punktreihen; die Verbindungsgeraden ent
sprechender Punkte bilden die eine Schar der Erzeugenden. 

Auf Kegeln existiert nur eine einzige Schar von Erzeugenden, jede Tangenten
ebene beruhrt in allen Punkten einer Erzeugenden. Als Erzeugnis projektiver 
Ebenenbiischel ergibt sich ein Kegel, wenn die Biischelachsen einander schneiden; 
fallen sie ganz zusammen, so ergibt sich die nachste Stufe der Ausartung, namlich 
das Ebenenpaar als das Paar der Doppelebenen der Projektivitat. 

Ganz ahnlich ergibt sich in der Ebene, daB die Kegelschnitte Erzeugnisse 
projektiver Geradenbiischel oder Punktreihen sind; man erhalt sie im ersten 
Fall als Kurven zweiter Ordnung (System der Schnittpunkte entsprechender 
Geraden), im zweiten Fall als Kurven zweiter Klasse (System d.er Verbindungs
geraden entsprechender Punkte). 

21. Affine Geometrie der Kegelschnitte. Je nach der Art des Schnittes 
mit der ausgezeichneten unendlichfernen Geraden goo sind zwei Falle nicht 
ausgearteter (A = I aik I =t= 0) Kegelschnitte zu unterscheiden: solche, die goo in 
zwei verschiedenen Punkten schneiden (Ass = an a12 - al2 a21 =1= 0) und solche, 
die goo zur Tangente haben (Parabeln, A3s = 0). Die reellen Kegelschnitte der 
ersten Art sind die Elli psen und nullteiligen Kegelschnitte (As3> 0), die goo in 
imaginaren und die Hyperbeln (A 23 < 0), die goo in reellen Punkten schneiden. 
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Bei zerfallenden Kegelschnitten (A = 0) treten als neue Sonderfalle auf: Das 
Parallelgeradenpaar, das goo in zwei zusammenfallenden Punkten trifft, ferner 
das Geradenpaar, dessen eine Gerade goo selbst ist, und schlieBlich goo als 
Doppelgerade. 

Unter den Asym ptoten eines nicht ausgearteten Kegelschnittes versteht 
man seine Tangenten in den unendlichfernen Punkten; sie sind also bei Ellipsen 
imaginar, bei Hyperbeln reell und fallen bei Parabeln in goo zusammen. Der 
Schnittpunkt M der Asymptoten wird als Mittelpunkt des Kegelschnittes 
bezeichnet; er ist zugleich der Pol von goo und somit bei reellen Kegelschnitten 
immer reell. Jede Gerade durch Mist ein Durchmesser des Kegelschnittes; 
die durch ihre Schnittpunkte bestimmte Sehne (mitunter wird diese als Durch
messer bezeichnet) wird vom Punkt M halbiert. Bei Parabeln falIt der Mittelpunkt 
mit dem uneigentlichen Punkt zusammen (Kegelschnitte mit uneigentlichem 
Mittelpunkt). Ellipsen und Hyperbeln werden auch als Zen tral- oder Mit t e 1-
pun k t skegelschni tte bezeichnet. 

Die Polaritat bezuglich eines Kegelschnittes mit eigentlichem Mittelpunkt M 
bestimmt eine Involution auf goc" indem jedem Punkt P (von goo) der unendlich
ferne Punkt der Polaren von P zugeordnet wird. Projiziert man entsprechende 
Punkte dieser Involution aus M, so ergibt sich eine Involution im Buschel mit 
dem Scheitel M, in der zwei entsprechende Gerade als konjungierte Durch
messer bezeichnet werden. Die Tangenten in den Schnittpunkten eines Durch
messers mit dem Kegelschnitt sind zueinander und zum konjugierten Durch
messer parallel, wie sich auf Grund der einfachsten Polarensatze (Ziff. 18) leicht 
nachweisen laBt. Die Doppelgeraden der Involution der konjugierten Durch
messer sind die Asymptoten. 

Wahlt man ein Paar konjugierter Durchmesser als Achsen eines affinen 
Koordinatensystems (Ziff. 9), so laJ3t sich die Gleichung eines Mittelpunktskegel
schnittes durch geeignete Wahl der Einheitspunkte stets in eine der folgenden 
affinen N ormalformen (Mi ttelpunktsgleich ungen) bringen: 

- x2 - y2 = 1 (nulIteiliger Kegelschnitt); 
x 2 + y2 = 1 (Ellipse); 

-x2 + y2 = 1 oder x 2 - y2 = 1 (Hyperbel). 

Kegelschnitte, deren Gleichungen sich nur durch das Vorzeichen des kon
stanten Gliedes unterscheiden, werden als konj ugierte Kegelschni tte be
zeichnet. Zu einer Ellipse ist also immer ein nullteiliger Kegelschnitt, zu einer 
Hyperbel wieder eine Hyperbel konjugiert und umgekehrt. Zwei konjugierte 
Kegelschnitte haben stets gemeinsame Asymptoten. Macht man die Asymptoten 
zu Koordinatenachsen, so kann die Gleichung einer reellen Hyperbel auf die 
Form xy = ±1 
gebracht werden. 

Bei Parabeln bilden die Durchmesser ein Parallelbuschel. Zu jedem Durch
messer gehOrt eine bestimmte, bezuglich der Parabel polare Richtung (die Polaren 
der Punkte eines Durchmessers sind alle parallel), zur unendlichfernen Geraden 
insbesondere die Richtung der eigentlichen Durchmesser. Jeder eigentliche 
Durchmesser halbiert die Sehnen von konjugierter Richtung. 

Wiihlt man ein affines Koordinatensystem so, daJ3 die x-Achse ein Durch
messer und die y-Achse Tangente der Parabel ist, so nimmt bei geeigneter Wahl 
der Einheitspunkte die Gleichung einer reellen Parabel die Gestalt 

y2 ± 2x = 0 

an (affine N ormalform der Parabelgleichung). 
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22. Affine Geometrie der FUichen zweiten Grades. Ausschlaggebend fur 
die Klassifikation ist wieder das Verhalten des Schnittes ex> mit der uneigent
lichen Ebene coo. 

Man erhiilt folgende Falle (Yo und So sind Rang und Signatur von Coo): 
Rang 4. Coo ist vom Rang Yo = 3 oder 2; Flachen der letzteren Art sind 

die Coo beruhrenden Paraboloide. Bei reellen Flachen hat man: 
a) Yo = 3, So = 3: Ellipsoide und null teilige Flachen; 
b) Yo = 3, So = 1: Hyperboloide mit zwei Unterfallen: elliptische 

oder zweischalige Hyperboloide mit imaginaren Erzeugenden und 
hyperbolische oder einschalige Hyperboloide mit reell~n Erzeugenden 
(Signatur 2, bzw. 0). 

c) Yo = 2, So = 2: Elliptische Paraboloide mit imaginaren Er
zeugenden. 

d) Yo = 2, So = 0: Hyperbolische Paraboloide mit reellen Er
zeugenden. 

Rang 3- Coo ist vom Rang Yo = 3, 2 oder 1. Der erste Fall gibt die eigent
lichen Kegel, die beiden letzten Falle geben die uneigentlichen Kegel oder 
Z y li n de r. Bei reellen Flachen hat man: 

a) Yo = 3, So = 3: Null teiliger Kegel. 
b) Yo = 3, So = 1: Ein teiliger Kegel. 
c) Yo = 2, So = 2: Elliptischer Zylinder. 
d) Yo = 2, So = 0: Hyperbolischer Zylinder. 
e) Yo = 1: Parabolischer Zylinder. 
Die Diskussion der zerfallenden Flachen vom Rang 2 und 1 bietet keinerlei 

Schwierigkeiten. 
Der Pol M von Coo bezuglich einer nicht ausgearteten Flache heiBt wieder 

Mittelpunkt; er ist bei Paraboloiden ein Punkt von Coo selbst (Fliichen mit 
uneigentlichem Mittelpunkt). Die Ellipsoide und Hyperboloide (Flachen mit 
eigentlichem Mittelpunkt) werden auch als Zentral- oder Mittelpunkts
fliichen bezeichnet. Die Polaritiit bezuglich der Fliiche bestimmt eine Polaritiit 
in Coo (Polaritat bezuglich Coo) und im Bundel M; letztere entsteht durch Projek
tion entsprechender Punkte und Geraden von Coo und bestimmt als Ort inzidenter 
Elemente (Geraden und Ebenen) einen Kegel mit dem Scheitel M (Projektion von 
Coo aus M), den Asymptotenkegel. Seine Erzeugenden heiBen Asymptoten, 
seine (Tangenten-) Ebenen Asymptotenebenen der Flache. Gerade und 
Ebenen durch M heiBen Durchmesser und Durchmesserebenen (Diame
trale benen) der Flache; entsprechen sie einander in der Polaritat des Bundels 
M, so spricht man von konjungierten Durchmessern und Durchmesser
e ben en. Der Punkt Mist der Mittelpunkt der von den Schnittpunkten eines 
Durchmessers mit der Flache bestimmten Strecke und der Mittelpunkt des 
Schnittes einer Durchmesserebene. Die Tangentenebenen der Flache in den 
Punkten eines solchen Schnittes umhullen einen Zylinder, dessen Erzeugende 
zum konjugierten Durchmesser parallel sind. 

Eine reelle Ebene schneidet eine reelle MittelpunktsfHiche in einer Ellipse, 
Hyperbel oder Parabel, je nachdem sie zu keiner, zu zwei verschiedenen oder 
zu zwei zusammenfallenden reellen Asymptoten parallel ist. 

Wahlt man ein Tripel konjugierter Durchmesser als Achsen eines affinen 
Koordinatensystems (Ziff.9), so laBt sich durch geeignete Wahl der Einheits
punkte die Gleichung einer Mittelpunktsflache stets in eine der folgenden 
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affinen N ormalformen (Mi ttelpunktsgleichungen) bringen: 
- X2 - y2 - Z2 = 1 (nullteiliges Ellipsoid); 

X2 + y2 + Z2 = 1 (einteiliges Ellipsoid); 
X2 + y2 - Z2 = 1 (hyperbolisches Hyperboloid); 
X2 - y2 _ Z2 = 1 (elliptisches Hyperboloid) 
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(in den beiden letzten Gleichungen konnen links die Minuszeichen natiirlich auch 
in anderer Anordnung vorkommen, sofern nur die Anzahl ungeandert bleibt). 
Flachen, deren Gleichungen sich nur durch das Vorzeichen des konstanten 
Gliedes unterscheiden, werden als konjugierte FHi.chen zweiten Grades 
bezeichnet. Zu einem Ellipsoid ist also immer eine nuIlteilige Flache, zu einem 
hyperbolischen Hyperboloid ein elliptisches konjugiert und umgekehrt. Zwei 
konjugierte FHichen haben stets den Asymptotenkegel gemeinsam. 

Bezogen auf ein Koordinatensystem, dessen Achsen (reelle) Asymptoten 
sind, nimmt die Gleichung eines reeHen Hyperboloides die Form 

1::1Yz + 1::2ZX + 1::3Xy = 1, I::i = ±1 
an; und zwar ist bei einem hYPt:'rbolischen Hyperboloid 1::11::21::3 = -1, bei einem 
elliptischen 1::11::21::3 = + 1 . 

Bei Paraboloiden artet der Asymptotenkegel aus und fii1lt mit 1::00 zusammen. 
Durchmesser und Durchmesserebenen bilden Parallelbiindel. Jede eigentliche 
Durchmesserebene (1::00 ist auch Durchmesserebene!) schneidet die Flache in 
einer Parabel, jede andere Ebene das elliptische Paraboloid in einer Ellipse, 
das hyperbolische in einer Hyperbel. Die Polaritat beziiglich der Flache ruft 
eine Involution in dem in 1::00 gelegenen Geradenbiischel M hervor; zwei Durch
messerebenen heiBen konjugiert, wenn ihre uneigentlichen Geraden einander in 
dieser Involution entsprechen. Zu jeder Durchmesserebene gehort eine bestimmte 
beziiglich der Flache pol are (konjugierte) Richtung, zu 1::00 insbesondere die 
Richtung der Durchmesser. Jede eigentliche Durchmesserebene halbiert die 
Sehnen der Flache von konjugierter Richtung, ihre Schnittparabel ist Beriihrungs
linie eines Tangentenzylinders. Zu jedem Durchmesser gehort eine bestimmte, 
beziiglich der Flache polare EbenensteIlung, zu einem uneigentlichen Durchmesser 
insbesondere die SteHung der konjugierten Durchmesserebenen. Jeder eigentliche 
Durchmesser schneidet jede konjugierte Ebene im Mittelpunkt des Kegelschnittes, 
in dem sie die Flache schneidet. 

Wiihlt man ein affines Koordinatensystem so, daB die z-Achse ein Durch
messer, die xy-Ebene Tangentenebene und die xz- und yz-Ebene konjugierte 
Durchmesserebenen sind, so nimmt - bei geeigneter Wahl der Einheitspunkte -
die Gleichung eines reellen Paraboloides die Gestalt 

1::1 X 2 +1::2y2=2z, 1::;=±1 

an (affine N ormalform der Paraboloidgleichung), und zwar ist bei elliptischen 
Paraboloiden 1::11::2 = + 1, bei hyperbolischen 1::11::2 = - 1. 

23. Metrische Geometrie der Kegelschnitte. Wir beschranken uns im 
folgenden durchaus auf reelle Kegelschnitte (Gleichung mit lauter reellen Koeffi
zienten). Die metrischen Spezialfalle ergeben sich leicht als jene, deren uneigent
liches Punktepaar eine besondere Lage zum absoluten Punktepaar (Ziff. 10 u. 13) 
hat. Man erhalt folgende neue FaIle nicht zerfallender Kegelschnitte. 

1. Die nullteiligen und einteiligen Kreise, d. s. jene Kegelschnitte, 
die goo im absoluten Punktepaar schneiden. 

2. Die gleichseitigen Hyperbeln, deren uneigentliche Punkte das ab
solute Punktepaar harmonisch trennen, so daB ihre Asymptoten aufeinander 
senkrecht stehen. 
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Die metrischen SpezialHille der zerfallenden Kegelschnitte sind ohne be
sondere Bedeutung. Bei Parabeln tritt kein neuer Fall auf, da der eine (reelle!) 
uneigentliche Punkt keinerlei besondere Lage zum uneigentlichen Punktepaar 
haben kann. 

Beim Kreis stehen konjugierte Durchmesser aufeinander senkrecht, bei der 
gleichseitigen Hyperbel werden die von zwei konjugierten Durchmessem ge
bildeten Winkel von den Asymptoten halbiert, und umgekehrt gilt, daB zwei senk
rechte Kreisdurchmesser oder zwei Durchmesser einer gleichseitigen Hyperbel, 
deren Winkel von den Asymptoten halbiert werden, konjugiert sind. 

Eine Involution in einem (Geraden- oder Ebenen-) Buschel besitzt stets ein 
Paar orthogonaler Elemente und nur eines, sofem die Involution nicht uberhaupt 
die Rechtwinkelinvolution (Ziff. 10) ist. Das Paar orthogonaler Durchmesser der 
Involution konjugierter Durchmesser eines beliebigen Mittelpunktskegelschnittes 
ist das (nur beim Kreis unbestimmte) Paar der Hauptachsen. Die Schnitt-· 
punkte der Hauptachsen mit dem Kegelschnitt werden als Schei tel (vgl. Kap. 4, 
Ziff. 6) desselben bezeichnet, die Tangenten in diesen als Schei telt angen ten. 
Bei der Parabel filit die eine Hauptachse mit der unendlichfemen Geraden zu
sammen, wahrend die andere die samtlichen auf der Durchmesserrichtung 
(Ziff.21) senkrechten Sehnen halbiert. 

Macht man die Hauptachsen zu Koordinatenachsen, so nimmt die Gleichung 
eines Mittelpunktskegelschnittes stets eine der metrischen N ormalformen 

an (nullteiliger Kegelschnitt, Ellipse, Hyperbel). Die Zahlen a und b sind die 
halben Langen der Hauptachsen, d. h. die Abstande der Scheitel vom Mittelpunkt 
bzw. bei imaginaren Scheiteln die absoluten Betrage dieser Abstande. Urn eine 
metrische Normalform der Parabelgleichung zu erhalten, macht man die (eigent
liche) Hauptachse und die Scheiteltangente bzw. zur x- und y-Achse und erhalt 
(Ziff.21) y2 = 2px. 
Dber die Bedeutung von p vgl. Ziff. 24. 

. Die Diskussion und die Hauptachsentransformation einer in inhomogenen 
rechtwinkligen Koordinaten gegebenen beliebigen Kegelschni ttgleichung t (x, y) = 0 
wird man zweckmaBig folgendermaBen ausfiihren: Man untersucht zunachst, ob 
die Determinante A von Null verschieden ist oder nicht und bestimmt das Vor
zeichen von A 33 • Handelt es sich urn einen Mittelpunktskegelschnitt 
(A =1= 0, AS3 =1= 0). so berechnet man aus Iz = 1,1 = 0 den Mittelpunkt M. Die 
Gleichung hat, wenn man M durch eine Parallelverschiebung zum Ursprung ge
macht hat, die Form Ax2 + 2 Bxy + Cy2 = k; auf die binare quadratische 
Form linkerhand wendet man das in Kap.2, Ziff.32. angegebene Verfahren an 
oder man setzt die Drehungsformeln 

x = x' cosg; - y' sing;, 

y = x' sing; + y' cosg; 

mit unbestimmtem g; in die obige Gleichung ein und bestimmt dann g; so, daB 
der Koeffizient des Gliedes mit x'y' in der transformierten Gleichung verschwindet. 

(Es ist tg2g; = A2!!, c; man erhalt immer zwei, urn nj2 verschiedene Wertel) 

Bei einer Parabel macht man am einfachsten von der Tatsache Gebrauch, daB 
die Glieder zweiten Grades in f (x, y) = 0 ein vollstandiges Quadrat (P x + qy) 2 

hilden. Setzt man also wx' = px - qy, wy' = px + qy, wo W = ypz + q2 ist, 



Ziff. 24. Metrische Geometrie und Fokaleigenschaften der Kegelschnitte. 129 

so erhalt man eine Gleichung der Form Ay'2 + 2 Bx + 2 Cy' + D = 0, in welcher 

die x'-Achse bereits die Hauptachse ist. Durch die Parallelverschie bung y = y' + ~ , 
x = x' + A ~;B C2 ergibt sich dann unmittelbar die Normalform. Bei zer

failenden Kegelschni tten (A = 0) bestimmt man, wenn Ass =fo- 0 ist, aus 
Ix = I" = 0 den Doppelpunkt und macht ihn durch eine Parallelverschiebung 
zum Ursprung; ist Ass = 0 (Parallelgeradenpaar oder Doppelgerade), so bestimmt 
man den unendlichfernen Punkt (Nullsetzen der Glieder zweiten Grades von 
I (x, y) = 01) und dreht das Koordinatensystem so, daB die so erhaltene Richtung 
die Richtung einer Koordinatenachse ist. 

24. Fokaleigenschaften der Kegelschnitte. Aus den beiden absoluten Punkten 
lassen sich an einen nicht ausgeartetenKegelschnitt im allgemeinen vier (imaginare) 
Tangenten legen, die sich in vier Punkten schneiden, von denen zwei reell und zwei 
imaginar sind und die als Brennpunkte F (Abb. 6-8) des Kegelschnittes be
zeichnet werden. Bei der Parabel fallt einer der beiden reellen Brennpunkte in den 
uneigentlichen Punkt, die imaginaren sind mit den absoluten Punkten identisch. 
Beim Kreis fallen beide Brennpunktepaare in den Mittelpunkt. Die Polaritat 
bezuglich des Kegelschnittes bestimmt in jedem Punkt (d. h. Geradenbuschel) 
eine Involution; diese Involution ist in den Brennpunkten, und nur in diesen, 
eine Rechtwinkelinvolution. 

sind 
und 

Die Koordinaten der Brennpunkte des Mittelpunktskegelschnittes 
%2 y2 

El tJ2 + E2[j2 = 1 (El = ±1, E2 = ±1) 

x = 0, Y =±ye;-b2 - E1 a2 

x =±fE1 a2 - E2b2, Y = O. 
Jedes Brennpunktepaar liegt aho auf einer Hauptachse, und zwar die reellen 
bei der Ellipse auf der groBen, beim nullteiligen Kegelschnitt auf der kleinen 
und bei der Hyperbel auf der reellen (inneren) Hauptachse. Der Abstand e der 
reellen Brennpunkte vom Mittelpunkt heiBt lineare Exzentrizitat, der 
Quotient aus dieser und der halben Lange der Hauptachse, auf der die reellen 
Brennpunkte liegen, numerische Exzen trizi ta t (im folgenden mit E bezeichnet), 

Die Koordinaten des eigent
lichen Brennpunktes der Parabel 
y2 = 2px sind x = iP, y = 0; dar
aus ergibt sich eine geometrische 
Deutung von P; es ist das der 
doppelte Abstand des Brenn
punktes vom Scheitel und zugleich 
die halbe Lange der auf der Achse 
senkrechten und durch den Brenn
punkt gehenden Sehne; die letztere 
Zahl wird auch bei Mittelpunkts
kegelschnitten als "Parameter" 
eingefiihrt und in der Regel mit 
P bezeichnet. 

Die Ellipse (Hyperbel) ist der 
geometrische Ort der Punkte, fUr 
die die Summe (Differenz) der Ab

y 
H 

Abb. 6. Ellipse. 

stande von zwei festen Punkten, den Brennpunkten, konstant ist. 

I 
J 

~ 
, oX 

Die Polaren der Brennpunkte sind die Lei tlinien l des Kegelschnittes; 
versteht man unter den Brennstrahlen eines Punktes eines Kegelschnittes die 

Handbuch der Physik. III. 9 
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absoluten. Betriige ,seiner Abstiinde von den Brennpunkten, so gilt: Das Ver
hiiltnis jedes Brennstrahles eines Kurvenpunktes zu seinem Abstand von der 
zugehorigen Leitlinie ist gleich der numerischen Exzentrizitiit. Die Mittel

punktskegelschni tte 
besitzen zwei, die Pa
rabel eine und der 
Kreis keine eigent
liche reelle Leitlinie. 
Es folgt: 

y 

Abb. 7. Hyperbe!. 

Die Parabel ist 
der geometrische Ort 
der Punkte, die von 
einem festen Punkt 
(dem Brennpunkt) 
und von einer festen 
Geraden gleichen Ab
stand haben. 

Die Winkel der 
Brennstrahlen eines 
Kegelschni ttpunktes 
P werden von Tan

gente und Normale in P halbiert. Dieser Tatsac:he verdanken die Brennpunkte 
ihren Namen; denkt man sich in einem Brennpunkt eine Lichtquelle angebracht, 
deren Strahlen am Kegelschnitt (d. h. an seinen Tangenten) reflektiert werden, 

y 

so schneiden sich die reflektierten 
Strahlen im anderen Brennpunkt 
(sind ane parallel zur Haupt
achsenrichtung bei einer Parabel). 

Der Ort der Punkte, von 
denen aus sich ein Paar orthogo
naler Tangenten an den Kegel
schnitt legen HiBt, ist ein Kreis, 

__ ---1=f:=::+===~-~,--------~x der als Haupt- oder Direktorkreis 
IF }( H des Kegelschnittes bezeichnet 
: wird. Der Hauptkreis artet bei 
I der gleichseitigen Hyperbel in das 

~~'- Paar der isotropen Geraden durch 
----X den Mittelpunkt und bei der Pa

Abb. 8. Parabe!. 

rabel in die beiden Leitlinien aus. 
Die Gleichung des Hauptkreises 
des Mittel punktskegelschni ttes (1) 

ist x2+y2=Cla2+C2b2. 

In Abb. 6 bis 8 sind neben Brennpunkten, Leitlinien und Hauptkreisen 
auch die Kriimmungsmittelpunkte K und Kriimmungskreise fJ( in den 
Scheiteln S angegeben. Die Konstruktionen aller dieser Punkte und Linien 
sind in den Abbildungen durch gestrichelte Linien angedeutet und daraus ohne 
Schwierigkeit zu entnehmen (in Abb. 8 ist die Strecke FK = P/2). 

Macht man einen (reellen) Brennpunkt zum Pol, die Richtung zum zweiten 
Brennpunkt zur Achse eines Polarkoordinatensystems, so ist 

r= p 
1 + E cos", 
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die Gleichung des Kegelschnittes; dabei ist p der Parameter und e die numerische 
Exzentrizitat; die Gleichung umfaBt also alle FaIle nichtausgearteterKegel
schnitte und zwar ergibt sich fUr e = 0 der Kreis vom Radius p, fur 0 < e < 1 
eine Ellipse, fur e = 1 eine Parabel und fUr e> 1 eine Hyperbel. 

25. Metrische Geometrie der FUi.chen zweiter Ordnung. Wir beschranken 
uns auf reeIle, nicht ausgeartete Flachen, und zwar auf die wichtigsten FaIle. 
Von den metrisch ausgezeichneten Flachen erwahnen wir nur die einteilige und 
nullteilige Kugel sowie die verschiedenen Arten von Drehflachen zweiten Grades, 
die alle durch Rotation eines bestimmten Kegelschnittes urn eine Hauptachse 
entstehen und deren uneigentIicher Kegelschnitt den absoluten Kegelschnitt 
bertihrt. 

Wir betrachten zunachst die Mittelpunktsflachen. Es gibt (mindestens) ein 
Tripel konjugierter und zugleich orthogonaler Durchmesser (bei Drehflachen gibt 
es 001, bei der Kugel 002 derartige Tripel), die Hauptachsen der Flache. Macht 
man diese (in geeigneter Reihenfolge) zu Koordinatenachsen, so nimmt die 
Flachengleichung eine der metrischen NormaIformen 

%2 y2 Z2 
-a2 - b2 - C2 = 1 (nullteilige Flache), 

%2 y2 Z2 
(i2 + b2 + C2 = 1 (Ellipsoid), 

(1) 
%2 y2 Z2 - + - - - - 1 (einschaliges Hyperboloid), a2 b2 c2 -

%2 y2 Z2 
- £i2 - b2 + C2 = 1 (zweischaliges Hyperboloid) 

an; a, b, c sind die wie in Ziff. 23 zu verstehenden haIben Langen der Haupt
achsen. Bei Drehflachen sind zwei derselben einander gleich. Der Asymptoten
kegel der beiden ersten Flachen ist 

der der beiden letzten 

Die UberfUhrung emer vorgelegten Flache I (x, y, z) = 0, von der nach Ziff. 22 
festgestellt ist, daB sie eine Mittelpunktsflache ist, in eine der Formen (1) ge
schieht so, daB man zunachst aus Ix = I" = I. = 0 den Mittelpunkt bestimmt, 
diesen durch eine Parallelverschiebung zum Ursprung macht und dann mittels 
des in Kap.2, Ziff.33 angegebenen Verfahrens die Drehung des Koordinaten
systems bestimmt, we1che die Hauptachsen zu Koordinatenachsen macht. Mehr
fache Wurzeln der Sakulargleichung treten offenbar bei DrehfHichen (und nur 
bei solchen) auf. 

1st die Flache I (x , y, z) = 0 ein Paraboloid, so bestimme man zunachst das 
uneigentliche Geradenpaar 7 (x, y, z) = 0, wo 1 die aus den Gliedern zweiten 
Grades von I aIlein bestehende homogene quadratische Form ist, die wegen 
A44 = 0 (Ziff. 22) den Rang 2 hat. Bringt man 1 durch eine orthogonale Trans
formation auf eine Quadratsumme, so enthii.1t diese nur zwei Glieder, etwa 
Ax2 + By2. Die Gleichung 1=0 geht vermoge dieser Transformation tiber in 
eine Gleichung von der Form 

AX2 + B y2 + 2 ex + 2 D Y + 2 E z + F = 0, 
9* 
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und diese laBt sich ohne Schwierigkeit mittels einer Parallelverschiebung III 

eine der Normalformen 
x2 y2 
a 2 + f)2 = ±2z (elliptisches Paraboloid), 

x2 y2 
a2 - b2 = ±2 z (hyperbolisches Paraboloid) 

uberfuhren. Hier ist die z-Achse jener Durchmesser, der auf der polaren Ebenen
stellung (Ziff.22) senkrecht steht und die einzige eigentliche Hauptachse des 
Paraboloides ist. Die Ebenen z = konst.schneiden die Paraboloide in Ellipsen 
oder Hyperbeln, deren Hauptachsen zur x- und y-Achse des Koordinatensystems 
parallel sind. 

1m Fall eines Kegels (mit eigentlichem Doppelpunkt) verfahrt man wie bei den 
Mittelpunktsflachen: Bringt man den Doppelpunkt durch eine Parallelverschiebung 
in den Ursprung, so hat die Kegelgleichung die Form g (x, y, z) = 0, wo g eine 
homogene quadratische Form ist, die man durch eine orthogonale Transformation 
in eine Quadratsumme uberfUhrt. Zylinder sind wie Paraboloide zu behandeln; 
ahnlich die zwei- und dreifach ausgearteten FHi.chen. 

26. Fokaleigenschaften der FHi.chen zweiter Ordnung. Wir gehen hier aus 
mehreren Grunden (vor allem wegen des Zusammenhanges mit den elliptischen 
Koordinaten) von anderen Gesichtspunkten aus wie in Ziff. 24, bemerken jedoch, 
daB die folgende Darstellungsart sich ohne Schwierigkeit auch in der Ebene 
durchfUhren lafit. 

Sind t (x, x) = 0 und g (x, x) = 0 zwei FHichen zweiter Ordnung in beliebigen 
(projektiven oder spezielleren) homogenen Koordinaten, so nennt man die 001 

Flachen, die durch t(x, x) - 19(x, x) = 0 

fUr die verschiedenen Werte von 1 dargestellt werden, ein Buschel von Flachen 
zweiter Ordnung, wahrend man dual von einer durch zwei Flachen zweiter Klasse 
F (u, u) = 0 und G (u, u) = 0 bestimmten Schar von FHichen zweiter Klasse 
spricht. 

Wir betrachten die Flachenschar 

F (u, u) - }, (ui + u~ + u~) = 0, (1 ) 

die - in homogenen rechtwinkligen Koordinaten - durch eine beliebige nicht ent
artete Flache zweiter Klasse F (u, u) = 0 und den absoluten Kegelschnitt ui + u~ + 
+ u~ = 0 gegebenist, unddie als konfokale Schar bezeichnet wird. Alle Flachen 

4 

derScharhabengemeinsameHauptachsen. IstF(u, u) = l: Ai/"uiuk> so ist eine 
i,k=l 

Flache (1) in einen Kegelschnitt entartet, wenn 1 eine Wurzel der charakte
ristischen Gleichung 

An - 1 A12 Al3 A14 

A21 A22 -}, A 23 A24 = 0 (2) 
A31 A32 A33 - j, A34 

AM Au Au AM 
der Schar (1) ist. Zu den Wurzeln von (2) ist auch 1 = 00 zu zahlen (der absolute 
Kegelschnitt). Die zuden anderen Wurzeln von (2) gehorigen Kegelschnitte heiDen 
Fokalkegelschnitte aller Flachen (1). Die Geraden, durch welche sich an 
jede Flache (1) isotrope Tangentenebenen legen lassen, werden als Fokalgerade 
bezeichnet. Es gibt 002 reelle Fokalgerade.Sie sind mit den Erzeugenden der 
Fliichen (1) identisch. Ahnlich wie die Fokalgeraden (als Trager eines Paares 
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isotroper Tangentenebenen) definiert man die Fokalpunkte und Fokale benen 
als Trager eines Paares isotroper Tangenten von (1). Jeder Fokalpunkt ist also 
mit einer Fokalebene inzident. Die Fokalpunkte sind mit den Punkten, die 
Fokalebenen mit den Normalebenen der Fokalkegelschnitte identisch. Die 
Normale einer eigentlichen Fokalebene in ihrem Fokalpunkt ist zu ihr beziiglich 
aller Flachen (1) konjugiert. Man bezeichnet diese Normalen als Fokalachsen; 
aIle Fokalachsen sind auch Fokalgerade, aber nicht umgekehrt. 

Sei nun .x2 y2 Z2 

IX + 7F + r = 1 (IX> fJ > 1') 

bzw. in Ebenenkoordinaten (Ziff. 18) 

IX u2 + fJ v2 + I' w2 = 1 

die Gleichung einer beliebigen Mittelpunktsflache in inhomogenen rechtwinkJigen 
Koordinaten. Die konfokale Schar ist dann 

(IX - A) u2 + (fJ - A) v2 + (I' - A) w2 = 1 
bzw. .x2 y2 Z2 

--+--+~·=1 IX-A (J-;, Y-A . (1) 

Diese Gleichungen stell en je nach den Werten des Parameters verschiedene 
Mittelpunktsflachen dar, und zwar fiir 

- 00 < A < 1': Ellipsoide 

I' < A < fJ: einschalige Hyperboloide 

fJ < ), < IX: zweischalige Hyperboloide 

IX < A < + 00: nullteilige Flachen. 

Fiir die dazwischenliegenden Werte von A entartet die Flache, und zwar fiir 
A = IX in den nullteiligen Fokalkegelschnitt 

y2 Z2 
(fJ - IX) v2 + (I' - IX) w2 = 1 oder (1-- + -- = 1 , x = 0 , 

-IX y-<X 
fiir A = fJ in die Fokalhyperbel 

(IX - fJ) u2 + (I' - fJ) w2 = 1 oder 
x2 Z2 + -1 y=O, IX-{J y-{J- , 

fUr A. = y in die Fokalellipse 

(IX - y) u2 + (fJ - 1') v2 = 1 
X2 y2 

oder IX _ i' + (1 _ ;V = 1, Z = 0 

und fiir A = ±oo in den absoluten Kegelschnitt. 
Die Brennpunktepaare eines Fokalkegelschnittes sind Scheitel der beiden 

anderen Fokalkegelschnitte. Die Tangentenkegel von einem beliebigen Fokal
punkt F (und nur von einem so1chen) an die FHichen der Schar sind koaxiale 
Drehkegel, deren Drehachse die Tangente des betreffenden Fokalkegelschnittes 
in Fist. Insbesondere wird ein Fokalkegelschnitt von jedem Punkt eines 
anderen Fokalkegelschnittes aus durch einen Drehkegel projiziert. 

Die drei Fokalkegelschnitte schneiden jede Flache der Schar in zw6lf Punkten, 
den sog. Nabelpunkten derFlache (vgl. Kap.4, Ziff.19). Von ihnen sind beim 
Ellipsoid und zweischaligen Hyperboloid vier reell und acht imaginar, beim 
einschaligen Hyperboloid und bei der nullteiligen Flache alle imaginar. Die 
Nabelpunkte sind Fokalpunkte; ihre Fokalebenen sind die Tangentenebenen 
der Flache in den Nabelpunkten und schneiden die Flache in isotropen Erzeugen
den. Die Tangentenebenen in diametral gegeniiberliegenden Nabelpunkten sind 
parallel; alle zu ihnen parallelen Ebenen schneiden die Flache in Kreisen (Dupin
sche Indikatrix, Kap. 4, Ziff. 19). Aus diesem Grunde werden die Nabelpunkte 
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haufig als Kreispunkte bezeichnet, doch ist diese Bezeichnung nicht zweck
maBig, da sie sehroft fiir die absoluten Punkte der Ebene verwendet wird. 

Wir besprechen noch kurz die analogen Satze iiber Paraboloide. Sei 
x2 y2 
~ + p - 2 z = 0 oder IX u2 + fJ v2 - 2 w = 0 (IX > fJ) 

die Gleichung eines Paraboloides (elliptisch fiir IX fJ > 0, hyperbolisch fiir 
IXfJ < 0). Die konfokale Schar ist (IX -A) u2 + (fJ -A) v2 -AW2 - 2w = 0 oder 

Man erhiilt fiir 

-oo<A<fJ: 

fJ<A<IX: 
IX<A<+oo: 

X2 y2 
--+---2Z+A=0. IX-J. fJ-l. (2) 

positive (d. h. nach der positiven z-Richtung offene) ellipti
sche Paraboloide, 
hyperbolische Paraboloide 
negative (d. h. nach der negativen z-Richtung offene) ellip
tische Paraboloide. 

Dazwischen liegen der absolute Kegelschnitt (A = (0) und die beiden Fokal
parabeln, narnlich 

x2 . 

(IX - fJ) u2 - fJ w2 - 2 w = 0 oder --fJ - 2 z + fJ = 0, y = 0 
IX-

y2 
(fJ - IX) v2 - IX w2 - 2 w = 0 oder fJ-- - 2 z + IX = 0, x = O. 

-IX 

und 

Ihre Scheitel werden als Hauptfokalpunkte bezeichnet. Die Tangentenkegel 
von einem beliebigen Fokalpunkt F (und nur von einem solchen) an die Flachen 
der Schar sind koaxiale Drehkegel, deren Drehachse die Tangente (Fokalachse) 
der Fokalparabel in Fist. Insbesondere wird jede Fokalparabel aus jedem 
Punkt der anderen Fokalparabel durch einen Drehkegel projiziert. 

Die vier eigentlichen Schnittpunkte der Fokalparabeln mit einer Flache der 
konfokalen Schar sind wieder Nabelpunkte, von ihnen sind nur beim ellip
tischen Paraboloid zwei reell; sie fallen bei einem Drehparaboloid im Scheitel 
zusammen. Die Tangentenebene in einem Nabelpunkt ist Fokalebene und 
schneidet die Flache in isotropen Erzeugenden; alle zu ihr parallelen Ebenen, 
und nur solche, schneiden die Flache in Kreisen. 

Sind x, y, z die Koordinaten eines Punktes, so geben die in A kubischen 
Gleichungen (1) und (2) je drei stets reelle Losungen AI' A2 , A3 , die im Fall (1) 
als elli ptische oder Lam esche, im Fall (2) als para bolische Koordina ten 
des Punktes bezeichnet werden. Umgekehrt erhalt man die rechtwinkligen 
Koordinaten eines Punktes aus den elliptischen durch die Formeln 

x2 = (IX - 11) (IX - 12) (IX - 13) 
(IX - ,8) (IX - r) , 

2 _ (,8 - 11) (fJ - 12) (,8 - A3) 
Y - (fJ - r) (fJ - IX) , 

Z2 = (r - 11) (r - A2) (r - 13) • 

(r - lX){j - ,8) , 

es ergeben sich also acht Punkte (Schnitt je eines Ellipsoides, einschaligen und 
zweischaligen Hyperboloides), deren rechtwinklige Koordinaten sich aber nur 
durch Vorzeichen unterscheiden. Die parabolischen Koordinaten sind vier
deutig. 

Uber weitere Eigenschaften der konfokalen Flachen zweiten Grades, die ein 
dreifach orthogonales System bilden, vgl. Kap. 4, Ziff. 28. 
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27. Quadratische Mannigfaltigkeiten im Rn. Eine V~j) des Rn ist dUTch 
eine Gleichung n 

t(x, x) = 2: aikxixk = 0 
i,k~O 

gegeben. Die Theorie dieser quadratischen Hyperflachen ist zum groBten Teil 
eine unmittelbare Verallgemeinerung der Satze uber Kegelschnitte (Vi des R2) 

und Flachen zweiten Grades (V~ des R3)' Wir erwahnen nur die Begriffe der 
Hyperflachen zweiter Ordnung und zweiter Klasse und die Polaritat bezuglich 
einer V;-1' in der einem Rk ein Rn - k- 1 zugeordnet ist. Die projektive Klassi
fikation der V;-1 geschieht nach dem Rang r der Koeffizientenmatrix (aik); 
eine V;-1 heiBt p-fach ausgeartet oder singular, wenn r = n - p + 1 ist; 
sie besitzt dann einen singularen Rp -1, dessen Punkte dadurch ausgezeichnet 
sind, daB ihre Polarhyperebenen unbestimmt sind. 1st r = 2 oder = 1, so ist 
die V;-1 reduzibel (Kap. 2, Ziff. 32); und besteht bzw. aus einem Paar ver
schiedener oder zusammenfallender Hyperebenen, eine V;,-l yom Rang 0 besteht 
aus allen Punkten des R n , da aIle aik = 0 sind. Der Rang r ist die einzige 
1nvariante einer V;'-l gegenuber beliebigen (reellen oder imaginaren) projektiven 
Transformationen; ist die V;-1 reell und betrachtet man nur reelle projektive 
Transformationen, so tritt als zweite 1nvariante noch die Signa tur der qua
dratischen Form t (x, x) hinzu. Eine genauere Betrachtung der ausgearteten -V;-1 
erubrigt sich, da diese nichtausgeartete quadratische Mannigfaltigkeiten des 
Bundes (Ziff. 17) sind, dessen Kern der singulart:; Rp _ 1 ist (die Kegel sind nichtaus
geartete Gebilde zweiten Grades im Bundel). 

Von einiger Bedeutung und nicht unmittelbar aus den Verhaltnissen im R3 
zu erschlieBen sind die Satze uber die in einer nichtausgearteten V;-l ent
haltenen linearen Raume groBter Dimension. Es sind hier zunachst die beiden 
Falle n gerade und n ungerade zu unterseheiden. Es gilt: Auf einer nichtsingularen 
V~k-1 eines R2k gibt es 004 k(k+ 1) line are Raume Rk- 1 von groBter Dimension k-1, 
die ein einziges System bilden (wie die Punkte eines Kegelsehnittes), d. h. 
man kann durch eine stetige Bewegung auf der V~k-1 jeden R k_1 in jeden 
beliebigen anderen Rk - 1 versehieben. Dagegen gibt es auf einer niehtsingularen ~k 
eines R2k+1OOkk(k+1) lineare Raume Rk von groBter Dimension k, die sieh in 
zwei durehaus versehiedene Systeme verteilen (so wie die Erzeugenden 
einer FHiehe zweiten Grades). Uber das Verhalten der Rk im zweiten Fall gibt 
folgender Satz weiteren AufsehluB: 

Auf einer niehtsingularen V~k eines R2k+1 sehneiden sieh 

zwei Rk {desselh~end Systesms t }, wenn k {geraded } ist, in einem Raum von 
verse Ie ener ys erne ungera e 
. . ( { Rk }') . {verschiedener Systeme} gerader DImenSIOn R o, R 2 , ••• , R und zwel Rk d Ib S t 

k-l esse en ys ems 

h 'd . h k {gerade }. t" R d D' . se nel en SIC ,wenn d IS, m emem aum von ungera er ImenslOn unger a e 

( R -1' R1 , R3 , ••• , {RR~ 1 }) . . 

1) Uber den allgemeinen Begriff der k-dimensionalen Mannigfaltigkeit Vk vgl. Kap. 1, 
Ziff. 25 u. 26. Eine V k heiBt a 1 g e bra i s c h, wenn sie durch ein System algebraischer 
Gleichungen (deren linke Seite also Formen in den homogenen Koordinaten eines Punktes 
sind) dargestellt ist, und insbesondere von der Ordnung m, wenn sie von jedem R n - k 
in m (evtl. auch zusammenfallenden) Punkten getroffen wird; man bezeichnet sie dann 
mit V;;'. Eine algebraische V;;' gehort stets einem Raum von hochstens m + k - 1 
Dimensionen zu, d. h. der Zugehorigkeitsraum einer V;;' ist hochstens eine Rm+k -1 • 

Eine quadratische Mannigfaltigkeit V~ ist also stets eine HyperfHiche (Kap. 1, Ziff. 25} 
eines R k + 1 • 
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Die jeweils an erster Stelle angegebenen Schnittraume Ro und R-I (nichtschneiden) 
entsprechen dem allgemeinen Fall, d. h. zwei allgemein angenommene Rk 
schneiden sich, wenn k gerade ist, in einem Punkt oder fiberhaupt nicht, je 
nachdem sie aus demselben System sind oder nicht und umgekehrt, wenn k 
ungerade ist. Auf den ziemlich umstandlichen Beweis kann nicht eingegangen 
werdenl ); bemerkt sei nur, daB sich eine obere Grenze fUr die Dimension a der 
linearen Raume einer VLI daraus ergibt, daB jeder Ra der V!-l auch in seinem 
Polarraum Rn - a - l enthalten sein muB, woraus a <n - a - 1 und a < l(n - 2) 
oder a <t(n - 1) folgt, je nachdem n gerade oder ungerade ist. 

v. Liniengeometrie. 
28. Linienkoordinaten. Genau so wie die Punkte und Ebenen kann man 

die Geraden einem Aufbau der Raumgeometrie als urspriingliche Elemente zu
grunde legen. Dieser zuerst von PLUCKER ausgesprochene und durchgefiihrte 
Gedanke hat zu dem als Liniengeometrie (Linie = gerade Linie) bezeichneten 
Zweig der Geometrie gefiihrt. Da es (vgl. unten) im Raum 004 Gerade gibt, wird 
diese Geometrie ganz wesentlich verschieden von jener sein, die von Punkten 
und Ebenen ausgeht, zumal die Gerade im Raum auBerdem zu sich selbst dual 
ist (vgl. hierzu auch Ziff. 31). 

Wir definieren zunachst (unter Hervorkehrung der Dualitat) als allgemeine 
homogene projektive KoordinateH 

(Strahlenkoordinaten) der Verbin-I (Achsenkoordinaten) der Schnitt
dungsgeraden zweier Punkte x und Y geraden zweier Ebenen U und v 

die sechs verschiedenen Determinanten der Matrix 

namlich namlich 

(i =F k, Pik = -PTei) . (i =F k, qik = -qki) . 
In derRegel wahlt man die Kombinationen ik = 12, 13, 14, 34, 42, 23. Sum
mationen fiber diese 6 Kombinationen sind im folgenden mit ~, Summationen, 

ik 
in denen i und k unabhangig voneinander von 1 bis 4 laufen, wie gewohnlich 

4 

mit ~ bezeichnet. 
i, k=l 

Diese Linienkoordinaten genfigen den Relationen 

p = P12Pa4 + PlaP42 + P14P2a = 0, Q = q12qa4 + qlaq42 + ql4q2a = 0, (1) 

die sich durch Entwicklung der Determinanten 

Xl X2 Xa x4 1 UI U2 Ua U4 

YI Y2 Ya Y4 =0, 
VI V2 Va V4 

=0, 
Xl X2 Xa X4 UI U2 Us U4 

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ 

nach den Unterdeterminanten der beiden ersten Zeilen (Kap. 2, Ziff. 7) ergeben. 
Daraus folgt sofort die Existenz von 004 Geraden im Raum. 

1) V gl. E. BERTINI, Projektive Geometrie mehrdimensionaler Raume, Wien 1924, S. 139£. 
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Sind die Pik und qik Koordinaten dersel ben Geraden, so ist 
oQ op 

ePik = Oqik und qik = e OPik ' (2) 

wo e =1= 0 ein Proportionalitiitsfaktor ist. 
Zwei Gerade G und G' schneiden sich, wenn 

~Pikqik = 0 oder '2:,Pikqik = 0 (3) 
ist. ik ik 

Fur metrische Untersuchungen wird man zweckmiiBig von inhomogenen 
rechtwinkligen Punkt- oder Ebenenkoordinaten ausgehen. Man erhiilt dann 
z. B. fur die Verbindungsgerade zweier Punkte (Xl' YI' Zl) und (X2' Y2' Z2) die 
schon in Ziff. 15 (SchluB) angegebenen Ausdrucke fUr die Pik. 

29. Der lineare Komplex und das Nullsystem. Eine Gleichung zwischen 
den Linienkoordinaten stellt eine Gesamtheit von 003 Geraden dar, die als 
Komplex bezeichnet wird. Wir betrachten im folgenden nur den einfachsten 
Fall einer lineare~ Gleichung mit reellen Koeffizienten 

~aikPik = 0 ~bikqik = 0, 
ik ik 

den linearen Komplex. 1st 

A = al2 a34 + al3 a42 + aU a23 = 0 

so sind die aik bzw. bik Achsen- (bzw. Strahlen-) Koordinaten einer festen 
Geraden G, und der lineare Komplex besteht nach Ziff. 28 (3) aus allen Geraden, 
die G treffen; man spricht in diesem Fall von einem·~speziellen linearen Kom
plex. Der Ausdruck A (bzw. B) ist also eine Invariante des linearen Komplexes. 

Fuhrt man in ~aikPik = 0 fUr die Pik die Ausdrucke von Ziff. 28 ein, 
so folgt ik 4 

~aikPik = ~aidxiYk - XkYi) = ~aikXiYk = 0, 
ik ik i,k~l 

wo in der letzten Summe aik = - aki und somit aii = 0 zu set zen ist. Die 
letzte Gleichung stellt aber eine schiefsymmetrische Korrelation, ein N ull
system dar (Ziff. 8), und der lineare Komplex besteht aus den Nullgeraden, 
d. h. aus den Verbindungsgeraden entsprechender (konjugierter) Punkte des 
Nullsystems. Man bestiitigt leicht die llichtigkeit folgender Siitze: 

Jedem Punkt P entspricht im Nullsystem eine Ebene durch P, die Null
e ben e des Pol e s P (das N ullsystem ist die einzige Korrela tion eines Ra urnes in 
sich, in der jeder Punkt mit seiner entsprechenden Ebene inzident ist). Siimtliche 
Nullgeraden eines linearen Komplexes, die durch einen Punkt gehen (in einer 
Ebene 13 liegen), liegen in der Nullebene von P (gehen durch den Pol von e). 
Bewegt sich ein Punkt P auf einer Geraden G, so dreht sich die Nullebene von P 
um eine zweite Gerade G'; G und G' heiBen auch hier reziproke oder kon
jugierte Polaren. Liegt der Punkt Pin der Nullebene des Punktes Q, so liegt 
auch Q in der Nullebene von P. 

Die Determinante des Nullsystems hat den Wert A2 = (a12 a34 + a13 a42+ 
+ au a23) 2; bei einem speziellen linearen Komplex artet das N ullsystem aus und 
wird zu einer Involution im Ebenenbuschel, dessen Achse die Koordinaten aik 
hat. In der ebenen Geometrie gibt es kein Analogon zum Nullsystem, da alle 
schiefsymmetrischen Determinanten ungerader Ordnung verschwinden (Kap. 2, 
Ziff. 9 B). 

Wir wenden uns zur Besprechung eihiger metrischer Eigenschaften des linearen 
Komplexes und Nullsystems. Wir bestimmen die Richtung zum (unendlich fernen) 
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Pol P 00 der unendlich fernen Ebene und das Buschel der zu dieser Richtung senk
rechten, also untereinander parallelen Ebenen. Die Pole dieser Ebenen liegen 
auf einer Geraden G, die durch P 00 hindurchgeht, und die die reziproke Polare 
der unendlich fernen Achse des Parallelebenenbuschels ist. Die Gerade G heiBt 
Achse des linearen Komplexes (oder Nullsystems). Macht man G zur z-Achse 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems, so muB die Gleichung des Nullsystems 

~~~-~~+~~~-~~+~~-~+~~-~+~~-~+ 
+ a23 (yl z2 - ZIY2) = 0 

(es ist immer aik = - aki !), wenn wir X2 = Y2 = 0 setzen (Punkte der z-Achse), 
zur XY-Ebene parallele Ebenen liefern, d. h. es muB al3 = au = a23 = a24 = 0 sein; 

setzt man noch k = - a34 , so nimmt das Nullsystem die einfache Gestalt 
au 

XIY2 - YI X2 - k(ZI - Z2) = 0 oder P12 - kP34 = 0 (1) 

an. Die GroBe k, der Parameter des Nullsystems oder Komplexes berechnet 
sich bei allgemeiner Lage aus den Gleichungskoeffizienten durch die Formel 

k = _ a 12 a 34 + a 13 a42 + a14 a 23 

a~3 + a~, + a~. • 

Fur k = 0 und k = 00 ergeben sich spezielle lineare Komplexe, deren 
Achsen bzw. die z-Achse und die zu ihr senkrechte unendlich ·ferne Gerade 
sind. Die Nullebene eines Punktes (Xl' 0, 0) der x-Achse hat nach (1) die 
Gleichung Z2: Y2 = - Xl : k, d. h. sie geht durch die x-Achse und schlieBt 

mit der xy-Ebene . den Winkel p = - arctg -; ein; fUr X = Owird p = 0 

und fUr X = ± 00 wird p = =t= ~ • sign k; durchHiuft also unser Punkt die 

x-Achse in positivem Sinn, so dreht sich seine Nullebene urn dieselbe, und 
zwar ist der Drehungssinn positiv oder negativ, je nachdem der Parameter k 
negativ oder positiv ist. Da man durch eine Drehung urn die z-Achse und eine 
Parallelverschiebung in ihrer Richtung jeden Punkt zu einem Punkt der x-Achse 
machen kann, gilt allgemein: Die Nullebene eines beliebigen Punktes P enthiilt 
das von P auf die Achse des Nullsystems gefiillte Lot. Die Normale der Null-

ebene schlieBt mit der Achse dabei den Winkel p = - arctg ~ ein, wo r der 

Abstand des Punktes P von der Achse und k der Parameter des Nullsystems ist. 
30. Nullsystem und infinitesimale Schraubung. Eine Schraubenbewegung 

oder kurz Schraubung mit der Ganghohe h urn die z-Achse eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems HiBt sich in der Form 

x'= xcosp - ysinp, y'= ycosp + xsinp, z'= z + ~ 
231 

darstellen. 1st der Drehungswinkel p sehr klein, so ist in erster Annaherung 
(dx=x'-x, dy=y'-y, dz=z'-z; cosp : 1, sinp : p) 

h dx: dy : dz = - y : X : - . 
231 

(infinitesimale Schraubung). Bestimmt man nun nach Ziff. 29 (1) die Null
ebene eines Punktes (Xl' YI, Zl) und geht senkrecht zu dieser Ebene zum Nachbar
punkt (Xl + dx, Yl + dy, Zl + dz), so gilt 

dx : dy : dz = -~ : Xl : k. 
Daraus folgt: 1st ein Nullsystem (1), Ziff. 29, vorgelegt, so erhalt man die einem 
beliebigen Punkt P zugeordnete Nullebene, wenn man eine infinitesimale Schrau-
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bung von der Gangh6he 2 kn urn die Achse des Nullsystems ausfiihrt und dann 
in P die Normalebene der von P beschriebenen Schraubenlinie errichtet. Die 
Schraubung ist rechts- oder linksgewunden, je nachdem k positiv oder negativ 
ist. Auf diesem Satz beruht die Bedeutung des Nullsystems fUr die Kinematik, 
da jede infinitesimale Bewegung eines starren K6rpers eine infinitesimale 
Schraubung ist. 

31. Lineare Kongruenzen. Die Gesamtheit der 002 Geraden, die zwei line-

aren Gleichungen 2,aikPiTc = ° und ".J:,aikPik = ° (1) 
ik ik 

geniigen, also zwei linearen Komplexen gemeinsam sind, bilden eine line are 
Kongruenz oder Strahlsystem. Einem beliebigen Raumpunkt entspricht in 
jedem der beiden Nullsysteme (1) eine Nullebene; die Schnittgerade dieser beiden 
Ebenen ist die einzige Gerade der Kongruenz, die durch P hindurchgeht. Dual 
gilt, daB in jeder Ebene ebenfalls eine einzige Gerade der Kongruenz liegt. Die 
Geraden der Kongruenz sind allen 001 Komplexen des Biischels 

".J:,(aik + ;" aik) Pik = ° 
ik 

gemeinsam. Ein solches Komplexbiischel enthalt im allgemeinen zwei spezielle 
Komplexe, wie sich aus der in ;" quadratischen Bedingungsgleichung 

(a12 + ;"a~2) (a34 + ;"a~) + (a13 + ;"a~3) (a42 + ;"a~2) + (al4 + ;"a~4) (a23 + ;"a~3) = ° (2) 
ergibt. Es k6nnen folgende FaIle eintreten: 

1. (2) hat zwei verschiedene Wurzeln; die Kongruenz (1) heiBt hyper
bolisch oder elliptisch, je nachdem die beiden Wurzeln von (2) reell oder 
konjugiert imaginar sind. Sie besteht aus allen Geraden, welche die Achsen 
der beiden speziellen Komplexe, die Leitgeraden oder Brennlinien def 
Kongruenz treffen. 

2. (2) hat eine Doppelwurzel; die Kongruenz (1) heiBt parabolisch. Ihre 
Leitgeraden fallen in eine einzige Gerade G zusammen. Zwischen den Punkten 
von G und den Ebenen durch G besteht eine Projektivitat; die Geraden der 
Kongruenz verteilen sich in die 001 Strahlenbiischel, deren Zentren die Punkte 
von G sind und die in den entsprechenden Ebenen durch G liegen. " 

3. (2) ist identisch erfillIt; die Kongruenz heiBt singular. Aile Komplexe 
des Biischels sind speziell. AIs Bedingung ergeben sich drei Gleichungen 

a12 a34 + a13 a42 + al4 a23 = 0, a~2a34 + a~3a~ + a~4a~3 = 0, 1:aik aik = 0. (3) 
ik 

Zufolge der beiden ersten Gleichungen sind die beiden Komplexe (1) speziell; 
wegen der dritten schneiden sich ihre Achsen in einem bestimmten Punkt P 
und liegen somit in einer bestimmten Ebene e. Die Kongruenz zerfallt in das 
Geradenbiindel P und in das Geradenfeld e, d. h. sie besteht aus allen Geraden, 
die entweder durch P gehen oder in e liegen. 

Geniigen die beiden Komplexe (1) der dritten Gleichung (3) allein, so spricht 
man von involutorischer Lage. Jeder Ebene entspricht vermoge des ersten' 
Komplexes ein Punkt PI> vermoge des zweiten ein Punkt P 2• Die Verbindungs
gerade PIP 2 gehort der durch die beiden Komplexe bestimmten Kongruenz 
an, wird also von den Leitlinien derselben in zwei Punkten A und A I geschnitten. 
Liegen die beiden Komplexe involutorisch, so unterscheiden sich die beiden 
Wurzeln von (2) nur durch das Vorzeichen und fUr das Doppelverhiiltnis der vier 
Punkte P1 P2AA' erhalt man den Wert -1, d. h. die Punkte PI und P 2 werden 
von den Punkten A und A' harmonisch getrennt. Die linke Seite der dritten 
Gleichung (3) ist eine projektive Simultaninvariante der beiden Komplexe. 
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Die Achsen aller Komplexe des Biischels bilden eine Regelflache, die Achsen
Hache. Sie ist im allgemeinen Fall eine Flache dritter Ordnung (Zylindroid); 
ihre Gleichung kann in rechtwinkligen Koordinaten auf die Form 

.).J = u(cosvi + sin vi) + asin2vf 
oder 

z(x2 + y2) = 2 axy 

gebracht werden. Aus der Parameterdarstellung gewinnt man leicht AufschluB 
iiber ihre Gestalt. Die Flache spielt bei gewissen Anwendungen in der Mechanik 
eine Rolle. 

VI. Nichteuklidische Geometrie. 
32. Das Parallelenaxiom. In EUKLIDS Elementen, der altesten syste

matischen Darstellung der Geometrie, lautet das fiinfte Axiom: "Zwei Gerade 
einer Ebene schneiden sich, wenn sie mit einer dritten Geraden, und zwar auf 
derselben Seite von dieser, Winkel bilden, deren Summe kleiner als zwei Rechte 
ist." Daraus folgt unmittelbar, daB zu einer gegebenen Geraden durch einen 
auBerhalb gelegenen Punkt eine einzige nichtschneidende, d. h. parallele Gerade 
geht. Durch rund 2000 Jahre hat man sich vergeblich bemuht, das Paralle1en
axiom mit Hilfe der vorhergehenden zu beweisen; alle diese Beweise benutzen 
aber mehr oder weniger versteckt ein anderes, im wesentlichen gleichwertiges 
Axiom. So geht z. B. der Araber NASIR-EDDIN (1201-1274) von einem Dreieck 
aus, dessen Winkelsumme zwei Rechte ist. Nimmt man den letzteren Satz als 
Axiom, so laBt sich das Parallelenaxiom beweisen. Dieser Gedanke wurde von 
dem Monch GIROLAMO SACCHERI (1667-1733) und von J. H. LAMBERT (1728 
bis 1777) weiter ausgefiihrt; ihre Ergebnisse lassen sich in dem spater und un
abhangig von ihnen von LEGENDRE aufgestellten Satz zusammenfassen: Wenn 
in einem einzigen Dreieck die Winkelsumme groBer, gleich oder kleiner als zwei 
Rechte ist, so gilt dasselbe entsprechend auch fUr jedes andere Dreieck. Be
merkenswert ist, daB schon LAMBERT erkennt, daB die e!'ste Annahme auf der 
Kugel, die zweite auf einer Kugel mit imaginarem Radius erfi.illt ist (vgl. Kap. 4, 
Ziff.24). Trotzdem war GAUSS zweifellos der erste, der die Unbeweisbarkeit 
des Parallelenaxioms und damit zugleich die Moglichkeit einer von diesem Axiom 
unabhangigen allgemeinen oder, wie man meist sagt, "nichteuklidischen" 
Geometrie klar erkannte. (Streng genommen ist unter nichteuklidischer Geometrie 
jene zu verstehen, die aus der N ega tion des Parallelenaxioms entsteht und 
nicht die beide Falle, auch den euklidischen umfassende Geometrie, die damit 
in der Regel gemeint ist.) GAUSS wagte es nicht, mit seinen Resultaten vor die 
Offentlichkeit zu treten; die ersten Publikationen iiber den Gegenstand stammen 
von N. LOBATSGHEWSKIJ (1829) und J. BOLYAI (1832). Beide halten an der 
Unendlichkeit der Geraden fest und behandeln also bloB den Fall, wo sich durch 
einen Punkt P zwei Par allele zu einer gegebenen Geraden g legen lassen und die 
Winkelsumme im Dreieck kleiner als zwei Rechte ist. Der zweite Typus nicht
euklidischer Geometrie wurde erst von RIEMANN entdeckt; bei ihm ist die Gerade 
eine geschlossene Linie von endlicher Lange, durch P geht keine Parallele zu g, 
die Winkelsumme im Dreieck ist groBer als zwei Rechte. 

Die drei Typen von Geometrien, die auf den Annahmen von LOBATSCHEWSKIJ
BOLYAI, EUKLID und RIEMANN beruhen, werden als hyperbolische, para
bolische und elliptische Geometrie bezeichnet. 

Bemerkt sei, daB der Begriff des Parallelismus und der affinen Geometrie, 
wie er in Ziff. 9 gegeben wurde, von der Annahme ausgeht, daB die uneigentlichen 
Punkte eine Ebene erfi.illen, eine Annahme, die vom Standpunkt der allgemeinen 



Ziff. 33. Das Parallelenaxiom. Die Cayleysche MaBbestimmung. 141 

(nichteuklidischen) Geometrie aus nur im euklidischen Fall erfiillt ist (vgl. unten 
Ziff.34 u. 35). Man bezeichnet daher den Parallelismus von Ziff. 9 als eukli
dischen Parallelismus und spricht mitunter auch von einer euklidisch
affinen Geometrie. 

FUr die Veranschaulichung der nichteuklidischen Geometrien bieten sich 
zwei Moglichkeiten. Die erste ist durch die Fliichen konstanter Kriimmung 
gegeben (Kap. 4, Ziff. 24). Je nachdem das KriimmungsmaB der Fliiche 
positiv, null oder negativ ist, fiillt die Geometrie auf der F]iiche mit der ellip
tischen, parabolischen oder hyperbolischen Geometrie zusammen. Ein Nachteil 
dieser Interpretation ist, daB eine solche Fliiche niemals auf die ganze Ebene, 
sondern immer nur auf ein Stiick derselben abgebildet werden kann. Auch bei 
der einzigen unberandeten und singularitiitenfreien Fliiche konstanter Kriimmung, 
der Kugel, kommt man zu Unstimmigkeiten, wenn man die ganze Fliiche be
trachtet; zwei Hauptkreise ("Gerade") schneiden sich doch in zwei Punkten 
und das Postulat "Zwei Punkte bestimmen eine Gerade", wiirde eine Ausnahme 
erleiden. Die Sache ist die, daB die Geometrie der vollstiindigen elliptischen 
Ebene nicht auf der Kugel, sondern im Biindel dargestellt wird, d. h. wenn man die 
Geraden und Ebenen des Biindels bzw. "Punkte" und "Gerade" nennt, so stimmt 
die Geometrie der elliptischen Ebene vollstiindig mit der Geometrie im Biindel iiber
ein; man sieht unmittelbar, daB hier von Parallelen keine Rede sein kann, und 
daB die Winkelsumme in einem Dreieck (d. h. die Summe der Fliichenwinkel eines 
Dreiflachs) groBer als zwei Rechte ist. Die Kugelgeometrie (Ziff. 2) selbst bezeichnet 
man daher in der Regel.nicht als elliptische, sondern als sphiirische Geometrie. 

Wegen einer entsprechenden Deutung £iir den drei- und mehrdimensionalen 
Raum vgl. Kap. 5, Ziff.23. 

Als wesentlich besser erweist sich der von KLEIN beschrittene und der folgen
den Darstellung zugrunde liegende Weg, der kaum mehr eine Interpretation 
oder Veranschaulichung genannt werden kann, da er geradezu zur nicht
euklidischen Geometrie selbst fiihrt. Der Grundgedanke dabei ist folgender: 
Die euklidische Geometrie einer Figur ist die projektive Geometrie der Figur 
und eines bestimmten absoluten Gebildes (Ziff. 10 u. 13); dabei ist das absolute 
Gebilde in der Ebene eine ausgeartete Kurve, im Raum eine ausgeartete 
Flache zweiter Klasse. Es lag nahe, die metrischen Verhiiltnisse unter Zugrunde
legung einer beliebigen Kurve bzw. Flache zweiten Grades zu untersuchen 
(Cayleysche MaBbestimmung). KLEIN gelang der Nachweis, daB sich auf 
diese Art ein Zugang (und wohl der bequemste) zu den nichteuklidischen 
Geometrien eroffnet. 

Eine weitere Frage ist, ob neben der rein logischen auch eine physische 
Realisierungsmoglichkeit besteht. Tatsache ist, daB es in Anbetracht der Un
moglichkeit absolut genauer Messungen nie moglich sein wird, die Giiltigkeit 
der euklidischen Geometrie, die doch nur ein Grenzfall ist, streng zu beweisen. 
Die Moglichkeit, daB der Raum unserer AuBenwelt nichteuklidisch ist, besteht 
sicherlich. Aber die Frage, welche Metrik ihm aufgepriigt ist, wird sich kaum 
jemals in aller Strenge entscheiden lassen. 

88. Die Cayleysche MaBbestimmung in einstufigen Gebilden. Sind Xl' X2 
(ebenso Yl' Y2 oder Zl' Z2) homogene projektive Koordinaten in einem Gebilde 
erster Stufe (Punktreihe, Geraden- oder Ebenenbiischel), so definiert man nach 
KLEIN zuniichst zwei absolute Elemente X(l) und X(2) durch die Gleichung 

t(x, x) = an xi + 2a12 xl x2 + a22 x§ = O. 

Die Diskrimante an a22 - a~ der quadratischen Form t (x, x) bezeichnen wir mit A. 
Unter dem Intervall (Abstand oder Winkel) zweier beliebiger Elemente 
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Y = (Yl> Y2) und Z = (zl> Z2) versteht man den Wert 

)lZ = klgD(y, Z, X(1), X(2)) = kIn t(y, z) + vt(y, Z)2 - t(y, y)t(z, z) , 
t(y,z) - yt(y, Z)2 - t(y, y) t(z,z) 

wo D (y, z, X(1) , X(2)) das Doppelverhaltnis der vier Elemente y, z, X(1) und 
X(2), t (y , z) = an Yl Z1 + a12 (Y1 Z2 + Y22'1) + a22 Y2 Z2 die Polarform von t (x , x) 
und k einen konstanten Faktor bedeutet. 

1st A> 0, so spricht man von einer elliptischen MaBbestimmung. 
Der Faktor k wird in der Regel rein imaginar genommen, so daB das Intervall yz 
stets reell wird. Die absoluten Elemente sind naturlich imaginar. Setzt man 

1 
insbesondere k == 2i' so wird 

Y z = arc cos t (y , z) 
Yt (y , y) t (z, z) 

d. h. die Metrik stimmt mit der gewahnlichen Metrik im Buschel uberein. Das 

ganze Gebilde hat eine endliche "Lange", die im Fall k = ;i (naturliche MaB

einheit) den Wert 211: hat. Die MaBbestimmung hat die reelle (da k rein imaginar 
ist) Periode 2 k 11: i. 

1st A < 0 (hyperbolische MaBbestimmung), so nimmt man k reell; 
das Intervall ist aber nur dann reell, wenn die beiden Elemente Y und z das absolute 
Paar nicht trennen. Das Intervall zwischen einem absoluten und einem beliebigen 
anderen (reellen) Element ist stets unendlich, das Gebilde besitzt also zwei 
unendlichferne Elemente. Aus den beiden letztangefiihrten Grunden betrachtet 
man nur die Elemente eines der beiden durch die absoluten Elemente bestimmten 
Segmente des Gebildes und sieht von den "idealen" Elementen des anderen 
Segmentes vollstandig abo Die MaBbestimmung hat die rein imaginare Periode 
2k1l:i. 

1st schlieBlich A = 0 (parabolische MaBbestimmung), so fallen die 
beiden Fundamentalpunkte zusammen und die obige Formel fUr das Intervall 
zweier Elemente versagt. Setzt man jedoch zunachst bei A =1= 0 die Konstante 

k = c ~ und laBt dann A nach Null konvergieren, d. h. die absoluten Elemente 

zusammenrucken, so gelangt man zur euklidischen MaBbestimmung in der 
Punktreihe, wobei die unbestimmte Konstante c die Willkurlichkeit in der Wahl 
der MaBeinheit zum Ausdruck bringt 

34. Die Cayleysche MaBbestimmung in der Ebene. Wir gehen ganz analog 
vor wie in Ziff. 33. Der MaBbestimmung zugrunde gelegt wird ein Kegelschnitt Q:, 
dessenGleichunginPunktkoordinatent(x, x) =0, inLinienkoordinateng(u, u) = 0 
sein mage. Dann ist die Entfernung zweier Punkte x und y gegeben durch 

Dzy = kIn t(x, y) + Yt(x, y)2 - t(x, x)t(y, y) 

t(x, y) - vt(x, y)2 - t(x, x) t(y, y) 

und der Winkel zweier Geraden u und v durch 

A _ k'l g(u, v) + Vg(u, V)2 - g(u, u) g (v, v) 
uv - n 11 • 

g(u, v) - yg(u, V)2 - g(u, u)g(v, v) 

Man setzt fest, daB die MaBbestimmung im Buschel stets elliptisch ist, wahlt 
also k' rein imaginar. Es bleiben dann drei Falle zu betrachten: 

1. Q: ist ein nullteiliger Kegelschnitt (elliptischer Fall), kist rein imaginar. 
Die Geraden sind geschlossen und haben endliche Lange; die elliptische Ebene 
hat einen endlichen Inhalt und ist, was besonders bemerkenswert ist, einsei tig, 
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d. h. es gibt auf ihr keine Unterscheidung zwischen zwei Drehungssinnen urn einen 
Punkt, die nicht ineinander iiberfiihrbar sind, wie man sich z. B. an der in Ziff. 32 
erwahnten Veranschaulichung im Biindelleicht deutlich machen kann (vgl. hierzu 
Ziff. 38). Das Dualitatsgesetz der projektiven Geometrie bleibt voll aufrecht. 
Durch einen gegebenen Punkt geht keine Parallele zu einer gegebenen Geraden 
(das Unendlichferne ist imaginar). 

2. (£ ist ein einteiliger, nicht zerfallender Kegelschnitt (h y per b 0 lis c her 
Fall). Die Geraden sind offen und von unendlicher Lange. Betrachtet werden nur 
Punkte im Innern von (£. Die hyperbolische Ebene ist offen (einfach zusammen
hangend) und zweiseitig. Das Dualitatsgesetz laBt sich nicht mehr aufrecht
erhalten, denn dem AusschluB der "idealen" auBeren Punkte von (£ steht nicht 
der AusschluB der den Kegelschnitt (£ in reellen Punkten schneidenden Geraden 
gegeniiber, wie es das Dualitatsgesetz verlangen wiirde. Jede Gerade besitzt zwei 
unendlichfernePunkte, ihre Schnittpunkte mit (£; es gibt also durch einen ge
gebenen Punkt zwei Parallele zu einer gegebenen Geraden. 

3.(£ artet in ein imaginares Punktepaar aus (parabolischer Fall). Die 
Verbindungsgerade der beiden a.bsoluten Punkte ist die unendlichferne Gerade; 
man hat die euklidische Metrik. Erwahnt sei nur noch, daB das Dualitats
gesetz sich auch hier nicht ausnahmslos aufrechterhalten laBt, da der absolute 
Kegelschnitt als Kurve zweiter Ordnung doppeIt, als Kurve zweiter Klasse ein
fach ausgeartet ist. 

Sehr bequem gestaltet sich die Rechnung, wenn man 

f (x, x) = x~ - a (~ + ~) und g(u, u) = au~ - (u~ + u~) 
nimmt. Man erhaIt fUr a < 0 die elliptische, fiir a> 0 die hyperbolische und, 

wenn man k = /a setzt, und dann a nach Null konvergieren laBt, die para

bolische Geometrie. 
Eine deutIiche Vorstellung von den verschiedenen obenerwahnten Zu

sammenhangsverhaItnissen erhalt man, wenn man eine nichtgeradlinige Flache 
zweiter Ordnung F aus einem Punkt P auf eine nicht durch P gehende Ebene n 
projiziert. Der aus P an F gelegte Tangentenkegel schneidet n in einem Kegel
schnitt (£', der imaginar oder reell ist, je nachdem P im Inneren oder AuBeren 
von F liegt, oder schlieBlich in ein imaginares Punktepaar mit reeller Verbindungs
linie ausartet, wenn P auf F liegt. Nimmt man nun (£' als absoluten Kegelschnitt 
in n, so iibertragt sich die sich so ergebende MaBbestimmung wieder riickwarts 
auf die Flache. Als unendlichfernes Gebilde erhaIt man auf F die Projektion (£ 
von (£', die in den drei erwahnten Fallen bzw. imaginar oder reell ist oder schlieB
lich in einen einzigen Punkt, den Punkt P selbst, ausartet. Man erhaIt so als 
Bild der elliptischen Ebene ((£ und (£' imaginar) die ganze Flache F, aber nicht 
eindeutig, sondern zweideutig, da jeder Projektionsstrahl F in zwei reellen 
Punkten schneidet. 1st F die Einheitskugel und P ihr Mittelpunkt, so erhalt 
man auf diese Weise die MaBbestimmung der spharischen Geometrie. Als Bild 
der hyperbolischen Ebene ((£ und (£' reell) erhaIt man die eine der beiden Kalotten, 
in die F durch ~ zerlegt wird und als Bild der parabolischen Ebene ((£ und ~' 
ausgeartet) ergibt sich die "punktierte" Flache F, d. h. die ganze Flache mit 
Ausnahme des einzigen Punktes P. 

Der Ausdruck - 4 ~2 heiBt das KriimmungsmaB der betreffenden MaB

bestimmung. Die Bezeichnung ist von der Differentialgeometrie her iibernommen; 
1 die Geometrie auf einer Flache der konstanten GauBschen Kriimmung - 4 k2 
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stimmt mit der Geometrie der betreffenden Ebene iiberein (vgl. Ziff. 32 und 
Kap.4, Ziff.24). 

Die oben gegebenen Ausdriicke fUr Abstand und Winkel sind invariant 
gegeniiber allen Kollineationen, die den absoluten Kegelschnitt in sich iiberfiihren. 
Diese Kollineationen entsprechen also den Bewegungen der euklidischen 
Geometrie, doch ist zu bemerken, daB gerade die parabolische Geometrie gegeniiber 
dieser allgemeinen Definition der Bewegung insofern eine Ausnahmsstellung ein
nimmt, als hier unter den Kollineationen, die das absolute Punktepaar ungeandert 
lassen, auch die Ahnlichkeitstransformationen erscheinen, was mit dem Auf
treten der willkiirlichen Konstanten c beim Grenziibergang zusammenhangt. 
Diese Almlichkeitstransformationen sind also etwas spezifisch euklidisches; 
in der elliptischen und hyperbolischen Geometrie existiert nichts Entsprechendes. 
Es laBt sich zeigen, daB die Annahme der Existenz zweier ahnlicher, aber nicht 
kongruenter Dreiecke der Annahme des Parallelenaxioms gleichwertig ist, also 
mit Notwendigkeit auf die euklidische Geometrie fiihrt. 

Da die Kollineationen eine achtgliedrige Gruppe bilden und ein Kegelschnitt 
von flinf Parametern abhangt, ist die Bewegungsgruppe eine dreigliedrige Gruppe. 

35. Die Cayleysche MaBbestimmung im R,.. Fixiert man eine V!-1 
n 

I(x, x) = ~ aiT.xiXk = 0 
i, k=O 

als absolutes Gebilde, so ist der Abstand zweier Punkte und der Winkel 
zweier Hyperebenen auch hier durch die beiden Formeln aus Ziff. 34 zu de
finieren, wobei wir uns wieder auf reelles beschranken. Die Forderung, daB die 
MaBbestimmung im Biischel (001 Rn - 1 durch einen Rn - 2) elliptisch ist, fiihrt 
auch hier auf drei FaIle; und zwar auf die elliptische MaBbestimmung, wo 
I(x, x} definit, die absolute V!-1 also nullteilig ist, ferner auf die hyperbolische, 
wo t (x, x) dieSignatur n -1 hat und schlieBlich auf die parabolische oder eukli
dische, wo die absolute VL1(alS HyperfHi.ch~ zweiter Klasse) in eine nullteilige 
~-2 eines Rn- 1 ausartet, der dann die uneigentliche Hyperebene des Rn ist. 

Die Polaritat beziiglich der absoluten V!-l heiBt Orthogonalitat; zwei 
Punkte heiBen orthogonal, wenn sie beziiglich der V!-1 konjugiert sind. Zwei 
Raume Rh und Rk (h:> k) heiBen (p + i)-fach orthogonal, wenn es im Rh 
einen Rp von Punkten gibt, die zu allen Punkten des Rk orthogonal sind. 1st 
p = k, so heiBen die beiden Raume vollstandig orthogonal. Eine Gerad~ 
ist orthogonal zum Rh , wenn sie seinen Polarraum Rn _ h -1 beziiglich der ab
soluten VLl schneidet, nur wenn sie auBerdem den Rh selbst trifft, sagt man, 
sie steht auf dem Rh senkrech t oder normal. 1m parabolischen Fall sind 
diese Definitionen auf die uneigentlichen Raume von Rk und Rk anzuwenden; 
orthogonale Punkte gibt es hier natiirlich nicht. 

VII. Topologie. 
36. Begriff der Topologie. Unter Topologie oder Analysis si tus versteht 

man im Sinn von Ziff.i1 die Invariantentheorie der allgemeinsten ein-eindeutigen 
und stetigen Punkttransformationen (Kap. 2, Ziff. 20) im Rn 

Xi=/i(X1,X2 , ••• ,xn) (i=i,2, ... ,n) (1) 
bzw. xk = gdxi, x~, ... , x'n) (k = 1, 2, ... , n) (1 ') 

wo die / und g stetig differenzierbar~ Funktionen mit nirgends verschwindender 
Funktionaldeterminante sind (vgl. auch Kap.1, Ziff.24). Samtliche Ver
anderliche und Funktionen sind als reell vorausgesetzt. Eine Eigenschaft eines 
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geometrischen Gebildes, d. h. einer oder mehrerer Mannigfaltigkeiten V wird 
dannals topologische zu bezeichnen sein, wenn sie bei allen Transformationen (1) 
und (1') ungeandert bleibt. Man sieht leicht, daB diese Transformationen, bildlich 
gesprochen, ein recht weitmaschiges Sieb bilden, in dem nur mehr wenig hangen 
bleibt; dieses Wenige ist aber von urn so groBerer Wichtigkeit. 

Das Hauptproblem der Topologie ist das Problem der Homoomorphie 
zweier Gebilde; dabei heiBen zwei Gebilde homoomorph, wenn sie durch eine 
Transformation (1) oder (1 '), d. h. durch stetige Deformationen ineinander 
ubergefiihrt werden konnen. Dieses Problem ist bisher nur fur Flachen V 2 

ge16st (Ziff. 39). 
Die Probleme der Topologie konnen nach verschiedenen Methoden behandelt 

werden, ahnlich wie es in der projektiven und metrischen Geometrie eine ana
lytische und eine synthetische Methode gibt. In diesem Sinn konnte man die 
kombinatorischen und mengentheoretischen Methoden1) als synthetische, die 
im AnschluB an POINCARE 2) hier im wesentlichen befolgte als analytische be
zeichnen. 

37. Allgemeines tiber Mannigfaltigkeiten im Rn. Eine 
im Rn laBt sich auf zweierlei Arten analytisch definieren. 

Gleichungen Fi (Xl' X2 , ... , Xn) = 0 (i = 1 , 2, ... , p) 

und q Ungleichungen 

Gj (Xl' X2 , •.. , Xn) > 0 (f = 1 , 2, ... , q) 

Mannig£al tigkei t 
Es seien p < n 

(2) 

vorgelegt. Von den Fist vorausgesetzt, daB sie in dem durch die Ungleichungen (3) 
bestimmten Bereich stetig differenzierbare Funktionen der X sind, und daB ihre 
F unktionalma trix 

den Rang p hat. Die samtlichen Punkte des Rn , die (2) und (3) geniigen, erfiillen 
dann eine (n - p)-dimensionale Mannigfaltigkeit Vn - p des Rn. (1st P = 0, 
so bestimmen die Ungleichungen (3) eine Vn , die nichts anderes ist als ein Bereich 
im Rn.) Seien x' und XU zwei beliebige Punkte der Vn_p ' 1st es moglich, diese 
beiden Punkte (wo immer sie auf der Vn _ p angenommen sind) durch eine ganz 
auf der Vn - p verlaufende Kurve zu verbinden, so heiBt die Vn _ p zusammen
han ge n d. Das kommt anaIytisch darauf hinaus, daB man stetige Funktionen 
Xi = x;(t) so bestimmen kann, daB Xi (to) = xi, Xi (tl ) = xi' wird, und daB fiir 
aIle t des 1ntervalls [to, tJ (2) und (3) erfiillt sind. Eine Mannigfaltigkeit heiBt 
endlich, wenn ihre Punkte einer Ungleichung 

x~+x~+". +X~<A2 

geniigen, also im 1nneren einer Hypersphiire des Rn yom Radius A [(n -1)
dimensionale Kugel] liegen. Ersetzt man in einer der Ungleichungen (3) das 
Ungleichheitszeichen durch ein Gleichheitszeichen, so definieren diese Relationen 
zusammen mit (2) im allgemeinen eine Vn - p - 1 , die zusammenhangend sein kann 
oder nicht. Es kann natiirlich auch der Fall eintreten, daB dann uberhaupt kein 
(reeller) Punkt bestimmt ist, oder daB zwar soIche Punkte existieren, aber eine 

1) Beziiglich der ersteren vgl. das Referat von DEHN u. HEEGARD im dritten Band 
der Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften, beziiglich der letzteren vor aHem 
das Buch von KEREK]ART6, VOrlesungen fiber Topologie, Berlin, Julius Springer 1923 (bi 
jetzt nur der erste Band erschienen). 

2) Insbesondere "Analysis situs" (Journ. de l'ecole polytechn. (2) Bd. 1. 1895) und 
"Comphlment a l'analysis situs" (Rend. del circolo matem. di Palermo Bd. 13. 1899). 

Handbuch der Physik. Ill. 10 
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Mannigfaltigkeit von weniger als n - p - 1 Dimensionen erfilllen. 
heit der Punkte, die einem der q Systeme 

Fi, = 0 (i = 1,2, ... , P), G1 = 0, 

Fi = 0 (i = 1,2, ... , P), 

Gj > 0 (j> 1), 

Gj > 0 0" 4= 2) , 

F i =0(i=1,2, ... ,P), Gq=O, Gj>O(j<q) 

Ziff. 38. 

Die Gesamt-

(4) 

geniigen, bilden den (vollsHi.ndigen) Rand der durch (2) und (3) definierten 
Vn - p ' In der Regel ziihlt man nur die durch (4) definierten Vn - p - I zum Rand 
der Vn - p • 1st durch (4) iiberhaupt keine Vn - p - I definiert, so heiBt die Vn - p 
unberandet, im anderen Fall berandet. Eine Vn - p , die zusammenhangend, 
endlich und unberandet ist, wird als geschlossen bezeichnet. 

So ist z. B. die Cassinische Kurve (Kap. 4, Ziff. 8) fUr c2 < a2 eine nicht 
zusammenhangende VI des R 2 • Nimmt man zu ihrer Gleichung jedoch einmal 
die Ungleichung x > 0, einmal x < 0 hinzu, so erhalt man jedesmal eine ge
schlossene VI' Die durch x 2 + y2 = a2 , x 2 + y2 + Z2 < 4 a2 definierte V2 des Rs 
besteht aus jenem Teil des Kreiszylinders vom Radius a und der z-Achse als 
Achse, der innerhalb der Kugel vom Radius 2 a liegt; ihr Rand ist die durch 
X2 + y2 = a2, z =±a-Y3 definierte (nicht zusammenhangende) VI' 

Eine zweite Moglichkeit einer Darstellung einer V mist die durch unbestimmte 
Parameter YI' Y2' ... , Ym, namlich 

Xi = f/Ji (YI' Y2' ... , Ym) (i = 1, 2, ... , n) (5) 
vgl. hierzu, insbesondere iiber die Aquivalenz mit der ersten Darstellungsart 
(Kap.1, Ziff.26). Zu den Gleichungen (5) treten im allgemeinen noch eine 
Anzahl von Ungleichungen h (Yl' Y2' ... , Ym) > 0, (6) 

die den Variabilitatsbereich der Y einschranken. Die Funktionen f/Ji seien in 
dem durch (6) definierten Bereich als analytisch (d. h. in Potenzreihen ent
wickelbar) vorausgesetzt; ihre Funktionalmatrix habe den Rang m. Dann de
finieren (5) und (6) eine V m des Rn. Es sei V~ eine zweite, durch 

'(" ') (. 1 2 ) Xi = f/Ji Yl' Y2' ... , Ym 1 = , , ... n 
und irgendwelche Ungleichungen definierte Mannigfaltigkeit von ebenfalls 
m Dimensionen. Raben V m und V~ eine V~ gemeinsam, d. h. gehort jeder 
Punkt von V~ sowohl zu V m als auch zu V~, so lassen sich im Inneren von V~ 
die y' als analytische Funktionen der Y darstellen; von V m und V:n, sagt man dann, 
daB die eine eine analytische Fortsetzung der anderen sei (vgl. Kap. 6, 
Ziff. 10). 1st eine Folge von Mannigfaltigkeiten V~, V~, ... , n~ gleicher 
Dimension gegeben, deren jede analytische Fortsetzung der vorausgehenden ist, 
so spricht man von einer (zusammenhangenden) Kette, die als geschlossen 
bezeichnet wird, wenn die Vll:! analytische Fortsetzung der V~ ist. 1st in einer 
Gruppe von Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension jede gleichzeitig analytische 
Fortsetzung von mehreren anderen, so spricht man von einem (zusammen
hangenden) N etz. Man kann nun die Gesamtheit der Mannigfaltigkeiten einer 
Kette oder eines Netzes als eine einzige Mannigfaltigkeit ansehen und hat so 
eine umfassende Definition dieses Begriffes (es ist z. B. nicht moglich, die ganze 
Kugelflache im R3 mittels analytischerFunktionen zweier Parameter eindeutig 
darzustellen). Man iiberzeugt sich leicht, daB alle hier aufgestellten Begriffe 
topologischen Charakter haben. 

38. Einseitige und zweiseitige Mannigfaltigkeiten. Sei V m eine Mannig
faltigkeit; die in der am SchluB von Ziff. 37 angegebenen Art definiert ist, also 
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aus einer Kette oder aus einem Netze von Teilmannigfaltigkeiten Viii, V~, .. " V~) 
b~steht. Die Darstellung von Vlil sei 

- V) ((1) Ii) (j») (. _. . . _ ) 
Xi - f{J. Yi' Y2 , ... , Ym ~ - 1, 2, ... , n, 1 - 1, 2, ... , p 

zusammen mit irgendwelchen Ungleichungen fUr die yl.j). Die V~ und V:~+1) 
gemeinsame Mannigfaltigkeit sei V\tiJ+1). Wir betrachten zunachst den Fall 

p = 2. 1m 1nnern von V~,2) kann die Funktionaldeterminante Ll1,2 = : ~~~:~ 
ihr Zeichen nicht andern; andernfalls muBte sie in V~2) entweder Null oder 
unendlich werden. Nun ist aber (Kap. 1, Ziff. 26) 

a (Xal' X a2 ' "'J XUn ). O(Xa1 ,Xa2 , "'J Xan) 

Ll1,2 = a (y(2) y(2) y(2») . a (y(l) y (1) y(l») , 
l'2""'m l'2""'m 

wo aI' a2 , ••• , am irgendwelche m (verschiedene) der Zahlen 1, 2, ... , n sind; 
,. 0(%a1,%a2 , •• OJ Zan) iJ(x~,xa.JJ' 'OJ Xu,,) 

es muBte also entweder .0 (y(2) (2) (2}) = 0 oder a (1) (1) (1») = 0 
VI' Y2 ' ... , Ym Yl , Y2 , ... , Ym 

sein fur beliebige Wahl der aI' a2 , ••• , am und der Rang der betreffenden Matrizen 
ware gegen die Voraussetzung kleiner als m. 1st nun V~2) zusammenhangend, 
so kann man evtl. durch eine Vertauschung zweier y(2) erreichen, daB Ll1,2> 0 
ist. 1st aber V~2) nicht zusammenhangend, besteht sie also aus mehreren Mannig
faltigkeiten V~, V~, ... , so kann der Fall eintreten, daB Ll1,2 nicht in allen 
Mannigfaltigkeiten V~, V;:" ... dasselbe Vorzeichen besitzt. In diesem Fall 
heiBt die gegebene V m einsei tig. Wir nehmen nun an, daB das nicht der Fall 
sei, d. h. daB V~2) zusammenhangend ist und betrachten die Kette Vg:, V~l, ... , 
V\f:), die wir als geschlossen voraussetzen; die Mannigfaltigkeiten V~2), V~3), 
... , Vw:,-l,p), V~,l) seien alle zusammenhangend. Wir bilden nun die p Funk-
.. a (yW) . a (y~») 
tlOnaldetermmanten Llj,j+l = a(y~+lJ) (1 = 1,2, ... , p - 1) und Llp'l = a (y~») . 

Das Vorzeichen von Llj,j+1 liiBt sich evtl. durch Vertauschung zweier yl.j+l) 

sicher positiv machen; wir denken uns das fUr die p - 1 ersten LI durchgefUhrt. 
Das Vorzeichen von Llp'l ist dadurch aber eindeutig festgelegt, denn wiirden wir 
zwei y(l) oder zwei yeP) vertauschen, so wurde sich entweder das Vorzeichen 
von LI],2 oder das von Ap-1,p ebenfalls andern. Je nachdem also Ap,l < 0 oder 
Llp,l> 0 gilt, nennen wir die Kette einsei tig oder zweisei tig und definieren 
allgemein: Eine beliebige Vm heiBt einseitig oder zweiseitig, je nachdem 
sich auf ihr eine (geschlossene) einseitige Kette bilden laBt oder nicht. 

Geometrisch laBt sich die Sache so formulieren: In jedem Punkt P einer 
V m gibt es ein durch m linear unabhangige Richtungen oder Vektoren (z. B. 
durch die Tangentenvektoren der Parameterkurven durch P, vgl. fUr m = 2 
die Vektoren ! .. und !v in Kap.4, Ziff. 17) bestimmtes m-Bein. Halt man 
die Reihenfolge der m Vektoren fest, so spricht man von einer Indika trix des 
Punktes P. Zwei Indikatrizes eines Punktes P heiBen gleich oder entgegengesetzt 
orientiert, je nachdem sie durch eine in den Vektorkomponenten homogene 
affine Transformation von positiver oder negativer Determinante ineinander 
ubergefuhrt werden k6nnen; oder, wenn sich die Vektoren der beiden Indikatrizes 
nur durch die Reihenfolge unterscheiden, je nachdem diese Permutation eine 
gerade oder ungerade (Kap. 2, Zif£. 1) ist. Gibt es nun auf der V m geschlossene 
Kurven VI von der Art, daB sich die Orientierung der Indikatrix eines Punktes P 
umkehrt, wenn P die Kurve einmal durchlauft, so ist die Vm einseitig, im 
anderen Fall, d. h. wenn es keine derartigen Kurven gibt, zweisei tig. Das hat 
zur Folge, daB sich im Fall m = 2, also auf einseitigen Flachen, kein bestimmter 
Drehungssinn, im Fall m = 3 kein bestimmter Schraubungssinn auszeichnen liiBt. 

10* 
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Aus diesem Grunde werden einseitige Vm auch als nichtorientierbar, zwei
seitige als orien tierbar bezeichnet. Ein sehr bekanntes Beispiel einer ein
seitigen FHiche V2 ist das Mobiussche Band (Abb.9; man beachte das Ver

halten der in mehreren Lagen gezeichneten Indi
katrix beim Durchlaufen der Mittellinie des 
Bandes! Der projektive Raum Rn ist einseitig 
oder zweiseitig, je nachdem n gerade oder un
gerade ist; eine Tatsache, die · im Fall einer 
elliptischen MaBbestimmung (Ziff. 35) erhalten 
bleibt, wahrend alle hyperbolischen oder 
parabolischen Raume, bei denen reelle unend-

Abb.9. Das M6biussche Band. lichferne Elemente aus dem projektiven Raum 
ausgeschieden werden, zweiseitig sind. 

39. Zusammenhang und Geschlecht zweiseitiger FHichen. Wir mussen 
uns hier der Kurze halber auf endliche zweiseitige Flachen beschranken, die 
ubrigens in der Funktionen- und Potentialtheorie allein von Bedeutung sind. 
Hinsichtlich der einseitigen Flachen sei nur bemerkt, daB sich die folgenden 
Uberlegungen ohne sonderliche Schwierigkeit ubertragen lassen. 

Wir definieren zunachst: Ein Ruckkehrschnitt ist eine ganz im Inneren 
der Flache verlaufende, geschlossene und sich selbst nicht durchsetzende Kurve. 
Ein Querschnitt ist ein am Rand der Flache beginnender und wieder am Rand 
endender Kurvenbogen. Wird eine Flache langs eines Ruckkehrschnittes auf
geschnitten, so erhoht sich die Zahl ihrer Randkurven urn 2; zerschneidet man 
eine Flache langs eines Querschnittes, so erhoht oder vermindert sich die Anzahl 
der Randkurven urn 1, je nachdem die Endpunkte des Querschnittes auf derselben 
oder auf verschiedenen Randkurven der Flache liegen. Man spricht von einer 
Pun k tie run g einer Flache, wenn man in ihrem Inneren ein kleines, nadelstich
artiges Loch anbringt, das naturlich nachher im Wege einer stetigen Deformation 
beliebig vergroBert werden kann. Die Punktierung erhoht die Anzahl der Rand
kurven urn 1. Eine Flache, die eine einzige Randkurve besitzt und durch jeden 
Querschnitt in zwei getrennte Stucke zerfallt, wird als einfach zusammen
hangend bezeichnet. Zerfallt eine Flache durch q Querschnitte in a einfach 
zusammenhangende Flachenstiicke, so wird ihr die Zusammenhangszahl 

(1 ) 

zugeordnet; man spricht von einer N-fach zusammenhangenden Flache. Fur 
a = 1 folgt N = q + 1. (1') 

Die Zusammenhangszahl bleibt bei AusfUhrung eines Ruckkehrschnittes un
geandert; sie erhOht sich durch jede Punktierung urn 1 und erniedrigt sich durch 

jeden Querschnitt urn 1. Auf eine geschlossene Flache 
laBt sich (1) nicht unmittelbar anwenden, sondern erst 
nach Anbringung eines Ruckkehrschnittes oder einer 
Punktierung. So erhalt man z. B. fUr die Kugel die 
Zusammenhangszahl N = 0, da die punktierte Kugel 
durch jeden Querschnitt in zwei getrennte Stucke zer
fallt, also einfach zusammenhangend ist. 

Eine Flache heiBt schlichtartig, wenn sie durch 
Abb.l0. Schlichtartige Flache jeden Ruckkehrschnitt in getrennte Teile zerfallt. 

mit N=4. 
Eine schlichtartige Flache ist stets homoomorph mit 

einem durch mehrere Kreise begrenzten eben en Bereich (Abb. 10). Die maxi
male Anzahl P der Ruckkehrschnitte, die sich auf einer Flache anbringen 
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lassen, ohne sie zu zerstiickeln, wird als Geschlech t der Flache bezeichnet. 
Zwischen der Anzahl R der Randkurven, der Zusammenhangszahl N und dem 
Geschlecht p einer Flache besteht die leicht nachweisbare Relation 

N = R + 2p . (2) 

Es gilt der Satz: Zwei zweiseitige Flachen sind homoomorph, wenn sie in zwei 
der drei Zahlen R, N und p iibereinstimmen. Es lassen sich leicht Normalformen 
Iiir die Flachen mit R Randkurven und dem Geschlecht p angeben; die ge-

D 

B 

Abb. 11. Erste Normalform. Abb. 12. Zweite Normalform. 

brauchlichsten sind erstens die Kugel mit p Henkeln H und R Lochern L (Abb. 11, 
P = 3, R = 4) und zweitens die Kreisscheibe mit R - 1 einfachen Briicken B 
und p Doppelbriicken D (Abb. 12, P = 3, R = 5). Diese Flachen lassen sich auf 
unbegrenzt viele Arten so zerschneiden, daB sich ein einfach zusammenhangendes 
Flachenstiick ergibt; wir erwahnen nur 
als einfachste und iibersichtlichste die 
sog. kanonische Zerschneidung der 
ersten Normalform (Abb. 13). Von einem 
auf der Kugel willkiirlich gewahlten 
Punkt 0 legen wir das Paar der Schnitte Hi 
Si und Sr, von denen der erste entlang 
des i-ten Henkels Hi und der zweite urn 
diesen herum lauft, und Iiihren das fiir 
aIle p Henkel (i = 1, 2, . . . , P) aus. Von 
diesen 2 p Schnitten ist der zuerst aus-
gefiihrte offenbar ein Riickkehrschnitt, Abb.13. Kanonische Zerschneidung. 

aIle folgenden sind aber Querschnitte, 
da fiir sie 0 ein Randpunkt der Flache ist. Ferner ziehen wir von 0 aus die R 
Querschnitte GTc zu den Lochern LTc (k = 1,2, ... , R). Man sieht ohne Schwierig
keit, daB nach Ausfiihrung dieser 2 p + R Schnitte die Flache einfach zusammen
hangend ist; da unter ihnen 2 p - 1 + R Querschnitte sind, folgt aus'! (1 ') 

N = 2P -1 + R + 1 = R + 2P, 
also gerade die Formel (2). Bei einer geschlossenen Flache (R = 0) ist somit N 
stets gerade. 

40. UberlagerungsfHi.chen. Wir betrachten zwei FHi.chen Fund F ' , zwischen 
deren Punkten eine Zuordnung oder Korrespondenz (n, 1) besteht, d. h. daB 
jedem Punkt P' von F' ein bestimmter Punkt P von F entspricht, aber umgekehrt 
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jedem Punkt P von F genau n Punkte pI von FI zugeordnet sind. Der bequemeren 
Veranschaulichung halber kann man F in der erst en Normalform von Ziff. 39 
annehmen und sich vorsteUen, daB F' aus n Blattern bestehe, die dicht uber F 
ausgebreitet sind, und daB entsprechende Punkte durch die gemeinsamen Flachen
normalen bestimmt sind. Die Flache F' heiBt n-blattrige Dberlagerungs
flache von F. Sei Po ein Punkt von F; P~, P~, ... , P~ die daruberliegenden 
entsprechenden Punkte von F'. Beschreibt ein Punkt P auf F einen von Po 
ausgehenden geschlossenen Weg ~, so beschreibt einer der entsprechenden 

Punkte pI einen Weg, der in einem der 
Punkte Pi, etwa in P~, beginnt und ent
weder in P~ oder in einem anderen 
Punkt, etwa in P;, endigt. Sei v die 
kleinste Anzahl der U mlaufe des Punktes 
P, nach deren AusfUhrung der Punkt 
pI zum erstenmal wieder mit P~ zu
sammenfallt (1 <: v < n). Dann gibt 
es im Inneren von (£ einen Punkt A, 
von dessen n entsprechenden Punkten v 
in einem Punkt A I zusammenfaUen; in 

Abb.14. Verzweigungspnnkt erster Ordnnng. A I hang en dann v Blatter von FI zu-
sammen (Abb. 14, v = 2). Der Punkt 

AI wird als Verzweigungspunkt (v -1)-ter Ordnung der Flache FI be
zeichnet. 1st fUr aUe Punkte von F' die Verzweigungsordnung v - 1 = 0, 
so heiBt FI unverzweigt. Die Summe w = 1: (Vi - 1) der Ordnungen aller 

i 
Verzweigungspunkte von FI heiBt Verzweigungszahl dieser Flache. Auf F 
denken wir uns q Querschnitte ausgefuhrt, durch die F in a einfach zusammen
hangende Flachenstucke zerfallt, und zwar so, daB in jedem dieser Flachenstucke 
h6chstens ein Punkt liegt, der einem Verzweigungspunkt von FI entspricht. 
Fuhren wir diese Querschnitte auch durch aUe n Blatter von F' hindurch, so gibt 
das auf FI genau nq Querschnitte, die F' in na einfach zusammenhangende Flachen
stucke zerlegen wiirden, wenn nicht in jedem Verzweigungspunkt eine gewisse 
Anzahl der Blatter zusammenhinge. Gibt es auf F' r Verzweigungspunkte mit den 
Ordnungen Vi - 1 (i = 1, 2, ... , r), so zerfallt F' durch die nq Querschnitte 
in na - w einfach zusammenhangende Flachenstiicke; ist N = q - a + 2 der 
Zusa~menhang von F, N' = n (q - a) + w + 2 der von F', so erhalt man die 
H urwi tzsche Formel 

NI - 2 = n (N - 2) + w. 

Daraus folgt unmittelbar, daB die unverzweigten Dberlagerungsflachen eines 
einfach zusammenhangenden Flachenstuckes oder die der Kugel stets einblattrig 
sein mussen. 1st F die Kugelflache, so wird die Dberlagerungsflache F' als 
Riemannsche Flache bezeichnet; wegen N = ° wird NI = 2 - 2 n + w; die 
Verzweigungszahl der Riemannschen Flachen ist also stets gerade. (Das gilt 
allgemein, wenn F geschlossen ist; da dann offenbar auch F' geschlossen sein muB, 
sind N und NI und somit auch w gerade.) Fur das Geschlecht pI = ! NI der 
Riemannschen Flache folgt pI = t w - n + 1 . 

Ais Beispiel betrachten wir die zweibHi.ttrige (hyperelliptische) Riemannsche Flache 
mit 2 p + 2 Verzweigungspunkten erster Ordnung. Wir den ken uns die 2 p + 2 Ver
zweigungspunkte auf einem Hauptkreise der doppelt belegten Kugel angeordnet, die beiden 
Blatter langs der p + 1 Hauptkreisbogen, die je zwei Verzweigungspunkte verbinden, auf
geschnitten und die Rander kreuzweise wieder verbunden (vgl. Abb. 14) und erhalten da
durch ein recht anschauliches Bild der Flache. Spiegeln wir nun etwa das innere Blatt 
(Kugel) an dem Hauptkreis, so erhalten wir an Stelle der obigen Verzweigungsschnitte p + 1 
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zylindrische Locher, die das auBere mit dem inneren Blatt verbinden (Abb. 15, wo ein 
Schnitt durch die Flache, der einen der Verzweigungsschnitte senkrecht trifft, vor und 
nach der Spiegelung dargesteUt ist). Erweitert man eines dieser Locher immer mehr und 
breitet man das Ganze schlieBlich in die Ebene aus, so erhalt man das schraffierte Gebilde 
von Abb. 10 (P = 3), das man sich aber jetzt als aus zwei Blattern bestehend denken muB, 
die langs des auBeren Randes (der aus dem erweiterten Loch der Kugelflache entstanden 
ist) und langs der Rander der pLocher zusammenhangen. DaB diese Gebilde schlieBlich 
durch eine stetige Deformation in die Normalform der Kugel mit p Henkeln iibergefiihrt 
werden kann, ist wohl unmittelbar einzusehen. Fiir p = 1 erhalt man den Tor u s (Ring
Hache. Abb. 16), der durch die angedeutete kanonische Zerschneidung sich in ein einfach 
zusammenhangendes Flachenstiick (das Perioden
parallelogramm der elliptischen Funktionen) iiber
fiihren laBt. 

Abb. 15. Zur tlberfiihrung der zweibHittrigen Riemann
schen FHiche in die N ormalform. 

Ahb. 16. Die Riemannsche Flache der 
elliptischen Funktionen. 

Es sei F' eine Uberlagerungsflache einer geschlossenen Flache Fund (£ eine 
geschlossene Kurve auf F. Wir betrachten aIle Kurven Q;', (£", ... auf F'. 
deren gemeinsames Bild (£ ist und deren Punkte den Punkten von (£ in einer be
stimmten Korrespondenz (IX, fJ) entsprechen, d. h. daB jedem Punkt von (£ je 
IX Punkte von (£" (£/1 ... , jedem Punkt von (£' oder (£/1 usw. fJ Punkte von (£ zu
geordnet sind. Sind dann aIle Kurven (£" (£/1 ... gleichzeitig entweder geschlossen 
oder ungeschlossen, so heiBt die Uberlagerungsflache F' von F reg u 1 a r. Man 
erkennt leicht, daB bei einer regularen Uberlagerungsflache aIle ubereinander 
liegenden Punkte dieselbe Verzweigungsordnung JJ - 1 haben, so daB 'Vein Teiler 
von n sein muB. Eine soIche regulare (mehrblattrige) Uberlagerungsflache besitzt 
stets eine Gruppe von Decktransformationen, d. h. von solchen stetigen 
Transformationen von F' in sich, bei denen jeder Punkt P' von F' in einen 
Punkt P" ubergeht, der auf F demselben Punkt P entspricht wie P'. Die Ordnung 
dieser Gruppe stimmt stets mit der Blatterzahl n uberein. 1st r die Anzahl der 
nicht ubereinanderliegenden Verzweigungspunkte von F' und sind 'Vi - 1 (i = 1, 
2, ... , r) ihre Ordnungen, so ergibt sich fUr die Verzweigungszahl einer reguHiren 

r 

Uberlagerungsfiache nach einer eben gemachten Bemerkung w = L;:' ('Vi - 1) 
i = 1 

und die Hurwitzsche Formel liefert, wenn p das Geschecht von Fist, 
r 

p' - 1 = n [p - 11 t L: ~ ('Vi - 1)]. 
i=l 1 

Der kleinste Wert des A~sd.~uc~es in .der Klammer rechts ist ;4 (p = 0, r = 3, 
'VI = 2, JJ 2 = 3, 'Va = 7), fur p > 1 1st also 

n<84(p' - 1). 
r 

Fur p = P' = 0 erhalt man L; ~ ('Vi - 1) = 2 - ~ 
i=l 'Vi n 

oder 
r 

L; 1 2 
- = r-2+-' y. n ' 

i= 1 i 
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das ist aber dieselbe Gleichung, die in Kap. 2, Ziff.21 (an Stelle von 'Vi steht dort kJ 
ausfuhrlich diskutiert ist und die auf die Drehungsgruppen der regularen K6rper 
fuhrt, mit denen die Gruppen der Decktransformationen der Riemannschen FHichen 
vom Geschlecht Null homomorph sind. tIber die funktionentheoretischen Zu
sammenhange vgl. die a. a. O. (S. 77) erwahnten "Vorlesungen uber das 1kosa
eder" von KLEIN. 

41. Die Eulersche Polyederformel. Zwischen der Anzahl ao der Ecken, 
der Anzahl a1 der Kanten und der Anzahl a2 der Flachen eines geschlossenen 
konvexen Polyeders besteht die Relation 

ao - a l + a2 = 2 
(Eulersche Polyederformel). Diese Relation hat dadurch topologische Be
deutung, daB sie bei stetiger Deformation des Polyeders in eine Aussage uber 
Einteilungen von geschlossenen Flachen vom Zusammenhang ° in (krummlinige) 
Polygone darstellt. Allgemein gilt fur eine zweiseitige Flache vom Geschlecht p, die 
R Randkurven besitzt, ao - al + a2 = 2 - R - 2 P 
(verallgemeinerte Eulersche Formel.) Der Gedankengang des Beweises sei im 
folgenden in aller Kurze angedeutet. Zunachst stell en wir fest, daB wir uns 
auf Dreiecksteilungen einer Flache beschranken k6nnen. Verbinden wir namlich 
einen Punkt im 1nneren eines n-Eckes der Polygonteilung mit den Ecken, so 
erh6ht sich ao urn 1, al urn n, a2 urn n - 1 (n neue Flachen statt einer), so daB 
die Formel ungeandert bleibt. Wir nehmen zuerst den Fall R = 1, P = 0, also ein 
einfach zusammenhangendes Flachenstuck F. Fur den Rand ~ von F gilt die 
Formel (ao = aI' a2 = 1). Wir denken uns zunachst nur eins der Dreiecke ge
zeichnet, die mit ~ eine Kante gemeinsam haben. Wie man leicht uberlegt, er
h6hen sich dabei je nach der Wahl des dritten Eckpunktes die drei Zahlen ao' 
aI' a2 bzw. entweder urn 1,2,1 oder urn 1,3,2 oder urn 0,2, 20der schlieBlich 
urn 0,1,1. Die Formel bleibt also richtig und ebenso, wenn weitere Dreiecke ge
zeichnet werden. Sei nun R beliebig, p = o. Die Flache F sei also ein schlicht
artiger Bereich wie in Abb. 10 mit dem auBeren Rand ~l und den inneren Ran
dem ~2' ~3' ..• , ~R' Fullen wir die von den letzteren begrenzten Locher durch 
einfach zusammenhangende Flachenstucke aus, so daB wir zum Fall mit einer 
Randkurve zuriickkommen, so erhoht sich a2 urn R - 1, wahrend ao und a l un
geandert bleiben. Also ist ao - a l + (a 2 + R - 1) = 1 oder ao - a l + a2 = 2 - R, 
was mit unserer Formel fiir p = 0 ubereinstimmt. 1st nun schlieBlich auch p be
liebig, so ziehen wir p Ruckkehrschnitte so, daB sie die Flache nicht zerstiickeln, 
ganz aus Kanten der Dreieckseinteilung bestehen und einander nirgends treffen. 
Da auf jedem solchen Ruckkehrschnitt die Anzahl der Ecken und Kanten uber
einstimmen, bleibt die Differenz ao - a1 ungeandert, ebenso die Anzahl a2 der 
Flachen, wahrend sich die Zahl der Randkurven urn 2 p erh6ht. Durch die p Ruck
kehrschnitte verwandelt sich die Flache aber in eine schlichtartige; aus dem fur 
solche eben bewiesenen Satz folgt aber sofort die allgemeine Formel. 

Li tera tur (Auswahl) : BECK, Koordinatengeometrie (Berlin 1919); BERTINI, Einfuhrung 
in die projektive Geometrie mehrdimensionaler Raume (Wien 1924); HEFFTER-KoEHLER, 
Lehrbuch der analytischen Geometrie, 2 Bde. (Leipzig 1905/23); KEREK]ARTO, Vorlesungen 
fiber Topologie (Berlin 1923); KLEIN, Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte 
aus, Bd. 2 (3. Aufl. Berlin 1925); KLEIN, Vorlesungen uber hohere Geometrie (3. Aufl. Berlin 
1926); KOWALEWSKI, Einffihrung in die analytische Geometrie (2. Auf!. Leipzig 1923); 
LIEBMANN, Nichteuklidische Geometrie (3. Aufl. Leipzig 1923); SALMON-FIEDLER, Analytische 
Geometrie der Kegelschnitte, 2 Bde. (9. bzw. 7. Aufl. Leipzig 1922 u. 1918); SALMON-FIEDLER
KOMMERELL, Analytische Geometrie des Raumes (5. Aufl. Leipzig 1923); SCHOENFLIES, 
Einffihrung in die analytische Geometrie der Ebene und des Raumes (Berlin 1925); ZINDLER, 
Liniengeometrie, 2 Bde. (Leipzig 1902/06). 



Kapitel 4 

Differentialgeometrie. 
Von 

A. DUSCHEK, Wien. 

Mit 15 Abbildungen. 

I. Ebene Kurven. 
1. Allgemeine Bemerkungen zur Kurvendiskussion. Wir beschranken uns 

im folgenden auf die Angabe einiger Definitionen und der einfachsten Regeln, 
nach welch en man uber die Gestalt einer ebenen Kurve AufschluB erhalt, die in 
einer der Formen y = f (x), F (x, y) = 0 oder x = x (t), x = Y (t) analytisch ge
geben ist. Von den vorkommenden Funktionen ist stets vorausgesetzt, daB sie 
samt ihren Ableitungen beliebiger Ordnung stuck weise stetig sind. Die Formeln 
sind meist nur fUr die explizite Darstellungsart angegeben; fUr die beiden anderen 
ergeben sie sich leicht nach Kap. 1, Zif£. 13, 15 und 23. Mit x, y sind stets 
rechtwinklige, mit r, cp Polarkoordinaten bezeichnet. 

1m konkreten Fall suche man in erster Linie festzustellen, in welchen Ge
bieten der Ebene die gegebene Kurve ausschlieBlich liegen kann (Definitions
und Realitatsbereiche, Symmetrieverhaltnisse), dann bestimme man die evtl. 
vorhandenen Asymptoten, singuHiren Punkte, Wendepunkte und Extrema. 
Erst wenn dadurch die Gestalt der Kurve noch nicht mit genugender Genauigkeit 
bekannt ist, berechnet man einzelne Punkte mit den zugehorigen Tangenten
richtungen und Kriimmungskreisen. 

2. Tangente, Normale und BeriihrungsgroBen. Die Gleichung der Tangente 
im Punkt (x, y = f(x)) ist in laufenden Koordinaten ~,1) 

11 - Y = y' (~ - x) 

und die Gleichung der Normalen 
1 

1) - Y = - ,(~ - x). y 

Bei Polarkoordinaten verwendet man zur Festlegung der Tangente in 
einem Punkt (r, cp) den Winkel {} zwischen Radiusvektor und Tangente (vgl. 
Abb. 2). Es ist (Kap. 1, Zif£. 26, Beispiel) 

t ( + {}) = '= r'sintp + rcostp 
g cp y r'costp - r sintp , 

also 
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Unter BeruhrungsgroBen versteht man in rechtwinkligen Koordinaten 
(Abb. 1) die Strecken 

PQ = T = Y, V1 + y'2 (Tangente), PR = N = YY1 + y'2 (Normale), 
Y 

QP' = T' = Y, (Subtangente), P'R = N' = yy' (Subnormale) 
Y 

und in Polarkoordinaten (Abb. 2) 

PQ = T = r, yr2 + r12(Polartangen te), PR = N = yr2+r'2(Polarnormale), 
r 

- r2 
QO = T' = 7 (Polarsubtangente), OR = N'= r' (Polarsubnormale). 

R 

~Q~O~--------P~I----~R~~'X 

Q 
Abb. 1. BeriihrungsgroBen in rechtwinkligen 

Koordinaten. 
Abb. 2. BeriihrungsgroBen in Polarkoordinaten. 

Wahrend T und N in beiden Fallen stets :> 0 sind, haben T' und N' ein durch 
die Definition festgelegtes Vorzeichen (in Abb. 2 ist auf der zu OP senkrechten 

Geraden jene Richtung positiv, die durch Drehung von OP urn ::r; in positivem 
Sinn entsteht). 2 

3. Asymptoten. Asymptoten sind die Tangenten in den uneigentlichen 
Punkten einer Kurve. 

A. Rechtwinklige Koordinaten. Man bestimme stets zuerst die zur 
y-Achse parallelen Asymptoten! 1st x = a eine solche, so ist lim I y\ = + (Xl oder 

:r~a 

a = limx; 

ist y = t (x) die Gleichung und t (x) ein Quotient, so gilt diese Beziehung fUr 
aIle N ullstellen des N enners ! 

1st y = px + q die Gleichung einer anderen Asymptote, so ist 

p = lim y' = lim Lund q = lim (y - px). 
x------+oo x------+oo X x----+oo 

Zur x-Achse parallele Asymptoten ergeben sich einfacher aus limy; ist t (x) em-
deutig, so kann hochstens eine solche existieren. X~OO 

Bei einer algebraischen Kurve n-ter Ordnung F(x, y) = 0 empfiehlt 
sich ein anderes Verfahren, das auf der Uberlegung beruht, daB von den n Schnitt
punkten einer Geraden Ax + By + C = 0 mit der Kurve mindestens zwei ins 
Unendliche fallen miissen, wenn die Gerade Asymptote, also Tangente in einem 
unendlich fernen Punkt sein soIl. Bemerkt sei, daB eine Kurve n-ter Ordnung 
hochstens n verschiedene reelle Asymptoten hat. 
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Um zUllachst die zur y-Achse parallelen Asymptoten zu finden, ordnet man 
F (x, y) nach Potenzen von y und setzt den Koeffizienten rp (x) der hOchsten 
vorkommenden Potenz von y gleich Null. Sind ai die Wurzeln der so entstehenden 
Gleichung rp (x) = 0, so ist jede Gerade x = ai Asymptote der Kurve. Analog 
bestimnit man die zur x-Achse parallelen Asymptoten, die sich iibrigens auch 
aus dem folgenden Verfahren als Sonderfalle P = 0 ergeben. 

Zur Bestimmung der geneigten Asymptoten y = px + q setzt man die Koeffi
zienten der beiden hOchsten Potenzen von x in der Gleichung F (x, P x + q) = 0 
gleich Null; es ergeben sich zwei Gleichungen zur Bestimmung von P und q, von 
denen die erste nur p enthalt, wahrend die zweite P und q, und zwar letzteres linear 
enthalt, so daB zu jeder Wurzel Pi der ersten Gleichung eindeutig eine Wurzel qi 
der zweiten gehOrt. Jede Gerade y = PiX + qi ist dann Asymptote. 

B. Polarkoordina ten. Man begniigt sich hier mit der Angabe des 
Neigungswinkels .x zur Polarachse und des orientierten Abstandes P yom 

Ursprung. Es ist IX = lim rp (d. h. es muB lim r = 00 sein), P = lim T' = lim ~ 
r--+oo <p--+ot cr--+ot q;--+ot r 

(Grenzwert der Polarsubtangente, Ziff.2. Achtung auf das Vorzeichen!). 
Ist lim r = a, so ist r = a ein asymptotischer Kreis, der sich im Fall 

<p--+ 00 

a = 0 auf einen Punkt reduziert. 
4. Verhalten einer Kurve in der Umgebung eines ihrer Punkte. Sei 

Po = (xo, Yo) ein Punkt einer Kurve y = j(x). Rinsichtlich der Lage der Kurve 
beziiglich ihrer Tangente in Po innerhalb einer geniigend kleinen Umgebung 
dieses Punktes sind drei FaIle moglich: 

1. Die Kurve liegt ganz oberhalb der Tangente, sie ist konkav nach oben 
(konvex nach unten); Abb. 3 a . 

2. Die Kurve liegt ganz unterhalb der Tangente, sie ist konvex nach oben 
(konkav nach unten); Abb. 3 b. 

3. Die Kurve durchsetzt in Po ihre Tangente, sie hat in Po einen Wende
punkt (Abb. 3 c u. 3 d). 

y y 

Po~-_ 

-o~----L---~X ~~----~--~X --=o'-------'----;~X -,/'f------'-----~x 

a b c d 

Abb. 3. Verhalten einer Kurve in der Umgebung eines ihrer Punkte. 

Welcher der drei FaIle eintritt, hangt von dem Verhalten der zweiten und 
hOheren Ableitungen von j (x) an der Stelle Xo abo Sei j(n) (xo) , n :> 2 die Ab
leitung niedrigster Ordnung [von t' (xo) abgesehenJ, die an der Stelle Xo nicht 
verschwindet. Es gilt dann (vgl. auch Kap. 1, Ziff. 35): 

1. Ist n gerade und j(n) (xo) > 0, so ist die Kurve in Po konkav nach oben. 
2. Ist n gerade und j(n) (xo) < 0, so ist die Kurve in Po konvex nach oben. 
3. Ist n ungerade, so ist Po ein Wendepunkt [je nach dem Vorzeichen von 

j(n) (xo) ergibt sich der eine oder andere der in Abb. 3 c und 3 d angedeuteten Fane]. 
6. Beriihrung zweier Kurven. Raben zwei Kurven y = j (x) und y = g (x) 

in einem gemeinsamen Punkt Po = (xo, Yo) auch dieselbe Tangente, so beriihren 
sie einander in Po. Die Bedingung dafiir ist offenbar, daB neben f(xo) = g(xo) 
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auch f' (Xo) = g' (xo) ist. Stimmen in Po auch noch weitere Ableitungen iiberein, 
so spricht man von einer Beriihrung h6herer Ordnung, und zwar genauer 
von einer Beriihrung n-ter Ordnung, wenn aIle Ableitungen bis einschlieBlich 
der n-ten, aber nieht mehr die (n + i)-ten Ableitungen in Po iibereinstimmen. 
Man sprieht in diesem Fall auch von einer (n + 1)-punktigen Beriihrung, 
da von den Schnittpunkten der beiden Kurven n + 1 in Po zusammenfallen. 

Enthalt die Kurve y = g(x) etwa p willkiirliche Parameter ai' a2 , ••• , ap , 

so kann man verlangen, daB sie eine gegebene Kurve y = I (x) in einem gegebenen 
Punkt Po = (xo, Yo = I (xo)) von (p - 1)-ter Ordnung oder p-punktig beriihrt, 
da sich dann gerade p Gleichungen g (xo) = I (xo), g' (xo) = r (xo), ... , g(n -1) (xo) = 
= l(n-1) (xo) zur Bestimmung der Parameter ai ergeben. Die Kurve y = g(x) 
"oskuliert" dann die Kurve y = I (x) in Po. Sind die obigen Gleichungen er
flillt und stimmen dann von selbst noch weitere Ableitungen in Po iiberein, so 
daB die beiden Kurven einander von hOherer als (P - 1)-ter Ordnung beriihren, 
so spricht man von Superoskulation. 

So gibt es im allgemeinen in jedem Punkt einer Kurve y = I (x) eine zwei
punktig oskulierende Gerade (Tangente), einen dreipunktig oskulierenden Kreis 
(Kriimmungskreis, Ziff. 6), eine vierpunktig oskulierende Parabel, eine flinf
punktig oskulierende Ellipse oder Hyperbel usw. 

6. Kriimmung. Sind (Abb. 4) P und Q zwei Punkte einer Kurve ~ mit der 
Gleichung y = I(x), deren Abszissen x und x + LI x seien, so nennt man den 

y Quotienten km = ~: die mi ttlere Kriim

mung des Kurvenstiickes PQ. Dabei ist 
LI 1" der Winkel zwischen den Tangenten 
in P und Q und LI s die Lange des K urven
stiickes PQ. Der Grenzwert 

• • LIT: y" k = hm km = hm - = -----
Q---+P .1",---+0 LIs Y(1 + y'2)3 

-~~:t-----,±-fc...::....;::..::...J-::::+70:::----="X heiBt Kriimmung von ~ in P. 
1st k = 0, so hat ~ in P einen Wende

Abb.4. Mittlere Kriimmung eines Kurvenstiickes. punkt oder die Tangente superoskuliert 
(Ziff. 5); ist k =1= 0, so oskuliert der Kreis 

St mit dem Radius e = 11k, welcher ~ in P beriihrt und auf derselben Seite der 
Tangente liegt; St heiBt Kriimmungskreis und e Kriimmungsradius. Der 
Mittelpunkt von St, der Kriimm ungsmi t tel punkt M = (~, 'fj) ergibt sich auch 
als Grenzlage des Schnittpunktes der Normalen von ~ in P und Q. Es ist 

Bei impliziter Darstellung F (x, y) = ° wird 

k __ Fu F ; - 2Fzy F z F y + FyyF~ 
. - V{F! + F;)3 ' 

~+~~ ~+~~ . 
~=x-F p2 F FF F p2' 'fj=Y+F p2 2F FF +F po; xx 11 - 2 :ty z y + 'V 11 x xx 11 - Z1/ Z 11 'II'll z 

bei Parameterdarstellung x = x (t), Y = Y (t) ist 

_ (%,2 + y'2) x' . 
'fj - y + x, y" - %,, y' , 
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und schlieI3lich ist in Polarkoordinaten fur r = / (cp) die Krummung 
r2 + 2r'2 - rr" 

k=-------V (r2 +Y'2)3 , 
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wahrend die Polarkoordinaten R, ([J von M sich aus den folgenden Gleichungen 
herechnen lassen: 

(r'2 _.- rr") r R cos (([J - rp) = -------
r2 + 2r'2 -- rr'" 

. (r2 + r'2) r' 
R sm (([J - rp) = -2--- '2 " . r -+- 2r - rr 

In Punkten, wo die Krummung von (£ extreme Werte hat, findet Super
oskulation des Krummungskreises statt; ist die Ordnung dieser Superoskulation 
ungerade, so heiSt der betreffende Punkt S c h e i tel von (£; der Krummungskreis 
durchsetzt dann (£ nicht (Beispiel: die vier Scheitel einer Ellipse, vgl. Rap. 3, 
Abb. 6, S. 129). 

Der Ort der Rrummungsmittelpunkte einer Rurve (£ heiSt Evolute (£' 

von (£; sie ist zugleich Einhullende (vgl. Rap. 9, Ziff. 6) der Normalen von (£. 

Umgekehrt heiSt (£ Evolvente von (£'. Die Lange eines Bogenstuckes MIM2 
von (£' ist stets gleich der Differenz der in M 1 und M 2 endenden Rrummungs
radien von (£. Legt man daher einen nicht dehnbaren Faden um (£', so beschreibt 
jeder Punkt des Fadens, wenn man ihn unter Spannung von (£' abwickelt, eine 
Evolvente. Die Normale in einem Wendepunkt von (£ ist Asymptote von (£', 

die Normale in einem Scheitelpunkt von (£ ist Tangente in einer Spitze von (£'. 

7. Singulare Punkte algebraischer Kurven. Sei in der Gleichung F (x, y) = 0 
von (£ das irreduzible reelle Polynom F (x, y) in y vom Grad m. Dann folgt 
aus dem Fundamentalsatz der Algebra die Existenz von m eindeutigen Funk
tionen y = /i(X), (i = 1,2, ... , m), fUr die F(x, /i(X)) '--'C 0 ist und die reell oder 
konjugiert imaginar sein konnen und im allgemeinen hochstens in einzelnen 
Punkten zusammenfallen. Die durch die einzelnen Funktionen y = /i(X) dar
gestellten Rurven heil3en Zweige von (£. AIle Punkte von (£, in welchen zwei 
oder mehrere Zweige zusammentreffen, heiSen singulare Punkte von (£ (mit 
einer Ausnahme, vgl. unten). Schneiden sich zwei Zweige in einem Punkt P, 
so heiSt P Doppelpunkt (allgemein: mehrfacher Punkt, wenn sich mehrere 

y y 

p 

O'~----------~~X o,r-~----r--T~X 

a b 

Abb. 5. Obergang eines Zweiges von reellen zu imaginaren vVerten. 

Zweige in P schneiden), beruhren sich zwei Zweige in P, so ist P ein Selbst
beriihrungspunkt. Schneiden sich insbesondere zwei konjugiert imaginare 
Zweige in einem reellen Punkt, so heiSt der so entstehende Doppelpunkt isolier
ter Punkt; die Tangenten sind konjugiert imaginar oder fallen in eine reelle 
zusammen. Geht ein Zweig in einem Punkt P von reellen zu imaginaren Werten 
uber, so gibt es stets einen zweiten, der dasselbe Verhalten zeigt (der konjugiert 
imaginare Zweig); die Tangente in P ist stets reell und fUr beide Zweige gemein
sam. Es konnen hier zwei FaIle eintreten: entweder ist P ein gewohnlicher 
Punkt und die Tangente zur y-Achse parallel (Abb. 5 a) oder P ist eine Spitze 
(Ruckkehrpunkt) von (£ (Abb. 5 bu. 5 c). Man unterscheidet Spitzen erster 
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Art (Abb. 5b) und Spitzen zweiter Art (Schnabelspitzen, Abb. 5 c), je 
nachdem in der Umgebung von P die Kurve ~ auf verschiedenen oder derselben 
Seite der Tangente liegt. 

1st Po = (xo, Yo) ein singularer Punkt von ~, so miissen die drei Gleichungen 

F(xo, Yo) = 0, Fx(xo, Yo) = 0, Fy(xo' Yo) = ° 
erfiillt sein. Zur weiteren· Untersuchung des singularen Punktes ist es zweck
maBig, diesen durch die Parallelverschiebung ~ = x - xo, 1] = y - Yo in den 
Ursprung des Koordinatensystems zu verlegen. Ordnet man dann nach homo
genen Gliedergruppen: 

t(~, 1]) = Un(~' 1]) + Un-d~, 1]) + ... + Uk(~' 1]) = 0, 

wo die Ui(~' 1]) homogene Polynome i-ten Grades sind, so gibt der Grad k der 
homogenen Gliedergruppe niedrigsten Grades Uk (~, 1]), die in t (~, 1]) vorkommt, 
sofort die Anzahl der durch (0,0) hindurchgehenden Zweige von ~ an. Die 
Gleichungen der Tangenten der einzelnen Zweige bekommt man, wenn man 
Uk(~' 1]} in seine Linearfaktoren zerlegt, und diese gleich Null setztl). 

Beispiele (das angeschriebene Uk (x, y) ist stets die Gliedergruppe niedrigsten Grades): 
1. (y - X2)2 - x. = 0; u2(x, y) = y2, die x-Achse ist also doppelt zahlende Tangente. 

Aus der Auflosung y = x2(1 ± VXl erkennt man, daB (0,0) eine Schnabelspitze ist. 
2. y2 + x 2 (X2 - y2) = 0; u2 (x, y) = y2, der Ursprung ist isolierter Punkt mit der 

x-Achse als (reeller) Tangente. 

8. Besondere Kurvenklassen 2). A. FuBpunktkurven. Der Ort ~ der 
Punkte P, in welchen die aus einem festen Punkt 0 auf die Tangenten einer 
Kurve ~ gefiillten Lote diese Tangenten schneiden, heiBt FuBpunktkurve 
von ~ beziiglich des Poles O. Macht man 0 zum Ursprung eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems und ist t (x, y) = Odie Gleichung und M ein Punkt von ~, 
so kann ~' als Ort des Punktes P aufgefaBt werden, in welchem der tiber OM 
als Durchmesser errichtete Kreis die in M an ~ gelegte Tangente t schneidet 
(Abb.6). Die Gleichung von ~' ergibt sich somit durch Elimination von x und y 

y aus t(x, y) = 0, 

~2+1]2_X~_y1] =0, 

ty~ - tx1] = 0. 

Die N ormale von ~ in M und die N ormale 
von ~' in P schneiden sich in einem Punkt Q 
des Hilfskreises; dabei ist PQ ein purch
messer des Hilfskreises. 

--~~------------~----~X 
B. Zissoiden. Sind zwei Kurven ~1 und 

~2 und ein Punkt 0 gegeben, so heiBt die durch 
Addition der gleichgerichteten, aber mit be

Abb.6. KonstruktionderFu13punktkurve(!;'von(!;. liebigem Vorzeichen zu nehmenden, von 0 
nach ~1 und ~2 fiihrenden Vektoren die 

Zissoide der beiden Kurven in bezug auf den PolO. 
1st ~1 der Kreis x 2 - 2 ax + y2 = 0, ~2 die Gerade x = 2a und 0 = (0,0), so 

heiBt die durch Bildung der Differenz der beiden Vektoren entstehende Kurve 

1) Eine ausfiihrlichere Behandlung der Singularitaten algebraischer Kurven findet man 
in BRILL, Algebraische Funktionen und Kurven. Braunschweig 1925. 

2) Die nachfolgende Zusammensteilung kann natiirlich keinen Anspruch auf Voll
standigkeit machen. Weiteres Material findet man bei LORIA, Spezielle algebraische und 
transzendente ebene Kurven, 2. Aufl., 2 Bde. Leipzig 1910/11. 
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Zissoide des DIOKLEs (Abb. 7). 1hre Gleichung ist in Polarkoordinaten 
rcosq; = 2asin2q;, in rechtwinkligen Koordinaten x3 + y2(X - 2a) = 0. Sie ist 
zugleich die FuBpunktkurve der Parabel y2 + 8ax = ° in bezug auf 0 = (0,0). 

Die Zissoiden, bei denen Q:1 ein Kreis und 0 der 
Mittelpunkt von Q:1 ist, heiBen Konchoiden. Sie lassen y 
sich auch kinematisch erzeugen: Jeder Punkt einer Ge
raden, die sich so bewegt, daB sie stets durch 0 geht, und 
daB auBerdem ein auf ihr festgehaltener Punkt auf Q:2 

gleitet, beschreibt eine Konchoide von Q:2' 1st 0 = (0,0), 
a der Radius von Q:1 und Q:2 die Gerade x = b, so ergibt 
sich die Konchoide des NIKOMEDES mit der Gleichung 
r cosq; = b ± acosq; bzw. (x 2 + y2) (x - b)2 - a2 x 2 = 0. 
Der Ursprung 0 ist isoliert, Spitze oder Knoten, je nach-
dem a < b, a = b oder a> b ist. 0 x 

1st wieder 0 = (0,0), a der Radius von (11' aber Q:2 
der Kreis x 2 - 2 bx + y2 = 0, so ergeben sich die Pas
calschen Schnecken r = 2b cosq; -i- a oder 

(x 2 + y2 _ 2bx)2 - a2(x2 + y2) = 0. 

Der Ursprung ist isoliert, Spitze oder Knoten, je nachdem 
a>2b, a = 2b oder a<2b ist (Abb. 8). Die Kurve mit einer 
Spitze (a = 2b) wird auch als Kardioide bezeichnet. 

C. Cassinische Kurven. Diese sind definiert als 
der Ort der Punkte, fUr die das Produkt der Abstande Abb. 7. Zissoide des DIOKLES. 

von zwei festen Punkten, den Brennpunkten Fl und F2 
konstant, etwa = c2 ist (Abb. 9). Nimmt manFl = (0, -a), F2 = (0, a), so wird 
ihre Gleichung (x 2 + y2)2 - 2a2(x 2 - y2) + a4 - c4 = 0. Fiir a = c ergibt 
sich die Bernoullische Lemniska teo Die Extrema liegen fUr c2 <: 2a 2 auf 

Abb. 8. PascaIsche Schnecken. Abb. 9. Cassinische Kurven. 

dem Kreis x2 + y2 - a2 = 0, fUr c2 > a2 auf der y-Achse. Ist a2 < c2 < 2a 2, 

so hat die Kurve je drei Maxima und Minima und vier Wendepunkte. 
D. Ka ustiken. 1st eine KurveQ:gegeben, die als Grenzkurvezweieroptischer 

Medien angesehen werde, und konstruiert man zu jedem durch einen festen 
(auch unendlichfernen) Punkt P gehenden Strahl den an Q: gebrochenen oder 
reflektierten Strahl, so hiillen diese Strahlen eine Kurve ein, die im allgemeinen 
Kaustik, im Fall der Brechung insbesondere Diakaustik und im Fall der 
Reflexion Katakaustik heiBt. Abgesehen von dem Satz, daB jede Katakaustik 
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zugleich Evolute einer algebraischen Kurve ist, die dann An tika ustik heiBt, 
ist diese Kurvenklasse durch keine besonderen geometrischen Eigenschaften 
allgemeiner Natur gekennzeichnet. 

E. Roll k u r v en. Als Rollkurve bezeichnet man den Ort (£ eines belie bigen 
Punktes P einer mit einer Kurve ~1 (bewegliche Polbahn) fest verbundenen 
Ebene bei Abrollen (nicht Gleiten) von (£1 auf einer anderen Kurve (£2 (der festen 
Polbahn). Da im allgemeinen jede Kurve auf diese Art erzeugt werden kann 
(sogar dann noch, wenn eine Polbahn gegeben ist), bezeichnet man als Rollkurven 
nur solche mit besonders einfachen Polbahnen. Eine fUr alle Rollkurven, bei 
welchen P ein Punkt von ~1 ist, gultige Tangentenkonstruktion ergibt sich 
aus der Bemerkung, daB die Normale von ~ in P durch das Momentanzentrum, 
d. h. den jeweiligen Beruhrungspunkt von (£1 und (£2' hindurchgeht. 

y 

------~~~----~~=-----~aff~~--~x 

Abb. 10. Zykloiden. 

1st (£1 ein Kreis yom Radius a, 
(£2 eine Gerade (x-Achse) und hat 
P yom Mittelpunkt M von (£1 
den Abstand b, so ergibt sich 
eine Zykloide, und zwar insbe
sondere eine verschlungene, ge
meine oder verkurzte, je nach
dem a < b, a = b oder a > b 
gilt (Abb. 10). Ihre Gleichung ist 

x = a t - b sin t , 

Y = a - bcost, 

dabei bedeutet der Parameter t den Walzungswinkel, d. h. den Winkel, urn den 
sich (£1 seit Verlassen der Ausgangslage t = 0 gedreht hat. Verschlungene und 
verkurzte Zykloiden werden auch als Trochoiden bezeichnet. Die Kurven sind 

. symmetrisch zu jeder Geraden 
x = akn (k ganz). 

1st (£1 eine Gerade, (£2 der 
Kreis x 2 + y2 = a2 und hat P 
von (£1 den Abstand b, so ergibt 
sich die allgemeine K rei s e v 0 1-
vente mit der Gleichung 

--I--------+----rit----i~~-~x x = (a + b) cost + atsint, 

Abb. 11. Kreisevolvente und Archimedische Spirale. 

y = (a + b) sint - atcost. 

Fur b = 0 hat man die gewohn
liche Kreisevolvente (Abb. 11) 
mit einer Spitze in (a, 0), fur 
b = -a die Spirale des ARCHI
MEDES mit der Polargleichung 
r = a cp (cp = t). Der Parameter t 
bedeutet in allen Fallen den 
Winkel zwischen der x-Achse 

und der Verbindungsgeraden des Ursprunges mit dem Momentanzentrum. 
Sind (£1 und (£2 Kreise mit den Radien b und a und hat P yom Mittel

punkt von (£1 den Abstand c, so ergeben sich zyklische Kurven, und zwar ins
besondere die Epizykloiden 

a+b x = (a + b) cost - c cos -b··· t, ( b) ' . a + b y = a + sm t - c sm -b- t, 
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wobei ~1 und ~2 einander von auBen bertihren, und die Hypozykloiden 

) a-b (b)' ".a-b x = (a - b cost + ccos-b-t, y = a - smt - csm-b-t, 

bei welchen der rollende" Kreis den festen von innen beriihrt. Der Parameter t 
ist der Winkel zwischen der x-Achse und der Verbindungsgeraden des Ursprunges 
mit dem Momentanzentrum. FUr 
a = b werden die Epizykloiden zu 
Pascalschen Schnecken; fUr a = b = c 
ergibt sich die Kardioide. FUr 
b = 1-a werden die Hypozykloiden 
zu Ellipsen. Weitere spezielle (alge
braische) Hypozykloiden sind die 

Astroide (Abb. 12, c = b = :) 

mit der Gleichung xi + yi = af 
oder (x2 + y2 - a2)3 + 27 a2 x2y2 = 0, 
deren Tangenten von den Koordi
natenachsen in Punkten mit dem 
festen Abstand a geschnitten wer
den, sowie die Steinersche Hy-

pozykloide (Abb. 13, c = b = ;) 
mit der Gleichung 

3 (X2 + y2 + 4ax + a2) 2 

- 4a(2x + a)3 = O. 
Rollt eine Parabel mit dem 

Parameter p auf der x-Achse, so 
beschreibt der Brennpunkt die 

Kettenlinie y = p • cosh ; , 

deren vom Scheitel ausgehende 
Evolvente die Traktrix (Abb. 14) 
ist, d. h. jene Kurve, die ein 
schwerer Punkt beschreibt, der an 
einem Faden von der Lange p 
gezogen wird, dessen anderes Ende 
auf einer festen Geraden g bleibt. 
1st g die x-Achse und t der Winkel 
des Fadens mit g, so ist die Glei
chung der Traktrix 

x = p(ln tg ~ - cost), 

y = psint. 
y 

y 

Abb. 12. Astroide. 

y 

Abb. 13. Die Steinersche Hypozykloide. 

Abb. 14. Traktrix. 

Handbucb der Physik. III. 
11 
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II. Raumkurven und Torsen. 
9. Darstellung. Das begleitende Dreibein. Sind x, y, z rechtwinklige Ko

ordinaten eines PUnktes in bezug auf ein Rechtssystem (Kap.3, Ziff. 12), so ist 
eine Raumkurve ~ in Parameterdarstellung durch 

x = x (t), y = y(t), z = z(t) (1) 

gegeben. Die drei Funktionen sollen den in Ziff. 1 angegebenen Voraussetzungen 
geniigen. Ist.p der Ortsvektor eines Punktes P von ~, so kann man die drei 
Gleichungen (1) in eine einzige vektorielle Gleichung.p = .p (t) zusammenfassen; 
die Komponenten von .p sind dann die Koordinaten von P. Das Bogenelement 
(Kap. 1, Ziff. 50) wird ds = yp2 d t . 

und die Lange von ~ zwischen zwei Punkten to und t 
t 

s = fYfJ2 dt, (2) 
t. 

wobei, wie auch im folgenden, Ableitungen nach t durch Punkte angedeutet 
sind. Der Vektor f:J fant in die Tangente in .p; der mit .p der Richtung nach iiber
einstimmende Einheitsvektor heiBt Tangentenvektor. Deutet man ~ als 
Bahnkurve eines Punktes P und t als Zeit, so ist ~ der Geschwindigkeitsvektor 
von P. Die auffJ senkrechte Ebene 

(q - .p) fJ = 0, 

wo q Ortsvektor eines Punktes der Ebene ist, heiBt N ormale bene von~. Legt 
man durch drei Punkte mit den Parameterwerten t; t + h, t + k von ~ eine Ebene 
und laBt dann h und k unabhangig voneinander nach Null konvergieren, so 
nahert sich die Ebene einer Grenzlage 

(q - .p, p, ~) = 0, 

welche Schmiegebene heiBt. Der Vektor .p bedeutet kinematisch die Be
schleunigung des Punktes P. 

1st [fJ~] = 0 langs ~, so ist ~ eine Gerade. DaB dann die Schmiegebene 
nicht bestimmt ist, ist anschaulich evident. 

Fiihren wir an Stelle von t als neuen Parameter die durch (2) definierte 
Bogenlange s ein, und kennzeichnen wir Ableitungen nach. s durch Striche, 
so wird der Tangentenvektor t =.p' ein Einheitsvektor, da t2 = .p' 2 = 1 ist; 
durch Differentiation dieser (langs ~ identischen) Gleichung folgt .p'.p" = 0, 
d. h . .p" steht auf .p' senkrecht. Der Einheitsvektor 1) in der Richtung von p" 
heiBt Hauptnormalenvektor und der auf t und 1) senkrechte Einheitsvektor 
b = [t1)] Binormalenvektor. Unter Tangente, Haupt- und Binormale 
von ~ im Punkt P = ! versteht man die unbegrenzten Geraden, die durch P 
hindurchgehen und bzw. die Richtungen t, 1) und b haben. Die drei paarweise 
senkrechten Vektoren t, 1) und b folgen aufeinander so wie die positiven Rich
tungen der Koordinatenachsen und bilden das begleitende Dreibein oder 
Dreikant von~; die Ebenen durch 1) und 6 bzw. t und 1) sind, wie erwahnt, Normal
und Schmiegebene, die Ebene durch t und b heiBt rektifizierendeEbene. 

10. Die Frenetschen Formeln. Es muB sich offenbar jeder beliebige Vektor 
mittels passender Skalarfaktoren (Komponenten) aus den drei unabhangigen 
Vektoren t, 1) und b zusammensetzen lassen. Das gilt insbesondere auch flir die 
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Ableitungen dieser drei Vektoren nach der Bogenlange s; die entsprechenden 
F ormeln t' = ,,~ 

~'= -"t + rb 
b' = -r'f) 

heiBen Frenetsche Formeln und sind fundamental fiir die ganze Theorie 
der Raumkurven. Dabei ist " = ,,(s) die Kriimmung oder Biegung, r = r(S) 
die Windung, Torsion oder zweite Kriimmung (weshalb man mitunter 
statt Raumkurve auch "Kurve doppelter Kriimmung" sagt) von .!J = .!J (s) 
(vgl. die folgende Ziff. 11). Als SonderfaIle ergeben sich fUr l = 0 aus der dritten 
Forme! die ebenen Kurven und fUr ,,= 0 aus der ersten Formel die Geraden. 

Aus .!J' = t folgt .!J" = l' = "'fJ und .!J'" = _,,2t + ,,'1) + "rb. Setzt man 
diese Ausdriicke in die Reihenentwicklung 

.!J (s) = .!J (0) + .!J' (O)s + t.!J" (0)S2 + t .!J'" (0)S3 + ... 
ein und macht noch das Dreibein im Punkt s = 0 zum Koordinatenkreuz, so er
gibt sich die sog. kanonische Darstellung von ~ in der Umgebung von s = 0 

X=s 

y = +! "0 S2 + t,,~ S3 + ... , 
z = + t "0 ro S3 + ... , 

wo "0 = "(0) und ro = T (0) gesetzt ist. Die Projektionen von ~ auf die Ebenen 
des Dreibeins erhalten in erster Annaherung (bei Beriicksichtigung der ersten 
Glieder der obigen Reihenentwicklungen) das in Abb. 15 dargestellte Aussehen. 

Beim Durchlaufen von ~ erfahrt das begleitende Dreibein gewisse Drehungel.l; 
der beziigliche Drehvektor b (dessen Richtung, Lange und Sinn bzw. durch 
die Drehachse, die Winkelgeschwindigkeit und die Festsetzung gegeben sind, 
daB die positive Drehung nach links erfolgt) hat die Gestalt b = r t + "b, d. h. 
seine Komponenten in die Richtungen von t, 1) und b sind bzw. gleich r, 0 und ". 

Abb.15. Projektionen einer Raumkurve auf die Ebenen des begJeitenden Dreibeins. 

11. Die spharischen Bilder. Kriimmung und Windung. Verlegt man die 
Anfangspunkte der drei Vektoren t, 1) und b in den Ursprung, so beschreiben 
ihre Endpunkte Kurven auf der Einheitskugel X2 + y2 + Z2 = 1 , die bzw. Tangen
ten, Haupt- uiJ.d Binormalenbild von ~ heiBen. Zwischen ihren Bogenelementen 
ds1 , dS2 und dS3 besteht die Lancretsche Relation ds~ = dSI + ds~. Fiir 
Kriimmung und Windung von ~ gilt 

_ dSl _ ,/h"2 
,,- ds - V1" , 

_ dS3 _ ~ _ (V', V", V") 
r - dS - -Vb - i-J"2 • 

1st ~ auf einen beliebigen Parameter t bezogen. so ist 

2 _ [~~J2 (~. p. V') 
" - (lJ2)3 ' r = [,p pJ2 

11* 
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Die erste Formel geht fUr ebene Kurven (z = 0) iiber in die entsprechende Formel 
Zif£. 6 .. 

Wahrend das Vorzeichen der Kriimmung willkiirlich ist, ist das der Windung 
durch die obigen Formeln in einem bestimmten Sinn festgelegt. Seine Bedeutung 
macht man sich am besten an der gemeinen Schraubenlinie 

x = a cost, y = a sint, z = b t 

klar. Es wird hier " = ± a2 : b2 ' 7: = a2 ~ b2 ' Das Vorzeichen von 7: stimmt 
somit mit dem von b (der Ganghohe) iiberein, Rechtsschrauben haben also 
positive, Linksschrauben negative Windung. Die (ganz analoge) Bedeutung 
des Vorzeichens von 7: bei einer beliebigen Kurve kann man sich mittels der 
kanonischen Darstellung oder an Abb. 15 deutlich machen. 

12. Kriimmungsmittelpunkt und Schmiegkugel. Legt man durch drei 
Kurvenpunkte mit den Parameterwerten t, t + h und t + k einen Kreis, so 
nahert sich dieser, wenn h und k nach Null konvergieren, einer bestimmten 
Grenzlage, dem Kriimmungskreis, der ganz in der Schmiegebene liegt und 

den Radius (! = ~ hat, wobei " jetzt positiv zu nehmen ist; sein Mittelpunkt M 
" heiBt Kriimmungsmittelpunkt, liegt auf der Hauptnormalen und hat den 

Ortsvektor q = t:J + (! 1) . 
Analog wie in Ziff. 5 definieren wir: Die Raumkurve ! = ! (t) wird von der 

FHiche F(x, y, z) = 0 im Punkt t = tli von k-ter Ordnung oder (k + 1)-punktig 
beriihrt, wenn die Reihenentwicklung der zusammengesetzten Funktion 
G(t) =F[x(t), y(t), z(t)] nach Potenzen von t - to erst mit Gliedem (k + 1)-ter 
Ordnung beginnt, d. h. wenn G (to) = G' (to) = G" (to) = '" = G(k) (to) = 0, aber 
G(k+l) (to) =1= 0 ist. 

Die Mittelpunkte aller die Kurve ~ in einem Punkt dreipunktig beriihrenden 
Kugeln liegen auf einer Geraden, der Kriimmungsachse, die durch den 
Kriimmungsmittelpunkt geht und zur Schmiegebene senkrecht ist; sie ergibt 
sich auch als Grenzlage der Schnittgeraden der Normalebenen in den Kurven
punkten t und t + h, wenn h nach Null konvergiert. Unter diesen Kugeln gibt 
es eine, die ~ vierpunktig beriihrt, und als Schmiegkugel von ~ bezeichnet 

wird. Fiir den Ortsvektor I ihres Mittelpunktes folgt I = t:J + (! 1) + (!' O. Die 
x 

Kurve I = I(t) heiBt Polarkurve von ~. (Ziff. 14). 1st I konstant, also I' = 0, 
so ist ~ eine spharische Kurve, d. h. eine Kurve, die ganz auf einer Kugel 
(der Schmiegkugel) liegt. Diese Kurven geniigen der Differentialgleichung 

d ((!') (!7:+ ds ~ = O. 

13. Isotrope Kurven. Die Oberlegungen von Zif£. 9 bis 12 geUen im 
wesentlichen unverandert auch fiir imaginare Kurven t:J = t:J (t), wo die Koordina
ten analytische Funktionen der komplexen Veranderlichen t sind. Es gibt jedoch 
eine wichtige Klasse imaginarer Kurven, die durch besonders merkwiirdige Eigen
schaften ausgezeichnet sind und in der Theorie der Minimalflachen (Ziff. 27) eine 
groBe Rolle spielen. Es sind dies die durch verschwindende Bogenlange gekennzeich
neten isotropen oder Minimalkurven. Fiir sie ist also ~2 = 0 (eine reelle Kurve 
mit dieser Eigenschaft muB sich auf einen Punkt reduzieren), femer ist 
(V, ~, ~")2 = - (~2)3 und (~, ~, q)2 = - ~2 0; q)2 fUr einen beliebigen Vektor q. 
Somit verschwindet (~, j.1, .~) nur, wenn [~ f:iJ = 0 ist, d. h. fUr (isotrope) Gerade. 
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Durch L6sung der Differentialgleichung ~2 = 0 ergibt sich eine wichtige 
Parameterdarstellung der isotropen Kurven. Aus x2 + y2 + Z2 = 0 oder 

x2 + y2 = (x + iy) (x - iy) = -Z2 folgt x -J: iy = . -z .. ; bezeichnen wir den z x- zy 
gemeinsamen Wert dieser Ausdriicke mit u, so k6nnen wir mittels eines zweiten 
Proportionalitatsfaktorsv setzen: x + iy = u 2 v, X - iy =-v, Z = uv. Daraus 

folgt if 1 f f 
x = 2 (u 2 - 1)vdt, Y = 2i (u 2 + 1) vdt, Z = uvdt. 

Fiihrt man u als neuen Parameter ein und setzt v :~ = F(u), so wird 

x = tj(u2 -1)F(u) du, 

Y = ~f(U2 + 1)F(u) du, 
2z 

Z = j'uF(u) duo 

Setzt man hier F(u) = j"'(U)' so ergibt sich schlieBlich durch Integration 

x = _~_(U2 - 1) /" - u/' + j, 
Y = -i[Hu2 + i)/" - u/' + jJ, 

Z = uf" -/'. 

14. Torsen (abwickelbareFUichen). Torsen oder abwickelbare Flachen 
sind Hiillflachen einer einparametrigen, stetigen Schar von Ebenen. Die Schnitt
gerade zweier Ebenen El und E2 der Schar nahert sich, wenn E2 gegen El riickt, 
einer Grenzlage, die ganz in der Torse liegt; die Torsen sind somit ein Sonderfall 
der geradlinigen oder Regelflachen (Ziff. 26). Ein Beispiel einer Torse ist die 
Tangentenflache einer Raumkurve; es gilt aber der allgemeine Satz, daB jede 
Torse entweder Tangentenflache einer Raumkurve oder ein Kegel ist, wobei die 
Zylinder als Kegel mit unendlich fernem Scheitel anzusehen sind. 

Die Grenzlage des Schnittpunktes dreier Ebenen der Torse, die einander 
unbegrenzt naheriicken, ist entweder ein Punkt der Kurve, deren Tangenten
flache die Torse ist (Gra tlinie) oder der Scheitel des Kegels. Zwischen Raum
kurve und Torse, letztere als Ebenenschar aufgefaBt, besteht vollstandige 
Dualitat, wie aus der folgenden Zusammenstellung ersichtlich ist: 
001 Punkte = Raumkurve; Tangente 

(Grenzlage der Verbindungsgeraden zweier 
Punkte). 

Schmiegebene (Grenzlage der Ebene durch 
drei Punkte der Kurve\. 

Tangen tenflache 
001 Schmiegebenen = Torse. 
001 Punkte einer Ebene = ebene Kurve. 

001 Ebenen = Torse; Erzeugende (Grenz
lage der Schnittgeraden zweier Ebenen). 

Punkt der Gra tlinie (Grenzlage des 
Schnittpunktes dreier Ebenen der Torse). 

Hiillflache 
001 Punkte der Gratlinie = Raumkurve. 
001 Ebenen durch einen Punkt = Kegel. 

Zu jeder Raumkurve Q; geh6ren drei ausgezeichnete Torsen: 
1. Die Tangentenflache (Hiillflache der Schmiegebenen); ihre Gratlinie 

ist a: selbst. 
2. Die Polarflache (Hiillflache der Normalebenen von Q;); ihre Grat

linie, die Polarkurve, ist der Ort der Mittelpunkte der Schmiegkugeln von Q;; 
ihre Tangenten sind zu den Binormalen, ihre Hauptnormalen zu den Haupt
normalen von Q; parallel. 

3. Die rektifizierende Flache (Hiillflache der rektifizierenden Ebenen). 
Sie hat die besondere Eigenschaft, daB auf ihr Q; eine geodatische Linie (Ziff.23) 
ist, woraus sich auch ihr Name erklart (bei der Abwicklung einer Torse geht die 
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geodatische Linie in eine Gerade tiber, so daB dann die Uinge von (£ direkt ge
messen werden kann; vgl. auch Ziff.22). 

Die von den Haupt- undBinormalen von (£ beschriebenen Regelflachen 
sind dann und nur dann Torsen, wenn (£ eben ist; sie sind dann bzw. die Ebene 
von (£ selbst und der tiber (£ senkrecht zu ihrer Ebene errichtete Zylinder. 

15. Einteilung der analytischen Kurven. A. Regulare K urven: [~ .pJ2 =1= 0. 
1. Raumkurven: (~, V, ~) =1= 0. 
2. Kurven in euklidischen Ebenen: (~, p, .~) = 0. 

B. Singulare Kurven: [~vJ2 = 0. 
1. Kurven in isotropen Ebenen: (~,~,~) = 0, ds 2 =1= 0. 
2. lsotrope (Raum-) Kurven: (~, V, 'iJ) =1= 0, ds 2 = 0. 
3. EUklidische Geraden: [~ .pJ = 0, ds 2 =1= 0. 
4. lsotrope Geraden: [~.pJ = 0, ds 2 = 0. 
16. Besondere Kurvenklassen. A. Evoluten und Evolventen. Legt 

man urn eine Raumkurve (£ einen nicht dehnbaren Faden, so beschreibt jeder 
Punkt des Fadens, wenn man ihn unter Spannung von (£ abwickelt, eine Filar
evolven te (£' von (£. Es gibt 001 Filarevolventen; sie liegen alle auf der Tangenten
flache von (£ und sind die orthogonalen Trajektorien der Tangenten. Die Tangen
ten von (£' sind parallel zu den entsprechenden Hauptnormalen von (£, die Normal
ebenen von (£' sind die rektifizierenden Ebenen von (£. Umgekehrt heiBt (£ 
Filarevolute von (£'; jede Raumkurve (£' besitzt 001 Filarevoluten, die geo
datische Linien (Ziff. 23) auf der Polarflache von (£' sind. 

Denkt man sich in jeder Lage eines eine Raumkurve (£ durchlaufenden 
Punktes die Schmiegebene errichtet, so beschreibt ein mit dieser fest verbundener 
Punkt eine Planevolvente von (£. Jede Raumkurve (£ besitzt 002 Planevolven
ten (£'; sie sind die orthogonalen Trajektorien der Schmiegebenen von (£, die 
zugleich die Normalebenen aller (£' sind. Jede Raumkurve (£ kann als Plan
evolvente ihrer Polarkurve angesehen werden, die daher auch als Planevolute 
von <£ bezeichnet wird. 

. B. Bertrandsche Kurven. Man versteht darunter Kurvenpaare <£1' (£2 
mit gemeinsamen Hauptnormalen. Zwischen Krtimmung und Windung einer 
jeden von ihnen muB dann eine lineare Relation a" + br = 1 bestehen. Ent
sprechende Punkte der beiden Kurven haben den festen Abstand a; ihre Tangenten 

schneiden sich unter dem konstanten Winkel ~ = arc ctg !!.. FUr ebene Kurven 
ist ~ = 0. . a 

1st b = 0, so ist fUr beide Kurven ,,= ~ (Kurven konstanter Krtim-
a 

mung); jede ist Polarkurve der anderen, da der Mittelpunkt der Schmiegkugel 
in den zugehOrigen Krtimmungsmittelpunkt fallt (Ziff. 12). Entsprechende 
Tangenten schneiden sich rechtwinklig. 

Ftir a = ° fallen beide Kurven zusammen, und es wird 7: = ~ (K urven 
konstanter Torsion). 

C. Boschungslinien sind Kurven, deren Tangenten mit einer festen 
Richtung e einen festen Winkel {) bilden. Sie sind dadurch charakterisiert, daB 

das Verhaltnis ,,:7: einen festen Wert hat. Es ist ~ = tgf) und 
~ 

e = t cosf) + b sinf). 

III. Flachentheorie. 
17. Darstellung. Die beiden Grundformen. Als zweckmaBigste Darstellung 

einer Flache bentitzen wir die Parameterdarstellung 
x=x(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v) (1) 
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oder in vektorieller Schreibweise 
~ = ~(u, v). 

Dabei sollen (1) beliebig oft stetig differenzierbare Funktionen sein, deren 
Funktionalmatrix den Rang 2 hat. 1st namlich der Rang 1, so lassen sich 
(Kap.1, Ziff.24) etwa y und z als Funktionen y = t(x), z = g(x) von x an
sehen, d. h. die Flache reduziert sich auf eine Kurve. 

Wir bezeichnen die Flache selbst mit (~) und einen beliebigen Punkt auf ihr 
durch seinen Ortsvektor ~. . 

Sei durch u = u(t), v = v(t) eine Kurve Q; auf (~) gegeben. DerTangenten
vektor von Q; wird ~ = ~u U + ~v v, wo die Punkte Ableitut:lgen nach t bedeuten 

und ~u = ~!, ~v = ~: die Tangentenvektoren der Parameterlinien v = konst. 

und u = konst. sind. Die Tangentenvektoren aller Flachenkurven durch ~ 
erfiillen somit eine Ebene, die Tangen t e ne bene von (~) im Punkt ~. 

Die Tangentenebene ist unbestimmt, wenn ~u und ~v linear abhangig sind, 
also [~u ~vJ = ° ist. Das ist nicht nur in singularen Punkten der Flache der Fall, 
sondern auch in Punkten, wo das Netz der Parameterlinien gewisse Singularitaten 
aufweist [z. B. bei der Kugel x = a sinucosv, y = a sinusinv, z = acosu 
die Punkte (0, 0, ± a)]. 

1m folgenden ist [~u ~"J =1= ° angenommen. 
Das (quadrierte) Bogenelement einer Flachenkurve Q; wird ds2 = ~2dt2 

= (~udu + ~vdV)2; setzt man (vg1. Kap.1, Ziff. 55) 

E = ~;" F = ~u~v, G = ~~ , 
so wird ds 2 = Edu2 + 2 Fdudv + Gdv2. 

Die quadratische Differentialform rechts heiBt erste Grundform von (~). 
Der zur Tangentenebene senkrechte Einheitsvektor n (n2 = 1) heiBt 

N ormalen vektor oder Flachennormale von (~). Es ist 

n = [Vu V.J = [Vu V.J • 
Y[Vuv.J2 YEG- P 

Vnter dem Flachenelemen t do von (~) versteht man den Ausdruck 
(vgL Kap. 1, Ziff.55) do = -rEG _ F 2 dudv. 

Die Parameterlinien schneiden sich im Punkt ~ unter emem Winkel w, 
der durch F 

cosw =,~' 
rEG 

gegeben ist; sie sind insbesondere orthogonal, wenn F = ° ist. 
Die Tangentenrichtung einer Flachenkurve ist durch das Verhaltnis du:dv 

gegeben; sind du:dv und ~u:r5v zwei Kurvenrichtungen in ~, so ist der von 
ihnen eingeschlossene Winkel e gegeben durch 

_ Edu~u + F(du~v + dv~u) + Gdv~v . _ llEG F2 du~v - dv ~u 
cose - ds~s ' sme - r - ds~s' 

wo ds2 = Edu2 + 2 Fdudv + Gdv2 und ~S2 = E~U2 + 2F~ubv + G~V2 ist. 
Sind die beiden Flachenkurven gegeben durch tp (u, v) = ° und 1p (u, v) = 0, 
so wird 

und die Orthogonalitatsbedingung 

V(tp,1jJ) = 0. 
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Dabei ist V(<p, VJ) der erste Beltramische Differentiator (vgl. Kap. 5, Ziff.18) 

V ( ) = E'PvlPv - P ('P.lPu - 'PulP.) + G'PulP. 
<p, VJ EG _ p2 ' 

V = V ( ) = E 'P; - 2P 'P .. 'P. + G 'P! 
<p <p,<p EG-F2' 

Fiihrt man durch it, = u (u, v), V = V (u, v) neue krummlinige Koordinaten 
auf (p) ein, so wird ds 2 = Edu2 + 2 Fdudv + Gdv2 ; dabei ist 

E -_ _ Vii F--· __ -V(U, iI) VU 
G= - (2' Vit Vv - V(u, V)2' VU Vv - V(u, V)2' VuVv - V,u,v) 

Die quadratische Differentialform 

- dpdn = -(Pudu + Pvdv) (nudu + nv dv) = Ldu2 + 2 M du dv + N dv 2 

heiBt zwei te Grundform von (p); fUr ihre Koeffizienten ergibt sich 

L=-hn =h n=J£......~ t'uu t'uu YEG-F2' 

M h h (V".Vu V.) N = _ h n = h n = (Vv.VujJ.) 
=-Pu nv=-t'v nu=t'uv n =jlEG_F2' t'v v t'vv YEG-F2 

Die FHichentheorie ist identisch mit der Theorie der Invarianten der beiden 
Grundformen. 

1st die Flache in der Form z = z(x, y) gegeben, so erhalt man ohne weiteres 
den AnschluB an die obigen und folgenden Formeln, wenn man x = u, y = v, 
z = z (u, v) setzt. Insbesondere ist 

E = 1 + z;" F = Z"ZY' G = 1 + z~, EG - p2 = W2 = 1 + z; + z~, 
L = :x.x M = Zxy N = Zyy 

W' W' W' 

und der Normalenvektor wird, wenn i, i und f die Einheitsvektoren der posi
tiven Koordinatenachsen sind, 

n = ~ ( - z'" i - Zy i + f). 
18. Die Kriimmung einer FHiche. Langs einer Flachenkurve u = u(s), 

v = v (s) ist p' n = 0, wo der Strich die Ableitung nach s andeutet. Durch 
Differentiation ergibt sich (pI! = ,,~, vgl. Ziff. 10) 

~ 1)n = -p'n' = Ldu2 + 2Mdudv + Ndv2 
e Edu2+2Fdudv+Gdv2 

Daraus folgt, daB alie Flachenkurven, die durch einen Punkt p gehen und in p 

dieselbe Schmiegebene haben, in p auch dieselbe Kriimmung " =..!... besitzen. 
e 

Da es sich im folgenden urn Aussagen iiber die Kriimmungen der Flachenkurven 
in p handelt, k6nnen wir uns auf ebene Schnitte der Flache beschranken. Wir 
betrachten samtliche ebene Schnitte durch p, fUr die du:dv fest ist, d. h. die 
in peine gemeinsame Tangente haben. 1st {} der Winkel der Schnittebene mit 
der FHichennormalen, so wird wegen ~n = cos{} 

cosf} 1 

e R 
oder (! = R cos{), 

wo 1: R die Kriimmung des Normalschnittes bedeutet. Somit gilt: Die Kriim
mungskreise alier ebenen Schnitte mit gemeinsamem Linienelement liegen auf 
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einer Kugel mit dem Radius R (S a t z von MEUSNIER). Fiir die Kriimmungen 
1: R der Normalschnitte in ,p folgt 

1 Ldu2 + 2Mdudv + Ndv2 

R = Edu2 + 2Fdudv + Gdv2 ; 

ist R gegeben, so berechnen sich die zugehorigen Fortschreitungsrichtungen aus 
(RL - E)du2 + 2 (RM - F)dudv + (RN - G)dV2 = o. 

Die extremen Werte von 1: R, flir die die obige Gleichung eine Doppelwurzel 
du:dv hat, heiBen Hauptkriimmungen der Flache in ,p, sie ergeben sich aus 

(EG - P) - (EN - 2FM + GL) R + (LN - M2) R2 = o. 
Die symmetrischen Funktionen der Hauptkriimmungen sind 

K = ~ ~ = LN - M2, 2H = ~ + ~ = EN - 2 F M + GL 
RIR2 EG-P Rl R2 EG-P 

Man nennt K das GauBsche KriimmungsmaB und H die mittlere Kriim
mung der Flache. Wahrend das Vorzeichen von H von dem der Irrationalitat 
W = yEG - P abhangt, ist dies bei K nicht der Fall. Man spricht von ellip
tischen, parabolischen oder hyperbolischen Flachenpunkten, je nachdem 
K > 0, K = 0 oder K < 0 ist. Legt man zur Tangentenebene e in ,p eine Parallel
ebene, deren Abstand von e sehr klein ist, so ist ihr Schnitt mit der Flache, die 
sog. Dupinsche Indikatrix bei K > 0 eine reelle oder imaginare (je nachdem, 
auf welcher Seite der Tangentenebene die Parallelebene gelegt ist) Ellipse, bei 
K < 0 eine Hyperbel. Die Achsen dieser Kegelschnitte sind proportional zu 
den Wurzeln aus den Hauptkriimmungsradien. 1m Fall eines parabolischen 
Punktes ist die Indikatrix im allgemeinen eine semikubische Parabel (u 2 = ~3) 
mit einer Spitze in,p. Die einzigen Flachen mit lauter parabolischen Punkten 

sind die Torsen. 1st K =1= 0, so ergibt sich die Normalkriimmung ~ in einer 

Ebene, die mit der zur Hauptkriimmung 1: Rl gehOrigen Ebene den Winkel {} 
einschlieBt, aus der Eulerschen Formel 

1 _ cos2 f) + sin2 f) 

R-~ ~. 

Das KriimmungsmaB K laBt sich rational durch die Koeffizienten der 
ersten Grundform und ihreAbleitungen allein ausdriicken (Theorema egregium 
von GAUSS). Es ist 

1 
K= (EG _ P)2 

(-tGuu + FUll - tEv,,) lEu (Fu - tEv) 0 tEv!Gu 
F" - tGu E F tEv E F. 

tG" F G !GuF G 
Denkt man sich den Normalenvektor n vom Ursprung aus aufgetragen, 

so beschreibt sein Endpunkt die Einheitskugel, auf die die Flache (,p) somit 
durch parallele Normalen oder parallele Tangentenebenen abgebildet ist [spha-
risches Bild von (,p) nach GAUSS]. 1st do = -yEG - P du dv = (n -Pu -p,,)du dv 
das Flachenelement von (,p), so ist dO = (n nu nIl) du dv das entsprechende 

Flachenelement des spharischen Bildes (n) und ddO = ((nnunv)) = K. 
o nl:J .. l:Jv 

Flachenpunkte, in denen aIle N ormalkriimmungen iibereinstimmen, heiBen 
N a bel punkte; die Differentialgleichung der Kriimmungslinien (Ziff. 19, C) 
ist in solchen Punkten identisch erfiillt; die Dupinsche Indikatrix artet in einen 
Kreis aus, es ist also Rl = R2. Notwendig und hinreichend ist L:M:N = E:F:G 
oder L = M = N = o. Die einzigen Flachen mit lauter N abelpunkten sind die 
Kugeln und Ebenen. Uber Nabelpunkte der Flachen zweiten Grades vgl. Kap. 3, 
Ziff.26. 
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Zwei Flachen, deren Gleichungen wir fiir den Augenblick in der Form 
z = t (x, y) und z = g (x, y) annehmen, beriihren einander in einem gemeinsamen 
Punkt P von n-ter Ordnung, wenn in P alle Ableitungen der beiden Funk
tionen fund g bis einschlieBlich der n-ten Ordnung, aber nicht mehr die Ab
leitungen (n + 1)-ter Ordnung iibereinstimmen, was fUr die beiden Funktionen 

insgesamt (n + 1)2(n + 2) Bedingungsgleichungen gibt. Der Begriff der osku

lierenden Flachen ist ganz analog zu formulieren wie in Ziff. 5. 
Es gibt 001 Kugeln, die eine Flache (p) in einem Punkt 1J (von erster Ordming) 

beriihren; ihre Mittelpunkte liegen alle auf der Flachennormalen in p. Vnter 
diesen Kugeln gibt es zwei, die dadurch ausgezeichnet sind, daB es auf ihnen 
je einen Hauptkreis durch p gibt, welcher die Flache von hOherer als erster 
Ordnung beriihrt (vgl. Ziff. 12). Die Radien dieser beiden Kugeln stimmen mit 
den Hauptkriimmungsradien von (p) iiberein, die Ebenen der beiden er
wahnten Hauptkreise stehen aufeinander senkrecht und enthalten die Achsen 
der Dupinschen Indikatrix des Punktes p. Die Mittelpunkte der beiden Kugeln 
bezeichnet man als die Kriimmungsmittelpunkte der Flache (p) im Punkt p. 
Vnter den Zentraflachen oder Evolutenflachen von (p) versteht man die 
Crter der beiden Kriimmungsmittelpunkte (vgl. auch Ziff. 19, C). 

19. Besondere Kurvensysteme auf einer FUiche. A. Vnter den Asym
ptoten- oder Haupttangentenlinien versteht man das Netz der Integral
kurven der Differentialgleichung Ldu2 + 2Mdudv + Ndv 2 = O. Siesind 
reell, wenn das KriimmungsmaB K < 0 ist. Ihre Tangenten fallen in die 
Asymptotenrichtungen der Dupinschen Indikatrix, ihre Schmiegebenen in die 
Tangentenebenen der Flache. Sie sind daher invariant gegeniiber projektiven 
Transformationen. Macht man die Asymptotenlinien zu Parameterlinien 
u = konst., v = konst., so wird L = N = O. 

B. Konjugierte Kurvennetze. Die langs einer Flachenkurve ~ er
richteten Tangentenebenen hiillen eine Torse ein; durch jeden Punkt P von ~ 
geht eine Erzeugende dieser Torse, deren Richtung zur Tangentenrichtung 
von ~ in P beziiglich der Dupinschen Indikatrix von P konjugiert ist. Zwei 
konjugierte Richtungen du:dv und c5u:c5v werden also durch die Asymptoten
richtungen harmonisch getrennt und geniigen daher der durch Polarenbildung 
aus der zweiten Grundform entstehenden bilinearen Gleichung 

Lduc5u + M(duc5v + dvc5u) + Ndvc5v = O. 

Zu jeder Kurvenschar auf der Flache (p) laBt sich eine konjugierte konstruieren; 
zwei solche Kurvenscharen bilden dann ein konj ugiertes N etz. 

Die Parameterlinien bilden ein konjugiertes Netz, wenn M = 0 ist. 
C. Kriimmungslinien. Diese bilden ein Kurvennetz auf der Flache (p), 

welches sich auf drei Arten definieren laBt: 
1. Das Netz der Kriimmungslinien ist zugleich konjugiert und orthogonal. 
2. Die Fortschreitungsrichtungen des Netzes in einem Punkt P sind gegeben 

durch die Achsenrichtungen der Dupinschen Indikatrix. 
3. Die Flachennormalen langs einer Kriimmungslinie bilden eine Torse. 
Ih!e Differentialgleichung ist 

(EM - FL)du 2 + (EN - GL)dudv + (FN - GM)dv 2 = 0, 

wie sich aus jeder der drei Definitionen durch einfache Rechnung ergibt. 
Auf der Kugel und der Ebene ist jedes orthogonale Netz ein Netz von 

Kriimmungslinien, auf jeder anderen (reellen) Flache sind die Kriimmungs
linien eindeutig bestimmt (und reell). 
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Die Bedingung, daB die von den Flachennormalen langs einer Kriimmungs
linie gebildete Regelflache eine Torse ist (vgl. Ziff. 14), fiihrt auf die wichtige 
Formel von RODRIGUES d ~ + R dn = 0. 

Die Gratlinien der Torsen, die von den Flachennormalen langs der Kriim
mungslinien einer Schar gebildet werden, liegen auf einer Zentraflache und sind 
geodatische Linien (Ziff. 23) derselben. 

Aus der dritten Definition ergibt sich, daB die Kriimmungslinien einer 
Drehflache die Meridiane und Parallelkreise sind, da die Flachennormalen langs 
dieser Kurven Torsen bilden. Von den beiden Kriimmungsmittelpunkten ist 
der eine der Kriimmungsmittelpunkt des zugehi:irigen Meridians, der andere 
liegt auf der Drehachse. 

Sind die Parameterlinien Kriimmungslinien, so ist zugleich F = ° und 
M=O. 

D. Isotrope Kurven (vgl. Ziff.13). Ihre Differentialgleichung ist Edu2 + 
+ 2Fdudv + Gdv2 = 0; durch jeden Punkt Pder Flache gehen zwei isotrope 
Kurven, deren Tangenten die beiden isotropen Geraden der Tangentenebene in P 
sind. Sind die Parameterlinien isotrop, so ist E = G = 0, d. h. ds 2 = 2 F dudv. 
Das GauBsche KriimmungsmaB nimmt die besonders einfache Form 

K __ ~ o21nF 
- F OUOV an. 

E. Isothermensysteme. Wird bei Einfiihrung neuer Parameter p'= p (u,v) 
q = q (u, v) das Bogenelement von (~) " 

ds 2 = A (P, q) (dp 2 + dq2), 

so heiBen p = konst. und q = konst. isotherme Parameter. Sie geniigen der 
Differentialgleichung (verallgemeinerte Laplacesche Differentialgleichung) Ll p = 
= Aq = 0, wo Ll den zweiten Beltramischen Differentiator (Kap. 5, Ziff. 18) 

bedeutet. 

Ll _ 1 (0 E CPv - F '/Ju + 0 G CPu - F CPv) 
rp - YEG - pi av yjj;=-G - p2 OU YEG - p2 

Ferner ergibt sich l( 1_) = J7 P = J7 q. Zwischen den Funktionen p und q bep,q 
stehen die Differentialgleichungen 

(A) 

die als Verallgemeinerung der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 
Pu = +qv, Pv = -qu der Funktionentheorie angesehen werden ki:innen; sind 
namlich u und v bereits isotherm, so gehen die Gleichungen (A) in die Cauchy
Riemannschen iiber. 

Hat man eine Li:isung der Differentialgleichung Ll p = 0, so ergibt sich q aus 

q =f(- Epv - FP,,- du + ~ .... pu--....JPv dV) 
]lEG - p2 lEG - F2 . 

Der Integrand ist wegen A p = ° ein vollstandiges Differential. 1st ein lsothermen
system p, q bekannt, so ergibt sich jedes andere p, q, wenn man p + iq = f (P + iq) 
setzt, wo t eine willkiirliche analytische Funktion der komplexen Veranderlichen 
z = p + iq bedeutet. 

Auf Flachen mit positivem KriimmungsmaB, wo die Asymptotenlinien 
imaginar sind, existieren unendlich viele Kurvensysteme, fiir die die zweite 
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Grundform eine isotherme Gestalt annimmt, also L = N und M = 0 wird. 
Diese Systeme sind konjugiert und werden als isotherm konjugierte Systeme 
bezeichnet. 

20. Die AbIeitungsformeIn. Die drei Vektoren .J:lu, .pv und n bilden, analog 
wie t, ~ und b bei einer Raumkurve (Ziff.9), ein begleitendes Dreibein der 
Flache (.J:l). Die Ableitungen .J:luu> .puv, .J:lvv> nu> nv mussen sich daher als lineare 
Kombinationen von .).lu> .).lv, n darstellen lassen; die bezuglichen Formeln sind das 
flachentheoretische Analogon der Frenetschen Formeln der Kurventheorie. 
Fur die Ableitungen von n gelten die Weingartenschen F ormeln 

W2nu = (FM - GL).pu + (FL - EM) .).lv, 
W2 n" = (FN - GM).pu + (FM - EN) .).lv, 

wo W2 = EG - F2 ist, fUr die zweiten Ableitungen des Ortsvektors .p (u, v) 
die GauBschen Formeln 

.).luu = e 11}.).lu + e 21}.p" + Ln, 

.).lu" = {\ lpu + {\ 2}.pv + Mn, 

.pvv = e/}.pu + e22}.).l" + Nn, 

wobei die Christoffelschen Dreiindizessymbole zweiter Art 
gendermaBen erklart sind: 

{1 1} = + GEu - 2FF" + FE. 
1 2W2 ' 

{1 1} = - FE" + 2EFu - EE. 
2 2W2' 

{1 2} = GE. - FG" 
1 2W2' {1 2} = EG" - FE. 

2 2W2' 

{2 2} = - FG. + 2GF. - GG" 
1 2W 2 ' 

{2 2} _ + EG. - 2FF. + FG" 
2 - 2W2 • 

fol-

Sind die sechs Koeffizienten der beiden Grundformen gegeben, so ist dadurch 
auf Grund der GauBschen Formeln eine Flache (.).l) bis auf Bewegungen im Raume 
eindeutig bestimmt (Satz von BONNET). Dazu mussen aber gewisse Integrabilitats
bedingungen erfilllt sein, die sich durch Berechnung von .).luuv und .).luvv ergeben. 
Als erste Bedingung ergibt sich GAUSS' Theorema egregium (Ziff.18), wo nur 
K LN - M2 . d· b·d d . d = EG _ F2 zu setzen 1st; Ie el en an eren sm 

Lv + e/}M + {\1}N = Mu + e/}L + {\2}M, 

M" + e/}M + {\2}N = N" + {2/}L + e/}M 

(Formeln von MAINARDI und CODAZZI). Die Koeffizienten der beiden Grund
formen sind somit nicht unabhangig voneinander. 

21. Verbiegung von FIa.chen. Denkt man sich eine FHi.che aus biegsamem, 
aber nicht dehnbaren Material, etwa aus dunnem Blech, hergestellt, so wird 
eine solche Flache neben den Bewegungen im Raum im allgemeinen noch gewisse 
Verbiegungen gestatten, wobei wegen der Undehnbarkeit die BogenHingen von 
Flachenkurven erhalten bleiben. Zwischen den Punkten der verbogenen und 
unverbogenen Flache besteht also eine eineindeutige Beziehung, die man als 
langentreue oder isometrische Abbildung bezeichnet. Es ist aber um
gekehrt nieht immer moglich, zwei langentreu aufeinander abgebildete Flachen 



Ziff. 22. Ableitungsformeln. Verbiegung. Geodatische Kriimmung. 173 

durch eine stetige Biegung wirklich ineinander iiberzufiihren; trotzdem behalt 
man auch dann meist die Bezeichnung Biegung bei, oder man sagt, die beiden 
FHichen seien aufeinander abwickelbar. (Unter abwickelbaren FHichen 
schlechthin versteht man soiche, die auf die Ebene abwickelbar sind; vgl. Ziff. 14.) 
Zwei FHi.chen,):1 = ,):1(u, v) und q = q(p, q) konnen dann und nur daJin Hi.ngentreu 
aufeinander abgebildet werden, wenn ihre beiden ersten Grundformen aquivalent 
sind, d. h. durch eine geeignete Substitution p = p (u, v), q = q (u, v) ineinander 
iibergefiihrt werden konnen. 

Dieser Satz gilt fiir FHichen in ihrer Gesamtausdehnung im allgemeinen 
nicht, sondern nur fiir geniigend klein gewahlte Flachenstiicke; das Wort 
"Flache" ist hier wie iiberhaupt in der Differentialgeometrie in diesem Sinn zu 
verstehen (vgl. den letzten Absatz dieser Ziffer). 

Die wichtigste Biegungsinvariante ist das GauBsche KriimmungsmaB K, 
dessen Invarianz wegen der GauBschen Formel (Theorema egregium, Ziff.18) 
unmittelbar aus cler Invarianz der ersten Grundform folgt. 

Soli bei einer stetigen Verbiegung einer Flache eine Kurve auf derselben 
starr bleiben, so ist das nur moglich, wenn die Kurve eine Asymptotenlinie ist. 

Es ist stets moglich, eine Flache so zu verbiegen, daB eine vorgegebene Kurve 
Kriimmungslinie der verbogenen Flache wird. 

Eine Eiflache, d. i. eine geschlossene, iiberall positiv gekriimmte Flache, 
kann als Ganzes nicht verbogen werden (Satz von LIEBMANN). Als Sonderfall 
ist darin der Satz von der Starrheit der Kugel enthalten; dagegen ist jeder Teil 
del' Kugelflache verbiegbar. 

22. Geodatische Kriimmung. Neben dem GauBschen KriimmungsmaB 
ist die geodatische Kriimmung oder Abwickelkriimmung einer Flachen
kurve ~ die wichtigste Biegungsinvariante. Dieser Begriff ist eine unmittelbare 
Verallgemeinerung des Begriffes der· Kriimmung einer ebenen Kurve; ist ~ eine 
Kurve auf einer Torse, so stimmt die geodatische Kriimmung von ~ mit der 
(gewohnlichen) Kriimmung jener ebenen Kurve ~ iiberein, in die ~' bei der Ab
wicklung der Torse auf die Ebene von ~' iibergeht. Liegt ~ auf einer beliebigen 
Flache (,):1), so ist die geodatische Kriimmung von ~ die (gewohnliche) Kriimmung 
jener ebenen Kurve ~', die man aus ~ durch Abwicklung der der Flache (,):1) 
langs ~ umschriebenen Torse auf eine Ebene erhalt. Dabei versteht man 
unter der einer FHiche (,):1) langs einer Kurve ~ umschriebenen Torse die Hiill
flache der Tangentenebenen von (tJ) in den Punkten von~. 1st ~ durch u = u (s) , 
v = v (s) gegeben und s die Bogenlange von ~, so folgt aus dieser Definition fiir 
die geodatische Kriimmung 'Xg von ~ 

'Xg = (tJ.tJssn), (1) 

wo n wieder der Einheitsvektor der Flachennormalen ist. Zwischen 'Xg und der 
Kriimmung 'X von ~' besteht der Zusammenhang 

'X b n = 'Xg , (2) 

wo b die Binormale von ~ ist. Aus (1) oder (2) folgt: 
BerUhren sich zwei Flachen langs einer Kurve ~, so hat ~ auf beiden Flachen 

dieselbe geodatische Kriimmung. 
Legt man durch eine Flachenkurve ~ den zur Tangentenebene in einem 

Punkt von ~ senkrechten Zylinder und wendet man auf diesen den Satz von 
MEUSNIER (Zif£. 18) an, so ergibt sich: Die geodatische Kriimmung von ~ in P 
ist gleich der gewohnlichen Kriimmung der senkrechten Projektion von ~ auf 
die Tangentenebene in P. Die geodatische Kriimmung wird daher oft auch als 
Tangen tial kriimm ung bezeichnet. 
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Wir erwahnen noch einige andere Formeln fur die geodatische Krummung Xg 

einer Flachenkurve~. Ist ~ gegeben durch gJ (u, v) = 0, so wird 

Xg = - ~ - J7 (<p, Y;q?) = 

Ist ~ gegeben durch u = u (t), v = v (t), so ist 

1 r 
wo 

Xg = W • (Eit2 + 2Fif,v + GiJ2)'I. ' 

1'= W2(uv - i(0) + (Eu + Fv)[(Fu - tEv) u2 + Guuv + tGv02] + 

+ (Fu + Gv) [-} Eu u2 + Ev U 0 + (Fv - t Gu) 02] 

ist und die Punkte Ableitungen nach t bedeuten. 
Sei ~ eine auf einer Flache (fl) gezogene geschlossene doppelpunktfreie Kurve, 

die sich auBerdem durch den von ihr eingeschlossenen Bereich Q3 von (fl) hindurch 
stetig auf einen Punkt zusammenziehen lassen mage; der Bereich Q3 ist dann 
einfach zusammenhangend (Kap.3, Ziff.39). Das Flachenintegral fKdo heiBt 

in 
dann nach GAUSS Gesamtkrummung des Bereiches Q3 und steht in einem 
bemerkenswerten Zusammenhang mit der geodatischen Krummung der Rand
kurve ~; es ist namlich 

fKdo + fXgds = 2Jl 
in @: 

(GauB-Bonnetsche Formel), wobei das Randintegral uber ~ in dem Sinn 
zu erstrecken ist, daB der umschlossene Bereich zur Linken bleibt. Fur eine 
geschlossene Flache iY yom Geschlecht p (Kap. 3, Ziff. 39) folgt daraus mittels 
der kanonischen Zerschneidung, da die Randintegrale sich gegenseitig weg
heben, 

fKdo = 4Jl(i - p); 

insbesondere ist fUr eine Flache yom Zusammenhang der Kugel fKdo = 4Jl. 
lY 

23. Geodatische Linien. Man versteht darunter die Flachenkurven mit 
Xg = O. Wie man aus den folgenden Satzen entnimmt, ubernehmen sie auf 
der Flache die Rolle der Geraden in der Ebene. Wegen (fl.P •• n) = 0 lassen 
sie sich geometrisch dadurch kennzeichnen, daB ihre Schmiegebenen die Flachen
normale n enthalten; durch jeden Punkt geht daher ein Buschel geodatischer 
Linien. Enthalt eine Flache gerade Linien, so sind diese wegen [fls flss] = 0 
sicher geodatische Linien. 

Die Extremalen des Variationsproblems der Bogenlange einer Flachenkurve 
U = u (t), v = v (t) : 

t1 t1 

b f ds = b f yE=-O-U-2-+-2--C-Fuv + Gv 2 dt = 0 
to to 

(vgl. Kap.i1) fallen mit den geodatischen Linien zusammen. Versteht man unter 
einem Feld eine einparametrige Schar geodatischer Linien, die ein Flachen
stuck schlicht uberdecken, so daB durch jeden Punkt des Flachenstuckes eine 
einzige Kurve der Schar hindurchgeht, so gilt: LaBt sich ein Stuck einer geo-
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datischen Linie in ein Feld einbetten, so stellt dieselbe die kurzeste Verbin
dung zwischen zweien ihrer Punkte dar l ). 

Die orthogonalen Trajektorien der geodatischen Linien eines Feldes nennt 
man geodatische Parallele; sie schneiden auf den geodatischen Linien des 
Feldes Kurvenstucke gleicher Lange abo Nimmt man als Parameterkurven die 
geodatischen Linien und Parallelen (und zwar bzw. als Kurven v = konst. und 
u = konst.), so wird fUr diese sog. geodatischen Parallelkoordinaten 
d s 2 = d u 2 + G d v 2 , wenn u die Bogenlange der geoda tischen Linien ist; fUr 

das GauBsche KrummungsmaB ergibt sich K = - ,~a2VG. Gehen die geo-
rG ou2 

datischen Linien v = konst. insbesondere durch einen Punkt, so spricht man 
von geodatischen Polarkoordinaten. Die Kurven u = konst. sind dann 
sog. geodatische Kreise oder genauer geodatische Mittelpunktskreise, 
namlich Kurven, deren Punkte von einem festen Punkt, dem Mittelpunkt, 
konstanten Abstand haben. Diese Mittelpunktskreise sind immer geschlossene 
Kurven. Eine andere Art geodatischer Kreise sind die Kurven konstanter 
geodatischer Krummung, die nicht notwendig geschlossen sind und als Krum
mungskreise bezeichnet werden. Auf Flachen konstanter Krummung fallen 
die beiden Arten geodatischer Kreise zusammen. 

Aus der GauB-Bonnetschen Formel (Ziff. 22) folgt, daB der (verallgemeinerte) 
spharische ExzeB eines geoda tischen Dreieckes (dessen Seiten geodatische 
Linien sind) mit den Winkeln lXi gleich seiner Gesamtkrummung ist; d. h. 

jKdo = IXI + 1X2 + 1X3 - n. 
24. FHichen konstanter Kriimmung. Es sind drei Falle zu unterscheiden: 

1. K> 0, sPharische Flachen, ds 2 = du 2 + cos 2 (VKu) dv 2 • 

2. K = 0, Torsen und Ebenen, ds 2 = du 2 + dv 2 • 

3. K < 0, pseudospharische Flachen, ds 2 = du 2 + cosh 2 (j1-Ku) dv 2 • 

Die angegebenen Normalformen fUr ds 2 beziehen sich auf geeignet gewahlte 
geodatische Parallelkoordinaten. In Dbereinstimmung mit Ziff. 21 folgt: Hin
reichend kleine Stucke von Flachen mit demselben konstanten K sind aufeinander 
abwickelbar. Die Geometrie auf den Flachen mit K> 0, K = 0 und K < 0 
stimmt bzw. mit der elliptischen, euklidischen und hyperbolischen Geometrie 
uberein (Kap. 3, Zif£. 34); aus der letzten Formel von Ziff. 23 folgt ja, wenn F 
der Flacheninhalt eines geodatischen Dreieckes mit den Winkeln lXi ist, 

K F = IXI + 1X2 + 1X3 - n . 

Von den Drehflachen konstanter Krummung sei neben der Kugel (K> 0, 
elliptische Geometrie) noch die Pseudosphare (K < 0, hyperbolische Geometrie) 
erwahnt, die durch Drehung der Traktrix (Zif£' 8, E) urn die x-Achse entsteht. 

Alle Flachen konstanter negativer Krummung sind mit singularen Linien 
behaftet; nach einem Satz von HILBERT gibt es keine unberandete und singulari
tatenfreie derartige Flache. 

25. Konforme Abbildung. Zwei Flachen sind konform aufeinander ab
gebildet, wenn entsprechende Bogenelemente einander proportional sind oder, 

1) Auf der Kugel sind Z. B. die Hauptkreise die geodatischen Linien und die kurzeste 
Verbindung zwischen zwei Punkten, die nicht die Endpunkte eines Durchmessers sind, ist 
ein Stuck eines Hauptkreises. Das andere Stuck desselben Hauptkreises ist keine kurzeste 
Verbindung der zwei gegebenen Punkte und laBt sich auch nicht in ein Feld einbetten, da 
durch irgend zwei diametral gegenuberliegende Punkte dieses Stiickes unendlich viele Haupt
kreise hindurchgehen. 
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was auf dasselbe hinauskommt, wenn die isotropen Kurven der beiden Flachen 
einander entsprechen. Da zwei Flachen, die auf eine dritte konform abge
bildet sind, auch aufeinander konform bezogen sind, genugt es, die konformen 
Abbildungen einer Flache auf die Ebene zu kennen. Man fiihrt zu diesem Zweck 
auf der Flache isotherme Parameter p, q ein (Zif£' 19, E), so daB das Bogen
element die Form ds 2 = A (dp2 + dq2) bekommt. Deutet man dann p und q 
als rechtwinklige Koordinaten in der Ebene, so hat man eine konforme Ab
bildung der Flache auf die (pq)-Ebene. Die allgemeinste konforme Abbildung 
erhalt man dann durch w = f (z), wo f (z) eine beliebige analytische Funktion der 
komplexen Veranderlichen z = p + iq ist (vgl. Kap. 6). Den meisten Land
kartensystemen liegt eine konforme Abbildung der Kugel auf die Ebene zu
grunde; eine langentreue Abbildung, die fur die Praxis gunstiger ware, ist ja 
nach den Auseinandersetzungen von Ziff. 21 nicht moglich. 

26. RegelfHichen. Eine Flache lJ = lJ (u, v) heiBt geradlinig oder Regelflache, 
wenn sie sich in der Form 

lJ = q(v) + u·r(v) 

darstellen laBt; die Linien v = konst. sind Gerade und heiBen Erzeugende, 
die Linie u = 0 nennt man Leitlinie; als solche kann jede Flachenkurve ge
nommen werden, die samtliche Erzeugende schneidet. Die eine Schar der 
Asymptotenlinien einer Regelflache ist die Schar der Erzeugenden. 

1st r2 = 0, so sind die Erzeugenden isotrop; derartige Regelflachen haben 
dann die leicht nachweisbare charakteristische Eigenschaft, neben einer einzigen 
Schar von Krummungslinien, die mit den Erzeugenden zusammenfallen, noch 
eine isolierte, d. h. nicht in dieser Schar enthaltene Kriimmungslinie zu besitzen 
(Mongesche Flachen). Beschrankt man sich, was wir im folgenden tun wollen, 
auf Reelles, so ist r2 =1= 0, und man kann u so bestimmen, daB rein Einheits
vektor wird; u ist dann der Abstand des Flachenpunktes (u, v) yom Schnittpunkt 
der durch ihn gehenden Erzeugenden mit der Leitkurve u = O. Wahlt man 
fiir v auBerdem die Bogenlange auf der Leitkurve, so wird q'2 = 1. 

1st IX der Winkel und p der kurzeste Abstand zweier Erzeugenden, so ist 

(dq x dx) d IX2 = dr2 = r/2 dv2 und dp = -=-. 
ydx2 

Man nennt dlX den Winkel und dP den kiirzesten Abstand "benachbarter" Er
zeugenden v und v + dv. Fallt man von der Erzeugenden v das Lot auf die 
Erzeugende v + h, so nahert sich der FuBpunkt dieses Lotes, wenn h nach Null 
konvergiert, einer gewissen Grenzlage, die man als Mi ttel-, Ha u pt- oder 
Kehlpunkt bezeichnet. Fiir den Parameterwert u = t des Kehlpunktes erhalt 
man 

Der Ausdruck 

q' x' 
t=--I2' x 
dp (q/tt/) 

D=-=--
d rx t /2 

ist eine Invariante der Regelflache und wird als Drall oder Verteilungs
parameter derselben bezeichnet. Sein Verschwinden ist fiir die Torsen kenn
zeichnend. Kehlpunkt und Drall verlieren ihre Bedeutung, wenn r' = 0 ist; 
dann ist r konstant und die Flache ein Zylinder. 

Der Ort der Kehlpunkte heiBt Kehl- oder Striktionslinie der Flache. 
Hat eine Flachenkurve zwei der drei Eigenschaften: a) Striktionslinie, 

b) geodatische Linie zu sein oder c) die Erzeugenden unter fest em Winkel zu 
schneiden, so besitzt sie auch die dritte (Satz von BONNET). 
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Die Leitkurve schlieBt mit den Erzeugenden den Winkel -0. ein, der durch 

cos-o. = q't. 

Die Koeffizienten der ersten Grundform sind: 

E= 1, 

die der zweiten 

L= 0, 

F = cos-o. = q't, 

(q'n') 
M=-k--' 

G = t'2 U 2 + 2q't'u + 1, 

(q" + ut", w, q' + Ut') 
N= k ' 

wo k = t'2U2 + 2 q't' u + sin 2-0. ist. Die Asymptotenlinien der ersten Schar sind, 
wie schon erwahnt, die Erzeugenden, die der zweiten Schar ergeben sich aus 
der Riccatischen Gleichung 2 M d u + N d v = ° . 

27. Minimalf1a.chen. Als solche bezeichnet man die Extremalen des Varia
tionsproblems der Oberflache; unter ihnen sind die Losungen des Plateauschen 
Problems zu suchen, namlich die Flache kleinsten Inhaltes durch eine vorgegebene 
Randkurve zu legen. Sie sind charakterisiert durch identisch verschwindende 
mittlere Kriimmung (vgl. hierzu Kap. 11). 

Die Bestimmung der MinimalfHichen laBt sich auf die in Ziff. 13 durch
gefiihrte Bestimmung der isotropen Kurven zuriickflihren. Fiihrt man auf einer 
Flache die beiden Scharen isotroper Kurven als Parameterlinien ein, so wird 
(Ziff. 18 und 19, D) H = MJF. Aus H = ° folgt also M = n 1:Juv = ° und aus 
E = 1:J= = 0, G = 1:J; = 0 ergibt sich durch Differentiation 1:Ju1:Juv = 1:Jv1:Juv = o. 
Da 1:Ju, 1:Jv und n unabhangig sind, muB 1:Juv identisch verschwinden, die Flache 
sich also in der Form 1:J (u, v) = q (u) + t (v) darstellen lassen. 

Versteht man unter einer Schiebflache eine Flache, die durch Parallel
verschiebung einer Kurve q = q (u) langs einer Kurve t = t (v) entsteht, so er
kennt man unmittelbar, daB jede Schiebflache sich in der Form 1:J (u, v) = q (u) 
+ t(v) darstellen laBt. 

Unser obiges Ergebnis iiber Minimalflachen laBt sich demgemaB so formu
lieren: J ede Minimalflache ist eine Schie bflache isotroper K urven. 

Bei einer reellen Minimalflache miissen die beiden Scharen isotroper Kurven 
konjugiert imaginar sein, d. h. es muB t = q, v = it sein. Daraus folgt 1:J = q +q 
= 2 m q , wo m den reellen Teil des dahinterstehenden Ausdruckes bedeutet. 
Fiihrt man ffir q die Parameterdarstellung der isotropen Kurven von Ziff.13 ein, 
so erhalt man flir die Minimalflache folgende Darstellungen 

oder 

x=mj(u2 -1)F(u)du, 

y =:J j (u 2 + 1) F(u) du, 

Z=mj2uF(u)du 

x = m [(u 2 - i)/" - 2uf' + 2{J, 

Y =:J [(u 2 + i)/" - 2uf' + 2{J, 

z=2m[uf'-f'J. 

Da I eine beliebige analytische Funktion ist, stellen diese Gleichungen einen be
merkenswerten Zusammenhang zwischen der Funktionentheorie und der Theorie 
der Minimalflachen her; zu jeder analytischen Funktion gehOrt eine bestimmte 
Minimalflache und umgekehrt. Die obigen Gleichungen hangen natiirlich, da 
u = P + i q komplex ist, von zwei reellen Parametern p und q ab und stellen also 
wirklich eine reelle Flache dar. 
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Durch eine (nicht isotrope) Kurve geht eine einzige MinimalfHiche, die langs 
dieser Kurve vorgegebene Tangentenebenen hat (Satz von BJORLING). Daraus 
folgt: 

Enthalt eine Minimalflache eine (nicht isotrope) Gerade, so ftihrt die Um
klappung (Drehung durch 180 Grad) die FHiche in sich tiber. 

Enthalt eine Minimalflache eine ebene geodatische Linie, so ist sie symme-
trisch zur Ebene derselben. . 

Die Oberflache einer Minimalflache laBt sich durch das tiber die Randkurve 
erstreckte Integral 

ausdrticken. Daraus kann man eine weitere, ftir Minimalflachen kennzeichnende 
Beziehung ableiten: Es ist <J5 ndtJ = - <J5 tJ dn = 0, erstreckt tiber eine be
liebige, einen einfach zusammenhangenden Bereich umschlieBende geschlossene 
Kurve. 

Zum SchluB seien noch einige spezielle Minimalflachen aufgezahlt: 

1. Das Ka tenoid x 2 + y2 = k2 cosh2 -I entsteht durch Drehung der Kettenlinie 

(Ziff. 8, E) und ist die einzige reelle Minimaldrehflache. 
2. Die Scherksche Minimalflache cosy = e" cosx, sie kann auf unendlich viele Arten 

als Schiebflache erzeugt werden. . 

3. Die W endelflache l' = tg!"- ist die einzige reelle geradlinige Minimalflache. 
x x 

4. Die Schwarzsche Minimalflache; sie ergibtsich aus der obigenlntegraldarstellung 
1 

fiir F(t) = und lOst das PIa tea usche Problem fiir eine aus vier Kanten eines 
V1-14u4 +U8 

regelmaBigen Tetraeders bestehende Randkurve. 
5. Die Ennepersche Minimalflache 

x=P(p2-3 q2_3), y=q(3p2_ q2+3), Z=3(p2_ q2). 

Sie ergibt sich aus der erwahnten Darstellung fiir F (u) = 3. Ihre Kriimmungslinien sind 
durchweg ebene Kurven dritter Ordnung, ihre Asymptotenlinien kubische Raumkurven. 

28. Dreifach orthogonale FHichensysteme. Seien durch die Gleichungen 

Xl =XI (X, y, z) , X2 = X2 (X, y, z) , Xa = Xa (X, y, z) (A) 

krummlinige Koordinaten im Raum eingeftihrt (vgl. Kap. 1, Ziff. 26; die Funk
tionen Xi sollen den dort angefiihrten Voraussetzungen gentigen). Jede der drei 
Gleichungen (A) stellt, Xi als veranderlichen Parameter aufgefaBt, eine Flachen
schar dar. Unter den angegebenen Voraussetzungen geht durch jeden Punkt 
gerade eine Flache jeder Schar; die zugehorigen Parameterwerte Xi sind dann 
die neuen Koordinaten des Punktes. FUr das Linienelement ds einer Kurve 
V = tJ (t) erhalt man in den neuen Koordinaten 

3 

ds2 = ~ aikdxidxk, 
i,k=l 

wobei a,lJ a,lJ 
ai k =,,-- ,,--

vXj vXk 

gesetzt ist. Daraus erhalt man unmittelbar die notwendige und hinreichende 
Bedingung, daB die Flachenscharen (A) ein dreifach orthogonales System 
bilden, d. h. daB jede Flache einer Schar alle Flachen der beiden anderen Scharen 
rechtwinklig schneidet, namlich 

a2a =aal=a12 =0. 

Ftir diese Systeme gilt der wichtige Satz von DUPIN: In jedem dreifach 
orthogonalen System schneiden je zwei Flachen, die nicht derselben Schar an-
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geh6ren, einander in einer Kurve (Parameterkurve), die fUr beide Flachen Krum
mungslinie ist. Dieser Satz wurde von DARBOUX folgendermaBen verscharft: 
SolI zwei zueinander orthogonale Flachenscharen eine dritte, zu beiden ortho
gonale zugeordnet werden k6nnen, so mussen die beiden erst en Scharen einander 
in Krummungslinien schneiden. 

Man iiberlegt leicht, daB eine willkiirlich vorgegebene Flachenschar 
Xl (X, y, z) im allgemeinen keinem dreifach orthogonalen System angeh6ren kann. 
SolI das der Fall sein, so muB es offenbar zu der Schar der 00 2 Krummungslinien Q; 
der Flachen Xl = konst. eine Schar von Orthogonalflachen geben; ist t = t (x, y, z) 
der Tangentenvektor der Kurven Q;, so ergibt sich daraus die totale Differential
gleichung t· dp = 0 mit der 1ntegrabilitatsbedingung t· rot t = 0 . Da sich 
t durch die ersten und zweiten Ableitungen der Funktion Xl = Xl (X, y, z) aus
drucken laBt, ist t· rott = 0 eine Differentialgleichung dritter Ordnung fur Xl. 

Aus der Tatsache, daB auf Kugeln und Ebenen jedes orthogonale Netz ein Netz 
von Krummungslinien ist, folgt, daB jede Schar von Ebenen oder Kugeln einem 
dreifachen Orthogonalsystem angeh6ren kann. Dasselbe gilt von den Scharen 
von Parallelflachen P; die Flachen der beiden anderen Scharen werden hier von 
den T orsen der langs der Krummungslinien von P errichteten Flachennormalen 
gebildet. 

Dber das besonders wichtige dreifach orthogonale System konfokaler Flachen 
zweiter Ordnung vgl. Kap. 3, Ziff. 26. 

IV. Strahlenkongruenzen. 
29. Darstellung. Die beiden Grundformen. Unter einer Strahlenkongruenz 

oder kurz Kongruenz versteht man ein System von 00 2 Geraden, die im Raum 
so verteilt sind, daB durch jeden Punkt eines gewissen Bereiches eine und nur 
eine Gerade des Systems hindurchgeht. Zur analytischen Darstellung schneidet 
man die Kongruenz mit einer geeigneten Flache p = p (u, v); da dann durch 
jeden Punkt p dieser Flache, der sag. Lei tflache, eine Gerade der Kongruenz 
hindurchgeht, kann man die ganze Kongruenz dadurch bestimmen, daB man den 
Richtungsvektor dieser Geraden als Funktion von u, v ansetzt: q = q (u, v) . 
Dieser Vektor sei ein Einheitsvektor, also q2 = 1. Denkt man sich q vom Ursprung 
aus aufgetragen, so beschreibt sein Endpunkt die Einheitskugel; ahnlich wie 
in der Flachentheorie nennt man q dann das spharische Bild der Kongruenz. 
Die beiden Vektoren p und q bestimmen die Kongruenz vollstandig; zur Dar
stellung derselben verwendet man meist den Vektor t = P + t q, obwohl dieser 
einen fremden Parameter t, den Abstand des Punktes t vom Punkt p, enthalt. 

Das Bogenelement dS1 des spharischen Bildes ist 

dsi=d q2=Edu2+2Fdudv+Gdv2, (I) 
wo E=q;, F=quqv, G=q~ 

ist. Die Form (I) heiBt erste Grundform der Kongruenz. Die zweite Grundform ist 

- dpdq = Ldu2 + (M1 + M 2)dudv + N dv 2, 
wo L=-quPu, MI=-quPv, M 2=-qvPu, N=-qvPv 

ist. Kongruenzen, fUr die EG - F2 = 0 ist und deren Strahlen einer Schar 
von 00 1 Zylindern angeh6ren oder alle untereinander parallel sind, seien im 
folgenden ausgeschlossen. 

Fur die allgemeine Theorie ist die Darstellung der Kongruenzen zweck
maBiger, in welcher die Pluckerschen Linienkoordinaten (Kap. 3, Ziff. 15 und 28) 

12* 
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als Funktionen zweier Parameter angenommen werden. Dagegen eignet sich 
die obige, auf KUMMER zuruckgehende Darstellung im allgemeinen besser fUr 
die verschiedenen Anwendungen1). 

30. Grenzpunkte. Die Formel von HAMILTON. Der Einheitsvektor 0 in 
der Richtung des .gemeinsamen Lotes zweier benachbarter Strahlen (u, v) und 

(u + du, v + dv) ist 0 = [qdd 91 und daher der Abstand der Strahlen 
s} 

dp_(qdqdV)_ 1 IEdu+FdV Fdu+Gdv I 
- dS I - dstYEG - p2 Ldu + M1dv M 2 du + Ndv . 

Der Parameter that im FuDpunkt von 0 den Wert 

dV dq Ldu2 + (Ml + M 2) du dv + N dv2 

r = - ds2 = Edu2 + 2Fdu dv + Gdv2 

In einem fest en Punkt (u, v) hangt r offenbar noch von der Fortschreitungs
richtung du: dv auf der Flache (,p) ab; die extremen Werte von r bestimmen 
sich aus 

(EG -P) r2 - [GL - F(M1 + M 2) + EN] r + LN - i (M1 + M 2) 2 = O. 

Die beiden stets reellen Punkte des Strahles (u, v), die den Wurzeln r1 und r2 

dieser Gleichung entsprechen, heiDen Grenzpunkte. Fur die beiden zugeh6rigen 
Vektoren 01 und O2 gilt 0102 = 0, d. h. sie stehen aufeinander senkrecht. Die 
zu 01 und O2 senkrechten Ebenen durch den Strahl (u, v) werden als Haupt
ebenen bezeichnet. 

1st IX der Winkel, den der einem beliebigen Wert von r entsprechende Vektor 0 
mit 01 einschlieDt, so ist 

r = r1 (010)2 + r 2 (020) 2 = r1 cos 2 IX + r2sin 2 IX • 

(Formel von HAMILTON). 
Man beachte die Analogie dieser Forme In mit den Formein fUr die Kriimmung 

von Flachen (Ziff. 18); die Hamiltonsche Formel ist in diesem Sinn das Analogon 
zur Eulerschen Formel. 

1st E:F:G = L:t(M1 + M 2) :N, so wird r1 = r 2 = ~ und die Kongruenz 

heiDt isotrop. 
Eine Gleichung zwischen u und v liefert eine Regelflache, deren Erzeugende 

der Kongruenz angeh6ren. Fuhrt man die Kurven auf (,p), die durch die den 
Vektoren 01 und 02 entsprechenden Fortschreitungsrichtungen gegeben sind, als 
neue Parameterlinien u, vein, so wird F = M1 + M2 = O. Die durch die Kon
gruenzstrahlen langs dieser Parameterlinien gebildeten Regelflachen, die sog. 
Hauptflachen, sind dadurch gekennzeichnet, daD ihre Kehllinien mit dem 
Ort der Grenzpunkte ihrer Strahlen zusammenfallen. Bei isotropen Kongruenzen 
muD diese Eigenschaft fUr aile Regelflachen gelten. 

Un ter der Mitt e I fl a c h e einer Kongruenz versteh t man den Ort der Mi ttel
punkte der Grenzpunkte; sie £alIt bei einer isotropen Kongruenz mit dem Ort 
der Grenzpunkte zusammen. 

31. Torsen und Brennpunkte einer Kongruenz. Sollen in einer Kongruenz 
Torsen enthalten sein, so mu13 fUr sie offenbar dp = 0 sein, d. h. 

(M2E - LF)du2 + [NE +(M2 - M 1) F - LGJdudv + (NF - M1 G) dv 2 = o. 

1) Die Grundformeln fiir die Darstellung in PI iickerschen Koordinaten finden sich 
bei ZINDLER, Liniengeometrie II (Leipzig 1906). 
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Es gibt also zwei Scharen von Torsen. Die beiden Tangentenebenen durch den 
Strahl (u, v) an die Torsen, die diesen Strahl enthalten, heiBen Brenne benen. 
1st diese Gleichung identisch erfiillt, so artet die Kongruenz in ein Strahlenbiindel 
aus. 1st f der Wert von t, der dem Schnittpunkt der Strahlen (u, v) und (u + du, 
v + dv) entspricht, so ist 

(EG -F2)f2- [NE - (Ml +M2)F + LGJf + LN - MIM2 = 0, 

d. h. es gibt auf jedem Strahl zwei Punkte, fiir die dP = 0 wird und die als Brenn
punkte bezeichnet werden. Der Ort der Brennpunkte wird von den beiden sog. 
Brennflachen gebildet; dieselben arten dann und nur dann in zwei Kurven a; 
und a;' aus, wenn die Kongruenz aus samtlichen Geraden besteht, die sowohl a; 
wie a;' schneiden. Fallen die beiden Brennflachen zusammen, so besteht die 
Kongruenz aus den Tangenten an die Asyrnptotenlinien der einen Schar der 
Brennflache. 

Die Brennpunkte liegen, wenn sie reell sind, stets zwischen den Grenz
punkten; ihr Mittelpunkt fallt mit dem Mittelpunkt der letzteren zusammen. 

Die GratIinien a; einer Torsenschar der Kongruenz liegen auf einer Brenn
Wiehe, die von der anderen Torsenschar in den zur Schar a; konjugierten Kurven 
beriihrt wird. 

32. Normalenkongruenzen. Satz von MALUS-DuPIN. Unter einer Normalen
kongruenz versteht man die von den samtIichen Normalen einer Flache lJ = lJ (u, v) 
gebildete Kongruenz. Wahlt man lJ als Leitflache, so wird offenbar Ml = M2 
und die zweiten Grundformen der Flache (lJ) und der Kongruenz ~ = lJ (u, v) + 
+ tq(u, v), wo q = n narh der Bezeichnungsweise von Ziff. 17 ist, stimmen 
iiberein. Die Bedingung Ml = M2 ist aber auch hinreichend dafiir, daB eine 
vorgelegte Kongruenz die Normalenkongruenz einer Flache (die nicht von vorn
herein mit der Leitflache iibereinstimmen muB) ist. Aus Ml = M2 folgt, daB die 
Brennpunkte mit den Grenzpunkten zusammenfallen oder, was dasselbe ist, 
daB die Brennebenen aufeinander senkrecht stehen. Die Brennflachen fallen 
natiirlich mit den Zentraflachen zusammen. 

Fiir verschiedene Anwendungen in der Optik ist der Satz von MALUS
DUPIN von Bedeutung: Wird eine Normalenkongruenz an einer beliebigen Flache 
gebrochen oder reflektiert, so bleibt sie immer eine Normalenkon~ruenz. 

Erwahnt sei ferner der von DARBOUX herriihrende Satz (Stachelschwein
sa tz): Denkt man sich die von einer beliebigen Flache ~ ausgehenden Strahlen 
einer N ormalenkongruenz von einer Orthogonalflache begrenzt, so bleibt der Ort 
der Endpunkte der Strahlen bei jeder Verbiegung der Flache ~ eine zu den 
Strahlen orthogonale Flache. 

Literatur (Auswahl). BIANCHI, Vorlesungen fiber Differentialgeometrie (2. Aufl. 
Leipzig 1910. - BLASCHKE, Vorlesungen fiber Differentialgeometrie Bd. 1 (2. Aufl., Berlin 
1924). - DARBOUX, Lec;ons sur la tMorie generale des surfaces et applications geometriques 
de calcul infinitesimal. 4 Bde. (Paris 1894/1925). - KNOBLAUCH, Grundlagen der Differen
tialgeometrie. (Leipzig 1913). - KOMMERELL, Allgemeine Theorie der Raumkurven und 
Flachen. 2 Bde. (3. Aufl. Leipzig 1921.) - KOMMERELL, Spezielle Flachen und Strahlen
systeme. (Leipzig 1911.) - LILIENTHAL, Vorlesungen tiber Differentialgeometrie. 2 Bde. 
(Leipzig 1908/13.) ~ SCHEFFERS, Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf 
Geometrie. 2 Bde. (3. Aufl. Leipzig 1923). 



Kapite15. 

Vektor- und Tensorrechnung, 
Riemannsche Geometrie. 

Mit 1 Abbildung. 

Von TH. RADAKOVIC, Wien, und J. LENSE, Munchenl ). 

I. Tensoralgebra. 
1. Allgemeines. Kontravariante und kovariante Vektoren. Geometrische 

und physikalische Eigenschaften sind unabhangig von der Art der Be
schrei bung, geometrische Satze und physikalische Gesetze miissen in einer 
Form dargestellt werden kannen, die invariant ist gegeniiber Koordinaten
transforma tionen. (Dabei kann es natiirlich Inhalt einer naturwissenschaft
lichen Theorie sein, zu entscheiden, was zur Beschreibung gehOrt.) Es sei gleich 
allgemein eine n-dimensionale Mannigfaltigkei t gegeben, in der jeder 
einzelne Punkt bestimmt werden kann durch die Angabe von n Zahlenwerten 
aI, a 2, ••• , an, die den innerhalb gewisser Grenzen stetig veranderlichen Koor
dinaten oder Urvariabeln Xl, X2, .•• , Xn beige1egt werden. Hier und im 
folgenden magen die Indizes der Urvariabeln immer oben geschrieben werden. 

Von den zugelassenen Transformationen der Urvariabeln 

Xi = li(XI , X2, " ., xn) (1) 

mage nur verlangt werden, daB die Funktionen Ii stetig und hinreichend oft 
differenzierbar sind, sowie daB ihre Funktionaldeterminante im allgemeinen of 0 ist. 

Dann ist 
n axi - axi - axi - ~. -

dxi = ---=dxl + -=dx2 + ... + -=dxn = Q~kdxk; 
a~ a~ a~ 

(2) 
k=l 

und umgekehrt als Auflasung der linearen Gleichungen (2) 
_ n . 

dxi ='L, P~kdxk. 
k=l 

Die Koordina tendifferen tiale transformieren sich also linear und homogen, 
und dies gibt die Veranlassung, sich besonders mit den linearen Transfor
mationen zu beschaftigen. 1m folgenden mage das Summenzeichen immer 
weggelassen und dafiir die Verabredung getroffen werden, iiber einen Index, 
der gerade zweimal in einem Ausdruck vorkommt, immer zu summieren, falls 
nichts Besonderes bemerkt wird. 

1) Die Abschnitte I-III wurden von TH. RADAKOVIC, Abschnitt IV wurde von J. LENSE 

bearbeitet. 
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Es werde nun allgemein eine GroBe mit nBestimmungszahlen, VI, v2 , ••• , vn , 
die sich wie die Koordinatendifferentiale transformieren, als kon tra varian ter 
Vektor bezeichnet 

- . . Qi -k i aXi v'' = P"·kVk,' v' - V' P -- ·k, ·k - axk' 

i k k I {1fiiri=l'} 
P.kQ'1 = P.iQ.k = Ofiiri =f l, (3a) 

wobei im ersten Falle nicht uber i zu summieren ist. Die Indizes der kontra
varianten Vektoren mogen immer oben geschrieben werden. 

Dabei ist zu beachten, daB ein kontravarianter Vektor im allgemeinen eine 
ortsge bundene GroBe ist, da die p\, Q:k Funktionen der Koordinaten 
und also die linearen Transformationen von Punkt zu Punkt verschieden sind. 

Als ein kovarianter Vektor (mit unten geschriebenen Indizes) wird eine 
GroBe mit n Bestimmungszahlen WI> w2, ... , Wn bezeichnet, die sich folgender
maBen transformieren 

(also kon tragredien t zur Transformation der vi). Dann ist fUr zwei be
liebige kontravariante und kovariante Vektoren Vi, Wi der Ausdruck Vi Wi zu
folge (3a) eine Invariante 

(4) 

GroBen, die bei den Koordinatentransformationen invariant bleiben, heiBen 
Skalare. Umgekehrt: falls die vi Bestimmungszahlen eines kontravarianten 
Vektors sind und Vi Wi eine Invariante ist, so sind die Wi Bestimmungszahlen 
eines kovarianten Vektors. Die partiellen Differentialquotienten einer skalaren 
Funktion rp(Xi) bilden einen kovarianten Vektor, denn es ist 

arr . arr--:-· dcp = ---c dx' = --= dx'. 
ax' axi (5) 

Dieser kovariante Vektor mit den Bestimmungszahlen ~; heiBt der Gradien t

vek tor des Feldes cp. Kovariante Vektoren sind ebenso wie kontravariante 
im allgemeinen ortsgebundene GroBen. 

Dabei sprechen wir von einem Skalar- oder Vektorfelde (spater auch 
von einem Tensorfeld), wenn jedem einzelnen Punkte der Mannigfaltigkeit 
ein Skalar oder Vektor als Funktion des Ortes zugeordnet ist. Der Begriff 
des Feldvektors als einer Ortsfunktion ist wohl zu unterscheiden von dem 
Begriff des ortsgebundenen Vektors I ). 

In jeden Punkt einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit kann bei fest
gewahltem Koordinatensystem ein System von n kontravarianten 
MaBvektoren ei , ei , ... , ei gelegt werden2). Ihre Bestimmungszahlen in diesem 

1 2 n 
Koordinatensystem sind gegeben durch die Gleichungen 

ei ,= {1 f~r ~ = k (nicht uber i summieren!)} 
k 0 fur z =;= k. 

(6) 

1) So sind z. B. im gewohnlichen euklidischen Raume die Vektoren nicht ortsgebunden, 
sondern frei verschiebbar (im Gegensatz zum allgemeinen Faile). Trotzdem konnen wir 
natiirlich auch im euklidischen Raume von Vektorfeldern und Feldvektoren sprechen. 

2) Durch den unten angeschriebenen Index k soli der k-te MaBvektor ~i individualisiert 

werden. Die MaBvektoren sind also nicht zu verwechseln mit den in der nachsten Ziffer zu 
besprechenden Tensoren mit rechts unten angeschriebenen kovarianten Indizes. 1m drei
dimensionalen euklidischen Raum entsprechen den MaBvektoren die drei Grundvektoren 
L j, f. 
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Die Gleichungen (7) 

stellen die Zerlegung eines kontravarianten Vektors in seine Komponenten dar. 

Ebenso kann ein System von n kovarianten MaBvektoren ~i' t ... , ~i 
eingefiihrt werden, mit den Gleichungen 

;. = {1 fiir i = k (nicht iiber i summieren!) } 
, Ofiirit-k, (6a) 

die die Komponentenzerlegung des kovarianten Vektors Wi: 

ergeben. (7a) 

2. Tensoren. Werden aus p linear unabhangigen kontravarianten Vektoren 
Vi Vi, .•. , vi in bestimmter Reihenfolge die n P Produkte 
1 ' 2 P 

Vi, i, ... ip = vi. vi, . • . vip 
1 2 P 

gebildet, so transformieren sich diese in bestimmter Weise linear homogen. Jede 
GroBe mit nP Bestimmungszahlen, die sich ebenso transformieren wie diese 
Produkte, heiBt ein kontravarianter Tensor p-ter Stufe oder p-ten Grades. 
Lassen sich p kontravariante Vektoren vi, Vi, •.. , Vi so finden, daB fiir alle 
B · hI 12 P estImmungsza en 

viti, ... ip = Vi, vi, . • . vip 
1 2 P 

ist, so heiBt der Tensor das allgemeine Produkt dieser Vektoren, sonst kann 
er wahrend der Rechnung als Produkt von p idealen, durch die obige Gleichung 
definierten Vektoren aufgefaBt werden. 

Analog werden die kovarianten und gemischten Tensoren eingefiihrt. So 
transformieren sich z. B. die Bestimmungszahlen eines gemischten Tensors 
dritter Stufe ai~~ so, wie die n3 Produkte der Bestimmungszahlen eines ko
varianten und zweier kontravarianter Vektoren Ui vk Wi. Die Bestimmungs
zahlen eines kontravarianten Tensors zweiter Stufe aik transformieren sich 
folgendermaBen 

(8) 

und die eines kovarianten Tensors zweiter Stu~e bik nach den Gleichungen 
- i k 
b1m = Q.IQ.mbik. (8a) 

Umgekehrt kann ein Tensor, z. B. ein kontravarianter Tensor zweiter Stufe, 
auch definiert werden als eine GroBe mit n2 Bestimmungszahien, die sich nach 
den oben angeschriebenen Gleichungen transformieren 1). 

Sei z. B. a/~ m ein Tensor vierter Stufe, so muB der Ausdruck 
·kl i m 

ai •• m 'UI Vk WI Z 

eine Invariante sein, d. h. es muB die Gleichung 
-·kl -; - - -m ·kl i m 2) 
ai .. m U vI.; WI Z = ai •. m ~l Vk Wl Z • 

1) Der Name Tensor stammt aus der Elastizitatstheorie, wo die Spannungstensoren 
zuerst betrachtet wurden. 

2) Dabei so11 durch die Punkte in der Schreibweise a:kl die Reihenfolge der (realen ,··m 
oder idealen) Vektoren, als deren Produkt der Tensor a:"kl aufgefaBt werden kann, an-t··m 
gedeutet werden. Wegen des spater einzufiihrenden Prozesses des Herauf- oder Herunter
ziehens der Indizes ist auch auf die Reihenfolge der kontravarianten und kovarianten Indizes 
gegeneinander zu achten. 
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bei beliebiger Wahl der kontravarianten Vektoren u, z und der kovarianten 
Vektoren v, W bestehen. 

Von besonderer Wichtigkei t ist der gemischte Tensor ~1 mi t den Bestimmungs
zahlen 

~i = {1 fur i = k (nicht uber i summieren!) } 
k Ofuritk, 

(9) 

der in jedem Koordinatensystem die gleichen Bestimmungszahlen besitzt, wie 
man sich an Hand der Gleichungen (3 a) leicht uberzeugt. 

1m allgemeinen ist also bei einem Tensor auf die Reihenfolge der (realen 
oder idealen) Vektoren genau zu achten. Andert sich ein Tensor nicht, wenn 
zwei (reale oder ideale) Vektoren vertauscht werden, so heiBt er in den, diesen 
Vektoren entsprechenden, Indizes symmetrisch. Es ist also z. B. der Tensor 
aik symmetrisch, wenn aik = aki ist. Andert ein Tensor bei Vertauschung 
zweier Vektoren sein Vorzeichen, so heiBt er in den entsprechenden Indizes 
schiefsymmetrisch (antisymmetrisch). 1st also z. B. bik = -bki , so ist 
der Tensor bik ein schiefsymmetrischer Tensor zweiter Stufe (FHichentensor 
erster Stufe bei WEYL, kovarianter Bivektor bei SCHOUTEN). 

Bezeichnungen. Bei SCHOUTEN (Ricci-Kalkill) wird der Tensor als 
Affinor bezeichnet, wahrend der Ausdruck Tensor fUr einen in allen Indizes 
symmetrischen Tensor reserviert bleibt. Ein in zwei Indizes schiefsymmetrischer 
Tensor heiBt ein in diesen Indizes alternierender Affinor. Die Vektoren 
sind in der oben verwendeten Bezeichnungsweise als Tensoren erster Stufe auf
zufassen. 

3. Addition, Multiplikation, Verjiingung. Aus dem Vorhergesagten folgen 
die Operationen der Addition, Multiplikation und Verjiingung. Durch Addi tion 
zweier gleichartiger Tensoren entsteht wieder ein gleichartiger Tensor 

aik + bik = Cik' (10) 

Durch Multiplikation z. B. eines Tensors zweiter Stufe aik mit einem Tensor 
dritter Stufe bi~~ entsteht ein Tensor funfter Stufe 

aikbi~~ = Ciki~~. (11) 
So kann aus zwei kontravarianten Vektoren ai und bi ein schiefsymmetrischer 
Tensor zweiter Stufe gebildet werden 

aibk _ akbi = Cik , (12) 
wobei 

1st ai~ ein gemischter Tensor zweiter Stufe, so ist ai! eine Invariante. 
Denn ebenso wie ai~ ViWk ist auch 

·k !l,i ·i 
~.Uk= ~. ( 13) 

eine Invariante. Daraus folgt die Operation der Verjiingung. LiiBt man in 
einem gemischten Tensor einen bestimmten oberen (kontravarianten) Index 
mit einem bestimmten unteren (kovarianten) Index zusammenfallen und sum
miert nach diesem, so entsteht ein Tensor von einer urn zwei geringeren Stufen-
zahl. So entsteht z. B. aus dem Tensor aiki m durch Verjiingung del' Tensor 

• ··l b 
aikl = ik' 

1m besonderen erhiilt man aus einem gemischten Tensor zweiter 
Verjiingung einen Tensor nullter Stufe (einen Skalar). 

(14) 

Stufe durch 
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4. Fundamentalform. Herauf- und Herunterziehen der Indizes. In eine 
n-dimensionale Mannigfaltigkeit mage durch einen kovarianten symmetrischen 
Fundamentaltensor zweiter Stufe gik(X) mit einer Matrix yom Range n eine 
Metrik eingeftihrt werden, d. h. es mage die Lange des Linienelements dxi 

gemessen werden durch den Ausdruck 

ds = ygikdxidxk ( 15) 
und allgemein die Lange emes kontravarianten Vektors Vi durch 

V = ygikvivk . (15 a) 
Durch die Gleichungen kZ k 

g gZi = (ji (16) 
werde dann der zugeharige kontravariante, symmetrische Fundamentaltensor gkZ 
eingefiihrtl), und es mage die Lange eines kovarianten Vektors Wi gemessen werden 
durch den Ausdruck 

w = ygikwiWk' (17) 

Der Winkel zweier kontravarianten Vektoren vi, wi wird gegeben durch den Aus
druck g ViWk 

cos (v w) = _i_k -- • 
, V· W 

(18) 

Eine Mannigfaltigkeit, in der eine solche Metrik eingefiihrt ist, heiBt dann eine 
RIEMANNsche Mannigfaltigkeit (vgl. dariiber auch den Artikel iiber RIEMANN
sche Geometrie). 

Setzen wir gik Vi = Vk, so ist 

gikVivk =, Vk vk, (19) 

und es kannen bei fest gegebener quadratischer Fundamentalform die Vi und Vi 
aufgefaBt werden als die kovarianten und kontravarianten Komponenten eines 
und desselben Vektors. Dann ist natiirlich auch 

gikvi = vk und gikviV" = v"v". (20) 

Analog kann man dann auch bei Tensoren hoherer Stufenzahl von kontra
varianten zu kovarianten Komponenten iibergehen und umgekehrt, z. B. 

aikgiZg"m = aim' (21) 
Dies ist der ProzeB des Hera uf- und Herun terziehens der Indizes. 

Die gemischten Komponenten des Fundamentaltensors lauten 

g~ = (jf. (22) 

Aus dem Vorhergehenden ergibt sich auch die Invarianz der Ausdriicke 

aikaik, biklbikl, ... 

die aus den Tensoren aile> bikl , ... gebildet werden kannen. 

II. Vektoren im dreidimensionalen euklidischen 
Raum. 

5. Allgemeines. Kovariante und kontravariante Vektoren in einer n-dimen
sionalen Mannigfaltigkeit sind im allgemeinen ortsge bundene GraBen. Urn 
z. B. zwei kontravariante Vektoren in verschiedenen Punkten miteinander ver
gleichen zu kannen, bedarf es erst der Einftihrung eines Ubertragungsprinzi ps, 
durch das jedem kontravarianten Vektor im Punkte P ein iibertragener Vektor 

1) Die Bestimmungsstrahlen gih sind den algebraischen Komplementen der gik, divi
diert durch die Determinante g = I gik I der gik, gleich. 
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im Nachbarpunkte Q zugeordnet wird. Wir werden uns weiterhin im nachsten 
Abschnitt mi t Dbertragungen zu beschii.ftigen haben, die dem Vektor Vi im Punkte Xi 

den Vektor vi + dvi im Punkte Xi + dxi als iibertragenen Vektor zuordnen, 
wobei die d vi durch die Gleichungen 

. . k ' 
dv' = -r~IV dx' (23) 

gegeben werden. Dabei sind die r~l Funktionen des Ortes in der Mannigfaltigkeit 
und transformieren sich in bestimmter Weise (iibrigens nich t wie ein Tensor 
dritter Stufe). LaBt sich nun in einer Mannigfaltigkeit ein Koordinatensystem 
derart einfiihren, daB in diesem Koordinatensystem alle r~l in allen Punkten 
gleich Null werden, d. h. daB in diesem System die iibertragenen Vektoren Vi + dvi 

im Punkte Xi + dxi dieselben Bestimmungszahlen besitzen wie die urspriing
lichen Vektoren Vi im Punkte xi, so heiBt die Mannigfaltigkeit eine euklidisc~
affine und das Koordinatensystem ein kartesisches (vgl. dariiber Abschn. IV 
dieses Kapitels). Jedes aus einem kartesischen System Xi durch lineare Trans
formation mit konstan ten Koeffizienten 

-' k (J X' = iXik X + i (24) 

hervorgehende System ist wieder ein kartesisches. 
Offenbar wird dadurch die eukIidisch-affine Mannigfaltigkeit als eine Mannig

faltigkeit definiert, in der die Vektoren ohne Anderung der Komponenten frei 
verschie b bar sind (im Einklang mit der elementaren Anschauung). 

Beschranken wir uns nun auf euklidisch-affine Mannigfaltigkeiten, bezogen 
auf kartesische Koordinatensysteme und schranken dementsprechend die 
Koordinatentransformationen auf die Gruppe aller linearen Transformationen 
mit konstanten Koeffizienten (die affine Gruppe) ein. In einer solchen Mannig
faltigkeit sind, wie gesagt, die Vektoren nicht mehr ortsgebunden. und ein kontra
varianter Vektor kann reprasentiert werden durch die Figur zweier durch einen 
Pfeil verbundener Punkte, da sich seine Bestimmungszahlen so transformieren 
wie die Koordinatendifferenzen zweier Punkte. Analog kann ein kovarianter 
Vektor w( reprasentiert werden durch die Figur zweier paralleler, durch einen 
Pfeil verbundener Hyperebenen die aus den Koordinatenachsen Stiicke von 
der Lange 1jWi (gemessen mit den kontravarianten MaBvektoren) aussehneiden. 
(Der Begriff des Parallelismus ist durch die Dbertragung definiert: Vektoren, 
die dureh Obertragung auseinander hervorgehen, sind parallel.) Dureh eine qua
dratische Fundamentalform gikVivk mit konstanten Koeffizienten gik wird in 
diese Mannigfaltigkeit die euklidische Metrik eingefiihrt. 

Beschranken wir uns weiter auf die Dimensionszahl n = 3 und schranken 
die Koordinatentransformationen auf die affin - inhaltstreue Gruppe (mit 
der Transformationsdeterminante liXik l = .+1) ein. Es werde inbesondere der 
von zwei kontravarianten Vektoren a', b' gebildete schiefsymmetrische Tensor 

(25) 

betrachtet. Er hat dieselbe Anzahl (von Null und untereinander verschiedener) 
Bestimmungszahlen und transformiert sich wie ein kovarianter Vektor. Letzteres 
ergibt sich am einfachsten aus der Tatsache, daB die Determinante der drei Vek
toren ai, bi und des willkurlichen Vektors Ii, namlich 

a1 a2 a3 

L1 = b1 b2 b3 = 11e23 + f2e31 + f3e 12 , 

11 12 13 
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zufolge des Multiplikationstheorems fUr Determinanten invariant ist gegeniiber 
affin-inhaltstreuen Transformationen. Wird ein bestimmter Schraubsinn aus
gezeichnet (z. B. durch die Forderung, die drei Koordinatenachsen sollen ein 
rechtshandiges System bilden, weIche Eigenschaft bei der jetzt verwendeten 
Gruppe erhalten bleibt), so kann also dieser Tensor auch aufgefaBt werden als 
ein kovarianter Vektor mit den Komponenten 

dl = c2S, d2 = CSI, ds = C12• (26) 

Verwenden wir insbesondere als kontravariante MaBvektoren ein System 
paarweise aufeinander senkrecht stehender Einheitsvektoren und lassen dem
zufolge nur eigen tlich -orthogonale Koordinatentransformationen zu 

{ 
1 fUr i = k (nicht iiber i summieren!) } 

~l'£Xlk = 
• Ofiiri=!=k 

I~ikl = +1, 

(27) 

so wird die quadratische Fundamentalform 

bzw. 
ds 2 = dx2 + dy2 + dz2 

gik vi Vic = (VI)2 + (V2)2 + (VS)2 (28) 

und die kovarianten und kontravarianten Vektoren transformieren sich in 
gleicher Weise. Denn jedes Element einer eigentlich orthogonalen Deter
minante ist gleich seinem algebraischen Komplement. Dann kann der Tensor 
Cik schlechthin als Vektor aufgefaBt werden, und dieser Vektor wird bezeichnet 
als das Ve k tor pr 0 d u k t der beiden Vektoren ai und bi. Man nennt ein soIches 
Vektorprodukt einen axialen Vektor, weil seine Komponenten sich bei der 
Koordinatentransformation mit der Determinante -1 

Xl = _Xl, x2 = -x2, XS = -xs 

nicht andern, wahrend die Komponenten eines polaren Vektors dabei mit -1 
multipliziert werden. Beschrankt man sich aber auf eigen tlich-orthogonale 
Transformationen mit der Determinante +1, so besteht kein Urtterschied 
zwischen polaren und axialen Vektoren. 

6. Vektoralgebra. Es sei in einem dreidimensionalen euklidischen Raum 
ein rechtshandiges Orthogonalsystem von Koordinaten eingefiihrt, mit den 
Achsen Xl, X2, x3, die der Reihe nach mit x, y, z bezeichnet werden magen. Der 
Vektor mit den Komponenten a"" ay, a. mage durch das zusammenfassende 
Symbol a und die drei MaB- oder Grundvektoren der Reihe nach mit i, j, f be
zeichnet werden. Als Summe zweier Vektoren a + b bezeichnet man den Vektor 
mit den Komponenten a", + b"" ay + by, a. + bz • Er wird dargestellt durch 
die Diagonale des von den beiden Vektoren aufgespannten Parallelogramms. 
Dann kann auch geschrieben werden: 

0= a",i + ayj + a.f. (29) 
Die Liinge des Vektors a ist 

I 0 I = a = i a; + a~ + a~. (30) 
Der Invariante aibi entspricht das skalare Produkt zweier Vektoren 

a· 0 = b • 0 = a", b", + ay by + a. b. . (31) 

Fiir das skalare Produkt wird auch die Bezeichnung (ao) verwendet. Es ist 

o • 0 = a· b cos (0, 0) . 
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Das Vektorprodukt zweier Vektoren wird durch [0 oj bezeichnet und ist ein 
Vektor, der auf den beiden Vektoren 0 und 0 senkrecht steht, so daB die drei 
Vektoren 0, 0, [0 oj der Reihe nach ein Rechtssystem bilden. Seine Lange ist 
gleich dem Flacheninhalt des von 0, ° aufgespannten Parallelogramms 

Es ist 
l[ooJI = oosin(o,o). 

f 

[ooJ=-[ooJ= ax ay az 
b", by bz 

Fur die Grundvektoren gelten die Formeln 

(it) = (if) = (tt) = 1 , 
(i f) = (i f) = (ti) = 0 , 
[it] = [iiJ = [tfJ = 0, 
[i iJ = f, [i f] = i, [HJ = i . 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

Fur das skalare wie fUr das Vektorprodukt gilt das distributive Gesetz. 
Das skalare Produkt eines Vektors mit einem Vektorprodukt 

(a[ocJ) 
ist gleich der Determinante 

ax ay az 

(a 0 c) = b", by bz =6V. (36) 

ex Cy Cz 

V ist dabei das Volumen des von den Vektoren 0, 0 und c aufgespannten 
Tetraeders. Aus (36) folgt 

(a [0 cJ) = (0 [c oj) = (c [a oj) . (37) 

Das Vektorprodukt eines Vektors mit einem Vektorprodukt ist 

[a [0 cJ] = 0 (a c) - c (a 0) . 

Das skalare Produkt zweier Vektorprodukte ist 

([ab] [cbJ) == (a c) (0 b) - (0 c) (ab). 

(38) 

(39) 

Die Formeln (38), (39) bestatigt man am einfachsten durch Ausrechnen 
einer, z. B. der x-Komponente. Fur das Vektorprodukt [a oj wird auch oft die 
Bezeichnung a X 0 gebraucht. 

7. Vektoranalysis. Gradient, Divergenz, Rotation. 1st jedem Punkt des 
Raumes ein Vektor oder Tensor als Funktion des Ortes zugeordnet, so spricht 
man von einem Vektor- oder Tensorfeld. Benutzen wir fUr einen Augenblick 
die alte Bezeichnungsweise unter Beibehaltung der einschrankenden Voraus
setzungen, so sehen wir: ist z. B. aik ein Tensor zweiter Stufe, so ist 

eine Invariante. Dabei mogen die Vektoren Vi, Wi als konstant angenommen 
werden, was ja hier einen invarianten Sinn hat. Dann ist aber auch 

a a· k . k I -" v'w dx ox l 
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eine Invariante und f)O~lk = bik1 sind die Bestimmungszahlen eines Tensors 

dritter Stu£e 1). Insbesondere lie£ert die Differentiation eines Skalars qJ einen 

Vektor Z; = bi, den Gradienten von qJ. Die Differentiation eines Vektors 

a, = ai lie£ert einen Tensor zweiter Stu£e 
f) ai i 
f)xk = bik = bk • 

Verjungung ergibt die Invariante bL die Divergenz des Vektors ai' Der schie£
symmetrische Tensor zweiter Stu£e 

bik = -bki 

kann auch als Vektor au£ge£aBt werden, als die Rotation des Vektors ai' 

Es ist also der Gradient einer skalaren Funktion qJ ein Vektor 

d -' oq; ..L . oq; _ ~ oq; _ r7 
gra qJ - 1 f) X I 1 f) y - t oz - " qJ, 

wenn mit 17 (Nabla) der symbolische Vektor 

17 .8 .0 ff) 
=lox+lf)y+ 8z 

(40) 

(41) 

bezeichnet wird. Der Betrag von gradqJ ist gleich dem Maximum des Anstiegs 
dqJ/ds und seine Richtung zeigt die Richtung des gr6Bten Anstiegs (senkrecht 
zur .A.quiskalarfHiche qJ = const) an. 

Die Divergenz schreibt sich als Produkt der Vektoren 17 und a 

und ist ein Skalar. 

d· _ 0 ax + 0 ay + 0 az _ r7 
Iva - OX ay az - " a 

Der Vektor der Rotation ist 

i j f 
a a a 

rota = ax oy az = [Va], 

ax ay a. 

1 t _ (0 az 0 ay ). + (0 ax 0 az). + (0 ay 0 ax) ~ a so ro a - - - - 1 - - - J - - - t. 
ay OZ oz OX ox oy 

Statt rota wird auch oft curia geschrieben. 
Fur die kombinierten Operationen ergibt sich 

grad diva = i iJf)x (diva) + i f)0y (diva) + f o~ (diva) . 

. ~q; ~q; ~q; 
dlV gradqJ = ax2 + oy2 + BZ2 = AqJ, 

wenn mit A der Laplacesche Opera tor 
a2 02 82 

A = 172 = ax2 + ay2 + OZ2 

bezeichnet wird. Unter A a versteht man dann den Ausdruck 

Aa = iAax + iAay + fAa •. 

(42) 

(43) 

(44) 

(45) 

1) DaB durch Differentiation. eines Tensors n-ter Stufe ein Tensor (n+ 1)-ter Stufe 
gewonnen wird, ist unabhangig von der Dimensionszahl n = 3 und gilt z. B. im vierdimensio
nalen euklidischen Raum ebenso wie im dreidimensionalen. 
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Weiter ist 

rotgradq? = 0, divrota = 0, rot rota = grad diva - Lla. 1 
div[ab] = (nota - arotO, div(q?a) = q?diva + (agradq?)'I~ 
rot [a 0] = (0 grad) a - (a grad) 0 + adiv b - b diva, 

grad (a b) = (a grad) b + (bgrad) a + [arotb] + [brota]. 

Dabei ist 

d) b obx obx obx 
(agra x = ax ox + ay BY + az Tz' 

usw. 
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(44) 

Transforma tion von Ll q? Werden im dreidimensionalen Euklidischen 
Raum neue Koordinaten eingefUhrt durch die Gleichungen 

ik _ o££ O~k.-L 0$; o§~ + O~i ~ 
g - ox ox I oy oy OZ o~' 

-, . {OfUrk=l=l 
~gikgtl = 1 fUr k = l, 

so transformiert sich der Ausdruck 

in folgender Weise 

(46) 

1st speziell das neue Koordinatensystem ebenfalls rechtwinklig: g12 = g13 = g23 = 0, 
so ergibt sich 

AnschlieBend seien noch die Ausdriicke fiir die Vektoroperationen in zwei 
speziellen Hillen angegeben, in denen wir es mit krummlinigen Koordinaten
systemen zu tun haben, und zwar mit dreifachen Orthogonalsystemen, 
(vgl. Kap. 4, Ziff. 29), bei denen die durch einen Punkt gehenden Schnitt
kurven der drei KoordinatenfHichen dort paarweise aufeinander senkrecht 
stehen. Seien tI , 12 , i3 die drei in diesem Punkte in den Riehtungen der drei 
Schnittkurven gelegenen Einheitsvektoren und aI' a2 , a3 die Komponenten des 
Feldvektors nach diesen drei Richtungen, so gelten fUr Zylinderkoordi
na ten r, q?, Z 

x = reosq?, y = rSlllq?, Z = Z 1) 

1) Hier sind die Zylinder x 2 + y2 = r2 und die Ebenen y = xtg<p und z = konst. die 
Koordinatenflachen. 
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die Formeln 

d t at. + at . + at. gra =:l 11 --::I 12 ,,- 13 , ur rucp oz 
. 1 a ( ) oa2 oaa dIva = -:l ra1 + -", + -:0-r ur rucp uz 

t - [oaa oa2]' + [oa l oaa]. + [1 a ( ) oal ]. ro a - rocp - Tz 11 tfi - CJr 12 r or ra2 - rocp 13 

LIt - ~ ~ (rot) + ~ -l- 02f 
- r or or r20q;2' OZ2' 

Ftir Kugelkoordinaten r, cp, {} 

X = r sin{}coscp, y = r sin{} sincp, Z = r cost} 1) 

gelten die Formeln 

dt of· + 1 at. + at . 
gra = Br 11 r sin f} ocp 12 rof} 13 

diva = ~ ~ (r2 a) + _?_ oa2 + _?_. a (sinf}aa) 
r2 or 1 r smf} ocp r smf} of} 

rota = [_._1 _. oaa __ .1_ a (sinf}a2)] i + 
r smf} ocp r sm {} of} 1 

+ [oal _ ~ 8(raa)] i + [~ 8(ra2 ) __ 1_. oal ] i 
rof} r or 2 r or r sinf} ocp 3 

1 0 ( Of) 1 02 t 1 a (. Of) LIt = r2 or r2 or + r2 sin2f}' Ocp2 + r2 sinf}' of} sm{}of} . 

Ortsvektor. Sei t der Vektor yom Ursprung zum Punkte X, y, z 
t = xi + yj + zf , (47) 

dann ist 
divt = 3, rott = o. (47 a) 

Durchlauft t = r (s) die Punkte einer Raumkurve (wo s ihre Bogenlange ist), 
so ist 

dt = t 
ds (48) 

ein Einheitsvektor (Vektor yom absoluten Betrag eins) in Richtung der 
Tangente. Weiter ist 

R2 , (48 a) 

wo ffi ein Vektor von der Richtung und Lange des Krtimmungsradius ist. 
8. Die Integralsatze von GAUSS, STOKES und GREEN. Unter dem Linien

in tegral eines.,Vektors entlang einer Kurve versteht man den Ausdruck 

f ad~ = f asds = f (a~o) ds, (49) 
wobei ~o der Einheitsvektor in Richtung der Kurventangente ist. 

Unter dem Flachenintegral eines Vektors tiber eine Flache versteht man 
den Ausdruck 

fad f = fan d t = f (a no) d t , (50) 
wobei no der Einheitsvektor in Richtung der Flachennormalen ist. 

Dann gilt zunachst der Satz von GAUSS 

f adf = f divadv, (51) 

1). Bier sind die Kugeln x2 + y2 + Z2 = r2, die Ebenen y = x tgcp und die Kegel 
x2 + y2 = Z2 tg2 f} die Koordinatenflachen. 
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wobei das Volumintegral iiber das von der Flache umschlossene Volumen zu 
erstrecken ist und der Vektor der Flachennormale nach auGen weist. 

Dies ergibt fiir die Divergenz den Ausdruck 

d· I' Jadl Iva = lm-d-. 
dv=O l' 

(51a) 

Der Satz von STOKES lautet 

I a ~ S = I rot ad t , (52) 

wobei das Flachenintegral iiber irgendein durch die geschlossene Kurve gelegtes 
Flachenstiick zu erstrecken ist und die N ormale so gerichtet sein muB, daB, 
von ihrer SFitze aus ges(hen, dEf Umlaufssinn dEf Kurve positiv ist. 

Fiir die Komponente der Rotation in Richtung der FHi.chennormale gibt 
das den Ausdruck 

. lads 
rotn a = hm --;r-f • 

dj=O 
(52a) 

Anwendung des GauBschen Satzes auf den Vektor 1jJ grad rp liefert den 
Satz von GREEN 

I 1jJ grad rpd t = I 1jJL1rp dv + I (grad 1jJ • grad rp) dv, (53) 

und daraus weiter den Satz 

1(1jJgradrp - rpgrad1jJ)dt = 1(1jJL1tp - rpL11jJ)dv. (53 a) 

9. Besondere Vektorfelder. Stellt man sich die Vektoren eines Feldes als 
Geschwindigkeitsvektoren einer Fliissigkeitsstromung vor, so kann man jeden 
Punkt, in dem diva:of 0 ist, als QueUpunkt bezeichnen. Ais die auf die 
Volumeneinheit bezogene Ergiebigkeit einer Quelle wird dann der Ausdruck 

(54) 

bezeichnet. Quellpunkte von negativer Ergiebigkeit werden auch Senkpunkte 
genannt. 

1st an einer Stelle des Feldes rot a:of 0, so spricht man von einem Wirbel 
und bezeichnet als Wirbelstarke den absoluten Betrag von rot a. 

Aus der Gleichung TOt grad tp = 0 folgt: das Feld eines Gradien ten 
ist wirbelfrei, das Integral lads verschwindet iiber jede ge
schlossene Kurve des Feldes. 

Es sei nun ein stetiges und wirbelfreies Vektorfeld a ge
ge ben mi t stetig verteilten Quellen von der Ergie bigkei t 

1 d' (! = 4.11: Iva. 

Wir wollen von ihm voraussetzen, daB sein Quellensystem von einer Flache 
umschlossen werden kann. Dann ist der Vektor a darstellbar als negativer 
Gradient eines Potentals 

und es ist 
a = -gradrp, 

!dV'(} rp= -
l' 

(55) 

(55 a) 

in jedem beliebigen Punkt P des Feldes, wobei r die Entfernung vom betreffenden 
Quellpunkt zum Aufpunkt P ist und die Integration iiber- den Bereich der 
Quellpunkte zu erfolgen hat. 

Handbuch der Physik. III. 13 
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1st das wirbelfreie Vektorfeld an einer UnstetigkeitsfHiche 112 nicht stetig, 
das Potential jedoch dort stetig, so ist 

!P = j~v,.' (! + fdf~ro . (56) 

Dabei ist 
1 

W = - 4n (au, + au,). (56a) 

au, und au. sind die Komponenten des Vektors a in Richtung der Flachennormalen, 
wobei die Flachennormale auf beiden Seiten der Flache zur Flache hin gerichtet 
ist. Der Ausdruck 4nw heiBt dann die FHichendivergenz de~ Vektorfeldes, 
un.d w bedeutet die auf die Flacheneinheit bezogene Ergiebigkeit der fiber die 
Flache verteilten Quellen. 

Erleidet endlich auch das Potential an der Unstetigkeitsfliiche 112 einen 
Sprung vom Werte !P1 auf den. Wert !P2, so wird 

!P = fdV,.' (! + f~fl~ ~ - jdl12 ('lngrada : ) • (57) 

Dabei ist 

(57a) 

n ist der Einheitsvektor der Fliichennormale von 2 nach 1 gezogen. Durch gra:d~ 1/1' 
wird angedeutet, daB der Ausdruck 1/1' nach den Koordinaten des Aufpunkts P 
zu differenzieren ist. Wird er nach den Koordinaten des Quellpunkts differenziert, 
so schreibt man gradq 1/1', und es ist 

grada ; = -gradq ; (58) 

Man spricht hier von einer Doppelschicht, die mit Doppelquellen belegt 
ist, wobei man unter einer Doppelquelle das durch das Zusammenrficken eines 
QueUpunktes und eines Senkpunktes von entgegengesetzt gleicher Ergiebigkeit (!, 

entlang der Verbindungsgeraden entstandene Gebilde. versteht, wenn dabei das 
Produkt (! l (l = Entfernung vom Senkpunkt zum Quellpunkt) endlich bleibt. 
Als das Moment einer DoppelqueUe wird ein Vektor m vom Senkpunkt 
zum Quellpunkt gerichtet und vom absoluten. Betrage des Grenzwertes von (! l 
bezeichnet. Das Poten tial der Doppelquelle ist gegeben dufch den Ausdruck 

Es ist auch 
tp = -(mgrada !). 

-dl12 ('lu, grada ;) = ±dDI'lI, 

(59) 

(60) 

wenn dD der korperliche Winkel ist, unter dem das Fliichenelement diu vom 
Aufpunkt P gesehen wird, und das Plus- oder Minuszeichen gesetzt wird, je 
nachdem ob der Vektor vom Quellpunkt ZUUl Aufpunkt mit dem Vektor Tud/1'/. 

einen spitzen oder stumpfen Winkel einschlieBt. 
Aus der Gleichung 

divrot a = 0 

folgt, daB das Feld eines Rotationsvektors quellenfrei ist. 1st a ein stetiges, 
quellenfreies Vektorfeld 

diva = 0, (61) 

dessen Wirbel in einem endlichenBereich liegen und gegeben 
sind durch 

rota = 4nc, (62) 
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so kann a als die Rotation eines quellenfreien Vektors 2{ dar
gestell t werden 

0= rot2{, div2{ = o. (63) 

Der Vektor 2{ heiBt Vektorpotential, und es ist 

2{ = JdVr· c. (64) 

1st der quellenfreie Vektor 0 endlich, jedoch an einer Flache 112 unstetig 
(wobei wegen der Quellenfreiheit von 0 seine Normalkomponenten die Flache 
stetig durchsetzen miissen), so ist 

2{ = J~vr' c + Jdl12 ; . (65) 

Dabei gilt fiir den Flachenwirbel 4.ng die Gleichung 

4.ng = en, 01 - a2]. (65 a) 

Ein beliebiges Vektorfeld 0 eines stets endlichen Vektors, 
das mit Ausnahme gewisser Unstetigkeitsflachen 112 stetig ist 
und dessen Quellen und Wirbel in einem endlichen Bereich 
liegen, laBt sich darstellen als Superposition eines wirbelfreien 
und eines quellenfreien Feldes 

a = a' + a", 

rota'= 0, diva" = 0, 

0'= -grad<p, a" = rot 2{ , 

<p =J~\~!!- + Jd f12r=~, ) 

2{ = J~v-;- + Jdf~~:Jt, 
wobei e, ro, C und 9 die oben definierte Bedeutung haben. 

(66) 

(66 a) 

(66b) 

Sei in einem quellenfreien Vektorfelde·a auch rot a = 0 auBer auf einer 
Linie (Wirbellinie). Die Wirbellinie kann im Endlichen weder beginnen noch 
enden. Es ist . 

fad?! = frotadf = konst. = 4.nT (67) 

flir jede die Wirbellinie einmal umschlieBende Kurve. 4.nT heiBt das Moment 
der Wirbellinie. Das Vektorpotential der Wirbellinie ist wegen dv = ds· df 
und (64) 

(68) 

wobei das Integral iiber die Wirbellinie zu erstrecken ist. Daraus folgt 

0= rot2{o = ./[d:~t] ,.j 
• (69) 

do = y3 Cd?!, t]. . 

Die Vektoren ds, t unddo sind orientiert wie ein rechtsbandiges Koordinaten
system (Amperesche Schwimmregel). Das Vektorfeld einer Wirbellinie 
ist identisch mit demFeld einer homogenen Doppelschicht von dem konstanten 

13* 
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Moment T, die durch irgendeine von der Wirbellinie umrandete Flache 112 ge
legt ist. Das Potential der homogenen Doppelschicht ist 

<P = ±jTjQ (70) 

und erleidet an der FHiche 112 den Sprung 

<PI - <P2 = 4.nT. (71) 

10. Lineare Vektorfunktionen. Sind die Komponenten eines Vektors a 
als homogene lineare Funktionen der Komponenten eines Vektors Ii gegeben 

az = qubz + qZ,lb,l + qzzbz I 
a,l = q,lzbz + q,l,lb,l + q,lzbz 
az = qz",b", + qZllbll + qzzbz 

(72) 

so sagt man: a ist eine homogene, lineare Vektorfunktion von Ii. Die q 
sind dann die Komponenten eines Tensors zweiter Stufe. Eine solche Vektor
funktion HiBt sich in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen Teil 
zerlegen 

und 

so daB 

wird. 

s = q b + q"'l1 + q 1/z b + 'bz + qzz b 
z zz z 2 11 2 Z 

S = q"'l1 + qgZ b + q b + q/lz + qZg b 
11 2 z 1111 11 2 Z 

S = qzz + q.,. b + qllz + q'/I b + q b 
z 2 '" 2 11 uz 

tz = i (qzll - q,lz) b,l - ! (qzz - qzz) bz I 
til = ! (qllz - qZIl) bz - ! (qzll - q,l",) bz 
tz = ! (qZllJ - q",z) b", - ! (qllz - qZIl) bz, . 

a=~+t 

(73) 

(73 a) 

(76b) 

Die Komponenten des symmetrischen Teiles speziell mogen mit Szz, S,I,I' su, 

b . h t (B qZI/ + ql/z) S' . d d' K t' S"'II' S,IZ, Szz ezeiC ne z. . SZIl = --2--' Ie sm Ie omponen en emes 
symmetrischen Tensors zweiter Stufe. su, SIIII' Szz heiBen die Tensorkompo
nenten erster Art, S"'II' S,IZ' Szz die zweiter Art. Fur die Invariante 

SD 
DB = k (74) 

ergibt sich 

k = IX2su + fJ2S,I,I + y2 szz + 2IXPSzII + 2PYSllz + 2/X,rszz- (74 a) 

eX, p, Y sind dabei die Richtungskosinus von Ii mit den Koordinatenachsen z. B. 

eX - ~. Setzen wir ~ = .:.:. usw., so erhalten wir 
- IDI y k 

1 = ~2S",,,, + r/,'slI11 + (;2su + 2~'YJszII + 2'YJ\:s,I. + 2Uszz 

als Gleichung einer Flache zweiten Grades, die gebildet wird von den Endpunkten 

der im Ursprung aufgetragenen Vektoren von der Lange ~, wobei k der laut (74a) 

zur Richtung eX, {J, r gehOrige Wert ist (Tragheitsellipsoid, Tensorellipsoid). 
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Transformation auf die Hauptachsen (vgl. dazll den Abschnitt tiber Algebra, 
Kap. 2, Ziff.33) gibt 

(75) 
und zugleich ist 

s",,,, + Syy + Szz = Sll + S22 + S33 (75 a) 

zufolge der Dberlegungen von Ziffer 6. 
11. Differentiation von Vektoren nach der Zeit. Die Komponenten eines 

Vektors k6nnen auBer von den Raumkoordinaten auch noch von einem Para
meter, z. B. der Zeit, abhangen. Ftir die Differentiation eines Vektors nach 
diesem Parameter, z. B. der Zeit t, gelten die Regeln 

d(a + b) = da + db (76) 
dt dt dt'l 

d (tpa) _ a dtp + ~ (76a) 
dt - dt cP Cit' 

d(ab) _ da '(. + db (76b) 
dt - dt V di a , 

d ~tbJ = [~~ b] + [a ~~]. (76 c) 

1st . insbesondere t der Vektor vom Ursprung zum Punkt P, so ist 
dr 
dt = b 

der Geschwindigkeitsvektor des Punktes P. 
Wird die zeitliche Anderung eines Vektorfeldes von einem mit der Ge

schwindigkeit b geradlinig fortschrei tenden System 

t'=t-bt (77) 
aus beurteilt, so ist 

da' da 
dt = dt- + (b grad) a, (77 a) 

wobei da/dt die zeitliche Anderung in dem als fest betrachteten System darstellt. 
Die zeitliche Anderung eines Vektorfeldes werde andererseits von einem 

mit der Winkelgeschwindigkeit dw/dt rotierenden Bezugssystem aus beurteilt. 
Dann legt man in die Rotationsachse den Vektor der Rotationsgeschwindigkeit u 
vom Betrage dw/dt derart, daB, von seiner Spitze aus gesehen, die Rotation in 
positivem Sinne erfolgt. Dann ist 

da' da c at = at + LUU]. (78) 

III. Tensoranalysis. 
12. Allgemeine lineare Ubertragungen. Kovariante Differentiation. Uber

tragungen von WIRTINGER. Kehren wir zum allgemeinen Fall einer n-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit zurtick. Die Gesamtheit der Linienelemente in einem Punkte 
mit den aus ihnen zu bildenden Figuren ist eine infinitesimale euklidisch-affine 
Mannigfaltigkeit En, aber die En in verschiedenen Punk ten werden bei einer 
allgemeinen Koordinatentransformation in verschiedener Weise linear trans
formiert und stehen zunachst in keiner Verbindung miteinander, sie sind orts
gebllnden. Sei ein Feld kontravarianter Vektoren langs einer Kurve gegeben, 
so kann der Vektor Vi im Punkte P mit dem Vektor Vi + dvi im Nachbarpunkte Q 
zunachst nur in einer euklidisch-affinen, auf kartesische Koordinaten bezogenen 
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Mannig£altigkeit verglichen werden; in einer,aIlgemeinen Mannigfaltigkeit, in 
der aIle Koordinatensysteme gleichberechtigt sind, hat der Ausdruck dvi zunachst 
keinen geometrischen Sinn, da durch spezielle Wahl des Koordinatensystems 
samtliche dvi zu Null gemacht werden konnen. Das kommt daher, daB zwei 
Vektoren in verschiedenen Punkten verglichen werden. Erst wenn eine Ober
tragungsvorschrift gegeben ist, durch die dem Vektor Vi im Punkte P der 
Vektor Vi + dpvi im Nachbarpunkte Q zugeordnet wird, konnen zwei Vektoren 
im gleichen Punkte verglichen werden, und es wird dann der Ausdnlck 

~Vi = (Vi +dvi ) - (vi + dpVi) 

als das kovarian te Differen tial des Vektors Vi bezeichnet. Es definiert also 
jede irgendwie gegebene Obertragung eine kovarianteDifferentiation, und urn
gekehrt definiert jede irgendwie gegebene kovariante Differentiation eine Ober
tragung, deren Differentialgleichungen man erhalt, indem man das kovariante 
Differential bvi in der gewahltenRichtung Null setztl). 

Man kann nun nach dem Vorgang von SCHOUTEN (vgl. SCHOUTEN, Der 
Ricci-Kalkiil) durch eine Reihe von Forderungen an die kovariante Diffe
rentiation aus der Gesamtheit der Obertragungen die linearen Obertragungen 
herf\.usgreifen. Diese Forderungen sind folgende: Sei ifJ ein (ohne Indizes ge
schriebener) kontravarianter, kovarianter oder gemischter Tensor beliebiger 
Stufe, so mage das kovariante Differential bifJ folgenden fiinf Bedingungert ge
niigen: 

I. bifJ und ifJ sind GraBen gleicher Art. bifJ hat dieselbe Anzahl von Be
stimmungszahlen wie ifJ und sie transformieren sich in gleicher Weise. 

II. ~ifJ ist eine lineare Funktion des Linienelements 

bifJ = (Vi ifJ) dxi. 

III. Regel zur Differentiation einer Surnme 

~(ifJ + P) = ~ifJ + ~lJf. 
IV. Regel zur Differentiation eines ailgemeinen Produkts 

b (ifJ!p) = lJ' /JifJ + ifJ~ lJ'. 

(79) 

(80) 

(81) 

V. Regel zur Differentiation eines Skalars: das Differential eines Skalars 
ist dem gewahnlichen Differential gleich 

~t dt· V f - iJ t , u =, i - iJxi • (82) 

Dann ergibt sich fiir das Differential eines kontravarianten oder kovarianten 
MaBvektors 

. . I I /Je' = I%i e'dx , 
k m (83) 

b~k = -r'i ~k dx!. 
. ml 

r~, r~il si~d dabei 2n3 voneinander vollkommen unabhangige, beliebig wahl
bare Parameter. Fiir das kovariante Differential eines kontravarianten oder 
kovarianten Vektors ergeben sich aus der Zerlegung in Komponenten 

1) Wir haben Ulis hier der Veranschaulichung halber des Begriffes Nachbarpunkt be

dient, statt direkt an dem Ausdruck . ~il - dd~i zu argumentieren. 
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die Formeln 

CJvi =dvk ei + vk CJei =dvi +F';:: eivkdxl = dvi + rLvkdxl. (84) 
k km 

(84 a) 

(85 a) 

VI Vi und VI Wk sind GroDen, die einen kovarianten Index mehr besitzen als 
Vi und Wk und die kovarian t en Differen tiale von Vi, Wk genannt werden. 

Fur die Differentialgleichungen der Dbertragung ergibt sich dann 

d i pi k d I V = -.1 klV x, (84 b) 

(85 b) 

Die kovariante Differentiation eines Tensors hOherer Stufe ergibt sich aus 
seiner Zerlegung in (reale oder ideale) Vektoren und Differentiation nach der 
Produktregel 

1 2 1 2 F'r 1 2 t -,'7.1 2 1 1 b(aik) = CJ(aiak) = d(aiak)- il arak dx -1 kZaiar dx (86) 

) plr d I r'r I =d(aik -.LiZark X - klai,dx, 

17 oaik r'r r'r 
Y I aik = bikl = ~ - iZ ark - kZ air (87) uX 

oder 
17 i bi aa~k ri r pI, i 
r la'k = .kl = oxl + ,la.k -.L kZ a' r (87 a) 

usw. 
Damit sich die iJvi, aWk ebenso transformieren wie Vi, Wk, mussen sich die 

r~ in folgender Weise transformieren 

r'- r Qk Ql pr rm + a Q'::. QI p' 
st = ·s ·t ·m kl oxl·t.m (88) 

und dieselben Transformationsgleichungen ergeben sich fUr r~f'. Die r, r' sind 
also keine Tensorkomponenten. 

Man kann, wieder nach dem Vorgang von SCHOUTEN, zu einer invarianten 
Charakterisierung der vorliegenden Obertragung kommen, indem man die r, r' 
durch Tensoren ausdruckt. Setzt man 

S · ·l - 1 (r l rl) ki - 2" ki - . ik , 
1 .. 1 (pll pll) 

Ski = ~ L ki - L ik , 

S ··.l - 5' ,:1 + .1 (C· l _ C· l \ 
h-h 2 tk h), 

(89) 

(90 a) 

(90 b) 

(90 c) 

so sind Cit, Sj;/ , s~·;,z Bestimmungszahlen von Tensoren dritter Stufe. Wird 
endlich noch die kovariante Ableitung eines symmetrischen Tensors zweiter 
Stufe gik yom Range n (der zunachst nichts mit der Metrik zu tun haben muD) 
vorgeschrie ben 

17 ik Q.ik 
r zg = Z (91) 
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und damit auch die kovariante Ableitung des zugehorigen kovarianten Tensors gik 

gikgkm = 07', Ciim = (VI gik) gkm + gik Qikm - Cit S gi.gtm 1) , 
J7 Q' Q.st C" 8 Coos 

I gir = lir = -gisgrt I + Ii grs + Ir gis, 

so sind damit I: r' gegeben, da in den cit, sit, Qiik zusammen 

n3 + n2(n - 1) + n2(n + 1) = 2n3 
2 2 

(91 a) 

BestimmungsgroBen zur Verfugung stehen. Denn Ski! ist in den Indizes i und k 
schiefsymmetrisch und Qi ik in denselben Indizes symmetrisch. Nach den Regeln 
fiir die kovariante Ableitung ist namlich 

'Qoik_ J7 gik_ ogik + rirk + rkri 
I - I - ox! g rl g rl· 

Hieraus erhalt man durch Multiplikation mit gti gsk und Verjiingung 

Wegen 

i i ogik .ik 
gtirsl + gsiru = -gtigskaxz' + gtig.kQI . 

0 - a aSi _ og'i+ siog'i 
- oxz I) gti - gtiH g ox! 

kann dies auch so geschrieben werden 

ri + ri 0 g" + Qoik gti ,sl g'i tl = iJ Xl gtigsk I . 

Durch zyklische Indizesvertauschung (t ...... s ...... l und t ...... l ...... s) gehen daraus die 
zwei wei teren F ormeln hervor 

Addition dieser drei Formeln gibt bei Beriicksichtigung von (90 a) 

2 r i (Og" + Og'l Ogl') + Qoik + Qoik Q.ik gsi tl = oxf """"(fXt - ox' gti gsk I gsi glk t - g/igtk s 

- 2gti S;;i - 2gli S;;i + 2gsi Siii 
und daraus folgt 

nr 1 ri (0 g'i 0 gil 0 gZt) 1 (Q.ir Q.ri sr Q.ik) 
1. tl. = "2 g (§Xl + a;l - oxi +"2 gti I + gli t - g gli gtk s 

+ Siir - l k (gti Sici i + gli S iii). 

Fiihren wir die Christoffelschen Symbole erster Art durch die Gleichungen 

[ i k] = ~(Ogi' + ~~ .. _ Ogik) 
r 2 0 Xk 0 X· 0.'J;' (92) 

ein und ebenso die Christoffelschen Symbole zweiter Art 

(92 a) 

so erhalten wir bei geeigneter Indizesvertauschung und Einfiihrung des Tensors T;i,z 
r l {i k} 1 (QoSI Q.1S It Q.sr) S· 01 l ik = I +"2 gis k + gks i - g gksgir t + ik . 

(93) 
-ls(girS;i: + gkrS;ir) = {it} + Tii/o J 

1) Vgl. unten Formel (94). Verjiingung der obenstehenden Formel mit gm, gibt (91a). 
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Aus (89) ergibt sich dann 
r.~l _ {i k} + T':·l tk - t tk , 

T'ool T··l Cool 
ik = ik - ki' 

Es seien noch die Formeln angegeben 

.I ( i) d( i) di+id i.!l + .Ii C"ki d 1 u Wi V = Wi V = Wi V V Wi = V uWi Wi uV - 1 i V Wk X, 

.!l( ik ) ik.!l .I ik C"S ik d 1 C"S ik d 1 
u V Wik = V uWik + Wik uV - 1i V W,k X - lk V Wi' X, 
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(93 a) 

(92 b) 

(94) 

(94 a) 

die aus (84), (85) und (89) abgeleitet werden konnen. Der der Rotation ent
sprechende Ausdruck lautet 

(95) 

1st Ci/ = C, ~~, so nennt man nach SCHOUTEN die Dbertragung in
zidenzinvarian t, wei! die Inzidenz eines kontravarianten und eines ko
varianten Vektors WiVi = 0 laut (94) bei der Dbertragung erhalten bleibt. Sind 
aUe Ciik = 0, so heiSt die Dbertragung iiberschiebungsinvariant1). 1st 
S'iik = !(S;t5~ - S~t5~), so heiSt die Dbertragung kovariant halbsymme
trisch; sind alle 5';/ = 0, so heiSt sie kovariant symmetrisch. 

Dbertragungen von WIRTINGER. Man kann auch von anderen Forde
rungen an die Dbertragung ausgehen. Stellt man z. B. die Forderung, die Dber
tragung moge inzidenzinvariant sein, linear in den dxl und eine Beriihrungs
transforma tion in den kovarianten und kontravarianten Vektoren, so gelangt 
man zu den Dbertragungen von WIRTINGER 2) 

t5vi = dv' + (~:~ - r,vi)dx' 

~Wk = dWk - (~~; - t8 Wk)dx". 

(96 a) 

(96b) 

Dabei sind die CPl homogen von erster Ordnung, die rz, t, homogen von nutlter 
Ordnung in den Vi, Wk und auSerdem Funktionen der x. Setzt man ~ Vi = t5 Wk = 0, 
so kommt man zu den Wirtingerschen Formeln. 

13. Affine, Weylsche, Riemannsche tibertragung. Sind bei einer "Ober-
all Cool 5'''' d al h all soot . h tragung e ik = 0, ik = ° un so auc e ik = 0, so spnc t man 

von einer affinen "Obertragung3). Gelten fUr eine affine Dbertragung die 
Formeln 

(97) 

so heiSt sie eine Weylsche "Obertragung. Eine Weylsche "Obertragung ist 
k 0 n for m: die mit den Tensoren gu und gik gemessenen Winkel der kontra
varianten und kovarianten Vektoren bleiben bei der Dbertragung erhalten. 

1) Bei SCHOUTEN heiBen die Ausdriicke w,vi • VikWik usw. "Oberschiebungen. 
2) Vgl. WIRTINGER. On a general infinitesimal geometry. in reference to the theory 

of relativity. Transact. Cambridge Phil. Soc. Bd.22. S.439-448. 1922. 
3) Eine affine "Obertragung ist dadurch charakterisiert. daB sich in einem beliebigen 

Punkte P durch geeignete Transformation der Urvariabeln aIle r!k auf Null transformieren 
lassen, so daB dann die "Obertragung in die s em Pun k t e ohne A.nderung der Be
stimmungszahlen vor sich geht. 
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Sind aIle Qi = 0, so heiBt die Obertragung eine Riemannsche (Parallel
verschie bung von LEVI CIVITA). Bei ihr bleiben wegen (94a) und (91) die 
Langen der kontravarianten und kovarianten Vektoren 

ungeandert (vgl. dariiber den Abschn. IV iiber RIEMANNSche Geometrie). 
WEYL gelangt zu seiner Obertragung auf folgendem Wege: er geht zunachst 

von der Riemannschen Obertragung aus. Diese ist insofern eine Verallgemeine
rung der Euklidischen Geometrie, als es bei ihrkeinen Fernvergleich der 
Ri ch t.ungen gibt. Dies ist ja gerade der Sinn der N i ch tin tegra bili tat der 
Rich tungsii bertragung (vgl. Ziff.16dieses Abschnittsund den Abschnitt iiber 
Riemannsche Geometrie). Dbertragt man einen Vektor auf zwei verschiedenen 
Wegen von P nach Q, so fallen die nach Q iibertragenen Vektoren im allgemeinen 
nicht zusammen, es ist also demVektor im Punkte P nicht mehr eindeutig ein 
Vektor im Punkte Q zugeordnet. Nur die infinitesimale Richtungsiibertragung 
vom Punkte P in den Nachbarpunkt P' ist eindeutig. Dagegen gestattet die 
Riemannsche Dbertragung einen Fernvergleich der Langen; der Lange 
des Vektors im Punkte P ist eindeutig eine Lange im Punkte Q zugeordnet, 
die alien Dbertragungen dieses Vektors von P nach Q zukommt. Urn auch dieses 
ferngeomehische Element zu beseitigen, geht WEYL folgendermaBen vor: In 
einer affin zusammenhangenden Mannigfaltigkeit sei durch eine metrische 
Fundamentalform gik ~i ~k festgelegt, wann zwei Vektoren ~i und rJi im selben 
Punktedie gleiche Lange haben. Durch diese Forderung ist die Fundamental
form seIber nur bis auf e~nen Faktor, das Eichverhaltnis, bestimmt. Durch 
Wahl dieses Faktors wird die MaBzahl l der Lange eines Vektors ~i bestimmt; 
wirnennen sie die MaBzahl der S t r e c k e ~. Der metrische Zusammenhang 
eines Punktes P mit seiner Umgebung sei dadurch gegeben, daB von jeder 
Strecke im Punkte P eindeutig feststehe, in welche Strecke im unendlich be
nachbarten P' sie durch eine k 0 n g rue n t eVe r p fl a n z u n g iibergefiihrt 
werde. Von dieser kongruenten Verpflanzung werde weiterhin verlangt: die 
Mannigfaltigkeit solI sich im PunktePso umeichen lassen, daB die kongruente 
Verpflanzung in den Nachbarpunkt P' ohne Anderung der MaBzahl l der 
Strecke ~ vor sich gehe. Aus diesen Forderungen folgt fur die Anderung der 
MaBzahl der Strecke l: 

dl = -ldf{!, 

wobei 
(98) 

(99) 

eine lineare Differentialform in den dx i ist. Dadurch ist dann der affine Zu
sammenhang eindeutig bestimmt: 

r l {i k} 1 (5i.1 + 5i.1 tl ) 
ik = I + 2 Ui V'k Ukf{!i - g gik f{!t , (100) 

-also genau dasselbe, was wir erhalten, wenn wir in die allgemeine Formel (93) 
fiir rik die Bedingungen einsetzen: 

C .. l ik = 0; 5' .. 1 
ik = 0; Q:kl _ Q.gkl _.m.gkl 

t - t - ,'I, . (101) 

In den folgenden N ummern wollen wir uns auf die Riemannsche Dber
tragung beschranken. 
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14. Formeln fur die Riemannsche tl'bertragung. Die Formeln fUr die 
Riemannsche Obertragung ergeben sich aus den allgemeinen durch Speziali
sierung 

C .. l ik = 0; 

Dabei ist 

AuBerdem gilt noch 

5 .. 1 
ik = 0; 5/:·1- O· 

~k - • 

I "i {kI kl = i . 

1 Ologg _ 1 oYi _ {ill 
"2---axz - Vg • ax! - i • 

wobei mit g die Determinante der gik bezeichnet istl). 
Es gelten also die F ormeln 

J7 i ovi + {SI} 8 
IV = oxl iV' 

J7 i bi oa:k {rt} r {kI i 
la'k = ·kl = ax! + i a·k - r a· r • 

J7 ik = bik = oaik + {rl} rk + {r/} iT 
1 a ··1 oxl i a k a 

usw. [vgl. oben (87)J. 
Daraus durch Verjungung der beiden letzten Formeln 

Vertauschung des Indizes i und k 

oa~i irk} r {ik} k 1 Ci = oX:
i 
+ k a·i - r a·r , 

i = ~ + {r k} ri + {r k} kr 
C oxk k a i a . 

Qikl = 0; (102) 

(103) 

(104) 

(105) 

(106) 

(106a) 

(107) 

nach i und lund 

(108) 

Der Rotation entspricht der schiefsymmetrische Tensor 

___________ J7kWi - J7i Wk = ~:: - ~~: . (109) 

1) Denn es ist ~ = gik g, da gik die adjungierte Unterdeterminante von gik ist. 
Daraus ergibt sich ogik 

.!..~=Ologg= ikogik= ik([k.ll+[ill)=2{i~}. g ax! ax! g ax! g z k z 
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Der Divergenz entspricht zufolge (105), (106) der Skalar 

V. i aai + {ri} r ___ 1 • a(Vgai ) • a .:J i • a ,;- a i • 
uX Z yg x 

Die Rotation eines Gradienten Wi = :~ ist Null. 

Fiir den metrischen Fundamentaltensor gilt nach (102) 

Vzgik = Vlgik = O. 

Das liefert nach (107) und fiir die letzte Formel nach (108) 
aik = gik usw. die Gleichungen 

agik +{t~} rk+{lr} ir=o ax! z g kg, 

agik {/k} {li} ax! - r gir- r grk=O, 

_1 a(Vgglk) + {rs} rs = 0 ,r: .:J k • g . yg uX Z 

(110) 

(111) 

und (105) ffir 

(112) 

Die Prozesse des Herauf- und Herunterziehens der Indizes und der ko
varianten Differentiation sind zufolge (111) vertauschbar. 

gklVmaik= Vmai/. (113) 

15. Aquivalenz zweier quadratischer Differentialformen. Zwei quadra
tische Differentialformen 

und 

werden aquivalent genannt, wenn es eine Transformation 

xi = Xi (Xi, X2, ••• xn) 

114 

(115) 

gibt, durch die die eine aus der anderen hervorgeht. 1st dies der Fall, so gelten 
die Transformationsformeln 

- Q' Qk (116) g" = ·r '8 gik> 
und fiir die Christoffelschen Dreiindizessymbole zweiter Art bestehen nach (103) 
und (88) die Beziehungen 

{r S} Qi Qk pt {i k} aQ~, Qk pt 
t = ·r ·s ·n n + ail' ·s ·n· (117) 

Multiplikation dieser letzteren Beziehungen mit Q~t und Summierung fiber t 
liefert ! 

{r S} Ql Qi Qk {i k} aQ., Qk (118) t ·t = ·r ·s I + axk '8 • 

Setzt man hierin fiir die Q gemaB ihrer Bedeutung 
i a Xi 

Q.r = aX" 

{r S} a~ = a~ ax::. {i k} + ~ (a~) a~ 
t a :r a.xr a X, I a Xk a .xr a .x' 

(119) 
so kommt 

und schlieBlich 
~X~ + a~ ax::.{i k} = a~{rs} a x' a.x' a X' a.x' I a X' t 

(120) 

als partielle DifferentiaIgleichungen zweiter Ordnung fUr die Funktionen 
Xi = Xi (x) . 
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16. Der Kriimmungstensor und seine Relationen. Die Integrabilit(its
bedingungen fUr die Differentialgleichungen der Parallelverschiebung eines 
kontravarianten Vektors 

lauten 

(121) 

Dies fUhrt auf einen Tensor vierter Stufe 

R .... i = ~{j~} _ -!-{j~} _ {r~}{jk} + {r~}{jh} 
hk} oxk 2 oxh 2 2 r 2 r' (122) 

den Riemannschen Kriimmungstensor 1). 

Setzt man gil Rhic'/ = R hkjl , so gelten fUr den Kriimmungstensor folgende 
Relationen 

R hkjl + R khjl = 0, I 
R hkjl + R hk1j = 0, 

R hkjl - Rjlhk = 0, 

R hkjl + R/ejhl + Rjhkl = O. 

Durch Verjiingung entsteht aus Rhkii ein Tensor zweiter Stufe 

R- = R":r = ~{ir} _ ~{ik} _ {Sr}{ik} + {S k} {ir} 
'k rb oxk r ox' r r S r S 

und daraus wieder durch Verjiingung ein Skalar 

die invariante Kriimmung. 

(123) 

(124) 

(125) 

17. Flachen- und Raumtensoren einer vierdimensionalen Mannigfaltig
keit. Skalare und Tensordichte. Verallgemeinerung der Satze von GAUSS und 
STOKES. 1m besonderen spielen in einer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit eine 
wichtige Rolle der Fliichen tensor 

der Ra urn tensor 
Xi, 

~ikl = Xk, 

Xl, 

yi, zi 

yk, Zk 

yl, Zl 

(126) 

(127) 

1) 'Ober die geometrische Bedeutung des Riemannschen Krfimmungstensors vgl. das 
Kapitel fiber Riemannsche Geometrie. Will man nicht auf seine geometrische Bedeutung 
zurfickgreifen, so kann man seine Tensoreigenschaft auch auf folgendem Wege einsehen. 

02 Xl 02 Xl 
Man schreibe Formel (120) zuerst ffir -=-= und dann fUr ---=--= auf. Hierauf diffe-

OXTOX8 oxTox" . 
renziere man die erste Formel nach XU und die zweite nach x', wobei man auf der linken 

S · of 0 fOxv t h t S bt h' d" F . elte -= = :.ov . -= zu se zen a. u ra lert man Ie zwelte ormel von der ersten, 
OX" U X oxu 

OXi oxk oxh - OXl _ 
SO erhalt man R .. ·l_. -= -. = R· .. m -= oder auch R .. ·l Qi Qk Qh = R .. ·m Ql • 

khi OXh ox' OX" BUT oxm khi ·r .8." Bu,.m 

Multiplikation mit P: 1 und Summation fiber 1 gibtdann Rj,i.·i1 Q:, Q~8 Q~" pt. I = R;~~' 
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und der Welttensor Xi , yi, Zi , Wi 
Xk, yk, Zk wk 

~iklm = , 
Xl yl, zl Wi , (128) , , 
Xm , ym, Z'" , Wm 

die alle in je zwei Indizes schiefsymmetrisch sind. Die 256 Bestimmungszahlen 
des Tensors fklm sind daher nur der drei Werte + ~, 0, - ~ fiihig. Allgemeiner 
bezeichnet man als Flachen- bzw. Raumtensor jeden in je zwei Indizes schief
symmetrischen Tensor 'Yjik bzw. 'Yjikl. Diese allgemeine Definition fallt fUr 'Yjikl 
mit der oben gegebenen engeren zusammen; ein jeder allgemeine Flachen
tensor 'Yjile laBt sich hingegen als Summe von zwei einfachen Flachentensoren 
~i"', Cik darstellen. Als Beispiele mogen dienen das Flachenelemen t 

das Raumelemen t 

dS ikl = d1 Xk, 

d1x1, 

und das Weltelemen t 

d2 x i , 

d2 xk , 

d2 x1, 

d1xi, d2 Xi, d3 xi, 

dViklm = d1xk, d2xk, d3 xk, 

d1x1, d2xl, d3xl, 

d4 xi I 
d4 xM 
d4 ,: 

" 

i 

d1xm, d2 x"', d3xm, d4 xm i 

(129) 

(130) 

(131) 

dessen 256 Komponenten wiederum nur der drei Werte +dV, 0, -dV fahig 
sind. Fallen die Linienelemente in die Parameterlinien, so erhalt man 

daik = d1xid2 xk , 1 
dSikl = d1x i d)!.x"'d3':, 

dViklm = dlxid2xkd3xld4xm. 
(132) 

Der Ausdruck 
(133) 

ist eine Invariante 1) und das Volumintegral 

!ygdV (133 a) 

ist also ebenfalls eine Invariante, durch die das Volumen gemessen wird. 
1st nun T ein Skalar, so ist auch 

!TygdV 
eine .Invariante und man nennt 

Tyg = :t 
eine skalare Dichte. Entsprechend nennt man z. B. 

yg Tik =:tik 

eine Tensordichte, wenn yik ein Tensor ist . 

(134) 

(135) 

. Als das zu daik duale Flachenelement da*ik bezeichnet man ein Flachen
element von gleichem Betrage,>dessen samtliche Vektoren normal auf den VektQren 
von d aik stehen. Aus 

und d · *a i 
2 xi zX = 0, 

IOXi 12 - lOXi I 1) Denn es ist g = OXk g und.aV = OXk aV. 
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erhalt man 

do'" ~ I: do", do'" ~ ~ do", do'" ~ ~ do", I (136) 

dO*23 = --do dO*31 = -do dO*!2 = -=d034 . Vg 14' yg 24' yg 
Als das zu dSikl duale Linienelement dX*i bezeichnet man ein Linienelement, 
dessen Betrag gleich ist demVolumen des Raumelement dSikl und das auf allen 
Vektoren von dSikl senkrecht steht. Man erhalt fUr jede gerade Permutation 
(iklm) 

dx*m = ~ dSikl , dx~ = yg dSikl . (137) 
19 

Verallgemeinerung der Integralsatze von GAUSS und STOKES 1). 

Sind Ii, pik, A ikl die Bestimmungszahlen eines Linien-, Fliichen- und Raum
tensors, so sind ihre Projektionen auf dxi , dOik, dS ikl , multipliziert mit dem 
Betrage der letzteren Tensoren invariante Bildungen 

l.ds=li dxi , I 
Fado = Fikdaik , (138) 
AsdS = AikldSikl . 

Ebenso sind ihre Projektionen auf die dualen Erganzungen dS*i, da*ik, dS*ikl 
invariant . 

IndS = lidSt = 2: yg lidSklm = 2: fidSklm, 
(iklm) (iklm) 

Fndo=Fikdotk= 2: ygFikdo1m = 2: 'iJikdalm, (139) 
(iklm) (iklm) 

Ands = Aik1dstkl = 2: -yg Aik1dxm = 2: 91ikldxm, 
(iklm) (iklm) 

Dabei sind die Summen 2: iiber aIle geraden Permutationen (i k 1 m) zu 
(i kl m) 

erstrecken, f, 'iJ, 91 sind die Tensordichten von I, F, A. Integration dieser For
meln, und zwar jeweils der beiden ersten,iiber geschlossene Kurven-, Fliichen
und Raumstiicke, liefert die Verallgemeinerungen der Siitze von GAUSS und 
STO~ES; wenn die Integrale in Integrale fiber. das eingeschlossene FHichen-, 
Rauin- und Weltgebiet verwandelt werden 

fl.ds = fRotnldo = jRotikldoik , 
fFads = fRotnFdS = fRotiklFdSikl, 

findS = fDiv/dV = f'1Jib ldx, (140) 

Dabei ist 

fFn do = fDivnFdS = f 2: :DiolFdSklm . 
(iklm) 

.. . ofi 
'1Jtbl = oxi ' 

. ' O~ik 
:Dib' F =OXk' 

D· I· _ ~ oVg Ii 
lV - yg OX' ' 

DiviF = 1_ oygpk . 
yg OXk 

1) Vgl. den Enzyklopll.dieartikel von W. PAULI, S. 605 f. 

(141) 
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RotH:! ist ein FHichentensor, RotiklF ein Raumtensor, iJi'rJl eine skalare und 
iJi'rJi F eine Vektordichte. Fiir die kombinierten Operationen gelten die Formeln 

Rot grad!p = iJib CJJib F = Rot Rot I = o. (142) 

18. Differentialparameter von BELTRAMI. Als einen Differentialpara
meter der Funktionen !p, 1jJ, ••• bezeichnet man einen Ausdruck 

U(gU' ~~:, ... !p''P' ~~ ... ), 

der bei Transformation 
Xi = Xi (i) 

in einen gleich gebauten Ausdruck 

U(- iJglk - - iJ¥ ) 
gik> iJii'··· p, 'P, iJX" ••. 

iibergeht. 
Werden die ersten kovarianten Differentialquotienten von P, 'P, ... mit 

iJ q; iJtp 
Pi = iJx" 'Pi = iJx" • . • (143) 

und die zweiten kovarianten Differentialquotienten mit 

!Pik = ~:; - e sk} !ps 

bezeichnet, so heiBen der Reihe nach 

V!p = gik!pi f{lk 

der erste Differentialparameter von BELTRAMI, 

V(p,'P) = gikpi'Pk 

der Zwischen parameter von P und 'P und 
LI P = gik Pu. 

(144) 

(145) 

(146) 

(147) 

der zwei te Differen tialparameter von BELTRAMI.Fiir das Bogenelement 
der elementaren FHi.chentheorie 

Edu2 + 2Fdudv + Gdv2 (148) 

lauten sie ausgeschrieben 

(149) 

IV. Riemannsche Geometrie. 
19. Lange und Winkel. In einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit V" ist 

ein Punkt durch ein System von n Zahlen in bestimmter Reihenfolge (Koordinaten) 
Xl, X2, ••• , x" gegeben, eine Mannigfaltigkeit V p von der Dimension p durch n - p 
nicht widersprechende unabhangige Gleichungen 

1~(Xl, X2, ••• , x") = 0 (v = 1, 2, ... , n - p) (150) 
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(Funktionalmatrix der t bez. der x daher yom Rang P), oder in Parameter

darstellung Xi = Xi (01 , 02' ... , Op) (i = 1,2, ... , n) (151) 

(Funktionalmatrix der x bez. der ° yom Rang Pl. Samtliche auftretenden 
Funktionen sollen entsprechend oft differenzierbar bzw. analytisch sein. Eine VI 
heiBt eine Kurve, eine V2 Flache, eine Vn - 1 Hyperflache . 

. Die Bogenlange seiner Kurve zwischen zwei Punkten PI mid P 2 , ent
sprechend den Parameterwerten 01 = a und 01 = b, wird gegeben durch 

b 

(V--do-X-"'~dXP 

s= g",Pd d dOl' 
,; (}l (}l 

( 152) 
a 

(153) 

heiBt das quadrierte Bogendifferential. Die g",p sind n (n 2+ fl in den Indizes 

symmetrische Funktionen von Xl, X2, ••• , Xn (g",p = gp",), die von vornherein 
gegeben sind und die MaBbestimmung in der ganzen Vn festlegen. Ihre Deter
minante g wird von Null verschieden vorausgesetzt. Sie sind die Komponenten 
eines symmetrischen Tensors zweiter Stufe, wenn man ds 2 seiner Definition 
gemaB als Invariante gegentiber der unendlichen Gruppe Galler eindeutig um
kehrbaren Koordinatentransformationen ansieht. Eine solche Vn heiBt eine 
Riemannsche Mannigfaltigkeit, wenn die quadratische Differential
form (153) im Reellen positiv definit ist (vgl. Kap. 1, Zif£' 7). Die Richtung 
einer Kurve oder ihrer Tangente in einem Punkte wird festgelegt durch die 
Differentiale dXi in diesem Punkte, also durch einen kontravarianten Vektor. 
Der Winkel w zwischen zwei Richtungen dxi und bXi wird definiert durch 

g",pdx"'~xP 
cosw = ds ~s (154) 

Dabei ist bs das zu den bXi gehorige Bogenelement. cosw ist ebenfalls eine 
Invariante, wie aus (154) unmittelbar hervorgeht. 

Das Volumen eines Raumteiles der Vn wird definiert durch das tiber den 
Raumteil erstreckte n-fache Integral 

(n) 

V = f. .. f1/g dXl ••• dxn · (155) 

Es ist eine Integralinvariante (vgl. Kap. 10, Ziff. 51) gegentiber der Gruppe G. 
20. Geodatische Linien und Parallelverschiebung. Die geodatischen Linien 

sind jene Kurven, fUr welche das Integral (152) ein Extremum wird, also die 
Extremalen des Variationsproblems b J d s = 0 1); sie ergeben sich als Losungen 
der Differentialgleichungen 

d2 Xi i dx'" dxP 
ds2 +r",p-dsds=O, (156) 

T:xp sind die aus der Fundamentalform (153) gebildeten Christoffelschen Drei
indizessymbole zweiter Art [vgl. Gleichung (103, 104)J. Durch einen gegebenen 
Punkt geht in einer vorgegebenen Richtung nur eine geodatische Linie. Ein 
kontravarianter Vektor ;i wird yom Punkt Xi in den Punkt xi + dXi parallel 
verschoben, wenn dabei seine Komponenten die Anderungen 

d;i = - r!p;'" dxP (157) 

erfahren. Wir haben es hier mit einem Spezialfall einer affinen Obertragung 
(Zif£. 13) zu tun. Die Parallelverschiebung ist eine kongruente Abbildung, d. h. 

1) Ausgeschlossen sind dabei Linien mit ds = 0; vgl. Ziff.24. 

Handbuch der Physik. III. 14 
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(lie Lange yg~p~'" ~fI eines Vektors ~i und der von zwei Vektoren eingeschlossene 
Winkel wird bei Patallelverschiebung nicht ,geandert. Eine Kurve ist also nach 
(156) dann und nur dann geodatisch, wenn ihre Tangenten bei Parallelver
schiebungHings der Kurve wieder in Kurventangenten iibergehen. Verschiebt 
man in einer euklidischen Vn, d. h. einer solchen, bei welcher der Kriimmungs
tensor (vgl. Ziff. 16) identisch verschwindet, den Vektor ~i parallel langs 
irgendeiner geschlossenen Kurve, bis man wieder in den Ausgangspunkt zuriick
kehrt, so decken sich Artfangs- und Endlage des Vektors. In einer nichteukli
dischen Mannigfaltigkeit ist dies nicht der Fall. 

1m Fall n = 2 laBt sich die Parallelverschiebung in folgender Weise geo
metrisch veranschaulichen: Die Mannigfaltigkeit V2 kann man sich als Flache 
im dreidimensionalen euklidischen Raum denken (vgl. Ziff.24). 1m Punkt Xi 

sei' ein in der Tangentialebene von Xi gelegener Vektor ~i gegeben. Wir ver
schiebenihn im: Raume parallel zu sich selbst von xi in den N achbarpunkt Xi + dxi 

. und projizieren ihn dort in' die Tangentialebene 

A 

Abb. t. Parallelverschiebun~ eines 
Vektors auf <ltr Kugel. 

dieses Nachbarpunktes~ Dies ist die geometrische 
Bedeutung der Formeln (157) fUr n = 2 1). 

Ais Beispiele fUr euklidische und nichteukli
dische V2 seien Ebene und Kugel angefUhrt. Ver
schie bt man einen Vektor in einer Ebene parallel 
langs einer beliebigen geschlossenen Kurve, bis er 
in seinen Ausgangspunkt zuriickkehrt, so decken 
sich Anfangs- und Endlage, auf einer Kugel da
gegen nicht. Verschiebt man z. B. langs des Um
fangs eines Kugeloktanten (s. Abb. 1) den Vektor ~ 
von A iiber B und C nach A, so kehrt er in der 
Lage f nach A zurUck, also urn 90° gedreht. 

21. Krummung. Auch fUr den Kriimmungstensor, der fUr n = 2 bis auf 
einen Faktor mit der GauBschen Flachenkriimmung K zusammenfallt (vgl. 
Kap.4, Ziff. 19), laBt sichin diesem Fall nach H. WEYL eine anschauliche 
geometrische Deutung geben. Wir denken uns ein Gebiet G der Flache, begrenzt 
von einer sich nicht schneidenden geschlossenen Kurve C, die sich stetig auf 
einen Punkt zusammenziehen laBt. Wir umfahren die Berandung C von G, 
indem wir den VEktor langs C parallel verschieben. Bei seiner Riickkehr in 
den Ausgangspunkt mage er sich urn den Winkel w gedreht haben. LaBt man 
das Gebiet G gegen Null. konvergieren, so ist 

K=lim~. 
G-+O 

Bei einer euklidi~chen V n laBt sich durch EinfUhrung passender Variablen das 
quadrierte Bogenelement . auf die Form dxi + dx~ + ... + dx! bringen. Man 
bezeiclJ-net die euklidische Vn mit Rn. 

Difser Satz ist ein spezieller Fall folgenden allgemeinen Satzes: Es seien 
zwei ~emannsche Mannigfaltigkeiten V n und V~ gegeben. AIle auf V~ be
ziiglichen GraBen seien mit Akzenten bezeichnet. Die beiden Mannigfaltig
keiten heiBen I'angentreu aufeinander abbildbar, wennin allen Punkten 
ds = ds' ist. Es miissen sich also die x' so als Funktionen der X mit nicht ver
schwindender Funktionaldeterminantebestimmen lassen, daB dabei der 

. ,1) Eine..,derartige.kinematische Betrachtung findet sich schon bei THOMSON und TAIT. 
Treatise on Natural Philosophy. Tl. I. Abschn. 135-137. S. 105-109. Cambridge: Ausgabe 
1912. 
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Tensor dS'2 in den Tensor ds 2 transformiert wird. Man erhalt sonach die x' 
aus dem System partieller Differentialgleichungen: 

(158) 

FaBt man die Transformationsgleichungen (158) als algebraisehe Gleiehungen 

fiir die Unbekannten Xi' und Pik = ~:: auf und fiigt zu ihnen noeh die ent

spreehenden Transformationsgleichungen des Kriimmungstensors und seiner 
kovarianten Ableitungen, so entsteht ein System A von unendlieh vielen algebra
isehen Gleiehungen fiir die Unbekannten Xi' und Pik' Die Lasung von A ist 
aquivalent mit der Lasung von (158) (Reduktionssatz), d. h. hat man die 
Xi' und Pik aus A bestimmt, so sind die Pik wirklieh die Differentialquotienten 
iJxi'/iJxk• Die L6sbarkeit von A laBt sich naeh CHRISTOFFEL durch Betraehtung 
einer endlichen Anzahl von Gleiehungen entseheiden. 

Die beiden Mannigfaltigkeiten sind konform oder winkeltreu aufeinander 
abgebildet, wenn die Bogenelemente bis auf einen Faktor iibereinstimmen, der 
eine Funktion des Ortes ist [ergibt sich unmittelbar aus (154)]. 

22. Geodatische Koordinaten. Riemannsche Normalkoordinaten. Wir 
versuehen statt der Variablen x derart neue Veranderliehe x' einzufiihren, daB 
an einer bestimmten Stelle P die gik stationar werden, d. h. ihre ersten Ab
leitungen verschwinden. Solche Koordinaten oder Variablen heiBen geodatisch 
in P. Die Forderung ist aquivalent damit, daB die Dreiindizessymbole ver
sehwinden (vgl. Ziff. 14). Denkt man sich die x' in der Umgebung der betreffenden 
Stelle naeh Potenzen der x entwickeIt, so sind die Koeffizienten bis auf bekannte 
Zahlenfaktoren (Taylorsche Entwicklung,vgl. Kap.1, Ziff. 22, 31) die Ableitungen 
der x' nach den x, genommen an der betreffenden Stelle. Nun ergeben sich aus 
den Gleichungen (158) dureh Differentiation und Aufi6sung nach den zweiten 
Differentialquotienten der x' die Formeln: 

(159) 

Die F' bedeuten dabei die Dreiindizessymbole, gebildet fiir das quadrierte Bogen
element in den Variablen x'. Ihr Verschwinden ist notwendig und hinreichend 
dafiir, daB die x' geodatisehe Koordinaten in P sind. Bestimmt man die x' so, 
daB ihre zweiten Ableitungen in P aus (159) mit F' = 0 bereehnet werden, 
so sind sie geodatische Koordinaten in P. In diesem Koordinatensystem andern 
sich die Komponenten eines in P aufsitzenden Vektors ~i gemaB (157) nieht. 

Ein Beispiel fiir ein geodatisehes Koordinatensystem sind RIEMANNS Normal
koordinaten. Sie sind folgendermaBen definiert: Wir ziehen von einem Punkt Po 
aus alle geodatisehen Linien. Dureh einen bestimmten Punkt P in der Um
gebung von Po geht nur eine geodatische Linie, die gleichzeitig dureh Po geht. 
Sei s der Bogen PoP, (dXi/ds)o der Tangentenvektor von PoP im Punkte Po. Dann 
kann der Punkt P in eineindeutiger Weise dureh die Koordinaten 

. (dX) y~= ~ ·s 
ds 0 

(160) 

eharakterisiert werden. Sie sind die Riemannsehen Normalkoordinaten. Sie 
transformieren sieh linear homogen bei einer beliebigen Transformation der x. 
Da gemaB (160) alle von Po ausgehenden geodatisehen Linien lineare Gleichungen 
haben, versehwinden nach (156) die r~p im Punkte Po' d. h. die Riemannschen 
Normalkoordinaten sind in Po geodatisch. 1m Punkte P gilt 

(161) 
14* 
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Die Gleichungen (161) sind zusammen mit dem Verschwinden der r!fI in Po 
flir RIEMANNS Normalkoordinaten charakteristisch. Das quadrierte Bogen
element nimmt in RIEMANNS Koordinaten die Gestalt an: 

dS2=g~fldylXdyfi + 1:PlXlir~(Y) (ylXdyfi - yfldylX). (yrdytl - y'ldyr). (162) 
(IXti) (yo) 

g~p bedeutet die Werte der gap im Punkte Po; in der Summe durchlaufen die 
Indexpaare (cxfJ) und (yJ) unabhangig voneinander aile m moglichen Kom
binationen. Auch (162) ist flir die Riemannschen Normalkoordinaten charak
teristisch. 1m Punkte Po ist der Kriimmungstensor gegeben durch 

(163) 

23. Mannigfaltigkeiten konstanter Kriimmung. Mit Hilfe von (162) kann 
man nach RIEMANN den Begriff der Kriimmung der Vn auf den der GauBschen 
FHi.chenkriimmung zuriickfiihren: 

Wir legen durch Po eine Ebene, charakterisiert durch zwei in ihr liegende 
Vektoren ~i und 1)i. Ihre Flachenrichtung ist gegeben durch 

~ik = ~i 1)k _ ~lc 1)i. (164) 

Wir konstruieren samtliche 001 geodatischen Linien, die in Po diese Ebene be
riihren. Sie erzeugen eine Flache (V2), deren GauBsches KriimmungsmaB durch 
die Formel 

-K= 
y RlXflr~ ~afl ~yo 

(IXmr~) 
1: (fJ.lXrgfl~ - glX~gflr) ~IXP ~ro 

(IX 13) (yo) 

(165) 

gegeben ist. RIEMANN nannte K das KriimmungsmaB der Vn in der Flachen
richtung ~ik. Es hangt vom absoluten Betrag des Tensors ~ik nicht abo Mannig
faltigkeiten V n' deren KriimmungsmaB von der Flachenrichtung und vom Ort 
unabhangig ist, heiBen Mannigfaltigkeiten konstanter Krummung. Fur sie gilt 
nach (165) 

daher wegen 
Rik = glXfI RlXifik = glXfI RilXkfl, 

Rik + (n - 1) C gik = O. 

Infolgedessen wird die Kriimmungsinvariante R = glXfI R IXP 

R = -n(n -1) c. 

Der in der allgemeinen Relativitatstheorie viel verwendete Tensor. 

Gik = Rik - -}R gilc 
wird hier 

(166) 

(167) 

(168) 

(169) 

c = 0 liefert eine euklidische Vn (vgl. Ziff. 20). Ein Beispiel flir eine Vn mit 
konstanter Kriimmung ist eine im euklidischen Rn+l eingebettete n-dimensionale 
Kugel. Ihre Gleichung lautet in rechtwinkligen Koordinaten Xl, X2, ••• , xn 
des Rn+1 : 

n+1 1: (XIX) 2 = a2 (a = Radius). (170) 
",=1 



Zii£. 24. Einbettungssatz. Ametrische Mannigfaltigkeiten. 213 

Ihr quadriertes Bogenelement laBt sich in verschiedenen Formen schreiben: 

ds2 = ~ (d X"}2 + (:: ~~2 , 
n 

r2 '= ~(X")2 
,,=1 ,,=1 

(171) 

n 

(i=~(y")2. 
,,=1 

In der letzten Form sind die y Riemannsche Normalkoordinaten. Das Kriim-
mungsmaB ist 1 

c = a2 ' 

Eine Vn hat dann und nur dann konstantes KriimmungsmaB, wenn sich in 
einer gewissen Umgebung eines jeden Punktes ein Koordinatensystem so be
stimmen laBt, daB das Linienelement eine der vier Formen (171) annimmt. 
Ferner sind die Vn konstanter Kriimmung durch die Existenz einer Bewegungs
gruppe Gn{n+l) charakterisiert, welche einen vorgegebenen Punkt und ein zu-

-2-

geh6riges n-Bein von n Richtungen gleichzeitig in irgendeinen anderen Punkt 
und ein anderes n-Bein iiberfiihrt, wobei die Langen aller Kurven bei der Be
wegung ungeandert bleiben (freie Beweglichkeit starrer Punktsysteme, Kon
gruenztransformation). Beziiglich der Zusammenhangsverhaltnisse im GroBen 
ergeben sich nach F. KLEIN fUr die Vn mit positiver konstanter Kriimmung 
folgende zwei Moglichkeiten: 

Entweder entsprechen im System der Variablen in der ersten Formel von 
(171) jedem Wertsystemder x zwei Punkte der Vn oder nur einer. 1m ersten Fall 
heiBt die Vn ein spharischer Ra urn, im zweiten ein elli ptischer Ra urn. Beide 
Raume sind unbegrenzt, aber endlich; das Gesamtvolumen ist endlich, ebenso 
die Lange der (geschlossenen) geodatischen Linien. Bei den Vn mit konstanter 
negativer Kriimmung gibt es eine groBere Zahl von Moglichkeiten (vgl. hierzu 
Kap. 3, Ziff. 35, Kap. 4, Ziff. 25) . 

. 24. Einbettungssatz. Ametrische Mannigfaltigkeiten. Man kann ver
suchen n + m Funktionen 

~" = ~,,(Xl, X2, ••• , Xn) 

ZU bestimmen, so daB 

(1'=1,2, ... , n+m) (172) 

(173) 

d S2 kann dann zufolge (172) und (173) als Bogenelement einer V n aufgefaBt werden, 
die in einem euklidischen Rn+m liegt. Man sagt, man hat die Vn in einen Rn+m 

eingebettet. Die Funktionen (172) bestimmen sich gemaB (173) aus den n(n + 1) 
Differentialgleichungen 2 

n+m O~IX O~IX 
~ ox! oxk = g,:k (i, k = 1,2, ... n). (174) 
,,=1 
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Die Integrabilitatsbedingungen dieses Systems sind bis jetzt noch nicht genauer 
untersucht; jedenfalls ist eine notwendige Bedingung fiir die Losbarkeit von (174) 

bei allgemeinen gik nach Kap. 1 O,Ziff. 2 n + m = n (n + 1), d. h. man kann eine 
. 2 

allgemeine Riemannsche Vn , wenn iiberhaupt, erst in einen RnCn+1 ) einbetten. 
2 

Fiir n = 2 wurde von DARBOUX der Satz bewiesen: Jede Riemannsche V2 

HiBt sieh in einen Ra einbetten. Die kleinste Zahl n + m, flir die das System (174) 
l6sbar wird, heiBt die Einbettungszahl der Form (153). Die euklidischen Vn 
haben also die Einbettungszahl n. Niedrigere Einbettungszahlen konnen nur 
auftreten, wenn g identisch verschwindet. 

Die Integralmannigfaltigkeiten der Gleichung ds 2 = ° heiBen ametrische 
Mannigfaltigkeiten. In dem fiir die Relativitatstheorie wiehtigen Fall n = 4 
gibt es im allgemeinen nur solche von den Dimensionen 1 und2. 

Die ametrischen Kurven nennt man gewohnlich Nullinien, lsotrope 
oder Minimalkurven1). Diejenigen von ihnen, welche den Differentialglei
·chungen 

(175) 

geniigen, heiBen geodatische Nullinien. a bedeutet den Kurvenparameter, 
flir den man hier natiirlich nieht die Bogenlange s wahlen kann, weil s = 0 ist. 
Die Gleichungen (175) haben das Integral 

(176) 

wobei die Konstante durch die Anfangswerte der Xi und dxijda bestimmt ist. 
1st C =1= 0, so folgt aus (176) 

(177) 

die Kurve ist keine Nullinie. Geht man mit C zur Grenze ° iiber, so wird auch 
gleichzeitig s = 0, man erh1i.lt eine geodatische Nullinie. Die Nullinien beriihren 
in jedem Punkte den Elementarkegel der Mongeschen Gleichung: 

(178) 
(vgl. Kap.10, Ziff. 9). 

Literatur: Ohne Anspruch auf Vollstandigkeit seien folgende Werke angegeben: 
M. ABRAHAM U. A. FOPPL, Die Theorie der Elektrizitat und des Magnetismus. 4. Auf I. 
Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1912; R. GANS, Einfiihrung in die Vektoranalysis. 5. Aufl. 
Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1924; W. v. IGNATOWSKY, Die Vektoranalysis und ihre 
Anwendung in der theoretischen Physik. 3. Auf I. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1926; 
R. MEHMKE, Vorlesungen uberVektoren- und Punktrechnung. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 
1913; W. PAULI, Artikel uber Relativitatstheorie, Enzyklopadie der mathematischen Wissen
schaften, V 2; ROTHE, Einfuhrung in die Tensorrechnung. Wien: Seidel 1924; C. RUNGE, 
Vektoranalysis. Leipzig: S. Hirzel 1919; J. A. SCHOUTEN, Grundlagen der Vektor- und 
Affinoranalysis. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1914; S. VALENTINER, Vektoranalysis. 
Sammlung Goschen; A. S. EDDINGTON, Relativitatstheorie in mathematischer Behandlung. 
Berlin: Julius Springer 1925; LEVI - CIVITA, Absoluter DifferentialkalkuI. Berlin: Julius 
Springer 1928; J. A. SCHOUTEN, Der Ricci-Kalkul. Berlin: Julius Springer 1924; D. J. STRUIK, 
Grundzuge der mehrdimensionalen Differentialgeometrie. Berlin: Julius Springer 1922; 
H. WEYL, Raum, Zeit, Materie. 5. Aufl. Berlin: Julius Springer 1923. 

1) VgI. Kap.4, Ziff. 14. 



Kapite16. 

Funktionentheorie. 
Von 

J. LENSE, Munchen, und TH. RADAKOVIC, Wien 1). 

Mit 13 Abbildungen. 

I. Analytische Funktionen einer komplexen 
Veranderlichen. 
a) Komplexe Zahlen. 

1. Definition. Rechenregeln. Dnter einer komplexen Zah} verstehen 
wir den Ausdruck 

a + bi, 

wobei a und b reelle Zahlen sind, wahrend i die imaginare Einheit bedeutet: 

i = Y-1; ,i2 =-1. (1) 

flir die einfachsten Verknupfungen komple'xer Zahlen bestehen folgende Regeln: 
Addi tion: Die Summe zweier komplexer Zahlen c= a + bi und c' = a' + b'i 

ist gegeben durch den Ausdruck 

c + c' = (a + a') + (b + b!) i . 
Su btrak tion: 

c - c' = (a - a') + (b - b') i. 
Multiplikation: 

c • c' = (a a' - b b') + (a b' + b a') i. (4) 
Division: 

c aa'+ bb' ba' - ab' . 
7 = a'2 + b'2 + a,a + b'2 ~. (5) 

Fiir die Addition und Multiplikation gelten das assozia tive und kommu ta tive 
und endlich auch das distributive Gesetz: 

c (c' + c") = c c' + C c" . 

Wahrend Addition, Subtraktion und Multiplikation immer ausfiihrbar sind, ist 
die Division clc' nur ausfiihrbar, wenn c' =1= 0, also nicht zugleich a' = b' = ° ist. 

Dnter der zu c = a + bi konjugiert komplexen Zahl verstehen wir die 
komplexe Zahl c = a - bi. (6) 

Das Produkt einer komplexen Zahl mit ihrer konjugiert komplexen gibt das 
Quadrat ihres absoluten Betrages: ' 

c.c = as + b2 = Ic1 2• 

1) Ziff.1-16, 22-32 von TH. RADAKovrc; Ziff.17-21. 33-50 von J. LENSE. 
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Eine komplexe Zahl kann auch aufgefaBt werden als ein geordnetes Paar reeller 
Zahlen (a, b), wobei fUr die rationalen Verkniipfungen zweier solcher Paare die 
oben angegebenen Regeln und Gesetze gehen. Aus Ihnen ergibt sich dann 

(0,1) . (0,1) = (-1,0). 

2. Geometrische Darstellung komplexer Zahlen. Zur geometrischen Dar
steHung einer komplexen Zahl z = x + y i gelangen wir, wenn wir in die Ebene 
ein rechtwinkliges Koordinatenkreuz legen und den reellen Bestandteil R (z) 
auf der x-Achse, den imaginaren Bestandteil J(z) auf der y-Achse auftragen. 
Dann wird die komplexe Zahl z = x + yi reprasentiert durch den Punkt z mit 
den Koordinaten x und yoder auch durch den Vektor, der den Koordinaten
ursprung mit dem Punkt z verbindet. Die Lange r dieses Vektors ist gleich dem 
absoluten B~trag der Zahl z 

r = yx2 + y2 = I z I ' (8) 

und alle komplexen Zahlen, deren reprasentierende Punkte auf einem Kreis 
mit dem Zentrum im Ursprung des Koordinatensystems liegen, haben gleichen 
absoluten Betrag. Dei spiegelbildlich zur x-Achse gelegene Punkt z reprasentiert 
die konjugiert komplexe Zahl 

z=x-yi. (9) 
Der Winkel qJ zwischen der positiven x-Achse UIid dem Vektor vom Ursprung 

zum Punkte z heiBt die Amplitude oder der Winkel der Zahl z 

qJ = arctg L . x (10) 

Da x = r cos qJ und y = r sin qJ ist, erhalten wir also 

z = r(cosqJ + i sinqJ) = rei<p 1), 

Z = re-i<P. 

(11) 

(11 a) 

Der die Summe z + z' zweier komplexer Zahlen reprasentierende Punkt wird 
erhalten durch vektorielle Addition der Vektoren zu den Punkten z und z'. 

y 
2+Z' 

Eine andere Art der DarsteHung als diese in 
der Zahlenebene wird durch die stereographi
sche Projektion geliefert. Zu ihr gelangen wir 
am einfachsten auf folgende Weise: die Trans-
formation 
- ; 
~ = ; 2 + 1}2 + ,2 ; 

- , 
!; -:- ;2 + 1}2 + ,2 

(12) 

x ordnet jeden Punkt P im dreidimensionalen 
Raume einen auf der Geraden durch den Koor
dinatenursprung und diesen Punkt P gelegenen 
Punkt J5 zu, undzwar derart, daB das Produkt 

Abb. 1. Vektoraddition in der komplexen 
Zahlenebene. 

der Abstande beider Punkte vom Ursprung gleich 
1 ist 

(13 ) 
Da diese Transformation die Gleichung > 

A ([2 + ~2 + (2) +B[ -+- c~ + DE + E = ° 
1) Die Formel cos q> + i sin q> = ei<p ergibt sich aus der Potenzreihenentwicklung von 

sinq>, cos,"". e<P (vgl. Kap. 1, Ziff. 33 und Kap.6. Zif£. 16). 
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in eine Gleichung derselben Art tiberfUhrt, ftihrt sie Kugeln in Kugeln tiber, 
wobei wit die Ebenen als Kugeln von unendlich groBem Radius mit zu den 
Kugeln rechnen. Insbesondere wird durch diese Transformation die Ebene 
f = 1 in die durch den Ursprung gehende Kugel 

(14) 

transformiert. Diese spezielle Zuordnung zwischen· Kugel und Ebene heiBt 
die stereographische Projektion der Kugel. Sie fiihrt Kreise in Kreise 
iiber, wobei wir wieder die Geraden als Kreise 
von unendlich groJ3em Radius ansehen miissen, 
und ist wegen 

r2--. _ ds2 
S - ((2 +-1]"2-+'--:::;(2=)2 , 

konfonrt oder winkeltreu. Denn es ist ds 2 

proportional zu ds 2, und der Proportionalitats
faktQr ist nicht abhiingig von der Richtung der 
einander zugeordneten Linienelemente in P und 
P, sondern nur abhiingig von der Lage des Punk

o 
Abb. 2. Stereographische Projektion. 

tes P (vgl. dazu auch den Artikel tiber Differentialgeometrie Kap. 4, Ziff.26). 
Legen wir die komplexe Zahlenebene in die Ebene E == 1, so wird durch 

die stereographische. Projektion jedem Punkte der Zahlenebene der auf der 
Geraden durch den Ursprung und diesen Punkt gelegene Punkt der Kugel (14) 
zugeordnet, weswegen diese Kugel <Iuch Riemannsche Zahlenkugel genannt 
wird. Dem auf der Kugel gelegenen Ursprung des Koordinatentrieders ent
spricht dabei das unendlich Ferne der Ebene, und dadurch wird man dazu gefiihrt, 
in der Funktionentheorie von einem unendlich fernen Punkt in der 
Zahlenebene 

Z = 00 

zu sprechen, zum Unterschied von der unendlich fernen Geraden der projektiven 
Ebene. 

b) Reihen komplexer Zahlen. 
3. Definition der Konvergenz, unbedingte absolute Konvergenz. Eine 

Reihe komplexer Zahlen 
C1 + C2 + ... + Cn + ... (1 5) 

Cn = an + bn i 

wird konvergent genannt, wenn die Folge ihrer Partialsummen 

Sn = c1 + C2 + ... + Cn 

gegen einen Grenzwert S konvergiert 

limsn = s. 
n=oo 

(16) 

(17) 

Die notwendige und hinreichende Bedingung £tir diese Konvergenz besteht 
wie bei reellen Zahlen darin, daB sich zu jedem beliebigen positiven e eine Zahl no 
angeben liiBt, so daB 

(18) 

ist fUr n > no und k > O. Eine Reihe C1 + C2 + ... + Cn + ... wird unbedingt 
konvergent genannt, wenn sie bei jeder beliebigen Umordnung ihrer Glieder 
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konvergiert, und zwar stets gegen denselben Grenzwert. Die notwendige und 
hinreichende Bedingung fur die unbedingte Konvergenz einer Reihe besteht in 
ihrer absoluten Konvergenz, d. h. in der Konvergenz der Reihe der absoluten 
Betrage 

(19) 

und dies ist wieder gleichbedeutend damit, daB die beiden Reihen der absoluten 
Betrage der reellen sowie der rein imaginaren Teile 

Jail + la21 + ... + lanl + ... 
und Ibll + Ib2 1 + ... +Ibnl + "', 
jede fUr sieh, konvergieren. 

Das Produkt zweier absolut konvergenten Reihen konvergiert wieder absolut, 
und zwar konvergiert es gegen das Produkt der beiden Grenzwerte 

s = lim (cl + C2 + ... + cn) ; S' = lim (cl + c~ + '" + c~) 
n=oo n=oo 

n=oo 

Allgemeiner gilt der Satz: Wird aus einer absolut konvergenten Reihe in irgend
einer Weise eine unendliche Folge unendlieher Reihen gebildet, derart, daB 
jedes Glied der alten Reihe in einer und nur einer der Teilreihen auf tritt, so kon
vergiert jede der Teilreihen absolut, und die Reihe ihrer Summen konvergiert 
gegen die Summe der alten Reihe. Die Konvergenz ist ebenfalls absolut. 

Beide Satze folgen aus der unbedingten Konvergenz. 
4. GleichmaBige Konvergenz. Es sei eine Reihe von Funktionen der kom

plexen Variabeln z gegeben 
11 (z) + 12 (z) + ... + In (z) + ... , (20) 

und alle diese Funktionen mogen einen gemeinsamen Definitionsbereich 58 in 
der Zahlenebene der z haben. Ui.I3t sich dann zu einem beliebigen positiven E 

fur alle z des Definitionsbereichs 58 ein und derselbe Index no angeben, so daB 

lin (z) + In+l (z) + ." + In+k (z) 1< E (21) 
fur n> no und k> 0, so heiBt qiese Reihe gleichmaBig konvergent im Be
reiche 58. 
. Ebenso wie im Reellen gilt auch hier der Satz: Sind alle Glieder einer gleieh
maBig konvergenten Reihe stetige Funktionen im Bereiche 58 (d. h, laBt sich 
zujedem positiven E ein positives ~ angeben, so daB Iln(z') - 1,,(z)1 < E fur 
I z' - zl < ~ ist), dann ist aueh ihre Summe eine auf 58 stetige Funktion. 

5. Potenzreihen. Eines der einfachsten und wichtigsten Beispiele fur 
Reihen komplexer Funktionen wird gelief~rt dureh die Potenzreihen. Sei die 
Potenzreihe 

(22) 

gegeben, so gelten fiir das Konvergenzgebiet dieser Potenzreihe folgende drei 
Satze: 

Sa tz 1: Konvergiert die Potenzreihe ~ (z) fur z = zo, so konvergiert sie 
absolut mid gleiehmaBig im Innern und auf der Peripherie eines jeden Kreises 
in der Zahlenebene mit dem Zentrum im Ursprung, dessen Radius r < Izo list. 

Denn wegen der Konvergenz v,on ~ (.~o) ist lim a" z(j" = 0, also la" z~ I < G 
fur aUe n; weiter ist fur jedes z dieses Kreises ,,=00 

I zl r 
]z.;i<]Z;i = k < 1. 
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Es HiBt sich also fur alle z des Kreises dieselbe geometrische Reihe 
G (1 + k + k 2 + ... ) als absolut konvergente Majorante fUr 1.15 (z) angeben. 

Sat z 2 (Cauchy-Hadamardscher Satz): 1st l = lim sup Vra:], so konver-
n=oo 

giert 1.15 (z) fUr alle I z I < -} und divergiert fUr aIle I z I > -}. 1st speziell lim r!aJ 
n=;oo 

= 0, so konvergiert 1.15 (z) fUr jedes endliche z, ist die Folge Vra~1 nicht be
schriinkt, so divergiert 1.15 (z) fUr jedes z =1= o. Der Beweis dieses Satzes beruht 

wieder darauf, daB sich fUr jedes I z I < -} eine geometrische Reihe als konvergente 

Majorante und fur jedes I z I > -} eine geometrische Reihe als divergente Minorante 

angeben liiJ3t. Aus diesen Siitzen folgt endlich 
Sat z 3: Die Potenzreihe 

1.15 (z) = ao + a 1 z + a2 Z2 + ... 
konvergiert im Innern eines Kreises in der Zahlenebene mit dem Zentrum im 
Nullpunkt und dem Konvergenzradius 

r= 
lim sup ~ra:1 (23) 

11,=00 

des Konvergenzkreises und divergiert auBerhalb dieses Kreises. In jedem 
kleineren konzentrischen Kreise ist die Konvergenz absolut und gleichmaBig. 
Das Verhalten am Rande des Konvergenzkreises ist von Fall zu Fall ver
schieden. 

Derselbe Satz gilt naturlich auch fUr die Potenzreihe 

1.15 (zja) = ao + a1(z - a) + a2(z - a)2 + .. , , 
deren Konvergenzkreis das Zentrum im Punkte a und den Konvergenzradius 

1 
r=--~~ 

lim sup ~ja,J 
hat. 

n=CXJ 

Umbildungen einer Potenzreihe. Es sej b ein Punkt im Innern des 
Konvergenzkreises der Potenzreihe 1.15 (zja); setzen wir z - a = (b - a) + (z - b), 
so k6nnen wir 1.15 (zja) nach Potenzen von (z - b) jedenfalls dann umordnen, wenn 
absolute Konvergenz von ao + a1 {(b - a) + (z - b)} + ... besteht, d. h. wenn 

I b - a I + I z - b I < r oder I z - b I < r - I b - a I 
ist, wobei r wieder den Konvergenzradius von l.15(zja) bedeutet. Nennen wir die 
nach Pot en zen von (z - b) angeordnete Reihe 

1.15 (zjb) = bo + b1 (z - b) + b2(z - b)2 + .,. (24) 

die Umbildung von 1.15 (zja). so erhalten wir den Satz: 
Die Umbildung 1.15 (zjb) von 1.15 (zja) (wobei b im Innern des Konvergenzkreises 

von 1.15 (zja) liegt). besitzt einen Konvergenzkreis, der _min~e~t~~s so groB ist 
wie derjenige Kreis mit b als Zentrum, der den Konvergenzkreis von 1.15 (zja) von 
innen beruhrt. 

Ablei tung einer Potenzreihe. Der Koeffizient der ersten Potenz der 
Umbildung 1.15 (zlb) von 1.15 (zja) wird dargestellt durch die Reihe 

a1 + 2a2(b - a) + 3 a3 (b - a)2 + "', (25) 
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die konvergiert, solange b im Innern des Konvergenzkreises von $ (z/a) liegt. 
Also ist der Konvergenzradius der Reihe 

a1 + 2a2 (z - a) + ... + nan(z - a)n-l + ... (25 a) 

mindestens so groB wie der Konvergenzradius der Reihe ~ (zJa) , und wegen 
lanl < Inanl ist er zUfolge des Cauchy-Hadamardschen Satzes nicht groBer. 
Nennen wir die Reihe 

~'(zJa) = a1 + 2a2(z - a) + ... + nan(z - a)n-l + ... (25b) 

die Ableitung der Reihe ~(zJa), so erhalten wir den Satz: 
Der Konvergenzradius der Ableitung einer Potenzreihe ist ebenso groB 

wie der Konvergenzradius der Potenzreihe seIber. 

c) Komplexe Integration. 
6. Kurvenintegrale, GauBscher Integralsatz. Zum Unterschied yom Vorher

gehenden und Folgenden wollen wir uns Hir diese Ziffer auf das Reelle be
schranken. Sei in der xy-Ebene eine Kurve C durch die Parameterdarstellung 

x = q; (t) , Y = VJ (t) (26) 

gegeben. Die Funktionen q; (t) und VJ (t) mogen eine stetige Kurve mit einer 
sich stetig drehenden Tangente darstellen oder aber die Kurve moge aus end
lich vielen derartigen Stucken bestehen. Dann definieren wir fur zwei stetige 
Funktionen u und v von x und y das Kurvenintegral 

fu(x,y)dx + v(x,y)dy (27) 
c 

als das bestimmte Integral 
t, 

f{ U [q; (t), VJ (t)] rp'(t) + v [q; (t), VJ (t)] If/(t)}d t. (27a) 
t, 

Sei jetzt C eine einfach geschlossene Kurve von den obenerwahnten Eigen
schaften, die von jeder Parallelen zur x- und y-Achse in hochstens endlich vielen 
Punkten getroffen wird, so ist, vorausgesetzt, daB u und v stetige partielle Ab
leitungen erster Ordnung im Innern und auf der Kurve C haben, 

y 

fUdX + vdy = !f(~~ - ~*) dxdy, (28) 
c· is 

wobei m den von der Kurve C umschlossenen Be
reich bedeutet (GauBscher Integralsatz). 
Dabei werde die Kurve in positivem Umlaufs
sinn durchlaufen, so daB das Innere zur Linken 
bleibt. 

Die Verallgemeinerung dieses Satzes ist offen
bar der in Kap. 5, Ziff. 8 erwahnte Stokessche 
Satz. Unser Satz, der auch zum Beweisedes Stokes~ 

L...---I _____ --l..._-:;.,x schen Satzes verwendet werden kann, geht aus 
diesem hervor, wenn .man sich beschrankt auf ein 
in der xy-Ebene gelegenes Flachenstuck m und 

Vektor mit verschwindender z-Komponente 

Abb. 3. GauBscher Integralsatz. 

auf einen 

u (x, y) i + v (x, y) j . 
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7. Integrationim k6mplexen Gebiet. Unter Verwendung der Ergebnisse 
der vorigen Ziffer HiBt sich jetzt das Integral einer Funktion einer komplexen 
Variabeln, erstreckt uber eine Kurve in der komplexen Zahlenebene, 

jf(z)dz 
c 

definieren. Setzen wir z = x + i y und f (z) = U (x, y) + i v (x, y) und stellen 
die Kurve C durch x = ffJ(t), y = '!jJ(t) dar, so verstehen wir unter obigem 
Integral den Ausdruck 

t, 

j{u[ffJ(t), 'Ip(t)] + iV[ffJ(t), '!jJ(t)]}{ffJ'(t) + i'!jJ'(t)}dt. 
'1 4 t2 t2 t2 

= j uffJ'dt -jv'!jJ'dt + i IU'!jJ'dt + i j vffJ'dt (29) 
t1 tl t2 tx 

= fUdx - fVdY + if udy + if vdx, 
c c c c 

wobei also unter U und v immer U [If'(t), '!jJ(t)] und v [ffJ(t), '!jJ(t)] zu verstehen ist. 
Fur dieses Integral'laBt sich sofort folgende Abschatzungsformel angeben: 
1st If(z) I <:: M langs der Kurve C und ist t die Lange von C, so ist 

I g5f(z)dz I <:: M ·t. (30) 
C I 

Aus der Abschiitzungsformel folgt sofort: Eine gleichmaBig konvergente 
Reihe stetiger Funktionen kann gliedweise integriert werden: 

f ~fn (z) dz = n~ftn(Z)dZ. 
C C 

Als Beispiel moge die Funktion j(z) = (z - zo)m (m ein ganzzahliger Wert) 
uber einen Kreis K mit Zo als Mittelpunkt, durchlaufen in positivem Sinne, 
integriert werden. Setzen wir 

so erhalten wirl) 
z = Zo + r(cost+ isint), 

2n 2n 
g5 (z_zo)m dz= j[r(cost+i sint)r·[r( -sint+icost)Jdt=i j rm+1 (cost+isint)m+ldt 
K 0 0 

und also 

2", 

= irm+l jCcos(m + 1) t + i sin (m + 1) tJ dt 
o 

g5(z - zo)mdz = 0 fUr m4--1, 
K 

~ dz . --=2nz. 
z - Zo 

K 

d) Analytische Funktionen. 

(31) 

8. Definition def analytischen Funktionen, Cauchy-Riemannsche Diffe
rentialgleichungen. Nennen wir einen nur aus inneren Punkten bestehenden und 
zusammenhangenden Bereich in der komplexen Zahlenebene ein Gebiet, so 
bezeichnen wir als eine in diesem Gebiete regulareanalytische Funktion 

1) Zufolge cosm/)? + i sinm/)? = eimr ist (cos!p + isin!p)m = cosm!p + isin mil' (M 0 i
vresche Formel). 
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eine soIche Funktion t(z), die dort iiberall differenzierbar ist; Es mua sich 
also ffir jedes z des Gebietes eine Zahl t'(z) angeben lassen, so daB 

limf(z_± h) - fez) = t'(z) (32) 
h=O h. 

ist fiir j ede Art der Annaherung an den Punkt z. 1st eine Funktion t (z) in einem 
Gebiete differenzierbar, so ist sie dort auch stetig. 

Das Studium der analytischen Funktionen bildet den wesentlichen Inhalt 
der Funktionentheorie. Zunachst mogen notwendige Bedingungen fiir die 
Differenzierbarkeit einer Funktion aufgestellt werden. Setzen wir wieder 
t(z) = u + iv, z = x + iy., so muB ein. Grenzwert flir den Ausdruck 

u (x + Ax, y + Ay) + iv(x + Ax, y + Ay) - u(x, y) - iv(x, y) 
Ax + iA)1 .~ -

vorhanden sein, wenn wir uns entlang einer Parallelen zur x-Achse (L/ y = 0), 
und wenn wir uns entlang einer Parallelen zur y-Achse (L/ x = 0) dem Punkte 
x + i y nahern, und dieser Grenzwert muB fiir beide Arten der Annaherung 
derselbe sein. Daraus folgt aber 

~ + i ~ = ~ (aU + i~) ax ax ~ oy oy' 
und das ergibt die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 

au iJv 
a;= dY; 

ou ov 
-ay=-a;' (33) 

Umgekehrt gilt der Satz: Geniigen zwei Funktionen u und v mit stetigen 
partiellen Ableitungen erster Ordnung nach x und y den Cauchy-Riemannschen 
Differentialgleichungen, so ist 

l(i)=u+iv 
eine analytische Funktion von z. Durch partielle Ableitung der Cauchy
Riemannschen Differentialgleichungen folgt weiter: Die beiden Funktionen u 
und v ge~iigen der Laplaceschen Differentialgleichung 

iJ2rp 02rp 
ax2 + -ay2 = o. (34) 

9. Cauchyscher Integralsatz, Cauchysche Integralformel. Sei ~ ein ein
fach zusammenhang·endes Gebiet, in dem die Funktion t (z) analytisch (regular) 
ist, und sei C eine geschlossene, in ~ liegende Kurve, so ist 

cpt(z)dz=O (35) 
a 

(Cauchyscher Integralsatz). D. h. sind Zo und Zl zwei Punkte des Ge
bietes ~, so hat 

z, 

jt(z)dz 
z, 

denselben Wert langs jedes ganz in ~ liegenden Weges von Zo nach Zl' 

Der Beweis ergibt sich aus der Umformung des Integrals jt(z)dz mittels 
des GauBschen Integralsatzes in a 

,r.,-.,r., {{(av aU) J{(OU ov) 
'f(udx-vdY)+~'f(vdx+udy)= -)) ax + dy dxdy + ~)) ax - ay dxdy 
a a 18 18 

und aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. 
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U mgekehrt: 1st I (z) im einfach zusammenhangenden Gebiet 58 stetig und ist 
langs jedes geschlossenen, ganz in 58 liegenden Weges C 

g5/(z) dz = 0, 
a 

so ist I (z) in G regular. 
Seien C1 und C2 zwei geschlossene Kurven in der Zahlenebene und C2 liege 

ganz im Innern von C1 • 1st I (z) in einem (nicht notwendig einfach zusammen
hangenden) Gebiet, dem C1 und C2 , sowie das Gebiet zwischen diesen Kurven 
angehoren, eindeutig und regular, so ist 

g5 I (z) d z = g5 I (z) dz, 
0, a, 

wenn beide Kurven in positivem Sinne durchlaufen werden. Denn wird das 
Integral j I (z) dz in positivem Sinne urn die Begrenzung des Gebietes zwischen C1 

und C2 erstreckt, so ist auch ftir diesen Inte
grationsweg 

jl(z)dz = o. 
Die Integrale tiber die Stticke 
Ll und L2 heben sich aber 
weg, und die beiden Kurven 
Cl und C2 werden dabei in 
entgegengesetztem Sinne 
durchlaufen. Dieser Satz 
laBt sich auch ausdehnen auf 

o~ 

Abb.4. Cauchyscher mehrere geschlossene, ein- Abb. S. Cauchyscher Integraisatz. 
Integraisatz. 

ander ganz ausschlieBende 
Kurven C2 , Ca ... , Cn im Innern von Cl' Daraus aber ergibt sich die Cauchy
sche Integralformel. 1st C eine geschlossene Kurve im einfach zusammen
hangenden Regularitatsgebiet G von I (z) und Zo ein Punktim Innern dieser 
Kurve, so ist, Wenn C in positivem Sinne durchlaufen wird, 

!(zo) = -21 .):.~dz, :n;z'Y Z - Zo (36) 
a 

Denn die Funktion ~ hat als einzigen Irregularitatspunkt in 58 den Punkt Zo 
Z - Zo 

und die Voraussetzungen fUr die Anwendung des vorigen Satzes sind erfiillt. 
Also kann statt tiber C auch tiber einen beliebig kleinen Kreis K urn Zo mit den 
Radius r integriert werden. Ftir diesen Kreis aber ist 

_1_.):. ~ d z = _1_.):. f (zo) d z + ~):. f (Z) - f (zo) d z . 
2:n;Z'Y z-zo 2:n;Z'Y z-zo 2:n;Z'Y z-zo 

a K K 

Das erste Integral gibt I (zo) und das zweite wird zufolge der Abschatzungsformel 

ftir komplexe Integrale absolut < _8_. 2 '/1,r = 15, wenn r so klein gewahlt 
-231:r 

wird, daB 1/(03) - I (zo) 1 < 15 ist, ist also = O. 

Almlich zu beweisen ist der Satz: Eine in G regulare Funktion besitzt Ab
leitungen beliebig hoher Ordnung und diese sind gegeben durch die Formeln 

I(n) ( ) = ~J. f(z) 
Zo 2:n;i'f(z_zO),,+l dz . (37) 

a 
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10. Taylorsche Entwicklung, analytische Fortsetzung, singuHire Stellen, 
ganze Funktionen. Eine der wichtigsten Anwendungen der Cauchyschen 
Integralformel ist die Potenzreihenen twickl ung einer analytischen Funktion. 
Sei unter den Gilltigkeitsvoraussetzungen dieser Formel K ein Kreis im Innern 
von C mit dem Zentrum in zo' Bezeichnen wir dann die Punkte auf C mit t, 
die im Kreise K mit z, so wird wegen 

I' Z -~o I < k < 1 
t - Zo 

die geometrische Reihe 

_1 ___ 1_ • __ ~_ = _1_ + Z - Zo + (z - ZO)2 + ... 
t - Z - t - Zo Z .- Zo t - Zo (t - ZO)2 (t - ZO)3 

1----
t- Zo 

gleichmaBig fiir aIle t auf C konvergieren und es kann daher auch die den Aus
druck t (t) 

t-z 

darstellende Reihe gliedweise nach t integriert werden. Aus der Cauchyschen 
Integralformel angewendet auf C und den im Kreise K gelegenen Punkt z ergibt 
sich dann nach (37) die Taylorsche Entwicklung 

I (z) = I (zo) + -ft I' (zo} (z - zo) + ;! f" (zo) (z - 2'0)2 + ... 
(3 8) 

Diese Taylorsche Reihe isteindeutig gegeben durch die Werte von I (z) in einer 
beliebig kleinen Umgebung des Regularitatspunktes Zo und konvergiert in dem 
groBten Kreise urn zo, dessen Inneres ganz dem Regularitatsgebiet von f (z) 
angehort. 1st ZI ein Punkt im Innern des Konvergenzkreises von \1S (z/zo) , so 
kann \1S (z/zo) in eine Potenzreihenentwicklung 

~ (Z/ZI) = bo +- b1 (z - ZI) +- b2 (z - Z1)2 +- ... 
umge bildet werden, die ebenfalls die Funktion I (z) darstellt. Sie konvergiert 
ebenfalls im groBten Kreise urn Z1> dessen Inneres dem Regularitatsgebiet von 
j(z) angehOrt, ihr Konvergenzkreis ist also sicherlich nicht kleiner als der Kreis 
urn ZI' der den Konvergenzkreis von \1S (z/zo) von innen beriihrt, kann aber groBer 
sein. In diesem Falle ist also die Potenzreihendarstellung von I (z) iiber den 
Konvergenzkreis von Zo hinaus fortgesetzt. Ebenso kann I(z) im Konvergenz
gebiet von ~(Z/Z1) in eine Reihe ~(Z/Z2) umgebildet werden, deren Kon
vergenzgebiet wiederum iiber das alte hinausreichen kann. Dies ist der ProzeB 
der analytischen Fortsetzung. 

Auch der Punkt z = 00 kann in diese Betrachtungen eingezogen werden. 
Durch die Substitution 

C = ~ (39) 
Z 

geht I (z) in q; (C) iiber und diese Funktion q; (C) HiBt eine Potenzreihenentwicklung 
urn den Punkt C = 0 zu, falls sie dort, also I (z) fiir z = 00 regular ist. Die Potenz
reihenentwicklung von I (z) 

\1S (z/oo) = Co + ~1 + ~~ + ... (40) 

konvergiert dann auBerhalb eines bestimmten Kreises urn den Nullpunkt. 
Diese ganzen Betrachtungen fiihren zu einer neuen Definition der ana

lytischen Funktionen und zwar durch das (monogene) System von Potenzreihen, 
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zu dem man durch analytische Fortsetzung von irgendeiner Potenzreihe des 
Systems aus gelangt. Jede einzelne dieser Potenzreihen heiDt dann ein Funk
tionselemen t. 

Diejenigen Punkte, die auf keinerlei Weise in das Innere des Konvergenz
kreises eines Funktionselementes einbezogen werden konnen, heiDen singuHire 
Punkte der Funktion. 

Auf dem Rande eines Konvergenzkreises liegt mindestens ei n singularer 
Punkt, wie sich aus dieser Definition leicht folgern laDt. 

Kommt man bei analytischer Fortsetzung von Zo aus wieder in den urspriing
lichen Konvergenzkreis hinein, so sind zwei Faile moglich: Entweder stimmen die 
neuen Funktionswerte unter allen Umstanden mit den alten iiberein oder aber 
man gelangt auf diese Weise zu verschiedenen Werten. 1m erst en Faile spricht 
man von einer eindeutigen, im zweiten von einer mehrdeutigen Funktion. 
Gelangt man z. B. mit der Funktion 

z 

logz = fdzZ (41) 
1 

den Nullpunkt n-mal umkreisend wieder zum Punkte z = 1 zuriick, so erhalt 
man den Wert 2 n i n, wie sich aus dem iiber den Einheitskreis erstreckten 

Integralf ~z = 2in ergibt. Der Logarithmus ist also eine unendlich viel

deu tige Funktion. Fiir den Rest von Abschnitt I wollen wir uns auf eindeutige 
Funktionen beschranken. 

Eine (notwendigerweise eindeutige) Funktion, deren Potenzreihen in jed e m 
endlichen Punkte konvergieren, heiDt eine ganze Funktion. Es gilt der Satz: 

Der absolute Betrag einer ganzen Funktion, die keine Konstante ist, ist 
auDerhalb jedes Kreises urn den Nullpunkt beliebig groDer Werte fahig. 

Denn ware I j (z) I < M fUr I z I > R, so wiirde aus 

und 

a = ~/(n) (0) = ~1~. rf.. f(z)dz 
n n! 2nz 'j' zn+l 

mit Hilfe der Abschatzungsformel folgen 
M lanl <---", 
(} 

wenn iiber einen Kreis urn den Nullpunkt mit dem Radius e> R integriert wird. 
Also miiDte sein: an = 0 fiir n =1= O. 

Liegen die singularen Stellen iiberall dicht auf dem Rande des Konvergenz
kreises, so ist keine analytische Fortsetzung iiber ihn hinaus moglich, er bildet 
eine natiirliche Grenze fiir die Funktion. So ist der Einheitskreis natiirliche 
Grenze fUr die Funktion 

f (z) = z + Z2 + z6 + ... + znl + ... , 
2ni·1: 

denn aile Punkte e q (P, q ganze Zahlen) sind singulare Stellen. vonj(z). 
11. Laurentsche Reihe, Verhalten in der Umgebung eines Poles und einer 

wesentlich singuliiren Stelle, rationale Funktionen. Urn das Verhalten einer 
Funktion in der Umgebung singularer Stellen zu behandeln, dient die Entwicklung 
in eine Laurentsche Reihe. Sei die (eindeutige) Funktion j (z) im Innern eines 

Handbuch der Physik. III. 15 
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konzentrischen Kreisrings C1 und C2 (r1> r2) urn Zo regular. K1 und K'l, seien 
zwei weitere Kreise urn Zo mit den Radien '1 und '2' derart, daB 

r1 > '1> '2 > r2 

ist. Die Punkte auf Kl und K2 seien mit t, die zwischen von K1 und K2 mit z 
bezeichnet. Dann ist fUr irgendeines dieser z 

j(z) = -1~1,~dt -~.1,~dt, 
2:n:z 'f t - Z 2:n:Z'f t - Z 

(42) 

E, E, 
wenn beide Kurven in 
so ist wegen 

positivem Sinne durchlaufen werden. Liegt t auf K 1, 

die Reihe 
I(t) _ j(t) (_1_ + z-zo + (Z_ZO)2 + ... ) 
t - Z - t -- Zo (t - ZO)2 (t - ZO)3 

gleichmiiBig konvergent fUr 

I t - Zo I < k2 < 1 die Reihe 
. z - Zo I 

alle t auf K 1 , und liegt t auf K~, so ist wegen 

_I_(t_) = __ I_(t)_ • ____ _ j (t) (~1 _. + t - Zo + (t - ZO)2 + ) 
t - Z Z - Zo t - Zo - - Z - Zo (z - ZO)2 (z - ZO)3 ••• 

1----
Z - Zo 

gleichmaBig konvergent fur alie t auf K 2• Gliedweise Integration beider Reihen 
~hl = = 

j(z) = ~ an (z - zo)n + ~ a_n(z - zo) -n, 
n=O n=1 

1:fi I (t) an = --. (t )n+l dt, n = 0,1,2, 2:n:z - Zo 
E, 

a_ n = _1_. 1, j(t)(t_zo)n-1dt, n = 1, 2, " . 
2:n:z 'f 

E, 

(43) 

(43 a) 

(43b) 

Diese Reihe, die La u r e n t s c heR e i he, konvergiert im Innern des Ring
gebiets zwischen C1 und C2 , und zwar die Reihe der positiven Potenzen inner
halb C1 , die der negativen Pot en zen auBerhalb C2 • Die Entwicklung einer 
Funktion in eine Laurentsche Reihe ist eindeutig bestimmt. 

Diese Reihe gibt nun die Moglichkeit, das Verhalten der Funktion in der 
Umgebung einer isolierten singuHiren Stelle, d. h. einer so1chen, die nicht 
Haufungspunkt singularer Stellen ist, zu untersuchen, da dann r2 =10 ° beliebig 
klein genommen werden kann. Auch der Punkt z = 00 kann wieder durch die 

Substitution ,= ~ in diese Betrachtungen eingezogen werden. 
Z 

1st eine in der Umgebung von Zo eindeutige regulare Funktion dort von 
beschranktem absoluten Betrage, so ist Zo ein regularer Punkt der Funktion. 

Denn ist If(z) I <M in der Umgebung von zo, so folgt aus der Abschiitzungs-
formel I I < M n ( - 1 2 ) a_ n =0 r2 n - , , ... 
und, da r2 beliebig klein genommen werden kann, a_ n = 0. 

Eine singulare Stelle Zo von I(z), fUr die 111(z) regular ist, heiBt ein Pol. Ein 
Pol ist eine isolierte singulare Stelle. 1st die Potenzreihenentwicklung von 1// (z) 

1 t (z) = bk (z ~ zo)k + ... = (z - ZO)k g (z) , 
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webei k der erste nichtverschwindende Index ist, so ist g(zo) + 0 und 1jg (z) 
ebenfalls nach Potenzen von z - Zo zu entwickeln. Also ist 

I(z) = ao k + - a j k 1 + ... + ~ + ak + ak+l (z - Zo) + .,. (44) 
(z - zo) (z - zo) z - zo 

die Laurentsche Entwicklung fUr einen Pol hat nur endlich viele Glieder mit 
negativen Exponenten. k heiBt die Ordn ung des Pols und 

ao . ak_J 
(z ~ ZO)k + ... + Z - Zo (44a) 

sein Ha u ptteil. Aus der Betrachtung des Hauptteils ergibt sich: Bei Annaherung 
an einenPol wird die Funktion bestimmt unendlich, I/(z): >M fUr Iz-zol < c. 

Die anderen singularen Punkte heiBen wesen tlich singulare Stellen. 
Bei Annaherung an eine isolierte' wesentIich singulare Stelle Zo kommt eine 
Funktion in jeder Nahe von Zo jedem beliebigen Werte c beliebig nahe (Sa tz 
von CASORATI-WEIERSTRASS). 

Denn sonst ware 
! 1 I • 

: t(z) _ c I sM mder Umgebung von zo, 

t (z) 1_c ware dort regular und also Zo eine regulare Stelle oder ein Pol fUr 1 (z) - c. 

Die ganzen Funktionen haben als einzige singulare Stelle den Punkt z = 00. 

1st er ein wesentlich singularer Punkt, so spricht man von ganzen trans
zenden ten Funktionen. Eine ganze transzendente Funktion kommt also auBer
halb jedes Kreises jedem beliebigen Werte c beliebig nahe. Weiter reichend ist 
der Satz von PICARD: Eine ganze transzendente Funktion nimmt aIle Werte 
mit hochstens einer Ausnahme an. 

1st der Punkt z = 00 Pol einer ganzen Funktion, so nennt man sie eine ganze 
ra tionale Funktion 

Fur sie gilt 
I/(z) I> M fUr Iz/ > R. 

(45) 

(45 a) 
Hat eine Funktion in der ganzen Ebene (einschlieBlich z = (Xl) keine anderen 

Singularitaten als Pole, so ist sie eine rationale Funktion, und die rationalen 
Funktionen sind dadurch charakterisiert. 

12. Residuen, Null- und Unendlichkeitsstellen, Fundamentalsatz der 
Algebra. Der Koeffizient a-I der Laurentschen Entwicklung an einer isolierten 
singularen Stelle heiBt das Res i d u u m dieser Stelle Zo 

a- 1 =2:l,ff(z)dz=r(zo)' (46) 
c 

Aus dem Cauchyschen Integralsatz folgt der Resid uensa tz: Liegen im Innern 
der geschlossenen Kurve C, die im Regularitatsgebiet von 1 (z) liegt, endlich viele 
singulare Stellen zo' Z1' ... Zk, so ist 

_1 __ /t:. 1 (z) d z = r (zo) + r (Z1) + ... + r (Zk) . (47) 2nzf . 
a 

Aus dem Cauchyschen Satz und dem Residuensatz lassen sich Methoden 
zur Berechnung reeller bestimmter Integrale gewinnen, indem man das Stuck 
der reellen Achse, uber das integriert werden solI, durch geeignete Kurven im 
Komplexen zu einem geschlossenen Integrationsweg erganzt. Lassen sich die 

15* 
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Integrale iiber die kompl~xen Kurven berechnen, so kann man das reelle Integral 
aus den Residuen im Innern des Integrationsweges entnehmen. 

Hat t(z) in Zo eine Nullstelle k-ter Ordnung, d. h. ist dort 

t(z) ~ ak(z - zo)k + "', 
so hat 

f'(z) = _k_ + ... 
f(z) z - zo 

dort einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum k. Hat andrerseits t (z) in Zo 
einen Pol K-ter Ordnung, so hat 

f'(z) -K 
I (z) = z - zo + '" 

dort einen Pol erster Ordnung mit dem Residium -K. Daraus folgt: Liegt die 
geschlossene Kurve C im Regularitatsgebiet von t (z) und hat t (z) im Innern von C 
nur endlich viele Pole als Singularitaten, so ist 

1 1. f'(z) 
2:ni'f f(z) dz = N - P, 

a 
(48) 

gleich der Anzahl der Nullstellen N weniger der Anzahl der Pole P im Innern 
von C, jede in ihrer Ordnung gezahlt. (Dabei 1st natiirlich t of 0 auf C voraus
gesetzt.) 

Sei die ganze rationale Funktion 

t (z) = ao + al z + '" + an zn 

auBerhalb eines Kreises K mit dem Radius R von Null verschieden, so gibt 

N = ~ff(Z) dz (49) 
2:nz Itz) 

K 

die Anzahl der Nullstellen von t (z) an und diese ist, wegen der fUr I z 1 > R 
giiltigen Laurentschen Entwicklung 

f'(z) = ~ + C2 + ... 
I(z) Z Z2 

glelch n (Fundamentalsatz der Algebra). 
Das Residuum einer Funktion im Punkte z = 00 ist gleich 

_1_. 1. t (z) d z , 
2:nz'f 

a 
erstreckt im negativen Sinne iiber eine 1m Regularitatsgebiet von t (z) liegende 
Kurve, in deren AuBerem, ausgenommen z = 00, die Funktion regular ist. 

13. Meromorphe Funktionen, Mittag-Lefflersche Partialbruchdarstellung. 
Als eine meromorphe Funktion wird eine Funktion bezeichnet, die im Endlichen 
keine wesentlichen Singularitaten besitzt sondern hochstens Pole. Seien zo, Zl' .•• 

Zn, ••• die Pole dieser Funktion. Sie mogen nach wachsendem absoluten Betrag 
angeordnet werden: I Zo I < I Zl I < I z21 < ... , so daB also sicher Zn of 0 fUr n of O. 
1m Endlichen konnen diese Pole keine Haufungsstelle besitzen, denn diese ware 
eine wesentlich singulare Stelle der Funktion. Der zu jedem Pol gehorige Haupt
teil sei 

(50) 
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Die Differenz zweier meromorpher Funktionen mit denselben Polen und Haupt
teilen ist eine ganze Funktion. Sei B ein endlicher den Nullpunkt einschlieBender 
Bereich. Dann liegen fUr n > no alle Zn auBerhalb dieses Bereiches, so daB in B 

gn(_1_) nach Potenzen von Z entwickelt werden kann. Es muB also sein 
Z - Zn 

(51) 

fUr n > no und alle z des Bereiches. Dabei ist hn(z) eine ganze rationale Funktion 

bestehend aus den Anfangsgliedern der Entwicklung vongn (_1_) nach Potenzen 
von z Z - zn 

hn(z) = Cbnl + cinlz + ... + C;~_lzpn-l (51a) 

bis zu einem passend gewahlten Index Pn. Werden nun die En SO gewahlt, daB 
die Reihe 

E1 + Ea + ... + En + ... 
konvergiert, SO muB also die Reihe 

in jedem endlichen Bereich der Ebene nach Abtrennung endlich vieler Glieder 
absolut und gleichmaBig konvergieren (Mittag-Lefflerscher Satz). 

Dies liefert sofort die Par ti al b ru ch d ar stell ung durchrationale Funktionen 

einer meromorphen Funktion j (z) mit den Polen z" und den Hauptteilen gn (_1_) : 
Z -zn 

00 

j(z) = G(z) + goG~z) + ~ {gn(z ~J - hn(z)}, 
n=1 

(53) 

wobei G (z) eine ganze Funktion bedeutet. Denn die Differenz der meromorphen 
Funktionen f (z) und (52) ist eine ganze Funktion G (z) . 

Hat eine meromorphe Funktion im besonderen nur Pole erster Ordnung 

mit den zugehorigen Hauptteilen~-, so ist sie wegen 
Z-Zn 

~ = _ an . _1_ = _ an (1 + -"'-_ + z~ + ... ) 
Z - Zn zn 1 _ ~~ zn Zn 22 

Zn 
In der Form 

j(z) = G(z) + ~ + ~{ __ a,,,-_ + an + ~~ z··· + ~zpn-l} (54) 
z - Zo ~ Z - Zn Zn Zn z~n 

n=1 

darstellbar. Fur alle diese Pn kann eine Zahl P genom men werden, falls 

~rLI~t 
n=l 

konvergiert. 
14. WeierstraBsche Produktdarstellung ganzer Funktionen. Es sei eine 

ganze Funktion H(z) mit den Nullstellen Zl' Z2' ... Zn' ... gegeben. Alle Zn 
seien einfache Nullstellen und von Null verschieden. Dann ist 

H'(z) 
H(z) 
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eine meromorphe Funktion mit Polen erster Ordnung in den Zn und zugehorigen 
Hauptteilen 1 jz - Zn. Also besitzt sie eine Partialbruchdarstellung 

H'(z) = G(z) + ~{ __ ~_ + ~ + ~ + ... + ZP,:-l}. 
H(z) ..::.. Z - Zn Zn Zn znn 

n=l 

Gliedweise Integration von 0 bis z gibt 
00 

~{ Z-Zn Z 1 (Z)2 1 (z)pn} 10gH(z) = G](z) + log-=:- + - + -- - + ... + - -
zn zn 2 zn Pn zn 

n=l 
und daraus folgt 

00 { Z 1 (Z)2 1 (Z )pn} 
H (z) = eGdz) II (1 - t) . eZ,;+2 2,; + •.. + p;; ,2,; 

n=l 

(55) 

(56) 

Produktdarstellung von WEIERSTRASS). G] (z) ist ebenso wie G(z) cme 
ganze Funktion. 

Hat die ganze Funktion H (z) N ullstellen hoherer als erster Ordnung, so 
kommt der jeder Nullstelle in der obigen Darstellung entsprechende Faktor so 
oft vor, als die Ordnung angibt. 1st der Punkt z = ° eine Nullstelle k-ter Ordnung, 
so kommt der Faktor Zk vor das Produkt. Auf diese Weise ist jede ganze Funktion 
mit vorgegebenen Nullstellen durch ein konvergentes Produkt der Wurzelfaktoren 
darzustellen. 

AIle ganzen Funktionen ohne Nullstellen sind von der Form 

H (z) = eG(z), 

wobei G (z) wieder eine ganze Funktion ist. 
Jede meromorphe Funktion kann als Quotient zweier ganzer Funktionen 

t( ) = H(z) 
z G(z) 

dargestellt werden. Die Nullstellen von H (z) sind dabei die Nullstellen von f (z), 
die NuIlstellen von G (z) sind die Pole von f (z), jede in der zugehOrigen Ordnung. 

15. Trigonometrische Funktionen. Die Funktionen sin z und cos z sind ganze 
transzendente Funktionen und ihre fUr aIle endlichen z konvergenten Taylor
schen Reihen lauten 

• Z3 Z5 
smz=z---+---+ ... 

3! 5! ' 
Z2 Z4 

cosz = 1 - 2T + 41 - + .... 
Es gelten die Addi tionstheoreme 

sin (z] + Z2) = sin z] cos Z2 + cos z] sin Z2' } 

cos (z] + Z2) = cos z] cos Z2 - sin z] sin Z2 • 

Weiter gelten die Formeln 
. eiz _ e -iz 

Slnz=--.-· 
2z ' 

eiZ + e -1Z 

COSZ = --2-- . 

(57) 

(58) 

(59) 

(60) 

sinz besitzt in den Punkten 0, ±, n, ± 2 n, ... NuIlstellen erster Ordnung 
und die 'WeierstraBsche Produktdarstellung lautet 



Ziff. 16. Trigonometrische Funktionen. Exponentialfunktion und Logarithmus. 231 

sinz und cosz sind periodisch mit der Periode 2n, also: sin(z +~) = sinz; 
cos (z + 2n) = cos z. tgz und cotgz sind meromorphe Funktionen, die an den 
Nullstellen von cosz bzw. sinz Pole erster Ordnung besitzen. Ihre Partialbruch
zerlegungen lauten 

+00 

ntgnz = - n~oo (z _ 2~;- 1 + 2n:- 1 ) (62) 

ncotgnz = ~ + ~(_1_ + _+1 ). 
z ~ z-n z n (62a) 

n=l 

16. Exponentialfunktion und Logarithmus. Die Exponentialfunktion e~ 
ist eine ganze transzendente Funktion, die niemals Null wird. Ihre fUr aile 
endlichen z konvergente Taylorsche Reihe ist 

z Z2 zn 
eZ = 1 + iT + 2! + ... + n! + ... (63) 

Das Additionstheorem lautet 

Es ist eiz = cosz + isinz (Eulersche Formel). Daraus folgt 
eiz + e- iz eiz - e- lz 

sinz =------,--
2i 

cosz = --2--. 

eZ ist periodisch mit der Periode 2ni: 
eZ+ 2ni = eZ. 

Die Umkehrung der Exponentialfunktion ist der Logarithmus 
z 

(64) 

(65) 

eW = z; w = log z = f d: . (66) 
1 

Setzen wir z = r ei<p (- n < cp < + n), so ist logz = lnr + icp + 2ni n, wobei 
unter lnr die einzige reelle Aufl6sung der Gleichung eW = r zu verstehen ist. 
Der Logarithmus ist eine unendlich vieldeutige Funktion, die im Nullpunkt 
eine Verzweigungsstelle unendlich hoher Ordnung besitzt. Der Ausdruck 
lnr+icp, (-n<cp<+n) wird als der Hauptwert des Logarithmus 
bezeichnet. Entsprechend wird zm = emlogz als der Hauptwert der Potenz 
bezeichnet, wenn im Exponenten der Hauptwert des Logarithmus steht. 

Es ist log Zl + log Zz = log (Zl • Z2) • (67) 
2 3 

Die Reihenentwicklung 1n(1 +z)=+-~2+; -+ ... konvergiertfUrizi<1. 
AnschlieBend an die Eulersche Forme1 seien noch einige weitere Forme1n 

tiber den Zusammenhang zwischen Exponential-, Kreis- und Hyperbel£unktionen 
angegeben. 

Die Hyperbelfunktionen k6nnen folgendermaBen eingefUhrt werden 
. eZ _ e- Z z z3 Z5 

smhz= =-+-+-+ ... 
2 1! 3! 5! ' 

eZ+e- z Z2 Z4 
cosh z = --2- = 1 + 2! + 4! + .... (68) 

eZ_e- Z eZ+e- z 
tghz = eZ + e- Z ; cotghz = eZ _ e- Z 1) 

1) Die Hyperbelfunktionen werden auch oft mit @linz oder (i\;ofz bezeichnet. 
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sin iz = i sinhz; 

sinhiz = i sinz; 

cosiz = coshz; 

coshiz = cosz; 
tgiz ~ itghZ;} 

tghiz = itgz. 

Dann gelten folgende Gleichungen 

cosh2 z - sinh2 z = 1 , 

sinh (x ± y) = sinhx coshy ± sinhy coshx, 

cosh (x ± y) = coshx coshy ± sinhx sinhy, 

arcsinz = ~ log(iz + fi - Z2), 

arsinhz = log(z + f1 + Z2), 
arccosz = ~ log(z + ifi - Z2), 

arcoshz = log(z + fZ2 1), 
i i-z 

arctg z = - 2 log i + z ' 
1 1 + z artghz = -log-1-' 
2 -z 

arcsin(iz) = iarsinhz; 
arccos(iz) = iarcosh(iz); 
arctg(iz) = iartghz; 

arsinh(iz) = iarcsinz; 
arcosh(iz) =-arccos(iz); 
artgh(iz) = iarctgz. 

II. Gammafunktion. 

Ziff.17. 

(69) 

(70) 

17. Bernoullische Funktionen. Sie werden nach WIRTINGER durch folgende 
Formeln definiert: 

P1(x) = [x] - x + i 1) , 

Pdx) = (_1)k dPk;; (x) (k ~ 1.2.3 •... in mI.). ) 
(71) 

Die Funktionen sind also rekursiv als unbestimmte Integrale definiert; die 
Integrationskonstante solI durch die Bedingung 

1 
.fPdx)dx = 0 (72) 
o 

bestimmt werden. (72) gilt auch fUr k = 1. Die Funktionen sind periodische 
Funktionen von x mit Periode 1. Sie sind rationale Funktionen von x im Interval! 
o <x < 1. Es ist z. B.in diesem Intervall 

P1 (x) = - x + t, 1 
P 2 (x) = ix(x - 1) +-r2' 
P3(X) = lx(x - 1) (x -!). 

Ihre Werte flir x = 0 sind daher rationale Zahlen. 

1) X bedeutet eine reelle Veranderliche, [x] die groBte ganze Zahl ;:2; x. 

(73) 
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Man erMlt folgende Entwicklungen der P-Funktionen in Fouriersche Reihen: 

(k= 1,2, ... ), 

(74) 

Die Reihen konvergieren absolut und gleichmiiJ3ig mit Ausnahme der Reihe 
fUr PI; diese konvergiert nur bedingt und liefert an den Sprungstellen x = 0, 
± 1, ± 2, ... den Wert Null, d. h. das arithmetische 
Mittel der Grenzwerte der Funktionswerte, wie es nach 
der Theorie der Fourierschen Reihen sein muB (vgl. Rap. 7, 
Zif£' 4). Die P mit geradem Stellenzeiger sind im Inter
vall (0,1) symmetrisch beziiglich der Geraden x = t, die 
mit ungeradem Stellenzeiger beziiglich des Punktes (t,O) 
(siehe Abb. 6). In der Abbildung sind die Kurven 0 
y=PI(x), y=P2 (x) und y=P3 (x) gezeichnet. AIle 
sind mit Ausnahme von PI stetig, PI ist iiberall stetig 
mit Ausnahme der Sprungstellen x = 0, ± 1, ± 2 ... 
und springt dort von + t auf - t. An diesen Stellen 
verschwinden aIle P2k + l , wahrend aIle P2k dort ihre Abb.6. Bernoullischen Kurven. 

Maxima haben, namlich 
00 

1 ~ 1 
P2k (O) = 22k-=-i~":::" n2k' (75) 

n=1 

sie sind rationale Zahlen. Wir setzen zur Abkiirzung 
00 

Sk = ~ n\ (k = 2,3, ... in inf.) , (76) 
n=1 

Bk = (2k) !P2k (0) (k = 1 , 2, 3, ... in inf.) . (77) 

Die Bk nennt man die Bernoullischen Zahlen. Sie sind rational. Die 
ersten zehn lauten: 

5 691 7 3617 43867 174611 
6 ' 30' 42 ' 30 ' 66 ' 2730 ' 6 ' 510 ' 798' 330' 

Es ist lim Bk = 00. Aus (76) und (77) folgt 
k->-oo 

(78) 

PI (x) geniigt der Funktionalgleichung (k positiv ganz) 

PI (x) + PI (x + i) + '" + PI (x + k ; 1) = P1 (kx). 

18. Eulersche Summenformel. Halbkonvergente Reihen. t (x) habe eine 
integrierbare Ableitung. Dann gilt die sog. Eulersche Summenformel, 
die den Zusammenhang zwischen einer Summe und einem bestimmten Integral 
hersteIlt: 

n n n 

~ t (k) =I t (x) dx + t [f (n) + t (O)J -I PI (x) f' (x) dx • (79) 
k = 0 0 0 
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Setzt man I (x) = _+1 , so erhalt man fUr lim n = 00 
1 x 

00 

1· { 1 1 1 } 1 f PI(X) 1m 1 + - + - + ... + -~ ~ In (n + 1) = - + -~2 dx . 
n -)- 00 2 3 n + 1 2 (1 + x) 

o 

Zifi. 19 

(80) 

Diesen Grenzwert bezeichnet man mit C und nennt ihn die Eulersche 
Konstan teo Sie ergibt sich auf 10 Dezimalstellen zu: 

C = 0,5772156649. 

Wendet man auf das letzte Integral in (79) teilweise Integration an, so ergibt sich 
folgende allgemeinere Gestalt der Eulerschen Summenformel, wenn I (x) eine 
(2k + 1)-te integrierbare Ableitung hat: 

n n 

1: I(k) = f I(x) dx + t [I(n) + l(o)J 
k=O 0 

+ P2(0) [I'(n) ~ I'(O)J ~ P4(0) [I"'(n) ~ /,,'(O)J 

+ P6(0) [!V(n) ~ fV(O)J-.·· + (_1)k-l P2k(0) [j(2k-l)(n) - 1(2k-l)(0)J 
(81) 

n 
+ (- 1)k-l J P2k+1 (x) 1(2k+l) (x) dx. 

o 

(81) ist eine sog. halbkonvergente Reihe, d. h. das Restglied konvergiert 
nich t mit wachsendem k gegen Null. Die halbkonvergenten, auch semikon
vergen t oder asymptotisch genannten Reihen spielen eine groJ3e Rolle 
bei numerischen Berechnungen, darum sei auf sie etwas genauer hingewiesen. 

Es gestatte I (x) die Darstellung 
n-l 

I(x) = 2: Uk (x) + rn(x). (82) 
k=O 

1st fUr aIle x des betrachteten Intervalls bei festem x 

lim rn(x) = 0, (83) 
n-)- 00 

00 

so sagt man, die Reihe 2: Uk (x) konvergiert nach f (x). 1st dagegen die Reihe 
k=O 

halbkonvergent, so gilt (83) nicht, wohl aber gibt es fUr ein gegebenes x ein 
giinstigstes n, so daJ3 I r n (x) I ein Minimum wird, das allerdings nicht beliebig 
klein gemacht werden kann. Dagegen existiert ein von der Funktion abhangiger 
Grenzwert a, so daJ3 bei festem passend gewahltem n 

lim rn(x) =0. (84) 

Wir werden spater in der Stirlingschen Formel ein Beispiel fiir eine halbkon
vergente Reihe kennenlernen. 

19. Gammafunktion. In dieser Ziffer solI k immer eine positive ganze Zahl 
bedeuten. Die Gammafunktion ist definiert durch 

00 

T(z) = fe-x xz-1 dx. 
o 

(85) 

Dabei ist vorausgesetzt ffi(z) > 0 1). Von GAUSS stammt die Bezeichnung 

1) Z ist eine komplexe Variable, ffi (z) ihr reeller Teil. 
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T(z) = n(z -1). Die Gammafunktion genugt folgenden drei Funktional
gleichungen: 

r(z + 1) = zT(z) , 

r(z) r(1 - z) = ~ SIn:rr;z 
k-l 

T(z) T(z + i) ... r(z + k; 1) = k -kz+i (2n) 2 T(kz) . 

Aus (86) folgt sofort fUr positives, ganzes n 

r(n)=(n-1)! 

(86) 

(87) 

(88) 

(89) 

Die Gammafunktion stellt fUr positive ganzzahlige Werte ihres Argumentes die 
Faktorielle dar, woraus sich die GauBsche Bezeichnung T(n) = n (n - 1) er
kHirt. Ferner gilt 

T _ J'(z + k + 1) 
(z) - z(z + 1) •.. - (z + M . (90) 

Diese Formel dient zur Definition von T(z) fur z-Werte mit beliebigem Realteil, 
ausgenommen 

z = 0, - 1 , - 2, ... - k, ... usf. (91) 

Die Gammafunktion ist eine meromorphe Funktion (siehe Ziff.13) ohne Null
stellen mit den einfachen Polen 0, - 1, - 2, - 3, ... - k, ... und den Residuen 

1 1 (- 1)k 
1 , - 1 , + 2! ' - 3T ' ... /iT-' ... ; 

ihr reziproker Wert ist daher eine ganze transzendente Funktion, welche die 
Werte (91) zu Nullstellen hat. Fur alle von (91) verschiedenen Werte von z 
gilt die GauBsche Produktdarstellung 

T(z) = lim nZn! 
n-HO Z (z + 1) ... (z + n) . 

(92) 

Darstellung der Gammafunktion durch Kurvenintegrale1): 

1. 1 _ 1 j' x -zd r (z) - 2:rr;i e x x • (93) 

Fur die Potenz x- Z ist jener Zweig zu nehmen, der fUr x = 1 den Wert 1 hat 
(Hauptwert, vgl. Ziff.16). Das In
tegral ist langs des in Abb. 7 a 
gezeichneten Weges zu erstrecken. 
Es ist eine ganze transzenden te 
Funktion von z mit den Werten 
(91) als Nullstellen. Der Weg dad 
nicht uber die negative reelle 
Achse gezogen werden. 

: o 
a 

( 
o 
b 

Abb. 7. Integrationswege bei der Gammafunktion. 
(Die gerade Linie durch 0 ist die reelle Achse.) 

2. T(z) = - '-. -- e- x X·- 1 dx. ie- niz J' 
2 SIn:rr;z (94) 

Fur die Potenz xz - 1 ist oberhalb der reellen Achse der Hauptwert zu nehmen. 
Das Integral ist langs des in Abb. 7b gezeichneten Weges zu erstrecken. Es 
ist eine ganze transzendente Fmtktion von z, welche fur z = 0,1, 2,3, ... k, ... 
verschwindet. Der Weg dad nicht uber die positive reelle Achse gezogen werden. 

1) Vgl. Ziff. 7, 9. 
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20. Auswertung bestimmter Integrale mittels der Gammafunktion. 

und 

00 

00 

f -:t' 2kd _~r(2k+1)_1,3,5"'(2k-1),r= e x x - 2 2 - 2k+1 v:n: , 
o 

1 

f Insin:n:xdx = -In 2, 
o 

/ In r(z + x)dx = tln 2:n: + zlnz - z (RAABE)) 

(Hauptwert des Logarithrnus)1), 
00 

fCOS •• -1 d _ r( ) cos !!.-
sinx X X - X sin 2 Z (0 < 91 (z) < 1) , 

o 

f~~s (X2) dx = ~ 1 /~ 
sm 2 V 2 

o 

Dabei wird von den Forrneln 

k .:nh k 
IlsillT = 2k-1 
h=1 

00 

1+ ~~=ln2:n: 
£.; 2k + 1 
k = 1 

(FRESNEL) • 

(k positiv ganz) 

Gebrauch gernacht. 

Die sog. Betafunktion ist definiert durch 

1 

B (p q) = (xP-1 (1 _ X)q-l dx = r(p) r(q) 
, • r(p + q) . 

o 

Sie laBt sich durch folgendes Kurvenintegral darstellen: 

(95) 

(96) 

(97) 

(98) 

(99) 

(100) 

(101) 

(102) 

(105) 

~~ 
eni{p+q) f 

C~~1 B(P,q) = 4 sin :npsin:nq xp- 1 (1 - x)q-1dx. (104) 

Das Integral ist uber den in Abb. 8 gezeich
Abb.8. Doppelumlauf. neten Weg zu erstrecken (sog. Doppelumlauf urn 

die Punkte 0 und 1). Es verschwindet fUr posi
tive ganze P und q. Der Integrationsweg kann beliebig deformiert werden, nur 
darf er nicht uber die singularen Punkte 0 oder 1 darubergezogen werden. Fur 
die Potenzen im Integranden sind an der Stelle A ihre Hauptwerte zu nehrnen 
(vgl. Ziff. 16). 

1) Vgl. Ziff. 16. 
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21. Stirlingsche Forme!' Fur alle z mit Ausnahme der negativen reellen 
Werte gilt die sog. Stirlingsche Formel: 

00 

(- 1 ) 1 1 j' P (x) lnr(1+z)= z+-lnz-z+-ln2n+--- -( 2 )"dx 1). 
2 2 12z z + x -

(105) 
o 

Fur den Logarithmus ist der Hauptwert zu nehmen2). Fur positive reelle z 
folgt aus (105) 

1 {} 

r(1 + z) = Y2nzZHe-Z+12Z-z,-

und daraus die Naherungsformel fiir groBe n 

(106) 

(107) 

Das Zeichen 00 bedeutet asymptotisch gleich, d. h. der Grenzwert des Quotienten 
aus der linken und rechten Seite von (107) fUr limn = (Xl ist 1. Der Fehler wird 
also nur prozentuell klein und wachst selbst mit n ins Unendliche. 

Die Stirlingsche Formel erhalt man aus der Eulerschen Summenformel (79) 
fUr t(x) = lnx. Wendet man auf das Integral in (105) teilweise Integration an, 
so folgt fUr das Restglied der Stirlingschen Formel: 

00 

R (z) = _1 _ r P 2 (x) dx = P 2 (0) _ 21 P 4 (0) + 41 Ps(02 _ '" + 
12z . (z + X)2 Z Z3 Z5 

o 

00 

+ (_ 1)k-l (2k - 2) 1 P 2 k (0) + (_ 1)k+l (2k)! f P 2k+1 (x) dx. (108) 
Z2k-l (Z+X)2k+l 

o 

(108) ist eine halbkonvergente Reihe. Ihr letztes Glied, der Fehler ist 

( -1) k+1 _~k - 1) l_s2k.±!.~ wo 0 < if < 1 Es wird kleiner solange k < [nz + 1]3) 
22k.n;2k+l Z2k' . , '2 . 

k = [n Z + i] liefert also das Minimum des Fehlers. Er ist z. B. 5, 28· 10 - 29 

fUr z = 10. Hat man In r (z) fUr kleine z zu berechnen, so berechne man mit 
Hilfe der Stirlingschen Formel In r (z + k) mit entsprechend groBem k und 
dann lnr(z) aus (90). 

1st z = IX + i fJ und wachst fJ bei festem IX uber alle Grenzen, so gilt 

Genaueres fiber die Gammafunktion sehe man nach bei 
CH. DE LA VALLEE-POUSSIN, Cours d'analyse infinitesimale, Bd. II, 4. Auf I., S.63-90, 

335-351, Gauthier-Villars, Paris 1922, 
L. BlEBERBACH, Lehrbuch der Funktionentheorie, Bd. I, S. 297-;-312, B. G. Teubner, 

Leipzig u. Berlin 19214). 

1) Vgl. Zif£. 17. 2) Vgl. Ziff. 16. 
3) Vgl. Zif£. 17, FuBnote 1. 
') Die Betrachtungen von II. schlieBen sich an Seminarvorlesungen von W. WIR

T1NGER an. 
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III. Konforme Abbildung l ). 

22. Allgemeines. Zu den wichtigsten Eigenschaften einer analytischen 
Funktion 

w = j(z) 

gehOrt es, daB sie eine winkeltreue oder konforme Abbildung der z-Ebene 
auf die w-Ebene vermittelt. Spaltet man die Gleichung u + iv = j(x + iy) 
in ihren reellen und rein imaginaren Teil, so ordnen die beiden Gleichungen 

u = u(x, y), v = v (x, y) 

den Punkten der xy-Ebene Punkte der uv-Ebene zu. Fiir die eindeutige Auf
losbarkeit dieserGleichungen in der Umgebung eines Punktes Xo, Yo ist hinreichend, 
daB die Funktionaldeterminante 

LI - ou ~ _ ~ _ou i= 0 
- ox oy ox oy 

im Punkte Xo, Yo ist und dies ist wegen der Cauchy-Riemannschen Differential
gleichungen gleichbedeutend mit 

LI = I!' ( 2'0) 12 i= 0, 

also damit, daB die Ableitung !'(z) in zo existiert und i= 0 isL Dann ist die 
Abbildung konform, da 

(~~Lzo = !'(zo) 

ist, unabhangig von· der Art der Annaherung an den Punkt Zo0 Es ist also der 
Winkel zweier sich in wo schneidenden Kurven gleich dem Winkel der entsprechen
den Kurven in zo, und zwar unter Erhaltung des Drehsinnes der Winkel. Denn 
seien C1 und C2 zwei Kurven in der z-Ebene, die sich in Zo unter dem Winkel b 
schneiden. Zo + hI sei ein Punkt auf C1, der gegen Zo riickt, und Zo + h2 ein Punkt 
auf C2, der gegen Zo riickt; hI und h2 seien von gleichem absoluten Betrage 

und daher 

1st nun !'(zo) i= 0, so ist 

lim/(Zo + hI) - /(zo) = lim/(zo + h2) - /(zo) = !'(zo) 
r+O hI r->-O h2 

und daher 
1· /(ZO+hl)-/(ZO) l' h2 ill 
1m = Im- = e 
HO/(ZO + hs) - /(zo) Hohl 

Also schneiden sich die Bildkurven in der w-Ebene im Punkte wo=j(zo) ebenfalls 
unter dem Winkel b. Umgekehrt wird jede konforme Abbildung mit Erhaltung 
des Drehsinnes u = u (x, y); v =v (x, y) bei Stetigkeit der Ableitungen von u und v 
durch eine analytische Funktion j = u + iv vermitte1t; 

Die Abbildung 
w = u - iv = j (x + iy) (110) 

geht aus der vorigen durch Spiegelung an der reellen Achse hervor, ist also eine 
konforme Abbildung mit Umlegung derWinkel. 

1) Man vergleiche die Darstellung der geometrischen Funktionentheorie von COURANT 
in HURWITZ-COURANT, Funktionentheorie. 2. Aufl. Berlin: Julius Springer 1925. 
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An den Punkten, in denen j'(zo) = 0 ist, wird die Winkeltreue der Abbildung 
gestort und zwar geht dort jeder Winkel im Punkte Zo iiber in den (n + 1)-fachen 
Winkel im entsprechenden Punkte wo, falls die Ableitung j'(z) in Zo eine n-fache 
Nullstelle besitzt (n-facher Kreuzungspunkt). 

Bei einer konformen Abbildung entsprechen den Parallelen zur reellen 
und imaginaren Achse in der w-Ebene die Kurven u (x, y) = c, v (x, y) = c in 
der z-Ebene, die sich ebenfalls unter rechtem Winkel schneiden und diese 
Ebene in unendlich kleine Quadrate einteilen. Kurvenetze, die diese Eigenschaft 
besitzen, werden Isothermennetze genannt. (Der Name riihrt von LAME 
her und stammt aus der Theorie der Warmeleitung.) Es laBt sich umgekehrt 
zeigen, daB alle Isothermennetze in der Ebene auf diesem Wege erhalten werden 
konnen. So sind z. B. fUr die konforme Abbildung 

die Kurven 

1 
W=z 

x 
1£ = X2+y2 = c 

Kreise, die die y-Achse im Ursprung beriihren und die Kurven 

v=-~Y-=c 
x2 + y2 

Kreise, die die x-Achse im Ursprung beriihren. Der Ursprung seIber ist singularer 
Punkt. 

Sei in der z-Ebene eine stationare ebene Stromung gegeben durch den 
Stromungsvektor u mit den Komponenten ax, ay, so ist die Wirbelstarke einer 
einfach geschlossenen Kurve C gegeben durch 

c;Pusds = f(axdx + aydy) (111) 
c 

und die in der Zeiteinheit austretende Fliissigkeitsmenge proportional zu 

c;Punds = f (aydx - axdy). (112) 
c 

Die Bedingung dafUr, daB die Stromung wirbelfrei ist, lautet zufolge Ziff. 6 (28): 
oax oay 
oy = ox' 

Es muB demzufolge eine Funktion u (x, y) existieren, so daB 
ou 

ax = ox; 
ou 

ay = oy' 

Die Bedingung fUr die Quellenfreiheit der Stromung lautet: 
oax oay 
7Jx = - oy . 

Die Stromung ist also zugleich quellen- und wirbelfrei, wenn u (x, y) 
rentialgleichung geniigt: 

der Diffe-

02U 0 2 U 

Au = ox2 + oy2 = o. (113) 

Eine Funktion, die dieser Bedingung geniigt, heiBt eine harmonische oder 
Potentialfunktion. Zufolge Forme! (34), Ziff. 8 sind sowohl der Realteil 1£, wie 
der Imaginarteil v einer analytischen Funktion Potentialfunktionen; sie werden 
als konjugierte Potentialfunktionen bezeichnet. Werden die Kurven 1£ = c 
als Aquipotential- oder Niveaulinien gedeutet, so stellen die zu ihnen 
senkrechten Kurven v = c die Stromlinien dar. Die zu gegebenem u konju-
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gierte Potentialfunktion v ist aus den Cauchy-Riemannschen Differential
gleichungen [vgl. Ziff. 8, Formel (33)] bis auf eine additive Konstante bestimmbar 
und f = U + iv ist eine analytische Funktion, so daB also die Theorie der Poten
tialfunktionen fUr den zweidimensionalen Fall in der Theorie der analytischen 
Funktionen enthalten ist. 

Die Quellenfreiheit einer Str6mung wird gest6rt durch das Auftreten sin
guHirer Stellen. So hat bei w = log z = log r + irp der Nullpunkt logarithmische 
Singularitat. Die Niveaulinien u = c sind die Kreise x2 + y2 = c2, die Strom
linien v = c sind die Geraden y = ex. Die Str6mung erfolgt entlang dieser Ge-

raden mit der Geschwindigkeit -~. Da da~ entlang eines Kreises urn den Null-r . 
punkt erstreckte Integral 

fOndS = -2n 
K 

(114) 

ist, stellt der Nullpunkt eine Senke von der Starke - 2n dar. Ebenso stellt der 
Punkt z = 00 eine QueUe dar, von der alle Str6mungslinien ausgehen. 

Der Pol erster Ordnung der Funktion w = ~ kann aufgefaB~ werden als 

DoppelqueUe, als Vereinigung einer Quelle und einer Senke von entgegen
gesetzt gleicher unendlich groBer Starke. Ein Pol n-ter Ordnung kann als die 
Vereinigung von n-Doppelquellen aufgefaBt werden. 

23. Lineare Funktionen. Denken wir uns die w-Werte ebenfalls in der 
z-Ebene aufgetragen, so bewirkt die Funktion w = z + b eine Translation 
der Ebene in der Richtung und urn den Betrag des Vektors b. Entsprechend 
bewirkt die Funktion w = ei'P. z eine Drehung der Ebene urn den Winkel rp 
und w = c· z = r • &,'P • z eine Drehstreckung. 

Die Funktion w =.!.. vermittelt die Abbildung 
z 

u = x 2 + y2 ,. 
-y 

V=X2 +y2· (115) 
Ihre konjugiert komplexe. 

x 
U=--X2+y2' 

v=--y
X2 + y2 (116) 

ist die Spiegelung am Einheitskreis und ordnet jedem Punkt A einen auf 
der Geraden durch den Nullpunkt und A gelegenen Punkt B zu, derart, daB 

y 

z 

das Produkt ihrer Abstande vom Nullpunkt 
gleich dem Quadrat des Radius, also hier gleich 
eins ist. Sie ist eine konforme Abbildung mit 
Umlegung der Winkel, die Kreise in Kreise iiber
fUhrt, wobei die Geraden als Kreise von unend
lich groBem Radius angesehen werden miissen 
(vgl. auch Ziff. 2). Daher fUhrt auch die durch 

x w = : vermittelte konforme Abbildung mit Er

haltung des Drehsinns Kreise in Kreise iiber, sie 
ist eine Kreisverwandtschaft. Der Nullpunkt 
wird in den Punkt z = 00 transformiert. 

Abb. 9. Spiegelung am Einheitskreis. Ebenso ist auchdie aus den vorher
gehenden Funktionen zusammensetzbare all

gemeine lineare Funktio):l 
az + b 

W=c;z+d' ad-beto (117) 
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eine Kreisverwandtschaftl). Sie hat drei wesentliche Konstante und im allgemeinen 

zwei Fixpunkte Zl und Z2' die durch Z = ;;!: gegeben sind. 1m besonderen 

kQnnen beide Fixpunkte zusammenfallen oder es kann einer oder beide ins 
Unendliche fallen. 1m allgemeinen Falle wird das Biischel der durch die beiden 
Fixpunkte geht:'llden Kreise in sich transformiert und ebenso wird die Gesamt
heit der zu ihnen orthogonalen Kreise in sich transformiert. Geht jeder einzelne 
Kreis durch Zl und Z2 in sich iiber, so spricht man von einer hyperbolischen 
Transformation; sie ist darstellbar durch 

Z - Zl = a W - Zl , a reell. 
Z - Za W - Za 

(118) 

Geht jeder einzelne der orthogonalen Kreise in sich iiber, so spricht man von 
einer elliptischen Substitution und diese ist darstellbar durch 

Z- Zl . W - Zl I ---- = e~ 'P --, rp ree 1. 
Z - Z2 W - za (119) 

Sonst spricht man von einer loxodromischen Substitution. 

Bei einer Abbildung w = ;;:~ bleibt das Doppelverhaltnis von vier 

Punk ten unverandert 
Za - Zl • Z4 - Zl _ Wa - WI. W 4 - WI 

Za - Z2 • Z4 - Z2 - Wa - wa' W 4 - W 2 ' 

wie man unmittelbar bestatigt. 

(120) 

Aus der elementargeometrisch zu bestatigenden Tatsache, daB alle Kreise 
durch zwei Spiegelpunkte in bezug auf einen Kreis K diesen Kreis orthogonal 
schneiden, und daB umgekehrt zwei Punkte spiegelbildlich in bezug auf einen 
Kreis K liegen, wenn alle Kreise ihres Biischels den Kreis K orthogonal schneidcn, 
folgt der Satz: zwei Spiegelpunkte in bezug auf einen Kreis K werden bei linearer 
Transformation wieder in Spiegelpunkte in bezug auf den Bildkreis iibergefiihrt. 

Es sei noch die Transformation 
• Z - a 

W = e''P • z _ Ii' a nicht reell, J(a) > 0, rp reell (121) 

als der allgemeine Typus derjenigen linearen Transformationen erwahnt, die die 
obere Halbebene auf das Innere des Einheitskreises abbilden. 

24. Schwarzsches Lemma. Das Schwarzsche Lemma sagt folgendes aus: 1st 

1 (z) = a l Z + a2 Z2 + ... 
fiir Izi < 1 konvergent und I/(z) 1 <1 fiir Izl < 1, dann ist I/(z) 1 <I Z 1 fiir alle 
Izi < 1-
1st in einem Punkte a of ° von 1 z 1 < 1 

f(a) =a, 

so hat I(z) die Form I(z) = eiotz. 
Sei w = 1 (z) eine Funktion, die den Einheitskreis umkehrbar eindeutig

und konform in sich iiberfiihrt und dabei den Nullpunkt unverandert laBt, so ist 
zufolge dem eben bewiesenen Satze 

[:[<1 fiirJzJ<1 

1) Denn es ist az + b = ~ + be - ad. _1_ . 
ez + dee ez + d 

Handbuch der Physik. III. 16 
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und ebenso fur die Umkehrfunktion 

1~1<1 fur Iz l<1. 
Also ist 

It~ll = 1 

und t(z) hat die Form: t(z) = eilXz. 
Alle umkehrbar eindeutigen konformen Transformationen t (z) des Einheits

kreises in sich lassen sich aber durch line are Transformationen in ebensolche 
umkehrbar eindeutige Transformationen des Einheitskreises in sich uberfiihren, 
die den Nullpunkt unverandert lassen. Und zwar kann dies geschehen durch eine 
darauf folgende hyperbolische Substitution g(z), die die Endpunkte desjenigen 
Durchmessers des Einheitskreises, auf dem der Punkt t (0) liegt, unverandert 
laBt und den Punkt 1(0) in den Nullpunkt uberfuhrt. Also ist g[f(z)] = h(z) 
eine lineare Funktion und ebenso ist k [h(z)] = 1 (z) eine lineare Funktion, wenn 
k (z) die inverse Funktion von g (z) bedeutet. Man kann daher sagen: Alle um
kehrbar eindeutigen und konformen Transformationen des Einheitskreises in 
sich werden durch line are Funktionen vermittelt. 

25. Schwarzsches Spiegelungsprinzip. 1st w = f (,) im Innern und aui 
dem Rande einer doppelpunktlosen geschlossenen Kurve C regular und nimmt 
auf C keinen Wert mehr als einmal an, so wird die Kurve C auf eine gleichartige 
Kurve C abgebildet und das Innere G von C umkehrbar eindeutig auf das Innere 
r von C. Denn ist a ein Punkt im Innern von C, so wird sich der Ausdruck 

_1_10 (w _ a) = _1_ rf.. d (w - a) =0 _~ rf.. f'(z) dz 
2ni g 2ni'f w - a 2ni'f t(z) - a 

C C 

urn eins vermehren, so daB jeder Wert im Innern von C von t(z) genau einmal 
angenommen wird. 

1st im besonderen ein Stuck l der Kurve C geradlinig und geht bei der 
Abbildung in ein geradliniges Stuck A. der Kurve C uber, so geht durch ana
lytische Fortsetzung von t(z) das Spiegelbild von G bezuglich l in das Spiegelbild 
von rbezuglich A. uber. Denn die Funktion, die die Abbildung der beiden Spiegel
bilder vermittelt, ist ebenfalls analytisch und ist analytische Fortsetzung von 
t(z), da sie mit j(z) Iangs l ubereinstimmt. 

Dieser Satz gilt allgemeiner auch dann, wenn an die Stelle der geradlinigen 
Stucke lund A. Kreisbogen treten, da durch eine line are Transformation Kreis
bogen in Geradenstucke ubergefuhrt werden k5nnen und dabei Spiegelpunkte 
am Kreise in Spiegelpunkte an der Geraden ubergehen. 

26. Verzweigungspunkte und Riemannsche FHichen. Bei der Abbildung 
w = Z2 entsprechen die Parallelen zur u- und v-Achse in der w-Ebene den Hyper
beln x 2 - y2 = c und 2xy = c in der z-Ebene, die sich unter rechtem Winkel 
schneiden, auBer im Nullpunkt, wo sie sich unter 45 0 schneiden, da dort w'(O) 
von der ersten Ordnung Null wird. DurchHiuft z einen Kreis urn den Nullpunkt, 
so durchlauft w einen entsprechenden Kreis zweimal, und zwar entspricht dem 
Halbkreis in der oberen und dem in der unteren z-Ebene derselbe volle Kreis 
in der w-Ebene. Die Umkehrung z = -yw ist also eine zweiwertige Funktion 
in der w-Ebene. Legen wir zwei Exemplare der w-Ebene ubereinander, durch
schneiden beide langs irgendeiner Kurve von 0 nach 00 (z. B. Iangs der negativen 
reellen Achse) und heften die vier Schnitte unter Selbstdurchdringung kreuz
weise aneinander, so ist auf der nun entstandenen Riemannschen Flache 
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die Funktion z =iw eindeutig. Die Punkte w = 0 und w = 00 sind Ver
zweigungspunkte erster Ordnung der Riemannschen Flache. 

Ebenso kann die Funktion z = Vw (p ganz und positiv) eindeutig dargestellt 
werden, indem man p Blatter einer Riemannschen Flache langs eines Ver
zweigungsschnittes von 0 nach 00 passend aneinander heftet. 

Allgemeiner: 1st die Funktion w = t(z) in einer Umgebung des Punktes Zo 

(einschlieBlich zo) regular und hat t'(z) in Zo eine Nullstelle (p - 1)-ter Ordnung, 
so ist umgekehrt z nach Potenzen von (w - wo)1/p entwickelbar und hat in Wo 

einen Verzweigungspunkt (p - 1)-ter Ordnung. 
Eine Stelle zo, in deren Umgebung w = t(z) regular ist und dort eine Laurent-

sche Entwicklung 1:'ari(V z - Zo t mit nur endlich vielen negativen Potenzen 
gestattet, heiBt eine algebraische Stelle von t(z). 

n-deutige analytische Funktionen, die in der ganzen Ebene nur endlich 
viele Pole und algebraische Stellen haben, heiBen alge braische Funktionen 
und geniigen einer Gleichung 

wn + r1 (z) wn- 1 + ... + rn(z) = 0, (122) 

wobei r1(z), ... rn(z) rationale Funktionen von z sind. Denn die elementar
symmetrischen Funktionen der n Funktionszweige WI> w2 , ••• Wn sind ein
deutige Funktionen von z und besitzen nur endlich viele Pole, sind also rationale 
Funktionen. 

27. Die Abbildung tv = logz. Merkatorprojektion. Bei der Abbildung 
w = logz = logr + i g; entsprechen den Kreisen urn den Nullpunkt der z-Ebene 
Parallele zur v-Achse u = konst., den Geraden durch den Nullpunkt Parallele 
zur u-Achse v = konst. Die ganze z-Ebene wird auf den Parallelstreifen 
-n < v < +n der w-Ebene abgebildet und ebenso wegen der Vieldeutigkeit 
des Logarithmus auf jeden weiteren Parallelstreifen n n ::; V < (n + 2) n der 
w-Ebene. Um die Abbildung eindeutig zu machen, legt man unendlich viele 
Blatter der z-Ebene iibereinander, schneidet sie langs der negativen reellen Achse 
auf und verbindet immer das obere Schnittufer eines Blattes mit dem unteren 
des dariiberliegenden; wird dies von n = -00 bis n = +00 ausgefiihrt, so 
ist auf der nun entstandenen unendlich-vielblattrigen Riemannschen Flache 
die Funktion logz eindeutig, jedes Blatt wird auf einen Parallelstreifen der 
w-Ebene abgebildet. Der Punkt z = 0 ist ein Verzweigungspunkt unendlich 
hoher Ordnung der Riemannschen Flache. 

Wird die Kugel von einem Pole stereographisch auf die z-Ebene projiziertl) 
und diese vermittels w = logz auf die w-Ebene abgebildet, so entsteht die von 
den Landkarten bekannte Merkatorprojektion, bei der Langen- und Breiten
kreise in zwei Scharen sich orthogonal schneidender Geraden iibergehen und bei 
der wegen der Winkeltreue der Abbildung allen Kurven auf der Kugel, die die 
Langen- und Breitenkreise unter konstantem Winkel schneiden, Gerade in der 
w-Ebene entsprechen. 

28. Abbildung eines Rechtecks auf die Halbebene. Das elliptische Integral 
erster Gattung z 

. dt 
w -J k reell, 0 < k < 1 

- V(1-t2)(1-k 2 t 2)' 
(123) 

o 
vermittelt die Abbildung der oberen Halbebene auf das Innere eines Rechtecks. 
Geben wir der Quadratwurzel im Punkte 0 den positiven Wert und integrieren 

1) Wobei den Langen- und Breitenkreisen die Geraden durch den Nullpunkt und die 
Kreise um den Nullpunkt entsprechen. 

16* 
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langs der reellen Achse. Die singuHiren Punkte des Integranden ± 1, ± 11k mogen 
durch Halbkreise in der oberen Ebene umgangen werden, deren Radius ~egen 
Null zusammengezogen werden kann, da der Integrand von der Ordnung 1/2 un
endlich wird. Uiuft der Punkt z von 0 bis 1, so Hiuft der Punkt w auf der reellen 
Achse von 0 bis zum Punkte 

1 f dt WI 

Y(1 - t2) (1 - k2 t2) = 2 . 
o 

Bei Umgehung von 1 vermindert sich die Amplitude von 1 - t urn n, die der 
Wurzel urn n/2. Uiuft also z von 1 bis 1/k, so Hiuft 

z 

WI + f dt 
w = 2 ~ Y(t2==-=1=) (7=1=_=k==::2~t2~) 

1 

auf der Parallelen zur imaginaren Achse u = wJ2 von 011/2 bis zum Punkte 

11k 

WI '/' dt WI' 
2- + ~ V(t2 _ 1)( 1 _ k2 t2) = 2 + ~ 012 , 

1 

Bei Umgehung des Punktes 1/k andert sich wieder die Amplitude der Wurzel 
urn n/2; lauft z von 1/k bis 00, so lauft w auf der Parallelen zur reellen Achse 
v = i 012 von 011/2 + i 012 bis 

00 

00 1 . f dt f dx . 1 
Denn es 1st Y(t2 _ 1) (k2t2 _ 1) = -~ ,,2) (1 _ k2,,2) ,wenn Wlr t = k" setzen. 

1 0 
k 

Die Fortsetzung der Betrachtung fUr die negative reelle Achse ergibt: die reelle 
Achse der z-Ebene wird ein-eindeutig auf den Rand des Rechteckes wJ2, 011/2 
+ iW2, -011/2 + iw2 , -011/2 abgebildet und die obere Halbebene ein-ein
deutig und konform auf das Innere des Rechtecks. 

Die Fortsetzung der Abbildung ergibt sich 
-T+iWzr-------,·-=:;:-c:1+iWz durch das Spiegelungsprinzip. Spiegelt man das 

Rechteck an einer seiner Seiten, so wird das 
Spiegelbild auf die untere Halbebene abgebildet; 
das aus zweimaliger Spiegelung in derselben 
Richtung sich ergebende Rechteck wird wieder 
auf die obere Halbebene abgebildet usw. Also 
ist die Funktion 

Abb. 10. Abbildung eines Rechtecks auf die 
Halbebene. 

unendlich vieldeutig; ihre Umkehrfunktion z = z (w) ist eindeutig und besitzt 

wegen Z(W) = Z(W + 2011) = Z(W + 2iw2) 

die zwei Perioden 2 WI und 2 i 012 , 
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29. Abbildung eines Polygons auf die Halbebene. Fundamentalsatz der 
konformen Abbildung. Allgemein wird die Abbildung eines sich nicht selbst 
uberdeckenden Polygons in der w-Ebene mIt den Ecken AI' A 2, ••• , An und 
den Winkeln lXI Jr, lX2 Jr, ••• , lXn Jr auf die obere Halbebene der z, wobei den 
Punkten AI' A 2 , ••• An der Reihe nach die Punkte aI' a2 , ••. , an auf der 
reellen Achse entsprechen, gegeben durch die Funktion 

z 

W = konst.I(t - al)"l-l (t - a2)",,-1 ... (t - an)iXn-l dt. (124) 
o 

DaJ3 eine solche Abbildung immer moglich ist, HiBt sich aus dem Fundamen tal
satz der konformen Abbildung ersehen, wonach das Innere des Einheits
kreises der w-Ebene umkehrbar eindeutig und konform auf das Innere eines be
liebigen, einfach zusammenhangenden Gebietes mit mindestens zwei Randpunkten 
abgebildet werden kann. Werden ein Pnnkt und eine durch ihn gehende Richtung 
in beiden Gebieten als einander entsprechend willkurlich gewahlt, so ist die Ab-
bildung eindeutig vorgegeben. . 

Der Beweis dieses Fundamentalsatzes kann gefUhrt werden mittels des 
Dirichletschen Prinzips (vgl. Kap. 11, Ziff. 6) oder auf funktionentheo
retischem Wege mittels des Schwarzschen Lemmas und der Koebeschen Satze. 

Schon in Zif£. 22 ist auf den engen Zusammenhang der Potentialtheorie 
mit der Funktionentheorie hingewiesen worden, der daraus hervorgeht, daJ3 
man jede Potentialfunktion als Realteil einer analytischen Funktion ansehen 
kann. Es moge hier noch besonders auf die Beziehungen zur erst en Rand
wertaufgabe aufmerksam gemacht werden. Die erste Randwertaufgabe be
steht darin, eine in einem Bereiche jB der xy-Ebene regulare Potentialfunktion 
zu konstruieren, die am Rande C des Bereiches vorgeschriebene, stetig verander
liche Werte annimmt. Durch die Cauchysche Integralformel 

, 1 ~ f (z) I(z)=··~.-- dz 
2nz z-z' 

(vgl. Ziff.9, Formel (36)) sind die Werte 1(/) einer analytischen Funktion im 
Innern eines Bereiches mit ihren Randwerten verbunden. Man kann aus der 
Cauchyschen Integralformel tatsachlich die Losung der erst en Randwertaufgabe 
fur den Kreis mit dem Radius R und dem Mittelpunkt im Ursprung erhalten: 

2", 

u(x', y') = u(rcosrp, rsinrp) = -~ [R2 + 2 R2; r2 ( ~{}) u({})d1J (125) 
2 n. r - 2 rcos rp - . 

o 

(Poissonsche Formel). Dabei sind u({}) die vorgeschriebenen Randwerte, 
wahrend durch x' = rcosrp: y' = rsinrp Polarkoordinaten eingefUhrt sind. All
gemein kann man die Losbarkeit der erst en Randwertaufgabe fUr einen einfach 
zusammenhangenden, vcfl einer oder mehreren analytischen Randkurven begrenz
ten Bereich in der ~1)-Ebene in folgender Weise einsehen. Sei x + iy = I(~ + i17) 
die analytische Funktion, welche die eineindeutige und konforme Abbildung 
dieses Bereiches auf den Einheitskreis in der xy-Ebene vermittelt. (Eine solche 
Abbildung muD nach dem Fundamentalsatz der konformen Abbildung moglich 
sein.) Dann kann die erste Randwertaufgabe fur den Kreis mit den ubertragenen 
Randwerten durch das Poissonsche Integral gelost werden. Die durch die Sub
stitution von ~ und 1) in diese Potentialfunktion mittels der Abbildungsfunktion 
darans hervorgehende Fnnktion u (~, 'I)) ist aber wieder eine Potentialfunktion. 
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Die Lasung der ersten Randwertaufgabe wird durch folgende Formel ge
geben: 

( I ') 1 ~ - oG d u x y = - - u- s. , 2;n; an 
C 

(126) 

Dabei sind u die vorgeschriebenen Randwerte, "'a bedeutet die Ableitung nach un 

der auBeren Normalen am Rande C, iiber den das Integral zu erstrecken ist. x', y' 
ist ein Punkt im Innern des Bereiches. G(x', y', x, y) ist die zum Aufpunkt x', y' 
geharende Greensche Funktion des Bereiches und ist eine im Innern des Be
reichs mit Ausnahme von x = x', y = y' regUlaTe, am Rande verschwindende Poten-

tialfunktion, die fUr x ->- x', y ->- y' unendlich wird wie log ~ (wobei r die Entfer-- r 
nung der Punkte x, y und x', y' ist). Die zum Aufpunkte x', y' geharige Green
sche Funktion kann nun in folgender Weise bestimmt werden. 1st 

f{J (Z', z) = a1 (z - z') + a2 (z - Zl)2 + " . 
diejenige analytische Funktion, die eine umkehrbar eindeutige und konforme 
Abbildung des Bereiches auf den Einheitskreis vermittelt und dabei den Punkt 
z' = x' + iy' in den Ursprung iiberfiihrt (sie ist bis auf einenFaktor eiIX 

(x reell) bestimmt), so ist 

G (x', y', x, y) = log 1-( ~ -) :. 
I rp z, Z I 

Umgekehrt: ist die zum Aufpunkt x', y' geharige Greensche Funktion des Bereichs 
bekannt und ist H ihre bis auf eine additive Konstante aus den Cauchy-Riemann
schen Differentialgleichungen bestimmbare Konjugierte, so vermittelt 

'P(Z', z) = e- G- iH 

eine konforme Abbildung des Bereichs)8 auf den Einheitskreis, wobei der Punkt z' 
in den Ursprung iibergeht. 

IV. Elliptische Funktionen. 
30. Allgemeines fiber periodische Funktionen. Gilt fUr jeden regularen 

Punkt z von j (z) die Gleichung j (z + w) = j(z), sonennt man j (z) eine periodische 
Funktion mit der Periode w. Dabei ist w als eine komplexe lahl * 0 angenom
men. 1m besonderen werden die eindeutigen, nicht konstanten Funktionen mit 
dieser Eigenschaft betrachtet, die nur isolierte singulare Stellen besitzen. 
Dann gilt zunachst der Satz, daB eine solche Funktion nicht beliebig kleine 
Perioden habim kann. Denn sonst gabe es in jeder (beliebig kleinen) Umgebung 
eines Regularitatspunktes Zo Punkte z, so daB j(z) = j(zo), was der Entwicklung 
von j (z) in eine Potenzreihe 1{5 (z!zo) widerspricht. 

lugleich mit w sind auch die lahlen n w (n eine ganze lahl oder Null) 
Perioden von j(z): j(z + nw) = j(z), und eben so sind auch Summe und Differenz 
zweier Perioden WI' W2 wieder Perioden: t (z ± WI ± ( 2) = t (z) . 

1st w die absolut kleinste Periode auf einer Geraden durch 0 und w, so wird 
w eine primi ti ve Periode genannt. 1st dies der Fall, so sind samtliche Perioden 
auf dieser Geraden von der Form n w. Denn ware auch n w + {} w (0 < {} < 1) 
eine Peri ode, so ware auch {} w Periode, entgegen der Voraussetzung. 
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Seien jetzt 0)1 und 0)2 zwei primitive Perioden, derart, daB im Innern des 
Dreiecks 0, 0)1' 0)2 keine weitere Periode von f (z) liegt, dann sind samtliche 
Perioden von f (z) in der Form n 1 0)1 + n 2 0)2 darstellbar. Denn ware wieder 
(nl + -&i) 0)1 + (n2 + -&2) 0)2 (0 < -&1 < 1, 0 <-&2< 1), -&1 und li2 nicht gleich
zeitig 0 oder 1) Periode vonf(z), so ware auch{}10)1 + -&20)2 Periode entgegen 
der Voraussetzung. 

Also kann es nur einfach- oder doppeltperiodische analytische Funktionen 
einer komplexen Veranderlichen geben. 

31. Einfach-periodische Funktionen. Sei f (z) eine Funktion mit nur einer 
primitiven Periode 0), eine einfach-periodische Funktion, dann liegen samt
liche Perioden von f (z) auf einer Geraden durch 0 und 0) und sind von der Form 
nO). Durch parallele Gerade, die die Gerade durch 0 und 0) in den Punkten nO) 

schneiden, kann die Ebene in parallele Streifen eingeteilt werden. In jedem dieser 
Periodenstreifen nimmt die Funktion alle ihre Werte an und in kongruen ten 
Punkten ZI' Z2 in zwei verschiedenen Streifen (Z1 - Z2 = nO») nimmt sie denselben 
Wert an. 2,.i 

w -·z 
Setzt man z = -.loge, C = e OJ ,so wird f(z) = q; (C) und der Viel-

2~~ 

deutigkeit des Logarithmus entsprechen kongruente Werte von z: 

z = ~ (logC + 2ni· n) = 2w .10gC + nO), 
2x~ n~ 

so daB q;(C) eine eindeu tige Funktion ist. Die Singularitaten von log C sind 
o und 00, im iibrigen faBt q;(C) alle kongruenten Singularitaten von f (z) in eine 
zusammen. Entwicklung von q;(C) in eine Laurentsche Reihe urn den Punkt 0 
gibt 

n= -00 n=-oo 

deren Konvergenzgebiet durch die singularen Stellen bestimmt ist. 
2,.iz 

1st speziell f (z) eine rat ion ale Funktion von e OJ , 

f(z) = R(C), 
so gelten folgende Satze: 

(127) 

Die Funktionen f(z) = R(C) besitzen ein algebraisches Additions
theorem: f(ZI + Z2) laBt sich algebraisch durch f(Z1) und !(Z2) ausdriicken. 

Zwischen je zwei Funktionen f(z) =R(C) mit derselben Periode 0) besteht 
eine algebraische Gleichung mit konstanten Koeffizienten. 

Sei die eine dieser Funktionen der Differentialquotient der anderen, so ergibt 
sich: J ede Funktion f (z).= R (C) geniigt einer algebraischen Differential
gleichung. 

32. Doppelt-periodische Funktionen. Die Perioden einer doppeltperio
dischen Funktion lassen sich aIle in der Form n 1w 1 + n 20)2 darstellen, wobei 
die nicht auf einer Geraden durch den Nullpunkt gelegenen Punkte WI und W 2 
ein primitives Periodenpaar bilden. Eine doppeltperiodische Funktion nimmt 
alle ihre Werte in einem Periodenparallelogramm an, das von den Punkten 
zo,zo+w1,zo+w2,ZO+0)1+W2 gebildet wird, und es kann die ganze Ebene 
mit Parallelogrammen iiberdeckt werden, die aus einem durch Parallelver
schiebung urn n1 WI + n2w2 hervorgehen. In kongruenten Punkten Zl und Z2 

(Z2 = ZI + n10)1 + n20)2) ist f(zJ = f(zl)' 
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Eine ganze Funktion kann nieht doppeltperiodiseh sein. Denn als ganze 
doppeltperiodisehe Funktion bliebe sie in einem Periodenparallelogramm unter 
einer endliehen Schranke und ware also aueh in der ganzen Ebene nicht beliebig 
groDer Werte fahig, entgegen den Eigenschaften einer ganzen Funktion. 

Also muD eine doppeltperiodische Funktion im Periodenparallelogramm 
Singularitaten besitzen. Besitzt sie dort nur Pole (und zwar kann sie dann in 
jedem Periodenparallelogramm nur endlich viele Pole besitzen), so ist sie eine 
meromorphe Funktion. Eine doppeltperiodische meromorphe Funktion heiBt 
eine elliptisehe Funktion. 

Konnen samtliche Zahlen der Form 

auch in der Form 
m~ w~ + m~ w~ (m~. m~ ganz) 

(128) 

(129) 

dargestellt werden und umgekehrt. so heiBen die beiden Gr6Denpaare WI' W 2 und 
w~, w~aquivalent. Die notwendige Bedingung fUr diese Aquivalenz ist aber das Be
stehen des Gleiehungssystems 

einerseits und 

W~ = aWl + (3W2' 
w; = yWI + bw2, 

(a, (3, y. b ganze Zahlen) 

, , + {J' I WI = a W t Wt. 

W2 = y'w~ + b'w;, 
(a', (J', ),', J' ganze Zahlen) 

andererseits. Es folgt dureh Einsetzen des erst en Systems in das zwcite 

also 

WI = (a'a + (J'y) WI + (a'/J + (J'b) W2' 
W 2 = (y'a + (l'y) WI + (y'f3 + (l'(l) W 2 , 

a'a + (3'y = 1, 
y'a + (l'y = 0, 

a'/J + {J'b = 0, 
y'{J + b'(5 = 1, 

da W 2/W1 nicht rational ist. Das heiBt aber naeh dem Multiplikationstheorem 
fiir Determinanten 

I a {J 1.1 a' {J' I = 1 
Y 0 1" 0', ' 

und daraus folgt 
ao-(3y=±l. (1}0) 

Umgekehrt folgt aus dem Bestehen des ersten Gleiehungssystems mit ganzen 
Zahlen a, (3, y, 0 und ao - (31' =±1 die Aquivalenz der GroBenpaare WI' W2 
und w~, w~. Denn die Auflosung dieses Systems liefert 

WI = ± (ow~ - /Jw~), W2 = ± (-yw~ + aw~), 
und daher ist jede Zahl der Form 

m1w1 + m2w2 (ml' m2 ganze Zahlen) 
auch in der Form 

mlw~ + m~w~ (m~, m~ ganze Zahlen) darstellbar. 

Fur die Aquivalenz der Gr6Benpaare WI' W2 und wi, W~ ist also notwendig und 



Ziff. 33, 34. WeierstraBsche Funktionen. 

hinreichend das Bestehen der Gleichungen 

w~ = ex WI + fJ W 2 , 

W~ = yWI + bw2 , 

wobei ex, fJ, /', 15 ganze Zahlen sind und ihre Determinante 

. exb-fJy=±1 1St. 
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33. Allgemeines tiber elliptische Funktionen. GemaB Ziff. 32 wird eine 
doppeltperiodische meromorphe Funktion als elli ptische Funktion bezeichnet. 
Seien WI und W2 zwei Perioden, deren Quotient nicht reell ist. Alle elliptischen 
Funktionen f(u) mit diesen beiden Perioden bilden einen Funktionenkorper K, 
d. h. gleichzeitig mit zwei soIchen elliptischen Funktionen gehort auch ihre 
Summe, Differenz, Produkt und Quotient (mit nicht verschwindendem Nenner) 
zu K; ebenso gehort die Ableitung j'(u) zu K. 

Wir wollen in dies em Abschnitt tiber elliptische Funktionen unter wimmer 
den Ausdruck m1 WI + m2 W2 verstehen, die m dabei als ganze Zahlen vorausgesetzt. 
1st a' == a(w1 , W2), d. h. a' = a + WI), und a ein Pol von f(u) mit dem zugehorigen 

Hauptteil g (_1_) 2), so ist auch a' ein Pol von f (u) und g (_1_,) der zu a' 
u-a u-a 

gehOrige Hauptteil. In jedem Periodenparallelogramm hat eine elliptische 
Funktion nur endlich viele Pole. Zahlt man jeden Pol so oft als seine Vielfach
heit betragt, so nennt man die Zahl r der so erhaltenen Pole av a2 ••• , ar eines 
Periodenparallelogramms den Grad von f(u). Verstehen wir unter dem System [a] 
aIle Zahlen a + w, so stellen [a1] , [a 2], ••• , [aT] alle Pole der Funktion dar. Greifen 
wir aus jedem dieser Systeme eine Zahl heraus, so erhalten wir r Zahlen, die 
man ein vollstandiges System von Polen der Funktion nennt. 

Liouvillesche Satze: 
1. Eine elliptische Funktion ohne Pole ist eine Konstante. 
2. Die Summe der Residuen der einem Periodenparallelogramm angehoren

den verschiedenen Pole einer elliptischen Funktion ist Null. Es gibt also keine 
elliptische Funktion vom Grad Eins. 

3. Eine elliptische Funktion vom Grade r nimmt in jedem Periodenparallelo
gramme jeden Wert gerade r mal an. 

4. In einem Periodenparallelogramm ist die Summe der Nullstellen einer 
elliptischen Funktion kongruent der Summe ihrer Pole. 

34. WeierstraBsche Funktionen. Wir konstruieren aus den Perioden WI 

und W 2 das Gitter der Punkte w = m1 WI + m2 W 2 und suchen eine ganze Funk
tion, weIche diese Gitterpunkte zu einfachen Nullstellen hat. Man findet daftir 
nach der WeierstraBschen Produktentwicklung (s. Ziff. 14), abgesehen von einem 
nicht verschwindenden Faktor: 

o(u) = U[1'{(1- :)e~+-H~r}. (131) 

Das Produkt ist tiber samtliche w zu erstrecken, ausgenommen w = 0, was durch 
den Strich angedeutet wird. Wir definieren weiter die meromorphen Funktionen: 

C(u) = ~~f' (132) 
p(u) = -C'(u) = a'(u)2 - a(u) al/(u). (133) 

a (U)2 

Die Funktionen o(u), C(u), 8J (u) wurden von K. WEIERSTRASS eingefiihrt. Mit 
ihren Eigenschaften haben wir uns naher zu beschaftigen 3). 

1) Man sagt, a' ist kongruent a nach WI' W 2 • 2) Vgl. Zif£. 11. 
3) Uber ihren Zusammenhang mit den elliptischcn Integralcn s. Ziff. 45. 



250 Kap. 6. ]. LENSE und TH. RADAKOVlc:Funktionentheorie. Zifi: 35. 

35. ~-Funktion. Wir beginnen mit der ~-Funktion. Man findet ftir sie 
die Mittag-Lefflersche Entwicklung l ): 

1 ~/[. 1 1] 
S3 (f.t) = u2 + ~ (u _ W)2 - w2 ' (134) 

Die Summe ist tiber samtliche Werte von w zu erstrecken, ausgenommen w = 0 
(Strich!). ~(u) hat also die Gitterpunkte w zu zweifachen Polen. Es besitzt 
ferner die priinitiven2) Perioden WI und W2' ist also eine elliptische Funktion 
vom Grade 2. Die Gleichung ~(u) = chat zwei Losungssysteme [u'] und [u"] 
(Ziff. 33), wobei u' + u" 0 (WI' w 2). Die beiden Losungssysteme fallen dann 
und nur dann zusammen, wenn 

u = 0 W1 W1 + W2 W2 
- , 2' --2- 2' 

Ftir u = 0 ist c = 00, die den drei anderen Punkten entsprechenden Funktions
werte bezeichnet man mit 

~(~1) = e1, SJ(W1 ~ (2) = e2, ~(~2) = es. 

An diesen und ihren kongruenten Stellen ist ~'(u) = O. Die e sind voneinander 
verschieden. Die ~-Funktion befriedigt die Differentialgleichung 

S/(u) 2 = 4 [p(u) - e1][p(u) - e:J [p(u) - es] (135) 
oder ausgerechnet 

(136) 
wo 

(137) 

Esist namlich 
el + e2 + es = 0, e2eS + eSel + e1e2 =-}g2' el~eS = tgs' (138) 

Die Diskriminante der rechten Seite von (135) oder (136) ist 

A = 16 (e2 - es)2 (es - e1)2 (el - e2)2 = g~ - 27g~, (139) 

g2 und gs nennt man die Invarianten von ~(u). Die GroBe J=~ 
bezeichnet man als absolute Invariante; sie hangt nur vom Verhliltnis der 
Perioden abo Die Laurentsche Reihenentwicklung S) von ~(u) im Nullpunkt 
lautet 

wobei 
~ (u) = ~2 + c2 u 2 + Cs u4 + . , , + Cn U 2n - 2 + ' , " I 

n-2 
~' 1 3 ~ 

en = (2n - 1) ~ w2n = (2n + 1) (n _ 3)~ c"Cn -", 
,,=2 

(140) 

Die Koeffizienten C2 sind ganze rationale Funktionen der Invarianten g2 und gs 

mit rationalen, positiven Zahlenkoeffizienten. Es ist z. B. c2 = 2~ g2' Cs = 218 gs. 

Nach (140) ist ~(u) eine gerade, daher ~'(u) eine ungerade Funktion. 
Die Funktion ~(u) besitzt ein algebraisches Additionstheorem, 

d. h. zwischen 8J (ul + u 2), &J (u1) und SO (u2) besteht eine algebraische Gleichung 
mit Koeffizienten, die von U 1 und U 2 nicht abhangen. Es kann in der Form 
geschrieben werden: 

( ) () () 1 [P/(U1) - p' (U2)]2 
~ u1 + u2 + ~ u1 + ~ u2 = 4 p (U1) - p (U2) • (141) 

1) Vgl. Ziff. 13. 2) V gl. Ziff. 30. 3) V gl. Ziff. 11. 
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Jede elliptische Funktion f (u) mit den Perioden WI und W2 HiBt sich in der Form 

f(u) = R[SJ(u)] + S/(u) RdSJ(u)j (142) 

als rationale Funktion von S'J (u) und SJ'(u) darstellen. R und Rl bedeuten rationale 
Funktionen. Z. B. ist 

(143) 

Speziell ist SJ (ntt) als rationale Funktion von SO (u) darstellbar, wenn n eine ganze 
Zahl bedeutet (Multiplikationstheorem der SJ-Funktion). Aus diesen Eigen
schaften flieBen folgende Satze: 

1. Zwischen zwei elliptischen Funktionen mit denselben Perioden besteht 
eine algebraische Gleichung mit konstanten Koeffizienten. 

2. Jede elliptische Funktion f(u) befriedigt eine algebraische Differential
gleichung G[f(u), f'(u)] = 0, deren linke Seite ein Polynom mit konstanten 
Koeffizienten ist. 

3. Jede elliptische Funktion besitzt ein algebraisches Additionstheorem. 
Von WEIERSTRASS ruhrt folgender Satz her: Alle eindeutigen transzendenten 

analytischen Funktionen mit algebraischem Additionstheorem sind entweder 
2niu 

rationale Funktionen einer Exponentialfunktion e W oder elliptische Funktionen. 
36. ;-Funktion. Fur sie gilt folgende Mittag-Lefflersche Entwicklung1): 

'(u) = - + ----- + . + - . 1 ~'[ 1 1 u 1 
u u - w W w2 ( 144) 

Die Summe ist wieder uber alle w-Werte zu erstrecken, ausgenommen w = O. Die 
Gitterpunkte w sind also einfache Pole von' (u). 1m Nullpunkt gilt folgende 
Laurentsche Reihe 2) 

1 u3 u5 u,n-l 
'(u) =u - C2 :f' - C35- - ... - cn2'n=1-"" (145) 

wo die Cn durch (140) gegeben sind. f;(u) ist also eine ungerade Funktion. Ferner 

gilt f;(u + w) = f; (u) + 1], I 
wo 

w = m1 WI + m2 w 2 , 17 = m1 1]1 + m2 1]2' 

111 = 2f;(~2)'112 = 2f;(~2), 1]IW2 - 1720)1 = 211i. 

Es bestehen ferner die Beziehungen 

und 

p' (u) 
f;(u + v) + f;(u - v) - 2f;(u) = j'J(u) _ f:;(1.I) 

f; (u + v) - f; (u) _ f;(v) = .L fJ' (u) - f/ (v) 
2 r (u) - iO (v) 

(Addi tionstheore m der '-Funktion). 

(146) 

(147) 

(148) 

Eine beliebige elliptische Funktion f (u) laBt sich darstellen in der Form 

f(u) =C + Z'{A'(u-a) +A'f;'(u-a) +A"f;"(u-a)+ . .. +A(k-l) ,(HI (u- a)}, (149) 
a 

wobei die Summe zu erstrecken ist uber die verschiedenen in einem Perioden
parallelogramm befindlichen Pole a von f (u). Die dem einzelnen Pol entsprechen
den Koeffizienten A, A', ... , A(k-l) sind dem in der Form 

A A' 2!A" (k 1)'A1k-ll + ... + (_1)k-l - . u-=-a - (u - a)2 (u - al 3 - (u _ a)k 
-----

1) Vgl. Zif£. 13. 2) V gl. Ziff. 11. 
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angesetzten Hauptteil von f(u) zu entnehmen; C ist eine Konstante. (149) ent
spricht der Partialbruchzerlegung einer rationalen Funktion und ist die Mittag
Lefflersche Entwicklung von f (u). 

37. a-Funktion. Sie besitzt im Nullpunkt folgende Potenzreihenentwicklung: 

o(u) = u + k2 u5 + kau7 + •.. + kn u2n+1 +"', (150) 

wobei die Koeffizienten kn ganze rationale Funktionen von g2 und ga mit rationalen 
Zahlenkoeffizienten sind. Z. B. ist 

k gz k gs 
2=-240' a=-840' 

° (u) ist eine ungerade Funktion. Es gilt 
"I(u +~) o(u+w) =se 2 o(u) , (151) 

wo 'Y} und w durch (146) gegeben sind und s = +1, sobald mi und m2 beide gerade 
sind, und sonst s = -1 . 

Jede elliptische Funktion f (u) HiBt sich darstellen in der Form 

f(u) = C a(u - b1) a(u - bs) ... a(u - bTl 
a(u - al) a(u - as) ... a(u - aT) , 

(152) 

wobei C eine Konstante, bl , b2 , ••• , b, ein vollstandiges System von Nullstellen, 
aI' a2 , ••• , a, ein vollstandiges System von Polen der Funktion f(u) bezeichnen, 
die so gewahlt sind, daB 

bi + b2 + ... + b, = a l + a2 + ... + a, 
(vgl. Ziff. 33). Z. B. gilt 

( ) 
_ () __ (1 (u + v) a (u - v) 

pup V - a (u)S a (v) 2 • (153) 

Neben der o-Funktion hat WEIERSTRASS noch drei weitere Funktionen 0I (u), 
02 (u), Os (u) eingefUhrt. Sie sind defirtiert durch die Gleichungen: 

Dann gilt 
-~--~- _ al (u) 

yp(u) - el - a(u) , 
,~- as (u) / as (u) 
vp(u) - e2 = a(u) , lp(u) - ea = a(u) , 

(154) 

(155) 

und zwar sind durch diese Gleichungen die Quadratwurzeln samt ihrem Zeichen 
festgelegt. Die Funktionen odu), 02(U), os(u) sind ganze, gerade Funktionen 
von u, die fUr u = 0 den Wert 1 annehmen. Ferner wird 

p'(u) = -2 adu) :(~~~ as(u) . (156) 

38. Thetafunktionen. Wir fUhren ein ffir allemal folgende klassischen 
Bezeichnungen ein: 

'Y}1 = 217, 172 = 2'Y}', 

7: = 002 = 00', q = einr , 1 
WI (0 

i.1CU 

V = ~ z = ei;rv = e 2w • 
200' 

(157) 
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Die Reihenfolge der Eckpunkte 0, WI' WI + W 2 , W 2 soil den positiven Umlaufsinn 
des Periodenparallelogramms angeben, so daB also 

0(1»0 1) und iqi =e- n ,;)«) <1. 
Ferner sei 

qlX = einTIX und ZIX = eint·lX. 

Wir definieren nun die Thetafunktionen durch folgende Gleichungen: 

n::::: ~OO 

1J1,= -00 

(158) 

n::; -00 

n= -00 

Sie sind ganze Funktionen2) von v; {}l ist ungerade, die uhrigen sind gerade. Fuhren 
wir die Bezeichnungen (157) ein, so ergeben sich ihre Darsteilungen als F ouriersche 
Reihen: 

tJ 2 (v) = 2 qt cos n v + 2 q't cos 3 n v + 2 q¥ cos 5 n v + 0 0 0 , 
{}1(V) = 2qt sinnv - 2q1sin3nv + 2q2fsin5nv - 000, 1 
{}3(V) = 1 + 2qcos2nv +- 2q4cos4nv + 2q9 cos6nv +.00, (159) 
1~O (v) = 1 - 2 q cos2n v + 2q4 cos4n v - 2q9 cos6n v + 0 0 00 

Diese Reihen, die sog. Thetareihen, konvergieren fUr jeden Wert von v. Ihre 
EinfUhrung gewahrt den Vorteil, die elliptischen Funktionen als Quotienten 
je zweier dieser auBerordentlich stark konvergierenden Reihen darstellen zu 
k6nnen. Man erhalt namlich: 

,]u' 
2w --

a (u) = -&i (0) e2 (O {}1 (v) , 

(k= 1,2,3), 

(k=1,2,3)· 

(160) 

Dabei bedeutet der Strich die Ableitung nach v ,1~4 ist durch {}o zu ersetzen. 
Fur v = 0 erhalten wir 

tJ;.(o) = 2n(ql - 3q! + 5q~!--7q¥ + 0 0 0), 1 
{}2(0) = 2q{ + 2q! + 2q¥ + 2q;~ + 000, J~ 
{}3 (0) = 1 + 2q + 2q4 -+ 2q9 + 0 0 0, I 
{}o(O) = 1 - 2q + 2q4 - 2q9 + 000, 

(161 ) 

Die Thetafunktionen sind als Funktioncn von T regulare Funktionen von 1 

in der oberen Halbebene, d. h. fUr ,s(T) > o. Sie genugen der partiellen Diffe
rentialgleichung: 

82 {} (v, ,) _ 4. 8 {} (v, ,) 
a~- 2n-8-,-· 

1) 0«,) = '2' wenn ,= '1 + i,z· 2) Vgl. Ziff.11. 

(162) 
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39. Verwandlungsformeln und Nullstellen der Thetafunktionen. Ferner 
befriedigen sie eine Reihe von Funktionalgleichungen, die man erhalt, wenn 
man u urn die Halbperioden w und w' vermehrt. Sie sind nach A. HURWITZ in 
folgender Verwandlungstabelle zusammengestellt: 

Verwandlungstabelle der 8-Funktionen. 

1 

I 
• fl. 

I I v+"2 v+"2 'v+-+- v+ 1 V+T v+l+. 
2 2 

If1 {}2 im{}o 

\ 

m{}a - {}l -k {}1 k {}1 
{}2 - {}l m{}a -im{}o - {}2 k {}2 -k {}2 
{}a {}o m {}2 I im{}l {}a k {}a k {}a 
{}o {}a im{}1 I m{}2 {}o -k {}o -k {}o 

(163) 

Dabei bedeutet 
_ (i'H + inv) 

m=q-tz-1=e 4 , k=q-lz-2==e-(inT+2inv). 

Die Tabelle ist so zu gebrauchen: Wollen wir 

1~"'(V+; + ~~) (,u,'I' = 0,1,2; <x=0,1,2,3) 

bestimmen, so nehmen wir die Horizontalreihe, vor welcher ~'" steht, und die 

Vertikalreihe, welche mit v + ~ + ~"( iiberschrieben ist, und finden dort den 

gesuchten Wert. Z. B.: 

( 
1 " - (inr +iJTV) 

~2V+-2+2)=-im/}o=-ie 4 ~o(v). 

Die folgende Tabelle gibt die Nullstellen der ~-Funktionen und die zu
geharigen Werte von Z2 = e2in 'l!. 

Tabelle der Nullstellen der '!9>-Funktionen. 

V I 2inv z = e 

{}l n + n'~ q'n' 

{}2 n+n/T+~ 
2 

_q2n' (164) 

Os 
1 , _q2n'+1 n+n'r+-+ -
2 2 

{}o n+n"+~ 
2 

q'n'+l 

n und n' durchlaufen alle ganzen Zahlen von -00 bis +00. 
Die GraBen e1 • e2 , ea, L1 (Ziff .. 35) stellen sich in folgender Weise durch die 

~-Funktionen mit dem Argument v = 0 dar: 

-Vel - e2 = .;: iJO(0)2, -Vel - e3 = 2:, iJ3(0)2, I 
-Ve2 - ea = 2: ~2(0)2, VA = 4:aiJi(0)2. 

( 165) 

Ferner gelten die Relationen: 

'&1(0) = n ~2 (0) ~a (0) ~o (0), ~O (0)4 + ~2 (0)4 = ~a (0)4. (166) 

Endlich erwahnen wir noch die Darstellungen der Thetafunktionen als 
unendliche Produkte. Es gelten die Formeln: 
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{}l (v) = 2qf sinnv Jl (1 - q2n) (1 - q2n z~) (1 -- q2 nz- 2) 
n=l 

00 

{}2(V) = 2q!cosnvJl (1- q~n) (1 + q2 nz2) (1 + q2n z -2) 

(167) n=l 
00 

{}3(V) = IT (1- q2n) (1 + q2n-l z2),,(1 + q2n-l z -2) 
n=l 

00 

{}o(v) = n (1- q2n) (1- q2n-l z2) (1- q2n-lz-2) 
n=l 

und fUr v = 0 
00 

{}~ (0) = 2 nqtIT (1 - q2n)3 
n=l 

00 

{}2(0) = 2nqtJl (1 + q2n)2(1_ q2n) 
n=l (168) 

00 

{}3(0) = n (1 + q2n-l)2(1_ q2n) 
n=l 

00 

{}o(o) = n (1 - q2n-l)2(1 - q2n) 
n=l 

daher 

Ll = (~r2 q2 II(1 _q2n)24 
. n=l 

(169) 

Aus (132), (169) und (167) ergibt sich fUr n~t) die Partialbruchzerlegung 

(170) 

i:rtu 

als Funktion von Z2 = e W • Die beiden auf der rechten Seite auftretenden 

Summen konvergieren absolut und gleichmaBig in jedem Bereich der z2-Ebene, 
in welchem kein Glied der Summe einen verschwindenden Nenner hat. Aus (170) 
folgt 

00 

:rr 2:rr ~ q'n . 
~(2(.ov) = 2TJv + 2;;;-ctgnv + -;;;..::;.; 1-_--;rsm(2nnv). 

n=l 

( 171) 

Die Entwicklung gilt fUr den Parallelstteifen der v-Ebene, welcher von den 
Parallelen zur reellen Achse durch den Ptmkt T und seinen konjugierten 1: be
grenzt wird. Weiters gilt 

00 

'Yl = ",,2 (~ _ 2 ~ _~q~) 
./ W 12 ~ 1 - q'n 

11,:::;1 

_ (:rr)6 ( 1 7 ~ n0 q2n) 
ga --;;; 216 - -3"::;'; 1- q2n • 

n=l 

(172) 
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40. Die Jacobischen Funktionen. In vielen Fallen ist es zweckmaBiger, 
sich statt der WeierstraBschen Funktion go (u) der von JACOBI eingefiihrten 
Funktionen sin am u, cos am u, !':c,. am u (Sinus amplitudinis, Cosinus ampli
tudinis, Delta amplitudinis) zu bedienen. Wir wollen im folgenden statt der 
Jacobischen Bezeichnungen die von GUDERMANN gebrauchten verwenden, nam
lich snu,cnu,dnu 1). 

Es sei 3(7:) > 0, q = einT • Wir definieren die Jacobischen Funktionen 
durch die Gleichungen: 

wo 
u 

V = .nJa(O)2 • 
Es gelten folgende Beziehungen: 

sn2u + cn 2u = 1, dn2u + k 2sn2u = 1, 

k heiBt der Modul dieser Funktionen, 

k' _ JO(O)2 
" - Ja(O)2 

(173 ) 

(174) 

wenn ('175) 

(176) 

das K 0 m pIe men t des Mod u 1 s. Zwischen k und k' besteht die Beziehung 

k 2+k'2=1. (177) 

Nach JACOBI setzt man gewohnlich 

K - ~{} (0)2 iK' - K7: - ~{} (0)27: (178) -2 3 ' - -2 3 . 

Wir verstehen unter -Vii, -V k', V~ stets die Werte 

Vi-~~ l~_~~ V~=~~ 0~ 
- ifa(O) , V - J 3 (0) , k J 2 (0) 

und konnen dann statt (173) setzen: 

Snu_~Jl(V) cnu=l(k~{}~~l dnu_1/k,ifa(v) (180) - yli Jo(v) , V k Jo(v) , - V Jo(V) . 

Die Verwandlungstabelle (163) der {}-Funktionen iibertragt sich ohne weiters auf 
die Jacobischen Funktionen. Man erhalt: 

Verwa n dl un gs ta belle der Jacobischen Fun k t ion e n. (181) 

u + K I u + iK' u+K+iK' u+2iK' I u+2K+2iK' 

en u 1 dnu 
sn 

dnu k k enu 
-snu snu 

sn u 
-snu 

_ k' sn u i dnu k' 1 
en ---- -~--- -enu -enu 

dnu k snu k en u 
en u 

dn k,_1_ . enu ik' sn u dnu -dnu -~--
dnu snu enu 

-dnu 

1) Uber die Namen Sinus amplitudinis usw. und fiber die Bedeutung der Jacobischen 
Funktionen als Umkehrfunktionen elliptischer Integrale s. Ziff.47. 
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sn u ist also eine ungerade elliptische Funktion mit den Perioden 4K, 2iK', en u 
eine gerade elliptische Funktion mit den Perioden 4K, 2K + 2iK' und dn u 
eine gerade elliptische Funktion mit den Perioden 2K, 4i K'. Die Potenz
reihenentwicklung von sn 1l nach Potenzen von u beginnt mit dem Gliede u, 
en(O) = dn(O) = 1. 

Nullstellen, Pole und Perioden def Jacobischen Funktionen. (182) 

Nullstellen Pole Primitive Perioden. 

sn u 2nK + 2n'iK' I 2nK + (2n' + 1)iK' 4K, 2iK' 

en u (2n + 1)K + 2n'iK' 
I 

2nK + (2n' + 1)iK' 4K, 2K + 2iK' 

dnu (2n + 1)K + (2n' + 1)iK' I 2nK + (2n' + 1)iK' 2K, 4iK' 

n und n' durchlaufen alle ganzen Zahlen von -00 bis +00. 

Die Jacobischen Funktionen sind elliptische Funktionen zweiten Grades, 
die angegebenen Perioden primitive Perioden. 

41. Differentialgleichungen und Additionstheoreme der J acobischen 
Funktionen. Die Jacobischen Funktionen genugen den Differentialgleichungen: 

dsnu 
--= enudnu 

du (d~:Ur = (1 - sn2u) (1 - k2sn2u) 

(d~: ur = (1 - en2u)(k'2 + k2en2u) oder dcnu 
du = - snudnu (183) 

(ddnU)2 , -;ii;;-- = - (1 ~ dn2 u)(k 2 - dn2 u) 

Ihre Additionstheoreme lauten: 

ddnu 
-- = - k2 snuenu du 

( +) snucnvdnv + snvcnudnu 
sn ~t v = 1 _ k2sn2usn2v 

en(u + v) = cnucnv - snu: dnu s~dn v 
1 - k2sn2usn2v 

dn(u + v) = dnudnv - k2snucnu snv cnv 
1 - k2sn2usn2v 

(184) 

Fur limS(r) = + 00 bei fest em ffi(r) wird limq = 0, limk = 0, lim2K = n, 
2iK' ruckt ins Unendliche, limsnu = sinu, limen1l = cosu, limdnu = 1-
(Zusammenhang mit den goniometrischen Funktionen.) 

Nach (165) und (178) ist 

2K = n-&g(0)2 = 2w-V~~ 

2iK' = 2Kr = 2w'yel - eg 

k'2 = el - e2 • 

el - ea 
(185 ) 

Daraus ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen den WeierstraBschen 
und J acobischen elliptischen Funktionen: 

u u+w u + w + w' U + w' 

cn2 sn2 1 
(ea - el) dn2 p - el (el - ea)- (el - e2)- (e2 - el)-~ 

sn2 en2 dn2 

dn.2 1 (el - e2) (ea - e2 ) sn2 
(ea - e2) cn2 

(186) 
fJ - e2 (el - e3)-2 (e l - e2)-

dn2 sn en2 el - e3 

1 dn21 en2 
(ez - ea) sn2 gJ - e3 (e l - e 3) -2 (el - e3)-2 (e z - e3)-

sn en I dn2 

Handbuch der Physik. III. 17 
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Die Uberschriften in der erst en horizontalen Zeile bedeuten die Argumente von SO 

in 50 - el , 8J - e2 , gJ - ea; das gemeinsame Argument von sn, en, dn ist u-ye1 - ea. 
Z. B. ist 

42. Bestimmung der Perioden aus den Invarianten und dem Modul. Fur 
verschiedene Zwecke ist es notwendig, aus den Invarianten g2 und ga die Perioden 
WI und (1)2 zu bestimmen (vgl. z. B. Ziff. 43)· Es seien also g2 und ga gegeben, 
so daB die Diskriminante der Gleichung 

4xa - g2x - ga = 0, (187) 

also die GroBe (139) LI = g-~ - 27 g~ von Null verschieden ist. Nach Gleichung (135) 
und (136) sind el , e2 , ea die Wurzeln von (187). Ihre Reihenfolge sei so gewahlt, 
daB e2 zwischen el und ea liegt, falls die drei Punkte el , e2 , ea in einer Geraden 
liegen. Aus Gleichung (185) ergeben sich die Moduln k 2 und k'2 und zwar so, 
daB keiner einen negativen reellen Wert hat und ebenso keinen positiven rellen 
Wert, der ;:? 1 ist. k und k' seien jene Werte der Quadratwurzeln aus k 2 und k'2, 
deren reelle Bestandteile positiv sind. Die GraBen K und K' ergeben sich aus 
den Formeln (vgl. Ziff. 47): 

1 1 

K-f dx K'-j' dx - ]11 - x 2 ]11 - k2 x 2 ' - ]11- x2 v'1=J12x2 (188) 
o 0 

Den Quadratwurzeln in den Nennern sind jene Werte beizulegen, deren 
reelle Bestandteile positiv sind. Die Integrale sind direkt als Grenzwerte von 
Summen nach der Definition zu berechnen (mechanische Quadratur). Tafeln 
dafUr findet man fUr reelle Moduln in dem in Ziff. 50 zitierten Werke von LEGEN

DRE. Die Gleichungen 
, iK' 

W ----- reI - ea ' 

w' 
T=

w 
(189) 

[vgl. Gleichung (185)J liefern jetzt ein Paar primitiver Halbperioden w und w' 
der zu g2 und g3 gehorigen SJ-Funktion. Die reellen Bestandteile von K. K'. 

~/, IJ: ergeben sich als positiv. Der Wert der Quadratwurzel in (189) kann be

liebig fixiert werden. 
Spezielle FaIle: 

1. g2 = ° liefert ] = 0, 

2. ga = ° liefert ] = 1 , 

ni 

k 2 = e 3, 

k 2 = -1, 

2ni 

T =Z. 

Weil im FaIle 1. die 4 Punkte el , e2 , ea, 00 ein aquianharmonisches und im 
Fall 2. ein harmonisches Doppelverhaltnisl) haben, nennt man den ersten Fall 
den aquianharmonischen und den zweiten den harmonischen. 

43. Elliptische Gebilde. Die in dieser Ziffer behandelte Transformation 
elliptischer Gebilde wird verwendet bei der Reduktion der eIliptischen Integrale 
(Ziff. 45). Unter einem elliptischen Grundgebilde verstehen wir die Gesamt
heit aller Wertepaare (x, y), welche der Gleichung 

(190) 

1) Vgl. Kap. 3. Ziff. 7, k 2 ist gemaB (185) das DoppelverhaItnis dieser vier Punkte. 
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genugen. Die Gleichung G(x) = 0 solI lauter verschiedene Wurzeln haben, 
also durfen ao und al nicht gleichzeitig verschwinden, sonst ware namlich die 
Doppelwurzel 00 vorhanden. c sei eine Wurzel von G (x) = 0, also ist G' (c) =1= o. 
Wir setzen 

G'(c) 
cp(u) = 4p(u) _ t G"(c) + c. (191) 

Dann lassen sich die Punkte des elliptischen Gebildes (190) darstellen in der 
Form 

x = cp(u), y = cp'(u). (192) 
Durch die Substitution 

G'(c) 
x = H _ fl- G"(C) + c , Y= 

4G'(c) 'YJ 
(193) 

geht namlich (190) uber in 
rJ2 = 4~a - g2~ - ga. (194) 

Die Funktion f.1 (u) in (191) ist zu bilden aus den Invarianten g2 und ga, die durch 
die Formeln 

g2 = ~ [Gil (c) + G' (c) Gil' (c)] 1 

g, ~ ~, [J G'(,) G"(,) G"'(,) - G"(')~ - 12 ~ 32 G'(,) , G'V (,) I (195) 

gegeben sindl). Diese Invarianten treten dann als Koeffizienten g2 und g3 in (194) 
auf. (194) nennt man das WeierstraBsche Gebilde. Es wird befriedigt durch 

~ = f.1(u), rJ = f.1'(u). (196) 

1st (190) speziell als sog. Legendresches Gebilde gegeben, namlich in der Form 

~=0-~0-~~, 0m 
wo k2 von 0 und 1 verschieden ist, so bestimme man ein zu k2 gehoriges 'l nach 
Ziff.42 und bilde die zu diesem 'l gehOrige Funktion sn u nach Ziff.40. Dann 
wird (197) befriedigt durch 

dsnu x = snu, y = ------rIU. (198) 

Durch die Gleichungen (192) sind die Stellen des Gebildes und die Punkte eines 
Periodenparallelogrammes von f.1(u) umkehrbar eindeutig aufeinander bezogen, 
wenn man die Stelle x = 00, y = 00 zum Gebilde rechnet. Analoges gilt fUr 
die speziellen FaIle (194), (196) und (197), (198). 

44. Riemannsche FHiche des elliptischen Gebildes. Da wir yom Rand 
des Periodenparallelogrammes ABCD (s. Abb. 11) nur die Strecken AB und AD 
mit AusschiuB der Punkte B und D zum Parallelogramm 1Jr-------, 

rechnen durfen, wenn wir ein eindeutiges Entsprechen / Ie> 
haben wollen, so nehmen wir folgende Deformation vor: 
Wir denken uns das Parallelogramm aus einem bieg-
samen, ausdehnbaren, aber nicht zerreiBbaren Stoff, .4 0' Abb.ll. Periodenparalleiogramm. 
rollen es zu einer Rohre zusammen und heft en den 
Rand AB auf DC; hierauf biegen wir die Rohre zu einem Ring zusammen 
und heften den jetzt geschlossenen einen Rand AD der Rohre auf den anderen 

1) Geschieht nach dem Verfahren von Ziff.42, indem man die zugehorigen Perioden 
und aus ihnen die p-Funktion bildet. Die durchgefiihrte, in x und ~ linear gebrochene Sub
stitution (193) bringt die Wurzeln der Gleichung G(x) = 0 nach e1 , e2 , e3 , 00, ihr Doppel
verhaltnis, der Modul, bleibt dabei ungeandert. 

17* 
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BC. Jeder Punkt des so entstandenen Torus ist eindeutig umkehrbar auf eine 
Stelle des Gebildes bezogen. Die Stelle x = 00, y = 00 mtissen wir dabei zwei
mal zahlen. Einer stetigen Lagenanderung des Punktes entspricht eine stetige 
des Wertepaares (x, y). Die zusammengehefteten Rander bilden einen Meridian 
C und Parallelkreis C' des Torus [siehe (Abb. 12) C, C']. Der Torus ist in der 

AD 

BC 

Abb. 12. Torus. 

Abbildung langs der Kurve C aufgeschnitten. Der 
Torus ist die Hauptform der Riemannschen Flache 
des Gebildes. 

0' Eine zweite Form erhalten wir in folgender Weise: 
Wir bezeichnen die Wurzeln der Gleichung G (x) = 0 mit 
cI , c2 , Ca, c4 und nennen sie die Verzweigungspunkte 
des Gebildes. An einer davon verschiedenen Stelle gibt 
es wegen y = ± fG (x) zwei zugehorige Werte von y, 
namlich + fG(x) und - yG(x). Beim Durchlaufen 

einer geschlossenen Linie, die sich selbst nicht schneidet, geht y in seinen 
ursprtinglichen Wert oder in -y tiber, je nachdem die Linie eine gerade oder 
ungerade Anzahl der Verzweigungspunkte einschlieBt (vgl. Ziff. 26). 1st 
ao = 0, so muB c4 = 00 gesetzt werden. Wir schneiden die x-Ebene durch eine 
sich selbst nicht schneidende Linie von ci nach C2 und ebenso von C3 nach C4 , 

so daB sich die beiden Linien nicht treffen. Wir markieren bei jedem x-Wert 
einen der zugehorigen y-Werte und den andern in einem zweiten Exemplar der 
x-Ebene, das so auf dem ersten liegt, daB zwei denselben y-Wert reprasentierende 
Punkte tibereinander liegen. Jeder der Schnitte hat in beiden Ebenen zwei 
Ufer, ein positives und ein negatives. Wir heften das positive Ufer in der ersten 
Ebene an das negative in der zweiten und umgekehrt, das negative Ufer in der 
ersten an das positive in der zweiten und zwar bei beiden Schnitten. So ent
steht die zweite Form der Riemannschen Flache. Sie laBt sich stetig in die Haupt
form deformieren. Auf der Riemannschen Flache sind x und y und daher jede 
rationale Funktion R(x, y) eindeutige Funktionen des Ortes. 

45. Elliptische Integrale und ihre Reduktion auf die Normalform. Wir 
denken uns zwei Punkte PI und P2 der Riemannschen Flache und verbinden 
sie durch eine Linie L. Dann nennen wir das langs L von PI bis P2 erstreckte 
Integral 

P. 

J = f R (x, y) dx = f R (x, y) dx (199) 
L P, 

ein bestimmtes elliptisches Integral. 1st der Endpunkt P2 variabel und 
fUgen wir noch eine willktirliche Konstante hinzu, so erhalten wir eine Funktion 
der x-Koordinate von P2' 

J = j R (x, y) dx (200) 

fUr we1che~~ = R(x,y) ist, ein sog. unbestimmtes elliptisches Integral. 

Durch die Substitution (193) geht J tiber in J= jP(;,'Y/)d;, woP eine 
rationale Funktion von; und 'Y/ ist. (200) liefert dann 

J = j P[gJ(u) , gJ' (u)] gJ' (u) du = j F(u)du, 

wo F(u) eine elliptische Funktion von u ist. F(u) laBt sich in der Gestalt (149) 
darstellen, woraus durch Integration folgt: 

J = CI + Cu + zAlna(u - a) + Z A' 1;(u - a) 
- Z[A" gJ(u - a) + ... + A(k-l) gJ(k-3) (u - a)] 
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Die letzte Summe ist eine elliptische Funktion, daher rational in SO (u) und So' (u), 
also auch in x und y, daher gleich R1 (x, y). Ferner ist 

~A' C(u - a) = C(u)~A' + ~ A' [' (u - a) -, (u)J, 
die letzte Summe ist wieder eine elliptische Funktion und kann daher in R1 (x, y) 
aufgenommen werden. Nach dem zweiten Liouvilleschen Satze (Ziff. 33) ist 
~A=O, also 

~ Alna(u - a) = 2' Alna (u - a) -lna(u) 2:A 

= ~ A {In a(a- u) + al(a) u}+ ex + f3u 
~ a(u) a (a) ala) 

(ein a = 0 entsprechendes Glied ist in der Summe zu unterdrticken), daher 

] = C +c1 U + C2 qu) + ~ A {In :~:)-:(:i + C(a) u} + R1(x, y) . (201) 

Die einzelnen Glieder haben in ~ und 'YJ folgende Gestalt: 

1. u = fdu = f~~(~) = f~~ 
(elliptisches Normalintegral erster Gattung), 

f J--d~ 2. '(u) = - So (u)du = - ~ 

(elliptisches Normalintegral zweiter Gattung), 
a(a-u) 

3. In a(u)a(a) + ,(a)u = lna(u - a) -lna(u) + '(a)u -lna(a), 

= I'(u - a) du - I C(u) du + I'(a) du = Ii ~i:~ ~ :/(~) du, 

= Ii '1 + '10 d ~ fUr ~o = SJ (a), 'YJo = SJI (a) nach (148). 
~ - ~o '1 

(elliptisches N ormalin tegral dri t ter Ga t tung) 

46. Eigenschaften der elliptischen Normalintegrale. Wir betrachten die 
torusformige Hauptform der Riemannschen Flache des elliptischen Gebildes 
(Ziff. 44; Abb. 12). Dem Uberschreiten der Kurve C entspricht eine Anderung 
von u urn WI' weil dabei u vom Rand AB zum Rand CD gelangt; analog bei 
der Kurve C' eine Anderung urn W 2 • Daraus folgt fUr das bestimmte elliptische 
Normalintegral erster Gattung, wenn wir x, y statt ~, 'YJ schreiben, wo also y2,= 
4x3 - g2 X - g3: 

(202) 
p, 

wo m1 angibt, urn wieviel haufiger der Integrationsweg die Linie C von der 
negativen zur positiven Seite als in umgekehrter Richtung durchkreuzt, und 
m2 dieselbe Bedeutung fUr C' hat. Die positive Seite von C ist die aus AD, 
die negative die aus BC entstandene; bei C' ist AB die positive, CD die negative 
Seite. Insbesondere ist der Wert des tiber eine geschlossene Kurve erstreckten 
elliptischen Integrals gleich einer Periode. Die Perioden kommen also dadurch 
zustande, daB es geschlossene Wege auf der Riemannschen Flache gibt, die 
sich nicht auf einen Punkt zusammenziehen lassen, namlich die Parallelkreis
und meridianartigen Querschnitte des Torus. Dber eine geschlossene Kurve 
erstreckt, die sich auf einen Punkt zusammenziehen laBt, ist das Integral nach 
dem Cauchyschen Satze (vgl. Ziff. 9) Null. Das Integral erster Gattung ist also 
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eine auf der Riemannschen Flache iiberall endliche, unendlich-vieldeutige Funk
tion; seine Umkehrungsfunktion, x = 83(u), eine eindeutige, doppeltpenodische 
Funktion. 

Analog ergibt sich fUr das bestimmte elliptische Normalintr.gral zweiter 
Gattung: p, !XdX . 

12= --y-=CCU(PI)]-CCu(P2)]-ml'fh-m2'fJ2, (203) 
p, 

wo ml , m2 durch (202) und 'fJI' 'fJ2 durch (146) definiert sind. 'f}1J 'fJ2 heiBen die 
Perioden des Integrals zweiter Gattung. Es ist eine unendlich-vieldeutige Funk
tion mit einem Pol erster Ordnung1) in u = O(x, y = 00). 

Betreffs der bestimmten elliptischen Normalintegrale dritter Gattung er
halten wir folgende Resultate: Wir k6nnen annehmen, daB die Punkte u = 0 

- und u = a im Innern des Periodenparallelogrammes 

Abb. 13. Torus. 

liegen, und verbinden sie durch eine Kurve e" 
(Abb. 13). Ferner verbinden wir PI und P2 durch eine 
Kurve, die e, C', e" nicht trifft, und nennen das ent
sprechende Integral dritter Gattung la. Dann gilt fiir 

, einen beliebigen Weg von PI nach P2: 
p, 

I J'1 Y + Yo dx 1- . n n ( ) a= ----= a+2mn~+ml~41+m2~42' 204 
2 x - Xo Y 

p, 

Dabei sind ml und mz durch (202) definiert, die Perioden 
Q1 und Q 2 des Integrals dritter Gattung durch 

Q 1 = - a'fJl + C(a) WI + 2n1 ni, . . 
. (nl' n2 smd beshmmte ganze Zahlen) 

Q2 = - a'fJ! + C(a) w2 + 2nzn~, 
und m gibt an, urn wieviel haufiger der Integrationsweg PIPZ die Linie e" von 
der negativen zur positiven Seite iiberschreitet als in umgekehrter Richtung. 
la wird an den Stellen u = 0 (x = y = 00) und u = a (x = xo, y = Yo) logarith
misch unendlich. 

47. Legendresche Normalintegrale. GemaB Gleichung (198) ist wegen 
sn 0 = 0 die Funktion sn u die Umkehrungsfunktion des elliptischen Inte
grals erster Gattung in der Legendreschen Normalform 

x 
F- ( dx 

- )y(1 - X2) (1 - k 2x2) , 
o 

also x = snF2). Setzt man x = sinq?, so wird (205) 

(205) 

(206) 

also sinq? = snF. Man hat q? als Amplitude (vgl. Beispiel 1 in Ziff. 50) von 
F bezeichnet und geschrieben 

q? -;- amF, (207) 

daraus ergab sich x = sinq? = ?in am F, daher die Namen Sinus amplitudinis usw. 
Nach (206) und (207) ist dF 

dfj/ = Vi - k2 sin2fj/ , 

1) V gl. Ziff. 11. 2) Auf das Vorzeichen der Quadratwurzel ist zu achten. 
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also nach (175) 
damF =d F 

dF n. (208) 

Ferner ergibt sich aus (207) unter Beriicksichtigung von (186) und (202) eine Dar
steHung von u als Funktion von g;J (u), namlich 

/--] 1 . el - ea u = --== F [k, arc SIlll --- , 
reI - ea g;J(u) - el 

(209) 

wobei natiirlich auf die Mehrdeutigkeit der Quadratwurzeln und des Arcus
sinus gebiihrend Riicksicht genommen werden muB. Die Gleichung (209) ist 
gleichbedeutend mit 

(210) 

liefert also die Transformation des Integrals erster Gattung von der Weier
straBschen Normalform in die Legendresche. Eine solche Transformation erhalt 
man auch, wenn man im WeierstraBschen Integral die Substitution 

x = (e2 - e1)t2 + e1 (211) 

ausfiihrt. Dabei geht das WeierstraBsche Integral 

III 

iiber (vgl. Ziff. 35, 41). 

Wegen snK = 1 (vgl. Ziff.40) ist F(k, ~) = K. F(k, ~) heiBt das voll

standige Legendresche Normalintegral erster Gattung. Es gilt 
fiirlkl<1: 

F(k'~)=~I1 + ~[1'3"'(2n-1)12k2nl· 
2 2 ..::.. 2 . 4 ... 2n 

n=1 

(212) 

Die in Ziff. 50 angefiihrten Tafeln von LEGENDRE enthalten neben dem IntegralF 
noch das sog. Legendresche Normalintegral zweiter Gattung, das 
durch die Formel 

r'P j"'V1=k2X2 
E(k, cp) = V 1 - k2 sin2 cp dcp = Y dx 

1 - X2 
o 0 

(x = sincp) (213) 

definiert ist. Es ist tatsachlich ein eHiptisches Integral zweiter Gattung 
(s. Ziff. 45, 46), weil es im Unendlichen einen Pol erster Ordnung hat (vgl. Ziff. 11). 

48. Lineare Transformationen der elliptischen Funktionen. Unter einer 
linearen Transformation der Perioden versteht man folgende Substitution: 

w2 = IXW 2 + f3w 1 , WI = r W2 + bw1 , 

(IX, f3, r, b ganze Zahlen) . 
IXb-f3r=1 } 

(214) 

Die Funktionen g;J (u), qu), a (u) andernsich dabeinicht, die GraBen 1]1 und1]2erleiden 
dieselbe Substitution wie WI und W2; el , e2 , ea werden vertauscht. Die GraBen 
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g2' ga' L1 bleiben ungeandert, daher der Name Invarianten fUr g2 und ga' Das 

Periodenverhaltnis. = W 2 erleidet die Substitution l = IX ~ +4 [vgl. Gleichung (214)] 
W1 r~+u 

die nur von 1: abhangige absolute Invariante J [Ziff. (35)] andert sich nicht 
(daher der Name). Der ebenfalls nur von. abhangige Modul k 2, das Doppel
verhaltnisl) der vier Wurzeln der Gleichung G(x) = 0 (vgl. Ziff. 43), bleibt dabei 

entweder ungeandert oder nimmt einen der Werte k12 ' 1 - k2 , ~k2 , -k2 k
2 

, 
1- -1 

k 2
k--; 1 an. Diese Werte, zusammen mit k 2, sind die sechs Werte, die das Doppel

verhaltnis annimmt, wenn man die vier Wurzeln auf aIle moglichen Arten 
permutiert. Es gibt 24 Permutationen, und fUr je 4 tritt der gleiche Wert des 
Doppelverhaltnisses auf. Bezuglich der Thetafunktionen gilt 

1= 
I q' II (1 - q'2nJ3 i:ry , 

{} (_V_ i IX~ +1) __ 1_ ~ __ eYT+ov {} (v I t) (215) 
1 r~ + (j I '" + d - r~ + d 1 = l' q'II(1_ q2n)3 

wobei 
n=l 

. IXr+{i 
pr--

q'= e yr+o 

{}1 (v I.) bedeutet die mit dem Argument v und dem Periodenverhaltnis • 
ge bildete Thetafunktion (158). SpezielI wird: 

in: 

{}1 (v I • + 1) = e 4 {}l (v I.) , 
in 

(216) 

lh 
Dabei hat man fUr / i in der oberen Halbebene jenen Wert der Quadrat-

wurzel zu nehmen, der sich fUr • = i auf +1 reduziert. Man verwendet diese 
Formeln zweckmaBig bei numerischen Rechnungen. Es laBt sich namlich oft 
mit Hilfe einer linearen Transformation erreichen, daB das mit dem neuen .' ge
bildete q' absolut kleiner wird als das ursprungliche q, so daB die betreffenden 
Thetareihen noch rascher konvergieren. 

1st z. B. 
. ., 1 -r+is 

t = r + ZS, so 1St. = _. - = ----, 
T r2 + S2 

daher 

I i:r I S 

Iql=lei"'I=e-;-rs,lq'l= e-~ =e-r'+s" 

also I q' I < I q I, wenn It I < 1. 1m allgemeinen suche man die Subs titution 

l = IX ~ + ~ so einzurichten, daB - t;;:;: ffi (I) < t und I.' I::=:: 1. Dies liiBt 
?''f+U 

1) Vgl. Kap. 3, Ziff. 7. 
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sich immer erreichen. Der flir die Konvergenz schlechteste Fall tritt ein, wenn 
2in _",1'3 -~V3 

-,;' = e 3' In diesem Fall ist [rf [ = e 2, also allgemein [q' [ :=;; e 2 

= 0,0658. 
49. Landensche Transformation. Bedeuten sn(u, k), cn(u, k), dn(u, k) 

die zum Modul k gehOrigen Jacobischen Funktionen, so gilt die sog. Landen
sche Transformation: 

sn( (1 + k') u, ! ~ ~~ = (1 + k') sn (Ud:~~~ ~~' k) • (217) 

Sie ~esta ttet eine einfache Berechnung des Legendreschen Integrals F (k, ~) 
(s. Zlff. 47), . 

Man erhalt namlich folgende Regel: Bildet man aus zwei positiven Zahlen 

a und b ihr arithmetisches und geometrisches Mittel a ~ b und Va b, aus diesen 

Mitteln wieder die beiden Mittel usf., so erhalt man zwei Zahlenfolgen, die einen 
gemeinsamen Grenzwert haben, das sog. arithmetiseh-geometrische 
Mittel M(a, b) von a und b. Es gilt nun flir 0 < k < 1 und k' = + Vi=- k2 

K n 1 d K' n 1 . 
= 2 M(1,k') un = 2 M(1,k)' (218) 

50. Beispiele. 1. Ebenes rna thema t isehes Pen del. Lange l, 
Masse m, Elongation {}, Zeit t. Differentialgleichungder Bewegung: 

(219) 

Das Pendel werde in der Elongation {}o < ~ mit der Anfangsgesehwindigkeit 0 

losgelassen. Es fallt von der Elongation {} bis zur tiefsten Lage ({) = 0) in 
der Zeit 

wenn 

t = ifF(k, cp), 

k . f)o 
= SIll 2 , k . . f) 

SIllCP = sm 2 

(220) 

(221) 

gesetzt wird [ergibt sich dureh Integration von (219)J. 
die halbe Sehwingungsdauer t T, also 

(220) liefert fiir {} = Do 

T = 2 if F (k, ~) . (222) 

Ferner folgt aus (220) 

cp = am -v+ t, {} = 2 arc sin (sin ~o sn -v+ t) , (223) 

df) . Do l/i 
at = 2 SIll 2 en r T t . 

Wird das Pendel nieht mit der Anfangsgesehwindigkeit 0, sondern mit einer 
derartigen Gesehwindigkeit in Bewegung gesetzt, daB seine Energie E> mgl, 
so iibersehlagt es sich. Man erhalt dann flir die Fallzeit 

wo 

# 

t = !!.J(Tj df) = k lfT F(k !!...) 2Vg- F . f) V-g '2' 
1-k2sm2 -

2 o 

(224) 

(225) 
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ist, also ~ = 2 am U V ~ t) . (226) 

Die halbe Schwingungsdauer (~=:n) wird in diesem Fall 

~T = kl/LF(k :n:) 
2 g' 2 ' 

also die zum vollen Umkreis benotigte Zeit. 

T = 2k ll; F(k, :). (227) 

2. Rotation eines starren Korpers urn einen fixen Punkt 
ohne Einwirkung auBerer Krafte. 

Komponenten der Winkelgeschwindigkeit: p, q, r; 
Haupttragheitsmomente: A, B, C. 
Eulersche Differentialgleichungen der Bewegung: 

dp 
A lit = (B - C) qr , 

dq 
B lit = (C - A) rp, (228) 

dr 
C lit = (A - B)pq. 

Mit Rucksicht auf die Gleichungen (183) wird das System (228) nach KIRCHHOFF 
integriert durch den Ansatz: 

p = - pocn v(t - to), q = qosn v (t - to), r = ro dn v(t - to). (229) 
Die Konstanten Po, qo, ro, v bestimmen sich mit Berucksichtigung des Energie
und Flachensatzes 

A p2 + B q2 + C r2 = D Jl2 } 
A2p2+B2 q2+C2 r2=D2Jl2 (D, ,u=konst.) (230) 

aus _ l/D(D-C) _ l/D(D-C) _ l/D(A-D) (23 1) 
Po - It A (A - C) , qo - Jl V B (B - C) , fo - Jl V C (A - C) , 

_ 1/ D (A - D) (B - C) 
v-JlV ABC . 

D, Jl, to sind die Integrationskonstanten1). 

Die hier gegebene Darstellung der Theorie der elliptischen Funktionen schlieBt sich 
eng an das Lehrbuch von A. HURWITZ U. R. COURANT, Funktionentheorie, 2. Auf I. Berlin: 
J. Springer 1925 an, das dem Leser bestens empfohlen sei. Als ausfuhrliche Formel
sammlung kommt in Betracht K. WEIERSTRASS U. H. A. SCHWARTZ, Formeln und Lehr
satze zum Gebrauche der elliptischen Funktionen, 2. Auf I. Berlin: J. Springer 1893; als 
groBeres Tafelwerk: LEGENDRE, Traite des fonctions elliptiques, Bd. II, S. 221-363. 
Paris: Huzard-Courcier 1826. 

Li ter a tur: L. BIEBERBACH, Lehrbuch der Funktionentheorie, 2. Bde. Leipzig n. Berlin: 
B. G. Teubner 1921, 1926; H. BURKHARDT, Funktionentheoretische Vorlesungen, 3 Bde. 3. Aufl., 
bearbeitet von G. FABER, Berlin u. Leipzig: Walter de Gruyter 1920--1921; H. DUREGE, Ele
mente der Theorie der Funktionen einer komplexen veranderlichen GroBe, 5. Aufl., bearbeitet 
von L. MAURER. Leipzig: B. G. Teubner 1906; H. DUREGE, Theorie der elliptischen Funk
tionen, 5. Auf I., bearbeitet von L. MAURER, Leipzig: B. G. Teubner 1908; A. HURWITZ U. 

R. COURANT, Fnnktionentheorie, Bd. III der Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, 
2. Anfl., Berlin: Julius Springer 1925; E. JAHNKE U. F. EMDE, Funktionentafeln mit Formeln 
und Kurven. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1909; G. KOWALEWSKI, Die komplexen Ver
anderlichen nnd ihre Funktionen. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 191t. 

1) V gl. zu dies en Beispielen F. KLEIN U. A. SOMMERFELD, Dber die Theorie des Krei sels. 
Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1914; K. WEIERSTRASS, Mathematische Werke Bd. VI, 
Berlin: Mayer & Muller 1915. 



Kapitel 7. 

Reihenentwicklungen der mathematischen 
Physik. 

Von 

JOSEF LENSE, Miinchen. 

Mit 2 Abbildungen. 

I. Orthogonale Funktionensysteme. 
1. Definitionen. Die in diesem Abschnitt iiber orthogonale Funktionen

systeme betrachteten reellen Funktionen reeller Veranderlichen sollen in einem 
Grundgebiet G definiert und dort stiickweise stetig sein. Das Grundgebiet G sei 
fiir Funktionen einer Veranderlichen ein Intervall der X-Achse, fUr solche zweier 
Veranderlichen soIl es von einer stiickweise glatten (vgl. Kap. 1, Zif£. 12) Kurve 
begrenzt sein. Manchmal wird es notwendig sein, auch stiickweise stetige erste Ab
leitungen der Funktionen (also sog. stiickweise glatte Funktionen) vorauszusetzen. 
Wir definieren das inn ere Prod ukt (I, g) zweier Funktionen f (x) und g(x) durch 

(I, g) = f fgdx, (1) 

wo das Integral iiber das Grundgebiet G erstreckt ist. Es geniigt der Sch warz
schen Dngleichung 

(f, g) 2 oS (f, f) (g, g); (2) 

das Gleichheitszeichen gilt nur, wenn fund g einander proportional sind. 
Die Funktionen heiBen orthogonal, wenn (f, g) = 0 ist. Dnter der Norm 

einer Funktion f verstehen wir 

Nf = (I, f) = f f 2dx; 

ist Nf = 1, so heiBt f normiert. 
(3 ) 

Aus einem System von unendlichen vielen F unktionen VI' V2 , •.• , un ter 
denen fUr jedes beliebige r je r linear unabhangig sind, kann man ein 
System von normierten, orthogonalen Funktionen fPI' fP2' '" bilden, indem 
man fiir fPn eine geeignete lineare Kombination von VI' V2 , ••• , Vn wahlt. Dies 
geschieht durch die Rekursionsformel (0 r tho g 0 n ali s i e run g s pro z e B) 

rpk = -- k~1 [Vk - ~ fP. (fP., Vl:) l V NVk -~ (cp., Vk)2 .=1 

wo 
Vl 

fP1 = YNV
l 

und k = 2, 3 .... , n. 
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2. Konvergenz im Mittel. CPI' CP2' .•. sei ein normiertes Orthogonalsystem. 
Die Zahlen 

cy=(f,cpv) (v=1,2, ... ) (4) 
heiBen die Entwicklungskoeffizienten, Komponenten oder Fourier
schen Koeffizien ten von f in bezug auf das gegebene Orthogonalsystem. 
Sie ergeben sich als Losung der Aufgabe, die Funktion f durch eine Linear-

n 
kombination E Yv cpv im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate so zu 

v=1 
approximieren, daB das mittlere Fehlerquadrat 

(5) 

ein Minimum wird. Man erhalt gerade Yv = Cy. Sie erfullen die sog. Besselsche 
Ungleichung: 

00 

(6) 

Wenn es moglich ist, das Integral (5) fur jede Funktion f durch passende Wahl 
von n beliebig klein zu machen, so heiBt das System der cP vollstandig; in 
diesem Falle und nur dann ist in (6) das Gleichheitszeichen zu setzen. Es gilt 
dann also 

lim fI(f - i CYfPy )2 dx = 0, 
n--+-oo .. !1 v=l 

(7) 

n 
man sagt, die Funktion L: cvCPy konvergiert im Mittel gegen f; jedoch muB 

v=1 
keineswegs auch die Gleichung 

00 

t = 2: cycpv (8) 
v=l 

bestehen. Funktionen mit denselben Entwicklungskoeffizienten sind identisch. 
Die erwahnten Begriffe und Tatsachen lassen sich ohne weiteres auch auf 

Funktionen mehrerer Veranderlicher ubertragen; femer darf das Grundgebiet 
oder die Funktion f auch unendlich werden, wenn nur samtliche Funktionen 
samt ihren Quadraten integrierbar bleiben. 

Das orthogonale normierte Funktionensystem ist ein transzendentes Ana
logon im Raum von abzahlbar unendlich vielen Dimensionen zu den aufeinander 
senkrecht stehenden Einheitsvektoren des euklidischen Rn (vgl. Kap. 5, Ziff. 20), 
die Komponenten Cv der Funktion t entsprechen den rechtwinkligen Koordinaten. 

Beispiele fUr derartige vollstandige orthogonale Funktionensysteme sind 
die im folgenden behandelten Funktionen (Sinus und Kosinus der vielfachen 
Winkel bei den Fourierschen Reihen, Kugelfunktionen, Besselsche und Lamesche 
Funktionen). 

II. Fouriersche Reihen. 
3. Allgemeines. Man sagt, eine reelle Funktion t (x) einer reellen Verander

lichen x mit der Periode 2 Jl laSt sich in eine F 0 uri e r s c heR e i h e ent
wickeln, wenn die Darstellung gilt: 

00 

f(x) = lao + 2: (akcoskx + bksinkx). 
k=l 

(9) 
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Derartige Entwicklungen spielen in der Physik eine groBe Rolle. Sie zerlegen 
den durch die Funktion f (x) charakterisierten periodischen Vorgang in unendlich 
viele reine Sinusschwingungen, entsprechend den unendlich vielen Gliedern der 
Reihe. Man denke z. B. an die Zerlegung eines Klanges in den Grundton und 
seine Obertone. Daher riihrt auch der Name: Harmonische Analyse der 
Funktion f(x). 

Die Funktionen sinkx und coskx, nach den en entwickelt wird, gehoren 
zu den sog. Orthogonalfunktionen, d. h. das Produkt irgend zweier von ihnen, 
integriert iiber ein lntervall von der Lange 2 n gibt Null, ausgenommen den 
Fall, daB die beiden Faktoren des Produktes gleich sind. In Gleichungen: 

+n {O fiir k,* k' !sinkxsink'x dx = _ ' 
-;Jt n " k - k , 

1 ~os k x cos k' x d x = {~ " k '* k' 
_.. "0 " k = k' , 

(10) 

+n ! sin k x cos k' x d x = o. 

Diese Tatsache liefert eine einfache Methode zur Bestimmung der Koeffizienten: 
Man multipliziert Gleichung (9) mit sinh bzw. cosh und integriert von 
-n bis +n. Man erhalt so als Koeffizienten: 

+:r +n +;r 

ao= !If(~)d~, ak = ~rf(~) cosk~d~, 
n. 

bk = !.rf(~)sink~d~. (11) 

Diese Koeffizienten nennt man die Fou ri er s ch en K 0 n stan ten von f (x). Bei 
einer geraden Funktion verschwinden aIle b, bei einer ungeraden aIle a. Statt 
des IntervaIls (-n, +n) kann auch irgendein anderes IntervaIl von der Lange 2n 
genommen werden. 1st die Periode von f (x) nicht 2 n, sondern aIlgemein 2l, 
so fiihre man statt der Variablen x die Variable y durch die Gleichung 

(12) 

ein, dann hat die Funktion in y die Periode 2n. 
4. Bedingungen fUr die Entwickelbarkeit. Die rechte Seite der mit den 

Koeffizienten (II) gebildeten Gleichung (9) heiBt die zu f(x) gehorige Fouriersche 
Reihe. Hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz dieser Reihe sind fol
gende (sie gehen im wesentlichen auf DIRICHLET zuriick): f (x) soIl stiickweise 
glatt, d. h. selbst stiickweise stetig sein und eine stiickweise stetige Ableitung 
haben (vgl. Kap. 1, Ziff. 12). Die Reihe stellt dann an einer StetigkeitssteIle 
von j (x) die Funktion selbst, an einer Unstetigkeitsstelle Xo das arithmetische 
Mittel aus den in diesem FaIle immer existierenden rechts- und linksseitigen 
Grenzwerten von j (x) dar, namlich 

Hj(xo + 0) + j(xo - 0)]. (I3) 

Die Funktion darf auch eine endliche Anzahl von Unendlichkeitsstellen haben, 
wenn sie nur absolut integrierbar bleibt. 1st die Funktion in einem die x-Achse 
enthaltenden Streifen auBerdem noch analytisch, so konvergiert die Reihe gleich
maBig fiir aIle x und laBt sich beliebig oft gliedweise differenzieren und integrieren, 
wobei auch die neuen Reihen fUr aIle Werte von x gleichmaBig konvergieren 
und tiberall die entsprechenden Funktionen darstellen. 
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Es werde darauf aufmerksam gemacht, daB die Stetigkeit von t (x) allein 
fiir die Entwickelbarkeit nicht hinreicht, d. h. die Teilsummen der Fourierschen 
Reihe brauchen nicht gegen t (x) zu konvergieren, wenn t (x) auBer der Stetigkeit 
keine anderen Bedingungen erfiillt. Wohl aber konvergieren immer die arith
metischen Mittel der Teilsummen, die sog. Fejerschen Mittel, gegen die nur 
als stetig vorausgesetzte Funktion t (x), d. h. bedeutet 

n-l 

Sl(X) = ~, sn(x) = a; + .2: (ak coskx + bk sinkx), 
k=l 

( 14) 
n 

on(x) = : .2: sv(x) (n = 1, 2, 3, " .), 
v=l 

so ist 
lim On (x) = t (x) . 

n~oo 

Es HiBt sich also jede stetige Funktion durch trigonometrische Polynome, d. h. 
durch die On (x) approximieren. Approximiert man in den On (x) die Sinus und 
Kosinus durch die Teilsummen ihrer Potenzreihenentwicklungen, also durch 
Polynome in x, so erhalt man den auf WEIERSTRASS zuriickgehenden Satz: 
J ede in einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion t (x) laBt sich im ganzen 
Intervall gleichmaBig durch Polynome in x approximieren. Dieser Satz gilt auch 
fiir stetige Funktionen von mehreren Veranderlichen. Ferner gilt 

+,,; 

lim j[t(x) - sn(x)J2 dx = 0, 
n~oo 

-;cr; 

d. h. jede stetige Funktion wird im Mittel durch ihre Fouriersche Reihe approxi
miert. 

5. Gibbssches Phanomen. Die Fouriersche Reihe stellt eine Ubereinander
lagerung von einfachen Sinus5chwingungen mit immer kleinerer Amplitude und 
immer groBerer Frequenz dar. Bricht man die Entwicklung mit einer gewissen 

Anzahl von Gliedern ab, so erhalt man einen 
WelIenzug, der sich an die vorgelegte Funktion 

A anschmiegt. Nimmt man mehr Glieder, so er
halt man einen neuen WelIenzug, der sich noch 
besser anschmiegt, usf. Dabei ist folgende Er
scheinung von Interesse. Sei Z. B. die gegebene 
Funktion der aus den einzelnen geradlinigen 
Stiicken bestehende Zug (Abb. 1), also t(x) = .% 

C fiir -n < x < + n, j(x + 2n) = t(x). Hier 
ist j(nn - 0) = n, t(nn + 0) = -n, fiir alle 
ganzzahligen n. Als F ouriersche Reihe erhalt 

Abb. 1. Gibbssches Phiinomen. man 

S(x) = 2 (Sin x _ sin2X + sin3x _ sin4x + ... ). 
1 2 3 4 

In jedem Stetigkeitspunkte ist t (x) = 5 (x). Unstetigkeitspunkte sind 

x=nn (n=O, ±1, ±2, ... in inf.). 

Dabei ist S(nn) = 0, also wie es sein muB 

S(nn) = ·Ht(nn - 0) + t(nn + O)J. 
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Sn(x) sei die aus den ersten n Gliedern von 5 (x) bestehende Teilsumme. Die 
einzelnen Teilsummen Sn(x) (n = 1,2,3, ... usf.) stellen Wellenziige dar, die 
sich an die geradlinigen Stiicke anschmiegen, aber knapp vor dem Punkte A steil 
abfallen, alle durch den Punkt B gehen und sich knapp hinter dem Punkte C 
wieder an das nachste geradlinige Stiick anschmiegen. Man sollte nun meinen, 
daB sich in der Grenze, d. h. wenn man n bei variablem x ins Unendliche wachsen 
laBt, die Werte Sn(x) gegen den zickzackartigen Streckenzug haufen. Das ist 
jedoch nicht der Fall, sondern es geht das vertikale Stiick AC der Grenzkurve 
stets noch urn ein endliches Stiick iiber die Punkte A und C hinaus (Abb. I). 
Diese Erscheinung heiBt das G i b b sse h e Ph an 0 men. Sie zeigt sich bei allen 
Funktionen mit derartig6n Unstetigkeitsstellen. Bedeutet D die GroBe des 
Sprunges, also in unserem Beispiel die Strecke AC, so ist die aufgesetzte Ver
langerung ungefahr 0,09 D. 

Die vorangehenden Erorterungen beziehen sich auf die theoretische Ent
wicklung einer durch irgendein Gesetz gegebenen Funktion t(x), also auf die 
Darstellung t (x) = limsn (x). Fiir die Praxis kommen selbstverstandlich nur 

n_oo 
Annaherungen durch eine endliche Anzahl von Gliedern in Betracht, urn so 
mehr, wenn die Funktion, wie in der Praxis oft, graphisch durch eine gezeichnete 
Rurve oder numerisch durch Naherungswerte fiir bestimmte x-Werte gegeben 
ist. Die in solchen Fallen anzuwendenden Methoden mage man im Rap. 13, 
Abschn. III nachlesen. 

6. Fouriersches Integral. 1st t (x) im Intervall [-l, +lJ stiickweise glatt, 
so gilt in diesem Intervall die Darstellung: 

+1 

Ht(x + 0) + f(x - O)J = :Jt(~)d~ 
-I 

1 k:rrx k:rr$ . k:rrx . k:rr$ 00 [ +1 ~ +l 1 
+ T ~ cos -1-/ f W ("os -1- d ~ + sm -Z/ f (~) sm -1- d ~ 

1st t (x) derart im Intervall [- 00, + 00 J gegeben, so erhalt man durch den Grenz
iibergang 1-00 das sag. Fauriersche Integral: 

00 +00 

Ht(x) + 0) + t(x - O)J = ~ f du ft(~) cosu (x - ~) d~. (16) 
o 

Die Formel (16) gilt z. B. unter folgenden hinreichenden Bedingungen: Die 
Funktion solI in jedem endlichen Intervall stiickweise glatt (vgl. Rap. 1, Ziff.12) 

-00 

und ins Unendliche absolut integrierbar sein, d. h. es solI JI f(x) I dx existieren. 
+00 

Die Bedeutung des Fourierschen Integrals ist folgende: Wahrend bei der 
Fourierschen Reihe die Funktion durch Ubereinanderlagerung von unendlich 
vielen Sinusschwingungen erzeugt wird, deren Frequenz aIle ganzzahligen Viel
fachen der Grundfrequenz sind, wird beim Fourierschen Integral die Funktion 
in eine kontinuierliche Reihe von solchen Schwingungen zerlegt; im ersten 
FaIle haben wir ein diskontinuierliches, im zweiten ein kontinuierliches Spektrum. 
Beim Integral durchlauft die Frequenz der einzelnen Schwingungen aIle Werte 
von 0 bis (0 1). 

1) Die sogenannten Reziprozitatsformeln siehe Kap.8, Ziff. 5. 
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7. Funktionen von mehreren Veranderlichen. Hat man eine Funktion 
von n Veranderlichen t(x1 , X 2 , ••• xn) mit den Perioden 211 , 212"" 2ln in 
eine Fouriersche Reihe zu entwickeln, so macht man am besten den Ansatz: 

Dabei ist 

Geht man mit den I zur Grenze 00 iiber, so erhaIt man das entsprechende Fourier
sche Integral 

+00 +00 

I(x x) - f fA(u u)ei"'(UIX'+"'+UnXn)du d-u (19) 1'··· n- ... 1'··· n 1'··· ", 
-00 -00 

mit 
+00 +00 

A(u u) _1J JI(I: l:)e-i"'(Ul;l+"'+Un';-,,)dl: dl: l' ... n - 2" ... . \01' '" \On - \>1'" \On' (20) 
-00 -00 

Es soll hier davon abgesehen werden, genauere hinreichende Bedingungen fiir 
die Moglichkeit solcher Darstellungen anzugeben. 

III. Kugelfunktionen. 
s. Definitionen. Auch hier sollen im Hinblick auf die physikalischen An

wendungen nur reelle Argumente in Riicksicht gezogen werden. Dnter einer 
raumlichen Kugelfunktion nter Ordnung (solid harmonic) versteht 
man eine homogene Funktion nten Grades Un der rechtwinkligen Koordinaten 
x, y, z, die der Laplaceschen Gleichung 

02! 02! 02! 
.d/=~+~+~=0 (21) ox vy vZ 

geniigt, fUr die also .d Un = 0 ist. 
Un laBt sich bei EinfUhrung von Polarkoordinaten r, {}, ffJ in der Form 

schreiben 
Un = rn Sn({}, ffJ), 

wo Sn der Differentialgleichung 

10(. a!) 102! 
n(n + 1)1 + sinO> of} Slll& of} + sin2f} 0q;2 = 0 

(22) 

(23) 

geniigtl). Sn heiBt eine Kugelflachenfunktion (spherical surface har
monic) oder allgemeine Kugelfunktion oder Laplacesche Funktion. 

Gleichung (21) hat auBer (22) noch die mit demselben Sn({}, ffJ) gebildete 
Losung 

U_n_1=r-n-1Sn(i},ffJ). (24) 

Zu jeder Losung Sn({}, ffJ) von (23) gehOren also zwei homogene Losungen (22) 
und (24) von (21). 

1) Vgl. Kap. 5, Ziff. 7. 
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5n ({), cp) ist als Funktion von {} und cp auf der Einheitskugel definiert und 
enthalt 2n + 1 Konstante. Dementsprechend gibt es 2n + 1 linear unabhiingige 
Funktionen 5n ({), cp) bei festem n. Jene speziellen L6sungen der Differential
gleichung, die von cp nicht abhiingen, pflegt man mit P" zu bezeichnen und 
ihnen den Namen einer zonalen Kugel (flachen)funktion (zonal harmonic) 
zu geben. Andere Bezeichnungen fUr P" sind e i n f a c h e K u g e 1£ u n k t ion 
oder Legen dre s ch e s Pol yno m. P" geniigt der Differentialgleichung 

1 d (. df )' 
n(n + 1) t + sinO> dO> sm{} dO> = 0 (25) 

oder bei EinfUhrung von ~ = cos{} 

2 iFf df _ 
(1- ; ) d~2 - U d~ + n (n + 1) t - o. (26) 

9. Zonale Kugelfunktionen. Die eben definierten zonalen Kugelfunktionen P" 
treten auf bei der Entwicklung der reziproken Distanz B 
zweier Punk~e e A und B (Abb. 2). Sei A C = R, -~ 
BC-e, tX- R . ~ 

C A 
Es wird (~= cos{}): Abb.2. Entwicklung der Distanz 

nacb K ugeJfunktionen. 

(27) 

Diese Reihe konvergiert fUr I tX I < 1. Die P" geniigen der Rekursionsformel 

(n + 1)P"+1(~) + nP"_l(~) - ~(2n + 1)P,,(~) = o. (28) 

Daraus ergibt sich fUr Pn(~) die Entwicklung nach Potenzen von ~: 

p(~)=1.3'5 ... (2n-1)[~,,_ n(n-1) ~-2 
" n! 2(2n-1) 

+ n(n - 1) n - 2) (n - 3) ~-4 _ •.• 

2·4· (2n - 1) (2n - 3) 

+(-1)" n(n-1) ... (n-2v+1) ~"-2v •.. J 
2·4 ... 2" (2n - 1) (2n - 3) ... (2n - 2" + 1) + . 

(29) 

Die Reihe (29) ist so lange fortzusetzen, bis sie von selbst abbricht, d. h. Potenzen 
von ~ mit negativen Exponenten sind wegzulassen; Pn(~) ist ein Polynom 
nten Grades in~. Mit Hilfe der GauBschen Bezeichnungsweise fUr die hyper
geometrische Reihe (vgl. Kap.9, Ziff. 18) ergibt sich 

P (I:) = (-i)" 1 • 3 ... (2n - 1) F(- + 1 1. 1:2) I 
2" S" 2 . 4 ... 2n n, n "2'"2, S" , 

P (1:)=(_1)n 3 . 5 ... (2n+1)cF(_ +3 . .a. 1:2) 
21t+l S" 2 . 4 ... 2n <; n, n "2' 2' S" • 

Andere Darstellungen der zonalen Kugelfunktion sind folgende: 
als F ouriersche Reihe: 

(30) 

P,,(cos{}) = 1'~'.~'.(~.~: 1) {cosn{} + 1. (;~~ 1) cos(n - 2){}/ 

1'3.n(n-1) } (31) 
+ 1'2'(2n_1)(2n_3)cos(n-4){}+". 

(die Reihe ist bis zum konstanten Glied oder bis cos {} fortzusetzen; geht zuriick 
auf LEGENDRE und LAPLACE); 

Handbuch der Physik. III. 18 
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als Differentialquotient: 
1 d"(;2 - i)" 

Pn(~) = (2n)! ----;a,,- (32) 
oder 1 

yn+l an -;- (x' y, z rechtwinklige Koordinaten, ) 
Pn(cos{}) = (- 1)n nT a z" r, {}, q; zugehOrige Polarkoordinaten ; 

als bestimmtes Integral: 
" 

Pn(~)= :!(~+cosq;-V~2 1)ndq; (LAPLACE). 

o 
(33) 

Es ist immer I Pn(m < 1, Pn(1) = 1. Die Wurzeln der Gleichung Pn(x) = 0 
sind samtlich reell, verschieden und zwischen + 1 und - 1 gelegen. Sie sind 
paarweise von gleichem absoluten Betrage, aber entgegengesetztem Vorzeichen. 
Bei ungeradem n tritt noch die Wurzel 0 hinzu. Pn(~) ist eine gerade Funktion 
bei geradem n, eine ungerade bei ungeradem n. Die zonalen Kugelfunktionen 
sind Orthogonalfunktionen, d. h. es gilt 

und 

+1 

!Pn(;)Pm(;)d;=O, fallsm+n 
-1 

+1 

!Pn (;)2 d ; = 2n2.:j:1' 
-1 

(34) 

00 

Daraus folgt: LaBt sich I(x) in eine Reihe von der Form I(x) = ;E; AnPn(x) ent-
wickeln, so ist 1I~O 

+1 

An = 2 n 2+ 1 ! I W P n (;) d; . (35) 
-1 

Die Entwicklung ist bei stiickweise glatten 1) Funktionen moglich und stellt an den 
Sprungstellen das arithmetische Mittel des rechten und linken Grenzwertes dar 2). 

. Beispiel: I(x) = xm (m positiv ganz). 

xm = 1. 3 .• . ';!m + 1) {(2m + 1) Pm (x) + (2m - 3) 2m/ 1 Pm- 2(X) 

+ (2m - 7) (2m + ~).~m - 1) Pm - 4 (x) + ... (36) 

+ (2~ _ 4'1' + 1) (2m + 1) (2m - 1) ••• (2m - 271 + 3) Pm - 2" (x) + ... } 
2·4 ... 271 

(bis die Reihe von selbst abbricht). 
Eine Nebenbemerkung: Wegen ; = cos{} ist Pn(;) bei reellem {} nur 

im Intervall - 1 < ~ < + 1 als Funktion von ~ definiert. Von einer Erweiterung 
dieser Definition soli hier abgesehen werden. 

10. KugelfUichenfunktionen. Die allgemeinste Kugelflachenfunktion hat 
folgende Gestalt: 

11 

Sn ({), q;) = AoPn (cos{}) + L (A" cos'Vq; + B" sin 'Vq;) Pn." (cos {}) . (37) 
,,=1 

Dabei bedeutet 

Pn,,,(cos{}) = sin"{}P(~) (cos{}), (38) 

1) Vgl. Kap. 1, Ziff. 12. 2) Vgl. Kap. 13, Abschn. III. 
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Die Pn,v nennt man die zugeordneten Kugelfunktionen. Sie sind also nichts 
anderes als die mit der vten Potenz von sin -& multiplizierten vten Ableitungen 
der zonalen Kugelfunktionen. Fur sie gelten die Formeln: 

+1 

IPn,v(~)Pm,v(~)d~=O fur m+n 

und (39) 
-1 

Die einzelnen, linear unabhangigen Glieder einer Kugelflachenfunktion haben 
also die Gestalt 

(40) 

Wir k6nnen drei FaIle unterscheiden: 
1. Wenn v von 0 und n verschieden ist, liegen die Nullstellen von (40) auf 

den Parallelkreisen -& = konst. und Meridianen rp = konst. der Einheitskugel; 
(40) verschwindet also in einem von zwei Parallelkreisen und zwei Meridianen 
begrenzten Viereck der Einheitskugel nicht und heiDt daher tesserale Kugel
funktion. 

2. Fur 'V = n wird (40) bis auf einen konstanten Faktor~: nrp sinn -&, die 
Nullstellen liegen auf den Meridianen, das Viereck wird ein von zwei Meridianen 
begrenzter Kugelsektor, daher der Name sektorielle Kugelfunktion. 

3. jJ = 0 liefert die zonale Kugelfunktion Pn(cos-&), die Nullstellen liegen 
auf den Parallelkreisen, das Viereck wird eine Kugelzone, daher der Name 
zonal. 

Auch die allgemeinen Kugelflachenfunktionen sind Orthogonalfunktionen. 
Bedeutet namlich Sn eine Kugelflachenfunktion mit den Konstanten A, E und 
S~ eine solche mit den Konstanten A', E', so kommt bei der Integration uber 
die Einheitskugel, falls m =F n ist, 

:T 2.<: f diJI drp sin {) Sn(-&, rp) S~,({}, cp) = o. (41) 
o 0 

Bedeutet Y den Winkel zwischen den Richtungen ({), (p) und (-&1' CP1)' ist also 

COSY1 = cos-& COS{)1 + sin -& sin 171 cos(rp - CPl)' 

so gilt 
n 2n 

f d-&f drp sin -& Sn(-&, rp) P n(cos'Y1) = 2n4: 1 Sn ({)1' rp1)' (42) 
o 0 

Bezeichnet analog 1'2 den Winkel zwischen den Richtungen ({), rp) und (-&2' rp2)' 
und Y den Winkel zwischen den Richtungen (-&1' C(1) und (-&2' rp2), so gilt 

;r 2n 

f d-&Jdrp sin {) Pn(COSYl) Pn(COSY2) = ~ Pn(cos'Y) • 2n + 1 
o 0 

(43) 

11. Entwicklung einer Funktion nach Kugelfunktionen. Aus den Formeln 
(34), (39), (43) findet man fur eine auf der Einheitskugel definierte Funktion 

18* 
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I ({), rp), die gewissen Bedingungen genugt, folgende Entwicklung nach Rugel
funktionen: 

00 r n ] I({},rp) = ~lan,oPn(cosO) + ~(an,vcosvrp + bn,vsinvrp) Pn,,,(cos{}) , 

wo 
n 2n 

2n + 1 r r . an,o =~ .. I({}, rp) Pn(cos{}) sm{} d{}drp, (44) 
o 0 

} 
~ 2", 

an,v 2n + 1 (n - v)! • cos . 
b = ~ (n+ v)! j f t({},rp) Pn,v (COS{}) sin vrpsm{}dOdrp. 

n,V 0 0 

Hinreichende Bedingungen fUr die Entwickelbarkeit sind folgende (sie gehen 
im wesentlichen auf C. NEUMANN zuruck): Die OberfHiche der Einheitskugel 
soli durch ein Netz von stuckweise glatten Rurven in eine endliche Anzahl 
von Bereichen zerlegbar sein, so daB in jedem solchen Bereich I({}, rp) stetig 
ist und stetige erste Ableitungen hat. Dann gilt in jedem Stetigkeitspunkt die 
Formel (44). 

12. Kugelfunktionen zweiter Art. Die Differentialgleichung (26) hat auBer 
dem partikularen Integral Pn(~) noch ein zweites, davon unabhangiges parti
kulares Integral (vgl. Rap. 9, Ziff. 17): 

00 

Qn(~) = Pn($) f(~2 _ ~;Pn(~)2' 
~ 

P n (~) bezeichnet man daher auch manchmal als Rug elf u n k t ion e r s t e r 
Art, Qn(~) als Rugelfunktion zweiter Art. Pn(~) bleibt fUr alIe endlichen 
Werte von ~ endlich und stetig, lim Pn(n = 00; Qn(~) wird dagegen fUr ~ = :±1 

~~OO 

logarithmisch unendlich und verschwindet im Unendlichen. Da die Kugel
funktion zweiter Art in physikalischen Anwendungen selten auftritt, soIl von 
einer weiteren Besprechung abgesehen werden 1). 

IV. Besselsche Funktionen. 
13. Definitionen. Man definiert die Bess e Is c h e oder Z y lin d e r -

funktion erster Art der Ordnung n als dasjenige partikulare Integral der 
Differen tialgleichung 

d2y 1 dy ( n2) 
dx? + X dx + 1 - x2 Y = 0, (45) 

das fUr x = 0 endlich bleibt und bezeichnet es mit In (x). Fur positives n er
halt man die fUr aile x konvergente Reihe 

In (x) ~2n r(:n + 1) {1- 2.(2:
2+ 2) + 2 .4. (2n :~) (2n + 4) - ... , 

+ (-1)" 2'4'''2v(2n+2)~;:+4) "'(2n-+2~0} 
(uber r(n + 1) s. Rap. 6, Ziff.19) oder die Integraldarstellung 

~ 

In (x) = /;2nr(:n+ njcos(x cosrp) sin2n rpdrp. 
o 

(46) 

(47) 

1) Die Ausfiihrungen von III beruhen aufVorlesungen von F. HASENOHRL iiberElektrizitat. 
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Ferner gilt 
lim In(x) = o. 

Fur positives ganzes n oder n = 0 hat man 
n 

In(x) = :Icos(ntp - x sintp) dtp . 
o 
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(48) 

(49) 

1st n ein ungerades Vielfaches von i, so laBt sich die Reihe (46) summieren; 
es ist z. B. 

hex) = ~sinx, , ~(SinX ) b(x)= - --- cosx . 
2 Jl:X x (50) 

Als Besselsche Funktion zwei ter Art pflegt man dasjenige Integral der 
Differentialgleichung (45) zu bezeichnen, das fUr x = 0 unendlich wird (vgl. 
Kap.9, Ziff. 16). 1st n 'keine ganze Zahl, so erhalt man dieses Integral, indem 
man in der Reihe (46) n mit -n vertauscht. Fur ganzzahliges n ergibt sich 
fUr das zweite partikulare Integral: 

Yn(x) = a~,,~X) _ (-1)n aJa~(X) . (51) 

Die Besselschen Funktionen lassen sich auch durch Kurvenintegrale im kom
plexen Gebiet ausdrucken. Es sei Ll folgender Integrationsweg: Von - i 00 nach 0 
langs der negativen imaginaren Achse, von 0 bis -n langs der negativen reellen 
Achse, dann parallel der positiven imaginaren Achse nach -n + i 00; L2 bedeute 
das Spiegelbild von Ll bezuglich der imaginaren Achse, aber entgegengesetzt 
durchlaufen. Man definiert nun als Hankelsche Funktionen: 

Hi (x) = - !Ie- ix sin .+ih d •. 
JI: ' 

L, 

H~ (x) = - ~Ie-ixsin'+ih d •. 

L, 

Die Integrale sind langs der Wege Ll und L2 zu erstrecken. Diese Funktionen 
sind bei reellem A. und x konjugiert komplex zueinander, und zwar ist ihr reeller 
Teil gerade die Besselsche Funktion J;. (x). Wir setzen also 

Hi{x) = J;.(x) + iNA (x) , 

HHx) = J;.(x) - iNA (x) . 

Der imaginare Teil N;.(x) wird als N eumannsche Funktion bezeichnet. 
Fur ganzes A. ergibt sich: 

und 
N_;.(x) = (_1)ANA(X) 

YA(x) = nN;.(x). 

14. Eigenschaften. Rekursionsformeln: 

d J" (x) I () J () '\ 2 ---,rx- = n-l X - n+l X , 

2n 
In-dx) + In+! (x) = X In (x) . 

(52) 

Bei negativem, ganzzahligen n ist in diesen Formeln I-n(x) = (-1)n In (x) zu 

setzen. Die Gleichung ~ In (x) = 0, d. h. der gleich Null gesetzte Klammerx 
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ausdruck von (46), hat fiir ganzes, nicht negatives n unendlich viele, voneinander 
verschiedene, reelle Wurzeln. Dasselbe gilt von den Gleichungen 

~bJ!l = 0 und aJ (x) + bxdJ .. (x) = 0 dx n dx' 
wo a und b beIiebige Konstante sind. Die Besselschen Funktionen treten auf bei 

der Entwicklung von e{z(u- ~) nach Potenzen von y, es ist namlich 

(53) 
n= -00 

Sie sind Orthogonalfunktionen, d. h.: Sind v und VI zwei verschiedene Wurzeln 
einer der drei eben erwahnten Gleichungen 

In(x) =0, oder d~ .. ~X)=o, oder aJn(x)+bxd~n~x)=o, (54) 

so gilt 

1 

1 

jJn(VX)Jn(v1x)xdx = 0 
o 

2 jJn(vx)2xdx=J~(v)2+(1- ::)In(V)2, 
o 

(55) 

Mit Hille dieser beiden Integralbeziehungen lassen sich die Koeffizienten A" 
bestimmen, wenn eine Funktion t (x) in eine Reihe von der Gestalt 

t(x) = 1:, A" In(vx) (56) 

zu entwickeln ist, wo die Summe iiber samtliche Wurzeln einer der drei Glei
chungen (54) zu erstrecken ist. Man multipliziert einfach mit J n (v, x) und 
integriert von 0 bis 1. 

Die Entwicklung (56) ist fUr stiickweise glatte Funktionen (vgl. Kap. 1, 
Ziff. 12) moglich und stellt an den Sprungstellen das arithmetische Mittel des 
rechten und linken Grenzwertes dar. 

Die Besselschen Funktionen ergeben sich als Grenzfall der Kugelfunktionen 
durch die Formel 

--:t.n 

J () -Ii 2m(m-n)!(-1) 2 p ( ~) 
n X - m ,/ m n cos . 

m~oormJl1'3 ..• (2m-1)' m 
(57) 

Der Name ZyIinderfunktionen riihrt von ihrer Ve~endung bei Randwert
problemen fUr den Kreiszylinder her. 

v. Lamesche Funktionen. 
15. Elliptische Koordinaten. Sind x, y, z rechtwinkIige Koordinaten, 

a, b, c reelle Konstanten, so stellt die Gleichung 
x2 y2 Z2 

i2~ a2 + rl- b2 + (!2 _ c2 = 1 (58) 

bei variablem (} eine Schar konfokaler MittelpunktsfHichen zweiter Ordnung 
dar, deren Hauptachsenrichtungen mit den Koordinatenachsen zusammenfallen 
(vgl. Kap. 3, Ziff. 26). Durch jeden Punkt gehen drei solche Flachen, d. h. die 
Gleichung (58) hat bei festen x, y, z drei reelle Wurzeln in (}2. Sie seien A,2, p,2, '1'2. 
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Man nennt sie die elliptischen Koordina ten des Punktes x, y, z. Durch 
Wahl der Bezeichnung HiBt sich erreichen, daB 

'). > c > 11' > b > v > a. (59) 
Der Wurzel'). entspricht ein Ellipsoid, den Wurzeln 11' und v das ein- und zwei
schalige Hyperboloid. Der Zusammenhang zwischen den rechtwinkligen und 
elliptischen Koordinaten wird durch die Formeln (60) geliefert: 

(J.2 - a2) (ft2 _ a2) (v2 _ a2) 
X2 = -'---------;-;-;..-'--"--..--;-;;--'--'---=_ 

(b2 _ a2) (e2 _ a2) 

2 _ ().2 - b2)(ft2 - b2)(v2 - b2) 

Y - (a2 - b2)(e2 - b2) , 

().2 _ e2) (ft2 _ e2) (v2 _ e2) 
Z2 = -'-----,---c~___=_~~~ (a 2 _ e2)(b2 _ e2 ) , 

Fur das folgende seien noch die Abkiirzungen (61) eingefUhrt: 
1 A2 = ).2 (').2 - a2) (').2 - b2) (').2 - c2) , 

1 B2 = "2 (p,2 - a2) (P2 _ b2) (11'2 - c2) , 
ft 

ferner 

1 C2 =,,2 (v2 - a2) (v2 - b2) (v2 - c2) , 

1 Fi = A2 (').2 - 11'2) (').2 - V2) , 

1 
F~ = Jj2 (P2 _ V2) (P2 _ ').2) , 

F~ ~ ~2 (v2 - ').2) (v2 _ 11'2) • 

Dann lautet das Bogenelement in elliptischen Koordinaten 

ds 2 = dx2 + dy2 + dz2 = F~d').2 + F]dp2 + F~dv2 
und die Laplacesche Differentialgleichung 6 V = 0 (vgl. Kap. 5, Ziff. 7): 

(11'2 - 112) A ~(A ol'\ + (v2 _ )..2) B ~(BO V)+ ()..2 _ 11'2) c~(cO V)= O. 
. 0;' oI) Oft Oft 0" 0" 

Wegen der Gleichungen 

(11'2 - v2) + (v2 - )..2) + ()..2 - 11'2) = 0 I 
und 

;'2 (P2 _ v2) + 11'2 (v2 - )..2) + v2 (').2 _ 11'2) = 0 

(60) 

(61) 

(62) 

(63) 

(64) 

liiBt sich (63)unterVerwendung zweierreellen Konstanten s und S auch schreiben: 

(/t2 _,,2) {A ;;. (A °o~) + (S)..2 + S) V} 
+ (v2 _').2) {B O°ft(B ~:) + (Sp2 + S) V} = o. 

+ (').2 - 11'2) {C ;,,( C 00:) + (S,,2 + S) V} 

(65) 

Es sei nun L eine Funktion von).. allein, M dieselbe Funktion in 11' und N dieselbe 
Funktion in v. Dann machen wir fUr V den Ansatz 

V=LMN; (66) 
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(65) wird sieher befriedigt, wenn L der gew6hnlichen Differentialgleiehung 
zweiter Ordnung 

d ( dL) A d)" A dI + (sl2 + S) L = 0 (67) 

und M und N den beiden analogen Gleiehungen in ft und 'P geniigen. 
16. Eigenschaften der Lameschen Funktionen. 1st L, eine L6sung von (67), 

ein Polynom in 22 oder ein soIches Polynom, multipliziert mit einem oder mehreren 
der Faktoren 122 a2 , 1'22 - b2 , 122 c2, so nennt man es eine Lamesche 
Fun k t ion und zwar von der Ordnung n, wenn L in 2 vom Grade n ist. s und S 
konnen tatsachlich so gewahlt werden, daB sich die Losungen von (67) in dieser 
Weise darstellen lassen. Es wird s = -n(n + 1) und Seine bestimmte Funktion 
von a, b, c. LMN ist dann ein Polygnom in x 2, y2, Z2, gegebenenfalls noch 
multipliziert mit einem oder mehreren der Faktoren x, y, z. Die Wurzeln der 
gleich Null gesetzten Lameschen Funktionen sind reell. 

Fiihrt man statt 2 die durch die Differentialgleichung 

A=~ ~ 
definierte Variable u ein, so verwandelt sich Gleiehung (67) in 

d2L 
du2 + (S22 + S) L = 0, (69) 

L wird eine doppeltperiodische (elliptische) Funktion von u. (61) und (68) 
liefem namlich (vgl. Kap. 6, Ziff. 35): 

22 = fJ(u) + h, ·a2 = e1 + h') 
_ a 2 + b2 + c2 b2 = e2 + h, 

h- 3 ' c2 =ea +h. 
(70) 

Ais zweites partikulares Integral (vgl. Kap. 9, Ziff. 16, 17) von (69) erMlt man 
fUr s = -n(n + 1) bei passender Normierung 

u 

K(u) = (2n + 1) L(u) I ~:)2' (71) 
o 

Fur sehr groBes 2 geht L gegen 2n, K gegen ).."~l • 

Die Lameschen Funktionen sind Orthogonalfunktionen. Sind Li und Lk 
linear unabhangige Lamesche Funktionen, M i , Mb N i , Nk dieselben Funktionen 
mit den Argumenten ft und 'P, so gilt, wenn man mit LIOUVILLE 

1 p: = (22 - ft2) (22 - 'P2) (72) 

einfUhrt und do das Oberflachenelement des der Wurzel A entsprechenden 
Ellipsoids bedeutet: 

(73) 
Eine zweite Integraleigenschaft der Lameschen Funktionen ist folgende: 

D sei die Entfemung der Punkte mit den elliptischen Koordinaten (20' fto' 'Po) 
und (21' ftl' i'I)' Dann gilt 

1M (ft~N("o) l (20' fto' 'Po) do 

4", 
= 2 n + 1 L (20) K (AI) M (ftI) N ('PI) fur 21 > Ao ' 

4", 
= --+ L (21) K (20) M (PI) N ('PI) fur 21 < 20 ' 

2n 1 

(74) 
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Das Integral ist tiber das der Wurzel ).0 entsprechende Ellipsoid zu erstrecken; 
).0 ist also konstant, P,o und 'Vo sind Integrationsvariable und andern sich von 
Punkt zu Punkt, der Punkt ().l' P,l' 'VI) ist fest. 

17. Spezielle Lamesche Funktionen. 

Ordnung 0 (s = 0): Lo = Mo = No = 1, 50 = 0, 

Ordnung 1 (s = - 2): Ll = V).2 - a2, Ml = V p,2 - a2, N1 = V'V2 - a2, 

L2=V').2_b2, M2=Vp,2-b2, N 2=V'V2 b2 , 

La = VF=C2 , Ma = yp,l - c2 , N3 = V'V2 - c2, 

L1M1N1 = xV(b2 - a2) (c2 - a2), 51 = b2 + c2, 

L2M2N2 = Y l'fa2 - b2) (c2 - b2), 52 = c2 + a2, 

LaMa Na = Z l'fa2 - c2) (b2 - c2), 53 = a2 + b2. 
Ordnung 2 (von nun an sollen M und N nicht mehr angefiihrt werden) 

(s = - 6): 
L4 = y().2 - a2) ().2 - b2), 54 = a2 + b2 + 4c2, 

L5 = W - b2) ().2 - c2). 55 = 4a2 + b2 + c2, 

L6 = V().2 - c2) ().2 - a2), 56 = a2 + 4 b2 + c2 • 

L4 M4N4 = xy(a2 - b2) y(a2 - c2) (c2 - b2), 

LsMsNs = Y z(b2 - c2) V(b2 - a2) (a2 - c2) , 

L6M6N6 = zx(c2 - a2) y(c2 - b2)(b2 - a2). 

L7 =).2 - hI. 
Ls = ).2 - h~, 

hi und h~ sind die Wurzeln der Gleichung: 

1 1 1 
h2 _ a2 + h2 _ b2 + h2 _ c2 = 0 . 

Es ist a2 < h~ < b2 < h~ < c2 • 

57 = 4 (a2 + b2 + c2) - 6hi , 5s = 4 (a2 + b2 + c2) - 6h~. 

L7 M 7N 7 = (hi - a2) (hi - b2) (hi - c2)(h2 x
2 

2 + h2 Y~b2 + h2~ - 1). ,-a ,- ,-c 
LsMsNs ist der analoge Ausdruck mit h2 • 

Ordnung 3 (s = - 12): 

L9 = f).2 - a2 (').2 - hD , 
LlO = f).2 a2 (),2 - h~) , 

L11 = y').2 _ b2 (),2 - h~ , 

L12 = f').2 - b2 (),2 - h~) , 

h~ und h~ Wurzeln von 
311 

1t2 _ a2 + 1t2 _ iJ2 + 1t2 _ C2 = 0 , 

59 = 4a2 + 9b2 + 9c2 -10h~ 
10 4 

hB und h~ Wurzeln von 
1 3 1 

1t2 _ a2 + 1t2 _ b2 + h2 _ c2 = 0 , 

511 = 9a2 + 4b2 + 9c2 = 10h~. 
12 6 
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L 13 = V l2 - C~ (l2 - ~) , 

L14 = yl2 - C2 (l2 - ~) , 

h¥ und hi Wurzeln von 
113 

h2 _ a2 + h2 _ b2 + h2 -7 = 0 , 

513 = 9a2 + 9b2 + 4c2 - 10h¥ 
14 8 

18. Entwicklung nach Lameschen Funktionen. Aus den Orthogonalitats
eigenschaften der Lameschen Funktionen lassen sich die Entwicklungskoeffizienten 
einer auf einem Ellipsoid (l = konst.) definierten Funktion {]I berechnen. Gilt 
namlich 

so ist 

Beispiele: 

A - J tPMkNklda 
k- fM~N~lda • 

3X2 M7N7 MsNs 
A,2 _ a2 = 1 - (M - h~) (hr - a2) + (h~ - h~) (h~ - a2) • 

(75) 

(76) 

und zwei analoge Gleichungen durch gleichzeitige zyklische Vertauschung von 
x, y, z und a, b, c 1) • 

Literatur: R. COURANT u. D. HILBERT, Methoden der mathematischen Physik 
Bd. 1. Berlin: J. Springer 1924; R. v. MISES, Die Differential- und Integralgleichungen 
der Mechanik und Physik, 1. Teil. Braunschweig: F. Vieweg 1925; E. JAHNKE und 
F. EMDE. Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 
1909; speziell fiir die Lameschen Funktionen: H. POINCARE, Figures d'equilibre d'une 
masse fiuide, S. 113 bis 135, Paris: Gauthier-Villars 1902. 

1) Die vorangehenden Ausfiihrungen sind einer Vorlesung von S. OPPENHEIM iiber 
die Theorie der Gleichgewichtsfiguren entnommen. 



Kapitel 8. 

Lineare Integralgleichungen. 
Von 

JOSEF LENSE, Miinchen. 

1. Die drei Fredholmschen Satze. Unter einer linearen In tegralglei
chung zweiter Art (Fredholmschen Integralgleichung) versteht man 
eine Funktionalgleichung von der Gestalt 

b 

I(x) = <p(x) - AfK(x,~)<p(~)d~. (1 ) 
a 

Dabei bedeuten I (x) und K(x,~) stetige Funktionen im abgeschlossenen Bereich 
a < x :S b, a ~ ~ ~ b, A ist eine Konstante und <P (x) die zu suchende Funktion. 
K (x, ~) wird als der Kern der Integralgleichung bezeichnet. Die Zuordnung 
von <P (x) zu I (x) ist eine lineare, d. h. ist <P1 eine zu 11' <P2 eine zu 12 gehOrige 
Lasung der Gleichung, so ist die Lasung C1<P1 + C2<P2 der Funktion cd1 + c2/2 
zugeordnet, die c natiirlich als konstant vorausgesetzt. Die rechte Seite von (1) 
ist also ein sog. linearer Opera tor. 

1st I (x) = 0, so heiBt die Gleichung homogen. Sie kann dann neben der 
trivialen Lasung <P = ° noch andere <P1' <P2' .•• besitzen. Dann sind auch zu
gleich aIle linearen Kombinationen CI <PI + C2<P2 + ... Lasungen. Mehrere von
einander linear unabhangige Lasungen kann man daher immer als normiert und 
zueinander orthogonal voraussetzen, indem man sie dem Orthogonalisierungs
prozeB von Kap. 7, Ziff.1 unterwirft. Ein Wert A, fur den die homogene Gleichung 
von Null verschiedene Lasungen besitzt, heiBt ein Eigenwert des Kernes, die 
zugeharigen orthogonalen Lasungen <PI' <P2' ..• Eigenfunktionen des Kernes 
fiir den Eigenwert A. 1hre Anzahl ist beschrankt, d. h. zu jedem Eigenwert 
geh6rt eine endliche Anzahl von linear unabhangigen L6sungen, er ist, wie man 
sagt, von endlicher Vielfachheit. 

Die sog. Fredholmschen Satze lauten: 
1. Die Gleichung (1) hat eine und nur eine stetige Lasung <P (x), wenn A 

kein Eigenwert des Kernes ist; eben so hat in diesem Fall die sog. transponierte 
Gleichung 

b 

g(x) = <p(x) -AfK(~,x)<p(~)d~. (2) 
a 

wobei g (x) ebenfalls eine im gleichen Intervall stetige vorgegebene Funktion 
ist, eine eindeutig bestimmte stetige Lasung. 

2. 1st A ein Eigenwert, so hat die homogene Gleichung (1) eine endliche 
Anzahl r voneinander linear unabhangiger Lasungen 1fJv 1fJ2' ••. , 1fJr, ebenso 
die homogene transponierte Gleichung (2) r voneinander linear unabhangige 
L6sungen Xl' X2' ... , Xr' 
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3. 1st A ein Eigenwert, so ist die unhomogene Gleichung (1) dann und nur 
dann lasbar, wenn f zu samtlichen X orthogonal ist. Die allgemeine Lasung cp 
ist dann nur bis auf eine willktirliche additive Linearkombination C1'lfll + ... + Cr'lflr 

bestimmt, die man durch die Forderung der Orthogonalitat zu allen 'lfl eindeutig 
festlegen kann. 

2. Der li:isende Kern. Die Lasung ergibt sich im Fall 1. durch die sog. 
reziproke Integralgleichung 

b 

cp(x) = f(x) + Af~(x, ~1;A)f(~)d~. 
a 

Dabei ist der sog. lasende Kern oder die Resolvente die in A meromorphe 
Funktion (vgl. Kap.6, Ziff.13) 

""( /:'A) = D (x, ~; ).) 
J\, X,\,", D()') , (4) 

wobei 
D(A)=1+dlA+d2A2+d3A3+... } 

D(x,~; A) = K(x,~) + d1(x, ;)), + d2(x, ;)22 + ... (5) 

ganze Funktionen von 2 sind (vgl. Kap. 6, Ziff. 11). 
Ihre Koeffizienten berechnen sich aus den Rekursionsformeln: 

b 

dm = - ~ r dm-l(~'~) d~, do(~'~) = K(~,~), m J 
(6) 

a 

b 

dm (x, ~) = K(x, ;) dm + f K(x, t) dm_1(t, ;) d t, do(x, ~) = K(x, ~). 
a 

Der lasende Kern cler transponierten Integralgleichung (2) ist naturlich 
Sf(~, x; A). Der 16sende Kern gentigt den fUr ihn charakteristischen Funktional
gleichungen: 

b 

Sf(x,~; A) = K(x,~) + A f K(x, t) Sf(t,~; 2) dt, (7) 
a 

b 

Sf(x,~; 1) = K(x,~) + 2 f K(t, x) Sf(~, t; 1) dt. 
a 

Es besteht daher folgende Reziprozitat: Sf ist der lasende Kern von K und K 
ist der lasende Kern von Sf. Die Nullstellen von D (2) sind Pole (vgl. Kap. 6, 
Ziff. 11) des lasenden Kerns und gerade die Eigenwerte des Kerns. 1st Al eine 
k-fache Nullstelle von D (2), so ist die Vielfachheit dieses Eigenwertes r < k. 
1st Al eine k-fache Nullstelle von D(x, ~; .Ie), also 

D (x,~;.Ie) = (.Ie - 21)kdk (x,~) + (.Ie - 21)k+l d!.+dx,~) + ... , 
so hatD(.Ie) dort mindestens eine (k + 1)-fache Nullstelle, und dk(x,~) ist fUr 
aIle ~ eine zugehOrige Lasung der homogenen Gleichung. Entwickelt man (4) 
nach Potenzen von 1, so erhalt man die sog. N eumannsche Reihe: 

Sf (x,~; 2) = K(x,~) + ,L;2n K(n+l) (x, n (8) 
n=1 
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Dabei sind die Koeffizienten der Potenzen von A, die iterierten Kerne, durch 
die Rekursionsformel 

b 

K(n+l) (x, ~) = f K(x, t) K(n) (t, ~) d t, K(l) (x, ~) = K (x, ~) (9) 
a 

gegeben. Allgemein ist daher 
b 

K(m+n) (x,~) = f K(m) (x, t) K(n) (t, ~) d t. (10) 
a 

3. Ausgeartete Kerne. Darunter versteht man einen Kern von der Form 
p 

A (x, ~) = L: eXi (x) {li( ~). (11) 
i=1 

Man kann annehmen, daB die Funktionen eXi (x) und die Funktionen {li (~) je 
voneinander linear unabhangig sind; denn sonst kannte man eine dieser Funk
tionen durch die anderen linear ausdrucken und dann in (11) einsetzen, wodurch 
die Gliederzahl p verringert wurde. Die In tegralgleichung (1) wird flir diesen 
K~ p b 

I (x) = cp (x) - A L: eXdx) f {lM) cp(~) d ~ (12) 
.=1 a 

oder wenn wir 
Xi = ({li' cp), Ii = ({li' j), Gik = (eXi' {lk) (i,k=1,2, ... P) (13) 

setzen (vgl. Kap. 7, Ziff.1), (12) mit {l/c(x) multiplizieren und nach ~ integrieren: 
p 

Ilc = Xlc - A L:CkiXi (k = 1, 2, ... Pl. (14) 
;=1 

Damit ist die Integralgleichung auf ein System Yon P linearen Gleichungen mit 
den P Unbekannten Xi zuruckgefuhrt. Hat man dieses aufgelast, so erfolgt die 
Lasung von (12) durch 

p 

cp(X) = I(x) + A ~XieXi(X). ( 15) 
i=1 

Da nun jedes Polynom in x und ~ ein ausgearteter Kern und jede stetige 
Funktion sich nach dem WeierstraBschen Approximationssatz (vgl. Kap. 7, 
Ziff.4) durch eine Folge von Polynomen gleichmaBig approximieren laBt, so 
kann man eine Folge von ausgearteten Kernen An(x, ~) (n = 1, 2, ... ) an
geben, so daB 

(16) 
n--)o 00 

Wir lasen nun nach dem eben geschilderten Verfahren die Integralgleichung 
mit dem Kern An (x, ~), die Lasung sei en (x). Bleibt dann fur unendlich viele n 1) 
die Norm N en = a; (vgl. Kap. 7, Ziff. 1) unter einer festen Schranke, so ist 
auch die Norm von /!n - em = 'nm beschrankt. Konvergiert nun Cnm gegen 
Null, so konvergieren die en gegen die einzige Lasung cp(x) von (1). 1st dies 
nicht der Fall, so besitzt die Doppelfolge Cmn als Grenzschar gerade die r zu A 
geharigen Eigenfunktionen 'lfJl (x), ... , 'lfJ. (x). Die Funktionen 

r 

l)n(x) = en (x) + ~b,,'lfJV(X), (17) 
v=1 

1) Durch Weglassen bestimmter n kann man dies fur alle n erreichen. 
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die als orthogonal zu allen 1jJv bestimmt sind, konvergieren gegen eine zu den 1jJv 
orthogonale Lasung der unhomogenen Gleichung. 

1st dagegen lim a! = 00, so liefert die Folge en (x) als Grenzgebilde die 
n---+oo an 

Eigenfunktionen 1jJv' Dasselbe gilt fUr die Folge On (x), wenn die homogene 
Gleichung mit dem Kern An (x, ~) fUr unendlich viele (alle) n die Lasung On (x) hat. 

Man erhalt also durch diese von COURANT stammende Methode mit be
liebiger Genauigkeit eine Lasung der unhomogenen bzw. homogenen Gleichung 
durch Auflasung einer approximierenden Integralgleichung mit dem Kern 
An (x, ';). 

4. Symmetrische Kerne. Ein Kern K(x,';) heiBt symmetrisch, wenn 

K(x,';) = K(';, x). (18) 

Dann sind auch aile iterierten Kerne symmetrisch. Jeder symmetrische, nicht 
identisch verschwindende Kern besitzt Eigenwerte und Eigenfunktionen; sie 
sind dann und nur dann in unendlicher, und zwar abzahlbarer (vgl. Kap. 1, 
Ziff.1) Anzahl vorhanden, wenn der Kern nicht ausgeartet ist. Alle Eigen
werte eines reeilen symmetrischen Kerns sind reell. Die Summe der reziproken 
Quadrate der Eigenwerte konvergiert; die Eigenwerte haben also im Endlichen 
keine Haufungssteile (vgl. Kap.1, Zif£' 2). Der Kern heiBt positiv bzw. 
negativ definit, wenn die quadratische Integralform 

b b 

J(cp, cp) = j j K(x, .;) cp(x) cp(;) dx d'; (19) 
aa 

fUr alle stiickweise stetigen cp nur positive bzw. nur negative Werte annimmt; 
sonst heiBt er indefinit. Ein Kern ist dann und nur dann positiv definit, wenn 
alle seine Eigenwerte positiv sind. Die Eigenwerte eines symmetrischen Kerns 
lassen sich durch folgende Maximum-Minimum-Eigenschaft rekursiv 
definieren: Der n te positive Eigenwert von K (x, .;) ist der kleinste Wert, welchen 
die obere Grenze (Maximum) (vgl. Kap. 1, Ziff. 2) von] (cp, cp) annehmen kann, 
wenn die Funktion cp (x) den Bedingungen 

(cp,cp) =1, (CP,Vi) =0 (i=1,2, ... ,n-1) 
(vgl. Rap. 7, Ziff.1) unterworfen und dieses Maximum als Funktion der Vi 
betrachtet wird. Die Vi sind irgendwelche stetigen Funktionen. Das Minimum 
dieses Maximums wird angenommen fUr Vi = 1jJi (i = 1,2, ... , n - 1), g; = 1jJn, 
wobei die 1jJ die zu den n Eigenwerten geharigen Eigenfunktionen sind. Dabei 
wird ein Eigenwert von der Vielfachheit r (ein r-facher) auch rmal aufgeschrieben. 
Analog werden die negativen Eigenwerte durch das Maximum des Mimmums 
von ] (cp, cp) unter den entsprechenden Bedingungen definiert. Wir bez€ichnen 
die Eigenwerte mit l;; die zugeharigen normierten Eigenfunktionen mit CPi; unter 
den Ai kommen also auch r gleiche vor, wenn der betreffende Eigenwert r-fach 
ist. Die l; seien nach ihrer absoluten GraBe geordnet. Fur jede stetige Funktion 
von der Gestalt 

b 

g(x) =jK(x,;)h(';)d';, (20) 
a 

wo h (.;) stuckweise stetig ist, gilt die gleichmaBig und absolut konvergente 
Reihenentwicklung: 

00 

g (x) = ~)icpi (x) , wo gi = (g, CPo) = (h, CPi) 1· 
0=1 

(21) 
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Speziell erhalt man fur die Lasung der unhomogenen Gleichung (1) mit sym
metrischem Kern 

00 f. 
({i (x) = I (x) + A L.\. ~ A ({ii(X) , Ii = (I, ((ii), (22) 

i=1 t 

fUr die iterierten Kerne 

K(n) (x, ~) = .flPi(X~':d~) 
i=1 z 

tn = 2, 3, ... ). (23) 

Die Formel (23) gilt auch fur n = 1, wenn der Kern beschrankte Differenzen
quotienten hat (HAMMERSTEIN) oder stetig und definit ist oder nur endlich viele 
Eigenwerte von einem der beiden Vorzeichen hat (MERCER). 

5. Unstetige Kerne. AIle bisherigen Uberlegungen gelten auch bei Integral
gleichungen fur Funktionen von mehreren unabhangigen Veranderlichen, ferner 
auch fUr stuckweise stetige Kerne (abgesehen vom Mercerschen Satz), weil man 
jede stuckweise stetige Funktion im Mittel mit beliebiger Genauigkeit durch 
eine stetige approximieren kann. Schlief31ich durfen auch Unendlichkeitsstellen 

beim Kern auftreten, wenn nur die Integrale f f K(x, ~)2dxd~, fK (x, ~)2dx, 
f K(x, $)2d ~ existieren und unter einer fest en Schranke liegen. Dies ist z. B. 
der Fall bei Kernen, die fur x = ~ von niedrigerer als t ter Ordnung unendlich 
werden, bei zwei unabhangigen Veranderlichen bei Kernen K(x, y; ~, 1]), die 
fUr x = ~, y = 1] von niedrigerer alS erster Ordnung unendlich werden. 

Hierher geharen auch die Kerne der sog. Volterraschen In tegral
gleichungen, fUr die K(x, ~) = 0 fUr x <~. Sie haben keine Eigenwerte. 
Auf eine solche Gleichung fUhrt die allgemeine Abelsche Gleichung 

(24) 

wo G (x, ,;) stetig ist und fur x = $ nicht identisch verschwindet und 0 < IX < 1 
ist. Ihre Lasung fUr G = 1 ist 

(x) = sin an r f (0) + I~'($)d$ J. 
({i J( Xl-IX • (x _ $)I-IX 

o 
(25) 

Der Fall IX = t tritt beim Problem der Tautochrone auf. 
Die lineare Integralgleichung zweiter Art laBt sich in folgender Art auf 

ein System von unendlich vielen Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten 
zuruckfiihren : 

Sei W l (x), W 2 (x), ... ein vollstandiges Orthogonalsystem fur das Grund
gebiet G (vgl. Rap. 7, Ziff. 2). Wir setzen 

x;= (({i,Wi), li= (t,Wi), Ci/c=ffK(x,$)Wi(X)Wk($)dxd$. 

Dann geht die Integralgleichung (1) uber in das System: 

(i = 1,2,3, ... ). (26) 

Da wegen der Besselschen Ungleichung (vgl. Kap. 7, Ziff. 2) die Summen 
00 = 

J;tL ""'\-, 2 
4.J Cik 

i=1 i, k=1 
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konvergieren, gelten fUr dieses System analoge Satze wie fUr ein endliches System 
von endlich vielen Unbekannten (vgl. Kap. 2, Ziff. 14, 15). 

Wahrend die unendlichen Systeme, wie z. B. (26), die Verallgemeinerung 
der endlichen Systeme auf das Abzahlbar-Unendliche vorstellen, ist die Integral
gleichung ihr transzendentes Analogon im Kontinuierlichen. 

Unter einer linearen Integralgleichung erster Art versteht man eine 
Gleichung von der Form 

j(x) = jK(x,~) cp(~) d~. (27) 

Sie hat nicht immer eine Lasung cp (x) bei gegebenem j (x). Als Beispiele seien 
angefUhrt die einander gegenseitig bedingenden Gleichungen (Reziprozitats
formeln) : 

+00 

1 j' j(x) = V2n. cp(~)e-iX;d~, 
- 00 

+00 

cp(x) = _1 rt(~)eiX~d~. 
~p 

-00 

Sie folgen aus dem Fourierschen Integraltheorem (vgl. Kap. 7, Ziff. 6). 

(28) 

Literatur: R.COURANT u. D.HrLBERT, Methoden der mathematischen Physik. 
Bd. I. Berlin: Julius Springer 1924; R. v. MrsEs, Die Differential- und Integralgleichungen 
der Mechanik und Physik I. Teil. Braunschweig: F. Vieweg & Sohn 1925. 



Kapitel 9. 

Gewohnliche Differentialgleichungen. 
Von 

THEODOR RADAKOVIC, Wien, und J. LENSE, Miinchen 1). 

Mit 4 Abbildungen. 

1. Gewohnliche Differentialgl eichung en. 
1. Ordnung. 

1. Allgemeines. Existenztheorem. Unter einer gewahnlichen Diffe
ren tialgleich ung n-ter Ordnung versteht man eine Gleichung zwischen einer 
unabhangigen Variablen x, einer abhangigen Variablen y (x) und deren Ab
leitungen nach x bis einschlieBlich zur n-ten Ordnung 

( dy d2 y dny) 
F x,y, dx' dx?" "', dx" = O. (1 ) 

1m besonderen wird also unter einer gewahnlichen Differentialgleichung 
erster Ordnung eine Gleichung 

F(x, y, y') = 0 (2) 

verstanden 2). Eine Lasung der Differentialgleichung wird jede Funktion y (x) 
genannt, die, in die Differentialgleichung eingesetzt, diese identisch in x be
friedigt. Die Lasungen kannen natiirlich auch implizit gegeben sein; jede (stetige, 
differenzierbare) Funktion w (x, y), die durch Aufl6sung der Gleichung w (x, y) = c 
eine Lasung definiert, heiBt ein Integral der Differentialgleichung. Denken 
wir uns die Gleichung (2) nach y' aufgel6st 

y' = f(x, y), (3) 

wobei wir, falls die Auflasung mehrdeutig sein soUte, einen Zweig derselben 
wahlen, so ordnet die Differentialgleichung(3) einem Punkte der Ebene im 
allgemeinen eine Rich tung zu und bestimmt also ein Rich tungsfeld in der 
Ebene. Es geht daher im allgemeinen durch einen Punkt eine Lasung der 
Differentialgleichung. Den Inbegriff eines Punktes und einer durch ihn hindurch
gehenden Richtung nennt man ein Linienelemen t 3). So bezeichnet man z. B. 
bei einer Kurve als Linienelement dieser Kurve die Figur eines Kurvenpunktes 
und der durch ihn hindurchgehenden Tangentenrichtung. Durch die Differential
gleichung (3) wird nun jedem Punkte ein Liniene1ement zugeordnet, dessen 

1) Die Abschnitte I-III wurden von TH. RADAKOVIC, Abschnitt IV wurde von 
J. LENSE bearbeitet. 

2) Man spricht von einer gewiihnlichen Differentialgleichung zum Unterschied von 
einer partiellen, falls nur eine unabhangige Variable in ihr vorkommt. 

3) Es ist zu beachten, daB hier eine Ji.quivokation mit dem in der Differentialgeometrie 
gebrauchten Terminus "Linienelement" vorliegt, der dort eine ganz andere Bedeutung hat 
(vgl. Kap. 1, Ziff. 50). 
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Trager er ist. Die Aufgabe der Lasung einer Differentialgleichung besteht 
darin, eindimensionale Gesamtheiten dieser Linienelemente zu Kurven zu
sammenzufassen. 

Der Existenz von Lasungen versichert uns das Ex i s ten z the 0 rem. Sei 
eine Differentialgleichung 

y' = f(x, y) 

gegeben. Wir wollen annehmen, daB 1. f (x, y) in einem Bereiche B stetig sei, 
und daB es 2. der Lipschitzbedingung geniige, d. h., daB es eine positive 
Konstante K gebe, derart, daB fUr zwei Punkte (x, YI) und (x, Y2) des Bereiches f3 
die Ungleichung bestehe: 

if(x'Y1)-f(x'Y2)i<KiYI-Y2/. (4) 

[Die Lipschitzbedingung ist zufolge des Mittelwertsatzes stets erfUllt, wenn 
f (x, y) in Beine stetige partielle Ableitung nach Y besitzt.] Dann geht durch 
einen inneren Punkt xo, Yo des Bereiches B genau eine Lasungskurve der Differen
tialgleich ung. 

Der Beweis fUr das Existenztheorem kann mittels der Methode der suk
zessi ven Approxima tionen gefUhrt werden. Man wahle Y = Yo' weiter die 
der Differentialgleichung y' = f (x, Yo) geniigende Funktion 

.X 

YI = Yo + J f(x, Yo)dx 
Xo 

als erste Approximatio:p.; allgemein als n-te Approximation die der Differential
gleichung y' = f(x, Yn-'1) geniigende Funktion 

x 

Yn = Yo + [f(x, Yn-l) dx. (5) 
Xo 

Entweder kommt man bei diesem Verfahren nach endlich vielen Schritten zur 
Li:isung der Differentialgleichung; wenn nicht, so konvergiert (wie sich beweisen 
laBt) die Folge der Approximationen {Yn} fur genugend nahe bei Xo gelegene x 
gegen eine Funktion, we1che die durch xo, Yo hindurchgehende Li:isung der 
Differentialgleichung ist. 

Eine zweite Beweismethode des Existenztheorems ist durch die Polygon
methode gegeben. Wir tragen im Punkte Xo, Yo das durch die Differential
gleichung bestimmte Linienelement y~ = f (xo, Yo) auf und gehen auf seiner 

~ 
f 

Geraden bis zum Punkte Xl' YI = Yo + y6(xl - xo). 1m 
Punkte Xl' Yl tragen wir wieder das durch die Differential
gleichung bestimmte Linienelement y~ = f (Xl' YI) auf und 
gehen auf seiner Geraden bis zum Punkte 

x2, Y2 = YI + Yl (X2 - Xl) usw. 
Po . 

'--------.xc;; Wir gelangen auf dlese Weise zu eillE;m Polygonzug 
Abb.1. Polygonmethode. Po, PI' P2, ... , Pn' ... in der xy-Ebene, und es laBt sich 

zeigen, daB bei fortschreitend gegen Null gehender Ver
kleinerung der Abszissendifferenzen x~ - Xv -1 der Polygoneckpunkte die Polygon
ziige in einer hinreichend kleinen Umgebung von Xo gegen die durch xo, Yo 
hindurchgehende Li:isung der Differentialgleichung konvergieren. 

Es laBt sich von den so gefundenen Li:isungen auBer der Eindeutigkeit 
[daB durch den Punkt xo, Yo nur eine Lasung der Differentialgleichung (3) geht] 
weiter beweisen, daB sie als Funktionen der xo, Yo, d. h. der Anfangsbedingungen 



Ziff. 2. Existenztheorem. Allgemeine und partikuUire Losungen. Isoklinen. 291 

stetig und differenzierbar sind, auch daB sie, falls die rechte Seite der Differential
g~eichung eine stetige Funktion eines Parameters ), ist, 

y' = f(x, Yl),) 

ebenfalls stetig von diesem Parameter ), abhangen. 
1m komplexen Gebiet kann das Existenztheorem folgendermaBen aus

gesprochen werden: 1st f (x, y) im Bereiche Beine analytische Funktion von x 
und y, fUr die I f (x, y) I < Mist, so gibt es eine und nur eine analytische Funktion 
y (x), die fUr x = Xo den Wert Yo annimmt und eine Lasung der Differential
gleichung ist. 

Entsprechende Existenztheoreme gelten auch fUr Systeme von Diffe
rentialgleichungen erster Ordnung 

y;=fi(X'Yl,Y2, ... ,Yn); i=1,2, ... ,n (6) 

und, da jeder Differentialgleichung n-ter Ordnung 

y(n) = f(x, y, y', y", ... , y(n-l)), (7) 

zufolge der Substitutionen: y = Zl' y' = Z2' ... , y(n-l) = Zn em System von 
Differentialgleichungen erster Ordnung 

entspricht, auch fUr die Differentialgleichungen n-ter Ordnung. 
2. Allgemeine und partikulare Losungen. Isoklinen. Durch eine Diffe

rentialgleichung erster Ordnung 
y' = f (x, y) (9) 

wird eine eindimensionale Kurvenschar als Schar der Lasungen definiert, so daB 
die allgemeine Lasung von einer willkurlichen Konstanten abhangt: 

cp(x, y) = c. (10) 

So ist z. B. die allgemeine Lasung der Differen
tialgleichung 

I X 
V=--
~ Y 

gegeben durch die Kurvenschar 

x2 + y2 = c2. 

Die durch spezielle Wahl der Konstanten aus 
der allgemeinen Lasung sich ergebenden einzelnen 
Kurven heiBen partikulare Lasungen. 1m 
obigen Beispiel sind es die einzelnen Kreise mit 
dem Mittelpunkt im Ursprung. 

Urn zu einer geometrischen Veranschau
Abb.2. Isoklinen. 

lichung der Integralkurven zu kommen, geht man am besten von den Isoklinen 
aus. Unter den Isoklinen der Differentialgleichung 

y' = f(x, y) (11) 
versteht man die Kurven 

f(x, y) = c, ( 12) 

d. h. diejenigen Kurven, deren Punkten durch die Differentialgleichung eine 
und dieselbe Richtung zugeordnet wird. So werden Z. B. die Isoklinen der 
Differentialgleichung 

I X 
Y=-

y 

19* 
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von den Geraden durch den Ursprung gebildet, und die den Punkten einer dieser 
Geraden zugeordnete Richtung steht senkrecht auf der Geraden. 

Man zeichnet nun in der xy-Ebene ein geeignet dichtes Netz von Isoklinen 
und geht von einem Punkte einer Isokline in der zur Isokline geharigen Richtung 
aus, bis man zur benachbarten Isokline gelangt, von wo aus man wieder in der 
entsprechenden Richtung weitergeht usw. Auf diese Weise gelangt man zu 
einem angenaherten Bild des Verlaufes der Integralkurven. Von dieser erst en 
Annaherung kann man dann mittels der Methode der sukzessiven Approxima
tionen (vgl. Ziff. 1) zu weiteren Naherungen aufsteigen. Dabei kann man sich 
der graphischen Integration bedienen. 

3. Klassische Integrationsmethoden. 1m folgenden magen einige Typen 
von Differentialgleichungen erster Ordnung angegeben werden, bei denen man 
mit einfachen Methoden zu einer geschlossenen Darstellung des allgemeinen 
Integrals gelangt, d. h. die Lasung auf Quadraturen zurlickfiihren kann. 

a) Getrennte Variable. Die Differentialgleichung habe die Form 
, j(x) 

y = g(y)' (13) 

dann ist ihr allgemeines Integral gegeben durch 

fg(y)dy - ft(x)dx = C. 

b) Homogene Differentialgleichungen. Es sel 

Y'=t(~), 
dann kannen die Variablen durch die Substitution 

~ =t, y'=t'x+i 

( 14) 

(15 ) 

(16) 

getrennt werden, denn die Differentialgleichung geht dann liber in die Form 

i' x + i = j(i) 

i' = fJt'L~~ oder 
x 

in der die Variabeln getrennt sind. 

dt 
I(t) - t 

c) Differentialgleichungen von der Form 

y' - --~:.:-+~---+:-q--
- al x + bi y + C1 • 

dx 
x ' 

Falls abl - bal =F 0 ist, so haben die beiden Geraden 

ax + by + c = 0 und a l x + bly + cl = 0 

( 17) 

(18) 

( 19) 

einen Schnittpunkt gemeinsam. Durch Paralleiverschiebung des Koordinaten
systems x = x + iX, y = 51 + fJ bringe man den Koordinatenursprung in den 
Schnittpunkt der Geraden, dann geht die Differentialgleichung liber in eine 
von der Form 

(20) 

also in eine homo gene Differentialgleichung. 
1st abl - bal = 0, so hat die Differentialgleichung die Form 

, ax+by+c (+b ) 
y=l(ax+bY)+CI=cpax y. (21) 
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Bei Differentialgleichungen von der Form 

y'=q;(ax+by) 

293 

(22) 

konnen aber die Variablen durch die Substitution ax + by = t, a + by' = t' 
getrennt werden: 

t' = a + b q; (t) . 
d) Lineare Differentialgleichungen. Sie sind von der Form 

y' + p (x) y = q (x) . (23) 

Man geht aus von der Losung der zugehorigen homogenen1) linearen Differen
tialgleich ung : 

:Y' + P (x) Y = 0, (24) 

(25) 

und setzt dann die Integrationskonstante C gleich einer unbekannten Fuhktion 
u(x), die so zu bestimmen ist, daB die inhomogene Differentialgleichung be
friedigt wird (Methode der Variation der Konstanten). Es ergibt sich 

y' + P (x) y - q(x) = u' e- JPdx - pue-JPdx + p ue-Jpdx _ q = u' e- JPdx - q = 0 

als Differentialgleichung fUr u (x). Man erhalt also 

1t = !qeJpdxdx + C1 (26) 
und 

(27) 

als Losung der Differentialgleichung. Bei den linearen Differentialgleichungen 
und nur bei diesen ist 

y = Cf(x) + g(x) (28) 

eine ganze lineare Funktion der Integrationskonstante. 
e) Bernoullische Differentialgleichungen. Sie haben die Form 

y' + P (x) y + q (x) yn = 0, n =l= 1 

und konnen nach Division durch yn durch die Substitution 

z = yl-n, z' = (1 - n) y-ny' 

auf lineare Differentialgleichungen 
1 

1 _ n z' + p (x) z + q (x) = 0 

zuriickgefUhrt werden. 

(29) 

(30) 

(31) 

f) Riccatische Differentialgleichungen. Unter epIer speziellen 
Ricca tischen Differen tialgleich ung versteht man eine Differential
gleichung von der Form 

Falls m die Formen 

oder 

-4>< m=---
2>:-i-1 

-4>< m=---
2>< -1 

(32) 

(33) 

(34) 

1) Dabei ist der Ausdruck "homogen" nicht im friiheren Sinne zu verstehen, sondem 
es ist damit gemeint, daB das von y und y' freie Glied q (x) der linearen Differentialgleichung 
gleich Null ist. 



294 Kap.9. J. LENSE und TH. RADAKOVIC: Gewohnliche Differentialgleichungen. Ziff. 3. 

(x eine ganze positive Zahl) hat, so konnen die Variablen getrennt werden. Du 
erste Fall kann durch die Substitution 

a y = __ -Z-l 
m +1 (35) 

auf die Form 

(36) 

also auf den zweiten Fall, zuriickgefiihrt werden. Hier kann man durch die 
Substitution 

1 !; 
Z=---

t t2 (37) 

auf die Form 
a - 4(" - 1) 

t,' + C2 = (m + 1)2 Tn; n = 2(" _ 1) + 1 (38) 

kommen. Durch wiederholte Ausfiihrung beider Substitutionen kann die 
Differentialgleichung also schlieBlich auf die Form 

v' + v 2 = b (39) 

gebracht werden, in der die Variablen getrennt sind. 
1st die spezielle Riccatische Differentialgleichung von der Form 

y' + y2 = ax- 2, (40) 

so kann sie durch die Substitution 
1 

y=- (41) z 
in die homogene Differentialgleichung 

Z2 
i=1-a~ 0~ 

iibergefiihrt werden. 
Unter einer allgemeinen Riccatischen Differentialgleichung ver

steht man eine Differentialgleichung von der Form 

y' = r(x) + s(x)y -+- t(X)y2. (43) 

1st ein partikui1tres Integral u dieser Differentialgleichung bekannt, so kann 
ihre allgemeine Losung auf die Losung einer Bernoullischen Differentialgleichung 
(zuriickgefiihrt werden, indem man 

y = u -+- Z (44) 

setzt und so fiir z die Bernoullische Differentialgleichung 

z' = (s -+- 2tu) z + tz2 

erhalt, die wiederum durch die Substitution 
1 z=, 

(45) 

(46) 

in eine lineareiibergefiihrt werden kann. Die allgemeine Losung der linearen 
Differentialgleichung ist von der Form 

C = C/(x) -+- g(x) 

und die allgemeine Losung der Riccatischen Differentialgleichung daher von 

der Form 1 Cq.>l(X) + 11'1 (x) 

y = u -+- Cj(x) + g(x) Cq.>2(X) + 1p2(X) , (47) 
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also eine gebrochene lineare Funktion der Integrationskonstanten C. Die all
gemeinen Riccatischen Differentialgleichungen sind auch die einzigen Differential
gleichungen, bei denen dies der Fall ist. 

Diejenige partikuHire Lasung, die durch xo, Yo geht, kann bestimmt werden 
durch die Gleichung 

(47a) 

aus der sich C als linear gebrochene Funktion von Yo berechnet. Einsetzen von C 
in die allgemeine Lasung ergibt 

y=~~~+~~ ~~ 
Yo 0(2 (x) + (J2(X) , 

so daB also diejenige Lasung, die durch xo, yogeht, eine linear gebrochene Funktion 
von Yo ist. Beachten wir die durch Ausrechnung zu bestatigende Invarianz 
des Doppelverhaltnisses bei linearen Substitutionen: 

ay + b 
'\1=---' - cy+d' 

Y1 - Ya : Y1 - Y4_ = ~1 - ~a : ~1 - ~4 , 

Y2 - Ya Y2 - Y4 Y2 - Ya Y2 - Y4 
(49) 

so erkennen wir, daB das Doppelverhaltnis der Ordinatenwerte von vier Lasungen, 
die zur selben Abszisse x geharen, von dem Werte der Abszisse x nicht abhangt. 
Schneiden wir also vier Lasungen durch eine ParaIlele zur y-Achse, so hat das 
Doppelverhaltnis der vier Ordinaten denselben Wert fUr aIle diese Parallelen. 

Die allgemeine Riccatische Differentialgleichung geht durch die Substitution 
1 d logv y=-- -~--

t(x) dx 

In eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 

tv" - (t' + st)v' + rt2 v = 0 

tiber (vgl. dazu auch den Abschnitt tiber Variationsrechnung, Rap. 3). 

(50) 

(51 ) 

g) D' Alembertsche Differentialgleichungen. Integration durch 
Differentiation. Unter einer d'Alembertschen Differentialgleichung1) 

versteht man eine in x und y lineare Differentialgleichung 

F(x, y, y') = x!p(y') + y1p(y') + x (y') = 0. (52) 

Es sei z. B. 1p =1= 0: man fUhrt y' als neue Variable an Stelle von y ein durch 
die Gleichungen dy - y'dx = 0, 

G = y + x2(y') + p (y') = 0, (52a) 

(2 = ~,u = ~), 
dG = y'dx + 2 dx + (x2' + p')dy' = 0 

und erhalt dadurch eine lineare Differentialgleichung fUr x als Funktion von y': 

dx XJ.I + ft' 
dy' + Y' + J. = o. (53) 

Daraus kann x als Funktion von y' bestimmt werden und durch Einsetzen in 
die ursprtingliche Differentialgleichung ebenso y als Funktion von y'. Auf diese 
Weise erhalt man eine ParameterdarsteIlung der Lasung mit y' als Parameter. 

1) Sie werden auch Lagrangesche Differentialgleichungen genannt. Fur J. (y') = -y' 
(vgl. Gleichung 52a) erhalten wir den Spezialfall der Clairautschen Differential
gleichungen. der weiter unten in Ziff. 6 behandelt ist. 
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Diese Methode der Integration durch Differentiation kann immer angewendet 
werden, wenn in 

F(x, y, y') = 0 

yoder x fehlt und F = 0 nach x oder y auflosbar ist. 
Zum Beispiel: 

Hier fiihrt der Ansatz 
x = f(y'). 

dx = d; = f' (y') dy' 
y 

zur Parameterdarstellung der Losung 

x = f(y'); y + C = fY'f'(y')dy'. 

Der Fall, daB nicht die abhangige Variable y, sondern die unabhangige x 
fehlt: 

y = f(y') 
faUt unter den Typus (52 a). 

h) Exakte Differentialgleichungen. Eine Differentialgleichung 

P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 (54) 

heiBt exakt, wenn sie der Integrabilitatsbedingung 

oP oQ 
ay=a; (55) 

geniigt. Dann gibt es eine Funktion u (x, y), deren partieUe Ableitungen nach x 
und y die Funktionen P und Q sind: 

du = Pdx + Qdy. (56) 

Man bestimme nun u aus der Bedingung 

ou _ P ox - , 
also 

u =jPdx + <p(y) 
und <p (y) aus der Bedingung 

0: f Pdx + <p' (y) =Q. 

Durch u (x, y) = C wird dann die allgemeine Losung dargestellt. 

(57) 

(58) 

4. Multiplikator. Unter den Voraussetzungen des Existenztheorems hat 
die Differentialgleichung 

P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 

eine Losung f(x, y) = C, fUr die 

f",dx + fydy = 0 

ist. Also gelten die Gleichungen 

(54) 

(59) 

Die Funktion M(x, y) heiBt ein Multiplikator oder integrierender Faktor; 
durch Multiplikation mit M wird die Differentialgleichung Pdx + Qdy =.0 
zu einer exakten. Der Multiplikator geniigt der partiellen Differentialgleichung 

(60) 
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oder (60 a) 

oder endlich 

(60b) 

Hat man irgendein Integral dieser partiellen Differentialgleichung gefunden, 
so ist dadurch die Integration der urspriinglichen Differentialgleichung auf die 
einer exakten Differentialgleichung zuriickgefiihrt. 

1st M ein Multiplikator und I das allgemeine Integral der Differential
gleichung, so ist M I wieder ein Multiplikator. Denn es ist wegen (54): 

8(MfP) _ 8(MfQ) =Mp!!1- MQ~ = _MQ('~_dY + 8 f ) = O. 
8y 8x oy ox 8y dx 8x 

Umgekehrt ist der Quotient zweier Multiplikatoren Ml und M2 ein allgemeines 
Integral. Denn es ist 

dfl = M P + M Q dy 
dx 1 1 dx' 

df2 = M P + M Qd y 
dx 2 2 dx' 

wobei das allgemeine Integral sowohl durch 11 = c wie durch 12 = c dargestellt 
wird. Da 11 und 12 langs der Integralkurven konstant sind, ist 12 = CP(lI), und 
wir erhalten 

~j: = :: = CP'(ll)' 

wobei das allgemeine Integral wiederum ebenso wie durch 11 auch durch cP' (11) 
dargesteHt wird. 

Unter Umstanden kann die Auffindung eines Multiplikators sich sehr einfach 
gestalten, so z. B. wenn die Differentialgleichung 

Pdx + Qdy = 0 

einen Multiplikator besitzt, der nurvon x abhiingt, d.h. wenn [vgl. Formel (60b)] 

~(ap _ aQ) 
Q oy ax 

eine Funktion von x allein ist. Dann kann dieser Multiplikator aus der Differen
tialgleichung 

1 dM _ 1 (0 P oQ) 
M ([X - Q oy - ax 

durch Quadratur bestimmt werden. 
Geometrische Bedeutung des Multiplikators. Denken wir uns 

die Integralkurven der Differentialgleichung 

Pdx + Qdy = 0 
durch 

I (x, y) = c, 

Ix = M P, Iy = MQ, 

gegeben, so bestehen fiir den Winkel l' der Normalen auf die Kurve 1= emit 
der x-Achse die Gleichungen 

Ix . Iy 
COSY = -Vf! + f;; SIllY = -Vf! +f~' 
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wobei durch positive Wahl der Quadratwurzel eine positive Richtung der Nor
malen ausgezeichnet wird.Gehen wir auf der Normalen im Punkte 5 der Kurve 
f = c urn h weiter bis zum Punkte 51 der Kurve f = c + LI c, so erhalten wir 

LI e t(x + h COSy, Y + h sinv) - t(x, y) 
It h 

und 

also 
M I · LIe = 1m 

h=o h Yp + Q2 :1 ~C+dC 
VP4Z -----.s~--------~~----~IR 

C Bezeichnen wir. mit LI R den Flacheninhalt 
Abb. 3. Geometrische Deutung des Multi- des Rechtecks, das von der Strecke h auf 

plikators. ---
der Normalen und der Strecke -V p2 + Q2 auf 

der Tangente im Punkte 5 aufgespannt wird, so ist 

M r LIe = 1m LlR" 
h=O 

(61) 

5. Satze von LIE. Die im vorhergehenden zur Lasung vQn Differential
gleichungen der Form 

P(X, y) dx + Q(x, y) dy = 0 , (54) 

verwendeten Methoden des Multiplikators und der Trennung der Variabeln er
halten ihre geometrische Beleuchtung durch die Liesche Theorie der Transfor
mationsgruppen. Zwei Gleichungen der Form 

Xl = q;(x, y, a); Yl = 'IjJ(x, y, a) (62) 

stellen eine Schar von Transformationen dar. Jedem Werte des stetig 
veranderlichen Parameters a entspricht eine Transformation Ta der Schar, 
die die Punkte X, y in die Punkte Xl' Yl iiberfiihrt. 1m besonderen wird diese 
Schar eine eingliedrige Transformationsgruppe (eingliedrig, weil sie 
bloB von einem Parameter a abhangt) genannt, wenn 1. die Aufeinanderfolge 
zweier TransformatiOnen Ta und Tb der Schar stets aquivalent einer dritten 
Transformation Tc der Schar ist, und 2. zu jeder Transformation T a der Schar 
die inverse T;,l ebenfalls in der Schar vorkommt (vgl. Kap. 2, Zif£. 16). 

DiePunkte Xl' Yl' in die ein Punkt X, Y durch samtIiche Transformationen 
der Schar iibergefiihrt wird, bilden die Bahnkurve des Punktes. Deuten wir 
den Parameter a als Zeit, so stellen die GraBen 

ax! a 'P (x, ya,) aa=--aa-; oy! a"" (x, y, a) aa = oa (63) 

die Geschwindigkeit dar, mit der P im Augenblick a die Stelle Xl' Yl passiert. 
Ersetzen wir durch Umkehrung der Transformationsformeln X, Y durch Xl' Yl' 
so erhalten wir hierfiir 

a Xl ( ) . a Yl ( ) aa = a Xl' Yl' a, aa = 'C Xl' Yl' a . (64) 

Liegt im besonderen eine Gruppe vor, 
Formeln die Gestalt an: 

so nehmen (wie sich zeigen laBt) diese 

1 
a(Xl' Yl' a) = ~(Xl' Yl)' w(a); 
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Durch die Parametersubstitution 

Satze von LIE. 

ao 

t _j' d_a 
- w(a) 

a 
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kann der Faktor w~a) zu Eins gemacht werden und die Gleichungen der Gruppe 

erhalten die Form: 

(66) 

Man bezeichnet nun 
!h=~(x,y)ot; OY=1](x,y)ot (67) 

als die infinitesimale Transformation der Gruppe. Sie kann anschaulich 
aufgefaBt werden als eine Transformation der Gruppe, bei der aIle Punkte in 
unendlich benachbarte Punkte transformiert werden. 

Eine Kurvenschar f (x, y) = c heiBt in varian t gegenuber den Trans
formationen der Gruppe, wenn sie durch aIle diese Transformationen in sich 
ubergefUhrt wird. So ist im besonderen die Schar der Bahnkurven in trivialer 
Weise invariant: jede einzelne Bahnkurve wird durch die Transformationen 
der Gruppe in sich ubergefuhrt. Man spricht weiter von nicht trivialer In
varianz einer Kurvenschar, wenn jede Kurve der Schar durch eine Transfor
mation der Gruppe in eine andere Kurve der Schar ubergefUhrt wird. So sind 
gegenuber der Gruppe der Streckungen yom Ursprung 

Xl = xet; YI = yet; Ox = xot; oy = yot 

die Geraden durch den Ursprung in tri vialer Weise invariant (sie stellen die 
Bahnkurven der Gruppe dar), die Schar der Kreise mit dem Mittelpunkt im 
Ursprung ist in nicht trivialer Weise invariant. 

Die Bedingung fUr die Invarianz der Kurvenschar f (x, y) = c gegenuber der 
Gruppe mit der infinitesimal en Transformation Ox = ~(Jt; Oy = 'Y)ot ist, daB 

of Of ox ~ (x, y) + oy 1](x, y) = g(f) 

eine Funktion von f aIlein ist. 1m FaIle der Bahnkurven ist g (I) -- O. 
Sind nun die Lasungskurven der Differentialgleichung 

P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 (54) 

in nicht trivialer Weise invariant gegenuber der Gruppe mit der infinitesimalen 
Transformation 

!h = ~ (x, y)ot; oy = 1] (x, y)ot, 

so ist nach einem Satze von LIE der Ausdruck 

1 

M=n+Q1J 

ein Multiplikator der Differentialgleichung. 

(67) 

(68) 

Als Beispiel mage erwahnt werden, daB die Lasungskurven einer homogenen 

Differentialgleichung y' = f( L) gegenuber der Gruppe der Streckungen yom 
Ursprung invariant sind. ,x 

Kennen wir nicht nur eine Transformationsgruppe, der gegenuber die Schar 
der Lasungskurven der Differentialgleichung invariant bleibt, sondern auch die 
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Schar der Bahnkurven der Gruppe l(x, y) = c sowie eine zweite (nicht in tri
vialer Weise) invariante Kurvenschar fl (x, y) = c, so kannen nach einem weiteren 
Satze von LIE durch die Variabelnsubstitution 

x = l(x, y) ; Y = fl(X, y) (69) 
die Variabeln getrennt werden. 

So sind bei der Gruppe der Streckungen yom Ursprung die Bahnkurven 

durch .!. = c, sowie eine zweite invariante Kurvenschar durch x = c gegeben; x 
es kannen daher bei der homogenen Differentialgleichung 

( Y' 
y' = f -X) 

durch die Substitution 

X=.!.· y- = x 
x' 

die Variabeln getrennt werden. 
Wegen weiterer Satze aus diesem Gebiete sei auf die "Vorlesungen tiber 

Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen Transformationen" von 
LIE, herausgegeben von G. SCHEFFERS, verwiesen. 

6. Singulare Losungen. Sei die Differentialgleichung 

I (x, y, y') = 0 

gegeben. I mage dabei samt seinen zwei ersten partiellen Ableitungen eindeutig 
und stetig sein fUr aIle zu betrachtenden Linienelemente. 

Falls in xo, Yo ein oder mehrere Wertetripel xo' Yo' y;(O) der Differentialgleichung 
gentigen und fUr diese 

lv' (x, y, y') of 0 (70) 

ist, so definiert die durch Auf16sung von I (x, y, y') = 0 sich ergebende Differential
gleichung 

y; = Fi(x, y) 

(wobei F eine eindeutige, stetige Funktion ist) eine eindeu tige Lasung 

Yi=gi(X), 
die durch xo, Yo hindurchgeht und dort die Richtung y;(O) hat. 

Sehen wir nun von der Voraussetzung 

ty, (x, y, y') of 0 

abo Ein Linienelement x, y, y', das den beiden Gleichungen 

I (x, y, y') = 0; Iy(x, y, y') = 0 (71) 

nennt man ein singulares Linienelement. Eine aus lauter singularen Linien
element en aufgebaute Kurve heiBt eine singuUre Lasung. So ist die Ein
htiIlende1) einer Schar von Integralkurven eine singulare Lasung. Denn ihre 

1) Unter der Einhiillenden (Hiillkurve oder Enveloppe) einer von einem 
Parameter C abhangenden Kurvenschar F(x, y, C) = 0 versteht man eine Kurve, die in 
jedem ihrer Punkte von einer Kurve der Schar beriihrt (vgl. Kapitel IV, Ziff. 5) wird. 
So sind die Geraden y = ± a Einhiillende der Kreisschar (x - C)2 + y2 - a2 = 0; die 
Evolute einer Kurve y ist die Einhiillende der Normalen von y (vgl. Kap. IV, Ziff. 6). 
Man kann die Einhiillenden auf folgendem Wege bestimmen. Bilden wir durch Elimination 

von C aus den beiden Gleichungen F(x, y, C) = 0 und :~ = 0 die Gleichung g(x, y) = O. 

Die dieser Gleichung geniigenden Kurven (im obigen Beispiel die beiden Geraden y = ± a) 
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Tangenten sind gleichzeitig Tangenten an Integralkurven, sind also Linien
elemente, die der Differentialgleichung geniigen. Da andererseits durch jeden 
ihrer Punkte zwei gleichgerichtete L6sungskurven hindurchgehen, die Ein
hiillende und eine Integralkurve der Schar, sind ihre Tangenten singulare Linien
elemente der Differentialgleichung. Liege z. B. eine Clairautsche Differen
tialgleichung 

y = xy' + I(y') 
vor. Ihr allgemeines Integral lautet 

y=cx+/(c) 

(72) 

und besteht aus einer Schar von Geraden. Die Einhiillende dieser Geraden
schar, die sich aus den Gleichungen 

y = ex + I (c); x + t' (c) = 0 

durch Elimination von c ergibt, ist eine singulare L6sung. Es besteht also das 
L6sungsbild einer Clairautschen Differentialgleichung aus einer Kurve und ihren 
Tangenten. Es muB aber nicht jede singulare L6sung eine Einhiillende sein. 

Die Kurve, die sich durch Elimination von 1 aus den beiden Gleichungen 

I (x, y, 1) = 0, f;.(x, y, 1) = 0 (73) 

ergibt und auf der die singularen Linienelemente gelegen sind, nennt man die 
Diskriminantenkurve der Differentialgleichung I (x, y, y') = O. Es ist wohl 
zu beachten, daB die Diskriminantenkurve keineswegs immer eine singulare 
L6sung ist. 

Ais Beispiel hierfiir diene die Differentialgleichung 

I (x, y, y') = 4y'2 - 9x = O. 
Sie gibt: 

und 

als allgemeines Integral. Aus 

y' = ±tYx 

y = xYx + c 

of 
iJy' = 8y' 

folgt, daB die Diskriminantenkurve aus der y-Achse (x = 0) besteht. Sie ist 
aber keine singulare L6sung: die Linienelemente in den Punkten der y-Achse 
sind parallel der x-Achse gerichtet. In diesem Falle ist die Diskriminantenkurve 
der Ort der Spitzen der partikularen Losungen. 

Die Bedeutung des Auftretens singularer Losungen in der Mechanik moge 
an folgendem Beispiel!) erortert werden. Ein Massenpunkt bewege sich unter 
dem EinfluB einer Widerstandskraft, die der Quadratwurzel aus der Geschwindig-

keit proportional ist. Dann lautet seine Bewegungsgleichung ~~ = -a 1;. 
Integrieren wir die Differentialgleichung V'2 = a2 v, so lautet ihr allgemeines 
Integral v = (c - } a t) 2; es besteht aus Parabeln in der tv- Ebene, die im Scheitel 

werden in jedem ihrer Punkte von einer Kurve der Schar F(;, y, C) = 0 beriihrt, falls 
dieser Punkt nicht ein sin g u 1 are r Punkt der betreffenden Scharkurve ist (d. h. falls 

dort nicht zugleich ~: = 0 und ~: = 0 ist). Auf diesem Wege erhalt man auch alle 

Einhiillenden der Kurvenschar F(x, y, C) = 0; es sind die der Gleichung g(x, y) = 0 ge

niigenden Kurven, auf denen nicht zugleich ~: = 0 und ~: = 0 ist. 

1) Vgl. E. T. WHITTAKER, Analytische Dynamik, S. 243. 
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die Achse v = 0 beriihren. Diese Achse ist daher ein singulares Integral der 
Differentialgleichung. Der zur Anfangsgeschwindigkeit Vo = c2 gehOrige Ge-

schwindigkeitsverlauf wird fUr t < 2 C durch das zur Konstanten c gehorige 
a 

partikulare Integral, fUr t:> 2c durch das singulare Integral dargestellt. Dies 
a 

riihrt daher, daB die Bewegungsgleichung v' = -a yv durch Wurzelziehen aus 
der Differentialgleichung V'2 = a2 v entsteht, wobei wir uns dem mechanischen 
Problem entsprechend auf das negative Vorzeichen der Wurzel beschrankt 
haben. Dadurch wurden aber die rechts von der Parabelachse liegenden Teile 
der Parabeln, deren Richtungskoeffizienten positiv sind, aus der Losung aus
geschieden. 

II. Systeme von Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 

7. Systeme in der Normalform. Sind n Differentialgleichungen erster 
Ordnung vorgelegt, durch die die Differentialquotienten von n Funktionen 
Yr' Y2' ... , Yn einer Veranderlichen x gegeben werden, so spricht man von einem 
System erster Ordnung von gewohnlichen Differentialgleichungen. 1m be
sonderen mogen zunachst die Systeme erster Ordnung in der N ormalform 
betrachtet werden, d. h. Systeme von folgender Form: 

dYi d% = fi(X'Yl>Y2 ... , Yn), (74) 
i = 1, 2, ... , n. 

(Zufolge Ziff; 1 geniigt es, Systeme erster Ordnung zu betrachten.) Nehmen 
wir die Voraussetzungen des Existenztheorems in dem betrachteten Bereiche 
als erfUllt an, so wird durch dies System jedem Punkte P 

x = a; Yi = bi 

des n + 1-dimensionalen Bereichs ein durch ihn hindurchgehendes Linienelement 
zugeordnet, und es geht durch ihn genau eine partikuHire Losung des Systems: 

(75) 

wobei a und die bi durch die Wahl des Punktes festgelegt sind. Zur Bestimmung 
dieser partikularen Losung sind aber nicht n + 1 Konstante wesentlich, sondern 
genau n Konstante, deren Werte dadurch zu bestimmen sind, daB die durch 
den Punkt P gehende Losung des Systems, die wir jetzt in der Form 

Yi = 'lfJi(X, Cr , C2 , ••• , Cn), (76) 

i=1,2, ... ,n, 
schreiben wollen, den Bedingungen 

'lfJi(a, Cr , C2 , ••. , Cn) = bi' 
i = 1, 2, ... , n, 

geniigt. Es wird also die allgemeine Losung des Systems 

Yi = V'i(X, Cr , C2 , ••• , Cn) 
von n willkurlichen Konstanten abhangen. J ede (stetige, differenzierbare) Funktion 

Q(x, Yr, Y2' ... , Yn), (77) 

die durch Einsetzen der allgemeinen Losung fUr Yr, Y2' ... , Yn eine Funktion def 
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n Konstanten CI , C2 , • •• , Cn allein wird, heiBt ein Integral des Systems. Fiir 
ein Integral muB also nach Einsetzen der allgemeinen Losung 

dO = 0 
dx 

sein, und dies fiihrt auf die partielle Differentialgleichung 
00 00 00 
ox + Il oYl + ... + In oy" = 0, (78) 

der jedes Integral geniigen muB. Es Hi.Bt sich zeigen, daB diese Bedingung nicht 
nur notwendig, sondern auch hinreichend ist: jede (stetige, differenzierbare) 
Funktion 51, die der linearen partiellen Differentialgleichung (78) geniigt, ist ein 
Integral des Systems gewohnlicher Differentialgleichungen. 

Weiter kann gezeigt werden: Es gibt Systeme von je n unabhangigen Inte
gralen WI' W 2, ... , Wn der partiellen Differentialgleichung (78), derart, daB 

a (COI,C02' ... , co,,) 
O\YVY2, ... , y,,) 

nicht identisch Null ist. Jedes weitere Integral von (78) ist eine Funktion von 
WI' W 2 , ••• , Wn, und jede (stetige, differenzierbare) Funktion von WI' W 2 , .•• , Wn 

ist ein Integral von (78). Durch die Funktionen WI' W 2 , ••• , Wn werden implizite 
die Losungskurven des Systems gewohnlicher Differentialgleichungen gegeben, 
und zwar als Schnittkurven der n Scharen von IntegralhyperfHi.chen 

1m folgenden moge 
der Form 

das System gewohnlicher Differentialgleichungen in 

dYi Yi(X'Yl,Y2, ... , y,,) (79) 
dx = X(X'YI'Y2' . ~' 

i = 1,2, .. , n 

oder auch in der symmetrischen Form 

geschrieben werden. 
Die zugeh6rige partielle Differentialgleichung lautet dann 

00 00 00 
X~+ YI~+ ... + Yn~ =0. (81) 

uX UYI uy" 

In Verallgemeinerung der bei einer Differentialgleichung erster Ordnung 
dx dy 
X V 

gebrauchlichen Terminologie nennt man einen letzten Multiplikator des 
Systems (80) eine Funktion M (x, YI' Y2' ... , Yn), die der partiellen Differential-
gleichung a a a 

ax (M X) + 0YI (M YI ) + ... + oY .. (M Yn) = 0 (82) 

geniigt. Der Quotient zweier letzter Multiplikatoren M und N ist ein Integral 
des Systems. Denn M geniigt der Bedingung 

X a log M + YI a log M + ... + Y n a log M + a X + oY I + ... + oY n = 0 
ax 0Yl oy" ax 0Yl oy" 

und ebenso N. Durch Subtraktion der Beziehungen fiir M und N ergibt sich 

( a a a) M 
X ox + Y1 oy! + ... + Y n oy" log N = o. 



304 Kap.9. J. LENSE und TH. RADAKOVIC: Gewohnliche Differentialgleichungen. Ziff. 8. 

Eine Veranschaulichung des Multiplikators kann man auf folgende Weise 
erhalten. Sei eine stationare Fliissigkeitsbewegung mit den Komponenten der 
Geschwindigkeit X (x, y, z), Y (x, y, z), z (x, y, z) gegeben, die dem System von 
Differentialgleichungen erster Ordnung 

dx dy dz 
X V Z 

geniigen. Die Bedingung fiir den letzten Multiplikator M 

o(MX) + o(MY) + o(MZ) = 0 
ax oy oz 

konnen wir dann als Kontinuitatsgleichung auffassen, wenn wir den Multiplikator 
als Dichte der Fliissigkeit im Punkte x, y, z deuten. 

Wird eine Variablentransformation 

x=x(x,Yl,Y2, ... ,Yn); Yi=Yi(X'Yl,Yz, ... ,Yn); i=1,2, ... n), (82) 
durchgefiihrt, so ist zwar nicht der transformierte Multiplikator, wohl aber die 
Funktion 

M 
O(X,YI, ... , Yn) 
O(X,YI, ..• , Y .. ) 

(83) 

ein Multiplikator des transformierten Systems. Dabei sind natiirlich die alten 
Variabeln x, Yi durch die neuen X, Yi zu ersetzen. 

Daraus ergibt sich: kennt man n - 1 unabhangige Integrale des Systems (79) 
und einen letzten Multiplikator, so kann man ein n tes Integral lediglich durch 
Quadraturen bestimmen. Denn seien WI = Cl , ••• , W n -l = cn - l die bereits ge
fundenen n - 1 Integrale. Dann fiihrt die Transformation 

X = x; Yl=Wl; 

zu der Differenti algleichung 

•• OJ (84) 

(85) 

wobei durch X', Y~ angedeutet ist, daB in X, Yn die Veranderlichen YI' Y2' ••• , Yn-1 

ausden Gleichungen WI = Cl> ••. , W n -1 = Cn -1 durch Cl , Cz , ••• , Cn -1> X, Yn zu 
ersetzen sind. Dann aber ist 

M' 
a (WIWS ••• w .. ~ I) 

a (YIYa ... Y"-I) 

ein Multiplikator der Differentialgleichung 

Y~ dx - X'dYn = O. 

(86) 

8. Hamiltonsche Systeme. Es sei nun insbesondere das betrachtete System 
gewohnlicher Differentialgleichungen ein Hamiltonsches. Gehen wir von den 
mechanischen Grundgleichungen eines holonomen Systems in der Lagrangeschen 

Form aus d (OL) oL . 
-dt ~ -~=O, ~=1,2, ... ,n, (87) 

• vqi vqi 

wo L (qi' qi' t) das kinetische Potential (Differenz von kinetischer und potentieller 
Energie) ist. Durch qi werde die Ableitung nach der Zeit dq.fdt bezeichnet. 
Setzt man a L 

oql=Pi' (88) 
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so ist zufolge der obigen Gleichungen 
. oL (88 a) 
p, = Oqi' 

wo ebenso wie ?ben ,A = dft; geschrieben ist. Daraus folgt fur kleine Ande~ 
rungen der q" q, 

11 11 11 

bL= 1: (AtJqi + PitJqi) = tJ 1: P,qi + 1: (PitJqi - qi tJ Pi) • (88b) 
i=1 i=1 i=1 

Bezeichnen wir 
11 

1: Piqi - L = H, (89) 
i=t 

[wobei H nach Elimination aus (88) als Funktion der Pi und qi aufgefaBt wird] , 
so kann (88b) auch so geschrieben werden: 

Daraus erhalt man: 

(90) 

i = 1, 2, ... , n. 
Ein solches Gleichungssystem erster Ordnung wird ein kanonisches oder 
Hamiltonsches System genannt . 

. Die Lagrangeschen Gleichungen (87) k6nnen in bekannter Weise als die 
Differentialgleichungen des Variationsproblems 

t, 

fLdt = Extr. 
t, 

aufgefaBt werden. (Das Integral ist zwischen den festen Grenzen q~l), t1 und 
qr', t2 zu erstrecken.) 

Enthalt L die Zeit nicht explizit, so gilt dasselbe fur H. Dann aber ist 
H = konst. ein Integral des Hamiltonschen Systems 

~~ = ... = ~~k = ... = dt, (91) 

OPl - Oql 

da H der partiellen Differentialgleichung 

(92) 

genugt (vgl. Gleichung [81J). H = c ist das Energieintegral des Systems: 
1m allgemeinen muB jedes Integral Q eines kanonischen Systems der 

partiellen Differentialgleichung 

~j + (H, Q) = 0 (93) 

genugen. Dabei wird durch (H, Q) der Poissonsche Klammerausdruck 

(94) 

bezeichnet. 

Handbuch der Physik. III. 20 
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Auch wenn H die Zeit explizit enthaIt, gilt der Satz: Die Einheit ist ein 
letzter Multiplikator eines Hamiltonschen Systems. Denn set zen wir M = 1, 
so geht die Differentialgleichung fUr den letzten Multiplikator (82) fur ein Hamil
tonsches System in die Form tiber: 

(95) 

Von besonderer Bedeutung fUr die Integration Hamiltonscher Systeme sind 
diejenigen Variabelntransformationen 

qi = qi(QI' ... , Qn' PI' ... , Pn, t), I 
Pi - Pi(Ql' ... , Qn, PI' ... , Pn , t), (96) 

i = 1, 2, . ", n, 
die Hamiltonsche Systeme wieder in Hamiltonsche Systeme tiberfuhren. 

Verlangen wir also von den Transformationen (96), daB sie das Variations
prinzip 

fLdt fC~ PJli - H) dt = Extr. 

In 

tiberftihren. Dann muB 
n. n. _ dV 
~ Pi qi - H = ~ Pi Qi - H + lit (97) 
i=1 i=1 

sein, da Van den Grenzen feste Werte hat. V ist dabei eine beliebige Funktion 
von n der alten, n der neuen Variabeln und der Zeit t: z. B. V = V(ql' ... , qn, 
PI' ... , Pn • t). Von solchen durch die Bedingung (97) definierten Transforma
tionen, den kanonischen Transformationen1), gilt umgekehrt, daB sie Hamilton
sche Systeme in Hamiltonsche Systeme tiberfuhren. 

Schreiben wir (vgl. zum folgenden z. B. BORN, Atommechanik) 

n 
(wir haben dabei statt V den Ausdruck. V - 4 Pi Qi gewahlt), so erhalten wir 
bei Vergleich der Koeffizienten von iIi> Pi: .=1 

oV 
Pi = oqj' 

iJV 
Qi = oPi ' i = 1. 2. .., n. (98) 

- oV 
H=H- Tt , 

Durch diese Gleichungen konnen wir uns ebenfalls eine kanonische Transformation 

definiert denken. (Denn man kann ja durch Auflosung von Qi = :~ rtickwarts qi 
als Funktion von QIc> Pic> t ausdrticken und infolgedessen auch Pi') Die Pi und Qi 
mit gleichem Index i heiBen kanonisch-konjugierte Variable. 

1) Fur den Zusammenhang dieser Transformationen mit den Beruhrungstrans
formationen vgl. z. B. SOMMERFELD, Atombau und Spektrallinien. 3. AufJ., S.664. 
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Eine Koordinate qi' z. B. ql' die in der Hamiltonsehen Funktion H des 
Systems nieht vorkommt: 

H = H (q2' ... , qn , PI' P2' ... , Pn, t) 
heiBt eine zyklisehe Koordinate. Fiir diese ist 

dPl iJH . 
de = - 2ql = 0, PI = konst. 

Die Integration eines Hamiltonsehen Systems wird nun ermoglicht dureh 
kanonisehe Transformationen, die samtliche Koordinaten qi des Systems in 
zyklisehe Koordinaten Qi iiberfiihren. 

Es sei die Hamiltonsehe Funktion H des Systems nieht explizit von t ab
hangig. Wir suehen eine (ebenfalls nieht explizit von t abhangende) Funktion V, 
die uns eine kanonisehe Transformation (98), (96) definiert, dureh die H in 
eine lediglieh von PI' ... PH abhangige Funktion iibergefiihrt wird: 

H = E(P1 , ••• , Pn) (99) 
Es muB dann zufolge 

iJV 
Pk=~ 

vqk 

unsere Funktion V der partiellen Differentialgleiehung 

( av iJV) H ql,···,qn, iJq/""iJq" =E(PI ,P2,···,Pn) (100) 

geniigen. Haben wir aber ein vollstandiges Integral V dieser partiellen Differential
gleichung gefunden, das auBer von n Variabeln ql' ... , qn noeh von den n Para
metern PI' ... , Pn abhangt, so definierl V eine kanonisehe Transformation der 
Pi, qi in die Pi, Qi. Das Hamiltonsehe System der transformierten Variabeln 
ist dann unmittelbar zu integrieren. Denn es ist: 

dPt iJE 
de = - iJQ; = 0; 
dQ; iJE , 
de = OlXi = Wi' 

wobei also die O(,i, wi, Pi Konstante sind. 

(101) 

Die Angabe einer kanonisehen Transformation, die samtliehe Koordinaten 
in zyklisehe verwandelt, erfordert die Kenntnis eines vollstandigen Integrals 
der Hamilton-Jaeobisehen partiellen Differentialgleiehung (100). Die Auf
findung eines vollstandigen Integrals der Ham i It 0 n -J a e 0 b i s e hen partiellen 
Differentialgleichung und die Auf10sung des Hamiltonsehen Systems gewohn
lieher Differentialgleiehungen sind daher aquivalente Aufgaben. 

9. Separation der Variabeln. LaBt sich jedes Pi als Funktion der kanoniseh
konjugierten Koordinate qi und der n Parameter PI' ... , Pn darstellen 

Pi = Pi(qi, PI' P 2 , ••• , Pn), (102) 

so daB H(ql' ... , qn, PI' ... , Pn) zufolge (102) in eine Funktion 
E (PI' ... , Pn) (103) 

iibergeht, daB also alle qi aus H herausfallen, so laBt sieh sogleich ein vollstandiges 
Integral der Hamil ton- J aeo bisehen partiellen Differentialgleichung angeben. 

n 
Es ist dann 1:. Pidqi 

i~l 

ein vollstandiges Differential dV: 

av 
Pi = oq,' (104) 

(105) 

20* 
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mit (106) 

stellt ein Integral der Hamilton-Jacobischen partiellen Differentialgleichung dar. 
In diesem Falle kann also die partielle Differentialgleichung durch den Ansatz 

(105) 

in eine Reihe gewohnlicher Differentialgleichungen zerspalten und die Relation 

H(ql' ... , q,., PH' .. , Pn) = E(P1 , ••• , P,.) (99) 

durch den Ansatz 
(102) 

identisch in den Pi erfiillt werden. 
Separation ist z. B. dann moglich, wenn aIle Variabeln qi bis auf eine (z. B. ql) 

zyklisch sind: 
(107) 

In diesem Falle geht die Hamilton-Jacobische partielle Differentialgleichung 
durch den Ansatz 

V = V1 (ql' PI>"" P,.) + P2q2 + ... + P,.q,. (108) 
in die gew6hnliche Differentialgleichung 

H(ql' ~~: , ..• , ~;:) = H( ql' ~~> P2, ...• P,.) = E(PI"'" P,.) (109) 

iiber. Auch wenn H die Form hat: 

(110) 

ist offenbar die Separation der Variabeln moglich, und zwar geniigt es, hier: 

g;(qi' Pi) = Pi (110a) 
zu setzen. 

Die Anwendbarkeit der Separationsmethode hangt von der Form der Hamil
tonschen Funktion H ab, und zwar ist diese Methode dann und nur dann an
wendbar, wenn H der Relation . 

iPH .oH .oR _ oZR iJH iJH _ iPH • oH. iJH + iJZH • iJH. iJH_O 
iJq;iJqj iJP, iJh oq,iJPj iJq, iJpi OqjOPi iJq; iJPI iJp,iJp, iJq, iJqJ -(111) 

i+i 
geniigtl). Hat z. B. H die Gestalt 

n 
H = t 1: A i P i2 + V (qll ••. , q,.) 

'=1 
(112) 

(wobei die Ai ebenfalls Funktionen der ql' ... , q,. sind), so ergeben sich durch 
Einsetzen von H in die obige Gleichung die Bedingungen fiir Ai und V. 

10. Mehrfach periodische Systeme, Winkelvariable 2). Es sei die Hamil
tonsche Funktion unseres Systems nicht von der Zeit t abhangig, und es sei 
moglich, die qi, Pi durch eine kanonische Transformation in Variable Wi, ];, 

iiberzufiihren: oV iJV 
Pi = iJq;; Wi = 0 Ii ' (113) 

fiir die folgende drei Bedingungen erfiiIlt sind: 

1) Vgl. z. B. RIEMANN-WEBER, Partielle Differentialgleichungen Bd. II, 7. Aufl., 
Braunschweig 1927, Kap. I, § 5. 

2) Vgl. z. B. M. BORN, Atommechanik, S.99ff. 
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1. Die Lage des Systems hangt periodisch mit der Periode 1 von den Wi 

abo Sind also die qi durch die Lage des Systems eindeutig bestimmt, so sind sie 
periodische Funktionen der Wi (mit der Periode 1). 

2. Die Hamiltonsche Funktion geht in eine lediglich von den!k abhangende 
Funktion E(Jl' ... , In) iiber. 

n 
3. Die Funktion V -,1: Wi h hangt periodisch von den Wi ab (mit der 

Periode 1). i=1 

Systeme, fUr die diese drei Bedingungen erfUllbar sind, heiBen mehrfach 
periodische Systeme; die Wi, Ji heiBen Winkel- und Wirkungsvariable. 

Falls fUr die Frequenzen Vi = ~~ keine linearen homogenen Relationen 

; 

n 
,1: kiVi = 0 
i=1 

(114) 

mit ganzzahligen Koeffizienten k i bestehen, so heiB(das System lllch t-en tartet; 
im anderen Falle entartet, und zwar mfach entartet, wenn m derartige 
Relationen bestehen. Die GraBe n - m wird als der Periodizitatsgrad des Systems 
bezeichnet. 

Es gilt nun der Satz, daB bei einem nicht-entarteten Systeme die Wirkungs
variabeln Ii eindeutig bestimmt sind bis auf lineare homogene Transformationen 
mit ganzzahligen Koeffizienten und der Determinante ± 1. 1m Falle eines 
mfach entarteten Systems lassen sich die Bedingungen 1. bis 3. immer so erfiillen, 
daB m von den Wirkungsvariabeln JI in E (J l' ... , In) nicht vorkommen: 

aE 
VI=(j];=O, l=1,2, ... m, (115) 

und die iibrigen Vk inkommensurabel sind. Dann sind die !k bis auf ganzzahlige, 
line are homogene Transformationen mit der Determinante ± 1 bestimmt. 

11. Lineare Systeme. Liegt ein System von Differentialgleichungen erster 
Ordnung in der Form 

Y; = ail (x) Yl + ai2(x) Y2 + ... + ain(X) Yn + bi(x), i = 1, 2, ... , n, (117) 

vor, so spricht man von einem linearen System. Sind insbesondere samtliche 
bi(x) gleich Null, d. h. handelt es sich urn die Gleichungen 

y;=ai1(x)Yl+ai2(X)Y2+···+ain(X)Yn, i=1,2, ... ,n, (118) 

so heiBt das System linear homogen. Beide Ausdriicke sind unmittelbare 
Verallgemeinerungen der bei linearen Differentialgleichungen (vgl. S. 293) ver
wendeten Terminologie, wobei der Ausdruck "homogen" im Sinne der An
merkung 1) von S. 293 zu verstehen ist. 

Beginnen wir mit den linear homogenen Systemen. Sind 

Yi='l.jJi(X) und Yi="ijj(X) i=1,2, ... ,n, 

zwei partikulare Lasungen des linear homogenen Systems, so ist auch 

Yi='l.jJi(X) + "ifJi(X) , i=1,2, ... ,n, 

(119) 

(120) 

eine Lasung, wie ohne wei teres ersichtlich, und diese Eigenschaft ist wiederum 
fiir die linear homogenen Systeme charakteristisch. Ebenso ist auch 

Yi=C'l.jJi(X), i=1,2, ... ,n, (121) 
eine" Lasung. 
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Sind daher n partikuHire Lasungen 

Y1i = '1P!i(X) , 

Y2i = 'lfJ2i (x) , 

Yni = 'lfJni (x) , 
i = 1,2, ... , n, 

(122) 

bekannt, so liegt der Versuch nahe, aus ihnen die allgemeine Lasung, die ja 
n willkiirliche Konstante enthalten muB, in folgender Form aufzubauen, 

Yi = C1'lfJli(x) + C2'lfJ2dx) + ... + Cn'lfJndx) , i = 1,2, ... , n. (123) 

Dies wird dann und nur dann maglich sein, wenn man zu einem belie big vor
gegebenen Werte x die n Konstanten C1, C2, ... , Cn so bestimmen kann, daB 
man aus der allgemeinen Lasung beliebig vorgegebene Werte Y1' Y2' ... , Yn 
erhalt, d. h. wenn durch einen Punkt x, Y1' Y2' ... , Yn genau eine partikuHire 
Lasung hindurchgeht. 

Die Bedingung dafiir aber ist, daB die Determinante 

'lfJn (x), 'lfJ12 (x), ... , 'lfJ1n (x) 
'lfJ21 (x), 'lfJ22 (xl, ... , 'lfJ2n (x) 

'lfJndx) , 'lfJn2 (x), ... , 'lfJnn (x) 

nicht identisch Null ist. Sind also n partikulare Lasungen 

Y1i = 'lfJli(X) , 
Y2i = 'lfJ2i (x) , 

Yni = 'lfJni(X) , 
i =, 1,2, ... , n, 

bekannt, deren Determinante I 'lfJik(X) I nicht identisch Null ist, so kann die 
allgemeine Lasung des linear homogenen Systems in der Form 

Yi = C1'lfJli(X) + C2'lfJ2i(X) + .. , + 'Cn'lfJni(X) , i = 1,2, ... , n, (124) 

angeschrieben werden. 
Sind zwei partikulare Lasungen 

Yi = 0i (x) und Yi = Ti (x) (125) 

des linear inhomogenen Systems 

y~ = aidx) Y1 + ai2(x) Y2 + ... + ain(X) Yn + bdX) , i = 1,2, ... , n, (119) 

bekannt, so ist ihre Differenz 

Yi = 0i(X) - TdX) , i = 1, 2, ... , n, (126) 

eine Lasung des zugehorigen verkiirzten homogenen Systems 

Y~ = ail (x) Y1 + ai2(x) Y2 + ... + ain(X) Yn, i = 1,2, ... , n, (120) 

welches aus dem inhomogenen System hervorgeht, indem alle bdx) gleich Null 
gesetzt werden. 1st umgekehrt Yi = 0i (x) eine partikulare -La sung des in
homogenen und Yi = 'lfJdx, C1, C2, ... , Cn) die allgemeine Lasung des zugehOrigen 
homogenen Systems, so ist 

Yi = Oi(X) + 'lfJi(X, C1, C2, ... , Cn), i = 1,2, ... n, (127) , 
die allgemeine Lasung des inhomogenen Systems mit n willkiirlichen Konstanten. 
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Man kann aher auch die allgemeine Lasung des inhomogenen Systems 
aus der allgemeinen Lasung des homogenen Systems direkt durch Quadraturen 
erhalten, ohne eine partikuHire Lasung des inhomogenen Systems zu kennen, 
und zwar mittels der Methode der Variation der Konstatlten. 1st 

'lfi(X, Cl , C2,·· ., Cn) = Cl 'lfli(X) + C21fi2i(X) + ... + Cnf{Jni (x), i = 1,2, ... , (123) 

die aus n partikularen Lasungen zusammengesetzte allgemeine Lasung des 
homogenen Systems (wobei also die Determinante l1fiki I =l= 0 ist), so setzen 
wir die allgemeine Lasung des inhomogenen Systems in der Form 

Yi = Ul(X)'lfli(X) + U2(X)'lf2i(X) + ... + Un (X) 'Ifni (X) , i = 1,2, .. . ,n, (128) 

an. Hierbei sind also die konstanten C,. durch noch zu bestimmende Funktionen 
Uk (x) ersetzt. Zur Bestimmung der Uk (x) setzen wir die Yi in das inhomogene 
System ein und erhalten die Gleichungen 

iU~'lfki + i'uk~i= i [i'ail'lfkll uk+ bi, i = 1,2, .. . ,n. 
k = 1 k = 1 of' k = 1 l = 1 J 

Fur die partikulare Lasung 'lfki des homogenen Systems gilt aber 
n , ,-, 

'lfki = ~ail'lfkl' 
1 = 1 

i = 1,2 .... n, 
k = 1,2, ... n. 

und daraus folgt: 
n 

2:,Uk'lfki=bi, i=1,2, ... ,n. 
k=l 

Die Determinante I 'lfki I dieses linear inhomogenen Gleichungssystems fUr die 
Uk ist aber nach Voraussetzung von Null verschieden, und daher laBt sich daraus: 

Uk = xdx) 
und 

Uk =/Xdx)dx + Cle, k=1,2, ... ,n, (129) 

bestimmen. Das ergibt aber fUr die allgemeine Lasung des inhomogenen Systems: 

Yi = 1fili(X) f Xl(X) dx + 1fi2i (x) f X2 (x) dx + : .. :_'lfni (x) f Xn (x) dX} (130) 

+ Cl 'lfli (x) + C21fi2i (x) + ... + Cn 'Ifni (X) , ~ - 1,2, ... , n. 

12. Linear homogene Systeme mit konstanten Koeffizienten (D'Alem
bertsche Systeme). Ein linear homogenes System, dessen samtliche Funktionen 
ai k(X) Konstante sind, nennt man ein d'Alembertsches System. Urn nun 
solche Systeme 

yi = ailYl + ai2Y2 + ... + ainYn, i = 1,2, ... , n. (13 1) 

(alle aile sind Konstante) 

zu integrieren, setzt man eine partikulare Lasung in der Form 

(132) 

an und versucht, die Konstanten Ci und A durch Einsetzen dieser Lasung in 
das System (131) zu berechnen. Dadurch erMlt man die Gleichungen 

A Ci = ail Cl + ai2c2 + ... + ainCn, i = 1,2, ... , n. (133) 

Damit nun dieses linear homogene Gleichungssystem zur Bestimmung der c. 
andere Lasungen als die triviale Cl = C2 = ... = Cn = 0 besitze, muB seine 
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Determinanteverschwinden, unddies fiihrt zur charakteristis.chen Gleich ung 
des Systems (131) 

=0 . ( 134) 

... , ann-J., 

Sie ist eine Gleichung n- ten Grades zur Bestimmung von A. Wird A als eine 
Wurzel dieser Gleichung in das linear homogene Gleichungssystem (133) eingesetzt, 
so kannen daraus die Verhaltnisse der Ci bestimmt werden. 

Nehmen wir nun zunachst an, die charakteristische Gleichung habe lauter 
verschiedene Wurzeln ),1' A2 , ••• , An' Dann gehart zu jeder der Wurzeln ~ eine 
partikulare Lasung, und es kannen also n partikulare Lasungen bestimmt werden: 

Y1i = cJi eA,x 
Y2i = C2i eA•X 

Yni = Cni cAn'" 
i= 1,2, ... , n. 

(135) 

Von diesen Lasungen kann gezeigt werden, daB ihre Determinante IYkil ver
schieden von Null ist, so daB sich aus ihnen die allgemeine Lasung des 
Systems (131) aufbauen laBt: 

Yi=C1c1ieA,Z+C2c2ieA.Z+ ... +CnCnieAnz, i=1,2, ... ,n. (136) 

1st eine der Wurzeln, z. B. Av der charakteristischen Gleichung komplex, 

A1 = u + iv, (137) 

so ist bei reellen aik auch ihre konjugiert komplexe Zahl 

12 = U - iv (137a) 

Wurzel der charakteristischen Gleichung. Dann sind auch cli und C2i konjugiert 
komplex. Nehmen wir nun auch C1 und C2 als konjugiert komplexe Zahlen, 
so ist der Ausdruck 

(137b) 

reell und kann in der reellen Form 

eUX(k1icosvx + k2i sinvx) (137c) 

dargestellt werden, wobei in kli und k2i zwei willkiirliche Konstante stecken. 
Besitzt die charakteristische Gleichung mehrfache Wurzeln, und zwar die 

verschiedenen Wurzeln Av A2 , ••• , 1j mit den Vielfachheiten m1 , m2 , ••• , mj, 
so kann die allgemeine Lasung in der Form 

Yi = C1i(X) eA,x + C2i(X) cA,x + ... + Cji(X) eAJX, i = 1,2, ... , n, (138) 

angesetzt werden. Dabei sind die Cki (x) Polynome in x, deren Grad hachstens 
mk - 1 ist. Zur Berechnung der Koeffizienten dieser Polynome setze man die 
Lasung in das d'Alembertsche System (131) ein; dann erhalt man ein System 
von n linearen Gleichungen fiir diese Koeffizienten, und jeder Lasung dieses Systems 
entspricht eine Lasung des Systems (131). 

Eine weitere Vereinfachung erhalt man unter anderem, wenn die Koeffizien
ten des Systems (131) der Symmetriebedingung geniigen 
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Dann ist die charakteristische Gleichung dieses Systems 

an - A, a12 , ••• , ain 
a21 , a22 - A, ... , a2n = 0 
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(140) 

eine Sakulargleichung und hat als solche (bei reellen aik) nur relle Wurzeln. 
Weiter besitzt die Sakulargleichung folgende Eigenschaft: 1st lk eine r-fache 
Wurzel, so hat die Matrix der Determinante (140) nach Einsetzen von A = Ak 
den Rang n - r. Dann besitzt aber das linear homogene Gleichungssystem (133) 
zur Bestimmung der C 

lCi=aiIcI+ai2c2+ ... +ainCn, i=1,2, ... ,n, 
r linear unabhangige Losungen und liefert also r linear unabhangige partikulare 
Losungen des Systems (131). Dann ist also die allgemeine Losung des Systems 
(131) als lineare Kombination mit konstanten Koeffizienten von n Exponen
tialfunktionen eAkX darstellbar, wobei jede Wurzel Ak der charakteristischen 
Gleichung so oft auf tritt, wie ihre Vielfachheit anzeigt. 

Stabile Losungen. Besitzt die Wurzell der charakteristischen Gleichung 
negativen Realteil, so geht die ihr entsprechende partikulare Losung {und zwar 
bei reellem l : l = - (J 

Yi = Cie-u:", 
bei komplexem l: l = -u + iv . 

Yi = e- UX (kli cosvx + k2i sinvx)} 

gegen Null, wenn x gegen + 00 geht: 

lim YI = O. 

Solche Losungen nennt man stabile Losungen. Besitzt die charakteristische 
Gleichung lauter Wurzeln mit negativem Realteil, so sind samtliche LOsungen 
des d'Alembertschen Systems (131) stabil. Dies aber kann man aus den Koeffi
zienten der charakteristischen Gleichung erkennen, ohne sie aufgelost zu haben, 
und zwar durch die Hurwitzschen Kriterien. "Ober diese Kriterien fiir Gleichungen, 
deren samtliche Wurzeln negativen Realteil haben, vergleiche man den Artikel 
iiber Algebra. 

III. Differentialgleichungen zweiter und hoherer 
Ordnung. 

13. Allgemeines. Eine Differentialgleichung nter Ordnung in der Form 

yen) = t(x, y, y', ... , yen-I») (141) 

geht durch die Substitutionen 

u1 = y'; u2 = y", ... , Un-l = yen-I) 

in ein System von n Differentialgleichungen erster Ordnung 

y' = u1 , 1 
U~=U2' 1 

~~~~.~. ~~-1' 
U~-1 = t(x, y, U1 ' u2 , ••• , Un-l) 

(142) 
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mit den n zu bestimmenden Funktionen y, U 1 , u2 , ••• , Un-l iiber. Es ergeben 
sich daher nach Ziff. 6 die Definitionen und Satze: 

Die allgemeine Los1i.ng einer Differentialgleichung n ter Ordnung 

y = g;(x, C1> C2 , ••• , Cn) (143) 

hangt von n willkiirlichen Konstanten abo 
Ein Integral heiBt eine Funktion 

Q (x, y, y', ... , y{n-1») (144) 

der n+ 1 Variabeln x, y, y', ... , y{n-l), die durch Einsetzen einer partikularen 
Losung y(x) samt ihrenAbleitungen y', y", ... , y{n-l) zu einer Konstanten wird. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine Funktion Q 
ein Integral der Differentialgleichung ist, besteht darin, daB sie der partiellen 
Differentialgleich ung 

00 , iW (n-l) aD t( , (n-l») iJO 7JX + y By + ... + y iJy(n-2) + x, y, y, ... ,y iJy(n-l) = 0 (145) 

in den unabhangigen Variabeln x, y, y', ... , y{n-1) geniigt. 
Es gibt Systeme von n Integralen (01' (02' ••• , (On, die implizite die Losung 

definieren. 
Allgemein heiBt jede Gleichung 

F(x, y, y', ... , y{.») = 0, r < n, (146) 

deren regulare Losungen die urspriingliche Differentialgleichung [die gleich in 
der allgemeinen Form 

g(x, y, y', ... , y{n») = 0 (147) 

angenommen sei] befriedigen, ein intermediares Integral rter Ordnung. 
14. Integrationsmethoden. 1. Eine Differentialgleichung der Form 

yin) = f(x) , (148) 

ist durch n Quadraturen losbar. 
2. LaBt sich die Differentialgleichung 

g(y(n), y(n-l») = 0 
nach y(n) auflosen: 

yin) = t (y(n -1») , 

so gibt die Substitution y(n-l) = t: 

dt 
t(t) = dx; 

(dt 
x = n(t) + C. 

(149) 

(150) 

(151) 

1st diese Gleichung nach t auflosbar, so liegt Fall 1. vor, sonst kann man t als 
Parameter beibehalten und erhalt 

dy(n-2) = tdx = ~ 1 
I(t) , (152) 

(n-2) =jtdt + C y t(t) 1 . 

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt sich die Parameterdarstellung der 
Losung 

(153) 

1st die Differentialgleichung g(y{n), y{n-l») = 0 nach y{n-l) auflosbar: 

v(n-l)= f(y(n»), (154) 
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so kann man 
y(n) = t; y(n-1) = t (t) 

substituieren. Man erhalt dann aus 
dy(n-1) = tdx; dy(n-2) = y(n-1)dx 

die Gleichungen 
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(155) 

(155a) 

dy(n-11 fit) dt _ y(n-11 dy(n-11 tit) fit) dt 
dx = -t- = -t-' dy(n 2) = t = t . (156) 

Ihre Quadratur liefert: 

x = jI':t + C; y(n-2) = Itt'/t + C1 . (157) 

Aus 
Y(n-'If(t) dt dy(n-3) = y(n-2)dx = -"----------'-;--'--'-

t (158) 

ergibt sich y(n-3) als Funktion von t, und durch Fortsetzung dieses Verfahrens 
erhalt man schlieBlich x und y als Funktionen des Parameters t dargestellt. 

3. UBt sich die Differentialgleichung 

g(y,y") =0 (159) 
nach y" aufl6sen: 

y" = t(Y), (160) 

so geht durch Multiplikation mit 2 y' dx = 2 dy und unter Beriicksichtigung 
der Relation 

d(y'2) = 2y'y"dx = 2y"dy = 2t(y)dy 

eine intermediare Integralgleichung 

y'2 = j2t(y) dy + C = <p(y) + C 

hervor, in der die Variabeln getrennt werden k6nnen. 
1st g (y, y") = 0 nach y aufl6sbar: 

y = t(y") , 

(161 ) 

(162) 

so kann man durch die Substitution y" = t und die Relationen d(y'2) = 2y"dy; 
d Y = t' (t) d t zu der Gleichung 

d (y'2) = 2 t f' (t) d t ( 163 ) 

gelangen, deren Quadratur ergibt: 

y'2 = j 2tf'dt + C = <p.(t) + c. 
Ebenso. ist x aus der Differentialgleichung 

dx"":" dy _J!!l~ 
y' - Y'P(t) + C 

. durch eine Quadratur als Funktion von t zu bestimmen. 
Allgemein kann die Gleichung 

g(y(n), y(n-2») = 0 

(164) 

(164a) 

(165) 

durch die Substitution y( .. - 2) = t in eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 

g(t", t) = 0 (166) 

verwandelt werden. Nach Integration dieser Gleichung hat man dann ahnlich 
wie bei 2. zu verfahren. 

4. 1st eine Differentialgleichung 

g(y, y', ... , y(n») = 0 (167) 
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gegeben, in der die unabhangige Variable x nicht vorkommt, so kann durch die 
Substitution " dp 

y' = p; y = P d Y , . . . (168) 

die Ordnung der Gleichung urn Eins erniedrigt werden, denn es ergibt sich auch 
yen) als Funktion von p und den Ableitungen von p nach y bis zur (n - i)-ten 
Ordnung. Hat man durch Integration dieser Gleichung pals Funktion von y 
bestimmt, so ergibt sich aus dy 

dx = - (169) ., p 

durch eine nochmalige Quadratur auch x als Funktion von y. 
5. Kommt in der Differentialgleichung y, allgemeiner y, y', ... y(r) nicht 

vor: g(x, y(r+ 1), ... , yen») = 0, (170) 

so geht durch die Substitution y(r+1) = t eine Differentialgleichung (n - r - i)-ter 
Ordnung in x und t hervor, nach deren Integration y durch r Quadraturen 
als Funktion von x zu bestimmen ist. 

6. Den homogenen Differentialgleichungen erster Ordnung entsprechen die 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung von der Form: 

g(XY", y', ~) = O. (171) 

Man substituiert zunachst y = xt, y' = P = xt' + t. Es ist dann 

dp p' 
(/1,=7' 

Berechnet man xy" = v aus der Gleichung g(v, p, t) = 0: 

v = t(P, t) 

(171 a) 

(172) 

und setzt dies in xy" = xp' ein, so erhaIt man bei Berucksichtigung von (171 a) 
dp f(P, t) 
(fl p-t' (173) 

Durch Integration dieser Differentialgleichung stellt man p = p (t) als 
Funktion von tdar und kann nach Integration der Differentialgleichung 

P(t) = xt' + t (174) 

t als Funktion von x darstellen. y = xt(x) ist dann die Lasung der Differential
gleichung zweiter Ordnung (171). 

Als Beispiel mage die Zentralbewegung betrachtet werden. Ein Punkt 
mit der Masse m = 1 bewege sich unter dem EinfluB einer Kraft, die stets nach 
einem Kraftzentrum gerichtet ist und deren Betrag eine Funktion t (r) des 
Abstandes r von diesem Zentrum ist. Es ist leicht zu sehen, daB sich diese 
Bewegung in der durch das Kraftzentrum und die Anfangsgeschwindigkeit 
bestimmten Ebene vollzieht. Machen wir das Kraftzentrum zum Ursprung 
eines Polarkoordinatensystems r, q;, so wird die kinetische Energie des Massen-

punktes gegeben durch T= t(;'2 + r2 cp2) (wenn wir durch den Punkt die Ah

leitung nach der Zeit andeuten: r = ~;). Die Lagrangeschen Bewegungs

gleichungen :t(~B - ~~ = Q, lauten in diesem Falle :; - rcp2 = - fund :t (r 2 ,p) = O. Integration der zweiten Gleichung gibt r 2 cp = konst. (FHichensatz). 

Bezeichnen wir diese Konstante mit k, so ergibt sich daraus fUr die Ableitung 
. dg k dg 

einer beliebigen Funktion g nach der ZeIt dt = r2 drp' Setzen wir dies in die 
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. k d (k dr) k2 
erste Gleichung ein, so erhalten Wlr - - - - - - = - t. Die Substitution r2 dcp r2 dcp r3 
~ = u ergibt dann d2 U f 
r d((!2+U=k2u2 

als Differentialgleichung fUr die Bahnkurve des Flachenpunktes. Diese Diffe
rentialgleichung kann nun nach der unter 3. beschriebenen Methode integriert 
werden. Wir gelangen so zum intermediaren Integral 

(dU)2 ff(~) f 2 d((! =2 k2uzdu-2 udu+C=C- kz!t(r)dr-u2 

und durch nochmalige Integration zur Gleichung der Bahnkurve in Polar
koordinaten: 

'P + C, ~ fv~0~-u' ~ -t'jlc~~7f(')d'- :. 
Zur Bestimmung der Zeit fiihrt die nochmalige Integration der den Flachen-

satz darstellenden Gleichung: f 
t = *" r2dffJ. 

15. Lineare Differentialgleichungen. Eine Differentialgleichung von der 
Form 

Po (x)y(n) + PI (X)y(n-l) + ... + Pn-dx)y' + Pn(X)Y = P(X) (175) 

heiBt eine line are Differentialgleichung nter Ordnung, und zwar be
zeichnet man sie als linear inhomogen, wenn P(x) = 0 ist, als linear homo
gen, wenn P(x) 01= 0 ist. Dann gelten fUr die linear homogene Differential
gleichung 

Po(x)y(n) + PI (X)y(n-l) + ... + Pn-l (X)y' + Pn(x)y = 0 (176) 

folgende Satze, die analog zu beweisen sind, wie die Satze von Ziff. 11. 
Sind YI = ffJ (x) und Y2 = ffJz (x) zwei partikulare Losungen von (176), so 

ist auch YI + Y2 = ffJI (x) + ffJz (x) eine partikulare Losung von (176), und dies 
ist nur bei linear homogenen Differentialgleichungen der Fall. 

1st YI = ffJI (x) eine partikuHire Lasung von (176), so ist auch Y2 = C TI (x) eine 
partikulare Losung von (176). 

Man kann also wiederum versuchen, aus n partikularen Lasungen von (176) 

YI = ffJtCx); Y2 = T2(X), ... , Yn = Tn(x) (177) 
die allgemeine Lasung zu bilden, und dies wird dann und nur dann maglich sein, 
wenn ihre Wronskische Determinante 

ffJl (x), ffJ2 (x), ..... , Tn (x) 

ffJUx) , ffJ~ (x), ..... , ffJ~ (x) (178) 

ffJin- 1) (x), ffJ~n-l) (x), ... , ffJ;~-l) (x) 

nicht identisch Null ist. Dann bilden die n partikularen Losungen ein Fundamen
talsystem, und die allgemeine Losung lautet: 

y = CITl(X) + C2ffJ2(X) + ... + CnffJn(x). (179) 

Sind samtliche Koeffizienten Po, PI' ... , Pn Konstante 

aoy(n) + aIy(n-l) + ... + an-1y' + anY = 0, (180) 
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so setze man an: 
Y = eAx 

und erhalt dann als charakteristische Gleichung fUr 2: 

ao2n + a12n- 1 + ... + an- 1 2 + an = o. 

( 181) 

(182) 

Sind samtliche Wurzeln 21 ,22"", 2n der charakteristischen Gleichung ver
schieden, so stimmt die Wronskische Determinante der n partikularen Lasungen 

(183) 

bis auf einen von Null verschiedenen Faktor e(J,,+A,+ ... +An)X mit der Vander
mondeschen Determinante l ) der charakteristischen Gleichung iiberein und ist 
also seIber von Null verschieden. Es bilden Y1' Y2' ... , Yn em Fundamental
system von Lasungen, und die allgemeine Lasung lautet 

Y = CleA,x + C2eA,x + .. , + CneAnX . (184) 

1st eine der Wurzeln der charakteristischen Gleichung komplex 

21 = u + iv, 

aber aIle Koeffizienten ao, aI' ... , an reell, SO ist auch ihre konjugiert komplexe 

Zahl 22 = u - iv (185a) 

eine Wurzel der charakteristischen Gleichung. Nimmt man dalJll auch C1 und C2 

als konjugiert komplex an, so kann man den reellen Ausdruck 

(185b) 
auch in der reellen Form 

eUX(k1cosvx + k2sinvx) (kl' k2 reell) (185c) 
schreiben. 

1st 21 eine m-fache Wurzel der charakteristischen Gleichung, so sind neben 
Y = eA,x auch 

1 Yz = xe.!lX; Ya = x 2 e.!lX, ... , Ym = xm- 1e.!'X (186) 

partikulare Lasungen der Differentialgleichung (180). Besitzt ihre charakte
ristische Gleichung allgemein die verschiedenen Wurzeln 21 ,22 , ... , 2j mit den 
Vielfachheiten m1, m2, ... , mj (m1 + m2 + ... + mj = n), so lautet die all
gemeine Lasung: 

Y = CneJ" X + c12xe.!'x. + '" + C1m.xm.- 1 e.!'x + '" + CjleAjX + Cj2xeJ.jX} (187) 
+ ... +CjmjxmJ-le.!jX. 

1st die linear homo gene Differentialgleichung von der Form 

aoxny(n) + a1 xn- 1y(n-1) + .. ' + an_lxy' + anY = 0, } 

(ao, aIr ... , an Konstante), 
(188) 

so kann sie durch die Substitution x = e~ in eine linear homogene Differential
gleichung mit konstanten Koeffizienten transformiert werden und dem
zufolge durch den Ansatz y = xA integriert werden. 

Die Wronskische Determinante 
Yn 
y~ (189) 

1) Vgl. Kap.2, Zifi. 9. 
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eines Fundamentalsystems partikularer Lasungen Yl' Y2' ... , Yn der linear homo
genen Differentialgleichung 

Po (x) yen) + PI (x)y(n-l) + '" + Pn-l (X)Y' + Pn (X) Y = 0, (176) 

kann bis auf einen konstanten Faktor bestimmt werden, ohne partikuW-Ie 
Lasungen zu kennen. Dep,n wegen des Satzes, daB eine Determinante ver
schwindet, wenn zwei ihrer Kolonnen sich nur urn einen konstanten Faktor 
unterscheiden, miissen die n Funktionen Yl' Y2' ... , Yn ja auch der Differential
gleichung 

y, Yl> ... , Yn 

y', y~, y~, ... , y~ 

Yen) 
1 , Yen) 

2 , ... , y~) 

=0 (190) 

(_1)n->-2 W(Yl' Y2' ... , Yn) yen) + (_1)n+1 W'(Y1' Y2' ... , Yn) yen -1) + ... = 0 (191) 

geniigen, die bis auf einen konstanten Faktor mit der Differentialgleichung (176) 
iibereinstimmt. Daraus folgt: 

und 

W'(Yl' Y2"'" Yn) 
W(Yl'Y2'" ·,Yn) 

Pt(x) 
Po (x) 

(192) 

(193) 

Daraus folgt z. B.: Kennt man eine partikulare Lasung Y1 einer linear homo
genen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

Po (x) y" + P1 (x)y' + P2 (x) Y = 0, (194) 

so kann man eine zweite von ihr linear unabhangige partikulare Lasung Y2 (und 
damit auch die allgemeine Lasung) durch Integration der Differentialgleichung 
erster Ordnung _ J~dX 

W(Yl'Y2)=YlY2-Y2Yl=e Po (195) 
erhalten. 

Allgemein kann man bei einer linear homogenen Differentialgleichung 
n-ter Ordnung die Kenntnis eines partikularen Integrals Yl vermittels der Sub
stitution 

y = Y1 !zdx 

zur Reduktion der Differentialgleichung auf eine linear homogene (n - 1)-ter 
Ordnung in z verwerten. 

Die allgemeine Lasung y(x) der linear inhomogenen Differentialgleichung 

Po (x) yen) + P1(X) y(n-I) + ... + Pn-dx) Y' + Pn(x) Y = P(x) (175) 

setzt sich aus einer partikularen Lasung z (x) dieser Differentialgleichung und 
aus der allgemeinen Lasung y(x, C1 , C2 , "', Cn) der zugeharigen verkiirzten 
Differen tialgleich ung 

Po (x) yen) + P1 (x) yen-I) + .,. + Pn-I (x) y' + Pn(X) y = 0 (176) 

in folgender Weise zusammen: 

y(x) = z(x) + Y (x, Cl , C2 , ••• , Cn)· (196) 
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Man kann auch ohne Kenntnis einer partikularen Lasung die allgemeine 
Lasung der linear inhomogenen Differentialgleichung aus der allgemeinen Lasung 
der zugeharigen verkurzten Gleichung erhalten, und zwar mittels der Methode 
der Variation der Konstanten. Sei 

(176a) 

die allgemeine Lasung der verkurzten Gleichung, wobei also qJl' qJ2' ... , qJn ein 
Fundamentalsystem partikularer Lasungen von (176) bilden, dessen Wronskische 
Determinante nicht identisch Null ist. Dann setzt man die allgemeine Lasung 
der inhomogenen Gleichung inder Form 

(197) 

an. Den Ableitungen der n Funktionen Uv U2, .... Un werden dabei folgende 
n Bedingungen auferlegt: 

qJ1 u~ + qJ2U~ + 
cp~ u~ + qJ~u~ + 

+ qJn1J~ = 0, 

+ qJ~u~ = 0, 

qJ~'-2lU~ + qJ~n-2lu~ + ... + qJ<;:-2l u~ = 0, 

m(n-l)u' + m(n-1l u' + ... + m(n-llu' = P(x)_ 
,1 1 ,2 2 ,n n Po{x) . 

Aus ihnen folgt: 

y(r) = cprlU1 + qJ!{lU2 + .,. + qJ~lUn' r = 1, 2, ... n - 1 
und 

y(lI) = qJ~'lU1 + qJ~n)U2 + .,. + qJ<;:lUn + h~? ' 

(197a) 

woraus hervorgeht, daB y (x) Lasung der inhomogenen Differentialgleichung 
ist. Die Determinante des linearen Gleichungssystems fur u~, u~, ... , u~ ist 
aber als Wronskische Determinante des Fundamentalsystems qJ1' qJ2' ... , fPn nicht 
Null; es kann daher allgemein 

U~=Xr(X), r=1,2, ... ,n, 

aus dem System (197a) bestimmt werden. Durch Quadratur ergibt sich 

Ur = f Xr(x) dx + Cr = V'r(x) + Cr , r = 1, 2, ... , n, (198) 

und daraus die allgemeine Lasung der inhomogenen Differentialgleichung: 

y(x) = V'1(X) qJ1(X} + V'2(X) qJ2(X) + ... + V'n(x) qJn(x) 

+ Cl fP1(X) + C2 fP2(X) + '" + Cn fPn(x) . } (199) 

16. Die homo gene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. Es 
sei allgemein eine linear-homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung vor
gelegt: 

y" + P(x) y' + q(x) y = o. (200) 

Wir fiihren die Substitution y = vw in die Differentialgleichung ein. Dadurch 
geht sie uber in 

wv" + (2w' + pw) v' + (w" + pw'~ + qw) v = O. 

Bestimmen wir w als Lasung der Differentialgleichung~' + pw = 0, setzen also 

-+-fPdX 
Y = ve 2 , 

(201) 
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so erhalten wir fUr v die Differentialgleichung 

v" + Jv = o. 
Dabei ist 
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(202) 

(202 a) 

Sie wird die N ormalform der Differentialgleichung zweiter Ordnung genannt; 
die Funktion J wird als Invariante der Koeffizienten bezeichnet, und zwar 
aus folgendem Grunde: Wir konnen durch die Substitution 

Y = zf(x) (203) 

(wo f eine gegebene Funktion von x ist) die Differentialgleichung (200) in eine 
Differentialgleichung fUr z umformen: 

z"+P1z'+ql Z=0 (203 a) 
mit den Koeffizienten 

P _Pf+2f'. 
1 - f ' 

1"+ Pf'+ qf ql = f . 

Fiihren wir diese Gleichung in ihre Normalform iiber: 
- !jP1ilx 

z=ue ; U"+JIU=O; 

so gelten, wie unmittelbar zu bestatigen ist, die Relationen 

Jl = ql -~ P~ - tP~ = q - -~p'- tp 2 = J 
und 

u = v. 

(203 b) 

(204) 

(205) 

(205 a) 

Umgekehrt: zwei Gleichungen (200) und (203 a), die dieselbe Normalform besitzen, 
konnen durch eine Transformation (203) ineinander iibetgefUhrt werden. Es 

j P,-P 
ergibtsichf = e -2 dx aus der ersten Gleichung (203 b) und die zweite Gleichung 
(203 b) ist dann zufolge (205) erfiillt. 

Seien Yl und Y2 zwei partikulare Losungen von (200), so gilt fiir die ent
sprechenden partikularen Losungen VI und v2 der Normalform (202) zufolge (201) 
offenbar: 

Yl = '1!! = S. 
Y2 V2 

(206) 

Die Funktion s geniigt einer Differentialgleichung dritter Ordnung, die sich 
auf folgende Weise ergibt. Substituieren wir VI = SV2 in die Differentialgleichung 
vi + J VI = 0, so ergibt sich unter Beriicksichtigung von v:{ + J v2 = 0 die 
Gleichung S"V2 + 2 s' v~ = 0 oder auch 

5" v~ 
-= -2-
S' V2 ' 

(207) 

die durch nochmalige Differentiation in die Differentialgleichung fUr S iibergeht: 

5'" _ }_ (S~)2 = 2J . 
5' 2 5' 

(208) 

Die linke Seite von (208) wird Schwarzsche Derivierte genannt. 1st 
ein Integral von (208) bekannt, so kann man aus (207) durch Quadraturen v2 
und aus (206) VI bestimmen. Aus (201) ergeben sich dann YI und Y2' 

Zum Schlusse sei noch in Umkehrung von Ziff. 3 f) darauf verwiesen, daB 
die homogene lineare Differentialgleichung (200) durch die Substitution 

}" = U' Y , Y'= uY; y"= u'Y + uy'= u'y + u2 y = Y (u'+ u 2) 

Handbuch der Physik. Ill. 21 
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in die Riccatische Differentialgleichung 

y(u + u2) +puy + qy = 0 
oder 

u= ~q - pu - u2 

transfonniert werden kann. 
·17. Integration durch Reihen.Es m6gen jetzt die L6sungen der hOmogenen 

linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

y" + P (x) y + q (x) = 0 (200) 

an der Stelle x = a in Reihen entwickelt werden. Dabei wollen wir annehmen 
(indem wir im folgenden fUr x und yauch komplexeWerte zulassenh die 
F.unktion p (x) habe an der Stelle x = a einen Pol h6chstens erster Ordnung, 
die Funktion q(x) ebendort einen Pol hOchstens zweiter Ordnung. Trifft dies 
im Punkte x = a zu, so nennt man ihn eine Stelle der Bestimmtheit oder 
auch eine auBerwesentlich singuHire Stelle. In diesem Fane kann die 
Differentialgleichung auch so geschrieben werden: 

L[y] = (x - a)2 y" + (x - a)2 P(x)y' + (x - a)2 q(x) y 

= (x - a)2 y" + (x - a) 1.l31(X - a) y' + 1+s2(X - a) y = o. } (209) 

Dabei sind 

1.l31(X - a) = E 1X1'(X - a)" ; 1.l32(X - a) = E fJ,,(x - a)v (209a) 
1'=0 1'=0 

an der Stelle x = a regulare Funktionen, also dort in Potenzreihen entwickelbar. 
Set zen wir nun die Reihenentwicklung fUr y an der Stelle der Bestimmtheit 
x = a in der Form an: 

00 00 

y = (z - a)1? 2: cAx - a)" = 2: c1'(x - a)Q+v , (210) 
1'=0 1'=0 

so k6nnen wir e und Cv durch Einsetzen in die Differentialgleichung bestimmen. 
Offenbar ist allgemein: 

und 

L[(x - ala] = (x - ala E 1.(0) (x - a)1' 
1'=0 

10(0) = 0(0- 1) + 01Xo + Po, 
11(0)= 01X1 +Pl' 

v = 1, 2, 3, . , . 

(211) 

(211 a) 

. Da die Koeffizienten der Reihe fUr L[y] einzeln verschwinden miissen (es muB 
'ja L [y] = 0 identisch in x sein) erhalten wir zur Bestimmung von e und c" 
. die Gleichungen 

co/o((2) = 0, 

c1/0((2 + 1) + co/1((2) = 0, 

=0, 
(212) 

n = 1,2, ... 
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Die erste Gleichung 
(213) 

ist eine quadratische Gleichung, die Fundamentalgleichung zur Bestimmung 
von e. Hat man e aus ihr bestimmt und Co willkiirlich gewahlt, so ergeben sich 
aus den iibrigen Gleichungen die c1 , C2 , ••• C~, • •• und man kann nachweisen, 
daB die Reihe 00 II 

Lc,,(x-a), 
v =0 

einen von Null verschiedenen Konvergenzradius besitzt. 
Falls nun die Fundamentalgleichung zur Bestimmung von e weder zwei zusam

menfallende, noch zwei sich urn eine ganze Zahl unterscheidende Wurzeln el und e2 
hat, so gelangt man auf diese Weise zu zwei partikularen Integralen, die ein 
Fundamentalsystem bilden. 1m anderen Falle versagt das Verfahren zur Be
stimmung der Cv bei der Wurzel mit dem kleineren Realteil und man gelangt 
auf diese Weise lediglich zu einer partikularen Losung Yl' indem man flir Y 
die Doppelwurzel oder die Wurzel mit dem groBeren Realteil einsetzt. Eine 
zweite partikulare Losung kann man dann nach den in der vorigen Ziffer er
wahnten Methoden durch Auflosung einer Differentialgleichung erster Ordnung 
erhalten, z. B. vermittels der Substitution Y = Yl f Z dx. Ais Beispiel diene die 
Besselsche Differentialgleichung 

Y"+ :Y+(1- ::)Y=O, (214) 

wo n irgendeine reelle Zahl sei. Sie hat bei x = 0 eine Stelle der Bestimmtheit. 
Schreiben wir sie also in der Form 

x2y" + xy' + (X2 - n2)y = 0, 

so lautet die Fundamentalgleichung 

e (e - 1) + e - n2 = o. 

(214a) 

(215) 

Ihre Wurzeln sind e = + n und e = - n. Wir suchen zunachst die zu 
e = + n > 0 gehOrige Losung und setzen zu diesem Zwecke an: 

(216) 

Die Differentialgleichung kann auch so geschrieben werden: 

x ddx(x:~) + (X2 - n2)y = O. (214b) 

Fiir die Operation x ddx flihren wir das Zeichen f) ein. Dann gilt, falls I(x) eine 

ganze rationale Funktion ist, 
I(f}) x~ = 1('11) XV, 

denn es ist: 
f}(x~) = 'IIx~; f}2(X~) = f}('IIX~) = '112X~, usw. 

Wir bekommen alsol wenn wir die Reihe flir ,y in die Differentialgleichung einsetzen: 

(n2 - n2) coxn + [(n + '111)2 - n2] cl xn+Vl + [(n + 'II:J2 - n2] c2 xn+", ..• } 
(217) + coxn+2 + c1xn+"1+ 2 + ... = O. 

Die Exponentenvergleichung ergibt 'Ill = 2; '112 = 4, allgemein '11m = 2 m. Fiir 
die Koeffizienten bestehen die Relationen 

[(n + 2m)2 - n2] Cm + cm-l = 0 oder Cm =- 2 ~m-~ ). (218) 
2 mn m 

21* 
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Daher ist allgemein 

Cm = m!22m(n + 1)(n + 2) ... (n + m)' 
(218a) 

und wenn wir schlieBlich noch 
1 

Co = 2"r(n + 1) 
(218b) 

setzen, erhalten wir wegen r(v) = (v - 1) r(v - 1) als Losung die Besselsche 
Funktion n-ter Ordnung 

y = ],.(x) = i' r(m + 1~-;(~"'+ n + 1) (;r+ 2m . 
m=O 

(219) 

1st nun n keine ganze Zahl, so wird die allgemeine Losung der Besselschen 
Differentialgleichung gegeben durch 

y = cdn(x) + cll ] _n(x). (220) 

1st hingegen n eine ganze Zahl, so erhalten wir bloB fiir e = + n > 0 eine 
Losung. Ais zweite Losung ergibt sich 

[ 
2"-3(n - 2)1 X-,,+2 

],.(x)logx- 2"-1(n-1)!x- fl + 1! . 

2"-5(n - 3)!,X- .. +4 X,,-·2 ] 
+ 2! + ... + 2" 1 (n - i)! (221) 

~ [ (- 1)~-lxn+2~ ~{1 1}] +..::.. 2,,+2V. v !(n+v)!"::" 2f,+2n+2,u • 
~=1 1-'=1 

18. Hypergeometrische Differentialgleichung. Als eine r>ifferential
gleichung der Fuchsschen Klasse bezeichnet man eine Differentialgleichung, 
die in der ganzen komplexen Ebene einschlieBlich des Punktes x = 00 nur 
auBerwesentlich singuHire Stellen besitzt. Es miissen also die Koeffizienten 
p (x) und q (x) rationale Funktionen sein (da sie bloB Pole hochstens erster bzw. 
zweiter Ordnung besitzen diirfen), und da auch der Punkt x = 00 eine Stelle 
der Bestimmtheit sein solI, so miissen dart, wie sich zeigen Hi.Bt, die Grenz
beziehungen gelten: 

lim P(x) = 0; lim q(x) = 0; lim xq(x) = o. (222) 

1st der Punkt x = 00 ein regularer Punkt der Differentialgleichung, so muB 
noch auB~rdem: lim xp (x) = 2; lim x3 q (x) = 0 (223) 

sein. Die soeben besprochene Besselsche Differentialgleichung gehort 
nicht zur Fuchsschen Klasse, da der Punkt x = 00 ein wesentlich singularer 
Punkt der Differentialgleichung ist. Dagegen gehort die hypergeometrische 
Differen tialgleich ung 

y" + - r + (1 + ex + {JJ x y' + ~_ = 0 
,X (x - 1) x (x - 1) Y , (224) 

mit den Konstanten lX, p, 'Y zur Fuchsschen Klasse. Ihre singularen Stellen liegen 
bei 0,1 und 00. Urn die Losungen bei x = 0 zu entwickeln, schreiben wir sie 
in der Form 

wobei 
ill ( ) _ -r + (1 + ex + (J)x • 
'''''lX- x-1 ' 

ex{Jx 
1.l!1I(x) = x - l' 

(224 a) 

(224b) 
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nach Potenzen von x zu entwickeln sind. Die Fundamentalgleichung lautet 

e (e - 1) + e y = 0 (225) 

und besitzt die Wurzeln 0 und 1 - y. Falls also y keine ganze Zahl ist, erhalten 
wir auf diese Weise zwei partikuHire Lasungen fUr die hypergeometrische 
Differentialgleichung. Urn die zu e = 0 gel).arige Lasung zu finden, schreiben 
wir die hypergeometrische Differentialgleichung nach Multiplikation mit x (x - 1) 
in der Form 

(224c) 

wobei wiederum unter {} der Operator x ddx zu verstehen ist. Setzen wir dann 

00 

y =.L c"x" 
v=o 

in die Differentialgleichung ein. Allgemein ist 

[({)+ ex)({} + f3) - : {}({) + y-1} lx"= (v+ ex) (v + f3}x" - v (v + r -1)X,,-I, (226) 

so daB wir erhalten: 
00 

2'[ - c"v(v + y -1) + C,,_l(,x + v-1}(f3 + v -1)]X,,-I= O. (227) 
v=o 

Dabei ist C -1 = 0 zu setzen. Also ist 

_ (01 + v - 1)(P + v - 1) 
Cv - v(v+y-1) C,,-l, (227a) 

und 
01(01 + 1) ••• (01 + v - 1) • P{P + 1) •.• (P + v - 1) 

Cv = , ( ) ( ) Co • v. 1'1' + 1 ••. l' + v - 1 
(227b) 

Setzen wir endlich Co = 1, so erhalten wir als Lasung die hypergeometrische 
Reihe 

y = F(,x,p, r. x} ='1 + IX' P X + 01(01 + 1). f(P+/) X2+. (228) 
, 1·1' 1·2·1" 1'+1 

Sie konvergiert im Einheitskreis und geht fUr ex = 1, f3 = r in die geometrische 
Reihe iiber. 

Urn die zweite zu e = 1 - Y (y keine ganze Zahl) geharige Lasung zu er
halten, set zen wir 

00 00 

y = xI-r.L d"x" = .L d"x,,+I-r . (229) 
v=o v=o 

Wegen 

[({) + ex) ({) + f3) - ~ {}({) + y - 1)] x,,+I-r 
x 

= (v+ 1- y + ~)(v + 1- Y + f3}x"+l-r - (v + 1 - y) ·v·x"-Y 
ist 

d = (01 - l' + v) (P - l' + v) d 
" (1-y+v).v v-I' 

(230) 

00 

Set zen wir do = 1, so ist also 2' d" x" wieder eine hypergeometrische Reihe mit 
,,=0 

den Konstanten ex1 =,x + 1 - y, f31 = P + 1 - y; Y1 = 2 - r, so daB die zweite 
Lasung bei x = 0 lautet: 

y = x I - Y F (ex + 1 - l'. f3 + 1 - y. 2 - l'. x) • (231) 
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Urn die beiden Losungen bei x = 1 zu finden, substituiere man ~ = 1 - x. Da
durch gelangt man zur Differentialgleichung fUr 1] (~) : 

" - y + IX + fJ + 1 - (1 + IX + fJ) ~ / + IX fJ - ° 
1) - ~ (~ _ 1) 1] ~ (~ _ 1) 1] - • (232) 

Sie. ist wieder eine hypergeometrische Differentialgleichung mit den Konstanten 

;X = iX, 1f = fJ, r = 1 + iX + fJ - r. Ihre Losungen bei ; = ° sind also 

F(~,fJ,-y,~) und ~l-Y F(~ + 1 - y,,8 + 1 - y, 2 - y,~). (233) 

Wenn wir ruckwarts x = 1 - ~ substituieren, so erhalten wir als Losungen der 
ursprunglichen Differentialgleichung bei x = 1 die hypergeometrischen Reihen: 

F(iX, (3,1 + IX + fJ - y, 1 - x) (234) 
und 

(1 - x)r-IX-fJF(y - fl, y - iX, 1 - iX - (3 +y, 1 - x). (234a) 

Ebenso gelangt man durch die Substitution; = ~ zu 'den beiden Losungen bei x . 

und 

x = 00: 

(:)"'F(iX, iX-y+1, 1+iX-fJ, :), 

( : Y F (fJ, fJ - y + 1, 1 + (3 - iX, :). 

(235) 

(23 Sa) 

Legendresche Differen tialgleich ung. Set zen wir in der hypergeometrischen 
Differentialgleichung . 

iX = n + 1, (3= -1, Y = 1 
(n eine ganze positive Zahl) , 

und bringen ,durch die Substitution 
1 - t 

x=--, 2 

die singularen Stellen von 0, 1,00 nach + 1, - 1, =, so erhalten wir die Legen
dresche Differentialgleichung 

( '2) d2y dy ( )_ 1 - t dt2 - 2t at + n n + 1 Y - 0,. (23 6) 

Eine Lasung dieser Differentialgleichung ist das n-te Legendresche Polynom 

( 1 - t) P n (t) = F n + 1, - n, 1, -2- . (23 7) 

Zwei weitere Darstellungen des n ten Legendreschen Polynoms sind gegeben 
durch 

(237 a) 

und 
Pn(t) = ~3 ~~~ .. (2n - 1) [tn n (n - 1) tn-2+ n(n-1)(n - 2)(n - 3) tn- 4 _ + ... J. 

n! •. 2·(n-1) 2·4·(2n-1)·(2n-3) 

Der Ausdruck in der Klammer ist dabei sinngemaB uber die Glieder mit tn - 6 , 

tn - 8 uSW. fortzusetzen bis zum letzten Glied, das fur gerades n den Wert 
n 

+ (-1)2 n! 
2·4···n. (2n-1) .(2n-3) ... (n + 1) 

und fur ungerades n den Wert 
n , 

+ (-1)2 n. t 
2·4 ... (n-1).(2n-1).(2n-3)··· (n+2) 
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hat. . DaB diese Polynome Losungen der Legendreschen Differentialgleichung 
sind, kann man auch direkt durch Einsetzen in die Differentialgleichung. selber 
bestatigen, die man zu diesem Zwecke am besten in der Form 

d [ d Y) dt (t2 - 1) at - n (n + 1)y = 0 (236 a) 

schreibt. Die Legendreschen Polynome bilden ein Orthogonalsystem.' Darfiber, 
sowie fiber ihre Verwendung in der Potentialtheorie vgl. man Kap. 7, Ziff.9; 
Kap. 10, Ziff. 37. 

19. Exakte Differentialgleichung. Die Differentialgleichung 

g(x, y, y', ... y(n)) = 0 (~38) 

wird exakt genannt, wenn gdx das vollstandige Differential einet Funktion 
h(x, y, y', ... yn-l) ist; 

h = konst. (239) 
istdann ein erstes Integral. 

Die Bedingung dafiir, daB eine line are Differentialgleichung 

Po(x) y(n) + PI (x) y(n-l) + ... + Pn-l (x) y' + Pn (x)y = P(x) (240) 

exakt ist, laBt sich folgendermaBen aufstellen: Es ist 

f Pnydx = f Pnydx, 

f Pn-lY' dx = - f P~-l ydx :+- Pn-lY, 

fPn-2y"dx = fp~-2ydx - P~-2Y + Pn-2Y'· 

Setzt man allgemein 

Pn - P~-l + P~-2 - P~/-3 + ... = qn, 

Pn-l - P~-2 +P~-3 -P~/-4 + ... = qn-l, 

so wird 
fpdx = !qnydx + qn-lY + qn-2Y' + ... + qoyC,,-l). 

Die Bedingung dafiir, daB die Differentialgleichung (240) exakt ist, lautet nun: 

q = P _ dPn_l + d2 P"_2 _ .,. + (-i)" dnpo = O. (241) 
" n dx dx2 dx" 

Dapn ist 
q"-lY + q,,-2Y' + ... + qoy(,,-l) =! pdX + konst. (242) 

ein etstes Integral. 
; ~st eine Differentialgleichung nicht· exakt, so kann man versuchen, sie 

.~»~ch Multiplikat~on xp.it einem Multiplikator M(x, y, y', ... y(,,-l)) in eine 
exakte zu verwandeln. So muB z. B. ein nur von x abhangender Multiplikator Z 

der Differentialgl\!~ehung . 

I " 
Po(x)y(n) + Pl(X)y(n-l) + ... + Pn-l(x)y' + Pn(x)y = 0, [(176) 

selnerseits der Differentialgleichung 
: d. ~ 

Pn z - dx (Pn-1 Z) + ... + (-1)n dx" (Poz) = 0 (243) 

genii,gen. Diese Gleichung heiBt die Lagrangesche Adjungierte von (176). 
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20. Differentialgleichung der erzwungenen Schwingung. Eine Anwendung 
finden die vorhin erorterten Methoden bei den Differentialgleichungen der 
Schwingung. Die Differentialgleichung 

(244) 

mit der Losung 
S = C1 cos at + C2 sinat, 

ist die Differentialgleichung einer freien ungedampften Schwingung. Setzen 
wir 

C1 = A sin e; C2 = A cos e, 
so ist 

S = A sin (a t + e). 
Die Schwingungsdauer ist 

und die Frequenz 

2.n 
1"=

a 

a '11=-. 
2.n 

Die Differentialgleichung 

fi2S dS 
([j2 + k de + a2 S = 0 (a, k Konstante) 

flilu:t auf die charakteristische Gleichung 

12 + kl + a2 = 0 
mit den Wurzeln 

k Vk2 1 = --± --a2 • 
1'2 2 4 

(245) 

(245a) 

(245b) 

(246) 

(246a) 

(246b) 

Fiir k> 0 sind die Losungen stabil. 1st k:> 2a, so verlauft der Vorgang aperi
odisch, flir k < 2a erhalten wir eine gedampfte Schwingung. Setzen wir 

k2 
a2 - 4 = fJ2 , (247) 

so lautet die Losung 

- ~t _'!t 
S = e 2 (C1 cospt + C2 sinpt) = e 2 A sin(pt + e) . (248) 

Sie hat die Schwingungsdauer 
2.n 

1"=.p' (248a) 

die wegen p < a groBer ist als die der ungedampften Schwingung. Die GroBe 

.npk wird als das logarithmische Dekrement bezeichnet; sie ist gleich 

dem natiirlichen Logarithmus des Verhaltnisses zweier aufeinanderfolgender 
Amplituden. 

Flir die Differentialgleichung der erzwungenen Schwingung 

diS +k dS 2S-p. dt2 dt + a - smoot (249) 

konnen wir die Losung mittels Variation der Konstanten erhalten; wir konnen 
aber auch direkt eine partikulare Losung in der Form 

Rsinoo(t+~) (250) 
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ansetzen. Setzt man dies in die Gleichung ein, so erhalt man wegen 

sinwt = sinw (t + b - b) = sinw (t + b) cosw b - cosw(t + b) sinwb 

die Gleichung 

sinw (t + b)[ - w2 R + a2R - Pcoswb] + cosw (t + b)[kwR + Psinwb] = o. 

Nullsetzen der Koelfizienten von sin w (t + b) und cos w (t + b) liefert die 
Gleichungen 

R(a 2 - w 2) = P coswb, kwR = -Psinwb, 

woraus sich ergibt: 

t wb=~ R=- p 
g . w2 - a2 , y(w2 _ a2)2 + k 2 w2 

(251) 

Tragt man R bei festgehaltenem P, a und k als Funktion von w auf, so erhalt 
man die Resonanzkurve des Systems. Ihr Maximum wird urn so schader 
und riickt urn so naher an die Resonanzfrequenz a des ungedampften Systems, 
je kleiner der Dampfungsfaktor kist. Setzt man a = 2nvo, w = 2nv, so kann 
man auch schreiben: 

ky 
wb = arctg 2-( 2 ~)' 

n l' - Yo 

Die allgemeine Lasung lautet: 

-~t 
5 = e 2 A sin(flt + B) + Rsinw(t + b). 

(251a) 

(251 b) 

Sei nun das Starungsglied allgemein eine periodische Funktion K (t) mit der 

Periode 2 n, so daB die Differentialgleichung lautet: 
w 

d2 S dS 2_ 
(jj2 + kTt + a 5 - K(t) (244) 

Wir kannen dann seine Fourierentwicklung ansetzen: 

(252) 
n;::::; -<Xl 

und ebenso die Fourierentwicklung der partikularen Lasung: 
+00 

5 (t) = ~ Rneniw(t+on) (253) 
n= -00 

mit 

(253a) 

Dies ergibt sich genau so wie oben, wenn wir beachten, daB wir 

schreiben k6nnen. 
1st endlich das Starungsglied keine periodische Funktion, so kannen wir 

es unter Voraussetzung der Konvergenz durch ein F ouriersches Integral darstellen: 
+00 +00 

g(t) = 21nj dw ! g(u)e-iro(U-t>du, 
-00 -00 
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Dann kann (wieder unter der Voraussetzung der Konvergenz der Integrale) 
ein partikuHi.res IntegralS folgendermaBen angegeben werden: 

+00 +00 

5 = 21n f dw f g(u) Vf(w) eiw(t-u+b) du, (255) 
-00 -00 

1 kw 15 = --arctg~~-. 
w a2 - w 2 

(256) 

21. Darstellung einfacher Schwingungsvorgange. Eine Veranschaulichung1) 
von GroBen der Art A sinw (t + 15) kann man erhalten, indem man sie dem 
imaginaren Teil der komplexen Zahl A eiw (t + b) gleichsetzt. Man trage in der 
komplexen Zahlenebene yom Ursprung aus den Vektor mit dem Betrag A auf, 

der den Winkel w 15 mit der positiven 
x-Achse einschlieBt: die y-Komponente 
dieses Vektors ist dann gleich der Zahl 
A sinwt5 (vgl. Kap.6, Ziff.2). Der der 

iwre iwt 
F"---+---7.re iwt Zahl Aeiw(t+b) zugeordnete Vektor geht 

aus dem Vektor Aeiwb durch Rotation 
mit der Winkelgeschwindigkeit w in posi
tivem Sinne um den N ullpunkt hervor. 
Seine y-Komponente ist wieder gleich 
Asinw(t + 15). 

Abb. 4. Darstellung in der komple",en Ebene. 

S ta tt des Vektors A ei w b ha tten wir 
auch die y-Achse (und zwar im umge-
kehrten Sinne) um den Nullpunkt rotieren 
lassen konnen. Dann wird der Ausdruck 
A eiw (t+ b) immer durch denselben Vektor 
reprasentiert. Die hier erorterte Zu

ordnung von Vektoren ist von besonderer Bedeutung in der Elektrotechnik, wo 
die GroBen A sin w (t + 15) einwellige Wechselstrome darstellen. 

Die Vektorsymbolik der Wechselstromtechnik operiert mit folgenden ein
fachen Rechenregeln: Die Summe zweier Vektoren 01 = J1ei'Pl und 02 = J2ei'P, 
~rd durch geometrische Addition gebildet. Erhalt man durch Projektion des 
Vektors 01 auf den Vektor 02 den Vektor a02 und eben so durch Projektion 

von 01 auf denVektor i02=J2ei('P'+~) (der senkrecht auf 02 steht) den 
Vektor bi02 , so ergibt sich wieder durch geometrische Addition 01 = (a + ib)02' 

Es jist dann die Phasenverschiebung tg(?Jl - ?J2) = ~und das Verhaltnis der 

Amplituden j~ = ya2 + b2. Fur die Differentiation de: Vektors 0 =Jeiw(tH)et-

gibt sich ~1 = i w 0· Es ist dies ein V'ektor, der gegen 0 um den Winkel i
im positiven Sinne gedreht und dessen Betrag das wfache des Betrages des Vek

tors 0 ist. Analog ist [0dt = ~ = - i ~ ein um -!!- gegen 0 gedrehter 
l' 1W W 2 

Vektor mit dem -fachen Betrag des Vektors J. Fur das skalare Produkt 
W 

der beiden Vektoren ~1 = 11 ei'Pl und 02 = J2 ei 'P2, also fUr den Ausdruck 
(~l . 02) = J l' J 2 . cos (?Jl - ?J2) erhalt man 

1) Vgl. zum Folgenden Bd. XV ds. Handb., Abteilung B, Kap.2, S. 192ff. 
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R (~1 .Ja) ist der Realteil des gewohnlichen Produktes der komplexen Zahlen 
11 ei'Pl und 12 e-i'P. (durch den Querstrich uber ~2 soli der Dbergang zur kon
jugiert komplexen Zahl angedeutet werden). Analog bedeutet der absolute 
Wert des rein imaginaren Teiles der beiden Produkte den absoluten Betrag 
des Vektorproduktes der beiden Vektoren: 

/ C3132J / = 11·12/ sin (PI - tp2)/· 

Beispielsweise konnen wir die Differentialgleichung der Strom starke m 
einer Selbstinduktionsspule folgendermaBen schreiben: 

d3 
@; = 31 + L de. 

Pabei ist 1 der Ohmsche Widerstand, L die Selbstinduktion der Spule, 
3 und@; sind die komplexen Vektoren der Stromstarke und der Spannung. Auf 
Grund der obigen Dberlegungen kann dies auch so geschrieben werden 

@; = (r + iLw)3. 

Diese Gleichung hat die Form des Ohmschen Gesetzes; deshalb wird die komplexe 
Zahl r + iLw auch Widerstandsoperator genannt. 

Wie aus Abb. 5 ersichtlich, ist der Winkel tp zwischen )8 

~nd3 durch tgtp = Lw gegeberi; durch Projektion von )8 
r 

rJ 

Abb. s. Vektorsymbolische 
Darstellung des verallge· 
meinerten Ohmschen Ge· 
setzes fiir Wechselstrome. 

auf die lUchtung von ,3 erhalten wir den Vektor r3 und 
daraus durch Streckung den Vektor 3. Auf diese Weise 
konnen wir auch zu einer graphischen Losung der Aufgabe 
gelangen. Fur weitere Beispiele aus diesem Gebiete sei auf 
den bereits erwahnten xv. Band ds. Havdbs. sowie auf das 
Buch von E. ORLICH, Theorie der Wechselstrome (Bd. XII 
der math.-phys. Schriften fUr Ingenieure und Studierende. 
Leipzig:B. G. Teubner) verwiesen. 

22. Kleine Schwingungen eines Systems von endlich vielen Freiheits
graden urn eine Gleichgewichtslage 1). Es sei ein System von n Freiheitsgraden 
mit den n Lagekoordinatenql' q2' ... qn gegeben, das eine Gleichgewichtslage 
besitzen moge. Die Lagekoordinaten seien so gewahlt, daB der Gleichgewichts
lagedie Koordinaten 

ql = 0; q2 = 0; ... , qn = 0 (257) 

entsprechen mogen. Die kinetische und die potentielle Energie des Systems T 
und V sollen nicht explizit von der Zeit t abhangen. Da auch die Bindungs
gleichungen des Systems nicht explizit von der Zeit t abhangen sollen, konnen 

. . d~ 
wir die' kinetische Energie T als homogene quadratische Form der qo = at 
annehmen: 

n 
T = l L (XikiJdl.k • 

i,k=l 

Dabei sind die (XikFunktionen der qi. Da wir uns' im folgenden auf den Fall 
beschranken wollen, daB die Koordinaten qi und die Geschwindigkeiten iJi kleine 
Werte haben, konnen wir uns bei der Potenzreihenentwicklung von (Xii: (ql' ... , qn) 
nach Potenzen von ql' ... ,qn auf die absoluten Glieder (Xik beschranken und 
daher: naherungsweise 

(258) 

'r,;: 1) Vgl. E. T. WHITTAKER, Analytische Dynamik, Kap. VII. 
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als eine homo gene quadratische Funktion der iIi mit konstanten Koeffizienten 
tXik ansetzen. Die Bewegungsgleichungen lauten: 

:t (~~) - ~~ = 0, L = T - V, (259) 

also in unserem Falle, wo T eine Funktion der qi allein und ebenso V(ql' ..• qn) 
eine Funktion der qi allein ist, 

d (OT) OV 
de Oqi + oqj = o. (259 a) 

Entwickeln wir nun ebenfalls V(ql"'" qn) nach Potenzen von ql" .. , qn' so 
konnen wir das absolute Glied fortlassen, da es in die Bewegungsgleichungen 
nicht eingeht. Die linearen Glieder sind in V nicht vorhanden, und zwar geht 
dies daraus hervor, daB fUr ql = q2 = ... = qn = 0 das System eine Gleich
gewichtslage besitzt, daB also dort 

i = 1,2, ... ,n 

ist. Bei VernachHissigung der Glieder hOherer Ordnung konnen wir also 

(260) 

als homogene quadratische Form in den Koordinaten qi mit konstanten Koeffi
zienten bik ansetzen. 

Wir machen nun von der Tatsache Gebrauch, daB T zufolge seiner Bedeutung 
n 

T = 1-~ miv~ 
i=l 

eine positiv-definite quadratische Forn' ist. In diesem Falle ist es nach 
einem Satze der linearen Algebra (vgl. Kap.2, Ziff.34) immer moglich, durch 
eine lineare homogene Koordinatentransformation . 

n 

qi = 1: CikQk; i = 1,2, ... ,n, (261) 
k=l 

zu neuen Koordinaten Qi iiberzugehen, in denen die Ausdriicke fUr T und V 
die einfache Gestalt annehmen: 

T = HQ~ + Q~ + ... + Q~} (262) 
V = 1- (,ulQ~ + ,u2 Q~ + ... + ,unQ~) 

Dabei sind ,ul' ,u2' .. . ,,un die (ein- oder mehrfachen) Wurzeln der Gleichung 
n ten Grades in A: 

an A - bn , a12 A - b12 , "', a l n A - bi n 

a2l A - b2l , a22 A - b22 , "', a2n A - b2n 

anI A - bnI , an2A - bn2 , ... , annA - bnn 

aik = aki; bik = bki · 

=0., (263) 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind immer reell, wie sich zeigen laBt; also 
ist die Transformation in die N ormalkoordina ten Qi immer auf reelle Weise 
moglich. In diesen Koordinaten aber lauten die Bewegungsgleichungen: 

Qi +,uiQi= 0; i=1,2 ..... n. (264) 
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Sie haben die Losungen: 

Qi = Ai (cosy Pi t + Bi) 

Qi = Ai t + Bi 

Qi = AieY-,ui t + Be-V- Pit 

fUr Pi>O, 1 
fiir Pi = 0, 

fiir Pi < 0 . 
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(265) 

Dem FaIle Pi> 0 entspricht also eine unabhiingige Schwingung des Systems 

mit der Periode 2 ~. 1m Falle Pi <: 0 werden bei wachsendem t die hOheren 
V,ui 

Pot en zen von Qi' Qi nicht vernachHissigt werden konnen und daher die Voraus
setzungen der bisherigen Uberlegungen hinfallig. 

Von besonderem Interesse ist natiirlich der Fall, daB samtliche Wurzeln Ui 

der Gleichung (255) positiv sind. Dies ist nur dann der Fall, wenn auch die 
zweite quadratische Form 

n 
V = t 2: bi/,qiqk (260) 

'i,k=l 

positiv-definit ist. In diesem Fall wird die Gleichgewichtslage ql = q2 = ... 
= qn = 0 als s tab i I bezeichnet. 

IV. Randwertprobleme bei gewohnlichen 
Difi'erentialgleichungen zweiter Ordnung. 

23. Die Greenschen Formeln. Der lineare Differentialausdruck ay" + by' 
+cy, wo a, b, c, y Funktionen von x sind, hat zum adjungierten Ausdruck 
(vgl. Ziff. 19) (az)" - (bz), + cz; er ist daher zu sich selbst adjungiert, wenn 
er die Gestalt hat 

L[y] = (py')' + qy. (261) 

Der Differentialausdruck ay"+ by'+ cy laBt sich auf die-Form L[z] bringen, 
jP'-r 

wenn man die neue Veranderliche z durch die Gleichung y = eP dx einfiihrt. 
Sind die auftretenden Funktionen samt ihren entsprechenden Ableitungen im 
Intervall Xo S x <: Xl stetig, p > 0, so gilt die Greensche Formel: 

Xl 

J(zL[y] - yL[z]) dx = P (zy' - yz') I::. (262) 
Xo 

Die Eigenschaft, sich selbst adjungiert zu sein, ist aquivalent mit dem Bestehen 
der Greenschen Formel. Sich selbst adjungierte Differentialausdriicke ergeben 
sich bei der Variation (vgl. Kap. 11, Ziff. 6) quadratischer Differentialausdriicke 
von der Gestalt 

ay'2 + 2by'y + cy2. 

24. Die Greensche Funktion. Viele Probleme der mathematischen Physik 
fiihren auf die Aufgabe, eine Losung einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung zu bestimmen, die gewissen homogenen Randbedingungen geniigt. 
Dies bedeutet: die Werte, welche die Losung und ihre erst en Ableitungen bei 
Annaherung an den Rand des betrachteten Gebietes annehmen, sollen gegebene 
homogene lineare Bedingungsgleichungen erfiillen. Zur Losung dieser Aufgabe 
benutzt man die sog. Greensche Funktion. 
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Als Greensche Funktion G (x,~) des Differentialausdruckes L [y] bei gep 

gebenen homogenen Randbedingungen definiert man eine Funktion von x 
und ~, welche folgenden Bedingungen geniigt: 

1. Sie ist eine stetige Funktion von x bei festem ~ und erfiillt die homogenen 
Randbedingungen. 

2. Ihre erste und zweite Ableitung nach x sind iiberall im Intervall [XOx1] 

stetig mit Ausnahme der Stelle x = ~; dort sei 

(e> 0) . (263) 

3. AuBer an dieser Stelle x = ~ geniigt sie iiberall im Intervall der Differential
gleichung L[G] = O. 

Eine stetige Funktion, welche nur die Bedingungen 2. und 3. erfiillt, heiBt 
eine Grundli:isung der Differentialgleichung 

L[y] = o. (264) 

Die Greensche Funktion ist symmetrisch in Parameter und Argument, d. h. 
es gilt 

G(x,~) = G(~,x). 

Ihre Anwendung beruht auf folgendem Satz: 1st q; (x) stiickweise stetig, so geniigt 
die Funktion 

"" 
I(x) = f G(x, ~)q;(~)d~ (265) 

"'. der Differentialgleichung 
L[f] = -q;(x) (266) 

samt den Randbedingungen und umgekehrt. Daraus kann man fiir die Differen
tialgleichung yom Sturm-Liouvilleschen Typus 

L[y] + ley = g (x), (267) 

wo e (x) > 0, g (x) stiickweise stetig und 1 ein Parameter ist, folgendes Ergebnis 
ablesen: Die Bestimmung einer Li:isung von (267) bei den vorgegebenen Rand
bedingungen ist aquivalent mit der Aufli:isung der Integralgleichung 

"" "" y(x) -1 f G(x, ~)e(~)y(~)d~ = - f G(x, ~)g(~)d~. (268) 

Sie laBt sich durch Multiplikation mit y e (x) auf eine solche mit dem 
symmetrischen Kern . 

K (x,~) = G (x,~) Ye (x) e (~) 

und der unbekannten Funktion z (x) = y (x) Y (J (x) zuriickfiihren. Ihre Eigen
funktionen bilden ein vollstandiges orthogonales Funktionensystem (vgl. Kap. 7, 
Ziff. 1, 2). Jede im Intervall stiickweise stetige Funktion mit quadratisch 
integrierbarer erster Ableitung laBt sich in eine Reihe nach den Eigenfunktionen 
entwickeln, welche in allen von Sprungstellen freien Teilgebieten absolut und 
gleichmaBig konvergiert und in den Sprungstellen wie die Fouriersche Reihe 
das arithmetische Mittel des rechten und linken Grenzwertes darstellt (COURANT). 

Bei gewissen Randbedingungen, z. B. wenn die Randbedingungen das Ver
schwinden der Li:isung in den Endpunkten Xo und Xl des Intervalls fordern 
und auBerdem q:> 0 ist, sind samtliche Eigenwerte ~ einfach und positiv. 
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1st A1 < A2 < .. " so besitzt die zu Ai gehOrige Lasung 1pi' die i te Eigen
funktion, im Intervall xo:S:;: x <Xl' genau i - 1 Nullstellen auBer den an den 
Enden gelegenen. Dies ist der Inhalt des sog. Kleins chen 0 szilla tions
theorems. 

Die Greensche Funktion wird auf folgende Weise erhalten: Yo (x) sei eine 
Lasung von (264), die fUr x = Xo der vorgegebenen Randbedingung geniigt, Y1 (x) 
die entsprechende Lasung fUr x = Xl und Yo Y; - y~ YI =1= O. Dann ist die Greensche 
Funktion gegeben durch die Formeln: 

<- ~. G( ~) - _ -""-- YO(%)Yl(~) -- I 
x == . x, - p (myo (~) y( (~) - y~ (~) yd~)J ' 

"> I:'G( 1:) __ _YO(~)Yl(%) 
X = S". x, S" - P(~)[Yo(~)y~(~) -:- Y~(~)Yl(m • 

(269) 

25. Die Greensche Funktion im erweiterten Sinn. 1st YOYl- Y1Y~ = 0, 
so versagen diese Formeln. In diesem Fall hat die Differentialgleichung den 
Eigenwert A = O. Die zugehOrige, normierte Eigenfunktion sei X (x). Dann 
definieren wir die Greensche Funktion rim erweiterten Sinn als eine 
Lasung der Differentialgleichung 

L[ll = e(x) X(x)XW, (270) 

die den Randbedingungen und der Sprungbedingung (263) geniigt und normieren 
Xl 

sie durch die Bedingung f r(x, ~) e (~) X (~) d~ = O. Auch r ist symmetrisch in 
Xo 

Parameter und Argument. Man konstruiert die Funktion r wie in Ziff. 24, d. h. 
man greift aus der allgemeinen Lasung von (270) zwei einparametrige Scharen 
heraus, deren jede einer der Randbedingungen geniigt. Zwei Kurven je einer 
der beiden Scharen fUgen wir dann wie in Zif£' 24 zur Greenschen Funktion 
zusammen, indem wir ihre Parameter so wahlen, daB der Schnittpunkt der 

beiden Kurven die Abszisse x = ~ und die Ableitung dort den Sprung - p1~) 
hat. 1st Ao = 0 mehrfacher Eigenwert mit den Eigenfunktionen XO (x), Xl (x), ... , 
so ersetzt man die rechte Seite von (270) durch die Summe 

e(x) [Xo(x)Xo(~) + XI(X)xI(~) + ... J. 
Mit Hilfe der Greenschen Funktion im erweiterten Sinn laBt sich durch 

ahnliche Dberlegungen wie in Ziff. 24 die Bestimmung einer Lasung der Sturm
Liou"villeschen Differentialgleichungen bei den vorgegebenen Randbedingungen 
auf die Auflasung einer entsprechenden Integralgleichung zuriickfUhren (vgl. 
HILBERT, Gattinger Nachrichten 1904). Beim Entwicklungssatz hat man die zu 
}, = 0 geharigen Eigenfunktionen mitzuzahlen. 

26. Spezielle Falle. 1. L [y J = y", e = 1 , Intervall: -1"':::: x :s:;: + 1. 

Differentialgleichung: 

Randbedingungen: 
1 " 

1p(x) = 6' 
Eigenwerte : Ao = 0, 

Y" + AY = O. 

y(-1) = Y (1), y'(-1) = y'(1) (Periodizitat) 

r(x,~) = =~ Ix =~I + ± (x = ~)2 + k 
(n = 1,2, ... ). A2n-1 = A2n= n 2 lt 2 

1 
Eigenfunktionen : 1p 0 = y"2 ,1fJ2 n -1 == cos n lt x , 1p2 n = sin n lt x 

Reihenentwicklung: Fouriersche Reihe (vgl. Kap. 7, Ziff. 3, 4). 
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2. L[y] = ((1 - X2)y')', 12 = 1, Intervall: -1 <x < + 1. 

Differentialgleichung: (1 - x 2)y" - 2 x y' + A Y = O. 

Randbedingungen: Endlichbleiben an beiden Endpunkten 

r(x,~)=-tln[(1-x)(1+~)]+ln2-t fUr x<~ 

= -tIn [(1 +x)(1-~)] +ln2-! fUr x:s;;;~. 

Eigenwerte: Ao = 0, An = n (n + 1) (n = 1, 2, ... ) . 

1 
Eigenfunktionen: 'If-'o = (2 , 'If-' n = Y n + { P n (X) • 

Reihenentwicklung nach zonalen Kugelfunktionen (vgl. Kap.7, Ziff. 8, 9). 

3. L[y] = (xy')', 12 = x, Intervall: 0 <x< 1. 

Differentialgleichung: 

Randbedingungen: 

xy" + y' + hy = o. 
y(O) endlich, y(1) = O. 

G (x, ~) = - In ~ fUr x < ~ 
= - lnx fUr x::::: ~. 

Eigenwerte An: Wurzeln der Gleichung 

('17) },}.2 }.3 
Jo VA = 1-- 22 + 22.42 - 22.42.62 + ... =0 

Eigenfunktion: V'n(x) = Jo (x -yr,;) (nicht normiert). 

Reihenentwicklung nach Besselschen Funktionen (vgl. Kap. 7, Ziff. 13, 14). 

4. L [y] = y" - (1 + X2) Y , 12 = 1, 

Intervall: 

Differentialgleichung: 

Randbedingungen: 

-00 < X < +00. 
y" - (1 + X2)y + AY = O. 

y=O fUr lim x = ±oo, 
x 00 

G(x,~) = jI~ex';;fe-t'df-t'dt fur x<~ 
-00 ; 

• 00 

x'+ ;j' ,. 
= jI~ e-2 - rt' dt} e- t' dt fur x::::: ~. 

-00 x 

Eigenwerte: An = 2n + 2 (n = 0, 1, 2, ... ) . 

Eigenfunktionen: 

Die Funktionen Hn(x) heiBen die Hermiteschen Polynome; sie ergeben 

sich als Koeffizienten von tn, bei der Entwicklung 
n. 

Allgemein ist 

00 

e-t'+2tx = ~ Hn(x) tn. 
~ n! 
n=O 

Hn(x) = (2x)n _ n(~~1) (2x)n-2 + n(n - 1)(n2~ 2)(n - 3) (2x)n-4 + ... 
(bis zum Glied erster oder nullter Ordnung in x fortsetzen). 
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5. L[yJ = (xy')' - (~+ ~)y, e = 1, 

Intervall: ° <x < + 00. 

Differentialgleichung: xy" + y' - (~+ ~)y + Ay = 0, 

Randbedingungen: regular fiir x = 0, y = ° fiir lim x = + 00 , 

Eigenwerte: 

Eigenfunktionen: 

G(x, ~) 

00 

xH r ' 
= e2 , T dt fiir x~~, 

i; 

Hi; ~ 
= e-2-j e; , dt fiir x>~. 

x 

(n = 0, 1,2, ... ) . 
x 

e - 2 Ln~x) 
1jJn (x) = ~-n~!-
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Die Funktionen Ln(x) heiBen die Laguerreschen Polynome; Sle er

geben sich als Koeffizienten von tn, bei der Entwicklung n. 

Allgemein ist 

x, 
e - 1-' = ~ Ln(x) tn. 
1-t ..::. n! 

n=o 

Ln(x) = (-1)n[xn-7:xn-1+ n2(n2~1)2xn-2+ ... + (-1)nn!]. 

Lit era t u r: L. BIEBER BACH, Theorie der Differentialgleichungen. 2. Aufl. Berlin: 
Julius Springer 1926; A. R. FORSYTH, Lehrbuch der Differentialgleichungen. 2. Aufl. Uber
setzt und erganzt von W. JAKOBSTHAL. Braunschweig: Vieweg & Sohn 1912; J. HORN, 
Gewohnliche Difierentialgleichungen (Samrnlung SCHUBERT). Leipzig: Goschen 1905; J. HORN. 
Einfiihrung in die Theorie der partiellen Differentialgleichungen (Sarnrnlung SCHUBERT). 
Leipzig: Goschen 1910; R. COURANT U. D. HILBERT, Methoden der rnathernatischen Physik. 
Bd. r. Berlin: Julius Springer 1924; R. V. MISES U. PH. FRANK, Die Differential- und 
Integralgleichungen der Mechanik und Physik. 2 Bde. Braunschweig: Vieweg & Sohn 
1925-1927· 
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Kapitel10. 

Partielle Differentialgleichungen. 
Von 

JOSEF LENSE, Miinchen. 

Mit 4 Abbildungen. 

I. Allgemeines. 
1. Allgemeine Begriffe. Unter einer partiellen Differentialgleichung 

versteht man eine Gleichung, die auBer n unabhangigen Veranderlichen Xl' X 2 , ••. Xn 

noch m unbekannte Funktionen Zl' Z2' ••• Zm und ihre partiellen Differential
quotienten nach den X enthaIt. 1st p die hOchste Ordnung der auftretenden Ab
leitungen, so heiBt die Differentialgleichung von der pten Ordnung. Die ge
suchten Funktionen Z pflegt man auch als die abhangigen Veranderlichen zu 
bezeichnen. Statt einer solchen Gleichung k6nnen auch mehrere gegeben sein, 
man spricht dann von einem System partieller Differentialgleichungen. 
Ein System von Funktionen z, welches den Gleichungen geniigt, heiBt ein L6-
sungssystem oder partikuHires Integral, das allgemeinste derartige L6-
sungssystem das allgemeine Integral. Es enthalt eine bestimmte Anzahl 
willkiirlicher Funktionen (vgl. Ziff. 4, 6, 10, 13). Ein System partieller Diffe
rentialgleichungen vollstandig integrieren heiBt, alle seine L6sungen aufstellen. 

Man kann die willkiirlichen Funktionen dazu benutzen, urn zu erreichen, 
daB die L6sungen Z und gewisse ihrer Ableitungen entweder fUr bestimmte Werte 
einiger der Veranderlichen X vorgegebene Funktionen der iibrigen X werden 
(Anfangsproblem oder Problem von Cauchy, vgl. Ziff.10, 13) oder auf 
gewissen Mannigfaltigkeiten (Berandungen von Raumteilen) vorgegebene Funk
tionen der x werden (Randwertproblem, vgl. Ziff. 16, 19, 21, 23, 25-29, 
34, 35). 

2. Integrabilitatsbedingungen. Es soIl im folgenden der allgemeinste Fall 
eines Systems von partiellen Differentialgleichungen beliebig hoher Ordnung fUr 
mehrere unbekannte Funktionen besprochen werden. Es seien gegeben q sich 
nicht widersprechende, unabhangige Gleichungen zwischen den n unabhangigen • 
Veranderlichen Xl' X 2 , ••• X n , den m abhangigen Veranderlichen (den zu be
stimmenden Funktionen) Zl' Z2' ••• Zm und ihren partiellen Ableitungen nach 
den X bis zur pten Ordnung. Fiihrt man die Ableitungen bis zur (p - 1)ten 
Ordnung als neue abhangige Veranderliche u ein, so enthalt das erweiterte 
System nur die erst en Ableitungen der z und u. Ein System mit mehr Gleichungen 
als Unbekannten (q> m) hat im allgemeinen kein gemeinsames L6sungssystem. 

Neben den Gleichungen des Systems miissen auch jene bestehen, die durch 
beliebig oftmalige Differentiation nach den X aus ihnen entstehen. Dabei treten 
immer h6here partielle Ableitungen der z auf. Wenn man geniigend oft differen-
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ziert, erhalt man schlieBlich im allgemeinen immer mehr Ableitungen (einschlieB
lich der z selbst) als unabhangige Gleichungen. Durch Elimination dieser Ab
leitungen und der z wiirden sich also Beziehungen zwischen den x allein ergeben, 
gegen die Voraussetzung, daB die x unabhangige Veranderliche sind. Nur wenn 
diese Beziehungen identisch erfiillt sind, ist kein Widerspruch vorhanden. Die 
bei diesem Eliminationsverfahren sich ergebenden Gleichungen, deren Bestehen 
fUr die Existenz gemeinsamer Losungen im allgemeinen erforderlich sind, heiJ3en 
die Integrabilitatsbedingungen des Systems. 

Beispiel: a Z a Z 

ax=t(x,y), ay=g(x,y), 

sei das gegebene System, z die abhangige, x, y die unabhangigen Veranderlichen. 
Hier lauten die Integrabilitatsbedingungen: 

at ag 
ay = ax . 

3. Systeme in der Normalform. Darunter versteht man Systeme, die 
folgende Bedingungen erfiillen: 

1. q = m. 
2. Wenn das System die Ableitungen von Zl' Z2' ..• zm bzw. bis zu den 

Ordnungen r l , r2' ... rm enthalt, so solI es auflosbar sein nach 
ar'Zl iYmZm 

a x~' ' . . ., a x~m ' 

d. h. nach den hochsten Ableitungen, genommen nach derselben Verander
lichen x. Die rechten Seiten der aufgelosten Gleichungen sollen analytische 
Funktionen der x, z und der auftretenden Ableitungen sein, d. h. sie sollen in 
der Umgebung einer bestimmten Stelle Potenzreihen in den auftretenden Ver
anderlichen und ihren Ableitungen sein. In diesem FaIle existieren immer ge
meinsame Losungssysteme z; dies System ist, wie man sagt, integrabel. Man 
kann dabei als Anfangsbedingungen noch'vorschreiben, daB die z samt ihren 
Ableitungen bis zur Ordnung r l - 1, ... rm - 1 fUr ein bestimmtes Xl will
kiirliche Funktionen der iibrigen x sind. Dadurch ist das Losungssystem dann 
eindeutig bestimmt. Der Satz riihrt von CAUCHY her und wurde von Frau 
KOWALEWSKI in besonders eleganter Weise bewiesen. Die Integration erfolgt 
durch Potenzreihen, deren Koeffizienten nach der Methode der Koeffizienten
vergleichung gefunden werden . 

. Wie man in Fallen, die sich nicht auf diese Normalform bringen lassen, die 
Integrabilitatsbedingungen in systematischer Weise aufstellen kann, soIl hier 
nicht bespJ;'ochen werden, da dies viel zu weit fiihren wiirde; ebenso die Beant
wortung der Frage, welche willkiirlichen Funktionen in den Losungen auftreten, 
mit anderen Worten, welche Anfangsbedingungen vorgeschrieben werden konnen. 
Vgl. hierzu das in Ziff. 54 zitierte Buch von CH. RIQUIER. 

II. Lineare partielle Differentialgleichunge n 
erster Ordnung. 

4. Homogene Differentialgleichungen. Unter einer homogenen linearen 
partiellen Differentialgleichung versteht man eine Gleichung von der Gestalt: 

n 
~ az 
~XiaXi = o. 
i=l 

22* 
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Dabei bedeuten die Xi Funktionen der unabhangigen Veranderlichen Xl' X2 , ••• , Xn, 
die nicht gieichzeitig identisch verschwinden. Sie sollen bei reellen Verander
lichen X in einem bestimmten Bereich entsprechend oft differenzierbar, bei kom
plexen Veranderlichen X analytisch sein. Diese Voraussetzung iiber den Charakter 
der Funktionen solI fUr alle in diesem Kapitel auftretenden Funktionen £est
gehalten werden, solange nicht speziellere Annahmen ausdriicklich gemacht 
werden. Die linke Seite der Gleichung bezeichnen wir kurz mit X (z). Fiir den 
Operator X (z) gelten folgende Rechenregeln: 

X(cp + lP) = X(cp) + X('!p) , (1) 

X (CPlP) = '!pX (cp) + cpX ('!p) , 
of of 

X[F(cp, '!p, . .. )] = orp X(cp) + alP X(lP) + "', 
X(konst.) = 0, 

worin cP, '!p, ... , Funktionen von Xl' X2 , •• " Xn sind. Die Integration von (1) 
vollzieht sich in folgender Weise: Man bildet das System gewohnlicher Differen
tialgleichungen: 

(2) 

Seine Integralkurven heiBen die Charakteristiken von (1). Es hat n - 1 un
abhangige Integrale: 

Jede Funktion cp ist Losung von (1), ein sog. partikulares Integral. 
Die allgemeinste Losung von (1), das sog. allgemeine Integral, ist eine 

willkiirliche Funktion von CPI' CP2' ... , CPn-l, namlich z = q,(CPI' CP2' ... , CPn-l)' 
Es gibt nur n - 1 unabhangige Integrale. Das allgemeine Integral enthalt also 
eine willkiirliche Funktion. 

Beispiel: Die Differentialgleichung eines geraden Konoids mit der Leit-

ebene z = 0 und der Leitgeraden X = Y = 0 lautet: x ~: + y ~~ = 0; die.Cha-

rakteristikengleichungen dx = d Y haben das Integral 1.. = c, daher ist z = q,(1..) 
x Y x x 

die Gleichung des Konoids. 
5. Jacobischer Multiplikator l ). Darunter versteht man eine Funktion 

M (Xl' X 2 , ••• , X n), so daB 
MX(z)=o(u1""'Un - 1 .z) (4) a (Xl' ..•• X,.) , 

wobei die u Funktionen der X sind2). Jede Differentialgleichung (1) hat unend
lich viele Multiplikatoren. Sie ergeben sich als Integrale von 

n 

~8(MXi) a =0. 
Xi 

(5) 
i=l 

Aus einem Multiplikator erhhlt man alle anderen Multiplikatoren durch Multi
plikation mit dem allgemeinen Integral der Gleichung (1). Bei Einfiihrung 
neuer Veranderlicher 

(i = 1, 2, ... , n) , 

1) Vgl. Kap. 9. Ziff. 7. 
2) Wir haben es hier mit einer sinngemaBen Verallgemeinerung des entsprechenden 

Begriffes bei gewohnlichen Differentialgleichungen zu tun (vgl. Kap. 9. Ziff.4). 
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mit einer von Null verschiedenen Funktionaldeterminante o(x1 • •••• xn) trans-
formiert sich Gleichung (1) in O(Y1' ...• Yn) 

(6) 

(7) 

ist ein Multiplikator der transformierten Gleichung (6). 
KeRnt man n - 2 unabhangige Integrale ul • u2 • ••• ,. U n -2 von (1) undeinen 

Multiplikator. so ist damit die Integration der Differentialgleichung auf Quadra
turen zuriickgefiihrt (Prinzip des letzten Multiplikators). Wir fiihren 
namlich u l , u2, ... , U n -2 und dazu noch zwei willkiirliche Funktionen Yl' Y2 als 
neue Veranderliche ein. Dann wird (6) wegen X (Ui) = 0 

OZ T OZ 
X (Yl) -a + x (Y2) ~ = o. Y1 UY2 

Nach (5) ist 
0[M'X(Y1)] + 0[M'X(Y2)] _ 0 

0Y1 0Y2 -, 

daher M' X (Y2) dYl - M' X (Yl) dY2 das vollstandige Differential l ) einer durch 
Quadraturen bestimmbaren Funktion Un-I; damit ist das letzte Integral von (1) 
gefunden. 

Beispiel: Die sog. J aco bische Differen tialgleich ung y" = f(x, y) 
ist aquivalent mit dem System 

dx dy dy' 
1=7= t(x.y)· 

Es liefert die Charakteristiken der Differentialgleichung 

OZ ,oz f(. ) OZ 
ox+Yoy+ x'Yoy,=O. 

Sie hat nach (5) den Multiplikator 1. Sei nun 

q; (x, Y , Y') = C oder y' = "p (x , Y , C) 

ein Integral des Systems. Wir fiihren als neue Veranderliche ein: x = x, Y = Y, 
ul = q;(x, y, y'). Aus der letzten Gleichung ergibt sich y' = "p(x, y, U l ), ferner 
ist M' - 01jJ. dann ist - oe' 

U 2 laBt sich durch Quadraturen bestimmen und ist das gesuchte zweite Integral. 
6. Inhomogene Gleichungen. Eine lineare partielle Differentialgleichung 

erster Ordnung heiBt inhomogen oder vollstandig, wenn sie die Gestalt hat: 

(8) 

wobei die Xi und Z Funktionen von Xv x 2, ... , Xn und z sind. Man fiihrt sie 
durch folgenden Kunstgriff auf homogene Gleichungen zuriick: Wir denken uns 
die Losung z von (8) implizit durch eine Gleichung 

F (z, Xl' x2, ... , Xn) = 0 

1) Vgl. Ziff. 52. Beispiel und Kap. 1. Ziff. 20. 
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gegeben. Dann ist aF 
az az 

daher wird aus (8) n 

""Vx. aF + ZaF = o. 
~ taXt az 

(9) 
i=l 

Das ist aber eine homogene Gleichung fUr die unbekannte Funktion F in den 
Veranderlichen z, Xl' ••• , Xn • Sind daher f{J1 (Xl' .•• , Xn , Z) = CI , ... , f{Jn (Xl' ••. , 
Xm Z) = Cn , n unabhangige Integrale ihrer Charakteristikengleichungen 

dXI dX2 dx,. dz (10) 
Xl = x;, = '" = X,. = Z' 

so ist nach Ziff. 4: F = W(f{JI' ({'2' •.. f{Jn)' Man erhalt sonach das allgemeine 
Integral von (8) durch Auflosung der Gleichung 

W[f{JI(X1"", Xn , z), ... , f{Jn(x1"", Xn , z)] =0 
nach z. Das allgemeine Integral enthlilt hiermit so wie bei den homogenen Glei
chungen eine willkiirliche Funktion. Daneben konnen noch sog. singulare 
Integrale existieren, namlich ev. vorhandene gemeinsame Losungen z der Glei
chungen 

Xi(z, Xl"'" Xn) = 0, (i = 1, 2, ... , n), Z(Z, Xl"'" Xn) = O. (11) 

Beispiele: 1. Differentialgleichung eines Zylinders, dessen Achsenrichtung 
die Richtungsparameter (a, b, c) hat: 

az az 
a ax + b ay = 1 . 

dx dy dz 
--a=T=T' Charakteristiken : 

Integrale: X - az = c1 , y - bz = c2 , 

Gleichung des Zylinders: (j)(x - az, y - bZ) = O .. 

2. Kegel, dessen Scheitel die Koordinaten (a, b, c) hat. 
az az 

Differentialgleichung: (x - a) ax + (y - b) oy = z - C. 

dx dy dz 
x-a y-b z-c' Charakteristiken: 

Integrale: 
x-a y-b 
z - c = c1 , Z _ C = c2 , 

Gl . h d K 1 m(X - a , y - b) -_ O. elC ung es ege s: 'P z-c z-c 

3. Rotationsflache, deren Achse durch den Koordinatenanfangspunkt in 
der Richtung mit den Parametern (a, b, c) geht. 

az oz 
Differentialgleichung: (cy - bz) ax + (az - cx) ay = bx - ay, 

Charakteristiken : 
dx dy dz 

ey - bz az - ex bx - ay , 

Integrale: ax + by + cz = c1, X2 + y2 + Z2 = c2, 
Gleichung der Flache: (j)(ax + by + cz, X2 + y2 + Z2) = 0. 
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III. Allgemeine partielle Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 

7. Geometrische Deutung. Elementarkegel. Die allgemeine partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung hat die Gestalt 

(12) 

Dabei sind Xl' x2 • •••• Xn die unabhangigen Veranderlichen, z ist die gesuchte 

abhangige Veranderliehe, Pi = ~z (i = 1, 2, ... , n). Wir deuten z, Xl' X2' ... , Xn 
uXj 

als kartesische Koordinaten eines euklidischen Rn+l (vgl. Kap. 3, Zif£. 25 
und Kap. 5, Ziff. 20). Die Gleiehung einer Hyperebene durch den Punkt 
(z, Xl' X2, ... , xn) in laufenden Koordinaten C, ~l' ~2' ... , ~n lautet: 

(13) 

Dabei sind PI' P2' .. " Pn' - 1 die Richtungsparameter der Normalen. 1st 

z = t(xl , X2 , ••• , xn) (14) 

eine Losung von (12), eine sog. Integralhyperflache und Pi = ~z , so ist (13) die 
uXi 

Tangentialhyperebene von (14) im Punkte (z, Xl' X2, ... , Xn). N ach (13) wird 
durch das Wertesystem (z, Xl> X2, ... , Xn, PI' P2"'" Pn) ein Punkt samt hindurch
gehender Hyperebene, ein sog. Hyperflachenelement gegeben. Halt man den 
Punkt P(z, Xl' ... , xn) fest, so wird durch die Gleichung (12) aus allen oon Hyper
flachenelementenl ), die durch P gehen, eine Schar von oon-1 herausgegriffen, 
die einen n-dimensionalen Kegel umhiillen, dessen Scheitel in P liegt. Er heiBt 
der zum Punkt P gehorige Elementarkegel oder Mongesche Kegel der 
Gleichung (12). Bei linearen Gleichungen artet er in ein Ebenenbiischel aus. 

Geometrisch bedeutet also die Integration von (12) niehts anderes als Hyper
flachen zu finden, die in jedem Punkt- den zugehorigen Elementarkegel berUhren. 

A. CAUCHY hat nun gezeigt, daB man diese Integralhyperflachen aus Kurven, 
den sog. Charakteristiken, aufbauen kann, die Integralkurven eines leicht 
anzugebenden Systems gewohnlicher Differentialgleichungen sind. 

8. Methode von CAUCHY. Charakteristiken. Man definiert die Charakte
ristiken als Kurven auf einer Integralhyperflache, welche in jedem Punkt den 
Elementarkegel Iangs einer Mantellinie beriihren, so zwar, daB jede Integral
hyperflache, die einen Punkt der Charakteristik enthalt, die ganze Kurve enthalt. 
Eine Mantellinie eines n-dimensionalen Kegeis ist die Grenziage des Schnittes 
von n benachbarten Tangentialhyperebenen. Aus dieser Definition ergibt sieh 
mit Riicksicht auf die Tatsache, daB die Charakteristiken auf den Integral
hyperflachen Iiegen, foig-endes Sy~tem gewohnlicher Differentiaigieichungen fUr 
diese Kurven: 

",=1 

wobei 

d/=-(Xi+ZPi), (i=1,2, ... ,n) (15) 

Z _oF 
- OZ 

bedeutet. t ist ein Parameter auf der Charakteristik. Durch Integration dieses 
Systems erhalt man z, Xi, Pi ais Funktionen von t, die fUr t = 0 gewisse Anfangs-

1) oon heiBt. sie hangen stetig von n unabhangigen Parametern abo 
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werte annehmen. Wir bezeichnen diese Anfangswerte mit zo, 4, p~. Sie miissen 
so gewahlt werden, daB sie der Differentialgleichung (12) geniigen. Ferner 
diirfen die rechten Seiten der Gleichungen (15) nicht gleichzeitig verschwinden, 
wenn man in sie die Werte zo, x~, p? einsetzt. Sonst wiirde sich ja als Losung 
des Systems (15) 

ergeben, d. h. die Charakteristik wiirde sich auf einen Punkt reduzieren. Ein 
solches Wertsystem, das der Gleichung (12) geniigt und die rechten Seiten von (15) 
zu Null macht, nennt man ein singulares Integralhyperflachenelement. 
Die anderen Wertsysteme, die der Gleichung (12) geniigen und die rechten Seiten 
von (15) nicht zu Null machen, heiBen nichtsingulare Integralhyper
flachenelemente. 

Verwendet man ein solches nichtsingulares Element fUr die Anfangswerte 
von z, Xi, Pi bei der Integration des Systems (15), so erhiilt man z, Xi, Pi als 
Funktionen des Parameters t, d. h. eine Schar von 001 Hyperflachenelementen 
langs der Charakteristik, die samtlich der Gleichung (12) geniigen, also Integral
hyperflachenelemente. -1, Pv P2' ... , Pn sind die Richtungsparameter ihrer 
Normalen. In jedem Punkte der Charakteristik ist also ein Integralhyper
flachenelement gegeben. Man bezeichnet dieses Gebilde, die Charakteristik 
samt den Integralhyperflachenelementen in jedem ihrer Punkte, als charakte
ristischen Streifen. Die Differentialgleichungen (15) sind also die Differential
gleichungen der charakteristischen Streifen. Eines ihrer Integrale ist F = konst. 

Wie es sein muB, ergeben sich aus (15) speziell fUr lineare Differential
gleichungen die Gleichungen (10) von Ziff. 6. Zwei Integralhyperflachen, die 
ein Hyperflachenelement eines charakteristischen Streifens gemeinsam haben, 
beriihren sich langs des ganzen, durch dieses Element eindeutig bestimmten 
Streifens. 

9. Mongesche und Hamiltonsche Gleichung. Man kann nach Ziff. 7 die 
Gleichung (12) als Gleichung des Elementarkegels, geschrieben in den Hyper
ebenenkoordinaten l ) PI' P2' ..• Pn, auffassen. Will man diese Gleichung in 
Punkt- oder homogenen Strahlenkoordinaten darstellen, so hat man so vor
zugehen: 

Wir suchen Kurven, die in jedem Punkte eine Mantellinie des zu ihm ge
horigen Elementarkegels beriihren. Bedeuten also 

(i = 1, 2, ... , n), Z = z(t) 

die Gleichungen einer solchen Kurve, so muB nach Ziff. 8 gelten 

d~ BF(. ) lit = BPi Z = 1, 2, ... , n , 

n 
dz ~ BF 
dt =...::.. PO<BPo< 

0<=1 

(16) 

Wir berechnen aus diesen Gleichungen die Pi als Funktionen der Xi, Z, dXi, dz. 
Sie sind homogen in den dXi und dz. Setzt man diese Funktionen in die Gleichung 
(12) ein, so erhalt man sie in der gewiinschten Gestalt 

(17) 

1) Siehe Kap. 3, Ziff. 5 und Kap. 1, Ziff. 25. 
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Sie ist homogen in den dXi und dz und heiBt die zur Gleichung (12) gehOrige 
Mongesche Gleichung, wahrend man die Gleichung (12) als die zu (17) ge
hOrige Hamiltonsche Gleichung zu bezeichnen pflegt. Die Mongesche 
Gleichung ist hiernach nichts anderes als die Gleichung des Elementarkegels, 
geschrieben in den homogenen Strahlenkoordinaten dxl , dx2 , ••• , dxn , dz (die 
dXi und dz sind ja als Richtungsparameter der Kurve (16) homogene Strahlen
koordinatenJ, die Hamiltonsche Gleichung die Gleichung des Elementarkegels, 
geschrieben in den inhomogenen Hyperebenenkoordinaten PI' P2' ... , Pn. 

10. Allgemeines, vollstandiges und singulares Integral. Der Aufbau einer 
Integralhyperflache geschieht nun in folgender Weise: Es sei eine beliebige 
(n - 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit Vn - l 1) gegeben, die keine Charakteristi
ken enthalt. Durch jeden ihrer Punkte legt man ein Hyperflachenelement, 
das gleichzeitig die Vn - l und den Elementarkegel des betreffenden Punktes 
beriihrt. Es ist durch diese Bedingungen eindeutig bestimmt. Die von jedem 
dieser oon-l Hyperflachenelemente ausgehenden Streifen bilden eine Integral
hyperflache, die eindeutig bestimmt ist und allgemeines Integral heiBt, weil 
es durch eine allgemeine Vn - l geht (Cauchysches Problem). Alle von einem 
Punkt ausgehenden charakteristischen Streifen erzeugen ebenfalls eine Integral
hyperflache. Sie hangt von n + 1 Parametern ab, den Koordinaten des Punktes. 
Halt man einen davon fest, so entsteht eine Schar von oon Integralhyperflachen, 
das sog. vollstandige Integral. Bildet man diese Integralhyperflachen fUr 
aile Punkte der Vn - 1 , so werden sie von dem allgemeinen Integral eingehiillt. 
Zwei benachbarte schneiden sich in einer Kurve, deren Grenzlage eine Charakte
ristik ist [daher der Name 2)]. Falls das System der Integralhyperflachen eines 
vollstandigen Integrals eine gemeinsame Einhiillende hat, so besteht sie aus 
lauter singularenIntegralhyperflachenelementen und heiBt singuHires In tegral. 

Der Name vollstandiges Integral riihrt daher, daB sich aus einem solchen 
Integral, das durch die Gleichung 

(18) 

(die a bedeuten n unabhangige Parameter) gegeben sei, jede Losung z der 
Gleichung (12) herIeiten laBt. Wir setzen namlich v willkiirliche, unabhangige 
Beziehungen zwischen den a an: 

lJ'p(a1 ,a2 , ••• ,an) =0, (jJ=1,2, ... ,v), (19) 

wo 1 <v~n, und eliminieren die a und 1 aus den Gleichungen (18), (19) und 

iJ c[> =~~ 1 iJtpp 
iJ "P iJ' (i = 1, 2, ... , n). 

a· a· • P=l • 
(20) 

1) Vgl. Kap. 1, Ziff. 25. 
2) Man nennt namlich die Grenzlage der Schnittkurve zweier benachbarter Flachen 

eines Systems von 001 Flachen nach MONGE eine Charakteristik, die Grenzlage des Schnitt
punktes dreier benachbarter Flachen des Systems einen Grenzpunkt. Der Grenzpunkt 
kann somit auch als Grenzlage des Schnittpunktes zweier benachbarter Charakteristiken 
aufgefaBt werden. Die Gesamtheit aller Charakteristiken heiBt die einh iillende Flache 
des Systems. Sie beriihrt jede Flache des Systems in ihrer Charakteristik. Die Gesamtheit 
aller Grenzpunkte heiBt die Gratlinie oder Riickkehrkurve des Systems. Sie beriihrt 
in jedem Grenzpunkt die zugehorige Charakteristik. Sind die Flachen des Systems durch 
F (x, y, Z, O() = 0 (0( = Parameter) gegeben, so lauten die Gleichungen der Charakteristiken: 

of 
F = 0, 00( = o. Die Koordinaten der Grenzpunkte erhalt man aus den Gleichungen: F = 0, 

of 02 F El·· . d b·d 1 . 00( = 0, 00(2 = o. Imllllert man aus en el en ersten G elchungen den Parameter 0(, 

so bekommt man die Gleichung der Einhiillenden. Diese Betrachtungen lassen sich auf 
den Rn verallgemeinern. V gl. auch Kap. 4, Ziff. 15. 
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Dadurch erhalt man z als eine Funktion der x, die noch die 'JI willkiirlichen 
Funktionen 1jJ enthalt. Es ist die allgemeinste Lasung von (12) und heiBt daher 
das allgemeine Integral. Fur 'JI = n werden die a nach (19) Konstante, man 
erhiilt wieder das vollstandige Integral. Die Maximalzahl der willkurlichen 
Funktionen ist also n - 1. Die Elimination der a aus den Gleichungen (18) und 

iJifJ 
~=O (i=1,2, ... ,n) (21) 
va; 

liefert, wenn sie uberhaupt maglich ist, z als eine Funktion derx, die nichts 
Willkurliches mehr enthalt. Diese Lasung heiBt das singulare Integral, 
weil sie sich nicht als spezieller Fall aus dem allgemeinen ergibt. 

11. Methode von LAGRANGE. Fiir n = 2 hat LAGRANGE eine sehr einfache 
Methode zur Bestimmung eines vollstandigen Integrals ersonnen: 

Die Differentialgleichung laute 

F(x, y, z, p, q) = 0, 

Wir nehmen eine zweite Gleichung 

q,(x, y, z, p, q) = a 

az 
q = ay· 

(a = konst.) 

(22) 

(23) 

hinzu (uber q, wird spater Naheres verfugt werden) und lasen (22) und (23) nach p 
und q auf. Die so erhaltenen Werte setzen wir in dz = pdx + qdy ein und 
bekommen 

dz = cp(x, y, z, a)dx + 1jJ(x, y, z, a)dy. (24) 

q, sei nun so beschaffen, daB die rechte Seite von (24) ein tot ales Differential 
wird, daB also 

oq; oq; 011' 011' 
iJy+qoz =ox +Poz· 

Die Integration von (24) liefert (vgl. Ziff. 52) 

I (x, y; z, a) = b oder I (x, y, z, a, b) = ° (b = konst.), (25) 

das gesuchte vollstandige Integral. Das allgemeine Integral erhalt man durch 
Elimination von a und b aus 

I (x, y, Z, a, b) = 0, b = g(a), at at , 
aa+abg(a)=O, (26) 

wo g (a) eine willkurliche Funktion ist, das evtl. vorhandene singulare Integral 
durch Elimination von a und b aus den Gleichungen: 

at ot I (x, y, z, a, b) = 0, iJ a = ° , ob = 0. (27) 

Beispiele. 1. F(y, p, q) = 0. 
Wir nehmen dazu p = a und erhalten q = I (y, a), dz = adx + I (y, a) dy, 

i = ax + jl(y, a)dy + b. 
2. F(z, p, q) = 0. 
Wir nehmen dazu q = ap und erhalten 

p=/(z,a), q=al(z,a), dz=/(z,a) (dx+ady), ff(:,za)=x+aY+b. 
3. I(x, P) = g(y, q) (getrennte Veranderliche). 
Wir setzen I (x, P) = a und erhalten p = cp(x, a), q = 1jJ(y, a), 

z = jcp(x, a)dx + j1jJ (y, a)dy + b. 
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12. Methode· von JACOBI. Wir eliminieren z durch 
Ziff. 6, d. h. wir denken uns z durch die Gleichung 

den Kunstgriff aus 

V(z, Xl' X2, ••• X) = 0 (28) 
definiert, haben daher av 

(i=1,2, ... n) 

und statt (28) 

(29) 

V ist jetzt abhangige Variable, z, Xl' X2 , ••• Xn sind die unabhangigen Variablen. 

Aus (29) ergibt sich durch Auflosen nach :~ 
av ( av av OV) ~ + H (z, Xl' X2 ' ••• , Xn , .-----' ;,;--, ... ,;,;-- = O. 
uZ uX1 uX2 uXn 

(30) 

Wir ersetzen OVjOXi durch die Variable Pi (i = 1,2, ... , n) (nicht zu ver-
wechseln mit den friiheren Pi) und bezeichnen H (z, Xl, X2, ... , Xn, PI' P2' ... , Pn) 
kurz mit H. Die Differentialgleichungen der Charakteristiken von (30) lauten 
nach (15): 

dz 
Tt=l, 

dx; aH 
~ api' dt 

dV = ~P all _ H 
dt ~ "'ap", 

a=1 

all 
az ' 

(i= 1,2, ... ,n). 

(31 ) 

Wir konnen also t = z setzen. Wir integrieren das sog. kanonische System 

dXi all dPi aH 
~ api' at - aXi (i = 1,2, ... , n). 

Das allgemeine Integral sei 

Xi: ti(t, a l ,·.·, an, bl ,···, bn) } 

Pi - CfJi(t, a l ,···, an, bl ,···, bn ) 

wobei Xi = ai, Pi = bi (ai, bi = konst.) fUr t = to, 
Wir setzen diese Werte in 

n aH 
u= ~Paoprx-H 

rx=l 
ein, dann ist n t 

(i = 1, 2, ... , n), 

V = ~ a", b", + f U dt + c (c = konst.) 
",=1 to 

(32) 

ein vollstandiges Integral von (29) oder (30). Dabei hat man die ai aus (33) 
durch t, bi, Xi auszudriicken. Es reduziert sich fUr t = to auf bl Xl + b2 x2 

+ ... + bnxn + c. 
1st umgekehrt V = 'IjJ (z, Xl' X 2 , ••• , Xn , bl , b2, ••• , bn) + c ein vollstandiges 

Integral von (29), so liefern die Gleichungen 

oV av 
ax. = Pi, 8b. = ai (i = 1, 2, ... , n) (34) 

das allgemeine 1nteg~al von (32). t Man hat einfach die Gleichungen ~~ = ai 

nach den Xi aufzulosen und erbalt die Pi aus den erst en Gleichungen (32): 
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Spezieller Fall (getrennte Veranderliche). H sei von der Gestalt 
n 

H = L:,Ho«xlX' PIX)' wo HIX nur von XIX und PIX abhangt. Wir set zen Hi (Xi, Pi) = bi 
1X=1 

(bi = konst., i = 1, 2, ... , n) und lasen nach Pi auf: Pi = I;(Xi' bi). Ferner sei 
n 

h =L:, bo< , dann ist 
1X=1 

n 
V = -ht + L:,jllX(xlX , boJdxlX + C 

1X=1 

ein vollstandiges Integral. Aus den Gleichungen 

oV 
ar;. = ai , (ai = konst., i = 1, 2, ... , n) 

erhalt man die Xi. 
Wahlt man h, b1 , b2, ... , bn - I an Stelle der Konstanten bl , b2, ... , bn als 

n 
willkiirliche Konstanten und setzt V' = L:, j I IX (XIX' blX ) dxlX + C, so hat man 
die Xi aus den Gleichungen 

oV' 
t+c=7fh' 

und dann die Pi aus 

oV' 
ai = 7fb; 

",=1 

(i = 1,2, ... , n - 1) 

(i = 1,2, ... , n) 

zu berechnen. Das ist die in der Physik bei der Hamilton-Jacobischen 
Gleichung angewandte Methode 1). 

IV. Allgemeine partielle Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

13. Charakteristiken zweiter Ordnung. In diesem Abschnitt sollen die 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung fUr eine unbekannte Funktion 
von zwei unabhangigen Veranderlichen x und y behandelt werden. Wir fiihren 
die Eulerschen Bezeichnungen ein: 

oz oz 
P =(Jx ' q = ay , 

Die Gleichung zweiter Ordnung sei: 

02 Z 
s=-·-rJxrJy' 

F (x, y, Z, p, q, r, s, t) = o. 
Ferner set zen wir: 

R= of 
or ' 

5 = of 
os ' 

T - of 
- ot 

02 Z 
t = oy2. (35) 

(36) 

(37) 

Wahrend bei einer Differentialgleichung erster Ordnung eine Integralflache 
durch eine Kurve, die auf ihr liegt und keine Charakteristik ist, eindeutig be
stimmt ist (Ziff. 10), kann man bei einer Gleichung zweiter Ordnung noch die 
Tangentialebenen der Integralflache in den Punkten der Kurve vorschreiben. 
Das allgemeine Integral enthalt also zwei willkiirliche Funktionen. Die Kurve 
dad allerdings keine sog. Charakteristik zweiter Ordnung sein. Darunter 
versteht man folgendes: Wir bezeichnen ein System von Werten der GraBen 
x, y, Z, P, q, r, s, t als Flachenelement zweiter Ordnung. Eine einparametrige 
Schar von solchen Flachenelementen, welche der Gleichung 

R dy2 - 5 dxdy + Tdx2 = 0 (38) 

1) Vgl. hierzu Kap.9, Ziff.8 bis 10. Uber den Zusammenhang mit der Variations
rechnung siehe ferner Kap. 11, Ziff. 5 u. 11. 
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genugen und auf einer Integralflache von (36) liegen, heiBt eine Charakteristik 
zweiter Ordnung von (36). Durch eine solche gehen unendlich viele Integral
flachen, die von unendlich vielen Konstanten abhangen. Den zwei Wurzeln 
der in dy/dx quadratischen Gleichung (38) entsprechend, gibt es zwei Systeme 
von Charakteristiken zweiter Ordnung, wenn die Diskriminante von (38) nicht 
verschwindet. Eine Funktion z = (j) (x, y), welche der Gleichung (36) genugt 
und auBerdem die GraBen (37) zu Null macht, heiBt ein singuHires Integral. 
J ede nichtsingulare Integralflache enthiilt unendlich viele Charakteristiken 
beider Systeme. 

14. Differentialgleichung von MONGE und AMPERE. Darunter versteht man 
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche in r, S, t, rt - S2 linear ist. 
also von der Gestalt 

Hr+2Ks+Lt+M+N(rt-s 2)=0, (39) 

worin H, K, L, M, N nur von x, y, z, p, q abhangen. Durch einen gegebenen 
Streifen von Flachenelementen erster Ordnung (x, y, z, p, q) (Kurve samt Tangen
tialebene in jedem Punkte) geht eine und nur eine Integralflache von (39), wenn 
der Streifen keine sog. Charakteristik erster Ordnung ist, in welchem 
Fall dann unendlich viele Integralflachen hindurchgehen, die von unendlich 
vielen willkurlichen Konstanten abhangen. Unter einer solchen Charakteristik 
versteht man einen Streifen, der den Gleichungen 

H dy2 - 2K dx dy + L dx 2 + N (dx dP + dy dq) = 0, 1 
Hdpdy + Ldqdx + Mdxdy + Ndpdq = 0, ~ 

dz = P dx + q dy J 

(40) 

genugt. Jede Charakteristik zweiter Ordnung von (39) enthiilt eine solche erster 
Ordnung und jede erster Ordnung ist, wenn S2 - 4RT + 0, in unendlich vielen 
zweiter Ordnung enthalten, welche von einer willkurlichen Konstanten abhangen. 
Jede Flache, welche unendlich viele Charakteristiken zweiter Ordnung eines 
der beiden Systeme enthiilt (Ziff. 13), ist ein Integral von (39). Unter einem 
Zwischenintegral von (39) versteht man eine Gleichung 

(j)(x, y, z, p, q) = konst., (41) 

deren samtliche nichtsingularen Integrale der Gleichung (39) genugen. 
Beispiele. 1. Abwickelbare Flachen (vgl. Kap.4, Zif£. 19, 22). 

Differentialgleichung: rt - S2 = ° (Krummung = 0). 

Charakteristiken erster Ordnung: dP = 0, dq = 0, d(z - px - qy) = 0. 

Zwischenintegrale: q = cp (P), z - px - qy = 1jJ (P) 
(cp, 1jJ willkurliche Funktionen). 

Die EinhUllende der Ebenenschar z - ex - cp (e) y - 1jJ (e) = ° ist die 
gesuchte allgemeine Integralflache. 

2. Minimalflachen (mittlere Krummung = 0) (vgl. Kap. 4, Zif£. 19, 28). 

Differentialgleichung: (1 + q2) r - 2 P q S + (1 + P 2) t = 0, 

allgemeines Integral (nach AMPJ:':RE): 

x = cp' (u) + 1jJ' (v) , 

y = cp (u) - ex, cp' (u) + 1jJ (v) - /31jJ' (v) , 

z = i J yuLf-i cp" (u) du + i J yv2 + 11jJ" (v) dv 
(cp, 1jJ willkurliche Funktionen). 
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15. LinE!are partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung. Darunter 
versteht man eine Gleichung von der Form: 

Ar+2Bs+Ct+DP+Eq+Fz=0, (42) 

wobei die Koeffizienten A, B, C, D, E, F nur von x und y abhangen. Die Wurzeln 
der Gleichung 

AA2 -2BA+C=0 (43) 

seien Al und A2 • Wir fUhren eine Losung ~ der Gleichung 

ocp 09' 
ox + Al oy = 0 (44) 

und eine Losung 1) der Gleichung 

09' + A 09' = 0 
ox 20y (45) 

als neue Variable statt x, y ein; dann nimmt (42) die Gestalt an: 
iJ2z OZ OZ 

O~OfJ + a 0; + b 0'fJ + C = 0, (46) 

wo a, b, c Funktionen von ~ und 1) sindl ). 1st Al = A2 , so wahlt man fiir 1) eine 
Losung von (45), fUr ~ eine Funktion, welche (45) nicht befriedigt, und erhalt 
fur (42) die Form: 

iJ2z OZ OZ 
0;2 + a 0; + b 0'fJ + c = o. (47) 

Die Projektionen der Charakteristiken erster Ordnung von (42) (Ziff. 14) 
auf die xy-Ebene genugen der Differentialgleichung 

Ady2 - 2 Bdxdy + Cdx2 = 0 (48) 

und heiBen kurz die Charakteristiken von (42). Beschrankt man sich auf das 
reelle Gebiet, so gelingt die Transformation auf die Gestalt (46) nur, wenn 
B2 -.AC > O. 1st B2 - AC < 0, so fuhrt man, urn im Reellen zu bleiben, 
den reellen und imaginaren Teil von ~ und 1) als neue reelle Veranderliche ~', 1)' 
ein; dann erhalt man fur (46) die Form 

iJ2 z 02 Z ,oz + b' iJz , ( ) 
0;'2+ iJ 'fJ'2+ a iJ;' iJ'fJ'+cz=O. 49 

1st B2 - AC = 0, so befindet man sich im Fall (47) (AI = A2)' Man nennt die 
lineare Differentialgleichung (42) hyperbolisch, elliptisch oder para bolisch, 
je nachdem die Diskriminante von (43) 

B2 - AC~O. 

Die Charakteristiken in der ~1)-Ebene bzw. ~'1)'-Ebene sind fur die Gleichung (46) 
die Parallelen zu den Achsen, fUr die Gleichung (49) die Minimalgeraden 
f ± i1)' = konst., fiir die Gleichung (47) die Parallelen zur ~-Achse. 

16. Methode von RIEMANN. Sie bezieht sich auf die Integration der hyper
bolischen Differentialgleichung 

02U iJu iJu 
oxoy + aax + b oy + cu = 0 (50) 

1) Die Bedeutung dieser Variablentransformation ist folgende: Die Gleichungen (44) 
bzw. (45) haben nach Zif£' 4 gerade dieselben Charakteristiken wie Gleichung (42). Wir 
fuhren also die Integrale der Charakteristikengleichung als neue Veranderliche ein, d. h. 
wir machen je eine der Charakteristiken der beiden Scharen zu Koordinatenachsen. 
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im reellen Gebiet (s. Abb. 1; die Kurve ~: DFEB soIl von jeder Parallelen zu den 
Achsen nur in einem Punkte geschnitten werden). 1m Innern und am Rande des 
Rechteckes lR: ABeD (Seiten parallel zu den Achsen) seien a, b, c samt ihren 
partiellen Ableitungen erster Ordnung stetig. 
Dann gelten folgende Satze: 

1. Es gibt eine und nur eine samt ihren 
partiellen Ableitungen erster Ordnung im Gebiet 
@: FEP stetige L6sung v der sog. zu (50) ad
jungierten Differentialgleichung 

~ _ o(av) _ o(by) + cv = 0 
oxoy ax oy , (51) 

z 

f bdZ 

welche fiir y = 1] den Wert e~ und fiir x = ~ 

~ __ ~Dr-__________ ~C 

A 8 

Y Abb. 1. Riemannsche Methode. 

fadY 
den Wert e"l annimmt; sie heiBt die Riemannsche Funktion v (x, y; ~,1}). 

2. Die einzige samt ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung im Recht
eck lR stetige L6sung von (50), welche langs der Seiten AB und AD vorgeschriebene 
Werte annimmt, laBt sich mittels v in einem beliebigen Punkt P (~, 1]) von lR 
so darstellen: 

E F 

u(~, 1]) = (uv)..t + fv(~: + bU)dx + fv(~~ + aU)dY. 
A A 

3. Die einzige nebst ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung in lR stetige 

L6sung U von (50), welche nebst ~; und ~; langs der Kurve ~ vorgeschriebene 

Werte annimmt, laBt sich im Punkte P (~, 1]) von lR folgendermaBen darstellen: 
1 

U (~, 1]) = "2 [(UV)E + (uv)p] 

4. Vertauscht man in v (x, y; ~, 1]) das Paar x, y mit dem Paar ~, 'Yj, so erhaJ.t 
man eine Losung von (50) mit den analogen Eigenschaften in bezug auf (50) 
wie die friihere Funktion v in bezug auf die Gleichung (51). 

Beispiele. 1. Die Gleichung der schwingenden Saite HiBt sich auf 

folgende Form bringen (Ziff. 21): O:2;y = 0, 

d· . Gl . h 02V a Junglerte elC ung: ax ~y = 0 . 

Riemannsche Funktion: v = 1. 

Die Kurve ~ sei die Gerade y = x; es sei auf ~: 

u=/(x), 
dann ist "I 

u(~, 1]) = H/(~) + 1 (1])J - tjcp (x) dx . 
~ 

(Zum Problem der schwingenden Saite vgl. noch Ziff. 21 ff.) 
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2. Die sog. Telegraphengleichung laBt sich auf folgende Form bringen: 

cPu 
oxoy + cu = ° (c = konst.) 

02V 
adjungierte Gleichung: ox oy + cv = 0. 

Wir definieren <P(z) durch die Besselsche Funktion erster Art Jo(z) (Kap. 7, 
Ziff. 13): ex:> 

<P(z) = Jo (2 {Zf = 1 + 27 (- 1)n (:~)2' 
n=l 

Riemannsche Funktion: v (x, y; ~, 1)) = <P[c (x - ~) (y - 1))J . 

sein, 

Fur y = x soH OU ou 
u=/(x), oy-ox=cp(x) 

daher Lasung 
'I 

u (~, 1)) = -Hf(~) + /(1))J - 1: f <P[c (x - ~) (y - 1))J cp (x)dx 
~ 

'I 

+ tC(1)-~) f <P'[c(x - ~) (y - 1))J /(x)dx. 
;; 

17. Methode von LAPLACE. Die Methode von LAPLACE sucht die Gleichung (50) 
durch Quadraturen zu integrieren. (50) laBt sich namlich auf die Form 

OZl b h ax + Zl - Z = 0, (52) 

bringen, wo (53) OZ oa 
Zl = oy + az und h = ox + ab - c 

ist. 1st h = 0, so laBt sich (52) als line are Gleichung erster Ordnung fur Zl 

sofort durch Quadraturen integrieren (vgl. Ziff. 6) und (53) liefert dann in 
analoger Weise z. 1st h =i= 0, so eliminiert man z aus (52) und (53) und erhalt fur 
Zl wieder eine Gleichung vom Typus (50). Wenn in ihr h = ° ist, kann sie durch 
Quadraturen integriert werden. Sonst wiederhole man das Verfahren solange, 
bis einmal das betreffende h verschwindet, was aber nicht immer eintreten muB. 
Einen zweiten analogen IntegrationsprozeB erhalt man, wenn man die Rollen 
von x und y vertauscht. 

18. Adjungierter Differentialausdruck und Greensche Forme!' Der line are 
Differentialausdruck in zwei unabhangigen Veranderlichen x und y 

Auxx + 2Euxy + CUyy + Dux + Euy + Fu, 

wo A, E, C, D, E, F, u Funktionen von x und y sind, hat zum adjungierten Aus
druck (Av)xx + 2(Ev)xy + (Cv)yy - (Dv)x - (Ev)y + Fv; 

er ist also sich selbst adjungiert, wenn 

D = Ax + Ey, E = Ex + Cy. 

Nach Ziff. 15 laBt sich daher durch Einfiihrung zweier entsprechender Integrale 
der Charakteristikengleichung der allgemeinste, sich selbst adjungierte elliptische 
Differentialausdruck auf die Form 

L[uJ = piJu + Pxux + pyUy + qu, iJu = Uxx + Uyy (53) 

bringenl). Sind die auftretenden Funktionen samt ihren entsprechenden Ab-

1) Mit Riicksicht auf das entsprechende Variationsproblem (vgl. Kap. 9, Ziff.23). 
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leitungen in einem von stiickweise glatten Rurven C begrenzten ebenen Bereich B 
stetig, so gilt die Greensche Formel: 

j(vL[u] -1~L[v]) do = j P (v ~: - u ~~) ds. (54) 
(B) (0) 

Dabei bedeutet s die Bogenlange auf C, iJ/iJn die Ableitung nach der auBeren Nor
malen; das Doppelintegrallinks (do = Flachenelement) ist tiber den Bereich B, 
das Integral rechts tiber die Berandung C zu erstrecken. 

19. Die Greensche Funktion eines elliptischen, sich selbst adjungierten 
Differentialausdruckes. Sie wird mit G{x, y; ~,1J) bezeichnet und folgender
maBen definiert: 

1. Sie ist, abgesehen vom Quellpunkt x =~, y = 1J, samt ihren Ableitungen 
erster und zweiter Ordnung stetig. In der Umgebung .des Quellpunktes hat 
sie die Form 

G( .1:-) a(x'Y;~'1J)1 + ( ./:) x,y, q,1J = - 2np(~,1J) nr y x,y, '>,1J . 

Dabei ist r = y(x - ~)2 + (y - 1J)2 der Abstand der beiden Punkte (x, y) 
und (~, 1J), y(x, y; ~,1J) eine in der Umgebung des Quellpunktes samt ihren Ab
leitungen erster und zweiter Ordnung stetige Funktion, ebenso a (x, y; ~, 1J) 
eine mit stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung versehene Funktion, fUr 
die identisch a(~, 1J;~, 1J) = 1 ist. 

2. Sie gentigt den Randbedingungen. 
3. Sie erfilllt die Differentialgleichung L[G] = 0, auI3er im Quellpunkt. 

List der Ausdruck (53). Eine Funktion, welche die Bedingungen 1 und 3 erfUllt, 
heiBt eine Grundiosung der Differentiaigieichung 

L[u] = o. (55) 

Die Greensche Funktion erfiillt die Syinmetriebedingung 

G(x, y; ~,1J) = G(~, 1J; x, y). 

Ihre Anwendung beruht auf foigendem Satz: Sind t und cp zweimal stetig differen
zierbar, so bedingen sich die Gieichungen 

L[f] = -cp(x,y) und t(x,y) = ffG(x,y; ~,1J)cp(t1J)d~d1J (56) 
B 

wechselseitig. Daraus foIgt sofort: Die Losung der Differentiaigieichung 

L[v] + le(x, y)v = g(x, y) (57) 

ist aquivalent mit der Auflosung der Integraigieichung (vgl. Rap. 8, Ziff. 1,4, 5). 

v(x,y) =l!!G(x,y; ~,1J)e(~,1J)v(~,1J)d~d1J -!!G(X,y;~'1J)g(~'1J)d~d1J} (58) 
B (e > 0). B 

Sie IaBt sich durch die -Substitution 

u(x,y) = Ye(x,y)v(x,y) 

auf eine solche mit dem symmetrischen Rern K (x, y; ~,1J) zurtickfUhren. Ihre 
Eigenfunktionen biiden ein vollstandiges, orthogonales Funktionensystem. Jede 
den Randbedingungen gentigende, zweimal stetig differenzierbare Funktion t (x, y) 
laBt sich in eine absolut und gieichmaBig konvergente Reihe nach den Eigen
funktionen entwickein. 1st 1 = 0 Eigenwert, d. h. gibt es eine den Randbe
dingungen gentigende Losung von (55), so hat man die Definition der Greenschen 
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Funktion wie in Kap. 9, Ziff. 25. zu erweitern. Tritt an Stelle der xy-Ebene eine 
beliebige Flache des Raumes mit dem Bogenelement 

ds 2 = Edx2 + 2Fdxdy + Gdy2, (59) 

so hat man L[u] zu ersetzen durch 

L["- 1 1~(pE~~-F~:)+~(pG~-F~)I+ 
UJ - YEG-P oy YEG-P, 0% YEG-P quo (60) 

Alle ubrigen Uberlegungen gelten auch hier. 
Beispiel. Einheitskugel: x = {}, y = ffJ (Polarkoordinaten). 

E = 1, F = 0 , G = sin 2 {} , P = 1, q = 0 , e = 1. 

. h 1 02V 1 a ( . 2{) OV) 1_ 
Differentialglelc Ulig: sin2 {} a cp2 + sin {} a {} SIll a {} + A V - O. 

Randbedingungen: Regular auf der ganzen Kugel au13er im Quellpunkt WI' ffJI)' 
1X = spharischer Abstand der Punkte (1'), ffJ) und (1JI , ffJI) 

T({}, ffJ; {}l' ffJI) = - 2In In(2 sin ~). 
Eigenwerte: 40 = 0, An = n(n + 1) (n = 1, 2, ... ). 

1 
Eigenfunktionen: 1.jJo = ------;r' 1.jJn = Sn ({), ffJ) . 

2 rn 
Reihenentwicklung nach Kugelflachenfunktionen (vgl. Rap. 7, Ziff. 11). 

v. Partielle Difi'erentialgleichungen der 
mathematischen Physik. 

20. Allgemeine Methoden und Kunstgriffe. Da es keine Methode gibt, 
die Integration partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung auf Systeme 
gewohnlicher Differentialgleichungen zuruckzufiihren, analog wie man es bei 
den partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung tun kann, so seien hier zuerst 
einige allgemeine Methoden und Kunstgriffe zusammengestellt, mit deren Hilfe 
in manchen Fallen die Integration gelingt. Dann sollen einige wichtige partielle 
Differentialgleichungen der mathematischen Physik behandelt werden. 

1. Man setzt die unbekannte Funktion als Produkt von mehreren Faktoren 
an, von denen jeder nur von einer Veranderlichen abhangt. Fur die einzelnen 
Faktoren ergeben sich manchmal gewohnliche Differentialgleichungen. So wird 
im Kap. 7, Ziff. 15 die Laplacesche Gleichung in elliptischen Koordinaten durch 
Lamesche Funktionen integriert. Die bei der Integration der entstehenden ge~ 
wohnlichen Differentialgleichungen eingefiihrten Konstanten konnen nicht will
kurlich gewahlt werden, sondern werden durch die Anfangs- oder Randbc
dingungen des betreffenden physikalischen Problems beeinflu13t. Die Gleichung 
der schwingenden Saite wird in Ziff. 21 nach diesem KUhstgriff behandelt (B e r
no ull i sc h e Los u ng). 

2. Man setzt die unbekannte Funktion als Reihe (Potenzreihe, Fouriersche 
Reihe usw.) mit unbestimmten Koeffizienten an und berechnet diese aus der 
Differentialgleichung und den Anfangs- bzw. Randbedingungen durch Koeffi-
zientenvergleichung (vgl. Ziff. 21, 22, 24, 26, 28). 02 02 

3· Bei der Laplaceschen Gleichung in der Ebene (Jx~ + af. = 0 verwendet 

man oft mit Vorteil die konforme Abbildung. SO Z. B. bei eben en Striimungs
problemen folgender Art: Es ist die stationare, wirbellose Stromungsverteilung 
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in einem ebenen Bereich aufzufinden, in den an verschiedenen Stellen des Randes 
Flussigkeit ein- oder ausstramt. 1st v die zu u konjugierte Funktion (vgl. 
Kap. 6, Ziff. 22) und deutet man u und v als Potential der Geschwindigkeit 
und Stramungsfunktion, so ist v an den Ein- und Austrittsstellen der Flussig
keit, u an den ubrigen Stellen des Randes konstant. Die Funktion I(x + iy) 
= u + iv bildet also den gegebenen Bereich der xy-Ebene auf einen Bereich der 
uv-Ebene konform ab (vgl. Kap. 6, Ziff. 22), der von Parallelen zur u und 
v-Achse begrenzt ist. 1st also 1 (x + iy) funktionentheoretisch ermittelt (vgl. 
Kap. 6, Ziff. 29), so liefert die Zerlegung in den reellen und imaginaren Teil 
die gesuchten Funktionen u und v. Praktisch hat diese Methode allerdings 
meist in der Weise Verwendung gefunden, daB man von einer gegebenen 
Funktion I(x + iy) ausgegangen ist und untersucht hat, zu welchen Rand
werten sie eine Lasung des Stramungsproblems liefert. 

4. Verwendung der Greenschen Formel und der Greenschen Funktion. 
(Vgl. Ziff. 36, 37). Hierher gehOrt die Riemannsche Integrationsmethode (vgl. 
Ziff. 16), die Verwendung der Integralgleichungen bei sich selbst adjungierten 
elliptischen Differentialgleichungen (vgl. Ziff. 18. 19). 

5. SchlieBlichdie Verwendung der Integralgleichungen zur direkten Lasung 
der Randwertprobleme der Potentialtheorie nach der Methode von PLEMELJ 
(vgl. Ziff. 35). 

21. Homogene Saite1). Die Differentialgleichung derfreien Schwingung einer 
homogenen Saite lautet: 

(61) 

u bedeutet die zur Abszisse x und Zeit t geharige Elongation, Il = V ~ (e = Dichte, 

p = der die Saite spann en de Zug, 1/1l = Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Er
regung). 1st die Saite eingespannt, so sind die Randbedingungen (Lange = n): 

u(O, t) = u(n, t) = o. 
Durch passende Wahl der Zeiteinheit kann man erreichen, daB Il = 1 wird. 

Wir setzen gemaB Ziff. 20 
u = 1 (x) g(t) 

und erhalten dann Gleichung (61) in der Gestalt 

f" (x) gil (t) 
f(x) ~i)' 

Daraus ergibt sich, daB beide Seiten derselben Konstanten -2 gleich sein 
mussen, weil die eine nur von x, die andere nur von t abhangt. Aus den Rand
bedingungen folgt: 

1(0) = f(ll) = O. 

Aus diesen Bedingungsgleichungen ergibt sich wegen f" (x) + 2f(x) = o. 
I(x) = sinnx (n = ganze Zahl, 2 = n 2). 

Ferner wird 

(an, bn willkurliche Konstante). 

Fur jedes ganzzahlige n erhalt man daher eine Lasung der Differential
gleichung (61) in der Form 

u = sinnx(ancosnt + bnsinnt). 

1) Vgl. Rap. 9, Zif£. 20. 

23* 
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Jede dUTCh ein so1ches Glied dargestellte sinusfarmige oder harmonische Schwin
gung heiBt eine Eigenschwingung der Saite, die Zahl n die zugeharige Eigen
frequenz. 

Als allgemeine Lasung kann man daher ansetzen: 

u =~sin1'nx(ancos1'nt + bnsin1'nt) (1'n = n), 
n 

wobei die Summe endlich oder unendlich viele Glieder be sit zen darf, voraus
gesetzt, daB die Reihe gleichmaBig konvergiert und entsprechend oft differenziert 
werden kann. DUTch geeignete Wahl der Konstanten an, bn laBt sich die Lasung 
einem willkurlich vorgegebenen Anfangszustand anpassen; man kann verlangen 

u(x, 0) = cp(x) , oU~~'O) = 1p(x) , 

wo bei die Funktionen cp (x) und 1p(x) stiickweise glatF), sonst willkurlich sein magen. 
Istder Anfangspunkt (x = 0) der Saite fest, der Endpunkt (x = n) gemaB 

der Gleichung OU 
ox = -hu 

elastisch. an seine Ruhelage gebunden, so ergibt sich 

1(0) = 0, hl(n) =-j'(n). 

Die Eigenfrequenzen 1'n sind jetzt die Lasungen der transzendenten Gleichung 

htg1'n = -1'. 

Fur h = 0 (d. h. bei freiem Ende der Saite) wird speziell Y n = n -1-
AIle bisherigen Lasungen der Schwingungsgleichung lassen sich in der Form 

u(x, t) = I(x + t) + g(x - t) 

darstellen. Jede Lasung der Gleichung (61) muB diese Form haben; das erkennt 
man leicht, wenn man ~ = x + t, 'fj = x _ t 

als neue Veranderliche einfiihrt; Gleichung (61) wird dann 
02U 

O~01J= 0 
(vgl. Ziff. 6, Beispiel 1). 

22. AuBere Krafte. Wirkt auf die Saite noch 
so lautet die Differentialgleichung der Bewegung 

02U 02U 

ox2 = ot2 -Q(x,t). 

eine auBere Kraft Q (x, t) , 

Hier kann man in folgender Weise vorgehen: Man denkt sich Q (x, t) nach den 
Eigenfunktionen sinnx entwickelt (vgl. Kap. 7, Ziff. 3): 

00 n 

Q (x, t) = ;EQn(t) sinnx, Qn(t) = ~ f Q (x, t) sin nx dx 
n=l o 

und setzt die gesuchte Lasung in der Form 

u (x, t) = .L qn (() sin nx 
n=l 

an. DUTch Vergleichung der Koeffizienten von sinnx erhalt man 

-n2 qn(t) = q~(t) - Qn(t). 

1) Vgl. Kap. 1, Ziff. 12. 
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Daraus ergibt sich (vgl. Kap. 9, Ziff. 15) 
t 

qn (t) = : fsin n(t - T) Qn (T) dT + an cosnt + bn sin nt. 
o 

Die Konstanten an, bn sind gemaB den Anfangsbedingungen zu wahlen. 
23. Inhomogene Saite. Die Differentialgleichung der inhomogenen Saite 

lautet: iJ (iJU) iJ2 u ax P iJx = e (fi2 . 

Dabei bedeuten P (x) den mit dem Querschnitt multiplizierten Elastizitats
modul, (2 (x) die Masse fUr die Langeneinheit. Wir set zen wieder an 

und erhalten 
u = I (x) g(t) 

[P (x) f' (x)]' 
f(x)e(x) 

gil (t) 
g(t) . 

Diese Gleichung kann nur dann erfiillt sein, wenn jede ihrer beiden Seiten der
selben Konstanten -1 gleich ist. I (x) geniigt daher der Differentialgleichung 

(PI')' + 1(2 1= 0, (62) 

wahrend g (t) der Differentialgleichung 

g" + 19 = 0 

geniigen muB. Wir erhalten also fUr u die Gestalt (1 = 1'2): 

u = I (x) (a COS1't + b sin 1't) . 

I(x) ist aus der Gleichung (62) gemaB den Randbedingungen zu bestimmen. 
Als solche kommen in Betracht: 

1. 1(0) = 0 bzw. I (n) = 0 (eingespannte Saite); 
2. hoi (0) = f' (0) bzw. -hil (n) == f' (n) (elastisch befestigtes Ende; ho, hI> 0, 

wenn die Ruhelage eine stabile Gleichgewichtslage sein solI); 
3· f' (0) = 0 bzw. f' (n) = 0 (freies Ende); 
4. 1(0) = I (n) bzw. P (0) f' (0) = P (n) f' (n) (Periodizitatsbedingung). 

Die Lasungen der Differentialgleichung (62), welche diesen Randbedingungen 
geniigen und nicht identisch verschwinden, heiBen ihre Eigenfunktionen 
(vgl. Kap. 9, Ziff. 24), die entsprechenden A-Werte ihre Eigenwerte (sie er
geben sich als positiv). 

24. Erzwungene Schwingungen. Bier kann man so vorgehen wie in Ziff. 22, 
oder folgenden Weg einschlagen. Die Differentialgleichung lautet: 

8: (p :;) = (! ~2t~ - Q(x, t). 

Die erregende Kraft Q (x, t) setzen wir zeitlich periodisch, also III der Form 
g; (x) eiwt, voraus. Fiir u set zen wir an 

u=f(x)eiwt . 
Dann muB f der Gleichung 

- (Pf')'+ 1(21 = g; (63) 
geniigen. Wir denken uns die Lasung nach den Eigenfunktionen In (x) des be
treffenden Problems entwickelt, somit 

00 

f(x) =~anfn(x), 
n=l 

cbenso :t 

en = !In(x) g;(x) dx. 
() 
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Durch Koeffizientenvergleichung erhalt man aus der Differentialgleichung (63) 

an = J.~nT (An bedeutet den zu In gehOrigen Eigenwert). 
n 

Dabei wird vorausgesetzt, daB keine Resonanz eintritt, d. h. daB w = yl 
nicht gleich einer der Eigenfrequenzen Vn = VAn wird. 

Den Fall einer beliebigen erregenden Kraft kann man auf den eben be
handelten zuruckfUhren, indem man die Kraft durch eine Fouriersche Reihe 
darstellt (vgl. Kap. 7, Ziff. 3). 

25. Schwingender Stab. Die Differentialgleichung des transversal schwingen
den homogenen Stabes lautet: 

Setzt man wieder 
u = I (x) g (t) , 

jIv (x) gil (I) 
--=-=-A 

f(x) g(l) , 

so ergibt sich 

das heiBt 11V - A.! = 0 , g" + A g = o. (64) 

A ist wieder gemaB den Randbedingungen zu bestimmen. Die Lange des Stabes 
sei n; das Intervall 0 < x < n sei die Ruhelage des Stabes. Als Randbedingungen 
kommen in Betracht: 

1. /" (x) = f'" (x) = 0 fUr x = 0 bzw. x = n (freies Ende); 
2. I (x) = f" (x) = 0 fUr x = 0 bzw. x = n (gestutztes Ende); 
3. I (x) = t' (x) = 0 fUr x = 0 bzw. x = n (eingespanntes Ende); 
4. 1(0) = I (n), /' (0) = f'(n), /" (0) = f" (n), /''' (0) = /'" (n) (Periodizitat). 

Als allgemeines Integral der ersten Differentialgleichung (64) ergibt sich, 
wenn Vi = v (2 =1= 0) ge~etzt wird: 

I(x) = ~lCOSVX + ~2sinvx + ~3coshvx + ~4sinhvx, 
speziell fur A = 0: 

I(x) = ~1 + ~2X + ~3X2 + ~4X3. 
Die vier homogenen Randbedingungen (zwei fUr jedes Ende) liefern vier homo
gene Gleichungen fUr die vier GraBen ~, deren Determinante verschwinden muB, 
was eine transzendente Gleichung fUr die Eigenwerte An ergibt. Fur den beider
seits freien Stab ergibt sich z. B. 

cosh v n cos v n = 1 

und zu diesem v als Eigenfunktion 

I(x) = (sinvn - sinhvn) (cosvx + coshvx) 
- (cosvn - coshvn) (sinvx + sinhvx); 

fur den beiderseits eingespannten Stab dieselben Eigenwerte und als Eigen
funktionen 

I(x) = (sinvn - sinhvn) (-cosvx + coshvx) 
- (cosvn - coshvn) (-sin vx + sinhvx). 

Beim beiderseits freien Stab tritt 0 als zweifacher Eigenwert auf mit den normier-

ten Eigenfunktionen I (x) = v~ und I (x) = x V :3; beim eingespannten Stab 

fehlen diese beiden Eigenfunktionen und der zugehorige Eigenwert. 
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26. Schwingende Membran. Die Membran solI das Gebiet G der xy-Ebene 
mit der Berandung r uberdecken. Die Differentialgleichung fUr ihre Schwin-
gungen lautet: cPu 02U 02U 

ox2 + oy2 = -rJt2. 

Die Randbedingung fur die eingespannte Membran lautet: u = 0 auf r. 
Wir set zen u(x, y, t) = V (x, y)g(t) 

und erhalten fUr v und g die Gleichungen 

!1v g"(t) (02V 02V) 
V = g(t) = -1, Av = ox2 + oy2 . 

}. muB daher eine Konstante sein, die wir gleich y2 setzen. v muB somit der 
Differentialgleichung Av + 1v = 0 (65) 

genugen' und am Rande verschwinden. Die 1 sind positive Zahlen, wie sich 
aus der Greenschen Formel ergibt (vgL Ziff. 18). Fur g folgt dann aus der 
Differentialgleichung g" + y2 g = 0, 

g = a cos y t + b sin y t . 

Wir erhalten eine unendliche Reihe solcher Losungen, entsprechend den Eigen
werten Yn und Eigenfunktionen Vn des Problems (vgL Ziff. 21). Die Linien 

vn(x, y) = 0 

bezeichnet man als Knotenlinien. 
Fur den Fall der rechteckigen Membran, welche das Gebiet G: 0 < x ~ a, 

o <y< b bedeckt, ergeben sich die Zahlen 

A = n2 (:: + ~22) (n, m = 1,2,3, .. ,) 

als Eigenwerte; die Produkte 
. n:n:x . m:n:y 

SIll -a- SIll -b--

als Eigenfunktionen. Die Knotenlinien sind Parallele zu den Seiten des Recht
ecks. 

Bei einer frei schwingenden eingespannten Membran mit den Anfangs-
bedingungen ~ ( ) ( ) 1 () uU x, y, 0 _ ( ) 

u x, y, 0 = x, y , ot - g x, y 

denken wir uns u nach den Eigenfunktionen Vn entwickelt, also in der Gestalt: 
00 

u (x, y, t) = L Vn (x, y) (an COSY"t + bn sin Ynt). 
Dabei ist n=l 

an = 111 (x, y) Vn (x, y)dxdy, bn = :)Jg(x, y)vn(x, y)dxdy. 
G G 

1st eine elastische Bindung der Membran am Rande vorhanden, so erhalt 
man eine Randbedingung von der Form 

OU 
on = -au. 

-n bedeutet die innere Normale, a eine positive, im allgemeinen mit dem Orte 
am Rande veranderIiche GroBe. Das Problem wird ganz analog behandelt 
wie im friiheren Fall, die Eigenwerte ergeben sich wieder als positiv. 
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1st speziell 0= 0 (freie Membran), so tritt der Eigenwert A = 0 mit der 
Eigenfunktion vo(x, y) = konst. auf. Fur die rechteckige Membran ergeben sich 
dabei dieselben Eigenwerte wie bei der eingespannten Membran, als Eigenfunk
tionen jedoch mnx nny 

cos -a- cos -b- . 

Bei erzwungenen Schwingungen (Differentialgleichung: LI u = ~2t~ - Q (x, y, t) ) 

denkt man sich entweder die Kraft Q (x, y, t) und die gesuchte Funktion u (x, y, t) 
nach den Eigenfunktionen Vn der frei schwingenden Membran entwickelt, setzt 
also an 00 

Q (x, y, t) = L qn (t) Vn (x, y) , u(x, y, t) = 2:un(t) vn(x, y) 
n=l n=l 

und bestimmt die Koeffizienten Un (t) aus den Differentialgleichungen 

u~ + An Un = qn' 

oder man denke sich die auBere Kraft periodisch und entwickelt sie in eine 
Fouriersche Reihe (vgl. Kap. 7, Ziff. 3). Dann braucht man das Problem 
nur fUr den Fall einer rein periodischen Kraft T (x, y) ei wt mit Hilfe des Ansatzes 

u (x, y, t) = v (x, y) eiwt 

zu losen. Fur v ergibt sich 

Av + AV = T(x,y) 

Wi~ setzen Entwicklungen nach den Eigenfunktionen an: 
00 

v (x, y) =L anvn(x, y), T (x, y) = L Cn Vn (x, y) , Cn = ff T(x, y) vn(x, y) dx dy 
G 

n=l n=l 

und erhalten 

27. Kreisformige Membran. Wir fiihren Polarkoordinaten ein; der Radius 
der Membran sei 1. Die Differentialgleichung (65) lautet (vgl. Kap. 5, Ziff. 7): 

82 v 1 8v 1 82 V 

()' 2 + -;;- + 2 TUi + AV = O. r r ur r CU' 

Fur die eingespannte Membran ergibt sich als Randbedingung 

v(1,{}) =0. 
Wir setzen an 

v (r, {}) = f (r)g ({}) 
und erhalten 

r2 [f"(r) ++f'(r) +J./(r)] g"(fJ) 

/ (r) = - g ({}) = eX = konst. 

Da die Funktionen v und g periodische Funktionen von {} mit der Periode 2:n: 
sein mussen, folgt 

ferner 
eX = n 2 (n beliebige, nicht negative ganze Zahl) , 

g({}) = acosn{}+ bsinn{} 
und 

r2 f" (r) + rf' (r) + (r 2 A - n2) f(r) = O. 

Durch die Transformation 
kr = e (A = k2) , 
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erhiilt man fUr I (r) = y die Besselsche Differentialgleichung (vgl. Kap. 7, 
Ziff. 13): 

d2y 1 d Y ( n2) --+--+ 1-- y=O. d (!2 (! d (! (!2 
(66) 

Es ergibt sich also die Lasung von (66) als Besselsche Funktion (vgl. Kap. 7, 
Ziff. 13) in der Form 

Yn = fn(kr) , 

wobei f n (k) = 0 sein muB. Die Eigenwerte 2 = k2 sind also die Quadrate der Null
stellen der Besselschen Funktionen. Wir bezeichnen sie mit kn, m (m = 1,2,3, ... ) 
und erhalten somit allgemein 

U = fn(kn,mr) (IXcosn{} + f3sinn{}) (acoskn,mt + bsinkn,mt). 

Knotenlinien sind die Kreise e = konst., bzw. Radien {} = konst. 
Fiir eine am Rande elastisch gebundene Membran lautet die Randbedingung 

kf~(k) = -afn(k) . 

Die allgemeine inhomogene Membran wird nach denselben Methoden be
handelt und auf eine Differentialgleichung von der in Ziff. 19 behandelten Art 
zuriickgefiihrt. 

28. Schwingende Platte. Die homogene schwingende Platte fiihrt auf 
die partielle Differentialgleichung vierter Ordnung: 

cPu 
LlLIu + fii2 = o. 

Setzt man wieder 
u = v (x, y)g(t) , 

so erhalt man 
LlLIv - AV = 0 (67) 

g(t) = acosyt + bsinyt. 

Die Randbedingungen der eingespannten Platte lauten: 

1t = 0, 
ou 
on = 0, 

also fUr v: 
v = 0, 

iJv on = o. 
Die einzige Begrenzung, fUr die eine Behandlung mit explizit bekannten 

Funktionen gelang, ist der Kreis. Wir denken uns Polarkoordinaten r, {} ein
gefiihrt, set zen }, = k4 und bezeichnen den Operator 

o 1 0 1 02 

or2 +r or+ r2(1)2 
kurz mit LI. Dann lautet die Differentialgleichung (67) 

(ALl - k4)v = 0 oder (Ll- k2) (Ll + k2)v = o. 
Wir set zen v als Fouriersche Reihe an, also 

n= -00 

Jedes Glied muB fUr sich der Differentialgleichung geniigen, daher wird Yn eine 
Lasung von 
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Diese Differentialgleichung hat die Lasungen In(kr) und In (ikr) ; fur (67) ergibt 
sich somit als Lasung 

v (r, {}) = In (kr) (a1 cosn{} + b1 sin n'!9) + In (i kr) (a2 cosn{} + b2 sin n{}) . 

Die Randbedingungen lauten hier 

v(1,{})=O, ov (1 '!9) = 0 
or ' 

und liefern sonach 

In(k) a1 + In (ik) a2 = 0, 

I;,(k)a1 + iI~(ik)a2 = 0, 

In(k) b1 + In (ik) b2 = 0, 

I~(k) b1 + iI~(ik) b2 = 0, 

also fur die Eigenfrequenz k die transzendente Gleichung 

J~ (k) iJ~ (i k) 
In(k) JnCik)· 

29. Warmeleitung. Die Differentialgleichung der Warmeleitung in homo
genen isotropen Karpern lautet bei passender Wahl der Zeiteinheit: 

02 tt 02 tt 02 tt 0 tt 
ox2 + oy2 + OZ2 = at ' 

u = u (x, y, z, t) ist die Temperatur. Die Randbedingungen fUr die Ausstrahlung 
eines homogenen Karpers G mit der Oberflache T in ein unendliches Medium 
mit der konstanten Temperatur 0 lautet: 

Ott 
on + att = 0 

fUr die gesamte Oberflache T; a ist eine Materialkonstante, - n die mnere 
Normale. 

Wir setzen u = v (x, y, z)g(t) 

und erhalten, wenn wir wieder den Laplaceschen Operator mit LI bezeichnen: 

Llv _ g'(t) --A 
v - g(t) - . 

v genugt also der Differentialgleichung 

Ltv + AV = 0, 
in G mit der Randbedingung 

OV 
on + av = 0 

an der Oberflache I'. Fur u erhalten wir 

u = ave- J•t . 

Wir behandeln speziell den Fall einer Kugel vom Radius 1. Bei EinfUhrung 
von Polarkoordinaten (r, {}, rp) erhalt man fur die Differentialgleichung 

r2 s:n # [:r (r2 sin 1'1 ~~) + O°lp (Si~ # ~~) + aUf} (~~ sin {})] + AV = o. 

Setzen wir v = Y(rp, {})f(r) , 
so ergibt sich 

lr2f')' -t lr2f = _ r2L1 Y = __ 1_. _"" [~(_._1_ a Y + ~ (a Y sin{})] = k. 
f Y Y sm# orr sm# alp of} 0# 
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Die Konstante k muB so gewahlt werden, daB die Differentialgleichung 

~_ [~(_,1_ ~X) + ~(O Y sin'l9»] + kY = ° 
sm lj ocp sm 19 0,1' of} a {} , 

eine auf der ganzen Kugeloberflache stetige Losung hat. Daraus ergeben sich fUr 

k = n(n + 1) (n = 0, 1,2, ... ), 

fUr Y die Kugelfunktionen Sn ('l9>, q;) (vgl. Kap. 7, Zif£. 8). t (r) muB der 
Differentialgleichung 

(r2/')' - n(n + 1)/ + r2/ = ° 
geniigen. Sie hat nach Kap. 7, Zif£. 13 die Losungen 

Tn(Ylr) = in+i;VIr) 1). 

A ist gemaB den Randbedingungen zu bestimmen. Sind die betreffenden Werte 
fUr ein bestimmtes n AnI' An2 , • •• , so erhalt man als allgemeine Losung 

U = Sn('l9>,cp)TnCV)'~hr) (h = 1, 2, ... ). 

Fiir einen iiber dem Gebiete G der xy-Ebene errichteten Zylinder, der von 
den Ebenen z = 0, z = n begrenzt ist, kann man das Problem durch den Ansatz 

v = / (z) v* (x, y) 

sofort auf das entsprechende ebene Problem zuriickfUhren. Man erhalt z. B. 
fUr die Randbedingung U= 0: 

f" (tl LI v* 
- T(i) = v* + A = k = konst., t = sinYkz, k = 12,22,3 2, ••• , 

fUr v* ergibt sich die Differentialgleichung 

A v* + (A - n 2) v* = 0. 

Ihre Eigenwerte unterscheiden sich von denen des ebenen Gebietes nur durch 
den Summanden n 2 und haben dieselben Eigenschaften wie die des ebenen 
Gebietes. 

1st das Gebiet speziell ein Rechteck, also der Zylinder mit dem Wiirfel ° <x, y, z < n identisch, so sind die Eigenwerte 12 + m2 + n 2 (1, m, n = 1,2, 
3, ... ) und die Eigenfunktionen sinlx sinmy sinnz. 

Die Darstellung der in diesem Abschnitt behandelten speziellen Differential
gleichungen der mathematischen Physik schlieBt sich eng an das in Zif£. 54 an
gefUhrte Buch von COURANT-HILBERT an, auf das der Leser aufs nachdriicklichste 
hingewiesen werde. 

VI. Potentialtheorie. 
30. Newtonsches Potential. Sowohl bcim elektrischen oder magnetischen 

Elementargesetz (Coulombsches Gesetz) als auch beim Newtonschen Massen
anziehungsgesetz der Gravitation laBt sich die Feldstarke als Gradient 2) eines 
Potentials darstellen. Der Punkt, in dem die Feldstarke bestimmt wird, heiBt 
der A ufpunkt. Wird das elektrische (magnetische) Feld oder das Gravitationsfeld 

y X 
1) Man setze f = yr' r = yI . 
2) Vgl. Kap. 5, Ziff. 7. 
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durch n diskrete Massenpunkte mit den Massen mi und den Entfernungen ri 
yom Aufpunkt erzeugt, so ist das Potential P bei geeigneter Wahl der Ein-
heiten gegeben durch n 

P= ~mi . (68) 
...::;.; rj 
i=l 

Man bezeichnet es kurz als N ewtonsches Potential, ohne Riicksicht auf die 
physikalische Provenienz des Feldes: 

Sind die Massen iiber einzelne Raumteile stetig verteilt, so erhalt man 
folgende drei Formen des Newtonschen Potentials: 

U =fp,dL Ji-t dF fP,dV 
r' r' r (69) 

(L) (F) (V) 

das Linien-, FHichen- und Korperpotential. 1m ersten ist eine stetig mit Masse 
belegte Linie L vorausgesetzt und ft die lineare Massendichte, d. h. die Masse 
der Linie pro Langeneinheit; r ist der Abstand des variablen anziehenden Punktes 
der Linie yom festen Aufpunkt, dL das Bogenelement von L; die Integration ist 
iiber die ganze Linie zu erstrecken. Analog bedeutet ft im zweiten und dritten 
Integral die Flachen- bzw. Raumdichte der Massenbelegung, dF und dV Flachen
und Volumselement 1). 

Denkt man sich zwei Flachenbelegungen im Abstand e (s. Abb. 2), 
so daB in iibereinanderliegenden Punkten absolut gleiche, aber entgegengesetzt 

bezeichnete Dichte ft herrscht, und laBt man ft iiber 
t c:=====:::~ aIle Grenzen wachsen, wahrend e gegen Null konver

giert, so daB lim eft = 'JI endlich bleibt, so entsteht 
Abb. 2. Doppelschicht. E~O 

die sog. Doppelschicht mit der Belegungsdichte 'JI. 
Bedeutet n die von der mit der Dichte - ft belegten (negativen) Seite zu der 
mit der Dichte + ft belegten (positiven) Seite weisende Normale, so ist das 
Potential cler Doppelschicht 

W = F 0: (;) dF = -f:a cos (r,n) dF, (70) 
(F) 

(r, n) ist der Winkel zwischen der positiven Normale n und dem Fahrstrahl r 
yom Aufpunkt zum variablen Belegungspunkt. 

81. Grundeigenschaften. Das Newtonsche Potential geniigt in allen yom 
Aufpunkt verschiedenen Punkten der Laplaceschen Differentialgleichung: 

(71) 

(x, y, z rechtwinkIige Koordinaten). 
Das Korperpotential ist samt seinen ersten Ableitungen beschrankt und 

stetig, die zweiten Ableitungen sind beschrankt und teilweise stetig, sie erleiden 
namlich einen Sprung an der Oberflache des Korpers; es gilt die Poissonsche 
Gleichung: L1 U = -4nft. (72) 

Das Potential der Doppelschicht erleidet beim Durchgang durch die Be
legungsflache einen Sprung und ist sonst stetig; bedeutet W den Wert auf der 
Flache, W + und W _ die Grenzwerte auf beiden Seiten der Flache, so gilt 

W + = W + 2 n'JI , W _ = W - 2 n'JI • (73) 

1) Mit Riicksicht auf die einfachere Gestaltung der Formeln und des Textes wurde fiir 
aIle drei Dichtenarten derselbe Buchstabe p, gewahlt (Bezeichnung im AnschluB an das in 
Ziff. 54 zitierte Buch von MISES). 
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Die erste Ableitung von W Hings der positiven FH:ichennormalen n bleibt 
stetig, die tangentielle Ableitung springt urn das 4,n-fache der entsprechenden 
Ableitung von '/I, die tangentielle Ableitung in der Flache ist wieder das arith
metische Mittel der Grenzwerte auf beiden Seiten. 

Das Potential der einfachen Flachenbelegung ist stetig. Seine Ableitung 
nach der positiven Normalen springt beim Durchgang durch die Flache langs 
der positiven Normalen urn -4,nfl, die tangentiellen Ableitungen bleiben stetig. 
Der Wert auf der Flache ist wieder das arithmetische Mittel derGrenzwerte auf 
beiden Seiten. 

1m Unendlichen verschwindet das Newtonsche Potential mit der ersten, 
seine ersten Ableitungen mit der zweiten Potenz der reziproken Entfernung. 
Diese Grundeigenschaften sind fUr das Newtonsche Potential charakteristisch. 

32. Potential der Kugel und des Ellipsoids. Das Potential einer gleich
formig mit der Masse m = 4,nR2fl belegten Kugeloberflache (Radius R) ist 
fiir einen Punkt im Innern der Kugel konstant (= m/R), fUr einen Punkt auBer
halb im Abstand a vom Mittelpunkt der Kugel gleich m/a. Fur eine homogene 

Kugel mit der Masse m = 4; R3 fl gilt: 

fUr a:::::R: U = !!!-. 
a ' 

fiir a < R: U = 2,n fl ( R2 - ;l 
Fur das homogene Ellipsoid mit der Gleichung 

x2 y2 Z2 . 

gilt im Innenraum 
-:42+W+ca=1 

ex> 

J( X2 y2 z2) dt 
Ui = flAB C,n 1 - -A-2 -+-t - -B-2 +-t - -C-2 +-t yJ.(""AC;;=S =+=tC=;) (==BC;;=2 =+=t)""(==CT2 +='t) , 

o 
im AuBeren 

U = flARC ,nJ(1 _ _ X_2 _ _ _ y_2 _ _ _ Z_2 _') dt 
a A2 + t B2 + t C2 + t Y(A2 + t)(B2 + t)(O + t) , 

8 

wo s die positive Wurzel der Gleichung 
X2 y2 Z2 

A2 + S + B2 + S + 0 + s = 1 

ist. Mit Hilfe der Lameschen Funktionen ergibt sich, wenn Ao der Parameter 
des gegebenen und Al der Parameter des durch den Aufpunkt (x, y, z) gehenden 
konfokalen Ellipsoids istl): 

U.=~V[3K(A)- 2KI(J.O)_ 2 Ka(lo)_ 2 Ka(J.o)] 
• 2 0 0 x LI(AO) y La (AO) Z La (J.o) , 

U = ~ V [3 K (A ) _ 2 KI (AI) _ 2 Ka (AI) _ 2 Ks (AI)] 
a 2 0 1 x LI(lI) Y L 2 (AI) Z La (AI) • 

Das Potential des mit der Flachendichte 

belegten Ellipsoids ist 

2n + 1 
fl = ~l(lo) Mk(flo) Nlc('/Io) 

Ui = Kk (lo) Lk (ll) Mk (fl1) Nk (VI) , 

Ua = Ldlo) Kk (ll) Mdfll) Nk (VI) . 

1) Die in den folgenden Formeln gebrauchten Bezeichnungen sind demKap. 7,.liff. 15, 16 
entnommen. V bedeutet das Volumen des Ellipsoids. 
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Dabei sind (Ao' flo, Yo) die elliptischen Koordinaten des variablen Punktes auf 
dem Ellipsoid, (AI, fl1' 1'1) die des Aufpunktes. 

33. Logarithmisches Potential. Denken wir uns statt der Newtonschen 
Anziehungskraft -mjr2 im Raume eine in der Ebene wirkende Anziehungs
kraft -mjr, so konnen wir sie als Gradienten des sog. logarithmischen 
Pot e n t i a Ism In 1 jr oder - m In r auffassen. Wir erhalten an Stelle der F ormeln 
(68 bis 72) die Formeln (68a bis 72a) 

n 

p= ~m·In~ 
~ '/.r Yi' 
i=l 

U= jflln: dL, jflln-:dF, 
(L) (F) 

w=jYB~(ln+)dL = -j; cos(r,n)dL, 
~) (~ 

82u 82u 
L1 u = 8%2 + 8y2 = 0, 

L1U = -271fl. 

(68a) 

(69a) 

(lOa) 

(l1a) 

(72a) 

Dabei entspricht dem Newtonschen Karperpotential das logarithmische Flachen
potential, dem Newtonschen Flachenpotential das logarithmische Linienpotential. 

Mit Beriicksichtigung dieser Tatsache hat das logarithmische Potential 
die analogen charakteristischen Grundeigenschaften wie das N ewtonsche; man 
hat nur noch iiberall 271 statt 471 zu setzen. 1m Unendlichen wird das logarith
mische Potential wie In 1jR unendlich, die erst en Ableitungen verschwinden 
wie 1/R. 

34. Die drei Randwertaufgaben der Potentialtheorie. Man sucht bei diesen 
Aufgaben zweimal stetig differenzierbare Losungen u der Laplaceschen Diffe
rentialgleichung (vgl. Gleichung 71, 71a), sog. Poten tial- oder harmonische 
Funktionen, die gewissen Randbedingungen genugen. Als Bereich sei ein von 
einer stetig gekrummten 1) Flache F begrenzter, ganz im Endlichen liegender, 
einfach zusammenhangender Raumteil vorausgesetzt. Er heiJ3t der Innenraum 
von F, der ubrige Raum der AuJ3enraum. Die positive Normale solI von inn en 
nach auJ3en weisen. Die am Rand vorgegebenen Funktionen seien stetig. Beim 
ebenen Problem tritt an Stelle der Flache F eine Kurve L. Es gibt drei Typen 
von Randwertaufgaben, die getrennt fUr Innen- und AuJ3enraum, bzw. Ebene 
und Raum betrachtei werden mussen,. also sind es im ganzen zwolf Aufgaben. 
Die drei Typen sind: 

I. Randwertaufgabe (Dirichletsches Problem): Es sind die Rand
werte von u gegeben als Grenzwerte, denen sich die Funktion u bei Annaherung 
an den Rand nahert. 

II. Randwertaufgabe (Neumannsches Problem): Es sind die Rand
werte von au/an im selben Sinn gegeben. 

III. Randwertaufgabe (Problem der Warmeleitung): Am Rand ist 

hu + k ~: gegeben, wo h und k gegebene Ortsfunktionen sind; I und II sind 

also Spezialfalle von III. 
Urn die Probleme gleichzeitig fUr Innen- und AuBenraum zu lasen, erweitert 

man sie in folgender Weise: 

1) Stetig gekrummt heiBt: 1st F in rechtwinkeligen Koordinaten durch die GauBsche 
Parameterdarstellung x = x (u, v), y = y (u, v), z = z (u, v) gegeben, so sollen die zweiten 
partiellen Ableitungen .von x, y, z nach u, v noch stetig sein. 
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Der Index i bzw. a soli den inneren bzw. auBeren Grenzwert der betreffenden 
Funktion bedeuten, dem sich die Funktion bei Annaherung an den Rand von 
innen bzw. auBen nahert, ex, fJ seien Konstante, f eine am Rande gegebene Orts
funktion. Dann ersetzen wir die Randbedingungen 

bei I durch exua + fJUi = t, 

bei II durch (aU) (aU') ex on a + fJ an i = f, 

bei III durch 

wo wir alsok =1= 0 voraussetzen. ex = 0, fJ = 1 liefert immer das innere, ex = 1, 
fJ = 0 das auBere Problem. 

35. Losung der Randwertaufgaben. Sie wird dadurch auf die Auflosung 
linearer Integralgleichungen zweiter Art 1) zuruckgefuhrt, daB man bei I U als 
Potential einer Doppelbelegung auf dem Rande mit der unbekannten Dichte v, 
bei II und III als Potential einer einfachen Belegung mit der Dichte fL ansieht. 
Nach Gleichung (70) und (73) ist daher z. B. fUr I 

Ua + Ui = 2Iv oOn (: )dF, 
(F) 

Ua - Ui = 4nv. 

Berechnet man daraus Ua und Ui und setzt diese Werte in die Randbedingung 
ein, so ergibt sich die Gleichung 

(1X + fJ) IVa~n(: )dF + (ex - P) 2nv =!. 
(F) 

Analog geht man bei II und III vor. Man erhalt so fur fL und v die Integral
gleichungen: 

fUr 1: (1X + (1).f v aOn ( : ) dF + (1X - fJ) 2n1' = I, 
(F) 

fUr II: (1X + fJ) .f l' oOn ( ; ) d F - (1X - fJ) 2 n fL = I , (74) 
(1<') 

fUr III: I a (f') h[f' t (1X + fJ) l' - -- dF + - . dF - (1X - fJ) 2nfL = -- . an r k r k 
F (F) 

Bei I bezieht sich a/an auf den Integrationspunkt, bei II und III auf den 
Aufpunkt P. Die drei Gleichungen lassen sich unter Verwendung der Bezeichnungen 
gemaB Abb.3 in folgender einfacheren Form 

schreiben (A = : ~ ;) : 

fUr I: 2nv(P) + AIv (PI) c~~ <P dF = 11 (P) I 
(F) (75) 

(Innenraum: 2 = 1, 11 = I; 
AuBenraum: ), = -1, 11 = - I), 

-----

1) Vgl. Kap. 8, Ziff. 1. Abb. 3. Potential einer Flachenbelegung. 
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fUr II: 21lft(P) +.Ie j ft(P') C~~1p dF = 11(P) 
(1') 

(Innenraum: .Ie = -1,11 = I; AuBenraum: 1 = 1,11 = -/). 

fur III: 21lft(P) + 1 jft(P') [C~~1p - : (P) ;] dF = 11 
(75) 

(F) 

(Innenraum: .Ie = -1,11 = 1; AuBenraum: .Ie = 1, 11 = --1· 
Die gesuchte harmonische Funktion ist dann 

fUr I: U =j'll~(~)dF on r ' 
(F) 

U= j; dF. 
(76) 

flit II und III: 
(F) 

1m ebenen Problem hat man 1l statt 21l und l' statt 1'2 im N enner in den F ormeln (75), 

In ~ statt ~ in den Formeln (76) zu schreiben. Die Integralgleichung (75 II) ist r r 
dietransponiertelntegralgleichungzu (75II) (vgl. Kap. 8, Ziff.1). DieeinzigenEigen
werte und zugehOrigen Eigenfunktionen der Gleichungen (75) sind fiir I: .Ie = -1, 
v = konst., fUr II: 1 = -1, ft +- konst. Bei III ist 1 = -1 kein Eigenwert 

fUr : > 0, .Ie = 1 kein Eigenwert fUr ~ < 0. Die Eigenfunktionen bedeuten 

physikalisch bei I eine Doppelschicht konstanten Moments (etwa eine magnetische 
Lamelle) mit konstantem, von Null verschiedenem Potential im Innern und 
verschwindendem Potential im AuBeren; bei II eine Elektrizitatsverteilung auf 
der OberfHiche bei konstantem Potential im Inneren (Leiterpotential). 

Aus diesen Tatsachen folgt nach den aligemeinen Satzen fiber lineare 
Integralgleichungen: Die erste Randwertaufgabe ist fUr den Innenraum stets 
eindeutig losbar; fUr den AuBenraum dann und nur dann, wenn f ftU dF = o. 

• (F) 

Sie wird fUr den AuBenraum vieldeutig losbar ohne Einschrankung der Randwerte, 
wenn man auch Losungen zulaBt, die im Unendlichen nicht verschwinden. 

Die zweite Randwertaufgabe ist fUr den Innenraum dann und nur dann 

losbar, wenn j:: dF = 0; die Losung ist bis auf eine additive Konstante be

stimmt. 
losbar. 

(F) 

1m AuBenraum ist sie stets bis auf eine additive Konstante eindeutig 

Die dritte Randwertaufgabe ist stets eindeutig 16sbar, wenn h und k 
gleiches Zeichen beim Innenproblem und entgegengesetztes Zeichen beim AuBen
problem haben. 

Besteht der von der Flache F begrenzte Bereich aus n getrennten, von den 
einfach geschlossenen Flachen F 1 , F 2 , ••• Fn berandeten Gebieten, so ist die 
erste Randwertaufgabe stets eindeutig losbar, wobei beim AuBenproblem noch 
die das Potential erzeugende Gesamtmasse willkiirlich ist. 

Bei der zweiten Randwertaufgabe miissen beim Innenproblem die Be-

dingungen j~: dF = ° (i = 1, 2, ... n) erfUllt sein; die Losungen sind bis 
(F) 

auf n additive Konstanten bestimmt. 
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36. Die Greensche Funktion der Potentialtheorie. Wir betrachten ein 
zusammenhiingendes raumliches Gebiet V, des sen Rand F aus endlich vielen 
Flachenstucken mit stetigen Normalen besteht, die miteinander Kanten bilden 
kannen. Die harmonischen Funktionen u sollen auf F stetig differenzierbar 
sein. P sei der Aufpunkt, pi ein variabler Punkt; r die Entfernung PP', n die 
auBere Normale. Dann folgt aus dem Greenschen Satz (Kap. 5, Ziff.8) 

IOU dF = 0 an ' 
(F) 

u(P) = - 4~f[U(pl) 00: - : o~r:/)l dF (Pi solI F durchlaufen), 

(77) 

(F) 

also speziell fur eine Kugel vom Radius R und Mittelpunkt P 

u(P) = 4Jr~2 ru(p) dF. (78) 
(F) 

Die harmonischen Funktionen nehmen ihr Maximum und Minimum am 
Rande an. Dnter der Greenschen Funktion des Gebietes V versteht man 
eine Funktion G (P, Pi) mit folgenden Eigenschaften: 

1. G(P, PI) - ~ ist regular harmonisch in V; 
r 

2. Auf der Begrenzung Fist G = o. 
Man findet diese Funktion eindeutig durch die Lasung der ersten Rand-

wertaufgabe fUr V mit den Randwerten ~. Es ist G(P, Pi) = G(PI, P) und 
G (P, PI) > 0 in V. Aus (78) folgt r 

u(P) = -~j·u(P) oG (P, PI) dF (79) 
4Jr an ' 

wobei P' die Begrenzung F durchHiuft. Die harmonischen Funktionen machen 

das Dirichletsche Integral D(u) = f (gradu) 2 dV bei festgehaltenen Rand-
wert en zu einem Minimum. (V) 

Samtliche Betrachtungen iibertragen sich sinngema13 auf die Ebene, vgl. 
hierzu Kap. 6, Ziff. 22. 

37. Die erste Randwertaufgabe fUr Kreis und Kugel. Der Mittelpunkt 
des Kreises sei der Drsprung, der Radius R. Wir fUhren Polarkoordinaten r, rp 
ein. Dann liefert (79) das sog. Poissonsche Integral 

2,,; 

1 I R2 - r2 u(r m) =-- u(R {})d{} " 2Jr R2 + r2 - 2 Rrcos(rp - fJ) , (r < R) . (80) 
o 

Ferner gilt die fUr r < R gleichmaBig konvergente Entwicklung: 
00 

u(r, 97) = ~o + .L: rn(ancosnrp + bnsinnrp), 
n=l 

wo 2", 
a 1 r 
20 = u(O, 0) = 2Jrju(R, {}) d{}, 

o 
2,,; 2", 

an = Jr~n I u(R, {}) cosn{} d{}, 
o 

bn = Jr~n IU(R, {}) sinn{}d{} 
o 

Handbuch der Physik. III. 

(81) 

(n=1,2, ... ). 

24 
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Fur r> R hat man in (80) rechts das Integral mit dem negativen Zeichen zu 
nehmen. 1m Raum erhalt man fUr die Kugel vom Radius R (Mittelpunkt im 
Ursprung) bei EinfUhrung von Polarkoordinaten r, {}, g; und 

cosy =cos{} cosf}' + sin{} sin {}' cos(g; - g;'), 

2,,; '" 

u(r, {}, g;) = 4R f J" u (R, {}', g;') R2 - r2 ~ sin{}' d{}' dg; (r < R) (82) 
or (R2 + r2 - 2Rr cosy)2 
o 0 

und 

u(r,{},g;) = 2 2n4: 1 ~~j''j:(R'{}',g;')Pn(COSY)Sin'!9'd1~'dg;' l (83) 
n=O 0 0 

(konvergent fUr r < R), 

(s. Kap. 7, Ziff. 8 bis 11) oder 

u (" /}, ~) ~ t ",/ ... P,(ws/}) + ~ ["'" cO'"'I' + b." Smy'l'] p" ,(COS/}+ (84) 

wo 

an,v} = 2n + 1 (n - v)! f2"'f'" '(R .u' ')P ( .u') cos , .. u.' d·u, d ' 
2 R n ( + ) I U, 'U' , g; n>' cOS'U' . Y g; Slll'U 'U g; born v. ' SIn 

n,>' 0 0 

(Y=O,1,2, ... n; an=ian,o; n=1,2, ... ). 

Fur r> R erhalt man 
00 2n n 

u(r, {}, g;) = ~2:: 1 ~::ll f f u(R, {}',cp') Pn(cosy) sin{}' d{}' dg;'. (85) 
n=O 0 0 

Ferner gilt der Harnacksche Satz: 
Sind die Funktionen u1 , u2 , ••• Un, .• •• im Innern einer Kugel K regular 

harmonisch, aufK stetig und tiberall monoton wachsend (u1 <u2 < ... < Un < ... ), 
und konvergiert diese Folge in einem einzigen Punkt von K, so konvergiert sie 
im ganzen Innern von K, und zwar gleichmaBig in jeder kleineren Kugel; die 
Grenzfunktion ist dort eine regulare harmonische Funktion. Ein analoger Satz 
gilt fUr den Kreis. Beide Satze lassen sich auf allgemeine Bereiche ausdehnen. 

Konvergiert namlich eine Folge von harmonischen Funktionen am Rand 
eines Bereiches gleichmaBig und sind sie dort noch stetig, so konvergieren sie 
auch im Innern gleichmaBig gegen eine am Rande stetige, im Innern harmonische 
Funktion; desgleichen konvergieren die Ableitungen belie big hoher Ordnung 
gegen die Ableitung der Grenzfunktion gleichmaBig in jedem abgeschlossenen 
Teilbereich. Die Grenze der Randwerte der Funktionen ist der Randwert der 
Grenzfunktion. 

Die Darstellung in diesem Abschnitt schlieBt sich eng an das in Ziff. 54 
zitierte Buch von MrSES an, auf das bezuglich weiterer Einzelheiten ver
wiesen sei. 

VII. Totale Differentialgleichungen. 
38. Systeme totaler Differentialgleichungen. Ein System to taler Differential

gleichungen ist ein System von folgender Art: 

Fdx1 , X 2 , •. . , X n, dx1 , dx2 , ••• , dxn) = 0 (i = 1,2, ... , m), (86) 
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wobei die Funktionen Fi in den Differentialen dx", homogen sein sollen. Die 
durch die unabhangigen, sich nicht widersprechenden Gleichungen 

<fJfJ(x1 , x2 ,···, xn) = 0 (fJ= 1,2, ... , fl) (1 <fl<n) (87) 

definierte Mannigfaltigkeit Vn-,u von der Dimension n - fl heiBt eine Integral
mannigfaltigkeit von (86), wenn die Gleichungen (86) aus den Gleichungen (87) 
u~ no~ 

d<fJfJ = .'2 OXrx dxrx = 0 (88) 
",=1 

allein durch Elimination und Substitution hervorgehen. Denkt man sich die 
Gleichungen (87) aufgelost in der Form 

xfJ = '1fJfJ (X,,+l, ... , xn) (fJ = 1,2, ... , fl·), (89) 

also ~ OlPfJ 
dXfJ =..:... OXy dxy , (90) 

y=,u+1 

so miissen also die Gleichungen (86) nach Einsetzung von (89) und (90) identisch 
in den restIichen X,u+l, .•• 'Xn und dXp+l, ... ,dxn erfiillt sein. Dies gibt ein 
System partieller Differentialgleichungen fUr die unbekannten Funktionen '1fJfJ (vgl. 
Ziff. 1 bis 3). Wenn sich die Gleichungen (86) nicht widersprechen und unabhangig 
sind beziiglich der dx (es muB dann 1 <m< n - 1 sein) , so haben sie immer 
Integralkurven (f1 = n - 1). Man fUge einfach n - m - 1 andere derartige 

willkiirliche Gleichungen hinzu und lose z. B. nach ddXi (i = 1, 2, ... , n - 1) 
. Xn 

auf. Dann erhalt man ein System von n - 1 gewohnlicher Differentialgleichungen 
fUr Xl' X2 , ••• Xn-l als Funktionen von Xn mit n - m - 1 willkiirlichen Funk
tionen. Der Fall m = n liefert nur die triviale Losung Xi = konst. (i = 1, 2, ... , n), 
ebenso wie der Fall fl = n. Sind die Gleichungen (86) linear in den dx, so spricht 
man von einem Pfaffschen System. Den allgemeinen Fall pflegt man auch 
als M 0 n g esc he s S y s t e m zu bezeichnen. Ein Pfaffsches System hat also 
die Gestalt: n 

'1;aikdxk=O (i=1,2, ... ,m), (91) 
k=1 

worin die aik Funktionen von Xl' X 2 , ••. , Xn sind, deren Matrix yom Rang m 
ist (vgl. Kap. 2, Zif£' 5, 11). 

39. Pfaffsches Problem. Unter einer Pfaffschen Form versteht man 
eine lineare Differentialform n 

:2;ai(xV ..• , Xn)dXi' (9::l) 
i=l 

unter ihrer bilinearen Kovariante (vgl. Kap. 5, Ziff.2) die Form 

wo (93) 

Die Minimalzahl der Veranderlichen, auf die (92) bei passender Variablen
transformation gebracht werden kann, heiBt die Klasse der Pfaffschen Form. 
Es gilt der Satz von GRASSMANN: Die Klasse der Pfaffschen Form (92) ist der 
Rang der Matrix 

an a12 ••• ain 

a21 a23 •·• a2n (94) 

24* 
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1st die Form von gerader Klasse 21, so laSt sie sich auf die Gestalt 

zldYl + Z2dY2 + .,. + z).dy). 

Ziff. 39. 

bringen; ist sie von ungerader Klasse 2.4. + 1, so laSt sie sich auf die Form 

zldYl + Z2 dY2 + '" + z).dy). + dY)'+1 

bringen. Dabei sind die y und z voneinander unabhangige Funktionen der x. 
Die Durchfiihrung dieser Reduktion bildet den Inhalt des Pfaffschen Pro
blems. 1st speziell die Klasse 1, so ist die Form ein vollstandiges Differential 
(von der Gestalt dt), ist die Klasse 2, so hat die Form einen Multiplikator e (ist 
also von der Gestalt edt). In diesem Fall muS nach dem Satz von GRASSMANN 
die bilineare Kovariante identisch verschwinden, d. h. es miissen die Gleichungen 

ooa" = ~a. (i, k = 1,2, ... , n) erfiillt sein (vgl. Ziff. 52, Beispiel). 
Xl vX" 

Beispiele. 1. Die Pfaffsche Gleichung in drei Veranderlichen 

Pdx + Qdy + Rdz = 0, (95) 

wo P, Q, R Funktionen von x, y, z sind, hat im allgemeinen nur Integralkurven 

cp (x, y, z) = Cv 'IjJ (x, y, z) = C2 • 

Integralflachen t(x, y, z) = c existieren gemaS Zif£. 38 nur dann, wenn sich 
die linke Seite von (95) auf die Form edt bringen laSt, also von der Klasse 1 
oder 2 ist. Nach dem Satz von GRASSMANN muS somit der Rang der Matrix 

P Q R 
o oQ oP _ (OP _ OR) 

_(?Q __ ~P) ox - oy oz ox 
ox oy 0 oR oQ 
OP oR _ (OR _ oQ) tfi - az 
7fZ - ox oy OZ 0 

kleiner als 3 sem. Dies liefert die Gleichung 

p(OR _ oQ') + Q(OP _ iJR) + R(iJ Q _ B.P) = 0 oy OZ iJz iJx ox oy , 
(Eulersche Bedingung). 

2. Wir betrachten folgende Pfaffsche Form der Variablen ql' ... q .. , PI' ... P .. , t: 
n 
~Po<dqo<-H(ql" .. q .. ,PI"" P .. , t)dt. 
0<=1 

Setzt man in ihrer bilinearen Kovariante die Koeffizienten von (Jql" .. (Jq .. , 
(JPl' ... (JP .. , (Jt gleich Null, so folgen die kanonischen Gleichungen der Mechanik 
(vgl. Ziff. 12, 47) 

dqi iJH dPi iJR 
de = 0 Pi' de = - iJq; (i = 1,2 ... n). 

Will man in dieses System neue Veranderliche einfiihren, so kann man das 
zufolge der Kovarianzeigenschaft der bilinearen Kovariante in folgender Art 
machen: Man fiihrt die neuen Veranderlichen in die Pfaffsche Form ein, bildet 
ihre bilineare Kovariante und setzt die Koeffizienten der (J der neuen Verander
lichen gleich Null. Die so entstehenden Gleichungen sind dieselben, die man 
erhalten hatte, wenn man die neuen Veranderlichen direkt in das kanonische 
System eingefiihrt batte. 
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VllI. Kontinuierliche Transformationsgruppen. 

Punkttransformationen. 

40. Punkttransformationen. Wir definieren eine Schar von Transfor
mationen durch die Gleichungen: 

x~ = ly(xI' x2 , ••• Xn ; aI' a2 , ••• ar) ('1'= 1,2, ... n). (96) 

Die I .. sollen analytische Funktionen sein, die beztiglich der x unabhangig von
einander sind; die a sind Parameter. Die Funktionen sollen sich nicht als Funk
tionen von weniger als r Parametem darstellen lassen, d. h. es sollen keine Be
ziehungen von der Form 

i;Ae(al , ... ar) :fy = 0 (v = 1,2, ... n) (97) 
e=1 ~ 

identisch erfiillt sein. Man nennt die a in diesem Fall wesentliche Para
met e r. Einem bestimmten Wertsystem der Parameter entspricht dann eine 
Transformation des Punktes x in den Punkt x', wenn wir die x als Punktkoordi
naten einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit deuten, eine sog. Pu n k t t ran s
formation, die wir kurz x~ = I .. (x; a) schreiben. 

Das Koordinatensystem soil dabei nicht geandert werden. Es sind hier 
vielleicht ein paar Worte tiber die zweifache Deutung am Platz, die man den 
Gleichungen (96) geben kann. Sie wurden eben als Punkttransforma tion 
gedeutet, d. h. bei festem Koordinatensystem wird einem Punkt x ein bestimmter 
Punkt x' zugeordnet. Man kann die Gleichungen aber auch als Koordinaten
transformation deuten, dann bedeuten x die Koordinaten eines Punktes, 
bezogen auf ein bestimmtes (im allgemeinen krummliniges) Koordinatensystem 
(vgl. Kap. 5, Ziff. 7), x' die Koordinaten desselben Punktes, bezogen auf ein 
anderes derartiges Koordinatensystem. 

Da die Transformationen der Schar von r wesentlichen Parametem ab
hangen, enthalt sie, wie man sich auszudrticken pflegt, 00' Transformationen. 
Sie sollen eine Gruppe bilden (vgl. Kap. 2, Ziff. 16), d. h. zwei Transformationen 
der Schar 

x~ = Iv (x; a) nnd x~ = fy (x'; b) 

solien, hintereinander ausgetibt, wieder eine Transformation der Schar liefem: 

x:= Iy(x; c), wo ce=lPe(a;b); 

flir ein bestimmtes Wertsystem des Parameters, die Anfangswerte a~, ... a~, 
soli die Identitat resultieren: 

x = f (x' aD). 'V • V 1 , 

endlich solI zu jeder Transformation x" = Iv (x; a) die inverse x" = I" (x; a) 
existieren; es ist also 

Eine soIche Gruppe heiBt eine endliche, r-gliedrige, kontinuierliche 
Transformationsgruppe Gr ; endlich, well ihre Transformationen eine endliche 
Anzahl von Parametem enthalten, r-gliedrig, well gerade r wesentliche Parameter 
auftreten; kontinuierlich deswegen, weil es immer eine Transformation gibt, 
weIche einen Punkt nur beliebig wenig verschiebt. Man braucht ja nur in der 
Identitat die Parameterwerte aD beliebig wenig abzuandem. So kommt man 
zum Begriff der infinitesimalen Transformation. 
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41. Infinitesimale Transformationen. Wir denken uns die Funktionen tv 
nach dem Taylorschen Satzl) nach Potenzen von ae - ag entwickelt und brechen 
mit· der ersten Potenz ab: ,. 

:<, = Xv + ~ (ae -- a~) ;ev(x) + "', (98) 
e=l 

wo also 
;pv (x) = aatv I . ae a=aO 

Setzen wir ae - a~ = Ae lJt und betrachten die A als Konstante, lJt als variabel, 
so definiert man als infinitesimale Transformation: 

,. 
x~ = Xv + bt ~ Ae ;ev (x) . (99) 

e=l 
Sie bedeutet also, anschaulich gesprochen, den Dbergang vom Punkte x zu 
einem unendlich benachbarten Punkte in bestimmter Richtung. Indem man 
sie unendlich oft wiederholt, erhalt man endlicheTransformationen der Gruppe. 
Exakt geschieht dies durch Integration der Gleichungen 

d ' ,. 
d~v = .l: Ae ;ev (x') (100) 

e=l 
mit den Anfangsbedingungen :<, = Xv ffir t = 0 2). Dadurch erhalt man die 
r-gliedrige Gruppe in der Gestalt 

(101) 

Denkt man sich die A konstant und t aJ.s variabel, so stellen die Gleichungen (101) 
eine eingliedrige Untergruppe von (96) dar. Jeder Punkt beschreibt zufolge der 
Transformationen dieser Untergruppe eine sog. Bahnkurveder Untergruppe, 
deren Gleichungen in Parameterdarstellung eben durch (101) gegebeIi sind; t ist 
der Parameter. (100) sind ihre Differentialgleichungen. Man kann also sagen, 
die Untergruppe wird durch die infinitesimaIe Transformation (99) erzeugt. 
Erteilt man den .A. aIle moglichen erlaubten Werte, so erhalt man eine Schar 
von 00,.-1 so1chen eingliedrigen Untergruppen, die zusammen gerade die 
Gruppe (96) bilden. . 

Fur die infinitesimale Anderung einer beliebigen Funktion F (Xl' X 2 , • .. , Xn) 

[abgekurzt F (X)] zufolge der Transformationen der Gruppe ergibt sich: 

F(x') - F(x) = bF(x) = bt.i:.i: .A.1!;ev(x) a:x~) (102) 

oder wenn man mit LIE 
e=l v=1 

n aF .L: ~ev (x) axv = XI! (F) (103) 
,.=1 

setzt, ,. 
bF = bt.~ Ae Xe (F) . (104) 

e=1 ,. 
Den Ausdruck ~.A.eXe(F) nennt man das Symbol der infinitesimal en 

e=l 
Transformation (99). 1m AnschluB an die eben geschilderte Erzeugung der 
Gruppe (96) kann man jetzt sagen: Die Gruppe wird von den infinitesimalen Trans
formationen Xl (F), X 2 (F), ... , X,. (F) erzeugt. 

1) Vgl. Kap. 1. Ziff. 18. 
2) Vgl. Kap. 9. Ziff. 7. 



Ziff.42. Spezielle endliche kontinuierliche Gruppen. 375 

Fiihrt man an Stelle der Variablen x und x' durch die Substitutionen 
I ( I I) Yv = CPv Xl' ... , Xn (v = 1,2, .. . ,n) (105) 

neue Variable ein, so wird die Gruppe in die sog. ahnliche Gruppe 

y~ = gv (y; a) (106) 

transformiert. Ahnliche Gruppen sind vom Standpunkt der abstrakten Gruppen
theorie nicht wesentlich verschieden. 

B ei s pi el e. Zum leichteren Verstandnis des durch Gleichung (104) definierten 
Symbols einer infinitesimalen Transformation seien einige Beispiele angefUhrt: 

1. Die infinitesimale Transformation mit dem Symbol ajoxi bedeutet eine 
infinitesimale Parallelverschiebung langs der xl-Achse urn ot(xl ,·.·, Xn 
sind in diesen Beispielen als rechtwinklige Koordinaten vorausgesetzt). Denn die 
Koordinaten Xl' X2, ... , Xn eines Punktes erfahren nach (104) die Anderungen 

o Xl = Of, 0 x2 = ... = 0 Xn = 0; 

die Funktion F andert sich urn 
of = of ot. 

OXI 

2. Die infinitesimale Transformation mit dem Symbol Xl !:I 0_ - x2 -1-- bedeutet 
uXa uXI 

eine infinitesimale Drehung in der Xlx2-Ebene urn den Winkel ot. Denn 
xl> X2, ... , Xn erfahren die Anderungen 

oXl = -x2Of, oX2 = xlot,. oX3 = ... = oXn = 0; 

F andert sich urn ( oF OF) bF = X IOX2 - X 20X1 Of. 

3. Die infinitesimale Transformation mit dem Symbol 2xli a: bedeutet 
(1=1 Ii 

eine infinitesimale Streckung mit dem Faktor 1 + M. Denn Xl' X2, ... , Xn 
andern sich urn 

n of 
Fum of= 1.-'Xliaxot. 

fI=1 Ii 

42. Spezielle endliche kontinuierliche Gruppen. Beispiele fiir endliche 
kontinuierliche Gruppen sind die im Kap. 3, Ziff. 8-11 besprochenen Gruppen 
der Kollineationen, Affinitaten, Ahnlichkeitstransformationen und euklidischen 
Bewegungen des dreidimensionalen euklidischen Raumes R 3 • Als Beispiel 
einer nichtprojektiven Gruppe sei die Gruppe der winkel treuen oder kon
form en Transformationen des R3 angefiihrt. Sie ist 10-gliedrig. Man 
erhalt namlich die allgemeinste winkeltreue Punkttransformation des R 3 , in
dem man die allgemeinste Ahnlichkeitstransformation mit einer Transforma
tion durch reziproke Radien an der Einheitskugel zusammensetzt. Liegt der 
Mittelpunkt der Einheitskugel im Ursprung des Koordinatensystems, so 
lauten die Gleichungen fUr die Transformation durch reziproke Radien: 

Xl = X2 + ;2 + Z2 , yl = X2 + ;2 + Z2 ' i = X2 + ;2 +-ZZ . 
Sind x, y, z bzw. x', y', z' die Koordinaten der Punkte P und P', r und r' ihre 
Radienvektoren, so gilt rr' = 1; P und P' liegen auf derselben Geraden durch 
den Ursprung. Die winkeltreuen Transformationen sind gleichzeitig die all
gemeinsten Transformationen, welche Kugeln wieder in Kugeln iiberfiihren 
(Ebenen werden dabei als Kugeln mit unendlich groBem Radius betrachtet). 
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Wahrend sich die VerhaItnisse bei der projektiven Gruppe in analoger Weise 
yom Raum auf die Ebene libertragen, ist dies bei der Gruppe der konformen 
Transformatiorien nicht der Fall. Es liiBt wohl jede Transformation durch re
ziproke Radien die Winkel ungeandert (vgl. Rap. 6, Ziff. 23), ist aber nicht die 
allgemeinste winkeltreue oder konforme Transformation. Dies ist vielmehr eine 
unendliche Gruppe (vgl. Ziff.43) und wird durch alle analytischen Funktionen 
samt ihren konjugierten geliefert (vgl. Rap. 6, Ziff. 22). 

43. Eingliedrige Gruppen. Flir r = 1 reduzieren sich die Gleichungen (100) 
bei passender Wahl des Parameters, den wir mit t bezeichnen, auf 

d::=;,,(~,~, ... ,x,,) (Y=1,2, .... ,n), (107) 

die erzeugende infinitesimale Transformation ist 
n of 

X(F)= .2;" ox,,' (108) 
,,=1 

Die Gleichungen der Gruppe oder ihrer Bahnkurven ergeben sich als Losungen 
von (107) mit den Anfangsbedingungen 

x" = x" flir 
also 

t = 0, (109) 

(110) 

Das allgemeine Integral von (107) lautet: 

1P,,(x~, ... , x", t) = c" (111) 

oder, wenn man eine Gleichung nach t auflost und in die andere einsetzt 

Q1(~"'" x~) = ~1"'" Qn-1(X~"", x~) = Cn - 1 ,} (112) 
Qn(Xl,"" x,,) = t + Cn· 

Flir die Anfangsbedingungen (109) wird 

C,,=Q,,(x1, ... ,xn) (Y=1,2, ... ,n). (113) 

Durch die Variablentransformation 

y" = Q,,(x1 , ... , x), y~ = Q" (~, ... , x,,) (114) 

werden die Gleichungen der Gruppe 

iI=Yl"'" Y~-l=Yn-l' (115) 

Jede eingliedrige Gruppe ist also einer Translation (Parallelverschie
bung) ahnlich (Normalform der Gruppe). 

Setzen wir al1gemein X(k) ffir die k-fache Wiederholung des Operators X, 
so ergibt sich aus dem Taylorschen Satze 

00 k 

F (~, ... , x,,) = F (Xl)' ... , Xn) + .2 ~! X(k) (F) . (116) 
k=l 

Soli F eine Invariante der Gruppe sein, so muB F (Xl, ... , x,,) = F (Xl' ... , Xn) 
sein. Dazu ist nach (116) notwendig und hinreichend: 

X(F) = O. 

Es sei noch kurz erwiihnt, was man unter einer unendlichen kon tin uierli
chen Gruppe versteht. Sind die Funktionen I" in den Transformationsglei
chungen einer kontinuierlichen Gruppe 

x~=I,,(xl, ... ,xn) (Y=1,2, ... ,n), (117) 
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solche Losungen von partiellen Differentialgleichungen, die noch von willkiir
lichen Funktionen, also sozusagen von unendlich vielen Parametern abhiingen, 
so heiBt die Gruppe unendlich. 

Unendliche Gruppen sind z. B. die Gruppe der konformen Transformationen 
der Ebene (vgl. Ziff. 42) und die Gruppe der eindeutig umkehrbaren stetigen 
Transformationen einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit (vgl. Rap. 3, Zif£' 36). 

44. Differentialgleichungen mit bestimmter Gruppe. Man sagt, das System 
der Differentialgleichungen 

(118) 

gestattet die eingliedrige Transformationsgruppe (110), wenn bei ihren Trans
formationen die Integralkurven von (118) wieder in Integralkurven iibergehen, 
oder, was dasselbe ist, aIle Integrale der aquivalenten partiellen Differential
gleichung 

n 

X (z) = ~ XIX OO:IX = 0 (119) 
1X~1 

wieder in Integrale. Dazu ist notwendig und hinreichend, daB die infinitesimale 
Transformation T, welche (110) erzeugt, jedes Integral z von (119) wiederum in 
ein Integral T(z) von (119) iiberfiihrt, oder daB die Beziehung gilt: 

X(T(z)) - T(X(z)) = e(x1 , ••• , xn) X(z). (120) 

Man sagt dann auch, (119) gestattet die infinitesimale Transformation T. 
1st speziell fiir n = 2 

X(z) = P ;; + Q :; (121) 

T(F) = ~ of + of ox 1) oy , (122) 

so gestattet die Differentialgleichung 

dx dy 

p 1r' (123) 

die Transformation (122) dann und nur dann, wenn -Q-;:~P ein integrierender 
~- t} 

Faktor von Qdx - Pdy ist (vgl. Rap. 9, Ziff. 4,5). Auf diesem Satze beruhen die 
klassischen Integrationsmethoden l ). So gestattet z. B. die homogene Differen
tialgleichung die Ahnlichkeitstransformationen, die lineare Differentialgleichung 
die lineare Gruppe x' = x, y' = y + tYl' wo Yl ein Integral der entspre
chenden homogenen linearen Gleichung ist. Allgemein liefert jede eingliedrige 
Transformationsgruppe unendlich viele Differentialgleichungen erster Ordnung, 
die sich durch Quadraturen integrieren lassen. Man bringt einfach die Gruppe 
durch Einfiihrung neuer Veranderlicher x', y' auf ihre Normalform (Ziff. 43) und 

erhalt dann die Differentialgleichung in der Gestalt ~ ~: = t (x'), die sich sofort 

durch eine Quadratur integrieren liiBt. Eine Differentialgleichung hohererOrd
nung gestattet im allgemeinen keine infinitesimalen Transformation en. Darauf 
soIl nicht naher eingegangen werden. 

1) Vgl. Kap. 9, Zif£. 3-5. 
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IX. Beriihrungstransformationen. 
45. Poissonsche Klammern l ). Die im folgenden in den Poissonschen Klam

mem auftretenden Funktionen F, cP, 1p seien Funktionen der 2n Veranderlichen 
xi' X2, ... , Xn; PI' P2' ... , Pn· 

Unter einer Poissonschen Klammer versteht man folgende Bildung: 

Sie geniigt folgenden Rechnungsregeln: 
1. (c, cp) = 0, wenn c = konst., 
2. (1p, cp) = 0, wenn cP und 1p die Pi nicht enthalten, 
3· (cp,1p) = - (1p, cP), 
4. (cp, cp) = 0, m 

""\."'oF 5. (F(tpl>1p2,· .. ,1pm), cp) = ~ihp, (1pi'CP) , 
i=l 

6. «(CPl' cP 2)' CPa) + «(CP2' CPa), CPl) + «(CPa, CPl)' C(2) = 0. 
Die letzte Gleichung pflegt man die Jacobische Identitat zu nennen. 

Es gilt der Satz von POISSON: 
, Wenn die Gleichung (1p, cp) = ° bei gegebenem 1p in cP durch CPl und CP2 
befriedigt wird, so ist auch cP = (CPl' CP2) eine Lasung. Er folgt unmittelbar aus 
der Jacobischen Identitat. 

Wir fiihren eine Erweiterung der Poissonschen Klammer, die sog. eckige 
Klammer, ein: 

~{iJep (01Jl 01Jl) 01Jl (orp orp)} 
[cp,1p] =~ iJplX iJXIX + Por.7fZ - iJPIX iJXIX + Por.iJz • 

1X=1 

(124) 

f:p und 1p werden als Funktionen von z, Xl' .•. , Xn, PI' ... , Pn vorausgesetzt. Es 
gelten folgende Rechenregeln: 

[c,cp] =0 (c=konst.), [cp,cp] =0, [cp,1p]=-[1p,CP]. (125) 

Die Jacobische Identitat gilt ffir die eckigen Klammern nicht mehr. Die 
Differentialgleichungen der Charakteristiken einer allgemeinen partiellen Diffe
rentialgleichung erster Ordnung (Ziff.8) 

F(z, Xl"'" Xn , PI"'" PnY = 0, 
iJz (. ) Pi = -:0-- ~ = 1, 2, ... , n 
UXt 

(126) 

sind nach (124) identisch mit denen der linearen partiellen Differentialgleichung 

[F, cp] = 0, 

wo cP die unbekannte Funktion ist. Sind also 

F, CPl' CP2' ..• , CP2n-1 

(127) 

(128) 

2n unabhiingige Integrale von (127), so ergeben sich die oo2n-1 charakteristischen 
Streifen von (126) aus 

F=O, CPI = cl , ..• , CP2n-1 = C2n-1 (alle c = konst.). (129) 

1) Vgl. Kap. 9. Ziff. 8. 
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46. Allgemeine Beriihrungstransformationen. Z, Xl' ... , X n , PI"'" Pn 
seien 2n+1 unabhangige Funktionen der 2n+1 Variablen z, Xl' ... , Xn, PI' ... , Pn. 
Die Transformation 

Z'=Z, (i = 1, 2, ... , n) (130) 

heiBt eine Bertihrungstransforma tion, wenn die Gleichung 

dZ - .. ~P .. dX .. = e (dZ -~P .. dx .. ) (131) 

besteht, wo e ebenfalls eine Funktion der 2 n + 1 Variablen z, Xi, Pi ist. Die 
Bertihrungstransformationen lassen also die Pfaffsche Gleichung (Ziff.38) 

n 
dz -1:P .. dx .. = 0 (132) 

",=1 

invariant. Die geometrische Bedeutung dieser Tatsache ist folgende: Das 
Hyperflachenelement, das durch das Wertesystem 

(133) 

gegeben ist (Ziff. 7), geht durch die Transformation (130) in ein anderes tiber, 
so zwar, daB, wenn (133) ein Tangentialhyperflachenelement einer Hyperflache 

Z = !(XI' X2' ••• , xn) (134) 

ist, (130) das TangentialhyperflachenelementimentsprechendenPunkt (xi, ... , Xn) 
der transformierten Hyperflache (134) z' = t' (xi, ~, ... , Xn) ist. Bertihrung 
bleibt also erhalten, daher der Name. Samtliche Bertihrungstransformationen 
bilden eine Gruppe (vgl. Kap. 2. Ziff. 16). (130) ist dann und nur dann eine 
Bertihrungstransformation, wenn die Gleichungen bestehen 

[Xi,PiJ=-g, [Z,XiJ=O, [Z,piJ=-ePi' (i+k;i,k=1,2, ... ,n). (135) 
[Xi, XkJ = 0, [Xi, Pl-J = 0 [Pi, PkJ = 0, I 

e + 0 

Ftihrt man die durch die Transformation (130) definierten neuen Variablen in 
die Funktionen p und 'IjJ von (124) ein, so erhaIt man zwei neue Funktionen p' und 'IjJ' 

der gestrichenen Variablen (130) und es gilt 

[q/, 'IjJ'] = e[p, 'IjJ] • (136) 

Die Gleichung (126) geht dabei in eine allgemeine partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung der Variablen (130) tiber 

F'(zt, xi, .. ·,~, Pi, .. ·, P~) = 0, P; = ~~. (137) 

Wttgen (127) und (136) gehen dabei die charakteristischenStreifen von (126) 
in die von (137) tiber, daher auch ein Integral von (126) in ein Integral von (136). 

4'1. 'Spezielle Beriihrungstransformationen. Wenn die Funktionen il, Xi, Pi 
(i = 1,2, ... , n) nur von den Variablen 

(138) 

nicht aber von Z abhangen und auBerdem ±Z = Z - Q und e = ±1 gesetzt 
wird, so erhaIt man eine spezielle Bertihrungstransformation, fUr die Gleichung (131) 
tibergeht in "n 

dQ±'L.Po<dXo< =2:,p",dx.x • (139) 
",=1 ",=1 



380 Kap.10. J. LENSE: Partielle Differentialgleichungen. Ziff.47. 

Zum Bestehen dieser Gleichung (139) 
Funktionen Xi, Pi die Gleichungen 

ist notwendig und hinreichend, daB die 

(Xi, X Tc ) = 0, (Xi, PTc) = 0, 

erfiillen. 
(i=l=k; i,k=1,2, ... ,n) 

Diese speziellen Beriihrungstransformationen spielen beziiglich der partiellen 
Differentialgleichung erster Ordnung, welche z nicht enthaIt, und beziiglich der 
Poissonschen Klammern dieselbe Rolle wie die allgemeinen Beriihrungstrans
formationen beziiglich der allgemeinen, z enthaltenden Differentialgleichung und 
der eckigen Klammern. Es ist also z. B. 

(q/, 'IjJ') = ± (g;, 'IjJ) • 

Darauf beruht ihre Anwendung in der Theorie der kanonischen Systeme 
(Ziff.12). Ein solches System geht hiernach bei Anwendung einer derartigen 
speziellen Beriihrungstransformation wieder in ein kanonisches System iiber. 

Beispiel. Seien 

dXi o(H + HI) 
de OPt 

(i=1,2, ... ,n) (141) 

die kanonischen Gleichungen eines mechanischen Problems I) ; H entspreche 
der ungestorten Bewegung, HI sei die sog. Storungsfunktion. Wir nehmen an, 
daB man die Differentialgleichungen der ungestorten Bewegung (HI = 0) inte
grieren kann. Man kennt also ein vollstandiges Integral 

z = Vet, Xl' x2 , ••• , X n, bl , b2 , ••• , bn) + C 

der partiellen Differentialgleichung 
OZ o t + H (t, Xl' X2 , ••• , Xn , PI> P2' ... , Pn) = 0, 

OZ 
Pi=~' UXt 

Das allgemeine Integral des Systems der ungestorten Bewegung lautet daher 
oV oV 
ox; = Pi' obi = ai (i = 1,2, ... , n). 

Wir iiben jetzt die spezielle Beriihrungstransformation 
oV oV, 

z = Vet, Xl"'" Xn , xi··· ,X~) -z', ox, = Pi, iJx~ = Pi 
aus, indem wir x~ mit bi und P~ mit ai identifizieren. Dadurch geht (141) iiber in 

db; oH' dai oH' 
de = oal ' lit = - Obi (i = 1,2, ... , n). (142) 

Die Wirkung des Zusatzgliedes HI besteht also darin, daB die Integrationskon
stanten ai und bi der ungestorten Bewegung bei der gestorten Bewegung variabel 
werden (Methode der Variation der Konstanten vgl. Kap. 9, Ziff.11). Wenn 
HI = 0 ist, reduziert sich (142) auf 

db. = 0 
dt ' 

da; = 0 
dt • 

Daraus folgt H' = HI' Die GroBen ai und bi nennt man die kanonischen 
Elemente der gestorten Bewegung. Die Gleichungen (142) liefern die durch 
das Hinzutreten der Storungsfunktion HI bewirkten Anderungen dieser GroBen 

1) Vgl. hierzu Kap. 9, Zif£. 8 bis 10. 
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48. Lagrangesche Klammern. Die Gleichungen (140) lassen sich noch etwas 
anders schreiben, wenn man die sog. Lagrangeschen Klammern einfUhrt: 
11,/2' .. ,In; gl' g2' ... , gn seien 2 n Funktionen der beiden Veranderlichen U 

und v. Man definiert als Lagrangesche Klammer den Ausdruck: 

(143) 

Zufolge der Beruhrungstransformation wurden die X, P Funktionen der x, P 
und umgekehrt. Die Gleichungen (140) lassen sich dann mit Hilfe von (143) auch 
so schreiben: 

{Xi, Pk} = 0, {Pi, Pk} = 0, { Xi, Pi} = ± 1 (144) 
(i =F k; i, k = 1, 2, ... , n). 

Fur fund g sind die x und P einzusetzen, aufgefaBt als Funktionen der X und P. 
Bezeichnen wir die Funktionen X und P kurz mit U1 , U2, ... , U2n , so gelten 

die Gleichungen: 

2n {f . k} ~ 0 Ur2=F . 
..::::.. (u"" Ui) {u"" Uk} = 1 fUr i = k (2, k = 1, 2, ... , 2n). 
",=1 

(145) 

Determinante der {Ui' uk}mal Determinante der (Ui' Uk) = 1. 

49. Spezielle inHnitesimale Beruhrungstransformationen. Denkt man sich 
die Beruhrungstransformation derart, daB sich die Funktionen X, P von den 
entsprechenden x, P nur urn kleine GraBen ~x = ~bt, ~P = nbt unterscheiden, 
wobei hahere Potenzen von bt vernachlassigt werden, so spricht man von einer 
infinitesimalen Beruhrungstransformation im Sinne von Ziff. 41. Man hat also 

Xi=Xi+~i~t}(. ) 6) p. _ p. + n.bt 2 = 1,2, ... , n . (14 
~ - ~ t-

Die Bedingungen fUr eine Beruhrungstransformation reduzieren sich in diesem 
Fall auf aw 

(147) n·= --~ • ox, ' 
wobei W eine beliebige Funktion der x und p bedeutet. Die Anderung einer be
liebigen Funktion I der x und p bei Anwendung dieser Transformation ergibt 
sich zu 

J I = (I, W) bt, I (Xl' ... , Xn , PI'· .. , P ,,) = I (Xl> ... , Xn, PI ... ,Pn) + ~ I . (148) 

Nach Ziff. 41 bezeichnet man den Koeffizienten von r5 t in der Anderung r5 I 
einer beliebigen Funktion I als Symbol der infinitesimalen Transformation. (I, W) 
kann demnach als Symbol der allgemeinsten Beruhrungstransformation aus 
der unendlichen Gruppe aller Beruhrungstransformationen aufgefaBt werden 
(vgl. Ziff. 43). 

Deutet man die Gleichungen eines kanonischen Systems (vgl. Ziff. 12,47) 
als Bewegungsgleichungen eines dynamischen Systems, so kann der ganze Verlauf 
der Bewegung als ein allmahliches Entfalten einer Beruhrungstransformation 
betrachtet werden. 1st cp ein Integral des Systems (vgl. Kap. 9, Ziff. 7), so sind 

;;i und - ;:i (i = 1, 2, ... ,n) 

Lasungen seiner Variationsgleichungen (vgl. Ziff. 54). Jedes Integral cp entspricht 
einer infinitesimalen Beruhrungstransformation, deren Symbol die Poissonsche 
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Klammer (j, cp) ist. Denkt man sich die Losungen des dynamischen Systems 
als Funktionen der Integrationskonstanten ai, bi und der Zeit t gegeben, so 
sind die aus ihnen gebildeten Lagrangeschen Klammern 

{ai, ak}, {ai, bk}, {bi, bk} (i, k = 1, 2, ... , n) 

zeitlich konstant. 
50. Legendresche Transformation. Wir bestimmen die Polare des Punktes 

(x', y') beziiglich der Parabel: 
x 2 + 2 Y = O. (149) 

Sie lautet (vgl. Kap. 3, Ziff. 18) 
xx' + y + y' = 0 . 

Ihr Richtungskoeffizient ist 
p=-x', 

(150) 

( 151) 

Gleichung (150) stellt aber auch die Polare eines auf der urspriinglichen Polaren 
liegenden Punktes (x, y) in den laufenden Koordinaten x', y' dar (s. Abb. 4). 

Ihr Richtungskoeffizient ist 
p'=-X. (152) 

Die aus den Gleichungen (150), (151), (152) 
folgenden Formeln 

x' = -p, x = -p' , I 
y' = p x - y, y = p' x' - y' , 
p' = -x. p = - x' 

(153) 

liefern also eine umkehrbar eindeutige Zuordnung 
der Linienelemente (x, y, P) und (x', y', P'). wobei 

dy' - P'dx' = dy - pdx, (154) 

ist; sie stellen somit eine spezielle Beriihrungstrans
formation der Ebene (Ziff. 47) dar. Sie heiBt die 

Abb.4. Legendresche Transformation. Legendresche Transformation und HiBt sich 
auch auf den Raum verallgemeinern. 

Wir bestimmen einfach die Polarebene des Punktes (x', y', z') 
des Paraboloides x 2 + y2 + 2 z = O. 

Sie lautet (vgl. Kap.), Ziff.18) 
xx' + yy' + z + z' = O. 

Die Richtungsparameter ihrer Normalen sind 

beziiglich 

(155) 

(156) 

p = -x', q = -y'. (157) 

Gleichung (1 S6) stellt aber auch die Polarebene eines auf der urspriinglichen 
Polarebene liegenden Punktes (x, y, z) in den laufenden Koordinaten x', y', z' 
dar; die Richtungsparameter ihrer N ormalen sind 

P'= - x, q'= - y. (158) 

Aus den Gleichungen (156), (157), (158) folgen die Formeln 

x'=-p, 
y'=-q, 
z'=px+qy-z, 
P'= -x, 
q'=-y, 

x=-P', 
y=-q', 
z = P'x'+ q'y'- z', 
P =-x', 
q=-y'. 

(159) 
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Sie liefern eine umkehrbar eindeutige Zuordnung der Flachenelemente (x, y, z, p, q) 
und (x', y', z', p', q') mit 

dz'- p'dx'- q'dy'= dz - pdx - qdy, ( 160) 

somit eine spezielle Beriihrungstransformation im Raum (Ziff.47). 
Auf der Legendreschen Transformation in der Ebene beruht die Integrations~ 

methode der in x und y linearen gewohnlichen Differentialgleichungen erster 
Ordnung, der sog. Lagrangeschen (d' Alembertschen) Differentialgleichungen 

(vgl. Kap. 9, Ziff. 3g). Setzt man namlich p = -ii und iibt die Legendresche 

Transformation auf eine Lagrangesche Differentialgleichung aus, so erhalt man 
in den gestrichenen Variablen eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung 
und aus deren bekanntem Integral durch Anwendung der inversen Legendreschen 
Transformation die Integralkurven der urspriinglichen Differentialgleichung 
in Parameterdarstellung. Ein spezieller Fall der Lagrangeschen Differential
gleichung ist die Clairautsche: 

y=px+f(P), 
die ebenso behandelt wird. 

x. Integralinvarianten und 
Variationsgleichungen. 

51. Der Stokessche Tensor. 1m euklidischen Rn sei eine zweiseitige, p-dimen
sionale Mannigfaltigkeit Vp in Parameterdarstellung gegeben (vgl. Ka p. 1, Ziff. 26, 
Kap.3, Ziff.38): 

(i=1,2, ... ,n). (161) 

Sie wird durch die Gleichungen (161) auf einen Bereich des p-dimensionalen, 

euklidischen o-Raumes abgebildet. Ferner seien (;) Funktionen von Xl' .•. , Xn 

gegeben, A<x" <x" ... , <Xp (die IX durchlaufen samtliche Kombinationen pter Klasse 
ohne Wiederholung der n Elemente 1, 2, ... , n) mit folgender Eigenschaft: 
A <x" IX" ••• , IXp soIl bei Vertauschung zweier Stellenzeiger sein Zeichen andern, also 
bei zwei gleichen Stellenzeigern Null sein. Die Funktionen A sind daher schief
symmetrisch. Dann definieren wir das iiber eine bestimmte Seite der Vp erstreckte 
Integral 

I = f ~ A <x,"<x,' . .. <xpl dx<x, dx ex , ••• dx<xp 
Hex) 

(162) 

(die IX durchlaufen wieder dieselben Kombinationen wie oben) durch das iiber 
den Bildbereich der Vp im o-Raum erstreckte p-fache Integral: 

(163) 

Die Reihenfolge der Differentiale in (162) ist daher nicht gleichgiiltig. Vertauscht 
man zwei der Parameter 0, so andert I das Zeichen; man erhalt das iiber die 
andere Seite der zweiseitigen Vp erstreckte Integral. (163) laBt sich wegen der 
schiefen Symmetrie der A auch so schreiben: 

(p) 

I=f"f~'" ~A ()~IX.'c ... ~x<XPdo ... do. (164) .::::.. .::::.. <x, .. . iXp {) 01 {) Op 1 P 

• iX1 =1 cxp=l 
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Bei EinfUhrung neuer Veranderlicher y statt der X erhalt man 
(p) 

1=/ .. r 2 ... 2 Bp, ... (Jp iJ;~, .,. iJ;:: dOl' .. dol" (165) 
) i3,=l {Jp=l 

wo n n 
B - ~ ... ~ A iJ XIX, ... iJXIXp 

{J, ... {lp - ~ ~ IX, . .. IXv iJyp, iJypp . 
a 1 =1 cxp=l 

(166) 

Die A sind also die Romponenten eines schiefsymmetrischen Tensors pter Stufe 
(vgl. Rap. 5, Ziff. 2); I behalt seine Gestalt, ist also eine Integralinvariante 
gegeniiber der unendlichen Gruppe stetig differenzierbarer, eindeutig umkehr
barer Punkttransformationen x --+ y (vgl. Ziff.43). 

Wir definieren nun die verallgemeinerte Ableitung 21 des Tensors A 
(die Operation D in der Bezeichnung von GOURSAT: 21 = DA) oder den sog. 
S t 0 k e sse hen Ten s 0 r 21 durch 

Dabei sollen die IX in natiirlicher Reihenfolge genommen sein, bei geradem p 
lauter positive, bei ungeradem p abwechselnde Vorzeichen gesetzt werden; 
21 ist ein schiefsymmetrischer Tensor (P + 1) ter Stufe, die Operation D ist ko
variant (vgl. Rap. 5, Ziff. 1, 2). 

52. Der verallgemeinerte Satz von STOKES. 1st die Vl' die geschlossene 
Berandung einer V l'+ l , so gilt der verallgemeinerte Satz von STOKES: 

! l:A"" ... IXpdx lX, ••• dxotp =!l:21IX,oo.IXP+,dxIX1 ... dx",p+,. (168) 
(~ r~ 

Das Integral links ist iiber eine beliebige Seite der V l" das Integral rechts iiber 
eine dadurch bestimmte Seite der Vl' + l zu erstrecken [im Sinne von (162) und (163)J. 
Welche Seite, d. h. welche Reihenfolge der Parameter der Vl' +1 zu nehmen ist, 
entscheidet man am besten durch Einsetzen eines speziellen Tensors A. 

Fiir n = 3, P = 1 ergibt sich der gew6hnliche Satz von STOKES, fUr n = 3, 
P = 2 der Satz von GAUSS (vgl. Rap. 5, Ziff.8). Die Operation D, auf den Tensor 21 
angewendet, liefert identisch Null. Das Integral I iiber eine beliebige geschlossene VI' 
verschwindet oder, was dasselbe ist, das Integral I iiber eine beliebige VI' hangt 
nur von der Berandung der VI' ab, wenn DA = 21 identisch verschwindet. In 
diesem Fall nennt man den Integranden von I ein verallgemeinertes totales 
Differen tial. Es lassen sich dann durch Quadraturen unendlich viele schief
symmetrische Tensoren A' bestimmen, so daB A = DA'. Die aus ihnen 
gebildeten Integranden unterscheiden sich additiv nur urn verallgemeinerte 
tot ale Differentiale. 

B · . 1 F" . d (W iJA k iJAi (. k ) d' e1sp1e. ur P=1 WIr uik="'····_-,,- 1, =1,2, ... ,n Ie 
n uXi uXk n 

bilineare Rovariante von Z Ai dXi (vgl. Ziff. 39). Das Rurvenintegral (Z Ai dXi 
t=1 .' t=l 

ist bei festgehaltenem Anfangspunkt (aI' a2 , ••• , an) nur eine Funktion des End-

punktes oder yom Weg unabhangig, wenn ~Ak = ~ Ai fUr alle i, kist. Man kann 
uXi uXk 

also diese Funktion - sie werde mit F (Xl' X 2 , ••• , Xn) bezeichnet - dadurch 
bestimmen, daB man Hings eines besonders beque men Weges integriert, Z. B. 



Ziff. 53. Integralinvarianten beziiglich infinitesimaler Transformationen. 385 

Hings eines Streckenzuges, dessen Strecken je einer Roordinatenachse parallel 
sind. Man erhalt dann 

:1:1 XB 

F(xl ,···, Xn) = f Al (Xl' a2 ,···, an)dXI + f A 2 (XI , X2 , aa,·· ., an)dx2 + ... 
al am 

:1:" 

+ f An (Xl' X2 ,···, xn)dxn, 

wobei 
A ( ) OF(Xl'···' x .. ) (. ) 

i Xl' ... , Xn = 0 2 = 1, 2, ... , n , 
Xi 

also. ist n 
dF = l:Aidxi 

i=1 

ein totales Differential. Daher stammt auch der Name im allgemeinen Fall 
(vgl. Rap. 1, Ziff.20). 

53. Integralinvarianten beziiglich infinitesimaler Transformationen. Es 
sei eine eingliedrige kontinuierliche Gruppe durch ihre infinitesimale Trans-
formation gegeben: ~ of 

X(F) = ~ X",--::;-
. ~ uXa 

",=1 

oder durch die Differentialgleichungen ihrer Bahnkurven (vgl. Ziff. 41, 43): 

dXi at = Xi (Xl' ... , Xn) (i = 1,2, ... , n) (169) 

mit den Anfangswerten Xi = it fUr t = o. 
Die Anfangswerte sollen eine Vp erfiillen, d. h. es solI 

if = X~(I1I' ••• , I1p) (i = 1,2, ... , n) (170) 

sein. Von jedem ihrer Punkte geht eine Bahnkurve aus. Deuten wir t als Zeit, so 
k6nnen wir sagen: Die Punkte der Vp beginnen zur Zeit t = 0 langs der ent
sprechenden Bahnkurven zu wandern und werden Zur Zeit t eine andere Vp 
erfullen, die durch die Gleichungen 

(i = 1, 2, ... , n) (171) 

gegeben ist. Man erhalt sie durch Integration von (169) mit den Anfangs
bedingungen (170). Es ist also 

(i = 1, 2, ... , n). (172) 

Wir bilden nun das Integral (162) mit den Funktionen (171). Es wird also eine 
Funktion der Zeit I = I (t). 1st fUr jede beliebige, durch (170) gegebene Vp 
d!it) = 0, so heiBt I eine absolute Integralinvariante yom Grad p be

zuglich der infinitesimalen Transformation (169). Man pflegt sie mit Ip zu be
zeichnen. 1st dies jedoch nur bezuglich jeder beliebigen geschlossenen Vp der 
Fall, so heiBt die Integralinvariante relativ (Bezeichnung Jp). Es gilt der 
Satz: J ede relative Integralinvariante laBt sich auf unendliche viele Arten als 
Summe einer absoluten und eines Integrals uber ein verallgemeinertes totales 
Differential (Ziff. 52) darstellen und umgekehrt, jede solche Summe ist eine 
relative Integralinvariante. Durch den D-ProzeB (Ziff. 51) entsteht aus jeder 
absoluten oder relativen Integralinvariante yom Grad peine absolute yom 
Grad p + 1. Man schreibt: 

oder (173) 
Handbuch der Physik. III. 25 
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Der Index d deutet an, daB der betreffende Integrand durch den D-ProzeB 
entstanden ist. Das Integral (162) ist dann und nur dann eine I p , wenn der schief
symmetrische Tensor pten Grades K: 

n ) 
K = iJA"" ... <xp X A iJXv A iJXv ... 

"'1 ... "p ""\ [ 8 x ,. + V", ... "'p iJ x + ", v <X, ••• "'p 8 x + :::r v "'1 IX, ( 174) 

+ A"" ... "p-t V ~~:] 
verschwindet. Es ist eine Jp , wenn DK = o. 1st das System (169) auf die Normal
form (Ziff.43) gebracht, also speziell Xn = 1, Xv = 0 (1' = 1, 2, ... , n - 1), 
so dtirfen die A die Variable Xn nicht enthalten. Dann und nur dann ist (169) 
eine Ip. 

Beispiele. 1. fF(x1, ... , xn) dX1 ••• dXn ist dann und nur dann eine In, 
wenn nach (174) n..., iJ 

~ ~ (Xv F) = 0, 
..:::.. U%11 

v~l 

d. h. Fein Multiplikator von X (z) = 0 ist (Ziff. 5). 

2. Wenn J ~AvdXv eine II ist, so ist nach (174) 

:t(j; AvXv) = 0, 

n 
d. h. ~AvXv ein Integral von (169). 

v=1 
3. Das kanonische System (vgl. Ziff. 12, 47) 

dqi fJH dPi 8H (. ) H H( dt = fJ Pi ' dt = - Oqi ~ = 1, 2, ... ,n, = qI> ... , qn, PI> ... , Pn) 

hat die 12:J~dPidqi (LIOUVILLE) (vgl.Kap.9,Ziff.10). 

54. Variationsgleich ungen. Ein Lasungssystem der Gleichungen (169) sel 

Xi = x~(t) (i = 1,2, ... , n). ( 175) 

Wir such en eine benachbarte Lasung, setzen also 

Xi = xT(t) + S~i(t) (i = 1,2, ... , n), (176) 

wo seine kleine Konstante bedeutet, deren Quadrate und hahere Potenzen 
vernachlassigt werden sollen. 

Man erhalt aus (169) und (176) 

aXi _ axt + a~i _ X-( *) + ~iJXi(X*) ~ + 2 ( ) 
at - at Sat - 1 X s..:::.. 8 xv v s. .. , (177) 

v=l 

also fUr lim S = 0 exakt 

(178) 
v=1 

Die Gleichungen (178) heiBen die Varia tionsgleich ungen des Systems (169). 
Sie sind linear in den Unbekannten ~i' 
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Bedeuten die 
~~k) (i = 1, 2, ... ,n; k = 1,2, ... ,P) 

ein System von p partikulii.ren Losungen der Gleichungen (178) und gibt es ein 
Integral von (178) von der Gestalt (vgl. Kap.9, Ziff.7) 

1: A"" .... IXp (x*) 
(IX) 

~~; ... ~~; 
= konst. , ( 179) 

so istf~ A ex, ... exp (x) dxex, •.• dxexp eine Integralinvariante bezuglich des Systems 
(ex) 

(169) und umgekehrt liiBt sich aus jeder solchen Integralinvariante von (169) ein 
derartiges Integral von (178) ableiten. Dieselben Uberlegungen gelten auch, 
wenn die Funktionen Xi die Zeit t enthalten. 

Sind die Xi in den Gleichungen (169) auBerdem noch periodische Funktionen 
der Zeit mit der Periode T und bedeutet (175) eine periodische Losung von (169) 
mit gleicher Periode, so sind auch die Koeffizienten der Variationsgleichungen 
periodisch in t. Ihre allgemeine Losung lautet dann: 

n 
~i = 1: Ck eIXkt Sik (t) (i = 1,2, ... ,n), 

k=l 

wo Sik (t + T) = Sik (t) . 

(180) 

Die Ck sind die Integrationskonstanten, die fXk die sog. charakteristischen 
Exponenten. Sie ergeben sich als Wurzeln der Gleichung 

Det.l ~-;! + (1 - e IX T) c51l = 0 . 

Darin bedeuten die Pi die Anfangswerte der ~i' die Pi + 'lfi die Werte der ~i 
nach Ablauf der Periode T, ferner ist c51 = 0 fUr i + k und = 1 fUr i = k. 
Tritt die Zeit in den Xi nicht explizit auf, so verschwindet fUr jede periodische 
Losung ein charakteristischer Exponent, ebenso wenn (169) ein eindeutiges 
Integral F (Xl' ... , Xn) = konst. besitzt. Die periodische Losung stellt eine stabile 
Bahn dar, wenn samtliche <Xk rein imaginar sind. 

Literatur: R. COURANT u. D. HILBERT, Methoden der mathematischen Physik. Bd. I. 
Berlin: Julius Springer 1924; R. v. MISES u. PH. FRANK, Die Differential- und Integral
gleichungen der Mechanik und Physik. 2 Bde. Braunschweig: Vieweg & Sohn 1925-1927; 
L. BIEBERBACH, Theorie der Differentialgleichungen. 2. Aufl. Berlin: Julius Springer 1926; 
E. T. WHITTAKER, Analytische Dynamik der Punkte und starren K6rper. Berlin: Julius 
Springer 1924; S. LIE U. G. SCHEFFERS, Vorlesungen fiber Differentialgleichungen mit be
kannten infinitesimalen Transformationen. Leipzig: B. G. Teubner 1891; E. v. WEBER, Vor
lesungen fiber das Pfaffsche Problem und die Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung. Leipzig: B. G. Teubner 1900; E. GOURSAT, Lec;:ons sur l'integration des 
equations aux derivees partielles du premier ordre. 2. Auf I. Paris: J. Hermann 1921 
(1. Auflage in deutscher Ubersetzung von H. MASER bei B. G. Teubner, Leipzig 1893); 
E. GOURSAT, Lec;:ons sur Ie probleme de Pfaff. Paris: J. Hermann 1922; E. GOURSAT, Lec;:ons 
sur l'integration des equations aux derivees partielles du second ordre it deux variables 
independantes. 2 Bde. Paris: A. Hermann 1896-1898; E. CARTAN, Lec;:ons sur les invariants 
integraux. Paris: J. Hermann 1922; CH. RIQUIER, Les systemes d'equations aux derivees 
partielles. Paris : Gauthier-Villars 1910. 
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Kapitel 11. 

Variationsrechnung. 
Von 

THEODOR RADAKOVIC, Wien. 

I. Klassische Methoden. 
1. Einfiihrung. Beispiele. Wahrend in der Differentialrechnung unter 

anderem die Aufgabe gestellt wird, Werte der Variabeln x zu finden, fUr die 
eine gegebene Funktion t (x) ein Extremum (Maximum oder Minimum) in der 
Umgebung dieser Werte liefert, hat die Variationsrechnung zur Aufgabe, Funk
tionen zu finden, die ein von diesen Funktionen und ihren Ableitungen abhi.ingen
des bestimmtes Integral zum Extremum machen. Dies mage zunachst an einigen 
Beispielen erlautert werden: 

IX) Diejenige Kurve durch zwei in der xy-Ebene gegebene Punkte zu finden, 
deren bei Rotation urn die x-Achse gebildete Rotationsflache die geringste Ober
flache hat. Die Aufgabe lauft darauf hinaus, diejenige Funktion y (x) zu finden, 
die das Integral 

11:0 

zu einem Extrem macht. 
(3) In der Ebene die kiirzeste Verbindungslinie zwischen einer Kurve y = Y (x) 

und einem Punkte x 2 , Y2 zu ziehen. Es ist das Integral 

11:, f Y'-1-+---'y'=2 dx 
x, 

durch Wahl von y (x) zu einem Extrem zu machen. Die untere Grenze des Integrals 
ist nicht fest, da ja der eine Endpunkt der Verbindungslinie nicht bestimmt 
ist, sondern nur auf der Kurve y = Y (x) liegen soll. 

y) Geodatische Linien. Die kiirzeste Verbindungslinie auf der Flache 
F (x, y, z) = 0 zwischen zwei gegebenen Punkten der Flache zu finden. Es 
sind diejenigen Funktionen x (t), Y (t), z (t) zu finden, die das Integral 

zu einem Extrem machen und dabei die Bedingung 

F(x,y,z) =0 
befriedigen. 



Ziff. 1. Einfiihrung. Beispiele. 

1st die Flache in Parameterdarstellung durch Angabe des Vektors vom 
Ursprung zum Flachenpunkt als Funktion zweier Parameter 

gegeben und bedeuten 

im Sinne von Kap. 4, Ziff. 16, so ist 
t, r Vr::E:-U--;"'2=-+-2---'P=-u-'-' v--;-' -+----=G:-V-;-::-'2 d t 

t~ 

durch Wahl von u = u (t), v = v (t) zu einem Extrem zu machen. 
l5) Brachistochrone. Die Kurve zwischen zwei Punkten PI und P 2 

in der vertikalen Ebene zu legen, langs welcher ein Massenpunkt in einem 
homogenen Schwerefeld am schnellsten von PI nach P 2 gelangt. (Das Medium 
sei als reibungslos, die Geschwindigkeit in PI als Null angenommen.) Das Integral 
lautet hier: 

Auf das Integral f_(dS fiihrt auch die Aufgabe, die Bahn zu bestimmen, 
'l) x,y) 

langs welcher das Licht in einem zweidimensionalen Medium mit der Licht
geschwindigkeitsverteilung v (x, y) am schnellsten von PI nach P 2 gelangt. 

e) Minimalflachen. Durch eine gegebenegeschlossene Kurve im Raume 
die Flache kleinster Oberflache zu legen. Es ist z = z (x, y) so zu bestimmen, daB 

f)z f)z . 
zu einem Extrem wird, wo p = f)x' q = f)y 1St. 

In Parameterdarstellung (vgl. Beispiel y) lautet das Integral folgendermaBen: 

!!YEG -F2dudv. 

C) Spezielles isoperimetrisches Problem. Unter den Verbindungs
linien zweier Punkte PI und P 2 von gegebener Lange 21 diejenige zu finden, 
die mit der Sehne PIP 2 den gr6Bten Flacheninhalt einschlieBt. Wahlen wir die 
Punkte auf der x-Achse, so ist das Integral 

t, 

t!(xy'- yx')dt 
t. 

zu einem Extrem zu machen, wobei die Nebenbedingung 
t, 

!Vx'2 + y'2 dt = 2l 
t. 

erfiillt sein muB. 
1]) Rotationsk6rper geringsten Widerstandes. Derjenige Rotations

k6rper ist zu bestimmen, der bei Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit 
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in Richtung der Rotationsachse in einem widerstehenden Medium den geringsten 
Widerstand erfahrt. Nach dem Newtonschen Ansatz ist 

t, r yy'3 
. X'2 + y'2 at 
t. 

zu einem Extrem zu machen. 
1f) Hamiltonsches Prinzip. Ein System materieller Punkte P" mit 

den Massen m" unterliege den m Bedingungen 

C{Jp (t, x,,, y", z,,) = 0, 

fJ = 1, 2, ... , m; y = 1,2, ... , n. 

(t = Zeit). Die Krafte mit den Komponenten X"' Y", Z" magen ein Potential 
besitzen 

v = V (t, x" , y", z,,) ; 
av 

X" = - ax,,; 

die kinetische Energie werde mit 
n 

T = -~-1.: mv(x~2 + ~2 + ~2) 
,,=1 

bezeichnet. Dann ist die wirkliche Bewegung unter allen mit den Bedingungen 
vertraglichen Bewegungen, die das System aus festgegebener Anfangslage im 
Zeitpunkt tl in eine feste Endlage im Zeitpunkt t2 iiberfiihren, dadurch aus
gezeichnet, daB sie das Integral 

t, 

I(T - V) at 
t. 

zu einem Minimum macht. Dieses Prinzip laBt sich auch in derselben Formu
lierung auf kontinuierliche Systeme anwenden (vgl. dazu das folgende Beispiel.) 

l) Schwingende Saite und schwingende Membran. Die potentielle 
Energie eines an den Endpunkten e = 0 und x = 1 befestigten homogenen Saite ist 

1 

proportional der Langenanderung J (y 1 + u; - 1) dx, wenn u die senkrechte Ent
o 

fernung eines Punktes der Saite von-der x-Achse bedeutet. Sie ist also bei Vernach-
1 

lassigung von GraBen haherer Ordnung proportional t J u; dx. Bezeichnen wir 
o 

die konstante Saitenspannung mit u, so ist die potentielle Energie 
1 

V = ~j'u2dx 2 x • 

o 
Bedeutet e die Massendichte pro Langeneinheit, so ist die kinetische Energie 

1 

T = -2-/ e u~ ax . 
o 

Es ist also zufolge dem Hamiltonschen Prinzip das Integral 
t, t, 1 

I (T - V) dt = tff (eu~ - flU!) dxat 
t. t. 0 

zum Extrem zu machen. 
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Analog ist bei dem Problem einer in der xy-Ebene iiber dem Gebiet G ein
gespannten homogenen Membran das Integral 

t, 

t f ff [e u; - f1 (u~ + u;)] dx dy dt 
t, G 

zum Extrem zu machen. 
2. Einfachste Form der Eulerschen Differentialgleichung. Das einfachste 

Problem der Variationsrechnung besteht in der Aufgabe, durch zwei Punkte 
PI und P2 mit den Koordinaten (Xl' YI) und (x2 , Y2) in der Ebene eine Kurve 
y = y (x) zu legen, so daB das Integral 

x, 

ff(x,y,y') dx (1) 

ein Extrem wird. Dabei ist also I eine vorgegebene Funktion in den Variabeln 
x, Y, y'. Nehmen wir die zur gesuchten Lasung y = y(x) benachbarten Kurven1) 

in der Form an y (x) = y (x) + 13 1] (x) , 

wobei 1] (x) eine willkiirliche Funktion ist, die den Bedingungen 
'YJ (Xl) = 'YJ (x2) = 0 

geniigt. e ist ein variabler Parameter und es geht offenbar fUr 13 = 0 die 
Funktion y (x) in die Losung y (x) tiber. Dann lautet das Integral fUr diese 
variierten Kurven x, 

J(e) = ff(x,y + e'YJ,Y' + e'YJ') dx 
x, 

und die notwendige Bedingung dafUr, daB J (0) ein Extrem liefert, ist 

(dI(S)) = o. 
de £=0 

Dies gibt: X, 

I' (0) = f(fIJ'YJ + I'II''YJ') dx = o. 

Partielle Integration liefert: 
. :Va :Va • 

I' (0) = ["7 Iv J~: + I'YJ (I'll - ddx I'll') dx = I'YJ (I'll - ddx I'll') dx = 0 (2) 
x, 

zufolge der Bedingungen fUr 'YJ. Den Ausdruck 
XI! X2 

~J = eI' (0) = 13 I (f'll'YJ + fu'1/) dx = eI'YJ (I'll - ddx I'll') dx (3) 

nennt man die erste Variation des Integrals J. Aus (2) ergibt sich nach 
einer SchluBweise, die als das Fundamen tallemma der Varia tionsrechn ung 
bezeichnet wird und bei der aus dem Verschwinden des Integrals und der Will
kiirlichkeit von "7 auf das identische Verschwinden des anderen Faktors im 
Integranden geschlossen wird, die Eulersche Differentialgleichung zweiter 

Ordnung des Problems I'll - :x 1'/1' = 0 (4) 

zur Bestimmung von y (x). Die Lasungen werden Extremalen genannt und 
durch spezielle Wahl der Konstanten ist der PI mit P2 verbindende Extremalen-

1) Die Funktion f werde ais analytisch, die Funktionen y und 'YJ aIs zweimaI stetig 
differenzierbar vorausgesetzt. 
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bogen zu bestimmen. Enthalt I die Variable y nicht, so ist lv' = C ein erstes 
Integral; enthalt I die Variable x nicht, so ist wegen Ia: - 0 

:x (f - y'lv') = y' (/y - :x Iy) (5) 

also ist hier I - y'lv' = c ein erstes Integral. 

Beispiel (x. Hier ist f = 2ny (1 + y'2 

und das erste Integral der Eulerschen Differentialgleichung lautet: 
y 

--===== - C Vi + y'2 - 1 

mit der Lasung 
y = c1 cosh x - C2 (Kettenlinie). 

C1 

3. Parameterdarstellung. Sie empfiehlt sich besonders zur Behandlung 
geometrischer Probleme (K urven pro bleme), deren Extremalen durch beliebige 
Parameter 1) beschrieben werdenkannen, wogegen bei Funktionenproblemen, 
bei denen es sich urn die Auffindung von Funktionen einer bestimmten 
Veranderlichen (z. B. der Zeit) handelt, die vorige Methode die angebrachtere 
ist. Es sei also I in der Form 

I [x(t), Y (t) , x' (t) , y' (t) ] 
gegeben und das Integral t, 

J =Jt(x, y, x',y') dt (6) 
t, 

durch Wahl von x (t) , Y (t) zu einem Extrem zu machen. Von I werde ferner 
noch vorausgesetzt, daB es in x' und y' positiv-homogen vom ersten Grade 
sei, d. h. es solI sein 

I (x, y, kx', ky') = kl(x, y, x', y',) fUr k> o. 
So ist z. B. -YX'2 + y'2 positiv-homogen, aber nicht allgemein homogen. Dann 
ist das Integral invariant gegeniiber Parametersubstitutionen, die den Durch
laufungssinn nicht andern: 

ji(x,y, ~:, ~~) dr = ji (x, y, ~~ ~:, ~~ ~:) dr = ji (x,y, ~~, ~~) dt. 
Tl 1"1 tl 

Aus dieser Homogeneitat von I folgt die Eulersche Homogenei ta tsrela tion: 
x'Ia:' + y'lv' = I, (7) 

und daraus weiter die Relationen: 

Ia: = x'1a:'a: + flv'a:; Iv = x'Ia:'v + flv'v I 
x'/z'z' + flz'v' = 0; x'/z'v' + y'lv'v' = 0 
Iz'a:' : Iz'v': Iv'v' = y'2 : - x' y': x'2. 

Den Proportionalitatsfaktor wollen wir mit 11 bezeichnen, so daB also 
Ix'x' _ tX'N' _ ty'y' - I Y'""2 - - x'y' - X'2 - 1 

(7a) 

(7b) 

ist. Variieren wir nun das eine Mal nur x, das andere Mal nur y, so ergeben sich 
die beiden Eulerschen Differentialgleichungen: 

d d 
Ia: - de Iz' = 0; Iv - dt lv' = o. (8) 

1) Es moge nur angenommen werden, daB die Kurve mit wachsendem Parameter 
durchlaufen wird. • 
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Sie sind nicht unabhangig voneinander, sondern lassen sich in die eine Differential
gleichung zusammenziehen: 

T = Ixy'- Iyx' + 11 (x'y" - x"y,) = 0 
und zwar ist: 

Ix - :t lx' = y'T; Iy - :t Iy'= -x'T. 

und 

Beispiel r. Geodatische Linie. Hier ist 

1= -yEU'2 + 2Fu'v' + Gv'2 

EG-F2 
11 = (YEU'2 + 2 Fu'v' + Gv'2) 3 ; 

die Differentialgleichung T = 0 ergibt: 

(E G - F2) (u'v" - u" v') 

+ (Eu + Fv') [(Fu - i-Ev) u 2 + Guuv' + ~Gvv'2] 
- (Fu' + Gv') [-§-EuU'2 + Evu'v' + (Fv - lGu) V'2] = 0 

als Differentialgleichung der geodatischen Linien. 

(9) 

Beispiel~. Brachistochrone (vgl. O. BOLZA, Variationsrechnung, S. 207). 
Es ist das Integral ft, 

( YX'2 + y'2 --- - du. 
• YY - Y-l-

zu einem Extrem zu machen. Als Parameter u solI der Tangentenwinkel der 
gesuchten Losung mit der x-Achse gewahlt werden. Aus der ersten Eulerschen 
Differentialgleichung folgt: 

x' 
lx' = = Cl 

YX'2 + y'2 YY - Yl 

und, da wegen der Wahl von u 
x' 

-===== cosu VX'2 + y'2 
ist, folgt hieraus weiter: 1 

Y - Yl = -. (1 + cos2u). 
2C1 

Differentiation dieser Gleichung und Einsetzen in die vorgehende liefert: 
, 1. 

Y = --sm2u
c' ' 1 

Substitution 2 u = r - 1£ und Integration liefert: 

x - Xl + c2 = ±~ (r - sim), 
2C1 

1 
Y - Yl = -. (1 - cosr). 2C1 

Die Extremalen sind Zykloiden. 
4. Allgemeinere Probleme der Variation eines einfachen Integrals. Die 

Extremalen Xi = Xi (t) des Integrals 
t, 

JI(t, Xl' X2 ' ••• , Xn , xl. X;, ••• , x,;) dt (10) 
t, 
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werden durch das System von n Differentialgleichungen 

_of _ ~ j1 = 0 
oXi dt ox;' 

gegeben. 
i=1,2, ... ,n, 

Die Extremalen Y = Y (x) des Integrals 
x, 

jf(x,y,y):' - ... y(n») dx 
Xl 

mtissen der Differentialgleichung 

of d of d2 of n dn of 
oy - dx oy' + dx2 oy" - ... + (-1) dxn 8y(n) = 0 

gentigen. 

Zif£. 4. 

(11) 

(12) 

( 13) 

Geoda tische Linien einer n-dimensionalen Riemannschen Mannig
faltigkeit. Sie sind die Extremalen des Integrals 

t, 

f V gi~(Xf(Xk)' d t , 
t; 

(Urn den AnschluB an die Bezeichnungen der Tensorrechnung zu gewinnen, 
schreiben wir bei diesem Beispiel die Indizes der Koordinaten oben und lassen 
die Summenzeichen fort, indem wir die Ubereinkunft treffen, daB tiber zwei 
gleiche, in einem Produkt vor~ommende Indizes stets zu summieren ist.) Die 
Differentialgleichungen lauten: 

of d of 
oxi - dt o (Xi)' = 0 i = 1,2, ... , n 

oder 
21f ;~: - :t Uf -iJ~f,)') = 0 i=1,2, .... n. 

EinfUhrung der Bogenlange s = s (t) gibt (wenn wir statt i den Index r schreiben) 

of2 d 012 axr - ds' oxr = 0 r = 1,2, ... , n, 

wobei die Ableitungen nach s durch Punkte bezeichnet sind. Daraus folgen 
die Differentialgleichungen der geodatischen Linien in kovarianter Form 1) 

grk xk + rr.ik Xi.Xk = 0 

r, . _ ~(Og,,-,,- _ ogik + ogri) 
r.lk - 2 oxi oxr ox' 

und in kontravarianter Form: 
xm + [~7cx iXk = 0 

ri7c = gmr rr,ik' 

1) Dabei sind die folgenden Formeln zu beachten: 

0/2_ 'k+ ',_ 'k. dol2 _ "k ogrk·i·k. 
:0:- - grk X gir X - 2grk x , d-~ - 2grk x + 2 ~ x x , 
uxr S uxr uxt 

und 
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5. Hamilton-J acobische Differentialgleichung. Es sei das Integr al 
t, 

J = }i(t, Xl' X2 , ••• , Xn , X;, X~, ... , X;,) dt (14) 
t, 

zu einem Extrem zu machen. Es sind dann die Eulerschen Differentialgleichungen 

at d at . ax- - dt ax~ = 0; ~ = 1,2, .. " n (15) , , 

zu integrieren. Es werde at 
ax' = Yi , 

gesetzt. Diese Gleichungen nach x~ aufgelast, ergeben 

~ = 1jJi(t, x, y). 

Es mage nun durch die Substitution 

(16) 

( 17) 

H(t,x'Y)=~Yi1jJi-t(t,X,1jJ) (18, 
i 

die Funktion H eingefiihrt werden. Wegen :!~ = Yi ergibt sich dann , 
aH = _!.L. oR aXi ax,' aYi = 1jJi' (19) 

Da zufolge der Eulerschen Differentialgleichungen !t = ~ ist, so erhalten wir in 
uX, 

x~ = ~yH; J< = - ~:- (20) 
• • 

ein System von 2n Differentialgleichungen zur Bestimmung der Funktionen Xi 
und Yi' Man nennt solche Systeme kanonische Systeme (vgl. Rap. 9, Ziff. 8). 

Wir kannen unter Regularitatsvoraussetzungen im (n + 1)-dimensionalen 
Raum der t, Xi durch zwei Punkte A und Peine Extremale des Variations
problems legen. iX, Pi seien die Roordinaten von A, 7:, ~i die von P. 1st 

(21) 

die durch den Punkt mit den Koordinaten 1X, Pi, Yi im (2n + 1)-dimensionalen 
Raum der t, Xi, Yi hindurchgehende Lasung des kanonischen Systems (20), so 
lassen sich die Yi = Ii(1X, Pi, 7:, ~i) derart bestimmen, daB die Funktionen 

Xi = Xi(t, 1X, Pi, Ii) = Xi(t, 1X, Pi, 7:, ~i) 

die Extremale durch A und P darstellen. Durch Einsetzen 
Yi ergibt sich dann auch 

Yi = Yi (t, a, Pi, Yi) = :)Ii (t, a, Pi, 7:, ~i) . 
Es sei nun 

S = f t(t,x,x') dt 

der Werte von 

das entlang dieser Extremale von A bis P genommene Integral. Dann laBt 
sich zeigenl), daB as -

a~i = Yi' 

~: = -H (7:, ~i' Yi) 

1) Vgl. O. BOLZA, Variationsrechnung S. 595 ff. 
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ist. Aus diesen beiden Gleichungen folgt aber, daB das Extremalenintegral die 
partielle Differentialgleichung 

as· as as) 
0; + H(T'~l"" ~n' iJ~l"" a~n = 0 (22) 

befriedigt. Sind die kanonischen Differentialgleichungen (20) integriert, so 
kann man durch Quadraturen ein vollstandiges Integral 5 der Differential
gleichung (22), die die Hamilton-Jacobische partielle Differentialgleichung ge
nannt wird, erhalten. 

Zu diesem Zweck gehe man von den Lasungen 

Xi = Xdt, iX, fJi' Yi) : Yi = Y(t, iX, fJi, Yi) (21) 

aus. Eliminiert man mittels ::' = Yi die X; aus f, so geht das Integral f fdt in 
das Integral ' 

t, 

5 = f(~YiHYi - H) dt 
tl 

liber. In dieses Integral setze man fUr Xi, Yi die Lasungen des kanonischen 
Systems ein, eliminiert man dann nach ausgefUhrter Quadratur die Yi, Yi aus 
den Gleichungen (21), so stellt das Resultat ein vollstandiges Integral des Hamil
ton-Jacobischen partiellen Differentialgleichung dar. 

Gehen wir (vgl. dazu den Artikel von CARATHEODORY in der 7. Auflage 
von RIEMANN-WEBERS Differentialgleichungen der Physik) von einer Hyper
flachenschar 5 (t, Xv X2 , ••• , xn) = A im (n + 1 )-dimensionalen Raume der Xi, t 
aus. Eine Kurve, die diese Flachenschar durchsetzt, sei durch Xi = Xi (t) ge
geben, dann ist langs dieser Kurve A eine Funktion), (t) von t, die sich aus 
A = 5 (t, Xl (t), ... , xn (t)) ergibt. Und zwar kannen wir, indem wir die Flachen
schar in geeigneter Weise analytisch darstellen, verlangen, daB A eine monoton 
wachsende Funktion von t sei: 

n 
dJ. ~S ' 5-(ft- =.::::.. Xi Xi + t -> 0 . 

i= 1 

Untersuchen wir nun in einem Punkte P unserer Kurve den Differential-
. dJ quotlenten d). unseres Integrals 

J = f f(t, Xi, x;)dt 

in der Richtung un serer Kurve. Es ist 

dJ _ dJ . d). _ . d}. 
d[-Tt· -fii-f'(jJ' 

dJ Es gibt nun eine ausgezeichnete Richtung im Punkte P, in der der Ausdruck 
dJ. seinen kleinsten Wert annimmt. Diese Richtung heiBe die Richtung 

des geodatischen Gefalles der Flachenschar 5 = A im Punkte P und der 
Wert des Minimums heiBe der Betrag des geodatischen Gefalles in diesem 
Punkte. Weiter mage eine Flachenschar 5 = A, fUr die der Betrag des geo
da tischen Gefalles eine F unktion von A allein ist, eine Schar g e 0 d a tis c h -a qui -
distanter Flachen genannt werden. Man kann nun zeigen (fUr den Beweis sei 
wieder auf den obenerwahnten Artikel von CARATHEODORY verwiesen), daB eine 
Lasung 5 = A der Hamilton-Jacobischen partiellen Differentialgleichung eine 
Schar geodatisch-aquidistanter Flachen 5 = A definiert, sowie daB die geo-
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datischen Gefallskurven der Flachenschar (d. h. diejenigen Kurven, die in jedem 
Punkte die Richtung des geodatischen GefaIles der Schar besitzen) Extremalen 
des Variationsproblems fldt = Extr. 

sind. 1m iibrigen sei beziiglich der weiteren Zusammenhange zwischen der 
Hamilton-J acobischen partiellen Differentialgleichung und dem kanonischen 
System auf das bei den Kapiteln 9 und 10 Gesagte verwiesen. 

6. Extreme von mehrfachen Integralen. Durch eine geschlossene Kurve L 
1m Raume sei eine Flache z = z (x, y) derart zu legen, daB das Integral 

ffl(x,y,z,p,q) dx dy (23) 
)8 

OZ OZ 
P = a ___ ~' q = oy 

.zu einem Extrem wird. Dabei ist )B der Bereich, der von der Projektion C der 
Kurve L auf die xy-Ebene eingeschlossen wird. 1st z(x, y) die gesuchte Flache, 
so setzen wir die Variation in der Form 

Z(x,y) = z (x,y) + fC(X,y) 

an, wobei C entlang der Kurve Sf verschwinden soIl. Dann ist 

J (f) = JII (x,y, z + fC, p + c!;"" q + fCy) dx dy 
18 

und die Bedingung J' (0) = 0 gibt: 

ff (fzC + IpC", + IqCy) dxdy = O. 

Nun ist: 18 
o 0 

Ip C'" = ax (fpC) - C ax Ip ; 
und 

I It; (fpC) dxdy = IlpC dy; 
18 ~ 

wenn wir die FHi.chenintegrale in Kurvenintegrale umformen. Also erhalten wir: 

jjt;(/z - aOx Ip - ()~ Iq)dxdy + jt;(fpdY - Iqdx) = O. (24) 
18 Sl' 

Daraus aber folgt, wegen der Randbedingungen fUr C und auf Grund einer dem 
Fundamentallemma ahnlichen SchluBweise die partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung fUr z: a a 

Iz -ax /p - ay Iq = o. (25) 

Beispiel f. Minimalflachen. Es ist hier 

t = Y 1 + p2 + q2 , 
und die Differentialgleichung lautet: 

~--p~-~+~ q =0 
AX Vi + p2-+ q2 oy Vi + p2 + q2 ' 

woraus weiter folgt: 
r (1 + q 2) - 2 P q s + t (1 + P 2) = 0 ; 

02 Z 
S=--' aX oy , 
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Nun ist die mittlere Krummung Heiner Flache 
H = ~ + ~ = (1 + q2) r - 2pqs + (! + P2) t 

Rl R2 (y 1 + p2 + q2) 

(Rl und R2 sind die Hauptkrummungsradien.) Die gesuchten Flachen haben 
die Eigenschaft, daB ihre mittlere Krummung in jedem Punkte Null ist. Die 
Flachen, deren mittlere Krummung H = 0 ist, heiBen Minimalflachen, da 
sie die Extremalen unseres Variationsproblems sind. 

Dirichletsches Prinzi p. Eine Funktion z (x, y) sei zu finden, die am 
Rande ~ eines Bereichs )8 vorgeschriebene Werte annimmt und das Integral 

J J (P2 + q2) dx dy 
is 

zu einem Minimum macht. Als Differentialgleichung ergibt sich die Laplace
sche Differentialgleichung 

iPz iJ2 z 
LI z = iJx2 + iJy2 = O. 

Falls die Existenz eines Minimums bewiesen werden kann, so ist damit also 
auch die Existenz einer Potentialfunktion z (x, y) bewiesen, die am Rande des 
Bereichs vorgeschriebene Werte annimmt (Dirichletsches Prinzip). In dem 
Problem diese Funktion zu bilden, besteht die erste Randwertaufgabe der 
Potentialtheorie. 

Beispiel t. Schwingende Saite und schwingende Membran. Das 
Problem der schwingenden Saite fuhrte auf die Aufgabe, das Integral 

I, I 

~ if ((l U7 - flU;)dx dt 
to 0 

zum Extrem zu machen und dies ergibt die Differentialgleichung: 
Q Utt - fL U xx = o. 

Wahlen wir die Zeiteinheit so, daB ~ = 1 wird, so fiihrt der Ansatz 
U (x, t) = v (x) g (t) zur Bedingung It 

v"(x) g (t) 
V(Xf g(f)' 

wobei durch die Striche die Ableitung nach x, durch die Punkte die nach t be
zeichnet ist. Bezeichnen wir den gemeinsamen Proportionalitatsfaktor mit -2, 
so erhalten wir fUr v (x) die Differentialgleichung: 

v"(x) + h(x) = 0, 

die im Verein mit den Randbedingungen zu den Eigenschwingungen fiihrt. Beim 
Problem der schwingenden Membran gelangen wir analog von der Betrachtung 
des Integrals t, 

~J.fj[QU7 - fl(U:: + u;)]dxdydt 
to is 

zur Differentialgleichung 
(lUtt - fl(uxx + Uyy) = O. 

Auch hier fUhrt (wieder bei geeigneter Wahl der Zeiteinheit) der Ansatz 
u (x, y, t) = v (x, y) g (t) zur Beziehung 

Vxx + Vyy = g(t) = -2 
v g (t) 
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und also zur partiellen Differentialgleichung 

v"'''' + Vyy + AV = Jv + AV = 0 

fUr die Funktion v. Die Eigenwerte An dieser Differentialgleichung 
Quadrate der Frequenz der betreffenden Eigenschwingung. 

Selbstadjungierte Differentialgleichung. Man bestatigt, 
sich selbst adjungierte Differentialgleichung 

-~(A ~ +B~) + ~(B~ + C -~-) + Dz = 0 AX AX oy oy AX oy 
(A, B, C, D Funktionen von x und y) zum Variationsproblem 
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sind die 

daB eine 

(26) 

ff[A (!;r + 2B !; !;- + C (!;r - DZ2] dxdy = Extr. (27) 
G 

gehOrt. 
7. Parameterdarstellung bei Doppelintegralen. Es sei das Doppelintegral 

in der Form 

durch Wahl von 

jjl(x, y, z, xu, Yu, zu, xv, Yv, zv) dudv 
)8 

x=x(u,v); y=y(u,v); z=z(u,v) 

zu einem Extrem zu machen. 

(28) 

Wegen der Invarianz des Integrals gegen Parametersubstitutionen muB 
die Funktion t die Bedingung 

I (x, y, z, xXu + AXv , ••. , flXu + '/lXv, ••• ) = (X'/l - Afl) I(x, y, z, Xu, ..• , xv, ... ) 

erfullen fur alle x, A, fl, '/I, die der Ungleichung X'/I - A,U > 0 genugen. 
Dann bestehen fur die Funktionen X, y, z von u und v die drei partiellen 

Differentialgleichungen: 
a a 

Ix - au I",u - 7fV I",v = 0 , 

a a 
Iy - au Iyu - 7fV Iyv = 0, (29) 

iJ iJ 
Iz - au izu - Bv Izv = 0 , 

die ubrigens nicht unabhangig voneinander sind. 
Beispiel E. Minimalflachen. Es ist 

f=-VEG - F2 , 

und die drei 
lauten: 

Differentialgleichungen, zusammengefaBt III vektorieller Form 

~ G~u - F~v + ~ E~v - F~" = 0 
OUYEG-P OV YEG-P . 

Fuhren wir die isotropen Kurven als Parameterlinien ein (E = G = 0), so gibt dies: 

und daraus folgt einerseits: 

M=~~=O' 
YEG - P , 

6uv = 0 

H=EN-2FM+GL=0 
EG-P 

und andererseits: ( ) + () 
6=~u avo 

Die Minimalflachen sind Schiebflachen mit isotropen Kurven als Erzeugenden. 
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8. Natiirliche Randbedingungen. Transversalitatsbedingungen1). Wir 
haben bisher immer Probleme mit vorgeschriebenen Randwerten fUr die Extre
male und die Vergleichskurven betrachtet. Sind z. B. fUr das Problem 

Xl 

jl(x, y, y') dx (30) 
Xo 

den Randern keine Bedingungen vorgeschrieben, so schreibt sich die Variation 
in folgender Gestalt: x, 

Ix=x' f ( d) (jJ = c/y' 'Yj X=Xo + E 'Yj Iy - dx Iy' dx, 
Xo 

und die Extremalen mussen der Eulerschen Differentialgleichung 
d 

Iy - dx ty' = 0 

genugen, da sie sicherlich ein Extremum liefern mussen, wenn sie nur mit der 
Klasse j ener Vergleichskurven verglichen werden, die am Rande dieselben Werte 
annehmen. Daraus ergeben sich als naturliche Randbedingungen die Be-

dingungen Iy'(xo) =0, ly'(x1) =0. (31) 

Analog ergeben sich fill das Problem 
t, 

jl(t, x, y, x', y') dt 
to 

die natiirlichen Randbedingungen 

ix' (to) = Iy' (to) = 0; lx' (tl) = Iy' (tl ) = 0, 

und fur die Probleme f " J I(x, y, Z, p, q) dxdy 

und 

die Bedingungen 

bzw. 

)S 

j jl(u, v, x, y, z, xu, ... , xv, ... ) du dv 
)S 

_dy _ dx _ ° 
Ip ds Iqds -

dv du 
Ixuds - Ixvds = 0, 

dv du Iyu ds- - Iyvds = 0, 

dv du 
tzuds -tzvds =0. 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

(36) 

Man kann unter Umstanden statt eines Extremumproblems mit vorgegebenen 
Randbedingungen ein geandertes Problem mit naturlichen Randbedingungen 
untersuchen. Liege z. B. die Aufgabe vor, das Integral 

D[u] = jj(P(ux2 + ul) + qu2) dxdy (38) 
)8 

zum Extrem zu machen, wobei den zugelassenen Vergleichsfunktionen auf dem 
Rande C des Integrationsgebiets )8 die Randbedingung 

ou 
iJu + au = 0 (39) 

1) Man vergleiche zum folgenden: CONRANT-HILBERT, Methoden der mathematischen 
Physik Bd. 1, S. 179:£f. 
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vorgeschrieben sind. Dabei sind p und q vorgegebene Funktionen der un
abhangigen Veranderlichen x und y (also hier nicht die ersten partiellen Ab
leitungen), ebenso a, wahrend U die durch die Extremumsaufgabe zu bestimmende 
Funktion ist. Wir k6nnen statt dessen das Variationsproblem 

1)[uJ = D[uJ + cppau2 ds (40) 
c 

ohne Randbedingungen betrachten. Denn die Variation dieses Ausdruckes ergibt: 

b'!l = 28/ J C[qu - (puxLr; - (puy)yJ dx dy + 
~ 

+ 28~C[pUx ~~ - pUy ~: + pau] ds = 
c 

= 2811 C[qu - (pux)x - (puy)yJ d x dy + 
~ 

+ 28~CP[~: + au] ds. 
c 

Man sieht, die Eulersche Differentialgleichung des Problems '!l[u] , namlich 

qu - (pux)x - (puy)y = 0 

ist dieselbe, wie die des ProblemsD[u], wahrend wir als natiirliche Randbedingung 
die Bedingung 

iJu an + au = 0 (39) 

erhalten. Natiirlich ordnet sich die Randbedingung ~u = 0 als Sonderfall a = 0 

der allgemeinen Bedingung ~: + au = 0 unter. Dage;en ist zu beachten, daB 

sich die erste Randwertaufgabe, das Problem mit fest en Randern: u = 0, 
zunachst nicht als natiirliche Randbedingung des Problems 'l)[u] gewinnen laBt. 

Von diesen Bemerkungen wird noch gelegentlich der Besprechung der 
Eigenwerte partieller Differentialgleichungen sowie der direkten Methoden 
Gebrauch zu machen sein. 

Transversalitat. 1st im einfachsten Problem fl(x, y, y')dx der eine 
Rand fest (Xl' YI)' wahrend der andere Randpunkt (X2' Y2) nur der Bedingung 
unterworfen ist, auf der Kurve Y = Y (x) zu liegen, so tritt zu der Euler
schen Differentialgleichung des Problems noch die Transversalitats
bedingung zur Bestimmung des Punktes X 2 , Y2 hinzu: 

Liegt auch der andere Randpunkt auf einer Kurve, so tritt eine entsprechende 
zweite Gleichung hinzu. Man bestatigt, daB fUr t(x, Y, y') = G(x, y) -Vi + y'2 
die Transversalitatsbedingung mit der Orthogonalitatsbedingung 

[1 + y' Y1X~X2 = 0 
zusammenfa11t. 
. Fur Probleme in der Parameterdarste11ung f t (x, y, x', y') d t lautet die 
Transversalitatsbedingung z. B. fUr den Punkt Xl' YI' der auf der Kurve 
x = oX (t), Y = Y (t) liegen so11, folgendermaBen: 

[ix' X' + tv' Y']!~!l = o. (42) 
Handbuch der Physik. Ill. 26 
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1st bei dem Variationsproblem fUr Doppelintegrale in Parameterdarstellung 
f f Idudv die Randkurve L nicht vorgegeben, sondern bloB der Bedingung unter
)8 

woden, daB sie auf einer FHiche fP (x, y, z) = 0 liegen solI, so lautet die Trans
versalitatsbedingung fUr die Losung: 

Ix.. Ix. fPx 
Iv,. Iv. fPv = o. (43) 

Iz,. Iz. fPz 
9. Isoperimetrische Probleme. Es seien die Funktionen x (t), y (t) bei 

vorgegebenen Randwerten so zu bestimmen, daB sie das Integral 
t, 

J = jl(x,y,x',y') dt (44) 
t, 

zu einem Extrem machen und dabei dem Integral 
t, 

K = jg(x,y,x',Y')dt (45) 
t, 

einen vorgeschriebenen Wert l erteilen1). Dann sind die Extremalen des Problems 
zugleich die Extremalen des Problems 

t, 

j(f + Ag) dt (46) 
t, 

(wobei A eine Konstante ist) und miissen, weim wir h = I + Ag setzen, den 
Differen tialgleichungen 

d d 
hz - dthx' = 0; hv - dthv' = 0 (46) 

oder der mit ihnen aquivalenten Differentialgleichung 

T = hxy' - hyx' + hI (x' y" - y' x") = 0 (47) 

geniigen. Dabei ist 
(47 a) 

(vgl. Ziff. 4)2). Die Extremalen des Problems J = Extr., K = konst. sind im 
allgemeinen dieselben wie die Extremalen des Problems K = Extr., J = konst. 

Sind mehreren Integralen 
t, t, 

K(l) = j gl dt; K(2)=jg2 dt (45 a) 
t, t, 

vorgeschriebene Werte ll' l2' ... zu erteilen, so hat man die Extremalen des 
Problems t, 

I (f + Al gi + A2 g2 + ... ) dt (46 a) 

aufzusuchen. 
t, 

1) Dabei ist vorausgesetzt, daB die betrachtete Extremale nicht zugleich Extremale 

'" des Problems K = f g(x, y, x', y') dt = Extr. sei. 

" 2) Die zwei Integrationskonstanten c1 und c2 sowie die isoperimetrische Konstante J.. 
sind aus den beiden Randbedingungen und aus der Nebenbedingung (45)' zu bestimmen. 
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Beispiel 1;. Spezielles isoperimetrisches Problem. Hier ist 

und 

Man erhalt 

t, 

] = -~- r (xy' - yx') dt 
t~ 

t, 

K = ! V x'--'-'--2 +-y,7C""2 d t . 
tl 

und als Differentialgleichung 

T = 1 + hI (x' y" - y' x") = 0 
also 

1 x' y" - y' xl! 
-- = ---;==-=--~~ = konst. 
r (VXf2 + y'2) 3 

(r = Kriimmungsradius). Die Extremalen sind Kreisbogen. 
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Gleichgewichtslage eines schweren, homogenen, an seinen End
punkten aufgehangten Fadens. Da der Schwerpunkt moglichst tief liegen 
muE, erhalt man, wenn die y-Achse als vertikale Achse angenommen wird, 

"" ./YY1 + y'2 dx 
3} _____ = Extremum 

"" !Y1+yi2 dx 

und als Nebenbedingung 
"" !V1 + y'2 dx = konst., 

also "'1 
h = YY1 + y'2 + AY1 + y'2- = (y + A)Y1 + y'2-, 

da ja die Behandlung des Problems ebenso fUr die Darstellung y = y (x), wie 
fiir die Parameterdarstellung x = x (t), Y = y (t) gilt. Die Extremalen sind 
Kettenlinien (vgl. Beispiel iX, Ziff.2). 

10. Extremeigenschaften der Eigenwerte partieller Differentialgleichungen. 
Gewisse Variationsprobleme stehen, wie im folgenden gezeigt wird, in einem 
engen Zusammenhang mit der Frage nach den Eigenwerten homogener linearer 
partieller Differentialgleichungen. 

Die Eigenwerte A,. (AI <: A2 <: A3 ::; ... ), fUr die die Differentialgleichung 

L1u + AU = Uxx + Uyy + AU = 0 (48) 

nicht identisch verschwindende Losungen Up besitzt, die der Randbedingung 
U = 0 am Rande des betrachteten Gebietes Q:P) geniigen, konnen durch folgende 
Extremumseigenschaft definiert werden: Das Variations problem 

D[IP] =/f(u; + u!) dxdy = Min. (49) 

mit der Nebenbedingung 
is 

/ / u 2 dx dy = 1 
is 

(50) 

') Das Gebiet \8 sei hier und im folgenden als ein von stiickweise glatten Kurven be
grenzter Bereich in der Ebene angenommen. 

26* 



404 Kap. 11. TH. l{ADAKOVIC: Variationsrechnung. Ziff. 1 n. 

und der Randbedingung u = 0 wird, wie man zeigen kann, von der Eigen
funktion U 1 gelost. Al ist der Wert des Minimums D [u1]. Allgemein wird das 
Varia tionspro blem 

D[uJ =.ff (u;, + u;) dx dy = Min. 
)l3 

mit den Nebenbedingungen 

fju 2dxdy = 1; 
)l3 

J/u Ui dx dy = 0, 
)l3 

(i=1,2, ... ,n-1) 

(49) 

(50a) 

und der Randbedingung ~t = 0 von der n ten Eigenfunktion un gelOstl). An ist 
wieder der Wert des Minimums D[unl Da sieh die Anzahl der Nebenbe
dingungen von Fall zu Fall steigert, ist offenbar 

Man kann naeh COURANT diese Definition dureh eine Definition ersetzen, 
die fUr An nieht auf AI' A2, ... , }'n-l zuruekgreift. Geht man von n - 1 will
kurlieh gewahlten, in ~ stuekweise stetigen Funktionen VI' V2, ... , Vn-l aus und 
betraehtet diejenigen am Rande versehwindenden Funktionen u, die den Be
dingungen 

JfU2dxdY=1; J)'viudxdy=O; (i=1,2, ... ,n-1) (51) 
)l3 )8 

genugen, so wird die untere Grenze d der Integrale 

D[uJ =Ij(u~ + u~) dxdy 
)8 

(49) 

von derWahl der Funktionen Vv abhangen: d = d(v1 , V2,· .. , Vn-l)' Fur Vi = Ui 
ist sie z. B. gleich An. Man kann nun zeigen, daB sie nie groBer ist alsAn : 

d(Vl' ... , Vn-l) <: An (52) 

und hat damit eine unabhangige Definition des n ten Eigenwertes An gewonnen. 
Auf Grund dieser Definition kann man nun eine Reihe von Satzen uber 

die Eigenwerte An ausspreehen: So ist der n te Eigenwert des Gebietes ~ kleiner 
als der jedes Teilgebietes ?S'. Denn die Aufgabe fUr ~' geht aus der fUr C dureh 
die Zusatzbedingung fUr u hervor: u = 0 im abgesehlossenen Gebiet C - C'. 
Dureh diese Zusatzbedingung waehst aber das Minimum D[u], und damit der 
Eigenwert An, wic es uberhaupt beim Hinzutreten von Zwangsbedingungen nur 
waehsen kann. Man kann aueh zeigen, daB der n te Eigenwert An sieh stetig 
mit dem Gebiet andert. Ein weiterer Satz, der sieh entspreehend gewinnen laBt, 
lehrt: Seien ~', ?S", ~''',. " eine Reihe von Teilgebieten von~ ohne gemeinsame 
innere Punkte, so ist der n te Eigenwert von ~ nieht groBer als die n te groBte 
Zahl unter den Eigenwerten von ~', ~", ~"', .... 

Dieser Satz kann wieder zum Beweise eines Satzes uber die. asymptotisehe 
Verteilung der Eigenwerte benutzt werden, der sieh in der Gleiehung ausdruekt: 

lim An 4 n 
n->oo n = T' (53) 

Dabei ist t der Flaeheninhalt des Gebietes ~, dessen Gestalt also im Grenzwert 
fUr die asymptotisehe Verteilung der Eigenwerte ohne EinfluB bleibt. 

1) Bier und im folgenden mage die Existenz der Lasungen der Minimumprobleme 
vorausgesetzt werden. 
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Betrachten wir weiterhin die selbstadjungierte partielle Differentialgleichung 

(54) 

wobei p > 0, (} > 0 vorausgesetzt und p, q, (} vorgegebene Funktionen von x 

und y seien. Ais Randbedingung sei u = 0 oder ~: + au = 0 am Rande C des 

Gebiets Q3 vorgegeben. a sei eine Funktion von x und y; fiir a = 0 erhalten 

wir die Randbedingung ~: = o. Wir betrachten nun im FaIle der Rand

bedingung u = 0 das Variationsproblem 

D[u] = JJ(P(U~ + u;) + qu 2) dxdy 
)8 

(55) 

iht 
mit der Randbedingung u = 0; fUr die Bedingung an + au = 0 werde das 
Variationsproblem 

:l)[uJ = D[u] + g5 pau 2 ds 
c 

(56) 

ohne Randbedingung betrachtet (vgl. dazu Ziff. 8). Auch hier konnetl die 
Eigenwerte An der betreffendet1 Randwertaufgabe durch eine Maximum-Minimum
eigenschaft in voneinander unabhangiger Weise definiert werden. Seien n - 1 
im Bereich Q3 stuckweise stetige Funktionen VI' V2, ••• , Vn - 1 vorgelegt. Wir 
bezeichnen mit d(VI' V2, ••. , vn - 1) die untere Grenze des Ausdrucks '.t[u] fur 
solche Vergleichsfunktionen u, die der betreffenden Randbedingung sowie den 
Bedingungen 

ff(}u 2 dxdy = 1; 
lR 

f f (}uvidxdy = 0; 
18 

i = 1,2, ... , n - 1 (57) 

genugen. Dann besitzen die von der Wahl der Funktionen Vi abhangigen Aus
drucke d(VI' v2, ••• , vn - 1) einen groBten Wert, und zwar ist dieser groBte Wert 
der n te Eigenwert An der Randwertaufgabe. Er wird erreicht, wenn wir fUi" 
VI' V 2 , ••• , tin-I' die n- 1 ersten Eigenfunktionen u 1 ' u 2 , ••• , un - 1 sowie fur u 
die n te Eigenfunktion Un wahlen. 

Bezeichnen wir nun fUr ein und denselben Bereich ~ die zur Randbedingung 

u = 0 gehorigen Eigenwerte mit An, die zur Randbedingung ~: + ott = 0 

gehorigen mit /In und schlieBlich (fUr a = 0) die zur Randbedingung ~~ = 0 

gehorigen Eigenwerte mit "n, so gilt fur die Eigenwerte An wiederum der Sat?: 
Seien ~', ~", )8''', ... endlich viele Teilbereiche von)8 ohne gemeinsame innere 
Punkte, so ist der n te Eigenwert von )8 nicht groBer als die n te Zahl in der 
monoton wachsend geordneten Reihe der Eigenwerte von )8', )8", )8"', .... 
Jeder dieser Eigenwerte ist dabei in der richtigen Vielfachheit zu zahlen. Fur die 
Eigenwerte "n gilt der Satz: Seien )8', )8", )8"', ... endlich viele Teilbereiche 
von ~, die ~ luckenlos ausfUllen, so ist "n nicht kleiner als die nte Zahl in der 
monoton wachsend geordneten Reihe der Eigenwerte von ~', )8", )8"', .... 
Auch hier ist jeder Eigenwert in der richtigen Vielfachheit zu zahlen. Fur die 
Eigenwerte /In gilt schlieBlich die Gleichung /In <: A.n und fUr an >- 0 auch "n <: /In· 
Aile diese Satze folgen im wesentlichen aus der "Oberlegung, daB bei HinzufUgung 
neuer Bedingungen der Wert eines Minimums wachst. Fur die asymptotische Ver
teilung der Eigenwerte lautet die Verallgemeinerung unseres vorhergehenden 
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Satzes folgendermaBen: 1st A (A) die Anzahl der unterhalb einer Grenze A gelegenen 
Eigenwerte des Bereichs ~, so ist 

. A (A) 1 ffe }~~-J.- = 4Jl P dx dy . (58) 
)8 

Und zwar gilt dies gleichermaBen ftir aIle drei Randwertprobleme. 
Es muB bemerkt werden, daB wir bei allen bisher angestellten Dbedegungen 

die Existenz der Eigenwerte An!) und der Eigenfunktionen Un vorausgesetzt 
haben. Urn die Existenz der Eigenwerte festzustellen, k6nnen wir von dem 
in Kapitel10, Ziff. 19 auseinandergesetzten Zusammenhang zwischen der Theorie 
der Integralgleichungen und der Randwertprobleme partieller Differential
gleichungen Gebrauch machen. Sei G(x, y; ~,'I}) die Greensche Funktion unseres 
Problems. Schreiben wir zur Abktirzung 

L[u] = (puaJ. + (PUy)y - qu, 

also unsere Differentialgleichung in der Form 

L[u] + AeU = 0, 

so ist die Greensche Funktion eine den Randbedingungen des Problems ge
ntigende, die Differentialgleichung 

L[u] = ° 
im ganzen Bereich auBerhalb des Quellpunktes x = ~, y = 'I} befriedigende 
Funktion, die im ganzen Bereich samt ihren Ableitungen erster und zweiter 
Ordnung stetig ist, abgesehen vom Quellpunkt x = ~, y = 'I}, in dem sie eine 
Singularit1i.t aufweist, und zwar von der Art, daB dort 

2:7te 

Ii rf, oG d 1 
i!~ 'f' on s = - P(~'1J) 

o 
ist. Dabei ist das Integral tiber den Rand eines Kreises vom Radius emit dem 
Mittelpunkt im Quellpunkt ~, 'I} zu erstrecken. Unter den gemachten Voraus
setzungen ist G(x, y;~, 'I}) auch eine symmetrische Funktion 

G(x,y; ~,'I}) = G(~,'I}; x,y). 

Dann ist (vgl. Kap. 10, Ziff.19) 

u(x, y) = A f f G(x, y; ~,'I})e(~, 'I})u(~, 'I}) d~ d'l} 
)8 

und diese Gleichung l1i.Bt sich durch Multiplikation mit Ye (x, y) und Substitution 

K(x,y; ~,'I}) = G(x,y; ~,'I})l/e(x,y)e(~,'I}); u(x,y)Ye(x,y) = v(x,y) 

in eine homogene Integralgleichung fi.ir v (x, y) mit symmetrischem Kern 
K (x, y; ~, 'I}) transformieren. Daraus folgt, wie bereits in Kapitel 8, 
Ziff.4 auseinandergesetzt, die Existenz der Eigenwerte und Eigenfunktionen 
unseres Problems. Deren Existenz ist also bewiesen, wenn die Existenz der 
Greenschen Funktion ftir das betrachtete Problem feststeht. So hat z. B. ftir 

L[u] = Auund die Randbedingung ~: + au = Odie Greensche Funktion die Form 

G(x,y; ~,'I}) = --;};;logr + y(x,y; ~,'I}) 

1) Wir bezeichnen jetzt wieder mit An die Eigenwerte fiir jedes der drei Randwert
probleme. 



Ziff. 11. Extremeigenschaften der Eigenwerte. Endliche Bedingungsgleichungen. 407 

(vgl. Kap. 10, Ziff. 18). Dabei ist r der Abstand der Punkte x, y und ~, 'YJ, und r 
ist eine im ganzen Bereich stetige Losung der Differentialgleichung LI u = 0, 

fUr die der Ausdruck ~: + au am Rande dieselben Werte annimmt, wie fiir 

die Funktion 2~ logr. Wir konnen uns also hier fUr die Existenz von r und 

also auch von G auf die Satze tiber die Randwertaufgaben der Potentialtheorie 
(vgl. Kap. 10, Abschn. VI) beziehen. Ftir die allgemeineren Hille selbstadjungier
ter elliptischer Differentialgleichungen vergleiche man z. B. RIEMANN-WEBER, 
Differentialgleichungen der Physik, 7. Auf I., Bd. I, S.465ff. 

Eine zweite Moglichkeit, die Existenz der Eigenfunktionen zu beweisen, be
steht darin, die Existenz der Losung des betreffenden Minimumproblems £estzu
stellen. Man vergleiche dazu die Arbeiten von COURANT, "Uber die Losungen 
der Differentialgleichungen der Physik", Math. Annalen Bd. 85 (1922) S.280ff. 
und "Uber die Anwendung der Variationsrechnung in der Theorie der Eigen
schwingungen und tiber eine neue Klasse von Funktionalgleichungen", Acta 
mathematica Bd. 49, S. 1-68. 1926. Uberhaupt sei fUr eine nahere Aus
fUhrung des in dieser Ziffer behandelten Gegenstandes auf die letztgenannte 
Arbeit von COURANT sowie auf die Darstellung in Kapitel6 des Werkes "Methoden 
der mathematischen Physik" von R. COURANT und D. HILBERT verwiesen. 

11. Endliche Bedingungsgleichungen j Lagrangesche Multiplikatoren. 
Es solI das Integral 

t, 

jt(t,X1 ,X2 , ••• , xn,xl'x~, ... , x;') dt (59) 
t, 

bei vorgegebenen Randwerten zu einem Extrem gemacht werden und dabei sollen 
die m Bedingungsgleichungen 

CfJ." (t, Xv X2' ••• , xn) = 0, (60) 

f1 = 1, 2, ... , m; m < n 
durch die Extremalen und die Vergleichskurven beiriedigt werden. Dann sind 
zur Losung des Problems die Extremalen von 

t, 

I(t +f~ AI"CfJ,.) dt (61) 

t, ' 

aufzusuchen, und dies ftihrt zu den Differentialgleichungen 

~-~~-O 
{)xv dt ox~ - . (61 a) 

Hier bedeutet m 

h = t + 1: A,. CfJll , 
1,=1 

und die A,. sind Funktionen von t, die noch aus (60) und (61a) zu bestimmen sind. 
Beispiel y. Geodatische Linien. Es ist das Integral 

t, 

j -V'X7::f2-+-y7:f 2 + z'1I d t 
t, 

mit der Nebenbedingung 
F(x, y, z) = 0 

zu einem Extrem zu machen. Wir set zen 

h = -yx'1I + y'll + z'1l + AF(x, y, z) 
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und erhalten als Differentialgleichungen 

lFx-~ :c' =0 
dt yx'2 + )1'2 + z'2 

mit den entsprechenden fUr y und z. EinfUhrung der BogenHinge s = s (t) gibt: 

d2x d2y d2z 
fiS2 = pFx; fiS2 = pFy; ds2 = pFz; 

ds 
l=Pdi' 

Die Hauptnormalen einer geodatischen Linie fallen mit den Flachennormalen 
zusammen. 

Hamiltonsches Prinzip. Ein System materieller Punkte P y mit den 
Massen my sei den kinematischen Nebenbedingungen 

p=1,2, ... ,m; }'=1,2, ... ,n 

unterworfen. Dabei werde als Parameter t die Zeit genommen. Die Krafte 
mit den Komponenten X y, Y y, Zy mogen ein Potential V besitzen: 

V = V(t, X y, Yy, z,.); oV 
Xy=-~; 

uXy 

die kinetische Energie werde mit 
n 

T - 1 ,.., ('2 + '2 + '2) - 2'"", my Xy yy Zy 
y=l 

bezeichnet. 
Wie bereits unter Ziff. 1, Beispiel f} besprochen, ist das Problem 

t, 

f (T - V) dt = Min 
t, 

zu 16sen. Da die Koordinaten X y , yy, Zy als Funktionen der Zeit zu bestimmen 
sind, die auch in den Bedingungsgleichungen explizit vorkommen kann, liegt 
ein Funktionenproblem vor. Man setzt an 

h = T - V + ~ A" rp" 
I' 

und erhalt als Differentialgleichungen: 

d2xy ~ orpl' 
mydt2- = X y + ..::::.. AI' OXy , 

I' 

'V = 1,2, ... , n 

(Lagrangesche Bewegungsgleichungen erster Art). 



Zif£. 12.13. Prinzip von HAMILTON. Prinzip von JACOBI. 

EinfUhrung generalisierter Koordinaten 

qi' q2,' .. , q,; (r = 3n - m) 
gibt die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen zweiter Art: 

o (T - V) _ ~ 0 T _ 0 
Oqi dt oq; - , 

i=1,2, ... ,r. 
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Prinzi p von JACOBI. Kommt weder in den Bedingungsgleichungen, 
noch im Potential die Zeit explizit vor, so ist die wirklich durchlaufene Bahn 
des Systems unter allen mit den Bedingungen vertraglichen Bahnen, die das 
System aus gegebener Anfangslage in gegebene Endlage iiberfiihren und fUr 
die die Energie E = T + V einen vorgegebenen konstanten Wert besitzt, die
jenige, die das Integral 

T, f YE - 11· V~ mv (X:2 + y~2 + iv2) d-,; = f V!(E=~ V) ~ mv ds! 
'1 

zu einem Extrem macht. Dabei zeigen die Striche die Ableitungen nach dem 
willkiirlichen Parameter -,; an; es liegt ein Kurvenproblem vor. Setzt man 

so erhalt man 
h = 1/E - V· V~ mv(x:2 + y:2 + Z:2) + ~ A/tCP/t, 

v !t 

V,' (/2 12 12) 
-VE _ V 1 ~ m" Xv + Yv + Zv !l 

m ~ Xv = ~ v X ~), ~ 
v dt 1/"'\;' m (X/2 + y/2 +~ z'2)~ 2 lIE _ V v +.:::.. /t oXv ' 

i'::;" )I l' l' l' , f..t 
v 

mit den entsprechenden Gleichungen fUr yv, zv. EinfUhrung der Zeit t als Para
meter durch die Zusatzgleichung 

E - V = ~ ~mv((d;;f + (ievy + (~Z;n 
v 

liefert wieder die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen erster Art. 
12. Gemischte Bedingungsgleichungen. Dieselbe Methode wie bei end

lichen Bedingungsgleichungen ist anzuwenden, wenn alle oder einige der Neben
bedingungen Differentialgleichungen sind: 

e= 1,2 •... , r, 
a=1,2, ... ,s. 

(62) 

(62a) 

Sind die Differentialgleichungen nicht integrabel, so spricht man von nich t
holonomen Nebenbedingungen. 

13. Zweite Variation. Die Legendresche Bedingung. Die Eulersche 
Differentialgleichung stellte nur eine notwendige, nicht aber eine hin
reichende Bedingung fUr das Eintreten eines Extremums, z. B. eines Mini
mums, dar. Die weitergehenden Satze fUr das Bestehen notwendiger und hin
reichender Bedingungen mogen im folgenden nur fur das einfachste Problem 
angegeben werden. 

Es sei y = y (x) die der Eulerschen Differentialgleichung geniigende und PI 
mit P 2 verbindende Extremale des Variationsproblems mit festen Randern 

z, 

ft(x,y,y')dx, 
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dann entwickeln wir I (x, y + c 1) , y' + 81]') nach Potenzen von c: 

I(x, y + (1), y' + 81/) = I(x, y, y') + c(ly1) + ly'1)') I 
~ ~3) + 2" (lyy 1)2 + 2 Iyy' rj1)' + Iy'y' 1)'2) + c2 

und erhalten also: 
x, 

J(c) = j/(x,y + (1),Y' + (1)') = ](0) + c]'(O) + ~- ]"(0) + '" (64) 
x, 

Zufolge der Eulerschen Differentialgleichung ist ]'(0) = 0; eine weitere not
wendige Bedingung ftir das Auftreten eines Minimums ist: 

X 2 

]"(0) = f(lyy 1)2 + 2 Iyy' tF]' + Iy'y' te) dx ~ O. 
x, 

Addiert man zu diesem Integral das Integral 
X2 X2 

f(21} 1)' w + 1)2 Wi) dx = fddx (1)2 w) dx 
Xl x] 

(wegen der Randbedingungen fUr 1) hat dieses Integral den Wert Null), so erhalt 
man X, 

IClyy + Wi) 1)2 + 2 (lyy' + w) 1)1)' + IY'y'1j'2)] dx. 

Bestimmen wir die bisher willktirlich gelassene Funktion w durch die Differential
gleichung 

(/yy' + W)2 = ly'y' (lyy + Wi) , (65) 
so kommt: 

X, 

]"(0) =j/Y'V'(i], +/Yjy:,w 1))2dx. 
x, 

Durch passende Wahl der Funktion 1) (x) laBt sich dann zeigen: dafUr, daB y (x) 
ein Minimum liefert, ist notwendig, daB 

Iy'v'(x, y(x), y'(x)) > 0 (66) 

in dem abgeschlossenen Intervall Xl ~~c~ X <: x2 ist (Legendresche Bedingung). 
14. Die Jacobische Differentialgleichung; konjugierte Punkte. Die An

wendbarkeit der Legendreschen Transformation hangt davon ab, ob die Ricca ti
sche Differen tialgleich ung 

(65) 

ein im Intervall [Xl' X 2] endliches und stetiges partikulares Integral besitzt. 
Die Substitution u' 

W = -Iyv' - Iy'v'u 

fUhrt diese Differentialgleichung in eine line are Differentialgleichung zweiter 
Ordnung tiber: 

( d' d , 
Iyy - dx Iyy) u - dx (ty,y' u ) = 0, (67) 

die Jacobische Differentialgleichung. 
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Fur das Eintreten eines Minimums ist es dann eine notwendige Bedingung, 
daB alle in Xl verschwindende Losungen u (X, Xl) der Jacobischen Differential
gleichung keine Nullstelle im offenen Intervall (Xl' X2) besitzen: 

u (X, Xl) =1= 0 fUr Xl < X < X 2• (68) 

1st xi die auf Xl folgende Nullstelle von u (X, Xl)' so nennt man den auf der Ex
tremale gelegenen Punkt mit den Koordinaten xi, Yi = Y (x{) den zu PI k 0 n
j ugierten Punkt P;. Er kann (wie sich zeigen laBt) geometrisch charakterisiert 
werden als der erste Punkt, in dem die PI mit P 2 verbindende Extremale die 
Enveloppe der Extremalenschar durch den Punkt PI beruhrtl). Dann kann die 
obenstehende Bedingung (die Jacobische Bedingung) in der Form ausgedruckt 
werden, daB der zu PI konjugierte Punkt P; nicht in das Innere des Extremalen-
bogens P--;i>2 fallen darf. 

15. Hilbertsches invariantes Integral; WeierstraBsche Bedingung. Sind 
die Legendresche und die J acobische Bedingung in starker Weise erfUllt: 

/y.y.(x, y(x), y'(x)) > 0 fUr [XI<~X~X2J, (66a) 

(68a) 

so ist J"(O) > 0 fUr aIle zulassigen (nicht identisch verschwindenden) 1], und 
die Extremale Y = y(x) liefert ein schwaches Minimum, d. h. sie erteilt dem 
Integral x, 

j/(x, y, y') dx 

den kleinsten Wert fUr aIle variierten Y (x), die PI mit P2 verbinden und fUr die 

sowohl [ Y (x) - y (x) [ < C , 

als auch [ Y' (x) - y' (x) I < Cl 

ist. Dagegen ist aber J" (0) > 0 nicht hinreichend dafUr, daB y (x) dem Integral 
den kleinsten Wert erteile unter allen variierten Kurven Y(x) , die PI mit P 2 

verbinden und fliT die bloB 
[Y(x) - y(x) [ < C 

sein muB (starkes Minimum). 
Extremalenfeld. Greift man aus der zweifach unendlichen Gesamtheit 

von L6sungskurven der Eulerschen Differentialgleichung eine einfach unendliche 
Schar ({J (x, a) heraus, so heiBt diese Schar in einem abgeschlossenen Bereiche lB 
ein Feld, wenn durch jeden Punkt des Bereiches genau eine Extremale der 
Schar hindurchgeht. Die durch den Punkt X, y des Bereiches hindurch
gehende Extremale des Feldes wird durch die Funktion 

IX = IX (x, y) 

gegeben. Bezeichnen wir den Richtungskoeffizienten der durch x, y gehenden 
Extremale des Feldes im Punkte x, y mit p, so ist 

P=P(x,y) 

eine im Bereiche lB eindeutig definierte Funktion, und sie genugt, wie sich zeigen 
laBt, der Beltramischen partiellen Differentialgleichung 

8 8 
8x-/p (x, y, P(x, y)) = Cly {/(x, y, P(x, y)) - P(x, y)ly,(x, y, P(x, y))}. (69) 

1) P1 ist der erste Punkt dieser Art, wenn wir von PI im Sinne wachsender Abszissen 
nach rechts gehen. 
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Hilbertsches invariantes Integral. Die Differentialgleichung (69) 
ist aber die Integrabilitatsbedingung fUr den Ausdruck 

und daher ist das Integral 

xp 

{t - Pip} dx + Ip dy, 

J = f {t(x, y, P(x, y)) + W - P(x, y)) Iy, (x, y, P(x, y))} dx (70) 
x", 

genommen langs irgendeiner im Felde verlaufenden Kurve 51 (x), unabhangig 
yom Integrationsweg. Wir wollen dieses Integral, das man das Feldintegral 
nennt, mit J bezeichnen (zum Unterschied yom Grundintegral J). Wird das 
Integral erstreckt zwischen zwei Punkten ~ und ~, die auf derselben Feld
extremale cp (x, ~) liegen, so ist 

P, 

j = I =.il(x, cp, cp') dx. 
P, 

WeierstraBsche Bedingung. Sind die Legendresche und die Jacobi
sche Bedingung in starker Weise (vgL die Bemerkung am Anfange dieser Ziffer) 
erfiillt, so bildet die Extremalenschar cp (x, IX) durch den Punkt PI fiir I IX - IXo I < e 
ein die Extremale cp (x, IXo) umgebendes (uneigentliches) 1) Feld.Sei nun y = 51 (x) 
irgendeine im Bereich des Feldes verlaufende, PI mit P2 verbindende Kurve 
emit dem Richtungskoeffizienten 51', so set zen wir 

x, 

Ie = fl(x, 51, 51') dx, 
x, 

2:2 !Vg 

IE = fl(x, y, y') dx = Ja = I{t(x, y, P) + (y' - P) ty'(X' y, p)}dx, 
Xl Xl 

da ja die Extremale y (x) PI mit P 2 verbindet. Dann wird 
x, 

Ia - IE = Jc - Ja = f{/(x, 51, 51') - I(x, 51, P) - (y' - P) Iy'(x, y, P)}dx, 
x, 

und es HiBt sich weiter die Notwendigkeit der WeierstraBschen Bedingung 
einsehen: fUr das Eintreten eines starken Minimums ist notwendig, daB 

E(x, y, p, p) = I(x, y, p) - I(x, y, P) - (p - P)ly'(x, y, P) > 0 (71) 

entlang der Extremale y (x) fiir jeden endlichen Wert von p. 
Hinreichende Bedingungen. Sind die Legendresche und die Jacobi

sche Bedingung in starker Weise erfiillt und ist 

(72) 

fiir alle ~, 'YJ in einer im Felde gelegenen Umgebung der Extremale y(x) und fUr 
jedes endliche p =/= p, so sind diese Bedingungen hinreichend fUr das Eintreten 
eines starken Minimums. 

1) Man nennt das Feld uneigentlich, wei! durch den Punkt PI samtliche Extremalen 
des Feldes hindurchgehen. 
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16. Zusatze. a) Zusammenhang der Legendreschen mit der Weier
straBschen Bedingung. Es ist 

E(x, y, p, p) = !(p - P)2 f,J'y'(x, y, P*), (73) 

wo P* ein Mittelwert zwischen P und p ist. Also ist die Legendrebedingung in 
der WeierstraBschen enthalten. 1st die Jacobische Bedingung in starker Weise 
erfilllt und ist 

fUr alle ~,1J in einer Umgebung der Extremale y (x) und fUr aile endlichen p, 
so stellt dies ein System hinreichender Bedingungen fiir ein starkes Minimum. 

b) Parameterdarstellung. Die Bedingungen sind sinngemaB zu iiber
tragen; an Stelle von Iy'y, tritt 11' an Stelle von E(x, y, P, p) tritt 

E(x, y, x', y', x', ji') 

= x'{fx'(x, y, x', ji') - Ix' (x, y, x', y')} + ji'{/y'(x, y, x', Y') - Iy'(x, y, x', y')}, 

wobei durch x', y' die Richtung der durch x, y hindurchgehenden Extremale 
des Feldes gegeben wird. Entsprechend gilt auch der Satz iiber den Zusammen
hang zwischen der Legendreschen und der WeierstraBschen Bedingung. 

c) Transversalen. Eine Kurve, die samtliche Extremalen eines Feldes 
nach der Transversalitatsbedingung schneidet, heiBt eine Transversale des 
Feldes. Das invariante Integral j, genommen zwischen zwei Punkten derselben 
Transversale, ist Null. Die von zwei Transversalen auf den Extremalen des 
Feldes abgeschnittenen Bogen liefern fiir das Integral 

J=jl(x,y,y')dx 

denselben Wert (Satz von KNESER). 

d) Geoda tische Linien. Fur die geodatischen Linien ist Transversalitat 
mit Orthogonalitat identisch, woraus sich die GauBschen Satze iiber geodatische 
Polarkoordinaten ergeben. 

II. Direkte Methoden. 
Bestand bei den bisher besprochenen klassischen Methoden das Prinzip 

darin, ein Variationsproblem durch Integration seiner Differentialgleichung zu 
losen, so liegt bei den von RITZ und COURANT ausgebildeten Methoden der Vor
gang darin, direkt zur Losung zu gelangen. Man kann sie also umgekehrt zur 
Behandlung von Randwertaufgaben von Differentialgleichungen verwenden, 
indem man statt von der Differentialgleichung vom zugehorigen Variationsproblem 
ausgeht. 

17. Allgemeiner Ansatz. Ritzsches Verfahren. Sei irgendein Integral
ausdruck D[IP], der zum Minimum zu machen ist, gegeben (als einfaches oder 
mehrfaches Integral) mit den Ableitungen von IP bis zur hten Ordnung. Das 
Integrationsgebiet sowie die Rand- und Nebenbedingungen seien vorgeschrieben. 
Besitzt dann das iiber das Integrationsgebiet erstreckte Integral D[IP] eine untere 



414 Kap. 11. TH. HADAKOVIC: Variationsrechnung. Ziff. 17. 

Grenze d l ), so gibt es Minimalfolgen zulassiger Funktionen qJn, d. h. solche 
Folgen von den Bedingungen geniigenden Funktionen qJn, daB 

limD[qJnJ = d. (74) 
n-+ ex> 

Das Prinzip der direkten Methoden besteht nun darin, aus einer solchen 
Minimalfolge durch Grenziibergang zur Lasung zu gelangen. 

I 

Es sei z. B. das Variationsproblem J t (x, y, yl) dx = ExtT. bei festen Ran-
D 

dem gegeben. (Hier und im folgenden wollen wir, wie schon oben bemerkt, vor-
aussetzen, daB der betrachtete Ausdruck D[qJJ definiten Charakter besitze. 
Damit ist gemeint, D[qJJ soil fiir die Gesamtheit alIer zulassigen Funktionen 
eine untere Grenze besitzen.) Wir teilen das Integrationsintervall durch die Punkte 
1 2 n - 1. T'l W't t . . . ddT'l k . -, -, "', -- m n eI e. eI er ragen wIr m Je em er eI pun te Xv emen n n n 
Ordinatenwert Yv auf, wobei die Werte an den Randern Yo = co; Yn = CI fest 
gegeben seien. Zwischen den Werten Yv mage die Funktion linear verlaufen. 
Auf diese Weise erhalten wir eine Polygonfunktion. Die Werte Yv magen nun so 

n 

bestimmt werden, daB der Ausdruck ~.2: t (xv, Yv, (Yv - Yv -1) n) ein Minimum 
v=l 

wird. Aus diesen fiir jedes n konstruierten Polygonfunktionen Yn (x) bildet man 
dann eine Minimalfolge 2). COber die numerische Auswertung dieses Verfahrens, 
sowie iiber die Existenz der Lasungen vergleiche man die unten zitierte Arbeit 
von H. LEWY.) 

Das Ritzsche Verfahren besteht in folgendem: Man geht bei festge
gebenem Integrationsbereich von einem vollstandigen Funktionssystem WI' 

W2' .•• , W n , ••• aus, derart, daB jede lineare Kombination von endlich vielen 
dieser Funktionen 

(75) 

eine zulassige Vergleichsfunktion bildet, und daB sich fiir jede zulassige Ver
gleichsfunktion qJ eine solche lineare Kombination V'n bilden laBt, daB D[qJJ 
sich von D[V'nJ urn belie big wenig unterscheidet. Dann kannen also auch aus 
den V'n Minimalfolgen gebildet werden, und man wird zu einer solchen Minimal
folge gelangen, wenn man fiir jedes n die Parameter CI , C2 , ••• , Cn derart be
stimmt, daB D[1/'nJ ein Minimum wird, also 

(76) 

setzt. Hierin liegt ein Problem der Differentialgleichung VOT. Fiir diese Minimal
folge wird dann sicherlich lim D [V'nJ = d. Zwar kann von vornherein nicht 

n-+oo 
behauptet werden, daB die 1/'n gegen die Lasung des Variationsproblems kon
vergieren3); doch ist auf diese Weise der Wert von dimmer zu erhalten. 

Das Ritzsche Verfahren kann auch aufgefaBt werden als eine Bestimmung 
der unendlich vielen Koeffizienten Cn der unendlichen Reihe 

CI WI + c2 w2 + ... + cn wn + .. '. 
1) Damit ist gemeint, daB der Wert, den D['P] fur irgend eine zulassige Funktion 'P 

annimmt. nie kleiner als d ist. 
2) Vgl. dazu H. LEWY. "Ober die Methode der Differenzengleichungen zur Lasung von 

Variations- und Randwertproblemen. Math. Annalen ·Bd. 98, S. 107ff. 1927. 
3) Vgl. dazu Ziff. 18. 
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18. BeispieI1). Ais Beispielfur diedirektenMethoden derVariationsrechnung 
sei die Aufgabe vorgelegt, die Funktion q; zu bestimmen, die das Integral 

D[q;]=ff(q;~+q;:)dxdy, (77) 
erstreckt uber den Einheitskreis, zu einem Minimum macht und am Rande des 
Einheitskreises vorgegebene Werte annimmt (erste Randwertaufgabe der Poten
tialtheorie fUr den Kreis). Durch Transformation in Polarkoordinaten y, {} ergibt 
sich: 2", 1 

D[q;] = f f(q;; + :2 q;~)rdrd{}; 
o 0 

die Randwerte magen durch die Fouriersche Reihe 
00 

I({}) = ~+ ~(ancosn{) + bnsinn{}) 
n=1 

dargestellt werden, wobei I ({}) eine stuckweise glatte Ableitung besitzen mage. 
Dann setzen wir an 

00 

q; = ! fo(r) + 2: [fn(r) cosn{} + gn(r) sinn{}] ; 
n=1 

1 00 1 

D[q;] = ~ft~(r)2dr + 1l ~ f[t:, (r)2 + :: tn(r)2] rdr 
o n=1 0 

00 1 

+1l~f[g~(r)2+ ::tn(Y)2]rdr. 
n=10 

1 

Fur n = 0 ergibt sich aus J 10 2 dr = Min. 
o 

to (r) = 0; 10 (r) = ao. 

(78) 

Fur n> 0 muB In (0) = gn (0) = 0 sein, da sonst das betreffende Integral in (78) 
wegen des Auftretens von y2 im Nenner unendlich wurde. Die Integrale 

1 

f[/~2 + :: fn] rdr 
o 

kannen nun in der Form geschrieben werden: 
1 1 

f[/~ - : In]\dr + 2nf/~tndY 
o 0 

1 1 

=I[t~-: Inrrdr + nfn(1) = f[/~-: Inrrdr+na;. 
o 0 

Aus der Minimumbedingung I~ - ~ In = 0 und der Randbedingung fUr In ergibt 
r 

sich aber: In = anrn, und analog ergibt sich: gn = bnyn, so daB die Lasung lautet: 
00 

cp (r, {}) = a; + ~ yn (an cosn{) + bn sin n{}) . (79) 
n=1 

1) Vgl. R. COURANT u. D. HILBERT, Methoden der mathematischen Physik, Bd. 1, S. 160. 
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19. Konvergenz der Minimalfolgen. Es wurde bereits darauf aufmerksam 
gemacht, daB es zwar moglich ist, Minimalfolgen f{Jn zu bilden, so daB 

lim D [CPnJ = d (80) 
n-+oo 

ist, daB daraus aber nicht gefolgert werden kann, daB die Funktionen CPn selbst 
gegen die Losung des Problems, falls diese existiert, konvergieren mussen. Dies 
moge an einem Beispiel gezeigt werden, welches ebenso wie das vorhergehende 
dem Buche von R. COURANT und D. HILBERT, Methoden der mathematischen 
Physik, S.164, entnommen ist. Durch eine ebene Kurve sei die Flache von 
kleinstem Flacheninhalt zu legen. Die Losung der Aufgabe ist das ebene Flachen
stuck, das von der Kurve begrenzt ist. Aus Flachen, die bis auf einen geraden 
Kegel mit hinreichend schmaler Basis und der Spitze in einem festen Punkt 
auBerhalb der Ebene mit diesem Flachenstuck ubereinstimmen, kann aber offen
bar durch fortgesetzte Verkleinerung der Basis eine Minimalfolge gebildet werden, 
die nicht gegen die Losung des Problems konvergiert. Nur im Falle einer Funk
tion einer unabhangigen Variabeln, von der keine Ableitungen hoherer als erster 
Ordnung im Integranden von D[cpJ vorkommen, kann aus dem Osgoodschen 
Satz1) auf die Konvergenz derFunktionen CPn gegen die Losung geschlossen 
werden. 

Man kann nun nach R. COURANT (vgl. Gottinger Nachr. 1922; Jahresb. der 
Deutschen Math. Ver. Bd.34, S.90ff.; Math. Annalen 97, 1927, S. 711ff.) von 
der Bemerkung ausgehen, daB der Wert eines Integralausdrucks D[cpJ von lokalen 
Anderungen der Funktion cp urn so mehr abhangen wird, je hohere Ableitungen 
von cp im Integranden vorkommen. Nun enthalt z. B., falls D[cpJ Ableitungen 
erster Ordnung von cp im Integranden besitzt, die Eulersche pifferential
gleichung L (cp) = 0 des Problems Ableitungen zweiter Ordnung von cpo Geht 
man also (im Falle zweier unabhangiger Veranderlicher) statt von dem Problem 
D[cp) = Min von dem Problem 

D'[cpJ = D[cpJ + tjj(L(cp»)2dxdy = Min., (81) 

t> 0 
~ 

aus, so wird dadurch die Losung des Problems nicht geandert (da ja fUr die Losung 
cp = u von D[cpJ = Min. auch L(u) = 0 und immer D'[cpJ > D[cpJ ist), dagegen 
wird dadurch in vielen Fallen der Verlauf der Minimalfolgen CPn der.art geglattet, 
daB sie nun gegen die Losung des Problems konvergieren. So genugt Z. B. fur 
das Dirichletsche Problem 

D[cpJ =.r.r(cp~ + cp;)dxdy = Min. (82) 
~ 

die Betrachtung des Problems 

D'[cpJ = f((cp~ + cp~ + (L/cp)2) dxdy = Min., 
~ 

(83) 

1) Der Satz von OSGOOD besagt bei Erfiillung hinreichender Bedingungen fiir das 
Eintreten eines Extrems (vgl. BOLZA, Variationsrechnung S. 281) fiir ein Problem mit 
einer unabhangigen Variabeln folgendes: 

Urn den P1 mit P2 verbindenden Extremalenbogen des Variationsproblems laBt sich 
eine Umgebung 21 von folgender Eigenschaft bestimmen: zu jeder im Innern von 21 ge
legenen Umgebung j8 unseres Extremalenbogens laBt sich eine Zahl 8 angeben, so daB 
sich das Integral f f (x, y, y') dx erstreckt iiber eine ganz in 21, aber nicht in j8 gelegene, 
P 1 mit P2 verbindende Kurve urn mehr als 8 von dem Werte des Integrals, erstreckt 
iiber den Extremalenbogen P 1 P 2 , unterscheidet. 
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wobei wir von den Funktionen gJ Stetigkeit der ersten und stuckweise Stetigkeit 
der zweiten Ableitung voraussetzen. Man kann auch noch h6here Ableitungen 
von gJ durch HinzufUgung von (L(gJ)",)2, (L(gJ)y)2, ... in der Integranden bringen 
unddadurch auch die Konvergenz der Ableitungen von vorgeschriebener Ord
nung der gJn gegen die Ableitungen der Losung erzielen. 

20. Randbedingungen. Eine weitere. Schwierigkeit besteht darin, die 
Funktionen gJn derart auszuwahlen, daB sie den Randbedingungen des Problems 
genugen. Dadurch tritt z. B. beim Ritzschen Verfahren eine erschwerende 
Einschrankung in der Wahl der "Koordinatenfunktionen" Wv ein. Man kann 
nun, wiederum nach COURANT, dieser Schwierigkeit auf dem Wege begegnen, 
daB man zum ursprunglichen Minimumproblem eine Reihe von Funktionen 
und Randintegralen hinzustoBen laBt und weiter das veranderte Problem mit 
freien Randern untersucht l ). So lautet die erste Variation des Ausdrucks 

"', 
I = f f(x, gJ, gJ') dx - ljJ (gJl) + X (gJ2) (83) 

"" 
folgendermaBen 2) : 

~ I j'L(gJ) ~gJ dx + [X:(gJ2) + t",' (X2' gJ (x2 ) , ~(X2))] ~gJ21 (83 a) 

, - [ljJ (gJl) + t'P'(xl , gJ(xl ), gJ (Xl))] ~gJl 

[wobei L (gJ) = 0 die Eulersche Differentialgleichung des Problems 

"" 
ft(x,gJ,gJ')dx=O istJ. 

Analog ergibt sich fUr die erste Variation von 

I =/ /t(X, y, gJ, gJ"" gJy} dxdy + fljJ(s, gJ, gJs) ds (84) 
~ G 

(C = Rand von 58) 
der Ausdruck 

~I = / / L (gJ) ~gJ dx dy + f (t'Px ~~ - t<py ~; + ljJ<p - :s 1jJ<p.) ds. (84 a) 
~ G 

Daher ergibt sich fur die naturlichen Randbedingungen des ersten 
Problems 

(83 b) 

und fUr die des zweiten Problems: 

(84b) 
auf C. 

1) Vgl. dazu Ziff.8 und 10. 
2) Dabei verstehen wir unter 'PI und 'P2 die Werte der Funktion 'P an den Randern 

'P (Xl) und 'P (x2)· 

Handbuch der Physik. III. 27 
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Man hat es nun offenbar in der Hand, durch Auswahl der hinzutretenden 
Funktionen "p, X und Integraie <p"p ds die natiirlichenRandbedingungen des 

c 
geanderten Problems zu beeinflussen l ). So erhalt man z. B. bei dem Problem 

I I (cp~ + cr{ - kcp) dx dy + t ~ cp2 dx = Min, (85) 
~ c t> 0 

die Randbedingung 
dy dx oq; 

CPxa:; - CPya:; + tcp = On + tcp = 0 (85 a) 

auf C. 
Auch das Problem mit festen Randern k6nnen wir durch Grenziibergang 

aus den natiirlichen Randbedingungen eines geanderten Problems erhalten. Es 
x, 

sei das Problem f 1 (x, cP, cp') dx = Extr. mit den Randbedingungen cP (Xl) = a, 
x, 

cP (x2) = b gegeben. Wir betrachten statt dessen das Problem 
x, II (x, cP, cp')dx - t(CPl - a)2 + t(CP2 - b)2 = Extr. 

x, 

mit den natiirlichen Randbedingungen 

I'P' fx=x, + 2t (cpt - a) = 0; I'P' Ix=x, + 2t (CP2 - b) = o. 

(86) 

(86a) 

Fiihren wir den Grenziibergang t ~ 00 aus, so erhalten wir daraus die Rand
bedingungen 

f{l = a; fP2 = b. 

Literatur: O. BOLZA, Vorlesungen fiber Variationsreehnung; J. HADAMARD, 
Le~ons sur Ie ealeul des variations; A. KNESER, Lehrbueh der Variationsrechnung; 
L. TONELLI, Fondamenti del ca1colo delle variazzioni; R. COURANT U. D. HILBERT, Methoden 
der mathematischen Physik (besonders aueh betreffs direkter Methoden zu vergleichen). 

1) Doch ist man in der Auswahl der Zusatzintegrale an gewisse Einschrankungen ge
bunden; haben wir es z. B. mit einem Doppelintegral zu tun, dessen Integrand nur Ab
leitungen erster Ordnung enthalt, so darf nur noch ein Linienintegral hinzutreten, das 
keine Ableitungen von q; mehr enthalt. Vgl. dazu das in der oben zitierten Abhandlung 
von COURANT in den Jahresberichten der D. M. V. Bd. 34 (5-8), 1925, S. 97£. Gesagte. 



Kapitel 12. 

Wahrscheinlichkeitsrechnung und 
mathematische Statistik. 

Von 

F. ZERNIKE, Groningen. 

Mit 10 Abbildungen. 

I. Grundlagen. 
1. Abgrenzung des Gebiets, Literatur. Die Wahrscheinlichkeits

rechnung entstand im 17. Jahrhundert aus dem Bedurfnis, die bei Gliicks~ 
spielen beobachteten statistischen RegelmaBigkeiten durch Rechnung zu ver
stehen bzw. vorauszusagen. Entgegen noch oft herrschenden Auffassungen sei 
im AnschluB an die Entstehungsweise dieser Wissenschaft hervorgehoben, daB 
sie "eine N aturwissenschaft gleicher Art wie die Geometrie oder die theoretische 
Mechanik ist" (v. MISES). 

Als klassische W. r. bezeichnet man den von LAPLACE erreichten Stand
punkt, der die Begriffe und mathematischen Methoden zu einem gewissen 
AbschluB brachte. Die neueren Entwicklungen wurden von seiten der An
wendungen nicht nur angeregt, sondem auch ausgebildet. So entstanden 
Sondergebiete - wie die Korrelationstheorie -, welche bis jetzt in den Lehr
buchem der W. r. so gut wie unberucksichtigt blieben. Die vorliegende Behandlung 
wird versuchen, auch die neueren Gebiete yom einheitlichen Standpunkt der 
Wahrscheinlichkeit aus zu umfassen, und ihre Bedeutung fUr den Physiker 
durch physikalische Beispiele darzutun. 

Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen werden sowohl in der theoretischen, wie 
in der Experimentalphysik angewendet. Die schwierige Frage nach der Be
rechtigung der W. r. in der theoretischen Physik, wo man doch von genau 
bekannten Naturgesetzen ausgeht, solI nicht hier diskutiert werden. Das Hand
buch bringt in anderem Zusammenhang die dazu gehorenden Betrachtungen 
(Bd.4, Kap. 3) und wieder an anderer Stelle die Ergebnisse fUr die Warmelehre 
(Bd.9, Kap. 3). Demnach werden auch solche Berechnungen, welche auf dem 
Boltzmannschen Entropieprinzip basieren, hier nicht besprochen. Es gelingt 
aber bisweilen, die gleichen Resultate durch rein statistische Methoden wieder
zufinden (Ziff.25, 45, 46). 

Von den Anwendungen in der Experimentalphysik sei erstens die Aus
glcichungsrechnung genannt. Von dieser sollen hier nur die Grundlagen, 
die verschiedenen Fehlergesetze, besprochen werden (vgl. fUr die praktischen 
Vorschriften Kap.13). Weiter wird man die Methoden der W. r. uberall da 
heranziehen, wo Schwankungen beobachtet werden. Wichtiger noch als in 

27* 
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der Ausgleichungsrechnung, wo das Eliminieren der Abweichungen das Ziel 
ist, wird bei solchen Untersuchungen die Kenntnis der Wahrscheinlichkeits
gesetze der Abweichungen. Aus diesem Grunde wird die mathematische 
Sta tistik, d. h. das Sondergebiet iiber Verteilungsgesetze und deren Bestimmung 
aus Beobachtungen, hier ausfiihrlicher besprochen werden. 

Von den vielen Lehrbiichern der W. r. seien hier nur einzelne neuere unten 
angefiihrtl). Die klassische W. r. findet man ausfiihrlicher dargestellt bei CZUBER, 
neuere Kritik mehr bei MARKOFF, POINCARE, LEVY. BRUNS gibt auBerdem 
seine Untersuchungen iiber Statistik ("KollektivmaBlehre"). Wegen seiner 
vielen anregenden kritischen Bemerkungen sei noch das altere Buch von BERTRAND 
angefiihrt. Fiir die nicht in diesen Lehrbiichern zu findenden statistischen 
Methoden seien YULE und dessen Bearbeitung von CZUBER, sowie BOWLEY 
genannt, und die Monographie von TSCHUPROW uber die Korrelationstheorie 
zweier Veranderlicher. 

Die Zeitschriftenliteratur auf unserem Gebiet ist schwer zu ubersehen, 
weil auBer mathematischen und physikalischen auch astronomische, geodatische, 
biologische, psychologische und nationalokonomische Zeitschriften in Betracht 
kommen. Auf die Zeitschrift Biometrika verdient besonders hingewiesen zu 
werden. 

2. Der Zufall. Uber die Berechtigung zu einer Wahrscheinlichkeitsrechnung 
iiberhaupt, iiber die Moglichkeit, Gesetze des Zufalls anzugeben, wo doch Zufall 
anscheinend mit Gesetzlosigkeit gleichbedeutend ist, ist schon sehr viel ge
schrieben nnd diskutiert worden. Es kann hier nicht die Absicht sein, diese 
teilweise auch auf philosophischem nnd erkenntnistheoretischem Gebiet liegenden 
Arbeiten auch nur anzufiihren. Fast in jedem Lehrbuch der W. r. findet man 
seit LAPLACE2) eine langere Einleitung iiber diese Fragen. Nur VON KRIES3), POIN
CAR1P) und BOREL4 ) seien hier genannt. Betreffend die Anwendungen in der 
theoretischen Physik verweise ich auf EHRENFEST5) und ds. Handb., Bd.4. 

Von den Ergebnissen dieser Bemuhungen seien nur folgende Punkte an
gegeben. Man denke sich irgendeinen einfachen bestimmten Vorgang, etwa den 
\Vurf eines Wurfels. Was bedeutet die Aussage:. es hangt vom Zufall ab, 
welche Seite der Wurfel nach oben kehrt, allgemeiner, welches von den verschie
denen moglichen Ereignissen eintritt? Offenbar heiBt das, daB es unmoglich 
ist, aus den Anfangsbedingungen mittels der bekannten Naturgesetze den End
zustand vorauszusagen. Das hat zweierlei Ursache: erst ens sind die Anfangs
bedingungen niemals so genau gegeben, daB der Endzustand dadurch eindeutig 
bestimmt ware. Bei Zufallsspielen werden die Bewegungen absichtlich so ge
macht, daB schon ganz geringfiigige .Anderungen des Anfangszustandes einen 
ganz anderen Endzustand ergeben (Schutteln der Wiirfel, Drehen der Lotterie
trommel usw.). Durch diese Bemerkung wird also der Zufallscharakter des 

1) E. CZUBER, Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung. Leipzig u. Berlin 
1914; A. MARKOFF, Wahrscheinlichkeitsrechnung. Deutsch von H. LIEBMANN, Leipzig 1912; 
H. POINCARE, Calcul des probabilites. Paris 1912; P. LEVY, Calcul des probabilites. Paris 1925; 
H. BRUNS, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivmal3lehre. Leipzig' u. Berlin 1906; 
J. BERTRAND, Calcul des probabilites. Paris 1888; J. L. COOLIDGE, Einfuhrung in die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Deutsch von FR. M. URBAN. Leipzig u. Berlin 1927; G. U. YULE, 
Statistics. London 1927; A. L. BOWLEY, Elements of Statistics. London 1926; A. A. TSCHUPROW, 
Grundbegriffe und Grundprobleme der Korrelationstheorie. Leipzig u. Berlin 1925. 

2) P. S. LAPLACE, Theorie analytique des probabilites. Paris 1812. Auch besonders 
unter dem Titel Es~ai philosophique sur les probabilites. Paris 1812. Oeuvres Bd. 7. 
Paris 1886. 

3) j. V. KRIES, Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Freiburg 1886. 
4) E. BOREL, Introduction geometrique a quelques theories physiques, S. 97. Paris 1914. 

. 5) P. u. T. EHRENFEST, Enzyklopadie der math. Wiss. Bd. IV, 4. 1911. 
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Endzustandes auf die zuHilligen Abweichungen des Anfangszustandes zuruck
gefUhrt. FUr die weitere quantitative Behandlung ist dieser Zirkel ubrigens 
belanglos, weil die GroBe und Verteilung dieser Abweichungen ohne EinfluB sind 
(VON KRIES). Zweitens sind die Naturgesetze eigentlich nur streng gilltig fUr 
idealisierte Vorgange, d. h. es gibt in Wirklichkeit immer eine Anzahl storender 
Einwirkungen - Luftstromungen, Erschutterungen, Einwirkungen entfernter 
Korper -, welche unbekannte GroBe haben, und in den betreffenden Fallen das 
Endergebnis mitbestimmen (BOREL). 

3. Die klassische Definition der Wahrscheinlichkeit. In den klassischen 
Anwendungen der W. r. findet man immer folgenden Sachverhalt. Eine Er
scheinung A kann in verschiedenen Abarten stattfinden, und es hangt yom Zufall 
ab, welche Abart eintritt. Es gibt im ganzen eine endliche Zahl m dieser Ab
arten, AI' A 2 , ••• , Am, welche einander ausschlieBen, anders ausgedruckt: 
"A findet statt' , ist gleichbedeutend mit: "es findet ein Ereignis der Gruppe 
Al ... Am statt". Es sei weiter unter "Ereignis K" die Gruppe Al ... Ak ver
standen. Laut Definition solI dann die Zahl h = kim die W ahrscheinlichkei t 
von k heiBen. Offenbar ist diese Definition nicht eindeutig anwendbar, solange 
nicht hinzugefUgt wird, wie man im konkreten Fall die verschiedenen Abarten 
zu wahlen hat. Die herkommliche Einschrankung dieser Wahllautet: die m Falle 
mussen gleichmoglich sein. 

Mit nur geringem Erfolg hat man dann weiter versucht, naher anzugeben, 
wie man erkennen solI, ob die gewahlten Abarten gleichmoglich sind. Die Schwie
rigkeit wurde wohl absichtlich hervorgehoben dadurch, daB man gleichmoglich 
durch gleichwahrscheinlich ersetzte und sagte: bei jeder besonderen An
wendung fangt die Aufgabe der W. r. erst an, nachdem die gleich wahrschein
lichen Fane festgestellt sind. Letzteres ware dann Sache der Erkenntnistheorie. 
Das ist aber nur ein Hinausschieben der Schwierigkeit. Weshalb nehmen. wir 
z. B. die Zahlen 1 bis 6 eines Wurfels als gleichwahrscheinlich an? Von philo
sophischer Seite hat man gesagt: weil wir keinen Grund haben, sie als ungleich 
zu betrachten (Satz yom unzureichenden Grunde). Diese Aussage ist viel zu 
negativ, man kam dadurch sogar zur Auffassung, daB die Wahrscheinlich
keitsrechnung auf unserm Nichtwissen beruhe. 

1m Gegenteil: die sechs Moglichkeiten beim Wiirfel werden wir deshalb 
gleich erachten, weil wir wissen, daB der Wurfel von regelmaBiger Gestalt und 
aus homogenem Material hergestellt ist. Ahnliches findet sich nun bei allen 
einfachen Anwendungen, immer zeigt die Zufallserscheinung eine Art S ym
metrie. Genauer ist damit folgendes gemeint: die GesetzmaBigkeiten, we1che 
wir untersuchen wollen, bleiben unverandert, wenn wir die Zahlen auf den 
Wurfelflachen (oder die Lotteriezettel usw.) in irgendeiner Weise miteinander 
vertauschen [BERNSTEIN I )]. Das ist das positive Kriterium fUr die gleichmog
lichen Falle, we1che wir also besser als verta usch bare FaIle bezeichnen 
wollen. Wirft man z. B. mit zwei Wurfeln, so sind die moglichen Falle: 6 gleich
zahlige Paare, 15 ungleichzahlige. Durch Vertauschung an einem Wurfel sieht 
man aber leicht ein, daB die ungleichzahligen doppelt zu zahlen sind, es gibt 
derrmach nicht 21, sondern 36 vertauschbare Fane l ). 

Uber die Definition der W. in unsymmetrischen Fallen, wo keine Vertausch
barkeit vorliegt, vgl. Ziff. 5. 

4. Die Grundoperationen. Zu einem Ereignis A besteht immer das kom
plementare Ereignis A, d. h. A findet nicht statt, und die vertauschbaren 

1) Nach personlicher Mitteilung gibt Herr F. BERNSTEIN in Gottingen diese Betrach
tungsweise schon seit Jahren in seinen Vorlesungen. 
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FaIle zerfallen in zwei Gruppen, die zu A bzw. die zu A gehOrenden. Betrachten 
wir ein zweites Ereignis B, sowie 13, so haben wir im ganzen 4 Gruppen, deren 
Anzahlen resp. seien 

A und B: m1 A und li: m2 X'und B: m3 it" und 13: m4• 

Man kann dann gemaB der Definition folgende W. bilden, deren Bezeichnung 
unmittelbar verstandlich sein diirfte. 

Wahrscheinlichkeit von A (ungeachtet B) P _ . m1 + m 2 

A - m 1 + m 2 + m3 + m 4 ' 

m 1 + m3 B (ungeachtet A) PB = ... --~~.-- .. ~ 
. m 1 + m 2 + m3 + m 4 ' 

A oder B (oder beide) m 1 + m 2 + m3 
P .. 4.+B = m 1 + m2 + m3 +~ 

A und B 

B, wenn A eingetroffen APB = m1 :1 m 2 ' 

A, wenn B eingetroffen BPA _ m1 
- m1 + m3' 

Daraus ergeben sich foIgende Zusammenhange: 

PA+B = PA + PB - PAB' 
PAB = PA' APR = PB' BPA, 
BPA=E."iJJ= . PA·APB. 

PB PA' APB + Px· APR 

(1 ) 

(2) 

(3) 

(1) gibt fiir den besonderen Fall, daB A und B einander ausschlieBen, also 
PAB = 0 ist, den gewohnlich als Additionstheorem bezeichneten Zusammen
hang: 

( 1a) 

Wir werden (1) das erweiterte Additionstheorem nennen, es wird weit 
weniger benutzt als (1a). (2) heiBt das Theorem der zusammengesetzten 
Wahrscheinlichkeit. Ist B unabhangig von A, so ist APB = APB = PB, 
und nach (3) auch BPA = PA, d. h. A ist auch unabhangig von B. (2) wird dann 

PAB = PA' PB' (2a) 

Man braucht die allgemeinen Formeln (2) aber ebensooft wie (2a). Forme! (3) 
driickt die sog. Bayessche Regel aus. Da diese Bezeichnung aber auch fUr gewisse 
einfache Annahmen iiber die bei der Anwendung von (3) einzufUhrenden P A be
nutzt wird, ist es sehr zu empfehlen, die Berechnung von BPA nach (3) mit 
VON MISES1) als Wahrscheinlichkeitsteilung zu bezeichnen. Die An
wendung von (3) ist dann angezeigt, wenn das Ereignis B aus A, sowie aus 
A hervorgehen kann. Man nennt dann BPA die W. von A a posteriori, wenn 
bekannt ist, daB B eingetroffen ist. Demgegeniiber heiBt PA dann die W. von 
A a priori. Da aber eine bestimmte Zeitfolge von A und B ebensowenig wie ein 
kausaler Zusammenhang fUr die Giiltigkeit der Formeln von Bedeutung ist, 
so vermeidet man besser diese herkommlichen Bezeichnungen, durch deren 
Gebrauch der Formel (3) Ieicht eine Bedeutung zugemutet wird, welche sie 

1) R. V. MISES, Math. Zeitschrift Bel. 4, S. 1. 1919. 
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nicht haben kann ("W. von Ursachen"). Man fasse die bedingte Wahrschein
lichkeit BPA einfach auf als die W. von A, wenn nur die Falle, daB B eintrifft, 
als mogliche Falle in Betracht kommen. 

5. Axiomatische Definition der Wahrscheinlichkeit. Die klassische De
finition der W. versagt, wenn die betrachtete Zufallserscheinung keine ver
tauschbaren Falle aufweist. Man hat sich friiher nicht urn diese Schwierigkeit 
gekiimmert, oder auch mehr oder weniger bewuBt vorausgesetzt, daB durch 
weitgehende Zerlegung der Einzelereignisse immer solche vertauschbaren Falle 
herstellbar sind. Eine genauere Durchfiihrung dieser Zerlegung geM dann 
darauf hinaus, alle W. auf geometrische W. (Zif£' 27) und damit auf das 
MaBverhiiltnis eines giin.stigen zum moglichen Kontinuum zuriickzu
fiihren. Auf die Ausfiihrungen von VON KRIESl), welche sich am ehesten hier 
einreihen lassen, kann hier nur hingewiesen werden. 

Es entspricht nun aber ganz dem Charakter einer induktiven Erfahrungs
wissenschaft, wenn man in den Fallen, wo die klassische Definition versagt, 
ein Axiom der eindeutigen (und stetigen) Zuordnung heranzieht. D. h. 
man postuliert: ist bei zwei Zufallserscheinungen A und B fiir die Ereignisse Al 
und Bl die Wirkung des Zufalls, das statistische Verhalten, kurz dasjenige, was 
uns wahrscheinlichkeitstheoretisch allein interessiert, gleich (resp. beliebig wenig 
verschieden), so sind auch die entsprechenden W. gleich (resp. beliebig wenig 
verschieden). Es ist klar, daB man so die W. von Bl durch Vergleichung 
definiert hat und auch tatsachlich bestimmen kann. Man hat vorgeschlagen, 
zum Vergleichsobjekt immer eine Urne zu nehmen, aus welcher schwarze und 
weiBe Kugeln gezogen werden, und spricht dann von der Zuriickfiihrung 
auf ein Urnenschema. Vor allem bei der subjektiven Beurteilung des Er
gebnisses einer Rechnung ist es wichtig, sich vor Augen zu halten, daB die ge
fundene W., etwa von 0,99 oder von 10- 6, nichts weiter besagt als die Vergleich
barkeit mit einer Urnen- oder Lotterieziehung, fiir welche dieselben Zahlen 
gelten. 

Man braucht nur noch einen Schritt weiter zu gehen, urn die Axiomati
sierung der W. r. vollstandig zu machen. Man gibt die klassische Definition 
als solche ganz auf, fiihrt zunachst willkiirliche nicht negative Zahlen ein, welche 
W. genannt werden, und definiert sie durch ihre Eigenschaften. Dazu braucht 
man nur die Additivitat zu postulieren (Summenaxiom), sowie daBder GewiB
heit die Zahl 1 entsprechen soI1 2). Es folgt dann, wenn gleichwahrscheinliche 
FaIle vorliegen, unmittelbar die klassische W.-Bestimmung aus diesen Axiomen. 
Urn allgemein das Multiplikationstheorem zu erhalten, wird man am einfachsten 
noch das obengenannte Axiom der eindeutigen und stetigen Zuordnung ein
fiihren [anders bei BROGGI2)]. Es solI hier im folgenden immer von in derartig 
allgemeiner Weise definierten W. ausgegangen werden. Es stellt sich heraus, 
daB auch die kontinuierlichen (geometrischen) W. dann keine weiteren Schwierig
keiten mehr geben (Zif£' 24). 

6. Statistische Definition der Wahrscheinlichkeit. Bei einem nicht ganz 
regelmaBigen Wiirfel brauchen die W. fiir die sechs Seiten nicht gleich zu sein, und 
ihre Zahlenwerte konnen statistisch, d. h. aus dem Ergebnis einer groBeren 
Anzahl von Wiirfen empirisch bestimmt werden (Zif£. 18). Man hat wohl vor
geschlagen, diese Bestimmungsmethode sogleich zur Definition der W. zu 
machen, etwa so: unter Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses versteht man den 
Grenzwert der relativen Haufigkeit seines Eintretens bei unbegrenzt zunehmender 

1) J. v. KRIES, Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Freiburg 1886. Natur
wissensch. Bd. 7, S.2 u. 17. 1919. 

2) H. BROGGI, Dissert. Gottingen 1907. 
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Wiederholungszahl. Die Existenz des Grenzwertes muB man dabei als einen 
Edahrungssatz - oder als Axiom - voraussetzen. Man wird leicht finden, 
daB fiir so definierte W. die Theoreme der Grundoperationen geIten miissen. 
Uberhaupt ist die Vorstellung der W. als relative Haufigkeit - zumal bei 
Fragen iiber grbBe Zahlen, wie in der Gastheorie - dem Verstandnis sehr fordernd 
und kaum zu entbehren. Bei der gewohnlichen Auffassung gibt das Bernoullische 
Theorem dazu aber ebensogut die Moglichkeit. Es ist aber sicher weit besser, 
dieses Theorem und seine Giiltigkeitsgrenze (Ziff. 17) genau mathematisch be
weisen und diskutieren zu konnen, als dasselbe in der Form eines Axioms voran
zustellen. 

Den letztgenannten Einwand gegen die statistische Definition hat VON 
MISESl) in einer beachtenswerten Arbeit beseitigen konnen. Er denkt sich z. B. 
zum oben betrachteten Wiirfel eine unendliche Menge von moglichen Wiirfen 
zugeordnet. Dem Weden des Wiirfels entspricht dann das Herausgreifen eines 
Elementes aus dieser Menge. Die Struktur dieser "Zufallsmenge" muB weiter 
so gewahIt werden, daB die relativen Haufigkeiten in den endlichen Teilmengen 
Grenzwerten zustreben, welche nach Definition die W. genannt werden. Die 
weiteren Einzelheiten, besonders auch den in diesem Zusammenhang wieder 
moglichen Beweis des Bernoullischen Theorems, lassen sich nicht kurz wieder
geben. 

II. Mathematische Methoden. 
7. Direkte Berechnung. In qiesem Abschnitt werden die Hilfsmittel, 

welche man zur Losung von Wahrscheinlichkeitsproblemen oft mit Erfolg heran
zieht, besprochen. Dabei sei schon hier erwahnt, daB auch die Mittelwerte 
als Rechenhilfsmittel oft sehr niitzlich sind (vgI. Abschn. III). Durch geschickte 
Anwendung der in den Ziff. 7 his 9, 12 bis 15 behandeIten Methoden wird man 
eine vorIiegende W.-Frage meistens ohne groBe Miihe 16sen konnen. 

Die elementarste Methode, ein W.-Problem zu losen, welche in vielen ein
fachen Fallen anwendbat ist, besteht in der Auszahlung der giinstigen sowie 
der moglichen vertauschbaren FaIle. Oft wiirde man dazu verwickeltere kom
binatorische Betrachtungen brauchen. Es ist hier wohl iiberfliissig, darauf naher 
einzugehen, zumal da auch in solchen Fallen der Gebrauch der Grundoperationen 
(Ziff.4) gew6hnlich schneller zum Ziele flihrt2). In der Tat bilden die Formeln (1) 
bis (3) schon ein kraftiges Mittel zur Berechnung, sie machen gewissermaBen die 
Kombinatorik iiberfliissig. . 

Als Beispiel diene das Problem von DE MONMORT: die Zahlen 1, 2, ... , n 
schreibt man in willkiirlicher Reihenfolge (etwa durch Ziehen von n numerierten 
Kugeln):aWie groB ist die W., daB mindestens eine Zahl ihre natiirIiche Stelle 
einnimmt? Die W., daB die Zahl k an k-ter Stelle kommt, ist offenbar Pk = 1/n, 
daB auBerdem die Zahl l an l-ter Stelle steht, hat die W. kPI = 1/n - 1 usw., 
es wird also nach (2) 

Pkl = 1/m(n - 1), Pklm = 1/n(n - 1) (n - 2) usw. 

Andererseits gibt wiederholte Anwendung von (1), flir n einander nicht aus
schlieBender Ereignisse: 

Pl+2+ ... +n = "2:,Pk - "2:,~Pkl + ~~"2:,Pklm - ... ± P123 ... n' 

1) R. v. MISES, Math. ZS. Bd.5, S.52; Bd.6, S. 323. 1919-1920; Naturwissensch. 
Bd. 15, S.497. 1927. 

2) E. CZUBER, Wahrscheinlichkeitsrechnung. S. 28 bis 43. Leipzig 1914 fuhrt die 
kombinatorische Berechnung an vielen Beispielen durch. 
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wo die Anzahl der Summanden in den Summen nacheinander 

n, n(n - 1)/2, n(n - 1)(n - 2)/3! usw, 

betragt. Das gibt die Lasung1): 

1 1 1 
Pt+2+ ... +n= 1-21 + -3' - ... ±" (4) .. n. 

Als Beispiel einer W.-Teilung betrachte man folgende Frage: Von drei gleich
aussehenden Wiirfeln sind zwei richtig, der dritte ist gefalscht derart, daB die 
W. 1/2 ist, mit ihm 6 zu werfen. Man nimmt einendieser Willfel und wirft die 
Zahl 6. Wie groB ist die W., daB man den falschen gewlihlt hat? Ereignis A 
sei hier das Wahlen des gefalschten Wiirfels, PA =L B ist das Werfen der 6, 
und man findet nach (3): 1 1 

323 
BPA = 1 1 2 1 = 5' 

3'2+3'6 

Ratte man zweimal gewiirfelt, und beide Male 6 bekommen, so ware 
1 1 

349 
BPA = 1 1 2 1 11 . 

3'4+3'36 

Wie groB ist, nachdem zweimal 6 geworfen ist, die W. auch das dritte Mal mit 
demselben Wiirfel 6 zu bekommen? Das finden wir unter Benutzung des vorigen 
Ergebnisses 9 1 2 1 29 

cPB = cPA' APB + cPA' APB = 1"1' 2 + 1"1' 6 = 66 

oder auch direkt: die W., zweimal resp. dreimal 6 zu werfen, ist 

P66 = ~ ,( ~ r + ~ ,( ~ r = 1~~ , P666 = ~ . (~r + ~ (~ r = ::8 ' 
und also nach (3) P P666 29 

666=P;;=66' 

Die Reihenfolge ist gleichgiiltig, dieselbe Zahl ist ebensogut die W., daB der 
erste Wurf 6 war, wenn bekannt ist, daB die zweite und dritte 6 gegeben haben. 

8, Differenzengleichungen, In vielen Fallen geben die Grundoperationen, 
oder andere einfache Betrachtungen, eine rekurrente Beziehung, aus welcher 
man die gesuchte Lasung Schritt fUr Schritt finden kann. Man betrachte 
z. B. die Frage nach dem "Ruin der Spieler": A und B wiederholen immer 
dasselbe Zufalisspiel, wobei A die W. P hat, zu gewinnen, fill B ist sie q = 1 - p. 
Wer verliert, zahlt dem anderen eine Marke. Am Anfang hat A a Marken, 
B b Marken. Wie groB ist die W., daB das Spiel dadurch endet, daB A resp. B 
nichts mehr hat? 

Es sei y (x) die W. dafUr, daB A schlieBlich gewinnen wird, also a + b Marken 
haben wird, nachdem durch das Spielen sein Besitz schon auf x gekommen ist. 
Nach dem nachsten Spiel wird er dann entweder x + 1 oder x - 1 besitzen. 

Daraus folgt y(x) = py(x + 1) + qy(x - 1), 

eine rekurrente Beziehung, welche man besser so schreibt: 

py(x + 2) - y(x + 1) + qy(x) = 0, (5) 

1) Die Ableitung nach POINCARE, Calcul des probabilites. Paris 1912 vgl. die kombi
natorische bei CZUBER, vorige FuBnote. 
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Definiert man die Operation A durch 
Ay (x) = y (x + 1) - Y (x) , 

so kann man eine Beziehung zwischen y(x), y(x + 1), ... , y(x + m) dadurch 
umformen zu einer solchen zwischen y (x), Lly (x), •.. , A(m)y(x) , d. h. zu einer 
Differenzengleichung m-ter Ordnung. Aber auch ohne diese Umformung 
spricht man eine Beziehung wie (5) als Differenzengleichung an. In unserem 
Beispiel ist sie linear und von der zweiten Ordnung, auBerdem homogen 
und mit konstanten Koeffizienten. Nun hat allgemein die Differenzengleichung 
m-ter Ordnung 

<Xoy(x + m) + <x 1 y(x + m - 1) + ... + <Xm Y (x) = 0 (6) 

die allgemeine Losung 
y (x) = C1 Al + C2 A2' + .. , + cm ).:;" (7) 

wenn Al ... Am die einfachen Wurzeln der algebraischen Gleichung 

<Xo Am + <Xl 2m -1 + ... + <Xm = 0 

sind. Fiir (5) wird Al = 1, A2 = (~), und wir haben weiter die beiden Konstanten in 

y (x) = cl + c2 ( ~ r 
aus zwei bekannten Anfangswerten zu bestimmen. Aus der Bedeutung der W. 
y(x) findet man unmittelbar, daB yeO) = 0 und yea + b) = 1 sein muB. Flir 
die gesuchte W. y (a) wird dann gefunden 

(~r -1 

y(a) = ({ja+b _ 1 

und daraus die W., daB B gewinnt durch Vertauschen von p und q sowie von 
a und b. Man liberzeugt sich leicht, daB die Summe der beiden W. gleich 1 ist, 
also die W. Null ist, daB das Spiel immer weiter geht, was nicht von vorn
herein sicher war. 

Ebenso wie in diesem Beispiel wird man auch bei vielen anderen Wahr
scheinlichkeitsaufgaben die Losung dadurch sehr erleichtern, daB man die Frage 
auf eine Differenzengleichung zurlickfiihrt und die weitere Erledigung nach den 
Regeln der Differenzenrechnung ausflihrt. Es soli darum hier noch einiges liber 
die Methoden zur Lasung von Differenzengleichungen angegeben werden. 

Es sei gleich vorangestelit, daB man eine Differenzengleichung einerseits 
als Funktionalgleichung betrachten kann, d. h. man fragt nach einer stetigen 
Funktion y(x), welche fiir aile reelle x, oder nach einer analytischen Funktion, 
welche fiir alle komplexen x der Gleichung genugt. Dieses Gebiet, die funktionen
theoretische Differenzenrechnung, wurde erst in den letzten Jahrzehnten weit
gehend bearbeitet. Dadurch wurden die hier fast ausschlieBlich interessierenden 
Untersuchungen liber die Eigenschaften der Lasungen flir ganzzahlige Werte 
von x mehr oder weniger in den Hintergrund gedrangt, so daB man dafiir oft 
auf altere Bearbeitungen angewiesen istl). Fur neuere Fortschritte vergleiche 
man das Buch von W ALLENBERG2). 

1) Von den vielen alteren Werken seien nur genannt: G. BOOLE, The calculus of finite 
differences, 1860, 2. Auf I. 1872 und die betreffenden Abschnitte in LAPLACE, Theorie analyti
que des probabilites. 1812. 

2) G. WALLENBERG U. A. GOLDBERG, Theorie der linearen Differenzengleichungen. 
Leipzig 1911. 
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Uber Differenzenrechnung im allgemeinen vgl. man Kap.15. Uberall 
in diesem Gebiet ist auf dem ersten Blick die formale Analogie mit der Diffe
rentialrechnung bzw. mit der Theorie der Differentialgleichungen auffallend, 
man sehe etwa die hier angefiihrten Beispiele. Es ist deshalb wohl uberflussig, 
hier die Satze uber die allgemeinen Eigenschaften der Losungenlinearer Glei
chungen u. dgl. aIle anzufiihren. Dagegen sei auf die folgenden Unterschiede 

besonders hingewiesen. Dem Differentiationsoperator d~ D entspricht das 

oben schon eingefiihrte LJ, ebenso der Formel Dxm = mxm- l die andere 

Jx(m) = mx(m-l) wo x(m) = x(x -1) (x - 2) '" (x - m + 1) 
und 

LJx(-m) = -mx(-m -1) wo x(-m) = 1/x(x + 1) (x + 2) ... (x + m - 1). 

Dementsprechend werden verschiedene Formeln der Differenzenrechnung durch 
Einfiihrung der "Faktoriellen" x(m) und x( -m) viel ubersichtlicher als bei Benutzung 
der gewohnlichen Potenzen. So hat man auch in neuerer Zeit die nach x(-m) 
fortschreitenden Fakulta tenreihen zur Losung von fundamentalen Fragen 
in der Theorie der Differenzengleichungen benutzt, analog wie die Potenzreihen 
bei den Differentialgleichungen. 

Man benutzt noch ein zweites Symbol, E, definiert durch 

Ey(x) = y(x + 1), 

dessen Zusammenhang mit LJ symbolisch durch LJ = E - 1 gegeben wird. 
Wie weit das formale Rechnen mit diesen Symbolen geht, sieht man an den 
folgenden Beispielen. Es ist auch bei nicht ganzzahligem ~ 

y(x +~) = E;y(x) = (1 + LJ)~y(x) = y(x) + ~LJy(x) +(~)LJ2y(X) + ... 
(Newtonsche Interpolationsformel). Schreibt man die Taylorsche Reihe 

y(x + 1) = y(x) + Dy(x) + D2;~X) + .,. symbolisch 1 + LJ = eD, 

so wird durch Umkehrung: 
Ll2 Ll3 dy 

D = log (1 + LJ) = LJ-"2 + 3 - ... d. h. dx = LJ y(x) - iLJ2y(X) + t A3 y(x) - ... 

Als Beispiel einer Differenzengleichung mit veranderlichen Koeffizienten 
sei das Problem von DE MONTMORT (Ziff.7) in dieser Weise behandelt. Dazu 
betrachten wir die Permutationen PO,n, wo keine der Zahlen 1 bis n am natiir
lichen Platz steht. Ihre Anzahl sei Mo(n), ebenso gebe es Ml(n) Permutationen 
Pl,n, wo gerade eine Zahl an derselben Stelle steht, wie bei der Reihenfolge 
1, 2, ... n. 

Nimmt man nun die Zahl n + 1 hinzu, so kann man aus jeder Po,n offen
bar n verschiedene Po,n+l machen, weiter noch aus jeder P I •n eine Po,n+l, also 

Mo(n + 1) = nMo(n) + Ml(n) , 

und da weiter offenbar Ml(n) = nMo(n - 1) ist, so wird 

Mo(n + 1) = nMo(n) + nMo(n - 1), 

d. h. Mo(x) geniigt der Differenzengleichung 

y(x + 2) - (x + 1) y(x + 1) - (x + 1) y(x) = O. (8) 
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Man sieht leicht, daB x! eine Losung dieser linearen Gleichung zweiter Ordnung 
ist. Eine zweite Losung sei dann x! . z(x), einsetzen davon gibt fUr z(x) die 
Gleichung 

oder 
(x + 2)z(x + 2) - (x + 1)z(x + 1) - z(x) = 0 

(x + 2) Jz(x + 1) + Jz(x) = 0, 

(9) 

d. i. eine Gleichung erster Ordnung fUr J z. Jede homogene Gleichung erster 
Ordnung laJ3t sich prinzipiell formal durch "Quadratur" las en, d. h. durch 
direkte Produktbildung, in unserem Fall: 

x-I 

Jz(x) = Jz(O) .IIs ~12 = (~~1~;! Jz(o). 
8=0 

Daraus findet man z (x) durch Summation 
x-I 

z(x) = z(O) + 2: J z(s) = z(O) + J z(o) (1 - ~! + 3\ - + (-~~-=-=-). 
8=0 

Man braucht also noch zwei Anfangswerte, findet dafUr direkt z(1) = 0 und 
z(2) = 1/2, damit aus (9) z(O) = 1, also Jz(O) =-1. Einsetzen dieser Werte 
gibt dasselbe Ergebnis wie in Ziff. 7, Formel (4), es ist namlich z(n) = Mo(n)/n! 
gerade gleich der gefragten W. 

Sind die Koeffizienten einer Differenzengleichung r-ter Ordnung Polynome 
in x, so kann man oft mit Erfolg die Laplacesche Transformation anwenden. 
Dazu setzt man 

b 

y(x) = !tx- 1 qJ(t)dt (10) 
a 

in die Differenzengleichung ein, reduziert die Faktoren x, X2, usw. durch par
tielle Integration nach 

b b 

xy(x) ! qJ(t) dtx = [t"qJ(t)J~ - ftx-1. tqJ'(t) dt 
a a 

und erhalt so fUr die linke Seite der Gleichung ein Integral iiber qJ und seine 
Ableitungen, und einen integrierten Teil derselben Art. Man setzt den Integrand 
gleich Null, und bestimmt qJ aus der resultierenden Differentialgleichung, deren 
Ordnung offenbar dem hochsten Grad der Koeffizienten gleich ist, wahrend 
ihre Koeffizienten Polynome in t hochstens yom Grade r sind. Sodann be
stimmt man die Grenzen a und b derart, daB der integrierte Teil an beiden 
Grenzen verschwindet. Dieses Verfahren ist jedenfalls dann leicht durchfiihrbar, 
wenn die Koeffizienten linear in x sind, da die Differentialgleichung in diesem 
Fall von der erst en Ordnung wird, und daher unmittelbar in geschlossener 
Form integrierbar ist. 

So erhalten wir z. B. aus Gleichung (8) 
b 

f{t2 - (x + 1)t - (x + 1)} tx- 1 qJ(t) dt = - [F(1 + t) qJ(t)J~ + 
a 

b 

+ ftx- 1 {(t2 + t) qJ'(t) + (t2 - 1) qJ(t)}dt, 
a 



Ziff. 9, Erzeugende Funktionen. 

also wird die Differentialgleichung 

(t2 + t) g/(t) + (t2 - 1) q;(t) = 0, 

und dieser genugt die Funktion 
q; (t) = te- t , 
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fUr welchen Ausdruck der integrierte Teil die moglichen Grenzen -1,0 und 00 

ergibt. Wir finden dadurch die beiden unabhangigen Losungen: 
o 

Yl(X) = JtXe-tdt, 
-1 

00 

Y2(X) =JtXe-tdt. 
o 

(11) 

Losungen in solcher Gestalt geben einen guten Einblick in die funktionellen 
Eigenschaften, weil sie auch fUr nicht ganzzahlige x brauchbar sind. LAPLACE 
benutzte sie vor allem zur Untersuchung des Verhaltens der Losungen im Un
endlichen (vgl. Ziff. 11). 

9. Erzeugende Funktionen. Wenn eine GroBe x bei einer Zufallserscheinung 
einen derWerte Xl' X2, ... , Xm zeigt, deren W. resp. PI' P2' ... , Pm sind, so defi
nieren wir als erzeugende Funktion fUr x: 

(12) 

F(t) ist also eine Potenzsummenfunktion einer HilfsgroBe t, wobei die einzelnen 
Zufallswerte Xi als Exponenten und ihre zugehorigen Wahrscheinlichkeiten als 
Koeffizienten auftreten. Der Zweck dieser erzeugenden Funktionen ist die 
Berechnung der W. kombinierter Ereignisse. Seien namlich in einem zweiten 
Fall die W. fUr das Eintreffen der Werte Yl' Y2' ... , Yn gegeben durch ql' q2' ... , qn' 
Die erzeugende Funktion fUr die Y ist dann in analoger Weise 

G(t) = q! ty, + q2 ty, + .. , + qn tYn • 

Die W. fUr das Eintreffen der Summe Xi + Yj erhalt man dann, indem man 
das Produkt F(t) G(t) bildet und den Koeffizienten von t"'i+'YJ aufsucht. F(t) G(t) 
ist also die erzeugende Funktion von X + y. 

W ill man aber die eingetroffenen Zahlen X und Y geschieden halten, so muB 
man in G eine zweite Variable s einsetzen, und es wird F(t)G(s) die erzeugende 
Funktion fUr das Paar x, y. Wir beschranken uns im folgenden auf erzeugende 
Funktionen einer Hilfsvariablen und betrachten folgendes Beispiel. 

Das "Trente et quarante" -Spiel wird mit mehreren, durcheinander ge
mischten, vollstandigen Spielen von 52 Karten ausgefUhrt. Die Karten werden 
einzeln aufgeschlagen solange, bis eine 30 ubersteigende Summe entstanden ist. 
Dabei gelten die Figuren 10, die ubrigen Blatter den auf ihnen verzeichneten 
Wert. Welche ist die Wahrscheinlichkeit, die Zahl 31 zu erhalten? Fur die 
erhaltene Zahl beim Aufschlagen einer Karte wird die erzeugende Funktion 

F(t) = ~ t + ~ t2 + '" + ~ t9 + .±. tlO = t(4t10 - 319 - 1) 
13 13 13 13 13(t - 1) 

und beim Aufschlagen von m Karten daher Fm. Da m alle moglichen Werte 
.durchlauft und das Eintreffen der Summe P mit m Karten das Eintreffen von 
P fUr jede andere Anzahl ausschlieBt, so erhalten wir die gesuchte W. durch 
Entwickeln nach Potenzen von t der Funktion 

2 _ 1 _ 13(t - 1) 
1 + F + F + ... - 1 _ F - -4t11 + 3t10 + 14t -13 

und Aufsuchen des Koeffizienten von t31. Fur unseren Zweck hatte man die Reihe 
eigentlich mit F4 anfangen und mit F3! abschlieBen konnen, es ist aber offenbar 
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viel einfacher, die unn6tigen weiteren Glieder hinzuzunehmen. Wir gehen auf 
die weitere elementare Berechnung des Koeffizienten von tSI nicht ein. 

Die erzeugende Funktionen sind nicht auf den Fall beschrankt, daB ihre 
Koeffizienten Wahrscheinlichkeiten sind. Andererseits wollen wir weiter aus
driicklich voraussetzen, daB die Exponenten x ganzzahlige sind. Man nennt 
dann 

x = {O, 1, 2, . .. } 
-1, -2 ... 

F(t) J; y(x) F , (13) 

die erzeugende Funktion von y(x), wobei die Grenzen der Summe beiderseits 
endlich oder unendlich sein k6nnen. Es ist nach dieser Definitio\1 t'o: F(t) offenbar 
die erzeugende Funktion von y (x - k), weiter tF'(t) von x y(x) , allgemeiner 
die erzeugende Funktion von xmy(x) gleich 

( d)1l! tTt F(t). (14) 

Durch diese Eigenschaften sind die erzeugenden Funktionen auch sehr 
brauchbar zur Losung von Differenzengleichungen. Wir betrachten zuerst noch 
ein Beispiel, bei dem man die Differenzengleichung nicht aufzustellen braucht. 

Man ziihlt zu verschiedenen Zeiten unter dem Mikroskop die Zahl der Emul
sionsteilchen innerhalb eines sehr kleinen, lediglich optisch begrenzten Volums 
einer kolloiden Losung. Die W., daB wahrend einer Zeit '1 ein Teilchen eintritt, 
sei aT, daB eins austritt bT. Was ist die W. dafiir, daB man zur Zeit fJ eine 
Anzahl x Teilchen antrifft, wenn zur Zeit 0 das Volum leer war? Nehmen wir 
einen Augenblick a und b konstant an, und das Intervall '1 so klein, daB das 
Eintreten von zwei Teilchen, oder das Ein- und Austreten eines Teilchens eine 
zu vernachlassigende W. hat (vgl. Ziff. 15). Es sei F(t, fJ) die erzeugende Funk
tion, dessen Koeffizienten, die gesuchten W., Funktionen der Zeit fJ sind. Tritt 
ein Teilchen ein, so wird dadurch die erzeugende Funktion offenbar tF, bei 
Austritt t-IF, und es ist also 

F(t, fJ + '1) = (1 - aT - b-r)F(t, fJ) + aTtF(t, fJ) + bTt- 1 F(t, {j). 

Selbstverstandlich wird aber b urn so groBer sein, je mehr Teilchen im betrachteten 
Volum anwesend sind. Schematisierend wollen wir b = px setzen und akonstant 
lassen. In obiger Gleichung muB dadurch bF(t, {}) durch ptoF/ot ersetzt 
werden, und nach Umformung, Division durch '1 und Grenziibergang 1 ->- 0 
erhaIt man of fJF 

of} = -a{1 - t) F + {J(1 - t) at· 
Diese lineare partielle Differentialgleichung laBt sich in bekannter Weise leicht 
losen; die allgemeine L6sung 

F{t, {j) = eat/(i q:>{(i - t) e-(i~} 

mnS durch geeignete Wahl der willkiirlichen Funktion q:> der Bedingung flir 
{} = 0 angepaBt werden, welche offenbar lautet F (t, 0) = 1. Man findet daraus 
unmittelbar q:> und schlieBlich wird, wenn a/ p = c, 

F(t, fJ) = e-C(l-t)(l-e-(i~) = e- cT ecTt , 

wo der nur von der Zeit abhangende Faktor abgekiirzt mit 1 - e-(i~ = T 
bezeichnet ist. Fiir die gesuchte W. p." daB man zur Zeit {} x-Teilchen antrifft, 
liest man dann unmittelbar ab 

P (fJ) = Jc T)x e- cT 
., x! ' 
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und fUr den Mittelwert findet man [vgl. Formel (33)J: 

x = (0:;)t=1 = cT = c(1 - e- fJ {}). 

1m stationaren Zustand ist daher x = c, wie man aus den Voraussetzungen 
des Problems auch unmittelbar entnehmen kann. 

Eine lineare Differenzengleichung wird man nach den obigen Formeln 
(13) und (14) mittels der erzeugenden Funktion losen konnen. Betrachten wir 
etwa die oben schon besprochene Frage nach der W. beim Trente-et-quarante 
die Summe 31 zu erhalten. Es sei p (x) die W. fur die Summe x, so folgt aus 
den moglichen Entstehungsweisen von x unmittelbar 

p (x) = 113 [P(x - 1) + P(x - 2) + ... + P(x - 9)J + 143 P (x - 10) . 

Zur Vereinfachung subtrahieren wir von dieser Gleichung die entsprechende 
fUr P(x - 1) und erhalten die Differenzengleichung 

P(x) - :;P(X-1) --~P(X-10) + 1~P(X-11) =0. (15) 

Setzt man nun 
F(t) =P(O) + P(1)· t + P(2)' t2+ ... , 

so wird die erzeugende F unktion der linken Sei te von (15 ) 

(1 - 14 t _l po +..±. tll) F(t) 
, 13 13 13 . 

Dieser Ausdruck muB nun aber nicht gleich Null gesetzt werden, denn die Diffe
renzengleichung gilt im allgemeinen nich t fur die Anfangswerte von x. 1m 
vorliegenden Fall ist es nur natfulich, P (x) = 0 zu nehmen fur negative x, und 
P(O) = 1. Mit diesen Werten gilt (15) von x = 2 an, fur x = 0 resp. 1 wird die 
linke Seite aber gleich 1 resp. -1, ihre erzeugende Funktion ist also 1 - t, 
daher 

F(t) = ___ 1_-, t 
1_Ht_ltlO+"±'tU 

13 13 13 

In analoger Weise erhiilt man fiir die Losung der Gleichung (9), Ziff. 8 

(x + 2) z(x + 2) - (x+ 1) z(x+ 1) - z(x) = 0, 

t-1dF _ dF -F= (1)t-1 
dt dt z , 

und die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung gibt 
e-' 1 

F(t) = {z(O) - z(1)} 1 _ t + z(1) 1 _ t' 

Fur das Montmort-Problem ist z(1) = 0, z(O) = 1, und damit die obige er
zeugende Funktion e- t/(1 - t). Multiplikation der Potenzreihen fur e- t und 
fur 1/(1 - t) gibt unmittelbar das auch in Ziff. 7 gefundene Ergebnis (4). 

Die erzeugenden Funktionen sind nach den Beispielen in dieser und der 
vorigen Ziffer praktisch oft recht brauchbar. Vom mathematischen Stand
punkt leisten sie nur die Dberfuhrung der Aufgabe in ein anderes, mehr ge
laufiges Gebiet. So wird man die zuletzt betrachtete Zuruckfuhrung einer Diffe
renzengleichung mit variablen Koeffizienten auf eine ebensolche Differerttial
gleichung zwar auch in verwickelteren Fallen versuchen konnen, aber damit 
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nieht viel weiterkommen, sobald die Differentialgleiehung keine elementare 
Lasung besitzt. 

Setzt man in so1chen Fallen etwa eine Potenzreihe zur Lasung an, so kommt 
man fUr die Bestimmung ihrer Koeffizienten offenbar sofort auf die Differenzen
gleiehung zuruek. 

10. Asymptotische Darstellungen. Hat man fUr y (x) eine Differenzen
gleiehung m-ter Ordnung gefunden, und sind m Anfangswerte, etwa y(o) , y(1), 
... y(m - 1), gegeben, so gibt die Differenzengleiehung unmittelbar den Wert 
von y(m), und daraus weiter y(m + 1) usw. Fur kleine Werte von x braueht 
man daher gar nieht erst eine Lasung der Gleichung zu suehen. Umgekehrt 
wird man praktiseh in vielen Fallen y fUr sehr groBe Werte von x kennen 
mussen. Aueh dann ist es nieht notwendig, die genaue Lasung zu kennen, es 
genugt ein sog. asymptotiseher Ausdruek, dessen VerhaItnis zur Lasung 
sieh urn so mehr der Einheit nahert, je graBer x wird. Aueh bei direkter Wahr
seheinliehkeitsbereehnung findet man bisweilen in analoger Weise, daB einerseits 
eine sehrittweise Bereehnung ffir kleine Zahlen einfaeh maglieh ist, anderseits 
die Lasung fUr sehr groBe Zahlen einem einfaehen Verlauf zustrebt .. 

Der mathematisehe Saehverhalt sei an einem Beispiel aus anderem Gebiet 
erartert. Urn das Integral 

00 

t(x) = f y-1e-Vdy 
x 

fUr groBe Werte von x zu bereehnen, setzt man y = x + u, und entwiekeIt 
naeh fallen den Potenzen von x: 

00 00 

t(x) = e- Z -- du = X-I e- z 1 - - + -..:.... ... e- u dll,. f e-U J'( U u 2 ) 
x+u x ~ 

(16) 
o 0 

Dureh gliedweise Integration findet man dann 

x =X e -- --- ... t( ) -1 - Z (1 1! + 2! 3! + ) 
X x2;r3 , (17) 

und diese Reihe erweist sieh zunaehst reeht brauehbar zur Ilumerisehen Be
reehnung, wenn x> 15. Die Ableitung war aber nur eine formale, die Reihe 
in (16) ist nur brauehbar fUr u < x, also sieher nieht integrierbar bis u = 00. 

En tspreehend ist die gefundene Reihe d i v erg e n t fur aIle x. Es bedarf also 
einer naheren Prufung, inwieweit ein Absehnitt der Reihe eine brauehbare Nahe
rung fUr t (x) geben kann. Es sei 

so wird 
tn(x) =x- 1 e- Z (1- :!+ ... + (_1)n::), 

00 

t(x) - tn(x) = x- 1 e- Z ~(_1 __ 1 + !!. __ '" + (-1)n un) e- U du J 11 + ulx x xn 
o 

1) Dasselbe findet man unmittelbar aus dem Ausgangsintegral in (16) durch wiederholte 
partielle Integration. Es wurde hier absichtlich die formale Reihenentwicklung gewahlt, 
weil diese die klassischen Ableitungen der asymptotischen Wahrscheinlichkeitsformeln ver
anschaulicht. 
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Letzteres Integral ist absolut genommen jedenfalls kleiner als das entsprechende 
ohne den Nenner 1 + u/x, welches gleich (n + 1) !/xn +1 ist. Daher ist 

i I(x) - In(x) ! < (nx~+!)! und lim xn[f(x) - fn(x)] = ° . 
x_co 

. Allgemein nennt man eine Reihe, fUr deren Teilsummen CPn (x) der Grenzwert 

lim xn[1 - CPn(x)jcp(x)] = ° 
X_OO 

ist, eine asymptotische Reihe (nach fallenden ganzen Potenzen von x) fUr cp(x). 
Besonders hervorheben wird man diese Eigenschaft naturlich nur, wenn die 
Reihe divergiert. Jede Teilsumme CPn(x) wird ebenso ein asymptotischer 
Ausdruck fUr cp(x) genannt. Man sagt also z. B., daB unser t(x) asymptotisch 
gleich x-1e- x wird, und schreibt 

l(x)=x-1e- X • 

Den asymptotischen Charakter der Entwicklung (17) haben wir oben be
wiesen durch Berechnung eines Restgliedes. Gewohnlich ist es recht umstand
lich, fUr die leicht erhaltlichen formalen Entwicklungen ein Restglied aufzu
finden. Auf die dafUr benutzten Methoden kann hier nicht eingegangen werden!). 
Es seien aber einige Regeln fUr das Operieren mit asymptotischen Reihen an
gefuhrt: 

Die asymptotische Entwicklung fUr eine Funktion cp(x) ist durch diese 
Funktion eindeutig bestimmt, aber nicht umgekehrt. Es haben z. B. cp(x) 
und cp(x) + e- X dieselbe Entwicklung. 

Zwei. asymptotische Reihen diirfen miteinander multipliziert werden, d. h. 
ihre formale Produktreihe ist die asytnptotische Entwicklung des Produktes 
der Funktionen. 

Eine asymptotische Reihe darf gliedweise integriert werden. 
Solche Eigenschaften machen es plausibel, daB die formalen Rechnungen, 

mit welchen die klassische Wahrscheinlichkeitsrechnung sich begniigte, gewohn
lich ein richtiges, d. h. ein asymptotisch richtiges, Ergebnis geliefert haben. 

Die bekannteste asymptotische Entwicklung, weIche in unserem Gebiet 
sehr vie! angewendet wird, ist die Stirlingsche Formel: 

, Y-2 x+i -X('1 + 1 + 1 ) x. = n x e --- ----- - ... . 
, 12x 288x2 (\8) 

Hier hat der Fehler die GroBenordnung des E'rsten vernachlassigten Gliedes. Fiir 
viele Anwendungen kommt man iiberhaupt mit dem erst en Reihenglied aus, ja 
bei den sehr groBen Zahlen der Molekulartheorie geniigt gewohnlich schon die 
Kenntnis der GroBenordnung, so daB man einfach 19x! durch x (lgx - 1) ersetzt. 

Die Reihe (18) divergiert, was fiir den praktischen Gebrauch belanglos ist. 
Vom funktionentheoretischen Standpunkt betrachtet liegt die Divergenz wie 
in ahnlichen Fallen daran, daB die darzustellende Funktion im Unendlichen 
eine wesentliche Singularitat besitzt. Unter diesen Umstanden kann eventuell 
eine Fakulta tenreihe eine konvergente Entwicklung geben, wahrend die 
Potenzreihe divergieren muB. 

In vielen Wahrscheinlichkeitsfragen gelang es schon LAPLACE asymptotische 
Darstellungen mittels der erzeugenden Funktion aufzufinden. Es sei wie in Zif£' 9 

F(tJ-1:y(x)F x=O,1,2,... (19) 
-1, -2, ... 

1) Vgl. COURANT-HILBERT, Die Methoden der mathematischen Physik. Ed I, S. 430. 1924. 

Handbuch der Physik. III. 28 
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dieerzeugende Funktion von y(x). Hat man F(t) in geschlossener Form gefUliden, 
so kann man daraus Y (x) statt durch Reihenentwicklung auch als Cauchysches 
Residuum von t- x - 1 F(t) finden, d. h. es ist 

y(x) = 2~i f z-x-l F(z)dz, (20) 

wo der komplexe Integrationsweg im Konvergenzkreisring der Reihe (19) liegen 
muB (vgl. Kap. 6, Ziff. 12). Diese Formel wird neuerdings von DARWIN und Fow
LER viel benutzt. Urn daraus eine asymptotische Darstellung zu gewinnen, sucht 
man den Integranden derart umzuformen, daB ein Faktor entsteht, der ein 
scharfes und mit wachsendem x immer scharfer werdendes Maximum an einer 
Stelle des Integrationswegs aufweist. Flir die weitere Ausflihrung und die Gliltig
keitsbedingungen dieser Laplaceschen Methode muB auf die Literatur ver
wiesen werden1). 

11. Asymptotisches Verhalten der Losungen von Differenzengleichungen. 
Es sei eine lineare homogene Differenzengleichung r-ter Ordnung vorgelegt: 

y(x + r) + al(x). y(x + r -1) + a2(x) • y(x + r - 2) + ... + a,(x) y(x)= o. (19) 

Diese hat r linear unabhangige Losungen YI(X) , Y2(X) , ... y,(x). Wir fragen, 
ob das Verhalten dieser Losungen flir x ->- 00 direkt aus dem asymptotischen 
Verhalten der Koeffizienten ai(x) auffindbar ist. Dabei sei gleich bemerkt, 
daB der gesuchte Zusammenhang flir eine Gleichung erster Ordnung unmittelbar 
deutlich ist, weil man die Losung direkt in Form eines Produkts anschreiben kann 
(Ziff.8). 1st daher das Verhaltnis Yl(X + 1)/Yl(X) = /31(X) flir groBe x bekannt, so 
ist damit die Frage fUr das Integral Yl als gelost zu betrachten. 1m ganzen flihre 
man deshalb die r Koeffizienten /31 .. , /3, der r Gleichungen erster Ordnung 

Yl(X + 1) - /31 (X)Yl (x) = 0, Y2(X + 1) - /32(X) Y2(X) = 0 ... y,(x + 1) - /3, (x) y,(x) = 0 

ein. Einsetzen der Losungen Y1' .. Y, in der ursprlinglichen Differenzengleichung 
(19) gibt r line are Gleichungen, durch welche die Koeffizienten a1 ••• a, als 
Quotienten von Determinanten in den /3 ausgedrlickt werden konnen. Flir 
den besonderen Fall, daB asymptotisch 

d. h. daB lim PHt = 0, 
X~ 00 Pi 

(20) 

wird man finden, daB in den Determinanten die Diagonalterme flir geniigend 
groBe x iiberwiegen, und daB einfach wird 

al(x)",-/3tCx+r-1), a2(x)""'/31(x+r-1)/32(X +r-2) ... ar "",(-1)'/31/32·· ./3,2) 

oder umgekehrt: 

Man wird daher folgenden Satz vermuten: Sind in der Differenzengleichung (19) 
die Verhaltnisse der Koeffizienten ai(x)/ai_l(x) aIle von verschiedener, der Reihe 
nach abnehmender GroBenordnung fUr x ->- 00, so hat die Gleichung r ver
schiedene Integrale Yi fUr welche asymptotisch 

Yi(X + 1) ai(x) 
y,(x)- '" - a,_t(x) (i = 1,2, ... r, ao = 1). , (21) 

1) G. P6LYA und G. SZEGO. Aufgaben und Lehrsatze ans der Analysis I. S. 244. 
Berlin 1925. wo auch die Literatur angefiihrt wird. 

2) Da der Unterschied der Argumente x und x + r - 1 usw. fiir das Folgende ohne Be- . 
lang ist. so werden die Argumente weiter unterdriickt werden. 



Ziff. 11. Asymptotisches Verhalten der Losungen von Differenzengleichungen. 435 

Dieser Satz ist als Spezialfall in den allgemeineren Sat zen von PERRON und 
KREUSERl) enthalten, allerdings mit der etwas einschrankenden Bedingung, 
daB die Koeffizienten wie .Potenzen von x nach 00 gehen, also daB 

(22) 

Der andere extreme Fall in der GraBenordnung der Koeffizienten ist der, daB 
alle von derselben Ordnung sind, d. h. daB sie einem endlichen Grenzwert zu
streben: 

lim ai(x) = IXi (23) 

(sog. Poi n care s c he D iff ere n zen g lei c hun g). 
Fiir diesen Fall beweist man, daB die Lasungen sich asymptotisch ebenso 

verhalten wie die Lasungen der Differenzengleichung mit den konstanten 
Koeffizienten IXi (Ziff. 8). Wegen der praktischen Wichtigkeit der Gleichungen 
mit konstanten Koeffizienten seien diese asymptotischen Eigenschaften - weIche 
man iibrigens aus der allgemeinen Lasung fast unmittelbar ablesen kann - noch 
explizite hingeschrieben. Sind 

!h e2 e, 
die nach fallenden absoluten Werten geordneten Wurzeln der algebraischen 
Gleichung 

t' + IX1 t' - 1 + ... + tXr = 0 , 

so gilt fUr die r-konstantige Lasung der Differenzengleichung im allgemeinen 

lim sup vi Y1(X) I = I e1 I ; 
x_oo 

bei immer mehr spezialisierter Wahl der Konstanten erhalt man aber auch 
Lasungen, fUr weIche dieser Grenzwert der Reihe nach gleich 1 e21, 1 e3 1 usw. 
wird, schlieBlich eine Lasung mit 

lim sup VI y,(x) I = I e,l . 

Es ist auch fUr diese L6sungen 

I· Yi(X + 1) t t d B 1m -;:---- = ei vorausgese z a 
x-"OO Yi(Xj 

Auch fUr den allgemeinen Fall willkiirlicher GraBenordnungen der Koeffizienten 
ai(x) [genauer: willkiirlicher endlicher ki in den Beziehungen (22)J findet man 
bei PERRON und KREUSER entsprechend abgeanderte Regeln, weIche hier nur 
dahin zusammengefaBt seien, daB auch dann asymptotisch 

lim sup rl Yi(xnjl o,(x) I = 1, 
x_oo 

wo die 0 die Wurzeln der "charakteristischen Gleichung" 

sind. 
Ais Beispiel sei die Differenzengleichung des Montmortproblems [Formel (8)] 

betrachtet: 
y(x + 2) - (x + 1) y(x + 1) - (x + 1) y(x) = O. 

1) O. PERRON, Acta mathematica Ed. 34, S. 109. 1911; P. KREUSER, Dissert. Tiibingen 
1914.· Weitere Literatur bei H. SPATH, Acta mathematica Bd. 51, S.133. 1927. 

28* 
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Hier hat man den oben zuerst genannten Fall und es mussen gemaB Formel (21) 
zwei Integrale angebbar seiIi, fur welche resp. 

Yl(X + 1)/Yl(X) <XIX + 1 und Y2(X + 1)/Y2(x) c" - 1 . 

Die beiden in Ziff.8 angegebenen Lasungen xl und M(x) genugen aber der 
ersten asymptotischen Beziehung. Man uberzeugt sich leicht, daB die lineare 
Kombination 

rl.x! _ M(x) = (_1)"'X,(_1 _ __ 1 __ + ... ) 
. (x + i)! (x + 2)! 

der obigen zweiten Bedingung genugt. Bei Lasung derselben Gleichung durch 
ein bestimmtes Integral [Formel (11)] erhalt man diese zweite Lasung, wenn 
man von den maglichen Grenzen -1, 0 und 00 die beiden ersten wahlt. 

III. Mittelwerte. 
12. Definition und Eigenschaften. Mit der Aussage, "die Zahl x hangt 

vom Zufall ab", wird gemeint, daB x bei den verschiedenen, sich gegenseitig aus
schlieBenden Realisationsmaglichkeiten E l , E 2 , ••• , Em eines Zufallsereignisses E 
resp. die Werte X1'X2' ... , Xm annimmt. Die entsprechenden W. PI> P2' ... , Pm 
nennt man auch kurz die W. fUr die Werte Xl' x2 , ••• , xm . 

Wir definieren nun alsMi ttel wert von X und bezeichnen mit x den Ausdruck 

(25) 

So der schon langst in der physikallschen wie auch in der statistischen Literatur 
eingeburgerte Terminus, statt dessen man in der alteren Wr. "esperance mathe
matique von x", "Erwartungswert von x" oder "wahrscheinlicher Wert von x" 
findet. Der Name "Mittelwert" erinnert an die wichtige Eigenschaft, daB bei 
N-facher Wiederholung derselben Zufallswirkung das arithmetische Mittel der 
N wirklich stattgefundenen Werte von x sich fUr N - 00 dem Grenzwert x 
nahert (Haupttheorem Ziff. 17), d. h. an die statistische Bestimmungsmaglich
keit dieser Zahl fUr den Fall, daB die W. P unbekannt sind. 

Beschrankt man die Betrachtung auf einen Tell der verschiedenen Maglich
keiten, etwa E1 , E2 , ••• , ElM so findet man durch Anwendung der W.-Teilung 
fUr den so bedingten Mittelwert: 

-" _ PI Xl + P2X2 + .,. + p"X" x - . PI + P2 + ... + p" 
Man kann ebenso den Mittelwert x fUr die restierende 
berechnen, und es wird dann 

(26) 

Gruppe E,,+I'" Em 

x = (PI + P2 + ... + P,,) x" + (P,,+1 + ... + Pm) XV 

und analog fUr eine Unterscheidung einer graBeren Anzahl von Gruppen der E, 
in Worten: der allgemeine Mittelwert ist dem Mittelwert der be
ding ten Mittelwerte gleich (siehe die Anwendung Ziff.47ff). 

1st einer zweiten - nicht notwendig von der ersten unabhangigen - Zu
fallserscheinung die Zahlenreihe Yl ... Yn zugeordnet, und werden ihre W. mit 
ql •• • qn bezeichnet, so ist die W., daB Xi und Yj eintreten (Ziff. 4) 

und daher 
fij = Pi • iqj = JPi • qj 
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weil die Summen iiber die bedingten W. iiberall Eins ergeben. In Worten: 
Bildung des Mittelwertes und Addition sind immer vertauschbar. 
Weiter folgt daraus die Vertauschbarkeit mit allen additiven Operationen, 
speziell mit Differentiation und Integration. 

Durch diese Eigenschaften sind Mittelwerte viel leichter zu berechnen als 
Wahrscheinlichkeiten, so daB man sie auch mit Vorliebe als ZwischengroBen 
bei Berechnungen benutzt. DafUr sei gleich ein eklatantes Beispiel angefUhrt: 

Beim Buffonschen N adelproblem fragt man nach derW., daB eine Nadel 
der Lange 1 bei willkiirlichem Hinwerfen auf eine Tischplatte, welche durch 
parallele Geraden· in Streifen der Breite a > 1 geteilt ist, eine dieser Geraden 
trifft. Wir betrachten nun die Anzahl n der Schnittpunkte mit den Geraden, 
welche nur 0 oder 1 sein kann. Nach der Definition des Mittelwertes ist in 
diesem Fall die gesuchte W. gleich n. Dieser Mittelwert ist nach dem obigen 
gleich der Summe der Mittelwerte der Schnittpunktenzahlen fUr die Linien
elemente der Nadel, und zwar ungeachtet der hier sehr starken Abhangigkeit 
der betreffenden W. fUr diese Linienelemente! Biegt man die Nadel also zu 
einer willkiirlichen ebenen Kurve, so wird auch dadurch n nicht geandert, und 
es ist auBerdem n = C 1. Die Konstante C bestimmen wir durch Anwendung 
der Formel auf einen Kreis vom Durchmesser a, fUr welchen die Anzahl der 
Schnittpunkte immer 2 ist, also 2 = C . na und daher allgemein 

2l 
n=-. 

(BARBIER 1860). 
:n:a 

1m Gegensatz zu obigen Eigenschaften gilt die folgende allgemein nur, 
wenn die betreffenden Zahlen zu gegenseitig unabhangigen Zufallserschei
nungen gehoren. Es wird dann: 

(28) 

Es ist aber x2 =1= x • x (Ziff. 14) und es weist xy =1= x . y auf Abhangigkeit von 
x und y hin (vgl. Abschnitt VI, Korrelation). 

13. Berechnung von Mittelwerten. Es sei hier ein einfaches Beispiel ange
fUhrt fUr die Art und Weise, wie man oft Mittelwerte durch Benutzung ihrer 
allgemeinen Eigenschaften aufeinander beziehen und dadurch berechnen kann. 

Bei der Berechnung der Lichtzerstreuung durch optisch-anisotrope Gas
molekiile braucht man Mittelwerte von Produkten von Richtungskosinussen 
folgender Art. Ein bewegliches rechtwinkliges Achsenkreuz habe gegeniiber 
einem festen die Richtungskosinusse 

1X3' 

Y3 . 

Die Orientierung hange vom Zufall ab (und zwar ohne Vorzugsrichtung). Man 
sucht die Mittelwerte 

Dazu gehen wir jedesmal von einer einfachen Identitat aus, z. B. 

1=~+~+~=~+~+~=~+~+~ 

und daraus wegen der Symmetrie 
-, -----. 2 1 
IXI = /Xi! = IX. = - . 

• j 3 
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Ebenso aus 

Fur die Produkte vierter Ordnung muB man einen Wert, etwa ,xi, explizite 
durch Integration berechnen und findet 

und dann weiter + = ,xi(,xi + ,x~ + ,x~) = + + exi ,x~ + ,xi,x~ 
und wieder wegen Symmetrie 

Ferner 
- --- --- ------ 1 ---- ---

0= ,xl ,x2 (,xl ,x2 + fJI fJ2 + fl fZ) = 15 + ex l ex2 fJI fJ2 + ,xl ,x2 YI 1'2 
und 

------ 1 
,xl ,x2 fJI fJ2 = exl ,x2 YI f2 = - 30 . 

Die direkte Berechnung der letzteren Mittelwerte durch Integration tiber aIle 
Orientierungen ware sehr viel umstandlicher. 

Man wird oft in analoger Weise vorgehen konnen. Es sei etwa der Mittel
wert der sechsten Potenz der Totalgeschwindigkeit v eines Gasmolekuls in den 
Geschwindigkeitskomponenten u auszudrticken. Man schreibt 

v 2 = ui + u~ + u~ 
v6 = u~ + .. , + 3 211 U~ + ... + 6 ui u§ u~ 

v6 = 3 u6 + 18 u~ u~ + 6 ui u~ u~ = 3 US + 18 u4 • u2 + 6 (U2)3 , 

das letzte nur, weil eigentiimlicherweise die Komponenten una bhangig sind 
(Ziff.25). WeiB man auBerdem aus dem Gaussischen Verteilungsgesetz fiir u, 
daB 1£6 = 15 ( U 2 )3 und u4 = 3 ( U 2 )2 , so findet man schlieBlich 

v6 = 105 (U2)3 = 35 (V2)3. 
In schwierigeren Fallen kann man so durch Berechnung aller Potenzmittel
werte das Verteilungsgesetz der betreffenden GroBe bestimmen (Ziff.22). 

14. Die Streuung oder Standardabweichung. Urn ein MaB fill die Ungleich
heit der Zahlen Xl ... Xm zu haben, betrachtet man die Abweichungen vom 
Mittelwert Xi - x. Da der Mittelwert dieser Differenz offenbar identisch Null 
ist, so nimmt man am einfachsten den Mittelwert vom Quadrat dieser Differenz 
als MaB fUr die Schwankung von X (der Mittelwert von I X - x I, den man bei 
statistischen Untersuchungen wohl auch benutzt, hat nicht die einfachen algebra
ischen Eigenschaften des Quadratmittels). Man zieht die Wurzel aus diesem 
quadratischen Mittelwert, damit eine GroBe derselben Dimension wie X ent
stehe, die Streuung von x: 

(29) 

N ach dem Vorgange KARL PEARSONS bezeichnen wir Streuungen allgemein 
mit a, PEARSON nennt a Standardabweichung (standard deviation), welche 
Benennung die groBe Rolle gerade dieses Mittelwertes gut hervorhebt. Den 
althergebrachten Namen "mittlere" Abweichung (bzw. Schwankung, Fehler) 
mit dem Gegensatz "durchschnittliche" Abweichung usw.fur I x - x I werden 
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wir lieber nicht benutzen, damit die Bezeichnung mi ttlere Zahl, GroBe usw. 
unzweideutig den Mittelwert angebe. 

Die Streuung hat, wie man leicht nachweist, folgende einfache Eigen
schaften: 

(30) 

(x und y unabhangig!) . (31) 

(Fur den Fall der Abhangigkeit vgl. Zif£. 43.) 

(J =-(J" 2 (
Xl + X2 + ... + X n ) 1. 

n n x (32) 

[Streuung des arithmetischen Mittels bei n-facher Wiederholung1)J. 1st F(t) die 
erzeugende Funktion fur x, so findet man daraus Mittelwert und Streuung 
gemaB 

(33) 

(vgl. Zif£' 9). Die Benutzung der allgemeinen Eigenschaften fiir die Berechnung 
einer Streuung sei an folgendem Beispiel erlautert: 

Eine Urne enthalt W weiBe und N - W schwarze Kugeln. Man nimmt 
n Kugeln heraus und findet darunter w weiBe. Wie groB ist (Jw? Man berechne 
die Mittelwerte von w und w2• Es sei t5i Null oder Eins, je nachdem die i-te 
herausgenommene Kugel schwarz oder weiB ist. Dann hat man: 

w2 = ~~ t5i t5j = n~~ + n(n - 1) t5A. 
i j 

Die W., daB die i-te Kugel weiB ist, ist WIN, daB die i-te und i-te weiB sind, 
W W-1 

daher 

und 

N' N-1' 

-- W W-1 t5.t5.= ---
~J NN-1 

w=nW/N=np, ~=n ~ (N-;"~~1)n) =np{1- P)(1- ;=:) (34) 

wo zur Abkurzung WIN = P gesetzt wurde. Nimmt man in (34) N = 00, so 
kommt man dadurch auf den einfacheren Fall zuriick, daB die W. fUr eine weiBe 
Kugel wahrend n Versuchen immer P bleibt, und findet dann 

(J~=np(1-p), 

wie es auch unmittelbar aus (30) und (32) folgt. 
15. Berechnung der W. aus dem Mittelwert, Poissonsche Formel. Sind 

die moglichen Werte Xl' X 2 usw. von X bekannt, so genugt im allgemeinen die 
Kenntnis des Mittelwertes x natiirlich nicht, urn die entsprechenden W. PI' P2 ... 
zuruckzufinden. Beim Nadelproblem in Ziff.13 gelang das dadurch, daB X 

nur 0 oder 1 sein konnte. 1st X die Anzahl Male, daB ein Ereignis unter be
stimmten Umstanden eintrifft, so kann man diesen einfachen Fall, X gleich 0 

1) Bei verwickelteren Ausdriicken sei es edaubt. a gewissermaBen als Funktions
symbol zu behandeln. Es ist dadurch unniitig. auch noch ein besonderes Symbol wie 
etwa disp (x) oder gar str (x) (BRUNS) einzufiihren. 



440 Rap. 12. F. ZERNIKE: Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathem. Statistik. Ziff.16. 

oder 1, oft dadurch herbeifUhren, daB man die W. fUr x = 1 durch Anderung 
der UmsHlnde beliebig klein werden laBt. Man betrachtet z. B. die Anzahl 
der Zusammenst6Be, welche ein Gasmolekiil wahrend des Zuriicklegens einer 
Strecke l erfahrt, oder in einem radioaktiven Praparat die Anzahl der Atome, 
welche in einer Zeit t sich umwandeln, und kann dadurch, daB man l oder t be
liebig klein nimmt, erreichen, daB die W., daB ein Ereignis stattfindet, beliebig 
klein wird und die W., daB mehr als eins eintritt, verschwindet gegen die W 
fiir x = 1. Bei einem radioaktiven ProzeB sei etwa durch Messungen fest
gestellt, daB in einer langeren Zeit t sich at Atome umwandeln. Wir teilen 
diesen Zeitraum nun in N Stiicken. Die mittlere Zahl der Umwandlungen 
in jedem Zeitteil ist dann at/N, und das ist sogleich auch die W., daB in 
einem Zeitteil eine Umwandlung stattfindet, vorausgesetzt, daB N groB genug 
genommen wird. 

Dieser RiickschluB yom Mittelwert auf die W. ist offenbar unabhangig 
davon, ob die aufeinanderfolgenden Ereignisse sich gegenseitig beeinflussen oder 
nicht. Ob das der Fall ist, miissen wir aber fiir den folgenden Schritt, die Riick
kehr zu dem gr6Beren Intervall, wissen. Fiir una bhangige Ereignisse gilt 
folgendes: Die W., daB in n vorgegebenen Zeitteilen je ein Atom zerfallt, in 
den iibrigen N - n keines, ist 

(;:r (1- ~r-n. 
Multiplikation mit der Anzahl Kombinationen von n aus N liefert die W. p", 
daB gerade n Atome in der Zeit t zerfallen, wenn man noch N ->- 00 nimmt: 

_. N(N-1)' .. (N-n+1)(at)n( _at)N-n=J3!):'e_ at Pn - hm , ~T 1 N n'. . 
N->-oo 11. 1\ 

Man verifiziert leicht, daB 

und 
ex:> 

n 0= "L,npn = at 
o 

wie es sein muB. Es ist also allgemein fiir unabhangige unter sich 
gleiche Ereignisse m6g1ich, die W., daB n von ihnen eintreffen, aus dem 
bekannten Mittelwert n zu berechnen nach 

_ (n)n -n Pn--, e . n. (35) 

Diese schon von POISSON 1836 gefundene Formel wurde wiederholt neuentdeckt 
und oft diskutiertl). Aus der Ubereinstimmung dieser Formel mit den Be
obachtungen hat man auf die Unabhangigkeit des radioaktiven Zerfalls der ein
zelnen Atome geschlossen. Fiir die Buffonsche Nadel war dagegen Pl = n, 
es wird die Poissonsche Formel aber gelten, wenn man die Nadel in eine groBe 
Anzahl kleiner Stiicke zerbricht. 

16. Irrtiimer bei der Rechnung mit Mittelwerten. Weglangenparadoxon. 
Die Eigenschaften des Mittelwertes sind gewissermaBen allzu einfach, weil 
man dadurch nur zu leicht dazu kommt, die Giiltigkeitsgrenzen zu iiberschreiten. 
Es ist z. B. nich t f (x) = f (x), ein Fehler, welcher bei praktischen statistischen 
Arbeiten bisweilen unbemerkt unterlauft. Die Gleichheit besteht nur bei linearer 
Abhangigkeit. (Vgl. den "Zentralwert" Ziff. 32, fiir welchen allgemein eine 
solche Invarianz bei Transformationen gilt.) Noch leichter begeht man den Fehler, 

1) H. BATEMAN, Phil. Mag. (6) Bd. 20, S.698, Bd. 21, S.745. 1911; L. V. BORTKIEWICZ, 
Das Gesetz der klein en Zahlen. Leipzig 1907; R. v. MISES, ZS. f. angew. Math. u. :\iech. 
Bd. 1, S. 121 u. 298. 1921. 
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fUr den Mittelwert am Ende der Rechnung eine andere Zufallserscheinung zu 
betrachten als am Anfang. So bei Fragen iiber die mittlere Weglange eines 
Gasmolekiils. 

Der Zickzackweg eines Gasmolekiils ist in Abb. 1 gestreckt worden, die 
Eckpunkte - StoBpunkte - m6gen, von einem willkiirlich gewahlten Ursprung 0 

x o 
Abb. 1. Zum WegUingenparadoxon. 

gemessen, die Abszissen ... X-I' Xl' X 2 ••• haben. Wahrend das Molekiil die 
kleine Strecke dx zuriicklegt, sei die W. fUreinenZusammenstoB dX/A. Die mittlere 
Zahl der StoBpunkte auf einer Strecke X wird dann X/A, und die W., daB Xn 
zwischen X und X + dx liegt 

In(x)dx= (n~1)! (~r-1e-x;;'dxIA, (36) 

da die Poissonsche Formel offenbar anwendbar ist (vgl. Ziff. 15). Aus In(x) 
findet man fUr den Mittelwert von Xn: 

00 

Xn = (xfn(x) dx = n},. 
o 

Es wird daher die mittlere Entfernung zwischen zwei benachbarten St6Ben 
X~=-Xn-l = A gefunden, d. h. A ist die mittlere Weglange. Es ist aber auch 
Xl = A. Hatten wir den Ursprung in 0',00' = a angenommen, so ware x~ = Xl - a 
und ., -- , 

Xl = Xl" a = I. - a, 

wahrend andererseits der Mittelwert des rechts von 0' gelegenen Stiickes ebenso
gut gleich A sein sollte, weil doch die Wahl des Ursprungs willkiirlich war. Man 
k6nnte hier vielleicht meinen, die Additivitat der Mittelwerte gelte nicht un
bedingt. Dem ist nicht so; man hebt den scheinbaren Widerspruch, wenn man 
schreibt ,., 0 _0' 

xi = A - a x{ = A , 
d. h. fUr ersteren Mittelwert betrachtet man aIle FaIle, wo Xl > 0, fUr letzteren 
nur diejenigen, fUr we1che xi> o. Tatsachlich laBt sich leicht der bedingte 
Mittelwert 00 

~if=~M~dxffhWdx=l+a 
a a 

mittels (36) nachrechnen. 
Geht man von 0 riickwarts, so wird analog ge£unden -x -1 = A, -x -2 = 21 

usw. Also ist auch X-I - x-'::-;; = 1, es wird aber Xl -- x ~l = 21, d. h. die 
mittlere Entfernung der StoBpunkte ist iiberall gleich 1, ausgenommen an der 
einen Stelle, wo 0 liegt! Dieses Paradoxon der Weglange ist fast selbst
verstandlich, wenn man die Wahrscheinlichkeitsaufgabe der Abb. 1 geometrisch 
betrachtet. Der Punkt 0 ist ebenso willkiirlich auf die Gerade hingeworfen 
wie die StoBpunkte, der Mittelwert Xl - X -1 muB daher dieselbe GroBe haben 
wie etwa X3 - x~. Niitzlicher, weil auch auf andere Falle iibertragbar, ist die 
Bemerkung, daB 0 an eine willkiirliche Stelle der Geraden gelegt wurde, und 
d abei an sich die W. groBer ist, eine groBe Strecke zu treffen als eine kleine. 
Die W., daB 0 auf eine Strecke der Lange zwischen lund l + dl £allt, wird daher 
nicht II(l)dl sein, sondern Clfl(l)dl, und daraus 

l =IZ2fl(l) dZ/flfl(l) dZ = 2},. 
o \) 



442 Kap.12. F. lERNIKE: Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathem. Statistik. liff.17. 

IV. Das Haupttheorem 
und das Momentenproblem. 

a) Das Haupttheorem. 
17. Verschiedene Fassungen des Theorems. Eine zentrale Bedeutung fUr die 

ganze W. r. - wie auch fUr ihre praktische Anwendbarkeit - kommt den Satzen 
iiber das asymptotische Verhalten der W. bei n-facher Wiederholung zu. Man 
kann diese zweckmaBig unter den Namen Haupttheorem der Wahrschein
lichkeitsrechnung zusammenfassenl ). Zur Charakterisierung der ver
schiedenen, teilweise unrichtigen Formulierungen sei der einfache Fall betrachtet, 
daB man speziell die Anzahl Male Pins Auge faBt, daB ein gewisses Ereignis 
in N Versuchen eintrifft, wahrend die W. des Eintreffens bei jedem Versuch p ist. 

Die einfachste Aussage lautet dann: "Der wahrscheinlichste Wert fUr 
P ist die ganze Zahl, welche Np am nachsten liegt.' , Das hat aber noch wenig 
Bedeutung, nicht nur weil die W. fUr andere Werte in der Nahe von Np fast 
ebenso groB ist, sondern auch, weil die maximale W. bei wachsendem N gegen 
N ulI geht. Eine andere Aussage ist: "Das Verhaltnis PIN, die rela ti ve 
Haufigkeit, strebt mit wachsendem N gegen p." So formuliert hat man aber 
kein mathematisch beweisbares Theorem vor sich, vielmehr einen Satz, welcher 
evtl. aus der Erfahrung durch Induktion gewonnen werden konnte, und etwa 
als Naturgesetz der Zufallserscheinungen anzusprechen ware. Offenbar hat man 
es in friiheren Zeiten mehr oder weniger bewuBt so gemacht, bis durch die Weiter
bildung der W r. das Haupttheorem dieses Gesetz ersetzen konnte (vgl. auch 
Ziff. 6). 

Die genaue Fassung besagt: "Die W., daB PIN in einer festgehaltenen 
Umgebung von p liegt, geht fUr N - 00 gegen Eins." Unter BernoulIisches 
Theorem sollte man nur diese spezielIe Formulierung verstehen. Selbst
verstandlich fragt man aber weiter, wie mit wachsendem N die Umgebung 
von p zusarnrnenzuziehen ist, urn eine W. von vorgeschriebener GroBe zu erhalten, 
d. h. man fragt nach der asymptotischen Verteilung der W. in der Umgebung 
von P2). Diese Frage besprechen wir weiter unter Ziff.19. 

Man braucht die betreffenden Theoreme nicht zu beschranken auf eine 
Anzahl von Ereignissen; sie gelten allgemein fUr eine vom Zufall abhangige 
GroBe x. An Stelle von P tritt dann ~ Xi = X, WO Xi der beirn i-ten Versuch 
eintreffende Wert von X ist, an Stelle der relativen Haufigkeit das arithmetische 
Mittel: 

(37) 

Das Haupttheorem im engeren Sinne lautet dann: Die W., daB $ 
zwischen x - e und x+ e HilIt, wo e eine von N unabhangige Kon
stante, geht fiir N-oo gegen Eins. 

Der Beweis ist seit TSCHEBYSCHEFF sehr kurz und iibersichtlich. Man 
rnacht: 

a) die fast triviale Bemerkung, daB die W., daB eine nicht negative 
GroBe r ihren ,u-fachen Mittelwert f1 r iiberschreitet, kleiner als 1 I f1 sein muB; 

1) Man spricht oft vom Bernoullischen Theorem fur die weiteste Fassung (was 
historisch nicht richtig ist) auch allgemein vom Gesetz der groBen lahlen (vgl. liff. 20). 

2) Wie gebrauchlich, werden wir es immer so auffassen, daB beim Andern der Ver
suchszahl von N1 auf N2 wieder N2 neue Versuche angestellt werden. Der Fall, daB die 
ersten Versuche immer wieder mitzahlen, behandelt KHINCHINE, Math. Ann. Bd. 96, S. 152. 
1926. 
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b) berechnet die Streuung von ~ und findet nach Formel (32), Ziff.14 

a~ = a; IN , 

c) wendet a) an fUr r = (~ - -g)2 = (~ -- x)2 und f1 = e2Nla; und findet 
fUr die W. p>" daB ~ auBerhalb des vorgeschriebenen Intervalls fallt: 

p> , < a; /132 N . 

Dieser Beweis gilt nicht nur, wenn x eine endliche Anzahl verschiedener 
Werte annehmen kann, sondern auch fUr abzahlbare und fiir kontinuierliche 
W. In letzteren Fallen aber mit der ersichtlichen Einschrankung, daB der 
Mittelwert a;' existiert. Bei folgendem Spiel ist das nicht der Fall: 

Ein Spieler wirft mit einem Wiirfel solange, bis der Wiirfel mehr als 2 zeigt. 
Gelingt im das beim ersten Wurf, so erhalt er eine Mark, wenn beim zweiten, 
zwei, wenn beim m-ten, 2'" -1. Der Mittelwert seines Gewinns x ist offenbar 

- 2 21 212 
x=3'1 +3'3'2+3'32'2 + ... =2 

die entsprechende Reihe fUr x2 aber divergiert, Nach den Untersuchungen 
von LEVY kann man vermuten, daB fUr dieses Beispiel das Theorem seine Giiltig
keit dennoch behalt, da allgemein etwa die Konvergenz des Mittelwerts von 1 x 11+£ 

geniigt (vgI. die Besprechung der Giiltigkeitsgrenzen Ziff. 19). 
18, Statistische Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten, 1st die W. p eines 

Ereignisses E nicht a priori, etwa aus Symmetriegriinden, berechenbar (vgl. 
Ziff, 3), so wird man ihren Wert dadurch experiment ell bestimmen k6nnen, 
daB man die bei N-facher Wiederholung beobachtete Haufigkeit r = PIN 
der W. gleichsetzt. Fiir eine einigermaBen sichere Bestimmung braucht man 
groBe Anzahlen N, denn es ist die Streuung von r (Zif£. 14) 

0r2 = (Y- P)2 = P(1;; P) (38) 

ein MaB fUr die erreichbare Genauigkeit, und fiir eine Streuung von 0,01 muB 
daher bei mittleren Werten von p N etwa 1600 bis 2500 betragen. Fiir kleinere 
Werte von p, z. B. P = 0,01, wird die Genauigkeit zwar groBer, die relative 
Genauigkeit aber geringer, und urn eine W. von 0,01 auf 10% zu bestimmen, 
muB N = 10000 sein. DaB diese statistische Bestimmung der W. fiir 
Wiederholungszahlen der genannten Gr6Benordnung recht brauchbar ist, sei 
an Wiirfelversuchen von WOLFl) gezeigt. 20000 Wiirfe mit zwei Wiirfeln, einem 
weiBen und einem roten, ergaben folgende 36 Haufigkeiten: 

Tabelle 1. Wurfelversuche. 

I 
Hiiufigkeiten Pi; Abweichungen Pij - Pi; 

-- ---------

I 
,-,,-_ .. _-

i 1 2 3 4 

i 

5 6 I Summe 1 

1 
2 3 4 5 

! 
6 

j , , : 
1 547 587 500 462 I 621 I 690 3407 - 6, - 1 I 7 ! - 22 i 1 1 20 
2 609 655 497 535 I 651 684 I 3631 201 29-29' 19;- 91-30 
3 514 540 468 438 

I 

587 
1 

629 i 3176 - 2 , - 81 81- 13 101 5 
4 462 507 414 413 509 611 I 2916 -11,- 4:- 81 1 -211 38 
5 551 562 i 499 506 658 672 3448 - 9 -23, 0 16 31 - 6 
6 56~ I 598 1 519 487 609 646 3422 8! 8 23 1 -13j -27 

Summe 3246 !3449 12897 2841 13635 13932 ,20000 I Quadratsumme 10332 

1) R. WOLF, Naturforsch. Ges. Zurich Ed. 26; Ed. 27, 1881-1883. 
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Die Summen der letzten Zeile geben die Haufigkeiten fUr die Augen 1, 2, ... , 6 
des weiBen Wurfels allein in 20000 Versuchen, und daraus findet man fUr die 
W. Pi fur den weiBen Wurfel: 
W. des weiBen Wurfels 0,1623 0,1725 0,1448 0,1420 0,1818 0,1966. 

Man kann nun weiter die einzelnen Zeilen 1 ... 6 als Haufigkeiten bei 6 
unabhangigen Versuchsreihen mit dem weiBen Wurfel betrachten, und findet 
z. B. aus den Quotienten der beiden letzten Spalten die 6 Bestimmungen fUr P6: 

0,203 0,188 0,198 0,210 0,195 0,189 

welche Zahlen uberzeugend dartun, daB P6 tatsachlich bedeutend groBer als 1/6 
ist. Die Quadratsumme der Abweichungen obiger Zahlen fur P6 von ihrem 
Mittel 0,1966 wird zu 338.10- 6 gefunden, wahrend der Mittelwert dieser GroJ3e 
mit P6 = 0,1966 zu 237.10- 6 berechnet wird. 

Berechnet man eben so aus den Zahlen der letzten Spalten die W. fUr den 
roten Wurfel qj und bildet die 36 Produkte Piqj, so erhalt man daraus durch 
Multiplikation mit 20000 die Mittelwerte P ij . Die Abweichungen der Haufig
keiten von diesen Mittelwerten sind auch in Tabelle 1 verzeichnet. Aus ihrer 
Quadratsumme berechnet man experiment ell a = 20, wahrend der berechnete 
Mittelwert a = V20000. 1/36.35/36 = 23 ist. Auch diese letzte Uberein
stimmung ist ein Beleg fUr das Haupttheorem. Fur die Streuung des experi
mentellen a berechnet sich au = 3. 

19. Die asymptotische Gestalt der Verteilungskurve. Es war JAKOB I. 
BERNOULLI nicht gelungen, ein genaues MaB fUr die Annaherung an den Mittel
wert als Funktion der Zahl n der Wiederholungen zu geben. DE MOIVRE fand 
dann 1738 das e-x' Gesetz, welches erst durch die weiteren Arbeiten von LAPLACE 
allgemein bekannt wurde. Dieses "Exponentialgesetz" ist in den verschiedenen 
Anwendungsgebieten mit verschiedenen Namen verbunden worden, es wird nach 
GAUSS, QUETELET, MAXWELL, GALTON usw. genannt. Statt, wie es oft geschieht, 
auch au13erhalb der Fehlertheorie yom Gaussischen Verteilungsgesetz zu 
sprechen, sei es hier mit den modernen Statistikern stets als normales Gesetz 
bezeichnet (vgl. Ziff. 28). 

1st wieder X die Summe aller in n Versuchen erreichten x-Werte, ~ = X/n 
ihr arithmetisches Mittel, a die Streuung von x beim Einzelversuch, so lautet 
das Theorem von DE MOIVRE-LAPLACE - das Haupttheorem im weiteren 
Sinne: 

Die W., da13 
~x -nx 

Y= aVn 
x-x 

zwischen den Grenzen Yl und Y2 fallt, betragt 
y, 

{~;Ie-tu'd-U 
y, 

(39) 

(40) 

oder die Wahrscheinlichkei tsdichte fur Y (Verteilungsgesetz von y) 
ist 1/~. e- y'/2. (Uber diese Terminologie vgl. Zif£' 24.) 

LAPLACE benutzte fUr den Beweis dieses wichtigen Theorems die erzeugende 
Funktion, welch~ bei n-facher Wiederholung zur n-ten Potenz erhoben wird 
(Ziff.9), sowie seine asymptotische Berechnungsweise mit der Residuumformel 
(Zif£. 10). CAUCHY fand, daB dieselbe Eigenschaft der Potenzierung auch fUr 
die Fouriersche Transformierte des Verteilungsgesetzes der Einzelerschei-
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nung gilt. Erst in der letzten Zeit hat LEvyl) diese Methode von CAUCHY zum 
strengen Beweis des Theorems ausgebildet und dadurch viele anderweitige 
Versuche uberholt (vgl. auch Ziff.23). 

In der folgenden kurzen Andeutung des Levyschen Beweises sei einfach
heitshalber an kontinuierliche W. fUr die Einzelerscheinung gedacht, deren 
Verteilungsgesetz ep (x) sei. Der Beweis besteht dann aus folgenden Schritten: 

a) Fur die Verteilungsfunktion ep sollen konvergieren die Integrale 

+00 +00 +00 

rep dx = 1 , 
.' 

Ixep dx = x, J X2ep dx = 0 2 + X2, 
-00 -OC\ -00 

so daB man den Ursprung nach x verlegen kann, wodurch die entsprechenden 
Integrale die Werte 1, 0 und 0 2 annehmen fUr das geanderte epl (x'). Es gilt 
fUr epl der Fouriersche Integralsatz, es sei die "Fouriersche Transformierte" 

+00 

W(A) = J epl(X') eOx' dx' , 
-00 

so hat diese durch obige Bedingungen die Eigenschaften: 

W(O) = 1, w'(O) = 0, w"(O) = - 0 2, W(A) = 1 - ! 0 2}.2 + c (A) . A2 , lim c(A) = o. 
}.~O 

b) 1st epn(X' ) das Verteilungsgesetz von X' = 1:X' bei n-facher Wieder
holung, so ist die Fouriersche Transformierte von epn gleich [w (Ann, fUr das 
Verteilungsgesetz von y = x'/oin ist dieselbe daher {w(A/o-yn)t == Xn(A) 
und es wird fUr n --+ CXJ: 

lim Xn(A) = lim(1 - ~ ,l2r = e-}·'/2. 
2 n, 

c) Streben die Fourierschen Transformierten einer Funktionenfolge zum 
Grenzwert X (A) und ist diese die Fouriersche Transformierte einer Funktion 
I(y) , so hat die Funktionenfolge den Grenzwert I(y) 2). 

Damit ist der Beweis geliefert, denn es ist e- i.'/2 die Fouriersche Transfor
mierte von 1/Y2n. e- y'/2. 

LEVY gibt auBerdem an, wie fUr den Fall, daB das Integral fUr x 2 nicht 
konvergiert, daB aber Konvergenz stattfindet fur TXTP, wenn p < 1X, Divergenz 
wenn p > 1X, das Grenzgesetz zu finden ist. So wird fUr 1X = 1 

1 1 
I (y) = Jr:1~+y2' (41) 

wo nun auBerdem, statt (39), y = X'/n ist, so daB in diesem Fall das Ver.
teilungsgesetz fUr das arithmetische Mittel sich nich t zusammenzieht auf 
immer kleinere Werte, also auch die engere Fassung des Haupttheorems 
ungiiltig wird. 

Uber die allgemeine asymptotische Entwicklung von f{/n nach fallenden 
Potenzen von n, soweit diese bekannt ist, sehe man Zif£. 23, uber das Grenz
gesetz bei Abhangigkeit der Einzelversuche Ziff.29. 

1) P. LEVY, C. R. Ed. 174, S. 855 u. 1682; Ed. 175, S.854. Paris 1922. 
2) Vgl. auch G. P6LYA, Math. ZS. Ed. 18, S. 107. 1923. 



446 Kap.12. F. ZERNIKE: Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathem. Statistik. Zif£. 20, 21. 

20. Das Poissonsche Gesetz der groBen Zahlen. Diesen Namen gab POISSON 
der von ihm gefundenen Verallgemeinerung des Haupttheorems auf den Fall, daB 
die W. bei den n Einzelversuchen nicht immer dieselben sind. Die Richtig
keit dieser bedeutenden Erweiterung des Haupttheorems wurde oft angezweifelt, 
und es sieht auch wirklich unmoglich aus, daB die Zusammenfassung von n 
unter sich ganz verschiedenen Zufallserscheinungen, zwischen denen nicht die 
geringste Ahnlichkeit besteht, zu einem verniinftigen Grenzgesetz fiihren konntel ). 

Die Richtigkeit eines mathematischen Satzes laBt sich aber nicht dadurch be
streiten, daB man ihn auf unverniinftige Falle anwendet. 

Tatsachlich laBt sich der Levysche Beweis (Ziff. 19) unschwer auf den 
Poissonschen Fall anwenden. Sind die Mittelwerte bei der i-ten Erschei nung Xi 
bzw. 0;, so findet man, daB fUr die GroBe 

n ;-Vrn-y = ~ (Xi - Xi) ~ 0; (42) 

das Verteilungsgesetz wieder die oben gefundene normale Gestalt (40) hat. U nter der 
fast selbstverstandlichen Einschrankung aber, daB keines der 0; stark iiberwiegt2). 

Dieses Poissonsche Gesetz kann auch so formuliert werden: Eine 
Reihe von n Zufallserscheinungen gibt - unter gewissen, praktisch meist er
fiillten, Bedingungen - asymptotisch dieselben W. wie die n-fache Wiederholung 
einer fingierten "mittleren" Erscheinung. Fiir die Anwendungen ist es besonders 
dann von Bedeutung, wenn es sich urn gleichartige Erscheinungen handelt, 
deren W. sich langsam andert oder unregelmaBig urn einen bestimmten Wert 
schwankt. Erst durch diese Erweiterung des Haupttheorems wird es verstandlich, 
daB man bei biologischen und sozialen Statistiken so oft auf das normale Ver
teilungsgesetz gefiihrt wird. Leider findet man den suggestiven Namen "Gesetz 
der groBen Zahlen" oft geradezu als Bezeichnung fiir die engere Fassung des 
Haupttheorems (Ziff. 17), auch ohne Unterschied fUr das Haupttheoreni tiber
haupt, benutzt. 

b) Das Momentenproblem. 
21. Formulierung des Problems. Bestimmtheitsgrenzen. Bei einigermaBen 

verwickeltem Zusammenhang wird es gewohnlich viel schwieriger sein, \V. zu 
berechnen als Mittelwerte (vgl. das Beispiel fiir V6 in Ziff. 13). Dadurch erhebt 
sich die Frage; ob man allgemein die W. PI' P2' ... Pm fiir die Werte Xl' X2, ... Xm 
finden kann, falls Mittelwerte Xi fiir eine gentigende Anzahl ganzzahliger r be
kannt sind. Man stellt sich die Frage leichter vor in der mechanischen Ein
kleidung: die Gesamtmasse 1 ist so tiber die gegebenen Punkte Xl··· Xm einer 
Geraden zu verteilen, daB ein vorgeschriebenes statisches Moment x, Tragheits
moment X2 und ebenso "hohere Momente" von gegebenem Wert resultieren. 
Die gegebenen Werte der Momente seien mit PI' P2··· bezeichnet. 

Man sieht zunachst leicht ein, daB die m Unbekannten Pi durch die m Glei-

chungen PI + P2 + ... + Pm := 1 

XlPl + X2P2 + .... + xmPm = PI 

Xl m - l PI + X~·-l P2 + .... _'¥:;:-l Pm = #m-l 

jederzeit eindeutig bestimmt sind, da ihre Determinante nicht Null sein kann. 

1) Man sehe den Spott BERTRANDS in seinem Lehrbuch 1. c. S. 420, FuBnote 1. 
2) Fiir die genaue Formulierung der Bedingungen sehe man P. LEVY, Pariser C. R. 

Bd. 174, S.1682. 1922. 
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Den Fall kontinuierlieher W., wo x alle Werte des endliehen Intervalls a - b 
annehmen kann, so daB eine stetige Massenvertei~ung der Diehte C(! (x) gesueh t 
wird, fUr welche 

b b 

f C(!(x) dx = 1 , f xC(!(x) dx = PI' usw. (43) 
a a a 

wo nun eine unendliehe Folge von Momenten gegeben ist, wird man in leieht 
ersiehtlieher Weise dureh den vorhergehenden Fall approximieren, und finden, 
daB die Lasung aueh dann eindeutig dureh die Zahlen Pi festgelegt ist. 

Anders wenn das Intervall einerseits oder beiderseits unendlieh ist, 
wie es in den Anwendungen meistens vorkommt. Ohne einsehrankende Be
dingungen ist die Lasung in diesen Fallen immer unbestimmt. Hat man 
namlieh eine Lasung C(!1(X) gefunden, so wird aueh 

C(!1(X) + CI 1f'I(X) + C21f'2(X) + ... 

eine Lasung sein, sobald die Funktionen 1f' Nullfunktionen sind, d. h. wenn 
alle Integrale (43) uber diese Funktionen den Wert ° haben. Beispiele solcher 
N ullfunktionen sind 

fUr 0,00: e-axp sin(bxP) und x~ e-axp eos(bxP) wo b/a = tg np o<p<t 
fUr - 00, + 00: 1f'1 = e- axp sin(bxP), 1f'2 = e- axp eos(bxP) I 

1PI ( - x) = - 1f'1 (x), 1f'2( - x) = 1f'2(X) 

wo b/a = tg t np , ° < p < 1 , x > ° . 
(44) 

Nun liegt es in der Natur der Saehe, daB man die Bedingung stellen 
muB, die Lasung des Momentenproblems soIl nirgends negativ sein. 
Genugt aber C(!1(X) dieser Bedingung, so wird es die einzige derartige Lasung 
sein, wenn es nieht maglieh ist, die Konstante C und die Nullfunktion 1f' so zu 
wahlen, daB aueh C(!1(X) + C1f'(x) nirgends negativ wird. Beim Vergleieh mit 
den obigen Formeln fUr Nullfunktionen wird man daher die folgenden Ein
deutigkeitsbedingungen verstandlieh finden. 

Es gibt nur eine nieht negative Lasung C(!1(X) des Momentenproblems fUr 
das Intervall 0, 00 wenn es positive Zahlen C, m und M gibt, fur welche 

C(!l(X) < C e-mVx fUr x> M, (45) 

eben so fUr das Intervall - 00, + 00, wenn 
C(!l(X) < C e- m1xl fUr ixi>M, (46) 

Fur den Beweis von (45) vgl. man BORELl), fUr (46) POLYA2). Letzterer 
gibt noeh als entspreehende Bedingung fUr die Zahlen p: die Lasung fUr das 
Intervall -00, +00 ist ein
deutig bestimmt, wenn fUr 
aIle n 

2n 

-~ <M. (47) 
n 

Abb. 2 illustriert die 
Vieldeutigkeit der Lasung, 
in einem FaIle wo die Be
dingung (46) nieht erfUIlt 

X 
Abb.2. Zwei symmetrische und eine schiefe Verteilungsfunktion, die aUe 

Momente gleich haben. 

1) E. BOREL, Leyons sur les series divergentes. S. 71. Paris 1901. 
2) G. POLYA, Astron. Nachr. Bd.208, S. 185. 1919. 
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is£. Es ist dabei als Nullfunktion V'1 und X1f'2 [Formeln (44)] benutzt mit 
p =0,8. 

Die praktische Verwendung der Momenten, urn daraus das Verteilungsgesetz 
zu .finden, kommt natiirlich nur dann in Frage, wenn erstens aIle Momente 
existieren, zweitens die Lasung eindeutig ist. Man sollte vielleicht meinen, 
daB ersteres wohl immer der Fall sein wird. Ein 'Beispiel fUr das Gegenteil gibt 
das von Dipolmolekiilen herruhrende elektrische Feld in einem Gase. Schon 
der Mittelwert des Quadrats der Feldstarke wird da unendlich1). 

In anderen Fallen werden die haheren Momente zwar existieren, aber schneller 
zunehmen, als es die Bedingung (47) verlangt. Dnter allen solchen Dmstanden 
wird man das Verteilungsgesetz auf andere Wege zu bestimmen suchen. 

22. Lasung des Momentenproblems durch Hermitesche Polynome. Be
sonders auch durch ihren Zusammenhang mit den Verteilungen bei n-facher 
Wiederholung ist die im folgenden besprochene Reihenentwicklung in statistischen 
Fragen oft nutzlich. Durch sie wird eine Funktion rp(x) darstellbar, wenn ihre 
Momente flo = 1, fll' fl2 ... [Formel (43)] fur das Intervall -00, +00 gegeben sind. 

Man definiert durch die Entwicklung 
= 

ext-it' = LHm(x) . tmjm! (43) 
o 

eine Folge von Polynomen in x [Hermiteschen PolynomenJ2), welche die folgenden 
Eigenschaften haben: 

dHm{x) ---rIX = mHm_l(X) , 

(49) 

+= += f Hm(x) Hm, (x) e- x'/2 dx = 0 fUr m '* m', J II;,,(x) e- x'/2 dx = m! Y2;. (50) 
-= 

Fur m -+ 00 wird asymptotisch, wenn 

limlxll-V4m +2 < 1, 

" f2. mm/2e-m/2 {( 1). m"} Hm(x) e- xj4 C'V -vcosq; cos m + :2 (rp + Slllrp cosrp) - 2 

wo 
sinrp = x I-V 4m-+ 2. 

Hm(x) hat m Nullstellen im Intervall 

--V4m+-2<X < + -V4m +2. 
Es seien die Polynome bis m = 6 hier angeschrieben: 

Ho = 1, HI = x, H2=X2_1, H3=X3_3x, 

(51 ) 

H4 = X4 - 6x2 + 3, H5 =x5 -10x3+15x, H6=X6_15x4+45x2_15. 

1) J. HOLTSMARK, Ann. d. Phys. Bd.58, S.577. 1919. 
2) Man nimmt gewohnlich im Exponenten 2xt - t2 , wodurch die weiteren Formeln 

iiberall mit Potenzen von 2 belastet werden. Unsere Formeln schlieBen sich iiberdies 
besser dem Gebrauch von a als Parameter im normalen Gesetz an. 
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Die Orthogonalitatseigenschaften (50) erlauben formal die Entwicklung 

9?(x) = {Co Ho(x) + c1 H1(x) + ~2! H 2(x) + ... } v:n e- x'/2 (52) 

mit den Koeffizienten +00 

Cm -= f Hm(x) 9?(x) dx, (53) 
-00 

welchc offenbar linear von den Momenten von 9? abhangcn, speziell 

Co = 1, 

In diesen Formeln kann man durch eine lineare Transformation der x die 
Koeffizienten C1 und C2 wegschaffen. Dazu zahlen wir x von x als Ursprung, 
und nehmen in (52) als Argument x/a. Die Momente zu diesem Ursprung seien It~n' 
so ist 

und 

wo 
!l~ 

Ya = -;;a' 

fl~=1, f1'1=0, . 

(54) 

!l~ !l~ 
Y6=~6-154+30. 

(J (J 

Die Y sind dimensionslose Zahlen, welche die Abweichung der Verteilung 9? 
von der normalen Verteil ung angeben. Es verschwinden napliich nach 
den Formeln (50) alle Ym, ausgenommen Yo, wenn man fUr 9? das normale Gesetz 
e- x'/2(J' nimmt. 

Von den mathematischen Untersuchungen uber die Giiltigkeitsbedingungen 
der Entwicklungen (52) und (54) braucht nur die umfassendste von MYLLER 
LEBEDEW1) genannt zu werden. Ihr entnehme ich, daB (54) sicher gultig ist, 

wenn 9?(x) < C e- kx'/4<1' fur Ixl> M, k> 1. (55) 

Nimmt man in der allgemeinen Entwicklung (52) als Argument x/a, so wird 
man durch ein genugend groBes a Konvergenz erreichen konnen, wenn 

9?(x) < C e- mx' ' fur Ixl > M, 

die Reihe wird dagegen immer diver
gieren, wenn 

9?(x) > C e-mlxlv fUr Ixl> M, p < 2, 

wo beide Male C, m und M geeignet ge-
wahlte positive Zahlen sind. o1--------:;1:--",,:::,..~==---

Ais Beispiel nehmen wir das "recht- Abb. 3. Annaherung der rechteckigen Verteilung 
durch die Hermitesche Reihe. 

eckige" Gesetz 9? (X) =! im Intervall 
-1, +1, 9?(x) = OauBerhalb. Die Momente dafUr sind fl2m+1 =0, !12m = 1/2m + 1 
und daraus 1 6 48 

Y2m+l = 0 a2 = "3 Y4 = - 5 Ys = +"7 

9?(x) =113 . e-3x'/2 [1 - ~ H (x,r;;3) + _1 H (x'/3-) ]. V ~ 20 4 VJ I 105 6 r ... 
und 

(56) 

Abb. 3 gibt den Grad der Annaherung wieder, welcher mit den angeschriebenen 
Gliedern erreicht wird. 

1) W. MYLLER LEBEDEW, Math. Ann. Bd.64, S.388. 1907. 

Handbuch der Physik. III. 29 
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23. Die Reihenentwicklung fur n-fache Wiederholung. Die Frage nach 
der asymptotischen Annaherung an das normale Gesetz bei n-facher Wieder
holung (Ziff. 19) hat man oft durch die Momentenmethode zu erledigen gesucht. 
Rationeller ist es, gleich von den Hermiteschen Polynomen und deren Mittel
wert en Gebrauch zu machen. 

Es magen wie in Ziff. 20 wieder n unter sich unabhangige Zufallserscheinungen 
vorliegen mit den resp. Variablen Xl ••• Xn , welche von ihren entsprechenden 
Mittelwerten ab gemessen seien und die Streuungen a1 ••• an besitzen. Es wird 
die Verteilung Cfn(X) der Summe X = l:Xi gesucht, wobei 'fUr die Streuung 

2 ~ 2 • ax = ..:...,a; 1st. 
Man hat zunachst die Identitaten: 

n 
llexit-a'ft'/2 = eXt - a}t'/2, 
i=l 

(57) 

Nach Ausmultiplizieren gibt letztere durch Gleichsetzen der Koeffizienten von tm 

ein Additionstheorem fUr Hm(X/ax) , welches einem Polynom der Funktionen 
HI'" Hm mit den verschiedenen Argumenten x;jai gleich wird. Durch Bildung 
des Mittelwerts wird dann 

+00 

Cm == f Hm (X/ax) f[Jn (X) dX , 
-00 

in den Zahlenwerten yi fur die Einzelerscheinungen [Formel (54)] ausgedruckt. 
Man kann ebensogut unmittelbar aus (57) ableiten 

n [ J'~, 'J )'~I 1 C3 ~ C4 ·1 n 1 + - cr· fJ + - a t4 + ... =, 1 + - IJ'yfJ + - ayt4 + ... 
i= 1 3!' 4!' 3!" 4!" . 

(58) 

wo das AusmuItiplizieren sich bedeutend vereinfacht durch den Wegfall der 
Glieder mit t und t 2• Zur Vereinfachung der Formeln sei weiterhin angenommen, 
daB die Einzelerscheinungen statistisch aIle gleich sind 1). Aus dem 
Prodnkt wird dann eine n-te Potenz, ferner gilt 

l-
ax = ai 1 n, 

und fUr die erst en Koeffizienten findet man 2) : 

Diese GraBen Ci wird man statt der Yi in die Reihenentwicklung (54) einsetzen. 
Das ist sieher dann erlaubt, wenn die Entwicklung (54) fur die 
Einzelerscheinung gultig war. Die so ge£undene Reihe fur f[Jn(X) wird 
in diesem Fall konvergieren. Vermutlich gibt sie aber auch sonst eine asympto-

1) Es ist nachher un schwer zu 'sehen, wie die Formeln fiir den Poissonschen Fall der 
Ungleichheit zu erweitern sind. 

2) Diese Ableitung stammt im Prinzip von J. P. GRAM (1879), aber wurde erst allge
meiner bekannt nach der Wiederentdeckung durch F. Y. EDGEWORTH, Phil. Mag. Bd. 41, 
S.90. 1896 und durch H. BRUNS, Astron. Nachr. Bd. 143, K. 329. 1897. 
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tische Entwicklung fUr ipn(x). Nach fallenden Potenzen von n geordnet wird 
die Entwicklung 

ipn(Y) = ;;-;-=e- y2/2 [1 + n- 1/2 Y3 H3(Y)/3! + n- I {Y4 H4(.Y)/4! + 10YEH6(Y)/6!}j 
y2n (59) 

+ n- 3/2{Y5 H5(y)/5! + 35 1'3 1'4 H7(y)/7! + 280 r;;H9(Y)/9!} + ... J, 
wo als Veranderliche wieder 
Y = X/ax eingefuhrt ist. 

Als Beispiel diene die 
schiefe Verteilung ip(x) =e- X 

fur x > 0, ip (x) = 0 fUr 
x < 0 '. welche ipn (X) 
=xn- I e-x/(n_1)! gibt 
(Ziff.16). Fur diese wird 
/-lm = m! und nach Ver
legung des Ursprungs in 
den Mittelwert: o 
a = 1, 1'3 = 2, 1'4 = 6, 

1'5 = 24, 1'6 = 160. 
Abb.4. Verteilung x' e -x/b und ihre Annaherung durch (59). 

Abb.4 zeigt fUr n = 4 den wahren Verlauf und die Naherung, wenn man in 
(59) bis n- l geht. Die Reihe divergiert fUr jeden Wert von n. 

V. Verteilungen und Statistik. 
a) Grundlagen. 

24. Abschnittswahrscheinlichkeit und Wahrscheinlichkeitsdichte. Es 
kommt oft vor, daB einem Ereignis A ein Wert x einer kontinuierlichen Verander
lichen zugeordnet ist, derart, daB zu verschiedenen Wertenvonx, innerhalb eines 
bestimmten IntervalIs, verschiedene Ereignisse gehoren. Man denke als Bei
spiel fUr A an den Geschwindigkeitsvektor eines Gasmolekuls. Es kann x dann 
der Winkel sein, welchen dieser Vektor mit einer fest en Richtung im Raum 
einschlieBt (Intervall 0 bis n), oder der Kosinus dieses Winkels (Intervall -1 
bis +1), oder die Komponente der Geschwindigkeit in einer fest en Richtung 
(Intervall -00 bis +(0) usw. Die Ereignisse, welche zum selben Wert von x 
gehi:iren, fUgen wir zusammen zu cinem Ereignis Ax. Die W., daB Ax eintrifft 
(kurz W. von x), wird (wenigstens "fast iiberall") gleich Null sein. Sind a und b 
die untere und obere Grenze des in Betracht kommenden Intcrvalls, so betrachte 
man deshalb die Teilintervalle a < x < Xo und xo:S x < b und nenne die W., 
daB irgendein Ereignis Ax, x < Xo eintrifft, die Abschnittswahrscheinlich
keit, welche zu Xo gehort. Offenbar ist diese Abschnitts-W. eine mit Xo wach
sende Funktion von xo, welche durch iP(xo) angegeben werde (oder allgemein 
durch groBe Buchstaben). Die W., daB x 6; xo, ist die komplementare W. iP'(xo), 
so daB iP + iP' = 1. 

Ist die Abschnitts-W. iP in einem bestimmten Fall gegeben als Funktion 
von x, so findet man daraus unmittelbar die W., daB x in ein Intervall X2 - Xl 
fallt zu c]J(x2) - c]J(x1). Fur den Fall, daB die Funktion c]J stetig und differenzier
bar ist (und das wird im folgenden gewohnlich vorausgesetzt werden), liegt 
es auf der Hand, das W ahrscheinlichkei tsdifferen tial diP = ip(x) dx 
zu bilden, welches die W. angibt, daB die Veranderliche in das Intervall zwischen 
x und x + dx falIt. Vor der Aussage "ip (x) ist die W. von x" sei ausdrucklich ge
warnt, sie ist nicht nur wenig genau, sondern gibt auch leicht zu groben Fehlern 

29* 
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Veranlassung. Wir werden rp(x) die Wahrscheinlichkeitsdichte nennen. 
Dieser Name erinnert besser als andere, gebrauchlichere, an die Eigenschaften 
der Funktion rp bei der Transformation (Ziff. 26) und deutet auch darauf hin, 
wie rp statistisch bestimmt werden kann. 

Man denke sich namlich eine sehr groBe Anzahl N von gleichartigen Ver
suehen ausgefUhrt und das Ergebnis dureh N Punkte auf die Strecke b - a 
graphisch dargestellt. Die relative Haufigkeit fUr das Intervall x2 - Xl nahert 
sich dann bei waehsendem N der W. lj)(x2) - Ij)(xl ), und die relative Anzahl 
Punkte pro Langeneinheit geht also gegen rp. Das heiBt, statistiseh ausgedruckt 
ist rp die Dichte der Punkte pro Langeneinheit und pro Versuch. 

Man nennt «'p(x) gewohnlich die Verteilungsfunktion, das weniger be
nutzte Ij) Summenfunktion (BRUNS). 1st x ein Beobaehtungsfehler, so wird rp 
allgemein "Fehlergesetz" genannt, in anderen Fallen aueh wohl "Frequenz
gesetz" . In den Anwendungen werde ich diese Benennungen bisweilen ge
brauchen. 

Die hauptsachliehsten fruheren Formeln und Definitionen werden unschwer 
fur kontinuierliche W. entsprechend erweitert. Folgende seien besonders an-
geschrieben: b b 

J d cP = J rp(x) dx = 1, (60) 
a a 

b b 

it = J udlj) = J urp(x) dx. (61) 
a a 

Es sei noch darauf hingewiesen, daB diese Formeln - soweit rp darin nicht vor
kommt - ihre Bedeutung nicht zu verlieren brauchen, wenn Ij) unstetig ist. 
STIELTJESl) hat das durch Erweiterung des Integralbegriffes erreicht. Dadurch 
wird es bei allgemeinen mathematischen Untersuchungen moglich, diskrete und 
kontinuierliche Wahrscheinlichkeiten durch dieselbe Formel zu umfassen. Tat
sachlich kann die Funktion Ij) auch fUr diskrete W. gute Dienste leisten. Es 
sei dem Leser uberlassen, sich die graphische Darstellung dieser Funktion ("die 
Summenkurve") fur einen einfachen Fall diskreter W. als "Treppenkurve" zu 
zeichnen. Eine solche wird man fiir die Rechnung durch einen glatten Kurven
zug anzunahern bestrebt sein. Das leisten die asymptotischen Darstellungen 
(Ziff.10). Merkwiirdigerweise kommt auch das Umgekehrte vor: Fur tatsachlich 
stetige Ij) liefert die statistische Beobachtung naturgemaB immer nur eine endliche 
Anzahl diskreter Werte, und das Auffinden von cP (oder von rp) ist dann eine 
Aufgabe der Interpolation. 

25. W.-Dichte bei n Veranderlichen, Geschwindigkeitsverteilung. Will man 
an einem Ereignis n Veranderliche in Betracht ziehen, so kann ganz analog eine 
Abschnitts -W. als Funktion dieser Veranderlichen cj)(XI' x2, ••• , xn) eingefUhrt 
werden sowie eine W.-Dichte rp(Xl' X2, ••• , xn), we1che mit Ij) zusammenhangt 
durch: 

(62) 

Die entsprechenden Integrale werden dann n-fache, cp kann als Dichte in einer 
n-dimensionalen graphischen Darstellung gedacht werden. 

Berucksichtigt man die Werte der Veranderlichen xm +1 ••• Xn nicht langer, 
so findet sich die neue W.-Dichte 'IjJ durch Addition der Wahrscheinlichkeiten 

(63) 

1) T. J. STIELT]ES, Ann. de Toulouse Ed. 8 und 9. 1895. 
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wo die (n - m)-fache Integration tiber aIle moglichen Werte der Ihtegrations
variablen zu erstrecken ist. In der Folge werden die Grenzen in diesen Fallen 
nicht we iter angegeben werden. Geometrisch kann man sagen: 1j1 entsteht 
durch Projektion der Verteilung q; auf den Rm der Variablen Xl ••• Xm• 

Ais Beispiel nehme ich die Geschwindigkeitsverteilung in einem einatomigen 
Gase, dessen N-Molekiile ein.abgeschlossenes mechanisches System bilden mogen. 
Wir achten nicht auf die Koordinaten der Molekiile, haben daher die 3N-Ge
schwindigkeitskomf>onenten VI' V2, ... , VaN als Veranderliche, mit der Be
dingung IV2 = R2. Mittelbildung dieser Bedingung gibt R2 = 3Nv2. 

Aile mogliche Verteilungen der V werden daher durch die Punkte auf einer 
Hypersphare SaN-1 mit dem Radius R dargestellt. Es sei die Verteilung von 
VI zu bestimmen. Das wird durch Projektion unmittelbar ermoglicht, sobald 
die W.-Dichte auf der Hypersphare bekannt ist. Ich will diese konstant an
nehmen, betone dabei aber ausdrticklich, daB diese Annahme nur durch die 
statistische Mechanik gerechtfertigt werden kann (vgl. Bd. IV und Bd. IX ds. 
Handbuchs). 

Es sei der "FlacheninhaIt" einer Hypersphare Sn durch on(R) angegeben, sic 
ist proportional Rn. Die Flache des Kreisrings, welcher sich auf das Segment dV l 

der v1-Achse projiziert, ist dann 03N_2(r)dvI R/r, und man findet 
R 

°aN_2(r) dvl- aN a r r-
q;(v1) dVl = (R) = C RaN-2 dv1 , (jaN-1 

wo die numerische Konstante C belanglos ist. Mit r2 = R2 - vi und R2 = 3 N & 
wird dann c ( v2 )3N - 3 _ v~ 

q;(vl ) = R 1 - ~ 2 = k e 2 ii' , 
3 Nv2 

d. h. das bekannte Maxwellsche Verteilungsgesetz, dessen Konstante k man 
leicht aus Gleichung (60) bestimmt. 

Es sei hier auf die Ableitung der Geschwindigkeitsverteilung durch v. MISES1) 

hingewiesen, welcher das an sich kontinuierliche Problem zu einem diskreten 
macht, dadurch aber die Grundvoraussetzung (die gleichmoglichen FaIle) als 
selbstverstandlieh hinnimmt. Ebenso wie bei alteren oft geriigten Anwendungen 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung erscheint dann das Ergebnis als nur durch 
diese Rechnung bedingt, wahrend tatsachlich das Maxwellsche Gesetz auf den 
mechanischen Gesetzen der Wechselwirkung zwischen den Molekiilen beruht. 

1m allgemeinen ist es umgekehrt nieht moglich, die W.-Dichte alS Funktion 
mehrerer Veranderlichen aus den gegebenen W.-Dichten der einzelnen Variablen 
zu bestimmen. Das gelingt aber, wenn die mehrdimensionale Dichte einfache 
Symmetrieeigenschaften hat, wie im folgenden Fall. 

Es sei die Verteilung einer Geschwindigkeitskomponente - etwa fUr eine 
Gruppe von Stemen - gegeben durch 1j1(v). Man fragt nach der Verteilung 
der Absolutwerte c der Geschwindigkeit, falls die Richtungen der c regellos 
verteiIt sind. Die W.-Dichte im dreidimensionalen Geschwindigkeitsraum wird 
dann Kugelsymmetrie haben, d. h. nur von c abhangen. Es sei daher das W.
Differential q;(c) dV l dVzdva, so wird durch Projektion 

und daraus 

00 

f q;(c) • 2n cdc dV 1 = 1j1(v1) dVl 

v, 
1 d1j1 

tp(V1) = - 2nVl dVl 

1) R. v. MISES, Phys.~ZS. Bd. 19, S.81. 1918. 
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gefunden. Man beachte noch, daB andererseits durch Integration iiber die 
Kugelflache das W.-Differential 4nc2 1P(c)dc wird, d. h. 4nc 2 1P ist die Ver
teilungsfunktion der c. 

Waren die W. der Komponenten VI' V2 , Va unabhangig voneinander, SO wiirde 
man - auch ohne Kugelsymmetrie - einfach haben: 

lP(c) dV1 dV2 dVa = lP(vl ) dV1 • cp(v2) dV2 ~ lP(vs) dvs . 

Es wird seIten vorkommen, daB man diese Formel beniitzen kann. Mit dem 
Fall der Kugelsymmetrie ist sie nur vereinbar, wenn IP das normale Gesetz (das 
Maxwellsche) ist. Aus der Bedingung dieser Vereinbarkeit hat bekanntIich 
MAXWELL - iibrigens mit groBem VorbehaIt - sein Gesetz zum erstenmal ge
funden. Vor dem leichtfertigen Gebrauch obiger Produktformel sei also ge
warnt. 

26. 'Obergang auf andere Variablen. Es sei die eine Veranderliche x durch 
eine neue, ~, zu ersetzen, welche mit x zunimmt (andere Falle wird man darauf 
zuriickfiihren, notigenfalls durch Zertejlen des Intervalls der x oder der ;). 1st 
dann x = t(~), so wird fUr ; die Abschnitts-W. qJ[f(;)], wenn qJ(x) die Ab
schnitts-W. fiir x ist. Die W.-Dichte VI(;) wird daher gemaB 

VlW = IP[I(;)J • f'W 
aus der Dichte lP(x) gefunden. 

Man kann dafUr auch das W.-Differential d qJ = lP(x)dx transformieren. 
In der Statistik kommt es vor,' daB die Verteilungen !p(x) und VI(;) gegeben 
sind, und der Zusammenhang von x und ; daraus zu bestimmen ist. Man lOst 
die Aufgabe einfach dadurch, daB cp und VI zu den Abschnitts-W. qJ resp. lJf 
integriert werden. 1st dann x = Q( qJ) die Umkehrung der Funktion IP, so 
wird x = Q[lJf(;)]. Die Aufgabe kann auch graphisch in leicht ersichtlicher 
Weise gelOst werden, indem man die Kurve y = lJf(~) auftragt und daran die 
zu verschiedenen x-Werte gehOrenden Werte der ; abliest (vgl. Ziff. 34). 

Hat man n Vedinderliche Xl' x 2 "', Xn durch ;l"';n ZU ersetzen, so 
transformiert man in bekannter Weise das Differential des n-fachen Integrals 
und findet 

(64) 

wo der Bruch die Funktionaldeterminante von JACOBI vorstellt. 
Man beachte noch, daB das Mittel einer GroBe u, nach der allgemeinen 

Formel (61) berechnet, denselben Wert bekommt, ob man !p und die x, oder VI 
und die Veranderlichen ; benutzt. 

Ein einfaches Beispiel einer physikalisch bedingten Transformation geben die 
Versuche von STERNI ) und von STERN und GERLACH (Bd. 15, S.221). Es handelt 
sich dabei urn die Ablenkung von "Atomstrahlen", und zwar ist die Ablenkung y 
nicht nur von den Versuchsbedingungen abhangig, sondern auch von der indivi
duellen Geschwindigkeit V des Atoms, so daB V = ky-k wird. Nimmt man an, 
der Atomstrahl komme aus einem Dampf in Temperaturgleichgewicht, so ist 
die W.-Dichte fUr V fUr die Volumeinheit im Strahl ein Exponentialgesetz mit 
v2 multipliziert; fiir die Atome, welche pro Zeiteinheit die Auffangplatte treffen, 
wird der Faktor vS. Die Transformation von V auf y gibt 

Vi k' 

Cv3e-2s'dv=-~-Ck4y-3e-2s'vdy 

und die Dichte des Metallniederschlags wird proportional dem Faktor von dy 
sein. Die Messung wird wohl ungefahr den Wert von y liefern, wo diese Dichte 

1) O. STERN, ZS. f. Phys. Ed. 2, S. 49; Ed. 3, S. 417. 1920. 
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maximal ist. Man findet Ym = k2/6 S2, wahrend zur mittleren Geschwindigkeit 
v = S V3 die Ablenkung Y = k2/3s2 gehortl). 

27. Geometrische Wahrscheinlichkeiten. Unter diesem Titel findet man 
in allen Lehrbuchern der Wr. eine Anzahl Probleme uber kontinuierliche W., 
welche alle das Gemeinsame haben, daB in irgendeiner Weise von einer kon
stan ten W.-Dichte ausgegangen wird. Gewohnlich wird aber die betreffende 
Annahme nicht ausdrucklich angegeben, sondern durch Worte wie "willkurlich" 
oder "zufallig" u. a. ersetzt. Dagegen ist nichts einzuwenden, solange man 
diese Worte bei der Aufstellung des Problems benutzt, derart, daB kein Zweifel 
moglich ist, welche W.-Dichte damit als konstant angegeben wird. 

Man betrachte z. B. das bekannte Problem: Ein Stab von der Lange l wird be
liebig in drei Stucke gebrochen: Wie groB ist die W., daB diese die Seiten eines Drei
ecks bilden konnen? Diese Angabe ist nicht ganz klar, nehmen wir aber an, es 
wird damit gemeint: man verzeichnet zwei willkurliche Punkte auf lund zerbricht 
den Stab an diesen. Die Teilpunkte mogen Abstande Xl resp. X z 
vom einen Ende haben. Jede Zerteilung ist dann durch einen 
Punkt (Xl' X2) im Quadrat OABC mit der Seite l darsteU
bar (Abb. 5). Man wird weiter finden, daB die gunstigen 
FaUe durch die Punkte des schraffierten Teils gegeben werden. 
Nach Voraussetzung soU nun die auf OA projizierte W.-Dichte 
konstant sein, ebenso diejenige auf OB. Daraus folgt, daB 

BGl7l' 
'~A 

die W.-Dichte im Quadrat uberall gleich ist. Die Abb.5. Zum willkiir-
lichen Dreieck ge-

gesuchte W. wird also gleich dem Flachenverhaltnis, d. i. gebenen Umfangs. 

gleich 1/4. 
Eine geometrische Darstellung in welche die drei Stucke symmetrisch vor

kommen, erhalten wir, indem wir durch die Annahme Xl < X z nur die Halfte, 
in der graphischen DarsteUung also nur die Punkte in D. OAC betrachten, dann 
bemerken, daB das erste und dritte Stuck die Koordinaten fUr den Ursprung A 
sind, und endlich das mittlere Stuck als dritte Koordinate einfUhren. Der 
darsteUende Punkt faUt dann in ein gleichseitiges Dreieck, des sen Projektion auf 
die Zeichenebene OAC ist. Auch in dem gleichseitigen Dreieck wird daher die 
W.-Dichte uberall gleich sein. 

Die Gefahr der Ausdrucke "willkurlich", "nach dem Zufall" u. a. ist nun 
offenbar darin gelegen, daB man durch deren Gebrauch versucht werden kann, 
nach jeder ausgefUhrten Transformation die Lage des Punktes wieder als "will
kurlich" zu betrachten, wahrend nach Ziff. 26 eine konstante W.-Dichte im 
allgemeinen durch Transformation zu einer variablen wird. Wer einmal richtig 
eine gewisse W.-Dichte als das im voraus gegebene dieser Probleme sieht, wird 
es nicht als ein Paradoxon empfinden, wenn eine Frage dieser Art ganz ver
schiedene Antworten ergibt bei verschiedener Auffassung der "zufalligen" Ver
teilung (s. Bertrandsches Paradoxon in POINCARE, Lehrbuch S. 118). 

Das betrachtete Beispiel laBt sich leicht auf den Falleiner Zerteilung in 
n Stucke ausdehnen. Liegen die Teilpunkte in Xl' X 2 , •.. , Xn-l' so wahlt man 
von den (n - 1) ! gleichwertigen Reihenfolgen die eine 0 < Xl < x2 < X3 < ... < Xn - I 

< l aus, und fUhrt die Lange der Stucke YI = Xl Yz = X 2 - Xl Yn = l- Xn- l 

ein. Man findet 
D(Yl. Yz' .. Yn-li - 1 
2(X1o X 2 • •• Xn-l) -

und deshalb wird auch hier die W.-Dichte konstant, wenn man im n-dimensionalen 
Raume einen darstellenden Punkt (YI"'" Yn) einfUhrt, welcher wegen 1: Y = l 

1) N. SEMEN OFF, ZS. f. Phys. Ed. 30. S.151. 1924. 
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in einem (n - 1 )-dimensionalen "Tetraeder" liegt, analog dem obigen gleich
seitigen Dreieck. Durch Projektion auf eine der Koordinatachsen findet man 
weiter unmittelbar die W.-Dichte fUr die Lange y eines Stiickes 

IJ!n(Y) = ~n-=/ (t - y)n-2. 

Auf diese Fragestellung IaJ3t sich das Problem der Verteilung der Weglangen 
eines Gasmolekiils unmittelbar zuriickfiihren, indem wir den in einer Sekunde 
zuriickgelegten gebrochenen Linienzug auf einer Geraden abtragen, und darauf 
die Zusammenst6Be als Teilpunkte. Fiir den Grenziibergang n -> 00 wird man 
die mittlere Lange eines Stiickes ). = lin einfUhren, und findet dann 

lJ!oo (y) = lim ~-1-1 (1 -jrir-2 = +e-V!A 

III Ubereinstimmung mit Formel (36), Ziff.16. 
Auch bei vielen anderen Anwendungen kann man die Fragestellung vorteil

haft zu einer geometrischen umformen. Bier sei besonders hingewiesen auf das 
"Problem der Irrwanderung" (random walk), welches wiederholt von RAY
LEIGH!) diskutiert wurde wegen seiner Bedeutung fiir die Zusammenwirkung 
einer groBen Anzahl Wellenbewegungen von willkiirlicher Phase. 

b) Entstehung der Verteilungen. 
28. Zusammenfiigung, Sonderstellung der normal en Verteilung. Die For

meln aus Zif£. 24 und 26 seien auf die Frage angewendet nach der W.-Dichte 
einer Summc x' = x +~, wenn die W.-Dichten fiir x und fiir ~ gegeben sind. 
Diese seien lJ!(x) resp. 'lfJ(~) und gegenseitig unabhangig. Bei der Transformation 
wird man d x d ~ = d x' d ~ finden, und weiter 

X (x') = f lJ!(x' - ~)tp(~) d ~ (65) 

fiir die W.-Dichte von x'. DUTch wiedcrholte Anwendung der Formel findet 
man die Vertcilung fUr eine Summe von n GraBen, oder auch fUr eine willkiir
liche lineare Funktion von n GraBen. Nimmt man fUr IJ! und 'lfJ normale 
Gesetze, d. h. x' c' 

1 -- 1 --' 
lJ!(x) = --- e 28', 1p(~) = --=e 20', 

s~ oV2"" 
so wird x" 

, 1 - --,-- -2----~2 x(x) = -===--=e 2,8 + ) 
V2 ""(S2 + (2) 

durch elementare Rechnung gefunden: Zusammenfiigung von normalen 
Verteilungen gibt eine normale Verteilung. Oder noch allgemeiner 
formuliert: Sind n unabhangige GraBen normal verteilt, so ist es auch jede 
lineare Funktion dieser GraBen. 

Die obigen Formeln geben noch 

x2 = S2, ~2 = 0 2 

und dann auch 

Man kann mittels ihrer Fourierintegrale beliebig viele Funktionen bilden, die 
ebenso wie die norm ale Verteilung ihre Form bei ZusammenfUgung nicht 
andern. POLYA 2) beweist aber, daB die normale Funktion die einzige darunter 

1) Lord RAYLEIGH, Papers V S.256, VI S.604, 627. 
2) G. P6LYA, Math. ZS. Ed. 18, S. 96. 1923. 
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ist, welche eine endliche Streuung aufweist. Das ist auch damit in Uberein
stimmung, daJ3 ZusammenfUgung einer groBen Anzahl gleicher nich t normaler 
Verteilungen eineAnnaherung an die normale gibt, aber nur, wenn die Streuung 
der Einzelverteilungen endlich ist (Ziff. 19). 

29. Infinitesimale Anderung einer Verteilung. Man denke sich eine groJ3e 
Zahl von gleichartigen Emulsionsteilchen, welche zur Zeit t = 0 aIle in derselben 
Ebene liegen. Nach kurzer Zeit werden sie durch die Brownsche Bewegung 
verschiedene Entfernungen x von dieser Ebene erreicht haben. Wegen der 
Regellosigkeit der Brownschen Bewegung kann man unmi:iglich x als Funktion 
von t angeben, sondern nur die W.-Dichte von x in ihrer Abhangigkeit von t, 
welche gleich der relativen Teilchenzahl pro Langeneinheit ist. Diese sei rp (x, t), 
sie hangt deshalb von tab, weil x fUr jedes Teilchen mit t veranderlich ist. Nimmt 
t urn TZU, so nehme fur irgendein Teilchen x urn ~ zu. Offenbar ist ~ vom Zufall 
abhangig, und wir wollen den allgemeinen Fall voraussetzen, daB die W. fUr 
die ~ auch von x abhangt (bei den Emulsionsteilchen z. B. durch die Wir
kung auBerer Krafte). Es sei die W.-Dichte fur ~ also durch 1jJ (~, x) angegeben. 
Die ZusammenfUgung gibt dann gemail Formel (65), wenn wir x' = x + ~ setzen: 

rp(x', t + T) = f rp(x' -~, t) 1jJ(~, x' - ~) d~. (66) 

Das ist eine Integralgleichung fUr rp (x, t), aus welcher man in einzelnen Fallen 
diese Funktion wird bestimmen ki:innen, wenn 1jJ gegeben ist. Folgende Um
formung zu einer Differentialgleichung wird man meistens aber nicht entbehren 
ki:innen: 

Man entwickelt den Integranden nach Potenzen von ~ 
rp(x - ~, t) 1jJ(~, x - ~) = rp(x, t) 1jJ(~, x) - ~(rp'1jJ + rp 1jJ') 

+ 1 ~2 (rp" 1jJ + 2 rp' 1jJ' + rp 1jJ") 
und bricht diese Reihe mit ~2 ab (vgl. unten). Die resultierenden Integrale 
uber V' und seine Ableitungen (nach dem zweiten Argument) haben aIle eine 
einfache Bedeutung, beispielsweise: 

f1fJd~=1, f~1jJd~=~, f~21fJ"d~=:;2~2. 
N ach Einsetzen in der Integralgleichung (66) bringt man rp (x, t) nach der linken 
Seite, dividiert durch T und laBt T gegen Null gehen, dann entsteht die partielle 
Differentialgleichung 

~~ = ~ f2(X) _~2; + {/2(x) - fI(x)} ~: + g f2(x) - I~(x)} rp , (67) 
- -

lim (~/T) = 11 (x) und lim (~2IT) = 12 (x) wo 

gesetzt ist. Die Gleichung gilt offenbar nicht nur fUr die gedachten Emulsions
teilchen, sondern allgemein fUr Verteilungen, welche sich mit der Zeit andern. 
Sie ist streng richtig, wenn ~n IT fUr n > 2 mit T gegen Null geht, in anderen 
Fallen kann sie eine Annaherung geben (s. das zweite Beispiel Ziff. 30)1). 

1) Die Gleichung (67) wurde im Prinzip schon 1890 von RAYLEIGH angewandt (Zifi. 30). 
Als allgemeine Gleichung fur die Bestimmung von stationaren Verteilungen findet man 
eine integrierte Form ohne Beweis von A. D. FOKKER, Ann. d. Phys. Bd.43, S.810. 1914 
mitgeteilt. Urn dieselbe Zeit wandte SMOLUCHOWSKI aus phanomenologischen Betrachtungen 
heraus die Diffusionsgleichung auf die Anderung der Verteilung von Emulsionsteilchen an. 
Aus anderen Gesichtspunkten (vg!. Zifi. 34) fand Verfasser 1915 den Zusammenhang zwischen 
partiellen Differentialgleichungen und Statistik durch die im Text gegebene Umformung 
der Integralgleichung (vg!. Proc. Amsterdam Bd. 18, S. 1520. 1916; und H. C. BURGER, 
ebenda Bd. 20, S. 642.1918). Da die Gleichung (67) erst durch M. PLANCK, Ber!. Ber. 1917, 
S. 324. allgemeiner bekanntwurde, hat man sie in der Literatur wahl als Fokker-Plancksche 
Gleichung bezeichnet" 
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Den einfachsten Fall erhalt man, wenn 12 konstant = S2 ist und 11 = 0, 
namlich 

aq; __ ~ 2 oaq; 
ot -:- 2 s ox2' (68) 

die Gleichung der linearen Warmeleitung oder der eindimensionalen Diffusion. 
Nach bekannten Fourierschen Formeln kann man daraus qy fUr jede spat ere 
Zeit berechnen, wenn qy(x, 0) gegeben ist. Auch schon die Analogie: die W.
Dichte breitet sich aus wie die Warme auf einem homogenen unbegrenzten 
Stab, kann der Vorstellung sehr niitzlich sein. Wenn fiir t = 0 x nur Null sein 
kann, so ist qy die bekannte "Hauptlosung" dieser Differentialgleichung 

x' 1 -~-

qy(x, t) = ~- e 2.'t, 
s~ 

(69) 

d. h. die Verteilung wird normal mit der Streuung syt. 
1st wieder 12 = S2, aber 11 gleich einer Konstante k, so bedeutet das ein 

Verschieben des Mittelwerts von x mit der Zeit, und man braucht nur in obiger 
Losung x durch x - kt zu ersetzen. Der Parameter t kann in diesen Formeln 
auch die Zahl der Einzelspiele bei einem Gliicksspiel messen, oder die Zahl. der 
Partialfehler, welche zusammen den Beobachtungsfehler x ergeben. In solchen 
Fallen ist t keine kontinuierliche Veranderliche, und der Grenziibergang 7: -4- 0 
entspricht nicht der Wirklichkeit, sondern ist als ein mathematischer Kunst
griff aufzufassen, welcher eine einfache Berechnung der asymptotischen Formeln, 
auch in schwierigen Fallen, ermoglicht. BACHELlER 1) hat diesen Kunstgriff schon 
1900 angegeben; er betrachtete auch den Fall, daB 11 und 12 Funktionen von t sind, 
nicht aber von x. Die Idee der Abhangigkeit von x stammt von KAPTEYN, der 
1903 darin zuerst die Moglichkeit der Entstehung schiefer Verteilungen er
blickte (s. Ziff. 34). 

30. Beispiele, Rayleigh's Kolben. Ein Emulsionsteilchen befinde sich zur 
Zeit 0 in O. Man fragt nach der W., daB durch die Brownsche Bewegung zur 
Zeit t seine Entfernung von 0 zwischen r und r + dr liegt. Das Teilchen lege 
in der Zeit von t bis t + 7: eine Strecke (l zUrUck, welche den Winkel {} mit dem 
Fahrstra.hl r macht. Nach Potenzen von e entwickelt wird dann: 

(12 
; = r' - r = (lCOS{) + 2r (1 - cos2 t'f) + ... 

Setzt man e2/7: = 3 s 2 , so bedeutet s die mittlere Verschiebung in einer Koordi
natenrichtung pro Zeiteinheit, und die Funktionen 11 und 12 werden: 

Es entsteht also keine normale Verteilung fiir r, weil 11 hier nicht Null ist, und 
Gleichung (67), Ziff.29 wird: 

~ d q; _ 82 q; _ ~ 8 q; ~ 
s28t - 8r2 r 8r + r2 qy. 

1) L. BACHELlER, Theorie de la speculation. Paris 1900. Calcul des probabilites. Paris 
1912. Auch wiedergegeben in CZUBERS Lehrbuch 3. Aufl., S.273-285. 1914. 
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Die Losung dieser Gleichung, welche den Anfangsbedingungen geniigt, ist 

.' 2 r2 --
q;(r) = Vn s3t vt e 28't 

d. h. die bekannte Form, welche man gewohnlich aus den normalen Verteilungen 
flir die Koordinaten x, y, z des Teilchens herleitet. 

RAYLEIGH 1) hat als Beispiel flir das Zustandekommen der Geschwindigkeits
verteilung durch die ZusammenstoBe der Gasmolekiile einen schweren Kolben 
betrachtet, auf dessen beiden Seiten sich ein Gas befindet. Die Gasmolekiile 
mogen zuerst aIle mit der gleichert Geschwindigkeit v auf den Kolben stoBen, 
der durch die ZusammenstoBe die Geschwindigkeit u ~ v schon erreicht habe. 
Sind die Massen resp. M und m, so nimmt u durch einen StoB auf der linken 
resp. rechten Seite zu urn 

wo 
u' - u = q(v- u) resp. u' - u = - q(v + u) , 

2m 
q= M+m' 

Es ist ferner die Zahl der StoBe in einer Zeit r links resp. rechts 

VI = On(v - u)r resp. V2 = On(v + tt) r , 

wo 0 die FHiche des Kolbens, n die Anzahl Molekiile im ems ist. Die Zunahme von 
u in der Zeit r wird daher: 

$ = Onqr(v - U)2 - Onqr(v + U)2 = - 40nqr vu. 

Das wiirde gelten, wenn die Gasmolekiile gleichmaBig im Raum verteilt waren, 
und ware dann u am Anfang Null, so wiirde es sich durch die StoBe nicht andern. 
In Wirklichkeit haben wir nur den Mittelwert von $ berechnet. Man nehme r 
so klein, daB VI ~ 1 wird, dann bedeutet VI auch die W., daB im Zeitraum r 
ein StoB auf der linken Seite stattfindet (vgl. Ziff.15). Der Mittelwert des 
Quadrats der StoBzahl ist daher auch gleich VI' und es wird 

$2- = VI q2(V - U)2 + V2q2(V + U)2 = 20n q2rvS, 

wo u 2 gegen v2 vernachlassigt ist in der Voraussetzung, daB q sehr klein ist. Glei
chung (67), Ziff. 29 wird daher: 

o'P_o 2 S02'P+ 40 O'P+ 4 0 7H - nq v iJu2 nqvu iJu nqvq;. 

Man kann in diesem Fall leicht auch die hoheren Potenzmittel von ~ angeben, 
alle werden proportional r. Vernachlassigen der entsprechenden Glieder ware 
hier also nich t erlaubt. Sie enthalten aber hohere Potenzen der kleinen GroBe q 
und diirfen darum doch weggelassen werden. 

RAYLEIGH gab auch schon als Losung dieser Differentialgleichung 
u' 

1 -- qv3 
q;(u) = --=--= e 2/(t) , mit I(t) = - (1- e-80nqvt) 

Y2n/(t) 4v 

an, also ein normales Gesetz, dessen Streuung - es ist u2 = I (t) - mit t bis 
zu einer Grenze wachst, welche nicht von der Flache des Kolbens oder der 
Dichte des Gases abhangt. Raben nicht alle Gasmolekiile gleiche Geschwindigkeit, 
so hat man die GroBen VS und v durch ihre Mittelwerte zu ersetzen. Gilt das 

1) Lord RAYLEIGH, Phil. Mag. Bd.32, S.424. 1891; Papers III. S.473. 
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Maxwellsche Gesetz fiir die v, so wird v3 = 2v . v2 und damit fUr den Grenz
wert u-ij, = iqv2 , d. h. iMu2 = imv2; es tritt Aequipartition ein. Diese ist 
also an die Form des Verteilungsgesetzes der v gebunden, wahrend das nor
male Gesetz fUr u unabhangig davon nach geniigend langer Zeit sich einstellt. 
RAYLEIGH hat den einfachen Fall dieses Kolbens, wo sich das alles genau nach
rechnen laBt, als Vorbild fiir das Entstehen der normalen Geschwindigkeits
verteilung durch die Wirkung der Zusammenst6Be gewahlt. Der Kolben gleicht 
einem Emulsionsteilchen in einem hochverdiinnten Gase. Man vergleiche auch 
die Berechnung fUr em derartiges spharisches Teilchen bei LORENTZl). 

c) Mathematische Statistik. 
31. Empirische Verteilungen, Terminologie. 1m folgenden sollen die Fach

ausdriicke der mathematischen Statistik kurz erklart werden. Viele dieser Aus
driicke stammen von FECHNER und BRUNS, viele andere von den englischen 
Statistikern, vor allem PEARSON. 

Da die urspriinglich englischen Bezeichnungen oft keinen Zusammenhang 
mit den deutschen Aquivalenten zeigen, seien erst ere in Klammern beigefiigt. 
Fiir genaue Definition der Grundbegriffe, deren Diskussion, sowie Herkunft 
der Ausdriicke muB auf die Originalliteratur und auf die Lehrbiicher der Statistik 
verwiesen werden. 

Eine statistische Angabe bezieht sich immer auf Individuen, welche 
durch gemeinsame Eigenschaften ausgezeichnet sind. Die Summe dieser Eigen
schaften bestimmt die Gruppe, welche betrachtet wird, den "Kollektivgegenstand" 
(population). Eine fUr die Individuen ungleiche Eigenschaft wird besonders be
achtet, und fiir jedes Individuum des Kollektivgegenstandes durch eine Zahl x 
gemessen bzw. bei einem qualitativen Merkmal Abwesenheit oder Anwesenheit 
durch 0 oder 1 angegeben. Letzterer Fall der Zweiteilung (dichotomy) wird weiter 
nicht besonders beriicksichtigt werden, ebensowenig der Fall, daB x von Natur 
ganzzahlig ist. Es sei x im Gegenteil eine kontinuierliche Variable (variate). 

Die "Urliste" gibt die beobachteten x-Werte. Man kann diese umordnen 
zu einer "Verteilungsliste" nach steigenden Werten von x. Den Bereich von x 
teilt man weiter in eine Anzahl gleich groBer Intervalle und zahlt fUr jedes Inter
vall die Zahl der Individuen, deren x in ihm liegt: die "Haufigkeiten" der Inter
valle. Die Zusammenstellung dieser Zahlen heiBt die "Verteilungstafel". Durch 
Division durch die Zahl aller Individuen, den" U mfang", erhalt man die "relativen 
Haufigkeiten". Uber die zweckmaBige GroBe der Intervalle vgl. Ziff.36. Es 
kann auch die Zahl der Individuen, deren x < Xo ist, fiir eine Reihe von xo-Werte 
in einer "Summentafel" zusammengestellt werden. 

Greift man aus dem Kollektivgegenstand ein Individuum willkiirlich heraus, 
so ist die W., daB sein x in ein bestimmtes Intervall fallt, offenbar gleich der 
relativen Haufigkeit fiir das Intervall. Man sagt darum auch, x sei eine "vom 
Zufall abhangige GroBe". Aber auch der Kollektivgegenstand seIber hangt yom 
Zufall ab, weil es praktisch niemals moglich ist, alle Individuen zu untersuchen, 
welche die Eigenschaften, auf welche es ankommt, besitzen. Das heiBt also, 
man fordert noch weitere un wesen tliche Eigenschaften und erst diesc be
schranken die viel zu groBe, ja, gewohnlich unendliche Gruppe aller fUr die 
betreffende Untersuchung geeigneter Individuen, das "Kollektiv", zum vor
liegenden Kollektivgegenstand. Zumal fUr die Berechnung von statistisch 
erreichbaren Genauigkeiten ist diese Unterscheidung wesentlich [GREINER2)J. 

1) H. A. LORENTZ, Les Theories statistiques en Therrnodynarnique. Leipzig 1916. S. 52. 
2) R. GREINER, ZS. f. Math. u. Phys. Bd.57. S.121. 1909. 
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Aus dem Kollektiv, der fur die Untersuchung zu groBen Gruppe, wahlt man 
gewissermaBen eine Stichprobe, den Kollektivgegenstand. Beim Sammeln des 
Materials ist darauf zu achten, daB die Art der Auswahl keinen systematischen 
EinfluB auf das Vorkommen der x-Werte hat, was man auch so formulieren 
kann: der Kollektivgegenstand soIl eine "zufallige Auswahl" (random sample) 
aus dem Kollektiv sein. 

Man beachte, daB hinzugefUgt werden kann: zufallig gegeniiber der Eigen
schaft x, und daB die Auswahl, nach einer anderen Eigenschaft y beurteilt, 
sehr wohl systematisch sein kann. 

Betrachtet man jedes untersuchte Individuum als zufallig aus dem Kollektiv 
gewahlt, so erhalten die relativen Haufigkeiten im Kollektiv dadurch die Be
deutung von Wahrscheinlichkeiten. Nur diese werden im folgenden ohne weiteres 
als W. angedeutet; im Kollektivgegenstand sprechen wir von relativer Haufig
keit (vgl. auch Zif£. 7). Dadurch ist also der Zusammenhang der Statistik mit 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung hergestellt, und es ist ohne weiteres klar, was 
man unter Verteilungskurve (frequency curve) oder W.-Dichte, Summenkurve 
usw. zu verstehen hat. 

1m Anfang dieser Ziffer wurde vorausgesetzt, daB nur eine Eigenschaft 
statistisch untersucht wird, und also nur eine Variable x notig ist. Der allgemeinere 
Fall, daB n Eigenschaften jedes Individuums durch n Variable auf einmal an
gegeben werden, ist aber grundsatzlich nicht davon verschieden, er entspricht 
eben so der kontinuierlichen Wahrscheinlichkeit mit n Veranderlichen. Sonder
barerweise haben die deutschen Forscher bei der Definition des Begriffs "Kollektiv
maBlehre" immer ausdriicklich die Beschrankung auf eine Variable vorgenommen. 
Das ist wohl mit Schuld daran, daB die wichtigen Betrachtungen liber Korrelation 
der englischen Statistiker in den deutschen Landern nicht die geblihrende Be
achtung gefunden haben. (Sehr unzutreffend sagt BRUNS, Lehrbuch S.97: 
"Es ist indessen nicht notig, bei dem Fall mehrerer Argumente zu verweilen, 
denn seine Behandlung laBt sich auf den Fall nur eines Argumentes zuriick
fUhren. ") 

1m folgenden beschranken wir uns vorlaufig auf den Fall einer Variablen; 
die besonderen Begriffe betreffend mehrere Veranderlichen findet man in Ab·· 
schnitt VI). 

32. Graphische Darstellung "schiefer" Verteilungen. Es sci (Abb. 6) 
aDeM die Verteilungskurve fUr ein bestimmtes Kollektiv. An einer Stichprobc 
daraus beobachtet man, etwa 
fUr das Intervall (Xl' x2), die 
relative Haufigkeit und stellt 
diese durch den Punkt P mit 
Abszisse i (Xl + x2) dar. Dabei 
ist offenbar die Ordinate von P 
gleich der r. H. dividiert durch 
x2 - Xl zu nehmen. Das ge
zeichnete Rechteck wird da
durch - abgesehen von zu
falligenAbweichungen, d. h. im 
Mittel - gleich dem schraffier-
ten Flacheninhalt unter der Abb.6. Beispiel einer schielen Verteilung (y = 32xee-4x). 

Verteilungskurve. Bei einer. 
graphischen Darstellung einer Verteilungstafel durch die Punkte P ist also zu 
beachten, daB die zu bestimmende Verteilungskurve nich t durch diese Punkte 
hindurchgeht. Man tut deshalb besser, nur die Rechtecke zur Darstellung zu 
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bringen, welche aneinandergereiht das "Staffelbild" (histogram) bilden. Wird 
dagegen in analoger 'Weise die Summentafel graphisch dargestellt, so geht die 
Summenkurve einfach durch die eingetragenen Punkte, aber wieder abgesehen 
von den zufalligen Abweichungen. Durch letztere Zufugung wird der 
Vorteil der Summenkurve gegenuber der Verteilungskurve aber mehr als aufge-
hoben. . 

Es sei die Verteilungskurve in Abb.6 graphisch gefunden. Formen wie 
diese kommen oft vor: die Kurve gleicht der "normalen" (Ziff. 19), aber ist 
nicht wie diese symmetrisch, sie ist "schief". Man hat folgende Bezeichnungen 
eingefuhrt: die Abszisse Xd des Maximums D heiBt der "dichteste Wert" (mode) 
der schiefen Kurve; die Ordinate von C teilt die Flache in gleiche Teile, es ist 

x, 

daher f lP dx = ~ , es heiBt Xc der "Zentralwert" (median); endlich ist Xm = X 
-00 

der Mittelwert (mean). Die gezeichnete Anordnung der Punkte DCM ist die 
gewohnliche fur "nach rechts schiefe" Kurven, sie ist umgekehrt fiir nach links 
schiefe. Die Differenz Xm - Xd ist ein MaB fUr die "Schiefe". Es gibt noch 
die einfache Faustregel, daB Xm - Xc = -} (xm - Xd) ist. Die drei genannten 
Bestimmungsstucke fallen fUr symmetrische Kurven zusammen. 

Bei gegebener Kurvenform kann irgendeiner dieser Werte zur Bestimmung 
einer additiven Konstante der x dienen, d. h. zur Bestimmung der "Lage" 
(location). Die Breite der Kurve wird etwa bestimmt durch die schon fruher 
angegebene Streuung von x, auch "mittlere Abweichung" (standard deviation) 
genannt. Es ist bekanntlich das Integral fUr (x ~ a)2 (das Tragheitsmoment 
urn a) ein Minimum fUr a = x, und dieser Minimalwert ist das Quadrat der 
Streuung o. Ein anderes MaB der Breite gibt die "durchschnittliche Ab-
weichung" j;-- XI, welche ein Minimum ist fUr a = Xc. In der Statistik wird 
dieser Wert wenig benutzt. Von groBerer Bedeutung sind die "Viertelwerte" 
(quartiles), deren Ordinaten 1/4 resp. 3/4 der ganzen FHiche begrenzen. Die 
Differenz zwischen beiden (interquartile range) gibt ein MaB fUr die Breite. 
Ebenso wie der Zentralwert haben auch die Viertelwerte die Besonderheit, daB 
sie bei Transformation der X erhalten bleiben (d. h. mittransformiert werden), 
wahrend die anderen Werte ganz verloren gehen. 

33. Empirische Formeln, die Pearsonschen Kurven. Es liegt auf der 
Hand, daB man versuchen wird, eine graphisch konstruierte Verteilungskurve 
durch eine moglichst einfache Gleichung darzustellen oder, genauer ausgedruckt, 
durch eine Formel mit der kleinstmoglichen Konstantenzahl. Aus vielen prak
tisch durchgefiihrten Fallen geht hervor, daJ3 man fast immer mit hi:ichstens 
vier Konstanten auskommt. Schreibt man (x - m)!a =~, so hat man durch m 
die Lage, durch a die Breite der Kurve in der Hand und braucht dann noch 
eine Funktion von ~ mit zwei Konstanten. 

Es ist von verschiedener Seite vorgeschlagen worden, dazu die allgemeine 
Entwicklung [Zif£' 22, Gleichung (54)J an der geeigneten Stelle abzubrechen. 
Die Funktion von ~ wird dann 

( . d3 d4 ) 1 _ 1 ,2 ( ) 

1 - a3d~3 + a4"df; -V~e " , 70 

sobald man m =x und a = a (x) wiihlt. Nach den Eigenschaften der gebrauchten 
Entwicklung kann man 

a3 = f l a/6a3 
und 
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nehmen. Die Formel ist gut brauchbar bei geringer Abweichung vom normalen 
Gesetz, etwa wenn I a3 1 < 0,1 und I a4 1 < 0,05. Nicht richtig ist sie natlirlich 
insofern, als flir groBere Werte von ~ unvermeidlich negative Ordinaten vor
kommen. Es ware jedenfalls notig, die beste Bestimmung von a3 und a4 zu 
untersuchen, welche im allgemeinen von der oben angegebenen flir die un
endliche Entwicklung verschieden sein wird. Fiir den dichtesten Wert und 
den Zentralwert gibt die Formel in erster Naherung Xd = m - 3 aaa resp. 
Xc = m - aaa. 

Der am weitesten durchgefiihrte Versuch, ein System von vierparametrigen 
Kurven von groBer Anpassungsfahigkeit einzuflihren, ist von PEARSON ge
macht worden. Er nimmt 

dy (x-m)y 
dx=- CO+CIX+C2X2 

(71) 

als Differentialgleichung flir seine Kurven, wo der Nenner als abgebrochene 
Reihenentwicklung anzusehen ist. Der dichteste Wert ist offenbar X= m. Die 
allgemeine Losung hat die Form 

( X - m)"a1 ( x - m)"a. y=c1--- 1--- , 
. al a2 

wenn Co + cl X + C2X 2 = ° reelle Wurzeln hat. Bei komplexen Wurzeln wird 

( X2)-P Y = c 1 + a2 e-"arctgx/a. 

Flir die Anwendung als Verteilungsgesetz zerfallt der erste Fall noch in zwei, 
je nachdem m zwischen den Wurzeln al und a2 oder auBerhalb liegt. Die drei 
so entstehenden allgemeinen Typen kann man durch geeignete Wahl des NuIl
punkts dreikonstantig machen, Ubergangsformen zwischen diesen werden 
dann zweikonstantig, auch im FaIle der Symmetrie werden die Formeln zwei
konstantig. PEARSON kommt dadurch zur Unterscheidung von sieben Typen, 
deren Formeln mit Weglassung der multiplikativen Konstante hier angefiihrt 
seien: 

I ( x)"a1 ( X t, 1+- 1-- , 
al a2 

II (1 - X2t 
a2 ' 

III (1 + :ya e-Yx, 

IV (1 + ::rp e-,'arctgx/a, (72) 

V x -P e-Y/x , 

VI (x -- a)Plx-P' , 

VII ( X2fP 1+ 2 ' a 

N e -x'/2 o' • 

Die allgemeinen Typen sind I, IVund VI, die symmetrischenII und VII. Nist 
das "normale Gesetz", welches auch der Pearsonschen Differentialgleichung 
geniigt. Es gelten weiter I und II flir ein beiderseits begrenztes Intervall, III, 
Vund VI fiir ein einseitig begrenztes, IV und VII flir ein beiderseits unbegrenztes 
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Intervall. Den gegenseitigen Zusammenhang der Typen sieht man aus folgend em 
Schema: 

II I I I I 
N N N N III 
VII IV V VI VI 

wo aneinanderstoBende Typen durch kontinuierliche Anderung der Konstanten 
ineinander iibergehen konnen. Eine graphische Darstellung dieser Verhaltnisse, 
welche auch weitere Besonderheiten angibt, wurde von FISHER gegebenl). 

PEARSON hat ein allgemeines Rechenschema gegeben, urn aus den ersten 
vier Momenten einer empirisch vorgelegten Verteilung den Typus und dessen 
Konstanten zu bestimmen2). 

34. Ursachen der Schiefe. In der letzten Ziffer sind Interpolations
formeln fUr Verteilungen angegeben. Man soli nicht in den Irrtum verfallen, 
die Berechnung einer solchen Forme! als den letzten Zweck einer statistischen 
Untersuchung anzusehen. Fiir die Ausgleichung der Beobachtungsdaten, etwa 
auch fiir die Vergleichung von Material verschiedener Herkunft, hinsichtlich 
derselben Erscheinung, haben diese Formeln ihre Bedeutung, sie geben aber 
keinen AufschluB iiber die Ursachen, welche die Verteilung bewirkt haben. 

Eine einfache Ursache fUr eine schiefe Verteilung besteht z. B. darin, daB 
man zwei Gruppen von Individuen durcheinander untersucht hat. Gibt jede 
Gruppe fUr sich eine normale Verteilung, so entsteht im allgemeinen eine nicht
symmetrische Kurve durch die Addition der Ordinaten der beiden normalen 
Kurven. Nur wenn die Mittelwerte der beiden Gruppen geniigend weit aus
einanderliegen, wird man den wahren Sachverhalt aus der resultierenden Kurve 
leicht erkennen, etwa dadurch, daB sie zwei Maxima hat. 1st dagegen die Teil
kurve der kleineren Gruppe ganz von der anderen iiberdeckt, so kann die Gesamt
kurve genau wie eine schiefe Verteilungskurve anderer Art aussehen. WeiB 
man in solchen Fallen, etwa aus theoretischen Grunden, daB die Kurven normal 
sein sollten - oder sonst einer gegebenen Formel geniigen miissen -, so hat 
die Aufspaltung der gefundenen Verteilung in zwei Teilkurven keine groBe 
Schwierigkeit. 

Dieser Fall kommt vor bei Untersuchungen iiber Feinstruktur von Spektral
linien. Unter den giinstigsten Umstanden gibt die Intensitatsverteilung in einer 
einfachen Linie ein Abbild der Geschwindigkeitsverteilung der leuchtenden 
Gasmolekiile, ist also normal. Eine geringe beobachtete Schiefe kann deshalb 
schon geniigen, urn die Existenz eines zweiten Leuchtprozesses, d. h. eines Satel
liten, zu beweisen. Die Teilkurven werden hier gleiche Streuung haben. 

Es sei noch erwahnt, daB PEARSON fiir die Spaltung in zwei normale 
Kurven - bei welcher im allgemeinen fiinf Konstanten zu berechnen sind -
ein Rechenverfahren mittels der Momente gegeben hat. Fiir gew6hnlich wird 
man mit einer versuchsweise vorgehenden graphischen Konstruktion aus
kommen. 

Aber auch bei homogenem Material findet man vielfach nicht normale 
Verteilungen. Durch eine Transformation der unabhangigen Veranderlichen 
kann man eine solche immer zu einer normalen machen, d. h. man kann eine 

1) R. A. FISHER, Phil. Trans. Bd.222. S .. 343. 1922. 
2) Zusammengestellt in W. PALIN ELDERTON, Frequency curves and correlation. 

London 1906, 2. Auf I. 1928 und in K. PEARSON, Tables for Statisticians and Biometricians. 
2. Auf I. 1925. Nach personlicher Mitteilung bearbeitet Prof. PEARSON jetzt ein zusammen
fassendes Lehrbuch iiber seine statistischen Methoden. 
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neue Veranderliche y = F (x) so bestimmen, daB die vorliegende W.-Dichte q; (x) 
dargestellt wird durch 

F'(x) _ [F(x) ~ml' 
q;(x) = ,/_ e 28 • 

r2.1l 
(73) 

DieseFormel, unter Anwendung von einfachen Formen fUr F(x), wurde schon 
friiher von EDGEWORTH zur Wiedergabe von schiefen Verteilungen vorgeschlagen. 
Fiir die neue Veranderliche y = F (x) ist die Verteilung dann normal. KAPTEYN l ) 

hat das so formuliert: die Schiefe liegt nur daran, daB man nicht die richtige 
Veranderliche gewahIt hat. Durch folgende Uberlegungen versucht KAPTEYN 
dann weiter die Bedeutung der Funktion F (x) fUr die Entstehung der Ver
tcilungen aufzufinden. 

Die normale Verteilung von y kann man sich dadurch entstanden denken, 
daB jedes y die Summe einer groBen Zahl verschiedencr Zuwachse Aly, A2y.·· AnY 
ist, welche unabhangig voneinander vom Zufall abhangig sind (Ziff. 19). Jedes 
Ay habe einfachheitshalber dieselbe W.-Dichte; es sei Ay = a, 0 (Ay) = b. 
Es wird dann - ,r-

y = nAy Oy = b V n. 

Nun wird aber nicht y sondern x beobachtet, und aus y = F(x) folgt 

a = Lly =F'(x) Ax + (tF"(x).iTx2) + "', a2 + b2=Ay2 =F'2 Ax2 +.... (74) 

KAPTEYN laBt das eingeklammerte Glied vorerst weg und sagt dann: die Zu
wachse von x sind also nich t unabhangig, jeder hangt von x, d. h. von der Summc 
der vorhergegangenen Zuwachse, ab, und zwar derart, daB 

- a - -- a2 + b2 

Ax = P'(x) und AX2 = F'(.t-)2 (75) 

wird. Kennt man die darin auftretende "Reaktionsfunktion" i/F'(x), so kann 
das resuItierende Verteilungsgesetz nach Formel (73) unmittelbar hingeschrieben 
werden. Gewohnlich geht man den umgekehrten Weg, bringt die beobachtete 
Verteilung in die Form (73) und findet daraus F(x) und iiF'. VAN UVEN gibt 
in derselben Arbeit ein einfaches graphisches Verfahren, urn mittels einer bei
gefUgten Skala aus der statistisch gefundenen Summenkurve die Funktion F (x) 
zu konstruieren. An verschiedenen biologischen Beispielen zeigen KAPTEYN und 
VAN UVEN weiter den Nutzen ihres Verfahrens. Die Reaktionsfunktion gibt an, 
in welcher Weise das Wachstum der Individuen von ihrer individuellen GroBe 
abhangig ist. 

KAPTEYNS SchluBweise ist natiirlich nicht zwingend. Man kann jede Ver
teilung durch eine Transformation y = F (x) kiinstlich normal machen, aber 
daraus folgt nicht, daB die Zuwachse Ay gegenseitig unabhangig gewesen sind! 
Das ware dadurch nachzupriifen, daB man dieselben Individuen zu verschiedenen 
Zeit en untersucht. Die Transformation zum normalen Gesetz sollte dann immer 
diesel be Funktion F (x) ergeben. Bisher scheint eine solche Priifung nicht 
angestellt worden zu sein. 

Die, auch von KAPTEYN formulierte, Beschranktheit seines Verfahrens er
kennt man auch umgekehrt, wenn man von den Formeln (75) ausgeht. Das 
mittlere Wachstum, sowie die Schwankungen, d. h. 0 (Ax), sollen demnach 
derselben Funktion von x proportional sein. Selbst unter dieser Voraus
setzung ist es zum mindesten zweifelhaft, ob die Vernachlassigung des in (74) 

1) J. C. KAPTEYN, Skew frequency curves in biology and statistics. Groningen: 
P. Noordhoff 1903. 2. Auf!. mit M. J. VAN UYENo 1916. Auch Rec. d. Travaux botan. Need. 
Ed. 8, S. 105. 1916. 

Handbuch der Physik. III. 30 
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eingeklammerten Gliedes, sowie der hoheren Glieder, erlaubt ist. Den allgemeinen 
Fall, daB L1x und t1XZ zwei verschiedene Funktionen von x sind, haben wir 
schon Ziff.29 in anderer Weise behandelt. Aus den physikalischen Beispielen 
in Ziff. 30 geht zur Geniige hervor, daB man oft die beiden Funktionen 11 und 12 
brauchen wird, also nicht mit der einen "Reaktionsfunktion" auskommt. 

Bei Beachtung seiner Giiltigkeitsgrenzen konnte das elegante Verfahren 
von KAPTEYN und VAN UVEN auch in physikalischen Fragen zur vorlaufigen 
Orientierung vielleicht einmal seinen Nutzen haben. 

35. Die statistische Genauigkeit. Wahl des Intervalls. Man habe n In
dividuen untersucht und gefunden, daB davon peine gewisse Eigenschaft zeigen. 
Welche Genauigkeit hat die Zahl P? Die Frage ist nur eindeutig zu beantworten, 
wenn man erstens weiB, was man als den genauen Wert Po dieser Zahl ansehen 
wiirde, zweitens, nach welchen Gesetzen man Abweichungen p - Po zu er
warten hat. Die erste Forderung wird erfiillt durch Betrachtung der n Individuen 
des Kollektivgegenstandes als Muster aus einer groBeren Gruppe(Kollektiv) 
von N Individuen (Ziff.31). Ziel der statistischen Untersuchung ist dann die 
Kenntnis der Haufigkeit P im Kollektiv, anders ausgedriickt, es ist Po = nPJN. 
Die zweite Forderung erfiillt man durch die Annahme, es sei das Muster durch 
zufallige Auswahl aus dem Kollektiv gezogen. Die Abweichungen p - Po sind 
dann normal verteilt und es ist (Ziff. 14) , 

2 _ P (N - P) (N - n) = p (1 _ Po) (1 _ ) 
up - 0 N(N _ 1) 0 n m , 

wo m den Bruchteil angibt, den man als Muster genommen hat. Gewohnlich 
wird man N willkiirlich groB nehmen konnen, dementsprechend setzen wir 
weiter m = O. Die Voraussetzung des Zufallsmusters solI man beachten, sie 
wird oft nicht erfiillt sein bzw. nachgepriift werden miissen. 

Es sei der Verlauf einer Verteilungskurve aus statistischen Daten zu be
stimmen. Man hat aus diesen eine Verteilungstafel (Ziff.31) hergestellt und 
tragt diese graphisch auf.Wir setzen eine sehr groBe Zahl von Beobachtungen 
voraus (z. B. 1000). so daB man viele Intervalle, jedes mit einer nicht zu kleinen 
'Zabl p von Individuen, machen kann. Als Naherung kann dann up = ff 
gesetzt werden. Es ist also die relative Genauigkeit der Ordinate jedes ein
getragenen Punktes durch P-! gegeben. Daraus geht gleich hervor, daB man 
eine sehr groBe Anzahl von Individuen untersuchen muB, urn eine Verteilungs
kurve mit brauchbarer Annaherung konstruieren zu konnen. Denn urn 10 Ordi
naten, jede ungefahr auf 10% genau zu haben, muB p = 100 und n = 1000 
sein. Aus 1000 Beobachtungen konnte man z. B. auch 100 Ordinaten, mit 
durchschnittlich 30% mittlerer Abweichung, bestimmen. Esware offenbar ver
Jehlt, in dieser Weise sozusagen die Genauigkeit der Abszissenviel weiter treiben 
zu wollen als die der Ordinaten. Die giinstigste Wahl fiir die Anzahl der Inter
valle ist aus diesem Gesichtspunkt dann getroffen worden, wenn - bei iibrigens 
geeigneter Wahl des MaBstabverhaltnisses zwischen Abszissen und Ordinaten -
die StreuungshOhe 2 up im Diagramm gleich der Intervallbreite b wird. Eine 
Uberschlagsrechnung ergibt daraus, 

Zahl der Intervalle = 2yn. (76) 

Hat man die Intervalle zu klein gewahlt, so wird sich das auch darin zeigen, 
daB die zufalligen Abweichungen ein unregelmaBiges Zu- und Abnehmen der 
Zahlen der Verteilungstafel hervorbringen. Wenigstens in den starker an
:,teigenden Teileri. der Kurve wir~ man demnach forderri, daB der regelmaBige 
Anstieg von einem Intervall zum nachsten groBer ist als die oft vorkommenden 
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zufalligen Abweichungen. Bei angenahert normalem Verlauf gibt eme leichte 
Rechnung, daB dazu (J 3,b sO,33Vn 

sein muB. Das ist praktisch dieselbe Grenze wie (76). 
36. Konstantenbestimmung bei gegebener Verteilungsformel. Bei sta

tistischen Reihen kleineren Umfangs wird man nach obigem genotigt sein, die 
Art der Verteilungsformel vorauszusetzen, und nur die darin auftretenden 
Konstanten aus den statistischen Daten zu bestimmen. Gerade bei den physi
kalischen Anwendungen wird es auch oft vorkommen, daB aus theoretischen 
Uberlegungen die Form der Verteilung bekannt ist bis auf eine oder einige 
wenige Konstanten. Auch die Aufgaben der Ausgleichungsrechnung gehoren 
grundsatzlich hierzu: , 

Die Bestimmung der Lage einer Verteilungskurve soIl als Beispiel etwas 
ausfiihrlicher angegeben werden. Es handelt sich urn die Bestimmung von m aus 
n Werten von x, wenn das Verteilungsgesetz in der Form q;(x - m) gegeben 
ist, wobei q; eine bekannte Funktion ist. Graphisch wiirde man so verfahren: 
es wird einerseits die Kurve y = n b q; (x) gezeichnet, andererseits werden die 
Punkte Yi = Pi mit Abszissen in der Mitte jedes Intervalls abgetragen, d. h. also 
die Zahlen der Verteilungstafe1. Durch Horizontalverschiebung muS dann die 
Kurve den Punkten moglichst gut angepaSt werden. Rechnerisch stelle man 
sich vor, daB eine sukzessive Naherung ausgefiihrt wird. Zeigt der i-te Punkt die 
Abweichung 0 Pi = A - n b q;(Xi - m) , 

so ergibt diese fiir sich eine Verbesserung von m urn 
(j Pi 

omi = - nbrp' . 

Die Genauigkeit dieser Verbesserung wird gegeben durch: 

a(omi) = -b1 ,a(Pi) = vnbb~ . 
n rp n rp 

Jedes Intervall gibt so einen Wert fiir die Verbesserung von m; diese Werte 
sind nach den Regeln der Ausgleichungsrechnung zu kombinieren. Diese Regeln 
sind hier sieher anwendbar, weil die W.-Dichte eines jeden Om durch ein nor
males Gesetz gegeben ist. Man hat daher (vgl. Kap.13, Ziff.11) das Mittel 
der omi zu nehmen mit den Gewichten 1/0 2 (omi) und es wird 

rp'2 '1"(x. - m) 
L:;nbo/<5m, L:;- <p(x;_m)li Pi 

om = ----- = ------
L:;nb'll2/'P n('E~~dx 

0_ 'P 

wo im Nenner b -- 0 genommen ist. LaSt man auch im Zahler b gegen Null 
gehen, so werden die OPi aIle 0 oder 1, d. h. man erhalt die Summe der Werte 
- q;' /q; fiir jedes Individuum. 

Diese Bestimmung von m hat ein Gewicht gleich dem Nenner, d. h. man 
hat m gefunden mit einer mittleren Abweichung: 

Om = n- 1/2 U~2 dxf l /2. (77) 

Da aber im Zahler der Wert von m eingeht,so hat man den bestmoglichen Wert 
von m erst gefunden, wenn dieser om = 0 liefert, d. h. m kann auch unmittelbar 
bestimmt werden aus der Gleichung: 

~ re'..(x-_~2 = o. (78) 
..::.. rp(x - m) 

30* 
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In dieser Weise erhalt man den wahrscheinlichsten Wert von m, sowie auch 
den genauesten. Durch eine ganz andere, weniger durchsichtige, Betrachtung 
gelangt FISHERl) zu denselben Gleichungen. 

Bisher begniigte man sich gewohnlich mit einer einfacheren Berechnung. 
Man nimmt das arithmetische Mittel alier beobachteten x-Werte und setzt es 
dem aus der Kurve berechneten Mittel gleich: 

~x = jx q; (x - m)dx. 

Hat man von vornherein das Argument von tp von seinem Mittelwert ab ge
zahlt, d. h.: ist Jxq;(x) dx = 0 , so wird auch J(x - m)q;(x - m) dx = 0 , daher 

~x = m. (79) 
n 

Fiir die Genauigkeit dieser Bestimmung von m hat man: 

(80) 

In allen Fallen, wo ihre Genauigkeit nicht zuviel zuriicksteht gegen die best
erreichbare nach (77), wird man die einfachere Berechnung benutzen. Nur wenn 
q; ein normales Gesetz ist, gibt (80) denselben Wert wie (77), es sind dann aber 
auch (78) und (79) identisch. Vgl. die Anwendung dieser Formeln in der Fehler
theorie, Ziff. 38. 

1st zweitens die Breite der Verteilung unbekannt, so hat man in dem 
Verteilungsgesetz 1/a . q;(x/a) die Konstante a zu bestimmen. In ganz analoger 
Weise wie oben findet man die bestmogliche Bestimmung durch Mittelbildung 
mit Gewichten. Das Ergebnis laBt sich reduzieren auf die Gleichung 

n+ ~ ~ql(~) =0 
~ 'P(~) , (81) 

wo ~ = x/a gesetzt ist, und fiir die relative Streuung dieser Bestimmung 
findet sich: 

(82) 

Meistens werden Lage und Breite der Verteilung unbekannt sein, d. h. man 
hat m und a zu bestimmen in dem Verteilungsgesetz 1/a. q;{(x - m)}a/, wo 
q; eine bekannte Funktion ist. Es ist dann die Methode der kleinsten Quadrate 
(Kap. 13, Abschn. II) zur Bestimmung der Verbesserungen dm und d a anzuwenden. 
In den Normalgleichungen setzt man, analog wie oben, dm = da = o. Man 
erbalt so wieder dieselben Gleichungen (78) und (81), und auch dieselben Ge
nauigkeiten der Unbekannten, wie oben, vorausgesetzt, daB der Nullpunkt 
derart gewahlt wurde, daB f~ tpl; 

-dC~o (83) 
tp 

ist, wo jetzt iiberall das Argument ~ = (x - m)ja einzusetzen ist. 1st das 
Gesetz symmetrisch urn den Nullpunkt (q; eine gerade Funktion von ~), so 
ist die Bedingung offenbar erfiillt. 

Die iibliche Bestimmung von a ist wiederum einfacher. Man wahlt den 
Nullpunkt so, daB x = 0 ist, und setzt dann: 

~:2 = j~2q;(~) d~ = aj;2q;(;) d~. (84) 

1) R. A. FISHER, Phil. Trans. Ed. 222, S. 330. 1922. 
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Die linke Seite dieser Gleichung sei s genannt. Man findet 

02(S) = ~ (X4 _ Xi2) = f14:1l~, 

469 

wo die p die "Momente" sind (Zif£. 21). Die relative Dispersion von a wird dann 

(85) 

Auch hier wird fiir das normale Gesetz diese Bestimmungsweise mit der best
moglichen identisch (vgl. weiter Zif£' 39). 

Fiir die Be!:\timmung von mehr als zwei Konstanten gelten dieselben Ge
sichtspunkte. Fur vier Konstanten benutzt PEARSON 1) allgemein die ersten 
vier Potenzmittel und berechnet auch die Genauigkeit dieses Verfahrens, wobei 
die Momente bis Ps eingehen. FrsHER2) hat den Begriff der bestmoglichen 
Bestimmung eingefiihrt. Er nennt das Quadrat des Verhaltnisses der Genauig
keit eines Verfahrens zur bestmoglichen Genauigkeit den Nutzeffekt (effi
ciency) des Verfahrens. Fiir die Pearsonschen Kurven berechnet er den Nutz
effekt der Konstantenbestimmung aus Potenzmitteln. Nur bei geringer Ab
weichung vom normalen Gesetz wird dieser Nutzeffekt uber 80% gefunden, 
bei starkerer Abweichung kann er Null werden, z. B. sobald Pa = 00 wird. 
Es muB fur das weitere auf die Originalarbeit verwiesen werden. 

d) Verteilungen in der Fehlertheorie. 
37. Fehlergesetze. Die statistischen Eigenschaften der Beobachtungsfehler 

werden vor allem deshalb untersucht, weil sie bestimmend sind fiir die Vor
schriften, nach welchen Beobachtungen zu kombinieren sind, urn ein Ergeb
nis zu erhalten, das moglichst wenig von diesen Fehlern gefalscht ist. DaB 
auch umgekehrt aus einer Vorschrift zur Berechnung des wahrscheinlichsten 
Resultats ein RuckschluB auf das Verteilungsgesetz der Beobachtungsfehler 
moglich ist, wurde bekanntlich von GAUSS zur Grundlage seiner Behandlung 
der Ausgleichungsrechnung gemacht. 1m folgenden werden diese .zusammen
hange etwas eingehender untersucht, als man es bisher gewohnt ist, weil nur 
dadurch das notige Licht auf die Grundlagen der Rechenvorschriften fallen 
kann. Nur der einfachste Fall, daB n gleichartige Messungen fiir eine zu be
stimmende GroBe vorliegen, soll hier betrachtet werden. Fur die verwickelteren 
Falle und die praktische Ausfiihrung s. Kap.13 dieses Bandes. 

n Beobachtungen mogen Zahlen Xl' X2, ••• , Xn ergeben haben, welche von 
dem wahren Wert xO' der gewohnlich unbekannt ist, Abweichungen zeigen, die 
wir die Fehler el' .. en nennen. Die W., daB ein Fehler zwischen e und e + de 
liegt, sei q;(e)de. Man bezeichnet q;(e) gewohnlich als das Fehlergesetz, 
welches demnach die W.-Dichte der Beobachtungsfehler angibt. Die her
kommliche Behandlung berucksichtigt nur den Fall, daB q; das "normale" 
Gesetz ist, ja, unter "Fehlergesetz" schlechthin versteht man oft n ur dieses. 
Wir werden hier im Gegenteil annehmen, daB die Funktion q; irgendeine Form 
hat, welche fiir die vorliegenden Beobachtungen bekannt ist. Man hat sie 
etwa bestimmt durch statistische Bearbeitung einer vie! groBeren Zahl fruherer 
Beobachtungen der gleichen Art (Ziff. 35), oder kennt sie a priori aus der Weise, 
wie die Zahlen Xl ••• Xn gewonnen werden. So ist fiir einen Logarithmus aus der 

') Siehe die 2. Fuf3note S. 464. 
2) R. A. FISHER, Phil. Trans. Bd. 222, S. 330. 1922. 
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Tafel cp = 1 im lntervall -0,5 < c < + 0,5, wenn man c in Einheiten der 
letzten Dezimale miBt, gleich Null auBerhalb. 

Ein eigenartiges Fehlergesetz gibt die geometrische Betrachtung im folgenden 
Fall. In der Ebene zieht man n Gerade durch einen Punkt P in "zufalligen" 
Richtungen (d. h. derart, daB die W.-Dichte des Winkels konstant ist). Aus den 
Abszissen Xl ..• xn der Schnittpunkte dieser Geraden mit der x-Achse. solI die 
Lage von P bestimmt werden. Es ist hier Cl = Xl - Xp, und man findet 

(D) cp(c) = ~4 a~ ~ 82 ' (86) 

fUr das Fehlergesetz, wo a4 = yp ist. 
Zur Erlauterung der allgemeinen Formeln wenden wir sie im folgenden auf 

dieses Gesetz (D) an, und auDerdem auf drei andere: 

(B) 
1 (C) - e - lEila, . 

2aa 
(86) 

Diese vier Probegesetze ergeben in der Reihenfolge AB CD eine zunehmende 
W. fUr sehr groBe Fehler. Bei A kommen Werte c> a l iiberhaupt nicht vor, 
D geht fUr wachsende c so langsam gegen Null, daD alle Momente (Ziff.21) 
fUr dieses Gesetz 00 sind. 

(B) ist das normale Gesetz, als Fehlergesetz gewohnlich nach GAUSS genannt. 
Es sind bei astronomischen und anderen Prazisionsmessungen die beobachteten 
Verteilungszahlen oft mit diesem Gesetz in guter Ubereinstimmung gefunden. 
Man ist deshalb berechtigt, die Giiltigkeit des normalen Gesetzes versuchs
weise vorauszusetzen, wenn a priori keine Anhaltspunkte fUr die Verteilung der 
Fehler vorliegen, und n zu klein ist, urn die Verteilung aus den Beobachtungen 
seIber zu finden (s. aber Ziff. 40). Das ist aber etwas ganz anderes als der irrtiim
liche Glaube an die Notwendigkeit oder mathematische Beweisbarkeit des 
GauBischen Gesetzes. 

Das haufige Auftreten von normalen Fehlerverteilungen ist nur dadurch 
zu erklaren, daB die Summe einer groBen Zahl von "Teilfehlern" unter geeigneten 
Bedingungen angenahert normal verteilt ist, unabhangig von den Verteilungen 
der Teilfehler (Ziff. 19 und 23). So ist der Fehler einer Summe dreier Logarithmen 
ungefahr nach A, von sechs aber praktisch schon normal verteiltl). 

Es ist hier nur die Rede von der Verteilung der Fehler der direkten 1,3eob
achtungen. Nur diese solI Fehlergesetz genannt werden. 1st das Fehlergesetz 
normal, so folgt daraus nicht, daB auch die abgeleiteten Verteilungen, welche 
bei der Verarbeitung der Beobachtungen auftreten, alle normal sein werden. 
Das Gegenteil ist wohl oft mehr oder weniger implizit angenommen worden. 

38. Der beste Wert aus n Beobachtungen, der systematische Fehler. Man 
denke sich zuerst n als eine sehr groDe Zahl. Es kann dann eine Statistik der 
n x-Werte gemacht und ihre Verteilungskurve konstruiert werden. Es bleibt 
nur noch die Frage: wie solI man den wahren Wert Xo an dieser Kurve ablesen? 
1st die Kurve z. B. darstellbar durch die Gleichung 

a 1 
Y =-;- a2 + (x - m)2 ' 

SO wird man-keinen Augenblick im Zweifel sein, daB Xo = m zu wahlen ist, denn 
durch diese Wahl wird die W. eines Fehlers X - Xo unabhangig von seinem 
Vorzeichen, also das Fehlergesetz symmetrisch. Ferner ist dann m der wahr-

1) Siehe die Kurven bei A. SOMMERFELD, Boltzmann-Festschrift 1904, S. 856. 
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scheinlichste Wert (dichteste Wert der Kurve) und der Zentralwert (Ziff. 33). 
Dennoch ist es sehr wohl moglich, daB der wahre Wert nicht gleich mist, weil 
die Beobachtungen mit Fehlern behaftet sind, weIche stets in derselben Richtung 
wirken. Den iibrigbleibenden Fehler m - Xo nennt man konstanten oder 
systematischen Fehler. Dieser kann nur eliminiert werden, wenn man seine 
Ursache kennt, so daB man entweder die Ursache fortschaffen oder den Fehler 
berechnen, oder ihn durch Messung bestimmen kann. Das gehOrt weiter nicht 
zur Fehlertheorie. Ohne nahere Kenntnis ist x = m jedenfalls der beste Wert, 
den man den Beobachtungen entnehmen kann. 

In einem anderen Fall sei die Kurve darstellbar durch 
(x-m)3 _x-m 

Y=6a4- e a 

eine schiefe Kurve. Fiir den wahrscheinlichsten Wert findet man daraus 
Xd = m + 3a; fUr den Zentralwert Xc = m + 3,67a, fUr den Mittelwert 
Xm = m + 4a. Hier ist es also nicht einleuchtend, was man als besten Wert 
wahlen muB. Man vergleiche diesen Fall mit dem analogen der Wellenlangen
messung einer unsymmetrisch verbreiterten Spektrallinie, wo man ebenso im 
unsicheren sein wird, ob man die Stelle des Intensitatsmaximums, die Stelle, 
weIche auf beiden Seiten die Hal£te der Intensitat liegen hat, oder den Schwer
punkt als den wahren Ort der Linie ansehen muB. Ohne weitere Kenntnisse 
iiber die Entstehungsweise der Schiefe wird man in beiden Fallen vorzugs
weise Xd, die Stelle des Maximums wahlen, dabei aber darauf bedacht sein, daB 
leicht ein systematischer Fehler begangen wird. Die Schwierigkeit laBt sich 
auch so ausdriicken: bei schiefer Fehlerverteilung ist eine scharfe Trennung 
von systematischen und zufalligen Fehlern nicht moglich. Wir setzen deshalb 
weiter ein willkiirliches s ymmetrisches Fehlergesetz q; (x - m) voraus. 

Der gewohnlich benutzte beste Wert aus n Beobachtungen ist das arith
metische Mittel tX, bestimmt durch die Gleichung 2: (x - !X) = 0, wo die Summe, 
wie iiberall im folgenden, iiber aIle Beobachtungswerte Xl • . • Xn zu nehmen 
ist. Man betrachte die Verallgenfeinerung dieser Gleichung 

1;h(x - g) = 0, (87) 

wo heine ungerade Funktion des Arguments x - gist. (87) kann so gelesen 
werden: es ist g das Mittel aus den x-Werten mit Gewichten hjx - g, also mit 
einer symmetrischen Gewichtsfunktion, berechnet. Ware die Zahl der x-Werte in 
jedem Intervall genau gleich der aus dem Fehlergesetz berechneten, so wiirde 
man g = m finden. Aus den statistischen Abweichungen dieser Zahlen berechnet 
man fiir die Abweichung von g 

2 1 Jh2rp dx 
o (g) = n (Jrpdh)2 , (88) 

weIche Formel fUr spezielle Wahl der Funktion h leicht zu folgenden Ergebnissen 
fiihrt: 

Arithmetisches Mittel tX h(x) =x, (J" = n-~ Ox, 

Zentrale Beobachtung c h(x) = sg(x) 1), Oc = n-I/2q; (0), (89) 

Bestmogliche Bestimmung 'Y h (x) = q;'(x) j q;(x) , (('1'12 r~ Or = n,-;P- dx . 

1) Signum von x bedeutet die unstetige Funktion, welche - 1 ist fur x < 0 und + 1 
fur" > O. Fur die Anwendung auf diesen Fall ist der Nenner von (88) als Stieltjes
integral aufzufassen. 
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Bei Anwendung dieser Formeln auf die vier Probegesetze (86) erhalt man die 
Zahlen der Tabelle 2, welche das "Gewicht" = 1ja2 der Bestimmungen ~, c 
und 'Y gibt, sowie die fUr die Bestimmung von 'Y notige Gewichtsfunktion: 

Tabelle 2. Gewicht von Mittelwertsbestimmungen. 

Fehlergesetz f/G'fx fIG: fIG;' Gewicht fiir r 

A 7 n/a~ 3,52 n/a~ 10 n/a~ (1-x2/aD- 1 

B nla~ 0,637 n/a~ n/a~ 1 

C 0,5 n/a! n/a~ n/a~ 

I 
1/lxl 

D ° 0,405 n/a~ 0,5 n/a~ (1 +x2/an- 1 

Da die Konstanten aI' a2, a3 und a4 verschiedene Bedeutung in den ent
sprechenden Gesetzen haben, so sind nur die Verhaltniszahlen der Genauig
keiten verschiedener Berechnungsweisen vergleichbar. Die Tabelle gibt z. B. 
an, daB c nur 35 % des Gewichts der besten Bestimmung hat fUr Gesetz A, 100% 
fUr C, also fur letzteres identisch mit 'Y ist. Fur das GauBsche Gesetz B gibt ~ die 
beste Bestimmung. Aus der letzten Spalte sieht man, daB man fUr A den weiter 
abliegenden Beobachtungen am besten ein groBeres Gewicht gibt als den in 
der Mitte liegenden, umgekehrt fUr C und D ein kleineres. Selbst das Gesetz D 
gibt dann eine gute Genauigkeit, das gewohnliche arithmetische Mittel ist dafUr 
aber ganz unbrauchbar. 

39. Bestimmung der Genauigkeit aus den Fehlern. Man stellt sich gewohn
lich die weitere Aufgabe, aus den Abweichungen der n Beobachtungen unter sich 
ein MaB fUr die GroBe der Beobachtungsfehler zu berechnen. Wir betrachten 
zuerst den Fall, daB der genaue Wert der gemessenen GroBe bekannt ist, und daher 
auch die Fehler ev e2' ... , en' Man miBt z. B. wiederholt eine bekannte GroBe, urn 
die Genauigkeit des MeBinstruments zu untersuchen. Die Aufgabe lautet dann, 
die Konstante a des Fehlergesetzes cp (eja) zu bestimmen, wo g; eine gegebene 
gerade Funktion ist. Die bestmagliche Lasung dieses Problems wurde in Ziff.36 
besprochen. Es sei hier eine allgemeine Berechnungsweise betrachtet, welche 
aIle gebrauchliche Verfahren umfaBt. 

Man berechnet das Mittel irgendeiner geraden Funktion k (eja) und setzt 
dieses gleich dem aus g; berechneten Mittelwert, in welchem a nicht vorkommt: 

~ 1: k(eja) = f k(~) cp(~) d~. (90) 

Nach bekannten Grundsatzen findet man fur die Genauigkeit dieser Bestimmung 
von a: 

(91) 

Fur die spezielle Anwendung dieser Formel werden wir weiter a2ja~ an
geben, d. h. das Quadrat der relativen Genauigkeit von a, das eine reine 
Zahl ist. In Tabelle 3 findet man die Zahlenwerte fUr vier Verfahren: 1. Be
rechnung von a aus der Quadratsumme; 2. aus der Summe der Absolutwerte 
der Fehler; 3. Berechnung von a durch eine Abzahlung, d. h. man sucht das 
symmetrisch gelegene Intervall, innerhalb welcher der Bruchteil ~ .aller Fehler 
enthalten ist. Man hat also k = 1 fur e2ja 2 < q2 und k = 0 fur e2j a2 > q2, 
wo q und ~ nach 

(92) 
-q 
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zusammenhangen. Gleichung (91) gibt fUr diesen Fall 

a2 {2q!p(q)}2 
o~ = iX(1 - ,xj 

47) 

(93) 

und man kann 0(, so wahlen, daB die Genauigkeit maximal wird. 4. gibt Tabelle 3 
die Genauigkeit der bestmoglichen Bestimmung von 0(, nach Ziff. 36, und den 
zugehorigen Wert der Funktion k. 

Tabelle 3. Quadrat der relativen Genauigkeit von a. 

Fchlergesetz aus ~ 1';2 aus 2: kl a us der bes ten I 
IX dafur I 

bcstmogl. 
I k dafiir Abzahlung Bestimmung 

A 3n 2,16 n 2,33 n i 24/25 5 n 
I 

~2/1 _ ~2 

B 2n 1,75 n 1,30 n 6/7 2n ~2 

C 0,80 n n 0,648 n 
I 

4/5 n I~I 
D ° 0 0,405 n 1/2 0,5 n e/l + ~2 
Die Bestimmung aus der Quadratsumme ist die bestmogliche fUr das normalc 

Gesetz B, die aus den Absolutwerten fUr das Gesetz C. Aber auch fUr B gibt 
die Berechnung aus 1: lei eine Genauigkeit, welche der bestmoglichen nur wenig 
nachsteht. Da man oft Abweichungen vom GauBschen Gesetz findet derart, 
daB die groBten Fehler etwas haufiger sind als nach der Formel, so wird der 
Vorteil der Benutzung von 2;1'2 gegenuber ~Iel praktisch oft geringer sein, als 
die Tabelle fUr B angibt. Wie immer die Rechnung gemacht sei, als Ergebnis 
sollte man jedenfalls den "mittleren Fehler" (d. h. ax) als MaB fUr die Ge
nauigkeit der Beobachtungen anfuhren. 

Fur gewohnlich wird man also die relative Genauigkeit eines mittleren Fehlers 
auf V2n veranschlagen. Folgendes Beispiel zeigt die praktische Wichtigkeit 
dieser GroBe. Die von einer Werkstatte hergestellten Theodoliten werden vor 
der Ablieferung dadurch gepruft, daB ein bekannter Winkel mit jedem In
strument sechsmal gemessen wird. Die daraus abgeleiteten mittleren Fehler werden 
fUr 22 Instrumente gleicher Art wie folgt angegeben, in 0,01" als Einheit: 95, 
144, 119, 110, 81, 84, 101, 76,90, 109, 106, 97, 44, 40, 83, 117, 95, 86, 67; 95, 
79, 86. Diese Zahlen1) scheinen auf den ersten Blick anzugeben, daB einige In
strumente besonders genau ausgefallen sind, andere deutlich ungenauer, als 
dem Mittel 91 aus obigen Zahlen entspricht. Fur die Wurzel aus dem Quadrat
mittel der Abweichungen wird man aber 23 finden, und fur die Streuung unter 
der V ora ussetzung, daB aIle Instrumen te ta tsachlich g lei c h g e n a u waren: 
91jVi2 = 26. Die Dbereinstimmung bedeutet, daB die wirkliche Ungleich
heit der Instrumente gering ist und ganz verdeckt wird durch die Ungenauig
keit der Prufung. 

Bis jetzt haben wir angenommen, der genaue Wert der gemessenen GroBe 
sei bekannt. Meist wird das nicht der Fall sein; man kennt auch die wirklichen 
Fehler nicht, und nimmt an ihrer Stelle die Abweichungen e vom Mittel. Es ist 

81 + E2 + ... En e1 = Cl - - --n --, 
und durch Quadrieren und Mittelbildung findet man leicht 

e2 =n-1;'2 
n (94) 

unabhangig von der Form des Fehlergesetzes. Daher die bekannte Regel, daB 
die Quadratsumme der Abweichungen, durch n - 1 statt durch n dividiert, 

1) Aus A. FENNEL, ZS. f. Instrkde. Bd.46, S.207. 1926. 
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den mittleren Fehler gibt. Bei anderer Berechnungsweise des Fehlers muB ein 
anderer Betrag von n abgezogen werden, z. B. ! bei Benutzung von 1:'JeJ und 
normalem Gesetz. 

Es liegt hier aber noch eine unerwartete Schwierigkeit vor. Gibt man an, 
es solI n - 1 statt n benutzt werden, so bedeutet das offenbar, die Formeln 
werden als genau angesehen auch fUr Glieder von der Ordnung n -1 gegenuber 
dem Hauptglied. Das sind sie aber nicht ohne weiteres. Fur das normale 
Fehlergesetz solI diese Frage etwas weiter verfolgt werden, weil sie auch bei 
Verarbeitung der Abweichungen bei der Brownschen Bewegung vorkommtl). 
Es genugt, den Fall zu untersuchen, daB die wirklichen Fehler gegeben sind. 

Setzt man 

so ergibt sich durch eine geometrische Betrachtung, genau wie in Ziff. 27, fUr 
die W.-Dichte von R: 

(95) 

Das ist eine schiefe Verteilung, 
Mittelwerte gibt: 

we1che fUr den dichtesten Wert sowie fUr die 

R~ = (n - 1) a2 
-2 
R = (n -!) a2 

Danach erscheint es fraglich, ob man bei gegebenem R2 den best en Wert von a2 
findet durch Division mit n, n - t oder n - 1. Anfang dieser Ziffer haben 
wir nur deshalb n gefunden, weil wir den beobachteten Wert von R2 seinem 
berechneten Mittelwert gleichgesetzt haben. 

Die Frage muB aber anders gestellt werden, namlich so: was ist die W.-Dichte 
fUr a, wenn R gegeben ist? Das ist nur dann eindeutig zu beantworten, wenn 
die W.-Dichte fUr a a priori gegeben ist. Man hat diese oft konstant voraus
gesetzt, roh ausgedruckt: jeder Wert von a solI a priori gleich wahrscheinlich 
sein. Wieder andere benutzen das "PrazisionsmaB" h = 1/aV2 und nehmen 
fUr h konstante W.-Dichte als eben so selbstverstandlich an. Es ist wohl besser, 
die W.-Dichte fur 19 a konstant zu nehmen, d. h. es solI a priori gleich wahr
scheinlich sein, daB a zwischen 1 und 2 liegt wie zwischen 2 und 4 usw. DaB 
das Intervall fUr 19 a beiderseits unendlich ist, bildet nur schein bar eine Schwierig
keit, da man es ohne EinfluB auf das Resultat immer passend begrenzen kann. 

Die W. a priori fUr ein Intervall da wird damit Kda/a, und a posteriori 

(96) 

wiederum ein schiefes Ges.:tz. Man hat hier fur den besten Wert von a etwa 
die Wahl zwischen den folgeilden Berechnungsarten: 

I/ R2 R2 l~·· R2 
at = r n' (lga)d = !lgn-' a = / ii-=- 1,5' a2 = n-=2.' 

Man wird gut tun, an den beiden zuerst angefUhrten, dem Zentralwert, und 
dem dichtesten Wert fUr 19 a als Variable, festzuhalten, also R durch n zu divi
dieren, und entsprechend die Summe der Abweichungen durch n - 1, wie ublich. 
Die angefuhrten Zahlen illustrieren zugleich die Schwierigkeit der Wahl bei 
jedem schiefen Gesetz, wovon Anfang Ziff.38 die Rede war. DaB man bei 
anderer Formulierung der Aufgabe etwa n + 2 finden kann statt n, wird dem
nach verstandlich. Nur die Betrachtung der Verteilungskurve kann in so1chen 
Fallen Klarheit bringen. 

1) ERICH SCHMID, Phys. ZS. Ed. 9, S.222. 1922. 
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40. Verwerfen stark abweichender Beobachtungen. Unter n vorliegenden 
Beobachtungen sei eine durch einen groben Fehler entstellt, etwa durch einen 
Schreibfehler oder ein Versehen anderer Art, durch das Nichtbeachten einer 
VorsichtsmaBregel bei der Messung, oder auch durch zufalliges Eintreten eines 
storenden Umstandes, der fUr gewohnlich nicht da ist. Selbstverstandlich wird 
man diese f a I s c h e Beobachtung bei der Mittelbildung weglassen. Wie solI man 
aber erkennen, ob die Beobachtung falsch ist? 

Wir betrachten den Fall, daB eine Nachpriifung nicht moglich ist, daB 
man also nur die beobachtete Zahl, und daher ihre Abweichung yom Mittel, 
zur Beurteilung besitzt. 1st diese Abweichung z. B. das Zehnfache des mittleren 
Fehlers a, so ist es nicht zweifelhaft, daB die Beobachtung falsch ist, denn die W., 
daB eine richtige Beobachtung so weit abweicht, ist, unter Voraussetzung des 
GauBschen Gesetzes, von der Ordnung 10- 22. Anders ist es im folgenden 
Beispiel. 

Unter 10 Beobachtungen zeigt eine eine Abweichung yom Mittel im Betrage 
von 3,3 a. SolI man diese verwerfen? Aus einer Tafel des Fehlerintegrals wird 
man finden, daB im Mittel 1/1000 der Beobachtungen urn 3,3 a oder mehr ab
weichen. Das bedeutet hier: die W., daB unter 10 Beobachtungen eine Abweichung 
dieser GroBe vorkommt, ist 0,01. Diese Zahl miiBte man vergleichen mit der 
W., daB unter 10 Beobachtungen eine falsche vorkommt. Gewohnlich wird 
man dariiber nicht viel wissen. Gesetzt aber, man weiB aus friiherer Erfahrung, 
daB etwa 1 % der Beobachtungen falsch ist, so wird die W. fUr eine falsche 
Beobachtung 0,1, und damit die W., daB die starke Abweichung richtig ist, 
1/11. SchlieBt man die Beobachtung aus, so hat man also eine W. 1/11, daB 
das mit Unrecht geschieht. Durch AusschlieBen wird in diesem Fall das Mittel 
urn 0,33 a geandert, eine verhaltnismaBig groBe Anderung, die man nicht un
richtigerweise vornehmen mochte! 

Obiges Beispiel gibt ein deutliches Bild der Schwierigkeiten beim Verwerfen 
abweichender Beobachtungen. Jeder Einzelfall muB fUr sich betrachtet werden. 
Man bedenke immer, daB das Verwerfen nur wegen Verdacht eines ungewohn
lichen Fehlers geschehen solI, d. h. wegen Abweichung yom normalen Gesetz. 
Ware die W.-Dichte der "ungewohnlichen" Fehler bekannt, so konnte man natiir
lich das Fehlergesetz entsprechend abandern, 'es wiirde einen "Schwanz" be
kommen, welcher die groBere Haufigkeit der groBen Fehler angabe. GemaB 
Zif£. 38 wiirde die bestmogliche Bestimmung dann erfordern, daB man den 
weit abliegenden Beobachtungen ein kleines, fast zu Null herabgehendes Ge
wicht cp'(E)/Ecp (E) beilege. Das ganzliche AusschlieBen der Beobachtungen im 
"Schwanz" ist die einfachste Annaherung an diese bestmogliche Berechnung. 

41. Die Abrundungsfehler. Berechnete sowie beobachtete Zahlenwerte 
sind fast immer abgerundet. Durch das Abrunden an sich wird ein Fehler be
gangen, der in Einheiten der letzten Dezimale ausgedriickt, s(x) genannt sei. 
Es sei x der Zahlenwert ohne Abrundung, ebenso in Einheiten der letzten De
zimale, so daB man sagen kann, es wird x auf einen ganzzahligen Wert abge
rundet. s(x) ist periodisch mit der Periode 1 und es ist 

s(x) = - x fUr -! < x < + ! . (97) 

Die Frage ist: Wie kombiniert sich dieser Fehler mit den Beobachtungsfehlern? 
Kann x nacheinander alle moglichen Werte annehmen, so wird s ebenso leicht 
positiv als negativ ausfallen, und man berechnet leicht a (s) = 1!V12 = 0,29. 
Das ist also der mittlere Fehler durch Abrundung. Unter geeigneten 
Umstanden wird demnach z. B. das Mittel aus 9 Beobachtungen mit einem mitt
leren Abrundungsfehler von 0,29/3 behaftet sein, und die Verteilung der moglichen 
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Abrundungsfehler wird dabei auBerdem mit guter Annaherung durch ein normales 
Gesetz mit dieser Streuung gegeben. Folgendes einfache Beispiel zeigt aber, 
daB es auch einen systematischen Abrundungsfehler gibt. 

Eine durch zwei Endstriche genau definierte Lange von 25,638 mm wird 
mit einem genauen MillimetermaBstab gemessen, die Zehntel werden geschatzt. 
LaBt man den linken Endstrich mit einem Strich der Skala zusammenfalIen, 
so gibt die Ablesung am rechten Endstrich 25,6 mm. Es ist hier zwecklos, die 
Messung zu wiederholen, das Ergebnis ist immer dasselbe, auch das Mittel 
vieler Messungen gibt den Fehler -0,38 Zehntel mm. Es wird also ein syste
matischer Fehler im Betrage s (x) gemacht. Ein Vorteil ist es hier, wenn die 
Skala fUr Strecken von 25 mm Abweichungen von etwa 0,05 mm zeigt. An 
verschiedenen Stellen der Skala wird man dann 25,7 ablesen, an anderen 25,6, 
und das Mittel aus mehreren Messungen wird viel naher an den wahren Wert 
herankommen, wie es die Rechnung weiter unten genauer angibt. 

Ganzlich vermieden wird in diesem Beispiel der systematische Fehler, wenn 
man die zu messende Lange an immer andere willkurlichen Stellen der Skala 
legt und an beiden Enden die Zehntel schatzt. Es werden dann zwei Zahlen Xl 

und X 2 abgerundet, und es ist x2 - Xl = 256,38. Liegt der gebrochene Teil von 
X 2 zwischen 0,5 und 0,88, so ist das Ergebnis 25,7, sonst 25,6. Die W. fUr den 
groBeren Wert ist also 0,38 und das Mittel aus n Beobachtungen wird mit wachsen
dem n dem genauen Wert von X zustreben. Fur den mittleren Fehler dieses 
Mittels findet man nach bekannten Formeln 

Aus 100 Messungen wurde man in dieser Weise die Lange tatsachlich mit einem 
m. F. von 5 fh bestimmen. Der Zahlenwert stimmt nur ungefahr mit der Be
rechnung aus dem mittleren zufalligen Abrundungsfehler 0,29 an beiden Enden, 
welche 0,29i2. n-j = 0,41 n-i gibt. 

Allgemein finden wir den systematischen Abrundungsfehler r(x) wie 
folgt. Es wird die Zahl X abgerundet, Fehler s(x). Der wahre Wert ist aber xo, 
der Beobachtungsfehler e = x - Xo hat die W.-Dichte 1p(e). Der Mittelwert 
von e ist Null, der Mittelwert von s (x) aber ha.ngt von Xo ab, wir schreiben: 

+00 

s(X) = r(xo) = f s(x) 1p(x - xo) dx . (98) 
-00 

Das ist eine periodische Funktion von xo, von der Periode 1. Fur ihre Fourier
entwicklung findet man 

+00 

mit en = (- 1)nfcos 2nllX 1p(x) dx, 
nn 

-00 

und speziell im Fall des GauBschen Gesetzes: 

() 1 2 ". 1 8"· r Xo = - -e- " (J sm211xo + ~e- " (f sm411xo - .... 
n 2n 

(99) 

(100) 

Nach letzterer Formel nimmt der systematische Fehler bei zunehmendem a 
sehr schnell abo Das Maximum von r, ungefahr bei Xo = 1/4 und Xo = 3/4 ist 
gleich a fUr a = 1/6, es wird 0,1 a fUr a = 1/3, und 0,002 a, also ganzlich un
merklich, fUr a = 1/2. DaB der systematische Abrundungsfehler mit wachsender 
Ungenauigkeit der Beobachtungen a bnehmen muB, wird man auch aus Abb. 7 
erkennen, wo die Verteilungsgesetze fur den Abrundungsfehler fUr den besonderen 
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Fall dargestellt sind, daB der wahre Wert Xo den gebrochenen Teil 0,75 haP). 
Ohne zufaJlige Beobachtungsfehler ware dann s = 0,25, und urn diesen Wert 
herum liegen die Abrundungs- If 

fehler, wenn der mittlere Be
obachtungsfehler (] z. B. ein 
Neuntel des Abrundungsinter- J 

valls betragt. Fur (] = 1/6 
kommt es schon 6fter vor, daB 
die Beobachtung statt 0,75 
Werte unter 0,5 liefert, so daB 2 

s negativ wird und s merklich 
kleiner als 0,25. Fur (] = 1/3 
ist die Verteilung schon fast 
gleichmaBig, und es wird s = 
0,03. (Ober die Art dieser Ver
teilungskurven vgl. Ziff. 42.) 

Aus den obigen Zahlen, 
welche alle fur das Abrundungs
intervall als Einheit gelten, ent

Abb.7. Verteilung des Abrundungsfehlers fUr ,,= 0.75. 

nimmt man als praktische Regel: Das Abrundungsintervall solI h6chstens 
das Doppelte des anderweitigen mittleren Beobachtungsfehlers be
tragen. 

42. Zyklische Fehlergesetze. In verschiedenen FaJlen kommt es vor, daB 
man aus Beobachtungen ganzzahlige Verhaltnisse zu bestimmen sucht. 
Man denke etwa an die Bestimmung des elektrischen Elementarquantums nach 
MILLIKAN. Die wahren Werte Xo sind dann bei geeigneter Wahl der Einheit -
und diese sei im folgenden vorausgesetzt - ganze Zahlen. Die beobachteten x 
weichen davon urn die Beob-
achtungsfehler e ab, die bei 
gegebenem Xo die W-Dichte 
q;(e) = q;(x - xo) haben mo
gen. Wir wollen weiter anneh
men, daB in der Umgebung 
eines gewissen Wertes m die 
Zahlen m, m + 1, m + 2 ... 
m -1, m - 2 ... als wahre 
Werte a priori gleich wahr
scheinlich sind. Fur die Ver
teilung der x ergibt sich 
dann (Abb. 8) 

o 45 1 ~5 2 
Abb. 8. Bildung eines zyklischen Fehlergesetzes aus einem linearen. 

Cq;(x - m) + Cq;(X - m - 1) + ... + Cq;(X - m + 1) + .... 

Es liegt auf der Hand, die verschiedenen Perioden dieser periodischen Verteilung 
zusammenzufiigen, etwa dadurCh' daB man nach der W-Dichte des gebrochenen 
Teils von x - m fragt. Dieser sei ~, dann finden wir fur das Verteilungsgesetz w (~) 

+00 

W (;) =.2 cp (~ + k) , (101) 
k= -00 

1) FUr andere Werte von Xo braucht man nur die Kurven entsprechend horizontal 
zu verschieben. 
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da die Konstante C gleich 1 wird, weil 
1 +00 

f w (~) d~ = f <P (x) dx = 1 . 
o -00 

Fiir die Fourierentwicklung von w findet man, wenn <p symmetrisch ist, 
+00 , 

w(~) = 1 + 2CI cos2n~ + 2C2cos4n~ + ... , wo Ck = f <p(x)cos2knxdx. (102) 
-00 

w heiBt nach v. MISES I ), welcher die vorliegende Frage zuerst behandelte, 
zyklisches Fehlergesetz. Als Gegensatz sei <p als lineares Fehlergesetz 
bezeichnet. Fiir gewohnlich wird man fUr <p das normaleGauBsche Gesetz in (102) 
einsetzen konnen und dadurch das normale zyklische Gesetz 

w(~) = 1 + 2qcos2n~ + 2q4cos4n~ + ... = 1f3(~), q = e- 2n'(J', (103) 

eine Jacobische Thetafunktion, erhalten. Dieselbe Formel erhalt man, indem 
man gemaB Zif£' 29 die Warmeleitungsgleichung fiir einen ringformigen Stab 
vom Umfang 1 lost. 

Es ist lehrreich, das in ganz anderer Weise von v. MISES abgeleitete zyklische 
Gesetz zum Vergleich heranzuziehen. Er versuchte die alte GauBsche Herleitung 
des linearen Gesetzes aus dem Postulat des arithmetrischen Mittels auf diesen 
Fall zu iibertragen. Man hat dafUr folgende Fragestellung zu betrachten. 

Die wahren Werte seien m + k, wo m unbekannt, k eine willkiirliche ganze 
Zahl sei. Wie soIl man aus n Beobachtungswerten Xl ••. Xn den Wert von 1ft 

bestimmen? v. MISES postuliert nun folgende Bestimmungsweise: auf einen 
Rreis vom Umfang 1 trage man Bogenlangen Xl ••• Xn auf und bestimme den 
Schwerpunkt der Endpunkte. Der Halbmesser durch diesen Schwerpunkt gibt 
auf dem Kreis den Bogen man. Analytisch bedeutet das: m wird bestimmt aus 
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der Gleichung 

1;sin2n(xi - m) = o. (104) 

Nehmen wir etwa an, die Be
stimmung nach (104) soIl die 
genaueste sein, so ist das 
Fehlergesetz dadurch festge
legt. Es muB nach Ziff.36 
Formel (78) dann 

c sin2n(x -:- m) = cult - m~ cux-m 
und damit 
w(x-m) =Ce"cos2n(:t:-m) (105) 

sein. Das ist das Ergebnis 
a a tJ1 42 43 0,'1 45 0,6 0,7 0,8 0,0 ~o von v. MISES. Abb. 9 gibt 
Abb. 9. Ein normales zyklisches Gesetz (-) lind ein soIches nach 

v. MISES ( •• _-). 
einen Vergleich dieses Ge
setzes mit dem normalen ge

maB (103). Es liegt hier also ein Beispiel vor, wo, anders als bei dem linearen 
Fehlergesetz, das "Postulat des arithmetischen Mittels" - entsprechend abge
andert - in seinen SchluBfolgerungen deutlich von der "Hypothese der Partial
fehler" verschieden ist. Es ist wohl nicht zweifelhaft, daB man der letzteren den 
Vorrang geben muB. 

1) R. v. MISES, Phys. ZS. Ed. 19, s. 420. 1918. 
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VI. Korrelation. 
a) Mit zwei Veranderlichen. 

43. Einleitung, der Korrelationskoeffizient. In den Abschnitten IV und V 
wurde fast, ausschlieBlich der Fall betrachtet, daB den Zufallserscheinungen 
nur eine Variable, x, zugeordnet ist. Betrachtet man gleichzeitig mehrere 
Veranderlichen, welche vom Zufall abhangen, so kommen iiberall neue Gesichts
punkte hinzu, so daB eine erschOpfende Behandlung weit mehr Raum beanspruchen 
wiirde, als die entsprechende fUr eine Variable. Es sind aber viele von den oben 
behandelten Fragen fUr mehrere Variable noch ungelost oder nicht einmal auf
geworfen. Auch von der schon geleisteten Arbeit auf diesem Gebiete konnen 
nur einzelne Teile, welche direkte physikalische Anwendung finden, hier ge
bracht, andere im Zusammenhang damit kurz gestreift werden. 

Wir beschranken uns vorlaufig auf zwei Veranderliche, x, y und betrachten 
spater die wesentlich neuen Begriffe bei mehreren Variablen (Ziff. 48f£'). Es 
sollen femer im folgenden fUr gewohnlich kontinuierliche Wahrscheinlich
keiten behandelt werden, die Aussagen lassen sich - soweit es iiberhaupt einen 
Unterschied macht - leicht fUr den Fall diskreter moglicher Werte der Ver
anderlichen entsprechend abandem. 

In jedem besonderen Fall wird die Zufallserscheinung bis in alle Einzel
heiten bekannt sein, sobald die W.-Dichte g; (x, y) (Ziff. 24) als Funktion der 
beiden Veranderlichen bekannt ist. Nun wird aber einerseits bei statistischen 
Untersuchungen das Beobachtungsmaterial schwieriger noch als bei einer Vari
ablen zur Bestimmung des Verlaufs von g; ausreichen, anderseits wird bei theo
retischen Untersuchungen die Berechnung von g; oft sehr beschwerlich oder 
unausfUhrbar sein. Man sucht deshalb die Eigenschaften von 'P durch eine 
moglichst geringe Anzahl von Konstanten wiederzugeben. Als solche kommen 
wegen ihrer einfachen Eigenschaften und willkiirlich wahlbaren Anzahl an erster 
Stelle die Potenzmittel (Momente) in Betracht, in der Reihenfolge 

X, y, X2, xy, y2, x3, x2y, xy2, y3, usw. 

oder besser, gleich die von den Mittelwerten an gemessenen Momente flrnn 

P,mn = (x - x)m (y - y)n. (106) 

So wie nun fUr eine Veranderliche oft die Mittelwerte x und X2, oder x und G", 
geniigen, ebenso wird man fiir zwei Veranderliche haufig mit den fUnf Werten 
x, y, X2, xy, y2 auskommen, wo nur der Wert xy oder das entsprechende P,n 
neu ist. Dieser Mittelwert ist in einigen Fallen zur Beurteilung der Abhangig
keit von x und y schon sehr brauchbar, da bei Unabhangigkeit P,n = 0 ist 
(vgl. weiter Ziff.47), er kann auch in theoretischen Berechnungen hierzu ge
braucht werden. Gewohnlich wird man aber vorziehen, aus ihm eine dimensions
lose Zahl r abzuleiten nach 

Pu (x - xi (y - y) 
r = GzGy = ~ X)2 • (y _ y)2 ' 

(107) 

welche als Korrelationskoeffizient (im folgenden abgekiirzt zu Kk.) be
zeichnet wird. Es seien weiter die normierten Veranderlichen 

x-x 
~=-, 

G" 

y-y 
fJ=-

Gy 

eingefiihrt, so daB {2 = fJ2 = 1, ~fJ = r wird. Der Ausdruck 

(a~ + bfJ)2 = a2 + 2rab + b2 

(108) 

(109) 
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kann fUr keine reellen Werte von a und b negativ werden, also muB 

-1~r<+1 (110) 

sein. Er kann nur Null werden fUr r = ±1, fUr r = +1 wird (~- fJ)2 = 0, 
also identisch ~ = fJ, ebenso fur r = -1, ~ = -fJ. Die Grenzwerte ±1 des 
Korrelationskoeffizienten geben also an, daB x und y vollstandig verbunden 
sind, d. h. bei bekanntem x hangt y nicht mehr yom Zufall ab, sondern ist voll
kommen bestimmt: 

y = 51 ± -~ (x - x) , wenn r = ±1. 
Ox 

Sind andererseits x und y unabhangig, so wird r = 0, es gilt aber im allgemeinen 
nicht das Umgekehrte (Ziff.47). So wird fUr die Richtungskosinus aus Ziff. 13 

~1 = ~2 = 0, ~1 ~ 2 = ° also r(~l' ~2) = ° 
aber 

daraus 

so daB ~~ und IX;, und auch IXI und !i2, nieht unabhangig sind. Wie in diesem 
Beispiel wird man allgemein die gemischten Momente ftm n auf die Korrelations
koeffizienten r(xm, yn) zuruckfUhren konnen. x und y werden nur dann un
abhangig sein, wenn diese r(xm, yn) fur aIle positiv ganzzahligen m und n 
verschwinden. 

Urn anzugeben, daB nur bekannt ist, daB r (x, y) = 0, werden wir auch 
sagen: x und y sind unkorreliert. 

44. Das Vektorschema fUr lineare Funktionen. Man berechne die Streuung 
von z = ax + by, wenn r der Kk. von x und y ist. Es wird 

I z - z = a (x - x) + b (y - y) 

~
. und 

/ a;=a2a~+2abraxay+b2a;. (111) 

O .
s8.¥.<f III" P e ,. Diese Formel laBt sich einfach geometrisch 

veranschaulichen. Man trage zwei Vektoren i3x 
f,xl und i3y mit Absolutwerten ax und ay auf, welche 
/ den Winkel q; = arccosr einschlieBen (Abb. 10). 

Abb. to. Streuung und Kk. einer linearen Nimmt man dann 0 P = a ax, PQ = bay, so wird 
Funktion. . OQ = az. Fur den Kk. rxz findet man weiter: 

_ (x - x){a(x - x) + b(y - y)} _ aox + broy _ QOP rxz - - ---- - cos . 
Ox Oz Oz 

(112) 

Der Kk. zwischen zwei willkurlichen linearen Funktionen von x und y wird 
ebenso dem Kosinus des Winkels zwischen den entsprechenden Vektoren gleieh 
gefunden. Der Vektor 5z = a5x + b5y gibt also durch Richtung und 
GroBe die Korrelation und Streuungfiir z = ax + by an. 

Es ist beispielsweise der Vektor 5y - r °Il ~x senkrecht auf OP, deshalb ist 
0", 

y - r: x unkorreliert mit x, wie man auch algebraisch leicht nachrechnet. 
'" Als Anwendung sei der Fall betrachtet, daB man aus Beobachtungen in 

verschiedener Weise die beiden Zahlenwerte x und y als Bestirnmungen fur 
dieselbe GroBe mit den mittleren Fehlern ax resp. ayentnimmt. Man wird 
versuchen. x und y zu einem noch genaueren Mittel zu vereinigen. Die Streuung 
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von z = (ax + by)j(a + b), d. h. des Mittels mit Gewichten a und b, wird nach 
dem Obigen durch den Abstand eines Punktes der gestrichelten Geraden von 0 
dargestellt. Das Lot von 0 auf diese Gerade gibt also das genaueste Mittel 
an, in Abb. 10 miiBte man dafiir y ein negatives Gewicht erteilen. Nur wenn 
x und y unkorreliert sind, wird man aus der Abbildung die bekannte Vorschrift 
der Ausgleichungsrechnung zuriickfinden, nach welcher a/b = a,l/a~2 sein muB. 
Fiir den besonderen Fall dagegen, daB die Gerade durch die Endpunkte von ~~ 
und ~y auf einem dieser Vektoren senkrecht stehen sollte, wird das Heranziehen 
des anderen keine Erhohung der Genauigkeit bringen konnen. Dieser Fall tritt 
in folgendem Beispiel ein. 

Aus det groBen Zahl N gleichartiger Messungen Xl··· XN einer GroBe nimmt 
man einerseits das arithmetische Mittel Xm , andererseits den Zentral
wert Xc (Ziff.33). Um den Kk. r(xm' xc) zu berechnen, sei ein symmetrisches 
Verteilungsgesetz gJ(Xi) fiir jede Einzelmessung vorausgesetzt, und der Null
punkt in x gelegt. Der bedingte Mittelwert fUr Xi > Xc wird 

00 00 00 

ii~c = / x gJ(x) dx // gJ(x) dx = 2[1 + 2xc gJ(O)] / xgJ(x) dx , 
•• 0 

das letztere als lineare Annaherung fUr kleines xc. 1st nun Xc der beobachtete 
Zentralwert, so liegen N /2 Beobachtungen oberhalb von xc, und es wird fiir 
den Mittelwert des arithmetischen Mittels xm 

00 0 

N X,-;~c = N[1 + 2XcgJ(0)]/ xgJdx + N[1 - 2XcgJ(0)]I xgJdx =N ' 2xcgJ(0) ·14 
o -00 

Durch Bildung des allgemeinen Mittelwerts nach Multiplikation mit Xc 
wird leicht weiter gefunden 

Tabelle 4 gibt die Zahlenwerte fUr drei ausgewiihlte Fehlergesetze. Beim ersten, 
rechtwinkligen Gesetz muB man fUr die beste Bestimmung Xc ein negatives 
Gewicht geben, fur die beiden anderen sind die besten Bestimmungen Xm resp. Xc 

seIber, in Dbereinstimmung mit dem allgemeinen Ergebnis in Zif£. 38. 

Tabelle 4. Korrelation von Zentralwert und 
arithmetischem Mittel. 

Fehlergesetz I1cl'N I1mVN '(~m,~c) Genauestes Mittel 

_ i (x2<1) 
cp(X) - 0 (x2> 1) tV3 IY3 .~ Xm - !Xc 

cp(x) = e- x'/2/y2ii JQ2 fij; Xm 

cp(x) = ie-Ix/ Y2 iY2 Xc 

45. Die Irrwanderung mit Korrelation. Zur Erlauterung von Fragen iiber 
das Zusammenwirken vieler Schwingungsvorgange, sowie iiber die Brownsche 
Bewegung, hat man folgendes Problem gestellt. Ein Wanderer legt in willkiir~ 
licher Richtung die gerade Strecke 10 zuriick, wahlt dann eine andere Richtung, 
welche mit der ersten einen Winkel eXl macht, nach einer Strecke 11 schlagt 
er wieder einen Winkel eX 2 ab, usw. Man sucht die W.-Dichte des Endpunktes 
nach n Strecken, wenn die Winkel eX vom Zufall abhangen. 

Handbuch der Physik. III. 31 
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Es seien die Strecken aIle gleich I, und die .x symmetrisch auf positive 
und negative Winkel verteilt, so daBsin.x = 0 und cos~= {} gilt. Werden 
kleine Winkel stark bevorzugt, so wird {} nahe an 1 sein. Man findet leicht 

cos (.xl + .x2) = {}2, cos (.xl + .x2 + ... + .xm) = {)m 

und daher fUr den mittleren Weg A in der Richtung von to 

A = l( 1 + {} + {}2 + ... ) = 1 ~ {) ( 114) 

und fUr das Quadratmittel der Projektion des ganzen Weges auf irgendeine 
x-Achse, mit welcher die Strecken Winkel gJo, gJl ... einschlieBen 

L; =12(cos%+cosgJl +--:-.~+ COSgJa_l)2 = t22:2: cosCP~-COS~i 
i j 

cos-q;.cosrpj = coS2-cp:' COS(IX~~~+ ... i j ) = !{}Ii-i l . 
und 

Fur groBe n wird man angenahert f - i von - 00 bis + 00 nehmen konnen, 
und finden -L--2 I t" 1 + .Il 1 + {) 

-, v d V = V I. V = 12 ---x=2 n "1_f} un xl y n 1-0' 

Man achte darauf, daB {} als Kk. zwischen den Projektionen angrenzender 
Strecken aufgefaBt werden kann. Fur den allgemeinen Fall, daB auch die Lange Ii 
yom Zufall abhangt und auch fUr das entsprechende dreidimensionale Problem, 
wird man besser gleich den Kk. einfUhren, und zwar zwischen den Strecken 
als Vektoren, fo und fl' wo in der Definitionsgleichung (109) das skalare Pro
dukt zu nehmen ist. 1st der Kk. fUr angrenzende Vektoren immer gleich {}, so 
wird man ihn fUr 10 und fm wieder zu {)m finden (vgl. dazu Ziff. 49) und ebenso 
die Endformel: L-2 _ t2 1 + f} 

-n i-f}' (115) 

Man begegnet Formel (115) in der Gastheorie bei EinfUhrung der sog. Per
sistenz der Geschwindigkeit nach einem ZusammenstoJ3. Genau genommen 
muB man dabei die Persistenz der Weglange benutzen, d. h. den Kk. an
grenzender Weglangen, die als Vektoren betrachtet werden. 

Formel (115), oder eine in ahnlicher Weise gebildete, gibt die mittlere In
tensitat fUr interferierende Lichtschwingungen, deren Phasen Korrelation zeigen. 
Fur die Anwendung auf Lichtzerstreuung vgl. man die Literatur1). Einfacher 
ist die Anwendung auf den Weg, den ein Emulsionsteilchen durch Brown
sche Bewegung in der Zeit t zurucklegt. Dabei bedenke man, daB man fUr f 
auch die Vektorsumme einer Anzahl von Weglangen einsetzen kann. Man 
teile die Zeit t in n gleiche Teile At = tin, we1che so klein sind, daB die Ge
schwindigkeit u sich wahrend At nur wenig andert, und setze I = uAt. Es 
ist fUr die Brownsche Bewegung (Zif£' 46) 

Juu 

Lit = -(Ju, also (u + Au)u = (1 - (JAt) u2 , {} = 1 - flAt, 

wo{J. die Dampfungskonstante ist. In (115) eingesetzt, mit [2 = u 2 (AW, hebt 
s6 At heraus und es wird 

I L2 = 2u2 t 
{J , (116) 

die bekannte Einsteinsche Formel fUr das Quadratmittel der Entfernung nach 
einer Zeit t, in welche man gewohnlich mu2 = kT und fl = 6n1J aim einsetzt 
(ds. Rb. Bd. IX, Kap. 6). 

1) L. S. ORNSTEIN und F. ZERNIKE, Phys. ZS. Ed. 27, S. 761. 1926. 
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46. Die Brownsche Bewegung. Es seien hier einige Berechnungen tiber 
die Brown~che Bewegung eingeschaltet, weil es dabei gerade auf Korrelation 
ankommt, deren richtige Erkenntnis die Berechnung sehr einfach moglich 
macht. Sie bilden zugleich ein Beispiel dafUr, daB es nicht immer von Vorteil 
ist, den Kk. auszurechnen, weil man oft mit den Mittelwerten der Produkte 
auskommt. 

Wir beschranken uns im folgenden auf Bewegungen in einer Koordinate x, 
die Verschiebung, Drehung, aber auch durchgeflossene Elektrizitatsmenge usw. 
darstellen kann. Das entscheidende Moment bilden die zufalligen StoBe von 
umgebenden Molekiilen, Elektronen im Leiter u. dgl. Durch diese wtirde das 
System in immer starkere Bewegung geraten, wenn nicht mit zunehmender 
Geschwindigkeit u unvermeidlich eine wachsende Dampfung verbunden ware. 
RAYLEIGH hat in einem einfachen Falle diese Dampfung genau berechnet (Ziff. 30). 
Meistens wird die kinetische Berechnung nicht moglich sein, man wird in der 
Bewegungsgleichung 

du 
-= -f3u +P dt ( 117) 

die Dampfungskonstante f3 sodann als eine empirisch bekannte GroBe ein
fUhren. Einfachheitshalber wurde diese Gleichung durch die Masse m dividiert, 
es ist mP der rein zufallige Teil der Kraft, d. h. P = 0 bei gegebenem u. 

Die kritische Betrachtung dieser zuerst von LANGEVINl) aufgestellten 
Gleichung folgt weiter unten. Es solI aber vorher ·ihre praktische Benutzung 
zur Berechnung einiger Mittelwerte gezeigt werden nach einer Methode, welche 
auch in verwickelteren Fallen (elastische Bindung, gekoppelte Systeme) an
wendbar ist [ORNSTEIN2)]. Die Geschwindigkeit Uo zur Zeit t = 0 sei gegeben. 
Integration von (117) gibt, 

t 

U = Uo e- pt + e- Pt! ePs P(s)ds, 
o 

und daraus fUr den bedingten Mittelwert bei gegebenem Uo 

(118) 

wie vorauszusehen war: die mittlere Geschwindigkeit nimmt durch die Dampfung 
ab, wird nicht durch P beeinfluBt. Anders aber das Quadratrnittel 

t 2 UD 

'UZUD = ttfie- 2Pt + e- 2Pt [/ ePSP(s)ds 1 ' 
wo der letzte Term ebenso wie das Quadrat einer Summe auf Mittelwerte von 
Produkten fUhrt, sich namlich reduziert zu 

t t-8 T 

2e- 2Pt! e2psds ! Is' P(s) P(s + s') ds' = ~ (1 - e- 2Pt)! P~(s)-P-(s-+ s') ds' , 
000 

letzteres gilt angenahert, weil das Produkt der P nur fUr sehr kleine Zeit
unterschiede s' < T einen von Null verschiedenen Mittelwert haben wird. Z. B. 

1) P. LANGEVIN, Pariser c. R. Ed. 146, S.530. 1908. 
2) L. S. ORNSTEIN, Proc. Amsterdam Bd. 21, S. 96. 1917; ZS. f. Phys. Bd. 41, 

S. 848. 1927. 

31* 
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wird in einem verdiinnten Gas 'l von der GroBenordnung der StoBzeit sein. Es 
sei das letzte Integral mit Q bezeichnet 

• 
jP(s) P(s + s') ds' = Q, 

dann wird o 

U2 uo = Q/P + (ug - Q/fJ) e- 2fJt , (119) 

d. h. das mittlere GeschwindigkeitsquaCirat geht yom Anfangswert Uo exponentiell 
gegen den Endwert Q/fJ, welcher alsogleich dem allgemeinen Mittel u 2 sein 
muB. Analog berechnet man x2uo und ahnliche Mittelwerte 1). 

Es sind auf den ersten Blick schwerwiegende Bedenken gegen die Richtigkeit 
der Langevinschen Gleichung (117) erhoben worden. Man multipliziere sie mit 
u und bilde den allgemeinen Mittelwert: 

d(1-) --
dt 2"u2 = -fJu2 + uP. (120) 

Die linke Seite muB sieher Null sein, es scheint aber, als sei auch uP = 0, was 
einen Widerspruch bedeuten wiirde. Es wurde aber bei den obigen Rechnungen 
nur pUo = 0 und daher uoP = 0 benutzt. In der Tat findet man, ganz wie 
oben, aus (118) 

t 

uP = e-fJt r efJ8 P(t) P(s) ds = Q, 
o· 

wodurch der Widerspruch in (120) verschwindet, weil u 2 = Q/fJ ist. 
Die Langevinsche Gleiehung geniigt aber nicht der prinzipiellen Forderung, 

daB die Molekularprozesse umkehrbar sein sollen. Die Dampfungskraft, welche 
ja auch von den stoBenden Molekiilen herriihrt, ist damit in Widerspruch. Die 
Sachlage wird deutlich, wenn man statt der Differentialgleichung die Diffe:enzen
gleichung schreibt: 

Au ~ 
Tt = - fJ u + P, wo P = 0 , (121) 

deren Richtigkeit und Umkehrbarkeit wie folgt gefunden wird. 
Die Geschwindigkeit zur Zeit t sei u, zur Zeit t + LI t, u + LI u. Es ist 

also 

daher -:au LI u 1 (A U)2 
u- = -(u + Llu)- = -- --=-c At At 2 At 

eine Konstante, unabhangig von LI t, solange LI t ein gewisses MaB 'l nicht unter
schreitet. Es sind also u und LlujLlt negativ korreliert, umgekehrt u + LI u 
und LI ujLl t positiv korreliert, und man hat die Regressionsgleichungen 
(Ziff.47) 

Lfitu 
Lit = -fJu (121a) 

Lluu+Llu 
LIt = +fJ(u + Llu) (121b). 

wo fJ = Cju2• 

Es ist aber (121 a) gleichbedeutendmit (121). Kehrt man nun dieZeitfolge urn, 
so andert Au/At das Zeichen, auBerdem ist aber u durch u + Au zu ersetzen, 

1) Vgl. L. S. ORNSTEIN, vorige FuBnote, auch F. ZERNIKE, ZS. f. Phys. Bd.40, 
S. 628. 1926. 
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und aus (121 b) resultiert wieder (121). Abb. 11 gibt den aus diesen Dberlegungen 
folgenden Verlauf von uUo fUr positive und negative Zeiten wieder. Durch 
die ganz kleine Abrundung der Spitze 
wird allen Forderung~n der statistischen 
Mechanik genugt, welche auch die starke 
Krummung bei t = 0 zu berechnen er
laubtl). Es ist fast selbstverstandlich, 
daB man fur die Berechnungen die 
Differenzengleichung (121) durch die 
Langevinsche Gleichung (117) ersetzen 
wird, und daB diese eine praktisch voll- Abb.11. Verlauf vonu UO eines Brownschen Teilchens 

als Funktion der Zeit. 
k0mmen richtige L6sung ergeben wird, 
mit Ausnahme der nachsten Umgebung von t = 0 (t von der Ordnung von r). 

Merkwurdigerweise hat man fruher gew6hnlich die Differentialgleichung 
vorangestellt, daraus durch Integration (121) gewonnen und diese Gleichung 
fUr die weiteren Berechnungen benutzt 2). 

47. Die Regressionslinien. Urn mehr uber die Verbundenheit von y mit x 
zu erfahren, als es die eine Konstante r anzugeben vermag, kann man den be-
dingten Mittelwert y"', d. h. der Mittelwert bei festgehaltenem x, als Funk
tion von x untersuche n. Man nennt 

y'" = I (x) 

die Regressionsgleich ung fiir y, ihre graphische Darstellung die Re
gressionslinie. Denken wir die Verteilungsfunktion cp(x, y) als Massendichte 
in der xy-Ebene, so ist diese Regressionslinie der Ort der Schwerpunkte von 
schmalen Streifen parallel der y-Achse. Fur Streifen parallel der x-Achse werde 
umgekehrt lur die Schwerpunkte 

iY=F(y) 

gefunden, die Regressionsgleichung fiir x. 1m allgemeinen wird durch die Gestalt 
der einen Regressionslinie nichts uber die andere festgelegt. 

Wichtig ist der einfache Fall, daB eine Regressionslinie eine Gerade ist. 
Es sei 

y'" = a + bx, (122) 

so findet man durch Bildung des allgemeinen Mittelwerts von (122) bzw. nach 
Multiplikation mit x (vgl. Ziff. 12) 

y = a + bi, (123) 
und 

Man nennt b den Regressionskoeffizienten. In normierte Variablen (Ziff. 43) 
umgerechnet wird aus (122) einfach 

~'" = r~, 
y 

analog ~ = HJ 

aus der Regressionsgleichung fUr x, vorausgesetzt, daB auch diese linear ist. 

1) L. S. ORNSTEIN u. F. ZERNIKE, Versl. Akad. Amsterdam Bd.26, 5.1227. 1918. 
2) Man sehe G. L. DE HAAS-LORENTZ. Die Brownsche Beweg~ng, Sammlung ·dieWissen

schaft Bd. 52. Braunschweig 1913. 
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Der Kk. r Hi.Bt sich also auch aus der Regressionsgleichung bestimmen. So 
haben wir Ziff.44 primar eigentlich die Regressionsgleichung fiir Xm bestimmt, 
urn daraus r(xm' ,xc) zu finden. 

1st die Regression nich t linear, so kann man dennQch die Gerade suchen, 
welche sich der Regressionslinie am besten anschlieBt. Dafiir mache man die 
Summe der Quadrate der Abweichungen yZ - (a + bx) minimal, d. h. bestimme 
a und b so, daB ( b )2 M·· yx - a - x = Immum. 

Differentiation dieses Ausdrucks nach a und nach b, und Vertauschen von Mittel
bildung und Differentiation fiihrt auf die Gleichungen (123) zuriick, so daB die 
obigen Formeln fiir den Regressionskoeffizienten bei linearer Regression auch 
fiir nicht lineare Regression einen guten Sinn haben: sie geben die bestanschlie
Bende Gerade. 

Urn ein MaB fiir den AnschluB dieser Geraden an die Regressionslinie zu 
bekommen, berechnen wir den Wert des Minimums. Es sei zur Vereinfachung 
der Formeln durch Abzug von Konstanten y = oX = 0 gemacht worden. Man 
findet ---- -- 2 --

(-Z _ bX)2 = (-Z)2 Oy 2"2 _ (-Z)2 2 2 Y Y - -.- r x - y - r ay • 
Ox 

1st dieser Wert gleich Null, so bedeutet das, daB der AnschluB vollkommen 
ist, d. h. die Regression von y ist linear. Man hat das Korrela tionsver hal tnis 
'YJ definiert durch ex )2 

'YJ2 = L-.- (124) 
y2 ' 

durch Einfiihren dieser GroBe wird der obige Minimalwert gleich ('YJ2 - r2) a;. 
Es kann also 'YJ2nicht kleiner alsr2 sein, und 'YJ2ist nur dann gleichr2, 
wenn die Regression linear ist. 

Wir bestimmen noch die bedingte Streuung von y, d. h. die Streuung 
bei gegebenem x. Diese sei mit zay bezeichnet, so ist 

zo; =(y - y")2 = y2 _ (YZ)2. (125) 

Fiihrt man den Mittelwert tiber alle x, za~ ein, so laBt sich schreiben 

'YJ2 = 1 - za~/a~ 

und daraus geht hervor, daB1J2 niemals > 1 ist. Der Grenzwert 'YJ2 = 1 bedeutet, 
daB die bedingte Streuung ,,;01/ durchweg Null ist, y also funktionell von x abhangt. 
Dieser Zusammenhang braucht nicht linear zu sein, es ist dann r 2 < 1. Anderer
seits bedeutet 'YJ = 0, daB Y' durchweg Null ist, unabhangig von x. Man kann 
in diesem Falle y "vollstandig unkorreliert mit x" nennen, was offenbar 
vie! mehr aussagt, als "unkorreliert mit x" (Ziff.43). 

Aus dem Wert des Korrelationsverhaltnisses 'YJ kann man daher weiter~ 
gehende Schliisse ziehen als aus dem Kk. r. Fiir die Anwendung in der Statistik 
ist das wichtig. r hat aber dieselben Eigenschaften, wenn man weiB, daB die 
Regression linear ist, weil dann r2 = 'YJ 2 wird. 

Es sei noch bemerkt, daB Vertauschen von x und y andere Werte fiir b 
und fiir 'YJ gibt, auch die Aussage: x ist vollstandig unkorreliert mit y, von der 
umgekehrten verschieden ist. 

Fiir andere MaBzahlen, durch welche sich Abhangigkeiten charakterisieren 
lassen, vgl. man die Literatur1). 

1) A. A. TSCHUPROW, Korrelationstheorie, Leipzig 1925; dort auch ausfiihrliche 
Literaturangaben. 
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b) Mehr als zwei Veranderliche. 
48. Totale und partielle Korrelation. Betrachtet man m Veranderliche 

Xl' X 2 , ..• , Xnu so kann man zuerst auf jedes Paar Xi, Xj die friiheren Entwick
lungen anwenden, und zwar ohne Beachtung der Werte der iibrigen 
Veranderlichen. Man findet dann die Streuungen Si, Sj, den Kk. rij und die 
Regressionskoeffizienten bij = s;j Sj • rij' Diese GraBen werden wir als totale 
bezeichnen, zur Unterscheidung von den partiellen, welche fUr den Fall 
gelten, daB die iibrigen Variablen konstan t gehalten werden. 

Die tm (m - 1) totalen Kk. rij miissen gewissen Ungleichungen geniigen. 
Es ist namlich 

(126) 

niemals neg at iv, d. h. eine positiv definite Form der Veranderlichen a1 ••. am. 
Die Koeffizienten dieser Form geniigen daher folgenden Bedingungen: 1st D 
die Determinante 

1 r 12 r 13 ••• rIm 

r 12 '1 r23 •.• 

D- r13 r 23 1 (127) 

rIm ... 1 

so ist D ::> 0, und dasselbe gilt von den Unterdeterminanten der Hauptdiagonale. 
Speziell fUr drei Variable wird man so als Grenzen fUr r 23 finden: 

r 12 r13 -1(1 - 112)(1 - ria) ::; r 23 :::~ r 12 r13 + 1 (1 - 112) (1 - ria) • (128) 

Bezeichnen wir weiter die partiellen GraBen mit griechischen Buchstaben, 
so wird die Regressionsgleichung fUr Xl 

(129) 

wo der partielle Mittelwert, d. h. der bedingte Mittelwert bei gegebenen X2 ••• Xm 

gemeint ist. Multipliziert man (129) der Reihe nach mit x2 ••• Xm und bildet 
den allgemeinen Mittelwert, so entstehen m - 1 Gleichungen 

r,lsl = ri2 s2fJ12 + ria safJ13'" + rimSmfJlm 

zur Bestimmung der m - 1 Regressionskoeffizienten. So findet man allgemein 

s· D·· 
PiJ = - -s' D1,~, 

j ii 
(130) 

wo die Unterdeterminanten erster Ordnung von D eingefUhrt sind. Da man 
aus statistischen Beobachtungen am einfachsten die totalen Kk. rij berechnet, 
so wird man die Gleichungen (130) zur Berechnung der Regressionsgleichungen, 
welche zur Beurteilung der Ergebnisse der Statistik wichtig sind, benatigen. 
Das sei an folgendem Beispiel von Yuq: illustriert. 

In einer langjahrigen Statistik ist fUr gewisse GebieteEnglands die Ernte 
an Saaten Xl mit der totalen Regenmenge X 2 wahrend des Friihlings sowie mit 
der Summe der taglichen Lufttemperaturen X3 verglichen worden. Die Ergeb
nisse sind 

Sl = 4,42 Zentner/acre, 

r12 = +0,80, 

S2 = 1,10Zo11, 

r13 = -0,40, 

Sa = 85 0 F, 

r23 = -0,56, 
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wobei es zunachst auffaIlt, daB 1'13 nega ti v ist, hohere Temperatur also eine 
geringere Ernte liefert. Die Regressionsgleichung fUr Xl aber wird 

x~ = 3,37 X2 + 0,0036 X3 , 

und daraus sieht man, daB die Ernteausbeute in warmeren Jahren etwas haher 
ist, vorausgesetzt, daB man Jahre mit gleicher Regenmenge X 2 vergleicht. 
Die negative Korrelation wurde nur dadurch vorgetauscht, daB mit hOherer 
Temperatur gewahnlich weniger Regen einhergeht (1'23 negativ) .. 

Sind X2, x3 , ••• 'Xm gegeben, so zeigt Xl noch eine gewisse Streuung. Den 
allgemeinen Mittelwert dieser Streuung werden wir als partielle Streuung (h 
bezeichnen. Es ist 

Den letzten Mittelwert berechnet man aus der Regressionsgleichung durch 
Multiplizieren mit xf und Mittelwertbildung. Man findet nach Einsetzen der 
Werte aus (130), daB ~ = si DjDll wird, allgemein 

(131) 

SchlieBlich wird fUr den partiellen Korrelationskoeffizienten (lij 

zwischen Xi und Xj, bei festgelegten ubrigen Variablen, gefunden, daB 
pij = ai/oj' (lij wird, und daraus 

(lij = ;. Pij = -'/DDiDJ • (132) 
• f ii Jj 

Fur obiges Beispiel wird man finden 

(l12 = +0,76, (l13 = +0,10, (l23 = -0,44, 

wo die beiden ersten den ursachlichen Zusammenhang der Ernte mit den meteoro
logischen Faktoren jetzt in dimensionslosen Zahlen ausdrucken. Aus (131) findet 
man noch a~ = 0,36s~, d. h. die Schwankungen der Ernteausbeute in den ver
schiedenen Jahren werden zu 64% durch die Verschiedenheit der beiden Faktoren 
X2 und X3 erklart. 

In diesem Beispiel haben (l13 und 1'13 verschiedenes Vorzeichen. Man muB 
allgemein bei .statistischen Korrelationsuntersuchungen bedenken, daB die 
totalen Kk. das unmittelbare Beobachtungsergebnis sind, die 
partiellen zwischen Folgeerscheinung einerseits und den Ursachen 
anderseits dagegen das fur kausale Schlusse Benotigte. Eine 
Schwierigkeit bleibt es, daB aIle unter sich korrelierten Ursachen dazu in Be
tracht zu ziehen sind. 

49. Geometrische Darstellung. Ebenso wie Ziff.44 fUr zwei Verander
liche angegeben, kann man fUr m Veranderliche m Vektoren 51 ... 5m im m-di
mensionalen Raum dazu benutzen, Streuungen und Kk. fUr lineare Funktionen 
der Xl ••• Xm darzustellen. Dazu muB 5i den Absolutwert Si haben, und mit 5j 

den Winkel arccos 1'ij einschlieBen. Speziell fUr den Fall m = 3 kann man sich 
leicht die entstehende Abbildung vorstellen. Die Zusammenhange von Ziff.44 
konnen hier auBerdem fUr eine Veranschaulichung der in Ziff. 48 eingefUhrten 
Begriffe dienen. So wird der Vektor 

51 ~ P12 52 - P13 53 

die Projektion von 51 auf die Normale der Ebene durch 52 und 53 sein, weil 
Xl - P12 x2 - P13 XS sowohl mit X2 als mit xa unkorreliert ist. Fur den Absolut
wert dieses Vektors findet man 0 1 , 
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Anderseits sind Xl - b13 X3 sowie X2 - b23 XS unkorreliert mit X3 und ent
sprechen zwei Vektoren 1.. 53 in den Seitenflachen des Trieders durch 5152 53 , 

Fur· den Kk. dieser GraBen findet man (h2' daher ist arccos (l12 der Flachen
winkel an53. In derTat sind die Formeln (132) gleichbedeutend mit der Grund
formel der spharischen Trigonometrie: 

A _ cosa - cosb cose 
cos - sinbsine • 

Entsprechend sind die Grenzen (128) einfach der Ausdruck dafiir, daB die Seite c 
eines spharischen Dreiecks zwischen I a - b I und a + b liegt. 

Bei theoretischen Betrachtungen wird man, umgekehrt wie in der Statistik, 
gewahnlich von den partiellen Kk. (lij ausgehend die totalen 'ij zu berechnen 
haben. In der geometrischen Darstellung ist das ohne weiteres maglich. Einen 
einfachen Fall haben wir schon Ziff. 45 ededigt. Nennen wir die x-Komponenten 
der dort betrachteten Weglangen der Reihe nach Xl> x2 , ••• , so war dort gegeben, 
daB 'id+1 = {f, weiter aber auch - was dort nicht besonders hervorgehoben 
wurde -, daB fiir die drei Variablen Xl' X2 , X3 die Korrelation zwischen Xl und X3 

nur durch die Vermittlung von x2 zustande kommt, d. h. daB (lIS = O. Da
durch wird '13 = '12 '23 = {}2, und da auch (l1£ = (l2' = 0, so wiederholt sich 
immer wieder diese dem rechtwinkligen spharischen Dreieck entsprechende 
Formel: '1£ = '13 '3' = {}3, '15 = {}4 usw., wie auch fruher gefunden. 

Fur die Berechnung der , aus den (l findet man Formeln, welche ebenso 
gebaut sind wie (132), (130) und (131), namlich 

Ai" 
'ij = + J , 

YA ii • Ajj 
(133) 

wo LI die Determinante 
1 -(>12 

1 
(134) 

darstellt. 
Wie auch in Ziff.45 schon bemerkt wurde, kann man bei theoretischen 

Betrachtungen oft mit Vorteil die EinfUhrung der , und (l' und damit der GraBen s 
und (J, umgehen, indem man nur die Regressionskoeffizienten b und P benutzt. 
Ihr Zusammenhang wird gegeben durch 

m 
~ Pjk bk; = 0 , wo pjj = - 1, b ii = + 1, i =/= i, (135) 

k=1 

wie aus den obigen Formeln leicht abzuleiten. Als Beispiel aber fUr das Um
gehen der GraBen, und (l sei (135) direkt abgeleitet. 

Die Bedeutung der fJ folgt aus den RegressionsgleiChungen 

(k =1= i) , 
diejenige der b aus 

Nimmt man also den bedingten Mittelwert der ersteren bei gegebenem Xi, i=l=i, 
so wird, weil fUr den Mittelwert Xf' u. a. auch Xi festgehalten wurde, 

'iT; = XjXi = "l:,PjkbkiXi, 

und daraus (135), wenn man pjj = - 1 nimmt. 
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In derselben Weise laBt sich die Korrelation der Dichteschwankungen 
in nahe gelegenen Volumelementen eines Gases behandeln. Die partielle Korre
lation wird sich dabei nur auf Entfernungen von der Ordnung der Molekiil
groBe erstrecken, die totale aber, welche die Schwankungen in groBeren Volumen 
bestimmt, wird unter geeigneten Umstanden selbst auf Entfernungen groBer als 
die Lichtwellenlange noch merklich. Da hier statt einer endlichen Zahl m von 
Variablen ein Kontinuum vorliegt, so wird (135) zu einer Integralgleichung, welche 
dann weiter auf eine partielle Differentialgleichung fiir b als Funktion der Orts
koordinaten zuriickzufiihren ist [ORNSTEIN und ZERNIKEI)J. 

50. Die normale Korrelation. Die oben gegebenen Formeln der Kor
relationstheorie sind alle unabhangig von der besonderen Gestalt des Ver
teilungsgesetzes (W.-Dichte) T (Xl' X 2 , ••• , Xm). Fiir einige Anwendungen hat 
es aber seinen Nutzen, eine einfache N ormalform dafiir angeben zu konnen. 
GroBere Statistiken erlauben natiirlich auch, das wirklich herrschende Gesetz 
angenahert zu bestimmen. Es kann hier nicht weiter auf die Ausdehnung 
der Betrachtungen der Ziff.33 auf den Fall mehrerer Variablen eingegangen 
werden. Man hat, ebenso wie fiir eine Veranderliche, verschiedene schiefe 
Gesetze, Reihenentwicklungen, und Methoden zur Konstantenbestimmung 
vorgeschlagen. Dieselbe zentrale Stellung, welche fiir eine Veranderliche das 
normale Gesetz e-x'j2 einnimmt, und welche vor allem auf seiner asympto
tischen Eigenschaft beruht (Ziff. 19), kommt fiir mehrere Veranderliche in gleicher 
Weise den Verteilungsgesetzen zu, deren Exponent quadratisch in den Xl ... Xm 

ist. Man bezeichnet diese zweckmaBig als normale Verteilungsgesetze, 
spricht bei ihrer Giiltigkeit auch von normaler Korre1a tion. 

Die wichtigsten d-arauf beziiglichen Formeln seien hier mitgeteilt. Es sei 

(136) 

die zu untersuchende normale Verteilung, wo die Summe eine positiv definite 
quadratische Form der Xl ..• xm sein muB. Schreibt man diese als Summe von 
Quadraten, so findet man fiir das m-fache Integral 

(137) 

wo L/' die symmetrische Determinante der KQeffizienten a ist. Differenziert 
man (137) nach aij, so entsteht links das Integral, welches den Mittelwert Xi Xi 

gibt, so daB 

und 
(138) 

Betrachtet man die beiden Variablen Xi und Xj bei konstanten Werten aller 
iibrigen Variablen, so laBt sich der Exponent leicht auf 

- i(aii x~ + 2 aij Xi Xj + ajj X;) 

reduzieren, und die Anwendung der obigen Formeln gibt dann 

9 1 
ai= -, 

aii 
(139) 

1) L. S. ORNSTEIN u. F. ZERNIKE, Proc. Amsterdam Ed. 17, S. 793. 1914; Phys. ZS. Ed. 19, 
S. 134. 1919. 
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so daB umgekehrt zu gegebenen partiellen Streuungen und Kk. eine zugehorige 
normale Verteilung unmittelbar angeschrieben werden kann, und zwar mit den 
Koeffizienten 

(!ij a·.·=-->J (Ji (Jj , 
(!ii = - 1. 

Sind dagegen die totalen GroBen Si und rij gegeben, so berechnet man die 
partiellen daraus mittels der Determinante (127) nach (131) und (132) und findet 

Weiter sind bei normaler Korrela tion alle Regressionen linear, wie 
sich leicht nachrechnen laBt. 

Ursprfinglich haben die Untersuchungen fiber Korrelation von der normalen 
Verteilung (136) ihren Ausgangspunkt genommen. Die Formeln (131), (132), 
(133) leitet man dann aus (138) und (139) abo DaB die ersteren, wie aus der 
hier gegebenen Ableitung hervorgeht, unabhangig von der speziellen Form des 
Verteilungsgesetzes sind, hat man erst spater gefunden. 

51. Genauigkeit der statistischen Bestimmung von r. Nach den obigen 
Formeln ist die normale Verteilung ffir m Variable durch m 2 Konstanten voll
kommen festgelegt. Spezielliassen sich die Mittelwerte von Ausdriicken hOheren 
Grades, wie if, x~ x] usw., alle durch diese Konstanten ausdriicken, was man 
leicht durch mehrfache partielle Differentiationen von (137) erreicht. 

Solche Mittelwerte braucht man iiir die Beurteilung der Genauigkeit eines 
statistisch bestimmten Korrelationskoeffizienten. Offenbar brauchen wir dabei 
nur die zwei betreffenden Variablen in Betracht zu ziehen. Sind diese x und y, 
so gibt die Statistik durch n Beobachtungen n Wertepaare Xl' Yl> X2, Y2' ... , Xn, Yn. 
Daraus berechnet man die empirischen Streuungen und Kk.: 

, 1 ...... ,. 
S." = n":"Xi , 

1 ",' • 
S~ = n~Y;' (140) 

Die Streuung der beiden ersteren wurde schon Ziff. 39 besprochen, die Streuung a (r') 
Ia.Bt sich nicht so einfach berechnen, weil r' nicht linear in den Beobachtungs
groBen ist. Fiir groBe n sei die anzuwendende Naherungsmethode kurz skizziert. 
Wir berechnen das Streuungsquadrat von r', welches bei gegebenen x2 ••• Yn 
durch Xl' YI verursacht wird. Die in r' vorkommenden Summen, mit Weglassung 
von Xl und Yl, seien mit ~.,y, 2""'.,." Xyy bezeichnet. Angena.hert wird dann 

,_ ~ ~-} ~-} (' +X1Y1 1 X~ ~ Y~) 
r - ~.,y~x." ~yy • 1 y-- -"2r - 2~-

ZI/ xx UN 

und das Quadrat der Abweichung 

(r' _ ;;)2 = ~(XIYl _ 31_ Y~)2 
, n2 rsxsy 2s~, 2S;' 

wenn man die I durch ihren Mittelwert ersetzt. Fiihrt man hier die normierten 
Variablen ; = x/sz und 'YJ = Y/Sy ein, bildet den Mittelwert und multipliziert 
mit n, so findet man 

was bis auf Glieder von der Ordnung n -2 richtig ist. Die in dieser allgemeinen 
Formel vorkommenden Mittelwerte sind reine Zahlen. Setzt man ihre Werte 
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fUr ein normales Gesetz ein, so vereinfacht sich die Formel zu der bei praktischen 
Anwendungen gewohnlich benutzten· 

(fUr normale Korrelation) . (142) 

Die Genauigkeit von r' wird also groBer, wenn r nahe eins ist. Das liegt 
daran, daB die Abweichungen von Zahler und Nenner sich dann weitgehend 
aufheben. Urn diesen Vorteil zu erzielen, muB man r' nach (140) berechnen. 
Ratte man dagegen Sx und Sy schon anderweitig bestimmt, so wiirde 

die leicht nach (Zif£. 14) berechenbare Streuung 

2 1 + r2 
or" = --;;-

zeigen, wo noch von der Ungenauigkeit von Sx und Sy abgesehen ist. Die Be
stimmung nach (140) ist also jedenfalls vorzuziehen. 



Kapitel13· 

Ausgleichsrechnung. 
Von 

K. MADER, \Vien. 

Mit 1 Abbildung 

1. Priifung von Beobachtungsfehlern auf ihre 
Verteilung und Zufalligkeit. 

1. Beobachtungsfehler. Zweck der Ausgleichsrechnung. Wenn von einer 
oder mehreren GroBen Messungen in groBerer Anzahl durchgefiihrt sind, als 
zur algebraischen Losung des Problems ihrer Bestimmung notig sind, lassen 
sich die Beobachtungsergebnisse wegen der unvermeidlichen Fehler nicht wider
spruchsfrei zu einem Endresultat vereinigen. Die Aufgabe der Ausgleichs
rechnung ist, aus den Messungsresultaten die besten Werte der Unbekannten 
abzuleiten, also jene Werte, welche den wahren moglichst nahekommen. Die 
Ausgleichung muB ferner zu den besten Werten Genauigkeitsgrenzen angeben, 
innerhalb welcher die wahren Werte der Unbekannten liegen. Die Genauigkeits
grenzen lassen die Giite der Beobachtungen beurteilen. SchlieBlich wird man 
aus den berechneten Resultaten den Beobachtungskomplex darstellen, man 
wird die nach der Ausgleichung iibrigbleibenden Fehler berechnen und priifen, 
ob ihre Verteilung eine zufallige ist. 

Die besten Werte der Unbekannten werden nach der Methode der kleinsten 
Quadrate berechnet. Die Theorie ist in Kap. 12, insbesondere in den Ziff. 37 
bis 42 besprochen; in diesem Abschnitt wird nur die praktische Anwendung 
gegeben. 

Bis auf gelegentliche Hinweise nehmen wir im folgenden an, daB die Beob
achtungsfehler den Gesetzen des Zufalls gehorchen, daB also die Messungs
ergebnisse frei von einseitig wirkenden, systematischen Fehlern sind. Letztere 
erfordern in jedem Einzelfall eine besondere Untersuchung, sie miissen durch 
besondere MeBmethoden entweder bestimmt und in Rechnung gestellt oder 
unwirksam gemacht werden. Urn von der Wirkung systematischer Fehler1) frei 
zu sein oder ein Bild ihres Einflusses zu erhalten, muB die Messung einer GroBe 
nach mehreren, voneinander verschiedenen Methoden ausgefiihrt werden. 

Schon bei ganz einfachen Messungen ist es schwer, systematische Einfliisse 
fernzuhalten, z. B. wird bei der Messung der Lange einer Strecke durch sukzessives 
Auflegen von MaBstaben ein einseitig wirkender Fehler dadurch entstehen, daB 
die MaBstabe nicht genau in die Richtung der Geraden gebracht werden, die 
Lange der Strecke wird· stets zu groB gemessen. Bei gcnauen Messungen dicscr 

1) Siehe Kap. 12, Ziff. 38. 



494 Kap. 13. K. MADER: Ausgleichsrechnung. Ziff.2. 

Art wird man durch ein eigenes Visierinstrument die einzelnen Stabe genau in 
die Richtung der Strecke einweisen. Ebenso wird man sich gegen die aus der 
Temperaturanderung stammenden Einfliisse schiitzen usw. 

2. Das Fehlergesetz von GAUSS. Die Methode der kleinsten Quadrate. 
Wir denken uns eine GroBe wiederholt in gleicher Weise mit der gleichen Ge
nauigkeit gemessen. Kein Beobachtungsergebnis ist vor den andern aus
gezeichnet, es muB jedem einzelnen a priori ein bestimmter Fehler mit der
selben Wahrscheinlichkeit zugeschrieben werden. EdahrungsgemaB sind die 
auftretenden Fehler in den weitaus meisten Fallen derart nach Vorzeichen und 
GroBe verteilt, daB man bei ihrer Entstehung ahnliche Verhaltnisse wie bei einem 
Zufallsspiel als wirksam annehmen dad. Da in der Regel bei einer Beobachtungs
serie iiber die Verteilung der Fehler von vornherein nichts bekannt ist, so ist es 
am besten, die Giiltigkeit des GauBschen Gesetzes vorauszusetzen1) , desseri 
Ubereinstimmung mit namentlich in der Astronomie beobachteten Fehler
verteilungen oft iiberraschend gut gefunden wurde. Fiir die praktische Aus
gleichung geniigt es, das GauBsche Gesetz als empirisches, durch die Edahrung 
hinreichend erprobtes Gesetz einzufiihren 2). Uber die Versuche, das GauBsche 
Gesetz und die Methode der kleinsten Quadrate zu begriinden, berichtet 
E. CZUBER3). 

GAUSS setzt die Wahrscheinlichkeit, daB bei einer Beobachtung ein Fehler 
zwischen den Grenzen e und e + de begangen wird, gleich tp(e) de. Die Funk
tion tp(e), "das Fehlergesetz", solI nur Funktion von e allein sein, nicht 
aber von der zu messenden GroBe x abhangen. 

Unter der Annahme, daB das arithmetische Mittel bei gleich genauen 
direkten Messungen einer GroBe deren wahrscheinlichsten Wert darstellt, gelang 
es GAUSS'), die Gestalt von tp(e) anzugeben: 

(1 ) 

Der einzige in tp (e) auftretende Parameter h hangt mit der Genauigkeit der 
Messung zusammen, heiBt "PrazisionsmaB" und ist fiir eine mit gleicher 
Genauigkeit durchgefiihrte Messungsreihe eine ihr eigene, leicht zu bestimmende 
GroBe. 

Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung einen Fehler, der zwischen e1 

und e2 gelegen ist, zu begehen, ist 

V~/:-h"'d~ . 
'1 

Unter der Annahme der Giiltigkeit des Fehlergesetzes (1) gab GAUSS die erste 
Begriindung der Methode der kleinsten Quadrate. An Stelle des wahren Wertes X 
einer Unbekannten ergaben n gleich genaue direkte Beobachtungen die Werte 
ll' l2' ... , In. Fiir die wahren Fehler ei bestehen die.n Gleichungen: 

1) Siehe Kap.12, Ziff. 37. 
2) Wie F. R. HELMERT, Die Ausgleichsrechnung nach der Methode der kleinsten Qua

drate. 3. Aufl. Berlin u. Leipzig: B. G. Teubner 1924. 
3) E. CZUBER, Theorie der Beobachtungsfehler. Leipzig: B. G. Teubner 1891. Die 

Entwicklung der Wahrschleinlichkeitstheorie und ihrer Anwendungen. jahresber. d. Deutsch. 
Math. Vereinigung Bd. 7, Abschn.6, 1899. 

') C. F. GAUSS, Theoria motus corp. coel. art. 175-179 = vVerke 7. 1809. 
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Der Ausgleich fUhrt nicht zur Kenntnis des wahren Wertes X der Unbekannten, 
sondern ihres wahrscheinlichsten1) Wertes x. Die wahren Fehler Ei bleiben 
daher auch unbekannt, man gewinnt ein System scheinbarer Fehler: 

(2) 

Unter der Voraussetzung, daB die einzelnen Fehler x - li voneinander unab
hangig zustande kommen, hat jenes System von Fehlern die gr6Bte Wahr
scheinlichkeit, fiir welche 

(h)" . y;;- e-h'[(x-l)'] = MaxImum 

ist2). Der Exponent muB daher einen Minimalwert annehmen: 

[(x - l)2J = Minimum. 

Aus der Minimalbedingung 

folgt 

d[(x - 1)2] = 0 
dx 

1 
X = -- [l]. 

n 

Das arithmetische Mittel ist der wahrscheinlichste Wert der Unbekannten. Es 
nimmt somit [vvJ einen Minimalwert an, wenn x das arithmetische Mittel ist. 
Eine zweite Eigenschaft des Mittels gewinnt man durch Addition der Glei
chungen (2), namlich 

[vJ = o. 

Die Bestimmung mehrerer Unbekannter durch Ausgleichung ist nur moglich, 
wenn man den Fehlergleichungen lineare Form geben kann. Es seien X, Y, Z ... 
die wahren Werte von m Unbekannten, sie sind mit den beobachteten GroBen li 3 ) 

durch n(n > m) lineare Fehlergleichungen verbunden: 

ai X + bi Y + Ci Z + ... - li = Ei • 

Durch Ausgleichung berechnet man statt der wahren Werte X, Y, Z . .. die 
wahrscheinlichsten Werte x, y, z . .. der Unbekannten, fUr we1che die Fehler
gleichungen bestehen: 

i=1,2, ... ,n. 

Die Bedingungen fiir [v v] = Minimum sind die m in den x, y, z. . . linearen 
N ormalgleich ungen 

o[vv] = 0 
ax ' 

o[vv] _ 0 oy - ... , 

1) Bezeichnung von GAUSS in der Theoria motus. In der zweiten Begrundung der 
Methode der kleinsten Quadrate (Theoria combinationis-Werke 4, Art.6) werden diese 
Werte die vorteilhaftesten (minimis erroribus obnoxia) genannt. 

2) In der Ausgleichsrechnung werden nach GAUSS die Summen durch eckige Klammern 
bezeichnet: 

" " .. 
[Ii] = ~li' 

i:=J. 
[vv] = ~vl. 

i=l 
[ab] = ~aibi' 

i=1 

3) Die GauBsche Begriindung HiBt allgemein·die 1; von verschiedener Genauigkeit sein. 
Ausfuhrlich bei E. CZUBER, Theorie der Beobachtungsfehler, S.288 und Jahresbericht d. 
Dtsch. Math. Ver. 1899, S. 181. 
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deren Auflosung die wahrscheinlichsten Werte x, y, z ... der m Unbekannten 
X, Y, Z ... ergibt. 

3. GenauigkeitsmaBe von Beobachtungsreihen auf Grund der wahren 
Fehler. Das GauBsche Fehlergesetz wird durch eine Kurve 

y = ~e-h'x' Vn 
dargestellt, weIche mit der Abszissenachse eine Flache yom Inhalt 1 einschlieBt 

und nur den einen Parameter h enthalt. Die Ursprungsordinate ist ,~. Eine 
vn 

Beobachtungsreihe heiBt genauer, wenn bei ihr ein fehlerfreies Resultat mit 
groBerer Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist. Die Genauigkeit oder Prazision ist 
also dem Parameter h direkt proportional, GAUSS nimmt h selbst als PrazisionsmaB. 

Nach dem GauBschen Gesetz ist die Wahrscheinlichkeit dafUr, daB bei 
einer Messung ein Fehler zwischen -eX und +.x begangen wird, gleich 

+IX hlX 

V~fe-h'e'dE = V~ J e-t'dt = (jj(h.x) 1). 
-IX 0 

Wir vergleichen zwei Beobachtungsreihen, deren Fehler das GauBsche Gesetz 
befolgen, die Parameter seien h und h'. Die Wahrscheinlichkeit, in einer Beob
achtung der ersten Reihe einen Fehler lei < eX zu begehen, ist f/J(h.x) , fUr einen 
Fehler [e [ <eX' ist sie in der zweiten Reihe (jj(h' .x'). Die Wahrscheinlichkeiten 
sind gleich fiir 

.xh = .x'II. 

Die erste Reihe heiBt genauer, wenn ihre Fehlergrenze .x enger ist als .x', dann 
ist ihr PrazisionsmaB h > h'. Die erste Reihe heiBt doppelt so genau als die 
zweite, wenn 

.x = 1-.x' und h = 211 . 

Das GauBsche PrazisionsmaB entspricht also der im taglichen Leben iiblichen 
Auffassung des Wortes "Gena uigkei tt<. Statt des Begriffes Genauigkeit ver
wendet man meist den des Gewichtes. Einer Beobachtung kommt einpmal 
groBeres Gewicht zu als einer anderen, wenn die Folgerungen, die man aus einer 
Beobachtung der ersten Art ziehen kann, gleichwertig sind mit den Folgerungen, 
weIche man aus p Beobachtungen der zweiten Art, weIche aIle das gleiche Resul
tat ergeben haben, ableiten kann. Die Gewichte sind reine Verhaltniszahlen. 
Wenn zwei Beobachtungen aus zwei Messungsreihen der PrazisionsmaBe h und 
h' stammen, so gilt fiir ihre Gewichte p und p': 

p : p' = h2 : h'2 0 (4) 

PrazisionsmaB und Gewicht werden nicht direkt aus den Beobachtungs
fehlern berechnet, sondern aus dem mittleren (zu befiirchtenden) Fehler fJ 

oder dem durchschnittlichen {}, deren Definition ist 
+= 

fJ2 =Ie2cp(e)deo (5) 
-= 

und 
+= 

{} = I[ e [ cp (e) dE, (6) 
-00 

1) Tafeln der Transzendenten 1>(x) sind den meisten Lehrbuchern der Wahrscheinlich
keitsrechnung beigefugt. Eine numerische Berechnung s. Kap. 15. Zitf. 24. 
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worin cP (E) das Fehlergesetz ist. Setzt man in die Formeln (5) und (6) an Stelle 
von cP (E) das GauJ3sche Gesetz und integriert von - 00 bis + 00, so erhalt man 

1 
fl2 = 2h2 und 

Verbindung mit (4) gibt: 

P·,_1.1 .p -2'-'2' 
fl fl 

(7) 

(8) 

Die Gewichte verhalten sich umgekehrt wie die Quadrate der mittleren Fehler. 
Der wahrscheinliche Fehler e wird dadurch definiert, daJ3 es bei einer 

Beobachtung gleich wahrscheinlich ist, einen Fehler zu begehen, des sen Absolut
betrag gr6J3er oder kleiner als e ist. Bei Zugrundelegung des GauJ3schen Gesetzes 
wird cP berechnet aus 

+e 
- e E ---h f -h"'d _ 1 
Y;; 2 

-e 

oder 1 
f/J(e h) =2. 

Aus einer Tafel fUr f/J (x) erhi:i.lt man durch Interpolation 

eh = 0,47694 ... 

In Zahlen werden die Beziehungen zwischen fl, {}, e und h ausgedriickt: 

1 0,70711 ... 
fl= hy'2=--h-' 

{} _ 1 _ 0,56419 ... 
-hY;;---h-

0,47694 ... e= h (9) 

Hiermit hat man eine erste M6glichkeit, zu priifen, ob die wahren Fehler einer 
Beobachtungsreihe dem GauJ3schen Gesetz gehorchen, wenn die zwei Berech
nungen von e aus fl, dann aus {} 

e = 0,67449 ... fl ' e = 0,84535 ... {} 

zum gleichen Resultat fUhren. Oder man berechnet {} aus 

{} = 0,79789 ... fl 

(10) 

(11) 

und vergleicht es mit dem aus den E direkt berechneten {}. Diese Kriterien (10) 
und (11) sind nur einseitig. Wenn sie nicht annahernd erfiillt sind, liegt keine 
GauBsche Fehlerverteilung vor; sind sie erfiillt, so muB die Verteilung noch 
keine zufallige sein, denn fl und {} beriicksichtigen vor aHem nicht die Vorzeichen 
der Fehler, man muB dann noch andere Kriterien [z. B. Anzahl der positiven 
und negativen Fehler (Ziff. 8)J anwenden. 

Weiter gelten die Formeln (10) und (11) nur bei einer sehr groBen Anzahl 
direkter Beobachtungen. Bei einer geringeren Zahl n werden die aus 

und (12) 

berechneten mittleren und durchschnittlichen Fehler nicht deren wahren 
Werte sein 1). 

1) Man saUte diese Werte begrifflich und auch durch die Bezeichnung auseinander
halten, z. B. fl fiir den Wert (5) aus dem Fehlergesetz, fl' fiir den Wert (12) aus den Beob
achtungen, {} fiir (6), {}' fiir (11), {j" fiir (12) usw. Da der wahre Wert der gemessenen GroJ3e 
in der Regel nicht bekannt ist, werden fl und {j aus (13) und (14) berechnet. 

Handbnch der Physik. III. 32 
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Fill' die Berechnung von p, und {} sind die. "mi ttleren" Grenzen: 

p, = F. (1 ± O'7~;11), 

19 = [I~IJ (1 ± O,~~51). 

Die Berechnung von p, ist demnach etwas sicherer1). Die mittleren Grenzen geben 
c,lie GroBe des mittleren Fehlers an, der bei der Bestimmung von p, und {} nach 
den Formeln (12) zu befiirchten ist. Die Wahrscheinlichkeit, daB der wahre Wert 
einer zu berechnenden GroBe innerhalb der mittleren Grenzen faIle, ist 0,683, 
ist also etwa doppelt so groB als die Wahrscheinlichkeit, daB er auBerhalb falle 
(Ziff. 5). 

Von all den die Fehlerverteilung charakterisierenden GroBen wird der 
mittlere Fehler p, am sichersten bestimmt2). 

4. GenauigkeitsmaJ3e von Beobachtungsreihen auf Grund der scheinbaren 
Fehler. Meist ist der wahre Wert der gemessenen GroBe unbekannt, daher gelangt 
man nicht zur Kenntnis der wahren Fehler e. Durch Ausgleich gewinnt man 
den wahrscheinlichsten oder plausibelsten Wert der Unbekannten und die schein
baren Fehler v. Man erhaIt 3) 

(13) 

Die mittleren Fehlergrenzen dieser Bestimmung sind 

p, = Yn[7~\ (1 ± Y2(n ~ 1J· (13') 

Fiir den durchschnittlichen Fehler {} einer Beobachtung gilt nach PETERS 

(14) 

Der Klammerausdruck gibt die mittlere Fehlergrenze bei groBerem n4). Mit 
den unabhangig voneinander berechneten p, und {}5) priift man die Verteilung 
der wahren Fehler e nach den Formeln (10) oder (11), der letzteren kann man 
hier die Form geben: 

V[vv] _ 1/-;- _ 1,25331 
[jvll - V 2n - rn-' 

Will man die Verteilung der scheinbaren Fehler priifen, so ist die Untersuchung 
statt mit p, und {} mit 

, Y[VVJ p,= -n und {}' = Il!JJ n-

vorzunehmen. Wenn namlich die wahren Fehler e nach einem GauBschen 

___ -1) _ Siehe Bemerkung (Kap.12, Ziff.39) fiber die Berechnung des f.l aus den [e8] 
und aus [jelJ. 

2) Ausffihrlich Kap. 12, Ziff. 39. 
3) Siehe Kap. 12, Ziff, 39. 
') F. R. HELMERT, Astron. Nachr. Bd-.88, Nr.2096; Ausgleichsrechnung, S.77; 

Co A. F. PETERS, ebenda Bd.44, Nr.1034. Ferner E. CZUBER, Theorie der Beobachtungs
fehler, S. 163; s. auch Ziff. 15 dieses Kapitels. 

6) Siehe Anmerk. 1 der vorigen Seite. 
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Gesetz vom PrazisionsmaB h verteilt sind, so befolgen nach E. CZUBERl ) die 
schein baren Fehler v gleichfalls ein GauBsches Gesetz nur mit etwas groBerem 
PrazisionsmaB 

h'=h11 n . Vn-1 ( 15) 

Befolgen die v kein GauBsches Fehlergesetz, so fUgen sich die B noch weniger 
einem solchen, da im allgemeinen die v nur einen Teil der regelmaBigen Fehler 
enthaIten. Bei groBer Anzahl n verschwindet der Unterschied von f-l und f-l' 
sowie von {} und {}'. 

5. Genaherte Bestimmung des mittleren, des durchschnittlichen und des 
wahrscheinlichen Fehlers durch Abzahlung. Streuung. Die wahren Fehler einer 
Beobachtungsreihe werden nach ihrer absoluten GroBe geordnet. Gleiche Fehler 
werden so oft angeschrieben als sie vorkommen, ebenso der Fehler Null, wenn 
er auftritt. Sind die Fehler nach dem GauBschen Gesetz verteilt, so sollen in der 
Reihe der Absolutbetrage 50% kleiner als der wahrscheinliche Fehler (] und 
50% groBer als (] sein, (] solI daher genau in der Mitte der Reihe der Absolut
betrage der Fehler liegen. 58% der Fehler sollen kleiner als {} und 68% kleiner 
als f-l sein. Die Wahrscheinlichkeit, einen Fehler absolut kleiner als den mittleren f-l 
zu begehen, ist ungefahr doppelt so groB als die fUr einen Fehler absolut groBer 
als f-l. Die Berechnung der obigen Prozentzahlen folgt aus den Gleichungen (9) 

(]h = 0,47694, {}h = 0,56419, ,u{} = 0,70711 
mittels 

lJJ((]h) = 0,50, lJJ({}h) = 0,57506, lJJ (f-lh) = 0,68268 . (16) 

Diese Bestimmung von e, {} und f-l ist sehr unsicher. Man wird besser diese 
drei GroBen auf dem fruher angegebenen Wege berechnen und sie zwecks einer 
rohen Prufung der Fehlerverteilung mit den durch Abzahlung gefundenen ver
gleichen. 

Wenn nur die Reihe der scheinbaren Fehler v bekannt ist, so ware eigent
lich das PrazisionsmaB h' nach (15) in die Gleichungen (16) einzufUhren. Doch 
ist die Bestimmung durch Abzahlung so ungenau, daB man sie mit den fur die 
wahren Fehler angegebenen Prozentzahlen vornehmen wird. Erst bei gri:iJ3erem n 
kommt der Abzahlung Bedeutung zu, dann unterscheidet sich h' nicht merk
lich von h. 

Tragt man die Fehler samt Vorzeichen auf einer Geraden vom Nullpunkt 
nach beiden Seiten auf, so schlieBen die beiden auBersten Fehler eine Strecke 
ein, welche Gesamtstreuung heiBt. Tragt man vom Nullpunkt nach beiden 
Seiten die f-l, {} und (] darstellenden Strecken auf, so solI 2 f-l 68 %, 2 {} 58% 
und 212 50% der Fehler enthalten. Die GroBen 2f-l, 2{) und 212, oft auch f-l, 
{} und (] werden als mittlere, durchschnittliche und wahrscheinliche Streuung 
bezeichnet. 

In der Fehlertheorie ist f-l das GenauigkeitsmaB, welches am sichersten 
aus den Fehlern bestimmt wird und das die Fehlerstreuung am sichersten charak
terisiert. In der Regel uberschreitet die Gesamtstreuung nicht die dreifache 
mittlere Streuung. 

6. GenauigkeitsmaBe auf Grund der Beobachtungsdifferenzen 2). n gleich 
genaue direkte Messungen ergaben fUr eine GroBe die Werte 11, 12 , ••• , In, die 

1) E. CZUBER, Monatshefte fur Math. u. Phys. Bd. I. 1890. Theorie der Beobachtungs
fehler. S. 156. 

2) Literatur bei E. CZUBER, Tbeorie der Beobachtungsfehler, S. 174. 

32* 
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wahren Fehler seien El' c2' ... , E~ und die scheinbaren Fehler VI' V 2 , .• . , Vn° 

Es ist 
li + Ci der wahre Wert der Unbekannten, 

li + Vi = ~ [li] der wahrscheinlichste Wert. 
n 

Fur irgend zwei Beobachtungswerte li und lk und die zugeh6rigen E und v gilt 

li + Ei = 1k + Ck , 1i + Vi = 1k + Vk 

und fUr die Differenz 
Llik = 1i - Ik = Ck - Ci = Vk - Vi' 

Wenn die wahren Fehler E dem GauBschen Gesetz mit dem PrazisionsmaB h 
gehorchen, so befolgen die Beobachtungsdifferenzen LI gleichfalls ein solches, 

aber mit dem PrazisionsmaBV~' Da man nur die Absolutbetrage der LI braucht, 

so hat man n (n - 1) solche Differenzen zu bilden und berechnet: 
2 

l/W]] 
f-l= n(n-1)' 

{} = lIL1!l~. 
n (n - 1 

7. GenauigkeitsmaBe des arithmetischen Mittels. Das arithmetische Mittel 

x = ~ [l] stellt den wahrscheinlichsten Wert der Unbekannten X dar, fUr welche n 
n gleich genaue direkte Beobachtungen die Resultate 1i ergaben. Sind fL, {} und (! 
der mittlere, der durchschnittliche und der wahrscheinliche Fehler einer Beob
achtung, so sind die analogen Fehiergr6Ben des arithmetischen Mittels: 

fk {} e 
f-lx = Yn' {}x = Yn' ex = ~~. 

Dem arithmetischen Mittel kommt das n-fache Gewicht einer Einzelbeobachtung 
zu, es ist gleichwertig den n Beobachtungsresultaten Ii' Wenn die Fehler der 1i 
ein GauBsches Gesetz mit dem PrazisionsmaB h befolgen, so .folgt auch der 
Fehler des arithmetischen Mittels einem solchen, nur mit dem Prazisionsma13 h -Vn. 
px Das wichtigste GenauigkeitsmaB des arith-
{},8 metischen Mittels ist sein mittlerer Fehler: 

0,6 

0,2 

o 

Unter der Annahme fL = 1 zeigt Abb. 1 den 

Verlauf von /-lx = fn' Zuerst, bei 5 bis 10 Be-

5 -10 15 ZO 25 .Jon obachtungeri, nimmt f-lx gegenuber f-l rasch ab, 
Abb. 1. Der mittlere Fehler des arithme- dann immer langsamer und nahert sich asympto
tischen Mittels als Funktion der Beob· tisch, aber sehr langsam der Null. Man sieht, 

achtungen. 
daB es fUr die Genauigkeit des arithmetischen 

Mittels ziemlich gleich ist, ob man 20 oder 30 Messungen macht. Durch Haufung 
von Beobachtungen wird das Resultat nur ganz allmahlich genauer. Es ist 
besser, eine scharfere MeBmethode und Instrumente gr6Berer Genauigkeit zu 
wahlen, als die Zahl der Beobachtungen ubermaBig zu erh6hen. 

8. Priifungen der Fehlerverteilung. Wahrend f-l und {} ohne bestimmte 
Annahmen uber das Fehlergesetz berechnet werden k6nnen, setzt die Berechnung 
von (! nach (10) wesentlich die Gilltigkeit des GauBschen Gesetzes voraus. Die 
zweifache Berechnung von (! aus f-l und {} erm6g1icht daher eine erste Prufung 
auf GauBsche Verteilung. Die in Ziff. 5 besprochene Dberprufung der Fehler
verteilung durch Abzahlung ist wenig genau. 



Zif£. 8. Priifungen der Fehlerverteilung. 501 

In zwel Messungsreihen erhielt man nacheinander die folgenden Fehler: 

-2 -2 
-1 +1 

0 -1 

+1 0 
+2 +2 

Beide Fehlerreihen ergeben die gleichen ft und {}, doch zeigt die erste einen 
ausgesprochen systematischen Gang, die zweite laBt einen solchen nicht er
kennen. Aus ft wird (! zu 1,07, aus {} zu (! = 1,13 berechnet, also gute Dberein
stimmung mit einer GauBschen Verteilung. 

ft und {} berucksichtigen nur die Absolutwerte der Fehler, dagegen nicht 
Vorzeichen und Reihenfolge. Diese mussen durch eigene Kriterien untersucht 
werden, wenn man die Verteilung auf ihre Z uf allig kei t prufen will. Diese 
verlangt nicht nur das Fernsein systematischer Fehler (dann ware noch jedes 
symmetrische Fehlergesetz moglich), es muB auch die Reihenfolge der Fehler 
eine zufiillige sein. 

a) Die Anzahl der positiven und negativen Fehler l ). Die wahren 
Fehler 0i von n gleich genauen direkten Beobachtungen einer GroBe werden 
teils positiv, teils negativ sein. Bei der wahrscheinlichsten Verteilung treten, 
abgesehen von einer Einheit bei ungeradem n, gleich viel positive wie negative e 
auf. Nach dem Bernoullischen Theorem ist die Wahrscheinlichkeit einer zwischen 
-15 und +15 gelegenen Abweichung einer der beiden Anzahlen von ihrem wahr-

scheinlichsten Wert n bei genugend groBem n dargestellt durch 
2 

Jlf! . n 

2 r -t'dt Yn. e , 
o 

und die wahrscheinliche Grenze dieser Abweichung ist: 

(!h - 0.47694,/- ,/-
15 = ,;- yn = ~;=~ fn = 0,3372 ... fn. 

y2 t2 
Bei n Beobachtungen ist es gleich wahrscheinlich, daB die Anzahl der positiven 
oder negativen Fehler innerhalb wie auBerhalb der Grenzen 

~ ± 0,3372-vn 

fiillt; bei 100 Beobachtungen ist die Wahrscheinlichkeit !, daB die Anzahlen 
innerhalb 46 und 54 fallen. 

Dasselbe gilt, wenn statt der wahren Fehler eine genugend groBe Zahl 
scheinbarer Fehler v vorliegt und ihre Verteilung untersucht werden soIl. 

b) Die Vorzeichensumme 2). Vi bedeute das Vorzeichen eines Fehlers ei, 
und es ist V = +1 fUr einen positiven und gleich -1 fUr einen negativen Fehler. 
Der wahrscheinlichste Wert der Summe 

S = VI + V 2 + ... Vn 

ist bei geradem n Null, bei ungeradem n ist er ±1. Das mittlere Fehlerquadrat 
dieser Bestimmung ist n, da jedes V2 = 1 ist und es am wahrscheinlichsten 

1) E. CZUBER, Theorie der Beobachtungsfehler, S.188. 
2) F. HELMERT, Ausgleichsrechnung, S. 334. Berl. Ber. 1905, S. 594; ferner H. SEE

LIGER, Miinchener Ber. 1899, S.3. 
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;st, daB die Doppelprodukte gleich haufig positiv und negativ auftreten, also 
in der Summe verschwinden. Es ist also 

s=o±-yn. 
Nach der Bedeutung der mittleren Fehlergrenze (Ziff.3, 4 und 5) ist mit der 
WahrscheinIichkeit 0,683 zu erwarten, daB bei zufalliger Verteilung die Vor-
zeichensumme s innerhalb die Grenzen ± -yn falIt. 

Fehler Null brauchen in der Vorzeichensumme nicht mitgenommen zu werden, 
dagegen zahlen sie bei n mit. 

Fur scheinbare Fehler ist das Kriterium unsicherer, da systematische Fehler 
oft in gunstigem Sinn wirken. Man wendet daher noch das folgende Kriterium an: 

c) Die Vorzeichenfolgen und Wechsel. Vermutet man das Vor
handensein systematischer Einflusse, welche von der Zeit oder einer anderen 
Veranderlichen abhangen, so ordnet man die Beobachtungsreihe nach dieser 
Variablen. In der dadurch entstehenden Reihe der Vorzeichen V sei f die Anzahl 
der Zeichenfolgen, w die der Wechsel. Fur t - wist der wahrscheinIichste Wert 
und die mittlere Fehlergrenze: 

t - W = 0 ± lin - 1 . 

Fehler Null werden in t und w nicht berucksichtigt, wohl aber in n. 
d) Das Kriterium von ABBEl). Die Fehler e werden nach einer Ver

anderlichen, z. B. nach der Zeit, geordnet. Ruft diese Veranderliche systematische 
Einflusse hervor, dann werden sie sich in den Differenzen ei - ei+l wenigstens 
zum Teil aufheben. Man berechnet die zwei Quadratsummen: 

A = e~ + e§ + ... e~, 
B = (el - (2)2 + (e2 - es)2 + ... (en - 1 - en)2 + (en -- (1)2. 

Wenn die e nach dem Zufall verteilt sind, muJ3 

B=2A 

sein. Bei endlichem n ist diese Gleichung nicht streng erfiillt; es gilt (mit An
gabe der mittleren Fehlergrenze): 

2A 1 ( ) ¥=1±yn. 17 

Bei Vorhandensein systematischer Fehler, wobei also jedes e gewissermaBen 
von seinen Vorgangern beeinfluBt ist und selbst wieder auf seine Nachfolger 
wirkt, ist 

B<2A oder 

In der physikalischen Statistik ist die Abweichung des reziproken Bruches ~ 
von 1 ein MaB der Wahrscheinlichkeitsnachwirkung 2). 

1) ERNST ABBE, Uber die GesetzmaJ3igkeit in der Verteilung der Fehler bei Beob
achtungsreihen. Jena 1863 (Habilitationsschrift); femer ERNST ABBE, Gesammelte Ab
handlungen Bd. II, S.55-81. Jena 1906; F. HELMERT, Ausgleichsrechnung, S. 341; 
H. E. TIMERDING, Analyse des Zufalls, S. 89. Braunschweig 1915; O. MEISSNER, Astron. 
Nachr. Bd.202, S. 11. 1916; Anwendung auf meteor. Probleme: V. CONRAD, Meteorol. ZS. 
1925, S.484, auf Stellarstatistik: S. OPPENHEIM, Astron. Nachr. Bd.224, S.283. 1925, 
auf rein zufallige Zahlenwerte: L. W. POLLAK, Gerlands Beitr. z. Geophys. Bd. 16, S. 147.1927. 

2) R. FURTH, Schwankungserscheinungen in der Physik, S.27. Braunschweig 1920. 
S. OPPENHEIM, Astron. Nachr. Bd. 224, Nr. 5369. 
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Wenn die scheinbaren Fehler v das Kriterium von ABBE erfiillen, ist nicht 
zu schlieBen, daB das gleiche fiir die wahren Fehler e gilt. Wenn aber die schein
baren Fehler der Gleichung (17) nicht geniigen, so tun es die wahren noch weniger. 

Eine kleine Modifikation des Abbeschen Kriteriums fiir den Fall, daB der 
systematische EinfluB periodisch wirkt, gab HELMERTI). 

e) Vergleich der innerhalb bestimmter Grenzen beobachteten 
Fehleranzahl mit der aus dem GauBschen Gesetz berechneten. 
Dies ist die scharfste Priifung einer Fehlerreihe auf GauBsche Verteilung. Man 
ordnet die Absolutwerte der Fehler nach ihrer GroBe und teilt sie in Gruppen 
ab durch die Zahlen 0, lXI' 1X2, lXa, ... , IX, = 00. Bei bekanntem Prazisions-
maB, das man aus 1 1 

h = ; Y2 oder {}y;; 

gewinnt, hat man unter n Fehlern 
hIXk 

njl~fe-t'dt = nW(hlXk) 
o 

zu erwarten, deren Absolutwerte zwischen 0 und IXk fallen. 
hat man 

Zwischen IXk und IXk+1 

Fehler zu erwarten. Mit Hilfe einer Tabelle des Wahrscheinlichkeitsintegrals W(x) 
berechnet man die Anzahl der in jeder Gruppe zu erwartenden Fehler und ver
gleicht sie mit der tatsachlich beobachteten Anzahl. 

Wenn nur scheinbare Fehler v vorliegen, verfahrt man genau so. Bei ent
sprechend groBem n, wo die Untersuchung allein einen Zweck hat, braucht 
auf den Unterschied von h' und h (15) nicht geachtet zu werden, auch verwendet 
man die sich auf die wahren Fehler beziehenden GroBen f1, oder {} statt der hiervon 

nur wenig verschiedenen ,t = 1 ([VVj und {}' = [\ v IJ. Die erste Priifung des V-n n 
GauBschen Gesetzes nahm auf diesem Wege BESSEL2) vor. Unter anderen Bei
spielen gab er das folgende iiber eine Reihe eigener Messungen der Rektaszension 
des Polarsterns in den Jahren 1813 bis 1815. 

Der mittlere Fehler ist f1, = 1,3093 Zeitsekunden: 

Grenzen 
Anzahl der v Unterschied 

beobachtet berechnet (Rechnung-Beob.) 

0,0'-0,4' 25 24,0 -1,0 
0,4-0,8 22 21,9 -0,1 
0,8-1,2 19 18,2 -0,8 
1,2-1,6 11 13,7 +2,7 
1,6-2,0 9 9,5 +0,5 
2,0-2,4 8 6,0 -2,0 
2,4-2,8 2 3,4 +1,4 
2,8-3,2 3 1,8 -1,2 
3,2-3,6 1 0,9 -0,1 
3,6 und dariiber 0 0,6 -[-0,6 

Die Ubereinstimmung ist sehr befriedigend. 
£) Der groBte Fehler einer Beobachtungsreihe. Ausscheidung 

besonders abweichender Beobachtungen. Nach dem GauBschen Gesetz 

1) F. HELMERT, Die Ausgleichsrechnung, S. 343. 
2) F. W. BESSEL, Astron. Nachr. Bd.15, Nr. 358 u. 359 .. E. CZUBER, Theorie der 

Beobachtungsfehler. S. 189ff. . 
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ist die 'Wahrscheinlichkeit, daB ein Fehler dem absoluten Wert nach gleich 
-oder gr6Ber als eine Zahl IX sei, gegeben durch 

. Unter n Fehlern ist die zu erwartende Anzahl von Fehlern gleich oder 
groBer IX I) : 

DaB unter n Fehlern einer Beobachtungsreihe yom mittleren Fehler /t ein maxi
maler Fehler gleich oder groBer als IX vorkommt, dafiir besteht die Wahrschein
lichkeit 

IX n w 
po Hiermit ist die nebenstehende Tabelle berechnet. 

20 1.95 0,65 Es ist demnach mit einer Wahrscheinlichkeit 
40 2,24 0,65 von etwa t zu erwarten, daB unter n = 20 Beob-
60 2,39 0,64 achtungen ein groBter Fehler gleich oder groBer 
1~ ~:~~ g:~j als 2/t, unter n = 400 einer gleich oder groBer 3/t 

500 ~,0399 00,6633 vorkommt. Das Verhaltnis ~ wachst sehr langsam 
1000 j, , ft 

mit n. DaB bei dem in der Tabelle angegebenen 
~ bei GauBscher Verteilung nur ein Fehler gleich oder groBer IX zu erwarten ist, 
ft 
ersieht man aus (18). 

Beriicksichtigt man auch die Vorzeichen, so ist die Differenz zwischen dem 
gr6Bten positiven und dem kleinsten negativen Fehler je nach der Anzahl n 
bei 4/t oder 6/t zu erwarten. Man beniitzt dies, um sich nach Beendigung einer 
Messungsreihe uber die VerlaBlichkeit derselben zu orientieren. Der mittlere 

~ 

Fehler /t = V' [vv] soIl bei kleinem n etwa 41 der Differenz der extremsten n -1 
Fehler sein, bei groBerem n etwa i. 

An die Frage des Maximalfehlers knupft sich die der Ausscheidung anormaler 
Beobachtungen 2). Viele, wie z. B. BESSEL, wenden sich uberhaupt gegen einen 
derartigen Vorgang, wenn der Beobachter sich bewuBt ist. alle Messungen mit 
gleicher Sorgfalt ausgefuhrt zu haben. Die Ursachen, welche zur Bildung eines 
Fehlers fiihren, konnen bei der einen oder anderen Beobachtung einseitig wirken 
und so eine groBere Abweichung hervorrufen. Es ist nicht moglich, ein all
gemein gultiges, voraussetzungsfreies, auf wahrscheinlichkeitstheoretischer 
Grundlage beruhendes Merkmal anzugeben, ob eine Beobachtung, die starker ab
weicht, von storenden Ursachen beeinfluBt war und daher auszuschlieBen ist. 

Vielfach ist es ublich, Beobachtungen auszuscheiden, deren Fehler den 
Betrag 3/t ubersteigt 3). 

g) Experimentelle Prufungen. Eine direkte Priifung des Fehlergesetzes 
kann man so vornehmen, daB man die zu beobachtende GroBe auf anderem Wege 
derart scharf bestimmt, daB sie als absolut sicher dem zu untersuchenden Beob
achtungsverfahren gegenuber gilt 4). So bestimmte O. STRUVE durch Messung 

1) E. CZUBER, Theorie der Beobachtungsfehler. S.206; Wahrscheinlichkeitsrechnung 
S.315. 

2) Siehe Kap. 12, Ziff. 40. 
3) Siehe hierzu Kap. 12, Ziff. 40. 
4) F. HELMERT. Ausgleichsrechnung, S. 333. 
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kiinstlicher Doppelsteme die regelmiiBigen (persanlichen) Fehler seiner Beob
achtungen zalestischer Doppelsteme. Apparate zur Bestimmungpersonlicher 
Fehler sind auf allen Stemwarten in Gebrauch. Ahnlich wie Beobachtungs
serien beim Wiirfel-, Roulette- und Lotteriespiel zum Vergleich mit den theo
retischen Folgerungen aus dem Bemoullischen Theorem herangezogen wurden 1), 
stellte CZUBER 2) zur Priifung des F ehlergesetzes Versuchsreihen durch Ziehen 
von Kugeln aus einer Ume an. Die zu messende GroBe ist die konstante Wahr
scheinlichkeit eines Ereignisses, also ein streng arithmetisch berechenbarer 
Wert. Die beobachteten Abweichungen waren daher wahre Fehler, anderer
seits stellte der Mittelwert der Beobachtungen den wahrscheinlichsten Wert 
dar und die Abweichungen von ihm waren die scheinbaren Fehler. Die Dber~ 
einstimmung mit dem GauBschen Gesetz war sehr gut. 

Lit era t u r z u m A b s c h nit t I: E. CZUBER, Ausgleichsrechnung; Enzyklopadie 
der Math. Wissenschaften Bd. 1. D.; Di eEntwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie und 
ihrer Anwendungen. Jahresber. d. Dtsch. Math. Vereinigung Bd. 7, Abschn. 6. 1899; 
Theorie der Beobachtungsfehler. Leipzig: Teubner 1891; F. HELMERT, Die Ausgleichs
rechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. Leipzig: Teubner 1907; S. WELLISCH, 
Theorie und Praxis der Ausgleichsrechnung. Wien u. Leipzig: Fromme 1909. 

II. Ausgleich mittels der Methode der kleinsten 
Quadraten. 

9. Einteilung. Das Ausgleichsproblem kommt fUr den Physiker nur III 

zwei Formen in Betracht: 
1. Ausgleich direkter Beobachtungen einer Unbekannten 
a) gleicher Genauigkeit, 
b) verschiedener Genauigkeit. 

Der vorteilhafteste oder wahrscheinlichste Wert der Unbekannten ist im Fall a) 
das arithmetische Mittel, im Fall b) das verallgemeinerte (ponderierte) arith
metische Mittel. 

2. Ausgleich vermittelnder Beobachtungen. Es sind GraBen li gemessen, 
welche mit den m Unbekannten X, Y, Z ... durch n Gleichungen (n > m) 

(1 ) 

verbunden sind. Wenn die Ii nicht lineare Beziehungen sind, werden sie durch 
Einfiihrung von Naherungswerten der Unbekannten linear gemacht. 

Der Ausgleich fiihrt nicht zur Kenntnis der wahren Werte der Unbekannten, 
sondem der wahrscheinlichsten oder vorteilhaftesten 3) Werte x, y, z. " Ein
setzen dieser Werte in (1) fUhrt zur Kenntnis des Systems der iibrigbleibenden 
(scheinbaren) Fehler v: 

fi(X,y,Z ... ) -li=Vi' (2) 

deren Quadratsumme ein Minimalwert ist: 

[vv] = Minimum 4). (3) 

') E. CZUBER, Die philosophischen Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
Nr.97ff. Berlin u. Leipzig 1923. 

2) E. CZUBER, Wahrscheinlichkeitsrechnung Ed. I, S.329, 2. Aufl. Leipzig u. Berlin 1914. 
3) Siehe Anmerkung 1 S. 495. 
4) In der Ausgleichsrechnung wird nach GAUSS das Summenzeichen 1: durch eine 

eckige Klammer ersetzt, es ist ' 
n n 

[v v] = 1: v? , Cab] = 1: alb!. 
'i=1 i=l 
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EinfUhrung eines anderen Wertsystems der x, y, z ... wiirde auf ein groBeres 
LVV] fiihren. 

Die Ausgleichung erfordert weiter fUr jede GroBe x, y, z . . . die Angabe 
eines GenauigkeitsmaBes, als welches am besten immer der mittIere Fehler 
gewahIt wird, dessen Berechnung die sicherste ist. 

Der Algorithmus der Ausgleichung fiihrt direkt zur Kenntnis der mittleren 
Fehler der berechneten x, y, z... Die Angabe des mittleren Fehlers #1 des 
wahrscheinlichsten Wertes x einer Unbekannten bedeutet eine Wahrscheinlich
keitsaussage iiber die Abweichung des wahren Wertes X yom berechneten x: 
"Es ist mit der Wahrscheinlichkeit 0,68 zu erwarten, daB der wahre Wert X 
innerhalb der Grenzen x - #1 und x + #1 liegt." Dies driickt man durch Bei
fiigung der mittleren Fehlergrenzen zu dem berechneten Wert der Unbekannten 
in der Schreibweise x ± #1 aus. 

Die Sicherheit des Rechenvorganges der Ausgleichung wird durch eine 
Reihe von KontrolIen iiberpriift. AIle Rechnungen sind einfachster Art, durch 
geschickte Wahl von Naherungswerten kann man es wohl immer erreichen, daB 
die meiste Rechenarbeit sich mit dem Rechenschieber ausfiihren laBt. 

Die nach der Ausgleichung iibrigbleibenden Fehler v (2) wird man nach 
den Kriterien des vorigen Abschnitts auf ihre Zufalligkeit priifen. 

10. Ausgleich direkter, gleich genauer Beobachtungen. n Messungen 
einer Unbekannten X ergaben die Resultate ll' l2' ... , In. Die wahren Fehler 
dieser Bestimmungen 

ci=X-li i=1,2, ... ,n 

bleiben in der Regel unbekannt. Die Ausgleichung liefert nicht den wahren 
Wert X, sondern den vorteilhaftesten oder wahrscheinlichsten Wert x. Die 
Abweichungen 

heiBen die scheinbaren Fehler. Aus 

[vv] = Minimum 

wird x bestimmt durch die Minimalbedingung: 

d d 
dx [V v] = dx [(x - l)2] = 2 [x - l] = 0 = 2 [v]. 

Ausgeschrieben lautet die Minimalbedingung 

woraus folgt: 
(x - ll) + (x - 12) + . . . (x - In) = 0, 

[l] 
X=-. 

n 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

Der vorteilhafteste Wert der Unbekannten ist das arithmetische Mittel. Es 
hat zwei wertvolle Eigenschaften: nach (5) erteilt es der Quadratsumme der 
iibrigbleibenden Fehler einen Minimalwert; nach (6) ist die Minimalbedingung 
auch so zu lesen, daB die Summe der scheinbaren Fehler verschwindet, was 
als KontrolIe der Berechnung von x dient. Mit dem nach (7) berechneten x 
gewinnt man 'aus den Fehlergleichungen (4) die iibrigbleibenden Fehler Vi' 

deren Summe sich als Null oder infolge Abrundung als ein wenig von' Null 
verschiedener Wert ergeben solI. 

Der mittlere Fehler einer Messung li oder einer Gleichung (4) ist 

= ±ll [vv] 
# Vn-1' 
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der des arithmetischen Mittels x ist 
f1, l(TvVJ 

ft1J = Yn = ± V n(n - 1)" 

Zur Kontrolle der Berechnung von [vv] dient die aus 

[vv] = nx2 - 2x[l] + [ll] 
mit nx = [l] abgeleitete Beziehung 

[vv] = [il] - x[l] = -[lv]. 
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(8) 

Die Berechnung der Fehlerquadrate vv erfolgt am raschesten mit dem Rechen
schieber oder mit einer Quadrattafel. Wenn gr6Bere Rechengenauigkeit ge
wiinscht ist und das arithmetische Mittel x eine mehrstellige Zahl ist, wird eine 
direkte Berechnung der [vv] zu langwierig. Man wahlt einen nahe x gelegenen 
runden N aherungswert ~ und bildet 

Dadurch wird der Nullpunkt der Zahlung der li und des x urn eine Strecke ~ 
verschoben, und die weitere Rechnung erfolgt mit den kleineren Gr6Ben Ai und ~ ~. 
Aus 

erhaIt man wegen [v] = 0 durch Summenbildung 
1 

~~=-[l]. n 

Mit Hilfe dieser Gleichung erhaIt man aus 

[vv] = n~~2 - 2~Hl] + [lA] 

schlieBlich die fUr die Berechnung der [v v] bequemste Gleichung: 

[vv] = -~Hl] + [lA]. (9) 
Als Kontrolle dient 

[vv] -:- -[lv]. 

Wenn aus dem Minimalwert [vv] die mittleren Fehler ft und ftx berechnet sind, 
sieht man nach, ob abnorm groBe Fehler, gr6Ber als 2ft oder 3ft, vorkommen, 
weiter untersucht man die Fehlerverteilung auf ihre Zufalligkeit, indem man 
die Vorzeichenproben, das Abbesche Kriterium usw. anwendet. i 

1. BeispieP). Mit der Mohrschen Wage wurde 10mal die Dichte einer Fliissig
keit bestimmt. Die Rechnung ergibt: 

Beobachtungen I 11 1)1) 

0,9345 +3 9 
48 0 0 
52 -4 16 
47 +1 
48 0 0 
44 +4 16 
50 -2 4 
49 -1 1 
46 +2 4 
51 -3 9 

[1] 
[v] = 0 [vv] = 60 x = - = 0,9348 

10 

1) V. HAPPACH, Ausgleichsrechnung (Teubners Technische LeitfMen Bd. 18), S. 12. 1923. 
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Der mittlere Fehler einer Beobachtung 

1/60 
I-' ,..;.. ± V"9 = ±2,58 

in Einheiten der 4. Dezimalstelle, der mittlere Fehler des Resultats 

I-'z = ± V2~~8 = ±0,8 

in Einheiten der 4. Dezimalstelle. Der vorteilhafteste oder wahrscheinlichste 
Wert der Dichte ist 

x = 0,9348 ± 0,00008. 

Diese Schreibweise bedeutet, es besteht die Wahrscheinlichkeit 0,68 dafiir, daB 
der wahre Wert X der Unbekannten innerhalb der angegebenen mittleren Fehler
grenzen fallt1). 

Der durchschnittliche Fehler einer Beobachtung ist 

{) = [i v Il = 20 = 2,11 
Vn(n-1) V90 

in Einheiten der 4. Dezimale. Bei GauBscher Verteilung der wahren Fehler 
soli sein 

f-! l/ n (0,7555) 0: = V 2: = 1,2533 1 ± Vn = 1,2533 ± 0,2994. 

Hier ist ; = 1,22, also gute Dbereinstimmung, da die Abweichung des Quotienten 

von 1,25 nur 0,03 ist, wiihrend die mittlere Fehlergrenze 0,30 ist. 
Zum Kriterium von ABBE braucht man 

A = [vv] = 6o, B = [(Vi - Vi+l)2] = 174. 

Bei zufaIliger Verteilung soli sein: 

2; = 1 ±fn' 
Hier ist 

2A 13 = 0,70. 

Die Abweichung von 1, namlich 0,30, liegt noch innerhalb der mittleren Fehler
grenze: 

1 . 
,/- = 0,316. 
riO 

Es kann nicht auf Vorhandensein systematischer Fehler geschlossen werden. 
Von den Vorzeichen der v siJ).d 4 positiv und 4 negativ, die Vorzeichen

summe daher 0, also gleich ihrem wahrscheinlichsten Wert. Die Probe der 
Vorzeichenfolgen und -wechsel f - W = 0 ± yn 1 = 0 ± 3 gibt 2 - 5 = -3, 
die Abweichung ist gleich der mittleren Fehlergrenze, also zulassig. 

Der Absolutwert desgr6Bten auftretenden Fehlers ist 4, er ist kleiner als 
21-' = 5,16. 

1) Ziff. 5 und 9 dieses Kapitels. 
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2. Beispiel. In den Jahren 1892 bis 1893 in Wien ausgefiihrte Messungen 
der Polhohe 1) ergaben: 

Beobachtungen I 

48 0 12' 40,08" 
40,13 
40.11 
40,12 
40,09 
40,05 
39,94 
39.90 
39,87 
39,98 
40,06 
40,05 
40,08 
40,15 

x = 0 = 48 0 12' 40,04" 
n 

± 0,023" 

x-l=v 

-0,04 
9 
7 
8 
5 

+ 10 
+ 14 
+ 17 
+ 6 

2 
1 
4 

11 

[v] = -0,05 

Der mittlere Fehler einer Beobachtung ist: 

ft = l/[VV] = ±0,088". r 13 

vv 

0,0016 
81 
49 
64 
25 

1 
100 
196 
289 

36 
4 
1 

16 
121 

0,0999 = [v v] 

Der groBte vorkommende Fehler ist 0,17, also etwa 2ft, abnorm groBe Fehler 
treten nicht auf. Aber die v zeigen nach Vorzeichen und GroBe einen ausgesprochen 
systematischen Gang, sie ordnen sich nach Art einer Sinuswelle. 

Die Vorzeichensumme ist -6, sie iiberschreitet stark die mittlere Ab-
weichung von Null, namlich {14 = 3,74. 

Die Differenz Zeichenfolgen - Wechsel ist 11 - 2 = 9 statt 0, die mittlere 
Fehlergrenze (13 = 3,61 wird weit iiberschritten. FUr das Abbesche Kriterium 

2A 1 
B = 1 ± yn = 1 ± 0,268 

findet man hier 
2A = 0,1998 = 404 
B 0,0494 ,. 

Der Wert liegt weit auBerhalb der mittleren Grenzen. Alle Kriterien deuten 
starken systematischen EinfluB an (Polh6henschwankung), die Abweichungen v 
haben nicht den Charakter zufilliger Fehler. 

11. Ausgleich direkter Beobachtungen von verschiedener Genauigkeit. 
n Messungsergebnisse 11 , 12 , ••• , 1n einer Unbekannten X seien von ungleicher 
Genauigkeit, und es kommen ihnen die Gewichte PI' P2' ... , Pn zu. Der wahr
scheinlichste oder vorteilhafteste Wert von X ist das verallgemeinerte oder 
ponderierte arithmetische Mittel der 1: 

[PI] 
x = [P] . (10) 

Denkt man sich in den Punkten 1, der X-Achse die Massen Pi, so ist x die Abszisse 
des Schwerpunktes. 

1) R. V. STERNECK, Astron. Nachr. Bd. 135, S.33. 1894; TH. ALBRECHT, Bericht iiber 
den Stand der Erforschung der Breitenvariation im Dezember 1897, S.21. Berlin 1898 
(Zentralbfiro der internationalen Erdmessung). Die angegebenen Zahlen sind Monats
mittel, konnen aber als gleich genau gelten. 
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Nach der Definition des Gewichtes ist eine Beobachtung vom Gewicht P 
gleichwertig mit P gleich genauen Einzelbeobachtungen vom Gewicht 1. An 
Stelle der Beobachtung 1i vom Gewicht Pi kann man den Mittelwert von Pi 
Beobachtungen l(i) setzen, also: [i(i)] 

1i=-· Pi 
Der gesuchte Mittelwert x der 1i ist: 

(11) 

Durch Zusammenfassung der Elementarbeobachtungen nach (11) geht diese 
Formel in (10) iiber. 

Ist fL der mittlere Fehler einer Beobachtung vom Gewicht 1, so ist, da dem 

Mittel von m Beobachtungen vom Gewicht 1 der mittlere Fehler 
der mittlere Fehler von 1i 

oder 

und 

f.l entspricht, 
Jim 

(12) 

(13) 

(13') 

Das arithmetische Mittel x hat das Gewicht [P], daher ist sein mittlerer Fehler 
f.l 

fL", = Y[PJ' 

wofiir man nach (13) auch schreiben kann: 
1 

fL", = VDJ· 

(14) 

Die Gewichte sind Verhaltniszahlen, von denen eine willkiirlich wahlbar ist, 
die anderen folgen aus (13'). Man wahlt passend den mittleren Fehler der 
Gewichtseinheit, entweder als eine runde Zahl nahe den fLi' oder man wahlt 
eines der fLi' z. B. fLo< als mittleren Fehler der Gewichtseinheit; die zugehorige 
Messung 10< hat das Gewicht 1, die iibrigen Gewichte berechnet man nach (13) 1) 
Sind die 1i Mittelwerte aus gleich genauen Einzelmessungen verschiedener An
zahl, dann wahlt man die Gewichte auch proportional der Zahl der Beobachtungen, 
aus welchen die I, gebildet wurden. Die Abweichungen der Beobachtungen l 
vom Mittelwert x liefern die "Fehlergleichungen" 

(15) 

Diese sind nicht gleichwertig. Wird jede Gleichung mit dem zugehorigen fp; 
multipliziert, so erhalt man ein System von Fehlergleichungen, welche alle das 
gleiche Gewicht haben 2). Mit den y"f; Vi verfahrt man wie mit den Vi bei direkten 
Beobachtungen gleicher Genauigkeit. An Stelle von [vv] = Min. ist hier 

[pvv] = Minimum. (16) 

1) Die Berechnung der Gewichte nach (13) auf dem Rechenschieber findet man in 
RUNGE-KoNIG, Vorlesungen iiber numerisches Rechnen. S.51-

2) Folgt der Fehler Vi einem GauBschen Gesetz vom PrazisionsmaB hi' so folgen die 
Fehler hivi = vL hkvk = v, ... aIle einem und demselben Gesetz vom PrazisionsmaB 1 und 
verhalten sich wie Fehler gleich genauer direkter Beobachtungen. Da sich die Prazisions-
maBe wie die Wurzeln der Gewichte verhalten, kann yp;v, an Stelle von h.v. treten. 
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Durch Differenzieren nach x, wobei die v nach (15) ersetzt wurqen, erhalt man 
die Minimalbedingung 

[pv] = [P]x - [Pi] = 0, 

woraus Gleichung (10) fUr x folgt. Statt [v] = 0 dient hier als Kontrolle die 
Bedingung 

[P v] = o. (17) 

Einfiihrung des Mittelwertes x in die Fehlergleichungen (15) liefert die "nach 
der Ausgleichung iibrigbleibenden Fehler v". Aus Ihnen berechnet 
man den Minimalwert [pvv] und hieraus die mittleren Fehler nach der Aus
gleichung. 

Der mittlere Fehler einer Beobachtung yom Gewicht 1 nach der Aus
gleichung ist 

ji = l/[pvv] (1 ± ~7071) 1). 
r n - 1 yn - 1 

(18) 

Der mittlere Fehler der Beobachtung li nach der Ausgleichung ist 

-. = ~ = 1/ [pvv] (1 ± 0.7071) 
ft. VPi V Pi(n - 1) Yn - 1 

(19) 

und der des Mittelwerts x nach der Ausgleichung ist 

- fi I /CPv--vy- ( 0 . 7071) 
fix = YEP] = V [P] (n -=1) 1 ± yn _ 1 . 

(20) 

Der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels vor der Ausgleichung (14) ist 
aus den mittleren Fehlern gerechnet, der nach der Ausgleichung (20) aus den 
wirklichen Abweichungen. Beide Werte werden nicht vollig iibereinstimmen. 
Eine starkere Abweichung der fli von den iii nach der Ausgleichung deutet 
das Vorhandensein systematischer oder grober Fehler an. 

Die Berechnung des durchschnittlichen Fehlers der Gewichtseinheit 

{} = ~P vlJ (21) 
yn (n - 1) 

ist hier weniger verlaJ3lich 2) als bei gleich genauen direkten Beobachtungen, 
eben so die Gleichung ji = 1,2533 ... {}. Ais Kontrolle der Berechnung des 
MinimaIwerts [pvv] dient die Bestimmung aus den 1: 

[pvv] = [Pll] - x [Pi] = - [pvl] . (22) 

Durch Einfiihrung eines runden Naherungswertes ~ von x kann man die ganze 
Rechnung vereinfachen. Man setzt 

x - ~ = ~ ~ und Ii - ~ = }'i . 
Es wird 

Vi = X - Ii = ~ ~ - Ai, 

die Minimalbedingung [pv] = 0 wird zu 

[P] ~~ - CPA] = 0, 

woraus man die Verbesserung ~ ~ gewinnt, schlieBlich erhalt man 

[pvv] = -[PA]~~ + [PU]. (23) 

Die Genauigkeit des Rechenschiebers wird hier meist ausreichen. 

1) Zif£. 4, Formel (13') dieses Kap. 2) Ziff. 15 dieses Kap. 
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Die Bildung des verallgemeinerten arithmetischen Mittels dient zur Ge
winnung eines Endresultats, wenn fUr eine GroBe mehrere Messungsreihen un
gleicher Genauigkeit, z. B. nach verschiedenen Methoden ausgefUhrt wurden. 

Beispiel. Aus 4 Messungsreihen erhielt man folgende Werte der Dichte 
einer Substanz (die mittleren Fehler sind in Einheiten der letzten Dezimalstelle 
angegeben, in dieser Einheit nimmt man auch die A. und v): 

5,815 ± 3,5, 
5,820 ± 4,5, 
5,818 ± 2,0, 
5,814 ± 3,0. 

Wir erteilen dem zweiten Ergebnis das Gewicht 1, der mittlere Fehler der Gewichts
einheit vor der Ausgleichung ist # = 4,5, und nach (13) sind die Gewichte 

Pl=~:~~=1,65, P2=1, P3=5,06, P4=2,25, 

ferner ist [P] = 9,96. 
Als Naherungswert des arithmetischen Mittels x w1i.h1en wir ~ = 5,817 und 

erhalten: 

l-/;=A. pA. piLl. 
Die Verbesserung von ~ ist 

-2 -3.30. 6.60 (j~ = [PA] = -1.99 = -02.10- 3 

[P] 9.96 ' 
+3 +3.00 9.00 
+1 +5.06 5.06 und x = 5,8168. Damit findet man die 
-3 -6.75 20.25 

[PA]=-1.99 40.91 = [PH] Vi = x - 1i = (j~ - ~, 

" pv pvv bildet die Probe [pv] = -0,01 und 
erhaIt [pvv] =40,53, welchen Wert 

+1.8 +2.97 5.35 man iiberpriift mit 
-3.2 -3.20 10.24 
-1.2 -6.08 7.30 [pvv] = - [pA.] (j~ + [PH] +2.8 +6.30 17.64 

[pv] = -0.01 40.53 = [pvv] = -0,40 + 40,86 = 40,51 . 

Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit nach der Ausgleichung ist 

- = l/[pvv] = Y40.53 = 3 67.10- 3 
fl Vn-1 3 ' , 

vor der Ausgleichung war # = 4,5 . 10 - 3 • 

Der mittlere Fehler des arithmetischen Mittels ist 

vor der Ausgleic. hung II. = _f.l_ = 4.5.10- 3 = 1 4. 10- 3 
,x YEP] 3.16 ' , 

nach der Ausgleichung - - ~ - 3.67' 10-'3 -1 2.10- 3 #x - ([p] - 3.16 -, . 

Der Unterschied der f.£ vor und nach der Ausgleichung ist nicht so groB, daB 
mit Sicherheit auf das Vorhandensein systematischer Einfliisse geschlossen 
werden ki:innte. Der mittlere Fehler des flx (20) ist in diesem Beispiel schon 
± 0,5' 10- 3• Es waren noch viel groBere Abweichungen von #x und #x durch 
Zufall mi:iglich. Der durchschnittliche Fehler der Gewichtseinheit ist nach (21): 

{} = 1:/.41 .10-3 = 3,54 '10-3. 
rt2 
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Das Kriterium 
: = 1,2533(1 ± O.;~5) 

ist weniger verlaBlich, aus den oben berechneten p, und -& ergibt sich: 

/J, =}~ = 1 04 
{) 3.54 ,. 
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Die mittlere Fehlergrenze des Quotienten ist fur n = 4 gleich 0,473, die Ab
weichung des Wertes 1,04 von 1,2533 ist noch zulassig. Zu weiteren Unter
suchungen uber die Zufalligkeit der Fehlerverteilung ist die Anzahl der Beob
achtungen zu klein. 

12. Fehlerfortpflanzungsgesetz von GAUSS. Die Messungsergebnisse meh
rerer von einander unabhangiger GroBen Xl' X2, Xs ••• sind mit den mittleren 
Fehlern P,1> P,2, P,s ... behaftet, die als klein vorausgesetzt werden. Ein mit diesen 
GroBen berechneter Funktionswert l(x1 , X 2 , Xs' •. ) hat den mittleren Fehler: 

M = ±V(;1I P,lY + (;12 P,2t + (;L JIst + ... 
1st P, der mittlere Fehler der Gewichtseinheit, so ist das Gewicht 

2 

von Xl: PI = ~2-' 
ftl 

und das des Funktionswertes 

oder mit Riicksicht auf (24) 

fJ-2 
p=-M2 

1 1(01)21(01)21(01)2 
P = PI OXI + P2 OX2 + P3 OXs + 

(24) 

Einige Spezialfalle der Gleichung (24) treten haufig auf. Der mittlere Fehler 
der Summe Xl + X2 ist 

M=fp,~+p,L 

aber auch der mittlere Fehler der Differenz Xl - X 2 ist 

M=1~+,u~· 
Wenn alle mittleren Fehler gleich sind 

,ul = 112 = I1s = ... = ,u 
und alle Ableitungen 01 01 

-=-= .. ·=1 
ox! OX2 ' 

dann wird 

wo n die Anzahl der GroBen Xl' X2, X3 • • , ist. 
Die letzte Formel heiBt Quadratwurzelgesetz. Eine Strecke wurde durch 

n-maliges Auflegen eines MaBstabs gemessen. 1st P, der mittlere Fehler einer 
Lage und Ablesung, so ist der mittlere Fehler der ganzen Streckenmessung P, 1;;· 

Der mittlere Fehler von aXl ist M = ap,l' 
Der mittlere Fehler des Produktes X1X2 ist 

(25) 

Handbuch der Physik. III. 33 
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""1 heiBt der mittlere relative Fehler von Xl' 100 It 1 ist der mittlere prozentuale 
~ ~ 
Fehler. Schreibt man die Gleichung flir den mittleren Fehler des Produkts 
in relativen Fehlern, so ist sie 

M V(""1)2 (""2)2 
Xl X 2 = ± Xl + x;- . 

Der mittlere Fehler des Quotienten Xl X 2 ist 
%3 

M = ±V( X2 )2 + (~ )2 + (Xl X2 )2 ~ 111 ~ 112 ~. I1s 
"'3 "'3 "'3 

und der relative 

%~2 = ± V(:~r + (::r + (::r 
X3 

(25/) 

Die mittleren relativen Fehler. folgen bei. Produkt und Quotient demselben 
Gesetz wie die mIttleren Fehler ftir eine Summe oder Differenz. Man kann dies 
in logarithmischer Form ersichtlich machen, aus f = X1X2 folgt nach logaritb
mischem Differenzieren die mit (25/) identische Formel: 

(25'/) 

Man bentitzt oft diese Formel, ersetzt aber die Differentialquotienten 

durch die Differenzenquotienten A l~g Xl usw.; der Zahler ist die Differenz der 
LlX1 

Mantissen bei Anderung urn eine Einheit der letzten Stelle des Arguments; der 
Nenner ist eine Einheit del'letzten.Argumentstelle. Winkel mtissen im BogenmaB 

(X0:;r; 

.genommen werden, e~ ist ~ 0 durch 180 zu ersetzen. 
Beispiel. Das Gewicht eines Korpers wurde gemessen zu G = 16,364g± 7mg, 

sein Volumen zu V = 3,219 ems ± 5 mm3 ; es solI die Dichte und ihr mittlerer 

Fehler berechnet werden. Man erhaIt d = ~ = 5,084 und ihren mittleren 
Fehler: 

M= ~V~~ + ;: = 5,08410,18 + 2,41·1O- 3 =±8,2·1O-3 • 

Bei Rechnung nach (25") entnimmt man einer 6stelligen Tafel die Anderung 
des Logarithmus ffir eine Einheit der letzten Stelle des Arguments bei G zu 2,7, 

bei V zu 13,5 und bei ~ zu 8,5, daher: 

M = 8\ .10-3 12,]2.]2 + 13,52 .52 = 8,2.10- 3 • 

13. Ausgleich vermittelnder Beobachtungen. Problemstellung. Zwischen 
den Unbekannten X, Y, Z... und BeobachtungsgroBen 1i bestehen die Be
ziehungen fi(X, Y, Z . .. ) -li = Si' Statt der wahren Werte X, Y, Z . .. ge
winnt man durch Ausgleich die plausibelsten Werte X, y, z . .. , welche mit den 
Beobachtungswerten 1i und den scheinbaren Fehlern Vi durch die Fehlergleichun
gen verbunden sind: 

fi(x,y,z ... )-li=vi, i=1,2, ... ,n. (26) 

Der Index i bei f drtickt aus, daB in f Parameter stecken, welche sich von Beob
achtung zu Beobachtung andern (z. B. Temperatur, Druck usw.). Die Anzahl m 
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der Unbekannten x, Y, z . .. muB kleiner sein als die der Beobachtungen n, 
damit ein Ausgleichsproblem vorliegt. Die Berechnung der vorteilhaftesten 
Werte der Unbekannten ist nur moglich, wenn 

1. alle Gleichungen (26) in den x, y, z ... linear sind, 
2. wenn bei nicht linearer Form der Ii solche Naherungswerte der x, y, z ... 

bekannt sind, daB man die Taylorsche Entwicklung der I nach den ersten Potenzen 
der Verbesserungen abbrechen kann, so daB die Verbesserungen aus linearen 
Gleichungen zu berechnen sind. Solche Naherungswerte kann man sich immer 
verschaffen, z. B. indem man in m der Fehlergleichungen die v rechts Null setzt 
und die Gleichungen streng auflost. Die m Gleichungen wahlt man zwecks 
scharfer Bestimmung der Naherungswerte so aus, daB die Koeffizienten und 
Parameter der I moglichst verschieden sind. 

14. Lineare Fehlergleichungen. Schema fUr zwei und drei Unbekannte. 
Zwischen den vorteilhaftesten oder wahrscheinlichsten Werten x, y, z der Un
bekannten X, Y, Z und den BeobachtungsgroBen li bestehen die Fehlergleichungen 

a1x + b1 y + c1 z + ... - II = Vi' ) 

~'~+ b,y+ ~'.'.+ : .. ~ 1,.= ~'.' 
anx + bny + CnZ + ... -In - vn . 

(27) 

Das Ausgleichsprinzip [v v] = Minimum verlangt die Minimalbedingungen: 

o[vv] = ° o[vv] o[vv] ) ox ' -oy = ° , oz - = 0. . . (28 

Hier fUhrt man fUr die v die linken Seiten der Gleichungen (27) ein. Die erste der 
Bedingungen (28) wird 

a1 (a1 x + b1 y + c1z + ... -ll) + a2 (a2x + b2 y + c2z + ... -l2) + ... 
+ an (anx + bny + cnt + ... -In) = 0= [av]. 

Durch Zusammenziehung erhalt man aus dieser Gleichung und den analog aus 
den iibrigen Gleichungen (28) gebildeten das System der m N ormalgleich ungen 

[a a] x + [ab]y + [ac]z + ... - Cal] = 0, 

[ab] x + [bb]y + [bc]z + ... - [bl] = 0, 

[ae]x+[be]y+[cc]z+ ... -[cl] =0, 
(29) 

Dazu nimmt man noch eine ganz gleich gebaute Gleichung fUr den Minimal
wert [vv], die als Rechenkontrolle dient: 

-Cal] x - [bl] y - [el] z + ... +[llJ = [vv] . (30) 

Die Gleichungen (29) sind m lineare Gleichungen fUr die m Unbekannten x, y, z, ... 
Man lost sie nach dem GauBschen Algorithmus oder mittels Determinanten 
auf und gewinnt auBer den plausibelsten Wert en der Unbekannten auch ihre 
Gewichte. Die EinfUhrung der so berechneten x, y, z, . .. in die Fehler
gleichungen (27) liefert das System der iibrigbleibenden Fehler v, die man auf 
ihre Zufalligkeit untersucht. Ihre Quadratsumme muB mit dem aus (30) be
rechneten Wert iibereinstimmen. Weitere Kontrollen geben die Normal
gleichungen (29) in der Form 

[av] = 0, [bv] = 0, [ev] = 0, ... , 
33* 
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die von den iibrigbleibenden Fehlern erfiillt werden miissen .. Ahnlich liiBt sich 
Gleichung (30) in der Form schreiben: 

[vv] = -[lv]. 

Aus den nach dem Ausgleich sich aus (27) ergebenden v berechnet man den 
"mittleren Fehler einer Gleichung"l): 

= ±ll [vv] . 
f-t n-m. (31) 

Da fiir m Unbekannte n Gleichungen vorliegen, ist die im Nenner stehende Zahl 
n - m die Anzahl der iiberschiissigen Gleichungen oder Beobachtungen. Ergab 
die Rechnung fiir die Gewichte der Unbekannten x, y, z, ... die Werte PI' Pz, 
P3' ... , so sind die mittleren Fehler der Unbekannten: 

-L-l/[Vv] -L _L ('22) 
f-tl - yP; - V(n=-----m) Pl ' f-tz - Y P2 ' f-t3 - Y Ps ' .J 

Die Normalgleichungen kann man nach irgendeiner fiir lineare Gleichungen 
iiblichen Methode auflosen. Da aber die Gewichte der Unbekannten ebenfalls 
bestimmt werden miissen, wird man nur die Methoden beniitzen, welche ohne 
weiteren Rechenaufwand auch die Gewichte ergeben. Urn letztere richtig zu 
erhalten, darf an keiner N ormalgleichung eine Anderung, z. B. 
Kiirzung, vorgenommen werden. Die gebrauchlichste Auflosung ist die von 
GAUSS angegebene. Da die Gleichungen symmetrisch sind, fiihrt auch die ge
wohnliche Determinantenmethode ebenso rasch zum Ziel. 

Bezeichnet man die Determinante der Koeffizienten der Unbekannten der 
Normalgleichungen mit D, ihre zum Element faa] gehorige Unterdeterminante 
mit Aaa , die von Cab] mit Aab = Aba, so erhalt man die Werte der Unbekannten 
aus: Dx = Aaa[al] - Aba[bl] + Aca[clJ - ... , 

Dy = -Aab[al] + Abb[bl] - Acb[cl] + ... , 
Dz = Aac[al] - Abc [bl] + Acc[clJ - .. . 

Die Gewichte PI von x, P2von y, Pa von z, ... erhalt man aus: 
1 Aaa 1 Abb 1 Ace 

P; = D' P2 D' Po D' 
Die Methode von GAUSS werde zuerst fiir zwei Unbekannte besprochen. Die 
zwei Normalgleichungen und die ahnlich gebaute fiir [vv] werden aus den Fehler
gleichungen aix + biy - li = Vi gebildet: 

[aa]x + [ab]y - Cal] = 0, I 
[ab]x + [bbJy - [bl] = 0, 

-[alJx - [blJy + [ll] = [vvJ. 
(33) 

Die zur Gewinnung von y notwendige Elimination von x geschieht nach GAUSS, 

indem die mit - ~:~~ multiplizierte erste Gleichung zur unveranderten zweiten 

addiert wird, ferner die mit + _~al]] multiplizierte erste zur dritten Gleichung. 
Man erhalt: aa 

([bb] _ Cab] cab]) y _ ([bl] _ [al][ab]) = 0 I 
[a a] [aa] , 

-([blJ - Cab] cal]) y + ([ll] _ Cal] cal]) = [v v] . 
[a a] [aa] 

(34) 

1) Da die 1 gleich genau sind, also gleiches Gewicht haben, fur welches man passend 1 
wahlt, ist ft auch der mittlere Fehler der Gewichtseinheit. 
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Der Koeffizient von y in der erst en der zwei Gleichungen (34) ist schon das 
Gewicht P2 von y. GAUSS fUhrt fUr die in (34) auftretenden Klammerausdriicke 
neue Symbole einund schreibt die zwei Gleichungen (34) in der Form: 

[bb1]y-[bl1]=O, } 

-[bl1]y+ [lllJ = [vv]. 
(34') 

Das Bildungsgesetz der Symbole ist leicht zu erkennen, die Ziff. 1 kennzeichnet sie 
als die Ergebnisse der erst en Reduktion. Die Gleichungen (34') sind symmetrisch 
wie die Normalgleichungen; die Anzahl der Unbekannten ist urn eine geringer 
geworden. 

Aus der erst en der Gleichungen (34') gewinnt man y, das Gewicht P2 von y 
ist sein letzter Koeffizient: 

P = [bbl] = ebb] _ [ab]2. 
2 [aa] 

EinfUhrung des Wertes von y in die zweite der Gleichungen (34') ergibt den 
Minimalwert [v v] . Diesen wird man zur Kontrolle nach Berechnung jeder Unbe
kannten bestimmen. Elimination von y aus den zwei Gleichungen (34') gibt 

[1l2] = [Ul] - [blfl[bll] = [vv] 
[bb1] (35) 

direkt aus den Koeffizienten der Normalgleichungen. Cab] 
y wird aus den Normalgleichungen (33) eliminiert, indem die mit - [bbJ 

multiplizierte zweite Gleichung zur ersten 
multiplizierte zweite zur dritten 

. [b I] 
addiert wird, ferner die mit ebb] 

([ ] _ [ab][ab]) _ (r lJ _ [bl][ab])' = 0 1 
aa ebb] x La ebb] , 

-(cal] - [a~ti~lJ)x+ ([ll] - [ba~l])=[Vv], J 
(36) 

oder in der Symbolik von GAUSS 

[aal] x - [all] = 0, } 

-[allJx+ [lllJ = [vv]. 
(36') 

Der Koeffizient von x in der erst en Gleichung 

I ] - [ ] _ [ab]2 _ 
Laal - aa ebb] - PI 

ist schon das Gewicht PI von x. Die Einfuhrung des aus der ersten Gleichung 
berechneten x in die zweite oder die Elimination von x aus den Gleichungen (36') 
gibt [vvJ, welcher Wert mit dem aus (34) oder (35) gleich sein muE bis auf Ab
rundungsfehler der letzten Stelle. Da jetzt x und y bekannt sind, werden die 
nach der Ausgleichung ubrig bleibenden Fehler aix - biy - li = Vi berechnet, 
ihre Verteilung untersucht, [vv] gebildet, welches mit den aus (34'), (35) und (36') 
erhaltenen ubereinstimmen solI, schlieBlich mit [vv] aus der dritten der Normal
gleichungen (33). 

Diese [vv]-Proben kontrollieren die ganze Rechnung. Es ist empfehlenswert, 
schon die Aufstellung der Normalgleichungen mittels der Sum men proben zu kon
trollieren. Man bildet in jeder Fehlergleichung die Summe der Koeffizienten 

ai + bi - 1i = Si 
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und weiter [asJ, Cbs], [lsJ. Die Koeffizienten jeder Normalgleichung (33) 
werden kontrolliert durch 

[aaJ + [abJ - [al] = [asJ, 
[abJ + [bbJ - [blJ = [bsJ, 

-Cal] - [bl] + [ll] = -[ls] , 
[as] + Cbs] - [ls] = [ssJ. 

Man bildet die Vertikalsurnmen und erhalt fiir sie die letzte Gleichung; [ss] 
wird so zweimal erhalten, welche Werte iibereinstimmen miissen, wenn bei 
Bildung der Normalgleichungen kein Fehler unterlief. Fiir die Berechnung 
der Produkte und Summen zur Aufstellung der Normalgleichungen und die 
Summenproben bedient man sich eines passenden Schemas. Die Quadrate 
und Produkte entnimmt man Tafeln. Auch die Produkte kann man mit einer 
Quadrattafel bilden, gemaB 

ab = t{(a + b)2 - a2 - b2} und Cab] = t{[(a + b) (a + b)] - [aaJ - [bbJ}. 

Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit (31) oder einer Gleichung ist 

_ 1/ [vv] 
,u-rn-2' 

die von x und y sind 
f-t 

,u2 = ,-' 
YP2 

Die ganze Rechnung wird durch Einfiihrung von Naherungswerten ~, 1] fUr 
x und y sehr abgekiirzt; man bildet die N ormalgleichungen fUr die Verbesserungen 
~~ und ~1] der Naherungswerte, wobei man die Koeffizienten [aa], Cab] usw. 
nur von geringer Stellenzahl braucht, so daB die Genauigkeit des Rechen
schiebers ansreicht. Man setzt 

x = ~ + ~ ~ , y = 1] + ~ 1] , ai ~ + bi 1] - 1i = - }'i 

und erhalt die Fehlergleichungen in der Form 

ai ~ ~ + bi ~ 1] - Ai = Vi . 

Aus ihnen bildet man die Normalgleichungen usw., wie oben besprochen. 
Bei drei Unbekannten bildet man aus den Fehlergleichungen 

ai x + bi Y + ei z + li = Vi 
die drei Normalgleichungen und die Gleichung fUr [vv]: 

[a a] x + [ab]y + [ae]z - Cal] = 0, 

[ab]x + [bbJy + [be]z - [bl] = 0, 

[ae]x + [be]y + [ee]z - [el] = 0, 

-[al]x - [bl]y - [elJz + [ll] = [vvJ. I 
(37) 

(38) 

Zur Elimination von x addiert man die mit - f:!~ multiplizierte erste Gleichung 

zur zweiten, ferner die mit- [ae] multiplizierte erste zur dritten, endlich die . ~~ 
mit f:~- multiplizierte erste zur vierten und erhalt: 

([bb] - ~:!~ [ab])y + ([be] - ~!~ [ae])z - ([bl] - f:!~ Cal]) = 0, 

([be] - ~::~ [ab])y + ([ee] - -~:~~ [ae])z - ([el] - ~::~ cal]) = 0, 

( [al]) ( [al]) ( [al]) - [bl] - faa] Cab] y - [el] - faa] [ae] z + [ll] - faa] Cal] = o. 
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Mit EinfUhrung des Symbols 

[ik1] = [ikJ - [ai] [ak] 
[a a] 

i=b,c,l, 
k=b,c,l, 

erhalt man Gleichungen, welche ganz die 
zwei Unbekannte haben 

Form der Normalgleichungen fUr 

[bb1]y + [bc1]z - [bl1] = 0, 

[bC1]Y + [cc1]z - [cli] = 0, 
-[bl1]y - [el1]z + [U1] = [vv], 

die man nach der GauBschen Methode weiter aufJ.ost. Die Elimination von y 
liefert 

( [bC1J ) ( [bC1] ) [cc1] - [bb1] [bc1] z - [eli] - [bb1] [bl1] = 0, 

-([cl1] - ~:!:~ [bC1])Z + ([U1] - ~:!:~ [bl1J) = [vv] 

oder mit EinfUhrung der GauBschen Symbole fur die runden Klammern 

[ik2J = [ik1J - rL[:~·!]] [bk1J, i = c, 1, 
k = c, 1. 

[cc2]z - [el2] = 0, 

-[el2Jz + [1l2] = [vv]. 
Elimination von z gibt 

[1l3J = [1l2] - i~~1; = [vvJ 

zur Kontrolle. Der Koeffizient von z in der ersten Gleichung ist das Gewicht von z 
[b C 1]2 

Pa = [cc2J = [cc1] - [bb1f' 

Indem man ebenso eine andere Unbekannte an den SchluB stellt, erh1i.lt man sie 
und ihr Gewicht. Diese Werte von x, y, z setzt man in die Gleichungen (37) 
ein und bekommt die ubrigbleibenden Fehler Vi, deren Verteilung man unter
sucht. Aus [vv] erhii.lt man den mittleren Fehler der Gewichtseinheit oder einer 
Gleichung 

fl = 1/ [vv] = 1/ [vv] 
Vn-m Vn-3 

und die der Unbekannten x, y, z: 

Die richtige Bildung der Normalgleichungen (38) kontrolliert man mit den 
Summenproben 

wie oben bei zwei Unbekannten besprochen. 
Damit die Koeffizienten und die Unbekannten am sch1i.rfsten bestimmt 

werden, mussen die ai, bi, ... , Ii von derselben GroBenordnung sein. Durch 
Multiplikation mit einer Potenz von 10 11i.Bt sich dies meist erreichen. Wir 
fUhren statt x z. B. ein 10x = x'. Die Auf10sung gibt x' und seinen mittleren 
Fehler ,uf, es ist dann x = O,1x' und sein mittlerer Fehler P,1 = O,1p,~. Zur 
rascheren Rechnung fuhrt man statt x, 'Y, z wieder Naherungswerte ein und 
berechnet ihre Verbesserungen. 
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Beispiel. In Ziff. 26 des Kap. 15 wird fUr die Variation der magnetischen 
Deklination die Gleichung aufgestellt 

1 d 2 f 
10 -112 dt2 - I(t) = 0, 

1 (t) sind die Beobachtungswerte der Variation (entsprechend den Ii), 10 eine 

Konstante, n = 2; und T die Periode der Erscheinung. Die zusammengehorigen 
Werte sind: 

j(t) 
d'j 
dt' 

1842 7,45 +0,36 
44 6,88 +0,61 
46 8,47 +0,08 
48 10,35 -0,48 
50 10,541-0,41 
52 9,26 +0,18 

1854 8,41 -0,09 

1 
Durch EinfUhrung von 10 = x und 112 = y erhalten die Fehlergleichungen li-
neare Form: 

x - 0,36y - 7,4S = VI' 

x -0,61y - 6,88 = V2 , 

X - 0,08y - 8,47 = V3 , 

x + 0,48y - 10,35 = V4 , (39) 
x + 0,41y - 10,54 = V5 , 

X - 0,18y - 9,26 = V6 , 

x + 0,09y - 8,41 = V7 • 

Als Naherungswerte fiihren wir die in Ziff.26, Kap. 15 berechneten Werte 
ein ~ = 8,82, 'I] = ),18, set zen also x = ~ + (j~, Y = 'I] + (j'l] in (39) ein und 
erhalten die Fehlergleichungen: 

1 (j~ - 0,36b'l] + 0,23 = VI, 

1 CJ~ - 0,61 CJ'I] + 0,00 = V 2 , 

1()~ - 0,08CJ'I] + 0,10 = v3 , 

1 CJ~ + 0,48617 + 0,00 = V4 , (39') 
1 6~ + 0,41 CJ'f} - 0,42 = v5 , 

1()~ - 0,18CJ'f} - 1,01 = v6 ' 

1() ~ + 0,0961J + 0,70 = v7 • 

Die Berechnung der Koeffizienten der Normalgleichungen und ihre Kontrolle 
wird in folgendem Schema vorgenommen: 

a = aa b =ab -I = - al bb -bl I II s:;::; as bs -Is I 88 

1 I -0,36 
I 

+0,23 +0,13 -0,08 I +0,05 +0,87 -0,31 1+0,20 +0,76 
1 -0,61 I 0,00 +0,37 0,00 0,00 +0,39 -0,24 0,00 +0,15 
1 . -0,08 +0,10 +0,01 -0,01 +0,01 +1,02 -0,08 +0,10 +1,04 
1 +0,48 0,00 +0,23 0,00 0,00 +1,48 +0,71 0,00 +2,19 
1 +0,41 -0,42 +0,17 -0,17 +0,18 +0,99 +0,41 -0,42 +0,98 
1 -0,18 -1,01 +0,03 +0,18 +1,02 ·-0,19 I +0,03 +0,19 +0,03 
1 +0,09 +0,70 +0,01 +0,06 +0,49 +1,79 +0,16 +1,25 +3,20 

7 
I 

-0,25 
I 

-0,40 +0,95 i -0,02 \ +1,75 +6,35 ! +0,68 +1,32 I 8,35 
[aa] Cab] - [a I] [b b] . - [b 1] I ell] [as] Cbs] ! -[ls] lss] 
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Man iiberzeugt sich, daB die Proben stimmen: 

[aa] + [abJ - [al] = 7 - 0,25 - 0,40 = +6,35 = [as] , 
[ab] + [bb] - [bl] = -0,25 + 0,95 - 0,02 = +0,68 = [bs] , 

-[al] - [bl] + [llJ = -0,40 - 0,02 + 1,75 = +1,33 = -[Is] . 

Die letzte Summe -[ls] weicht infolge Abrundung urn eine Einheit der letzten 
Stelle abo Weiter gilt 

[as] + [bsJ - [Is] = 6,35 + 0,68 + 1,32 = 8,35 = [ss] . 

Die Normalgleichungen 
7 o~ - 0,25 01} - 0,40 = 0, 

-0,25 o~ + 0,95(1) - 0,02 = 0, 
-0,400~ - 0,0201} + 1,75 = [vv] 

werden nach GAUSS aufge16st, die Rechnung fiihrt map in folgendem Schema aus: 

Cab] = -0,25 

I [bbJ = 0,95 
[a b] i 
- = -0,0357 I. --0,0357 Cab] = 
[aaJ : 

0,01 

[a I] 
- _. = -0,057 

[aa] 

Cab] 
ebb] = -0,263 

[bl] 
- ebb] = -0,021 

ebb 1] = 0,94 

-[bl] = -0,02 

-0,0.17 Cab] = 

-[bllJ = -0,Q3 

Cab] = -0,25 

[aaJ = 7,00 

7 

[aal] = 6,93 

-[al] = -0,40 

-[bl1] = -0,41 

- Cal] = -0,40 

-[bl] = -0,02 

0,0357 [alJ = +0,01 

-lbll] = -0,03 

[lIJ= 1.75 
0,057[al] = + 2 

[lllJ = 1,73 

-[bl] = -0,02 

-[all = -0,40 

-[allJ = -0,41 

rll] = 1.75 

o 

[Ill] = 1,75 

Die einmal reduzierten N ormalgleichungen sind: 

Man erha1t 

6,93 o~ - 0,41 = ° , 
-0,41 o~ + 1,75 = [vv], 

0,9401} - 0,0) = 0, 

-0,03 f51} + 1,73 = [vv] . 

f5~ = +0,06 und sein Gewicht PI = 6,93, 
f51} = +0,03 und sein Gewicht P2 = 0,94 

nnd we iter aus den zwei letzten Gleichungen iibereinstimmend [] 1 73 vv = , . 
Mit 

x = 8,82' + 0,06' = 8,88' , 
Y = 3,18' + 0,03' = 3,21' 
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erhiUt man aus (39) das System der iibrigbleibenden Fehler: 

+0.28 
+0.04 
+0.15 
+0.07 
-0.34 
-0.96 
+0.76 

[v] = [av] = 0.00 

0.078 
2 

23 
5 

116 
922 
576 

1.722 = [vv] 

Ziff. 15. 

Der Wert [vv] = 1,722 stimmt gut mit dem oben erhaltenen 1,73. Der mittlere 
Fehler der Gewichtseinheit ist 

p, = V7[~]2 = V1.~22 = ±0,587. 

Der mittlere Fehler von x ist 

P,l = ~.:;? = ±0,22', 
yPl 

der von y ist 
- 0.587 _ ±o 605 P,2 - Y94 - , . 

Aus y erhiUt man die Periode 

T= 2n = 2nVY 
n 

und nach dem Fehlerfortschreitungsgesetz ihren mittleren Fehler ~ , schlieBlich 

T = 11,26 ± 1,06 Jahre. 

In Wirklichkeit ist die Periode der Variation 11.03 Jahre. die Ausgleichung 
wurde in dem Beispiel iiber einen zu kurzen Zeitraum vorgenommen. 

Keiner der iibrigbleibenden Fehler iibersteigt 2p, = 1,17. Die Probe der 
Vorzeichensumme (Ziff. 8 b) s = ° ± rn gibt hier s = 3 und fi = 2.6, deutet 
also keine rein zufiUlige Verteilung an. Die v sind auch nicht mehr rein zufallige 
Beobachtungsfehler der Ii; es wurde dem Ausgleich die Annahme zugrunde 
gelegt, daB die magnetische Variation in ihrem Verlauf eine einfache harmonische 
Schwingung darstellt. Einem so einfachen Gesetz gehorcht aber die Variation 
nicht, wir haben nur die Hauptschwingung berechnet. Die v sind hier nieht 
scheinbare Fehler. sondern "Abweichungen" und zeigen an, wie genau die mit 
Fehlern behafteten Beobachtungswerte dem angenommenen empirischen Gesetz 
gehorchen. Weiteres iiber empirische Gesetze in Ziff. 17 dieses Kapitels. 

15. Der durchschnittliche Fehler. GemaB den zwei Formen des mittleren 
Fehlers der Gewichtseinheit 

2 [ee] [vv] 
P, =-=---n n-m 

steht die Quadratsumme der sch.einbaren Fehler v zu der der wahren e im Ver
hiUtnis (n - m):n. Konnte man fiir die Summen der Absolutbetrage [Ivl] und [lei] 
annehmen, daB sie im VerhiUtnis yn - m : Yn stehen, so wiirde man fiir den 

durchschnittlichen Fehler {} = [I B I] erhalten: 
n 

{} = [lvl] (40) 
yn(n - m) 
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Die v miiBten ein Fehlergesetz derselben Form befolgen wie die e. HELMERTl) 

hat im FaIle des GauBschen Gesetzes strenge Untersuchungen angesteIlt. Nur 
fiir gleich genaue direkte Beobachtungen fand sich (40) als richtig. In allen 
anderen Fallen ist -& groBer als der aus dieser Formel berechnete Wert. HELMERT 

gab fUr -& die Ungleichungen an: 

~1!1l > {} > _Uv_IJ_. 
n-m Jln(n-m) 

Eine genauere Formel ist zu verwickelt, urn verwendet werden zu k6nnen. Bei 
groBem n ist der Fehler von (40) in der Berechnung von -& klein, wenn die v das 
GauBsche Gesetz befolgen, ferner liegt -& der rechten Seite der Ungleichung 
naher .. Wenn aberdas GauBsche Gesetz von den iibrigbleibenden Fehlern v nicht 
ediillt wird, weill man nicht, wie groB die Annaherung der Formel (40) ist. 

16. Lineare Fehlergleichungen ungleicher Genauigkeit. Die Beobachtungs
werte 1i, der Fehlergleichungen 

ai x + bi Y + Ci Z + ... - 1i = Vi 

soIlen ungleiches Gewicht haben. Wie in Ziff. 11 werden sie von gleichem Gewicht, 
wenn jede Gleichung mit der zugehOrigen ih multipliziert wird. Aus den 
so erhaltenen gleichgewichtigen Fehlergleichungen bildet man die Normal
gleichungen: 

[paa] x + [pab] y + [pac] z + ... - [pal] = 0, 

[pab] x + [Pbb] y + [Pbc] z + ... - [Pbl] = 0, 

-[pal] x - [PblJy - [Pcl]z - ... + [Pll] = [pvv]. 

An diesen Gleichungen dad keine Kiirzung usw. vorgenommen werden, urn 
bei derAufl6sung auch die richtigen Werte der Gewichte der x, y, z ... zu er
halten. Die Auflosung wird man nach dem GauBschen Algorithmus durch-
fiihren. Es ist hier [pvv] = Minimum, 

und die Ableitungen, die Normalgleichungen, dienen als RechenkontroIlen m 
der Form: [pavJ = 0, [PbvJ = 0 ... 

Der mittlere Fehlet der Gewichtseinheit ist 

= ± 1// [pvv] 
ft n-m' 

der von x ist 
It 

ftx=ypx 

usw. p", ist wieder der letzte Koeffizient von x in der reduzierten Normalgleichung 
letzter Stufe, welche nur mehr x als einzige Unbekannte enthalt. Zur Probe 
dient: 

[pvvJ = - [pal]x - [Pbl]y - [pcl]z - ... + [PU] = - [Plv] . 

Die Koeffizienten der Normalgleichungen werden mit der Summenprobe kon
trolliert. Man setzt ai + bi + Ci + ... - li = Si, bildet [P as], [P b s] usw., welche 
den Gleichungen geniigen mussen 

[paa] + [pab] + ... - [pal] = [Pas], 
[pab] + [Pbb] + ... _. [Pbl] = [Pbs] usw. 

1) F. HELMERT. Dber die Formeln fiit den Durchschnittsfehler. Astron. Nachr. Bd.85, 
S.353. 1875. 
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17. Ausgleich vermittelnder Beobachtungen bei nichtlinearer Form der 
Fehlergleichungen. Die Werte I. (x, y, z . .. ) wurden durch Beobachtung als 
t1 , 12 , ••• , 1n bestimmt. Die Fehlergleichungen 

li(X,y,Z ... )-li=Vi (41) 

sollen von gleicher Genauigkeit sein. Waren sie es nicht, so wiirden sie ganz 
wie im vorigen Abschnitt durch Multiplikation mit den zugehOrigen 1~ in gleich
gewichtige iibergehen. Der Index i von Ii solI die Anwesenheit von Parametern 
(z. B. Temperatur) andeuten, die sich von Beobachtung zu Beobachtung andern. 
Die Anzahl der Unbekannten werde, ohne Beschrankung der Allgemeinheit 
mit drei festgesetzt. Die Ausgleichung ist nur durchfiihrbar, wenn fiir X., y, z 
Naherungswerte~, 'Yj, C bekannt sind, deren Verbesserungen.<5~, ~'Yj, ~C so klein 
sind, daB ihre Produkte und Quadrate zu vernachlassigen sind, so daB eine 
Entwicklung nach dem Taylorschen Satze 

(42) 

nach den linearen Gliedern abgebrochen werden kann. 
Die Naherungswerte ~, 'Yj, C gewinnt man durch strenges Auflosen von 

drei Gleichungen Ii (x, y, z) - ti = 0, die moglichst verschiedene Koeffizienten 
haben, oder auf graphischem Wege oder durch irgendwelche Annahmen. Sollten 
sich die ~~, <5'Yj, <5C als zu groB ergeben, so muB mit ~ + ~~ usw. die ganze 
Rechnung wiederholt werden, evtl. so lange, bis sich schlieBlich ein System ge
niigend kleiner Verbesserungen ergibt. Die Naherungen ~, 'f},C miissen ge
niigend nahe den plausibelsten Werten x, y, z liegen, welche Naherungswerte man 
unter dieser Bedingung wahlt, ist gleichgiiltig, sie fiihren alle auf dieselben x, y, z. 

In der Taylorschen Entwicklung ist Ii (~, 'Y), C) berechenbar, ebenso die 

partiellen Ableitungen (~fi),' usw., in welche man, wie die Indizes ~, 'f}, C 
X 1;,1], I; 

andeuten, die Naherungen ~, 'f},' i; einfiihrt. Setzt man zur Abkiirzung 

li(~,'f},C)-li=-;'i' (~fi) =ai, (~fi)' =bi , (~fi) =Ci, 
uX ::,1J.1; uy ~,1J,1; uZ ~,1J,1; 

so sind also die ai, bi , Ci berechenbare GroBen, ebenso die Ai, welche auBerdem 
noch klein sein werden, wenn die Naherung ausreichend ist. Die Fehlergleichungen 
sind linear geworden 

ai <5~ + bi ~'f} + Ci <5C - Ai = Vi, 

aus ihnen bildet man die Normalgleichungen: 

[av] = 
[bc] = 

[cv] = 

[aa] ~~ + Cab] t5'f} + [ac] t5i; - [aA] = 0, 
Cab] ~~ + ebb] t5'Yj + [bc] ~i; - [bA] = 0, 

Cae] ~~ + [bc] r517 + [cc] ~i; - [d] = 0 

und die Kontrollgleichung: 

-[vl] = -[alJ ~~ - [bl] ~'Yj - [d] ~C + [ll] = [vv]. 

(43) 

(44) 

Wird die Auflosung nach GAUSS durchgefiihrt, so sind die letzten Koeffizienten 
der Unbekannten in den zweimalreduzierten Normalgleichungen ihre qe~chte, 
welche auch die Gewichte der x, y, z sind. Das Einsetzen der gefundenen x, y, z 
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in die Fehlergleichungen (41) liefert das System der iibrigbleibenden Fehler v, 
aus denen man den mittleren Fehler der Gewichtseinheit oder einer Gleichung 

= ±l([vV] 
fl, Vn-3' 

den mittleren Fehler von x 

usw. erhalt. Der Minimalwert [vv] und die Auflosung der Normalgleichungen 
wird kontrolliert durch die letzte der Gleichungen (44). 

18. Empirische Gesetze. Wic in Ziff. 13 erwahnt, verlieren die v ihre Be
deutung als scheinbare Fehler, wenn f (x, y, z) ein cmpirisches Gesetz ist, mit 
welchem man den Beobachtungen gentigen will. Die Abweichungen v und die 
aus ihnen abgeleiteten mittleren Fehler fl" fl,l usw. beziehen sich nicht allein 
auf die Beobachtungswerte 1i' sondern sind mit einem systematischen Teil be
haftet, der davon abhangt, wie weit das Gesetz, welchem die x, y, z ... wirklich 
gehorchen, von dem angenommenen empirischen abweicht. Die v und fl, geben 
ein Bild, wie genau die gewahlte Formel f durch die mit Fehlern behafteten 
BeobachtungsgroBen 1i dargestellt wird. 

Die Unbekannten x, y, z ... sind hier durch Ausgleich zu bestimmende 
Konstante der empirischen Formel. Ein solches empirisches Gesetz dient als 
lnterpolationsformel in dem Bereich, in welchem die Beobachtungen ausgefUhrt 
wurden. 

Beispiel. 1m Kap. 14, Graphisches Rechnen, Ziff.26, wird der Zusammen
hang der Energie 5, welche pro 1 cm 2 in einer Sekunde von einer Gltihlampe 
ausgestrahlt wird, und der absoluten Temperatur T des Kohlefadens betrachtet. 
Messungen LUMMERSl) ergaben: 

T absolut 5 in gcal 

1309 .2.138 
1471 3.421 
1490 3.597 
1565 4.340 
1611 4.882 
1680 5.660 

Durch Eintragen dieser Werte in logarithmisches Papier findet man, daB sle 
sehr nahe das Gesetz befolgen: 

Der Zeichnung entnimmt man die Naherungswerte IX = 0,725 fUr a und fJ = 3,96 
fUr b. Es sollen die Verbesserungen b IX und b fJ durch Ausgleich gefunden werden. 
Die Fehlergleichungen 

a (--'i~)b - 5· = v· 1000 t , 
(45) 

gehen durch Einfiihrung der Naherungswerte tiber m 

( T)fI (T)fI Y. (T)fI 1O~ blX + IX 10~ log nat 10~0 • bfJ + IX 10~ - 5 i = Vi, (46) 

1) O. LUMMER. Verflussigung der Kohle und Herstellung der Sannentemperatur. S. 44 
bis 48. Braunschweig: Vieweg & Sahn A.-G. 
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in Zahlenwerten: 
2,905 t5(X + 0,567 t5f3 - 0,032 = VI' 

4,610 J(X + 1,290 t5j3 - 0,078 = v2 , 

4,851 t5<x + 1,402 t5f3 - 0,080 = va, 
5,892 t5<x + 1,913 t5j3 - 0,068 = v4 , 

6,608 t5 (X + 2,285 t5 j3 - 0,091 = v5 , 

7,802 t5<x + 2,935 t5j3 - 0,003 = V6 • 

Die N ormalgleichungen sind 

192,476 t5(X + 63,665 t5j3 - 1,8661 = 0, 
63,665 t5(X + 21,446t5j3 - 0,5777 = 0, 

-1,8661 t5(X - 0,5777 t5j3 + 0,0264 = [vv] 

und in reduzierter Form 

daher 

3,479 t5<x - 0,1511 = 0, 
-0,1511 t5(X + 0,0108 = [vvL 

t5(X = +0,04)4, 
[vv] = 0,0042, 

Fiihrt man 

0,387 t5j3 + 0,0395 = 0, 
0,0395 t5j3 + 0,0083 = [v v] , 

t5j3 = -0,102, 

[vv] = 0,0043. 

<X + t5<x = (XI = 0,7684 und j3 + t5j3 = j31 = 3,858 

Ziff. 18. 

statt a und b in (45) ein, so erhalt man ein System iibrigbleibender Fehler w. 

w ww 

+ 0,033 0,001089 
15 225 
18 324 
15 225 
45 2025 

+ 0,026 676 

0,004564 

deren Quadratsumme [wwJ = 0,00456 von den Werten [vv] = 0,0042 bzw. 0,0043 
zu stark abweicht. Die Summe [ww] ist noch nicht der Minimalwert, und die 
GraBen (XI und j31 sind noch nicht die ausgeglichenen Werte a und b. Der Aus
gleich muB mit den Naherungswerten (XI und j31 wiederholt werden, Einfiihrung 
dieser Zahlen in (46) ergibt die Fehlergleichungen: 

2,826t5<XI + 0,585 t5j31 + 0,033 = V1 ' 

4,433 b<Xl + 1,315 t5j31 - 0,015 = v2 , 

4,657b(X1 + 1,427bj31 - 0,018 = v3 , 

5,629t5<X1 + 1,937bj31 - 0,015 = v4 , 

6,295 t5 (Xl + 2,306 t5 j31 - 0,045 = V5 , 

7,400t5(X1 + 2,950t5j31 + 0,026 = v6 • 

Die N ormalgleichungen sind: 

176,3983 t5(X1 + 61,3778 t5j31 - 0,2323 = 0, 
61,3778J(X1 + 21,8798bj31 - 0,0823 = 0, 

-0,2323 b(Xl - 0,0823 bj31 + 0,0046 = [vv]. 



Ziff. 19. Begriff der Annaherung. Minimalbedingung. Mittlerer Fehler. 

Die einmal reduzierten Normalgleichungen 
12,139cj,x1 - 0,0041 = 0, 1,010 b/31 - 0,0024 = 0, 

-0,0041 b<Xl + 0,0043 = [vv] , -0,0024b/31 + 0,0043 = [vv] , 

ergeben die Losungen: 
~ <X 1 = +0,0004, 
[vv] = 0,0043, 

Einfiihrung cler Werte 
<Xl + b<Xl = a = 0,7688, 

~/31 = +0,0024, 
[vv] = 0,0043. 

/31 + ~/31 = b = 3,8604 
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in die Gleichungen (45) gibt die nach der Ausgleichung iibrigbleibenden Fehler v, 

v I 
+0,036 [ 
-0,010 
-0,013 
-0,008 
-0,037 
+0,036 

vv 

0,001296 
100 
169 

64 
1369 

0,001296 

0,004294 = [vv] 

deren Quadratsumme [vv] = 0,004294 mit dem aus der letzten Normalgleichung 
gewonnenen Wert 0,0043 iibereinstimmt. Eine Wiederholung des Ausgleichs 
wiirde jetzt keine Anderung an den erhaltenen Wert en von a und b bei der 
gewahlten Stellenzahl hervorrufen. Die Verteilung zeigt, daB die Fehler nicht 
rein zufallig sind. Der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ist 

# = V t~]2 = ±0,03276, 

der mittlere Fehler von a ist 
= 0,03276 = ±0,0094 , 

#1 V12,139 
der von b ist 

= 0,03276 = ±0,0326 . 
#2 y' 1,010 

Die Strahlung des Kohlefadens wird in dem beobachteten Bereich dargestellt 
durch die empirische Funktion: 

5 _ 6 (~)3,860 ± 0,033 
- 0,7 88 1000 . 
± 0,0094 

Lit era t u r z u m A b s e h nit t II. AuBer den am Sehlusse des ersten Absehnitts 
dieses Kapitels angegebenen Btiehern sei noeh verwiesen auf V. HAPPACH, Ausgleichs
rechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. Leipzig u. Berlin: Teubner 1923; 
E. HEGEMANN, Ausgleichsreehnung. (Bd.609. Aus Natur u. Geisteswelt.) Leipzig u. Berlin: 
Teuhner 1919; N. HERZ, Wahrseheinlichkeits- und Ausgleichsrechnung (Bd. 19, Sammlung 
SCHUBERT). Leipzig: Goschen 1900; C. RUNGE-H. KONIG, Vorlesungen tiber numerisches 
Rechnen. Kap. 3. Berlin: Julius Springer 1924. 

III. Annaherung willkiirlicher Funktionen. 
19. Begriff der Annaherung. Minimalbedingung. Mittlerer Fehler. Mit 

Hilfe der Interpolation wird eine willkiirlich gegebene Funktion durch eine 
einfachere ersetzt, wobei die zwei Funktionen in einer Anzahl von Punkten 
vollstandig iibereinstimmen. Uber die Abweichung in Zwischenwerten wird 
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dabei nichts gesagt. Bei der Annaherung wird unter Verzichtauf volliges Dber
einstimmen an gegebenen Stellen verlangt, daB in einem bestimmten Intervall 
die Naherungsfunktion sich der gegebenen im ganzen Verlauf moglichst gut 
anschmiegt. Diese Art der Annaherung ist zu empfehlen, wenn die Funktion 
nur durch eine Anzahl beobachteter, mit Fehlern behafteter Werte gegeben ist; 
die Naherungsfunktion soIl den allgemeinen Verlauf darstellen, man wird nicht 
verlangen, daB sie genau durch fehlerhafte Punkte geht. 

Das Intervall Xl < X <x2 der Veranderlichen X wird durch die Substitution 

X = X2 + Xl + X2 - !!. u 
. 2 2 

auf das Intervall (-1, +1) der Veranderlichen u gebracht. In diesem Intervall 
solI eine Funktion t(u) durch eine endliche Reihe 

g(u) = ao9?o(u) + al 9?l(u) + ... am9?m(u) 
ersetzt werden. 

Der Fehler der Annaherung in einem Punkte u ist die Abweichung 

v (u) = g (u) - t(u) = ao9?o (u) + a1 9?1 (u) + ... am9?m (u) - t (u) . 

Diese v (u) bilden eine kontinuierliche Folge von Werten, die Summen in der 
Ausgleichsrechnung werden hier durch Integrale ersetzt. Die Forderung, die 
Naherungsfunktion g(u) solI sich im IntervaH (-1, +1) der gegebenen t(u) 
"moglichst gut anschmiegen", wird mathematisch so festgelegt, daB die Quadrat
summe der Abweichungen von t und g einen Minimalwert annehmen soIl. Aus 
dieser Minimalbedingung ergeben sich die Werte der Konstanten ai von g. Diese 
Festsetzung entbehrt nicht der Willkiir ebenso wie in der Ausgleichsrechnung, 

+1 

doch ist sie die einfachste. Die Forderung, die Summe der Fehler, hier f v (u) d u, 
-1 

soIl einen Minimalwert annehmen, wiirde bedeuten, daB die Flache zwischen 
den zwei Kurven moglichst klein sein solI. Da sich positive und negative Flacher.
stiicke aufheben, fande ein Anschmiegen nicht statt. Es muB also eine gerade 
Funktion von v (u) zu ~inem Minimum gemacht werden, die einfachste gerade' 
Funktion ist aber das Quadrat; die Forderung 

+1 Ii v (u) I du = Minimum 
-1 

wiirde viel schwierigeren KalkUl erfordern. 
Es wird jene Annaherung gesucht, fUr welche 

+1 

D = j[v (U)]2 du = Minimum. 
-1 

(47) 

Q ist eine definite quadratische Form der unbekannten Koeffizienten ai' Der 
Minimalwert Do von D miBt, wie in der Ausgleichsrechnung die Quadratsumme 
[vv] der iibrigbleibenden Fehler, die Giite derAnnaherung. Der Mittelwert von Do 
wird wieder als Quadrat des mittleren Fehlers fL eingefUhrt: 

+1 

fL2 = tDo = t J [v (u)]2du . 
-1 

Er ist ein MaB der Giite der Annaherung im allgemeinen; wenn er klein ist, 
kann trotzdem in einzelnen Punkten u die Abweichung v (u) groBe Betrage 
erreichen. 
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Entsprechend (47) mussen die Ableitungen von Q nach ao, aI' ... , am 
verschwinden. Die so erhaltenen m + 1, in den aj,linearen Gleichungen gestatten 
die Berechnung der m + 1 Koeffizienten aj,. Diese Gleichungen entsprechen 
den N ormalgleichungen der Ausgleichsrechnung und sind wie diese symmetrisch: 

+1 +1 +1 +1 

: ~~ = ao/C(jJo(U)]2dU + aJ (jJo(u) (jJ1(u)du + ... amI (jJo(u) (jJm(u)du - I (jJo(u) t(u)du = 0, 
-1 -1 -1 -1 

+1 +1 +1 +1 

: ~~ = aol (jJo(u) (jJI(u)du + a1/C(jJl(U)]2 dU + ... amI (jJl(U) (jJm (u) du - I (jJl(U) t(u) du = 0, (48) 
-1 -1 -1 -1 

+1 +1 +1 +1 

:~I = aol (jJo(u) (jJm(u)du + aJ(jJ1(u) (jJm(U) + ... amIC(jJm(U)]2dU - I (jJm (u) t(u)du = o. 
-1 --1 -1-1 

Zu den Normalgleichungen tritt eine gleichgebaute fiir den Minimalwert Qo hinzu, 
wie in der Ausgleichsrechnung fUr [vv]: 

+1 +1 

Qo = j [t(u)]2du - j f(u) g(u) du. 
-1 -1 

Die Normalgleichungen (48) kann man in der Form schreiben: 
+1 

~ aQ =/[g(U) _ f(u)] ag(u) du = o. 
2 oaj oaj 

-1 

Da g(u) eine homogen !ineare Form der GroBen ai ist, also 

g(u) = aoaag + a1 aag + ... am aog • ao a l am 

(49) 

(48') 

erhalt man durch Multiplikation der Gleichungen (48') mit den zugehorigen ai 

und Addition 
+1 r [f(u) - g(u)] g(u) du = 0, 

-'1 

womit man die Gleichung (49) fiir Qo auch schreiben kann: 
+1 +1 

Qo = j[f(u)]2du - j[g(u)]2du. (49') 
-1 -1 

1st f (u) nur durch einzelne Ordinatenwerte oder graphisch gegeben, dann 'ftihrt 
man die Integrationen tiber f(u) numerisch, z. B. nach der Simpsonschen Regel, 
oder graphisch aus. 

20. Annaherung durch ganze rationale Funktionen. Die Funktionenfolge 
(jJi (u) sei 

(jJo (u) = 1, <PI (u) = u, (jJ2(U) = u2, (jJm (u) = um 

und die Naherungsfunktion 

g(u) = ao + a1u + a2u2 + ... am um. 
Handbuch der Physik, III. 34 
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Man schreibt zur Abkiirzung: 
+1 +1 +1 

Jo = tjt(u)du, Jl=tju t(u)du, J m = t j um t (u) d u . 
-1 -1 -1 

Die Koeffizienten der N ormalgleichungen sind die Integrale: 
+1 

JUIX du = _2_ bei geradem <x, 
a+1 

-1 

= 0 bei ungeradem <x. 

Das Quadrat des mittleren Fehlers ist 
+1 +1 

Ziff. 21. 

#2 = t j[f(u)]2du - (aoJo + a1 Jl + ... amJm) = t j[f(-u)]2du - Fm , 

-1 -1 

wobei F m zur Abkiirzung fUr den Ausdruck in der runden Klammer ge setzt ist. 
Bei verschiedenem m erhalt man fUr die Koeffizienten ai: 

m = 0, ao = Jo = Mittelwert von f(u) , Fo = a5. 

m = 1, ao = J 0' a1 = 3 J 1 , F 1 = F 0 + -~ai . 
m = 2 , ao = l (3 J 0 - 5 J 2) , F 2 = F 1 + }" a~ . 

a1 = 3J1' 
a2 =liL (3 J 2 - J 0) , 

m =~ 3 , a o = t (3 J 0 - 5 J 2) , F 3 = F 2 + Th, a~ . 
a1 = -y- (5 J 1 - 7 J 3) , 
a2 = \5 (3]2 - ]0) , 
a3 = 'V'- (5J3 - 3Jl) , 

m = 4, ao = H- (15Jo + 70J2 + 63J4) , F4 = Fa + TfoJ2iJal· 
a1 = -1t"- (3 J 1 - 7 J 3) , 
a2 = -l;Pi- (-5Jo + 42J2 - 45J4) , 
aa = '~!' (5 J 3 - 3 J 1) , 
a4 = -3h'j- (3Jo - 30J2 + 34J4)' 

FUr m> 3 wird man besser durch Kugelfunktionen oder durch andere ortho
gonale Polynome annahern. 

Eine Entwicklung von f (u) nach dem Taylorschen Lehrsatz gibt in geniigen
der Nahe des Punktes uo, in dem entwickeIt wird, eine Darstellung von groBer 
Annaherung. Wird aber im ganzen Intervall gute Annaherung gewiinscht, so 
geben die obigen Methoden bei gleicher Ordnung m eine bessere Approximation 
und einen kleineren mittleren Fehler1). 

21. Annaherung von empirischen Funktionen. Glatten einer Kurve. f (x) 
sei durch eine Anzahl aquidistanter Werte Yi gegeben. Man kann entweder 
die Methode der vorausgehenden Nummer anwenden und die Integrationen 
numerisch ausfUhren, z. B. nach der Simpsonschen Regel, wobei die Anzahl 
aquidistanter Ordinaten groBer als 5 sein solI, wenn m = 2, und groBer als 7, 
wenn m = 3 ist, oder man berechnet die m + 1 Koeffizienten ai von g (x) durch 

1) Siehe Beispiel in Zift 23 .. 
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Auflosen der m + 1 Normalgleichungen, in welchen die Integrale wieder durch 
Summen ersetzt sind: 

::i! !::i;,! ::i:: ~ ::: ::~:::~,: ~~~, 1 
ao .1: x'" + a1 2: x1ll + 1 + a2 .1: XIII + 2 + ... am 1: x2 In = 1: xm Y . 

(50) 

Das Quadrat des mittleren Fehlers ist wieder das Mittel der Quadrate der Ab
weichungen. Den Grad m der Naherungsfunktion g (x) wird man so niedrig 
wahlen als moglich, doch solI der allgemeine Verlauf von t(x) gut dargestellt 
werden. 

Das Verfahren wird man statt der Interpolation anwenden, wenn die Ordi
naten Y mit Fehlern behaftete Beobachtungswerte sind. Eine Interpolations
funktion nach Kap. 15, Ziff. 7 und 19 miiBte gerade durch diese fehlerhaften 
Ordinatenendpunkte gehen. Durch Interpolation aus empirischen Ordinaten 
berechnete erste und zweite Differentialquotienten sind erheblich unsicher 
(Ziff.25, Kap.15). Wenn von einer empirischen Funktion Extremwerte und 
Ableitungen bestimmt werden sollen, wird man aus den Beobachtungswerten 
durch Ausgleich eine Wiherungsfunktion berechnen und deren Extremwerte 
und Ableitungen ermitteln. 

Bei Annaherung durch eine ganze rationale Funktion 

ao + a1 u + a2 u 2 + ... am u'" 

hat man in der Mitte des Intervalls, also bei u = 0, die Werte der ersten un d 
zweiten Ableitung: 

Fiir m = 2 ist y' = 3J1' 
fiir m = 3 wird y' = -y- (5 Jl - 7 Ja), 

y" =t,i' OJ2 - Jo), 
y" = Ji OJ2 - Jo)· 

Die Integrationen fiihrt man nach der Simpsonschen Formel aus. Wird An
naherung von hoherem Grade gewiinscht, dann nahert man besser durch Kugel
funktionen an 1 ) . 

Will man die beobachteten Ordinatenendpunkte durch eine Kurve ver
binden, so ist das nicht ohne Willkfu moglich, wenn die Beobachtungswerte starker 
streuen. Man kann entweder mit den Formeln (50) die Konstanten einer Nahe
rungsfunktion bestimmen oder den Ausgleich durch die eirifachst gebauten 
rationalen Funktionen abteilungsweise vornehmen, man spricht dann yom 
"Glatten einer empirischen Kurve"2). Es empfiehlt sich, Beebachtungs
werte zuerst zu glatten, wenn man numerisch durch Interpolation Differential
quotienten ableiten will. Die einfachste und am haufigsten verwendete Form 
der Glattung ist: man bildet aus je zwei benachbarten Werten das arithmetische 
Mittel und schreibt es in der Mitte der zugehOrigen Abszissen an, also {-(Yi-l + Yi) 
in der Abszisse§-(xi_1 + Xi), weiter t(Yi + Yi+1) in -~(Xi +Xi+1) uSW. 

Ein in der Meteorologie iibliches Verfahren faBt immer je drei aufeinander
folgende aquidistante Ordinatenwerte zusammen und ersetzt den mittleren 
durch das arithmetische Mittel der drei Werte. Hierbei wird die Kurve zwischen 

1) Ein Beispiel, nach beiden Methoden gerechnet, findet man in RUNGE-KoNIG, 
Yorlesungen liber Numerisches Rechnen. S.266. 

2) RUNGE-KONIG, Vorlesungen liberNumerisches Rechnen, S.199; K. STUMPFF, Analyse 
periodischer Vorgange, S. 13. Berlin: Borntrager 1927; ~'. SCHMIDT, Zur Glattung von 
\Vertereihen und Kurven, Meteorol. ZS. 1916, S. 455; V. LASKA, Der Variationsindex, ebenda 
1916, S.241; Der Variationsindex und die Glattung, ebenda 1917, S.122. 

34* 
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den drei Werten durch eine lineare Naherungsfunktion ersetzt. Diese sei ao + a1 u, 
die Funktionswerte in den Punkten Xi-1' Xi und Xi+1 seien als Yi-1, Yi und Yi+1 
beobachtet. Das Intervall (Xi-1, Xi+1) der Veranderlichen X wird durch die neue 
Veranderliche U mittels 

XH1 + Xi_1 + Xi+1 - Xi_1 
X = 2 2 U (51) 

auf (-1, +1) gebracht. Die Normalgleichungen sind 

3ao = LY = Yi-l + Yi + Yi+1 oder ao = t (Yi-1 + Yi + Yi+1) , 

2a1 = L uy = -Yi-1 + Yi+1 a1 = i (-Yi-1 + Yi+1). 

Fur den mittleren Wert Yi ist wegen U = 0 der Wert ao, das arithmetische Mittel 
der drei Ordinaten zu setzen. Bezeichnet man die zweite Differenz an der Stelle Xi 
mit III (Xi) (Kap. 15, Zif£' 15), so ist 

III (Xi) = Yi-1 - 2Yi + Yi+1, 

und die Abweichung v der Naherungsfunktion von den gegebenen y, ist aus 
der folgenden Tabelle zu ersehen: 

:r: u :Y v 

X;_l -1 Yi-1 __ ~f1I(Xi) 
Xi 0 Yi +tfll(x;) 
X'+l +1 Yi+1 _tfll(Xj) 

Der mittlere Fehler, aus den v berechnet, ist ~/II(xi). Bei dieser Art derGlattung 
l12 

wird jede Ordinate Yi durch das arithmetische Mittel t(Yi-1 + Yi + Yi+l) 
= Yi + t/II(Xi) ersetzt. Hatten die ursprunglichen Yi alle den mittleren·Fehler ft, 

so sind die mittleren Fehler der geglatteten Werte (nach Ziff. 12) ,';;, das Gewicht 
eines Punktes wird also durch diese Glattung verdreifacht. v 3 

Reicht die line are Naherung nicht aus, dann glattet man durch eine qua
dratische Naherungsfunktion ao + alu + a2u 2. Von je flinf aufeinanderfolgenden 
aquidistanten Ordinaten wird die mittelste Yi ersetzt durch 

Yi - A jIV(Xi) , 

wobei das Symbol Ilv (Xi) die vierte Differenz an der Stelle Xi bezeichnet. X 
wird nach (51) durch u ersetzt. 

Die N ormalgleichungen 

liefem die Koeffizienten 

:r: u :Y 

Xi_2 -2 Yi-2 
Xi_l -1 Yi-1 
Xi 0 Yi 
XI+1 +1 Yi+1 
X'+2 +2 Yi+2 

5 ao +10a2=LY, 
10al =Luy, 

10ao + 34a2 = Lu2y 

ao = 1h-(17LY - 5~1t2y), 

a l = ToLuy, 

a2 = T.r<Lu 2 y - 2Ly)· 
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Die mittelste Ordinate Yi erhalt den ausgeglichenen Wert 

ao = is- (-3Yi-2 + 12Yi-1 + 17Yi + 12Yi+1 - 3 Yi+2) = Yi - -/r; f(IV) (Xi) • 

Haben die ursprunglichen Yi alle den mittleren Fehler fL, so wird das Quadrat 
des mittleren Fehlers /La. von ao zu 

2 2 

/L;. = :S2 (32 + 122 + 172 + 122 + 32) = 2~6 ' 

die Verbesserung ist also nur gering, das Gewicht wird verdoppelt. 
Sind die Y,; nicht gewahnliche Ordinaten, sondern Stufenzahlen einer sta

tistischen Stufenkurve wie in vielen Tabellen der Meteorologie, dann glattet 
man bei starkerer Streuung die Rechtecke der Stufenkurve nach der Trapez
regel. Man ersetzt jedes Yi durch 

t (Yi-1 + 2Yi + Yi+1) . 

22. Annaherung durch Exponentialfunktionen. In der Radioaktivitat und 
bei gedampften Schwingungen tritt das Problem auf, eine empirisch gegebene 
Kurve durch eine Funktion 

zu ersetzen. Der Unterschied gegen fruher ist, daB die Funktionen ffJ,; (x) = elXj "! 

hier unbekannt sind. Die m GraBen (Xi werden, wie AIGNER und FLAMM1) zeigten, 
als Wurzeln einer Gleichung m-ten Grades bestimmt. In der Arbeit findet man 
auch durchgerechnete Beispiele. Fur drei Exponentialfunktionen geben RUNGE
KONIG2) die vollstandige Berechnung, auch ein Beispiel, ebenso WILLERS3). Uber 
schwach gedampfte Schwingungen findet man Naheres bei BASCH 4) und 
KALAHNE 5). Uber die Anwendung zur Auffindung verstarkter Periodizitaten 
(Methode von F. BERNSTEIN) wird in Ziff.27 dieses Kapitels gesprochen. 

23. Annaherung durch Orthogonalfunktionen. Das Funktionensystem 
ffJo(U) , ffJ1(U) , ffJ2(tt) ... heiBt orthogonal, wenn 

+1 

IffJlX (u) ffJt! (u) du = 0, IX =k jJ , 
-1 

+1 

/CcplX(u)]2du = CIX =1= O. 
":1 

Die letzten Integrale CIX heiBen die Normen. Sind aIle C", = 1, dann heiBt das 
Funktionensystem ein normiertes, z. B. 

1 COSX cos2x sin x sin2x 

yTn' y~' V~' y~ , 
Die Koeffizienten ai der Naherungsfunktion 

g(u) = aoffJo(u) + a1 'P1(u) + ... amffJm(u) 

1) FR. AIGNER U. L. FLAMM, Wiener Ber. Bd. 121, S. 2033. 1912; ferner H. BURKHARDT, 
(;Ottinger Nachr. 1907, S.160. 

2) RUNGE-KONIG, Vorlesungen iiber Numerisches Rechnen. S.231. Berlin: Julius 
Springer 1924. 

3) F. A. WILLERS, Numerische Integration. § 12. Nr.864. 1923. Leipzig: S. Giischen. 
') A. BASCH, Zur Analyse schwach gedampfter Schwingungen, Wiener Ber. Bd. 123 II A, 

S.767. 1914. 
5) A. KALAHNE, Grundziige der math.-physik. Akustik. Bd.1. Leipzig: Teubner 1910. 
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werden hier aus den einfachen Normalgleichungen berechnet 

oder 

+1 +1 

aJ [CfJi (u)J2du - j f (tt) CfJi (u) du = 0 
-1 -1 

+1 

aiCi = jf(u)CfJi(u)dtt , 
-1 

i = 0,1,2 ... m. 

Ziff. 24. 

Jeder Koeffizient ai ist unabhangig vom Grade der Annaherung. MuD im Laufe 
der Rechnung zu h6herer Annaherung iibergegangen werden, so bleiben die 
schon berechneten Koeffizienten ungeandert, es mussen nur die neu hinzu
getretenen noch bestimmt werden. Der Minimalwert der homogen quadrat is chen 
Funktion D erhalt die. einfache Gestalt: 

+1 

Do = 2ft2 = j[f(t1)J 2 du - (Coa5 + C1ai + ... Cma;,). 
-1 

24. Annaherung durch Kugelfunktionen. Die im Intervall (Xl' X2) gegebene 
Veranderliche X wird durch 

X 2 + Xl X 2 - Xl 
X = -2-··· + --2- tt 

auf (-1, +1) gebracht. Die orthogonalen Polynome l ) Pn(u), die Legendreschen 
Polynome oder Kugelfunktionen, sind die Koeffizienten von 1'n in der Ent
wicklung 

___ 1 ___ = Po (u) + PI (u) l' + P2 (u) 1'2 + ... Pn (u) 1'n + ... , 
Yi - 21'u + 1'2 

nach steigenden Potenzen von r, wo I l' I < 1 und I u I <1. Fur u wird haufig 
cosy oder sint'f geschrieben. Fur aIle Pn(u) gilt I Pn(u) I;;: 1, ferner 

und speziell ist: 

Po(tt) = 1 , 
P1 (t1) = u, 

P ( ) _ 1.. dn (2 )n 
n U - 2 nn! dun U - 1 

P2(u) = + (3U2 - 1) , 

P3(U) = +(5u 3 - 3u ), 
P 4 (u) = i (35 U4 - 30u2 + 3), 
P5(U) = i- (63 u5 - 70u3 + 15u), 
P6(t1) =n, (23 1u6 - 315u4 + 105u2 - 5), 
P 7 (u) = Till (429u7 - 693u5 + 315u3 - 35u), 
PS(U) = Th (6435u8 - 12012u6 + 6930 U4 - 1260u2 + 35). 

Die n Wurzeln von Pn(u) = 0 liegen zwischen -1 und +1 und sind samtlich 
reell und voneinander verschieden. In dies en n Nullstellen von Pn(u) werden 
bei der mechanischen Quadratur von GAUSS die Ordinaten gewahlt 2). 

1) Die Formeln fur andere orthogonale Polynome (die von TSCHEBYSCHEFF, JAKOBI, 
HERMITE U. LAGUERRE) findet man zusammengestellt. in COURANT-HILBERT, Methoden 
der mathematischen Physik. S. 73. Berlin: Julius Springer 1923 und bei v. MrsEs, Die 
Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und Physik. S.340. Braunschweig: 
Vieweg 1 925· 

2) Kap .. 15, Ziff. 32. 
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Eine Kugelfunktion Pn+du) wird aus den zwei vorhergehenden Pn(u) 
und P n -1 (u) durch die RekursionsformeI berechnet: 

(n + 1) Pn+l(u) = (2n + 1)uPn(u) - nPn_1 (u). 

Weiter ist fur n = 1 Pn (1) = 1, 
u=O P (0)=(_1)n 1 ' 3 • s ... (2n-1) P2n+1(0) =0, 

" 2n 2.4.6 ... 2n ' 

fUr negatives Argument ist Pn(--u) = (-1)npn(u). Tafeln der Kugelfunk
tionen findet man in den Funktionentafeln von JAHNKE und EMDE1). 

Die Pn(u) sind orthogonal, es ist 
+1 +1 

f Pn(u)Pm(u) du = 0, n =F m, fCPn(U)]2 dU = 2n 2+ 1 • 

-1 -1 

Wenn eine Funktion f(u) im Intervail (-1, +1) durch 

g(u) = aoPo(u) + a1 Pl (u) + a2 P2(u) + ... amPm(u) (52) 
angenahert werden solI, berechnet man die Koeffizienten aus 

+1 

2i+ if ai = -2- Pi(u) f(u) duo 
-1 

Die Berechnung geschieht durch Zerlegung des Polynoms Pi(u) in seine Summan
den, worauf nur Integrale +1 

jU"'f(u)du 
-1 

auszuwerten sind. Man faBt diese Integrale zu den einzelnen ai zusammen 
und hat dami t nach (52) die N aherungsdarstellung g (u) fiir f (u) . Ordnet man 
hierin nach Potenzen von u, so ergibt sich fUr f (u) die Annaherung durch eine 
ganze rationale Funktion 

. g(u) = bo + blU + b2u2 + ... bmum • 

Dieselbe Darstellung batte man mittels Annaherung durch eine ganze rationale 
Funktion nach Ziff.19 erhalten. Der Vorteil der Entwicklung nach Kugel
funktionen ist die einfachere Berechnung der Koeffizienten ai' femer brauchen, 
wenn weitergehende Annaherung gewiinscht wird, nur die neu hinzutretenden ai 
noch berechnet zu werden; die schon berechneten bleiben ungeandert, wahrend bei 
Cler Annaherung nach Ziff. 19 aile Normalgleichungen neu aufgestellt und gel6st 
werden miiBten, da bei Erh6hung des Grades der Annaherung die schon berech
neten bi niedrigeren Grades geandert werden. 

Das Quadrat der mittleren Abweichung von g(u) - f(u) ist 
+1 

1 if 1 ~ 2 #2 = 2 [)o = 2 [f(u)]2du - 2 ..::;.. i + 1 a~. 
-1 ' 

Beispiel. Es soU die Funktion sinx im Intervall (- ~, + ~) durch eine 

nach Kugelfunktionen fortschreitende Reihe angenahert werden. Die Ver
anderliche u, deren Intervallgrenzen (-1, + 1) sind, steht mit x in der Beziehung 

1) E. JAHNKE U. F. EMDE, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Leipzig: 
Teubner 1909. S.79. 
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Die zu berechnenden Integrale sind: 
+1 

f sin ~ u du = ° , 
-1 

+1 

f u2 sin ~ u du = 0 , 
-1 

+1 

fU4 sin ~ udu = 0. 
-1 

Darnit wird 
+1 

f Po (u) sin ~ u du = ° , 
-1 

+1 

+1 

fusin ~ udu = 2(~r, 
-1 

+1 

f u3 sin ~ u d u = 6 (~ r [1 - (~ ) l 
-1 

+1 

f PI (u) sin ~ u du = 2 (! r ' 
-1 

+1 

Ziff.24. 

f P 2 (u) sin ~ u du = ° , 
-1 

fp3(u)sin~ Udu=6(~r[2- 5(~)l 
+1 

f P4 (u) sin; udu = 0. 
-1 

Die Koeffizienten ai sind 

-1 

ao = a2 = a4 = 0, a1 = 3 (~r = 1,2158542, 

a3 = 21 (~r[2 - 5(~rl = -0,2248913· 

Die Na.herungsfunktion, bis zurn 3. Grad entwickelt und geordnet nach Potenzen 
von x, ist 0,9888x - 0,1451x 3 • (53) 

Der rnittlere Fehler ist zufolge 

gleich 

+1 

~fsin2 Jl u du = ~ 
2 2 2 
-1 

d 2 1 (1 2 1 2) un ft = - - -al + -a3 , 
237 

fl = 0,0028. 

Bei Annaherung bis zur 5. Ordnung ist noch das Integral zu berechnen 
+1 

f u5 sin ; u d u = 10 ( ~ y - 120 (~ y + 240 ( ! r 
-1 

daher ist 
+1 

11f . Jl (2)2 (2)4 (2)6 a5 =2 Ps(u)Sln 2 udu=165 ~ -4620-,;- +10395 ~ =0,00921. 
-1 

Bis zur 5. Ordnung ist 

sinx = sin ~u = 1,2158542 PI (u) - 0,2248913 Pa(u) + 0,00921 P5 (u) 
2 
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und geordnet nach Potenzen von x 
sinx = 0,99979x - 0,16585x 3 + 0,00758x5 • (54) 

Das mittlere Fehlerquadrat 

fl2 = t - (tal + ta~ + Tlrag) 
ist hei 8stelliger Rechnung nicht von Null verschieden, also sicher 

fl < 0,0001. (55) 

Mit wachsender Gliederzahl nahert sich die Entwicklung nach Kugelfunktionen 
immer mehr der Taylorschen Reihe 

X3 X5 
sinx = x - - + - - ... = x - ° 166667x3 + ° 008333x5 - ••• 6 120 ' , , 

wie man aus Vergleich mit (53) und (54) sieht. Bei tinendlicher Gliederzahl 
sind beide Entwicklungen identisch. Bei endlicher Anzahl ist die Annaherung 
durch die Taylorsche Reihe schlechter, wenn man das ganze Intervall der Ver
anderlichen in Betracht zieht. Der mittlere Fehler der Taylorschen Entwicklung 
his zur 5.0rdnung ist wegen 

gleich 

;r 
+-

2 

1 J[ (X3 x5 )]2 fl2 = -;; sinx - x - "6 + 120 dx 

" 
fl = 0,0011, 

ist also groBer als der mittlere Fehler derAnnaherung durch Kugelfunktionen 
his zur 5.0rdnung (55). 

25. Annaherung durch Fourierreihen. t (x) sei periodisch mit der Periode 2 n . 

Hatte sie eine andere Periode p, so fuhrt man 2;X als neue Veranderliche ein, 

welche jetzt die Periode 2 n hat. Sind die Randpunkte der Periode Xl und x2 , 

dann ist die neue Veranderliche 2Jr(X ...... Xl) periodisch mit der Periode ° his 2n. 
X 2 - Xl 

t (x) hahe im folgenden die Periode 2 n im Intervall ° his 2 n. Fur die Naherungs
funktion (Fourierreihe, Besselsche Formel) 

g(x) = ao + al cosx + a2 cos2x + ... am cosmx, } 

+ bi sinx + b2 sin2x + ... bm sin mx 
(56) 

sind die 2m + 1 Koeffizienten ao, aI' ... , am, bI , ... , bm durch Ausgleich zu 
bestimmen, SO daB 2:>: 

Q = Iu (x) - g (x)] 2 dx = Minimum 
o 

wird. Wegen der Orthogonalitatseigenschaft 
2", 

JCOSIXX cosjJx dx = ° IX =F jJ , 
o 

2" 

JsinlXxsinjJxdx = n IX = jJ, 
o 

2:r 

.! cos IXX sinfJx dx = ° , 
o 

2", 2,. 

.!COSIXXdX= .!sinfJXdx = 0, 
o 0 

2,. 

.!dX = 2n 
o 



Kap. 13. K. MADER: Ausgleichsrechnung. 

werden die Normalgleichungen zu 

2"" 

ao = _1 jf(X) dx, 
2.n-

o 
2"" 

alX = :jf(x)cos(Xxdx, 
o 

2"" 
I' 

bp = : J f (x) sin(Jx dx . 
o 

Ziff. 26. 

Die flir bestimmte Gliederzahl berechneten Koeffizienten geben bei dieser Ordnung 
die beste Annaherung. Bei hoherem Grad dttr Annaherung brauchen nur die 
neu hinzutretenden noch berechnet zu werden. Ferner ist der Minimalwert 

2:n: 

Do = jCt(x))2dx - 2na6 - n(a~ + a~ + ... a~ + b~ + b§ + ... b~), 
o 

und das Quadrat der mittleren Abweichung im Intervall (0, 2n) ist 

1 
#2 = 2.n- £'0' 

Ist t (x) graphisch gegeben, z. B. durch selbstregistrierende Instrumente, dann 
fiihrt man die Integrationen graphisch oder mittels Planimeter aus1), oder be
dient sich eines harmonischen Analysators2). 

26. Harmonische Analyse empirischer Funktionen. Wenn t (x) nur durch 
eine Anzahl aquidistanter empirischer Werte gegeben ist oder wenn bei gra
phischer Darstellung von t (x) nur eine Anzahl aquidistanter 3) Ordinaten zur 
weiteren Rechnung verwertet wird, dann treten Summen an Stelle der Integrale. 
Die n aquidistanten Ordinaten seien Yo, Yl' Y2' ... , Yn-l' Yn = Yo' n muB groBer 
als die Anzahl 2m + 1 der zu bestimmenden Konstanten sein, damit ein Aus
gleichsproblem vorliegt. Die Normalgleichungen sind 

n ao = L Y IX , (X = 1 , 2 ... n , 
IX 

(J=1,2 ... m, 

Die Anzahl n der Ordjnaten Yi wahlt man praktisch als ein Vielfaches von 4, 
dann wiederholen sich die Absolutwerte der Kosinus- und SinusgroBen in jedem 
der 4 Quadranten, und man braucht nur den vierten Teil der Produkte zu be
rechnen. Wahlt man die Anzahl 2 m der zu bestimmenden Konstanten gleich 
der Anzahl n der Ordinaten y, also 

2m = n = 4P, 

dann liegt kein Ausgleichsproblem mehr VOT. Die Konstanten 

1) H. v. SANDEN. Praktische Analysis. 2. Auf I.. S. 126. Leipzig: Teubner 1923. 
2) A. GALLE. Mathematische Instrumente. VII. u. VIII. Abschn. Leipzig: Teubner 

1912; F. A. WILLERS. Math. Instrumente. IV. u. V. Abschn. Sammlung Goschen 922. 1926. 
3) Das Verfahren bei nicht aquidistanten Ordinaten in Kap. 15. Ziff.14. 



Zif£. 26. Harmonische Analyse empirischer Funktionen. 539 

(b2P kann nicht mehr mitgenommen werden) berechnet man aus den Gleichungen 

nap = ~ Yc< cos (3 Xc< fur (3 = 0 und (3 = 2P, 
c< 

(3 = 1,2, . ", 2P - 1. 

IX durchlauft die Werte 1, 2, 3, ... , n = 4P oder 0,1,2, ... , n - 1. Die Sym
metrie der trigonometrischen Funktionen kann man zur rascheren Bildung der 
Summen benutzen. In diesem Sinne sind praktische Rechenschemata aus
gearbeitet worden, fUr n = 4P = 12 und 24 Ordinaten von RUNGE1), ffir 20 Ordi
naten von LOHMANN2). Rechenformulare, wie sie zur Verarbeitung von Gezeiten
beobachtungen dienen, findet man bei G. R. DARWIN 3). 

Durch die "Rechentafeln zur Rarmonischen Analyse" von L. W. POLLAK') 
wird die Rechenarbeit auBerordentlich vereinfacht. Die Tabellen sind be
rechnet fUr n = 3 bis n = 40 Ordinaten. Man kann mit diesen Tafeln jetzt 
leicht die umfangreichen Rechenarbeiten bewaltigen, welche bei Auffindung 
versteckter Periodizitaten mit Rilfe der Periodogramme (Ziff. 27 dieses Kap.) 
notig sind. 

Nach dem Schema von C. RUNGE ffir 12 Ordinaten "faltet" man deren 
Werte, d. h. man faBt je zwei von den Enden der Periode gleich weit abstehende 
zusammen zu Summe und Differenz: 

Ordinaten { Yl Y2 Ya y, Y. Y6 
Y12 Y11 YI0 Yo "8 "7 

Summe $0 51 $2 $a $4 $5 $6 

Differenz dl d2 d3 d4 ds 

Zur Berechnung der Koeffizienten ai der Kosinusglieder faltet man die Summen s 
nochmals, fUr die Sinusglieder die Differenzen d: 

Summen Differenzen 

$0 $1 $2 $3 dl d2 da 
$6 $5 $4 ds d, 

Summe. So 131 132 Sa 

I 
°1 °2 °3 

Differenz bo bl h2 (Jl (J2 

1) C. RUNGE U. F. EMDE, Rechnungsformular zur Zerlegung einer empirisch gegebenen 
periodischen Funktion in Sinuswellen. Braunschweig 1913; femer RUNGE-KoNIG, Vor
lesungen iiber Numerisches Rechnen, S. 214. Berlin:' Julius Springer 1924. In diesem 
Buch findet man ein Beispiel fiir 12 und 24 Ordinaten durchgerechnet S.218-231. Die 
Zerlegung in 12 Ordinaten nach C. RUNGE findet man auch in v. SANDEN, Praktische 
Analysis, S. 129; und F. A. WILLERS, Numerische Integration, § 11 .. (Sammlung Goschen 
Nr.864.) 

2) W. LOHMANN, Harmonische Analyse zum Selbstunterricht. Hamburg 1921; v. SAN
DEN, Praktische Analysis, S.133. 

3) G. H. DARWIN, Ebbe und Flut (Deutsch von A. POCKELS). 2. Auf I., S. 209. Leipzig: 
Teubner 1911. 

4) L. W. POLLAK, Rechentafeln zur Harmonischen Analyse. Leipzig: Barth 1926: 
siehe auch Zif£' 27 dieses Kap. Anm.2, S. 543. 
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Die weitere Rechnung wird in den Formularen ausgefiihrt: 

Kosinusglieder 

sin300 = ! h2 -S2 SI 
sin 60 ° = 1 - 0,1340 hI 

sin 90° = 1 { So SI 
} ho So -S3 ho h. 

S. S3 

Summe I II I II I II I II 

Summe I + II 12ao 6a l 6a. 
Differenz I - II 12a6 6as 6a4 6aa 

SinusgJieder 

sin 30° = ! °1 sin 60 ° = 1 - 0,1340 0. ~1 ~. 
sin90° = 1 °3 °1 

a2 

Summe I II I II I II 

Summe I + II 6b1 6b2 
Differenz I - II 6bs 6b4 6b3 

Die GroBen 5, b, a und <5 sind mit den links in derselben Zeile stehenden Sinus
werten zu multiplizieren, hierauf die untereinanderstehenden Produkte zu den 
Summen I und II zu addieren, aus welchen dann durch Addition die Werte 12ao 
usw. bzw. durch Subtraktion 12as usw. erhalten werden. Fur sin60° ist 1-0,1340 
geschrieben, da die Multiplikation mit 0,1340 sich scha.rfer auf dem Rechen
schieber ablesen laBt. AuBer vier Divisionen durch 2 und vier Multiplikationen 
mit sin60° besteht die ganze Rechnung nur aus Additionen und Subtraktionen. 

27. Methoden zur Auffindung versteckter Periodizitaten. Das Periodo
gramm und der Expektanzbegriff von A. SCHUSTER. Die im vorausgehenden 
besprochene Fourierentwicklung laBt sich fUr jede empirisch gegebene Funktion 
durchfUhren. Nur wenn die Funktion mit der angenommenen Grundperiode T 
rein periodisch ist, kommt der Fourierentwicklung (56) physikalische Bedeutung 
zu. Die Perioden der Partialschwingungen sind dann aliquote Teile der Grund
periode. Wenn aber die angenommene Periode T nicht wirklich Periode der 
Funktion ist oder die Funktion nicht rein periodisch, sondern quasiperi
odisch ist, also einem Gesetz folgt: 

I(t) = Co + c1 sin (~: t + ql) + c2 sin (2;: t + q2) + ... (57) 

oder in anderer Form geschrieben 

2n 2n I I (t) = ao + al cos TIt + a2 cos T 2 t + ... 

b . 2n b' 2n + lsm-t+ 2sm-t+ ... . Tl T2 

(57') 

worin die Perioden T1 , T 2 • •• zueinander inkommensurabel sind, dann hat die 
Fourierentwicklung (56) nur die Bedeutung einer Interpolationsformel im Inter
vall T. Aus der Eindeutigkeit der Fourierentwicklung schloB H. H. TURNER I), 

1) H. H. TURNER, On the Expression of sun-spot-Periodicity as a Fourier Sequence, 
Month. Not. 73. 1913. Further Remarks on the Expression of sun-spot-Periodicity, ebenda 
1914, S. 74. 
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daB auch in diesem FaIle die wahren Perioden implizit in den Fourierkoeffizienten 
(56) enthalten sein miissen, und entwickelte ein Verfahren zur Bestimmung der 
unbekannten wahren Perioden. Wenn namIich eine wahre Periode zwischen 

T und T+ (m = ganze Zahl, T angenommenes GrundintervaIl) in der Funktion m m 1 

vorhanden ist, dann tritt zwischen den Fourierkoeffizienten (56) am und am+1 

und ebenso zwischen bm und bm+ l ein Vorzeichenwechsel ein1). 

Wenn die Perioden schon genahert bekannt sind, gelingt ihre scharfere 
Bestimmung nach der Methode von F. KLEIN und A. SOMMERFELD 2), die sie 
zur Bestimmung der zwei Perioden der Poischwankungen entwickelten. Die eine 
Periode Tl falIt aus den Differenzen der Beobachtungswerte 

I(t + T1) - I(t) 

heraus 3), aus denen die zweite zu Tl inkommensurable Periode T2 auf graphischem 
Wege scharfer bestimmt wurde. Ebenso wurde ein genauerer Wert von Tl aus 
den von T 2 freien Differenzen I (t + T 2) - I (t) gewonnen. 

Eine direkte Methode der Periodenbestimmung gab F. BERNSTEIN'). Wenn 
die mittleren Fehler der Beobachtungswerte bekannt sind, lassen sich die mittleren 
Fehler der berechneten Periodendauer bestimmen, so daB die Realitat der ge
fundenen Perioden iiberpriift werden kann. Uber die Anzahl n der Perioden 
wird eine Annahme gemacht und fUr die beobachtete Funktion wird angesetzt6) 

I(v) = Ale""" + A 2 e""" + .. , Ane"'nv, 

worin die ~ rein imaginar sind, wenn I(v) rein periodisch ist. 
Die Anwendung der Laplaceschen Transformation auf e"'V: 

00 

(58) 

L(e"'V) -fe-Tv. e"'''dv = _,_1_ (reelIer Teil von T - 1X> 0) (59) 
1 - IX 

o 

verwandelt (58) in 
(60) 

wobei T so zu wahlen ist, daB der reelle Teil von T - 1X groBer als: Null ist fiir 
alle 1X; bei rein imaginarem IX. geniigt es, T positiv zu wahlen. Die Bildung des 
Ausdrucks (60) fiir 2n GroBen Tl .•• T2n fiihrt auf 2n algebraische Gleichungen 

(go + gl Ti + ... rf)Li(f) = Co + c1 Ti + ... cn - 1 T~-\ (i = 1,2 .. . 2n), 

woraus nach Elimination der n GroBen Ci die n GroBen go, gl' .. gn-l berechnet 
werden. Aus der algebraischen Gleichung 

go + gl T + ... gn_1 Tn - 1 + Tn = (T-1X1) (r - 1X2) '" (T- 1Xn) =0 (61) 

werden die 1X und aus ihnen nach (60) die Amplituden A berechnet. Scharfere 
Werte erhalt man durch Ausgleich. Die Integration (59) wird angewandt, evtl. 
numerisch oder graphisch, wenn die Beobachtungsfunktion 1(1') durch einen 
kontinuierlichen Kurvenzug gegeben ist. Besteht I(v) aus aquidistanten Ordi-

1) Eine zusammenfassende Darstellung gibt K. STUMPFF, Analyse periodischer Vor
gange, 3. Kap., S.60ff. Berlin: Borntrager 1927. 

2) F. KLEIN U. A. SOMMERFELD, lJber die Theorie des Kreisels, S.678ff. Leipzig: 
B. G. Teubner 1923. 

3) Eine hierauf beruhende Methode der Periodenbestimmung gibt N. BERNSTEIN, 
Analyse aperiodischer trig. Reihen, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 7, S.476. 1927· 

4) F. BERNSTEIN, lJber die numerische Ermittlung verborgener Periodizitaten, ZS. 
f. angew. Math. u. Mech. Bd.7, S.441-444. 1927. 

5) Siehe Ziff. 21 dieses Kapitels. 
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naten, dann treten an Stelle der Integrale (59) analoge Summen (Lagrange
transformation) und die weitere Rechnung verHiuft ahnlich obiger. 

Von einer physikalischen Erscheinung werde vermutet, daB sie sich durch 
eine Formel (57) beschreiben laBt. Amplituden, Perioden, Phasen und die Anzahl 
der Sinusglieder seien unbekannt. Eine solche Erscheinung ist z. B. das von 
einem selbstleuchtenden Korper ausgestrahlte Licht. In seinem prismatischen 
Spektrum ist die Schwingungszahl als Funktion der WellenHinge oder Schwin
gungszahl (Periode) dargestellt. Die rein periodischen Schwingungen treten als 
Helligkeitsmaxima (Linien) hervor, wahrend die regellosen einen kontinuierlichen 
Untergrund (Band) bilden. 1m Spektrum ist also fUr den Lichtstrahl die Analyse 
ausgefUhrt. Von dieser optischen Analogie ausgehend, gab A. SCHUSTERI ) in 
seiriem Periodogramm die Losung fur eine beliebige periodische Erscheinung. 
Das Periodogramm ist eine Kurve, welche bezuglich der angenommenen Perioden 
(Versuchsperioden, trial periods) als Abszissen an den Stellen, die wirklichen 
Perioden entsprechen, Maximalwerte aufweist, deren Ordinaten je nach der 
Anlage des Periodogramms schon direkt die AmplitudenZ) der Sinusglieder sind 
oder zu ihnen in einfacher Beziehung stehen. 

Die N aquidistanten Beobachtungswerte y", deren Abstand tv - t"-1 wir 
im folgenden als 1 annehmen, werden z'ur Konstruktion des Periodogramms in 
Gruppen zu je p [Versuchsperiode = p (tz - tl)J, wo rp <: N < (r + 1) P ist, 
geordnet: YI Yz YP 

YP+1 YPH YZP 

YZP+1 YZP+1 Yap 

Y(t-l)P+l Y(t-l)P+2 Yrp 

YI Y2 Yp 

man bildet die Mittelwerte der einzelnen Kolonnen YI ..• Yp. Fur die Y gelten 
nach Buys-BALLOT folgende S§.tze: 

1. Wenn die Beobachtungswerte Y bezuglich einer Periode vom pfachen 
Intervall zweier aufeinanderfolgender Beobachtungen periodisch sind, dann sind 
es auch die Mittelwerte Y; das gleiche gilt auch fUr alle Unterperioden von 

p(*' f·· .). 
1) A. SCHUSTER. On the Investigation of Hidden Periodicities with applications to a 

supposed 26 day period of Meteorological Phenomena. Terr. Magn. Bd. VIII. S. 13. 1898; 
The Periodogram and its Optical Analogy. Proc. Roy. Soc. London A Bd. 77. 1906; On the 
Periodogram of Magnetic Declination at Greenwich. Phil. Trans. Cambridge Bd. is'; On the 
Periodicities of Sun-spots. Phil. Trans. London A Bd.206. 1906; The Periodicity of Sun
spots. Astrophys. Journ. Bd.23. 

Eine kurze leicht verstandliche und durch Beispiele vervollstandigte Darstellung gab 
V. CONRAD. Der Expektanzbegriff von A. SCHUSTER. Meteorol. ZS. 1924. S. 293 u. 389. 

Eine vollstandige Ubersicht. Beispiele und ein vollstandiges Literaturverzeichnis gibt 
K. STUMPFF. Analyse periodischer Vorgange. 4. Kap .• S.99. Berlin: Borntrager 1927. 

Uber die Anwendung und die bisherigen Ergebnisse der A. Schusterschen Methode be
richtet L. W. POLLAK. Das Periodogramm der Polbewegung. Gerlands Beitrage zur Geo
physik Bd. 16. S. 108. 1927. 

Uber die Vorgeschichte der Methode findet man Ausfiihrliches bei H. BURKHARDT. Ent
wicklung nach oszillierender Funktionen. J ahresber. d. Dtsch. Math. Vereinigung Bd. 10. 1908. 

2) A. SCHUSTER berechnet in Cambridge Phil. Trans. Bd. 18. S. 107. 1900 als Ordinaten 
der Periodogrammkurve die Intensitat H2(P), was eine Reihe theoretischer und praktischer 
Vorteile hat. Da aber in der Literatur die Periodogramme fast ausschlieBlich mit den Ordi
naten H(P). also den Amplituden. berechnet sind. wird dies auch hier beibehalten. Hieriiber 
L. W. POLLAK. Periodogramme hochfrequenter Schwankungen meteorologischer Elemente. 
MeteoroJ. ZS. 1927. S. 121. 
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2. Wenn die wahre Periode T von der V~rsuchsperiode p verschieden ist, 
so wird sie in den Y ganz oder teilweise verschwinden, und zwar urn so mehr, 
je groBer die Anzahl r der Reihen und je groBer der Unterschied zwischen T 
und P ist. 

3. Bildet man die Mittel Y zuerst nur aus den ersten Reihen der y und 
berechnet, indem man nacheinander immer mehr y-Reihen hinzunimmt, immer 
die zugehorigen Y, so verschiebt sich bei T> P die Phase nach rechts, bei T < P 
nach links, und zwar urn so rascher, je groBer der Unterschied zwischen T und p ist. 

Wenn man die y nach allen moglichen Versuchsperioden p ordnet und 
immer die Mittel Y bildet, so weisen diese Y fUr diejenigen p-Werte, die einer 
wahren Periode gleich oder nahekommen, die gr6Bten Schwankungen auf. 

Fur jedes p stellt man die zugeh6rigen Y durch eine einfache Sinusschwingung 
dar, man berechnet die erst en Fourierkoeffizienten a1 und b1 (Ziff. 25), die hier 
als Funktion von p mit a (P) und b (P) bezeichnet werden, das Absolutglied ao = Co 

wird nicht berechnet: p p 
2 ",-' 2 n 2 ~ 2 ;r 

a (P) = P L... Y. cos P 'I' , b (P) = P L... Y. sin -j;- 'I' 

v=l v=l 

und damit die Amplitude 
cp = H(P) =-ya(p)2 + b-(P)2 (62) 

Diese H (P) tragt man als Ordinaten zu den zugeh6rigen Abszissen p auf und 
erhalt so diskrete aquidistante Punkte der Periodogrammkurve. Fur Zwischen
werte von p, wo also p kein ganzzahliges Vielfaches des Abszissenabstandes zweier 
aufeinanderfolgender Beobachtungen ist, bildet man 

~ N 

a (P) = ~ 2'yv cos 2;7 '1', b (P) = ~2'y. sin ];"':'1', H (P) = ya (P)2 + b (P)2. (62') 
v=1 y=l 

a (P), b (P) und H (P) sind dadurch als stetige Funktionen der stetigen Variablen p 
gegeben. Liegt das Beobachtungsinaterial als eine stetige Kurve im Bereich 
O<ts:;N vor, dann gewinnt man a(p) und b(P) durch Integration 1) 

N N 

a (p) = ~IY (t) cos 2;7 t • dt b (P) = -Jt Jy (t) sin ~f t . dt. 
o o 

Man konstruiert also die nach (62) oder (62') stetige Periodogrammkurve 

H(P) =ya(p)2 + b(P)2. (63) 
Die Rechnung wird durch den Gebrauch der Tafeln von L. Vi. POLLAK 2) wesent
lich abgekurzt. 

Auch bei ganzzahligem p empfiehlt es sich, aUe Yv bei der Bildung der 
Mittel Y (61) zu verwerten, auch wenn p in N nicht ganzzahlig aufgeht3); die 
letzte Reihe der Yv im Schema (61) ist dann nicht vollstandig. 

Bei der Konstruktion eines Periodogramms erscheinen Nebenmaxima, die 
Perioden vortauschen. Zeichnet man z. B. das Periodogramm der reinen Sinus-
schwingung 4) . (2n ) 

y = csm yt+ q , 

') Die Integration fiihrt man mit einem harmonischen Analysator aus oder graphisch. 
Eine graphische Methode gibt H. v. SANDEN an: Praktische Analysis, II. Aufl., S. 126. 1923. 

2) L. W. POLLAK, Rechentafeln zur Harmonischen Analyse. Leipzig: Barth 1926; 
weiter lur Harmonischen Analyse empirischer, durch eine groJ3e lahl gegebener Ordinaten 
definierter Funktionen. Ann. d. Hydrogr. 1926, S. 311, 344 u. 378. 

3) K. STUMPFF, Analyse periodischer Vorgange, S. 105. 
4) K. STUMPFF gibt in Analyse periodischer Vorgange, S. 105 eine Abbildung des Periodo

gramms der reinen Sinusschwingung. 
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so erhalt man bei p = T ein Maximum von der Ordinatenh6he H = c, bei den 
Stellen T 

p = k (k = ± 1, ±2, ±3 ... ) 
1 - N t 

Nullstellen und dazwischen kleinere Nebenmaxima (unechte oder Gespenster
perioden, spurious periodicities), welche A. SCHUSTER mit den Beugungs
spektren eines Gitters vergleicht. Sie nehmen mit wachsender Entfernung vom 
Hauptmaximum rasch ab, ihre Abstande von diesem andern sich stark mit N, 
sie sind also von einem Hauptmaximum leicht zu unterscheiden, da die Lage 
des letzteren von N unabhangig ist. 

Zu einer anderen Periodogrammfunktion gelangt man, indem man die 
Reihe der Beobachtungswerte 

mit den Reihen Yl' Y2' Y3 YN (Yy) 

2:rt 2:rt 2:rt cosN 2 :rt (uy) cosP' cos2· - cos 3 .-p , p p 
2:rt 2:rt • 2:rt . N 2 :rt sin p ' sin 2 .- sm3'- sm p (vy) p , p 

m Korrelation1) setzt. Bezeichnet 

Oy =ll;! (64) 

den quadratischen Mittelwert der y, so bestehen zwischen den Korrelations
koeffizienten und den a(p) und b(P) (62) oder (62') die Beziehungen2) 

tuv = 0, 
a(p) b(P) 

tyu = OyY2 ' ryv = Oyrz-

und der totale Korrelationskoeffizient von y in bezug auf u und v 
,/--- H(P) 

ry = Vr;u + r~v = -,)=-
oyy2 

ist der Periodogrammfunktion H (P) (63) proportional. 

(65) 

Aus einer nach (63) oder (65) berechneten Periodogrammfunktion gewinnt 
man die ungefahre Lage der wahren Perioden T. Urn eine Periode T genauer 
festzulegen, bedient man sich des Phasepdiagramms. Aus den nach (62) 
oder (62') berechneten Amplituden a (p) und b (P), die man als rechtwinklige 
Koordinaten eines Punktes auffaBt, bildet man die Polarkoordinaten 

a (p) = H (P) sin 11' , b (P) = H (P) cos 11' 

und den Phasenwert a 
lp(P) =arctan b · 

Die Rechnung fUhrt man gruppenweise aus, indem man das Gesamtintervall (ON) 
in m gleiche Abschnitte teilt, deren jeder die gefundene Naherungsperiode p 
mehrfach, etwa viermal, umfaBt; 

[0 ... nJ[n ... 2n] . .. [(,u - 1)n ... fknJ ... [(m - 1)n ... mn] 

und fUr jedes der Intervalle die Amplituden a (P) und b (P) berechnet. Wenn p 
schon exakt gleich der Periode T ist, werden a (P) und b (P) von Gruppe zu Gruppe 
annahernd (wegen zufalliger Fehler) konstant bleiben und damit auch der Phasen
winkel 'IjJ. 

1) Siehe Kap. 12, Ziff. 43 u. 47. 
2) K. STUMPFF, Analyse periodischer Vorgange, S. 107; E. T. WHITTAKER U. G. ROBIN

SON, The Calculus of Observations, Kap. XIII. 
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In der Nahe von T sei keine weitere Periode vorhanden und p ihr Naherungs
wert. Man 1a8t nun fL alie Werte von 1 bis m durch1aufen und tragt 'If' als Funktion 
von fL auf (Phasendiagramm). 1p ergibt sich naherungsweise als line are 
Funktion von fLl), aus deren Richtungstangente 

2nnG - ;) 
die Periode T scharfer berechnet wird. Die Vie1deutigkeit des arctan stort nicht, 
da Taus dem Periodogramm genahert als p bekannt ist. Bei zwei und mehr 
Perioden, zumal nahe benachbarten, werden die Verhaltnisse schwieriger2). 

Auch im Periodogramm liegen in der Regel komplizierte Erscheinungen 
vor, da die empirisch gegebene Funktion meist nicht allein aus einer Anzahl 
reiner Sinusschwingungen besteht, weiter sind namentlich bei meteorologischen 
Problemen die Perioden nicht von konstanter Dauer, wodurch die Maxima 
im Periodogramm verbreitert, aber erniedrigt werden, schlieBlich sind die Beob
achtungswerte y mit Fehlern behaftet. 

Urn wahre Kausalperioden von durch zufallige Maxima im Periodogramm 
vorgetauschten Perioden unterscheiden zu konnen, gab A. SCHUSTER zwei Hilfs
mittel an: 

1. Man verwendet zur Berechnung der a (P) und b (P) zuerst nur die erste 
Reihe der Beobachtungswerte y (61), hierauf die erste plus zweite Reihe, dann 
die ersten drei, schlie8lich alle r Reihen. Bei rein zufalliger Verteilung der y 
wachsen die berechneten Amplituden H proportional der Wurzel der Anzahl 
der verwendeten Reihen, bei rein periodischer Anordnung aber, wenn also p 
eine wahre Periode ist oder ihr sehr nahe, geschieht das Anwachsen proportional 
der Anzahl der verwendeten Reihen. 

2. Die Expektanz. Es seien N Beobachtungen y gegeben, frei von Peri
odizitaten, voneinander unabhangig und nach Art zufalliger3) Fehler in ihrer 
GroBe schwankend. Als Mittelordinate des aus diesen y berechneten Periodo
gramm berechnet man die Expektanz 13 '): 

1;;- 1·77 
f = 0v N = 0 VN . (66) 

o ist der quadratische Mittelwert (64) alier Beobachtungen. Die Wahrscheinlich
keit, daB eine Ordinate H dieses Periodogramms gr6Ber ist als der 1 fache Wert 
der Expektanz, ist _ ~A' 

W=e 4 • 

Der Zusammenhang von W und A. ist aus folgender Tabelle ersichtlich: 

A I w A W A I w A I W 

0.1 0.9922 1.5 0.1708 3.0 i 0.00085 4.5 

I 
1.24. 10- 7 

0.5 0.8217 2.0 0.0432 3.5 
! 

6.63 . 10-· 5.0 2.97 . 10-" 
1.0 0.4559 2.5 0.00738 4.0 3.49 . 10- 6 

1) K. STUMPFF. Analyse periodischer Vorgange. S. 110; L. W. POLLAK, Das Periodo
gramm der Polbewegung. Ger!. Beitr. z. Geophys. Bd. 16. S. 183. 1927. "Ober die Berechnung 
der Amplituden H(P) aus den Gruppen siehe K. STUMPFF. Fehlertheoretische Untersuchungen 
zur Periodogrammanalyse. Astron. Nachr. Bd.226. S.377. 1926 und Analyse periodischer 
Vorgange, S. 120f£. 

2) Beziiglich Einzelheiten sei auf die zusammenfassende Darstellung von K. STUMPFF. 
Analyse periodischer Vorgange. S. 108f£. verwiesen. 

3) Ein anderes wahrscheinlichkeitstheoretisches Kriterium dafiir. ob eine berechnete 
Amplitude nur zufallig ist oder einer wahren Periode angehort. gab O. MEISSNER. "Ober die 
Wahrscheinlichkeit errechneter Periodizitaten. Astron. Nachr. Bd. 186. S. 57. 1910. 

') Aui3er bei A. SCHUSTER findet man die Ableitung bei K. STUMPFF, Analyse periodischer 
Vorgange. S. 115. 

Handbuch der Physik. III. 35 
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Darnach ist es auBerst unwahrscheinlich, daB eine Zufallsordinateim Periodo
gramm einen Betrag erreicht, der ein Drei- oder Mehrfaches der Expektanz istl). 

Untersucht man nun ein Beobachtungsmaterial auf wahre Perioden, so 
bildet man nach (66) die Expektanz, sofern die Beobachtungen y als voneinander 
unabhangig angesehen werden konnen. Wenn im Periodogramm eine Ordinate 
auftritt, die groBer ist als 3 e, dann ist man berechtigt, anzunehmen, daB die ihr 
entsprechende Periode eine Kausalperiode ist, denn die Wahrscheinlichkeit, 
daB eine Zufallsordinate 3 e erreicht, ist kleiner als 0,001. A. SCHUSTER nimmt 
die Sicherheitsgrenze erst bei 4 e an. 

Sind die Beo bachtungswerte y n i c h tun a b han gig, sondern ist j edes 
durch die vorausgehenden beeinfluBt (z. B. Tagesmittel oder stundliche Lesungen 
der Temperatur), dann setzt A. SCHUSTER in erster Annaherung die Expektanz 
gleich dem Mittelwert der Ordinaten des berechneten Periodogramms. Werden 
hierdurch Maximalordinaten als zu wahren Perioden gehorig erkannt, dann 
schlieBt man sie von der Mittelbildung aus und berechnet aus den ubrigen y 
eine zweite Annaherung fUr die Expektanz, die nun schon ausreicht. 

Aus 

gemaB (66) berechnet man bei bekannter Expektanz die Anzahl N der Beob
achtungen, die notig ist, damit eine Periode von der Amplitude H mit Sicherheit 
als eine wahre Periode erkannt wird; dabei ist die Sicherheitsgrenze bei 3e an
genommen. 

Sieht man von taglichen und jahrlichen Perioden der meteorologischen 
Elemente ab, deren physikalische Realitat evident ist, so ist es bisher nur viermal 
gelungen, bei geophysikalischen Erscheinungen Perioden nachzuweisen, deren 
Ordinaten das Vierfache der Expektanz ubertrafen. Es fanden A. SCHUSTER 
und H. TURNER bei der 11- bis 14jahrigen Periode der Sonnenflecken ein Hmax 
= 5,41 E, V. CONRAD2) fUr die tagliche und jahrliche Periode der Erdbebcn
haufigkeit Betrage zwischen 5,46 und 12,210, E. TAMS3) fur den taglichen Gang 
der Erdbebenhaufigkeit 8,910 und L. W. POLLAK4) fur die 12- und 14monatlichen 
Perioden der Polschwankungen Maximalordinaten zwischen 5,11 und 10,67 E. 

DaB in der Meteorologie keine Perioden mit der Ordinatenh6he H > 410 
gefunden wurden, kann darin seinen Grund haben, daB 1. keine Perioden vor
handen sind, 2. das Beobachtungsmaterial zu kurz ist (36jahrige Brucknersche 
Periode), 3- die Periodenlange selbst schwankt, namentlich bei kurzen Perioden 
von der Dauer weniger Tage S), dadurch wird das Maximum im Periodogramm 
verbreitert und erniedrigt. 

1) Einen von V. CONRAD, Der Expektanzbegriff von A. SCHUSTER, Meteorol. ZS. 1924 
vorgeschlagenen Versuch, ein Periodogramm ffir reine Zufallszahlen zu berechnen. die man 
sich z. B. durch eine groBe Zahl Augensummen beim Werfen von zwei Wfirfeln verschaffen 
kann, hat L. W. POLLAK ausgeffihrt. Er findet in Das Periodogramm der Polbewegung. 
Gerl. Beitr. z. Geophys. Bd. 16, S. 149 im Periodogramm von 342 Wurfergebnissen keine 
Periode. deren Amplitude 28 erreicht. 

2) V. CONRAD, Die zeitliche Verteilung der in den J ahren 1897 -1907 in den oster
reichischen Alpen- und Karstlandern geffihlten. Erdbeben. Mitt. d. Erdbeben-Komm. d. 
Wien. Akad. d. Wiss. 1912. Neue Folge Nr.44. 2. Mitt. 

3) E. TAMS, Zur Frage der tagl. Periode in. der StoBfrequenz der vogtlandischen Erd
bebenschwarme. ZS. f. angew. Geophys. Bd. 1, s. 193-213. 1923. Die Frage der Periodizitat 
der Erdbeben. Berlin: Borntrager 1926. 

4) L. W. POLLAK, Das Periodogramm der Polbewegung. Gerl. Beitr. z. Geophys. 
Bd. 16. 1924. 

5) L. W. POLLAK, Periodogramme hochfrequenter Schwankungen meteorologischer 
Elemente. Meteorol. ZS. 1927. S. 121. 
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Urn eine Kausalperiode nach der Schusterschen Methode mit Sicherheit 
zu erkennen, muB das Gesamtintervall der Beobachtungen mindestens den 5 fachen 
Bereich einer Periode iibersteigen. Die kiirzeste sicher erkennbare Periode darf 
nicht kleiner als der dreifache Abstand benachbarter Beobachtungswerte sein, 
das zugehorige Maximum liegt dann ganz am linken Rande des Periodogramms. 
Der groBe Rechenaufwand der Methode wird durch eine Reihe HilfsmitteP) 
erleichtert. Dber geistvoll konstruierte Instrumente zur Periodenbestimmung 
berichtet K. STUMPFF2), ferner iiber Analyse liickenhafter Beobachtungsreihen3). 

28. Annaherung von Funktionen zweier Veranderlicher. Die Fouriersche 
Entwicklung einer Funktion t (x, y) ist 

n n 
t (x, y) = 1: 1: [A"" p cos (~x + fly) + ~"" p sin (~x + fly)], 

",=O/J=O 

die Koeffizienten sind 
2",2,,; 

~::;} = 4~2j jt(X, y) {~:} (~x + fly) dxdy. 
o 0 

Eine vereinfachte Annaherung durch Kugelfunktionen zweier Argumente gab 
F. NEUMANN 4). Die Beobachtungspunkte miissen eine bestimmte Lage auf der 
Kugel einnehmen. Die Beobachtungswerte brauchen nicht an diesen Stellen 
zu liegen, man leitet die Funktionswerte dort durch Interpolation abo Die Stellen 
sind die Schnittpunkte von 2P aquidistanten Meridianen mit q ParalIelkreisen. 
F. NEUMANN gab zwei Methoden an. Nach der ersten ist q = 2P + 1, dann 
ist die Lage der ParalIelkreise beliebig. Nach der zweiten ist q = P + 1, dann 
miissen die Parallelkreise die Nordpoldistanzen {}l' {}2' ... , {}P+I haben, die 
gegeben sind durch Pn+1 (cos{}) = o. Die cos{} sind also die NulIstelIen der Kugel
funktion Pn+1(u). 

Fiir die zweite Methode sind die Werte der Konstanten von H. SEELIGER5) 
bis einschlieBlich p = 6 berechnet, so daB eine Entwicklung bis zu dieser Ordnung 
ein Minimum an Rechenarbeit erfordert. Eine vollstandig durchgerechnete Ent
wicklung bis zur 16.0rdnung findet man bei A. PREy6). In der Einleitung 
seiner Arbeit gibt er eine Zusammenstellung der Formeln fiir beide Methoden 
von Neumann. 

Literatur zum Abschnitt III. C.RUNGE-H.K6NIG, Vorlesungen fiber Nume
risches Rechnen. 8. Kap. Berlin: Julius Springer 1924; v. SANDEN, Praktische Analysis. 
Kap. VIII, 2. Aufl. Leipzig u. Berlin: Teubner 1923; F. HELMERT, Die Ausgleichsrechnung 
nach der Methode der kleinsten Quadrate. 6. Kap., 2. Auf I. Leipzig: Teubner 1907. 

1) L. W. POLLAK, Siehe Anm.2, S.543; Uber das Lochkartenverfahren berichtet er 
in Prager Geophys. Studien Bd. 1, S. 22. 1927. Weiter G. H. DARWIN, Ebbe und Flut, S. 210. 
Leipzig: B. G. Teubner 1911. 

2) K. STUMPFF, Eine neue photographische Methode zur Periodogrammanalyse. Astron. 
Nachr. Bd. 223, S. 187.1925; Analyse periodischer Vorgange, S. 147. Weiter L. W. POLLAK, 
Hilfsmittel zur Aufsuchung versteckter Periodizitaten. Ann. d. Hydr. Bd. 53, S. 211. 1925. 

3) K. STUMPFF, ZS. f. angew. Geophys. Bd. 1, S. 129. 1925; Analyse periodischer Vor
gange, S. 127. 

4) F. NEUMANN, Vorlesungen fiber die Theorie des Potentials und der Kugelfunktionen. 
Herausgegeben von C. NEUMANN. VII. Kap. Leipzig: Teubner 1887. 

5) H. SEELIGER, Uber die interpolatorische Darstellung einer Funktion durch eine 
nach Kugelfunktionen fortschreitende Reihe. Mfinchener Ber. Bd.20. 1890. 

6) A. PREY, Darstellung derH6hen- und Tiefenverhaltnisse der Erde durch eine Ent
wicklung nach Kugelfunktionen bis zur 16. Ordnung. Abhandlgn. d. Ges. d. Wiss. zu G6ttingen 
Math.-phys. KI. N. F. Bd. 11/1. 1922. 
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Kapitel 14. 

Graphisches Rechnen. 
Von 

KARL MADER, Wien. 

Mit 59 Abbildungen. 

I. Graphische Losung von Gleichungen. 
Graphische Interpolation. 

1. Allgemeines. Die numerischen Methoden lassen Annaherung mit be
liebig zu steigernder Genauigkeit zu, die graphischen haben nur eine beschrankte 
Genauigkeit, etwa die einer dreistelligen Logarithmentafel. Durch Vergr613erung 
des Ma13stabs la13t sich die Genauigkeit erhohen. Die graphischen Methoden 
haben den Vorteil der Anschaulichkeit und fiihren rasch zu Naherungslosungen, 
die man dann numerisch verbessert, so bei der Auflosung algebraischer und 
transzendenter Gleichungen, bei der graphischen Integration. 

Das Wesen der graphischen Methode ist die Darstellung funktionaler Zu
sammenhange, die man in der Nomographie zweckma13ig einfacher veranschaulicht 
als durch die iibliche Kurve y = f (x) oder die Flache z = f (x, y). Beim Lillschen 
Verfahren zur Auflosung algebraischer Gleichungen erscheint die Unbekannte 
als Tangente eines Winkels, die graphische Differentiation und Integration macht 
im Richtstrahlenbiischel gleichfalls von Tangensfunktionen Gebrauch. Der 
Moglichkeiten der Darstellung gibt es viele. 

2. Das Verfahren von LILL. Es ermoglicht die Auffindung zwei- bis drei
stelliger Naherungswerte der reellen Wurzeln einer algebraischen Gleichung 

y = ao xn + a1 Xn -1 + '" + an 

rascher als jede numerische Methode, auch rascher und einfacher als die Kon
struktion der Kurve in kartesischen Koordinaten und Aufsuchung der Schnitt-
punkte mit der X-Achse. Ro~R<; 

Der Grundgedanke ist die Darstellung der Zahl oder L Strecke x als Tangens eines Win
kels <p, wenn die Einheitsstrecke 01 
(Abb. 1) und x die Katheten eines RJ 1?1=/Ts 

0, 
x ,ax rechtwinkligen Dreiecks sind. Ahn-

lichkeitskonstruktion liefert zur 
I c a 1 , I Strecke a das Produkt ax. R 

Abb. I. Konstruktion der WeI'ter benu':tzt man das Z 
Zahl x als Tangens eines Abb. 2. Richtkreuz. 

Winkels. Richtkreuz (Abb.2). Gegen die 
Anfangsrichtung Ro ist die Richtung R1 im Uhrzeigersinn urn 90 0 gedreht, weiter 
urn 90 0 hierzu gedreht ist R 2 , dann R 3 • R4 ist identisch mit Ro, Rs mit Rl usw. 
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Zu der vorgelegten Funktion, z. B. 
y = ao XS + a1 x2 + a2 X - a3 (1) 

wird mit Hilfe des Richtkreuzes der "darstellende Polygonzug" gezeichnet 
(Abb.3). Von einem Punkt 0 ausgehend, tragt man die Strecke ao in der Rich
tung Ro auf, von ihrem Endpunkt 0 1 in Rich
tung R1 die Strecke a1 = 0 10 2 , von O2 in Rich
tung R2 dieStrecke a2 = 020S' schliel3lich as =OS04 
wegen des negativen Vorzeichens entgegen der 
Richtung Rs. Der Polygonzug 001020S04 ist der 
darstellende Zug. 

Von 0 1 wird die Einheitsstrecke 01N = 1 
nach abwarts aufgetragen. Ein positives x tragt 
man auf der ruckwartigen Verlangerung von 0 10 2 

auf, es ist 0 1 X = x, und andererseits ist x die 
Tangente des Winkels 0 1 N X. Der positive Sinn 
des Winkels dreht von der Achse N01 entgegen Abb.3. Der darstellende Po]ygonzug. 

dem Uhrzeiger. Ein negatives x wird von 0 1 

gegen O2 abgetragen, der Winkel, dessen Tangente x ist, dreht dann im~ Uhr-

zeigersinn. In beiden Fallen ist x = tg cp, und cp liegt zwischen - ~ und + ~ , 
x kann aIle reellen Werte von - 00 bis + 00 annehmen. 2 2 

Die zu NX parallele Gerade OP1 schneidet aus der ruckwartigen Verlangerung 
von 0 10 2 die Strecke 0 1 PI aus, deren MaBzahl ist 

01 P} = ao tgcp = aox. 

Zu OP1 zieht man senkrecht P1 P2 , bis sie die Gerade 020S oder ihre ruckwartige 
Verlangerung schneidet, in der Abbildung bis zum Schnittpunkt P 2 • Zu P1 P2 

konstruiert man ebenso die Senkrechte P 2 P 3 , bis sie in P s die Verlangerung 
von 0S04 schneidet. Es ist 

P10 2 = P101 + 010 2 = ao x + aI' 

P202 = (aox + a1) tgcp = aox2 + a1x, 
P203 = aox2 + a1x + a2, 
P30 3 = (aox2 + a1x + a2)tg<p = aox3 + a1x 2 + a2x, 

schliel3lich ist 

der graphisch ermittelte Wert der Funktion (1) fUr das gegebene x. Die 
Zeichnung fUhrt man auf Millimeterpapier1) aus. Der Abb. 3 liegt die Funktion 

y = 1,7x3 - 2,4x 2 + 3,1x - 0,9 

zugrunde und dem rechtwinkligen Zug 0 P 1 P 2 P 3 der Wert x = 16"{ = 0,3 53 
Als Funktionswert wird 04P3 = Y = 0,57 gefunden (Rechnung ergibt 0,5678). 

3. Auflosung einer algebraischen Gleichung mit Hilfe des Lillschen 
Verfahrens. Eine gcringe Verkleinerung des oben angegebenen x-Wertes, also 
der Strecke 0lX, wiirde bewirken, daB der Punkt P 3 mit 0 4 zusammenfallt, dann 
ist y = ° und der neue x-Wert eine Wurzel der Gleichung y = 0. Ein mit 
x =A = 0,294 ... konstruierter Polygonzug gibt y = 0,26 (Rechnung 0,2626). 
Jetzt fUhrt man x = 0,294 als Naherungswert in die Gleichung ein und ver
bessert ihn durch ein numerisches Verfahren. 

1) In dieser und den folgenden Abbildungen wurde, urn die Deutlichkeit der Bilder 
zu erh6hen, das Millimeternetz nicht mitgedruckt. 
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Einen Naherungswert einer Wurzel graphisch zu finden, gelingt hier nach 
wenigen Versuchen. Man probiert mit einem beliebigen x = tg!p und verkleinert 
durch Drehung die Endstrecke (oben 04P3)' Man legt durchsichtiges Millimeter
papier auf die Zeichnung und befestigt es mit einer Nadel drehbar im Endpunkt 
des darstellenden Zuges (oben 0 4), Durch Drehung findet man bald einen l6senden 
Zug, hierauf zieht man vom Punkt N aus (OlN = 1) eine Parallele zur ersten 

Abb.4. Der 16sende Polygonzug. 

Seite OP l , die Strecke 0 1 X ist die Wurzel x. 
Beispiel. In Abb. 4 ist der darstellende Zug 

und der l6sende flir die Gleichung 

1 (x) = x3 - 3 X2 + 4x - 5 = 0 

gezeichnet. Der Naherungswert der Wurzel ist 
Xl = 2,2. Das Newtonsche Verfahrenl ) gibt die 
Wurzel x = 2,213412 ... 

Die Konstruktion des l6senden Zuges wird mit 
Hilfe des Rechenschiebers verscharft. Man steIIt flir 
obige Zeichnung x = 2,2 auf dem Rechenschieber ein, 

multipliziert es mit der MaBzahl der Strecke P l 0 2 = 0,8, liest ab 02P2 = 1,76, 
dadurch 03P2 = 2,24, das, mit 2,2 multipliziert, die Lesung 03P3 = 4,93 gibt, 
wahrend 0 30 4 = 5 ist, so daB x = 2,2 schon nahe der Wurzel liegt. Auf diese 
Weise wird der rechtwinklige Zug sicherer gefuhrt, und man gelangt bei Glei
chungen h6heren Grades zu besseren Naherungswerten der Wurzel, als wenn 
man die rechten Winkel bloB konstruiert. So findet man, daB die Gleichung 

I(x) = x6 - 3X5+ 5X4- 7X3 + x 2 + 2x - 8 = 0 

eine Wurzel zwischen 2,1 und 2,2 hat, da 1(2,1) = -3,7, 1(2,2) = 2,6 ist. 
4. Auffindung weiterer Wtirzeln. Es sei eine Wurzel Xl der algebraischen 

Gleichung I(x) = aoxn + alxn- 1 + ... + an = 0 gefunden. Der 16sende Zug, 
der unter dem Winkel Cfl (Xl = tg !PI) geflihrt wurde, ist schon der darstellende e Zug der ganzen Funktion n - 1-ten Grades 

if 

() t(x) b n-l+b n-l+ +b g x = x _ Xl = 0 X 1 X • . • n -1, 

doch ist sein MaBstab ein anderer. DemZahlen
wert nach ist bo = ao, allein bo wird jetzt durch 
die Strecke OPI (Abb. 5) dargestellt, die fruher 

ao 
cos fPl 

1 

cos fPl 

war. Die neue Einheitsstrecke ist daher 

mal der fruheren Einheitsstrecke. Fur 

die im geanderten MaBstab durch OPl P 2 • •• 

jetzt dargestellte Funktion g (x) wird wie fruher e ein 16sender Zug gesucht, der den Naherungs-
1 wert einer zweiten Wurzel X 2 liefert usw. 

Wenn der Koeffizient einer oder mehrerer 
Potenzen von x in f (x) Null ist, entfallt die 

Abb.5. Zwei lasende Polygonziige. entsprechende Strecke im darstellenden Zug; 
die Gerade, auf welcher sie liegen wurde, laI3t 

sich aber zeichnen, daher auch ihr Schnitt Pi mit dem rechtwinkligen L6sungs
zug. Der auf die fehlende Potenz folgende Koeffizient ai+l muI3 in der ihm nach 
dem Richtkreuz zukommenden Richtung Ri+1 aufgetragen werden. 

1) In Rap. 15, Ziff. 3, wird das Beispiel zu Ende gefiihrt. 
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Beispiel. Die Gleichung 6X 4 + 3 x 3 - 4X2 + 1 = 0 (Abb. 5) hat eine 
Wurzel Xl = tg<Pl = -1, denn <PI dreht in negativem Sinne. Der losende 
Zug OPl P 2 P 3 P4 ist darstellender Zug der Gleichung dritten Grades, weIche aus 
obiger durch Division mit x + 1 hervorgeht: 

6x 3 - 3 x2 - X + 1 = 0, 

die man aber nicht auszurechnen braucht. Die neue Einheitsstreckeist da

durch bestimmt, daB OPI = 6 sein muB, sie ist also _1 __ = 12 mal der 
cos 'PI 

alten. In Millimeterpapier laBt sich die neue Teilung sofort markieren. 
Der zweite losende Zug OQl Q2Q3 (Q3 = P4) gibt 

X2 = tg<P2 = -,~ = - -~. 

Fur quadratische Gleichungen besteht jeder der beiden losenden Zuge nur 
aus den zwei Schenkeln eines rechten Winkels, den man als Winkel im Halb
kreis konstruiert. Zur Losung der Gleichung 

x 2 + 1,3x - 3,0 = 0 

zeichnet man (Abb.6) mit den Strecken 1, 1,3, -3,0 
den darstellenden Zug 0010 20 3 und mit 003 als Durch
messer den Kreis. 0 10 2 wird nach beiden Seiten bis 
zum Schnitt mit der Kreisperipherie in PI und P{ ver
langert. Die Wurzeln sind 

0 1 PI und OIP~ 
Xl = 0 O~ x 2 = 001 

oder man greift sie, da der Nenner = 1, als die Abb.6. Lasung ftir die Gleichung 
zweiten Grades. 

Strecken OlPl = 1,2 und OlP~ = -2,5 ab. 
5. Graphische Losung einer Gleichung mittels zweier Kurven. Diese 

Methode wird angewendet, wenn sich eine Gleichung in zwei Teile zerlegen 
laBt, deren jeder leicht zu konstruieren ist. Das Verfar.ren fiihrt bei Gleichungen 
hoheren Grades und bei transzendenten rasch zu Naherungswerten aller reellen 
Wurzeln. 

Die Gleichung solI sich in der Form y = t (x) - <P (x) = 0 schreiben lassen. 
Man zeichnet die zwei Kurven Yl = f (x) und Y2 = tp (x). In den Schnittpunkten 
der zwei Kurven ist f (x) = tp (x), also Y = 0, die zugeh6rigen Abszissen x sind 
die Wurzeln der Ausgangsgleichung. 

Auf diese Art behandelt man unter andern Gleichungen mit einem transzen
denten1) und einem ganzen rationalen Bestandteil, Z. B. der Form 

logx - g(x) = 0, eX - g(x) = 0, 
sinx - g (x) = 0 uSW. 

Beispiel: 
x 

lOlog x + -3- - 1 = O. 

Urn einen groJ3eren Schnittwinkel zwecks 
besserer Ablesung des Schnittpunktes zu er
halten (Abb. 7), nehmen wir die Einheits
strecke auf der y-Achse dreimal so groB als 
auf der X-Achse. Diese UberhOhung andert 
an der Abszisse des Schnittpunktes der Kurve 

1 

o 

Abb. 7. Lasung einer Gleichung durch zwei 
Kurven. 

1) Naherungsweise graphische Darstellung irrationaler und transzendenter GraBen 
gibt K. T. VAHLEN, Konstruktionen und Approximationen. Leipzig: Teubner 1911. 
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Yl = lOlogx mit der Geraden Y2 = -~ + 1 nichts. Man findet, daB die Wurzel 
3 . 

zwischen 2,0 und 2,1 gelegen ist, die man auf numerischem Wege jetzt weiter 
annahern kann. 

6. Auflosung der reduzierten Gleichung dritten Grades. Fur die Gleichung 

x3 + ax + b = ° 
zeichnet man in Millimeterpapier die kubische Parabel Yl = x3• Die Gerade 
Y2 = -ax - b wird durch Anlegen eines Lineals an die Achsenabschnitte dar
gestellt oder durch eine auf Pauspapier gezeichnete Gerade. Durch eine einzige 
Zeichnung erhalt man so die Losungen fUr aile Gleichungen dritten Grades in 

2 

-z 2 

-1 

-l 

Abb. 8. Losung der reduzierten Gleichung 
dritten Grades. 

reduzierter1) Form. Abb. 8 gibt fUr die Glei
chung x 3 - tx - 1 = ° die Wurzel als Abszisse 
des Schnittpunktes genahert zu x = 1,1 2). 

7. Graphische parabolische Interpolation. 
Eine Beziehung sei empirisch durch einzelne 
Ordinatenwerte gegeben, die nicht aquidistant 
zu sein brauchen. Wenn sie genugend nahe sind, 

p c 

Abb. 9. Parabolische Interpolation. 

la13t sich der Verlauf zwischen je drei aufeinanderfolgenden Punkten durch eine 
Parabel darstellen, deren Achse der Ordinatenachse parallel isiS). A, B, C seien 
die Endpunkte dreier benachbarter Ordinaten a, b, c (Abb. 9). Man kann be
lie big viele Punkte konstruieren, die auf der Parabel zweiter Ordnung durch 
A, B, C liegen. Die Sehne AC schneidet die Ordinate b in Bl . Man zieht Bl C1 

parallel der X-Achse. Die Gerade ClB wird uber B hinaus verlangert. Die 
Ordinate p eines beliebigen Punktes schneidet CI B in P l' Die X -Parallele durch 
PI schneidet b in B 2 • Die Gerade B2A schneidet pin einem Punkt P, welcher 
auf der durch A, B, C gelegten Parabelliegt. 

Durch n + 1 gegebene Ordinatenendpunkte ist eine Parabe1 n-ter Ordnung 

Y = aoxn + a1xn- 1 + ... an-l x + an 

bestimmt. Wie man Zwischenpunkte der Parabel graphisch erhalt, zeigt 
D'OcAGNE4). 

Das Glatten einer durch empirische Ordinaten gegebenen Rurve ist in 
Rap. 13, Zif£. 20, besprochen, graphischer Ausgleich einer Geraden in Rap. 14, 

1) Auflasung mittels einer Fluchtlinientafel in Ziff.43, Lasung der vollstandigen 
kubischen Gleichung durch eine graphische Rechentafel in Ziff. 46 dieses Kapitels. 

2) Das Beispiel wird in Kap. 15, Ziff. 20, zu Ende gefuhrt. 
3) C. RUNGE, Graphische Integrationsmethoden. ZS. f. techno Phys. 1924, S.161, 
4) D'OCAGNE, Calcul graphique et Nomographie, S. 71-78. 1924. 
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Ziff.30. Eine Methode fiir parabolischen Ausgleich gab A. BASCHI), R. SCHUMANN2) 

eine fUr parabolische Interpolation von GradientgroBen. 

Lit era t u r z u m A b s c h nit t I: R. MEHMKE, Leitfaden zum graphischen Rechnen. 
Leipzig u. Wien: Deuticke 1924; M. d'OCAGNE, Calcul graphique et Nomographie. Paris: 
Doin 1924; O. PROLSS, Graphisches Rechnen. Leipzig u. Berlin: Teubner 1920; C. RUNGE, 
Graphische Methoden, 2. Auf I. Leipzig u. Berlin: Teubner 1919. 

II. Graphische Integration und Differentiation. 
8. Grundgedanke der graphischen Integration. In einem rechtwinkligen 

Achsensystem (Abb.10) sei die X-Parallele y = e gegeben. Urn die Einheits
strecke links yom Ursprung 0 wird 
der "Polpunkt" P markiert und der 
"Richtstrahl" PA zum Schnitt A der 
Geraden y = emit der y-Achse ge
zogen. Die Tangente des Winkels 0 P A 
ist e. Die yom Ursprung parallel zum 
Richtstrahl PA gezogene Gerade Y = ex 
ist die Integralkurve der vorgelegten P 

Geraden y = e. Jede Ordinate Y der 
z 

Integralkurve ist das Integral fydx, 
Abb. 10. Graphische Integration von :y = c. 

o z 
die Differenz ihrer Ordinaten in x und a ist das Integral f ydx, weiter ist jede 
Ordinate von y = e die Ableitung Y' = e der Integralkurve. a 

9. Graphische Integration. Tangentenverfahren. Auf die im vorigen an
gegebene Weise integriert man die Abschnitte einer Stufenkurve, in welche 
man die vorgelegte Kurve y = t(X)3) verwandelt (Abb.11). Es geniigt, wenn 
die Kurve durch einzelne Ordinatenwerte oder graphisch gegeben ist, ihr ana
lytischer Ausdruck braucht 
nicht bekannt zu sein. 
Durch die Punkte AI' A 2 , 

As .. . zerlegt man die Kurve 
in monotone Abschnitte. 
In alle Extremstellen und 
Wendepunkte verlegt man 
Teilungspunkte, ebenso in 
die N ullstellen, da letzteren 
Maxima und Minima der 
Integralkurve entsprechen 
und diese sich sicherer 
zeichnen HiBt, wenn ihre P~---~;&-~---'------l--IJ.U."'Iufmrrl--
Extreme bekannt sind. 

In jedem Abschnitt 
AIA2 usw. zieht man eine 
Y-Parallele derart, daB die 

c., 
Abb. it. Konstruktion der Integralkurve nach dem Tangentenverfahren. 

1) A. BASCH, Ein rechnerisch-zeichnerisches Verfahren fur parabolische Ausgleichung. 
ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 2, S. 401. 1922. 

2) R. SCHUMANN, Uber das Zeichnen der Isogammen aus Schwerkraftsgradienten. 
ZS. f. Instrkde. Bd.46, S.25. 1926. 

3) Graphische Integration bei Polarkoordinaten behandelt F. A. WILLERS, Graphische 
Integration, S.41. Sammlung Goschen Nr. 801; Graphische Integration im logarithmischen 
Funktionsnetz gibt R. MEHMKE, Leitfaden zum graphischen Rechnen, S.142. 
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entstehenden Kurvendreiecke AIMN und NQA 2 flachengleich werden. Auf 
diese Weise konstruiert man zur gegebenen Kurve eine flachengleiche Stufen
kurve AIMQA2 usw., zu welcher leicht die Integralkurve gefunden wird. 

Wenn vermieden wird, daB durch eine Teilungsordinate die Kurve mehr 
als einmal geschnitten wird, gelingt es mit groGer Scharfe, die Kurvendreiecke 
flachengleich zu machen, das Auge ist fUr geringe Unterschiede kleiner Flachen 
empfindlich. Will man das bloGe Schatz en vermeiden, so findet man die Y-par
allelen Mittellinien durch eine sehr genahert richtige Hilfskonstruktion, welche 
fUr eine Parabel zweiter Ordnung streng richtig ist. Die graphische Integration der 
Stufenkurve mit den auf folgende Weise konstruierten Mittelordinaten ist eine 
graphische Anwendung der Simpsonschen Regel. Den Kurvenbogen AIA2 denkt 
man sich durch ein Stiick einer Parabel ersetzt, deren Achse parallel der X
oder der Y-Achse ist. 1m erst en Fall (Abb. 12) zieht man im Mittelpunkt C 
der Sehne AIA2 eme X-Parallele CD, teilt DC in drei Teile und zieht 1m 

ersten Teilungspunkt die Y-Parallele. 
mT1TT1mmrmmn=""Az 1st die Achse der Parabel parallel der 

Ordinatenachse (Abb. 13), dann er
richtet man im Halbierungspunkt C 
der Sehne Al A2 die Ordinate CD 
und die X-Parallele CN. Weiter sei 

AI DM = tDC. In M zieht man die 
Parallele zur Sehne AIA2 bis zum A, 

Abb.12. Konstruktion der Mit- Schnittpunkt mit CN, in welchem Abb.13. Konstruktion 
telordinate. Parabelachse hori- . Y 11 1 M' 11"' d M" I d" 

zontal. Punkt dIe -para e e ltte lllle er- Pa:~bel~t~~s~'v~~~i~~1. 
richtet wird. 

Die Ordinatenenden der Stufenkurve projiziert man auf die Y-Achse, die so 
entstehenden Punkte CI , C2 , C3 , ••• verbindet man mit dem Polpunkt P, welcher 
urn die Einheitsstrecke links von 0 gelegen ist. Die Geraden P cI , P c2 , ••• heiBen 
Richtstrahlen. Da OP == 1, ist die MaBzahl von OC I = Yl auch die Tangente 
des Winkels 0 P ci . Die Tangente der Integralkurve ] (x) hat YI als Richtungs
koeffizienten im Punkt Xl' da die Integralkurve zur Urkurve in der Beziehung 
steht: 

dJ(x) 
dx=Y' 

Die Tangenten der Integralkurve sind daher parallel den zugehorigen Richtstrahlen. 
Von 0 ausgehend, zieht man parallel zum erst en Richtstrahl PCI die Gerade 

OTI bis zum Schnitt mit der erst en Y-parallelen Mittellinie, von TI zeichnet 
man TI T2 parallel Pc2, und T2 ist der Schnitt mit der zweiten Mittellinie usw. 
(Abb. 11). BI , B 2 , B 3 , ••• sindPunkte derIntegralkurve. Wegen der angegebenen 
Beziehung zur Urkurve ist OTI die Tangente der Integralkurve in 0(= BI ), 

TI T2 die Tangente in B2 usw. Die Konstruktion lieferte auGer Punkten der 
Integralkurve auch die Tangentenrichtungen in diesen Punkten. Es ist nun 
leicht, die gefundenen Punkte BI , B 2 , B3 , ••• zu einem stetigen Linienzug, der 
Integralkurve, zu verbinden. Die Konstruktion der Integralkurve ist sehr sicher, 
man braucht nur wenig Teilungspunkte AI> A 2 , ••• anzunehmen. Die Er
hohung der Genauigkeit durch eine gro13ere Anzahl Intervalle geht durch Haufung 
unvermeidlicher Fehler wieder verloren. 

Wie oben im positiven Sinn der X-Achse, kann die Konstruktion auch in 
entgegengesetzter Richtung fortgefUhrt werden. Bei Integration tiber eine 
geschlossene Kurve integriert man wie besprochen tiber den oberen Teil der 
Kurve und setzt von der rechten Endordinate das Verfahren nach links tiber 
den unteren Teil der Kurve fort. 
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J ede Ordinate der Integralkurve gibt durch ihre MaBzahl den Flacheninhalt des 
Normalbereichs an, der begrenzt wird von der zugehorigen Ordinate der Urkurve, 
ihrer Anfangsordinate, dem dazwischenliegenden SHick der X-Achse und der Kurve. 

Eine Verschiebung des Polpunktes auf der X-Achse andert nur den MaB
stab der Ordinaten der Integralkurve. Rtickt man den Pol P in die doppelte 
Entfernung von 0 nach links, dann sinken alle Tangensfunktionen des Richt
btischels auf die Halfte ihres frtiheren Betrages, damit werden auch alle Ordinaten 
der Integralkurve halb so groB als frtiher. Durch passende Lage des Polpunktes 
erreicht man es, daB die Integralkurve in dem fUr die Zeichnung zur Verftigung 
stehenden Raum bleibt. 

10 

Beispiel. jlOlogxdx 
4 

graphisch zu bestimmen 
(Abb.14). Die Einheit der 
Ordinaten der Kurve 
y = lOlog x ist fUnfmal so 
groB als die der Abszissen 
genommen. Urn dies zu 
kompensieren, verlegen wir pL--!:_-!-_-:':-_':-~~~-'--::-_~~;;-<---::_~ 
den Polpunkt in die Ent
fernung 5 nach links. Statt 
die Ordinaten der Stufen-

10 

Abb.14. jlOlOgx dx. 

4 

kurve, deren MitteIordinaten mit der erst en der zwei angegebenen Hilfskon
struktionen gdunden wurden, auf die Y-Achse zu projizieren, wurde wegen 
Raumersparnis das Richtbtischel an der Ordinate von x = 4 gezeichnet. Man 
findet bei x = 10 als Endordinate der Integralkurve den Wert des zu suchenden 
Integrals mit 4,97. Direkte Berechnung ergibt 

10 

./lologx dx = [x lOlogx - MxJio = 4,986, 
4 

wo M = 0,4343. Der graphisch bestimmte Wert weicht urn 0,3 % ab. 
10. Teilung von FHichen. E=":~=--...:,A3 

Die Flache des N ormalbereichs 
der Kurve y = f (x) solI in 
flinf flachengleiche Teile ge
teilt werden (Abb. 15). Man 
konstruiert die Integralkurve, 
teilt ihre Endordinate in flinf 
gleiche Teile, zieht in den 
Teilungspunkten 1 bis 4 die 
X-Parallel en bis zum Schnitt 
mit der Integralkurve. Die 
Ordinaten in diesen Schnitt-
punkten 51 bis 54 teilen das p?-_______ ----;;-";---.Jc...L_.J..L--l...l.--..1_....l-

vorgelegte Kurventrapez in 
flinf flachengleiche Teile. 

Abb.15. Teilung eines Normalbereichs in flint gleiche Teile. 

11. Mechanische Hilfsmittel der graphischen Integration. Bei den Inte
graphen1) bleibt der Polpunkt auf der X-Achse urn die Langeneinheit links 

') A. GALLE, Mathematische Instrumente. S.154. Leipzig: Teubner 1912; E. PASCAL, 
I miei Integrafi. Neapel 1914, ins Deutsche i'lbersetzt von A. GALLE. ZS. f. Instrkde. 1922, 
S. 232, 253, 300 u. 326. 
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von den jeweils eingestellten Ordinaten der Urkurve y = I (x). Die Zahlen
werte dieser Ordinaten werden auf die Stellung eines Rades so iibertragen, 
daB die Steilheit tgiX der yom Rad gezeichneten Kurve in jedem Punkt gleich 
der Ordinate y der Urkurve ist, wenn der Fahrstift iiber letztere gleitet. Die 
Ordinaten von y = I (x) und der yom Rad gezeichneten Kurve Y = J(x) stehen 

in der Beziehung y = ~~, die yom Rad gezogene Kurve ist daher die Integral

kurve der urspriinglichen. PASCALS Integraphen losen auch bestimmte Typen 
von Differentialgleichungen und geben die reellen Wurzeln algebraischer Glei
chungen belie big hohen Grades. 

Lrber Planimeter findet man Ausfiihrliches bei A. GALLE (Math. Instrumente, 
S. 66) und in den Lehrbiichern der Geodasie l ). 

Einen sehr genaherten Wert von rydx erhiilt man schon, wenn man y = I (x) 
in Millimeterpapier zeichnet und die Quadratmillimeter der Flache abzahlt. 

12. Mehrfache graphische Integration. Bestimmung von statischen und 
Tdigheitsmomenten. Die graphische Integration der Integralkurve einer Funk
tion Y = I (x) liefert die zweite Integralkurve von I (x). Das statische Moment 
des Kurventrapezes (Abb. 16) beziiglich der Achse x = ~ ist 

o 

y y~ (x) ~ 
M(~) = f(~ -- x)ydx. 

y It-....... -....;x"----l 

x 
xx+clx x-4 

Abb. 16. Statisches Moment. 

Wegen 
o 

~ 

dM(~) =j,ydx 
dq , 

o 

ist M(~) die zweite Integralkurve von y = I (x), also 
~ ~ 

M(~) = f d~J ydx. 
o 0 

Die erste und zweite Integralkurve beginnen hier im Ursprung. Wenn die 
untere Integrationsgrenze x = a ist, beginnen beide Kurven im Punkt x == a 

p 1 
Abb. 17. Mehrfache graphische Integrat'on. Schwerpunktordinate. 

def X-Achse. Die MaBzahl 
jeder Ordinate (Abb. 17) 
der zweiten Integralkurve 
ist das statische Moment 
der links von ihr befind
lichen Flache des Kurven
trapezes beziiglich der 
Ordinate selbst als Achse. 
Die letzte Ordinate Y2 
miBt das statische Mo
ment der ganzen Flache 
beziiglich der Achse x = ~ . 
Das statische Moment 

der ganzen Flache beziiglich einer anderen Achse x = Xl ist 
~ 

M(Xl) = ((xl-x)ydx. 
(, 

1) HARTNER-DoLEZAL, Hand- und Lehrbuch der Nied. Geodasie. S.1053. Wien: 
Seidel 1921; JORDAN-REINHERTZ-EGGERT, Handbuch der Vermessungskunde. Ed. II, 
S.135. Stuttgart: Metzler 1914. 
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Da ~ 

dM(xl ) =fYdx 
dXI 

o 

von Xl unabhangig ist, muB M (Xl) eine line are Funktion von Xl sein, also eine 
; 

Gerade, deren Richtung gegeben ist durch f ydx, durch den Richtstrahl, der 
o 

zur letzten Ordinate der ersten Integralkurve gehOrt, in Abb. 17 als PQ ein
getragen. Die Parallele hierzu, welche man durch die letzte Ordinate der zweiten 
Integralkurve legt, in Abb. 17 die Gerade RS, stellt durch ihre Ordinaten die 
Werte von M (Xl) dar. Ihr Schnittpunkt 5 mit der X-Achse bestimmt jene 
Achse, beziiglich welcher das statische Moment der ganzen Flache Null ist, 
die Ordinate in 5 geht durch den Schwerpunkt der homogen vorausgesetzten 
Flache. ; 

AUfO 

Das Tragheitsmoment der Flache f ydx beziiglich der Achse X = ~ ist 
o 

; 

T (~) = J (~ - X)2 Y dx . 
o 

d~?) = 2 /(~ - x) ydx = 2M(~) 
o 

ist ersichtlich, daB man das halbe Tragheitsmoment durch Integration von M m 
erhalt, d. i. dadurch, daB man die Kurve y = j (x) dreimal graphisch integriert. 

Eine Verschiebung des Polpunktes P auf der X-Achse andert den MaBstab 
der Ordinaten der ersten Integralkurve. Urn die richtigen Werte der Ordinaten 
zu erhalten, miissen die abgelesenen mit einem Faktor p, multipliziert werden. 
Ahnlich sind die Werte der Ordinaten der zweiten Integralkurve mit einem 
Faktor p,2 zu multiplizieren, die der dritten mit p,3. 

13. Graphische Volumberechnung. Die Flache z = j(xy) sei durch ihre 
H6henschichtenlinien z = konst. graphisch gegeben. Man bestimmt durch 
graphische Integration den Flacheninhalt der einzelnen Rohenkurven z = konst. 
Die Endordinaten der Integralkurven tragt man als Ordinaten, die zugehorigen 
Hohen z als Abszissen auf und verbindet die Ordinatenendpunkte durch eine 
glatte Kurve, deren Integration einen genaherten Wert des Volumens ergibt. 
Auf diese Art bestimmen die Geographen die mittlere Rohe eines Gebirges l ). 

14. Hilfskonstruktionen zur graphischen Differentiation. Zu einer ge
gebenen Kurve Y = F (x) soIl jene gesucht werden, deren Integralkurve die 
gegebene ist. Die Ordinaten der gesuchten Kurve y = j(x) miissen in jedem 
Punkt gleich der Steigung Y' der gegebenen Kurve in der gleichen Abszisse sein. 

Eine Ungenauigkeit der Urkurve war auf die Konstruktion der Integral
kurve von geringem EinfluB, dagegen ist sie von erheblichem EinfluB auf die Zeich
nung der Differentialkurve, denn die Steigung der Urkurve wird ungenauer er
mittelt als bei der Integration die Lage der flachenteilenden Ordinaten. Fiir 
die Zeichnung der Integralkurve wurde die Urkurve durch Auswahl der Intervall
punkte A l , A 2 , ••• geteilt, hier ist es oft besser, zu Tangenten vorgegebener 
Richtung die Beriihrungspunkte aufzusuchen. Der Beriihrungspunkt wiirde durch 
Anlegen eines Lineals an die Kurve zu unsicher bestimmt, man bedient sich 
zu einer scharferen Festlegung einfacher Hilfskonstruktionen. 

I) C. RUNGE-F. A. WILLERS, Enzyklopadie d. Math. Wissensch. Bd. II C2, S.137. 
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a) Aufsuchung des Beriihrungspunktes einerTangente vorgegebener Richtung. 
In der Umgebung des Beriihrungspunktes zieht man eine Anzahl zur ge

wiinschten Tangentenrichtung paralleler Sehnen (Abb. 18). Ihre Mittelpunkte 
werden durch eine stetige Kurve verbunden und diese bis zum Schnitt mit der 
gegebenen Kurve fortgesetzt, der Schnittpunkt ist der Beriihrungspunkt. 

Abb. 18. Konstruktion des Beriihrungspunktes 
zu gegebener Tangentenrichtung. 

Abb. 19. Konstruktion des Beriihrungspunktes einer gegebenen 
Tangente. 

Eine andere Konstruktion ist folgende (Abb. 19): Man zieht durch Anlegen 
des Lineals in der Umgebung des gesuchten Beriihrungspunktes einige Tangenten, 
so daB ihre Schnittpunkte al' a2 , ••• mit der gegebenen Tangente t auf beiden 
Seiten des Beriihrungspunktes liegen. Von diesen Schnittpunkten tragt man auf 
den Tangenten eine beliebige konstante Strecke al bl = a2 b2 = ... immer nach 
derselben Seite auf und verbindet die Endpunkte bl , b2 , • •• durch eine stetige 
Kurve. Von dem Schnittpunkt b dieser Kurve mit der Tangente t tragt man die 
konstante Lange nach riickwarts ab und erhaIt so den Beriihrungspunkt a. 

b) Konstruktion der Tangente im gegebenen Beriihrungspunkt. 
Man legt durch den Beriihrungspunkt a (Abb. 20) Sehnen bla, b2 a, ... und 

tragt von den Endpunkten bl , b2 , ••• immer nach der einen Seite die gleiche 
t (beliebige) Lange d auf, 

die Endpunkte Cl , C2 , ••• 

verbindet man durch eine 
stetige Kurve. Diese wird 

~~~~§;;S;::======~~ durch den Kreis, der mit 
...: C6 a als Mittelpunkt und d 

Abb. 20. Konstruktion der Tangente im gegebenen 
Beriihrungspunkt. 

als Radius beschrieben 
wird, in einem Punkt c 
geschnitten, welcher ein 
zweiter Punkt der Tan
gente in a ist. 

15. Konstruktion der Differentialkurve. Zu einer Anzahl Kurvenpunkte 
A l , .A2 , As, ... konstruiert man mit der im vorausgehenden unter b) beschrie
benen Hilfskonstruktion die Tangentenrichtungen und zieht im Pol P die 
Parallelen oder man nimmt ein Richtbiischel und sucht nach a) die Tangenten 
der Urkurve, welche zu den Strahlen des Richtbiischels parallel sind. In den 
Schnittpunkten aufeinanderfolgender Tangenten T l , T 2 , ••• (Abb. 21) zieht 
man die Ordinaten, welche als Vertikalabschnitte der Stufenkurve dienen sollen. 
Die Steigung der gegebenen Kurve Y = F (x) ist die Ordinate der Differential
kurve y = t (x) in derselben Abszisse zufolge 

Y'=y. 
Extremen der Urkurve entsprechen Nullstellen der Differentialkurve, Wende
punkte der gegebenen Kurve entsprechen Extremstellen cler .abgeleiteten. 
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Der Richtstrahl PCI ist pararallel der Tangente in AI' OCI gibt den Wert von 
Y' im Punkte Al an, in CI = BI hat die Differentialkurve zu beginnen. Fiir diese 
zeichnEt man zuerst eine Stufenkurve. Man zieht in CI die X-Parallele bis zum 
Schnitt M 1 mit der Ordinate von T l' In der Rohe C2 (Steigung in A 2) fiihrt man 
die X-Parallele MIM2 zwischen den Ordinaten von TI und T2 usw. Die Schnitt
punkte cI = BI , B 2 , Bs . .. der X-Parallelen mit den Ordinaten der Abschnitts-

y 

IIsgegebene 
f(urvl? 

P~ _____ 1~ __ ~CT-~ __ ~ __ ~~~==~ __ -r __ -+ __ ~ ___ 
o 

c 

c 

Abb.21. Konstruktion der Differentialkurve. 

DiffirerTfial
kurve 

punkte AI> A 2, As, ... sind Punkte der Differentialkurve. Man verbindet sie durch 
eine glatte Kurve derart, daB die entstehenden Kurvendreiecke flachengleich wer
den, also BIMIRI = RIM~B2 usw. Die Konstruktion wird hier umgekehrt aus
gefiihrt wie bei der Zeichnung der Integralkurve mittels des Tangentenverfahrens. 

1m selben Verha.ltnis, wie die Differentialkurve zur Urkurve, steht die 
zweite Differentialkurve zur ersten. Bei ihrer Konstruktion k6nnen sich leicht 
Fehler haufen. 

AIle Zeichnungen wird man in MilIi
meterpapier durchfiihren. 

16. Konstruktion der Differentialkurve 
nach SLAByI). Die Differentialkurvewirddurch 
die Differenzenkurve ersetzt. Man ben6tigt 
keine Zeichnung der Richtstrahlen und der 
Stufenkurve. Die in Millimeterpapier gezeich
nete Kurve wird auf Pauspapier kopiert und, 
urn die kleine Strecke h auf der XAchse nach 
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rechts verschoben, wieder neb en die erste Abb. 22. Konstruktion der Differentialkurve 

Kurve gezeichnet. Die Differenzen der Or~ nach R. SLABY. 

dinaten der urspriinglichen Kurve weniger den Ordinaten der neuen Kurve 
tragt man wieder als Ordinaten auf, wobei man jede Ordinate urn die Strecke h 
auf der X-Achse nach links verschiebt. Die so entstandene Kurve entspricht 
auch der Lage nach sehr genau der Differentialkurve. Man sieht in Abb. 22, 

1) R. SLABY, ZS. d. Ver. d. lng. Bd. 58, S. 821. 1913; O. PROLSS, Graphisches Rechnen. 
S.102; RUNGE-WILLERS, Enzyklopadie d. Math. Wissensch. Bd. II Cz, S.139. 
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wie Extreme und Nullstelien der Differentialkurve Wendepunkten und Extremen 
der Urkurve entsprechen. Bei dieser Methode ist je nach Wahl der Strecke h 
der MaBstab der Differentialkurve ein anderer. Dieser HiBt sich aber leicht £est
stelien, indem man wie in Abb. 21 einen Punkt c des Richtbtischels zeichnet und 
die Strecke 0 emit der entsprechenden Ordinate der abgeleiteten Kurve vergleicht. 

Das Verfahren von SLABY ist besonders in folgendemFall empfehlenswert. Eine 
Funktion sei nur durchBeobachtungswerte gegeben, man legt durch die Endpunkte 
der Ordinaten eine glatte Kurve. Soli auch y' keine zu raschen Anderungen auf
weisen, so prtift man ihren VerIauf durch die Differentialkurve. Kleine Anderungen 
in der Linienftihrung der Urkurve machen den VerIauf der y' gleichformiger. 

17. Mechanische Hilfsmittel zur Konstruktion der Differentialkurve. Von 
Hilfsgeraten zur Konstruktion von Tangenten oder Normalen einer Kurve 
seien genannt das Spiegeliineal von RENSCHl), der Tangentenzeichner von 
PFLUGERl) und der Spiegelderivator von WAGENER2). 

Dber Apparate zur mechanischen Differentiation berichten GALLE3), CRANZ 
und HARLEN4). a f a f 

Die graphische Ermittlung partielier Ableitungen f)' B und des Gradienten 
einer Funktion z = f(xy) bespricht RUNGE6). x y 

18. Graphische Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung. 
Methode der Isoklinen. Methode der sukzessiven Approximation. Durch die 
Differentialgleichung erster Ordnung 

y' = f(x, y) 
ist jedem Punkt x, y der Ebene eine Richtung y' zugeordnet (Richtungsfeld). 
Die Punkte, in welchen y' einen konstanten Wert hat, y' = k, liegen auf einer 
Kurve f (xy) = k, welche Isokline oder Isogone heiBt. 

Zur Integration der Differentialgleichung zeichnet man mehrere Isoklinen 
f(x, y) = a, b, ... (Abb.23), tragt auf der Y-Achse die Strecken a, b, ... auf 

y 

_-J 

-------c 
p 

Abb. 23. Graphische Integration einer Differentiaigieichung erster Ordnung. 

1) R. MEHMKE, Leitfaden zum graphischen Rechnen, S.109. 
2) R. MEHMKE, Leitfaden zum graphischen Rechnen, S. 110; Phys. ZS. Bd. 10, S. 57. 

1909; ZS. f. Instrkde. Bd.29, S.122. 1909. 
3) A. GALLE, Mathematische Instrumente, S. 59. 
4) H. CRANZ U. H. HXRLEN, "Ober Apparate zur mechanischen Differentiation. ZS. 

f. Instrkde. Bd.45, S. 365. 1925. 
5) C. RUNGE, Graphische Methoden. 2. Aufi., S.104. 
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und verbindet ihre Endpunkte mit dem Polpunkt P, der urn die Einheitsstrecke 
links von 0 auf der X-Achse liegt. Die Richtstrahlen Pa, Pb, ... sind parallel 
den Richtungen Y' = a, b, ... auf den Isoklinen. 

Aus der Schar der Losungskurven der Differentialgleichung soH diejenige ge
sucht werden, welche durch den Punkt A der Isokline a geht. Man zieht in A 
die Par allele zum Richtstrahl Pa, etwa bis in die Mitte zwischen den Isoklinen a 
und b, bis zu einem Punkt M I , von diesem aus eine Gerade in Richtung Pb 
bis zu einem Punkt M2 in der Mitte zwischen den Isoklinen b und c usw. Wiirde 
man den Polygonzug AMIBM2C ... durch eine stetige Kurve derart ersetzen, 
daB sie durch A, B, C, .. , die Schnittpunkte des gebrochenen Zuges mit den 
Isoklinen, geht und dort die vorgeschriebenen Richtungen hat, d. h. AMI' M I M 2 , 

M2M3 zu Tangenten, so ware diese Kurve schon eine erste Naherungslosung l ). 

Doch wird man sie nicht zeichnen, sondern mit Hilfe der graphischen Methode 
der sukzessiven Approximation von RUNGE2) verbessern. Bezeichnet man 
mit Yl (x) die erhaltene Naherungsgleichung, so erhalt man als zweite Naherung: 

x 

Y2(X) =YA+II(x,Yl)dx. 
XA 

Die K urve, deren Ordinaten f (x, YI) sind, ist graphisch zu integrieren, 
muB also zuerst gezeichnet werden, sie heiBt die "Verwandelte"3) der Naherungs
losung YI (x). Die Ordinaten f (x, Yl) in den Abszissen der Punkte A, B, C, ... 
sind die Strecken a, b, e, ... , welche das Richtbiischel aus der Y-Achse aus
schneidet. Die X-Parallelen in den Hohen a, b, e, . " treffen die zugehorigen 
Ordinaten in den Punkten a', b' , e' , .. . , deren stetige Verbindung die Kurve 
Y = I[x, Yl(X)], ist. Sie wird nach dem Tangentenverfahren graphisch integriert. 
Die Integralkurve beginnt im Punkte A mit der Ordinate Y.{. Die erste Y-parallele 
Mittellinie schneidet die Gerade AMI, die Parallele zum erst en Richtstrahl Pa, 
in Mi, von diesem Punkt aus zieht man eine Gerade parallel zum Richtstrahl 
P b bis zur nachsten Y-parallelen Mittellinie, also bis M~. Die Gerade M~ M~ 
schneidet die Isokline b in B', welcher Punkt der zweiten Naherungs16sung 
der Differentialgleichung angehort. Auf die gleiche Weise findet man die Punkte 
C', D ' , .. : der zweiten Naherungs16sung. Letztere braucht man durch stetige 
Verbindung der Punkte A, B' , C', D' , . .. , mit Beibehaltung der Tangenten
richtungen AM~, M~M~, ... in diesen Punkten, noch nicht zu zeichnen, sondern 
man verbessert sie neuerlich auf die besprochene Art mit Hilfe von 

x 

Y3 (x) = YA + J I [x, Y2 (x)] dx, 
XA 

wobei man wieder die Kurve Y = I[x, Y2(X)] graphisch zu integrieren hat. Dieser 
und weitere Schritte gehen sehr rasch vor sich, da die Richtstrahlen und die 
X-Parallelen der Stufenkurve schon gezeichnet sind, es treten nur seitliche 
Verschiebungen der Punkte b' , e', d' , ... und der Y-parallelen Mittellinien ein. 
Das Verfahren wird fortgesetzt, bis mit Riicksicht auf die graphische Ge-

1) Eine Anzahl aquidistanter Ordinaten dieser Kurve sind brauchbare Anfangswerte 
fur numerische Methoden der Integration (Iteration, Summation) (Kap. 15, Zifi. 36). 

2) C. RUNGE, Jahresber. d. D. Math. Ver. Ed. 16, S. 270. 1907; Graphische Methoden, 
S. 107; R. MEHMKE, Leitfaden zum graphischen Rechnen, S. 107. 

3) Allgemein heiBt die Punkttransformation der Ebene, welche dem Punkt x, y den 
Punkt x = x, ji = 1 (x, y) zuweist, die "Verwandlung nach 1 (x, y)". 

Handbuch der Physik. III. 36 
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nauigkeit ein Lasungszug sich yom vorhergehenden nicht mehr unterscheidet. 
Dann ist '" . 

Yn (X) = Yn+ 1 (X) = YA + J f[x, Yn (X)] dx oder ~~ = t (X, Yn), 

d. h. Yn (X) ist die Lasung der Differentialgleichung. Man zeichnet sie durch 
stetige Verbindung der Punkte A, B(n), C(n), ... mit den durch die Geraden AM(~), 
M(~) M(~) usw. gegebenen Tangentenrichtungen. 

Aus dem Verfahren selbst wird man durch die Anderungen, welche die 
aufeinanderfolgenden Naherungen bewirken, iiber die Konvergenz und deren 
Bereich unterrichtet. Die analytische Bedingung der Konvergenz ist die Lip
schitzbedingungl), hier in der Form 

I t(x,Yn) - t(x,y) I < M 
Yn -Y , 

und der Bereich der Konvergenz ist begrenzt durch 

Mlx-xAI < 1. 

Diese Beschrankung des Bereiches start bei der Konstruktion nicht weiter. SoIl 
die Lasungskurve iiber ein graBeres Gebiet erstreckt werden, so teilt man dies 
in Abschnitte und konstruiert die Lasungskurve fiir den ersten Abschnitt. Der 
mit entsprechender Genauigkeit gefundene Endpunkt der Kurve im ersten 
Teilbereich wird wie oben der Punkt A sofort zum Anfangspunkt der Lasung 
im zweiten Teilbereich gemacht usf. 

Die rascheste Annaherung wird erzielt, wenn die Lasungskurve im Mittel 
parallel der X-Achse verlauft. Durch Drehung des Koordinatensystems in eine 
solche Lage fiihrt man raschere Annaherung herbei. Beim graphischen Ver
fahren ist man hier im Vorteil gegeniiber dem numerischen. Bei letzterem miiBte 
man, wenn ein ~, 1]-System an Stelle des x, y-Systems treten soll, die Differential-

gleichung ~~ = t(x, y) durch eine Zwischenrechnung in ~~ = cp(;, 1]) trans

formieren. Hier aber bleiben die Isoklinen und die L6sungskurve an ihrem 
Platze, nur die aus dem Richtbiischel ausgeschnittenen Ordinaten werden andere. 
In Abb. 23 lieBe sich rascheste Annaherung erzielen, wenn man das gestrichelt 
gezeichnete Achsenkreuz ;, 1] zugrunde legte. Die im ~,1]-System gefundene 
L6sungskurve ist auch die L6sung im X, Y-System, man braucht nur die Ordi
naten in diesem System abzugreifen. 

In singularen Punkten werden die Richtungen y' unbestimmt, es schneiden 
sich dort unendlich viele Isoklinen. Das Verhalten der Lasungskurven in der 
Nahe singularer Stellen bespricht WILLERS 2). 

Eine graphische Anwendung der numerischen Integrationsmethode 
von RUNGE-KuTTA gibt RUNGE 3). 

Die durch graphische Integration gewonnenen Ordinaten der Lasungskurve 
sind brauchbare Naherungen fiir numerische Methoden, mit denen die Lasung 
weiter angenahert wird. 

19. Graphische Integration von Differentialgleichungen zweiter und 
haherer Ordnung. Die im vorigen besprochene Methode der sukzessiven Approxi
mation ist auf Differentialgleichungen haherer Ordnung oder Systeme von Diffe
rentialgleichungen erster Ordnung anwendbar 4). Die graphische Anwendung der 

1) Vgl. Kap.9, Ziff. 1. 2) F. A. WILLERS, Graphische Integration, S. 55. 
3) C. RUNGE, Graphische Methoden, S.116. 
') C. RUNGE, Graphische Methoden, S. 121; R. MEHMKE, Leitfaden zum graphischen 

Rechnen, S. 132. 
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Methode von RUNGE-KuTTA auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung oder 
zwei erster Ordnung findet man bei RUNGEl). 

W. THOMSON 2) schreibt die Differentialgleichung zweiter Ordnung 

mit Hilfe von 

in der Form 

d2 y ( d Y) ax = t x,y, dx 

dy 
dx = tan <X , 

dx 
ds = cos <X , 

dlX 
ds 

1 
-- = cos3 <X t (x, y, tan <x). 
f! 

(1 ) 

Die Differentialgleichung zweiter Ordnung bestimmt flir jeden vorgegebenen 
Punkt und vorgegebene Tangentenrichtung den zugehOrigen Kriimmungs
radius. 

Der Anfangspunkt A und die Tangentenrichtung in A seien gegeben (Abb. 24). 
Mit (1) wird der Kriimmungsradius eA berechnet und im Punkte A nach GroBe 
und Vorzeichen senkrecht zur Tangente auf- y 
getragen. 1m Endpunkt M A als Mittelpunkt 
zieht man mit dem Radius M A A den Kreis
bogen AB. Wird ein zu groBer Bogen ge
zeichnet, ist die Naherung schlecht, bei zu 
kleinen Bogenlangen haufen sich wieder die 
Konstruktionsfehler. 

A 

Mit den Koordinaten von B und der 
Tangentenrichtung des Kreisbogens in B 
berechnet man aus (1) den Kriimmungs
radius eB, der in B auf der Normalen bis 

Abb. 24. Integration einer Differentialgieichung 
MB aufgetragen wird. Mit eB beschreibt zweiter Ordnung nach W. THOMSON. 

man den Kreisbogen Be, berechnet eo und 
erhaIt den Kriimmungsmittelpunkt Mo usw. Die Losungskurve laBt sich etwas 
verbessern. In der Abb.24 war der Radius AMA zu klein fUr den ganzen 
Kurvenbogen AB, der Radius BMB ist fiir denselben Bogen zu groB. Man 
tragt den mittleren Krummungsradius i (eA + eB) auf der Normalen in A auf 
und zieht mit ihm den Kreisbogen AE'. Der Punkt B' ist nur wenig von B 
verschieden. Mit dem Radius t(eA + eBI) zieht man wieder einen Kreisbogen AB" 
und setzt das Verfahren so lange fort, bis keine Andernng mehr eintritt. 

Diese Integrationsmethode wurde von THOMSON auf die Kapillaritats
gleichung und Spezialfalle des Dreikorperproblems angewandt3}. 

Uber mechanische Apparate zur Losung bestimmter Differentialgleichungen 
beliebig hoher Ordnung berichten GALLE4) und WILLERS5). 

Hinsichtlich der graphischen Behandlung partieller Differentialgleichungen 
findet man eine Literaturzusammenstellung von RUNGE-WILLERS in Enz. d. 

1) C. RUNGE, Graphische Methoden, S. 127. 
2) W. THOMSON, Phil. Mag. (5) Bd.34, S.443. 1892; Math. u. phys. papers Bd.4, 

S.516. 1910;R. MEHMKE, Leitfaden zum graphischen Rechnen, S. 139; C. RUNGE, Gra
phische Methoden. S. 119; F. A. WILLERS, Graphische Integration. S. 99. 

3) Literaturangaben in RUNGE-WILLERS Enzyklopadie d. Math. Wissensch. Bd. II C2, 
S.145. 

4) A. GALLE, Mathematische Instrumente, S. 161. 1912; ZS. f. Instrkde. 1922, S.232, 
253, 300, 326. 

5) F. A. WILLERS, Mathematische Instrumente, S. 108. 1926. 

36* 
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Math. Wiss. Bd. 2 C. 2, S. 159; Konstruktion von Potential- und Stromungs
linien, ferner der Greenschen Funktion nach RUNGE gibt WILLERS1). Uber 
mechanische Losung von Randwertaufgaben sei auf WILLERS, Math. Instrumente 
§ 20 und 21 verwiesen. 

Lit era t u r z u m A b s c h nit t II: R. MEHMKE, Leitfaden zum graphischen Rechnen. 
1924; C. RUNGE, Graphische Methoden. 2. Auf!. 1919; RUNGE-WILLERS, Enzyklopadie d. 
Math. Wissensch. Ed. II C 2; F. A. WILLERS, Graphische Integration. 1920. 

III. N omographie. 
a) Nomographische Darstellung funktionaler Beziehungen 

zwischen zwei Veranderlichen. 
20. Einleitung. Wahl des MaBstabes. Der Gegenstand der Nomographie 

ist die geometrische DarsteIlung funktionaler Beziehungen zum Zweck der Kon
struktion graphischer Rechentafeln. Die gebrauchliche DarsteIlung der Funktion 
y = t (x) als Kurve in kartesischen rechtwinkligen Koordinaten (MiIlimeter
papier) ist schon eine graphische Rechentafel. Zum Punkt x der Abszissen
achse wird der zugehorige Funktionswert y gefunden, inclem man in x clie Y
ParaIlele bis zum Schnittpunkt mit cler Kurve zieht, von hier clie X-ParaIlele 
bis zur Y-Achse, wo der y-Wert clurch Interpolation zwischen die Teilungs
punkte der Ordinatenachse gewonnen wird. Der umgekehrte Weg fUhrt von 
gegebenem y zum zugehorigen x. 

Eine so1che Kurve hat als Rechentafel auBer Mangeln, iiber die in der 
folgenden Nummer gesprochen wird, noch den Nachteil, daB die Genauigkeit 
der Ablesung je nach der Steigung der Kurve eine verschiedene ist. 1m Durch
schnitt kommt eine so1che Rechentafel bei handlichen Dimensionen an Genauig
keit etwa einer dreisteIligen Logarithmentafel gleich. Durch VergroBerung des 
MaBstabs, wobei man ferner nur den in Betracht kommenden Teil der Kurve 
zeichnet (Unterdriickung des Ursprungs), Hi.Bt sich die Genauigkeit natiirlich 
erhohen. 

Unter Ma13sta b solI die Lange der Einheitsstrecke auf einer Koordinaten
achse verstanden sein. Auf den zwei Koordinatenachsen braucht der MaBstab 
nicht gleich zu sein. Wenn er auf der X-Achse festgesetzt ist, kommt man durch 
folgende Betrachtungen zur Wahl des giinstigsten MaBstabs der Ordinaten. Mit 
freiem Auge wird die Lange einer Strecke an der Mi11imeterteilung bis auf 0,1 mm 
genau abgemessen. Der Schwellenwert LI x, der fUr zwei benachbarte Punkte noch 
zu verschiedenen MaBangaben fiihrt, betragt also LI x = 0,1 mm. Die Lange der Ein
heitsstrecke auf der X-Achse sei II = 1, die der Ordinaten sei', in derselben Einheit 
gemessen, gleich l2 = 2, die Ordinaten haben daher in Einheiten der Abszissen die 
Lange y = 2/(x). SoIl der Schwellenwert Lly seinem Zahlenwert nach dem gerade 

noch merkbaren Zuwachs LI x entsprechen, so muB wegen ~ ~ = A f' (;;:) = 1 

(I' (x) =1= 0) 

sein. Die Kurve steigt unter 45 0 an. Dies 2 ist der giinstigste MaBstab fUr 
einen kleinen Bereich der y, we1che zu Abszissen in der Umgebung von x ge
horen. SoIl die Rechentafel aus einem langeren Kurvenstiick bestehen, wird 
man abschnittsweise einen so1chen MaBstab wahlen, daB die Kurve in jedem 
Abschnitt genahert unter 45 0 ansteigt. 

1) F. A. 'VILLERS, Graphische Integration, S. 104. 
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Abb.25 zeigt eine solche MaBstabanderung bei der Konstruktion einer 
Quadrattafel y = x 2• Mit Unterdruckung des Nullpunktes ist die Kurve zwischen 
x = 1 und x = 4 mit einem 
solchen MaBstab der Ordinaten 100 

gezeichnet, daB sie fUr x = 2,5 90 

unter 45 0 ansteigt. Also, da 80 

II = 1 cm, mit 

I 11 
2 = f (2,5) = 0,2 cm. 

Zwischen x = 4 und x = 10 
ist der MaBstab I2 der Ordinaten 

70 

60 

50 

'10 

30 
so gewahlt, daB die Kurventan
gente bei x = 7,5 die Neigung ~~ 
45 0 hat, also 

I 11 1 
2 = f' (7.5) = 15 cm. 

1# 

12 
10 
8 
6 

Die Zeichnung ist als Quadrat- 'I 

tafel der Zahlen von 1 bis 10 ~, 
brauchbar und zum Quadrat
wurzelziehen aus den Zahlen 1 

,/ 
/' 

2 

7 
V 

/ 
}7 

/ 
/ 

/ 
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/ 
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/ 

J Ii 7 8 9 70 

Abb. 25. Quadrattafel. MallstabKnderung. 

bis 100, fUr alle ubrigen Zahlen durch Multiplikation mit einer passenden 
Potenz von 10, eine bemerkenswerte Eigenschaft der Potenzfunktion. 

Die gew6hnliche Darstel- logx Y 
lung von y = x 2 durch eine 10,0 

Parabel fUr x = 1 bis x = 10 9,0 

hatte einen rechteckigen Be- 8,0 

reich, zehnmal so hoch als breit, 7,0 
verlangt,dieAblesungnaheden 6,0 
Randern ware sehr ungenau. 5,5 

21. Die Funktionsskala. 5,0 

Zur Konstruktion einer gra- 11,5 
11;0 phischen Tabelle fUr y = lOlogx 3,6 

U," 

U,1f 

, 

, 

U," 

0'1 r- / 
/ 

/ 

/ 
./ / ./ 

/' 7 /' 

/ 
/ / 
./ / 

/ 
/ 

/ / 

wird die Kurve in Millimeter
papierl) gezeichnet (Abb. 26), 
die Einheitsstrecke der x ist 
1 cm, die der y aber 10 cm. 
Logarithmen anderer Basis 
haben in diesem System nur 
eine andere Lange der Ordi-

3,2 
J,O 
2,8 
2,6 
2,11 
2,2 
2,0 
1,9 

1,7 

1,5 
naten. Bei EinfUhrung eines 
solchen MaBstabs, daB die 1,3 

Strecke 10 cm der Ordinaten 1,1 

statt der Zahl1 der Zah12,3026 1,0 
entspricht, sind die Ordinaten 
derselben Kurve die natur

, 

V ~ 
t---

I 0,1 
t---

I I I I I 
, 1 2 3 'I 5 6 7 9 1f 

I 
2 3 5678910 

Abb. 26. Konstruktion der Funktionsskala y = "log x. Anamorphose. 

lichen Logarithmen. 
Die Abbildung ist eine graphische Rechentafel, ein "Nomogramm", sie 

ersetzt eine dreistellige Logarithmentafel. Fur x = 4,65 z. B. liest man den 

1) Urn die Deutlichkeit des Bildes zu erhCihen, wurde bei dieser und spateren Abbildungen 
das Millirneternetz nicht rnitgedruckt. 

x 
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Logarithmus 0,667 abo Hierbei sind zwei Interpolationen auszufiihren, und der 
Blick muB zweimal iiber groBere Strecken im Koordinatenrietz des Millimeter
papiers gefiihrt werden, wobei ein Gleiten in eine benachbarte Masche des Netzes 
leicht moglich ist. In der Zeichnring ist viel Raum iiberfliissig. Zusammen
gehorige x- und y-Werte werden auf die Kurve projiziert, welche ein eindimensio
nales Gebilde ist, wahrend man bei dieser Darstellung im Zweidimensionalen 
operiert. Zu einer einfacheren Gestalt der graphischen Tabelle kommen wir 
folgendermaBen. Fiir runde x-Werte 1,0, 1,1, 1,2, ... projiziert man die zu
gehOrigen Kurvenpunkte auf die y-Achse. Die MaBzahl der Entfemung jedes 
Punktes der Ordinatenachse vom Anfangspunkt stellt den l010gx dar. Diese 
Punkte werden nun nicht mit den y-Werten, die sie darstellen, beschrieben, 
sondem mit den zugehorigen Argumenten X. SO gelangt man zur Funktions
skala, hier speziell zur logarithmischen Skala. 

Das Wesen der Funktionsskala ist: auf einer Geraden werden vom Anfangs
punkt die Strecken y = t (x) abgetragen, man bezeichnet sie aber nicht mit 
den Werten der Funktion, sondem der zugehorigen x, so daB der Punkt x den 
Endpunkt der Strecke t (x) markiert, wie bekanntlich beim logarithmischen 
Rechenschieber der mit a bezifferte Punkt die Strecke l010ga begrenzt. Der 
Vorteil dieser Einrichtung ist, daB man alle Operationen, welche man an den 
mit x bezifferten Strecken ausfiihrt, schon an den zugehorigen Strecken t (x) 
durchfiihrt. 

Markiert man an dem einen Dfer der Geraden die mit x beschriebenen 
Strecken der y-Werte, am anderen Dfer die mit y beschriebene gleichmaBige 
Skala der, Y-Achse (Abb. 26) 1), dann erhalt man die eine graphische Tabelle 
in der einfachsten Form darstellende Doppelskala, hier der logarithmischen 
(Abb.27), an welcher man den Wert des lOlogx zu gegebenem x abliest und 
umgekehrt. Die Bezifferung wird so eng vorgenommen, daB zwischen die 
Teilungspunkte nur linear interpoliert zu werden braucht. 

y x Diese Doppelskala entstand durch Aneinanderlegen einer un-
'1,0 10 gleichf6rmig geteilten und einer gleichf6rmigen Skala. Eine Doppel-
0,9 ; skala kann auch gebildet werden durch Nebeneinanderlegen zweier 

7 ungleichformiger Funktionsskalen y = t (x) und z = g (x), jede mit 
48 6 den zugehorigen x-Wert en beschrieben. Der Wert x, welcher in 
47 5 beiden Skalen denselben Punkt bezeichnet, ist die Wurzel der Glei-

0,6 
'I chung t (x) .- g (x) = 0. Man kann weiter zwei Funktionen verschie-

0,5 J 

0,3 Z 

0,1 

0,0 1 
Abb.27. 

Logarithmische 
Doppelskala. 

dener Argumente zu einer Doppelskala verbinden, Z. B. die Skalen 
If? (tX) und 'IjJ (fJ). In diesem F alle bedien t man sich praktisch einer 
gleichformigen Verbindungsskala. 

sin (X = 1,5sinfl 
0 10 ZO JO '10 ~o I ~o j f,~~.9Dcc I ' , I i i i 

I I I I I I I I ~'! IU 
0,0 0,2 0,1' 0,6 0,8 7,0 1,2 
I i I I i I I i 

I ;0 'i010fl 0 10 20 .10 '10 50 60 

Abb.28. Brechungsgesetz. 

Beispiel. Die Brechung eines Lichtstrahls folgt beim Ubergang von Luft 
in Glas dem Gesetz . N - 1 5 . fJ Sln",,- ,SIn. 

Eine dritte Veranderliche u wird eingefiihrt mittels sintX = 1,5sinfJ = u (Abb. 28). 
Man zeichnet mit der Langeneinheit von 5 cm die regelmaBige Skala u,ober-

1) Uber die weiteren Konstruktionen in Abb.26 s. Ziff.24. 
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halb dieser in gleichem MaBstab die Funktionsskala sin 1X = u, welche mit 
1X in Graden beschrieben wird; unterhalb der u-Skala im selben MaBstab die mit 
fJ zu beschreibende Skala u = 1,5sinfJ. Diese ist urn die Halfte langer als die 
der IX. Winkeln fJ> 41 °,8 steht kein 1X gegeniiber (Totalreflexion). Direkte 
Verbindung der 1X- und fJ-Skalen laBt zusammengehOrige Einfalls- und Brechungs
winkel ablesen. 

22. Der Rechenschieber. Wenn die Anfangspunkte zweier nebeneinander
liegender Funktionsskalen IP (1X) und 'IjJ (fJ) gegeneinander verschoben sind, ent
spricht diese Lage einer funktionalen Beziehung: 

IP(IX) = 'IjJ(fJ) + C. 

Darauf beruht die Verwendung der Rechenschie ber, insbesondere des logarith
mischen1). Der letztere ermoglicht bei Ausgleichsproblemen, oder wenn sonst 
in einem Problem Naherungswerte der Losung bekannt sind und deren Ver
besserungen berechnet werden sollen, eine wesentliche Erleichterung und Ab
kiirzung des Rechenvorgangs. 

Die Genauigkeit des logarithmischen Rechenschiebers ist bei der Lange 
der logarithmischen Skala von 25 cm etwa 0,1 %. Zur ErhOhung der Genauig
keit hat man verschiedene Wege eingeschlagen. Eine zu groBe A:usdehnung 
der Skalenlange ist nicht praktisch, die Skalen sind schwer wirklich kongruent 
herzustellen und erleiden durch die Luftfeuehtigkeit Verzerrungen und Ver
biegungen. Man kann mit der Lange der logarithmisehen Skala nicht iiber 
50 em hinausgehen, dann ist der Reehensehieber noeh handlich. Weiter hat 
man die Skalen geteilt und getrennt untereinander angebraeht, die erste Skala 
ist von 1 bis vio beziffert, die zweite von YlO bis 10, dadureh sind auf einem 
Rechensehieber von 25 em Lange 50 cm lange Skalen untergebraeht (System 
Prazision). Beim Columbus-Kalkulator ist die Skala von 160 em Lange in 
10 Teilen abgesetzt, die untereinander angebraeht sind, die Genauigkeit ist die 
einer vierstelligen Logarithmentafel. Bei den Reehenseheiben sind dieSkalen 
auf den Peripherien konzentriseher Kreise aufgetragen. Die Lange einer Skala 
ist 3,14mal der des Durehmessers, der ganze Apparat braueht nicht groB dimen
sioniert zu werden. 

Die Rechenrader sind Seheiben von gleiehem Radius, auf der gleichen 
Aehse gegeneinander drehbar angebracht; sie tragen die Skalen auf ihrer Mantel
Wi.ehe. 

Bei den Reehenwalzen sind entweder mehrere Skalen abgeteilt auf dem 
Mantel eines Zylinders angebracht oder sie sind kontinuierlieh als Schrauben
linien auf dem Mantel gefiihrt. Solche sind von BILLETER, NESTLER, THACHER 
usw. konstruiert, haben Skalenlangen bis 15 m mit der Genauigkeit einer fiinf
stelligen Logarithmentafel. Die handliehste Type eines zylindrisehen Reehen
sehiebers mit Sehraubenlinien als Skalentragern ist der Otis King's Patent 

1) Literatur uber den Rechenschieber: A. GALLE, Mathematische Instrumente. 
Leipzig u. Berlin: Teubner 1912; E. HAMMER, Der logarithmische Rechenschieber und sein 
Gebrauch. 3. Auf I. Stuttgart 1908; A. ROHRBERG, Theorie und Praxis des logarithmischen 
Rechenstabes. Leipzig u. Berlin: Teubner 1925; C. RUNGE-H. KONIG, Vorlesungen uber nume
risches Rechnen. Berlin: Julius Springer 1924; H. v. SANDEN, Praktische Analysis. 2. Auf I. 
Leipzig u. Berlin: Teubner 1923; L. V. SCHRUTKA, Theorie und Praxis des logarithmischen 
Rechenschiebers. Leipzig u. Wien: Deuticke 1911; F. A. WILLERS, Mathematische Instru
mente. 1926. Sammlung Goschen Nr.922. 

Deutsche Rechenstabfabriken: Dennert & Pape, Altonaa. d. Elbe. - A. W. Faber, 
Stein bei Numberg und Heroldsgrun in Oberfranken. - Koch, Huxhold u. Hannemann, 
Hamburg. - Albert Nestler, Lahr i. Baden. - R. ReiB, Liebenwerda (Sa.). - Schacht 
& Westerich, Hamburg. - K. Schuster, Kaindorf b. Hartberg (Steierm.). - Gebr. Wich
mann, Berlin. 
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Calculator1). Bei einer Skalenlange von 165 cm ist das Resultat einer einfachen 
Rechnung auf vier Stellen genau abzulesen; der Durchmesser des Zylinders 
ist 2,5 cm, die Rohe 15 cm. 

23. Krummliniger Skalentrager. Der Trager einer Funktionsskala braucht 
nicht wie in Ziff. 21 eine Gerade zu sein, er kann allgemein irgendeine Kurve 

y 
t 

y 

sein. Die Gleichung der Kurve (Abb. 29 
schema tisch) sei in Parameterform: 

y=1jJ(t). 

Zu einem Wert t gehort ein Wertepaar x, y 
und damit ein Punkt in der Ebene. Werden t 
fortlaufende Werte erteilt, dann beschreibt 
der Punkt x, y die Kurve, den krummlinigen 
Skalentrager. Seine Gleichung y = f (x) er

--=+--'x:!..---L---------vx halt man durch Elimination von taus den a zwei obigen Gleichungen. Die Bezifferung 
der Skala geschieht, indem man zu runden, 

aquidistanten Werten t die zugehorigen x, y berechnet und die sie darstellen
den Punkte auf der Kurve markiert und mit den zugehorigen t-Werten be
schreibt. 

Abb.29. KrummJiniger SkaJen trager. 

Die Gleichung der Kurve braucht man zur Konstruktion der Skala nicht zu 
kennen, die Elimination von t wird meist nicht oder nur schwer durchfiihrbar 
sein. Man berechnet zu engeren t-Werten die x, y-Punkte, tragt sie im x, y
System auf und verbindet sie durch eine glatte Kurve. 

24. Das Funktionsnetz. Die Anamorphose. In Abb. 26 muBte die logarith
mische Kurve punktweise gezeichnet werden. Die Konstruktion wtirde sehr 
vereinfacht, wenn durch eine Verzerrung der Ebene die Kurve zu einer Geraden 
gestreckt werden konnte. Diese Verzerrung, die "Anamorphose", wird aus
gefiihrt, indem man Anfang und Ende der Kurve durch eine Gerade verbindet 
und jeden Kurvenpunkt durch eine X-Parallele auf diese Gerade projiziert. 
Die so erhaltenen Punkte der Geraden werden auf die X-Achse projiziert, auf 
der eine logarithmische Teilung entsteht (in Abb. 26 unterhalb der X-Achse 
gezeichnet). Wenn im rechtwinkligen Koordinatensystem die Y-Achse regel
maBig geteilt ist, die X-Achse aber nach der logarithmischen Funktionsskala, 
so ist in diesem anamorphosierten Netz die logarithmische Kurve zu einer Geraden 
gestreckt. Die Marken der X-Achse grenzen die Strecken logx ab, sind aber 
mit x beziffert. 

Man operiert in einem solchen Netz wie im regelmaBigen kartesischen. Auf 
der X-Achse wird der mit x beschriebene Punkt (der die Strecke logx markiert) 
aufgesucht, seine Ordinate gibt einen bestimmten Punkt der Geraden, dieser 
wird auf die Y-Achse projiziert und man liest dort den Wert y, d. i. logx abo 
Von einem y-Wert ausgehend, findet man umgekehrt auf der X-Achse den zu
gehorigen Numerus. 

LALANDE2) hat bei der Geradstreckung der Ryperbeln xy = konst. im 
logarithmischen Netz den Begriff der Anamorphose entwickelt. Sind im kar
tesischen Koordinatensystem eine oder beide Achsen nach Funktionsskalen 
geteilt, z. B. nach f (x) bzw. g (y), die aber mit x und y beschrieben sind, dann 
liegt ein "anamorphosiertes kartesisches Netz" vor. In jedem solchen Netz 
gehen gewisse Kurven in Gerade tiber, die man ebenso zeichnet (aus 2 Punkten 

1) Hergestellt von Carbic Limited. London. 
2) Ann. des Ponts et Chauss. 1896. 
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oder 1 Punkt und Richtung) und mit denen man genau so operiert wie mit 
Geraden im regularen kartesischen N etz. 

Urn im Funktionsnetz rasch zu arbeiten, muB man sozusagen vergessen, 
daB die Achsen ungleichfOrmige Teilungen tragen. Die Bezifferungen x und y 
auf den Achsen begrenzen die Strecken ~ = t (x) und 1) = g (y); die Gleichung 
der Geraden ist 1) = IX + b ~ oder g (y) = g (a) + b f (x), wo g (a) = IX gesetzt 
ist. Bei einiger -obung sieht man von der UngleichfOrmigkeit der Teilungen 
ab und liest die Gleichung der Geraden in der Sprache der Anamorphose als 
y = a + bx, womit man zur vollen Ausniitzung der Vorteile des Funktions
netzes gelangt. 

25. Das halblogarithmische Netz. Darstellung von Exponentialkurven 
durch Gerade. Durch die Anamorphose ging in Abb. 26 die Kurve y = lOlogx 
oder lOY = x in eine Gerade iiber. Vertauscht man die Bezeichnung der Achsen 
oder bringt man auf der X-Achse regulare Teilung, auf der Y-Achse Bezifferung 
nach einer logarithmischen Skala an, dann werden in diesem Netz die Kurven 

y = IXe(ix lOlogy = lOlogIX + fJMx (M = lOloge = 0,4343) (1) 
y = a 10bx lOlogy = lOloga + bx I 
y = mqX lOlogy = lOlogm + x. lOlogq 

zu Geraden gestreckt. Als Typus dieser Exponentialkurven betrachten wir die 
dritte Form lOlogy = lOlogm + x 10logq, in der Sprache der Anamorphose wird 
diese Gleichung gelesen als 

y=m+qx, (2) 

wobei man mit den ungleichen Bezifferungen auf der Y-Achse wie mit gleich
maBigen verfahrt. Die in Millimetern gemessenen Koordinaten wiirden einer 
Gleichung 1) = ~l + 'Y ~ geniigen, wobei 

~ = X, 1) = lOlogy, ~ = 1°logm, 'Y = 1°logq 
gesetzt sind. 

Ein Koordinatenpapier mit regelmaBiger X-Teilung und logarithmischer 
auf der Y-Achse ist auf Vorschlag von R. MEHMKE von der Firma Schlei
cher & SchiilP) unter Marke Nr. 3671/2 gedruckt in den Handel gebracht, es 
heiBt halblogarithmisches oder einfach logarithmisches Papier. Die Einheits
strecke ist auf beiden Achsen 25 cm. Zum Einzeichnen der Geraden (2) in 
dieses Netz konstruiert man sie wie im regelmaBigen kartesischen Netz. Die 
Ursprungsordinate ist m, man markiert auf der Ordinatenachse den Punkt mit 
der Bezifferung m, seine Ordinate ist logm. Die GroBe q ist Richtungstangente, 
man tragt sie als Ordinate im Punkte x = 1 auf (in Millimetern gemessen ware 
sie logq), verbindet den Punkt 1, q durch eine Gerade mit dem Ursprung 0,1 
und zieht durch den Punkt m der Y-Achse die Parallele, welche Gerade in dem 
Netz die Exponentialkurve y = mqX darstellt. 

Sicherer wird die Gerade mittels zwei ihrer Punktekonstruiert. 
Beobachtungswerte y, bei welchen man vermutet, daB sie einem Exponential

gesetz gehorchen, tragt man als Ordinaten zu den zugehorigen x in das halb
logarithmische Netz ein und versucht, ob die Ordinatenendpunkte auf einer 
Geraden liegen. 1st dies genahert der Fall, dann greift man die Ursprungs
ordinate m und die Richtungstangente q aus der Zeichnung ab und hat damit 
die zwei Konstanten der Gleichung y = mqx. Wenn scharfere Bestimmung 
erwiinscht ist, dann legt man die graphisch erhaltenen Werte als Naherungs
werte einer Ausgleichung 2) zugrunde. 

") Diiren im Rheinland. 2) Kap. 13, Ziff. 14. 
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BeispieP). Eine Leidener Flasche wurde durch einen Leinenfaden langsam 
entIaden. Es wurde folgende Abnahme des Potentials V mit der Zeit t beobachtet: 

t in Sekunden I 0 
V in Volt I 1640 

30 I 
1350 

60 
1120 

90 
930 

120 
780 

150 
660 

180 
550 

Die Auftragung dieser Werte wiirde zwei der kongruenten Felder des Netzes 
verlangen. Man k6nnte mit einem Feld ausreichen, wenn man fUr die drei ersten 
V-Werte auf der Ordinatenachse die Bezifferung 1000 bis 10000 ausschreiben 
wiirde, fUr die vier folgenden aber eine zweite Bezifferung 100 bis 1000. Die Ge
rade, welche unten aus dem Netz herausfUhrt, wiirde in derselben Abszisse 
wieder am oberen Rand mit der gleichen Richtung beginnen. Man reicht aber 
mit einem Netz aus, wenn man aIle Ordinaten durch 2 dividiert. Dies fUhren 
wir aus und schreiben die entsprechende Bezifferung an die Y-Achse (Abb. 30) 2). 
An der Gleichung V = Vo' qt wird dadurch nichts Wesentliches geandert, 

1000 

900 

"'" 
BOO 

700 

50 

~ , 
~ 0 ......, 

~ 0 

~ 
J'.. 0 

" 

600 

'10 

30 

0 2.5 0 30 60 90 1Z0 1.50 180 

Abb. 30. Darstellung der Exponentialfunktion als Gerade im 
halblogaritbmischen Netz. 

V und Vo sind in Einheiten von 
2 Volt gemessen, t und die Rich
tung q der Geraden bleiben unge
andert. Mit Riicksicht auf die 
neue Bezifferung der Ordinaten 
ware die abgegriffene Richtungs
konstante q mit 2 zu multiplizie
ren. Diese Bestimmung von q ist 
aber zu ungenau. Man gewinnt sie 
besser aus einem zweiten Punkt 
der Geraden, welche man durch die 
Beobachtungswerte der Ordinaten 
gelegt hat, und findet zu x = 180 
die Ordinate 273 oder 

wobei Vo = 820 schon in der neuen Einheit von 2 Volt angegeben ist. Logarith
mische Rechnung ergibt q = 0,994, so daB die Entladung der Leidener Flasche 
sehr genahert dem Gesetz 

v = Vo· 0,994t 

folgt, d. h. das Potential vermindert sich pro Sekunde urn 0,6% seines jeweiligen 
Werts zu Anfang der Sekunde. ' 

Wenn eine Erscheinung nach einer e-Potenz 

y = IX ePl1J 

abklingt, hat die Gerade, welche die Beobachtungswerte verbindet, im halb
logarithmischen Netz die Ursprungsordinate IX und die Richtungskonstante 
q = efJ. 

26. Das logarithmische Netz. Darstellung von Potenzkurven als Gerade. 
Hier tragen beide Koordinatenachsen logarithmische Teilung im gleichen MaB
stab. Bei dem von Schleicher & Schiill 3) unter Nr. 3751/ 2 gedrucktem logarith-

1) P. LUCKEY, Einfiihrung in die Nornographie, Bd. II, S.16. 1920 (II. Auf!. 1927, 
S.28); MtiLLER-POUILLET, Lehrbuch der Physik. 10. Aufl., Bd. IV 1, S.287. 1909. 

2) Urn Raurn zu sparen, wurde nur der fiir die Zeichnung der Geraden in Betracht 
kornrnende Teil des Netzes in der Abbildung gedruckt. 

3) Diiren irn Rheinland. 
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misehen Netz, welches aueh doppeltlogarithmisches genannt wird, ist die Ein
heitsstreeke auf beiden Aehsen 25 em. Die Gerade in diesem Netz hat in der 
Spraehe der Anamorphose die Gleichung: 

y=a+bx. (3) 

Wenn die Koordinaten in Millimetern unter Berucksichtigung des MaBstabes 
gemessen werden, hat die Gerade, da die Punkte x und y auf den Aehsen die 
Strecken lOlogx und lOlogy abgrenzen, die Gleichung 

lOlog y = lOlog a + b lOlog x 
oder (3') 

Das logarithmische Netz streckt die Potenzkurve gerade. Der Ursprung ist 
mit 1,1 beziffert. FUr x = 1 ist nach (3') y = a, die Konstante a wird also 
wieder als Ursprungsordinate abgegriffen. Die Richtungstangente b ist hier 
im selben Sinn wie im kartesischen Netz zu verstehen, sie ist die Tangente des 
Winkels, den die Gerade mit der positiven X-Richtung bildet. Man gewinnt 
sie, indem man einen Y-Zuwachs durch den zugeh6rigen 11 11 1213111 1S 17 2 
X-Zuwachs, beide in Millimetern gemessen, dividiert, oder 
man rechnet sie mit Hilfe. der graphisch gewonnenen 9 I 
Koordinaten eines zweiten Punktes der Geraden. 8 

1m logarithmischen Netz erscheinen alle Potenzfunk
tionen, auch die mit gebrochenem Exponenten, als Gerade. 7 

Von Schleicher & Schull wurden weiter Funktions
netze mit den Teilungen log sin x und logtanx mit der 6 

~ 

Bezifferung x in Geraden hergestellF). 
Beispiel. Versuche O. LUMMERS 2) uber die Ab- 5 

hangigkeit der absoluten Temperatur T des Kohlefadens 
einer Gluhlampe und der von der Oberflache 1 cm 2 in II 

1 Sekunde ausgestrahlten Energie 5 (gemessen in Gramm
kalorien) hatten folgendes Resultat: 

T 1309 1 1471 1490 1565 1611 1680 
S i 2,138 i 3.421 : 3,597 I 4,340 I 4,882 I 5,660 

3 

Es werden 1~0 als Abszissen, 5 als Ordinaten in das 

logarithmische Netz eingetragen (Abb.31). Die Punkte 
liegen sehr nahe auf einer Geraden, deren Ursprungs- Z 

ordinate 0,725 ist. Man erh1ilt letztere, da die Gerade aus 
dem Feld heraustritt, durch Parallelverschiebung, wobei 
man im oberen Teil der Figur die angesehriebene Be- 1, 
zifferung durch 10 zu dividieren hat. Die Steigung der 
Geraden ist 3,96 oder nahe gleich 4. Die Strahlung des 
Kohlefadens genugt also sehr nahe dem Stefan-Boltz-

5 

r- _.-

f 
II 
II 

/ 

V 

II 
V 

mannschen Gesetz: _ . (~)4 
5 - 0,725 1000 . 1 1 1,1 1,2 1,31,'1 1,5 1,7 2 

Abb. 31. Darstellung der 

Das Beispiel wird in Kap. 13, Ziff. 18, weiter behandelt. Potenzfunktion im logarith-
mischen N etz. 

1) Ein Verzeichnis der von Schleicher & Schull, Duren im Rheinland, gedruckten 
graphischen Papiere gibt W. GROSSE, Graphische Papiere und ihre vielseitige Anwendung. 
Duren 1917; weiter P. SCHREIBER, Grundzuge einer FHichennomographie, Bd. I u. II. 
Braunschweig 1921-

2) Verflussigung der Kohle und Herstellung der Sonnent~mperatur, $.44-48. 
Vieweg. Braunschweig 1914: P. LUCKEY, Einfuhrung in die Nomographie. Bd. II, 8.19. 1920. 
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27. MEHMKES graphische Additions- und Subtraktionslogarithmen. 1m 
logarithmischen Netz wurde die Kurve y = axb geradegestreckt. Eine Funktion 

y = axb ± cxd ± " . 
laBt sich nicht direkt logarithmieren. R. MEHMKE1) ermoglichte mittels graphischer 
Additions- und Subtraktionslogarithmen die Behandlung derartiger Polynome 
im logarithmischen Netz. 

28. Die projektive Skala. Darstellung der linear gebrochenen Funktion. 
Die Skala der linear gebrochenen Funktion 

I() mx+n \impqnl-LO y = x = px+q I 

wird aus der reguHiren durch Zentralprojektion abgeleitet (homographisehe 
Skala). Die Projektivitat der zwei Skalen ist durch drei Paare entsprechender 

o Punkte bestimmt (Abb. 32). Der 
Verbindungsstrahl x eines beliebigen 
vierten Punktes X der regularen 
Skala mit dem Zentrum 0 sehneidet 
auf der I (x)-Skala den entspreehen
den Punkt X' aus. Man muB zu drei 
bestimmten x-Wert en die zugehOri
gen y = I (x) bereehnen, die erhalte
nen Werte tragt man von einem 
Anfangspunkt auf der Geraden g' in 
passendem MaBstab auf. Praktiseh 

Abb.32. Projektive Skala. tragt man die Punkte A', B', C' auf 
den Rand eines Papierstreifens auf 

und verschiebt denselben so lange im Strahlenbusehel, bis die Punkte A', B', C' auf 
die Verbindungsstrahlen a, b, c von A, B, C mit 0 zu liegen kommen. Die weiteren 
Verbindungsstrahlen von Punkten x der regularen Skala mit 0 sehneiden auf g' die 
zugehorigen Punkte der I (x)-Skala aus, die man mit ihren x-Werten beschreibt. 

Mit Hilfe der Zentralprojektion kann man gewisse Teile der reguHiren Skala 
vergroBern oder verkleinern und den unendlieh fernen Punkt imEndliehen abbilden. 

Beispiel. E. RASCH2) gab fUr den Zusammenhang der in Hefnerkerzen 
pro Quadratmillimeter gemessenen Helligkeit cjJHK einer Liehtquelle und ihrer 
absoluten Temperatur T folgende Formel an: 

( 2068.4) o 10gnattPHK = 12,943 1 - -T-. . (4) 
ala) 

be~e~ Der 10gnattPHK ist also eine 
~rie (1' 'f linear gebroehene Funktion 

besc .9~3 
o it 1" ),,1Z I (T) von T. Wir zeiehnen zu-

250 rrt.f(f erst die reguHire T-Skala 
(Abb.33) im MaBstab 0,3 em 
fUr 100°. Fur die drei T-Werte 
1000°, 1500° und 2500° be
reehnet man die zugehorigen 
I(T) als -13,828, -4,905, 
+2,234. Wir lassen die An
fangspunkte (1000°) beider 

1) R. MEHMKE, Civilingenieur Bd.35, S.620. 1889. Ausfiihrliche Darstellung in: 
Leitfaden zum graphischen Rechnen, S. 26. 

2) E. RASCH, Ann. d. Phys. 1904, S. 202; M. PIRANI, Graphische Darstellung in Wissen
schaft und Technik, S.66. 1914. (Sammlung Giischen Nr.728.) 
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Skalen zusammenfallen, ziehen also dureh den Punkt 1000° der T-Skala eine 
zweite Gerade, auf der wir mit der Einheitsstreeke 0,3 em die Differenzen der 
1 (T)-Werte gegen den ersten auftragen und die erhaltenen Punkte mit 1500 und 
2500° besehreiben. Die Verbindungsstrahlen dieser zwei Punkte mit den gleieh
bezifferten der T-Skala sehneiden sich in einem Punkt 0, und von diesem aus 
projizieren wir die auf der T-Skala markierten Punkte auf die 1 (T)-Skala. Zur 
Kontrolle reehnen wir einen vierten Punkt der I(T)-Skala, 1(2000°) = -0,443, 
und dieser Punkt muB mit dem dureh Projektion gefundenen iiberein
stimmen. 

Fiir log nat CPH K konstruieren wir eine Skala mit derselben Langeneinheit 
0,3 em und legen sie an die f (T)-Skala so an, daB der mit CPHK = 1 besehriebene 
Anfangspunkt der logarithmisehen Skala gegeniiber dem mit T = 2068,4 be
sehriebenen Punkt der 1 (T)-Skala zu liegen kommt. In dieser so erhaltenen 
Doppelskala liegen zusammengehorige Werte ifJHK und T einander gegeniiber. 

Die Skala der natiirliehen Logarithmen kann man sieh dureh VergrOBerung 
aus der Skala der Briggsehen Logarithmen herleiten (Abb. 34) gem~iB 

1 log nat cp = M lOlog cP = 2,3026· lOlog CP. 

Dureh eine solche Ahnliehkeitskonstruktion iibertragt man sieh eine gegebene, 
z. B. gedruekte Funktionsskala in einen anderen MaBstab. 

I1ottJr/iche 
l~=~1~--------2+-----+J--~~~-5~~6~~7~8-9~m~L01or#hmeh 

Abb. 34. anderung des MaBstabes einer Skala dutch Zentralprojektion. 

Zu einer anderen konstruktiven Darstellung der Gleiehung (4) gelangt 
man, indem man zur reguHiren T-Skala die reziproke fiir 1fT durch Zentral
projektion ableitet oder indem man direkt die Werte 1fT auftragt und mit T be
ziffert. Die Gleichung (4) bildet sich in einem Funktionsnetz, dessen Abszissen
achse nach 1 IT und dessen Ordinatenaehse naeh log nat ifJH K geteilt ist, als Gerade 
ab (Abb.35). Auf der X-Aehse solI 1 em der Strecke 0,0001 entsprechen, es 
wird ;;uso der mit T = 2500° besehriebene Punkt auf die Abszisse 4 em zu liegen 
kommen, T = 2000° auf 5 em usw., T = 1000° auf 10 em. Die Y-Aehse teilen 
wir naeh Briggssehen Logarithmen und denken uns, daB die verwendete Einheits-

streeke von 0,5 em den Wert ~- = 2,3026 erhalten solI (iiber den MaBstab jeder 

Aehse konnen wir beliebig verfiigen), wodurch die logarithmische Teilung in 
die der natiirlichen Logarithmen iibergeht, die Besehriftung mit den CPHrWerten 
bleibt, wir haben an der Skala niehts zu andern. Zwei zusammengehorige CPHr 
und T-Werte liefern zwei Punkte der Geraden, auf welcher wir dureh eine Anzahl 
X- und Y-Paralleler eine Doppelskala CPHK, T anbringen. 

Wie die homographisehe Skala 

t(x) = mx +~ 
px+ q 
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durch Zentralprojektion aus der regularen abgeleitet wurde, so gewinnt man die 
projektive Skala x -1n1~t~ [mn i 0 

rp ( ) - p g (x) + q . p q j =l= 

durch Zentralprojektion aus der Funktionsskala von g (x). An dem fruher Ge
sagten andert sich nichts, auBer daB die Skala g (x) nicht gleichformig geteilt 
ist. Die Skala rp (x) wird wieder mit den zugehorigen Werten x beschrieben. 1st die 
rp (x)-Skala gegeben, so gewinnt man eben so aus ihr durch Zentralprojektion die 
Skala g(x). 
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Abb. 35. Konstruktion einer DoppelskaJa liir das Gesetz vall RASCH. 

Beispiel. Abb.36 ist dem Buche von LACMANN 1) entnommen. Zur Be
rechnung der Geschwindigkeit des Wassers in geschlossenen und offenen Fuh-
rungen dient die Formel v = k1RJ, wo v die Geschwindigkeit in m/sec, R den 
hydraulischen Halbmesser und J das Gefalle bedeuten, wahrend der Wert von k 
sich bei Wasserleitungen gleicher Art bei groBen Gefallen nur mit R andert. 
Fur J::> 0,0005 wird diese Beziehung zwischen k und R durch die "kleine 
Kuttersche FormeI" 100 yi? 

II = ---'--= 
m +JIR 

1) O. LACMANN, Die Herstellung gezeichneter Rechentafeln, S. 7. Berlin: Julius 
Springer 1923. 
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gegeben. Fur diese Formel und mit m = 2,5 ist die Zeichnung a.usgefUhrt. 
Die mit R beschriebene Skala von fR wird aus einem Zentrum projiziert, die 
k-Skala, fUr welche drei Werte 0,28,57,44,44 zu R = 0, 1 und 4 gerechnet wurden, 
wird so in das Strahlenbuschel eingepa13t, da13 die drei berechneten Punkte auf 

100VR 
Abb.36. NODlograDlm fUr K = --_. 

2,5 + I R 

die zugehorigen Strahlen zu liegen kommen. Zur leichteren Ablesung wurde 
eine Doppelskala hergestellt, indem die Schnittpunkte der Projektionsstrahlen 
mit der Tragergeraden der k-Skala mit ihren k- und R-Werten beschrieben 
wurden. 

29. Die Hartmannschen Dispersionsnetze sind Funktionsnetze mit pro
jektiver Teilung der Abszissenachse und regularer Teilung der Ordinatenachse. 
J. HARTMANN gab zur Interpolation von Brechungsexponenten n und Wellen
langen A. im prismatischen Spektrum die Interpolationsformel ani) 

n - no = (.i._G),o)'" ' beziehungsweise 1 (),) - f (1.0) = (J._G)o)", ' 

wo 1(1.) die beobachtete Funktion der WellenHinge ist, no, c, 20 , <X zu bestimmende 
Konstante sind. Der Exponent <X unterscheidet sich bei den gebrauchlichen 
Glassorten2) fast nicht von 1. Wenn <X = 1, ist die Gleichung zwischen n und 1 
eine gleichseitige Hyperbel und wiirde sich im logarithmischen Netz als Gerade 
darstellen, doch ware die Genauigkeit nicht vergleichbar mit der in den Hart
mannschen Netzen. Diese werden in zweifacher AusfUhrung von Schleicher 
& SchUll in Duren hergestellt 3), Type A (Nr. 3971/ 2) fUr das visuelle Spektrum 
von 1 = 7700 am linken Ende, bis A. = 3750 A.-E. am rechten, Type B (Nr. 3981/ 2) 

fUr das photographische Spektrum von A. = 5000 bis I. = 3370 A.-E. 
Die Y-Achse tragt regelma13ige Teilung, die X-Achse ist projektiv nach 

% = %0 + .,..!060 geteilt und nach A. beschrieben. Wenn 20 in der Nahe von 
II. - 2 00 

1) J. HARTMANN, Publ. Astrophys. Obs. Potsdam Ed. 12, 1902 (Anhang). 
2) A. HNATEK, Annalen der Univ. Sternwarte in Wi en Ed. 25, Nr. 1, S. 45 u. 48. 1913. 
3) J. HARTMANN, Zeitschr. f. Instrkde. 1917, S. 166; W . GROSSE, Graphische Papiere, 

S.149. 
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2000 A.-E. liegt, wird eine Funktion y = Yo + 2 ~ A angenahert durch eine 
Gerade dargestellt, deren Gleichung lautet 0 

y - Yo = c.1O- 6 (x - xol· 

Wenn Ao sieh merklich, etwa mehr als 100 A.-E., von 2000 A.-E. unterscheidet, 
wird die Interpolationskurve eine sehwach gekrummte Kurve sein. Sie wird 
sieh wieder geradestrecken, wenn man die Zahlung der Abszissen urn eine ent
spreehende Konstante andert, so daB die Kurve nach ihrer konvexen Seite 
verschoben wird. 

Fur rasche Interpolationen genugt es, zwei beobaehtete Werte von y = f (2) 
als Ordinaten in geeignetem MaBstab zu der aufgedruckten A-Teilung als Abszissen 
aufzutragen. Die geradlinige Verbindung der zwei Punkte gibt als Interpolations
kurve fUr die ubrigen A die zugehOrigen y und umgekehrt. 

Will man die Interpolationsgerade genauer ermitteln, so tragt man zu 
drei A die beobaehteten y ein. Liegen die drei Punkte nieht auf einer Geraden, 
dann verbindet man sie durch eine glatte Kurve. Dureh zwei urn 1000 A.-E. 
in Abszissenriehtung voneinander entfernte Punkte dieser Kurve legt man 
eine Gerade und zahlt den groBten Abstand D dieser Geraden von der Kurve 
parallel der Abszissenachse in A.-E. abo Liegt die Gerade naeh der Seite der 
groBeren (kleineren) Wellenlangen, so vermehrt (vermindert) man die vor
gedruckten A urn i D . 100 A.-E., wobei man t D auf die naehste ganze Zahl 
abrundet. Wenn die drei Punkte noeh immer nicht auf einer Geraden liegen, 
wiederholt man das Verfahren. 

Beispiel. Die genaue Messung der Breehungsexponenten eines Flint
glases lieferte folgende Brechungsexponenten 1): 

Linie ? n 

B 6868.5 A.-E. 1.574359 
C 6563.1 1,575828 
IX 6278,0 1,577377 
D 5893.2 1.579855 
b1 5183.9 1.585999 
F 4861,6 1,589828 
Hy 4340.7 1,598204 
g 4227,1 1.600543 
h 4102,0 1.603398 

Wenn die 6. Dezimalstelle neeh gebraueht wird, muB numerisch interpeliert 
werden. Aus drei zu moglichst versehiedenen A gehorigen Beobaehtungswerten 
mussen no, Ao und c bestimmt werden, bzw. muB noeh ein vierter Wert mit
genommen werden, wenn auch der Exponent .x bereehnet werden solI. Ein 
einfaehes Verfahren zur Bestimmung der Konstanten der Formel gab HART

MANN 2). 

Reicht man mit der 5. Dezimale in n aus, dann tragt man die auf 5 Dezimalen 
abgerundeten Werte von n in das Dispersionsnetz Type A ein (Abb. 37 stark 
verkleinert). Auf der Ordinatenaehse nimmt man 1 em gleieh 0,001 und beziffert 
die Teilung von 1,574 bis 1,604. Die Welleniangen der Spektrallinien A, a, B, C, 
.x, D2 USW. sind besonders im Netz vermerkt. Die Eintragung obiger Werte in 
das Netz liefert Punkte, die aIle auf einer Geraden liegen, mittels welcher man 
nun zu jedem A das zugehorige n auf 5 Dezimalstellen ablesen kann. 

1) J. HARTMANN. Pub!. Astrophys. Obs. Potsdam Bd. 12. Anhang S. 8. 1898. 
2) J. HARTMANN, Publ. Astrophys. Obs. Potsdam Bd. 12. Anhang S. 5. 1898; ZS. f. 

Instrkde. 1917. S. 168. 
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Zur Ausmessung eines Spektrums interpoliert eine analoge Formel zu jeder 
Lesung an der Mikrometertrommel die zugehOrige Wellenlange1) , namlich 

oder genauer c 
A = Ao + . ----I ' 

(5 - 50)-;: 
worin Ao, so' c aus drei Messungen zu bestimmende Konstante sind, wenn numerisch 
interpoliert wird, ex, wird in der Regel gleich 1 gesetzt, s ist die Trommelablesung 
oder eine line are GrOBe, welche auf der photographischen Platte ausgemessen wird. 
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Abb.37. Hartmannsches Dispersionsnetz fur visuelles Spektrum. 

Beispiel. Bei einer photographischen Aufnahme des Sonnenspektrums2) er
gaben sich zu einigen Fundamentallinien folgende Schraubenablesungen: 

Linie A I Schrauben-
ablesung 5 

3953,OA.-E·1 81,060 
h 4101,9 ' 111.542 
g 4227,0 133,685 

Hy 4340,6 151.535 
4405,0 160,793 
4668,0 193,579 

F 4861,7 213,523 

1) J. HARTMANN, Uber die Ausmessung und Reduktion der photographischen Auf
nahmen von Sternspektren. Astron. Nachr. Bd. 155, S. 104. 1901; Pub!. Astrophys. Obs. 
Potsdam Bd, 12, S. 21; Bd. 18, S.23. 1908. 

2) J. HARTMANN, Pub!. Astrophys. Obs. Potsdam Bd. 12, Anhang. S.24. 1898. 

Handbuch der Physik. III. 37 
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SolI die dritte Dezimale von s noch mitgenommen werden, dann muB nach 
obiger Formel numerisch interpoliert werden. VernachHissigt man die letzte 
Stelle, dann kann die Interpolation im Netz Type B ausgefUhrt werden. Auf 
der Y-Achse nehmen wir eine Trommelumdrehung gleich 2 mm und tragen 
die Werte ein (Abb. 38 stark verkleinert). Die Verbindung gibt eine schwach 
gekrummte Kurve 1. Die geradlinige Verbindung der Endpunkte liegt nach 
der Seite der groBeren 1. Die Kurve erstreckt sich nicht uber 1000 A.-E. Wir 
verbinden die Kurvenpunkte 1 = 4000 und 1 = 4800 durch eine Gerade und 
finden die groBte horizontale Abweichung von der Kurve mit 10 A.-E. Die im 
Netz oben angeschriebenen 1-Zahlen (in der Abbildung nicht gedruckt) sind 
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Abb. 38. Hartmannsches Dispersionsnetz fUr photographisches Spektrum. 

daher urn 0,8· ~Q. 100 A.-E. = 200 A.-E. zu vermehren, die neue Bezifferung 
ist unten angeschrieben. Die in das neu bezifferte Netz eingetragenen Punkte 
liegen jetzt auf einer Geraden II, langs der die zu den Trommellesungen s ge
horigen 1 entnommen werden. 

30. Graphischer Ausgleich einer Geraden nach R. MEHMKE. Wenn aus theo
retischen Grunden linearer Zusammenhang zwischen y und x vermutet wird, 
die Beobachtungswerte y aber urn eine Gerade starker streuen, dann wird man 
die plausibelste Lage der Geraden durch Ausgleich bestimmen, der hier graphisch 
ausgefUhrt werden solI. 

1m regularen kartesischen N etz solI die. Beziehung durch die Gerade y = ax + b 
dargestellt werden. Es liegen n (n > 2) Beobachtungswerte yi, y~, ... , y;, 
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zu n Argumenten Xl' X 2 , ••• , Xn vor. Die scheinbaren Fehler der Beobachtungs
werte seien 

VI = Yl - YI , v2 = Y2 - Y2, ... , Vn = Y;, - Yn' 
Die plausibelsten Werte der Konstanten a und b der Geraden erhalt man aus 
den zwei Bedingungen: 

[v] = 0 und [vv] = Min. 
n n 

(Die eckigen Klammern drucken die Summen aus, also [v] = ~ Vi, [vv] = 1: v; 
vgl. Kap. 13, Ziff. 2.) Durch EinfUhrung von i=l i=l 

vi = y~ - aXi - bi 

III die erste Bedingungsgleichung wird diese zu 

~[y'] = ~[x] + b. n n 
Die Gerade mull also durch den Schwerpunkt 

xo=~[x], Yo=~[y'J n n 
gehen, wobei alle Beobachtungswerte Y; gleiches Gewicht haben. Die erste 
Bedingung wird daher von jeder Geraden erfilllt, welche durch den Schwer
punkt geht. Man legt durch ihn 4 bis 5 Gerade (Abb.39), die wenig gegen die 
voraussichtliche Lage der zu bestimmenden Geraden geneigt sind. Man greift 
fUr jede die Differenzen Vi der beobachteten Ordinaten y~ weniger den zu den
selben Xi geh6rigen Ordinaten 
dieser Geraden ab und bildet 
[vvJ. Vom Schnittpunkt jeder m~ 
Probegeraden mit der Y-Achse 
tragt man ihr zugehOriges [v v] 
in beliebiger Einheit nach 1001,0 

rechts auf und verbindet die 9 

Endpunkte durch eineparabel
ahnliche Kurve. Durch den 
Punkt dieser Kurve, welcher 

8 

7 

6 den kleinsten Abstand von der 
Y-Achse hat, zieht man die 
X -Parallele bis zum Schnitt 
mit der Y -Achse. Die Gerade 
durch diesen Schnittpunkt und 
durch den Schwerpunkt ist 
die gesuchte Ausgleichsgerade; 

5 

J 

z 
1 

fUr sie nimmt [vv] seinen 1000.0 t--T:~'---l;;;U-;;;-----;~--;;;;'--+';'--~:;-;;--~ 

Minimalwert an. __________ .. ?'''!.~ 
BeispieP). Die Lange 8 ··· ......... H.1 

eines Meterstabes fand man ,::::::::::::::'.::·f~../:A~_t! 
in Abhangigkeit von der 
Temperatur: . Abb.39. Graphischer Ausgleich einer Geraden. 

t = 20° 
l = 1000,22 mm 

40° 
1000,65 

50° 60° 
1000,90 1001,25. 

Die MaBstabeinheiten auf den Achsen (Abb.39)2) mussen so gewahlt werden, 
daB die Beobachtungsgenauigkeit von t und l zur Geltung kommt, was durch 

1) H. SCHWERDT, Lehrbuch der Nomographie, S.83. Berlin: Julius Springer 1924; 
F. KOHLRAUSCH, Leitfaden der praktischen Physik, S.12. 1896. 

2) Entnommen aus H. SCHWERDT, Lehrbuch der Nomographie. S. 83. 

37* 
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die Einheitsstrecken 2 mm fiir 1 0 und 10 mm fiir 0,1 mm erreicht wurde. Die 
graphische Ausgleichung liefert die Gleichung des Meterstabes: 

l = 999,805 + 0,0212 t. 
Der Ausgleich einer Geraden im anamorphosierten Funktionsnetz mit un

gleichen Achsenteilungen bedarf einer Modifikation, die man in H. SCHWERDT, 
Lehrbuch der Nomographie, S. 84, besprochen findet. Wenn die Y-Achse regu
Hire Teilung tragt, wie bei den Hartmannschen Dispersionsnetzen, geht das Ver
fahren wie im regularen Netz vor sich. 

1m allgemeinen wird man einen Ausgleich selten graphisch ausfiihren, da 
die Genauigkeit nicht erheblich gesteigert wird. Besser ist es, der Geraden eine 
mittlere Lage durch die Beobachtungspunkte zu geben und ihre Konstanten 
als Naherungswerte in einen numerischen Ausgleich1) einzufiihren. Die Rechnung 
wird dann gri:iBtenteils auf dem Rechenschieber ausgefuhrt. 

b) Nomographische Darstellung funktionaler Beziehungen 
zwischen drei Veranderlichen. 

31. Rechentafeln mit Kurvenkreuzung. In der Nomographie ist es ublich, 
die drei Veranderlichen mit Zl' Z2' Z3 zu bezeichnen; weiter bedeutet 11 eine 
Funktion von Zl' 12 eine andere Funktion von Z2' 13 irgendeine von Z3' es sind 
also 11' 12, 13 ganz verschiedene Funktionen. Ebenso ist 112 eine Funktion von 
Zl und Z2' 123 eine von Z2 und Z3' schlieBlich F123 eine Funktion aller drei Verander
lichen. Durch diese Schreibweise -'Werden Determinanten und Systeme von 

1Zz Gleichnngen ubersicht-
o licher. 
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FaBt man Zl' Z2' Z3 
als rechtwinklige karte
sische Koordinaten auf, 
dann ist Za = 112, auf 
welche Form F 123 = 0 
gebracht sein soll, die 
Gleichung einer Flache. 
Ein anschauliches Bild des 
Verlaufs der Flache gibt 
die Darstellung durch 
Hohenschichtenlinien in 
der Zlz2-Ebene. Man er
teilt Z3 runde konstante 
Werte nnd tragt die Schar 
der Kurven 112 = konst. 
in die Zlz2-Ebene ein .. So 
wird das hyperbolische 
Paraboloid Z3 = ZlZ2 in 
der Zl Z2-Ebene durch die 

'10 Z1 gleichseitigenHyperbeln2) 

Zl Z2 = konst. 

dargestellt (Abb. 40). Diese Abbildung kann als Multiplikations- nnd Divi
sionstafel dienen. 

1) Kap. 13, Ziff. 14. 
2) Dber die Bestimmung der Hyperbelkoordinaten mit dem Rechenschie"ber siehe 

RUNGE-KoNIG, Vorlesungen iiber numerisches Rechnen, S.6. 
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Bei dieser Art von Rechentafeln schneiden sich drei zusammengehorige 
Kurven der drei Scharen Zl = konst., Z2 = konst. und Z3 = konst. in einem 
Punkt (Rechentafeln mit Kurvenkreuzung, Netztafeln). Die Schar Z1 = konst. 
sind die Y-parallelen Geraden, die Z2 = konst. die X-Parallelen, welche man im 
Millimeterpapier schon vorgedruckt hat und nur zu beziffern braucht, wahrend 
die dritte Schar der z3-Kurven gezeichnet werden muB. Die Kurven der z3-Schar 
werden mit ihren z3-Werten beschrieben. Eine solche Rechentafel laBt sich 
fUr jede Flache F123 = 0 zeichnen. Besonders empfehlenswert ist diese Form, 
wenn eine der drei Veranderlichen, z. B. Z3' durch Beobachtungen gegeben ist. 
Sonst haften dieser Darstellungsart gewisse Mangel an. Zur Aufsuchung eines 
Punktes im Netz, also dreier zusammengehoriger Werte der Veranderlichen 
sind meist drei Interpolationen notig. Man wird die drei Scharen so eng zeichnen, 
daB nur line are Interpolationen notig sind. Ein Abgleiten in ein Nachbarfeld 
ist leicht moglich. \Veiter ist die Zeichnung der z3-Kurven muhsam, wenn sie 
krummlinig sind. Oft ist es auch nicht leicht, eine Veranderliche explizit als 
Funktion der beiden anderen darzustellen. 1m Prinzip ist es gleich, welche 
Veranderliche man als abhangige wahlt, ein solches Nomogramm ist auf drei 
Arten herstellbar: 

Z3 = 112' Zt = 123' Z2 = 131' 

Man wahlt jene Form, die sich am einfachsten zeichnen laI3t. Bei der Grund
gleichung der trigonometrischen Hohenmessung 

h 
--- = tancx 
d 

ist nur diese Form durch drei Geradenscharen darstellbar, die zwei Scharen 
der Achsenparallelen und das Buschel im Ursprung. Bei den zwei noch moglichen 
Arten der Darstellung im kartesischen Netz ist immer eine Schar krummlinig. 

Eine bezifferte Kurven- oder Geradenschar heiBt K urvenskala. 
32. Allgemeine Form der Netztafeln. Zur allgemeinsten Form einer Netz

tafel gelangt man, wenn man darauf verzichtet, daB zwei der drei Kurven
scharen Zi = konst. (i = 1, 2, 3) durch die Scharen der achsenparallelen Geraden 
dargestellt werden. Es konnen dann aIle drei Scharen beliebige Kurvenscharen 
sein (Abb.41). In einem beliebigen rechtwinkligen System wird die Gleichung 
der Schar der Kurven Zl lauten: 

IPl(X,y,Zl) = 0. 

Jede Kurve wird mit ihrem zcWert beschrieben. 
Ebenso verHihrt man mit den zwei anderen Scharen. 
Die Gleichungen der drei Kurvenscharen lauten l ): 

IPl(X,y,Zl) = 0, IP2(X,y,Z2) = a,} 
(1 ) 

IP3(X,y,Z3) = 0. 

Die Ablesung von drei zusammengehorigen Werten 
1 h F ° f"ll h' ht . d Abb.41. Allgemeine Form einer 

Zl' Z2' Z3' we c e 123 = er u en, gesc Ie Wle er Netztafel (scbematisch). 

mittels Interpolation, man sucht z. B. den Schnitt-
punkt der zwei Kurven Zl und Z2 und liest den z3-Wert jener Kurve der dritten 
Schar ab, welche durch denselben Punkt geht. Die Ausgangsgleichung F123 = ° 

1) Zu dieser Darstellung gelangt man nach J. MASSAU (Mem. sur l'integration graphique. 
Extrait de la Rev. universelle de mines (2) Ed. 16, 1884. Liege 1885, S. 137) durch die 
allgemeinste Punkttransformation der Ebene x = t 12 (Zl' Z2), Y = g12 (Zl' Z2)' welche die 
zl' z2 Ebene in eine x, y Ebene iiberfiihrt. Die friiher achsenparallelen Geradenscharen 
werden dadurch zu beliebigen, gerad- oder krummlinigen Kurvenscharen. 
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ist das Resultat der Elimination von x und y aus den drei Gleichungen (1). 
Zwei der drei Gleichungen (1) sind beliebig wahlbar, z. B. die zwei ersten, die 
dritte flJs = 0 ergibt sich dann durch Elimination von ZI und Z2 aus den drei 

Gleichungen: fIJI (x, y, ZI) = 0, flJ2(X, y, Z2) = 0, F12s = 0. 

33. Anamorphosiertes kartesisches Netz. In Ziff. 31 waren die Scharen 
fIJI = ° und flJ2 = Odie achsenparallelen Geradenscharen x = ZI und y = Z2' 
hierdurch war die Schar Zs vollkommen bestimmt. Die Zeichnung einer solchen 
Tafel ist miihsam, wenn die zs-Kurven krumm sind, sie wird sehr vereinfacht, 
wenn es gelingt, auch die zs-Schar durch eine Geradenschar darzustellen. Dies 
fiihrte LALANNEI) bei der Gleichung Zs = ZI Z2 mittels Anamorphose aus. Durch 
Logarithmieren wird sie logzs = lOgZI + lOgZ2' 

Die Gleichungen fIJI = ° und flJ2 = 0 sind im logarithmischen Netz x = lOgZI 
und y = logZ2' die ZI- und z2-Scharen sind wieder die Achsenparallelen, doch 
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Abb. 42. Anamorphosierte Mnltipiikations· nnd Divisionstafei ',', = ',. 

sind die Achsen nicht mehr regular, sondern nach der logarithmischen Funktions
skala geteilt. An Stelle des regularen kartesischen Netzes haben wir hier ein 
anamorphosiertes kartesisches N etz. Die zs-Schar ist zu einer Geraden
schar geworden, und zwar hier speziell zu einer Parallelschar. Die zs-Geraden 
sind mit ihren zs-Werten beschrieben, sie steigen unter 135 0 an (Abb.42), in 
der Sprache der Anamorphose lautet ihre Gleichung x + y = konst. Der Ver
gleich der raschen Ausfiihrung dieser Zeichnung mit der Konstruktion der zs
Kurven in Abb. 40 zeigt die Vorteile der Anamorphose. Abb. 42 kann wieder 
als dreistellige Multiplikations- und Divisionstafel dienen. 

1) L. LALANNE, Par. C. R. 16. 1843. S. 1162u.Ann.desPontsetChauss. Bd.11, S.30. 1846. 
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Urn die Bedingung zu erhalten, daB F 12a = 0 in einem anamorphosierten 
Netz durch die Schar der Achsenparallelen Zl und Z2 und die Geradenschar (im 
aHgemeinen nicht Parallelschar) Za darsteHbar ist, nehmen wir an, daB die X-Achse 
nach der Funktionsskala 11' die Y-Achse nach 12 geteilt ist, so daB 

x = f1' Y = f2 (2) 

die Gleichungen der Zl- und z2-Scharen sind. SoH auch die za-Schar geradlinig 
sein, dann miissen die za-Kurven im x, y-System eine in x und y lineare Gleichung 

annehmen: lax + gaY + ha = o. (3) 

Die Koeffizienten sind Funktionen des Parameters Zs. Einsetzen von (2) in (3) gibt 

fda + 12ga + ha = 0 (4) 

als die Form, auf welche sich F 123 = 0 bringen lassen muB, damit diese Beziehung 
zwischen den drei Veranderlichen durch eine anamorphosierte kartesische Rechen
tafel dargesteHt werden kann1). 

SoH hierbei auch die Geradenschar za eine ParaHelschar sein, dann diirfen 
in (3) die Koeffizienten von x und y nicht von Zs abbangig sein, so daB (4) 
in die typische Form iibergeht: 

11 + f2 + Is = o. (5) 

Als notwendige und hinreichende Bedingung, daB sich F123 = 0 in die Form (5) 
iibersetzen laBt, fand DE SAINT ROBERT 2) 

wobei 

o21ogr _ 0 
OZ1 0Z2 - , 

OPU3 OP123 
r = az;- : az-;- . 

Die Gleichung Zs = ZlZ2 lieB sich durch Logarithmieren in die Form (5) um
wandeln und daher durch drei Parallelscharen darsteHen. 

Eine andere Type von Rechentafeln mit drei Scharen paralleler Geraden 
sind die 

34. DreieckstafelnS). Fiir einen Punkt im Innem 
eines gleichseitigen Dreiecks (Abb. 43) ist die Summe 
der drei Abstande Zl' Z2' Zs von den Seiten konstant 
und gleich der H6he h des Dreiecks. Liegt der Punkt 
auBerhalb, so erhalten die Lote derjenigen Dreiecks
seiten das negative Vorzeichen, beziiglich welcher 
Punkt und Dreieck an verschiedenen Ufem liegen, in 
Abb. 43 ist z. B. z~ negativ. Eine Gleichung der Form 

Zl + Z2 + Zs = k Abb.43. Dreieckstafe1 . 

. ist durch eine Dreieckstafel darsteHbar, wobei die H6he h in einem geeigneten 
MaBstab gleich k zu machen ist. In demselben MaBstab tragt man auf drei sich 

1) Die Abbildung einer derartigen Rechentafel unterblieb, da fftr diese Gleichungstype 
die Darstellung durch eine Fluchtlinientafel (Zif£. 43) viel einfacher ist. Beispiele so1cher 
kartesischer Netztafeln mit nichtparalleler za-Schar sind LALANNES Darstellungen der trino
mischen Gleichungen; in d'OCAGNE, Traite de Nomographie, Kap. II, im Calcul graphique. 
S. 183, findet man eine so1che Tafel fftr die reduzierte kubische Gleichung z3 + pz + q = 0 
entworfen, in P. WERKMEISTER, Das Entwerfen der graphischen Rechentafeln, S. 35 eine 
Tafel fftr die Gleichung 2. Grades. 

2) P. DE SAINT ROBERT, Mem. di Torino 1871, S. 53. 
3) O. LACMANN, Die Herstellung gezeichneter Rechentafeln, S.38; H. SCHWERDT, 

Lehrbuch der Nomographie, S. 143. 
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unter 60 0 schneidenden Strahlen (nicht Ralbstrahlen unter 120 0 wie in Abb. 43) 
regulare Skalen auf, die Zeichnung wird auf durchsichtigem Papier ausgefiihrt. 
Diese bewegliche Ablesevorrichtung wird immer so eingestellt, daB die Strahlen 
senkrecht zu den Seiten stehen. 

Urn die bewegliche Ablesevorrichtung zu vermeiden, zeichnet man zu den 
Dreiecksseitendie Parallelen. Zu jeder Geraden schreibt man den Wert des 

MO~~~2~~*-~~~~~~·O --zJ 
Abb. 44. Bezifferte DreieckstafeI. 

Abstandes von der zu ihr parallelen Drei
ecksseite an (Abb. 44). 

Statt der regularen Skala kann man 
nach Zl' Z2' Zs bezifferte Funktionsskalen 
11' 12, Is auftragen, die Rechentafel lost 
dann Gleichungen der Form 

11 + 12 + Is = k. (6) 

Der MaBstab der Skalen ist so zu wahlen, 
daB die Abstande von den Seiten im MaB
stab der Rohe gemessen werden. 

Die Dreieckstafeln finden Verwendung 
zur Darstellung der Gleichgewichtszustande 
ternarer Systeme. Bei der Berechnung der 
Konzentration dreier Stoffe setzt man die 

Summe konstant gleich 100, die Anteile der drei Komponenten werden in Pro
zenten angegeben. Jede Ecke des Dreiecks ist mit 100 beziffert und entspricht 
dem Fall, daB nur ein Stoff vorhanden ist, jede Dreiecksseite dem Fall, daB 
nur zwei Stoffe vorhanden sind. Der Schwerpunkt des Dreiecks charakterisiert 
die Konzentration, bei welcher aIle drei Stoffe in gleicher Menge vorhanden sind. 
Eine ganz analoge Verwendung stellt das Newtonsche Farbendreieck dar. Der 
Mittelpunkt entspricht der Empfindung "reines WeiB " , die Eckpunkte reinem 
spektralen Rot, Grun und Blau (R, G, B). Bezeichnen tx, fl, " Prozente, also 
IX + fl + " = 100, dann entspricht dem Punkt IX, fJ,,, eine Farbenmischung 
txR + fJG + "B. 

1m Fall k = ° geht die Dreieckstafel in die Hexagonaltafel tiber, die aber 
nicht viel praktische Bedeutung hat. Ihr Gleichungstypus ist 

Zl + Z2 + Zs = ° oder 11 + 12 + Is = ° , 
also derselbe wie (5), er wird besser durch Fluchtlinientafeln mit drei parallelen 
Skalentragern (Ziff. 38) dargestellt. 

35. Allgemeine Anamorphose. Der in Ziff. 33 besprochene Typus von 
F123 = 0, namlich 11/3 + 12g3 + h3 = ° lieB sich im anamorphosierten kar
tesischen N etz durch drei Geradenscharen darstellen; zwei Scharen waren die 
Achsenparallelen, wenn auch nicht gleichabstandig; die dritte Schar war im 
allgemeinen keine Parallelschar. Dies ist noch nicht der allgemeinste Fall einer 
Rechentafel, bei welcher drei Gerade, die mit drei zusammengehorigen Zl' Z2' Z3-
Werten beschrieben sind, sich in einem Punkt schneiden. 1m allgemeinsten 
Fall ist keine der drei Geradenscharen eine Parallelschar. 

Fur die Darstellung von F123 = ° durch drei Kurvenscharen wurde in 
Ziff. 32 gefunden: 

CfJl(X, y, Zl) = 0, CfJ2{X, y, Z2) = 0, CfJa(x, y, zs) = 0. 

Wenn diese Kurvenscharen drei beliebige Geradenscharen sein soIlen, mtissen 
ihre Gleichungen in x, y linear sein, also von der Form: 

xii + ygl + hl = 0, xl2 + yg2 + h2 = 0, xis + yga + ha = 0. (7) 



Zif£. 36. Netztafeln mit Kreisscharen. 585 

Die Gestalt, in welche sich fiir eine solche Darstellung F123 = 0 bringen lassen 
muB, erhalt man durch Elimination von x, y aus (7), also: 

gi hI 

g2 h2 = O. 

g3 h3 

(8) 

Die Transformation vonF123 = 0 in Form (8) heiBt "allgemeine Anamorphose", 
sie fand MASSAU I ) 1884. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung, daB sich F 123 = 0 in Form (8) 
iibersetzen HiBt, gab GRONWALL2), es miissen zwei partielle Differentialgleichungen 
ein gemeinsames Integral haben. Urn bei gegebenem F123 = 0 die ti' gi mid hi 
(i = 1, 2, 3) zu erhalten, gaben GRONWALL und SOREAU einfachere Wege an, 
weiter LUCKEY 3). 

Praktische Bedeutung haben die Netztafeln, bestehend aus drei beliebigen 
Geradenscharen, nicht, dafiir urn so mehr die duale Umformung dieser Tafeln 
von D'OCAGNE, bei welchen drei zusammengehorige Punkte dreier Punkt
skalen auf einer Geraden liegen (Fluchtlinientafeln, Ziff. 37 ff.). 

36. Netztafeln mit Kreisscharen. Mit derselben Scharfe und Einfach
heit wie eine Gerade HiBt sich auch ein Kreis zeichnen, daher sind Tafeln mit 
Kurvenkreuzung, bei welchen eine, zwei oder alle drei Kurvenscharen Kreis
scharen sind, leicht herstellbar. 1m FaIle, daB zwei der Scharen Geradenscharen 
sind, die dritte eine Kreisschar, gehen die Gleichungen (1) iiber in 

XiI + ygi + hI = 0, X/2 + yg2 + h2 = o. } 
x2 + y2 + xl 3 + YG3 + h3 = 0 , 

(9) 

Wahlt man die mit ZI und Z2 bezifferten Geradenscharen zu achsenparallelen 
Scharen, dann nimmt (9) die Form an 

X-"PI=O, y-"P2=0, X2 +y2+ x /3 +YG3+ h3=0. (10) 

Es muB also F123 = 0 von der Form sein: 

"Pi + "P~ + "Pda + "P2ga + h3 = 0 • 

Die x- und y-Achse sind nach den Funktionsskalen "PI und "P2 geteilt und mit 
Zl und Z2 beschrieben. Sollen die mit ZI und Z2 beschriebenen Skalen auf den 
Achsen regular sein, dann muB (10) von der einfacheren Form sein 

x - Zl = 0, y - Z2 = 0, X2 + y2 + xl 3 + y ga + ha = 0 

und F 123 = 0 muB die Gestalt haben: 

zi + ~ + Zd3 + z2ga + h3 = 0 • 

Auf dieselbe Art behandelt man die FaIle, bei denen die Netztafel aus einer 
Geraden- und zwei Kreisscharen oder aus drei Kreisscharen besteht. Eine 
Besprechung dieser Typen findet man in dem Buche von WERKMEISTER 4). 

1) J. MAssAU, Mem. sur l'integration graphique. Ann. de l'assoc. des lng. sortis des 
Ecoles speciales de Gand. 1878, 84, 86, 87 u. 90, 1900. 

2) T. H. GRONWALL, Journ. d. Math. pures et appl. 1912, S. 70; R. SOREAU, Nomographie. 
Bd. II, S. 241. 1921; O. D. KELLOG, ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 63, S. 159. 1914. 

a) P. LUCKEY, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd.4, S.66££. 1924. 
') P. WERKMEISTER, Das Entwerfen von graphischen Rechentafeln. S.43. 
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37. Allgemeines iiber Fluchtlinientafeln. In Ziff. 35 haben wir in Glei
chung (8) jene Form gefunden, auf welche sich F 123 = 0 bringen lassen mu13, damit 
sie durch eine Netztafel mit drei Geradenscharen dargestellt werden kann. Auf 
die Ebene dieser Tafel den ken wir uns eine duale reziproke Transformation aus
gefUhrt. Jeder Geraden in der ursprunglichen Ebene entspricht ein Punkt in 
der neuen, jeder Geradenschar eine Kurve. Die Bezifferung, welche jeder Geraden 
einer Schar zukam, schreibt man neben dem ihr entsprechenden Kurvenpunkt 
(Punktskala, bezifferte Skala). Wahrend fruher drei mit zusammengehorigen 
Z1' Z2' z3-Werten beschriebene Gerade einen gemeinsamen Schnittpunkt hatten, 
liegen hier drei zusammengehorige Punkte der drei im allgemeinen krummlinigen 
Skalentrager auf einer Geraden (Abb.45). Solche Rechentafeln hei13en Tafeln mit 
Punktskalen oder nach MEHMKE1) Fluchtlinientafeln oder Fluchttafeln. 

Der allgemeine Fall der Tafeln mit Kurvenkreuzung, bei welchem die drei 
mit Z1' Z2' Z3 bezifferten Scharen krummlinig waren (Ziff. 32), oder der in Ziff. 31 
behandelte Fall, wo die Z1- und z2-Scharen die Achsenparallelen waren, die Z3-

Schar eine Kurvenschar, la13t sich, wenn die Tafel nicht anamorphosierbar, 
d. h. nicht in eine Rechentafel mit drei Geradenscharen verwandelbar ist, nicht 
durch drei Punktskalen mit einer Geraden als Ablesekurve darstellen, sondern 
nur der spezielle Fall der Netztafeln mit drei Geradenscharen. Doch lassen sich 
fUr die meisten praktisch vorkommenden Gleichungen zwischen drei Verander~ 
lichen Fluchtlinientafeln entwerfen. 

Da sich fUr jede Flache F 123 = 0 eine Netztafel nach Ziff. 31 zeichnen la13t, 
bei der die Z1- und z2-Scharen die Achsenparallelen sind, die z3-Schar aber eine 
Kurvenschar ist, ist es von Interesse, zu untersuchen, in welche Tafelform 
diese Type durch die duale reziproke Transformation ubergefUhrt wird. Diese 
Frage beantwortet TH. SCHMID 2) durch seine Methode der direkten Uberfiihrung 
einer aus drei Geradenscharen bestehenden Netztafel in eine Fluchtlinientafel 
mittels der Polaritat in bezug auf eine Parabel. Wendet man diese Methode 
auf eine nichtanamorphisierte Netztafel nach Ziff.31 an, so verwandeln sich 
die zwei Scharen der Achsenparallelen in zwei geradlinige, bei spezieller Lage 
der Parabel parallele Punktskalen, die z3-Schar der Hohenschichtenlinien (Punkt
orte) geht wieder in eine mit Z3 zu beziffernde Kurvenschar (Tangentenorte) 
uber. Die Hyperbelschar der Abb. 40 wurde in eine Schar von Ellipsen ubergehen. 
Zur Aufsuchung eines zu bestimmtem Z1 und Z2 gehorigen z3-Wertes wird die 
y Gerade an die zwei entsprechenden Punkte der Z1-

Z1 Z2 Z] und z2-Skala angelegt, sie beriihrt dann die mit dem 

x 
Abb.45. Schema einer Fluchtlinientafel. 

zugehorigen Z3 beschriebene Kurve cler Z3-Schar. 
Zur Konstruktion einer Fluchtlinientafel 

(Abb. 45) denken wir uns die Gleichungen der 
die Skalen Z1' Z2' Z3 tragenden Kurven nach 
Ziff. 23 in Parameterform gegeben: 

Zl: 

Xl = 'PI (Zl) , 
Yl = VII (Zl) , 

Z2: 

X 2 = 'P2(Z2) ' 

Y2 = Vl2 (Z2) , 

Z3: 

X3 = IP3 (Z3), (11) 
Y3 = Vl3 (Z3) , 

1) R. MEHMKE, Beispiele graphischer Rechentafeln. ZS. f. Math. u. Phys. Bd. 44, 
1899. Bei den Franzosen heiBen diese Tafeln abaques a points allignes, die Netztafeln 
(Tafeln mit Kurvenkreuzung) abaques a entrecroisement oder a lignes concourrantes. Abaque 
(Schachbrett) ist die Bezeichnung fUr eine graphische Rechentafel, fiir ein "Nomogramm". 

2) TH. SCHMID, Darstellende Geometrie. Bd. II (Sammlung Schubert 66), 2. Auf I., 
S.336. 1923; H. SCHWERDT, Lehrbuch der Nomographie. § 43 u. 44. Die Erweiterung 
seiner Methode auf Netztafeln mit Hohenschichtenlinien teilte mir Herr Hofrat Prof. Dr. 
SCHMID miindlich mit. 
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wobei Xl' YI einen Punkt der mit Zl beschriebenen Skala bezeichnet, ebenso 
x2, Y2 einen Punkt der z2-Skala und xa, Ya einen Punkt der za-Skalal). 

Wenn drei Punkte Zl' Z2' za auf einer Geraden liegen sollen, miissen ihre 
Koordinaten (Xl' YI)' (X2' Y2)' (Xa, Ya) der Gleichung geniigen: 

Xl Yl 1 f{J1 "1'1 1 

x2 Y2 1 =0, (12) oder f{J2 "1'2 1 = 0. (13) 

xa Ya 1 f{Ja "I'a 1 

In diese Form HiBt sich (8) immer iiberfiihren. Man kann durch entsprechende 
Operationen erreichen, daB samtliche hi von Null verschieden sind. Durch 
Division mit hI h2 ha geht (8) in (13) iiber. Damit man F l2a = ° durch eine 
Fluchtlinientafel darstellen kann, muB es sich in Form (13) iiberfiihren lassen. 
Was in Ziff.35 iiber die Darstellung von F l2a = ° durch drei Geradenscharen 
gesagt wurde, bleibt hier aufrecht. Wenn wir die Rechentafel einer projektiven 
Transformation unterwerfen, d. h. wenn wir (13) mit einer von Null verschiedenen 
Determinante 

a a: a" 
b b' b" 
e e' e" 

multiplizieren, geht sie nach Division mit den Elementen der dritten Spalte 
iiber in 

f{J1 'IJlI 1 a!pj + b"Pi + C 

f{J2 'IJl2 1 = 0, wo f{Ji = a" !Pi + b" "Pi + e" 
i = 1,2,3. 

- a'!Pi + b'''Pi + c' 
f{Ja "I'a 1 "I'i = a"!Pi + b" "Pi + e" 

Durch derartige Substitutionen vermag man der Fluchtlinientafel eine ge
wiinschte Form zu geben, unendlich ferne Punkte der Skalen im Endlichen 
abzubilden, gewiinschte Partien der Skalen allein in einem bestimmten Rahmen 
zur Abbildung zu bringen, Teile der Skalen vergroBert oder verkleinert darzu
stellen, schlieBlich von vornherein die Flache der Tafel zu begrenzen, indem 
man die Randpunkte der zwei auBeren Skalen z. B. auf die Ecken eines Recht
ecks abbildet. 

Den speziellen Formen der allgemeinen Gleichung (13) entsprechen spezielle 
Typen von Rechentafeln2), deren einfachste im folgenden besprochen werden, 
vor allem die Fluchtlinientafeln, bei welchen alle drei Skalentrager Gerade 
sind. 

1) d'OCAGNE, dem man die duale Auffassung der Netztafeln mit drei Geradenscharen 
und der Fluchtlinientafeln verdankt, bediente sich urspriinglich einer eigentiimlichen Form 
von Geradenkoordinaten, der Parallelkoordinaten. Seine Darstellung iibernahmen F. SCHIL
LING, tiber die Nomographie von M. d'OCAGNE. 1900 und C. RUNGE, Graphische Methoden. 
1919. R. SOREAU gibt schon die Darstellung in kartesischen Koordinaten, ebenso o. LACMANN, 
H. SCHWERDT und P. WERKMEISTER. 

2) Man findet hieriiber Ausfiihrliches in den Monographien von d'OCAGNE und R. SOREAU. 
Einblick in den inneren Zusammenhang zwischen den Gleichungen dreier Veranderlicher 
F 123 = 0 und den auf sie anwendbaren Anomorphosen und moglichen Gattungen von 
Rechentafeln gewann man durch den Begriff der nomographischen Ordnung. Siehe hieriiber 
auch das Referat von P. LUCKEY, ZS. f. angew. Math. u. Mech. Bd. 4, S. 61. 1924. Anleitung 
zum Zeichnen von Rechentafeln an Hand instruktiver Beispiele geben die Biicher von O. LAC
MANN, H. SCHWERDT und P. WERKMEISTER. Eine Zusammenstellung der Gleichungsformen 
und der zugehorigen Rechentafeln findet man in der Schrift von B. M. KONORSKI. 
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Diese Tafeln mit nur geradlinigen Skalentragern ordnen sich In VIer 
Gruppen: 

1. die drei Geraden sind parallel, 
2. zwei Gerade sind parallel, 
3. die drei Geraden schneiden sich in einem Punkt, 
4. die drei Geraden haben keinen gemeinsamen Schnittpunkt, keine zwei 

derselben sind parallel. . 
38. Fluchtlinientafeln mit drei parallel en geradlinigen Skalentragern. 

Die Ablesegerade schneidet in Abb. 46 aus den drei mit ZI' Z2' Z3 beschriebenen, 
in gleichem MaBstab gezeichneten Funktionsskalen (Punktskalen) 'PI' ({J2' 'P3 
Abschnitte aus, fUr welche man sofort 
abliest 

(({JI - ({J3) : m2 = (({J3 - 'PI: mi 

oder 
m1 ({Jl + m2 'P2 - (mi + m2) 'P3 = O. (14) 

Die Gleichungstype dieser Rechen
tafeln ist daher 

( 15) 

10 

9 

8 

7 

6 

5 
wobei die Skalen nach den Funktionen '-" 

3 

2 

'---v---' '-----v----" 

100 
90 
80 
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60 
50 

30 

20 
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5 

mg m 1 
1L-__________ ~~ __________ ~1 

Abb. 46. Fluchtlinientafel mit drei parallelen 
Skalentragern. 

geteilt sind. 

II 
'PI = ml ' 

Beispiel. Die Gleichung: 

ist logarithmiert von der Form (15): 

Abb.47. Fluchtlinientafel fiir Z,Z, = Z3' 

logzl + logz2 - logz3 = o. 

(16) 

Entsprechend (16) ist hier in beliebigem MaBstab m1 = m2 = 1, die z3-Skala 
liegt genau in der Mitte zwischen den Zl- und z2-Skalen, wegen der dritten Glei
chung (16) ist die Einheitsstrecke von logz3 nur die Halfte der fUr IOgzl und 
logz2 gewahlten (Abb.47). Man sieht den Vorteil der Fluchtlinienmethode aus 
der Einfachheit dieser Multiplikations- und Divisionstafel gegenuber den Netz
tafeln Abb. 40 und 42. 



Zi£f. 38. Fluchtlinientafeln mit drei parallelen geradlinigen Skalentragern. 

Beim geometrischen Mittel za = -V Zl Z2' oder 

IOgZl + logz2 - 2logza = 0, 

589 

sind aile drei Skalen kongruent, die za-Skala befindet sich wieder in der Mitte. 
Abb.48 gibt ffir einen Schwingungskreis den Zusammenhang zwischen Wellen-

L cm 
1.107 o,MtI , 

6 
5'106 

'I 

3 

2 

1'106 

8 

6 
5'105 

'I 

3, 

Z 

z 

Am 
200fJ0 

10000 

1000 

10 

lange Am in Metern, Selbstinduktion Lern in em und Kapazitat Cern in cm zu
folge1): 

1) Die Abbildung ist entnommen aus L. BERGMANN, Nomographische Tafeln fiir den 
Gebrauch in der Radiotechnik. S.34. Berlin: Julius Springer 1925. 
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39. Rechentafeln mit zwei parallelen und einer schneidenden Geraden als 
Skalentriiger. Nach ihrer Form (Abb.49) heiBen diese Tafeln auch Z-Tafeln. 
Mit den Einheitsstrecken 11' 12, 13 sind auf den drei mit ZI' Z2' Z3 beschriebenen 
Geraden die Funktionswerte f{Jl' f{J2' f{J3 aufgetragen, die Anfangspunkte der 
Bezifferung sind 01 , O2 , 03 , wobei 03 mit 01 ?;usammenfallt. Die Strecke 03 O2 

ist I cm oder im MaBstab 13 ist I = al3. Man liest unmittelbar ab; 
II 'PI 13 'P3 
12 'P2 I - 13 'P3 . 

Wahlt man II = 12 und ersetzt l durch ala, so wird diese Gleichung zu 
'PI 'P3 
'P2 a - 'Pa 

( 17) 

Setzt man 
f{Jl=/l' f{J2=/2' a~3'Pa=/3' 

dann laBt sich die fUr diese Tafelform typische Gleichung (17) auch schreiben als 

11 = 12/3' (18) 
Beispiel. Bei Messungen mit der Wheat

stoneschen Brlicke sei WI der gegebene, W 2 
der gesuchte Widerstand, W3 sei die Ablesung 
am MeBdraht, dessen Lange a = 100 cm sein 
soIl. Die Beziehung zwischen den drei GraBen 
wist dann 

a - wa' 

o 
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2 
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J 
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o 

\1 
\ /z,o 

\,;)( 
\ Al 
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Abb. 49. Fluchtlinientafel aus zwei parallelen und einer Abb. 50. Wheatstonesche Brucke W, ~ _w_, _ . 
schneidenden Geraden. w2 100 - wa 

hat also ganz die Form der Gleichung (17). Wir wahlen II = l2 = 1 cm und 
verfligen liber den MaBstab der Strecke 02 03 so, daB diese Strecke gleich a = 100 
MaBstabeinheiten sein soIl. In dieserEinheit ist wa aufzutragen, wobei Wa die 
am MeBdraht abgelesenen cm bedeutet. Entsprechend der Gleichung 

W3 
----
100 - W3 

sind die drei Skalen gleichfarmig (Abb. 50). Am einfachsten ist die Zeichnung 
dieses Nomogramms in Millimeterpapier, weil darin die drei Skalentrager schon 
regular geteilt sind und nur die Bezifferung anzuschreiben ist. 

Von der Form (18) ist die Gleichung fUr die Korrektion k, welche von 
dem in mm abgelesenen Barometerstand b wegen der Temperatur t (in Celsius
graden) des Quecksilbers abzuziehen ist; 

k=0,00016·b·t. ( 19) 
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Wir wahlen k = CPI = Zl und die Streekeneinheit 1 em fur k = 1 mm, weiter 
soil b = CP2 =Z2 sein und die Streekeneinheit 1 em soil 50 mm des Luftdrueks 
entspreehen. Fur t ware entspreehend 

0,00016t =~
a - CPa 

eine projektive, mit t zu beziffernde Skala aus der regularen 9?a-Skala abzu
leiten. Man kann aber die mittlere Skala (Abb. 51) einfaeh dadureh teilen, daB man 
an den Sehnittpunkt der Verbindungsgeraden von b- und k-Werten mit der 

5 

7 
mm 

b Transversalen den ihm naeh (19) 
800 zukommenden t-Wert ansehreibt. 

111m In Abb. 51 sind nur die in Be
traeht kommenden Teile der 
Skalen gezeiehnet. 

700 

o 
500 

500 

Abb.51. Barometerkorrektion wegen Temperatur des Quecksilbers Abb. 52. Schema einer Flucbtlinientafel aus 
k = 0,00016 bt. drei sicb in einemPunkt schneidenden Geraden. 

40. Fluchlinientafeln mit drei geradlinigen Skalentragern, welche durch 
einen Punkt gehen. Auf den drei Geraden sollen yom Sehnittpunkt 0 als Anfangs
punkt (Abb. 52) die drei Funktionsskalen CPv 9?2' 9?a aufgetragen sein, der Einfaeh
heit halber nehmen wir an, im gleiehen MaBstab. Eine Gerade sehneidet drei 
zusammengehOrige Punkte aus und bezuglieh der Flaeheninhalte der drei ent
stehenden Dreieeke gilt 

9?2 9?a sin eX + CPa 9?1 sinfJ = CPI 9?2 siny , 
oder 

sin 1X + sin{J _ sin l' 
----;p;- ~ - ---;p; . 

Der allgemeine Typus dieser Reehentafeln ist 

~+~-~ 
It 12 - la' 

Wahlt man at = p = 60°, so geht (20) direkt in die Form 

~+~=~ 
CPi CPs CP3 

(20) 

(21) 

fiber. 1st eX = f1 = OJ * 60°, dann nimmt (20) aueh die Form (21) an, wenn 

fUr die Skala CPs die Einheitsstreeke ls = l· 2eos ~ gewahlt wird, worin 1 die 
Einheitsstreeke der 9?1- und CP2-Skala bedeutet. 2 

Beispiel. Der resultierende Widerstand Ws zweier parallel gesehalteter 
Strome mit den Einzelwiderstanden WI und W 2 ist 

1 _ 1 + 1 
W3 - Wi W 2 • 
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Da hier die Argumente an Stelle der Funktionen von (21) auftreten, sind aIle drei 
Skalen regelmaBig. Auf den Winkel OJ und seinem EinfluB auf die Wahl des 
MaBstabs der wa-Skala braucht man nicht zu achten, wenn man die Kon-

o struktion in Millimeterpapier aus

'f--+--t----470--l--+--'y~l/D 

fiihrt (Abb. 53). Man wahlt eine 
vertikale Gerade des N etzes als 
wa-Trager und verwendet die Milli
meterverteilung als wa-Skala, zeich
net von 0 aus unter gleichen 
Winkeln zur wa-Geraden die zwei 
Geraden der W 1- und w2-Skala. Jede 
die wa-Skala in einem mit oX be
zifferten Punkte schneidende Hori
zontale des N etzes trifft die zwei 
anderen Skalentrager in Punkten, 
die mit 2x beschrieben werden, da
durch sind die Teilungen der zwei 
schragen Geraden auch durch die 
Netzteilung schon gegeben. 

Dieselbe Tafel istverwendbar zur 
Berechnung der resul tierendenSelbst-

,,?oo"--L--L_...L.-.-J100 ~oo induktion La zweier parallel geschal-
7VJ 7112 teter Selbstinduktionen L1 und L2 : 

Abb. 53. ~=~+~. ~ = ~ + ~ 
W. WI w, La LI L2 ' 

ferner zur Bestimmung der Gesamtkapazitat zweier in Serie geschalteter Kon
densatoren mit den Kapazitaten C1 und C2 

~=~+~ 
Ca C1 C2 ' 

schlieBlich zur Auflosung der Linsenformel: 

~ = ~ + ~. 
41. Nomogramme mit drei geradlinigen Skalentragern in beliebiger Lage. 

Auf den drei Geraden (Abb.54) seien im gleichen MaBstab die mit Zl' Z2' za 
bezifferten Skalen der Funktionen CP1' CP2' CPa 
von den Anfangspunkten 0 1 , O2 , Oa in der 
durch die Pfeile angegebenen Richtungen auf
getragen. Eine Ablesungsgerade schneidet die 
drei zusammengehOrigen Punkte P, Q, R aus 
und nach dem Satz des Menelaus ist 

Ol~. 02Q. OaR = 1 
02 P OaQ OIR 

oder, wenn 0 10 2 = a, 0 20 3 = b, OaOl = c 
gesetzt wird: 

~.~.~-1 
CPl - a CP2 - b CPa - c - . 

Abb. 54. Schema einer Fluchtlinientafel aus Der allgemeine Tafeltypus ist 
drei Geraden in beliebiger Lage. 11/2/a = 1 (22) 

und die Skalentrager sind nicht nach 11,/2' la zu teilen, sondern nach CP1' 9"2' CPs, 
die aus den I berechnet werden gemaB 

ah b~ ch 
CP1 = T::::-:t' CP2 = t;:::-:t' CPa = fa - 1 • 



Ziff. 42, 43. Zusammenstellung der Gleichungstypen ffir Fluchtlinientafeln. 593 

Wenn im Variabilitatsbereich, der fUr die Tafel in Betracht kommt, eine der 
Funktionen I gleich 1 wird, dann wird das entsprechende q; unendlich, die Tafel 
wtirde sich ins Unendliche erstrecken. Angenommen, es geschahe dies fUr 11' 
dann wird 11 ersetzt durch klv wo die Konstante k> 1; entsprechend (22) 

muB dann fur 12 eine Funktion \~ eingefUhrt werden. Ebenso bildet man, falls 

11 und 12 den Wert 1 annehmen, das Produkt der Funktionen k/1' kl2 und ~:. 
42. Zusammenstellung der Gleichungstypen fiir Fluchtlinientafeln mit 

drei geradlinigen Skalentdi.gern. 

1. Die drei Geraden sind parallel 11 + 12 + la = 0; 

2. zwei Gerade sind parallel 

3. die drei Geraden gehen durch einen Punkt 

~ 
a - !fa' 

~+~-~. 
/1 12 - la ' 

4. die drei Geraden haben keinen gemeinsamen Schnittpunkt, keine zwei 
von ihnen sind parallel 11 12 I a = 1. 

Die erste Type ist von der Form, welche im kartesischen anamorphosierten 
Netz durch drei Scharen paralleler Gerader darsteilbar ist. Auf diese Form 
sind auch die drei anderen Typen durch einfache algebraische oder transzendente 
Substitutionen (Logarithmieren) uberfuhrbar. Fur aile vier Arten der Flucht
linientafeln mit drei geradlinigen Skalentragern ist daher eine duale Abbildung 
im (anamorphosierten) kartesischen Netz moglich, wo auch die za-Schar eine 
Schar paralleler Gerader ist [Ziff.33, Gleichung (5)]. 

43. Fluchtlinientafeln mit zwei parallelen geradlinigen und einem krumm
linigen Skalentrager. Diese Type ist die duale Umformung der kartesischen 
(anamorphosierten) Netztafeln, bei denen Z, y Z2 
zwei Geradenscharen achsenparallel, die z., 
dritte Geradenschar aber keine Parallel-
schar ist, ihr Gleichungstypus ist (4) in 
Zif£. 33. ~, . .r., 

o 
~a.-

x 

Die X-Achse eines rechtwinkligen 
Systems wahlen wir senkrecht zu den 
beiden parallelen Skalentragern (Ab b. 5 5) , 
deren Abstand 2a ist, die Y-Achse in 
der Mitte zwischen ihnen; nach Ziff. 32 
sind die Gleichungen der Skalen in 
Parameterform, wenn II und l2 die Ein
heitsstrecken der geradlinigen Skalen
trager sind: 

Abb. 55. Schema einer Flucbtlinientafel aus zwei 
gerad .. und einem krummlinigen Skalentdiger. 

Zl 
Xl = -a, 
Y1 = /1 11' 

Z2 
X2 = a, 
Y2=/212' 

Za 
Xa = Xa(Za) , 
Ya = Ya (Za)· 

(23) 

Die Gleichung der Geraden, welche drei zusammengehorige mit ZI' Z2' za be
schriebene Punkte der drei Skalen verbindet, ist Gleichung (12) in Ziff. 37 oder 
in entwickelter Form 

Y1(X2 - xa) + Y2(Xa - Xl) + Y3(X1 - x2) = 0, 

welche durch Einsetzen von (23) wird: 

1111 (a - Xa(Za)) + /212 (Xa(Za) + a) - Ya(za)2a = 0. 

Handbnch der Physik. III. 38 
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Die allgemeine Type ist Ida + 12ga + ha = 0 (24) 
dieselbe Gleichung wie (4). Hierbei ist gesetzt: 

la = ll(a - xa) ga = l2(Xa + a) ha = -2aYa' (25) 
Durch Elimination von Xa aus den zwei ersten Gleichungen wiirde man eine 
Beziehung zwischen Is und gs erhalten, welche in der alIgemeinen Gleichung (24) 
nicht erfiiIlt sein muB. Urn dem auszuweichen, denken wir uns die Gleichung (24) 
mit einem Faktor ka (zs) multipliziert und erhalten statt (25) 

ks/1 = ll(a - xs) ksga = l2(XS + a) kshs = -2ays' (25') 
Hieraus folgt k _ 2/1/2 a 

s - l2/a + 11 gs 

'<> 
<::0-

if fo 
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-fI. 

-5 +6 
-6 +7 -6 

+8 -7 

+9 -8 

+ 10 -9 
z 10 -rz-

Abb. 56. Tafel zur Auflosung der quadratischen Gleichung z' + pz + q = o. 

'" 'Z 

und die Parametergleichung des krummlinigen Skalentragers 
a (llga - Isla) 11 lsha ( 6) 

Xs = 12/a + llga' Ya = - 12/a + 11 ga' 2 

Werden die MaBstabe gleich gewahlt, II = l2 = l, dann wird (26) zu 
ga - la lha 

Xa= a-+I , Ya= --+1' (27) ga a ga a 
Aus dieser Parameterdarstellung ist zu jedem za-Wert das Xs und Ya zu berechnen 
und so die Kurve punktweise zu zeichnen und mit diesen za-Werten zu beziffern. 
Durch Elimination von Za aus (27) erhalt man die Gleichung des krummlinigen 
Skalentragers Ya = Ya (Xs) , welche man aber nicht zu berechnen braucht. 

Beispiel. Die quadratische Gleichung Z2 + pz + q = 0 ist von der Form (24), 
wenn man nach Umstellung identifiziert: 

Il=P, 12=Q, la=1, ga=z, ha=z2. 
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Mit der Einheitsstreeke I = 0,5 em tragen wir (Abb. 56) die zwei reguHi.ren 
Skalen 11 = Z1 = q und 12 = Z2 = P auf zwei Parallelen auf, deren Abstand 
2a = 61 = 3 em genommen ist. Die Gleiehung der Kurve ist (mit I = 1 und 
2a = 6 im MaBstab der Einheitsstreeke I = 0,5 em) naeh (27): 

z - 1 
X3 = 3 Z + 1 ' 

oder naeh Elimination von z aus diesen zwei Gleiehungen 
(x + 3)2 Y = ------
6(x - 3) , 

(28) 

ist also eine Hyperbel. Wir tragen sie punktweise naeh (28) auf und sehreiben 
den zugehorigen z-Wert neben die Punkte. 

Die eingezeiehnete Lage der Ablesegeraden entsprieht der Gleiehung 
Z2 + 2z - 8 = ° mit den Wurzeln +2 und -4. Zur Auflosung einer 
quadratisehen Gleiehung reieht aueh der untere Zweig der Hyperbel allein allS. 
Urn die negativen Wurzeln kleiner C( 

als -1 (der mit z = -1 besehrie- 12 

bene Pllnkt liegt im Unendliehen) 11 

Zl1 erhalten, ersetzt man in der 10 

Gleiehung zweiten Grades z dureh 9 

-z. Die gestriehelte Ablesegerade 8 

fL 
5 

gibt die Wurzel 4 fiir die Gleiehung 7 

Z2 - 2z - 8 = ° oder +4 fiir die 6 

urspriingliehe. 5 

012311567 

5 

3 

2 

1 

Wenn die Werte der Koeffi
zienten p und q so groB sind, daB If 

sie allBerhalb des Gebietes derTafel 3 

fallen, dann fiihrt man ein Viel- 2 

faehesvonz, z. B. 3z, 10z, 100z, als 1 

neue Veranderliehe , in die Glei- 0 h...,....,...,...¢;;;::----+--+--+--t--t--+--+---+---jO 

chung ein; bei sehr kleinen p, q er- - 1 

hOht man die Genauigkeit der Ab- - 2 

lesllng dureh Einfiihrung von zj10 -3 
usw. als neue Veranderliehe. Dureh 
dies Nomogramm erhalt man die 
reellen Wurzeln aller quadratisehen -6 

Gleiehungen auf 2 bis 3 Stellen ge- -7 

nau. Dureh ahnliehe Diagramme, -8 

welche aus zwei parallelen, geraden, _ 9 

r~gular geteilten Skalentragern und _ 10 

emer krummen Punktskala be- _ 11 

stehen, lassen siehdie reellenWur
zeIn der trinomisehen Gleiehungen - 12 

-13 
zn + pzm + q = ° 

genahert bestimmen. Ais Beispiel - 11f 

diene die kubisehe Gleiehung in - 15 
-16 

reduzierter Form: - cr 
Z3+PZ+q=0. (29) 

Entspreehend (24) setzen wir 

z 
Abb. 57. Tafel zur Auflasung der reduzierten kubischen 

Gleichung z' + pz + q ~ o. 

z1=q=/1' z2=P=/2' 13=1, g3=Z, h3=Z3. 

-1 

-2 

-3 

-5 

-6 

-7 

-8 

-f" 

In Abb. 57 sind die MaBstabe der regularen Skalen l1 = 0,5 em, l2 = 1 em, der 
38* 
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Abstand 2a = 8 cm gewahlt. Wenn 1 fUr 11 geschrieben wird, ist die Parameter
gleichung des krummlinigen Skalentragers: 

S (Z3 - 2) 2Z~ 
X3 = --Z3 +-2-' Y3 = - Z3 + 2 . 

Damit wird die z-Skala punktweise konstruiert. Es sollen die reellen Wurzeln von 
z3-7z+4=0 

genahert bestimmt werden. Die Verbindungsgerade von q = 4 und p =-7 
schneidet die z-Kurve in den Punkten z = 0,6 und z = 2,3. Urn die negative 
Wurzel zu erhalten, wird in der vorgelegten Gleichung z durch -z ersetzt. Die 
Verbindungsgerade von q = -4 und p = -7 schneidet die z-Kurve sehr nahe 
bei z = 2,9. Die Gleichung hat also Wurzeln nahe +0,6, +2,3, -2,9, die auf 
numerischem Wege weiter anzunahern sind (Kap. 15, Ziff.3). 

Die Tafel hat fur p, q und z beschrankte Skalen; wenn p, q, z auBerhalb 
dieses Bereiches fallen oder so klein sind, daB eine scharfe Ablesung nicht moglich 
ist, ersetzt man in (29) z durch kz, wobei k passend groB oder klein gewahlt wird. 

44. Fluchtlinientafeln mit zwei oder drei krummlinigen Skalentragern. 
Von dies en Nomogrammen behandeln wir nur die Type, bei welcher zwei Skalen 
auf demselben Kegelschnitt angeordnet sind, der Trager der dritten Skala gerad
oder krummlinig ist. Man verdankt sie CLARKI). Die typische Gleichung dieser 

Rechentafeln ist 11M3 + (/1 + 12) g3 + h3 = 0. (30) 

Die spezielle Type, bei welcher ein Kreis der Trager der zwei Skalen ist, fand 
SOREAU2). In letzterem Fall sind die Gleichungen, nach welchen die Skalen
punkte aufgetragen werden, in Parameterform: 

1 
Xl = 1 + n 

11 
Yl = 1 + Ii 

Durch Elimination von 11 aus den zwei Gleichungen fiir Zl folgt die Gleichung 
des Tragers xi + yi = Xl' ebenso eihalt man durch Elimination von 12 aus 
dem zweiten Gleichungspaar x§ + y~ = x2 , woraus man sieht, daB der Trager 
beider Skalen derselbe durch den Ursprung gehende Kreis ist, denn die Indizes 1 
und 2 bei X und y sollen nur die Trennung der Skalen erleichtern. Durch Eli

------~~--------x 

Abb. 58. Schema einer Fluchtlinien· 
tafel, bei welcher zwei Skalen auf dem~ 
selben Kegelschnitt aufgetragen sind. 

mination von Z3 aus dem dritten Gleichungspaar er
halt man die Gleichung des Tragers der dritten Skala, 
der gerad- oder krummlinig sein kann. 

Wahlt man als Trager der Zl- und z2-Skala dieselbe 
Parabel y = X2 (Abb. 58), dann sind die Skalenpunkte 
zu konstruieren aus den Gleichungen in Parameter
form: 

Yl = Ii Y2 = t~ 

Die Gleichung, welche durch dies Nomogramm ge
lost wird, ist wieder (30). 

1) J. CLARK, Revue de Mecanique 1907, ferner d'OCAGNE, Calcul graphique, S. 290. 
2) R. SOREAU, Nomographie 2, S. 16. Mem. et comptes rendues de la Soc. d. lng. 

civils de France 1906; ferner O. LACMANN, Die Herstellung gezeichneter Rechentafeln S. 70, 
die Zeichnung einer solchen Tafel S. 72. 
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45. Andere Ablesevorrichtungen bei Tafeln mit drei Punktskalen. Bei den 
Fluchtlinientafeln wird die Ablesung zusammengehoriger Zl' Z2' zs-Werte der 
drei Skalen durch eine Gerade vorgenommen, welcheman sich als Kante eines 
Lineals, geraden Strich auf durchsichtigem Papier oder durch einen gespannten 
Faden realisiert denkt. Bei den Dreieckstafeln in Ziff. 34 haben wir eine Ablese
vorrichtung, bestehend aus drei sich unter Winkeln von 60° schneidenden 
Geraden, kennengelernt. Durch andere Ablesevorrichtungen ist man in der 
Lage, Rechentafeln mit drei Punktskalen zu entwerfen fUr Gleichungstypen, 
fUr welche eine Fluchtlinientafel nicht herstellbar ist. Ais Ablesekurven1) 

dienen hierbei 
zwei Gerade, die sich unter einem rechten Winkel schneiden, 
zwei parallele Gerade mit veranderlichem Abstand, 
ein Kreis. 

Bei Netztafeln ist auch die Parabel als bewegliche Ablesevorrichtung in Ver
wendung, wenn eine der drei Scharen aus kortgruenten Parabeln besteht, die 
durch Parallelverschiebung der Parabel y = x 2 entstehen; ein Beispiel hierzu 
in Ziff.46. 

46. Graphische Rechentafeln fUr funktionale Beziehungen zwischen vier 
und mehr Veranderlichen. Man konstruiert solche durch Verbindung von zwei 
oder mehr Rechentafeln fUr drei Veranderliche. Es werden entweder nur Netz
tafeln untereinander verbunden oder nur Tafeln mit bezifferten Skalen, oder 
beide Gattungen kombiniert2). Es solI hier nur ein Beispiel von REUSCHLESS) 

graphisch-mechanischer Methode zur Auflosung von Gleichungen gegeben 
werden. Bei der vollstandigen kubischen Gleichung 

wird gesetzt 

womit (31) iibergeht in 

x 3 + bx2 + ex = d 

xy = d. 

(31) 

(32) 

(33) 

Werden x, y als kartesische rechtwinklige Koordinaten aufgefaBt, so ist (33) 
bei veranderlichem d eine Schar gleichseitiger Hyperbeln4) (Abb. 59). (32) ent
steht durch Verschiebung der Parabel y = X2, die Achse bleibt parallel der 
Y-Achse. Die reellen Wurzeln derGleichung (31) werden erhalten als die Schnitt
punkte der Parabel (32) mit der Hyperbel, welche zum Wert d gehort. Man 
zeichnet die Parabel y = x 2 auf durchsichtiges Papier und legt sie entsprechend 
(32) auf die Hyperbelschar. 

Bei der Gleichung x 3 - 6x2 - 31x + 120 = 0 kommen die Parabel 
y = x 2 - 6x - 31 und die Hyperbel xy = -120 in Betracht. Da hierzu die 
Tafel nicht ausreicht, substituiert man eine neue Veranderliche ~ mittels x = 2~ 
und erhalt nach Division mit 8 die Gleichung 

1) Naheres in den Biiehern von R. SOREAU und P. WERKMEISTER. 
2) Die Herstellung solcher Tafeln bespreehen d'OCAGNE, O. LACMANN, R. SOREAU 

und P. WERKMEISTER in ihren Monographien. Weiter findet man viel hieriiber in der 
ZS. fiir angew. Math. u. Meeh. 

3) R. MEHMKE, Numerisehes Reehnen; Enzyklopadie d. Math. Wissenseh. Bd. I, F., 
S. 1045. 

4) Uber die Ablesung zusammengehoriger x, y bei konstantem d auf dem Reehensehieber 
siehe RUNGE-KoNIG, Numerisehes Reehnen, S. 6. 
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Die der Gleichung r} = (.; - t)2 - 10 entsprechende Parabel ist in Abb. 59 
gezeichnet. Die Schnitte dieser Parabel mit der Hyperbel ';fj = -15 haben 
die Abszissen -2,5, +1,5, +4, daher sind die Wurzeln der urspriinglichen 
Gleichung - 5, + 3 und + 8. 

Abb.59. Tafel zur Lasung der vollstiindigen kubischen Gleichung ",' + b",' + ex = d. 

Diese Methode der Auflosung vollstandiger kubischer Gleichungen ist eine 
einfache Weiterbildung der Auflosung von Gleichungen durch zwei Kurven, 
welche in Ziff. 5 und speziell 6 besprochen wurden. Gerade dies Beispiel zeigt, 
welch okonomische Hilfsmittel die Nomogramme im Zahlenrechnen sind. 

Lit era t u r z u m A b s c h nit t III. M. d'OCAGNE, Traite de Nomographie. 2. Auf!. 
Paris 1921; B. M. KONORSKI, Die Grundlagen der Nomographie. Berlin: Julius Springer 
1923; O. LACMANN, Die Herstellung gezeichneter Rechentafeln. Berlin: Julius Springer 
1923; P. LUCKEY, Einfiihrung in die Nomographie. Teubners Math. Physik. Bib!. Bd. 28 
und II. Auf!. Bd.59/60. 1927; R. MEHMKE, Numerisches Rechnen. Enzyklopadie d. Math. 
Wissensch. Bd. I, F.; H. SCHWERDT, Lehrbuch der Nomographie auf abbildungsgeometri
scher Grundlage. Berlin: Julius Springer 1924; R. SOREAU, Nomographie ou Traite des 
Abaques. 2 Bde. Paris 1921; P. WERKMEISTER, Das Entwerfen von graphischen Rechen
tafeln. Berlin: Julius Springer 1923. 



Kapitel 15. 

Numerisches Rechnen. 
Von 

KARL MADER, Wien. 

1. Einleitung. Rechenhilfsmittel. Funktionstafeln. Der Physiker muB meist 
ein Problem bis zum numerischen Ergebnis durchrechnen. Die fUr die Lasung 
geforderte Genauigkeit wird von vornherein festgesetzt und danach die Rechnung 
angelegt. Vielfach wird man fUr die Lasung zuerst einen Naherungswert auf 
graphischem oder numerischem Wege ermitteln und ihn dann numerisch weiter 
verbessern. Bei Verwertung von Beobachtungsergebnissen ist die Genauigkeit 
des Resultats durch die der MeBmethode selbst begrenzt, den Rechenvorgang 
fUhrt man am besten nach der GauBschen Methode der kleinsten Quadrate durch 

Von der numerischen Rechnung ist zu fordern, daB sie 
1. die angestrebte Genauigkeit einhalt, 
2. auf kiirzestem Weg zum Ziel fiihrt, 
3. daB bei jedem Schritt Klarheit iiber die Abweichung von der strengen 

Lasung herrscht. 
Wenn fUr ein Problem geniigendDaten vorliegen, laBt es sich immer numerisch 

zu Ende fUhren, auch wenn eine analytische Lasung nicht gegeben werden kann; 
so ist ein Integral, das sich nicht in geschlossener Form auswerten laBt, einer 
numerischen Berechnung zuganglich, und eine Differentialgleichung laBt zu 
gegebenen Anfangswerten immer eine numerische Lasung zu. Das Problem 
der drei Karper ist allgemein nicht lasbar, im speziellen Fall gestatten die Metho
den der Himmelsmechanik, den Ort eines Himmelskarpers fUr beschrankte 
Zeiten mit einer Genauigkeit zu berechnen, die nur begrenzt ist durch die Genauig
keit der Positionsmessung und gewisser astronomischer Fundamentalkonstanten. 

Weiter wird man jeden maglichen Gebrauch von maschinellen Hilfsmitteln 
inachen1). Von speziellen Einrichtungen der Logarithmentafeln2) seien ge
nannt die Tafeln der Additions- und Subtraktionslogarithmen, der Potenzen, 
die 5- und T-Tafeln fUr die Sinus und Tangenten kleiner Winkel, Tafeln der 
Vielfachen des Moduls M und 11M, urn aus den Briggsschen die natiirlichen Loga
rithmen zu erhalten. 

Vierstellige Tafeln der gebrauchlichen Funktionen wie Gammafunktion, 
Hyperbelfunktionen, elliptische, Besselsche und Kugelfunktionen sind zusammen
gesteIIt von JAHNKE und EMDE3). 

") A. GALLE, Mathematische Instrumente. 1912; K. LENZ, Die Rechenmaschinen 
und das Maschinenrechnen. 2. Auf I. 1924; R. MEHMKE, Numerisches Rechnen. Enzyklo
padie d. math. Wissensch. Bd. I, F.; F. A. WILLERS, Mathematische Instrumente. 1926. 
Sammlung Goschen Nr. 922; M. d'OCAGNE, Le calcul simplifie. Paris 1928. 

2) L. v. SCHRUTKA, Zahlenrechnen. 1923. 
3) E. JAHNKE U. F. EMDE, Funktionstafeln mit Formeln und Kurven. 1909. Dber

sicht fiber alle existierenden Funktionentafeln gibt J. W. L. GLAISHER, Art. Mathematical 
Tables. Encyclopaedia Britannica. 11. Auf I. 1911. 
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I. Genaherte Auflosung algebraischer und 
transzendenter Gleichungen. 

2. Die Regula falsi. Nach dieser Methode gewinnt man die reellen Losungen 
einer algebraischen oder transzendenten Gleichung 1 (x) = 0 in schrittweiser 
Annaherung mittels linearer Interpolation1). 'Ober die Lage der Wurzeln wird 
man genahert auf graphischem Wege unterrichtet, man entnimmt aus der Zeich
nung der Kurve y = 1 (x) die Schnittpunkte mit der X-Achse als Naherungs
werte der Wurzeln oder erhalt solche durch ein besonderes konstruktives Ver
fahren2), speziell durch die Methode von LILL3) bei algebraischen Gleichungen. 
Bei letzteren wird man die Anzahl der reellen Losungen nach der Cartesischen 
Zeichenregel oder dem Sturmschen Satz bestimmen4). 

Fiir die Funktionswerte I(x) in der Nahe einer Nullstelle rechnet man eine 
kleine Tabelle. Es seien Xl und X2 zwei benachbarte Argumentwerte, zwischen 
denen I(x) sein Vorzeichen wechselt. Die Sehne zwischen den zwei zugehOrigen 
Kurvenpunkten hat den Anstieg 

und den Schnittpunkt 

l(x2) - l(x1) 

X2 - Xl 

mit der X-Achse. X3 ist ein besserer Naherungswert der Wurzel als Xl und X2 • 

Man beniitzt ihn mit demjenigen der Werte Xl und X2 , fUr den I(x) von ent
gegengesetztem Vorzeichen wie 1 (x3) ist, zur Berechnung eines weiteren Naherungs
wertesund setzt das Verfahren fort, bis die Grenzen, in welche man auf diese 
Weise die Wurzel einschlieBt, geniigend eng geworden sind. 

3. Das Newtonsche Verfahren. Auf graphischem Wege oder durch Rechnung 
einer Tabelle von 1 (x) oder durch irgendwelche rechnerische 'Oberlegungen ver
schafft man sich einen Naherungswert Xl fill eine reelle Wurzel der Gleichung 
I(x) = O. Die Tangente im zugehorigen Kurvenpunkt schneidet die X-Achse in 

/(x1) 

x2 = Xl - I'(X1) , 

und X 2 dient als neuer Naherungswert der Wurzel, mit dem man den nachsten 

1 (x2) 

X3 = X2 - l'(x2) 

berechnet. Man setzt das Verfahren fort, bis in der gewiinschten Genauigkeit 
ein Schritt kein yom vorausgehenden verschiedenes Resultat liefert. In nachster 
Nahe der Wurzel wird die Konvergenz sehr rasch5). 

Die analytische Bedeutung des Verfahrens ist: Man fUhrt in 1 (x) den N ahe
rungswert Xl' vermehrt urn die unbekannte Verbesserung ~1' ein und entwickelt 
nach TAYLOR, wobei man nur die erste Potenz von ~l mitnimmt: 

woraus folgt 
o = I(X1 + b1) = l(x1} + ~d'(Xl)' 

~ __ /(X1) 
1 - I'(X1)' 

(1 ) 

(2) 

1) Die Lasung einer Gleichung mittels h6herer Interpolation: Ziff. 20 dieses Kapitels. 
2) Kap. 14. I. 5 und III. 3) Kap. 14. I. 2-4. 4) Kap.2, Ziff.48. S. 94. 
5) Dber Konvergenz- und DivergenzintervaUe des Newtonschen Verfahrens: A. HUBER. 

Wiener Ber. IIa. Bd. 134. S.405. 1925. 
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Der zweite Naherungswert ist 

der noch nicht der genaue Wurzelwert sein kann, da in (1) nur die erste Potenz 
von 151 mitgenommen wurde. Zu X2 rechnet man wieder eine Verbesserung d2 

usf. Wenn in der Berechnung einer Verbesserung, z. B. bei di ein kleiner Rechen
fehler unterHiuft, so daB 15~ statt di berechnet wird, dann wird die Wirkung 
des Fehlers durch das weitere Verfahren beseitigt, denn Xi + d; ist immerhin 
ein brauchbarer Naherungswert, sofern der Fehler klein ist. Da die Verbesserungen 
bald klein werden und dann der Zahler in (2) eine kleine Zahl ist, geniigt es, 
die Ableitung auf wenig Stellen zu berechnen und den Quotienten auf dem 
Rechenschieber zu bilden. Wenn von einem Naherungswert Xi an nur mehr 
kleine Anderungen eintreten, rechnet man die weiteren Verbesserungen mit 
dem ungeanderten Nenner f'(Xi)' 

Wenn die Differentiation von f (x) umstandlich ist, ersetzt man die Ableitung 
f' (Xk) durch den Differenzenquotienten 

!(xk + h) - !(xt ) 

h 

worin heine kleine GroBe ist, etwa eine Einheit der letzten Stelle von Xk' 
Wenn die Berechnung von f' (x) nicht langwieriger ist als die von f (x), fiihrt 

das Newtonsche Verfahren rascher zum Ziel als das Sehnenverfahren (Regula 
falsi). Die Annaherung HiBt sich noch auf folgende Weisel) beschleunigen. Man 
entwickelt (1) his zur zweiten oder einer noch hoheren Potenz von d1 und 
erhalt durch Reihenumkehr 

!(x1) ~~ f'(x1) ~~ f"(X1) 
151 = --j'(x1f - 2 l'(x1Y - 3! I'(X1)- - ... , 

welche Gleichung man durch Iteration2) lost. Man vernachlassigt in (3) zuerst 
die Glieder mit15L (jI .. , und erhalt fiir 151 einenNaherungswert, den man in dierechte 
Seite der Gleichung einsetzt, wodurch links ein neuer Wert 151 erhalten wird, 
den man wieder rechts einfiihrt usf., bis innerhalb einer gewissen Stellenzahl 
keine Anderung mehr eintritt. Man wendet diese Methode an, wenn die Ab
leitungen leicht zu bilden sind, also z. B. bei algebraischen Gleichungen, oder 
wenn f' (Xl) klein ist. 

Weiter erhalt man raschere Annaherung durch Verbindung des Sehnen
verfahrens mit dem NewtonschenS). 

Das Intervall (a1 b1), das die Wurzeln einschlieBt, wird verengert durch 

(4) 

Aus (a2 , b2) wird ebenso ein noch engeres Intervall (aa, bs) berechnet mittels 

f( ) (b2 - a2) b b f(b 2i 
as = a2 - a2 !(b~) -!(a2) , a = 2 - l'(b2) , 

bis schlieBlich zwei Intervallgrenzen an und bn sich in der gewahlten Stellen
zahl nicht mehr unterscheiden. 

1) C. RUNGE-H. KONIG, Vorlesungen fiber numerisches Rechnen. S. 154. 1924; V. SAN
DEN, Praktische Analysis. 2. Aufi., S. 153. 1923. 

2) Ziff. 5 dieses Kapitels. 
3) H. WEBER, Lehrbuch der Algebra. S.162. Kleine Ausgabe 1912; WHITTAKER

ROBINSON, The Calculus of Observations. S.94. 1926. 
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Beispiel. In Rap. 14, Ziff.3 wurde mit Hilfe des Lillschen Verfahrens Xl = 2,2 
als Naherungswert der reellen Wurzel der Gleichung 

I (x) = X3 - 3 X2 + 4x - 5 = ° 
gefunden. Es ist 

I'(X) = 3X2 - 6x + 4, I"(x) = 6x - 6, I'''(x) = 6. 

Die Gleichung (3) 
b _ 0,072 _ ~~. 7,2 _ (j~ _6_ 

1 - 5,32 2 5,32 6 5,32 
oder Fr.' 

b1 = 0,013534 - 0,6765 b~ - 0,1880bi (3') 

ist durch Iteration zu 16sen. Man setzt b1 = 0,013534 rechts ein und erhalt 

b1 = 0,013534 - 0,0001239 - 0,0000004 = 0,013410. 

Das Glied mit br bleibt ohne EinfluB auf die 6. Dezimalstelle und wird weg
gelassen. Durch Einsetzen des neuen Wertes fiir bl in die rechte Seite von (3') 
findet man 

bl = 0,013534 - 0,0001217 = 0,013412. 

Eine neuerliche Wiederholung fiihrt auf denselben Wert bl . Man setzt als zweiten 
Naherungswert 

X 2 = Xl + b1 = 2,213412 

in (3) ein und erhaIt flir b2 die Gleichung 

b = - 0,000002 _ ~. 7,28 = -00000004 
2 5,42 2 5,42 ' . , 

b~ braucht nicht mehr beriicksichtigt zu werden. Man erhalt weiter 

<53 = +0,0000001 

und damit die Wurzel auf acht Stellen: 

X = 2,2134117 ... 

4. Das Wewtonsche Naherungsverfahren bei zwei oder mehr Verander
lichen. Die Anwendung auf mehrere Gleichungen mit mehreren Unbekannten 
ist ganz analog der auf zwei Gleichungen, so daB wir uns auf diese be
schranken. Die zwei Gleichungen seien 

I(x, Y) = 0, g(x, y) = 0, (5) 

Xl' Yl Naherungswerte flir ein Wurzelpaar, ihre Verbesserungen hI und ki . Man 
entwickelt (5) nach TAYLOR und bricht nach den ersten Potenzen von hI und 
ki ab: 

° = l(x1 + hI' YI + kl ) = I (X1YI) + hdl(X1Y1) + k1 12(x1 YI) + ... , } (6) 

° = g(XI + hI' YI + kl) = g(X1Yi) + h1g1 (X1YI) + ki g2(XI Y1) + ... , 
wobei die Indizes 1 und 2 bei lund g die partiellen Ableitungen nach X und y 
bedeuten. Man hat daher in (6) zwei lineare Gleichungen flir die zwei Un
bekannten hI und kl , die noch nicht die endgiiltigen Verbesserungen der Nahe
rungswerte sind, da nur die ersten Potenzen von hI und kl mitgenommen 
wurden. Fiir die zweiten Naherungswerte 

X 2 = Xl + hI, Y2 = Y1 + ki 
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rechnet man wieder analog (6) die Verbesserungen' h2 und k2 und setzt das 
Verfahren fort, bis in der gewahlten Genauigkeit keine Anderung an den Wurzeln 
mehr eintritt. Da die Verbesserungen bald klein werden, geniigt es, die Ableitun
gen auf wenig Stellen zu berechnen und sie nicht mehr zu andern, wenn schon 
groBere Annaherung erzielt ist. 

Diese Methode ist auf komplexe Wurzeln anwendbar. Es sei Xl + iYI 
der Naherungswert einer komplexen Wurzel von j(z) = O. Man fUhrt in der 
Gleichung die unbekannten Verbesserungen JXI und iJYI ein, nimmt in der 
Taylorschen Entwicklung nur die ersten Potenzen der Verbesserungen mit und 
erhalt durch Trennen des reellen und rein imaginaren Bestandteils zwei lineare 
Gleichungen fUr JXI und JYI' die man weiter verbessert. Die Rechnung ist ge
wohnlich langwierig. Wenn man von einer Gleichung auch die komplexen Wurzeln 
bestimmen will, ist es besser, von vornherein die Auflosung nach der Methode 
von GRAEFFEI) vorzunehmen. 

5. Die Iterationsmethode. Wenn sich die zu losende Gleichung auf die 
Form 

X = cp(x) (7) 

bringen laBt, dann wird aus einem Naherungswert Xl der Wurzel ein zweiter 
berechnet mittels 

(8) 

aus diesem ebenso ein dritter usf. 
Die Funktion cp (x) darf sich in der Nahe der Wurzel X von (7) nur wenig 

andern. Urn die Konvergenz des Verfahrens zu untersuchen, bildet man die 
Differenz von (7) und (8): 

X - x2 = cp(x) - cp(xI) = (x - Xl) cp'[XI + {}(x - Xl)], 0 < {} < 1. 

Angenommen, die Ableitung cp' (x) sei in dem Intervall zwischen der Wurzel X 

und dem Naherungswert Xl absolut kleiner als ein echter Bruch m, dann wird 

Weiter wird 

schlieBlich 

I X - X2 I < I X - Xl 1m . 

I x - X3 I < I x - X 2 I m < I x - Xl I m 2 , 

I X - Xn I < I X - Xl I mn - 1 

oder die Abweichung des nten Naherungswertes ist kleiner als das mn -lfache 
des Fehlers des ersten Naherungswertes, wobei m als echter Bruch vorausgesetzt 
war. 1st die Ableitung cp' (x) > 1, dann bildet man aus (7) die inverse Gleichung 

1f!(x) = x, 

welche durch Iteration gelost werden kann, da die Ableitung 1f!' (x) zufolge 

1f!'(x) = ql~X) 
wieder ein echter Bruch ist. 

Die Iterationsmethode wird vielfach in der Physik und namentlich in der 
Astronomie angewendet. Hier besteht oft cp (x) aus einem von X freien Bestand
teil und einer Anzahl Korrektionsgliedern, die mit x nur wenig veranderlich sind. 
Durch Einsetzen eines Naherungswertes von x in die rechte Seite erhalt man 
einen besseren Wert von x. Aus der Bestimmung der Hohe eines Gestirns im 

1) Kap. 2, Ziff. 53, S. 97. 
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Meridian erhalt man die geographisehe Breite B des Beobaehtungsortes; wird 
die Rohe etwas auBerhalb des Meridians gemessen, so besteht fUr Beine Glei
chung, bei welcher reehts Korrektionsglieder auftreten, welche die Unbekannte B 
enthalten. Da fUr B immer ein genaherter Wert bekannt ist, geniigt die Ein
setzung desselben in die Zusatzglieder, urn den genauen Wert von B zu er
halten. 

Weiter wird die Iterationsmethode bei der Reihenumkehr l ) verwendet; eine 
Anwendung wurde in Ziff. 3 gegeben. Das Iterationsverfahren laBt sieh auf 
mehrere Gleiehungen mit mehreren Unbekannten ausdehnen. 

1. Beispiel. Zur Bestimmung der reellen Wurzel von 

X3 - 2X2 + 5x - 0,8 = ° 
sehreiben wir die Gleiehung in der Form 

x = 0,16 + 0,4x2 - 0,2x3 

und fiihren reehts den Naherungswert Xl = 0,16 ein, wodureh der zweite Nahe 
rungswert bestimmt wird: 

x2 = 0,16 + 0,4.0,16 2 - 0,2.0,163 = 0,16 + 0,01024 - 0,00082 = 0,1694. 

Weiter wird 
X3 = 0,17051, 

x4 = 0,170638, 

Xs = 0,170653, 

X6 = 0,1706548, 

X 7 = 0,170655 23, 
Xs = 0,17065528, 

Xg = 0,17065528. 

2. Beispiel. Die Gleichung 

X3 - 0,2x 2 + 4x - 800 = ° 
hat eine reelle Wurzel nahe 9. Ein Apsatz wie im vorigen Beispiel ist hier nicht 
moglich, da I cpt (9) I> 1. Es wird daher die Gleiehung in der Form gesehrieben: 

X = y800 - 4x + 0,2X2. (9) 

Man setzt Xl = Y 800 = 9,3 in die reehte Seite von (9) em und erhaIt naeh
einander 

X2 = Y780,098 = 9,2056, 

X3 = 9,2056604, 

X4 = 9,2056604. 

Die Iterationsmethode dient weiter zur Bereehnung irrationaler und transzen
denter GroBen. Zur Bestimmung der Quadratwurzel aus einer Zahl N wahle 
man eine beliebige Zahl Xl und reehne 

x 2 = ~ (Xl 1+ ~) , Xa = ± (X2 + ~J ... , 
es ist lim Xn = iN. 

1) Beispiel in Ziff. 20 dieses Kapitels. 
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We iter sei erwahnt die Berechnung des elliptischen Normalintegrals erster 
Gattung 1l 

2 

F = [ dIP 
}V1 - k2 sin2 <p 
o 

durch das arithmetisch-geometrische Mittel nach GAUSS. Man bildet 

k' = l~ k2 

hiermit 
, 1 + k' 

a1= -2-' 

und die zwei Folgen 
, a~ + b~ 

a2 = --2-' 

b~ = ¥a~b2' 

Es ist nun lima~ = limb~ = M(1, k') 
n=oo 

(10) 

das arithmetisch-geometrische Mittel. Schon beim dritten oder vierten Schritt 
sind meist die beiden Mittel auf 6 Stellen gleich. Es ist nun das elliptische In
tegral 

:ll 1 
F ="2 M(1, k') 

und die komplementare Funktion 

Den Quotienten 

2 

F' =f dIP = ~_1_. 
Y1- k'2 sin2 <p 2 M(1,k) 

o 
F' M(1, k') 
F M(1,k) 

braucht man zur Berechnung der #-Reihen. 

Literatur zum Abschnitt I. C. RUNGE-H. KONIG, Vorlesungen uber numerisches 
Rechnen. Kap.6. Berlin: Julius Springer 1924; C. RUNGE, Praxis der Gleichungen. 2. Auf I. 
Berlin u. Leipzig: W. de Gruyter 1921; H. v. SANDEN, Praktische Analysis. 9. Kap., 2. Auf I. 
Leipzig u. Berlin: Teubner 1923; WHITTAKER-RoBINSON, The Calculus of Observations. 
Kap. 6. London 1926. 

IIa. Differenzen- und Interpolationsrechnung bei 
ungleichen Intervallen des Arguments. 

6. Problemstellung. Die Interpolationsformel von LAGRANGE. Von einer 
Funktion, die in dem betrachteten Gebiet stetig vorausgesetzt ist, seien nur 
einzelne Werte durch Beobachtung oder Berechnung gegeben. Die Funktion 
wird, wenn ihr analytischer Ausdruck entweder unbekannt oder fUr die Rechnung 
zu kompliziert ist, zwecks Berechnung von Zwischenwerten durch eine ein
facher gebaute Naherungsfunktion ersetzt, die fiir die vorliegenden Argument
werte mit der gegebenen Funktion iibereinstimmtl) (Interpolation). 

1) Die Konstanten einer Naherungsfunktion, die sich im ganzen Interval1 der gegebenen 
Funktion moglichst gut anschmiegt, ohne in gegebenen Punkten ubereinstimmen zu mussen, 
werden durch die Methode der kleinsten Quadrate (Kap. 13 ds. Bandes) bestimmt. 
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Durch Differenzieren und Integrieren der Naherungsfunktion werden ge
naherte Ableitungen und Integrale der urspriinglichen Funktion gewonnen 
(numerische Differentiation und Integration). 

Wenn die Funktionswerte fUr aquidistante Argumentwerte gegeben sind, 
werden die Formeln einfacher als bei ungleichen Argumentintervallen. 1m 
folgenden wird zuerst die Interpolation bei ungleichen Argumentintervallen 
besprochen. 

An den m Stellen x = a, b, c, ... , k sei eine Funktion t(x) durch ihre Werte 
t (a), t (b), ... , f (k) gegeben. Die ganze rationale Funktion m - Hen Grades, 
welche an diesen Stellen die gleichen Werte annimmt, ist 

(x) = J(1!l. '1' (x) + f(b) _ '1' (x) + _ f(k) 'P(k) 
g ql(a) x - a 'P'(b) (x - b) 'P'(k) x-k ' (1) 

worm 
gJ(x) = (x - a)(x - b)(x - c) ... (x - k). 

Wenn f(x) kein Polynom m - 1sten Grades ist, wird es an einer Zwischen
stelle x nicht genau mit (1) iibereinstimmen; der Fehler, der dadurch entsteht, 
daB f (x) durch g (x) ersetzt wird, ist urn so kleiner, je naher x an einem der ge
gebenen Werte a, b, ... , k liegt und je mehr es in der Mitte zwischen allen liegtl). 

7. Dividierte Differenzen. Interpolationsformel von NEWTON. Strich
regel von GAUSS. Der Quotient 

f(a) - f(b) = f(a) +f!J:J.L = b(a b) = b(ba) 
a-b a-b b-a 

heiBt die erste dividierte Differenz fUr die Argumente a und b2). Sie ist 
die mittlere Steigung der Funktion im Intervall (a, b). Die dividierten Differenzen 
zweiter und h6herer Ordnung bildet man ebenso aus den dividierten Differenzen 
der nachst niederen Ordnung: 

b(abc) = 
J(ab)-J(be) b (abed) = J(abe) - J(bed) 

a-c , a-d 

Die dividierten Differenzen ordnet man in das Schema: 

Argument Funktion 0, 0, 0, O. 

a I(a) 
J(ab) 

b I(b) J(ab e) 
J(be) J(abed) 

e I(e) J(bed) I J(abcde) 
J(cd) J(bcde) 

d I(d) J(ede) 
J(de) 

e I(e) 

Die ganze Funktion (m - 1)-ten Grades, welche an den m Stellen a, b, ... , h, k 
mit der durch die Funktionswerte f (a), f (b) ... gegebenen iibereinstimmt, ist 

f(x) =f(a) + (x-a) b(ab)+ (x-a)(x-b) b(abc) + (x-a)(x-b)(x-c) b(abcd) } 

+ ... + (x - a) (x - b)(x - c) ... (x - h) b(abc ... hk). (2) 

1) J. BAUSCHINGER, Enzyklopadie d. math. Wiss. Bd. I, D 3, S.803. 
2) In der Symbolik von T. N. THIELE, Interpolationsrechnung. Leipzig: Teubner 1909; 

C. F. GAUSS (Werke Bd. 3, S. 265) schreibt Cab], dieselbe Schreibweise in N. E. NORLUND, 
Vorlesungen iiber Differenzenrechnung. Berlin: Julius Springer 1924. 
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(N ewtonsche In terpola tionsformel). Das Restglied, das an den Stellen 
a, b, ... , k verschwindet, ist 

(x - a) (x - b) ... (x - k) ~(x, a, b, c ... hk). 

Die Formel (2) verwendet die schrag absteigenden dividierten Differenzen, 
die folgende die schrag aufsteigenden: 

f(x) = f(k) + (x - k){~(hk) + (x - h) [c5(ghk) + (x - g) (~(/ghk) + ... )J}. (3) 

Wenn man wie in (3) Klammem setzt, beginnt man bequem die Rechnung 
von der innersten Klammer aus. Falls x ungefahr in der Mitte von a, b . .. k 
liegt, also Z. B. in der Nahe von d, rechnet man nach den Formeln von GAUSS, 
und zwar, wenn x zwischen c und d faIlt, mit 

f(x) =f(d) + (x-d) { ~(cd)+(x-c) [~(cde)+(x-e)[~(bcde)+(x-b)(~(bcd ef)+ ... )J]} 
und, wenn x zwischen d und e gelegen ist, mit 

f(x) =f(d)+(x-d){~ (de)+ (x-e)[~(cde) + (x-c)[~(cdef)+(x-f)(~(bcdefH' ... )]]). 
Die dividierten Differenzen, die in den zwei Formeln auftreten, liegen zu beiden 
Seiten eines Horizontalstriches an der Stelle x, der zwischen c und d bzw. d und e 
zu denken ist. Man beginnt die Berechnung der Formeln von riickwarts und korri
giert, ohne auf die Vorzeichen zu achten, jede Differenz durch die nachst h6here 
derart, daB sie ihrer Nachbardifferenz auf der andem Seite des Horizontalstrichs 
naher gebracht wird (Strichregel von GAUSS). 

8. Satze tiber dividierte Differenzen. Erganzung des Schemas einer 
ganzen rationalen Funktion. 1. Ein konstanter Faktor einer Funktion ist 
konstanter Faktor ihrer samtlichen dividierten Differenzen. 

2. 1st f (x) die Summe von zwei oder mehr Funktionen, dann sind ihre 
dividierten Differenzen die Summe der dividierten Differenzen der Summanden. 

3. 1st f (x) eine ganze rationale Funktion n ten Grades, so ist die dividierte 
Differenz mter Ordnung (m < n) eine ganze rationale symmetrische Funktion 
(n - m)ten Grades. Die (n - 1)te dividierte Differenz ist eine lineare Funktion 
der Summe der n Argumente, aus denen sowie aus deren Funktionswerten die 
Differenz gebildet ist; die n te dividierte 
Differenz ist konstant und gleich dem Ko
effizienten des Gliedes n ter Ordnung; alle 
h6heren dividierten Differenzen sind Null. 

Diese Eigenschaften erleichtem die 
Berechnung eines Schemas, die letzte be
nutzt man zur Erganzung eines Schemas, 
urn weitere Werte einer ganzen rationalen 
Funktion zu berechnen. 

BeispieP). Eine Fallmaschine, von 
der vorausgesetzt ist, daB sie die Falltiefe 
als quadratische Funktion der Zeit giht, 
zeigt nach Verlauf von 1, 5, 7 Sekunden die 
Falltiefen 1, 15 und 28 cm. Urn die Fall
tiefen fUr die ersten 8 Sekunden zu ge
winnen, bildet man das im Druck hervor
gehobene Schema, erganzt in der ersten 
Spalte die gewiinschten Argumente und 

x I 
1 I 
5 ! 

7 

8 

6 

4 

3 

2 

o 

1) T. N. THIELE, Interpolationsrechnung. S. 11. 

t<x) 

1 

15 

28 

36 

21 

10 

6 

3 

° 

~1 

3,5 
0,5 

6,5 
0,5 

8,0 
0,5 

7,5 
0,5 

5,5 
0,5 

4,0 
0,5 

3,0 
0,5 

1,5 
0,5 

0,5x + 0,5 
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setzt in die letzte Spalte konstant 0,5 ein. Die auf 6,5 folgende erste unbe
kannte dividierte Differenz 15(7,8) muE mit 6,5 kombiniert, 0,5 als zweite 
dividierte Differenz erge ben: 

il (5,8) - 6,5 = 0 5 
8 - 5 ' oder 15(5,8) = 8,0. 

Mit ihrer Hilfe berechnet man 1 (8) aus 

1(8)-28=80 
8-7 ' zu 1(8) = 36. 

Ebenso findet man 

15(6,8) = 7,5 und 1(6) = 21 usf., 

schlieBlich fur das Argument x 

il(x, 2) -1,5 = 0 5 
x-2 ' , 15 (x, 2) = 0,5x + 0,5 

und I(x) aus 

1 (x) - 0 = 0 5 x + 0 5 
x - 0 ' , 

zu I(x) = 0,5x2 + 0,5x. 

Bei gleichen Argumentintervallen ist die Rechnung viel einfacher. 
9. Numerische Differentiation mittels dividierter Differenzen. Wenn III 

der erst en dividierten Differenz 
b(xa) = 1 (x) -lJ!!2 

x-a 

a unbegrenzt an x heranruckt, geht sie in die erste wiederholte Differenz uber 

15 (xx) = 15(1) (xl = /,(x) , 

also in die Ableitung an der Stelle x. Mit Einschaltung eines Zwischengliedes 
15 (x' x) erhalt man die zweite Ableitung 

f" (x) = (il (x'x'~ - il (XX)) = [il (x'x'), - il (x'x) + il (x'x), - il (XX)] 
x - x ",' = '" x - x x - x ",' = '" 

x I I(x) 0, 
= 2b(xxx) = 215(2) (x) 

1 
7 

8 
19 

3 27 
49 

5 125 
129 

8 512 
192 

8 512 
192 

8 512 
192 

8 512 

I 

6 I! 1 
10 

16 
I 1 

I 

21 

24 

24 

allgemein 
I(n) (x) = n! b(n) (x) . 

Man erhalt so aIle Ableitungen der ganzen 
rationalen Naherungsfunktion an der Stelle x; 
wenn die Funktion selbst ein Polynom von nicht 
h6herem als n ten Grad ist, berechnet man auf 
diesem Weg ihre wirklichen Ableitungen. 

Beispiel. Eine Tafel fUr x3 ist durch die 
dritten Potenzen der erst en vier Primzahlen 
bestimmt, gesucht werden der Funktionswert 
und aIle Ableitungen an der Stelle x = 8. 
Man bildet das im Druck hervorgehobene Diffe
renzenschema aus den gegebenen x und 1 (x) 

und erganzt die letzte Spalte durch lauter 1, und von diesen aus das Schema 
nach links, wodurch man findet 

1(8) = 512, /,(8) = 192, /,,(8) = 48, /,1/(8) = 6. 
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10. Die Taylorsche Reihe. In diese geht die Newtonsche Interpolations
formel durch Gleichsetzen der Argumente a = b = ... = k (Ziff.7) iiber, die 
dividierten Differenzen werden zu wiederholt en dividierten Differenzen: 

I(x) = f(a) + (x - a) ~(1) (a) + (x-a)2b(2) (a) + (x - a)3r5(3) (a) + ... } (4) 
+ (x_a)m- 1 r5(m-l)(a) + Rm(x). 

Es ist Rm(x) = (x - a)m~(m)(aaa ... x) 

genau das Restglied der Taylorschen 
Reihe, nur in anderer Form geschrieben. 

11. Allgemeinere Formulierung des 
Interpolationsproblems. Es sind die 
Werte einer Funktion und einiger ihrer 
sukzessiven Ableitungen flir bestimmte 
Argumente gegeben, gesucht wird die 
ganze Funktion niedrigsten Grades, welche 
flir die gleichen Argumente dieselben 
Werte und Ableitungen haP). 

Beispiel. Von einer Funktion sind 
drei Werte 1(0) = -7, 1(1) = -6, 
1 (2) = + 11 und die zwei Ableitungen 
/,(0) = 3, /'(2) = 39 gegeben. Damit laBt 
sich eine ganze Funktion vierten Grades 

o 

° 
° 
o 

o 

1 

2 

2 

f(x) 

-7 

-7 

-7 

-7 

!-7 

-6 

11 

11 

~I 

3 
- 5 

3 2 
-5 

3 2 
- 5 

3 3 
-2 

5 
8 

17 7 
22 

39 

bestimmen. Man bildet das im Druck hervorgehobene Schema, in welchem die 
Stellen 0 und 2 einmal wiederholt sind: Man erganzt das Schema nach rechts und 
hierauf durch die viermal angeschriebene konstante vierte dividierte Differenz 1 
nach oben. Die in der ersten schrag 
absteigenden Zeile stehenden Zahlen 
sind die Koeffizienten der Taylor
schen Entwicklung an der Stelle 0, 
es ist daher 

f(x) = x2 + 2x3 - 5x2 + 3x - 7 
die gesuchteFunktion vierten Grades. 

12. Auflosung einer algebra-
ischen Gleichung mittels des Sche-
mas der dividierten Differenzen2). 

Zur L6sung der Gleichung 
x 3 - 25,8x2 + 211,77x - 554,04 = 0 
faBt man das Polynom als Mac-
Laurinsche Reihe an der Stelle 0 auf, 
schreibt die Koeffizienten schrag 
aufsteigend an, erganzt nach oben 
lauter 0 und die letzte Spalte durch 
lauter 1. Von rechts her berechnet 
man versuchsweise 1 (2); aIle Diffe-
renzen und der Funktionswert sind 
absolut kleiner geworden. Man be-
rechnet ebenso 1(4) = -55,76. Die· 
rascheAbnahme zeigt, daB man einer 

° 
° 
° 
0 

2 

4 

5,5 

5,5 

5,7 

7 

8 

8 

8,1 

f(x) ~I 

° o 
° ° ° 1 

° - 25,8 
211,77 

I - 554,04 - 23,8 ! 

164,17 ! 

- 225,70 I - 19,8 
I 84,97 

55,76 i - 14,8 
I 40,57 I 

15,19 
23,62 

I - 11,3 

3,38 9,8 
18,72 

3,38 9,1 
16,90 

° 7,6 
5,50 

!+ 7,15 5,1 
- 6,23 

+ 0,92 2,8 , 
- 9,03 I 

+ 0,92 1,7 
- 9,20 

° 
1) MARKOFF, Differenzenrechnung. Kap.1-3; T. N. THIELE, Interpolationsrechnung. S.1 5. 
2) Die Auflosung einer Gleichung mit Hilfe des Differenzenschernas bei aquidistanten 

Argumenten wird in Ziff. 20 dieses Kapitels besprochen. 

Handbuch der Physik. III. 39 
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Wurzel schon nahe ist. Man versucht mit x = 5 und 5,5. Es ist /(5,5) = -3,38 
schon klein, man wiederholt das Argument 5,5, urn die erste Ableitung an der 
Stelle 5,5 zu erhalten. Bezeichnet WI die Wurzel, so ist bei Beschrankung der 
Taylorschen Formel auf die zwei erst en Glieder (Newtonsche Naherungsmethode) 
WI zu bestimmen aus 

l(w1) = 1(5,5) + (WI - 5,5)1'(5,5) = ° 
oder 

WI IX) 5,7. 

Ein Versuch mit 5,7 gibt /(5,7) = 0, also ist 5,7 die erste Wurzel. Ware l(w1) 

noch nicht Null, so wiirde man durch mehrmalige Wiederholung des Verfahrens 
die Wurzel weiter annahern. In derselben Weise erhalt man fUr die zweite 
Wurzel wz: 

I(wz) = + 0,92 + (wz - 8) (- 9,03) = ° 
oder W 2 = 8,1, schlieBlich W3 = 12. 

13. Numerische Integration1). Man gewinnt J 1 (x) dx am einfachsten durch 
gliedweise Integration der Taylorschen Reihe (4): 

ji(x) dx = C + (x - a) 1 (a) + (X ~ ay J(l)(a) + (X; ar J(2)(a) + ... (X :: at J(m) (a) 

+ /Rmdx. 

14. Harmonische Analyse 2). Eine periodische Funktion 1 (t) sei durch 
2n + 1 Beobachtungswerte 1 (ti) , die wir zuerst als nicht aquidistant annehmen, 
gegeben. Als Interpolationsfunktion dient die trigonometrische Reihe 

IfJ (t) = :0 + a1 cost + a2 cos 2t + ... an cosnt + } 

+ b1 sin t + bzsin2t+ ... bnsinnt. 
(5) 

Mit Hilfe der 2n + 1-Werte /(t i ) liefert die Interpolationsformel von LAGRANGE 

fUr IfJ (t) : 
(t) = /(t) sint(t - t2) sinW - t3) ... sint(t - t2n +1) 

IfJ 1 sin t(t1 - t2) sin t (t1 - t3 ) ••• sin t (t1 - t2n +1) 

+ f(t) sint(t - t1 ) si~J(t - t3) ••• sint{t - t2n+1) + ... 
z sin t (t2 - t1) sin t (t2 - t3) ..• sin t (t2 - t2 n+1) I (6) 

Dberfiihrung von (6) in (5) gibt die Koeffizienten ai und bi von (5). Bei aqui
distanten Argumentintervallen, wenn also 

t -t +~ 
2 - 1 2n + 1 ' 

2Jt 
t=t+2·-
3 1 2n + 1 

sind die ai und bi einfacher zu berechnen: 

ai = _2_ [f (t1) cosi t1 + 1 (t2) cosi t2 + . " 1 (t2n +1) cosi t2n +1J i = 0, 1, 2, .... n, 
2n+1 

bi = _2_ [f (tl) sini tl + f(t2) sin i t2 + . .. f (t2n +1) sin i t2n +1J i = 1,2, ... , n. 
2n+ 1 

1) Eine andere Methode gibt T. N. THIELE, Interpolationsrechnung. S. 21-
2) Ausfiihrliche Besprechung und Literaturangaben bei H. BURKHARDT, Enzyklopadie 

d. Math. Wissensch. Bd. II, A 9a, ferner bei J. BAUSCHINGER, ebenda Bd. I, D 3, S. 815. 
Andere Interpolationsformeln als (6) auch bei WHITTAKER-RoBINSON, The Calculus of 
Observations. S. 283. 
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Wenn die Anzahl der gegebenen Ordinaten nur 2n ist, kann bn nicht bestimmt 
werden, die Koeffizienten sind: 

bi =: [f(t1)sinitl + I (t2) sinit2 + ... l(t2n)sinit2nJ i=1,2, ... ,n-1, 

ai = ~ [f (tl)cositl + I (t2) cosi t2 + ... I (t2n) cosit2nJ i = 0,1,2, ... , n -1, (7) n . 

an = co;:t1 [f(t1) - I (t2) + l(t3) + ... -I (t2n)J . 

Meist wird man tiber die Veranderliche so verfugen, daB t1 = ° und damit 
t2n = 2n wird. Vielfach ist es ublich, z. B. in den Rechenformularen von 
C. RUNGE, den ersten Koeffizienten ao und nicht wie oben ao/2 zu schreiben; 
dann darf i in der zweiten der Formeln (7) nur die Werte 1,2, ... , n - 1 
annehmen und fur ao gilt 

a o = 21n [f (tl) + I (t2) + . . . f (t2n)] . 

Weiteres tiber "Harmonische Analyse" in Kap. 13, Ziff. 26. 

Literatur zum Abschnitt IIa: T.N. THIELE, Interpolationsrechnung. Leipzig 
1909; WHITTAKER-RoBINSON, The Calculus of Observations, Kap. II. London 1926. 

lIb. Differenzen- und Interpolationsrechnung bei 
gleichen Argumentintervallen. 

15. Symbolik. Das Differenzenschema. Das Argument schreitet nach 
einer arithmetischen Reihe mit der konstanten Differenz w fort. Die Formeln 
werden symmetrischer, die Symbolik einfacher als im vorausgehenden Abschn. II a. 
In der Bezeichnung von ENCKE1) bezeichnet jI (a + l) die erste nach vor
warts gebildete Differenz2) 

f (a + w) - f (a) = jI (a + !) . 
Das Argument a + i (in Abkiirzung fUr a + wJ2) bezeichnet die Horizontale, 
in welcher die Differenz im Schema zu stehen kommt. Ebenso wird bezeichnet 

jI (a - -~-) = I (a) - I (a - w) . 

Die zweite Differenz wird aus den ersten gebildet wie diese aus den Flmktions
werten 

fUCa) = fI(a + 1) - fI(a - t) = f(a +w) - 2/(a) + I(a - w), (8) 

die dritte Differenz ebenso aus den zweiten 

jIlI(a +t) = fII(a + 1) -- fUCa) = f(a + 2w) - 3f(a + w) + 3 f(a) - f(a-w), (8') 

1) J. F. ENCKE, Berliner Astron. Jahrbuch 1837; J. BAUSCHINGER, Enzyklopadie d. 
Math. Wissensch. Bd. I, D 3, S.807. Bezuglich der Bezeichnung durch das Symbol .d 
vgl. Kap. 12, Ziff.8. 

2) RUNGE-KONIG, Vorlesungen uber numerisches Rechnen. S. 107 schreiben hierfur 
.d fa, fur die nach ruckwarts gebildete Differenz f (a) - f (a - w) = .J f (a), fur die zweite 
Differenz .d .d7(a) usf. Eine andere Symbolik bei H. BRUNS, Grundlinien des wissenschaft
lichen Rechnens. Leipzig 1903. 

39* 
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wobei III (a + 1) in der Horizontalen von a + w anzuschreiben ist. Urn das Argu
ment a als Mitte gruppiert sich das Differenzenschema: 

Argument Fuuktion 2. Differenz I 3. Differenz 4. Differenz 

a - 2w fa - 2w) 
F(a -~) i 

a-w f(a - w) fIl(a - 1) 
F(a -t) fIlI(a - J) 

a i f(a) FI(a) 

i 
F(a + t) fIll (a + 0 

a+w fa + w) fIl(a + 1) 
F(a+~) , 

a+2w fa + 2W) 

Jede Kolonne des Schemas wird aus der vorhergehenden gebildet wie die erste 
aus den Funktionswerten. Die Summe aller Differenzen einer Kolonne ist gleich 
der Differenz der beiden auBersten Werte der vorhergehenden Kolonne, diese 
Eigenschaft verwendet man als Rechenkontrolle. 

16. Schema einer ganzen rationalen Funktion. I (x) sei eine ganze rationale 
Funktion n ten Grades. In ihrem Differenzenschema bilden die n - 1 sten 

o o 

1 1 

2 8 

3 27 

4 64 

5 125 

6 216 

II 

1 

7 

19 

37 

61 

91 

III 

6 

12 

18 

24 

30 

fIll 

6 

6 

6 

6 

Differenzen eine arithmetische Reihe, die 
n ten Differenzen sind konstant, die 
n + 1 sten und alle h6herer Ordnung sind 
Null. Dies benutzt man zur Berechnung 
einer Tafel der Funktionswerte, speziell 
fUr Tafeln der Potenzen. Urn z. B. eine 
Tafel fUr x 3 zu rechnen, schreibt man die 
dritten Potenzen von 0, 1, 2, 3 an und bildet 
das Schema (im Druck hervorgehoben). Die 
dritte Differenz ist konstant 6, man setzt 
sie nach unten fort und erganzt das Schema 
nach links bis zu den Funktionswerten. Da 

tIl (a + 1) = IIll (a + t) + tIl (a)' 
ist usf., hat man nur zu jeder Zahl die links von ihr stehende zu addie
ren, welche urn eine Halbzeile haher steht. 

fIx) 

o 

o 

o 

o 

v 

o 

o 

o 

o 
o 

o 
o 

o 
v 

v 
i 
'- 2v 

-v 
v 

o 
o 

o 

o 

v 

- 3v 

+ 3v 

v 

- 4v 

6v 

17. Fortschreiten eines Fehlers im 
Differenzenschema. Dberpriifung einer 
Tabelle. An einer Stelle in der Kolonne 
der Funktionswerte sei ein Rechenfehler 
begangen worden. Urn seine 'Wirkung 
auf das Differenzenschema ersichtlich zu 
machen, schreiben wir in die Kolonne der 
Funktionswerte an einer Stelle v und sonst 
lauter N ullen und bilden die Differenzen. 
Der EinfluB des Fehlers strahlt facher-

- 4 v f6rmig aus und ist am graB ten in und 
- v neben der Horizontale, in welcher der v 

o Fehler begangen wurde, man kann daher 
o i' aus einer Sprungstelle im Differenzen-

o I schema auf den Ort des Fehlers in der 
o I Tabelle schlieBen. Hierbei muB man auf 

die Wirkung von Abrundungsfehlern der letzten Dezimale der Funktionswerte 
achten. Die Abrundung ruft maximal einen Fehler von 0,5 Einheiten der letzten 
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Stelle hervor, in der Kolonne der vierten Differenzen kann er bis 6· 0,5 = 3 
Einheiten anwachsen. 

Die Koeffizienten von v in einer Kolonne des Schemas sind bis auf das 
Vorzeichen die Binomialkoeffizienten, die in den Formeln (8) und (8') schon 
aufgetreten sind. 

18. Halbkonvergenz der hoheren Differenzen. Die ersten Differenzen 
sind nach dem Mittelwertsatz proportional dem Intervall w 

jI(a + ~) = f(a + w) - f(a) = wI' (a + {}w) 

Die zweiten sind proportional w2 usf. Durch entsprechende Verengung1) 

des Intervalls HiBt sich erzielen, daB die Differenzen mit steigender Ordnung 
zuerst rasch abnehmen. Damit auch die hoheren Differenzen immer weiter 
abnehmen, muB im allgemeinen die Zahl der Funktionswerte begrenzt sein und 
diese diirfen in ihrem Gesamtgebiet eine obere Grenze nicht iiberschreiten. 
Mit Ausnahme weniger Klassen von ~unktione~, wie z. B. der ganzen rationalen 
und der ganzen transzendenten, fUr welche die Differenzenentwicklung konver
gent ist, hat jede Funktion reelle Polstellen und singuHire Stellen, von denen 
aus unendliche Werte facherformig iiber das ganze Differenzenschema aus
strahlen. Bei entsprechender Wahl des Intervalls w nehmen die Differenzen 
zuerst ab; sie miissen aber wieder zunehmen, wenn man das Schema so weit 
fortfiihrt, daB sich eine Unendlichkeitsstelle der Funktion fUhlbar macht. Die 
Differenzen haben daher im allgemeinen halbkonvergenten Charakter. Man 
kann sich davon leicht ein Bild machen, wenn man das Differenzenschema der 
Logarithmen der natiirlichen Zahlen betrachtet; der unendlich groBe Wert an 
der Stelle Null muB sich durch das Anwachsen der Differenzen entsprechend 
hoher Ordnung an jeder Stelle bemerkbar machen. Fiir die praktische Rechnung 
kommt diese asymptotische Eigenschaft des Differenzenschemas nicht in Be
tracht; man entwickelt das Schema, bis die Differenzen geniigend klein ge
worden sind und bricht dort abo 

Bei der Berechnung einer Tabelle wird man das Intervall so eng 
wahlen, daB bei der Interpolation nur die ersten Differenzen mitgenommen 
werden miissen; fUr vielgebrauchte Tabellen, z. B. Logarithmentafeln, wird 
man mehr Reehenarbeit aufwenden und die Funktionswerte so dieht tabu
lieren, daB nur linear interpoliert zu werden braucht. Bei seltener ge
brauehten Tafeln, z. B. den astronomisehen, nimmt man das Intervall groBer; 
meist braucht man aber aueh hier iiber die zweite Differenz nieht hinaus
zugehen. 

19. Interpolationsformeln. Aus' m zu aquidistanten Argumenten gehorigen 
Funktionswerten konnen die tn Konstanten einer ganzen rationalen Funktion 
m - 1 sten Grades bereehnet werden. Mit dieser neuen Funktion, der Inter
polationsformel, berechnet man Zwisehenwerte, ebenso differenziert und inte
griert man sie und erhalt dadurch genaherte Werte der Ableitungen und Integrale 
der Urfunktion. 

Fiir einen Zwischenwert des Arguments 

x = a + nw, n = echter Bruch 

1) Aus einem Differenzenschema, dessen letzte Spalte als konstant angesehen wer
den kann, leitet man mittels einfacher Formeln ein Schema fur ein engeres Argument
intervall her und bestimmt die zugehorigen Funktionswerte. J. BAUSCHINGER, Enzy
klopadie d. Math. Wissensch. Bd. I, D3, S. 813 und T. N. THIELE, Interpolationsrechnung, 
S.88. 
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erhalt man den interpolierten Funktionswert nach der Interpolationsformel 
von NEWTON: 

t(a + nw) = f(a) + (~)r(a + ~) + (~)fIl (a + 1) + G)tIIl(a + ~) + ... 
und fur x = a - n . w , n = echter Bruch 

t(a - nw) = t(a) - (~) r(a - ~) + (~) fIl (a - 1) - (~) fIIl(a - ~) + ... 

Die erste Formel verwendet nur die schrag absteigenden Differenzen (Inter
polation nach vorwarts), die zweite nur die schrag aufsteigenden (Interpolation 
nach ruckwarts). Man rechnet mit ihnen, wenn nahe dem Rand der Reihe der 
Funktionswerte zu interpolieren ist, sonst sind die folgenden Formeln genauer, 
in welchen nur Differenzen auf oder neben dem Horizontalstrich durch t (a) 
auftreten. AIle diese Formeln gewinnt man nach EULER durch unbestimmten 
Ansatz, indem man t (x) = eX setzt und die Koeffizienten durch Vergleich be-
stimmt. • 

GAUSS I: 

t(a + nw) = t(a) + (~)r(a + ~) + (; ) tIl (a) + (n ~ 1) 11II(a + ~) 

+ (n ~ 1)tIV(a) + (n 12)r(a + ~ ) + (n! 2)rI(a) + ... 
GAUSS II: 

t(a + nw) = I(a) + (7)tI (a _ ~) + (n ~ 1)p(a) + (n ~ 1)/Il(a _ +) 
+ (n: 2)rV(a) + (n? 2)r(a _ ~) + (n ~ 3)rI(a) + ... 

Durch Einfiihrung der Mittelwerte der auf den Halbzeilen stehenden 
Differenzen mit der Bezeichnung 

II(a) = IW(a + t) + r(a - i)) , tllI(a) = iUIII(a + i) + tlII(a - I)) 

erhalt man aus den zwei vorhergehenden die Formel von STIRLING: 

t(a + nw) = f(a) + nfI(a) + 1~22jIl(a) + (n + 1);!(n -1) jIII(a) 1 
+ (n + 1):; (n - 1) jIV(a) + (n + 2)(n + 1)5~ (n - 1)(n - 2) r(a) + ... 1 (9) 

Diese Formel findet wie die folgende Formel von BESSEL Verwendung bei 
der numerischen Differentiation und Integration. In der Formel von BESSEL 
werden die Mittelwerte 

eingefiihrt, sie lautet: 

j(a + nw) = f(a) + n jI(a + ~ ) + (n ~(1)n tIl (a + ~) 
+ (n - 1)3n/ n - t) flII(a + ~) + (n - 2)(n ~(1)n(n + 1) fIV(a + ~) (10) 

+ (n - 2)(n - 1);!(n + 1)(n - t) r(a + ~) + ... 
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Fiihrt man fiir das Mittel der Funktionswerte die Bezeichnung ein 

I(a+i) = H/(a + w) + I(a)) , 

welcher Wert nicht mit dem Funktionswert I(a + ~) an der Stelle x = a + ~ 
zu verwechseln ist, dann erscheinen die zwei erst en Glieder der Besselschen Formel 
in der Gestalt I(a + i) + (n - i) jI(a + i)· 

Fiir - t < n < list die Stirlingsche Formel genauer, wenn man nach un
gerader Ordnung abbricht, die Besselsche, wenn nach gerader. Setzt man in 
der Besselschen Formel n = i, dann erhalt man die bei TabeHenberechnungen 
haufig gebrauchte Formel fUr Interpolation in die Mitte 

I(a +~) = I(a + _1_) - ~ III (a + ~) + ~- fIV(a +~) - _J - fVI(a + ~) + ... 
2/ 2 8 2 ,128 2 1024 2 

Wenn die dritten Differenzen zu vernachlassigen sind, die zweiten aber mit
genommen werden miissen, rechnet man bequem nach der StrichregeP) 

n nahe 0: I(a ± nw) = I(a) ± n[p(a) ± ~ III (a) 1 (STIRLI~G), 

n nahe i: I(a ± nw) = I (a) ± n [F(a ±~) ~ 1_-=ri fII (a ± ~)] (BESSEL). 
, 2 2 2, 

Man rechnet in den zwei Formeln von rechts nach links und korrigiert, ohne sich 
urn das Vorzeichen zu kiimmern, so, daB der jeweilige Wert naher an den zwischen 
I (a) und I (a + w) gedachten Strich riickt. 

Eine fiir das Maschinenrechnen (Interpolation in Tafeln mit groBem Inter
vall, Konstruktion von Tafeln durch Unterteilung des Intervalls weitmaschiger, 
vielstellig berechneter Funktionswerte) angepaBte Interpolationsformel gab 
J. D. EVERETT2). 

20. Inverse Interpolation. Bestimmung des Argumentwertes zu gegebenem 
Funktionswert. Anwendung zur Auflosung einer Gleichung. Eine Funktion 
I (x) sei tabuliert, und es soIl zu einem Zwischenwert I (~) der Funktion der zu
gehOrige Argumentwert ~ berechnet werden. Der Wert I (~) liegt zwischen zwei 
aufeinanderfolgenden Funktionswerten f (a) und f (a + w). In der Bezeichnung 
der vorausgehenden Ziffer ist 

I(~) = I(a + nw), ~ = a + nw 
und der Bruch n soH bestimmt werden. Durch Umkehrung der Stirlingschen 
Formel (9) und Division durch p(a) erhalt man 

n = P(adf(~+nw)-/(a) -~~/II(a) - (n+1);~-1) IIII(a) l 
- (n+1)n (n-1) IIV( ) - } J 

4! a ... , 

(9') 

welche Gleichung durch sukzessive Annaherung nach der Iterationsmethode 
(Ziff. 5) aufgeli:ist wird. Man bildet als erste Naherung 

n1 = fI~a) {f(a + nw) - I (an (9") 

und setzt dies en Wert n1 in die weiteren Glieder der rechten Seite von (9') ein, 
erhalt dadurch links ein verbessertes n2 , das wieder in die rechte Seite eingesetzt 

1) J. BAUSCHINGER, Tafeln zur theoretisehen Astronomie, S.54. Leipzig 1901. 
2) J. D. EVERETT, Brit. Asoe. Rep. 1900, S.648. WI!ITTAKER-RoBINSON, The Calculus 

of Observations. S. 40. 
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zu einem Wert n3 fUhrt usf. Das Verfahren wird abgebrochen, wenn ein Naherungs
wert nk+l sich vom vorausgehenden nk in der gewahlten Genauigkeit nicht 
unterscheidet. Die Rechnung wird nach der Stirlingschen Formel ausgefiihrt, 
wenn n nahe ° oder 1 liegt. Wenn n nahe gleich t ist, rechnet man besser 
nach der Besselschen Formel (10), der man die Gestalt gibt 

n= jI(a1+t}{/(a+nw)-I(a)-(n~!1}nIII(a+ ~) I 
(10') 

_ (n - 1};!(n - t) 11II(a+ ~) - .. l 
Die in n linearen Terme der rechten Seite von (9') und (10') bringt man auf die 
linke Seite der durch Iteration zu lOsenden Gleichung. 

Die inverse Interpolation kann man zur Auflosung einer algebraischen oder 
transzendenten Gleichung beniitzen. In Rap. 14, Ziff.6, wurde graphisch der 
Naherungswert x = 1,1 der Gleichung 

I (x) = x3 - -~ X - 1 = ° 
gefunden. Da hier I (x) eine ganze Funktion dritten Grades ist, verschwinden 
die vierten und hoheren Differenzen und man braucht das Differenzenschema 
nur fUr vier Funktionswerte zu entwickeln: 

x I I (x) 11II(x- !) 

1,0 1-0,3 
a = 1,1 I -0,0356' 

+0,3636' +0,006 
1,2 +0,328 

I +0,4356' 
+0,072 

1,3 ! +0,7636' 

In unserer Schreibweise ist 

w = 0,1, f(a + nw) = f(~) = 0, f(a) =- 0,0356', jI(a)= 0,3306', 
fII(a) = 0,066, flII(a) = 0,006. 

Nach (9) ist n zu bestimmen aus 
1 [ n2 (n2 - 1}n ] n = 0,3306667 0,03566667 - 2 0,066 ~ 6 0,006. 

Wird noch der in n lineare Teil des letzten Gliedes auf die linke Seite geschafft, 
so lautet die Gleichung 

_ 0,03566667 0,033 2 0,001 3 

n - 0,3296667 - 0,3296667 n - 0,3296667 n 
oder 

n = 0,1081901 - 0,1001011 n 2 - 0,00303337 n 3 • 

Die sukzessiven Naherungslosungen sind: 
n1 = 0,1081901 
n2 = 0,1070146 
n3 = 0,1070400 
n4 = 0,1070395 
n5 = 0,1070395. 

Da w = 0,1, ist schlieBlich die Wurzel der Gleichung: 
~ = a + nw = 1,11070395. 
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Ware das Intervall w gleich 0,01 oder 0,001 gewahlt worden, so ware die Kon
vergenz noch rascher gewesen. 

21. Numerische Integration durch Interpolation. Die Funktion ! (x) sei 
entweder nur durch aquidistante empirische Ordinaten gegeben, oder es sei 
ihr analytischer Bau bekannt, aber das IntegrallaBt sich nicht in geschlossener 
Form angeben oder wiirde zu komplizierte Rechenarbeit erfordern, man ersetzt 
daher die Funktion durch eine ganze rationale (Interpolationsformel) und inte
griert diese. Wenn die Funktion analytisch gegeben ist, laBt sich durch diese 
Methode ihr Integral mit jeder gewiinschten Genauigkeit berechnen. 

Die Funktion ! (x) sei durch eine Tabelle fUr aquidistante Argumente gegeben. 
In der Stirlingschen Formel war x durch 

x = a + n w , n = echter Bruch 

ersetzt. Durch Integration iiber zwei Teilintervalle wird (9) 
a+w +1 

j!(x)dx = w j!(a + nw)dn 
a-w -1 

[ 1 1 1 1 = 2w !(a) + - fIl(a) - -- pV(a) + - jVI(a) - ... 
6 180 1512 . 1 

(11) 

Durch Addition der Integrale iiber je zwei Argumentintervalle erhiilt man die 
Integrale iiber groBere Bereiche von x (Ziff. 28). Ebenso findet man aus der 
Besselschen Formel (10) das Integral iiber ein Teilintervall von x: 

a-w 

ji(x)dx 
a (12) 

=W a+--- a+-+- a+---- a--1--+ .. ·. [f( 1) 1 fIl( 1) 11 flV( 1) 191 fVI( 1) 1 
2 12 2 720 2 60480 . ' 2 

Es ist hier f(a +!) = ! [f(a + w) + f(a)] 

das arithmetische Mittel der zwei aufeinanderfolgenden Funktionswerte, das 

natiirlich von dem Funktionswert an der Stelle a + ~ verschieden sein wird, 
eben so 2 

fIl (a + -l) = ! [fIl(a + 1) + fIl(a)] usw. 

Nach Wahl eines entsprechend engen Intervalls w braucht man in (11) und (12) 
nur die ersten zwei Glieder mitzunehmen, beide Formeln enthalten w als Faktor, 
und die Koeffizienten nehmen rasch abo 

22. Berechnung einer Tabelle des elliptischen Normalintegrals erster 
Gattung. Ais Beispiel zur vorausgehenden Ziffer so11 eine Tabe11e des Integrals 

'P 

F=r--~ • V1 - k 2 sin2 tp 
o 

berechnet werden. Wir wahlen k = t und als Interva11 des Arguments qJ 

50 5 n 
w = = 180 . 

Da w sowohl als Faktor von f! (a + nw) dn als auch als Faktor der Klammer 
in den Formeln (11) und (12) auftritt, nehmen wir w in das Funktionszeichen 
und miissen zuerst fUr den Integranden 

5 Jl 1 
! (g;) = 180 1/ l' 2 

r 1 -!smq; 
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eine Tabelle von 5 zu 50 berechnen. Urn auch fUr die obere Grenze 0 und 50 
den Wert des Integrals zu erhalten, beginnen wir die Tabelle bei rp = _10 0 

und entwickeln das Differenzenschema. Jede Differenzenkolonne wird durch 

<p t(ep)= ~ __ 1 __ 

180 Vi - tsin'ep 
tI(<p+!) fII(ep) t l1I (<p+!) tIV(<p) 

- 10° 0,0875973 
I 

- 2479 
- 5° 0,0873494 + 1650 

- 829 + 8 
0° 0,0872665 i + 1658 

' . - 16 
I + 829 I - 8 

+ 5° 0,0873494 1 + 1650 ! - 29 
i + 2479 - 37 

I 10° 0,0875973 
I 

+ 1613 - 21 
+ 4092 - 58 

15° 0,0880065 + 1555 - 31 
+ 5647 I - 89 

20° 0,0885712 i + 1466 I - 31 
I + 7113 I - 120 

! 
I 

25° 0,0892825 + 1346 - 40 
+ 8459 I - 160 

30° 0,0901284 + 1186 1 
+ 9645 ! . 

35° 0,0910929 I : 

die Summenprobe kontrolliert (Ziff. 15). Es ist die Summe der ersten Differenzen 
gleich 0,0034956 = 1(35) - 1(-10) usw. 

Der Integrand ist eine gerade Funktion; wegen 
5 +5 

/I(rp) drp = ! /I(rp) drp 
o -5 

genugt Formel (11) allein zur Integration. Bei einer ungeraden Funktion miiBte 
5 

einIntegral, z. B. /1 (rp)drp, nach Formel (12) berechnet werden, worauf Formel (11) 
o 

auch die Integration iiber die weiteren Gebiete, deren Grenzen ungerade Vielfache 

<p+5° <p 

/ d<p <p t(ep)+ttII(<p) J t(ep) dep 
V1-t sin'<p 

<p_5° 0 

0° 0,0872941 0,1745882, ..... /0,0000000 

5° 0,0873769 0'1747538<1~>0'0872941 
10° 0,0876242 0,1752484<::.)°,1747538 

15° 0,0880324 0,1760648(1:>0,2625425 

20° 0,0885956 0,1771912( .... )0,3508186 

25° 0,0893049 0,1786098( "':::0,4397337 

30° 0,0901482 0,1802964t .... <-0,5294284 •.... 

35° ;'" 0,6200301 

Die letzten 
zwei Ziffern 
sind richtig 

00 

41 

39 

25 

87 

38 

86 

02 

von 5 0 sind, ermoglichen 
wiirde. 

Die viertenDifferenzen 
sind wegen des Faktors rio 
ohne EinfluB. Der Faktor w 
wurde in das Funktions
zeichen einbezogen, wir er
halten die Teilintegrale ge
maB 
<p+5 

(I(rp) drp=2 (f(rp) + HII(rp)) , 
'l'~5 

ihre Werte sind in der 
zweiten Spalte der neben
stehenden Tabelle einge-

tragen, der Gang der aufeinanderfolgenden Additionen derselben zur Bildung 
des elliptischen Integrals I. Gattung mit den Grenzen 0 und rp ist durch die 
zwei ge brochenen Linienziige ersich tlich gemach t. 
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In die letzte Spalte sind die letzten zwei Stellen der Werte des Integrals 
nach den Tafeln von LEGENDRE 1) eingetragen. 

23. Integration durch Summation. Wie von der Kolonne der Funktions
werte naeh reehts das Differenzensehema entwickelt wurde, bildet man von 
den Funktionswerten nach links die Summenreihen. Die Funktionswerte 
sind die ersten Differenzen der ersten Summenreihe 

If(a + !) - If (a - !) = f(a) , 
ebenso sind die erst en Summen die Differenzen der zweiten Summen 

III(a + 1) - III (a) = II (a + !), 

(13) 

indem wir wieder in der Enckeschen Bezeichnung die Summen in den Zeilen 
und Halbzeilen ansehreiben. Naeh Ziff. 15 dient als Kontrolle 

p 

"2./(a + iw) = II (a + (P + i)) - II (a - !) (14) 
i~O 

usw. Die GroBen in jeder Summenreihe sind nur durch ihre Differenzen be
stimmt, eine Summenfunktion in jeder Spalte kann nach Art einer Integrations
konstanten willkiirlich gewahlt werden, z. B. in der ersten Summenreihe If (a - !), 
dadureh ist naeh (13) If(a + 1) bestimmt und weiter ebenso die ganze erste 
Summenreihe. Man verfiigt iiber die willkiirliche Konstante so, daB die Formeln 
fUr die Integration moglichst einfache Gestalt erhalten 2). Durch Integration 
der Stirlingschen Formel gemaB 

w 1 
a+T +2 

~fl(x)dx =ff(a + nw)dn 
w 1 

a-T -2 

und Addition iiber i derartige Teilintervalle, indem man ferner die Summe der 
Werte jeder Differenzenkolonne durch die Differenz der Randwerte der vorher
gehenden Kolonne und die Summe der Funktionswerte nach (14)ersetzt, erhalt 
man 

a+(i+})w i+ k 

:f!(X)dX=[f(a+nW)dn=If(a+ (i+ ~))+2~fI(a+ (i+ ~)) 1 (15) 

a-T -2 -~fIII(a+(i+~))+~r(a+(i+ 1_))_ ... 
5760, 2 967680 2 

Uber die willkiirliche Konstante der ersten Summenreihe ist dabei so verfiigt, 
daB der von der unteren Grenze herriihrende Teil versehwindet, daB also 

-I/(a-~)-~jI(a-~)+~fIII(·a-~)-~r(a-~)+ ... =0 (16) 
2 24 2 5760 2 967680 2 ' 

woraus das Anfangsglied der Summenreihe II (a - !) zu berechnen ist, aus diesem 
wieder das nachste Glied nach (13) 

If (a + !) = II (a - !) + f(a) 
usf. aile ersten Summen durch einfaehe Additionen. Da die dritte Differenz 
m (15) mit ,,-Ho "'" 0,003 multipliziert ist, reicht man in (15) meist mit den 

1) A. M. LEGENDRE, Traite des fonctions elliptiques. Bd. II, Tab. IX. Paris 1826. 
2) Ausfuhrlich bei J. F. ENCKE, Berliner Astron. Jahrbuch 1837 und in den Lehrbuchern 

der Bahnbestimmung der Himmelskorper,. wo auch die zwei- und mehrfache numerische 
Integration behandelt wird, die fur den Physiker kaum in Betracht kommt. 
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zwei ersten Gliedern aus, auch wenn die dritte Differenz nicht unmerklich 
klein ist. 

Bezeichnet man mit II(a + i) den Mittelwert der zwei SummengroBen, 
welche neben der Horizontalen durch a + iw gelegen sind, also 

II(a + i) = l [II (a + (i + i) + II (a + (i - i)], 

dann ist die analoge Formel fiir das Integral, dessen Grenzen auf den Zeilen 
liegen: 

a+iw i 

~jl(x) dx =jl(a + nw)dn = II (a + i) - ~ II (a + i) + ~ IIII(a + i) l 
wa 0 12 720 (17) 

191 IV( .) - 60480 a + ~ + ... '. . 
worin die Summenreihe durch das Anfangsglied 

II (a -~) = -~ I (a) + ~ fI(a) - ~ IIII(a) + ~ rCa) - ... (18) 
2 I 2 12 720 60480 

bestimmt ist und die Differenzen ungerader Ordnung wieder wie in Formel (10) 
die arithmetischen Mittel der auf den Halbzeilen liegenden benachbarten Diffe
renzen bedeuten. 

Mit (18) alS Anfangswert der Summenreihe ist das Integral zwischen den 
Grenzen a und a + (i + !) w: 

a+(i+!)w i+! 

:jICx)dx=jICa+nw)dw=II(a+(i+ ~))+2~/I(a+(i+ ~)) 
a 0 

1 7 fIll ( ( . 1 )) - 5760 a + ~ + 2 + ... 

Ebenso findet man das Integral zwischen a - ~ und a + i w: 

a+iw i 

: j/(x)dx = fl(a + nw)dn = II (a + i) - 112fI(a + i) + ;2~fIII(a + i) - .... 
w 1 

a- 2 2 

wobei der Anfangswert I I (a - i) der Summenkolonne nach (16) zu berechnen ist. 
24. Berechnung einer Tabelle des Wahrscheinlichkeitsintegrals. Es solI 

z 

(]j(x) = ;;Je-t'dt 
o 

fUr x = 0,00, 0,01 ... ,0,10 tabuliert werden. Urn fiir diese Argurnente noch 
die dritten Differenzen zu erhalten, rnuB der Integrand noch fiir t = -0,02, 
- 0,01 und 0,11, 0,12 berechnet werden. Der Integrand ist logarithmisch leicht 
zu berechnen 

2 2 
lOlog/(x) = log,r - t210ge = log--= - Mt2, 

r:7l V:7l 

da in den gebrauchlichen Logarithrnentafeln eine Tabelle der Vielfachen des 
Moduls M enthalten ist. 
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- 0,02 

- 0,01 

0,00 

0,01 

0,02 

0,03 

0,04 

0,05 

0,06 

0,07 

0,08 

0,09 

0,10 

0,11 

0,12 

Berechnung einer Tabelle des Wahrscheinlichkeitsintegrals. 

II 

- 0,564190 

+ 0,564189 

1,692456 

2,820384 

3,947748 

5,074323 

6,199885 

7,324209 

8,447073 

9,568254 

10,687530 

11,804682 

12,919490 

14,031737 

1= 2_ .-t· 
Jln 

1,127928 

1,128267 

1,128379 

1,128267 

1,127928 

1,127364 

1,126575 

1,125562 

1,124324 

1,122864 

1,121181 

1,119276 

1,117152 

1,114808 

1,112247 

II 

+ 339 

+ 112 

112 

339 

564 

789 

- 1013 

- 1238 

- 1460 

- 1683 

- 1905 

- 2124 

- 2344 

- 2561 

III 

- 227 

- 224 

- 227 

- 225 

- 225 

- 224 

- 225 

- 222 

- 223 

- 222 

- 219 

- 220 

- 217 

I 

i 
! 

jl1I 

+3 

-3 

° 
+ 1 

- 1 

+3 

- 1 

+ t 

+3 

- 1 

+3 

621 

Die dritten Differenzen verlaufen infolge der Abrundungsfehler unruhig, das 
start aber nicht, da sie wegen des Faktors ..,-Vo [Formel (17)J ohne EinfluB 
sind. Die Summenreihe hat als Anfangsglied (18) 

If{O - {-) = -tf{O) + -h fl (0) - ..,-Vo fIll (0) = -0,564190. 

Damit ist die Summenreihe zu berechnen, sie wird kontrolliert durch (14) 
12 

2'f(O + iw) = 14,595927 = If [0 + (12 + -m -If(O - t) = 14,031737 + 0,564190. 
;=0 

Aus den Zahlen der Summen- und ersten Differenzenkolonne sind die arithme
tischen Mittel If (a + i) und {I (a + i) zu bilden. 

t 11(0+;) II(O+i) -,'.110+;) 

0,00 0,000000 - 0000 + 000 
0,01 1,128323 - 226 + 19 
0,02 2,256420 - 452 + 38 
0,03 3,384066 - 677 + 56 
0,04 4,511036 - 901 + 75 
0,05 5,637104 - 1126 + 94 
0,06 6,762047 - 1349 + 112 
0,07 7,885641 - 1572 + 131 
0,08 9,007664 - 1794 + 149 
0,09 10,127892 - 2015 + 168 
0,10 11,246106 -2234 + 186 
0,11 12,362086 - 2453 I +204 
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Gem~iB x 

Ij(O + i) - -l2jI(0 + i) = O.~1 y~Je-t'dt 
o 

erhalten wir durch Addition der ersten und dritten Spalte den 100fachen Wert 
des Wahrscheinlichkeitsintegrals. 

Mit Vernachlassigung der letzten Stelle hat man schlieBlich: 

x 

~(x)= ~f-t'dt Die zwei letzten 
Ziffem heWen 

V;;: richtig 
0 

0,00 0,0000000 00 
0,01 0,0112834 33 
0,02 0,0225646 44 
0,03 0,0338412 10 
0,04 0,0451111 09 
0,05 0,0563720 18 
0,06 0,0676216 15 
0,07 0,0788577 77 
0,08 0,0900781 81 
0,09 0,1012806 06 
0,10 0,1124629 30 
0,11 0,1236229 30 

Zum Vergleich sind in der letzten Spalte die zwei letzten Stellen aus der Tabelle 
von CZUBERl ) angeschrieben. 

25. Numerische Differentiation. Die Stirlingsche Formel (9) werde nach 
Potenzen von n geordnet, durch Vergleich der Koeffizienten jeder Potenz von n 
mit der gleichen in der Taylorschen Reihe 

df(a) n2w2 d2 f(a) 
f(a+nw) =f(a) +nw-+----+··· da 2 da2 

erhalt man die Formeln der numerischen Differentiation2): 

df(a) = ~{fI(a) _! jIll (a) + ~ jV(a) __ 1 jVII(a) + ... } (19) 
da w 6 30 140 ' 

d2 f(a] = ~ {p (a) _ ~ jIv (a) + ~ jVl (a) __ 1 JVIll (a) + ... }. (20) 
da2 w2 12 90 560 

j1 (a), jIlI (a) usw. sind wieder die Mittelwerte der in den Halbzeilen stehenden 
Differenzen 

fl(a) = t [j1(a + t) + jI(a - -m usw. 

Der Differentialquotient an einer beliebigen Zwischenstelle ist 

df(x) df(a+nw) 1 df(a+nw) 
([X=d(a+nw)=-W dn 

=: {jI(a) +njII(a) + 3n;;1jIll(a) + 4n3~2n jIV(a) + 5n4-~~n2+4jV(a) + .. l 
1) E. CZUBER, Wahrscheinlichkeitsrechnung. Bd. I, 3. Aufi., S.437. Leipzig u. Berlin 

1914. 
2) J. BAUSCHINGER, Enzyklopadie d. Math. Wissensch. Bd, I, D 3, S. 811; C. RUNGE

H. KONIG, Vorlesungen iiber numerisches Rechnen. S.263; J. F. ENCKE, Berliner Astron. 
Jahrb. 1837, S.255. 



Ziff.26. Auffindung versteckter Periodizitaten. Methode von S. OPPENHEIM. 623 

Fur die Intervallmitten gelten die Formeln: 

df(a+!f) = ~{jI(a+~) _ ~/III(a+~) + --.Lr(a+~) __ 5 tVII(a+~) + ... } 
d(a+~) w 2 24 2 640 2 7168 2 ' 

d2f(a+~) __ ~=~{/II(a+~)_i-jIv(a+~)+ 259 rI(a+~)- 3229 rII(a+~)+ ... }. d(a+ ~r w2 2 24 2 59760 2 322560 2 

Die Konvergenz der Reihen ist hier schwaeher als bei der numerisehen Integration, 
auBerdem darf das Intervall w nieht zu klein genommen werden, es steht reehts 
im Nenner. 

Wenn die hoheren Differenzen stark streuen, z. B. bei dureh Beobaehtungs
werte gegebenen Funktionen, dann approximiert man besser die Funktion dureh 
eine Naherungsfunktion, welche in ihrem allgemeinen VerIauf die Beobaehtungs
werte mogliehst gut darstellt, ohne wie bei der Interpolationsformel in aquidistan
ten Ordinaten ubereinstimmen zu mussen; von dieser Naherungsfunktion bildet 
man die Ableitungenl). 

26. Auffindung versteckter Periodizitaten. Methode von S. OPPENHEIMZ). 

Von einer dureh empirisehe Ordinaten gegebenen Funktion wird erwartet, daB 
sieh ihr Verlauf dureh eine Formel 

1 (t) = 10 + al eosn1t + az eosnzt + as eosnat + ... 
+ bl sinn1t + bz sinnzt + ba sinnat + 

darstellen lasse, oder in anderer Form gesehrieben 

} (21) 

1 (t) = 10 + C1 sin (nl t + 1'1) + Cz sin (ntz + 1'2) + ca sin (nta + I'a) + ... , (21') 

wobei a~ + b~ = c~, 

die beiden Formeln ineinander tiberftihrt. 
In (21) solI nz nieht das DoppeUe von nl sein, ebenso ns =f 3 nl usw., (21) 

ist daher keine so einfaehe Fourierreihe wie (5) in Ziff. 14. In der Akustik, in 
der Meteorologie und Astronomie werden Erseheinungen beobaehtet, die sieh, 
zurn Teil wenigstens, naherungsweise dureh Formeln (21) darstellen lassen. 

Das Wichtigste ist hier die Auffindung der Periodizitaten Tl = 2.n, T z = 2.n ... ; 
n1 ng 

sind diese bekannt, ergeben sich die ai und bi bzw. die Amplituden Ci und die 
Phasen I'i sowie der konstante Teil 10 der Funktion 1 (t) durch Ausgleieh. Ent
weder ist man aus theoretischen Grunden sieher, in der Erseheinung gewisse 
Perioden T1 , Tz aufzufinden, so bei der Auswertung von Gezeitenbeobachtungen 
Perioden von einem halben und ganzen Mond- und Sonnentag, von einern halben 
Monat usw., oder man kann erwarten, daB sieh bestimmte Perioden andeuten 
werden, z. B. bei von der Temperatur abhangigen meteorologisehen Elementen 
die Periode von einem Tag und einem Jahr, oder man ist von vornherein ganz 
im Ungewissen tiber die Periodizitaten, wie z. B. bei Klimaschwankungen und 
Variationen des erdmagnetischen Feldes. 

1) Kap. 13, Ziff. 20. 
2) S. OPPENHEIM, Wiener Ber. 1909, S.823. 
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Das Periodogramm von A. SCHUSTER l ) la.l3t die Perioden auffinden, einfacher 
gewinnt man sie nach der Methode von S. OPPENHEIM2). Wir wollen uns darauf 
beschranken, daB in der durch aquidistante Ordinaten I (t) gegebene Funktion 
nur eine oder zwei Perioden stecken, obzwar die Methode fUr jede Zahl von 
Perioden anwendbar ist, wie F. HOPFNER3) zeigte. 

Wenn nur eine Periode vorhanden ist, genugt I(t) der Differentialgleichung 

I"(t) + n2(f(t) - 10) = o. 

Fur zwei Beobachtungszeiten tl und t2 , fUr welche die zugehorigen t"(t) , die 
man nach (20) aus den Differenzen der I (t) erhalt, moglichst verschieden sind, 
bildet man zwei Gleichungen 

I(t) - 10 + ~-d'(t) = O. (22) n 

und lost diese zwei in den Unbekannten 10 und 1jn2 linearen Gleichungen auf 
oder man gewinnt 10 und 1jn2 durch Ausgleich aus allen zurVerfugung stehenden 
Gleichungen (22). Durch den Dbergang auf die Differentialquotienten wird das 
transzendente Problem (21) der Periodenbestimmung zu einem algebraischen. 

Bei Vorhandensein zweier Perioden genugt I (t) der Differentialgleichung 
vierter Ordnung 

I(t) = 10 - yl"(t) - zt""(t). (23) 

Die vierte Ableitung berechnet man aus den Differenzen mittels 

/"" (t) = ~4 {FV (t) - ~ r l (t) + 2~O rIll (t)} , (24) 

10, y und z werden aus den Gleichungen (23) durch Ausgleich berechnet, weiter 
erhalt man n~ und n~ als die zwei Wurzeln der Gleichung 

1 + n 2 y + n4 z = 0 

und damit .die zwei Perioden Tl = 2n und T2 = 2n, mit denen man nun 
leicht al , a2 , bI , b2 berechnet (21). nl n z 

Damit die Methode zu richtigen Wert en fiihrt, muB das Intervall w von t 
kleiner sein als die Halfte der kleinsten Periode von I (t) 4) 5), die man aber von 
vornherein nicht kennt, andererseits dad w nicht zu klein gewahlt werden, da 
es in Formel (20) und (24) im Nenner steht. Durch eine kleine Modifikation, 
welche H. BRUNS 5) dieser Methode gab, wird man ziemlich frei von der Wahl 
des Intervalls w, andererseits wird die Berechnung der Ableitungen von I (t) 
erspart, da die Perioden direkt aus dem Differenzenschema berechnet werden, 
das man hier nur bis zu Differenzen f2n zu entwickeln braucht, wenn n Perioden 
bestimmt werden sollen, wahrend man bei der Berechnung der Ableitungen in 
der Regel uber die Ordnung 2n hinausgehen muB. Eine zusammenfassende 
Darstellung dieser Methoden sowie der von S. HIRAYAMA 6) und F. KUHNEN7) 
gibt K. STUMPFF8). 

1) Kap.13, Zif£. 27. 
2) S. OPPENHEIM, Wiener Ber. Bd. 118, Abt. II A, S.823. 1909. 
3) F. HOPFNER, Wiener Ber. Bd. 119, Abt. II A, S. 351. 1910. 
4) F. HOPFNER, Wiener Ber. Bd. 119, Abt. II A, S.351. 1910. 
5) H. BRUNS, Astron. Nachr. Bd.188, S.55. 1911 (Druckfehlerberichtigung S. 119). 
6) S. HIRAYAMA, Tokyo Math. Phys. Soc. Proc. (2) Bd.7. 1916. 
7) F. KijHNEN, Astron. Nachr. Bd. 182, S. 1. 1909. 
B) K. STUMPFF, Analyse periodischer Vorgange, S.80-98. Berlin, Borntrager, 1927. 
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Beispiel. Fur die Jahre 1836-1850 wurden nach LAMONTl) in Mtinchen 
folgende Jahresmittel der taglichen Variation der magnetischen Deklination 
beobachtet: 

Jahr 

1836 

1838 

1840 

1842 

1844 

1846 

1848 

1850 

1852 

1854 

1856 

1858 

I I·Variation 

\ 
+9,86' 

11,26 

9,43 

7.45 

6,88 

8,47 

10,35 

10,54 

9,26 

8,41 

7,55 

8,96 

1860 11,54 

II 

+1,40 

-1,83 

-1,98 

-0,57 

+1,59· 

+1,88 

+0,19 

-1,28 

-0,85 

-0,86 

+1,41 

+2,58 

III 

-3,23 

-0,15 

+1,41 

+2,16 

+0,29 

-1,69 

-1,47 

+Q,43 

-0,01 

+2,27 

+1,17 

IIII 

+3,08 

+1,56 

+0,75 

-1,87 

-1,98 

+0,22 

+1,90 

-0,44 

+2,28 

-1,10 

fIV 
I 

-1,52 

-0,81 

-2,62 

-0,11 

+2,20 

+1,68 

-2,34 ! 

+2,72 

-3,38 

'V 

-1,81 

+2,31 

-0,52 

-4,02 

+5,06 

-6,10 

IVI 

-2,52 

+4,32 

-0,20 

-2,83 

-3,50 

+9,08 

-11,16 

Mit w = 2 erhalt man aus (20) die zweiten Ableitungen, 
zugehorigen 1 (t) in der folgenden Tabelle stehen: 

welche mit den 

Der groBte Wert von t" (t) findet sich 
bei t = 1844, der kleinste ffir t = 1848. 
Damit bildet man die zwei Gleichungen 
(22) und erhaIt die Naherungswerte 

1 10 = 8,82', --:1= 3,183, n 
aus letzterem weiter 

T = 2n = 11 21 Jahre. 
n ' 

Jahr I 

1842 
1844 
1846 
1848 
1850 
1852 
1854 

t(l) 

7,45' 
6,88 
8,47 

10,35 
10,54 
9,26 
8,41 

t"(I) 

+0,36 
+0,61 
+0,08 
-0,48 
-0,41 
+0,18 
-0,09 

Zu einer scharfen Bestimmung der Unbekannten miiBte selbstverstand
lich ein weit ausgedehnteres Beobachtungsmaterial verarbeitet werden als in 
obigem Beispiel, auBerdem wird man die Gleichungen nach der Methode der 
kleinsten Quadrate auflosen. Das Beispiel wird in Rap. 13, Zif£. 13, zu Ende 
gefiihrt. . 

Lit era t u r 2) zum Abschnitt IIb. RUNGE-KONIG, Vorlesungen iiber numerisches 
Rechnen. Kap.4 u. 9. Berlin: Julius Springer 1924; v. SANDEN, Praktische Analysis. 
Kap. IV u. V. Leipzig u. Berlin. Teubner 1923; WHITTAKER· ROBINSON, The Calcll(lus 
of Observations. London 1926. 

1) S. OPPENHEIM, Wiener Ber. Bd.118, Aht. II A, S.836. 1909. 
2) Nach Drucklegung dieses Bandes ist erschienen: M. LINDOW, Numerische Infini

tesimalrechnung. Berlin u. Bonn: Diimmler, 1928. 

Handbuch der Physik. III. 40 
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In. MechanischeQuadratur. 
27. Die Trapezformel. Behalt man in Formel (12), die in Ziff. 21 durch 

Integration der Besselschen Interpolationsformel (10) gewonnen wurde, nur 
das erste Glied bei, dann ist das Integral tiber ein Teilintervall w genahert dar
gestellt durch 

I1+W 

II(x) dx = wi (a + ~) = ~ [I(a) + I(a + w)J. 
a 

Schreibt man Yo fUr I(a), Yl fUr I (a + w), y", statt I (a + kw), dann erMlt man 
durch Addition tiber p Intervalle1), (p = ganze Zahl) das Integral genahert 
(Trapezformel) : 

a+pw 

ft(x) ilx = ~ [Yo + 2Yl + 2Y2 + ... 2Yp-l + Yp]· 
a 

Wird die Rechnung mit doppelter Intervallbreite wiederholt, dann ist der Fehler 
der genaueren Rechnung etwa ein Drittel des Unterschiedes beider Resultate. 

28. Die Simpsonsche Regel. Die Formel (11) wurde durch Integration 
der Stirlingschen Formel (9) tiber die zwei Teilintervalle von a - w bis a + w 
gewonnen. Ftihrt man die Integration tiber die zwei Teilintervalle von a his 
a + 2w aus und beMlt nur die zwei ersten Glieder bei, so ist 

a+2w 

jt(x)dx = 2w[f(a + w) + t/II(a+ w)]. 
a 

Setzt man I (a + w) = Yl und drtickt die zweite Differenz durch die Funktions
werte aus 

III (a + w) = Y2 - 2 Yl + Yo, 

dann wird das Integral tiber die zwei Teilintervalle 
a+2w 

f (Ix) dx= ~ (Yo + 4Yl + Y2) 
a 

und durch Addition tiber p Teilintervalle (P = gerade Zahl) erhalt man' die 
Simpsonsche Forme]: 

a+pw 

f(X)dX = ~ (Yo + 4~1 + 2Y2 + 4Y3 + 2Y4 +, ... , + 2YP - 2 ] (25) 

+ 4Yp-l + Yp), P = gerade Zahl. 

Eine ganze Funktion h6chsten dritten Grades wird durch die Simpsonsche 
Formel genau integriert. Bei einer anderen Funktion ist der Fehler der rechten 

Seite von (25) genahert - ~~~ pvW, wo ~ ein Mitt~lwert zwischen a und a + pw 
1st. S:hreibt man b fUr die obere Integrationsgrenze a + pw, so ist der Fehler 

_ (b - a)5 !(IV)( l::) 
180p4 \i , 

nimmt also mit der Anzahl p der; Intervalle sehr rasch abo 
Zu einer bequemeren Abschatzung des Fehlers der Formel (25) gelangt man, 

wenn man die Rechnung ein zweites Mal mit doppelter Intervallbreite wieder-

1) ,Uber passende \Vahl der Intervallbreite w siehe V. SANDEN, Praktische Analysis. 
2. Auf!. S.9J. 
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holt; derFehler der genaueren Berechnung ist dann ungefahr lit; des Unter
schiedes beider Resultate l ). 

29. Allgemeines tiber mechanische Quadratur. Durch die Substitution 

x=a+b+b-a u 
2 2 

b 
geht I(x) in q;(u) tiber und das Integral2) !jl(x)dx in 

+1 
a 

W = tlq;(u)du. (26) 
-1 

1st der Integrand eine ganze rationale Funktion bestimmten Grades, so wi rd 
das Integral durch ein lineares Aggregat einer gewissen Anzahl Ordinaten 

F = R1Yl + R 2Y2 + ... RnYn (27) 
genau dargestellt; dabei sind die R" Zahlenkoeffizienten und die y" = cp(u,,) 
ausgewahlte Ordinaten. 1st q; (u) keine ganze rationale Funktion, so laBt sich 
das Integral. (26) durch einen Ausdruck (27) genahert darstellen3). 

Die Funktion Y = q;(u) mage sich im ganzen Integrationsgebiet (-1, + 1) 
in eine rasch konvergierende Taylorsche Reihe 

q;(u) = ao + alu + a2u 2 + aaua + ... , 
entwickeln lassen. Einsetzen dieser Reihe in (26) und Integration liefert 

W a2 a4 
=ao+-3-+ S +'" (28) 

Fiihrt man 
y" = a o + alu" + a2u~ + ... , (a = 1,2, ... n) 

in (27) ein, so wird 

F = ao1:R" + alLu",R", + a21:u~R" + .... (ex = 1, 2, ... n) (29) 
'" '" 

Damit W durch F maglichst gut dargestellt wird, setzt man die Koeffizienten 
der ersten ai in (28) und (29) einander gleich . 

LR",=1, 
" 

"'" 2R - 1 ~Utx tx-·a.' 

'" 

" 2PR _ 1 
.:.. u'" '" - 2jF:.j...1 ' 

",. 

1: U:;!+1 R" = 0 . 

" 

(30) 

') RUNGE-KONIG, Vorlesungen fiber numerisches Rechnen. S.239 u. 245· 
2) Aus Griinden einfacherer Schreibweise ist es fiblich, den Faktor '/2 einzuffihren. 
3) 1Jber die strenge Herleitung der Fotmeln der mechanischen Quadratur aus der 

Eulerschen Summenformel siehe WHITTAKER-RoBINSON, The Calculus of Observations. 
Kap. VII. Ausffihrliche Ableitung obiger Darstellung bei RUNGE-KoNIG, Vorlesungen iiber 
numerisches Rechnen. § 78-80. 

40· 
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Erftillt man hiervon p Gleichungen, dann enthalt die erste nicht mehr erftillte 
Gleichung die Potenzen u~. Setzt man 

~~ . 1 0 7" u£Rrx = p + 1 - --, wenn p gerade, 

- Q, wenn p ungerade, 

dann ist der Fehler v, der entsteht, wenn das Integral W durch den Ausdruck F 
ersetzt wird, genahert <p(p) (0) 

v=apQ=Q y . 
Der Fehler ist genau gleich diesem Ausdruck, wenn ap+l und die folgenden 
Koeffizienten a verschwinden, wenn also Y = 97 (u) eine ganze rationale Funktion 
pten Grades ist; der Fehler v verschwindet, wenn auch ap = 0 ist, 97(U) also 
eine ganze Funktion hochstens vom Grad p - 1 ist; fUr sie stellt (29) das Inte
gral (26) oder (29) streng dar. 

Die Erfiillung der Gleichungen (30) kann geschehen, indem man 1. die 
Abszissen Urx wahlt (am einfachsten aquidistant) und aus (30) die Rrx rechnet 
(Formeln von NEWTON-COTES), oder 2. tiber die Rrx verftigt (z. B. daB sie aIle 
gleich gewahlt werden) und die Urx aus (30) berechnet (Formeln von TSCHEBY
SCHEFF), oder 3. indem man weder tiber die Rrx noch tiber die Uex Voraussetzungen 
macht und beide Gruppen von GroBen durch Auflosung von (30) bestimmt 
(Methode von GAUSS). 

30. Die Formeln von NEWTON-COTES. Die Abszissen Uex werden aquidistant 
und symmetrisch zur Mitte u = 0 gewahlt. Die Annahme, daB die zu symme
trischen Abszissen gehorigen Rrx gleich sind, also Rl = R n , R2 = R n - 1 ••• , 

bringt die 2., 4., ... der Gleichungen (30) von selbst zum Verschwinden. Den 
einzelnen Wert en von n in (27) entsprechen folgende Formeln: 

n = 2, F = f 97 ( - 1) + f 97 (+ 1) , v = - i- a2 + ... , 

n = 3, F = i 97 (- 1) -+ -t 97 (0) -+ -! 97 (-+ 1), v = - :5 a4 -+ ... , 
n = 4, F = t [97 (- 1) + 3 97 ( - -}) -+ 397 ( -+ -}) + 97 ( -+ 1) 1, v = - l~% a4 -+ ... , 
n = 5, F = ~ [797(-1) -+ 32 97( - f) -+ 1297(0) + 3297( +~) -+ 797(+ 1)], 

1 
V = -T2as -+ .... 

Durch Addition von Integralen uber aufeinanderfolgende Teilintervalle erhalt 
man fUr n = 2 die Trapezregel 

Xm 

jY dx = ~ (Yo + 2 Yl + 2 Y2 + ... , + 2 Ym-l + Ym), 
Xo 

wenn w der Abstand zweier aufeinanderfolgender Ordinaten ist, fUr n = 3 die 
Simpsonsche Regel 

Xm 

jydX = ~ (Yo + 4Yl + 2Y2 -+ 4Ya + ... , 2Ym-2 -+ 4Ym-l + Ym), 
Xo 

wo m eine gerade Zahl sein muB, und fur n = 5 
Xm 

jydx = :~ (7 Yo -+ 32Yl -+ 12Y2 -+ 32Y3 -+ 14Y4 -+ 32Y5 -+ ... 
Xo + 32Ym-3 + 12Ym-2 + 32Ym-l + 7Ym) , 

wo m durch 4 teilbar sein muB. 
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Die Formeln von MAC LAURIN verwenden statt der Endordinaten die Mittel
ordinaten der ein2<elnen Teilintervalle. Ffir n = 3 erhalt man 

7 
V = 135a4 + .... 

Der Fehler ist also kleiner als der bei der Formel von NEWTON-COTES fUr 
n=4. 

31. Die Formeln von TSCHEBYSCHEFF. Wenn die Funktion y = rp(u) durch 
Beobachtungswerte gegeben ist, empfiehlt es sich, aIle Rrx gleich groB, und zwar 

nach der ersten der Gleichungen (30) gleich ~ zu wahlen. Die 2., 4., 6. _ .. der n 
Gleichungen (30) verschwinden, wenn vorausgesetzt wird, daB die U IX symmetrisch 
urn die Mitte U = ° gruppiert sein solI en. Man erhalt 

n = 3, Rrx = i 

n = 5, Rrx = -~ 

lUI = -: 1"~ = -0,577350, I 
U 2 = +3 Y3 = 0,577350, 

v = ~a4 + .. , 

lUI = -:1 Y-_2 = -0,707107 u2 = 0, I 1 
V = 3Oa4 + ... 

Us - +:; 1"2 = 0,707107, 

J
UI = -Vi + ~f5 = -0,794654, '1 

--- 16 

1t2=-Y~--lsV5 =-0,187592, V=945 a6 +'" 
Us = -U2 , U 4 = -uv 

jttl = -Y~711 = -0,832497, I 
tt2 = -V~ - i2 f11 = -0,374541, V= 1~:2a6 + ... 
tts = 0, U 4 = -tt2 , tts = -ttl' 

Werden nicht alle Rrx gleich groB gewahlt, so kann man zu besserenDarstellungen 
gelangen. Eine solche erhalt man z. B., wenn man bei n = 4 die R der zwei 
mittleren Ordinaten doppelt so groB wahlt als die der zwei auBeren: 

n=4, IRI = R4 = !, /ttl = ~V~ + i~ f10 = -0,868890, \ 1 

R2 = Rs = !, tt2 = -V~ - A V10 = -0,350021, v = 553 as + ... 
tts = -tt2· tt4 = -ttl' 

32. Die Integrationsmethode von GAUSS. Es werden weder tiber die 
Abszissen ttrx noch fiber die Zahlen Rrx Annahmen gemacht. In dem Ausdruck 
F (27) sind alle 2n GraBen unbekannt und durch Auflosen von 2n der Gleichungen 
(30) zu bestimmen. Der Fehler beginnt mit v = Qa2n+ ... , er verschwindet, 
wenn q;(tt) eine ganze rationale Funktion (2n - 1)sten oder niedrigeren Grades 
ist. Durch einen Ausdruck (27) mit n Ordinaten wird also eine ganze Funktion 
(2n - 1)sten Grades genau integriert. Die Methode von GAUSS wird man an
wenden, wenn durch wenig Ordinaten schon hohe Genauigkeit erreicht werden 
solI, insbesondere wenn die Funktion q;(u) derart kompliziert gebaut ist, daB 
schon die Berechnung weniger Ordinaten groBen Arbeitsaufwand erfordert, 
oder wenn <p(tt) durch beobachtete Ordinatenwerte festgelegt werden solI, fiber 
deren Anordnung man noch verffigen will. 
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Durch Auflosung der Gleichungen (30) findet man 

n=2, U 1 = - V-~ = -0,5773503· 

4 

U 2 = +11 3 ' 

v = 45 a4 + '" 

1 i 3 
u1 = - / '5 = -0,7745967, 

\

R1 = R5 =0,1184634, 

n = 5, R2 = R4 =0,2393143, 

R3 = 0,2844444, 

64 
v = 11025 as + ... 

1 /35 + 2 V70 
U 1 = - V-63 - = - 0,9061798, 

/-----_._--------;== 

} /35 - 2 f 70 u = - ~--- = -0 5384693 2 63 ' . , , 

U 3 = 0, u4 = -u2 , u5 = -u1 , 

64 
v = 43659 a10 + ... 

Die zu einem bestimmten n gehorigen u'" sind genau die Nullstellen der Legendre
schen Kugelfunktion Pn(u)1). 

Beispiel. Die mittlere Tagestemperatur solI aus zwei Temperaturlesungen 
bestimmt werden, wann sind diese vorzunehmen? Die Zahlung der Stunden soH 
von Mitternacht beginnen. Man findet, daB die Ablesungen urn YI· 12 Stunden 
vor- und nachmittags stattzufinden hatten, also urn 5 Uhr fruh und 7 Uhr abends. 
Dieser so erhaltene Mittelwert ware genau das Tagesmittel, wenn sich der 
Temperaturverlauf wahrend eines Tages durch eine Parabel dritten Grades 
darstellen lieBe (ein Maximum und ein Minimum taglich). 

LieBe sich der Temperaturverlauf durch eine Parabel 5. Grades (2 Maxima 
und 2 Minima) genau darstellen, so wurde manein fehlerfreies Mittel aus drei 
Ablesungen erhalten, weIche mittags 12 Uhr und if· 12 Stun den vor und nach 
dem Mittag, also 2 Uhr 42 Minuten fruh, 12 Uhr mittags und 9 Uhr 18 Minuten 
abends vorzunehmen waren. Die Mittagslesung ware mit R2 = -i's' die Morgen
und Abendablesung mit R1 = R3 = 1s zu multiplizieren. 

33. Mechanische Kubatur. Das Volumen des prismatischen Raumes, be
grenzt von den Ebenen x = a, x = a + 2h, y = b, Y = b + 2k und der Flache 
z = f(x, y), ist a+2h b+2k 

fdx (dyf(x,y) 
a b 

1) Kap. 13, Ziff. 24. 
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und genahert gegeben durch 

1- [} (j(a, b) + 4j(a,b + k) + j(a,b + 2k)) + ~; (j(a +h,b) + 4/(a + h,b + k) 

+ / (a + h, b + k) + ~ (/(a + 2h, b) + 4/(a + 2h, b + k) (31) 

+/(a+2h, b+2k))]. 

Der Fehler dieses Ausdrucks beginnt mit 

_ ~hk(h4 ~4f + k4 04f). 
45 04X oy4 

vVenn z = /(x, y) eine ganze rationale Funktion hochstens dritten Grades der 
zwei Veranderlichen ist, gilt Formel (31) streng. Sie ist eine Erweiterung der 
Simpsonschen Regel, denn der erste Klammerausdruck 

k 3 [f (a, b) + 4/(a, b + k)+ /(a, b + 2k)] 

ist der nach der Simpsonschen Regel berechnete genaherte Flacheninhalt 
des Schnittes der Ebene x = a, der zweite Klammerausdruck bestimmt 
ebenso den vierfachen Flacheninhalt des Schnittes der Ebene x = a + h 
und der dritte Term den Inhalt des Schnittes der Ebene x = a + 2h. Fiihrt 
man fUr diese Flacheninhalte die Bezeichnung F l' F 2 und F 3 ein, so ist das Volumen 

V = + (F1 + 4F2+F3)' 

Diese Formel heiBt nach KEPLER (Doliometrie 1615) "FaBregel" 1). 

Lit era t u r zum Abschnitt III. O. BIERMANN, Vorlesungen iiber mathematische 
Naherungsmethoden. Braunschweig 1905; RUNGE-KoNIG, Vorlesungen iiber numerisches 
Rechnen. § 78-80. Berlin: Julius Springer 1924; RUNGE-WILLERS, Enzyklopadie d. Math. 
\Vissensch. Bd. II, C 2; v. SANDEN, Praktische Analysis. Kap. VI; F. A. \VILLERS, Numerische 
Integration; WHITTAKER-RoBINSON, The Calculus of Observations. Kap. VII. 

IV. Numerische Integration von 
Differentialgleichungen. 

34. Die Methode von RUNGE-KuTIA. Die durch die Anfangswerte xo, Yo 
bestimmte Integralkurve der Differentialgleichung 

y' = j(x, y) 
wird punktweise gerechnet, indem zu den x-Zuwachsen h die zugehorigen 
Ordinatenzuwachse k nach folgenden Formeln bestimmt werden 2): 

kl = f (xo, Yo) h , 

(
It 

k2 = / Xo + 2' 

k3 = f (xo + ~ , 
k4 = /(xo + h, 

r k1) h Yo T -2 ' 

Yo + ~2_) h, 

Yo + k3) h, 

(32) 

1) Weitere Formeln in RUNGE-WILLERS Enzyklopadie d. Math. Wissensch. Bd. II, 
C 2, S. 135; Methoden analog der Gaussschen ebendort S. 132. 

2) RUNGE-KONIG, Vorlesungen iiber numerisches Rechnen. S.286; v. SANDEN, Prak. 
tische Analysis. II. Aufl., S.177. 1923. 
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1st nach (32) ein zweiter Punkt Xo + h, Yo + k der Integralkurve berechnet, 
so wird er zum Ausgangspunkt des nachsten Schrittes gemacht usw. Das x-Inter
vall h braucht nicht sehr eng gewahlt zu werden. Der Fehler ist von der Ordnung 
h5 ; man erhalt fUr ihn eine gute Abschatzung, wenn man die Rechnung mit der 
doppelten Intervallbreite, also 2h, wiederholt. Der Fehler der genaueren Rech
nung ist etwa 1/15 des Unterschieds beider Resultate. 

1st die rechte Seite der Differentialgleichung von y unabhangig, handelt 
es sich also urn die reine Quadratur von y' = t(x), dann geht die Formel von 
RUNGE-KuTTA in die Simpsonsche Regel uber. 

Wenn die y-Zuwachse k groB werden, die Integralkurve also steil ansteigt, 
integriert man die umgekehrte Gleichung 

dx 1 
dy = f(xy) = tp(x, Y) , 

mit y als unabhangiger Veranderlicher, oder man dreht das Koordinatensystem 
so, daB die Integralkurve angenahert parallel der neuen x-Achse verlauft. 

In der Nahe eines singularen Punktes versagt die Methode RUNGE-KuTTA. 
Beispiel: Es ist die zu den Anfangswerten Xo = 4, Yo = 4 gehorige Losungs-

2 

kurve von y' = - ~- +;1'5 zu suchen. Mit h = 0,2 als x-Zuwachs rechnen wir 

nach dem von RUNGE angegebenen Schema: 

x y t(xy) k=h!(xy) 

x y 

I 
f(xy) kI = hf(xy) t(kI + k3) 

k2 + k3 
kI . h k ) ( h kI) y+ i f(x + 2' y + ; k2 = h f x + 2 ' y + "2 Summe: 

k 
( h k2) ( h k2) Y +.-! f Y+2'Y+T k3 = h f x + "2' y + "2 k = J Summe 

2 

y + ka f (x + h , Y + k3) k4 = h f (x + h , Y + k a) 
x k 

2,2 0,44 0.4664690745 

4,1 4,22 2,332731707 
4,1 4,233273171 2,329494349 
~ __ ~.4658~8870 I 2.464690745 

4,2 4.466304762 - 2:4645941~ ,--

0.4665463414 
0,4658988698 
0.4929381490 

I 0,9324452112 
1,3989142857 
k= 
0,4663047619 

4,3 4,712764172 
4,3 4,726505595 
4.4 4,986067292 I 

2,602008332 
2,598812652 
2,738802888 

0.4929188208 . 0,5203396992 
! 1,0401641968 

0,5204016664 I 1.5605038960 
0,5197625304 k = 
0,5477605776 I 0,5201679653 

-------,-- -------~-------- ------1-------- -----
4.4 4,986472727 ' 

Auf diese Weise berechnet man zu den einzelnen x folgende y-Werte: 

y : x 

!:~ I 1:~66304762 
4,4 I 4.986472727 
4,6! 5,562452174 
4,8: 6,196266667 
5,0 ! 6,890000000 
5,2 7,645784615 
5,4 I 8,465792592 
5,6 : 9,352228571 
5,8 10,307324138 
6,0 11,333333333 
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Zur Abschatzung des Fehlers wird die Rechnung mit doppelter Intervall
breite, also mit h = 0,4, nochmals durchgefUhrt. Fur x = 6,0 findet man schlieB
lich dasselbe y, das bei Fortschreiten nach dem Intervall h = 0,2 berechnet 
wurde, das Resultat ist also bis auf die 9. Stelle fehlerfrei. Die direkte Losung 
der Differentialgleichung ist y = ~ + _;t'~ . 

x 20 
Die spezielle Losungskurve fUr Xo = 4, Yo = 4 ist 

16 ;1:3 

y=SX+20' 
sie liefert fUr x = 6,0 das gleiche y, wie es nach der Methode RUNGE-KuTTA 
berechnet wurde. 

Wie man aus der Tabelle sieht, beginnen die y-Werte immer rascher zu 
wachsen. Bei Fortsetzung der Losungskurve uber den Anfangspunkt (4,4) nach 
links findet man bei x = 2,15 eine Minimalstelle, von da an beginnt auBerst 
rasches Wachstum der y, die y-Achse ist Asymptote der Losungskurve. Man 
wird daher links von x = 2,2 und rechts von x = 6,0 besser die reziprok ge-
nommene Gleichung d x 5 x 

--
dy ;1:3_S Y 

mit y als unabhangiger Veranderlicher integrieren. Das y-Intervall k wahlt 
man groBer, zuerst etwa k = 1,0, dann immer groBer. 

Ein wahrend der Rechnung begangener Fehler zieht sich durch aIle weiteren 
Schritte hin. Urn nicht die ganze Rechnung wiederholen zu mussen, bedient 
man sich des folgenden von RUNGE 1) angegebenen Verfahrens: 

An einer Stelle sei statt des richtigen y ein fehlerhaftes y = y + 0 berechnet 
worden. Vorausgesetzt, daB 0 so klein ist, daB seine zweite Potenz zu vernach-
lassigen ist, korrigiert man jedes fehlerhaft berechnete y + k gemaB 

y+k=y+k-O(1 +h~f). 
-

Das Korrektionsglied ist fUr jede Stelle zu berechnen. 
35. Anwendung der Methode von RUNGE-KuTTA auf Systeme von Diffe

rentialgleichungen erster Ordnung und auf Gleichungen zweiter und hoherer 
Ordnung 2). Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 

y" = gy(x, y, y') 

wird in ein System zweier Gleichungen erster Ordnung verwandelt: 
z = y' z' = gy(x, y, z). 

Dieses System ist ein Spezialfall des allgemeineren 
y' = f(x, y, z), z' = g(x, y, z), (33) 

deren zum Anfangswert 

k1 = f(xo, Yo, zo) • h, 

xoYozo gehorige Lasung man schrittweise gewinnt aus 

l1 = y(xo, Yo, zo)h, 

kz = f(xo + ~, Yo + ~1, Zo + ~) h, l2 = g (xo +: ~, Yo + ~], 
k f( h k2 12)h l ( h k2 

3 = Xo + 2' Yo + -2' Zo + -2 ' 3 = g Xo + -2-' Yo + 2 ' (34) 

k4 = f(xo + h, Yo + k3' Zo + l3)h, l4 = g(xo + h, Yo + k3' 
k = ~±l!4 + ~-±_~~ 1 = 11 + 14 + 12 + ~ 

6 3' 6 . 3 ' 

1) RUNGE-KONIG, Vorlesungen fiber numerisches Rechnen. S. 297. 
2) RUNGE-KONIG, Vorlesungen fiber numerisches Rechnen. S.311. 
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Xo + h, Yo + k, Zo + l wird nun ebenso zum Ausgangspunkt des zweiten Schrittes 
gemacht usw. Der Fehler ist wieder proportional h5 und man schatzt ihn ab, 
indem man die Integration ein zweites Mal mit doppelter Intervallbreite aus
fiihrt. Der Fehler der erst en Rechnung ist ungefahr Yo des Unterschiedes der 
zwei Resultate. 

Durch eine leicht zu findende Erweiterung des Schemas (34) laBt sich die 
Methode auf mehr als zwei simultane Gleichungen erster Ordnung ausdehnen. 

36. Methode der sukzessiven Approximation. Auf irgendeinem Weg, z. B. 
graphisch1) oder durch Reihenentwicklung, sei man zu einer Naherungslosung 
Y = Yl (x) der Differentialgleichung 

y' = f(x, y) (35) 

gelangt. Die Naherung braucht nicht besonders gut zu sein, es geniigt meist, 
als erste rohe Naherung Y = Yo = konst. fUr das Ausgangsintervall der durch 
xoYo bestimmten Losungskurve anzunehmen .. Das Integral von (35) kann man 
in der Form schreiben x 

Y = Yo + f f(x, y) dx • (36) 
x. 

Unter dem Integralzeichen steht dieselbe Funktion Y (x) wie links yom Gleich
heitszeichen. Zuerst wird in (36) rechts unter dem Integralzeichen die Naherungs
losung2) Yl (x) eingesetzt und die Integration numerisch durch Interpolation3) 

oder Summation4) ausgefiihrt. Dadurch erhalt man nun links eine zweite Naherung 
x 

Y2(X) = Yo + f f(x, Yl) dx 
x. 

in Form einer Tabelle, dieses Y2 (x) setzt man rechts unter das Integral und ge
langt durch numerische> Integration zur dritten Naherungslosung 

'" 
Ya (x) = Yo + J f(x, Y2)dx 

xo 
usw. Das Verfahren wird solange fortgesetzt, bis eine Lasung Yn+l(X) sich 
von der vorausgehenden Yn (x) innerhalb der gewiinschten Genauigkeit nicht mehr 
unterscheidet, womit offen bar die Lasung von (36) im ersten Intervall Xo bis x 
gefunden ist. Diese Losung setzt man iiber das Ausgangsintervall fort und ver
bessert durch numerische Integration im zweiten Intervall so lange, bis wieder 
keine Anderung zweier aufeinanderfolgender Lasungen eintritt, dann verfahrt 
man ebenso im dritten Abschnitt. 

Wesentlich fUr die rasche Konvergenz des Verfahrens ist, daB die Lasungs
kurve nicht zu steil gegen die X-Achse ansteigt, bei raschem Anstieg der Kurve 
hilft Einfiihrung eines neuen Koordinatensystems, das so gegen das alte gedreht 
ist, daB die Lasungskurve ungefahr parallel mit der neuen X-Achse verlauft. 
Die analytische Bedingung der Konvergenz ist die Lipschitzbedingung 5), hier 

1) Kap. 14, Zif£. 18. 
2) Wenn nur Yo = konst. als erste Naherung fiir die ersten x-Werte angesetzt ist, so 

gewinnt man durch Integration schon ein Yl (x) und hierzu ein erstes Differenzenschema, 
das mit jedem folgenden Schritt verbessert wird. 

3) Zif£. 21 dieses Kap. 
4) Zif£. 23 dieses Kap. 
5) Vgl. hierzu Kap.9, Ziff. 1, ferner RUNGE-KONIG, Vorlesungen iiber numerisches 

Rechnen. S. 301; L. BIEBER BACH, Theorie der Differentialgleichungen. S. 25. Berlin: 
Julius Springer 1923. 
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in Form eines Differenzenquotienten, der fUr aIle x, y, Yn des Bereiches eme 
obere Grenze M nieht iiberschreiten darf: 

!f(x,y) - f(x,Yn) I <M. 
I Y - Yn 

Das x-Intervall ist so zu wahlen, daB, unter k ein echter Bruch verstanden, 

k 
[x-xo[< M 

gilt. 
Prakiisch wird man durch das Verfahren selbst iiber die Konvergenz orien

tiert. Wenn die aufeinanderfolgenden Sehritte sich durch groBe .Anderungen unter" 
scheiden, wird man das IntervaIl (xoX) verkleinern; ebenso sieht man bei der 
Entwicklung des Differenzenschemas, das man zur numerischen Integration 
fUr jede Naherung Yl (x), Y2 (x) ... entwickeln muB, ob man die Argument
intervaIle enger nehmen muB usw. Die Schranke M und x - Xo braucht man 
also nicht zu berechnen. Ein wahrend der Rechnung begangener Fehler wird 
durch das weitere Verfahren von selbst eliminiert, sofern die fehlerhafte Losung 
eine brauchbare Naherung darstellt. 

Die Methode ist auf Systeme von Differentialgleichungen anwendbar. 
Spezielle Methoden hat die Astronomie ausgebildetl). 
37. Numerische Integration partiellerDifferentialgleichungen. Eine Dber

sicht der Methoden und Literaturzusammenstellung findet man in dem Enzyklo
padieartikel Bd. II, C 2, Nr.19 und 20 von RUNGE-WILLERS, in Nr. 21 die 
Ubertragung der Methoden, welche zur Integration gewohnlicher Differential
gleichungen dienen, auf partieIle, insbesondere die Formeln von RUNGE-KuTTA2), 

we iter eine von RUNGE3) angegebene Methode, welche die Differentialgleichung 
durch eine Differenzengleichung ersetzt, und die Methode von RITZ4) , welch 
letztere dann anwendbar ist, wenn das vorgelegte Randwertproblem sich in ein 
Variationsproblem umformen laBt. Eine kurze Darstellung dieser Methoden 
gibt auch WILLERS5). 

Lit era t u r 6) zum Abschnitt IV. RUNGE-KoNIG, Vorlesungen iiber numerisches 
Rechnen. Kap.10. 1924; RUNGE-WILLERS, Enzyklopadie d. Math. Wissensch. Bd. II, C2, 
Nr.15-22; v. SANDEN, PraktischeAnalysis. Kap.X u.XI. 1923; F.A.WILLERS, Numerische 
Integration. Bd. IV. (Sammlung Goschen Nr. 864. 1923.) 

I) Enzyklopadie d. Math. Wissensch. Bd. II, C2, S.157; Bd. VI/2, S. 12; Bd. VI/2, 
S. 19. \Yeiter die Monographien der Bahnbestimmungen und der Himmelsmechanik. 

2) C. RUNGE, Numerisches Rechnen. Autogr. Vorlesung. S.248. Gottingen 1912/13. 
3) C. RUNGE, ZS. f. Math. Phys. Bd.56, S.225. 1908. 
4) W. RITZ, Gottinger Nachr. 1908, S.236; Journ. f. reine u. angew. Math. Bd.135, 

S. 1. 1908. Gesammelte Werke S. 192. Hieriiber auch Kap. 11, Zif£. 16; ferner C. COURANT
D. HILBERT, Methoden der Math. Physik. S.157. Berlin: Julius Springer 1924. 

5) F. A. WILLERS, Numerische Integration. S.96. (Sammlung Goschen Nr.864.) 
6) Nach Drucklegung dieses Bandes ist erschienen: M. LINDOW, Numerische Infini

tesimalrechnung. 1928. 
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-, Funktion eines ellipti- 610. 

schen, sich selbst adjun- - empirischer Funktio-
gierten Differentialaus- nen 538. 
drucks 353. Gruppe 109. 

Grenzpunkte 180, 350. Reihe 27. 
Grenzwert 4, 6, 16. HARNACK, Satz 370. 
-,linksseitiger 4. HARTMANN, Dispersionsnetze 
-, rechtsseitiger 4. 575. 
-. uneigentlicher 4. Hauptachse 128, 131. 
Grundfunktion,symmetrische Hauptachsentransformation 

89. 85. 
Grundoperationen 421. Hauptdiagonale 58. 
Gruppe 69. Hauptebenen 180. 
-, Abelsche 69. Hauptelemente einer Matrix 
-, affine 81. 58. 
-, alternierende 71. Hauptflache 180. 
-, diskontinuierliche 72. Hauptgruppe 113. 
-, kontinuierliche 72. Hauptkreis 130. 
-, projektive 80. Hauptkrummungen 169. 
-, symmetrische 71. Hauptminor 60. 
-, zyklische 70. Hauptnormale 162. 
-, unendliche 376, 377. Hauptnormalenbild 163. 
-, unendlich kontinuierliche Hauptpunkt 176. 

376. Haupttangentenlinien 170. 
-, unendliche, aller Beriih- Hauptunterdeterminante 60. 

rungstransformationen Hauptwert der Potenz 
381. 231. 
- ,stetigdifferenzierbarer, hebbare Unstetigkeit 5. 
eindeutig umkehrbarer Hemiedrie 78. 
Punkttransformationen HERMITE,' Reihe 449. 
384. -, Polynome 336, 448. 

-, ahnliche 375. Hermitesche Determinante 
-, eingliedrige 376. 62. 
-,lineare 377. - Form 87. 
-. Normalform 376. Hessesche Determinante 63. 

der eindeutig umkehr- - Nbrmalform 117. 
baren stetigen Transfor- hexagonal 78. 
mationen einer n-dimen- Hexagyre 78. 
sionalen Mannigfaltigkeit HILBERT, invarianteslntegral 
377. 411. 
der winkeltreuen oder Hohenschichtlinie 557. 
konformen Transforma- hohere Ableitung 15. 
tionen 375. Holoedrie 78. 

Gruppengesetz 69. Homoomorphie 145. 
GUDERMANN 256. homogene Funktionen 3. 
-, Winkel 13. - Koordinaten 108. 
Guldinsche Regel, erste 52. - Polynome 7. 
- -, zweite 54. Homographie 111. 

HADAMARD-CAUCHY, Satz 
219· 

Haufigkeit, relative 442, 
460 .. 

homomorph 71. 
Hornersches Verfahren 95. 
I'HosPITAL, Regel von 16. 
Hyperbel 124. 
-, gleichseitige 127. 



Hyperbelamplitude 13. 
H yperbelfunktionen 7, 11-
hyperbolische Funktionen 7, 

11-
Geometrie 140. 
Kongruenzen 139. 
Punkte einer Flache 169. 

hyperbolischer Zylinder 126. 
hyperbolisches Hyperboloid 

126. 
- Paraboloid 126. 
Hyperboloid 126. 
Hyperebene 120. 
HyperfHiche 23. 
H yperfHicheneleme~ t 343. 
Hypozykloide 161-
-, Steinersche 161-
Huddesches Verfahren 91-
Huiliersche Formel 106. 
Hurwitzsche Formel 150. 

Ikosaedergruppe 74, 77. 
implizite Funktionen 3, 21-
indefinit 7, 32. 
Index einer Unterdetermi-

nante 60. 
- einer Untergruppe 70. 
Indikatrix 147. 
-, Dupinsche 169. 
infinitesimale Streckung 375. 
inhomogene Koordinaten 

108. 
in sich dicht 2. 
Integrabilitatsbedingungen 

339· 
Integral, allgemeines 338,340. 

345, 346. 
-, partikuiares 338, 340, 345. 
-, singulares 345, 346, 349· 
-, vollstandiges 345. 
-, Abelsches 36. 
-, bestimmtes 40. 
-, binomisches 38. 
-, oberes 41. 
-, Riemannsches 40. 
-, Stieltjessches 54. 
-, unbestimmtes 32. 
-, uneigentliches 43, 44. 
-, unteres 41-
Integralgleichungen, rezipro

ke 284. 
-, lineare, 1. Art 288. 

-, 2. Art 283. 
bei sich selbst adjungier
ten elliptischen Differen
tialgleichungen 355. 

Integralhyperflachenelement, 
singulares, nichtsingulares 
344. 

Integralhyperflache 343. 
Integralinvarianten, absolute 

385. 
-, relative 385. 

bezuglich infinitesimaler 
Transformationen 385. 
Handbuch der Physik. III. 

Namen- und Sachverzeichnis. 

Integralinvariante 384, 387. 
In tegralkurven 37 I, 377· 
Integralkurve, zweite 556. 
Integralmannigfaltigkeit 371. 
Integraph 555. 
Integration, partielle 34, 42. 

rationaler Funktionen 34. 
irrationaler Funktionen 
36. 
im komplexen Gebiet 221-

-, graphische 553. 
mechanische Hilfs

mittel 555. 
-. numerische 610. 

durch Interpolation 617. 
durch Summation 619. 
durch Differentiation 
295· 

Integrationskonstante 32. 
Integrationsmethoden, klas

sische 377. 
integrierbar 41. 
integrierender Faktor 296, 

377· 
Interpolation 605. 
-. graphische 548. 
- -, parabolische 552. 
- ,parabolische von Gra-

dientgroBen 553. 
Interpolationsformeln 613. 
-, inverse 615. 
Interpolationsproblem, allge-

meine Formulierung 609. 
Intervall 2. 
Intervalle, Zahl der 466. 
Invariante 80, 183 206. 
-, absolute 250, 264. 
- der Koeffizienten 321. 
-, Krummungs- 212. 
-, projektive 82. 
-, simultane 82. 
invariante Untergruppe 71. 
inverse Funktionen 3. 
- Matrizen 66. 
- Transformationen 24. 
Inversion 55, 78. 
Involution 112. 
involutorische Lagc 139. 
inzident 107. 
Inzidenzbedingung 108. 
inzidenzinvariant 201. 
Irrationalitat, binomische 37. 
-, linear gebrochene 37. 
-, monomische 37. 
-. quadratische 36. 
Isogone 560. 
Isoklinen 291, 560. 
isoliert 2. 
isolierter Punkt 1 57. 
isometrisch 172. 
isomorph 71. 
isometrisches Problem 402. 
-, spezielles 389. 
Isothermennetze 239. 
Isothermensystem 1 71 . 
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isotherm-konjugierte Systeme 
172 .• 

isotrope Ebenen 116. 
Geraden 113, 116. 

- Kongruenzen 180. 
- Kurven 164, 171-
Iterationsmethode 603. 

1akobische Determinante 22. 
- Matrix 22. 
JAKOBI, Funktionen 256. 
-, Prinzip 409. 
-, Difierentialgleichung 410. 
- -HAMILTON, partielle Dif-

ferentialgleichung 307. 
-, Funktionen, Additions

theoreme, Differentialglei
chungen, Nullstellen, Pole 
und Perioden 257. 

-, Methode von 347. 
-, Multiplikator 340. 
-, Differentialgleichung 341. 
-, Gleichung 348. 
-, Identitat 378. 

kanonische Elemente 380. 
Gleichungen der Mecha
nik 372. 
Zerschneidung 149. 

kanonisches System 347. 380, 
381, 386. 

Kardinalzahl 2. 
Kardioide 159. 
Kartesische Zeichenregel 95. 
Katakaustik 159. 
Katenoid 178. 
Kaustik 159. 
Kegel 126. 
Kegelschnitte, konjugierte 

125· 
Kehllinie 1 76. 
Kehlpunkt 176. 
KEPLER, FaBregel 631. 
Kern 120, 283. 
-, ausgearteter 285. 
-- , indefiniter 286. 
'-, iterierter S.285 
-, losender 284. 
-, negativ definiter 286. 
-, positiver 286. 
-, systematischer 286. 
--, unstetiger 287. 
Kette, Sturmsche 94. 
- (topologisch) 146. 
Kettenlinie 161, 
Kettenregel 14, 20, 24. 
kinetisches Potential 304. 
KLEIN, Oszilla tionstheorem 

335· 
Knotenlinien 359, 360. 
Koeffizienten, Entwicklungs

Fouriersche 268. 
Korper (Algebra) 87. 
-, regularer (Stereometrie) 

n 
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Kogredient 81. 
Kollektivgegenstand 460. 
KollektivmaBlehre 461. 
Kollineation 111. 
Kombination 56. 
Komplanation 51. 
komplementare Unterdeter-

minante 60. 
Komplement, algebraisches 

60. 
Komplex, linearer 137. 
komplexe GroBe 65. 
- Zahl 215. 
- -, konjugiert 215. 
Konchoide 159. 
Konfokale Schar 132. 
konform 73. 
konforme Abbildung 175. 
Kongruenz 179. 
-, isotrope 180. 
-,lineare 139. 
konjugierte Durchmesser 125. 

Durchmesserebenen 126. 
Elemente einer Matrix 59. 
Flachen 2. Grades 127. 
Kegelschni tte 125. 
Polaren 137. 
Punkte 109, 121. 
- auf einer Extremalen 
411. 
Transformationen 81. 
Untergruppen 70. 
Zahlen 109. 

konjugiertes Netz 170. 
Konkomitante 82. 
Konstantenbestimmung bei 

gegebener Verteilungs
formel 467. 

kontinuierliche Gruppe 72. 
Kontragredient 81. 
kontravariant 182. 
Kontravariante 82. 
konvergent 25, 217· 
-, absolut 26, 218. 
-, bedingt 26. 
-, gleichmaBig 26, 218. 
-, unbedingt 26, 217. 
Konvergieren 4. 
Konvergenz im Mittel 268. 
Konvergenzbereich 26. 
Konvergenzintervall 28. 
Konvergenzprinzip 25. 
Konvergenzradius 28. 
Koordinate, zyklische 307. 
Koordinaten 2, 11 5. 
-, affine 113. 
-, elliptische 134. 
-, homogene 108. 
-, kartesische 11 5. 
-, Lamesche 134. 
-, parabolische 134. 
-, Pliickersche 118, 136. 
-, projektive 109. 
Koordinatentransformation 

23, 373. 
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Korrelation 111. 
-, Irrwanderung mit 481. 
-, totale u. partielle 487. 
- der Dichteschwankungen 

490. 
-, normale 490. 
Korrelationskoeffizient 479. 
Korrelationsverhaltnis 486. 
kovariant 

-halbsysymmetrisch 201. 
- -symmetrisch 201. 
Kovariante 82. 
-, bilineare 371, 384. 
Frau KOWALEWSKI 339. 
AuBere Krafte 356. 
Kreisevolvente 160. 
Kreispunkt 134. 
Kreisteilungsgleichung 91. 
Kreistreu 73. 
Kreisverwandtschaft 240. 
Kreuzungspunkt, n - facher 

239. 
Kristallklassen 78. 
Kristallsysteme 78. 
Kriimmung einer Flache 168. 
- - Kurve 156, 163. 
- - -, zweite 163. 
-, geodatische 173. 
-, mittlere 156, 169. 
Kriimmungsachse 164. 
Kriimmungskreis 156. 
- (geodatischer) 164, 175. 
Kriimmungslinien 170. 
KriimmungsmaB 143, 169. 
Kriimmungsmittelpunkt 156, 

164, 170. 
Kriimmungsradius 156. 
Kubatur 53. 
-, mechanische 630. 
kubisch 78. 
kubische Gleichung 91. 
- Resolvente 92. 
Kugel, n-dimensionale 212. 
-, stereographische Projek-

tion d. 217. 
Kugelflachenfunktion 272, 

274, 354. 
-, zonale 275. 
Kugelfunktionen 272, 363. 
-, allgemeine 272. 
-, 1. Art 276. 
-,2. Art 276. 
-, einfache, raumliche n - ter 

Ordnung 272. 
-, sektorielle 275. 
-, tesserale 275. 
-, zonale 275, 336. 
-, zugeordnete 275. 
Kurve 23. 
-, isotrope 164, 171. 
Kurven 209. 
-, ametrische 214. 
-, isotrope 214. 
-, Minimal- 214. 
-, Integral- 220. 

Kurven, Treppen- 452. 
Kurvenintegral 48. 
Kurventrapez, statisches Mo-

ment 556. 
KUTTA-RUNGE 631. 

1angentreu 172. 
Lage, Geometrie der 107. 
LAGRANGE 346. 
-, In terpola tionsformel 605. 
-, Klammer von 381. 
-, Differentialgleichung von 

295, 383· 
- -, adjungierte von 327. 
-, Multiplikator von 407. 
-, Bewegungsgleichungen 

1. Art von 408. 
-, Multiplikatorenmethode 

von 32. 
LAGUERRE, Polynome 337. 
Lamcsche Koordinaten 134. 
- Funktion 280. 
Lancretsche Relation 163. 
LANGEVIN, Gleichung 484. 
LAPLACE, Differen tialglei-

chung von 222, 279, 364, 
398. 

-, Funktion von 272. 
-, Gleichung von 272, 354. 
-, Methode von 352, 434. 
-, Operator von 190. 
-, Transformation von 428. 
-, Zerlegungssatz von 60. 
LAURENT, Reihe von 225, 

226. 
LEGENDRE, Bedingung fUr 

das Eintreten eines Ex
tremums 410. 

-, Differentialgleichung von 
326. 

-, Gebilde von 273. 
-, Kugelfunktionen von 630. 
-, Polynome 273, 326, 533. 
-, Transformationen von 

382. 
Legendresche N ormalintegral 

262. 
- - 1. Gattung 263. 
-. - 2. Gattung 263. 
Leibnizsche Produktformel 

16. 
Leitflache 179. 
Leitgerade 139. 
Leitlinie 129, 176. 
Lemniskate 159. 
LEVI-eIVITA, Parallelver-

schiebung 201. 
LEVY, Beweis 445. 
LANDEN, Transformation 

265. 
LIE, Satze 298. 
LIEBMANN, Satz von 173. 
LILLE, Verfahren zur Auf-

lasung algebraischer Glei
chungen 548. 



linear abhangig 63, 65, 119, 
120. 
gebrochene Irrationalitat 
37. 
- Transformation 72. 

lineare Exzentrizitat 129. 
Gleichungen 67. 

- Kongruenz 139. 
- Transformation 80. 
linearer Komplex 137. 
Linienelement 289. 
-, singulares 300. 
Liniengeometrie 136. 
Linienkoordinaten 136. 
Linkssystem 115. 
LIOUVILLE 386. 
-, Satze von 249. 
LIOUVILLE-STURM, Differen-

tialgleichung 334. 
LIPSCHITZ, Bedingung von 

562, 634. 
Logarithmus 7, 8. 
-, Briggscher 8. 
-, dekadischer 8. 
-, gemeiner 8. 
-, natiirlicher 8. 
-, Neperscher 8. 
-, Hauptwert 231-
logarithmische Ableitung 15. 

MACLAURIN, Formel von 18, 
629. 

-, Reihe von 28. 
Machtigkeit 2. 
MAINARDI, Formeln von 172. 
Majorante 27. 
MALUS-DuPIN, Satz von 181-
Mannigfaltigkeit 23, 145, 

208. 
-, alge braische 13 5 . 
-, ametrische 213. 
-, berandete 146. 
-, einseitige 147. 
-, endliche 14 5. 
-, euklidische 210. 
-, euklidisch -affine 187. 
-, geschlossene 146. 
-, nichteuklidische 210. 
-, langentreu aufeinander 

abbildbare 210. 
- konstanter Kriimmung 

212. 
-,orientierbare 148. 
-, rationale 23. 
-, unberandete 146. 
-, zusammenhangende 146. 
- ,winkeltreu aufeinander 

abbildbare 211. 
-, zweisei tige 147. 
MaBbestimmung, Cayleysche 

141. 
Matrix 58. 
-, alternierende 59. 
-,erweiterte 67. 
-, inverse 66. 

Namen- und Sachverzeichnis. 

Matrix, schiefe 59. 
-, schiefsymmetrische 59. 
-, skalare 66. 
-, symmetrische 59. 
- ,transponierte 66. 
Maximum 3, 31. 
MAXWELL, Verteilungsgesetz 

453. 
MEHMKE, R., graphischer 

Ausgleich einer Geraden 
578. 

-, graphische Additions- u. 
Substraktionslogarithmen 
572. 

mehrfacher Punkt (einer 
Kurve) 157. 

Membran, schwingende 390, 
398, 359. 

Mengen 1. 
Mercatorprojektion 243. 
MERCER 287. 
Methode, direkte in der Vari-

ationsrechnung 413. 
metrische Geometrie 11 3. 
MEUSNIER, Satz von 169. 
Minimalebene 117. 
Minimalflache 1 77. 
-, Ennepersche 178. 
-, Scherksche 178. 
-, Schwarzsche 178. 
Minimalflachen 389,397,399. 
Minimalkurve 164. 
Minimum 3, 31-
Minor 60. 
Minorante 27. 
v. MISES 424. 
-, zyklisches Gesetz von 478. 
MITTAG-LEFFLER, Satz von 

229. 
Mittelflache 180. 
Mittelpunkt 112, 125, 126, 

176. 
Mittelpunktskreis 175. 
Mittelpunktsflachen 2. Gra

des 126. 
Mittelpunktskegelschnitt 125. 
Mittelwerts bestimmungen, 

Gewichte 472. 
Mittelwerte 436. 
-, bedingte 436. 
-, Eigenschaften der 436. 
Mittelwertsatz 16, 21-
- der Integralrechnung 43. 
mittlere Kriimmung einer 

Kurve 156. 
- - - Flache 169. 
Modul 256. 
-, Komplement des 256. 
Mabiussches Band 148. 
MOIVRE, Formel 221-
MONGE, Gleichung von 345. 
-, Differentialgleichung von 

349· 
-, Regel 343. 
-, System von 371. 
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Mongesche Flachen 176. 
Mollweidesche Gleichungen 

101. 
Momente 479. 
Momentenproblem 446. 
-, Lasung des 448. 
-, Eindeutigkeitsbedingung 

des 447. 
MONMORT 424, 427, 435. 
monoklin 78. 
monomische Irrationalitat 

37. 
monotone Folge 25. 
- Funktion 3. 
Multiplikationstheorem der 

p-Funktion 251. 
Multiplikatorenmethode, 

Lagrangesche 32. 
Multiplikator 296, 303, 372, 

386. 
-, Prinzip d. letzten 341. 
- von LAGRANGE 407. 

Nabelpunkt 133, 169. 
Nachbarpunkt 13. 
Nebendreieck 102. 
Nebengruppe 70. 
Nepersche Analogien 105. 
- Gleichungen 101. 
- Regel 104. 
Neperscher Logarithmus 8. 
Netz, 146. 
-, konjugiertes 170. 
-, halblogarithmisches 569. 
-, logarithmisches 570. 
-, Funktions- 568. 
Netztafeln 585. 
NEUMANN, C., 276. 
-, Fimktion 277. 
NEUMANN, F., Methode zur 

Annaherung durch Kugel
funktionen zweier Argu
mente 547. 

Neumannreihe 284. 
- -Problem 366. 
Newtonsche Naherungs-

methode 96. 
- Formeln 89. 
NEWTON, Interpolations

formel 606. 
- , Massenanziehungsgesetz 

von 363. 
-, Potential von 363. 
-, Naherungsverfahren bei 

einer Unbekannten 600. 
-, - bei 2 oder mehr Ver-

anderlichen 602. 
- -COTES, Formel von 628. 
nichtorientierbar 148. 
Niveaulinien 239. 
Nomogramm 565. 
nomographische Darstellung 

funktionaler Beziehungen, 
zwischen 2 Veranderlichen 
564. 
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nomographische Darstellung 
funktionaler Beziehungen 
zwischen 3 Veranderlichen 
580. 

normal 144. 
Normale 154. 
Normaldeterminante 66. 
Normalmatrix 67. 
Normalbereich 555. 
Normalenvektor 167. 
Normalbereich, ebener 42. 
-, raumlicher 49. 
- in Polarkoordinaten 51-
N ormalenkongruenzen 181. 
N ormalgleichungen 51 5. 
Normalteiler 71. 
Nullebene 137. 
Nullfunktionen 447. 
Nullinien 214. 
Nullgerade 137. 
Nullstelle 228. 
Nullsystem 111, 137. 
nullteilig 123. 
numerische Exzentrizitat 129 

Oktaedergruppe 74, 76. 
Operator, linearer 283. 
OPPENHEIM, S., Auffindung 

versteckter Periodizitliten 
623. 

orientiert 117. 
orientierbar 148. 
orthogonal 144. 
orthogonale Flachensysteme, 

dreifach 178. 
- Transformation 81. 
OrthogonalisierungsprozeB 

267. 
Orthogonalfunktionen, N or

mierung von 267. 
oskulieren 156, 170. 
oszillierend 25. 

Parabel 124. 
parabolische Geometrie 140. 
- Kongruenzen 139. 
- Koordinaten 134. 
- Punkte einer Flache 169. 
parabolischer Zylinder 126. 
Paraboloid 126. 
Parallelenaxiom 140. 
Parallelismus 112, 141. 
Parallelkoordinaten, geodati-

sche 175. 
Parallelverschiebung 210, 

376. 
-, infinitesimale 375. 
Parameter eines Kegelschnit-

tes 129. 
- - NUllsystems 138. 
-, wesentliche 373. 
Parameterdarstellung 14, 23. 
Partialbruchdarstellung einer 

meromorphen Funktion 
229· 

Namen- und Sachverzeichnis. 

Partialdruckzerlegung 34. 
partielle Integration 34. 
PASCAL, Integraph von 556. 
Pascalsche Schnecken 159. 
Pascalsches Dreieck 56. 
PEARSON, Kurve von 462. 
-, Differentialgleichung von 

463. 
Pendel, ebenes mathemati

sches 265. 
Perfekt 2. 
Perioden 261. 

des Integrales 1. Gattung 
262. 
- - 2. Gattung 262. 
- - 3. Gattung 262. 

Periode 3. 
-, primitive 3, 246. 
Periodenstreifen 247. 
periodische Funktionen 3. 
Periodizitat, Auffindung ver-

steckter 540, 623. 
Periodizitatsgrad eines me-

chanischen System 309. 
Periodogramm 540, 542. 
Permutation 55. 
-, gerade 55. 
-, ungerade 55. 
-, zyklische 55. 
Permutationsgruppen 7'i. 
Persistenz der Weglange 482. 
Klasse der Pfaffschen Form 

371-
PFAFF, System von 371. 
-, Form von 371-
-, Problem von 372. 
Pfaffsche Funktion 62. 
Phasendiagramm 544, 545. 
Planevolute 166. 
Planevolvente 166. 
Planimeter 538, 556. 
PLANCK-FoKKER, Gleichung 

von 457. 
Plateausches Problem 177. 
Platte, schwingende 361. 
PLEMELJ 355. 
Pliickersche Koordinaten 118. 
POINCARE, Differenzenglei-

chung von 435. 
-, eckige Klammer von 378. 
-, Formel :von 245, 440. 
-, Gleichung von 364. 
-, Integral von 369. 
POISSON, Klammerausdruck 

von 305. 
-, Satz von 378. 
Pol 226. 
- einer linear gebrochenen 

Transformation 73. 
-, Hauptteil d. 227, 228. 
Polardreieck 103. 
Polare 122. 
-, konjugierte 137. 
-, reziproke 121, 137. 
Polarebene 121. 

Polarflache 165. 
Polarform 83. 
Polaritat 111, 121-
Polarkoordinaten, ebene 24, 

'115. 
-, geodatische 175. 
-, raumliche 116. 
Polarkorper 74. 
Polarkurve 164, 165. 
Polarnormale 154. 
Polarsubnormale 154. 
Polarsubtangente 154. 
Polartangente 154. 
Polartetraeder 123. 
Polbahn 160. 
Polpunkt 553, 554. 
Polyederformel, Eulersche 

152. 
Polygonzug,darstellender 549. 
-, losender 550. 
Polynome 7, 87. 
-, symmetrische 88. 
Potenzsumme 58, 89. 
Potential, logarithmisches 

366. 
Potentialfunktion 239, 366. 
-, konjugierte 239. 
Potentialtheorie 355. 
Potenzreihe 218, 354. 
-, Ableitung der 219. 
-, Konvergenzradiusder219. 
-, Konvergenzkreis der 219. 
-, Umbildung der 219. 
PrazisionsmaB 494, 496. 
Prim, relativ 87. 
primitive Periode 3. 
- Einheitswurzel 91. 
Problem, Randwert- von 

CAUCHY 338. 
- der Irrwanderung 456. 
-' von PLATEAU 177. 
Produkt, inneres skalares 188. 
-, auBeres Vektor- 188. 
-, unendliches 31-
Produktformel, Leibnizsche 

16. 
Produkte, innere 267. 
Projektion, stereographische 

216. 
projektive Geometrie 107. 

Gruppe 80. 
Invarianten 82. 
Koordinaten 109. 
Skala 572. 
Verwandtschaften (Trans
formationen) 110. 

Pseudosphare 1 75. 
Punkt 2, 108. 
-, isolierter 157. 
-, singularer 1 57. 
-, - bei Flachen 2. Grades 

122. 
Punktfolge 25. 
Punktierung 148. 
Punkttransformation 71, 373. 



quadratische Formen 32, 82. 
- Irrationalitat 36. 
- Resolvente 93. 
Quadrattafel 565. 
Quadratur, mechanische 626. 
Quellpunkt 193. 
Quelle 240. 
Querschnitt 148. 
Quotientenkriterium 27. 

RAABE 236. 
Rand 146. 
Randbedingungen 355, 358, 

359, 361, 362, 366. 
-, natiirliche 400. 
-, homogene 333. 
Randextrema 31. 
Randwertaufgabe, erste 245. 
-, - fiir Kreis und Kugel 

369. 
Randwertaufgaben 
-, die 3 der Potentialtheorie 

366. 
Rang einer Matrix 64. 
rangerhaltende Umformung 

64. 
Rationale Funktion 7. 
- Mannigfaltigkeit 23. 
Rationalitatsbereich 87. 
Raum, spharischer 213. 
-, elliptischer 213. 
Raumgruppen 79. 
RAYLEIGH, Kolben von 458. 
Rechenscheiben 567. 
Rechenschieber 567. 
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