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Vorwort zur ersten Auflage. 
In dem Vorwort zu Teil I der vorliegenden Vorlesungen (Arith

metik, Algebra, Analysis) bezeichnete ich es noch als zweifelhaft, ob 
der der Geometrie gewidmete Teil II so bald werde erscheinen k6nnen. 
Nun ist es doch gelungen, ihn fertigzustellen, wozu die Arbeitskraft 
von Herrn Hellinger, wie ich gem hervorhebe, ihr wesentliches Teil 
beigetragen hat. 

Dber Entstehung und Zweck der ganzen Vorlesungsserie habe ich 
hier dem, was in der Vorrede von I gesagt ist, nichts Besonderes mehr 
hinzuzuftigen. Wohl aber scheint ein Wort n6tig tiber die neue Form, 
welche dieser zweite Teil angenommen hat. 

Diese Form ist in der Tat eine ganz andere wie bei Teil I. Ich habe 
mich entschlossen, vor allen Dingen einen Gesamtilberblick tiber das 
Gebiet der Geometrie zu geben, in dem Umfange, wie ich ihn jedem 
Lehrer an einer h6heren Schule wtinschen m6chte; die Er6rterungen 
tiber den geometrischen Unterricht wurden also zurtickgedra.ngt und 
zum SchluB, soweit noch Raum blieb, nun aber im Zusammenhange 
gegeben. 

In einem gewissen MaBe hat bei der so charakterisierten Neuan
ordnung der Wunsch mitgewirkt, nicht in eine zu stereotype Form zu 
verfallen. Es lassen sich aber auch wichtigere innere Grtinde anfiihten. 
Wir haben in der Geometrie keine solchen einheitlichen, dem allge
meinen Stande der Wissenschaft entsprechenden Lehrbticher, wie wir 
sie fUr Algebra und Analysis dank dem Vorbilde der franz6sischen 
Cours besitzen; vielmehr findet man hier diese, dort jene einzelne Seite 
des viel umfassenden Gegenstandes dargestellt, wie sie gerade von der 
einen oder anderen Gruppe von Forschem zur Entwicklung gebracht 
worden ist. Demgegentiber schien es bei den padagogischen und all
gemein wissenschaftlichen Zwecken, die ich verfolge, ein wesentliches 
Erfordemis, eine mehr einheitliche Zusammenfassung zu versuchen. 

Ich schlieBe mit dem Wunsche, daB die beiden einander ergan
zenden, nun vollendet vorliegenden Teile der "Elementarmathematik 
vom h6heren Standpunkte aus" in der Lehrerwelt dieselbe freundliche 
Aufmerksamkeit finden m6gen, wie die im Vorjahre von Herm Schim
mack und mir herausgegebenen Vortrage tiber die Organisation des 
mathematischen Unterrichts. 

GiJttingen, Weihnachten 1908. 
Klein. 



VI Vorwort. 

Vorwort zur dritten Auflage. 

GemaB dem Gesamtplane, den ich im Vorwort zur dritten Auflage 
des ersten Bandes tiber die Neuherausgabe meiner autographierten 
Vorlesungen entwickelte, sind Text und Darstellung des vorliegenden 
zweiten Bandes bis auf kleine Anderungen im einzelnen und wenige 
Einschiebungen ungeandert geblieben 1). Die beiden Zusatze, die sich 
auf im ursprtinglichen Texte nicht berticksichtigte Literatur wissen
schaftlicher und padagogischer Art beziehen, wurden nach wieder
holter Rticksprache mit mir auch dieses Mal von Herrn Seyfarth ver
faBt. Dieser nahm wiederum den groBten Teil der fUr die Herausgabe 
notwendigen Arbeit auf sich. Beim Korrekturenlesen halfen ihm 
die Herren E. Hellinger, H. Vermeil und A. Walther. Herr Vermeil 
tibernahm die Herstellung der beiden Register. Den genannten Herren 
und der Verlagsfirma Julius Springer, die bei jeder Gelegenheit bereit
williges Entgegenkommen zeigte, bin ich zu groBem Danke verpflichtet. 

G6ttingen, Mai 1925. 
Klein. 

1) Neu hinzugefugte Anmerkungen sind durch eckige Klammern kenntlich 
gemacht worden. 
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Einleitung. 
Meine Herrenl Die Vorlesung, die ich heute beginne, soIl die un

mittelbare Fortsetzung und Erganzung meines Kollegs vom letzten 
Winter!) bilden. Hier wie dort ist die Absicht, alles, was Sie in Ihren 
Studienjahren an Mathematik getrieben haben, soweit es fUr den kiinf
tigen Lehrer nur irgend von Interesse sein kann, zusammenzufassen 
und insbesondere auch in seiner Tragweite fur den Betrieb des mathe
matischen Schulunterrichts zu erHiutem. 1m Winter habe ich dieses 
Programm der Reihe nach fur die Arithmetik, Algebra, Analysis durch
gefUhrt; im laufenden Semester solI die Geometrie zu Ehren kommen, 
die damals beiseite geblieben war. Dabei sollen unsere Betrachtungen 
natiirlich auch unabhangig vom vorigen Kolleg verstandlich sein, 
und ich will ubrigens auch den Ton des Ganzen ein wenig anders nehmen: 
1m Vordergrunde soIl das - ich will einmal sagen - enzyklopiidische 
Moment stehen; Sie sollen einen Oberblick uber das Gesamtgebiet der 
Geometrie erhalten, in den Sie aIle Einzelkenntnisse, die Sie im Laufe 
Ihres Studiums gewonnen haben, wie in einen festen Rahmen einordnen 
konnen, urn sie so zu jeder Anwendung bereit zu halten. Erst hinterher 
wird ganz von selbst auch das Interesse am mathematischen Schulunter
richt hervorkommen, von dem ich im Winter immer ausging. 

Ich nehme noch gem Bezug darauf, daB in den Osterferien 1908 
hier in Gottingen ein Ferienkursus fur Oberlehrer der Mathematik 
und Physik stattgefunden hat; dort habe ich uber meine Winter
vorlesung berichtet, und im AnschluB daran sowie an den Vortrag 
von Professor Behrendsen vom hiesigen Gymnasium ergaben sich sehr 
interessante, angeregte Diskussionen iiber die Neugestaltung des Schul
unterrichts in Arithmetik, Algebra und Analysis sowie insbesondere 
iiber die EinfUhrung der Differential- und Integralrechnung auf 
der Schule2). Die Teilnehmer zeigten dabei ein auBerst erfreuliches 
Interesse an diesen Fragen, wie iiberhaupt an unseren Bestrebungen. 

1) [Erschienen als Teil I dieser Vorlesungen iiber "Elementarmathematik vom 
h5heren Standpunkte aus". Berlin 1924, 3. Auflage. Die Zitate "Teil I" be
ziehen sich auf die 3. Aufl.] 

2) Vgl. das freie Referat von R. Schimmack: "Dber die Gestaltung des mathe
matischen Unterrichts im Sinne der neueren Reformideen" in der Zeitschrift 
fUr mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht Bd. 39, S. 513 - 527. 
1908. (Auch separat: Leipzig 1908.) 

Klein, Elementannathematik II. 1 



2 Einleitung. 

Universitat und Schule in lebendige Beruhrung zu bringen. 1m Sinne 
dieser Bestrebungen solI auch meine gegenwartige Vorlesung wirken; 
hoffen wir, daB sie ihren Teil zur Abstellung der alten Klagen beitrligt, 
die wir - und leider oft mit Recht - von der Schule her immer horen 
muBten: der Hochschulunterricht bringe zwar vieles Spezielle, aber er 
lasse den angehenden Lehrer durchaus unorientiert uber so manche all
gemeinen wichtigen Dinge, die er spater tatsachlich brauchen konne. 

Was nun den Stott der Vorlesung anlangt, so bemerke ich nur, daB 
ich wie in der vorigen Vorlesung gelegentlich Hauptsatze aus allen Ge
bieten der Mathematik, wie sie Ihnen sonst vorgetragen werden, als 
bekannt werde voraussetzen mussen, urn den Nachdruck auf den Ober
blick tiber das Ganze legen zu konnen; dabei werde ich freilich Ihrer Er
innerung immer so weit durch kurze Angaben nachzuhelfen suchen, 
daB Sie sich in der Literatur leicht vollstandig orientieren konnen. Dem
gegenuber will ich - gleichfalls ganz wie im ersten Teil - viel mehr, 
als es sonst geschieht, auf die historische Entwicklung der Wissenschaft, 
auf die Leistungen ihrer groBen Pfadfinder, hinweisen. Durch Er
orterungen dieser Art denke ich, wie ich gerne sage, Ihre mathematische 
AUgemeinbildung zu fOrdern: neben die Kenntnis der Einzelheiten, wie 
sie die Spezialvorlesungen liefern, solI die Erfassung des sachlichen und 
historischen Zusammenhanges treten. 

Noch eine letzte allgemeine Bemerkung gestatten Sie, urn ein 
MiBverstandnis zu vermeiden, wie es die auBere Trennung dieses "geo
metrischen" Teiles meiner Vorlesungen yom ersten "arithmetischen" 
sonst vielleicht hervorrufen konnte. Ich vertrete dieser Trennung un
geachtet hier wie uberhaupt stets in solchen allgemeinen Vorlesungen 
eine Tendenz, die ich ain liebsten mit dem Stichwort "Fusion der 
Arithmetik und Geometrie" bezeichne - Arithmetik dabei in dem auf 
der Schule ublichen Sinne verstanden, als Gebiet, zu dem nicht nur 
die Lehre von den ganzen Zahlen, sondern auch die gesamte Algebra 
und Analysis geh5ren. Man gebraucht sonst, besonders in Italien, dieses 
Wort "Fusion" als Schlagwort fUr Bestrebungen, die sich auf die Geo
metrie beschranken. Es ist namlich von altersher auf der Schule wie auf 
der Universitat ublich, erst die Geometrie der Ebene und dann ganz ab
gesondert davon die des Raumes zu behandeln; dabei kommt dieRaum
geometrie aber leider oft zu kurz, und das edle Organ der Raumanschau
ung, das wir von Hause aus besitzen, verkummert. Demgegenuber wollen 
die "Fusionisten" von vornherein Ebene und Raum gleichzeitig neben
einander behandeln, urn unser Denken nicht erst kiinstlich auf zwei 
Dimensionen zu beschranken. Auch diesen Bestrebungen schlieBe ich 
mich hier an, denke aber, wie gesagt, gleichzeitig an eine noch weiter
gehende Fusion: 1m vorigen Semester habe ich die abstrakten Er
orterungen der Arithmetik, Algebra und Analysis stets durch Figuren 
und graphische Methoden belebt, die einem die Dinge viel naher 



Strecke, FH!.cheninhalt, Rauminhalt als relative GraBen. 3 

bringen und vielfach erst verstandlich machen, warum man sich mit 
ihnen beschaftigt; analog will ich jetzt die Raumanschauung, die natiir
lich an erster Stelle stehen bleiben muB, von vornherein durch analy
tische Formeln begleiten, welche in hochstem MaBe die prazise Formu
lierung geometrischer Tatsachen erleichtern. 

Wie das gemeint ist, werden Sie am besten sehen, wenn ich mich 
sogleich unserem Gegenstande zuwende; da soli uns zuerst die Be
trachtung einer Reihe einfacher geometrischer Grundgebilde beschaftigen. 

Erster Teil. 

Die einfachsten geometrischen Gebilde. 

I. Strecke, Flacheninhalt, Rauminhalt als relative GraBen. 

Sie sehen bereits an dieser Kapiteliiberschrift, daB ich getreu der 
soeben allgemein ausgesprochenen Abslcht von Anfang an die ent
sprechenden GroBen auf der Geraden, in der Ebene, im Raum neben
einander behandle; gleichzeitig wollen wir aber auch der allgemeineren 
Tendenz der Fusion Rechnung tragen, indem wir uns zur analytischen 
Formulierung von vornherein prinzipiell des gewohnlichen rechtwinkligen 
Koordinatensystems bedienen. 

Raben wir nun zunachst eine Strecke, so denken wir sie auf die 
x-Achse gelegt; sind die Abszissen ihrer Endpunkte Xl und X2' so ist 
ihre Lange Xl - X2 , und diese Differenz kann man offenbar als folgende 
Determinante schreiben: 

(1,2) = Xl - x2 = ~ I:: ~ \. 
Ganz analog ist der Inhalt eines Dreiecks der x-y-Ebene, das von 

den 3 Punkten 1, 2,3 mit den Koordinaten Xv Y1; x 2, Y2; Xa , Y3 
gebildet wlrd: 

1 I Xl Y1 1 
(1,2,3) = wi x2 Y2 1, 

Xs Y8 1 

und endlich hat man fUr den Rauminhalt des Tetraeders aus den 4 Punk-
ten 1 ; 2; 3; 4 mit den Koordinaten Xl' Y1' %1; • • 

(1,2,3.4)= 1 I:~ ~~ ;: 
1 . 2 . 3 I Xs Ys %3 

X4 Y4 %4 

1 

1 

1 I 

1* 
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Gewohnlich sagt man nun, daB die Lange bzw. der Inhalt gleich 
dem absoluten Werte der angegebenen GroBen ist, wahrend doch tat
sachlich unsere Formeln noch dariiber hinaus ein ganz bestimmtes Vor
zeichen liefern, das von der Reihenfolge abhangt, in der die Punkte 
gegeben sind. Wir wollen uns zum Grundsatz machen, so1che Vorzeichen, 
we1che die analytischen Formeln liefern, durchweg auch in der Geometrie 
zu verwenden; demgemaB haben wir zu fragen, was bei diesen Inhalts
bestimmungen das V orzeichen geometriseh bedeuten mag. 

Dafur ist es von \Vichtigkeit, wie wir das reehtwinklige Koordinaten
system wahlen, und dariiber wollen wir vorab eine ein fUr alle Mal 
bindende, an sich naturlich willkurliche Verabredung treffen. 1m Faile 
einer Dimension zunachst moge die positive x-Aehse immer naeh rechts 
hin zeigen. In der Ebene sei die positive x-Achse naeh reehts, die positive 
y-Achse nach oben gerichtet (vgl. Abb. 1); wiirde man diese nach unten 
-t---------:)O~x hin weisen lassen, so ergabe 

y 

-r---------~~.x 

Abb.1. 

sich ein wesentlich anderes 
Koordinatensystem, das zu 
dem ersten spiegelbildlich 
ist und das man mit ihm 
dureh bloSe Bewegung in 
der Ebene, d. h. ohne in den z 
Raum hinaus zu gehen, 
nicht zur Deckung bringen 

y 

-;I''-------?-,x 

Abb.2. 

kann. Das raumliche Koordinatensystem endlich moge aus jenem ebenen 
entstehen, indem man eine nach vorn positiv gerichtete z-Aehse hinzu
nimmt (vgl. Abb. 2); die Wahl der entgegengesetzten Richtung ergabe 
wieder ein wesentlich anderes Koordinatensystem, das man mit dem 
unsrigen durch keine Bewegung im Raume zur Deckung bringen konnte1). 

Indem wir immer an diesen Verabredungen festhalten, werden 
wir nun die Deutung unserer V orzeichen in einfachen geometrischen Eigen
schaften der durch die gegebene Numerierung bedingten Reihenfolge der 
Punkte finden. 

Fur die Strecke (1, 2) ist diese Eigenschaft fast selbstverstandlich: 
Der Ausdruck Xl -:-- x2 der Lange fallt positiv oder negativ aus, je nachdem 
der Punkt 1 teehts oder links von 2 liegt. 

Fur das Dreieck ergibt sich: Die Formel liefert fur den Inhalt 
einen pos#iven oder negativen Wert, je nachdem der U mlaufungssinn, 
der aUf dem Dreiecksumfange von der Ecke 1 uber 2 zu 3 fiihrt, dem Uhr
zeigersinne entgegengesetzt oder gleieh ist. Wir werden das beweisen, 
indem wir bei einem moglichst bequem gelegenen speziellen Dreieck 
die den Inhalt ausdruckende Determinante unmittelbar ausrechnen, 

1) Man unterscheidet diese beiden Systeme als "rechtshandiges" und "links
handiges", da sie der Stellung der ersten 3 Finger an der recbten und linken Hand 
entsprechen. (Vgl. Teil I, S. 70.) 
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und mit Hilfe einer Stetigkeitsbetrachtung den allgemeinen Fall er
ledigen: Wir betrachten das Dreieck, das zur ersten Ecke den Einheits
punkt der x-Achse (Xl = 1,1'1 = 0), zur zweiten den der 1'-Achse (X2 = 0, 
1'2 = 1), zur dritten den Nullpunkt (X3 = 0, 1'3 = 0) hat. Nach unseren 
Verabredungen iiber das Koordinatensystem ist dieses Dreieck entgegen
gesetzt dem Uhrzeigersinne zu umlaufen (vgl. Abb. 3), und unsere 
Formel ergibt fUr seinen Inhalt den positiven Wert: y 

o 1 
-~ 0 1 

o 0 
1 = +t. 
1 

.z 

Wir konnen die Ecken dieses Dreiecks nun gewiB 3 

durch stetige Deformation in die Ecken jedes Abb. 3. 

andern in demselben Sinne umlaufenen Drei-
ecks iiberfiihren, ohne daB sie dabei jemals aIle drei in eine Gerade 
zu liegen kommen. Dabei andert sich aber unsere Deterrninante 
stetig, und da sie bekanntlich nur verschwindet, wenn die Punkte 1, 2, 3 
auf einer Geraden liegen, muB sie bei dies em ProzeB stets positiv 
bleiben. Damit ist in der Tat bewiesen, daB der Inhalt jedes ent
gegengesetzt dem Uhrzeigersinne umlaufenen Dreiecks positiv ist. Ver
tauscht man zwei Ecken des Ausgangsdreiecks, so sieht man sofort, 
daB jedes im Uhrzeigersinne umlaufene Dreieck unserer Formel zufolge 
negativen Inhalt bekommt. 

Ganz analog konnen wir nun das Tetraeder behandeln. Wir gehen 
wieder von einem moglichst bequem gelegenen Tetraeder aus: zur 
ersten, zweiten, dritten Ecke moge es bzw. !I 

den Einheitspunkt der X-, Yo., z-Achse, zur 
vierten den Anfangspunkt haben (vgl. Abb. 4). 
Sein Inhalt ist daher: 

1 0 0 

0 1 0 
=+t. J. 

G 
0 0 1 1 

0 0 0 

und wie vorhin folgt, daB jedes Tetraeder, das 

z 
Abb.4. 

.r 
1 

man durch stetige Deformation aus ihm herleiten kann, ohne daB 
die vier Ecken jemals in eine Ebene fallen (d. h. die Determinante ver
schwindet), positiven Inhalt besitzt. Alle diese Tetraeder kann man 
aber durch den Umlaufssinn charakterisieren, den das eine Seitendreieck 
(2, 3, 4) von der Ecke 1 aus betrachtet aufweist. Solcherweise ergibt sich 
folgendes Resulta t: Der durck unsereF ormel bestimmte I nkalt des T etraeders 
(1,2,3,4) ist positiv, wenn von der Eckel aus betracktet die Ecken 2,3,4 ent .. 
gegen dem Sinne des U krzeigers aufeinander folgen; andernfalls ist er negati7l. 
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Wir haben so aus den analytischen Formeln tatsachlich geometri
sche Regeln gewonnen, die jeder Strecke, jedem Dreieck, jedem Tetra
eder ein bestimmtes Vorzeichen zuzuordnen gestatten, wenn die Ecken 
in einer bestimmten Reihenfolge gegeben sind. Damit sind groBe Vor
teile gegenuber del' gewohnlichen Elementargeometrie gewonnen, die 
Lange und Inhalt als absolute GroBen betrachtet; wir werden namlich 
allgemeine einfache Theoreme auch da aufsteIlen konnen, wo jene 
Elementargeometrie je nach dem besonderen Aussehen der Figuren zahl
reiche Fille unterscheiden muB. 

I:assen Sie mich mit einem ganz primitiven Beispiele beginnen, 
dem Schnittverhiiltnis dreier Punkte auf einer Geraden, etwa der x-Achse. 
Bezeichnen wir die drei Punkte (vgl. Abb. 5), wie es in Rucksicht auf 
das folgende am bequemsten ist, mit 1, 2 und 4, so ist ihr Schnitt
verhaltnis gegeben durch: 

und es ist klar, daB diesel' Quotient positiv odeI' negativ ist, je nachdem 
5>0 del' Punkt 1 auBerhalb odeI' innerhalb der 
~ ~ Strecke (2, 4) liegt. Gibt man, wie in den ele-

------1--1---4+- mentaren Darstellungen ublich, nur den ab-
5<0 t ~ " 

Abb. 5. soluten Wert 151 = 1 Xl - x 2 1 , so muB man 
Ix1 -x4 1 

stets noch ausdrucklich auf die Figur verweisen odeI' in Worten hinzu
fligen, ob man einen Punkt innerhalb oder auBerhalb im Sinne hat, und 
das ist naturlich viel umstandlicher. Die Einfuhrung des Vorzeichens 
triigt also den verschiedenen Moglichkeiten der A nordnung der Punkte 
aUf einer Geraden Rechnung - eine Tatsache, auf die wir im Laufe der 
V orlesung noch ofters hinzuweisen haben werden. 

Nehmen wir nun einen vierten Punkt 3 hinzu, so konnen wir das 
Doppelschnittverhiiltnis der vier Punkte bilden, das man meist kurz 
als Doppelverhiiltnis bezeichnet: 

D _ Xl - x2 • X3 - x 2 _ (Xl - x2) (x3 -- x4) 

- Xl - %4 • %3 - X 4 - (Xl - X4) (%3 - X 2) • 

Dieser Ausdruck besitzt wiederum ein bestimmtes Vorzeichen, und 
zwar sieht man unmittelbar, daB D < 0 ist, wenn die Punktepaare 1 

I I I I I I 
2 .3 ¥ 

0<0 
2 ¥ J 

0>0 
Abb.6. Abb.7. 

und 3 einerseits und 2, 4 andererseits sich gegenseitig trennen, D> 0 
aber im entgegengesetzten FaIle, d. h., wenn 1 und 3 gleichzeitig 
auBerhalb oder innerhalb der Strecke 2, 4 liegen (vgl. Abb. 6 und 7). 
So gibt es wieder immer zwei wesentlich voneinander verschiedene 
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Lagen, die denselben Absolutwert von D liefern. Wenn man nur 
diesen gibt, muB man daher die Lagenbestimmung noch ausdriick~ 
lich angeben; definiert man z. B. harmonische Punkte durch \ D \ = 1, 
wie es leider auf der Schule noch meist ublich ist, so muB man 
unbedingt die Forderung getrennter Lage der beiden Punktepaare in 
die Definition aufnehmen, wahrend wir mit der einen Angabe D = - 1 
auskommen. - Besonders nutzlich ist die Berucksichtigung des Vor-
zeichens in der projektiven Geo- ? 

metrie, in der das Doppelver
Mltnis bekanntlich eine maB
gebende Rolle spielt. Wie man 
weiB, besteht da der Satz, daB 
4 Punkte einer Geraden das
selbe Doppelverhiiltnis haben, 
wie die aus ihnen durch Projek
tion von einem beliebigen Zen
trum aus (Perspektive) auf einer 

Abb.8. 

anderen Geraden entstehenden Punkte (vgl. Abb. 8). Betrachtet man nun 
das Doppelverhiiltnis als relative, mit einem Vorzeichen versehene GroBe, 
so gilt auch die folgende ausnahmelose Umkehrung dieses Theorems: 
Zwei Punktequadrupel auf zwei Geraden, die das gleiche Doppel
verhaltnis D haben, lassen sich stets durch einmalige oder durch 
wiederholte Perspektive auseinander ableiten - so zum Beispiel in 
Abb. 8 die Quadrupel 1, 2, 3, 4 und 1/1, 2/1, 3/1, 4/1 durch Pro-
jektion aus den Zentren P und pt. Kennt z 
man jedoch nur den absoluten Wert von D, 
so gilt das entsprechende Theorem nicht in 
dieser einfachen Form; man miiBte vielmehr 
noch eine besondere Voraussetzung uber die 
Lage der Punkte aufnehmen. 

Ein weit ergiebigeres Feld haben wir vor J&WJ.W.W1.I.LJ.J.IJ~j.LWJ.W.WJ.I.LJ.J.IJ_' 

uns, weim wir zu Anwendungen unserer 
Dreiecksformel aufsteigen. Legen wir (vgl. 

Abb.9. 

Abb. 9) zunachst einmal in das Innere eines Dreiecks (1, 2, 3) irgend
wie einen Punkt ° und verbinden ihn mit den drei Ecken, so ist die 
Summe der in elementarem Sinne als absolute GroBen aufgefaBten 
Inhalte der entstehenden Teildreiecke gleich dem Inhalt des Aus
gangsdreieckes: 

\ (1, 2, 3) \ = \ (0, 2, 3) \ + \ (0, 3, 1) \ + 1(0, 1, 2) \ . 

Bei den Lageverhaltnissen der Figur folgen die Ecken in der an
gegebenen Reihenfolge allemal entgegen dem Uhrzeigersinne auf
einander; die Dreiecksinhalte (1,2,3)' (0,2,3)' (0,3,1), (0,1,2) 
im Sinne unserer allgemeinen Definition mit Vorzeichen versehen -
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sind also samtlich positiv, und wir konnen unsere Formel auch wie 
folgt schreiben: 

(1, 2, 3) = (0,2,3) + (0,3,1) + (0,1,2). 

Ich behaupte aber nun, daf3 dieselbe F ormel a2tch gilt, wenn 0 auf3er
halb des Dreiecks liegt, und iiberhaupt, wenn 0, 1, 2, 3 irgend vier be
liebige Punkte der Ebene sind. In der Tat, wenn wir beispielsweise die 
Lage der Abb. 10 nehmen, ist (0,2,3) und (0; 3, 1) entgegen, (0,1,2) 
aber entsprechend dem Uhrzeigersinne umlaufen, so daB unsere Formel 
fUr die absolut gerechneten Inhalte ergeben wiirde: 

\ (1,2,3) \ = \ (0,2,3) \ + \ (0,3,1) I-I (0,1,2) \. 

Die Richtigkeit dieser Gleichung bestatigt die Figur sofort. 
o Allgemein werden wir unsere Behauptung 

aus der analytischen Definition beweisen, wobei 
wir in unserer Formel einen bekannten Satz der 
Algebra bzw. Determinantenlehre erkennen werden. 
Wir nehmen der Bequemlichkeit halber - was 
offenbar keine wesentliche Spezialisation ist -
° als Koordinatenanfang x = 0, y = ° und tragen 

Abb. 10. fUr die 4 Dreiecksinhalte die betreffenden Deter-
minanten ein; dann ist also, wenn wir noch iiberall 

den Faktor t fortlassen, zu beweisen, daB fUr beliebige Werte Xl' ... , )'3 

die Beziehung gilt: 

° ° 00100 

+ X3 Ya 1 + Xl Yl 

Der Wert jeder auf der rechten Seite stehenden Determinante wird 
nicht geandert, wenn wir die zweite und dritte 1 der letzten Kolonne 
durch Nullen ersetzen, da diese Elemente bei Entwicklung nach Unter
determinanten der ersten Zeile nur in die mit den beiden Nullen multi
plizierten Unterdeterminanten eingehen; vertauschen wir in den beiden 
letzten Determinanten die Zeilen noch zyklisch, was bei Determinanten 
dritter und iiberhaupt ungerader Ordnung ja erlaubt ist, so konnen 
wlr unsere Gleichung in der folgenden Form schreiben: 

° Yl ° ° ° 1 + X2 )'2 ° 
Xa Ya ° Xa )'a ° ° ° 

Das ist aber eine identisch richtige Gleichung: rechts stehen lediglich 
die Unterdeterminanten der letzten Kolonne der linken Determinante, 
und es liegt sonach nur die bekannte Entwicklung dieser Determinante 
nach Elementen einer Kolonne vor. Damit ist unser Satz mit einem 
Schlage fUr aBe moglichen Lagen der 4 Punkte bewiesen. 
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Wir konnen nun diese Formel sofort dahin verallgemeinern, daB 
sie den I nhalt beliebiger Polygone gibt. Denken Sie dabei etwa an eine 
Aufgabe der Geodasie: Es sei der FHi.cheninhalt eines Grundstiickes 
mit geradlinigen Seiten zu bestimmen, nachdem man die Koordinaten 
der Ecken 1, 2, ... , n -'1. n gemessen hat (vgl. Abb. 11). Wer nicht 
gewohnt ist, mit Vorzeichenzu operieren, der s' 
wird sich die Gestalt des Polygons danach 
skizzieren miissen, es etwa durch Diagonalen 
in Dreiecke zerlegen und dann je nach der 

7 
besonderen Gestalt - speziell in Riicksicht 
darauf, welche Winkel iiberstumpf sind -
den Inhalt als Summe oder Differenz der 
einzelnen Dreiecksinhalte bestimmen miissen. 
Wir aber konnen sofort eine allgemeine 
Formel angeben, die das Richtige ganz Abb. 11 . 

mechanisch liefert, ohne einen Blick auf 
die Figur zu verlangen: 1st ° irgendein Punkt der Ebene, etwa der 
Koordinatenanfang, so ist der Inhalt unseres im Sinne 1, 2, ... ,n um
la ufenen Polygons: 

(1,2,3, ... , n) = (0,1,2) + (0,2,3) + ... + (0, n - 1, n) + (0, n, 1), 

wobei die Dreiecke mit dem durch den angegebenen Umlaufssinn be
stimmten Vorzeichen zu nehmen sind. Die Formel lie/ert den Polygon
inhalt positiv oder negativ, ie nachdem die Umlau/ung des Polygons im 
Sinne 1, 2, . .. , n eine solche entgegen oder entsprechend dem Uhrzeigersinn 
ist. Die Angabe dieser Formel mag hier geniigen. Den Beweis werden 
Sie sich leicht selbst zurechtlegen konnen. 

lch mochte hier lieber noch auf einige besonders interessante FaIle 
eingehen, die beim Feldmessen freilich " 
nicht vorkommen kennen, namlich auf 
Polygone, die sich selbst iiberschlagen, wie 
etwa nebenstehendes Viereck (vgl. Abb.12). 
Wollen wir hier iiberhaupt von einem be-
stimmten Inhalt reden, so wird es nur .J 

der Wert sein konnen, den unsere Formel 1 

liefert; wir haben uns zu iiberlegen, was Abb. 12. 

dieser Wert geometrisch bedeutet. Zu-
nachst macht man sich leicht klar, daB er selbstverstandlich unab
hangig von der speziellen Lage von ° ist. Legen wir ° also, moglichst 
bequem, in den Dberschlagungspunkt des Vierecks, so werden die 
Dreiecke (0, 1,2) und (0, 3,4) Null, und es bleibt: 

(1,2,3,4) = (0, 2, 3) + (0,4,1); 

das erste Dreieck hat negativen, das zweite positiv<,;n Inhalt, und 
daher ist der Inhalt unseres sich iiberschlagenden Vierecks, wenn 
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wir ihm den Umlaufssinn (1, 2, 3, 4) zuschreiben, gleich dem ab
soluten Inhalt des entgegen dem Uhrzeigersinne umlaufenen Teiles 
(0,4, 1), vermindert urn den des im Uhrzeigersinne umlaufenen Teiles 
(0, 2, 3). 

Als zweites Beispiel betrachten wir das nebenstehende Sternfunf-
t eck (vgl. Abb. 13). Legen wir ° in den mitt

leren Teil, so sind in der Summe: 

(0,1,2) + (0, 2, 3) + ... + (0,5,1) 

aile Teildreiecke positiv umlaufen; ihre Summe 
bedeckt den Inhalt des fiinfeckigen Kernes 
unserer Figur doppelt, jeden der 5 Zipfel 
einfach. Halten wir wieder den einmaligen 
Umlauf auf unseremPolygon (1,2,3,4, 5,1) 
daneben, so sehen wir, daB jeder Teil ent-

Abb. 13. gegen dem Uhrzeigersinne, und zwar der 
bei der Inhaltsbestimmung doppelt zu rech

nende zweimal, der einfach zu rechnende einmal umlaufen wird. 
Aus diesen beiden Beispielen abstrahieren wir sogleich die folgende 

allgemeine Regel: Fur jedes geradlinige, sich belie big oft uberschlagende 
ebene Polygon liefert unsere Formel als Inhalt die algebraische Summe 
der einzelnen Fliichenstucke, die der Polygon.zug begrenzt, wobei J'edes 
Stiick so oft in Rechnung zu stellen ist, als es bei einmaliger Durchlaufung 
des Umfanges (1,2,3, ... , n, 1) umlaufen wird, und zwar jedesmal mit 
positivem oder negativem V orzeichen, ie nachdem es entgegengesetzt oder 
entsprechend dem Uhrzeigersinne umlaufen wird. Auch diesen Satz 
mogen Sie selbst allgemein bestatigen. Sie werden dabei keinerlei 
Schwierigkeiten haben. Urn so mehr empfehle ich Ihnen, sich diese 

P, 
Abb. 14. 

interessanten Inhaltsformeln an einzelnen 
Beispielen ganz zu eigen zu machen. -

Wir wollen nun, meine Herren, von 
Polygonen zu krummlinig begrenzten Fliichen
stucken iibergehen. Wir betrachten also 
irgendeine geschlossene Kurve, die sich noch 
beliebig oft uberschlagen kann; wir geben 
auf ihr einen bestimmten Umlaufungssinn und 
fragen, welch en Inhalt sie begrenzt. Natur

gemaB finden wir ihn, wenn wir die Kurve (vgl. Abb. 14) durch Poly
gone mit sehr vielen, sehr kleinen Seiten annahern und den Grenz
wert des in der soeben erorterten Weise bestimmten Polygoninhaltes 
bilden. Sind P(x, y) und PI (x + dx, y + dy) zwei benachbarte Eck
punkte eines solchen Naherungspolygones auf unserer Kurve, so setzt 
sich sein Inhalt aus einer Summe von Elementardreiecken (0, P, PI) zu
sammen, also aus lauter Summanden: 
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o O· 1 

t x y 
x + dx Y + dy 

1 = t(xdy - ydx). 

1 

In der Grenze geht diese Summe tiber in das langs der Kurve im ge
gebenen Sinne erstreckte Linienintegral: 

H (xdy - ydx) , 
und dadurch ist der von der Kurve begrenzte Flacheninhalt definiert. 
Wollen wir diese Definition geometrisch interpretieren, so konnen wir das 
flir Polygone ausgesprochene Resultat auf den neuen Fall sofort tiber
tragen: Jedes von der Kurve. umschlossene Fliichenstiick kommt in dem 

Abb. 15. Abb. 16. Abb.17. 

I ntegrale so oft positiv zur Geltung, als es entgegen dem Uhrzeigersinne, und 
so oft negativ, als es im Uhrzeigersinne umlaufen wird, wiihrend man die 
Kurve einmal im vorgeschriebenen Sinne durchliiuft. Bei einer einfachen 
Kurve wie in Abb. 14 erhalten wir demnach durch das Integral genau 
den von ihr umschlossenen Flacheninhalt mit positivem Vorzeichen. In 
Abb. 15 ist der auBere Teil einmal, der innere zweimal positiv gerechnet, 
in Abb. 16 der linke negativ, der rechte positiv, so daB im ganzen ein 
negativer Inhalt herauskommt; in Abb. 17 ist gar ein Teil gar nicht zu 
rechnen, da er einmal positiv, einmal negativ umlaufen ist. Nattirlich 
konnen so auch Kurven vom Inhalt Null entstehen, zum Beispiel, wenn 
man die Kurve der Abb.16 symmetrisch zum trberschlagungspunkt an
nimmt; dieser Fall hat nichts Absurdes an sieh, wenn man bedenkt, daB die 
ganze Inhaltsbestimmung nur auf zweekmaBigen Verabredungen beruht. 

Wie zweekmaBig aber diese Begriffsbestimmungen sind, will ich 
Ihnen jetzt zeigen, indem ieh Ihnen das 

Polarplanimeter von Amsler 
vorftihre. Dieser in der Praxis sehr viel gebrauchte, hochst sinnreiche 
Apparat, del' 1854 von dem Schaffhausener Meehaniker Jakob Amsler 
konstruiert wurde, flihrt in der Tat die Bestimmung von Flacheninhalten 
gerade in dem erorterten Sinne aus. 
Lassen Sie mich zunachst den theore-
tischen Grundgedanken der Konstruk- //1 

tion besprechen! 
Wir denken uns eine Stange Al A2 

(vgl. Abb.18) von der Lange 1 so 
tiber die Ebene hingeflihrt, daB Al Abb. 18. 
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und Az je eine geschlossene Kurve beschreiben und die Stange 
selbst wieder in ihre A.usgangslage zuriickkehrt. Wir wollen den 
Inhalt der FHiche bestimmen, die sie dabei uberstreicht, und zwar 
rechnen wir dabei naturgemaB in einer sogleich naher festzusetzenden 
Weise die einzelnen Teile dieser Flache positiv oder negativ, je nach
dem sie von der Stange im einen oder anderen Sinne uberstrichen 
werden. Wir ersetzen· zu diesem Ende entsprechend dem bei jeder 
Integration vorzunehmenden GrenzprozeB die kontinuierliche Be
wegung durch eine Folge beliebig kleiner, ruckweiser "Elementar
bewegungen" aus einer Lage 1 2 in eine benachbarte l' 2'. Die wahrend 
der Bewegung tatsachlich uberstrichene Fla~he ist dann gleich dem Grenz
wert der Summe alIer bei diesen Elementarbewegungen beschriebenen 

Z~7-------~l------~ 
ds 

Abb.19. 

l' "Elementarvierecke" (1,1',2',2), und zwar 
kommt - wie leicht zu sehen - del' 
Sinn der Bewegung der Stange gerade 
richtig zur Geltung, wenn jedes Elemen
tarviereck mit dem dies em Umlaufungs
sinne 1, 1', 2',· 2 entsprechenden Vor-
zeichen genommen wird. 

Wir konnen nun jede Elementarbewegung der Stange AIA2 aus 
drei Schritten zusammensetzen (vgl. Abb. 19): 

1. Einer Verschiebung in der Richtung der Stange urn ein Stuck ds, 
2. einer Verschiebung normal zu ihrer Richtung urn ein Stuck dP, 
3. einer Drehung urn das Ende A2 durch einen Winkel dgJ. 

12 
Dabei werden bzw. die Flachen o· ds, I· dp, -dgJ uberstrichen; man 

2 
wird das Elementarviereck (1,1',2',2) einfach durch die Summe 
dieser Flachen ersetzen k6nnen, da die hierbei begangenen Fehler klein 
von h6herer Ordnung sind und beim Grenzubergange (der ja ein einfacher 
IntegrationsprozeB ist) verschwinden. Wesentlich ist, daB diese Summe: 

12 
1 . dp + - . d gJ 

2 

auch im Vorzeichen mit dem Vierecksinhalt (1, 1', 2', 2) ubereinstimmt, 
wenn man dgJ stets entgegen dem Uhrzeigersinne positiv miBt und 
dp bei Verschiebung nach der Seite wachsender gJ hin positiv 
nimmt. 

Die Integration uber die Bewegungsbahn ergibt hieraus fiir das 
ganze von Al A2 bestrichene Flachenstuck den In halt : 

~ 12 r 
J=ljdP+TJdgJ. 

Hier stellt f dgJ den ganzen Winkel dar, urn den sich die Stange gegcn 
ihre Ausgangslage gcdreht hat. Da wir sic in ihre Ausgangslage zuriick-
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fUhrten, so ist, wenn sie sich inzwischen nicht etwa um einen vollen 
Winkel gedreht hat, f drp = 0, und unser FHi.chenstuck ist: 

(1) J=lfdp. 
Sollte aber, wa<; ja bei passenden Wegkurven von Al und A2 wohl moglich 
ware, die Stange ein oder mehrere Male sich urn einen vollen Winkel 
gedreht haben, ehe sie in die Ausgangslage zuruckkehrt, so ist f drp ein 
Vielfaches von 27f;, und es ist daher fUr jede volle Umdrehung in positivem 
Sinne rechts der Wert + 7f;[2, fUr jede in negativem Sinne dagegen 
der Wert _7f;[2 hinzuzufUgen. Wir wollen jedoch der Einfachheit halber 
diese kleine Komplikation hier bei
seite lassen. 

Nun konnen wir aber weiterhin 
diesen selben FHi.cheninhalt J in 
etwas anderer Weise bestimmen 
(vgl. Abb. 20). Moge die Stange 
bei der Folge der Elementarbe-

----I~--..'I1' 
------~------l1 

wegungen der Reihe nach die Lagen Abb. 20. 

12,1'2',1"2", ... annehmen, so 
wird J gleich der Summe der Elementarvierecke: 

J = (1, 1', 2', 2) + (1',1",2",2') + (1",1"',2"',2") + "', 

oder, genauer gesagt, gleich dem den Grenzwert 'dieser Summe dar
stellenden Integral; dabei ist jedes Elementarviereck genau wie oben 
mit dem bestimmten hier angedeuteten Umlaufssinn zu nehmen. Nach 
unserer fruheren Polygonformel haben wir daher, wenn ° der irgendwie 
gelegene Koordina tenanfang ist: 

J=(O,1, l' )+(0,1',2' )+(0,2',2 )+(0,2,1) 

+(0,1',1")+(0,1",2")+(0,2",2')+(0,2',1') 

+ (0, 1", 1''') + (0, 1 If', 2''') + (0, 2"', 2") + (0, 2", 1 ") 
+. 

Hier tritt in jeder Zeile an zweiter Stelle dasselbe Dreieck auf, wie 
in der folgenden an vierter Stelle, jedoch mit entgegengesetztem Um
laufssinne, [(0,1',2') = - (0,2',1'), (0,1",2") = - (0,2",1"), ... J, so 
daB sich diese Summanden samtlich fortheben; ferner aber tritt, da sich 
die Reihe der Elementarvierecke schlieBt, in der letzten Zeile noch der 
Summand (0, 1, 2) auf, der den Summanden (0,2,1) der ersten Zeile zu 
Null erganzt. Es bleiben also nur die ersten und dritten Dreiecke jeder 
Zeile ubrig; die ersten geben aber zusammen nach dem fruheren gerade 
das Polygon (1,1',1", 1"', ... j, und das ist in der Grenze der In
halt FI der vom Stabende Al beschriebenen Kurve. Ebenso ergeben die 
dritten Summanden, wenn man uberall ein Minuszeichen herausnimmt, 
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(2,2', 2",2''', ... ), das heiBt in der Grenze den Inhalt F2 der von A2 
durchlautenen Kurve. Es folgt also s.chlieBlich: 

(2) J =FI - F2 , 

und dabei konnen offenbar beide Kurven sich ganz beliebig uberschlagen, 
wenn wir nur F} und F2 unter genauer Beachtung unserer Vorzeichen
regel definieren. 

In den beiden Formeln (1) und (2) ist nun die geometrische Theorie 
des Planimeters enthalten. Lassen wir namlich A2 auf einer Kurve be
kannten Flacheninhaltes F 2 laufen und den "Fahrstift" Al auf der den 
gesuchten Flacheninhalt F I umschlieBenden K urve gleiten, so konnen wir : 

(2') F 1 =F2 +lfdP 

sofort bestimmen, wenn wir eine Vorrichtung haben, die f dp zu messen 
gestattet. Eine solche Vorrichtung hat nun Amsler - und das ist del' 
zweite, mechanische Teil seiner Erfirniung - geschaffen, indem er auf 

der Stange AIA2 als Achse eine Rolle an-
AZ=:::::::=~~t::-___ ~A1 brachte, die bei der Bewegung del' Stange 

.l. Ii.. auf dem Papier abrollt. Ihre Entfernung 
Abb.21. von A2 sei ii, ihr Radius e (vgl. Abb. 21). 

Ihr Drehungswinkel 'If' wahrend der Be
wegung wird sich additiv aus ihren Drehungen d'lf' wahrend der Elementar
bewegungen zusammensetzen; ein jedes d 1jJ wiederum konnen wir additiv 
zusammensetzen aus den Drehungen d'lf'l> d~P2' d'lf'a bei den drei einfachen 
Bewegungen der Stange, aus denen wir jede Elementarbewegung oben 
(S. 12) konstruierten. Bei der Langsverschiebung 1 zunachst wird 
sich die Rolle nieht drehen: d 'If'l = 0; bei der Verschiebung 2 von 
AIA2 normal zu sich urn dp rollt ein StUck dp = ed'lf'2 der Rolle ab, 

also ist d lp2 = ~dP; bei der Drehung 3 urn A2 durch den Winkel dg; e 
endlich muB ein Stuck ldg; = ed1jJ3 der Rolle abrollen, so daB 

ii . 
d 'If'a = -d g; wlrd. Wir erhalten also schlieBlich: e 

1 l 
d'lf} = -dp + -dg; . 

e e· 
Integrieren wir uber die gesamte Bewegungsbahn, so ist f dg; = 0, 
wenn Al A2 ohne Totaldrehung in seine Ausgangsstellung zUrUckkehrt, 
und der gesamte Drehungswinkel der Amslerschen Rolle wird also: 

Sante sich aber die Stange einmal oder mehrmals urn einen vollen Winkel 

drehen, so treten rechts noch geeignete Vielfache von 
wovon wir jedoch, wie oben, wieder absehen wollen. 

ii 
2n- hinzu, e 
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Halten wir nun die Formeln (2') und (3) zusammen, so ergibt sich 
schlieBlich: 

d. h. der Unterschied der von den beiden Enden der Stange umfahrenen 
Fliicheninhalte wird durch den Drehungswinkel 1jJ der RoUe gemessen. 

Bei der Ausfiihrung des Instrumentes wird man nun zweckmaBig 
F 2 zu Null machen. Das erreichte Amsler in konstruktiv ausgezeichneter 
Weise dadurch, daB er A2 an einem Arme 
befestigt, der urn einen festgehaltenen 
Punkt M drehbar ist (vgl. Abb. 22). A2 
kann dann nur auf einer Kreisperipherie 
hin und her laufen und daher keinen In
halt umschlieBen - wenn wir auf die 
inogliche Komplikation, daB es den Kreis 

Abb.22. 

in dem einen oder andern Sinne, evtl. auch mehrfach, urnlauft, keine Ruck
sicht nehmen wollen. 1m Hinblick auf diesen "Pol" M spricht man yom 
Polarplanimeter. Man verwendet den Apparat nun einfach so, daB man 
mit dem durch einen "Fahrstift" markierten Punkte Al den auszu
messenden Inhalt umfahrt, an der Rolle den Winke11J.l. abliest und dann 
als umschlossenen Flacheninhalt: 

Fl = l· e'1jJ 

hat; die Apparatkonstante le bestimmt man durch Ausmessen einer 
bekannten Flache, etwa des Einheitsquadrates. 

Ich kann Ihnen hier ein Bild des Polarplanimeters vorfiihren 
(vgl. Abb. 23); naturlich M 

mussen Sie sich dann den 
Apparat selbst ansehen 
und ihn zu handhaben 
versuchen, wenn Sie ihn 

vollig verstehen wollen. ~~~~~~ ~=======~~~~ 
Damitder Apparatwirk- -
lich zuverlassig funk
tioniert, muB er selbst
verstandlich etwas kom-

Abb.23. 

plizierter aufgebaut sein, als es die theoretische Grundlage allein fordern 
wiirde. Ich bemerke in dieser Hinsicht nur noch einiges Wenige: Der 
Punkt Mist an einer schweren Masse festgelegt, und von ihm lauft eine 
Stange zum Punkte A2 hinuber; die theoretisch wichtige Stange AIA2' 
von der wir immer sprachen, ist nicht der zweite Metallstab, den Sie 
am Apparat bemerken; sondern die diesem Stabe parallele ideelle Ver
langerung der Achse der neben ihm angebracht~n Rolle R, die durch 
den Fahrstift Al geht. Letzterer ist noch von einem unten stumpfen 
Parallelstift begleitet, der ein Eindringen der Spitze von Al ins Papier 
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verhindern soll. Die Rolle ist mit einem Nonius zur feineren Ablesung 
sowie einem Zahlrade fiir volle Umdrehungen versehen. 

Ieh moehte jedoeh hier, statt weitere Einzelheiten aufzufiihren, 
noeh gern allgemein davor warnen, bei der Betraehtung so1cher Appa
rate liber der Theorie die wirkliehe praktische Ausfuhrung zu vernaeh
Hissigen, wozu der reine Mathematiker leider oft gar zu sehr neigt; 
das ist eine ebenso unbereehtigte Einseitigkeit wie der entgegengesetzte 
extreme Standpunkt des Meehanikers, der, ohne an der Theorie Inter
esse zu nehmen, sieh in konstruktiven Einzelheiten verliert. Hier soIl die 
angewandte Mathematik das Bindeglied herstellen; sie soIl insbesondere 
dem Reehnung tragen, daB die theoretisehe Formulierung des Prinzipes 
am Apparat in Wahrheit nie genau zutrifft; denn stets werden z. B. die Ge
lenke des Apparates etwas schlottern, die Rolle wird auf dem Papier auch 
gleiten, statt nur abzurollen, schlieBlich ist das Zeiehenpapier selbst kein~ 
gleichmaBige Ebene, und man wird auch nie mit dem Fahrstift ganz genau 
die Kurve entlang fahren konnen. In we1chem MaBe so1che Momente Ein
fluB haben, auf wieviel Stellen infolgedessen das an der Rolle abgelesene 
Resultat genau sein kann, da,> ist natiirlich flir die Praxis von allergroBter 
Bedeutung, und das hat die angewandte Mathematik· zu untersuehen. 

Ieh will im AnschluB an diesen Exkurs die gegenwartige Vorlesung 
abgrenzen gegen zwei friihere Vorlesungen ahnliehen Titels, die gleich
falls autographiert vorliegen: "Anwendung der Differential- und Inte
gralrechnung aUf Geometrie, eine Revision der Prinzipien" [S.-S. 1901; 
ausgearbeitet von C. H. Mitller l )]. und "Einleitung in die hOhere Geo
metrie" [W.-S. 1892/93 u. S.-S. 1893; ausgearbeitet von Fr. Schilling2)]. 
In der ersten Vorlesung steht namlich der soeben beriihrte Unterschied 
zwischen abstrakter und praktiseher Geometrie im Vordergrund; wir haben 
damals im Seminar geradezu einen Vortrag liber die Fehlerquellen beim 
Amslerschen Polarplanimeter gehabt. In der andern Vorlesung hin
gegen habe ich die Theorien der abstrakten Geometrie weitergehend 
ausgebaut, so wie sie der Spezialist brancht, der im Sinne der heutigen 
Forsehung selbstandig auf dies em Gebiete arbeiten will. In dem gegen
wartigen Kolleg endlich will ieh ein drittes: ich mochte sozusagen das 
Elementartheoretische der Geometrie darstellen, das, was jeder Lehramts
kandidat unbedingt wissen sollte, insbesondere aueh da'>, was fUr die 
Anwendungen in Physik und Mechanik von fundamentaler Wiehtigkeit 
ist; auf Dinge, die zu jenen ersten beiden Gebieten gehoren, werde ich 
jeweils nur gelegentlieh hinweisen konnen. -

Wenn ieh nun wieder zu unseren allgemeinen Betrachtungen iiber 
Flachen- und Rauminhalte zuriickkehren darf, so will ich zunachst 

1) Neuer Abdruck, Leipzig 1907. [Erscheint in Kiirze als Bd. III der vor
liegenden Auflage der "Elementarmathematik".J 

2) 2 Teile. Neuer Abdruck. Leipzig 1907. [Vergriffen. Wegen des Planes 
einer neuen Herausgabe vgl. die Vorrede zu Bd. I, S. VILJ 
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eine historische N otiz nachholen. Ich will Ihnen den Mann nennen, der 
zuerst das Prinzip der Vorzeichen in der Geometrie konsequent an
gewendet hat, den groBen Geometer A. F. Mobius in Leipzig. Das Buch, 
in dem er diesen bahnbrechenden Fortschritt macht, ist ein Jugendwerk 
aus dem Jahre 1827: "Der barycentrische Calcul"l) , eines der Werke, 
die tiberhaupt fUr die neuere Geometrie grundlegend sind. Seine Lekttire 
bietet auch schon der schonen Darstellung wegen besonderen GenuB. 
Der Titel bezieht sich darauf, daB Mobius von der folgenden, mit Schwer
punkten operierenden Betrachtung ausgeht. In irgend drei feste Punkte 
01> O2, 0 3 der Ebene seien drei Massen ml , m2, ms gelegt (vgl. Abb. 24), 
die wie im Fa1le elektrischer Ladungen positiv oder negativ sein konnen; 
dann ist ihr Schwerpunkt Peindeutig bestimmt, und zwar kann er bei 
Variation von ml , m2 , ms die ganze Ebene tiberstreichen. Die 3 Massen 
1nt, m2 , ma werden nun als Koordinaten von P 
aufgefaBt, wobei klar ist, daB P nur von den Ver-
haltnissen dieser 3 GroBen abhangt; damit ist zum 
ersten Male das, was wir heute Dreieckskoordinaten • 
nennen, in die Geometrie eingef:lihrt. So viel zur O,(m-,) 

Erklarung des Titels jenes Mobiusschen Buches; 
von seinem sonstigen, sehr interessanten Inhalt 

.1' 

kommen fiir uns an dieser Stelle vor all em die §§ 17-20 in Betracht, 
wo das Vorzeichenprinzip auf die Inhaltsbestimmung von Dreieck un'd 
Tetraeder angewandt wird und genau die Definitionen geschaffen 
werden, die ich Ihnen vortrug. 

Ich muB noch erwahnen, daB Mobius als alter Mann im Jahre 1858 
diese Resultate durch eine weittragende Entdeckung erganzt hat, 
die aber erst in der Arbeit: "Ober die Bestimmung des I nhalts eines 
Polyeders"2) aus dem Jahre 1865 veroffentlicht wurde. Dort hat er 
namlich gezeigt, dafJ es Polyeder gibt, denen man aut keine TV eise einen 
bestimmten Rauminhalt beilegen kann, wahrend man doch, wie wir frtiher 
sahen, fUr jedes sich noch so kompliziert durchsetzende Polygon der 
Ebene einen bestimmten Flacheninhalt definieren kann. Auf diese 
merkwtirdige Erscheinung mtissen wir nun noch eingehen. 

Ich gehe dabei von derfrtiher aufgestellten Formel fUr den Inhalt 
des Tettaeders aus: 

Xl Yl Zl 1 

(1,2,3,4)=t 
x2 Y2 Z2 1 

Xs Ya Zs 1 

x" y" z" 1 

1) Leipzig 1827 = Gesammelte Werke I (Leipzig 1885), 633 Seiten. 
2) Berichte fiber die Verhandlungen der Koniglich Sachsischen Gesellschaft 

derWissenschaften (mathematisch-physikalische Klasse), Bd.17 (1865), S. 31 = Ge
sammelte Werke II (Leipzig 1886), S.473. 

K lei n, Elementarmathematik II. 2 
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Entwickeln wir die vorstehende Determinante nach Unterdeterminanten 
der letzten Kolonne, so kommt das - genau wie wir es fruher (S. 7f.) 
beim Dreieck sahen - darauf hinaus, daB wir unser Tetraeder in 4 
andere zerlegen, die seine 4 SeitenfHichen zu GrundfHichen und den 
Koordinatenanfatig ° zur Spitze haben. Nach den Vorzeichenregeln der 
Determinantentheorie ergibt sich dabei, wenn wir auf die zyklische 
Reihenfolge von 1,2,3,4, achten, folgende Formel: 

(1,2,3,4) = (0,2,3,4) - (0,3,4,1) + (0, 4,1,2) - (0,1,2,3); 

daB dabei Minuszeichen auftreten, wahrend beim Dreieck nur Pluszeichen 
vorkamen, hat darin seinen Grund, daB Determinanten gerader Ord
nung bei zyklischer Vertauscliung ihr Zeichen wechseln, Determinanten 
ungerader abel' nicht. Naturlich konnen wir durch geeignete Zeilen-
1 vertauschungen auch hier die Minuszeichen fort

1 

Abb.25. 

t schaffen, muss en aber dann auf die zyklische 
Reihenfolge verzichten, z. B. konnen wir schreiben: 

(1,2,3,4) = (0,2,3,4) + (0,4,3,1) + (0,4,1,2) 
+(0,2,1,3)· 

Urn die hierin enthaltene GesetzmaBigkeit zu 
durchschauen, denken wir uns die Tetraederober
flache etwa aus Papier ausgeschnitten und in die 
Ebene 2, 3, 4 hineingeklappt, wodurch die Ecke 1 
drei verschiedene Lagen erhalt (vgl. Abb. 25). Dann 

gehen in die letzteFormel die Ecken jedes Seitendreiecks in einer Reihen
folge ein, die in Abb. 25 einem Umlauf entgegen dem Sinne des Uhr
zeigers entspricht, also dem gleichen Sinne in allen Dreiecken. 

Diesen Sachverhalt konnen wir naturlich auch ohne jene Umklappung 
fUr die raumliche Figur aussprechen. Da gehort jede der 6 Kanten 
2 Seitendreiecken an, und man sieht, daf3 be£ Umlaufung aller Dreieeke 
im angegcbenen Sinne J'ede Seite das eine Mal im einen, das andere Mal 
im andern Sinne durehlaufen wird. Durch diese Regel, die Mobius das 
Kantengesetz genannt hat, ist offenbar ein Umlaufssinn aller Seitendrei
ecke bestimmt, wenn man ihn in einem Dreieck willkurlich festlegt. Und 
nun besagt unsere Formel: Ein Tetraeder (1,2,3,4) kann als Summe von 
4 Teiltetraedern mit derselben ersten E eke 0 aufgefaf3t werden, indem man ie 
3 Eeken in der Reihenfolge aut 0 folgen laf3t, wie sie sich dureh F ortsetzung 
des Umlaufssinnes (2, 3, 4) nach dem Mobiusschen Kantengesetz ergibt. 

Ganz wie wir fruher (S. 9) die Zerlegungsformel fUr Dreiecke zur 
Definition des Inhaltes beliebiger Polygone verallgemeinerten, werden 
wir jetzt von dem letzten Resultat aus zur Definition des Rauminhaltes 
beliebiger Polyeder aufzusteigen versuchen. Hierbei mussen wir sowohl 
zulassen, daB die Seiten eines einzelnen das Polyeder begrenzenden Poly
gons sich durchdringen, als auch, daB die Flachen verschiedener soIcher 
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Polygone sich irgendwie durchsetzen. Man wird nun irgendeinen Hilfs
punkt 0 hinzunehmen und zunachst einmal den I nhalt einer einzelnen 
Pyramide definieren, die von 0 aus ein Seitenpolygon projiziert. 

Dazu muB man erst auf ihrer Grundflache [es sei etwa die Seiten
fHiche (1,2,3,4, 5,6) des Polyeders der Abb. 26] einen Umlaufungs
sinn haben. Jetzt hat dies Polygon nach dem friiheren einen bestimmten 
Inhalt, und wir werden wie in der Elementargeometrie den Raum
inhalt der Pyramide (0, 1,2, 3, 4, 5, 6) gleich dem durch 3 dividierten 
Produkte dieser Grundflache in die Hohe setzen und nur ein positives 
oder negatives Vorzeichen hinzufiigen, je nachdem der Umlauf. (1, 2, 3, 
4, 5, 6) von ° aus entgegen oder iibereinstimmend mit dem Uhrzeiger
sinn erscheint. Man sieht unmittelbar, daB diese Definition die friiheren 
das Tetraeder betreffenden F estsetzungen als Spezialfall enthalt; man 
kann sie iibrigens naturgemaB aus jenen herleiten, indem man das 
Polygon, wie zu seiner eigenen Inhaltsbestimmung, 
durch eine Summe passend umlaufener Dreiecke 
ersetzt und die Pyramide als Summe der diese 
Dreiecke projizierenden Tetraeder definiert. 

Urn nun im allgemeinen Fall das Polyeder 
als Summe solcher Teilpyramiden darstellen zu 
k6nnen, wird man auf ieder Seitenflache einen 
bestimmten Umlaufssinn festlegen miissen, und 
dafiir kann nach dem Vorausgeschickten nur das 

6 

2'--~~~""7"-~..lo 

Abb.26. 

Kantengesetz l11aBgebend sein: Man bestimme fur ein Polygon den 
Umlaufungssinn beliebig und setze ihn dann so fort, dafJ iede Kante in 
beiden angrenzenden Polyederflachen in verschiedenem Sinne durchlaufen 
wird. UiBt sich diese Bestil11l11ung auf der ganzen Oberflache wider
spruchslos durchfiihren, so ist der Polyederinhalt als Summe der von 0 
ausgehenden Teilpyramiden nach den so umlaufenenBegrenzungspolygonen 
bestimmt, und man sieht leicht, daB diese Bestimmung eindeutig und 
von der Lage von ° unabhangig ist. 

Nun ist es aber aufJerst merkwurdig, dafJ sich dieses Kantengesetz nicht 
notwendig fur iede geschlossene Polyederoberfliiche widerspruchslos durch
fuhren lafJt, d. h. daB es Polyeder 

A1 8z 
gibt, bei denen jede bestimmte r\------------'I 
V orzeichendefini tion versagt und . 
den en man daher auf keine 'Weise lJ!:-1------------II~z 
einen bestimmten Inhalt zuordnen Abb. 27. 

kann. Dies ist die groBe Entdeckung, 
die Mobius 1865 veroffentlicht hat. Er bespricht da unter anderem die 
spater als Mobiussches Blatt bezeichnete Flache, die man so erhalt. An 
einem langen schmalen Rechteck Al B} A2B2 (vgl. Abb. 27) aus Papier hefte 
man, indem man es einmal tordiert, die schmalen Seiten AlB}, A2B2 so 
zusal11men, daB Al auf A 2, B} auf B2 faUt; dabei kommt offenbar die 

2* 
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Vorderseite des Blattes mit der Rlickseite in Zusammenhang, so daB eine 
Flacke mit nur einer Seite entsteht. Etwas drastisch gesagt: ein Maler, 
der das Blatt einmal herum anstreichen soli, wiirde gerade doppelt so 
viel Farbe brauchen, als er nach der Lange des Blattes vermutet; denn 
hat er einmal das Blatt seiner Lange angestrichen, so ist er der Aus
gangsstelle gegenliber angelangt und muB noch einmal herumgehen, 
ehe er wirklich zu ihr zurlickkommt. 

Statt dieses gekriimmten Blattes kann man sich auch eine (nicht 
geschlossene) Polyederflache mit lauter ebenen Teilen derselben Eigen-

~ 2 5 

f%~/2VSrj/6} 
5 J 1 

Abb.28. 

schaft herstellen, indem man das Rechteck etwa mit einer Dreiecks
teilung versiebt und langs deren Kanten knickt; fur die entstehende 
Dreieckszone laf3t sich dann bereits das Kantengesetz nicht mehr durch
fuhren. Man braucht dazu mindestens 5 Dreiecke, die man wie in 
der beistehenden Abb. 28 anzuordnen hat; dabei sind die Halbdrei
ecke rechts und links bei der Zusammenfaltung zu einem Dreieck 
(4,5,1) vereinigt. Setzt man da den positiven Umlaufssinn von (1,2,3) 
nach links hin nach dem Kantengesetz fort, so hat man der Reihe nach die 

2 Sinne (3,2,4), (3,4, 5), (5,4,1), (5,1,2), und so 
wird 1 2 schlieBlich wieder im selben Sinne durch
laufen, wie bei (1,2,3), entgegen dem Kantengesetz. 

3 1 Von oben gesehen erscheint das gefaltete Blatt als 
eine fiinfeckige Figur, deren Diagonalen die 5 Seiten 
1 ),35, 52,24,41 werden, wie nebenstehend (vgl. 
Abb. 29) skizziert. Aus dieser Dreieckszone stelit 

Abb. 29. nun Mobius weiter ein geschlossenes Polyeder her, 
indem er ihre freien Kanten - eben jene 5 Diago

nalen - mit irgendeinem, am besten symmetrisch tiber der Mittel
linie des Fiinfec;:ks gelegenen Raumpunkte 0 durch Dreiecke ver
bindet -, mit andern Worten, eine liberschlagene fiinfseitige Pyramide 
aufsetzt. Auf diesem geschlossenen, aus 10 Dreiecken gebildeten Polyeder 
laBt sich das Kantengesetz natlirlich gleichfalls nicht durchfiihren, und 
man kann daher bei ihm von einem Inhalt nicht sprechenl). 

Ein weiteres einseitiges Polyeder, das geschlossen und von sehr 
einfacher Bauart ist, erhalt man leicht auf folgende Weise aus 

1) Man vergleiche die Anwendung dieses einseitigen Polyeders in der graphi
schen Statik in meiner Arbeit: "tJber Selbstspannungen ebener Diagramme", 
Mathematische Annalen Bd. 67, S. 438. [= Klein, F.: Gesammelte Mathematische 
Abhandlungen Bd. II, S.692. Berlin 1922.] 
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einem Oktaeder ABCDEF (vgl. Abb. 30). Man wiihlt von den 
Seitenflachen des Oktaeders vier aus, die nicht benachbart sind, also 
keine Kante gemeinsam haben, aber in je einer Ecke zusammen
stoBen (etwa: A ED, E B C, C F D, A B F) und nimmt die drei Diago
nalebenen AB CD, E B F D, A E C F hinzu. Das so entstehende 
"Heptaeder" 1) hat dieselben Kanten wie das Oktaeder, denn in jeder 
Seitenkante des letzteren stoBen, wie man unmittelbar sieht, zwei 
benachbarte Seitenflachen des Heptaeders (namlich je eine Seiten- und 
Diagonalflache des Oktaeders) aneinander. Die Diagonalen des Oktaeders 
sind nicht als Kanten des Hepta- D 
eders anzusprechen, da fur dieses 
die Diagonalebenen nicht benach
bart sind; die Diagonalen A C , 
B D, E F sind vielmehr Linien, 
langs deren das Polyeder sich selbst 
durchdringt. Den Nachweis der A 
Einseitigkeit dieses Heptaeders 
liefern wir ohne weiteres wieder 
mit Hilfe des Kantengesetzes. 
Greifen wir namlich die aufein
anderfolgenden Flachen A ED, 
EDFB, ECB, ABCD heraus, 
legen fUr die erste einen Urnlaufs
sinn fest und bestimmen fiir die 
folgenden den dem Kan tengesetz 

B 
Abb.30. 

c 

entsprechenden, so zeigt sich, daB die Kante AD zuletzt zweimal in 
demselben Sinne durchlaufen wird. 

Damit beende ich die Behandlung der Inhaltszahlen und will 
nun zu del' Betrachtung weiterer geometrischer Elementargrof3en iiber
gehen. Wie uns bisher der Name Mobius leitete, so werden wir jetzt 
an die Gedanken des groBen Stettiner Geometers Hermann Graf3mann 
anschlieBen, die er zuerst 1844 in seiner "linealen Ausdehnungslehre"2) 
niedergelegt hat. Dieses Buch ist wie das Mobiussche auBerst ideenreich, 
aber im Gegensatz zu ihm ganz ungewohnlich dunkel und undurch
sichtig geschrieben, so daB es jahrzehntelang unbeachtet und unver
standen blieb; erst als man anderweitig auf ahnliche Gedankengange 
gekommen war, erkannte man sie nachtraglich in GraB manns Buch 
wieder. Wollen Sie einen Eindruck von dieser abstrakten Schreibweise 
erhalten, so betrachten Sie nur die Kapiteliiberschriften der Einleitung 

1) [In der Literatur zuerst erwahnt bei Reinhardt, C.: Zu Mobius' Polyeder
theorie. Verhandlungen der Koniglich Sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften 
(mathematisch-physikalische Klasse) Bd.37, 1885.] 

2) Leipzig 1844. V gl. Gesammelte mathematische und physikalische W er ke II' 
(Leipzig 1894), - 2. Aufl. Leipzig 1898. 
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dieses Buches. Sie lauten: Ableitung des Begriffes der reinen Mathe
matik, Ableitung des Begriffes der Ausdehnungslehre, Darlegung des 
Begriffes der Ausdehnungslehre, Form der Darstellung - dann folgt 
noch "Dbersicht der allgemeinen Formenlehre", und erst, nachdem man 
sich durch diese allgemeinen Darlegungen durchgekampft hat, kommt 
man zu der immer noch sehr schwer verstandlichen, rein begrifflichen 
Darstellung des eigentlichen Stoffes. Erst in einer spateren Neu
bearbeitung, der "Ausdehnungslehre" 1) von 1862 benutzt GraBmann 
eine ein wenig leichter zugangliche, analytische Darstellung mit 
Koordinaten. Das Wort "Ausdehnungslehre" iibrigens hat sich GraB
mann neu gebildet, urn anzudeuten, daB sich seine Entwicklungen 
auf beliebig viele Dimensionen beziehen, wahrend "Geometrie" fiir ihn 
nur die Anwendung dieser neuen, ganz abstrakten Disziplin auf den 
gewohnlichen Raum von 3 Dimensionen ist. Dieses neue Wort hat sich 
jedoch nicht eingebiirgert, sondem man spricht heutzutage kurzweg 
von n-dimensionaler Geometrie. 

Wir wollen hier von der uns gelaufigen analytischen Koordinaten
darstellung aus die GraB manns chen Begriffe kennen lemen. lndem wir 
uns zunachst auf die ebene Geometrie beschranken, iiberschreiben wir 
das nachste Kapitel: 

II. Dc;ts GraBmannsche Determinantenprinzip fUr die Ebene. 
Wir kniip{en wieder an die Grundlage der Erorterungen des ersten 

Kapitels an; da hatten wir aus den Koordinaten dreier Punkte nns die 
Determinante: 

I·:: ~: 1 

I X3 Ya 1 
gebildet und als doppelten lnhalt eines Dreiecks, d. h. als lrthalt eines 
Parallelogrammes gedeutet. Nunmeht wollen wir auBerdem auch die 
aus den Koordinaten zweier bzw. eines Punktes gebildeten Schemata: 

11 \ 
bzw. 

betrachten, die wir Matrizen nennen; jede so1che Matrix soIl die Ge
samtheit der Determinanten reprasentieren, die sich aus ihr durch Fort
lassen einer bzw. zweier Kolonnen ergeben. So erhalten wir aus der ersten 
Matrix durch Fortlassen der ersten bzw. zweiten Kolonne die zwei
reihigen Determinanten: 

y = Y1 - Y2' X = Xl - x2 

und durch Fortlassen der dritten ebenso: 

N = XI Y2 - X2YI; 

I} Berlin 1862. Vgl. Werke I 2• Leipzig 1896. 
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die Bezeichnungen sind so gewahlt, wie es sich fur die Raumgeometrie 
als zweckmaBig erweisen wird. Wir haben zu untersuchen, was fUr ein 
geometrisches Gebilde durch diese 3 Determinanten X, Y, N festgelegt 
wird; dieses Gebilde werden wir dann mit derselben Berechtigung wie 
bisher den Dreiecksinhalt als eine neue geometrische Elementargr6Be 
auffassen. Bei der zweiten einreihigen Matrix entstehen als einreihige 
Determinanten neben der Zahl 1 die Koordinaten Xl' 'VI selbst; sie 
bestimmen den Punkt mit diesen Koordinaten als einfachste Elementar
gr6Be und verlangen also keine weitere Untersuchung mehr. 

Es wird danach jetzt verstandlich sein, wenn ich sogleich das 
Graf3mannsehe Prinzip allgemein ausspreche: Es solle.n in der Ehene 
wie im Raume aUe Matrizen (mit weniger Zeilen als Kolonnen) betraehtet 
werden, deren Zeilen ie aus den Koordinaten eines Punktes und einer 1 
gebildet sind, es soU sodann untersueht werden, welehe geometrisehen Gebilde 
durek die Determinanten festgelegt sind, die man aus ihnen durek Weg
streieken kinreiehend vieler Kolonnen erhiilt. Wir werden in dies em Prin
zip, das hier gewissermaBen willkurlich aufgestellt wird und sich nur 
allmahlich als ein zweckmaBiger Wegweiser durch die Menge der geo
metrischen Grundgebilde erweist, spater einen naturgemaBen AusfluB 
eines groBen, die gauze geometrische Syste
matik umfassenden ldeenkreises erkennen. 

Doch nun wieder zum konkreten ebenen 
Problem: Was ist an der Figur (vgl. Abb. 31) 
zweier Punkte 1, 2 gegeben, wenn man die 
Determinanten X, Y, N kennt? Offenbar 
bleibt alsdann in der Lage der Punkte noch 
eine Freiheit, da sie vollstandig erst durch 
4 Gr6Ben bestimmt ist. lch behaupte: man Abb.31-

erkiilt dann und nur dann dasselbe Werte-
tripel X, Y, N, wenn 1 der End-, 2 der Anfangspunkt einer Streeke 
von bestimmter Lange und Riehtung ist, die a~tf einer bestimmten Geraden 
sonst beliebig versehoben werden k~nn; den die Richtung andeutenden 
Pfeil denken wir uns hier wie im folgenden stets so gesetzt, daB er von 2 
als Anfangspunkt nach 1 als Endpunkt zeigt. 

DaB durch X, Y, N zunachst die Verbindungsgerade 1 2 bestimmt 
ist, folgt unmittelbar. aus der Tatsache, daB man ihre Gleichung: 

x y 1 

Xl Yt 1 = 0 

X 2 Y2 

auch in der Form schreiben kann: 

Y·x-X·y+N=O; 
hieraus erkennt man noch weiter, daB diese Gerade bereits durek 
die Verhiiltnisse X : Y : N bestimmt ist. Ferner aber entnehmen wir 
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unseren fruheren Betrachtungen liber StreckenHingen und Dreiecks
inhalte, daB X und Y die Projektionen der Strecke (1,2) mit der Rich
tung von 2 nach 1 auf die x- und y-Achse, Naber den doppelten Inhalt 
des Dreieckes (0, 1,2) mit dem U mlaufssinne 0, 1, 2 darstellt; offen bar sind 
daher die einzigen Lageanderungen der Punkte 1, 2, bei denen diese 
drei . Gr6Ben samtlich ungeandert bleiben, die Verschiebungen der 
Strecke (1, 2) unter Erhaltung ihrer Lange und ihres Sinnes langs ihrer 
Geraden. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. GraBmann nannte eine 
soIche Strecke bestimmter Richtung und Lange auf einer bestimmten 
Geraden einen Linienteil; jetzt ist in der deutsehen Literatur der Name 
Vektor ublicher, und zwar genauer "linienflUchtiger Vektor" -- von einem 
Vektor ~chlechtweg oder einem "jreien Vektor" spricht man, wenn del' 
Strecke jede Parallelverschiebung (unter Erhaltung von Lange und 
Sinn) auch aus ihrer Geraden heraus gestattet ist. Ein linienflUchtiger 

Vektor, bestimmt durek die Matrix I Xl Y1 111 bzw. die Determinanten 
X 2 Y2 1 

X, Y, N, ist also das erste geometrische Elementargebilde, das 1vir nach 
dem GrafJmannschen Prinzip in Betracht ziehen. 

Ich bemerke hier sogleich, daB die Gr6Ben X, Y fUr sich einen 
freien Vektor bestimmen, da sie auch bei Parallelverschiebung der 
Strecke aus ihrer Geraden heraus ungeandert bleiben - analog wie die 
zwei Gr6Ben aquivalenten Verhaltnisse X : Y : N nur die unbegrenzte Ge
rade bestimmen, nicht die Lange einer Strecke auf ihL Der freie Vektor 
und die unbegrenzte Gerade sind also zwei Nebengebilde, auf die wir 
hier stoBen; das Prinzip, das fUr die EinfUhrung solcher Nebengebilde 
maBgebend ist, wird erst spater entwickelt werden. 

Diese Begriffsbildungen spielen in der Mechanik bei den Elementen 
der Statik eine auBerst wichtige Rolle; sie haben sich dort schon von 
altersher ganz naturgemaB von selbst dargeboten. Es kommt hier zu
nachst, solange wir in der Ebene operieren, die Statik ebener starrer 
Systeme in Betracht. Man kann da namlich den Linienteil fUr die 

2 

Abb.32. 

geometrische Behandlung als vollstandiges Aqui
valent der am System angreifenden Kraft auffassen, 
deren Angriffspunkt man eben wegen der Starrheit 
des K6rpers beliebig in del' Kraftrichtung ver
schieben kann. Stellen Sie sich hier die Kraft ganz 
im Sinne der alten Mechanik vor: Am Punkte 2 
ist ein Seil angebracht, an dem ein durch die Lange 

der Strecke 1 2 reprasentierter Zug ausgeubt wird (vgl. Abb. 32) ; ieh hebe 
gem als ein Beispiel der lebendigen Denkweise del' alten Mechanik im 
Gegensatz zu der abstrakten modemen Darstellung hervor, daB man fruher 
immer eine an dem Seile ziehende Hand mit abzu1;>ilden pflegte1). Von den 

1) Vgl. z. B. die Tafeln in Varignon: Nouvelle mecanique ou statique. Paris 

1775· 
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Koordinaten des Linienteils heillen nun X, Y die Komponenten der Kraft, 
N das Drehmoment um den A nfangspunkt 0; denn aus df:r Gleichung 

der Geraden folgt als ihr Abstand von 0: p = --=- N ,und daher 
VX2+Y2 

ist N tatsachlich gleich dem Produkt aus p in die Lange 1)(2 + Y2 
der Strecke, d. i. die GroBe der Kraft. Die 3 GroBen zusammen kann 
man die Koordinaten der Kraft nennen; die analytische Definition 
ergibt fUr sie - und das ist besonders wichtig - in jedem Faile wohl
bestimmte Vorzeichen, die man naturlich wie fruher auch geometrisch 
deuten kann. Hierbei ist freilich anzumerken, daB wir in Riicksicht 
auf die Symmetrie der Formeln von der in der Mechanik meist gebrauch
lichen Bestimmung des Vorzeichens des Drehmomentes abgewichen 
sind; sonst verwendet man namlich die aus den Koordinaten des An
fangspunktes 2 und den beiden Koordinaten X, Y des freien Vektors 
gebildete Determinante: 

II X2 Y2 \ \ X2 Y2 I 
X Y = Xl - X2 YI - Y2 ' 

die offenbar unserem N entgegengest:(zt gleich ist. Diese kleine Dis
krepanz wird indessen, nachdem sie einmal hervorgehoben ist, zu Ver
wechslungen wohl kaum AnlaB geben. 

Die erste Aufgabe derMechanik starrer Korper ist nun, ein be
liebiges System so1cher Krafte Xi, Y i , Ni (i = 1,2, ... , n) zu einer 
Resultante zusammenzusetzen; das kommt analytisch darauf hinaus, 

n n 

den linienfliichtigen Vektor mit den Koordinaten 2: Xi, 2: Y i , 
n i=1 i=1 

2: Ni zu bilden. Die graphische Statik entwickelt zur geometrischen 
i=1 

Losung dieser Aufgabe ihre sehr eleganten Methoden; bei 2 Kraften 
benutzt man einfach den bekannten Parallelogrammsatz, wahrend man 
sonst mit "Kraftepolygon" und "Seilpolygon" vorgeht und im all
gemeinen zu jedem Kraftesystem einen eindeutig bestimmten linien
fliichtigen Vektor als Resultante findet. E'3 gibt indessen Ausnahmen, 
z. B. schon, wenn das Kraftesystem aus zwei parallelen, entgegengesetzt 
gleichen, in verschiedenen Geraden wirkenden Kraften X, Y, NI und 
-X, - Y, N2 (NI t -N2) besteht; die Resultante hat die Kompo
nenten 0,0, NI + N 2 , das sind Zahlenwerte, die offenbar niemals Ko
ordinaten eines Linienteiles sein konnen. Die elementare Darstellung 
weiB mit dieser Erscheinung nichts rechtes anzufangen, sie muS daher 
immer mit dem Auftreten soIcher nicht weiter reduzierbaren sog. 
"Kraftepaare" rechnen, weIche die Einfachheit und Allgemeingliltigkeit 
der Theoreme storend beeintrachtigen. Man kann jedoch diese schein
baren Ausnahmen nun auch leicht unserem System einordnen, wenn man 
davon ausgeht, daf3 unsere friiheren Formeln - rein formal auf die 
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Komponenten 0,0, Nl + Nz angewandt - fur die Intensitat der Re

sultierenden Y02 + 0 2 = ° und fUr ihren Abstand vom Anfangspunkt 

P Nt + N2 b" d L"Bt 1 b' . "h = = 00 erge en wur en. a man a so el eIller gewo n-

° lichen Kraft den Abstand p vom Anfangspunkt ° so unendlich und 

ihre Intensitat Vxz + yz so Null werden, daB das Produkt p. VX2 + y2, 
welches das Drehmoment darstellt, endlich bleibt, so gehen die Kompo
nenten gerade in jene Ausnahmewerte uber, und man darf daher die Resul
tierende 0, 0, NI + N 2 eines Kriiftepaares als unendlich kleine, unendlich ent
fernt wirkende Kraft von endlichem Drehmoment ansprechen. Diese Fiktion 
ist fur die fortschreitende Wissenschaft auBerst bequem und nutzlich, sie 
entspricht ja ganz der sonst gebrauchlichen Einfuhrung unendlich ferner 
Elemente in die Geometrie. VOl' aHem abel' konnen wir auf Grund 
dieser Erweiterung des Begriffes der Kraft den ausnahmelos gultigen Satz 
aussprechen, dafJ beliebig viele in ein und derselben Ebene wirkende 
Kriifte in iedem Falle eine Kraft zur Resztltierenden haben, wahrend die 
elementare DarsteHung hierbei stets noch die Alternative des Krafte
paares mitschleppen muB. 

Ich will nun unsere Erorterungen dadurch vervollstandigen, daB 
ich das Verhalten unserer ElementargrofJen bei Transformationen des 
rechtwinkligen Koordinatensystems untersuche; das wird uns dann ein 
wertvolles Klassifikationsprinzip liefern, durch welches die Gra13mann
sche Systematik erst ihre feinere AusfUhrung erhalt. 

Die Formeln der Koordinateniinderung, d. h. die Ausdrucke del' Ko
ordinaten x', y' eines Punktes in bezug auf die neue Lage der Achsen 
durch die ursprunglichen Koordinaten x, y lauten bekanntlich fur die 
vier fundamentalen Transformationen des rechtwinkligen Koordinaten
systems folgenderma13en: 

1. fur die Parallelverschiebung: 

{
X' = x + a 

(AI) y'=y+b; 

2. fur die Drehung um den Winkel qJ: 

A {", = x cos qJ + y sin qJ 

(2) y' = _ x sin qJ + Y cos qJ ; 

3. fUr die Spiegelung an der x-Achse: 

(A a) {~:: _ ~; 
4. fUr die Veriinderung des M afJstabes : 

{
X' = A.x 

(A~) y' = A.y. 
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Setzt man Transformationen dieser vier Arten fUr alle mogliehen 
'Verte der Parameter a, b, cp, A miteinander zusammen, so entstehen 
die Gleiehungen fUr den allgemeinsten moglichen Ubergang von einem 
rechtwinkligen Koordinatensysteme zu einem anderen bei gleiehzeitigem 
Wechsel des MaBstabes; die Zusammensetzung aller mogliehen Ver
sehiebungen und Drehungen entsprieht den samtliehen eigentlichen 
Beweg~tngen des Koordinatensystems innerhalb der Ebene. Die Ge
samtheit aller dieser Transformationen bildet eine "Gruppe", d. h. 
irgend 2 von ihnen zusammengesetzt geben wieder eine Transforma
tion derselben Gesamtheit und die Inverse jeder Transformation ist 
immer vertreten. Die speziellen Transformationen (A), aus denen man 
aUe andern zusammensetzen kann, heiBen die Erzeugenden der Gruppe. 

Bevor wir nun zusehen, wie diese einzelnen Transformationen 
unsere Determinanten X, Y, N verandern, will ieh zwei allgemeine 
Prinzipien ausspreehen, die ieh bei diesen grundlegenden geometrisehen 
Erorterungen von jeher mit besonderem Naehdruek an die Spitze ge
stellt habe; mogen sie auch in dieser AUgemeinheit zunaehst etwas 
dunkel klingen, so soUen sie doeh bei den konkreten Erorterungen 
sogleieh ganz deutlieh werden. Das eine ist, daf3 die geometrischen 
Eigenschaften irgendwelcher Figuren sich stets in Formeln aussprechen 
miissen, die nicht geiindert werden, wenn man das Koordinatensystem 
abandert, d. h. die Koordinaten samtlicher Punkte der Figur gleieh
zeitig einer unserer Transformationen unterwirft; und dafJ umgekehrt 
auch jede Formel, die in diesem Sinne invariant gegen die Gruppe 
dieser Koordinatentransformationen ist, eine geometrische Eigenschaft 
darstellen mufJ. Als einfachste Beispiele, wie sie jeder kennt, sei da nur an 
den Ausdruck der Entfernung oder des Winkels in der Figur zweier 
Punkte oder zweier Geraden erinnert; von diesen und vielen andern 
ahnliehen Formeln wird ja im folgenden immer wieder zu handeln sein. 
Rier nur noch zur Verdeutlichung auch ein ganz triviales Beispiel fiir 
nicht invariante Formeln: die Gleichung y = 0 fUr die aus einem Punkt 
x,:v der Ebene bestehende Figur sagt aus, daB dieser Punkt auf 
der x-Achse liegt, die doch eigentlich eine ganz willkiirliche, dem Wesen 
der Figur fremde, nur ihrer bequemen Beschreibung dienende Zutat 
ist. So wird jede nicht invariante Gleichung irgendeine Beziehung der 
Figur zu auBeren willkiirlich hinzugefUgten Dingen, insbesondere 
dem Koordinatensystem, aber keine geometrischen Eigenschaften der 
Figur selbst darstellen. 

Das zweite Prinzip bezieht sich darauf, daB man' ein System von 
analytischen GroBen hat, die aus den Koordinaten mehrerer Punkte 
1,2, ... gebildet sind - wie z. B. unsere 3 GroBen X, Y, N. Hat dies 
System die Eigenschaft, daf3 es sich bei allen unseren Koordinatentrans
formationen in bestimmter Weise in sich selbst transjormiert, d. h., daB 
sieh das aus den neuen Koordinaten der Punkte 1, 2, .. '. in gleieher 
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Weise gebildete GroBensystem. allein durch die aus den alten Koordi
naten gebildeten GroBen ausdriickt (ohne daB man die Koordinaten 
werte selbst hinzunehmen muB), so sagen wir, es definiert ein neues 
geometrisches, d. h. ein vom Koordinatensystem unabhiingiges Gebilde; 
fa wir werden sogar aUe analytischen Ausdriicke geradezu nach der Art 
klassifizieren, wie sie sich bei Koordinatentransformationen verhalten und 
zwei Serien von Ausdriicken, die sich in gleicher Weise transformieren, auch 
geometrisch als gleichwertig, d. h. als gleichartige geometrische Gebilde de
finierend ansehen. 

Das alles wollen wir nun sogleich an dem von den GraBmannschen 
ElementargroBen gelieferten Material naher erlautern. Wir unterwerfen 
dazu unsere beiden Punkte Xl' YI; X 2 , Y2 der gleichen Koordinaten
transformation; beginnen wir mit der Parallelverschiebung (AI) und 
setzen also: 

X~=XI +a, 
y~ = YI + b, 

X~=X2+a 

Y;=Y2+ b. 
Vergleichen wir die Koordinaten des Linienteils vor und nach der Trans
formation: 

X =xI - X 2 , Y =YI-Y2' N =XIY2-X2YI' 
XI =x~ -x;, yl = y~ - y~, N' = x~y; - x~y~, 

so ergibt sich unmittelbar: 

\ 

XI=X 
(BI ) y' = y 

NI=N+bX-aY. 

Ganz genau so erhalt man als Transformationsformeln: 

2. bei der Drehung (A 2): 

I XI = X cosg; + Y sing; 

(B2) Y: = -X sing; + Y cosg; 
N = N. 

3· bei der Spiegelung (As): 

I X'= X 
(Ba) yl = - Y 

NI=-N 

4. bei der MaBstabanderung (A4): I XI=AX 

(B4) Y' = AY 
N ' =A2N. 

In den letzten Formeln (B4) tritt ein Unterschied in dem Verhalten 
der einzelnen GroBen auf, indem der Exponent der Potenz von A, mit 
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der sie muitipliziert werden, nicht iiberall derselbe ist. Diesem Unter
schied wird man in der Physik durch die Einfiihrung des Dimensions
begriffes gerecht: X, Y haben die Dimension 1 einer Linie, N hat die 
Dimension 2 eines Flacheninhalts. 

Wir bemerken zunachst, indem wir diese 4 Formelgruppen iiber
blicken, daB der durch die 3 Determinanten X, Y, N definierte Linien
teil tatsachlich unserer allgemeinen Definition der geometrischen 
GroBe geniigt: die neuen Koordinaten X', yl, N' driicken sich allemal 
lediglich durch die alten X, Y, N aus. 

Aber noch mehr: Betrachten wir iiberall nur die beiden ersten 
Gleichungen. In sie geht N gar nicht ein; die beiden ersten Koordinaten 
X', Y' des Linienteils im neuen Koordinatensystem sind also lediglich 
von den urspriinglichen Werten X, Y dieser Koordinaten abhangig, 
und zwar andern sie sich bei Parallelverschiebungen gar nicht, bei allen 
andern Transformationen stehen X, Y zu X', Y' in genau derselben 
Beziehung wie die alten Koordinaten x, y eines Punktes zu den neuen 
x', y'. Wir konnen also dem soeben ausgesprochenen zweiten Prinzip 
gemaB behaupten, dafJ bereits die zwei Koordinaten X, Y vom Koordi
natensystem unabhangig ein geometrisches Gebilde festlegen, und wir 
wissen ja bereits, daB dies Gebilde der freie Vektor ist. Wir haben hier 
also das friiher angekiindigte systematische Prinzip gefunden, das die 
EinfUhrung dieses Gebildes neben dem Linienteil veranlaBt. 

Auf demselben Gebiete liegt auch die folgende Betrachtung: Da in 
alleri 4 Formelgruppen X', Y', N' als homogene lineare Funktionen von 
X, Y, N auftreten, so ergibt sich durch Division je zweier Gleichungen, 
daB die Verhaltnisse X': Y' : N' auch nur von den Verhiiltnissen 
X : Y : N abhangen: Also mussen auch diese Verhaltnisse X: Y : N 
ohne Riicksicht auf die wirklichen Werte der drei GroBen ein geometri
sches Gebilde unabhiingig vom Koordinatensystem bestimmen, und in der 
Tat stellten wir ja schon friiher dieses Gebilde als die unbegrenzte 
Gerade fest. 

Wenden wir nun unsere Formeln (B) insbesondere auf ein "Kraftepaar" 
an, fUr das ja X = Y = ° zu setzen ist, dann ergeben sie natiirlich 
X' = Y' = 0, wahrend in den 4 einzelnen Fallen: 

(C1) N'= N 
(C2) N'= N 
(Ca) N'=-N 
(C4) N' =12N 

wird. Indem wir den iiblichen Ausdruck Invariante fUr eine GroBe be
nutzen, die bei den Operationen einer Transformationsgruppe sich 
hochstens urn einen Faktor andert, und die Invariante noch eine 
absolute oder relative nennen, je nachdem dieser Faktor 1 ist oder nieht, 
konnen wir die Fonneln (C) in die Worte fassen: Das Drehmoment 
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eines Kraftepaares ist gegeniiber allen rechtwinkligen Koordinatentrans
formationen der Ebene eine relative I nvariante. 

Vergleichen wir damit das Verhalten der am Anfang unserer Be
traehtungen studierten geometrisehen ElementargroBe, des Dreiecks
inhaltes: 

.,1 = t %2 Y2 
%3 Ya 1 

bei unsern Koordinatentransformationen! Die Versehiebung (AI) andert 
diese Determinante nieht, da sie nur zu den Elementen der ersten 
Kolonne a, zu denen der zweiten b, d. h. das a-fache bzw. b-faehe der 
Elemente der letzten Kolonne addiert.: 

(DI ) .1' =.,1. 

Ebenso ergibt sich ganz leicht bei den anderen drei Arten von Trans
formationen: 

.,1' = 

was man natiirlieh alles auch aus der geometrischen Bedeutung des 
Dreiecksinhaltes unmittelbar schlieBen konnte. Diese Formeln stimmen 
nun aber genau mit (C) iiberein: Ein Dreiecksinhalt und so schliej3lich 
jeder Flacheninhalt (der ja als Summe von Dreiecken darstellbar ist) 
verhiilt sich bei beliebigen Koordinatentransformationen genatt so, wie 
das Drehmoment eines Kraftepaares. Naeh unserem zweiten allgemeinen 
Prinzip haben wir beide Dinge daher geometriseh' als gleiehwertig an
zusehen, und wir konnen uns den Sinn dieser Aussage in folgender \Veise 
verdeutliehen: Raben wir irgendein Kraftepaar mit dem Drehmoment 
N in der Ebene und definieren wir irgendwie einen Dreiecksinhalt 
.,1 = N, so bleibt gegeniiber jeder Koordinatenfransformation diese 
Gleichheit erhalten, d. h. wir konnen das Drehmoment eines Kriiftepaares 
unabhiingig vom Koordinatensystem durch denFliicheninhalt eines Dreiecks 
oder Parallelogrammes oder sonst einer Figur versinnlichen. Wie diese 
Zuordnung geometrisch zu geschehen hat, werden wir spater bei den 
ganz analogen, nur etwas komplizierteren und daher lehrreieheren 
Verhaltnissen im Raume sehen. 

rch will damit die Geometrie der Ebene verlassen, in der diese Be
griffsbildungen ja eine nahezu triviale Einfachheit haben. Allen analy
tisehen Formeln laBt sich unmittelbar ihre gute geometrische Bedeutung 
zuweisen, wobei von selbst auch die volle analytische Allgemeinheit in 
die Geometrie hineinkommt. Eine wesentliehe Voraussetzung ist dabei 
immer, wie noeh einmal betont sei, daB ein fUr allemal die richtigen Ver
abredungen liber die Vorzeiehen der geometrischen Gebilde getroffen sind. 
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III. Das GraBmannsche Prinzip fUr den Raum. 
Wir wollen nun die entsprechenden Untersuchungen fur den Raum 

in volliger Analogie zu den vorhergehenden Betrachtungen durchfUhren 
und gehen daher aus von den Matrizen, die aus den Koordinaten von 
1, 2, 3 oder 4 Punkten gebildet sind: 

Xl Yl Zl 1 

~ I ' 
Xl Y1 Zl 1 

I Xl 1 I, I Xl Yl Zl X2 Y2 Z2 1 
Yl Zl x 2 Y2 Z2 1 , 

x2 Y2 Z2 
1 

xa Ya za 
xa Ya za x4 Y4 Z4 1 

Die Determinanten der ersten Matrix stellen die Punktkoordinaten 
selbst dar und erfordern keine weiteren Erorterungen. Die vierte Ma
trix ist bereits eine vierreihige Determinante und gibt, wie wir wissen, 
den sechsfachen Tetraederinhalt (1, 2, 3,4), den wir in Obereinstimmung 
mi t den im folgenden eingefiihrten Benennungen als Raumteil bezeich
nen konnen; wir diirfen sie iibrigens auch 
einfach als Inhalt des Parallelflachs mit den 
Kanten 41,42,43 ansprechen (vgl. Abb. 33), 
das GraBmann Spat nennt (das Wort Spat 
ist der Bergmannsprache - Kalkspat I -
entnommen). 

Die neuen Gebilde liefert die zweite und i' 1 

die dritte Matrix. Die zweireihige Matrix Abb. 33. 

stellt den Inbegriff der folgenden 6 Deter-
minanten zweiter Ordnung dar, die sich durch Wegstreichen je zweier 
Kolonnen bilden lassen: 

(1 ) Y = Yl - Y2' 

M = Zl X2 - Z2Xl' 

Z = Zl - Z2' 

N = Xl Y2 - X2Yl, 

und ebenso reprasentiert die dreireihige Matrix folgende 4 Determinanten 
dritter Ordnung: 

Yl Zl 1 Zl Xl 1 Xl Yl 1 

~= Y2 Z2 1 , 9)(= Z2 x2 1 m= x2 Yz 1 . 
Ya za 1 za xa 1 X3 Y;J 1 

(2) 
Xl Yl Zl 

'.l5=- X2 Y2 Z2 

X3 Ya Za 

Was zunachst die 6 Determinanten (1) anlangt, so konnen wit: aus den 
entsprechenden Erorterungen fUr die Ebene leicht entnehmen, daB 
X, Y, Z die Projektionen der von 2 nach 1 reichenden Strecke auf die 
Koordinatenachsen sind, L, M, N abel' die doppelten Inhalte der Projek-
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tionen des Dreiecks (0,1,2) mit dem Umlaufungssinne 0,1,2 (vgl. Abb. 34) 
auf die Koordinatenebenen. Alle diese GraBen bleiben offenbar un
geandert, wenn man die Strecke (1,2) unter Erhaltung ihrer Lange 
und ihres Sinnes langs ihrer Geraden verschiebt, sie stellen also das dar, 
was wir einen Linienteil oder linienfliichtigen Vektor de'S Raumes 
nennen werden. X, Y, Z bleiben selbst noch ungeandert, wenn man 
den Vektor aus seiner Geraden heraus parallel mit sich verschiebt, 
und bestimmen also fUr sich genommen einen freien Vektor; ahnlich 
bleiben die ftinf VerhaItnisse X : Y: .. , : N ungeandert, wenn man 
Lange und Sinn des Linienteils auf der festgehaltenen Geraden belie big 
verandert, sie bestimmen also die unbegrenzte Gerade. 

Die 4 Determinanten (2) bestimmen vor al1em einmal die Ebene 
.z der drei Punkte 1, 2, 3; denn deren Gleichung: 

x Y z 1 

Xl Yl Zl 1 
=0 

x2 Y2 Z2 1 
2 Xe Ya za 1 

oX kann man offenbar schreiben: 

Abb.34. Bx + ?my + ~z + W = ° , 
so daB bereits die VerhaItnisse B:?m: ~ : W die unbegrenzte Ebene 
festlegen. Weiterhin aber sehen wir sofort, daB B, ?m, ~ gleich den 
doppelten Inhalten der Projektionen des Dreiecks (1, 2, 3) in die Koor
dinatenebenen, stets mit dem Umlaufssinne 1, 2, 3 genommen, sind 
und daB W gleich dem sechsfachen Volumen desTetraeders (0,1,2,3) ist, 
wiederum mit dem dieser Reihenfolge der Ecken entsprechenden Vor
zeichen. Diese 4 GraBen bleiben nun offenbar dann und nur dann un
verandert, wenn man das Dreieck (1, 2, 3) derart in seiner Ebene ver
schiebt und deformiert, daB sein Inhalt und sein Umlaufungssinn 
ungeandert bleibt, und sie bestimmen also ein Dreieck oder ein ebenes 
Flachensttick von dieser Beweglichkeit, was GraB mann einen Ebenenteil 
oder eine Plangro(Je nennt. Die drei ersten Koordinaten B, ?m, ~ des 
Ebenenteils bleiben auch dann ungeandert, wenn man noch die Dreiecks
ebene parallel mit sich verschiebt; sie bestimmen also ein frei im Raume 
parallel mit sich verschiebbares Dreieck nach Inhalt und Umlaufssinn, 
eine sog. freie Plangr6(Je. 

Wollen wir nun mit dem Linienteil uns naher beschaftigen, so 
haben wir zuerst zu bemerken, daB er im Raume durch 5 frei variable 
Parameter festgelegt wird, da seine beiden Endpunkte zusammen zwar 
6 Koordinaten haben, aber der eine Endpunkt nur langs einer Ge
raden beliebig bewegt werden kann. Also kannen die 6 Koordinaten X, 
Y, Z, L, M, N des Linienteils, die wir oben definierten, keine vonein
ander unabhangigen GraBen sein, sondern sie mtissen einer Bedingung 
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geniigen. Wir lei ten diese am einfachsten aus der Determinantenlehre 
her, die ja iiberhaupt stets der Schliissel zu unseren Theorien ist. 
Wir betrachten die folgende Determinante: 

1 Yl: Zl 
Y2iz2 1 

=0, 

die gewiB identiseh versehwindet, da zwei Zeilen Element fUr Element 
iibereinstimmen. Wir entwickeln sie als Summe von Produkten ent
sprechender Unterdeterminanten del' ersten und letzten beiden Zeilen: 
der erste Summand enthalt die beiden durch Umrahmung angedeuteten 
Unterdeterminanten, ist also einfach gleich N· Z, und analog ergibt 
sich fUr die ganze Determinante der Wert 2 (N . Z + M . Y + L . X). 
Daher besteht die Identitat: 

X·L+Y.M+Z.N=O 

als notwendige Bedingung fiir die 6 Koordinaten eines jeden Linienteils. 
Man kann sich leicht iiberzeugen, daB das Bestehen der Gleichung (3) 
zwischen 6 GraBen auch gerade hinreicht, damit man sie durch die 
Formeln (1) als Koordinaten eines Linienteils darstellen kann; ich brauche 
auf die DurehfUhrung diesel' ganz elementaren Dberlegung hier wohl 
nieht erst einzugehen. 

Ich will nun wieder zur Anwendung dieser Begriffe aUf die Mechanik 
iIbergehen. Als Reprasentanten einer am starren riiumlichen Korper 
angreifenden Kraft haben wir genau wie in del' Ebene (S. 24) einen Linien
teil, der Angriffslinie, GrOBe und Richtung del' Kraft darstellt. Von den 
Koordinaten des Linienteils heiBen X, Y, Z die. Komponenten der Kraft 
parallel zu den Koordinatenachsen, L, M, N ihre Drehmomente um diesel). 
Die 3 Komponenten X, Y, Z legen auBer der GroBe die Richtung der 
Kraft bzw. des Linienteils fest, deren Richtungskosinus gegen die Achsen 
sich wie X : Y : Z vel'halten; man erhalt sie als Diagonale des Parallel
flachs, das die auf den Koordinatenaehsen abgetragenen Stiicke 
X, Y, Z zu Kanten hat. Durch dieselbe Konstruktion kann man aus 
den dl'ei GraBen L, M, N eine bestimmte Riehtung gewinnen, die 
Richtung der Achse des r~sultierenden Drehmomentes heiBt. Die Be
dingungsgleichung (3) bedeutet nun naeh einer bekannten Formel 
der Raumgeometrie, daf3 die Richtung der Kraft und die der Achse 
des resultierenden Drehmomentes a~tfeinander senkrecht stehen. Genau 
wie in der Ebene werden wir auch hier als "Kriiftepaar" den Grenzfall, 
daB X = Y = Z = ° ist, wahrend L, M, N nieht samtlieh versehwin-

1) Wiederum haben wir hier das entgegengesetzte Vorzeichen von demo 
welches man in der Mechanik gewohniich gebraucht (vgl. S.25). 

K lei n, Elementarmathernatik II. 3 
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den, in den Begriff des Linienteils einschlieBen; ein einfacher Grenz
iibergang ergibt, daB man darunter eine unendlich Ierne, unendlich 
kleine Krait zu verstehen hat, deren Drehmomente endlich bleiben. Die 
elementare Theorie scheut wieder diese Sprechweise und kennt das 
KriHtepaar nur als Zusammenwirken zweier gleich groBer paralleler, 
aber entgegengesetzt gerichteter Krafte langs verschiedener Geraden: 
X, Y, Z, L I , M I' NI , und - X, - Y, . - Z, L 2 , M 2' N 2' deren 
Summe in derTat gerade so1che Koordinaten 0, 0, 0, LI + L 2 , MI + M 2 , 

NI + N 2 ergibt, wie wir sie so eben annahmen. 
\Vir haben nun von der Zusammensetzung eines Systems irgendwie 

gegebener Kralte am starren Karper: 

(i=1,2, ... ,n) 

zu sprechen. Auf dieses Problem pflegt man in elementaren Biichern 
und Vorlesul1gen lange Zeit zu verwenden, wahrend wir es hier sehr 
schnell werden erledigen konnen, da unsere analytischen Formeln aIle 
die in der schwerfalligen elementaren Darstellung beim Nichtgebrauch 
der Vorzeichenregeln notig werden den Fallunterscheidungen iiberfliissig 
machen. Das Grundprinzip der Zusammensetzung ist, daB wir die 
Summen: 

n 

:=: =1:Xi' 
i=1 

n n 

M=1:M i, N=1:N; 
i=t i=t 

bilden und sie als Koordinaten des Kraltsystems oder nach einem von 
PlUcker eingefiihrten zweckmaBigen Ausdruck als Koordinaten der 
Dyname bezeichnen; wir unterscheiden dabei wieder die drei Kompo
nenten langs der Achsen und die drei Drehmomente um die Achsen. Nun 
wird aber diese Dyname im allgemeinen keine Einzelkrajt sein, denn die 
6 Summen werden nicht notwendig wieder der fur die Koordinaten 
eines einzelnen Linienteils geltenden Bedingung: 

:=:."+H·M+Z.N=O 
geniigen. Das 1st also gegeniiber der Ebene das Neue, daB sich ein 
System von Kraften am starren Karper nicht notwendig wieder auf e i n e 
Krait reduziert. 

Um nun yom Wesen einer Dyname eine konkrete Vorstellung 
zu gewinnen, wollen wir sie in moglichst iibersichtlicher \Veise als 
Resultierende maglichst weniger Krafte darzustellen versuchen. In 
der Tat kann man fede Dyname auflassen als Resultierende einer Einzel
kraft und eines Kraftepaares, dessen Achse der Wirkungsgeraden J'ener 
Einzelkraft, der sog. Zen t r a I a c It sed e r D y n am e, parallel ist, 
und zwar ist diese Zerlegung nur aUf eine Art maglich. Diese Theorie 
del' Kraftezusammensetzung am starren Karper hat ihre klassische 
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Darstellung gefunden in Poinsot's Elements de statique, die 1804 zum 
ersten Male erschienen sind und seitd~m zahlreiche neue Auflagen 1) 
erlebt haben; man spricht daher auch wohl von der PoinsotschenZentral
achse. Dbrigens behandelt Poinsot die Theorie sehr umstandlich ele
mentargeometrisch, wie sich das bis heute im Anfangsunterricht er
halt en hat. 

Urn nun das ausgesprochene Theorem zu beweisen, bemerken wir, 
daB jede Einzelkraft, die nach Abzug eines Kraitepaares aus der Dyname 
entsttht, jedenfalls die Achsenkomponenten :=:, H, Z haben muB; also 
mussen die Drehmomente des Kraitepaares proportional :=: : H: Z sein, 
wenn anders seine Achse der Zentralachse parallel ist. \Vir haben seine 
6 Koordinaten demnach anzusetzen als: 

0,0,0, k:=:, kH, kZ, 

wobei k ein nocll zu bestimmender Parameter ist. Zu unserer gegebenen 
Dyname :=:, H, Z, A, M, N wird dieses Kraftepaar erganzt durch die 
folgenc1e Dyname: 

:=:, H, Z, A - k:=:, M -- kH, N - kZ, 

und der Satz ware bewiesen, wenn man k so bestimmen konnte, daB 
diescs GroBensystem eine Einzelkraft darstellt. Dazu ist notwendig 
und hinreichend, daB die Koordinaten der Bedingung (3) genugen, 
d. h. daB: 

:=:(A - k:=:) + H(M - kH) + Z(N - kZ) = 0. 

Hiera us folgt eindeutig: 

k=:=:A+HM+ZN 
.::.2 + H2 + Z2 ' 

denn den Nenner konnen wir von ° verschieden annehmen, da sonst 
bereits ein Kraftepaar statt einer eigentlichen Dyname vorlage. Er
teilt man k diesen Wert, den Plucker Parameter der Dyname nennt, 
so hat man in der Tat die gewunschte Zerlegung der Dyname in Krafte
paar und Einzelkraft erhalten, und der Beweisgang Hi.I3t zugleich die 
Eindeutigkeit dieser Zerlegung erkennen. 

Nun ist die Frage, was fur geometrische Vorstellungen man mit dieser 
Zerlegung yerbinden kann. Auch diese Untersuchungen gehen wieder 
auf Mobius zuruck, und zwar auf sein Lehrbuch der Statik 2) von 1837. 
In diesem stellt er die Frage nach den Achsen voran, in bezug aut welche 
die Dyname das Drehmoment Null hat, den sogenannten Nullachsen; das 
System aller dieser N ullachsen bezeichnet er als N ullsystem, und in diesem 
Zusammenhang hat dieses Ihnen gewiB bekannte Wort seine Wurz.el. 

1) 12. edition par J. Bertrand. Paris 1877. 
2) Leipzig 1837, vgl. Werke III, Leipzig 1886. 

3* 
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Wir miissen nun erst den hier zur Verwendung kommenden all
gemeinen Begritt des Drehmomentes oder M omentes definieren. Es 
seien zunachst zwei Linienteile (1, 2) und (1', 2') im Raume gegeben 
(vgl. Abb. 35). Wir bilden aus ihren 4 Ecken das Tetraeder (1, 2, 1', 2'), 
dessen Rauminhalt: 

Xl Yl Zl 1 

x 2 Y2 Z2 1 
t· 

x~ y~ 
, 

1 Zl 

x' 2 y; , 
Z2 1 

ist. Diese Determinante rechnen wit nun so als Summe von Produkten 
der Unterdeterminanten des ersten und des letzten Zeilenpaares aus, wie 
wir das oben mit der identisch verschwindenden Determinante (S. 33) 
taten, und erhalten: 

t(XL'+ YM'+ZN'+LX'+MY'+NZ'), 

wobeiX', ... , N' die Koordinaten des Linienteiles (1',2') sind. Die hier 
auftretende bilineare Kombination der Koordi
naten der beiden Linienteile: 

XL' + Y M' + Z N' + LX' + MY' + N Z' 

nennen wir das Moment des einen Linienteiles 
in bezug aut den anderen; es ist gleich dem 
6-tachen Inhalt des von den Endpunkten beider 

Abb 5 Linienteilegebildeten Tetraeders und daher eine . 3 . 
yom Koordinatensystem unabhangige geo-

metrische GroBe. Sind r und r'die Langen der Linienteile, rp ihr Winkel 
und p der kiirzeste Abstand (gemeinsames Lot) ihrer beiden Geraden, 
so sieht man elementargeometrisch leicht ein, daB das Moment gleich 
r· r' . p . sin rp ist, wenn man iiber das Vorzeichen von rp passend verfiigt. 

Geben wir nun statt des Linienteils (1, 2) eine unbegrenzte Gerade, 
so werden wir unter dem Moment des Linienteils (1', 2') in bezug auf 
sie sein Moment im vorigen Sinne verstehen, bezogen auf einen in der 
unbegrenzten Geraden liegenden Linienteil von der Lange r = 1, also 
den Ausdruck r' p sin rp. Er geht aus dem. vorigen Ausdruck nach 
Division durch r = I yX2 + Y2 +Z2\ hervor, so daB schlieBlich das Mo
ment eines Linienteiles X', Y', Z', L', M', N'in bezug aut eine unbegrenzte, 
den Linienteil X, Y, Z, L, M, N enthaltende Gerade gleich: 

XL'+ YM'+ZN'+LX'+ MY' + NZ' 

l-yx2 + Y2 + z21 

wird; dieser Wert hangt in der Tat nur von den Verhaltnissen der 
6 GroBen X, ... ,N sowie. einem ihnen gemeinsamen Vorzeichen ab, 
so daB er vollig bestimmt ist. wenn nur die unbegrenzte Gerade und 
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eine Richtung aut ihr gegeben 1St. Dieses Moment eines Linienteiles 
ist genau das, was man in der Statik Drehmoment der durch den 
Linienteil repriisentierten Kraft um die Gerade als Achse nennt, wobei 
man nur oft wiederum (vgl. S. 33) ein abweichendes Vorzeichen ver
wendet. 

Wir wollen nun zu dem M omente oder Drehmomente ei1tes Kriifte-
n n 

systems, einer Dyname :::: = 1: Xi, ... , N = 1: Ni aufsteigen; wir 
i=1 i=1 . 

werden darunter naturgemaB die Summe der Momente der Einzel
krafte verstehen, also den Ausdruck: 

n 
~XLi+ YMi+ZNi+ LXi + MYi+ NZi 

4 !YX2+ Y2+Z2! 
t=1 

XA+ YM +ZN + L::::+ MH +NZ 

! yX2 + Y2 + Z2! 

Identifiziert man hierin die unbegrenzte Gerade von X .... , N der Reihe 
nach mit den 3 positiven Achsen, so nimmt der Ausdruck die Werte 
A, M, Nan, womit die fUr diese GraBen fruher (S. 34) eingefUhrten 
Bezeichnungen gerechtfertigt sind. 

Nun kannen wir die oben angegebene Mabiussche Fragestellung 
in Angriff nehmen. Eine gegebene Dyname ::::, H, ... , N hat in bezug auf 
eine Gerade X:Y: ... : N das Moment 0 (diese ist Nullachse), wenn: 

AX + MY + NZ +::::L + HM +ZN=O 

ist. Also ist das Nullsystem der Dyname die Gesamtheit "der durch diese 
Gleichttng dargestellten Geraden X : Y : .. , : N. Das ist aber die all
gemeinste lineare homogene Gleichung fUr die 6 GraBen X, ... , N, da 
die Koeffizienten A, ... , Z als Koordinaten einer Dyname 6 willkur
liche GraBen sein konllen. Genau solche Gesamtheiten genJ,der Linien, 
die durch eine willkurliche lineare homogene Gleichung definiert 
sind, hat Plucker, neben Mobius der bahnbrechende Pfadfinder in 
der analytischen Geometrie des 19. Jahrhunderts, in einem Zusammen
hange, uber den wir spater noch ausfiihrlicher zu reden haben, unter 
dem Namen lineare Komplexe untersucht. Das Mobiussche Nullsystem 
ist also genau dasselbe wie der PlUckersche lineare Komplex. 

Wir wollen uns nun von diesem Nullsystem ein moglichst deutliches 
Bild zu machen suchen, wobei freilich von einer geometrischen "Ge
stalt" im eigentlichen Sinne dieses Wortes keine Rede sein kann, da 
die Nullgeraden den ganzen Raum unendlich oft uberdecken. Trotzdem 
wird sich ihre Gruppierung sehr einfach verstehen lassen. Wir wollen 
dabei, wie es im Sinne der in dieser Vorlesung immer einzuschlagen
den Methode liegt, das Koordinatensystem in eine moglichst bequeme 
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Lage bringen, und das ist erreicht, wenn wir die Zcntralaehse unserer 
Dyname als z-Aehse wahlen. Da die Dyname, wie wir wissen, sich als 
Resultierende einer Einzelkraft langs der Zentralachse und eines Krafte
paares mit zu ihr paralleler Achse darstellt, miissen bei dieser Wahl 
der z-Achse die 4 Koordinaten ::::, H, A, M der Dyname verschwinden, 
wahrend Z die GroBe der Einzelkraft, N das Drehmoment des Krafte
paares urn seine Achse darstellt. Der Parameter der Dyname ist daher: 

k = .:::: A + H M + Z N = ~ 
=..2 + H2 + Z2 Z . 

Die Gleichung des linearen Komplexes hat in diesem neuen Koordinaten
system einfach die Form: 

NZ + ZN = 0 

oder nach Division durch Z: 

(1) 

Diese Gestalt legen wir der weiteren Diskussion zugrunde. Sind 
PI (Xl' YI' Zl) und P2 (X2' Y2' Z2) zwei Punkte auf einer Geraden 
X: Y:Z: L: M: N des Nullsystems, so ist ja Z = Zl - Z2 und 
N =.X1Y2 - X2YI' und daher ergibt (1) fUr die Koordinaten je zweier 
Punkte einer N uIlgeraden die Bedingung: 

(2) k (Zl - Z2) + (Xl Y2 -'- X2YI) = O. 

Ralten wir nun P 2 fest, so ist (2) eine Gleichung fUr die Koordinaten 
Xl' YI' Zl aIler Punkte PI' die mit P 2 auf einer Geraden des Nullsystemes 
liegen; schreiben wir der Deutlichkeit halber an Stelle von Xl' YI' Zl 

laufende Koordinaten x, Y, z, so erkennen wir, daB aIle jene Punkte 
PI eine Ebene mit der Gleichung: 

(2') 

erfiillen. Diese Ebene geht durch den Punkt P 2 selbst hindurch, da 
die Gleichung durch X = x2, Y = Y2' Z = Z2 befriedigt wird. - Wir haben 
damit gezeigt, daf3 durek jeden Raumpunkt P 2 unendlieh viele Null
geraden gehen, die ein die Ebene (i) cr/iUlendes ebenes Strahlenbiisehel 
bilden. Unsere Aufgabe wird ge16stsein, wenn wir uns von der Lage 
diesel' jedem Punkte P 2 zugehOrenden Ebene ("NuIlebene") ein deut
liches Bild gemacht haben. 

Die beiden in (2) eingehenden Ausdriicke N=X1Y2-Y1X2, 
Z = Zl - Z2 haben die Eigenschaft, bei Parallelverschiebungen des 
Raumes parallel der z-Achse sowie bei Drehungen um diese ungeandert 
zu bleiben; denn die Verschiebungen lassen x und y, also auch N, 
und auBerdem auch die Differenz Zl - Z2 ungeandert, die Drehungen 
aber haben auf die z-Koordinaten, also auch auf Z gar keinen EinfluB 
und lassen ebenfalls N als Flacheninhalt in der x-y-Ebene ungeandert. 
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Mithin wird die Gleichung (2) und daher auch das durch sie bestimmte 
Nullsystem bei Schraubenbewegzengen des Raumes um die Zentralachse -
denn das ist ja die Bedeutung der z-Achse - und Verschiebungen 
langs ihr in sich iibergefiihrt. 

Dieser Satz erleichtert nun unsere Aufgabe ungemein: Wissen wir 
nur, welche Ebene im Nullsystem jedem Punkte der positiven x-Halbachse 
zugehiJrt, so kennen wir damit ganz von selbst auch die jedem beliebigen 
Raumpunkte zugehorige Nullebene; denn durch .z 
Verschiebung j ener Halbachse langs der 
z-Achse und Drehung urn sie kann man 
jeden Raumpunkt mit einem ihrer Punkte 
zur Deckung bringen, wobei dann nach 
unserem Satze die zugeh6rigen Nullebenen 
ineinander ubergehen mussen. Mit anderen 
Worten: Die Nullebenender Punkte eines jeden 
zur Zentralachse senkrechten Halbstrahles haben 
ZIt diesem und der Zentralachse eine von der Abb. 36. 

besonderen Wahl des Strahles zenabhangige Lage. 

x 

Indem wir uns nun auf die x-Achse beschranken, setzen wir 
yz = Z2 = 0 und erhalten aus (2') als Gleichung der zum Punkte P 2 mit 
der Abszisse x 2 geh6rigen Epene: 

sie geht durch die x-Achse selbst hindurch, da die Gleichung durch 
y = z = 0 identisch befriedigt ist (vgl. Abb. 36). 

Indem wir die Gleichung in der Form !.. = x2 

Y k 
schreiben, schlieBen wir, daB der Neigungs
winkel T der Ebene gegen die Horizontalebene 
(x-y-Ebene) die trigonometrische Tangente: 

x 
tg T =.-! 

k 

-+-t--'----~!I 

Abb.37. 

hat; und dadurch ist jetzt die Lage unserer Ebene v61lig bestimmt; 
in Abb. 37 ist ihre Spur in der vertikalen y-z-Ebene skizziert. 

Wir k6nnen das Resultat nach dem oben Gesagten auch ganz unabhan
gig yom speziell gewahlten Koordinatensystem aussprechen: Zu jedem im 
Abstande r von der vertikal gedachten Zentralachse liegenden Punkte gehiJrt 
im Nullsystem eine das Lot von diesem Punkte auf die Zentralachse ent
haltende Ebene, deren Neigungswinkel gegen die Horizontalebene die trigo-

nometrische T angente ; hat; bewegt man den Punkt also auf irgend

einem zur Zentralachse senkrechten Halbstrahle, so liegt die zugehorige 



40 Die einfachsten geometrischen Gebilde. 

Ebene des Nullsystems fUr r = 0 selbst horizontal und richtet sich mit 
wachsendem r nach der einen oder anderen Seite hin auf (je nachdem 
k ~ 0), urn sich mit unbegrenzt wachsendem r schlieBlich asympto
tisch der vertikalen Lage zu nahern. Ich kann Ihnen diese Verhaltnisse 
an einem Schillings chen Modelle naher erlautern (vgl. Abb. 38); hier ist 
an einem beweglichen, um die Zentralachse drehbaren und verschieb
baren Arme ein ebenes Blatt angebracht, das bei Verschiebung nach 
auBen hin sich in richtiger Weise aufrichtet. 

Wir wollen jetzt noch besonders die Normalenrichttmg auffassen, 
die zu der Ebene durch den Punkt P2 gehort; ihre Richtungskosinus 

gegen die drei Achsen verhalten sich be-
NOI'mole kanntlich wie die Koeffizienten der Ebenen

gleichung (2'), d. h. wie: 

Abb.38. 

(3) Y2:(-X2):k. 

Diese selbe Richtung konnen wir auch 
dem Punkte P 2 als Bewegungsrichtung 
einer gewissen unendlich kleinen schrauben
bewegung des Raum.es zugeordnet denken. 
Drehen wir namlich den ganzen Raum wie 
einen starren Korper um die z-Achse durch 
den endlichen Winkel w und verschieben 
ihn gleichzeitig parallel der z-Achse um ein 

Shi:ck c, so wird jeder Punkt x, Y, z iibergefUhrt in die durch die 
Gleichungen: 

x' = x cos w - y sin w 

y' = x sin w + y cos w 

gegebene neue Lage. Wir gehen von dieser endlichen Schraubung zu 
einer unendlichkleinen iiber, indem wir w durch die unendlichkleine 
GroBe -dw ersetzen und gleichzeitig c = kdw annehmen. Das Minus
zeichen bedeutet, daB bei k >0 die Drehung in der x-y-Ebene negativ 
ist, wenn die Translation in der positiven z-Richtung erfolgt, d. h. 
daB der Schraubungssinn negativ ist (Linksschraubung). Wir haben nun 
GroBen zweiter und hoherer Ordnung in dw zu vernachlassigen, also 
cos d w = 1, sin d w = d w zu setzen und erhalten daher: 

x' =X +ydw 
y'= -xdw-+y 

z' = z + kdw. 

Die Inkremente der Koordinaten eines bestimmten Punktes P2 bei 
dieser unendlich kleinen Schraubung sind also: 

dX2 = Y2dw, dyz = -x2dw, dZ2 = kdw, 
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d. h. P2 wird in der Richtung: 

dX2 : dY2 : dZ2 = Y2 : (- x2) : k 

verschoben. Das ist in der Tat genau die Normalenrichtung (3). Nimmt 
man also mit dem Raume eine solehe unendlieh kleine Schraubung wl'n 

die Zentralachse vor, dafJ die Verschiebung das k-fache des (negativ ge
nommenen) Drehwinkels ist, so ist die im Nullsystem mit dem Para
meter k zu jedem Raumpunkte gehorige Ebene normal zu dem von ihm 
durehlaufenen Bogenstuck. 

Da die Vorstellung der Schraubenbewegung eine sehr anschauliche 
ist, kann man sich hiernach ein lebendiges Bild von der Anordnung del' 
Ebenen des Nullsystems machen. Je gr613er z. B. der Abstand r eines 
Punktes von der Zentralachse ist, um 'so Hinger ist die Horizontalprojek-
tion rdw des Bogenelementes, das er bei der z 
Schraubung durchHiuft, um so flacher verHiuft 
daher dieses selbst, da seine Hohe k . dw kon
stant ist, - um so steiler steht also die zum 
Bogenelement normale Ebene des N ullsystemes. 

g 

Setzt man unendlich viele soIche unendlich 4:"'---':"'-~;"-~-
kleine Schraubungen zu einer kontinuierlichen 
Schraubenbewegung des Raumes zusammen, so 
durchHiuft jeder Punkt in der Entfernung r 
von der Zentralachse eine Sehraubenlinie, deren 

Abb.39. 

k 
Neigung gegen die Horizontale die trigonometrische Tangente 

r 
hat, und deren GanghOhe daher stets denselben von r unabhangigen Wert 
2 Jr k besitzt; die N ormalebenen dieser Sehraubenlinien sind die Ebenen des 
Nullsystems. 

Wir wollen jetzt zum SchluB, nachdem wir bisher nur von den 
Ebenen des Nullsystems gesprochen haben, uns auch ein unmittelbar 
ansehauliehes Bild von den Nullaehsen selbst zu machen suchen. Nehmen 
wir irgendeine Nullachse g (vgl. Abb. 39) und konstruieren ihre kiirzeste 
Entfernung von der Zentralachse, d. h. die gemeinsame Senkrechte, die die 
Zentralachse in 0 und g in P treffen moge. Dann gehort PO als senk
rechter Halbstrahl von P auf die Zentralachse dem Nullsystem an, und 
daher mu13 OPg die zu P gehorige Ebene des Nullsystems sein. Da aber g 
senkrecht auf PO steht, mu13 es mit der Horizontalen denselben Winkel 

f{J bilden, wie jene Nullebene, d. h. es ist tg f{J = ~, wobei r = 0 P ist. 

W ir erhalten also alle Nullaehsen, indem wir dureh jeden Punkt P eines jeden 
auf der Zentralaehse senkreehten Halbstrahles dasjenige Lot auf ihm er
riehten, dessen Neigungswinkel gegen die Horizontale die trigonometrisehe 

Tangente tgf{J =!..- besitzt, wobei r der Abstand des Punktes P von der Zen-
tralaehse ist. k 
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Noch ein wenig anschaulicher kannen wir diese Konstruktion so 
darstellen: W ir slellen uns den Kreiszylinder mit dem Radius r 16m die 
Zentralachse als Achse herund zeichnen auf ihm alle Schraubenlinien 

(vgl. Ahb. 40), welche die aus tg rp = ; bestimmte N eigung rp gegen die 

Horizontale' haben; dann ist offenbar die Gesamtheit der Tangenten 
dieser Schraubenlinien identisch mit der Gesamtheit der Nullachsen im 
Abstand r von der Zentralachse. Durch Variation von r erhiilt man dann 
siimtliche Nullachsen. Diese Schraubenlinien werden nach au13en hin 
offenbar immer steiler; sie haben in jedem Punkte die zugeharige Null
ebene zur Schmiegungsebene und verlaufen daher senkrecht zu den 

vorhin erwahnten Schraubenlinien, die in jedem Punkte 
normal zu der Nullebene stehen. 

Wir kannen es nach diesen Erarterungen, die 
einen doppeIten Zusammenhang des N ullsystems mit 
den Schrauben gelehrt haben, verstehen, daB man 
diese ganze Theorie auch kurzweg als Schraubentheorie 
bezeichnet hat; diese Bezeichnung hat besonders Sir 
Robert Ball in seiner "theory of screws" 1) angewandt, 
wo er in der Tat aIle mit einer gegebenen Dyname an 
einem starren Karper in Zusammenhang stehenden 

Abb.40. geometrischen Verhaltnisse behandelt. 
Lassen Sie uns nun zu unsern systematischen 

Entwicklungen zuriickgehen. Wir hatten nach dem GraBmannschen 
Prinzip als die 4 geometrischen Elementargebilde des Raumes den 
Punkt, den Linienteil, den Ebenenteil und den Raumteil erhalten. Genau 
wie in der Ebene ist es unsere nachste Aufgabe, das VerhaIten diesel' 
Gebilde bei Transformationen des rechtwinkligen Koordinatensystems 
zu untersuchen und sie gema13 dem friiher ausgesprochenen allgemeinen 
Prinzip danach zu klassifizieren. 

IV. Klassifikation der raumlichen Elementargebilde nach 
ihrem Verhalten bei rechtwinkligen Koordinatentrans

formationen. 
Vor aHem miissen wir natiirlich einen Vberblick iiber aHe mag

lichen Transformationen eines raumlichen rechtwinkligen Koordinaten
systems gewinnen; sie sind iiberhaupt fundamental filr die gesamte 
Raumgeometrie, so daB wir schon deshalb in dieser Vorlesung nicht 
an ihnen vorbeigehen kannten. Die aHgemeinste in Betracht kommende 
Anderung des Koordinatensystems setzt sich wie in der Ebene zu
sammen aus: 1. ParaIlelverschiebung; 2. Drehung um den Anfangs
punkt; 3. Spiegelung; 4. Anderung des Ma13stabes. 

1) Dublin 1876. 



Klassifikation der raurnlichen Elernentargebilde. 

Die Gleichungen der Parallelverschiebung sind natiirlich:· 

Die Gleichungen der Drehung haben jedenfalls die Form: 

f x: = al x + bi Y + c1 Z 

't Y, = a2 x + b2 y + c2 z. 
Z = a3 x + b3 y + caz, 
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auf die Bestimmung der Koeffizienten, die hier wesentIich verwickeIter 
als in der Ebene ist, werden wir sogleich eingehen. Die Zusammen
setzung aller maglichen Transformationen dieser beiden Arten liefert 
die samtlichen eigentlichen Bewegungen des raumlichen Koordinaten
systems. 

Die Spiegelung kannen wir, wie in der Ebene an einer Achse, so 
hier an einer Koordinatenebene, etwa der x-y-Ebene, vornehmen und 

erhalten: x = x, y' = y, z' = -z . 

Wir kannen diese Formeln aber auch symmetrischer gestalten, indem 
wir drei Minuszeichen verwenden: 

x= -x y'= -y z'= -z; 
das ist eine Spiegehtng am Anfangspunkte 0 selbst, die man auch wohl 
als Inversion]) bezeichnet.In der Ebene stellt x' = -x, y' = -y keine 
Spiegelung, sondern eine Drehung urn 180 0 dar, und so ist iiberhaupt die 
Inversion am Anfangspunkt nur in Raumen ungerader Dimensionenzahl 
eine Spiegelung, bei so1chen gerader Dimensionenzahl aber eine Drehung. 

Die M af3stabiinderung endlich wird einfach durch: 

l x' = AX 
y' = AY, 
z' = Az 

wobei A> 0 ist, 

dargestellt; fUr A < 0 enthalt diese Transformation auBer der MaBstab
anderung noch eine Spiegelung. 

Wir haben uns nun noch mit den Formeln der Drehung naher .zu 
beschaftigen. Die allgemeine Drehung urn den Anfangspunkt 0 hangt 
bekanntlich von 3 Parametern ab, da einmal die drei Richtungskosinus 
der Drehungsachse zwei voneinander unabhangige GraBen reprasen
tieren und dann der Drehwinkel willkiirlich ist. Eine symmetrische 
Darstellung aller Drehungen durch 3 voneinander unabhangige Para
meter liefert die Quaternionentheorie, wie ich das in der Vorlesung yom 
Wintersemester gelegentIich ausgefUhrt habe 2); iibrigens hat schon 

1) Gelegentlichwird die Bezeichnung"Inversion"auchfiir die von der 
obigen'S'pie~eiung-'ganz--verschledene-fiansformatlon durch reziproke" Radian' 
gebraucht. ... ... .. .. ... .. . . . ...- .. - .. -

'2)Slehe Teil I. S. 64 ff. 
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Euler die in Betracht kommenden Formeln aufgestellt. Hier will ich die 
Darstellung geben, die man gewohnlich auch in den Lehrbuchern der 
Mechanik findet und die die 9 Richtungskosinus der neuen Achsen 
gegen die aiten benutzt. Wir gehen von der oben angegebenen Gestalt 
(A 2) der Transformationsgleichungen aus: 

(1) 
r x: = a1 x + b1 y + [1 Z 

1 Y, = a2 x + b2 y + c2 z 
Z = a3 x + b3 y + c3 z . 

Betrachten wir einen Punkt x, Y = 0, z = 0 der alten x-Achse, so hat 
er in bezug auf das neue System die Koordinaten x' =i a1 • x, y' = a2 • x, 
z' = a3· x, d. h. al , a2, a3 sind die Kosinus der Winkel der drei neuen 
Achsen gegen die alte x-Achse, und ebenso sind b1, b2, b3 und c1, c2, C3 
ihre Richtungskosinus gegen die Y- und z-Achse. 

Diese 9 Koeffizienten der Transformationsgleichungen sind nun 
durchaus nicht unabhartgig voneinander. Man kann die Beziehungen 
zwischen ihnen entweder aus der soeben angegebenen Deutung erhalten, 
oder auch von der bekannten Relation aus, die bei jeder "orthogonalen 
Substitution", d. h. bei jeder Drehung oder Spiegelung mit festbleiben
dem Anfangspunkt besteht: 
(2) X'2 + y'2 + Z'2 = x2 + y2 + Z2 

und die Invarianz der Entfernung von 0 aussagt. Wir schlagen hier 
den zwei ten Weg ein: 

eX) Indem wir (1) in (2) einsetzen, erhalten wir durch Koeffizienten
vergleich ung folgende 6 Rela tionen zwischen den 9 GraBen al , ... , Ca: 

(3) { ar + a~ + a~ =1 bi + b~ + b~ =1 ci + c~ + 4 =1 

b1c1+b2c2+b3Ca=O c1a1+c2a2+caa3=O a1bl+a2b2+a3b3=O. 

(J) Multiplizieren wir nun die drei Gleichungen (1) mit den drei: 
GroDen a bzw. b bzw. c und addieren, so folgt auf Grund von (3)· 
ihre A uflasung in der Gestalt: 

(4) I x = a1x' + a2 y' + a3z' 
y = b1x' + b2y' + baz' 

Z = c1 x' + c2 Y' + caz'; 

das ist ersichtlich die sogenannte transponierte lineare Substitution zu (1), 
die durch Vertauschung von Zeilen und Kolonnen des Koeffizienten
schemas en tsteh t. 

y) Andererseits ergibt sich nach den Regeln der Determinanten
theorie als Lasung der Gleichungen (1): 

x' b1 c1 a1 b1 c1 
1 Y' b2 wobei LI = b2 x=- c2 , •• 'J a2 c2 LI , 

ba z c3 .aa b3 c3 
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die Determinante des Gleichungssystemes ist. Der Koeffizient von x' 
hierin muB derselbe sein wie in der ersten Gleichung (4), d. h.: 

(5) 

und ebenso mufJ feder Koeffizient der orthogonalen Substitution gleich 
sein der zugehorigen Unterdeterminante des Koeffizientenschemas, dividiert 
durch die Determinante Lf. 

&) Wir wollen nun diese Determinante Lf des Koeffizientensystems 
selbst berechnen, und bilden dazu nach dem Multiplikationstheorem der 
Determinanten ihr Quadrat: 

al bi CI al bi C1 ai + a~ + a~ bial +b2a2+b3a3 clal +c2a2+caa3 

a2 b2 C2 a2 b2 c2 albl+a2b2+aaba bi+b~ +b~ c1bl+C2b2+Caba 
a3 ba C3 a3 b3 Ca al cl + a2c2+aaCa bi ci +b2c2+bac3 ci+c~ +c; 

wobei die Kolonnen der ersten mit den Kolonnen der zweiten Deter
minante multipliziert sind. Nach den Formeln (3) ist die Produkt
determinante einfach gleich: 

100 

Lf2 = 0 1 0 = 1, 

o 0 
so daB schlieBlich: 

Lf =±1 
folgt. Urn uns nun fUr eine dieser beiden M6glichkeiten zu entscheiden, 
bedenken wir, daB wir bisher nur die Relation (2) benutzt haben, die 
bei Drehung und Spiegelung gleichmaBig erfullt ist. Unter allen diesen 
orthogonalen Transformationen sind nun die Drehungen dadurch aus
gezeichnet, daB sie durch kontinuierliche Variation der Koeffizienten aus 
der "identischen Transformation" x' = x, y' = y, Z' = z hervorgehen, 
entsprechend einer stetigen Bewegung des Koordinatensystems aus der 
ursprunglichen in die neue Lage; dementgegen entsteht die Substitution, 
die wirallgemein Spiegelung nennen, durch kontinuierliche Abandernng 
aus der einen Inversion x' = -x, y' = -y, z' = -z, wahrend sich die 
Inversion selbst nicht stetig aus der identischen Transformation erzeugen 
laBt. Nun ist die Substitutionsdeterminante eine stetige Funktion der 
Koeffizieflten und muB sich also stetig andern, wenn wir die identische 
Transformation kontinuierlich in irgendeine Drehung uberfuhren; bei 
dieser Ausgangstransformation hat sie aber den Wert: 

1 0 0 

o 1 0 = +1, 
o 0 1 

und da sie, wie wir sahen, uberhau,Pt nur +1 oder -1 sein kann, muG 
sie notwendig stets +1 bleiben. Denn ein pl6tzlicher trbergang in -1 
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wurde eine Unstetigkeit bedeuten. Bei ieder Drehung £st also die Deter
minante: 

al bl Cl 

(6) L1 = a2 b2 C2 = + 1 , 

aa ba Ca 

und ganz ebenso ergibt sich, daB bei ieder Spiegelung L1 = -1 ist. 
Die Formel (5) nimmt jetzt die einfache Gestalt an: 

(7) a l = I b2 
C

2
\' ba c3 

und so ist ieder Koeffizient im Schema der Drehungssubstitutionen des recht. 
winkligen Koordinatensystems gleich der zugehOrigen Unterdeterminante. 

Wir kommen nun zu unserer eigentlichen Aufgabe, festzustellen, 
wie sich die Koordinaten der raumlichen Elementargebilde, des Linien
teils X, Y, Z, L, M, N, des Ebenenteils S3, W1, W, l,lSund schlieBlich des 
Raumteiles T bei den vier Arten der Anderung des rechtwinkligen 
Koordinatensystems verhalten. 

Die Transformationsformeln samtlich hinzuschreiben, wurde zu viel 
Raum beanspruchen und schlieBlich auch langweilig sein; ich will daher 
nur einige Punkte hervorheben, die besonderes Interesse verdienen. 
Zunachst bemerke ich, wie Sie selbst leicht bestatigen werden, daB in 
allen Transformationsformeln der Koordinaten eines Linienteils die ersten 
drei Koordinaten X', Y', Z' im neuen System sich allein und zwar 
homogen linear durch X, Y, Z ausdrucken, ohne daB die L, M, N 
eingehen; also mu(J dem fruher (S. 27f.) a1~sgesprochenen allgemeinen 
Prinzip zufolge der Inbegriff der 3 Gro(Jen X, Y, Z bereits fur sich ein 
vom Koordinatensystem unabhiingiges, geometrisches Gebilde bestimmen. Es 
ist der freie Vektor, den wir ja schon erwahnten (S. 32). Ebenso trans
formieren sich auch bei der PlangroBe die drei Koordinaten S3, W1, W fUr 
sich, ohne Rucksicht auf die vierte 1,lS, so da(J auch sie eine geometrische, 
von den Koordinaten unabhiingige Bedeutung haben; sie stellen die gleich
falls schon genannte freie Plangro(Je dar (S. 32). 

Wir wollen nun speziell ausrechnen, wie sich die drei Koordinaten 
des freien Vektors X, Y, Z bei unseren Transformationen (Al) , ... , (A4) 
(S. 43) verhalten; wir ersetzen dazunur in X' = ~ - ~, ... die x~ , ... 
vermoge der Substitutionsformeln (A 2) durch x, y, z und erhalten ohne 
weiteres: 

1. bei 

(Bl) 

Parallelverschiebung: 
}('= X, Y'= Y, Z'=Z; 

2. bei Drehung: 

1 x: = a1 X + bl Y + c1 Z 
Y = a2 X + b2 Y + c2 Z 

Z' = aaX + ba Y + caZ; 
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3. bei Inversion: 

(Ba) X'= -X, Y'= -Y, Z'= -Z; 

4. bei MaBstabanderung:. 

(BJ X'=2X, Y'=2Y, Z'=2Z. 
Bei Verschiebung des Koordinatensystems iindern sich also die Koordi
naten des freien Vektors gar nicht, sonst aber verhalten sie sich genau wie 
die Punktkoordinaten selbst. 

Damit wollen wir nun die Transformationsformeln fUr ein Kriilte
paar vergleichen, die wir aus den Transformationsformeln der Koordi
naten eines Linienteils erhalten, indem wir nachtraglich X = Y = Z = 0 
setzen; es wird dann natiirlich X' = Y' = Z' = 0, und fUr die Dreh
momente in bezug auf die neuen Achsen ergeben sich die Formeln: 

1. bei Verschiebung: 
(C1) L'=L, M'=M, N'=N; 

2. bei Drehung: 

3. bei 
(Ca) 

Inversion: 

j L: == a1 L + bl M + c1 N 

1 M = a2 L + b2 M + c2 N 

N'= aaL + baM + caN; 

L'=L, M'=M, N'=N; 
4. bei MaBstabanderung: 

(C4) L'=22L, M'=).2M, N'=22N. 

Die Koordinaten eines Krii/tepaares iindern sich also bei Verschiebung des 
Koordinatensystems und bei Inversion nicht, sie verhalten sich bei Drehung 
wie Punktkoordinaten und multiplizieren sich bei M a/3stabiinderung mit 
dem Faktor ).2, d. h. sie haben die Dimension 2 (eines Flacheninhalts), 
wahrend der freie Vektor, wie die Punktkoordinaten, die Dimension 1 hat. 

Die Herleitung der Formeln (C1) , (Ca) , (C4) macht gar keine 
Schwierigkeit; nur fUr (C2) sind vielleicht einige Erlauterungen an
gebracht. Man erhalt namlich mit Hilfe der Drehungsformeln (A 2): 

I y~ ; \ \ a2x 1 + b2Yl + C2 Z I , aaxi + baYI + caz1 \ 

L' = Y; ~ = a2 x 2 + b2 Y2 + C2 Z 2 ' aax2 + baY2 + CaZ 2 • 

Multiplizieren wir die letzte Determinante aus, so ergeben sich 3 ·3 + 3 ·3 
= 18 Glieder, von denen sich offenbar dreimal je 2 (z. B. 
a2x l • aax2 - aaxi . a2x 2 , ••• ) gegenseitig fortheben; die iibrigbleibenden 
12 Terme fassen sich zu folgender Summe von Determinantenprodukten 
zusammen: 
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Die ersten Faktoren sind nach der Formel (7) fiir die Unterdeterminan
ten des Koeffizientensystems einer Drehung (S. 46) gerade gleich aI' b1 , c1 , 

wahrend die zweiten Faktoren gleich L, M, N sind, Damit ist in der 
Tat die vorhin fUr L' angegebene Formel gewonnen, und ebenso 
folgen die beiden anderen Formeln fUr M' und N'. 

Als drittes Gebilde ziehen wir endlich die freie PlangrofJe heran; 
ganz einfache, der obigen ahnliche Rechnungen, die ich Ihnen wohl 
selbst iiberlassen darf, fiihren zu dem Ergebnis, dafJ sich die Kompo
nenten .53, we, ~ der freien PlangrofJe in allen Fallen genau so wie die 
Koordinaten L, M, N eines Kraftepaares transformieren. 

Fassen wir der besseren 0bersicht halber diese Ergebnisse in eine 
kleine T abelle zusammen. Sie gibt die transformierten ersten Koordinaten 
an, aus denen die anderen durch zyklische Vertauschung entstehen: 

Verschiebung Drehung Invetsion I MaLls tabiindernng 

freier Vektor X a1X + blY + clZ -X 

I 
J.X 

Kraftepaar L alL + blM + clN L J,2L 
freie PlangroJ3e E alE + bllill + clm E ).2,13 

Damit haben wir nun die praZlse Grundlage fUr eine Reihe geo
metrischer Aussagen gewonnen, die in den Lehrbiichern vielfach gar·' 
nicht oder doch nur beilaufig und in einer Form herauskommen, in 
der man ihren einfachen geometrischen Inhalt nicht so leicht auffassen 
kann. H,aufig werden die verschiedenen geometrischen Gebilde, die wir 
hier betrachten, durchaus nicht in dieser reinlichen Weise getrennt, wie 
wir es fUr erforderlich halten, und dadurch wird dann eine ganze Reihe 
interessanter Beziehungen vollkommen verwischt. So sind z. B. schon bei 
Poinsot die Begriffe Kraftepaar ("couple") und freie PlangreBe ("aire") 
stets von vornherein miteinander verkoppelt, was natiirlich das Ver
standnis notwendig erschwert; fUr uns hier zeigt erst der Vergleich der 
letzten beiden Zeilen unserer T1l.belle nach einem fruher ausgesprochenen 
allgemeinen Prinzip, dafJ Kraftepaar und freie PlangrofJe als geometrische 
Grundbegriffe derselben Art anzusehen sind, weil sie sich bei allen Ande
rungen des rechtwinkligen Koordinatensystems genau iibereinstimmend 
verhalten. Machen wir uns den Inhalt dieser Aussage naher klar: 1st 
etwa ein Kraftepaar L, M, N gegeben und ordnen wir ihm eine Plan
greBe .53, we, ~ durch: 

.53=L, Wl=M, ~=N 

zu (oder machen wir dasselbe in umgekehrter Reihenfolge, von .53, we, ~ 
ausgehend), so bleibt diese 0bereinstimmung der Koordinaten bei jeder 
Koordinatentransformation erhalten und muB sich daher auch rein geo
metrischohne Benutzung des Koordinatensystems beschreiben lassen. 
Zu diesem Ende wollen wir von der PlangroBe .53, we, ~ ausgehen und 
werden nun am bequemsten das Koordinatensystem so spezialisieren, 
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daB ,2 = we .= ° wird; dann stellt die freie PlangroBe ein parallel der 
x-y-Ebene oder speziell in ihr liegendes Dreieck (1, 2, 3) dar, derart, 
daB 9C gleich dem doppelten Dreiecksinhalt, d. h. gleich dem Inhalte 
des Parallelogramms (1, 1', 2, 3) wird, das mit dem dureh den Um
laufssinn 1 1'2 bestimmten Vorzeichen zu versehen ist (vgl. Abb. 41). 
Ieh behaupte nun, daB das zugehorige Kraftepaar mit den Momenten 
L = 0, M = 0, N = 9C aus zwei gegeniiberliegenden Parallelogramm
seiten (1, 1') und (2, 3) mit den Pfeilspitzen in 1 und 2 zusammen
gesetzt werden kann. Zum Beweise lege ieh das Koordinatensystem 
in der x-y-Ebene noeh bequemer, namlieh die y-Aehse in die Gerade 
1 l' und die x-Aehse durch den Punkt 2 (in der Abb. 41 punktiert ge
zeiehnet). Dann haben zunachst die beiden 
Linienteile (1, 1') und (2, 3) und daher 
aueh das aus ihnen zusammengesetzte 
Kraftepaar die Drehmomente L = ° und 
M = 0. Ferner ist fiir den Linienteil 
(1,1') aueh das dritte Drehmoment Null, 
so daB sehlieBlieh N gleich wird dem Dreh
moment von (2,3): 

y 

J 

~O~ ______________ ~~X 

Abb. 41. 

(denn naeh unserer Annahme ist x2 = xa 
und Y2 = 0). Andererseits ist aber fUr diese Lage des Koordinaten
systems die dritte Koordinate der PlangroBe: 

1 

1 = x2 ' Y3 
1 

(d. h. gleich Grundlinie Ya mal Rohe x 2 des Parallelogramms); also is! 
tatsaehlieh, aueh im Vorzeiehen, N = m und damit ist unsere ganze 
Behauptung bewiesen. 

Wir konnen dieses Resultat sofort aueh allgemein ohne Riieksieht 
auf ein spezielles Koordinatensystem ausspreehen: Eine durch ein Par
allelogramm von bestimmtem Umlaufssinne reprasentierte freie PlangrofJe, 
sowie das Kriiftepaar, das aus zwei gegenuberliegenden Parallelogramm
seiten mit ie e~ner 1'enem U mlaufssinne entgegengerichteten Pfeilspitze be
steht, sind geometrisch aquivalente Gebilde, d. h. sie haben in bezug auf iedes 
rechtwinklige Koordinatensystem gleiche K omponenten. Dieser Sa tz gesta ttet 
also sowohl ein Kraftepaar dureh ein Paral1elogramm. als aueh ein 
solches dureh ein Krattepaar jederzeit zu ersetzen. 

Wir brauehen uns jetzt um die zweite Zeile unserer Tabelle (S. 48) 
nkht mehr zu kiimmern und wollen die erste und dritte, also den freien 

K lei n, Elementarmathematik II. 4 



50 Die einfachsten geometrischen Gebilde. 

Vektor und die freie Plangro{3e, vergleichen. Da sehen wir zuerst, daB 
beide sich bei Verschiebungen und Drehungen genau gleich verhalten, daB 
aber ein Unterschied auf tritt, sowie wir Spiegelungen oder gar MaBstabs
anderungen hinzunehmen. Uin das im einzelnen zu verfolgen, denken 
wir in dem uns gelaufigen (rechtshandigen) Koordinatensystem eine 
PlangroBe B, m, ~ gegeben und koppeln mit ihr einen freien Vektor 
durch die Gleichungen X = B, . Y = m, Z =~. Diese Gleichungen 
werden zwar bestehen bleiben, wenn wir uns auf Bewegungen des Ko
ordinatensystems beschranken, aber bei Spiegelungen oder MaBstabs
anderungen werden sie sich modifizieren, mid wenn wir sie geometrisch 
aussprechen wollen, werden wir daher ohne Benutzung des Sinnes des 
Koordinatensystems und des MaBstabes nicht auskommen. In der Tat, 
legen wir das Koordinatensystem wieder wie vorhin so, daB.2 = m = 0 

y 
und daB ~ gleich dem Inhalt des l$1J Parallelogrammes (1 , 1', 2, 3) der x-y-

1 Ebene wird, dann wird bei den Verhalt
nissen der Figur (vgl. Abb. 42) ~ > 0, 

'.t 
und der Vektor X = 0, Y = 0, Z = ~ 

l' hat die positive Richtung der z-Achse. 
_+-_______ ~.x Diese Tatsache kann man unabhangig 

Abb.42. 

von der speziellen Lage des Koordinaten
systems offenbar so aussprechen: U m 
bei rechtshiindigem Koordinatensystem zu 
einer gegebenen freien Plangro{3e den freien 
Vektor mit den gleichen Koordinaten zu 

erhalten, errichte man in ihrer Ebene ein Lot nach der Seite, von der aus die 
U mlaufsrichtung des reprasentierenden Parallelogrammes dem Uhrzeiger ent
gegengerichtet erscheint und trage auf ihm eine Strecke gleich dem I nhalt des 
Parallelogrammes abo Die Dbereinstimmung der Koordinaten dieses Vek
tors und der PlangroBe bleibt erhalten, wie man auch das Koordinaten
system verschiebt und dreht; sie hort indessen auf, sowie man MaB
stabanderungen oder Inversionen vornimmt; miBt man z. B. in Dezi
metern; statt vorher in Zentimetern, so geht die MaBzahl des Inhalts 
in ihren 100-sten Teil uber, die MaBzahl der als Vektor abgetragenen 
Strecke aber nur in ihren 10-ten Teil, und eben so wird bei Inversion 
der Vektor das Vorzeichen wechseln, nicht aber die PlangroBe. 

Die freie PlangroBe und den freien Vektor kann man also nur dann 
vollig identifizieren, wenn man sich ein fUr all~ Male auf einen bestimmten 
Sinn des Koordinatensystems und eine bestimmte Langeneinheit fest
legt. Eine solche Beschrankung bleibt naturlich jedem einzelnen fUr 
seinen Gebrauch unbenommen, nur muB er sich ihrer Willkurlichkeit 
immer bewuBt bleiben, urn sich mit anderen verstandigen zu konnen. AIle 
diese Dinge sind, wk Sie sehen, auBerst klar und einfach, und doch 
muB man immer wieder auf sie zurtickkommen, da in der heutigen 
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Physik die historische Entwicklung vielfach eine gewisse Verwirrung 
zuruckgelassen hat. Ein Wort daher noch uber die Geschichte dieser 
Sachen. 

GraBmanns Ausdehnungslehre von 1844 hat wegen ihrer schon 
hervorgehobenen schwer lesbaren Darstellung auf unsere Physik und 
Mechanik sehr wenig eingewirkt. Viel mehr EinfluB hat uber Eng
land die von W. R. Hamilton in Dublin urn dieselbe Zeit inaugurierte 
Entwicklung gewonnen; Hamilton ist der Erfinder der Quaternionen, 
uber die ich in der Wintervorlesung ja ausfiihrlich gesprochen habel). 
Hier brauche ich nur zu erwilinen, daB er auch das Wort Vektor ge
schaffen hat fUr das, was wir freien Vektor nannten, wahrend er den 
Begriff des linienfluchtigen Vektors nicht ausdrucklich gebraucht. 
Ferner aber kennt er keinen Unterschied zwischen freier Plangrof3e ~md 
freiem Vektor, indem er eben von vornherein eiIJ.e bestimmte Festsetzung 
uber Sinn und MaBstab der Koordinaten getroffen denkt. Dieser Ge
brauch ist nun in die Physik ubergegangen, und man hat dort lange Zeit 
eigentliche Vektoren und PlangroBen nicht unterschieden. Freilich 
machte sich allmahlich bei feineren Untersuchungen doch die Not
wendigkeit einer Scheidung je nach dem Verhalten der gleichmaBig als 
Vektoren bezeichneten Gebilde gegenuber Inversionen geltend, und dazu 
hat man denn die Adj ektive "polar" und "axial" benutzt: Ein polarer Vektor 
iindert sein yorzeic_h:~~~L~f~gfl1:!:.tzg~~}i§JJ!]$.Q~JlH,1f,. miLy!,!serem ireien 
Vektor identisch, ein axialer iindert es nicht und stimmt daher mit unserer 
Treien Plangr1Jjieilbere{n-(W:oberW:iraufdie:-fiimenSion' '~f. 
Die'Physik-muJ3te also hier- und sie tut esnoch heUt'ein clen'UbHciien 
Darstellungen - hinterher eine gewissermaBen uberraschende Unter
scheidung konstatieren, die sich bei unserer allgemeinen Auffassung 
ganz naturgemaB von vornherein ergibt. Urn es zum SchluB noch ganz 
prazise an einem Beispiele auszusprechen: Die Aussage, daB die elek
!E~~~!?:.e}!:~_~~gll:I1.,g~~I·lP5)l~!.er Ve!<:to!)~!! bedeutet, daB sie durch 3 GraBen 
X, Y, Z gemessen wird, die sich riach der ersten Zeile unserer Tabelle 
(S. 48) transformieren; und daB die magnetische Feldstarke ein axialer 
Vektor ist, soIl besagen, daB ihre 3 Bestimmungsstucke sich nach 
dem Schema der letzten Zeile der Tabelle substituieren. Dabei lasse 
ich freilich noch dahingestellt, wie es mit der Dimension dieser Be
stimmungsstucke steht, denn das wurde uns zu weit in die physi
kalischen Einzelheiten hineinfUhren. 

Hamilton hat nun neben dem Wort Vektor auch das Wort Skalar 
geschaffen, das gleichfalls noch heute in der Physik eine groBe Rolle 
spielt. Ein Skalar ist nichts als eine Invariante gegenilber allen unseren 
Koordinatentransformationen, d. i. eine GroBe, die sich bei Anderungen 
des Koordinatensystems nicht oder nur urn einen Faktor andert. 1m 

1) Siehe Teil I, S. 64 ff. 

4* 
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einzelnen kann man danach versehiedene Sehattierungen des Skalarbegriffes 
unterscheiden. Betrachten wir zuerst als Beispiel den Raumteil oder 
T etr aederinhalt : 

Xl 

T=t 
X2 

X3 

X4 

Yl 

Y2 

Ya 

Y4 

Zl 

Z2 

Za 

Z4 

1 

1 

1 

1 

er geht, wie man leicht durch Rechnung bestiHigt, 

bei Verschiebung Drebung Inversion 

tiber in T T -T 

I Ma Bstabanderung 

Eine soIche GroBe, die bei Verschiebungen und Drehungen un
geandert bleibt, bei Spiegelung aber ihr Vorzeichen andert, nennt man 
einen Skalar zweiter Art, wahrend ein Skalar erster Art auch bei Inversion 
ungeandert bleiben solI. Dabei ist die aus der vierten Kolonne sich er
gebende Dimension wieder beiseite gelassen. 

Wir konnen leicht auch Skalare erster Art bilden; die ein
fachsten Beispiele sind X2 + y2 + Z2, wo X, Y, Z die Koordinaten 
einesfreien Vektors sind, und 22 + me2 + 9(2, wo 2, me, 9( die Koordi
naten einer freien PlangraBe sind. DaB diese GraBen in der Tat bei 
allen Bewegungen und Spiegelungen (nicht bei MaBstabanderungen) 
ungeandert bleiben, ist aus der Tabelle von S. 48 sofort zu entnehmen, 
wenn wir noch die Gleichungen (3) (S. 44) fUr die Koeffizienten der 
Drehung berftcksichtigen; es muB ihnen daher auch eine rein geometrische 
Bedeutung zukommen, und wir wissen in der Tat, daB sie das Quadrat 
der Lange des Vektors bzw. des Flacheninhalts des Ebenenteils dar
stellen. 

Wir wollen nun zusehen, wie man dureh Kombination aus gegebenen 
Grundgebilden (Vektoren und Skalaren beider Arten) weitere Gebilde der
selben Gattungen gewinnen kann. Zunachst ein ganz einfaches Beispiel: 
T sei ein Skalar zweiter Art, also etwa ein Tetraederinhalt, und X, Y, Z 
seien die Koordinaten eines polaren Vektors; wir betrachten das GraBen
tripel T· X, T· Y, T· Z. Bei Bewegungen werden sich diese drei 
GraBen genau so transformieren wie die Vektorkomponenten X, Y, Z 
selbst; bei Inversion aber bleiben sie ungeandert, da beide Faktoren 
das Zeichen wechseln. Also stellen die drei GraBen einen axialen Vektor 
dar, und ebenso erkennt man, daB man von einem axialen Vektor 2, 
me, 9( ausgehend einen polaren T· 2, T· me, T· 9( erhalt. 

Nun wollen wir 2 polare Vektoren Xl' YI , Zl und X~, Y;, Z2 
nehmen und allerlei charakteristische Kombinationen aus ihnen bilden, 
wobei wir zunachst rein analytisch verfahren. Wir untersuchen das 
Verhalten der neu gebildeten GraBen bei Koordinatentransformationen 
und schlieBen daraus, was fiir eine Art geometrischer GraBen sie vorstellen: 
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1. Wir beginnen mit den 3 Summen: 

Xl +X2, Y 1 + Y 2, Z1 +Z2; 

sie transformieren sieh offenbar genau in derselben Weise, wie die Vektor
komponenten selbst, und stellen daher einen neuen polaren Vektor dar, 
der mit jenen beiden gegebenen Vektoren in einer vom Koordinaten
systeme unabhangigen rein geometrisehen Beziehung steht. 

2. Die bilineare Kombination beider Vektorkomponenten: 

X I X 2 + Y1 Y2 + Z1 Z 2 

bleibt, wie die Reehnung ergibt, bei allen Bewegungen und Spiegelungen 
ungeandert und stellt also einen Skalar erster Art dar, der als solcher 
wiederum rein geometriseh sieh definieren lassen muE. 

3. Die 3 Unterdeterminanten der aus den Komponenten gebildeten 

Matrix: IX1 Y1 Z11 
X 2 Y2 Z2 

verhalten sieh, wie leicht auszureehnen, genau wie die Koordinaten 
einer freien Plangrope oder eines axialen Vektors; aueh dieser muE un
abhangig vom Koordinatensystem mit den gegebenen Vektoren ver
kniipft sein. 

4. Wir betraehten endlieh 3 polare Vektoren und bilden aus ihren 
9 Komponenten die Determinante: 

Xl Y1 Z1 
X 2 Y2 Z2 
X3 Y 3 Z3 

sie bleibt bei allen Bewegungen ungeandert, weehselt aber bei Spiege
lungen das Vorzeiehen, so daB sie einen Skalar zweiter Art definiert. 

1eh gebe nunmehr die geometrische Deutung dieser Gebildean; 
die Beweise werden Sie, naehdem einmal das Resultat ausgesproehen 
ist, sich leicht selbst erganzen k6nnen, wenn Sie 
nur immer von passend sP."iali~"t" LOS' d" k--:7 
Koordinatensystems ausgehen. 2 

Zu 1. Die. Deutung der ?ier definierten sog. lbb. 43. 
Summe der be~den Vektoren 1st allbekannt; la!3t . 
man die beiden Vektoren von demselben Punkt ausgehen, so stellt sie 
die Diagonale des von ihnen gebildeten Parallelogrammes, von jenem Punkt 
weg geriehtet, dar [Regel vom "Kriifteparallelogramm" (vgl. Abb. 43)]. 

Zu 2. Raben die Vektoren die Lange r1r r2 und 
bilden ihre Richtungen den Winkel rp (vgl. Abb. 44), 
so ist jene bilineare Kombination gleich r1 r2 cos rp. 

Zu 3. Wir betrachten wiederum ein Parallelo
gramm, dessen Seiten den Vektoren 1 und 2 parallel Abb.44. 
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sind, und denken es in dem dunh die A ufeinanderfolge der Richtungen der 
Vektoren 1 und 2 gegebenen Sinne umlaufen (vgl. Abb. 45); dann hat 

A:Q7 
1 

Abb.45. 

man eine vollstandig bestimmte freie Plan
groBe, und das ist gerade die oben durch ihre 
drei Koordinaten definierte. Ubrigens ist der 
absolute Betrag ihres Flacheninhaltes durch 
r i ' r2 \ sin!p \ gegeben. 

Zu 4. Verlegt man die 3 Vektoren an 
einen Punkt, so bilden sie 3 Kanten eines Parallelflachs (vgl. Abb. 46); 
sein Inhalt - mit einem geeignet bestimmten V6rzeichen - wird jenem 

J~-+----r 

1 

Abb.46. 

durch die Determinante definierten Skalar zwpiter 
Art gleich. 

Lassen Sie mich nun davon sprechen, in 
welcher Form diese Prozesse sonst in der Litera
tur auftreten, wo man nicht, wie wir es hier 
tun, die Untersuchung des Verhaltens gewisser 
analytischer Ausdriicke gegeniiber Koordinaten
transformationen, d. h. eine rationelle und ein

fache Invariantentheorie an die Spitze stellt. Man hat da in der Mechanik 
und Physik nach dem V organge von GraBmann und Hamilton eine 
besondere Sprechweise ausgebildet und redet von der sog. Vektor
algebra und Vektoranalysis, die jene Neubildung von Vektoren und 
Skalaren aus gegebenen Vektoren mit den elementaren Rechenope
rationen der gewohnlichen Zahlen vergleicht. 

Das erste ist, wie SChon angedeutet, daB man die unter Nr. 1 auf
geflihrte Operation schlechtweg als Addition der beiden Vektoren 1 und 2 
bezeichnet. Die Berechtigung dieser Benennung findet man in der 
Giiltigkeit gewisser formaler Gesetze, welche die Addition der gewohn
lichen Zahlencharakterisieren, so insbesondere des kommutativen und 
des assoziativen Gesetzes: Das erste besagt, daB die Definition der 
"Summe" unabhangig von der Reihenfolge ist, in der man die beiden 
Vektoren 1, 2 verwendet, das zweite, daB die Addition der Summe von 1 
und 2 zu einem Vektor 3 dasselbe Resultat ergibt, wie die Addition von 1 
zur Summe von 2 und 3. - In sehr viel freierer Weise hat man die unter 2 
und 3 definierten Operationen M ultiplikation genannt, und zwar unter
scheidet man sie als innere oder skalare (Nr. 2) und iiufJere oder vektorielle 
Multiplikation (Nr. 3). Hier trifft namlich die wichtige Eigenschaft zu, 
die man als Distributivitiit der Multiplikation in bezug auf die Addition 
bezeichnet und die in der Gleichung ada2 + aa) = a l a2 + a l aa ent
halten ist; in der Tat hat man ja fiir die innere Multiplikation: 

X I (X2 + Xa) + Y I (Y2 + Ya) +ZI(Z2 +Za) = (Xl X 2 + Y I Y 2 +Zl Z2) 

+ (XIXa + Y I Ya +ZIZa), 

und ahnHch einfach ist die analoge Eigenschaft flir die auBere Multipli-
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kation abzuleiten. Was die anderen formalen Gesetze der Multiplikation 
angeht, - ich habe in der letzten Wintervorlesung1) ausfiihrlich von 
ihnen gehandelt -, so will ich nur noch erwilinen, daB flir die inn ere 
MultipIikation auch das kommutative Gesetz gilt (a' b = b· a), flir die 
auBere aber nicht; denn die kleinen Determinanten der das auBere Pro
dukt definierenden Matrix wechseln bei Vertauschung der Vektoren 1 
und 2 ihr V orzeichen. 

Ich m6chte hier noch bemerken, daB man vielfach das auBere 
Produkt zweier polarer Vektoren schlechtweg als "Vektor" definiert, 
ohne seinen axialen Charakter hinreichend zu betonen. Natiirlich 
k6nnen wir auch sofort auf Grund der oben (S. 50) gegebenen allgemeinen 
Zuordnung die freie Piangr6Be durch einen Vektor ersetzen und erhalten 
folgende Regel: Das au[.Jere Produkt zweier Vektoren 1 und 2 ist ein 
Vektor 3 von der Lange r1r2 1 sin <p I, der auf der Ebene von 1 und 2 
senkrecht steht und so gerichtet ist, da[.J 1 zu 2 PI'odl.lkl' 

zu 3 liegt, wie die positive X-, y- und z-Achse ~1 
zueinander (vgl. Abb. 47). Man darf aber 
keinesfalls vergessen, daB diese Definition 
von der Art des Koordinatensystems und Abb.47. 

dem MaBstab ganz wesentlich abhangt. 
Warum sich diese Sprechweise der Vektoranalysis so eingebiirgert 

hat, kann ich nicht ganz verstehen; es mag aber wohl damit zusammen
hangen, daB vielen Leuten solche formale Analogien mit den gew6hn
lichen von alters her iibIichen Rechenoperationen groBes Vergniigen 
machen. Jedenfalls sind diese Namen flir die Vektoroperationen wenig
stens leidIich allgemein angenommen; was aber eine weitgehende Diver
genz der Meinungen hervorgerufen hat, das ist die Festlegung einer be-· 
stimmten symboIischen Schreibweise flir diese Operationen und ins
besondere fiir die verschiedenen Arten der Multiplikation. Ich habe 
Ihnen schon in der vorhergeheuden Vorlesung 2) erzahlt, wie weit man 
trotz aller Bemiihungen hier von einer Einigung entfemt ist. Unter
dessen hat man neuerdings auf dem MathematikerkongreB in Rom gar 
eine intemationale Kommission eingesetzt, die eine einheitliche Bezeich
nungsweise vorschlagen soli; aber ob auch nur innerhalb der Kommission 
iiberhaupt eine Einigung zustande kommen wird und ob dann die Gesamt
heit der Mathematiker solche Vorschlage auch annehmen wird, das muB 
man erst abwarten. Es ist nun einmal ungeheuer schwer, eine gi6Bere 
Zahl einzelner Menschen, die nur m6glichst bequem ihrer Gewohnheit 
folgen wollen, unter einen Hut zu bringen, wenn nicht die zwingende 
Gewalt einer Legislative oder materieller Interessen dahinter steht. -
Ich ziehe es hier vor, von der Bezeichnungsweise der Vektoranalysis gar 
nicht zu reden - sonst schaffe ich unversehens noch eine neue! 

1) Siehe Tell I, S. 10. 2) Tell I, S. 71. 
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Ich machte diesen Exkurs nicht abschlieBen, ohne mit allem Nach
druck darauf hinzuweisen, daB fUr unseren aligemeinen Standpunkt die 
Fragestellungen der gewohnlichen Vektoranalysis nur einen A usschnitt 
darstellen aus einer Fiille allgemeiner Probleme. Denn z. B. die linien
fliichtigen Vektoren, die gebundenen Plangro!3en, die Schrauben und 
Dynamen finden in der Vektoranalysis zunachst keine Beriicksichtigung. 
Aber auch sC.hon fUr das wirkliche Verstandnis der Operationen derVektor
algebra selbst ist es notwendig, sie in einem graBeren Zusammenhang zu 
sehen; erst dann kommt das ihnen innewohnende Prinzip, die Definition 
geometrischer GraBen durch ihr Verhalten gegen die einzelnen Arten recht
winkliger Koordinatentransformationen, klar zumAusdruck. - Was Lite
ratur zu ali diesen Fragen anIangt, so nenne ich Ihnen einmal die Arbeit, . 
in der ich letzthin unSer allgemeines Klassifikationsprinzip erneut darge
stellt und insbesondere auf die oben beriihrte Schraubentheorie angewandt 
habe: "Zur Schraubentheorie von Sir Robert Ball" 1), sowie andererseits die 
Enzyklopadiereferate von E. Timerding ("Geometrische Grundlegung der 
M echanik eines starren Korpers", Enz. IV, 2) und M. A braham ("Geometri
sche Grundbegriffe der Mechanik deformierbarer Korper", Enz. IV, 14). 

[Auch die in Romzur Vereinheitlichung der Vektorbezeichnungen 
eingesetzte Kommission hat, wie zu erwarten war, nicht den geringsten 
Erfolg gehabt. Auf dem folgenden internationalen KongreB zu Cam
bridge (1912) muBte sie erklaren, daB sie mit ihren Arbeiten nicht fertig 
geworden sei, und urn eine Verlangerung ihres Mandats bis zum nachsten 
KongreB bitten, der 1916 in Stockholm stattfinden sollte, aber infolge 
des Krieges nicht zustande kam. Ein ahnliches Schicksalscheint dem 
AusschuB fUr Einheiten und FormelgraBen (AEF genannt) beschieden 
zu sein. Dieser veraffentlichte 1921 einen Entwurf zur Bezeichnung von 
Vektorgn')Ben und weckte damit sofort auf vielen Seiten den scharfsten 
Widerspruch. Der Entwurf ist in Band I (1921) der Zeitschrift fUr an
gewandte Mathematik und Mechanik auf S. 421 f. abgedruckt, die Er
widerungen der Gegner im zweiten Bande (1922) derselben Zeitschrift. -
Die in der Vektorrechnung heute iiblichen Tetminologien entspringen 
historisch im wesentlichen zwei Quellen, dem Hamiltonschen Quater
nionenkalkul und der GraBmannschen Ausdehnungslehre. Die schwer 
lesbaren AusfUhrungen GraBmanns blieben, wie schon erwahnt wurde, 
den deutschen Physikern unbekannt; sie bildeten lange Zeit eine Art 
Geheimlehre enger mathematischer Kreise. Die Hamiltonschen Ideen 
dagegen drangen vor allem durch Maxwell in die englische Physik ein. 
In seinem "Treatise on Elektricity and Magnetism" (2 Bde., Oxford 1873) 
wahlt jedoch Maxwell fUr Vektorengleichungen fast durchweg die Kom
ponentendarstellung. Aus Furcht, nicht veFstanden zu werden, macht 

1) Zeitschrift fiir Mathematik und Physik 47, S. 237ff. und Mathematische 
Annalen. 67. S. 419. = F.Klein: Gesammelte mathematische Abhandlungen Bd. 1, 
S. 503 ff. 
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er von einer besonderen Bezeichnungsweise nur wenig Gebrauch, ob
wohl es nach seiner Meinung flir viele Zwecke der physikalischen Uber
legung wiinschenswert ist, die Einfiihrung der Koordinaten zu ver
meiden und von vornherein die Aufmerksamkeit auf einen Punkt im 
Raum anstatt auf seine drei Koordinaten und auf die Richtung und 
GroJ3e einer Kraft zu lenken statt auf ihre drei Komponenten. Das, was 
man heute die Vektorrechnung der Physiker nennt, geM auf die Arbeiten 
des englischen Telegrapheningenieurs Heaviside und des Amerikaners 
]. W. Gibbs zurUck. Der letztere gab 1881 seine "Elements of Vector
Analysis" heraus. Obwohl Heaviside sowohl wie Gibbs von Haus aus 
Hamiltonianer sind, nehmen beide in ihren Kalkul GraBmannsche Ideen 
auf. Auf dem Umwege iiber die Arbeiten dieser Autoren dringt nun die 
Vektorrechnung und damit GraBmannsche Ausdehnungslehre wie Hamil
tonscher Quaternionenkalkul in die deutsche Physik ein. Das erste Buch, 
welches in den Kreisen deutscher Physiker die Vektorrechnung bekannt 
machte, und zwar in der Art, wie sie Heaviside ausgestaltete, war die 
1894 erschienene "Einfiihrung in die MaxweHsche Theorie" von 
A. Fappl. - Bei GraBmann und Hamilton HiJ3t sich zunachst in der 
Hinsicht eine Ubereinstimmung konstatieren, daJ3 beide sich zum Ziele 
setzen, mit den geriehteten GraBen selbst zu operieren und erst spater 
zu den Komponenten iiberzugehen. Merkwiirdig ist, daJ3 beide die Be
deutung des Wortes "Produkt" verallgemeinern. Das mag damit zu
sammenhangen, daJ3 sie ihre Theorien von vornherein mit der Lehre 
von den mehrgliedrigen komplexen Zahlen verbinden (vgl. unsere Dar
steHung.der Quaternionentheorie in Bd. I, S. 64ff.). Sonst aber sind die 
Kunstausdriicke beider vollstandig verschieden, wie bereits ausgefiihrt 
wurde. Von GraB,!llanIl stammen die Bezeichnungen Linienteil, Ebenen
teil, PlangroJ3e, inneres und auBeres Produkt, wahrend von Hamilton die 
Worte Skalar, Vektor, skalares und vektorielles Produkt herriihren. 
Indem von den sonst strengglaubigen Jiingern GraBmanns die sehr 
zweckmaJ3igen Bezeiehnungen des Meisters zum Teil durch andere er
setzt werden, von den Physikern die bestehenden Terminologien ver
sehmolzen oder modifiziert werden, ebenso hinsichtlieh der Zeiehen, 
welche die einzelnen Operationen andeuten, die groJ3te Willkiir geiibt 
wird, en tsteh t sehlieBlieh eine selbst flir den F achmann groJ3e Un ii bersieh t -
lichkeit auf dem mathematiseh durehaus einfachen Gebiete. Ein dureh 
diesen Wirrwarr sieher hindurehflihrender Leitstern ist das auf 
S. 27 ausgesproehene Prinzip. N aeh ihm lassen sich die Theorien 
Hamiltons und GraBmanns so charakterisieren: Wahrend GraBmann in 
seiner "linealen Ausdehnungslehre" die Theorie der Invarianten betreibt, 
welche zur Gruppe der den Koordinatenanfangspunkt festlassenden 
affinen1) Transformationen gehoren, legen der spatere GraBmann in seiner 

1) 1m vorliegenden Buche werden diese Transformationen erst spater 
(vgl. S. 75f£') besprochen. 
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"vollstandigen Ausdehnungslehre" und Hamilton in seinem "Quater
nionenkalkul" ihren Betrachtungen die Gruppe der Drehungen zu
grunde. Dabei verfahrt Hamilton in durchaus naiver Weise; daB in 
der Auswahl der orthogonalen Gruppe eine Willktir liegt, weiB er nicht. 
Daneben kannen, wie bereits erlautert wurde, noch weitere Unter
schiede dadurch zustande kommen, daB die Inversion, d. i. die Spiege
lung der samtlichen Koordinatenachsen an dem Anfangspunkt, das eine 
Mal zugelassen, das attdere Mal als tiberfltissig weggelassen ist. Den 
ganzen Sachverhalt kann man sich am best en klar machen an den Be
griffen "auBeres Produkt" (freie PlangraBe), "Vektorprodukt" und 
"Vektor". Wer die Gruppe der orthogonalen Transformationen aus
wahlt, dabei aber die Inversion ausschlieBt, macht zwischen den drei 
GraBen keinen Unterschied. Daher stellt auch GraBmann in seiner "voll
standigen Ausdehnungslehre" die freie PlangraBe (das mit eineI11 Dreh
sinn versehene Parallelogramm) durch einen Vektor dar, den er die "Er
ganzung" der PlangraBe nennt und der vollstandig dem Vektor ent
spricht, welcher als das Vektorprodukt der Physiker bezeichnet wird. 
Wird aber die Inversion zugelassen, so sind "PlangraBe" und "Vektor
produkt" als gleichartige, aber yom "Vektor" verschiedene geometrische 
Gebilde aufzufassen. Dies entspricht der in der Physik tiblichen Unter
scheidung zwischen skalaren und axialen Vektoren. Geht man nun zur 
Gruppe der affinen Transformationen tiber, so kann man auch die 
GraBmannsche freie PlangraBe und das Vektorprodukt nicht mehr als 
geometrische GraBen von derselben Art bezeichnen.] 

V. Erzeugnisse der Grundgebilde. 
Damit ist das beendet, Was ich hier tiber die Elementargebilde der 

Geometrie sagen wollte, und ich habe nun noch tiber die hoheren Gebilde 
zu reden, die sich aus ihnen zusammensetzen lassen. Ich will das in histo
rischer Form tun. damit Sie ein gewisses Bild der Entwicklung der 
Geometrie in den verschiedenen J ahrhunderten bekommen. 

A. Bis zum Ende des 18. J ahrhunderts benutzte man als Elementar
gebilde im wesentlichen nur Punkte, andere kamen wohl gelegentlich, nie 
aber systematisch vor. Als Erzeugnisse von Punkten betrachtete man 
Kurven und Fliichen sowie allgemeinere aus Stticken verschiedener 
Kurven und Flachen bestehende Konfigurationen. Lassen Sie uns ganz 
kurz tiberlegen, wie mannigfach das damit bezeichnete Gebiet ist: 

1. 1m elementaren Unterricht und manchmal auch in der Anfangs
vorlesung tiber analytische Geometrie sieht es so aus, als ob sich die 
ganze Geometrie auf Gerade und Ebene, Kegelschnitte und Fliichen zweiter 
Ordnung beschrankte. Nattirlich ist das ein recht armlicher Standpunkt, 
und schon das Wissen der alten Griechenerstreckte sich zumTeifweifer 
auf einzelne hahere Kurven, die sie als "geometrische Orter" betrach-
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teten; freilich waren diese Dinge wohl noch nicht in den reguHiren 
Unterricht eingedrungen. 

2. Vergleichen wir damit den Stand der Kenntnis um 1650, als die 
analytische Geometrie mit Fermat und Descartes einsetzte. Man unter
schied damals geometrische und mechanische Kurven; erstere waren 
besonders Kegelschnitte, aber auch einzelne hohere Kurven der Art, die 
man heute algebraische Kurven nennt; mit der zweiten Benennung meinte 
man Kurven, die man durch irgendeinen Mechanismus definierte, z. B. 
Zykloiden, die durch das Abrollen eines Rades entstehen; sie gehoren 
meist zu den "transzendenten K urven". 

3. Beide Arten von Kurven ordnen sich dem Begriff der analytischen 
KJirpfL linter, den man spater aufstellte; das sind Kur~~I!' -d~ren 
K oordinaten,_~!~_~~?:~~.~na0!,ti~£he F u1l:ktio1!:!n.. ~i1'l;e,LECl!Jf1ttete?::t t.J •• !)." h ~ 
kurz~~~ .. !,ptel!z'n:ihel! in .L!).~ste1J~n lassen. 

4. Neuerdings hat man vielfach Betrachtungen iiber nic!!.t.analytische 
!iurven, angestellt, deren Koordinaten x = <p(t), Y = VJ{t) sich nicht 
mehr in Potenzreihen entwickeln lassen, z. B. stetige Funktionen ohne 
Differentialquotien:ten'Silli[lil'ermitTst dann ein allgemeinerer Kurven
begriff gegeben, von dem iene analytischen Kurven nur ein besonders ein
facher SPezialfall sind. 

5. Endlich ist in neuester Zeit durch die Entwicklung der Mengen
lehre, von der wir ja bereits 1) sprachen, noch ein friiher gar nicht 
gekanntes Objekt hinzugetreten, namlich die .'l!:ne11dlicbe'!L?un~t.!!tengen. 
Das sind Gesamtheiten von. unendlich Y,~ek1:t.J>u:11ktett .... ~:el!nktha.u.1eJl, 
die nicht ie~~de ei~~K~~~e 'biid~n ,a b~~ d()ch !)E.rch.~p. be?timm tes Ge
~~I~]~ii!li~iI.si~~-:-Will m~n·i~·~~s~rerkonkreten Anschauung etwas die
sen Punktmengen ungefahr Entsprechendes finden, so mag man z. B. an 
die MilchstraBe des Sternhimmels denken, in der man ja bei genauerem 
Hinsehen immer mehr Sterne erblickt - nattirlich ist bei diesem Bilde 
das exakte U nep.jlich<!~~1??t!"_a:\{!~}!.I>l!l!ktl!l~mg~!lt~hIe~<i\l.If!L gAs U ll
endlich d~E.b..p.pI9~iInationsmathematik ersetzt~ 

Ftir die mit dieser kurzen Aufzahlung umschriebenen Disziplinen, 
insbesondere die Infinitesimalgeometrie, die Punktmengenlehre, wird im 
Rahmen dieser Vorlesung leider kein Raum mehr bleiben, obgleich sie 
natiirlich gleichfalls wichtige Teilgebiete der Geometrie sind 2). Sie werden 
indessen in besonderen V orlesungen und Biichern haufig eingehend ge
lehrt, so daB wir uns hier mit diesem Hinweis auf ihre Stellung innerhalb 
der gesamten Geometrie begntigen konnen, um uns lieber ausfiihrlicher 
mit anderwarts seltener behandelten Dingen beschaftigen zu konnen. 

Vorher kniipfe ich jedoch an diese Aufzahlung gern eine Erorterung 
tiber den Unterschied zwischen analytischer und synthetischer Geome-

1) Vgl. Teil I. S. 271 ff. 
2) Uber diese Dinge wird Ed. III der Elementarmathematik einiges ent

halten. 
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trie, der ja in jene Gebiete immer wieder hineinspielt. Ihrer ursprting~ 
lichen Bedeutung nach sind Synthese und Analyse verschiedene Ar~ 
ten der Darstellung: Die Synthese beginnt mit den Einzelheiten und 
setzt daraus allgemeinere und schlieBlich allgemeinste Begriffe zu
sammen, die Analyse im Gegenteil stellt das Allgemeinste an die Spitze 
und zergliedert es fciner und immer feiner in seine Einzelheiten. Genau 
diesen Sinn hat auch der Dnterschied, der in den Bezeichnungen syn
thetische und ~nalytische Chemie zum Ausdruck kommt. Auch in der 
Schulgeometri~ redet man entsprechend von einer Analysis geometri
scher Konstruktionen: Man nimmt da an, das gesuchte Dreieck sei 
gefunden, und zergliedert nun die gestellte Aufgabe in einzelne Teil
aufgaben. In der hoheren Mathematik haben diese Worte aber merk
wtirdigerweise einen ganz anderen Sin,n. angenommen: Da ist die 
synthetische Geometrie die, welche die Figuren als solche ohne Hinzu
nahme von Formeln studiert, wiihrend die analytische Geometrie sich 
lwnsequent der nach Einjiihrung eines passenden Koordinatensystems 
hinschreibbaren Formeln bedient. Richtig verstanden besteht freilich 
zwischen beiden Arten von Geometrie nur ein gradueller U n(erschie~ 
je nachdem man mehr die Formeln oder mehr die Figuren voranstellt; 
analytische Geometrie, die ganz von geometrischer Vorstellung ab
strahiert, kann man kaum mehr Geometrie nennen, und die synthe
tische Geometrie kommt nicht weit, wenn sie nicht zum prazisen Aus
druck ihrer Resultate eine zweckmaBige Formelsprache heranzieht. 
Nach dieser Erkenntnis haben wir im vorigen gehandelt, wenn wir 
von Anfang an die Formeln benutzteri und dann nach ihrer geome
trischen Deutung fragten. 

Doch auch in der Mathematik neigen, wie tiberall, die Menschen 
zur Parteibildung, und so entstanden Schulen reiner Synthetiker und 
reiner Analytiker, die auf absolute "Reinheit der Methode" den Raupt
wert legten und die also einseitiger waren, als es die Natur der Sache 
vcrlangt. Da verloren sich denn die analytischen Geometer oft in ein 
blindes Rechnen ohne jede geometrische Vorstellung, wahrend die 
Synthetiker in einer gektinstelten Vermeidung jeder Formel alles Reil 
sahenund dabei doch schlieBlich nichts taten, als daB sie eine eigene, 
von der gewohnlichen abweiGhende Formelsprache entwickelten. Solche 
Dbertreibungen der zugrunde liegenden sachlichen Prinzipien in wissen
schaftlichen Schulen fiihren allemal zu einem gewissen Versteinerungs
prozefJ, und eine neue, die Wissenschaft wesentlich weiter fordernde An
regung kommt dann meist von "Outsidern". So haben hier in der 
Geometrie erst die Funktionentheoretiker z. B. den Dnterschied zwischen 
analytischen und nichtanalytischen Kurven klar herausgebracht, der 
weder bei den wissenschaftlichen Vertretern noch in den Lehrbtichern 
der beiden Schulen jemals hinreichend zur GeHung kam. Dnd ebenso 
haben erst, wie schon erwiihnt wurde, die Physiker die Vektoranalysis 
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in Gang gebracht, wenn sich auch die Grundbegriffe schon bei GraB
mann finden; ist doch in geometrischen Lehrbiichern heute noch von 
Vektoren als selbstandigen Dingen haufig kaum die Rede! 

Man ist verschiedentlich dafUr eingetreten, die Geometrie als selb
standigen Lehrgegenstand von der Mathematik abzutrennen und iiber
haupt die Mathematik fUr den Lehrbetrieb in ihre einzelnen Disziplinen 
aufzulosen; in der Tat hat man besonders an auslandischen Hochschulen 
eigene Professuren fUr Geometrie, Algebra, Differentialrechnung usw. ge
schaffen. Ich mochte aus den letzten Erorterungen gerade die Folgerung 
ziehen, daB sich die~~~~!J.t~I!.g_~s.2-~g~!:.. Schr~p~e...n nicht empf~eM1 
sondern daB nach Moglichkeit eine lebendige Wechselwirkung der ver
schiedenen in einer Wissenschaft zusammenwirkenden Interessenzweige 
zugelassen werden solI, indem jeder einzelne sich im Prinzip als Ver
treter der ge_s.~m!~~Mathem~.tik~ Ich rede sogar, derselben Idee 
folgend, auch moglichst lebendigen Beziehungen der Mathematiker zu 
den Vertretern der verschiedensten anderen Wissenschaften das Wort. 

Beenden wir damit diesen Exkurs und betrachten, der geschicht
lichen Entwicklung weiter nachgehend 

B. den gewaltigen I mpuls, den die geometrische F orschung von 1800 an 
erhielt, als die sogenannte neuere Geometrie in den Vordergrund trat. Wir 
nennen sie heute lieber projektive Geometrie, da in ihr die Operation des 
Projizierens - wir werden spater ausfUhrlich von ihr zu reden haben -
cine Hauptrolle spielt; die Bezeichnung "neuere" ist zwar heute noeh 
vielfach im Gebrauch, aber eigentlich unangebracht, da seither viele 
abermals "neuere" Tendenzen dazu gekommen sind. Als den erst en 
bahnbrechenden Forscher habe ich hier f. V. Poncelet zu nennen, 
der 1822 seinen "Traite des proprietes projectives des /igtfres"l) er
scheinen lieB. 

In der weiteren Entwicklung dieser projektiven Geometrie spielte 
auch wieder von vornherein der Unterschied zwischen synthetischer 'und 
analytischer Richtung eine Rolle; als Vertreter der ersteren nenne ieh 
von deutsehen Forsehern f. Steiner und Ch. v. Staudt, als Vertreter der 
letzteren neben A. F. Mobius vor allem f. PlUcker. Ieh lege Ihnen hier 
die Fundamentalwerke auch dieser Manner vor, die ja heute noeh 
lebendig nachwirken: Es sind Steiners "Systematische Entwicklung der 
Abhiingigkeit geometrischer Gestalten voneinander" 2) , Staudts "Geometrie 
der Lage" 3), Mobius', "Baryzentrischer Kalkttl"4) und cndlich Pliicllers 
"A nalytisch-geometrische E ntwicklungen" 5) . 

Soll ich nun die wichtigsten leitenden Gesichtspunktc diescr 
"neueren" Geometrie hervorheben, so nenne ich an erster Stelle 

1) 2. ed. Paris 1865/66. 
2) Berlin 1832 = Gesammelte Werke Bd. I (Berlin 1881), S. 229ff. Abge

druckt in Nr. 82 und 83 von Ostwalds Klassikern der exakten Wissenschaftcn. 
3) Nurnberg 1847. 4) Zitiert S. 17. 5) 2 Bde. Essen 1828, 1831. 
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1. als Hauptleistung von Poncelet die erstmalige Hervorkehrung 
des Gedankens, daB es dem Punkte gleichberechtigte Gebilde gibt, und 
zwar, daB innerhalb der Ebene dem Punkt die unbegrenzte Gerade, im 
Raume aber die unbegrenzte Ebene entgegengestellt werden darf, daB 
man in einem groBen Teile der geometrischen Satze stets das Wort 
"Punkt" mit "Gerade" bzw. mit "Ebene" vertauschen kann. Das ist 
die Aussage des Prinzips der Dualitiit. 

Poncelet kniipft seine Entwicklungen an die "Thiorie des polaires 
reciproques", die Polarentheorie der Kegelschnitte an. In bezug auf einen 
bestimmten Kegelschnitt gehort bekanntlich jedem Punkt peine Ge
rade 1l als Polare zu, die etwa als Verbindungsgerade der Beriihrungs
punkte der von p aus an den Kegelschnitt gehenden Tangenten definiert 

.1t ist (vgl. Abb. 48); umgekehrt gehOrt dann 
auch jeder Geraden 1l ein Pol p zu, und es be

,lJ steht die "Reziprozitatsbeziehung", daB die 
Polare 1l' eines auf 1l gelegenen Punktes p' 
durch p geh t. A us dieser speziellen durch einen 
Kegelschnitt bewirkten Zuordnung von Ge
raden und Punkten der Ebene sowie der ana-

Abb. 48. logen Beziehung von Punkten und Ebenen im 
Ra'Ume in bezug auf eine Flache zweiter Ord

nung erschloB nun Poncelet, daf3 man aUe Siitze der Geometrie, die sich 
nur auf Lageneigenschaften, daslneinanderliegen vonPunkten~"Geraden, 
Ebenen beziehen, in der-oben""beiezcJ;iiet"enWeise "dualisieren"darFEin 
beriihmtesBeispIerl~rdeI' Pascalsche5iitz iiber das dem KegelschnitEe 
eingeschriebeii"e" Sechseck, der durchDualisierung "in den Brianchonschen
Satz iiber das ihm-umgeschnebeneTangentensec:hsseit iibergeht~--'~-

2. In der-Folge hat man sehr bald das Dualii2itsprinzip tiefer auf
gefaf3t, indem man es von der Polarentheorie abloste und als einen A us
fluf3 des ganzen eigenartigen A ufbaues der projektiven Geometrie erkannte. 
Diese schone Systematik tritt zuerst bei Gergonne und Steiner auf; Sie 
miissen nur lesen, wie Steiner in der Vorrede seiner "systematischen Ent
wicklung"1) in begeisterten Worten schildert, wie erst die projektive Geo
metrie Ordnung in das Chaos der geometrischen Satze bringe und wie 
sich in ihr alles in natiirlicher Weise aneinanderreihe. 

Wir werden im Laufe dieser Vorlesung noch oft von dieser Syste
matik zu reden haben; einen kurzen Uberblick fiber sie mochte ich schon 
jetzt geben. Dabei wird das Prinzip der Dualitat darin zum Ausdruck 
kommen, daf3 in die Grundbegriffe und Grundsiitze ("Axiome") der Geo
metrie stets Punkt und Ebene bzw., wenn wir uns auf die Ebene beschriinken, 
Punkt und Gerade ganz symmetrisch eingehen, d. h. daB diese Axiome 
und also auch die aus ihnen logisch abzuleitenden Satze stets paarweise 

1) a. a. O. S. 233. 
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dualistisch sind. Die sogenannten "MaJlbeziehungen" der elementaren Geo
metrie wie Entfernung, Winkel usw. treten zunachst in dieser Systematik 
gar nicht auf; wir werden spater sehen, wie sie sich nachtraglich einordnen. 

Des naheren gestaltet sich der Aufbau so: 
a) Drei Arten von Gebilden werden als einfachste zugrunde gelegt: 

der Punkt, die (unbegrenzte) Gerade, die (unbegrenzte) Ebetie. 
b) Zwischen diesen Grundgebilden bestehen folgende Beziehungen 

(VerkniiPfungssiitze Mer "Axiome der Verkniipfung" genannt), deren 
ausnahmslose Giiltigkeit durch geschickte, spater noch naher zu erorternde 
Einfiihrung uneigentlicher (unendlich ferner) Elemente erreicht wird: 
2 Punkte bestimmen eine Gerade, 3 nicht zUfiillig in einer Geraden gelegene 
Punkte eine Ebene; 2 Ebenen bestimmen eine Gerade, 3 nicht d~trch eine 
Gerade gehende Ebenen einen Punkt. 

c) Wir bilden nun die hnearen Grundgebilde (d. h. diejenigen, die 
analytisch durch lineare Gleichungen definiert sind): 

I. Die Grundgebilde 1. Stufe aus je 001 Elementen: 
a) die Gesamtheit der Punkte einer Geraden: gerade Punktreihe. 
(J) Die Gesamtheit der Ebenen durch eine Gerade: Ebenenbiischel. 
y) Die Geraden durch einen Punkt in einer Ebene: (ebenes) Ge-

radenbiischel. 
II. Grundgebilde 2. Stufe aus je 002 Elementen: 

a) Die Ebene a1s Ort ihrer Punkte: Punktfeld. 
a') Die Ebene als Ort ihrer Geraden: Geradenfeld. 
(J) Die Ebenen durch einen festen Punkt: Ebenenbt'indel. 

(J/) Die Geraden durch einen festen Punkt: Geradenbiindel. 
III. Grundgebilde 3. Stufe von je 003 E1ementen: 

a) Der Raum als Ort seiner Punkte: Punktraum. 
(J) Der Raum a1s Ort seiner Ebenen: Ebenenraum. 

In diesem ganzen Aufbau tritt in der Tat iiberall vollkommene 
Dualitat zutage, und man kann auch von den damit gegebenen 
Grund1agen aus das ganze Gebaude der projektiven Geometrie auf zwei 
zueinander duale Arten auffiihren, indem man einmal von den Punkten, 
das andere Mal von den Geraden ausgeht, wenn es sich um die Geometrie 
der Ebenehandelt, oder von den Ebenen, wenn man Raumgeometrie treibt. 

3. Dieser Aufbau 1aBt sich wieder bequemer darstellen, wenn wir 
wei terhin den analytischen Weg einschlagen und dazu zunachst einmal 
zusehen, in welcher Form das Prinzip der Dttalitiit bei Pliicker erscheint. 
Man kann in der Ebene die Gleichung einer geraden Linie, wenn das 
konstante Glied nicht gerade Null ist, bekanntlich wie folgt schreiben: 

ux+vy+ 1 =0. 

Die Gerade ist bestimmt, wenn man die Werte der Koeffizienten u, v 
kennt, die iibrigens bei dieser Schreibweise ganz symmetrisch mit den 
laufenden Koordinaten x, y auftreten. Es ist nun Pluckers Gedanke, 
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diese U, v als"Koordinaten der Geraden" mit den Punktkoordinaten x, y 
als gleichberechtigt anzusehen und sie unter Umstanden statt dieser als 
variabel gelten zu lassen. -Bei dieser neuen Auffassung sind x, y feste 
Werte, und unsere Gleichung driickt die Bedingung aus, daB eine variable 
Gerade durch einen festen Punkt x, y geht: sie ist die Gleichung dieses 
Punktes in Geradenkoordinaten. SchlieBlich braucht man auch keines der 
beiden Gebilde in der Ausdrucksweise zu bevorzugen und kann ganz un
entschieden lassen, welches GroBenpaar man als konstant und welches 
man als variabel ansieht: dann stellt die Gleichung die Bedingung fur 
"vereinigte Lage" von Punkt und Gerade dar. Das 'Prinzip der Dualitat be
ruht nun darauf, dafJ jene Gleichung in x , y einerseits und u, vandererseits 
genau symmetrisch ist, und in dieser Eigenschaft liegt alles, was wit vor
hin als die in den Satzen der Verknupfung liegende Dualitat aussprachen. 

1m Ra1tme tritt natiirlich an Stelle der Geradengleichung die Ebenen
gleichung: 

ux+vy+wz+1 =0. 

Infolge dieser Betrachtungen kann man die Geometrie analytisch 
sowohl so entwickeln, daB man x, y, z, als auch so, daB man 1£, v, w 
als grundlegende Variable auffaBt, wobei sich die Worte Punkt und 
Ebene einfach vertauschen. So entsteht der bekannte doppelte Aufbau 
der Geometrie, den Sie in vielen Lehrbiichern in der Gestalt ausgepragt 
finden, daB links und rechts von einemvertikalen Striche die zueinander 
dualen Theoreme stehen. Weden wir rasch einen Blick auf die so ent
stehenden, immer einander dualen h8heren Gebilde, wodurch wir gewisser
maBen eine Fortsetzung des obigen in sich dualen Schemas der linearen 
Gebilde erhalten! 

Wir beginnen damit, daB wir x, y, z als bestimmte, nicht konstante 
Funktionen ({J, X, 'IjJ eines Parameters t auffassen. Durch die drei Funk
tionen wird dann eine Raumkurve dargestellt, die speziell (wenn die 
Funktionen ({J, X, 'IjJ identisch einer linearen Gleichung mit konstanten 
Koeffizienten geniigen) eine ebene Kurve sein kann, oder endlich (wenn 
sie zwei solche lineare Gleichungen befriedigen) in eine Gerade ausartet. 
Sehen wir ebenso u, v, w. als Funktionen von t an, so erhalten wir 
eine einfack unendliche A ufeinanderfolge von Ebenen, die wir uns am 
bequemsten durch die von ihnen umhiillte abwickelbare Flacke vergegen
wartigen. Als Spezialfalle erhalten wir hier erstens den, daB alle Ebenen 
durch einen Punkt gehen, d. h. daB sie einen Kegel umhiillen, und 
zweitens den, daB sie gar alle durch eine feste Gerade gehen. 

Betrachten wir zweitens x, y, z als Funktionen z wei e r Para
meter t, t', so erhalten wir eine Flache, die insbesondere in eine Ebene 
ausarten kann; das Duale dazu ist die Gesamtheit der zweifack un
endlick vielen eine Flacke umhullenden Ebenen, deren Ausartung das 
durch einen festen Punkt gehende Ebenenbundel ist. 
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Schreiben wir diese Ergebnisse in eine kleine Tabelle zusammen: 

x = cp (t) ) Kurve 
y = X (t) (ebene Kurve) 
Z = 1jJ (t) (Gerade) 

u = cp (t) 1 Abwickelbare 

v = X (t) (Kegel) 
w = 1jJ (t) J (Gerade) 

Flache 

X-m(tt')) - T' Fl" h 
I ac e 

y = X (t, t: (Ebene) 
Z = 1jJ (t, t) 

U-m(tt l
)) 

- T"' Fl" h 
I ac e 

v = X (t, t) (Punkt) 
w = 1jJ (t, t') 

Das gen uge als Beispiel eines so1chen dualen Schemas, wie man sie 
lange Zeit hindurch gem entwickelt hat. 

4. Bereits bei Plucker findet sich eine sehr wesentliche Weiterbildung 
dieses ganzen Ansatzes. Genau so, wie er die 3 Koeffizienten der Ebenen
gleichung als variable Ebenenkoordinaten ansieht, erfaBt er die Idee, 
ganz allgemein die Konstanten, von denen irgendein geometrisches Gebilde 
abhangt - z. B. die 9 Koeffizienten der Gleichung einer Flache zweiter 
Ordnung - als variable Koordinaten dieses Gebildes anzusehen und zu 
untersuchen, was irgendwelche Gleichungen zwischen ihnen bedeuten 
mogen. Von "Dualitat" im eigentlichen Sinne ist jetzt freilich 
nich t mehr die' Rede; sie beruhte auf der speziellen Eigenschaft det 
Ebenen- bzw. der Geradengleichung (S. 63 f.), symmetrisch in Koeffi
zienten und Koordinaten zu sein. 

Plucker selbst hat diesen Gedanken besonders fUr die Geraden des 
Raumes ausgefUhrt. Eine Raumgerade ist in Punktkoordinaten durch 
2 Gleichungen bestimmt, die Plucker in der Form schreibt: 

{ x=rz+e 
y=sz+o. 

Die 4 Konstanten r, s, e, 0 dieser Gleichungen werden als Koordinaten 
der Geraden im Raume zu bezeichnen sein; es ist leicht festzustellen, 
wie sie mit den fruher (S. 32f£') benutzten, nach dem GraBmannschen 
Prinzip aus zwei Punkten der Geraden hergeleiteten Bestimmungs
stucken X: Y : ... : N zusammenhangen. Nun betrachtet Plucker zu
nachst eine Gleichung f (r, s, e, 0) = 0 zwischen den vier Koordinaten; 
sie scheidet aus den samtlichen vierfach unendlich vielen Geraden drei
fach unendlich viele aus, deren Inbegriff er einen Linienkomplex nennt; 
den einfachsten Fall eines so1chen, den linearen Komplex, haben wir 
bereits fruher besprochen (S. 37f£'). Zwei Gleichungen f(r, s, e, 0) = 0, 
g (r, s, e, 0) = 0 bestimmen eine Linienkongruenz, wofiir manche auch 
Strahlensystem sagen; das erste Wort solI besagen, daB es sich urn die 
Geraden handelt, in denen die beiden Komplexe f = 0, g = 0 uber
einstimmen. Endlich wird durch 3 Gleicliungen / = g = h = 0 derselben 
Art eine einfach unendliche Schar von Geraden bestimmt, die eine ge
wisse Flache uberdecken, eine Linien- oder Regel/lache. 

K 1 e in, Elementarmathematik II. 5 
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Diese Darstellung hat Plucker in seinem Werke: "Neue Geometrie 
des Raumes, gegrundet aut die Betrachtung der geraden Linie als Raum
element"l) von 1868/69 gegeben; er starb, als die Drucklegung des ersten 
Teiles dieses Werkes fast beendet war, und ich durfte mir als sein 
damaliger Assistent die Sporen mit der Herausgabe des zweiten Teiles 
verdienen. 

Das allgemeine Pluckersche Prinzip, irgendwelche Gebilde als Raum
elemente, ihre Konstanten als Koordinaten zu verwenden, hat auch 
weiterhin zu interessanten Entwicklungen AniaB gegeben. So hat der 
hervorragende norwegische Mathematiker SoPhus Lie, der lange in Leipzig 
gewirkt hat, mit seiner Kugelgeometrie groBen Erfolg gehabt. Hier wird 
die Kugel als Raumelement benutzt, die wie die Gerade von 4 Para
metem abhangt. Ich erwahne femer noch aus spaterer Zeit Studys 
"Geometrie der Dynamen"2), wo an den uns bereits gelaufigen Begriff 
der Dyname eine ganze Reihe hierher gehoriger interessanter Unter
suchungen geknupft werden. 

C. tIber diese im vorigen behandelte "neuere Geometrie", die im 
Grunde doch auf der Hervorhebung der unbegrenzten Geraden und der 
unbegrenzten Ebene als Raumelement beruht, hinaus geht die von GrafJ
mann 1844 eingeleitete Entwicklung, die den beg r en z ten Linien
teil, Ebenenteil, Raumteil voranstellt und ihnen Komponenten nach dem 
"Determinantenprinzip" beilegt; wir haben ja ausflihrlich davon ge
sprochen. Das Schone daran ist, daB so den Bedurfnissen der 
Mechanik und Physik in ungleich wirksamerer Weise entsprochen 
wird, als es z. B. durch die Liniengeometrie und das Prinzip der 
Dualitat geschieht. 

Naturlich sind diese verschiedenen Richtungen keineswegs so scharf 
voneinander getrennt, wie ich das hier der besseren tIbersicht halber 
darstelle. In der Tat verhalt es sich nur so, daB Plucker mehr auf die 
unbegrenzte Gerade, GraBmann mehr auf den Linienteil Gewicht legte, 
wahrend bei jedem auch gelegentlich das andere Gebilde vorkommt. 
Namentlich Study konnte eigentlich ebenso wie in der vorigen Rubrik 
auch in dieser angeflihrt werden. 

Nun habe ich aber zu betonen, daB sich GraBmann keineswegs auf 
unmittelbar anwendbare Dinge beschrankt hat, vielmehr frei schaffend 
weit daruber hinausgegangen ist. Das wichtigste ist, daB er allgemein 
n Punktkoordinaten Xl' X2, ... , Xn statt dreier X, y, z einflihrte und so 
zur Geometrie des Raumes Rn von n Dimensionen aufstieg, deren eigent
licher Schopfer er ist. Nach seinem allgemeinen Prinzip betrachtet er 
in einem solchen hoheren Raume die Matrizen aus den Koordinaten 
von 2,3,. ", n + 1 Punkten,deren Unterdeterminanten ihm dann eine 
ganze Reihe fundamentaler, dem Linienteil und Ebenenteil entsprechen-

1) Abt. 1. 2. Leipzig 1868 u. 1869: 2) Leipzig 1903. 



Erzeugnisse der Grupdgebilde. 67 

der Grundgebilde des Rn liefem. Ich erwahnte schon, daB GraBmann 
die so entstehende abstrakte Disziplin als Ausdehnungslehre bezeichnete. 

Diese Auffassung des Rn hat in neuerer Zeit eine Erweiterung dahin 
erfahren, daB man unendlich viele K oordinaten Xl' X 2 , Xa , . .• in in/in. 
in Betracht zieht und demgemaB vom unendlich-dimensionalen Raume 
Roo spricht. DaB solche Betrachtungen einen Sinn haben, erkennen Sie, 
wenn Sie etwa an das Operieren mit Potenzreihen den ken : Eine Potenz
reihe ist festgelegt durch den Inbegriff ihrer unendlich vielen Koeffizien
ten und kann insofem durch einen Punkt im Roo gedeutet werden. 

Das Merkwiirdige und heute bei den Mathematikem allgemein An
erkannte ist dabei nur, daB eine solche geometrische Sprechweise bei n 
und sogar bei unendlich vielen Variablen einen wirklichen Nutzen ge
wahrt; die Uberlegungen werden dadurch viel lebendiger, als wenn 
man bei abstrakt analytischen Ausdriicken bleibt, und man eignet sich 
bald eine solche Gewandtheit im Gebrauche der neuen geometrischen Vor
stellungen an, als ob man in Rn oder Roo zu Hause ware. Was freilich 
in Wahrheit hinter dieser Erscheinung steckt, ob dabei gar eine 
natiirliche Veranlagung des Menschen zutage tritt, die nur durch die 
Begrenztheit unserer Erfahrung fUr gewohnlich allein in 2 und 3 
Dimensionen ausgebildet wird, das mogen die Psychologen und Philo
sophen entscheiden! 

Wenn ich Sie hier aber auch iiber die Rolle der Mathematik in der 
allgemeinen Kultur orientieren solI, so muB ich noch mit einem Worte 
die Wendung beriihren, die diese mehrdimensionale Geometrie 1873 
durch den Leipziger Astronomen Zollner erhielt. Hier liegt einer der 
seltenen Faile vor, daB eine mathematische Sprechweise ins allgemeine 
BewuBtsein iiberging - Redensarten mit der "vierten Dimension" ge
braucht ja heutzutage jeder Mensch. Diese Popularisierung der "vierten 
Dimension" ging von Versuchen aus, die der Spiritist Slate Zollner 
vormachte. Slate gab sich als ein Medium aus, das in direktem 
Verkehr mit den Geistem stiinde, und seine VorfUhrungen bestanden 
unter anderem darin, daB er Gegenstande verschwinden und wieder 
auftauchen lieB. Zollner glimbte an diese Experimente und stellte zu 
ihrer Erklarung eine physikalisch-metaphysische Theorie auf, die 
Verbreitung erlangt hat: Fiir das wirkliche physikalische Geschehen solI 
ein vier- oder mehrdimensionaler Raum in Betracht kommen, von dem 
wir kraft unserer Veranlagung aber nur einen dreidimensionalen Aus
schnitt X 4 = 0 wahmehmen konnen; ein besonders veranlagtes Medium, 
das etwa mit auBerhalb dieses unseres Raumes lebenden Wesen in Ver
bindung steht, kann beliebig Gegenstande aus ihm entfemen, die uns 
dann unsichtbar werden, oder sie wieder zuriickbringen. Man macht 
sich diese Verhaltnisse gem am Bilde von Wesen klar, die an eine zwei
dimensionale Flache gebunden sind und nur innerhalb dieser ihre Wahr
nehmungen machen konnen; man denke z. B. an die Lebensweise ge-

5* 
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wisser Tiere, etwa der Milben. Nimmt man aus der Flache, in der diese 
Wesen leben, einen Gegenstand fort, so scheint er fiir sie (so denkt man 
sich die Sache) ganzlich zu verschwinden, und ganz analog stellt sich 
Zollner Slates Experimente vor. Man hat sich vielfach die Existenz 
dieser zweidimensionalen Wesen naher ausgemalt; besonders amiisant 
ist das in einer anonym erschienenen englischen Schrift "Flatland"l) 
geschehen. Da schildert der Autor ganz genau das Aussehen einer zwei
dimensionalen Welt; die einzelnen Wesen unterscheiden sich durch ihre 
geometrische Gestalt, die urn so verwickelter ist, je hoher organisiert 
sie sind. Regulare Polygone sind die hochsten Wesen; die Frauen, von 
denen der Autor eine sehr geringe Meinung hat, haben einfach die Ge
stalt eines Striches, und so geht das weiter. 

Ich brauche hier wohl nicht ausdriicklich auszufiihren, daB die 
mathematisch aufgefaBte mehrdimensionale Geometrie mit Zollners 
metaphysischen Betrachtungen nichts zu schaffen hat; die Mathematik 
erweist sich hier, urn ein modernes Wort zu gebrauchen, als rein norma
tive Wissenschaft, welche die formal moglichen Verkniipfungen der 
Dinge betrachtet und ganz unabhangig von naturwissenschaftlichen 
oder metaphysischen Tatsachen besteht. 

Nach diesem Exkurs mochte ich nun noch etwas naher auf die 
hoheren Gebilde eingehen, die sich als Erzeugnisse der GrafJmannschen 
Elementargebilde - insbesondere der Vektoren - den im vorangehenden 
aufgefiihrten Erzeugnissen von Punkten, Ebenen usw. an die Seite stellen 
lassen. Wir kommen hier zu der weiteren Ausgestalt-ung der eigentlichen 
Vektoranalysis, die namentlich durch Hamilton ja eines der wertvollsten 
Instrumente der Mechanik und Physik geworden ist; ich lege Ihnen 
Hamiltons ins Deutsche iibertragene "Elemente der Quaternionen" 2) sowie 
die bereits friiher (S. 57) erwahnte "Vector A nalysis"3) des gleichfalls 
sehr verdienten Amerikaners ]. W. Gibbs vor. 

Der neue Gedanke, der hier namentlich zu den uns schon bekannten 
Begriffsbildungen von Vektor und Skalar hinzukommt, ist der, diese 
GrofJen an die Punkte des Raumes anzuknupfen: Man ordnet jedem 
Raumpunkte (x, y, z) einen bestimmten Skalar zu: 

5 = f(x, y, z) 

und spricht dann von einem S,~alarfeld; andererseits heftet man jedem 
Raumpunkte einen bestimmten Vektor an: 

X = <p (x, y, z) , Y = V' (x, y, z) , Z = X (x, y, z) 

und nennt die Gesamtheit dieser Vektoren Vektorfeld. 

1) A romance of many dimensions. Bya Square. London 1884. Der Autor 
verfolgt hier im Grunde den Zweck, die M5glichkeit einer mehrdimensionalen 
Geometrie begreiflich zu machen. 

2) Deutsch von P. Gian. 2 Bde. Leipzig 1882/84. 
3) Ed. by E. B. Wilson. New York 1901. 
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Hierdurch sind zwei der wichtigsten geometrischen Begriffe be
zeichnet, die man in der modemen Physik uberall benutzt; es genugt 
wohl, wenn ich durch ganz wenige Stichproben an ihre groBe Verbreitung 
erinnere: Die Dichte einer Massenverteilung, die Temperatur, die poten
tielle Energie eines kontinuierlich ausgedehnten Systems, immer als 
Funktion des Ortes aufgefaBt, sind Beispiele von Skalarfeldem. Das 
Kraftfeld, in dem an jedem Punkte eine bestimmte Kraft angreift, ist 
das typische Beispiel eines Vektorfeldes. Weitere Beispiele sind in der 
Elastizitatslehre das F eld der Verschiebungen eines defonnierten K6rpers, 
wenn man jedem Punkte die Strecke seiner Verschiebung zugeordnet 
denkt, ahnlich in der Hydrodynamik das Geschwindigkeitsfeld, endlich 
in der Elektrodynamik das elektrische und magnetische F eld, in dem 
jedem Punkte ein bestimmter elektrischer und ein magnetischer Vektor 
zugeordnet ist. Da man flir jeden Punkt den Vektor der magnetischen 
I<:<:;l<!s!arke, wel~l:le~ axi~~E~8:t:ur is_t,E1J!~~~gl~p~I~~:Y~~12! der elek
trischen Feldstarke zu einer Schraube zusammenfassen kann, laBt sich 
das elektromagnetisch-e Fera-a:-uc1i-aIs das BeIspIel emes Schrauben-
feldes deuten. -- ---.-.. ---,.----~ 

----- Hamilton hat nun gezeigt, wie man diese Felder in einfachster 
Weise den Methodender Differential- und Integralrechnung zuganglich 
machen kann. 

Dabei ist die eine zugrunde liegende Bemerkung die, daB die 
Differentiale: 

dx, dy, dz, 

deren Verhaltnisse eine Fortschreitungsrichtung durch einen Raum
punkt bestimmen, einen freien Vektor darstellen, d. h. daf3 sie sich bei 
Koordinatentransformationen wie freie Vektorkomponenten verhalten. Das 
folgt leicht daraus, daB sie durch Grenzubergang aus den Koordina1en 
einer kleinen, durch den Punkt x, y, z gehenden Strecke entstehen. 

Wichtiger, aber auch schwerer aufzufassen, ist die zweite Be-
a a a 

merkung, daf3 auch die Symbole der partiellen Differentiation a x ' a y '8z 
den Charakter von freien Vektorkomponenten haben, d. h. daB beim Ubergang 
zu einem neuen rechtwinkligen Koordinatensystem x', y', z' die neuen 

a a a 
Symbole ax" oy" oz' sich aus den alten ergeben wie die trans-

formierten Koordinaten eines Vektors (und zwar eines polaren 
Vektors). 

Das wird sofort deutlich, wenn wir die betreffende Rechnung fur 
eine Drehung des Koordinatensystems: 

Ix: = a1x + b1y + c1z 
(1) Y = a2 x + b2 y + c2 z 

Z' = aax + baY + caz 
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wirklich durchfiihren. Diese Drehungsformeln sind, wie wir friiher 
ausfiihrlich darlegten (5.44), dadurch charakterisiert, daB ihre Auf
losung einfach durch Vertauschung von Zeilen und Kolonnen des 
Koeffizientensystems erhalten wird: 

I x = a1x' + a2 y' + aaz' 
(2) y = bi x' + b2 y' + baz' 

z ~ cIx' + c2Y' + c3l. 
Haben wir nun irgendeine Funktion von x, y, Z, so konnen wir sie 
mittels (2) auch als Funktion von x', y', z' darstellen. und nach den be
kannten Regeln partieller Differentiation wird: 

a a ax a oy a oz 
ax'= ax ox'+ oy ox'+ ozox" 
a a ax a oy a fJz 

BY' = ax oy' + BY- fJy' + oz 2y" 
a 0.2 x 2 a y 0 a z 

2z' = ax az' + By az' + az oz'· 
Die Ableitungen von x, y, z nach x', y', z' kann man sofort aus (2) ent
nehmen und erhalt: 

a a a a 
fJ x' = a l fJ x + bi 2 Y + ci a z 

a a a a 
a y' = a2 a x + b2 a y + c2 a z 

2 iJ a a 
a z' = a3 a x + ba a y + Ca a z' 

und der Vergleich mit (1) ergibt in der Tat Dbereinstimmung mit den 
Transformationsformeln der Punktkoordinaten, also auch der Vektor
komponenten. 

Eine wesentlich einfachere Rechnung wiirde ebenso zeigen, daB bei 

Verschiebung des Koordinatensystems die 3 Symbole!..- !..- ~ sich ax' ay' oz 
iiberhaupt nicht andern, daB sie bei Inversion aber das Vorzeichen 
wechseln, womit die Behauptung bewiesen ist. Freilich haben wir dabei 
MaBstabanderungen nicht beriicksichtigt, d. h. auf die Dimension keine 
Riicksicht genommen; tun wir das noch, so ergibt sich, daB unsere 
Symbole die Dimension -1 haben, da die Differentiale der Koordinaten 

im Nenner auftreten. ( a a iJ) 
Mit diesem Hamiltonschen Vektorsymbol ax' ay '7iZ wollen wir 

nun die Operationen vornehmen, die wir friiher mit Vektoren vor
genommen haben. Ich schicke die Bemerkung voraus, daB man das 

a 
Resultat der Anwendung der Operation a x auf eine Funktion f (x, y, z), 
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also : ~ , symbolisch als Produkt von oOx und I bezeichnen kann, da die 

formalen Gesetze der Multiplikation, soweit sie fUr das Folgende in Be-

h k . b d d' D' 'b t' ·t··t(O(f+g) 01 + og) trac t ommen, ms eson ere Ie lstn u IVI a 0 = a- a-
f · d' Z 1 x x x ur lese usammensetzung ge ten. 

Es sei nun ein Skalarleld 5 = I (x , y, z) gegeben, und wir wollen im 
soeben festgelegten Sinne diesen Skalar mit den Komponenten des 
Hamiltonschen Vektorsymbols multiplizieren, d. h. wir bilden den Vektor: 

01 01 01 
ox' oy' az" 

Wir haben frtih(:;[ gesehen (S. 52), daB das Produkt eines Skalats in einem 
Vektor wiederum ein Vektor ist, und da beim Beweise dieses Satzes nur 
soIche Eigenschaften der Multiplikation heranzuziehen sind, die bei 
unserer symbolischen Multiplikation auch bestehen, folgt, daB jene 3 
partiellen Ableitungen des Skalarleldes einen Vektor delinieren, der noch 
vom Punkt x, y, z abhiingt, also ein Vektorleld; dieses Vektorleld hiingt 
mit dem Skalarleld in einer vom speziell gewiihlten Koordinatensystem 
unabhiingigen Weise zusammen. Man nennt dieses Vektorfeld, noch mit 
negativem Zeichen versehen, mit einem aus der Meteorologie stammen
den Worte den Gradienten des Skalarleldes. So finden Sie z. B. in den 
bekannten Wetterkarten der Zeitungen als Skalarfeld 5 den Luftdruck 
an jedem Orte dargestellt, indem die Kurven 5 = Konst. ausgezogen und 
die zugehorigen Werte von 5 angeschrieben sind; der Gradient gibt dann 
die Richtung der schnellsten Abnahme des Luftdruckes an und zeigt 
stets normal zu jenen Niveaukurven. 

Aus 3 Vektorkomponenten X, Y, Z kann man nun stets (vgl. S. 52) 
einen Skalar X2 + y2 + Z2 bilden; danach erhalten wir hier aus den 
Gradienten eines Skalars ein neues Skalarleld: 

(;~r + (:~r + (~~Y, 
das mit jenem und daher auch mit dem ursprunglichen Skalarfelde in 
einer yom Koordinatensystem unabhangigen Weise zusammenhangen 
muB. Dieser Skalar ist bekanntlich gleich dem Quadrat der Liinge des 
Gradienten oder, wie man sagt, gleich dem Quadrat des Geliilles des 
Skalarleldes I" 

Unter Anwendung desselben Satzes wollen wir weiter aus dem 

° 0 0 Vektorsymbol ° x' ° y , 0 z selbst einen symbolischen Skalar bilden, 

indem wir jede Komponente symbolisch mit sich selbst multiplizieren, 
d. h. die durch sie bezeichnete Operation zweimal anwenden.Das gibt 
dann die Operation: 02 02 02 

ox2 + oy2+ OZ2' 
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die also skalaren Charakter hat, d. h. bei Koordinatentransformationen 
invariant bleibt. "MuItiplizieren" wir dieses skalare Symbol mit einem 
Skalarfeld j, so ergibt sich notwendig wieder ein Skalarfeld: 

a2f o2j o2f 
a X2 + a y2 + a Z2 ' 

das mit jenem ersten in einer vom Koordinatensystem unabhangigen 
Weise zusammenhangt. Denkt man sich im Feld eine Flussigkeit 
stromen, deren Dichte anfanglich gleich 1 ist und deren Geschwindig
keit an jedem Orte durch den Gradienten von f gegeben sein soIl, so 
nimmt an jeder Stelle im ersten Zeitmoment dt die Dichte der Flussig
keit urn einen Betrag zu, der gleich jenem Skalar muItipliziert mit dt 

( eN 02f 02 f) 
ist. Man nennt daher - \ £}2 + 8 2 + Ti die Divergenz des Gradienten 
von f. x y cz 

Man bezeichnete fruher nach einer von Lame herruhrenden Aus
drucksweise ein Skalarfeld S = f(x, y, z) auch wohl als eine Punkt
funktion (fonction du point) und nannte dann das erste damit verbundene 

Skalarfeld (~:r + (~~r + (~:r den ersten Differentialparameter, das 

o2f 02f o2f 
zweite 0 x2 + 0 y2 + 0 ~2 den zweiten Differentialparameter. 

Wir wollen nun in ahnlicher Weise unser Vektorsymbol: , ::Jo , a 
u u oz mit einem gegebenen (polaren) Vektorfelde: x y 

X = f{J (x, y, z) , Y = X (x , y, z) , Z = 1p (x, y, z) 
kombinieren, und zwar mit Hilfe der beiden Arten von MuItiplikation 
zweier Vektoren, die wir kennengelernt haben: 

a) Durch innere M ultiplikation entsteht ein Skalar, der hier bei der 

bereits gelaufigen 
heiBen wird: 

Deutung der symbolischen 

ax BY oZ -+-+---ax oy oz' 

a 
Multiplikation mit 0 x 

Er ist natiirlich wiederum von x, y, z abhangig, stellt also ein skalares 
Feld dar, das mit dem gegebenen Vektorfelde in einer vom Koordinaten
system unabhangigen Beziehung steht ; es heiBt in dem vorhin definierten 
Sinne seine Divergenz. 

b) Die iiufJere M ultiplikation liefert die Matrix: 

aBo 
ax ay oz, 
X Y Z 

deren drei Determinanten zu lesen sind als: 
oZ ay ax oz 8Y ax 
ay-a;-' oz -ax' Tx-ay' 
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Sie definieren nach dem Friiheren. eine PlangrofJe oder einen axialen 
Vektor bzw. ein axiales Vektorfeld, und der Zusammenhang der beiden 
Vektorfelder ist wieder unabhangig von der Wahl des Koordinaten
systems. Nach Maxwell nennt man dieses Vektorfeld den Curl des ge
gebenen, wofur man in Deutschland wohl auch das auf die gleiche 
germanische Wurzel zuruckgehende deutsche Wort Quirt gebraucht; 
gelegentlich sagt man dafUr wohl auch Rotor oder Rotation. 

So haben wir jetzt durch systematische geometrische Untersuchung 
alledie GroBen erhalten, die der Physiker bei seinen Untersuchungen 
der verschiedensten Vektorfelder stets zur Hand haben muB. Es ist 
reine Geometrie, was wir hier treiben. Das muB ich urn so mehr betonen, 
als man diese Dinge vielfach als zur Physik gehorig ansieht und sie 
demgemaB in den physikalischen statt in den geometrischen Buchern 
und Vorlesungen behandelt. Das ist aber sachlich durchaus unbegrundet 
und nur als ein Residuum der historischen Entwicklung zu verstehen; 
denn die Physik muBte sich hier seinerzeit erst das Rustzeug schaffen, 
das sie notwendig brauchte und in der Mathematik nicht fertig vorfand. 

Es waltet hier dasselbe MifJverhiiltnis ob, auf das ich Sie schon 
im vorigen Semester auf dem~Gebiete-de; Analysis mehrfach aufmerk
sam machen muBte. Die Physik hat im Laufe der Zeit allerlei mathe
matische Bedurfnisse entwickelt und dadurch der mathematischen 
Wissenschaft vielfach auf3erst wertvoIle Anregungen gegeben. Der 
mathematische Unterricht aber, wie er besonders auf Schulen noch 
meisterteilt wird, -beriicksic-htigt diese -Ander~ngen -nicht; er geht in 
den alten '-selT]ahrhundert'en'elngefahrene;'Glefse;-weiter'f;;-~t~ 
uberlaf3t es --aerPhysi.K,· 'sldJ.lhre 'Hilfsmft.t.el··ffi'lihsamselbst zurech t
zumacilen~" ohwoll.C·Ill.m:'dele.P '.' gl.?:'t~~i.ll~~lr~~f .. y§@rt>ei tung einen 
viel geeigneteren Stoff abgeben wurde als die herkommlichen Gegen
Si:1inde~Sle sehen;'-meineHerren,allcll.-lm-geistigen Leben gibt es ein 
Tragheitsgesetz; alles geht auf seiner alten Bahn geradlinig weiter, und 
jeder Anderung, jedem Dbergang auf neue moderne Wege wird ein 
grof3er Widerstand entgegengesetzt. 

1ch verlasse damit den ersten Hauptteil, der uns die verschiedensten 
Arten geometrischer Gebilde, die Objekte der Geometrie, kennen gelehrt 
hatte. Nunmehr soIl uns eine besondere Methode beschaftigen, die fur 
die genauere Erforschung dieser Gebilde von groBter Bedeutung ist. 



Zweiter Teil. 

Die geometrischen Transformationen. 
Es ist eines der wichtigsten Kapitel der wissenschaftlichen Geo

metrie, das wir jetzt beginnen. In seinen Grundideen und seinen ein
facheren Teilen liefert es aber - und darauf mochte ich in <lieser Vor
lesung besonders hinweisen - auch fUr den Schulunterricht sehr an
regendes Material; sind doch die geometrisehen Trcrnsformationen 
sehlieBlich nichts als eine Verallgemeinerung des einfachen Fitnktions
begrittes, den unsere modernen Reformtendenzen durehaus in den 
Mittelpunkt des mathematischen Unterriehts stellen wollen. 

Ieh beginne mit der Behandlung der Punkttransformationen, we1che 
die einfaehste Klasse der geometrisehen Transformationen ausmaehen. Sie 
lassen den Punkt als Raumelement bestehen, d. h. sie ordnen jedem 
Punkte wieder einen Punkt zu - gegeniiber so1chen Transformationen, 
die den Punkt in andere Raumelemente, wie Gerade, Ebenen, Kugeln 
u. dgl. iiberfiihren. Ieh stelle aueh hier wieder die analytische Behandlung 
voran, da sie jeweils den genauesten Ausdruek der Tatsaehen gestattet. 

Das analytisehe Abbild einer Punkttransformation ist das, was die 
Analysis Einfuhrung neuer Veriinderlicher x', y', z' nennt, die als Funk
tionen der aIten Variablen x, y, z gegeben sind: 

i x' = cp (x, y, z) 
y' = X (x, y, z) 
z' = 1jJ (x, y, .'l'). 

Ein so1ches Gleiehungssystem kann man freilieh in der Geometrie auf 
zweierlei Arten, ieh moehte sagen aktiv und passiv, interpretieren: 
Passiv stellt es eine Anderung des Koordinatensystems dar, d. h. dem 
Punkte mit den Koordinaten x, y, z werden die neuen Koordinaten 
x', y', z' zugesehrieben. Von dieser Deutung haben wir bisher stets bei 
dem Studium der An'derungen des reehtwinkligen Koordinatensystems 
Gebrauch gemacht; fUr allgemeine Funktionen cp, X, 1jJ ist natiirlich in 
jenen Formeln dariiber hinaus aueh der Ubergang zu ganz andersartigen 
Koordinatensystemen, wie z. B. Dreieckskoordinaten, Polarkoordinaten, 
elliptischen Koordinaten u. dgl. einbegriffen. Demgegenuber hiilt die 
aktive Aulfassung das Koordinatensystem fest und gestaltet den Raum 
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um: Jedem Punkte x, y, z wird der Punkt x', y', z' zugeordnet, und da
mit ist tatsachlich eine Transformation der Raumpunkte gegeben; diese 
Deutung ist es, mit der wir uns im folgenden beschaftigen wollen. 

Die ersten Beispiele von Punkttransformationen werden wir diesen 
Er6rterungen gemaB nattirlich erhalten, indem wir die Formeln her
nehmen, die uns frtiher (S. 43 f.) - passiv aufgefaBt - eine Verschie
bung, Drehung, Spiegelung, MaBstabanderung des rechtwinkligen Ko
ordinatensystems darstellten, und sie nun aktiv deuten. Man 
tiberzeugt sich ganz leicht, daB die ersten beiden jener Formelgruppen 
eine Verschiebung des Raumes - als starres Gebilde aufgefaBt - bzw . 
. eine Drehung um 0 gegen das festgehaltene Koordinatensystem dar
stellen; die dritte Gruppe gibt eine Inversion der 
Raumpunkte am Null punkt 0 [jedem Punkt· x , y, Z 

wird der symmetrisch zu 0 gelegene -x, -y, -z 
zugeordnet (vgl. Abb. 49)J, die letzte endlich 
stellt eine sogenannte Ahnlichkeitstrans/ormation 1" 
des Raumes vom Nullpunkt 0 aus dar. 

Unsere eigentlichen Untersuchungen beginnen 

I' 

o 

Abb.49. 

wir nunmehr mit einer besonders einfachen Gruppe von Punkttrans
formationen, we1che die genannten Transformationen samtlich als 
Unterfalle umfaBt, mit derjenigen der a/linen Trans/ormationen. 

I. Affine Transformationen. 
Eine affine Transformation ist analytisch dadurch definiert, daB 

x', y', z' beliebige ganze lineare Funktionen von x, y, z sind: 

1 x: = a1 x + b1 y + c1 Z + d1 

(1) Y = a2 x + b2 y + c2' z + d2 

Z' = a3 x + b3 y + caz + d3 • 

DerName, der tibrigens auf Mobius bzw.Euler zurtickgeht, solI be
sagen, daB bei einer solchen Transfo:rmation unendlich fernen Punkten 
stets wieder unendlich ferne entsprechen, also gewissermaBen die "Enden" 
des Raumes erhalten bleiben; in der Tat ergeben die Formeln sofort, daB 
x', y', z' gleichzeitig mit x, y, z unendlich werden. Das ist ein Gegensatz 
zu den spater zu behandelnden allgemeinen projektiven Transforma
tionen, bei denen x', y', z' gebrochene lineare Funktionen von x, y, z 
werden und demgemaB gewisse im Endlichen gelegenen Punkte ins Un
endlichweite transformiert werden. In der Physik spielen diese affinen 
Transformationen unter dem Namen homogene Deformationen eine groBe 
Rolle; das Wort "homogen" bringt hier (im Gegensatz zuheterogen) die 
Unabhangigkeit der Koeffizienten von der betrachteten Raumstelle zum 
Ausdruck, das Wort "Deformation" erinnert daran, daB im allgemeinen 
die Gesstalt eines jeden K6rpers durch die Transformation geandert wird. 
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Die Transformation (1) kann man offenbar zusammensetzen aus je 
einer Versehiebung des Raumes urn die GraBen d1 , d2 , da parallel zu den 
3 Koordinatenrichtungen und der keine konstanten Terme mehr ent
haltenden homogenen linearen Transformation: 

Ix: = a1 x + b1 Y + c1 z 
(2) Y = a2 x + b2 y + c2 z 

z' = aax + baY + csz, 
we1che die Lage des Nullpunktes ungeandert laBt (zentroaffine Trans
formation) und die etwas bequemer zu untersuehen ist. Wir beginnen 
die Betraehtung dieses Typus (2) 

1. mit der Frage, wie es mit der Auflosbarkeit des Gleichungs
systems (2) steht. Wie die Determinantentheorie lehrt, kommt es dabei 
wesentlieh darauf an, ob die Determinante des Koeffizientensystems der 
Transformation: 

a3 b3 c3 

versehwindet oder nieht. Der erste Fall wird uns spater noeh besonders 
besehaftigen; vorlaufig nehmen wir L1 oF ° an. Dann ist (2) eindeutig IOs
bar, und zwar in der Form: 

(4) I
x = t4x' + b1y' + clz' 
Y = a;x' + bd + c;z' 
z == a~x' + baY' + caz' , 

wobei a~, ... , c; di~ dureh L1 dividierte Unterdeterminanten von L1 
se1bst sind. Es entsprieht also jedem Punkte x, y, z nieht nur einer, 
sondern aueh nur ein Punkt x', y', z', und der Dbergang von x', y', z' 
zu x, y, z ist wieder eine affine Transformation. 

2. Wir konnen nun fragen, wie sich die Raumgebilde bei diesen Affi
nitiiten verandern. Raben wir zunaehst eine Ebene: 

Ax+By+Cz+D=O, 
so ergibt sieh, indem wir die Ausdrueke (4) fUr x, y, z eintragen, als 
Gleiehung des entspreehenden Gebildes: 

A'x' + B'y' + C'z' + D' = 0, 

wo sieh die A;, ... , D' in gewisser Weise aus den A, ... , D und den 
Transformationskoeffizienten zusammensetzen. In Rinbliek auf Nr. 1 
entsteht dabei feder Punkt der zweiten Ebene aus einem passenden 
Punkt der ersten; einer feden Ebene entspricht also wieder eine Ebene. 
Da eine Gerade der Sehnitt zweier Ebenen ist, muf3 weiterhin notwendig 
ieder Geraden auch wieder eine Gerade entsprechen; Transformationen 
dieser letzteren Eigensehaft nennt Mobius Kollineationen, dasie die 
"Kollinearitat" dreier Punkte, d. h. die Eigensehaft, auf einer Geraden 
zu liegen, erhalten. Die lljjinitiit ist also gewif3 eine K ollineation. 
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Untersucht man ebenso eine Flache 2. Grades: 

AX2 + 2Bxy + Cy2 + ... = 0, 

so ergibt sieh, wenn wir vermoge der Gleichungen (4) x, y, z durch 
x', y', z' ersetzen, ebenfalls eine quadratische Gleichung, d. h. die Ajji
nitat juhrt iede Flache zweiten Grades wieder in eine solche und ebenso 
iede Flache n-ter Ordnung wieder in eine n-ter Ordnung uber. 

Es werden spater die Flachen besonderes Interesse haben, die einer 
Kugel entsprechen. Zunachst sind es nach dem vorigen Flachen 2. Gra
des, da die Kugel eine spezielle Flache dieser Art ist; da aber ferner aIle 
Punkte der Kugel im Endlichen liegen und daher keiner ins Unendliche 
geworfen werden kann, miissen es notwendig ganz im Endlichen gelegene 
Flachen 2. Grades, das heiBt Ellipsoide sein. 

3. Wir wollen nun zusehen, was aus einem jreien Vektor mit 'den 
Komponenten X = Xl - X 2 , Y = YI - Y2' Z = Zl - Z2 wird. Indem 
wir fUr die Koordinaten der Punkte 1 und 2 die Transformations
formeln (2) ansetzen, erhalten wir fUr die Komponenten X' = x~ - x~ , 
Y' = y~ - Y; , Z' = ~ - z; der en,tsprechenden Strecke l' 2' : 

IX: = al X + bi Y + c1 Z 
(5) Y = a2 X + b2Y + c2 Z 

Z' = a3 X + b3Y + c3Z. 

Diese neuen Komponenten hangen also nur von den X, Y, Z, nicht von 
den Einzelwerten der Koordinaten Xl' YI' Zl; X 2 , Y2' Z2 ab, d. h. samtlichen 
Strecken 1 2 mit den gleichen Komponenten X, Y, Z entsprechen Strek
ken 1'2' mit den gleiehen Komponenten X', Y', Z', oder mit anderen 
Worten: Jedem jreien Vektor entspricht bei der Affinitat wieder ein jreier 
Vektor. In dieser Aussage ist wesentlich mehr enthalten, als in der, daB 
jeder Geraden eine Gerade 
entsprieht. Nehmen wir 
namlich auf zwei parallelen 
Geraden gleiche und gleieh
gerichtete Abschnitte an, 
so stellen diese denselben 
freien Vektor dar, also 
miissen auch die ent- Abb. so. 
sprechenden Strecken einen 
und denselben Vektor darsteIlen, d. h. parallel, unter sich gleichgerichtet 
und gleich sein (vgl. Abb. 50). Jedem Systeme paralleler Geraden ent
sprechen also wieder par allele Geraden, und gleichen A bschnitten auf ihnen 
entsprechen gleiche Abschnitte. Diese Eigenschaften sind recht merkwiirdig, 
da - wie man sich leicht iiberzeugen kann - die absolute Lange einer 
Strecke und die absolute GroBe des Winkels zweier Geraden durch affine 
Transformation im allgemeinen geandert werden. 
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4. Betrachten wir jetzt zwei ungleich lange Vektoren auf derselben 
Geraden. Diese gehen bekanntlich durch Multiplikation mit einem Skalar 
auseinander hervor; da X', Y', Z' in den Formeln (5) homogene lineare 
Funktionen von X, Y, Z sind, unterscheiden sich auch die entsprechenden 
Vektoren lediglich durch genau den gleichen Faktor, und das heiBt, daB 
ihre Langen sich verhaIten wie die Langen der erst en Vektoren. Wir 
konnen das auch so aussprechen: Zwei in einer Affinitat einander ent
sprechende Geraden sind "ahnlich" aufeinander bezogen, d. h. entsprechende 
Strecken der beiden Geraden haben ie dasselbe Verhiiltnis. 

5. Endlich wollen wir noch zwei entsprechende Tetraederinhalte 
T = (1, 2, 3,4) und T' = (1', 2', 3',4') vergleichen. 

Es ist: 

x~ y~ ~ 1 alxl+blYl+clzl' a2x1+bV'1+c2z1, a3xl+b3Yl+C3Z1' 

6T'= x~ Y; 4 1 alx2+blY2+clz2' a2x2+b2Y2+c2z2' aax2+ b3Y2+C3Z2, 
x; y~ ~ 1 alx3+bIY3+clza, a~a+b2Ya+c2za, aaxa+baYa+caza, 
x~ y~ z~ 1 alx4+bIY4+clz4' a2x4+b2Y4+c2z4' aax4+baY4+CaZ4' 1 

oder nach Anwendung des bekannten MuItiplikationstheorems der 
Determinanten: 

a l bl CI 0 Xl YI Zl 1 

a2 b2 c2 0 x2 Y2 Z2 1 
6T'= 

aa ba ca 0 xa Ya za 1 ' 

0 0 0 1 x4 Y4 Z4 1 

der erste Faktor ist L1 , der zweite 6 T, so daB wir haben : 

T'=L1·T. 

Bei a/linen Trans/ormationen multiplizieren sich also alle Tetraeder
inhalte und so uberhaupt aUe Rauminhalte (als Summen von Tetraeder
inhalten oder Grenzwerten solcher Summen) mit einem konstanten Faktor, 
namlich der Substitutionsdeterminante L1. 

Diese wenigen Satze, die wir so aus der analytischen Definition der 
Affinitat gewonnen haben, reichen nun hin, urn uns eine durchaus an
schauliche geometrische Vorstellung von dieser Transformation zu ver
schaffen. Dabei hat sich ihre Ableitung einfacher gestaltet, als man sie 
sonst vielfach zu geben pflegt, da wir in dem Vektorbegriff das zu ihrer 
Darstellung richtige Hilfsmittel zur Hand hatten. 

Das deutlichste geometrische Bild der affinen Transformation er
haIten wir, Wenn wir von einer Kugel im Raum R der x, y, z aus
gehen; ihr wird, wie wir wissen, im Raume R' der x' , y' , z' ein Ellipsoid 
entsprechen. Betrachten wir nun ein System paralleler Sehnen der Kugel, 
so mussen diesen nach Nr. 3 auch parallele Sehnen des Ellipsoids ent
sprechen (vgl. Abb. 51). Ferner mussen, da entsprechende Punktreihen 
ahnlich sind (Nr. 4), den Halbierungspunkten der Kugelsehnen auch 
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die Halbierungspunkte der Ellipsoidsehnen entsprechen, und da jene 
auf einer Ebene liegen, mussen endlich wegen der Fundamentaleigen
schaft Nr. 2 auch diese auf einer Ebene liegen, die eine Diametral
ebene des Ellipsoids heiBt. Nun. enthalten bekanntlich alle DiametraI
ebenen der Kugel deren Mittelpunkt M, der jede durch ihn gehende 
Sehne (K ugeldurchmesser) halbiert; daher liegt der entsprechende 
Punkt M' (Mittelpunkt des Ellipsoids) in allen Diametralebenen und 
halbiert jede durch ihn gehende Sehne (Durchmesser des Ellipsoids). 

Es ist weiter von Wichtigkeit, zu sehen, was einem System von 
3 aufeinander senkrechten Diametralebenen der Kugel entspricht. Ein soI-
ches hat offenbar die charakteri- ~ 

stische Eigenschaft, daB jede der 3 
Ebenen die der Schnittgeraden der 
beiden anderen parallelen Sehnen 
halbiert. Diese Eigenschaft bleibt 
bei der affinen Transformation er
halten, und daher entspricht iedem 
der unendlich vielen Tripel von 
aufeinander senkrechten Diametral-

1(' 

Abb. 51. 

ebenen der Kugel ein Tripel von Diametralebenen des Ellipsoids von der 
Beschalfenheit, dafJ die der Schnittlinie irgend zweier der Ebenen parallelen 
Sehnen von der dritten Ebene halbiert werden. Solche drei Ebenen heif3en 
Tripel koniugierter Diametralebenen, ihre drei Schnittlinien Tripel kon
iugierter Durchmesser. 

Nun besitzt - ich darf das hier wohl als bekannt voraussetzen - ein 
Ellipsoid 3 sogenannte H auptachsen, das ist ein Tripel koniugierter Durch
messer, von denen ieder auf den beiden andern senkrecht steht. Ihnen ent
sprechen nach dem soeben AusgefUhrten vermoge unserer Affinitat in R 
drei aufeinander senkrechte Durchmesser der Kugel. Wir nehmen nun der 
Einfachheit halber an, daB die Mittelpunkte des Ellipsoids und der Kugel 
Koordinatenanfangspunkte in R' bzw. R sind und machen alsdann durch 
geeignete Drehung die genannten beiden senkrechten Achsentripel zur 
x'-, y'., z'· bzw. x- ,y., z-Achse in R' bzw. R; dabei bleibtes derWillkur 
uberlassen, ob wir uns den Raum oder das Koordinatensystem gedreht 
denken. Jedenfalls werden beide Operationen durch lineare homogene 
Koordinatensubstitutionen der fruher ausfiihrlich betrachteten speziellen 
Art dargestellt, und da die Aufeinanderfolge mehrerer linearer homogener 
Substitutionen stets wieder eine Substitution derselben Art ergibt, so 
werden die Gleichungen unserer R in R' iiberftihrenden Transformation 
auch in den neuen Koordinaten wieder von der Form (2) sein: 

x' = a1 x + b1y + c1 Z 

Y' = a2 x + b2 y + c2z 

Z' = aax + baY + caz. 
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Nun entspricht aber nach unserer Wahl des neuen Koordinatensystems 
der x-Achse die x'-Achse, d. h. fUr y = z = 0 ist stets auchy' = z' = 0; 
daraus folgt aber a2 = a3 = 0, und ebenso folgt auch bi = b3 = CI = C2 = 0 . 
J ede Affinitiit ist daher, abgesehen von passenden Drehungen, nichts als eine 
sog. "reine Attinitiit": 

(6) I x: = AX 
y =!1Y, 

I z = vz 

wobei 

oder, wie die Physiker sagen, eine reine homogene Deformation (englisch: 
pure strain). Den Inhalt dieser Gleichungen kann man offenbar 
in einfachster Weise geometrisch interpretieren: Der Raum wird 
parallel der x-Achse auf das A-tache ausgedehnt (bzw. komprimiert, wenn 
I A I < 1) und aufJerdem noch gespiegelt, wenn A < 0 und ebenso parallel 
den anderen beiden Koordinatenrichtungen auf das !1- bzw. v-fache,' wir 
konnen die reine Affinitat also kurz als gleichformige Streckung des Rau
mes nach drei zueinander senkrechten Richtungen bezeichnen und haben 
damit ein geometrisches Bild, wie man es anschaulicher kaum verlangen 
kann. 

Wollen wir schiefwinklige Parallelkoordinaten zulassen, so gestalten 
sich die Verhaltnisse noch einfacher. Wir nehmen im Raume R, ohne die 
Lage des Nullpunktes zu andern, irgendein beliebiges, recht- oder schief
winkligesAchsensystem x, y, z an und benutzen im R' die 3 diesenAchsen 
vermoge der Affinitat entsprechenden Geraden als Achsen eines - allge
mein zu reden - schiefwinkligen Koordinatensystems x', y', z'. Nun sind 
die Ubergangsformeln von rechtwinkligen zu schiefwinkligen Parallelkoor
dinaten bei festem Nullpunkt bekanntlich line are homogene Gleichungen 
von der Form (2), und da die Zusammensetzung solcher Substitutionen 
stets zu Substitutionen derselben Art fUhrt, mussen die Gleichungen der 
Affinitat auch bei Verwendung der soeben festgelegten schiefwinkligen 
Koordinaten die Gestalt (2) haben. Nach unserer Koordinatenbestim
mung fUhren sie aber die 3 Achsen von R in die von R' uber, und daher 
konnen wir durch genaue Wiederholung der vorhin angestellten Uber
legung schlieBen, daB die Gleichungen tatsachlich sich auf die zuletzt an
gegebene Form (6) reduzieren. Verwenden wir also (schiefwinklige) Paral
lelkoordinaten in bezug aut irgend zwei korrespondierende Achsentripel, so 
haben die Gleichungen der Attinitiit ohne weiteres diese einfache spezielle 
Form (6). 

1m AnschluB an un sere Erorterungen ergibt sich eine sehr schone 
Lasung der Aufgabe, einen Mechanismus zu tinden, mit dessen Hilfe man 
affin transformieren kann. Diese Aufgabe stellte ich im Wintersemester 
1908/09 in einer Vorlesung uber Mechanik. Die beste Lasung, sowohl im 
Hinblick auf den Grundgedanken als auch hinsichtlich der zweckmaBigen 
technischen Ausgestaltung des Mechanismus, brachte R. Remak. Das 
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von Remak benutzte kinematische Grundelement ist eine sog. "NUrn
berger Schere", d. i. eine Kette yon gelenkig verbundenen Staben, 
die eine Reihe von einander ahnlichen Parallelogrammen bilden. Die 
je zwei aufeinanderfolgenden dieser Parallelogramme gemeinsamen Eck
punkte 50' Sl' 52' ... durchlaufen dann bei allen Deformationen des 
Gelenksystems iihnliche Punktreihen auf ihrer Verbindungsgeraden g, 
der gemeinsamen Diagonale der Parallelogramme (vgl. Abb. 52). Bildet 
man aus drei solcher Scheren ein Dreieck, indem man sie an irgend
welchen der Eckpunkte 5 
gelenkig verbindet, . so 
wird sich das aus samt- ,g __ _ 
lichen Gelenkpunkten S So 

bestehende Punktsystem 
bei jeder Veranderung des 
gesamten Gelenksystems 

Abb.52. 

affin transformieren; man erkennt das unmittelbar (vgl. Abb. 53), in
dem man die Diagonalgeraden zweier der Scheren zu Achsen eines 
schiefwinkligen Koordinatensystems macht. Weitere Punkte, die gleich
zeitig derselben affinen Transformation unterliegen, erhalt man, in
dem man zwischen irgend zwei Gelenkpunkten des Dreiecks weitere 
Scheren derselben Art einspannt und deren Gelenkpunkte S betrachtet 
(in der Figur sind die Scheren durch ihre ~ 

Diagonalgeraden angedeutet). Nach diesem / \ 
Prinzip lassen sich die verschiedensten f Ja., 

/ I' 
ebenen und auch raumlichen Modelle affin </?)... 

/ I I \ veranderlicher Systeme aufbauen 1). 

Ich will hier nicht weiter auf die Dis-
kussion aller Eigenschaften der Affinitaten 
eingehen, sondern will Ihnen lieber zeigen, 
wozu man diese Transformationen gebrau
chen kann. 

l I I 1\ 
I I I I', 

l I ? P ~ 
I I I / /', 

rd----4----4---4r----4---....'Ii) 
Abb. 53. 

Zunachst ein Beispiel dafiir, \Vie sie ein ausgezeichnetes Hilfsmittel 
zur Ableitung neuer geometrischer Theoreme bilden; die oben erorterte af
fine Umwandlung der Kugel in ein Ellipsoid gestattet namlich, aus be
kann ten Eigenschaften der Kugel neue 5 iitze uber das Ellips01:d zu gewinnen. 
Konstruieren wir beispielsweise drei anf einander senkrechte Durch
messer der Kngelnnd in ihren Endpnnkten die 6 Tangentialebenen, so 
entsteht ein der Kugel umgeschriebener Wurfel yom Rauminhalt J = 8r3, 

wenn r der Kngelradius ist. Unsere affine Transformation fiihrt jede 
Tangentialebene der Kugel offenbar in. eine Tangentialebene des Ellip-

') Eine Reihe derartiger Modelle sind im Verlage der Firma Martin Schilling 
in Leipzig erschienen. Vgl. F. Klein und Fr. Schilling, Modelle zur Darstellung 
affiner Transformationen in der Ebene und im Raume. Zeitschrift fur Mathematik 
und Physik Bd. 58, S.311. 1910. 

K 1 e in, Elementarmathematik II. 6 
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soids iiber, und daher folgt mit Hilfe der besprochenen Satze, daB 
jenem \Viirfel des Raumes R im Raume R' ein dem Ellipsoid um
schriebenes Parallelflach entspricht, dessen Seitenflachen an den End
punkten dreier zueinander konjugierter Durchmesser beriihren und 

If den zugehorigen Diametralebenen par-EE allel . sind unddessen Kanten jenen 
Durchmessern beziiglich parallel sind. 
(In der Ebyne gilt Entsprechendes fUr 
Kreis und Ellipse; vgl. Abb. 54.) 
Diese SchluBweise laBt sich offen bar 
sofort auch umkehren: J edem dem 

Abb.54. 
Ellipsoide umschriebenen Pc:.rallel
flach der bezeichneten Art entspricht 

ein der Kugel umschriebener Wiirfel, da drei einander konjugierten 
Durchmessern des Ellipsoids drei aufeinander senkrecht stehende Kugel
durchmesser entsprechen. Nun wissen wir aber (S. 78), daB bei der 
Affinitat jeder Rauminhalt sich mit der Substitutionsdeterminante LI 
multipliziert, und daher gilt fiir den Inhalt eines jeden dem Ellipsoid 
umschriebenen Parallelflachs jener Art: 

J'=J·LI =8r3 .J. 

Diese Formel ist offenbar unabhangig davon, wie das Parallelflach 
liegt; das Parallelflach hat mithin immer denselben konstanten Raum
inhalt, gleichgiiltig zu we1chem Tripel konjugierter Durchmesser es 
gehort. Verwenden wir insbesondere das Hauptachsentripel, dessen 
Geraden rechte Winkel miteinander bilden, so erhalten wir ein recht
winkliges Parallelflach, dessen Inhalt offenbar 8 abc ist, wenn 
2 a, 2 b, 2 c die Langen der Hauptachsen sind. Damit haben wir jenen 
konstantenRauminhalt bestimmt, und unser Theorem lautet also schlieB
lich: Alle einem Ellipsoid IJmschriebenen Parallelflache. deren Seitenflachen 
drei einander konjugierten Diametralebenen parallel sind, haben ein und 
denselben Rauminhalt J' = 8 abc, u'enn a, b, c die Langen der hal ben 
H auptachsen sind. uin die Allgemeingiil tigkei t dieses Sa tzes fiir j edes Elli p. 
soid zu zeigen, hat man noch zu iiberlegen, daB sich jedes beliebige Ellipsoid 
aus einer Kugel durch affine Transformation erzeugen laBt. Das ergibt sich 
aber sogleich aus der Form (6) der Gleichungen der Affinitat; sie lassen 
namlich erkennen, daB die Achsen des aus der Kugel entstehenden Ellip
soides sich wie A.: ft: v verhalten, wobei 2, ft, v drei willkiirliche Zahlen sind. 

Wenn ich mich auf dieses kleine Beispiel fiir die Anwendungen der 
Affinitaten in der theoretischen Geometrie beschranke, so will ich nun 
urn so mehr betonen, daB die Affinitaten auch in der Praxis die groBte 
Bedeutung haben. 

Was da zunachst das Bediirfnis des Physikers angeht, so ist zu er
wahnen, daB die affinen Transformationen in der Elastizitiitslehre, der 
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Hydrodynamik, iiberhaupt in jedem Zweige der Mechanik der Kontinua 
eine grundlegende Rolle spiden. Ieh brauehe das wohl kaum naher zu 
erlautern. Denn wer sich nur einmal mit diesen Disziplinen besehaftigt hat, 
weiB ja zur Geniige, daB man es da immer, sowie man die Betraehtung 
auf hinreichend kleine Raumelemente besehrankt, mit homogenen line
aren Deformationen zu tun hat. 

Ausfiihrlieher will ich hier lieber die Anwendung auj das richtige 
Zeiclmen behandeln, das ja der Physiker ebenso wie der Mathematiker 
braueht. Soweit es sick da mn Parallelprojektionen 1zandelt, liegen niim
lick immer nur aiiine Transjormationen des Raumes zugnmde. Auf diesem 
Gebiete des riehtigen Zeichnens wird nun leider ungemein viel gesiindigt; 
Sie konnen sowohl in mathematisehen Biiehern bei del' Abbildung raum
licher Konfigurationen als aueh in 
Physikbiiehern bei der Darstellung 
von Apparaten ganz unglaubliehe 
Fehler finden. Besonders haufig trifft 
man, urn nur ein Beispiel zu nennen, 
daB bei del' Abbildung einer Kugel 
der Aquator als Kreisbogenzweieek 
(vgl. Abb. 55 links) gezeiehnet wird. 

Abb. 55. 

Natiirlieh ist das durehaus verkehrt; denn in Wahrheit mu13 er sieh, wie 
wir sogleich sehen werden, stets als Ellipse darstellen. 

Das Prinzip des geometrisch riehtigen Zeichnens besteht nun darin, 
daB die abzubildende Figur durch geradlinige Strahlen von einem Punkt 
aus auf die Zeichenebene projiziert wird. Am einfaehsten werden die 
Verhaltnisse, wenn man sich jenen Zentralpunkt ins Unendliehe hinaus
geriiekt denkt, d. h. die Abbildung durck ein paralleles Strahlenbiindel 
vollzieht; dies ist der Fall, der uns hier interessiert. Obrigens betreten 
wir mit diesen Erorterungen das Gebiet del' darstellenden Geometrie. 
Jeh will sie hier keineswegs systematisch vortragen, sonclern will 
Ihnen nur zeigen, wie sie sich in das 
Gebaude der allgemeinen Geometrie ein
ordnet. Daher werde ich aueh auf die 
Einzelheiten cler Beweise nieht immer ein
gehen konnen. 

Beginnen wir damit, die Abbildung 
einer ebenen Figur, d. h. die Projektion einer 
Ebene E auj cine andere E' vermoge eines 
Parallelstraklenbiindels zu untersuehen. Wir 
legen dazu den Koordinatenanfang 0 in die 
Schnittgerade von E und E' (vgl. Abb. ;6) Abb. 56. 

und diex-Achse in ihre Richtung; die y-Achse 

E 

legen wir in E beliebig, z. B. senkreeht zur x-Aehse, dureh 0 und be
stirn men die y'-Aehse als ihre dureh die Strahlen des projizierenden 

6* 
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Parallelstrahlenbiindels auf E' entstehende Projektion, so daB wir in E' 
gegebenenfalls ein schiefwinkliges Parallelkoordinatensystem haben. 
Dann stehen die Koordinaten zweier korrespondierender Punkte von E 
und E' in der Beziehung: 

x'=x 

y' = ft 'y, 

wo ft eine von der gegebenen Lage der Ebenen und des Parallelstrahlen
biindels abhiingige Konstante ist; es liegt also tatsiichlich eine attine Trans
formation vor. Der Beweis dieser Gleichungen ist so einfach, daB ich mich 
bei ihm kaum aufzuhalten brauche. 0brigens sind diese Gleichungen 
gegeniiber der allgemeinen Form (6) der Affinitiitsgleichungen insofern 
spezialisiert, als A. = 1, also x' gleich x ist. Das liegt natiirlich daran, 
daB die x-Achse Schnittgerade von Original- und Bildebene ist, also 
jeder Punkt auf ihr mit seinem Bilde zusammenfii.llt. Aile wesentlichen 
Eigenschaften unserer Abbildung erhalten wir sofort, wenn wir die 
friiher fiir den Raum abgeleiteten Satze fiir die Ebene spezialisieren; so 
entspricht z. B. jedem Kreis in E eine Ellipse in E' usw. 

Es liegt nun nahe, die 2tmgekehrte Frage aufzuwerfen: Kann man 
irgend zwei in gegebener Weise attin aufeinander bezogene EbenenE, E' in 
solche Lage zueinander bringen, dafJ die eine durch Parallelprojektion aus der 
anderen entsteht? Urn das zu entscheiden, gehen wir von einem beliebigen 
Kreise in E und der entsprechenden Ellipse inE' aus (wir konnten statt 
dessen auch zwei beliebige entsprechende Ellipsen verwenden). Es ent
spricht dann dem Kreismittelpunkt M der Ellipsenmittelpunkt M' (vgl. 
Abb. 57). Wir legen nun den Kreis vonE in die Ebene E' mit dem Zentrum 
nach 1\;1', so wird er die Ellipse entweder in 4 Punkten schneiden oder 

Abb. 57. 

keinen Punkt mit ihr gemein 
haben. Den 0bergangsfall 
der Beriihrung wollen wir 
hier der Einfachheit halber 
nicht ausdriicklich beriick
sichtigen. 

Im ersten F alle, den 
die Abbildung zeigt, be
trachten wir die beiden 

Ellipsendurchmesser A' A~ und B' B~, die durch die 4 in E' liegenden 
Schnittpunkte hindurchgehen; ihnenentsprechen vermoge unserer Affini
tat zwei Kreisdurchmesser AAI und BBI in E, denen sie - so haben wir 
sie ja konstruiert - obendrein noch gleich sind. Daher sind nach einer all
gemeinen Eigenschaft der Affinitiiten (Nr. 4, S. 78) iiberhaupt ent
sprechende Strecken auf den Geraden AAI und A' A~ bzw. BBI und B' B; 
gleich. Legen wir nun die Ebene E so auf E', daB M nach M' fant und 
eines dieser Geradenpaare, etwa AAI und A'A~, zusammenfallen, und 
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drehen E urn diese Gerade als Achse in den Raum hinaus, so haben wir 
eine affine Transformation der beiden Ebenen, bei der jeder Punkt der 
Schnittgeraden sich selbst entspricht. Man kann dann leicht zeigen - ich 
fiihre wiederum den Beweis nicht im einzelnen aus -, daB, gleich
giiltig welchen Winkel die Ebenen bilden, die Verbindungslinien ent
sprechender Punkte samtlich untereinander parallel sind, d. h. dap 
sich die Ajjinitat der Ebenen in der Tat durch Parallelprojektion er
zeugen lapt. 

Schneidet aber unser Kreis die Ellipse nicht, d .. h. ist sein Radius 
kleiner als die kleine oder groBer als die groBe Halbachse der Ellipse, so 
werden - in der Sprache der Analysis - jene beiden gemeinsamen 
Durchmesser imaginar, und fiir den Zeichner sind sie iiberhaupt nicht 
vorhanden; die ganze Konstruktion ist unmoglich. Dann bleibt; wenn 
man doch zu einer Herstellung durch Parallelprojektion gelangen will, 
nichts iibrig, als eine Ahnlichkeitstransformation zu Hilfe zu nehmen und 
den Kreis so weit zu vergroBem oder zu verkleinern, bis der vorige Fall 
eintritt; solche A.hnlichkeitstransformationen verwendet man ja als 
"Umzeichnen des Bildes in einen anderen MaBstab" beim Entwerfen von 
Bildem ohnehin stets. Wir gelangen so schlieBlich zu dem Haupttheorem, 
dap sich jede affine Verwandtschajt zweier Ebenen auf unendlich viele ver
schiedene Weisen durch Kombination einer .Ahnlichkeitstransjormation 
und einer Parallelprojektion herstellen lapt. 

Viel interessanter und wichtiger als diese Abbildung einer Ebene auf 
eine andere ist'das Problem der Abbildung des ganzen Raumes auf eine 
Ebene durch Parallelprojektion, zu dem wir jetzt iibergehen; wir wollen 
dabei, urn Weitlaufigkeiten zu vermeiden, von vomherein eine VergroBe
rung oder Verkleinerung des Bildes durch A.hnlichkeitstransformation stets 
mit zulassen. So entsteht das in der darstellenden Geometrie als Axono
metrie bezeichnete Verfahren, das in der Praxis eine auBerordentlich be
deutende Rolle spielt. Jede Photographie ist nahezu eine axonometrische 
Abbildung, wenn der abgebildete Gegenstand nur hinreichend weit vom 
Apparat entfernt war (genau genommen ist sie eine Zentralprojektion) ; 
vor allem aber wird die genaue Axonometrie in den meisten Fallen be
nutzt, wenn man raumliche geometrische Figuren, physikalische Appa
rate, Architekturteile u. dgl. abbilden will. Sehr interessante Beispiele 
von allen moglichen solchen axonometrischen Darstellungen, die auch 
fUr den Unterricht unmittelbar brauchbar sind, finden Sie in dem 
Leitfaden der Projektionslehre von C. H. Muller und O. Pressler!); da 
sehen Sie z. B., wie man eine Tangentenbussole, einen Trommelanker, 
Kristalle der verschiedensten Art oder, um noch Beispiele aus einem 
ganz anderen Gebiet, der Biologie, anzufiihren, Zellgewebe, einen Bienen
stock und vieles andere axonometrisch richtig zeichnet. 

') EinObungsbuch der konstruierenden Stereometrie. Leipzig 1903. 
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Lassen Sie mich nun sogleieh den Satz angeben, der diese Axono
rnetrie mit unsern vorhergehenden Erorterungen fiber Affinitaten in Zu
sarnmenhang bringt: Die Abbildung des Ra·/<,'11z,cs vermittels Parallel
projektion und Ahnlichkeitstransformation (Axonometrie) auf eine Ebene 
wird analytisch durch eine affine Trans/ormation mit v er s c It w in -
dender Delerminante dargestellt: 

( x'~a,x+b,Y-H" a l bi c1 

(1) y' = a2 x + b2 y + C2%, wobei: 11 = a2 b2 c2 =0. 
Z' = a3 x + b3 y + (aZ a3 ba c3 

Das ist also gerade del' Ausnahmefail, dessen Behandlung wir uns noeh 
vorbehalten hatten. Sie sehen, wie wiehtig diese "ausgearteten" Trans
forrnationen sind, die man leider vielfach ungebiihrlich vernachlassigt. 
Es gilt weiter auch die Urnkehrung, daB jede solche Substitution mit 
11 = 0 eine axonometrische Abbildung ergibt. Dabei sollen allerdings nieht 
etwa gar aile Koeffizienten del' Substitution odeI' aueh nul' aIle Unter
determinanten zweiter Ordnung aus ihnen verschwinden; denn dann wfir
den sieh noeh weitere Ausartungen ergeben, die ieh hier fibergehen darf, 
da sie leicht naeh dem folgenden Muster untersueht werden konnen. 

Uberzeugen \vir uns, um den Beweis unserer Behauptung zu fUhren, 
zunaehst, daf3 tatsiichlich alle durch (1) gelieferten P1mkte x', y', z' (t1'j,r 
beliebige x, y, z) in einer Ebene liegen, d. h. daB es drei Zahlen kl' k2' k3 
gibt, so daB identiseh in x, y, z: 

(2) 

Diese Id entitat ist narnlieh vermoge (1) aquivalent mit den 3 homogenen 
linearen Gleiehungen: 

(2') I, kial + k2 a2 + kaaa = 0 

k1 b1 + k2 b2 + kab3= 0 

ki C1 + k2 (2 + k3 C3= 0, 

und diese bestimmen bekanntlieh gerade dann die Verhaltnisse ki : k2 : k3 
eindentig, wenn die Koeffizientendeterminante A versehwindet, ohne 
daB alle 9 Unterdeterminanten Null sind. Daher liegen tatsaehlieh alle 
Bildpunkte x', y', z' in del' d ureh die Gleichungen (2') bestimmten 
Ebene (2). 

\-Vir wollen nun im Raume R' ein neues rechtwinkliges Koordinaten
system derart einfUhren, daB die Ebene (2) zur x'-y' -Ebene (z' = 0) 
wird. Dann muB jedem Punkte von Rein Punkt aus z' = 0 entspreehen, 
und die Gleiehungen unserer Affinitat haben daher in den neuen Koor
dinaten notwendig die Form: 

I x'=A1x+B1y+C1Z 

1 Y'=A,2X+B2Y+C2Z 
z' = o. 
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Hierbei sind die 6 Konstanten AI' ... , C2 durcka~ts willkiirlick, da wegen 
der speziellen Form der letzten Zeile die Substitutionsdeterminante 
ohnehin verschwindet; nur dlirfen deren 3 Unterdeterminanten nicht 
samtlich verschwinden (d. h. es darf nicht AI: B1 : C1 = A2 : B2 : C2 

sein) , da sonst die anfangs ausgeschlossene weitere Ausartung vorliegt. 
Ich will nun den Beweis, daB die so analytisch definierten Abbil

dungen des Raumes R auf die x' -y' -Ebene E' geometrisch tatsachlich 
mit den oben definierten axonometrischen Projektionen identisch sind, 
in einzelnen Schritten darstellen, indem ich zugleich die Hatipteigen
schaften dieser Abbildung (3) ahnlich wie frliher (S. 7Sf£.) die der 
Affinitaten mit nichtverschwindender Determinante entwickele: 

1. Zunachst ist klar, daB jedem Punkte x, y , z des R eindeutig ein 
Punkt x', y' inE' entspricht. Geben wir umgekehrt einen Punkt x', y' in 
E', so besagen die Gleichungen (3), daB der entsprechende Punkt x, y ,z 
in R auf 2 bestimmten Ebenen liegt, deren Koeffizienten unserer Annahme 
nach nicht proportional sind und die daher eine im Endlichen gelegene 
Schnittgerade haben; die samtlichen Punkte dieser Geraden mlissen in 
unserer Transformation dem gegebenen Punkte x' , y' entsprechen. Variie
ren wir nun x', y', so verschieben sich jene beiden Ebenen je parallel mit 
sich selbst, da die Koeffizienten AI' B l , C1 bzw. A 2, B2, C2 ungeandert 
bleiben. Also bleibt auch ihre Schnittgerade sich selbst parallel, und wir 
haben das Resultat, da/3 jedem Punkte von E' die samtlichen Punkte je 
einer von zweitach unendlich vielen Parallelgeraden in R entsprechen. 
Hierin ist der Zusammenhang unserer Abbildung mit der Parallelpro
jektion des Raumes bereits angedeutet. 

2. Genau wie unter Nr. 3 (S. 77) bei der allgemeinen AffinWi.t 
finden wir jetzt fUr die Komponenten der einem freien Vektor X. Y, Z 
von R entsprechenden Strecke X', Y' in E' die Formeln: 

1 
X:=A1X+B1Y+C1Z 

(4) Y = A 2 X + B2 Y + C2Z 
Z' = O. 

Das besagt aber wiederum, da/3 jedem freien Vektor in Rein freier Vektor 
X', Y' der Bildebene E' entsprickt, oder genauer: Verschiebt man eine 
Strecke im Raume R irgendwie parallel mit sich unter Aufrechterhaltung 
ihrer GroBe und ihres Sinnes, so bewegt sich die entsprechende Strecke in 
der Ebene E' gleichfalls parallel mit sich und behalt ihre Lange und ihren. 
Sinn bei. 

3- Wir betrachten speziell den Einheitsvektor X = 1, Y = Z = 0 auf 
der x-Achse, der yom Punkte 0,0,0 nach dem Punkte 1,0,0 geht. 
Ihm entspricht in E' nach (4) der Vektor: 

X'=A 1 , Y'=A 2 , 

der yom Anfangspunkte 0' nach dem Punkt mit den KoordinatenA1 , A2 
geht. Genau ebenso entsprechen den Einheitsvektoren der y- und z-Achse 
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die beiden Vektoren von 0' nach den Punkten B 1 , B2 bzw. C1 , C2 • Diese 
drei Vektoren in E' - nennen wir sie kurz (A), (B), (C) (vgl. Abb. 58) -
konnen nun ganz beliebig angenommen werden, denn sie legen durch 
die Koordinaten ihrer Endpunkte gerade die willkiirlichen 6 Para
meter der Mfinitat (3) fest, so daB durch sie die Abbildung voll

0' 
Abb. 58. 

kommen bestimmt ist; nur diirfen sie 
nicht etwa aUe drei in die gleiche Gerade 
fallen, und wir wollen uns der Ein
fachheit halber vorstellen, daB auch 
keine zwei yon ihnen in einer Geraden 
liegen. Die 3 Einheitsvektoren aut den 
Koordinatenachsen von R werden also -

das ist das Resultat - auf 3 beliebige Vektoren durch den Anfangspunkt 
0' in E' abgebildet, die ihrerseits die Attinitiit voUkommen bestimmen. 

4. Urn nun auch geometrisch die Abbildung aus {A), (B), (C) herzu
stellen, geheri wir zunachst von irgendeinem Punkte p (x, y, z = 0) der 
x-y-Ebene aus; wir erhalten den Vektor von 0 nach p, indem wir den 
Einheitsvektor der x-Achse mit der skalaren Zahl x und den der y-Achse 
mit der Zahl y multiplizieren und die Produktvektoren addieren (vgl. 
Abb. 59). Diese Konstruktion konnen wir aber sofort auf E' iibertragen, 
da die Beziehung zwischen der x-y-Ebene und E' offenbar eine gewohnliche 
zweidimensionale Affinitat (mit nichtverschwindender Determinante) ist. 
W ir erhalten also den Bildpttnkt p' von p, indem wir den Vektor (A) mit x, 
den Vektor (B) mit y skalar multiplizieren und die Produkte nach dem Paralle
logrammgesetz addieren (Abb. 60). So konnen wir in E' das Abbild jedes 
Punktes der x-y-Ebene und so jeder Figur in ihr punktweise konstruieren. 

5. Obertragen wir diese Dberlegungen auf einen beliebigen Punkt des 
Raumes R, so ergibt sich leicht (vgl. Abb. 61): das Bild P' eines Punktes p 

y 

L Y1BJ ./P' 
.r 

p 

y 
1 

T .r 
0 0' (/1) .r.(.I{) 

Abb. 59. Abb.60. 

mit den Koordninaten x, y, z entsteht durch nach dem Parallelogramm
gesetz vorgenommener Vektoraddition der beziiglich mit x, y, z multipl1:
zierten Vektoren (A), (B), (C). Wegen der Kommutativitat der Addition 
kann man diese Konstruktion auf 1 . 2 . 3 = 6 verschiedene Arten aus
fUhren, und man erhalt p' so als Endpunkt von 6 verschiedenen, aus 
parallelen und gleichen Stiicken bestehenden Linienziigen. Die von ihnen 
gebildete Figur (vgl. Abb. 61) ist offenbar das Abbild desjenigen recht
winkligen Parallelflachs des Raumes R, das von den 3 Koordi-
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natenebenen und den durch p zu ihnen parallel gelegten Ebenen begrenzt 
wird. Wir sind von Jugend auf gewohnt, derartige ebene Figurensogleich 
als Bilder raumlicher Figuren aufzufassen, besonders wenn dem An
schein noch durch Verstarkung der vorn gelegenen Kanten nachgeholfen 
ist. Diese Gewohnheit ist so stark, daB uns 
diese Abbildung des Parallelflachs fast 
trivial erscheint, wahrend sie tatsachlich 
doch ein sehr bemerkenswertes Theorem 
darstellt. 

6. Mit Hilfe dieser letzten Konstruk
tion konnen wir nun in E' das Bild jeder 
Raumfigur, d. h. aller ihrer Punkte her
stellen. lch will nur ein Beispiel betrachten: 
Haben wir eine Kugel mit dem Radius 1 urn 

1-----_p, 

(8) 

.x'(,I'1) 

Abb.61. 

den Anfangspunkt 0, so werden wir vor allen Dingen die Kreise be
betrachten, in denen sie die Koordinatenebenen schneidet. Der Schnitt
kreis in der x-y-Ebene beispielsweise hat die Einheitsvektoren der x- und 
y-Achse zu konjugierten, d. h. aufeinander senkrechten Halbmessern; 
da eine affine Beziehung statt hat, entspricht ihm also eine Ellipse, (vgl. 
Abb. 62) die 0' zum Mittelpunkt und die Vektoren (A) und (B) zu kon
jugierten Halbmessern hat, die also dem aus den Vektoren 2 (A) und 
2 (B) gebildeten Parallelogramm eingeschrieben ist. Ebenso haben die den 
anderen beiden Schnittkreisen entsprechenden Ellipsen 0' zum Mittel
punkt und (B) und (C) bzw. (A) und (C) zu konjugierten Halbmessern. 

7. Nachdem wir uns so von der Natur dieser Affinitaten (3) mit ver
schwindender Determinante ein vollstanmges Bild gemacht haben, haben 
wir noch den letzten entscheidenden 
Schritt in unserer Betrachtung zu tun, 
namlich zu zeigen, daB jene Affinitaten 
tatsachlich in der fruher behaupteten 
\Veise durch axonometrische Projektion 
entstehen. Dabei kommt hauptsachlich 
der sog. Fundamentalsatz der Axonometrie 
von Pohlke in Betracht, den K. Pohlke, 
Professor der darstellenden Geometrie 
an der Bauakademie in Berlin, 1853 
entdeckt und 1860 in seinem Lehrbuch 

Abb.62. 

der darsteUenden Geometrie 1) veroffentlicht hat. In einer Arbeit yom 
Jahre 18632) hat H. A. Schwarz zum ersten Male einen elementaren Be
weis dieses Satzes veroffentlicht und gleichzeitig dessen interessante Ent
deckungsgeschichte ausflihrlich geschildert, die Sie dort nachlesen mogen. 

1) 2 Abteilungen, 4. Aufl. Berlin 1876. - Der Satz findet sichin Abteil. 1, S. 109. 
2) Journal fur die reine und angewandte Mathematik. Bd. 63, S. 309 = Ge

sammelte mathematische Abhandlungen. Bd. II, S. 1. Berlin 1890. 
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Pohlke selbst definiert die Axonometrie nicht analytisch, sondern 
geometrisch als Abbildung des Raumes durch Paralle1strahlen (unter 
UmsUinden noch verbunden mit einer Ahnlichkeitstransformation); sein 
Theorem sagt dann aus, dafJ dureh eine solehe Abbildung die Einheits
vektoren a'u/ den Koordinatenaehsen des Raumes in 3 bel i e big e , durch 0' 
gehende Vektoren der Ebene E' iibergehen k6nnen. DaB unsere analytisch 
definierte Abbildung tatsiichlich zu 3 be1iebigen solchen Vektoren ftihrt, 
konnten wir in Nr. 3 leieht einsehen; ffir uns ist daher die tiefliegende 
Aussage des Pohlkesehen Satzes, dafJ man unsere analytisch detinierte 
Abbildung (3) (S. 86) geometriseh durch Parallelprojektion und Ma/3stab
anderung erhalt, wobei die in Nr. 1 erwiihnten Parallelgeraden zu Pro
jektionsstrahlen werden. 

8. leh m6ehte hier noeh den ungefahren Gang fUr einen direkten 
analytisehen Beweis des so formulierten Satzes andeuten. Richten wir 
unser Augenmerk auf die beiden Seharen yon Paralle1ebenen yon R: 

Alx+B1y+ClZ=¢ 
Azx + B2 y + C2 z = Yj 

(wo ~,17 variable Parameter), so bestimmt jedes Wertepaar ;, 1] eine 
der genannten Parallelgeraden. Gelange es nnn, in den Raum Reine 
Bildebene E' und in sie ein rechtwinkliges Koordinatensystem x', y' mit 
einem passenden MaBstab so zu legen, daB jeder Strahl ~, r; die Bildebene 
E' im Punkte x' = ;, y' = I} durchst6Bt, dann ware die Abbildung (3) 
tatsachlich in der gewiinschten Weise geometrisch hergestellt. 

Abh.63. 

Zu diesem Ende mi.issen zu
nachst die Ebenen ~ = 0, 1] = ° jene 
Ebene E' in den Koordinatenachsen 
O'y', bzw. 0' x', d. h. in aufeinander 
senkrechten Geradcn sc1meiden; sind 
(}l' {}2 die (die Lage von £' be
stimmenden) Winkel dieser Achsen 
gegen die Gerade ~ = 1] = ° (vgl. 
Abb. 63) und bezeichnen wir mit iX 

den (bekannten) Winkel der Ebenen 
~ = 0, Yj = 0, so ist nach dem Kosinus
satz der spharischen Trigonometrie, 
wenn dieser auf das von den Ebenen 
~ = 0, r; = ° und £' gebildete Drei

kant angewandt wird, der Cosinus des Winkels der Geraden O'X', O'y' 
gleieh COS(}l eos(}2 + sin iJ1 sin (}2 cos iX, unddahel'ist diesel' Winkel ein 
Reehtel', wenn: 
(a) Ctg(}l' ctg(}2 = -cos LX. 

Nun schneidet jede Ebene A1x + ElY + C1z = ~ in E' cine Gerade 
x' = konst ein; ist Q' ihl' Schnitt mit der x' -Aehse, so ist del' zugeh6rige 
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x'-Wert bis auf den noch zu bestimmenden MaBstabfaktor ), des Koordi
natensystems in E' gleich 0' Q'. Fiillen wir die Lote Q' 5 und Q'R auf die 
Ebene ~ = ° bzw. die Gerade ~ = 1] = 0, so ist: 

O'Q'= 9'R, Q'R= ?'S, 
smt'/l sm iX 

und da Q'S sich als senkrechter Abstand der beiden Ebenen A1x + Bly 
+ C1z = ° und A1x + Bly + C1z = ~ nach einer bekannten Formel 
der analytischen Raumgeometrie leicht ausdruckt, so folgt schlieBlich: 

, 1 O"Q' " ~ X=A· =/, . 
fA~ + Bi + q. sin {}l • sin i\. 

Ganz analog ergibt sich als y'-Koordinate der von der Ebene A 2 x + B2 y 
+ C2z = 1] in E' eingeschnittenen Punkte: 

y'=J,. rj 

. -V A§ + m + C§ • sin Hz . sin iX 

Damit nun, wie wir es ja wunschen, jeder durch die Parameterwerte 
~, 1] bestimmte Parallelstrahl die Ebene E' in dem Punkte x' = ; , y' = 1] 

durchstoBt, muB: 

(b) A =YAi + B~ + q. sin H1 • sin iX =YA§ + B§ + C§. sin {}2· sin iX 

sein, woraus sich fur {}l' {}2 die zweite Gleichung: 

( ) . ,{} '/A2 + B2 C2 . {} Ir:A=2-BC::-2~-C=2 
C sm 1· Y 1 1 + 1 = sm z ~ 2 + 2 + 2 

ergibt. Eine sehr einfache Rechnung zeigt, daB die Gleichungen (a), (c) nul' 
ein einziges reelles, bis aufs Vorzeichen bestimmtes Losungspaar ctg H1 , 

ctg{}2 besitzen, d. h. es gibt im wesentlichen nur eine (und naturlich in bezug 
auf die gemeinsame Normalebene von ~ = 0,1] = ° symmetrische) Lage der 
Ebene E', in der die Affinitiit x' = ~, y' = 1) axonometrisch realisiert ist, 
wofern man den MaBstab des rechtwinkligen Koordinatensystems in 
E' gemaB (b) wahlt. Man kann diesen ganzen Gedankengang auch mehr 
geometrisch fassen, wenn man von der Bedingung ausgeht, daB die Ein
heitspunkte der x'- und y'-Achse auf die Geraden; = 1,1] = ° und ~ = 0, 
17 = 1 fallen. Dann liegt die Aufgabe vor, eine Ebene E' zu finden, die 
ein gegebenes dreiseitiges Prisma in einem rechtwinklig-gleichschenk
ligen Dreieck schneidet. 

N ach dieser ausfiihrlichen Darlegung brauche ich auf die fruher gleich
falls schon ausgesprochene U mkehrung, daft fede axonometrische Profek
tion eine affine Transformation mit verschwindender Determinante darstellt, 
wohl kaum noch naher einzugehen. Man wird diese Umkehrung bestatigen, 
indem man ahnlich wie fruher (S. 83) in der Projektionsebene E' zu
nachst das durch die Parallelprojektion aus der x- und y-Achse von R 
entstehende schiefwinklige Koordinatensystem benutzt und dann nach
traglich durch eine lineare Substitution zu dem in E' von vornherein 
gegebenen rechtwinkligen Koordinatensystem ubergeht. 
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Indem ieh damit dieses Kapitel von den Affinitaten besehlieBe, 
weise ieh Sie noeh darauf hin, daB man das Entstehen der axono
metrisehen Abbildung gewissermaBen experimentell sich dadureh an
sehaulieh maehen kann, daB man dureh eine Projektionslampe (die 
wir uns unendlieh fern denken mtissen) Sehattenbilder einiger einfacher 
Modelle, (Quadrat, Kreis, Ellipse, Wiirfel) auf den Projektionssehirm 
wirft; Sie werden da genau unsere Resultate und Figuren bestatigt 
finden und konnen insbesondere aueh den Pohlkesehen Satz leieht ex
peri men tell naehpriifen, indem Sie das Sehattenbild dreier aufeinander 
senkreehter Stangen dureh Bewegung des Modells sowohl wie aueh der 
Projektionsebene allen moglichen Anderungen unterwerfen. 

Wir gehen jetzt zu einem neuen Kapitel tiber, das von allgemeine
ren, die Affinitaten als Spezialfalle umfassenden Transformationen han
delt, namlieh von den projektiven Transformationen. 

II. Projektive Transformationen. 
Aueh hier moehte ieh von vornherein den dreidimensionalen Raum 

vornehmen und stelle wieder 
1. die analytische Definition der projektiven Transformation an die 

Spitze. Wir setzen jetzt x', y', z' nieht mehr als ganze, sondern als ge
broehene lineare Fttnktionen von x, y, z an, die nur samtlieh - das ist 
ganz wesentlieh - einen und denselben Nenner haben mtissen: 

, at x + bi y + c1 Z + d1 
X = ~--~~--~----~ 

a4 x + b4 y + c4 z + d4 

I a2 x+b2 y+c2 z+d2 
(1) y = 

a4 x + b4 y + e4 Z + d4 

I a3 x + b3 y + c3z + d3 z = ~~~~~~~~ 
a4 x + b4 y + c4 z + dil 

J edem Punkte x, y, z entspricht danach ein bestimmter endlieher 
Punkt x', y', z', wofern nur. der gemeinsame Nenner von Null verschieden 
ist. Nahert sieh aber x, y, z der Ebene a4x + bV' + c4z + d4 = 0, so 
entfernt sich - das ist gegentiber der Affinitat das Neue - der ent
spreehende Punkt x', y', z' ins Unendliche, er "entfiieht" gewissermaBen; 
man nennt jene Ebene daher Fluehtebene, ihre Punkte Fluchtpunkte und 
sagt, daB sie in der projektiven Transformation dem Unendliehweiten des 
Raumes, der sog. unendliehfernen Ebene bzw. den unendlichfernen Punk
ten entspreehen. 

2. Bei der Behandlung der hier entstehenden Probleme ist es be
kanntlieh sehr zweekmai3ig, homogene Koordinaten einzufiihren, d. h. an 
Stelle der drei Punktkoordinaten x, y, z vier GroBen ~, 'YJ, C, T zu setzen, 
die durch die Gleichungen: 

~ 'YJ ( X=--, Y=--, Z=--
T T T 
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definiert werden; diese vier GraBen sollen unabhangig voneinander ver
iinderlich sein, nur sollen sie nicht aUe 4 gleichzeitig verschwinden, und 
keine von ihnen solt jemals unendlich werden. J edem Punkte x, y, z gehoren 
dann noch unendlich viele Wertsysteme e~, e1}, eC, eT zu, wo e ein will
kurlicher Faktor (t 0) ist; umgekehrt legt jedes Wertsystem ~,11,C,T, 
wo T t 0, einen bestimmten endlichenPunkt x, )" z fest (und alie Wert
systeme e·~, e .1], e·;, e· T denselben Punkt). Nur wenn T= 0 ist, 
wird mindestens einer der Quotienten x, y, z unendlich, und man setzt 
demgemaB fest, daf3 jedes Wertsystem~, 1}, C, T = 0 einen "unendlichjernen 
Punkt" bedeuten soU, und zwar alie Systeme e . ~, e . 'Yj, Q • 1;, 0 einen und 
denselben Punkt; hiermit sind in praziser analytischer Weise die Punkte 
eingefiihrt, die man als "unendlichferne" den gewahnlichen endlichen 
Punkten hinzuzufugen p£legt. 

Das Operieren mit homogenen Koordinaten hat edahrungsgemiiB 
jedenfalls fUr den Anfanger etwas Unbehagliches; ich glaube, daB 
das gewissermaBen Unbestimmte, FlieBende dieser GraBen, das der 
willkurliche Faktor emit sich bringt, daran schuld ist, und es mag viel
leicht zur Beseitigung dieses Unbehagens beitragen, wenn das einmal 
deutlich ausgesprochen wird. 

Zu demselben Zwecke wird es gut sein, hier einige Erarterungen uber 
gewisse geometrische VorsteUungen einzuschalten, die man mit den homo
genen Koordinaten verbinden kann. Ich spreche da zunachst nur von 
einer Ebene E. In diesem FaIle set zen wir fUr die beiden rechtwinkligen 
Koordinaten: 

¢ 
x= , 

T 

Wir wollen nun ~, 'Yj, T als rechtwinklige Koordinaten eines Raumes 
deuten und in diesem Raume die ParaIlelebene T = 1 zur ~.'Yj-Ebene als 
die Ebene E auffassen (vgl. Abb. 64), indem wir in ihr x = ~, y = 1} setzen. 
Verbinden wir nun den Punkt x, y von Emit 0 durch einen geradlinigen 

Strahl, so ist bekanntlich auf ihm .L und !L r: ;,1",; 

konstant, und zwar muS: 

~ 
-=x . ' 

T T 

sein, da ja fur T = 1 gerade g= x und r; = y 
sein sollte. Die Einfuhrung homogener Koordi
naten bedeutet hiernach einfach die Abbildung 

IC..... ______ 

Abb.64. 

der Ebene E auf das sie aus dem NuUpunkt 0 des dreidimensionalen Hilfs
raumes projizierende Strahlenbiimdel: die homogenen Koordinaten eines 
Punktes sind die Raumkoordinaten der Punkte des ihn projizierenden 
Strahles dieses Bundels; da jedem Punkt von E die unendlich vielen 
Punkte des Strahles zugeharen, ist die Bedeutung der Unbestimmtheit 
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der homogenen Koordinaten vollig klargestellt. DaB das Wertesystem 
~ = 17 = T = 0 ausgeschlossen ist, hat seinen geometrischen Grund darin, 
daB durch den Punkt 0 allein noch kein Strahl und daher kein Punkt in E 
bestimmt ist. Auch daB wir keine unendlichen Werte ~. I'j, T brauchen, 
ist selbstverstandlich, da wir alle Strahlen bereits durch Verbindung von 
Omit im Endlichen gelegenen Punkten erhalten. Dnd encllich wird an
schaulich, wie wir unendlich groBe Werte der Koordinaten vermeiden, 
indem wir das Dnendlichferne der Ebene durch die in T = 0 gelegenen 
Parallelstrahlen durch 0 ersetzen. 

Auch die bekannte Sprechweise von der wnendlich fernen Geraden er
halt hier einen anschaulichen geometrischen Inhalt. Analytisch ist sie 
nur der Ausdruck der abstrakten Analogie, daB alle "unendlich fernen 
Punkte" der linearen Gleichung T = 0 genugen, genau wie jede endliche 
Gerade eine lineare Gleichung besitzt. ]etzt konnen wir aber ganz geo
metrisch sagen: jeder Geraden von E gehort im Bundel 0 ein ebenes 
Strahlenbuschel zu, und umgekehrt bestimmt jedes ebene Strahlen
buschel im Bundel 0 eine Gerade in E - abgesehen von dem ebenen 
Buschel T = 0; darum erscheint es zweckmaBig, auch den Inbegriff der 
ihm in der Parallelebene E zugehorigen Punkte als eine Gerade zu 
bezeichnen, und damit hat man eben "die unendlich ferne Gerade". 

Ganz analoge Vorstellungen konnen wir uns bilden, wenn wir in 
einem dreidimensionalen Raume homogene Koordinaten einfiihren. Wir 
denken ihn uns als Ausschnitt T = 1 eines vierdimensionalen Hilfs
raumes ~, 'Yj, ( T und beziehen ihn auf das Strahlenbundel, das ihn aus 
dem Nullpunkt des Hilfsraumes projiziert. Wir konnen dann alle weite
ren Betrachtungen in fast wortlicher Analogie zum vorigen ohne jede 
Schwierigkeit durchfiihren und insbesondere auch die Deutung der un
endlich fernen Elemen te u bertragen. N a turli ch is t da bei die Ben u tzung des 
vierdimensionalen Raumes lediglich ein Mittel der bequemen Ausdrucks
weise, dem keineswegs irgend eine mystische ~Ieinung beizumessen ist. 

3. Fuhren wir nun in den Gleichungen (1) der projektiven Trans
formation fur beide Raume R, R' homogene Koordinaten ein, so konnen 
wir sie, da allemal derselbe Nenner auftritt, unter Einfiihrung eines will
kurlichen Proportionalitatsfaktors r/ in die folgenden 4 Gleichungen zer
spalten: 

(2) \ 

e' t = at ~ + b1 'YJ + c1 1: + d1 T 

g'r/ = a2~ + b2'YJ + c21: + d2T 

r/ i;' = a3~ + b3'YJ + C3C + dST 

e'T' = a4 $ + b4 1'j + c4C + d4 T. 

Das ist, abgesehen vom willkiirlichen Faktor e', die allgemeinste homo
gene lineare Substitution in 4 Variablen und stellt also eine affine Ver
wandtschaft der beiden vierdimensionalen H ilfsraume P 4' P4 dar, in denen 
wir nach dem Verfahren von Nr. 2 die homogenen Koordinaten deuten. 
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Konkreter HiBt sich das wieder vorstellen, wenn Wir uns von Haus 
aus auf eine Ebene beschranken: Die allgemeinste projektive Transfor
mation einer Ebene erhalten wir, indem wir den Raum des sie projizieren
den StrahlenMindels bei festgehaltenem An/angspunkt 0 einer sonst will
kurlichen a/finen Transformation unterwerfen und hinterher die Ebene mit 
dem transformierten Bundel schneiden. Dabei erhalten wir allemal die
selbe Projektivitat, wenn wir, dem Faktor Q' entsprechend, eine beliebige 
Ahnlichkeitstransformation des Raumes von 0 aus hinzufiigen; denn diese 
fiihrt jeden der durch 0 gehenden Strahlen, auf deren Schnitte mit der 
Ebene es fiir die Projektivitat allein ankommt, in sich iiber. 

Das Verfahren, das wir hier verwandt haben, indem wir die Hilfs
raume P, p' benutzen, nennt man Prinzip des Projizierens und Schnei
dens; es erweist sich auch sonst vielfach als sehr niitzlich, indem es -
allgemein zu reden - kompliziertere Verhiiltnisse in Raumen von n 
Dimensionen dureh Hilfsbetrachtungen in Riiumen von n + 1 Dimensionen 
einfacher und verstiindlicher erscheinen laf3t. 

4. Wir haben nun die Transformationsgleichungen (2) umzukehren; 
die Determinantentheorie lehrt, daf3 auch ~, I), 1;, r lineare homogene 
Kombinationen von ~', '1', 1;', r' sind, natiirlich wieder mit einem willkiir
lichen Proportionalitatsfaktor e: 

l'ora'usgesetzt nltr, 

j [!~ = a~~' + b~ r/ + c~ 1;' + d; T' 

ell = a;~' + b~r/ + c;(' + d;r' 

e 1; = a~~' + b; r/ + Cs 1;' + d~ r' 

, er = a~~' + b~r;' + c~" + d41"'. 

dap die Determinante: 

a1 b1 C1 d1 

LI= 
a2 b2 C2 d2 

aa ba C3 d3 

a4 b4 C4 d4 

von (2) nicht verschwindet. Die Wertsysteme ~, fl, C, r und ~', T)', C', T' 

entsprechen dann also eillander eineindeutig (bis aUf jene gemeinsamen 
1£,illkurlichen F aktoren). 

Ich bemerke sogleich, wie Sie nach unsern Erfahrungen' bei der 
Affinitat sofort glauben werden, daB auch hier der Fall LI = 0 tatsach
lich besonders interessant ist und nicht iibergangen werden darf; er stellt 
eine Abbildung des Raumes auf eine Ebene dar, wie wir sie bei jeder Zen
tralprojektion, z. B. bei der Photographie, haben. Zunachst wollen wir 
jedoch den allgemeinen Fall LI t 0 erledigen. 

5. Aus (2) und (3) geht sofort hervor, daB jedesmal, wenn zwischen 
~, Yj, 1;, T eine lineare Gleichung besteht, eine soIche auch zwischen $', Yj', 

!:,', r' besteht, und umgekehrt. J eder Ebene entspricht also eine Ebene, ins-
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besondel'e. z. B. entspl'icht der unendlichfernen Ebene von R' eine be
stimmte im allgemeinen endliche Ebene in R, d. i. die fruher bereits ge
nannte Fluchtebene. So erweist sich die Sprechweise von der unendlich 
fernen Ebene als auBerst zweckmaBig, da nur sie den Ausspruch soIcher 
ausnahmslos gultigen Satze gestattet. Weiter folgt unmittelbar, dafJ jeder 
Geraden notwendig eine Gerade entspricht. Nach der Mobiusschen Ter
minologie (S. 76) ist also jede projektive Trans/ormation eine Kollineation. 

6. Nun ist aber das Schone, daB dieser Satz umkehrbar ist: J ede 
Kollineation des Raumes, d. h. jede eineindeutige Trans/ormation, die jeder 
Geraden eine Gerade zuordnet und die noch gewissen, fast selbstverstiindlichm 
Bedingungen geniigt, ist eine Projektivitiit (d. h. eine analytisch durch die 
Gleichungen (1) bzw. (2) definierte Transformation). 

Ich fUhre den von Mobiusherruhrenden Beweis dieses Satzes hier der 
Bequemlichkeit halber nur fUr die Ebene aus; fur den Raum wurde er ganz 
analog verlaufen. Der Gedankengang des Beweises ist der: Wir entnehmen 
einer beliebigen vorgelegten Kollineation 2 entsprechende Punktqua
drupel und werden zunachst untera) zeigen, daB es stets eine Projektivitat 
gibt, die zwei beliebige soIche Quadrupel ineinander uberfuhrt. Eine 
Projektivitat ist aber gleichfalls eine Kollineation, und wil' werden ferner 
unter b) beweisen, daB es unter gewissen Bedingungen nur eine Kolli
neation geben kann, in der sich dieselben Punktquadrupel entsprechen. 
Also muB die Projektivitat mit del' vorgelegten Kollineation tatsachlich 
identisch sein, und das enthalt die Behauptung. Nun zur EinzelatiS
fiihnmg del' beiden Beweisteile! 

a) Wir bemerken, daB die Gleichungen der Projektivitat in der Ebene: 

Q't = al~ + bll} + dlT 

r/I/ = a2 ~ + b2 r} + d2 T 
J/ T' = aa~ + b~11 + d3 r 

9 - 1 = 8 Konstante enthalten (die Abanderung von 12' andert die 
Transformation nicht). DaB zwei vorgegebene Punkte einander in einer 
Projektivitat entsprechen, sind nun 2 line are Bedingungen fUr die Kon
stant en der Projektivitat, da es nur auf die Verhiiltnisse der 3 homo
genen Koordinaten ankommt. Das Entsprechen zweier Punktquadrupel 
stellt also 2·4 = 8 lineare Bedingungen dar, genauel' gesagt, 8 lineare 
homogene Gleichungen fUr die 9 GroBen aI' ... , da. SoIche Gleichungen 
haben bekanntlich stets eine Losung, und man hat damit die Konstanten 
einer Projektivitiit gewonnen, die die gegebenen Quadrupel ineinander iiber
fiihrt. DaB dies freilich eine eigentliche Projektivitat von nichtverschwin
dender Determinante und daB sie eindcutig bestimmt ist, kann man 
- wie leicht zu sehen - nur garantieren, wenn jedes der beiden ge
gebenen Punktquadrupel "in allgemeiner Lage" sich befindet,d. h. wenn 
keine 3 Punkte des einzelnen Quadrupels in gerader Linie liegen; nur 
fUr diesen Fall brauchen wir hier den Satz. 
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b) Wir denken uns nun eine beliebige Kollineation der Ebenen E, E' 
gegeben. Sind dann 1, 2, 3, 4 irgend vier Punkte in E, von denen keine 
drei in gerader Linie liegen, und sind 1',2',3',4' die entsprechenden 
der gleichen Bedingung geniigenden Punkte in E', so lautet unsere 
Behauptung, daf3 die Kollineation durch das Entsprechen dieser beiden 
Punktquadrupel vollig eindeutig festgelegt ist. Den Beweis fiihren wir, 
indem wir zeigen, daB sich die Kollineation aus diesen beiden ent
sprechenden Quadrupeln allein unter Benutzung ihrer beiden charakte
ristischen Eigenschaften (Eineindeu tigkei t und gegensei tiges En tsprechen 
von Geraden) auf eine und nur eine Weise aufbauen liiBt. Als Haupt
hilfsmittel verwenden wir die sogenannten Mobiusschen Netze, das sind 

Abb.65. 

Systeme von Geraden, die wir gleichsam wie die Netze einer Spinne liber 
die Ebene ausspannen. 

Zuniichst ziehen wir in jeder Ebene (vgl. Abb. 65) die 6 Geraden, 
weIche die 4 gegebenen Punkte paarweise verbinden; sie miissen ein
ander in der Kollineation entsprechen, denn z. B. der Geraden 1 2 muB 
in E' genau eine Gerade zugeordnet sein, die sowohl den Bildpunkt l' 
von 1 als auch den Bildpunkt 2' von 2 enthiilt, und das kann nur die 
Gerade 1'2' sein. Ebenso miissen aber nun auch notwendig die neben 
den 4 Grundpunkten neu entstehenden Schnitte entsprechender Ge
raden einander zugeordnet sein, z. B. der Punkt (14, 23) dem Punkte 
(1' 4', 2' 3'); auch das folgt sofort aus der Kollinearitiit und der Ein
deutigkeit. Verbinden wir diese neuen Punkte miteinander wieder durch 
Geraden, schneiden sie mit den friiheren Geraden, verbinden abermals 
und setzen dieses Verfahren immer fort, so entsteht schlief3lich in ieder 
Ebene ein immer dichter werdendes N etz von Punkten und Geraden, und 
diese Punkte und Geraden miissen in der gesuchten Kollineation notwendig 
einander paarweise zugeordnet sein. 

Hat man nun einen beliebigen vorgegebenen Punkt etwa in E, so 
wird er entweder selbst einmal ein Eckpunkt des Netzes, oder man kann 
ihn, wie man sich leicht klarmacht, in unbegrenzt enger werdende Ma-

K 1 e in, Elementannathematik II. 7 
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schen des Netzes einschlieBen, d. h. als Grenzpunkt von Netzecken dar
stellen. 1m ersten Falle ist sofort der entsprechende Punkt in E' als ent
sprechende Netzecke eindeutig bestimmt. Urn den zweiten Fall zu er
ledigen, miissen .wir aber noch einen Zusatz zur Definition der Kollineation 
machen, der Mobius so selbstverstandlich erschien, daB er ihn ausdriick
lich auszusprechen nicht flir notig hielt. Sie soU namlich eine stetige Abbil
dung sein, d. h. jedem Grenzpunkt einer Punktmenge in E soU derGrenzpunkt 
der entsprechenden Punktmenge in E' zugeordnet sein. Daraus folgt dann 
auch im zweiten Falle nach der vorhergehenden Bemerkung offenbar ein
deutig der entsprechende Punkt inE'. Damit ist dann schlieBlich unsere 
Behauptung 6. fur eine stetige Kollineation als richtig erkannt. Dbrigens 
wiirde man ebenso beweisen, daB eine stetige Kollineation im Raume 
durch 5, allgemein irn n-dimensionalen Raume durch n + 2 Paare ent
sprechender Punkte bestimmt ist. 

Rufen wir uns nun die Dberlegung vom Beginn dieser Nr. 6 zuriick 
(S. 96), so haben wir als Resultat folgendes prazise Theorem gewonnen: 
Die projektiven Transformationen sind die einzigen stetigen eineindeutigen 
Transformationen, die ausnahmslos Gerade in Gerade uberfuhren. 

Nachdieser Abschweifung setzen wir die in Nr. 5 (S. 95 u. 96) begonnene 
Untersuch~tng des Verhaltens der geometrischen Grundgebilde bei einer 
projektiven oder, wie wir jetzt aueh sagen konnen, kollinearen Trans
formation fort. Wir hatten da gesehen, daB eine unbegrenzte Ebene 
oder Gerade durch eine Projektivitat in ein Gebilde der gleichen Art 
iibergefiihrt wird, so daB diese Begriffe also den Projektivitaten gegen
iiber eine unveranderliche bestimmte Bedeutung haben. In dieser 
Eigenschaft stimmen die allgemeinen Projektivitaten mit den affinen 
Transformationen iiberein; sie unterscheiden sich aber von diesen be
reits durch ihr 

7. Verhalten gegenuber dem Begriffe des Parallelismus. Bei projek
tiven Transformationen bleibt namlich der Parallelismus zweier Geraden 
nicht mehr notwendig erhalten, wie das bei affinen noch der Fall war 
(vgl. S. 77). Vielmehr kann ja die unendlich ferne Ebene des einen Rau
mes in irgendeine im Endlichen gelegene Ebene des anderen, dessen 
Fluchtebene, iibergehen, und dabei entspricht dem zwei Parallelen ge
meinsamen unendlichfernen Punkte im allgemeinen ein im Endlichen 
gelegener Punkt der Fluchtebene, in dem sich dann die den beiden Par
allelen entsprechenden Geraden sehneiden; man kann das etwa mit 
Hilfe der homogenen Koordinaten genau verfolgen. Freilich sehen wir 
dabei auch, daB der Begriff des Parallelismus nicht sinnlos zerst6rt wird, 
sondern daB er in einer ganz bestimmten allgemeinen Anschauung auf
geht: Die unendlich fernen Punkte des Raumes erfullen eine Ebene, die pro
jektiv in jede andere (endliche) Ebene des Raumes ubergefuhrt werden kann 
und insofern mit allen diesen Ebenen durchaus gleichberechtigt erscheint; 
sie ist nur gewissermaBen willkurlich durch das Pradikat "die unendlich 
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ferne" ausgezeichnet. Parallel heifJen dann Geraden (oder auch Ebenen), 
deren Schnitt aUf dieser ausgezeichneten Ebene liegt; eine projektive Um
formung kann bewirken, daB sie sich auf einer anderen festen Ebene tref
fen, und dann nennt man sie eben nicht mehr parallel. 

Mit dieser Eigenschaft steht nun im Zusammenhange, dafJ auch die 
Grassmannschen Grundgebilde den Projektivitiiten gegenuber keine invariante 
Bedeutung mehr haben; der freie Vektor wird keineswegs mehr in einen 
freien Vektor, der linienfliichtige nicht mehr in einen linienfliichtigen 
iibergefiihrt, usw. In der Tat, betrachten wir einen Linienteil des Rau
mes R mit den 6 Koordinaten: 

X=Xl -X2 , Y=)ll-Y2' Z=Zl-Z2' 

L = Y l Z2- Y2ZI' M = X 2ZI - Z2XI, N = Xl Y2 - Y l X2 

und bilden die analogen GraBen X', ... , N' aus den Koordinaten der 
vermage der projektiven Transformationen (1) (S. 92) den Punkten 
Xl> Yl; X2, Y2 entsprechenden Punkte X'I' y'l; X'2' y'2: 

Durch diese Formeln werden X', .. " N' zu Briichen, deren Zahler sich 
zwar als lineare Kombinationen der 6 GraBen X, ... , N allein mit kon
stanten Koeffizienten darstellen, wahrend der allen gemeinsame Nenner: 

(a4 x1 + b4Yl + C4ZI + d4) (a4 x2 + b4Y2 + C4Z2 + d2) 

die Punktkoordinaten selbst enthalt und sich nicht durch X, . .. , N allein 
ausdriicken laBt. Die Koordinaten des transformiertell Linienteils han
gen also nicht nur von denen des urspriinglichen ab, sondern auch von 
der speziellen Lage seines Anfangs- und Endpunktes, und wenn wir die 
Strecke (1, 2) langs ihrer Geraden verschieben, so daB sich X, ... , N 
nicht andern, so werden sich im allgemeinen X', ... , N' doch andern, 
d. h. die Strecke (1',2') ist kein Linienteil im GrafJmannschen Sinne. 

DaB dementgegen die unbegrenzte Gerade bei projektiven Transfor
mationen als so1che erhalten bleibt, erklart sich in diesem Zusammenhange 
so, daB sie durch die Verhiiltnisse der GraBen X' : Y' : ... N' dar
gestellt wird, aus denen sich der allen 6 GraBen gemeinsame starende 
Nenner wieder forthebt; es driicken sich also diese Verhaltnisse tatsach
lich allein durch die Verhaltnisse X : Y: ... : N aus. 

8. Ich habe nun 'loch einige wichtige Gebilde zu nennen, die durch 
projektive Transformationen wieder in Gebilde derselben Art ubergehen. 
Zunachst geht jede quadratische Gleichung in x', y', z', wie man durch 
Multiplikation mit dem Quadrat des gemeinsamen Nenners a4 x + b4 y 
+ c4 z + d4 sieht, aus einer quadratischen Gleichung in x, Y, z hervor 
und umgekehrt. Das 1;>esagt, dafJ jeder Plache zweiter Ordnung in 
einem Raume Reine ebensolche in R' entspricht. Daher wird auch der 

7* 



100 Die geometrischen Transformationen. 

Schnitt einer so1chen Flache mit einer Ebene, d. h. einc Kurve zwcitcr Ord
nung gleichlalls in cine Kurve zweitcr Ordnung iibergeliihrt. Ebenso wird 
uberhaupt jedes algcbraische Gebildc, das d'urch eine oder mehrere Gleichun
gen in den Koordinaten deliniert ist, in ein gleichartiges Gebilde derselben 
Ordnung transformiert; die Art dieser Gebilde ist also gegeniiber projek
tiven Umformungen invariant. 

9. Neben diesen durch Gleichungen definierten invarianten Gebilden 
muJ3 ich noch eine zahlenma/3ige Gro/3e hervorheben, deren Wert bei allen 
projektiven Transforma!ionen ungeandert bleibt; sie bietet einen ge
wissen Ersatz des Begriffes der Entfernung und des Winkels, deren Werte 
ja bekanntlich schon nicht einmal bei affinen Transformationen, ge
schweige denn bei projektiven invariant sind. Es handelt sich hier, urn 
zuerst von der Geraden zu reden, urn eine gewisse Funktion der Ent
fernungen von 4 irgendwie gelegenen Punkten 1, 2, 3, 4, namlich das 
schon friiher erwahnte Doppelschnittverhaltnis oder Doppelverhiiltnis1) 

(vgl. S. 6): 
12 32 12·34 
14 : 34 = 14· 32 . 

In der Tat kann man die Invarianz dieser 0roJ3e gegeniiber projektiven 
Transformationen leicht rechnerisch bestatigen, was wir iibrigens spater 
noch einmal von anderen Gesichtspunkten aus tun werden (vgl. S.157f.). 

Ganz analog ist es bei den Strahlenbuscheln, nur miissen wir da nieht 
die Winkel selbst, sondern ihre Sinus verwenden. Wir bekommen also, 
wenn 1, 2, 3, 4 Strahlen oder Ebenen eines Biischels sind, fUr ihr 
Doppelverhaltnis den Ausdruck: 

sin (1, 2) . sin (3, 2) _ sin (1, 2) sin (3, 4) 
sin (1, 4) . sin (3, 4) - sin (1, 4) sin (3,2)" 

Da das die ersten zahlenmaJ3igen Invarianten projektiver Trans
formationen waren, die man kennen lernte, betrachteten es die. projek
tiven Geometer vielfaeh als erstrebenswertes Ziel, alle weiteren In
varianten der Projektivitaten auf Doppelverhaltnisse zuriickzufUhren, 
wenn das auch manehmal nur sehr kiinstlieh ging. Wir werden spater 
auf diese Beziehungen eingehender zuriiekkommen. 

Diese wenigen Andeutungen werden geniigen, urn Ihnen zu zeigen, 
wie man das ganze Material der Geometrie nach ihrem Verhalten gegen
iiber den projektiven Transformationen streng scheiden kann. Alles, 
was bei so1chen Umformungen erhalten bleibt, bildet den Gegenstand 
jener im letzten Jahrhundert entstandenen projektiven Geometrie, von der 
ich friiher schon sprach und auf die wir weiterhin noeh tiefer einzugehen 
haben werden. Dieser Name, der jetzt allgemein ublich ist, ist besser als 
der fruher viel gebrauchte "Geometrie der Lage", mit dem man den 

1) Der erste Name stammt von Mobius, der zweite von Steiner. 
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Gegensatz zu der die samtlichen, auch die nicht projektiv invarianten, 
geometrischen Eigenschaften umfassenden "Geometrie des Mapes" oder 
"elementaren Geometrie" bezeichnen wollte. Denn der altere Name ver
deckt ganz und gar, daB auch manche MaBeigenschaften, insbesondere 
die Werte des Doppelverhaltnisses, hierher gehoren. 

Ich moehte nun noch, genau wie frtiher bei den Mfinitaten, tiber die 
Anwendungen der proJ'ektiven Transformationen sprechen. Ieh beginne 
hier mit AusfUhrungen zur 

J. darstellenden Geometrie und kann da nattirlich lediglich unter Ver
zicht auf jede Systematik einige charakteristische Beispiele hervor
heben. Das erste sei 

a) die Abbildung des Raumes auf eine Ebene durch Zentralperspektive, 
die die direkte Verallgemeinerung der Axonometrie (Parallelperspektive) 
ist; hier gehe.n die Projektionsstrahlen von einem beliebigen endlichen 
statt von einem unendlich fernen Punkte aus. Wir wollen das Projek
tionszentrum speziell in den Koordinatenanfallg 0 legen und die Bildebene 
zur Ebene z = 1 machen (vgl. Abb. 66). Dann ist fUr den Bildpunkt 
P'(x', )", z') jedes Punktes P(x, y, z) jedenfalls: 

z' = 1, 

und ferner ist, da p, p' auf demselben Strahl durch 0 liegen: 
x' : y' : z' = x : y : z. 

Daher lauten die Gleichungen 
bildung: , x 

x=
z 

, y 
'V =-. z 
, z z =-. 

z 

unserer Ab-

~------------~x 
Abb.66. 

Das ist also eine spezielle projektive Transformation, und die Analogie zu 
den Verhaltnissen bei der Axonomettie laBt bereits vermuten, daB sie eine 
verschwindende Determinante besitzen wird. In der Tat, gehen wir zu 
homogenen Koordinaten tiber, so wird: 

e'C' =, ( ~,~::~ 
e'1:' = , , 

und die Substi tutionsdeterminante ist: 

1 0 0 0 

,,1= 
0 1 0 0 

0 0 1 0 

0 0 1 0 

=0. 
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Die einzelnen Eigenschaften dieser Transformation werden Sie sich 
nach Analogie unserer frtiheren Betrachtungen leicht ableiten konnen, 
wenn sie nur beachten, daB jede Ebene auf die Bildebene im allgemeinen 
durch eine projektive (zweidimensionale) Transformation von nicht
verschwindender Determinante bezogen ist. Daraus folgt insbesondere 
z. B., daB das Doppelverhaltnis von je 4 Punkten einer Geraden oder 
je 4 Strahlen durch einen Punkt bei der Transformation ungean
dert bleibt. 

b) Das zweite Beispiel betrifft eine die Zentralperspektive als Grenz
fall einschlieBende Projektivitat von nichtverschwindender Determinante, 
die sog. Reliefperspektive. Ein Relief eines Gegenstandes soll so gearbeitet 
sein, daB es nach dem an einem bestimmten Punkte aufgestellten Auge 
des Beschauers dieselben Strahlen sendet, wie sie das Original nach dem 
entsprechend aufgestellten Beobachter gehen lassen wtirde. Ftir ein 
geeignet orientiertes Koordinatensystem besagt das wieder, daB Original
punkt und Bildpunkt je auf demselben Strahle durch den Anfangspunkt 
liegen: 
( 1) x' : y' : z' = x : y : z. 

Der Unterschied gegen den vorigen Fall ist aber, daB das Original 
nicht in eine Ebene abgebildet, sondern nur auf ein gewisses schmales 
Raumsttick endlicher Breite komprimiert wird. 

Ich behaupte sogleich, daB das durch die folgenden Formeln: 

(2) x=(1+k)x 
z+ k ' 

, (1+k)y 
Y = z+k ' 

, (1+k)z z = -'----:---
z+k 

geleistet wird, die zunachst jedenfalls eine Projektivitat darstellen und 
offenbar den Gleichungen (1) gentigen. Wir bilden ihre Determinante aus 
den zugehorigen homogenen Gleichungen: 

{a~(1 +kH 
r/r/ = (1 + k) 11 
e'r= (1 +k)C 
e''l' =, + k'l; 

sie lautet: 
1 + k 0 0 0 

,1= 0 1 + k 0 0 = k(1 + k)3 
0 0 1+k 0 

0 0 1 k 

und ist also von Null verschieden, auBer wenn k = 0 oder k = -1 ist. 
Ftir k = 0 geht (2) genau in die obigen Formeln der Zentralperspek

tive tiber, d. h. das Relief artet vollstandig zur Ebene aus;. k = -1 ergibt 
aber x' = y' = z' = 0, d. h. jeder Raumpunkt wird in den Nullpunkt 
abgebildet - eine offenbar ganzlich unbrauchbare triviale Ausartung. 
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Wir nehmen der Bestimmtheit halber k > 0 an. Um die Abbil
dung (2) UftS geometrisch klarzumachen, bemerken wir zunachst, daB 
jede Ebene z = konst in eine Parallelebene mit dem Koordinatenwert: 

(3) z' = (1 + k) z 
z+k 

iibergeht. Die durch Projektionsstrahlen aus 0 erfolgende Abbildung bei
der Ebenen aufeinander ist durchaus anschaulich, und nur das Gesetz (3) 
selbst muB noch verdeutlicht werden. 

Fiir z = (X) (bzw. 7: = 0) wird z' = 1 + k. Die Parallelebene zur 
x-y-Ebene im Abstande 1 + kist mithin die Fluchtebene des Bildraumes und 
bildet gewissermafJen den H intergrund des Reliefs, auf den der unendlich ferne 
Hintergr1fnd des Objektraumes abgebildet erscheint. Eine wichtige Rolle 
spielt noch die Ebene z = 1, in der Objekt tlnd Bild zusammenfallen; denn 
tatsachlich wird fiir z = 1 auch z' ...:..- 1. Lauft 
nun z von 1 wachsend bis zu (X), so wachst z' 
monoton von 1 bis 1 + k, .d. h. beschriinken wir 
uns auf Objekte hinter der Ebene z = 1, so er
halten wir tatsiichlich ein Relief von endlicher 
Tiefe k als Bild. Eine so1che Beschrankung 
wird in der Praxis stets stattfinden kannen 
und miissen (vgl. Abb. 67). 

Was sonst die Zuordnung (3) angeht, so gilt 
fiir das Doppelverhhltnis der Punkte z, 1 , z' ,0: 

z - 1 z' - 0 z - 1 (1 + k) z 1 + k 
z - O· z' - 1 = -z- . k (z - 1) -k-

Ob/elfl 

z· ... 
z 

X-I 
.8t1d{ 

0 

Abb.67. 

x' 

Z'-I+k 

Z'·, 

0' 

AUgemein gehOren also zwei solche Werte z, z' zusammen, die mit den Punk
ten 1 und 0 ein Doppelverhiiltnis von festem Betrage bilden. 

In unserer mathematischen Sammlung haben wir ein Modell, das eine 
Kugel auf einem Wiirfel, einen Rotationskegel und einen Rotationszylin
der in Reliefperspektive darstellt; aus der richtigenEntfernung betrachtet 
vermittelt es in der Tat einen sehr deutlichen Eindruck der Originalkarper. 
Hierbei spielen natiirlich psychologische Momente sehr stark mit. Denn 
die Tatsache, daB die gleichen Lichtstrahlen in ein Auge treten, vermag 
allein den karperlichen Eindruck nicht zu bestimmen; sehr maBgebendist 
dabei jedenfalls auch die Gewahnung. Da wir namlich weit after eine Kugel 
auf einem Wiirfel als ein schmales Ellipsoid auf einem schmalen Hexaeder 
gesehen haben (das ist die Gestalt des reliefperspektivischen Bildes), so 
sind wir von vornherein geneigt, den Lichteindruck auf die erstere Ur
sache zuriickzufiihren. Die nahere Zergliederung der hierbei in Betracht 
kommenden Momente mage indessen dem Psychologen iiberlassen 
bleiben. 

Das mag geniigen, um Ihnen einen ersten Einblick in die Verwendung 
der projektiven Transformationen in der darstellenden Geometrie zu 
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geben. Nattirlich bedtirfen diese Ansatze dringend der Vertiefung, und 
ich mochte dies Gebiet nicht verlassen, ohne Sie zu einem eingehenden 
Studium der darstellenden Geometrie aufzufordern, die, wie mir scheint, 

fUr jeden Lehrer der Mathematik un
entbehrlich ist. 

2. Die zweite Anwendung der pro
jektiven Transformationen; von der 
ich nun noch reden will, betrifft die 
H erleitung geometrischer 5 iitze 
und Au//as-sungen .. Zu demselben 
Zwecke hatten wir jafrtiher (S. 81 ff.) die 
affinen Transformationen verwendet. 

a) Wir gehen davon aus, dafJ ein 
Kr.eis, wenn wir ihn projektiven Um
/ormungen bzw. Zentralperspektiven 
unterwer/en, in einen beliebigen "Kegel
schnitt" ubergeht, d. h. in den Schnitt 
des Kegels, dessen Mantel aus den nach 
den Punk ten der Kreisperipherie lau-

Abb. 68. fenden Projektionsstrahlen gebildet 
wird, mit einer beliebigen Ebene; ich 

habe hier ein Modell, das in dieser Weise die Entstehung von Ellipse, 
Hyperbel, Parabel zeigt (vgl. Abb. 68). 

b) Fur die projektive Geometrie gibt es also nur einen einzigen Kegel
schnitt, denn je zwei lassen sich in den Kreis und daher auch ineinander 
projektiv tiberftihren. Die Einteilung in Ellipse, Parabel, Hyperbel be

zeichnet von diesemStandpunkt 
aus aber keinen absoluten inne-

f}: ren Unterschied, sondern betrifft .-----..---. 
nur die zufiillige Lage gegen die 
eine Gerade, die man als "un

z' endlich fern" £tir gewohnlich 
auszeichnet. 

c) Nun soIl der folgende 
Fundamentalsalz vom Doppel
verhiiltnis bei Kegelschnitten ab
geleitet werden: Irgend 4 teste 
Punkte eines Kegelschnittes 1, 2, 

Abb. 69. ), 4 werden von einem Fin/ten 
beweglichen Punkte P desselben 

Kegelschnittes durch 4 Strahlen projiziert, die ein testes, von der spezieUen 
Lage von P unabhiingiges Doppelverhiiltnis haben. 

Zum Beweise gehen wir auf den Kreis zurtick, aus dem der betrach
tete Kegelschnitt durch Zentralperspektive entsteht; da dabei die Dop-
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pelverhaltnisse ungeandert bleiben, ist unser Satz allgemein jedenfalls 
richtig, wenn nur beim Kreise die 4 entsprechenden Punkte 1', 2', 3', 4' 
(vgl. Abb. 69) aus zwei beliebigen weiteren Punkten P;, P; durch 
Strahlen desselben Doppelverhiiltnisses projiziert werden. Das ist aber 
unmittelbar klar, denn nach dem Satze yom Peripheriewinkel sind die 
Winkel des Strahlenbiischels P; (1',2',3',4') einerseits und P; (1',2',3',4') 
anderseits paarweise gleich, und also sind es gewiJ3 auch die aus den 
Sinus dieser Winkel gebildeten Doppelverhaltnisse der beiden Strahlen
quadrupel. 

d) Diesem Satz gemaJ3 hat nun Steiner iiberhaupt die Kege1schnitte 
definiert, indem er von zwei "projektiv aufeinander bezogenen" Strahlen
biischeln ausging, in denen zwei entsprechende Strahlenquadrupel glei
ches Doppel verhaltnis haben; der Kegelschnitt ist dann der geometrische Ort 
der Schnitte korrespondierender Strahlen dieser proiektiv aufeinander bezoge
nen Buschel. 

Diese wenigen Andeutungen mogen hier geniigen, um Ihnen die groJ3e 
Bedeutung der projektiven Transformationen fiir die Theorie der Kegel~ 
schnitte ver'standlich zu machen. Naheres dariiber konnen Sie in jedem 
Lehrbuche der projektiven Geometrie finden. 

Wir gehen jetzt in dem groJ3en Gedankengange dieses Hauptteiles 
weiter zu neuen Klassen geometrischer Transformationen, die nicht mehr 
zu den linearen Transformationen gehoren, we1che wir bisher von den Be
wegungen bis zu den allgemeinsten Projektivitaten aufsteigend betrachtet 
haben. 

III. Hohere Punkttransformationen. 
Wir werden namlich jetzt so1che Transformationen untersuchen, die 

nicht mehr durch lineare, sondern durch hohere rationale, algebraische odel' 
auch transzendente Funktionen dargestellt werden: 

x' = cp(x, y, z), y' = X.(x, y, z), z' = lp(X, y, z). 
GemaJ3 der Tendenz dieser Vorlesung will ich hier keine allgemeine 
Systematik geben, sondern nur eine Reihe besonderer Beispiele hervor
heben, die in der reinen Mathematik sowie vor allem auch in den An
wendungen eine allgemeine Bedeutung haben. 

Zunachst werde ich von der wohl' am meisten gebrauchten derartigen 
Transformation reden, der Transformation durch reziproke Radien. 

J. Die Transformation durch reziproke Radien. 
Bei dieser Transformation wird bekanntlich iedem Punkte p derienige 

Punkt p' auf seiner Verbindungsgeraden Op mit dem Koordinatenanfang 
o zugeordnet, fur den das Produkt op· Of gleich einE!r gegebenen Kon: 
stanten ist (vgl. Abb. 70); diese Gleichung gibt der Transformation auch 
ihren Namen. 

Sie wissen, daB diese Transformationen in der reinen Mathematik 
vor allem in der Funktionentheorie komplexer Variabler eine groJ3e 
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Rolle spielen. Nicht minder haufig kommen sie aber in der Physik und 
anderen Anwendungen - von einer Anwendung werden wir noch ganz 
besonders sprechen - vor. 

Bei der Behandlung unserer Transformation gehe ich wiede
rum aus 

1. von der Aufstellung ihrer Gleichungen in rechtwinkligen Koordi-
naten. Da p und P' auf derselben Geraden durch 0 liegen, muB: 

~ ~:~n, und die ::l~~~~Z~: :: ~:tfernungen Op, 
~' OP' ergibt, wenn wir die Konstante der Einfach-
o heit halber gleich 1 setzen: 

Abb.70. 
(2) (X2 + y2 + Z2) (X'2 + y'2 + Z12) = 1 . 

Demnach lauten die Gleichungen der Transformation: 

(3) 
I X 

X =-:------
X2+y2+ Z2' 

und genau SQ ergibt sich, daB auch umgekehrt: 

(4) 
x' 

x= X'2+y'2+z'2' y=X'2+ y'2+ Z'2' 
y' z' 

Z - ~----c--.,... 

- x'2 + y'2 + z'2 ist. 

Somit werden sowohl die Koordinaten von p durch diejenigen von P' 
als auch umgekehrt die Koordinaten von p' durch die von pals rationale 
Funktionen, und zwar beide Male durch dieselben Funktionen dargestellt. 
Der Nenner ist ein quadratischer Ausdruck; es liegt hier ein beson
derer Fall einer sog. quadratischen birationalen Trans/ormation vor. 
Dbrigens gibt es eine ausgedehnte Klasse so1cher birationaler (im all
gemeinen eineindeutiger) Transformationen, die in beiden Richtungen 
sich durch rationale Funktionen darstellen; sie sind unter dem Namen 
Cremonatrans/ormationen Gegenstand einer weit ausgebildeten Theorie 
geworden, auf die ich hier bei der Behandlung ihres einfachsten Re
prasentanten wenigstens hinweisen will. 

2. Die Gleichungen (3), (4) zeigen, daB jedem Raumpunkt p ein 
Punkt P' und umgekehrt jedem Punkte P' ein Punkt p zugeordnet ist, mit 
Ausnahme zunachst des Nullpunktes. LaBt man aber x, y, z gleichzeitig 
sich der 0 nahern, so verschwindet der Nenner in (3) von hoherer Ordnung 
als die Zahler, und daher werden x' , y', z' unendlich; wir konnten den Null
punkt also einen Fluchtpunkt der Transformation nennen. Gehen um
gekehrt x', y', z' ~rgendwie ins Unendliche, so werden nach (4) stets x, y, z 
gleich Null; wollten wir uns also der fruher eingefiihrten Termino
logie bedienen, so muBten wir sa;;en, daB ein einziger Punkt der ganzen 
unendlich fernen Ebene entspricht. Aber diese "unendlich ferne Ebene" 
war ja nur eine bequeme Ausdrucksweise, die den projektiven Transfor
mationert angepaBt war; sie deutete all, daB sich bei diesen Transfor·· 
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mationen das Unendlichweite des Raumes wie eine Ebene verhalt, d. h. 
in die Punkte irgendeiner endlichen Ebene ubergefUhrt wird, und sie er
moglichte es, die Theoreme ohne Fallunterscheidungen und Angabe von 
Ausnahmen auszusprechen. Es liegt kein Grund vor, deruns hindert, hier 
eine davon verschiedene Ausdrucksweise einzufUhren und durch sie fUr 
unseren jetzigen Zweck zu ebenso ausnahmslos gilltigen Satzen zu 
gelangen: Das Unendlichweite wird durch unsere Transformation in einen 
Punkt ubergefuhrt; also sagen wir einfach, es gibt nur e i n en unendlich 
fernen Punkt, und der entspricht bei unserer Transformation eben den:t 
Koordinatenanfangspunkt. Dann ist unsere Transformation tatsiicnlich 
ausnahmslos eineindeutig. 

Man kann nicht genug betonen, daB an metaphysische Vorstellungen 
uber die wahre Natur des Unendlichfernen hier ebenso wie fruher nicht 
im entferntesten gedacht werden solI. Es gibt a11erdings immer wieder 
Menschen, die, an die eine oder andere Redeweise einseitig gewohnt, 
ihr einen transzendentalen Sinn unterlegen mochten, und solche Ver
treter der beiden Anschauungen geraten auch wohl manchmal miteinan
der in Streit. Tatsachlich haben sie beide unrecht: sie vergessen, daB es 
sich urn willkurliche, nur fUr den einen oder anderen Zweck jeweils ge
eignete Festsetzungen handelt. 

3. Die hauptsachliche Eigenschaft unserer Transformation ist, daB 
sie - allgemein zu reden - Kugeln in Kugeln uberfuhrt. Die Gleichung 
jeder Kugel hat namlich die Form: 

(5) A (X'2 + y'2 + Z'2) + B x' + C y' + D z' + E = 0 ; 

indem wir hierin x', y', z' selbst aus den Transformationsgleichungen (3) 
und dtn quadratischen Term x!2 + y'2 +:/2 aus der Relation (2) (S. 106) 
ersetzen, folgt nach Multiplikation mit X'2 + y'2 + Z'2: 

A + B x + C y + D z + E(X2 + y2 + Z2) = 0, 

also tatsachlich wieder eine Kugelgleichung. Dabei ist freilich zu be
merken, daB in (5) fUr A = 0 auch die Ebenen mit einbegriffen sind, und 
wir werden sie zweckmaBigerweise hier als spezieUe Kugeln ansprechen, 
und zwar als solche, die den unendlich jernen Punktenthalten. Sie ver
wandeln sich bei unserer Transformation in Kugeln durch den dem un
endlich fernen Punkt entsprechenden N ullpunkt; e benso gehen umgekehrt 
solche Kugeln in Kugeln durch den unendlich fernen Punkt, das sind 
Ebenen, uber. Mit diesen Festsetzungen gilt demnach das Theorem, daB 
Kugeln Kugeln entsprechen, tatsachlich ausnahmslos. 

Da sich 2 Kugeln (und ebenso Kugel und Ebene) in einem Kreise 
schneiden, so gilt auch weiterhin, dafJ jedem Kreise ein Kreis entspricht; 
dabei sind gerade Linien insbesondere als "Kreise durch den unendlich 
jernen Punkt", denen vermoge der Transformation Kreise durch den 
Nullpunkt entsprechen, mit einbegriffen. 
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S. Dieser letzte Satz bleibt natiirlich auch bestehen, wenn man die 
Transformation durch reziproke Radien nur innerhalb einer Ebene vor
nimmt, und er liefert da eine elegante L6sung des Problems der Gerad
/Uhrung, das ja auBerst elementar ist und eigentlich auch dem Inter
essengebiete des Nichtmathematikers angehort. Es handelt sich dabei 
urn die Aufgabe, durch gelenkig verbundene starre Stangen einen Punkt 
so zu fiihren, daB er eine Gerade beschreibt; friiher legte man bei der 
Konstruktion von Dampfmaschinen besonderes Gewicht auf so1che 
Mechanismen, die die Vermittelung zwischen dem geradlinig hin und 
her gehenden Kolben und dem auf einem Kreise oszillierenden Endpunkt 
der Kurbel ubernehmen sollten. 

Hier interessiert uns der Inversor, den Peaucellier, ein franzosischer 
OffiZler, 1864 konstruierte und der dam~ls groBes Aufsehen erregte., ob
wohl seine Konstruktion sehr einfach und ziemlich naheliegend ist. Es 

o 

Abb. 71. 

sind bei diesem Apparat zunachst 6Stangen 
durch Gelenke verbunden (vgl. Abb. 71): 
zwei von der Lange l sind an einem 
festen Punkte 0 angebracht, die anderen 4, 
die die Lange m haben, bilden einen 
mit 2 gegeniiberliegenden Ecken an den 
Enden der Stangen l befestigten Rhombus; 
die beiden freien Ecken dieses Rhombus 

mogen p und p' heWen. Dieser Apparat hat 2 Freiheitsgrade: erstens 
kann man die beiden Stangen l beliebig gegeneinander neigen und 
zweitens kann man sie gemeinsam beliebig urn 0 drehen. Bei jeder 
solchen Bewegung bleibt aber stets, wie eine ganz einfache geometrische 
Betrachtung lehrt, OPP' eine Gerade, und es ist das Produkt: 

Op . op' = l2 - m2 = konst. 

unabhangig von der jeweiligen Lage von p; der A pparat vermittelt also. 
tatsiichlich eine Transformation durch reziproke Radien mit 0 als Zentrum. 
Nun braucht man nur p auf einem Kreise durch 0 laufen zu lassen, urn 
- nach den Satzen von Nr. 4 - p' wirklich zu einer Bewegung auf einer 
Geraden zu zwingen; das erreicht man aber sofort, wenn man an p noch 
einen siebenten Arm pC anbringt" dessen zweiter Endpunkt C in der 
Mitte zwischen 0 und der Anfangslage von p befestigt ist; dann bleibt nur 
noch ein Freiheitsgrad ubrig, und P' wird in der Tat aUf einer Geraden ge
jiihrt. Ubrigens muB man bemerken, daB der Punkt P' nicht etwa dip 
ganze unbegrenzte Gerade durchlaufen kann; vielmehr ist er in seiner Be
wegungsfreiheit so auf ein Stuck von ihr beschrankt, daB sein~ Ent
fernung von 0 immer kleiner als l + m bleibt, da die gegebenen Stangen
langen eine weitere Bewegung nicht gestatten. Bei manchen Modellen 
kann man iibrigens auch C ein wenig verschieben; dann geht der 
Kreis, den p durchlauft, dicht an 0 vorbei, und daher beschreibt p' 
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keine Gerade mehr, sondern einen Kreis von sehr gro/3em Radius; auch 
diese Anwendtmg des Apparats kann gelegentlich nii.tzlich sein 1). 

6. Von allgemeinen Eigenschaften der Transformation durch rezi
proke Radien habe ich endlich noch die der Winkeltreue hervorzuheben, 
die darin besteh t, daB der Winkel, den irg end zwei Fliichen an einer belie big en 
Stelle ihrer Schnittkurve miteinander bilden, vor und nach der Transforma
tion derselbe ist. Auf den Beweis gehe ich nicht ein, da es mir hier fUr 
diesen Dberblick auf die Durchfiihrung von Einzelheiten nicht ankommt. 

Als ein besonderer Ausschnitt der Transformation durch reziproke 
Radien kann die stereographische Projektion, die gerade auch in den 
Anwendungen die groBte Rolle spielt, angesehen werden. Man erhaJ.t 
sie folgendermaBen: 

7. Wir wollen die Kugel betrachten, die durch unsere Transforma
tion (3) in die feste Ebene z' = 1 iibergefUhrt wird. Nach der dritten der 
Substitutionsformeln (3) ist die Gleichung dieser Kugel: 

z 
1= . 

x2 + y2 + Z2 

Dafiir konnen wir auch schreiben: 

x2 + y2 + (z - ~_)2 = t . 
Das gesuchte Original der Ebene z' = 1 ist also eine Kugel mit dem 
Radius t um den Punkt z = t der z-Achse, die durch den Nullpunkt geht 
und die Bildebene z' = 1 beriihrt (vgl. Z 

Abb.72). Die Einzelheiten der Beziehung 
zwischen Ebene und Kugel konnen wir z'-I pI 

uns nun unmittelbar vor Augen fiihren, 
wenn wir das yom Nullpunkt ausgehende 
Strahlenbiindel zum Aufsuchen entspre
chender Punkte zu Hilfe nehmen; ich 
hebe hier nur ohne Beweis folgendes 
hervor: 

1. Die Abbildung ist ausnahmelos ein
eindeutig, wenn wir das Unendlichweite 
der Ebene als einen Punkt auffassen, der dann auf den Kugelpunkt 0 
abgebildet wird. 

2. Kreisen der Kt-tgel entsprechen Kreise der Ebene, insbesondere 
entsprechen Kreisen durch 0 Kreise durch den unendlich fernen Punkt, 
das sind Gera<;le. 

3· Die Beziehung beider FHi.chen ist winkeltreu oder - wie man auch 
sagt - konform. 

1) [Vgl. auch A. B. Kempe, How to draw a straight line, London 1877 und 
G. Hessenberg, Gelenkmechanismen zur Kreisverwandtschaft, Heft 6 der Natur
wissenschaftlich-medizinischen Abhandlungen der Wiirttembergischen GeselIscbaft 
zur Forderung der Wissenscbaften, Abteilung Tiibingen 1924.J 
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DaB diese stereographische Projektion in der Funktionentheorie die 
groBte Bedeutung hat, diirfte Ihnen allen bekannt sein; haben wir sie 
doch schon in der vorigen Vorlesung1) haufig mit Vorteil angewandt. 
Von den Anwendungen, in denen sie eine nicht minder wichtige Rolle 
spielt, mochte ich hier besonders die Geographie und Astronomie hervor
heben; schon den anti ken Astronomen war sie bekannt, und noch heute 
finden Sie in jedem Atlas Darstellungen der Halbkugeln und der Polar
gegenden der Erde in stereographischer Projektion. 

Dem zuletzt bezeichneten Anwendungsgebiet will ich noch einige 
weitere Beispiele entnehmen: 

2. Einige allgemeinere Kartenprojektionen. 

Ein Exkurs in dieser Richtung scheint mir gerade in der gegen
wartigen Vorlesung besonders angebracht. 1st doch die Theorie der geo
graphischen Karten ein Gebiet, das im Rahmen des Schulunterrichts von 
groBter Bedeutung ist; gewiB wird es jedem Knaben interessant sein, zu 
horen, nach we1chen Gesichtspunkten eigentlich die Karten in seinem 
Atlas gezeichnet sind, und der Mathematiklehrer wird fiir seinen Unter
richt sicher groBere Teilnahme erzielen konnen, wenn er hieriiber ge
legentlich den erwiinschten AufschluB gibt, als wenn er ausschlieBlich 
abstrakte Fragen behandelt. So sollte jeder Lehramtskandidat von 
jenem Gebiete Kenntnis haben, das iiberdies auch dem Mathematiker 
interessante Beispiele von Punkttransformationen liefert. 

Es wird am zweckmaBigsten sein, wenn wir uns von vornherein die 
Erdkugel stereographisch auf die x-y-Ebene abgebildet denken; dann ist 
von einem Pol aus jede andere Abbildung auf eine ~-1)-Ebene durch 
2 Gleichungen : 

~ = cp (x, y) , 1]=X(X,y) 
gegeben. 

Eine erste in der Praxis oft gebrauchte Art von Abbildungen sind die 
winkeltreuen; man erhalt sie, wie die Funktionentheorie lehrt, wenn man 
die komplexe V ariable ~ + i 1) als analytische F unktion der komplexen 
Variablen x + iy auffapt: 

~ + i1) = f(x + iy) = cp(x, y) + iX(x, y). 

Ich mochte aber hier ausdriicklich betonen, daB gerade in der geogra
phischen Praxis auch sehr vielfach nicht winkeltreue Abbildungen ver
wandt werden, so daB man keineswegs, wie es manchmal geschieht, 
diese als die allein wichtigen ansehen darf. 

Unter den konformen Abbildungen kommt ganz besonders die sog. 
M erkatorprojektion in Betracht, die der Mathematiker Gerhard M erkator, 
der eigentlich den guten deutschen Namen Kremer fiihrte, urns Jahr 1550 

1) Siehe Teil I, S. 113 ff. 
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entdeckt hat. Merkatorkarten der Erde finden Sie bekanntlich ebenfalls 
in jedem Atlas. 

Die Merkatorprojektion ist dadurch bestimmt, daB unsere analy
tische Funktion t speziell der Logarithmus ist. Sie wird also dargestellt 
dureh die Gleiehung: 

~ + i1J = log (x + iy) . 

Wir k6nnen als Mathematiker die Eigensehaften der Projektion 
aus dieser kurzen Formel sofort ableiten, wahrend fur den nicht 
mathematiseh gebildeten Geographen die Behandlung der Merkatorpro-
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Abb. 73. Abb.74. 

jektion natiirlich reeht schwer ist. Fiihren wir in der x-y-Ebene Polarkoor
dinaten (vgl. Abb. 73) ein, d. h. setzen wir x + iy = r' eicp, so wird: 

~ + i1J = log (r . eip) = log r + icp I 

also: 
~ = log r, 1J = cP • 

Wir nehmen an, daB der Siidpol der Erde das Zentrum der verwende
ten stereographisehen Projektion ist; dann entspricht der Nullpunkt 0 der 
x-y-Ebene demNordpol und die dureh 0 gehenden Strahlen cp = konst. 
der x-y-Ebene entsprechen den Erdmeridianen. Daher werden (vgl. 
Abb. 74) diese in der Merkatorprojektion zu Parallelen 1J = konst zur 
~-Aehse; der Nordpol (~= - (0) liegt auf ihnen links, der Siidpol 
(~ = + (0) reehts im Unendlichweiten. Da der Winkel cp bis auf Viel
fache von 2]( unbestimmt ist,· ist die Abbildung unendlieh vieldeutig, 
und jeder Parallelstreifen von der Breite 2]( parallel zur ~-Aehse stellt 
bereits ein Bild der ganzen Erdoberflaehe dar. Die Breitenkreise, denen 
in der stereographischen Projektion die Kreise r = konst entspreehen, 
werden in der Merkatorprojektion zu den Parallelen ~ = konst, also, 
wie das ja aueh der Winkeltreue halber selbstverstandlich ist, zu senk
reehte.n Trajektorien der Bildgeraden der Meridiane; dem Aquator (r = 1) 
insbesondere entsprieht die 1J-Aehse (~= 0). 
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Dieses eine Beispiel mag geni.igen, urn Sie zu weiterer Beschiiftigung 
mit den zahlreichen Transformationen der geograpbischen Kartenlehre 
anzuregen; ich will bier lieber noch auf einen allgemeineren Satz dieser 
Theorie eingehen. Wer sich von Ihnen mit Geographie beschiHtigt hat, 
hat dort gewiB von den Tissotschen Siitzen gehort, die Tissot in seinem 
von Hammer in Stuttgart ubersetzten Lehrbuch1) entwickelt hat. Wir 
werden von unserem Standpunkte aus ihren Inhalt uns sehr einfach klar
machen konnen. 

Es mogen 2 geographische Karten, Abbildungen der Erdkugel auf 
eine x-y-Ebene und eine ~-1]-Ebene, vorliegen, die beide ganz beliebig 
sein konnen, also auch nicht konform sein mussen. Diese beiden Ab
bildungen stehen dann jedenfalls in einer Beziehung: 

~ = cp(x, y), 1] = X (x, y) 
zueinander. 

Wir wollen nun nur die Umgebung zweier korrespondierender 
Stellen xo' Yo und ~o, 1]0 untersuchen, wo also: 

~o = cp (xo, Yo), 1]0 = X (xo, Yo) . 

Dazu fuhren wir neue Variable x', y', ~/, 1]' durch die Gleichungen: 

x=xo+x', y=Yo+Y'; 
~ = ~o + ~', 1] = 1]0 + 1]'. 

ein und haben dann als Entwicklungen von cp, X nach dem Taylorschen 
Satze: 

, (a cp) (a cp) , ~ = - .x'+ - .y + "', ax 0 oy 0 

, (ax) I (ax) , 1]=-'x+-,y+"" 
ox 0 dy 0 

wo bei die Ablei tungen fur die Stelle x = xo, y = Yo zu berechnen sind und 
durch die Punkte Grieder hoherer Ordnung in x', y' angedeutet werden. 
Wir beschranken uns nun auf eine so kleine Umgebung der Stelle 
xo' Yo, daB die angeschriebenen linearen Glieder bereits eine hinreichende 
Annaherung an die wirklichen Werte von;', 1]' geben; dabei schlieBen wir 
naturlich soIche singulare Stellen xo' Yo aus, bei denen eine derartige 
Umgebung nicht existiert, also z. B. soIche, an denen alle 4 ersten partiel
len Ableitungen gleichzeitig verschwinden, so daB die linearen Glieder gar 
keine brauchbare Annaherung liefern. Sehen wir uns nun die so ent
stehenden linearen Gleichungen zwischen x', y', ~/, 1]' an, so haben wir 
unmittelbar den fundamentalen Satz, der die Grundlage der Tissotschen 
Betrachtungen bildet: Zwei geographische Abbildungen desselben Terrains 
hiingen in der Umgebung einer beliebigen nicht gerade singuliiren Stelle 

1) Die Netzentwtirfe geographischer Karten nebst Aufgaben tiber Abbildung 
beliebiger FHi.chen aufeinander. Stuttgart 1887. 
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angeniihert durch eine affine Transformation zusammen. Wendet man 
nun unsere fruheren Theoreme uber die affinen Transformationen an, so 
erhiilt man tatsachlich aile die sogenannten Tissotschen Satze. 

Ich will nur an wenige Hauptpunkte erinnem. Wir wissen, da/3 es 
vor ailem auf die Determinante der affinen Transformationen, hier also 
auf: 

ankommt, die man bekanntlich als Funktionaldeterminante der Funktionen 
cp, X an der Stelle x = xo, y = Yo bezeichnet. Den Fall LI = o wird man bei 
diesen Anwendungen stets vermeiden; denn in ihm wird das kleine den 
Punkt xo, Yo umgebende Flachenstuck der x-y-Ebene auf ein Kurvenstuck 
der ~-lJ-Ebene abgebildet, und derartiges wird der Geograph kaum als 
brauchbare Karte ansehen. Wir haben hier also stets if of 0 anzu
nehmen. Das Zustandekommen einer solchen affinen Transformation 
hatten wir uns aber fruher (S. 78 f.) ausfUhrlich veranschaulicht, und 
wir konnen daher jetit aus dem Fruheren sofort den Satz ubemehmen: 
Man erhiilt die Umgebung des Punktes ~o, lJo aus der des Punktes xo, Yo 
mit der hier in Betracht kommenden Genauigkeit, indem man die letztere 
nach zwei zueinander senkrechten Richtungen rei n e n Deformationen unter
wirftund sie dann noch um einen passenden Winkel dreht. Sie werden 
bei Tissot finden, daB er tatsachlich diesen Satz ad hoc in anschaulicher 
Weise ableitet, und Sie haben hier ein interessantes Beispiel dafiir, wie 
die Vertreter der Anwendungen von sich aus den mathematischen An
forderungen ihrer Disziplinen genugen; dem Mathematiker erscheint die 
Sache natiirlich dann immer sehr einfach, aber es ist doch fiir ihn lehr
reich zu wissen, was jenen Auwendungen not tut. 

lch will nun endlich noch eine letzte allgemeine Klasse von Punkt
transformationen erortern: 

3. Die allgemeinsten eineindeutigen stetigen Punkttransformationen. 

Aile bisher zur Verwendung gelangten abbildenden Funktionen 
waren stetig und beliebig oft differenzierbar, ja sogar analytisch (in 
eine Taylorsche Reihe entwicke1bar); dafiir lieBen wir aber auch mehr
deutige, sogar unendlichvieldeutige Funktionen (z. B. den Logarithmus) 
zu. Jetzt wollen wir gerade das Hauptgewicht darauf legen, dafJ unsere 
abbildenden Funktionen ausnahmslos umkehrbar eindeutig seien, und im 
ilbrigen von ihnen nur Stetigkeit verlangen, uber die Existenz von Differen
tialquotienten usw. aber nichts voraussetzen; wir fragen dann nach den 
Eigenschaften von geometrischen Figuren, di~ bei diesen allgemeinsten 
eineindeutigen und stetigen Transformationen ungeandert bleiben. 

K 1 e in, EIementarmathematik II. 8 
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Denken Sie etwa, daB Sie eine Flache oder ein Raumstiick aus Kautschuk 
hergestellt und irgendwelche Figuren in ihm markiert haben. Was bleibt 
von diesen Figuren erhalten, wenn sie den Kautschuk in ganz willkiir
licher Weise verzerren, ohneihn zu zerreiBen? 

Die Gesamtheit der Eigenschaften, die man bei der Behandlung 
dieser Frage erhalt, bildet das Gebiet der sog. Analysis situs, man 
konnte sagen, der Lehre von den reinsten von GrofJenbeziehungen ganz 
unabhiingigen Lageverhiiltnissen. Jener Name riihrt von Riemann her, 
der sich in seiner berlihmten Arbeit von 1857 liber die "Theorie der 
Abelschen Funktionen"l) von funktionentheoretischen Interessen aus zu 
solchen Untersuchungen veranlaBt sah. Dbrigens halt man es seitdem 
oft so, daB man von der Analysis situs in der Geometrie ganz schweigt 
und sie nur in der Funktionentheorie heranzieht, wenn man sie braucht. 
Anders macht es jedoch Mobius, der sich in einer Arbeit vom Jahre 
18632) von rein geometrischem Interesse aus mit der Analysis situs be
schaftigt; er nennt dort Figuren, die durch eineindeutige stetige Ver
zerrungen auseinander hervorgehen, elementarverwandt, weil die gegen
liber diesen Transformationen invarianten Eigenschaften die einfachsten 
iiberhaupt moglichen sind. 

Wir wollen uns nun hier auf die Unters~tchung von Flachen beschran
ken. Da ist zunachst eine erst von Mobius entdeckte Eigenschaft zu 
nennen, die Riemann noch entgangen war: Die Unterscheidung niimlich, 
ob eine Flache einseitig oder zweiseitig ist. Wir hatten ja schon frliher 
(S. 19 £.) von dem einseitigen Mobiusschen Blatte gesprochen, auf dem man 
durch stetiges Hinwandern langs der Flache unvermerkt von der einen 
Seite nach der anderen gelangen konnte, so daB eine Unterscheidung zweier 
Seiten keinen Sinn mehr hat. Es ist klar, daB diese Eigenschaft bei allen 
stetigen Verzerrungen erhalten bleibt und dafJ man daher tatsiichlich in 
der Analysis situs von vornherein einseitige und zweiseitige Fliichen zu 
unterscheiden hat. 

Wir wollen uns bier der Einfachheit halber nur mit zweiseitigen 
Fliichen beschaftigen, zumal sie allein in der Funktionentheorie benutzt 
zu werden pflegen; librigens ist die Theorie der einseitigen Flachen nicht 
etwa wesentlich schwieriger. Da ergibt sich denn, daB fUr eine Flache im 
Sinne der Analysis situs 2 ganze naturliche Zahlen vollkommen charakteri
stisch sind: die A nzahl fL ihrer Randkurven und die A nzahl p ihrer sie nicht
zerstuckelnden Ruckkehrschnitte (das sog. "Geschlecht") ; genauer gesagt, zwei 

1) Journal fur die reme und angewandte Mathematik Bd. 54 = Gesammelte 
mathematische Werke (2. Aufl. Leipzig 1892), S. 88. - Das Wort "Analysis" ge
braucht Riemann pier an Leibniz anknupfend in seinem ursprunglichen metho
dischen Sinne, nicht in dem Sinne, den es als mathematischer Terminus ange
nommen hat. 

2) "Theorie der elementaren Verwandtschaft." Berichte uber die Verhandlungen 
der Kaniglich Sachsischen Gesellschaft der Wissenschaften, mathematisch-physi
kalische Klasse, Bd. 15, S. 18f£. = Gesammelte Werke Bd. II (Leipzig 1886), S. 433ff. 
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zweiseitige Flachen konnen dann und nur dann aufeinander eineindeutig 
und stetig bezogen werden, sie sind "elementarverwandt" oder - wie man heute 
sagt - homoeomorph, wenn jene beiden Zahlen p und /u fur sie uberein
stimmen. Es wiirde zu weit fiihren, wenn ich dieses Theorem hier be
weisen wollte; ich kann nur an einigen Beispielen die Bedeutung der beiden 
Zahlen I' und p erHiutern. 

Stellen wir uns nebeneinander eine Kugel, eine Ringflache und 
endlich eine Doppelringflache (von der Form einer Brezel) vor, wie 
sie in Abb.· 75 schematisch angedeutet sind. Alle drei sind ge-

O@ 
Abb.75. 

schlossene FHichen, d. h. sie · haben keine Randkurve: f' = O. 1m 
ersten Falle zerfallt durch jeden geschlossenen Schnitt die Flache 
in 2 getrennte Teile, d. h. es ist auch p = O. 1m zweiten Falle stellt 
eine Meridiankurve Q; einen in sich zuriicklaufenden Schnitt dar, 
der die Flache nicht zerlegt; ist er aber einmal gezogen, so zer
stiickelt jeder weitere Riickkehrschnitt tatsachlich die Flache, und 
das meinen wir, wenn wir p = 1 sagen. 1m dritten Beispiele endlich 
ist p = 2, wie die beiden verschiedenen Meridiankurven (2;1' (2;2. auf den 
getrennten Henkeln zeigen. Durch Anfiigung weiterer Henkel konnen 
wir nun sofort zu Flachen mit beliebigem p aufsteigen. Wollen wir aber 
auch noch f' einen beliebigen 'von 0 verschiedenen Wert erteilen, so 
brauchen wir nur in diesen Flachen f' kleine Locher, sog. "Punktierun
gen", anzubringen, die jedesmal eine Randkurve liefern. So konnen wir 
tatsachlich Flachen mit beliebigen Werten von p und f' herstellen, und die
sen miissen dann alle anderen Flachen mit demselben p, f' homoeomorph 
sein, wenn sie auch ein von jenen noch so verschiedenes Aussehen haben. 
Die Funktionentheorie liefert ja viele Beispiele solcher Flachen. 

lch muB noch hier den weiteren Terminus Zusammenhang erklaren, 
den Riemann einfiihrt; er versteht darunter die Zahl 2P + f' und nennt 
die Flache (2P + f')-fach zusammenhangend. 1st eine Flache einfach 
zusammenhangend (2P + f' = 1), so folgt p = 0, f' = 1, d. h. sie ist 
einer Kugel mit einer Punktierung homoeomorph, die 
man durch Verbreiterung dieses LQches auch stetig 
in eine ebene Kreisscheibe verwandeln kann (vgl. 
Abb.76). 

Weiterhin fiihrt nun Riemann den Begriff des 
Querschnittes ein, d. i. eines Schnittes, der von einem 
Randpunkt zu einem anderen fiihrt. Man kann von Abb.76. 

8* 
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Querschnitten also nur reden, wenn tatsachlich Randkurven vor
handen sind, also fh> 0 ist. Es gilt der Satz, da[J ieder Querschnitt den 
Zusammenhang um 1 vermindert, so da[J man insbesondere iede Plache mit 
fh > 0 durch 2 p + fh - 1 Querschnitte in eine einfach zusammen
hangende verwandeln kann. Nehmen wir z. B. eine Ringflache (vgl. Abb. 77) 
mit einer Punktierung (P = fh = 1), so legen wir erst den Querschnitt ql 
von dieser Punktierung aus und dann den Querschnitt Q2' der von 
jenem ersten Schnitt ausgeht und wieder in ihn einmiindet und iibrigens 
genau wie der friihere nicht zerstiickelnde Riickkehrschnitt verlauft. Dann 

ist der Zusammenhang tatsachlich von 2' 1 + 1 = 3 @...aUf1emiedrigt. 
, -z Was Literatur zur Analysis situs anlangt, so ist 

. II; eine zusammenfassende Darstellung nicht nur fUr 
Flachen, sondem auch fiir beliebig ausgedehnte 
Gebilde in der Enzyklopadie der mathematischen 

Abb·77. Wissenschaften in dem Referat von M. Dehn und 
P. Heegaard (III A B 3) gegeben, das freilich sehr ab

strakt geschrieben ist. Eine leichter lesbare, auch dem Neuling zu
gangliche Darstellung, die der abstrakten Theorie eine Entwicklung der 
allgemeinen Ideen an einfachen Beispielen vorausschickt, ware sehr 
wiinschenswert 1) . 

DaB die Analysis situs in der Physik, insbesondere in der Potential
theorie, Anwendung findet, ist bekannt. Aber auch in den Schulunter
richt greift sie ein, und zwar mit dem Eulerschen Polyedersatze, iiber den 
ich zum 'SchluB noch ein Wort sagen will. Euler bemerkte, da[J fur ein 
ebenflachiges gewohnliches Polyeder mit E Ecken, K Kanten und F Seiten
flachen stets die Gleichung: 

E+F=K+2 

gilt. Wenn man nun das Polyeder irgendwie eineindeutig und stetig 
deformiert, so wird an jenen 3 Za'hlen und daher an dieser Gleichung nichts 
geandert, und sie gilt daher schlieBlich noch, wenn E, F, K die Anzahlen 
der Ecken, Flachen, Kanten einer beliebigen Einteilung der Kugel oder 
iiberhaupt einer dieser homoeomorphen Flache bezeichnen, wofem nur iedes 
Teilgebiet einfach zusammenhangend ist. Nun kann man das Theorem 
aber sogleich auf Flachen beliebigen Geschlechts verallgemeinem: 
Teilt man irgend eine Flache, die genau p nicht zerstuckelnde Ruckkehr
schnitte zula[Jt, durch K Linienstucke in F einfach zusammenhangende 
Flachenstucke, wobei E Ecken auftreten, so gilt: 

E + F = K + 2 - 2 p. 

1) (Eine neuere Darstellung ist: B. v. Ken§kjart6, Vorlesungen uber Topo
logie (bisher erschien Bd. I). Berlin: Springer 1923. - In der Enzyklopadie 
der mathematischen Wissenschaften wird demnachst von H. Tietze ein weiteres 
Referat uber Analysis situs erscheinen.] 
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rch uberlasse es Ihnen, sich hierfur Beispiele zurechtzulegen und sich 
den Beweis selb~t zu uberlegen oder bei Dehn-Heegaard nachzulesen; 
natfulich gibt es noch sehr viel weitergehende Verallgemeinerungen 
dieses Satzes. -

Wir verlassen damit endlich die Lehre von den Punkttransforma
tionen uberhaupt und wollen nunmehr einen Dberblick uber die wich
tigsten Klassen so1cher Transformationen zu gewinnen versuchen, die 
Punkte in andersartige Raumelemente uberfuhren. 

IV. Transformationen mit Wechsel des Raumelements. 
I. Die dualistischen Transformationen. 

Als erste Klasse bieten sich da die Zuordnungen dar, die im zwei
dimensionalen Gebiete Punkt und Gerade, im dreidimensionalen Punkt 
und Ebene vertauschen. Ich beschranke mich hier auf den ersten Fall 
und folge im ubrigen dem Gedankengange, den zuerst Plucker 1831 im 
zweiten Teile seiner bereits fruher (S. 61) genannten "Analytisch
geometrischen Entwicklungen" benutzt hat. Bei diesem liefert die ana
lytische Formulierung den Ausgangspunkt. 

Die erste dort verwendete Idee ist, wie ich es ja schonfriiher 
(S. 63 f.) ausfiihrte, die, die Konstanten u, v der etwa in der Form: 

(1) ux+vy=1 

geschriebenen Geradengleichung als Geradenkoordinaten mit den gewohn
lichen Punktkoorrunaten durchaus in Parallele zu stellen und mit beiden 
Koordinatenarten in ganz analoger, "dualer" Weise das Gebaude der 
analytischen Geometrie aufzufuhren. So entsprechen sich insbesondere 
in der Ebene die durch die Punktgleichung f (x, y) = 0 als geometrischer 
Ort von Punkten dargestellte Kurve und die durch die Geradengleichung 
g(u, v) = 0 als Umhullungsgebilde einer einfach unendlichen Geradenschar 
definierte K urve. 

Eine eigentliche Transformation, wie wir sie jetzt betrachten wollen, 
erhalten wir naturlich erst, wenn wir neben die bisher betrachtete eine 
Ebene Enoch eine zweite E' stellen und die Geradenkoorrunaten u, v in 
E zu den Punktkoordinaten x', y' in E' in Beziehung setzen. Die all
gemeinste Transformation dieser Art ware also durch 2 Gleichungen: 

(2) U = rp (x', y') , v = X (x', y') 

gegeben, d. h. jedem Punkt x', y' in E' wird die Gerade in E zugeordnet, 
deren Gleichung sich durch Eintragen dieser Worte in (1) ergibt. Be
trachten wir zunachst 

1. das einfachste Beispiel einer solchen Transformation, das durch die 
Gleichungen: 

(3) u = x', v = y' 
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gegeben ist;durch sie wird also dem Punkte x', y' der Ebene E' in E ein
fach die Gerade: 

(3 a) x'x +y'y =1 

zugeordnet. Es ist bekannt, daB dies diejenige Gerade ist, die dem 
Punkte x', y' (wir denken uns jetzt die Ebenen E, E' so aufeinander
gelegt, daB ihre Koordinatensysteme sich decken) in bezugauf den Ein-
P'/x,'y'J y g(u}J) heitskreis urn den NuUpunkt (X2 + y2 = 1) als 
~\:-----___ Polare zugehort, so daB unsere Transformation 

\ also die bekannte Polarenverwandtschaft des 
\ 

\ Kreises ist (vgl. Abb. 78). 
_+--+--+=--_t---=x Wir bemerken, daB an Stelle der beiden 

Abb.78. 

Gleichungen (3) auch die eine Gleichung (3 a) 
allein zur Definition der Verwandtschaft 
hinreicht, da sie die Gleichung der jedem 
Punkt x', y! entsprechenden Geraden dar

stellt. Da sie in x, y' einerseits, x', y' anderersei ts vollig symmetrisch 
ist, so milssen die beidenEbenenE, E' filr unsere Verwandtschaft genau die 
gleiche Rolle spielen, d. h. es muB auch jedem Punkte von E eine Ge
rade in E' entsprechen, und bei aufeinandergelegten Ebenen muB 
einem Punkte dieselbe Gerade entsprechen, gleichgiiltig, ob wir ihn nach E 
oder nach E' rechnen. 1m Hinblick auf die erste Eigenschaft bezeichnet 
man die Transformation im engeren Sinne als dualistisch, im Hinblick auf 
die zweite als reziprok. Man kann also, ohne die beiden Ebenen zu unter
scheiden, schlechtweg von der Zuordnung einer bestimmten Pol are zu 
einem Pole sprechen und dann die Reziprozitatseigenschaft in der bereits 
friiher (S. 62) angegebenen Weise ausdriicken. 

Hinsichtlich der weiteren Eigenschaften dieser Transformation be
merke ich hier'nur, daB wir einer vom Punkte x', y' durchlaufenen Kurve 
derEbeneE' gemaB demDualitatsprinzipe als entsprechendesGebilde die 
von den entsprechenden Geraden u, v umhiillte Kurve der Ebene E zu
ordnen werden. 

2. Man kann nun leicht ganz analog zu unseren friiheren Er6rterungen 
iiber die allgemeinsten "Kollineationen" beweisen, daB die allgemeinste 
dualistische Verwandtschaft entsteht, wenn man in Verallgemeinerung des 
Ansatzes(3) u, v gleich allgemeinen linear gebrochenen Funktionen von 
x', y' mit dem gleichen N enner setzt: 

(4) \ 

_ a l x' + bl Y' + CI 

U - a3 x' + baY' + c3 

a2 x' + b2 y' + C2 v 
aa x' + b3 y' + c3 

Fiihrt man diese Ausdriicke fiir u und v in die Gleichung (1) ein, so 
entsteht nach Heraufmultiplizieren mit dem gemeinsamen Nenner wegen 
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der Willkiirlichkeit der 9 Koeffizienten aI' ... , c3 die allgemeinste sowohl 
in x, y als auch in x' " y' lineare Gleichung: 

(4 a) a1xx' + bl xy' + c1x + a2 yx' + b2 yy' + c2 y - aax' - bay'- c3 = O. 

Umgekehrt steW aber auch jede solche in x, y und x', y' "bilineare" Gleichung 
eine dualistische Transformation zwischen den Ebenen E, E' dar; denn so
wie man das eine Koordinatenpaar festhalt, d. h. einen festen Punkt in 
einer der beiden Ebenen betrachtet, ist die Gleichung eine lineare 
Funktion in den anderen beiden Koordinaten und stellt daher eine 
jenem Punkte zugeordnete Gerade der anderen Ebene dar. 

3. Diese Verwandtschaft ist abe~ im allgemeinen nicht auch reziprok 
im oben definierten Sinne, vielmehr ist sie das nur dann, wenn immer zwei 
symmetrische Terme in (4a) denselben Koeffizienten haben, wenn jene 
Gleichung also lautet: 

(5) Axx' + B(xy'+ yx') + Cyy' + D(x + x') + E(y + y') + F = O. 

Die hierdurch bestimmte Transformation ist wieder aus der Kegel
schnittlehre wohl bekannt; sie ist die Zuordnung von Pol und Polare 
in bezug auf den Kegelschnitt: 

A x2 + 2 B x y + C y2 + 2 D x + 2 E Y + F = 0 . 

J ede solche Polarenverwandtschaft ist eine dualistische reziproke Ver
wandtschaft. 

Man kann hieran die Betrachtung einer wesentlich allgemeineren 
Klasse von Transformationen mit Wechsel des Raumelements unmittel
bar anschlieBen, namlich die der Beruhrungstransformationen. 

2. Die Beriihrungstransformationen. 

Man erhii.lt diese von Sophus Lie so benannten Transformationen, 
wenn man statt der bilinearen Gleichung (4 a) irgendeine beliebige, 
selbstverstandlich den notwendi-

S . k' b d' EbeneE: gen tetIg elts e mgungen genu- OP C' 
gende hahere Gleichung in den \ 
4Punktkoordinaten beider Ebenen: \ 

\ 
(1) Q(x,y; x',y') = 0 \. 

/(, , 
an die Spitze stellt, die man nach 
Plucker als Aequatio directrix oder 
Leitgleichung bezeichnet. Fur die 
Ebene sind die in Betracht 

" 

EbeneE': 

C' -<:' 

Abb.79. 

kommenden Entwicklungen bereits samtlich in Pluckers oben ge
nanntem Werke l ) enthalten. Halten wir zunachst x, y fest, d. h. be
trachten wir einen bestimmten Punkt P(x, y) in E (vgl. Abb. 79), so 
stellt Q = 0 als Gleichung fiir die laufenden Koordinaten x' , y' eine be-

l) a. a. O. S.259-265. 
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stimmte Kurve C' in der Ebene E'dar, und diese Kurve ordnen wir als 
neues Element der Ebene E' - so wie bisher die Gerade - dem Punkte 
P zu. Nehmen wir aber nun einen festen Punkt P'(x', y') in E', etwa auf 
der Kurve C' an, so bestimmt dieselbe Gleichung Q = 0, in der wir jetzt 
dem zweiten Variablenpaare x', y' feste Werte erteilen und x, y als 
laufende Koordinaten auffassen, eine bestimmte Kurve C in E, die 
natiirlich durch jenen ersten Punkt P gehen muB. Damit haben wir die 
Punkte P in Eden 002 Kurven C' in E' und die Punkte pi von E' den 
002 Kurven C von E zugeprdnet, genau wie vorhin die Punkte den 
Geraden. 

Bewegt sich nunmehr ein Punkt Pin 'E auf einer ganz beliebigen 
(gestrichelt gezeichneten) Kurve K, so entspricht jeder einzelnen Lage 
von Peine bestimmte Kurve C' in E'. Urn aber aus der von diesen Kur
yen C' gebildeten einfach unendlichen Kurvenschar eine einzige Kurve 
in E' zu' erhalten, die wir der Kurve Kin E entsprechen lassen k5nnen, 
iibertragen wir das allgemeine, schon bei der dualistischen Verwandtschaft 
angewandte "Umhiillungsprinzip" auf unsern gegenwartigen Fall: Wir 
ordnen K diejenige Kurve K' in E' zu, die von den vermoge Q = 0 den 
einzelnen Punkten von K entsprechenden Kurven C' umhiillt wird. So 
haben wir aus der Leitgleichung Q = 0 tatsachlich eine Transformation 
der Ebenen gewonnen, in der jeder Kurve der einen eine bestimmte 
Kurve der andern entspricht; denn ganz diesel ben Er5rterungen 
k5nnen wir aueh von einer beliebigen Kurve K' in E' ausgehend 
anstellen. 

Urn diese Betrachtungen analytisch zu verfolgen, denken wir uns die 
Kurve K durch ein geradliniges Polygon mit lauter sehr kleinen Seiten 
ersetzt, wie man das in der Differentialreehnung der Ansehauliehkeit 
halber gem tut, und fragen erst einmal, was einer einzigen sokhen Poly
gonseite denn entspricht. Hierbei ist natiirlieh immer an den Grenziiber
gang zur Kurve zu denken, so daB wir unter der Polygonseite schlieB
lieh niehts als den Inbegriff einesPunktes P und seiner Fortschreitungs-

richtung (die Tangentenrichtung von K 
EbeneE': in ihm) ein sog. Linienelement zu ver-
{!I ' , 

~
' pI stehen haben. Wir nehmen nun in 

dieser Richtung von P einen Punkt PI 
P' (vgl. Abb. 80) mit den Koordinaten 

x + dx, y + dy an, wobei dx, dy 
beliebig klein sind und schlieBlich 

A~.~. dy 
gegen Null konvergieren, aber d x 

stets den bestimmten, die gegebene Richtung eharakterisierenden Wert p 
besitzt. Dem Punkte P entsprieht in E' die Kurve C', deren Gleichung in 
laufenden Koordinaten x', y': 

Q(x,y;x'.y') =0 
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ist, dem Punkte PI aber entspricht die Kurve C~ mit der Gleichung: 

Q(x + dx, y + dy; x', y') = 0, 

oder wenn wirnach dx und dy entwickeln und wegen des schlieBlichen 
Grenziiberganges nur die linearen Glieder beriicksichtigen: 

Q( ") iJQ d oQ d x, y; x ,y + -iJ x + -,- y = 0 . 
X dy 

Aus diesen beiden Gleichungen ergeben sich die Koordinaten x', y' des 
Schni ttes P' von C' und C~, der in der Grenze der Beriihrungspunkt von 

dy 
C' mit der Enveloppe K' ist; wir k5nnen die Gleichungen, da dx = P 
war, auch ersetzen durch: 

(2) oQ oQ \ 

Q (x, y; x', y') = 0 

ax + oy P=O. 

Weiterhin aber haben C' und C~ im Punkte P' in der Grenze die Tangen

tenrichtung P' = ~~: gemein, die gleichzeitig auch die Richtung der 

Enveloppe K' in P' ist, Da Q = 0 die Gleichung von C' in laufenden 
Koordinaten x', y' ist, bestimmt EtJeneE: Ebene c', 
diese Tangentenrichtung sich 
aus der Gleichung: 

aDd' oQd' 
~ x+-,-, y=o 
uX oy 

oder: 

(3) Abb. 81. 

Kennt man von K also nur einen Punkt P und die Tangentenrichtung 
pin ihm, so ist bereits ein Punkt P' der entsprechenden Kurve K' nebst 
deren Richtung P' in ihm bestimmt. Man sagt daher, da[J unsere Trans
formation jedem Linienelement x, y, p der Ebene E ein bestimmtes Linien
element x', y', P' der Ebene E' vermoge der Gleichungen (2), (3) z.uordnet. 

Indem wir diese Betrachtung auf jede Seite des die Kurve K an
nahernden Polygones bzw. auf jedes ihrer Linienelemente anwenden, 
erhalten wir in E' die Seiten eines die entsprechende Kurve K' an
nahernden Polygones bzw. die Linienelemente dieser Kurve. Die Glei
chungen (2) stellen daher nach x', y' aufge16st die Kurve K' analytisch dar, 
wenn man x, y, P die Werte der Koordinaten bzw. der Tangentenrichtung 
aller Punkte von K durchlaufen Za[Jt (vgl. Abb. 81). 

Nun wird auch klar, warum Lie diese Transformationen Beruhrungs
transformationen nannte. Denn beriihren sich 2 Kurven in E, so heiBt 
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das niehts anderes, als daB sie ein Linienelement gemein haben; also 
miissen aueh die entspreehenden Kurven in E' ein Linienelement, d. h. 
einen Punkt und die Riehtung in ihm gemein haben. Die Beruhrung zweier 
Kurven ist also eine bei der Transformation invariante Eigenschaft, 
und das soil jener Name aussagen. Lie hat die Lehre von diesen Be
riihrungstransformationen namentlieh im Raume wesentlieh weiter ent
wiekelt; eine zusammenfassende Darstellung hat er gemeinsam mit 
G. Scheffers 1896 in der .,Geometrie der Beruhrungstrans/ormationen" be
gonnen, die leider nieht weit iiber den ersten Band herausgekommen istl). 

Naehdem ieh so die Theorie der Transformationen mit Weehsel des 
Raumelements kurz dargelegt habe, will ieh sie wenigstens dureh 
einige wenige Beispiele ansehauungsmaBig beleben, urn zu zeigen, was 
man in den Anwendungen mit diesen Dingen anfangen kann. 

3. Einige Beispiele. 

Lassen Sie mieh zunaehst von den dualistischen Trans/ormationen 
reden und der Rolle, die sie in der Lehre von den Gestalten algebraischer 
Kurven spielen. Wir wollen zusehen, wie sich typisehe Kurvengestalten 
bei dualistisehen Umformungen, etwa bei der reziproken Polaren
verwandtsehaft in bezug auf einen Kegelsehnitt, verandern, wobei wir 
uns natiirlieh auf, ganz wenige eharakteristisehe FaIle besehranken 
miissen. So liebe ieh zunaehst bei der Kurve dritter Ordnung den Typus 
des unpaaren Zuges hervor, der von jeder Geraden in einem oder drei 
reellen Punkten gesehnitten wird. In der nebenstehenden Skizze (vgl. 

Abb. 82) hat er 1 Asymptote; man kann daraus aber 
sofort eine Gestalt mit 3 Asymptoten herleiten, indem 
man die Ebene derart projektiv transformiert, daB eine 
die Kurve dreimal sehneidende Ge
rade in die unendlieh ferne Gerade iiber
geht. Jedenfalls aber hat die Kurve 3 
reelle Wendepunkie, und diese haben die 
besondere Eigenschaft, in einerGeradeng 

\ zu liegen. Bei der Dualisierung ent-
\9 steht nun aus dieser Kurve eine Kurve 

Abb. 82. dritter Klasse, an die von jedem Punkt Abb. 83. 

aus eine oder drei reelle Tangenten 
gehen. Dem Wendepunkt entsprieht dabei eine Spitze, was man freilieh 
sieh dureh eingehende Uberlegung klarmaehen muB; Sie finden so1che 
Betrachtungen iibrigens ausfiihrlieh in meinen friiheren geometrisehen 
Vorlesungen. Die K~rve dritter Klasse, die hier entsteht (vgl. Abb. 83), 
hat also im ganzen 3 Spitzen, und die Tangenten daselbst muss en 

1) Bd. 1. Leipzig 1896. Die drei ersten Kapitel des zweiten Bandes sind 
posthum in den Mathematischen Annalen Bd. 59 (1904) abgedruckt worden. 
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dureh ein und denselben Punkt P' gehen, welcher dual der die 3 Wende
punkte enthaltenden Geraden g entspricht. 

Analoge kurze Angaben will ich noch iiber die Kurve vierter Ordnung 
und vierter Klasse machen. Bei einer Kurve vierter Ordnung kann die 
Gestalt eines Ovales mit einer Einbuehtung auftreten; ja es konnen so
gar Gestalten mit 2, 3 und 4Einbuehtungen auftreten (vgl. Abb. 84). 1m 
ersten Falle sind im 
Reellen 2 Wendepunkte 

und 1 Doppeltangente, V 
in den wei teren bis zu 
8 Wena'epunkten und 
4 Doppeltangenten vor-
handen. Dualisieren wir, 
so haben wir dem oben 
berei ts Gesagten noch 
die Dberlegung hinzuzu- Abb. 84. 

fiigen, daB einer Doppel-
tangente dual ein Doppelpunkt entspricht. Es entstehen also Typen 
von Kurven vierter Klasse mit 2 bis 8 Spitzen und 1 bis 4 Doppel
punkten, wie skizziert in Abb. 85. Es hat einen eigenen Reiz, die 
Gestalten der algebraischen Kurven eingehender durchzuarbeiten; ich 
kann sie hier leider nicht naher verfolgen und muB mich mit diesen kurzen 
Hinweisen begniigen 1). Sie zeigen aber wohl hinreichend, wie unsere dua
listischen Transformationen Dinge unter das gleiche Gesetz bringen, 
die fUr die naive Anschauung so verschieden wie nur moglich sind. 

Ich komme nun zu denA nwendungen der Theorie der Beriihrungstrans
formationen; hier zeigt es sich interessanterweise, daB die Idee der 
Beriihrungstransformation wie die meisten 
theoretisch wirklich guten Gedanken in der 0 
Praxis ein weites Anwendungsfeld findet, 
ja daB man sie dort schon lange vor ihrer 
theoretischen Durcharbeitung wirklich ge
handhabt hat. Es ist die alte Lehre von den 
Zahnriidern, die ich hier besonders im Auge Abb. 85. 

habe. Sie bildet ein spezielles Kapitel der 
Kinematik, der allgemeinen Lehre von den Bewegungsmechanismen, die 
von zentraler Bedeutung z. B. fiir die Maschinentechnik ist. In diese Kine
rna tik gehoren j a a uch die Geradfiihrungen hinein, von denen wir neulich ein 
Beispiel hatten. Auch fUr die Kinematik gilt, was ich Ihnen schon oft in 
dieser Vorlesung sagen muBte: Ich kann hier natiirlich immer nur kleine 

1) [Siehe F. Klein: Gesammelte mathematische Abhandlungen Bd. II, S. 89ff., 
S. 136 ff., S. 99 ff., Berlin: Springer 1922, die beiden Arbeiten "Uber eine 
neue Art Riemannscher FHichen" und die erste Arbeit "Uber den VerI auf der 
Abelschen Integrale bei den Kurven 4. Grades".] 
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Teile jeder einzelnen Disziplin herausgreifen und an einfachen Bei
spielen ihren Sinn und ihre Bedeutung maglichst handgreiflich schildern. 
1m einzelnen mlissen Sie sich dann nach diesen Anregungen in Spezial
darstellungen zurechtzufinden suchen; als Hauptorientierungsmittel in 
dem Gesamtgebiet der Kinematik empfehle ich das einschHigige Enzyklo
padiereferat von A. Schoenflies (IV3), das auch liber die gewaltige Literatur 
gut Auskunft gibt. 

Die Aufgabe der Zahnradkonstruktionen ist, gleichformige Bewegung 
von einem Rade aUf ein anderes zu ubertragen. Da dabei aber auch Krafte 
iibertragen werden sollen, so genligt es nicht, die Rader aufeinqnder ab
rollen zu lassen (vgl. Abb. "86), sondern man muB dem einen Rade Vor
spriinge, Zahne, geben, die in Llicken des anderen eingreifen. Das 

Abb.86. Abb. 87. 

Problem ist daher, die Profile oder Flanken dieser Ziihne so zu gestalten, 
dafJ eine gleichformige Drehung des einen Rades auch eine gleichformige 
Drehung des anderen bewirkt. Das ist gewiB eine auch geometrisch sehr 
interessante Fragestellung. lch gebe sogleich den wichtigsten Teil der 
Lasung dieses Problems an. Die Zahne des einen Rades kOnnen wesentlich 
willkurlich gewiihlt werden, mit den selbstverstandlichen durch die 
praktische Verwertbarkeit bedingten Beschrankungen, daB die einzelnen 
Zahne nicht miteinander kollidieren u. dgl., die Ziihnedes zweiten Rades 
sind aber dann notwendig bestimmt, tlnd zwar leiten sie sich durch eine ein 
fur allemal feststehende Beruhrungstransformation aus den Ziihnen des 
ersten Rades abo 

Es mag hier genligen, wenn ich das Zustandekommen dieses Theo
rems kurz erlautere, ohne es vollstandig zu beweisen. Man bemerkt un
mittelbar, daB es nur auf die Relativbewegung beider Rader gegeneinan
der ankommt. Man darf also etwa das eine Rad Rl liberhaupt fest
gehalten denken, wahrend das andere R2 neben seiner Drehung urn 
Rl herumlauft. Dabei beschreibt jeder Punkt, der mit R2 fest verbunden 
ist, in derruhendenEbene von Rl eineEpizykloide (vgl. Abb. 87), undzwar 
ist diese 'gestreckt, hat Spitzen oder ist verschlungen, je nachdem der 
betrachtete Punkt innerhalb, auf oder auBerhalb der Peripherie von R2 
liegt. Damit ist jedem Punkt der beweglichen Ebene von R2 in der festen 
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Ebene von Rl eine bestimmte Kurve zugeordnet, und wenn wir zu der diese 
Zuordnung vermittelnden Gleichung nach dem vorhin angegebenen 
Verfahren die Beruhrungstransformation ermitteln, so haben wir gerade 
die in Aussicht gestellte, fUr die Zahnrader charakteristische Beriihrungs
transformation. Man iiberzeugt sich namlich leicht, daB zwei einander 
vermoge dieser Beriihrungstransformation entsprechende Kurven bei 
der Bewegung tatsachlich aufeinander abschroten. 

Endlich noch ein Wort dariiber, wie sich das hiermit angedeutete 
theoretische Prinzip bei der praktischen Konstruktion der Zahnrader 
gestaltet. Ich rede. nur von dem einfachsten Fall, 
der sog. Triebstockverzahnung. Da sind die Zahne 
von R2 einfach Punkte (vgl. Abb. 88) oder viel
mehr, da diese keine Kraftiibertragung geben 
wiirden, kleine kreisformige ZaPien, die sog. 
Triebstocke. Jedem solchen kleinen Kreis ent
spricht durch die Beriihrungstransformation eine 
Kurve, die sich sehr wenig von einer Epizy

Abb.88. 

kloide unterscheidet, namlich eine Parallelkurve zu ihr in einem dem 
Radius des Triebstockes gleichen Abstande. Auf diesen Kurven rollen die 
Kreise bei der Drehung von R2 ab, sie bilden also die Flanken der Zahne, 
die man auf Rl aufsetzen muB, damit die kreisformigen Zahne, die 
Triebstocke, von R2 gerade richtig eingreifen. In dem Modell, das 
ich Ihnen hier vorlege, sehen Sie in der Tat jeweils die Anfange dieser 
Kurven als Profile der Zahne von Rl realisiert - jede Kurve so weit, 
daB immer gerade ein Zahn nach dem andern eingreift. 

Ich zeige Ihnen noch die AusfUhrungen zweier gleichfalls in der Praxis 
viel benutzter Verzahnungen, der EvoZventen- und der Zykloidenverzah
nungl). Bei der ersten bestehen, wie ich hier nur 
ganz kurz berichten will, die Zahnprofile beider 
Rader aus Kreisevolventen (vgl. Abb. 89), das 
sind Kurven, die durcb das Abwickeln eines 
gespannten Fadens von einem Kreise entstehen 
und deren Evoluten also Kreise sind; bei der 
andern sind sie aus Zykloidenstiicken zu
sammengesetzt. 

Abb.89. 

Ich hoffe Ihnen damit wenigstens eine erste Orientierung dariiber ge
geben zu haben, um welche Probleme es sich in der Lehre von den Trans
formationen mit Wechsel des Raumelements handelt; ich habe jetzt, be
vor wir diesen zweiten von den Transformationen liberhaupt handelnden 
Ha~ptteil verlassen, nur noch anhangsweise liber ein wichtiges Kapitel zu 
reden, das in einer Enzyklopadie der Geometrie nicht fehlen darf, nam
lich liber die Benutzung imaginarer Elemente. 

1) Alle diese Modelle sind von F. Schilling konstruiert (Verlag von M. Schil
ling, Leipzig). 
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V. Die Imaginartheorie. 
Die Lehre yom Imaginaren ist bekanntlich zuerst in der Algebra und 

Analysis ausgebiJdet worden, insbesondere in der Gleichungslehre und der 
Funktionentheorie komplexer Variabler, wo sie ja ihre groBten Triumphe 
gefeiert hat. Weiterhin hat man aber auch friihzeitig in der analytischen 
Geometrie den Variablen x, y komplexe Werte x = Xl + ix2 , Y = YI + iY2 
erteilt und damit - zunachst ohne mit dieser der Analysis entnommenen 
Sprechweise irgendeinen eigentlichen geometrischen Sinn zu verbin
den - den reellen Punkten eine groBe Mannigfaltigkeit komplexer Punkte 
hinzugefiigt. 

Der Nutzen dieser Neueinfiihrungen solI natiirlich darin bestehen, 
daB sie die bei Beschrankung auf reelle Variable notigen Fallunter
scheidungen iiberfllissig machen und das Aussprechen allgemeiner, aus
nahmsloser Satze gestatten. Ganz analoge tJberlegungen hatten uns ja 
bereits in der projektiven Geometrie zur Einfiihrung der unendlich fernen 
Punkte sowie der von ihnen erfi.illten unendlich fernen Ebene bzw. Gera
den gefiihrt. Das eine wie das andere Mal tun wir das, was man passend 
als "Adjunktion uneigentlicher Punkte" zu den eigentlichen, anschaulich 
erfaBbaren Punkten des Raumes bezeichnet. 

Wir wollen nunmehr beide Adjunktionen gleichzeitig vollziehen. 
Zu diesem Zweck fiihren wir, wie friiher, homogene Koordinaten ein, 
setzen also, um zunachst in der Ebene zu bleiben, X : Y : 1 = ~ : fJ : T und 
lassenfiir~, 17, T auchkomplexe Werte zu. Das Wertesystem 0, 0, ° schlieBen 
wir aus. Betrachten wir dann beispielsweise eine homogene q2tadratische 
Gleichung: 

(1) A ~2 + 2 B ~ fJ + C fJ2 + 2 D ~ T + 2 E fJ T + F T2 = ° , 
so werden wir den Inbegriff aller ihr geniigenden reellen und komplexen 
Wertsysteme ~, fJ, T (gleichgi.iltig, ob sie endliche oder unendlich ferne 
Punkte darstellen) eine Kurve zweiter Ordnung nennen. Man sagt dafiir 
auch wohl manchmal einfach Kegelschnitt, aber das kann, wenn nicht bei 
den Leuten, die die Sache kennen, so doch bei den vielen, denen die Be
trachtung imaginarer Elemente nicht ge1aufig ist, MiBverstandnisse her
vorrufen; braucht doch Z. B. eine Kurve nach dieser Definition keinen 
einzigen reellen Punkt zu enthalten. 

Kombinieren wir nun (1) mit einer linearen Gleichung: 

(2) (X ~ + fJ fJ + YT = 0, 

die wir als Definition einer Kurve erster Ordnung, d. h. einer Geraden, 
auffassen. Diese beiden Gleichungen haben dann genau 2 Losungstripel 
~ : 1] : T gemein, d. h. eine K urve erster und eine zu 'iter Ordnung "schnei
den" sich stets genau in 2 Punk' :m, die jreilich reell oder komplex, endlich 
oder unendlich jern, getrennt oder zusammen/allend sein kOnnen . . Freilich 
sind Ausartungen, die Ausnahmen von diesem Satze herbeifiihren, 
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denkbar. Zerfillt die linke Seite von (1) in 2 Linearfaktoren und ist 
der eine von ihnen mit der linken Seite von (2) identiseh, d. h. ist die 
Kurve zweiter Ordnung ein "Geradenpaar" und (2) mit einerihrer Geraden 
identiseh, so ist eben jeder Punkt von (2) gemeinsamer Punkt. Das kommt 
darauf hinaus, daB die quadratisehe Gleiehung, die dureh Elimination 
einer Variablen aus den beiden gegebenen Gleiehungen entsteht, in 
diesem FaIle durehweg versehwindende Koeffizienten hat. Noeh weiter
gehende Ausartungen treten nattirlieh ein, wenn die linke Seite einer 
oder gar beider gegebenen Gleiehungen selbst identiseh versehwindet 
(A = B = ... = F = 0 oder <X = fJ = Y = 0). reh will jedoeh aIle diese 
und ahnliehe Besonderheiten, die dem Wesen der Saehe naeh samtlieh 
trivial sind, im folgenden ganz beiseite lassen. Dann dtirfen wir z. B., 
wenn wir zur Betraehtung zweier Kurven zweiter Ordnung aufsteigen, 
den Satz ausspreehen, daB sie stets gemde 4 Punkte gemein haben. 

Ftihren wir nunmehr aueh im Raume homogene Koordinaten 
x : y : z : 1 = ~ : 1] : C : 7: ein und erteilen ihnen, wieder von dem Werte
system 0: 0: 0: 0 abgesehen, beliebige komplexe Werte; die yesamt
heit der Losungen einer in diesen 4 Variablen linearen bzw. quadra
tisehen homogenen Gleiehung werden wir dann Plache erster Ordnung 
(Ebene) bzw. Flache zweiter Ordnung nennen. Dann gilt wiederum 
allgemein - von trivialen Ausnahmen abgesehen -, dafJ eine Flache 
zweiter Ordnung von einer Ebene in einer K urve zweiter Ordnung geschnitten 
wird, und dafJ zwei Flachen zweiter Ordnung sich in einer Raumk$trve 
vierter Ordnung schneiden, die ihrerseits mit jeder Ebene 4 Punkte gemein 
hat. Dabei ist es unentsehieden, ob diese Sehnittkurven Ieelle Aste haben 
oder nieht, ob sie im Endliehen oder Unendliehfernen verlaufen. 

Nun hat bereits Poncelet 1822 in seinem schon genannten "Traite des 
proprietes projectives des figures" diese Begriffe auf Kreise und Kugeln an
gewandt; freilieh benutzte er nicht homogene Koordinaten und die dureh 
sie ermogliehten prazisen analytisehen Formulierungen, sondern er 
folgte mehr seinem starken GefUhle fUr geometrisehe Kontinuitat. Gehen 
wir, urn seine merkwtirdigen Resultate in genauer Form kennenzulernen, 
von der Kreisgleichung: 

(x - a)2 + (y- b)2 = r2 

aus, die wir homogen sehreiben: 

(~ - a 7:)2 + (1] - b 7:)2 - r27:2 = 0 . 

Der Sehnitt mit der unendlieh fernen Geraden 7: = 0 wird also gegeben 

durch: ~2 + 1]2 = 0 , 7: = 0 . 

Aus diesen Gleiehungen sind die den zugrunde gelegten Kreis 
eharakterisierenden Konstanten a, b, r herausgefallen. Jeder beliebige 
Kreis schneidet also die unendlich ferne Gerade in denselben beiden festen 
Punkten: 

~:1]=±i, 1'=0, 
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die man kurz die (imaginaren) Kreispunkte nennt. Ganz genau so leitet 
man ab, da(3 alle Kugeln des Raumes die unendlichlerne Ebene in ein und 
demselben imaginiiren Kegelschnitt schneiden: 

r= O. 

den man auch schlechtweg (imaginaren) Kugelkreis nennt. 
Es gilt aber auch das Umgekehrte: Jede Kurve zweiter Ordnung, die 

durch die beiden Kreispttnkte der ttnendlich lernen Gcraden ihrer Ebene 
geht, ist ein Kreis, und jede Flache zweiter Ordnung, die die unendlich Ierne 
Ebene im Kugelkreis schneidet, ist eine Kugel, so daB wir hier charakte
ristische Eigenschaften von Kreis und Kugel haben. 

rch habe absichtIich nicht gesagt "unendlich ferne" Kreispunkte 
und "unendlich ferner" Kugelkreis, wie es wohl manchmal geschieht. 
Der Abstand der Kreispunkte vom Koordinatenanfangspunkt ist namlich 
nicht bestimmt unendlich, wie man zunachst vielleicht glauben mochte, 

sondern er hat die Form r x2 + y2 = ~ = ~ und ist demnach unbe-
r 0 

stimmt;'je nach dem Grenzubergang zu den Kreispunkten kann man ihm 
jeden beliebigen Wert erteilen. Ebenso ist die Entfernung der Kreis
punkte von jedem endlichen Punkte unbestimmt, und dasselbe gilt 
auch fUr die Entfernung eines jeden Punktes des Kugelkreises von 
einem endlichen Raumpunkte. Das ist nun keineswegs wunderbar, 
denn wir haben ja von den Kreispunkten gleichzeitig verlangt, daB sie 
von einem endlichen Punkte den Abstand r haben (auf dem Kreis mit r 
urn ihn liegen. wobei r einen belie big gegebenen Wert haben kann) und un
endlich fern von ihm sein sollen; diesen scheinbaren \Viderspruch kann 
die analytische Formel nur dadurch ausgleichen, daB sie jene Unbestimmt
heit liefert. Man muB sich diese einfachen Dinge einmal ganz klarmachen, 
urn so mehr, als haufig Falsches daruber geredet und geschrieben wird. 

Die Kreispunkte und der Kugelkreis gestatten es, die Theorie der 
Kreise und Kttgeln der allgemeinen Theorie der Gebilde zweiter Ordnung auls 
schOnste unterzttordnen, wahrend flir die elementare Betrachtung gewisse 
Verschiedenheiten zu bestehen scheinen. So spricht man in der elemen
taren analytischen Geometrie immer nur von zwei Schnittpunkten zweier 
Kreise, da die Elimination einer Unbekannten aus ihren Gleichungen nur 
auf eine quadriLtische Gleichung fUhrt. Nun haben die beiden Kreise aber 
noch auf der unendlichfernen Geraden die beiden Kreispunkte gemein, 
die die elementare Darstellung nicht berucksichtigt, und so kommen wir 
tatsachlich auf die durch das oben genannte allgemeine Theorem fUr 
2 Kurven zweiter Ordnung erforderliche Anzahl von 4 Schnittpunkten. 
Ganz analog spricht man zunachst immer nur von einem Kreise, in dem 
2 Kugeln sich treffen und der ubrigens reell oder imaginar sein kann; 
wir wissen aber jetzt, daB die Kugeln in der unendlichfernen Ebene 
noch uberdies den Kugelkreis gemein haben, und dieser erganzt jenen 
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endlichen Kreis zu der Raumkurve vierter Ordnung, die unser allge
meiner Satz als Schnittkurve fordert. 

lch mochte nun im AnschluB daran einige Worte uber die so
genannte Imaginartrans/ormation sagen. Man versteht darunter Kolti
neationen mit imaginaren Koe//izienten, die imaginare Punkte, fUr die 
man sich gerade vorzugsweise interessiert, in reelle Punkte uberfuhren. 
So wird man hier in der Theorie der Kreispunkte mit Vorteildie Trans
formation: 

r/=iYJ, 7:' = 7: 

verwenden; denn durch sie geht die Gleichung ;2 + tJ2 = 0 in ;'2 - 1/'2 = 0 
uber, und daher werden die Kreispttnkte 1/' 
; : YJ = ± i, 7: = 0 in die reellen unendlich
/ernen Punkte: 

;' : YJ' = ± 1 , 7: = 0 

verwandelt, das sind die unendlich fernen 
Punkte der beiden urn 45 a gegen die Achsen 
geneigten Richtungen. Alle Kreise werden 
also in Kegelschnitte ubergefuhrt, die 
durch diese beiden reellen unendlichfernen 
Punkte gehen, und das sind einfach Abb.90. 
samtliche gleichseitigen H yperbeln, deren 
Asymptoten jene Winkel ± 45 a mit den Achsen bilden (vgl. Abb. 90). 
An dem. Bilde dieser Hyperbeln kann man sieh nun alle Theoreme uber 
Kreise anschaulich klar machen, was fiir viele Zwecke - besonders auch 
bei den analogen Entwicklungen im Raume - auBerst bequem und 
ni.itzlich ist. 1m Rahmen dieser Vorlesung muB ieh es jedoch mit diesen 
Andeutungen genug sein lassen; nahere AusfUhrungen pflegt man in 
den Vorlesungen und Bi.ichern i.iber "projektive Geometrie" zu geben. 

Es entsteht nun die Frage, ob man diesen imaginaren Punkten, 
Ebenen, Kegelschnitten usw. nicht auch rein geometrisch nahe kommen 
kann, ohne sie - wie wir es bisher taten - gewaltsam aus den Formeln 
der Analysis zu ubernehmen. Die ii.lteren Geometer, Poncelet und auch 
Steiner, hatten hieruber noch keine Klarheit gewonnen; bei Steiner sind 
die imaginaren GraBen in der Geometrie noch "Gespenster", die gleieh
sam aus einer hoheren Welt heraus sich in ihren Wirkungen bemerkbar 
machen, ohne daB wir von ihrem Wesen eine klare Vorstellung gewinnen 
konnen. Erst v. Staudt hat in seinen schon fruher genannten Werken, der 
"Geometrie der Lage"l) und den "Beitragen zur Geometrie der Lage'(2), 
jene Frage vollkommen gelOst, und mit seinen Betrachtungen mussen 
wir uns noch ein wenig befassen. Ubrigens sind diese Staudtsehen Bucher 
recht schwer lesbar, da er seine Theorien ohne Bezugnahme auf ana
lytische Formeln und ohne induktive Hinweise sogleich in ihrer end-

1) Nurnberg 1846. 2) Nurnberg 1856-1860. 

K lei n, Elementarmathematik II. 9 
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giiltigen Form deduktiv entwiekelt. Bequem verstandlieh ist ja immer 
nur die genetisehe Darstellung, die dem yom Autor bei der Entstehung 
seiner Ideen vermutlieh eingesehlagenen Wege folgt. 

Den beiden Werken v. Staudts entspreehen zwei verschiedene Stadien 
der Entwicklung seiner Theorie, die ieh nun beide 'kurz darlegen will. In 
dem Werke von 1846 handelt es sieh zunaehst nur urn die Betraehtung 
irgend welcher Gebilde zweiten Grades mit reellen Koeffizienten - ieh 
sage Gebilde, wei! ich die Anzah! der Dimensionen (Gerade, Ebene oder 
Raum) unentsehieden lassen will. Betraehten wir etwa eine Kurve 
zweiter Ordnung in der Ebene, d. h. irgend eine in drei Variablen homo
gene quadratisehe Gleiehung mit reellen Koeffizienten: 

A~2 + 2B~'YJ + C'YJ2 + 2D~'f + 2E'YJ'f + Fr2 = o. 
Fiir die analytisehe Behandlung ist es dann vollig gleiehgiiltig, ob diese 
Gleiehung iiberhaupt reelle Losungen hat oder nieht, d. h. ob die Kurve 
zweiter Ordnung einen reellen Zug besitzt oder nur komplexe Punkte 
aufweist. Die Frage ist, was sieh im letzteren Falle der reine Geometer 
Ansehauliehes unter einer solchen Kurve denken, wie er sie mit geo
metrisehen Mitteln definieren solI. Dieselbe Frage entsteht im ein
dimensionalen Gebiet, wenn wir die Kurve mit irgend einer Geraden, 
etwa der x -Aehse 'YJ = 0 sehneiden; dann werden die Sehnitte - gleieh
gilltig, ob sie reell oder imaginar sind - dureh die folgende Gleiehung 
mit reellen Koeffizienten: 

A~2+2D~'f+F'f2=O 

geliefert, und die Frage ist, ob man im Falle komplexer Wurzeln irgend 
einen geometrisehen ?inn damit verbinden kann. 

Staudts Idee ist nUJl zunaehst folgende: Er betraehtet statt der Kurve 
zweiter Ordnung das "ihr zugehorige Polarsystem, von dem wir ja friiher 
(S.119) spraehen, d. h. eine dualistisehe reziproke dureh die Gleiehung: 

AU' + B(~'YJ' + f1]} + C'YJ'YJ' + D (~'f' + f'f) + E('YJ-r' + 'YJ'T} + Fn' = 0 
dargestellte Verwandtsehaft. Wegen der Realitat der Koeffizienten ist 
das eine durchaus reelle Beziehung, die J"edem reellen Punkte eine reelle 
Gerade zuordnet - mag nun der Kurvenzug selbst reell sein oder nieht. 
Das Polarsystem bestimmt aber seinerseits die Kurve vollkommen als 
Gesamtheit der Punkte, die auf ihren eigenen Polaren liegen, wobei es von 
vornherein unentsehieden bleibt, ob solche Punkte im Reellen existieren. 
In jedem Falle bildet aber das Polarsystem einen stets reellen Reprasen
tanten der dureh die Gleiehung definierten Kurve zweiter Ordnung, der 
statt der Kurve zweekmaBig an die Spitze der Untersuehung gestellt 
werden kann. 

Sehneiden wir nun die Kurve mit der x-Aehse, d. h. setzen wir 'YJ und 
1]' gleich 0, so haben wir ganz analog auf ihr eine eindimensionale stets 
reelle Polarverwandtsehaft, die dureh die Gleiehung: 

A~~' + D(~'f' + ~'r) +Frr' = ° 
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dargestellt wird und immer 2 reelle Punkte einander reziprok zuordnet. 
Die Schnittpunkte der x-Achse mit der Kurve sind die beiden in dieser 
Polarenverwandtschaft sich selbst entsprechenden Punkte, ihre so
genannten Grund- oder Ordnungspunkte. Sie konnen reell oder imaginar 
sein, jedenfalls wird auf sie selbst das Interesse erst in zweiter Linie ge
richtet, und voran steht wieder die Polarenverwandtschaft als ihr stets 
reeller Reprasentant. 

Man nennt die Paare (: ' ~) zweier sich in einer solchen ein

dimensionalen Polarenverwandtschaft entsprechenden Punkte mit einem 
aus dem 17. Jahrhundert von Desargues herriihrenden Ausdruck Punkte
paare einer "Involution", und zwar unterscheidet man 2 Hauptarten 
solcher Involutionen, je nachdem die Grundpunkte reell oder imaginiir 
sind, und einen Obergangstall, in dem sie zusammenfallen. Die Haupt
sache aber ist fiir uns hier der Involutionsbegriff schlechtweg; die Unter
scheidung von Fallen, d. h. die Frage nach der Natur der Wurzeln der 
quadratischen Gleich~g, hat erst sekundares Interesse. 

Mit diesen Betrachtungen, die sich natiirlich unmittelbar auf 
3 Dimensionen iibertragen lassen, ist zwar das Imaginare nicht gedeutet, 
aber doch - was Gebilde zweiter Ordnung angeht - ein Standpunkt 
oberhalb des Untersehiedes 1)on Reell und Imaginiir gewonnen. Jedes Gebilde 
zweiter Ordnung wird dureh ein reelles Polarsystem dargestellt, und man 
kann mit diesen Polarsystemen geometrisch ebenso operieren wie ana
lytisch mit den reellen Gleichungen der Gebilde. 

Ein Beispiel solI das naher zeigen. Denken wir uns eine Kurve zweiter 
Ordnung, d. h. also ein Polarsystem in der Ebene gegeben und nehmen eine 
Gerade hinzu. Da sind fiir die unmittelbare Anschauung sehr viele ver
schiedene Faile moglich, je nachdem die '.!? 

Kurve iiberhaupt reelle Punkte hat oder 
nicht und im ersten FaIle die Gerade reell 
schneidet oder nicht. Jedenfalls aber wird 
durch das ebene Polarsystem auf derGeradeng 
(vgl. Abb. 91) ein lineares Polarsystem, d. h. 
eine Involution festgelegt: Jedem Punkte P Abb. 91-

von g entspricht in ersterem eine Polare p', 
und diese schneidet in g einen Punkt P' ein; die Punkte (P, PI) durchlaufen 
die in Rede stehende Involution. Nachtraglich kann man dann nach deren 
Grundpunkten fragen und sehen, ob sie reell oder imaginar sind. Wir 
haben damit in geometrischer Sprache genau das zum Ausdruck gebracht, 
was wir zu Beginn dieser Erorterungen aus den Gleichungen schlossen. 

Wir wollen nun diese Betrachtungen insbesondere auf die imaginiiren 
Kreispunkte und den Kugelkreis anwenden. Wir sagten friiher, daB 2 be
liebige Kreise die unendlichfeme Gerade in denselben beiden Punkten, 
eben den Kreispunkten, schneiden; das wird jetzt also geometrisch be-

9*" 
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deuten, daft ihre Polarsysteme auf der unendlichfernen Geraden ein und 
dasselbe eindimensionale Polarsystern, dieselbe Involution hervorrufen. In 
der Tat, ziehen wir (vgl. S. 62) die Tangenten von einem unendlichfernen 
Punkte P an einen Kreis, so steht dessen Pol are PI als Verbindung der 
Beriihrungspunkte der von P ausgehenden Tangenten auf ihrer gemein
samen Richtung senkrecht (vgl. Abb. 92). Da alle nach demselben un
endlichfernen Punkte gehenden Geraden parallel sind, steht auch dessen 
Pol are P; in bezug auf irgend einen zweiten Kreis auf derselben Richtung 

pI senkrecht wie P~ und ist daher zu P~ par-
~ aIlel; mit anderen Worten, P~ und P; 
tip schneiden die' unendlichferne Gerade 

I ihrerseits in demselben Punkte P'. Lv; 
-t--t-"-/--:::::>'-t--=::------;~p Die Polarsysteme aller Kreise schneiden 
_....:lo-+-~r--+-~----;~p also - das ist das Resultat - in die 

~tnendlichferne Gerade ein und dassel be 
Pola'Ysystem, die sogenannte- "absolute 
Involution" ein, deren Punktepaare, von 

-----..::::....,Ir-::::=-----~P einem beliebigen endlichen Punkte a~IS 

Abb. 92. betrachtet, feweils in zueinander senk
rechten Richtungen erscheinen. 

Wir wollen diese Dberlegung nun ins Analytische iibertragen. Gehen 
wir von der homogenen Kreisgleichung: 

oder: 
(~- a-r)2 + (1] - b-r)2 - r2-r2 = 0 

~2 + 'Y)2 - 2a~-r- 2b1]-r + (a2 + b2 - r2) -r2 = 0 

aus, so ist die zugehorige Polarenverwandtschaft: 

~~' + 1] 1]' - a (~-r' + r T) - b (1]r' + 'Y)' T) + (a2 + b2 - r2) Tr' = :); 

wir erhalten daraus die auf der unendlichfernen Geraden erzeugte Ver
wandtschaft, wenn wir -r = -,;' = 0 setzen: 

~ ~' + 1] 1]' = 0 , -,; = 0 , -,;' = 0 . 

Diese Gleichungen sind in der Tat von den speziellen Konstanten a, b, r 
des Ausgangskreises unabhangig. Dazu lehrt aber die analytische Geo
metrie, daB wegen der ersten Gleichung zwei nach den Punkten ~, 17, 0 
und ~', 1]', 0 gehende Geraden aufeinander senkrecht stehen, so daB wir 
wirklich wieder den oben ausgesprochenen Satz erhaIten haben. 

Ganz analoges gilt auch fiir die Kugeln des Raumes. Sie aile legen 
auf der unendlichfernen Ebene ein und dieselbe, die sogenannte absolute. 
Polarenverwandtschaft fest, die durch die Gleichungen: 

~~' + 17 rj' + (C' = 0 , -,; = 0 , -,;' = 0 

gegeben ist; da die erste Gleichung aussagt, daB die Richtungen ~ : 11 : ( 
und ~' : 17' : (I aufeinander senkrecht stehen, so entspricht dabei fedem 
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unendlichfernen Punkte P diejenige ~tnendlichterne Gerade, die von einer 
aut der nach P weisenden Richtung senkrechten Ebene ausgeschnitten wird. 
Damit haben wir ein reelles geometrisehes Aquivalent der Satze tiber den 
imaginaren Kugelkreis. 

Man kann freilieh sagen, daB in diesen Betraehtungen das Imagi
nare mehr umgangen als gedeutet wird. Eine wirkliehe Interpretation 
einzelner imaginarer Punkte, Geraden und Ebenen hat v. Staudt erst in 
seinen "Beitragen" von 1856/60 dureh Weiterbildung jenes Ansatzes ge
geben. Ieh will aueh diese Interpretation hier auseinandersetzen, weil sie 
im Grunde haehst einfaeh und sinnreieh ist und nur in der abstrakten 
Darstellung Staudts auBerst fremdartig und sehwierig erseheint. Dabei 
sehlieBe ieh mieh durehaus der analytisehen Darstellung an, wie sie Stolz 
1871 1) gegeben hat. Stolz, der damals mit mir zusammen in Gattingen 
war, hatte Staudt gelesen, was ieh selbst nie fertig gebraeht habe. Von 
ihm lernte ieh dann im persanliehen Verkehr die versehiedenen aueh in 
anderer Hinsieht sehr interessanten Staudtsehen Ansatzekennen, tiber 
die ieh spaterhin vielfaeh gearbeitet habe. Ieh maehte im folgenden nur 
wieder die wiehtigsten Ztige des Gedankenganges hervortreten lassen, 
ohne aIle Einzelheiten vollstandig auszufiihren; dabei wird es vollkommen 
gentigen, wenn ieh mieh auf die Ebene besehranke. 

Es sei also zunaehst einmal ein imaginarer Punkt P dureh seine drei 
komplexen Koordinaten ~, 1], T gegeben; es sei, in die reellen und imagi
naren Bestandteile getrennt: 

(1 ) ~ = ~1 + i~2' 1] = fJ1 + i fJ2 ' 

Wir wollen nun eine reelle Figur konstruieren, dureh die dieser Punkt P 
seine Deutung findet, und zwar soIl der Z1lsammenhang ein projektiver 
sein, d. h. genauer gesagt, er soIl dureh beliebige reelle projektive Um
formungen nieht geandert werden. Der erste Sehritt dazu ist, daB wir 

1. die beiden reellen Punkte P 1> P 2 ins Auge fassen, deren homogene 
Koordinaten die reellen bzw. die mit - i multiplizierten imaginaren 
Bestandteile der gegebenen Koordinaten von P sind: 

(1 a) 

Diese beiden Punkte sind versehieden, d. h. es ist nieht ~1: fJ1 : T1 
= ~2 : 1]2 : T2 , da sonst ~ : fJ : T sieh wie drei reelle GraBen verhalten und 
daher einen reellen Punkt darstellen wtirden. Daher bestimmen PI' P 2 

eine reelle Gerade g, deren Gleiehung bekanntlieh: 

~ fJ T 
(2) 

1) "Die geometrische Bedeutung der komplexen Elemente in der analytischen 
Geometrie." Mathematische Annalen Bd.4, S.416. 1871. 
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ist; auf ihr liegen sowohl der gegebene imaginare Punkt Pals aueh sein 
"konjugiert imaginarer Punkt" J5 mit den Koordinaten: 

(1) [=~1-i~2' 1j=111- i 1']2' r=1:1-iT2, 
denn beide Koordinatentripel (1), (1) genugen ersiehtlieh der Geraden
gleichung (2). 

2. N attirlieh wird das so konstruierte Punktepaar PI' P 2 keineswegs 
als reeller Reprasentant des imaginaren Punktes P gelten k6nnen, denn 
es hangt ganz wesentlieh von den Einzelwertenvon~, 1], 1: selbst ab, wah
rend ftir den Punkt P nur die Verhaltnissen dieser Zahlen eharakteristiseh 
sind. Es wird also genau derselbe Punkt P dargestellt, wenn wir statt~, 
1'], 1: ihre Produkte mit einer beliebigen komplexen Konstanten: 

sehreiben: 
(! = (!1 + i(!2 

1 (! ~ - (!1 ~1 - (!2;2 + ~ (Q2;1 + !h ;2) , 

(! 1'] - (!11']1 - (!21']2 + t ((!21']2 + (!11']2) , 

(!7: = (!17:1 - 22T2 + i((!27:1 + (!I T2); 

dann erhalten wir aber, indem wir wieder den reellen von dem imagi
'naren Tei! trennen, statt der Punkte PI und P 2 andere reelle Punkte 
P; und P; mit den Koordinaten: 

{ Pi: ;1 : 1']1 : r1 = (!1;1 - (!2 ;2: (!11']1 - (!2 112 : (!11:1 - (!27:2 , 

(3 a) P2 : ;2 : 1']~ : T2 = (!2;1 + (!1;2 : (!21']1 + (!11']2 : (!27:1 + (!11:2 • 

Betraehten wir die Gesamtheit der so fUr alle Werte von (!l' (!2 entstehen
den Puuktepaare P~ , P; , so haben wir ein geometrisehes Gebilde, in dem 
nur mehr die Verhaltnisse ; : 1'] : 1:, d. h. der "geometrisehe" Punkt P zur 
Geltung kommen, das also zur Reprasentation von P durehaus geeignet 
ist. DberdiesistderZusammenhangmitPinderTat projektiv, denn trans
formiert man ;,1'],7: irgendwie reell linear, so erleiden sowohl;l, 1']1,7:1 

als aueh ;2, 1']2, 1:2 offenbar die gleiehe Substitution. 
3. Urn nun die geometrisehe Natur dieser Gesamtheit von Punkte

paaren naher zu untersuehen, bemerken wir zuniiehst, daB die Punkte 
.)( • g P~, P~ jedenfalls (vgl. Abb. 93), was aueh (! 

)( , 
Pz Pt P/ ~sei, aut dey Geraden PI P 2 liegen, da ihre 

Abb. 93. Koordinaten offenbar die Gleiehung (2) be-
friedigen. Lassen wirweiter (! alle komplexen, 

d. h. (!l und 1?2 al1e reellen Werte durehlaufen (wobei es auf einen gemein
samen reellen Faktor nieht wesentlieh ankommt), so durehHiuft P{ aIle 
reellen Punkte von g, und P2 stellt jedesmal einen ihm eindeutig zuge
ordneten zweiten reellen Punkt von g dar; so entstehen z. B. (ftir 
(!1 = 1, (!2 = 0) PI und P 2 als zugeordnete Punkte. Die Zuordnung wird 
ubersiehtlieher, wenn wir das Verhaltnis: 
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einfUhren; dann wird namlich: 

(3 b) 1 
fUr P~ : 

fiir P; : 

~~ : 17~ : Tr = ~1 + A, ~2 : 171 + A,172 : '<I + A.T2 ; 
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4. Aus diesen Formeln kann man weiter leicht folgern, daB bei 
variablem A, die Punkte PI und P 2 gerade die samtlichen Punktepaare 
einer Involution aut der Geraden g durchlaufen. Denn fiihrt man auf g ein 
eindimensionales Koordinatensystem ein, so werden die homogenen 
Koordinaten eines jeden Punktes ~ bzw. P; bekanntlich ganze lineare 

Fun~tionen des Parameters A,~ = A, biw. ~ = - ~ der Gleichun

gen (3 b) . Daher liefert die Gleichung A,~')-2 = - 1 zwischen den 
beiden Parametern eine symmetrische bilineare Relation zwischen den 
linearen Koordinaten von P~ und P; , und damit ist gemaB der Definition 
von S. 131 (vgl. auch S. 119) die Behauptung erwiesen. 

5. Die Grundpunkte, d. h. die sich selbst entsprechenden Punkte 

dieser Involution erhalten wir fiir A, = - ~, also fiir A, = ± i; sie sind 

beide imaginiir, und zwar ist der eine gerade der Punkt P, von dem wir 
ausgingen, der andere der konjugiert imaginare P. Wir haben also bisher 
lediglich eine neue Darstellung des alten Staudtschen Ansatzes erreicht. 
Wir haben aufJer P den Punkt P in Betraeht gezogen, der P zu einem dureh 
eine reelle quadratisehe Gleiehung bestimmten eindimensionale-n Gebilde zwei
ten Grades ergiinzt, und haben dann als reellen Repriisentanten die zugeMrige 
Involution konstruiert. Ich bemerke noch, daB eine solche Involution be
stimmt ist, wenn man zwei ihrer Punktepaare, etwa Pi, P2 und P~, P; 
kennt; damit diese Involution imaginare Grundpunkte hat, ist notwendig 
und hinreichend, daB sich diese Punktepaare "in versehriinkter Lage" 
befinden, d. h. daB der eine der Punkte P~ , P; zwischen PI und P 2' der 
andere auBerhalb von ihnen liegt. 

6. Zur vollstandigenLosung unserer gegenwartigen Aufgabe fehlt 
nun nur noch ein Mittel, diesen ge- )..<0 /t-=o )..>0 A=OO )..<0 

meinsamen Reprasentanten von P >0 ~, >0 • ;")E ~ ,)0 9 
~ r;, P, 1"/ 12 

und Pin einen Repriisentanten von P Abb. 94. 

allein (oder von P allein) zu verwan-
deln, und dieses hat v. Staudt erst 1856 durch einen sehr feinen Gedanken 
gefunden. Der Punkt ~ mit den Koordinaten ~1 + A,~2: 171 + A,172 : 
'<1 + A, '<2 durchlauft namlich die Gerade g in einer ganz bestimmten 
Riehtung (vgl. Abb. 94), wenn wir A, von 0 durch positive reelle Werte 
nach + 00 und dann wieder durch negative zuriick nach 0 laufen lassen. 
Man iiberzeugt sich leicht, daB man zu genau demselben Sinn auf g ge
fiihrt wiirde, wenn man von den mit einem beliebigen e multiplizierten 
Koordinaten von P ausginge, d. h. den Punkt ~1 + A,~~, •• • betrachtete, 
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und daB femer bei ree1ler projektiver Transformation von P die Pfeil
riehtung des Bildpunktes dureh dieselbe Transformation aus der soeben 
bestimmten hervorgeht. Wir treffen daher eine unseren Anforderungen 
geniigende Festsetzung, wenn wir ein lur alle Male dem ursprunglichen 
Punkte P mit den Koordinaten';1 + i';2 ' ... diese Pfeilrichtung zuordnen. 
Da der konjugiertimaginare Punkt P die Koordinaten ';1 + i(- ';2)" .. 
hat, so ist ihm danaeh der Bewegungssinn des Punktes';1 + A( - ';2)' ... 
bei positiv waehsendem A, also gerade der dem vorhergehenden ent
gegengesetzte Sinn der Geraden g zuzuordnen, und damit ist die ge
wiinsehte Unterseheidung erreieht: Wir unterscheiden, kurz gesagt, einfach 
zwischen + i und - i, indem wir zwischen dey positiven und der negatt:ven 
Durchlaufung der reellen A-Werte unterscheiden. 

Damit haben wir sehlieBlieh folgende Regel fur die eindeutige und 
pl'ojektiv invariante Bildung einer den imaginaren Punkt ';1 + i';2 : 
1]1 + i 'YJ2 : 1'1 + i 1'2 repriisentierenden reellen geometrischen Figur gewonnen: 
Man konstruiere die Punkte P1(';1: 'YJ1 : 1'1) und P2(';2: 'YJ2: "1:2), ihre Ver
bindungsgerade g und diejenige Punktinvolution auf g (bzw. noch ein weiteres 
ihrer Punktepaare), in der immer die Punkte: 

P{(';l +A';2 :'YJ1 +A'YJ :1'1 +At"2)UndP;(f;1-1';2 :'YJ1-1 'YJ2 :1'1-1 1'2) 

gepaart sind; man fuge endlich den Pfeil bei, der der Bewegungsrichtung 
von p~. bei positiv wachsendem A entspricht. 

7. Es bleibt nun nur noeh zu iiberlegen, dafJ auch umgekehrt jede 
solche reelle Figur, bestehend aus einer Geraden, 2 auf ihr verschriinkt 
liegenden Punktepaaren PI' P2 und P~ I P~ (bzw. einer Punktinvohttion 
ohne reelle Doppelpunkte) sowie einer Pfeilrichtung, einen ~tnd nur einen 
imaginaren Punkt reprasentiert. In der Tat kann man leieht - ieh brauche 
wohl aueh das hier nieht im einzelnen auszufiihren - dureh Hinzu
fiigung eines passenden reellen konstanten Faktors den Koordinaten von 
P2 solche Werte ';2' 'YJ2' 1'2 erteilen, daB die Koordinaten von P~ und P; 

proportional';I+A';2:'YJI+A'YJ2:1'I+A1'2und';1~~ ';2:1]1-1 'YJ2:1'1-1 1"2 

sind, oder, was dasselbe ist, daB die Doppelpunkte der angegebe
nen Involution die Koordinaten ';1 ± i ';2' ... haben; iiber das Vor
zeichen von A, das danaeh noeh willkiirlieh bleibt, verfiige man so, daB 
die Bewegungsriehtung des Punktes ';1 + A';2: 'YJI + A'YJ2: T1 + Ar2 bei 
von 0 aus positiv waehsendem Adem Sinne des gegebenen Pfeiles ent
sprieht. Dann wird dem Punkte P mit den Koordinaten ';1 + i';2' ... 
auf Grund der vorangehenden Entwicklungen tatsaehlich gerade die 
gegebene Involution mit der gegebenen Pfeilriehtung als reeller Reprasen
tant entspreehen. Man i.iberzeugt sieh weiterhin, daB man auf die 
gleiehen Koordinatenverhii.ltnisse, d. h. aufdenselben Punkt P gefiihrt 
wird, wenn man von einem anderen Punktepaar der Involution ausgeht. 
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Nachdem wir so unser Problem fUr den Pltnkt erledigt haben, 
konnen wir fUr die Ebene die Losung nach dem Prinzip der Dualitat so
fort auch auf die Gerade iibertragen. Danaeh wird eine komplexe Gerade 
im Reellen eindeutig reprasentiert dureh einen reellen Punk!, zwei dem 
Strahlenbusehel dureh ihn entnommene, versehrankt liegende Strahlenpaare 
(bzw. eine Strahleninvolution ohne reeUe 2' 

Doppelstrahlen) sowie endlicheinen bestimmten 
Umlaulssinn im Buschel (vgl. Abb. 95). 

Diese Darstellungen gestatten, und 
darin liegt ihr groJ3er Wert, auch alle Be- l' 

ziehungen zwischen komrlexen Elementen 
oder zwischen komplexen und reellen Ele- ''-1 

men ten d urch greifbare Eigenschaften d urch - A bb. 95. 

aus reeller geometrischer Figuren darzu-
stellen. Urn das an einem konkreten Beispiele deutlich zu machen, will 
ieh Ihnen darlegen, was es in dieser Reprasentation heiJ3t, da/3 ein (reeller 
oder imaginarer) Punkt Paul einer (reeUen oder imaginaren) Geraden g 
liegt. Wir haben da natiirlich 4 Hille zu unterseheiden: 

1. reeller Punkt und reelle Gerade; 
2. reeller Punkt und imaginare Gerade; 
3. imaginarer Punkt und reelle Gerade; 
4. imaginarer Punkt und imaginare Gerade. 

Der Fall 1. bedarf keiner besonderen Erlauterung; hier haben wir tine 
Grundbeziehung der gewohnlichen Geometrie vor uns. - 1m Falle 2. muJ3 
durch den gegebenen reellen Punkt neben der gegebenen imaginaren Gera
den notwendig auch die konjugiert imaginare gehen, und er muJ3 daher 
mit dem Scheitel des Strahlenbuschels identisch 
sein, das wir zur Darstellung der imaginaren 
Geraden benutzen. Ebenso muJ3 im Falle 3. 
die reelle Gerade identiseh mit dem Trager 
der geradlinigen Punktinvolution sein, die den 
gegebenen imaginaren Punkt reprasentiert.
Am interessantesten ist der Fall 4 (vgl. 
Abb. 96); bei ihm muJ3 offenbar der konjugiert 
imaginare Punkt auch auf der konjugiert 
imaginaren Geraden liegen, und daraus folgt, 
daB jedes Punktepaar der P darstellen

Abb.96. 

den Punktinvolution auf einem Strahlenpaar der g reprasentierenden 
Geradeninvolution liegen muJ3, d. h. daJ3 diese beiden reprasentierenden 
Involutionen perspektiv zueinander liegen mussen; iiberdies ergibt sieh 
noch, daB die Pfeile der beiden Involutionen gleiehfalls perspektiv liegen. 

Uberhaupt bekommt man in der allgemeinen, aueh das Komplexe 
berucksiehtigenden analytisehen Geometrie der Ebene ein vollstandiges reeZZes 
Bild der Ebene, wenn man der Gesamtheit der reeUen Punkte und Geraden 
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der Ebene die Gesamtheit der in Rede stehenden Invol'utionsjiguren mit 
Pfeilrichtung als neue Elemente adfungiert. Es mag hier genugen, wenn 
ieh nur in groBen Umrissen andeute, wie sieh der Aufbau dieses reellen 
Bildes der komplexen Geometrie gestalten wurde. Ieh folge dabei der
jenigen Anordnung, in der man die ersten Satze der elementaren Geo
metrie jetzt gewohnlieh darzustellen pflegt. Man beginnt da 

1. mit den Existenzsiitzen, we1che das Vorhandensein der soeben an
gedeuteten Elemente eines gegen die gewohnliehe Geometrie erweiterten 
Bereiehes genau zu umsehreiben haben. 

2. Hierauf folgen die Siitze der VerknuPfung, die aussagen, daB aueh 
in dem in 1. definierten erweiterten Bereiehe dureh 2 Punkte eine und 
nur eine Gerade geht) und daB 2 Gerade einen und nur einen Punkt 
gemein haben. Man hat dabei je naeh der Realitat der gegebenen Ele
mente ganz wie soeben jedesmal 4 FaIle zu unterseheiden, und es ist 
sehr interessant, genau durehzudenken, in we1chen reellen Konstruk
tionen mit Punkt- und Geradeninvolutionen jene komplexen Beziehungen 
ihr Abbild finden. 

3. Was nun die Gesetze der Anordnung angeht, so treten hier gegen
tiber den reellen Verhaltnissen vollig neue Umstiinde auf; insbesondere 
bilden die samtliehen reellen und komplexen Punkte auf einer festen 
Geraden und ebenso die samtlichen Strahlen dureh einen fest en Punkt je 
ein zweidimensionales Kontinuum. Jedermann ist ja aueh von der Funk
tionentheorie her gewohnt, die Gesamtheit der Werte einer komplexen 
Variablen dureh die samtliehen Punkte einer Ebene darzustellen. 

4. Was die Siitze der Stetigkeit angeht, so will ieh hier nur hervorheben, 
wie sieh die in beliebiger Nahe eines reellen Punktes liegenden komplexen 
Punkte reprasentieren werden. Man hat dazu dureh den reellen Punkt P 
(oder dureh einen reellen Naehbarpunkt) eine reelle Gerade zu legen und 

p auf dieser zwei so1che Punktepaare 
• P I P 2 und P; P; in versehrankter . )( . ,,17 '2 Lage zu betrachten (vgl. Abb. 97), 
Abb. 97. daB zwei Punkte p]' p~ versehiede-

ner Paare nahe aneinander und an P 
liegen; laBt man nun PI und P; zusammenrucken, so artet die durch 
jene Paare bestimmte Involution aus, d. h. ihre beiden vorher komplexen 
Doppelpunkte fallen mit PI = P; zusammen. Jeder der beiden durch 
die Involution (mit dem einen oder anderen Pfeile) dargestellten imagi
naren Punkte geht also stetig in einen Punkt in der Nahe von P oder 
gar in P selbst uber. Man muB sieh in diese Stetigkeitsvorstellungen 
naturlieh erst besonders hineinarbeiten, urn sie mit Nutzen gebrauehen 
zu konnen. 

1st dieser ganze Aufbau aueh, verglichen mit der gewohnliehen reellen 
Geometrie, reeht umstandlich und beschwerlich, so kann er doeh unver
gleichlieh viel mehr leisten; insbesondere kann er algebraische Gebilde als 
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Gesamtheit ihrer reellen und komplexen Elemente zu voller geometrischer 
Anschaulichkeit erheben, und man kann mit ihm an den Figuren selbst 
Satze wie den Fundamentalsatz der Algebra oder das Bezoutsche Theorem, 
daB 2 Kurven mter und nter Ordnung im allgemeinen gerade m· n 
Punkte gemein haben, sich anschaulich deutlich machen. Zu diesem 
Ziele miiBte man die Ansatze freilich viel genauer anschaulich durcharbei
ten, als das bisher wohl geschehen ist; hbrigens findet sich alles wesent
liche Material zu soIchen Untersuchungen bereits in der Literatur vOr. 

In den meisten Hillen diirfte allerdings die Anwendung dieser geo
metrischen Deutung bei allen ihren theoretischen Vorziigen doch soIche 
Komplikationen mit sich bringen, daB man sich mit ihrer prinzipiellen 
M6glichkeit zufrieden geben und sich tatsachlich auf den mehr naiven 
Standpunkt zuriickziehen wird: ein komplexer Punkt ist der Inbegriff 
komplexer Koordinatenwerte, mit dem man in gewisser Weise ebenso 
operier-en kann wie mit reellen Punkten. Tatsachlich hat sich diese 
von allen prinzipiellen Erorterungen absehende Heranziehung imaginarer 
Elemente namentlich immer dann als fruchtbar erwiesen, wenn man mir 
den imaginaren Kreispunkten und dem Kugelkreise zu tun hatte. Zuerst 
hat, wie schon gesagt, Poncelet das Imaginare in diesem Sinne benutzt; 
ihm sind andere franzosische Geometer, so namentlich Chasles und 
Darboux, darin nachgefolgt; in Deutschland hat besonders Lie von dieser 
Auffassung des Imaginaren mit groBem Erfolge Gebrauch gemacht. 

Mit diesem Exkurs iiber das Imaginare beschlieBe ich den gan
zen zweiten Hauptteil dieser Vorlesung und wende mich einem neuen 
Abschnitt zu. 



Dritter Teil. 

Systematik und Grundlegung 
der Geometrie. 
I. Die Systematik. 

Wir benutzen zunachst die geometrischen Transformationen, urn 
uns eine systematische Einteilung des Gesamtgebietes der Geometrie 
zu verschaffen, die von einem Standpunkte aus die einzelnen Teile wie 
ihre Zusammenhange zu uberschauen gestattet. 

1. Uberblick fiber die Gliederung der Geometrie. 
Es handelt sich hier urn Betrachtungen, wie ich sie in meinem 

Erlanger Programm1) von 1872 systematisch entwickelt habe; uber die 
Weiterbildung dieser Ideen seit dieser Zeit finden Sie in dem Enzyklopa
diereferat von G. Fano: "Die Gruppentheorie als geometrisches Einteilungs
prinzip" (Enz. III A. B. 4 b) Auskunft. 

1. Wir werden uns, wie bisher, auchweiterhin zur Beherrschung der 
geometrischen Verhaltnisse konsequent der Analysis bedienen, indem 
wir die Gesamtheit der Raumpunkte durch die Gesamtheit der Wertetripel 
der 3 "Koordinaten" x, y, z reprasentiert denken. Jeder Transformation 
des Raumes entspricht dann eine gewisse Transformation dieser Koordi
naten. Gleich von Beginn unserer Er6rterungen an waren uns 4 Arten 
von Transformationen als besonders bedeutsam entgegengetreten, die 
durch gewisse spezielle lineare Substitutionen von x, y, z dargestellt 
werden: Parallelverschiebungen, Drehungen um den Koordinatenanfangs
punkt 0, Spiegelungen an 0, Ahnlichkeitstransformationen von ° aus. 

2. Es besteht nun nicht etwa, wie man nach der Einfiihrung von 
Koordinaten zunachst vielleicht annehmen k6nnte, vollstandige Iden-. 
titat zwischen der Analysis dreier unabhangiger Veranderlichen x, y, z 
und der Geometrie im spezifischen Sinne. Vielmehr handelt, wie ich das 
ja auch fruher schon gel~gentlich hervorhob (vgl. S. 27£.), die Geometrie 
nur von so1chen Beziehungen zwischen den Koordinaten, die bei den un-

1) "Vergleichende Betrachtungen fiber neuere geometrische Forschungen." 
Erlangen 1872. Abgedruckt in den Mathematischen Annalen. Bd.43, S. 63ff. 1893 
und in F. Klein: Gesammelte Mathematische Abhandlungen, Bd. I, S. 460ff. 
Berlin: Springer 1921. 
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ter 1. aufgefUhrten linearen Substitutionen ungeandert bleiben - mag 
man diese nun als Veranderungen des Koordinatensystems oder als 
Transformationen des Raumes auffassen; die Geometrie ist also die In
variantentheorie jener linearen Substit~dionen. Aile niehtinvarianten Glei
Chungen zwischenKoordi~n~ten hingege;}:-z~B. die Aussage, daB ein Punkt 
die Koordinaten 2,5,3 hat, beziehen sieh nul' auf ein bestimmtes, ein ffir 
allemal festes Koordinatensystem und gehoren einer Wissensehaft an, die 
jeden Punkt fUr sieh individualisieren und seine Eigensehaften gesondert 
auffassen muB: del' Topographie odeI' - wenn man will - Geographie. 
Zur naheren ErHiuterung will ieh noeh an einige Beispiele geometrischer 
Eigenscha/ten erinnern: Zwei Punkte haben eine bestimmte Ent/ernung, 
wenn nur einmal eine Einheit festgelegt ist; das bedeutet in der gegen
wartigen Auffassung, daB man aus ihren Koordinaten Xl Yl Zl' x2 Y2 Z2 

einen Ausdruek Y(Xl - X2)2 + (Yl - Y2)2 + (Zl - Z2)2 aufbauen kann, 
der bei allen jenen Substitutionen ungeandert bleibt odeI' sieh doeh nur 
mit einem von del' speziellen Lage del' Punkte unabhangigen F aktor multi
pliziert. A.hnliehe Bedeutung haben die Aussagen, daB zwei Gerade einen 
bestimmten Winkel bilden, daB ein Kegelsehnitt bestimmte Hauptachsen 
und Brennpunkte hat usw. 

Die Gesamtheit diesel' geometrisehen Eigensehaften werden wir aueh 
als "metrische Geometrie" bezeiehnen, urn von ihr sogleich versehiedene 
andere "Arten von Geometrien" zu unterseheiden. Wir werden diese ge
winnen, indem wir nach einem bestimmten Prinzip gewisse Gruppen von 
SatzendermetriscllellGeom-etrle-aussondern-ulld fUr sieh betraehten; 
demn;;'-eh sincr;;'-lle -(Hese~neuen Ar{en von Geometde weIiIgstens fUrdle 
J1~ehs~tE~gende Auffas,mng Teil~._~e:r:J!1f.tIi§~h~!LG:~om~Jrie als del' um
fassendsten "Art von Geometrie". 

3. Wir gehen von den friiher ausfiihrlieh studierten a!linen Trans-
formatione~ d.~~en ~C:I1_z~~n linearen Substitutionen_der x.!..l'., Z au~ 

IX: = alx + b1y + c1z + d1 , 

y = a2 x + b2 y + c2 z + d2 , 

z' = a3 x + b3 y + c3 z + d3 , 

un ter_<ien~._<ii~ ~.l1J:1~t:F_J ~_!>~_t!~ct~~~~teg, Trans.f9.!!!l_~.!ionen als_ spezielle 
Fane enthalten sind, und heben von s~mtli.sht:;Ilgt:;.2.!!1etrisehen ~riffen 
und Theoremen-deIleIlge!egK~ls Ji~gen heIYQro-diueLheliebigfIl. 
;}Tii1en Transformationen ungeanderLbl~i!>_el!;. ih!'_~n~lnb~riffJ)j~ir.a.cl:!~ 
wir alsdie ersteneueArt Geom.etri~!dies.9g~!!anniWfi1te Gt;Q.wetr..if odeI' 
kvariantentheorie'der a/linen Tra!1§/91'J11J!:tioneJ1, 
-.-.- Aus unserer Kennt.nis del' affinen Transformationen konnen wir 
danaeh sofort Begriffeund Satze diesel' Geometrie entnehmen; ieh erinnere 
hier nur an einiges wenige: Von Entfernung und Winkel wird in del' 
affinen Geometrie nicht mehr die Rede sein konnen, eben sO wird del' Be
griff del' Hauptachsen eines Kegelsehnittes odeI' del' Untersehied zwi-
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schen Kreis und Ellipse verwischt. Erhalten aber bleibt die Unterschei
dung von Endlichem und Unendlichweitem des Raumes und alles, was sich 
darauf bezieht: der Begriff des Parallelismus zweier Geraden, die Ein
teilung alier Kegelschnitte in Ellipsen, Hyperbeln, Parabeln und dgl., 
femer die Begriffe Mittelpunkt und Durchmesser eines Kegelschnittes und 
insbesondere die Beziehung koniugierter Durchmesser. 

4. Weiter ziehen wir die proiektiven Um/ormungen, d. h. die gebroche-
nen linearen Transformationen: 

x' = (atx + bty + ctz + dt ): (a4 x + b4 y + c4 z + d4), 

y' = (a2 x + b2 y + c2 z + d2): (a4 x + b4 y + c4 z + d4) , 

z' = (a3 x + b3 y + c3 z + d3): (a 4 x + b4 y + c4 z + d4) 

heran, welche die affinen T ransforma tionen als Spezialfiille umfassen. Blei
ben geometrische Eigenschaften alien diesen Transformationen gegenuber 
ungeandert, so mussen sie gewiB auch der affinen Geometrie angehoren; 
damit wird aus dieser die sogenannte proiektive Geometrie als Invari
antentheorie der proiektiven Trans/ormationen ausgeschieden. Die schritt
weise Aussonderung der affinen und projektiven Geometrie aus der metri
schen konnen wir dem Vorgehen des Chemikers vergleichen, der aus einem 
Stoff durch Anwendung immer sHirkerer Zersetzungsmittel immer wert
vollere Bestandteile isoliert; unsere Zersetzungsmittel sind erst die affinen, 
dann die projektiven Transformationen. 

Was die Siitze der projektiven Geometrie angeht, so sei nur her
vorgehoben, daB nunmehr die ausgezeichnete Stellung des Unendlichen 
und alle damit zusammenhangenden Begriffe der affinen Geometrie in 
Fortfall kommen. Es gibt nur noch eine Art von eigentlichem Kegelschnitt; 
es bleibt aber beispielsweise die Beziehung zwischen Pol und Polare 
und ebenso die Erzeugung des Kegelschnittes dureh projektive Strahlen
biischel bestehen, von der wir fruher (S. 104£.) sprachen. 

Wir konnen nun aber nach demselben Prinzip von der metrischen 
Geometrie aus aueh zu anderen Arten von Geometrien aufsteigen; eine der 
wichtigsten ist 

5. die Geometrie der reziproken Radien. Sie umfaBt die Gesamtheit 
derjenigen Theoreme der metrischen Geometrie, welche bei allen mog
lichen Trans/ormationen dureh reziproke Radien erhalten bleiben; es hat 
also in dieser Geometrie z. B. der Begriff der Geraden oder Ebene keine 
selbstandige Bedeutung mehr, wohl aber der Begriff Kreis oder Kugel, 
dem Gerade bzw. Ebene als Spezialfille untergeordnet werden. 

6. Endlich hebe ich noch eine Art von Geometrie hervor, die ge
wissermaBen durch das scharfste A.tzungsmittel gewonnen wird und daher 
die wenigsten Theoreme umfaBt: die Analysis situs, die ich ja schon friiher 
(5. 113 ff.) erwahnte. Hier handelt es sich urn die Gesamtheit der Eigen
scha/ten, die allen eineindeutigen, nur durchaus stetigen Trans/ormationen 
gegeniiber erhalten bleiben; urn dem Unendlichfemen, das die so definier-
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ten Transformationen stets in sich iiberfiihren wiirden, keine ausgezeich
nete Stellung einzuraumen, k6nnen wir noch entweder die projektiven 
Transformationen oder die Transformationen durch reziproke Radien hin
zunehmen. -

Das so skizzierte Schema werden wir jetzt noch schader umschrei
ben, indem wir den fundamentalen Begrift der Gruppe einfiihren. Wit 
nennen, wie auch schon friiher ausgefiihrt wurde, eine Gesamtheit von 
Transformationen dann eine Gruppe, wenn die Zusammensetzung von 
2 ihrer Transformationen wieder eine Transformation derselben Gesamtheit 
ergibt und die Inverse jeder Transformation auch zu der Gesamtheit gehOrt. 
Beispiele von Gruppen sind der Inbegri£f der Bewegungen oder derjenige 
der Kollineationen (projektiven Trans£ormationen); denn 2 Bewegungen 
setzen sich wieder zu einer Bewegung, 2 Kollineationen wieder zu einer 
Kollineation zusammen; auBerdem ist in beiden Fallen zu jeder Trans
formation die inverse vorhanden. 

Blicken wir nun auf unsere verschiedenen Arten von Geometrie zu
ruck, so werden wir sehen, daB die Transformationen, die in jeder eine 
Rolle spielen, gerade immer eine Gruppe bilden. Die samtlichen linearen 
Substitutionen zunachst, die die Beziehungen der metrischen Geometrie 
ungeandert lassen, die Verschiebungen, Drehungen, Spiegelungen und 
.Ahnlichkeitstransformationen, bilden ersichtIich eine Gruppe, die man als 
Hauptgruppe der riiumlichen Transformationen bezeichnet. Ebenso leicht 
iiberzeugt man sich von der analogen Bedeutung der attinen Gruppe aller 
Affinitaten fiir die attine, der projektiven Gruppe aller Kollineationen £iir 
die projektive Geometrie. Die Theorem'e der Geometrie der reziproken 
Radien bleiben erhalten bei allen Transformationen, die man durch 
Zusammensetzung irgendwe1cher Transformationen durch reziproke Ra
dien mit Substitutionen der Hauptgruppe erhalt; sie alle bilden wieder 
eine Gruppe, die "der reziproken Radien". Dnd £iir die Analysis situs 
endlich kommt die Gruppe aller stetigen eineindeutigen Verzerrungen in 
Betracht. 

Wir wollen noch feststellen, von wie vielen voneinander unabhangigen 
Parametern die einzelne Operation in jeder dieser Gruppen abhangt. In der 
Hauptgruppe sind die Bewegungen mit 6 Parametern enthalten, und dazu 
kommt noch ein Parameter £iir die MaBstabanderung, so daB im ganzen 
7 Parameter vorhanden sind; wir driicken dies aus, indem wir die Haupt
gruppe als eine G7 bezeichnen. Die Gleichungen der allgemeinen affinen 
Transformation enthalten 3 • 4 = 12 willkurliche Koeffizienten, die der 
projektiven 4' 4 = 16, wobei aber bei den letzteren ein allen gemein
samer Faktor unwesentIich ist: also ist die affine Gruppe eine G12 , die 
projektive eine GIS' Die Gruppe der reziproken Radien ist, wie ich hier 
nur referierend angebe, eine G10 ' und die Gruppe aller stetigen Verzer
rungen schlieBlich besitzt iiberhaupt keine endliche Parameterzahl, ihre 
Operationen hangen vielmehr noch von willkiirlichen Funktionen oder, 
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wenn wir wollen, von unendlich vielen Parametern ab (sie 1st 
eine Goo). 

In dem Zusammenhang der verschiedenen Arten von Geometrie und 
der Gruppen von Transformationen, den wir so festgestellt haben, kann 
man nun ein fundamentales Prinzip zur Charakterisierung aller i.1ber
haupt moglichen Geometrien erblicken; es ist das, das eben den Haupt
gedanken meines Erlanger Programmes ausmacht: Es sei irgendeine 
beliebige Gruppe riiumlicher Transformationen gegebcn, welche die Haupt
gruppe als Teil um/afJt; dann gibt die I nvariantentheorie dieser Gruppe eine 
bestimmte Art von Geometrie, und man kann so fede mogliche Geometrie er
halten. Als Charakteristikum jeder Geometrie wird ihre Gruppe stets in den 
Vordergrund der Betrachtung gestellt. 

Dies Prinzip ist in der Literatur vollstandig durchgefi.1hrt nur fUr die 
in unserem Schema zuerst genannten 3 Fane, und mit Ihnen als den wieh
tigsten oder bekanntesten wollen wir uns noeh ein wenig bescha.,ftigen und 
dabei zunaehst namentlieh auf .den Ubergang vorn einen zum anderen 
achten. 

Ieh wahle die Reihenfolge umgekehrt wie vorhin und beginne mit der 
projektiven Geometrie, also mit der GI5 aller proiektiven Transformationen, 
die wir homogen schreiben: 

1 
r/~' = a1 ~ + b1 1] + C1 ( + d1 , 

(/1]' = a2 ~ + b2 J7 + C2 ( + d2 T 
(1) r/" = a3~ + b3 J7 + C3~- + d3 , 

r/-r' = a4~ -+ b4 ?7 + c4 ( + d4,· 

Urn von hier aus zu der affinen Gruppe zu kommen, gehen wir von 
der Bemerkung aus, daJ3 eine Projektivitat dann eine Affinitatist, wenn 
sie die unendliehferne Ebene in sich i.1berfUhrt, d. h. wenn jedem Punkte 
mit verschwindendem , ein Punkt mit verscbwindendem " entspricht. 
Denn dies besagt, daJ3 a4 = b4 = c4 = 0 ist, und daher folgt aus den 
Gleichungen (1) durch Division fUr die inhomogenen Gleichungen, wenn 
wir noch die Quotienten aJ : d4 , .•. einfaeh durch aI' •.. ersetzen: 

1 
x' = al x + bI Y + CI Z + d1 

(2) Y: = a2 x + b2y + c2 z + d2 

z = a 3 x + b3 y + c 3 z + d3 , 

das sind in der Tat-die alten Formeln der Affinitat: Die Bedingung, dafJ 
die unendliclz ferne Ebene ungeandert bleibt, scheidet also alls der projck
tiven GJ5 cine 12-parametrige "Untergrtlppe" aus, eben die affine Gruppe. 

In ganz analoger Weise gelangt man zu der Hauptgruppe G7 , indent 
man diejenigen Projektivitiiten bzw. A/linitiiten bestimmt, die a~tfJer dey 
unendlich /ernen Ebene noch den imaginaren Kugelkreis in sich liberflih 
ren, d. h. bei denen auch jedem den Gleichungen: 

~2 + 1]2 + (2 = 0 und T = 0 
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genugenden Punkt ein dieselben Gleichungen erfilliender entspricht. Sie 
werden diese Behauptung leicht besHitigen. Sie brauchen nur zu be
achten, daB unsere Bedingung die 6 (homogenen) Konstanten des dem 
Kugelkreis vermoge einer Mfinitat in der Ebene 7:' = 0 entsprechenden 
Kegelschnittes gerade bis auf einen konstanten Faktor bestimmt und 
daher den 12 Konstanten der Affinitat 6 - 1 = 5 Bedingungen auferlegt 
- womit eben die 12 - 5 = 7 Parameter der G7 ubrigbleiben. 

Diese ganze Art der Betrachtung hat nun durch den groBen eng
lischen Geometer A. Cayleyl) 1859 eine wichtige Wendung. erfahren: 
wahrend es bisher schien, als ob die affine und projektive Geometrie 
armere Ausschnitte der metrischen seien, macht es Cayley moglich, um
gekehrt die affine sowohl als die metr~sche Geometric der projektiven als 
besondere F iille einzuordnen: "projective geometry is all geometry". Dieser 
zunachst vielleicht paradox erscl)einende Zusammenhang entsteht so, 
daB man den zu untersuchenden Figuren bestimmte Gebilde, namlich 
die unendlich ferne Ebene bzw. den Kugelkreis in ihr hinzuftigt; dann 
-sind die affinen bzw. metrischen Eigenschaften einer Figur nichts als die 
projektiven Eigenschaften der so erweiterten Figur. 

Lassen Sie mich dies zunachst an zwei ganz einfachen Beispielen er
lautern, wobei ich nur von fruher her bekannte Tatsachen in ein wenig 
abgeanderter Form ausspreche. DaB 2 Geraden parallel sind, hat in der 
projektiven Geometrie zunachst gar keine Bedeutung; nehmen wir aber 
die unendlich ferne Ebene zu.den gegebenen Gebilden (den beiden Gera
den) hinzu, so liegt (vgl. S. 98) die rein projektive Aussage vor, daB zwei 
gegebene Geraden sich auf einer gegebenen Ebene schneiden. Ahnlich ist 
es, wenn eine Gerade auf einer Ebene senkrecht steht. Wir konnen das 
(vgl. S. 132f.) auf eine Polarenbeziehung - das ist ja eine projektive 
Eigenschaft - der durch Hinzunahme des Kugelkreises erweiterten Figur 
zurUckfuhren (vgl. Abb. 98): Der Spurpunkt P 00 

der Geraden und die Spurlinie goo der Ebene 
in der unendlich fernen Ebene sollen in bezug 
auf den Kugelkreis Pol und Polare sein. 

Ich mochte nun den hiermit kurz ange
deuteten Gedankengang genauer ausftihren und 
zeigen, wie er zu einem vollkommen systemati
schen Lehrgebiiude der Geometrie ftihrt. Das 
groBte Verdienst daTum haben sich die Eng-
lander erworben; Cayley habe ich schon ge- Abb.98. 

nannt, und ihm habe ich noch zur Seite zu 
stellen J. J. Sylvester und G. Salmon in Dublin. Diese Manner haben 
von 1850 an diejenige algebraische Disziplin geschaffen, welche man 

1) In "A sixth memoir upon quantics". Philosophical Transactions of the 
Royal Society of London, 1859 = Collected mathematical papers, II (Cambridge 
1889). S. 561 if. 

K lei n, Elementarmatbematik II. 10 
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im engeren Sinne I nvariantentheorie der lineare-n homogenen Substitu
tionen1) nennt und welche unter Voranstellung des Cayleysehen Prinzips 
eine vollstandige Systematik der Geometrie aUf analytischer Basis er
moglieht. Zum Verstandnisdieser Syi>tematik wird es notig sein, daB wir 
uns vorerst mit der Invariantentheorie selbst ein wenig befassen: 

2. Exkurs tiber die Invariantentheorie der linearen Substitutionen. 

Natiirlieh werde ieh dabei lediglieh kurz referierend die Haupt
gedankengange und Resultate vortragen konnen, ohne auf Einzelheiten 
und auf Beweise einzugehen. Was Literatur dieses groBen Gebietes an
langt, so verweise ieh vor allem aufden Berieht von W.Franz Meyer: "Die 
Fortschritte der projektiven Invariantentheorie im letzten Viertelfahr
hundert" in B d. I der ] ahr esberichte der deutschen M athematiker-V er einigung 
(1892) sowie auf das Enzyklopiidiereferat "Invariantentheorie" desselben 
Autors (Enz. Bd. I B 2). Was man von der Invariantentheorie in der 
Geometrie braueht, findet man besonders in den LehrbUchern von 
G. Salmon2), die zur Verbreitung der hier in Betraeht kommenden Ideen 
wohl am meisten beigetragen haben und aueh in der deutsehen Be
arbeitung von W. Fiedler stets ungemein viel benutzt worden sind. In 
derselben Riehtung liegen aueh die Vorlesungen von A. Clebsch3), die 
Lindemann herausgegeben hat. 

Wenn wir nun zu unserem Gegenstand iibergehen, so denken wir uns 
1. irgendeine.Anzahl von Variablen gegeben und spreehen je naeh

dem yom biniiren, terniiren, q1!aterniiren, ... Gebiet. Indem wir nns vor
behalten, die Variablen in den ersten 3 Fillen sehlieBlieh als homo
gene Koordinaten in einer Geraden, einer Ebene oder einem Raume anf
zufassen, bezeiehnen wir sie mit: 

wobei dann T = 0 allemal die unendlieh fernen Elemente eharakteri
sieren solI. 

2. Wir betraehten die Gruppen aller homogenen linearen Substitutionen 
dieser Variablen, wobei wir aber zunaehst nieht bloB, wie es spater in der 
projektiven Geometrie gesehieht, die Verhaltnisse der Variablen, sondern 

1) Man gebraucht das Wort "Invariantentheorie" auch im weiteren Sinne 
mit Bezug auf beliebige Transformationsgruppen; im engeren Sinne, wie er auch 
in der Folge fiir uns ma8gebend ist, hat es zuerst Sylvester angewendet. 

2) Analytische Geometrie I. der Kegelschnitte; II. der h5heren ebenen Kurven; 
III. des Raumes;· IV. Vorlesungen iiber die Algebra der linearen Transformationen. 
Deutsch bearbeitet von W. Fiedler. Leipzig (Teubner). Jeder Band in mehreren 
Auflagen. [I neu herausgegeben von F. Dingeldey; III von K. Kommerell 
und A. Brill]. 

3) Vorlesungen iiber Geometrie, bearbeitet von F. Lindemann. Leipzig 
(Teubner). 1. Aufl. (1876ff.). 2. Aufl. 11906ff.). 
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auch ihre Einzelwerte selbst in Betracht ziehen wollen; wir schreiben 
diese Substitutionen: 

~'=al~+dlt" 

T'= a4~ + d4 T; 

t = al ~ + bl'Yj + ~ T 

'Yj' = a 2 ~ + b2 'Yj + d2 T 

r' = a4~ + b4tl + d4T; 

~'= al ~ + bl'Yj + cl ' + ill T 

r/= a2~ + b2 'Yj + C2 , + d2 ! 

"= a3~ + b3 'Yj + Cs ' + d3 T 

7:'= a4~ + b 4 'Yj + C4 , + d4 T. 

Die Parameterzahl dieser 3 Gruppen ist bzw. 4, 9, 16. 
Urn im folgenden alle Dimensionszahlen bequem umfassen zu 

k6nnen, wollen wir in den Formeln immer nur die Variablen ~ und T 

und die auf sie beziiglichen Glieder ausschreiben und dazwischen Punkte 
setzen; will man dann das binare Gebiet behandeln, so hat man diese 
Punkte einfach zu ignorieren, fiir das ternare und quaternare aber 
hat man sie durch Glieder in 'Yj bzw.1') und , zu ersetzen, die den aus
geschriebenen Termen analog sind. Wir reden also allgemein von den 
Variablen: 

~ , ••• , T 

und von den linearen Substitutionen in ihnen: 

(1 ) 
f ~~ . al.e ~ .... + ~l T 

l T = a4~ + ... + d4T • 

3. Was nun die Objekte der lnvariantentheorie angeht, so wollen wir 
hier 2 St~{fen der Fragestellung unterscheiden: Einmal seien irgendwelche 
einzelne Wertsysteme der Variablen: 

gegeben, die wir im Anklang an die Geometrie ja wohl schon hier kurzweg 
als Punkte 1; 2; 3; ... bezeichnen diirfen. Jedes dieser Wertsysteme 
fiir sich wird den Substitutionen der Gruppe (1) unterworfen, und es 
handelt sich darum, solche Verbindungen ~mserer Wertsysteme zu bilden, 
die bei diesen simultanen Substitutionen invariant bleiben. 

4. Die zweite Stufe der Problemstellung zieht neben solchen Punkten 
auch Funktionen der Variablen heran, und zwar in erster Linie ganze ratio
nale Funktionen; man kann sich dabei auf homogene rationale ganze 
Funktionen, weIche die Invariantentheorie Formen nennt, beschranken, 
da sich wegen der Homogenitat der Substitutionen die Terme gleicher 
Dimension ohnehin fiir sich substituieren. Wir werden da also lineare 
Formen: 

betrachten, ferner quadratische Formen: 

f = A ~2 + ... + 2 G ~t" + ... + K T2 

und so fort. Auch mehrere Formen gleicher Dimension werden wir gleich-

10* 
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zeitig herannehmen k6nnen und unterscheiden sie dann durch Indizes, 

z. B.: CP1=1X1~+ ... +<51T; CP2=1X2~+ ... +<52T; 

Ebenso konnenF ormen von mehreren Variablenreihen, z. B. Bilinearformen : 

/ = A ~l ~2 + ... + .J ~1 T2 + ... + NT1 ~2 + ... + IT T1 • 2 , 

den Ausgangspunkt bi~den. 
Um das hier entstehende allgemeine Problem deutlich zu machen, 

miissen wir erst zusehen, wie die Koe//izienten dieser Formen sich 
trans/ormieren, wenn wir die Variablen den Substitutionen der Gruppe (1) 
unterwerfen und dabei den Formenwert cp bezw. / als unveranderlich 
festsetzen. Betrachten wir zunachst die Linearform und setzen: 

cp = (X ~ + ... + b T = IX'~' + ... + b'r' . 

Fiihren wir die Ausdriicke (1) von ~', ... , .' ein, so muD in den Variablen 
~, ... , T die Identitat bestehen: 

(X~ + ... + b. = (X'(a1~ + ... + dlT) + ... + b'(a4~ + ... + d4T) 
= ((X'a} + ... + b'a4)~ + ... + ((X'dl + ... + b'd4) T, 

und daraus folgt: 

(2) 
f ~ . aI.IX' ~. '.' +.a!b: 

1 b = d1(X' + ... + diY. 
Die neuen Koeffizienten (X', ... , <5' der Linearform hangen also mit den 
alten (x, ••• , b wiederum durch eine lineare Substitution zusammen, die 
sich in einfacher Weise aus (1) ergibt: man vertausche vertikale und hori
zontale Reihen des Koeffizientenschemas ("transponiere" die Substitu
tion) und vertausche obendrein noch die SteHung der alten (nichtge
strichenen)und der neuen (gestrichenen) GroDen. Die so entstehende Sub
stitution nennt man kontragredient zur urspriinglichen (1) und sagt kurz, 
dafJ sich die Koe//izienten (x, ••• , b einer Linear/orm kontragredient zu 
den V ariablen ~, ... , T substituieren. Die vorhin betrachteten Variablen
reihen ~1" .• , T1 ; ~2" .. , T2 ;.··, die samtlichjeweilsdergleichen Trans
formation (1) zu unterwerfen sind, heiDen in analoger Terminologie 
kogrediente Veranderliche. 

Gehen wir nun zur quadratischen Form / iiber, so iiberlegen wir vorab, 
wie die in sie eingehenden quadratischen Terme~2, ... , ~ T , ... , T2 
sich bei der linearen Substitution (1) verhalten; wir finden aus (1) sofort 
fiir die quadratischen Terme der neuen Veranderlichen: 

~'2 = aU2 + ... + 2a1d1~T + ... + diT2 
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und konnen das kurz so ausdriicken: Die quadratischen Terme der Varia
blen erleiden gleichzeitig mit dieseneine aus (1) sich unmittelbarergebende 
homogene lineare Substitution. Nun ist I eine lineare Form dieser quadra
tischen Terme, also erkennen wir durch genaue Wiederholung der vorigen 
trberlegungen, daB sich die Koellizientm A, . .. , 2 G, ... , K linear 
homogen, und zwar kontragredient zur Substitution (3) der Terme ~, ... 
~'[, ... , ,[2translormieren; d. h. die Gleichungen zwischen A, ... , 2G, . .. , K 
undA', ... ,2 G', ... , K' entstehen genau so aus (3) wie die Gleichungen 
(2) aus (1). 

5. Nun konnen wir das allgemeine Problem der Invariantentheorie 
formulieren. Sind irgendwie eine Reihe von Punkten 1 ; 2; ... sowie von 
linearen, quadratischen,evtl. auch hoherenFormen !PI; !P2; .•• ; 11; 12; ... 
vorgegeben, so versteht man untereiner I nvarianteeinesolche Funktion 
der Koordinaten ~1" •• , '[1; ~2' .•• , '[2;' .• undo der Koeffizienten lXI' •.. , b1 ; 

cx-2 , ••• ,b2 ; ••• ; Al, ... ,KI ; A 2 , ••• ,K2 ; •.• , die bei den linearen 
Substitutionen (1) der Variablen und den zugehorigen, soeben bestimm
ten Substitutionen der Koeffizientensysteme ungeandert bleibt. Es soU 
die Gesamtheit der uberhaupt moglichen Invarianten studiert werden. 

Man gebraucht in der Literatur gelegentlich auch die Worte Ko
variante und Kontravariante fiir besondere Arten der hier allgemein als 
Invarianten bezeichneten Gebilde. Sind namlich in dem invarianten Aus
druck die Variablenreihen ~l' ... ,T1 ; ~2' •.. , T2 ; •.. selbst enthalten, so 
spricht man von Kovarianten, und treten inihm Koeffizienten von Linear
formen lXI' ... , b]; ,x2' •.. , b2 ; ••• auf, so sagt man Kontravariante; das 
Wort Invariante beschrankt man dann auf solehe Ausdriicke, die weder 
so1che Koordinaten ~1' ... noch Koeffizienten lXI' •.• enthalten und 
lediglich aus den Koeffizienten quadratischer oder hoherer Formen zu
sammengesetzt sind. DaB man jene beiden Falle'hervorhebt und einander 
entgegenstellt, geschieht in Riicksicht darauf, daB die Variablenreihen 
~, ... , '[ einerseits und IX, •• . ,0 andererseits eingewissermaBenreziprokes 
Verhalten aufweisen: Erleiden die einen von ihnen eine lineare Substi
tution, so erfahren die anderen gerade die kontragrediente, gleichgiiltig, 
von welcher Reihe man ausgeht; aus jeder invarianten Bildung in GroBen 
der einen Art kann man also durch passende Umsetzung eine ebensolche 
in GraBen der anderen herleiten. Fiir die geometrische Deutung ist 
hiermit offenbar das Prinzip der Dualitiit ausgesprochen, denn IX, ... , 0 
werden homogene Geraden- bzw. Ebenenkoordinaten, wenn wir ~, ... , T 

als Punktkoordinaten auffassen. - trbrigens hat jener Unterschied, ob 
Wertsysteme ~, ... , '[ bzw. IX, .. . ,0 in den aufzustellenden Ausdriicken 
vorkommen oder nicht, natiirlich keinerlei fundamentale Bedeutung, 
und wir werden daher im allgemeinen weiterhin das Wort Invariante 
im umlassenderen Sinne gebrauchen. 

6. Wir wollen jetzt diesen Begriff der Invariante nach anderer Rich
tung scharfer fassen, urn einen geordneten Aufbau der Theorie zu er-
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mogliehen. Wir betraehten als Invarianten fort an nur rationale Funk
tionen der Koordinaten und Koejjizienten, die obendrein noeh in den Ko
ordinaten jedes einzelnen auftretenden Punktes und den Koeffizienten 
jeder einzelnen auftretenden Form homogen sein mogen. J ede so1che ratio
nale Funktion konnen wir als Quotienten von zwei ganzen rationalen homo
genen Funktionen darsteilen, und diese werden wir flir sieh untersuehen. 
Da ein gemeinsamer Faktor von Zahler und N enner den Wert des Quotien
ten nieht andert, werden sie freilieh nieht mehr notwendig Invarianten im 
bisherigen Sinne sein miissen, sondern sie werden sieh bei jeder linearen 
Substitution moglieherweise mit einem gewissen Faktor multiplizieren 
konnen. 

Man kann nun zeigen, daB dieser Faktor nur von den Koeffizienten 
der Substitution abhangt und daB er notwendig eine Potenz der Sttbsti
tutionsdeterminante: 

r= 
a4 • .. d4 

sein mtiB. Wir kommen so sehlieBlieh dazu, solehe ganze rationale homo
gene Funktionen der gegebenen Grof3enreihen zu betrachten, die sich bei den 
linearen Substitutionen der Variablen und Koejjizienten, wie wir sie vorhin 
aujstellten, mit einer Potenz r" der Substitutionsdeterminante multipli
zieren. Man nennt sie relative Invarianten, da sie sieh nur unwesentlieh 
andern, und ganz ungeandert bleiben bei allen Substitutionen, fiir die 
r = 1 ist. Der Exponent A heiBt das Gewicht der I nvariante. 1m Gegen
satz dazu nennt man das, was wir bisher Invariante sehleehtweg nannten, 
absolute Invariante; jede absolute Invariante ist also ein Quotient relativer 
Invarianten gleichen Gewichtes. 

7. Damit ist tatsachlieh ein Gesichtspunkt zur Systematisierung der 
Invariantentheorie gewonnen. Die einfaehsten relativen Invarianten 
werden die sein, die Polynome moglichst niedrigen Grades in den gegebenen 
GroBenreihen sind; von ihnen aus wird man zu denen h6heren Grades 
aufsteigen. Sind 11' j2 irgendwe1che relative Invarianten, so ist jedes 
Produkt von Potenzen j;' . j~' wieder eine relative Invariante; denn er
halt j1 bei der Substitution den Faktor rA', j2 den Faktor rA., so reprodu
ziert sieh i;" j~' bis auf den Faktor r"'A,. + ",A,. Bildet man nun eine 
Summe solGher Terme, noeh multipliziert mit konstanten Faktoren: 

'" c 1.'" 1·'" "'- XJ) >1: 2 , • •• 1 2 •.• 
(xl' X2, •.. ) 

und sorgt dabei nur dafiir, daB die einzelnen Summanden sieh allemal 
mit derselben Potenz von r multiplizieren, d. h. daB sie aile· dasselbe 
Gewieht haben oder - wie man sagt - "isobar" sind, so erhalt man offen
bar wiederum eine relative Invariante hoheren Grades, da der Faktor 
der einzelnen Glieder einfaeh vor die Summe tritt. 
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Das zentrale Problem der Invariantentheorie ist nun natfulieh die 
Frage, ob man so stets alle Invarianten erhalten kann: Welches ist in 
jedem bestimmten FaUe das volle System der niedersten Invarianten, aus 
denen sich samtliche relative I nvarianten in der angedeuteten Weise ganz 
und rational aufbauen lassen? Das Haupttheorem aber ist, dafJ es zu jeder 
endliehen Anzahl vorgegebener GrofJen stets ein solehes endliches "volles In
variantensystem" gibt, d. h. endlieh viele Invarianten, aus denen sich aUe 
anderen ganz und rational zusammensetzen. Diese ahsehlieBenden Resul
tate der systematisehen Invariantentheorie verdankt man iibrigens 
deutsehen Forsehern, niimlieh P. Gordan und D. Hilbert; besonders ist 
des letzteren Arbeit in Bd. 36 der Mathematisehen Annalen1) hervor
zuheben. 

Ieh moehte nun noeh an einfachen Beispielen, wie wir sie hernaeh 
in der Geometrie gebrauehen werden, etwas niiher die vorgetragenen ab
strakten Entwieklungen erliiutern, werde freilieh aueh hier mehr referie
ren als beweisen. 

1. Nehmen wir zuniiehst an, daB im binaren Gebiete lediglieh eine 
Anzahl von Punkten gegeben sei: 

; l' 1:1 ; ~2' 1:2 ; ;3' 1:3 ; 

Dann gilt der interessante Satz, dafJ die einfaehsten Invarianten dureh die 
zweireihigen Determinanten geliefert werden, die man aus dies en Koordi
naten bilden kann, und dafJ diese Determinanten zugleieh das volle I nvarian
tensystem bilden. 

Wir konnen aus 2 
bilden: 

Punkten 1, 2 eine zweireihige Determinante 

,112 = \;1 1:1 ,. 
;2 1:2 

Sie ist tatsiiehlieh eine ganze rationale Funktion der Variablen und aueh 
homogen sowohl in ;1' 1:1 als in ;2' 1:2, Die invariante N atur erkennen wir 
sofort, wenn wir unter Benutzung des Determinantenmultiplikations
satzes ausreehnen: 

,1~2 = I ~~ 1:~ I = I a1 ~1 + d11:l , a4 ~1 + dt 1:]1 = I a1 dll·' ~l TI I = r . ,112 ; 
~~ 1:; a1 ~2 + dl T2 , a4 ~2 + d4 1:2 a4 d4 ~2 1:2 

also liegt eine Invariante yom Gewicht 1 vor. 
Solcherweise haben n Punkte 1, 2, ... , n imganzen n(n-1)Invarian_ 

ten yom Gewieht 1: 2 

,1ik = I ~i 1:, I (i, k = 1, 2, ... , n); 
;k1:k 

daB diese Determinanten weiterhin das volle Invariantensystem bilden, 
d. h. dafJ f ede relative Invariante der n Punkte als Summe isobarer Terme: 

LC, ,1h ,1;m ... 

1) Uber die Theorie der algebraischen Formen. Ed. 36, S.473ff. 1890. 
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darstellbar ist - das zu beweisen wurde freilich hier zu weit fiihren. Aus 
den relativen Invarianten erhalt man die allgemeinsten rationalen 
absoluten Invarianten als Quotienten bei gleichem Gewichte von Zahler 
und Nenner; ein einfaches Beispiel einer absoluten Invariante ware also 

L1' k der Quotient -'- . 
L1zm 

Ich mochte an diesem Beispiel noch eine feinere Begriffsbildung er
lautern, die in der Theorie eine groBe Rolle spielt, namlich die der 
Syzygien (d. h. "Zusammengurtelungen" oder Verkniipfungen von 
Invarianten). Es kann namlich vorkommen, daft gewisse 7'ener Aggregate 
der fundamental'en I nvarianten identisch verschwinden; so hat man z. B. bei 
4 Punkten: A A A A A A 

LJ 12 LJ 34 + LJ13 LJ42 + LJ14 LJ 23 = Q 

was lediglich auf eine bekannte DeterminantenidentiHit hinauskommt, 
die wir ubrigens gelegentlich (S. 33) schon benutzt haben. Eine so1che 
Identitat zwischen Invarianten des vollen Systems heiBt eine Syzygie. 
Hat man mehrere so1cher Syzygien, so kann man durch Multiplikation 
und Addition neue daraus bilden, und wie bei den Invarianten selbst kann 
man nach dem vollen Systeme der Syzygien fragen, aus denen sich alle 
anderen in dieser Weise aufbauen lassen; die Theorie zeigt, dafJ es stets 
ein endliches System dieser Art gibt. 1m Falle von 4 Punkten z. B. besteht 
dieses volle System aus der einzigen angegebenen Gleichung, d. h. aIle 
zwischen den 6 Determinanten L1 12 , ... , L134 bestehenden Identitaten 
sind Folgen jener einen; bei mehreren Punkten besteht es aus allen 
Gleichungen von jenem Typus. Die Kenntnis dieser Syzygien ist 
selbstverstandlich von fund amen taler Wichtigkeit fur die Kenntnis des 
gesamten Invariantensystems; denn unterscheiden sich zwei isobare 
Aggregate der einfachsten Invarianten urn Terme, we1che die linke Seite 
einer Syzygie zum Faktor haben, so sind sie identisch und brauchen nicht 
zweimal aufgezahlt zu werden. 

2. Sind ebenso einzelne Punkte im terniiren oder im quaterniiren Ge
biete gegeben, so werden ganz genau so die vollen Invariantensysteme 
durch die 3- oder 4-reihigen Determinanten aus ihren Koordinaten kon
stituiert; im ternaren Gebiet z. B. ist die fundamentale Invariante 
dreier Punkte wiederum yom Gewicht 1: 

~1 111 <1 

L1123 = ~2 rJ2 <2 
';3 rJ3 <3 

Sie wollen selbst durchdenken, wie sich alles Weitere, insbesondere die 
Aufstellung der Syzygien, hier gestaltet. 

3. Steigen wir nun gleich zur Betrachtung einer quadratischen Form, 
etwa im quaternaren Gebiet, auf: 

f=A~2+2B ';rJ+CrJ2+2D~' +2ErJ' +F'2+2G~<+2H1]T+2J C<+K l2. 
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Wil' k6nnen zunachst eine I nvariante bilden, die nur von den 10 Ko
effizienten A, ... , K abhangt, namlich die Determinante: 

A B D 

B C E 
LI= 

D E F 

G H J 

G 

H 

J 
K 

Da sich die A, ... , K kontragredient zu den quadratischen Termen in 
;, ..• , T transformieren, bestatigt man leicht, daB das Gewicht dieser 
I nvariante - 2 ist: 

LI' = r- 2 • LI . 

Das volle System der aus den Koe//izienten der Form allein gebildeten Invari
anten besteht lediglich aus diesem Lt. d. h. jede ganze rationale Invariante, 
we1che nur A, ... , K enthalt, ist ein Vielfaches einer Potenz von LI . 

Nehmen wir nun die Koordinaten ;, 'YJ, ',T eines Punktes zu den 
Koeffizienten der Form hinzu, so ist die ein/achste gemeinsame Invariante 
oder - nach der oben erwahnten Terminologie - Kovariante die Form / 
selbst, denn durch die Forderung ihrer Invarianz sind ja die Transfol'ma
tionen der A, ... , K iiberhaupt bestimmt; so ist selbstverstandlich jede 
vorgegebene Form ihre eigene Kovariante. Sie wird sogar bei unsel'en Sub
stitutionen definitionsgemaB iiberhaupt nicht geandert, ist also eine In
variante yom Gewicht 0 oder eine absolute Invariante. Verwenden wir 
weiterhin 2 Punkte ;1' ... , T1 und ;2"'" T2, so tritt als neue Ko
variante die sogenannte Polar/orm: 

A;1;2 + B(;1'YJ2 + ;2'YJ1) + C1h'YJ2 + ... + KT1T2 

auf, del'en Gewicht wiederum 0 ist, d. h. die ebenfalls absolut ~nvan
ant ist. 

Betrachten wir endlich gleichzeitig mit / noch eine Linear/orm cp, d. h. 
den Inbegriff ihrer Koeffizienten 0.:, fJ, y, (j, so erhalten wir die folgende 
simultane I nvariante vom Gewicht - 2, die aus del' Determinante durch den 
sogenannten ProzeJ3 der "Randerung" mit 0.:, ••• , (j entsteht: 

A B 

B C 
D E 
G H 
0.: fJ 

D G 0.: 

E H fJ 
F J y 
J K (j 

y (j 0 

Man kann sie nach dem friiheren auch als Kontravariante bezeich
nen. Bekanntlich spielt diese Determinante in der analytischen Geo
metrie eine gro13e Rolle, wenn es sich darum handelt, eine Fliiche 
zweiter Ordnung in Ebenenkoordinaten darzustellen; man erkennt, 
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daB dieser Angelegenheit der rein analytische ProzeB der Invarianten
bildung zugrunde liegt. 

Liegen ebens02 Linear/ormen !PI' !P2 mit den Koeffizienten <Xl' ••. , (\ 

und <X2 , •• "' ()2 vor, sokann durch "zweimalige Randerung" derselben 
Determinante eine weitere Invariante gebildet werden: 

A B D G <Xl <X2 

B C E H (31 (32 

D E F ] Yl Y2 
G H ] K ()1 () , 

2 

()(l (31 Yl ()l 0 0 

<X2 (32 Y2 ()2 0 0 

die gleichfalls das Gewicht ~2 hat. 
Diese wenigen Angaben mussen hier genugen, urn Ihnen einen Ein

blick in das groBe Gebiet der Invariantentheorie zu vermitteln. Es ist 
eine ungemein ausgebreitete Lehre, die sich da entwickelt hat, und man 
hat insbesondere sehr viel Scharfsinn auf die Herstellung von Verfahren 
verwandt, die zu irgendwie gegebenen Grundformen das volle System der 
Invarianten und der Syzygien zu bilden gestatten. Nur noch eine all
gemeine Bemerkung hierzu! In unseren Beispielen haben wir die In
varianten stets durch Determinantenbildung aufgestellt, und so be
wahrt sich uberhaupt stets die Determinantentheorie als Grundlage der 
Invariantentheorie. Diese Beziehung veranlaBte Cayley ursprunglich, den 
Invarianten den Namen Hyperdeterminanten zu geben. Erst spater 
flihrte Sylvester das Wort "Invariante" ein. Es ist ganz interessant, 
sich die Frage vorzulegen, fUr wie wichtig man im Rahmen der ge
samten Mathematik ein spezielles ihrer Kapitel halten soll, etwa die 
Determinantentheorie. Cayley sagte mir einmal im Gesprach, falls er 
15 Vorlesungen uber die gesamte Mathematik zu halten hatte, so wurde 
er eine den Determinanten widmen. Uberlegen Sie, ob Sie Ihren Erfah
rungen nach der Determinantentheorie auch diese Wertschatzung zuteil 
werden lassen konnen! Ich selbst habe in meinen gewohnlichen Elemen
tarvorlesungen aus padagogischen Grunden die Determinanten immer 
mehr und mehr zuruckgedrangt; ich habe zu oft die Erfahrung gemacht, 
daB sich die Horer wohl an die Schemata gewohnen, mit denen man da in 
sehr zweckmaBiger Weise lange Ausdrucke abkurzen lernt, daB ihnen 
aber vielfach ihre Bedeutung keineswegs gelaufig wird und die Gewohnung 
an das Schema sie vielmehr hindert, in alle Einzelheiten der Sache bis zu 
ihrer vollen Beherrschung einzudringen. Selbstverstandlich konnen wir 
aber bei allgemeinen Uberlegungen und so hier bei der Invariantentheorie 
die Determinanten nicht entbehren. 

Wir kommen nun endlich zu unserem eigentlichen Ziel, mit Hilfe die
ser Betrachtungen eine Systematisierung der Geometrie zu erhalten. 
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3. Anwendung der Invariantentheorie auf die Geometrie. 

Wir beginnen damit, daB wir die Variablen ;, ... ,7; als gewohnliche 
rechtwinklige inhomogene Koordinaten deuten, also ;, 7; in der Ebene, 
;, 'fj, T im dreidimensionalen Raume, ;, 'J, C, T im vierdimensionalen 
Raume usw. Die linearen homogenen Substitutionen der Invarianten
theorie: 

(1 ) 

stellen dann die Gesamtheit der affinen Transformationen des betrachteten 
Raumes bei festgehaltenem Koordinatenanfangspunkte dar. Die einzelnen 
relativen I nvarianten selbst werden also solehe geometrische GroBen sein. 
die bei jenen affinen Transformationen bis auf einen Faktor ungeandert 
bleiben, d. h. GrofJen, die in der durch iene Transformationen definierten 
affinen Geometrie eine bestimmte Bedeutung haben. 

Sind beispielsweise im biniiren Falle, also in der Ebene, 2 Punkte 1, 2 
gegeben, so stellt die lundamentale Invariante ,112 den doppelten Inhalt 
des Dreiecks (012), mit passendem Vorzeichen versehen, dar, wie 
wir von fruher her wissen; in der Tat ist bekannt (vgl. die ana
loge Feststellung fUr den Raum S.78), daB sich der Dreiecksinhalt bei 
einer affinen Transformation nur mit der Substitutionsdeterrr..inante 
multipliziert, und das besagteben, ,112 ist eine relative Invariante 

vom Gewicht 1. Der Quotient zweier Inhalte ~12 bleibt absolut ungean-
34 

dert, ebenso aber auch eine Gleichung ,112 = 0, da fUr sie ein hinzu-
tretender Faktor unwesentlich ist; tatsachlich hat diese Gleichung die 
gegenuber unseren affinen Transformationen j J 

offenbar absolut invariante Bedeutung, daB die 
3 Punkte 0, 1, 2 auf einer Geraden liegen. 

Haben wir nun mehrere Punkte 1,2,3,4, 
... (vgl. Abb. 99), so besteht ihr volles In
variantensystem aus allen ihren Determinanten 
.1ik ; gelingt es also, irgend eine von den Ko
ordinaten ganz und rational abhangige GroBe 
zu bilden, die allen affinen Transfoymationen (1) 

~----------~~C 
Abb.99. 

gegenuber relativ invariant ist, d. h. die uberhaupt in unserer affinen 
Geometrie Bedeutung hat, so muB sie sich als Polynom in den .1ik dar
stellen. Wir konnen dies in einfachen Fillen sofort geometrisch verifi
zieren. Z. B. ist jeder FHi.cheninhalt der Ebene, etwa der des Polygons 
(1,2,3.4), soleh eine Invariante, und tatsachlich ist die Formel, die wir 
fruher (S. 9) allgemein fUr den Polygoninhalt gegeben hatten: 

(1,2,3,4) = ,112 + ,123 + ,134 + ,141 

nich ts als der A usdrnck des allgemeinen Theorems fUr diesen spt)ziellen Fall. 
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Endlich haben wir noch yon den Syzygien zwischen den Invarianten 
zu reden. Die fundamentale Syzygie: 

,112,134 + ,113,142 + ,1g ,123 = 0 

stellt ein Identitiit zwischen den sechs von vier beliebigen Punkten und 
dem Nullpunkt gebildeten DreiecksinhaIten dar, also ein allgemeines 
Theorem unserer affinen Geometrie. Analoges gilt natil~lich fiir jede 
Syzygie, und ebenso muB umgekehrt jedes Theorem unserer affinen Geo
metrie, insofern es eine Relation zwischen Invarianten der affinen Trans
formationen (1) ist, durch eine Syzygie dargestellt werden. Nach dem, 
was wir frilher (S. 152) ilber das volle System der Syzygien im FaIle von 
4 Punkten behaupteten, milssen also alle in unserer affinen Geometrie 
flir ein System von 4 Punkten giiltigen Siitze aus jenem einen soeben 
angegebenen folgen. Und ebenso macht man sich die Richtigkeit der 
allgemeinen Behauptung klar, dafJ die Invariantentheorie die lilckenlose 
systematische Aufziihlung aller in unserer attinen Geometrie moglichen 
GrofJen und Theoreme gestattet, indem sie das volle System der Invarianten 
und das der Syzygien gibt. 

Ich werde diese Betrachtungen wiederum nicht im einzelnen durch
fiihren; ich will nur erwahnen, dal3 man neben den Punkten auch die 
durch Formen cp = a; + <5T, f = A;2 + 2G;T + K T2, ... bestimmten 
Gebilde unserer Geometrie in Betracht ziehen kann. Eine so1che Form 
ordnet jedem Punkte der Ebene einen Zahlenwert zu, d. h.· sie be
stimmt ein Skalarfeld; man kann in dieser Auffassung die Invari
anten einer vorgegebenen Form leicht geometrisch deuten, und jede 
Syzygie zwischen den Invarianten wird wieder einen geometrischen Satz 
darstellen. 

Neben dieser bisher betrachteten, ich mochte sagen, naiven Deutung 
der Invariantentheorie in der Geometrie eines n-dimensionalen Raumes, 
in we1chem die n Veranderlichen als gewohnliche rechtwinklige Koordi
naten gelten, kommt nun aber auch eine wesentlich andere Darstellung in 
Betracht: Man kann jene Variablen auch als homogene Koordinaten in 
einem (n 1)-dimensionalen Raume Rn - 1 auffassen, dessen inhomogene 

Koordinaten x = f, ... sind; dabei bleibt ein den n Koordinaten ge-
T 

meinsamer Faktor unwesentlich. Wir haben frilher (S. 93 ff.) uns ilber
legt, in we1chem Zusammenhange diese Koordinatenbestimmungen des 
Rn - 1 und Rn stehen: wir betrachteten den R n - 1 als das lineare (n -1)-di
mensionale Gebilde T = 1 des Rn und projizierten seine Punkte durch 
vom Koordinatenanfangspunkte des Rn ausgehende Strahlen. Dann waren 
die samtlichen moglichen Wertsysteme der homogenen Koordinaten eines 
Punktes aus dem Rn - 1 identisch mit den Koordinaten aller ihm so ent
sprechenden Punkte im Rn. Nun stellen die linearen Substitutionen der 
homogenen Variablen im R n - 1 samtlich profektive Transformationen 
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dar, und zwar geben alle nur dureh einen willkiirlichen Faktor (/ sieh 
unterseheidende Substitutionen: 

eT= al~ + ... + dl 7: 

e'7:' = a4~ + ... + d47: 

ein und dieselbe projektive Umformung. Die nunmehr in Betraeht 
kommende Gruppe aZZer projektiven Transformationen enthiilt also nieht 
mehr n2, sondern nur n2 - 1 willkurliche Konstante; im R2 und Ra sind es 
also insbesondere 8 bzw. 15. 

Wollen wir nun die Invariantentheorie der n Variablen ~, ... ,1 in der 
projektiven Geometrie des Rn - l geometrisch deuten, so haben wir vor allem 
zu bedenken, daB eben wegen der Verweridung homogener Koordinaten 
nur diejenigen Gr6Ben und Beziehungen der Invariantentheorie eine Be
deutung finden k6nnen, die in den Koordinaten ;, ... ,7: jedes einzelnen 
auftretenden Punktes homogen von null t e r Ordnung sind und die dieselbe 
Eigensehaft aueh in bezug auf jedes einzelne etwa vorkommende Koeffi
zientensystem einer linearen, quadratisehen usw. Form haben. 

Das wird am besten klar werden, wenn ieh es sofort an konkreten 
Beispielen ausfuhre. Es wird genugen, yom biniiren Gebiete (n = 2) zu 

reden; wir haben also 2 Variable ~,7: und deuten x = £ als Abszisse 
7: 

aut der Geraden. Sind eine Reihe von Wertsystemen ~l' 7:1 ; ~2' 7:2 ; ••• , 

~p, Tp gegeben, so wissen wir, daB die Determinanten: 

(i,k=1,···,P) 

das volle System fundamentaler Invarianten darstellen. Welche der 
samtliehen invarianten Aussagen haben nun in der projektiven Geometrie 
Bedeutung? Nun, die Aussage, daB ein ,1ik irgend einen bestimmten 
Zahlenwert hat, jedenfalls nieht, denn wenn man ~i, 7:i mit einem Faktor 
e multipliziert, was ja den Punkt i nieht andert, multipliziert sich aueh 
,1ik mit e. Wohl aber hat das Versehwinden eines ,1ik' die Relation ,1ik = 0 
projektiv geometrisehe Bedeutung, denn wir k6nnen sie sehreiben: 

~i = ~k , so daB tatsaehlieh nur die Verhiiltnisse der Koordinaten beider 
7:i 7:k 

Punkte eingehen, und die geometrisehe Bedeutung - Zusammenfallen 
der Punkte i und k - evident ist. 

Um nun aber eine zahlenmiifJige Invariante zu bekommen, die selbst 
von oter Dimension in den Koordinaten jedes Punktes ist, mussen wir 
mehr als 2 Punkte kombinieren. Der Versueh zeigt, daB man zum min
desten 4 Punkte 1, 2, 3, 4 braueht, und zwar ist dann jeder Quotient 
folgender Bauart: A A 

Llu • Ll34 

,114 • ,132 
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in jedem der 4 Variablenpaare ';1' [1; ... , ';4; T4 homogen von oter Dimen
sion. Darans folgt zugleich, daB er das Gewicht 0 hat, d. h. eine absolute 
Invariante darstellt. Diese GroBe hat mithin eine projektive Bedeutung 
und stellt einen allen projektiven Umformungen der Geraden gegen
tiber invarianten Zahlenwert dar. Sie ist nattirlich nichts anderes als 
das "Doppelverhiiltnis" der 4 in bestimmter Reihenfolge geschriebenen 
Punkte. Denn man kann sie in unhomogenen Koordinaten sofort 
in der folgenden Form schreiben: 

Xl - x2 : Xa - X 2 

Xl - Xi X3 ~ X 4 

Das Doppelverhiiltnis von 4 Punkten erhalten wir hier vom invarianten
theoretischen 5tandpunkte also mit Notwendigkeit als die einfachste In
variante einer Punktreihe auf der Geraden, die der fur eine proiektiv-geome
trische Bedeutung notwendigen Homogenitiitsbedingung genugt. 

lch schlieBe hier gem eine allgemeinere Bemerkung an. lch habe 
frtiher schon der in der projektiven Geometrie vielfach bestehenden Ten
denz gedacht, aIle auftretenden GroBen invarianten Charakters auf 
Doppelverhiiltnisse zurtickzuftihren. Wir konnen von unserem jetzt 
gewonnenen Standpunkt das Urteil fallen, daB durch dieses Bestreben 
die Gewinnung eines tieferen Einblickes in den Aufbau der projektiven 
Geometrie nur erschwert wird. Viel besser ist es, wenn man zuerst nach 
allen rationalen ganzen (relativen) lnvarianten tiberhaupt fragt und aus 
ihnen erst die rationalen lnvarianten, insbesondere die absoluten und unter 
ihnen wieder die der Homogenitiitsbedingung der projektiven Geometrie 
gentigenden bildet. Hier hat man dann eine wirkliche, yom Einfachsten 
zum Komplizierterenaufsteigende Systematik vor sich, die verwischt 
wird, wenn man eine spezielle rationale lnvariante, das Doppelverhiiltnis, 
voranstellt und durch sie ausschliel3Iich die anderen lnvarianten dar
zustellen sucht. 

Wir wollen nun noch zusehen, zu was fUr Siitzen der projektiven 
Geometrie die 5yzygien zwischen den lnvarianten Llik AnlaB geben. 
Gehen wir wieder von der fundamentalen Syzygie: 

Lll2Ll34 + Ll}3Ll 42 + Lll4Ll23 = 0 
aus, dividieren durch den letzten Summanden der linken Seite und be
rticksichtigen, daB Ll23 =-Ll32 und Ll42 = -Ll24 ist, so erhalten wir: 

LlI2Ll34 Lll3 Ll24 ---1---
Ll14Ll32 - Ll14 Ll23 • 

Hier steht links nach der ursprtinglichen Definition das Doppelverhiilt
nis der Punkte 1,2,3,4, rechts das ganz genau ebenso gebildete Dop
pelverhiiltnis dieser 4 Punkte, wenn man nur die Reihenfolge von 2 und 3 
vertauscht; die Doppelverhiiltnisse in noch anderer Reihenfolge erhiiIt 
man, wenn man durch andere Terme dividiert. 50 finden die fundamen-
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taten Syzygien zwischen den Invarianten von je 4 Punkten ihre geometrische 
Deutung in den bekannten Relationen zwischen den 6 Werten, die ihr Doppel
ve.rhiiltnis je nach der Reihenfolge der 4 Punkte annehmen kann. 

Ich will hier nicht weiter ausfUhren, wie sich die Fortfiihrung des 
Aufbaues der projektiven Geometrie der Geraden auf dieser Grundlage, 
und wie sich ebenso die Deutung der terniiren und quaterniirtn Invarianten
theorie in der projektiven Geometrie der Ebene und des Raumes gestaltet; Sie 
finden das beispielsweise in den SChOI{ genannten Lehrbiichern von 
Salmon-Fiedler und Clebsch-Lindemann irri einzelnen dargestellt, wo 
gerade mit dieser Deutung der Invariantentheorie fortwahrend operiert 
wird. So entsteht eine i.n sich vollstiindige Systematik der projektiven Geo
metrie, sowohl was die GroBen angeht, die man in ihr betrachten kann 
(die den Invarianten entsprechen), als auch die Theoreme, die man auf
stellen kann (entsprechend den Syzygien). Freilich ist yom Standpunkte 
des Invariantentheoretikers diese Deutung weniger befriedigend als fiir 
den Geometer; fUr ihn ist die zuerst gegebene Deutung in der affinen 
Geometrie des Rn+l wertvoller, da im Rn nur die der besprochenen 
Homogenitatsbedingung geniigenden Invarianten und Syzygien zur Gel
tung kommen. 

Nur einen besonders wichtigen Punkt mochte.ich noch ausfiihrlicher 
erortern, um wieder an eine fruher (S. 146) abgebrochene Betrachtung 
anzuschlieBen: ich mochte zeigen, wie unter Anwendung der Invarianten
theorie sich die durch das Cayleysche Prinzip ermoglichte Einordnung 
der affinen und metrischen Geometrie in das Schema der projektiven 
gestaltet. 

4. Die Systematisierung der affinen und metrischen Geometrie 
auf Grund des Cayleyschen Prinzips. 

Hier handelt es sich natiirlich urn die allgemeine affine Geometrie, 
in der keineswegs, wie bei der anfangs betrachteten vollstandigen Deu
tung der Invariantentheorie, ein festgehaltener ausgezeichneter Punkt -
der Koordinatenanfangspunkt - existiert. 

Betrachten wir sogleich den dreidimensionalen Raum mit den in
homogenen Koordinatenx, y, z bzw. den homogenen~, 'Yj, C, T. Das Cayley
sche Prinzip sagt dann, daB aus der projektiven Geometrie die affine 
hervorgeht, wenn wir die unendlichferne Ebene T = 0, die metrische aber, 
wenn wir auBerdem noch den imaginiiren Kugelkreis T=O, ~2+'Yj2+C2=0 
den jeweils vorgelegten Gebilden adjungieren. 

Eine Bemerkung uber diesen Kugelkreis wird die Darstellung des 
folgenden erleichtern: Wir haben ihn hier durch 2 Gleichungen, als Schnitt 
der unendlichfernen Ebene mit einem Kegel durch den Nullpunkt, defi
ciert. Wir konnen ihn aber auch, wie uberhaupt jeden Kegelschnitt, durch 
nur eine Gleichung in Ebenenkoordinaten bestimmen, wenn wir ihn als 
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Umhullungsgebilde aller ihn beriihrenden Ebenen auffassen. Bezeichnen 
wir, wie wir es zuletzt taten, die "Ebenenkoordinaten", d. h. die Koeffi
zienten einer Linearform q; mit (x" {J, y, b, so lautet die Gleichung des 
Kugelkreises, wie man leicht bestatigt: 

(X,2 + {J2 + y2 = 0. 

Mit anderen Worten, diese Gleichung ist die Bedingung dafiir, daB die 
Ebene (X,~ + ... + bT = ° den Kugelkreis beriihrt. 

N unmehr ist es ein Leichtes, den Ubergang von der projektiven zur 
affinen bzw. metrischen Geometrie invariantentheoretisch aufzufassen: 
Wir fiigen den gegebenen Wertsystemen - Punktkoordinaten, line are 
und quadratische Formen usw. -, die die betrachteteFigur beschreiben, 
noch die eine bestimmte Linear/orm T (d. h. das Koeffizientensystem 0, 0, 
0, 1) bzw. die in Ebenenkoordinaten geschriebene quadratische Form 
(X,2 + {J2 + y2 hinzu. Behandeln wir das so erweiterte Formensystem genau 
wie vcrhin, d. h. stellen wir das vollstiindige System seiner Invarianten 
und der Syzygien zwischen diesen auf und heben diejenigen unter ihnen 
hervor, die der Homogenitiitsbedingung geniigen, so erhalten wir alle 
Begri//e und Siitze der a/linen bzw. metrischen Geometrie der ursprung
lich gegebenen Elemente; damit ist dann die invariantentheoretische Sy
stematik auf die affine und metrische Geometrie iibertragen, und ich 
mochte wiederum darauf hinweisen (vgl. S. 158), daB so insbesondere durch 
die Betonung der ganzen rationalen Bildung von Invarianten und Syzy
gien ein sonst wenig hervorgehobener systematisierender Gesichtspunkt 
in die Geometrie hineinkommt. 

Statt abstrakter Erorterungen hieriiber will ich Ihnen auch diese 
Beziehungen lieber sogleich durch ein/ache Beispiele deutlich machen, 
indem ich wirklich zeige, wie man die elementarsten FundamentalgroBen 
der affinen und metrischen Geometrie darstellen kann als Simultanin
varianten der gegebenen GroBensysteme und der Form Tbzw. (X,2+ {J2+ y2. 

Aus der a/linen Geometrie zunachst wahle ich als Beispiel den In: 
halt T des von 4 Punkten gebildeten Tetraeders, der sich bekanntlich aus
driickt als: 

Xl Yl Zl 1 ~l 'YJl Cl Tl 

1 x2 Y2 Z2 1 1 ~2 'YJ2 C2 T2 
T=-

6 Xa Ya Z3 1 6Tl T2 T3T4 ~3 'fJa C3 Ta 

x4 Y4 Z4 1 ~4 'fJ4 C4 T4 

Wir haben zu untersuchen, inwieweit dieser Ausdruck die behauptete 
Invarianteneigenschaft hat. Zunachst wissen wir, daB die hier auftretende 
Determinante tatsachlich die fundamentale relative Invariante von 
4 Punkten ist (S.152). Ferner aber stehen im Nenner fiir diese 4 Punkte 
die Werte der unserer Figur adjungierten Linearform T, und das sind ja die 
einfachsten mit Hilfe einer Form iiberhaupt zu bildenden (absoluten) 
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Invarianten (S. 153). Das ist natiirlich so zu verstehen, daB nach einer 
Transformation in den Nenner die Werte der Form zu schreiben sind, in 
die die Linearform 1: iibergeht, oder daB, wenn wir allgemein die Form 
(X~ + PYJ + r' + (h adjungieren, in den Nenner das Produkt der 
4 Werte dieser Form flir die Punkte 1, ... ,4 zu treten hat. So ist T 
also selbst auch eine rationale Invariante, und zwar ist sie homogen von 
nullter Dimension in den Koordinaten jedes der 4 Punkte. In bezug auf 
die Koeffizienten unserer adjungiertenLinearform 0,0,0,1 bzw. rx, p, r, (J, 

die ja im Nenner auftreten, hat T allerdings die Dimension - 4, so daB, 
da ein gemeinsamer Faktor dieser GroBen willkiirlich ist, der absolute 
Wert von Tin der projektiven Geometrie unserer erweiterten Figur keine 
Bedeutung haben kann. Tatsachlich hat man ja auch in der affinen Geo
metrie zunachst kein Mittel, einem Tetraeder einen bestimmten zahlen
maBigen Inhalt zuzuschreiben, es sei denn, daB man bereits Einheits
strecken bzw. ein Einheitstetraeder ,festgelegt hat, wie wir es bei der 
Benutzung inhomogener Koordinaten ja immer annahmen. Von unserm 
jetzigen allgemeinen Standpunkte aus wiirde das aber heiBen, daB wir der 
Figur auBer der "unendlichfernen Ebene" 1: = ° noch weitere Elemente 
hinzufligen. Adjungieren wir z. B. einen flinften Punkt und bilden den 
Quotienten zweier analog T gebildeter Ausdriicke, so haben wir tatsach
lich einen allen Homogenitatsbedingungen geniigenden Ausdruck, der 
dann auch eine absolute I nvariante der affinen. Geometrie ist. Der einzelne 
Ausdruck T ist (wir wissen das ja auch schon von friiher; vgl. S. 78) 
lediglich eine relative Invariante yom Gewicht 1. 

Hier ist nun der Ort, noch einmal auf die Entwicklungen des ersten 
Hauptteils hinzuweisen, deren innerstes Wesen sich jetzt klarer ent
hiillt. DaB die GraBmannschen ElementargroBen der Geometrie, die 
wir dort herleiteten, durchaus der affinen Geometrie angehoren, das haben 
wir ja schon beim speziellen Studium der affinen Transformationen er
kannt (vgl. S. 77 f.). Das GrafJmannsche Determinantenprinzip aber, das 
uns jene GroBen lieferte, ist - das konnen wir jetzt nachtragen - durch
aus kein unverstandlicher Kunstgriff, sondern es ist nichts als die vollig 
naturgemafJe Anwendung der Invariantentheorie in derattinen Geometrie, 
d. h. der projektiven Geometrie bei Adjunktion der unendlich fernen 
Ebene. Das Auftreten der gewohnlichen Determinanten - Strecke, 
Flacheninhalt, Rauminhalt - ist ja durch das soeben erorterte Bei
spiel schon zur Geniige erklart. Es bleibt nur noch zu zeigen, wie die 
invariantentheoretische Systematik auf die durch die Unterdeterminan
ten rechteckiger M atrizen definiertenallgemeinen GraBmannschen Ele
mentargroBen flihrt. Auch das wird wiederum an einem Beispiele am 
deutlichsten werden: Hat man 2 Punkte ~l' YJ1' 1:1 ; ~2' 112,. T2 in der Ebene, 
so soIl das invariantentheoretische Aquivalent cler Ihnen zugehorigen 
Gebilde der affinen Geometrie (Linienteil, Gerade, ... ) hergestellt wer
den. Das ordnet sich nun sofort dem Friiheren ein, wenn man einen 

K lei n, Elementarmathematik II. 11 
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dritten "unbestimmten" Punkt ~, 'YJ, T hinzunimmt, und wiederum die 
fundamentale Invariante: 

als eine Linearform in ~, 'YJ, T betrachtet. Die drei Koeffizienten dieser 
Variablen, das sind die Detelminanten del' Matrix: 

oder: 
I 

\ 
~1 
x2 

sind also die fiir das neu definierte Gebilde charaktel'istischen GraBen, 
und so sind wir tatsiichlich genau auf die fruher zur Definition des Linien
teiles 1 2 verwendete Matrix gefuhrt worden. Ganz ebenso kann man im 
Raum aus 3 bzw. 2 Punkten durch Adjunktion eines bzw. zweier 
Quadrupel unbestimmter Koordinaten eine relativ invariante Linear
bzw. Bilinearform bilden, deren Koeffizienten dann ganz in Dberein
stimmung mit unserer aIten Definition die Koordinaten eines Ebenenteils 
bzw~ raumlichen LilJ.ienteiles liefern. Ich kann diese Andeutungen hier 
nicht weiter ins Einzelne ausfiihren; sie diirften aber wohl zur ersten Orien
tierung geniigen und Sie zu weiterem Nachdenken anregen. 

Wichtiger ist, daB wir nun, nachdem wir das GraBmannsche Prinzip in 
die Invariantentheorie eingeordnet haben, die Fmge nach seiner Leistungs
fahigkeit stellen und es in dieser Hinsichtinsbesondere mit dem Klassifika
tionsprinzi p vergleichen, das auf S. 27 f. fiir den besonderen Fall der Haupt
gruppe ausgesprochen wurde und uns dort die samtIichen fundamentaIen 
geometrischen Gebilde lieferte. Die sinngemaBe Ausdehnung des Klassi
fikationsprinzips auf den Fall einer beliebigen linearen Transformations
gruppe liegt auf der Hand. Wir werden nach ihm namlich in je<ler "Geo
metrie" neben einzelnen ganzen rationaIen Funktionen der gegebenen 
GraBenreihen (Koordinaten, Formenkoeffizienten usw.), die uns 
bisher die Invarianten lieferten, auch Systeme soIcher Funktionen 
3 1 , 3 2 , . •• betrachten. Transformiert sich ein soIches System bei 
allen Substitutionen der zugehOrigen Gruppe in sich selbst, d. h. lassen 
sich die in gleicher Weise gebildeten Funktionen .3'1, .3'2, ... der trans
formierten GroBenreihen allein durch die 3 1 , .3'2' ... linear ausdriicken 
mit Hilfe von Koeffizienten, die sich in eindeutig bestimmter Weise aus 
denen der zugrunde gelegten Transformation ergeben, so sagen wir, das 
System definiert ein Gebilde der betreffenden Geometrie. Die einzelnen Funk
tionen, aus denen das System besteht, heiBen die Komponenten des Ge
bildes. Das entscheidende MerkmaI fiir die Natur eines geometrischen 
Gebildes ist das VerhaIten seiner Komponenten gegeniiber den Trans
formationen der zugrunde gelegten Gruppe: Als von gleicher Art werden 
wir 2 geometrische Gebilde bezeichnen, wenn ihre Komponenten 
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2 Serien von gleich vielen Ausdriicken bilden, die bei Koordinatenwechsel 
je dieselbe lineare Substitution erleiden, nach unserer friiheren Bezeich
nung also kogredient sind. Besteht ein ein geometrisches Gebilde defi
nierendes Funktionensystem aus einer einzigen Funktion, so reduziert 
sieh die lineare Substitution auf die Multiplikation .mit einem Faktor, 
und die Funktion ist eine relative Invariante. 

Ieh will diesen abstrakten Sachverhalt an einem einfachen Beispiel 
aus der Invariantentheorie des ternaren Gebietes naher erlautern, das 
wir in der affinen Geometrie des dreidimensionalen Raumes bei fest
gehaltenem Anfangspunkt deuten werden. Wenn 2 Punkte ~1' 1]1' T1 ; 

~2' 1]2' T2 gegeben sind, so ist das einfachste Funktionensystem, in dem die 
beiden Koordinatentripel homogen und symmetriseh auftreten, das 
System der 9 bilinearen Terme: 

(1) ~1~2' ~11]2' ~1T2' 1]1~2"'" T1 T2 · 

Bei einer linearen Transformation in unserer iibliehen Bezeichnung (vgl. 
S.147) hat man nun: 

~~ ~~ = ai ~l ~2 + a 1 b 1 (~11]2 + 1]1 ~2) + ... + diTl T2 

~~1J~ = ala2~1~2 + alb2~11]2 + a2bl 1]d2 + ... + dl d2 T1 T2 

(2) 

d. h. diese 9 GroBen bilden in der Tat ein System von der eben erorterten 
Art, und wir werden sie daher als Bestimmungsstiicke eines Gebildes 
unserer affinen Geometrie ansehen; man nennt dieses Gebilde und so jedes 
System, das aus 9 GroBen besteht, die sich naeh den Gleichungen (2) 
transformieren, neuerdings einen Tensor. 

Nun bemerkt man aber bei Betrachtung der Gleiehungen (2) leicht, 
daB man aus den 9 GroBen (1) einmal 6, andererseits 3 einfaehe lineare 
Kombinationen herleiten kann, die sich je unter sieh linear substituieren. 
Denkt man sich die GroBen (1) zu einem quadratisehen System geordnet: 

~l ~2 ~11]2 ~1 T2 

1]1 ~2 1]11]2 1]1 T2 

Tl~2 Tl 1]2 T1 T2 , 

so sind es einmal die Summen von symmetriseh zur Diagonale stehenden 
Gliedern: 

andererseits deren Differenzen: 

(4) ~11]2 - 1]1 ~2' ~l T2 - 7;1 ~2' 1]1 T2 - T11J2· 

Die Substitutionsformeln fiir die GroBensysteme (3)und (4) ergeben sich 
unmittelbar aus den Gleiehungen (2). Wir haben damit 2 neue Gebilde 

11* 
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unserer affinen Geometrie gewonnen, von denen das aus den 6 GraBen (3) 
bestehende als symmetrischer Tensor bezeichnet wird, wahrend das aus 
den 3 GroBen (4) bestehende die uns schon bekannte Plangro/3e darstellt. 
Der Name gilt nat-orlich wieder fUr jedes GroBensystem, das sich ko
gredient transformiert. Auf die Rechtfertigung des Beiworts "symme
trisch" werden wir nachher gleich eingehen. 

Was die 3 GroBen (4) geometrisch bedeuten, wissen wir (vgl. S. 32): 
es sind die doppelten Projektionen des passend umlaufenen Dreiecks, 
das die Punkte ~1' 1]1' '1:1 ; ~2' 1]2' '1:2 und der Koordinatenanfangspunkt 
bilden, auf die Koordinatenebenen, und wir haben hier gerade eines der 
ersten Gebilde, die das GraBmannsche Determinantenprinzip lieferte. 
Dnd so durfen wir uberhaupt den Satz aussprechen: Bei dem systemati
schen Aufsuchen der Gebilde der af/inen Geometrie vermoge unseres Klassi
/ikationsprinzips wird man unter anderem mit Notwendigkeit au/ das 
Gra/3mannsche Determinantenprinzip und die mit seiner Hil/e festgelegten 
geometrischen Gebilde gefiihrt. leh kann das hier im einzelnen natiir
lieh nieht ausfUhren; es genuge die Andeutung, daB man samt
liehe £ruher besproehenen Gebilde erhalt, wenn man in ganz ana
loger Weise die allgemeine affine Geometrie auf Grund des Cayleyschen 
Prinzips mit Hilfe der quaternaren Invariantentheorie behandelt (vgl. 
S. 160ff.). 

Das wlehtige Ergebnis unserer Dntersuehung ist aber die Erkennt
nis, da/3 das Grassmannsche Determinantenprinzip etwas Spezielles ist 
und an sich durchaus nicht alle Gebilde der a/linen Geometrie lie/ert. Viel
mehr haben wir in denTensoren (1) und (») wesentlich neue geometrische 
Gebilde. 

Wegen der groBen Bedeutung, die diese Gebilde fUr viele Gebiete 
der Physik, wie z. B. fUr die Lehre von den elastisehen Deformationen 
und die Relativitatstheorie besi.tzen, sei hier noch ein wenig auf sie ein
gegangen. Vor allem seien auch einige Bemerkungen beigefUgt, weIche 
sieh auf den Namen dieser geometrischen GraBen beziehen und dem Leser 
das Zurechtfinden in der neueren Literatur uber Tensorrechnung 
erleiehtern sollen. 

Das Wott "Tensor" wurde von uns in Bd. 1 dieses Werkes bei 
Gelegenheit der Darstellung des Hamiltonsehen Quaternionenkalkuls 
in anderem Sinne als jetzt gebraucht. 1st q = a + b i + c i + d k eine 
Quaternion, so nannten wir damals den Ausdruek T = ya2 + b2 + c2 + d2 

hren Tensor. Dieser von Hamilton eingefiihrte Name ist gerechtfertigt, 
da man, wie in Bd. I, S. 71ff. ausfUhrlich auseinandergesetzt wurde, die 
Multiplikation mit einer Quaternion geometriseh als Drehstreekung 
bei festgehaltenem Koordinatenanfangspunkt deuten kann. Als MaB 
der Strekung ergibt sich dabei namlieh gerade der eben als Tensor 
bezeichnete Wurzelausdruek T. In engem Zusammenhang hiermit 
steht die Art und Weise, wie W. Voigt in seinen Arbeiten uber Kristall-
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physik l ) das Wort ;,Tensor" gebraucht. Voigt bezeichnet damit ge
richtete GroBen, die Vorgangen entsprechen, \vie dem der longi
tudinalen Streckung oder Kompression eines geraden Stabes, an dessen 
beiden Enden in Richtung der Stabachse nach entgegengesetzten Sei-
ten gezogen bzw. gedriickt wird. Bildlich Dehnung: 
konnte man einen soIchen Tensor durch eine E 

Strecke darstellen, an deren beiden Enden 
Pfeile von entgegengesetzter Richtung an
gebracht sind (vgl. Abb. 100). 

Zusammendri1ckung: 
> <::: 

Abb.100. 

Man kann den Richtungscharakter des so verstandenen Tensors aIs 
"zweiseitig", den des Vektors im Gegensatz hierzu aIs "einseitig" be
zeichnen. In der Physik treten nun soIche Tensoren haufig als Tensor
tripel, d. h. zu dritt und zueinander orthogonal gerichtet auf (vgl. Abb.1 01). 
Wir haben friiher (vgl. S. 80) die reine homogene Deformation (reine 
Affinitat) als gleichformige, den Nullpunkt festlassende Streckung des 
Raumes nach drei zueinander senkrechten Richtungen kennen gelemt. 
Statt dessen konnen wir jetzt sagen: Die reine 
homogene Deformation wird geometrisch durch ein 
Tensortripel dargestellt. Zu einer heute vielge
brauchten Bedeutung des Wortes "Tensor" kommt 
man nun, wenn man den Inbegriff jener drei ~ __ + __ __ 
Streckungen des Raumes als eine einzige geome
trische GroBe auffaBt und, den Wortteil "Tripel" 
einsparend, diese GroBe mit dem Namen Tensor be
legt. Der Tensorbegriff in diesem Sinne ist nun 
genau derselbe, den wir oben insbesondereals "sym
metrischen Tensor" beieichnet haben. 

Abb. 101. 

Die reine homogene Deformation wird namlich, wenn der Koordi
natenanfangspunkt fest bleibt, durch Substitutionen folgender Bauart 
dargestellt: I ~ .== allx ~ a1ay ~ a13 z 

(5) rJ == al2 x ~ a22 y ~ a23 z (aik==a!ci) 

i == a13 x ~ a23 y ~ a33 z . 

Dabei mogen die Zahlentripel x, y, z; ~, 'YJ, i als Punktkoordinaten in 
einem und demselben rechtwinkligen Koordinatensystem gedeutet wer
den. Das Koeffizientenschema der Transformation ist symmetrisch in 
bezug auf die Hauptdiagonale. Gehen wir jetzt unter BeibehaHung des 
Koordinatenanfangspunktes zu einem neuen rechtwinkligen Koordinaten
system iiber, so erhalten wir, wie eine einfache Rechnung zeigt (fiir den 

1) Vgl. etwa: a) Der gegenwartige Stand unserer Kenntnisse der Kristall
elastizitat; b) 'Ober die Parameter der Kristallphysik und fiber gerichtete Gro13en 
hoherer Ordnung. Beide Abhandlungen in den Gottinger Nachrichten 1900. 
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Ubergang der x, y, z in die x', y', z' und der ~, 1], • in die e, 1]', .f gelten 
beziehungsweise dieselben Formeln), folgende neue Darstellung fiir die 
in Frage stehende Deformation: 

1 $' = a~lX' + a~d + a13 z' 
"'/1 II 

1] = a12x + a22 y + a23 z 

.' = affix' + a23Y' + a~z' . 
(6) 

Dabei ergibt sich fUr die 6 Koeffizienten all, a~2' ... , a33: 
1. daB sie linear abhangen von den sechs all' a12 , ••• , a33 und nur 

von diesen, also eine geometrische Grope de/inieren; 
2. daB sie insbesondere sich genau so transformieren wie die in den 

Koordinaten bilinearen Ausdriicke (3), die wir auf S. 164 als die Kom
ponenten eines symmetrischen Tensors bezeichnet hatten. 

Das Beiwort "symmetrisch" is!: durch die Bauart des Koeffi
zientenschemas der Transformationsformeln (5), (6) gerechtfertigt. 

Gehen wir jetzt zu einer den Koordinatenanfangspunkt festlassenden 
allgemeinen Affinitat iiber: 

(7) I ~ = a11 x + a12 y + a13 z 
1} = a21 x + a22 y + a23 z 
• = a31 x + a32 y + a33 z 

so ergibt sich in einer der eben angedeuteten ganz entsprechenden Weise, 
daB in der Geometrie der orthogonalen Transformationen die 9 Koeffi
zienten all' a12 , ••.• , a33 sich genau so transformieren wie die 9 Koordi
natenprodukte (1), also die Komponenten einer GroJ3e derselben Art wie 
jene bilden. In unserer Sprechweise, nach der das Wort Tensor nicht 
speziell auf reine homogene Deformationen beschrankt bleibt, heil3t 
das: Das Koeffizientenschema einer allgemeinen affinen Transformation 
ist ein Tensor. 

In der Literatur findet man noch eine groJ3e Anzahl anderer Namen 
fUr diesen Begriff. Einige der am meisten vo;rkommenden sind: 

1. A//inor (wegen des Zusammenhanges mit der affinen Transfor
mation) ; 

2. lineare Vektorfunktion [da die linearen Substitutionen (7) sich so 
deuten lassen, daB durch sie einem vom Koordinatenanfangspunkt aus
gehenden Vektor x, Y, zein ebenso1cher ~, 17, • linear zugeordnet wird]; 

3. Dyade und Dyadic. Doch wird das erste dieser beiden Worter 
ursprlinglich nur flir einen besonderen, nachher noch zu erorternden Fall 
gebraucht. 

Auch die Komponenten der PlangroJ3e (4) lassen sich als die Koeffizien
ten einer Transformation auffassen, namlich einer von der folgenden Art: 

l
~=1 ·x-c·y+b·z 

(8) 1] = c . x + 1 . y- a . Z 

• = -b· x + a . y + 1 . z . 
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Die Koeffizienten dieser Substitution verhalten sich namlich, wie 
man leicht bestatigen kann, gegenuber rechtwinkligen Koordinaten
transformationen wie die bilinearen Ausdrucke (4). Wegen der Bau
art des Koeffizientenschemas der Formeln (8) (Symmetrie zur Haupt
diagonale mit Vorzeichenwechsel) bezeichnet man die durch sie bestimmte 
GroBe auch als antisymmetrischen Tensor. 

Geometrisch lassen sich bekanntlich die Formeln (7) als allgemeine 
homogene Deformation, die Formeln (6) als reine (drehungsfreie) Defor
mation, die Formeln (8) als infinitesimale Drehung deuten. Dem formalen 
Prozef], durch den wir auf S. 163 aus den Koordinatenprodukten (1) den 
symmetrischen Tensor (3) und den antisymmetrischen Tensor (4) ableiteten, 
entspricht also in der A nschauung die Z erlegung einer homogenen infini
tesimalen Deformation in eine reine Deformation und eine Drehung. 

Wir haben uns bisher bei dem Wechsel des Koordinatensystems 
auf orthogonale Transformationen beschrankt. Es bleibt uns noch ubrig, 
einige Erganzungen fUr den Fall hinzuzufUgen, daB vom rechtwinkligen 
zu einem schiefwinkligen Koordinatensystem ubergegangen wird oder 
auch die ~,11, T; x, y, z uberhaupt von vornherein als schiefwinklige 
Parallelkoordinaten eingefUhrt werden. (Die Beschrankung, daB der 
Koordinatenanfangspunkt fest bleibt, soli dabei aufrechterhalten werden.) 
Wir gehen damit von der Geometrie der Hauptgruppe uber zu derjenigen 
der affinen Gruppe. Wenn man fUr diese Gruppe das Verhalten der Sub
stitutionskoeffizienten von (7) gegenuber Koordinatentransformationen 
untersuchc, so ergibt sich, daB sie zwar auch wieder die Komponenten 
einer geometrischen GroBe darstellen, sich aber nicht wie die Koordi
natenprodukte (1) transformieren, sondern kontragredient zu diesen. 
Entsprechendes gilt fur die Koeffizienten von (6) und (8). Es HiBt sich nun 
zeigen, daB derselbe Tensor (beispielsweise dieselbe homogene Deforma
tion) in bezug auf ein Parallelkoordiriatensystem sowohl durch Kom
ponenten von der Art (1) als auch durch solche von der Art der Koeffi
zienten (7) gegeben werden kann. Man bezeichnet die ersteren als 
"kogrediente", die letzteren als "kontragrediente" Komponenten des 
Tensors. Statt "kogredient" und "kontragredient" sagt man oft auch 
"kontravariant" und "kovariant". Zuweilen werden die beiden letzten 
Ausdrucke in ihren Bedeutungen auch vertauscht. Der Unterschied 
zwischen den beiden Arten von Komponenten ist derselbe wie der 
zwischen Punkt- und Ebenenkoordinaten. 

Eine weitere, gegenuber der von uns bevorzugten viel allgemeinere 
Bedeutung des Wortes Tensor wird schlie13lich verstandlich, wenn man 
das Verhalten homogener Formen gegenuber Koordinatenwechsel unter
sucht. Auf Seite 149 haben wir diese Untersuchung bereits fur den Fall 
einer quadratischen Form (bei ein wenig anderer Bezeichnung): 

all ~2 + 2a12~1J. + ... + a33 T2 

durchgefUhrt. Wir fanden, daB die Formenkoeffizienten all' 2 a12 , ... , a33 
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sich linear homogen und kontragredient zu den Termen ~2, ~ 'fJ, ••. , '[2 der 
Punktkoordinaten substituieren. Die letzteren aber transformieren sich, 
wie man unmittelbar sieht, kogredient zu den Ausdrlicken (3). Wir kon
nen dieses Ergebnis so aussprechen: Die Koeffizienten an, 2 a12 , ••. , a33 

einer quadratischen Form sind die kontragredienten, die Terme ~2, ~'fJ, 

... ,r2 die kogredienten Komponenten eines symmetrischen Tensors. 
Entsprechendes gilt flir eine Bilinearform. Von dieser sagt man nach 
Gibbs, daB sie insbesondere eine Dyade definiert, wenn sie sich als Pro
dukt zweier linearen Formen schreiben liiBt. Hat man nun eine homogene 
n-fach lineare Form der Punktkoordinaten, so liiBt sich durch eine leichte 
Rechnung zeigen, daB auch ihre Koeffizienten bei Koordinatentransfor
matioIJ, sieh homogen und linear substituieren, und zwar kontragredient 
zu den zugehorigen Termen der Punktkoordinaten. 

Die Veraligemeinerung des Tensorbegriffs, von der wir eben spra
chen, besteht nun darin, daB man jede solche GroBe als Tensor be
zeiehnet und diesen Namen nieht nur, wie wir es taten, im Zusammen
hang mit Bilinearformen verwendet. In dieser allgemeinen Form ist 
der Name insbesondere von Einstein und seinen Schiilern zur An
wendung gebracht worden. Frliher sprach man statt dessen von line
aren, quadratischen, bilinearen, trilinearen, kubischen usw. Formen. 

Zu der Verschiedenheit der Termini tritt nun in praxi noch das Be
streben hinzu, das Komponentensystem eines Tensors durch einen ein
zigenBuchstaben zu bezeichnen und das Rechnen mit Tensoren durch sym
bolische Zusammenstellung der solcherweise nebeneinander in Betracht 
kommenden Buchstaben anzudeuten. Aile diese Dinge sind an sich sehr 
einfach und werden nur dadurch fUr den Leser schwierig, weil sich die ver
schiedenen Verfasser verschiedener Bezeichnungsweisen bedienen. Es 
stellen sich hier in erh6htem MaBe dieselben MiJ3sHinde ein, die wir schon 
bei der Vektorrechnung zur Sprache brachten und die aus der Welt zu 
schaffen unmoglich scheint. Wir konnten aber an ihrer Erwahnung nieht 
vorbeigehen, weil die gesam te moderne Literatur da von beherrscht wird.-

Ich gehe nun zur metrischen Geometrie liber, um auch da nur wenige 
charakteristische Beispiele herauszugreifen; ich werde zeigen, wie die 

beiden wichtigsten Grundbegriffe "Entfernungr zweier Punkte Xl = ~1 •.. 

~2 ,,'.. • . T1 · 
und X 2 = -, ... , SOWle" W ~nkel w zwezer E benen (Xl"'" 01 und 

T2 

0.2 , •• • ,°2" aus der invariantentheoretischen Systematik sich ableiten. 
Nach bekannten Formeln der analytischen Geometrie ist: 

(~I1'2-~2'[1)2+ (1711'2-1]21'1)2+ ((1T2-( 21'1)2 
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Das sind algebraische bzw. transzendente Funktionen der Parameter; 
wir werden sie als "algebraische" bzw. "transzendente" Invarianten be
zeichnen durfen, wenn wir zeigen, daB die rationalen ganzen Bestandteile, 
aus denen sie sich aufbauen, fiir sich bereits Invarianten im alten Sinne 
sind. 

Beginnen wir mit dem Winkel w. Die Figur, deren Invariante er 
werden solI, besteht aus zwei Linearformen: 

iX1 , (:J1' )'1' <51 und iX 2 , /32' )'2' <52 

und der den Kugelkreis darstellenden quadratischen Form in Ebenen
koordinaten: 

(X2 + (32 + {'2 + O. 02 • 

Wir k6nnen naturlich aus dieser quadratischen Form in Ebenenkoordi
naten genau so Invarianten bilden, wie fruher (S. 152ff.) aus Formen in 
Punktkoordinaten, indem wir nur immer Punkt- und Ebenenkoordinaten 
vertauschen ("dualisieren"). Insbesondere sind also die Werte der Form 
fUr die beiden gegebenen Wertsysteme: 

(Xi + (3i + {'I + 0 . oi und iX~ + fJ~ + )'~ + 0 . o~ 

sowie der fur diese beiden Systeme gebildete Wert ihrer Polarform: 

iXl (Xz + (31(32 + )'1)'2 + 0 . <51 <52 

invariant, und gerade aus diesen Ausdrucken setzt sich cos w tatsachlich 
zusammen. Dbrigensist coswinjedem der beiden Wertsysteme iX l , ... , <51 

und iX 2 , ••• , <52 und ebenso in den Koeffizienten 1, 1, 1, 0 der gegebenen 
quadratischen Form, homogen von oter Dimension, so daB der Ausdruck 
in der metrischen Geometrie eine selbstandige Bedeutung hat. Tatsach
lich gibt es ja auch in der metrischen Geometrie ein absolutes, von will
kurlicher Annahme der Einheit unabhangiges WinkelmaB. Damit ist 
zugleich gesagt, daB unser Ausdruck eine absolute Invariante ist. 

Was nun weiter die Entfernung r anlangt, so erinnern wir uns, daD 
wir Invarianten einer quadratischen Form in Punktkoordinaten gebildet 
hatten, indem wir ihre Determinante mit den Koordinaten einer oder 
zweier Ebenen randerten (S. 153 f). Ebenso werden wir jetzt fiir unsere 
aus einer quadratischen Form in Ebenenkoordinaten und 2 Punkten be
stehende Figur Invarianten erhalten, indem wir - genau dual vor
gehend - die Determinante der Form iX 2 + /32 + )'2 + 0 . 02 : 

1 0 0 0 

o 1 0 0 

001 0 

o 0 0 0 

ein- und zweimal mit den Koordinaten ~l"'" T1 und~2"'" T2 derge-
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gebenen Punkte randern. Aus den so entstehenden Invarianten bilden 
wir den Quotienten: 

1 0 0 0 ;1 ;2 
1 0 0 0 ';1 i 1 0 0 0 ;2 0 1 0 0 th rJ2 1 

1 '1 '2 
0 1 0 0 IiI :0 1 0 0 '112 

0 0 0 I 

0 0 1 0 '1 .1 0 0 1 0 '2 0 0 0 0 T1 T2 I 

;1 '1 
0 0 0 0 T1 ;0 0 0 0 T2 

th T1 0 0 
'1 

i r 
;2 '2 

;1 rJ1 T1 0 l ;2 'fj2 <'2 T2 0 
172 T2 0 0 

Indem man die 3 Determinanten ausrechnet, findet man leicht, daD 
dieser Quotient genau dem oben angegebenen Werte von r2 gleich ist, 
dessen invariante N atur damit erkannt ist. Dbrigens ist er ahnlich wie die 
fruher betrachtete Fundamentalinvariante der affinen Geometrie wohl in 
den Koordinaten der beiden vorgelegten Punkte homogen von nullter 
Dimension, nicht aber in den Koeffizienten der gegebenenquadratischen 
Form, in denen er vielmehr homogen von (- 4ter) Dimension ist. Zu
dem ist er auch keine absolute Invariante, denn jede der 3 auftretenden 
Determinanten hat, da es sich urn die dualen Bildungen zu den S. 153 f. 
betrachteten Invarianten handelt, das Gewicht + 2, der Quotient also 
das Gewicht 2 - 4 = - 2. Daher besitzt der numerische Wert von r noch 
keine unmittelbare Bedeutung in der metrischen Geometrie, und tat
sachlich kann man ja die Entfernung zweier Punkte erst messen, wenn 
man eine weitere (Einheits-)Strecke willkurlich festgelegt, d. h. neben 
der fundamentalen quadratischen Form noch der Figur adjungiert hat. 
Absolute Invariimten der metrischen Geometrie stellen sich erst durch 
Quotienten von Ausdrucken der angegebenen Art dar. 

Auch hier kann ich nicht naher ins Einzelne eingehen; diese Beispiele 
werden Ihnen aber wenigstens einen ungefahren Begriff davon geben, wie 
die hier entstehende vollstandige Systematik der aflinen und der metri
schen Geometrie, die aus der systematischen Gliederung der ganzen ratio
nalen Invarianten erwachst, aussieht. Mogen Sie Genaueres in den mehr
fach genannten Lehrbuchern nachlesen1)! 

N ur ein gewisses kleineres Beispiel will ich noch beruhren, das ubrigens 
auch in der Neuauflage von Clebsch-Lindemann 2) eingehend behandelt 
ist, ich meine die sogenannte Dreiecksgeometrie. Hier ist im Laufe der Zeit 
besonders durch die Arbei t der Gymnasiallehrer ein groDes abgeschlossenes 
Gebiet entstanden, das von den vielen merkwiirdigen Punkten, Geraden, 

1) [In obigem Zusammenhange sei besonders hingewiesen auf eine Arbeit 
von H. Burkhardt im Bd. 43 (1893) del' mathematischen Annalen: Dbel' Funk
tionen von Vektol'groBen, welche selbst wieder VektorgroBen sind. Eine An
wendung iilvariantentheol'etischer Methoden auf eine Frage del' mathematischen 
Physik.] 

2) [a. a. O. S. 321. VOl' aHem sei· auch genannt das Enzyklopadiereferat 
(III A B 10): Berkhall-Meyer uber neuel'e Dreiecksgeometrie'.] 
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Kreisen hande1t, die man an einemDreieck definieren kann: Schwerpunkt, 
Hohen, Winkelhalbierende, Ankreise, Umkreis, Feuerbachscher Kreis usw. 
usw. Die unzahligen Beziehungen, die man hier immer aufs neue zu 
finden sich bemiiht hat und noch weiter bemiiht, kann man unserer 
Systematik ganz leicht einordnen: Gegeben sind da 3 Punkte ~1' 111, T 1; 

~2' 'YJ2' T2 ; ~3' 'YJ3' 1:3 der Ebene (vgl. Abb. 102), als Dreiecksecken, und 
wir adjungieren, da es sich doch ganz urn metrische Beziehungen handelt, 
die beiden imaginiirenKreispunkte, deren Geradengleichung iX2 + fJ2 = 0 
lautet; wir konnen aber einfach auch die Werte 1, i, 0 und 1, -i, 0 ihrer 
Punktkoordinaten adjungieren. Dann ist die ganze Dreiecksgeometrie 
nichts als die projektive Invariantentheorie 
dieser 5 Punkte, d. h. schlieBlich 5 beliebiger 
Punkte der Ebene, von denen nur 2 sprach-
lich ausgezeichnet werden. Diese Bemer-

e1 

kung erst verleiht der Dreiecksgeome-
trie den Charakter eines systematischen e2 

durchsichtigen Lehrgebaudes, den man 
sonst an ihr so vermiBt. 

xr~-iJo) 

Abb. 102. 

Ich verlasse damit die Betrachtungen iiber die Systematik der 
Geometrie. GewiB befriedigt es den asthetischen Sinn, wenn man sich die 
Dinge in der geschilderten Weise zurechtlegt, und da zudem allein diese 
Systematik eine tiefere Einsicht in die Geometrie vermittelt, sollte gewiB 
jeder Mathematiker, jeder Lehramtskandidat von ihr Kenntnis haben. 
Darum erschien es mir notwendig, sie in diesem Kolleg zu beriicksichtigen, 
zumal Ihnen ohnehin in der Literatur vielfach diese Auffassung - wenn 
auch vielleicht nicht immer in so konsequenter Darstellung - entgegen
getreten sein wird. Freilich ware es ganz verkehrt, wenn man sich nun 
dogmatisch an diese Systematik binden und die Geometrie stets nur in 
diesem Schema darstellen woll te; denn dann wiirde sie sehr bald langweilig 
werden und allen Reiz verlieren, vor allem aber am neuen erfindungsrei
chen Denken hindern, das ja stets unabhangig von jeder Systematik 
vorgeht. 

Waren das gewissermaBen Erorterungen iiber die Architektur des 
Gebaudes der Geometrie, so wenden wir uns nun seinen nicht minder wich
tigen Eundamenten zu. 

II. Grundlagen der Geometrie. 
Einen Uberblick iiber das auBerst umfangreiche Gebiet, das wir hier 

betreten, gibt das Enzyklopadiereferat von F. Enriqttes iiber die "Prin
zipien der Geometrie" (Enz. III A B 1). Die Untersuchungen iiber die 
Grundlagen der Geometrie treten vielfach in Beziehung zu den Interessen 

. der Erkenntnistheorie und Psychologie, die von sich aus untersuchen, 
wie die Raumanschauung entsteht und mit welchem Recht man sie mit 
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mathematischen Methoden behandeln darf. Wir werden diese Fragen hier 
natiirlich nur ganz fliichtig streifen. k6nnen und werden wesentlich die 
mathematische Seite des Problems behandeln,· wobei wir die Raum
anschauung als gegeben annehmen; damit miissen wir insbesondere auch 
die fiir die Padagogik so wichtige Frage, wie sich im einzelnen Individuum 
die Raumanschauung zu der prazisen Form entwickelt, an die wir als 
Mathematiker gewohnt sind, beiseite lassen. 

Unsere Aufgabe in dieser Begrenzung ist dann, das ganze Gebiiude 
der Geometrie auf moglichst einfacher Grundlage durch logische Operatio
nen aufzujuhren. Die Grundlage freilich kann die reine Logik nicht 
mehr liefem; die logische Deduktion kann erst einsetzen, wenn der erste 
Teil des Problems gel6st ist: wenn man ein System gewisser einfacher 
Grundbegritfe und gewisser einfacher Siitze, der sog. Axiome, besitzt, das den 
einfachsten Tatsachen unserer Anschauung gerecht wird. Man kann diese 
Axiome.natiirlich je nach Geschmack mehr oder weniger weit in einzelne 
voneinander unabhangige Bestandteile zergliedem und hat auch sonst 
bei ihrer Auswahl noch groBe Freiheit. Denn die einzige Bedingung, der 
das Axiomensystem unterliegt, ist durch den zweiten Teil unserer Auf
gabe gegeben: Aus jenen Grundbegriffen und Axiomen solt der ganze 
Inhalt der Geometrie logisch hergeleitet werden kOnnen, ohne daB man aufs 
neue an die Anschauung zu appellieren braucht. 

Fiir die Behandlung dieser Aufgabe legt uns der ganze Gang unserer 
Vorlesung einen bestimmten charakteristischen Weg nahe. Wir hatten uns 
ja stets prinzipiell der Hilfsmittel der Analysis, insbesondere der Methoden 
der analytischen Geometrie bedient. So wollen wir denn auch hier wieder
urn die Analysis als bekannt annehmen und nur fragen, wie man aUf kur
zeste Weise von dem etwaigen Axiomensysteme zu den Ansiitzen der analy
tisch en Geometrie gelangen kann. Leider wird diese einfache Formulierung 
nur selten verwendet, da clie Geometer haufig eine gewisse Scheu vor der 
Verwendung der Analysis haben, und soweit als irgend moglich ohne 
Zahlen auskommen wollen. 

Das hiermit im allgemeinen angedeutete Programm laBt sich auf 
verschiedenen Wegen durchfiihren, je nachdem, welche Grundbegriffe 
und Axiome man gerade hervorheben will. Vielfach iiblich und bequem 
ist es, an die Spitze der Betrachtung die Grundbegriffe der profektiven 
Geometrie zu stellen, namlich Punkt, Gerade und Ebene, die wir ja schon 
friiher (S. 62 f.) als soIche hervorgehoben haben. Dabei solI nicht etwa 
definiert werden, was das fUr Dinge sind - das muB jedermann von Hause 
aus wissen! -, sondem es sollen nur so viele ihrer charakteristischen Eigen
schaften und gegenseitigen Beziehungen ausgesprochen werden, daB 
man aus ihnen im oben prazisierten Sinne die ganze Geometrie herleiten 
kann. Die einzelnen Axiome, in denen das geschieht, will ich Ihnen hier 
nicht vollstandig aufzahlen - das wiirde uns in dieser enzyklopadischen 
Vorlesung zu weit abseits fiihren -, sondem ich will nur ihren Inhalt so 
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weit charakterisieren, daJ3 Sie eine klare Vorstellung von Ihnen be
kommen. 

An der Spitze stehen die Siitze der Verkniipfung, die ich fur die 
projektive Geometrie schon fruher (S. 63) ausgesprochen hatte. Wir 
wollen aber hier nicht von vornherein wie dort, die ausnahmslose Exi
stenz eines Schnittpunktes zweier Geraden derselben Ebene qder einer 
Schnittgeraden zweier EbeneiJ. fordern, sondern, wie es den unmittel
baren Verhaltnissen der metrischen und affinen Geometrie entspricht, 
uns auf den Satz beschranken, dafJ 2 Gerade der Ebene einen Punkt oder 
keinen, 2 Ebenen eine Gerade oder gar keinen Punkt gemein haben; 
man kann dann nachtraglich noch immer in gewisser Weise durch 
Adjunktion "uneigentlicher" Punkte, Geraden und Ebenen zu dem 
vollstandigen System der projektiven Geometrie aUfsteigen./ 

Die Anordnungssiitze weiterhilJ. beschreiben. wie in der c 
Ebene und auf der Geraden verschiedene Punkte zuein- b 

ander liegen k6nnen, daJ3 also z. B. von 3 Punkten a, b, c 
einer geraden Linie stets einer, etwa b, zwischen den beiden. 0-

anderen a und c liegt und so fort; man nennt sie wohl auch Abb. 103. 

kurz Siitze des Zwischen (vgl. Abb. 103). 
Was endlich Stetigkeitseigenschaften anlangt, so sei hier vorlaufig 

nur die Liickenlosigkeit der Geraden hervorgehoben: Teilt man die 
Strecke zwischen 2 Punkten a, b irgendwie in zwei Teile 1, 2, so daJ3 (wenn 
a links von b liegt) aile Punkte von 1 links von allen Punkten von 2liegen, 
so gibt es gerade einen Punkt c, der diese Einteilung hervorruft, derart, 
daB zwischen a und c die Punkte des Teiles 1, zwischen c und b die von 
2 liegen. Das entspricht offenbar ganz der Einfuhrung der Irrational
zahlen durch den Dedekindschen Schnittl). 

Aus diesen Axiomen kann man tatsachlich die ganze projektive 
Geometrie des Raumes durch logische Deduktion herleiten, insbeson
dere natlirlich auch sehr bald gewisse Koordinaten einfi.ihren und die 
projektive Geometrie analytisch behandeln. 

Will man weiter zur metrischen Geometrie gelangen, so hat man zu
erst zu berucksichtigen, daJ3 man mit der projektiven Geometrie auch 
den Begriff der Gruppe der 0015 Kollineationen oder ·projektiven Um
formungen des Raumes hat. Wir wissen, wie man als Untergruppe von 
ihr die 7-parametrige Hauptgruppe der raumlichen Anderungen charak
terisieren kann, deren Invariantentheorie die metrische Geometrie ist: sie 
besteht aus den Kollineationen, die elne Ebene, die unendlick ferne Ebene, 
und in ihr eine Kurve zweiten Grades, den imaginiiren Kugelkreis (bzw. 
das ihn reprasentierende absolute Polarensystem) ungeandert lassen. Von 
hier aus muJ3 man aber noch einen Schritt weiter gehen, wenn man 
genau die Satze der elementaren Geometrie gewinnen will; man muJ3 

1) V gl. Teil I, S. 36f. 
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aus der Hauptgruppe die 6-parametrische Untergruppe der eigentlichen Be
wegungen (Verschiebungen und Drehungen) aussondern, welche im Ge
gensatz zu den Ahnlichkeitstransformationen die Entfernung zweier 
Punkte v611ig ungeandert lassen und also die metrische Geometrie 
der Kongruenzen zur Invariantentheorie haben. Man kann die Be
wegungel). aus der Hauptgruppe beispielsweise durch die Forderung her
ausheben, daB die "Bahnkurven" einer Bewegung geschlossen sind, sofern 
sie nur einen Punkt fest laBt. 

Der so skizzierte Aufbau der Geometrie ist vielleicht der theoretisch 
einfachste, da er zunachst fUr die projektive Geometrie ausschlieBlich mit 
linearen Gebilden operiert und erst hinterher, wenn es ftir die metrische 
Geometrie notwendig wird, ein quadratisches Gebilde, den Kugelkreis, 
hinzunimmt. Dafiir ist seine Durchfiihrung allerdings recht abstrakt 
und langwierig, und sie kann nur in einer eigenen Vorlesung tiber pro
jektive Geometrie Platz finden. Hier muB es gentigen, wenn ich Sie nach 
dieser allgemeinen Auseinandersetzung noch auf diejenige Darstellung 
in der Literatur verweise, die wohl die lesbarste ist, namlich auf die von 
H. Fleischer tibersetzten "Vorlesungen iiber profektive Geometrie" 1) von 
F. Enriques. 

Ftir allgemeine Unterrichtszwecke geeigneter scheint mir ein anderer 
Aufbau der Geometrie, dem ich mich jetzt - der Einfachheit halber unter 
Beschrankung auf die Geometrie der Ebene - zuwende. 

I. Aufbau der ebenen Geometrie unter Voranstellung 
der Bewegungen. 

Ais Grundbegriffe nehmen wir Punkt und Gerade an und setzen 
Axiome tiber ihre VerkniiPfung, Anordnung und Stetigkeit voraus. Dabei 
enthalten die Verkntipfungssatze wiederum nur die Anschauungstat
sachen, dafJ durch irgend 2 Punkte stets eine und nur eine Gerade geht, 
wahrend 2 Gerade entweder einen oder keinen Punkt gemein haben kOnnen. 
Dber die Anordnung der Punkte auf einer Geraden behalten wir die oben 
bereits angedeuteten Forderungen bei; auf die genaue Formulierung der 
weiteren Anordnungssatze und der Stetigkeitsaxiome wird im Verlauf 
der Untersuchung noch zu verweisen sein. 

Auf dieser Grundlage wollen wir jetzt unmittelbar - ohne den Um
weg tiber die Projektivitaten - die Gruppe der 003 Bewegungen der Ebene 
einfUhren, urn mit ihrer Hilfe zu unserem eigentlichen Ziel, dem System 
der ebenen analytischen Geometrie, zu gelangen. Wir mtissen dann zu
nachst in einer Reihe von Axiomen abstrakt formulieren, welche Eigen
schaften dieser "Bewegungen" wir in Hinblick auf das System der Punkte 
und Geraden voraussetzen und benutzen wollen. Wir orientieren uns 

1) Leipzig 1903. [2. deutsche Auflage 1915.J - Original: "Lezioni di geometria 
proiettiva. Bologna 1898. 3. italienische Auflage 1909. 
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dabei natiirlich an der anschaulichen Vorstellung von einer Bewegung, die 
wir von unseren Erfahrungen mit starren K6rpem her haben. Danach 
muB eine Bewegung in erster Linie eine eineindeutige Transformation 
der Punkte unseres Raumes sein (also insbesondere jedem Punkt gewiB 
einen im Endlichen gelegenen Punkt zuordnen) und femer Gerade aus
nahmslos in Gerade iiberfiihren. Es ist bequem, fUr Transforma
tionen dieser Art allgemein wieder das Wort 
KoUineation zu gebrauchen; freilich wissen 
wir zunachst noch nicht, ob es iiberhaupt 
so1che Kollineationen gibt,da wir ja nicht 
- wie vorhin - im Besitz der projek
tiven Geometrie sind. Wir miissen ;:LIso die 
Existenz wenigstens dieser ausgezeichneten 
Kollineationen durch ein neues Axiom 
ausdriicklich postulieren; demgemaB for

Abb. 104. 

dem wir, dafJ es eine Gruppe von gewissen 003 KoUineationen gibt, 
die wir Bewegungen nennen, und als deren Invariantentheorie wir die 
Geometrie der Ebene anzusehen haben. Dabei ist noch praziser zu 
charakterisieren, was mit dem "dreifach unendlich" gemeint ist: Es seien 
(vgl. Abb. 104) irgend 2 beliebige Punkte A, A' gegeben und je eine 
Halbgerade a von A aus, a' von A' aus; dann soU es stets eine und nur 
eine Bewegung geben, die den Punkt A in A' und gleichzeitig den Strahl a 
in a' iiber/iihrt. - Figuren, die durch eine Bewegung ineinander iiber
gehen, nennen wir kongruent. 

Wir wollen zunachst jedoch von der Existenz dieser ganzen Be
wegungsgruppe noch nicht Gebrauch machen, vielmehr nur eine be
sondere Klasse von Bewegungen verwenden, iiber die wir nun noch einige 
spezielle Postulate aufstellen. Es gibt namlich 

,If' II" II'" genau eine Bewegung, die einen PUJ;lkt A in /I~--L_-L._.L-__ 

einen beliebig gegebenen A' und gleichzeitig 
die Gerade von A nach A' (mit dieser Richtung) 
"in sich selbst iiberfiihrt; eine so1che Bewegung 
nennen wir Verschiebung (Translation) oder deut
licher Parallelverschiebung. Wir fordern nun, 
dafJ iede solche Verschiebung iiberhaupt die Ver

8' 
8~---l ___ _ 

Abb. 105. 

bindungsgerade ie zweier in ihr sich entspre(hender P~tnkte B, B' (unter 
Erhaltung ihrer Richtung) in sich iiberjiihrt, und femer - und das ist das 
Wesentliche -, dafJ alle 002 Verschiebungen der Ebene eine U ntergruppe der 
Bewegungsgruppe bilden. 

Wiederholen wir mehrere Male eine und dieselbe Verschiebung 
(vgl. Abb.104), so geht A stets in Punkte A", A", A''', ... des nach A' 
hin weisenden Halbstrahles der Geraden A A I iiber; wir miissen als weiteres 
Postulat noch aussprechen, dafJ diese Punkte schliefJlich feden Punkt dieser 
Halbgeraden erreichen oder einschliefJen. Durch Wiederholung der inversen 
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Transformation erhalten wir eine Punktfolge der gleichen Art auf der 
anderen Halbgeraden. lndem wir uns die Vorstellung bilden, daB wir 
jede Verschiebung kontinuierlich aus der Anfangs- in die Endlage vor
nehmen, wie wir das hernach noch benutzen werden, nennen wir die in 
Rede stehende Gerade die Bahnkurve des Punktes A bei der Translation. 
Dann ist jede Gerade Bahnkurve von unendlich vieltn Punkttn, und es 

8 gibt fUr jede Verschiebung 001 solche Bahn
gerade, eben die Geraden, die die Verschie
bung in sich iiberfiihrt. 

Nun kOnnen sich 2 verschiedene Bahn-
geraden ein und derselben Translation nicht 

1/ schneiden; denn man sieht leicht, daB ihr 
Schnittpunkt sonst bei einer Translation aus 
2 verschiedenen Punkten, namlich je einem 

der beiden Bahngeraden, hervorgehen miiBte - entgegen dem Charakter 
derTranslation als einer eineindeutigen Punkttransformation. Wir nennen 
nun die samtlichen Bahngeraden ein und derselben Translation einander 
parallele Geraden und haben damit diesen Begriff aus einer Eigenschaft 
unserer Bewegungen heraus eingefUhrt. Gleichzeitig ist klar, daB es 
durch jeden Punkt A zu einer Geraden a fedenfalls eine Parallele gibt -
namlich seine Bahngerade in einer Verschiebung langs der gegebenen 
Geraden a. 

Endlich haben wir noch ein letztes Axiom iiber diese Verschiebungen 
aufzustellen, daft namlich 2 beliebige Verschiebungen T', Til miteinander 
vertauschbar seien, d. h. daB derselbe Punkt B herauskommt, wenn man 
einen bestimmten Punkt A zuerst der Verschiebung T' und dann der Til 

oder wenn man ihn zuerst der Verschiebung T" und 
dann der T' unterwirft (vgl.Abb.1 06), symbolisch ge
schrieben: T' . Til = Til . T'; 

Auf die Frage, wie man iiberhaupt auf. solche 
Axiome kommt, werde ich spater noch ein wenig 
einzugehen haben; hier machte ich nur betonen, 

Abb. 107. daB unsere Vordersatze gerade das ausdriicken, 
was jedem Menschen von den ersten Anfangen 

des geometrischen Zeichnens her gelaufig ist. Da ist ja das erste, 
was man tut, daB man einen starren Karper, Lineal oder Zirkel oder 
dgl., von einem Ort der Zeichenebene zum anderen bewegt, urn 
GraBen zu iibertragen, und insbesondere wendet man die Operation 
der Translation ungeheuer oft an, indem man etwa ein Dreieck an 
einem Lineal entlang fUhrt (vgl. Abb. 107); dabei zeigt die Erfahrung 
immer wieder, daB alle Punkte des Dreiecks paralicle Geraden beschreiben. 
Unsere Annahmen, die wir logisch nicht mehr weiter zergliedern, haben 
also durchaus nichts Kiinstliches an sich. 
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Nun wollen wir zusehen, wie weit wir von diesen ersten, auf die Ver
schiebungen beziiglichen Begriffen aus in die analytische Geometri,e ein
dringen konnen. Von rechtwinkligen Koordinaten konnen wir freilich 
nicht reden, da wir fiir die Definition eines rechten Winkels bisher noch 
gar keinen Anhaltspunkt haben, wohl aber konnen wir allgemeine Parallel
koordinaten einfiihren. Wir legen durch einen Punkt 0 irgend zwei Ge
raden, die wir als x- undy-Achse bezeichnen (vgl. Abb. 108). Fassen wir 
die Verschiebung T auf, die 0 in einen irgendwie gewahlten Punkt 1 der 
x-Achse iiberfiihrt, so mogen aus ihm 
durch Wiederholung derselben Ver
schiebung T die Punkte 2, 3, 4, ... 
der x-Achse entstehen; indem wir 
ebenso wiederholt die inverse Ope
ration T-l ausfiihren, die dadurch 
definiert ist, daB sie 1 in 0 iiberfiihrt, 
geht 0 der Reihe nach in die Punkte 
-1, -2, -3, ... der x-Achse iiber. 
Wirordnen den so erhaltenen Punk-. 
ten die positiven und negativen 

----~J---~Z--~~~~I~-Z~~J--~·X 

Abb. 108. 

ganzen Zahlen 0, 1, 2, ... , -1, -2, ... als "Abszissen" x zu; sie werden 
freilich nicht samtliche Punkte der x-Achse erschopfen, aber - nach 
einem uhserer Postulate - doch so liegen, daB jeder weitere Punkt 
zwischen zweien von ihnen eingeschlossen ist. 

In gleicher Weise gehen wir von irgendeinerVerschiebung T' langs der 
y-Achse aus und erhalten, indem wir sie beliebig oft vor- und riickwarts 
ausfiihren, in allen aus 0 hervorgehenden Punkten 1',2', 3', ... , -1', ~ 2', 
-3', ... die Punkte der y-Achse mit positiven und negativen ganzzahli
gen Ordinaten. Dabei ist aber wohl zu beachten, daB wir die so bestimmten 
Abschnitte x und y auf beiden Achsen wechselseitig noch nicht in Bezie
hung setzen konnen, da eine die x- in die y-Achse iiberfiihrende Bewegung 
(Drehung) neben den Translationen zunachst nicht benutzt werden solI. 

Wir konnen jetzt weiter auch zu Punkten der x-Achse mit nicht ganz
zahligen Abszissen aufsteigen, indem wir immer die einmal beliebig ge
wahlte Einheit festhalten. Was zunachst die rationalen Punkte angeht, 
so werden wir - urn die Sache an einem Beispiel deutlich zu machen -
vorerst eine Verschiebung 5 langs der x-Achse suchen, die einmal wieder
holt gerade die vorhin betrachtete Einheitsverschiebung T ergibt; als 
Punkt t werden wir den Punkt bezeichnen, in den 0 durch 5 iibergefiihrt 
wird, wahrend wiederholte Anwendung von 5 auch die Punkte mit den 
Abszissen t, 1-, ... liefem wird. Urn die Existenz einer solchen Ver
schiebung 5 bzw. dieser Punkte nachzuweisen, zeigen wir zunachst, daB 
jedenfalls die Gerade von i nach' dem Punkte l' der y-Achse parallel der 
Geraden 1 2' sein miiBte (was der bekannten Konstruktion zur Teilung 
einer Strecke in gleiche Teile entspricht). Fassen wir namlich die 

K lei n, Elementarmathematik II. 12 
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Verschiebung 5 (vgl. Abb.109,) von 0 nach -~ auf als Aufeinanderfolge der 
Verschiebungen T' von 0 nach l' und 5' von l' nach t, so kann man die 
einmal iterierte Verschiebung 5, die ja ex definitione mit T identisch ist, 
in Anbetracht der Vertauschbarkeit je zweier Translationen ersetzen, 
durch die Aufeinanderfolge der iterierten Verschiebung T' 1.lIld der ite
rierten 5'; da aber erstere 0 in 2' iiberfiihrt, so ist damit gesagt, daB 1 

!I 
aus 2' durch zweimalige Anwendung der Trans
lation 5' entsteht. Also ist 2' 1 eine Bahnge
rade der Verschiebung 5' 1.lIld als solche in der 
Tat der von l' nach t gehenden Bahngeraden 
derselbenVerschiebung parallel. 

Nun besitzen wir ja nach dem Friiheren be
reits die Punkte 2' und 1 und damit die Trans

o,---+--+-_~>--~.r:: lation 5'. Es ware also aus den bereits vorhan-
S .1 7 

J. denen Elementen die eindeutige Konstruierbar-
Abb. 109. keit des Punktes t als des Schnittpunktes der 

x-Achse und der Bahngeraden von l' in j enerTrans
lation 5' gesichert - wenn wir nurwiiBten, daB diese Bahngerade die 
x-Achse auch wirklich schneidet. Das kann ja anschaulich natiirlich kei
nem Menschen zweifelhaft sein, im Rahmen 1.lIlserer Axiomatik aber muB 
man zu diesem SchluB noch ein besonderes Axiom, das sogenannte 
"Zwischenaxiom" fiir die Ebene, heranziehen; es sagt aus, daB eine Gerade, 
die durch eine Seite eines Dreiecks in das Dreieck hineintritt, durch eine 
andere wieder heraustreten muB - eine triviale Tatsache unserer Raum
anschauung, die nur als solche besonders hervorgehoben werden muB, 
da sie von den anderen Axiomen logisch unabhangig ist. - Durch vollig 
analoge Uberlegungen erhii.lt man offenbar iiberhaupt zu iedem rationalen 
Abszissenwert x einen Punkt; man schlieBt leicht aus unseren Postulaten, 
daB innerhalb jeder (noch so kleinen) Strecke solche "rationalen Punkte" 
liegen. 

Urn nun aber wirklich zu allen Punkten zu gelangen, die man in der 
Geometrie tatsachlich betrachtet, miissen wir auch irrationale Abszissen 
beriicksichtigen; dazu brauchen wir ein neues, gleichfalls sehr einleuch
tendes Postulat, das nur die oben angekiindigte Prazision der Stetigkeits
forderung ist: Es soU unendlich viele weitere Punkte der x-Achse bzw. Ver
schiebungen dieser Achse in sich geben, die zu den ratt'onalen Punkten 
in genau den gleichen Beziehungen der Aufeinanderfolge und Stetig
keit stehen, wie die irrationalen zu den rationalen Zahlen. Dieses Axiom 
ist urn so plausibler, als umgekehrt doch die Einfiihrung der irrationalen 
Zahlen historisch von der Betrachtung der geometrischen Stetigkeit aus 
erfolgt istl). Danach sind dann schlieBlich aUe Punkte der x-Achse au! 
aUe positiven und negativen reeUen Zahlen x eineindeutig bezogen, und genau 
das Analoge lapt sich natiirlich fiir die Punkte der y-Achse durchfiihren. 

1) Vgl. die Auseinandersetzungen in Teil I, S.34ff. 
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Ich weise iibrigens darauf hin, daB das so geschilderte Verfahren der 
Herstellung eines MaBstabes auf einer Geraden durchaus das naturgemaBe 
ist; wer sich einen MaBstab herstellt, verHihrt so, daB er einen starren 
Korper von der schlieBlich willkfulichen Lange der Einheit (etwa die 
Entfernung der Zirkelspitzen) an seinem Lineal entlang verschiebt und 
die so entstehenden Strecken unterteilt. 

Jede Verschiebung der Ebene langs der x-Achse konnen wir jetzt 
durch eine einfache Gleichung charakterisieren, die zu jedem Punkte x 
der x-Achse die Abszisse der neuen 
Lage gibt: 

x'= x + a, 

d. h. zu x wird das r'ationale oder irra
tionale, positive oder negative Stuck a 
addiert. Ebenso ist eine Verschiebung 
langs dery-Achse durch eine Gleichung : 

y'=y + b Abb. 110. 

beschrieben. Nehmen wir nun (vgl.Abb.110) diese beiden Verschiebungen 
nacheinander vor, gleichgilltig in welcher Reihenfolge, so geht 0 wegen der 
Vertauschbarkeit der Verschiebungen in einen eindeutig bestimmten 
Punkt P uber; wir sagen dann, daB P die Abszisse a und die Ordinate b 
hat. Umgekehrt kann man aber auch so jedem Punkte P zwei Zahlen 
a, b eindeutig zuordnen; man braucht nur die Verschiebung von 0 
nach P vorzunehmen und fUr die Schnitte der neuen Lagen, in die die 
Achsen dabei kommen, mit ihren ursprunglichen Lagen Abszisse und 
Ordinate zu bestimmen. Damit ist die Gesamthr:it der Punkte der Ebene aut 
die Gesamtheit dey Zahlenpaare (a, b) eineindeutig abgebildet, d. h. wir 
haben tatsiichlich eine vollstiindige Koordinatenbestimmung in der Ebene. 

Zu uberlegen bleibt nur, wie jetzt die Gleichung der Geraden aussieht. 
Betrachten wir zunachst die Gerade von 0 nach P (a, b); sie muB offenbar 
samtliche Punkte enthalten, die durch Iteration der von 0 nach P fiihren
den Verschiebung entstehen, also die Punkte: 

x=Aa y=Ab 
mit ganzzahligem l. Des weiteren aber erkennt man, daB auch 
alle durch diese Gleichungen bei rationalem und schlieBlich bei 
irrationalem A bestimmten Punkte auf ihr liegen mussen, daB aber da
durch alle ihre Punkte erschOpft werden; durch Elimination von A er
gibt sich also ihre Gleichung als: 

x: y = a: b oder: bx - ay =0. 

Daher stellt auch jede Gleichung der Form: 

Oi.x+(3y=O 

eine Gerade durch 0 dar, falls IX, (3 nicht gleichzeitig verschwinden. Nun 
kann man jede beliebige Gerade aus einer geeigneten Geraden durch 

12* 
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o durch eine Parallelverschiebung erhalten; so folgt schlieBlich, daf3 
siimtliche Geraden durch siimtliche Gleichungen erster Ordnung: 

iXX+Py+,=O 
dargestellt werden, die man ja eben darum lineare Gleichungen nennt. 

Aus dieser Tatsache, daB die Gerade eine lineare Gleichung hat, er
gibt sich nun durch die Methoden der analytischen Geometrie ohne 
Schwierigkeit ein groBer Teil der geometrischen Satze. Ich gehe darauf im 
einzelnen nicht ein und fUhre nur kurz an, daB man so die gesamte affine 
Geometrie und damit auch die gesamte profektive Geometrie herleiten kann. 
Soweit kommen wir also allein auf Grund der speziellen Postulate liber 
die Untergruppe der 002 Verschiebungen. Nur eine Tatsache, die wir 
spater brauchen werden, will ich noch hervorheben. Wir hattenfriiher 
auf Grund der Satze der projektiven Geometrie den Mobiusschen Satz 
bewiesen, daB jede Kollineation eine profektive Umformung ist, d. h. eine 
Umformung, die durch linear gebrochene bzw.linear ganze Substitutionen 
der Koordinaten dargestellt wird. Nun waren ja nach unserer ersten An
nahme die Bewegungen Kollineationen, bei denen jedem im Endlichen ge
legenen Punkte ein ebenfalls im Endlichen liegender Pttnkt entspricht, an
dererseits besitzen. wir jetzt bereits die gesamte projektive Geometrie, 
und daher gilt auf unserem Standpunkt auch der M6biussche Satz. Also 
wird jede Bewegung notwendig durch eine lineare ganze Transformation der 
soeben eingefiihrten Parallelkoordinaten x, y dargestellt (vgl. S. 183 oben). 

Wollen wir jetzt weiter in die metrischen Begriffe der Geometrie ein
dringen, beson4ers also den Winkel zweier Geraden und die Entfernung 
zweier beliebigen Punkte (bisher k6nnen wir ja nur von der Entfemung 
zweier Punkte auf der x-Achse oder der y-Achse reden) kennen lemen, so 
miissen wir uns mit der vollen Bewegungsgruppe beschaftigen. 

Wir wollen insbesondere die Bewegungen ins Auge fassen, die einen 
Punkt, etwa den Anfangspunkt 0, ungeandert lassen, die sogenannten 

Drehungen urn diesen Punkt. Nach dem all
gemeinen Postulat iiber die Bestimmung einer 
Bewegung gibt es dann genau eine Drehung, die 
einen Halbstrahl a durch 0 in irgendeinen an-

/! deren Halbstrahl a' durch 0 iiberfiihrt (vgl. 
'----+-~lL Abb. 111). Diese Drehungen sind gewisser

Abb.111. 

maBen dual zu den Verschie bungen, da sie 
einen Punkt ungeandert lassen, so wie diese 
eine Gerade in sich iiberfiihren. Genau wie die 
Verschiebungen wollen wir uns auch die Drehun

gen kontinuierlich von der Anfangslage an ausgefUhrt denken, und wir 
werden wieder von der Bahnkurve reden, die jeder Punkt dabei beschreibt. 

Es besteht jedoch ein wesentlicher Unterschied zwischen Drehungen 
und Verschiebungen, den wir auch hier ausdriicklich als besonderes 
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Postulat formulieren miissen: Die durch Wiederholung einer undderselben 
Drehung um 0 aus a entstehenden Halbstrahlen a', a", ... sollen ieden 
H albstrahl durch 0 schliefJlich entweder erreichen oder einschliefJen. (wiih
rend eine Translation nur die Punkte einer Halbgeraden lieferte). Ins
besondere muB daher die kontinuierliche 'Drehung den Strahl a schlieB
lich in seine Ausgangslage zuriickfiihren, wobei notwendig auch jeder 
Punkt von A in seine Ausgangslage zuriickkehrt: Die Bahnkurven sind 
also geschlossene Linien, die jede Halbgerade durch 0 in genau einem 
Punkte A treffen, derart, daB alle Strecken OA einander kongruent (d. h. 
durch eine Bewegung ineinander iiberfiihrbar) sind; sie sind also das, 
was man gewohnlich Kreise mit dem Mittelpunkt 0 nennt. 

Nun werden wir im Strahlenbiischel urn 0 mit Hilfe dieser Drehungen 
eine Skala festlegen,ganz analog wie wir sie oben auf der Geraden mit 

R 

2R 

o a. 
Abb. 112. Abb.113. 

Hille der Verschiebungen konstruierten, wobei wir nur noch passende 
Stetigkeitsannahmen machen miissen. Ich brauche das hier wohl nicht 
im einzelnen auszufiihren und gebe nur als Resultat an, daB wir schlieB
lich dazu kommen, jeder Drehung eine reelle Zahl, den Winkel dieser Dre
hung, zuzuordnen; dabei tritt auch jede reelleZahl als Drehwinkel auf. 
Als neues Moment erscheint natiirlich die Periodizitat der Drehung, und 
es liegt nahe, gerade die volle Drehung, die einen Strahl wieder in sich 
iiberfiihrt, als Einheit zu wahlen. Man nimmt aber herkommlicherweise 
zur Einheit die Vierteldrehung, die viermal'wiederholt die volle Drehung 
gibt, und deren Winkel man einen Rechten R nennt; jede Drehung wird 
dann durch ihren Winkel co . R gemessen, wo co jede beliebige reelle Zahl 
sein kann, die man aber der Periodizitat wegen auf die Werte von 0 bis 4 
beschranken darf (vgl. Abb. 112). 

Entsprechend kann man nun in dem Strahlenbiischel urn jeden 
anderen Punkt 0 1 die Winkelskala definieren; man kann aber auch mit 
Hilfe der Translation die Winkelskala von 0 unmittelbar aut 0 1 ubertragen. 
Sind namlich (vgl. Abb.113) die Halbstrahlen aI' ·a~ durch 0 1 gegeben 
und ist T die Verschiebung, die 0 in 01 iiberfiihrt, so bezeichnen wir 
die Halbstrahlen durch 0, in die die Strahlen av «t vermoge der rezi
proken Translation T-l iibergehen, mit a. a'; ist dann Q die Drehung 
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urn 0, die a in a' verwandelt, so ist die Drehung Q1 von a1 in a~ urn 01 
gegeben durch die Aufeinanderfolge von T-l,Q und T oder in unmittel
bar verstandlicher Symbolik: 

Q1 = T-IQT; 

denn auch die rechte Seite stellt eine Bewegung dar, die 01 a1 in 01 a~ 
iiberfiihrt, und eine so1che Bewegung ist eindeutig bestimmt. Wir legen 
nunQl denselben Winkel OJ· R bei, wie ihnQ nach der obigen Definition 
hat. Raben wir nun eine zweite Drehung Q' im BiischelO, so entspricht 
ihr im Biischel 01 die Drehung: 

fJ1 = T-IQ'T, 

und die Zusammensetzung von Q1 und [~ ist: 

QIQl= T-IQTT-IQ'T= T-l (QQ') T; 

sie entspricht also der Zusammensetzung von Q und [J'. Daraus folgt, daJ3 
unsere Dbertragung tatsachlich bei 0l dieselbe Skala liefert, wie sie 
durch Wiederholung des direkten Verfahrens entstehen wiirde. 

Es gibt bei Euklid einen Satz, der in die meisten unserer elementaren 
Lehrbiicher iibergegangen ist, da(.J niimlich aUe rechten Winkel kongruent 
sind; jeder Knabe wird freilich diesen Satz fiir selbstverstandlich halten, 
und ich meine, daJ3 man ihn auf der Schule wirklich sparen sonte, da der 
SchUler doch nicht auffaJ3t, was mit ihm gemeint ist. Sein tatsachlicher 
Inhalt aber ist mit dem in den letzten Ausfiihrungen Enthaltenen iden
tisch: daJ3 man gleiche Winkel, die durch Drehungen an v~rschiedenen 
Punkten definiert sind, durch Bewegungen zur Deckung bringen kann, 
d. h. eben, daJ3 sie kongruent sind. 

Nachdem wir so den Winkel allgemein definiert haben, werden wir 
auch die Entfernung zweier beliebiger Punkte definieren, wahrend wir 

bisher Entfernungen nur auf ein und der
selben Geraden durch Translation vergleichen 
konnten. Raben wir jetzt aber eine Ent
fernung r auf der x-Achse etwa von ° aus 
abgetragen, so k6nnen wir sie (vgl. Abb. 114) 

_--=+---;;--...J-__ ....;.x~ durch Drehung urn ° auf jede beliebige 
Gerade a' durch 0 iibertragen; so k6nnen 

Abb. 114. wir iiberhaupt die ganze Uingenskala auf 
der x-Achse auf a' und dann durch Ver

schiebung weiter auf jede Parallelgerade zu a' und damit iiberhaupt auf 
jede beliebige Gerade iibertragen. Wir konnen also tatsiichlich den Ab
stand zweier beliebiger Punkte messen, indem wir sie durch eine Gerade ver
binden und in der angedeuteten Weise den Ma(.Jstab der x-Achse auf sie 
ubertragen. Wir werden insbesondere auch den anfanglich gewahIten 
MaJ3stab auf der y-Achse so aus dem auf der x-Achse entstehen lassen. 

Nun wollen wir mit dem neuen Begriff der Drehung unseren Apparat 
der analytischen Geometrie vervollstandigen. Dabei benutzen wir, was wir 
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ja jetzt tun konnen, statt der allgemeinen Parallelkoordinaten speziell 
rechtwinklige Koordinaten x, y. 

Wir wissen bereits (S. 180), daB sich jede Be- Y 
wegung als eine line are Substitution in x, y darstellt: 

X'= (alx + bly + cl ): N 

y'= (a2 x + b2 y + c2): N. 
Da sie jeden im Endlichen gelegenen Punkt wieder 
in einen so1chen liberfiihrt, muB der Nenner N kon
stant sein, und er darf daher gleich 1 gesetzt werden. 

Abb.115. 

Betrachten wir speziell eine Drehung urn 0, so ist ci =,c2 = 0, und es 

bleibt: {x:=aIX+bIY 
(1) Y = a2 x + b2 y. 

Flir eine besondere Drehung, namlich die urn einen Rechten, k6nnen 
wir unmittelbar die genaue Form der Gleichungen angeben; sie flihrt 
namlich, da wir rechtwinklige Koordinaten haben, die x-Achse in die 
y-Achse, die y-Achse in die negative x-Achse uber und wird daher 
einfach dargestellt durch: 

(2) { 
x'=-y 

y'=x. 

Nunmehr ist die Frage nach der Angabe der Drehungsformeln auf eine 
rein analytische Aufgabe zuruckgeflihrt: Es solt eine solche einfach un
endliche Gruppe·von Substitutionen der Form (1) angegeben werden, die die 
Substitution (2) enthiilt und fur die, wenn w einen reelten Parameter bedezdet, 
fede Substitution der Gr·uppe, altgemein zu reden, durch w-malige Iteration 

aus (2) entsteht. Fur ein rational gebrochenes w = t solI dieser Ausdruck 
q 

natlirlich bedeuten, daB die Substitution q-mal wiederholt gerade die p
mal iterierte Substitution (1) gibt, wahrend irrationale w gemaB den 
Stetigkeitsannahmen durch rationale zu approximieren sind. 

Wir mussen uns klar daruber sein, daB wir hier an geometrischer 
Kenntnis, speziell liber die Drehungsformeln eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems, nichts voraussetzen durfen; wohl aber k6nnen und 
wollen wir Kenntnisse in der Analysis rlicksichtslos benutzen. Dann wird 
unser Aufbau zwar in dieser Form flir den Schulunterricht unmittelbar 
gewiB nicht verwendbar,er nimmt aber daflir eine sehr elegante und ein
fache Gestalt an. 

Ich beginne mit der Bemerkung, daB sich die Drehung (2) unter Be
nutzung komplexer Zahlen auch in die eine Formel zusammenfassen lafit: 

(2') x' + i y' = i (x + i y) . 

Aus dieser Gestalt entnimmt man sofort, daB die iterierte Substitution 
durch: x' + iy'= i 2 (x + iy) 
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dargestellt wird, also eine Gleiehung derselben Form, wo nur der Faktor 
i2 an Stelle von i getreten ist, mid ebenso ergibt sieh, daB bei w-maliger 
Iteration im vorhin festgelegten Sinne gerade der Faktor i W auftritt 
fUr jedes reelle w. Wir erhalten also als anatytische Darstellung der Drehung 
der Ebene um 0 durch den Winkel w " R: 

(3 ) x' + iy' = i W (x + iy)" 

Bei der exakten DurchfUhrung dieses Gedankenganges mussen wir 
freilich aus der Analysis die vollstandige Kenntnis der Exponential
funktion eZ und ebenso der mit ihr dureh die Eulersche Formel: 

eiz = eosz + i sinz 

zusammenhangenden trigonometrischen Funktionen benutzen (ohne daB 
wir von ihrer geometrischen Bedeutung vorlaufig eine Ahnung zu 
haben brauchen). 
Dann kennen wir auch die Zahl n dureh die Formel ein = -1 und es ist: 

Unter i W ist durchweg der durch die folgende Formel eindeutig definierte 
Wert zu verstehen: 

in: 
. ro-2 wn . . wn 

t W = e = cos- + t Slll- . 
2 2 

Fiihren wir das in (3) ein und trennen reellen uhd imaginaren Bestandteil, 
so wird: 

, wn . wn 
X = cos-- "x - SIn~- " y . 2 2 . 

(4) 
, wn wn 

y = sin-z-"x + cosT"Y) 

und das ist also in mehr elementaren analytischen Symbolen die gesuchte 
Darstellung der Drehungsgruppe. 

Es liegt nun nach diesem Resultat nahe, den rechten Winkd nicht 

als Einheit, sondern als Winkel ~ zu wahlen. Wir werden das die natiir

liche Winkelskala nennen, so wie wir vom naturlichen Logarithmus reden, 
urn anzudeuten, daB diese Begriffe in der Natur der Dinge begrundet lie
gen, obwohl ihre Aufdeckung eine tiefere Einsieht erfordert. In dieser 

wn 
naturliehen Skala haben wir statt T einfach w zu schreiben und erhal-

ten statt (4) als Formeln der Drehung die allbekannten Formeln: 

(5) { , . 
x = cos w " x - SIn w " y 
y' = sinw" x + eosw :y. 
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Wir haben nun zu untersuchen, was in dieser Formel an geometri
schen Wahrheiten ailes enthalten ist. Es werden das aile die Elementar
theoreme sein, die man gewohnlich vorausschickt, urn dann auf ihnen die 
Formeln (5) aufzubauen: 

1. Wir mogen zunachst den Punkt der x-Achse im Abstand r vom 
Anfangspunkt betrachten: x = r, y = o. Drehen wir ihn urn den Winkel 
OJ, so liefern die Formeln (5) als Koordinaten seiner neuen Lage: 

(6) {
X = rcosOJ 

y=rSlllOJ; 

die Akzente an den Koordinaten des neuen Punktes sind dabei del' Kiirze 

halber fortgelassen. Nehmen wir nun, urn die Ideen zu fixieren, OJ <!!.-
2 

und betrachten das rechtwinklige Dreieck (vgl. Abb. 116), das vom 
Radiusvektor r des Punktes x, y, seiner Abszisse x und Ordinate y 
gebildet wird, so enthalten die Formeln (6) 
den Zusammenhang seiner Seiten und des 
Winkels OJ. Wegen der Relation cos2 0J + sin2 0J 

= 1, die aus den hier zugrunde gelegten 
analytischen Definitionen dieser Funktionen 
folgt, ergibt sich aus (6) unmittelbar: 

( 6 a) X2 + y2 = r2 , 

.:e,g 

!I 

Abb. 116. 

und das ist del' Pythagoreische Lehrsatz, den wir so also als Folge unserer 
Annahmen uber die Bewegungen der Ebene erhalten. Weiter abel' konnen 
wir (6) umschreiben in: 

(6 b) 
x 

cos OJ =
r 

sinOJ = ~, 
r 

und das ist die elementare trigonometrische Bedeutung unserer Winkel
funktionen, die man sonst gel'adezu zu ihl'er Definition verwendet: Kosi
nus und Sinus sind das Verhaltnis von anliegender und gegeniiberliegender 
Kathete zur Hypotenuse. 

2. Wir konnen nun leicht die allgemeinen analytischen Ausdrucke 
der Grundbegriffe Entfernung und Winkel angeben, indem wir die ge
gebenen Elemente, Punkte oder Gerade, durch Verschiebung und Dre
hung in die so eben betrachtete spezielle Lage bringen. Es ergibt sich 
so fiir die Entfernung zweier Punkte Xl' Y1 und x2, Y2: 

r = 1(x1 - X2)2 + (Y1 - Y2)2. 

Denn man braucht nur durch Parallelverschiebung den Punkt 2 in den· 
Kordinatenanfang iiberzufiihren, so werden nach den Verschiebungsfor
meln (S. 179) die Differenzen Xl - x2, Y1 - Y2 die neuen Koordinaten des 
Punktes 1, und aus (6 a) folgt sofort unser Ausdruck fiir r. Ganz ahnlich 
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folgt - ich brauche das hier wohl nicht im einzelnen auseinanderzu
setzen - aus (6 b) fur den Winkel w irgend zweier Geraden mit den 
Gleichungen a l x + fJl Y + 01 = 0, lX2 X + fJ2 Y + 02 = 0: 

cos w = lXl lX2 + f3dJ2 

YlXI + f3i Yf3~ + ~ 
sin w = al f32 - lX2f3l . 

y lXi + f3i y f3~ + f3~ 
3. Wir mussen endlich noch yom Begrifte des Fliicheninhaltes reden, 

von dem wir bisher bei dem Aufbau der Geometrie noch nicht den min
desten Gebrauch gemacht haben. Trotzdem ist dieser Begriff, wenn auch 
in mehr oder weniger unexakter Form, im naiven raumlichen BewuBt

sein eines jeden Menschen enthalten; jeder 
Bauer weiJ3, was es heiBt, daB ein Stuck Land 
eine gewisse Anzahl Quadratmeter Inhalt 
hat. Wenn wir also die Geometrie vollkommen 
fundamentiert haben - und das ist tatsach
lich im vorhergehenden geschehen -, ohne 
diesen Grundbegriff zu benutzen, so werden 

wir ihn doch jetzt nachtraglich an das System anschlieBen, d. h . ihn 
in Koordinaten ausdrucken mussen. 

\Vir mussen da mit einer kleinen geometrischen Betrachtung beginnen, 
wie sie ungefahr ebenso bei Euklid und in den elementaren Darstellungen 
der Geometrie stets angestellt wird. Raben wir ein Rechteck von den 

Abb. 118. 

Seiten A, B, so definieren wir als seinen 
Inhalt das ProduktAB. Fugen wir ferner 
2 Rechtecke oder uberhaupt 2 Figuren 
bekannten Inhaltes zusammen, so ent
steht eine Figur, die die Summe cler In
haltszahlen zum Inhalt haben solI; ziehen 

wir von einem Rechteck oder sonst einer Figur ein kleineres ganz in ihr 
gelegenes Stuck ab, so soIl cler Rest die Dijjerenz der Inhaltszahlen 
zum Inhalt haben (vgl. Abb. 117) . 

Von diesen Festsetzungen aus gelangt man so fort zur Angabe des 
Inhaltes eines Parallelogrammes. Es entsteht aus einem Rechteck von 
gleicher Grundlinie und Rohe, indem man ein Dreieck fortnimmt und 
cin kongruentes hinzufiigt (vgl. Abb. 118); daher ist sein Inhalt gleich 
dem Rcchtecksinhalt, also gleich dem Produkt von Grundlinie und 
Hohe. Durch eine Diagonale zerfallt das Parallelogramm in 2 kongruente 
Dreiecke, deren jedes also den halben Parallelogramminhalt zum Inhalt 
hat: Der Inhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben Produkt aus Grundlinie 
und Holtc. 

Wenden wir das auf ein Dreieck mit den Seiten r1 , r2 und dem ein-
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geschlossenen Winkel wan, so ist die Hohe auf r 1 gleich r 2 sin w und daher 
der Inhalt: 

J = r1 r2 sinw . 
2 

Legen wir die eine Ecke dieses Dreiecks (vgl. Abb. 119) in den Koor
dinatenanfang und bezeichnen die Koordinaten der anderen beiden Ecken 
mit Xl' YI und x2 , Y2' so ~aJ3t sich diese Formel mit Hilfe der obigen Aus
drucke fUr Entfernung und Winkel leicht 
umrechnen in: 

A __ X1 Y2 - X2 Yl . 
LI :rf,!h 

2 

Man uberzeugt sich leicht, daB die Dre
hungen des Koordinatensystems diesen Aus
druck L1 ungeandert lassen, so daB mit ihm a 
tatsachlich ein "geometrischer Begriff" Abb. 119. 

gegeben ist. Urn aber auch Inval'ianz bei 
Verschiebungen und damit bei allen Bewegungen zu haben, muB man 
auch die dritte Ecke mit transformieren, d. h. die Formel fUr den Inhalt 
eines aus drei beliebigen Punkten xl> YI' x2, Y2' x3, Y3 gebildeten Drei
ecks aufstellen; man erhalt dami: 

Xl Yi 1 

J = t x2 Y2 1 

xa Ya 1 

und das ist ja die Formel, mit der wir diese Vorlesung begonnen hatten 
(vgl. S. 3). Man kann leicht bestatigen, daB sich die so definierten 
Dreiecksinhalte bei Aneinanderfugung oder Teilung von Dreiecken 
addieren oder subtrahieren; das kommt, wie wir ja fruher schon sahen, 
auf einfache Determinantenrelationen heraus. 

Damit ist del AnschluB der Inhaltsidee an unser System der ana
lytischen Geometrie vollzogen, und wir haben gleichzeitig etwas gewonnen, 
was in der naiven Auffassung zunachst noch nicht enthalten ist: del' 
Inhalt ist eine mit Vorzeichen behaftete GroBe geworden. Was fUr ein 
Vorteil hinsichtlich des freien Operiel'ens mit den Formeln und ihrer aus
nahmsiosen Gultigkeit damit gegenuber der naiven Auffassung des 1n
halts ais absoluter GroBe erzieit ist, das habe ich ja gerade am Anfange 
dieser Vorlesung ausfiihrlich auseinandergesetzt (vgl. S. 4ff.). 

4. Ein wei teres Beispiel fUr einen in der naiven Raumvorstellung 
mehr oder weniger prazis enthaltenen Begriff, den wir jetzt erst nachtrag
lich an unser System der Geometrie anschlieBen mussen, ist der Begriff 
der (wiUkurlichen) Kurve. Was eine Kurve ist, glaubt jeder Mensch zu 
wissen, bis er so viel Mathematik gelernt hat, daB ihn die unzahligen 
moglichen Abnormitaten verwirrt gemacht haben; eine gute Orientierung 
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gibt auch auf diesem Gebiete das einschHi.gige Enzyklopiidiereferat: von 
v. Mangoldt, Die Begriffe "Linie~' und "Fliiche" (III A B 2). Wir wollen 
uns hier indessen urn Einzelheiten nicht kiimmern und einfach sagen, 
eine Kurve ist fiir uns die Gesamtheit der Punkte, deren Koordinaten 
stetige Funktionen cp, X eines Parameters t sind, die so oft differenzier
bar sein sollen, wie man es jeweils braucht: 

x=(p(t) y = X(t) . 

Dann kann man im Rahmen unserer analytischen Geometrie sofort alle 
die Begriffe und Satze entwickeln, die man gewohnlich unter dem Namen 

O~:::::::-----~ 

Abb. 120. 

Infinitesimalgeometrie zusammenfaBt, die Be
griffe von Bogenliinge, krummlinigem Fliichen
inhalt, Kriimmung, Evolute usw. Die Grundidee 
ist immer, daB man die Kurve als Grenze eines ein
geschriebenen geradlinigen Polygons auffaBt (vgl. 
Abb. 120); sind die Koordinaten zweier aufein
anderfolgender Punkte x, y und x + dx, y + dy, 

so folgt aus der pythagoreischen Formel sofart fUr die Bogenliinge: 

f Vdx2 + dy2, 

und ebenso folgt aus der Formel fUr den Inhalt eines Dreiecks mit der 
Spitze in 0 sofort fUr den Fllicheninhalt des Sektors zwischen Kurve und 
zwei Radienvektoren nach 0 die bereits friiher (S. 11) benutzte Formel: 

H(xdy - ydx). -

Ich verlasse damit unseren ersten Aufbau der Geometrie, dessen 
Charakteristikum war, daB wir die Existenz und Gliederung der drei
parametrigen Bewegungsgruppe an die Spitze stellten und dann sogleich 
Koordinaten einfUhrten, urn weiterhin un sere Schliisse ganz im Gebiete 
der Arithmetik abmachen zu konnen. Ihm ist eine zweite Art, die Geo
metrie zu begriinden, gewissermaBen entgegengesetzt; sie fUhrt gleich
falls direkt zur metrischen Geometrie und hat von jeher eine groBe Rolle 
gespielt; auf sie will ich daher auch nocll eingehen. 

2. Andere Begriindung der metrischen Geometrie; 
die Rolle des Parallelenaxioms. 

Der Gegensatz zum ersten Aufbau besteht darin, daB jetzt der 
Begriff der Bewegung gerade konsequent vermieden oder doch erst nach
traglich herangebracht wird. Wenn man diese Anordnung im Altertum 
wie auch heute noch vielfach bevorzugte, so waren dabei wohl zum Teil 
philosophische Uberlegungen maBgebend, auf die ich hier wenigstens 
kurz hinweisen will. Man fUrchtete, mit den Bewegungen in die Geometrie 
ein ihr fremdes Element, die Zeit, hineinzubringen; und versuchte 
man, das Voranstellen der Bewegungen mit der groBen Anschaulich-
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keit der Idee des starren Korpers zu rechtfertigen, so kam dagegen der 
Einwand, daB diese Idee an sich gar keinen prazis faBbaren Sinn habe, 
sondem gerade umgekehrt erst hegriindet werden konne, wenn man schon 
vorher den Begriff der Entfemung besitzt. Dem wird der Empirist frei
lich immer entgegenhalten konnen, daB tatsachlich die abstrakte Idee 
der Entfemung erst aus dem Vorhandensein"hinreichend" starrer Korper 
entnommen sei. 

Doch nun lassen Sie mich in Kiirze die Hauptgedanken dieses zweiten 
Aufbaues der Geometrie andeuten. Man beginnt da genau wie friiher: 

1. mit der Einfiihrung von Punkten und Geraden und den Satzen 
iiber ihre VerknuPfung, An
ordnung, Stetigkeit. 

2. Daneben aber werden 
- und das ist an dieser Stelle 
neu - einerseits die Entfer
nung zweier Punkte ( Strecke), 
anderersei ts der Winkel zweier 

A IJ 

Abb. 121. 

Geraden als neue Grundbegriffe herangezogen und Axiome iiber sie auf
gestellt, die im wesentlichen aussagen, daf3 sich Strecke und Winkel in 
bekannter Weise durch Zahlen messen lassen. 

3. Als charakteristisches, die Axiome iiber die Bewegungsgruppe 
eigentlich ersetzendes Axiom tritt der erste Kongruenzsatz auf: Sind in 
zwei Dreiecken zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel bzw. gleich, so 
sind sie kongruent, d. h. sie stimmen in allen Stiicken iiberein. Inunserem 
friiheren Systeme ist das ein beweisbarer Satz; man kann eine Bewegung 
angeben, die (vgl. Abb. 121) die Seite A' B' mit AB zur Deckung bringt; 
dann fallt wegen der Voraussetzung notwendig auch A'G' mit AG zu
sammen, und die Dreiecke kommen iiberhaupt zur Deckung. Wenn wir 
aber Bewegungen nicht unter die Grundbegriffe aufnehmen und also 
nicht beniitzen diirfen, so gibt es keine Moglichkeit, diesen Satz zu 
beweisen, und wir miissen ihn notwendig als neues Axiom postulieren. 

4. 1m weiteren Verfolgwird man nun genau umgekehrt vorgehen, wie 
bei unserem ersten Aufbau, wie Ihnen das wohl bekannt ist. Der elemen
tare geometrische Unterricht geht - im wesentlichen im AnschluB an 
Euklid, von dem ich spater noch naher zu reden haberi werde - ganz 
diesen Weg. Man wird zunachst den pythagoreischen Satz beweisen 
und wird dann die trigonometrischen Funktionen cos, sin aus ihrer Be
deutung in der Dreieckslehre einfiihren; von da aus kommtman 
schlieBlich zu demselben anaiytischen Apparat wie vorhin. 

5. Dabei wird noch die Aufstellung eines weiteren besonders 
wichtigen Axioms notig, das die Theorie der Parallelen betrifft. Bei 
unserer ersten Begriindung war der Parallelismus einer der ersten Grund
begriffe, der sofort bei Betrachtung der Verschiebungen· auftrat: parallel 
hieBen gerade Linien, wenn sie Bahnkurven derselben Verschiebung 
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waren. Ganz anders hier; unter den bisher eingefiihrten Grundbegriffen 
war der Parallelismus noch nicht, und w!r miissen daher jetzt noch be
sonders von ihm reden. Raben wir namlich eine Gerade g (vgl. Abb. 122) 
und einen Punkt 0 auBerhalb g, so verbinden wir 0 mit einem Punkte P 
von g und lassen P durch die Lagen pI, P", ... immer weiter auf g hinaus
riicken (d. h. wir fassen die Punktfolge P, pi, P", ... bzw. die Folge der 
Geraden 0 P, 0 P', 0 P", ... auf, von Bewegung im friiheren Sinne ist hier 
nicht die Rede). Der Strahl 0 P wird bei dieser Drehung urn 0 eine Grenz
lage erreichen, wenn sich Pins Unendliche entfernt, und diese Grenzgerade 
bezeichnen wir als eine Parallele durch 0 Z'lf, g. Dabei erscheint es von vorn
herein keineswegs notig, daB sich OP derselben Grenzlage nahert, wenn 

Q 

P nach den beiden verschiedenen Seiten 
ins Unendliche .geht, und es ist so die ab
strakte M oglichkeit der Existenz zweier 
voneinander verschiedenen Parallelgeraden 
durch 0 zu g gegeben. 

Darum ist es bei unserem jetzigen 
Aufbau ein neues Axiom, wenn wir ge
maB unserer gewohnten Anschauung 
postulieren, es sollen stets jene beiden 
Grenzlagen zusammenfallen, d. h. es soU 
nur e i n e Parallele durch einen Punkt 0 
zu einer Geraden g geben. Das ist das be

riihmte Parallelenaxiom, iiber das seit Jahrhunderten soviel gestritten 
worden ist; man nennt es auch wohl das euklidische Axiom, da es bei 
Euklid ausdriicklich als Postulat formuliert wird. 

Ich habe Ihnen zunachst einiges zur Geschichte dieses Axioms zu 
berichten. Lange Zeit hindurch hat man immer wieder die gr6Bten An
strengungen gemacht, das Axiom zu beweisen, d. h. es auf die vorauf
gegangenen geometrischen Axiome zuriickzufiihren, freilich stets ver
geblich. Natiirlich haben diese Bemiihungen auch heute noch nicht auf
gehort; denn die Wissenschaft kann fortschreiten soweit sie will, es 
wird immer wieder Leute geben, die es besser zu verstehen meinen und 
die Resultate der gesicberten exakten Forschung ignorieren. Tatsachlich 
ist die Mathematik namlich von jenen vergeblichen Versuchen langst 
schon zu fruchtbaren neuen Untersuchungen und positiven Resultaten 
vorgeschritten. Schon im 18. Jahrhundert tritt die charakteristische 
neue weiter/iihrende Fragestellung auf: 1st es nicht moglich, ein logisch 
konsequentes widerspruchsfreies System einer Geometrie aufzubauen, 
die von jenem Parallelenaxiom absieht und die Existenz zweier ver
schiedener Grenzgeraden im oben besprochenen Sinne, d. h. zweier ver
schiedener Parallelen durch 0 zu g, zulaBt? 

Am Anfang des 19. Jahrhunderts konnte man diese Frage_bejahen, 
und es war Gau(J, der als erster die Existenz einer "nichteuklidischen 
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Geometrie" - so nennen \\-ir mit ihm ein geometrisches System jener Art 
- entdeckte; aus seinem NachlaB geht hervor, daB er sie gewiB 1816 
bereits genau gekannt hat; die diese Dinge behandelnden Notizen sind 
freilich erst spat aufgefunden und 1900 im Bd. Vln der Gesammelten 
Werke gedruckt worden!). GauB selbst hat auBer wenigen gelegent
lichen AuBerungen nichts uber diese seine groBe Entdeckung veroffent
licht. Unabhangig von GauB konstruierte urn 1818 der Jurist Schweikart 
eine nichteuklidische Geometrie, die er Astralgeometrie nannte. Auch 
er veroffentlichte seine Untersuchungen nicht. Man erfuhr von ihnen 
erst etwas aus einem an Gau.B gerichteten Brief, der im GauBschen 
NachlaB aufgefunden wurde. Die ersten Publikationen einer nicht
euklidischen Geometrie ruhren von dem Russen N. J. Lobatschefsky (1829) 
und dem Ungarn J. Bolyai de Bolya dem Jungeren (1832) her2) , die 
beide unabhangig voneinander diese Resultate gefunden hatten und sie 
ubrigens nachweisbar schon 1826 bzw. 1823 besaBen. Im Laufe des Jahr
hunderts sind dann durch vielfache Arbeiten diese Dinge Allgemein
besitz der Mathematiker geworden, und heute hat wohl sogar jeder 
allgemein Gebildete schon einmal etwas von der Existenz einer nicht
euklidischen Geometrie gehort, wenn auch ein klares Verstandnis fUr 
sie doch nur der Fachmann erreichen kann. 

Eine wesentlich neue Wendung hat dann am Anfange der zweiten 
Halfte des 19. Jahrhunderts Riemann diesen Problemen gegeben; sie 
ist dargelegt in seinem Habilitationsvortrage" Ober die Hypothesen, welche 
der Geometrie zugrunde liegen" yom Jahre 1854 3). Riemannbemerkt, daB 
allen vorangehenden Untersuchungen die Annahme einer unendlichen 
Lange der Geraden zugrunde liegt, die ja gewiB auBerst naturgemaB und 
naheliegend ist. Wie aber, wenn man auf diese Annahme verzichten will, 
wenn man im Gegenteil etwa zulaBt, daB die Geraden so in sich zuruck
laufen, wie die groBten Kreise auf einer Kugel? Es handelt sich hier urn 
den Unterschied zwischen Unendlichkeit und Unbegrenztheit des Raumes, 
der ja am zweidimensionalen Analogon am besten zu verstehen ist: 
Unbegrenzt ist' sowohl die gewohnliche Ebene als die Kugelober
£lache, aber nur die erstere ist unendlich, wahrend die andere eine end
liche Ausdehnung hat. Riemann nimmt nun in der Tat den Raum nur 
unbegrenzt und nicht unendlich an; dann wird die Gerade eine geschlossene 

1) Leipzig 1900. Der betreffende Teil ist von P. Stackel herausgegeben. 
2) Ins Deutsche iibersetzt in den "Urkunden zur Geschichte der nichteuklidi

schen Geometrie" von Engel und Stackel: Teil1 (Lobatschefsky) von Engel (Leipzig 
1898). [Teil 2 (W. und J. Bolyai) von Stackel, Leipzig 1913.] Vgl. auch die 
"Urkundensammlung zur Vorgeschichte der nichteuklidischen Geometrie" von 
Stackel und Engel (Leipzig 1895). 

3) Publiziert in Bd. XIII der Abhandlungen der GeseHschaft der Wissen
schaften zu Gottingen = Gesammelte mat):J,em. Werke. 2.,Aufl. (Leipzig 1892), 
S. 272ff. [1m Verlage Springer, Berlin, neu herausgegeben von H. Weyl, 3. Auf I. 
1923.] 
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Kurve, auf der die Punkte wje auf einem Kreise angeordnet sind. LaBt 
man jetzt, wje vorhin, einen Punkt P auf einer Geraden g in bestimmter 
Richtung immer weiterlaufen, so wird er schlieBlich· wieder zum Aus
gangsort zuruckkehren, und der Strahl OP wird· iiberhaupt keine Grenz
lage haben: Es gibt keine parallele Gerade dureh 0 zu g. So tritt bei 
Riemann ejne zweite Art niehteuklidiseher Geometrie ("N. G. II") der nicht
euklidischen Geometrie von GauB, Bolyai und Lobatschefsky ("N. G. I") 
entgegen. 

Das scheint zunachst paradox, aber der Mathematiker bemerkt 
hier sofort eine Beziehung zur gewohnlir;hen Theorie der quadratisehen 
Gleiehungen, die den Weg zum Verstaridnisse der Sache weist. Eine 
quadratische Gleichung hat namlich entweder 2 verschiedene reelle Wur
zeIn oder gar keine (sondern 2 imaginare) oder endlich - als Ubergangs
fall - eine doppelt zii.hlende reelle Wurzel; das ist ganz analog den 2 ver
schiedenen reellen Parallelen der N. G. I, dem Fehlen reeller Parallelen 
in der N. G. II, und endlich dem Ubergangsfall einer auf zwei Weisen als 
Grenzlage zu definierenden Parallelen in der euklidischen Geometrie. 

Bevor ich genauer auf die mathematische Behandlung der nicht
euklidischen Geometrie eingehe, will ich wenigstens kurz ihre groBe 
Bedeutung naeh philosophiseher Seite hin streifen, vermoge deren sie bei 
den Philosophen stets groBes Interesse, vielfach aber auch scharfe Ab
lehnung gefunden hat. 

Vor allem gibt jene Disziplin dariiber Auskunft, we1chen Charakter 
die geometrisehen Axiome, vom Standpunkte der reinen Logik aus be
trachtet, haben. Man kann namlich aus der Existenz der nichteuklidi
schen Geometrie unmittelbar schlie Ben, daB das euklidische Axiom keine 
Folge der vorausgestellten Grundbegriffe und Satze ist, und daB auch 
sonst kein logischer Zwang zu seiner Annahme besteht. Denn substituiert 
man an seiner Statt eine ihm widersprechendeAnnahme, wahrend man 
alle anderen Axiome beibehalt, so wird man auf keinen Widerspruch ge
fiihrt, sondern erha1t die nichteuklidische Geometrie als ein logisch 
ebenso korrektes Lehrgebaude, wie es die euklidische ist. Einzelheiten 
unserer Raumvorstellung, wie sie das ParaUelenaxiom besehreibt, sind 
also jedenlalls keine rein logisehen Notwendigkeiten. 

Es fragt sich nun, ob man denn nicht mit Hilfe der Sinnesansehauung 
iiber die Richtigkeit des Parallelenaxioms entscheiden kann, und auch hier 
gibt die nichteuklidische Geometrie wichtige Aufschliisse. Es ist namlieh 
gewifJ nicht wahr, dafJ uns die unmittelbare sinnliehe A nsehauung die Existenz 
genau einer Parallelen lehrt. Denn unsere Raumwahrnehmung besitzt 
durchaus keine absolute Genauigkeit, sondern hier wie in jedem anderen 
Gebiete sinnlicher Wahrnehmung konnen wir GroBen (Strecken, Winkel 
usw.) , deren Unterschied unter einer gewissen Grenze, der sogenannten 
SchweUe, liegt, nicht mehr als verschieden auffassen. Legen wir also 
insbesondere durch den Punkt 0 auBerst nahe aneinander zwei Gerade 
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(vgl. Abb. 123), so kann man sie gewiB llicht mehr voneinander unter
scheiden, wenn man ihren Winkel klein genug, etwa 1" oder, wenn 
man will, TO~" oder noch kleiner nimmt. Es wird also schwer sein, aus 
der unmittelbaren Anschauung zu entnehmen, ob es denn wirklich genau 
eine Parallele durch 0 zu g gibt oder zwei nur urn einen so1chen kleinen 
Winkel voneinander abstehende. Man wird das noch deutlicher emp
finden, wenn man sich 0 von g ungeheuer weit entfernt denkt, sagen 
wir eine oder gar Millionen Siriusweiten. Bei sol chen Distanzen verliert die 
sinnliche Anschauung ganz die Scharfe, die man iht sonst zutraut, und 
man wird gewiB nicht mehr deutlich vor 
Augen sehen konnen, ob es da entsprechend 
der Definition del" Parallelen als Grenz- 9 
lage eines sich drehenden Strahles eine 
oder zwei Parallelen zur gegebenen Ge
raden g gibt. 

Dieser Sachlage fiigt sich nun die nicht
euJdidische Geometrie erster Art ta tsachlich 
ebensogut ein wie die euklidische. Wie dies 

Abb.123. 

aus den sogleich mitzuteilendenmathematischen Formelnnoch deutlicher 
hervorgehen wird, enthalt sie noch eine willkiirliche Konstante, und indem 
man iiber diese passend verfiigt, kann man den Winkel zwischen beiden 
Parallelen zu g durch einen von g maBig abstehenden Punkt 0 beliebig klein 
machen, und erst in dem MaBe, wie sich 0 von g entfernt, wird der Winkel 
merkliche GroBe annehmen. Insofern es also wahr ist, dafJ sichunsere 
Raumanschauung nur aut ein begrenztes Raumstuck mit begrenzter Genauig
keit bezieht, kann man ihr durch eine N. G. I belie big genau gerecht 
werden. 

Ganz ahnlich ist es aber auch mit der N. G. II. Wir brauchen uns 
nur dariiber klar zu werden, daB auch die unendliche Lange der Geraden 
nicht aus der unmittelbaren sinnlichen Anschauung zu entnehmen ist. 
Wir konnen jede Gerade immer nur in einem endlichen Raumstiick ver
folgen, und daher kann es der Wahrnehmung nicht widersprechen, wenn 
wir sagen, die Gerade hat eine zwar ungeheuer groBe, aber doch eine 
endliche Lange, vielleicht Millionen oder mehr Siriusweiten; die Phantasie 
kann sich hier ja beliebig groBe Zahlen ausdenken, die uber jede Mog
lichkeit unmittelbarer Anschauung hinausgehen. GemiifJ dies en Ober
legungen kann man auch durch die N. G. II, die wieder einen wiUkur
lichen Parameter enthiilt, die Verhiiltnisse in jedem begrenzten Raumstuck 
beliebig genau darsteUen. 

Die hier beriihrten logischen und anschaulichen Tatsachen, wie sie 
sich yom Standpunkte der Mathematik aus darbieten, laufen freilich in 
hohem MaBe jener orthodoxen Raumauffassung zuwider, die viele Philo
sophen an den Namen Kants ankniipfen und nach der alle Satzeder 
Geometrie absolute Gi.iltigkeit haben sollen. So erklart sich, daB die 

K 1 e in. Elementarmathematik II. 13 



194 Grundlagen der Geometrie. 

nichteuklidische Geometrie seit ihrem Bekanntwerden in philosophischen 
Kreisen soviel Aufregung und Widerstand hervorgerufen hat. 

Wollen wir uns nun endlich zur eigentlieh mathematisehen Behand
lung der niehteuklidisehen Geometrien wenden, so werden wi!" am 
besten den Weg· dureh die profektive Geometrie nehmen; es ist das die 
Ableitung, die ich 1871 in Band IV der Mathematischen Annalenl) 
gegeben habe. 

Wir denken uns die projektive Geometrie unabhangig von jeder 
Metrik aus den Grundbegriffen Punkt, Gerade, Ebene und ihren Axio
men der Verknupfung, Anordnung und Stetigkeit so aufgebaut, wie ich 
das am Anfang dieser Auseinandersetzungen uber die Grundlagen der 
Geometrie (S.172 f.) kurz angedeutet habe ; insbesondere seien auch Punkt
koordinaten x, y, Z oder homogen ~: 'YJ : 1;: T und ebenso Ebenenkoordi
naten IX,: f3 : )' : 15 eingefiihrt, so daB das Ineinanderliegen von Punkt und 
Ebene durch die bilineare Gleichung IX ~ + f31J + )' I; + 15 T = 0 gege ben ist. 

Auf dieser Grundlage haben wir friiher die gewohnliehe euklidisehe 
Geometrie mit Hilfe der Invariantentheorie und des Cayleyschen Prin
zips erhalten, indem wir die spezielle in Ebenenkoordinaten geschriebene 
quadratische Form: 

qJo = IX2 + f32 + )'2 

adjungierten, die gleich Null gesetzt den imaginaren Kugelkreis vorstellt. 
Der Winkel zweier Ebenen: 

(J) = arc cos IXllX2 + f31 f32 + )'1 )'2 

V(\i + /fr +)'i v'IX~ + f3~ + )'~ 
und die Entfemung zweier Punkte: 

Y(~IT2 - ~2tl)2 + (1JI T2 -1721:1)2 + (1;11:2 -/;2Tl)2 
r=~~~~~~---~~--~~~-~~~~ 

Tl1:2 

waren dann, wie wir gezeigt hatten (S.168££.), einfache simultane In
varianten der gegebenen Figur (der 2 Ebenen oder der 2 Punkte) und der 
Form qJo. 

Ganz ahnlich wollen wir nun zur niehteuklidisehenGeometrie gelangen; 
wir nehmen nur statt des Kugelkreises (\2 + f32 + )'2 = 0 eine andere 
quadratisehe Form, die dieser "benachbart" ist, namlich: 

qJ = IX2 + f32 + )'2 - 8 • 152 • 

iller ist e ein Parameter, den man beliebig klein wahlen kann, und fur 
e = 0 wird qJ = qJo; unser Ansatz ist so gewahlt, daB bei positivem 8 

die N.G. I, bei negativem 8 die N. G. II entsteht, wahrend fiir 8 =0 die 
obigen Formeln der gewohnlichen euklidischen Geometrie sich ergeben. 

1) "Uber die sogenannte nichteuklidische Geometrie", S. 573ff. = [F. Klein, 
Gesammelte mathematische Abhandlungen, Bd. I, S. 254ff.] 
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Wesentlich bei der Aufstellung dieser Form Wist, daB ihre Determinante .. 

1 0 0 0 

.<1= 
0 1 0 0 =-e 
0 0 1 0 

0 0 0 -el 
im allgemeinen von Null verschieden ist; nudm speziellen FaIle e = 0, 
also wenn W = 0 den Kugelkreis darstellt, verschwindet sie. Unser 
Ansatz kommt demnach darauf hinaus, dafJ wir die quadratischeForm von 
verschwindender Determinante durch eine solche von nicht verschwindender 
positiver oder negativer (aber dem absoluten Werte nach beliebig kleiner) 
Determinante ersetzen. 

Die MaBgroBen unserer nichteuklidischen Geometrien werden wir 
nun erhalten, indem wir gani analoge Invarianten aus der allgemeinen 
Form W und der Figur zweier Ebenen bzw. zweier Punkte bilden, wie 
sie die vorhin angegebenen euklidischen GraBen fill die spezielle Form 
Wo = (X2 + f32 + 1'2 darstellen. Das ist nichts als die von Cayleyl) 1859 
begriindeteAuffassung, dafJ man in bezug auf irgendeine quadratischeFlache 
(z. B. die Flache W = 0) ebensogut eine M afJbestimmung definieren kann 
wie in bezug auf den Kugelkreis. Bei demknappenRaume, auf den dieser 
Exkurs hier naturgemaB beschrankt sein muB, ist es am zweckmaBigsten, 
die analytischen Formeln definitionsweise voranzustellen; so laBt sich die 
Sachlage am raschesten prazis aussprechen, und jeder Schatten von etwas 
Geheimnisvollem wird vermieden. Freilich kann diese Darstellung zum 
vollen Verstandnis des Stoffes nur fUhren, wenn man ihn hinterher noch 
genau nach der geometrischen Seite hin durcharbeitet, wie Sie das ge
rade in meiner bereits genannten Arbeit in Bd. IV der Mathematischen 
Annalen finden. 

Betrachtet man zunachst 2 Ebenen, so liegt es ganz nahe, wie man 
den Ausdruck ihres "in bezug aUf die Flache qJ = 0 gemessenen Winkels" 
inVerallgemeinerung des obigen Winkelausdruckes anzusetzen hat; 
man bildet genau wie dort aus den Werten der Form W und ihrer Polar
form: 

und hat so einen offenbar invarianten Ausdruck, der fUr e = 0 tatsach
lich in den Winkel der euklidischen Geometrie iibergeht. 

Nicht so unmittelbar klar ist es, wie man den Ausdruck der Ent
fernung zweier Punkte auf unsere MaBbestimmung iibertragen soH, und 
zwar liegt die Schwierigkeit der Dbertragung darin, daB wir jetzt eine 
Form mit nicht verschwindender Determinante statt der fill die euklidi
sche MaBbestimmung maBgebenden. Form Wo mit verschwindender 

1) In dem schon (S. 145) zitierten "Sixth memoir upon quantics". 

13* 
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Determinante verwenden: Wir konnen aber den Weg zur Aufstellung des 
Entfernungsausdruckes so finden, daB wir genau dualistisch zur soeben ge
gebenen Delinition des Winkels vorgehen; dann erhalten wir sicher wieder 
eine Invariante. Wir stellen also zunachst die Gleichung der Flache 
€P = 0 in Punktkoordinaten auf, deren linke Seite I (g, 'f), ,,'1) bekannt
lich durch Randerung der Determinante LI von €P mit Punktkoordi
naten entsteht: 

1 0 0 0 g 
0 1 0 0 'f} 

1= 0 0 1 0 , = EW + 'f}2 + '2) - T2. 
0 0 0 -E T 

g 'f} , '1 0 

Nun ubertragen wir genau den Ausdruck von w, indem wir den Quotien
ten aus der Polarform zu lund dem Produkt der Quadratwurzeln aus den 
Werten von I fUr die Punkte 1 und 2 bilden und davon den Arkus kosinus 
nehmen: 

k -=~=e=(~~~g=2=+~'f}=1'f}=2~+~'=1~'2=)==~~=T=2~===. r = arccos , 
YE (g~ + 11i + ,n - T~ YE (g§ + 'f)~ + ,§) - T~ 

Der hinzugefiigte Faktor k gestaUet uns, eine beliebige Stiecke der Ein
heit gleichzumachen, wie es unserer Gewohnung entspricht und iibrigens 
bei dem sogleich durchzufUhrenden Ubergang zur euklidischen Geo
metrie sich als notwendig erweisen wird. Dabei muB man k bei negativem 
e reell, bei positivem e rein imaginiir annehmen, damit r reell ist fiir aile 
oder doch (bei E > 0) wenigstens fiir ein gewisses Teilgebiet aller reellen 
Punkte, die dann das reelle Substrat der nichteuklidischen Geometrie 
bilden. 

Damit ware eine allgemeine Definition der Entfernung gegeben; 
nachzuweisen bliebe nur, dafJ sie lur E ~ 0 aul den oben angegebenen Aus
druck der euklidischen Geometrie zuruckluhrt. Das ist hier nicht so leicht 
wie vorhin beim Winkel w; denn setzt man ohne wei teres e = 0, so wird 

der Quotient 1, und i- ist daher bis auf das notwendig unbestimmt blei

bende additive Vielfache von 2:n gleich Null. 
Wir konnen nun aber durch einen gewissen Kunstgriff trotz diesem 

zunachst etwas paradoxen Resultate doch schlieBlich zu dem euklidi
schen Ausdruck gelangen. Dazu ist es bequem, die Definitionsgleichung 
von r mit Hilfe der bekannten Gleichung arccos IX = arcsin -Vi 1X2 etwas 
umzuformen. Bringen wir sofort auf einen Nenner, so wird: 

{e(g~+'f}i+'D -ri}{e(g~+'f}~+'~) -'l§} -{E(~lg2+'f}11J2+'1'2) -'l1'12}2 
{e(~i+1Ji+'i) -ri} {E(g~+1J~+'~) -T§} 

r=k·arcsin 

Nun kann man den Zahler leicht umsetzen; nach einer bekannten 
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Determinantenrelation ist namlich der Wert von f (d. i. die einmal geran
derte Determinante LI der Form tP) fUr den Punkt 1, multipliziert mit 
dem ftir den Punkt 2, minus dem Quadrat der mit 1 und 2 gebildeten 
Polarform gleich dem Produkt der Determinante A selbst und del: zwei
mal mit den Koordinaten von 1 und 2 geranderten Dcterminante A, also 
gleich: 

1 0 0 

1000010 

010 0 001 

o 0 1 0 0 0 0 -8 T1 T2 

o 0 0 -8 ~1 'YJ1 C1 T1 0 0 

~2 'YJ2 C2 T2 0 0 

Rechnet man das aus, so ergibt sich: 

-8'{(;1T2-~2T1)2+ ('YJ1T2-'YJ2T1)2+ (C1 T2 -C2T1)2 

- 8 ('YJ1 C2 - 'YJ2 C1)2 - 8 (~1 ~2 - ~2~1)2 - 8(~1'YJ2 - ~2'YJ1)2}. 

Wem Determinantenrechnungen dieser Art unbequem sind, der mag 
durch direkte Umformung die Identitat dieses Ausdruckes mit der obigen 
Form des Zahlers bestatigen. 

Ftihren wir diesen Ausdruck in die Formel ftir rein und lassen 8 

Null werden, so ergibt sich nattirlich genau wie aus der ersten Form 

f = arc sin 0 = 0, wegen des Faktors i - 8. Lassen wir e aber zunachst 

noch nicht Null, sondern nur sehr klein werden, so ist der Arkus sinus 
in erster Annaherung gleich dem Sinus; im Zahler aber sind die 3 mit 8 

multiplizierten Quadrate gegen die tibrigen zu vernachlassigen, und eben
so fallt im Nenner in jedem Faktor der mit e multiplizierte Term fort, und 
es bleibt in erster Annaherung: 

r = k. Fe -V (~lT2 - ;2Tl)2 + ('YJIT2-'YJ2Tl)2 + (C1T2 - ~2Tl)2 
Tl • T2 

Nun kommt der Kunstgriff. Wie erteilen k wiihrend des Grenzuberganges 
lim e = 0 keinen festen Wert, sondern lassen k gleichzeitig derart unend
lich werden, daj3: 

lim(k.-y=-e)=1 

wird; zu dem Zwecke werden wir k nattirlich durch rein imaginare oder 
durch reelle Werte laufen lassen, je nachdem 8 von positiven oder rrega
tiven Werten her gegen Null geht. Damit aber ist es ganz evident, daj3 
durch diesen Grenzubergang tatsiichlich der Entfernungsausdruck der gewohn
lichen euklidischen Geometrie (S. 194) herauskommt. 

Denkt man sich nun in die geometrische Bedeutung der Form f 
sowie der hier nur analytisch hingestellten Ausdrticke hinein, so ergibt 
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sich tatsachlich, dafJ man fur E > 0 gerade die nichteuklidische Geometrie 
erster Art, fur E < 0 die zweiter Art und fur E = 0 naturlich die euklidische 
Geometrie vor sich hat. Die genaue Begriindung kann ich allerdings hier 
nicht geben; ich verweise dafiir etwa auf meine mehrfach genannte 
Arbeit in Bd. IV. der Mathematischen Annalen!}. Damals habe ich 
fiir diese 3 Geometrien die N amen hyperbolisch, eZliptisch, para
boUsch vorgeschlagen, da ja die Existenz von 2 reellen bzw. imaginaren 
bzw. einer doppelt zahlenden Parallelen genau dem Verhalten der 

fP- O Asymptoten der 3 Arten von Kegel-
schnitten entspricht; diese Namen werden 
Sie vielfach in der Literatur vorfinden. 

An einem Beispiel mochte ich aber 
doch etwas naher ausfiihren, wie sich die 
Parallelentheorie auf Grund unseres Ent
fernungsausdruckes gestaltet; ich wahle 
dazu die hyperbolische Geometrie im Falle 
der Ebene. Dann haben wir die dritte Koor-

Abb. 124. 
dinate stets Null zu setzen, und unsere 

quadratische Form wird cP = <%2 + (32 - E (j2 und stellt gleich 0 gesetzt 
wegen e > 0 einen reellen Kegelschnitt dar, den wir uns als Ellipse vor
stellen und zeichnen mogen. Die Entfernungsformel wird: 

k E($l ~2 + ?h r;2) - 'll'lZ 
r= arccos ==.~==~==~~==~==~==~ 

ve(~~ + r;i} - T~ V E(~~ + r;~) - ~ 
mit rein imaginarem k. Sie gibt, wie man sich leicht iiberzeugt, reelle 
Werte fUr solche Punkte, die im Innern des reellen Kegelschnittes liegen; 
dabei ist unter dem Innern der Inbegriff derjenigen Punkte der Ebene 
verstanden, durch welche keine reellen Tangenten an den Kegelschnitt 
laufen. Daher besteht das Operationsgebiet der reellen hyperbolischen Geo
metrie lediglich aus den Punkten dieses I nnern und den Geraden, soweit sie 
durch das Innere gehen; die Punkte des Kegelschnittes (vgl. Abb. 124) 
selbst stellen das Unendlichweite dar. Denn jene Formel ergibt fUr die 
Entfernung jedes Punktes 1 von einem Kegelschnittpunkte 2 [fiir den 
E (~~ + r;~) - 'l§ = 0 ist] den Wert 00. Auf jeder Geraden der reellen 
hyperbolischen Geometrie gibt es also in diesem Sinne 2 unendlich ferne 
Punkte, ihre beiden Schnittpunkte mit dem Kegelschnitt cp = 0, auf jedem 
Halbstrahle a aber nur einen. Haben wir eine Gerade g und einen nicht 
auf ihr liegenden Punkt 0, so sind die Parallelen durch 0 im Sinne 
unserer friiheren Definition (S.193) als Grenzlagen der Verbindung von 0 
mit einem auf gins Unendliche sich entfernenden Punkte P die Ver-

1) [Es werde auch noch einmal auf die in Kurze erscheinende "Einftihrung 
in die nichteuklidische Geometrie" von F. Klein (bearbeitet von W. Rosemann) 
hingewiesen, welche eine Umarbeitung der fruher autographiert erschienenen 
Vorlesungen Kleins fiber nichteuklidische Geometrie darstellt.] 
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bindungsgeraden von 0 mit den Schnittpunkten von g mit dem Kegel
schnitt: Es gibt also in der Tat 2 voneinander wesentlich verschiedene 
Parallelen, deren jede einer der beiden Richtungen auf g zugeh6rt. 

Noch eine kurze Bemerkung lassen Sie mich machen, die sich auf den 
Vergleich mit unserem ersten Aufbau der euklidischen Geometrie bezieht. 
Da gingen wir von der Bewegungsgruppe aus; das war die Gesamtheit der 
Kollineationen, die die MaBverhaltnisse ungeandert lassen. So1che Kolli
neationen gibt es aber bei einer nichteuklidischen Geometrie auch. Eine 
allgemeine homogene Gleichung zweiter Ordnung hat 10 Glieder, also 
9 wesentliche Konstanten; in der allgemeinsten Raumkollineation sind 
15 Parameter willkiirlich, also gibt es noch 6-fach unendlich viele Kolli
neationen, die eine vorgegebene quadratische Form, z. B. unser rfJ, in sich 
fiberffihren, und das ist ja die Bedingung dafiir, daB die von uns einge
fiihrten MaBverhii.l tnisse nich t verandert werden. Daher gibt es auch in jedm 
nichteuklidischen Geometrie eine 6-jach unendliche Gruppe von "Bewegun
gen", die w und r ungeiindert lassen; fiir die Geometrie in der Ebene 
wiirde sich die Parameterzahl wie friiher auf 3 reduzieren. 

Wir konnen daher auch jede nichteuklidische Geometrie aufbauen, 
indem wir von der Existenz einer Bewegungsgruppe ausgehen, und es 
bleibt nur noch zu prazisieren, wieso wir durch unseren friiheren Aufbau 
gerade ausschliel3lich zu euklidischen Geometrie kamen. Das lag natiir
lich daran, daB wir aus den Bewegungen ,speziell eine zweiparametrige 
(im Raum wiirde es heiBen dreiparametrige) Untergruppe der sogenannten 
Parallelverschiebungen herausgriffen, die lauter Geraden zu Bahnkurven 
hatten; solche Untergruppen gibt es in keiner nichteuklidischen Geometrie, 
und indem wir ihre Existenz gleich Z~t A nfang postulierten, schlossen wir aUe 
nichteuklidischen Geometrien von vornherein a~ts und behielten allein die 
eine euklidische iibrig. 

Und nun lassen Sie mich diese speziellen Erorterungen iiber nicht
euklidische Geometrie mit einigen - ich mochte sagen - Leitsiitzen all
gemeiner N atur abschlieBen: 

1. Ratte ich friiher berichtet, daB man auf philosophischer Seite der 
nichteuklidischen Geometrie vielfach noch nicht volles Verstandnis ent
gegenbringt, so muB ich jetzt betonen, daB sie in der mathematischen 
Wissenschaft heutzutage ganz allgemein anerkannt ist; ja, sie wird 
sogar fiir viele Zwecke, z. B. in der modernen Funktionentheorie 
und der Gruppentheorie, als ein auBerst bequemes Hilfsmittel ge
braucht, urn arithmetisch komplizierte Verhaltnisse greifbarer vor Augen 
zu fiihren. 

2. J edC( Lehrer mufJ notwendig etwas von der nichteuklidischen 
Geometrie kennen; denn sie gehort nun einmal zu den wenigen Teilen der 
Mathematik, die zum mindesten in einzelnen Schlagworten in weiteren 
Kreisen bekannt geworden sind; nach ihr kann daher jeder Lehrer 
jeden Moment gefragt werden. In der Physik gibt es ja ungleich mehr 
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so1che Dinge - fast jede neue groBe Entdeckung gehort dahin 
die in jedermanns Munde sind und iiber die dann selbstverstand
lich jeder Lehrer unterrichtet sein muB. Man denke sich nur einen 
Lehrer der Physik, der iiber Rontgenstrahlen oder Radium nichts 
zu sagen weiB; einen viel besseren Eindruck wiirde auch der Mathema
tiker nicht machen, der auf Fragen iiber nichteuklidische Geometrie 
keine Auskunft geben kann! 

3. Demgegeniiber mochte ich dringend davon abraten, im regularen 
Schulunterricht (d. h. abgesehen von gelegentlichen Andeutungen auf 
Veranlassung interessierter Schiller) nichteuklidische Geometrie zu 
bringen, wie das Enthusiasten immerwieder empfehlen. Wir wollen 
zufrieden sein, wenn das vorangehende Postulat nur immer erfiillt ist 
und wenn andererseits die Schiller die euklidische Geometrie wirklich ver
stehen lernen; schlieBlich ist es ja auch in Ordnung, daB der Lehrer ein 
biBchen mehr weiB als der durchschnittliche Schiller. 

Ich will nun noch kurz iiber die Weiterentwicklung der modernen 
Wissenschaft berichten, die durch die nichteuklidische Geometrie veran
laBt worden ist. Man kniipfte da vorzugsweise an das eine ihrer Resultate 
an, daB das euklidische Parallelenaxiom von den vorausgehenden 
Axiomen der Geometrie logisch unabhangig ist (s. S. 192), und entnahm 
daraus die Anregung, auch die anderen geometrischen Axiome auf ihre 
gegenseitige logische Abhiingigkeit oder Unabhiingigkeit zu untersuchen. 
So entstand die moderne geometrische Axiomatik, die in ihren Betrach
tungen genau den Wegen folgt, die jene alten Untersuchungen ge
wiesen haben: Man sieht zu, welche Teile der Geometrie sich ohne An
wendung gewisser Axiome aufbauen lassen und ob man auch unter der 
Annahme des Gegenteils eines einzelnen Axioms zu einem logisch wider
spruchsfreien Systeme, einer sogenannten "Pseudogeometrie", gelangen 
kann. 

Als wichtigstes hierher gehoriges Werk habe ich Ihnen Hilberts "Grund
lagen der Geometrie"!) zu nennen, deren Hauptziel gegeniiber friiheren 
Untersuchungen ist, in der angedeuteten Weise die Bedeutung der Stetig
keitsaxiome filr die Geometrie testzustellen. Urn dies zu erreichen, ist 
natiirlich vor allem notig, das Axiomensystem der Geometrie so an
zuordnen, daB die Stetigkeitssatze ganz ans Ende kommen, wahrend sie fUr 
uns bisher immer am Anfang standen. So konnten wir ja auch bei der 
Ableitung der nichteuklidischen Geometrie nicht etwa den ersten Axio
menaufbau (S.174ff.) verwenden, der den Parallelenbegriff an me Spitze 
stellte, sondern wir muBten uns vor allem ein Axiomensystem verschaffen, 
von dem der groBte Teil nichts von Parallelen enthielt und bei dem das 
Parallelenaxiom erst hinterher hinzukam. Von der hiermit bezeichneten 
wesentlichen Abweichung abgesehen schlieBt sich das Hilbertsche Axio-

1) [5. Aufl. Leipzig und Berlin 1922.J 
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mensystem wesentlich dem in unserem zweiten Aufbau der Geometrie 
(S. 188 ff.) auch befolgten Gange der elementaren Geometrie an. 

Auf dieser Basis untersucht Hilbert, wieweit man die Geometrie 
ohne Benutzung der Stetigkeitsaxiome au/bauen kann, und er um/apt damit 
zugleich die "Pseudogeometrien", in denen zwar alle anderen geometrischen 
Axiome, nicht aber mehr die Stetigkeitssatze gelten, das sind wesentlich die 
Tatsachen, die sich auf die eineindeutige ZtlOrdnung der Punkte einer 
Geraden zu den gew6hnlichen reellen Zahlen (ihren Abszissen) beziehen 
(vgl. S. 173 und 177). lch kann hier auf den Gedankengang der 
Untersuchungen Hilberts, sowie auf die von ihm dabei gewonnenen 
interessanten Resultate uber den logischen Zusammenhang gewisser 
geometrischer Theoreme und Axiome naturlich nicht eingehen; Sie m6gen 
es auf Grund dieser wenigen orientierenden Bemerkungen bei Hilbert 
selbst nachlesen. N ur daran will ich noch erinnern, daB die im ersten Bande 
dieser Vorlesungen 1) gelegentlich schon besprochene Hilbertsche nicht
archimedische Geometrie hierhin geh6rt; das ist eben eine solche Pseudo
geometrie, in der speziell das frUber nach Archimedes, heute ofter nach 
Eudoxus genannte Stetigkeitsaxiom nicht mehr erfilllt ist, d. h. in der 
sich die Abszissen zweier verschiedener Punkte gegebenenfalls nur urn 
eine "aktual unendlich kleine GroBe" unterscheiden konnen, von der kein 
endliches Vielfaches einer gewohnlichen endlichen reellen Zahl gleich ist. 

Diese kurzen Bemerkungen uber die moderne Axiomatik m6chte 
ich nicht abschlieBen, ohne noch wenige Worte zu der wichtigen Frage 
nach der wahren N atur der geometrischen Axiome und Satze zu sagen 
- womit ich freilich aus der streng mathematischen Fragestellung 
hinuber in die philosophisch-erkenntnistheoretische komme. Das eine 
habe ich schon betont, und daruber ist man sich· heute wohl allge
mein einig, daB es sich hier urn die obersten Begri//e und Satze handelt, die 
man notwendig der Geometrie voranstellen mup, um ilberhaupt von ihnen 
aus rein logisch den mathematischen Beweisgang /iihren zu konnen. Aber 
mit dieser Feststellung ist die Frage noch nicht beantwortet, woher diese 
obersten Begri//e und Satze denn eigentlich stammen. Da ist die alte Auf
fassung, dap sie in der Anschauung eines ieden Menschen ohne weiteres 
gegeben sind, daB ~ie von so evidenter Einfachheit sind, daB niemand an 
ihnen zweifeln kann. Diese Ansicht wurde aber durch die Entdeckung der 
nichteuklidischen Geometrie in hohem MaBe erschuttert; denn hier wird 
ja gerade gezeigt (vgl. S.191 ff.), daB die Raumanschauung und die Logik 
keineswegs zwingenJ das euklidische Parallelenaxiom liefern, sondern 
daB man auch mit einer ihm widersprechenden Annahme zu einem logisch 
in sich geschlossenen und die tatsachlichen Verhaltnisse mit hinreichender 
Annaherung darstellenden geometrischen Systeme kommt. Wohl aber 
kann man jenes Parallelenaxiom immer noch als die Annahme ansprechen, 

1) Siehe Teil I. S. 235 t 
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die die raumlichen Verhiiltnisse am einfachsten darzustelien gestattet, 
und so wird es auch aligemein gelten, daB Grundbegriffe und Axiome nicht 
unmittelbar Tatsachen der Anschauung, sondern zweckmafiig gewahlte 
Idealisierungen dieser Tatsachen sind. Schon der scharfe Begriff des Punk
tes existiert nicht in der unmittelbaren sinnlichen Anschauung, sondern 
er ist nur eine fingierte Grenze, der wir uns mit unseren Vorstellungen 
eines kleinen Raumstiickes nahern konnen, ohne sie doch je zu erreichen. 

Demgegeniiber findet man bei so1chen Leuten, die sich nur fUr die 
logische und nicht fUr die anschauliche oder die allgemein-erkenntnis
theoretische Seite der Sache interessieren, neuerdings haufig die Meinung, 
die Axiome seien nur willkurliche Satze, die wir ganz freiwillig aufstellen, 
und die Grundbegriffe schliefilich ebenso nur willkurliche Zeichen fUr Dinge, 
mit denen wir operieren wollen. Das Wahre an einer so1chen Ansicht ist 
natiirlich, daB sich innerhalb der reinen Logik kein Grund fur diese Satze 
und Begriffe findet, und daB sie daher '~von anderer Seite - eben durch 
Einwirkung der Anschauung - geliefert oder angeregt werden miissen. 
Aber die Autoren drucken sich oft sehr viel einseitiger aus, und so sind 
wir in den letzten J ahren im AnschluB an die moderne Axiomatik vielfach 
geradezu wieder in diejenige Richtung der Philosophie hineingeraten, die 
man von alters her Nominalismus nennt. Hier geht das Interesse an den 
Dingen selbst und ihren Eigenschaften gahz verloren; nur wie man sie 
nennt und nach we1chem logischen Schema man mit den Namen operiert, 
davon wird noch geredet. Man sagt dann etwa, wir n.ennen den Inbegriff 
dreier Koordinaten einen Punkt, "ohne uns etwas dabei zu denken", und 
wir verabreden "wilikurlich" gewisse Satze, die iiber diese Punkte gelten 
sollen; man kann dabei ganz unbeschrankt beliebige Axiome aufstelien, 
wenn man nur den Gesetzen der Logikgeniigt und vor allem darauf ach
tet, daB sich in dem entstehenden Gebaude von Theoremen keine Wider~ 
spruche finden. Ich selbst teile diesen Standpunkt keineswegs, sondern 
halte ihn fur den Tod alier Wissenschaft: die Axiome der Geometrie sind -
wie ich meine - nicht willkurliche, sondern vernunftige Satze, die im all
gemeinen durch die Raumanschauung veranlafit und in ihremEinzelinhalte 
durck Zweckmafiigkeitsgrunde reguliert werden. 

Diesen philosophischen Exkursen, zu denen wir im letzten Abschnitt 
mehrfach uns veranlaBf sahen, mochte ich nun Erorterungen zur Ge
schichte der Geometrie, insbesondere die Entwicklung der Auffassungen 
von den Grundlagen, entgegenstelien. Da ist gegeniiber ahnlichen Be
trachtungen, wie wir sie im vorigen Winter fUr die Gebiete der Algebra, 
Arithmetik, Analysis hiiufig angestelit haben, von vornherein ein groBer 
Unterschied zu bemerken. Diese Disziplinen haben in ihrer modernen 
Form eigentlich nur eine Geschichte von wenigen Jahrhunderten; sie 
beginnen mit dem Dezimalbruch- und Buchstabenrechnen, urn eine 
run de Zahl zu nennen, urns Jahr 1500. Demgegenuber hat die Geometrie 
als selbstandige Disziplin eine weit in das griechische Altertum zuruckrei-
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chende Geschichte, und zwar hatte sie damals schon eine so hohe Entwick
lungsstufe erreicht, daB man lange Zeit - bis in die Gegenwart hinein -
in der griechischen Geometrie das Muster einer vollendeten Wissenschaft 
zu sehen glaubte. Dabei galt als Inbegriff griechischer Geometrie immer 
das weitaus bedeutendste uns erhaltene systematische Lehrbuch, die 
vielgeruhmten Elemente (owtX8ia) des Euklid; es gibt wohl kaum ein 
zweites Buch, das in seiner Wissenschaft so lange eine so1che Stellung 
behauptet hat. Noch heute muB sich jeder Mathematiker mit Euklid 
auseinandersetzen, und wir wollen ihm daher den letzten Abschnitt des 
gegenwartigen Kapitels widmen: 

3. Euklids Elemente. 
Lassen Sie mich Ihnen zuerst die philologisch beste Ausgabe dieses 

Werkes vorlegen, die von J. L. Heiberg in Kopenhagen bearbeitet istl). 
Ihr ist die lateinische Ubersetzung des griechischen Urtextes beigegeben, 
was auch fUr die sehr nutzlich ist, die Griechisch auf der Schule gelernt 
haben; denn Euklids Griechisch unterscheidet sich, zumal durch die 
Kunstausdrucke, wesentlich von dem Griechisch, das man auf der Schule 
treibt. Als Literatur zur Einfuhrung in den Euklid nenne ich Ihnen 
besonders Zeuthens "Geschichte der Mathematik im Altertum und M ittel
alter" 2) und Max Simons "Euklid und die 6 planimetrischen Bucher" 3). 
Man wird am leichtesten in den Stoff eindringen, wenn man zuerst Simon, 
dann die allgemeinen AusfUhrungen Zeuthens, dann aber jedenfalls be
sonders genau und mit kritischem MiBtrauen gegen jede Ubersetzung 
den Heibergschen Text vornimmt. 

Von Euklid personlich ist wenig bekannt; man weiB nur, daB er um 
300 v. Chr. in Alexandria lebte. Wohl aber wissen wir Bescheid uber den 
allgemeinen wissenschaftlichen Betrieb, der damals in Alexandria herrschte. 
Nach der Grundung des Weltreichs Alexanders entstand allmahlich das 
Bedurfnis, alles, was die vorangegangenen J ahrhunderte geschaffen hat
ten, zu sammeln und in ein einheitliches wissenschaftliches System zu 
bringen, und so entwickelte sich in Alexandria ein Unterricht, der durch
aus gewissen Seiten unseres heutigen Universitatsunterrichts entspricht. 
N ur stand dabei die Sammlung und Ordnung des vorhandenen Materials der 
frei weitertreibenden wissenschaftlichenForschung voran, und so kam wohl in 
dem ganzen Betrie be ein gewisser Hang zur Schulmeisterei zur Gel tung. -

Bevor wir an die nahere Besprechung der Elemente herangehen, 
lassen sie mich einige allgemeine AusfUhrungen uber die geschichtliche 

1) Euclidis opera omnia. Bd. I - V: Elementa. (Leipzig 1883 -1888). 
2) Kopenhagen 1896. 
3) Leipzig 1901 = Abhandlungen zur Geschichte der mathematischen Wissen

schaften XI. [Hingewiesen sei noch auf die Ausfiihrungen von T. L. Heath in 
seiner englischen Ubersetzung des Heibergschen Textes: The thirteen Books of 
Euclid's Elements, 3 Bde., Cambridge, 1908]. 
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Stellung und wissenschaftliche Bedeutung des Euklid oder vielmehr der 
euklidischen Elemente machen. Wenn man auch fiir ein vollstandiges Bild 
der Personlichkeit Euklids gewiB seine zahlreichen kleineren Schriften 
beriicksichtigen miiBte, so ist es doch berechtigt, daB ich hier nur von 
dem einen groBen Werke rede; denn dieses allein hat die merkwiirdige be
herrschende Stellung sich errungen, die von unserm Standpunkt aus eine 
Kritik dringend erfordert. 

Als Grundlage dieser Kritik diene die Bemerkung, daB die falsche 
Einschatzung der euklidischen Elemente ihren tiefen Grund findet in 
einer verkehrten Auffassung des griechischen Geistes iiberhaupt, wie sie 
lange Zeit verbreitet war und wohl heute noch vielfach popular ist: man 
glaubte, die griechische Kultur habe sich auf verhaltnismaBig wenige 
Gebiete beschrankt, diese aber in so vollendeter Weise zu einem einheit
lichen Bilde verarbeitet, daB ihr Standpunkt allen Zeiten als hochstes, 
freilich unerreichbares Vorbild gelten miisse. Tatsachlich hat aber die 
moderne philologische Wissenscha£t die Unhaltbarkeit dieser Ansicht 
langst dargetan. Sie hat vielmehr gelehrt, daB gerade die Griechen wie 
kein anderes Yolk sich mit der denkbar groBten Vielseitigkeit auf allen 
Gebieten menschlicher Kultur betatigt haben; und so gewiB sie iiberall 
fiir jene Zeit Bewunderungswiirdiges geleistet haben, so gewiB sind sie 
doch auch in manchen Dingen, von unserm heutigen Standpunkt aus 
betrachtet, nicht iiber die ersten Anfange hinausgekommen, und in 
bezug auf kein Gebiet kann man sagen, daB sie fiir alle Zeiten den Gipfel 
der menschlichen Leistungen erklommen hatten. 

Was speziell die Mathematik anlangt, so hat diese Dberschatzung 
- oder solI man sagen: Unterschatzung? - des Griechentums in dem 
Dogma ihren Ausdruck gefunden, daB die Griechen sich ganz wesentlich 
mit Geometrie beschiiftigt und da ein uniibertreffliches System auf
gestellt hatten; diese Meinung hat sich insbesondere geradezu zu einem 
Kultus der euklidischenElemente verdichtet, in denen man jenes System 
in vollendeter Weise dargestellt zu sehen glaubte. Dieser alten und ver
alteten Ansicht habe ich hier die Behauptung entgegenzustellen, daj3 die 
Griechen neben der Geometrie auch die verschiedensten anderen Teilgebiete 
der M atl;ematik fruchtbar bearbeitet haben, daj3 wir aber heutzutage ilberall 
und gewij3 auch in der Geometrie wesentlich ilber sie hinaus gekommen sind. 

Lassen Sie mich diese Behauptung nun naher ausfiihren und be
griinden. Euklid wollte in seinen Elementen keineswegs eine Enzyklo
padie des gesamten geometrischen Wissens seiner Zeit schreiben, denn 
sonst hatte er in ihnen nicht ganze Teile der Geometrie, die man damals 
sicher schon kannte, einfach unberiicksichtigt lassen diirfen; ich nenne 
als Beispiel nur die Theorie der Kegelschnitte und hOheren Kurven, die die 
Griechen schon friihzeitig ausfiihrlich zu behandeln begonnen hatten1), 

1) Euklid selbst hat fibrigens ein - uns nicht erhaltenes - Werk fiber 
die Kegelschnitte geschrieben. 
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wenn auch ihre volle Entfaltung erst Apollonius (urns Jahr 200 v. Chr.) 
zu verdanken ist. Vielmehr sollten die Elemente lediglich eine Ein-· 
fuhrung in das Studium der Geometrie - und damit der Mathematik iiber
haupt - geben, und dabei scheint es, daB sie noch auf einen ganz be
sonderen Zweck zugestutzt waren: sie soUten die Mathematik so be
handeln, wie man sie im Sinne der platonischen Schule als Vorbereitung 
fur allgemeine philosophische Studien fiir notwendig hielt. Aus dieser Be
stimmung versteht man, warum der Hauptwert auf die Herausarbeitung 
der logischen Zusammenhange und die Aufstellung eines in sich geschlos
senen Systems der Geometrie gelegt ist, wahrend aIle praktischen An
wendungen ganzlich beiseitegeschoben sind. Diesem System zu Liebe hat 
Euklid aber auch gewiB ein ganzes Teil theoretischen Wissens seiner Zeit 
iibergangen, das noch nicht weit genug entwickelt war, um sich ihm ein
passen zu lassen. 

Eine richtige Vorstellung von der Beschriinktheit des Stottesder 
euklidischen Elemente gegeniiber dem Umfange der griechischen Mathe
matik uberhaupt erhalten wir am besten, wenn wir zum Vergleich die 
Gesamtpersonlichkeit und die Gesamtleistung des grlJ(3ten griechischen 
Mathematikers Archimedes heranziehen, der kurz nach Euklid urns 
Jahr 250 v. Chr. in Syrakus lebte; ich will nur wenige besonders in
teressante, unterscheidende Punkte hervorheben: 

1. Ganz im Gegensatz zu dem in Euklids Elementen herrschenden 
Geist besitzt Archimedes einen stark entwickelten Sinn fur numerisches 
Rechnen. Eine seiner greBten Leistungen ist ja, um nur ein bestimmtes 
Beispiel zu nennen, die Berechnung der Zahl n vermege der Approximation 
des Kreises durch regulare Polygone; u. a. leitet er bereits den bekannten 
Naherungswert ¥ fUr nab. Von einem Interesse fUr solche Zahlen
werte ist bei Euklid keine Spur; statt dessen findet sich nur die An
gabe, daB sich 2 Kreisflachen wie die Quadrate der Radien oder 2 Kreis
umfange wie die Radien selbst verhalten, aber die Berechnung des Pro
portionalitatsfaktors, eben der Zahl n, wird nicht einmal versucht. 

2. trberhaupt ist fUr Archimedes das weitgehende Interesse fur An
wendungen jeder Art charakteristisch; die verschiedensten Probleme der 
Physik und Technik behandelt er. Bekannt ist ja, wie er das fundamen
tale Prinzip der Hydrostatik fand oder wie er an der Verteidigung von 
Syrakus durch Konstruktion von wirkungsvollen Hilfsmaschinen tatigen 
Anteil nahm. Wie wenig dagegen Euklid in den Elementen die Anwen
dungen berucksichtigt, geht besonders deutlich aus dem kleinen Zuge 
hervor, daB nicht einmal die einfachsten Zeichenapparate - Lineal und 
Zirkel - bei ihm genannt werden; er postuliert lediglich in abstracto, 
daB man eine Gerade durch 2 Punkte oder einen Kreis urn einen Punkt 
zeichnen kann, ohne auch nur ein einziges Wort daruber zu verlieren, wie 
man das tut. Hier steht Euklid wohl im Banne der Auffassung, die iiber~ 
haupt ip. gewissen antiken Philosophenschulen herrschte, daB die prak-
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tische Anwendung einer Wissenschaft etwas Minderwertiges, Handwerks
maBiges sei. Leider hat sich diese Anschauung an manchen Stellen bis 
heute erhalten, und es gibt immer noch Hochschullehrer, die jede Be
schaftigung mit Anwendungen als "Banausentum" nicht genug verach
ten konnen. Der Hochmut, der in solchen Ansichten liegt, muB aufs 
scharfste bekampft werden; man solite doch jede tlichtige Leistung, liege 
sie auf theoretischem oder angewandtem Gebiete, gleich hoch schatzen 
und jeden einzelnen sich mit den Dingen befassen lassen, zu denen er am 
meisten Neigung versplirt. Dabei wird ein jeder urn so vielseitiger sich zei
gen, j e mehr Talen te er besitzt : unsere AilergroBten, wi e Archimedes, New
ton, GauB, haben stets Theorie und Anwendungen gleichmaBig umfaBt. 

3. Endlich falit noch ein Unterschied besonders in die Augen: 
Archimedes war ein groper Forscher und Bahnbrecher, der in jeder seiner 
Arbeiten die Erkenntnis urn einen Schritt weitertreibt; in Euklids Ele
menten handelt es sich 'aber lediglich urn Sammlung und Systematisierung 
von bereits vorhandenem Material. Damit hangt die verschiedene Form 
der Darstellung zusammen, worauf ieh auch im vorigen Semester bei all
gemeineren Ausfiihrungen gelegentlich hingewiesen habel). Besonders 
charakteristisch fUr Archimedes ist in dieser Hinsicht die schon in Tell I 
erwahnte Handschrift2), die man 1906 gefunden hat und in der er einem 
wissenschaftlichen Freunde seine neuesten Untersuchungen liber die Ku
bierung raumlicher Gebilde mitteilt. Hier entspricht die Darstellung genau 
der Art, wie wir heute un terrich ten; es wird g enetisch vorgegangen, erst der 
Gedankengang angedeutet und keineswegs die starre Gliederung in Vor
aussetzung, Behauptung, Beweis, Determination verwendet, die in den 
euklidischen Elementen herrscht. - Dbrigens war auch vor jener neuen 
Entdeckung schon bekannt, daB die Griechen neben der auskristallisier
ten "euklidischen" Darstellung einer systematisierten Disziplin auch eine 
freiere genetische Form kannten, deren sich sowohl der: Forscher bei seiner 
Arbeit als auch der Lehrer beim Unterricht bediente und die vermutlich 
auch Euklid in anderen Werken oder im eigenen Unterricht angewandt 
hat. Ja es gab sogar in Alexandrien damals auch ein genaues Analogon zu 
unseren autographierten Vodesungsheften, die man Hypomnemata nannte, 
also in loserer Art gehaltene Wiedergaben der mlindlichen Vortrage. 

Das moge zum Vergleich der Elemente mit dem gesamten Umfange 
der grie<:;hischen Mathematik genligen; ich will nun noch, urn unseren 
Gedankengang zu beenden, an ganz wenigen Beispielen zeigen, wie weit 
die moderne Mathematik liber die der Griechen hinausgekommen ist. 
Einer der wichtigsten Unterschiede ist, daB die Griechen noch keine selb-

1) Siehe Teil I. S. 86. 
2) Vgl. Heiberg und Zeuthen: Eine neue Schrift des Archimedes (Leipzig 

1907) = Bibliotheca mathematica 3. Folge. Bd. 7. S. 321 ff. [Vgl. auch die Archi
medesausgabe von T. L. Heath. die von F. Kliem ins Deutsche iibertragen wurde 
(Berlin 1914); jene Handschrift ist dort S. 413 ff. wiedergegeben.] 
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stiindige Arithmetik und Analysis besaBen, weder Dezimalbriiche, die um
fangreichere numerische Rechnungen erleichtern, noch das allgemeine 
Buchstabenrechnen; beides sind, wie ich im vergangenen Wintersemester 
naher ausgefiihrt habe, Erfindungen der beginnenden Neuzeit, der Renais
sance. Als Ersatz hatten die Griechen nur einen Kalkul in geometrischer 
Form, in dem statt mit Zahlen mit Strecken oder anderen geometrischen 
Gr5Ben konstruktiv operiert wird, natiirlich ungemein viel schwerfalliger 
als in unserer Arithmetik. Damit hangt zusammen, daB die Griechen 
auch das nicht besaBen, was unserer Arithmetik und Analysis eigentlich 
erst ihre Gelaufigkeit gibt: die negativen und die imaginiiren Zahlen. 
Infolgedessen fehlte ihnen die Allgemeinheit der Methode, die in einer 
Formel aile m5glichen Faile zusammenzufassen gestattet, und auBerst 
langwierige Faliunterscheidungen spielten bei ihnen die gr5Bte Roile. 
In der Geometrie macht sich dieser Mangel vielfach stark geltend, wo wir 
heutzutage - wir sind ja gerade in dieser Vorlesung stets so vorgegangen 
- durch Verwendung analytischer Hilfsmittel voile Allgemeinheit unter 
Vermeidung alier Faliunterscheidungen mit Leichtigkeit erreichen k5nnen. 
Diese wenigen Andeutungen m5gen hier geniigen; Sie werden sich nach 
Ihrer eigenen Kenntnis ja selbst leicht weitere Rechenschaft iiber die Fort
schritte der modernen Mathematik gegeniiber der antiken geben k5nnen. 

Nach dieser ailgemeinen Kritik der euklidischen Elemente k5nnen 
wir uns der speziellen Besprechung zuwenden; lassen Sie mich mit einer 
kurzen Inhaltsubersicht uber die ,,13 Bucher", d. h. Kapitel, be
ginnen, aus denen die Elemente bestehen 1) : 

In Buch 1-6 ist die Planimetrie enthalten. Die ersten 4 Bucher 
bringen die allgemeinen A useinandersetzungen uber die geometrischen 
Grundgebilde, wie Strecken, Winkel, Inhalte usw., und die Lehre von den 
einfachen geometrischen Figuren (Dreiecke, Paralielogramme, Kreise, 
reguHi.re Polygone usw.) in der Form, wie man sie heute noch meist dar
stellt. In diesem Zusammenhange wird auch (in Buch 2) eine elementare 
Arithmetik und Algebra der geometrischen GrofJen gegeben, derart, daB 
- urn nur ein Beispiel anzufiihren - das Produkt a . b zweier Strecken a, 
b als Rechteck dargestellt wird; soIl man 2 so1che Produkte a' b, c' d 
addieren, was wir arithmetisch unmittelbar ausfiihren k5nnen, so muB 
man, urn die Summe wieder als Rechteck zu haben, die beiden Rechtecke 
a' b, c' d in Rechtecke mit gleicher Grundlinie verwandeln. 

Das Buch Ii geht sehr viel tie£er, indem es das geometrische Aqui
valent der allgemeinen positiven reellen Zahl einfiihrt; das ist das Ver-

h1iltnis : irgend zweier Strecken a, b, das Euklid Logos (16ro~) nennt. 

1) [Man spricht auch von einem 14. und 15. Buch der "Elemente" (der 
V. Band von Heibergs Ausgabe); diese beiden Bucher stammen jedoch nicht von 
Euklid. Das erste riihrt vielmehr von Hypsikles her, das zweite wird einem 
Damaskios zugeschrieben.] 
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Als wir im vergangenen Semester allgemein von der Irrationalzahl han
delten, habe ich ja schon hierauf hingewiesen1). Das wesentliche Mo
ment an diesen Entwicklungen ist die Definition der Gleichheit zweier Ver-

hiiltnisse ~, ~; diese Definition muB ganz allgemein sein, also insbeson

dere auch fur den Fall gelten, daB : in unserem Sinne eine irrationale 

Zahl ist, d. h. daB - wie Euklid sagt - die Strecken a, b "asymmetroi" , 
d. h. ohne gemeinsames MaB, oder - wie man spiiter ubersetzte - "in
kommensurabel" sind. Euklid geht folgendermaBen vor: Er nimmt 
irgend zwei ganze Zahlen m, n an und vergleicht die beiden Strecken m . a 
und n . b einerseits, m' c und n . d andererseits der GroBe nach; es wird 
jeweils eine der drei Beziehungen: 

m . a ~ n . b bzw. 

bestehen. Gilt alsdann jilr jede Wahl von m und n stets beidemal dasselbe 

Zeichen, so heif3t ~ = ~. Dies entspricht tatsachlich ganz dem beruhm

ten Schnittverfahren, durch welches Dedekind die irrationale Zahl einfiihrt. 
Hieran schlieBt Euklid die Untersuchring, wie man mit sol

chen Gleichungen zwischen Verhiiltnissen rechnet, und entwickelt so 
seine vielgenannte Proportionenlehre, d. i. eine geometrische Theorie 
aller moglichen algebraischen Umformungen der Gleichungen yom Typus 

,a =~. Ubrigens heiBt bei Euklid die Proportien "Analogia", und 
b d --------.---------.----------.-~-.. ----.... -... --..... --... _ .. _--
zwar soil dies Wort besagen: der "Logos" zweier GroBenpaare ist derselbe. 
Sie sehen; wie merkwiirdig weit das Wort heute seine Bedeutung geandert 
hat. Und doch gibt es Steilen in der Mathematik, wo sich noch heute 
seine ursprungliche Bedeutung erhalten hat; man spricht in der Trigono
metrie von den Neperschen Analogien, eben we~ldas gewisse P.!9P.ortio
nen sind. Fr.~ .. ~~ ... ~~? .. ~E ~~ute ~ohl:.?~~_£~_\V~..Ili~!~.n 41~eJg~!lgisJ;Le.. 
Bedeutung dieses Namens. 

Die .. P;op~;i1~0~~;;,leh;e-ist ein charakteristisches Beispiel dafiir, mit 
welcher Ziihigkeit sich die euklidische Tradition im geometrischen Unter
richt erhiilt. Noch heute wird diese Lehre namlich in vielen, ja vielleicht 
in den meisten Schulen als besonderes Kapitel der Geometrie behandelt, ob
wohl sie sachlich ja in unserer modernen Ari thmetik voilkommen enthalten 
ist, unddemgemaB im arithmetischen Unterricht sogar schon zweimal vor
her, erst im Rechnen bei der Regeldetri und dann in den Anfangen des 
Buchstabenrechnens, durchgenommen wird. Warum dann dieselbe Sache 
noch zum dritten Male in besonders geheimnisvoiler, geometrischer Auf
machung erscheinen soIl, ist wahrhaftig nicht einzusehen und muB gewiB 
auch dem Schiller vollkommen unverstandlich bleiben. Der einzige 

1) Siehe Teil I, S.35f. 



Euklids Elemente. 209 

Grund ist eben, daB man immer noch an dem alten euklidischen 
Lehrgang hiingt, obwobl doch der vernunftige Zweck, den Euklid 
mit der Proportionenlehre verband - einen Ersatz fUr die ihm 
fehlende Arithmetik zu schaffen - ffir uns durchaus gegenstandsl06 
geworden ist. 

Diese Kritik der heutigen Bebandlung der Proportionenlehre soll sich 
natiirlich nicht auf die wissenschaftliche Bedeutung des fun/ten B'uches 
Euklids beziehen; die ist vielmehr besonders groB, weil hier zum ersten 
Male - modern zu reden - die Berechtigung des Rcchnens mit irratio
nalen Zahlen auf Grund scharfer Definitionen durchaus einwandfrei dar
getan wird. Hier sieht man so recht, daB die Elemente keineswegs ein 
Schulbuch waren und sind, wie das oft miBversHindlich angenommen 
wurde; vielmehr setzen sie durchaus einen reiferen, rein wissenschaft
lichen Betrachtungen zuganglichen Leser voraus. 

Ich muB hier noch die Tradition erwahnen, daB dieses fUnfte Buch 
nicht von Euklid selbst geschrieben sei, sondern von Eudoxus von Knidos 
(um 350 v. (.hr.) herruhre. Dberhaupt halt man die Elemente nicht 
fUr ein einheitlich aus einem GuB geschriebenes Werk, sondern sie 
sollen aus verschiedenEm aiteren Bestandteilen zusammengeschweiBt 
worden sein. 

Wie sich das auch verhalten mag, auf jeden Fall sind alle be
stimmten Angaben uber die Verfasser usw. mit der groBten Unsicherheit 
behaftet, da an historischen Notizen, die von Euklid oder einem seiner 
Zeitgenossen herriihren, durchaus kein Material vorliegt. 1m vorliegen
den Falle geht die· Tradition auf den Euklidkommentator Proclus 
Diadochus zuriick, der um 450 n. ('hr., also mehr als 700 Jahre nach 
Euklidlebte. Mag die Behauptung von Proc1us aus manchen Grunden auch 
eine gewisse innere Wahrscheinlichkeit besitzen, so wird man sie doch 
als absolut sicheres Zeuguis ebensowenig gelten lassen, als wenn heute 
jemand eine Theorie uber die- Autorschaft eines ums Jahr 1200 ver
faBten Werkes aufstellte. 

Gehen wir nun in der Inhaltsangabe der Elemente weiter, so ent
halt Buch 6 die Lehre von den iihnlichen Figuren, wobei jene Proportionen
lehre das Haupthilfsmittel ist. 

In den Buchern 7,8,9 findet sich die Lehre von den ganzen Zahlen, 
zum Teil in geometrischer Form. Dabei wird ffir die Proportionen 
zwischen ganzen Zahlen, d. h. fUr das Rechnen mit rationalen Bruchen 
eine von den Entwicklungen des 5. Buches vollstandig unabhiingige 
Theorie gegeben. Obwohl die rationalen Bruche einfach eine spezielle 
Art reeHer Zahlen darstellen, wird in keiner Weise' auf die fruhere, 
allgemeinere Theorie Bezug genommen. Man kann sich daher nur 
schwer vorsteHen, daB beide DarsteHungen von demselben Autor 
stammen. Ich mochte aus dem Inhalte dieser Bucher hier nur 2 Sachen 
hervorheben, die noch heute in der Zahlentheorie stets benutzt werden: 

K 1 e in, Elementarmathematik II. 14 
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Die eine ist der euklidische Algorithmus zur Aufsuchung des groBten 
gemeinschaftlichen Teilers zweier ganzer Zahlen a und b, die bei Euklid 
durch Strecken dargestellt werden. In moderner Sprache besteht er 
darin, daB man a durch b dividiert, dann b durch den Rest und so 
nach dem Schema: 

a = m . b + r l , 

b = m1 • r1 + r2 , 

r l = m2 ' r 2 + r 3 , 

fortHihrt, bis notwendig nach endlich vielen Schritten die Division auf
geht; der letzte Rest ist dann der gesuchte Teiler. Zweitens aber findet 
sich bei Euklid bereits der bekannte einfache Nachweis der Existenz un
endlich vieler Primzahlen, den ich schon in der vorigen Vorlesung1) vor
getragen habe. 

1m Buch 10 weiterhin, das in seiner geometrischen Ausdrucksweise 
wohl besonders schwerfallig und schwer verstandlich ist, ist eine geo
metrische Klassifikation der durch Quadratwurzeln. darstellbaren Irrationali
taten enthalten, wie sie spater zu ihrer geometrischen Konstruktion ge
braucht wird. 

Jetzt erst folgen in Buch 11 die Anfange der Stereometrie. Sie sehen, 
Euklid ist kein "Fusionist". Er stellt vielmehr die Stereometrie soweit 
entfernt von der Planimetrie, wie nur irgend moglich, wahrend wir im 
Sinne der mehrfach erwahnten "Fusionsbestrebungen" es heute fUr 
richtig halten, die Raumvorstellung als Ganzes so· friih wie moglich zu 
entwickeln und darum von vornherein den Schiller an dreidimensionale 
Figuren zu gewohnen, statt ihm erst kiinstlich die Beschrankung auf 
die Ebene anzuerziehen. 

1m Buch 12 treten nochmals allgemeine Betrachtungen iiber irrationale 
Grof3en auf, die zur Bestimmung des Volumens der Pyramide und anderer 
Korper notwendig werden. Es handelt sich hier urn eine verhiillte An
wendung des Grenzbegriffes im sogenannten Exhaustionsbeweise, durch 
den Proportionen zwischen irrationalen GraBen streng bewiesen werden. 
Zunachst wird dieses Verfahren iibrigens zu dem Beweis des plani
metrischen Satzes benutzt, daB 2 Kreise sich wie die Quadrate ihrer 
Radien verhalten, und an diesem Beispiele will ich auch mit einem Worte 
den Grundgedanken der Methode auseinandersetzen: Jeder Kreis kann 
durch ein- und umgeschriebene n-Ecke von immer wachsender Seitenzahl 
immer besser angenahert, gewissermaBen "ausgeschopft" werden, der
art, daB sich ihr Inhalt von dem Kreisinhalt beliebig wenig unterscheidet; 
wiirde nun jene Proportion nicht sta:ttfinden, so konnte man leicht einen 
Widerspruch gegen die Tatsache herleiten, daB jedes eingeschriebene 

1) Siehe Teil I, S. 43 f. 
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Polygon kleiner, jedes umgeschriebene aber groBer ist als der Kreis!) 
(vgl. Abb. 125). 

Das 13. Buch endlich bringt die Theorie der reguliiren Korper und 
gip£elt unter Benutzung des im zehnten angesammelten Materials in dem 
Nachweise, daB man aIle diese Korper, d. h. die Langen ihrer Seiten, 
mit Lineal und Zirkel konstruieren kann. Dieser AbschluB entspricht 
dem besonderen Interesse, welches die griechischen Philosophen von 
jeher den regularen Korpern entgegenbrachten. 

Nach diesem aIlgemeinen Inhaltsuberblick wollen wir uns, wie es 
ja unser Vorsatz war, etwas naher mit den Kapiteln des Euklid be
schaftigen, die von den Grundlagen der Geometrie handeln. Das ideale 
Ziel, das Euklid vorschwebt, ist ganz offenbar die 
lilckenlose, rein logische Ableitung aller geometri
schen Siitze aus vorher vollstiindig aujzustellenden 
Priimissen; in der Aufrichtung (oder Ubermitte
lung) dieses Ideals ruht ohne Zweifel der Kern 
der historischen Bedeutung der Elemente. Kei
neswegs aber hat Euklid dieses hohe Ziel wirk
lich erreicht, denn gerade auch in den grund
legenden geometrischen Betrachtungen ist die 
moderne Wissenschaft zu wesentlich tieferer Er Abb. 125. 

kenntnis gelangt und hat Unklarheiten bei ihm aufgedeckt. Trotz
dem - so stark ist die Tradition! - halt man auch heute vielfach, 
besonders in England, Euklids Darstellung fUr das unubertroffene Muster 
einer Grundlegung der Geometrie. Man verwechselt die historische Be
deutung des Werkes mit ihrer absoluten, bleibenden, und es ist nur 
naturlich, \venn ich solcher Oberschatzung der euklidischen Elemente 
gegenuber in der nachfolgenden Kritik besonders die negative Seite, die 
Punkte, wo Euklids Darstellung unseren Anspruchen nicht mehr ge
nugen kann, hervorhebe. 

Eine besondere Schwierigkeit bei jeder solchen Kritik Euklids frei
lich entsteht durch die Unsicherheit des Textes. Manches ist durch den 
schon genannten Proc1us beglaubigt und das ist noch die alteste Quelle; 
die aItesten Kodizes, die wir besitzen, stammen aus dem 9. Jahr
hundert n. Chr., d. h. sie sind gar 1200 Jahre junger als Euklid! Dazu 
weichen diese verschiedenen Kodizes auBerordentlich voneinander ab, 
haufig gerade auch in den· grundlegenden Stucken, auf die es an
kommt. Daneben lauft nun noch die Tradition lateinischer und arabi
scher Ubersetzer und Kommentatoren, bei denen sich - entstanden aus 
dem Bestreben, den Text zu klaren - immer wieder bedeutende Ab
weichungen finden. Die Herstellung eines moglichst verlaBlichen Textes 
der Elemente ist so ein auBerst kompliziertes philologisches Problem, auf 

1) Uber die Beziehungen des Exhaustionsbeweises zur modernen Auffassung 
des Grenzbegriffes vgl. Teil I, S. 225 f. 

14* 
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das in der Tat auch ungeheuer viel Scharfsinn verwandt worden ist. Man 
muB sich nur klar dariiber werden, daB das, was durch so1che philo
logische Arbeit gewonnen werden kann, im besten Falle der wahrschein
lichste Text ist, der aber wohl nicht der wahre Originaltext sein diirfte; denn 
es ist keineswegs notwendig, daB das, was wir aus vielen verschiedenen 
Aussagen als wahrscheinlichsten Rergang entnehmen, mit der Wirklich
keit in allen Punkten iibereinstimmt. Auf der Rohe der heutigen philo
logischen Wissenschaft steht nach allgemeiner Ansicht Reibergs Text, 
und wir Nichtphilologen konnen nichts Besseres tun, als ihn unsern Aus
fiihrungen zugrunde zu legen, wobei wir aber dem Gesagten zufolge nie 
vergessen diirfen, daB er mit dem urspriinglichen Text durchaus nicht 
identisch zu sein braucht. Finden sich also in dem genannten Text 
Mangel und Widerspriiche, so wird man immer noch im Zweifel sein 
mussen, ob man sie Euklid zur Last legen muB oder ob sie sich erst 
durch die Uberlieferung eingeschlichen haben. 

Um nun zur Sache zu kommen, wollen wir zunachst zusehen, wie 
sich in Buch 1 der Elemente die Grundlegung der Geometrie gestaltet. 
Euklid stellt da an die Spitze 3 Gruppen von Satzen, die er 0eOl (detini
(iones) , ah~flam (postulata) , xOlYa£ EYYOtal (communes animi concep
tiones) nennt, was Wir deutsch etwa als Erklarungen, Forderungen und 
Grundsatze wiedergeben konnen; ffir die letzte Gruppe gebraucht man 
jedoch nach Proclus gewohnlich das Wort Axiome, das indessen heutzutage 
bekanntlich eine allgemeinere, die Postulate mifumfassende Bedeutung 
angenommen hat. 

Um zunachst den Inhalt der Erkliirungen zu verstehen, wollen wir 
uns erinnern, wie wir friiher bei der Grundlegung der Geometrie be-· 
gannen. Wir sagten, gewisse Dinge, wie Punkte, Geraden, Ebenen konnen 
wir nicht definieren, sondern miissen sie als jedem Menschen gelaufige 
Grundbegriffe annehmen und nur die Eigenschaften, die wir von ihnen 
benutzen wollen, scharf aussprechen; alsdann konnten wir die Geometrie 
bis hin zum Koordinatensystem x, y, z der analytischen Geometrie auf
bauen. Erst hinterher bildeten wir uns den allgemeinen Kurvenbegriff, 
indem wir x, y, z gleich stetigen Funktionen eines Parameters t setzten. 
Ich habe gelegentlich angedeutet, daB hier noch die wunderbarsten Aus
artungen, wie Kurven, die eine Fliiche vollstandig iiberdecken u. dgl., 
mit inbegriffen sind. 

Euklid hat nicht diese vorsichtige oder resignierende Auffassung. Er 
beginnt mit der "Erklarung"aller moglichen geometrischen Begriffe, wie 
Punkt, Linie, Gerade, Flacke, Ebene, Winkel, Kreis usw. Die erste Er
klarung lautet: Ein Punkt ist, dessen Teil nichts ist. Wir werden das aber 
kaum als eigentliche Definition anerkennen konnen, da ein Punkt doch 
keineswegs durch diese Eigenschaft allein bestimmt ist. Weiter heiBt es 
dann: die Linie ist Lange okne Breite. Rier ist gar die Richtigkeit der 
Aussage zweifelhaft, wenn man den soeben angedeuteten allgemeinen 
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Kurvenbegriff anerkennt, von dem Euklid freilieh noeh niehts wuBte. An 
dritter Stelle wird dann die Gerade als eine Linie erkliirt, die gleichmiif3ig in 
bezug aut ihre Punkte liegt. Der Sinn dieser Aussage ist vollends dunkel 
und man kann sieh alles mogliehe darunter denken. Es konnte heiBen, 
daB die Gerade uberall gleiche Richtung hat, dann miiBte die Richtung 
also jedem Menschen gelaufiger Grundbegriff anerkannt sein. Man konnte 
aber auch daran denken, daB eine Gerade, wenn man sie als starren Stab 
realisiert denkt, bei gewissen Bewegungen des Raumes immer mit sich 
selbst in Deckung bleibt, namlich bei den Drehungen urn sie als Achse 
und den Versehiebungen an ihr entlang. Bei dieser Auffassung der Er
klarung Euklids ware freilich wieder der Begriff der Bewegung voraus
gesetzt, und ob Euklid das tut, das ist eine sehr strittige Frage, auf die 
wir noeh genauer zuriickkommen werden. Jedenfalls ist es nicht ge
lungen, fiir Euklids Definition der Geraden und ebenso auch fiir viele 
seiner weiteren Erklarungen, auf die ich hier im einzelnen nicht mehr 
eingehe, eine eindeutige Interpretation zu finden. 

Wir kommen nun zu den Postulaten, deren sich in der Heibergschen 
Ausgabe 5 angegeben finden. Sie verlangen, daB es moglich sein soIl: 

a) von einem Punkte nach einem anderen eine Gerade zu ziehen; 
b) eine begrenzte Gerade unbegrenzt zu verlangern; 
c) einen Kreis mit gegebenem Mittelpunkt zu beschreiben, der durch 

einen gegebenen Punkt geht. 
Das vierte stelle ich vorlaufig zuruck und nenne sogleich das fiinfte, 

das sog. ParaUelenpostulat: 
d) Wenn 2 Gerade mit einer dritten auf 

derselben Seite innere Winkel bilden, deren 
Summe kleiner als ein flacher Winkel ist, 
so schneiden sie sich bei hinreiehender Ver
langerung auf dieser Seite (vgl. Abb. 126). 

Diese Postulate drueken die Austiihr
barkeit gewisser Konstruktionen oder die 

Abb.126. 

Existenz gewisser geometrischerGebilde aus, wie sie Euklidin seinen spateren 
Betrachtungen tatsachlich benutzt. Aber es gibt noch eine ganze Reihe 
ahnlicher Existenzpostulate in der Geometrie, die aus den genannten 
rein logisch nicht folgen und von denen Euklid doch ebenso Gebrauch 
macht. Ich will nur als ein Beispiel den Satz hervorheben, daB 2 Kreise 
sich schneiden, wenn jeder dUTCh den Mittelpunkt 
des anderen geht (vgl. Abb.127), und konnte noch 
eine Reihe ahnlicher Satze nennen. Wir werden 
danach also das euklidische System der Postulate 
iedenfalls als luckenhaft bezeiehnen mussen. 

Doell nun das vierte Postulat; 
e) AIle' reehten Winkel sind .einander gleich. Abb.127· 
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Es ist viel daruber gestritten worden, wie dieses Postulat zu verstehen 
ist und wie es uberhaupt an seine Stelle kommt; dabei spielt die groBe 
Frage hinein, ob Euklid den Bewegungsbegrijj benutzt oder nicht. Stellt 
man den Begriff der Bewegung der Figuren als starrer Korper konse
quent an die Spitze, wie wir das bei unserem ersten Aufbau der Geometrie 
taten, so ergibt sich (vgl. S. 182) dieses Postulat als notwendige logische 
Folge, und es ware daher - wenn anders Euklid diese Auffassung hat -
hier durchaus unnotig. Nun ist aber in allen diesen grundlegenden Satzen 
Euklids von Bewegungen sonst nicht explizit die Rede, so daB manche 
Erklarerannehmen, dieses vierte Postulat solIe geradezu zur Einjuhrung 
der Bewegungsidee dienen - al1erdings, wie man dann wohl zugeben 
muB, in unvollkommener Form. 

Demgegenuber meinen wohl die meisten Euklidkommentatorcn, 
daB eine der wesentlichen Tendenzen Euklids gerade sei, gemaB gewissen 
philosophischen Erwagungen (vgl. S.188) den Bewegungsbegriff prin
zipiell aus der Geometrie fernzuhalten. Alsdann muBte aber der abstrakte 
Begrijj der Kongruenz an der Spitze stehen - wie bei unserem zweiten 
Aufbau -, und wiederum hatte dieses vierte Postulat als Grundlage jur die 
Lehre von der Kong1'uenz zu gelten. Dabei entsteht freilich die Frage, 
warum nicht auch uber die Kongruenz von Strecken analoge Angaben 
gemacht werden. Was fUr wesentliche Schwierigkeiten aber sowohl der 
einen als der anderen Auffassung in den weiteren Entwicklungen Euklids 
erwachsen, das werden wir sogleich noch sehen. 

Hiernurnoch die Bemerkung, daBkeine derbeiden Deutungen recht er
klart, warum dieser Sa tz gerade un ter den Postulaten (mi t ihrer 0 ben charak
terisierten allgemeinen Tendenz) steht. Das hat Zeuthen zu einem inter
essanten Erklarungsversuch veranlaBt, der freilich nicht ganz uberzeugend 
ist: das Postulat soli aussagen, daB die Verlangerung einer Strecke uber 
einen Punkt hinaus, die nach Postulat b) uberhaupt moglich ist, eindeutig 
bestimmt ist. Naheres mogen Siein Zeuthens Geschichte der Mathematik im 
Altertum und Mittelalter 1) nachlesen. Endlich bleibt naturlich immer der 
A usweg, daB man hier eine Verde1'btheit des T extes annimmt, und das ist auch 
von manchen Seiten geschehen und ja in derTat auch nicht zu widerlegen. 

Ich wende mich endlich zu den Grundsiitzen, deren es bei Heiberg 
wiederum 5 gibt: 

a) Was demselben Dritten gleich ist, ist untereinander gleich; wenn 
a = b, b = c, so ist a = c . 

b) Gleiches um Gleiches vermehrt gibt Gleiches; wenn a = b, c = d, 
so ist a + c = b + d . 

c) Wenn a = b, c.= d, so ist a - c = b - d. 
d) Einander Deckendes ist gleich. 
e) Das Ganze ist groBer als der Teil: 

a> a-b. 
1) a. a. O. S. 123£. 
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Vier der eben genannten Satze sind logischer Natur, und sie sollen 
an dieser Stelle offenbar aussagen,daB die durch sie zum Ausdruck ge
brachten allgemeinen Relationen speziell auch ffir alle in Betracht 
kommenden geometrischen GroBen (Strecken, Winkel, Flacheninhalte 
usw.) gelten. Der vierte Satz bestimmt dann, daB in letzter Linie die 
"Kongruenz" oder das "zur Deckung bringen'" das ffir die Gleichheit 
und Ungleichheit entscheidende. Moment ist - wobei freilich wieder 
die Unklarheit bleibt, ob die Bewegungsidee vorausgesetzt ist oder 
nicht. 

Was nun den Unterschied zwischen Grundsiitzen und Postulaten an
langt, so hat Simon die Formulierung gegeben, daB jene die einfachsten 
T atsachen der Logik, diese die der Raumanschauung betreffen sollen. 
Das ware sehr zutreffend und einleuchtend, wenri es nur gewiB ware, daB 
die im Heibergschen Text gegebene Anordnung genau dem Original 
entsprache. Aber tatsii.chlich finden sich in den Kodizes ganz wesentliche 
Abweichungen in der Anordnung und dem Inhalt der Postulate und 
Axiome, die sich keineswegs jenem Schema fiigen; besonders wird z. B. 
das Parallelenpostulat haufig als 11. Axiom aufgefiihrt. 

Nunmehr wollen wir uns genauer den Anfang des euklidischen Lehr
gebiiudes der Geomet:rie, das auf diesen Erklarungen, Postulaten und 
Axiomen aufgefiihrt wird, ansehen, namlich die ersten 4 Paragraphen, 
die auf die Axiome folgen. Dabei werden wir zugleich iiber Euklids Auf
fassung der Grundlagen, insbesondere auch seine Stellung zum Be
wegungsbegriff interessante Wahrnehmungen machen konnen. 

Die ersten 3 Paragraphen zielen auf die Losung der Aufgabe, eine 
gegebene Strecke AB aut einer anderen Strecke CF von C aus abzutragen. 
Das wird jeder Mensch praktisch ~atiirlich AI-I ------lIB 

durch direkte Dbertragung mittels eines 
Zirkels oder eines Papierstreifens - d. h. CII-----------IIF 

durch Verschiebung eines starren Korpers Abb.128. 
in der Ebene - ausfiihren. Anders Euklid 
in seinen theoretischen Betrachtungen: Er hat ja in seirien Postulaten 
eine Konstruktion, die diesem frei beweglichen Zirkel entspricht, nicht 
vorausgesetzt, sondern sein Postulat c) (vgl. s. 213) gestattet nur, urn 
einen Punkt einen Kreis zu schlagen, wenn ein Punkt der Peripherie be
reits gegeben ist. Nun will er lediglich die in den Postulaten gegebenen 
Moglichkeiten verwenden und muB daher die anscheinend so einfache 
Konstruktion in eine groBere Zahl komplizierterer, 
allerdings hOchst sinnreicher Schri tte zergliedern: 

1. Ober einer gegebenen Strecke AB ein gleich
seitiges Dreieck zu errichten. Nach Postulat c) laBt 
sich um·A ein Kreis mit AB, urn B einer mit BA 
schlagen; daB diese Kreise einen Schnittpunkt C -A:::-f------+:c;

haben, wird freilich, wie schon erwahnt, ohne weitere Abb.129. 
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Erorterung angenommen. Nun folgt ein streng formallogiseher Beweis 
un ter Benu tzung der Grundsa tze dafUr, daB AB C ta tsaehlieh gleichsei tig ist. 

2. Von einem gegebenen Punkte C aus eine Strecke abzutragen, die 
einer gegebenen AB gleich ist (vgl. Abb. 130). N aeh 1. erriehte man iiber AC 
ein gleiehseitiges Dreieek ACD. Dann verlangere man DA iiber A hinaus 
(Postulat b) und sehlage urn A mit AB einen Kreis (Postulat e) bis zum 
Sehnitt B' mit DA; (die Existenz dieses Schnittes freilich wird wieder 

Abb. 130. 

B nieht besonders hervorgehoben). 
Weiter sehlage man urn D mit DB' 
einen Kreis lmd sehneide ihn mit 
der Verlangerung von DC in E; dann 
ist CE = AB. Der Beweis, dessen 
Verlauf man ja sofort iiberbliekt, 
wird zum Schlul3 wieder genau aus
gefiihrt. 

3. Gegeben 2 Strecken AB, CF, 
wobei CF > AB ist; au! CF eine 
Strecke gleich AB von C aus abzu
tragen. N aeh 2. zeiehne man irgend

eine Streeke CE = AB von C aus und sehlage urn C einen Kreis mit 
CE, der CF in G trifft; CG ist die gesuchte Streeke. 

Damit ist die erwahnte Aufgabe ge16st. Euklid laBt nun als Nr. 4 den 
ersten Kongruenzsatz folgen: Stimmen 2 Dreieeke AB C, A' B' C' in 2 Sei ten 
(AB = A' B', AC =A I C') und dem eingesehlossenen Winkel (A =A ') iiber
ein, so stimmen sie in allen Stiieken iiberein. Bei dem Beweise dieses Satzes 
begeht Euklid der vorigen Konstruktion gegeniiber jene rnerkwiirdige In
konsequenz, wegen deren ieh diese ganzen Betraehtungen wiedergebe. Er 
denkt sich das Dreieek A' B'C' so auf ABC gelegt, daB die Seiten A' B', 

Abb. 131. 

A'C' bzw. auf AB, AC und 
der Winkel A auf den Winkel 
A' £a11t. Nun haben wir wohl 
im vorhergehenden das Ab
tragen einer Strecke auf einer 
anderen sehr genau gelernt, 

aber von dem Abtragen eines Winkels war noeh nieht die Rede, 
und noeh viel weniger war je etwas davon gesagt, was bei einem 
so1chen DbertragungsprozeB aus der dritten Seite B' C' wird, ob diese 
denn z. B. iiberhaupt eine Gerade bleibt. Anschaulich ist das ja ganz 
klar, aber das ganze Ziel Euklids ist ja immer die logische Vo11-
standigkeit der Deduktion. Trotzdern schlieBt er nun hier ohne irgend
we1che nahere AusfUhrungen, daB auch B' C' beim geschilderten Aufein
anderlegen in eine Gerade iibergehen muB, die dann freilieh notwendig 
mit BC zur Deckung kornmt. Das heiBt aber nichts, als durchaus die 
Existenz von Bewegungen, we1che Gestalt und Abmessungen der geo-
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metrischen Figuren nicht iindern, voraussetzen so wie wir das bei 
unserem ersten Aufbau der Geometrie taten; dabei ist es dann allerdings 
selbstversUindlich (vgl. S. 189), daB sich der erste Kongruenzsatz be
weisen HiBt. 

So wiirde also dieser Beweis Euklids ganz daftir sprechen, daB er 
Anhanger der Bewegungsidee ist. Aber dann bleibt die Frage, warum in 
den Grundlagen gar nicht die Rede davon ist, und vor allem ware als
dann seine kunstvolle Losung der Aufgaben 2 und 3 durchaus zwecklos, 
da sie sich bei Verwendung des Bewegungsbegriffes mit einem Worte er
ledigen lassen. Betrachten wir aber andererseits die Nr. 4 als ein spiiteres 
Einschiebsel, so bleibt doch die Frage offen, wie sich Euklid zum ersten 
Kongruenzsatz gestellt hat, und damit bleibt eine wesentliche Lucke in 
seinen Entwicklungen; denn ohne Bewegungsbegriff kann man diesen Sa tz 
unmaglich beweisen, und man muB ihn, wie in unserem zweiten Aufbau 
der Geometrie (S. 189), unter die Axiome aufnehmen. Wir kannen jeden
falls diese Erarterungen abschlieBend nur sagen, dafJ sich gerade in 
den ersten Siitzen des ersten Buches der Elemente so viele innere Schwierig
keiten erheben, dafJ von einem Erreichen des Ideates, so wie wir es vorhin 
hinstellten, durchaus nicht die Rede sein kann. 

Wesentlich schwerer aber als alle Giese Lucken und Unklarheiten 
wiegt ein anderer Einwand, den man gegen Euklids Darstellung der Grund
lagen machen muB, wenn man ihn an seinem eigenen Ideal miBt und sich 
dabei unsere heutigen Kenntnisse vorhalt. Euklid hat namlich, urn es 
zunachst in der uns gelaufigen analytischen Sprache zu sagen, bei seinen 
geometrischen GraBen (Strecken, Winkel, Flaehen usw.) nienials ein 
V orzeichen, sondern er behandelt sie samtlieh stets als absolute GroBen; 
er treibt gewissermaBen eine analytische Geometrie, in der die Koordi
naten und sonstigen GraBen nur nach ihrem Absolutwerte eingehen. Die 
Folge davon ist, daB er nicht zur Aufstellung all
gemeingiiltiger Satze gelangen kann, sondern stets 
Fallunterscheidungen mitnehmen muB,je nachdem 
im konkreten Falle die Stucke in der Figur so 
oder anders liegen. Urn ein einfaehes Beispiel zu 
nennen, so gilt in unserer modernen Formelsprache 

~ c 
Abb. 132 

der sogenannte erweiterte pythagoreische Lehrsatz (vgl. Abb. 132): 

c2 = a2 + b2 - 2abcosl' 

allgemein fiir spitz- und stumpfwinklige Dreiecke, da wir cos I'sinngemaB 
als positive oder negative GraBe auffassen: Euklid aber kennt nur den 
Absolutwert Icos 1'1, und er muBte daher in beiden Fallen 2 verschiedene 
Formeln: 

c2 = a2 + b2 - 2 a b I cos I' lund c2 = a2 + b2 + 2 a b I cos 1'1 
unterscheiden. Naturlich werden diese Fallunterscheidungen urn so 
komplizierter und uniibersichtlicher, je weiter man geht. 
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Man kann den Mangel, von dem bier die Rede ist, natiirlich auch 
ganz rein geometrisch formulieren. Dem Unterscbied der Vorzeichen in 
der analytischen Darstellung entspricht in der reinen Geometrie ein 
Unterschied in der Anordn1~ng von dem Typus, ob ein Punkt C zwischen A 
und B oder auBerhalb der Strecke AB liegt. Man wird.,nun erst dann ein 
vollsHindiges logisches Gebaude der Geometrie auffiihren konnen, wenn 
man die Grundtatsachen dieser Lagenbeziehung, die sogenannten "Axiome 
des Zwischen", ausdriicklich formuliert, wie wir ja sowohl bei unserem 
ersten als auch zweiten Aufbau def Geometrie betont haben. UnterHiBt 
man dies aber, wie Euklid, so wird das Ideal der rein logischen Behert .. 
schung der Geometrie nicht erreicht, und man muB immer wieder zur 
Priifung der Lageverhaltnisse auf die Figur zuriickgreifen. Unser Einwand 
gegenEuklid ist also, kurz gesagt, der, dafJ er keine Zwischenaxiome hat. 

Nun ist tatsachlich die Einsicht, daB man bestimmte Voraussetzungen 
iiber das "Zwischen" formulieren miisse, mit anderen Worten, daB man 
die elementargeometrischen GroBen nach gewissen Verabredungen mit 
Vorzeichen behaften miisse, verhaltnismafiig noch recht neuen Datums; 
ich hatte ja am Anfang dieser Vorlesung (S.17), als wir uns ausfUhrlich 
damit beschaftigten, berichtet, daB wir die erste konsequente Durch .. 
fiihrung der Vorzeichenregeln ip Mobil~S' "Baryzentrischem Kalkul" von 
1827 finden. Weiter ist in diesem Zusammenhang eine Stelle aus einem 
Briefe von GaufJ an W. Bolyai vom 6. Miirz 1832 bistorisch interessant, 
die freilich erst 1900'bei der Veroffentlichung in Bd. VIn der Werkel) 
bekannt wurde und die lautet: "Bei einer vollstandigen DurchfUhrung 
miissen soIche Worte wie "zwischen" auch erst auf klare Begriffe ge .. 
bracht werden, was sehr gut angeht, was ich aber nirgends geleistet finde." 

Die erste genauere geometrische Formulierung 
dieser "Zwischenaxiome" gab M. Pasch 1882 in seinen 
" V orlesungen ilber neuere Geometrie' '2). Vor allem tri tt 
hier zum ersten Male der iibrigens friiher bei unserem 
ersten Aufbau der Geometrie (S, 178) ausdriicklich 
genannte und benutzte charakteristische Satz auf: 

Abb. 133. Trillt eine Gerade eine Seite eines Dreiecks, so trillt 
sie gewifJ auch cine der beiden anderen (vgl. Abb. 133). 

Man dad die Bedeutung dieser Zwischenaxiome nicht unterschatzen; 
sie sind eben so wichtig wie alle anderen Axiome, wenn man die Geo .. 
metrie wirklich als logische Wissenschaft aufbauen will, die zur Ab .. 
wicklung ihrer Schliisse nach Aufstellung der Axiome nicht mehr not .. 
wendig der Bezugnahme auf Anschauung und Figuren bedad (so an .. 
regend und fUr die Forschung forderlich diese Bezugnahme selbstverstand .. 
lich auch stets bleiben wird). Euklid, der diese Axiome nicht hat, muB 
immer noch mit Fallunterscheidungen an der Hand der Figuren operieren, 
und da er andererseits auf das richtige geometrische Zeichnen so wenig 

1) S.222. 2) Leipzig 1882. [2. AufL 1912.] 
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Gewicht legt, so liegt die Gefahr nahe, daB ein Schiller des Euklid an der 
Hand falschgezeichneter Figuren auch einmal zu falschen Satzen kommt. 
So entstehen die zahlreichen sogenannten geometrischen Sophismen, das 
sind sonst formell korrekte Beweise fUr falsche Satze, die nur auf schlecht 
gezeichneten, d. h. gegen die Zwischenaxiome verstoBenden Figuren be
ruhen. Ich teile gem ein Beispiel mit, das gewiB manchem von Ihnen 
bekannt ist, den Beweis, dafJ jedes Dreieck fi 

gl,,,hsd<enklig ;'t. ~r ~ 
Man zieht da zunachst die Hal- ~ 

bierende des Winkels A und die Senk-
rechte im Mittelpunkt D der Seite BC. 
Waren beide parallel, so stiinde die B 0 (! 

Winkelhalbierende auf BC senkrecht, Abb. 134. 

und das Dreieck ware bekanntlich 
gleichschenklig, wie sofort zu zeigen. Wir k6nnen also annehmen, daB 
jene beiden Geraden sich schneiden, und wir unterscheiden 2 Fiille, je 
nachdem der Scbnitt a innerhalb oder auBerhalb des Dreiecks liegt; in 
jedem Fane ziehen wir a E und a F senkrecht auf AC und AB und ver
binden a mit B und C. 

1m ersten Falle (vgl. Abb. 134) sind die horizontal scbraffierten 
Dreiecke A a Fund A a E kongruent, da sie in der Seite A a, den Winkeln 
bei A und den rechten Winkeln iibereinstimmen; also ist : 

AF = AE. 

Ebenso sind die vertikaJ schraffierten Dreiecke ac D, a B D kongruent, 
da in ihnen die Seiten aD und'DC = DB sowie die rechten Winkel iiber
einstimmen. Also ist ac = a B, und hieraus schlie Ben wir weiter, da nach 
der ersten Kongruenz aucb a E = a Fist, auf die 11 

Kongruenz der nicht scbraffierten Dreiecke aCE 
und aBF,' daber ist: 

FB=EC, 
und die Addition zur vorhin gewonnenen Glei
chung ergibt ti\.tsachlich AC = AB . 

Liegt a zweitens auBerhalb (vgl. Abb.135), so 
schlie Ben wir genau ebenso auf die Kongruenz der 
3 Paare entsprechender Dreiecke und finden insbe
sondere: AF= AE, FB =EC. 

Abb, 135. 

Durcb Subtraktion folgt hieraus, wie die Figur zeigt, wieder AB = AC, 
d. h. die Gleichschenkligkeit ware in jedem FaJle erwiesen. 

Was an diesem Beweise falsch ist, ist tat~achlich nur die Figur. 
Einmal kann namlich a niemals innerhalb des Dreiecks liegen, und dann 
kann nie die im zweiten Falle gezeichnete Lage stattbaben, sondern es 
muB stets einer der beiden Lotfu.fJpu.nkle E, F innerhalb, der andere aufJer-
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halb der ihn tragenden Dreieekseite liegen, wie das in Abb. 136 ge
zeiehnet ist. Tatsaehlieh ist also etwa: 

AB=AF-BF, 
AC = AE +CE = AF + BF, 

und wir diirfen keineswegs auf Gleichheit sehlieBen. 
Damit ist das Sophisma vollstandig aufgeklart, und in ganz ahn

lieher Weise erledigen sich die vielen sonst bekannten Seheinbeweise; 
stets werden ungenaue Figuren mit verkehrter Anordnung der Punkte 
und Geraden der Argumentation zugrunde gelegt. 

Rabe ieh so wesentliehe Mangel an Euklids Darstellung kritisiert, 
so will ieh andererseits auch eine ihrer groBten Feinheiten hervor

o 
Abb. 136. 

heben, iiber die freilieh jene friiher gekennzeieh
neten begeisterten Anhanger Euklids meist eben
so hinweggleiten wie iiber die Fehler. Ieh be
riehtete bereits. daB im fiinften Bueh das Ver
hiiltnis (Logos) irgend zweier geometrisehen GroBen 
a, b betraehtet wird, welches das Aquivalent des 
allgemeinen Zahlbegriffes gibt. Nun setzt aber 
Euklid hierbei ausdriieklieh fest, daB er von einem 
Verhaltnis zweier gleichartiger geometriseher 
GroBen a, b nur untey einer gewissen Bedingung 

spreehen will: wenn niimlich zwei ganze Zahlen m und n derart sich be
stimmen lassen, dajJ ma > b und a < nb wird; seine Worte sind: "Ein 
Verhiiltnis haben GrojJen, die verviel/iiltigt einander iibertrellen kOnnen." 
Diese Forderung nennt man heutzutage archimedisches Axiom, ein 
Name, der freilich durchaus unhistoriseh ist, da eben Euklid lange 
vor Archimedes und wahrseheinlich sogar noeh friiher Eudoxus dieses 
Axiom besaB. Reute findet auch die Bezeichnung "Axiom des Eudoxus" 
immer weitere Verbreitung. 

Die!:tes arehimedisehe Axiom spielt als eines der wiehtigsten Stetig
keitspostulate in den modernen Untersuchungen iiber die Grundlagen 
der Geometrie wie der Arithmetik eine groBe Rolle, und demgemaB 
haben wir es auch in unseren eigenen Entwieklungen bereits wieder
holt beriihrt. Insbesondere stimmt - wie Sie sofort erkennen - bei 
unserem erst en Aufbau der Geometrie das Postulat, daB die dureh Itera
tion einer Translation aus A entstehenden Punkte jeden Punkt einer 
Halbgeraden einsehlieI3en (S. 175), saehlieh durehaus mit dem arehi
medischen Axiom iiberein. Wir haben aber aueh schon im ersten Teil des 
vorliegenden Werkes1) ausfiihrlieh von diesem Axiom gesproehen. Da 
nannten wir eine GroBe a, die naeh Multiplikation mit jeder endliehen 
Zahl n immer noeh kleiner als b blieb, aktual unendlich klein in bezug auf b 
oder umgekehrt b aktual unendlich grojJ in bezug aul a. Was Euklid durch 

1) Vgl. Teil I, S. 235. 
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seine Forderung ausschlieJ3t, sind also Systeme geometrischer GroBen, die 
aktual unendlich kleine oder groJ3e Elemente enthalten, und in der Tat 
ist es notwendig, so1che Systeme auszuschlieJ3en, wenn man die Lehre 
von den Proportionen, die ja schlieJ3lich, wie oft betont, nichts als eine 
andere Form der modernen Theorie der lrrationalzahlen ist, begriinden 
wilL Euklid (oder wohl schon Eudoxus) macht also hier - das ist das 
Bewunderung~werte - im Grunde nichts anderes, als was man in den 
modernen Untersuchungen des Zahlbegriffes tut, und er macht es sogar 
mit genau denselben Hilfsmitteln. 

Wir werden die Tragweite des hier in Rede stehenden Axioms am 
besten erkennen, wenn wir uns ein ganz konkretes, ihm nicht genugendes 
System geometrischer Gro(Jen einmal vor Augen fiihren, das besonders auch 
darum interessant ist, weil es bereits im Altertum und Mittelalter wohl 

Abb. 137. Abb. 138. 

bekannt und vielfach umstritten war. lch meine hier die sogenannten horn· 
formigen Winkel, das sind Winkel zUJischen Kurven in einer gewissen all· 
gemeinen Auffassung. Wenn wii heute von Winkeln reden, so denken wir 
stets an Winkel zwischen geraden Linien, und insbesondere verstehen wir 
unter dem Winkel zweier Kurven nichts als den Winkel ihrer Tangenten 
(Abb. 137); der Winkel einer Kurve, z. B. eines Kreises mit seiner eigenen 
Tangente, ist dann stets Null. Solcherweise bilden alle Winkel bekannt· 
lich ein gewohnliches "archimedisches" GroJ3ensystem, auf das man die 
euklidische Verhaltnislehre anwenden kann, das also mit anderen Worten 
durch die einfache Reihe der reellen Zahlen gemessen wird. 

1m Gegensatz dazu versteht man (vgl. Abb. 138) unter dem horn· 
jormigen Winkel zweier Kurven das von den Kurven selbst in der Nahe 
ihres Schnittes (oder BerUhrungspunktes) eingeschlossene Flachenstuck, 
und wir wollen nun sehen, wie diese Definition zu einem nichtarchi· 
medischen, d. h. ienem Axiom nicht genugenden Gro(Jenbegriff AnlaJ3 gibt. 
Wir wollen uns dabei auf Winkel beschranken, deren einer Schenkel eine 
jeste Gerade (die x·Achse) ist, und deren Scheitel im Nullpunkt 0 liegt; der 
andere Schenkel ist ein Kreis (oder unter Umstanden auch eine Gerade), 
der in 0 die x-Achse schneidet oder beriihrt (Abb. 139). Man wird dann 
ganz naturgemaJ3 denjenigen von 2 hornformigen Winkeln den kleineren 
nennen, dessen freier Schenkel beim Zuschreiten auf 0 schlie(Jlich unterhalb 
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des Schenkels des anderen bleibt, d. h. der dabei schlieBlich das schmalere 
Flachenstuck begrenzt. Danach wird z. B. der Winkel eines beruhrenden 
Kreises stets kleiner sein als der eines schneidenden Kreises oder einer 
Geraden, und von 2 berUhrenden Kreisen wird der mit grofJerem Radius 
den kleineren Winkel bilden, da' er unterhalb des anderen verlauft. 
Es ist klar, daB solcherweise fUr je 2 unserer homformigen Winkel 
bestimmt ist, welcher von ihnen der kleinere und welcher der 
groBere ist, die Gesamtheit der hornformigen Winkel ist, wie man heute 

in der Mengenlehresagt, nach ihrer 
GroBe "einfach geordnet" - genau 
wie es auch ja die Gesamtheit der ge

___ -=::~~~:::::...---'---.:c~ wohnlichen reellen Zahlen ist. 

Abb.139. 

Urn nun aber den charakteristi
schen Unterschied zwischen dies en 
beiden Mengen zu erkennen, mussen 
wir Genaueres iiber die M essung 
der hornformigen Winkel festsetzen. 

Das erste ist, daB wir den Winkel einer Geraden durch 0 im gewohn
lichen WinkelmafJe messen; dann ist jeder Winkel a eines die x-Achse 
berUhrenden Kreises nach der Definition kleiner als jeder noch so 
kleine, von Null verschiedene geradlinige Winkel, und das bereits kann 
im gewohnlichen Zahlenkontinuum fiir ein von Null verschiedenes a 
nicht vorkommen und charakterisiert a als "aktual unendlich klein." 

Urn das im Zusammenhange mit dem archimedlschen Axiom zu 
verfolgen, inussen wir zunachst noch auch fUr diese krummlinigen Winkel 
die Multiplikation mit einer ganzen Zahl definieren. Betrachten wir zu
nachst einen in 0 beriihrenden Kreis vom Radius R, so liegt es nahe, 

• b 

Abb. 140. 

dem beruhrenden Kreise mit dem 

Radius ~ den n-fachen Winkel zuzu-
n 

schreiben; tatsachlich fiigt sich das der 
obigen Defini tion insofem ein, als nach 
ihr die Winkel der berUhrenden Kreise 

. d Rdi R R R . mIt en a en , -, -, ... Immer 
2 3 

groBer werden. Es entstehen so durch 
Multiplikation mit einer ganzen Zahl aus dem Winkel a eines beruhrenden 
Kreises stets wieder Winkel beruhrender Kreise, und aIle Vielfachen na blei
ben unserer Defini ti on zufolge notwendig kleiner als etwa derWinkel b einer 
festen schneidenden Geraden - wie groB man auch n nimmt (vgl. Abb.140). 
Also ist das archimedische Axiom tatsiichlich nicht befriedigt .. die Winkel der 
beriihrenden Kreise sind demgemaB als aktual unendlich klein gegeniiber 
dem Winkel einer schneidenden Geraden aufzufassen. Was die all
gemeine Addition zweier solcher Winkel anlangt, so wird man sie gemaB 
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der gegebenen Definition der Multiplikation mit ganzen Zahlen so voll
ziehen, daB man die reziproken Werte der Radien addiert, die iiberhaupt 
alsMaBzahlen der aktual unendlich kleinen Winkel dienen werden. 

Raben wir nun einen beliebigenKreis durchO (vgl. Abb.141); so konnen 
wir seinen Winkel als Summe des Winkels seiner Tangente gegen die 
x-Achse (im gewohnlichen Sinne gemessen) und seines eigenen aktual un
endlich kleinen Winkels gegen die tangente im soeben definierten Sinne 
auffassen, man kann dann Addition und Multiplikation auf die einzelnen 
Summanden werfen und hat so das Operieren mit homformigen Winkeln 
vollstandig begriindet. In diesem Ge
biete gilt aber das archimedische Axiom 
nicht; und man kann es daher nicht 
mit "Logoi" oder gewohnlichen reellen 
Zahlen behandeln. Vermutlich war das 
Euklid bzw. Eudoxus wohlbekannt, und 
er schloB vollig bewuBt so1che GroBen
systeme durch sein Axiom aus. Abb. 141. 

Mit modemen Hilfsmitteln kann man das Gebiet dieser. hom
fOrmigen Winkel wesentlich ausdehnen, wobei sich die Definitionen noch 
erweitem und zugleich vereinfachen, wenn man namlich aile analytischen 
Kurven durch 0 in Betracht zieht. Jede so1che Kurve wird durch eine 
Potenzreihe dargestell t : 

Yl = £xlx + Pl X2 + yl x3 + ... , Y2 = £x2 x + P2 X2 + Y2 X3 + .... 
Wir werden nun sagen, daB der Winkel der K urve 1 gegen die x-Achse groBer 
oder kleiner ist als der von 2, je nachdem £Xl> £X 2 oder £Xl <£x2 ; ist aber 
£Xl = ~2' so lassen wir in erster Linie Pl :z P2, wenn aber auch Pl = P2' so 
Yl ~ Y2 entscheiden usw. Es ist klar, daB wir so die Winkel aller analytischen 
Kurven in eine bestimmte einfach geordnete Reihe gebracht haben, in der 
offenbar auch die Kreise in der oben definierten Anordnung enthalten sind. 

Nun wird man einfach als das n-fache des Winkels der Kurve 1 
gegen die x-Achse den Winkel der durch die mit n multiplizierte 
Reihenentwicklung n· Yl = n £Xl x + n Pl x2 + . .. gegebenen Kurve be
zeichnen konnen; vorhin muEten wir ~ine kompliziertere Operation an
wenden, urn nicht aus dem Gebiet der Kreise herauszukommen, namlich 
den beriihrenden Kreis mit dem Radius R, dessen Reihenentwicklung: 

x2 X4 

Y=2R+ 8R3 + ... 
ist, durch denjenigen mit dem Radius !i 

n 
X2 X4 

Y = n 2R + n3 8R3 + ... 
ersetzen, was nur im ersten Glied der Reihenentwicklung wirklich Multi
plikation mit n darstellt. Aber auch nach der neuen einfacheren Definition 
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haben wir wiederum ein niehtarehimedisehes GroBensystem: Eine 
Kurve, deren Entwieklung erst m itx2 beginnt ((X2 = 0), wird naeh Multi
plikation mit noeh so groBem n stets einen kleineren Winkel bilden als 
eine mit nieht versehwindendem (Xl' Wir haben hier im Grunde nur das 
in etwas ansehaulieherer Form wiederholt, was wir schon in Band II) 
gemaeht hatten. In der Potenzentwieklung: 

y = (XX+ fJx2 + yx3 + ... 
spielen bei dieser Deutung die sukzessiven Potenzen x, X2, x3 , ••• einfaeh 
die Rolle aktual unendlieh kleiner GroBen von versehiedener, immer an
steigender Ordnung. 

Es ist nun interessant, daB man die Folge der hornfOrmigen Winkel 
noeh weiterhin verdiehten kann, indem man gewisse nichtanalytische 
Kurven hinzunimmt; nur diirfen sie, urn eine GroBenvergleichung zu 
gestatten, nieht unendlieh oft oszillieren oder, genauer gesagt, keine ana
lytisehe Kurve unendlieh oft sehneiden. Es mag geniigen, wenn ieh hier 

1 

aIs einziges Beispiel die Kurve y = e -X" hervorhebe; sie hat bekanntlieh 
die Eigensehaft, daB alle ihre Differentialquotienten bei x = 0 versehwin
den (so daB sie daselbst iiberhaupt in keine Potenzreihe entwiekelbar ist), 
und daherverlauftsie sehliel3lieh unterhalbjederanalytisehen Kurve. Trotz
dem wir also vorhin schon eine iiberaus diebte Folge hornformiger Winkel 
hatten, haben wir einen neUen hornjormigen Winkel, der mitsamt seinen 
endlichen Vieljachen kleiner ist als ieder Winkel einer analytischen Kurve! 

Wir wollen damit diese Betraehtungen und iiberhaupt unser Stu
dium des Euklid absehlieBen; ieh fasse nur noeh zum SehluB das fJrteil 
uber Euklids Elemente, das wir in allen diesen Erorterungen gewonnen 
haben, in einige Satze zusammen: 

1. Die grof3e historische Bedeutung von Euklids Elementen besteht 
darin, daB dureh sie das I deal einer luckenlos logischen Behandlung der 
Geometrie den kommenden Zeiten iiberliefert wurde. 

2. Was die Ausjuhrung angeht, so ist vieles sehr jein gemaeht, vieles 
andere aber bleibt prinzipiell durchaus hinter unserem heutigen Standpunkte 
zuruck. 

3· Zahlreiehe Einzelheiten wichtiger Art, namentlieh am Anfange 
des ersten Buehes, bleiben wegen Unsieherheiten des Textes zweijelhajt. 

4. Die ganze Entwieklung erseheint haufig unnotig schwerjdllig, da 
Euklid keine jertige Arithmetik zur Hand hat. 

5. Uberhaupt ersehwert die einseitige Betonung des Logischen das 
Verstandnis des Gesamtinhaltes und seines inneren Zusammenhanges. 

Un sere eigene Stellungnahme zur Grundlegung der Geome
trie will ieh weiterhin noeh eharakterisieren, indem ieh zwei 

1) Teil I. S. 235 f., wo jene GraBen verschiedener Ordnung 1}, 1;, ... heWen. 
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Auffassungen, die bereits an verschiedenen Stellen zur Geltung kamen, 
hier noch einmal zusammenstelle. 

Die eine kntipft an die Tatsache an, daB wir auf ganzlieh 
verschiedenen Wegen die Geometrie aufbauen konnten. Zwei davon 
haben Wir ausfiihrlicher betrachtet. Der eine Aufbau stellte den Begriff 
der Bewegungsgruppe und speziell der Translationsgruppe voran, der 
andere begann mit den Kongruenzaxiomen und schob den Parallelismus 
an sehr viel spatere Stelle. Diese Gegentiberstellung HiBt die Freiheit, die 
wir in der axiomatischen Fundamentierung der Geometrie haben, so 
reeht hervortreten. Dnd eben darauf sei hier nochmals ganz besonders der 
Ton gelegt angesichts unduldsamer AuBerungen, denen man in dieser 
Frage vielfach begegnet und die darauf abzielen, den einen oder anderen 
dem Geschmack des Autors besonders zusagenden Grundbegriff als den 
absolut einfachsten und allein zur Fundierung der Geometrie verwend
baren in Anspruch zu nehmen. Tatsachlich ist doch die Quelle aller geo
metrischen Grundbegriffe und Axiome die naive geometrische Ansehau
ung. Aus ihr schopfen wir die Daten, die wir in geeigneter Idealisierung 
der logischen Behandlung zugrunde legen. We1che Auswahl aber dabei 
zu treffen ist, dartiber kann es eine absolute Entseheidung nicht geben, 
und die hier Platzgreifende Freiheit findet nureine Schranke in der einen 
Forderung, daB das System der Axiome seinen Zweck auch wirklieh er
flillt, d. h. daB es den Aufbau der Geometrie lliekenlos gewahrleistet. 

Eine weitere Anmerkung betrifft unsere Stellungnahme zur ana
lytischen Geometrie und unsere Kritik an gewissen Traditionen von 
Euklid her, die dem Stande der mathematischen Wissensehaft langst nicht 
mehr angepaBt sind und die darum aueh der Schulunterricht endlieh 
aufgeben sollte. Bei Euklid ist die Geometrie vermoge ihrer Axiome die 
strenge Grundlage der allgemeinen Arithmetik, die aueh das Irrationale 
umfaBt. In dieser Rorigkeitsstellung zur Geometrie ist die Arithmetik 
bis ins 19. Jahrhundert verblieben, aber seitdem 1st eine vollige Wa.ndlung 
eingetreten. Reute hat gerade die Arithmetik als eigentliehe Grund
disziplin die Vorherrschaft erlangt. Dnd das ist ein Faktum, dem bei dem 
Aufbau der wissenschaftlichen Geometrie Rechnung getragen werden 
sollte, d. h. die Geometrie sollte an die Ergebnisse der Arithmetik an
kntipfen. In diesem Sinne will die Stellung zur analytisehen Geometrie 
gewlirdigt sein, die wir bei unserer Grundlegung annehmen, wie wir uns 
denn tiberhaupt grundsatzlieh der Rilfsmittel der Analysis bei der Be
handlung der Geometrie bedient haben. 

Wir wollen dami t die Erorterungen uber die Theori.en der reinen 
Geometrie beenden, die Ihnen hoffentlieh den erwtinsehten Dberblick 
tiber dies ganze Gebiet verschafft baben, soweit es zu den Bedtirfnissen 
der Schule nur irgend Bezug hat. Dnd nun wollen wir zum SehluJ3, 
wie ich es ja schon anktindigte, im Zusammenhange noch ein wenig von 
dem geometrisehen Dnterricht handeln. 

K 1 e in, Elementannathematik II. 15 



Schlu13kapitel. 

Einiges fiber den U nterricht in der 
Geometrie. 

Hierbei wird die Darstellung naturgemaB einen wesentlich histo
rischen Charakter erhalten, viel mehr noch als bei den entsprechenden 
Er5rterungen im ersten Bande; denn die Geometrie kann ent
sprechend ihrem ehrwtirdigen Alter als Wissenschaft auch auf eine so 
alte Tradition als Unterrichtsfach zurtickblicken, wie keine der frtiher 
besprochenen Disziplinen. 1st diese Tradition nach der einen Seite hin 
ein Vorzug, so birgt sie doch in anderer Hinsicht schwere Gefahren. 
In der Tat krankt der geometrische Unterricht heute geradezu an der Last 
der Oberliejerung, denn in ihn haben sich viele nicht mehr lebens
fuhige "Beslandfelfe"~jetzfso-lesf . eirigenlster;"daJr-sle""schwer zu be: 
sei tlgen-slndull<fsogardas"lIerankommen neuer. gesunCiei Gebretea:U£ 
jede Weise erschweren. .... _ ..... ~-.- ""-"~----~ 

" Wolleriwir die "hentige Gestaltung 1) des geometrischen Unterrichts 
verstehen, so mtissen wir auf die Zeit des Wiedererwachens wissen
schaftlicher Betatigung, die Renaissance, im weitesten Sinne gefaBt 
(von 1200 an), zurtickgehen. Damals war es selbstverstandlich, daB 
man an die Alten ankntipfte und besonders die Elemente des Euklid als 
Einleitung in die Geometrie studierte. Dazu nahm man noch die son
stigen Bestandteile der Geometrie der Alten, die man besaB, also in erster 
Linie die Berechnung von :JT, durch Archimedes, die Kegelschnittlehre des 
Apollonius, _~ndlic~ da~ Interesse an den Konstruktionen mit Zirkel 
und Lineal, das auf die Platonische Schule zurtickgeht. Dieser geo
metr[s~e-StofT·ist nattirlich auBerst einseitig g~wiihlt; "nicht nur die 
Pflege der ,Anwendungen, sondern auch die Ausbildung der Raum
anschauung ist ganz zurtickgedrangt und ausschlieBlich die abstrakt 
logische Seite geometrischer Deduktion berticksichtigt. Nun ist aber das 
Merkwtirdige, daB nicht nur der Forscher, der Gelehrte so Geometrie 
trieb, sondern daB sich die Ansicht bildete, Euklids Elemente seien ein 
fUr den ersten Unterricht geeignetes Schulbuch! Mag diese Verwechs-

1) Erganzungen zu der folgenden bereits 1908 geschriebenen Darstellung 
bringt der Zusatz 2 am Ende des vorliegenden Buches. 
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lung damals auch nahe gelegen haben, da man nichts anderes als den 
Euklid hatte, Euklids eigner Meinung entspricht sie sicher nicht, denn 
die Elemente sind - das kann man nicht oft genug betonen - aus 
UniversWi.tsvorlesungen hervorgegangen und sind nichts weniger als 
ein Lehrbuch fUr zehnjahrige Knaben. Und doch hat dieses MiBverstand
nis bis zur heutigen Zeit wesentlich nachgewirkt, wie wir nochviel
fach sehen werden. 

Fragen wir uns zunachst einmal, was fUr Anjorderungen heute an 
einen gesunden geometrischen Schulunterricht zu stellen sind. Jeder
mann gibt gewiB zu, daB da 

1. die psychologischen Gesichtspunkte wesentlich maBgebend sein 
mussen. Der Unterricht kann nicht nur yom Stoff abhangen, sondern 
es kommt vor allem auch auf das Subjekt an, das man zu unterrichten 
hat; man wird ein und dieselbe Sache einem sechsjahrigen Knaben 
anders darstellen als einem zehnjahrigen, und diesem wiederum anders 
3ls einem gereiften Manne. Insbesondere auf die Geometrie angewandt, 
heiBt das: man wird aUf der Schule stets zuerst an die lebhalte konkrete 
Anschau~tng anknupfen mussen und erst allmiihlich logische Elemente 
in den Vordergrund bringen konnen; ub~!:..haupt_~rd sich die genetische 
~ ethode allein als bere~hti~~erweisen; die den Sch~!~ la~g~~~i~~ die 
Dinge hineinwachsen laBt. 
-- 2. Wasdle-Auswahrdes Stojles anlangt, so werden wir aus dem Ge
samtgebiet der reinen und angewandten Geometrie solche Stucke heraus
zunehmen suchen, die dem Zweck der Geometrie im Rahmen des ge
samten Unterrichts zu entsprechen scheinen, ohne uns dabei von histo
rischen Zufilligkeiten beeinflussen zu lassen. Es ist nicht unnotig, all
gemeine Forderungen dieser Art immer wieder aufzustellen; denn wenn 
sie auch jeder theoretisch zuzugeben geneigt ist, werden sie doch oft 
genug in der Praxis nicht befolgt. 

). Hinsichtlich des allgemeinen Unterrichtszweckes kann ich hier 
auf die feineren N uancierungen zwischen den einzelnen Schularten 
nicht eingehen. Es genuge zu betonen, daB er auBerordentlich von der 
jeweiligen Kulturrichtung der Zeitepoche abhii.ngt; und wir reden gewiB 
keinem flachen Utilitarismus das Wort, wenn wir als Zweck dermodernen 
Schule bezeichnen, weite Kreise moralisch und geistig tuchtig zu machen 
iiii!J1,tWJ!~~n.g:~rLj,~1:_}m _1JLii~iii1i~~xaktische-&tiitigutt~.ge.~_ 
richteten heutigen K.uUurarq,~~t_ Daher erweist sich speziell ffir den 
mathematischen Unterricht eine immer stiirkere Berucksichtigung der 
N aturwissenschalten und der Technik als notig. 

4. Eine bestimmte Stoljauswahl kann ich naturlich nicht bieten; 
nur der praktische Schulmann kann sie treffen, der selbst. reiche Er
fahrung im Unterrichten hat. Die gegenwartige Vorles1.mg soll, wie ich 
schon oft betonte, einer solchen Auswahl insofern vorarbeiten, als sie 
Ihnen in Gestalt eines Oberblickes uber diegesamte reine Geometrie auch 

15* 
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von dieser Seite her das Material an die Hand gibt, das Sie spater zu 
einem eigenen sachverstandigen Urteil tiber diese Frage befahigt. 

5. Nur einen ntitzlichen methodischen Gesichtspunkt mochte 
ich hier noch hervorheben, namlich die schon ofters erwabnte Tendenz 
der Fttsion des planimetrischen und stereometrischen Unterrichts, die eine 
einseitige-Xushlfduiig-ril-d;;r--PfanImetrie-unter--Verfiachlassigung der 
dreidimensionalen Raumanschauung verhindern will. Und im selben 
Sinne ist auch weiterhin eine Fusion der Arithmetik u~dG~~-:metri~---;'-;; 
verlange~: Ich :m:eineniili,-daB~di~~~-Gebiet;--v6illg--verschmolzen 
werden sollen, aber sie sollten doch nicht so scharf getrennt werden, 
wie das heute an der Schule wohl vielfach geschieht. Der ganze Gang 
dieser und der vorigen Vorlesung zeigt ja, wie ich dasaufgefaBt wissen 
mochte. 

Messen Sie nun an diesen Gedanken und Forderungen die wirk
liche Schulpraxis, so wird sie viel£ach durchaus nicht befriedigen konnen. 
Freilich ist es schwer, ein allgemeines Urteil abzugeben, da selbst inner
halb eines und desselben Landes von Anstalt zu Anstalt, ja fast von 
Lehrer zu Lehrer nicht ein und dieselbe Praxis herrscht; aber ich denke 
doch, daB ich einige wenige im groBen Durchschnitt richtige Ztige 
festhalten kann, wenn sich auch jeder einzelnen Ausstellung gegentiber 
gewiB zahlreiche Falle aufweisen lassen, wo sie durchaus nicht zutrifft. 

1. Vor aHem glaube ich, daB die Fusion der verschiedenen Geb£et'e 
heutzutage im Unterricht zu wenig duichgefu.ilrt ist; ich will das-durch 
einige Einzelheiten belegen, die Sie viellerchtselbst noch in lebendiger 
Erinnerung haben: 

a) Das Projizieren und Zeichnen raumlicher Figuren, das gewiB 
etwas auBerst Wichtiges ist, kommt im heutigen geometrischen Unter
richt nicht recht zur Geltung. Es wird wohl auBerlich dem Lehrgang 
angeheftet, aber nicht -innerlich mit ihm verschmolzen. Damit hangt 
zusammen, daB das, was man "Geist der neueren Geometrie" nennt, im 
Unterricht nicht die gebtihrende Stellung einnimmt, ich meine die Idee 
der Beweglichkeit einer jeden Figur, durch die jedesmal tiber den speziellen 
Fall hinaus der-ailgemeine-Charakter der geometrischen Gebilde erfaBbar 
wird. Wohl hat man einzelne Kapitel der "neueren Geometrie", wie die 
Lehre von den harmonischen Punk ten und den Transversalen, in den 
Lehrgang aufgenommen, aber das, was ihre eigentliche Methode hier 
mit eii:J.em Blick zu fassen gestattet, stellt man gewohnlich in der starren 
euklidischen Manier, in zahlreiche Fallunterscheidungen zerlegt, dar. 

b) Die Geometrie und Arithmetik halt man auf der Schule gewohn
lich unnatfti-llch getrennt voneinander; ein lehrreiches Beispiel ist die 
oben (S. 208) schon erwahnte Behandlung _der p!QPI!!'Ji2t}_e.!l~ie man 
J~1.l~rst-a::ri1:~~e_!is~h . :t:l!19: __ da~~ __ ~)~~1.lf~g __ g<t~!lO~~_()~E~ Bezu~ahme 
auf den vorangegangenen Lehr~all~=_~~g~~!!l_~Ei~~Qe~J~~~~ durch-=
nimmE--------------<------ . ..- . . 



Einiges uber den Unterricht in der Geometrie. 229 

c) Die annlytische Geometrie mit dem Grundsatz, daB eine Funktion 
y = f (x) eine Kurve darstellt, ist gewiB der Auffassung der Knaben 
schon auf friiher Stufe zuganglich, und sie konnte und sollte von da 
an den ganzen ge.?m~!rischen Unterricht. durc~dri~~._"';;}~tLQ~~ 
wird sie als neuer getrennter Aufbau auf die fertige Geometrie aufgesetzt, 
UIid wenn-m:ana:re-Kegefschnitte einmal "synthetisch" (im Sinne der 
'Aifen!)behandarliaCwricrnungezelgCWleSlchillifHilfe e1ner-:I1euen 
Disziplin", der analytischen Geometrie, die Sache viel eiufacher -;;achen 
1a81. "bieuefere-AuffassUngder moderlleu-Geschichtsfors~hung, --daB 
bereits bei Apollonius die Ideen der analytischen Geometrie im Grunde 
vorhanden waren, kommt dabei freilich .a~ch nicht zur Geltung. 

2. Ich mochte nun einen Blick darauf werfen, was fUr wissenschaft
liche Folgen dieses Beharren des Unterrichts in der historisch gegebenen 
Trennung der einzelnen Gebiete gehabt hat. N atiirlich gibt die Elementar
geometrie auch in ihrer von mir beklagten historischen Begrenzung 
zu wissenschaftlichen Problemen vielfach AnlaB. Was Literatur an
langt, mochte ich nur auf Max.Simons Referat "Ober die Entwicklung 
der Elementargeometrie im 19. ] ahrhundert" 1) verweisen, andererseits 
aber neben meiner kleinen Schrift "Vortrage uber ausgewahlte Fragen 
der Elementargeometrie" 2) die interessante Sammlung von F. Enriques 
nennen: "Questioni riguardanti la geometria elementare" 3), die auch 
in deutscher Bearbeitung unter dem Titel "Fragen der Elementar
geometrie" 4) in 2 Banden erschienen ist; endlich ware noch die" Theorie 
der geometrischen Konstruktionen" 5) von A. Adler hervorzuheben. 

Ich kann auf die positive Seite der hier einsetzenden interessanten 
Probleme leider nicht eingehen, muB mich vielmehr darauf beschranken, 
einige arge }.iiJ1§lijnde hervorzuheben, die sich infolge der isolierten Stel
lung der Elementargeometrie fern von der allgemeinen Entwicklung 
der Mathematik herausgebildet haben. Man hat da einzelne Gebiete 
weit ausgesponnen und auch in den Schulunterricht eingefiihrt, die von 
einem hoheren Standpunkte aus nur von sehr geringem Interesse sind. 

a) In dieser Hinsicht habe ich zuerst die auf der Schule als alge
braische Geometrie bezeichnete Disziplin zu nennen, die Stiicke des 
Dreiecks oder anderer Figuren erst zu berechnen und dann gesondert 
fUr sich zu konstruieren lehrt. Sie haben einen MaBstab fiir die Wertung 
dieser Gebiete, wenn Sie sich fragen, ob Sie sie jemals im Hochschul-

1) Jahresbericht der deutschen Mathematikervereinigung. Erganzungsband I. 
Leipzig 1906. 

2) Ausgearbeitet von F. Tiigert. Leipzig 1895. 
3) Bologna 1900. [3. Aufl. 1924.] 
4) Bd. I: Prinzipien der Geometrie. Deutsch von H. Thieme. Leipzig 1911. 

[2. Aufl. 1923]. Bd. II: Die geometrischen Aufgaben, ihre Losung und Losbarkeit. 
Deutsch von H. Fleischer. Leipzig 1907. [2. Aufl. 1923.] 

5) Sammlung Schubert 52. Leipzig 1906. 
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unterricht benutzt haben oder hatten benutzen konnen. GewiB nicht; 
es handelt sich hier eben urn ein Seitenastchen, das nur urn seiner selbst 
willen kunstlich gepfle.,&.t wurde und niemals mit andern Zweigender 
Wissenschaft in lebendige Wechselwirkung getreten ist. 

b) BerUhmt ist auch das Gebiet der DreieE1i~~onst"uktionen. DaB 
man uberhaupt Figuren konstruiert, ist sehr schon und nutzlich, und 
ich empfehle gewiB immer die Benutzung graphischer Verfahren auf 
allen Gebieten. Sie haben gerade hier in Gottingen in Runges Vor
lesungcn uber graphische Methoden die beste Gelegenheit, die zahl
reichen in neuerer Zeit entwickelten auBerst sinnreichen Verfahren 
kennenzulernen 1). Aber urn solche allg~!!1~in ~<jltige_1!nd interessante 
Dinge handelt es sich auf der Schule nicht; da beschrankt man sich 
vielmehr ganzftberwiegencCauf Konstruktion v£.n D~i£9.fl~ und noch 
dazu auf Aufgaben, die mit Zirkel und LineallOsbar sind. Bekanntlich 
erhii.lt man eine groBe Mann[gfaitigkeitsQjche;-zm;;-;reiG=~ht sc~~eriger 
Aufgaben, wenn man die drei gegebenen Stucke des Dreiecks auf die 
verschiedenste und - wie man wohl gesagt hat - "auf moglichst }In
zweckmaBige Weise" w1i.hlt. Freilich legt man auf die wi~klich~ AUs
fUhrungd:erm Konstrukti.()llen, die man so findet, vielfach gar keinen 
Wert, und tatsachlich sind sie infolge der kiinstlichen Beschrankung 
der Hilfsmittel ffir die Praxis meist auch viel zu kompliziert. Nun 
sind ja gewiB auch theoretisch s~~r inte~~~~E!t::g.~!~!~g~n mit solchen 
Konstruktionen verknupft, wie sie etwa in dem genannten Werke von 
Enriques behandelt werden oder wie sie an einigen Beispielen auch 
im ersten Band dieses Werkes von uns erortert worden sind 2): ich meine 
die algebraischen Unmoglichkeitsbeweise, die zeigen, warum man bei 
gewissen Konstruktionen (z. B. der Konstruktion der regularen Sieben
ecks oder der Dreiteilung des beliebigen Winkels) gerade nickt meh~ 
mit Zirkel und Lineal durchkommt. Davon aber ist auf der Schule oft 
auch nicht andeutungsweise die Rede, und von da aus setzt sich leider 
immer aufs neue bei vielenLeu~erzeugung fest, jede geometrische 
Aufgabe musse sich mit Zirkel und-Lineardurchfiihren laSsen. Darin 
1st wohl aucn-moerG"iiiiio·zu SUChen~ma.aJ3 jene groBe Schar der Kreis
quadrierer und Winkeltrisezierer, von denen ich Ihnen schon im vorigen 
Semester sprach, nietnals ausstirbt. 

c) Endlich habe ich noch die sogenannte Dreiecks~1!!:'!.tr~~J:.u nennen, 
das ist die Lehre von den "merkwiirdig~J:l.~'~EEJ~i~.~.~p~ g.e..!~<i~n de~ 
Dreiecks, die ganz besonders·hinerhill:>der S~h.1!lI1l~thema!*~s2elQ:.. 
standige DiszipIiii-insgebildef-worden-ist; auch hier werden Sie mir 

1) Vgl. z. B. C. Runge, Graphische Methoden. 2. Auf I. Leipzig 1919 
.(Sammlung mathematisch-physikalischer Lehrbiicher 18) nnd H. v. Sanden, 
Praktische Analysis. Leipzig 1914 (Handbbnch der angewandten Mathe
matik 1). 

2) Siehe Tei! I, S. 54 ff. (Siebeneck), S. 122 ff. (Trisektion). 
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bestatigen, daB dies Gebiet in demselben MaBe, wie es im Schulunter
richt im Vordergrunde zu stehen pflegt, bei weitergehenden Studien 
zurucktritt. Wir haben ja friiher schon erlautert, in we1che Ecke der 
projektiven Geometrie diese Dreiecksgeometrie einzuordnen ist (vgT 
S.170f.): Es hanaeI"fslcli-um-CIie" Invanantentheoriederjenlgeneh"enen 
Figur, we1che aus drei beliebigen Punkten und den beiden imaginaren 
Kreispunkten ihrer Ebene gebildet ist, also tatsachlich urn etwas durch
aus Partikulares. -

Wollen wir nun aber uber diese allgemeine Kritik hinaus Naheres 
uber die gegenwartige Gestaltung des geometrischen Unterrichts sagen, 
so mussen wir die Entwicklung in den einzelnen Landern getrennt 
behandeln, da sie sich natiirlich uberall ganz verschieden gestaltet 
hat; wir konnen hier freilich nur die wichtigsten Kulturlander, etwa 
England, Frankreieh, Italien und Deutschland, durchsprechen. 

I. Der U nterricht in England. 
In England stand man am langsten im Banne der mittelalterlichen 

Euklidtradition, die dort zum Teil auch noch heute nachwirkt. Diese Sach
lage wird durch die Organisation der englischen Examina bedingt. Das 
schone Prinzip, daB man unabhangig yom Examen lernen 5011, wird 
ja wie so viele andern schonen Prinzipien leider nirgendwo befolgt. In 
England herrscht dazu das merkwurdige System des streng zentrali
sierten Examens bei sonst voUig unabhiingiger, privater Organisation der 
einzelnen Schulen. Es ist gerade umgekehrt wie bei uns: Bei uns wird 
an jeder einzelnen Schule der Schiller von den Lehrern gepruft, die ihn 
genau kennen, und dabei soIl seiner Individualitat weitgehend Rucksicht 
getragen werden. Dafiir haben wir aber einheitliche Lehrplane, die 
hinsichtlich des Stoffes und der Gestaltung des Unterrichts fUr aIle 
Schulen bestimmte allgemeine Richtlinien vorschreiben. Demgegenuber 
sind in England die einzelnen Schulen private Institutionen, die an sich 
fast vollstandige Bewegungsfreiheit haben und ihrer ganzen Organi
sation nach heterogenster Art sind. Aber priiten durfen sie ihre Schiller 
selbst nicht. Vielmehr besteht das Prinzip, daB der Examinator den 
Prufling nieht kennt, ja nicht einmal sieht, sondern daB er ganz schema
tisch lediglich seine schriftliche Leistung beurteilt und daB deren Aus
fall allein das Examen entscheidet. In London, Cambridge und Oxford 
befinden sich die groBen ExamenskommissiQnen, die die Absolventen 
des ganzen Landes priifen. Von London aus werden z. B., wie mir einer 
der Hauptexaminatoren berichtete, 24000 Schiller jahrlich gepruft, und 
sie alle erhalten dieselben Aufgaben, dieselben Fragen. Der Examinator 
hat zur Durchsicht dieser Aufgaben 30 Assistenten, von denen jeder 
also noch 800 mal dieselbe Arbeit zu korrigieren hat. Naturlich fande 
sich zu dieser Arbeit niemand, wenn sie nicht sehr gut bezahlt wiirde. 
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1m mathematischen Unterricht ist nun ein solches eigentumliches 
Verfahren nur moglich, wenn es ein "standard-work" gibt, das jeder 
Examinand kennt und. das der Examinator seinen Fragen zugrunde 
legen kann; als solches Normalbuch fungieren in England von alters her, 
was Geometrie angeht, die Euklidischen Elemente. Es ist verstandlich, 
daB sich bei einem solchen System ein und dasselbe Werk und damit 
ein und dieselbe Unterrichtsart so lange wesentlich unverandert er
halten muBte, wie denn uberhaupt bei ihm eine Reform mit den 
groBten Schwierigkeiten verknupft ist.· Denn die Examensbehorde 
kann von sich aus den Unterrichtsbetrieb im ganzen Lande nicht 
reorganisieren, da sie keinerlei offiziellen EinfluB auf ihn hat, und 
andererseits ist es ihr bei· ihrem Massenbetriebe schwer moglich, auf 
abweichende Verhaltnisse einer einzelnen Schule Rucksicht zu nehmen, 
die etwa selbstandige Versuche mit neuen Unterrichtsmethoden vor
nehmen wollte. 

Sehen wir uns nun einmal einen solchen englischen Schuleuklid an. 
Ich habe hier die Ausgabe von R. Pottsl), die in den letzten Jahrzehnten 
besondere Verbreitung gefunden hat. Sie enthalt lediglich - das ist 
charakteristisch - die Bucher 1-6 (Planimetrie) sowie 11, 12 (AnHingc 
der Sterometrie und Exhaustionsmethode), und zwar alles in wort
getreuer Dbersetzung. Diesem Stoff sind erklarende und zum Teil histo
rische Noten sowie Aufgaben angefiigt. Es fehlen also aus den Ele
men ten die arithmetischen Bucher 7-9, die Klassifikation der Irratio
nalitaten in 10 und die regularen Korper in 13. Dieser Stoff wird nun 
traditionellerweise in den englischen Schulen mehr oder minder aus
wendiggelernt, damit er im Examen jedem zur Hand ist. Perry machte 
zur Charakteristik dieser Methode einmal die amusante Bemerkung: 
"Wie gesund muB die englische Natur sein, daB sie durch die Jahr
hunderte eine so ungeeignete Erziehungsmethode ertragen hat." Nun 
hat man freilich auch die Notwendigkeit empfunden, die moderne, 
uber Euklid weit hinausgehende Forschung zu berucksichtigen. Das tat 
man aber, indem man sie gewaltsam in die starre euklidische Form 
preBte, wobei naturlich ein guter Teil des modernen Geistes verloren
geht. Ais Beispiel der so entstandenen sogenannten "sequels to Euclid" 
lege ich Ihnen hier das Buch von J. Casey2}-vor, das die Anfangs
lehren der projektiven Geometrie in dieser Art behandelt. 

Naturlich blieb eine Gegenwirkung gegen dieses erstarrte System 
nicht aus; sie knupfte an eine 1869 von dem groBen englischen Mathe
matiker Sylvester gegebene Anregung an und fiihrte 1874 zur Griindung 
einer Association jar the 1:mprOyement oj geometrical teaching. Diese Ge
sellschaft hat lange gearbeitet, bis sie endlich zur Herausgabe eines 

1) Euclid, elements of geometry_ London 1869. 
2) A sequel to the first 6 books of the elements of Euclid, containing an easy 

introduction to modern geometry. Dublin 1900. 
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neuen Normalbuches, der Elements of plane geometry!), gelangte. Das 
ist im wesentlichen lediglich eine etwas abgeglichene und gegli:ittete 
Be'arbeitung der ersten 6 Biicher der Euklidischen Elemente. So sind 
z. B. die Unebenheiten am Anfang des ersten Buches, die wir beklagten, 
beseitigt, indem der Bewegungsbegriff konsequent vorangestellt wird. 
1m allgemeinen aber ist die Reihenfolge und Stoffbegrenzung des Euklid 
beibehalten, eben wieder in Riicksicht auf das Examen. Es ist also 
nur eine ziemlich zahme Reform, die hier versucht wird, aber trotzdem 
hat sie bei den Anha,ngern des alten euklidischen Systems scharfen 
Widerspruch gefunden. Als Beleg dafiir zeige ich Ihnen ein wenigstens 
recht amiisant geschriebenes Buch von Dodgson: "Euklid and his 
modern rivals"2). Hier geht der Verfasser scharf mit der Assoziation 
ins Gericht, in wortlichem Sinne; denn er laBt keinen Geringeren als 
den Hollenrichter Minos auftreten, vor dem sich Euklid und seine 
modernen Rivalen, das sind die Verfasser neuerer Lehrbiicher, allen 
voran Legendre, verteidigen. Aber Euklid allein schneidet gut dabei 
ab, wahrend die anderen und besonders die Euklidverbesserer der 
Assoziation mit ihren Argumenten bald am Ende sind. 

Ich kann auf Einzelheiten hier unmoglich eingehen und mochte 
nur auf einen Umstand von allgemeinerer Bedeutung verweisen, der 
auch fiir die Literatur der anderen Lander Geltung hat. Ein groBer 
Tei1 der Leute, die iiber Unterrichtsfragen schreiben, kennt namlich fast 
aussch1ieBlich die Schulliteratur des eigenen Landes und hat keine 
Ahnung weder von parallelen Bestrebungen in anderen Landern, noch 
von den Fortschritten der reinen Wissenschaft auf den in Betracht 
kommenden Gebieten, hier also in den Grundlagen der Geometrie. Man 
sieht das so recht bei Dodgson, bei dem mit Ausnahme von Legendre 
(der eine Sonderstellung einnimmt) 1ediglich eng1ische Schulschriftsteller 
genannt werden und auf Fortschritte der wissenschaftlichen Erforschung 
der Grundlagen gar keine Riicksicht genommen wird. Man kann diese 
Beobachtung oft machen; vergleichende Betrachtungen iiber den Unter
richt bei den verschiedenen Nationen, wie wir sie hier anstellen, sind 
noch lange nicht geniigend verbreitet. 

Eine vie1 groBere Wirkung als die Bewegung der Assoziation 
hat eine andere Reformaktion von, man konnte geradezu sagen, 
revolutionarem Charakter gehabt, die an den Namen Perry ankniipft. 
John Perry war Ingenieur und unterrichtete an einer der groBten tech
nischen Anstalten Londons; von ihm ging eine machtige Bewegung 
aus, die die einseitige logische Schulung durch das Euklidstudium 
auf das scharfste bekampft und an ihre Stelle einen durchaus auf 
Anschauung basierten Unterricht setzen will, der vor allem zur voll
standigen Beherrschung der mathematischen Exekutive fiihren solI. 
Perry ist vor allem bekannt als Verfasser von Lehrbiichern, we1che die 

1) P. 1. 2. London 1884. 1888. 2) 2. Aufl. London 1885. 
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praktische Einfuhrung der Ingenieurkreise in die Beherrschung der In
/initesimalrechnung zum Ziel haben. lch nenne besonders den "Calculus 
for engineers"l), der als "H6here Analysis fur Ingenieure'(2) von R. Fricke 
und F. Suchting ins Deutsche iibersetzt worden ist. Daneben ist als 
charakteristisch fiir Perrys Tendenzen noch die kleine Schrift "Practical 
mathematics'(3) zu erwahnen, die aus Vortragen fUr Arbeiterkreise her
vorgegangen ist und in sehr geschickter und packender Weise versucht, 
die ldeen des Koordinatensystems, der Funktion usw. unter fortwahren
der Bezugnahme auf praktische Beispiele einem groBeren Publikum zu
ganglich zu machen. 

Das ist alles nicht eigentlich Geometrie, aber durch Perrys Ein
wirkung hat man den Unterricht auch auf diesem Gebiete umzugestalten 
gesucht, indem man die sogenannte Laboratoriumsmethode einfUhrte. Da 
beginnt man damit, daB man die Dinge in ihrer praktischen Anwendung 
lehrt, also Kurven auf Millimeterpapier zeichnet und ausmiBt, den Ge
brauch des Planimeters iibt usw. Von logischen Deduktionen und 
Beweisen ist gar nicht die Rede, oder sie werden doch wenigstens 
sehr stark zuriickgedrangt. Nur auf das praktische K6nnen kommt 
es an. Wir haben hier eigentlich den gr6Bten denkbaren Gegensatz 
gegen Euklids Verfahren. Diese Bestrebungen kommen ganz zum Aus
druck in dem Lehrbuche von Harrison: "Practical plane and solid geo
metry for elementary students " 4) , das tatsachlich mit der Angabe von allem 
dem beginnt, was man zum Zeichnen braucht: Zeichenpapier, Zeichen
brett, eine Nadel zum Markieren von Punkten, Bleistift usw. Dann 
werden praktische Anweisungen fiir das Zeichnen gegeben, es wird 
gezeigt, wie man ein Lineal auf seine Geradlinigkeit, einen rechten 
Winkel auf seine Rechtwinkligkeit priift, und so wird weiterhin immer 
unter Voranstellung der wirklichen zeichnerischen Ausfiihrung und der 
lebhaften Anschauung in sozusagen rein empirischer Weise die Lehre 
von den einfachsten ebenen und raumlichen Gebilden entwickelt. Etwas 
weiter als dieses ganz eleinentare Buch geht Harrison und Baxa.ndall, 
Practical plane and solid geometry for advanced students including graphic 
statics5), das in derselben empirischen Art bis zur darstellenden Geometrie 
und den Methoden des graphischen Rechnens heranfiihrt. Weitere Litera
tur finden Sie in dem sehr interessanten Bericht "Ober Reorganisations
bestrebungen des mathematischen Elementarunterrichts in England" von 
Robert Fricke6), in dem die Perry-Bewegung eingehend besprochen wird. 
Recht anregend sind iibrigens auch die Berichte iiber die Diskussionen, 
die Perry auf der Glasgower und der ] ohannesburger Tagung (1901 und 
1905) der British Association - dem englischen Analogon unserer deut-

") London, 3. Auf I. 1899. 2) Leipzig 1902. [4. Auf I. 1923.] 3) London 1899. 
4) London 1903. 6) London 1903. 
6) Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung Bd. 13, S. 283 ff. 

1904. 
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schen N aturforscherversammlung - veranlaBt hat!) und durch die er 
eine weitgehende Einwirkung auf den Unterricht in England erreichte. 

Ieh halte diese Perryschen Tendenzen gewiB fiir sehr geeignet fur 
Fortbildungsschulen, niedere und mittlere Fachschulen, die praktisch 
leistungsfahige Handwerker und niedere Techniker heranzubilden 
haben. An hoheren Schulen aber erscheint mir die ausschlieBliche Be
tonung der praktischen Momente, die der Perryschen Richtung eigen 
ist, nicht ausreichend, wenn sie auch gewiB sehr dankenswerte An
regungen gibt. So ganzlich wird man da aber die Ausbildung des 
logischen Denkens durch den mathematischen Unterricht nicht missen 
wollen, und was man wunschen wird, wird vielmehr ein M ittelding 
zwischen den beiden moglichen Extremen sein, wo neben dem intuitiven, 
von praktischen Erfahrungen ausgehenden Aufbau der Geometrie doch 
auch die .logischen Beweise nicht zu kurz kommen. 

Einem solchen KompromiB scheinen sich in der Tat unter dem 
Druck der Perry-Bewegung gegenwartig die Examensbehorden in Oxford 
und Cambridge zu nahern, wie neuere Examensbestimmungen zeigen2). 

An diese schlieBt das neue Lehrbuch von Godfrey und Siddons an: 
"Elementary geometry practical and theoretical"3) , das gegenuber den 
Elementen der Assoziation betrachtliche Fortschritte aufweist. Es 
beginnt mit· einer anschauungsma/3igen Einleitung ("experimental 
geometry") fur die erste Stufe, einer geometrischen Propadeutik, wie 
sie ja bei uns seit langem allgemein ublich ist, wie man sie aber in Eng
land vorher wahl kaum hatte. Dann folgt der logische Aufbau der 
Geometrie, der freilich in Stoff und Form wieder nahe Beziehungen zu 
Euklid aufweist, der aber doch gelegentlich mit neuen Gedanken durch
setzt ist; z. B. wird der Fliicheninhalt einer Figur zuerst geradezu so ein
gefuhrt, daB man die Figur auf Millimeterpapier zeichnet und die um
schlossenen Quadrate zahlt. Dies Buch, das man wohl als Beleg fUr 
die nun endlich einsetzende langsame Modernisierung des englischen 
Unterrichts ansehen kann, hat sogleich ungeheuere Verbreitung gefunden, 
wie man uberhaupt bei dem Riesenbedarf des englischen Kolonialreiches 
auf dem englischen Biichermarkt mit ganz anderen Ziffern rechnen 
muB als bei uns. 

Dem allgemeinen konservativen Charakter des englischen Schul
wesens widerspricht nicht, daB einzelne Autoren auBerst freie und 
interessante Anschauungen uber den Unterricht entwickeln, ohne damit 
eben direkteine Organisationsanderung in die Wege leiten zu wollen oder 

1) Perry: Discussion on the teaching of mathematics. London 1902. - Disc. 
at Johannesburg on the teaching of elementary mechanics. London 1906. 

2) Vgl. z. B. Regulations of the Oxford and Cambridge Schools Examination 
board for the year 1904, wo sich S. 37 besondere Abschnitte liber "Practical Geo
metry" finden. 

3) Cambridge 1904. 
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zu konnen. Als Beispiel nenne ich das neue Buch von Branford, "A study 
of mathematical education, including the teaching of Arithmetic"l). Es 
enthiilt sehr anregende Studien tiber die psychologischen Bedingungen des 
Unterrichts und nimmt besonders Rticksicbt auf den Parallelismus, der 
zwischen der Entwicklungsgeschichte des Kindes und der Stammes
geschichte der Menschheit besteht; dabei kommt das mathematische 
Verstandnis des Kindes, an das sich der erste Unterricht wenden muB, 
mit der Mathematik der Naturvolker in Parallele. 

Daneben mochte ich "The first book oj geometry"2) von G. und 
W. H. Young nennen, das von S. und F. Bernstein unter dem Titel "Der 
kleine Geometer" 3) deutsch herausgegeben worden ist. Hier solI ein neuer, 
origineller Weg gewiesen werden, das Kind in das geometrische Ver
standnis, und zwar sogleich in die dreidimensionale Raumanschauung, 
einzuftihren. Die leitende Idee ist, daB die nattirliche Raumanschauung 
notwendig erlahmen muB, wenn man das Kind von vornherein aus
schlieBlich an das Zeichnen auf dem zweidimensionalen Papier gewohnt 
und so seine Anschauung ktinstlich auf die Ebene beschrankt. So 
wird von vornherein mit dem interessanten Hilfsmittel des Papier
jaltens operiert, wodurch allein mit Hilfe von Stecknadeln alle moglichen 
raumlichen und ebenen Figuren gebildet werden. Dabei ergeben sich 
auBerst anschauliche und doch gleichzeitig logisch befriedigende Be
weise z. B. ftir den pythagoreischen Satz, und es entsteht tiberhaupt 
ein neuer, interessanter, auch flir den hoheren Betrieb durchaus in 
Betracht kommender Aufbau der Geometrie. 

Damit verlassen wir die englischen Verhaltnisse und wenden uns 
zu Frankreich. 

II. Der Unterricht in Frankreich. 
Die Verhaltnisse hier sind flir uns um so interessanter, als sie auch 

auf Deutschland mannigfach eingewirkt haben. Hier zeigt sich ein 
von England grundverschiedenes Bild. Wahrend der Englander streng 
konservativ an den alten Einrichtungen hangt, liebt der Franzose das 
Neue und erreicht es sogar oft statt durch stetige Umbildung des Alten 
durch pl6tzliche Reformation, die schon mehr Revolution ist. Auch die 
Organisation des Unterrichts ist eine ganz andere: Wir haben in Frank
reich nicht nur Zentralisation des Examens - vermoge der Aufnahme
prtifungen an den Hochschulen, vor allem an denen in Paris -, sondern 
tiberhaupt eine streng zentralisierte Unterrichtsorganisation; die oberste 
Behorde, der conseil d'instruction superieure, dem tibrigens stets auch 
wissenschaftlich bedeutende Mathematiker ersten Ranges angehorten, 
ist unbedingte Herrscherin und kann nach eigenem Ermessen die wei test-

1) Oxford 1908 [Deutsch von R. Schimmack und H. Weim'eich. Leipzig 1913]. 
2) London 1905. 
3) Leipzig und Berlin 1908. 
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gehenden Reformen und Anderungen vorschreiben, so oft sie will. 
Solche Reformen mussen dann im ganzen Lande sofort durchgefUhrt 
werden, und die Lehrer konnen zusehen, wie sie damit zurechtkommen. 
Die individuelle Freiheit des einzelnen Lehrers, an die wir in Deutsch
land im hohen Grade gewohnt sind, kommt hier viel weniger zur Geltung. 
Man konnte geradezu von einem "System der ~evolution von oben" reden. 

Was nun speziell den geometrischen Unterricht anlangt, so beginnt 
seine Modernisierung, d. h. die Befreiung von der strengen Bindung an 
Euklid, in Frankreich schon sehr £ruh, etwa um 1550, urn eine runde 
Zahl zu nennen. Sie ist nur eine Erscheinung in dem groBen Kampfe 
des neuen Humanismus gegen die alte Scholastik, der sich urn jene Zeit 
abspielte. Damals schrieb Petrus Ramus, der auch auf anderen Gebieten 
als der Mathematik unter den Vertretern der neuen Ideen eine hervor
ragende Stelle einnahm, ein Lehrbuch der Mathematik ("Arithmeticae 
libri 2, geometricae libri 27"1)). Hier werden bereits Euklids Form 
und Stoff vollig verlassen; vielmehr ist fUr Ramus, wie er charakte
ristischerweise an der Spitze des ersten Buches sagt, die Geometrie die 
Kunst gut zu messen ("ars bene metiendi"). DemgemaB stehen die 
praktischen Interessen durchaus voran; er erklart vor aHem, wie man 
einfache geodatische Messungen ausfUhrt, beschreibt die Instrumente 
und erlautert das alles an zahlreichen interessanten Ahbildungen. Erst 
in zweiter Linie werden auch logische Deduktionen herangebracht, 
aber keineswegs als Selbstzweck, sondern nur urn neue, aus der Beobach
tung nicht unmittelbar zu entnehmende und doch zur Anwendung 
nutzliche geometrische Satze abzuleiten; so weit \\<ie bei Perry wird frei
lich die Deduktion doch nicht zuruckgedrangt. 

Diese Behandlung der Geometrie hat sich in Frankreich lange in 
Geltung erhalten. Rund 200 Jahre nach Ramus sind die berUhmten 
"Elements de geometrie"2) von Clairaut entstanden. Das ist derselbe 
Clairaut, der als hervorragender Forscher bekannt ist, wie wir denn auch 
sonst in Frankreich im Gegensatz zu Deutschland und England die Wahr
nehmung machen konnen, daB sich stets bedeutende Hochschulmathe
matiker der Unterrichtsfragen mit Interesse annehmen. Clairauts Werk 
zeichnet sich durch seinen hervorragenden Stil aus. Dberhaupt besitzen 
ja die Franzosen die Kunst der fortlaufenden, lesbaren Darstellung auch 
schwieriger, abstrakter Dinge in hohem MaBe, die der scharfste Gegen
satz zu der gleichformigen, schablonenhaft gegliederten "Euklidischen" 
Manier ist. Solche Bucher lesen sich "wie ein Roman" und widerlegen 
damit die alte Ansicht, gute wissenschaftliche Bucher muBten lang
weilig geschrieben sein, aufs schlagendste. Was nun den Inhalt anlangt, 
so geht auch Clairaut durchaus von praktischen Proble-men des Feld
mess ens aus und fUhrt dann ganz allmahlich zu allgemeinen Ideenbildun-

1) Basel 1580. 
2) 1741 - Nouvelle edition Paris 1830. 
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gen empor, wobei das streng logisehe Moment etwas zuruektritt. Er 
setzt in seiner sehr interessanten Vorrede auseinander, warum er diese 
Anordnung wahlt: die praktisehen Probleme des Feldmessens sind es, 
die die Mensehen iiberhaupt zur Ausbildung einer geometrischen Wissen
sehaft angeregt haben, und darum wird man, wenn man sie voranstellt, 
aueh jetzt noch jeden Mensehen ganz anders fUr die Geometrie inter
essieren konnen, als wenn man mit einem abstrakten Gebaude von 
Axiomen und Theoremen beginnt, dessen inneren Sinn niemand so bald 
begreifen kann. Clairaut hat hier offenbar die Tendenz, sein Werk 
aueh fUr weitere, nieht eigentlieh fachmannisehe Kreise genieBbar zu 
machen, wie denn ja danials tatsachlich die Mathematik in ungleich 
hoherem MaBe zur allgemeinen Bildung der fUhrenden Gesellschafts
sehichten gehorte, als es heute der Fall ist. 

Eine neue Epoche der Unterrichtsgestaltung tritt am Ende des Jahr
hunderts ein im Gefolge der groBen Umwalzungen durch die /ranzosische 
Revolution von 1789. Handelte es sieh bisher wesentlich immer nur 11m 
die Ausbildung der hoheren Stande, speziell auch urn die Vorbildung 
zur Offizierslaufbahn, so treten jetzt neue soziale Schichten des Burger
turns in den Vordergrund, und der Unterricht erhalt neue Ziele und 
Methoden. Ich habe da zwei Richtungen der Entwicklung hervorzu
heben, die an die beiden damals gegriindeten Pariser Hochschulen, die 
Ecole poly technique und die Ecole normale superieure ankniipfen; die 
erstere ist, im Zeichen der neu emporwachsenden Technik, zur Aus
bildung von Ingenieuren und Genieoffizieren, die andere zur Heran
ziehung von Oberlehrern bestimmt. An der Ecole poly technique war 
der einfluBreichste Mann der beruhmte Monge; er hat dort die geo
metrischen Unterrichtseinrichtungen geschaffen, wie wir sie noch heute 
an den technischen Hochschulen und ahnlichen Instituten haben, vor 
allem den groBen Kursus in darstellender Geometrie und in analytischer 
Geometrie. Die wesentliche Neuerung gegen den fruheren Betrieb 
ist dabei, daB nicht nur wenige besonders interessierte Horer gefordert 
werden, sondern daB durch zweckmaBige Organisation gleichzeitig eine 
groBe Anzahl von Studierenden in eigener Arbeit fruchtbringend be
schaftigt ist. Auf die Zeitgenossen von Monge machte es einen groBen 
Eindruck, als er zum ersten Male Dbungen leitete, in denen vielleicht 
70 Personen an ihren Zeichenbrettern arbeiteten. 

An der Ecole normale andererseits wirkte Legendre, der durch seine 
1794 zum ersten Male erschienenen beruhmten Elements de geometrie auf 
den. geometrischen Unterricht fUr lange Zeit einen beherrschenden Ein
fluB ausgeubt hat; ich kann Ihnen hier die 4. Auflage dieses Buches1) 

vorlegen. Dies Werk hat nachst Euklids Elementen unter allen Lehr
buchern der Elementargeometrie die weiteste Verbreitung gefunden, und 

1) Paris 1802. 
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zwar bemerkenswerterWeise - ich deutete es schon an - nicht nur in 
Frankreich, wo es das ganze 19. J ahrhundert hindurch immer wieder 
neu aufgelegt wurde, sondern auch in anderen Uindern. Namentlich in 
Amerika und Italien nahm es lange eine maBgebende Stellung ein. 

1m Vergleiche zu Clairaut oder gar Petrus Ramus bedeutet Legendres 
Buch einen gro(Jen Schritt aUf Euklid hin; sein Hauptziel ist wieder 
ein in sich geschlossenes abstraktes System der Elementargeometrie. 
Andererseits bestehen aber doch wesentliche Unterschiede Euklid gegen
uber, die ich in Anbetracht der groBen historischen Bedeutung Legendres 
nun gern ausfiihrlicher darlegen will: 

1. Was zunachst den Stil der Darstellung anlangt, so hat Legendre 
einen zusammenhiingenden, bequem lesbaren Text; er nahert sich in 
seiner auBeren Form viel mehr der Clairautschen Darstellung, die ich 
vorhin riihmte, als der in bekannter Weise zergliederten, fast mochte 
ich sagen zerhackten, in ihrer Einformigkeit ermiidenden Schreibweise 
Euklids. 

2. In Hinsicht auf den I nhalt ist wohl der wesentlichste Punkt, daB 
Legendre im Gegensatz zu Euklid in der Geometrie bewu(Jten Gebrauch 
von der elementaren Arithmetik seiner Zeit macht; er ist also, urn diesen 
Ausdruck zu gebrauchen, Anhanger der Fusion von Arithmetik und 
Geometrie und begreift sogar in diese Fusion noch weiterhin die Trigono
metrie ein, die er gleichfalls in seinem Werke behandelt. 

3. Der prinzipielle Standpunkt Legendres ist gegeniiber dem Euklids 
ein wenig von der logischen nach der anschauungsma(Jigen Seite verschoben. 
Euklid legt - ich habe das ja oft genug betont - allen Nachdruck auf 
das logische SchluBgebaude, das er wenigstens der Tendenz nach von der 
Einmischung von Anschauungselementen frei halt; alles, was er an 
Tatsachen der Anschauung zu brauchen meint, stellt er vorher in 
seinen Axiomen usw. zusammen. Dementgegen kommt es Legendre 
nicht darauf an, auch innerhalb seiner Deduktionen geometrischer 
Satze gelegentlich anschauliche Uberlegungen zu verwenden. 

4. Urn mehr in Einzelheiten einzugehen) ist es besonders interessant, 
die Behandlung der Irrationalzahlen bei beiden Autoren zu vergleichen. 
1m Buche 5 von Euklid wird - wie wir wissen - der Begriff der Irratio
nalzahl unter der Form des Logos oder Verhaltnisses zweier inkommen
surablen GroBeI1 ausfiihrlich definiert und untersucht, in volliger Ana
logie mit der modernen Theorie der Irrationalzahl. 1m weiteren Verlauf 
fiihrt Euklid dann die Beweise der Satze, in die dem Wesen der Sache 
nach Irrationalzahlen eingehen, immer ganz besonders sorgfaltig mit 
einer geradezu modernen Anforderungen geniigenden Strenge (Ex
haustionsbeweis!) durch. Legendre aber gleitet iiber alle diese Punkte 
kurz hinweg. Die Zahlen, rationale und irrationale, nimmt er aus der 
Arithmetik als bekannt an, in der man sich freilich damals iiber ihre 
strenge Begriindung auch nicht viel Kopfzerbrechen machte. Und Ex-
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haustionsbeweise und dergleichen kennt er nicht; es ist ihm ohne weitere 
ErHi.uterung ganz selbstverstandlich, daB ein fUr aIle rationalen Zahlen 
giiltiger Satz auch fUr alle irrationalen gilt. Auch hierin stimmt er ubrigens 
mit allen andern groBen Mathematikern seiner Zeit uberein. Ich habe 
gerade im vorigen Semester ein Beispiel dieser Auffassung aus Lagranges 
"Theorie des fonctions analytiques" Ihnen vorgelegtl). 

5. Trotz dieser freieren Stellung Legendres hinsichtlich der logischen 
Strenge der EinzelausfUhrungen steht er doch den prinzipiellen Fragen 
ilber die Grundlagen der Geometrie keineswegs gleichgiiltig gegenuber; 
da nimmt er vielmehr im Gegensatz zu seinen Vorgangern in Frankreicl:1 
nicht nur die euklidische Tradition mit vollem Interesse auf, sondern 
fordert sie sogar durch wesentliche neue Ideen. 

Besonders ist es die Theor£e der Parallelen, auf die er seine Auf
merksamkeit richtet, und hieruber will ich noch gern einiges Nahere 
sagen. Ubrigens muB man sich dabei an die ersten Aufiagen haIten, da 
die spateren Bearbeiter gerade in dieser Richtung stark geandert haben. 

Ich gehe von folgender Bemerkung aus: Wir hatten die euklidische 
unddie beiden nichteuklidischen Geometrien fruher dadurch charakteri
siert, daB die Zahl der durch einen Punkt zu einer Geraden v.orhandenen 
ParaIlelen entweder 1 oder Ooder 2 ist; statt dessen kann man jedoch auch 
die W inkelsumme eines beliebigen geradlinigen Dreiecks heranziehen und er
halt folgende, wie sich zeigen laBt, der vorigen genau aquivaIente Unter
scheidung: In der euklidischen Geometrie ist sie n, in der nichteuklidischen 
erster Art ( der hyperbolischen ) ist sie stets kleiner als n und in derj enig en zweiter 
Art ( der elliptischen) endlich stets gro fJer als n. Nun will Legendre beweisen, 
daB die letzten beiden Moglichkeiten ausgeschlossen sind. Da das nichts 
heiBt, aIs das euklidischeParallelenaxiom beweisen, kann er das nur dadurch 
erreichen, daB er der Anschauung gewisse einfache, das ParaIlelenaxiom 
implizierende Obersatze entnimmt; seine Kunst ist nur, diese so plausibel 
zu wahlen, daB der Leser und gewi13 auch der Autor selbst nicht merkt, daB 
es sich hier tatsachlich urn neue einschrankende Voraussetzungen handelt. 

Was zunachst die Unmoglichkeit der elliptischen Geometrie, also 
der Winkelsumme > n anlangt, so liegt dem sehr beachtenswerten 
Legendreschen Beweise die stillschweigende A nnahme unendlicher Lange 
der Geraden zugrunde. Das ist gewiB eine au13erst plausible Annahme, 
an deren Richtigkeit weder Legendre noch einer seiner Leser gezweifelt 
hat und die auch weiterhin alle Geometer vor Riemann aIs selbstver
standlich angesehen haben. Und doch zeigt die elliptische Geometrie, 
daB mit den andern Axiomen auch die Annahme einer endlichen Lange 
der Geraden vertraglich ist, wenn man sie nur unbegrenzt, also in sich 
zurucklaufend, annimmt; man muB sich also bewuBt sein, daB man 
mitder unendlichen Lange der Geraden eine neue und entscheidende 
Tatsache der Anschauung heranzieht. 

') Siehe Teil J, S. 165 (Beweis des binomischen Satzes). 
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Urn ebenso die hyperbolische Geometrie auszuschlieBen, benutzt 
Legendre gleichfalls - ohne sie besonders hervorzuheben - eine ein
fache Anschauungstatsache, an der kein naiver, durch geometrische 
Studien sozusagen noch nicht verbildeter Verstand jemals zweifeln wird: 
1st P irge-ndein Punkt innerhalb des Winkels zweier Halbstrahlen IX, fJ, 
so soU man durch P stets eine Gerade ziehen kiinnen, die sowohl IX als auch 
fJ trifft (vgl. Abb. 142). 1ndem er diese Vor
aussetzung benutzt, gelingt ihm einwandfrei 
der Beweis, daB die Winkeisumme im Drei
eck auch niemals kleiner als 11; sein kann, 
womit dann schlieBlich allein die euklidische 
Geometrie iibrigbleibt. ~-----'lt----CC 

1ch muB nun deutlich machen, inwiefern 
diese so plausible T atsache in der nichteuklidi
schen Geometrie erster Art nicht zutrijjt; dann 

Abb. 142. 

erst konnen wir voilkommen verstehen, daB es Legendre durch ihre Be
nutzung gelingt, diese Geometrie auszuschlieBen. Wir kniipfen genau an 
frnhere Betrachtungen (S. 198) an. Es seien IX, fJ zwei Strahlen der hyper
bolischen Geometrie durch den Punkt 0, der natiirlich im 1nnern des funda
mentalen Kegelschnittes cP = 0 liegen muB (vgl. Abb. 143). Die samt
lichen Parallelen zu IX sind dann die Strahlen durch den Schnitt von IX 

mit dem Kegelschnitt (d. i. der unendlich ferne Punkt von IX ), soweit sie 
im 1nnern verlaufen, und Analoges gilt fUr fJ. Es gibt also eine Gerade /" 
die sowohl zu IX als zu fJ parallel ist, namlich die Verbindung ihrer Schnitte 
mit dem Kegelschnitte cP = O. Das kann natiir
lich in der euklidischen Geometrie nicht vor
kommen. Wahlen wir nun den Punkt P 
zwischen IX und fJ auBerhalb des von /' mit IX 

und fJ abgegrenzten Dreiecks (aber inner
halb des Kegelschnittes), so trifft fiir ihn 
die Legendresche Annahme nicht mehr zu; 
denn jede Gerade durch P wird nur einen 
der Strahlen IX, fJ innerhalb des Kegelschnittes, 
den anderen aber auBerhalb, d. h. im Sinne 
unserer Geometrie gar nicht, treffen. Das 
gerade wollte ich aber hier zeigen. -

,1 
/ I 

/ I 
, I 

I I 
, I 

Abb. 143. 

Verlassen wir nach diesem Exkurse Legendre und sehen zu, wie die 
Entwicklung des geometrischen Unterrichts in Frankreich nach ihm weiter
geht. Merkwiirdigerweise hat sich die Organisation des Schulwesens in 
Frankreich im Laufe des 19. J ahrhunderts auBerst wenig geandert, 
wie denn iiberhaupt auf allen kultureilen Gebieten die unter Napoleon 1. 
geschaffenen Einrichtungen lange Zeit hindurch aile Wechsel des 
politischen Regimes iiberdauert haben. So herrscht im geometrischen 
Unterricht immer weiter fast unbeschrankt Legendre, nur daB in den 

K 1 e in, Elementarmathematik II. 16 
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fortgesetzten N euauflagen1) sich eine gewisse Filtrierung des Inhaltes 
voilzieht in dem Sinne einer Einschriinkung der Beziehungen zu den An
wendungen, die sich bei Legendre noch finden. Wenn namlich auch 
Legendre selbst der Kunst des geometrischen Messens nicht mehr die her
vorragende Stelle einraumt wie Clairaut oder gar Petrus Ramus, so hat er 
doch nicht die Geringschatzung dafiir, wie sie spater einriB, und auch der 
Sinn fiirmathematische Exekutive, fUr numerisches Rechnen ist noch recht 
rege bei ihm. Aber alles hierauf Beziigliche wird in den spateren Auflagen 
mehr und mehr weggelassen, insbesondere fiillt das Kapitel iiber Trigono
metrie fort, in dem Legendre besonders enge Beziehung zu jenen Anwen
dungen nimmt. Als charakteristisches Beispiel will ich den sogenannten 

I!.:-__ - c 

Abb.144. 

Legendreschen Satz der spharischen Trigonometrie 
anfiihren. Hat man ein spharisches Dreieck mit den 
Seiten a, b, c und den Winkeln iX, /3, r auf der Kugel
oberflache (vgl. Abb. 144), so ist der sogenannte sphii
rische ExzefJ IX + /3 + r - n = E bekanntlich stets 
positiv. Sind nun die Seiten im Verhaltnis zum Kugel
radius nicht zu groB, auf der Erdoberflache etwa 
nicht graBer als 100 km, so kann man das sphiirische 

Dreieck mit einer fur alle praktischen Zwecke hinreichenden Genauigkeit er-

setzen durch ein ebenes Dreieck mit den W inkeln IX _ E , /3 - E , r _ E . 
333 

Diesen schonen Satz, der tatsachlich in der geodatischen Praxis viel 
gebraucht wird, beweist Legendre sehr einfach, indem er in den Formeln 
der spharischen Trigonometrie nur die ersten Glieder der Reihen fUr 
die trigonometrischen Formeln benutzt. In den spateren Auflagen des 
Legendreschen Buches werden Sie diesen Satz aber vergebens suchen. 

Neben den fortgesetzten Neuauflagen von Legendre lauft inzwischen 
noch eine andere Tendenz her, die durch den umfangreichen "Trait/. 
de geometrie" von Roucht und de Comberousse 2) charakterisiert ist. In 
Frankreich wird der dem Hochschulstudium vorangehende mathe
matische Unterricht sehr viel weiter getrieben als bei uns. Den Dber
gang zur Hochschule vermittelt der zweijahrige Kurs der Classes de 
Mathematiques speciales, in denen es nicht weniger als 16 Wochensttmden 
Mathematik gibt und wo aile, die sich spater der Mathematik bedienen 
miissen, eine weitgehende Ausbildung erhalten. Durch diesen Betrieb 
entstand das Bediirfnis, den Lehrbiichern der elementaren Geometrie 
eine Menge neuen Stottes hinzuzufiigen,und das ist in typischer Weise 
in dem Traite von Rouche-Comberousse geschehen, der ein auBerst ver
breitetes Lehrbuch war; er enthiilt in zahlreichen Noten Exkurse iiber 
nichteuklidische Geometrie, Dreiecksgeometrie, Tetraedergeometri~, 

die Lehre von den wichtigeren Kurven und Flachen und vieles andere. 

1) Ich habe hier zur Hand die 33. Aufi., bearbeitet vonA. Blanchet. Paris 1893. 
2) P. 1. 2. - 6e edition. Paris 1891. 
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lch komme nun auf die neue Reformbewegung im mathematischen 
Unterricht zu sprechen, die in Frankreich um 1900 einsetzt und die 
unseren deutschen Reformbestrebungen ganz analog ist. Wit konnen 
auch diese Bewegung wieder mit Verschiebungen im gesamten Kultur
bilde det Zeitepoche iU Zusammenhang bringen. Durch den ungeheuren 
Aufschwung von Handel und Verkehr, Technik und lndustrie wird in 
immer weiteren Volksschichten das dringende Bedfufnis nach Teil
nahme an allen kulturellen Errungenschaften, nach Bildung auf allen 
Gebieten, nicht zum mindesten auch auf mathematischem, erweckt; 
freilich sind nicht theoretische lnteressen dabei leitend.; sondern das 
Bestreben, niitzliche, in der Praxis unmittelbar anwendbare Kenntnisse 
zu erhalten. Man darf den Fuhrern dieser Bewegung aber keineswegs 
flache Utilitatsgrunde vorwerfen; denn es ist ein hohes Ziel - die 
Hebung der allgemeinen beruflichen Tuchtigkeit -, das ihnen vor 
Augen steht. 

Charakteristisch fUr die franzOsischen Verhaltnisse ist, daB diese 
Reform mit Beratungen in der Pariser Deputiertenkammer beginnt; 
eine dort eingesetzte Kommission, die sich mit einer groBen Zahl offent
Hcher Korperschaften in Beziehung setzte, erstattete einen ausfUhr
lichen Bericht uber die Reform des Mittelschulunterrichts uberhaupt, 
wobei der mathematische Unterricht nur ein wichtiges Glied einer 
langen Kette ist. Die Hauptgesichtspunkte fUr dessen Neubildung sind 
Vereinfachung und grof3ere Anschaulichkeit des Unterrichts einerseits, 
andererseits die Herubernahme gewisser Dinge in das Schulpensum. die 
man von altersher der hOheren Mathematik zztgerechnet hat und die nicht nur 
leicht zuganglich, sondern vor allem von groBterBedeutung fUr das 
moderne Kulturleben, speziell fUr Naturwissenschaft und Technik sind: 
ich meine den Funktionsbegriff, die graphische Darstellung, die Anfiinge 
der infinitesimalrechnung. Damit wird insbesondere eine viel engere 
Verbindung von Arithmetik und Geometrie erstrebt, als man sie fruher 
jemals ins Auge faBte, es ist der Gipfel der Fusion im weitesten Sinne. 
Diese Reform ist niedergelegt im Plan d'etudes von 19021) und sogleich 
allgemein eingefuhrt worden. In diesem einheitlichen Vorgehen zeigt 
sich so recht die Wirkung der friiher erwahnten weitgehenden Zentrali
sation gerade auch der Schulverwaltung in Frankreich, vernioge deren 
es zu einer so1chen weitgehenden Reform nur einer Verordnung der 
obersten Behorde bedarf. Diese gauze. Entwicklung ist eingehend in 
dem von Herrn Schimmack herausgegebenen Bande meiner "Vortrage 
uber den mathematischen Unterricht an den hOheren Schulen" 2) be
handelt, auf den ieh Sie hier gern verweise; Sie finden da zahlreiche 
nahere Angaben uber die Organisation und Entwicklung des mathe-

1) Plan d'etudes et programmes d'enseignement dans les lycees et colleges 
de garryons. Paris 1903. 

2) T. I. Von der Organisation des mathematischen Unterrichts. Leipzig 1907. 

16* 
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matisehen Unterriehts iiberhaupt, die das hier speziell fUr die Geometrie 
Vorzutragende erganzen und vervollstandigen. Was die franzosisehen 
neuen Lehrplane angeht, so will ieh an dieser Stelle nur das noeh be
sonders betonen, daB die alte Elementargeometrie im euklidisehen 
Sinne in diesen Lehrplanen gegeniiber den modernen neuen Ideen reeht 
stark zuriiektritt. Sie werden das bestatigt finden, wenn Sie sieh eines 
der wiehtigsten der an die neuen Lehrplane ansehlieBenden geometrisehen 
Lehrbiieher, die Gcornetrie von Borell), ansehen; es ist ein sehr inter
essantes Bueh, in dem der Stoff einfaeh und sinnfhllig angeordnet ist 
und in dem iibrigens die praktisehen Interessen ungemein stark 
hervortreten. 

Demgegeniiber ist bemerkenswert, daB man jetzt im franzosisehen 
Unterrieht zugleich aueh wieder einem vollstandig logiseh dureh
gearbeiteten Lehrgebaude der Elementargeometrie, wie es etwa Euklid 
vorsehwebte, Interesse zuwendet. Besonders ein sehr bedeutendes Bueh 
habe ich Ihnen da zu nennen, die "Nouveaux elements de, geometrie" von 
Ch. Mcray in Dijon, die zwar schon 1874 zum erstenmal ersehienen sind, 
aber doeh erst in den letzten Jahren die Aufmerksamkeit weiterer Kreise 
auf sieh lenkten 2). Meray benutzt in seinen Beweisen keine Tatsaehe 
der Anschauung, die er nieht zuvor in einem Axiom formuliert hat, und 
entwiekelt so ein vollstandiges Axiomensystem der Geometrie. Dabei kommt 
er aber den Anforderungen des wirkliehen Unterriehts insofern viel mehr 
als die strengen Euklidanhanger entgegen, als er die Anzahl der Axiome 
nieht streng auf ein Minimum voneinander unabhangiger Satze zu 
reduzieren strebt und sie aueh im. wesentliehen immer erst dann for
muliert, wenn er sie wirklieh braueht. Besonders eharakteristisch fUr 
Meray aber ist einmal, daB er die Fusion von Planimetrie und Stereo
metrie so vollstandig durehfiihrt als irgend moglieh, und dann, daB er 
im Gegensatz zu Euklid den Begriff der Bewegungsgruppe durehaus an 
die Spitze stellt und seinen ganzen Aufbau der Geometrie konsequent 
auf ihn stiitzt. So entsteht ein ganz ahnlieher Aufbau, wie wir ihn 
neulieh skizzierten: Translationen und Rotationen stehen von Anfang 
an einander gegeniiber; die ersteren liefern den Begriff der Parallelitat, 
die anderen, da es sieh immer von vornherein urn den Raum handelt, 
den Begriff des Senkrechtstehens in der Lage der Rotationsaehse zu den 
Ebenen, in denen die Bahnkurven (Kreise) jedes Punktes liegen. Sie 
mogen die sehr interessante genaue DurehfUhrung dieses Aufbaues bei 
Meray selbst naehlesen. Ieh erwahne hier nur noeh, daB er stets be
sonderen Wert auf die exakte Durchfilhrung aller in der Geometrie etwa 
notwendigen Grenzprozesse legt und dabei den modernen Zahlbegriff 
in seiner strengen Formulierung gelegentlieh wohl benutzt, wenn er 

1) Paris 1905. Deutsche Ubertragung (als "Elemente der Mathematik", 
2 Bande) von P. Slackel. Leipzig 1909. [2. Aun. 1. Bd, 1919, II. Bd. 1920.] 

2) Nouvelle edition Dijon 1903. 3e edition 1906. 
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auch lange nicht so weit in der Fusion mit der Arithmetik und der 
analytischen Geometrie geht, wie wir das hier taten. 

Man kann iibrigens in den modernen franzosischen Schulbiichern 
die Einwirkung des Merayschen Standpunktes deutlich wahrnehmen. 
So spielt in dem genannten Buche Borels der Bewegungsbegriff eine 
groBere Rolle, und noch vie1 mehr ist das in den neuen "Etements de 
geometrie" von C. Bourletl ), von dem viele sehr verbreitete Lehrbiicher 
herriihren, der Fall; hier ist iiberall ganz ausdriicklieh von der Bewegungs
gruppe und den geometrischen GroBen als ihren Invarianten die Rede. 

Wir, verlassen damit Frankreich und gehen zu Italien iiber. 

III. Der Unterricht in Italien. 
Da haben wir ebenfalls eine auBerst charakteristische Entwicklung, 

die durchaus andere Grundziige aufweist als in England und Frankreich 
und in ihrer typischen Ausbildung hOchstens mit Meray in Parallele 
gesetzt werden kann. Ich will mich hier nur mit dem modernen Italien 
von etwa 1860 an beschaftigen. Den groBten EinfluB auf die einheit
liehe Neugestaltung des mathematischen Unterrichts in diesem neu
gebildeten Einheitsstaatehatte L. Cremona, derselbe, der Ihnen allen 
wegen seiner wissenschaftlichen Bedeutung in der Entwicklung der 
modernen Geometrie bekannt ist; ist er doch geradezu der Begrunder 
der selbstiindigen algebraisch-geometrischen Forschung in Italien, die so 
hervorragende Resultate gezeitigt hat. Dieser seiner wissenschaftlichen 
Tatigkeit gemaB hat Cremona eine nachhaltige Wirkung auf den Hoch
schulunterricht ausgeiibt, indem er die proje/ltive Geometrie in Verbindung 
mit darstellender Geometrie und graphischer Statik in den Vordergrund 
brachte. Die Ingenieure sprechen heute iiberall in der Welt vom Cre
monaschen Kriifteplan, und wenn der Name auch historisch unberechtigt 
sein mag, zeigt er doch deutlich den groBen EinfluB Cremonas. 

Cremona hat merkwiirdigerweise auf den Unterricht an den 
Mittelschulen in ganz anderem Sinne eingewirkt. In einem be
riihmten Gutachten von 1867 empfiehlt er den Euklid, wenn nicht als 
verbindlich, so doch in seiner Anordnung und Begrenzung des Stoffes 
sowie vor allem in seinem Ideal eines streng logisch geschlossenen Auf
baues der Geometrie als vorbildlich tur den gesamten geometrischen Schul
unterricht einzufiihren: Hier betont er also besonders die logische Seite, 
wahrend in seiner eigenen unmittelbaren Lehrtatigkeit und auch in 
seiner wissenschaftlichen Arbeit vor allem die anschaulichen M omente in 
den Vordergrund kommen 2). Es ist nicht recht zu verstehen, was eigent
lich das Bindeglied zwischen diesen beiden anscheinend einander so 
widerstreitenden Zielsetzungen bei Cremona war. 

1) Paris 1908. 
2) VgI. dafiir z. B. Cremonas Elemente der projektivischen Geometrie. 1871. 

Deutsch von Trautvetter. Stuttgart 1882. 
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JedenfaIls aber fiel diese Anregung Cremonas von 1867 auf auBerst 
fruchtbaren Boden, und es bemachtigte sich der italienischen Mathema
tiker ein wahrer Wetteifer, den Euklid durch Lehrbucher zu ersetzen, 
die seinen Stoff und seine ganze Tendenz durchaus festhalten und sie 
nur in einer den heutigen verscharften Anforderungen entsprechenden 
Weise realisieren. Charakteristisch ist, daB sich, ganz wie wir es in 
Frankreich sahen, auch eine Reihe der wissenschaftlich hochstehenden 
Mathematiker an dieser Arbeit beteiligen und daB demgemaB eine An
zahl wissenschaftlich sehr bedeutender Werke dabei. entstehen, deren 
padagogischen Wert man freilich nicht eben so hoch einzuschatzen 
braucht. Ein sehr interessantes Referat uber die wichtigsten Erschei
nungen dieser Bewegung hat W. Lietzmannl) gegeben; ich will im 
folgenden, zum Teil im AnschluB daran, nur wenige besonders charak
teristische Momente hervorheben. 

Ich beginne damit, die Euklidubersetzung zu nennen, die E. Betti 
und F. Brioschi im Jahre 1867 veranstalteten 2) und auf die die Ver
brei tung der Euklidkenntnis in Halien zuruckgeht; sie enthalt, ganz wie 
die Schuleuklidausgaben der Englander, nur die Bucher 1-6,11 und 12. 
Aber im Gegensatz zur englischen Tradition ist ihre Tendenz keineswegs, 
den Stoff in dieser alten Form den Schillern darzubieten, sondern sie will 
vielmehr nur die Basis zur selbstandigen wissenschaftlichen und padagogi. 
schen Verarbeitung liefern. Von den hieran anschlie13enden Lehrbuchern 
halt sich eine gr613ere Reihe alterer noch m6glichst eng an das euklidsche 
Schema der Definitionen usw., wobei indessen alle die zahlreichen An
schauungstatsachen, von denen Euklid stillschweigend Gebrauch macht, 
ausdrucklich prazis formuliert werden. Um uber die Lucken im erst en 
Buch hinwegzukommen, rechnet man allgemeiner Ansicht zufolge auch 
den Begriff der starren Bewegung zu diesen stillschweigend von Euklid 
benutzten Dingen und stellt ihn daher mit an die Spitze des Systems, 
indem man eine Reihe "Axiome der Bewegung" formuliert. Ganz wie bei 
Meray wird dabei ubrigens aus padagogischen Grunden kein Wert 
auf gegenseitige Unabhangigkeit der einzelnen aufgestellten Axiome 
gelegt. Ein typisches Buch dieser Richtung sind die sehr verbreiteten 
"Elementi di geometria" von A. Sannia und E. d'Ovidio 3), die 1869 zum 
ersten Male erschienen und in denen Sie aIle vorgenannten Punkte 
bestatigt finden werden. Der Stoff ist genau so begrenzt wie bei Euklid, 
nur da13 er in wesentlich geglatteter Gestalt dargeboten wird. So wird 
der Zahlbegriff der reinen Arithmetik durchaus vermieden, aber aus 
den euklidischen Exhaustionsbeweisen doch ein fUr allemal die zu-

1) Die Grundlagen der Geometrie im Unterricht (mit besonderer Beruck
sichtigung Italiens). Zeitschrift fUr mathematischen und naturwissenschaftlichen 
Unterricht Bd. 39, S. 177. 1908. 

2) Gli Elementi di Euclide. 36a Ristampa. Firenze 1901. 
3) Vol. I., II. 11. Ausgabe. Napoli 1904. 
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grunde liegende Idee des Grenzbegriffes deutlicher herausgearbeitet, 
als es Euklid tut. Weiterhin sind insbesondere Planimetrie und Stereo
metrie auBerlich getrennt, doch wird offenbar damit gerechnet, daB 
das Buch in Schulen mit "fusionistischem" Lehrgange gebraucht wird, 
wie ja diese Fusionsbestrebungen zwischen Planimetrie und Stereometrie 
gerade in Italien besonders verbreitet sind. Als ein Lehrbuch, das sie 
am meisten gefOrdert hat, will ich die "Elementi di geometria" von 
R. de Paolis1) wenigstens noch nennen. 

Wesentlich mehr als diese und die verwandten Werke entfernt 
sich eine andere Gruppe von Lehrb-iichern von det euklidischen Dar
stellung, indem sie ein sehr viel hiJheres M afJ von Strenge in der 
Fassung der Grundlagen zu erreichen sucht. Sie halten die zahlreichen 
geometrischen Grundbegriffe des Euklid und jener Lehrbucher fur 
nicht hinreichend genau definiert und wollen daher mit einem einzigen 
Grundbegriff, dem des Punktes, auskommen, aus dem alle anderen in 
der Geometrie notwendigen Gebilde rein logisch aufgebaut werden 
sollen; insbesondere soll auch jeder Gebrauch des Begriffes der starren 
Bewegung bei der Grundlegung der Geometrie durchaus vermieden 
werden. 

Den Hohepunkt dieser Entwicklung stellen wohl die verschiedenen 
Lehrbucher G. Veroneses dar, die das gesamte Gebiet der Geometrie 
umfassen. Fur uns kommen hier nicht seine "Grundzuge der Geometrie 
von mehreren Dimensionen und mehreren Arten geradliniger Einheiten, 
in elementarer F01'm entwickelt'(2) in Betracht, die durchaus kein Schul
buch sind, sondern in abstraktester Form das rein wissenschaftliche Pro
blem einer allgemeinen mehrdimensionalen und "nichtarchimedischen" 
Geometrie behandeln; uns interessieren vielmehr seine Schulbucher 
"Nozioni elementari di geometria intuitiva"3) und "Elementi di geo
metria"4). Das erstere ist eine induktive Einfuhrung, die auf der Unter
stufe dem SchUler die verschiedenen geometrischen Formen anschaulich 
nahebringen solI - entsprechend etwa unserem propadeutischen Vor
kursus. Der eigentliche systematische geometrische Unterricht beginnt 
namlich nach allen italienischen Lehrplanen erst sehr spat, in Klassen, 
die etwa unseren Sekunden entsprechen; man darf also nicht etwa 
glauben, daB alle diese exakten Lehrbucher sich an Knaben yom Alter 
unserer Quartaner wenden! 

Die "Elementi" Veroneses geben die theoretischen Entwicklungen, 
wobei in auBerst vollstandiger Weise aUe Postulate der Geometrie auf
gestell t werden - auch wenn sie noch so selbstverstandlich erscheinen; 
so heiBt es z. B. ausdrucklich als erstes Postulat: "Es gibt verschiedene 

1) Torino 1887. 2) Deutsch von A. Schepp. Leipzig 1894. 
3) 2. Auflage. Verona 1902. 
4) In verschiedenen Ausgaben; z. B. Ad uso dei ginnasi e licei. Can colla

borazione di P. Gazzaniga. P. 1., II. 3. Auflage. Verona 1904. 
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Punkte" - wir betrachten also nieht etwa eine Geometrie, in der nur 
1 Punkt existiert! Dabei wird iibrigens immer noch wenigstens kurz 
der empirischen Beobachtung gedacht, die als heuristisches Prinzip fUr 
die Aufstellung der Axiome leitend ist. 1m einzelnen verwendet nun 
Veronese die geradlinige Strecke als fundamentales geometrisches Ge
bilde, das er als ein gewissen Forderungen geniigendes System von 
Punkten definiert. Auf die Kongruenz soIcher Strecken, die als Grund
begriff auftritt, wird nun in sehr origineller Weise alles andere zuriick
gefiihrt; so heiBen 2 Dreiecke kongruent, wenn alle Seiten kongruent 
sind, womit auch die Kongruenz der Winkel definiert ist (also Voran
stellung des 3. Kongruenzsatzes!), und sogar die Pdrallelenlehre wird so in 
Angriff genommen: parallel heiBen 2 Gerade, die in bezug auf einen 
Punkt zentrosymmetrisch liegen, d. h. auf allen Geraden durch ihn 
paarweis gleiche Strecken ausschneiden. 'Obrigens halt sich auch Vero
nese durchaus innerhalb der Grenzen des Euklidischen Lehrstoftes, insbe
sondere vermeidet er natiirlich jede Anlehnung an die Arithmetik. 
Diesem Veroneseschen Buche inhaltlich verwandt sind die "Elementi 
di geometria" von F. Enriques und U. Amaldi1), die nur in bedeutend 
hoherem MaBe neben der strengen Systematik auch die padagogischen 
Momente betonen. 

Die abstrakte Richtung Veroneses hat nun noch eine Steigerung er
fahren in der sogenann ten P eanoschule. G. P eano in Turin vertri tt die Ten
denz, die rein logische, von Anschauungselementen freie Bearbeitung der 
Mathematik noch viel scharfer durchzufiihren, als es in den bisher be
riihrten axiomatischen Untersuchungen geschieht, und er hat zu diesem 
Ende eine besondere Formelsprache2) ersonnen, die an die Stelle der ge
wohnlichen Sprache treten soIl. Denn er meint, daB man sonst infolge 
der zahlreichen Assoziationen, die sich unwillkiirlieh an die uns gelaufigen 
Worte kniipfen, das Hineinspielen nieht logischer Momente unmoglich 
vermeiden konne. So wird das Ideal schlieBlich ein Operieren mit an sich 
bedeutungslosen Symbolen nach "willkilrlichen" Regeln, die an sich auch 
ihrerseits nichts zu bedeuten haben. Peano hat eine groBe Schule be
griindet, die jetzt in Halien weitverbreitet ist und viel EinfluB hat. 
Mit seinen Schiilem gemeinsam veroffentlicht er ein "Formulaire", in 
dem die gesamte Mathematik ihrem rein logischen Inhalt nach in seiner 
Formelsprache dargestellt werden solI. 

Fragen wir uns, ob eine soIche extreme Betonung der rein logischen 
Momente fUr die Wissenschaft forderlich sein kann. Ich wende da gem 
ein Gleichnis an: Viele Leute empfinden, wenn sie aus dem Tale auf einen 
Berg steigen, die reinere, diinnere Luft angenehm, und doch ist es 
keineswegs so, daB immer weitere Verdiinnung der Luft das Wohl
befinden stets erhoht; es gibt da eine Grenze, jenseits deren iiberhaupt 

1) 2. Auflage. Bologna 1905. 
2) [Vgl. hieriiber auch Teil I. S. 13. 286.] 
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jede Existenzmoglichkeit aufhort. So glaube ich, daB die Begeisterung 
der Logiker fUr die Elimination jeder Anschauung (sofern sie iiber
haupt moglich ist, denn auch die Peanoschen Symbole bringen als 
solche noch einen Rest anschaulicher Elemente in sein System!) etwas 
voreilig ist: mag manchem vielleicht auch zunachst in dieser reineren 
Logik sehr wohl zumute sein, so wird es doch auch hier ein Optimum 
in der Verteilung von Logik und Anschauung geben, das zugunsten der 
ersteren ohne Schaden nicht iiberschritten werden kann! 

Freilich, was die reine Forschung angeht, wird man natiirlich jeden 
neuen Ansatz gutheiBen und die Fortschritte und Anregungen ab
warten, die er bringt. Aber es ist notwendig, auch vom Standpunke der 
Piidagogik aus ein Urteil abzugeben, da jene abstrakten Tendenzen viel
fach auch auf den Schulunterricht EinfluB gewonnen zu haben scheinen. 
Dieses Urteil wird mehr negativ lauten miissen: man darf wohl ver
muten, daB bei einem Schulunterricht im Sinne jener Richtung viele 
Schiller gar nichts lernen und die wenigen, die iiberhaupt folgen"konnen, 
jedenfalls nicht das erhalten, was sie spater gebrauchen konnen. 

In der Tat scheint in Halien auch bereits eine Reaktion gegen diese 
allzu abstrakte Gestaltung des Unterrichts entstanden zu sein - auch 
an den Hochschulen, denn merkwiirdigerweise haben die reinen Logiker 
gerade an den technischen Hochschulen vielfach das Dbergewicht er
langt. Man klagt da jetzt iiber eine schlechte mathematische Ausbildung 
des Durchschnittes der Studenten, die die abstrakten Auseinander
setzungen nicht auffassen konnen. Schon vor Jahren wurde mir gelegent
lich als interessantes Beispiel mangelnder Anpassung an die tatsachlichen 
Bediirfnisse erzahlt, daB in Vorlesungen ffir Ingenieure der Taylorsche 
Satz zuerst fiir beliebig viele Variable bewiesen und erst hinterher auf 
eine Variable spezialisiert werde. 

Auch im Mittelschulunterricht machen sich in neuerer Zeit Reform
bestrebungen geltend, die ganz im Sinne unserer deutschen und der 
franzosischen Bewegung die vorwiegende Beriicksichtigung der ab
strakten Logik und den engen stofflichen AnschluB an Euklid aufgeben, 
und den Unterricht durch anschauliche Momente, durch Heranziehung 
der wichtigsten Allgemeinbegriffe der modernen Wissenschaft (Funk
tionsbegrill) , schlieBlich auch durch Bezugnahme auf die Anwendungen 
beleben wollen. Der FUhrer dieser Bewegung ist Gino Loria, der 1904 
vor dem 3. internationalen MathematikerkongreB in Heidelberg iiber 
den mathematischen Unterricht in Hallen berichtetl) und seither in 
einem interessanten, auch ins Deutsche iibertragenen Vortrage 2) vor 
der italienischen Oberlehrervereinigung "Mathesis" iiber seine Reform-

1) Verhandlungen des 3. intemationalen Mathematiker-Kongresses, S. 594. 
Leipzig 1905. 

2) "Vergangene und kiinftige Lehrplane." Deutsch von H. W-ieleitner. Leipzig 
1906. 
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vorschHi.ge gesprochen hat. Diese Vereinigung ist ein Zeugnis dafiir, daB 
man in den Lehrerkreisen Italiens den modernen Ideen jetzt reges 
Interesse zuwendet, und wenn auch die neuen LehrpHine von 1905 1) 

nur erst geringe Spuren davon zeigen, so darf man doch vielleicht an
nehmen, daB man sich allmahlich an den italienischen Schulen von 
den Banden der extremen Logik befreien und eine neuere Gestaltung 
des Unterrichts einfUhren wird. 

\Vir wenden uns nun endlich unserer Heimat zu. 

IV. Der Unterricht in Deutschland. 
Dabei wollen wir der Idee nach auch alie deutschsprechenden 

Lander, wie die deutsche Schweiz und Osterreich, mit berucksichtigen. 
In Deutschland zeigt der Entwicklungsgang des geometrischen Unter
richts einen ganz anderen Typus als in den ubrigen Ui.ndern; vor aHem jehlt 
die Einheitlicitkeit der Entwicklung, wie sie anderwarts durch die strenge 
staatliche Organisation oder das Eingreifen einer starken Pers5nlichkeit 
erzielt war. Hier in Deutschland hat sich vielmehr der Unterricht in 
jedem Einzelstaate fUr sich in eigenen Bahnen entwickelt, und noch 
daruber hinaus blieb der einzelnen Anstalt, dem einzelnen Lehrer stets 
ein relativ groBer Spielraum fUr selbstandige Betatigung. So sind denn 
eine grofJe Menge verschiedenartiger Anregungen au,s den verschiedensten 
Quellen nebeneinander zur Geltung gekommen, und sie konnten meist 
ihre Wirksamkeit entfalten, noch ehe ihnen in offiziellen Lehrplanen 
nachgegeben war. Ich kann hier naturlich nur wenige Gesichtspunkte 
herausgreifen, die fur die Entwicklung in den letzten J ahrzehnten - sagen 
wir etwa von 1870 an - besonders bedeutsam geworden sind und ver
weise im ubrigen auch hier zur Erganzung auf die ausfUhrliche Dar
steHung der allgemeinen Entwicklungslinien in Klein-Schimmack2). 

Eine besonders wichtige Tendenz, die sich seit den siebziger Jahren 
geItend macht - im Zusammenhang mit dem gesteigerten Bildungs
bedurfnis weiter Volksschichten, wie es mit dem nationalen Aufschwung 
in jener Zeit entstand - geht auf Bewegungen im Volksschulunterricht 
zuruck. Es ist die Auffassung, daB im Elementarunterricht notwendig 
die unmittelbare Anschauttng voranstehen, daB man hier den Unter
richt immer an sichtbare, dem Schiller wohlbekannte Dinge anknupfeiJ. 
musse. Diese Anregungen stammen bekanntlich von dem beruhmten 
Schweizer H. Pestalozzi, in dem man uberhaupt den Begrunder des 
Elementarunterrichts im heutigen Sinne sehen muB. Seine Wirkungszeit 
fiilIt - in runder Zahl - t£m das J ahr 1800. GewiB hat es fUr jeden 
Mathematiker Interesse, Pestalozzis Originalpublikationen, die fur die 
Mathematik in Betracht kommen, kennen zu lernen; diese sind "das 

1) Istruzioni e programmi vigenti nei gymnasi e·licei. Torino 1905. 
2) Zitiert S. 243. 
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ABC der Anschauung oder die Anschauungslehre der Ma/3verhiiltnisse"l) 
und "die Anschauungslehre der Zahlenverhiiltnisse"2). Diese Bucher 
sollen zeigen, wie man die allereinfachsten Tatsachen der Raum- und 
Zahlanschauung dem ganzlich unvorgebildeten Schiller durchaus zu 
eigen machen kann. Freilich tauscht man sich sehr, wenn man in ihnen 
irgend etwas besonders Packendes erwartet; sie sind so ziemlich das 
Langweiligste, was ich je in der Hand gehabt habe, da sie lediglich alle 
moglichen trivialen Verhaltnisse mit erschreckender Konsequenz ganz 
ausfiihrlich darstellen. Urn nur ein Beispiel herauszugreifen: Das Kind 
solI lernen, daB ein Quadrat durch horizontale und wrtikale Gerade in 
gleiche Teile geteilt werden kann (vgl. Abb. 145). Dazu gibt Pestalozzi 
nicht nur eine Tafel mit samtlichen 100 Kombinationen von Teilungen 
durch 0, 1 ... ,9 vertikale und horizontale Linien, sondern er bespricht 
auch im Text die Anzahl, Lage usw. der Teilquadrate und Rechtecke 

rnB 
Abb. 145. Abb. 146. 

in jedem einzelnen Falle nach immer wieder demselben Schema in 
der denkbar ausfUhrlichsten Weise. Man muB das wohl so verstehen, 
daB er damit auch dem ungeschicktesten Volksschullehrer - er muBte 
ja damals noch mit ganz unzureichend vorgebildetem Material rechnen 
- eine reiche Sammlung von Beispielen bieten wollte, von dem er 
einen beliebigen Teil nach Auswahl wortlich seinem Unterricht zu
grunde legen konnte. 

Ich lege Ihnen zur Erganzung noch ein Schriftchen des Gottinger 
Philosophen ]. F. Herbart vor, der besonders fUr die Ausbreitung dieser 
Ideen tatig war: "Pestalozzis Idee eines ABC der Anschauung" 3). Hier 
werden die Pestalozzischen Ansatze in weniger schematischer und darum 
interessanterer Darstellung fortgefUhrt .. Namentlich sind es aile mog
lichen Dreiecksgestalten, die Herbart den Kindern deutlich gemacht 
wissen will. So gibt er in einer Tabelle die Dreieckswinkel sowie die 
Winkel rechts und linksder Hohe von 5 o. zu 50 (vgl. Abb. 146) und in 
einer anderen Tabelle die zugehorigen Seitenlangen in der Absicht an, 
diese Tabelle durch Nachmessen prufen zu lassen. Merkwurdig ist auch 
sein Vorschlag, die verschiedenen Dreiecksformen den Kindern dadurch 
einzupragen, daB man ihnen schon in der Wiege Tafeln mit den ver
schiedensten Dreiecksformen vor Augen stellt. 

1) In 2 Heften. Zurich und Tubingen 1803. 
2) In 3 Heften. Zurich und Tubingen 1803/04. 3) G6ttingen 1802. 
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Pestalozzi und Herbart libten eine machtige Einwirkung auf den 
Volksschulunterricht aus, die noch heute nachhalt; Sie werden in den 
meisten Lehrblichern der Raumlehre fiir Volksschulen deutliche Nach
wirkungen der Pestalozzischen Ideen finden konnen. In sehr charakte
ristischer Form finden Sie Pestalozzis Anschauungslehre noch in unseren 
ganz auf ihn bzw. auf F. Frobel zuruckgehenden Kindergarten erhalten, 
wo die kleinen Kinder im Spiel mit geeigneten Gegenstanden die ein
fachsten Raumformen kennen lernen. 

Aber auch auf .hohere Schulen haben diese padagogischen Ideen 
bald ubergegriffen. Besonders charakteristisch ist in dieser Hinsicht 
der Lehrplan, den Exner und Bonitz um 1850 fur Osterreich auf
gestellt haben. DaB gerade hier und zu dieser Zeit die Bewegung ein
setzte, kann man wieder aus den politischen Verhaltnissen verstehen; 
in Osterreich hatte sich durch die zahlreichen katholischen Ordens
schulen, besonders die der Jesuiten, im mathematischen Unterricht 
wesentlich die dogmatische Methode des Mittelalters erhalten, und als 
die revolutionare Bewegung von 1848 das Alte wegschwemmte, da 
konnte man von dem Vorhandenen gar nichts mehr zur Anknupfung 
benutzen und fiihrte das Neue im reinsten Typ ein. So ubernehmen 
denn die Exner-Bonitzschen Lehrplane, soweit irgend moglich, die neuen 
anschauungsmaBigen Methoden auf die hoheren Schulen. Die Raum
anschauung wird nicht nur auf der Unterstufe als Vorbereitung be
trieben, sondern sie wird zum Selbstzweck erhoben. Man soli nicht etwa 
bloB an anschaulichen Dingen das logische Denken liben, sondern um 
Obung der Anschauung selbst handelt es sich. Auf der Unterstufe 
(4 Jahre) tritt der logische Betrieb liberhaupt ganzlich zuruck, 
und nur das anschauliche Erfassen der Figuren wird unter fortge
setztem Zeichnen geubt. Auch auf der Oberstufe, wo der so gewonnene 
Stoff logisch verarbeitet wird, wird das Zeichnen in betrachtlichem 
Umfange beibehalten. Viele von Ihnen mogen gelegentlich bemerkt 
haben, wie geschickt die osterreichischen Mathematiker zu zeichnen 
verstehen - eine Folge jener charakteristischen Gestaltung des 
Lehrplanes. 

Diese Tendenzen sind es nun, die am Anfang der siebziger Jahre 
auch in PreufJen und uberhaupt in Norddeutschland sich durchzusetzen 
beginnen. Man muB hier auch des personlichen Moments gedenken, 
daB Bonitz damals ins preuBische Kultusministerium als maBgebende 
Kraft ein tra t. F ormuliert wurden die Grundsa tze dieser Reform fur 
PreuBen in den Lehrpllinen von 1882. Ihr auBeres Kennzeichen ist die 
Einfiihrung eines geometrischen Vorkursus, der sogenannten geometrischen 
Proplideutik auf der Quinta; hier solI der Schiller anschauungsgemaB 
mit den Dingen vertraut gemacht werden, die spater den Inhalt des 
Lehrgebaudes der Geometrie bilden. Vergleichen Sie hierzu auBer 
Klein-Schimmack auch etwa meinen Aufsatz ,,100 Jahre mathema-
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tischer Unterricht in den hOheren preu/3ischen Schulen"l), in dem ich iiber
haupt den Gang der Entwicklung unseres mathematischen Unterrichts 
im letzten Jahrhundert darzusteHen gesucht habe. 

Das Lehrbuch, in dem die Tendenzen der Reform von 1882 wohl 
ihre ausgepragteste Formulierung gefunden haben, ist Holzmullers 
"methodisches Lehrbuch der Elementarmathematik"2). Hier ist schon der 
Titel charakteristisch: "Methodisch" ist im Gegensatz zu "systema
tisch" gemeint; nicht ein starres Lehrgebaude wie etwa bei Euklid soH 
aufgefiihrt werden, sondern ein naturgemii/3er Lehrgang, der danach 
orientiert ist, wie man den Schiller erfahrungsgemaB am besten fordert. 
Und dann haben wir hier nieht ein Lehrbuch der Geometrie oder Arith
metik fiir sieh, sondern die gesamte Elementarmathematik wird in 
wechselnder. Reihenfolge ihrer einzelnen Facher dargestellt, so, wie 
man sie im Unterricht wirklich aufeinander folgen lassen kann, wobei 
auch ihre gegenseitigen Beziehungen deutlich hervortreten. Tm iibrigen 
gehen die geometrischen Entwicklullgen stets yom wirklichen Zeichnen 
und Konstruieren aus. Besonderer Wert wird auf die Ausbildung 
der Raumanschauung, auf das stereometrische Zeichnen gelegt. Es wird 
auch immer darauf gesehen, daB man eine Konstruktion nieht nur als 
moglich erkennt, sondern daB man sie auch wirklich sauber ~tnd voU
stiindig durch/uhrt. Die geometrischen Lehrsatze fallen dabei haufig 
sozusagen nebenbei ab; z. B. entstehen die Kongruenzsatze aus der 
Bemerkung, daB die Konstruktion eines Dreiecks aus 3 gegebenen 
Stucken eindeutig ist. Ich muB ferner hervorheben, daB in Verbindung 
mit der geschilderten Tendenz auch die Grundsiitze der profektiven Geo
metrie zum Teil in die Darstellung hineingearbeitet sind. Freilich darf 
ieh nicht verschweigen, daB bei HolzmUller die logischen Momente ver
schiedentlich etwas zu kurz gekommen sind; aber es ist nun einmal eine 
alte Sache, daB man nach allen Seiten hin gleichzeitig Befriedigendes 
nicht erreichen kann. Betont man vorzugsweise die Logik, so leidet 
die Anschaulichkeit, und umgekehrt. 

Die positiven Resultate der hiermit geschilderten Bestrebungen 
sind wohl jetzt allgemein in den Unterrichtsbetrieb ubergegangen, aber 
naturlich sind allmablich wieder neue Anregungen hinzugetreten. 
Da kommt in erster Linie wie in allen anderen Landern die starke, in 
Deutschland etwa urns Jahr 1890 einsetzende Bewegung in Betracht, 
die die Anwendungen der Mathematik in allen Zweigen der Naturwissen
schaft, insbesondere in der Technik, sowie ihre Bedeutung fur alle Seiten 
des menschlichen Lebens mehr betont zu wissen wunscht. Sie bringt 

1) In W. Lexis, Die Reform des h6heren Schulwesens in PreuBen. Halle 1902. 
Abgedruckt in Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung Bd. 13, 
s. 347ff., 1904 und in F. Klein und E. Riecke, Neue Beitrage zur Frage des mathe
matischen und physikalischen Unterrithts an h6heren Schulen, S. 63 ff. Leipzig 1904. 

2) In 3 Teilen. Leipzig (Teubner) 1894-1895, sowie zahlreiche Neuauflagen. 
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gegeniiber der auf Anschaulichkeit gerichteten Tendenz etwas wesentlich 
Neues; denn kann man diese noch mit rein formalen Zwecken ver
binden, so handelt es sich jetzt darum, das mathematische Denken 
wirklich fruchtbar auf die verschiedensten anderen Gebiete anzu
wenden. Zu diesen Bestrebungen stehen in naher Beziehung die Reform
tendenzen, die wir im ersten Bande des gegenwartigen Werkes so oft 
beriihrt haben und die ich daher hier wohl nur noch zu erwahnen 
brauche: die H eranziehung des Funktionsbegriffs, der graphischen 
Methoden, der Anftinge der Infinitesimalrechnung, die ja aile auch fiir 
den geometrischen Unterricht zahlreiche neue Anregungen bringen. 

Etwas ausfiihrlicher will ich dafiir aber iiber einige neuere weiter
gehende Tendenzen sprechen, mit denen sich die Mathematiker mehr 
auseinandersetzen miissen, als das bisher geschehen ist: 

a) Zunachst meine ich da gewisse Ergebnisse der modernen psycho
logischen Forschung, spezieIl der experimentellen Psychologie, sowie der 
modernen Hygiene. Die Padagogik auf die Psychologie aufzubauen ver
suchte schon Herbart, aber die Durchfiihrung dieser Aufgabe hat eine 
ganz andere Grundlage erhalten, seitdem die Psychologie sich exakte 
experimenteIle Methoden geschaffen hat. Denken Sie z. B. daran, 
wie wichtig die Erforschung des Gedtichtnisses fiir die Padagogik ist, 
wie wichtig es z. B. fiir sie ist, zu wissen, auf welche Weise sich Tat
sachen dem Gedachtnis einpragen und darin haften bleiben, wie das 
von der Umgebung oder der pers6nlichen Disposition des Individuums 
abhangt. Tatsachlich beschaftigen sich jetzt die Psychologen an vielen 
Orten, gerade auch hier in G6ttingen, viel mit diesen Fragen. Ahnlich 
wichtig fiir die Padagogik ist die Untersuchung der Ermiidung, die 
Frage z. B., ob k6rperliche und geistige Ermiidung unabhangig von
einander sind oder nicht. Friiher glaubte man wohl, daB man nach 
vorangegangener k6rperlicher Anstrengung zur geistigen Arbeit besonders 
beHihigt sei, wahrend man jetzt, gestiitzt auf Beobachtungen, allgemein 
znr entgegengesetzten Ansicht gekommen ist. 

Ein besonders wichtiges Problem auf diesem Gebiete gerade auch 
im Hinblick auf die Mathematik ist das der Unterschiede der individuellen 
Begabung. Es gab ja eine Zeit, wo man fest davon iiberzeugt war, daB 
nur ganz wenige Schiller "mathematische Begabung" hatten - man 
meinte damit, daB nur sie iiberhaupt etwas von der Mathematik ver
stehen und aile iibrigen selbst bei gr6Bter Anstrengung doch nichts 
lernen k6nnten; den Grund, daB eine soIche Ansicht so allgemeine 
Verbreitung finden konnte, kann man wohl nur in der mangelhaften 
Methode des mathematischen Unterrichts suchen, die damals herrschte. 
Als man spater im AnschluB an die Exner-Bonitzschen Lehrplane gr6Beren 
Wert auf padagogische Kunst zu legen begann, kam man bald zu der 
entgegengesetzten Meinung, daB jeder Schiller bei gutem Willen und 
einiger Anstrengung auch seitens des Lehrers etwas Erkleckliches in 
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der Mathematik lernen konne. Ich erhoffe nun von der experimentellen 
-psychologischen Forschung Auskunft dariiber, wie es hiermit wirklich 
steht. GewiB gibt es auch unter sonst begabten Leuten durchaus 
"amathematische", denen das mathematische Denken absolut nicht 
liegt. DaB auch unter kunstlerisch hervorragend begabten Naturen 
solche Amathematiker vorkommen, zeigte mir kurzlich ein sehr inter
essantes Gesprach mit dem beruhmten Berliner Architekten Messel, 
der Ihnen allen u. a. durch den ebenso zweckmaBigen wie kunstlerisch 
wertvo11en Wertheimschen Warenhausbau bekannt ist. Ais er horte, 
daB ich Mathematiker sei, sprach er sich in scharfster Weise uber das 
ganze unnutze Zeug aus, mit dem man auf der Schule so geplagt werde 
und das jedenfalls fUr ihn stets ohne jede Bedeutung geblieben sei. 
Vielleicht ware es viel kluger, wenn man solche Naturen auf der Schule 
ohne Mathematik laufen lieBe, als daB man sich vergeblich abmuht, 
ihnen wenigstens einige mathematische Kenntnisse beizubringen. Man 
erreicht dabei doch meistens nichts, als daB man in ihnen einen groBen 
Widerwillen gegen diese Dinge erweckt, die sie nicht begreifen konnen, 
und daB man dadurch der Mathematik einfluBreiche Feinde verschafft. 
Freilich darf sich das nur auf die ganz wenigen beziehen, die bei sonst 
vortrefflicher Veranlagung einseitig mathematisch unbegabt sind, und 
es solI damit nicht etwa der Bequemlichkeit und Faulheit oder jener 
alten Theorie von der "allgemeinen mathematischen Unbegabtheit" 
das Wort geredet werden. 

Weitere wichtige Aufgaben, die der Psychologie auf mathematischem 
Gebiet harren, beziehen sich auf die zweifellos vorhandenen feineren 
Artunterschiede der mathematischen Begabung, die sich bei den produktiv 
wissenschaftlich Arbeitenden geltend machen, aber gewiB auch fUr die 
padagogischen Fragen bedeutsam sind. Bemerkt man doch alle Tage, 
daB der eine Mathematiker mehr abstrakt arithmetisch veranlagt ist, 
wahrend der andere das Operieren mit geometrisch anschaulichen Ge
stalten vorzieht. Man hat bereits besonders solche Leute, die auf einem 
engbegrenzten Gebiet hervorragende Fahigkeiten ausgebildet haben, 
grope Rechner oder Schachspieler, psychologisch untersucht und auch 
da die groBten Unterschiede gefunden; man weiB z. B., daB einige 
Rechner die groBen Zahlen, mit denen sie operieren, anschaulich in 
Ziffern geschrieben vor sich sehen (visuelle Veranlagung), wahrend 
andere wieder auditiv arbeiten, indem sie an den Ton der Zahlworte 
ihre Assoziationen knupfen. Ich verweise Sie in dieser Hinsicht auf 
das interessante Buch Bineis, "Psychologie des grands calculatMtrS et 
ioueurs d'echecs"l). 

1) Paris 1894. [Neuere Untersuchungen dieser Art findet man in der 
Schrift von O. Kroh, Eine einzigartige Begabung und deren psychologische 
Analyse, G6ttingen 1922, welche im AnschluB an die auBerordentlichen Rechen
leistungen des Mathematikers G. Ruckle entstanden ist.] 
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b) Eine zweite, in der Neuzeit vielfach hervortretende Tendenz, 
die ich hier noch erwahnen will, beriihrt sich mit dem, was ich gerade 
iiber die mathematische Veranlagung hervorragend kiinstlerisch be
gabter Personen sagte; ich meine die moderne sog. Kunsterziehung und 
die Neuerungen im modernen Zeichenunterricht. Das Ziel ist hier, 
moglichst bald zu einer lebhaften intuitiven Aujjassung der Dinge im 
Ganzen, GrofJen zu gelangen und nicht mit dem Studium ihrer Einzel
heiten zu beginnen. Besonders interessant zeigt sich dieses Bestreben, 
wie es in verwandter Weise auch bei manchen hervorragenden Ingenieuren 
hervortritt, in der Entwicklung des Zeichenunterrichtes. Friiher legte 
man da vielfach den Rauptnachdruck darauf, daB jeder Schiller be
stimmte Konturen nach Vorlagen exakt nachzeichnen lernte - ein 
Verfahren, mit dem man nur zu oft wenig Interesse und wenig Erfolge 
erzielte. Ich erinnere mich, daB ich in meiner Schulzeit immer wieder 
dieselbe Arabeske kopieren muBte, well sie mir ganz und gar nicht gelingen 
wollte, wodurch gewiB meine Fahigkeit, zu zeichnen, nicht entwickelt 
wurde. Reute gibt manim Gegensatz dazu dem Kin'de von vornherein Pinsel 
und Farbe in die Rand und laBt es nach eigenem Eindruck einfache, 
alltagliche Gegenstande abmalen, so wie es sie unmittelbar vor Augen 
oder in Erinnerung hat: Auf genaue Wiedergabe der Einzelheiten 
kommt es dabei gar nicht an; die konnen hochst unexakt sein, wenn 
nur der Gesamteindruck getroffen ist. Man sieht heute allerwarts in 
Ausstellungen von Schulen, was fUr iiberraschend gute Resultate mit 
dieser Methode selbst bei Kindern ohne jede spezifisch kiinstlerische 
Begabung erzielt werden. 

Freilich steht diese Richtung durchaus im Gegensatz zum mathe
matischen Zeichnen, insofern dieses gerade auf genaue, auch quantitativ 
richtige Festlegung aller Einzelheiten Wert legen muB. Dnd natiirlich 
konnen beide Tendenzen leicht in scharfsten Kampf miteinander ge
raten, wenn die eine oder andere allzu einseitig gehandhabt wird. Da 
werden Z. B. einmal in der darstellenden Geometrie mit groBer Miihe 
sehr viele einzelne Punkte einer Kurve konstruiert, aber da mangels der 
notigen zeichnerischen Fertigkeit diese Punkte vielleicht recht ungenau 
werden und der Zeichnende nicht die richtige Vorstellung vom Aussehen 
der Kurve hat; legt er durch sie statt einer ordentlichen Kurve einen un
moglichen Krakel, der jedenfalls kein Blld der wirklich darzustellepden 
raumlichen Verhaltnisse vermittelt. Ebenso kann andererseits auch das 
kiinstlerische Zeichnen zur Karrikatur werden; die Einzelheiten werden so 
verschwommen, daB man vielleicht in einiger Entfernung allenfalls 
etwas zu erkennen glaubt, in der Nahe aber nur einen undefinierbaren 
Klecks sieht. Aber ich meine, verniinftig betrieben konnten sich beide 
Richtungen doch recht wohl 'l)erstiindigen und einander erganzen, was im 
Interesse der Sache auBerst wiinc;chenswert ware. Es ware wohl auch 
fiir die Mathematik recht wenig zweckmaBig, sich einer neuen, rasch 
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aufstrebenden Bewegung hier prinzipiell feindlich gegeniiber zu stellen. 
Manches anregende Material in der Richtung einer Verstandigung ent
halt die Schrift von Fr. Schilling "Ober die Anwendungen der darstellen
den Geometrie"l), wo u. a. auch von den Beziehungen zur Kunst die 
Rede ist. 

Ich erwahne in diesem Zusammenhange gem nodi die oft zitierte, 
so iiberaus scharfe Kritik des beriihmten Philosophen Schopenhauer 
gegen die Mathematik, weil sie fiir die Feindschaft mehr kiinstlerisch 
veranlagter Naturen gegen unsere Wissenschaft ungemein charakte
ristisch ist. Schopenhauer halt die Aufeinanderfolge einzelner logischer 
Schliisse, die ein strenger mathematischer Beweis enthalten muD, fUr 
ungeniigend und unertraglich. Er will sofort gewissermaDen mit einem 
Blick von der Wahrheit des Satzes intuitiv iiberzeugt sein, und so hat 
et sich die Theorie gebildet, es gabe neben jenen logischen, von be
stimmten Vordersatzen ausgehenden Deduktionen noch eine andere 
mathematische Beweismethode, we1che die mathematische Wahrheit 
direkt der Anschauung entnimmt. Von diesem Standpunkte verurteilt erin 
seinem Hauptwerke "Die Welt als Wille und VorsteZlung'(2) wie auch 
anderwarts das ganze Euklidische System prinzipiell aufs heftigste und 
besonders ist Euklids Beweis des pythagoraischen Lehrsatzes Gegenstand 
seiner Angriffe. Er nennt ihn einen "Mausefallenbeweis", der einen wohl 
schlieDlich zum Zugeben der Richtigkeit der Behauptung zwange - in
dem er aIle moglichen Auswege der Reihe nach hinterlistig absperre -, 
der aber nie zur inneren Erkenntnis der vVahrheit fiihre. Kein Mathe
matiker wird Schopenhauer bei diesen AusfUhrungen beistimmen 
konnen, denn mag man der Anschauung in der Mathematik auch eine 
noch so groDe Rolle als heuristisches, die Wissenschaft fordemdes Prinzip 
zuschreiben, schlieJ3lich wird doch als letzte allein entscheidende Instanz 
immerwieder der von den Voraussetzungen ausgehende logische Be
weis eintreten miissen. Ich verweise iibrigens gem auf die sehr 
interessant geschriebene akademische Festrede "Ober Wert und angeb
lichen Unwert der Mathematik" von A. Pringsheim3), in der dieser sich 
ausfiihrlich gerade mit Schopenhauers Angriffen auseinandersetzt. 

Freilich, wiirde Schopenhauer lediglich die zerrissene, abgehackte 
Form der Darstellung bei Euklid angreifen und eine iibersichtlichere 
Herausarbeitung der Ideen eines jeden Beweisganges sowie iiberhaupt 
neben der Logik eine weitergehende Beriicksichtigung der Anschauung 

1) Leipzig und Berlin 1904. - Heft 3 von F. Klein und E. Riecke, Neue Bei
trage zur Frage des mathematischen und physikalischen Unterrichts an hoheren 
Schulen. Leipzig und Berlin 1904. 

2) Siehe Werke (herausgegeben von FrauenstMt; Leipzig 1859) II, S. 82ff. 
und III, S. 142; ferner auch I, S. 135. 

3) Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung. Bd. 13, S. 357. 
Mftnchen 1904. 

K ! e in. Elementarmathematik II. 17 
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wlinsehen, so konnte man ihm durchaus beipfliehten. Aber aueh 
dann hatte er sich in dem Euklidischen Beweis des pythagoraischen 
Lehrsatzes kein sehr passendes Objekt fUr seine Angriffe ausge
sucht; denn gerade diesen halte ieh der Idee naeh - wenn man 
von den AuBerlichkeiten der Euklidischen Manier absieht - fUr 
besonders anschaulich, Wle aus der folgenden Darstellung deutlich 
werden soli: 

Wir zeichnen uns die bekannte Figur (vgl. Abb. 147) des reeht
winkligen Dreiecks mit den QuadratenI, 11 liber den Katheten und III 

.1£' 

Abb. 147. 

liber der Hypotenuse; wir ziehen die Hohe 
des Dreiecks auf die Hypotenuse, deren 
Verlangerung das Quadrat III in die 
2 Rechtecke l' und 11' teilt, so daB also: 

(1 ) 111 = l' + II' . 

Wir zeigen nun, daB das Reehteek l' 
dem Kathetenquadrat 1 gleich ist. Dazu 
ziehen wir die beiden gestriehelten Hilfs
linienund betraehten dasschrag sehraffierte 
Dreieek J und das vertikale schraffierteJ' . 
Das erstere J hat offenbar mit dem Qua
drate 1 Grundlinie und Hohe gemein, und 
ist daher bekanntlieh halb so groB: 

J =tI; 

ebenso ist da.s vertikal schraffierte Dreieck J' gleich der Halfte des 
Rechtecks I': 

J' = t1'. 
Endlich aber sieht man, daB beide Dreiecke kongruent und also 
auch gleich sind: 

und damit folgt in der Tat: 
LI = LI' , 

I = 1'. 

Ebenso kann man nachweisen, daB: 

II = II' , 
und in Anbetracht der Tatsache (1) folgt wirklich der pythagoraische 
Satz: 

III ~ I + II. 
Hier ist also ganz kurz in, wie man meinen sollte, jedem Menschen 

sofort einleuchtender Weise der Beweis gefUhrt; dabei sind Anschauung 
und Logik derart verbunden - und das scheint mir wohl das Ideal -, 
daB jeder logische Schritt s%rt auch zu anschaulicher Evidenz ge" 
bracht wird. Aueh den Hilfssatz LI = t I, def hier benutzt wird, 
kann man sich bekanntlieh durch die Abb. 148 in der J aus 
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der Halfte des Quadrates I durch Verschiebung der einzelnen Horizontal
streifen hervorgeht, anschaulich vollkommen klar machen (Cavalierisches 
Prinzip I). Damit freilich diese einfachen Ideen auch richtig und klar 
herauskommen, dazu tragt eine von dem Euklidischen starren Schema 
abweichende. etwas flussigere Darstellung und 
eine angemessene Bezeichnungsweise ihr wesent
liches Teil bei. Besonders mochte ich dafUr 
eintreten, daB man auch viel allgemeiner im 
Unterricht zur Unterscheidung von Linien 
und Flachen verschiedene Schraffierungen oder 
noch besser - was in dem vorliegenden Text Abb. 148. 
leider nicht angeht - verschiedene Farben ver-
wendet, statt der Euklidischen Art, nur die Ecken mit Buch
staben zu markieren; das "rote" oder "gelbe" Dreieck ist ja ungleich 
augenfalliger, als wenn man sich die Ecken E, K, L erst in einer kom
plizierten Figur lange zusammensuchen solI. 

So meine ich also, sind Schopenhauers Angriffe gegen den Euklidischen 
Beweis sachlich durchaus unberechtigt, und noch klarer wird das, wenn 
man sich ansieht, was er an seine Stelle setzen will. Er gibt da nur fUr 
den Spezialfall des rechtwinklig gleichschenkligen Dreiecks (vgl. Abb.149) 
den bekannten Platonischen Beweis, den man ja freilich durch einen 
Blick auf die Figur ubersieht, und beschrankt sich darauf, fur 
den allgemeinen Fall ahriliches zu fordern. Aber das bietet dann 
gerade der Euklidische Beweis in einer vernunftigen Darstellung; 
und tatsachlich sind, wenn man der Sache auf den Grund geht, beide 
Beweise ganz gleichma13ig aus Logik und Anschauung gemischt, nur 
daB Schopenhauers Fall als der speziellere naturgemaB auch eine etwas 
einfachere Erledigung gestattet, und daB es infolgedessen hier auch fUr 
den Ungeubten leichter ist, die in dem Beweise enthaltene Kette logischer 
Schlusse mit einem Schlage anschaulich zu fassen. 

Doch damit genug von Schopenhauer; lassen Sie uns jetzt unsere 
Bemerkungen zur Entwicklung des geometrischen Unterrichts in Deutsch
land zu Ende bringen. Wir hatten bisher 
im Grunde immer noch die Entwicklungs
linie verfolgt, die auf jene Pestalozzi
Herbartschen zunachst fUr den Volks
schulunterricht bestimmten Tendenzenzu
ruckgeht. Nun wollen wir zusehen, wel
che Anregungen bei uns in Deutschland 
von dem mathematischen Hochschulunter-

Abb. 149. 

richt aus auf den Unterricht an der Schule eingewirkt haben. Da 
sehen wir ein sehr viel weniger befriedigendes Bild als in anderen 
Landern. Gerade in der Geometrie zeigt sich die so oft beklagte 
Erscheinung, daB Hochschule und "hohere" Schule durchaus in ge-

17* 
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trennten Bahnen sich bewegten, ohne lebendige Wechselwirkungen 
aufeinander auszuuben. Ausnahmen bilden in der ersten Hiilfte des 
19. Jahrhunderts die Vertreter der sogenannten neueren Geometrie, be
sonders Mobius und Steiner, deren Werke ich ja in dieser Vorlesung 
vielfach zitiert habe. Spater aber wachst mit dem groBen Aufschwung 
der mathematischen Wissenschaft jene Entfremdung mehr und mehr, 
und erst in dem letzten Jahrzehnt k5nnen wir erfreulicherweise wieder 
lebhafte Bemiihungen feststellen, die Kluft zu uberbrucken. Als hervor
ragendstes Zeugnis dieser Richtung nenne ich Ihnen gem wieder die 
Enzyklopiidie dey Elementarmathematik von H. Weber und J. Wellstein, 
von der fUr uns hier besonders Band II [Elemente der Geometrie1)] und 
Band III [Angewandte Elementarmathematik2)] in Betracht kommen; 
in Band II finden Sie die Grundlagen der Geometrie (Wellstein), Tri7 
gonometrie (Weber und W. Jacobsthal), analytische Geometrie (Weber), 
in Band III Vektortheorie und Grapruk (Wellstein). Allerdings ist in 
dieser Enzyklopadie nicht ganz das verwirklich t, was ich mir fUr die Schule 
wunsche, wie ich ja schon friiher 3) ausgefiihrt habe; insbesondere in den 
geometrischen. Teilen beschranken sich die Verfasser vielfach darauf, 
gewisse Dinge, mitdenen sie sich besonders beschaftigt haben, in gewiB 
auBerst interessanter, aber recht abstrakter Form zu entwickeln, statt 
lieber eine allgemeine Orientierung uber den Gesamtumjang der Geo
metrie, soweit sie fUr den Schulunterricht in Betracht kommt, zu geben. 
Demgegenuber wissen Sie ja, was ich wiederholt schon als Zielpunkt 
meiner eigenen Vorlesung bezeichnet habe. Ich wollte einen Gesamt
rahmen der Geometrie aufrichten, in dem gleichf5rmig Platz fur alle 
ihrer Teile ist, und der einen 'Oberblick uber sie alle und ihre wechsel
seitigen Beziehungen gestattet. Freilich konnte ich es nur als Postulat 
hinstellen, daB man versuchen solIe, gemaB den einzelnen aufgestellten 
allgemeinen Gesichtspunkten zu priifen, was von all diesem Stoff fUr die 
Schule paBt und wie weit man uberhaupt im Schulbetrieb unseren 
Ergebnissen gerecht werden kann. 

Naturlich ist dies Problem schon vielfach angegriffen, freilich noch 
niemals geI5st worden, und ich will nicht unterlassen, wenigstens noch
zwei interessante Bucher zu nennen, die einen groBen Teil der mer in4 
Betracht kommenden Fragen nach einheitlichen Gesichtspunkten ver
arbeitet haben. Das eine istder osterreichische LehrpZan von 19004), 

der an den Grundlagen der :Exner-Bonitzschen Reform von 1850 fest
halt. Wie dort, wird ein Unter- und Oberbau des Gymnasiums unter
schieden (je 4 Jahre), und au'f ersterem der geometrische Unterricht 

1) [3. Anfl. Leipzig 1915.] 
2) 1. Anfl. Leipzig 1907. - [3. Anf!. in zwei Teilen, Leipzig 1924.] 
3) Siehe Teil I, S. 4. 
4) Lehrplan nnd Instruktionen fur den Unterricht an Gymnasien in Osterreich. 

2. Auf!. Wien. 1900. 
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ausschlieBlich anschaulich mit sehr vielem Zeichenunterricht erteilt; 
dieser setzt sich auch auf der Oberstufe neben dem dort beginnenden 
logischen Betriebe fort. Das interessanteste an dem Lehrplan sind die 
ausfuhrlichen Erlauterungen zum mathematischen Unterricht, die einen 
hervorragend sachkundigen Verfasser verraten; es ist mir aber nicht 
bekannt geworden, von wem sie herriihren. Wir haben hier einen er
freulichen Gegensatz zu den sonstigen offiziellen LehrpHinen, die im 
mathematischen Teil meist so knapp gehalten sind, daB man kaum 
etwas Bestimmtes aus ihnen entnehmen kann. 

Das zweite Buch, das ich nennen will, ist das Lehrbuch der Elemen
targeometrie von Henrici und Treutlein1), Hier sind die Verfasser erfolg
reich bemiiht, den Ergebnissen der damaligen neueren Forschung, der 
proiektiven Geometrie, ebenso wie den Anwendungen Rechnung zu tragen, 
und auch die analytische Geometrie wird in organischer Verbindung mit 
anderem, namentlich der Trigonometrie, gebracht. 1m einzelnen er
wahne ich, daB die Einteilung des Stottes nach den Klassen geometrischer 
Transformationen erfolgt, so wie wir das friiher taten und wie das 
Mobius zuerst in seinem "baryzentrischen Kalkill" ausfiihrte: Kon
gruenz, Ahnlichkeit, Perspektivitat. Hinsichtlich der Anwendungen 
verweise ich darauf, daB sich am Ende des zweiten Teiles eine Ver
messungskarte des Groj3herzogtums Baden befindet (die Verfasser sind 
Badenser), so daB der Schiller· ein lebendiges Bild des Zweckes der 
Trigonometrie bekommt; ich meine, daB durch eine solche lebendige 
Bezugnahme zur Heimatskunde, die durch wirkliche Vornahme von 
Vermessungen im Gelande wirksam unterstiitzt wird, der Unterricht 
ganz auBerordentlich gewinnt. So sollte man analog etwa an unseren 
Schulen hier die GauBsche Vermessung des Konigreiches Hannover vor
legen, wo dann jeder Schiller lernen wiirde, was es mit dem beriihmten 
Dreieck Hoher Hagen-Brocken-Inselsberg auf sich hat. - Henrici
Treutlein ist also ein auj3erst beachtenswertes Buch. Man mag vom 
heutigen Standpunkt aus freilich bedauern, daB die iiber die linearen 
Transformationen der projektiven Geometrie hinausgehenden allge
meinen Verwandtschaften, wie Wir sie friiher noch heranzogen, fehlen, 
und daB im Zusammenhang damit auch die modernen Forderungen 
des funktionalen Denkens usw. nicht beriicksichtigt sind; es fehlt 
auch ein philosophischer Abschluj3 (also eine Erorterung iiber Axio
matik u. dgl.), wie er jetzt vielfach fiir die Oberklassen der Schule ge
wiinscht wird. 

Wir stehen nunmehr, meine Herren, am Ende unserer gemeinsamen 
Betrachtungen; konnte ich Ihnen im letzten Abschnitt auch schon viel 
davon erziihlen, wie sich jetzt neues Leben iiberall an der Schille regt, 
so denke ich doch, daB das Problem der Neugestaltung des mathe-

1) In 3 Teilen. Leipzig 1882/83; seitdem eine Reihe neuerer Auflagen. 
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matischen, insbesondere auch des geometrischen Unterrichts in den 
nachsten Jahren noch in ungleich hoherem MaBe in den Mittelpunkt 
des allgemeinen Interesses riicken wird. Sie aile, meine Herren, sind 
berufen, an der Losung dieser so wichtigen Aufgabe nach Kraften 
mitzuarbeiten - mitzuarbeiten auf Grund selbstandigen Nachdenkens 
iiber alle einschlagigen Fragen und frei vom Drucke einer iibermach
tigen, starren Tradition. Sie werden das konnen, wenn Sie sowohl 
iiber aile in Betracht kommenden Gebiete der Wissenschaft als auch 
iiber die geschichtliche Entwicklung einen leidlichen Uberblick haben, 
und dafiir - so hoffe ich - solI Ihnen meine Vorlesung eine Grund
lage gegeben haben. 



Zusatz I. 

Erganzende Bemerkungen fiber einige Fragen der 
Elementargeometrie. 

I. Enzyklopiidiereferate. 

Sucht man zu dem wissenschaftlichen Teil unseres Buches nach 
irgendeiner Richtung eine Erganzllng, so ist am zweckmaBigsten 
zl1nachst der Band III der Enzyklopadie der Mathematischen Wissen
schaften zu Rate zu ziehen. Wir denken hier insbesondere an die folgen~ 
den drei Berichte: 

J. Sommer: Elementare Geometrie vom Standpunkte der neueren 
Analysis aus. III. A. B. 8 (abgeschlossen 1914). 

M. Zacharias: Elementargeometrie und element are nichteuklidische 
Geometrie in synthetischer Behandlung. III. A. B. 9 (abgeschlossen 
1913) . 

G. Berkhanund W.Fr.1\1~eyer: NeuereDreiecksgeometrie. III. A. B.10 
(abgeschlossen 1914). 

Von diesen drei Referaten steht dasjenige von Zacharias am meisten 
zur traditionellen Elementargeometrie in Beziehung; die beiden andern 
betreffen zwar auch die elementaren Gebilde, aber nur insofern sie mit den 
neuerenMethoden behandelt werden. N atiirlich kommt diese Tendenz auch 
bei Zacharias stark zur Geltung, indem bei ihm z. B. die axiomatischen Fra
gen und die nichteuklidische Geometrie ausgedehnte Beriicksichtigung fin
den, aber doch nicht in gleichem Mafie einseitig wie bei den andern. Der 
Bericht Sommer beriihrt, wie schon der Titel vermuten lafit, eine ganze 
Reihe von Fragen, die bereits im ersten Bande des vorliegenden Werkes 
besprochen wurden. So wird dort iiber die Ausfiihrbarkeit geometrischer 
Konstruktionen, die Drehungsgruppen der regularen Polyeder und jene 
Entwicklungen aus der spharischen Trigonometrie berichtet, welche mit 
den Namen GaufJ, Mobius, Klein und Study verkniipft sind. Das Referat 
Berkhan-Meyer ist der Lehre von den merkwiirdigen Punkten, Geraden, 
Kreisen und Kegelschnitten des Dreiecks gewidmet und will vor aHem 
mit Hilfe des Begriffs der Transformation die Zusammenhange auf
zeigen, die zwischen vielen scheinbar vereinzelt nebeneinanderstehenden 
Sat zen jener Art bestehen. 
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2. Die Klassifikation geometrischer Konstruktionsaufgaben. 

Jede geometrische Aufgabe kann, wenn wir uns auf den Fall der 
Ebene beschranken, wie folgt formuliert werden: Gegeben ist eine Figur F 
von Punkten, Geraden, Kreisen und anderen Kurven der Ebene lZ. 
Gesucht wird in (if eine Figur F*, deren Punkte, Geraden usw. zu denen 
von F in einer vorgeschriebenen Beziehung stehen. Dem Herkommen 
gemaB und nicht aus stichhaltigen, didaktischen Griinden laBt man in 
der Elementarmathematik an Kurven fast nur Kreise, bestenfalls noch 
die iibrige:n Kurven zweiter Ordnung zu. Da eine solche Kurve durch 
5 Punkte,ein Kreis durch 3 und ein~ Gerade durch 2 Punkte festgelegt 
werden, so ist jede Figur F, sofem nur eine endliche Anzahl dieser Ge
bilde fUr sie wesentlich ist, durch eine endliche Anzahl von Punkten 
bestimmt. Dasselbe gilt fUr F*. Die Aufgabe heiBt dann: Die Punkte 
von F* sollen aus denen von F ermittelt werden. Der analytische An
satz fUhrt unter den genannten Beschrankungen auf eine endliche An
zahl von Gleichungen zwischen den Koordinaten der gesuchten und 
denen der gegebenen Punkte. 1st von diesen Gleichungen mindestens 
eine transzendent, so wird die Aufgabe selbst transzendent, sonst alge
braisch genannt. Eine algebraische Aufgabe heiBt weiterhin linear 
oder vom ersten Grade, wenn die Berechnung der unbekannten Koor
dinaten nur auf Gleichungen ersten Grades fiihrt; wenn dabei jedoch 
quadratische Gleichungen auftreten oder so1che Gleichungen haheren 
Grades, die durch eine Aufeinanderfolge von quadratischen Gleichungen 
ersetzt werden kannen, so wird sie quadratisch oder vom zweiten Grade 
genannt. Einen entsprechenden Sinn hat die Aussage, daB eine Auf
gabe vom nten Grade ist. Neben diese Einteilung tritt eine zweite, auf 
Mobius l ) zuriickgehende, nach der die geometrischen Aufgaben als 
projektive, affine und metrische unterschieden werden. Projektiv 
heiBt eine Aufgabe, wenn si~ analytisch in ein Gleichungssystem 
umgesetzt werden kann, welches gegeniiber der Gruppe der projek
tiven Transformationen invariant ist. Entsprechenden Sinn haben die 
Bezeichmingen "affine Aufgabe" und "metrische Aufgabe". Es ist 
jedoch nicht notwendig, das Gleichungssystem einer Aufgabe auf
zustellen, urn zu erkennen, zu welcher Grnppe sie gehort; das kiindigt 
sie vielmehr bereits durch ihren Wortlaut an. In projektivcn Aufgaben 
ist eben nur von projektiven Eigenschaften die Rede und nicht von 
affinen, wie der des Parallelismus oder metrischen, wie denen der Lange 
einer Strecke oder der GroBe eines Winkels. AuBer den genannten kom
men natiirlich fUr die Aufgaben der Elementargeometrie noch andere 
Grnppen in Betracht. So gebOrt z. B. die beriihmte Aufgabe des Apol
lonius, diejenigen Kreise zu konstruieren, we1che drei gegebene Kreise 
einer Ebene beriihren, zur Gruppe der Transformationen durch reziproke 

1) Baryzen trischer Kalkiil § 139 ff. 
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Radien, sofem wir uns auf Punkttransformationen beschranken. Denn 
sowohl die Eigenschaft "Kreis-zu-sein" als auch diejenige der Be
riihrung zweier Kreise ist in bezug auf diese Gruppe invariant. Ver
binden wir die eben geschilderten Einteilungsarten miteinander, so haben 
wir die linearen Aufgaben in projektive, affine und metrische usw. zn 
sondern und ebenso die quadratischen Aufgaben und die kubischen nsw. 
Es ist somit klar, was es heiBt, daB eine Aufgabe projektiv linear und daB 
eme andere projektiv quadratisch ist. 

3. tiber den Konstruktionsbereich der gebrauchlichsten 
Zeichenhilfsmittel. 

Die am meisten genannten mechanischen Hilfsmittel zur Lasung 
von Konstruktionsaufgaben sind: 

a) das endlich lange Lineal mit nur einer Kante und ohne Skala; 
b) das Parallellineal (Lineal mit zwei parallelen Kanten, ohne Skala) ; 
c) der Streckeniibertrager (Lineal mit Skala oder zwei verschieb-

baren Marken); 
d) der bewegliche rechte Winkel; 
e) der Zirkel. 
Eine Aufgabe der Theorie der Konstruktionen ist, die Tragweite 

der einzelnen 1nstrumente oder des gleichzeitigen Gebrauchs mehrerer 
von ihnen zu ermitteln. Uber die hierhergeharigen Untersuchungen lese 
man im Referat Sommer oder in den bereits fruher (vgl. S. 229) genannten 
Werken von Enriques und Adler nacho Mit ganz besonderem Nachdruck 
sei in· diesem Zusammenhange aber hingewiesen auf Th. Vahlen: 
Konstruktionen und Approximationen1). AuBer den linearen, qua
dratischen und kubischen Konstruktionen werden in diesem Buche 
hahere algebraische und transzendente Aufgaben behandelt und schlieB
lich sehr eingehend die Naherungskonstruktionen. Dabei beschrankt 
sich der Verfasser durchweg auch dort, wo es sich urn das Transzendente 
handelt, auf die Anwendung elementarer Methoden. 1hre groBe Trag
weite zu zeigen, ist gerade seine Absicht. Das Vahlensche Buch diirfte 
mit seineni erstaunlich reichen 1nhalt fiir jeden Mathematiklehrer eine 
Fundgrube von Anregungen darstellen. 

Aus der Theorie der am meisten gebrauchten 1nstrumente, nam
lich des Lineals, des Zirkels und des rechten Winkels, seien einige Re
sultate rnitgeteilt. Mit dem Lineal allein lassen sich ane projektiven 
Aufgaben ersten Grades lasen und nur diese. Will man auch die pro
jektiven Aufgaben zweiten Grades mit Hilfe des Lineals lasen, so muH 
man als weiteres Konstruktionsmittel einen vorgezeichneten Kegel
schnitt Ko hinzunehmen. Eine quadratische Konstruktion wie die, die 
Schnittpunkte einer Geraden g mit einem Kegelschnitt K zu bestim
men, wiirde dann so verlaufen: Man fiihrt vermoge einer projektiven 

1) Leipzig 1911. 
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Transformation K, g in K' = Ko, g' uber. Das gelingt unter aileiniger 
Anwendung des Lineals. Die Gerade g' schneide Ko in den Punkten 
Ao, Eo; sie sind die Bildpunkte der gesuchten Schnittpunkte A, E, die 
man nun wiederum mit Hilfe des Lineals finden kann. Aile linearen 
und quadratischen affinen Aufgaben werden mit dem Lineal allein 
losbar, wenn man noch den Mittelpunkt von Ko kennt, die metrischen 
Aufgaben erst en und zweiten Grades, wenn auBerdem die Hauptachsen 
eingezeichnet sind. Denn durch die Angabe des Mittelpunktes wird 
die unendlich ferne Gerade unter den ubrigen Geraden der Ebene her
vorgehoben, durch die Hauptachsen werden die beiden imaginaren 
Kreispunkte mitgegeben. Es. lassen sich mithin aile Konstruktionen, 
bei denen auf die Invarianz dieser Gebilde zu achten ist - und das 
sind eben das eine Mal die affinen, das andere Mal die metrischen -, 
durchfuhren. Da als Kegelschllitt Ko insbesondere ein Kreis gewahlt 
werden kann, so steht in Dbereinstimmung mit dem Vorigen, daB Zirkel 
und Lineal fii.r aile Aufgaben ersten und zweiten Grades hinreichen. 
Man kommt aber auch, wie L. M asche:roni in seiner Geometria del 
compasso1) zuerst gezeigt hat, mit dem Zirkel ailein aus. Ein Beweis dafUr, 
der den tieferen Grund dieser Tatsache erkennen laBt, stammt von 
Adler und beruht im wesentlichen auf dem Nachweis, daB jede Trans
formation durch reziproke Radien mit dem Zirkel allein ausfUhrbar ist. 
Jede Figur F, zu deren Herstellung Geraden und Kreise benutzt werden, 
laBt sich vermoge einer solchen Transformation durch eine Figur F' 
ersetzen, zu deren Zeichnung nur Kreise erforderlich sind. Vermoge 
der inversen Transformation kann F' mit dem Zirkel ailein in F uber
gefUhrt werden. SchlieBlich kann man, wie in den oben zitierten Werken 
des Naheren ausgefUhrt ist, den Zirkel durch den beweglichen rechten 
WInkel ersetzen. Die Theorie der linearen und quadratischen Konstruk
tionen liefert demnach keinen Grund, den Zirkel vor dem rechten Winkel 
in dem Sinne zu bevorzugen, daB nur die mit seiner alleinigen Hilfe be
wirkten Losungen als streng bezeichnet werden; lediglich die praktischen 
Rlicksichten entspringende Erwagung, daB sich mit dem Zirkel im 
mechanischen Sinne praziser als mit dem rechten Winkel arbeiten laBt, 
konnte fUr seine Vorzugsstellung geltend gemacht werden. 

Bei den kubischen und biquadratischen Aufgaben hingegen haben wir 
eine groBe Dberlegenheit des rechten Winkels gegeniiber dem Zirkel fest
zustellen. Wahrend diese Aufgaben weder mit dem Zirkel allein noch 
bei gleichzeitigem Gebrauch mehrerer Zirkel losbar sind, ist es mog
lich, sie mit Hilfe von beweglichen rechten Winkeln zu losen. Das 
letztere wollen wir zeigen 2). 

Analytisch fUhrt eine biquadratische Aufgabe auf eine oder mehrere 
algebraische Gleichungen 4. Grades mit einer Unbekannten. Die Be-

l) Pavia 1797. Deutsche Ausgabe von J. P. Gruson, Berlin 1825. 
2) Das folgende nach Adler: a. a. O. S. 259ff. 
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rechnung der Wurzeln einer Gleichung 4. Grades laBt sich zuriickfiihren 
auf die Auflosung einer Gleichung 3. Grades. Es geniigt also zu zeigen: 
J ede algebraische Gleichung 3. Grades mi t einer Unbekannten kann mit be
weglichen rechten Winkeln geometrisch gelost werden. Hierzu brauchen 
wir nur auf das aus der Lehre von den graphischen Methoden bekannte 
Lillsche Verfahren zur A uflosung algebraischer Gleichungen zuruckzugrei
fen. Die in Frage stehende Gleichung sei in die Form 1· x3 + al x2 + a2 x 
+ a3 = 0 gebracht. Wir wahlen eine Langeneinheit und stell en die 
Koeffizienten av a2, a3 als Strecken dar. Hierauf 
zeichnen wir (vgl.Abb.150) den rechtwinkeligen 
Streckenzug ABCDE, in demAB=1, BC=al , 

CD = a2 und DE = a3 ist. Die Richtung von 
AB ist beliebig, die der anderen Strecken 
wahlen wir nach der folgenden Regel. Der Uber-
gang von einer Strecke zur anderen geschieht 
durch eine Rechtsschwenkung, wenn ihre 
Koeffizienten gleiches Vorzeichen haben, durch 
eine Linksschwenkung, wenn die Vorzeichen 
entgegengesetzt sind. Auf BC tragen wir in ~ 
dem aus AB durch Rechtsschwenkung ent-
stehenden Sinne positiv messend eine in B E 
endigende Strecke FB = x ab und konstruieren 
den bei Fund G rechtwinkligen Zug AFGH; If +y 

G liegt auf DC, H auf DE. Wir behaup-
ten, daB die MaBzahl von HE, mit passenden 

+.x 

F 

a, 

Abb. 150. 

Vorzeichen genommen, gleich dem Wert ist, den die Funktion: 

y = x3 + a l x2 + a2x + a3 

fUr das gewahlte x annimmt. Es ist namlich, wenn wir stets in dem 
aus AB durch sukzessive Rechtsdrehung entstehendem Sinne positiv 
messen: 

FC = x + aI' 
GC = x (x+al)=x2+al x, daDreieckABF demDreieckFCGahnlichist. 

GD = x 2 + a1x + a 2• 

HD = x(x2 + alx + a2) = x3 + a1x2 + a2x, da die Dreiecke GDH 
und ABF ahnlich sind. 

SchlieBliCh folgt aus HE = HD - ED = HD + DE: 

HE = x3 + a1 x2 + a2 x + a3. 

Die Gleichung wird nun dadurch gelost, daB man solche Ziige kon
struiert, fUr die H mit E zusammenfallt (in der Abb. der gestrichelte 
Zug) und dann die MaBzahl und das Vorzeichen des zugehorigen FB 
feststellt. Solche "auflosenden Ziige" lassen sich aber mit zwei beweg-
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lichen rechten Winkeln sofort finden. Damit ist unser Satz be
wiesen!) . 

Zu del' Forderung einer Beschrankung del' konstruktiven Hilfs
mittel kommt aus geometrischen Uberlegungen heraus E. ShJdy in einer 
Arbeit iiber das schon oben genannte Beriihrungsproblem des Apollonius 
(Math. Ann. Bd. 49. 1897). Wir sagten vorhin, daB dieses Problem 
zur Gruppe del' Transformationen durch reziproke Radien gehort. 
Wenn wir nul' eineindeutige Punkttransformationen des Raumes zu
lassen, so sei G die groBte Gruppe, die sich beriihrende Kreise 
wieder in sich beriihrende Kreise iiberfiihrt. Dem Problem des 
Apollonius inbezug auf G aquivalent ist dieses: Gegeben sind 3 Kreise 
k~, k;, k~ auf einer Kugel K'. Gesucht werden diejenigen Kreise k' 
der Kugel, welche k~, 14, k~ beriihren. Denn man kann zu 3 Kreisen 
k}> k2' k3 einer Ebene K und den sie beriihrenden Kreisen k immer eine 
zu G gehorende Transformation finden, welche die ungestrichenen Kreise 
in die gestrichenen iiberfiihrt. Der Ebene K entspricht dabei die KugelK'. 
Studys Forderung ist nun, eine solche Losung des ebenen Problems zu 
finden, die Schritt fUr Schritt auf das ihm aquivalente raumliche iiber
tragbar bleibt. Dann diirfen natiirlich nur Konstruktionsmittel benutzt 
werden, die inbezug auf G invariant sind. Das Ziehen von Geraden, die 
Benutzung des Lineals also, ist damit ausgeschlossen, ebenso der Ge
brauch desZirkels, da der Mittelpunkt eines Kreises mit diesem in bezug 
auf G nicht invariant verkniipft ist; del' Mittelpunkt eines Kreises geht 
nicht in den des transformierten iiber. Wohl aber konnen Instrumente 
verwendet werden, die einen Kreis durch drei gegebene Punkte A, B, C 
hindurchzulegen gestatten, da ja durch eine Transformation ein so1cher 
Kreis in den durch die drei entsprechenden Punkte A', B', C' gehenden 
iibergefiihrt wird. Als ein solches Instrument konnte man einen ver
stellbaren Winkel vorschlagen. Man hatte diesen zunachst so einzustellen, 
daB sein Scheitel etwa auf C liegt, wahrend die Schenkel durch A und B 
gehen. Hierauf ware C so zu bewegen, daB A und B auf den Schenkeln 
bleiben. Auf Grund des Peripheriewinkelsatzes wurde dabei eden 
gesuchten Kreis beschreiben. Dieses Instrument ist jedoch nul' zu 
gebrauchen, wenn ein Stuck der Kreisebene mitgegeben i:st. Fur raum
liche Konstruktionen, wie so1che auf der Kugel, ist es nicht verwendbar. 
Von diesem Mangel frei ist das biegsame Kreislineal von E. Tschebyscheft. 
Dieses besteht aus einem langen, gut e~astischen Stahlstreifen, dessen 
Ruckseite in eine Kette von miteinander zusammenhangenden Gliedern 
eingefUgt ist. Wird das Ganze gekriimmt, so bilden die Glieder der Kette 
ein regulares Polygon, dem del' Streifen sich tangential. anschlieBt. Eine 
Beschreibung dieses Lineals, das ursprunglich als Hilfsmittel zum 

1) Man wird ohne weiteres die Anwendbarkeit des Lillschen Verfahrens 
auf algebraische Gleichungen beliebig hohen Grades erkennen; nahere Ausfiih
rungen findet man etwa bei v. Sanden, Praktische Analysis, 2. Auf!., Leipzig1923. 
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Zeichnen sehr £lacher Kreisbogen erdacht ist, findet man in einer Arbeit 
von F. Helmert1). 

Wir erwahnten dieses Instrument, urn zu zeigen, wie gerade 
theoretische Anforderungen unter Umstanden auf ganz andere Hilfs
mittel als auf Zirkel und Lineal verweisen. Wenden wir die Studysche 
Forderung auf die projektive, affine und metrische Gruppe an, so 
ergibt sich, daB inbezug auf die metrische Gruppe Lineal, fest ein
gestellter Zirkel, rechter Winkel, ja iiberhaupt jeder bewegliche 
starre Korper invariante Zeichenhilfsmittel sind, fiir die affine und 
projektive Gruppe aber unter den eben genannten nur das Lineal. Auf 
keinen Fall wiederum ergibt sich eine Vorzugsstellung des Zirkels vor 
dem rechten Winkel. Wir konnen somit zusammenfassend sagen, irgend
einen stichhaltigen Grund, beim Konstruieren sich auf Lineal und 
Zirkel zu beschranken und den beweglichen rechten Winkel also aus
zuschlieBen, gibt es iiberhaupt nicht. Auch die Praxis des Zeichnens 
liefert hierfiir keinen Grund; denn diese verlangt gerade moglichst groBe 
Bewegungsfreiheit in dem Gebrauch der Instrumente. 

Es gibt eine Menge weiterer Instrumente zur Konstruktion hoherer 
Kurven, die in der Theorie alle richtig sind, aber praktisch aller
lei Fehlerquellen unterliegen. In der Lehre von den graphischen 
Methoden tritt neben die alten Konstruktionsmittel die weitgehendste 
Benutzung der transzendenten Kurven und aller moglichen Transforma
tionen. Auch flir die verschiedenen Arten von Koordinatenpapieren, die 
dabei Verwendung finden, ware der Konstruktionsbereich anzugeben. 
'Ober die Reichweite nomographischer Methoden lese .man den zu
sammenfassenden Bericht P. Luckeys: Die Verstreckung (Anamor
phose) und die nomographische Ordnung im 4. Bande (1924) der Zeit
schrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik nacho 

Nicht mathematisch ist im graBen und ganzen das sogenannte 
Kurvenlineal der Techniker, d. h. ein von einem gefalligen UmriB um
grenztes ebenes Blatt, von welchem der Zeichner immer denjenigen 
Teil der Kontur benutzt, der fiir seine Zwecke die gefalligste Losung 
darzustellen scheint. 

4. tiber die Anwendung von Transformationen zur Vereinfachung 
geometrischer Aufgaben. 

Eine oft zum Ziele fiihrende Methode zur Losung geometrischer 
Aufgaben besteht darin, daB man die gestellte Aufgabe durch An
wendung einer geeigneten Transformation in eine einfachere iiber
flihrt und nach deren Losung mit Hilfe der inversen Transformation 
wieder zuriickgeht. Natlirlich mnB die Transformation die flir die 

1) Zeitschrift fiirVermessungswesen Bd. vr, S. 147ff. 1877. - Ob das Kreislineal 
fiir Konstruktionen auf der Kugel pmktisdl brauchbar ist, bleibe dahingestellt. 
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Aufgabe wesentlichen Eigenschaften der Figur unverandert lassen. 
In den fUr die Schule gedachten Darstellungen findet man neben 
der Hauptgruppe besonders die der Transformation durch reziproke 
Radien verwendet. Eine sehr schone Sammlung von Beispielen dieser 
Art stellt ein Bandchen von B. Kerst aus der mathematisch-physikali
schen Bibliothek dar!). Die affine und die projektive Gruppe dagegen 
findet man vorzugsweise in den Bfichem fiber darstellende Geometrie 
benutzt. Eine im Schulunterricht wenig beachtete oder zum mindesten 
nicht deutlich herauskommende Transformationsart ist die der Dilata
tion. Sie wird bei manchen Losungen des Berfihrungsproblems des 
Apollonius und bei der ganz elementaren Aufgabe verwendet, die ge
meinsamen Tangenten zweier Kreise zu zeichnen. Urn sie richtig aufzu
fassen, ist es notwendig, die Begriffe "orientierterKreis" und "orien
tierte Gerade" heranzuziehen. Der orientierte Kreis, auch Zykel ge
nannt, ist ein Kreis mit Umlaufungssinn. Sein Halbmesser solI als positiv 
angesehen werden, wenn er entgegen dem Uhrzeigersinne umlaufen wird, 
sonst als negativ. J eder Kreis ist der Trager zweier Zyklen. Die orientierte 
Gerade, auch als SPeer bezeichnet, ist die unbegrenzte Gerade mit Durch
laufungssinn. J ede Gerade ist der Trager zweier Speere. Man kann den 
orientierten Kreis auffassen als umhfillt von einer Schar von Speeren. 
Zwei gleichsinnig orientierte Kl'eise, von denen nicht der eine in dem 
andem liegt, haben nur zwei Speere als auBere Tangenten gemeinsam (vgl. 
Abb.151). Zwei entgegengesetzt orientierteKreise, die sichnichtschnei-

0, \; ''''><0: . .. 
/' 

Abb.151. Abb. 152. 

den und von denen der eine den andem nieht umschlieBt, haben zwei 
Speere als innere Tangenten gemeinsam (vgl. Abb. 152). Wenn man 
die beistehenden Figuren betrachtet, wird man sofort an durch Riemen 
verbundene Triebrader denken, die sich ja gleiehsinnig drehen, wenn die 
Riemen auBere Tangenten darstellen, aber gegensinnig umlaufen, wenn 
jene fiberkreuzt sind und also innere Tangenten bilden. Unter del' 
Normalenriehtung eines Speeres wollen wir nun den Durchlaufungssinn 
desjenigen Speeres verstehen, in we1chen der betrachtete fibergefUhrt wird, 
wenn man ihn sich entgegen dem Uhrzeigersinne um irgendeinen seiner 

Jl 
Punkte urn 2 drehen HiBt. Wir definiel'en jetzt die Dilatation als 

eine Beriihrungstransformation, bei der alle Speere in ihrer Normalen-

1) Kerst: Methoden ZUT Uisung geometrischer Aufgaben. Leipzig 1916. 
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richtung urn denselben.Betrag a paraliel mit sich verschoben werden. 
Man erkennt, daB diese Transfonnation einen orientierten Kreis vom 
Radius r in einen konzentrischen vom Radius r - a iibergehen HiBt; 
der neue Kreis hat den gleichen oder entgegengesetzten Umlaufssinn, 
je nachdem r - a und r gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen haben. 
Die beiden Zykel, in die ein Kreis zerfalit, treten auseinander; der eine 
schnimpft zusammen, der andere dehnt sich aus. Wird der Radius eines 
Zykels urn den Betrag a der Dilatation groBer, so wachsen die Radien der 
mit ihm gleichsinnigen Zykeln alie urn denselben Betrag a, wahrend die der 
gegensinnigen Zykeln urn diesen Betrag kleiner werden. Ferner bleibt 
die Beriihrung zwischen zwei Zykeln oder zwischen einem Zykel und 
einem Speer erhalten, wenn das den beiden Gebilden gemeinsame 
Linienelement von ihnen in demselben Sinne durchlaufen wird. DaB 
die Dilatationen eine Gruppe bilden, ist unmittelbar klar. - Die 
Losung der Aufgabe, die gemein
samen auBeren Tangenten zweier 
Kreise mit den Radien r 1 und r 2 zu 
finden, gestaltet sich nach diesen 
Vorbereitungen wie folgt (vgl. 
Abb.153): Wir versehen die beiden 
Kreise mit positivem Umlaufssinn, 
unterwerfen sie einer Dilatation, die 

Abb. 153. 

den Betrag rIdes kleineren Radius hat und die beiden Kreise zusammen
schrumpfen lal3t. Der kleinere der beiden Kreise geht in seinen Mittel
punkt iiber, der groBere unter Erhaltung seines Mittelpunktes in einen 
Kreis mit dem Radius r 2 - r 1• Damit ist die urspriingliche Aufgabe 
auf dieeinfachere zuriickgefiihrt, 
von einem Punkte aus die Tangen
ten an eincn Kreis zu ziehen. 1st 
diese ge16st, so fi.ihrt die zur ersten 
inverse Dilatation zum Ziele. Sind 
die inneren Tangenten zweier 
Kreise zu konstruieren, so haben 
wir diese mit entgegengesetztem 
Umlaufssinn zu versehen und sie Abb. 154. 

derjenigen Dilatation zu unter-
werfen, bei del' del' kleinere Kreis in seincn Mittelpunkt hbergeht. Der 
groBere wird dabei in einen Kreis mit dem Radius r 1 + r 2 iibergefiihrt, 
wenn r 1 , r 2 die Absolutwerte der Radien sind (vgl. Abb. 154). 

Auch die Figur des Apolloniusproblems gehort, wenn man die in 
ihr auftretenden Kreise durch ihre Zyklen ersetzt, zur Gruppe der Dila
tationen. Das ist kein Widerspruch zu unserer frilheren Bemerkung, 
nach der die Gruppe der Transformationen durch reziproke Radien die 
gr6Bte ist, die sich beriihrende Kreise wieder in Kreise dieser Art iiber-
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£tihrt. Wir haben uns namlich bei jener Aussage auf eineindeutige 
Punkttransformationen beschrankt. Die Dilatation ist jedoch keine ein
eindeutige Punkttransformation, da bei ihr ein Punkt einem Kreis ent
spricht; sie ist vielmehr eine eineindeutige Transformation der ge
richteten Linienelemente. Vermoge einer geeigneten Dilatation kann 
man die Aufgabe des Apollonius durch die einfachere ersetzen,. alle 
Kreise zu finden, die zwei gegebene Kreise beriihren und durch einen ge
gebenen Punkt gehen. 

5. Neuere Literatur tiber die Durchfiihrung des Erlanger Programms. 

Vom Standpunkte der Theorie der Transformationsgruppen aus ist 
das, was man gemeinhin zur Elementargeometrie rechnet, ein bunte5 
Gemisch aus Bestandteilen sehr verschiedener Geometrien. AuBer der 
Hauptgruppe treten dort z. B. auf die Gruppen der affinen und projek
tiven Transformationen, die der Transformationen durch reziproke 
Radien und die der Dilatationen. Dabei kommen Untergruppen der 
eben genannten Gruppen zum Teil sehr ausgepragt zur Geltung, neben 
den Gruppen der Parallelverschiebungen und der Drehungen urn einen 
Punkt z. B. diejenige der inhaltstreuen Affinitaten, welche die Lehre von 
der Flachengleichheit ebener Vielecke mit ihren Satzen wie denen tiber 
die Erganzungsparallelogramme und die Inhaltsgleichheit von Dreiecken 
mit gleicher Grundlinie und Hohe beherrscht. Eine Forderung d~~J;:r-
J<l:.n.g~r:_~r:<?E!?:rp.gl~ .. ~?t,~jene v~rschi!:<1e.n.~Etige~~~~~?:<1!eile der E~ 
mentargeometrie voneinander zu trennen und flir sich zu entwickeln. Mit 
Beschrankung . auT'clie Affinitatenbeschi:abt schc)n'M oblus1)crfeses Ziel 
gelegentlich, nachdem er einige grundlegende Satze der affinen Geo
metrie genannt hat, mit den folgenden klaren Worten: "Es dtirfte daher 
wohl nicht unzweckmaBig genannt werden, wenn man es versuchte, 
von diesen einfachen Satzen gleichsam als Grundsatzen ausgehend, jene 
allgemeinen Eigenschaften - die in geometrischen Schriften zwar in 
groBer Menge, aber mit den anderen spezielleren Eigenschaften ver
mischt und oft durch fremdartige Hilfsmittel, als trigonometrische 
Formeln u. dgl. bewiesen vorkommen - moglichst vollstandig zu ent
wickeln, sie systematisch zu ordnen und somit ein eigenes geometrisches 
Gebaude ohne W inkelmafJ und Magister M atheseos2) aufzufiihren." 
Eine in diesem Sinne selbstandige Entwicklung der affinen Geometrie 
findet man in dem Lehrbuch der analytischen Geometrie von L. Hellter 
und C. Kohler3). Von W. Blaschke und anderen wurde in neuerer Zeit 
eine affine, und zwar vorwiegend inhaltstreu affine Differentialgeo
metric geschaffen. Eine zusammenhangende Darstellung dieser Unter-

1) Gesammelte Werke Bd. I, S. 392f. 
2) Gemeint ist der pythagorliische Lehrsatz. 
3) Bd. I, Leipzig 1905; Bd. II, 1923. 
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suchungen enthalt der zweite Band von Blaschkes Differentialgeo
metrie!). 

Die Aufgabe, die "unhomogene" Masse Elementargeometrie nach 
den Gesichtspunkten des Erlanger Programms zu klaren, wird in der 
"Koordinatengeometrie" von H. Beck2) durchgefUhrt. Wir mochten auf 
dieses wertvolle und aufschluBreiche Buch, das im AnschluB an Unter
suchungen Sittdys und seiner Schiiler entstanden ist, ganz besonders 
hinweisen. Auf neuere Verallgemeinerungen des ganzen im Erlanger 
Programm gegebenen Ansatzes einzugehen, liegt jenseits der Grenzen 
der in diesem Buche behandelten Gedankengange. 

6. Zur darstellenden Geometrie. 

An neueren Werken uber darstellende Geometrie gibt es eine groBe 
Anzahl. Unter Ihnen seien die von E. MiUler3 ) und G. Scheflers4) hervor
gehoben. Unbestritten durfte die Bedeutung der darstellenden Geometrie 
fUr die Technik und in padagogischer Hinsicht ihr Wert fiir die Aus
bildung der geometrischen Anschauung sein. Viele Mathematiker halt en 
sie aber fUr eine Wissenschaft, die erstarrt ist; sie sehen in ihr eine 
Disziplin, die aufgehort hat, dem Forscher Probleme zu stellen, die am 
Ende ihrer Entwicklung angelangt ist. Mochte es auch eine Zeitlang 
scheinen, daB diese Auffassung richtig ist, so muB sie heute, vor allem 
dank der Arbeiten italienischer und osterreichischer Geometer, bestrit
ten werden. In Osterreich ist es der eben genannte, an der Wiener 
Technischen Hochschule lehrende E. Muller, der, von einer groBen An
zahl von Schulern unterstiitzt, in der darstellenden Geometrie neue 
Bahnen beschritten hat. Einen ausfUhrlichen Bericht hieriiber bringt 
E. Kruppa in dem vierten Bande (1924) der Zeitschrift fiir angewandte 
Mathematik und Mechanik. Die Methoden der darstellenden Geometrie 
von moglichst hohen geometrischen Gesichtspunkten aus zu betrachten 
und die allgemeinsten Prinzipien aufzuweisen, denen sie sich einordnen 
lassen, ist das Ziel des von E. Muller und E. Kruppa gemeinsam her
ausgegebenen Werkes: Die linearen Abbildungen5). 

7. Die Nepersche Regel und das Pentagramma mirificum. 

Die Nepersche Regel dient bekanntlich zpr Berechnung von recht
winkligen spharischen Dreiecken Eulerscher Art (d. s. spharische Drei-

1) Vorlesungen iiber Differentialgeometrie Bd. I, 2. Auf!. Berlin 1924; Bd. II, 
1923· 

2) Berlin 1919. 
3) 2 Bande, 2. und 3. Auf I. Leipzig 1920. 
4) 2 Bande, Berlin 1919 und 1920. 
5) Leipzig und Wien 1923: 

K lei n, Elementarmatbematik II. 18 
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ecke in elementarer Auffassung; vgl. Bd. 1, s. 189). Sie lautet: Man denke 
3t 

sich die 5 von "2 verschiedenen Stucke eines rechtwinkligen spharischen 

Dreiecks in einer ihrer naturlichen Lage entsprechenden Reihenfolge zy
klisch hingeschrieben, dabei die Katheten durch ihre Komplemente er
setzend (vgl. Abb. 155). Dann ist der Kosinus irgendeines Stuckes erstens 

c gleich dem Produkt der Sinus der von ihm getrennten 

(1 

und zweitens gleich dem Produkt der Kotangenten 
der ihm anliegenden SHieke. 

Die Abb.155 bezieht sich auf ein Dreieck ABC, 
dessen rechter Winkel bei C liegt. Die 5 von 

n 
Neper als zirkular bezeichneten Stucke c, (3, 2" - a, 

~ - b, IX sind an die Ecken eines regelmaBigen 

Funfecks geschrieben, in einer Reihenfolge, die sich er
gibt, wenn dasDreieck entgegengesetzt demUhrzeigersinne umlaufen wird. 
Die Abb.15 5 ist selbst ebenfalls entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne zu um
laufen; die Hypotenuse c ist durch einen vom Mittelpunkt des Funfecks 
ausgehenden Zeiger hervorgehoben. - Fur den gewohnlichen Unterricht ist 
die Nepersche Regellediglich eine Gedachtnishilfe. Man denkt gar nicht 
daran, zu fragen, ob sie der Ausdruck einer geometrischen GesetzmaBigkeit 
ist. N achdem die 10 zum rechtwinkligen spharischen Dreieck gehorigen 
F ormeln abgeleitet sind, wird sie zur leichterenBeherrschung dieser F ormel
gruppe einfach gelernt. Diese Art der Behandlung geht an den schonen 

H 

K---/-;;--

c o 
Abb. 156. 

und leicht aufzufassenden Betrachtungen 
Nepers achtlos voruber. In seiner Mirifici 
Logarithmorum Canonis Descriptio von 1619 
(Lib. II, Kap. IV, S. 30ff.) gewinnt Neper die 

f Regel aus der folgenden Figur. ABC sei wieder 
ein bei C rechtwinkliges spharisches Dreieck 
(vgl. Abb. 156, die als stereographische Pro
jektion gedacht ist). Die GroBkreise, auf 
denen die Katheten BC und CA liegen, seien 
mit kl und k2 bezeichnet, der GroBkreis der 
Hypotenuse AB aus einem Grund, der sofort 
ersichtlich wird, mit k4• Wir konsttuieren nun 

diejenigen beiden GroBkreise, fur welche die Endpunkte der Hypotenuse 
Pole sind; der zu A gehorige sei mit ka, der zu B gehorige mit k5 be
zeichnet. Dann schneiden sich unter rechten Winkeln kl und k2 bei C, 
k2 und ka bei F, ks und k4 bei K, k4 und k5 bei D, k5 und kl bei H. 
Es entsteht so eine in sich geschlossene Kette von flinf rechtwinkligen 
Dreiecken, deren rechte Winkel bei C, D, F, H, K liegen und deren 
Hypotenusen das Fiinfeck AEGJB bilden. Dieses Funfeck wird wegen 
seiner merkwurdigen Eigenschaften als Pentagramma mirificum be-
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zeichnet; insbesondere hat es das Interesse von GaufJ verschiedentlich 
auf sich gelenktl). 

Man erkennt leicht, daB die Eckpunkte des genannteri Funfecks samt
Iich Pole der GroBkreise kl ... ks sind, und zwar ist bereits nach Konstmk
tion A Pol von ka, B Pol von ks ; auBerdem ist E als Schnittpunkt der 
beiden zu kl rechtwinkligen Kreise kfj und k2 Pol von kl und entsprechend 
ist G Pol von k4' I Pol von k2• Hieraus ergibt sieh, daB die Seiten B D, CE, 

AF, DG, EH, F I, GK, HB, Ie, KA durehweg gleich ~ sind. Demnach 

laBt sich das Dreieck ADE aus ABC so konstruieren, daB man die 
Hypotenuse BA und die Kathete CA urn ihre Komplemente verlangert. 
Durck sukzessive Anwendung dieses Konstruktionsprozesses geht aus dem 
Ausgangsdreieck die volle Dreieckskette hervor. 

Die zyklische Anordnung der zirkularen Stucke des Dreiecks ABC 
moge wieder auf die Abb.15 5 fUhren. Wir berechnen jetzt die zirkuHiren 
Stucke von ADE aus denen von ABC. Es ist: 

~ - AD = ~ - (~ - c) = c; <r-DAE = ex, AE = ; - b 

und (man denke sich ED uber D hinaus bis zum Schnitt mit BC uber C 
hinaus verHingert): 

<r- AED = ; - a, ~ - DE = ~ - (~ - /3) = /3. 
Schreiben wir die zirkularen Stucke des Dreiecks ADE in derselben Art 
hin wie es fUr ABC geschah, so erhalten wir bis auf die Lage des Hypo
tenusenzeigers genau wieder die Abb. 155. Die Aufeinanderfolge und 
GroBe der zirkularen Stucke hat sich nicht geandert, nur ihre Bedeutung 
ist eine andere geworden. Denken wir daran, daB von den auf ADE 
folgenden Dreiecken jedes zu dem vorhergehenden in derselben Be
ziehung steht, wie ADE zu ABC, so konnen wir den Satz aussprechen: 
Die Abb. 155 ist, von der Lage des Hypotenusenzeigers abgesehen, in
variant in bezug aUf die Gruppe der Operationen, die irgend ein Dreieck 
der in Abb. 156 gezeichneten Kette d¥rch ein anderes ebenfalls der Kette 
angehorendes ersetzen. 

DaB dieser einfache Zusammenhang herauskommt, verdanken wir 
wesentlich'dem Umstande, daB zu den zirkuliiren Stacken die Kom
plemente der Katketen und nicht die Katketen selbst gerechnet werden 2) • 
Ausdrucklich bemerkt sei, daB aIle Dreiecke in demselben Sinne um
laufen werden mussen. - SchlieBlich, auf die Bedeutung der Stucke 
achtend, stellen wir fest, daB der Hypotenusenzeiger der Abb. 155 beim 

1) Vgl. in Gauf3: Gesammelte Werlre Bd. VIII, S. 112f£. G6ttingen 1900, die 
Bemerkungen von Fricke zu den elf Pentagrammfragmenten. 

2) Man kann auch wie N eper die Katheten und die Komplemente der Hypo
tenuse u,nd der fur anliegenden Winkel als zirkull!J:e Stucke nehmen. 

18* 
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Ubergang von ABC nach AD E eine positive Drehung urn 3 . 2; ausfUhrt 

(vgl. Abb. 157), und das gleiche gilt fUr den Ubergang von ADE zu EFG. 
Demnach wird, wenn wir die Dreieckskette durchlaufen, jedes der zir
kuHiren Stucke von ABC einmal Hypotenuse, zweimal Kathetenkom
plement und zweimal spitzer Winkel. Die 5 Seiten des Pentagramma 
mirificum werden, alierdings unter Abanderung der Reihenfolge, von 
den 5 zirkularen Stuck en gebildet. Haben wir fUr ABC die Formel 

C cos e = sin (; - a) . sin (~ - b) abgeleitet, so 

sind damit, da die Eigenschaften, Hypotenuse und 
Kathete zu sein, als zufallig und nur die Anord
nungsbeziehungen als wesentlich erkannt sind, 
5 Formeln in eine gefaf3t. Das gleiche gilt fUr die 
Formel cose = cotg IX' cotg p, die sich aus einigen 
der vorhergehenden 5 durch Elimination ergibt. Be
trachten wir in der Abb.15 5 die Buchstaben als fest

stehend, das Funfeck aber als urn seinen Mittelpunkt drehbar und mit dem 
Hypotenusenzeiger starr verbunden, so k6nnen wir die Gruppe der Ope
rationen, die ein Dreieck unserer Kette in ein anderes transformieren, 
unter dem Bilde der Gruppe der Drehungen betrachten, bei denen 
das Fiinfeck in sich ubergeht. 

Wir haben uns nicht streng an N epers Darsteliung gehalten. Ein 
Punkt in den Neperschen Ausfiihrungen scheint uns aber besonders be
achtenswert und dabei wenig bekannt zn sein; er soIl von uns daher nicht 
ubergangen werden. Wir meinen damit die Art, wie Neper seine Figur 
am Himmel anffindet. Er geht zn diesem Zwecke von dem Dreieck 
Pol, Nordpnnkt nnd nntergehende Sonne aus, das beim Nordpunkt 
rechtwinklig ist. Wenn wir in Abb. 156 B als Pol, C als Nordpnnkt, 
A als Ort der untergehenden Sonnenehmen, so hat er mithin als GroB
kreis kl den Ortsmeridian, als k2 den Horizont, als k4 den Meridian der 
Sonne, als k5 den Himmelaqnator, als ka den GroBkreis, der die Sonne 
als Pol hat nnd der kurz Begleitkreis der Sonne heiBen soli. Das 
Pentagramma mirificum hat dannals Eckpunkte untergehende Sonne, 
Westpunkt, Schnittpunkt des Himmelsaquators mit dem Begleitkreis 
der Sonne, Zenit nnd Pol. Unsere Abbildnng wurde dabei n6rdliche 
Deklination der Sonne voraussetzen. 

(S.) 



Zusatz II. 

Erganzungen fiber den geometrischen Unterricht in den 
einzelnen Landern. 

Die Ausfiihrungen unseres den geometrischen Unterricht behan
delnden Anhangs sind urn das J ahr 1908 niedergeschrieben worden, 
gerade vor Beginn der Arbeit der Internationalen Mathematischen 
Unterrichtskommission (Imuk). Seitdem die tatsachlichen Ermitt
lungen der Imuk etwa bei Kriegsbeginn ihren AbschluB fanden, hat in 
fast allen Kulturlandern eine tiefgreifende Umgestaltung der Unter
richtsverhaltnisse eingesetzt. Man konnte daraus schlieBen, daB die 
samtlichen Darstellungen der Imuk als veraltet beiseite gelegt werden 
miiBten. Demgegeniiber sind wir der Dberzeugung, daB in der Mehrzahl 
der Imuk-Berichte der Reichtum an solchen Ideen, die bleibenden Wert 
besitzen, viel zu groB ist, als daB man jenem Urteil auch nur im ent
ferntesten beipflichten diirfte. 

Eine Darstellung der in der Nach-Imuk-Zeit sich auf dem Gebiete 
des Unterrichtwesens abspielenden Vorgange ist, namentlich was das 
Ausland anlangt, recht schwierig. Es ist nicht leicht, fiir eine zuverlas
sige Beurteilung der neueren Bewegungen in den verschiedenen Landern 
hinreichende Unterlagen zu bekommen, schon deshalb nicht, weil noch 
vieles im FluB ist. Wir werden uns daher im folgenden auf die Mit
teilung von uns wesentlich erscheinenden Einzeltatsachen beschran~ 
ken, deren Kenntnis wir entweder der Imuk verdanken oder die uns 
sonst zufallig entgegengetreten sind. 

Ein typischer Zug der neueren Entwicklungen sei jedoch hier vor
weggenommen. Es ist die geringe Schatzung, die Mathematik und 
Naturwissenschaften im Vergleich zur Muttersprache, Literatur, Ge
schichte und Kunst als Bildungsmittel und Bildungselement iiberhaupt 
nachgerade in weiten Kreisen erfahren. Das genaue Gegenteil hatte man 
in Anbetracht der Zeitumstande erwarten solIen; denn unzertrennlich 
mit jenen Wissenschaftsgebieten verkniipft ist die Technik, deren 
ungeheure Bedeutung fUr das Leben der VOlker - fUr die Landesver
teidigung im Kriege, fiir den alle Kulturarbeit erst moglich machenden 
W ohlstand im Frieden - sich nie so eindringlich dem BewuBtsein der 
Menschen aufgezwungen hat wie in unseren Zeiten. Aber es mag sein, 
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daB die gewa~tigen AusmaBe, in denen das Vordringen der Technik 
sich vollzogen hat und noch weiter vollzieht, an der seelischen Kraft 
und der Aufnahmefahigkeit der meisten Menschen gemessen, flir die 
Mehrzahl ein Zuviel an Technischem brachten und zur Dbersattigung 
fiihrten. So ist jene der Mathematik und den Naturwissenschaften 
feindliche Bewegung, die in allen am Kriege beteiligt gewesenen Staaten 
anzutreffen ist, wohl zum Teil wenigstens als eine Ermtidungserschei
nung zu deuten. 

In Frankreich fiihrte diese Stimmung im Jahre 1923 zu der 
Reform des Unterrichtsministers Berard, welche fUr die ersten 4 Jahre 
aller hoheren Schulen Latein als obligatorisches Unterrichtsfach er
kHirte und damit die rein realistischen Schultypen beseitigen wollte. 
Diese Reform wurde besonders von den Abgeordneten Herriot, Painleve 
und Leygues bekampft. Painleve ist der bekannte franzosische Mathe
matiker und Leygues der Minister, unter dessen Leitung die Unterrichts
reform von 1902 stattfand. Herriot steilte, als er Ministerprasident 
wurde, im wesentlichen den alten Zustand, der die lateinlose hohere 
Schule neben den anderen als mit diesen gleichberechtigt zulieB, 
wieder her. Sehr traurig scheintuns die Lage des mathematischen und 
vor allem des naturwissenschaftlichen Unterrichts an den italienischen 
Schulen zu sein. Dort hat man einem Plane zufolge, der von dem 
faschistischen Minister Gentile dekretiert wurde, eine Reihe von Schul
typen, an denen bei wenig Mathematik Naturwissenschaften tiberhaupt 
nicht getrieben werden. Dber die nicht gentigende Wertung, die unsere 
Facher bei der preuBischen Schulreform erfahren, ist bereits frtiher 
(vgl. Bd. I, S. 298f£') berichtet worden. Ganz anders geartet als die 
bei der preuBischen Schulreform vorherrschende Meinung scheint in 
dieser Hinsicht die Auffassung des Reichskanzlers Luther zu sein; seine 
bei der Eroffnung des Deutschen Museums in Mtinchen gehaltene Rede 
war ein uneingeschranktes, von starker innerer Dberzeugung getragenes 
Bekenntnis zu Wert und Wtirde technischer Arbeit. 

In RuBland erfahrendie genannten Facher eine auBerordentlich 
hohe Wertschatzung, allerdings nur insofern, als sie in offensichtlicher 
Weise mit den Dingen des praktischen Lebens in enger Beziehung 
stehen. Hieriiber und tiber die vorher genannten Reformen findet man 
einiges in einer Veroffentlichung, die von unserem Reichsministerium 
des Inneren unter dem Titel "Europaische Unterrichtsreformen seit 
dem Weltkriege" 1) herausgegeben wurde. Dber die nun wieder riick
gangig gemachte franzosisclie Unterrichtsreform von 1923 liegt uns 
von Berard selbst ein Bericht tiber die Diskussionen vor, die im An
schluB an seine Vorschlage in der franzosischen Kammer stattfanden2). 

1) Bearbeitet im Reichsministerium des Innem. Leipzig 1924. 
2) Leon Berard, Pour Ia reforme cIassique de I'enseignement secondaire. 

Paris 1923. 
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Die Verfiigungen, welche die Reform Italiens betreffen, sind vom ita
lienischen Unterrichtsministerium zu einem Band zusammengestellt 
worden, der 1924 unter dem Titel "Raccolta di Norme e Regolamentari 
sull'Ordinamento dell'Istruzione Media" erschienen istl). - In den nun 
folgenden Erorterungen iiber Unterrichtsfragen werden wir uns wie in 
unserem SchluBkapitel auf England, Frankreich, Italien und Deutsch
land beschranken. Wir beginnen mit der Besprechung englischer Schul
verhaltnisse. 

I. England. 

Ober das Schulwesen Englands liegen uns die Abhandlungen des 
englischen Unterausschusses der Imuk, die unter dem Titel "The 
Teaching of Mathematics in the United Kingdom" zu zwei Banden zu
sammengefaBt worden sind2), und auBerdem ein deutscher Imuk
Bericht von G. Wolff3) vor. Dem letzteren entnehmen wir zunachst die 
Tatsache der groBen Kompliziertheit und Uniibersichtlichkeit in der 
Organisation des englischen Schulwesens. "Es wurde mir erzahlt," so 
berichtet Wolff auf S. 24 seines Referates charakteristisch genug, "daB 
die Inspektoren eine Schulf~ zu revidieren hatten: Vor der' Inspektion 
muBten der Direktor und die Lehrer iiber den Aufbauund die Stoff
verteilung der Schule genau Bericht erstatten. Trotzdem hatten die 
Inspektoren Miihe, sich zurechtzufinden, und erst am dritten Tage 
begann es zu dammern." Die nahezu vollstandige Unabhangigkeit der 
einzelnen Schule von einer zentralen staatlichen Gewalt macht es mog
lich, ihre Organisation in einem bei uns unbekannten AusmaBe den 
individuellen Bediirfnissen der Schiiler anzupassen. So haben dort viele 
hohere Schulen auf einem gemeinsamen Unterbau eine in mehrere 
Abteilungen gegliederte Oberstufe. Als solche Abteilungen trifft man 
in der Regel an the classical side mit Latein und Griechisch, the modern 
side mit Franzosisch und Deutsch und the science side mit mathematisch
naturwissenschaftlichem Einschlag. Fur die Moglichkeit, von einem 
Zweig zum anderen iiberzugehen, wird durch besondere MaBnahmen 
gesorgt. Sind Parallelklassen vorhanden, so werden oft die Begabteren 
von den weniger Begabten getrennt; den ersteren wird es iiberdiesdurch 
halbjahrige oder gar tertiale Versetzung moglich gemacht, schneller als 

1) Roma 1924. 
2) Der genaue Titel ist: Board of Education - Special Reports on Educa

tional Subjects; Volume 26 and 27, The Teaching of Mathematics in the 
United Kingdom. Being a series of Papers prepared for the International 
Commission on the Teaching of Mathematics, Part I and Part II. London, Publi
shed by his Majesty's Stationery Office 1912. (Zu beziehen etwa durch Wyman 
and Sons.) 

3) G. Wolff: Der mathematische Untenicht der hoheren Knabenschulen Eng
lands. Berichte und Mitteilungen, veranlaBt durch die Internationale Mathema
tische Unterrichtskommission. Zweite Folge. II. Leipzig 1915. 
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die anderen vorwartszukommen. Bei der Versetzung ist das klassen
weise Aufriicken in allen Fachern nicht notwendig. So kann ein Schiller 
in der Mathematik in einer anderen Klasse sitzen als in den Sprachen. 
Somit besteht die Bewegungsfreiheit, die gegenwartig fUr unsere hoheren 
Schulen vielfach gefordett wird, in England seit langem uneingeschrankt. 
Dieser Freiheit in der Organisation steht jedoch im Hinblick auf die 
Art der UnterrichtsfUhrung eine groBe innere Unfreiheit gegeniiber, die 
im wesentlichen in zwei Tatsachen ihre Wurzel hat, namlich in der 
Zentralisation des Prlifungswesens, von der schon gesprochen wurde, 
und in der mangelhaften wissenschaftlichen und padagogischen Aus
bildung eines groBen Prozentsatzes der an den hoheren Schulen Eng
lands unterrichtenden Lehrer. 

Mit dem eben geschilderten Umstande hangt zusammen, daB die 
Bewegung zlir Reform des mathematischen Unterrichts in England nur 
sehr langsam Fortschritte macht. Noch immer ist im groBen und ganzen 
Euklid das Standard Work des Geometrieunterrichtes; be sanders kraB 
wirkt sich der EuklideinfluB in der Bewertung der Stereometrie aus. 
Sie wird von Euklid nur wenig beriicksichtigt, und die gleiche stiefmiit
terliche Behandlung erfahrt sie infolgedessen im Durchschnittsunter
richt der englischen Schulen. 

Unter den Englandern, die in der neueren Geschichte des mathe
matischen Unterrichts eine Rolle spielen, haben wir auf S. 233£. und 236 
Perry und Branford hervorgehoben. Perrys radikales Programm hat bei 
vielen seiner Landsleute starken Widerspruch geweckt, und wie wir 
selbst betonten, zu einem groBen Teil mit gutem Recht. An eine auch 
nur einigermaBen vollstandige DurchfUhrung seiner Vorschlage, soweit 
sie die hoheren Schulen betreffen, wird heute kaum noch ernsthaft ge
dacht. Perrys Vorgehen zeitigte jedoch ein sehr wertvolles Ergebnis, 
das darin bestand, daB man in wei ten Kreisen der Mathematiklehrer die 
Notwendigkeit einsah, dem deduktiven Geometrieunterricht einen 
experimentellen propadeutischen Kurs vorauszuschicken. 

Der EinfluB -Branfords solI nach Wolff gering gewesen sein. Trotz
dem mochten wir gerade ihn als einen Methodiker allerersten Ranges be
zeichnen. Ein aus seinem Ideenkreise herausgewachsenes Lehrbuch, liber 
das ausfiihrlicher berichtet werden mag, ist "A School Cours of Mathema
tics" von David Mair 1 ). Dieser tritt fUr die Unterrichtsart ein, die man 
heute wohl meint, wenn man von Arbeitsunterricht spricht. Sie ist durch 
folgende Merkmale gekennzeichnet: Den Ausgangspunkt des Unterrichts 
bilden geschickt ausgewahlte Probleme. Die Losung dieser Probleme 
soIl durch Diskussion zwischen Schiilern und Lehrer unter einem Mini
mum an Fiihrung von seiten des letzteren zustande gebracht werden. 
Je mehr die Schiller aus sich selbst und ohne Hilfe des Lehrers die 

1) Oxford. At the Clarendon Press. 1907. 
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Losung entwiekeln, urn so sicherer, so behauptet Mair mit Recht, be
herrschen sie die erlangten Kenntnisse, urn so wertvoller ist die Ausbil
dung des Geistes, die sie beim Unterricht empfangen. Sollen aber die 
SchUler in der Lage sein, selbstandig mathematische Uberlegungen anzu
stellen, so miissen sie einen gewissen Vorrat an konkreter mathema
tischer Erfahrung besitzen. Wenn die SchUler im Denken langsam sind, 
wird es, so meint Mair weiter, gut sein, jenen Vorrat durch Zeichen- und 
MeBiibungen zu vermehren, den Kurs also hauptsachlich experimentell 
fortzusetzen und dann erst zum Durchdenken der durch Erfahrung ge
fundenen Resultate zuriickzukehren. "To repeat the words of anothers 
reasoning ist not to reason" (S. 11). Bei schwierigeren Problemen wird 
gelegentlich empfohlen, besonders auf die Geschwindigkeit zu achten, 
mit der der Unterricht vorwartsgeht. Denn die sowohl fiir die prak
tischen wie die formalen Zwecke des Unterrichts tauglichste Methode, 
namlich die der Entdeckung durch die Schiiler, sei nur bei langsamem 
Fortschreiten moglich, wenn der Gang schneller sei, konne der Unter
richt nur dogmatisch gefiihrt werden. Noch groBere Eile wiirde den 
Geist des Schiitlers 'verwirren und konne sogar eine Gefahr fiir seine 
Gesundheit sein. Ferner achtet Mair besonders darauf, den SchUler 
nieht zu Beweisen aufzufordern, deren Notwendigkeit er nicht einzu
sehen vermag, da ein solches Vorgehen in dem jugendlichen Geist 
jeden Sinn fiir Wesen und Ziel eines mathematischen Beweises zer
storen muB. Er warnt davor, den SchUlern logische Schwierigkeiten aufzu
weisen, die sie nicht selbst fiihlen. 

Ganz besonders kommt es bei solchem Unterricht auf die richtige 
Auswahl der Probleme an. Es muB - so betont Mair - dafiir Sorge 
getragen werden, daB diese intensive Methode die theoretische und 
praktische Tragweite der durch den Unterricht erarbeiteten Kenntnisse 
nieht zu sehr einschrankt. Mair, der sein Buch fiir Jahrgange schreibt, 
die unserer Unter- und Mittelstufe angehoren, geht immer von solchen 
Problemen des praktischen Lebens aus, deren richtige Behandlung hin
reiehend groBen Wert fiir die Geistesbildung hat. Er argumentiert so 
(vgl. das Vorwort): Der Wert eines Problems kann nach zwei Gesiehts
punkten beurteilt werden, einmal nach dem Wert der Kenntnisse, die 
seine Losung vermittelt, und zweitens nach dem erzieherischen Wert, 
der mit der Erarbeitung der Losung verkniipft sein kann. Der Kenntnis
wert eines Problems ist urn so groBer, je enger es mit dem menschlichen 
Leben und seinen Interessen verbunden ist, und urn so geringer, je weiter 
es sieh von diesem entfernt. Aus psychologischen Griinden hat ein 
Unterrieht nur dann geistesbildende Kraft, wenn er yom Konkreten zum 
Abstrakten fortschreitet. Ein solcher Gang ist aber am besten in Ver
bindung mit Dingen des konkreten menschlichen Interesses moglich. 
Unter den Problemen, die Mair in seinem Buche vorschlagt und deren 
Behandlung er so, wie sie sieh in freier Diskussion mit 'seinen Schiilern 
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ergab, darstellt, seien einige genannt: 1. Ein Knabe macht im Garten 
ein Versteck fiir Schatze und bedeckt es so, daB es von seiner Um
gebung ununterscheidbar wird. Durch welche Messungen kann er den 
Fleck so festlegen, daB er ihn wiederzufinden vermag. 2. Die Lage eines 
Stuhles auf dem Flur festzulegen. 3. Eine vorgelegte Landkarte zu 
kopieren. 4. Ein Kapitel, in dem am SchluB der binomische Lehrsatz 
entwickelt wird, beginnt mit dem Morsealphabet und sich im Zusam
menhang damit ergebenden einfachen Fragen, die zur Kombinatorik 
gehoren. 5. Die Potenzrechnung und der Rechenschieber erscheinen im 
AnschluB an die Frage, wie gewisse bereits vorgekommene Rechnungen 
abgekiirzt werden konnen. 

Das Mairsche Buch ist, wie wir schon sagten, ftir Unterstufe und 
Mittelstufe geschrieben; anscheinend ist es nur wenig eingefiihrt. 
Was den Unterricht in der Oberstufe der englischen Schulen anlangt, 
so lassen sich hieriiber schwer Angaben allgemeiner Gtiltigkeit machen. 
Wertvolle Hinweise und Vorschlage, die sich auf diesen Unterricht be
ziehen, findet man in den Imuk-Abhandlungen 1) "The Educational Value 
of Geometry" und "A School Course in advanced Geometry", von denen 
die erste von dem bekannten Didaktiker G. Carson, die zweite von 
C. V. Durell herriihrt. Einige Hauptgedanken der Durellschen VorschHi.ge, 
von denen wir jedoch nicht wissen, in welcher Ausdehnung man sie an 
englischen Schulen beriicksichtigt, sind: Einfiihrung imaginarer Ele
mente in die Geometrie; eine einfache Art der Verwendung homogener 
Koordinaten, urn die Bedeutung der uneigentlichen Elemente deutlich 
zu machen; die rechnerische und anschauliche Verwertung der folgen
den Transformationen: 

, 
x= ex, y = y', 

px' qy' 
x ~ y' + p' y = y' + p' 

Mit der ersten laBt sich, wenn die Konstante c reell ist und tiber sie 

passend verfiigt wird, die Ellipse x: + Yb: = 1, wenn c imaginar ist, die 
2 2 a . 

Hyperbel ~ - ~ = 1 in einen Kreis x2 + y2 = r 2 transformieren. Eine 
a2 b2 

ganze Reihe von Sat zen iiber den Kreis kann so auf Ellipse und Hyperbe1 
iibertragen werden. Die zweite Transformation ist ein sehr einfacher 
Fall einer prqjektiven und kann ahnliche Verwendung finden. Durell 
ist der Ansicht, daB die Behandlung der Orthogonal- und Zentralprojek
tion sich dadurch sehr vereinfachen laBt, daB man, wenn auch in be
scheidenem MaBe, analytische Rechnungen zulaBt und sich nicht auf 
den puristischen Standpunkt versteift, der nur rein geometrische Be
weise gestattet. 

1) S.257-273 und 351-364 des ersten Bandes der in Allm. 2 auf S. 279 
<!:itierten englischen Imukberichte. 
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2. Frankreich. 

Straffe zentralistische Organisation hatten wir bereits als ein Merk
mal festgestelit, welches das franzosische Schulwesen von dem Englands 
stark unterscheidet. Der Aufbau des heutigen hoheren Schulwesens 
Frankreichs ist von folgender Art: N achdem der Schiller zwei "Classes 
preparatoires" undzwei "Classes elementaires" durchlaufen hat, tritt er, 
etwa 10-11 Jahre alt, in die hOhere Schule ein. Diese gliedert sich in 
3 Cycles, von denender erste 4 Jahre, der zweite 2 Jahre und der dritte 
1 Jahr umfaBt.· 1m ersten Zyklus haben die SchUler die Wahl zwischen 
2 Sections A und B. In A ist vom ersten Jahre ab Latein, vom vierten 
Jahre ab Griechisch pflichtmaBiger Unterricht. In B fallen die aIten 
Sprachen zugunsten einer starkeren Berucksichtigung von Mathematik, 
Naturwissenschaften und Zeichnen fort. Die Programme beider Sek
tionen sind so, daB die Schiller am Ende des ersten Zyklus in einem 
Besitz von Kenntnissen sind, die ein Ganzes bilden und ihnen genugen 
konnen. 1m zweiten Zyklus sind vier Abteilungen A, B, C, D zu unter
scheiden, die durch folgende Stichworter gekennzeichnet werden: 
A. Latein-Griechisch, B. Latein-Neuere Sprachen, C. Latein-Mathematik
Naturwissenschaften, D. Mathematik-Naturwissenschaften-Neuere Spra
chen. Am Ende des zweiten Zyklus erwerben sich die Schuler durch eine 
Prufung den ersten Teil des Baccalaureat, auf dessen zweiten Teil der 
nur aus einer Klasse bestehende dritte Zyklus vorbereitet. Bei diesem 
haben die Schiller die Wahl zwischen der Classe de Mathematiques 
(8 Stunden Mathematik pro Woche) und Classe de philosophie (1 Stunde 
Mathematik wochentlich). Die erfolgreiche Absolvierung der Classe de 
Mathematiques genugt nicht fur die Zulassung zum Studium an einer 
Reihe von Hochschulen. Die der Heranbildung von Genieoffizieren 
dienende Ecole Poly technique , die Ecole Centrale des Arts et Manu
factures, welche Zivilingenieure, die mathematisch-naturwissenschaft
liche Abteilung der Ecole Normale Superieure, welche die Lehrer der 
hoheren Schulen ausbildet, nehmen ihre Schuler nur auf Grund einer 
Aufnahmeprufung auf. Die Vorbereitung auf diese Prufung geschieht 
fur die Ecole Polytechnique durch die Classe de Mathematiques spe
dales, zu deren erfolgreichem Besuch es angebracht ist, erst eine Classe 
de Mathemaiiques spedales preparatoire zu besuchen, von denen vor 
allem in Paris welche existieren. Auf die Ecole Cen trale bereiten wieder 
andere Klassen vor, die Classes de Centrale genannt werden. Die Unter
richtsgebiete der genannten Klassen erstrecken sich in die Theorie der 
Differentialgleichungen und der Kurven und Flachen hinein. Wochent
liche Priifungen der SchUler auBerhalb der Klassen dienen der Be
festig1,lng des behandelten Stoffes. Die Aufnahmeprufungen fUr die 
oben angefuhrten Hochschulen, vor allem fUr die Ecole Poly technique , 
sind sehr schwierig. Nur den wenigsten Schulern gelingt es, die Priifung zu 
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bestehen, nachdem sie erst ein Jahr Classe de Mathematiques speciales 
hinter sich haben. Die meisten besuchen diese Klasse 2 oder gar 3 Jahre. 

Was nun die franz6sischen LehrpHine fur den mathematischen 
Unterricht der h6heren Schulen anlangt, so m6ge man im einzelnen dar
uber in dem Imukbericht von M. Th. Rousseau nachlesen1). Nur ein die 
Stoffanordnung betreffender Punkt sei hervorgehoben, weil sich in ihm 
die franz6sischen von den deutschen LehrpHinen prinzipiell unter
scheiden. Wahrend in Deutschland der mathematische Lehrstoff, den 
eine Klasse zu behandeln hat, immer neu ist gegenuber dem im Jahre 
vorher durchgenommenen, ist das in Frankreich nicht allgemein der 
Fall. Wie die h6here Schule selbst, so wird auch der Unterrichtsstoff, 
jedenfalls was die Mathematik angeht, in drei Zyklen angeordnet. Jeder 
folgende Zyklus hat die Aufgabe, auBer den neuen Gebieten noch einmal 
die des vorhergehenden durchzunehmen, aber auf eine andere, der 
gr6Beren Reife der Schuler angepaBten Weise. Man kann diese Anord
nung als eine soIche nach konzen trischen Kreisen bezeichnen; in metho
discher Hinsicht herrscht im innersten Kreis die Anschauung, bei den 
folgenden tritt die Deduktion zunehmend in ihr Recht. In dem weit
verbreiteten und sch6nen Lehrbuch der Geometrie von J. Hadamard 2), 
das fur die Classe de mathematiques geschrieben ist, findet man die 
Geometrie von Grund aus aufgebaut und nicht nUT die Teile dargestellt, 
weIche fur jene Klasse neu sind. Die ihr bereits bekannten Gegenstande 
sind vielmehr auBerordentlich breit, aber in h6herer Art als das bei 
einem fruheren Alter zweckmaBig ist, entwickelt. 

Merays EinflufJ auf den franzosischen Geometrieunterricht. Das 
Meraysche Buch, uber das bereits ausfuhrlich berichtet wurde, hat den 
franz6sischen Geometrieunterricht unverkennbar beeinfluBt. Die Lehr
plane von 1905, dem Erscheinungsjahre der dritten Auflage von Merays 
Buch, enthalten die Stelle: "Un appel constant a la notion de mouvement 
semble devoir faciliter l'enseignement de la geometrie; c'est ainsi que 
Ie parallelisme sera lie a la notion experiment ale de translation, que 
l'etude des droites et plans perpendiculaires result era de la rotation; 
l'idee d'egalite sera liee a celIe du transport des figures, que l'on precisera 
en introduisant la notion simple d'orientation." Aber auch die Wider
stande gegen Meray waren groB und gingen auf mehrere Ursachen zu
ruck. In sprachlicher Hinsicht ist seine Darstellung schwerfallig und 
nicht dUTch jene Klarheit und Eleganz ausgezeichnet, die man sonst 
haufig bei franz6sischen Lehrbuchern der Mathematik findet. Viele 
konnten sich fernerhin nicht daran gew6hnen, daB andere Axiome als die, 

1) Commission Internationale de l'enseignement Mathematique. Sous
Commission Fran~aise. Rapports. Volume II. Enseignement Secondaire. Publie 
sous la direction de M. Ch. Bioche. Paris 191a. S.76-117. 

2) Le~ons de Geometrie elementaire. Band I: 8. Aufl.1924. Band II: 4. Aufl. 
1921. 
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weIche bei Euklid ausdrucklich ausgesprochen sind, an der Spitze der 
Geometrie stehen sollten. Manche schlieBlich, die dem Grundgedanken 
Merays, die Eigenschaften der Bewegungen der Geometrie zugrunde zu 
legen, gem zustimmten, konnten sich nicht mit dem Gedanken der Fusion 
zwischen ebener und raumlicher Geometrie befreunden. Am schwer
wiegendsten war aber der Einwurf, der sich dagegen wandte, daB Meray 
zu wenig Gewicht auf die Zahl der Axiome legte. An dieser Stelle greift 
C.BMtrlet ein (vgl. S. 245): Er zieht die Begriffe derGruppe und derTrans
formation heran und weist dara:uf hin; daB der Grundgedanke der Meray
schen Theorie der Translationen auf die einfache Form gebracht werden 
kann: Die Gruppe der Translationen ist eine invariante Untergruppe1) 

der Hauptgruppe der Bewegungen. Auf Grund dieser Auffassung schrie
ben E. Borel und Bourlet Lehrbucher, in denen der Meraysche Aufbau 
unter deutlicherer Herausarbeitung seines Grundgedankens vereinfacht 
ist. Radikaler sind die VorschHige von Rousseau in dem obenerwahnten 
Imukbericht. Er will vollige Lossagung von Euklid und uneinge
schrankte Herrschaft des Transformationsgedankens. Er schlagt fUr 
Lehrbucher der Geometrie und den mathematischen Elementarunterricht 
die folgende Stoffanordnung vor: 

1. Den Anfang sollen BegTiffe und Satze bilden, die der Geometrie 
der allgemeinsten eindeutigen Punkttransformationen, d. h. der Analysis 
situs, angehoren. Dabei ist nattirlich an eine Analysis situs auf experi
men teller Grundlage gedacht. Hier ware nach Rousseau zu sprechen von 
Begriffen wie denen des Korpers, der Oberflache, der Linie, des Innen 
und AuBen, des Schnittes, des Zusammenhangs. Nichts wurde, so meint 
Rousseau, daran hindem, die Aufmerksamkeit der SchUler auf soIche 
Probleme zu lenken, wie das der Brucken und Inseln, der vier Farben, 
der Zahl der Seiten einer Oberflache. 

2. An zweiter Stelle wurde das Studium der Bewegungen im all
gemeinen und der Rotationen mit ihren Anwendungen im besonderen 
kommen: Gerade Linie, das Senkrechtstehen, Zusammensetzung von 
Rotationen, Ebene, Kreis, Symmetrie, Geometrie des Strahlenbuschels. 
Hier wurden samtliche EigenschaftenhergehOren, die den Nicht-Eukli
dischen und der Euklidischen Geometrie gemeinsam sind. Man macht 
in diesem Teil der Geometrie in der Tat noch nicht von der Tatsache 
Gebrauch, daB die Gruppe der Bewegungen cine invariante Unter
gruppe besitzt. 

1) Die Untergruppe g einer Gruppe G heiEt dann invariant, wenn bei einem 
gewissen ProzeE der Zusammensetzung irgendeiner Transformation T von g mit 
irgendeiner Transformation S von G wieder eine Transformation von g hervorgeht. 
(Die Gruppe ist gegenuber dem betreffenden ProzeE invariant.) Jener ProzeE ist, 
wenn S -1 die Inverse von S ist, so definiert: Man bildet das Produkt 5* = 5 - 1 T 
und hierauf S*5, was also gleichbedeutend ist mit S-lTS. Die Transformation 
S-lTS muE zur Gruppe g gehoren. 
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3. Ein dritterTeil wiirde den Translationen und ihren Anwendungen 
gewidmet sein: Parallelismus, metrische Relationen. 

4. In einem vierten Teil wiirde man andere Transformationsgruppen 
studieren, wie die der Ahnlichkeit, der Transformationen durch reziproke 
Radien usw. 

Prinzipiell steht die hier geforderte Einteihmg nicht in Wider
spruch zu padagogischen Grundsatzen. J ede der 4 genannten Geometrieen 
hat neben schwierigeren Problemen auch ganz einfache aufzuweisen und 
eine Anordnung in konzentrischen Kreisen ist, wie bei dem traditio
nellen Aufbau der Geometrie, auch hier moglich. Die alte auf Euklid 
zuriickgehende Darstellungsart der Geometrie teilt im wesentlichen 
nach Figuren em (Gerade, Dreieck, Viereck, Kreis, Ebene, raumliche 
Figuren). In vielen Lehrbiichern ist dieser altere Gesichtspunkt mit 
dem eben geschilderten neuen vermengt. 

Eines der altesten deutschen Lehrbiicher, in dem der Trans
formationsstandpunkt zur Geltung kommt, ist das unter dem Ein
flusse der Mobiussch~n Arbeiten geschriebene "Lehrgebaude der nie
deren Geometrie", flir den Unterricht an Gymnasien und Realschulen 
entworfen, von C. A. Bretschneider (Jena, Frommann 1844). In diesem 
Lehrbuche ist die iibliche Einteilung in Planimetrie und Stereometrie 
aufgegeben und an ihre Stelle die folgende gesetzt: 

1. Synthetische Geometrie: 
a) Geometrie der Lage. 
b) Geometrie der Gestalt. 
c) Geometrie des MaBes. 

2. Analytische Geometrie: 
a) Goniometrie. 
b) Trigonometrie. 
c) Koordinatengeometrie. 

Ebenfalls vom Transformationsbegriff beherrscht ist das bereits 
auf S. 261 genannte Lehrbuch der Elementargeometrie von Henrici und 
Treutlein. 

3. Italien. 

Nach dem Dekret des friiheren Ministers Gentile vom 6. Mai 1923 
fiihrt in Italien der Weg zur Hochschule entweder iiber das drei Jahre 
umfassende Liceo classico oder das vierjahrige Liceo scientifico. 
In das Liceo classico kommt man durch eine Aufnahmepriifung, nach
dem man 4 Jahre Volksschule und 5 Jahre Gymnasium durchlaufen 
hat; beim Liceo scientifico geniigen bei der gleichenVolksschulzeit 4 Jahre 
Gymnasium oder 4 Jahre einer anderen Mittelschule. SoIche Mittel
schulen sind: Die Komplementarschule, weIche ungefahr den preu
Bischen Mittelschulen entspricht, und der Unterkurs des Istituto tecnico, 
dessen Aufgabe es ist, zu den mittleren technischen Berufen heranzu-
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bilden. Wie stark Mathematik und Naturwissenschaften in Italien durch 
Gentile zuriickgedrangt worden sind, mag man aus den folgenden An
gaben ersehen, die wir der bereits auf S. 279 angefiihrten Veroffentlichung 
des italienischen Unterrichtsministeriums entnehmen. Fiir das Gym
nasium sind, wenn wir von den unteren zu den oberen Klassen fort
schreiten (Rechnen ist nicht besonders aufgeflihrt) .die Stunden flir die 
Mathematik 1, 2, 2, 2, 2; fiirPhysik, Chemie und Biologie steht keine 
Stunde zur Verfiigung. 1m Liceo classico sind die Stundenzahlen, die auf 
Mathematik und Physik gemeinsam entfallen, 4, 4, 5. Die Zahl'en fiir 
Chemie und Biologie insgesamt sind 3, 2, 3. Dagegen finden wir fiir 
Geschichte und Geographie gemeinsam beim Gymnasium 5, 5, 4, 3, 3, 
beim liceo classico fiir Geschichte allein 3, 3, 3; flir Philosophie und 
Staatsbiirgerkunde ebenfalls 3, 3, 3, fiir Kunstgeschichte 2, 2. Die 
Gesamtstundenzahl fiir den wissenschaftlichen Unterricht schwankt 
beim Gymnasium zwischen 21 und 24, beim Liceo classico zwischen 25 
und 26 pro Woche. Fiir das Liceo scientifico, das das mathematisch
naturwissenschaftliche Element besonders betonen soll, sind die Stunden
zahlen flir Mathematik und Physik insgesamt 5, 5, 6, 6, flir Philosophie 
und Staatsbiirgerkunde 4, 4, flir Geschichte 3, 3, 2, 2, flir Biologie, 
Chemie und Geographie ebenfalls 3, 3, 2, 2. Der Unterkurs des lstituto 
tecnico hat fiir Mathematik (Rechnen mit eingeschlossen) 2, 2, 4, 4 zur 
Verfiigung, aber wie das Gymnasium weder Physik noch Chemie noch 
Biologie. In der obenerwahnten Raccolta sind Lehrplane nicht angegeben. 
Es wird nur gesagt, was in den einzelnen Priifungen zu verlangen ist. 
Als eine charakteristische Neuerung ist zu erwahnen, daB am Liceo 
scientifico in den Stunden flir Philo sophie und Staatsbiirgerkunde, die 
jedoch in der Regel nicht in der Hand eines Naturwissenschaftlers liegen 
werden, auBer den im Titel gena..nnten Gebieten auch Geschichte der 
Mathematik und Naturwissenschaften getrieben werden muB. Die be
treffende. das Lehrziel angebende Stelle (Raccolta S. 369) heiBt in 
freier Ubersetzung: Das Problem der Mathematik und Naturwissen
schaften in seiner geschichtlichen Entwicklung. Die Naturwissenschaft 
der Alten (Mathematik, Physik, Chemie, Astronomie). Die mittelalter
liche Naturwissenschaft. Die Naturwissenschaft in der Renaissance 
und der Naturalismus (Telesius, Campanella, Copernicus, Gilbert). Die 
groBe F~age des ptolemaischen und kopernikanischen Weltsystems 
(Galilei). Das Problem der wissenschaftlichen Methode (Bacon, Des
cartes). Die moderne Naturwissenschaft. Neue Theorien iiber die 
Naturwissenschaft (Croce, Maxwell, Mach, Poincare). 

Ein fiir diesen Unterricht sehr zweckmaBiges Lehrbuch hat Gino Loria 
vor kurzem unter dem Tite1 "Pagine di Storia della Scienza" heraus
gegebe111). An neueren italienischen Lehrbiichern, die fiir den Geometrie-

1) Erschienen in der Bibliotheca Paravia "Storia e Pensiera". 
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unterricht der hoheren Schulen bestimmt sind, haben wir zwei zur Hand. 
Das eine riihrt von C. Buralli-Forti und R. Marcolongo her und ist fUr den 
Oberkurs der Istituti tecnici gedachtl); das andere ist von G. Predella fUr 
den Gebrauch an den Lizeen verfa/3t2). Es ist natiirlich unmoglich, aus 
dem Charakter dieser beidenBiicher typischeZiige des italienischen Unter
richts mit Sicherheit herauszulesen; wir erwahnen sie jedoch, da sie gegen
iiber den bisher besprochenen neue Gesichtspunkte in den Vordergrund 
riicken. Das erste von ihnen treibt die Geometrie unter steter Benutzung 
des Vektorbegriffs. Die Kapiteliiberschriften sind: Allgemeines iiber Vek
toren; Summe zweier Vektoren, Produkt eines Vektors mit einer reel1en 
Zahl; skalares Produkt zweier Vektoren; die Rotation, darunter ein 
Paragraph: der Operator i (Drehung urn einen rechten Winkel); Kreis
funktionen; ebene Trigonometrie; vektorielles Produkt; spharische 
Trigonometrie; Kegelschnitte; verschiedene Betrachtungen (Begriff der 
Potenz eines Punktes in bezug auf einen Kreis, Transformationen durch 
reziproke Radien usw.). 1m Vorwort des Buches fiihren die Verfasser 
folgendes aus: Die Vektoren werden heute im Universitatsunterricht all
gemein gebraucht; sie haben einen Algorithmus, der ahnlich dem in der 
Algebra gebrauchlichen und ebenso einfach wie dieser ist; sie sind so sug
gestiv geometrisch trotz ihres algebraischen Algorithmus, da/3 sie den 
Schiilern des Oberkurses der Mittelschulen nicht unbekannt bleiben diirfen. 

Uns erscheint das Buch zu iiberhauft mit Formeln und recht ab
strakt. Das letztere gilt zum Teil in noch hoherem Ma/3e fUr das Predella
sche Lehrbuch der Geometrie. Dieses beginnt mit einem Kapitel, in dem 
die Begriffe GroBe, obere Grenze, Irrationalzahl in aller Strenge erortert 
werden, um sodann bei einigen Satzen aus der Planimetrie Anwendung 
zu finden. 1m weiteren Verlaufe erhebt sich das Buch nicht iiber die ein
fachsten Dinge aus der Stereometrie, was wohl mit der geringen, fiir Mathe
matik zur Verfiigung stehenden Stundenzahl zusammenhangen diirfte. 

Auf S. 247 haben wir als einen in dem italienischen Geometrieunter
richt besonders verbreiteten Gedanken den der Fusion zwischen Stereo
metrie und Planimetrie bezeichnet. Diese Darstellung entspricht jedoch 
ganz und gar nicht mehr dem heutigen Sachverhalte. Schon bei den Ver
handlungen des Kongresses der Imuk zu Mailand im Jahre 1911 wurde 
deutlich, daB die Fusionsbestrebungen in Italien vollkommen zuriick
gedrangt worden waren. Diese Feststellung mu/3te man in einem Augen
blicke machen, wo P. Treutlein durch Ubersetzung des fusionistischen 
Standard Works der Italiener3), der "Elementi di Geometria" von 
Lazzeri und Bassani4) , in Deutschland fiir den Fusionsgedanken 
Interesse zu wecken suchte. 

1) Corso di Matematica pel Secondo Bionnio degli Istituti Teenici. Vol. II 
Geometria. Firenze. 

2) Geometria ad uso dei lieei. G. B. Paravia. Torino-Milano. 
3) Lazzeri und Bassani, Elemente der Geometrie, deutsch von P. Treutlein. 

Leipzig 1911. 
4) 1. AufI. Livorno 1891. 2. AufI. 1898. 
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4. Deutschland. ("Ober die weitere Entwicklung der preuBischen 
Schulreform. ) 

Bereits in Band 1 wurde liber die Geschichte des mathematischen 
Unterriehts in Deutschland und insbesondere liber die Stellung be
richtet, die Mathematik und Naturwissenschaften in der mit dem 
Jahre 1924 einsetzenden preuBischen Un terrich tsreform einnehmen 1) . 
Einer der Kerngedanken dieser Reform, so wie sie ursprlinglich gedacht 
war, fordert die Entwicklung von vier sich scharf gegeneinander ab
hebenden Typen h6herer Schulen, von denen jeder eine besondere Seite 
der Kultur zu pflegen hat. Das altsprachliche Gymnasium solI den 
Zusammenhang zwischen der deutschen und der antiken Kultur in 
den Mittelpunkt seines Unterrichts stellen. Das Realgymnasium hat 
das Studium der modernen europaisehen Kultur zum Ziele und wird, 
da die neueren Fremdsprachen seine wichtigsten Facher sind, als neu
sprachliches Gymnasium gekennzeichnet. Den mathematischen und 
naturwissenschaftlichen Faehern wird an der Oberrealschule die Flih
rung libergeben; auBer der Erflillung rein fachlieher Aufgaben wird 
von ihnen insbesondere Wlirdigung der kulturellen Leistung von Mathe
matik und Naturwissenschaften verlangt. Aufgabe der deutschen Ober
schule endlich ist, das Verstandnis fUr die deutsche Kultur zu vermitteln: 
Deutsch, Gesehiehte und Erdkunde sind die Facher, die. an ihr die 
starkste Geltung haben sollen. 

Die Forderung der "reinen Schultypen" wirkte sich flir die mathe
matischen und naturwissensehaftlichen Facher in den anfanglich vom 
preuBischen Kultusministerium vorgeschlagenen Stundentafelil. dahin aus, 
daB diese Faeher auBer an der Oberrealschule an allen Schulen an Bedeu
tung stark verloren. Urn die Tragweite dieser Zuriickdrangung flir die Er
ziehung von Ingenieuren und Medizinern und die mathematiseh-natur
wissensehaftliehe Bildung der Angehorigen der iibrigen Berufsstande 
richtig einzuschatzen, ist es notwendig, zu wissen, daB die Zahl der Ober
realschulen in PreuBen noch reeht gering ist, an eine planmaBige Er
h6hung dieser Zahl gar nicht gedacht wird und der Unterrieht an den 
viel zahlreieheren Realgymnasien bisher einen bedeutenden mathe
matisch-naturwissenschaftlichen Einschlag hatte, den er nun verlieren 
sollte. 

Der Kampf, der gegen die preuBische Schulreform von den ver
sehiedensten Seiten her einsetzte, hatte eine Abanderung der Stunden
tafeln in <fern Sinne einer Milderung der Typisierungstendenz zur Folge. 
Am Gymnasium und Realgymnasium wurde del; mathematiseh-natur
wissenschaftliche Unterricht etwas verstarkt, an der Oberrealsehule 
muBte er sich eine Schwachung gefallen lassen. 1m einzelnen k6nnen 
wir auf diese Dinge nicht eingehen, nur folgendes sei hervorgehoben: 

1) Vgl. Bd. I, S. 291 ff. 

K 1 e in, Elementarmathematik II. 19 
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1. An keiner hoheren Schule erreicht die dem mathematisch-natur
wissenschaftlichen Unterricht zugebilligte Stundenzahl die Rohe, die 
sie vor der Reform hatte. Von der Eifiillung der Forderung der revi
dierten Meraner LehrpHine kann im Rinblick auf die Stundentafeln keine 
Rede sein. 

2. Dasjenige naturwissenschaftliche Fach, das durch die preu
Bische Reform am meisten beiseite gedrangt wird, ist die Biologie. Es 
mag sein, daB fUr die geringe Einschatzung dieser Wissenschaft durch 
die neuere Entwicklung langst iiberholte Weltanschauungsgriinde nicht 
ohne EinfluB waren. 

3. Vergleichen wir die Organisation (nicht den Geist, der Unter
richt und Erziehung beherrscht) des preuBischen hoheren Schulwesens 
mit der des englischen und franzosischen, so miissen wir von England 
iiber Frankreic::h zu PreuBen eine abnehmende Riicksichtnahme auf die 
Individualitat des Schiilers feststellen. In England finden wir die groBte 
Organisationsfreiheit urn des Schiilers willen. In Frankreich besteht zu 
drei Zeitpunkten, namlich jedesmal beim Eintritt in einen der drei 
Zyklen, die Moglichkeit der Wahl eines Schnltypus, welcher der Be
gabungs- und Interessenrichtung des Schiilers am besten entspricht. 
In PreuBen ist der Schiiler in der Regel, namlich dann, wenn er in 
mittleren Stadten mit nur einer hoheren Knabenschule wohnt, auf den 
einen einseitigen Schultyp seines Reimatortes angewiesen. 

4. Vor kurzem erschienen die neuen Richtlinien fUr die Lehrplane 
der hoheren Schulen PreuBens 1). Unsere in Band I ausgesprochene Ver
mutung, daB in ihnen die Grundgedanken der mathematischen Unter
richtsreiorm volle Beriicksichtigung finden wiirden, hat sich bestatigt: bis 
auf einige Abweichungen stimmen die neuen preuBischen Lehrplane, was 
die Mathematik angeht, mit den revidierten Meraner Lehrplanen iiber
ein. An allen hoheren Schulen J>reuBens wird demnach kiinftig die Funk
tion den zentralen Begriff des mathematischen Unterrichts bilden, an allen 
sollen die Anfange der Infinitesimalrechnung gelehrt werden. Die Aus
b.ildung der Raumanschauung wird in den Vordergrund geriickt, die 
Geschichte der Mathematik ist grundsatzlich zu beriicksichtigen und 
die Anwendungen sollen geh6rig betont werden. Das geometrische 
Zeichnen soIl einen wesentlichen Bestandteil des mathematischen Unter
richts bilden; die gesamte darstellende Geometrie wird ihm eingegliedert. 
So begriiBenswert diese letzte Forderung ist, so erscheint es doch sehr 
fraglich, ob sie nicht aus Mangel an verfiigbarer Zeit zum groBen Teile 
auf dem Papiere stehenbleiben wird. 

5. In der methodischen Einstellung der preuBischen Lehrplii.ne 
spielen zwei Forderungen eine besonders hervorragende Rolle: der 

1) Richtlinien fur die Lehrplane der h6heren Schulen PreuBens, Teil I und II, 
herausgegeben von Ministerialrat Richert. Berlin 1925. \Veidmannsche Buch
handlung. 
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Arbeitsunterricht und die Konzentration. Was unter Arbeitsunterricht 
zu verstehen ist, haben wir bei Besprechung des englischen Lehrbuches 
von David Mair zu charakterisieren versucht. In Deutschland ist diese 
auf moglichst groBe SelbsWi.tigkeit der Schiller abzielende Unterrichts
methode vorwiegend mit den Namen Gaudig und Kerschensteiner ver
bunden. Unter Konzentration versteht man Aufhebung des beziehungs
losen Nebeneinander der einzelnen Fachgebiete und Einfiihrung eines be
wuBten Hand-in-Hand-Arbeitens derselben, letzten Endes Einstellung des 
gesamten Unterrichts auf das Bildungsziel der Schul~. Auf die zwischen 
der Tendenz des gegenwartigen Werkes und der Konzentrationsforderung 
bestehende enge Verwandtschaft wurde bereits friiher hingewiesen 1) ; da 
bei wurde jedoch die in der preuBischen Schulreform tatsachlich vor
liegende Uberspannung dieser Forderung mit Rucksicht auf die Unmog
lichkeit einer entsprechenden Lehrerausbildung entschieden abgelehnt. 

In bezug auf die Mathematik heiBt es in den Richtlinien: "Zwischen 
der Mathematik und den ubrigen Unterrichtsfachern ist die Herstellung 
moglichst vieler Verbindungen anzustreben." Fur die Bewegung zur 
Reform des mathematischen Unterrichts ist der Konzentrations
gedanke in dieser Gestalt niehts Neues; im Gegenteil, alIe dahinzielende 
Bestrebungen sind von vornherein von ihm beherrscht. Er erscheint 
da zunachst unter der Bezeichnung Fusion in der Anforderung einer 
zweckmaBigen Verknupfung zwischen den einzelnen Teildisziplinen 
der Mathematik. Eng zusammen damit hangt die Einsieht, daB zen
trale, die gesamte Mathematik durchdringende Begriffe wie die der 
Funktion, der Transformation und der Gruppe auch im Schulunterrieht 
zur Vereinheitlichung herangezogen werden mussen. SchlieBlich hat 
auch die von der Reformbewegung immer und immer wieder verlangte 
Berucksichtigung del' Anwendungen del' Mathematik genau denselben 
Sinn wie die eben zitierte Forderung. So ist es verstandlich, daB sich 
die Mathematiklehrer, wenn sie ihren Unterricht auf die Konzentrations
forderung abstimmen wollen,. auf eine umfangreiche Literatur stutzen 
konnen. AuBer den in Band I des gegenwartigen Werkes bereits ge
nannten Abhandlungen des deutschen Unterausschusses der Imuk, von 
denen insbesondere die des dritten Bandes den Beziehungen zwischen 
del' Mathematik und den Nachbargebieten gewidmet sind2), und dem 
von F. Klein redigierten Teil der im Verlag Teubner erschienenen 
"Kultur del' Gegenwart" 3), welcher die kultutelle Bedeutung der Mathe
matik wiirdigt, seien hier angefiihrt: 

a) Del' Habilitationsvortrag von R. Schimmack: "Uber die Verschmel
zung verschiedener Zweige des mathematischen Unterrichts", abgedruckt 
in Heft 7 der 1. Folge der Berichte und Mitteilungen, veranlaJ3t durch 
die Internationale Mathematische Unterrichtskommision, Leipzig 1917. 

1) Bd. I, S. 301£. 2) Bereits zitiert Bd. 1. S. 295 f. 
3) Bereits zitiert in Bd. I. S. 305. 

w* 
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b) Der groBte Teil der Bande der von W. Lietzmann und A. Witting 
herausgegebenen mathematisch-physikalischen Bibliothek (Verlag Teub
ner, Leipzig). 

c) E. Salkowski, "Der Gruppenbegriff als Ordnungsprinzip des 
geometrischen Unterrichts", Beiheft 7 zur Zeitschrift fUr mathema
tischen und naturwissenschaftlichen Unterricht, Leipzig 1924. 

d) G. Scheffers und W. Kramer, "Leitfaden der darstellenden und 
raumlichen Geometrie" I. Teil fUr Untertertia bis Untersekunda, Leipzig, 
Quelle & Meyer, 19.24, II. Teil fUr Obersekunda bis Oberprima, 1925. 

Dieses Werk geht von der Auffassung aus, daB fUr die Ausbildung 
einer moglichst guten Raumanschauung die Fusion zwischen Planimetrie 
und Stereometrie planmaBiger und von einem fruheren Zeitpunkt an 
betrieben werden musse, als es bisher geschehen ist. Geht man an 
die Verwirklichung dieses Fusionsgedankens, so stoBt man bald auf 
die Notwendigkeit, raumliche Konstruktionen zeichnerisch durch
fiihren und Korper auf die Ebene abbilden zu mussen. Die Fusion 
Planimetrie-Stereometric driingt also zu einer umfassenderen, die auch 
die darstellende Geometrie mit in sich begreift. Nun sind nach Scheffers' 
Meinung Zweitafelverfahren und Parallelperspektive verhaltnismaBig 
schwer verstandlich und kommen erst fUr reifere Schiller in Betracht. 
Fur einfach genug aber haIt er die bei jedem MeBtischblatt angewandte 
kotierte Projektion oder Eintafelmethode. Bei diesem Verfahren wird 
jeder Punkt durch seinen GrundriB, d. h. durch seine Projektion auf 
eine horizontal gedachte Tafelebene, und eine Zahl festgelegt, we1che 
die Hohe des Punktes uber der Tafelebene angibt. Dieses Verfahren 
gestaltet Scheffers noch dadurch anschaulicher, daB er die Hohen statt 
durch Zahlen durch Strecken gibt, die einem der Zeichnung beigefUgten 
HohenmaBstabe zu entnehmen sind. Naturlich kommen in dem Leit
faden auch die anderen Verfahren der darstellenden Geometrie zu ihrem 
Recht. Die Verfasser der neuen preuBischen Lehrplane haben sich die 
Auffassung von Scheffers zu eigen gemacht und fordern die Behandlung 
der Eintafelmethode in Unter- und Obertertia. 

6. In den neuen Lehrplanen wird fUr Sexta und Quinta die prop a
deutisch anschauliche Behandlung von Raumformen gefordert, fUr Quarta 
das Zeichnen der Netze einfacher Korper und ihrer Projektion auf eine 
Ebene. Fur diesen Unterricht werden die folgenden beiden Werke 
vie len Lehrern von sehr groBem Nutzen sein: 

a) Das aus reifer padagogischer Erfahrung entstandene Buch von 
P. Treutlein: "Der geometrische Anschauungsunterricht als Unter
stufe eines zweistufigen geometrischen Unterrichts an unseren hohe
ren Schulen", Leipzig 1911. 

b) Die hochinteressante, mit vielen geschichtlichen und kultur
kundlichen Betrachtungen durchsetzte Schrift von H. E. Timerding 
"Die Erziehung der Anschauung", Leipzig 1912. 
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7. In dem Bericht auf S.261 wurde an letzter Stelle das Lehr
buch der Geometrie von P. Treutlein und Henrici erwahnt. Seitdem ist 
eine groBe Zahl von Lehrbuchern erschienen, we1che die Grundgedanken 
der Reformbewegung berucksichtigen. Aus ihrer groBen Zahl seien die 
folgenden beiden genannt: 

a) Behrendsen und Gatting, Lehrbuch der Mathematik nach mo
dernen Grundsatzen, Verlag Teubner, Leipzig, seit 1908 in mehreren 
Auflagen. 

b) Mathematisches Unterrichtswerk fUr hahere Knabenschulen, 
unter Mitwirkung von P. B. Fischer, T. Zindler und P. Zuhlke heraus
gegeben von W. Lietzmann, Verlag Teubner, Leipzig, der fUr die Unter
stufe bestimmte Teil seit 1916, der fUr die Oberstufe bestimmte Teil 
seit 1920 in mehreren Auflagen. 

(S.) 
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Birationale Punkttransformation 106. 

Cayleysches Prinzip (metrische und af
fine Geometrie als Spezialfalle der 
projektiven) 14 5 - 146, 159 -161, 
164, 168-171, 194-199. 

Cremonatransformation 106, s. a. Punkt
transformation, birationale. 
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Darstellende Geometrie 83-91, 101 bis 
104, 273, 290, 292. 

Definition g e 0 met r i s c h er Eigen
schaften und Gebilde 27, 28, 162. 

Deformation, homogene 76-80,155 bis 
156, 165-168. 

-, reine 80, 165-167. 
Determinanten als Invarianten 151 bis 

154. 
Determinantenprinzip von GraBmann 

22ff. (besonders 23),31 ff., 161-162, 
164. 

Differentialparameter 72. 
Dilatation 270ff. 

Gruppe der -en 271, 272. 
Dimension 67. 

Die "vierte" - 67. 
Zweidimensionale Wesen 68. 

Divergenz 72. 
Doppelverhaltnis (Doppelschnittver-

haltnis) 6, 100. 
- als projektive GroBe 157-158. 
Drehmoment einer Kraft 25,33,36- 37. 
- einer Dyname 37. 
- von Linienteilen 36. 
Drehung 26, 43, 45, 46, 75, 140, 

166-167, 180-186. 
Dreieck, spharisches 242. 
-, -, rechtwinkliges 273-276. 
Dreiecksgeometrie 170-171. 230 bis 

231-
Dreieckskonstruktionen 230. 
Dreiec kskoordina ten 17. 
Dualistioche Transformationen 117 bis 

119, 122-124. 
Dualitatsprinzip 62-65, 117, 149. 
Dyade 166, 168. 
Dyname 34, 35. 

Nullachsen einer - 35. 
Parameter einer - 35. 
Zentralachse einer - 34. 

Dynamen, Geometrie der - 66. 

Ebene, unbegrenzte 32, 76, 95 - 96. 
Ebenenteil 32, 46-48. 
- als affine GroBe 162. 
Ebenenbundel 63. 
Ebenenbuschel 63. 
Ebenenraum 63. 
Eigenschaften, Definition geometrischer 

- 27· 
Ei nseitige Flachen 20 - 21, 114. 
"Elemente" des Euklid 203-225. 
Elemente, imaginare - 126-139. 

Elemente, imagInare, analytische Be
handlung 126-130, 139. 

-, -, geometrische Interpretation 130 
bis 139. 

Unendlichferne -
-. -, der projektiven Geometrie 93 bis 

94. 
-, -, der Geometrie der reziproken 

Radien 107. 
-, -, der nichteuklidischen Geometrie 

198. 
Ellipsoid (bzw. Ellipse) 77-79,81-82. 

Diametralebenen. konjugierte 79, 82. 
Durchmesser, konjugierte 79. 82. 
Hauptachsen 79. 
Mittelpunkt 79. 

Elliptische Geometrie 198. s. a. nicht
euklidische G. II. Art. 

Entfernung als metrische GroBe 169 bis 
170. 

Euklidische - 169-170. 196-197. 
Nichteuklidische - 195-196. 

Erganzung einer PlangroBe 58. 
Erzeugende einer Transformations-

gruppe 27. 
Euklidische Bewegung 174-176, 180. 
- Entferuung 169-170, 196-197. 
- Geometrie 198. 
Euklidischer Winkel 168 - 169. 
Exhaustionsbeweise 210. 
Existenz der Bewegungen 1 75. 
Existenzaxiome 138. 175. 

Flache, 
erzeugt von Punkten 58. 64-65. 
umhullt von Ebenen 64-65. 
Linien- (Regel-) - 65. 
Abwickelbare - 64-65. 
Kegelflache 64-65. 

Flachen. einseitige 20-21. 114. 
-, zweiseitige 20. 114-117. 
Flacheninhalt 
- des Dreiecks 5. 
- einfacher Polygone 9. 

sich uberschlagender Polygone 9 - 10. 
krummlinig begrenzter Flachen
stucke 10-11. 
als relative GroBe 3-5.7-11.187. 

Axiomatische Einordnung des In
haltsbegriffes in die analytiscl:!e 
Geometrie 186 - 187. 

Formen 147-149. 
Fusion von Arithmetik und Geometrie 

2. 228. 
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Fusion von Planimetrie und Stereo
metrie 2, 228, 285, 286, 288, 292. 

Gebilde, Definition geometrischer ~ 28, 
162. 

- zweiten Grades der Imaginartheorie 
130-133. 

Geometrie und Invariantentheorie 140 
bis 141, 155-159, 159-171. 

- (u. Gruppe) 
Affine - 75-92,141-142,155-156, 

159-168, 264. 266. 272. 
Metrische - 140-141, 159. 168-171, 

173-174. 180,264.266. 
Projektive - 61-65. 92-105. 142. 

156-159. 172-173, 180, 194-199, 
264. 265. 
der reziproken Radien 105-110, 
142, 265. 268. 270, 272. 
der Lage 100. s. a. projektive -. 
des MaBes 101, s. a. metrische -. 
(u. Axiome) 

Euklidische \ = parabolische) - 198. 
Nichteuklidische - 190-200. 240 bis 

241. 
- - 1. Art (= hyperbolische) 191, 

193, 194. 198, 241. . 
- - lI. Art (= elliptische) 192,193. 

194. 198, 240. 
Nichtarchimedische - 201. 220-224. 
Pseudogeometrie 200. 

- (u. Gebilde) 
- der Dynamen 66. 

Kugelgeometrie 66. 
Liniengeometrie 66. 
Mehrdimensionale - 66-67. 
Unendlich-dimensionale - 67. 

- auf der Schule 
"Algebraische" - 229-230. 
"Geometrische Analysis" 60. 
Darstellende - 273. 290. 292. 
Dreiecksgeometrie 170-171, 230 bis 

231-
Geometrische Konstruktionen 264 bis 

272. 
-, Unterschied zwischen analytischer 

und synthetischer - 59-60. 
Gerade, unbegrenzte - 24. 29. 32, 76, 96. 
Geradenteil 24, 29; 32, 36, 46-48. 
Geradenbiindel 63. 
Geradenbiischel 63. 
Geradenfeld 63. 
Geradfiihrung 108. 
Geschlecht 114-115. 

Gestalten algebraischer Kurven 122 bis 
124. 

Gewicht einer Invariante 150. 
Gradient 71-
Grundgebilde, lineare 63. 
Grundlegung der analytischen Geometrie 

171-189· 
- der darstellenden Geometrie 83-91. 

101-104. 
Gruppe 

Affine - 143. 155. 269, 272. 
Inhaltstreu-affine - 272. 
Metrische - s. Hauptgruppe. 
Projektive - 143. 157. 173. 269, 272. 

der Bewegungen 174, 180. 199. 
der Dilatationen 271. 272. 
der Drehungen 272. 
der Transformationen durch rezi
proke Radien 143, 265. 268, 271. 272. 
der Verschiebungen 175, 180, 199, 
272. 
der eineindeutig stetigen (topologi
schen) Punkttransformationen 143. 

Hauptgruppe 143, 173, 264, 269, 272. 
Untergruppe. invariante 285. 

Gruppenparameter 143-144. 

Hauptgruppe 143. 173. 264, 269, 272. 
Heptaeder von Reinhardt 21-
Historische Bemerkungen 

zur Ausdehnungslehre 21, 22. 
zur Axiomatik 200-202. 
zu den "Elementen" des Euklid 203 

bis 207. 
zur Entwicklung der Geometrie iiber

- haupt 58-68. 
zum Parallelenaxiom 190-192. 
zum Unterricht in der Geometrie 226 

bis 261, 277-293. 
zurVektorrechnung 51,55- 58, 68,73. 
zum Vorzeichenprinzip der analyti

schen Geometrie 1 7. 
Homogene 

Deformation 76-80, 155-156. 165 
bis 168. 

Koordinaten 92-95. 
HornfOrmige Winkel 221-224. 
Hyperbolische Geometrie 198, s. a. 

nichteuklidische G. 1. Art. 
Hyperdeterminanten 154. 

Imaginare Elemente 126-139. 
analytische Behandlung - 126 bis 

130, 139· 
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geometrische Interpretation imagina
rer Elemente 130-139. 

Imaginares Kreispunktepaar 128, 129, 
131, 139, 171-

Imaginarer Kugelkreis 128, 129, 131, 
139, 144, 145, 159-160, 173. 

Imaginartheorie 126-139. 
Imaginartransformation 129. 
Inhalt von Dreiecken und Tetraedern 

als relative GroBe 3 - 6. 
als affine GroBe 78, 155-156, 160 

bis 161. 
Inhaltstreue Affinitat 272. 
Invarianten 149. 

absolute 29, 150. 
relative 29, 150. 

Invariantensystem, volles - 151-
Invariantentheorie 146-154. 

und Geometrie 140-141, 155-159, 
159-171-
und Koordinatentransformation 27, 
28, 140-141, 155-159, 159-171-

Invariante Untergruppe 285. 
Inversion (= Spiegelung an einem 

Punkt) 43, 45, 46, 75, 140. 
- (= Punkttransformation d. rezipro

ken Radien) s. daselbst. 
Inversor 108. 
Involution 131, 132, 135-138. 

absolute - 132. 
Grundpunkte einer - 131, 135. 

Irrationales Verhaltnis 207-209. 
Isobar 150. 

Kantengesetz von Mobius 18. 
Kartenprojektion 110-113. 

winkeltreue - 110-112. 
allgemeine - 112-113. 

KegelfHiche 64-65. 
Kegelschnitt 104-105. 

Konstruktionen mit Lineal und vor
gezeichnetem - 265-266. 

Kinematik 108, 123-125. 
Klassifikationsprinzip geometrischer Ge

bilde 28, 162. 
Klassifikation geometrischer Konstruk-

tionsaufgaben 264- 265. 
Korper, starrer - 175, 189. 
Kogredient 148, 167. 
Kollineation 76, 96. 
Komplex, linearer 37, 65, s. a. Null

system. 
Komponenten eines geometrischen Ge

bildes 162. 

kogredien te und kontragredienteKom
ponenten geom:etrischer Gebilde 167. 

kovariante und kontravariante 
- 167· 

Kongruenzaxiome 189. 
Kongruenz und Bewegung 188-189, 

214-215, 215-217. 
Kongruenz s. a. Liilienkongruenz. 
Konjugierte Diametralebenen 79, 82. 
- Durchmesser 79, 82. 
Konstruktionsaufgaben 

affine 264, 266. 
metrische 264, 266. 
projektive 264, 265· 
der Gruppe der reziproken Radien 

265, 266. 
ersten Grades 264, 265. 
zweiten Grades 264, 265, 266. 
hoheren Grades 264, 266-267. 

Konstruktionshilfsmittel, Theorie der -
265-269. 

Kontragredient 148, 167. 
Kontravariant 167. 
Kontravariante 149. 
Koordinaten 

Dreieckskoordinaten 17. 
homogene - 92-95. . 
Kugelkoordinaten 65-66. 
Linienkoordinaten 65-66. 

- eines geometrischen Gebildes 65. 
Koordinatensystem 

Konstruktion eines Parallelkoordi
natensystems 177-180. 

- - rechtwinkligen Koordinaten
systems 180-186. 

Koordinatentransformation 
rechtwinklige - in der Ebene 26. 
- - im Raum 43-46, s. a. Punkt
transformation. 

Koordinatentransformation und Inva
riantentheorie 27,28,140-141,155 
bis 159, 159-171-

Kovariant 167. 
Kovariante 149. 
Kraft 25, 33. 
Kraftepaar25-26, 29-30, 33, 47-49. 
Kreisevolvente 125. 
Kreislineal, biegsames - 268. 
Kreispunktepaar, imaginares 128, 

129, 131, 139, 171-
.Kugelgeometrie 66. 
Kugelkoordinaten 65 - 66. 
Kugelkreis, imaginarer - 128,129,131, 

139, 144, 145, 159-160, 173. 
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Kurve 
erzeugt von Punkten 58, 64-65, 

187-188. 
umhiillt von Geraden 11 7. 
umhiillt von einer Kurvenschar 120. 
"geometrische" - 59. 
"mechanische" - 59, 123-125· 
algebraische - 59, 122-123. 
transzendente - 59. 
analytische - 59. 
nichtanalytische - 59. 
- - und Punktmenge 59. 
ebene - 59, 64-65, 122-123. 
raumliche - 64-65, 127. 

Kurvenlineal 269. 
Kurvenschar, Umhiillungskurven einer 

- 120. 

Lage, Geometrie der - 100, s. a. pro
jektive G. 

Leitgleichung 119. 
Lineal, Konstruktionen mit dem -

allein 265. 
Konstruktionen mit - und vorge

zeichnetem Kegelschnitt 265 - 266. 
Linie, unbegrenzte - 24, 29, 32, 76, 96. 
Linienteil 24, 29, 32, 36, 46-48. 

als affine GroBe 161-162. 
Linienelement 120-122. 
Linienflache 65. 
Liniengeometrie 65. 
Linienkomplex 65. 
Linienkongruenz 65. 
Linienkoordinaten 65 -66. 

MaB, Geometrie des MaBes 101, s. a. 
metrische G. 

MaBbestimmung 
durch den Kugelkreis s. Kugelkreis. 
durch eine quadratische Form 194, 

195. 
MaBstabsanderung 26, 43. 
Mechanik der Kontinua und Affinitat 

82- 83. 
Mehrdimensionale Geometrie 66 - 67. 
Meraner Lehrplan 290. 
Metrische Geometrie 140-141, 159, 

165-174, 180,264,266. 
Gruppe s. Hauptgruppe. 
Konstruktionsaufgaben 264, 266. 

Netz, Mobiussches - 97-98. 
Nichtarchimedische Geometrie 201, 220 

bis 224. 

Nichteuklidische Bewegung 199. 
Entfernung 195-196. 
Geometrie 190-200, 240-241-

I. Art 191, 193, 194, 198, 241-
- II. Art 192, 193, 194, 240. 

Nichteuklidischer Winkel 195. 
Nichteuklidische und projektive Geo

metrie 194-199. 
Nullsystem 35, 37-42. 

"Null"-Ebenen 38-42. 
"Null"-Geraden 38-42. 
"Null"-Punkte 38-42. 
Parameter des Nullsystems 35. 
Schraubensymmetrie des - 39-42. 
Zentralaxe des - 38-42. 

Ordnung eines algebraischen Gebildes 
bei 

affinen Umformungen 77. 
projektiven Umformungen 99-100. 

Parabolische Geometrie 198, s. a. eukli
dische G. 

Parallelena..'!:iom 189,192-194,198,213, 
240. 

Parallelismus 89, 99, 176. 
Parallelkoordinatensystem, Konstruk

tion eines solchen 177-180. 
Parallelprojektion 83-91. 
Parameter 

einer Dyname 35. 
einer Gruppe 143 -144. 

Pentagramma mirificum 273-276. 
Philosophische Bemerkungen 

zur Axiomatik 201-202. 
zum Parallelenaxiom 192 - 194. 

PlangroBe 
freie 32, 46- 50, 164. 
in ihrer Ebene bewegliche 32. 
Erganzung einer - 58. 

Pohlkescher Satz 89-91-
Polarer Vektor 51, 52. 
Polarform 1 53. 
Polarplanimeter 11 -16. 
Polarsystem 118-119, 130-131. 

absolutes - 132-133. 
Polarentheorie der Kegelschnitte 62, 

118-119· 
- der Flachen zweiten Grades 62. 
Polyedersatz von Euler 116. 
"Postulate" bei Euklid 213-214. 
Produkte der Vektorrechnung 

auBeres Produkt 54, 55, 58. 
inneres - 54, 55· 
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skalares Produkt 54, 55. 
'Symbolisches - 71-73. 
vektorielles - 54. 55. 58. 

Programm. Erlanger 140. 144. 272. 
Projektion 

Kartenprojektion 110-113. 
Parallelprojektion 83-91-
Zentralprojektion 101-104. 282. 
Stereographische - 109. 

Projektive Geometrie 61-65. 92 bis 
105. 142. 156-159. 172-173. 180. 
194-199. 264. 265. 
Gruppe 143. 157. 173. 269. 272. 
Konstruktionsaufgaben 264. 265. 
Punkttransforma tionen 92 -1 05,142. 

Projektive und nichteuklidische Geome
trie 194-199. 

Projektivitat 92-105. 
ausgeartete - 101 -102. 

Projizieren und Schneiden 95. 
Proportionenlehre 208 - 209. 228. 
Pseudogeometrie 200. 
Psychologische Gesichtspunkte im Un-

terricht 227. 
Punktfeld 63. 
Punktraum 63. 
Punktreihe 63. 
Punktmengen und Kurven 59. 
Punkttransformation 74-117. 

aktive - 74. 
passive - 74. 
affine - 75-92. 141-142. 166. 
birationale - 106. 
eineindeutig stetige (topologische) 

113-117. 142-143. 
projektive - 92-105. 142. 
rechtwinklige - 26. 43-46. 
durch reziproke Radien 105 -11 O. 

142. 
Pythagoraischer Lehrsatz 258-259. 

Quaternion 51. 57. 
Querschnitt 115- 116. 
Quirl 72. 73-

Radien. reziproke 
Geometrie der Transformationen 
durch - 105-110. '142. 265. 

Gruppe der Transformationen durch 
- 143. 265. 268. 271. 272. 

Konstruktionen der Gruppe der 
Transformationen durch - 264. 265. 

Raumanschauung 171-172. 192-193. 
201-202. 

Rauminhalt 
des Tetraeders 6. 
der Pyramide 19. 
des Polyeders 19. 

- als relative GroBe 3-5.17-20. 
Raumteil 31. 46. 
Rechtwinkliges Kootdinatensystem. 

Konstruktion eines solchen 180 bis 
186. 

Rechtwinklige Punkttransformation 26. 
43-46. 

Regelflache s. Linienflache. 
Relative Invarianten 29. 150. 
Reliefperspektive 102-103. 
Reziproke Transformation 118 -119· 
Rotor 72. 73. 
Riickkehrschnitt 114-115. 

Schneiden und Projizieren 95. 
Schnittverhaltnis 6. 78. 
- als affine GroBe 161-
Schraubenfeld 69. 
Schraubensymmetrie des Nullsystems 

39-42. 
Schraubentheorie 42. 
Skalar 51. 
- erster Art 52. 
- zweiter Art 52. 
Skalares Produkt 54- 55. 
Skalarfeld 68-72. 
Sophismen. geometrische - 219-220. 
Spat 31. 
Speer 270. 
Spharisches Dreieck 242. 

rechtwinklig - - 273-276. 
Spiegelung 26. 43. 45. 46. 75. 140. s. 

a. Inversion. 
Starrer Korper 175. 189. 
Statik ebener Systeme 24-26. 28- 30. 
- raumlicher Systeme 33-37. 
Stereographische Projektion 109. 
Stetigkeitsaxiome138.173.178.181.220. 
Stoffauswahl im Unterricht 227. 254. 
Strahlensystem 65. 
Strecke als relative GroBe 3 - 4. 6. 
Streckung. gleichformige .:... 80. 164 bis 

165. s. a. reine Deformation. 
Substitutionen 

kogrediente und kontragrediente 148. 
transponierte 148. 

Symmetrischer Tensor 164. 
Synthetische Geometrie 

Unterschied zwischen analytischer 
und synthetischer - 59-60. 
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Syzygie 152. 
Syzygiensystem, volles - 152. 

Tensor 163 -168. 
symmetrischer 164. 
antisymmetrischer 167. 

Topologische Punkttransformationen 
113-117, 142-143. 

Transformation 
Beriihrungstranformation 119 -122, 

123-125· 
Imaginar - - 129. 
Punkttransformation s. daselbst. 

- mit Wechsel des Raumelementes 113 
bis 125. 

dualistische - 117-119, 122-124. 
reziproke - 118-119. 

Transformationsgruppe 27, 143, s. a. 
Gruppe. 

Transformation und Unterricht 282, 
285, 286. 

Transponierte Substitution 148. 
Trigonometrische Funktionen 

Anwendung der analytischen Eigen
schaften 184. 

geometrische Bedeutung 185, 189. 

Unendlich-dimensionale Geometrie 67. 
Unendlichferne Elemente 

der projektivenGeometrie 63, 93 -94. 
der Geometrie der reziproken Radien 

107. 
der nichteuklidischen Geometrie 198. 

Umhiillungskurven einer Kurvenschar 
120. 

Unterricht, geometrischer - 226-261, 
277-293. 

in Deutschland (einschl. Osterreich 
und Schweiz) 250-261, 289-293. 

in England 231-236, 279-282. 
in Frankreich 236-245, 277, 283 bis 

286. 
in Italien 245-250, 278, 286-288. 
in Rul3land 278, 279. 

Vektor 
axialer 51, 52. 
freier 24, 29, 32, 46-48, 50, 77, 87. 
linienfliichtiger 24, 29, 32. 
polarer 51, 52. 

Vektoralgebra 52- 55. 
Vektoranalysis 68-73. 
Vektorfeld 68 - 72. 
Vektorfunktion, lineare 166. 
Vektormultiplikation 54, 55, 70-72. 
Vektorsymbol Hamiltons 69 -71. 
Vektorielles Produkt 54, 55, 58. 
Verkniipfungsaxiome 63, 138, 173. 
Verschiebungen26, 43,75,140,175 -180. 

Gruppe der - 175,180,199,272. 
Verwandtschaft s. Punkttransformation 

und Transformation. 

Winkel als metrische GroBe 168 -169. 
euklidischer - 168 - 169· 
nichteuklidischer - 195. 
rechter - (axiomatisch) 181, 182, 213. 
rechter - (als Zeicheninstrument) 

266-268. 
hornformiger - 221-224. 

Winkelsumme im Dreieck 240. 
Winkeltreu 109, 110-113. 
Wiirdigung von Euklids "Elementen" 

203-207, 211, 224. 

Zahnrader 123-125. 
Zeichenhilfsmittel, Theorie der - 265 

bis 269. 
Zentralaxe 38-42. 
Zentralperspektive 101-102. 
Zirkel, Konstruktionen mit dem - allein 

266. 
Zusammenhang 115. 
Zweidimensionale Wesen 68. 
Zweiseitige Flachen 20, 114 -117. 
"Zwischenaxiome" 138, 173, 178,217 bis 

220. 
Zykel 270. 
Zykloide 124-125. 

ManuJdruck von F. Ullmann G. m. b. R., Zwickau Sa. 
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Bd. IX: Einleitung in die Mengenlehre. Eine elementare EinfUhrung in das 

Reich des UnendlichgroBen. Von Adolf Fraenkel, a. o. Professor an der Universitiit 
Marburg. Z wei t e, erweiterte Auflage. Mit 13 Textfiguren. (259 S.) 1923. 

10.80 Goldmark 
Bd. X: Der Ricci-Kalkiil. Eirie Einfiihrung in die neueren Meth,oden und 
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7 Textfiguren. (32I S.) I924. 15 Goldmark; gebunden I6.20 Goldmark 

Siehe auch umstehend.e Seite. 
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Gemeinsam mit W. B 1 a s c h k e, Hamburg, M. B 0 r n, Gottingen, C. Run g e, 
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Bd. XVII: Analytische Dynamik der Punkte und starren Korper. Mit einer 
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A. S. Eddington, Plumian Professor of Astronomy and experimental Philosophy 
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18 Goldmatk; gebunden 19.50 Goldmark 
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Professor an der. Eidgenossischen Technischen Hochschule Zurich, und 
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1925. 15 Goldmark; gebunden 16.50 Goldmark 

Bd. XX: Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis. Von G. P6lya. Tit. 
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Privatdozent an der Friedrich - Wilhelms - Universitat Berlin. Z wei t e r 
Band: Funktionentheorie. Nullstellen. Polynome. Deter
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18 Goldmark; gebunden 19.50 Goldmark 

Bd. XXI: Einfiihrung In ale analytische Geometrie der Ebene und des 
Raumes. Von A. Schoenfiies, ord. Professor der Mathematik an der Univer
sit1l.t Frankfurt. Mit 83 Textfiguren. (314 S.) 1925. 
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