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VORWORT. 
Das Interesse allgemeinerer Kreise an der Mathematik hat in 

neuerer Zeit entschieden zugenommen. Es ist dies die Folge teils der 
Anwendungen, welche die Technik von dieser Wissenschaft macht, 
teils der Bemiihungen der Philosophie um das Problem, das durch 
das Vorhandensein einer solchen Wissenschaft gestellt ist. Darum 
ist es auch kein Wunder, daB die Mathematiker selbst mehr als friiher 
geneigt sind, weiteren Kreisen von ihrer Wissenschaft Mitteilungen 
zukommen zu lassen und sich an der Erorterung der mit der Mathe
matik verkniipften erkenntnistheoretischen Fragen zu beteiligen. So 
habe ich mich schon vor einer Reihe von J ahren entschlossen, die 
Dberlegungen der Offentlichkeit zu unterbreiten, die seit meiner 
Studentenzeit, urspriinglich durch die Kantsche Philosophie an
geregt, meine Facharbeit begleitet haben. 

Schon vorher hatte meine, im Jahre IgOO veroffentlichte Leip
ziger Antrittsvorlesung mir den AnlaB geboten, mich iiber das Teil
gebiet der Geometrie in der einer Gelegenheitsschrift entsprechenden 
kurzen Weise zu auBern. In den Jahren Igo3-IgIO sind dann die 
bekannten groBeren Werke von Russel, Couturat und Natorp iiber 
die Prinzipien der Mathematik und der exakten Wissenschaften er
schienen. Diese Schriften haben viel Dankenswertes gebracht, ohne 
jedoch auf die logischen und erkenntnistheoretischen Fragen die
jenigen Antworten zu geben, die mir als die vermutlich richtigsten 
vorschweben. Hieraus ergab sich mir der auBere AnstoB zu der aus
fiihrlichen Darlegung meines eigenen Standpunktes. Die Arbeit hat 
einen groBen Umfang angenommen, weil es in solchen Fragen un
erlaBlich ist, daB man sich mit den abweichenden Ansichten aus
einandersetzt, und auch deshalb, weil ich alle die mathematischen 
Ergebnisse, auf die ich mich stiitzen muBte, und die nicht zum Ge
meingut der Gebildeten gehoren, in dem Buche selbst entwickeln 
wollte. 



IV VORWORT. 

Begonnen wurde die Schrift in der ersten Zeit des groBen Krieges, 
:als die Stimmung der noch konzentrierteren mathematischen Fach
:arbeit weniger giinstig war. Vor ungefahr Jahresfrist erst war die 
Ausarbeitung vollendet, und es ist dadurch die Veroffentlichung 
in eine schwierige Zeit gefallen. Um so mehr habe ich der Verlags
buchhandlung dahlr zu danken, daB sie es ohne irgendwelche Hilfe 
unternommen hat, mein Buch zum Erscheinen zu bringen, und daB 
sie ihm eine so gute und schone Ausstattung hat zuteil werden lassen 

Leipzig, im Marz 1924. 

O. Holder. 



INHALT. 

Einleitung . . . . . . . . . . 

Erster Teil. 
Beispiele aus den einzelnen Gebieten. 

Erster Abschnitt. 

Der geometrische Beweis. 
§ I. Vorgegebene und synthetische Begriffe. Gegenstandsbegriffe. Relations-

Seite 
I 

begriffe 10 

§ 2. Axiome, insbesondere Existentialaxiome 12 

§ 3. Das Parallelenaxiom . 16 
§ 4. Einfachste Beweisformen: Winkelsumme im Dreieck, gleichschenkliges 

Dreieck 
§ 5. Beispiel aus der nichteuklidischen Geometrie . 
§ 6. Das Wesen dieser Beweise 
§ 7. Rolle der Anschauung. Rein logische Beweisfiihrung 
§ 8. Rein logische Entwicklung von Anordnungstatsachen 
§ 9. Symbolrechnung 
§ 10. Beweise, die durch Abbildung gefiihrt werden 

Zweiter Abschnitt. 

Beweise und Konstruktionen in der Mechanik. 
§ II. ~fittelpunkt von drei gleichen, an einer ebenen Platte angreifenden 

18 
19 
22 

26 

29 

31 

32 

Parallelkriiften . . . . . . . . . 37 
§ 12. Der Hebelbeweis des ARCHIMEDES 
§ 13. MACHS Kritik des Beweises 
§ 14. Geradlinige Bewegung einer Masse 

Kraft ....... . 
§ 15. Konstruktion der Wurfparabel 
§ 16. Riickblick ....... . 

unter dem Einflu.B einer konstanten 

Dritter Abschnitt. 

Die Synthese des MaBbegriffs. 

39 
42 

45 
47 
49 

§ 17. Qualitat und Quantitat. Ma.B . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 
§ 18. Gleichheit und Aqnivalenz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 
§ 19. Das Ganze und der Teil bei den Strecken. Addition der Strecken . 56 
§ 20. Die unendliche Liinge der Geraden . . 59 
§ 21. Vielfache und Bruchteile von Strecken 61 
§ 22. Begriindung des Streckenma13es 63 
§ 23· Proportionen . . . . . . . . . . . . 67 
§ 24. Ma13zahlen von mit Zirkel und Lineal konstrnierbaren Strecken 72 
§ 25. Das Ma.B bei anderen Gro.Benarten . . . . . . . . . . . . . 77 



VI INHALT. 

§ 26. Inhalt von ebenen Figuren und Korpern 
§ 27. InhaltsmaLl und rechaende Geometrie . . 
§ 28. Die Dimension in der Mechanik und der Physik. 

Vierter Abschnitt. 

Seite 

79 
82 
83 

Die mathematische Stetigkeit. Eigenschaften unendlicher Punktmengen. 

§ 29. Das DEDEKINDsche Stetigkeitsaxiom 86· 
§ 30. Beweis des archimedischen Hilfssatzes 8S 
§ 3I. Die Existenz der genauen Teilstrecke . 90· 
§ 32. Einholung eines bewegten Punktes durch einen anderen 93 
§ 33. Bemerkungen iiber Kontinuum, stetige Abhangigkeit und zusammen-

hiingende Linie. Die Stetigkeit als Prinzip von LEIBNIZ . . . . . . . 96 
§ 3+ Mengen von unendlich vielen Punkten . . . . . . . . . . . . . . . 9S 
§ 35. Existenz des Verdichtungspunkts und des rechten und linken Grenzpunkts 99' 
§ 36. "Nichtabzahlbarkeit" des Punktkontinuums . . . . . . . . . . . . . 102 

Fiinfter Abschnitt. 

Analytische Geometrie. 

§ 37. Abszissen auf einer Geraden . . . . . . .. . ....... . 
§ 38 Koordinaten in einer Ebene. Gleichung einer Geraden. Anordnung 

Punkte in der Geraden . . . . . . . . . . . . . . . 
§ 39. Strecken und Winkel. Parallelitat und Senkrechtstehen 
§ 40. Kegelschnitte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
§ 41. Abbildung der Ebene und des Raumes auf Zahlenmannigfaltigkeiten 

Sechster Abschnitt. 

der 

Widerspruchslosigkeit und Unabhangigkeit der geometrischen Axiome. 

§44-
§ 45· 
§ 46. 
§ 47· 
§ 48. 

Hahere Mannigfaltigkeiten. 

Die Widerspruchslosigkeit der euklidischen Geometrie .. . . . . . . 
Die Unabhangigkeit des Parallelenaxioms von den anderen Axiomen oder 
die Widerspruchslosigkeit der nichteuklidischen Geometrie 
JOHN STUART MILLs AUJ3erungen zum Parallelenaxiom 
Neueste Versuche das Parallelenaxiom aufzufassen 
Andere Arten des Aufbaus der Geometrie . . . . 
Wert der "Axiomatik" . . . . . . . . . . . . 
Sogenannte vier- und mehrdimensionale Geometrie. 
Zahlenmannigfaltigkeiten. . . . . . . . . . . . 

Siebenter Abschnitt. 

RrEMANNs allgemeine 

Methode der Grenzwerte oder Infinitesimalverfahren. 

104 

105 

107 
lOS 

109 

II3 

II5 
lIS 

120 

123 
124 

125 

§ 49. Bestimmung des Inhalts der Kreisflache .. . . . . . . . . 130 

§ 50. Dreiecke mit gleicher Grundlinie und Hohe . . . . . . . . . 132 
§ 51. Wiirdigung des in den beiden letzten Paragraphen benutzten Beweis-

verfahrens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 
§ 52. Gleichformig beschleunigte Bewegung . . . . . . . . . . . . 135 
§ 53. Strenger Beweis fiir die eindeutige Bestimmtheit des Grenzwerts I3S 
§ 54. Unhaltbarkeit der logisch transzendenten Auffassung des Unendlichen. 

KEPLER und CAVALIERI . . . . 140 

§ 55. Sogenannte Summen unendlicher Reihen 142 
§ 56. Herleitung der Barometerformel 145 



INHALT. VII 

Seite 
Achter Abschnitt. 

Funktion und Differentialquotient. 

§ 57. Begriff der Funktion . . . . . . . . . . . . . . . 149 
~ 58. Der Differentialquotient als Koeffizient der Kurvensteigung . 151 
§ 59. Der Differentialquotient als GeschwindigkeitsmaB 152 
§ 60. Wiirdigung des Begriffs des Differentialquotienten . . . . . 154 
.§ 61. Anwendung auf Maxima und Minima. . . . . . . . . . . 156 
~ 62. Satz von ROLLE. Mittelwertsatz und Folgerungen fiir endliche Zuwiichse 158 

§ 63· 
§ 64· 
§ 65· 
§ 66. 
§ 67· 

§ 68. 
§ 69· 
§ 70 . 

§ 71. 
§ 72 • 

§n 
§ 74· 
§ 75· 
§ 76. 
in 

Neunter Abschnitt. 

Reine niedere Arithmetik der reellen Zahlen. 
Die ganze Zahl a1s Stellenzeichen und als Anzahl . . . . 
Addition der Stellenzeichen .. . . . . . . . . . . . . 
Beweis des Assoziativgesetzes und des Kommutativgesetzes der Addition 
Analyse eines anderen Beweises des Kommutativgesetzes ...... . 
Die Notwendigkeit der Grundtatsache und des Anzahlbegriffs auch fUr 
theoretische Erwiigungen. . . . . . . . . . . . . . . '. . . . 
Beweis der Grundtatsache . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Begriindung der Anzahl. Addition und Subtraktion der Anzahlen 
Multiplikation der Anzahlen . . . . . . . . . . . 
Beweis des Kommutativgesetzes der Multiplikation . 
Produkt von be1iebig vielen Faktoren . 
Die Buchstabenrechnung . 
Briiche ........... . 
Irrationalzahlen . . . . . . . . 
Die Existenz der oberen Grenze 
Negative Zahlen . . . . . . . 

Zehnter Abschnitt. 

Die sogenannten imaginiren Zahlen und ihre Anwendungen . 

. § 78. Der "casus irreducibilis" der Gleichung dritten Grades und die imaginiiren' 

169 
171 

174 
176 
177 
180 
181 
182 
187 
191 
194 

Zahlen . . . . . . . . . . . . . . . . . 199 
§ 79. Geometrische Darstellung und Begriindung . . . . . 201 
§ 80. Rein arithmetische Begrftndung '" . . . . . . . 204 
§ 81. NATORPS Vorschlag fiir eine arithmetische Begriindung 205 

.§ 82. Der Fundamentalsatz der Algebra . . . . . . . . . 207 
§ 83. Allgemeine Bemerkungen iiber die EinfUhrung neuer Zahlenarten 209 
§ 84. Die HAMILToNschen Quatemionen ...... 212 
.§ 85. Weitere Beispiele . . . . . . . . . . . . . . . 214 
§ 86. Potenzlinie. Imaginiire Schnittpunkte von Kreisen 219 
§ 87. Unendlich feme Punkte . 223 
§ 88. Imaginiire unendlich ferne Punkte 226 

Elfter Abschnitt. 

Hahere Arithmetik der reellen Zahlen. 
§ 89 .. Zerlegung der Zahlen in Primzahlen 
§ 90. Die unendliche Zahl der Primzahlen 
.§ 91. Satz von FERMAT ........ . 
§ 92. Darstellung einer Primzahl a1s Summe zweier Quadrate 
§ 93. Gerade und ungerade Permutationen und Substitutionen 

228 
232 

233 
235 
:q.I 



VIII 

§ 94· 
§ 95· 
§ 96. 

§ 97· 
§ 98. 

99· 
§ 100. 
§ 101. 
§ 102. 

§ 103. 

§ 104. 

§ 105. 
§ 106. 

INHAL'r. 

Zweiter Teil. 

Logische Analyse der Methoden. 

Zwiilfter A bschnitt. 

Allgemein logische Vorbemerkungen. 

Form und Inhalt der Aussagen . . . . . . . . 
Schliisse. Umkehrung der zweigliedrigen Relation. 
Begriff. Umfang und Inhalt. Merkmalstheorie . . 
Bildung der Begriffe. Definition ....... . 
Gegenstand und Begriff hiiherer Ordnung. Begriffszeichen. Begriff und 
Sache ................... . 

Seite 

247 
249 
25 1 

25} 

255 
Vorangehender und nachfolgender Begriff . . . . . . 257 
Einteilung eines Begriffs. Prinzip der Einteilung . . . . . . 258 
Urteil. Bejahung und Vt;rneinung. Beziehung zu den Existenzurteilen 261 
Abhangigkeit der Urteile. Hypothetisches Urteil. Alternative. Unver-
traglichkeit. Prinzip des Widerspruchs. . . .. ........ 264 
Die eigentliche Bedeutung des hypothetischen Urteils und der· Unver
traglichkeit. Indirekter Beweis . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266 
Gibt es eine Verneinung des hypothetischen Urteils? Vertraglichkeit. 
Das Problem von LEwIS-CARROLL ......... . 
Logistik. Kalklil der Gattungsbegriffe und Relationen . 
Urteilskalkiil. Allgemeine Verstandesbegriffe . . . . . 

Dreizehnter Abschnitt. 

Bausteine zu einer Logik der mathematischen Wissenschaften. 

272 
275 

§ 107. Verkettung der Relationen . . . . . . . . . . . . . . . . . 278 
§ 108. Beispiel: Die Theorie des dritten Elements. . . . . . . . . . 282 
§ 109. Erweiterung der Theorie mit Hilfe eines neuen Relationsbegriffs 285 
§ IIO. Zahlformeln, Vertauschungen und Ahnliches ...... 288 
§ Ill. Synthetische Begriffe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292 
§ II2. Synthetische Allgemeinbegriffe und erzeugende Beziehungen . 297 
§ II3. Abbildung und auf Grund von Abbildungen gezogene Schliisse 302 
§ II4. Vereinfachte Abbildung. Darstellung und Deutung . . . . . 304 
§ II5. Substitution des Gleichartigen fiir das Gleichartige. Prinzip der iiberein-

stimmenden Erzeugung . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 309 
§ II6. Uberbauung synthetischer und anderer Begriffe durch synthetische Be-

griffe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31} 
§ II7. Die sogenannte axiomatische Arithmetik beleuchtet vom Standpunkt 

der Uberbauung der Begriffe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319 
§ II8. Weitere Aufschliisse iiber hypothetisches Urteil und Unvertraglichkeit, 

Widerspruchslosigkeit und Unabhangigkeit . . . . . . 326 
§ II9. SchluB von n auf n + I. Beispiele . . . . . . . . . . . . . . . . 331 
§ 120. Wiirdigung dieser und anderer ahnlicher SchluBweisen. . . . . . . . 334 
§ 121. Die Reihenfolge ein Gegenstand des Denkens und eine Form des Denk-

prozesses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 338 
§ 122. Nichtableitbarkeit des Begriffs der Reihenfolge. Versuch diesen Begriff 

auf ein System von Relationen zuriickzufiihren 339 
§ 123. Neuer Versuch einer solchen Zuriickfiihrung ....... 346 
§ 124. Das Kontinuum eine gegebene Urform. . . . . . . . . . . 349 
§ 125. Der notwendige Charakter mathematischer Betrachtung und die ver-

schiedenen Seiten des mathematischen Denkprozesses 351 
§ 126. Yom Einfachen und Zusammengesetzten . . 358 
§ 127. KANTs synthetische und analytische Urteile 361 



INHA1:r. 

Dritter Teil. 
Der Zusammenhang mit der Erfahrung. 

Vierzehnter Abschnitt. 

Die Tatsachen raumlicher Wahmehmung und die Grundbegriffe und 
Axiome der Geometrie. 

IX 

Seite 
§ I28. Die Geometrie als Erfahrungswissenschaft im Gegensatz zu der Theorie 

von KANT ............................ 367 
§ I29. SeWinie. Gespannter Faden. Starrer Korper . . . . . . . . . . . . 369 
§ I30. Moglichkeit der "Abbildung" von Erfahrungstatsachen dutch das Denken. 

Realre1ationen. Gegenstiinde hoherer Ordnung ........... 374 
§ 131. Grund der Anwendbarkeit der Mathematik auf Erfahrung . . . . . . 380 
§ I32. RANTs Argumente fiir die angebliche Subjektivitiit der Raumordnung. 382 
§ 133. Die unendliche Liinge der Geraden. Der Korper und sein Spiege1bild. 385 
§ 134. Apriorisches und aposteriorisches Wissen . . . . . . . . . . . . . . 389 
§ 135. Moglichkeit der Bestiitigung oder Widerlegung der Geometrie in der Er-

fahrung. Idealisierung. Genauigkeitsgrenzen .. ......... 395 

Fiinfzehnter Abschnitt. 

Tatsachen und Annahmen in der klassischen Mechanik. 

§ 136. Allgemeine Stellungnahme zu den Grundbegriffen und Definitionen der 
Mechanik . . . 40I 

§ 137. Kraft . . . . . 403 
§ 138. Triigheitsgesetz 406 
§ 139. Zeitmessung . . 407 
§ 140. NEwtONS zweites Gesetz 409 
§ 141. Das Re1ativitiitsprinzip der klassischen Mechanik 4II 
§ 142. Unabhiingigkeitsprinzip. Deduktion der Proportionalitiit von Besch1eu-

nigung und Kraft. Parallelogramm der Kriifte . 414 
§ 143. Masse .............................. 417 
§ I44. Die Erhaltung der lebendigen Kraft bei LE1BNIZ .......... 420 
§ 145. Das zusammengesetzte Pendel behandelt auf Grund des Satzes von der 

lebendigen Krait. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 423 
§ I46. Wfudigung der gemachten Annahme. Die Behandlung des Problems 

dutch HUYGENS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 425 
§ 147. Dritte Behandlung des z~ammengesetzten Pendels ..... " 427 
§ 148. Prinzip der Wirkung und Gegenwirkung. Prinzip von D'ALEMBERT 430 
§ 149. 'Uber den Charakter der Annahmen in der Mechanik . . . . .. 432 

Sechzehnter Abschnitt. 

Tatsachen und Annahmen in der Physik. 

§ 150. Allgeimene Bemerkungen liber die zu machenden Annahmen . 434-
§ 151. Wiirmemenge . . . . . . . . . . . 435 
§ 152. Satz von der Erhaltung der Energie . 440 
~ I53. Zur Vorgeschichte des Energieprinzips 442 
§ 154. Die Energie im unendlichen Raum 445 
§ 155. Das Licht als StraW . . . . . . . . 446 
§ 156. Das Licht als Wellenvorgang . . . . 447 
§ 157. Positive und negative Elektrizitiitsmengen 449 
§ 158. Elektrischer Strom und OHMsches Gesetz 450 
§ I59· KrRCHHoFFsche Gesetze . . . . . . . . 454 
§ 160. FARADAYS Kraftfe1der und MAXWELLS Theorie des Elektromagnetismus 456 
§ 161. Potential. Beziehung zu den Messungen .............. 458 



x 

§ 162. 
§ 163. 
§ 164. 
§ 165. 
§ 166. 

INHAI,T. 

Elektromagnetische Schwingungen. MAXWEI,I,S Lichttheorie 
Unmittelbare Fernwirkung und Fortpflanzung von Wirkungen 
Moderne Atomtheorie. . . . . . . . .......... . 
Neueste Annahmen in der Physik. EINSTEINS Relativitiitstheorie 
KANTS "reine Naturwissenschaft". Regulative Ideen in der Physik. 

Seite 
460 
461 
462 
465 

Kausalitiit ............................ 477 

Erster Anhang. 
Die Kunst der Untersuchung. 

§ 167. Erfahrung und Denken . . .. ........ 485 
§ 168. Vermutung, Fragestellungen, Induktion und Analogie 487 
§ 169. Beispiel einer GAussschen Untersuchung . . . . . . 493 
§ 170. Zweites Beispiel . . . . . . . . . . . . . . . . . 496 
§ I7I. Wesen und Verfahren der Induktion. MII,I,S induktive Logik 503 
§ 172. Verhiiltnis von Deduktion und Induktion ...... . 5II 
§ 173. Verwendung der Annahme . . . . . . . . . . . . . . 515 
§ 174. Das Auftreten des Widerspruchs. Verfahren der Priifung 522 
§ 175. Die Entwicklung der Wissenschaft. . . . . . . . . . . 524 
§ 176. Allgemeine VerhaHungsmaLlregeln. Wissenschaftliche Fiihigkeiten. 530 

Zweiter Anhang. 
Paradoxien und Antinomien. 

§ 177. Einleitende Bemerkungen . . . . . . . 533 
§ 178. Division mit Null . . . . . . . . . . 533 
§ 179. TRISTRAM SHANDYS Lebensbeschreibunp: 534 
§ 180. Nochmals der Teil und das Ganze . 536 
§ I8I. Sophisma des ZENO . . . . . 538 
§ 182. Das Riitsel der Sphinx . . . . . . 540 
§ 183. KANTs sogenannte Antinomiell 542 
§ 184. Geordnete und wohlgeordnete Mengen. Ordnungstypen und transfinite 

Zahlen ......... 543 
§ 185. Antinomie von BURAI,I-FoRTI 546 
§ 186. Antinomie von RICHARD 548 
§ 187. RUSSEI,s Antin'omie 551 
§ 188. SchluLlbetrachtungen 552 

N amen verzeichnis 

Sachverzeichnis .. 

557 

560 



EINLEITUNG. 
In der Mathematik und in den exakten Naturwissenschaften, die 

sich der Mathematik als einer Hilfswissenschaft bedienen, kommen 
eigentiimliche, lange und verzweigte. SchluBketten vor. Wiihrend in 
den historischen Wissenschaften der Grundsatz gilt, daB Kombina
tionen sich nur auf unmittelbar beurkundete Wahrheiten, nicht auf 
gleich£alls nur Kombiniertes stiitzen sollen, baut man in den mathe
matischen Wissenschaften fortgesetzt das Eine auf das Andere. DaB 
ein solches Verfahren hier moglich ist, kann nur auf der exakten Gill
tigkeit der Gesetze beruhen, die hier zur Verfiigung stehen. Dieses 
Verfahren hat da, wo es angewandt wird, urn Tatsachen zu beweisen, 
die bereits vorher auf andere Weise gefunden worden sind, den Zweck, 
einen moglichst vollstiindigen Zusammenhang zwischen den Tatsachen 
herzustellen und sie zugleich vollstiindig sicherzustellen. Unser Be
miihen ist also vornehmlich auf das Verstehen der Tatsachen, auf 
ihre Erkliirung gerichtet. DaB wir damit nur die "einfachste Be
schreibung" der Tatsachen anstreben, kann ich durchaus nicht zu
geben; auch ist eine solche mathematische Behandlung meist viel 
weniger einfach als eine unmittelbare Beschreibung. Aus diesem Ver
stehen der Tatsachen ergibt sich dann in den Anwendungen auf die 
Naturwissenschaften und auf die Technik von selbst die Vorausbestim
mung kiinftiger Ereignisse und das Erzielen gewollter Wirkungen; 
doch sind diese Ziele nicht die wissenschaftlich im Vordergrunde 
stehenden. 

Die SchluBketten, die in den mathematischen Wissenschaften beim 
Beweise benutzt werden, zu beschreiben, zu zergliedern, ihre Bestand
teile zu vergleichen, das ist mir schon lange als eine erfolgversprechende 
Aufgabe der Logik und Erkenntnistheorie erschienen. Die so sich 
ergebenden Beobachtungen miissen zu einer Art Logik der Mathe
matik fiihren. Dabei scheint mir, daB die Zergliederung der mathe
matischen SchluBketten von einem Mathematiker vorgenommen wer
den sollte, der dabei natiirlich sich auch von erkenntnistheoretischen 
Gesichtspunkten leiten lassen muB. Der Leser hat dariiber zu ur
teilen, ob ich diesem Erfordernis in dem vorliegenden Versuch geniigt 
habe. Die endgiiltige Einfiigung der gefundenen logischen Elemente 
in einen Gesamtbau der Logik wird einem Philosophen von Fach vor
behalten werden miissen. 

Holder. Mathematische Methode. 



2 E1NLE1TUNG. 

An bereits vorhandenen Vorarbeiten von Mathematikern sind vor 
allem die Untersuchungen von PASCH und HILBERT zu nennen1), in 
denen die Voraussetzungen herausgelost worden sind, mit denen die 
Geometrie in ihren Beweisen arbeitet. Die logischen Schritte selbst, 
aus denen das Beweisverfahren sich aufbaut, haben keine hinreichende 
Bearbeitung erfahren, wenn auch bereits J. H. LAMBERT I764 in der 
Vorrede zu seinem "Neuen Organon" die Absicht ausgesprochen hat, 
mit der Wissenschaft "anatomisch zu verfahren". Er hat meines Er
achtens seine Absicht nicht durchge£uhrt; auch hat er sich im ganzen 
an die gewohnlichen Schulbeispiele der Logik gehalten, an denen nicht 
viel zu beobachten ist. 

Das beschreibende, zergliedernde und vergleichende Verfahren, das 
mir fur die Logik der Mathematik hier vorschwebt, entspricht dem 
Grundsatz der Alten, wonach Ahnliches durch Ahnliches erkannt wird. 
Ein solches, auf die Einzelwissenschaften gegrundetes Verfahren er
scheint mir auch fur die Logik uberhaupt viel angemessener als der 
Versuch, Richtlinien fur die Giiltigkeit von SchluBweisen yom allge
meinen Standpunkt aus gewinnen und dann nachher die Einzelwissen
schaften daran messen zu wollen. 

Das in der Mathematik selbst beim Beweis eingeschlagene Ver
fahren, d. h. das Schritt fur Schritt aufbauende Vorgehen EUKLIDS, 
jene Methode, welche die Griechen in die vermutlich in mehr empiri
scher Form aus Agypten uberkommene geometrische Wissenschaft 
eingefuhrt haben 2), wird heutzutage in der Mathematik und der 
Physik, und zwar in allen Sprachen, durch das Wort Ded uktion 
bezeichnet, wahrend man in der alteren Literatur dafur auch das 
lateinische "demonstratio" oder das griechische "u1l615et$t<;;" findet3). 
Etwas ganz anderes wird mit "Deduktion" gemeint, wenn etwa von 
"juristischer Deduktion" oder wenn z. B. bei KANT von der "Deduk
tion der reinen Verstandesbegriffe" die Rede ist. In den letzten beiden 
Fa11en handelt es sich mehr urn vergleichende Betrachtungen, nicht 
urn den Aufbau verbundener SchluBketten. Es diirfte nun aus dem 
Gesagten hervorgehen, daB, in der Ausdrucksweise der Mathematiker 
gesprochen, die Logik, welche gewissermaBen die Wissenschaft von 
der Deduktion ist, nicht selbst deduktiv aufgebaut werden kann. Ich 

1) Vgl. § 2. 
2) Vgl. die Au.f3erung KANTS in der Vorrede zur 2. Ausgabe der Kritik der reinen 

Vernunft (1787). 
3) Dieselbe Methode und nicht etwa ein anschauliches Verfahren haben ohne 

Zweifel auch DESCARTES und SP1NOZA im Auge gehabt, wenn sie gedacht haben, die 
Philosophie "geometrisch" behande1n zu k6nnen. Freilich war dies ein Irrtum, und 
bereits JUNGIUS hat bemerkt, da.f3 es in der Metaphysik keine Demonstrationen gebe 
(vgl. G. E. GUHRAUER, Joachim Jungius und sein Zeitalter, 1850, S. 154). 
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freue mich, betonen zu konnen, daB ich in dieser Auffassung voll
sHindig mit NATORP iibereinstimme 1), wahrend ich allerdings in sehr 
vielen Einzelfragen gegen seine Anschauungen Stellung nehmen muB. 

Den deduktiven Beweisgang aufzuklaren, und zwar durch Zer
gliederung von Beispielen, das ist also die hauptsachlichste Aufgabe, 
die ich mir in dieser Schrift gestellt habe. Sollte es mir gelingen, den 
mehr philosophisch gerichteten Kreisen nebenbei noch klarzumachen, 
was den Mathematiker an seiner Wissenschaft so besonders fesselt, 
andererseits die Mathematiker und Physiker auf die erkenntnis
theoretische Seite ihrer eigenen Arbeit noch mehr, als dies bis jetzt 
von anderer Seite geschehen ist, hinzuweisen, die Mathematiker auf 
die Grenzen ihrer Wissenschaft, die Physiker auf die Gefahr iiber
maBiger Hypothesenbildung aufmerksam zu machen, so wiirde ich 
sehr zufrieden sein. 

Die hier in erster Linie gestellte Aufgabe deckt sich teilweise mit 
der von KANT in den "Prolegomena zu jeder kiinftigen Metaphysik" 2) 
gestellten Frage: "Wie ist reine Mathematik moglich?" Diese KANT
sche Frage teilt sich fUr die Geometrie, die KANT zur reinen Mathe
matik gerechnet hat, wahrend sie die neueren Mathematiker im 
Grunde der angewandten zuteilen, in zwei Fragen: 

1. Wie baut sich deduktiv die Geometrie aus ihren Voraussetzungen, 
d. h. aus den Axiomen auf? 

2. Woher stammen die Axiome selbst? 
Die erste der beiden Teilfragen scheint mir durch die oben ge

schilderte Zergliederung einwandfrei behandelt werden zu konnen. 
Diese Frage nach dem Aufbau des deduktiven Verfahrens wird in 
den beiden ersten Teilen der vorliegenden Schrift fiir die ganze Mathe
matik, auch fUr die Arithmetik, die im Grunde keine besonderen Vor
aussetzungen hat, und fUr die Anwenc'!.ungen der Mathematik unter
sucht. Sie kann auch in Anlehnung an MEINONG so ausgedriickt 
werden: Auf welchem Wege wird mittelbare Gewi13heit gewon
nen ?3) 

Wenn nun die alte Logik als Weg der Deduktion oder der GewiB
heitsvermittlung das sogenannte syllogistische Verfahren bezeichnet, 
dieses aber ausschlieBlich auf das Enthaltensein eines Gattungsbegriffs 
in einem anderen solchen Begriff gegriindet hat, so ist sie damit gewiB 
im Unrecht gewesen. J ener Syllogismus ist ganzlich ungeeignet, eine 

1) P. NATORP, Die logischen Grundlagen der exakten Wissenschaften, 1910, S. 5. 
2) 1. Aufl., 1783, S. 48. 
3) Vgl. A. MEINONG, Uber Annahmen, Zeitschr. f. Psychol. u. Physiol. o. Sinnes

organe, Erganzungsbd. 2, S. 69. MEINONG braucht allerdings den Ausdruck "mittel
bare Evidenz", den man vielleicht als widersprechend empfinden kiinnte, da man 
im Worte Evidenz meist das Unmittelbare der GewiLIheit mitdenkt. 

1* 
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Erweiterung unseres Wissens hervorzubringen. Von neueren Autoren, 
die zum Teil ihren Ausgang von der Mathematik genommen haben, 
ist auf eine Erweiterung der Formallogik hingewiesen worden, die 
darin besteht, daB an Stelle der ausschlieBlichen Betrachtung der 
Gattungsbegriffe die Relationen, d. h. die Eigenschaften, welche 
gewisse Gegenstande des Denkens in Beziehung aufeinander besitzen, 
in die Logik mit einbezogen werden 1). In der Tat spielen in der Mathe
matik schon gar nicht die Urteilsformen die Hauptrolle, mit denen 
die gewohnliche Syllogistik sich beschaftigt, und welche Individuen 
unter Gattungsbegriffe oder Gattungsbegriffe unter andere ebensolche 
Begriffe subsumieren. Nicht solche Urteile werden vom Mathe
matiker aufgestellt, die etwa besagen, daB alle ganzen Zahlen rationale 
Zahlen sind, oder daB alle Strecken unter die "GroBen" gerechnet 
werden miissen 2), wohl aber solche, die z. B. von zwei Zahlen aus
sagen, daB die erste davon "groBer" ist als die zweite, die zweite 
"kleiner" als die erste, oder daB eine Zahl dadurch entsteht, daB eine 
zweite Zahl mit einer dritten vervielfaltigt wird usw. 

Von der Bedeutung des Relationsbegriffs findet sich schon eine 
erste Erkenntnis bei einem Schriftsteller des 17. Jahrhunderts, indem 
in JOACHIM JUNGIUS' Logik 3 ) die Umkehrung der unsymmetrischen 
zweigliedrigen Relation als neue besondere SchluBart aufgefiihrt wird. 
Dabei kennt JUNGIUS Beispiele wie: A ist der Vater von B, also ist 
B der Sohn von A, aber nicht etwa das Beispiel: a ist kleiner als b, 
somit ist b groBer als a, wie er denn iiberhaupt die besondere Bedeu
tung nicht erkannt zu haben scheint, welche die Relation fiir die 
Mathematik hat. Es ist von LEIBNIZ bei verschiedenen Gelegenheiten 
darauf aufmerksam gemacht worden, daB JUNGIUS einen nicht auf 
dem Syllogismus beruhenden SchluB gefunden habe 4 ). 

Die vorhin angedeutete, auf dem Relationsbegriff beruhende 
Formallogik ist von Mathematikern fiir einfache Falle in die Gestalt 
eines Symbolkalkiils, einer Art von Buchstabenrechnung, gebracht 

1) Bei B. RUSSEL, The Principles of Mathematics, 1903, und bei L. COUTURAT, 
Les Principes des mathematiques, Ig05, spielt die Formallogik der Relationen eine 
Rolle. Ich habe in meiner Antrittsrede: Anschauung und Denken in der Geometrie, 
Igoo, S. 41, gleichfalls darauf hingewiesen, daB die mathematischen Schliisse sich 
nicht der gewohnlichen Syllogistik, sondern eher der schon friiher in England in Betracht 
gezogenen "Logic of relativs" fiigen. Es kann dabei aber auch schon auf eine Be
merkung hingewiesen werden, die LOCKE iiber den Beweis des Satzes von der 'Vinkel
summe im Dreieck gemacht hat (vgl. unten § 6). 

2) Vgl. die vortrefflichen Bemerkungen in CH. SIGWARTS Logik, Bd. I, 1873, 
S. 408/9, wo gleichfalls auf die Relationen hingewiesen wird. 

3) Logica Hamburgensis 1638, S. 4g2. 
4) Besonders hat COUTURAT auf JUNGIUS' und LEIBNIZ' Reformversuche hin 

gewiesen; vgl. L. COUTURAT, La Logique de Leibniz d'apres des Documents inedits, 
IgOI, S. 434. 
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worden. Man bezeichnet eine solche rechnende Logik neuerdings 
bisweilen als Logistik1). 1m Grunde kann ich aber auch der so 
erweiterten Formallogik keine ubermaBige Bedeutung zuerkennen. 1m 
Einze1gebiet dient eine solche Symbolrechnung manchmal der Ver
besserung der Dbersicht und damit auch dem wissenschaftlichen Fort
schritt. So vermogen wir uns eine Arithmetik oder eine Algebra kaum 
mehr vorzustellen, die nicht von der gemeinen sogenannten Buchstaben
rechnung, der genialen Erfindung VIETAS, Gebrauch machte. Fur die 
Logik selbst liegt die Sache anders. Namentlich muB ich mich auch 
entschieden der Meinung entgegenstellen, die neuerdings manchmal 
auftaucht, daB alle Deduktionen auf die Form einer solchen Symbol
rechnung gebracht werden miiBten, und daB eben nur soweit, als 
dies moglich sei, eine strenge Deduktion vorliege 2). Man kann diese 
Meinung auch durch die folgende Betrachtung widerlegen. Es ist leicht 
zu erkennen, daB z. B. dann, wenn im Laufe einer mathematischen 
Untersuchung neue Zeichen (Symbole) eingefuhrt werden, was des 
ofteren vorkommt, es nicht moglich ist, diejenigen Dberlegungen, 
welche die Einfuhrung der neuen Zeichen begriinden, selbst wieder 
durch eine Symbolrechnung darzustellen. Es ist ja auch klar, daB 
man, wenn dem so ware und die obige Meinung zu Recht bestunde, 
nun auch wieder diese letzte Art der Symbolrechnung durch eine 
neue solche Rechnung zu beweisen hatte und so bis ins Unendliche 
fortfahren muBte. Man kame also auf einen sogenannten "recursus in 
infinitum"3); ein solcher aber, der wohl moglich ist in der Ruckwarts
verfolgung einer Kette von Ursachen, ist widersinnig bei einer logi
schen Begrundung. 

1m Grunde kommt es eben weniger auf die Symbole, mittels 
deren wir unsere Begriffe darstellen, als auf die Begriffe seIber an, 
und hier scheint mir fur alle Mathematik und auch fur deren Anwen
dungen wichtig zu sein, worauf von philosophischer Seite schon oft 
hingewiesen worden ist, daB wir in der mathematischen Wissenschaft 
Begriffe selbst aufzubauen vermogen. Dabei werden vielfach neue 
Begriffe zu dem Zwecke gebildet, verborgene Eigenschaften bereits 
bekannter Begriffe zu ermitteln oder zu beweisen 4) .. Der Aufbau von 

1) Vgl. E. CASSIRER, Kantstudien, Bd.I2, 1907, S. 4, P. NATORP,. a. a. 0., 
S.85. Der Ausdruck geht auf L. COUTURAT zuriick. NATORP sagt ebenda mit Recht, 
da13 die Logistik auch innerhalb der Mathematik eine vergleichsweise untergeordnete 
Provinz darstelle. 

2) Vgl. L. COUTURAT, Die philosophischen Prinzipien der Mathematik, deutsch 
von C. SIEGEL 1908, S. 24. 

3) Nach E. STUDY, Denken und Darstellung, 1921, S.2, hat hierauf bereits 
PASCAL hingewiesen. 

4) Vgl. in § 71 den hinzukonstruierten allgemeinen Begriff von der Umanderung 
der Anordnung der a X b Elemente. 
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Begriffen macht also hier geradezu einen Bestandteil der Beweisfiih
rung ausI). Diese se1bstgebildeten Begriffe, die ich s yn thetische 
Begriffe nennen will, werden in der Geometrie oder Mechanik auf 
Grund von Voraussetzungen, d. h. auf Grund der aus der Erfahrung 
oder Anschauung stammenden Grundbegriffe (Punkt, Gerade, Ebene, 
Winkel, Kraft, Masse) und der tiber diese gemachten Annahmen ge
bildet oder, wie wir sagen, konstruiert. Hier ist z. B. zu nennen der 
Begriff eines Quadrats, eines rege1maBigen Vielecks, der Begriff der 
Abhangigkeit zwischen zwei Figuren, von denen die eine eine Pro
jektion der anderen ist, der Begriff eines Kraftepaares, d. h. zweier 
gleich starker, paralle1er und entgegengesetzt gerichteter, aber nicht 
in derse1ben Geraden wirkender Krafte. Es gibt aber auch Begriffe, 
die ohne solche besonderen Voraussetzungen, bloB auf Grund gewisser 
allgemein 10gischer Tatigkeiten des Setzens und Wiederaufhebens, des 
Zusammenfassens und gleichzeitigen Auseinanderha1tens, des Zuord
nens, der Reihenbildung entstehen, wie die Zahlen, die Gruppenbil
dungen und Vertauschungen von E1ementen usw. Diese Begriffe, von 
denen die ganzen Zahlen vielleicht die einfachsten sind, will ich die 
rei n s yn thetische n Begriffe nennen 2). 

Mit den synthetischen Begriffen, sowoh1 den rein synthetischen, 
als auch mit denen, die auf besonderen Voraussetzungen beruhen, muB 
sich meines Erachtens eine Logik der Mathematik vor allem ausein
andersetzen. Auch die Anwendbarkeit dieser Begriffe auf die Erfah
rung birgt ein besonderes Problem in sich. 

Dies fiihrt mich auf den dritten Teil des vorliegenden Buches. 
Wahrend die beiden ersten Teile sich mit der Aufk1arung des deduk
tiven Verfahrens beschaftigen, habe ich im dritten den Zusammen
hang der Deduktion mit der Erfahrung zu behande1n versucht. In 
diesen Tei1 schlagt auch die oben bertihrte Frage tiber den Ursprung 
der Axiome der Geometrie ein. Ich bin mir woh1 bewuBt, daB ich in 
diesem Teile groBerem Widerspruch begegnen werde a1s in den beiden 
ersten, in denen ich ja in der Hauptsache nur die von gewissen erkennt
nistheoretischen Gesichtspunkten betrachteten Ergebnisse meiner 
Fachwissenschaft wiedergebe. Trotzdem habe ich mich nicht dazu 
entschlieBen konnen, den die Erfahrung betreffenden Tei1 zu unter
drticken, schon desha1b, wei1 das Verfahren der Deduktion auch auf 
Wissenschaften wie die Physik und die Chemie, die allgemein als 

1) Vgl. eHR. SIGWART, Logik, Bd.2, 3. Aufl., 1904, S.276. 
2) Die "Einht'it" der in der Zahl miteinander vereinigten und doch zugleich 

geschiedenen "Einheiten" stellt den einfachsten Fall von KANTS "synthetischer Ein
heit" vor. NATORP, a. a. 0., S. 101, macht im Zusammenhang damit auf PLATOS 
Parmenides aufmerksam, wo sich (153-154) bereits ahnliche Gedanken finden. 
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Erfahrungswissenschaften anerkannt sind, wenigstens in gewissen 
Gebieten dieser Wissenschaften anwendbar ist. Zugleich ergibt der 
dritte Teil gewisse Bestatigungen der vorhergehenden Teile. Offenbar 
ist darin eine Bestatigung zu erblicken, wenn gerade zu einer Annahme, 
die in der Geometrie den logischen Prozessen zugrunde gelegt wird 
und selbst nicht durch solche Prozesse bewiesen werden kann, eine 
einfache Grundtatsache der Wahrnehmung, d. h. also ein entspre
chendes Element der Erfahrung, aufgezeigt werden kann. 

Der Standpunkt, zu dem ich hinsichtlich des Ursprungs der 
Grundannahmen (Axiome) schlieBlich gelange, deckt sich im wesent
lichen mit demjenigen, der schon von GAUSS und spater von HELMHOLTZ 
eingenommen worden ist; ich glaube jedoch denselben vollstandiger 
begriindet zu haben. Wenn ich demnach, entgegen der Auffassung 
KANTS, die Axiome der Geometrie, insbesondere das Parallelenaxiom, 
nicht als apriorische, d. h. in sich notwendige Bedingungen des mathe
inatischen Erkennens, sondern als Annahmen auffasse, die der Er
fahrung angepaBt sind 1), so liegt es mir doch vollig fern, einem weiter
gehenden Empirismus, z. B. einer psychologistischen Auffassung, 
welche die Denkgesetze in Denkgewohnheiten aufiosen mochte, das 
Wort zu reden. DaB die Arithmetik eine apriorische Wissenschaft 
ist, wird wohl von den meisten Mathematikern arigenommen 2); es 
wird also von dieser Seite das Vorhandensein von Erkenntnissen zu
gegeben, die in sich unbedingt notwendig sind. Wahrend wir aller
dings widerspruchslos eine Geometrie aufbauen konnen, in der die 
Winkelsummen der geradlinigen Dreiecke kleiner als zwei Rechte 
sind, ist keine Mathematik moglich, in der etwa 2 + 2 nicht gleich 4 3 ) 

oder die Zahl der Zerfallungen von vier Elementen in zwei Paare 
nicht gleich 3 ware. Der Gesichtspunkt also, den schon PLATO und I. 

unter den Neueren besonders KANT geltend gemacht hat, daB es un- i 
bedingt notwendige Erkenntnisse gibt, die ihren Grund in dem haben, i 

was fur uns Bedingung und MaBstab alles Erkennens ist, kann dabei 
bestehen bleiben; nur wjrd _d9-tl!l die GrepzHnie zwischen dem, was 
n()t~~l1dig (apriorisch) ist, und dem, was der Erfahrung angehort, 
a~ einer anderen Stelle ge~ogen. . 
--HiilSiChtllch des Ausdruck:;;- habe ich mich einer moglichst gemein
verstandlichen, meist auch die Fremdworte vermeidenden Sprache 
befieiBigt, womit ich einem Ratschlag von LEIBNIZ gefolgt bin. Mir 
scheint, daB die lebendige Umgangssprache, in der die Worte meist 

1) Man vergleiche aber das. was in § 76 und 124 iiber das Kontinuum gesagt wird. 
2) Vgl. z. B. GAUSS' Brief at). OLBERS yom 28. April 1817 (Werke, Bd. 8, S. 177). 

3) Davon ist hier natiirlich nicht die Rede, daJ3 die Zahlen auch anders benannt 
werden konnten. 
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erst durch den Zusammenhang ihre Schattierung bekommen, oft auch 
in der Philosophie vor den festgepragten Fachausdriicken den Vorzug 
hat. Auch den Umstand, daB das Wort der Umgangssprache in hohe
rem Grade suggestiv ist, gerade wie das Wort iiberhaupt mehr sug
gestiv ist als z. B. eine Symbolrechnung, betrachte ich bei vorsich
tiger Handhabung des Wortes nur als einen VorteiP). Es beruht also 
nicht notwendig auf Unkenntnis, wenn ich einen philosophischen 
Fachausdruck nicht gebrauche. Gerade die Fachausdriicke haben 
hier oft mehr Unklarheit als Klarheit geschaffen. So hat z. B. RANTS 
beriihmte Einteilung der Urteile in "synthetische" und "analytische" 
geradezu Streitfragen veranla13t, indem Autoren, we1che dasselbe 
Urteil auf dieselbe Weise auslegen und seine Entstehung auf diese1be 
Weise beschreiben, es trotzdem in Hinsicht auf jene KAl>"rsche Unter
scheidung entgegengesetzt benennen. Das Wort "Realist", das im 
Mittelalter den Gegensatz zum "Nominalisten" ausdriickte 2), jetzt 
aber bei vie1en den Gegensatz zum Idealisten darstellt, hat dadurch 
seine Bedeutung fast in das Entgegengesetzte verkehrt. 

Die vorliegende Schrift besteht, wie bereits angedeutet worden 
ist, im wesentlichen aus drei Teilen. Der erste davon enthalt Beispiele 
von Beweisen aus den mathematischen Einze1wissenschaften, auf die 
nachher stets hingewiesen werden muB. Die Beispiele sind so gewahlt, 
daB dabei die verschiedenen mathematischen Methoden zur Geltung 
kommen. Die Anordnung muBte sowohl nach stofflichen, als auch 
nach methodischen Gesichtspunkten erfolgen. Es ware systemati
scher erschienen, wenn ich in diesem Teil die Arithmetik, die in den 
anderen Gebieten angewendet werden muB, als das Allgemeinste an 
die Spitze gestellt hatte. Da man aber das mathematische Denken 
leichter an der Geometrie erlernt, we1che zwar Voraussetzungen hat, 
deren Quellen nicht in ihr selbst liegen, dafiir aber weniger mit ge
hauften und iibereinander gebauten Begriffssynthesen arbeitet, so 
habe ich mit der Geometrie begonnen und die Arithmetik ganz an 
das Ende gestellt. Eine vorlaufige Kenntnis der Arithmetik kann 
ja ruhig bei der Behandlung der anderen Gebiete vorausgesetzt wer
den, wahrend die Schwierigkeiten der arithmetischen Disziplin erst 
dann hervortreten, wenn man daran geht, ihre allgemeinen Satze 
strenge zu beweisen. 

Der zweite Teil bringt anschlieBend an die Beispiele des ersten die 
zugehorigen logischen Erorterungen und Zergliederungen und eine 

1) Nach v. PRANTL, "Reformgedanken zur Logik", Sitzungsber. d. philosoph.
philolog. u. hist. Kl. d. Bayer. Akad. d. Wiss. Bd. I, 1875, S. 163, ware das Denken 
ilberhaupt nur im Kleide der lebendigen Sprache moglich. 

2) Den mittelalterlichen "Realisten" waren die Allgemeinbegriffe wirklich exi
stierende Wesen. 
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Zusammenfassung der dadurch gewonnenen Ergebnisse. Der dritte 
Teil, der den schon erwiihnten Zusammenhang mit der Erfahrung 
behandelt, beschiiftigt sich zuerst mit der riiumlichen (geometrischen) 
Erfahrung, dann mit Mechanik und Physik. rch mochte mir mit der 
Hoffnung schmeicheln, daB auch diejenigen, welche vielleicht diesen 
lI::tzten Teil ablehnen, doch in den beiden ersten einiges fUr sie Niitz
liche tinden. Die im erste11 Teil gegebenen Beispiele mussen zum Ver
stiindnis del logischen Untersuchung durchgearbeitet werden; doch 
scheint es mir moglich, daB jemand mit dem zweiten Teil beginnt und 
dann erst nach Bediirfnis die angefuhrten mathematischen Entwick
lungen des ersten vornimmt. 

Wiihrend der groBte Teil der vorliegenden Schrift dem mathemati
schen Beweis gewidmet ist, als demjenigen, was die Mathematik von 
anderen Wissenschaften unterscheidet und sie speziell fur den Logiker 
interessant ma.cht, erortert ein anhangsweise gegebener Abschnitt 
die Auffindung der mathematischen Wahrheiten, stellt also gewisser
maBen eine Erliiuterung der "Kunst des Entdeckens", der von ii1teren 
Logikern ge1egentlich noch besprochenen "ars inveniendi" vorl). 

Ein zweiter Anhang beschiiftigt sich mit mathematischen Para
doxien und Antinomien. 

1) Neuerdings hat STUDY mit Recht darauf hingewiesen, daB man nach Mog
lichkeit auch das Entstehen mathematischer Gedanken darstellen sollte (Denken 
und Darstellung, S. 26). In dieser Hinsicht hat sich auch bereits LEIBNIZ geauBert 
(Ges. 'Yerke, herausg. von PERTZ, 3. Folge, Mathematik, Bd. 5, S. 89): "Or comme 
i1 n'y a rien de si important que de voir les origines des inventions qui valent mieux 
a mon avis que les inventions memes, a cause de leur fecondite ... " 



ERSTER TElL. 

BEISPIELE AUS DEN EINZELNEN 
GEBIETEN 
Erste r A b schni tt. 

Der geometrische Beweis. 

§ I. Vorgegebene und synthetische Begriffe. 
Gegenstandsbegriffe. Relationsbegriffe. 

Mustert man die Begriffe, mit denen der GeomE:ter arbeitet, so 
erkennt man einen wesentlichen Unterschied. Einige dieser Begriffe, 
sie mogen uns nun zugekommen sein, woher sie ',~ollen, werden in der 
geometrischen Betrachtung selbst schlechthin als gegeben angesehen. 
Zu diesen Begriffen gehoren der Punkt, die Gerade, die Ebene. Von 
anderen Begriffen wird ~ine Definition ge3eben, die meist~ns darin 
besteht, daB eine Konstruktion zur Erzeugung des entsprechenden 
Gegenstandes mitgeteilt wird, wobei dann die Begriffe der erst en Art 
als bekannt vorausgesetzt und benutzt werden 1). Vielleicht halt je
mand das Gesagte z. B. hinsichtlich des Punktes fiir unzutreffend, 
denn EUKLID gibt die Erklarung: "Ein Punkt ist, was keine Teile 
hat." Es ist aber schon des ofteren bemerkt worden, daB diese De
finition ungeniigend ist, da es noch andere Gegenstande gibt, die keine 
Teile haben, und, was noch wesentlicher ist, daB die euklidischen Be
weisfiihrungen an keiner Stelle diese Definition bemitzen . .Ahnliches 
wiirde fUr andere Erklarungen gelten, die schon von geometrischen 
Grundbegriffen gegeben worden sind. _ Man pflegt deshalb neuerdings 
die eigentlichen Grundbegriffe der Geometrie nicht mehr zu defi
nieren, sondern sie einfach als gegeben anzunehmen. 

Neben denjenigen gegebenen Begriffen, die man, wie die vorhin 
angefUhrten, als Gegenstandsbegriffe bezeichnen kann, kommen noch 
andere, gleichfalls gegebene Begriffe vor, die Eigenschaften oder "Re
lationen" bezeichnen, welche geometrische Gebilde in Beziehung auf
einander besitzen. So vermogen wir keine geometrische Definition 
davon zu geben, was mit der Aussage gemeint ist, daB "der Punkt A 

1) K. ZINDLER, Sitzungsber. d. phil.-hist. Kl. d. Kg!. Akad. d. Wiss. zu Wien, 
Bd. lI8, 1889, IX, S. 55, nennt die Begriffe der ersten Art "axiomatische Begriffe" 



§ 1. VORGEGEBENE UND SYNTHETISCHE BEGRIFFE. II 

auf der Geraden b liegt", oder, anders ausgedriickt, daB "die Gerade b 
durch den Punkt A geht", oder daB "der Punkt A und die Gerade b 
vereinigte Lage haben". Die Lage eines Punktes auf einer Ebene, die 
Zwischenlage eines Punktes zwischen zwei anderen auf deren Ver
bindungslinie bedeutet gleichfalls eine solche als gegeben anzusehende 
Relation. 

Eine solche Relation ist auch die Gleichheit zweier Strecken und 
ebenso die Gleichheit zweier Winkel. Dabei mag gleich bemerkt wer
den, daB es nur einen geringen Unterschied in der Darstellung aus
macht, ob ich z. B. die Strecke als einen besonderen Gegenstand der 
Geometrie einfiihre oder dies nicht tue, in welchem Fall ich statt von 
gleichen Strecken von iiquivalenten Punktepaaren sprechen muB. Die 
Aquivalenz des aus den Punkten A und B bestehenden Paares mit 
dem aus den Punkten A' und B' bestehenden, bedeutet dann eine 
Relation zwischen vier Punkten. Es ist noch zu beachten, daB die 
Gleichheit zwischen zwei Strecken etwas anderes ist als die Gleichheit 
zwischen zwei Winkeln, nicht zu reden von der Inhaltsgleichheit 
zwischen zwei ebenen Figuren verschiedener Form, welch 
letzteren Gleichheitsbegriff die voll entwickelte Geometrie 
gar nicpt mehr als einen vorgegebenen zu behandeln pflegtl). 

Ein Begriff, der nicht zu den gegebenen gehort, ist 
z. B., wie schon in der Einleitung erwiihnt wurde, das 
Quadrat. Wir 'konnen es definieren als ein Viereck, 

D 
/I [j 

Abb. 1. 

dessen Seiten alle einander gleich und dessen Winkel siimtlich 
Rechte sind. Abgesehen aber davon, daB die eben erwiihnte 
N amenserkliirung den Begriff des Vierecks oder gleich allgemeiner 
den des Vielecks voraussetzt, ist hier einzuwenden, daB die Defi
nition keine GewiBheit dariiber gibt, obdie in ihr geforderten 
Eigenschaften miteinander 'vertriiglich sind. Wir werden also nicht 
umhin konnen, das Quadrat noch aus einer Konstruktion entstehen 
zu lassen, die zugleich seine Existenz beweist. Zu diesem Zweck 
gehen wir (Abb. I) von einer Strecke AB aus und setzen an sie auf 
derselben Seite die ihr gleichen Strecken AD und BC unter rechten 
Winkeln an, was nach den Axiomen der Geometrie moglich ist, worauf 
wir dann noch C mit D geradlinig verbinden. Offenbar muB nun erst 
bewiesen werden, daB die Strecke CD den drei anderen gleich ist, 
und daB die bei C und D entstandenen Winkel rechte Winkel sind. 
Der Beweis liiBt sich auf Grund der Axiome der euklidischen Geo
metrie fiihren, worauf jetzt nicht eingegangen werden solI. 

In iihnlicher Weise wird jeder verwickeltere Begriff der Geometrie 
durch eine Konstruktion definiert, d. h. durch eine bestimmte Reihen-

1) Vgl. § 26. 
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folge von Operationen, deren Ausfiihrbarkeit in dieser Folge auf 
Grund der Axiome erkannt wird. Ich mochte diese Begriffe, die ich 
den vorgegebenen gegeniiberstelle, in Anlehnung an einen von KANT, 
allerdings in etwas anderer Weise, viel gebrauchten Ausdruck als 
s ynthetische Begriffe1) bezeichnen. Natiirlich gibt es auch syn
thetische Relationsbegriffe; ein solcher ist z. B. die Eigenschaft einer 
ebenen Figur, aus einer anderen durch senkrechte oder irgendwie 
par allele oder zentrale Projektion hervorzugehen. 

Infolge einer Anderung des ganzen Systems der Geometrie kann 
allerdings manchmal an Stelle eines Begriffs, der vorher als ein 
gegebener behandelt wurde, nachtraglich auch ein synthetischer Be
griff treten, worauf ich spater noch zu sprechen kommen werde. 

§ 2. Axiome, insbesondere Existentialaxiome. 

N eben den als gegeben vorausgesetzten Begriffen werden in cler 
Geometrie auch gewisse Tatsachen allgemeiner Art, gewisse Gruncl
satze oder Regeln als von vornherein gegeben angenommen. Diese 
Grundsatze, die nicht bewiesen werden konnen, werden iiblicher Weise 
Axiome genannt. Bei EUKLID erscheinen die Grundsatze in z\vei 
Gruppen aufgefiihrt als ab:~flaTa (postulata) uncl als xotvat EVVOlat 

(communes animi conceptiones)2), welche letzteren bei PROKLUS als 
a~l(!JflaTa bezeichnet sind. Heutzutage wird ein wesentlicher Unter
schied zwischen diesen beiden Gruppen von Grundsatzen nicht mehr 
gemacht; es ist aber zu bemerken, daB derjenige Grundsatz, den die 
nichteuklidische Geometrie fallen laBt, bei EUKLID unter den Postu
laten vorkommt. 

Man kann in einem gewissen Sinne sagen, daB in den Axiomen 
der ganze Tatsachengehalt der Geometrie "enthalten" sei, in clem mit 
Hilfe der Axiome alles iibrige logisch abgeleitet werden kann 3). 
LEIBNIZ glaubte bei passender Definition der geometrischen Gebilde 
ohne Axiome auskommen zu konnen. In diesem Sinne hat der Ari
stoteliker CONRING, der in seinem Briefwechsel mit LEIBNIZ die Un
beweisbarkeit und damit die Unentbehrlichkeit cler Axiome betont 
hat, tiefer gesehen als cler groBe Philosoph 4). rch werde weiter unten 

1) In der bereits erwiihnten Antrittsrede habe ich (S. 2) diese Begriffe "kon
struierte" Begriffe genannt. 

2) Vgl. Enclidis elementa ed. J. L. Heiberg, Bd. I, 1883, S.8-II. 
3) Dies schlieBt nicht aus, daB derselbe Tatsachengehalt auch noch auf andere 

Weise aufgebaut werden kann. Vgl. § 46. 
4) Vgl. die von L. COUTURAT in La Logique de Leibniz d'apres des documents 

inedits, Igor, S. 186, angezogene Stelle des Briefes von LEIBNIZ an CONRING vom 
Ig. Miirz 1678: "Unde solae identicae sunt indemonstrabiles, axiom at a autem omnia 
... sunt demonstrabiles ... " 
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auf diese LEIBNIzschen Gedanken und auf sonstige Versuche, die 
euklidischen Grundsatze zu beweisen, naher eingehen 1). 

Als Beispie1e von Axiomen wiU ich zunachst anfiihren, daB durch 
zwei verschiedene Punkte stets eine und nur eine Gerade gelegt wer
den kann, und das andere, daB, wenn zwei verschiedene Punkte einer 
Geraden in eine Ebene fallen, die ganze Gerade in die Ebene faUt, 
d. h. jeder auf der Geraden befindliche Punkt auch in der genannten 
Ebene liegt; ferner das Axiom, daB durch drei nicht auf einer Geraden 
liegende Punkte stets eine und nur eine Ebene ge1egt werden kann. 
Grundsatze dieser Art nennt HILBERT "Axiome der Verkniip
fung" 2). 

Auch die Zwischenlage eines Punktes zwischen zwei anderen ist 
in gewissen Axiomen, die erst neuerdings beachtet und vorher still
schweigend mitbenutzt worden sind, der maBgebende Relationsbegriff. 
So wird als allgemeingiiltige Tatsache angenommen, daB von drei ver
schiedenen, auf einer Geraden gelegenen Punkten einer und nur einer 
zwischen 3) den beiden anderen liegt. Sind ferner c 
A und C zwei verschiedene Punkte, so gibt es ~ 
nach einem anderen Axiom stets mindestens einen 
Punkt B, der zwischen A und C liegt, und mindestens Ii B 

einen Punkt D von solcher Art, daB C zwischen Abb. 2. 

A und D gelegen ist 4). Die Axiome der Gruppe, zu 
welcher die eben genannten geharen, nennt HILBERT "Axiome der 
Anordn ung". Axiome dieser 'Art sind zuerst von M. PASCH auf
gestellt worden5). Von PASCH stammt auch das "ebene Axiom der 
Anordnung " , welches so lautet (Abb. 2): 

Sind A, B und C drei nicht in einer Geraden liegende Punkte und 
enthiilt eine durch keinen dieser Punkte gehende Gerade einen zwischen 
A und B gelegenen Punkt; so enthalt sie auch sicher entweder einen 
zwischen A und Coder einen zwischen B und C gelegenen Punkt. 

Der euklidische Grundsatz, daB zwei GraBen, die einer und der
selben dritten gleich sind, einander gleich sind 6), wird jetzt nur fiir 
Strecken und fiir Winkel als ein Axiom angenommen, wahrend die 
entsprechende Tatsache z. B. fUr die Inhaltsgleichheit von ebenen 
Figuren verschiedener Form, welche Art von Gleichheit jetzt als ein 
synthetischer Begriff behandelt wird, bewiesen werden kann. Man 
kann jenen Grundsatz fiir Strecken und \Vinkel zu den Axiomen 

1) § 45 und 46. 
2) DAVID HILBERT, Grundlagen der Geometrie, 1899, S. 5. 
3) Selbstverstandlich ist der Begriff des "zwischen" so zu denken, daB "zwischen 

A und B liegen" dasselbe heiLlt wie "zwischen B und A liegen". 
4) HILBERT: Grundlagen der Geometrie, 3. Aufl., 1909, S. 5. 

5) Vorlesungen tiber neuere Geometrie, 1882, S. 5 ff. 6) Vgl. auch § 18. 
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der Kongruenz rechnen, da die betreffende Art der Gleichheit durch 
den Hinweis auf Gebilde, die sich decken, erlautert zu werden pflegt; 
der Grundsatz ist somit verwandt mit den Tatsachen, die in den soge
nannten Kongruenzsatzen ausgesprochen werden. Bekanntlich besagt 
der erste Kongruenzsatz, daB zwei Dreiecke, die in zwei Seiten und in 
dem von diesen Seiten eingeschlossenen Winkel ubereinstimmen, auch 
in den ubrigen Stucken ubereinstimmen mussen. Dieser Satz wird 
von EUKLID durch den Hinweis darauf abgetanl), daB man durch Be
wegung des einen Dreiecks dieses mit dem anderen zur Deckung 
bringen kOlUlte, wobei nicht vergessen werden darf, daB der Satz 
selbst eine Zuordnung der Stucke des einen Dreiecks zu denen des 
anderen voraussetzt und dann schlieBlich die einander zugeordneten 
Stucke zur Decknng kommen mussen. Der Hinweis auf die Bewegung 
stellt aber nicht einen aus Schlussen l~gisch aufgebauten Beweis dar, 
so wie wir den geometrischen Beweis in § 6 schildern werden, sondern 
es handelt sich um einen unmittelbaren Hinweis auf Anschauung oder 
vielleicht noch besser auf die bei der Bewegung starrer Korper ge
machten Erfahrungen; denn das bewegte Dreieck darf nicht irgend
wie veranderlich, sDndern muB verschiebbar und drehbar und dabei 
starr gedacht werden. Hier liegt also eine Tatsache vor, die wohl 
als Voraussetzung in einer logischen Entwicklung verwendbar, aber 
nicht selbst das Ergebnis einer solchen ist. Noch gellauer kann man 
nach dem Vorgang von HILBERT2) einen Teil des ersten Kongruenz
satzes, namlich denjenigen, der besagt, daB die genannten Dreiecke 
auch in den beiden anderen Winkeln ubereinstimmen mussen, als ein 
besonderes "Axiom der Kongruenz" einfuhren, wobei man dann den 
ubrigen Inhalt des ersten Kongruenzsatzes, wie auch die anderen 
Kongruenzsatze im eigentlichen Sinne des Wortes beweisen kann3 ). 

Es -sind aber noch einige weitere einfache Kongruenzaxiome zu 
nennen. Einmal solche, die sich auf die Gleichheit und auf das Ab
tragen von Strecken beziehen: 

I. Aus MN = M'N' und M'N' = M"N" folgt MN = M"N"4). 
II. 1st eine Strecke MN und auf der Geraden a ein Punkt A ge

geben, so existieren auf a gerade zwei Punkte B und B' so, dafJ 
AB = AB' = MN ist; dabei liegt A zwischen B und B'. 

1) Euc1idis Elementa, Bd. I, S. 17. 
2) . Grundlagen, 1899, S. 12. 
3) Genauer besehen gibt auch schon EUKLID fUr den jetzt meist als zweiten 

bezeichneten Kongruenzsatz einen eigentlichen Beweis. Vgl. Euclidis elementa, 
vol. I, Nr. 26, p. 63. 

4) DaJ3 jede Strecke' sich selbst gleich ist, und zwar auch in der umgekehrten 
Richtung, soIl hi~r als selbstverstandlich gelten. Es ist also A B =A B und A B =BA. 
Dies wird z. B. in § 19 benutzt. 
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III. Liegt B zwischen A ~tnd C, und aut derselben oder aut einer' 
anderen Geraden B' zwischen A' 'und C', so tolgt aus AB = A'B' und 
BC = B'C', dafJ auch AC = A'C' ist (Abb.3). 

Entsprechende Beziehungen gelten fiir die Gleichheit der urn 
einen Punkt liegenden Winkel und fUr das Anlegen solcher Winkel; 
auch diese Beziehungen miissen als Axiome eingefiihrt werden. 

Indem das Parallelenaxiom erst im nachsten Paragraphen und 
das Stetigkeitsaxiom noch spater in § 29 eingefiihrt und erortert wer
den soIl, mogen jetzt nur die bereits erwahnten Axiome kurz bespro
chen werden. Zunachst ist dabei hervorzuheben, daB die Axiome sich 
:;tets nur auf vorgegebene BegriffeJ- als~ aEL Gru~d~eg.!!ffe, heziehen 
und nicht auf synthetische Begriff~die erst innerhalb der Geometrie 
durch Konstruktionen definiert worden sind. Man erkennt ferner, 
daB ein Axiom meistens .aussagt, daB,!~!1s -zwischen gewissen unter 
die gegenstandlichen Grundbegriffe fallenden Individuen, d. h. 
zwischen gewissen geometrischen ~,Elementen" bestimmte Rela
tionen bestehen, zwischen diesen Elementen und unter Umstanden 
noch anderen neuen Elementen weitere Re
lationen bestehen miissen (z. B. das vorige 
Streckenaxiom III). Es kann ein Axiom aber 
a:uch di.e Existenz eines Elements feststellen, 
das zu gegebenen Elementen in bestimmten 

1/' 

8 

8' 

Ahh·3· 

C 

C' 

Relationen steht, oder auch die Nichtexistenz eines Elements, 
von dem die Erfiillung einer oder mehrerer Relationen gefordert 
wird. 1m letzten Fall bestatigt das Axiom die "Unvertraglichkeit" 
der geforderten Relationen, und es kann aus einem solchen Axiom 
auch auf die Verschiedenheit zweier Elemente geschlossen werden, 
von denen das eine durch eine erste, das andere durch eine zweite 
Relation bestimmt wird. So stellt das zweite der oben erwahnten 
Anordnungsaxiome fest, daB zwischen zwei verschiedenen Punkten A 
und C mindestens ein Punkt B existiert, wahrend das erste besagt, 
daB zu den beiden A und C kein dritter Punkt B so existiert, daB 
gleichzeitig B zwischen A und C, und C zwischen A und B gelegen 
ware. Wird also durch eine Konstruktion zu A und C ein Punkt B 
hinzugefunden, der nachweislich zwischen A und C liegt und durch 
eine andere Konstruktion ein Punkt B' so, daB sicher C zwischen A 
und B' gelegen ist, so sind die Punkte B und B', auf welche die 
beiden Konstruktionen fiihren, sicher voneinander verschieden. 

Philosophischerseits ist vielfach der Mathematik die Berechtigung 
bestritten worden, von "Existenz" zu sprechen. ~s sollen in der 
Mathematik die Begriffe Moglichkeit und Existenz sich decken 1). 

1) NATORP, a. a. 0., S. 84. 
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Dazu ist zu bemerkep., daB auch der Mathematiker nicht umhin kann, 
da von "M6glichkeit" zu sprechen, wo etwas seiner bisherigen Kennt
nis nicht widerspricht. Wenn wir aber die Existenz behaupten, so ist 
damit etwas wesentlich anderes und bestimmteres gemeint, und es 
kann deshalb das Wort "Existenz" in der Mathematik nicht entbehrt 
welden. Naturlich muB man zwischen mathematischer und physischer 
Existenz unterscheiden 1). 

§ 3. Das Parallelenaxiom. 

Von besonderem Interesse ist das Parallelenaxiom. EUKLID de
finiert par allele Gerade als solche, die in einer Ebene liegen und 

/I 
a-~s:--
b------------~8~----

die sich an keiner Seite treffen, 
soweit man sie a uch verUingern 
mag. Urn durch den Punkt A in der 
durch A und die Gerade b bestimmten 

Abb·4· 

Abb·5· 

Ebene eine Gerade zu ziehen, die sicher 
b nicht schneidet, hat man nur einen Punkt B 
auf b beliebig zu wiihlen, die Verbindungs
linie AB zu ziehen und in der erwiihnten 
Ebene die Gerade a' durch A so zu ziehen, 
daB die in der Abb. 4 bezeichneten "inneren 

Wechselwinkel" einander gleich sind. DaB dann a die Gerade b 
nicht schneidet, liiBt sich aus den Axiomen der schon genannten 
drei Gruppen beweisen 2). 

Das Parallelenaxiom EUKLIDS 3 ) besagt nun, daB zwei Gerade 
a und b, die mit einer dritten an derselben Seite innere Winkel 
bilden (Abb. 5), deren Summe kleiner ist als zwei Rechte, sich auf der 
betreffenden Seite schneiden, also nicht parallel sind. Da nun im Fall 
der Abb. 4 die auf einer und derselben Seite von AB liegenden inneren 
Winkel, d. h. die "inneren Gegenwinkel", auf jeder Seite die Summe 
von zwei Rechten haben, und im anderen Fall, in Abb. 5, die inneren 
Gegenwinkel der einen Seite weniger, die der anderen mehr als zwei 
Rechte betragen mussen, so besagt EUKLIDS Parallelenaxiom, daB 
die nach Abb. 4 konstruierte Gerade a die einzige Parallele zu b durch 

1) Nachdriicklich sind die Existentialsiitze der Mathematik von ZINDLER betont 
worden (Sitzungsber. d. phiI.-hist. KI. d. Akad. d. Wiss. zu Wien, Bd. u8, 1889, S. 33); 
es hat aber auch bereits J. ST. MILL auf sie hingewiesen (System der deduktiven und 
induktiven Logik, 4. deutsche Ausgabe von SCHIEL, 2. Tei!, 1877, S. 157f£.). MEINONG 
hat fiir diese Art von Existenz das Wort "Bestehen" vorgeschlagen (Ges. Abh., 
Bd. 2, 1913, S. 288). 

2) Euclidis Elementa, Bd. I, Nr.27, S. 67, wozu auch Nr. 16, S.43 zu ver
gleichen ist. HILBERT: Grundlagen, 1. Auf I., S. 22. 

3) Euclidis Elementa, Bd. I, S. 9, 5. Postulat. 
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A ist, obwohl bei der Konstruktion ein willkiirlicher Punkt B von b 
benutzt worden ist. Das Axiom laBt sich also durch die Aussage er
setzen, daB durch einen gegebenen Punkt niemals zwei verschiedene 
Parallelen zu einer gegebenen Geraden existieren. 

Bei den Untersuchungen iiber die Unabhangigkeit der Axiome 
(§ 43) wird jedesmal eine Axiomgruppe fallen gelassen und gefragt, 
ob dann die anderen bestehen bleiben k6nnen. Will man die Kon
gruenzaxiome ausschalten, so muB man das Parallelenaxiom so fassen : 

Durek einen gegebenen Punkt gibt es eine und nur eine Parallele 
zu einer gegebenen Geraden; 
in diesem Fall ist nicht mehr der erste Teil der Aussage beweisbar. 

1m Gegensatz zu EUKLID wird nun in der nichteuklidischen Geo
metrie LOBATSCHEFSKIJS 1) angenommen, daB es durch einen Punkt A, 
der nicht auf der Geraden b liegt, in der durch A und b bestimmten 
Ebene zwei verschiedene Gerade CA C' und DAD' (Abb. 6) so gibt, 
daB jede gerade Linie durch den Punkt A, die in dem Winkelraum 
CAD und also auch in dem Scheitel-
winkelraum C' AD' verlauft, die Gerade b 
schneidet, wahrend jede andere durch A 
gehende Gerade die Linie b nicht schnei
det. Insbesondere wird dann die Gerade b 
auch von den beiden Geraden DAD' 
und CA C' nicht geschnitten. Diese bei-

~' 
c 0 

b-----------------
Abb.6. 

den geraden Linien, we1che den in der Abb. 6 schraffierten 
Winkelraum der nichtschneidenden Geraden begrenzen, heiBen bei 
LOBATSCHEFSKIJ die Parallelen zur Geraden b durch den Punkt A, 
wobei dann die anderen, b nicht schneidenden durch A gehenden 
Geraden nicht als Parallelen von b bezeichnet werden. Die genannte, 
von LOBATSCHEFSKIJ gemachte Annahme kann auch aus den Axiomen 
der Anordnung, wenn diese so wie oben gefaBt werden 2), aus den 
Axiomen der Verkniipfung und dem Stetigkeitsaxiom (§ 29) gefolgert 
werden, wenn man annimmt, daB das Parallelenaxiom in der zuletzt 
aufgestellten Form nicht gilt. Es ist wohl kein Zweifel dariiber, daB 
LOBATSCHEFSKIJ, als er seine Untersuchungen begann, der Meinung 
war, daB seine Annahme schlieBlich zu einem Widerspruch fiihren, 
und sich dadurch ein indirekter Beweis fUr das Paralle1enaxiom er
geben wiirde. Das Ergebnis war jedoch eine in sich widerspruchslose 
neue Geometrie, was in §43 noch naher auseinandergesetzt werden wird. 

1) Es ist das die sog. "hyperbolische" Geometrie. Die "elliptische" nichteukli
dische Geometrie, die dem Nichtmathematiker vielleicht noch griiLlere Schwierigkeiten 
bietet, will ich hier nicht niiher eriirtern. 

2) In der "elliptischen" Geometrie miissen die Anordnungsaxiome anders ge
faLlt werden. 

Holder, Mathematische Methode. 2 
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§ 4. Einfachste Beweisformen: Winkelsumme im Dreieck, 
gleichschenkliges Dreieck. 

Urn nun fUr die Geometrie der in der Einleitung gestellten Frage 
naher zu kommen, wie es uns moglich ist,unsere Kenntnisse deduktiv 
zu erweitern, will ich den Beweis fUr den Lehrsatz von der Winkel
summe im Dreieck in Erinnerung bringen. Man zieht bei diesem Be
weis durch die eine Ecke A des Dreiecks ABC eine Gerade so, daB 
der an der Dreiecksseite AB neu entstehende Winkel dem Dreiecks
winkel in B gleich ist (Abb. 7). Die gezogene Hilfsgerade ist dann 
(vgl. die Konstruktion in Abb. 4) eine Parallele zu BC. Da aber nach 
dem Parallelenaxiom EUKLIDS nur eine Parallele zu BC durch den 
Punkt A moglich ist, so muB der an A C von der gezogenen Hilfs
geraden gebildete Winkel dem Dreieckswinkel in C gleich sein. Nun 
machen aber die beiden in A neu entstandenen Winkel mit dem dort 
schon vorhandenen Dreieckswinkel zusammen einen gestreckten Win
kel, d. h. also zwei Rechte aus. Es ist also auch die Summe der drei 
Dreieckswinkel gleich zwei Rechten. 

--~ 
8 C 

Abb.7. 

Es ist ohne weiteres klar, daB nur das Herein- . 
ziehen der durch A gehenden Hilfslinie und der 
dort entstehenden Winkel den Beweis ermoglicht 
hat; denn dadurch sind neue Elemente geschaffen 
worden, die in mehrfachen Relationen stehen, 

wobei dann mit Hilfe der Axiome auf das Bestehen einer neuen 
Relation zwischen den Elementen der urspriinglichen Figur ge- \ 
schlossen werden konnte. Ich bin deshalb iiberzeugt, daB COUTURAT : 
mit Unrecht die Wichtigkeit der Hilfslinien bestreitetl), wenn auch 
zugegeben werden mag, daB manchmal iiberfliissig viele Hilfslinien 
verwendet werden. Die Existenz der oben gezogenen Hilfslinie folgte . 
aus dem Existentialaxi~~, das die Moglichkeit des Anlegens eines : 
"WInkels feststellt. Man erkennt also die Wichtigkeit der Existential- I 
satze und insbesondere der Existentialaxiome. 

~--- --_.,_._.- . 

Als zweites Beispiel mag der Beweis fiir den Satz gegeben werden, 
daB in einem Dreieck mit zwei gleichen Winkeln auch die den gleichen 
Winkeln gegeniiberliegenden Seiten einander gleich sein miissen. Hier 
will ich aber gleich den zweiten Kongruenzsatz als gegeben annehmen, 
wonach zwei Dreiecke, die eine Seite und die beiden an dieser anliegen
den Winkel gemein haben, auch in den iibrigen Stiicken iibereinstim
men miissen. Es ist zugleich zu beachten, daB bei jeder Aussage iiber 

1) a. a. 0., S. 300 u. 307. Altere Logiker haben bereits auf die Bedeutung der 
Hilfslinien hingewiesen. VgI. z. B. CRR. SIGWART, Logik, Btl. 2, 2. Auf I., 18Q3, 
S.275, 280. 
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die Kongruenz zweier Dreiecke die Stucke dieser Dreiecke in bestimm
ter Weise aufeinander bezogen, einander zugeordnet gedacht sind. 
Werden nun in dem Dreieck ABC die beiden Winkel ABC und A CB 
als gleich angenommen (Abb. 8), so kann man sich das Dreieck in 
doppelter Weise als Dreieck ABC und Dreieck A CB 
denken, so daB die Ecke A sich selbst, die Ecke B des 
ersten Dreiecks der Ecke C des zweiten und die Ecke C 
des ersten der Ecke B des zweiten entspricht. Nun ent
spricht die Seite B C des ersten Dreiecks der ihr gleichen 

A 

D 
8 C 

Seite CB des zweiten, und es sind auch die anliegenden Abb. 8. 

Winkel entsprechend gleich,' weshalb auch die Seite AB 
des ersten Dreiecks der ihr entsprechenden Seite A C des zweiten 
gleich sein muB, wie zu beweisen war. 

Die in dem gegebenen Beweis benutzte eigenttimliche Auffassung, 
das Dreieck ABC als sich selbst mit vertauschten Ecken kongruent 
anzusehen, hat EUKLID durch eine Konstruktion umgangenl), die im 
Grunde uberflussig ist. Der Beweis beruht also, wenn er so wie oben 
dargeste11t wird, nicht auf einer Hilfslinie, sondern auf der vorgenom
menen Zuordnung bzw. Vertauschung derEcken. 

§ 5. Beispiel aus cler nichteukliclischen Geometrie. 

Es sol1 jetzt auch aus der nichteuklidischen Geometrie LOB A

TSCHEFSKIJS ein Beispiel gegeben werden. Durch den Punkt A, der 
nicht auf der Geraden b liegt, seien die "Para11elen" (vgl. § 3) DAD' 
und CA C' zu b gezogen (Abb. 9). Wir nehmen an, daB die beiden 
Para11elen nicht zusammenfa11en. Man 
kann beweisen, daB in dieser Geometrie 
in jedem Dreieck die \Vinkelsumme kleiner 
als zwei Rechte ist 2 ). Doch sol1 dafUr 
jetzt nicht der Beweis gefUhrt werden. 
Wir wollen dagegen von A aus ein Lot 
auf die Gerade b fallen) was in der vor

:~: 
b F S 

Abb·9· 

liegenden Geometrie moglich ist, hier jedoch gleichfa11s nicht weiter 
ausgefUhrt werden sol1. F sei der FuBpunkt des Lotes. Richtet man 
die Bezeichnungen so wie in der Figur ein, so daB D auf der
selben Seite von CC' und C auf derselben Seite von DD' wie b gelegen 
ist, so liegen die von A ausgehenden Geraden, die b nicht schneiden, 
in dem Winkel DA C' und seinem Scheitelwinkel CAD', die beide in 
der Figur schraffiert sind. Der mit <X bezeichnete Winkel CAF, 

1) Euclidis elementa, Bd. I, Nr. 5, S. 21. 
2) LOBATSCHEFSKIJ, Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallel

linien, 1840, S. 13ff. 

2* 
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dem der Winkel DAF gleich ist (s. u.), heiBt der Parallelwinkel. 
Dieser Winkel tritt nun in der Figur viermal auf, und es ist er
sichtlich, daB das Doppelte von lX mit dem einen s~hraffierten Winkel 
zusammen auf der einen Seite des tiber A hinaus ruckwarts verlanger
ten Lotes zwei Rechte ausmacht. Der ParallelwinkellX ist also kleiner 
als ein Rechter. 

Nun sei, nicht notwendig in derselben Ebene, eine zweite Gerade bi 

gegeben und ein Punkt AI' der nicht auf bl liegt (Abb. IO). Das Lot 
von A 1 auf bl sei Al F 1 und es sei dieses gleich dem in der vorigen 
Abb.9 gefallten Lote AF. Schneidet jetzt eine durch Al gehende 
Gerade die Linie bl in Sb so kann man in der anderen Figur auf b 
einen Punkt 5 so bestimmen, daB FS = FISI ist. Die Dreiecke AFS 
und A I F l S I der beiden Ebenen (Figuren) stimmen dann in den Seiten 
AF und AIFI, ebenso in den Seiten FS und F I SI und in den rechten 
Winke1n uberein, so daB sie also nach dem auch hier giiltigen ersten 
Kongruenzsatz auch in den Winkeln FAS und FI A l SI ubereinstim

Abb.10. 

men mtissen. Wenn also eine durch Al gehende 
gerade Linie die Gerade bl in 51 schneidet, so 
schneidet auch eine Gerade, die in der durch 
A und b gehenden Ebene mit dem Lot AF 
denselben Winkel bildet wie AISI mit A I F l , 

die Gerade b. Da nun in dieser Betrachtung 
die Rolle der beiden Figuren vertauscht werden kann, so ergibt sich, 
daB eine in der einen Ebene durch Al gelegte Gerade, die mit dem 
Lot AIFI irgendeinen Winkel bildet, die Gerade bl schneidet oder 
nicht, je nachdem eine in der anderen Ebene durch A unter demse1ben 
Winkel an das Lot angelegte Gerade die Gerade b schneidet oder 
nicht schneidet. Hieraus folgt aber, wenn man durch Al die Paral
lelen zU bl zieht, daB diese unter sich und mit dem Lot Al F 1 dieselben 
Winkel bilden mussen, die bei A aufgetreten sind. Da ferner 5 auf 
der Geraden b auf jeder Seite des Punktes F, und 51 auf bi auf jeder 
Seite des Punktes Fl liegen kann, so zeigt sich jetzt noch, daB z. B. 
die Winkel DAF und CAF einander gleich sind, was oben schon vor
ausgenommen worden war. 

Das Ergebnis kann so ausgesprochen werden, daB der Parallel
winkel lX lediglich vom Abstand p = AF abhangt (Abb. 9), den der 
Punkt A von der Geraden b hat, und nicht davon, wie im ubrigen 
A und b im Raume liegen. Eine niihere Untersuchung, bei der die 
Axiome der Geometrie in der gewohnlichen Form einschlieBlich des 
Stetigkeitsaxioms (§ 29), aber ausschlieBlich des euklidischen Paral
lelenaxioms benutzt werden, zeigt, daB der ParallelwinkellX abnimmt, (j. 

wenn der Abstand p sich vergroBert, daB IX sich unbegrenzt einem 
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Rechten annahert, wenn punter jede Grenze sinkt, und unbegrenzt 
gegen Null abnimmt, wenn P iiber alle Grenzen wachst. AuBerdem 
ist der Parallelwinkel iX von P in stetiger (kontinuierlicher) Weise 
abhangig, woraus sich ergibt, daB iX auch alle Zwischenwerte zwischen 
900 und 0° wirklich annimmt, wenn wir den Abstand p alle GraBen 
von Null bis ins Unendliche durchlaufen lassen 1). 

Es wird jetzt auch deutlich sein, daB z. B. der Abstand, der den 
Parallelwinkel 45 0 ergibt, in der Geometrie LOBATSCHEFSKIJS eine 
ganz andere Rolle spielt als derjenige, der den Parallelwinkel 60 0 

erzeugt. Bezeichnen wir die genannten Langen mit PI und P2 und 
errichten auf jeder derselben im ± 
einen Endpunkt die Senkrechte, 115° ~ 

~8 wahrend wir im anderen Ende die fit ~ 
beiden Parallelen zur Senkrechten 
ziehen, so liegen zwei Figuren vor, 

Abb. II. 

von denen die eine ausschlieBlich durch die Strecke PI> die andere 
ausschlieBlich durch die Strecke P2 bestimmt ist (Abb. II). Trotz
dem zeigen diese Figuren verschiedene Winkel und man kann schon 
hieraus erkennen, daB es in der nichteuklidischen Geometrie nicht 
moglich ist, eine Figur mit denselben Winkeln und in anderen 
Fallen auch denselben Langenverhaltnissen, aber in einem anderen 
MaBstab zu wiederholen. Es gelten hier also nicht die Gesetze von 
der Ahnlichkeit der Figuren. 

Auch bei den Beweisen der nichteuklidischen Geometrie erkennt 
man die Wichtigkeit neu eingefiihrter Hilfse1emente oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, die Wichtigkeit der Existentialaxiome, wekhe 
die Annahme der neuen Elemente begriinden. So wurde in Abb. 9 
der Umstand benutzt, daB auf der Geraden b die Strecke FS = F 1 S! 

1) Auch eine Formd laBt sich aufstellen, welche in der Geometric LOBATSCHITSKIJS 
die Abhangigkeit des Parallelwinkels yom Abstand ausdriickt. Dies mag vielleicht 
dem Nkhtmathematiker unbegreiflich erscheinen; bedenkt man aber, wie in § 23 

durch Teilung der Strecken in beliebig viele gleiche Teile und durch eine Betrachtung, 
die beliebig oft wiederholt werden kann, eine allgemeine metrische Beziehung erhalten 
wird, so wird man es eher verstehen. 

Zeichnet man den Abstand Po aus, "tu dem der Parallelwinkel IXn gehort, del' 
durch die Gleichung 

tg~=~ 
2 e 

bestimmt ist, so gilt allgemein die Formel 
IX p 

tgz=e-p; 

fUr jeden Abstand P und den zugehorigen Parallelwinkel 01. Dabei ist e die bekannte 
Irra tionalzahl : 

I I I I 
e = I + - + -- + --- + -- -- + ... = 2,71828 .. 

I 1'2 1'2'3 1-2-3-4 
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abgetragen werden konnte, d. h. die Existenz von zwei Punkten, 
die auf beiden Seiten von F auf b gelegen von F den Abstand F I 5 1 

besitzen. 

§ 6. Das Wesen dieser Beweise. 

Wie schon in § 4 und § 5 betont worden ist, werden in den geo
metrischen Beweisen meist Hilfselemente eingefiihrt, so daB der 
Beweis in gewissem Sinne auf einem Umweg vor sich geht. Die Be
deutung der neuen Elemente fUr die Ermittlung weiterer, zwischen 
den urspriinglich vorhandenen Elementen geltender Relationen hat 
auch schon LOCKE erkannt. So sagt er mit bezug auf den Beweis 
des Satzes von der Summe der Dreieckswinkel: "In solchem Falle 
sucht die Seele gern nach anderen Winkeln, denen die drei Winkel 
des Dreiecks gleich sind, und indem sie findet, daB jene gleich zwei 
Rechten sind, weiB sie nunmehr auch, daB die drei Winkel des Drei
ecks gleich zwei Rechten sind"!). 

Es muB zunachst ein erstes Hilfselement einem Existentialaxiom 
gemaB unmittelbar durch die urspriinglich gegebenen Elemente be
stimmt werden. Nachher ergeben sich weitere heue Elemente meistens 
mit Hilfe derjenigen, die vorher eingefiihrt worden sind. Dadurch 
lost sich vielfach die "Hilfskonstruktion" von selbst in eine Reihen
folge von Operationen auf, von denen sich jede auf die ihr in der Reihe 
vorangehenden stiitzt; jedoch konnen auch mehrere Reihen neben
einander hergehen, Reihen sich teilen usw. Es lassen sich nun aus 
den Relationen, die urspriinglich gegeben waren, zusammen mit denen, 
welche durch die EinfUhrung der Hilfselemente gesetzt sind, auf 
Grund der Axiome neue Relationen erschlieBen. Da die Existential
axiome erlauben, neue Elemente in beliebiger Zahl in die Betrachtung 
hineinzunehmen, so kann das Verfahren nach den verschiedensten 
Richtungen beliebig weit fortgesetzt werden. Es laBt sich jedoch im 
allgemeinen keine der Relationen, die sich so ergeben, voraussehen, 
ohne daB das geschilderte allgemeine Verfahren in irgendeiner beson
den;n Weise wirklich ausgefiihrt wird. 

Die gegebene Schilderung diirfte deutlich machen, daB die mathe
matischen Schliisse im a1lgemeinen keine Syllogismen sind im Sinne 
der von der schulgemaBen Logik erorterten, auf ARISTOTELES zuriick
gehenden Formen 2). Wir schlieBen nicht in dieser Weise: Alle geo
metrischen Gebilde von der Gattung A sind zugleich von der Gat
tung B, alle von der Gattung Bauch von der Gattung C, also sind 

1) J ORN LOCKES Versuch iiber den menschlichen Verstand, iibersetzt von ·W. KIRCR
MANN, Bd. 2, 2. Aufl., bearbeitet yon SIEGERT, 1901, S. 146. 

2) Vg1. S. 4, Anm. 1. 
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aIle Gebilde von der Gattung A auch von der Gattung C, d. h. es ist 
die Gattung A in der Gattung C enthalten oder ihr untergeordnet. 
Vielmehr schlieBen wi:C daraus, daB zwischen gewissen Elementen 
gewisse Relationen b;stehe~,' daB- zwischendiesen oder auch noch 
aiideren Elementen weitere Relationen bestehen mussen. Dabei bilden 
die Anome die Regeln, nach denen die Schlusse verlaufen, denn die
JenigenAXlome, di-e ni~ht eine Existenz feststellen, besagen stets, daB, 
wenn 1) Kewisse Relationen bestehen, auch noch andere Relationen 
notwendig gelten (§ 2). 
- Versuche, die mathematisehen Beweise in die sehulmaBigen syl

logistisehen Formen zu zwiingen, sind mehrfach gemaeht worden. So 
ist in der zweiten Ausgabe von JUNGIUS' "Logiea Hamburgensis" aus 
dem Jahre I68I in dem von dem Herausgeber VAGETIUS hinzugefiig
ten Anhang die Konstruktion des gleichseitigen Dreieeks erortert 2). 

Naehdem, ausgehend von der Streeke AB, mit Hilfe der beiden Kreise 
(Abb. I2) der Punkt C konstruiert ist, soIl be
wiesen werden, daB im Dreieek ABC jede 
Seite jeder anderen gleich ist. Durch Kon
struktion ist A C = AB und aueh C B = AB. 
Es ist also nur zu beweisen, daB auch A C = CB 
ist, was sieh sofort ergibt unter Berufung auf 
die Regel, daB zwei Strecken, hier A C und CB, 

/ .... -u--c .... ----.. ....... 
/ /" "-

I / \ \ 
I I \ \ 
I A 8 I 
\ \ I )' \ \ / 

\, \, / / 

....... _--,..>("-------/ 
Abb.12. 

die einer dritten, hier AB, gleieh sind, auch einander gleich sein mussen. 
Dieser eine SchluB wird von V AGETIUS unter Bezugnahme auf die "prae
eepta" desARIsTOTELESih zahlreiche angeblieheSyllogismen zersplittert, 
die noeh nach Arten aufgezahlt werden 3). Aueh bei JOHN STUART MILL4) 
findet sieh ein solcher Versuch, indem der Beweis EUKLIDS erliiutert 
wird fur die Gleiehheit zweier Seiten in einem Dreieek mit zwei glei-

1) Auf diesen hypothetischen Charakter, der sich bei entsprechender Fassung 
auch an mathematischen Lehrsiitzen zeigt, hat SIGWART: Logik, Bd. I, I. Aufl., 
S. 410, hingewiesen; ebenda (S.408/9) auch auf das Versagen der logischen Muster
schablone und auf die BedeutUng der RelationsverhaItnisse. Trotzdem sagt er, daJ3 
"aIle mathematischen Siitze mit Ausnahme der Axiome und Definitionen durch Syl
logismen, jedenfalls nach denselben Prinzipien, "\1ielche die syllogistischen Formen 
bestimmen, erwiesen werden". In dieser letzten AuJ3erung nimmt SIGWART offenbar 
das Wort "Syllogismus" im Sinne von "Anwendung einer Regel" oder von "SchluJ3"; 
mit den syllogistischen Formen hat aber diese Art von Schliissen nichts zu tun, 
deun unter diesen Formen konnte man doch nur diejenigen verstehen, welche die 
Schullogik wirklich aufgestellt hat: "Barbara", "Celarent" usw., und die im mathe
matischen Gebiet so gut wie keine Anwendung finden. 

2) S. 6ff, 
3) Es £ehlte also der Schule des JUNGIUS und wohl auch ihm selbst doch noch 

die Einsicht in den Zusammenhang zwischen Relationslogik und Mathematik, trotz
dem er auf den Begriff der Relation aufmerksam geworden war. 

4) System der deduktiven und induktiven Logik, deutsch von SemEL, 4, Aufl., 
J 877, I. Teil, S. 271. 
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chen Winkeln (vgl. auch hier § 4). Bei MILL beruht alles auf einem 
Spiel mit dem Wort "Sichdecken". Indem einmal zwei Strecken, ein 
anderes Mal zwei Winkel sich decken, dann aber daraus geschlossen 
wird, daB nun auch die eine Strecke mit dem einen an ihr anliegenden 
Winkel, als bewegliches und offenbar starres Gebilde gedacht, mit der 
anderen Strecke und dem an diese sich anschlieBenden Winkel zur 
Deckung gebracht werden kanne, wird das im Kongruenzsatz steckende 
Axiom (§ 2), welches den eigentlichen Rechtsgrund des Schlusses, d. h. 
die Regel, nach der er verUiuft, ausmacht, stillschweigend benutzt. 

Unser Ergebnis kann demnach so ausgedriickt werden, daB die 
mathematischen Schliisse nicht auf der Einordnung von Individuen 
in Gattungsbegriffe oder der Unterordnung der Gattungsbegriffe 
untereinander, sondem vielmehr auf der Verkettu ng der Rela
tionen beruhen. Es ist maglich, fUr eine Logik der Relationen be
sondere Formen aufzusteUen. Dies ist durch B. RUSSEL und L. COU
TURAT geschehen. Als einfachstes Beispiel mag die "transitive" Re
lation angefiihrt werden. Wir nennen jede Relation transitiv, wenn 
die Regel gilt, daB aus dem Bestehen dieser Relation von A zu B und 
dem Bestehen derselben von B zu C auch das Bestehen derselben 
Relation von A zu C folgt. So ist z. B., wenn A und B·GraBen der
selben Art sind, die Relation: "A kleiner als B" eine transitive Rela
tion. Es wird ohne weiteres deutlich sein, wie nach dieser Regel 
Ketten von Schliissen, aUerdings einfachster Art, gebildet werden 
kannen. Es kommen in der Mathematik viele transitive Relationen 
vor. Auch die Gleichheit ist eine transitive Relation, diese ist aber 
symmetrisch, indem aus A gleich B folgt, daB auch B gleich A ist. 
Die mit dem Wort "kleiner" bezeichnete Relation ist unsymmetrisch. 
Weshalb es sich meines Erachtens nicht sehr lohnt, in der Logik 
Theorien von besonderen Relationsschliissen aufzustellen, werde ich 
in § 105 auseinandersetzen. 

Manchmal wird als Grundprinzip des mathematischen SchlieBens 
das Substitutionsverfahren bezeichnet, vermage dessen Gleiches durch 
Gleiches ersetzt wird 1), und es wird dann das "Prinzip der IdentiHit" 
als die QueUe des Verfahrens angesehen. Bei dem obigen Beispiel, 
das die Winkelsnmme im Dreieck betrifft (§ 4, Abb. 7), werden in der 
Tat zwei von den Winkeln, die am Punkt A zwei Rechte a~smachen, 
durch gleiche Winkel ersetzt. Es ist jedoch z. B. der Dreieckswinkel 
bei B kei~eswegs "identisch" mit dem Winkel, an dessen Stelle er 
gesetzt wird. Der Dreieckswinkelliegt an einer anderen Geraden und 
hat eine andere Spitze, er steht also in Relationen, in denen der ihm 
gleiche Winkel, der die Spitze A hat, nicht steht. Geometrische 

1) Vgl. w. S:rANI,EY JEVONS, The Principles of Science, Bd. 2, 1877, S. 49. 
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Gebilde, die einander gleich sind, pflegen nur in gewisser Hinsicht 
gleich zu sein; so konnen gleichc Strecken da nicht fiireinander gesetzt 
werden, wo es auf die Richtung ankommt. 

Auf der anderen Seite kann man auch Substitutionsmethoden an
geben, die nicht durch das Prinzip der Ersetzung des Gleichen durch 
Gleiches zu begriinden sind. So kann ich in der Aussage, daB a kleiner 
ist als b, die GroBe b stets durch eine im Vergleich zu ihr groBere er
setzen. Um ein anderes Beispiel zu haben, betrachte man die Abb. 7 
in § 4. Dort macht die Hilfslinie zusammen mit BC gleiche innere 
Wechselwinkel an AB; daraus konnte auf die Parallelitiit der Hilfs
linie mit BC und daraus, mit Riicksicht auf das Parallelenaxiom 
EUKLIDS, geschlossen werden, daB die Hilfslinie mit BC auch an A C 
gleiche innere Wechselwinkel hervorbringt. Man hat also den Satz, 
der allerdings nicht als Axiom angesehen wird, aber als Substitutions
pilnifp gebraucht werden kaim: Wenn in einer Ebene die Gerade a 
mit den Geraden b und c gleiche Wechselwinkel macht, so macht 
auch jede andere Gerade der Ebene mit b und c gleiche Wechselwinkel. 
Es liegt also eine dreigliedrige Relation zwischen den Geraden a, b, c 
efri.er Ebene vor, in der stets das erste Element durch eine beliebige 
al1dere Genide der Ebene ersetzt werden kann. 

Gleichheit von Winkeln ist eben eine besondere Relation, Gleich
heit von Strecken eine andere, und diese Relationen spielen keine 
wesentlich andere Rolle als andere Relationen, z. B. als die, welche 
besagt, daB ein Punkt zwischen zwei anderen gelegen ist, oder die
jenige, welche feststellt, daB eine Gerade durch einen Punkt hindurch
geht. Mit Riicksicht auf diese verschiedenen Relationen schlieBen wir 
eben jedesmal nach den Regeln, welche fUr dieselben gelten. Beispiele 
von Schliissen, in denen der Begriff "gleich" iiberhaupt nicht vor
kommt,. enthiilt der iibernachste Paragraph. 

Von einem Prinzip der Identitiit kann man meines Erachtens 
beim SchlieBen nur insofern sprechen, als man sich der Identitiit 
der jedesmal anzuwendenden Regel bewuBt sein muB. Wir haben 
darauf zu· achten, daB unser logisches Tun auf die im Axiom 
niedergelegte Regel paBt; dies ist das sogenannte Prinzip der 
Identitiit. 

Es ist noch kein Beispiel eines indirekten Beweises gegeben worden. 
Ein solcher geht von einer fiir den Augenblick gemachten Annahme 
aus, entwickelt aus dieser mit Hilfe der Axiome einen Widerspruch 
und beweist dadurch, daB das Gegenteil jener Annahme wahr ist. 
Hier geniigt es, darauf hinzuweisen, daB die Art, wie wir aus der zu
erst gemachten Annahme Folgerungen entwickeln, vollstiindig dem 
eben geschilderten Verfahren entspricht. 
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Bis jetzt ist in den Beweisen nur von geometrischen "Elementen", 
d. h. von Individuen, die unter die gegebenen Gegenstandsbegriffe 
fallen, und von ihren Relationen die Rede gewesen. Handelt es sich 
urn einen synthetischen Begriff (§ I), bzw. urn einen Gegenstand, der 
einem solchen sich unterordnet, z. B. urn ein Quad;:-at, so kann man 
diesen Gegenstand in die Elemente auflosen, aus denen er sich aufbaut, 
und die durch gewisse Relationen verbunden sind. Nachher kann man 
wieder auf die vorhin geschilderte Weise verfahren. In einem gewissen 
Sinne bedeutet deshalb in den einfacheren Fiillen der Gebrauch des 
synthetischen Begriffes nur eine Abkiirzung in der Formulierung, 
zugleich aber auch eine Abkiirzung des Verfahrens, wenn eine bereits 
friiher bewiesene Eigenschaft des synthetischen Begriffs mit ange
wendet wird. Wesentlich anders aber gestalten sich die Verhiiltnisse, 
wenn ein synthetischer Begriff allgemeinerer Art in Frage steht, z. B. 
an Stelle eines Quadrats ein allgemeines regelmiiBiges n-Eck. In sol
chern Fall kommt in die Geometrie eine Allgemeinheit hinein, die von 
derselben Art ist wie die des Zahlbegriffs, und es werden dann neue 
Gesichtspunkte fiir die Betrachtung maBgebend (vgl. auch die 
mechanische Beweisfiihrung in § 1Z und die logischen Erorterungen 
von § IIZ, II5 und rr6). 

§ 7. Rolle clef Anschauung. Rein logische Beweisfiihrung . 

. Wenn wir ein geometrisches Gebilde untersuchen, so pflegen wir 
es in einer Zeichnung darzustellen oder doch uns davon in der inneren 
Anschauung ein moglichst deutliches Bild zu entwerfen, dem dann 
auch die Hilfskonstruktion hinzugefiigt wird. Es ist nun die Frage, 
ob der Anschauung dabei die Rolle eines Beweismittels zukommt, 
a"der ob sie uns nur durch Erleichterung der Dbersicht, Unterstiitzung 
des Gediichtnissesund dadurch niitzlich ist, daB sie neue Gedanken 
anregt. Zuniichst scheint sie wirklich als Beweismittel zu dienen. In 
dem Beweise fiir die Winkelsumme im Dreieck, der in § 4 an Abb. 7 
gefiihrt worden ist, haben wir folgende Umstiinde nur der Anschauung 
entnommen: daB die drei Winkel an der Ecke A einen Winkelraum 
von zwei Rechten erfiillen und daB z. B. der Winkel, den die Hilfs
linie mit AB macht, und der Dreieckswinkel bei B in dem Verhiiltnis 
von inneren Wechselwinkeln stehen, welche Relationen dann im wei
teren Verfolg des Beweises gebraucht worden sind. In iihnlicher Weise 
ist es auch sonst iiblich, eine unmittelbare Beurteilung der Figur in 
einen Beweis hineinzuziehen. Es handle sich z. B. urn den Beweis 
des bekannten Satzes, daB die seitenhalbierenden Transversalen eines 
Dreiecks durch einen Punkt gehen und sich gegenseitig im Verhiiltnis 
I : Z teilen. In diesem Fall muB vorher bewiesen werden, daB im 
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Dreieck ABC die Verbindungslinie der Mittelpunkte M und N von 
AB und A C der Seite BC parallel ist und halb so groB als diese 
(Abb.13). Nunmehr zieht man BN und CM und entnimmt der An
schauung, dafJ diese beiden Geraden sich in einem Punkt 0 schneiden, 
und dafJ dieser zwischen B und N und zwischen C und M gelegen istI). 
Nun kann' mittelst der Proportionallehrsatze geschlossen werden, daB 
z. B. ON zu OB sich verhalt wie NM zu BC, d. h. wi~ I zu 2. Es 
teilt also die eine Transversale die andere im Verhaltnis I : 2, wor-
aus dann auch das iibrige folgt. Dabei ist zu A 

Strecken BC und M N, wenn wir nicht jener M N 

bedenken, daB das Verhaltnis I : 2 der parallelen ~ 

Zwischenlage versichert waren, eine etwas andere 0 

Konsequenz haben wiirde (Abb. 14). 8 C 
Eine genauere Priifung der angefiihrten und Abb. 13· 

anderer ahnlicher Falle ergibt nun, daB alle die im Verlauf des Be
weisverfahrens aus der Anschauung entnommenen Relationen im 
eigentlichen Sinne des Wortes logisch bewiesen werden konnen, 
wenn man den Axiomen EUKLIDS noch die in § 2 angefiihrten An
ordnungsaxiome zufiigt. 1m nachsten Para- o 
graphen werden ausfiihrliche Beispiele dafiir 
gegeben werden. Durch ein solches Vorgehen 
wird der geometrische Beweis in ei1;len .rein 
logischen ProzeB verwandelt,. wobei wir mit 8""-____ ...1 

"rein logisch" selbstverstandlich nicht meinen, 
daB dieser ProzeB aus den aristotelischen 

Abb.14· 

SchluBfiguren begriffen werden konnte, sondern an das in § 6 be
schriebene Verfahren denken2). Die Geometrie bedarf also der An
schauung, oder wie andere sagen, der Erfahrung, nur zur Aufstel
lung der Axiome. 

Durch die Verwandlung des geometrischen Beweises in einen rein 
logischen ProzeB wird auch die Bemerkung BERKELEYS :lY.nfullig, daB 
der geometrische Beweis auf einer Induktion beruhe, da er das an 

1) Offenbar wiirde man nicht unmittelbar auf Grund der Anschauung zugeben, 
daJ3 die drei seitenhalbierenden' Transversalen durch einen und denselben Punkt 
gehen; man vgl. hierzu auch die Bemerkungen in K. KROMAN, Unsere Naturerkennt
nis, 1883, S. 92££., wonach nur "grobe" Beurteilungen unmittelbar aus der Anschau
ung iibernommen werden. 

2) Als suggestives Mittel wird man stets die Figur benutzen, wie es denn in der 
Praxis auch bei dem iiblichen anschaulichen Verfahren meist sein Bewenden haben 
wird. Nur bei prinzipiellen Erorterungen wird man die rein logische Beweisfiihrung 
durch alle Schritte durchfiihren. F. KLEIN hat diese Umgestaltung des mathemati
schen Beweises als "Arithmetisierung der Mathematik" bezeichnet und E. CASS1RER 
hat den Sachverhalt dadurch gekennzeichnet, daJ3 er sagt, die Mathematik sei im 
platonischen Sinne des Wortes "dialektisch" geworden (Kantstudien, Bd, 12, 1907, S. 3). 
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einer einzelnen Figur Erkannte auf alle Falle derselben Art aus
dehne 1). Friiher ist der BERKELEyschen Behauptung vielfach ent
gegengehalten worden, daB man sich die Figur, an der ein Beweis 
gefiihrt werden solI, beweglich denken und dann alle Gestalten, die sie 
annehmen kanne, zu iibersehen vermage 2). Dies gelingt aber nur bei 
ganz einfachen Figuren; so werden wir wohl durch Bewegung er
kennen, daB zwei sich schneidende Gerade unter allen Umstanden 
vier Winkel miteinander bilden, wir iibersehen aber nicht ohne eine 
deduktive Untersuchung die Falle, die z. B. bei der Zentralprojektion 
eines Vierecks auftreten kannen. 

Auch KANTS Auffassung von der Geometrie erfahrt durch den Um
stand, daB der geometrische Beweis rein logisch gestaltet werden 
kann, eine wesentliche Modifikation. KANT hat eine "reine", d. h. 
apriorische Anschauung angenommen, welche sowohl unserer Ge
stalten erzeugenden Phantasie als auch der Erfahrung als notwen
dige Bedingung zugrunde liegen sollte. In ihr hat er wahl nicht 
nur die Quelle der Axiome, sondern auch ein in jedem geome
trischen Beweis wirksames Hilfsmittel gesehen 3). Dabei ist zu 
bemerken, daB doch auch das Bild in der reinen Anschauung 
ein einzelnes ware, das wir fiir alle die Falle, auf die der Beweis 
sich bezieht, als typisch betrachten, so daB auch die KANTsche 
Auffassung dem BERKELEyschen Einwand unterworfen ware. Eine 
Uberfiihrung der verschiedenen maglichen Gestalten einer Figur 
ineinander durch Bewegung innerhalb der reinen Anschauung 
hat KANT nirgends angenammen 4). Die neuere5) Erkenntnis von 
der Maglichkeit, den geometrischen Beweis rein logisch zu ge
stalten, iiberhebt uns also jedenfalls der Notwendigkeit, dem geo
metrischen Beweis zuliebe eine apriorische Anschauung des Raumes 
annehmen zu miissen. 

1) Vgl. auch E. HUSSERL, Logische Untersuchungen, 2. Teil, 1901, S. 155. 
2) CH. SIGWART, Logik, Bd. 2, 2. Aun., 1893, S. 226. 

3) KANTS AUJ3erungen sind allerdings nicht ganz eindeutig. Er sagt (Ktitik der 
reinen Vernunft, 1. Ausg., Elementarlehre, II. Teil, I. Abteil., II. Buch, II. Hauptst., 
3. Abschn., Nr. I): "Auf diese sukzessive Synthesis der produktiven Einbildungskraft, 
in der Erzeugung der Gestalten, griindet sich die Mathematik der Ausdehnung (Geo
metrie) mit ihren Axiomen." Die Gegeniiberstellung des Ziehens von Linien in der 
reinen Anschauung und des Auf- und Absteigens in der Zahlenreihe, wodurch arith
metische Siitze oder wenigstens die Zahlformeln bewiesen werden (Kritik der reinen 
Vernunft, ebenda), scheint mir zu zeigen, daJ3 auch an eine Mitwirkung der Anschau
ung im Beweise gedacht ist. 

4) KANT bezeichnet auJ3erdem die Bewegung iiberall ausdriicklich als einen 
empirischen Begriff. 

5) Man vgl. aber auch LEIBNIZ: Neue Abhandlungen iiber den menschlichen 
Verstand, deutsch von SCHAARSCHMIDT, 2. Aufl., 1904 (Philosophische Bibliothek. 
Bd. 69), S. 380. 
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§ 8. Rein logische Entwicklung von Anordnungstatsachen. 

Es mage jetzt an einigen Beispielen gezeigt werden, wie solche 
Tatsachen, die iiblicher Weise der Anschauung entnommen werden, 
rein logisch aus den Axiomen entwickelt werden kannen. Dazu eignen 
sich vor a11em solche Tatsachen der Anordnung, die wir nicht unter 
die in § 2 genannten Axiome der Anordnung aufgenommen haben. 
Solche Beweise bieten dem Nichtgeiibten gewisse Schwierigkeiten dar, 
weil man sich dabei gewohnter Gedankenverbindungen entschlagen 
muB. Trotzdem hoffe ich, daB auch die Nichtmathematiker diese 
Beweise als einwandfrei erkennen werden. 

Zunachst werde bemerkt, daB die Aussage: "B liegt zwischen A 
und C" hier immer stillschweigend mit enthalten so11, daB die ge
nannten drei Punkte voneinander verschieden und in einer Geraden 
gelegen sind. Wir nehmen jetzt drei Punkte A, B und C an, die nicht 
auf einer Geraden liegen, d. h. also ein richtiges Dreieck bilden. Der 
Punkt C werde nun mit einem zwischen A und B 
gelegenen Punkt M durch eine gerade Linie ver
bunden. Zunachst laBt sich beweisen, daB die Ge
rade CM mit der GeradenA Ckeinen weiteren Punkt 
auBer C gemein hat. Ware namlich ein solcher ge
meinsamer Punkt vorhanden, so miiBten die Ge
raden CM und A C, da sie zwei verschiedene Punkte 

Abb. 15. 

gemein hatten, zusammenfa11en (§ 2). ·Es ginge also CM durch A; 
es lage also der von A verschiedene Punkt M (s. 0.) auch auf AC, so 
daB die Gerade AM mit A C zusammenfa11en, und somit der Punkt 
B,. welcher der Geraden AM angehart, auf A C liegen miiBte. Also 
lagen, der gemachten Voraussetzung entgegen, die drei Punkte 
A, B, C auf einer Geraden. 

J!:s wird deutlich sein, daB die eben gegebene Dberlegung von der 
Anschauung unabhangig ist. Dasselbe gilt auch von den folgenden 
Betrachtungen, obwohl ich sie zur Erleichterung des Verstii.ndnisses 
durch einig~ Abbildungen begleite. rch £iige zu den vorigen Elementen 
noch einen zwischen A und C gelegenen Punkt N und die Verbindungs
linie BN (Abb. 15) hinzu. Wie vorhin von der Geraden CM bewiesen 
wurde, daB sie mit der Geraden CA nur den Punkt C gemein hat, 
so lii.Bt sich auch von ihr zeigen, daB sie mit CB keinen anderen Punkt 
als C gemeinsam hat. Somit geht die Gerade CM weder durch A, 
noch durch N, noch durch B. Da aber die eben genannten drei Punkte 
nicht auf einer Geraden liegen, weil sonst B ein Punkt von A C sein 
miiBte, so kann man auf das Dreieck ANB und die schneidende 
Gerade CM das in § 2 aufgefiihrte ebene Anordnungsaxiom anwenden. 



DER GEOMETRISCHE BEwErS. 

Es liegt der Schnittpunkt M zwischen A und B und, da N zwischen 
A und e gelegen ist, der Schnittpunkt e nicht zwischen A und N 
(vgl. das erste Anordnungsaxiom von § 2); deshalb muB die Gerade 
eM auf der dritten Seite BN des Dreiecks, zwischen B und N, 
einen Schnittpunkt 0 bestimmen. Aus demselben Grund, aus dem der 
Schnittpunkt 0 von BN und eM zwischen B und N gelegen ist, liegt 
er aber auch zwischen e und M. Damit ist die Anordnungstatsache 
bewiesen, die im vorigen Paragraphen zu dem Beweise des Satzes von 
den seitenhalbierenden Transversalen gebraucht wurde. 

A gi£=s 
8 L. C 

Abb. r6. 

Nimmt man jetzt umgekehrt auf einer Geraden, 
die von der Ecke e des Dreiecks nach einem Punkt 
der Gegenseite, d.h. nach einem Zwischenpunkt 
M von A und B, gezogen ist, zwischen e und M 
einen Punkt 0 an, so kann mit denselben Hilfs
mitteln bewiesen werden, daB die Verbindungs

gerade BO auf A e einen Schnittpunkt N zwischen A und e be
stimmt, und daB 0 zwischen B und N gelegen ist. Zieht man also 
von der Ecke e aus aile Strecken, die nach den Zwischenpunkten 
von A und B hinfiihren, und denkt sich alle die inner en Punkte 

Abb.17· Abb.I8. 

selbe Gesamtheit muB sich 

aller der so gezogenen Strecken, so 
erhalt man genau dieselbe Gesamt
heit von Punkten, die man auf 
dieselbe Weise durch die Strecken 
bekommt, we1che die Ecke B mit 
den Zwischenpunkten auf der 
Gegenseite von B verbinden. Die

auch von der dritten Ecke A aus 
ergeben, und wir definieren durch sie die Gesamtheit der inneren 
Punkte des Dndecks. 

Geht man j etzt von einem so1chen inneren Punkt 0 des Dreiecks 
aus, so muB die Verbindungslinie von 0 mit einer Ecke, z. B. die Ver
bindungslinie AO, auf der Gegenseite Be zwischen B und e einen 
Punkt L bestimmen (Abb. 16). Wird jetzt durch 0 irgendeine Gerade g 
gelegt, die jedoch von AL verschieden ist, so kann man auf diese 
Gerade und das Dreieck ABL, falls die Gerade nicht durch B geht, 
das ebene Anordnungsaxiom anwenden, wobei sich ein Punkt von g 
zwischen A und Bader zwischen Lund B und nur eines von beiden 
ergibt. Die Fortsetzung dieser Untersuchung liefert einen rein logi
schen Beweis dafiir, daB nur einer der Falle, welche durch die Abb. 16, 
17, 18, 19,20 charakterisiert sind, eintreten kann. SchlieBlich kommt 
man zu dem Satz: J ede durch einen inneren Punkt eines Dreiecks gehende 
Gerade hat mit dem U mfang des Dreiecks zwei und nur zwei Punkte gemein. 
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Durch iihnliche Betrachtungen liiBt sich beweisen, daB jeder zwi
schen zwei inneren Punkten eines Dreiecks ge1egene Punkt selbst ein 
innerer sein muB. Auch die Anordnungsverhiiltnisse von Punkten 
einer Geraden bediirfen, wenn sie aus den genannten Axiomen abge
leitet werden sollen, solcher Dber
legungen. Es liiBt sich dann, wenn 
z. B. vier oder fiinf oder sechs 
Punkte auf einer Geraden ange
nommen werden, beweisen, daB 
diese Punkte in einer solchen 

Abb.20. 

Reihenfolge aufgeziihlt werden konnen, daB jeder zwischen jedem 
in der Reihenfolge vorangehenden und jedem in der Reihenfolge 
nachfolgenden Punkt gelegen ist. Merkwiirdigerweise ist zu dieser 
Beweisfiihrung , f~lls nicht etwa noch mehr Anordnungsaxiome 
vorausgesetzt werden sollen, eine Hilfskonstruktion in einer durch 
die Gerade der Punkte gelegten Ebene und die Anwendung des 
ebenen Anordnungsaxioms notwendig1). 

§ 9. Symbolrechnung. 

Derartige Beweise, wie die im vorigen Paragraphen gefiihrten, 
konnen auch mit Hilfe einer Symbolrechnung dargestellt werden. 
Wird zuniichst der Sachverhalt, daB der Punkt B zwischen A und C 
liegt, durch die Formel ABC und der Umstand, daB B nicht zwischen 
A und C liegt, durch ABC ausgedriickt (wobei immer A, B und C 
als voneinander verschieden angesehen werden sollen), so ergibt sich 
die Regel, daB aus ABC auf CBA, ACB, BAC, BCA und CAB 
geschlossen werden darf (vgl. das erste Anordnungsaxiom von § 2). 

Es diirfen also in der Relation, in der B zu A und C steht, und die 
mit ABC ausgedriickt wird, die Punkte A und C untereinander ver
tauscht werden, wiihrend jede andere Vertauschung zwischen den drei 
Elementen bewirkt, daB die Relation in das Entgegengesetzte um
schliigt. 

Nehmen wir ferner an, es besage die Zeichenzusammenstellung 

(1) g I AB, 
daB die Gerade g, ohne mit der Verbindungslinie von A und B zu
sammenzufallen, einen zwischen A und B gelegenen Punkt enthiilt, 
dagegen die Zusammenstellung 

(2) gIIAB, 
daB auf der Geraden g weder der Punkt A, noch B, noch ein zwischen 

1) Vgl. E. H. MOORE. Transactions of the American Mathematical Society. Bd.3. 
1902, S. 150ff. 
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A und B befindlicher Punkt gelegen ist, so ergibt sich aus dem ebenen 
Anordnungsaxiom die Regel, daB die Formeln g I AB und g II A C, 
falls B und C voneinander verschieden sind, unter Ausschaltung des 
den rechten Seiten gemeinsamen Elements A in die Formel g I BC 
zusammengezogen werden diirfen, d. h. daB diese letzte Formel immer 
aus (1) und (2) folgt. Soll weiter gA = 0 bedeuten, daB der Punkt A 
auf der Geraden g liegt (Abstand gleich Null), so stellen sich weitere 
formelle Regeln ein. Es darf namlich aus den Forme1n 

(3) gM=o, AMB, 

falls gA = 0 und gB = 0 nicht gelten, die Formel (1) zusammen
gezogen werden, wahrend umgekehrt das Bestehen der Formel (1) 
die Einfiihrung eines Elements M gestattet, das gleichzeitig die beiden 
Formeln (3) erfiillt. 

Es wird wohl deutlich sein, daB die eingefiihrten Symbolzusammen
ste1lungen mit Riicksieht auf die gegebenen und noch einige andere 
leicht zu ermittelnde Rege1n zu einem rechnenden Verfahren fiihren, 
und daB die Beweise von § 8 in die Form dieser Symbolrechnung ge
kleidet werden k6nnten. Wie in der friiheren Form der Beweise die 
Schliisse auf der Anwendung der Axiome beruhten, so beruht jetzt 
die Rechnung auf der Anwendung der formalen Regeln, welche nichts 
anderes als die Dbersetzung der Axiome in die Symbolrechnung dar
stellen. Einen besonderen Vorteil kann ich aber in einem Fall wie in 
dem vorliegenden der Symbolrechnung nieht zuerkennen; ieh habe 
mieh allgemein schon in der Einleitung iiber Symbolrechnungen 
geauBert. 

§ 10. Beweise, die durch Abbildung gefiihrt werden. 

Besondere Beachtung verdienen in der Geometrie die Beweise, die, 
wie wir uns· ausdriicken, durch Dbertragung vermittelst einer Abbil

Abb.21. 

dung gefiihrt werden. Bekannt
lich entsteht durch ~enkrechte 

Projektion eines Kreises auf eine 
Ebene eine Ellipse (Abb. 21). 

Bei der senkrechten Projektion 
entstehen aus parallelen Geraden 
wieder unter sieh parallele Gerade, 
und der Mittelpunkt einer Strecke 
projiziert sieh in den Mittelpunkt 
der Projektion der Strecke. Hier

aus ergibt sieh, daB der Mittelpunkt des Kreises, d. h. der Punkt, 
der jede durch ihn gehende Kreissehne halbiert, sich in den Mittel-



§ 10. BEWEISE, DIE DUReH ABBILDUXG'GEFUHRT WERDEN. 33 

punkt der Ellipse projiziert. J eder Durchmesser, d. h. jede durch 
den Mitte1punkt gehende Gerade, des Kreises projiziert sich in einen 
Durchmesser der Ellipse. 

Man denke sich jetzt in dem Kreise eine Schar paralleler Sehnen 
gezogen; ihre Mittelpunkte liegen bekanntlich auf einem Durchmesser 
(Abb.22). Die parallelen Sehnen des Kreises projizieren sich nun in 
parallele Sehnen der Ellipse, die Mittelpunkte jener in die Mittelpunkte 
dieser Sehnen. Diese letzteren mussen deshalb auf die Projektion des 
Kreisdurchmessers, d. h. also auf einen Ellipsendurchmesser zu liegen 
kommen (Abb. 23). Da nun jede Ellipse durch 
Projektion eines Kreises erhalten werden kann, 
und jede Schar von Parallelsehnen der Ellipse 
dann die Projektion einer Schar von Parallelsehnen 
des Kreises vorstellt, so ergibt sich der Satz: Bei 
jeder Ellipse liegen die M ittelpunkte paralteler Sehnen 
auf einem Durchmesser. 

Abb.22. 

Dieser Satz ist durch eine Dbertragung bewiesen worden, indem 
durch die Projektion der Kreis auf die Ellipse, oder wenn man Heber 
will, die Ellipse auf den Kreis "abgebildet" worden ist, und das ein
deutige gegenseitige Entsprechen zwischen der einen 
Figur und ihrem Abbild die Dbertragung erlaubt. 

Abb.23· 

Eine andere Art der Abbildung einer ebenen 
Figur auf eine andere wird durch zentrale Projek
tion, also durch projizierende Strahlen, die alle 
von demse1ben Punkt ausgehen, vermittelt. Ver
mage dieser Abbildung kann man g~wisse Eigenschaften des 
Kreises auf jede Ellipse, Parabel und Hyperbel ubertragen. 

Die Geometrie kennt aber noch Dbertragungen wesentlich anderer 
Art, bei denen wir zwar auchnoch von "Abbildung" sprechen wollen, 
wobei jedoch dieser Ausdruck in einem weit allgemeineren Sinne ge
meint ist. Urn ein Beispiel zu haben, nehmen wir einen festen Kreis 
mit Mitte1punkt 0 und in der Ebene des Kreises einen veranderlichen 
Punkt Pan. J eder Lage des Punktes P entspreche ein bestimmter 
Punkt Q, der so gefunden wird (Abb. 24 a u. 24 b): 

1. Q liegt auf der VerbindungslinieOP a14 derselben Seite vonO wie P. 
2. Das Rechteck aus den Langen OP und OQ solt gleich demQuadrat 

des Kreisradius sein 1). 

Ruckt P auf die Kreisperipherie, 
Liegt P auBerhalb des Kreises, so 

so fallt Q mit P zusammen. 
befindet sich Q innerhalb und 

1) Man sagt dann, daB sich P und Q nach dem "Prinzip der reziproken Radien" 
entsprechen, weil sich fiir die MaBzahlen von OP und OQ reziproke Zahlen er
geben, falls der Kreisradius zur Einheit der Langenmessung erhoben wird. 

H (; 1 d e r, Ma thema tische Methode. 3 
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umgekehrt. Nimmt P die Stelle ein, die vorher Q gehabt hat, so 
kommt Q an den Platz, den vorher P innegehabt hat. Kommt P 
dem Mittelpunkt des Kreises naher und naher, so riickt Q weiter 
und weiter hinaus. Fiir den Fall, daB P in 0 zu liegen kommt, ist 
ausnahmsweise kein P entsprechender Punkt Q mehr vorhanden. 
Wir sagen, daB in diesem Fall Q "im Unendlichen verschwunden" sei. 

Wenn man jetzt auf OP in Q eine Senk
rechte p errichtet und die Gerade p und den 
Punkt P einander zuordnet, so liegt eine 
Regel oder ein Gesetz vor, wonach mit ge
wissen Ausnahmen, die jetzt iibergangen wer
den mogen, jedem Punkt in der Ebene eine Ge
rade und j eder Geraden ein Punkt entspricht. 
p wird die "Polare" von P und P der "Pol" 

von p genannt. Es gilt dabei der Satz, daB, wenn gewisse 
Punkte auf. einer Geraden gelegen sind, auch die Polaren jener 
Punkte durch den Pol der Geraden hindurchgehen. 

Das genannte Gesetz setzt uns nun in 
den Stand, eine aus geraden Linien und 
Punkten bestehende ebene Figur in eine 
andere "abzubilden", indem wir fiir jeden 
Punkt seine Polare und fiir j ede Gerade 
ihren Pol nehmen. Dabei werden infolge 
des zuletzt erwahnten Satzes Punkte, die in 
einer Geraden g liegen, durch Gerade er-

Abb.24 b . 
setzt, die durch einen Punkt P gehen, und 

jene Gerade g durch den Punkt P, in dem diese Geraden zu
sammenlaufen. Diese Abbildung fiihrt zu einem Db ertragungs-

Abb.25· Abb.26. 

prinzip, das aus jedem Lehrsatz einer gewissen Art emen zweiten 
ihm gegeniiberstehenden abzuleiten gestattet. Die Dbertragung 
findet statt durch eine Art von wortlicher Dbersetzung, indem man 
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statt Punkt "Gerade", statt Gerade "Punkt", statt Verbindungslinie 
"Schnittpunkt" und statt Schnittpunkt "Verbindungslinie" einsetzt. 
Als Beispiel fUr dieses Prinzip, .cI~s als Prinzip der D ualitii t be
zeic:hnet wird, stelle ich hier zwei solcher Lehrsatze nebeneinander 
(Abb. 25 n. 26): 

Wenn sowohl die Punkte A, 
B, G, als auch die Punkte A', B', 
C' auf einer Geraden liegen, so 
liegt der Schnittpunkt der Verbin
dungslinie von A und B' und der 
Verbindunglinie von A 'und B mit 
dem Schnittpunkt der Verbindungs
linien BC' und B'G und dem 
Schnittpttnkt der Verbindungs
linien GA I ltnd C' A auf einer 
geraden Linie. 

Wenn sowohl die Geraden a, b, 
c, als auch die Geraden a', b' , c' 
sich in einem funkt begegnen, so 
geht die Verbindungslinie des 
Schnittpunkts von a und b' und 
des Schnittpunkts von a' und b mit 
der Verbindungslinie der Schnitt
punkte b c' und b' c und der Ver
bindungslinie der Schnittpunkte 
ca' und c'a durch einen und den
selben Punkt. 

Die eben genannten Satze und die zugehorigen Figuren er
leiden ausnahmsweise gewisse Modifikationen, in dem Sinne, daB an 
Stelle von Geraden, die sich in einem Punkte begegnen, parallele Ge
rade treten konnen. Auf diese Modifikationen, die mit der oben er
wahnten Ausnahme eines im Unendlichen verschwundenen Punktes Q 
zusammenhangen, so11 hier nicht eingegangen werden. 

Statt den auf der linken Seite stehenden fertigen Lehrsatz in den 
anderen zu iibertragen, konnte man aber anch den Beweis, der den 
einen Lehrsatz ergibt, in den Beweis des anderen Lehrsatzes iiber
tragen. Soll dies in derselben wortlichen Form geschehen, so ist dazu 
notwendig, daB sich auch die in den Beweisen zu verwendenden Vor
aussetzungen "dual" gegeniiberstehen. Dies ist nun zunachst bei den 
Axiomen nicht der Fall; es lassen sich aber aus dies en solche dual 
einander gegeniiberstehende Formulierungen herleiten, wenn noch 
gewisse Hilfsbegriffe gebraucht werden. Hier werde nur auf die beiden 
Aussagen hingewiesen: 

Z wei Punkte bestimmen eine 
Gerade, ihre Verbindungslinie 

Zwei Gerade bestimmen einen 
Pltnkt, ihren Schnittpunkt, 

von denen die rechtsstehende zunachst wieder eine Ausnahme auf
weist, indem zwei Gerade auch parallel sein konnen 1). 

1) Diese Ausnahmen werden durch die Hilfsbegriffe der "unendlich fernen Punkte" 
und einer "unendlich fernen Geraden", d. h. durch die Einfiihrung idealer Elemente 
beseitigt, indem man annimmt, daB mehrere parallele Gerade einen gemeinsamen 
unendlich fernen Punkt, daB Gerade verschiedener Richtung verschiedene unendlich 
ferne Punkte haben, und daB eine unendlich ferne Gerade vorhanden sei, welche die 
siimtlichen unendlich fernen Punkte der Ebene enthiilt. Mit diesen Annahmen, die 

3* 



DER GEOMETR1SCHE BEWE1S. 

Die letzte Bemerkung fiihrt uns noch weiter. Es zeigt sich jetzt, 
daB es bei einem geometrischen Beweis nicht auf die Bedeutung der 
vorkommenden Gegenstands- und Relationsbegriffe, sondern nur auf 
die Art und Weise ankommt, wie diese miteinander durch Gesetze 
verkniipft sind. Denken wir uns einmal an Stelle der Punkte ganz 
neue Elemente - sie brauchen nicht einmal geometrischer N atur zu 
sein. In derselben Weise wollen wir an Stelle der Geraden eine zweite 
Art neuer Elemente setzen. Zugleich wollen wir annehmen, daB 
zwischen diesen neuen Elementen gewisse neue Relationen vorkommen. 
So soll zwischen einem Element der ersten und einem solchen der 
zweiten Art eine Relation bestehen konnen, und es soll eine weitere 
Relation auftreten, in der unter Umstanden ein Element erster Art 
mit zwei anderen Elementen derselben Art steht (vgl. auch § 41). Es 
soll nun allgemein das Gesetz gelten, daB zu zwei verschiedenen Ele
menten der ersten Art ein und nur ein Element der zweiten Art hinzu
existiert, das mit jedem jener beiden Elemente durch die erste Rela
tion' verbunden ist (so wie durch zwei Punkte eine und nur eine Gerade 
hindurchgeht). Ebenso so11 von drei solchen verschiedenen Elementen 
erster Art, die alle niit demselben Element zweiter Art in der ersten 
Relation stehen, eines und nur eines zu den beiden anderen in der 
zweiten Relation stehen (so wie von drei solchen verschiedenen Punk
ten, die alle auf derselben Geraden liegen, einer und nur einer zwischen 
den beiden anderen gelegen ist). Nimmt man dazu in ahnlicher Weise 
noch einige andere Gesetze, die den iibrigen geometrischen Axiomen 
entsprechen, so kann man fiir die neuen Elemente und fUr die zwischen 
ihnen bestehenden neuen Relationen die geometrischen Beweise, falls 
sie in rein logischer Form gegeben worden sind (§ 7 und 8), wieder
holen. Der eben geschilderte Sachverhalt ist gemeint, wenn man 
sagt, daB die in Frage stehenden Beweise formaler Natur sind. 

lediglich Hilfsbegriffe einfiihren, soIl nur ZUlU Ausdruck gebracht werden, daB 
z. B. eine Schar paralleler Geraden in gewissen Lehrsatzen dieselbe Rolle spie1en kann 
wie eine Schar von Geraden, die in einem Punkt zusammenlaufen. Man kann tat

~ 
8' 1/' C' 

Abb.27· 

sachlich beweisen, daB die mit diesen Hilfs
begriffen abgeleiteten Lehrsatze immer wahr 
sind, wenn sie richtig gedeutet werden, daB 
also die Verhaltnisse so sind, als ob die ein
gefiihrten idealen Elemente vorhanden waren. 
So k6nnen in der Abb. 25 zwei der hervor
gehobenen Kreuzungspunkte unendlich ferne 
Punkte sein, es muB dann ihre Verbindungs
linie die unendlich ferne Gerade und der auf 

dieser Verbindungslinie gelegene dritte Kreuzungspunkt auch ein unendlich ferner sein. 
In eine andere Sprache iibersetzt, heiBt dies, daB, falls AB' mit A 'B und ebenso Be' mit 
BC' parallel ist, auch CA' mit e'A parallel sein muB (Abb. 27)' NATORP (a. a. 0., S. 217) 
hat das Wesen der sog. unendlich fernen Punkte gut charakterisiert (vgl. auch unten § 87). 
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Z wei ter A b sehni tt. 

Beweise und Konstruktionen in der Mechanik. 

§ I I. Mittelpunkt von drei gleichen, an einer ebenen Platte 
angreifenden Parallelkraften. 

Die Meehanik wird bald als eine mathematisehe Disziplin, bald 
als einfaehstes Kapitel der Physik aufgefaBt. J e naehdem die eine 
oder die andere Auffassung Platz greift, wird mehr deduktiv oder 
mehr so verfahren, daB bei den einzelnen Problemen der Erfahrung 
angepaBte Annahmen ad hoc eingefiihrt werden. Die deduktive Me
ehanik wird aueh als "rationelle" Meehanik bezeiehnet. 1m Grunde 
soll hier nur gezeigt werden, daB da, wo deduktiv verfahren wird, die 
meehanisehe Deduktion von derselben Art ist wie die im vorigen Ab
sehnitt gesehilderte geometrisehe Deduktion. 

/I 
Zuniiehst wiihle ieh ein Beispiel aus der 

Statik, der Lehre vom Gleiehgewieht. An drei B~~~~~~~C 
Stellen einer starren, ebenen Platte mogen 
drei gleiche und gleiehgeriehtete Kriifte p, q, r 
angreifen; der Einfaehheit wegen sollen sie f{ 

noeh senkreeht zur Platte geriehtet sein (vgl. 
Abb. 28, wo die Kriifte in der iibliehen Weise 
dureh mit Pfeilen versehene Streeken vorge
stellt sind). Ieh will untersuehen, wo die 

r 

Abb.28. 

Kraft, welche die drei gegebenen Kriifte in ihrer Wirkung ersetzt, 
d. h. wo die Resultante der drei Kriifte angreifend zu denken ist. 

Es sollen nun vorweg gewisse Voraussetzungen gemaeht werden, 
deren Bereehtigung oder Nichtberechtigung ieh gar nicht erortern 
will. Zuniichst wird von den Gewichten der Teile der Platte ganz ab
gesehen, weshalb wir auch annehmen konnen, daB es zur Saehe gar 
nichts tut, wenn an die Platte in ihrer Ebene weitere Teile angesetzt 
werden, so daB also die Platte gewissermaBen als eine unendliche 
Ebene gedacht werden darf. AuBerdem will ich von vornherein an
nehmen, daB mehrere Kriifte der betraehteten Art, d. h. solche, die in 
derselben senkreehten Richtung an der Platte angreifen, stets durch 
eine einzige Kraft, ihre Resultante, ersetzt werden konnen, und daB 
diese dieselbe Richtung hat und eindeutig bestimmt ist, also auch 
einen ganz bestimmten Angriffspunkt in der Platte besitzt. Ferner 
will ich eine Art von additivem Prinzip annehmen, das dahin geht, 
daB man die Resultante aller vorhandenen Kriifte auch dadurch 
bekommen kann, daB man einen Teil von ihnen zur Resultante ver
einigt und dann aus dieser Teilresultanten und aus den noch iibrigen 
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KraJten hinwiederum die Resultante bildet. Man beachte wohl, daB 
das genannte Prinzip nur eben dies besagt, daB man einen Teil der 
Krafte von vornherein zusammenfassen kann, aber nichts dariiber 
enthalt, nach welchem bestimmten Gesetz die Resultante von den 
Kraften abhangt, aus denen sie sich zusammensetzt. Nun werden 
schlieBlich noch gewisse Symmetrieprinzipien angenommen. Denkt 
man sich namlich, es seien nur zwei Krafte p und s vorhanden (Abb. 29), 
die aber auch ungleich sein diirfen, so ware die durch diese Krafte 
gelegte Ebene, wenigstens dann, wenn die angegriffene Platte nach 
allen Seiten rinendlich ausgedehnt gedacht wird, eine Symmetrie

Platm 

Abb.29. 

ebene der ganzen vorliegenden ~or
richtung. Man folgert hieraus, daB 
die Resultante von zwei Kraften in 
ihrer Ebene liegtl), also in unserem 
Fall ihren A ngriffspunkt in der Ge
raden haben mufJ, in der diese Ebene 
die Platte durchdringt. Werden nun 

die Krafte p und s noch als gleich angenommen, so ist auch die 
auf der Verbindungslinie ihrer Angriffspunkte im Mittelpunkte 
senkrecht errichtete Ebene eine Symmetrieebene (Abb. 30). Es 

mnB also dann die Resultante im M ittelpunkt der A n
griffspunkte der beiden gegebenen Krafte angreifen. r---1 

8' 
f 

Auf Grund dieser Voraussetzungen laBt sich die ge
stel1te Aufgabe leicht behandeln. Der Angriffspunkt der 
Resultante s von q und r (Abb. 28) ist der Mittelpunkt 
der Angriffspunkte B und C der beiden letzten Krafte, 

Abb·30 . also A'. Die Resultante von p und s, welche zugleich 
die Resultante der drei Krafte p, q und r ist, muB (s. 0.) in einem 
Punkt der Verbiridungslinie AA' angreifen, der im iibrigen noch nicht 
bekannt ist. Nun hatte man aber ebensogut zuerst die beiden Krafte 
p' und r zur Resultante vereinigen und dann aus dieser und der noch 
iibrigen Kraft q die Endresultante bestimmen konnen. Diese greift 
also in einem Punkt der Geraden an, die B mit dem Mittelpunkt B' 
von A C verbindet. Der Angriffspunkt der Endresultante liegt also 
im Schnittpunkt von AA' und BB'. Damit ist der "Mittelpunkt der 
Parallelkrafte" p, q und r bestimmt. 

Offenbar kann man genau ebenso zeigen, daB der Angriffspunkt 
der Endresultante auf CC' liegen muB, wenn mit C' der Mittelpunkt 

1) 1m Sinne von LEIBNIZ kann man sagen, daB kein Grund dafiir vorhanden ist. 
weshalb die Resultante auf der einen Seite der Ebene und nicht auf der anderen an
greifen sol1, und daB deshalb aus dem "Satz vom zureichenden Grunde" folgt, daJl 
der Angriffspunkt in der genannten Ebene liegt. 
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der Strecke AB bezeichnet wird. Da aber der genannte Angriffspunkt, 
nach den gemachten Voraussetzungen nur ein einziger sein kann, 'so 
miissen die Verbindungslinien AA', BB' und CC' durcheinen und 
denselben Punkt hindurchgehen. ~ir haben hier gleich ein Beispjel 
dafiir, daB unter Umstanden aus Voraussetzungen mechanischer Art 
Satze der Geometrie einfach bewiesen werden konnen. Vermeidet 
man auch jetzt meistens solche Beweise urn der "Reinheit der Me
thode" willen, so muB immerhin betont werden, daB solche Beweise 
doch aUf Grund der gemachten Voraussetzungen wirkliche Beweise 
sind. 

§ 12. Der Hebelbeweis des Archimedes. 

Fiir die Bedingungen des Gleichgewichts zweier Gewichte, die an 
verschieden langen Armen eines Rebels, d. h. einer urn einen Punkt 
drehbaren Stange, aufgehangt sind (Abb. 3I), hat ARCHIMEDES einen 
sinnreichen Beweis gegebenl). Ich will die Stange 

II 0 B 
horizontal und die Armlangen OA und OB im i I zs I : 

Verhaltnis 3 : 2 annehmen. Es ist zu beweisen, ~ [1] 
daB unter der Bedingung Gleichgewicht vorhan- Abb.31. 
den ist, daB das Gewicht bei A sich zu dem bei 
B wie 2 : 3 oder, was dasselbe ist, wie 4 : 6 verhalt. Dies kann 
auch so ausgedriickt werden, daB Gleichgewicht herrscht, wenn 
in A vier Gewichte, die alle gleich p sind, und in B sechs ebenso 
groBe Gewichte aufgehangt werden. 

Der Beweis des ARCHIMEDES setzt natiirlich auch gewisse An
nahmen voraus, die ihrerseits nicht im eigentlichen Sinne bewiesen, 
aber durch den Rinweis auf die Erfahrung gestiitzt werden konnen. 
iin Grunde wird angenommen 2), daB man zwei· gleiche Gewichte in 
den Mittelpunkt ihrer bisherigen Aufhangepunkte Iversetzen/ kann, 
ohne j.aB.lnfl~r"Fr~ge des Gleichgewichts eine Anderung eintritt, und 
daB auch die ~mgekehrte Versetzung stets vorgenommen werden 
darf, wobei im iibrigen daneben noch beliebig viele andere Gewichte 
von beliebiger GroBe vorhanden sein mogen. Die Erfahrungsanalogie, 
auf die man sich hinsichtlich der genannten Versetzung berufen kann, 
so11 im nachsten Paragraphen zur Sprache kommen. 

Nun besteht der Arm OA aus 3, der Arm OB aus 2 Teilen und 
jeder Teil hat die Lange 1. ARCHIMEDES fiigt jetzt an den Arm OA 
'die Lange AM = 21 und an OB die Lange BN = 31 an; er denkt 
sich also die Stange nach beiden Seiten verlangert, so wie in § II die 

1) ARCHIMEDIS opera omnia, iterum ed. J. L. HEIBERG, Bd.2, 1913, S. 125ff. 
2) ARCHIMEDES macht allerdings ausdriicklich eine engere Annahme (vgl. den 

folgenden Paragraphen). Die Anordnung des Beweises habe ich nach dem Vorgang 
von MACH etwas iibersichtlicher gestaltet. 
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Platte zu einer unendlichen Ebene ausgedehnt gedacht war, indem 
jetzt der Stange ebensowenig wie fruher der Ebene Gewicht zuge
schrieben wird (Abb. 32). 5 sei der Teilpunkt der Stange, der von 
Punkt A nach der Seite des Drehpunkts 0 zu um zwei Langen 1 ab
liegt. Es ist dann 
(1) AM =AS = 21, 

BN = BS = 31. (2) 
\Verden nun zuerst alle 4 + 6 = 10 

"!>---+--<I1_+__--+S-g ...... ~-<8>__+___+___<;y Gewichte, die samtlich gleich p 

8 sind, am Drehpunkt angebracht, so 
10fZ ist sicher Gleichgewicht vorhanden. 

Abb·32 . Indem jetzt zwei der zehn Gewichte 

o 

Abb·33· 

MilS 0 8 IV 

von 0 weggenommen und links und 
rechts in den Mittelpunkten der 
anstoBenden Strecken angebracht 
werden, ergibt sieh der in Abb. 33 
dargestellte Fall. Nunmehr werden 
wieder zwei Gewichte von 0 abge
nom men und auf die beiden naehst
folgenden Strecken links und rechts 
verteilt und in deren Mittelpunkten 
angebraeht. Es wird nun so fort-

I: : I: 1: 161 : I! I! II 

000 000 0 0 0 0 
Abb·34. 

s 0 8 IV gefahren, bis sich naeh funf solcher 
it;' iii i i 

M 
i 

11 

6 6 6 6 6 6 Veranderungen die Verteilung erge-
f1. fl fl fl j1 j1 ben hat, welche die Abb. 34 zum Aus-

Abb·35· druek bringt. Da diese Verteilung aus 
einem Fall des Gleiehgewiehts durch 

M,---+--...:-II;-, -+----"{>--t;*o->__+~~-+----<r die angenommenermaBen gestatteten a 16~ I V ~randerungen hervorgegangen ist,' 
muB sie wieder einen Gleichgewichts
fall vorstellen, was man aueh auf 

Grund von Symmetrieprinzipien ohne weiteres zugestehen wird~ 

Von der zuletzt erreichten Verteilung gelangt man jetzt zu eine;' 
neuen, indem man zuerst die beiden zunachst an A links und reehts 
von A gelegenen Gewiehte in A zusammenlegt und dann mit den 
beiden naehstfolgenden links und reehts von A gelegenen dasse1be 
tut. Es entsteht so die Verteilung von Abb. 35. Nun hat man nur 
auf dieselbe Weise, wie die vier Gewichte p im Punkt A vereinigt 
wurden, noeh die sechs ubrigen Gewichte p im Punkt B zu vereinigen, 
wodurch man die Abb. 36 erhalt, die sich im Grunde nicht von 31 
unterseheidet. Es muB also Abb. 31 eine Gleichgewichtslage darstel-

Abb·36. 

len, wie zu beweisen war. 
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Man kann aber den Beweis auch in allgemeinen Zahlen durch
fiihren. Bedeuten m und n irgendwelche ganzeZahlen, undseien 
die Arme OA und OB gleich dem m fachen bzw. n fachen derselben 
Lange l, so verlangere man die Arme um AM = nl und BN = ml. 
Tragt man jetzt von A aus gegen 0 zu AS = nl ab, so ist (Abb. 32) 

BS = AB -AS = (m + n) 1 -nl = ml. 
Man hat also die Gleichungen 

AM = AS = nl 
und 

BN=BS = m1, 

welche den obigen Gleichungen (r) und (2) entsprechen, d. h. es ist 
wieder A der Mittelpunkt von MS und B der Mittelpunkt von SN. 
Nun erkennt man, daB man wiederum so wie oben verfahren konnte, 
w~nn irgendwelche spezielle ganze Zahlen m und n gegeben waren. 
Die verlangerte Stange 

MN = MS + SN = MO + ON 
zerfallt jetzt in 

2 n + 2 m = (n + m) + (n + m) 
Teile von der Lange 1. Da auf jeder Seite von 0 genau n + m Teile 
sich befinden, konnte man den der Abb. 32 entsprechenden Fall, in 
dem 2 (n + m) Gewichte der GroBe P in 0 auf- A ",1 0 nl 8 

gehangt sind, in den Fall der Abb. 34 iiberfiihren;: ts. I 

es befande sich dann im Mittelpunkt jedes Teils B F~J11 
der Stange ein Gewicht p. Nun miiBten sich aber 
wieder die zwischen M und S hangenden 2 n Ge

Abb·37· 

wichte Schritt fiir Schritt im Mittelpunkt A von MS und die 
iibrigen 2 m Gewichte im Mittelpunkt B von SN vereinigen lassen. 
Man erhalt so die Abb. 37~ die einen Gleichgewichtsfall vorstellen 
muB. Es sind also am Hebel zwei wlche Gewichte im G1eichgewicht, 
die sich umgekehrt wie die Arme verhalten, an denen sie wirken. 

Der gegebene Beweis gilt nur, wenn die Langen der beiden Arme 
sich zueinander wie zwei ganze Zahlen verhalten, d. h. wenn sie 
Vielfach~ einer und derselben Lange l, d. h. zueinander "kommen
surabel" sind. Der Beweis fiir den inkommensurablen FalllaBt sich 
auf indirekte Weise 'fiihren, wenn noch gewisse, auf Grund der Er
fuhrung sehr naheliegende "Annahmen iiber das Verhalten des Rebels 
bei der Verlangerung oder Verkiirzung eines Armes oder bei der Ver
groBerung oder Verkleinerung eines Gewichtes hinzugenommen wer
den. Es kann dann zugleich gezeigt werden, daB nur im Falle des 
Bestehens jener umgekehrten Proportionalitat Gleichgewicht herrscht. 
SIllirjeizi PI und P2 die MiBzahlen der beiden Gewichte und at und a2 
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die der zugehorigen Arme, so erhalt man als notwendige und hinrei
chen de Bedingung des Gleichgewichtes die Proportion 

PI : P2 = a2 : a l 

oder, was dasselbe heiBt, die Gleichung 

Es muB also fiir beide Gewichte das "Produkt aus Kraft und Arm" 
dasselbe sein. 

§ 13. MACHS Kritik des Beweises. 

E. MACHI) hat den eben geschilderten Beweis des ARCHIMEDES 
verworfen. Seine Kritik richtet sich jedoch nicht eigentlich gegen 
den Gang des Beweises, sondern gegen die Berechtigung der Annahme, 
auf welcher der Beweis aufgebaut ist. In dieser Beziehung ist sofort 
zuzugeben, daB ARCHIMEDES dadurch, daB er mehrere gleiche und 
aquidistant aufgehangte Gewichte in ihrem "Schwerpunkt" vereinigt, 
eine Annahme benutzt, die nicht in der von ihm am Anfang auf
gefiihrten enthalten ist, daB gleiche Gewichte in gleicher Ent
fernung vom Drehpunkt zu beiden Seiten desselben wirkend, sich 
das Gleichgewicht halten. Tatsachlich wird iiberall die Voraus
setzung gebraucht, daB zwei gleiche Gewichte an zwei beliebigen 
Stellen dieselbe Wirkung ausiiben, wie wenn sie beide im Mittelpunkt 
jener Stellen aufgehangt waren. MACH hat auch dies en Umstand 
erkannt und dazu bemerkt, daB die genannte Voraussetzung dann, 
wenn die beiden Gewichte ungleiche Entfernung vom Drehpunkt 
haben, nicht hatte von vornherein gemacht werden diirfen 2). Offen
bar geniigt es also, urn den Beweis als sinnvoll erscheinen zu lassen, 
eben die erwahnte Voraussetzung durch Analogien aus der Erfahrung 
zu stiitzen. 

Betrachtet man wieder eine gewichtlose, unendlich ausgedehnte 
Stange, an der in zu ihr senkrechter Richtung zwei gleiche und gleich
gerichtete Krafte p wirken, so wird man es als eine auf Grund von 
Erfahrungen nahe1iegende Annahme gelten lassen, daB es moglich 
sein wird, diese Krafte durch eine im Mittelpunkt der Angriffspunkte 
in entgegengesetzter Richtung angebrachte Kraft im Gleichgewicht 
zu halten. Dasselbe lehrt schlieBlich auch die von ARCHIMEDES aus
driicklich erwahnte Tatsache von den beiden gleichen Gewichten an 
gleichen Armen des Rebels, wenn man noch auf die Erfahrung Bezug 
nimmt, daB der feste Drehpunkt eine an ihm entspringende Kraft 
hervorruft, die auf die Stange wirkt und sich je nach Bediirfnis 

1) Die Mechanik in ihrer Entwicklung, 4. Aufl., 1901, S. 16ff. 
2) a. a. 0., S. 17. 
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einstellt. DaB die Gegenkraft im Mittelpunkt gleich 2 p sein wird, 
wird man auch als der Erfahrung entsprechend annehmen konnen, 
wie ja auch der Hebel mit den gleichen Gewichten an den gleichen 
Armen erfahrungsgemaB den Drehpunkt mit dem Gesamtgewicht 
belastet (Abb. 38 und 39). 

Geht man jetzt von einer senkrecht zur Stange wirkenden Kraft 
2 p aus, so kann man diesen Fall (Abb. 40) nach dem in § II erwahnten 
additiven Prlnzip, wonach Krafte, die an und fiir sich im Gleich
gewicht waren, jederzeit hinzugefiigt gedacht wer-~ 
den konnen, mit der Abb. 38 iiberlagern. Hier- 2(1 

durch entsteht dann der durch Abb. 41 vorgestellte 
Fall, der durch Weglassen der beiden sich auf- J1 ;Z 

hebenden Krafte 2 p in den Fall von Abb. 42 Abb. 38. 
iibergeht. Offenbar kann man auch einen Dber
gang konstruieren, der statt von Abb. 40 nach 42 
umgekehrt von 42 zu 40 fiihrtl). 

Auf diese Weise wird durch ganz elementare 
Anschauungen die Annahme vermittelt, daB man 
zuerst an der freien Stange zwei gleiche Krafte 
durch "die doppelte im Mittelpunkt angreifende 
Kraft ersetzen kann, wenn die Richtungen senk
recht zur Stange nach derselben Seite gehen. Be
denkt man nun wieder, daB die urn einen festen 
Punkt drehbare Stange sich von der freien nur 
dadurch unterscheidet, daB sie durch eine im Dreh
punkt nach Bediirfnis sich einstellende Kraft ins 
Gleichgewicht gebracht werden kann, und daB die 
Dberlagerung durch einen Gleichgewichtsfall un
abhangig von sonst vorhatidenen Kraften als mog
lich angenommen wurde, so zeigt sieh, daB die 
Hebelfigur auch dann mit Abb. 38 iiberlagert wer
den kann, wenn der Mittelpunkt dieser von dem 

Abb·39· 

Abb·40. 

Abb·4I. 

Abb·42 • 

Drehpunkt des Hebels verschieden ist. Hieraus aber ergibt sich 
allgemein die"Ersetzung der gleichen Gewichte durch das im Mittel
punkt der beiden angebrachte doppelte Gewicht, sowie auch die 
Umkehrung dieser Operation. Damit waren uns die Voraussetzungen 
von ARCHIMEDES durch einfache, an die Erfahrung ankniipfende 
Dberlegungen naher gebracht. Auf Grund dieser Voraussetzungen 
ist der Beweis ein durchaus deduktiver 2). 

1) Durch iihnliche Uberlagerungen kann man bekanntlich auf Grund gewisser Annah
men der Symmetrie u. dgl. den Satz vom Parallelogramm der Kriifte statisch beweisen. 

2) Man kann auch im Sinne der weiteren Bemerkungen von MACH, etwas ab
weichend von dem Verfahren des ARCHIMEDES, davon ausgehen, daJ3 irgendein Ge-
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Wenn MACH noch die allgemeine Bemerkung hinzufiigt: "W enn 
wir schon die bloBe Abhangigkeit des Gleichgewichtes vom Gewicht 

wicht an irgendeiner Stelle angebracht, einem passenden in der Entfernung I auf 
derselben Seite aufgehiingten Gewicht in der Wirkung gleichwertig ist. Zugleich 
sollen zwei Gewichte, die sich in gewissen Abstanden auf derselben Seite des Hebels 
ersetzen konnen, sich auf entgegengesetzten Seiten das Gleichgewicht halten. Es 
sei dabei eine Langeneinheit und ebenso eine Gewichtseinheit ein fiir allemal gewiihlt. 
Mit Riicksicht auf diese Einheiten sei / (x) die MaJJzahl des Gewichts, das am Arm I 

die Wirkung des Gewichts I am Arm x ersetzt. Es ist dann / (x) eine nach einem 
bestimmten Gesetz der Zahl x zugeordnete Zahl, die fiir andere und wieder andere x 
andere und wieder andere Werte hat; wir nennen f (x) eine Funktio~ von x (§ 57). 
Unser Problem deckt sich jetzt im Gr9-nde mit der Bestimmung dieser Funktion. 
Denken wir uns zwei Gewichte, die beide gleich p sind, der Einfachheit wegen auf 
derselben Seite des Hebels, das eine am Arm Xl' das andere am Arm x2• Das Gewicht I 

am Arm Xl ware dem Gewicht f (Xl) am Arm I aquivalent. Es wird dasselbe gelten, 
wenn ich beide Gewichte in gleicher Weise vervie1fache (diese naheliegende Annahme 
moge auJJerdem noch zugelassen sein). Es wird also das Gewicht p am Arm Xl dem 
Gewicht p. f (Xl) am Arm I aquivalent sein, ebenso aber auch das Gewichtp am Arm x2 

dem Gewicht p . f (x2) am Arm I. Wir konnen also jetzt statt der oben gedachten 
beiden Gewichte uns an demselben Arm I die Gewichte p f (Xl) und p f (x2), d. h. also 
ihre Summe 
(I) p [f (Xl) + f (X2)] 
denken. Andererseits denken wir uns ein in der Mitte der friiheren Angriffspunkte 

angebrachtes Gewicht 2 p, das also den Arm Xl + x2, hat; es ware ein solches mit dem 
Gewicht 2' 

(2) 

von gleicher Wirkung, wenn letzteres am Arm I angebracht wiirde. Da nun (dies 
gehort auch zu den ausdriicklichen Voraussetzungen von ARCillMEDES) ungleiche 
Gewichte an demselben Arm nicht gleichwertig sein konnten, so folgt aus der ur
spriinglich angenommenen Gleichwertigkeit des Gewichtes 2 p im Mittelpunkt mit 
jenen beiden Gewichten p, daJJ auch die Ausdriicke (I) und (2) einander gleichgesetzt 
werden miissen. Die Funktion f (x) geniigt also dem Gesetz, daJJ 

(3) 2 t ( Xl ~ X2) = t (Xl) + t (X2) -

ist. Hieraus kann aber mit Hilfe gewisser Nebenbedingungen der Ausdruck der 
Funktion f (x) gefolgert werden. Man beweist nach einem Verfallren von A. L. 
CAUCHY (Algebraische Analysis, deutsch von ITZIGSOHN, 1885, S. 70-73) die strenge 
Giiltigkeit der Formel 
(4) / (x) = ax + b , 
wo a und b konstante Zahlen sind. Bedenkt man noch, daJJ das Gewicht 1 im Dreh
punkt dem Gewicht 0 am Arin 1 gleichwertig, d. h. daJJ f (0) = 0 ist, ferner, daJJ, 
ebenfalls nach der Definition, f (I) = I sein muJJ'- so ergibt sich 

b = 0, a ='1, 
und es ist somit 

f(x) =X. 

Das Gewicht I am Arm X ist also dem Gewicht X am Arm 1 aquivalent, wenn beide 
auf derselben Seite sich befinden, und mit dem letztgenannten im Gleichgewicht, 
wenn sie auf verschiedenen Seiten aufgehiingt sind. Man sieht leicht, daJJ darin das 
Hebelgesetz liegt. 

Es ist aber wohl zu beachten, daJJ die, hier nicht wiedergegebenen Schliisse, 
welche aus der "Funktionalgleichung" (3) die Giiltigkeit der Formel (4) zu folgern 
erlauben, eine ganz iihnliche schrittweise Betrachtung enthalten, wie sie ARCillMEDES 
in seinem mechanischen Beweise angewendet hat. 
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und Abstand iiberhaupt nicht aus uns hera usphiloso phieren 
konnten, sondern aus der Erfahrung holen muBten, um wieviel weniger 
werden wir die Form dieser Abhangigkeit, die Proportionalitat, auf 
spekulativem Wege finden konnen," so ist zu entgegnen, daB auch 
die Geometrie aus gewissen einfachen Tatsachen, welche Gleichheit 
und noch einige andere Relationen betreffen, metrische Abhangig
keiten entwickelt (vgl. z. B. § 23). Eine Erorterung der hier ein
schlagenden grundsatzlichen Fragen wird gegen Ende des § rr6 ge
geben werden. 

§ 14. Geradlinige Bewegung einer Masse unter dem EinfluB 
einer konstanten Kraft. 

Eine punktformige Masse, die sich unter dem EinfluB einer nach 
Richtung und GroBe konstanten Kraft auf einer Geraden dieser 
Richtung bewegt, fiihrt eine ,,~leichformig beschleunigte" Bewegung 
aus, d. h. bewegt sich so, daB die Geschwindigkeit in gleichen Zeiten 
um gleich viel zunimmt. Dieses Gesetz ergab sich induktiv aus den 
von GALILEI auf der schiefen Ebene vorgenommenen Experimenten. 
Man kann es deduktiv beweisen, wenn man eine Annahme iiber rela
tive Bewegungen mach en will. Wir wollen uns einen "Bezugskorper", 
etwa ein starres System von drei aufeinander senkrechten Achsen, 
denken, das eine geradlinige Verschiebungsbewegung (d. h. Bewegung 
ohne Drehung) mit konstanter Geschwindigkeit ausfiihrt. Die An
nahme, die wir machen wollen, ist nun die, daB ein freier Massen
punkt, der nur in bezug auf das genannte System betrachtet wird, 
ohne irgendwie von ihm bewegt oder gehemmt zu werden, unter dem 
EinfluB anderweitiger Krafte "sich relativ zu dies em System gerade so 
bewegt, als ob dieses in Ruhe ware". Dies soll heiBen, daB die Bewe
gung, die in einem gewiss'en Zeitintervall unter dem EinfluB der 
Kraft dem Massenpunkt relativ zu dem Bezugssystem erteilt wird, 
dieselbe ist wie diejenige, die in dem betrachteten Zeitintervall dem
selben Massenpunkt von derse1ben Kraft als absolute Bewegung er
teilt werden wiirde, wenn die Geschwindigkeit, die dem Punkt im 
Anfang des Zeitintervalls relativ zum Bezugssystem zukam, seine 
wirkliche, absolute Anfangsgeschwindigkeit ware. 

Urn diese Annahme durch Erfahrung zu motivieren, kann man 
darauf hinweisen, wie wir uns z. B. auf einem Schiffe benehmen miis
sen, auf dem wir uns bewegen, etwa Ball oder Billard spielen oder der
gleichen. Wir bemerken tatsachlich gar nichts von der Bewegung 
des Schiffes, solange als diese nur eine geradlinig gleichformige Ver
schiebungsbewegung ist. Wenn das Schiff sich zu drehen beginnt, 
wenn es die Richtung der Fortbewegung oder die GroBe der Geschwin-
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digkeit andert, so empfinden wir, je nachdem dies plotzlich oder all
mahlich geschieht, einen StoB oder einen Druck, der bewirkt, daB 
unsere, auf Grund der Voraussetzung einer feststehenden Umgebung 
berechneten Bewegungen nicht mehr in der erwarteten Weise ausfallen. 

Es besitze jetzt unser Massenpunkt m in dem Augenblick, den 
wir als Anfangspunkt unserer Zeitangabe benutzen wollen, auf der 
Geraden a eine Geschwindigkeit Vo. Dies bedeutet, daB er, sich selbst 
iiberlassen, nach dem Tragheitsgesetz gleichmaBig so weiter gehen 
miiBte, daB er in der Zeiteinheit, sagen wir der Sekunde, Vo Langen
einheiten, sagen wir Meter, zuriicklegt. Wir denken uns jetzt ein 
Bezugssystem, das sich in der Richtung von a gleichformig mit der 
Geschwindigkeit Vo verschiebt. In Beziehung auf dieses System hat 
der Punkt m im Anfang des Zeitintervalls die rela ti ve Geschwin
digkeit o. Angenommen nun, die wirkende Kraft p sei so beschaffen, 
daB sie dem Massenpunkt m aus der wirklichen Ruhe heraus im Laufe 
einer Sekunde die wahre Geschwindigkeit b erteilt, so muB der Punkt 
am Ende der ersten Sekunde der betrachteten Bewegung nach jener 
Annahme auch relativ zu dem Bezugssystem die Geschwindigkeit b 
haben; er hat also in diesem Zeitpunkt die absolute Geschwindigkeit 
Vo + bI). 

Nun denke mau sich ein zweites Bezugssystem, das sich mit der 
Geschwindigkeit Vo + b, sonst in gleicher Weise wie das obige erste 
fortbewegt. In Beziehung auf dieses System hat der Massenpunkt 
im Beginn der zweiten Sekunde die relative Geschwindigkeit o. Da 
nun dieselbe Kraft fortwirkt, ergibt sich durch dieselbe SchluBweise, 
daB der Massenpunkt am Ende der zweiten Sekunde relativ zu dem 
zweiten Bezugssystem die Geschwindigkeit b, also absolut die Ge
schwindigkeit (vo + b) + b = Vo + 2 b besitzt. Indem man so 
weiterschlieBt, findet man, daB der Punkt m nach ft Sekunden die 
Geschwindigkeit Vo + ft b besitzt. Hier bedeutet ft zunachst eine 
ganze Zahl. 

Das Ergebnis kann aber auch auf Bruchteile von Sekunden aus
gedehnt werden. Angenommen, es werde unserem Massenpunkt aus 

der Ruhe heraus durch die obige Kraft p, falls diese ~ Sekunde lang 
'}J 

wirkt, die Geschwindigkeit b' erteilt, so wird der Punkt, wenn die 

obige Bewegung ~ Sekunde lang gedauert hat, nach der friiheren 
'}J 

SchluBweise die absolute Geschwindigkeit Vo + b' besitzen. Ebenso 

1) Der Einfachheit wegen denke man sich die Kraft p im Richtungssinne der 
Anfangsgeschwindigkeit wirkend, dann erkennt man ohne weiteres, daB die Geschwin
digkeiten sich addieren. 
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wird die absolute Geschwindigkeit der Masse Vo + v b' sein, wenn die 

Bewegung v mal eine 2.. Sekunde, d. h. wenn sie eine Sekunde gedauert 
v 

hat. In diesem Faile aber war die Geschwindigkeit oben gleich Vo + b 
gefunden worden. Es ist also 

und somit 
Vo + V b' = Vo + b 

b'=~b. 
v 

Nach 11- Sekunden, d. h. also, wenn 11- mal 2.. Sekunde verstrichen ist, 
v v 

wird also die Geschwindigkeit sein 

Vo + 11- b' = Vo + 11- b. 
v 

Es ist also, zunachst fUr ein rational gebrochenes t, die Geschwindig
keit nach t Sekunden gleich Vo + t b , was man nachtraglich infolge 
einer Stetigkeitsiiberlegung als eine fUr ein ganz beliebiges t giiltige 
Formel erkennt. 

Geht man vom Zeitpunkt t zum Zeitpunkt t + 7: iiber, so er
kennt man eine Vermehrung der Geschwindigkeit um 

[vo+(t+7:)b]- (vo+tb) =7:b. 

~s vermehrt sich also die Geschwindigkeit um den Wert 7: b, der dem 
Zeitzuwachs 7: proportional ist. Dies heiBt, daB die Bewegung eine 
gleichf ormig beschleunigte ist. Fiir 7: = r ergibt sich der 
Geschwindigkeitszuwachs b; dies ist also der in der Sekunde, d. h. 
hier in der Zeiteinheit, gewonnene Geschwindigkeitszuwachs, der als 
die Beschleunigung bezeichnet wird. 

§ IS. Konstruktion der Wurfparabel. 

FruIt ein schwerer Massenpunkt senkrecht herab, so liegt der im 
vorigen Paragraphen erarterte Fall vor. Wird die Masse so geworfen, 
daB die Bewegtmg, die der Einwirkung der Schwere unterliegt, mit 
einer nicht senkrechten Geschwindigkeit beginnt, so entsteht als Bahn 
die bereits r638 von GALILEIl) konstruierte Parabel. Der Einfachheit 
wegen will ich annehmen, daB die Masse im Anfang eine horizontale 
Geschwindigkeit hat. Es wiirde also (Abb. 43) der Massenpunkt ver
mage seiner Tragheit, wenn die Schwere nicht wirkte, in der I., 2., 

3., 4· Sekunde von A nach B, von B nach C, von C nach D, von 
D nach E gelangen, wobei alle die einzelnen zuriickge1egten Wege 

. 
1) Unterredungen und ·mathematische Demonstrationen iiber zwei neue Wissens-

zweige usw., deutsch von A. v. OETTINGEN, dritter und vierter Tag (Ostwalds 
Klassiker der exakten Wissenschaften Nr. 24), I904, S. 80ff. 
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einander gleich waren. Denkt man sich umgekehrt den Massenpunkt 
im Anfang nicht mit Geschwindigkeit begabt, sondern augenblicklich 
in Ruhe, so wiirde er unter der Einwirkung der Schwere in der r., 
2., 3., 4. Sekunde von A nach B', von B' nach C', von C' nach D', 
von D' nach E' kommen, wobei die vom Ausgangspunkt gemessenen 

/I Strecken AB', AC', AD', AE' sich wie 
.f"""';;:-T:--r--T-"T---r- r 2 : 22 : 3 2 : 4 2 verhalten mtiBten, nach dem 

o· 

Abb·43· 

bekannten Gesetz, das aus der gleichformigen 
Beschleunigung folgtl). Bei derjenigen Be
wegung j edoch, die unter den ohigen Voraus
setzungen wirklich Eintritt, lauft der Punkt 
von A tiber B1 , C1 , Dl nach E 1 , wobei z. B. 
Bl aus B und B' in der durch die Abb. 43 
angezeigten Weise konstruiert ist. DaB die 
Bewegung nach diesem Gesetze vor sich 
geht, kann man auch beweisen, wenn man 
wieder die im vorigen Paragraphen benutzte 
Annahme tiber die Relativbewegung macht, 

wahrend GALILEr die in der Figur dargestellte Konstruktion der 
wirklichen Bewegung einfach angenommen hat. 

Es erscheint also die Wurfbewegung des Massenpunktes in gewis
sem Sinne als zusammengesetzt aus der Bewegung, die der Masse 

nur vermoge ihrer Tragheit zukame, und der
jenigen, die sie unter dem EinfluB der Schwere 
machen wtirde, wenn sie am Anfang in Ruhe 
gewesen ware. Man sagt wohl auch, daB die 
Masse diese beiden Bewegungen gleichzeitig 
ausftihre. 1m Grunde hat diese Ausdrucks
weise nur den Sinn eines Gleichnisses. Weder 
die Bewegung von A tiber B' und C' nach 
D' usw. findet statt, noch die andere auf der 
horizontalen Geraden 2), sondern nur die Be

wegung auf der in jedem kleinsten Teil krummen Linie A, B 1 , 

C1 , Dl usw. Auch ist die Zerlegung der krummlinigen Bewegung 
in zwei geradlinige nicht auf nur eine, sondern auf unendlich viele 
Weisen moglich. So kann man sie z. B. auch aus der Bewegung 
zusammensetzen, welche aus der in Bl vorhandenen Geschwindig
keit bloB nach dem Tragheitsgesetz sich ergabe, zusammen mit 
derjenigen, die aus einer augenblicklichen Ruhelage in Bl durch 
die \Virkung der Schwere hervorginge (Abb. 44). Die beschriebene 

1) Vgl. § 52. 
2) Vgl. auch die in § 126 angefiihrte Bemerkung von RUSSEL. 
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Zusammensetzung ist also eine b10Be Hilfskonstruktion, die dazu 
dient, die gesuchte Bewegung aus zwei anderen, allerdings ein
facheren, nach einer Regel herzu1eiten; es hande1t sich dabei aber 
nicht urn ein Zerlegen der wirk1ichen Bewegung in zwei an und fiir 
sich vorhandene Bestandtei1e. 

§ I6. Riickblick. 

Die 1etzten Paragraphen werden es hinreichend deutlich i emacht 
haben, daB da, wo in der Mechanik Beweise mog1ich sind, d ese von 
derse1ben Art sind wie in der Geometrie. Dabei stehen neb en den geo
metrischen Grundbegriffen noch eine Reihe anderer zur V :rfiigung, 
so die Gegenstandsbegriffe: Zeitpunkt und Zeitinter va 1, woraus 
sich im Zusammenhang mit geometrischen Begriffen noch d<~ Begriffe 
der Geschwindigkeit und der Besch1eunigung ergeben, dann 
Kraft und Masse und verschiedene Re1ationsbegriffe. So kann ein 
Punkt mit einer Kraft in der Relation stehen, daB diese an dem 
betreffenden Punkt angreift oder in einer den Punkt enthaltenden 
Geraden wirkt. Zwei Krafte konnen mit einer dritten in der Rela
tion stehen, daB diese die Resultante ist von den beiden ersten, eine 
Kraft mit einer Masse, einer Strecke und einem Zeitintervall in der 
Relation, daB die Strecke der Weg ist, den die Kraft der Masse aus 
der Ruhe heraus in dem genannten Zeitintervall ertei1t. Was in § 6 
iiber das Wesen der geometrischen Beweise gesagt worden ist, daB 
sie nam1ich auf der Verkettung der Re1ationen beruhen, gilt gleicher
weise auch von den mechanischen Beweisen. Besonders deut1ich 
scheint mir dies im Falle des archimedischen Beweises fUr das Hebe1-
gesetz zu sein, der, wenn man die gemachten Voraussetzungen ein
mal angenommen hat, rein deduktiv ist (§ 12). 

Immerhin fallt auf, wenn man die ganze Mechanik iiberb1ickt, daB 
haufig bei der Behand1ung eines einze1nen Gegenstandes eine besonders 
fiir diesen Zweck bestimmte Annahme gemacht wird, die jedoch in 
den meisten Fallen durch Erfahrungen alltag1icher Art so nahe gelegt 
zu sein pflegt, daB man sie a1s evident bezeichnen kann. Von solcher 
Art ist z. B. die Ersetzung einer Befestigung durch eine an der be
treffenden Stelle angreifende Kraft (§ 13) oder die Ersetzung mehrerer 
Krafte, die ein gemeinschaftliches MaB besitzen, durch idea1e F1aschen
ziige, die untereinander verbunden sind, wovon LAGRANGE in seinem 
Beweis fiir das Grundprinzip der Statik Gebrauch gemacht haP). 
Man k6nnte demgemaB sagen, daB die mechanischen Beweise mehr 
denjenigen geometrischen Beweisen gleichen, die im eigent1ichen Sinne 
des Wortes mit Hilfe der Figur gefiihrt sind (§ 7). Fiir die Lehre 

1) Vgl. LAGRANGE, Analytische Mechanik, deutsch von SERVUS, 1887, S. 20ff. 

H 61 de r, Mathematische Methode. 4 
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vom G1eichgewicht des starren Korpers, der entweder ganz frei oder 
nur durch Bedingungen einer ganz bestimmten Art in seiner Bewe
gung beschrankt und dabei an einze1nen Punkten von einer endlichen 
Zahl von Kraften angegriffen ist, 1aBt sich wohl eine Theorie ganz 
nach dem Muster der in rein 10gischer Darste11ung gefiihrten geo
metrischen Beweise bi1den (§ 7 u. 8); dabei hat man dann eben a11e 
die Annahmen vorauszuschicken, we1che hier die Rolle der Axiome 
spie1en. Fur die ganze Mechanik ware ein solches Verfahren aber 
nicht zweckmaBig mid vielleicht auch nicht mog1ich. 

Vom Zusammenhang der in der Mechanik gemachten Annahmen 
mit der Erfahrung sol1 im fiinfzehnten Abschnitt gehande1t werden. 

Dritter A bschnitt. 

Die Synthese des MaBbegriffs. 
§ 17. Qualitat und Quantitat. MaB. 

Die fruher sehr ubliche Definition der Mathematik a1s der Wissen
schaft, die sich mit der Quantitat be{aBt, im Gegensatze zur Qua1itat, 
ist heutzutage von den meisten mit Recht aufgegeben worden 1). 
Beispie1e von Lehrsatzen, in denen von Quantitat gar keine Rede ist, 
sind in den obigen Abb. 25 und 26 und in den Entwick1ungen von § 8 
entha1ten, in denen Re1ationen der Verknupfung und Anordnung 
(§ 2) eine Rolle spie1en, aber keine G1eichheit von Strecken oder von 
Winke1n in Betracht gezogen wird. Aber auch eine solche G1eichheit 
wird in unseren Beweisen genau nach Art der anderen, zweife110s 
qualitativen Re1ationen gebraucht. Gerade so wie ein gegebener Punkt 
auf einer gegebenen Geraden, wenn von dem Abstand beider gar 
nicht die Rede sein sol1, nur entweder 1iegt oder nicht liegt, wie ferner 
auf einer Geraden ein bestimmter Punkt entweder zwischen zwei 
anderen bestimmten Punkten oder nicht zwischen ihnen ge1egen ist, 
so ist auch eine Strecke einer anderen entweder gleich oder ung1eich, 
ohne daB wir zunachst irgendeinen Grund hatten, die G1eichheit unter 
dem Gesichtspunkt des Zah1 verha1tnisses I : I aufzufassen. Wie 
im eben gedachten Fall eine Strecke einer anderen in Beziehung auf 
die Lange gleich gedacht war, so konnen auch zwei Strecken in Be
ziehung auf die Richtung einander gleich sein 2). Zwischen diesen 

1) Vgl. L. COUTURAT, Die philosophischen Prinzipien der Mathematik, deutsch 
von C. SIEGEL, 1908, S. I. 

2) Damit soil nur der obige Grundgedanke ins Licht gesetzt werden; allerdings 
ist in der euklidischen Entwicklung der Geometrie die Richtungsgleichheit kein 
"gegebener" Begriff. 
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Relationen und z. B. derjenigen zweier Tone, die wir im Ohr als 
gleich hoch empfinden, best~ht kein wesentlicher Artunterschied. 

Man kann also in diesem Sinne die Gleichheit, z. B. der Strecke, 
als eine gewissermaBen "qualitative" Relation gelten lassen. Auf 
Grund dieser Relation gelangt man durch Konstruktion aquidistanter 
Punkte und durch Zii.hlung (Abb. 45) zur Messung der Strecken. 
Man kann also sagen, daB das MaB der Strecke aus den qualitativen 
Re1ationen "zwischen" und "gleich" mit Hilfe einer Folge von Punk
ten auf Grund eines Zii.hlverfahrens entsteht (§ 22). Das ,Zii.hlver
fahren aber rechnen wir (§ IIO) zu den rein logischen Operationen. 
Es ist also das MaB ein synthetischer, 
auf Grund von qualitativen Begriffsbe
stimmungen aufgebauter Begriff (§ III): 
Dies wird besonders deutlich, wenn z. B. 

1Z311S5789 
gemessene J'n!ecke 

Abb·45· 

an Stelle der natiirlichen Streckengleicheit - d. h. der Kongruenz -
eine gewisse kiinstliche, durch Verbinden von Punkten und durch 
Schneiden von Geraden definierte Aquivalenz gesetzt wird (§ 18), 
wobei sich dann ein kiinstliches, ganz anderes MaB, die sogenannte 
"projektive MaBbestimmung", ergibt. 

An die mannigfaltigen Beziehungen, die zwischen geometrischen, 
mechanischen und physikalischen GroBen und den Zahlbegriffen ent
stehen, pflegt man meistens gleich zu denken, wenn von quantita
tiven Verhii.ltnissen die Rede ist und diese mit den bloB qualitativen 
in einen Gegensatz gestellt werden, wii.hrend andererseits das Wort 
"Quantitii.t" auch bloBe Zahlverhiiltnisse oder auch den bloBen Gegen
satz von Einheit und Mehrheit, wie z. B. bei der Einteilung der Ur
teile in der Logik, bedeuten kann1). 

§ 18. Gleichheit und Aquivalenz. 
Die Gleichheit zweier Gegenstande ist eine symmetrische Re

lation derselben, d. h., wenn a gleich b ist, so ist stets zugleich auch 
b gleich a (wii.hrend z. B. aus a kleiner als b folgt, daB b groBer als a 
ist). Die Gleichheit ist aber auch eine transitive Relation, d. h. es 
gilt das Gesetz: Wenn a gleich b ist, und b gleich c, so ist auch a gleich 
c2). Der letzte Umstand wird von den Erkenntnistheoretikern in 
sehr verschiedener Weise gewertet. Der eine sieht darin eine logische 
Selbstverstii.ndlichkeit3 ), der andere einen Erfahrungssatz. Ich will 

1) A. MEINONG (Gesammelte Abhandlungen, 2. Bd., 1913, S. 2.17) sagt: "Denn 
tatsiichlich hat sich der so populiire Gegensatz von Qualitiit und Quantitiit fur 
sich allein nicht aIs deutlich genug erwiesen, um die Frage fern zu halten, ob 
es denn auch ein wirklicher Gegensatz sei." 

2) Auch eine unsymmetrische Relation kann transitiv sein (vgl. § 6). 
3) Vgl. CH. SIGWART, Logik, 2. Aufl., Bd. I, 1889, S. 414, wo die in Frage 

stehende Tatsache als ein "analytischer Satz" bezeichnet wird. 



52 DIE SVNTHESE DES MASSBEGRIFFS. 

hier zeigen, daB je nach dem vor1iegenden Fall bald der eine, bald 
der andere im Recht sein, daB aber die transitive Eigenschaft auch 
den Inha1t eines beweisbaren Lehrsatzes bi1den kann. Zunachst sei 
darauf hingewiesen, daB zwei Gegenstande, die fur "gleich" erk1art 
werden, sich meist zug1eich in anderen Beziehungen unterscheiden, 
so daB es sich fast immer um die "G1eichheit in gewisser Hinsicht"l) 
handeln durfte. Besteht nun die G1eichheit von Gegenstanden eben 
darin, daB sie unter dense1ben Gattungsbegriff fallen 2), und sieht 
man dies en a1s das ursprung1ich Gegebene an, so ist das angefUhrte 
Gesetz gewiB selbstverstand1ich. Es kann aber auch nicht ge1eugnet 
werden, daB in vielen Fallen die Relation zwischen zweien der Einze1-
gegenstande das Ursprung1iche 3 ) ist und sich auf irgendein, manch
mal sogar willkur1ich ersonnenes Verg1eichsverfahren stutzt. In sol
chen Fallen ist das Bestehen der transitiven Eigenschaft entweder 
durch Erfahrung zu be1egen oder deduktiv zu beweisen, indem es 

Abb·46. 

offenbar eine Ersch1eichung ware, wenn 
man die Transitivitat daraus ersch1ieBen 
wollte, daB man fur die willkurlich defi
nierte s~mmetrische Relation das Wort 

~ "gleich" oder einen ahn1ichen Ausdruck, 
b C wie z. B. "aquiva1ent", gebraucht hat. 

Abb·47· Beispie1e fUr das zu1etzt Gesagte lassen 
sich in Menge geben. Wir erk1aren zwei 

~ gleiche Krafte am einfachsten a1s solche, 

Abb·48. die, wenn sie an derse1ben Stelle in ent
gegengesetzter Richtung angebracht wer

den, sich im G1eichgewicht halten, so daB also keine von beiden die andere 
zu uberwinden vermag. Denken wir uns einma1 drei Spiralfedern a, b 
und c von verschiedener Starke und Lange, jede in einem gewissen Grade 
ausgezogen und dadurch gespannt. Es kann nun sein, daB in diesem 
ausgezogenen Zustande die Feder a der Feder b und diese der Feder c 
dasG1eichgewicht halt. Offenbar fo1gtausdiesen durchdieAbb. 46u. 47 
veranschau1ichten beiden Tatsachen nicht ohne weiteres die Tatsache 
des G1eichgewichts von a und c, welche in der Abb. 48 zum Ausdruck 
kommt. Es muB also a1s eine durch die Erfahrung zu belegende Regel 
angesehen werden, daB, wenn a mit b, und b mit c im G1eichgewicht 
ist, dann auch zwischen a und c G1eichgewicht besteht, und es erscheint 
also hier das Transitivitatsgesetz a1s ein Erfahrungssatz. 

1) Vgl. § 100. 

2) Wie z. B. bei Dingen, die deshalb denselben Namen bekommen, weil sie uns 
denselben Eindruck machen. 

3) Vgl. A. MEINONG, Gesammelte Abhandlungen, Bd. I, 1914, S. 129, wo diese 
M6glichkeit gleichfalls zugegeben wird. 
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In der Geometrie bei der Gleichheit der Strecken und der Winkel 
betrachten die Mathematiker das Transitivitatsgesetz als ein Axiom, 
von dem wir es hier dahingestellt lassen wollen, ob es auf der Er
fahrung oder auf der Anschauung 1) beruht. Es kann aber auch mit 
Benutzung der anderen vorgegebenen Begriffe der Geometrie (§ 1) 
auf Grund eines Teils der Axiome ein kunstlicher Gleichheits
begriff definiert werden, der fur die vorliegende Betrachtung 
lehrreich ist, und mit dem ich mich hier beschaftigen will. 

Es sei eine Gerade g ge- 0 

geben und auf ihr die bei-
den voneinander verschie
denen Punkte X und Y. Zwei 
Strecken AB und A'B' auf g, 
die der Einfachheit wegen 
beide zwischen X und Y ...r 
liegen mogen, sollen nun "in 

,//' 

Abb·49· 

sehr 

y g 

Beziehung auf die Fluchtpunkte X und Y projektiv gleich" heiBen, 
wenn sie als die Projektionen einer und derselben Strecke 1l(Q) auf
gefaBt werden konnen, die eine projiziert aus einem Zentrum 0', 
die andere aus einem Zentrum 0, wobei aber noch die Strecke 1l(Q) 

oder ihre Verlangerung durch den 
Punkt X gehen und die Zentren 0 
und 0' mit Y in gerader Linie 
liegen sollen (Abb. 49). DaB die 
so definierte "projektive Gleich- -'X:...:.oE'----,,~.J..:,_---_A_~""i--
heit" eine symmetrische Relation 
der Strecken AB und A'B' ist, 
laBt sich unmittelbar einsehen. 
Sind die beiden Fluchtpunkte X 
und Y, von denen ubrigens zu
nachst der erste eine andere Rolle Abb·50. 

.llI 

spielt als der zweite, ein fur allemal gegeben, so kann man im 
Sinne dieser neuen Gleichheit von einem gegebenen Punkt A' 
die Strecke A' B' "gleich" der gegebenen Strecke AB abtragen. 
Man erkennt dies, wenn man in einer durch g gehenden Ebene 
die Geraden 1-6 der Abb. 50 in der durch die Numerierung an
gezeigten Folge durch die Punkte X, Y, A', A, B und durch die 
entstehenden Schnittpunkte hindurchzieht. Dabei konnen noch die 
drei erst en Geraden 1, 2 und 3 durch X, Y und A' willkurlich gezogen 

1) Von Physikern werden die beiden Ausdriicke Erfahrung und Anschauung 
manchmal geradezu als gleichbedeutend behandelt; man vergleiche aber den dritten 
Abschnitt. 
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werden; es ergibt sich jedoch der zu konstruierende Punkt B', wie 
sich beweisen liiBt, unabhiingig von der Ebene durch g, welche be
nutzt wird, und von der Wahl der drei ersten Geraden. Die Abb. 50 
ver~nschaulicht auch dies, indem noch eine zweite Ausfiihrung der 
Konstruktion mit den Anfangsgeraden I, II und III hinzugefiigt ist, 
die man sich auch in eine neue durch g gehende Ebene verlegt denken 
kann. 

Der Beweis hierfiir laBt sich mit Hilfe der Axiome der Verkniip
fung und Anordnung und des Parallelenaxioms fiihren, welch letzteres 
dabei in der Form zu denken ist (§ 3), daB es durch einen gegebenen 
Punkt eine und nur eine Paralle1e gibt zu einer gegebenen Geraden1). 

Die Kongruenzaxiome und somit auch der gewohnliche Gleichheits
begriff der Strecke, sowie das Stetigkeitsaxiom (§ 29) werden nicht 
gebraucht. 

Es laBt sich ferner zeigen, daB fUr diese "projektive Gleichheit" 
der Strecken alle die Tatsachen gelten, die in § 2 fUr die gewohnliche 
Gleichheit der Strecken als Grundtatsachen gefordert worden sind, 
insbesondere also die dort unter II und III aufgefUhrten Tatsachen 
iiber das Abtragen von Strecken und die Tatsache I, daB aus der 
Gleichheit einer Strecke mit einer zweiten und aus der Gleichheit 
dieser mit einer dritten auch die Gleichheit der ersten Strecke mit 
der dritten folgt, d. h. also die Tatsache der Transitivitiit der Gleich
heitsre1ation. 

Eine kiinstliche Gleichheitsrelation wie die vorhin aufgestellte 
wird hiiufig als Aq ui valenz bezeichnet. Falls also eine solche 
Aquivalenz mit Hilfe einer konstruktiven (synthetischen) Definition 
aufgestellt werden so11, muB dabei die Transitivitat deduktiv gezeigt 
werden. 

Vielleicht ist zur weiteren Erlauterung des Gesagten noch ein 
Beispiel aus einem Gebiet niitzlich, das bis jetzt nicht herangezogen 
worden ist. Man kann von den zahlentheoretischen "Formen" 

2 X2 + 2 xy -3 y2, 9 X2 -26 xy + 18 y2 

die erste in die zweite iiberfiihren. Ersetzt man namlich in der ersten 
x und y gemaB dem Ansatz 

X=1XX'+(Jy', 

y=yx' +by', 

so erhiilt man einen Ausdruck, der, wenn er geeignet geordnet wird, 
und wenn in ihm die neuen Buchstaben x' und y' wieder durch die 

1) Das Parallelenaxiom kommt deshalb mit in Betracht, wei! in gewissen Fiillen 
an Stelle von solchen Geraden, die in einem Punkt zusammenlaufen, parallele Gerade 
treten. 
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alten ersetzt werden, mit der zweiten der gegebenen Formen iiber
einstimmen kann. Man erhalt z. B. dieses Ergebnis, wenn man 

£\:=3, P=-5, r=-I, c5=2 
macht; dabei ist die "Determinante der Transformation" 

£\: c5 - P t' = 3 . 2 - (- 5)( - r) = I. 
Wenn iiberhaupt in solcher Weise eine Form F mit ganzzahligen 
Koeffizienten in eine Form F' durch eine Transformation mit ganz
zahligen Koeffizienten und der Determinante I iibergeht, so geht 
auch F in F, wie man leicht zeigen kann, durch eine ebensolche 
Transformation iiber. Wir sagen dann, daB F' mit F aquivalent 
sei, und es ist also diese Aquivalenz eine symmetrische Relation (§ 95) 
zwischen zwei Formen. Es laBt sich ferner die Tatsache beweisen, 
daB, wenn F mit F', und F' mit F" aquivalent ist, auch F aquivalent 
ist mit F", d. h. also, daB die Aquivalenz eine transitive Relation 
der Formen ist. 

Offenbar wiirde hier niemand die Transitivitat als selbstverstand-
- -

lich anse!Ien und sie ohne Rechnung und Beweis zugeben wollen. 
Wollte man eine Form einer zweiten aquivalent nennen, wenn die 
erste in die zweite iibergeht durch eine Transformation mit ganz
zahligen Koeffizienten und beliebiger Determinante, so wiirde das 
~:t:.ansitivitatsgesetz zwar gelten, eine solche "Aquivalenzrelation" 
aber nicht symmetrisch sein. Wiirde man aber z. B. fiir die Aqui
valenz den trbergang durch eine Transformation der Determinante 3 
verlangen, so wiirde weder Symmetrie noch Transitivitat bestehen. 

Es gibt nun unendlich viele Formen, die in zwei "Variabeln" 
x und y homogen yom zweiten Gradel) mit ganzzahligen Koeffizienten 
gebildet sind. Denkt man sich jetzt die Gesamtheit derjenigen davon, 
die einer bestimmten Form aquivalent sind, so folgt aus dem Tran
sitivitatsgesetz, daB in dieser "Gesamtheit iede Form mit jeder anderen 
aquivalent ist. Es ergibt sich daraus, daB man die Formen zweiten 
Grades so in Klassen eingeteilt denken kann, daB aqui valente Formen 
stets und nichtaquivalente Formen niemals in dieselbe Klasse fallen 
(froo). Dabei erhalt man, wie sich beweisen laBt, unendlich viele 
Klassen und in jeder Klasse unendlich viele Formen 2). 

1) D. h. es so11 in jedem Gliede der Form die Snmme der Exponenten von:; nnd " 
gleich 2 sein. 

2) N och genauer verhiilt sich die Sache so. Liegt die Form a:;2 + 2 b:;" + C,,2 

vor, so versteht man unter der "Determinante der Form" den Ausdrnck b2 - a c. 
Man beschriinkt sich zweckmiiBiger Weise auf die Formen, in denen der mittlere 
Koeffizient eine gerade Zahl ist, und teilt die Formen zuniichst nach ihren 
Determinanten ein, da iiquivalente Formen stets dieselbe Determinante haben. 
Die Formen derselben Determinante werden nun in' die obigen Klassen unter
geteilt. Merkwiirdiger Weise erhiilt man dann zu jeder der unendlich vie1en 
Determinanten nur eine end lie h e Zahl von Klassen. 
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Aquivalente Formen haben gewisse Eigenschaften gemein, die 
jedoch tiefer liegen und erst mit Hilfe der Theorie der Aquivalenz 
erkannt werden k6nnen; man kann deshalb diese Eigenschaften nicht 
benutzen, urn von vornherein durch sie als durch die Merkmale die 
Klassen zu definieren. Unsere Formen bieten also ein Beispiel dafur 
dar, daB ein Klassen- oder Gattungsbegriff auf Grund eines vorher 
aufgestellten Aquivalenzbegriffes, d. h. auf Grund eines Vergleichungs
prinzips nachtriiglich geschaffen werden kann. Das Wesentliche dabei 
ist, daB fur den aufgestellten Aquivalenzbegriff das Transitivitiits
gesetz wirklich gultig ist. DaB dies nicht der Fall sein wurde bei einer 
ganz beliebigen Festsetzung uber die Aquivalenz, geht schon aus den 
obigen zahlentheoretischen Beispie1en hervor, uber die berichtet wor
den ist. Ein geometrisches Beispiel, das WEIERSTRASS in seinen Vor
lesungen zur Erliiuterung zu verwenden pflegte, mag noch einmal 
denselben Sachverhalt fur jedermann klar machen, ohne daBdabei 
auf besondere Kenntnisse Bezug genommen wird. Erkliiren wir ein
mal £iir den Augenblick zwei Strecken fur iiquivalent, wenn sie gleiche 
Liinge und zugleich entgegengesetzte Richtung haben. 1st nun 
nach dieser Definition die Strecke a der Strecke b, und diese der 
Strecke c iiquivalent, so wiirden augenscheinlich die drei Strecken 
gleich lang sein; da aber a mit b entgegengesetzt und ebenso dieses 
mit c entgegengesetzt gerichtet wiire, so muBten a und c gleichgerichtet 
sein, und es wurde auf diese beiden Strecken die gewiihlte Definition 
der Aquivalenz nicht passen. Fur eine solchermaBen definierte "Aqui
valenz" ~~!.~ a!so das Transitivitiitsgesetz nicht gultig. Deshalb muB 
auch der Versuch, die Strecken auf Grund der eben erwiihnten Aqui
valenzdefinition in Klassen einzuteilen, auf Widerspruche fuhren; es 
muBte ja von den eben genannten Strecken a mit b und ebenso b 
mit c in dieselbe Klasse und doch andererseits a in eine andere Klasse 
kommen als c. 

§ 19. Das Ganze und der Teil bei den Strecken. 
Addition der Strecken. 

Das Ve~hii1tnis des "Ganzen" zum "Tei1" ist nicht immer genau 
dasselbe; es kann naturgemiiB verschieden definiert werden, je nach
dem es sich dabei um Strecken, Fliichenstucke, K6rper, Kriifte, ganze 
Zahlen oder Punktmengen handelt. Daraus, daB diese Verschieden
heiten nicht immer beachtet werden, entspringen einige scheinbare 
Widerspruche oder Paradoxien, die im zweiten Anhang in § 180 be
sprochen werden sollen. Liegen Strecken vor, so ist die Zwischenlage 
der Punkte (§ I und 2) der Begriff, von dem man ausgehen wird. 
Wir werden sagen: Die Strecke A'B' ist ein Teil der Strecke AB, 
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wenn sowohl A' als auch B' zwischen A und B, oder wenn nur einer 
der beiden Punkte A' und B' zwischen A und B gelegen ist, und der 
andere mit A oder B zusammenfallt. In einem weiteren Sinne des 
Wortes kann auch die Strecke A"B" als ein Teil der Strecke AB 
bezeichnet werden, wenn A" B" einem eigentlichen Teil A' B' der 
Strecke AB gleich ist. Ich will jedoch lieber in dem zuletzt ge
nannten Falle den Ausdruck "Teil" vermeiden und dann nur 
sagen, daB AB groBer sei als A"B". Bei dieser Auffassung 
sind also die Punkte und Streck en die gegebenen Gegenstands
begriffe, die Zwischenlage der Punkte und die Gleichheit der Strecken 
- und zwar die gewohnliche Gleichheit - gegebene Relationsbegriffe 
(§ r). Natiirlich sollen mit diesen Grundbegriffen auch die auf sie 
sich beziehenden Axiome mitgesetzt sein (§ 2). Auf Grund der ge
gebenen Begriffe haben wir nun die Begriffe "Teil" und "groBer" 
definiert, die also in diesem Falle als "synthetische Begriffe" anzu
sprechen sind (§ r); man darf aber nicht vergessen, daB auch andere 
Grundbegriffe und andere Axiome eingefiihrt werden konnten. 

DaB das Ganze groBer ist als sein Teil, 
~~~ __ ~~~8.~, ____ __ 

ist eine unmittelbare Folge aus den gewahl- -,1; b I: 8 ' 
ten Definitionen, da wir unter dem Teil 
einen eigentlichen Teil verstehen, und dieser, 

Abb·5 I . 

wie jede GroBe, sich selbst gleich ist. Nicht so selbstverstandlich 
aber ist es, so wie wir unsere Begriffe gebildet haben, daB nicht 
zugleich auch ein Teil groBer oder gleich dem Ganzen sein kann 1). 
DaB dies tatsachlich nicht moglich ist, solI im folgenden bewiesen 
werden. Als Grundsatz kann dies hier nicht angenommen werden, 
da ja die Begriffe "Teil" und "groBer" jetzt keine vorgegebenen 
Begriffe sind. 

Zur Vorbereitung muB folgende Betrachtung vorausgeschickt 
werden. Es liege C zwischen A und B. Nun werde D auf derselben 
Seite 2 ) von A, auf der C und B liegen, so bestimmt, daB AD = CB, 
auBerdem werde BI so angenommen, daB D zwischen A und BI 
ge1egen, und DBI = AC ist (Abb. 5r). Es ist also auch AD = BC 
und DBI = CA und somit (vgl. III in § 2) auch ABI = BA, d. h. 
gleich AB. Aus den Anordnungstatsachen, deren rein logische Ent
wicklung moglich ist 3 ), ergibt sich aber, daB BI auf derselben Seite 

1) LEIBNIZ kennt dieselbe, auf dem Begriff des Teils beruhende Definition des 
"GriiJ3eren", die oben benutzt wurde, und zwar hat er sie von HOBBES entlehnt (vgl. 
L. COUTURAT, La Logique de LEIBNIZ d'apn~s des documents inedits, 1901, S.204). 
LEIBNIZ beschriinkt sich aber auf den selbstverstiindlichen Teil der Betrachtung. 

2) C und D liegen "auf derselben Seite" von A, wenn A nicht zwischen C und D 
gelegen ist. 

3) Vgl. den SchluJ3 von § 8. 
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von A wie B gelegen ist. Da es jedoch auf derselben Seite von A nicht 
zweiverschiedene PUllkte gibt, die von A denselben Abstand haben 
(II in § 2), so fa11t Bl mit B zusammen; es liegt also der Punkt D, 
der festgesetztermaBen zwischen A und Bl gelegen war, auch zwischen 
A und B, worin auch mitinbegriffen ist, daB D von B verschieden 
ist. Anschaulich kann man die Ergebnisse so ausdriicken, daB, fa11s 
es moglich ist, von einer Strecke AB eine andere als deren Teil BC 
von demEnde B her abzuschneiden, man diese Strecke auch vom 
anderen Ende her, namlich als Strecke AD, von jener abschneiden 
kann, und daB dann ein gleich groBes Stiick wie im erst en Fall 
iibrigbleibt. 

Man kann nun auch den Fa11 behandeln, daB die Strecke AB eine 
Strecke A'B' im Sinne der Abb. 52 als Teil enthalt. Man wahle in 

dies em Fa11 den Punkt M auf der-
4' 8' 8 --.::--""'!:'~-:--_ ..... __ ._.~ __ selben Seite von A, wie B, und N so, iI ;,,it 

. . 
II M 

II • 

Abb·5 2 . 

/I' 8' 

Abb·53· 

C 8 . . 

Abb·54· 

daB M zwischen A und N gelegen ist, 
und'mache dabei AM = A'B' und 
MN = B'B. Es ist dann (nach III 
m § 2) auch AN = A'B und so mit 
gemaB der vorigen Dberlegung N zwi
schen A und B, und somit, da ja M 
zwischen A und N liegt, auch M zwi
schen A und B gelegen 1). Man er
kennt jetzt, daB auch in diesem Fa11 die 
Teilstrecke A' B' vom Ende A her als 
StreckeAM abgeschnitten werden kann. 

Ware nun der TeilA'B' von AB groBer als AB, so miiBte AB 
einem Teil A"B" von A'B' gleich sein (Abb.53). Nach dem eben 
Bewiesenen miiBtenun, da auch A" und B" zwischen A und B liegen, 
eine Strecke AM nach der Seite von B hin abgetragen werden konnen, 
die gleich A"B" ist; dabei wiirdeM zwischen A und B liegen und 
somit von B verschieden sein. Andererseits ware nun AM gleich 
A" B", und dieses gleich A B, somit auch AM gleich A B (I in 
§ 2). Nun !iegt aber ein Widerspruch vor~ da es auf derselben Seite i 
von A nicht zwei Punkte gibt, die von A denselben Abstand hatten . 
(II in § 2). 

An die Abb. 51 kniipfen sich gleich auch Dberlegungen an, welche 
die Addition der Strecke betreffen. Liegt C zwischen A und B und 
ist AC gleich der Strecke PQ und CB gleich der Strecke RS (Abb. 54), 
so bezeichnen wir AB und ebenso jede mit AB gleiche Strecke als 
Summe von PQ und RS. Da nun aber nach unserer Auffassung 

1) Vgl. den Schlui3 von § 8. 
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jede Strecke sich selber umgekehrt genommen gleich ist (§ 2), so 
folgt auch, daB im Falle der Abb. 51 

AC + CB = AB = BA = BC + CA = CB + AC 

ist. Der Vergleich des ersten dieser Ausdriicke mit dem letzten zeigt, 
daB fiir die so definierte Streckenaddition 
das sogenannte Kommutativgesetz A 

a+b=b+a Abb·55· 
gilt. 

Denkt man sich jetzt auf einer Geraden vier Punkte A, B, C, D 
so, daB B zwischen A und C, und dieses zwischen B und D gelegen ist 
(Abb. 55), so erkennt man, daB (AB + BC) + CD = AB + (BC + CD) 
ist, d. h. daB fiir die Addition der Strecken auch das Assozia tiv
~~setz besteht. 

Man beweist nun leicht auch, daB von zwei ungleichen Strecken 
sicher eine und nur eine groBer ist als die andere, daB, wenn eine 
Strecke groBer ist als eine zweite, und diese groBer als eine dritte, 
auch die erste Strecke groBer ist als die dritte, daB GroBeres zu 
GroBerem (oder Gleichem) addiert, GroBeres gibtl). 

§ 20. Die unendliche Lange der Geraden. 

Man kan!l auf einer Geraden, beginnend mit irgendeinem Punkt Ao, 
eine Punktfolgf' Ao, AlJ A~, As, ... so bilden, daB jeder Punkt der 
Folge, abgesehen vom ersten .. zwischen dem in der Folge voran
gehenden und dem wlchfolgendcn gelegen ist, und daB zugleich die 
Strecken AoA I,. AIA2' A2AS usw. alle einer und derselben ge
gebenen Strecke PQ gleich sino. Dabt::i ergibt sich aus den oben 
(§ 2) angenommenen l.xiomell, welche An.::>rdnungstatsachen und 
die Gleichheit der Strecken' betreffen, daB man in der, Reihenfolge 
der Punkte Ao, AI, A 2, ... ohne E,nrle weitergehen kann, ohne daB 
dabei eil1 Punkt der Reihe oder ein zwischen zwei aufeinanderfolgenden 

1) Abb. 52, in der von der Strecke AB das Stiick AM· gleich dem Teil A' B' 
abgeschnitten worden ist, zeigt, daJ3 die griiJ3ere Strecke sich stets als Summe der 
kleineren und einer pa:.send dazu gewiihlten anderen darstellen liiJ3t. Auf die Kennt
nis dieser Verhiiltnisse, v.ie sie bei den Strecken und in anderen gewiihnlichen 
Fiillen bestehen, griinden sich die so hiiufig anzutreffenden Urteile, z. B. des In
halts, daJ3 einem Etwas, das griiJ3er und kIeiner sein kann, Teile zukommen miissen 
(vgl. O. SCHMITZ-DUMONT, Naturphilosophie aIs exakte Wissenschaft mit besonderer 
Beriicksichtigung der mathematischen Physik, 1895, S. 100, wo sogar gesagt wird, 
daJ3 ein soIches Etwas "aus mehreren gIeichen TeiIen" bestehen miisse). Es ist jedoch 
ein Irrtum, zu gIauben, daJ3 alle die Eigenschaften (Relationen), von denen hier die 
Rede ist, und die zwischen ihnen herrschenden Gesetze einen untrennbaren Zusammen
hang bilden. Man kann z. B. die materiellen Kiirper so in eine Reihe ordnen, daJ3 
jeder in der Reihe folgende harter ist als der vorangehende, d. h., daJ3 jeder foIgende 
den vorangehenden ritzt. Die Hiirte hat jedoch keine TeiIe. 
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Punkten der Reihe gelegener Punkt eine Wiederholung darstellen 
wiirde in dem Sinne, daB er entweder als Reihenpunkt oder als Zwi
schenpunkt schon einmal dagewesen ware!). Dies aber meinen wir, 
wenn wir der Geraden eine unendliche Lange zuschreiben 2). Die 
gegebene Betrachtung diirfte klar machen, daB wir auf Grund eines 

Ao A1 Az IIJ it" /15 Y 
Abb·56. 

ohne Ende fortsetzbaren Denkver
fahrens die Gerade fiir unendlich lang 
erklaren 3). 

Das Folgende wird dies noch deut
licher machen. Wir konnen an Stelle 
der gewohnlichen Gleichheit, d. h. der 
Kongruenz (§ 2) der Strecken, auch die 
in § 18 definierte projektive Gleich
heit treten lassen. Es ergibt sich 
dann auf einer Geraden (Abb.56) mit 
Riicksicht auf zwei vorher eingefiihrte 
Fluchtpunkte X und Y eine nicht ab

brechende Punktfolge A 0, A I, A 2, A 3, A 4, A 5, ••• , die ,'ollstandig 
zwischen X und Y enthalten ist, wobei zugleich die Stre~ken Ao AI' 
AIA2' A 2A 3 , ••• einanderimprojektiven Sinne alle gleich sind.' Dies 
ergibt sich aus den Axiomen der Verkniipfung und Anordnung. Die 
in § 18 definierte projektive Gleichheit fiihrt namlich bei passender 
Anordnung der Konstruktion, wenn immer dieselben 'Zentren 0 und 
0' benutzt werden, auf die Abb.57, in der allgemein z,vischen An 
und Y neue Punkte ohne Ende dUTch Fortsehung der Konstruktion 
eingeschaltet werden konnen. EB erscheint also nul'. der Weg von Ao 
nach Y, welch letzterer Punkt eigelltlich nicht mehr hinzuzurechnen 
ist, mit Riicksicht auf den neuen Gleichheit::.begriff der Strecken als 
von unendlicher Lange. 

1) Z. B. kann A, nicht lnit 41 zusammenfallen, wei! dann dieser Punkt zwischen 
Ao und A2 liige, wiihrend n.och andererseits A2 zwischen Ao und A4 liegen mu.l3, und 
doch nur einer von den dreien: A o' A 2, A, zwischen den beiden ,mderen gelegen 
sein kann. Vgl. auch meine bereits e.rwiihnte Antrittsrede (1900), S. 43. 

2) In der elliptischen (nichteuklidischen) Geometrie geltt:n die Axiome der An
ordnung nicht ganz in der Weise, wie sie oben (§ 2) formuhert worden sind; in dieser 
Geometrie schlie.l3t sich die Gerade und hat eine e:ldliche Lange. 

3) Vielleicht konnte auch psychologisch begl imdet werden, da.13 wir die Gerade 
nicht als unendlich lang scha uen, sondern nur denken. Versteht man die "Au
schauung" nicht im Sinne der KANTschen Forderung der Existenz einer apriorischen 
Anschauung, sondern im Sinne des psychologischen Erlebnisses, so wird man wohl 
auf Grund der Selbstbeobachtung sagen, da.13 wir uns eine Gerade in endlicher Aus
dehnung vorstellen und dabei denken, da.13 sie ohne Ende verlangert werden konnte. 

Interessant ist auch LEIBN1Z' Au.l3erung tiber die unendliche Liinge der Geraden 
in den "Nouveaux Essais" (II, 17, 3), wo er sich eine Strecke verdoppelt denkt, dann 
das DoppeIte wieder verdoppelt usw. 
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§ 21. Vielfache und Bruchteile von Strecken. 

Um die Strecke PQ z. B. zu versechsfachen, mussen wir auf einer 
Geraden die Punkte A o, AI' A 2, A a, A 4, As, As so annehmen, daB Al 
zwischen Ao und A 2, A2 zwischen Al und A3 usw. liegt, d. h. also, 
daB die Punkte "in der angegebenen Reihenfolge gelegen" sind, und 
daB zugleich 

AoAI = AIA2 = A2 A 3 = Aa A 4 = A4 A S = A5 A S = PQ 

ist (Abb.58). Wir konnen dann auch sagen, daB die Strecke AoA6 
durch Aneinandersetzen von sechs der Strecke PQ gleichen Strecken 
entstanden sei. 

Da nun aus den obigen Gleichungen AoAI = AIA2 und 
AIA2 = A2Aa auf Grund des Axioms III von § 2 folgt, daB auch 
AoA2 = A2A4 ist, und ebenso auch A2A4 = A4A6 sein muB, so 
erscheint die Strecke A 0 As, die das 6 fache von PQ ist, zugleich als 
das 3fache der Strecke Ao A 2 , die ihrer-
seits das 2fache ist von PQ. Genau so ,.Qo ii, 112 IIJ II" 115 116 

laBt sich auch allgemein fiir zwei be
liebige ganze Zahlen m und n der Lehr

Abb·5 8. 

satz zeigen (vgl. auch in § 19 die Definition der Streckenaddition 
und die Gesetze derselben): Das mn fache einer Strecke ist gleich 
dem m fachen des n fachen derselben. Dieser Lehrsatz kann, wenn c 
die Strecke bedeutet, durch die Formel 

(I) (mn) . c = m· (n . c) 

ausgedriickt werden. 
Durch den Begriff des mfachen ist auch definiert, wann wir 

eine Strecke als den mten Teil einer anderen zu bezeichnen haben. 
Damit ist aber an sich noch nicht gesagt, daB zu jeder Strecke ein 
mter Teil vorhanden sein muBI), wahrend die Existenz des mfacht:n 
aus den Existentialaxiomen von § 2 folgt oder, was auf dasselbe hin
auskommt, sich daraus ergibt, daB, das mfache durch Streckenab
tragungen konstruiert wird. Fur die Zwecke, die wir hier im Auge 
haben, genugt es, einfach die Annahme zu machen, daB der genaue 
mte T~il jeder gegebenen Strecke existiert 2 ). Dabei ist sofort noch 
zu bemerken,· daB vermoge der friiher aufgestellten Axiome nicht 
zwei einander ungleiche Strecken beide die Eigenschaft des mten Teiles 
einer und derselben Strecke besitzen konnen; es miiBte namlich 
dann von den beiden ungleichen Strecken die eine die groBere sein, 
und es wiirde nun <lie mehrmalige Anwendung des Satzes von der 

1) vgl. § 74. 
2) 1m iibrigen ist § 31 zu vergleichen. 
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Addition des GroBeren zum GroBeren auf einen Widerspruch 
fiihren (§ r9). 

Es sei nun die Strecke a gleich dem mfachen des nten Teiles der 

Strecke c. In diesem Fall sagt man, daB a gleich dem m fa chen der 
n 

Strecke c sei. Wird der n te Teil von c mit C1 bezeichnet, so ist 

n· Cl = c. 
Andererseits solI ja 

sein, weshalb sich mit Riicksicht auf die obige Formel (r) ergibt 

(2) m· c = m· (n . cl ) = (mn) . Cl' 

Da wir aber aus der Arithmetik wissen l ), daB 

mn=nm 

ist, so muB, wiederum nach Formel (r), auch 

(3) (mn) . C1 = (nm) . C1 = n· (m· cl ) = n . a 

sein. Wir finden also aus (2) und (3) schlieBlich die Gleichung 

(4) m . C = n . a. 

1st jetzt die Strecke a' das m; fache derse1ben vorigen Strecke c, 
n 

so muB neben (4) auch die Gleichung 

(5) m' . c = n' . a' 

bestehen. Mit Riicksicht auf (r) ergibt sich aus (4), daB 

(n'm) . c = n'· (m . c) = n'· (n· a) = (n'n) . a 

ist, ebenso aber aus (5), daB 

(nm')· c = n· (m'· c) = n· (n'· a') = (nn')· a'. 

Es ist somit auch (n'm)· c gro(Jer, gleich oder kleiner als (n m') . c, 
je nachdem (n'n),· a gro(Jer, gleich oder kleiner als (n n') . a' ist. Da 
aber jede Strecke durch Addition einer anderen vergroBert wird, so 
richtet sich bei den Vielfachen einer und derselben Strecke die GroBe 
des Vielfachen nach der Vervielfachungszahl, d. h. es ist 

(n'm)· c ~ (nm')· c 

je nachdem in Zahlen n'm > n m' 
<: 

ist. Andererseits folgt aus dem Satz von der Addition des GroBeren 
zum GroBeren, daB das Vielfache des GroBeren stets groBer sein muB 
als das Ebensovielfache des Kleineren. Es ist also 

(n'n) a ~ (n n') a' , 

1) Vgl. § 71. Ich bemerke noch, daB ich entsprechend der iiltercn Ubung, die 
allerdings zum Tei! verlassen ist, den Multiplikator auf die linke Seite setze, so dall 
also mn das m fache der Zahl n bedeutet 



je nachdem 
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a >a l 

<: 

ist. Aus dem eben Bemerkten und dem vorher Hervorgehobenen folgt 

also, daB a ~ aI, d. h. das m fache der Strecke c grof3er, gleich oder 
I n 

kleiner ist als das n: fache dieser Strecke, je nachdem n'm grof3er, gleich 
n 

oder kleiner ist als nm'. Insbesondere ist somit auch das m fache 
n 

einer Strecke gleich dem mr fachen 
nr 

derselben, wenn r irgendeine 

dritte ganze Zahl bedeutet. 

Die iibrigen fiir Bruchteile ge1tenden Beziehungen lassen sich 
leicht ebenso beweisen, so, daB das m-fache des nteu 'reils dem nten 

'reil des m-fachen gleich, daB der nte 'rei! des n tten 'reils zugleich 
der n n,te 'reil der urspriinglichen Strecke ist, daB die Summe des 
m m'. mnl+m'n 
-- fa chen und des -I fachen ezner Strecke das ---,-- fache der-
n n I nn 
selben ergibt, und daf3 das m fache des !'!, fa chen gleich ist dem 

, n n 
m ~ fa chen der ursprunglichen Strecke. 
nn 

Hier war mit dem m fachen einer Strecke eine zweite Strecke 
n 

bezeichnet, deren Relation zur ersten durch die beiden ganzen 
Zahlen n und min bestimmter Weise charakterisiert ist. Von ge
brochenen Zahlen war im Grunde nicht die Rede. Man wird aber 
sofort erkennen, daB die hier, wenigstens zum 'reil, entwickelte 'rheorie 
der Bruchteile von Strecken zugleich die Widerspruchslosigkeit der 
iiblichen Bruchrechnung erweist, vorausgesetzt, daB man die be
nutzten geometrischen Axiome als wahr annimmt. Ein rein arith
metrischer Beweis fiir die Widerspruchslosigkeit der Bruchrechnung 
wird dadurch natiirlich nicht iiberfliissig gemacht (vgl. § 74). 

§ 22. Begriindung des StreckenmaBes. 

Falls die Strecke a das m fache der Strecke b ist, so gibt es eine 
n 

Strecke c, von der gleichzeitig a das mfache und b das nfache ist, 
wobei m und n ganze Zahlen be- a b 

deuten (Abb. 59). Die Strecken a m=/f -f- n=3 

und b heiBen in diesem Fall kain:' 
mensurabel, und wir nennen den 

Abb·59· 

Bruch m die MaBzahl, die der Strecke a zukommt, wenn die Strecke b 
n 

als Einheit der Messung zugrunde gelegt wird. 
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DESCARTES 1) hat zuerst den Gedanken gefaBt, daB jeder Strecke 
eine MaBzahl zukomme in Beziehung a1tj irgendeine zur Einheit ge
wahlte andere, also auch in Beziehung auf eine solche, die zur ersten 
Strecke inkommensurabel ist. Dieser Gedanke, der zuerst ohne Be
griindung in die Wissenschaft eingefiihrt war, laBt sich auch wirk
lich begriinden, wenn man zu den schon erwahnten geometrischen 
Axiomen noch ein weiteres hinzufiigt und den Begriff der "Zahl" 
hinreichend a11gemein faBt. 

Sind a und b zwei ganz beliebige Strecken, so fragt es sich also 
zunachst noch, ob a durch b als Einheit gemessen werden kann. Hier 
ist eine neue Voraussetzung notig. An und fiir sich wiirde es den 
friiher angenommenen geometrischen Axiomen nicht widersprechen 2), 
daB von den beiden vorliegenden Strecken die kleinere so beschaffen 
ware, daB aIle ihre Vielfachen gleichfa11s kleiner waren als die groBere 
jener Strecken. Wir setzen deshalb ausdriicklich das Axiom voraus, 

8 daB von zwei Strecken die groBere stets durch 
lI~o-II~,-1l~2-+1 -::1l3-~1l~ geeignete Vervielfachung der kleineren iibertroffen 

Abb. 60. werden kann. Dieses Axiom wird als das "archi-
medische" bezeichnet 3 ). Man kann es auch folgender

maBen ausdriicken. Es sei auf einer Geraden (Abb. 60) der Punkt Al 
zwischen A 0 und B gelegen, und es so11en die Punkte A 0, AI' A 2, A 3' •• 

in der aufgefiihrten Reihenfolge liegend und zugleich so gedacht 
werden, daB A A - A A - A A -o 1- 1 2- 2 3- ... 

ist; das Axiom besagt dann, daB in jener unendlichen Folge ein 
Punkt An vorkommt, fiir den '13 zwischen Ao und An gelegen ist. 
Es wird spater gezeigt werden, daB die in Rede stehende Tatsache 
nach Einfiihrung eines neuen Axioms, des Stetigkeitsaxioms, bewie
sen werden kann 4). Mit Riicksicht darauf werde ich sie dann als 
archimedischen Hilfssatz bezeichnen. 

J etzt so11 die Strecke a durch die zur Langeneinheit gewahlte 
Strecke b gemessen werden. Es folgt aus dem archimedischen Axiom, 
daB jedenfa11s ein gewisses Vielfaches na von a existiert, das groBer 
ist als b, und es ist dann der nte Teil von b kleiner als a. Nun muB 
es aber, wiederum nach dem archimedischen Axiom, Vielfache von 

~ b geben, die a iibertreffen. Ist ,n b ein solches Vielfaches, so 
n n 
ist m b > a und ~ b < a. Demnach kann man die Briiche in dieser 

n n 

1) Vgl. "I.a Geometrie", r638, t. I, p. 1. 

2) Vgl. HILBERT: Grundlagen der Geometrie, 1899, S. 24. 
3) A. VOSS CUber das Wesen der Mathematik, Leipzig n. Berlin, 1908, S. 44) 

schreibt das Axiom EUDoxus zu. 
4) Vgl. § 30. 
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Weise in zwei Klassen einteilen, daB der Bruch p in die erste, bzw. 
7' 

in die zweite Klasse versetzt wird, je nachdem 

It b;;; a 
Y 

oder 
~b> a. 
I' 

Diese Einteilung der Briiche HiBt sich aber auch so kennzeichnen, 

daB in die erste Klasse jeder Bruch I!:.. kommt, fUr den 
v 

(1) pb<Ya, 
und in die zweite Klasse jeder Bruch, fiir den 
(2) pb>Ya 

ist. Bei dieser Formulierung wird die vorhin zur Erleichterung der 
Vorstellung gemachte Annahme, daB ein genauer nter Teil jeder Strecke 
existiere, iiberfliissig. 

Es ist leicht zu seh~n, daB bei einer den Ungleichungen (1) und (2) 
entsprechenden Einteilung der Briiche in zwei Klassen zwei einander 
gleiche Bmche, d. h. also solche, welche, wie z. B. i- u.nd t, dieselbe 
Rationalzahl vorste11en, in dieselbe Klasse gelangen, und daB jeder 
Bruch, und also auch jede Rationalzahl der zweiten Klasse groBer 
ist als jede Rationalzahl der ersten 1). ] ede Einteilung der Rational
zahlen in zwei Klassen, die so beschaffen ist, daf3 alle Rationalzahlen 
der einen Klasse kleiner sind als alle die der zweiten, wird ein Schnitt 
genannt. Was wir nun im weitesten Sinne des Wortes unter einer 
- reellen, absoluten - ZahlgroBe verstehen, ist nichts anderes als 
ein solcher Schnitt. Der oben definierte Schnitt, der aus der Strecke a 
lind der Strecke b entstand, .ist die MaBzahl, die der Strecke a zu
kommt, wenn die Strecke b zur Vingeneinheit genom men wird. Not
wendig ist die Voraussetzung des archimedischen Axioms, wenn jede 
Strecke bei der Messung durch irgendeine andere eine endliche und 
von Null verschiedene MaBzahl ergeben soIl. 

Zu einer ausfUhrlichen und strengen Theorie des MaBes ist erfor
derlich, daB .zunachst die Theorie der "Schnitte" rein arithmetisch 
durchgefUhrt wird. Auf Grund gewisser naheliegender arithmetischer 
Festsetzungen dariiber, wann ein Schnitt als Summe oder als Pro
dukt zweier anderen angesehen werden soIP), kann man rein arith
metisch, d. h. ohne die Benutzung irgendeines geometrischen Axioms, 
beweisen, daB fiir diese mit den Schnitten auszufiihrenden Operationen 

1) Vgl. z. B. meine Schrift: Die Arithmetik in strenger Begriindung, Programm
abhandlung der Philosophischen Fakultiit zu Leipzig, I9I4, S. 68. 

2) Vgl. § 75. 

Holder, Mathewatische Methode. 
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der Addition und Multiplikation die Rechengesetze gelten. Mit Hilfe 
der geometrischen Tatsachen, die in einer Geraden fiir dje Anordnung 
von Punkten und die Gleichheit von Strecken als allgemeingiiltig an
genommen worden sind!), lassen sich dann auch die Satze beweisen: 

1st fur dieselbe Einheit die Zahl 1X- die Ma{3zahl der Strecke a, und 
die Zahl1X-' die Ma{3zahl der Strecke a', so ist fur eben diese Einheit die 
arithmetische Summe 1X- + 1X-' die Ma{3zahl der geometrischen Summe 2 ) 

der Streck en a und a'. 
1st IX die Ma{3zahl der Strecke a fur die Liingeneinheit b, und (3 die 

M a{3zahl von b fur die Liingeneinheit c, so ist das arithmetische Produkt 
IX (3 die M a{3zahl der Strecke a, wenn die Strecke c zur Liingeneinheit 
gewiihlt wird. 

lndem wir den Begriff der Vervielfachung in der Weise erweitert 
denken, daB nicht bloB von einem rational gebrochenen Vielfachen, 
sondern auch von einer irrationalen Vervielfachungszahl gesprocht'n 
werden kann, kann man sagen, daB die Summe des IX fachen und des 
IX' fachen einer Strecke ganz allgemein das (IX + IX')-fache derselben 
Strecke ergibt, und da{3 das 1X- fache des (3 fachen einer Strecke stets dem 
1X- (3 fachen dieser Strecke gleich ist. In diesem Sinne stellen die eben 
erwahnten Satze eine Verallgemeinerung der im vorigen Paragraphen 
fiir rationale Vielfache gezeigten Beziehungen dar. 

Denkt man sich in Beziehung auf eine gewisse Langeneinheit b 
die MaBzahlen hergestellt fiir eine Reihe von Strecken und vertauscht 
man nachher die Langeneinheit mit einer neuen Langeneinheit c, in 
Beziehung auf welche die friihere Einheit b die MaBzahl (3 haben 
moge, so multiplizieren sich nun nach dem zuletzt hervorgehobenen 
Satz alle jene MaBzahlen mit (3. 

Die Frage nach der Existenz einer Strecke, welcher in Beziehung 
auf eine vorgegehene Langeneinheit eine vorgegebene rationale oder 
irrationale Zahl als MaB zukommt, ist dann zu bejahen, wenn man 
auch das Stetigkeitsaxiom fordert 3). 

DaB auf Grund von Voraussetzungen, die sich auf die Anordnung 
von Punkten und auf die Gleichheit von Strecken beziehen, Satze 

1) Vgl. § 2, insbesondere die dort mit II und III bezeichneten Axiome. Es ist 
aber zu bemerken, dati man die Axiome der Anordnung fiir die Punkte einer Geraden 
vermehren mutl, wenn man die Betrachtung nur in der Geraden erledigen und das 
sog. "ebene Axiom der Anordnung" nicht herbeiziehen will. Es geniigt, noch hinzu
zunehmen, dati fiir irgendwelche vier verschiedene Punkte einer Geraden stets eine 
solche Reihenfolge A, B, C, D existiert, dati dabei B sowohl zwischen A und C, als 
auch zwischen A und D, und C sowohl zwischen A und D, als auch zwischen B und D 
gelegen ist (vgl. Hrr,BERT, Grundlagen der Geometrie, I. Auf!. 1899, S. 6). 

2) Vgl. § 19. 
3) Vgl. meine Arbeit: "Die Axiome der Quantitiit und die Lehre yom Mati" in 

den Berichten d. Siichs. Ges. d. Wiss., 1901, S.30. 
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entwickelt werden konnen, welche beliebige MaBzahlen von Strecken 
betreffen, ist durchaus nicht verwunderlich, da das "MaB" ein auf 
Grund der Relationen der Anordnung und der Gleichheit und der 
dafiir geli:f>nden Beziehungen gebildeter synthetischer Begriff ist. 
Ebensowenig erscheint es mir verwunderlich, daB ARCHIMEDES fiir 
den Hebel die Bedeutung des Produkts der MaBzahlen von Kraft 
und Arm deduzieren konnte auf Grund einer Voraussetzung, welche 
sich auf die Versetzbarkeit gleicher Gewichte in den Mittelpunkt 
ihrer Aufhiingepunkte bezog1). 

Die Ergebnisse lassen sich verallgemeinern, da die hier maB
gebenden Tatsachen, welche die Gleichheit und das Abtragen von 
Strecken auf einer Geraden betreffen (§ 2, II und III), auch hin
sichtlich zweier auf einer Geraden gewiihlten Fluchtpunkte X und Y 
fiir- die in § 18 definierte "projektive Gleichheit" gelten. Man muB 
dann freilich noch eine dem archimedischen Axiom entsprechende, 
dem neuen Fall angepaBte Annahme machen 2), wodurch man dann 
eine "projektive MaBbestimmung" mit ganz entsprechenden Eigen
schaften erhiilt. Da diese MaBbestimmung auf dem Begriff der "pro
je~tiven Gleichh~ii:" beruht, so ist sie wie diese von der gewohnlichen 
Gleichheit der Strecken und von den darauf sich beziehenden Axiomen, 
d. h. also von Kongruenzaxiomen, unabhiingig. Die erste MaBbestim
mung von dieser Art verdankt man V. STAUDT3 ). F. Kr.,EIN hat nach
her bemerkt, daB die Betrachtungen v. STAUDTS auch in der nicht
euklidischen Geometrie angestellt werden konnen. Hier ist eine Fest
setzung gewiihlt worden, welche dazu geeignet ist, mit Hilfe der 
gewohnlichen Geometrie die nichteuklidische zu erliiutern 4). 

§ 23. Proportionen. 

EUKLIDS Definition der Proportion kann so ausgedriickt werden: 
Die Gro[3en a und b stehen zueinander in demselben Verhaltnis wie 

die Gro[3en a' und b', wenn ein Viel/aches von a gro[3er, gleich oder 
kleiner ist als ein Viel/aches von b, je nachdem das Entsprechendviel-

1) Vgl. § 12 u. 13. 
2) Diese Annahme kann folgenderma13en aus

gedriickt werden. Es sei B irgendein zwischen X 
und Y, ebenso Ao ein zwischen X und B; und Al 
ein zwischen Ao und B gelegener Punkt; es so11 
daun jedesmal die mit Hille zweier mit Y in ciner 
Geraden liegenden Punkte 0 und 0' llach der 
Regel der nebenstehenden Abb. 61 konstruierte X 
Punktfolge Ao. AI' A 2• As • ... in die Strecke BY 
hineinfiihIen. 

o 

3) Beitriige zur Geometrie der Lage. 2. Heft. 1857. S. 166ff. 
4) Vgl. § 43. 

y 

5* 
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tache von a' gro{3er, gleich oder kleiner ist als das Entsprechendviel
tache von b' . 

Diese Definition kann auf GraBen irgendwelcher Art angewendet 
werden, also auf Strecken, Volumina, Massen, Zeiten, Kriifte. Fiir 
denjenigen, der den Begriff der MaBzahl bereits gefaBt hat (vgl. § 22, 

wo dieser Begriff wenigstens fiir die Strecken auseinandergesetzt ist), 
besagt die euklidische Definition der Proportion nichts anderes, als 
daB sich a zu b verhiilt wie a' zu b', falls die MaBzahl, die a zukommt, 
wenn a durch b als Einheit gemessen wird, gleich derjenigen MaBzahl 
ist, die man erhiilt, wenn man a' durch die Einheit b' miBt. Immer
hin besteht ein Unterschied zwischen der alten Auffassung und der 
neueren und stellt diese einen Fortschritt dar. Wiihrend die Aus
sage: "es verhiilt sich a zu b wie a' zu bIt' in der alten Auffassung 
lediglich eine Relation zwischen vier GraBen derselben Art bedeutet, 
erfaBt die neue Auffassung das "Verhattnis" zweier GraBen a : b 
als einen selbstiindigen Gegenstand, niimlich als eine Zahl im 
weitesten Sinne des Worts, d. h. als einen "Schnitt" oder eine 
"ZahlgraBe" 1), auf. Dazu kommt dann in der neuen Auffassung 
noch der Gedanke, daB die GraBen einer und derselben Art dadurch 
geordnet und iiberblickt werden kannen, daB man alle auf eine einzige 
bestimmte von ihnen als auf die Einheit der Messung bezieht und die 
GraBen so durch ihre MaBzahlen darstellt. 

Sowohl der euklidische Proportionsbegriff als der moderne Begriff 
der einem GraBenverhiiltnis zugeordneten Zahl baut sich auf der 
Vervielfachung der GraBen auf. 

Fassen wir wieder im besonderen die Strecken ins Auge. Es sei 
der Lehrsatz zu beweisen, der im Hinblick auf die Abb. 62 durch 
die Formel 

OA : OB = OA': OB' 

ausgedriickt wird, und der gilt, wenn AA' mit BB' parallel ist. Man 
teilt zu diesem Zweck die Strecke OA in n gleiche Teile 2) und triigt 
auf der ganzen Strecke OB von 0 an einen solchen Teil so oft ab, 
als es innerhalb dieser Strecke maglich ist. Der letzte so entstehende 

1) In den mathematischen Wissenschaften wird vielfach die "GroJ3e" als geo
metrischer oder physikalischer Begriff, als Sttecke, Flacheninhalt, Volum, Winkel, 
Masse, Zeit, Kraft, den rein arithmetischen Begriffen entgegengesteilt, wamend 
andererseits manchmal auch die "GroJ3e" innerhalb der reinen Arithmetik den Gegen
satz bildet zu einem auf die ganzen und gebrochenen Zahlen eingeschrankten Zah'· 
begriff. Dieser Verschiedenheit des Sprachgebrauchs gegeniiber bildet das Wort 
"ZahlgroJ3e", in dem die rationalen und irrationalen Zahlen zusammengefaJ3t werden 
konnen, einen gewissen Ausweg. 

2) Die Moglichkeit der Teilung geht, falls man gleich die Axiome der Ebene 
voraussetzt, aus der bekaunten, auf dem Abttagen von Sttecken und wiederum dem 
Ziehen von Parallelen beruhenden Konstruktion hervor. 
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Teilpunkt sei der mte und werde mit Am bezeichnet. Nachher zieht 
man durch jeden Teilpunkt eine Parallele zu AA' bis zum Schnitt 
mit der Geraden OB'. Es entstehen dann auf der Strecke OB' Ab
schnitte, deren Anzahl wegen der dureh die Parallelen vermittelten 
Zuordnung 1) dieselbe ist wie die Anzahl m der auf OB abgetragenen 
gleichen Streckenteile. Mit Benutzung der Axiome der Geometrie 
ergibt sich dann, die Kongruenz der in Abb. 62 langs OB' anliegenden 
Dreiecke und daraus auch die Gleichheit der auf OB' von 0 bis A~, 
gebildeten Abschnitte. Diese Betrachtung kann fiir die 1'eilung der 
Strecke OA in irgendeine neue Zahl von Teilen wiederholt werden, 
und es ergibt sich nun mit Riicksicht auf den in § 22 aufgestellten 
Begriff der MaBzah1, daB OB durch OA gemessen dieselbe Zahl
groBe ergibt wie OA', wenn diese Strecke durch OB' gemessen 
wird. Es ist also 

OB : OA = OB' : OA'. 

Es hat sich also auch hier 
aus den Axiomen, die sich in 
gewissem Sinn aIle nur auf quali
tative Relationen beziehen (vgl. 
§ 17), ein Lehrsatz ergeben, der 
iiber eine MaBbeziehung, d. h. 

Abb.62. 

iiber eine im eigentlichen Sinne quantitative Beziehung, etwas aus
sagt. Wir haben uns iiber ein solches Ergebnis nicht zu verwundern, 
weil das MaB ein abge1eiteter, d. h. synthetischer Begriff ist. 

Es ist freilich auch eine andere Auffassung der Proportionenlehre 
der Strecken mog1ich. Man kann die in der Forme1 

a:b=e:d 

dargestellte Aussage als eine Relation zwischen vier Strecken a, b, e 
und d ansehen, die unmitte1bar im Hinb1ick auf Erfahrung oder An
schauung eine Bedeutung hat. Es wird sich ja die Tatsache des 
Proportioniertseins im Zusammenhang mit der Ahnlichkeit der Ge
sta1ten 2) von jeher dem unbefangenen Beobachter aufgedrangt, und 
man konnte von diesem Gesichtspunkt aus den Begriff des Propor
tioniertseins unmitte1bar in die Wissenschaft eingefiihrt haben. Bei 
dieser Auffassung stellt die Proportion einen Relationsbegriff dar, der 
als gegeben angesehen wird, wie die Relation zwischen Punkt und 
Gerade gegeben ist, die darin besteht, daB der Punkt auf der Geraden 
liegt oder, anders ausgedriickt, die Gerade durch den Punkt geht, 

1) Hinsichtlich der Bedeutung der Zuordnung fiir den Begriff der Anzahl vgl. 
§ 68 u. 69. 

2) Vgl. v. HELMHOLTZ, Vortriige und Reden, 1884, Bd. 2, S. 30. 
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und wie die Relation der Gleichheit zweier Strecken eine gegebene 
ist (§ r). 

Bei dieser Auffassung hat man dann mit Riicksicht auf den neuen 
gegebenen Begriff noch gewisse Axiome einzufiihren. Dabei konnte 
man die folgenden Axiome wahlen: 

I. Wenn 

ist, so ist auch 
a:b=c:d 

b:a=d:c. 

II. Wenn die heiden Proportionen 

a:b=c:d 
und a' : b = c': d 

bestehen, so besteht auch die Proportion 

(a + a') : b = (c + c') : d. 
III. Wenn 

a:b=c:d 

ist, so ist entweder ~ < b und c < d, oder a = b und c = d, oder 
a> b und c> d. 

IV. Zu ie drei Strecken a, b, c existiert eine vierte Proportionate, 
d. h. eine Strecke d, welche die Bedingung 

a:b=c:d 
erfullt. 

Mit Hilfe dieser Axiome und der sonst schon fiir Strecken in einer 
Geraden aufgestellten Tatsachen konnen dann weitere Folgerungen 
gezogen werden. So ergibt sich aus der Proportion 

(r) a : b = c : d, 

wenn dieselbe zweimal geschrieben gedacht wird, nach Axiom II, 
daB auch 

2a:b=2c:d 

sein, hieraus aber und aus (r), wiederum nach Axiom II, daB auch 

3 a : b =3 c : d 
sein muB. Man gelangt so zu dem SchluB, daB aus dem Bestehen der 
Proportion (r) das Bestehen von 

(2) ma:b=mc:d 

folgt, wobei m eine beliebige ganze Zahl ist. 
Es folgt nun weiter aus (2), nach Axiom I, daB auch 

b:ma=d:mc, 
und aus dieser Proportion nach der vorigen SchluBweise, daB 

nb:ma=nd:mc 



§ 23. PROPOR'UONEN. 71 

ist. Hieraus folgt dann, wieder nach Axiom I, daB 

ma:nb=me:nd 

sein muB. Wenn also die Proportion (I) besteht, so muB auch (3) 
bestehen fiir zwei beliebige ganze Zahlen m und n. 

Nimmt man jetzt das Axiom III hinzu, so ist ersichtlich, daB, 
falls a : b = e : d ist, fiir je zwei ganze Zahlen m und n gelten muB, 
daB m a ;; n b ist, je nachdem me s:: n d. Falls also a, b, e und d 
proportioniert sind, muB die am Anfang dieses Paragraphen ange
gebene euklidische Formulierung Geltung haben. Will man nun von 
dem jetzigen Standpunkt aus auch das Umgekehrte beweisen, so 
mache man fiir den Augenblick einmal die Annahme, es seien a, b, e, d 

so beschaffen, daB fUr je zwei Zahlen m und n gilt, daB m a s: n b 
ist, je nachdem me s: nd; esseien aber trotzdem a, b, e und d nicht 
proportioniert. Es miiBte dann nach Axiom IV auch eine Strecke d' 
von der Beschaffenheit existieren, daB 

a : b = c : d' 

ist, und dabei miiBte nun d' von d verschieden sein. Infolge des 
Bestehens der Proportion (4) miiBte aber nach dem vorhin Bewie
senen ma s: nb sein, je nachdem me s: nd' ist, und somit ist wegen 

der gemachten Annahme auch me;; nd, je nachdem me ;;nd'. 
Da nun d' von d verschieden, also entweder d' > d oder d' < d 
ist, so kommen wir, falls aueh noeh das arehimedisehe Axiom 
(§ 22) vorausgesetzt wird, auf einen Widerspruch hinaus. Es hat 
namlich bereits EUKLID auf Grund des letzterwahnten Axioms be
wiesen!), daB, falls z. B. d' > d ist, und e irgendeine dritte Strecke 
bedeutet, zwei Zahlen m und n so gefunden werden konnen, daB das 
nfache von d' groBer, das nfache von d aber kleiner ist als das 
mfache von e. 

Die zuletzt gekennzeichnete Darstellung der Proportionenlehre 
kann man die axiomatische nennen. Es ist dies im wesentlichen 
die von GALILEI2) gewahlte Darstellung. Man erkennt aber zugleich, 
daB die axiomatische Theorie und die Theorie EUKLIDS sich in gewis
sem Sinne decken. Behandelt man namlich die Proportion im Sinne 
der axiomatischen Theorie als eine vorgegebene Relation, fUhrt aber 
gleichzeitig auch die von EUKLID mit Hilfe der Gleichvielfachen 

1) 5. Buch, Nr. 8. Das sog. "archimedische Axiom" wird von EUKLID an dieser 
Stelle zweimal stillschweigend benutzt. 

2) Vgl. "Unterredungen und mathematische Demonstrationen uSW., fiinfter Tag", 
OSTWA.I,DS Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr. 25, S. 29, wo auch eine mit dem 
eben erwiihnten euklidischen Beweis fast ganz zusammenfallende Betrachtung durch-
gefiihtt wird. . 
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definierte Relation als eine zweite Relation ein, so haben wir ja unter 
Beiziehung noch des archimedischen Axioms gezeigt, daB fUr vier 
Strecken a, b, c, d beide Relationen gleichzeitig entweder eintreten 
oder nicht eintreten. 

Auf Grund der Definition EUKLIDS kann man ohne besondere, auf 
den Proportionsbegriff sich beziehende Annahmen aus den auf cler 
Geraden geltenden Tatsachen die oben als Axiome eingefiihrten Ge
setze I, II und III beweisen 1). Die Tatsache IV cler Existenz cler 
vierten Proportion ale ergibt sich bei EUKLID durch Konstruktion in 
der Ebene (vgl. Abb. 62), wahrend zu ihrem Beweis, wenn dieser nur 
auf Grund der in cler Geraden geltenden Tatsachen gefiihrt werden 
sol1, noch eine weitere Annahme, z. B. das Stetigkeitsaxiom (vgl. 
§ 29), erfordert wird 2). Von dem Standpunkt aus, der moglichst viel 
deduktiv aufklaren und an Voraussetzungen moglichst sparen will, 
erscheint wohl die euklidische Darstellung als die vollkommenere. 
Es erscheint auch nicht als ausgeschlossen, daB geschichtlich der von 
EUKLID iiberlieferten Theorie bereits eine andere, axiomatische, vor
ausgegangen sein konnte. 

Eine dritte Darstellung der Proportionenlehre hat neuerdings 
HILBERT gegeben. Dabei wird die Streckenproportion mit Hilfe einer 
Konslruktion in der Ebene definiert 3). Der Beweis der zugehorigen 
Lehrsatze beruht dann auf dem "PASKALschen Satz", dessen Beweis 
seinerseits auf der Kongruenz der Dreiecke, also auf den ebenen Kon
gruenzaxiomen aufgebaut ist. Hier erscheint also die Proportion wieder 
als synthetischer, nicht als vorgegebener Begriff. Mit Riicksicht auf 
die Herbeiziehung der genannten ebenen Axiome kann dann das 
archimedische Axiom entbehrt werden. 

§ 24. MaBzahlen von mit Zirkel und Lineal konstruierbaren 
Strecken. 

DESCARTES hat bemerkt, daB a11e die nur mit dem Zirkel uncl 
dem Lineal allein ausfiihrbaren Konstruktionen an Streck en neben 
dem bloBen Abtragen der Strecken hinauskommen auf das Kon
struieren von vierten und von mittleren Proportionalen 4 ). Auf den 
Beweis, den DESCARTES im Grunde nicht gegeben hat, will ich nachher 
noch zu sprechen kommen. Zunachst betrachte ich die Konstruktion 
und Berechnung der vierten und mittleren Proportionale selbst. 

1) Vgl. auch das 5. Buch der Elemente, Nr. 11-19. 
2) Vgl. HILL, Transactions of the Cambridge Philosophical Society, vol. XVI, 

1896, S. 244ff. 
3) Vgl: HILBERT, Grundlagen der Geometrie, 1899, wobei die auf S. 33 und 35 

gegebenen Erklarungen zu kombinieren sind. 
4) La Geometrie, 1638; vgl. Oeuvres de DESCARTES, t. VI, Paris, 1902, p. 369. 
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Die Konstruktion der vierten Proportion ale OX zu OA, OB und 
OC ergibt sich aus Abb. 63, in der BX parallel zu AC gezogen ist; 
bekanntlich beruht auch die euklidische Kon- 1/ 

struktion der Paralle1en auf der Benutzung . ~ 
von Zirkel und Lineal. Werden nun die MaB-o~c 
zahlen der genannten Strecken, zunachst fUr X 

irgendeine Langeneinheit, mit x, a, b, e be- Abb. 63· 

zeichnet, so hat man fiir die Zahlen die entsprechende Proportion 

a:b=e:x 

und daraus, wie bereits VIETA bekannt warl), die Gleichung 
be x = -.-
a 

Wird nun die Strecke OA zur Langeneinheit gewahlt, so ist a = I 

und 
x = be; 

nimmt man dagegen die Strecke e oder b als Langeneinheit an, so ist 
b 

()(ler 

x=· 
a 

e 
x = --. 

a 

Es entspricht also die Konstruktion der vier ten Proportionale zu 
drei Strecken, von denen die eine als Langeneinheit angesehen wird, 
entweder der Multiplikation oder der Division der MaBzahlen der 
beiden anderen Strecken, je nach der Stellung, wekhe die Langen
einheit in der Proportion gehabt hat. 

SolI die mittlere Proportionale zwischen zwei Streck en gefunden 
werden, so legt man diese.in einem Punkte in ent
gegengesetzter Richtung als OA und OB aneinander 
(Abb. 64), errichtet in 0 auf AB eine Senkrechte 
und beschreibt nach derselben Seite iiber AB als 
Durchmesser einen Halbkreis, der auf der Senk Abb.64· 

rechten den Punkt X bestimmt. Es ist dann OX die gesuchte 
mittlere Proportion ale. Dies bedeutet, daB 

OA : OX = OX : OB 

ist, und somit fiir die MaBzahlen der Strecken, die sich auf eine und 
dieselbe, aber beliebige Langeneinheit beziehen, die entsprechende 
Gleichung 

a:x=x:b 

1) Vgl. Francisci Vietae Opera Mathematica, studio Francisci a Schooten, 1646, 
p. 13· 
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gilt. Hieraus aber ergibt sich 

x 2 = a b, 

und somit x = "Vai). 
Die Konstruktion der mittleren Proportionale bedeutet also flir die 
MaBzahlen eine Quadratwurzelausziehung. 

Die Abtragung von zwei Strecken in derselben oder in entgegen
gesetzter Richtung von demselben Punkte aus ergibt die Addition bzw. 
die Subtraktion der MaBzahlen. 

Geht man von einer Strecke aus, so kann man zuerst durch mehr
£aches Abtragen dieser Strecke Viel£ache von ihr bilden. Alle Streck en 
nun, die sich aus den jetzt vorhandenen weiterhin durch Konstruieren 
von vierten und von mittleren Proportionalen im Zusammenhang mit 
Streckenabtragungen in beliebiger Verbindung der Operationen er
reichen lassen, haben dann, wenn die erste Strecke zur Langeneinheit 
gemacht wird, MaBzahlen von besonderer Art. Es sind dies die 
Zahlen, welche sich durch die Operationen der Addition, Subtraktion, 
Multiplikation, Division und der Quadratwurzelausziehung aus den 
ganzen Zahlen ableiten lassen, also durch Ausdriicke wie z. B. 

V2, v~~~ 
usw. dargestellt sind. Ich will diese Ausdriicke kurz als die Quadrat
wurzelausdriicke bezeichnen. 

Es geht aus dies en Darlegungen hervor, daB jede Strecke, welche 
in bezug auf eine Langeneinheit einen Quadratwurzelausdruck zur 
MaBzahl hat, aus eben dieser Langeneinheit mit Zirkel und Lineal 
konstruiert werden kann. DESCARTES' Bemerkung geht dahin, daB 
dieses Ergebnis auch umgekehrt werden kann, daB also jede Strecke, 
die aus einer zweiten mit Zirkel und Lineal konstruiert werden kann, 
in Beziehung auf die zweite Strecke als Langeneinheit einen Quadrat
wurzelausdruck zur MaBzahl hat. 

Behu£s des Beweises erwage man zunachst die hier zugelassene 
Konstruktionsart genauer. Man kann, wenn gewisse Punkte gegeben 
sind, irgend zwei derselben verbinden und aus irgendeinem der ge
gebenen Punkte als Mittelpunkt einen Kreis beschreiben, dessen Ra
dius dem Abstand zweier der gegebenen Punkte gleich ist. Nunmehr 
konnen zwei Gerade oder zwei Kreise oder eine Gerade und ein Kreis 
miteinander zum Schnitt gebracht werden. Auf diese Weise ent
stehen neue Punkte, die zu den alten hinzutreten, wobei dann aus 
den Punkten wieder neue Linien und mit Hil£e dieser Linien wieder 
neue Punkte erhalten werden konnen und so weiter ins Unendliche. 
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Geht man von zwei Punkten 0 und E aus, so kann man sie zu
nachst geradlinig verbinden und dann urn 0 als Mitte1punkt den durch 
E und urn E als Mittelpunkt den durch 0 gehenden Kreis beschreiben. 
Es entstehen nunmehr vier neue Punkte M, N, P und Q (vgl. Abb. 65), 
mit Hilfe deren dann wieder neue Gerade und Kreislinien konstruiert 
werden konnen. 

Urn die Sachlage zu beurteilen, fUhre 
man die Gerade OE und eine darauf senk
recht errichtete zweite Gerade OF als Achsen 
ein (Abb. 66) und bestimme die Lage irgend
eines Punktes U der Ebene durch seine 
"Koordinaten", d. h. durch die MaBzahlen x 

p 

und y', welche seine mit Vorzeichen ge- Abb.65. 

nommenen senkrechten Abstande von OF und 
OE dann bekommen, wenn OE zur Langeneinheit gemacht wird (vgl. 
§ 38). Es ist dann leicht zu sehen, daB die Koordinaten der Punkte 

0, E, M, N, P, Q 
der Abb. 65 sind: 

0,0; 1,0; -L + 1-6; - 1,0; + 2,0. 

Es kommen also Quadratwurzelausdrucke zum +:t-
Vorschein. .x {j 

N ach dem Verfahren der analytischen Geo- !f 

metrie wird nun eine Linie durch die Gleichung E 

dargestellt, welche zwischen den variablen Ko- Abb. 66. 

ordinaten x und y eines nur auf der Linie veranderlichen Punktes 
besteht. So ist die Gleichung eines Kreises von der Form 

(1) x2+y~+ax+by+c=0 

und die Gleichung einer Geraden von der Form 

(2) mx+ny+p=o, 

wobei die Koeffizienten a, b, c, m, n, p konstante Zahlen bedeuten 
(§ 40, 38). Fur die in Abb. 65 eingezeichneten Linien ergeben sich 
dabei die Koeffizienten als Quadratwurzelausdrucke. 

Die Koordinaten eines Schnittpunktes zweier Linien ergeben sich 
durch Auf10sung der beiden Gleichungen der Linien, indem x und y 
als die Unbekamiten angesehen werden (§ 38). Man erhalt aber, wenn 
man z. B. die beiden obigen Gleichungen (1) und (2) gemeinsam auf
lost, fUr die Koordinaten der Schnittpunkte solche Werte, die sich 
aus den Koeffizienten a, b, c, m, n, p durch die Operationen der 
Addition, Subtraktion, Multiplikation, Division und Quadratwurzel
ausziehung zusammensetzen. Sind also die Koeffizienten selbst durch 
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Quadratwurzelausdriieke aus reinen Zahlen dargestellt, SO ergeben 
sieh aueh die Koordinaten eines Sehnittpunktes als ebensolche Qua
dratwurzelausdriieke. 

Denkt man sich jetzt eine Anzahl von Punkten gegeben, deren 
Koordinaten sich durch Quadratwurzelausdriicke darstellen lassen, 
so laBt sieh beweisen, daB die Gleichung der Verbindungsgeraden 
zweier der Punkte und die eines Kreises, der urn einen der Punkte 
mit dem Abstand zweier der Punkte als Radius beschrieben ist, 
wiederum Quadratwurzelausdriicke zu Koeffizienten haben miissen . 
.Man erkennt jetzt, daB in dem oben definierten System von Punktell 
und Linien, das Schritt fiir Schritt erweitert werden kann, sieh die 
gefundenen Eigenschaften der Punkte und Linien weiter und weiter 
fortpflanzen. Es haben also alle die unendlich vielen entstehendell 
Punkte Koordinaten, die durch Quadratwurzelausdriicke darstellbar 

Abb.67· 

sind, und die Gleiehungen alIer entstehenden 
Linien haben ebensolche Ausdriieke zu Koeffi
zienten. Es ist jetzt ohne weiteres zu sehen, daB 
auch der Abstand je zweier Punkte des Systems, 
gemessen durch die Grundstreeke OE, einen sol

chen Quadratwurzelausdruek als MaBzahl ergibt (vgl. § 39). Damit 
ist aber die Behauptung von DESCARTES bewiesen. 

Fiir jeden unserer Quadratwurzelausdriicke laBt sich nun eine 
algebraische Gleichung finden. So geniigt der Ausdruek 

I--~C-

x = V3 - yz 
der Gleichung 

Xl -6 X2 + 7 = o. 

Allgemein hat die Gleichung niedrigsten Grades mit ganzzahligen 
Koeffizienten, der ein solcher Quadratwurzelausdruek geniigt, stets 
eine Potenz von z zum Grad, ein Satz, der sich durchaus nicht um
kehren laBt. Man kann aber, teils mit diesem Satz, teils mit anderen 
Hilfsmitteln, haufig die Wurzeln gegebener Gleichungen in der frag
lichen Hinsicht untersuchen. So ergibt sich, daB z. B. die Wurzel 
der Gleichung 
(3) X3 = 2 

nich t durch einen Quadratwurzelausdruck dargestellt werden kann. 
Dies bedeutet die Unmoglichkeit der Losung mit Zirkel und Lineal 
fiir das "delisehe Problem". Dieses verlangt namlich die Konstruk
tion der Kante eines Wiirfels, der doppelt so graB ist als ein gegebener, 
aus der Kante des gegebenen Wiirfels (Abb. 67). Setzt man die Kante 
des letzteren gleich I, die des doppelten Wiirfels gleich x, so gelangt 
man zu der angegebenen Gleichung (3). 
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In dieser Weise kann man die Unmoglichkeit noch anderer Kon
struktionen, flir den Fall, daB nur die Verwendung von Zirkel und 
Lineal zugelassen wird, beweisen, z. B. die Unmoglichkeit der Teilung 
des Vollkreises in sieben gleiche Teile. Die 
Unmoglichkeit der sogenannten "Quadratur des 
Zirkels", d. h . des Problems, aus dem Radius 
eines Kreises mit Zirkel und Lineal eine Strecke 
herauszukonstruieren, derart, daB das Quadrat, Abb. 68. 

welches diese Strecke zur Seite hat, der Kreis-
Wiehe gleich ist (Abb. 68), ergibt sich daraus, daB die Zahl n uber
haupt nicht Wurzel einer algebraischen Gleichung mit ganzzahligen 
Koeffizienten sein kann 1). 

§ 25. Das MaB bei anderen GroBenarten. 

Die Messung der Strecken beruht auf deren Vervielfachung, die 
Vervielfachung auf den Tatsachen, welche die Anordnung der 
Punkte und die Gleichheit der Strecken in einer Geraden be
treffen (§ 22). Man kann es auch so wenden, daB auf Grund der 
genannten Tatsachen zuerst die Addition der Strecken definiert 
(§ 19) und dann mit Hilfe der Addition gleicher Streck en der MaB
begriff aufgebaut wird. 

Handelt es sich urn andere GroBen als Strecken, so wird man meist 
die Addition durch den Hinweis auf eine physische Zusammensetzung 
deuten unu bei dem mathematischen Aufbau des MaBbegriffes die 
Addition als vorgegebenen Begriff behandeln mussen. So wird man 
z. B. bei den KraJten verfahren, die, wenn sie auch oft durch Strecken 
dargestellt werden, doch nur an einer Stelle wirken und auBerdem 
Richtung und Intensitat besitzen. Wir konnen dabei die Gleichheit 
wieder so wie in § 18 (Abb. 46-48) erklaren, so daB also zwei Krafte 
als gleich zu gelten haben, wenn sie an demselben Punkt in entgegen
gesetzter Richtung angebracht sich das Gleichgewicht halten. Von 
zwei ungleichen Kraften wollen wir diejenige die groBere nennen, 
w~lche in dem genannten Fall die andere uberwindetJ und die Summe 
zweier Krafte soll diejenige Kraft sein, welche den beiden, falls diese 
nach derselben Richtung angreifen, in der entgegengesetzten Rich
tung genau das Gleichgewicht halt. · Es genugt dann zum Aufbau 

1) Der Beweis ist zurn erstenmal von F. LINDEMAN:, gefiihrt worden (Mathe
rnatische Annalen, Bd. 20, 1882, S. 213); er beruht auf einer Verallgemeinerung der von 

CH. HERMITE auf die Zahl e = I + _I + _ 1 _ + _ _ I _ + ... angewandten Be-
l 1'2 1'2'3 

trachtungsweise. In bedeutend vereinfachter Form erscheint der Beweis bei D. HU,BERT, 
(iottinger Nachrichten, 1893, S. 1. 
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des Begriffs des KraftemaBes die folgenden Tatsachen als gegeben 
anzunehmen, d. h. also sie zu Axiomen zu stempelnl): 

I. Wenn zwei Krii/te einer dritten gleich sind, so sind sie einander 
gleich. 

2. Von zwei ungleichen Krii/ten ist die eine, und nur diese, die 
gr6{Jere, die andere die kleinere. 

3. Zu jeder Kra/t gibt es eine kleinere. 
4. ] e zwei Kra/te p und q haben eine Summe . p + q . 
5. Es ist P + q = q + p . 
6. Es ist (p + q) + r = p + (q + r). 
7. Gleiches zu Gleichem (oder zu demsel:ben) addiert gibt Gleiches. 
8. Es ist P + q > 'p . 
9. Wenn p> q ist, so gibt es eine Kra/t s so, da/J p = q + s. 

ro. Sind zwei $.ra/te gegeben, so gibt es stets ein Viel/aches der 
kleineren, das die gr6/Jere ubertri//t (archimedisches Axiom). 

Diese Tatsachen, die bei den Beweisen der bereits in § 22 fUr die 
MaBe von Strecken ausgesprochenen Lehrsatze vorausgesetzt werden, 
sind also durch den Hinweis auf physische Erfahrung zu rechtfertigen. 
Wahrend z. B. £ruher bei den Strecken das Assoziativgesetz der Ad
dition auf die Zwischenlage der Punkte und die Gleichheit der Strecken 
zuruckgefUhrt wurde (§ 19), bedeutet jetzt das Gesetz 6 unmittelbar 
eine Erfahrungstatsache. Es wird dabei festgestellt, daB, falls p mit q 
zusammen einer gewissen Kraft, und diese mit r zusammen der 
Kraft d das Gleichgewicht halt, falls aber q mit r zusammen einer 
anderen Kraft, und p mit dieser zusammen der Kraft d f das Gleich
gewicht halt, dann stets auch d und df einander das Gleichgewicht 
halten. 

Physische Messung ergibt sich also aus physischer Addition im 
Zusammenhang mit Zahlung. DaB neben den Objekten, die wir hier 
betrachten, den sogenannten "GraBen", auch ein Zusammensetzungs
modus existiert, den wir "Addition" nennen, und daB dabei die genann
ten Gesetze angenommen werden, das ist in der Tat notwendige Voraus
setzung der mathematischen Entwicklung. Philosophischerseits wird 
die Notwendigkeit so1cher Voraussetzungen haufig verkannt; so wird 
vielfach als selbstverstandlich angenommen, daB uberall da, wo ver
schiedene Grade gefunden werden, auch Ma.Bzahle n eingefiihrt 
werden kannten. Es bestehen aber z. B. Grade bei der Harte; obwohl 

1) In den Berichten der Sachs. Gesellsch. d. Wiss., mathematisch-physische Klasse, 
I90I, S. 5-7, habe ich em ahnliches Axiomsystem fiir irgendwe1che GroJ3en auf
gestellt. Dabei habe ich der Einfachheit wegen angenommen, daJ3 keme gleichen 
GroJ3en existieren, die zugleich in anderer Hinsicht voneinander unterschieden werden 
konnten; das Axiom 5 ist weggelassen und seine Abhangigkeit von den anderen 
Axiomen gezeigt worden. 
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jedoch von zwei Korpern der eine harter sein kann als der andere, 
und dieser weniger hart als def erste, kann man doch nicht sagen, 
daB ein Korper so hart sei wie zwei andere zusammengenommen, oder 
daB ein Korper doppelt so hart sei als ein anderer. Aus diesem Grunde 
kann man auch bei der Harte kein MaB, wenigstens kein eigentliches 
und durchaus natiirliches, einfiihren. 

Auf der anderen Seite ist fiir die mathematische Entwicklung nur 
die Voraussetzung notig, daB gewisse Objekte und gewisse Relationen, 
insbesondere solche der Zusammensetzung, zwischen diesen Objekten 
bestehen, welche formal den angegebenen Gesetzen geniigen. Die 
Deutung der Objekte und der Relationen in der Erfahrung ist fiir 
die theoretische Entwicklung gleichgiiltig, und es kann deshalb auch 
fiir ganz verschiedenartige Objekte dieselbe Theorie bestehen. Setzen 
wir z. B. in den friiheren Betrachtungen an Stelle der Punkte und der 
Strecken der Geraden Emp£indungsstufen und deren Unterschiede, 
indem wir annehmen, daB die gleiche oder verschiedene GroBe zweier 
solcher Unterschiede festgestellt werden konne, und daB dann dieselben 
Gesetze gelten, die bei den Strecken als Axiome aufgestellt worden 
sind, so ergibt sich hier diese1be Theorie des MaBes wie bei den Strecken. 

Aus diesem Grund hat auch die Unterscheidung, die in philosophi
schen Schriften meist zwischen den "extensiven" und den "intensiven" 
GroBen gemacht wird, keine wesentliche Bedeutung fUr die Mathe
matik. 

§ 26. Inhalt von ebenen Figuren und Korpern. 

Die Gleichheit des 1nhalts von zwei ebenen Figuren oder Korpern, 
die nicht dieselbe Gestalt haben, laBt sich nicht anschaulich erkennen; 
es werden deshalb auch diejenigen, welche im Sinne von KANT die 
Geometrie auf eine "apriorische" Anschauung 
zuriickfiihren wollen, die Erfahrungen, z. B. 
diejenigen, die beim UmgieBen von Fliissig
keiten gemacht werden l ), wenigstens als Ver
anlassung zu der vorliegenden Begriffsbildung 
anerkennen. 1eh will aber hier auf den Zu-

\2<7£ 
/I B 

Abb.69· 

sammenhang mit der Erfahrung nicht eingehen, sondern nur unter
suchen, was in diesem Begriffsgebiet vorausgesetzt und wie aus den 
Voraussetzungen geschlossen wird. 

Betrachten wir zunachst den iiblichen Beweis dafiir, daB zwei 
Parallelogramme ABeD und ABEF einander gleich sind, wenn sie 
die Grundlinie gemeinsam und gleiche Hohe haben (Abb. 69). Er ist 
nicht wesentlich von demjenigen verschieden, den bereits EUKLID 

1) Vgl. unten § 130. 
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gegeben hat, und beruht darauf, daB von dem Viereck ABE D einmal 
das eine, das andere Mal das andere der einander kongruenten Drei
ecke EBC und FAD weggenommen wird. Es wird also vorausgesetzt, 
daB die ebenen Figuren einen Inhalt haben, d. h. daB zwei Figuren 
in bestimmter Weise einander entweder gleich oder nicht gleich sind, 
daB im zweiten Fall eine die groBere ist, daB Gleiches zu Gleichem 
addiert Gleiches, Gleiches zu GroBerem addiert GroBeres und somit 
auch Gleiches von Gleichem subtrahiert Gleiches ergibt usw. 

Da es sich dabei urn eine neue Art der Gleichheit und urn eine 
neue Art der Addition bzw. Subtraktion handelt, welche durch das 
Aneinanderlegen bzw. Wegschneiden von Flachen definiert werden, 
so sind damit neue Begriffe gesetzt, die als gegebene behandelt, und 
neue Tatsachen, die als Axiome betrachtet werden 1). Es ist aber hier 
geradeso wie bei den Proportionen (§ 23) moglich, dieneuen Begriffe 
auf die anderen Grundbegriffe der Geometrie zuriickzufiihren, sie also 

synthetisch (§ r) aufzubauen, wobei dann die vor
hin beriihrten "Axiome" als Lehrsatze erscheinen 
und bewiesen werden konnen. 

Abb·70 • 

Es geniigt zunachst , wenn ich Dreiecke be
trachte. Die Gleichheit zweier Dreiecke ist jetzt 
nicht als eine gegebene Relation anzusehen, sondern 

konstruktiv zu definieren. Die leitende Idee bei dieser Definition 
ist die, daB auf Grund einer Umkehrung des gewohnlichen Ge
dankenganges zwei Dreiecke, welche die Grundlinie gemein und die 
gleiche Hohe haben (Abb.70), fUr gleich erklart werden. Urn den 
Gedanken, der damit nur oberflachlich angedeutet ist, durchzu
fUhren, will ich den Dbergang eines Dreiecks ABC in A'BC, wenn 
dabei AA' parallel zu BC ist (Abb.70), eine Verwandl ung des 
Dreiecks ABC iIi A'BC nennen. Das Wort "Verwandlung" soIl nur 
den Dbergang von dem einen Dreieck in das andere durch eine Kon
struktion bedeuten, wie man auch etwa ein Dreieck in ein kleineres, 
z. B. ahnliches, verwandeln kann. Fiir gleich sollen nun zwei Drei
ecke dann und nur dann erklart werden, wenn das eine sich in das 
andere durch eine Kette solcher Verwandlungen iiberfiihren laBt; 
dabei kann natiirlich in der Folge der Verwandlungen die Dreiecksseite 

1) Vgl. U. AMAI,DI in den Questioni riguardanti Ie Matematiche elementari, 
raccolte da F. ENRIQUES, vol. I, 1912, p. 147. . 

Mit Riicksicht auf die Fliichenmessung (§ 27) konnte man diese Axiome durch 
die Annahme ersetzen wollen, daB jeder Fla,che so eine Zahl zugeordnet werden kann, 
daB dabei einer zusammengesetzten FIiiche die Summe der Zahlen zugeordnet erscheint, 
die den Teilen zugeordnet sind, und daB kongruenten Fliichen dieselbe Zahl zugeordnet 
wird. Eine solche Annahme hat aber im Grund einen zu verwickelten Charakter, um 
a1s Axiom gelten zu konnen (vgl. auch § 37). 
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wechseln, zu der die Par allele gezogen wird. Man sieht unmittel
bar, daB auf Grund der gewahlten Erkl8.rung der Satz gilt: Wenn 
ein Dreieck einem zweiten und dieses einem dritten gleich ist, so ist 
auch das erste Dreieck dem dritten gleich. Nun taucht aber die 
Frage auf, ob nicht in dem erklarten Sinne des Wortes jedes Dreieck 
jedem anderen gleich sein konnte. Es laBt sich beweisen, was hier 
nicht ausgefiihrt werden solI, daB dem nicht so ist, daB insbesondere 
zwei Dreiecke mit gleicher Grundlinie und verschiedener Hohe nie
mals einander gleich sind, d. h. niemals durch eine Folge von Ver
wandlungen der erwahnten Art ineinander itbergefiihrt werden 
konnen 1). 

Urn die Summe zweier Dreiecke zu definieren und zugleich her
zustellen, fiihre man die Dreiecke in der erwahnte Weise allmahlich 
in solche iiber, die eine Ecke gemein haben und fiir welche die Gegen
seiten dieser Ecke in eine Gerade fallen und eben aneinanderstoBen 
(Abb.7I); es ist dies stets ausfiihrbar. An Stelle P 

der urspriinglich gegebenen treten nun die beiden~ 
Dreiecke PQR und PRS, wobei R zwischen Q ~ 
und S gelegen ist. Es wird dann das Dreieck PQ S fl R S 

und zugleich jedes Dreieck, das ihm gleich Abb·7I. 
ist, zur Summe der beiden urspriinglichen Dreiecke erkl8.rt. 

Auf Grund der genannten Festsetzungen und mit Hille der Axiome 
von § 2 und 3 gelingt dann der Beweis fiir die erwahnten Tatsachen, 
z. B. dafiir, daB Gleiches zu Gleichem addiert Gleiches ergibt. Ins
besondere kann man fiir die Dreiecke und fiir ihre Addition auch 
beweisen, daB neben der Gleichung LI = LI' + Lli nicht etwa noch 
auBerdem die Gleichung A' = LI + Ll2 bestehen, d. h. daB nicht LI 
einem Dreieck gl~ich sein kann, von dem LI' ein Bestandteil ist, und 
gleichzeitig LI' gleich einem Dreieck, welches das Dreieck LI als Be
standteil enthalt. Es kommt im Grunde auf dasselbe hinaus, 
wenn wir sagen, daB nicht LI' einem Teil von LI, und gleichzeitig 
LI einem Teil von LI' gleich sein kann, und es liegt hier wieder eine 
Form des Lehrsatzes vor, der besagt, daB der Teil nicht groBer sein 
kann als das Ganze 2). 

Auf den Dreiecksinhalt laBt sich dann der Begriff des Inhalts 
eines ebenen Polygons griinden. Die Begriindung des Rauminhalts 

1) Der Beweis ist von HILBERT (Grundlagen der Geometrie, r899, S. 46) nur auf 
Grund der Axiome von § 2 und 3, also ohne das DEDEKINDsche Stetigkeitsaxiom llnd 
ohne das archimedische Axiom gefiihrt worden. Die erste Begriindung des Fliichen
inhalts, welche natiirlich den im Text erwiihnten Umstand in sich schlieJ3t, ist nnter 
Mitbenutzung des archimedischen Axioms von F. SCHlTR gegeben worden (Sitzungsher. 
,1. Dorpater N aturforscher-GesellsC'haft, I R92). 

2) Vgl. § 19. 

Hulder, lIIathelllaliS<.'ile ~Idhodc. 
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der Korper ist schwieriger; es laBt sich dabei die Mitbenutzung des 
archimedischen Axioms und auch das Grenzwertverfahren (VII. Ab
schnitt) nicht vermeiden 1 ). 

§ 27. InhaltsmaB und rechnende Geometrie. 

Denkt man sich unter den ebenen Figuren irgend eine bestimmte 
herausgehoben, die als Einheitsflache fiir Inhaltsmessungen dienen 
so11, so kommt, wenn das archimedische Axiom vorausgesetzt wird, 
jeder ebenen Figur ein InhaltsmaB zu. Bekanntlich pflegt man fest
zusetzen, daB als Flacheneinheit ein solches Quadrat dienen so11, 
dessen Seite der Lange gleich ist, die bei der Langenmessung als 
Einheit angenommen wird. 1m Grunde ist dies ein Dbereinkommen, 
das auch abgeandert werden konnte. Wechselt man nun die Langen
einheit, indem man beispielsweise den 3. Teil der urspriinglichen 
Langeneinheit zur neuen Langeneinheit wahlt (Abb. 72), so zerfallt, 
wenn da bei das festgesetzte D bereinkommen beibehalten 

Abb·72 • 

wird, das urspriingliche Einheitsquadrat in 3 . 3=9 
neue Einheitsquadrate. Es bekommt also die alte 
Strecke I nunmehr die MaBzahl 3, und die alte 
Flache I nunmehr die MaBzahl3 2, weshalb sich nach 
dem friiheren (§ 22) die MaBzahlen a11er Langen 

mit 3, und die MaBzahlen a11er F18.chen mit 32 muitiplizieren. Dies ver
a11gemeinert sich dann so, daB bei Einfiihrung irgendeiner neuen 
Langeneinheit sich aIle LangenmaBe mit einer ZahlgroBe 2, die Flachen
maBe aber sich mit 22 multiplizieren. Infolge der Anderung der 
Langeneinheit multiplizieren sich dann die MaBzahlen der Korper
volumina mit 23, wenn in jedem FaIle die Volumeinheit ein solcher 
Wiirfel sein so11; dessen Kante gleich der Langeneinheit ist. 

Auf dem genannten Dbereinkommen beruhen a11e ahnlichen Aus
sagen, wie: "Der Inhalt eines Rechtecks ist gleich dem Produkt der 
Seiten", "der Inhalt eines Dreiecks ist gleich dem halben Produkt 
aus Grundlinie und Rohe." Es so11 dies heiBen, daB mit Riicksicht 
auf die Festsetzung, welche die Flacheneinheit mit der Langeneinheit 
verkniipft, die MaBzahl des Rechtecks dem Produkt der MaBzahlen 
der Seiten, die MaBzahl des Dreiecks dem halben Produkt aus den 
MaBzahlen von Grundlinie und Rohe gleich ist. Ratte man die etwas 
weniger einfache Festsetzung getroffen, die R alfte des Quadrats, 
das die Langeneinheit zur Seite hat, zur Flacheneinheit zu wahlen, 
dann hieBe der Lehrsatz fiir das Dreieck: "Der Inhalt ist gleich dem 
Produkt aus Grundlinie und Rohe·." 

1) Vgl. den Beweis vom M. DEHN. Mathematische Annalen, Bd.55, S.465££. 
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Aus solchen einfachen Beziehungen, wie auch aus den geometri
schen Proportionallehrsatzen (§ 23), wenn sie als arithmetische Glei
chungen zwischen den MaBzahlen der Strecken angesehen werden, 
ergibt sich die Moglichkeit der Aufstellung von Formeln in der Geo
metrie und der Errechnung weiterer Beziehungen durch den algebra
ischen Kalkul. Neben diesem Verfahren, das man fruher in den e1e
mentaren Lehrbuchern als das Verfahren der algebraischen Geometrie 
zu bezeichnen pflegte, besteht allerdings noch ein anderes, das z. B. 
den Ausdruck "Multiplikation zweier Strecken" nicht im arithmeti
schen Sinn mit Beziehung auf die MaBzahlen, sondern im Sinne einer 
rein geometrisch konstruktiven MaBnahme gebraucht, die aus zwei 
Strecken eine dritte abzuleiten erlaubtl). Die Konstruktion wird 
dabei so gewahlt, daB diese Operation zusammen mit dem Anfugen 
der Strecken an Strecken und mit dem Wegnehmen der Strecken von 
Strecken denselben Gesetzen genugt, die in der Arithmetik die Multi
plikation der Zahlen zusammen mit deren Addition und Subtraktion 
beherrschen. Man kann dann rein geometrische Schlusse in der Form 
eines Kalkiils, der nach den Regeln der gewohnlichen Algebra ver
lauft (§ 73), mit Symbolen vollziehen 2). Fur gewohnlich sind jedoch 
Formeln in der Geometrie im arithmetischen Sinne mit Rucksicht auf 
die MaBzahlen der vorkommenden GroBen zu verstehen, wie dies 
auch ohnehin in der Mechanik und Physik nicht anders sein kann, 
wo neben den Langen, Flachen und den Volumina meist auch Krafte, 
Zeiten, Massen, Elektrizitatsmengen u. dgl. in derselben Formel ver
einigt vorkommen. 

§ 28. Die Dimension in der Mechanik und der Physik. 

1m vorigen Paragraphen ist erwahnt worden, wie ublicherweise 
die Flacheneinheit an die Langeneinheit geknupft wird. Ahnliche 
Festsetzungen pflegt man auch in der Mechanik und in der Physik 
zwischen den Einheiten zu treffen, mit denen verschiedene Arten von 
GroBen gemessen werden. Als besonders einfaches Beispiel solI der 
Zusammenhang erortert werden, der zwischen der Messung der Langen, 
Zeiten und Geschwindigkeiten hergestellt wird. Unter einer gleich
f ormigen Bewegung in gerader Linie verstehtman eine solche, bei 
der in gleichen Zeitintervallen gleiche Wege, in beliebigen Zeitinter
vallen solche Wege zuruckgelegt werden, die den Zeitintervallen 
proportional sind. 1st eine gleichforrnige Bewegung im Vergleich zu 

1) Vgl. z. B. HILBERT in dem Beweis, der im vorigen Paragraphen angefiihrt 
wurde (Grundlagen, 1899, S. 33). 

2) Man vergleiche damit die in § 9 auseinandergesetzte M6glichkeit, iiberhaupt 
die geometrischen Schliisse in das Gewand von Symbolrechnungen zu kleiden. 

6* 
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einer zweiten, ebensolchen Bewegung SO beschaffen, daB der in einem 
Zeitintervali bei der ersten Bewegung zuriickgelegte Weg z. B. doppelt 
so groB ist als der bei der zweiten Bewegung in einem gleichgroBen 
Zeitintervall zuriickgelegte Weg, so wird man sagen, daB die erste 
Bewegung mit der doppelten Geschwindigkeit erfolge im Vergleich 
zu der zweiten. 

Man konnte nun versuchen, irgendeine empirisch gegebene gleich
formige Bewegung auszuzeichnen, ihre Geschwindigkeit fUr die Ein
heit der Geschwindigkeiten zu erklaren und die Geschwindigkeiten 
alier anderen Bewegungen durch die eine zu messen. Da es schwierig 
ist, eine solche Geschwindigkeitseinheit ein fiir allemal empirisch fest
zuhalten, verfahrt man aber anders. Man bestimmt iiblicherweise, 
daB als MaBzahl der Geschwindigkeit einer gleichformigen Bewegung 
zu gelten habe die MaBzahl des dabei in der Zeiteinheit zuriickgelegten 
Weges. Damit ist aber nicht nur festgesetzt, was als das doppelte, 
was als das dreifache einer gegebenen Geschwindigkeit anzusehen ist, 
sondern auch, welche Geschwindigkeit als Einheit den Geschwindig
keitsmessungen zugrunde gelegt werden solI. Offenbar kommt jetzt 
derjenigen Geschwindigkeit die MaBzahl I zu, bei der in der Zeit
einheit ein der Langeneinheit gleicher Weg zuriickgelegt wird. Es 
sind also durch die genannte Bestimmung die Einheiten von Zeit 
und Lange und von Geschwindigkeit so miteinander verkniipft, daB 
die beiden ersten Einheiten beliebig gewahlt werden konnen, und sich 
dann aus ihnen die dritte ergibt. 

An und fiir sich hatte man auch eine andere Festsetzung treffen, 
z. B. es so einrichten konnen, daB zur Einheit der Geschwindigkeiten 
die Geschwindigkeit derjenigen Bewegung gemacht worden ware, bei 
der in der Zeiteinheit ein Drittel der Langeneinheit zuriickgelegt wird. 
Bei der obigen Festsetzung aber gilt der Satz, der bei der zuletzt 
genannten nicht so gelten wiirde, daB die MaBzahl t eines Zeitintervalls 
multipliziert mit der MaBzahl v der Geschwindigkeit, mit der sich 
der betrachtete Korper wahrend des Zeitintervalls bewegt, stets die 
MaBzahl s des dabei zuriickgelegten Weges ergibt. Es ist also 

und deshalb auch 
(1) 

s = vt 

1I=~=St 1 
t 

Wechselt man die Langeneinheit und die Zeiteinheit, wobei sich 
dann die Einheit der Geschwindigkeiten in bestimmter Weise mit 
verandert, indem an der oben erklarten Verkniipfung der Einheiten 
festgehalten wird, so multiplizieren sich (§ 22) die MaBzahlen aller 
Wege mit einem Faktor l, die MaBzahlen alter Zeitintervalle mit 
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einem Faktor " und die MaBzahlen alier Geschwindigkeiten nach 
Formel (r) mit dem Faktor )',,-1. Dies aber und nichts anderes meint 
man, wenn man sagt, daB eine Geschwindigkeit die "Dimension" 
eines Produktes einer Lange in die _rte Potenz einer Zeit habe. 

Auf die Art und Weise, wie die Geschwindigkeit einer nicht gleich
formigen Bewegung durch ein Grenzverfahren 1) erhalten wird, soIl 
hier nicht eingegangen werden. Bei einer gleichf ormig beschleu
nigten Bewegung, d. h. bei einer solchen, bei der die Geschwindig
keit gleichformig zunimmt, definiert man die "Beschleunigung" als 
die Zunahme, welche die Geschwindigkeit in der Zeiteinheit erwirbt. 
Es hat also diejenige Bewegung die Beschleunigung r, bei der die 
Geschwindigkeit in der Zeiteinheit in ihrem Zahlwert urn r zunirnmt. 
Bekanntlich wird nun an diese Erklarung noch diejenige der Kraft
einheit gekniipft. Es bewirkt die doppelte Kraft bei derselben Masse 
die doppelte Beschleunigung, bei der doppelten Masse dieselbe Be
schleunigung, welche die einfache Kraft der einfachen Masse erteilt. 
Infolge dieser Beziehungen ist es natiirlich, diejenige Kraft gleich r 
zu setzen, welche der Masseneinheit die Beschleunigung r erteilt. 
Die Masseneinheit ist dabei eine neue, willkiirlich zu wahlende Einheit, 
wahrend die Krafteinheit an diese und an die schon vorher irgendwie 
gewahlten Einheiten der Zeit- und Langenmessung gekniipft wird. 
Vertauscht man nun die urspriinglich gewahlte Langeneinheit z. B. 
mit ihrer Hiilite, so multiplizieren sich (§ 22) die MaBzahlen aller Wege 
und damit auch die aller Geschwindigkeiten und Geschwindigkeits
differenzen mit 2. Es multiplizieren sich also dann die MaBzahlen 
aller Beschleunigungen und somit auch die aller Krafte mit 2, voraus
gesetzt, daB die Einheiten der Zeit und der Masse dieselben geblieben 
sind. Nimmt man anderers~its etwa ein Drittel der urspriinglichen 
Zeiteinheit nunmehr als Zeiteinheit an, wobei man jetzt die Einheiten 
der Lange und der Masse bestehen laBt, so multiplizieren sich die 
MaBe alier Zeitintervalle mit 3. Der bei einer bestimmten gleichfor
migen Bewegung in der neuen Zeiteinheit zuriickgelegte Weg ist ein 
Drittel des Weges, der bei derselben Bewegung in der alten Zeiteinheit 
zuriickgelegt worden war. Es multiplizieren sich also die MaBe der 
Geschwindigkeiten mit -1- und aus demselben Grunde die MaBe der 
Beschleunigungen zweimal mit diesem Faktor. Nimmt man aber 
jetzt etwa die Masseneiriheit halb so groB wie vorher, so braucht man, 
wenn die Zeiteinheit und die Langeneinheit beibehalten wird, nur 
die halbe Kraft, urn die Beschleunigung r zu bewirken; es wird also 
die Krafteinheit halb so groB sein als vorher, und es multiplizieren 
sich die MaBzahlen aller Massen und die aller Krafte mit 2. Eine 

1) § 59. 
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Kraft hat infolgedessen die Dimension des Produkts einer Masse in 
eine Lange und in die - 2 te Potenz einer Zeit. 

In derselben Weise hat in der Geometrie eine Flache (§ 27) als 
Dimension die zweite Potenz und ein korperliches Volum als Dimen
sion die dritte Potenz einer Lange. Weitere Beispiele fUr diesen Di
mensionsbegriff, der die Bedeutung der MaBeinheiten besonders klar 
hervortreten laBt, bietet die Physik dar. Man setzt mit Riicksicht 
auf das COULoMBsche Gesetz der Anziehung und AbstoBung bei den 
Elektrizitatsmengen diejenige Menge. als Einheit fest, welche die 
gleiche Menge gleichnamiger Elektrizitat in der Entfernung I mit 
der Kraft I abstoBt. Dadurch ist auch die Einheit der Elektrizitats
mengen an die Einheiten von Masse, Zeit und Lange gekniipft. Eine 
Elektrizitatsmenge hat die Dimension eines Produktes aus der litell 

Potenz einer Lange in die i te Potenz einer Masse und die - I te Po
tenz einer Zeit. 1st von einer empirischen GroBe eine Zahlenangabe 
mit Beziehung auf bestimmte Einheiten der Masse, Zeit und Lange 
gegeben, so kann man auf Grund der Kenntnis der Dimension der 
GroBe die Zahlenangabe fiir andere Einheiten der Masse, Zeit und 
Lange unmittelbar umrechnen. 

Vie r t erA b s c h nit t. 

Die mathematische Stetigkeit. Eigenschaften 
unendlicher Punktmengen. 

§ 29. Das DEDEKINDsche Stetigkeitsaxiom. 

Es sei eine Strecke AB gegeben. Auf dieser solI z. B. demjenigen 
Punkt die Zahl 1 zugeordnet werden, dessen Abstand von A gerade 
l der Strecke AB miBF). In dieser Weise mogen zuerst die Punkte 
t, l usw., d. h. alle die zwischen A und B gelegenen "rationalen 

,I Punkte" bezeichnet werden. In sinngemaBer 
-j f 1" 
;"'fI~--':;""--B~-":; Erweiterung dieser Festsetzung kommen dann 

den Punkten A und B selbst die Zahlen 0 und Abb·73· 
I zu; dazu erge ben sich noch auf den V er

langerungen der Strecke AB iiber B und iiber A hinaus diejenigen 
rationalen Punkte, denen die positiven, unechten und diejenigen, 
denen die negativen Briiche zugeordnet sind (Abb. 73). 

Diese in Beziehung auf A als Nu11punkt und auf B als Punkt I 

rationalen Punkte der unendlichen Geraden haben die Eigenschaft, 

1) Die Existenz der Punkte, welche die Strecke dritteln, vierteln usw., so11 hier 
zuniichst einfach postllliert werden; man vergleiche aber § 31. 
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daB zwischen zwei verschiedenen solchen Punkten stets ein Punkt 
derselben Art gelegen ist. Trotzdem sind in dieser Gesamtheit der 
rationalen Punkte gewisse Punkte, welche der "stetigen" Geraden 
angeh6ren, ausgefallen. Konstruiert man z. B. tiber der Strecke AB 
als tiber der Hypotenuse ein gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck 
A C B und nimmt zwischen A und B den Punkt D so an, daB A C = AD 
ist (Abb. 74), so geh6rt zum Punkt D keine rationale Zahl. Es ist 
namlich nach dem Lehrsatz des PYTHAGORAS 

A C2 + 13 C2 = A B2 , 
und somit, wenn die den Strecken AC, B C und AD gemeinsame, 
auf AB als Einheit sich beziehende MaBzahl mit x bezeichnet wird, 

x 2 + x 2 = 1. 

Somit ist 
x = V-L 

es gibt jedoch keinen Bruch, des sen Quadrat gleich i ware (vgl. § 75). 
Wir werden demgemaB den Punkt D einen "irrationalen Punkt" 

nennen, da die ihm zugeordnete Zahl it irrational ist. 
Sein Abstand AD ist zur I,angeneinheit AB "inkommen
surabel". Das Vorhandensein von Langen, die zueinan
der inkommensurabel sind, ist von den Pythagoraern 
entdeckt worden. Es ist j edoch erst in neuerer Zeit eine 
Formulierung gefunden worden, durch welche die Stetig

~ 
// D B 

Abb.74. 

keit oder in gewissem Sinne Ltickenlosigkeit der Geraden charakterisiert 
wird. Wir wollen der Anschaulichkeit wegen annehmen, daB uns eine 
Gerade in horizontaler Lage vorliegt, so daB wir die Ordnung von auf 
ihr gelegenen Punkten einfach durch die Worte "links" und "rechts" 
bezeichnen k6nnen. Es sei nun auf der Geraden ein Punkt X gegeben. 
In Beziehung auf diesen Punkt k6nnen wir die samtlichen tibrigen 
Punkte der Geraden so auf zwei Klassen verteilen, daB in die erste 
Klasse alle diejenigen Punkte, die links von X gelegen sind, und in 
die zweite Klasse alle diejenigen Punkte kommen, die rechts von X 
liegen; den Punkt X selbst kann man nach Belieben der einen oder der 
anderen Klasse zuteilen. Man erhalt so zwei, im Grunde nicht wesent
lich verschiedene Einteilungen der Punkte der Geraden in zwei 
Klassen, welche beide durch den Punkt X hervorgebracht werden. 
J ede dieser Einteilungen hat die Eigenschaft, da(3 jeder Punkt der 
ersten Klasse links gelegen ist von jedem Pttnkt derzweiten Klasse. 
R. DEDEKIND hat erkannt, daB die Stetigkeit oder Ltickenlosigkeit 
der Geraden nun durch das Axiom zum Ausdruck gebracht werden 
kann, daB umgekehrt zu jeder Einteilung der Punkte einer Geraden 
von der genannten Eigenschaft auch stets ein Punkt X geh6rt, durch 
den diese Einteilung wieder hervorgebracht werden kann. Es Hi13t 
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sich dies auch so aussprechen, daB es bei jeder Einteilung in zwel 
Klassen von der erwiihnten Eigenschaft entweder in der ersten Klasse 
einen Punkt gibt, der rechts von allen anderen Punkten dieser Klasse 
gelegen ist, oder in der zweiten Klasse einen Punkt, der links liegt 
von jedem anderen Punkt dieser letzteren Klasse. Wir bezeichnen 
dieses Axiom als das DEDEKIND sche Stetigkeitsaxiom. 

Gegen das DEDEKINDsche Stetigkeitsaxiom, sofern durch das
selbe die kontinuierliche Beschaffenheit der Geraden beschrieben wer
den soll, sind von philosophischer Seite Einwendungen gemacht wor
den. Diese beanstanden im wesentlichen den Umstand, daB die 
Punkte der Geraden zur Erklarung der Stetigkeit herangezogen wer
den!), wahrend nach der Auffassung jener philosophischen Autoren 
der Begriff der stetigen Geraden der Unterscheidung der auf ihr 
liegenden oder der moglicherweise auf ihr zu bestimmenden PUl1kte 
"vorangehen" sol1. Ich werde spater (§ 99) zu zeigen haben, daB die 
Frage darnach, welcher von zwei Begriffen dem anderen "vorangeht", 
durchaus nicht immer entschieden werden kann. Hier aber diirfte 
es zur Verteidigung des DEDEKINDschen Stetigkeitsaxioms geniigen, 
darauf hinzuweisen, daB ein Axiom in der Mathematik lediglich da
durch Bedeutung gewinnt, daB wir mit demselben, im Zusammen
hang mit den anderen eingefiihrten Axiomen, ein mannigfaltiges Tat
sachengebiet beherrschen. Dies will ich fiir das Stetigkeitsaxiom durch 
Beispiele belegen; z. B. werde ich mit Hilfe dieses Axioms, indem ich 
es in sinngemaBer Weise auf ein Zeitintervall iibertrage, beweisen, 
daB von zwei in gleicher Richtung auf einer Geraden laufenden Punk
ten der nachfolgende, falls er eine groBere Geschwindigkeit besitzt, 
den anderen einholen muB. 

§ 30. Beweis des archimedischen Hilfssatzes. 

Als erste Anwendung des Stetigkeitsaxioms sol1 ein Beweis fiir 
den '!atbestand gegeben werden, den ich oben (§ 22) als archimec1i
sches Axiom bezeichnet habe und nunmehr mit Riicksicht auf die 

1) Vgl. NATORP, Die Iogischen Grundiagen der exakten Wissenschaften, lyro, 
S. 188. Er sagt: "Es war von Anfang an faisch, die Stetigkeit definieren zu wollen 
durch die angebbare Moglichkeit der Diskretionen, da sie vieimehr das Hinausgehell 
tiber jede Diskretion besagt." NATORP charakterisiert dann die Stetigkeit ais "quali
tative Allheit"; mir scheint jedoch hier die "Allheit" nur dann verstiindlich, wenn 
dabei alle Punkte gemeint sind. Dann aber wiirde doch wieder an die Unterscheidung 
der Punkte voneinander gedacht sein. 

KANT gebraucht einmal in der Kritik der reinen Vernunft in der 2. Ausgabe 
(Elementarlehre, II. Teil, I. Abteil., 1. Buch, I. Hauptst., III. Abschn., § 12) den 
Ausdruck "qualitative Vollstiindigkeit (Totalitiit)", wobei er aber die Voll
standigkeit der zu irgendeinem Begriff gehorenden Individuen meint ohne eine 
Beziehung zur kontinuierlichen Ausdehnung oder etwas Ahnlichem. 
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jetzt eingetretene Beweisbarkeit den arehimedisehen Hilfssatz 
nennen willI). 

Es sei auf einer Geraden der Punkt B zwischen A und C gelegen; 
der Einfaehheit wegen soH B reehts von A und der Punkt C reehts 
von B angenommen werden (Abb. 75). Wir wollen beweisen, daD es 
ein Vielfaehes von AB gibt, das A C iibertrifft. Der Beweis wird in
direkt gefiihrt, weshalb wir zunaehst umgekehrt annehmen, es sei 
AC graDer als jedes Vielfaehe von AB; es hat dann jeder Punkt P, 
der auf der Geraden AB reehts von C gelegen ist, erst reeht die Eigen
sehaft, daD AP graDer ist als jedes Vielfaehe von AB. Nun gibt es 
aber aueh Punkte P der Geraden reehts von A, fiir welche AP nieht 
graDer ist als jedes Vielfaehe von AB; solche Punkte P sind z. B. die
jenigen, die reehts oder links von B von c1iesem Punkt urn weniger 
als AB abstehen, und fiir welche deshalb AP kleiner ist als das Dop
pelte von AB. Es ist noeh zu bemerken, daB AP, falls es genau 
gleieh einem Vielfaehen von AB sein sollte, aueh x 
von einem Vielfaehen von AB, namlieh gleieh A B 

von dem naehsten Vielfaehen, iibertroffen wird. Abb. 75· 

Auf Grund dieser Bemerkung erkennt man, daD sieh die Punkte P 
reehts von A auf die folgenden beiden Klassen vollstandig verteilen: 

I. Punkte P, fur welche die Strecke AP von einem Vielfachen von 
AB ubertroffen wird, 

II. Punlde, fur welche die Strecke A P gro f3er ist als jedes Vielfache 
von AB. 

Den Punk ten der erst en Klasse mage noeh der Punkt A samt 
den Punkten, die links von A gelegen sind, hinzugefiigt werden. Da 
nun die Definitionen so getroffen sind, daB jeder Punkt, der reehts 
von einem Punkt der zweit.en Klasse liegt, selbst zur zweiten Klasse 
geharen muD, liegt j eder Punkt der ersten Klasse links von j eclem 

1) G. VERONESE hat ein anderes Stetigkeitsaxiom aufgestellt, welches das archi
medische Axiom nicht zur Folge hat; man vergleiche auch meine Ausfiihrungell 
hierzu in den Berichten der Sachs. Gesellsch. d. Wiss., 1901, S. 10, Anm. Die erste 
Herleitung des archimedischen Hilfssatzes (in projektiver Form) aus einer dem DEDF
KINDschen Axiom gleichwertigen Annahme hat M. PASCH gegeben (Vorlesllngen tiber 
Neuere Geometrie, 1882, S. 125/6). Bisweilen wird das archimedische Axiom selbst 
unter die "Stetigkeitsaxiome" gerechnet (vgl. F. KLEIN, Zllr ersten Verteilung des 
LOBATSCHEWSKY-Preises, 1897, S. 18). 1m Grunde scheint mir dies doch nicht sehr 
zweckmaBig zu sein. Nimmt man z. B. in der gew6hnlichen Geometrie auf der Ver
bindungsgeraden zweier Punkte A und B nur diejenigen Punkte, deren Abstande 
von A mit der Strecke AB kommensurabel sind, also nur die "rationalen" Punkte, als 
existierend an, so besteht fiir die Abstande irgendwelcher dieser Punkte das archi
medische Axiom, es besteht aber fiir die Gesamtheit dieser Punkte nicht das DEDE
KINDsche Axiom. Dieses Axiom scheint am besten die Eigenschaft der Geraden zum 
Ausdruck zu bringen, die wir auch mit den Worten "stetig", "kontinuierlich" ode! 
"zllsammenhangend" bezeichnen. 
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Punkt der zweiten. Es liegt also fiir die Punkte der unendlichen 
Geraden eine Einteilung von der friiher vorausgesetzten Art vor, 
weshalb nach dem DEDEKINDschen Axiom ein Punkt X der Geraden 
existieren muB, der die beiden Klassen voneinander trennt, wobei 
noch unentschieden bleibt, ob X selbst der einen oder der anderen 
der beiden Klassen angehort. Dabei muB X rechts von B gelegen sein. 

Wir bestimmen jetzt (Abb.76) zwei Punkte Xl und X 2, indem 
wir nach Axiom II von § 2 von X aus eine Strecke, die kleiner als 
AB ist, nach beiden Seiten abtragen. Es ist also 

A;'1 X Xz (r) XIX = XX2 < AB , 
A 8 und es liege Xl links, und X 2 rechts von X. 

Da Xl zur ersten der oben definierten Punkt
klassen gehort, muB es ein Vielfaches ,u' AB von AB geben, das 
die Strecke AXI iibertrifft, weshalb nach (r) 

Abb·76. 

(fl + r) AB = fl AB + AB > AXt + XIX = AX 

ist (vgl. auch § r9), d. h. es wird auch die Strecke AX von einem 
Vieltachen vonAB ubertroffen. Da andererseitsX2 zur zweiten Punkt
klasse gehort, so muB fUr j ede Zahl ." = r, 2, 3, ... 

(2) AX2 > ." . AB 

sein. Nun folgt aber aus der Gleichung 

AX + XX2 = AX2 

mit Hilfe der Ungleichungen (r) und (2), daB 

AX + AB > ." . AB, 

d. h. dap AX groper ist als das ." - r tache, somit groper ist als jedes 
Vieltache von AB. 

Die beiden soeben gezogenen SchluBfolgerungen stehen im Wider
spruch zueinander. Da somit die Annahme, daB der Tatbestand des 
archimedischen HJ.lfssatzes nicht statthabe, auf einen Widerspruch 
gefiihrt hat, ist dieser Hilfssatz damit bewiesen. 

§ 31. Die Existenz der genauen Teilstrecke. 
Wenn wir iiber die Axiome der Ebene verfiigen, so konnen wir 

Aq in bekannter Weise eine Strecke AB in eine 

~ 
A C B 

Abb·77· 

gegebene Zahl, z. B. in vier gleiche Teile 
teilen. Wir tragen in einer anderen durch A 
gehenden Geraden gleiche Strecken A A I , 

AIA2' A 2A a, AaA4 ab, verbinden A4 mit B 
und ziehen zu dieser Verbindungslinie durch 

Al eine Parallele, welche die Strecke A B in dem gesuchten ersten 
Teilpunkte trifft (Abb. 77). 
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Will man nur die Satze iiber die Anordnung der Punkte, iiber 
gleiche Stn!cken und iiber das Abtragen von Strecken, alles in der
selben Geraden, voraussetzen (§ 2 U. § 8, SchluB) und nicht die Ebene, 
welche die zu teilende Strecke enthalt, soweit sie auBerhalb der Ge
raden liegt, mit heranziehen, so muB man noch fiir die fragliche 
Gerade das DEDEKINDsche Stetigkeitsaxiom voraussetzen, um die 
Existenz der Teilstrecke, welche den genauen nten Teil der gegebenen 
ausmacht, beweisen zu konnen. 

ZUerst soll bewiesen werden, daB, falls eine beliebige ganze Zahl 
n > 2 gegeben ist, es zwischen A und B einerseits solche Punkte P 
gibt, fiir die n· AP groBer oder gleich AB ist, und andererseits 
solche Punkte P, fiir die n· AP kleiner bleibt als AB. Urn zunachst 
das erste zu zeigen, nehme man einmal P zwischen A und B beliebig 
an. 1st nun AP ~ PB (Abb.78), so ist auch 

AP+AP>AP+PB=AB. A p B 

Es ist also in diesem Fall das Doppelte von A P 
nicht kleiner als AB, und es gilt deshalb das
selbe erst recht von dem Dreifachen, Vierfachen A 

von AB usw. War aber fUr den beliebig ge
griffenen Punkt P die Strecke A P kleiner als P B, 

Abb·78. 

P Po 
Abb.79· 

so braucht man nur (Abb.79) den Punkt Po zwi- A I? P 

schen A und B so zu bestimmen, daB A Po = P B 
ist, wobei dann auch AP = PoB wird (§ 19). Es 

Abb.80. 

B 

B 

ist dann APo > PoB und es ist das Zweifache, Dreifache usw. von 
APo groBer als AB. 1st also eine Zahl n > 2 gegeben, so existieren 
sicher zwischen A und B solche Punkte P, fiir welche n· A P ~ AB ist. 

Urn den zweiten Umstand zu beweisen, nehme man, was nach 
den letzten AusfUhrungen moglich ist, zwischen A und B einen Punkt 
P an, fUr den 2 BP > AB ist. Da 

2 AP + 2 BP = 2 AB 

ist, so muB dann auch 2 AP::; AB sein. Wahlt man nun weiter 
zwischen A und P einen Punkt PI so, daB in entsprechender Weise 
2 API < AP ist (Abb.80), und fahrt man so fort, so kann man 
schlieBlich einen Punkt Pk finden, fUr den dann 2 k+ I APk ~ AB 
ist. 1st nun n irgendeine gegebene ganze Zahl, so braucht man nur k 
so zu wahlen, daB 2k+ I > n ist, und man hat dann sicher 
nAPk <AB. 

Nach diesen Vorbereitungcn konnen die zwischen A und B ge
legenen Punkte folgendermaBen in Beziehung auf eine gegebene ganze 
Zahl n in zwei Klassen eingeteilt werden. In die erste Klasse kommen 
alle diejenigen Punkte P, fUr welche das nfache von AP kleiner ist 



92 Dm MATHEMATISCHE STETIGKEIT. 

als AB, und alle anderen Punkte kommen in die zweite Klasse. Ge
hort nun P der erste:n und pI der zweiten Klasse an, so muB AP 
kleiner sein als AP', und somit, wenn A links von B gelegen war, 
P links von pi gelegen sein. Der Punkt A und die links von ihm 
gelegenen Punkte der unendlichen Geraden werden noch der ersten 
Klasse hinzugefiigt, und der Punkt B mit den rechts von ihm ge
legenen Punkten ebenso der zweiten Klasse. Die Einteilung besitzt 
die fruher erwahnten Eigenschaften, es muB deshalb nach dem Stetig
keitsaxiom ein Punkt X existieren, der die beiden Klassen vonein
ander trennt und der selbst entweder der ersten oder der zweiten 
Klasse angehort. Dieser Punkt muB zwischen A und B liegen, da ja 
auch in diesem Zwischenraum sowohl Punkte der ersten, als auch 
solche der zweiten Klasse nachgewiesen worden sind. 

Es handelt sich jetzt darum, zu beweisen, daB der Punkt X die 
Strecke AB wirklich drittelt, was auf indirektem Wege geschehen 
muB. Nehmen wir fUr den Augenblick an, es sei n AX = A Y < AB 

At r; (Abb.81). Wir konnten dann gemaB den 
II~· ---;..-. --~;<~·--""!.8 vorigen Auseinandersetzungen zwischen 

Abb.81. Y und B einen Punkt Y I so finden, daB 
n YYI < YB ist. Tragt man dann von X 

aus in derselben Richtung, d. h. also nach rechts, die Strecke 
XXI = YYI ab (vgl. § 2), so ist 

Da aber fiir die Addition der Strecken sowohl das assoziative als 
auch das kommutative Gesetz giiltig ist (§ 19), so erhalt man aus der 
letzten Gleichung durch U mstellung der in den Klammern stehenden 
Strecken und durch deren Zusammenfassung 

n· AXI = n AX + n XX] = n AX + n YYI . 

Weil aber n AX = AY, und n YY 1' < YB angenommell war, so 
folgt jetzt 

n . AXI < A Y + YB = AB. 

Nun aber hat sich ein Widerspruch eingestellt; es ware das n fache 
von AXI kleiner als AB, wahrend doch Xl rechts von X gelegen war 
und somit der zweiten von jenen beiden Punktklassen angehoren 
muBte. 

Ganz ahnlich ergibt auch die Annahme n AX > AB einen 
Widerspruch. Es bleibt deshalb nur die Moglichkeit ubrig, daB 
n AX = AB ist, was zu beweisen war. 
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§ 32. Einholung eines bewegten Punktes durch einen anderen. 

Ich nehme jetzt an, daB auf einer Geraden g zwei Punkte A und 
B sich bewegen, etwa beide von links nach rechts1). Die Bewegung 
soIl eine stetige sein, d. h. die jeweilige Lage jedes der Punkte in 
stetiger Weise von der Zeit abhangen, was spater noch genauer er
lautert werden wird. 1m Anfang der Bewegung solI der Ort von A 
links von dem Ort von B sein, d. h. A hinter B herlaufen, wahrend 
in einem spateren Zeitpunkt der Ort von A sich rechts von dem von 
B befinden, d. h. also Adem Punkt B vorangehen soIl. Es solI unter 
diesen Voraussetzungen bewiesen werden, daB ein Zwischenpunkt 
vorkommt, in dem die gleichzeitigen Lagen von A und B sich 
decken, also die bewegten Punkte sich fiir den Augenblick treffen. 
Dabei muB noch die Annahme gemacht werden, daB das Zeitintervall 
ein Kontinuum ist, d. h., daB fUr die in ihm enthaltenen Zeit
punkte das DEDEKINDsche Stetigkeitsaxiom in sinngemaBer Dber-
tragung giiltig ist. :;a 

Der bekannte, vo~ dem EleatenZENOa ~~1-~.::r;.,:'!:·1-=:::;:l:.;;2=~-a""· '2~--g 
betrachtete Fa112), 1ll dem ACHILLES 
die Schildkrote verfolgt, fUgt sich der 

Abb.82. 

obigen Aufgabe ein, und ich halte es fiir fruchtbarer, jenen Fall von 
diesem Gesichtspunkte aus zu betrachten, statt durch die zenonische 
endlose Zerlegung der Intervalle die Nichterreichbarkeit der Schild
krote vorzutauschen. 

Zur Zeit tl - d. h. in dem Augenblick, in dem von einem gewissen 
Anfang der Zeitrechnung an tl Zeiteinheiten verstrichen waren - sei 
der momentane Ort 2{1 des bewegten Punktes A links von dem Ort 
m1 des Punktes B gelegen. Spater zur Zeit t2, wo also t2> tl ist, 
sei der Ort 2!2 von A auf der rechten Seite des Ortes m2 von B 
(Abb. 82). Ich will jetzt einen zwischen tl und t2 gelegenen Zeit
punkt t zur ersten Klasse rechnen, wenn fUr jeden zwischen tl und t 
gelegenen Zeitpunkt T der zugehorige Ort 2!, den der bewegte Punkt 
A zur Zeit T einnimmt, links von dem Ort m liegt, den der be~egte 
Punkt B zu derselben Zeit T einnimmt. Alle anderen Zeitpunkte 
zwischen tl und t2 sol1en zur zweiten Klasse gehoren, wahrend noch t1 

samt den vor tl befindlichen Zeitpunkten der ersten, und t2 samt 
den nach t2 befindlichen Zeitpunkten der zweiten Klasse zugezahlt 
wird. 1st nun zwischen tl und t2 der Zeitpunkt t ein solcher der zwei
ten Klasse, und t' ein im Vergleich zu ihm spaterer Zeitpunkt, so 

1) Der Einfachheit wegen soIl auch allgenommen werden, daLl niemals ein Still
stand eintritt. 

2) Vgl. § 181. 
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muB es einen vor t und somit auch vor t f befindlichen Zeitpunkt 
geben, flir den der Ort von A nicht links von dem Ort von B gelegen 
ist, so daB also auch t f ein Zeitpunkt der zweiten Klasse sein muB. 
A11gemein erkennt man, daB jeder Zeitpunkt, der nach einem Zeit
punkt der zweiten Klasse eintritt, selbst ein solcher Zeitpunkt sein 
muB, und daB also jeder Zeitpunkt der erst en Klasse sich vor jedem 
Zeitpunkt der zweiten Klasse befindet. 

Zuerst sol1 gezeigt werden, daB es zwischen t1 und t2 Zeitpunkte 
beider Klassen wirklich gibt. Die· vorausgesetzte s t e t i g e A b -
hangigkei t der Lage des Punktes A von der Zeit sol1 zunachst 
folgendes bedeuten: 

Wenn in irgendeinem bestimmten Zeitptmkt t3 der Punkt A die 
Stelle m3 einnimmt, und zwei Stellen r und LI beliebig nahe links und 

8 
• 

r L1 rechts von m3 gewiihlt werden, so mUf3 
. a3 • a2 es ein dem Zeitpunkt t3 vorangehendes, 
Abb.83· mit t3 endendes Zeitintervall geben, tur 

~ 8 
Abb.84· 

:J; A 
Abb.85· 

das die Lagen von A ausnahmslos der Strecke 
rm3 angehOren, und ebenso ein dem Zeit
punkt t3 tolgendes, mit dies em beginnendes Zeit
intervall, tur das A in die Strecke m3 LI taUt 
(Abb.83)1). 

Die stetige Abhangigkeit des Punktes A 
von der Zeit sol1 aber auch fiir den an-

fanglichen Zeitpunkt t1 selbst gelten, was bedeutet, daB ein auf t1 

folgendes Zeitinterva11 gefunden werden kann, flir welches A in 
eine vorher beliebig vorgeschriebene, an m1 nach rechts anschlieBende 
Strecke fallen muB. Dies hat zur Folge, daB auch ein auf t1 

folgender Zeitpunkt t so existiert, daB fiir jed en zwischen t1 und t 
gelegenen Zeitpunkt T die zugehorige Lage von A zwischen ~(1 und)81 
fa11t. Da ferner die im Zeitpunkt T eintretende Lage von B wegen 
der Richtung der Bewegung sich rechts von)81 befinden muB (Abb. 84), 
so folgt im Zeitpunkt T der Punkt Adem Punkt B nach, und es ist also t 
ein Zeitpunkt der ersten Klasse. Desgleichen muB es ein t2 vorangehen
des Zeitinterva11 geben, fiir das A zwischen )82 und m2 faUt, und es 
sind dann, da wegen der Richtung der Bewegung B links von )82 ge
legen ist, Zeitpunkte von der zweiten Klasse nachweisbar (Abb.85). 

1) Man kann auch sagen: Die stetige Abhangigkeit der Lage des Punktes A 
von der Zeit fur den im Augenblick fa stattfindenden Durchgang durch Wa zeigt sich 
darin, daB ein noch von Null verschiedener Spielraum der Zeit um ta herum existiert, 
fUr den die Abweichung des Punktes A von der Lage Ws unterhalb eines vorher beliebig 
vorgeschriebenen Kleinheitsgrades verbleibt. Ganz kurz und nur angedeutetermaBen 
druckt man dies auch so aus, daB einer unendlich kleinen Anderung der Zeit auch 
eine unendlich kleine Anderung der Lage entspricht. 
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Es ergibt sich nun nach dem Stetigkeitsaxiom die Existenz eines 
zwischen tl und t2 sich befindenden Zeitpunktes to, der die Einteilung 
der Zeitpunkte in die beiden Klassen hervorbringt, und es ist nur 
noch zu zeigen, daB die diesem Zeitpunkte entsprechenden Lagen 
Wo von A und ~o von B sich wirklich decken. Der Beweis is't hier 
wieder nur auf indirekte Weise moglich. Ich nehme zUerst an, es sei 
~o links von Wo gelegen. Es befindet sich dann wegen der stetigen 
Abhangigkeit der Lage von der Zeit in einem gewissen mit to endigen
den Zeitintervall A stets zwischen ~o und Wo, und da in jedem solchen 
Augenblick die zugehorige Lage von B, wegen der Richtung der Be
wegung, sich links von ~o befinden muB, so lage B links von A (Abb.86). 
Der Zeitpunkt t, zu dem dabei A und B gehoren, liegt in diesem Fall 
vor to, also auch noch vor einem Zeitpunkt t', der zwischen t und to 
eingeschaltet werden kann. Nun wiirde aber wegen des Verhaltnisses 
der zum Zeitpunkt t gehorenden Lagen von A und B der Zeitpunkt t', 
der spater als t ist, nicht zur ersten Klasse ge- B A 

horen konnen (s. 0.), wahrend andererseits doch t' • 1:,. aD 
dem to vorangeht, womit sich jetzt ein Wider- Abb.86. 

spruch ergeben hat. 
Ware andererseits ~o rechts von Wo gelegen, 

so miiBte flir a1le Zeitpunkte innerhalb eines 
passend gewahlten, mit to beginnenden Inter

A 
• • 

2" 
Abb.87· 

B • 

valls der Punkt A sich zwischen Wo und ~o befinden; dies ist eine 
Folge der stetigen Abhangigkeit des Punktes A von der Zeit. 
Da auBerdem wegen der Richtung der Bewegung der Punkt B in 
einem Zeitpunkt jenes Intervalls rechts von ~o zu liegen kommt, so 
ist fiir j eden Zeitpunkt des genannten Intervalls A links von B 
gelegen (Abb. 87). Dasselbe ist zur Zeit to und fiir jeden dem to voran
gehenden Zeitpunkt der Fall, d. h. es gilt der Umstand, daB A links 
von B liegt, flir alle Zeiten von tl an bis zu irgendeinem Zeitpunkt 
des erwahnten Intervalls hin. Somit geniigt jeder Zeitpunkt dieses 
Intervalls der Definition eines Zeitpunkts der ersten Klasse. Da 
jedoch das genannte Intervall mit to beginnt, und somit die anderen 
Zeitpunkte desselben nach to fallen, wahrend doch to die Punkte beider 
Klassen trennen sollte, so ist damit wieder ein Widerspruch erzielt. 

Es bleibt also als einzige lVIoglichkeit die iibrig, daB Wo und ~o 
zusammenfallen. Somit treffen die bewegten Punkte A und B im 
Zeitintervall to . . . tl mindestens einmal zusammen. 

In ahnlicher Weise 'kann der Beweis geflihrt werden fiir den Fall, 
daB die beiden Punkte A und B sich stetig gegeneinander oder daB 
sie sich stetig, aber sonst irgendwie auf einer Geraden bewegen, wo
fern nur ihre Lagen WI' ~I bzw. W2, ~2 flir zwei Zeitpunkte tl und t2 
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sich so zueinander verhalten, wie es oben angegeben wurde, so daB 
also etwa 211 links von )8lJ dagegen 212 rechts von )82 gelegen ist. 

§ 33. Bemerkungen iiber Kontinuum, stetige Abhangigkeit 
und zusammenhangende Linie. Die Stetigkeit als Prinzip von 

LEIBNIZ. 

N otwendig war bei dem im vorigen Paragraphen gegebenen Be
weise die Voraussetzung, daB das Zeitintervall ein Kontinuum ist, 
d. h. die Annahme, daB das DEDEKINDsche Stetigkeitsaxiom fiir die 
Gesamtheit aller Zeitpunkte gilt. Man wird dies auch einigermaBen 
infolge der Dberlegung einsehen konnen, daB das Ausfallen eines Zeit
punktes, d. h. also die Nichtexistenz eines Zeitpunktes, der auf Grund 
desStetigkeitsaxioms eigent1ich vorhanden sein miiBte, gerade auch das 
Ausfallen des Zusammentreffens der bewegten Punkte bewirken konnte. 

JI JI 
• • 

JI' JI" 

Abb.88. 

Abb.89· 

Aber auch die Eigenschaft der Bewegung, wo
nach der Ort des bewegten Punktes stetig von der 
Zeit abhangt, ist hier wesent1ich benutzt worden. 
Konnte z. B. der sich bewegende Punkt A in 

einem Augenb1ick t' einen S p rung vorwarts 
tun, so daB er zu einer Zeit, die vor t' und 
nahe an t' 1iegt, noch links von A' und 
nahe bei A' sich befande, jedoch im Zeit
punkt t' se1bst schon in A" ware (Abb. 8~), so 

konnte A, falls R in clerse1ben Zeit zwischen A' und A" sich bewegte, 
tiber den Punkt B hinwegkommen, ohne ihn wirklich zu treffen. 

Mit den hier behande1ten Begriffen in naher Verwandtschaft steht 
cler Begriff einer zusammenh angenden Linie. Er kann c1adurch 
definiert werden, claB eine Linie, in cler Weise auf eine geracl1inige 
Strecke bezogen wircl, claB jeclem Punkt cler Strecke ein einziger 
Punkt cler Linie zugeordnet erscheint; hangt cler Punkt cler Linie 
noch stetig von clem Punkt cler Strecke ab, falls clieser veranderlich 
gedacht wird, so ist die Linie zusammenhangencl. Auf Grund dieser 
Definition kann man mit Hilfe cler Axiome der Geometrie, falls auch 
das DEDEKINDsche Stetigkeitsaxiom fiir die Punkte jener Strecke 
angenommell wircl, die bekannten Eigellschaften zusammenhallgellder 
I,inien beweisen, so z. B. die Tatsache, claB eine zusammellhangende 
IAnie mit einer Geraclen mindestens einen PUllkt gemein hat, falls 
sich auf jeder Seite der Geraclen ein Punkt cler Linie befindet 
(Abb. 89). 

Ein Satz von clieser Art, der gleichfalls groBe Wichtigkeit besitzt, 
ist cler fo1gencle. Man clenke sich auf einem Kreise vier verschieclene 
Pllnkte ]0.,[, N, P, Q; clie5elhen 5011en so gelegen sein, claB (las Paar 
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M, N durch das Paar P, Q getrennt wird (Abb. 90). Sind nun M und 
N durch eine zusammenh angende Linie, die ganz im Innern 
des Kreises verlauft, und P und Q durch eine ebensolche Linie ver
bunden, so miissen diese beiden Linien im Innern des Kreises min
destens einen gemeinsamen Punkt besitzen. Auch diese Tatsache 
laBt sich auf Grund der angegebenen Voraussetzungen beweisen. Sie 
dient ihrerseits bei einem fundamentalen Lehrsatze als Hilfsmittel 
des Beweises 1). 

Die "Stetigkeit" spielte auch eine groBe Rolle in dem Gedanken
kreise von LEIBNIZ. Er hat z. B. mit ihrer Hilfe einen Fehler von 
DESCARTES aUfgedeckt. Dieser hatte fiir zwei auf einer Geraden sich 
gegeneinander bewegende und zusammenstoBende materielle Punkte 
Regeln aufgestellt, welche die nach dem StoBe eintretenden End
geschwindigkeiten nach GroBe und Richtung ergeben sollten. Dabei 
bezog sich die erste Regel auf den Fall, in dem die Massen gleich groB, 
die zweite auf denjenigen, in dem sie verschieden sind; 
in beiden Fallen wurden die anfanglichen Geschwindig
keiten der Massen im Absolutwert gleich groB ange
nommen. LEIBNIZ bemerkte nun 2 ), daB die aus der 
zweiten Regel sich ergebende Endgeschwindigkeit, wenn 
die groBere Masse allmahlich der anderen angenahert 
wird, nicht in die Endgeschwindigkeit iibergeht, welche 

Abb·90 . 

die erste Regelliefert, und schloB daraus, daB jedenfalls nicht beide 
Rege1n DESCARTES' richtig sein konnten. Ein derartiger Gegensatz 
zwischen den Fallen der Gleichheit und Ungleichheit ware, wie 
LEIBNIZ sagt, der Vernunft nicht angemessen. LEIBNIZ nimmt hier 
also als verniinftige Voraussetzung an, daB die Endgeschwindigkeit, 
falls die eine Masse festgehalten, die andere aber allmahlich ab
geandert wird, von der GroBe dieser letzteren stetig abhangt. 

Es hat also bereits LEIBNIZ die "stetige Abhangigkeit" in einer 
allerdings mehr instinktiven Weise 3 ) erkannt. Die logisch klare For
mulierung dieses Begriffs, die in § 32 hervorgehoben worden ist, ver
dankt man DIRICHLET 4), wahrend es erst DEDEKIND gelang, das 
Wesen des kontinuierlichen Intervalls durch ein Axiom zu kennzeich
nen, mit dessen Hilfe sich nun alle Tatsachen der Stetigkeit streng 
deduktiv behandeln lassen. 

1) Vgl. § Il6. 
2) Vgl. Hauptschriften zur Grundlegung der Philosophie, iibersetzt von BUCHENAU. 

heransgegeben von CASSIRER, Bd. I, 1904 (Philosophische Bibliothek, Bd. 107), S. 87. 
3) Uber "instinktives Erkennen" vgl. E. MACH: Die Mechanik in ihrer Ent

wicklung, 4. Aufl., 1901, S. 28, 29. 
4) Vgl. Werke, I. Bd., 1889, S. 121. 

Holder Mathematische Methode. 7 
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§ 34. Mengen von unendlich vielen Punkten. 

Aus den in § 2 fiir die Punkte der Geraden eingefiihrten Axiomen 
ergibt sich bereits, daB in jeder Strecke AB beliebig viele Punkte 
angenommen werden konnen; man erkennt dies auch, ohne daB die 
Existenz der genauen Teilpunkte oder das Stetigkeitsaxiom an
genommen wird. Es muB ja nach § 2 zwischen A und B ein Punkt C, 
dann z. B. zwischen C und B ein Punkt D, zwischen D und B ein 
Punkt E vorhanden sein usw. (vgl. Abb. 9r). Man wird ferner die 
samtlichen Punkte, die zwischen zwei gegebenen gelegen sind, d. h. die 

II • • 

1/ c DEB 

Abb·91. 

samtlichen inneren Punkte einer geradlinigen 
Strecke als eine bestimmt vorgegebene un
endliche Gesamtheit anzusehen haben. 

Will man sonst noch eine Menge von 
unendlich vielen Punkten wirklich geben, so ml!B ein Gesetz 1) 
vorgeschrieben werden, z. B. ein auf die aliquoten Teile der 
Strecke sich beziehendes arithmetisches Gesetz. So kann man auf 
einer Strecke AB unendlich viele Punkte bestimmen, denen im 
Sinne von § 29 die Zahlen 

(r) ~ .) 3 ~ 
·1 , 1\- , 8' Tlf) 

oder auch die Zahlen 
(2) 3 1 A H 

'4, 6' ~ , TO- , 

zukommen. Die Gesetze, nach denen in den Reihen (r) und (2) die 
Zahlen aufeinanderfolgen, sind dadurch vollstandig gegeben, daB die 
Zahler aufeinanderfolgende Zahlen und die Nenner aufeinanderfolgende 
gerade Zahlen sind. 

1) Darau£, daB man unendlich viele Elemente nur durch ein Gesetz geben 
kann, habe ich gelegentlich in den GOttinger gelehrten Anzeigen von 1892, S.585 
hingewiesen. Besonders betont hat diesen Umstand neuerdings WEYL mit der 
Bemerkung, daD eine unendliche Folge von einzelnen Willkiirakten schlechterdings 
undenkbar ist (Das Kontinuum, 1918, S. 15)· 

Es ist noch darau£ hinzuweisen, daB das Wort "Gesetz" in den exakten 
Wissenscha£ten in einem doppelten Sinn gebraucht wird: einmal in dem Sinn 
eines gesetzmiiBigen Begriffes, wie oben im Text das Gesetz der Zahlen£olge (I), 
d. h. der gesetzmiiJ3ige Allgemeinbegri££ der in der Folge enthaltenen Zahlen, 
dann aber auBerdem in dem Sinn einer gesetzmiiJ3igen Aussage. Eine solche 
stellt unendlich viele Aussagen in einem Allgemeinbegri££ dar, so z. B. wenn das 
Zusammentre££en zweier gesetzmiiBiger Begriffe oder eine Beziehung zwischen 
mehreren solchen Begriffen ausgesagt wird. Als Einzelbeispiele kann man an
£iihren das Zusammenfallen der Begri££e "Primzahl von der Form 4 n + I" 

(vgl. § 92) und "ungerade Primzahl, die in die Summe zweier Quadrate zerlegt 
werden kann", oder die im Mariotte-Boyle'schen Gesetze ausgesprochene 
Beziehung zwischen dem Druck und dem Volum einer und derselben Gasmenge, 
derzufolge die Zustandsiinderungen so vor sich gehen, daB die MaDzahlen von 
Druck und Volum umgekehrt proportional sind. 
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Urn, abgesehen von der Gesamtheit aller Punkte der Strecke und 
von solchen Gesamtheiten, die als Reihenfolgen gegeben sind, noch 
ein Beispiel zu haben, wollen wir die folgende Konstruktion ausfiihren I). 

In einer Strecke AB seien zwei Teilstrecken Ao Bo und Al B I , die 
sich gegenseitig ausschlieBen, enthalten. Urn eine ganz bestimmte 
Annahme zu haben, will ich AB in fiinf gleiche Teile teilen und von 
diesen Teilen, von A an gerechnet, den zweiten und den vierten 
wahlen (Abb. 92). Es kommen also, falls AB zur Langeneinheit ge
macht wird, den Abstanden AAo, ABo, AAI , ABI die MaBzahlen 
ok, -g., -}, t zu. In jede derStrecken AoBo und AIBI werden nun je 
zwei Strecken hineinkonstruiert, und zwar auf genau dieselbe Weise 
"vie jene Strecken selbst in die Strecke AB hineinkonstruiert worden 
sind. So sollen also in AoBo die Strecken 

A 
AooBoo und AOIBolJ und in AIBI die Strecken 
AIOBIO und Al1Bll enthalten sein, wobei in 
Beziehung auf Ao Bo = Al BI als Einheit die 

B 

Abstande AoAoo, AoBoo, AoAol' AoBol die MaB- //0//00 800//01 8/11 4, 

zahlen t, t, L t und die Abstande AIAlO' AIBlO , 

A IAu, AIBll dieselben MaBzahlen besitzen (Abb. 93). /I, /I,y, 810 //n 811 4 
d Abb.93· 

In derselben Weise, un zwar in denselben Zahl-
verhaltnissen sollen nun in jede der eben erhaltenen Strecken wieder 
je zwei neue Strecken hineinkonstruiert und dann so ins Unendliche 
fortgefahren werden. Man erhalt so eine gesetzmaBige unendliche Ge
samtheit von Strecken. Einem Punkt der urspriinglichen Strecke AB 
kommt nun eine besondere Eigenschaft zu, wenn er in unendlich 
vielen der konstruierten Strecken enthalten ist. Es laBt sich 
nachweisen, daB es solche Punkte der Strecke AB gibt, und zwar 
in unendlicher Zahl, womit dann eine unendliche Punktmenge M 
von neuer Art gegeben ist. 

Auch die Endpunkte der vorhin konstruierten unendlich vielen 
Strecken stellen eine gesetzmaBige unendliche Punktmenge dar, die 
mit N bezeichnet werden mage. Es laBt sich beweisen, daB die Punkte 
der Menge M nichts anderes sind als die "Verdichtungspunkte" (vgl. 
den folgenden Paragraphen) der Punkte von N. 

§ 35. Existenz des Verdichtungspunktes und des rechten und 
linken Grenzpunktes. 

Wenn auf einer endlichen Strecke AB unendlich viele Punkte 5 
gegeben sind, so existiert mindestens ein Verdichtungspunkt 
dieser Punkte im Innern oder am einen Ende der Strecke. Ein 

1) Ein Konstruktiollsgesetz iihnlicher Art findet sich wohl zuerst bei P. DTT Bors
REYMOND, Die allgemeine Funktionentheorie, r882, S. 188, 189. 
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Verdichtungspunkt D jener Punkte 5, der im Innern der Strecke AB 
gelegen ist, hat die Eigenschaft, daB in j eder Strecke KL, die ein 
Teil von AB ist und D in ihrem Innern enthiilt, unendlich viele von 
den gegebenen Punkten 5 enthalten sind (Abb. 94). Fallt ein Ver
dichtungspunkt D in einen der Endpunkte A oder B se1bst, so ist 
die Definition des Verdichtungspunktes sinngemaB abzuandern. Die 
Existenz des Verdichtungspunktes wird folgendermaBen bewiesen. 

Es sei P ein zwischen A und B gelegener Punkt. Da nun in AB 
unendlich viele Punkte 5 enthalten sind, so befinden sich mindestens 
in einer der beiden Strecken AP oder PB unendlich viele von den 
Punkten 5. N ehmen wir zunachst an, es seien bei j eder Lage des 
Punktes Pin der Strecke PB unendlich viele der Punkte 5 enthalten, 
so ist B selbst ein Verdichtungspunkt der Punkte 5. Sind jedoch 
nicht in jeder Strecke PB unendlich viele Punkte 5 enthalten, so muB 

o 
/I K • 1. 

Abb·94· 

es jedenfalls einen zwischen A und B gelegenen 
g Punkt PI so geben, daB sich in PIB nur eine end

liche Zahl von Punkten 5 findet; es sind dann in 
der Strecke API notwendig dafur unendlich viele 

pH p' Punkte 5 enthalten. Wird jetzt noch P 2 

"' .... --..:...·-+·-... ~~P..~:-"""'!8 zwischen PI und B angenommen (Abb.95), 
Abb.95. so kann auch in der Strecke P 2 B, die eine 

Teilstrecke von PI B ist, nur eine endliche 
Zahl der Punkte 5 gelegen sein; es befinden sich also dann in 
der Strecke AP2 unendlich viele der gegebenen Punkte 5. 

Es ware ferner A selbst ein Verdichtungspunkt der Punkte 5, 
wenn bei jeder Lage von P in der Strecke AP unendlich viele der 
Punkte 5 gefunden werden. 1m anderen Fall gibt es einen Punkt P' 
von der Art, daB in A P' nur eine endliche Zahl der Punkte 5 gelegen 
ist, und es gilt dann dasselbe fUr die Strecke AP", wenn P" einen 
zwischen A und P' liegenden Punkt bezeichnet. 

1st nun weder A noch B ein Verdichtungspunkt der gegebenen 
Punkte 5, so kann man die zwischen A und B liegenden Punkte P 
folgendermaBen in zwei Klassen einteilen. In die erste Klasse sollen 
diejenigen Punkte P kommen, fUr we1che die Strecke AP nur eine 
endliche Zahl, in die zweite Klasse die Punkte P, fur wekhe AP eine 
unendliche Zahl von Punkten 5 enthalt. Es ist ersichtlich, daB unter 
den jetzt gemachten Annahmen Punkte beider Klassen zwischen A 
und B sich finden mussen. Der Einfachheit halber wollen wir uns 
die Strecke jetzt horizontal denken. Liegt nun A links von B, so geht 
aus dem Vorigen hervor, daB jeder Punkt, der links von einem Punkt 
der -ersten Klasse liegt, zur ersten, und jeder Punkt, der rechts von 
einem Punkt der zweiten Klasse liegt, zur zweiten Klasse gehoren 
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muB; es liegt also jeder Punkt der erst en Klasse links von jedem 
Punkt der zweiten. Infolgedessen mnB ein Punkt X existieren, der 
die Teilung in die beiden Klassen unmittelbar hervorbringt. 

Es muB noch bewiesen werden, daB der Punkt X, dessen Existenz 
eben begrundet worden ist, wirklich die Eigenschaft eines Verdich
tungspunktes der gegebenen Punkte S besitzt. Zu diesem Zwecke 
werden zwei Punkte Xl und X 2, der erste links, der zweite rechts 
von X, beide in der Strecke AB angenommen (Abb. 96). Nach den 
gemachten Festsetzungen sind in der Strecke AXI nur endlich viele, 
aber in AX2 unendlich viele Punkte S enthalten. Da aber die Strecke 
AX2 sich aus AX1 und X I X 2 zusammensetzt, so mussen notwendig 
in der letzten Strecke unendlich viele der Punkte S vorhanden sein. 
Es gilt also von jederStrecke X I X 2 , die in' AB enthalten ist und den 
Punkt X umgibt, daB sie unendlich viele der gegebenen Punkte S 
entha1t. Es ist also X ein Verdichtungspunkt der Punkte S. 

Die zwischen A und B liegenden Punkte P A., AZ 
hatten auch anders eingeteilt werden konnen, nam- ;'-':---'~;~''::''''-8 

lich so, daB in die erste Klasse solchePunkte P 
kommen, fur welche die Strecke AP uberhaupt 

Abb·96. 

keinen Punkt S, weder im Innern, noch als einen Endpunkt, in sich 
schlieBt, und in die zweite Klasse alle anderen Punkte. Der Punkt X, 
der durch diese Einteilung gemaB dem DEDEKINDschen Stetig
keitsaxiom sich bestimmen muB, ist dann, wenn wieder A links 
von B gedacht wird, der linke Grenzpunkt des Systems der 
Punkte S. Dieser Punkt X ist durch die beiden folgenden Eigen
schaften gekennzeichnet: 

I. Keiner der Punkte S liegt links von X. 
II. Wenn ein Punkt Xl rechts von X gewdhlt ist, so kann man 

stets links von Xl einen Punkt S linden. 

Dieser Punkt X kann selbst zu den Punkten S gehoren, dann 
stellt er eben denjenigen von den Punkten S vor, der am weitesten 
nach links zu gelegen ist; es ist aber auch moglich, daB der Grenzpunkt 
X nicht selbst zu den Punkten S gehort. So besitzen die im vorigen 
Paragraphen durch die Zahlfolge (2) dargestellten Punkte den Punkt 
t als linken Grenzpunkt, falls A links von B gedacht wird, und es 
gehort der Punkt 1- nicht selbst zu den Punkten der Folge. 

Ganz Entsprechendes gilt naturlich von dem rechten Grenzpunkt 
eines Systems gegebener Punkte1). 

1) Dem rechten und linken Grenzpunkt eines Punktsystems entspricht bei den 
Zahlen die "obere Grenze" und "untere Grenze" (vgl. B. BOI,ZANO, "Rein analytischer 
Beweis des Lehrsatzes, daJ3 zwischen je zwei Werten, die ein entgegengesetztes Resul
tat gewiihren. wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung liege". 1817, S. 4Iff.). 
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§ 36. "Nichtabzahlbarkeit" des Punktkontinuums. 

Eine unendliche Gesamtheit von Elementen, die. als gesetzmaBige 
Folge in einer nicht abbrechenden Reihe dargestellt werden kann, 
wie z. B. die in § 34 angegebenen Zahlen (r), bzw. die ihnen entspre
chenden Punkte, nennt man eine abzahlbare unendliche Gesamt
heit. Der Sinn dieser Ausdrucksweise ist der, daB hier jedem Element, 
das zu der definierten Gesamtheit gehort, in der Ordnung, in welche 
die Gesamtheit gebracht worden ist, gewisse bestimmte Elemente in 
endlicher Anzahl vorangehen, die somit abgezahlt werden konnen, 
wahrend wir naturlich bei dem Versuch, alle Elemente abzuzahlen, 
niemals fertig werden, da ja die Gesamtheit unendlich ist, d. h. die 
Reihe nicht abbricht. 

Es ist ein wichtiges Ergebnis, das man G. CANTOR verdanktl), 
daB das Punktkontinuum, d. h. die Gesamtheit aller einer Strecke 
angehorender Punkte, nicht a bzahlbar unendlich ist. 

Nehmen wir zum Zweck des Beweises einmal an, es sei umge
kehrt die Gesamtheit der zwischen A und B gelegenen Punkte durch 
die gesetzmaBige Folge 

(r) PI' P 2 , P a , P 4 , ••• 

in der Weise dargestellt, daB jeder Punkt von (r) zwischen A und B 
liegt, und jeder zwischen A und B gelegene Punkt in der Reihe (r) 
einmal und nur einmal auftritt. Es mussen nun unter den Punkten, 
die in der Reihe (r) auf P 2 folgen, d. h. unter den Punkten 

(2) Pa,P4 ,P5 ,P6 , ••• 

alle Punkte vorkommen, die zwischen PI und P 2 uberhaupt gelegen 
sind, da ja die Strecke PI P2 einen Teil der Strecke AB ausmacht. 
Die beiden ersten Punkte von (2), welche die Lage zwischen PI und 
P 2 haben, sollen mit P", und P (3 bezeichnet werden (fJ > iX); es liegt 
dann von den Punkten P a , P 4 , P 5 , ••• P",-I und auch von den 
Punkten P",+I, Pa +2, ... P,i-I keiner zwischen PI und P 2 und 
somit auch keiner zwischen P", und PrJ, da diese beiden Punkte 
zwischen PI und P 2 gelegen sind. Aus eben diesem Grunde liegen 
auch PI und P 2 nicht zwischen P", und PrJ, was ja auch fur P", und P (3 
selbst nicht der Fall ist. Es liegt also keiner der Punkte, die in der 
Folge (r) dem Punkt P(3+I vorangehen, zwischen P", und PrJ. 

Infolge des eben Bewiesenen mussen unter den Punkten, die jn 
(r) auf P(3 folgen, d. h. unter den Punkten 

(3) P(3+1, P(3+2, P(3+3, ... 
alle diejenigen vorkommen, welche die Zwischenlage zwischen P", und 

1) Vgl. J ourna! fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 77, 1874, S. 260. 
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PfJ innehaben. Nun seien Py und Po die beiden ersten in der Folge (3) 
auftretenden Punkte, die zwischen PIX und P fJ gelegen sind (b > y > fJ). 
Es fallt dann keiner der Punkte PI3+I, P fJ + 2 , ••• Py- I und keiner 
der Punkte Py+1' Py+2 , ••• P O- I zwischen PIX und PfJ hinein, und 
da nach dem Friiheren die dem Punkt P/3+1 in der Folge (r) voran
gehenden Punkte dies auch n~cht tun, so liegt keiner der Punkte 
PI' P 2 , ••• Py- 1 , Py+ I , Py+ 2 , ••• Po- 1 zwischen PIX und PfJ und 
somit auch keiner der eben genannten Punkte zwischen Pl' und Po, 
indem die Strecke P y Po einen Teil der Strecke PIX P fJ darstellt. J etzt 
erkennt man, daB keiner der dem Punkt Po+! in der Folge (r) 
vorangehenden Punkte zwischen P y und Po gelegen sein kann. 

Offenbar kann man in dieser Weise ohne Ende fortfahren. Man 
wird jetzt zunachst auf zwei Punkte P e und PI; kommen, die zwischen 
Py und Po liegen, wobei C> € > b ist, und kein dem Punkt PI;+1 
in der Folge (r) vorangehender Punkt zwischen P e und PI; gelegen 
sein kann, und dann so weiter machen. Es ergibt sich schlieBlich eine 
aus der Folge (r) nach einem ganz bestimmten Gesetz herausgeho
bene Folge von Punkten 

(4) PI, P 2 , p", Pli , P;., p,), p" P;;, ... , 

die alle zwischen A und B gelegen sind. Die Indizes in der Reihe (4) 
wachsen stets, ferner liegen PIX und Pf! zwischen PI und P 2, ebenso 
Py und Po zwischen P eX und Pfi, ebenso P e und PI; zwischen Py und Po 
usw., so daB in der Reihe der Strecken 

(5) P I P 2 , P ex Pfl , pyp,), P,P" ... 

jede folgende in der vorangehenden enthalten ist. Dabei ist aber zu 
bemerken, daB, wenn der Einfachheit wegen wieder A links von B 
angenommen wird, PI ebensogut links als rechts von P2 , und davon 
unabhangig PIX ebensogut links als rechts von P li liegen kann usw. 

Da nun in der Folge (4) unendlich viele verschiedene Punkte de
fil1iert sind, die sich alle zwischen A und B, also auf einer endlichen 
Strecke befinden, so miissen diese mindestens einen Verdichtungs
punkt V besitzen I ). Da ferner auBer PI und P 2 selbst alle anderen 
Punkte der Reihe (4) zwischen PI und P 2 1iegen, so kann der Punkt V 
auch nicht aus der Strecke PI P 2 herausfallen. Es liegen aber ebenso 
die auf Pli folgenden Punkte der Folge (4) alle zwischen P eX und P{i' 
weshalb auch der Verdichtungspullkt V im Illllern oder auf der Grenze 
der Strecke P ex P{i liegell muB. Da sich diese Schliisse fortsetzen lassen) 
ersieht man, daB V jeder der Strecken (5) angehort, und zwar als 

1) Noch genauer miiJ3ten sowohl die linken Enden der Strecken (5), als auch die 
rechten Enden einer Grenzlage zustreben, wobei noch offen bliebe, ob diese beiden 
Grenzlagen zusammenfallen oder nicht. 



104 ANALY'J'ISCHE GEOMETRIE. 

innerer Punkt, da ja sowohl die inneren Punkte als die Endpunkte 
der Strecke PIX P p innere Punkte der Strecke PIP 2, sowohl die inneren 
Punkte als die Endpunkte der Strecke P y PJ innere Punkte der 
Strecke PIX P p sind usw. 

N ach dem Friiheren ist kein dem P 3 vorangehender Punkt der 
urspriinglichen Folge (I) zwischen PI und P 2 , keiner der PP+l 
vorangehenden Punkte von (I) zwischen PIX und Pp , keiner der P J+1 

vorangehenden Punkte von (I) zwischen P y und P J gelegen usw. 
Da nun doch V zwischen PI und P 2 , zwischen PIX und P p, zwischen 
P y und P J usw. liegt, so kann V in der Reihe (I) weder dem Punkt 
P 3 , noch dem Punkt Pp+1 , noch dem Punkt PHI usw. vorangehen. 
Es wird nun deutlich, daB V in der Folge (I) iiberhaupt nicht vor
kommen konnte, was aber, da der Punkt V zwischen A und B gelegen 
ist, mit der urspriinglichen Annahme im Widerspruch steht. 

1m Kontinuum ist somit dne "nicht abzahlbare" unendliche Menge 
von Punkten gegeben. Von den in § 34 definierten Punktsystemen 
M und N kann das zweite in einer Reihenfolge dargestellt werden, 
wie ohne weiteres ersichtlich ist. Vom Punktsystem M lieBe sich 
zeigen, daB sich seine Punkte umkehrbar eindeutig den samtlichen 
inneren Punkten einer Strecke zuordnen lassen. Es' stellt also das 
System Meine nicht abzahlbare Menge vorl). 

Fiinfter A bschni tt. 

Analytische Geometrie. 
§ 37. Abszissen auf einer Geraden. 

Urn die Lage von Punkten auf einer gegebenen Geraden zu kenn
zeichnen, hat man zwei feste Punkte 0 und A auf der Geraden anzu-

x nehmen. Man ordnet dann irgendeinem Punkt P 
.~. der Geraden die Zahl x zu, welche absolut ge-o II P 

nommen den Abstand oP durch OA als Einheit 
Abb·97· 

miBt, wobei aber der Zahl noch das positive oder 
negative Vorzeichen zu erteilen ist, je nachdem P auf derselben 
Seite von 0 gelegen ist wie A oder nicht (Abb. 97). Die Zahl x 
heiBt die A bszisse des Punktes P. Man muB jedoch neb en den in 
§ 2 erwahnten Axiomen noch das archimedische Axiom voraussetzen, 
urn wirklich fiir jeden Punkt der Geraden eine Abszisse zu be
kommen 2); es zeigt sich dann auch, daB verschiedenen Punkten der 

1) Vgl. G. CANTOR, Acta Mathematica, Bd. 2, 1883. S.407. 
2) Vgl. die in § 22 tiber das Streckenma13 gegebenen Auseinandersetzungen. 
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Geraden stets verschiedene Abszissen zukommen. Flir den Punkt 0 
ist x = 0, er ist der "Nullpunkt" der Geraden; flir den Punkt A 
ist x = 1. 

Nimmt man flir die Punkte der Geraden noch das DEDEKINDsche 
Stetigkeitsaxiom an, so kann man beweisen, daB auch stets ein be
stimmter Punkt gefunden werden kann, wenn flir ihn i r g end e in e 1) 
positive oder negative Zahl als Abszisse vorgeschrieben wird 2). 

§ 38. Koordinaten in einer Ebene. Gleichung einer Geraden. 
Anordnung der Punkte in der Geraden. 

Urn die Lage von Punkten in einer Ebene zu kennzeichnen, nelulle 
man zwei gleich lange, von demselben Punkt 0 ausgehende Strecken 
OA und OB an. Nun flihre man nach Art des vorigen Paragraphen 
flir den veranderlichen Punkt der unendlichen Geraden 0 A eine Zahl x 
und flir den veranderlichen Punkt auf der Geraden 
OB eine Zahl y so ein, daB flir beide Gerade der 
Punkt 0 der Nullpunkt, und daB flir den Punkt A 
die Zahl x = I, und flir den Punkt B die Zahl 
y = I ist. Urn nun die Lage irgendeines Punktes R 
der Ebene festzulegen, gibt man die Zahlen x und y 
an, welche den FuBpunkten P und Q der von R auf 
die Geraden OA und OB gefallten Lote in dem eben 
erwahnten Sinne zugeordnet sind (Abb. 98). Man 
nennt in diesem Falle x die "Abszisse" und y die 
"Ordinate", beide Zahlen zusammen die "Koor
dinaten" des Punktes R der Ebene. Es ist also 

$t-n-~T 
o II P 

Abb·98. 

++8++ 

o II 
- - + -

Abb·99· 

die Abszisse der durch die Einheitsstrecke OA = OB gemessene und 
noch mit einem Vorzeichen versehene Abstand des Punktes R von 
der Geraden OB, und die Ordinate die gleichfalls noch mit einem 
Vorzeichen versehene MaBzahl des Abstandes von der Geraden OA. 
Die Abb. 99, in der das Vorzeichen von x links vor dem Vorzeichen 
von y steht, veranschaulicht die Verteilung der Vorzeichen der Ko
ordinaten tiber die vier "Quadranten". Der Punkt 0 mit den 

1) Vgl. den allgemeinsten Begriff der Zahl, wie er in § zz und § 75 dargestellt ist. 
2) Vgl. § 22 (S.66). Man bezeichnet es manchmal auch als ein Axiom. daB man 

die Punkte einer Geraden und die siimtIichen reellen Zahlen einander umkehrbar 
eindeutig so zuordnen kann, daB flir zwei gleiche und gleichgerichtete Strecken der 
Geraden jedesmal die Differenzen zwischen den dem Endpunkt und dem Anfangs
punkt zugeordneten Zahlen dieselben sind (vgl. G. CANTOR. Mathematische Annalen, 
Bd. 5, 1872, S. 128, F. KLEIN, "Zur ersten Verteilung des Lobatschewsky-Preises", 
IS97, S. 17 u. IS). Mir scheint aber, daB die Forderung der MiigIichkeit einer solchen 
Zuordnung besonderer Art zwischen zwei unendlichen Mengen von Elementen sich 
nicht sehr zum Axiom eignet. Die Herleitung der Tatsache unter der Voraussetzung 
des Stetigkeitsaxioms diirfte die natiirlichere Darstellung ergeben. 
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Koordinaten 0, 0 heiBt der "Anfangspunkt" oder "Ursprung" des Ko
ordinatensystems, das aus den beiden Geraden OA und OB besteht. 
Die unendliche Gerade OA heiBt die "Abszissenachse", die Gerade OB 
die "Ordina tenachse" . 

1st nun der Punkt R mit den Koordinaten x, y irgendein Punkt 
der Geraden, die den Anfangspunkt 0 mit dem von ihm verschiedenen 
Punkt M verbindet, der die Koordinaten p, q hat, so erkennt man 
aus Abb. roo die Proportion 

Abb.l00. 

B 

Abb. WI. 

At P 

o 

x:y=p:q, 

die auch hinsichtlich der Vorzeichen richtig ist. 
Es geniigt also der veranderliche Punkt x, y der 
genannten Geraden der Gleichung 

(r) qx-py=o, 

in welcher p und q konstante Zahlen bedeuten. 

--fQ 
L~ 
I 

Auf der anderen Seite laBt sich beweisen, 
daB die Gleichung (r) nicht befriedigt 
wird, falls in sie fUr x und y die Koordi
naten eines Punktes der Ebene eingesetzt 
werden, der nicht auf der unendlichen 
Geraden OM gelegen ist. Noch genauer 
kann man in dem dargestellten Fall sagen 
(Abb. lOr), daB der Ausdruck q x - p y 
fUr die Punkte x, y des schraffierten Teils 
der Ebene positiv 1), fUr den anderen 
Teil negativ ausfallt und fUr die Scheide
linie den Wert 0 hat. Mit Riicksicht 

..,// auf die geschilderten Verhaltnisse nennt 
Abb man die Gleichung (r) die Gleich ung .102. 

der Geraden.OM; in dieser Gleichung 
sind x und y die "laufenden Koordinaten" des Punktes der Geraden. 

Um nun die Gleichung einer nicht durch den Punkt 0 gehenden 
Geraden zu finden, kann man etwa jedem Punkt der obigen Geraden 
OM eine und dieselbe Verschiebung von der MaBzahl g im Richtungs
sinne der Strecke OA erteilen (Abb. lO2). 1st in dieser Weise aus dem 
Punkt P der Geraden OM der Punkt Q geworden, und benennt man 
jetzt die Koordinaten des Punktes Q mit x, y, so sind x -g und y 
die Koordinaten des Punktes P, und es muB deshalb nach (r) die 
Gleichung 

q (x -g) -py = 0 

1) Diese Formulierung setzt aber voraus, daB die Zahl q als positiv ange
nommen worden ist. 



§ 39. STRECKEN UND WINKEL. PARALLELITAT UND SENKRECHTSTEHEN. 107 

erfiillt sein. Dies gibt, ausgerechnet, die Gleichung 

qx -py -qg = 0, 

welche fiir den veranderlichen Punkt x, y der neuen, mit OM paralle
len Geraden giiltig ist. 

Es ergibt sich, daB die Punkte x, y einer beliebigen gegebenen 
Geraden stets eine Gleichung der Form 

(2) ax + by + c = ° 
erfiillen, wo die "Koeffizienten" a, b und c gegebene Zahlwerte (Kon
stanten) und von diesen die zwei ersten nicht beide gleich Null sind. 
U mgekehrt stellt j ede Gleichung von dieser Art t-----=;:.;"-----A> 

in dem angegebenen Sinne eine Gerade dar. Z wei x 

G1eichungen der Form (2) stellen dann und nur x 7? 
~ 

dann diese1be Gerade vor, wenn die eine aus der 0 

anderen durch Mu1tip1izieren mit einer von 
Null verschiedenen Konstanten hervorgeht. 

Fiir den Schnittpunkt zweier Geraden, deren 
einedurchdieG1eichung(2),undderenanderedurch 
(3) a' x + b' y + c' = ° 
dargestellt ist, miissen offenbar diese beiden 
G1eichungen zusammen bestehen, wesha1b die 

Abb·103· 

3 

Koordinaten des Schnittpunkts dadurch ausgerechnet werden, daB 
man die beiden Gleichungen (2) und (3) nach x und y a1s den Un
bekannten auflost. 

1st eine Gerade nicht etwa der Ordinatenachse parallel, so liegt 
auf ihr von drei Punkten stets derjenige zwischen den beiden anderen, 
dessen Abszisse arithmetisch zwischen den beiden anderen Abszissen 
entha1ten ist. Das Entsprechende gilt fiir die Zwischen1age der 
Punkte und fiir die Ordinaten, wenn die Gerade nicht etwa der Ab
szissenachse parallel ist (Abb. 103 u. 104). 

§ 39. Strecken und Winkel. Parallelitat und Senkrechtstehen. 

Es seien jetzt PI und P 2 zwei Punkte unserer Ebene mit den Ko
ordinaten Xl, Yl und x2 , Y2' Man ziehe durch PI eine Paralle1e zur 
Abszissenachse und durch P 2 eine solche zur Ordi
natenachse, welche beiden Geraden sich in Q tref - B 

fen (Abb. 105). In dem so entstehenden recht
winkligen Dreieck PI Q P 2 sind die Katheten 
nichts anderes als die Differenzen X 2 - Xl und o 
:>'2 -Yl' woraus sich dann nach dem pythagora-
ischen Lehrsatz die MaBzah1 der Hypotenuse 

PI P 2 = Y(X2 - xd2 + (Y2 - yd2 

Abb. 105. 
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durch eine absolute Quadratwurzel ergibt. Sind nun noch zwei 
Punkte P a und P, mit den Koordinaten xa, Ya und x" y, gegeben, 
so bedeutet die Gleichung 

(r) Y(X2 - X1 )2 + (Y2 - Yl)2 = Y(X4 - X3)2 + (y, - Y3)2, 

daB die Strecken PIP 2 und PaP, einander gleich sind. 
Wenn noch zwei weitere Punkte Po und P s mit den Koordinaten 

xo, Yo und x5 , Y5 eingefiihrt werden, so bedeutet die Gleichung 

(Xl - xo) (X2 - xo) + (YI - Yo) (Y2 - Yo) 
- _.- -~- .-- ._-- --

Y(XI - xo)2 + (YI - YO)2 • Y(X2 - xo)2 + (Y2 - Yo)2 

(xa - x5) (X, - x5) + (Y3 - Y5) (y, - Y5) 
(2) 

Y(Xa - X5)2 + (Ya - Y5)2 .~ - X5)2 + (Y4 - )'5)2 

die Gleichheit der Winkel PI Po P 2 und Pa P 5 P 4 (Abb. r06). 

Sind 

und 
alx + bly + CI = 0 

a2 x + b2 y + C2 = 0 

Abb.106. 

die Gleichungen zweier Geraden, so ist die 
Proportion 

die Bedingung fiir die Parallelitat, und die Gleichung 

aI a2 + bI b2 = 0 

die Bedingung fUr das Senkrechtstehen der beiden Geraden. 

§ 40. Kegelschnitte. 

Sind in Beziehung auf unser Koordinatensystem x, Y die Koordi
llaten eilles auf eillem Kreise veranderlichell PUllktes P, wahrelld IX, fi 
die Koordinaten des Mittelpunktes M des Kreises bedeutell, Ulid a 

Abb·107· 

die MaBzahl des Radius (Abb. I07), so erlaubt die 
Formel (1) des vorigen Paragraphell den Abstand MP 
durch die Koordinaten von M und P auszudriickell, 
und es ergibt sich so die Gleichung 

y(x - 1X)2 + (y - (:J)2 = a. 
Umgekehrt liegt auch jeder PUllkt, der dieser Gleichung 

gelliigt, auf dem Kreise. Hieraus erhalt man durch Quadrieren 
(r) (x - iX)2 + (y - (:J)2 = a2• 

Dies ist also die Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpullkt IX, fJ 
ulld dem Radius a, wobei wiederum x und y die laufenden Koordi
naten vorstellen. Die Gleichung stellt sich entwickelt in der Gestalt 

X2 + y2 - 2 IX X - 2 {J Y + (1X2 + fJ2 - all) = 0 
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dar; sie ist also von der Form 

x 2 + y2 + C1X + C2Y + Ca = 0, 

wobei die Buchstaben c1 , c2 , Ca Konstante, und x und y die laufenden 
Koordinaten bedeuten. 

Nimmt man den Mittelpunkt des Kreises 
im Anfangspunkt 0 des Koordinatensystems 
an, so ist IX = 0, fJ = 0 zu setzen, und man 
kann der Gleichung (1) die Form 

gebell. Diese stellt einen Sonderfall der Gleichung 
x2 y2 
-+--=1 
a2 b2 

dar, welche die Elli pse (Abb. 108) ,vorstellt. Ver
wandt mit dieser Kurve sind die Hyperbel 
(Abb. 109), deren Gleichung lautet 

x2 y2 
---=1 
a2 b2 

und die Para bel (Abb. IIO) mit der .Gleichung 

y2 = 2 CX. 

Abh.108. 

Ord.-lIxe 

Abb. I09. 

Abb. IIO. 

Diese drei gesetzmaBigen Linien werden als Kegel
schnitte bezeichnet, da man jede von ihnen 
durch Schneiden eines gewohnlichen Kreiskegels 
mit einer Ebene erhalten kann. Zum 
Kegel ist der Scheitelkegel hinzuzu-~ ~ 
rechnen (Abb. III), und es entsteht ~bb. II; 
z. B. die Hyperbel durch den Schnitt 
mit einer solchen Ebene, welche den Kegel und den Scheite1kegel 
gleichzeitig trifft. 

§ 41. Abbildung der Ebene und des Raumes auf 
Zahlenmannigfaltigkeiten. 

Die in § 38 und 39 angefiihrten Beziehungen zwischen der Geo
metrie der Ebene und gewissen arithmetischen Gebilden geben zu den 
folgenden Dberlegungen Veranlassung. Ich will die Gesamtheit aller 
reellen - positiven und negativen, ganzen, gebrochenen und irratio
nalen - Zahlen als einen zuHi.ssigen Begriff ansehen, worauf allerdings 
spater noch einmal zUrUckzukommen istl). Dadurch, daB nun in dem 
Zahlenpaar x, y sowohl die Zahl x, als auch die Zahl y aIle reellen 

1) Vgl. § 76 u. 124. 
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Werte annimmt, wobei noch jeder Wert von x mit jedem Wert von y 
zu kombinieren ist, entsteht die Mannigfaltigkeit aller reellen Zahlen
paare, die wir als eine zweifache Mannigfaltigkeit ·bezeichnen. Aus 
unseren frliheren Ergebnissen folgt, daB sich die Ebene in gewissem 
Sinne auf die zweifache Zahlenmannigfaltigkeit "abbilden" Hi.Bt. 
J edem Punkt der Ebene entspricht ein Zahlenpaar x, y der Mannig
faltigkeit und jedem solchen Zahlenpaar ein Punkt der Ebene l ). J eder 
Geraden der Ebene entspricht eine Gleichung von der Form (2) in § 38: 

ax+by+c=o, 

wobei die Koeffizienten a und b nicht beide gleich Null sind. Noch 
genauer gesagt entspricht jeder Geraden der Ebene eine Gesamtheit 
solcher Gleichungen, von denen je zwei durch Multiplikation mit 
einer von Null verschiedenen Konstanten auseinander hervorgehen, 
also nicht wesentlich voneinander verschieden sind. J eder solchen 
Gleichung entspricht eine Gerade, und zwar solchen Gleichungen, die 
nicht wesentlich voneinander verschieden sind, und nur solchen, die
selbe Gerade. 

Der geometrischen Relation eines Punktes und einer Geraden, die 
darin besteht, daB der Punkt auf der Geraden liegt, entspricht die 
arithmetische Relation des z~geordneten Zahlenpaares und der zu
geordneten Gleichung, die darin besteht, daB das Zahlenpaar x, y die 
Gleichung befriedigt. Der geometrischen Relation zwischen vier 
Punkten PI' P 2, P 3, P 4 der Ebene, die darin besteht, daB die Strecke 
PI P 2 der Strecke P 3 P4 gleich ist, entspricht die arithmetische Rela
tion zwischen den zugeordneten Zahlenpaaren Xl, Yl; X2 , Y2; X3 , Y3; 
X 4 , Y4, die darin besteht, daB diese die Gleichung (1) von § 39 er
flillen. 

Es ist nlitzlich, hervorzuheben, daB nicht nur die Objekte, urn die 
es sich im abbildenden Gebiet (der Zahlenmannigfaltigkeit) hande1t, 
ganz anderer Art sind als die Objekte in dem abgebildeten Gebiet 
(der Ebene), sondern daB dasselbe auch von den "Relationen" der 
Objekte illsofern gilt, als man unter den Relationen, der Ausdrucks
weise der Logiker entsprechend, die wechselseitigen Eigellschaf
ten der Objekte (Gegenstande) versteht. Die eindeutige Zuord
nung jedoch, die hier besteht, und die wir eben als eine "Abbildung" 
bezeichnen, ist derartig, daB, falls zwischen Objekten des einen Ge
bietes eine Relation besteht, zwischen den zugeordneten Objekten 
des anderen Gebietes die zugeordnete Relation bestehen muB. Exi
stiert ferner z. B. in dem einen Gebiet ein Objekt, das zu gegebenen 
Objekten in bestimmt geforderten Relationen steht, so existiert in 

1) Vgl. § 37 u. 38. 
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dem anderen Gebiet auch gerade ei n Objekt, das den entsprechenden 
Bedingungen geniigt; ebenso verhiilt es sieh, wenn gerade zwei oder 
gerade drei Objekte gewissen Bedingungen im einen Gebiete ent
sprechen. 

Um das eben G~sagte an einem Beispiel noch genauer zu erliiutern, 
will ieh eine Gleichung 

(r) ax+by+c=o 

so bestimmen, daB sie fUr zwei verschiedene bestimmte Zahlenpaare 
Xl, YI und x2 , Y2 erfiillt ist. Es handelt sieh darum, die Koeffizienten 
a, b und c der Gleiehung zu finden. Da die Gleichung fiir das Zahlen
paar Xl, 'YI erfii11t sein soll, so muB eine richtige Zahlengleiehung er
scheinen, wenn Xl fiir x, und YI fiir Y eingesetzt wird, d. h. es muB 
ge1ten 
(2) aXI + bYI + c = o. 

Ebenso muB aber auch die Gleichung 

(3) aX2 + bY2 + c = 0 

richtig sein. Aus (2) und (3) lassen sich nun die gesuchten Koeffi
zienten bis auf einen gewissen Grad bestimmen. Es ergibt sieh niim
lich durch Subtrahieren der Gleichung (3) von der Gleichung (2) 

a (Xl -X2) + b (Yl -Y2) = 0; 

<liese Gleichung wird aber dadurch und nur dadurch erfii11t, daB man 

a = (Yl - Y2) A, 
b = - (Xl - x2) A 

setzt, wobei sieh dann noch c entweder aus (2) oder aus (3), und zwar 
beide Male durch dieselbe Formel 

c = (Xl Y2 - X2 YI) A 

berechnet. Dabei bedeutet A eine beliebige ZahlgroBe, die man jedoch 
von Null verschieden annehmen muB, weil a und b nicht beide gleich 
Null sein durften (s. 0.). Die Anderung der ZahlgroBe A bedeutet 
dann nur, daB a, b und emit derselben, von Null verschiedenen Zahl 
multipliziert werden. Da nun solche Gleichungen nicht als wesent
lich voneinander verschieden angesehen werden sollen, von denen 
die eine aus der anderen durch Multiplizieren mit einer von Null 
verschiedenen Konstanten hervorgeht, so ist die gesuchte Gleichung (I) 

in gewissem Sinne eindeutig bestimmt worden durch die Bedingung, 
daB ihr zwei verschiedene Zahlenpaare Xl, YI und x2 , Y2 geniigen so11-
ten. Dies ist eine arithmetische Tatsache, die sich rein arithmetisch 
feststellen lieB. 

Lassen wir nun der Gleichung (I) eine Gerade g, den zwei Zahlen
paaren zwei voneinander verschiedene Punkte PI und P 2 entsprechen, 
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ebenso dem Umstand, daB Xl, Yl die Gleichung (r) befriedigen sol1te, 
den Umstand, daB der Punkt PI auf der Geraden g liegen sol1 usw. 
Man erkennt jetzt, daB der erwahnten arithmetischen Tatsache die 
geometrische Tatsache entspricht, daB eine Gerade dadurch eindeutig 
bestimmt ist, daB auf ihr zwei gegebene, voneinander verschiedene 
Punkte liegen sol1en. 

Urn ein weiteres Beispiel zu haben, fassen wir den erst en Kongruenz
satz ins Auge (§ z). Raben wir in der Ebene drei Punkte PI' Po, P 2 

V,g l5 ~:d S~;:~k:~i~:~~:~~e ~P3P~~:4~b~~~O s~~ 
P, Strecken POP2 und P5 P4 und auBerdem die 

Winkel PIP 0 P 2 und P 3 P 5 P 4 einander gleich 
'f!. fj I?, (Abb. IIZ), so besagt der erwahnte Kongruenz-
2 Abb.112. satz, daB auch I\P2 und PS P4 einander gleich 

sein mussen. Dieser geometrischen Tatsache ent
spricht die arithmetische, auch rein arithmetisch beweisbare 
Tatsache, daB aus dem Bestehen der beiden Gleichungen 

Y(XI - XO)2 + (Yl - Yo)2 = y(xs - X5)2 + (Y3 - Y5)2 

Y(X2 - XO)2 + (Y2 - Y'i)2 = V(x4 - X5)2 + (Y4 - YS)2, 

welche die Form der Gleichung (r) von § 39 haben, und aus dem 
Bestehen der Gleichung (z) desselben Paragraphen auf das Bestehen 
der Gleichung 

Y(X2 - X1)2 + (Y2 - Yl)2 = V(x4 - X3)2 + (Y4 - Y3)2 

geschlossen werden kann. 
Wahrend also den geometrischen Gegenstanden arithmetische 

Gegenstande, den geometrischen Relationen (Eigenschaften) arith
metische Relationen, also Relationen ganz anderer Art entsprechen, 

so werden doch jene Gegenstande und Relationen 
in gewissem Sinne von denselben Tatsachen all
gemeiner Art, d. h. von denselben Gesetzen oder 
Regeln (Axiomen) beherrscht wie diese. 

Wie nun in der Ebene zwei aufeinander senk-
Abb. 113. rechte Gerade eingefuhrt worden sind, so kann 

man im Raume drei Ebenen einfiihren, die durch 
denselben Punkt 0, den Anfangspunkt, gehen und aufeinander 
senkrecht stehen (Abb. II3). Die Lage eines Punktes P im Raum 
kann dann durch die - auf eine Langeneinheit sich beziehenden 
- MaBzahlen X, y, z der drei Abstande beschrieben werden, die 
der Punkt P von jenen drei Ebenen>at. Dabei wird die MaBzahl 
des Abstandes von einer Ebene stets auf einer bestimmten Seite dieser 
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Ebene positiv, auf der anderen negativ gerechnet, und es entsprechen 
die acht Vorzeichenkombinationen 

+++ -++ --+ +-+ 
++- -+- --- +--, 

die fiir das Zahlentripel x, y, Z moglich sind, den acht raumlichen 
Winkeln (Oktanten), in die der unendliche Raum durch jene drei 
Ebenen' zer£allt, und die den Punkt 0 umgeben (Abb. II3). 

Es laBt sich jetzt beweisen, daB den Punkten, die auf einer be
stimmten Ebene gelegen sind, diejenigen Zahlentripel entsprechen, 
die einer bestimmten Gleichung 

ax + by + cz + d = 0 

mit konstanten Koeffizienten geniigen, von denen a, b und c nicht 
alle drei gleich Null sind. Vier Punkten PI, P 2 , Pa , P 4 , welche in 
der wechselseitigen Eigenschaft zueinander stehen, daB die Abstande 
P l P 2 und PaP, einander gleich sind, entsprechen vier Zahlentripel 

Xl, Yl, ·1:'11 X 2 , Y2, Z2, Xa, Ya, Za, x"~ y" Z4, 

fiir welche die Gleichung 

Y(X2 - Xl)2 + (Y2 - Yl)2 + (Z2 - Zl)2 = Y(X4 - xa)2 + (y, - Ya)2 + (z, - za)2 

erfiillt ist. 
Man erkennt, daB sich der Raum in ahnlicher Weise auf die drei

fache Zahlenmannigfaltigkeit abbildet wie die Ebene auf die zwei
fache. Das beschriebene Verfahren, welches gestattet, die Unter
suchung geometrischer Gebilde auf die Untersuchung arithmetischer 
zuriickzufiihren, wird als "analytische Geometrie" bezeichnet. Der 
Gedanke, der zu dieser Bezeichnung gefiihrt hat, war wohl der, daB 
die geometrischen Gebilde durch ihre arithmetische Darstellung "ana
lysiert" werden, und es hat sich vielleicht im AnschluB an die "ana
lytische Geometrie" die Ausdrucksweise gebildet, welche den Teil der 
Mathematik, der in rechnender Weise vor sich geht, mit dem Namen 
"Analysis" belegtl) 

Sechster A bschni tt 

Widerspruchslosigkeit und Unabhangigkeit der 
geometrischen Axiome. Hohere Mannigfaltigkeiten. 
§ 42. Die Widerspruchslosigkeit der euklidischen Geometrie. 

Es wird von den neueren Mathematikern groBer Wert dar auf 
gelegt, daB sich die Widerspruchslosigkeit der geometrischen 

1) Mit anderen Anwendungen der Worte "analytisch" und "synthetisch", nament
lich mit den von KANT so genannten analytischen und synthetischen Urteilen (§ 127) 
hat das nichts zu tun. 

Holder, Mathematische Melhode. 8 
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Axiome beweisen liiBtl). Von philosophischer Seite wird dagegen ein
gewendet: "Nicht das Fehlen des Widerspruchs ist es, was die Exi
stenz eines Begriffs h~weist, sondern umgekehrt ist es die Existenz 
eines Begriffs, die seine Widerspruchslosigkeit verbiirgt2)." Grund
siitzlich glaube ich, daB die letzte Auffassung durchaus zugegeben 
werden muB; trotzdem liegt in der Geometrie ein besonderer Fall 
vor, der einen Beweis der \Viderspruchslosigkeit wiinschenswert und 
zugleich moglich macht. Wer die unerschiitterliche Dberzeugung von 
der unbedingten Giiltigkeit der Grundbegriffe der Geometrie und der 
von EUKLID an sie gekniipften Axiome hat, wer, kurz gesagt, diese 
Axiome als etwas Notwendiges, d. h. "Apriorisches", ansieht, wird 
wohl zuniichst kein Bediirfnis nach einem solchen Beweis fiihlen. Nun 
ist aber doch diese Dberzeugung von der Aprioritiit der Geometrie 
neuerdings stark erschiittert worden. J edenfalls wird man zugeben 
miissen, daB die euklidischen Axiome logisch nicht be wiesen werden 
konnen. Die Arithmetik jedoch wird so ziemlich allgemein als ein 
in sich notwendiges, apriorisches Gebiet angesehen; in der 'rat lassen 
sich auch fast alle ihre Siitze "rein logisch" beweisen 3). 

Die Arithmetik kann also als ein unbedingt sicher begriindetes 
Gebiet angesehen werden, in dem Widerspriiche, auch bei noch so 
weit fortgesetzter Weiterentwicklung, ausgeschlossen sind. Bedenkt 
man nun die in dem vorigen Paragraphen geschilderte Abbildbarkeit 
der geometrischen 'rheorie EUKLIDS auf die arithmetische 'rheorie, 
so kann daraus ein vollig strenger RiickschluB auf die Widerspruchs
losigkeit der euklidischen Geometrie gezogen werden. Urn sich dies 
ganz klar zu machen, denke man sich die Worte "Punkt", "Gerade", 
"Ebene" und die dazu gehorenden Relationsbegriffe ihrer geometri
schen Bedeutung entkleidet und verstehe unter einem Punkt nichts 
als ein Zahlenpaar bzw. ein Zahlentripel, unter einer Geraden in der 
Ebene, unter einer Ebene im Raum nichts als eine Gleichung von 
der erwiihnten Form usw.; es werden dann die Axiome der eukli
dischen Geometrie in dem neuen Sinne der in sie eingehenden Be
griffe im arithmetischen Gebiet wirklich unbedingt erfiillt, was des
halb auch von allen den Lehrsatzen gelten muB, die sich logisch 

1) Vgl. HILBERT, Grundlagen der Geometrie, 1899, S. 19-21. 
2) Vgl. BRuNO BAUCH, Kantstudien, Bd.12, 1907, S.228; CASSIRER, ebenda, 

S. 41; COUTURAT, Revue de MHaphysique et de Morale, t. 14, no. 2, 1906. 
3) Hiervon bilden m. E. gewisse Siitze eine Ausnahme, in denen von der Gesamt

heit aller oder von der Gesamtheit derjenigen reellen Zahlen die Rede ist, die zwischen 
zwei Grenzen enthalten sind. Zum Beweis dieser Siitze ist die Annahme der Existenz 
des - einfachen, d. h. linearen - Kontinuums erforderlich. 1ch glaube dargetan 
zu haben, daJ3 dieses entgegen der ziemlich iiblichen Behauptung nicht rein logisch 
konstruiert werden kann (vgl. den SchluJ3 von § 76); trotzdem kann man es wohl ab 
in sich notwenclige, also apriorische Form gelten lassen (vgl. § 131)' 
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notwendig aus den Axiomen folgern lassen. Es konnen also auch die 
Folgerungen aus den Axiomen nicht untereinander in einen Wider
spruch geraten. 

Die Untersuchung der Widerspruchslosigkeit lieBe sich auch in 
anderen mathematischen Wissenschaften durchfiihren, z. B. in ge
wissen Teilen der Mechanik, jedoch diirfte sie z. B. schon in der 
Mechanik kaum diesel be Wichtigkeit wie in der Geometrie besitzen. 

§ 43. Die Unabhangigkeit des Parallelenaxioms 
von den anderen Axiomen oder die Widerspruchslosigkeit der 

nichteuklidischen Geometrie. 

In unmittelbarem Zusammenhange mit der Frage nach der Wider
spruchslosigkeit steht die Frage nach der Unabhangigkeit 1) der Axi
ome. Sie hat nur mit Riicksicht auf gegebene, bestimmt gefaBte 
Axiome einen klaren Sinn. Sind solche bestimmte, einander nicht 
widersprechende Axiome gegeben, so kann man untersuchen, ob das 
Gegenteil eines dieser Axiome zusammen mit den iibrigen Axiomen 
Widerspruchslosigkeit ergibt. 1st diese Widerspruchslosigkeit vor
handen, die etwa wiederum durch Abbildung auf arithmetische Ge
bilde bewiesen wird, so erkennt man hieraus, daB jenes eine Axiom 
von den anderen unabhangig ist. 

Fiir jedes einzelne Axiom die hier angedeutete Untersuchung 
durchzufiihren, wiirde sehr umstandlich und vielleicht auch nicht 
besonders fruchtbar sein. Eine teilweise Untersuchung der Unab
hangigkeit der Axiome hat mit Riicksicht auf deren Einteilung in 
Axiomgruppen HILBERT durchgefiihrt2). So hat er gezeigt, daB sich 
die Kongruenzaxiome nicht aus den Axiomen der anderen Gruppen 
herleiten lassen, indem er arithmetische Mannigfaltigkeiten kon
struiert hat, die allen anderen Axiomgruppen geniigen, jedoch den 
ersten Kongruenzsatz nicht erfiillen. Er hat ebenso eine wider
spruchslose Geometrie nachgewiesen, in der das archimedische Axiom 
und somit auch das DEDEKINDsche Stetigkeitsaxiom nicht gilt, wah
rend die anderen Axiome erfiillt sind. 

DaB das Parallelenaxiom (§ 3) von den anderen Axiomen unab
hangig, d. h. daB die nichteuklidische Geometrie I."OBATSCHEFSKIJS:1) 

1) F. Kr,EIN hat bereits 1872 auf die allgemeine Fragestellung nach der Unab
hangigkeit der Grnndallllahmen aufmerksalll gemacht, und zwar nicht nur flir die 
Geomeirie (Erlanger Progralllm, abgedruckt in Bd. 43 der Mathematischen Annalen, 
S.96). 

2) Grundlagell der Geometrie 1899, S. 19-26. 
3) Ubereinstilllmelld ist damit die Geollletrie VOll J. ROLYAI. Ieh ziehe cler I<;iu

fachheit wegen nur diese nichteuklidische Geometrie in Betracht, weil dann eli"~ 

Axiome ,ler Anordnung nicht moclifiziert zu werden brauchen. 

8* 



116 WIDERSPRUCHSLOSIGKEIT UND UNABHANGIGKEIT DER AXIOME. 

widerspruchslos ist, war schon fruher gezeigt worden!). Dieser Beweis 
trat ursprunglich in der Form auf, daB unter der Voraussetzung der 
Gultigkeit der euklidischen Geometrie die Widerspruchslosigkeit der 
nichteuklidischen in der Weise bewiesen wtude, daB man die nicht
euklidische Geometrie auf die euklidische "abbildete" oder, wie man 

sich auch ausdruckt, jene in diese "einbaute". Zu (j) diesem Zwecke denke man sich einen Kreis 2 ). Die 
Punkte, welche im Innern des Kreises gelegen sind, 
sollen allein in Betracht gezogen, die Punkte, welche 
auBerhalb oder auf der Peripherie liegen, gewisser-
maBen als nicht vorhanden angesehen werden. Von 
den Geraden der Ebene sollen nur diej enigen, die 

Abb.114· 

© durch den Kreis hindurchgehen, in Betracht ge
zogen werden, und von diesen jedesmal auch 
nur der Tei!, der im Innern des Kreises gelegen 

/.:'_'.-<__ ist, zu welcher Strecke dann die zugehOrigen 
Enden nicht hinzuzurechnen sind. Die in Be
tracht gezogenen Punkte und Geradenteile seien 

die "Punkte" und die "Geraden" unserer neuen, jetzt 
zu definierenden Geometrie. In dieser werde ein Punkt 
als "auf einer Geraden liegend" bezeichnet, wenn er im 
Sinne der gewohnlichen Geometrie auf dem betreffen
den Geradenteilliegt. Zwei Gerade der neuen Geometrie 
haben einen Punkt gemein, wenn die beiden betreffen
den Geradenteile der gewohnlichen Geometrie, welche 
jene Geraden vorstellen, einen im Innern des Krei
ses gelegenen Punkt gemein haben (Abb. II4), aber 
nicht dann, wenn die beiden unendlichen Geraden, 
denen die genannten Teile angehoren, auBerhalb des 
Kreises (Abb. II5) oder auf der Peripherie (Abb. II6) 
einen Punkt gemein haben. Ein Punkt liegt im Sinne 
der neuen Geometrie zwischen zwei anderen, wenn 

Abb. IIS. 

Abb.116. 

Abb. II7. 

er im Sinne der gewohnlichen Geometrie zwischen ihnen liegt. 
Es ist nun nicht schwer, einzusehen, daB hinsichtlich der durch 

einen Punkt P fuhrenden Strahlen und einer Geraden g im Sinne 
unserer neuen Festsetzungen gerade das eintritt, was die Geometrie 
LOBATSCHEFSKIJS (§ 3) annimmt; diejenigen Strahlen i, welche durch 
einen gewissen Winkellaufen, der in Abb. II7 schraffiert worden ist, 
treffen die Gerade g nicht. 

1) Vgl. BELTRAMI, Saggio di interpretazione della geometria noneuc1idea, Giornale 
di Matematiche, t. 6 (1868), p. 284; HILBERT, a. a. 0., S.22. 

2) Man kann allgemein eine Ellipse oder auch einen anderen Kegelschnitt nehmen, 
wobei man dann das "Innere" entsprechend zu deuten hat. 
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Zwei Strecken AB und A' B' auf derselben Geraden der neuen 
Geometrie - d. h. also auf einem jener in Betracht gezogenen Teile -
sollen nun als "gleich" angesehen werden, wenn sie einander in dem 
Sinne jener kunstlichen Gleichheit von § 18 in bezug auf die beiden 
Schnittpunkte X, Y, welche die betreffende unendliche Gerade 
mit dem Kreis bestimmt, und welche als "Flucht
punkte" genommen werden sollen, einander "pro
jektiv gleich" sind (Abb. II8). Dabei verschliigt es 
selbstverstiindlich dieser Definition gar nichts, daB 
die beiden Punkte X und Y, welche nur als 
Fluchtpunkte die Gleichheitsdefinition zu vermit
teln haben, gar nicht selbst als Punkte der neuen 

X~Y 
U 

Abb.118. 

Geometrie in Betracht kommen. Verliingert man die Strecke AB 
uber A oder uber B hinaus um sich selbst einmal, zweimal, dreimal 
usw., so erreicht man den Punkt X bzw. Y niemals (vgl. § 20), und 
es ist die im neuen Sinne genommene Gerade, die als endlicher Teil 
einer euklidischen Geraden dargestellt ist, im nichteuklidischen Sinne 
unendlich lang und hat keine Enden. 

Die Definition der Gleichheit fur zwei Strecken AB und A'B', 
die auf verschiedenen Geraden liegen, besteht in unserer neuen Geo
metrie in der Forderung, daB die Schnittpunkte der drei Geradenpaare 

XA', X'A; XB', X'B; XV', X'Y 
in gerader Linie liegen sollen, wobei naturlich X' und Y' in Beziehung 
auf die durch A' und B' gehende Gerade dieselbe Bedeutung haben 
wie X und Yin Beziehung auf die durch A und B gehende (Abb. IIg). 
In analoger, freilich noch verwickelterer Weise gelangt man zu einer 
Erkliirung fur die Gleichheit zweier Winkel. Auf 
Grund der gegebenen Erkliirungen liiBt sich be
weisen, daB zwei Strecken, die in dem nenen 
Sinne des Wortes einer dritten gleich sind, ein-

X' ander gleich sind, daB fur drei Punkte A, B, C, 
von denen B auf der Verbindungslinie der bei
den anderen zwischen diesen gelegen ist, und 
fUr drei eben solche Punkte A', B', G' der Satz 
gilt, daB aus A·B = A'B' und BC = B'G' auch 

Abb.II9. 

die Gleichung A C = A' C' folgt, und daB fur die Winkel ent
sprechende Siitze bestehen. Es liiBt sich aber auch die Giiltigkeit 
der Dreieckskongruenzsiitze zeigen. 

Man gelangt so zu einem System, in dem auBer dem Parallelen
axiom die siimtlichen Axiome der euklidischen Ebene im alten W ort
laut giiltig sind, falls man den Begriffen die neuen Bedeutungen 
unterlegt. Auch die Erweiterungen dieser Betrachtungen fUr den 
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Raum ist ohne weiteres mog1ich, wodurch ein der raumlichen Geo
metrie LOBATSCHBFSKIJS entsprechendes System von Tatsachen ent
steht. Es fo1gt also mit 10gischer N otwendigkeit, daB diese Geometrie 
widerspruchslos sein, oder mit anderen Worten, daB das Parallelen
axiom von den anderen Axiomen EUKLIDS unabhangig sein muB. 

Voraussetzung war aber hier die Giiltigkeit oder, wenn man 1ieber 
will, Widerspruchs10sigkeit der euk1idischen Geometrie, auf der die 
Betrachtungen aufgebaut worden sind. Nun darf dies aber nicht so 
aufgefaBt werden, a1s bi1dete die euk1idische Geometrie eine unum
gallgliche Grund1age 1 ). Genau so, wie eben die l1ichteuk1idische Geo
metrie in die euklidische "eingebaut" worden ist, 1aGt sich anch die 
euk1idische in die nichteuk1idische einbauen, und beide lassen sieh 
ullabhangig voneinander durch Abbi1dung auf arithmetische Mallnig
fa1tigkeiten begrunden, d. h. a1s widerspruehs10s nachweisen. In der 
Tat bildet die Arithmetik a1s das sieher von der Erfahrung unahhangige, 
also unbedingt gu1tige, apriorische Gebiet die natiirliche Grund1age 
fUr clerartige Beweise der Wiclerspruchs10sigkeit. 

§ 44. JOHN STUART MILLS AuBerungen zum Parallelenaxiom. 

Aus dem Vorhergehenden diirfte schon zur Geniige hervorgehen, 
daB alle Versuche, das Paralle1enaxiom aus den anderen Axiol11en 
EUKT.,IDS zu beweisen, scheitern miissen. Wir verdanken ja auch die 
Entdeckung der nichteuk1idischen Geometrie den folgerichtig durch
gefiihrten Bemiihungen der Mathematiker urn den Beweis des Para1-
1e1enaxioms2), die schlieBlich zu dem Experiment hinfiihren muBten, 
dieses Axiom versuchsweise aufzugeben. Dieser Sachverhalt ist natiir-
1ich nur sehr 1angsam in nichLmathematischen Kreisen bekannt ge
worden und wird noch heute vielfach nicht richtig gewertet. Es darf 
uns desha1b nicht wundern, wenn noch in neuester Zeit Versuche auf
getreten sind, die euk1idische Paralle1entheorie a1s notwendig zu 
begriinden. 

Auch JOHN STUART MILL hat sieh mit der Paralle1entheorie ab
gegeben. Er sucht das Zie1 durch eine Anderung der Definition der 
Parallelen zu erreichen. Er sagt, paralle1e Gerade seien so1che Gerade, 
die iiberall dense1ben Abstand voneinander haben 3). Es kann woh1 

1) Diese Auffassung hat neuerdings hauptsiichlich NATORP zu begriinden und 
damit die Lehre KANTS von der Aprioritiit der gewohnlichen Geometrie zu stiitzen 
versucht (a. a. 0 .. S. 293ff., 309££.). 

2) Hinsichtlich der geschichtlichen Entwicklung vgl. R. BONOI.A, Die niehteukli
disehe Geometrie, deutsch von H. LIEBMANN, 1908, S. 1 ff. 

3) J. ST. MILL, A system of logic rationative and inductive, 7. Ausg., Bd. 2. 
1868, S. 156. Dieselbe Definition ist schon im 1. Jahrhundert v. ehr. versucht wor
den, ygl. BONOLA-I,IEBMANN, a. a. 0., S. 2. 
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keinem Zweifel unterliegen, daB er unter "Abstand" die Lange einer 
auf beiden Geraden senkrechten Strecke versteht. Er nimmt also 
hinsichtlich der beiden einander paralle1en Geraden g undg' an, daB 
jede Gerade, die auf g senkrecht steht, auch auf g' senkrecht steht, 
und daB alle die zwischen g und g' fallen den Stucke der genannten 
Geraden einander gleich sind. Urn deutlich zu machen, was hier alles 
gefordert wird, denke man sich einmal in jedem Punkt der Geraden g 
ein Lot errichtet und auf allen diesen 
I,oten eine und dieselbe Strecke a ab
getragen (Abb. 120). Es folgt aus 
den Axiomen der euklidischen Geo-
metrie, wenn dabei das Parallelen-
axiom fortgelassen wird, keineswegs, daB der 
geometrische Ort c der Endpunkte dieser Lote 
eine Gerade sein muB, und wenn dieser Fall 
eintrate, muBte dann erst noch bewiesen 
werden, daB diese Gerade ihrerseits auf den 
samtlichen Loten senkrecht stehP). 

Errichtet man auf g zunachst ei n Lot AB 
und zieht durch Beine auf AB senkrechte Ge
rade gl (Abb. 121), so kann diese bekanntlich g 
niemals sehneiden, wie weit man die beiden Ge
raden aueh verlangert 2). Falls nun auf g ein 

Abu. 120. 

Abb. 121. 

Ab1>. 122. 

zweites Lot in P errichtet wird, welches ~ 
die Gerade gl in Q trifft, so braueht der' 
bei Q entstandene Winkel, falls das Par- _ 
allelenaxiom nieht vorausgesetzt wird, kein /I!-' ---....,p!,---;;g,.----»-""'---
reehter zu sein. \Vird aber nun nachtrag- Abb. 123. 

lieh das Parallelenaxiom EUKLIDS noeh 
hinzugefordert3), so muB eine in Q an QP naeh der Seite von A an
ge1egte Halbgerade die Gerade g treffen, wenn der Winkel, unter dem 
sie angelegt worden ist, kleiner ist als ein reehter (Abb. 122), wahrend 
im anderen Fall, falls der genannte Winkel groBer als ein reehter 
ist (Abb. 123), die Ruekwartsverlangerung der Halbgeraden mit der 
Geraden g zum Sehnitt kommen muB. Indem die obige Gerade gl 
die Gerade g niemals sehneiden konnte, bleibt nunmehr, da das 
Parallelenaxiom jetzt vorausgesetzt wird, niehts anderes mehr ubrig, 
als daB der von gl mit PQ gemaehte Winkel, der in Abb. 121 hervor-

1) Duer die "Abstandslinie" in der nichtenklidischen Geometrie vgl. H.I,IEBMANN, 

Nichteuklidische Geometrie, 1905, S. 92. 
2) Euclidis elementa, Liber r, Nr. XXVII. 
3) Vgl. S 3. 
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gehoben wurde, gerade ein rechter ist. Es kann dann auch gezeigt 
werden, daB AB = PQ ist, worauf hier nicht eingegangen werden solI. 

Es wird jetzt schon einigermaBen einleuchten, daB auf Grund des 
Axioms, das wir das euklidische Paralle1enaxiom zu nennen pflegen 
- obwohl in ihm in der von EUKLID gewahlten Form das Wort 
"parallel" gar nicht vorkommt - die MILLsche Namenserklarung 
der Parallelen moglich ware, daB aber damit kein Vorteil erreicht 
wiirde. DaB eine solche Par allele zu einer Geraden g durch einen 
Punkt Pin einer Ebene, welche g und P enthalt, stets gezogen werden 
kann, mliBte nunmehr umstandlich bewiesen werden. Wollte man 
aber das euklidische Paralle1enaxiom nicht fordern, so mliBte man 
als neues Axiom ausdriicklich voraussetzen, daB eine Par allele im 
Sinne MILLS, daB also eine Gerade existiert, von der so viele Eigen
schaften gefordeTt werden. Damit ware aber gewiB nicht die Zuriick
fiihrung der Geometrie auf einfachere Voraussetzungen erreicht. 
J edenfa1ls ist also durch die friiheren Dberlegungen die Unabhangig
keit des euklidischen Parallelenaxioms von den anderen Axiomen 
EUKLIDS, d. h. die Widerspruchslosigkeit der nichteuklidischen Geo
metrie bewiesen. 

§ 45. Neueste Versuche, das Parallelenaxiom aufzufassen. 

Das bekannte Verfahren, die Satze iiber die Winkel an Para1lelen 
im Zusammenhang mit den Begriffen "Richtung" und "Richtungs
unterschied" einzufiihren, spielt immer noch im Unterricht eine Rolle. 
Bei diesem Verfahren bewirkt das \Vort "Richtungsunterschied", daB 
stillschweigend der Satz benutzt wird: Zwei Gerade g und gl, die mit 

einer Geraden gleiche Winkel (gemischte Gegen
winkel) machen, tun dies auch mit jeder anderen 
Geraden (Abb. I24). Die Annahme dieses Satzes 
ist aber mit der Annahme des Parallelenaxioms 
gleichbedeutend. 

Ein neuer Versuch, das Parallelenaxiom zu 
Abb.124. beweisen, der an einen Gedanken von A. RIEHL 

anknlipft, findet sich in HEYMANS "Gesetzen 
des wissenschaftlichen Denkens" 1). Ich will dabei von der Einklei
dung des Grundgedankens absehen, bei der auf die Tasterfahrungen 
zuriickgegriffen und von den Gesichtserfahrungen abgesehen werden 
solI, und demgemaB eine "Raumanschauung des Blindgeborenen" 
konstruiert wird. Die Hauptsache ist dabei, daB die geradlinige Be
wegung eines Punktes im Raum, welcher der Beobachter tastend folgt, 
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mat.hematisch gesprochen in drei Komponenten zerlegt wird: nach 
vom, nach oben und nach der Seite. Indem nun die Bewegung auch 
a1s mit konstanter Geschwindigkeit vor sich gehend gedacht wird, 
und die Komponenten in Abhangigkeit von der Zeit mit Beriicksich
tigung der Proportionalitat angese~zt werden, ergibt sich eine "ana-
1ytische"1) Darstellung der Geraden, die das Paralle1enaxiom zu fo1-
gem erlaubt. 

Urn diesen Gedankengang zu bewerten, geniigt es, auf die hier 
in § 38 gegebene Herleitung der G1eichung der Geraden hinzuweisen, 
welche die ganz gewohnliche, seit der Erfindung der ana1ytischen 
Geometrie gebrauchliche ist. Es geht aus dieser bereits hervor, daB 
man mit der Komponentenzerlegung der Strecken oder, was dasse1be 
ist, mit der Addition gerichteter Strecken (Vektoraddition) im Zu
sammenhang mit den Lehrsatzen von den Proportionen der Strecken 
an Paralle1en auskommt. Dabei ist es nicht einmal notig, die Begriffe 
der Zeit und der Geschwindigkeit in die Bet.rachtung miteinzubeziehen. 
Natiirlich umfassen die Beziehungen der gewohnlichen ana1ytischen 
Geometrie auch das Paralle1enaxiom mit. Die Hilfsmitte1 aber, die 
hier benutzt worden sind, d. h. die Lehrsatze von der Strecken
addition und von den Proportionen an Paralle1en, stellen solche Satze 
dar, die EUKLID nicht zu den Voraussetzungen rechnet, sondern mit 
Hilfe des Paralle1enaxioms beweist. Es ist ein Irrtum von HEYMANS, 
zu glauben, d~B er damit das Paralle1enaxiom an und fiir sich a1s 
notwendig nachgewiesen habe. Es sind jetzt eben andere Voraus
setzungen gemacht worden, wobei auBerdem der Mathematiker den 
Voraussetzungen EUKLIDS den Vorzug der Einfachheit geben wird. 

Der Philosoph CORNELIUS hat die unbedingte N otwendigkeit der 
euklidischen Geometrie daraus fo1gem wollen, daB, wie er glaubt, 
nur. in dieser Geometrie "wirklich gerade" Linien existieren. Dabei 
geht er davon aus, daB nur in der euklidischen Geometrie ahnHche 
Figuren moglich sind 2), und definiert die Gerade a1s eine solche Linie, 
bei der jeder Teil jedem anderen Teile ahnlich ist. In weiterer Aus
fiihrung dieses Gedankenganges hat MOHRMANN zu beweisen versucht, 
daB aus der Existenz von Linien, we1che der eben gegebenen Definition 
geniigen, und aus den iibrigen Axiomen EUKLIDS das Paralle1en
axiom sich ab1eiten 1asse. 

Man wird geneigt sein, der Definition der Geraden, die CORNELIUS 
gegeben hat, zuzustimmen, wenn man das Wort "ahnlich" zunachst 
nur in einem allgemein 10gischen Sinne nimmt. 1st aber die geome
trische Ahnlichkeit gemeint, aus der allein wirkliche Schliisse gezogen 
werden konnen, so wird man sich k1ar zu machen haben, was diese 

1) 1m Sinne von § 41, SchluJ3. 2) Vgl. § 5. 
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bedeutet. Definiert man die Ahnlichkeit von Polygon en, so kann man 
nicht umhin, von entsprechenden Ecken zu reden; daraus folgt, daB 
die Ahnlichkeit zwischen kontinuierlichen Linien erst dadurch einen 
Sinn bekommt, daB diese punktweise aufeinander bezogen, die Punkte 
der einen Linie denen der anderen zugeordnet sind. Die Ahnlichkeit 
zweier Linienstucke lund l' in der Ebene besteht also darin, daB nach 
der Vornahme einer solchen Zuordnung fur je drei Punkte A, B, C 
der Linie lund die drei entsprechenden Punkte A', B', C' der I,inie l' 
die Streckenproportion AB :BC = A'B': B'C' besteht, und die Win
kel ABC und A'B'C' einander gleich sind (Abb. 125). Da hier von 
geradlinigen Strecken und von Winkeln zwischen solchen die Rede 
ist, so setzt diese Erklarung den Begri// der geraden Linie bereits 
j'oraus. 

So11 also die gerade Linie nicht als etwas Gegebenes angesehcn, 
sOlldcrn im Sinne von CORNELIUS erst definiert werden, so kanll 

c , 

" \ 
\ 

\ 
/I 11 

Abb. I25. 

dieser Ahnlichkeitsbegriff dabei jedenfalls nicht 
benutzt werden. Sucht man aber den Ahnlichkeits
begriff zweier Linien dahin abzuandern, daB man 
etwa nur verlangt, daB Bogenstucken zwischen 
Punkten der einen Linie proportion ale Bogenstucke 
zwischen den zugeordneten Punkten der anderell 
Linie entsprechen, so wurde man wieder nicht 

weiter kommen, weil nun zwei ganz beliebige Kurvenstucke 
einander ahnlich waren; man konnte j a, falls die Kurvenstucke 
gleich lang waren, ihre Punkte dadurch aufeinander beziehen, daB 
man stets um gleiche Stucke weiter ginge, und man konnte im 
anderen Falle bei der einen Kurve eine MaBstabsanderung vor
llehmen. 

Der wirkliche Sachverhalt geht auch aus dem ausfUhrlicheren Be
weis hervor, den MOHRMANN an anderer Stelle fUr das Parallelenaxiom 
oder, was im Grunde auf dasselbe hinauslauft, fUr den Satz von der 
Winkelsumme im Dreieck gegeben hat. Er nimmt dabei tatsachlich 
anI), daB zwei Dreiecke, deren Seiten proportional sind, gleiche Winkel 
haben. Somit beruht der Beweis nicht auf jener Definition der 
Geraden, sondern es werden die Eigenschaften ahnlicher Dreiecke 
beweislos vorausgesetzt und benutzt 2). DaB aber damit die nicht-

1) J ahresber. el. Deutschen Mathematikervereinigung, 23. Bel. 1914, S. 342. 
2) MOHRMANN hat auch behauptet, daB man ohne Voraussetzung von .Ahnlich

keit nicht messen konne (a. a. 0., S. 177), was mir nicht verstiindlich ist. Zur Messung 
von Bogen gehort die Moglichkeit, zwei Bogen hinsichtlich der Gleichheit, des GroBer
und Kleinerseins miteinander zu vergleichen (praktisch mit Hilfe eines Fadens) und 
die Annahme einiger Axiome liber Bogen, die den in § 2 angegebenen Axiomen liber 
gleiche Strecken und liber die Abtragung von Streck en vollig analog sind. 



§ 46. ANDERE ARTEN DES Al:FBAUS DER GEOl\IETHIE. I23 

euklidische Geometrie ausgeschlossen wird, und die euklidische allein 
iibrig bleibt, ist von seIber klar 1). 

Die in diesem und im vorigen Paragraph en erwahnten neueren 
Betrachtungen haben also nichts gebracht, was dem Mathematiker 
unbekannt gewesen ware; sie beweisen insbesondere nicht, daB die 
euklidische Geometrie an und fiir sich notwendig, und die nicht
euklidische Geometrie unmoglich ware. Auf Grund der streng durch
gefiihrten Beweise, iiber die in § 43 berichtet worden ist, ist es zweifel
los unmoglich, so etwas zu zeigen. 

§ 46. Andere Arten des Aufbaus der Geometrie. 

Unsere Erwagungen iiber die Axiome der Geometric lassen es 
llatiirlich offen, daB noch andere Geometrien auBer den betrachtetell 
11loglich sind, und daB auch die betrachteten Geometrien noch auf 
ganz andere Art aufgebaut werden konnen. So hat HELMHOLTZ die 
.l\loglichkeit crwahnt, die Begriffe Punkt und Abstand als die einzigen 
gegebenen Begriffe q.er Geometrie zu behandeln und damit die 
Lehrsatze der gewohnlichen euklidischen Geometrie aufzubauen 2). 1m 
Grunde findet sich dieser Gedanke, wenn auch in einer etwas un
klaren Form, bei LEIBNIZ. Dieser wollte die Ebene als den geometri
schen Ort eines veranderlichen Punktes definieren, der von zwei 
gegebenen Punkten gleiche Abstande hat, und die gerade Linie als 
den Ort eines Punktes, der mit drei gegebenen Punkten drei einander 
gleiche Abstande macht 3). Das Unzulangliche an den betreffenden 
I~EIBNIzschen Betrachtungen bildet nur der Umstand, daB er keine 
dazu gehorigen Axiome eingefiihrt hat 4 ) und infolgedessen nicht im
stande ist, auf Grund seiner Definitionen die Lehrsatze zu beweisen. 
Der von ihm versuchte Beweis dafiir, daB der Schnitt einer Ebene 
mit einer Kuge10berflache ein Kreis ist 5), ist nicht in Ordnung, und 
im Grunde weiB er nur deshalb, weil er stillschweigend die ganze alte 
Geometrie voraussetzt, daB seine Formulierungen die Ebene und die 
Gerade eindeutig definieren, daB der erstgenannte geometrische Ort 
eine Flache, der zweitgenannte eine Linie ist. Ein wirklicher Aufbau 
der Geometrie von diesen Voraussetzungen aus miiBte mit Hilfe von 
Axiomen, die sich auf Abstande von Punkten beziehen, und mit 

1) Vgl. § 5. 
2) Vortriige und Reden, 1884, 2. Bd., ~. 260/6I. HEL~IHOI.TZ weist dabei aus· 

drlicklich auf Siitze hin, we1che die Stelle der Axiome einnehmen mlilHE'n 
3) Vgl. Hauptschriften zur Grundlegung der Philosophie, libersetzt von BUCHENAU, 

herausgegeben von CASSIRER, 1 Bd., 1904, S. 80f£' (Philosophische Bibliothek, Bd. 107). 
4) Vgl. auch was oben in § 2 (S. 12) liber den Briefwechsel von LEIBNIZ und 

CONRING gesagt worden ist. 
5) a. a. 0., S. 83. 
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Riicksicht auf die genannten Definitionen die Tatsachen be
weisen: 

a) durch zwei verschiedene Punkte geht eine und nur eine Gerade, 
und 

b) durch drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, geht 
eine und nur eine Ebene. 

Bis auf einen gewissen Grad ist ein solcher Aufbau der Geometrie 
neuerdings ausgefiihrt worden. 

§ 47. Wert der "Axiomatik". 

Die Untersuchungen, welche die Widerspruchslosigkeit und die 
Unabhangigkeit von Axiomen betreffen, pflegt man als "axioma
tische" zu bezeichnen. Es ist bereits hervorgehoben worden, daB 
solche Untersuchungen stets an ganz bestimmte Formulierungen der 
Axiome ankniipfen miissen. Es ware sozusagen ein uferloser Plan, 
wenn man aus dem allgemeinen Begriff einer Geometrie, die nur im 
allgemeinen charakterisiert ist, ohne bestimmte Grundtatsachen an
zunehmen, die Axiome, die iiberhaupt moglich sind, ableiten, wenn 
man gewissermaBen die Geometrie in ihre einfachsten Bestandteile 
zerlegen wollte. Solche an sich einfache Bestandteile existieren hier 
eben nicht. 

Der Wert aller Axiomatik ist auch schon angefochten worden. So 
hat sie STUDY fiir unfruchtbar erklartl). Er will als einzig wahren 
Aufbau der Geometrie die Begriindung der Gesetze der arithmetischen 
Mannigfaltigkeiten gelten lassen, auf die wir den Raum abbilden 
konnen 2). Die Frage der Anwendbarkeit dieser Gesetze auf die 
Korper ist fUr ihn dann eine zweite, die von der ersten vollig getrennt 
zu behandeln ist. Natiirlich ist dieser Standpunkt folgerichtig und 
in sich selbst nicht angreifbar. Immerhin ist jene Begriindung der 
Gesetze der arithmetischen Mannigfaltigkeiten verwickelt; die in § 42 

und § 43 erwahnten Beweise der Widerspruchslosigkeit der euklidi
schen und der nichteuklidischen Geometrie fallen mit ihr zusammen. 
Vielleicht ist die genannte Begrundung auch nur fUr den auffindbar, 
der die Geometrie zUerst aus Axiomen aufgebaut hat und dann zur 
"analytischen Geometrie" iibergegangen ist. Auch scheint mir die 
Dberzeugung von der Anwendbarkeit der Geometrie weniger darauf 
zu beruhen, daB etwa gewisse aus Messungen entsprungene Zahlen
reihen mit solchen, die aus unserer Theorie hervorgehen, iiberein-

1) Vgl. "Die realistische Weltansicht und die Lehre yom Raume" (Die Wissen
schaft, Einzeldarstellungen aus der Naturwissenschaft und der Technik, Ed. 54), 
1914, insbesondere S. 134· 

2) Vgl. § 41. 
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stimmen, als darauf, daB erstens die bekannten Axiome selbst ein
fachen Tatsachen entsprechen 1), zweitens die aus den Axiomen ge
folgerten Lehrsatze sowohl untereinander, als auch wiederum mit 
weiteren Erfahrungstatsachen in der auffallendsten Dbereinstimmung 
stehen. Der Aufbau der Geometrie aus Axiomen hat auch deswegen 
einen Vorzug, wei! diejenigen, die an den Ergebnissen mit Riicksicht 
auf die Anwendungen interessiert sind und die Geometrie nicht vom 
Standpunkt des Erkenntnistheoretikers betrachten, schneller und 
leichter in sie eingefiihrt werden, wenn man die Satze aus einfachen 
Axiomen, die dann eben als wahr angenommen werden, herleitet und 
nicht den Umweg iiber jene verwickelten arithmetischen Gebilde 
nimmt. 

J edenfalls wird der Aufbau der Geometrie aus Axiomen immer seine 
Bedeutung behalten, und ebenso kommt gewiB auch der Frage der 
Widerspruchslosigkeit und der Unabhangigkeit der Axiome Interesse 
zu. Auch haben solche neue Fragen die Geometrie stofflich weiter
entwicke1t, wie z. B. doch die nichteuklidische Geometrie einer solchen 
Frage ihre Entstehung verdankt 2). Doch wird man STUDY darin 
recht geben konnen, daB eine gar zu sehr ins einzelne gehende "Axio
matik" unfruchtbar werden kann. Eine niitzliche Beschrankung in 
dieser Hinsicht liegt auch bereits in der von HILBERT vorgenommenen 
Zusammenfassung der Axiome in gewisse Gruppen, vorausgesetzt, 
daB dann von den Axiomen einer Gruppe entweder alle gefordert 
werden oder keines. 

§ 48. Sogenannte vier- und mehrdimensionale Geometrie. 
RIEMANNS allgemeine Zahlenmannigfaltigkeiten. 

Die dreifache Zahlenmannigfaltigkeit, die der Raumgeometrie 
entspricht, mit ihren Gebilden (vgl. § 4I), kann auf vielerlei Arten 
verallgemeinert werden. Nahe liegt es, statt der Gesamtheit der 
Zahlentripel x, y, z die Zahlenquadrupel x, y, z, u zu betrachten und 
aus ihnen die entsprechenden Gebilde durch entsprechende Formeln 
aufzubauen, z. B. die den Geraden und Ebenen entsprechenden Ge
bilde mit Hilfe von Gleichungen ersten Grades zu definieren. Die 
Beschaftigung mit einer solchen vierfachen Mannigfaltigkeit bezeich
net man als Beschaftigung mit der "ebenen Geometrie von vier Di
mensionen". 1m Grunde gebraucht man damit nur ein Gleichnis, 
indem man entsprechend der Art und Weise, wie oben die dreidimen
sionale Geometrie auf die dreifache Zahlenmannigfaltigkeit wirklich 

1) Vgl. den 14. Abschnitt. 
2) Vgl. F. ENGEL, Nicolaj Iwanowitsch Lobatschefskij. Zwei geometrische Ab

handlungen mit einer Biographie des Verfassers. 1899. S. 373-383. 
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"abgebildet" worden ist, jetzt gewisse in der vierfachen Zahlenmannig
faltigkeit gefundene Ergebnisse riickwarts in eine geometrische 
Sprache iibersetzt. Alle die Begriffsbildungen in der 4. oder 5. oder 
einer hoheren "Dimension" haben im Grunde nur eine arithmetische 
Bedeutung und Berechtigung l ). 

Auf diese Weise kann man z. B. beweisen, daB ein Korper mit 
seinem Spiegelbild - der rechte Handschuh mit dem linken - in 
der vierten Dimension durch stetiges Bewegen zur Deckung gebracht 
werden, daB ein Knoten in einem in sich zuriicklaufenden, geschlos
senen Faden ohne Zerschneidung des Fadens in der vierten Dimension 
gelost werden "konnte", was beides in der dritten Dimension ein Ding 
der Unmoglichkeit ist. 

Aber auch die nichteuklidische Geometrie kann in ahnlicher Weise 
in hohere Dimensionen iibertragen werden. Wir wollen gleich die 
allgemeinsten Zahlenmannigfaltigkeiten betrachten, die von RIEMANN 

definiert worden sind. Er geht von einem System Xl, X 2 , ••• , Xn 

von n Werten aus. LaBt man hier jede der GroBen Xl, X 2 usw. 
unabhangig von den anderen alle reellen Zahlwerte annehmen, 
so kommt man zu einer n fachen Zahlenmannigfaltigkeit, 
die entweder in ihrer ganzen Ausdehnung oder auch nur in 
einem durch Einschrankung der Werte gebildeten Teil betrachtet 
werden kann. J edes Wertsystem Xl, X 2 , •• " Xn wird als "Punkt" 
der Mannigfaltigkeit bezeichnet. Die zunachst vollig unbestimmte 
Aufgabe in einer solchen Mannigfaltigkeit Gebilde zu definieren, 
die den geometrischen Gebilden analog sind, lost RIEMANN durch 
eine den "Abstand" zweier "Punkte" betreffende, im Grunde will
kiirliche Annahme. Es sollen zwei Punkte Xl, X 2 , X 3 , •• " Xn und 
X'I, X'2' X/3' ••• , X'n als benachbart bezeichnet werden, wenn 
die n Differenzen 

samtlich in ihren absoluten Zahlenwerten klein sind. Als :NlaBzahl 
des A bstandes zweier unendlich benach barter Punkte wird 
dann die Quadrahvurzel 

(I) 

ungenommen, wobei F (Xl' X 2 , "', Xn, A], A2 , ••• , An) eine von den 
GroBen Xl, X 2 J ••• , Xn, ill' A2 , ., • , ,1n nach einem Gesetz abhangige 
GroBe bedeutet, welche sich aus den ill' A2 , ••• , iln als homogener 

1) Man hat auch schon den Aufbau der "Geometrie vierter, fiinfter Dimension" 
usw. auf Axiome gegriindet. Es ist kIar, daB man zur tJberzeugung der Widerspruchs
losigkeit so1cher Axiome n ur durch den arithmetischen Beweis und nicht durch den 
Hinweis auf irgendwelche Anschallllng oder Erfahrnng gelangen kann. 
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algebraischer Ausdruck von der zweiten Dimension 1) darstellt und 
noch bis auf einen gewissen Grad beliebig gewiihlt werden kann. Die 
Wahl dieses Ausdrucks bestimmt dann den Charakter der Mannig
faltigkeit oder, wie man sagt, die Art der "Geometrie", urn die es sich 
handelt. Die Bedeutung jenes "Abstandes" und dessen, was wir hier 
"unendlich klein" nennen, wird erst durch das folgende deutlich 
werden. 

Was RIEMANN in seiner Mannigfaltigkeit eine "Linie" nennt, ist 
nichts anderes als eine einfache (eindimensionale) und stetige Mannig
faltigkeit von Wertsystemen (Punkten). Man erhiilt eine solche 
Mannigfaltigkeit, welUl man n Funktionen 2) 

qJdt) , qJ2 (t), ... , C{Jn (t) 

einer Veriinderlichen t, z. B. n algebraische Ausdrucke, welche auBer 
gegebenen Zahlen noch einen variabeln Wert t enthalten, wiihlt. 

(2) Xl = qJl (t), x2 = qJ2 (t), •.. , Xn = qJn (t) 

setzt und den variabeln Wert t alle Zahlwerte von t' bis til annehmen, 
d. h. also "t kontinuierlich von t' bis til laufen liiBt" (t' < t")3). Die 
Funktionen mussen auBerdem noch gewisse Eigenschaften besitzen, 
insbesondere muB jede von der unabhiingigen Veriinderlichen t stetig 
abhiingen (§ 33). 

Zu dem Begriff der Liinge einer Linie gelangt man nun folgender
maBen. Man schaltet zwischen den Werten t' und til, die eben zur 
Verwendung gekommen sind, Zahlwerte iI, t 2, "', tk in groBer ZahI, 
und zwar so ein, daB 

(3) t' < t1 < t2 < ... < tk < til, 

und daB aIle Differenzen zwischen zwei aufeinanderfolgenden Werten 
der Folge (3) sehr klein sind. Es ergibt sich nun zugleich durch Ein
setzen der Werte (3) in die Formeln (2) eine Folge von k + 2 Punk
ten unserer Mannigfaltigkeit, derart, daB je zwei aufeinanderfolgende 
benachbart sind. Die Summe aller Abstiinde zwischen je zwei auf
einanderfolgenden Punkten definiert uns nun fur den Fall, daB die 
Abstiinde unendlich klein, und die Zwischenwerte t1 , t 2 , t3 , •• " i" in 
unendlicher Zahl gedacht werden, die Liinge der oben mit Hilfe des 
Zahlenintervalls t' ... til definierten stetigen Linie. 

1) D. h. der Ausdruek besteht aus Gliedern von der Form c !I~', .1~', ... ,d~". 
wo jedesmal evan ,11' ,12' ... , ,1" unabhiingig ist, und jeder der Exponenten 
"1' "2' ... , "'n einen der \Verte 0, I oder 2 und die Surnrne "'1 -I- iX2 + ... + IX" den 
\Vert 2 hat. 

2) Vgl. § 57. 
3) Man k6nnte aueh sagen, daB eine "kontinuierliehe Folge" von Werts),Htemell 

vorliege; doeh wollte ieh diesen Allsdrllek lieber verrneiden, urn das \Vort "Folge" 
nur in seinern ursprungliehen Iogisch-ps),chologischen Rinne der ,liskreten Auf
einanderfolge anzuwenden. 
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lndem einer dieser unendlich kleinen Abstande mit ds bezeichnet 
wird, wendet man das Zeichen J ds auf die Lange der Linie an, da 
das "Integralzeichen" J eine Summe aus unendlich vielen, unendlich 
kleinen Teilen bedeutetl). Noch besserwird man iibrigens daslntegral 
J ds nicht selbst als die MaBzahl des fraglichen Linienstiickes ansehen, 
sondern nur die Gleichheit zweier Linienteile dadurch definieren, daB 
die beiden auf diese1ben sich beziehenden Integrale von der Form J d s 
einander gleich sind, in welchem Fall dann nachher noch ein beliebig 
zu wahlendes Linienstiick zur Langeneinheit gemacht werden kann. 

Der Ausdruck "Summe von unendlich vielen unendlich kleinen 
Teilen" ist als ein abkiirzender, den wahren Sachverhalt nur andeuten
der, im Sinne der sogenannten infinitesimalen Methode zu ver
stehen, die im siebenten Abschnitt naher auseinandergesetzt wird. An 
Stelle einer wirklichen Summe Hegt hier ein bestimmter, durch einen 
ohne Ende fortgehenden ProzeB definierter Annaherungswert vor, in

~p 
g 

Abb. 126. 

dem immer mehr Werte t1 , t2 , •• " t,. zwischengeschaltet 
und immer neueSummen voneiner immer groBerenZahl, 
immer kleiner werdender GHeder gebildet werden. So 
ist auch das Wort "unendlich kleiner Abstand" nicht 
in dem logisch transzendenten Sinne einer GroBe, die 

"kleiner ist als alle endlichen Werte" zu verstehen, sondern nur so, 
daB jene Abstandsformel (1) die Bestimmung hat, in jenem unend
lichen ProzeB zur Berechnung der Abstande der einander immer naher 
riickenden "Punkte" gebraucht zu werden. 

Auf Grund der gegebenen Definition der Lange einer Linie kann 
nun mit Hilfe der Methode der sogenannten Variationsrechnung die 
kiirzeste Verbind ungslinie zwischen zwei gegebenen Punkten ge
sucht werden, und RIEMANN definiert durch diese "Kiirzeste" dasjenige 
Gebilde, das in der neuen "Geometrie", d. h. in der vorliegenden Zahlen
mannigfaltigkeit der Gerade n entspricht2). Die Aufgabe, die kiirzeste 
Verbindung zwischen einer Geraden g und einem nicht auf ihr liegenden 
Punkt P zu finden (Abb. 126), fiihrt dann weiter auf das von P auf 
g gefallte "Lot", und es kann eben durch die rechnerische Behandlung 

1) Das Integralzeichen Jist aus dem Buchstaben S entstanden, mit dem urspriing
lich Summen bezeichnet wurden. 

2) NATORP (Die logischen Grundlagen usw., S. 300) hat das Verfahren kritisiert, 
welches die Gerade a1s kiirzeste Verbindungslinie definiert. Hierzu ist zu sagen, daJ3 
in der euklidischen Geometrie die Tatsache, daJ3 die Gerade die Kiirzeste ist, mit vollem 
Recht als ein Lehrsatz behande1t wird. In dieser Hinsicht stimme ich NATORPS Auf
fassung, we1che auch diejenige KANTS war, vollig zu. Die Dinge liegen jedoch bei 
dem Ausgangspunkt, den RIEMANN genommen hat, anders. Ohne die obige oder eine 
andere iihnliche Definition wiirde man bei diesem Ausgangspunkt nicht zum Begriff 
einer "Geraden" gelangen, und es wiirde dann der aufgestellte Begriff der Zahlen
mannigfaltigkeit ein recht leerer sein. 
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der genannten Aufgabe diejenige Relation zweier sich schneidender 
Geraden der Mannigfaltigkeit gefunden werden, die der Rech twi n k
ligkeit entspricht. 

Hieran lassen sich noch andere Begriffsbestimmungen kniipfen, 
z. B. die der Gleichheit zweier Winkel. Von diesen Begriffen hat der
jenige der Kriimmung der RIEMANNSchen Mannigfaltigkeiten bei 
den Nichtmathematikern AnstoB erregt. Es ist zuzugeben, daB das 
Wort Kriimmung urspriinglich dem gewohnlichen Sprachgebrauch 
entlehnt ist und zunachst bei einer Fliiche die Abweichung von der 
Ebene, bei einer Linie die von der geraden Richtung bedeutet, wobei 
dann die Flache unq die Linie in dem sie auBen umgebenden gewohn
lichen Raum betrachtet werden. Demgegeniiber ist die "Kriimmung" 
RIEMANNS freilich etwas anderes. Man konnte aber doch hochstens 
ihren N amen anfechten. Sie hat an einer bestimmten Stelle in j eder 
Flachenrichtung eine durch die inneren Eigenschaften der Mannig
faltigkeit definierte GroBe, die sich im Falle einer Flache, die im 
euklidischen Raum gelegen ist, mit dem deckt, was in diesem Falle in 
der gewohnlichen Geometrie als Kriimmung bezeichnet wird. 

Dabei kommt der Kriimmung RIEMANNS auch ein Vorzeichen zu. 
So ist in einem Teil einer zweifachen Mannigfaltigkeit die Kriimmung 
positiv oder negativ, je nachdem ein in diesem Teile gelegenes, aus 
kiirzesten Linien gebildetes kleinstes Dreieck eine Winkelsumme be
sitzt, die groBer oder kleiner als zwei Rechte ist. Wie die gewohnliche 
Kugel iiberall eine positive Kriimmung hat, so hat die nichteuklidische 
Ebene LOBATSCHEFSK1JS iiberall eine negative. Ebenso hat der (hyper
bolische) Raum LOBATSCHEFSK1JS eine negative, der Raum der so
genannten elliptischen Geometrie eine positive Kriimmung. 

Auch der Umstand, daB sich neben dem Vorzeichen ein Zahlwert 
fiir die konstante Kriimmung des nichteuklidischen Raumes heraus
rechnet, wenn ein bestimmter Zahlenansatz gemacht wird, ist gegen 
die nichteuklidische Geometrie geltend gemacht worden. Sie soll nicht 
bestimmt und deshalb nicht klar definiert sein 1). Um den Sachverhalt 
an einem anschaulichen Gebilde klar zu machen, denke man sich zwei 
verschieden groBe Kugeln im euklidischen Raum. MiBt man Linien
stiicke, die auf der Oberflache der einen gezogen sind, und dann die 
entsprechenden - etwa ahnlich vergroBerten - der anderen Kugel 
und legt beide Male dieselbe Strecke des Raumes als MaBeinheit zu
grunde, so ergibt sich, daB alle linearen MaBe der zweiten Kugel in 

1) Vgl. H. MOHRMANN, Jahresber. d. Deutsch. Mathematikervereinigung, Bd.23, 
1914, S. 178; auch NATORP (a. a. 0., S.293) glaubt in einem iihnlichen Sinne, daB 
durch die Merkmale: "Einzigkeit, Un verriickbarkeit, Unendlichkeit, Homogeneitiit und 
Stetigkeit" die euklidische gerade Linie definiert sei. 

Holder, Mathematische Methode. 9 



--------~----------

130 METHODE DER GRENZWERTE ODER 1NHNITESIMAINERFAIIREN. 

einem gewissen Verhaltnis vergroBert sind; dem entsprechend erscheint 
die Kriimmung bei der zweiten (groBeren) Kugel verkleinert. MiBt 
man aber die Bogenstiicke auf jeder Kugel durch den Umfang eines 
GroBkreises derselben Kugel, so ergibt die eine Kugel dieselben MaBe 
wie die andere. In diesem Sinne gibt es also nur eine einzige Geo
metrie der Kugel, und ahnlich ist es mit der hyperbolis~hen und ebenso 
mit der elliptischen nichteuklidischen Geometrie. 

Siebenter Abschnitt. 

Methode der Grenzwerte oder 
Infinitesimalverfahren·. 

§ 49. Bestimmung des Inhalts der KreisfHi.che. 

Die sogenannte "Methode des Unendlichen " , des "unendlich 
Kleinen" und des "unendlich GroBen", beansprucht nach meiner Auf
fassung keine logischen Gesichtspunkte, die von denj enigen verschieden 
waren, die sonst die Mathematik beherrschen. Da jedoch infolge ver
schiedener Umstande hier sehr eigentiimliche Betrachtungsweisen ent
stehen, erscheint es gerechtfertigt, dieser "Methode" einen besonderen 
Abschnitt zu widmen. Dazu kommt noch, daB mancherlei Behaup

Abb. 127. 

/1 

tungen, die iiber das "Unendliche in der Mathe
matik" aufgestellt worden sind, widersprochen werden 
muB. Es sollen nun einige Beispiele gegeben werden. 

Ieh will zuerst an die bekannte Bestimmung 
des Inhalts einer Kreisflache erinnern. Dieser In
halt kann nicht dadurch gefunden werden, daB 

man in eine endliche 
Zahl von Stiicken zer-
schneidet, da in diesem 

p ~ R S r N N 
Faile die Stiicke nicht 
samtlich geradlinig be
grenzt waren, und so

Abb.128. 

mit bei ihrer Bestimmung wieder dieselbe Schwierigkeit sich er
geben wiirde. Man verfahrt deshalb folgendermaBen. Man denkt 
sieh die Peripherie in n gleiche Teile geteilt (vgl. Abb. 127, wobei 
acht Teile gewahlt worden sind) und bildet ein umschriebenes 
Polygon von n Seiten, indem man in jedem jener Teilpunkte der 
Peripherie eine Tangente zieht. Das Polygon zerfallt in n Dreiecke 
durch die Verbindungslinien, die vom Mittelpunkt 0 nach den Ecken 
gezogen werden. Zu einem dieser Dreiecke OAC, dessen Seite AC 
wir als Grundlinie betrachten, und dessen Rohe 0 B gleich dem Kreis-
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radius ist, konstruieren wir ein ihm gleiches M PQ , indem wir PQ = A G 
machen und senkrecht auf PQ die Strecke PM = OB, d. h. gleich 
dem Kreisradius, errichten (Abb. I28). Verlangern wir nun PQ iiber 
Q hinaus urn seine urspriingliche Lange einmal, zweimal, dreimal usw., 
so daB wir zu den Punkten R, 5, T, "', N gelangen, so sind die 
Dreiecke M PQ, MQR, MRS, ... als Dreiecke mit gleicher Grund
linie und Hohe einander und den in Abb. I27 urn 0 gelagerten Drei
ecken gleich. 1st also P N gerade das nfache von PQ, d. h. also das 
nfache von AG oder, was dasselbe heiBt, ist P N gleich dem Umfang 
des n-Ecks von Abb. I27, so ist das ganze Dreieck M P N gleich dem 
nfachen jenes in Abb. I27 hervorgehobenen Dreiecks OAG, d. h. also 
gleich dem Inhalt jenes umbeschriebenen Polygons. Dabei ist die 
Hohe PM des Dreiecks M P N gleich dem Kreisradius. 

LaBt man nun die ganze Zahl n unendlich groB 
werden, so geht das umschriebene Polygon in den 
Kreis, die Lange PN in den Kreisumfang iiber, und 
man erkennt, daB der Inhalt der Kreisflache einem 
Dreieck MPN gleich ist, das den Kreisumfang PN 
zur Grundlinie und den Kreisradius zur Hohe hat. 

Abb. 129. 

Die Dberlegung, die eben in Erinnerung gebracht worden ist, wird 
auch folgendermaBen dargestellt. Man denkt sich die Kreisflache 
aus "unendlich vielen, unendlich schmalen Sektoren" zusammen
gesetzt (Abb. I29). lndem man nun jeden dieser Sektoren als ein 
geradliniges Dreieck betrachtet, dessen Grundlinie das betreffende 
Bogenstiick auf dem Kreise und dessen Hohe der Radius ist, kann 
man alle diese Dreiecke, welche die Hohe gemein haben, zusammen
fiigen; dadurch entsteht dann ein Dreieck, das den Kreisradius zur 
Hohe und die Summe jener Bogenstiicke, d. h. den Kreisumfang, zur 
Grundlinie hat. In dieser Form der Dberlegung ist eine gewisse Un
genauigkeit in die Augen springend. Man hat jedoch diese Form nur 
als eine abgekiirzte Darstellung der vorigen ausfiihrlicheren Dber
legung anzusehen, in Hinsicht auf welche uns ein deutliches Gefiihl 
sagt, daB sie im Endergebnis genau sein wird. Dazu freilich, dieses 
unbestimmte Gefiihl1) in eine GewiBheit zu verwandeln, bedarf es 
eines logisch einwandfreien Beweises. Die Gesichtspunkte, auf Grund 
deren sich ein vollkommen strenger Beweis fiihren laBt, werden erst 
spater (§ 5I und 53) angegeben werden2). 

1) Nicht mit Unrecht spricht MACH von "instinktiver" Erkenntnis (Die Mechanik 
in ihrer Entwicklung, 4. Aufl., 1901, S. 28/29). 

2) Es werden hier absichtlich aile die Schwierigkeiten iibergangen, die in dem 
Begriff der Liinge einer krummen Linie, im Begriff des Fliicheninhalts und bei dem 
Beispiel von § 52 im Begriff der Geschwindigkeit liegen; Liinge, Fliicheninhalt und 
Geschwindigkeit sollen hier als gegebene Begriffe betrachtet werden. 

9* 
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§ 50. Dreiecke mit gleicher Grundlinie und Hohe. 

Das folgende Beispiel, der infinitesimale Beweis des im vorigen 
Paragraphen benutzten Lehrsatzes von der Gleichheit zweier Drei
eeke, welche die Grundlinie und die Hohe gemein haben, ist noeh 
geeigneter £iir die spatere strengere Erorterung. Der genannte Satz 
kann bekanntlieh aueh ohne die infinitesimale Methode be wiesen 
werden 1), doeh ist diese Methode zum Beweis des analogen Satzes 
der Raumgeometrie, der sich auf dreiseitige Pyramiden bezieht, not
wendig2). 

Ieh denke mir ein Dreieek ABC, dessen Seite B C als Grundlinie 
angesehen und horizontal gezeiehnet werden sol1, und teile die Seite AB 
erst in zwei, dann in drei, dann in vier Teile usw. Der Einfaehheit 
wegen sollen jedesmal die Teile als untereinander gleieh angenommen 
werden. Dureh jeden der Teilpunkte werde eine Para11ele. zu B C 

~~ 
B .lj C8 ~ co 

Abh.130. 

/I' /I' .4. 
Ji 8' Jj C' D' J'; C' 

Abb.131. 

gezogen, wodureh das 
Dreieek sehlieBlieh in 
streifenartige Stiieke 
zerfallt, deren jedes zu 
einem Reehteek erganzt 
werden sol1 (Abb. 130). 

Dureh jede dieser Tei
lungen wird iiber dem 
Dreieek AB C eine staf
felformige Flaehe be

sehrieben; sie ist in der Abbildung jedesmal sehraffiert. Es entsteht 
auf diese Weise eine unendliehe Reihe solcher staffelformiger Flaehen, 
als deren erste diejenige angesehen werden kann, die aus einem ein
zigen dem Dreieek umbesehriebenen Reehteek E B C F besteht. 

Angenommen nun, es sei noeh ein zweites Dreieek A' B' C' gegeben, 
dessen Grundlinie B' C' der Grundlinie B C, und dessen Hohe der 
Hahe des vorigen Dreieeks gleich ist, so mage fiir dieses neue Dreieck 
eine Reihe von Figuren nach demselben Gesetz konstruiert werden 
(Abb. 131). Werden nun die Inhalte der iiber ABC konstruierten 
Figuren mit 11, 12, 13, 14, .. " die Inhalte der iiber A' B' C' kon
struierten Figuren mit I L n, I ~, n, ... bezeichnet, so erkennt man 
die Richtigkeit der Gleichungen 

(I) 11=IL 12=IL 13=]3, 14=n···; 
es ist ja ohne weiteres ersichtlich, daB sich z. B. 13 und ]'3 aus 

1) Vgl. § 26, vgl. auch Euc1idis elementa, Liber I, Nr. XXXV. 
2) Vgl. M. DEHN, tiber den Rauminhalt, Mathematische Annalen, Bd. 55, 

1902, S. 465. 



---~-.------~-------~--------.~-----~----. 

§ 51. WURDIGUNG DES BENUTZTEN BEWEISVERl!'AHRENS. 133 

denselben Rechtecken zusammensetzen. Teilen wit: also die Seiten AB 
und A' B' der beiden Dreiecke in gleich viele Teile, so werden die 
uber den beiden Dreiecken konstruierten staffelformigen Figuren 
einander gleich. J ede dieser Figuren stellt das Dreieck naherungs
weise dar, uber dem sie konstruiert worden ist, und zwar mit um so 
groBerer Naherung, wie nachher gezeigt werden soIl, je groBer die 
Zahl der angenommenen Teile ist. Aus der Gleichheit der 'entspre
chenden beiden staffelformigen Figuren folgt also die Gleichheit der 
beiden Dreiecke ABC und A' B' C', wenn die Zahl der Teile, in die 
AB und A'B' geteilt worden sind, unendlich groB gedacht wird. 

§ 51. Wiirdigung des in den beiden letzten Paragraph en 
benutzten Beweisverfahrens. 

Die Eigentumlichkeit des eben benutzten Beweisverfahrens be
steht darin, daB die Dreiecke ABC und A' B' C' mit Hilfe der 
Flachenreihe 
I 1),12,13) ... 
und der Flachenreihe 
II ];,n,n .. · 
verglichen und als gleich nachgewiesen werden konnen; dabei sind 
die Flachen I und II einzeln der Reihe nach einander ge na u gleich 
(vgl. die Gleichungen (1) des vorigen Paragraphen), wahrend die 
Flachen I das Dreieck ABC nur genahert zur Darstellung bringen, 
und dasselbe von den Flachen II und dem Dreieck' A' B' C' gilt. Weil 
hier eine bloBe Naherung mit im Spiel ist, ist die Gultigkeit des Ver
fahrens angezweifelt worden, und zwar nicht bloB von philosop4ischer 
Seite. Auch vielen Mathematikern galt die infinitesimale Methode 
lange fUr unsicher1). Wahrend nun die moderne Mathematik diese 
Methode durch eine strenge, wieder auf ARCHIMEDES und EUKLID 
zuruckgehende SchluBweise gesichert hat, meld en sich neuerdings 
gerade im philosophischen Lager einzelne, welche der unreifen Form 
der Betrachtungsweise, wie sie bei KEPLER und CAVALIERI sich findet, 
den Vorzug geben wollen2). 

Um klar zu erkennen, was dem oben gegebenen Beweis noch hinzu
gefugt werden muB, hat man das logische Verhaltnis zu bedenken, 
in dem der Inhalt des Dreiecks ABC zu der gesetzmaBigen unendlichen 
Reihe der Flacheninhalte I steht. Nebenbei bemerkt, ist in dieser 
Reihe jede Flache groBer als das Dreieck ABC, und da auBerdem, 
wie sich leicht beweisen laBt, jedes folgende Glied der Reihe einen 

1) Vgl. M. CANTOR, Vorlesungen liber Geschichte der Mathematik, 3. Bd. 1894, 
S. 245, 718ff. 

2) Vgl. § 60, Anm., vgl. auch § 54. 
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kleineren Inhalt hat als das vorhergehende, so wird der Fehler, mit 
dem die Reihenglieder den Inhalt des Dreiecks ABC darstellen, von 
Glied zu Glied kleiner. Das Wesentliche aber ist, daB, wie gleich nach
her bewiesen werden sol1, der Unterschied zwischen dem Dreieck 
und dem Reihenglied "schlieBlich unendlich klein wird", d. h. daB 
dieser Unterschied beim Fortgang von Glied zu Glied unter ieden noch 
so klein angenommenen Wert einmal herabsinkt. Es wird in § 53 gezeigt 
werden; daB immer nur eine einzige GroBe zu einer gesetzmaBigen 
Folge in der eben erwahnten Beziehung stehen kann. Wir drucken 
diese Beziehung in den Worten aus, daB die Reihe der Inhalte 
J 1, J 2" J 3, . .• dem Inhalt des Dreiecks AB C "zustrebe" oder daB 
der Inhalt dieses Dreiecks der Grenzwert sei von der Reihe der 
Inhalte J 1 , J 2, J 3, • .• In derselben Weise ist der Inhalt des Dreiecks 
A' B' G' der Grenzwert der Folge der Inhalte J { , J ~ , J ~, . .. Da nun 

A 

Abb. 132. 

wegen der Gleichungen (I) des vorigen Para
---, graphen die beiden Reihen I und II Glied fur 

i Glied iibereinstimmen, und der Grenzwert 
: einer Reihe durch deren Gesetz eindeutig mit

_J bestimmt ist, in dem FaIle, daB er iiberhaupt 
existiert, so sind die Inhalte der beiden Drei
eckeABCundA 'B'G' einander gena ugleich. 

DaB der Unterschied zwischen den Gliedern der Reihe I und dem 
Dreieck ABC unter jeden Wert herabsinkt, wird folgendermaBen be
wiesen. Es ragt z.·B. die staffelformige Figur J3 (Abb. I30) auf der 
linken Seite in drei kleinen Dreiecken uber das Dreieck AB C hervor. 
Wenn wir jedes dieser Dreiecke zum Rechteck erganzen und diese 
Rechtecke iibereinander ste11en (Abb. 132), so entsteht ein Rechteck, 
das die Rohe DA des Dreiecks ABC zur Rohe und die Horizontal
projektion eines Drittels der Strecke AB, also ein Drittel der Strecke 
BD zur Grundlinie hat. Es muB also das erwahnte Rechteck einem 
Drittel des Rechtecks BDAE und somit die Summe jener drei kleinen 
Dreiecke der Halfte davon gleich sein. In derselben Weise beweist 
man, daB die Summe der drei kleinen Dreiecke, urn welche die Flache 
J 3 der Abb. 130 uber das Dreieck AB C auf der rechten Seite hinuber
ragt, der Halfte eines Drittels des Rechtecks AD C F gleich ist (Ab b. 132). 

Es ist also der Unterschied zwischen der Flache J 3 und dem Dreieck 
ABC gleich der Halfte eines Drittels des ganzen Rechtecks EBCF 
(Abb. 132 und 130). Genau ebenso ergibt sich der Unterschied zwi
schen ] n und dem Dreieck ABC gleich der Halfte eines n tels desselben 
Rechtecks EBCF. Nun ist dieses Rechteck eine gegebene GroBe, 
und der 2 n te Tei! davon sinkt, wenn n ohne Ende zunehmend ge
dacht wird, unter j eden Wert herab. 
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lndem wir aber eben dies geltend machen, benutzen wir wiederum 
ein Axiom. Um einzusehen, daB jener 2 nte Teil z. B. kleiner wird 
als eine irgendwie vorgegebene Flache L1, miissen wir wissen, daB das 
2 n fache von L1 dadurch, daB die ganze Zahl n hinreichend groB an
genommen wird, groBer gemacht werden kann als das obige Recht
eck EBCF. Dieses ist in der Tat eine Folge des archimedischen Axioms, 
welches besagt, daB von zwei GroBen die kleinere so oft vervieWiltigt 
werden kann, daB das Vielfache die groBere jener beiden iibertrifft. 
Es muB also vorausgesetzt werden, daB fUr Flachen das archimedische 
Axiom giiltig ist; es wird aber auch deutlich sein, daB aus der An
nahme der Giiltigkeit des archimedischen Axioms fUr Strecken, auch 
die Giiltigkeit des Axioms fiir Flacheninhalte sich ergibt. 

Die SchluBweise von § 49 ist dieselbe wie die eben besprochene. 
So wie hier das Dreieck AB C als Grenzwert der Folge lund das Drei
eck A' B' C' als Grenzwert der Folge II erkannt wurde, und aus der 
volligen Dbereinstimmung der beiden Folgen auf die Gleichheit der 
Dreiecke geschlossen werden konnte, so stellt sich in § 49 die Kreis
flache als Grenzwert der Polygone (Abb. 127), und das Dreieck, dessen 
Rohe der Kreisradius und dessen Grundlinie der Umfang des Kreises 
ist, als Grenzwert der Dreiecke dar, welche aus M PN (Abb. 128) her
vorgehen, wenn fiir die Seitenzalll n des Polygons allmahlich a1le 
ganzen Zahlen gesetzt werden; es ist aber jedesmal das Dreieck MPN 
dem betreffenden Polygon genau gleich. Nur ist im Fall der Poly
gone der genaue Beweis fiir die Grenzwerteigenschaft der Kreisflache 
etwas verwickelt, worauf hier nicht weiter eingegangen werden soIP). 

§ 52. Gleichformig beschleunigte Bewegung 2). 

rch denke mir einen Punkt, der sich auf einer Geraden bewegt; 
dabei soll die Geschwindigkeit proportional mit der Zeit wachsen, in 

1) Man kann den Sachverhalt auch so darstellen, daB zuerst flir die Kreisfliiche 
das n-Eck, nachher fiir das der n-Ecksfliiche genau gleiche Dreieck, dessen Basis der 
Umfang des n-Ecks ist, das Dreieck gesetzt wird, dessen Basis der Umfang des Kreises 
ist. So wird also zweimal ein Fehler begangen, und diese beiden heben sich dann im 
Endergebnis auf. In dieser Weise hat LAZARE CARNOT das infinitesimale Verfahren 
aufgefaBt (Reflexions sur la Metaphysique du Calcul infinitesimal, neu herausgegeben 
Paris, 1921, I, p.IO). DaB dieses Sichaufheben wirklich eintritt, kann nur mit Hilfe 
der archimedischen Exhaustionsmethode bewiesen werden (§ 53). 'Angedeutet ist die 
Begriindung bei CARNOT in dem Corollaire premier seines Principe fondamental 
(a. a. 0., I, p. 26). 

2) In § I4 wurde diese Bewegung nur insofern betrachtet, als nachgewiesen wurde, 
daB eine konstante Kraft eine der Zeit proportionale Geschwindigkeitszunahme hervor
ruft. Hier wird untersucht, was fiir eine Abhiingigkeit des Weges von der Zeit sich 
aus dem erwiihnten Geschwindigkeitsgesetz ergibt. Der Schlu13 von § 59 bringt 
dann die Umkehrung dieses Ergebnisses. Die Untersuchung dieses Paragraphen ist 
zuerst von GALILEI. abe! in geometrischer Form, gefiihrt worden. 
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welchem Fall die Bewegung als "gleichf6rmig beschleunigt" bezeich
net wird. Als MaB der Geschwindigkeit in einem bestimmten Augen
blick gilt die Zahl der Langeneinheiten (Meter) des Weges, der in einer 
Zeiteinheit (Sekunde) zuriickgelegt wiirde, wenn die Bewegung so 
lange mit eben dieser Geschwindigkeit im Gange ware. Der Einfach
heit wegen will ich annehmen, daB "zur Zeit t", d. h. in dem Zeit
punkt, der t Zeiteinheiten nach dem gewahlten Anfangspunkt der Zeit 
eintritt, die Geschwindigkeit v der gedachten Bewegung durch die 
Formel 
(1) v = g t 

vorgestellt sei, so daB also zur Zeit t = 0 die Geschwilldigkeit '1! = 0 

vorhanden ist. Es ist dabei g eine gegebene, von t unabhangige Zahl, 
d. h. also eine Konstante. Sie ist gleich der Zunahme, welche die 
Geschwindigkeit in der Zeiteinheit erfahrt und heiBt "Beschleunigung". 
Bei der Fallbewegung ist, wenn die obigen Einheiten gewahlt werden, 
g = 9,81. 

Urn nun den Weg-zu berechnen, der in dem Zeitintervall zwischen 
dem Zeitpunkt t = 0 (Anfangspunkt der Zeit) und dem Zeitpunkt 
t = or bei der betrachteten Bewegung zuriickgelegt wird, zerlege man 
dieses Intervall 0 ••• 7: in 1t gleiche Teile: 

(2) 
7: 7: 27: 27: 37: (n - 1) 7: 

o .... _, - . .. ----, - ... --- J ••• , 

nn n n n n 
nr: 

n 

Infolge des oben eingefiihrten GeschwindigkeitsmaBes erhalt man den 
Weg, der gleichf6rmig in einem Zeitintervall von T Zeiteinheiten 
zuriickgelegt wird, durch Multiplizieren der Geschwindigkeit mit T. 
Nun werden die in den Intervallen (2) zuriickge1egten Wege zunachst so 
berechnet, als ob in jedem Zeitintervall die Geschwindigkeit konstant, 
und zwar gleich derjenigen Geschwindigkeit ware, die der Punkt tat
sachlich im Anfang des Zeitintervalls besitzt. Dadurch erhalt man Wege, 
die zu klein sind, da ja die Anfangsgeschwindigkeit des Zeitintervalls 
kleiner ist als diejenigen Geschwindigkeiten, die innerhalb des Zeit
intervalls vorkommen. Wir rechnen also so, als ob wahrend des Zeit-

intervalls 0 ... ~ die Geschwindigkeit 0, wahrend das Intervalls 
n 

T 27: d' G h' d' k . r: "h d dIll 27: 3 r: -- ... - le esc Wln 19 elt g-, wa ren es nterva s - ... ~ 
n n n 11 n 

die Geschwindigkeit g 27: usw. bestande. Es ergibt sich dadurch 
n 

als Summe der in den Zeitintervallen (I) zuriickgelegten Wege 
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T T T T 2 T T (n - r) T 
-·O+-·g-+-·g-+ ... +-g-'-----
n n n n n n n 

T2 T2n(n-r)1) 
= gn,2(O + r + 2 + + [n - rJ) = gn2 --2--' 

=~gT2(r--~). 

r37 

Diese Zahl ist also kleiner als die Zahl der in dem wirklich zuriick
gelegten Weg enthaltenen Langeneinheiten. 

Rechnet man jetzt umgekehrt so, als ob in jedem der Zeitillter
valle (2) konstant diejenige Geschwindigkeit vorhanden ware, die ill 
Wahrheit die Endgeschwindigkeit des betreffenden Zeitintervalls ist, 
so erhalt man im ganzen als Weg 

7: 7: 7: 2T 7: 3 T T n7: 
- . g- + . g -- + -- . g -- + ... +- . g -
n n n n n n n n 

.,;2 7:2 n (n + r) I " ( I) =g-(I+2+3+ ... +n)=g----- =--gr- 1+ -. 
n2 n2 2 2 n 

Diese Zahl ist groBer als die MaBzahl des wirklich zuriickgelegten 
Weges. 

Die MaBzahl s des wirklichen Weges liegt also zwischen 

uno 

Der Unterschied zwischen diesen beiden Wertell ist aber 

2 I g7: - , 
n 

d. h. also 'der nte Teil der Zahl g.,;2. Betrachtet man immer dassel be 
Zeitintervall 0 ... 7:, so ist g 7:2 ein fester Wert, dessen nter Tei! unter 
jede Zahl einmal herabsinkt, wenn wir die ganze Zahl n ohne Ende 
vergroBern. Da nun der Weg s zwischen den GroBen (3) und (4) 
gelegen ist, also sowohl von (3) als von (4) einen kleineren Unterschied 
aufweist, als diese beiden voneinander, so hat der Weg s auch z. B. 
von (3) eine Differenz, die mit unendlich wachsendem n unter jeden 
Wert herabsinkt. Setzt man somit in dem Ausdruck (3) fiir n die 
Zahlwerte I, 2, 3, ... ein, so ergibt sich eine Folge 

(6) 0, ~ g 7:2 (I - ~), ~ g 7:2 (I - ~), ~ g 7:2 (I - ~), "', 
1) Vgl. § 67. 
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deren Grenzwert die MaBzahl s sein muB (§ 5I). Andererseits aber 

ist die Differenz zwischen ~ g7:2 und dem Ausdruck (3) gleich .~ g7:2 ~ 
2 2 n 

und sinkt gleichfalls mit unendlich wachsendem n unter jeden Wert 

herab. Es kommt also auch der Zahl ~ g7:2 die Eigensehaft eines 
2 

Grenzwertes zu in Beziehung auf die Folge (6). Da nun die Folge (6) 
naeh dem bereits in § 51 erwahnten Satz, der im folgenden Paragra
phen bewiesen wird, nur ei n e n Grenzwert besitzen kann, so ist 

I 
S = - g7:2 • 

2 

Dies ist also der zur Zeit 7: zuriickgelegte Weg, falls die Bewegullg 
zur Zeit 0 mit der Geschwindigkeit 0 begonnen hat, und die Gesehwin- . 
digkeit injedem Zeitintervall, das Einheitslallge hat, um g zunimmt 
[vgl. Formel (I)). Die gefulldene Forme1 (7) stimmt bekanntlich mit 
den Fallgesetzen iiberein, illdem sich fiir 7: = I , 7: = 2 , 7: = 3 , ... 
Wege ergeben, die sieh wie die Quadrate I2, 2 2, 3 2, ••• der natiirlichell 
Zahlen verhalten. 

Die oben ausgefiihrte Rechnung kann man in abgekiirzter Rede
weise als eine "Summierung unendlich vieler unendlich kleiner Wege" 
bezeichnen. 

§ 53. Strenger Beweis fUr die eindeutige Bestimmtheit des 
Grenzwertes. 

Es ist noeh der bereits in § 51 versprochene Beweis nachzuliefern. 
Es sei 

(I) J1,J2,J3,'" 
irgendeine gegebene, gesetzmaBige, unendliche Reihe von GraBen, 
die einen Grenzwert C besitzen solI. Die GraBen der Reihe konnen 
z. B. Fliicheninhalte sein, in welchem Fall auch C ein Flacheninhalt 
sein muB, oder es konnen aIle die in Betraeht kommenden GraBen 
etwa Langen oder aber auch reine ZahlgroBen sein. Wird nun irgend
eine noch so kleine, von Null verschiedene GroBe ~ derselben Art ge
wahlt, so muB ein Glied der Reihe (I) existieren, so daB fur dieses und 
fur alle folgenden Clieder ihre Differenz von C kleiner als () istl). 

1) Man kann es auch so ausdriicken, daB, falls G1 und G2 irgendwie so gewahlt 
werden, daB G1 < G und G2 > Gist, stets ein Glied der Reihe (1) muB gefunden 
werden konnen, dessen - unendlich viele - nachfolgende samtlich zwischen G) 
und G2 gelegen sind. In dieser Form ist der Begriff des Grenzwertes G lediglich auf 
Ordnungsbegriffe gestiitzt, ohne daB dabei der Begriff der Differenz gebraucht ware 
(vgl. BERTRAND RUSSEl., Einfiihrung in die Mathematische Philosophie, deutsch 
von E. J. GUMBEl. und W. GORDON, 1923, S.99). 
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DaB es fiir j ede GroBe t5 ein solches Reihenglied gibt, dies und nur 
dies ist damit gemeint, wenn wir sagen, daB der Unterschied zwischen 
G und den Reihengliedern "unter jede Grenze sinke", und eben dieses 
Verhalten ist das Kennzeichen dafiir, daB G "Grenzwert" der Reihe 
(1) ist (§ 51). 

Zunachst beachte man, daB nicht jede gesetzmaBige unendliche 
Reihe einen Grenzwert besitzen muB, wie z. B. die Reihe der Zahl
graBen 

r, 2, 1, 2, I, 2, ... , 

in der die Zahlen 1 und 2 regelmaBig abwechseln, augenscheinlich 
keinen Grenzwert hat. Es muB aber noch bewiesen werden, daB eine 
Folge von GraBen in dem angegebenen Sinne niemals mehr als einen 
Grenzwert besitzen kann. Wohl driicken wir das Verhaltnis des Grenz
werts zu der gesetzmaBigen Folge vielfach durch den Ausdruck aus, 
daB diese dem Grenzwert "zustrebe"; es ware jedoch eine Erschlei
chung, wenn wir durch dieses Gleichnis einer Bewegung oder eines 
Strebens nach einem Ziel die eindeutige Bestimmtheit des Grenz
wertes begriinden wollten; diese muB sich aus der oben gegebenen 
genauen Erklarung des Grenzwertes ergeben. In der Tat laBt sich 
der Beweis fiihren, aber nur auf indirektem Wege. 

Angenommen also, es hatte die obige Reihe (1) noch einen zweiten 
von G verschiedenen Grenzwert G', so ware die Differenz zwischen 
G und G', die wir mit LI bezeichnen wo11en, von Null verschieden. 
N ach der Definition des Grenzwertes miiBte es nun auch ein Glied 
der Reihe (r) derart geben, daB fiir dieses und fiir alle folgenden der 

Unterschied von G kleiner ist als z. B. ~. Aber es miiBte aus dem-
2 

selben Grunde auch ein Glied der Reihe existieren, von dem ab der 

Unterschied der Glieder von G' kleiner als ~ ist. Von demjenigen 
2 

der beiden eben genannten Reihenglieder an, das den graBeren Index 
hat, das also spater in der Reihe auf tritt, muB beides gelten, namlich, 
daB der Unterschied eines Reihengliedes sowohl von G, als auch von 

G' kleiner als ~ ist. Stellt nun In ein Reihenglied vor, fiir welches 
2 

dies gilt, so folgt daraus, daB G und G' von einer und derselben GroBe 

In einen Unterschied besitzen, der kleiner als ~ ist, daB G und G' 
2 

voneinander urn weniger als LI verschieden sein miissen. Dies ist aber 
ein unmittelbarer Widerspruch mit dem Friiheren, da ja mit LI die 
genaue Differenz zwischen G und G' bezeichnet worden ist. Da sich 
dieser Widerspruch mit Notwendigkeit daraus ergeben hat, daB G 
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und G' als voneinander verschieden angenommen worden sind, so 
kann in bezug auf eine gegebene Reihe nicht gleichzeitig zwei von
einander verschiedenen GroBen die Eigenschaft eines Grenzwertes 
zukommen. 

Die Aussage, die den Grenzwert definiert, bezieht sich darauf, 
daB seine Differenzen von den Reihengliedern unter einer Grenze 
liegen, welche Grenze iiberdies durch Hinausschieben des Reihen
gliedes, von dem an die Aussage gelten so11, beliebig klein gemacht 
werden kann. Die Aussage bezieht sich also auf Ungleichungen. In 
dies em Sinne hat NATORp 1) den Sachverhalt passend dadurch gekenn
zeichnet, daB "auf Grund des Grenzverfahrens ein Wert nicht bloB, 
wie in der Elementarmathematik, durch eine Gleichung, sondern durch 
ein System von Ungleichungen bestimmt wird". 

§ 54. Unhaltbarkeit der logisch transzendenten Auffassung 
des Unendlichen. KEPLER und CAVALIERI. 

1m Gegensatz zu der hier durchgefiihrten strengen Behandlung 
der infinitesimalen Methode benutzten im 17. Jahrhundert KEPLER2) 
und CAVALIERI3 ) zur Bestimmung von Korper- und Flacheninhalten 
cine etwas unbestimmte Vorstellung, wonach z. B. ein Korper durch 
die Gesamtheit der aus ihm parallel zu einer festen Ebene bestimm
baren Schnittflachen, eine ebene Flache durch die Gesamtheit der 
parallelen zu einer festen Geraden durch sie legbaren Strecken bestimmt 
gedacht, und dann auch der Korper als "Summe" der parallelen 
Schnittflachen, die ebene Flache als "Summe" der para11elen Strecken 
bezeichnet wird. Es werden dann die Schnittflachen gewissermaBen 
als die einfachen Teile des Korpers, die para11elen Strecken als die 
einfachen Teile der ebenen Flache angesehen, welche - wenigstens 
nach einer gewissen Richtung - nicht mehr teilbar sind, da sie 
keine Breite haben. In dies em Sinne wahl hat CAVALIERI diese 
Elemente mit dem Namen der "Indivisibilia" belegt, der iibrigens 
schon von alteren Schriftstellern benutzt worden war. Hier erschiene 
also der Korper als eine Summe von Teilen, die kleiner sind als jedes 
endliche Volum, und die ebene Flache als eine Summe von Teilen, 
die kleiner sind als jeder endliche Flacheninhalt, also als eine Summe 
von Elementen, die nicht so, wie bei der Betrachtung von § 50, in
folge einer fortgesetzten Neuteilung kleiner und kleiner werden, son
dern wirklich unendlich klein sind. 

1) Die logischen Grundlagen der exakten Wissenschaften, 1910, S. 222, Anm. 
2) KEPLER, Nova stereometria doliorum vinariorum etc., Lincii, 1615. 
3) CAVALIERI, Geometria indivisibilibns continuornm nova qnadam ratione 

promota, Bononiae, 1653. 



§ 54. UNHAI,TBARKE1T DER I,OG1SCH TRANSZENDENTEN AUFFASSUNG. 141 

Das Bedenkliche einer solchen unklaren, im Grunde unzuUissigen 
Vorstellung vermag das folgende Beispiel zu zeigen. Ich denke mir 
zwei Dreiecke ABC und A' B'C', deren Grundlinien BC und B'C' 
einander gleich, deren H6hen aber verschieden sind. Durchziehen 
wir nun die Dreiecke mit Strecken, die den Grundlinien parallel sind 
(Abb. 133) und ordnen wir z. B. die Strecke MN der Strecke M' N' 
zu, wenn M die Seite AB des ersten Dreiecks in demselben Verhalt
nis teilt, wie M' die Seite A'B' des zweiten, so ist leicht zu sehen, 
daB die zugeordneten Strecken einander gleich sind. Es ist also 
die Gesamtheit der durch AB C gezogenen Strecken dieselbe wie 
die Gesamtheit der durch A' B'C' gezogenen. Durfte man nun 
j edes der Dreiecke im eigentlichen Sinne des Wortes als Sum me 
der hindurchgezogenen Strecken betrachten, so kame man zu dem 
offenbaren FehlschluB, die beiden Dreiecke fur gleich zu erklaren. 

Es ist allerdings zuzugeben, /I 

daB KEPLER und CAVALIERI, ~ 1/' 

die sich mit vortrefflichem ~ 
mathematischem Instinkt ihrer N ;y;/'\.( 
Methoden bedient haben, fast tJ . C' F ~, 
nie in Irrtumer verfallen sind 1), Abb. 133-

wie denn auch CAVALIERI ge-
legentlich erwahnt, daB es auch auf die Abstande der parallelen Ge
raden ankomme2) und ein mit dem eben hier gegebenen so ziemlich 
ubereinstimmendes Beispiel anfiihrt. Trotzdem ist bei beiden die 
Beweisfiihrung nicht zwingend. Denkt man sich in dem obigen Bei
spiel die Dreiecke nicht aus Strecken zusammengesetzt, sondern aus 
Paralellstreifen, welche durch zugeordnete Linien begrenzt sind 
(Abb. 133), so kann man die SchluBweise von § 50 in modifizierter 
Weise anwenden, und es ergibt sich, daB die Dreiecke AB C und A' B' C' 
sich wie ihre von A beziehungsweise von A' aus gefallten H6hen 
verhalten. 

Man erkennt also, daB Flachen nicht in Linien zerlegt werden 
k6nnen, sondern nur in Flachen, und daB die Zerlegung zunachst in 
eine endliche Anzahl zu erfolgen hat, darnit von einer wirklichen 
Breite der Teile gesprochen werden kann. Die Fortsetzung dieses 
Verfahrens ohne Ende durch immer neue Teilung in immer kleinere 
Teile ist es, was man mit der "Teilung in unendlich viele unendlich 
kleine Teile" meint. Es ist dies jetzt nur noch eine abgekiirzte 

1) Vgl. aber den von M. CANTOR erwiihnten Fall bei KEPI,ER (Vorlesungen liber 
Geschichte der Mathematik, 2. Bd. 1892, S. 753). 

2) Insbesondere ist sein bekannter Lehrsatz vo11ig richtig: Gebilde der Ebene 
wie des Raumes sind inhaltlich gleich, wenn in gleicher Rohe bei beiden gefiihrte 
Schnitte gleiche Strecken, bzw. gleiche Fliichen ergeben. 
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Redeweise zur Bezeichnung des auf dem Begriff des Grenzwertes 
aufgebauten strengen SchluBverfahrens. 

KEPLER 1) glaubte mit seiner Darstellung den Sinn der Sache 
hesser erfaBt zJ.1 haben als ARCHIMEDES mit seinem indirekten Beweis
verfahren, und auch in neueren Werken findet man die Behauptung, 
daB die moderne Auffassung yom "Unendlichkleinen" die indirekte 
Beweisiiihrung iiberfliissig mache. Dies ist aber doch nur insoweit 
richtig, als man sich auf den Satz von der eindeutigen Bestimmtheit 
des Grenzwertes berufen und damit vermeiden kann, daB in jedem 
Einzeliall, wie bei ARCHIMEDES 2), ein indirekter Beweis notwendig 
wird. Der strenge Beweis iiir jenen Eindeutigkeitssatz ist aber nur 
auf indirekte Weise zu fiihren (vgl. § 53). 

§ 55. Sogenannte Summen unendlicher Reihen. 

Eine besondere Art von Grenzwerten stellen die sogenannten 
Summen unendlicher Reihen dar. 1st namlich eine gesetzmaBige 
unendliche Folge zu addierender Werte gegeben, wie z. B. 

(I) I + i + (1)2 + (t)3 + ... , 
so beginnt man mit dem ersten Glied, fiigt zu diesem zuerst das 
zweite, dann das dritte hinzu usw., so daB also aus der Folge der 
GHeder der Reihe (I) die gleichfalls gesetzmaBige unendliche Folge 
von Teilsummen 

1 

1 + {-
(2) 1 + t + (i)2 

I + 1- + (-})2 + (-~-)3 

abgeleitet wird. Wenn diese Folge im Sinne von § 51 einen Grenz
wert besitzt, wird derselbe als Summe der unendlichen Wertreihe (I) 
bezeichnet. 1m vorHegenden Fall ist diese Summe gleich der Zahl 2. 

Es laBt sich namlich einsehen, daB sich die Werte der Folge (2) der 
Reihe p.ach um 1, t, L t, ... von 2 unterscheidenj genauer gesagt, 
ist dabei das Gesetz dieses, daB der nte Wert der Folge (2) um (tt- I 

von der Zahl 2 verschieden ist. Man erkennt dies zunachst fiir die 
ersten GHeder durch Rechnung. Da nun allgemein der n + 1 te Wert 
der Folge (2) aus dem vorhergehenden durch Hinzufiigung von ({-t, 
d. h. durch Hinzufiigung der Halite dessen entsteht, ·um was sich der 
vorhergehende Wert von 2 unterscheidet, so ergibt sich hieraus die 

1) Vgl. JOANNIS KEPI,ERI Opera omnia, ed. Frisch, vol. IV, 1863, P.558. 
2) Das Verfahren des ARCHIMEDES, das man als "Exhaustionsverfahren" bezeich

net, kommt auch bereits bei EuKI,ID vor (vgl. Euklids Elementa, 12. Buch, Nr.2). 
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Giiltigkeit jenes Gesetzes fiir den n + 1 ten Wert unter der Voraus
setzung, daB es bis zum nten Wert der Fo1ge hin richtig ist. Hieraus 
fo1gt, daB das genannte Gesetz, das fiir die ersten Werte der Fo1ge 
giiltig ist, sich durch die ganze unend1iche Fo1ge hindurch gewisser
maBen fortpflanzen muB. 

Es ist ersichtlich, daB die Summierung einer unendlichen Reihe 
in einer bestimmten Ordnung vor sich geht, nam1ich in derjenigen, 
in welcher die Glieder der unend1ichen Reihe aufeinander fo1gen. Da 
demgemaB in die Definition einer sogenannten Summe unend1ich vieler 
G1ieder die Ordnung der G1ieder mit eingeht, braucht es uns gar nicht 
wunder zu nehmen, daB es solche Reihen gibt, bei denen die Summe 
durch Anderung der G1iederordnung geandert werden kann 1). So 
ist z. B. die Summe der Reihe 

l-l+t-t++--Ir+ ... , 
die aus abwechse1nd positiven und negativen G1iedern besteht, gleich 

10gz, 

wahrend diese1ben Glieder in der Anordnung 

I +t-t+t-j--~--t+ ... , 
in der stets zwei positive G1ieder mit einem negativen abwechse1n, 
die Summe 

t 10gz 
ergeben 2). 

In solchen Fallen, in denen nicht von anderer Seite her ein Wert 
gefunden werden kann, der sich dann a1s Summe der Reihe nachweisen 
1aBt, muB die Summe durch die Reihe se1bst definiert werden; doch 
besitzt nicht jede gesetzmaBige unendliche Reihe von Wert en eine 
Summe. Es soIl hier nicht auf die Bedingung der Existenz einer sol
chen Summe eingegangen werden, welche Bedingung mit der allge
meinsten Definition der Zah1groBe (§ 75) zusammenhangt. 

1) Bei Reihen mit nur positiven Gliedern kann dies allerdings nicht vorkommen. 
2) Bei diesen Angaben ist der "natiirliche" Logarithmus gemeint, d. h. der I.og

arithmus, der sich auf die Grundzahl 
1 1 1 

e = 1 + - +----- + ----- + ... = 2,7182818 •.• 
1 1·2 1·2·3 

bezieht. Der erste der angegebenen Summenwerte folgt aus der bekannten logarith
mischen Reihe. Eine andere Herleitung desselben Summenwertes und damit eine 
Verifikation des Ergebnisses erh1ilt man aus der Tatsache, daB der Ausdruck 

_1_ + 2. + 2. + ... + 2. _ log n 
1 2 3 n 

einem bestimmten, endlichen Grenzwert zustrebt fiir den Fall, daB die ganze Zahl n 
tiber alle Grenzen w1ichst. Aus derselben Tatsache kann auch der andere Summen
wert ermittelt werden. 
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Eine ziemlich 
werden. lch will 

schwierige Frage mage wenigstens 
mi.r eine Reihe denken, wie z. B. 

x x2 :x3 x4 ----+-- + ... , 
I Z 3 4 

noch gestreift 

in der die Glieder samtlich von einer und derselben veranderlichen 
Zahl (Variabeln) x abhangen. Es laBt sich beweisen, daB die Reihe (3) 
jedesmal eine ganz bestimmte Summe ergibt, wenn ein zwischen 0 

und + I ge1egener Zahlwert fi.ir x in die Reihe eingesetzt wird; das
selbe gilt auch noch, wenn man x = 0 oder x = +1 annimmt. 
Man kann nun die Frage stellen, ob die Summenwerte, die sich fiir 
o ::; x:=; +1 ergeben, "stetig zusammenhangen", oder richtiger ge
sagt, ob der im Zusammenhang mit x veranderlich gedachte Summen
wert von der unabhangigen Variabeln x stetig a bhangt. 1m vor
liegenden Fall ist die Frage zu bejahen; dabei ist es aber besonders 
schwierig fiir den Summenwert, der x = +1 zugeordnet ist und Hir 
die Summenwerte, welche zu den Werten x "in der Nachbarschaft" 
von + I geharen, den Beweis zu fi.ihren. 

Bei diesem Stetigkeitsbeweis handelt es sich darum, zu zeigen 
(vgl. § 33), daB fi.ir die Veranderliche x ein Spielraum, d. h. ein Inter
vall I - b ... I derart gefunden werden kann, daB fiir jedes x in 
diesem Intervall die Summe (3) von der Summe 

(4) -} - -~- + ~ - t + ... , 
die sich fiir x = I ergibt, eine Differenz besitzt, die einen vorher 
beliebig vorgeschriebenen Kleinheitsgrad nicht iiberschreitet. Der 
Ansatz des Beweises beruht darauf, daB die Reihe (3) in der Form 

(5) !'. _ x2 + x3 _ x4 + ... + ~2k-= _ X2k + (~.:"+l _ X2k+2 + ... )' 
I Z 3 4 Zk-l Zk Zk+l Zk+2 

geschrieben wird; man denkt sich also die Summe der Reihe hergestellt 
aus den z k ersten Gliedern und einem sogenannten Rest, d. h. der 
Summe der samtlichen iibrigen Glieder, die in der Formel (5) durch die 
Klammer zusammengefaBt erscheinen. Man kann nun, worauf nicht 
naher eingegangen werden sol1, nachweisen, daB die Summe der in der 
Klammer zusammengefaBten Glieder positiv und kleiner ist als das 

2k+r 
erste dieser GHeder, also kleiner als z ~ + I' somit fiir die in Be-

tracht kommenden Werte von x auch kleiner als k I. • Wird nun 
z T I 

der vorgeschriebene Kleinheitsgrad durch die Zahl e bezeichnet, so 
I 

wollen wir zunachst die ganze Zahl k so annehmen, daB k I < ~e 
Z + I Z 

ist. Es ist dantl nicht nur de~ vom z k + 1 ten Gliede an gebildete Rest 
der Reihe (3), sondern auch der entsprechend gebildete Rest der 
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Reihe (4) kleiner als 1- e, und es gilt somit dasse1be fiir den Absolut
wert der Differenz dieser Reste, die selbst beide positiv sind. Nach
dem nun k festgesetzt worden ist, steht in der Formel (S) vor der 
Klammer ein bestimmtes Polynom aus einer bestimmten, endlichen 
Zahl von 2 k Gliedem. Nun Iij.Bt sich mit Hilfe eines fiir endliche Poly
nome giiltigen Satzes zeigen, daB jetzt ein Intervall I - t:5 ••• I so 
gefunden werden kann, daB fUr alle im Innem dieses Intervalls ge
legenen Werte x die Summe jener 2 k erst en Glieder von (3) von der 
Summe der entsprechenden GHeder von (4) eine Differenz besitzt, 
die gleichfalls kleiner als t e ist. Hieraus kann man schlieBen, daB 
die Summen von (3) und von (4) sich urn weniger als 

te+le=e 
unterscheiden, wenn x in jenem Intervall ge1egen ist. Damit ist fiir 
den vorgegebenen Kleinheitsgrad, d. h. fUr die beliebig, aber noch 
von Null verschieden vorgeschriebene Zahl e die Existenz eines zu
gehorigen, noch von Null verschiedenen Intervalls I - ~ ... I nach
gewiesen 1), derart, daB fiir aIle x dieses Intervalls die Summe von (3) 
urn weniger als e von der Summe von (4) verschieden ist. 

Der Nerv dieses Beweises liegt darin, daB zuerst die ganze Zahl k 
dem vorgegebenen Kleinheitsgrad angepaBt und festgelegt wird. 
Nachher steht in der Formel (S) vor der Klammer ein bestimmtes 
Polynom von endlichem Grad, und es kann ein fiir solche Polynome 
giiltiger Satz angewendet werden. Hieraus ist ersichtlich, daB der 
Kunstgriff eines Beweises unter Umstiinden auf dem Ausfindigmachen 
der Ordn ung beruht, in der gewisse Operationen vollzogen und die 
entsprechenden Dbedegungen angestellt werden. 

§ 56. Herleitung der Barometerformel. 

Damit fiir die infinitesimale Methode und iiberhaupt fiir die 
mathematische Deduktion auch ein physikalisches Beispiel hier Platz 
finde, will ich die Barometerformel ableiten. Unter dem "Druck der 

1) Dall in der Tat ein solcher Nachweis der Stetigkeit notwendig war, zeigt das 
abweichende Verhalten der Reihe 

sin (x) sin (2 x) sin (3 x) sin (4 x) 
~-~~-+~~-----+ .... 

I 2 3 4 

Hier ist fiir jedes einzelne x zwischen 0 und n, das in die siimtlichen Glieder der Reihe 
eingesetzt wird, dieSumme gleich + x. Die Summe strebt also, wenn 0 < x < n ge-

n 
nommen und dann x niiher und niiher an n herangeschoben wird, dem Wert 2" zu. 

Setzt man jedoch in siimtlichen Reihengliedern fiir x den genannten Wert n selbst 
ein, so wird jedes Glied und infolgedessen auch die Summe der Glieder gleich Null. 
Die Summe einer Reihe, deren Glieder von x stetig abhiingen, ist also nicht immer 
selbst von x stetig abhiingig. 

II older, Mathematische Methode. 10 
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Luft" sei der Druck in K.ilogrammen verstanden, der auf eine Flache 
von einem Quadratmeter ausgeiibt wird. Es ist dann der Luftdruck 
in irgendeiner Hohe gleich dem Gewicht der iiber dieser Hohe stehen
den senkrechten, bis zum Ende der Atmosphare sich erstreckenden 
Luftsaule, die einen Querschnitt von einem Quadratmeter hat, in 
Kilogrammen. Der Druck nimmt also offenbar nach oben zu abo Nun 
kann das Gesetz dieser Abnahme nur dann deduziert werden, wenn 
noch ein empirisches, induktiv gefundenes Ergebnis, nii.mlich das Ge
setz von BOYLE-MARIO'tTE, herangezogen wird. Diesem letzteren 
Gesetz zufolge sind bei verschiedenen Zustanden einer und derselben 
Gasmenge Druck und Volum einander umgekehrt proportional, so daB 
also Druck und Dichte direkt proportional sein miissen. Dabei ist die 
Temperatur des Gases unverandert gedacht, wie wir auch in der fol
genden Betrachtung von Temperaturunterschieden absehen wollen. 

rch denke mir jetzt iiber einem Quadratmeter der Erdoberflache 
eine senkrechte Luftsaule von der Hohe H (Abb. I34). 

{ 

Diese Luftsaule sei durch horizontale Ebenen, die 
H in gleichen Abstanden hindurchgelegt werden sollen, 

in n gleiche Zellen eingeteilt. Es sei nun Po der 
Luftdruck an der Erdoberflache und 1Xo die Dichte 

b der Luft, d. h. das Gewicht eines Kubikmeters Luft A b. 134. 
in Kilogrammen, beim Druck Po. Ebenso sei PI der 

Luftdruck in der ersten Horizontalebene iiber dem Erdboden, P2 der in 
der zweiten Horizontalebene usw., so daB also Po> PI> P2> ... ist. 

Bedeutet nun P den Luftdruck an irgendeiner Stelle und ist dort 
1X das auf die Volumeinheit (das Kubikmeter) bezogene Gewicht der 
Luft, so hat man nach dem genannten Gesetz 

P : Po = 1X : 1Xo , 
woraus sich 

pOl,o 
1X=-

Po 
(I) 

ergiht. Der Unterschied zwischen Po und PI ist nun gleich dem Unter
schied der Gewichte der iiber den betreffenden Stellen stehenden, 
nach oben vollstandigen Luftsaulen, d. h. gleich dem Gewicht der 
untersten Zelle von Abb. I34. Da in dieser Zelle der Druck von Po 
bis PI wechselt, so ist die Dichte der Luft in dieser Zelle nach For-

mel (I) zwischen Pp:o und Pp:o enthalten, und es ist deshalb das 

Gewicht der Zelle, da die Grundflache gleich I und die Hohe gleich 

H und somit die MaBzahl des Volums gleich I· II ist, kleiner 
n' n 
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als Po iXo H und groBer als PI ~ H . 
Po n Po n 

Hieraus ergibt sich 

P < P + Po iXO H 
o I Po n' 

PI iXO H Po > PI + .. p- -_ .. 
o n 

Auf dieselbe Art erkennt man auch, daB der Unterschied von PI 
und P2 gleich dem Gewicht der zweiten Zelle von unten, und daB 

d· . h PI iXo H d P2 iXo H hI' B leses ZWlSC en -- - un ._-- ent a ten sem mu , woraus 
Po n Po n 

dann folgt, daB 

P < P + PI eXo H 
I 2 Po n' 

P > P + P2 iXo II 
1 2 Po n' 

In dieser Weise kann man zu schlieBen fortfahren. Die auf der 
rechten Seite stehenden Ungleichungen, die auch in der Form 

( eXo H) 
Po> PI 1+ pon 

( iXo H) PI > P2 I + p-;n 
( iXo H) 

P2> P3 1+ pon 

geschrieben werden konnen, zeigen, daB von den GroBen Po, PI, P2, ... 
jede groBer ist als das (1 + }Oo~)fache der folgenden. Es ergibt 

sich demnach, wenn P den zur Hohe H gehorenden Druck bedeutet, 

(2 ) ( eX H)n P > P 1 + __ 0__ • 
() pon 

Aus den auf der linken Seite stehenden Ungleichungen folgt 

d. h. also 

P > P _ PoeXoH 
I 0 Po n 

P1iXoH 
P2> PI - --Pon 

10* 



-~~--------------------------148 METHODE DER GRENZWERTE ODER INFINITESIMAI,VERFAHREN. 
---

woraus sich ergibt, daB 

p> Po (I - ~oo ~r 
ist. Infolge der Formeln (2) und (3) muB der Druck P zwischen den 
beiden Werten 

und 
( ()(,oH)" 

Po 1- Po n 

gelegen sein, von welchen der zweite der kleinere sein muB. 
Diese Betrachtung gilt mit denselben Werten von Po, ()(,o, H, P 

fiir jede Einteilung der Hohe H in gleiche Teile, d. h. fUr jeden Wert 
der ganzen Zahl n. Wird nun n ohne Ende wachsend gedacht, so 
streben, wie strenge gezeigt werden kann, die Ausdriicke (4) und (5) 
demselben Grenzwert 

(6) - ~.!!. 
Po e P. 

zu. Da nun der feste Wert P zwischen den von n abhangigen Werten 
(4) und (5) gelegen ist, die naher und naher zusammenriicken, so er
gibt sich, daB auch P Grenzwert, z. B. von (4), sein muB. Es ist also 
(vgl. § 53) 

(7) 
_ "'oH') 

P = Po· e Po 

Durch Auflosung der Gleichung (7) nach H ergibt sich die sogenannte 
Barometerformel 

H = Po log Po 
()(,o P' 

vermoge deren die Hohe H aus dem Luftdruck P berechnet werden 
kann. Der Logarithmus ist der "natiirliche", d. h. er bezieht sich auf 
die Zahl 

e = 2,71828 ... 
als Grundzahl. 

1) Bekanntlich ist die x te Potenz der ZaW e (vgl. S. 143, Allm. 2) durch die Ull
endliche Reihe 

ausgedriickt. 
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Ach ter A bschnitt. 

F unktion und Differentialquotient. 

§ 57. Begriff der Funktion. 

I49 

Wenn eine GroBe von einer zweiten, in einem 1ntervall beliebig 
veranderlichen GroBe nach einem Gesetz so abhangt, daB jedem Werte 
dieser ein bestimmter Wert der ersten GroBe zugeordnet ist, so sagen 
wir, die erste GroBe sei eine Funktion der zweiten. Die zweite 
GroBe wird als die unabhangige Veranderliche oder auch als das Ar
gument der Funktion bezeichnet. So ist bei einer in gerader Linie 
vor sich gehendeti Bewegung der yom Anfang der Bewegung an zu
riickgelegte Weg eine Funktion der seit jenem Anfang verflossenen 
Zeit. Handelt es sich dabei z. B. um den freien Fall, so driickt sich 
der Weg s in der Zeit t durch die Formel 

s=igt2 

aus, wenn g die Beschleunigung der Schwere bedeutet. 1m Hinblick 
auf solche Falle, in denen eine wirkliche Formel gegeben werden kann, 
ist es iiblich geworden, die funktionale Abhangigkeit einer GroBe s 
von einer unabhangigen Veranderlichen t durch die Gleichung 

s = t (t) 
zum Ausdruck zu bringen. Dabei darf nicht vergessen werden, daB 
in vielen Fallen die GroBe s nicht durch einen wirklichen, geschlos
senen, aus t aufgebauten Ausdruck dargestellt werden kann. 

Das Wesentliche am Funktionsbegriff ist also die Zuordn ung 
der Funktionswerte zu den Argumentwerten und der Umstand, daB 
das Argument ein kontinuierliches 1ntervall1) durchlaufen kann. 
Es kann eine solche Zuordnung auch durch eine Tabelle dargestellt 
werden, die den Wert des Arguments t, freilich nur naherungsweise, 
im Eingang aufzusuchen gestattet und dann dazu im 1nnern den zu
geordneten Wert der Funktion s liefert. Solche Tabellen fiir den 
Logarithmus und die trigonometrischen Funktionen sind j a a1lgemein 
bekannt, ebenso der Umstand, daB man -wenigstens in den gewohn
lichen Fallen - auch umgekehrt verfahren und zu dem im 1nnern 
der Tabelle aufgesuchten Funktionswert den entsprechenden Argu
mentwert im Eingang finden kann, wodurch man zu der Umkehr
funktion der gegebenen Funktion gelangt. 

1) Was 1111ter einem kontinuierlichen GraJ3en- oder Zahlenintervall bzw. 1111ter 
der Gesamtheit der Zahlen zu verstehen ist, die zwischen zwei Zahlen gelegen sind, 
mage hier einfach a1s gegeben hingenommen werden. Es k<mn aber § 76 1111d § 124 
verglichen werden. 
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Am anschaulichsten wird eine Funktion durch eine Kurve dar
gestellt, indem man die unabhangige Veranderliche - genauer eine 
Strecke, deren MaB gleich der unabhangigen Veranderlichen ist - als 
Abszisse x und den zugehorigen Funktionswert als Ordinate y auftragt 
(§ 38) und so zu einem Punkt P gelangt. Es erftillen dann die aus 
den verschiedenen Werten der unabhangigen Veranderlichen hervor
gegangenen Punkte Peine "Kurve" (Abb. 135). 1st die Funktion y 
von dem Argument x in stetiger Weise abhangig, so wird man sich 

Abb. 135. 

Oro'-Ilxe 

Ord -/lxe 

e 

die Kurve in der Tat "zusammenhangenu" 
dellken dtirfen; doch bedtirfte dieser Um
stand streng genommen noch einer Er()rterung 
(vgl. § 33). 

Als Beispiel mag die Funktion 

y = k x2 

dienen. Sie wird dnrch die nebenstehende 
Parabel (Abb. 136) vorgestellt, deren Brenn
punkt F auf der Ordinatenachse liegt und 
urn eine Langeneinheit yom Anfangspunkt der 
Koordinaten absteht. 

b 

Urn auch ein Beispiel zu haben, in welchem 
zwischen der Funktion, d. h. also 
der Ordinate, und dem Argument, 
d.h. der Abszisse, keine algebra
ische Gleichung besteht, denken 
wir uns tiber zwei Punkten A und B 
der Abszissenachse zwei Ordinaten 

I---#----L----,f.---L-,l,--=----,c- AA = a und BB = b errichtet. In 
o c 8 /I/;sz.-/lxe 

c 

der Mitte zwischen A und B werde 
Abb. 137. 

nun eine Ordinate c errichtet, die das 
geo metrische Mittel von a und b ist (Abb. I37), so daB also gilt 

c = Vab. 
Wenn nun ferner in der Mitte zwischen a und c eine Ordinate d an
gebracht wird, welche gleich dem geometrischen Mittel von a und c 
ist, und zwischen c und b, gleichfalls in der Mitte, eine Ordinate e 
gleich dem geometrischen Mittel von c und b, und in dieser Weise mit 
Einschaltungen fortgefahren wird, so ergibt sich schlieBlich zwischen 
A und B ein Knrvenbogen, dessen Punkte teils dnrch den beschrie
benen ProzeB erreicht werden, teils sich dnrch unendliche Annaherung 
bestimmen. 

Die Kurve kann nachtraglich auch ihrem Gesetz entsprechend 
tiber A und B hinaus fortgesetzt werden, wobei sich zu jeder Abszisse 
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eine eindeutig bestimmte Ordinate ergibt. Die Ordinate ist also hier 
eine fiir alle Werte bestimmte, aber nicht durch die gewohnlichen 
algebraischen Hilfsmittel dargestellte Funktion der Abszisse. 

§ 58. Der Differentialquotient als Koeffizient der 
Kurvensteigung. 

Liegt jetzt irgendeine Kurve vor, welche - innerhalb gewisser 
Grenzen - jede Parallele zur Ordinatenachse unseres Koordinatell
systems gerade eillmal schneidet, so kann man sie im Sinne des vorigell 
Paragraphen als Darstellung einer Funktion auffassen, d. h. man kann 
die Ordinate y des Kurvenpunktes als Funktion t(x) der Abszisse x des 
Punktes auffassen. Verbindet man nun einen bestimmten Punkt P der 
Kurve, der die Koordinaten x, y hat, mit einem auch auf der Kurve ge
legenen N achbarpunkt P' von den Koordinaten x + ~, y + 'fJ , so ist die 
trigonometrische Tangente des in Abb. I38 bezeichneten Winkels IX, 
d. h. des Neigungswinkels der Sehne P P' gegen die Abszissenachse 

tgIX="l· 
~ , Orti. -Axe 

da aber fiir die Ordinaten die Gleichungen gelten 

und 
y + YJ = t (x + ~) 

so ist 
y = t(x) , 

(I) t IX = t(x + ~) - t (x) 
g ~. 

oX 
1Ibsz. Axe 

Abb. 138. 

Hat man sich die Abszissenachse horizontal gedacht, so ist t g IX oder 
das Verhaltnis 'fJ : ~ der Anderungen von Funktion und Argument 
nichts anderes als das Steigungsma13 der Sehne PP'. 

Denkt man sich jetzt weiter, daB der Punkt P' auf der Kurve 
sich dem Punkt P unendlich annahert, ohne ihn je zu erreichen, 
wobei pi noch von der einen oder von der anderen Seite auf P zu
kommen kann, so nahert sich die ZahlgroBe ~ der Null, ohne sie je 
ganz zu erreichen, wobei ~ entweder positiv oder negativ sein kann. 
Existiert im Punkt Peine Tangente an die Kurve im eigentlichen 
Sinne des Wortes, so ist fiir den gedachten AnnahertingsprozeB diese 
Tangente die Gre nzlage der Sehne1). Das SteigungsmaB t g (3 der 

1) Wir definieren neuerdings die Tangente (beriihrende Gerade) in einem Punkt P 
einer Kurve als die Grenzlage derjenigen Geraden, 
die P mit einem beweglichen, an P unendlich p ~ 
nahe heranriickenden Nachbarpunkt der Kurve /' 'hlfg: v.P 
verbindet. Die Tangentendefinition der Alten, 
we1che verlangt, daB die Tangente mit der Kurve Abb. 139. 
einen und nur einen Punkt gemein haben sol1, 
versagt bei hoheren Kurven, wie aus Abb. 139 ersichtlich ist. 
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Tangente muB desha1b auch der Grenzwert sein von dem Steigungs
maB t g ex der Sehne P P' (vgl. Abb. 140), worin wegen der G1eichung (I) 
auch 1iegt, daB der Ausdruck 

(2) 
f(x + ~) - f(x) 

~ 

fur ein - positives oder negatives - von Null verschiedenes, aber 
ohne Ende abnehmendes ~ einen Grenzwert besitzt. Es ist hier der 
stetigen (kontinuier1ichen) Fo1ge von Werten, welche sich vermoge 

der Anderung des ~ aus (2) ergibt, ein Grenz
wert geradeso zugeordnet wie in § 51 einer 
diskreten Reihenfo1ge von Werten ein 
Grenzwert zugeordnet war. 

Abb.140. Bei dem eben erwiihnten ProzeB der un-
endlichen Anniiherung wird der Punkt P mit 

seiner Abszisse x festgehalten. Wird nun das ganze Verfahren fiir 
einen anderen Punkt P der Kurve, dem eine andere Abszisse x zu
kommt, wiederholt, so ergibt sich ein anderer Grenzwert des Aus
drucks (2). Der Grenzwert ist also von x abhiingig, d. h. er ist eine 
Funktion von x und wird desha1b mit f'(x) bezeichnet. Der Vorgang 
des Dbergangs zum Grenzwert oder "limes" wird durch die G1eichung 

1· f(x + ~) - f(x) f'() tmes c = X 

~-+ 0 " 

zumAusdruck gebracht. Die Funktion f' (x) heiBt der Differentia1-
quotient oder Differentia1koeffizient oder auch dieAb1eitung dcr 
Funktion f (x)1). 

§ 59. Der Differentialquotient als GeschwindigkeitsmaB. 

Urn neben der geometrischen auch eine mechanische Deutung des 
Differentia1quotienten zu erhalten, denken wir uns einen Punkt mit 
im allgemeinen wechse1nder Geschwindigkeit auf einer geraden Linie 

(" .:; P p' in Bewegung. Diese Bewegung wird da-
durch beschrieben, daB zwischen gewissen 
Zeitgrenzen fUr jeden Zeitpunkt t - der 
eben dadurch charakterisiert ist, daB dann 

Sf.f5 

Abb.141. 

gerade t Zeiteinheiten vom Anfangspunkt der Zeit an verf10ssen sind 
- die Abszisse s des Ortes P angegeben wird 2), durch den der be
wegte Punkt gerade hindurchgeht (Abb. 141). Die mit dem richtigen 
Vorzeichen gemessene MaBzah1 s des Abstandes, den der Punkt P 
von einem auf der Geraden angenommenen festen Anfangspunkt 0 

1) Die Ableitung der Funktion /,(x) heiJ3t die zweite Ableitung von f(x). 
2) Vgl. § 37. 
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besitzt, ist also von der ZahlgroBe t abhiingig. Es ist also s eme 
Funktion von t, weshalb wir 

(I) oP=s=t(t) 
setzen. 

Nun denken wir uns etwas nach dem oben erwiihnten Zeitpunkt t 
einen zweiten t + 'l. Zu dieser Zeit soll der bewegte Punkt durch die 
Stelle pI, welche die Abszisse s + (J besitzt, hindurchgehen. Es ist 
dann wiederum nach (I) 

(2) 0 P' = s + (J = t (t + 'l) , 
da jetzt t + 'l und s + (J als Zeitwert und Abszissenwert zueinander 
gehoren. Nun ergibt sich der Weg von P nach pI durch Subtraktion 
aus (2) und (I), indem 

PP' = (J = t(t + 'l) - t(t) 

ist. Der Einfachheit wegen will ich mir vorstellen, daB die Bewe
gung stets im Sinne wachsender Abszissen - etwa in der Figur in 
der Richtung nach rechts - vor sich geht, wobei aber zu bemerken 
ist, daB die Betrachtung auch im anderen Falle richtig bleibt, wenn 
die MaBzahl (J der von P nach pI fiihrenden Strecke und auch die im 
folgenden noch einzufiihrenden Geschwindigkeiten als mit Vorzeichen 
versehene Werte angesehen werden. 

In dem Zeitintervall von dem Zeitpunkt t bis zum Zeitpunkt 
t + 'l sei die kleinste bei unserer Bewegung vorkommende Geschwin
digkeitl) VI und die groBte vorkommende Geschwindigkeit V2 ; es 
ist dann der in dem erwiihnten Zeitintervall zuriickgelegte Weg 
t (t + 'l) - /('r) groBer als derjenige, der mit der Geschwindigkeit Vb 

und kleiner als derjenige, der mit der Geschwindigkeit V 2 in 'l Zeit
einheiten zuriickgelegt wiirde. Da sich nun die beiden eben gedachten 
Wege gleich VI'l und V2 'l berechnen, so hat man die Beziehung 

VI 'l ~ t(t + 'l) - t (t) < V2 'l . 
Hieraus folgt, daB der Quotient 

f(t~_'ll_=jJ!l 

in dem Zahlenintervall von VI bis V2 gelegen ist. Es wird nun der 
Zeitpunkt t, der irgendeiner von den in Betracht kommenden sein 
kann, festgehalten, und die gemachte Dberlegung mit anderen und 
anderen GroBenwerten des mit t beginnenden Zeitintervalls t ... t + 'l 
wiederholt. Dabei bedeuten dann VI und v2 andere und andere Werte, 

1) Streng genommen ware bei einer nicht gleichformigen Bewegung (bei welcher 
die Geschwindigkeit wechselt) die Momentangeschwindigkeit eigentlich schon als 
Grenzwert zu definieren; ich will hier jedoch absichtlich die Geschwindigkeit als 
einen gege be ne n Begriff und die zwischen Weg, Zeit und Geschwindigkeit bestehende 
Relation als gegeben behandeln (vgl. § 52). 
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die sich aber beide - im Sinne des Grenziiberganges - dem einen 
selben bestimmten Geschwindigkeitswert v unendlich annahern, der 
in Wirklichkeit bei der betrachteten Bewegung zur Zeit t selbst statt
hat, vorausgesetzt, daB die Bewegung iiberhaupt eine solche war, die 
mit "stetig sich andernder" GeschwindigkeitI) vor sich ging. Also 
muB sich unter dieser Voraussetzung auch der Ausdruck (3) dadurch, 
daB die GroBe ides betrachteten Zeitintervalls ohne Ende klein ge
macht wird, dem Wert v als seinem Grenzwert unendlich annahern. 
Es ist somit (vgl. § 58) 

. f (t + T) - f(t) , 
v = hmes---------- = f (t). 

T~O T 

Man gelangt also zu dem Ergebnis: 
Wird die Abszisse seines geradlinig bewegten Punktes als Ftfnktiolt 

der Zeit aufgefapt, so liefert der Differentialquotient dieser Funktiolt 
das Geschwindigkeitsgesetz der Bewegung. 

1st z. B. die Abszisse eines geradlinig bewegten Punktes als Funk
tion del' Zeit t durch die Formel 

s = f{t) = 1 g t2 

vorgestellt, wo g eine unveranderliche ZahlgroJ3e bedeuten solI, so 
ergibt sich 

was durch Umrechnung in 

gt + {gT 
iibergeht. Wenn hierin T sich gegen Null bewegt, so ergibt sich g t 
als Grenzwert. Die Geschwindigkeit im Zeitpunkt t selbst ist deshalb 
durch die Formel 

t' = gt 
exakt ausgedriickt. 

Das hier gewonnene Ergebnis ist eine Umkehrung des in § 52 ge
fundenen. Dort wurde aus dem Geschwindigkeitsgesetz v = g t die 
Formel s = l g t2 fiir den Weg erhalten, wahrend jetzt aus diesel' 
Formel das Gesetz del' Geschwindigkeit abgeleitet worden ist. 

§ 60. Wiirdigung des Begriffs des Differentialquotienten. 

Wahrend in dem Fall von § 58 die vora usgesetzte Tangente del' 
betrachteten Kurve und im Fall von § 59 die vora usgesetzte Ge
schwindigkeit del' betrachteten Bewegung auf das Vorhandensein eines 
Differentialquotienten del' Funktion, welche in dem einen Fall die 
Kurve, in dem anderen die Bewegung darstellt, schlieBen lieB, hat 

1) D. h, nrit einer Ge,schwindigkeit, die stetig von der Zeit abhiingt (vgl. § 33). 
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man neuerdings erkannt, daB eine rein mathematisch definierte Funk
tion, selbst dann, wenn der Funktionswert yom Argumentwert stetig 
abhangig ist, nicht notwendig einen Differentialquotienten besitzen 
muBl). 

Existiert jedoch der Differentialquotient, d. h. besitzen die Werte, 
welche aus dem Bruch 

(I) 
f(x +~) - f(x) 
._----

~ 

clurch stetige Bewegung des Wertes ~ gegell Null hervorgehen, cincII 
Grenzwert 
(2) f' (x) , 

so ist dieser, fUr einen Wert x des Arguments, der fest vorgeschriebell 
ist, eindeutig bestimmt. Es ist namlich die Grenzwerteigenschaft der 
GroBe (2) in bezug auf die veranderliche GroBe (I), wenn wir von dem 
Gleichnis einer "Bewegung" absehen wollen, dadurch definiert, daB 
es nach Vorgabe jedes Kleinheitsgrades einen zugehorigen Wert 0 
so gibt, daB der Ausdruck (I) sowohl fiir alle Werte ~ des Intervalls 
o ... 0, als auch des Intervalls 0 •.. - () (Null selbst ausgenom
men) mit dem Grenzwert (2) eine unterhalb des Kleinheitsgrades 
befindliche Differenz ergibt. Daraus ergibt sich aber in genauer N ach
bildung des in § 53 fiir den diskontinuierlichen Grenziibergang ge
fUhrten indirekten Beweises, daB nicht ein zweiter Wert vorhanden 
sein kann, der ebenfalls in Beziehung auf die veranderliche GroBe (I) 
die charakteristische Eigenschaft des Grenzwertes besaBe. 

Der Dif£erentialquotient ist also, trotz seines N amens, k e in 
Quotient, sondern nur der Grenzwert eines solchen und bezieht 
sich auf einen einzelnen Argumentwert x und nicht auf ein wirkliches, 
d. h. endliches Intervall, wie auch der Differentialquotient in § 58 
die Steigung der Kurventangente an einer einzelnen Stelle und in 
§ 59 die momentane Geschwindigkeit in einem einzelnen Zeitpunkt 
der Bewegung vorstellt. Aus diesem Grunde kann auch nicht un
mittelbar aus den Werten des Differentialquotienten auf die Anderung 
geschlossen werden, welche die Funktion erfahrt, wenn das Argument 
ein endliches Intervall durchlauft. Allerdings wird in § 62 gezeigt 
werden, wie man auf Umwegen dennoch zu solchen Schliissen gelangen 
kann. Es ist jedoch unzulassig und kann zu Fehlern fiihren, wenn 
man, wie COHEN2) es will, das kontinuierliche endliche Intervall aus 

1) Dies ist von RIEMANN zuerst ausgesprochen und von WEIERSTRASS bewiesen 
worden (vgl. WEIERSTRASS, Werke, 2. Bd., 1895, S.7I). 

2) Vgl. H. COHEN, Das Prinzip der Infinitesimalmethode und seine Geschichte, 
1883. COHEN driickt sich dabei noch so aus, daJ3 das Wesen des Verfahrens darin 
bestehe, daJ3 man von der "extensiven GroJ3e" zur "intensiven" iibergehe. Dies ist 
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unendlich vielen Stufen der GroBe Null zusammenzusetzen sucht, 
gerade so, wie in § 54 der Versuch, einen FHicheninhalt aus Linien zu
sammenzusetzen, zu einem Fehler gefiihrt hat. 

§ 6I. Anwendung auf Maxima und Minima. 
Eine der wichtigsten Anwendungen des Differentialquotienten und 

des an ihn sich anschlieBenden Rechenverfahrens, der Differential

71""'" 
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Abb. 143. 

rechnung, ist die auf die Maxima und Minima der 
Funktionen. Historisch ist freilich dazu zu bemer-
ken, daB viele Aufgaben des Maximums und Mini
mums schon vor der Entdeckung der eigentlichen 
Differentialrechnung behandelt waren und diese Ent
deckung vorbereitet haben. 

Denken wir uns nun wieder eine Funktion 

y = t (x) 

den Kurve zeigen, wobei aber die betreffende 
Ordinate nur im Vergleich zu den benachbarten 
eine groBte oder kleinste zu sein braucht. Der 
Blick auf die Abb. 142, 143 und 144 zeigt, daB 
sowohl im Maximum als im Minimum die Tan

~i 
I I 
I , 
I I I 

dadurch dargestellt, daB x und y als Abszisse und 
Ordinate eines mit x veranderlichen Punktes auf

getragen werden. Ein groBter oder kleinster 
Funktionswert wird sich dann an der darstellen-

I I I 

I ' I , , 
I I /I~-A%e 

Abb.144· 

gente der (horizontalen) Abszissenachse parallel gehen wird. Es wird 
also an einer solchen Stelle die Steigung der Tangente gleich Null sein, 
d. h. es ist daselbst (§ 58) I' (x) = o. 
ein bloBes Spiel mit Worten. DaB man eine extensive GroBe nicht aus intensiven zu
sammensetzen kann, erkennt man schon daraus, daB man nur GroBen derselben Art, 
also Flachen zu Flachen, Strecken zu Strecken, Winkel zu Winkel, Zeiten zu Zeiten, 
Krafte zu Kriiften addieren kann. 1m Grunde handelt es sich ja auch in der ana
lytischen (im Sinne von § 41) Differentialrechnung urn reine ZahlgroBen. Diese 
konnen MaBzahlen von extensiven oder von intensiven GroBen sein (§ 25) und sind 
selbst keines von beiden. Auch andere neuere Philosophen, wie z. B. VA1H1NGER 
(Die Philosophie des Als ob, 19II, vgl. besonders S 554), haben gegeniiber der strengen, 
auf den Grenzbegriff gegriindeten Theorie eine Vorliebe flir die noch nicht reifen 
Begriffsbildungen von KEPLER und CAVALIERI bekundet (vgl. § 54). Dagegen ist 
hervorzuheben, daB die Entdecker der Differentialrechnung, NEWTON und LEIBNIZ, 
obwohl sie nicht fiir alle ihre Satze ausreichende Beweise besaBen, trotzdem den 
Grundbegriff des Differentialquotienten schon sehr scharf gefaBt haben, wie denn 
auch COHEN selbst den Aussprnch von LEIBNIZ anflihrt, daB es nnr ein "modns 
loquendi" sei, wenn der Differentialquotient als ein Quotient zweier unendlich kleiner 
Zuwiichse bezeichnet werde. 

Ein vollstandiges MiBverstandnis begeht BOLTZMANN (Populare Schriften, 1905, 
S. 144), wenn er sagt, daJ3 ohne atomistische Vorstellung der "Limitenbegriff" sinn
los seL 
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Dai3' dies freilich nur dann gilt, wenn eine Tangente im eigentlichen 
Wortsinn vorhanden ist, kann aus der Abb. 145 ersehen werden, wo 
zwar nach links und nach rechts eine' Halbtangente existiert, diese 
beiden jedoch miteinander einen Winkel bilden. 

Da offenbar der eben benutzte Hinweis auf die Anschauung nicht 
als ein vollkommen strenger und alle Falle erschopfender Beweis an
zusehen ist, soll jetzt ein "analytischer" Beweis dafiir gegeben werden, 
daB an der Stelle eines Maximums oder Minimums der Differential
quotient f' (x) den Wert Null haben muB, vorausgesetzt, daB iiber
haupt an der betreffenden Stelle ein Differentialquotient vorhanden 
ist. Man kann namlich unter dieser Voraussetzung fiir das Argument x, 
fiir welches ein Maximum oder Minimum vorhanden sein so11, 

f~ ±~L= f(x) = f'(x) + E 

~ 

setzen, wo dann 13 einen Wert von jeder ge
wiinschten Kleinheit bedeuten kann, wenn zu
gleich der von Null verschiedene Argument

~ 
I 

/losz. -Axe 
Abb.145· 

zuwachs ~ auf ein passendes Intervall - ~ . .. + ~ eingeschrankt 
wird (§ 60). Nimmt man nun fiir den Augenblick an, es sei fiir unser 
Argument f' (x) nicht gleich Null, sondern gleich ± a, wo a einen 
von Null verschiedenen Absolutwert bedeutet, so konnte man dafiir 

sorgen, daB 13 absolut kleiner als ~ wird. Fiir das betreffende Intervall 
2 

- ~ ... + ~, in dem ~ dabei angenommen werden miiBte, ware nun 

f(x +~) - f(x) = Hf'(x) + 13]. 

Es ist aber jetzt ersichtlich, daB in der eckigen Klammer das erste 
Glied iiber das zweite iiberwiegen miiBte, so daB also in der Klammer 
ein von Null verschiedener Wert steht, der zugleich das Vorzeichen 
von f' (x) hat. Fiir einen in jenem Intervall - ~ ... + ~ gelegenen, 
von Null verschiedenen Wert e miiBte demnach die Differenz 

f(x + e) - f(x) 

von Null verschieden herauskommen und dabei entweder das Vor
zeichen von f '(x) oder das entgegengesetzte Vorzeichen besitzen, je 
nachdem ~ positiv oder negativ ware. Da f (x) die Ordinate an der be
treffenden Stelle, f (x + e) aber die Nachbarordinate bedeutet, so 
erkennt man jetzt, daB man in jeder Nahe der zum Argument x ge
horenden Ordinate sowohlgroBere als kleinere Ordinaten finden konnte, 
wenn, wie vorhin angenommen wurde, f' (x) von Null verschieden 
ware. Es stiinde dies im Widerspruch mit der Eigenschaft eines Maxi
mums, d. h. einer groBten Ordinate, und ebenso mit der Eigenschaft 
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eines Minimums oder einer kleinsten Ordinate. Es ergibt sich somit 
indirekt, daB sowohl in einem Maximum, als auch in einem Minimum 
f' (x) = 0 sein muB. 

Dieses Ergebnis dad durchaus nicht so verstanden werden, als 
miiBte nun umgekehrt auch an jeder Stelle, an der der Differential
quotient gleich Null ist, entweder ein Maximum oder ein Minimum 
stattfinden; es ist jedoch nicht notig, hier auf die weiteren Bedingungen 
des Maximums bzw .. Minimums einzugehen. 

§ 62. Satz von ROLLE. Mittelwertsatz und Folgerungen 
fiir endliche Zuwiichse. 

Hangt die Funktion f(x) stetig von ihrem Argument x ab, und 

haben wir f (Xl) = f (X2 ) = 0, 

so wird der Funktionsverlauf von Xl bis Xl! geometrisch durch eine 
Linie dargestellt sein (§ 57), welche zwei Punkte der Abszissenachse 

~l~~ 
o .%7 1I1Jsz.-lIxe 

Abb.146. 

Ora'-Axe 

o,.d.-Axe zusammenhangend ver-b bindet (Abb. 146). Falls zwi
schen Xl und Xl! der Funk-

,.Ji! tionswert einmal positiv 
Ox;- "Absz.-Axe wird, erhebt sich die Linie 

Abb.147· iiber die Abszissenachse, und 
es muB dann mindestens ein 
Maximum vorhanden sein, 
wie Abb. 146 zeigt; wird aber 
die Funktion zwischen Xl 

~ 
O';:::=~~===;~=====~~.-Are und Xl! einmal negativ, so 

Abb.148. 
muB ein Minimum vorhan
den sein (Abb. 147), wobei 

natiirlich auch beides, ein Maximum und ein Minimum, vorkommen 
kann (Abb. 148). Auf den Beweis, der fiir die eben erwahnten Auf
stellungen auf Grund der Eigenschaften des Argument
ko n ti n u u ms Xl ••• Xl! und der stetigen Abhangigkeit der Funk
tion f(x) von ihrem Argument gefiihrt werden kann, solI mer nicht 
weiter eingegangen werden. Es ergibt sich also fiir jeden der beiden 
genannten FaIle die Existenz eines zwischen Xl und Xl! gelegenen 
Arguments ~ fiir das 
(r) f($)=o 
ist (vgl. § 61). In dem dritten noch moglichen Fall, daB die Funktion 
zwischen Xl und Xl! weder einmal positiv noch einmal negativ wird, 
lauft die Linie mit der Abszissenachse zusammen, so daB fiir j edes 
Zwischenargument ~ das SteigungsmaB gleich Null ist, und somit 
gleichfalls die Gleichung (1) besteht. 
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Man gelangt so zu dem Satz von ROLLE. Da die Existenz des 
Differentialquotienten fUr die zwischen Xl und X 2 gelegenen Argu
mente die Stetigkeit der urspriinglichen Funktion fUr diese Argumente 
mit sich fiihrt, kann er so ausgesprochen werden: Wenn eine Funk
tion I (x) lur die Endwerte des Intervalls Xl .•. Xz den Wert Null besitzt, 
in Xl und X 2 selbst stetig und im I nnern des I ntervalls uberall dillerenzier
bar ist, so gibt es zwischen Xl und Xz mindestens ein Argument, lur wel
ches die Ableitung f'(x) den Wert Null hat. 

Aus diesem Satz laJ3t sich unschwer ein etwas allgemeinerer her
leiten. Unter der Voraussetzung, daB die Funktion I(x) von a bis b 
stetig und zwischen den genannten beiden Argumenten iiberall dif
ferenzierbar ist, kann man aus a, b, dem veranderlichen Argument X 

und den zugehOrigen Funktionswerten I (a), I (b) und I (x) den Aus
druck 

(2) 
x-a 

F(x) = I(x) - I (a) - ----[f(b) - I (a)] 
b-a 

zusammensetzen, der gleichfalls eine Funktion der Veranderlichen X 

und differenzierbar ist. Man berechnet namlich aus (2), daB 

F(x +;) -F(x) 
; 

gleich dem Ausdruck 

I(x + ;) - I(x) 
; 

I (b) - I(a) 
b-a 

ist. Da hier der zweite Teil konstant ist, und der erste sich dem 
Wert f' (x) als seinem Grenzwert nahert, so erkennt man, daB (4) und 
somit auch (3), natiirlich fUr einen ohne Ende abnehmenden Wert 
von ;, den Grenzwert 

(5) f'(x) _ I(b) - I(a) 
b-a 

besitzt. Es existiert somit die Ableitung F' (x) fiir dieselben Argu
mente x, fiir die f' (x) existiert. 

Da ferner F (x), wie man aus (2) berechnet, fUr x = a und fiir 
x = b den Wert Null hat und wegen der Stetigkeit von I (x) gleich
falls in a und b stetig ist, so kann man auf diese Funktion den Satz 
von ROLLE anwenden. Hieraus ergibt sich ein Argument; zwischen 
a und b, fUr welches 

ist. Die letzte 

(6) 

o =F'(;) = I'm - I(bl=)(tl) 
b-a 

Gleichung ergibt 

I'm = L(~) ~jJa) . 
b-a 
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Es gibt also ein Zwischen argument, fiir welches, geometrisch ge
sprochen, das SteigungsmaB der Kurventangente gleich dem Stei
gungsmaB 

f@~(a) 
b-a 

der die Punkte 
a, f(a) b, f(b) 

verbindenden Sehne ist. D. h. also, es gibt auf jedem Bogen eine 
Stelle, in welcher die Tangente parallel ist mit der zu dem Bogen· 
gehorenden Sehne (Abb. 149). Der soeben geometrisch ausgespro
chene, analytisch (im Sinne von § 41, Ende) durch die Formel (6) 
Ord-/lxe ausgedriickteSatz wird als derMi ttel wertsa tz 

Abb.149. 

der Differentialrechn ung bezeichnet. 
Dieser Satz setzt uns in den Stand, aus den 

Werten des Differentialquotienten auf die 
Anderung der Funktion in einem endlichen 
Intervall zu schlieBen. WeiB man z. B. von 
der Funktion f(x), daB sie sich bei a und b 

stetig verhalt, wahrend sie zwischen diesen beiden Argumenten den 
Differentialquotienten Null besitzt, so ergibt die Formel (6), cla die 
Funktion f' (x) auch fUr den Zwischenwert ~ gleich Null ist, 

f(b) -- f(a) 
0=------

b-a 
und somit 

f(b) = f(a). 

Man kann jetzt weiter in einem Argumentintervall, in dem iiberall 
f' (x) = 0 ist, die Argumente a und b beliebig wahlen und findet 
schlieBlich, daB alle zu dem Intervall gehorenden Funktionswerte 
einander gleich, die Funktion somit in diesem Intervall kon
stant ist. 

In derselben Weise ergibt sich, falls f' (x) im Innern eines Inter
valls a ... b (a < b) positiv und von Null verschieden, und f (x) in 
a uncl b selbst stetig ist, daB 

f(b) > f(a) 
sein muB. 

In der Tat kann man also aus den Werten, welche die Ableitung 
an den samtlichen Stellen eines I ntervalls hat, auf die Anderung 
der Funktion im Intervall schlieBen; es muB jedoch der Beweis 
auf einem Umweg'gefUhrt werden, und es geniigt dazu nicht die bloBe 
Vorstellung, daB man sich den endlichen Argumentzuwachs aus un
endlich vielen Stufen der GroBe Null zusammengesetzt denkt. Der 
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Beweis erfordert auBer der Begriffsbestimmung des Differential
quotienten, der eben kein Quotient, sondern nur der Grenzwert eines 
solchen ist, noch eine Kontinuitatsbetrachtung. Wohl kann 
man aber die Charakterisierung des ganzen Verfahrens der Differen
tialrechnung durch NATORp1) gelten lassen, der sagt, daB durch das
selbe "Begriffsgrenzen iiberschreitbar werden, die ohne das fiir un
iiberschreitbar gelten miiBten", und daB auf diese Weise zwei vorher 
dem Begriff nach geschiedene Fa11e "qualitativ unter eine Betrach
tung, unter ein und dasselbe h6here Gesetz" fallen. 

Neun ter A bschni tt. 

Reine niedere Arithmetik der reellen Zahlen. 
§ 63. Die ganze Zahl als Stellenzeichen und als Anzahl. 

Es gibt zwei verschiedene Definitionen, also zwei verschiedene Be
griffe, der ganzen Zahl. 1m einen Fall betrachtet man die Zahlen 

(1) 1,2,3,4, ... 

lediglich als eine Reihe von lauter verschiedenen Zeichen, denen, 
abgesehen von der Reihenfolge, in der sie angenommen worden sind, 
zunachst keine weitere Bedeutung zukommt. Zu einem dieser Zeichen 
"Eins addieren" sol1 dann gar nichts anderes heiBen, als daB man 
von dem betreffenden Zeichen zu dem in der Reihe nachstfolgenden 
iibergeht. Durch solche Tatigkeiten des "Vorschreitens" utid "Riick
wartsschreitens" in der Reihe der Zeichen definiert man nachher auch 
die Addition eines beliebigen Zeichens zu einem anderen, und es 
lassen sich dann auf Grund der Definitionen die Lehrsatze der gew6hn
lichen Arithmetik beweisen. Ich will diesen Begriff der Zahl das 
Stellenzeichen nennen 2). 

Ein anderer Zahlbegriff, der gewissermaBen von Anfang an eine 
groBere Menge logischer Beziehungen in sich vereinigt, ist der Begriff 
der Anzahl. In diesem Fall geht man von Aggregaten von Gegen
standen aus. Die Aggregate werden natiirlich als endlich vorausgesetzt, 
d. h. es ist jedes derselben dadurch, daB man ein Element nach dem 
anderen fortnimmt, ersch6pfbar 3). Man nennt zwei solche Aggregate 

1) a. a. 0., S. 2I7. 
2) Von HELMHOLTZ ist der oben erwiihnte Begrif£ als "Ordinalzahl" bezeichnet 

worden. Ich vermeide diesen Ausdruck, weil er schon den Einwand hervorgerufen 
hat, daJ3 die Ordinalzahl den anderen, gleich nachher zu erorternden Zahlbegriff, die 
Anzahl, schon voraussetze und nichts anderes sei als eine zur Bezeichnung einer Stelle 
in einer Reihe verwendete Anzahl. 

3) Was hierunter zu verstehen ist,' nehme ich allerdings als gegeben an, und ich 
halte es fiir verkehrt. wenn man fiir das endliche Aggregat eine Definition aufstellen 

H61der, Mathematische Methode. II 
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a qui val en t, wenn sich zwischen den Gegenstanden des einen und 
denen des anderen eine umkehrbare eindeutige Zuordnung herstellen 
laBt, ohne daB dabei in einem der beiden Aggregate Elemente iibrig 
bleiben, und schreibt aquivalenten Aggregaten dieselbe, nichtaqni
valenten Aggregaten verschiedene Anzahlen zu 1). Man kann den von 
HUSSBRL2) gebrauchten Ausdruck gelten lassen, daB die Anzahl die 
"Form" eines solchen Aggregates sei; ich wiiBte aber keine Moglich
keit, die Gleichheit der Form zweier vorgegebenen Aggregate anders 
als mit Hilfe der umkehrbar eindeutigen Zuordnung zu erkennen. 

Der erste Zahlbegriff, der des Stellenzeichens, wird vielfach als 
der einzig richtige hingestellt, und es erklart sich dies vielleicht darans, 
daB die ersten Schriftsteller, die iiberhaupt eine strenge Begriindung 
der Arithmetik unternommen haben, an diesen Begriff angekniipft 
haben. Es ist aber langst bemerkt worden, daB er zum mindesten 
fiir die Anwendung der Zahlen auf in der Erfahrung gegebene Dinge 
einer Erganzung bedarf. Will man namlich solche "zahlen", so muB 
man eines davon mit r, ein anderes mit 2, wieder ein anderes mit 3 
bezeichnen usw., bis schlieBlich mit einem gewissen Zeichen unserer 
Folge (r) die vorgegebenen Dinge erschopft sind. Nun tritt die Frage 
auf, ob das Ergebnis des Zahlens nicht ein anderes wird, wenn wir 
dieselben Dinge it! anderer Weise zu zahlen beginnen, sie also "in 
einer anderen Ordnung" zahlen. DaB, unabhangig von der Art und 
Weise der Zahlung, immer dasselbe Endzeichen gefunden wird, hat 
man merkwiirdigerweise als ein empirisches Ergebnis betrachten wol
len 3), auf dem dann die Anwendbarkeit des Zahlbegriffs auf Gegen
staude der Erfahrung beruhen solI. 

1m Grunde ist nun das Zahlen von Gegenstanden nichts anderes 
als ein Zuordnen dieser Gegenstande zu den Zeichen der obigen 
Folge (r), yom Anfangszeichen r an bis zu einem bestimmten Zeichen 
hin. Es deckt sich also die eben angeregte Frage mit derjenigen, ob, 

will, die es aus dem Begriff der allgemeinen (unendlichen oder endlichen) Aggregate 
vermoge eines spezifischen Unterschieds heraushebt, wie es DEDEKIND versucht hat 
(vgl. "Was sind und solien die Zahlen", 1888, S. 17; vgl. auch dazu meine Bemerkung 
in dem Programm: "Die Arithmetik in strenger Begriindung", 1914, S.27, Anm.). 
Binen mit dem meinigen hierin iibereinstimmenden Standpunkt nimmt WEYL ein 
(vgl. "Das Kontinuum", 1918; S. 16/17). 

1) DAVID HUME definiert auf dieselbe Weise die Gleichheit zweier Zahlen: "When 
two numbers are so combin'd as that the one has always an unite answering to every 
unite of the other, we pronounce them equal" ... 

2) In seiner Philosophie: der Arithmetik (1. Bd. 1891, S. 128) sagt HUSSERL: 
"Bins und Bins und Eins und Bins" sei eine "allgemeine Mengenform", welche den 
Namen Vier habe. Dilzu ist zu bemerken, daB man die Elemente einer vorliegenden 
Menge, wenn man nachweisen will, daB diese die angefiihrte Form hat, eines urn das 
andere den in obiger Aussage enthaltenen Worten "Eins" zuordnen muB. 

3) E. SCHRODER, Lehrbuch der Arithmetik und Algebra, 1. Bd., 1873, S. 14-16. 
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falls ein Aggregat A einem Aggregat B oder auch, wie wir gleich hinzu
fiigen wollen, einem Teil eines Aggregates B umkehrbar eindeutig zu
geordnet werden kann, es gleichzeitig moglich ist, durch ein anderes 
Verfahren die Beziehung zu verwirklichen, daB die samtlichen Elemente 
des Aggregats B einem bloB en Teil der Elemente von A umkehrbar 
eindeutig zugeordnet sind. Die Tatsache, daB dies nicht moglich ist, 
kann mal1- meines Erachtens beweisen. Ich will dies die Grundtatsache 
des Anzahlbegriffes nennen. , 

Ich werde zeigen, und habe es schon in einer friiheren Schrift aus
gefiihrtl), daB der Anzahlbegriff, d. h. also die oben genannte Grund
tatsache, nicht bloB fUr die empirischen Anwendungen, sondern auch 
zu dem vollstandigen theoretischen Aufbau der niederen und hoheren 
Arithmetik unentbehrlich ist. Mit Riicksicht hierauf wird manzu 
iiberlegen haben, ob es sich nicht empfiehlt, die Arithmetik gleich 
mit dem Anzahlbegriff zu beginnen, um so mehr als die Herleitung 
der arithmetischen Gesetze aus de~ Begriff des Stellenzeichens mit 
Umstanden verkniipft ist. Immerhin ist doch auch diese Herleitung 
von einem gewissen besonderen Interesse, und ich will sie wenigstens 
fiir die Addition hier ausfiihren. 

§ 64. Addition der Stellenzeichen. 

Kein Geringerer als LEIBNIZ hat es der Miihe wert gefunden, 
einen besonderen Beweis dafUr zu geben, daB 

(I) 2 + 2 = 4 
ist. Er will damit belegen 2), daB im Grunde alles bewiesen werden 
miisse und auch bewiesen werden konne, was meines Erachtens wohl 
fiir die Arithmetik, aber nicht fUr andere Disziplinen richtig ist. 
LEIBNIZ sagt nicht ganz deutlich, wie er die Zahl auffaBt; da er je
doch die Zahlformeln 

2=1+1 
3=2+1 
4=3+ 1 

als die De fi n i ti 0 n en der Zahlen 2, 3, 4, . .. bezeichnet, so darf 
man wohl annehmen, daB er die Zahl ganz so wie wir in § 63 das Stel
lenzeichen ansehen will und das Fortschreiten in der Reihe der Stellen
zeichen um ein Glied als die Addition von I bezeichnet. 

Zum Beweis der Formel (I) ist aber noch eine vorausgehende Er~ 
klarung dariiber notig, was man unter der Addition von zwei 
verstehen will. Wir geben diese Erklarung folgendermaBen: "Zwei 

1) Vgl. das eben erwiihnte Programm, S. 16. 
2) Vgl. Nouveaux essais etc., !iv. IV, chap. VII, § 10. 

II* 
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addieren U heiBt Eins addieren und dann, nachdem dies geschehen 
ist, noch einmal Eins addieren. In eine Formel gefaBt, heiBt dies 

2 + 2 = (2 + I) + II) . 

Aus der rechten Seite dieser Gleichung ergibt sich aber nach (2) 
zuerst 3 + lund dann 4, was im wesentlichen der LEIBNlzsche 
Beweis ist. 

Dem hier gewahlten Zahlbegriff entspricht es, die Addition von 
3, 4, 5, . .. fortlaufend zu definieren, ausgehend von der Erklarung, 
daB 2 addieren heiBt I addieren und noch einmal I addieren. Setzen 
wir also fest, daB 3 addieren heiBen sol1: 2 addieren und dann noch 
einmal I addieren, daB 4 addieren heiBen sol1: 3 addieren und dann 
noch einmal I addieren usw., so ergeben sich die fortlaufenden Formeln 

a + 2 = (a + I) + I 
a + 3 = (a + 2) + I 
a + 4 = (a + 3) + I 
........ .. , 

die man auch in die einzige Formel 

a + (b + I) = (a + b) + I 

zusammenfassen kann. 
Die Formeln (3) besagen, wenn man es anders ausdriickt, daB die 

Zahlzeichen a + I, a + 2, a + 3, ; .. solche sind, die in der ur
spriinglich angenommenen Reihe aufeinander folgen. Es ist also a + b 
durch die mit a + I beginnende, aus der urspriinglichen Reihe ge
nommene Folge 

(5) a+I,a+2,a+3,··.,a+b 

definiert, die sich den Zeichen 

I,2,3,···,b 

der Reihe nach zuordnen laBt, und deren Endglied eben dadurch 
bestimmt ist 2). 

1) FREGE (Die Grundiagen der Arithmetik, 1884, S. 7) stellt die Annahme dieser 
Forme1 als unberechtigt hin; es ist aber zu bedenken, da13 die Addition einer von 1 
verschiedenen ZalIl zunachst noch gar nicht definiert war. 

2) HELMHOLTZ (Philosophische Aufsiitze, EDUARD ZELLER zu seinem fiinfzig
jahrigen Doktorjubiliium gewidmet, 1887, S. 26f£.) erkliirt genau auf diese Weise 
die Addition. NATORP (Die Iogischen Grundiagen der exakten Wissenschaften, 1910, 
S.I32) kleidet die Definition in die Angabe, da13 man, um auf a + b zu kommen, 
erst auf a und dann daran anschlie13end auf b ziihlt. Mit diesem anschlie13enden "auf 
b Ziihlen" ist aber die Bildung der Folge (5) gemeint, was natiirlich nur mit Riick
sicht auf die Zuordnung der Glieder zu der Folge 1,2,3, ... b so bezeichnet werden 
kaun. Es wird also der Begriff der Zuordnung hier mitbenutzt, und ich kann mir 
eine solche Zuordnung nur auf die Weise bewirkt denken, da13 an den verschiedenen 
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Auf Grund der Gleichungen (3) und der festgesetzten Reihenfolge 
der Zahlzeichen oder, was auf dasselbe hinauskommt, der Gleichungen 
(2) kann man jede Zahlformel, z. B. die hiiufig von KANT angefiihrte 
Formel 

7 + 5 = I2 

oder etwa die Formel 
(6) 7+5=9+3 
wirklich beweisen. 

Hinsichtlich der Bedeutung des Gleichheitszeichens ist hier noch 
etwas zu bemerken, da es unter unseren Zahlzeichen keine unter
scheidbaren Objekte, die zugleich in gewisser Hinsicht einander gleich 
sind, gibt, wie dies friiher bei den Strecken der Fall war. Es bedeutet 
in der Gleichung (6) das Gleichheitszeichen nichts anderes, als daB 
die von 7 ausgehende, an der Reihe unserer Stellenzeichen auszu
fiihrende und durch den Ausdruck 7 + 5 angedeutete Operation auf 
dassel be Zeichen der Reihe hinfiihrt, wie die von 9 ausgehende, 
durch 9 + 3 ausgedriickte Operation. 

§ 65. Beweis des Assoziativgesetzes 
und des Kommutativgesetzes der Addition. 

Die im vorigen Paragraphen gegebene Erkliirung der Addition 
von b zu a, d. h. also die Definition der Summe a + b; liiBt ohne 
weiteres erkennen, daB in ihr das Zeichen b eine andere Rolle spielt 
als das Zeichen a. Es muB also, jedenfalls zuniichst, b + a von a + b 
unterschieden werden, und es bedarf das sogenannte Ko m m u ta ti v
gesetz der Addition, d. h. die Gleichung 

(I) 

falls sie hier besteht, eines besonderen Beweises. 
Nehmen wir zuerst den Sonderfall an, daB a = I ist, in welchem 

Fall die Formel heiBt 
(2) I + b = b + I. 

Benennungen unserer Zeichen festgehalten wird. Darum will mir auch die Bemerkung 
von NATORP nicht einleuchten, da!3 "die Einzelglieder durch nichts mehr unterscheid
bar" sein solien als durch die Reihenfolge, in der sie gesetzt werden. 

Man k6nnte zur Erliiuterung die empirische Ziihlung an der Hand eines Ma!3-
stabes, dessen Kerben nicht numeriert sind, heranziehen. Wir k6nnten in diesem Fall 
von einer Kerbe zur niichsten fortgehen, aber nicht ohne wei teres eine einzelne Kerbe 
mitten aus den anderen heraus hervorheben. Wollen wir an diesem Ma!3stab z. B. 
die Summe 3 + 2 erliiutern, so miissen wir zuerst an den Kerben hin bis auf 3 und 
dann, indem wir an dem Ma!3stab weitergehen, gleich noch einmal bis 2 ziihlen. Wir 
miissen aber die Anfangskerbe der ersten Ziihlung und die Endkerbe der zweiten 
markiert haben, wenn wir schlie!3lich von jener nach dieser hin ziihlend die Ziffer 5 
als Summationsergebnis herausziihlen wollen. 
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Dabei bedeutet die rechte Seite der Gleichung das in der Reihe unserer 
Zeichen auf b folgende Zeichen, wiihrend zuniichst nicht eingesehen 
werden kann, daB die linke Seite der rechten gleich ist. Dagegen 
stellt die Gleichung fiir b = r eine Selbstverstiindlichkeit dar. Wird 
nun vorerst einmal b = 2 genommen, so ist nach der ersten von den 
Forme1n (3) des vorigen Paragraphen, d. h. nach der Erkliirung der 
Addition der 2, die linke Seite der obigen Gleichung 

1 + 2 = (1 + 1) + 1. 

Somit ist 
(3) 

Fiir b = 3 erhiilt man nach der zweiten Formel (3) von § 64 

r + 3 = (r + 2) + r, 

also vermoge der jetzigen Formel (3) 

d. h. 
r + 3 = (2 + r) + r, 

r+3=3+ r . 

Offenbar kann man so weiter schlieBen. Man erkennt die All
gemeingiiltigkeit des Verfahrens, indem man annimmt, daB die Glei
chung (2) fiir ein bestimmtes b giiltig ist, und sie dann fiir b + 1 
beweist. Es ist niimlich 

r + (b + r) = (r + b) + r 

[nach Gleichung (4) von § 64]. Da nun die Gleichung (2) fUr b bereits 
ge1ten sollte, so erhiilt man hiernach 

r + (b + r) = (b + r) + r, 

d. h. es ist in der Tat die Gleichung (2) auch fUr das folgende b, also 
auch fiir das niichstfolgende usw., somit allgemein richtig. 

Ehe nun zum Beweis der noch allgemeineren Gleichung (r) iiber
gegangen werden kann, muB das Assozia ti vgesetz bewiesen wer
den, das sich in der Formel 

a + (b + c) = (a + b) + c 

ausdriickt. Diese ist fiir c = r richtig, da sie in diesem Fall mit 
Formel (4) von § 64 iibereinstimmt, d. h. nichts anderes besagt, als 
daB die Zahl a + (b + r) in der Zahlenreihe auf a + b folgt. Man 
wird also wiederum die in Rede stehende Gleichung bewiesen haben, 
wenn man gezeigt hat, daB ihre Giiltigkeit fiir ein bestimmtes c die 
Giiltigkeit fUr c + r nach sich zieht. 

Bilden wir nun die linke Seite von (4) mit c + I an Stelle von c: 

a + [b + (c + I)], 
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so ist dies, wiederum nach Formel (4) des vorigen Paragraphen, das
selbe wie 
(6) a + [(b + c) + I], 

was seinerseits auf Grund derselben Regel mit 

(7) 
libereinstimmt. 

[a + (b + c)] + I 

Da nun flir den Wert c selbst, bei beliebigen Wertell von a und b, 
die Formel (4) bereits giiltig sein sollte, .so gelangt man von dem 
Ausdruck (7) zu der Formel 

(8) [(a + b) + c] + I. 

Diese stimmt jedoch, wiederum nach der m Formel (4) von § 64 
niedergelegten Definition, mit 

(9) (a + b) + (c + I) 

liberein. Wir sind jetzt unter der Voraussetzung, daB Gleichung (4) 
flir ein bestimmtes c bereits giiltig sein sollte, votu Ausdruck (5) liber 
(6), (7) und (8) nach (9), d. h. also zu der Gleichung 

a + [b + (c + I)] = (a + b) + (c + I) 

gelangt. Dies ist aber die flir das niichstfolgende c gebildete Glei
chung (4), womit unser Ziel erreicht ist. 

Um nun die Gleichung (I) allgemein zu beweisen, nehmen wir 
sie gleich fiir ein bestimmtes a und flir alle Werte b als giiltig an. Die 
linke Seite gibt mit a + I an Stelle von a 

(10) (a + I) + b, 

was nach dem Assoziativgesetz (4) gleich 

a + (I + b) 

ist. Dies gibt aber, wenn zuerst Formel (2), dann wieder das Asso
ziativgesetz und nachher die Formel (I) selbst (fUr a und b) ange
wendet wird 

a + (b + I) = (a + b) + I = (b + a) + I . 

Der letzte Ausdruck ist nun bereits wieder nach der Formel (4) des 
vorigen Paragraphen gleich 

(II) b + (a + I). 

Die Dberfiihrung von (10) in (II), die uns unter der Voraussetzung 
der Gliltigkeit von (I) gelungen ist, beweist, daB aus der Giiltigkeit 
von (I) fiir ein gewisses a auch die Giiltigkeit derselben Gleichung 
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fUr den niichstfolgenden Wert von a sich ergibt. Da nun die Gleichung 
(I) fUr a = I mit (2) iibereinstimmt und somit giiltig ist, ist sie ganz 
a11gemein giiltigl). 

§ 66. Analyse eines anderen Beweises des Kommutativgesetzes. 

Einen eigenartigen Beweis hat neuerdings G. F. LIPPS fiir das 
Kommutativgesetz der Addition aufgeste11t 2). Er geht dabei von 
demselben Zahlbegriff aus, den ich mit dem Ausdruck des Ste11ell
zeichens belegt habe. Die Reihe der Ste11enzeichen I ... a + b 
zerfii11t nach der Definition der Summe in die aneinander anschlieBen
den Reihen I ... a und a + I ... a + b. Betrachtet man nun die 
ganze Reihe in der umgekehrten Folge a + b ... I, so zerfiillt sie 
in a + b ... a + I und die nachfolgende Reihe a ... I. lndem nun 
LIPPS annimmt, daB sich die GHeder der Folge I ... a + b denen 
der Folge a + b ... I von Anfang bis zu Ende, der Reihe nach, 
zuordnen lassen, so daB also auch beide Folgen gleichzeitig zu Ende 
kommen, findet er, daB sich die Folge I ... a + b auch derjenigen 
der Reihe nach zuordnen liiBt, die aus a + b ... a + I und nach
folgend a... I sich zusammensetzt. Statt dessen kann man danll 
auch hintereinander die Folgen b ... I und a ... I und, wiederum 
aut Grund der erwiihnten A nnahme, die Folgen I ... b und I ... a 

und dann natiirlich auch die Folgen I ... b und b + I . .. b + a 
nehmen. Die beiden letzten Folgen schHeBen sich aber zu der 
Reihe I ... b + a zusammen, welche damit erreicht ist. Aus der 
Zuordnung der Elemente dieser Reihe zu denen der urspriinglichen 
Reihe I ... a + b flieBt dann die Gleichung 

a+b=b+a. 

Als die Eigenschaft der Reihenform, aus der sich im Grunde a11es 
ergeben sol1, nennt LIPPS die "Homogeneitiit". Es ist nun hierzu 
zu bemerken, daB die oben hervorgehobene Annahme, welche tatsiich
lich benutzt worden ist, vie11eicht ohne daB sich LIPPS des sen vo11 
bewuBt war, meines Erachtens nicht mit dem Hinweis auf Homo
geneitiit erledigt werden kann, sondern eines wirkHchen Beweises be
darf; dabei scheint mir der natiirliche Beweis darin zu bestehen, daJ3 
jene Moglichkeit, eine endliche Folge von Elementen ihrer eigenen Um
kehrung zuzuordnen, als ein Sonderfa11 der in § 63 bereits genannten 
und in § 68 bewiesenen Grundtatsache aufgefaJ3t wird. 

1) Die hier wiedergegebenen Beweise hat zuerst GRASSMANN gefiihrt, vgl. Lehr
buch der Arithmetik fUr h6here Lehranstalten, 1861, S. 2£f.; vgl. auch HELMHOLTZ, 
a. a. O. Bei GRASSMANN ist auch die Multiplikation mit ihren Gesetzen entsprechend 
behandelt. 

2) Vgl. Philosophische Studien, herausg. von WUNDT, Bd. II, 1895, S.290. 
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§ 67. Die Notwendigkeit der Grundtatsache 
und des Anzahlbegriffs auch fUr theoretische Erwagungen. 

Um zu zeigen, daB der Begriff des Stellenzeichens nicht nur fiir 
die empirischen, sondern auch fiir die theoretischen Anwendungen 
des Zahlbegriffes einer Erweiterung bedarf durch Hinzufiigung der 
in § 63 erwahnten Grundtatsache und durch den Dbergang zu dem 
eigentlichen Begriff der Anzahl, erwahne ich ein Prinzip, das MIN
KOWSKI 1) in folgende Einkleidung gebracht hat: 

Tut man in eine Anzahl von Schubfachern eine grofJere Zahl von 
Gegenstanden, als man Schubfacher hat, so finden sich notwendig in 
wenigstens einem Fache gleichzeitig zwei oder mehrere Gegenstande vor. 

Dieses so iiberaus einfache Prinzip ist in den verschiedensten Ge
bieten der Mathematik fruchtbar. Aus ihm folgt z. B. die Periodizitat 
derjenigen Dezimalbriiche, die aus gew6hnlichen Briichen (Rational
zahlen) entwickelt sind und nicht abbrechen. Um dies zu erkennen, 
dividiere man etwa mit 7 in irgendeine durch 7 nicht teilbare Zahl 
hinein. Die bei der Division nacheinander entstehenden Reste sind 
samtlich Zahlen aus der Reihe I, 2, 3, 4, 5, 6. Diese 6 Restzahlen 
sind in dem obigen Bilde durch die Schubfacher vorgestellt. J eder 
Schritt der Division gibt einen Rest, also einen der genannten 6 FaUe. 
Nachdem man nun mindestens 7 Schritte gemacht hat, muB sich bei 
zweien der vollzogenen Schritte derselbe Rest ergeben haben. Man 
erhalt also beim Fortfahren im DivisionprozeB sowohl von dem einen 
wie von dem anderen Schritt an dieselbe Ziffernfolge des Dezimal
bruchs. Noch fruchtbarer erscheint das Prinzip in der h6heren Zahlen
theorie, in der es haufig verwendet wird 2). 

Es diirfte wohl deutlich sein, daB das besprochene Prinzip sich 
nicht aus dem Zahlbegriff der vorangehenden Paragraphen, d. h. nicht 
aus dem Begriff des Stellenzeichens, ableiten laBt. Seine natiirliche 
Begriindung ist diese. Hat man die Gegenstande samtlich in jene 
Schubfacher verteilt, so kann man sich diejenigen Schubfacher, die 
etwa leer geblieben sein sollten, ganz wegdenken. Lage nun in keinem 
der Schubfacher mehr als ein Gegenstand, so ware zwischen den Gegen
standen und den Schubfachern oder einem Teil von diesen eine ein
deutig umkehrbare Zuordnung geschaffen. Nun soUte aber die Zahl 
der Gegenstande "gr6Ber" sein als die Zahl der Schubfacher, und dies 
heiBt, daB vorher schon einmal eine umkehrbar eindeutige Zuordnung 

1) Gedachtnisrede auf DIRICHLET, J ahresbericht d. Deutschen Mathematiker-Ver
einigung, Bd. 14, 1905, S. 156. 

2) Hier ist es vielleicht zuerst von EUI,ER angewendet worden; vgl. Commentarii 
novi Academiae Petropolitaneae, t. XVIII, 1773, p. 86. 
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zwischen den siimtlichen SchubHichern und einem Teil der Gegen
stande hergestellt worden war. Man hatte also zweierlei Zuordnungen, 
und es wiirde ihr Zusammenbestehen der Grundtatsache (§ 63 und 68) 
widersprechen. Verftigen wir also tiber die Grundtatsache von der 
Anzahl, so mtissen wir infolge des eingetretenen Widerspruchs die 
vorhin gemachte Annahme fallen lassen, daB in keinem der Schub
facher mehr als ein Gegenstand sich befindet; es befinden sich also 
mindestens in einem Fache zwei oder mehrere Gegenstande, was zu 
beweisen war. 

In der erwahnten Grundtatsache liegt es auch, daB man durch 
Umkehrung einer Folge x, y, ... , u, v eine Folge v, u, ... , y, x 
erhalt, deren Elemente nach dem Schema!) 

x,y, ... ,u,v 

v,u, ... ,y,x 

denen der ersten Folge der Reihe nach restlos, d. h. also "ein-eindeutig" 
zugeordnet werden konnen. Dieser Umstand ist in dem Beweis von 
LIPPS benutzt worden, den ich in § 66 besprochen habe. Derselbe 
Umstand dient zur Herleitung der Summenformel einer arithmeti
schen Progression 2). 

NATORP leugnet die Grundtatsache der Anzahl, indem er sagt 3 ): 

"Das Glied, das ich zuerst in Vergleichung ziehe, ist eben damit das 
erste, da nur nach der Reihenfolge dieser meiner Setzungen hier die 
Frage ist. So kann man gar nicht dazu kommen, einen Satz aufzu
stellen: Die Anzahl ist unabhangig von der Reihenfolge der GHeder, 
solange man rein mit dem Zahlverfahren selbst, nicht mit abzuzahlen
den Dingen zu tun hat." Ich gebe NATORP gerne zu, daB man im 
Grunde nicht "Dinge" zahlt 4), sondern "Setzungen" oder "Einheiten" 
und daB man in einem gegebenen empirischen Falle das Mannigfaltige 
der Erfahrung vor der Zahlung durch den Verstand in Einheiten zu
sammenfaBt. Trotzdem behalt die Grundtatsache ihre Bedeutung; 
sie kommt auch beim Zahlen der gedanklichen Einheiten 5) zur 

1) Das raumliche Schema ist bier freilich nur ein Bild. 
2) Urn die Summe 1 + 2 + 3 + ... + n zu finden. vereinigt man in den beiden 

Zeilen 1+ 2 + 3 + ... +n 
+ n + (n - I) + (n - 2) + ... + I 

zunachst die iibereinanderstehenden Zahlen. wodurch man erkennt. daJ3 n (n + I) 
das Doppe1te der gesuchten Summe ist. 

3) a. a. 0 .. S. 109. 
4) a. a. 0 .• S. 54. 108. 
5) H. SCHUBERT weist in der Enzyklopadie der Mathematischen Wissenschaften 

(I. Bd. 1898--1904. S. I) auf die Bemerkung von LEIBNIZ hin. daJ3 auch unkorperliche 
Gegenstiinde geziihlt werden konnen (Ars Combinatoria. 1690. p.2). 
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Geltung. Fragt man z. B. naeh der 9-esamtheit der Zahlenpaare x, y, 
fiir die X2 + y2 kleiner als 12 ist, so findet man die Paare 

1,1; 1,2; 1,3; 2,1; 2,2; 3,1. 

Diese Paare konnen aber in versehiedenen Ordnungen gefunden uncI 
gezahlt werden, und wenn ieh sage, daB es sechs Zahlenpaare sind, 
so ist damit durchaus nieht die Frage nach der Reihenfolge meiner 
Setzungen gestellt. 

Dberall in der ganzen Mathematik, aueh z. B. in der Geometrie, 
kommen Anzahlen vor; bald werden sie ausgezahlt, bald spielen sie 
in einer theoretisehen Betraehtung eine Rolle, wobei sie dann auch 
allgemein bleiben konnen. Stets aber benutzen wir in Einzelfallen 
die Grundtatsaehe und in allgemeinen Dberlegungen die aus ihr 
flieBenden Satze1). Diese Grundtatsaehe erklart also gleichzeitig die 
theoretisehe wie die empirisehe (§ 63) Anwendbarkeit der Zahl. 

§ 68. Beweis der Grundtatsache. 

Urn nun die bereits in § 63 angefiihrte Grundtatsaehe zu beweisen, 
nehme ich zwei Aggregate A und A' von irgendwelchen Elementen 
an, wobei ich jedoeh sowohl die Elemente eines Aggregates vonein
ander, als aueh die des einen Aggregates von denen des anderen als 
versehieden annehme. Ich ordne nun ein Element von A und ein 
Element von A I einander zu, dann ein neues Element von A einem 
neuen Element von A' usw., bis eines der Aggregate erschopft ist. 
Es soll angenommen werden, daB das Aggregat A entweder zugleich 
mit dem Aggregat A' oder vor diesem ersehopft wird, so daB in dem 
letzten Falle einige Elemente von A I unverbunden bleiben. Dieses 
Ergebnis will ieh - nur zur Erleichterung der Dbersieht - durch 
die raumliehe Zusammenstellung 

(I) 
a,b,e, ... ,g 

a', b' , e' , ... , g', u', v', ... , Z' 

deutlieh machen, wobei die Elemente der erst en Zeile zum Aggregat A, 
die der zweiten Zeile zum Aggregat A I gehoren, und die Elemente a 
und a' und ebenso b und b', e und e' usw. einander zugeordnet sind. 
Der Vorgang kann aueh so dargestel1t werden, daB die Elemente von 
A untereinander in die Ordnung a, b, e, ... , g, die von A I in die 
Ordnung a', b', e', ... , g', u ', v', .. " z' gebraeht, und dann die bei
den Folgen der Reihe nach Glied fiir Glied einander zugeordnet werden, 

1) In § 71 werde ich zeigen, daJ3 NA'I'ORP selbst, freilich ohlle es zu wissen, in einem 
Fall, in dem er sich auf einen wirklichen arithmetischen Beweis eingelassen, die Grund· 
tats ache benutzt hat. 
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bis nun moglicherweise nach der oben gemachten Annahme aus 
dem zweiten Aggregat A' die Elemente u', v', .. " z' iibrigbleiben. 

Nunmehr soIl die Vergleichung derselben beiden Aggregate A und 
A' auf eine andere Weise vorgenommen werden. Zu diesem Zweck 
werden erst einmal die Elemente von A in eine neue Ordnung 
(2) iX, (J, y, ... , ( 

gebracht. Diese Umordnung von A in irgendeine gewiinschte neue 
Folge kann auf folgende Weise durchgefiihrt werden. Man denkt sich, 
falls iX von a verschieden ist, in der urspriinglichen Reihenfolge 
a, b, c, .. " g zunachst einmal das Element a mit dem Element iX, 

das ja auch hier irgendwo auf tritt, vertauscht. Man hat also jetzt 
eine neue Folge, die mit iX beginnt, und in der a an der Stelle auf tritt, 
an der vorher lX sich befand; a und iX haben ihre Platze gewechselt, 
was aber im Grunde nicht raumlich zu verstehen ist. Die neue Folge 
ist nun der alten Folge a, b, c, .. " g vom ersten bis zum letzten Glied 
zugeordnet. Falls nun in dieser neuen Folge nicht etwa gerade (J 
auf iX folgt, vertauscht man das in ihr auf iX folgende Element mi((J. 
Indem man nun so fortfahrt und bei jedem neuen Schritt an die 
nachste Stelle, auf der sich noch nicht das in (2) vorgeschriebene Ele
ment befindet, dieses Element bringt, ergibt sich schlieBlich die 
Folge (2). 

Man beachte hierbei, daB von den entstehenden Folgen, die aIle 
aus den Elementen des Aggregats A gebildet sind, jede auf die vorher
gehende umkehrbar eindeutig bezogen ist. Mittel bar ist also auch 
die letzte iX, (J, y, ... , ( auf die erste a, b, c, ... , g, d. h. auf die 
obere Zeile unserer Zusammenstellung (r) bezogen. 

Nun solIen auch die Elemente des Aggregats A' in eine neue Ordnung 
( ) .. , (J" r'" , 3 iX, ,y, ... ,<",qJ,'ljJ, ... ,W 

gebracht werden. Man kann dabei die Umordnung des zuerst in die 
Folge 

a', b', c', ... , g', u', v', "') z' 

geordneten Aggregats wieder in der vorhin geschilderten Weise vor 
sich gehen lassen, wodurch dann die Folge (3) auf die untere Zeile der 
Zusammenstellung (r) umkehrbar eindeutig bezogen wird. Es lassen 
sich nun die bewirkten Zuordnungen bildlich durch das Schema 

iX,/J,y, ••• ,C 
a,b,c, ... ,g 
a', b', c', "', g', u', v', ... , z' 
'(J' I r" I I 

iX, ,y ""'" qJ,'ljJ, ••• ,W 

darstellen. Hier ist die erste Zeile auf die zweite, die dritte auf die 
vierte und die zweite auf einen Tei! der dritten (s. 0.) umkehrbar 
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eindeutig (ein-eindeutig) bezogen. Man erkennt jetzt, daB, wenn die 
Elemente der ersten Zeile [d. h. die von (2)] mit denen der vierten 
Zeile [d. h. den Elementen von (3)] der Reihe nach zusammengeordnet 
werden, die Elemente cp', "P', ... , w' iibrigbleiben, und daB diese 
auf die Elemente u', v', .. " w' ein-eindeutig bezogen sind, die bei 
der ersten Vergleichung der Aggregate A und A' gleichfalls aus dem 
letzten Aggregat iibriggeblieben waren. 

Damit ist nun die Grundtatsache bewiesen. Mit Riicksicht darauf, 
daB man die umkehrbar eindeutige Zuordnung eines Aggregats auf 
ein anderes auch als eine "Abbildung" auffassen kann 1), UiBt sich 
die Grundtatsache so aussprechen: 

Wenn sich zwei end I i c h e 2) Aggregate vollstandig aufeinander 
abbilden lassen, so ist es nicht moglich, eines der Aggregate auf nur einen 
Teil des anderen abzubilden. Lapt sich das Aggregat A auf einen Teil 
des Aggregats A I abbilden, so ist es nicht moglich, A I vollstandig auf 
A oder auf einen T eil von A abzubilden. 

Das vorhin bewiesene Ergebnis geht aber noch dariiber hinaus. 
Es ist namlich fiir den Fall, daB das Aggregat A auf einen Teil von 
A' abgebildet werden kann, gezeigt worden, daB bei doppelter Wahl 
dieses Teils die Gesamtheit der im einen Fall aus A I ubrigbleibenden 
Elemente sich aUf die Gesamtheit der im anderen Fall ubrigbleibenden 
vollstandig abbilden lapt 3). 

1) Vgl. § 130. Vgl. auch DEDEKIND, R.: Was sind und was sollen die Zahlen? 
1893, S.6. 

2) Selbstverstiindlich war hier stets nur von einem endlichen Aggregat die Rede; 
immerhin verdient es hervorgehoben zu werden, daJ3 die Erschopfbarkeit des Aggregats 
wirklich insofern benutzt worden ist, als von dem geschilderten UmordnungsprozeJ3 
angenommen wnrde, daJ3 er vollendet werden kann. Fiir unendliche Aggregate ist 
der Satz auch nicht richtig (vgl. § 180). 

3) Eine gewisse Abneigung, die ich bei manchen gegen dies en und iihnliche Beweise 
beobachtet zu haben glaube, fiihre ich darauf zuriick, daJ3 man beim "Vertauschen" 
leicht an einen empirischen Akt denkt, der mit Gegenstanden der Erfahrung vor 
sich geht. 1m Grunde handelt es sich aber doch um eine Selbsttiitigkeit des Verstandes. 
welche dieser mit von ihm gesetzten, zugleich freilich auch in ihrem Unterschied fest
gehaltenen Einheiten iibt. An diese Tiitigkeit kniipfen sich Begriffe an, die wir zu 
den "reinen" oder "apriorischen" Begriffen rechnen mtissen (vgl. § 134). ImJahresbericht 
der Deutschen Mathematikervereinigung, 17. Bd. 1908, S. 158, hat G. HESSENBERG 
treffend auf die Selbsttiitigkeit der "Vernunft" hingewiesen. Bekanntlich bildet die 
Theorie der Vertauschungen ein ebenso klares und dabei an nichttautologischen, ja 
zum Teil iiberraschenden Ergebnissen ebenso reiches Gebiet wfe die Theorie der 
Zahlen. Wollte man alles Vertauschen in das Gebiet der Erfahrung verweisen, so 
kiime auch z. B. dem Satz keine Notwendigkeit zu, daJ3 sich jede Vertauschung aus 
einer Anzahl von Vertauschungen vou je zwei Elementen zusammensetzen liiJ3t. 
Die Begriindung der in § 63 erwiihnten Tatsache mit Hilfe von Vertauschungen 
ist von O. STOLZ (Vorlesungen iiber allgemeine Arithmetik, 1. Teil, 1885. S.9) ge· 
geben worden. Derselben Auffassung hat A. CAPELLI dadurch Ausdruck gegeben, 
daJ3 er die Arithmetik als einen Teil der "scienza combinatoria" bezeichnet (Giornale 
di matematiche, vol. 39, I90r, p. 8r). 
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§ 69. Begriindung der Anzahl. Addition und Subtraktion der 
Anzahlen. 

Die eben bewiesene Tatsache bildet nun die Grundlage fiir den 
Anzahlbegriff. LaBt sich das Aggregat Adem Aggregat A', und ebenso 
das Aggregat A 'dem Aggregat A" umkehrbar eindeutig zuordnen, 
so ergibt sich eben dadurch auch eine Zuordnung zwischen A und A", 
indem man zwei solche Elemente dieser beiden Aggregate einander 
zuweist, die vorher demselben Element von A' zugeordnet waren. 
Hieraus ergibt sich nun, daB man zu keinem Widerspruch kommtl), 
wenn man die Aussage zulaBt, daB zwei Aggregaten, die einander 
umkehrbar eindeutig zugeordnet werden konnen (aufeinander abbild
bar, einander aquivalent sind), derselbe Typus zukomme, wobei 
natiirlich diesem "Typus" nur durch die Aggregate, die ihn darstellen, 
eine Existenz zukommt. Dieser Typus ist aber eben das, was man 
sonst die Anzahl der Elemente des Aggregats2) nennt. 

Beginnt man mit einem Element, fiigt noch eines hinzu, dann 
noch eines usw., so entstehen Aggregate, von denen dem Beweis von 
§ 68 zufolge keines dem anderen aquivalent ist. DaB man so ohne 
Encle fortfahren kann, mag als ein logisches Axiom gelten. Man kommt 
so zu einer unendlichen Normalreihe von Aggregaten. Da jedes end
liche Aggregat durch fortgesetztes Wegnehmen je eines Elements er
schi.5pft und somit auch durch den umgekehrten Vorgang aufgebaut 
werden kann, so tritt in der genannten Normalreihe jeder Typus 
einmal und nur einmal auf. Die so erhaltene Folge von Anzahlen 
kann nun auch die Folge der Stellenzeichen von § 63 vertreten. 

Hinsichtlich der gegebenen Auseinandersetzung mag noch bemerkt 
werden, daB auf diese Weise jede einzelne Zahl und auch der allge
meine Begriff der Anzahl aufgebaut wird, daB aber dabei natiirlich 
der Gegensatz zwischen Einheit und Mehrheit bereits vorausgesetzt ist. 
Die beiden letzten Begriffe gehoren zu den allgemeinen V erstandesbegrif
fen (Kategorien); sie bediirfen keiner Erklarung und sind, da sie selbst 
Bedingungen des Denkens bedeuten, einer Erklarung gar nicht fahig. 
Vermoge einer gewissen Verallgemeinerung lassen wir auch "Aggre
gate" zu, die nur ein Element enthalten, und gelangen so zur Anzahl 
Eins. Diese ,,~ahl Eins" ist also im Grunde etwas anderes als die 
"logische Einheit", die den Elemen~en unserer Aggregate zukommt 3 ). 

1) Vgl. im zweiten (logischen) Teil § 100. 
2) B. RUSSEL (a. a. 0., p. 114), G. HEYMANS (Die Gesetze und Elemente des 

wissenschaftlichen Denkens, 2. Aufl., 1905, s. 133) und die meisten Mathematiker 
definieren die Zahl in derselben Weise. 

3) 'Wieder etwas anderes ist die sog. "Ma.l3einbeit". Diese ist z. B. bei den Strecken 
eine fur die Messung beliebiger Strecken zugrunde gelegte Normalstrecke, der dann 
selbst die Ma.l3zahl 1 zukommt (vgl. dazu auch noch § 79). 
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Die Addition der Anzahlen (Typen) ist jetzt leicht zu definieren. 
Sind A und B zwei Aggregate, welche zwei gegebene Zahlen darste1-
len, so hat man zu dem gewiinschten Zweck nur die Aggregate A 
und B, die aus lauter voneinander verschiedenen Elementen bestehen 
sollen, zusammenzutun. Es muB aber gezeigt werden, daB der Ty p us 
des so entstehenden Aggregats durch die beiden vorgegebenen Typen 
allein bestimmt und nicht mitbestimmt ist durch die besondere In
dividualitiit der diese Typen darstellenden Aggreg ate A und B. 
Dieser Beweis ergibt sich sofort, wenn man das Aggregat A durch 
ein anderes, denselben Typus darstellendes, also mit A iiquivalentes 
Aggregat A 'und ebenso B durch ein iiquivalentes Aggregat B' er
setzt. Es kann dann zwischen A und A 'und ebenso zwischen B 
und B' eine Zuordnung hergestellt werden; hieraus ergibt sich aber 
sofort auch eine Zuordnung zwischen den beiden neuen, durch Zu
sammenwerfen entstandenen Aggregaten A + B und A' + B'. 
Diese beiden Aggregate stellen also denselben Typus dar, und es ist 
deshalb die Summe der beiden vorgegebenen Anzahlen eine eindeutig 
bestimmte. 

Man gelangt jetzt ohne weiteres auch zur Summierung von mehr 
als zwei Zahlen, wobei es nicht einmal notig ist, diese Summierung 
allmiihlich, schrittweise, zu gewinnen; es ist dann auch die Unab
hiingigkeit der Summe von der Ordnung und der Zusammenfassung 
der Summanden klar. 

Sind zwei Anzahlen a und b vorgegeben, die voneinander ver
schieden sind, und sind A und B die darstellenden Aggregate, so 
bleiben, falls die Elemente von A und B einander zugeordnet werden, 
in einem bestimmten dieser beiden Aggregate Elemente iibrig. Dieses 
Aggregat bleibt nicht nur nach § 68 dasselbe, wenn die Zuordnung 
zwischen A und B auf andere Weise vorgenommen wird, sondern, 
wie leicht zu sehen ist, auch dann, wenn an Stelle von A und B iiqui
valente Aggregate gesetzt werden. Wir nennen die Zahl die groBere, 
in deren zugehorigem Aggregat die Elemente iibrigbleiben, die andere 
die kleinere. Man erhiilt also den Satz: 

Von zwei verschiedenen Zahlen ist eine bestimmte die gropere, die 
andere die kleinere (z. B. a> b, b < a). 

Aus der Beweisfiihrung von § 68 ergibt sich noch: 
1st die Zahl a groper als b, so existiert eine Zahl evan der Beschaffen

heit, dap b + c = a ist. 
Damit ist dann auch fiir die Subtraktion der Grund gelegt. DaB 

aus a > b und b > c die Relation a > c folgt, ergibt sich jetzt in 
einfacher Weise, ebenso, daB GroBeres zu GroBerem oder auc1i zu 
Gleichem addiert GroBeres ergibt. 



r 76 REINE NIEDERE ARITHMETIK DER REEI,I,EN ZAHI,EN. 

§ 70. Multiplikation der Anzahlen. 

Es ist jetzt fiir die Anzahlen der Begriff des Produkts aufzustellen. 
Das afache von b, das wir von dem bfachen von a unterscheiden 
miissen, soll durch die Zeichenzusammenstellung a· b ausgedriickt 
sein, so daB also der Multiplikator dem Multiplikandus vorangeste1lt 
wird 1). Die Zahl a· b ist also der Typus eines Aggregats, das aus 
a Unteraggregaten besteht, von denen jedes b Elemente enthalt. Man 
kann dieses noch genauer so beschreiben. Es seien die Anzahlen a 
und b durch die Aggregate A und B dargestellt, deren "Typen" sie 
sind. Man ersetzt jetzt in dem Aggregat A jedes einzelne Element 
durch em Aggregat vom Typus von B, so daB man die Aggregate 

(r) B', B", B'll, ... 

erhrut, die aber so angenommen werden sollen, daB nicht nur die 
Elemente eines Aggregats untereinander - wie immer - verschieden 
gedacht werden, sondern auch jedes Element eines Aggregats von 
jedem Element eines anderen verschieden ist. Lost man jetzt die 
Gesamtheit der Aggregate (r) in ihre einze1nen Elemente auf, so 
erhalt man das Aggregat, dessen Typus als das Produkt a· b an
zusehen ist. 

Es ware nun zuerst zu zeigen, daB der Typus des erhaltenen 
Aggregats nur von den T y pen der Aggregate A und B, d. h., wie 
man sagt, nur von den Anzahlen a und b der in A und B enthaltenen 
Elemente, aber nicht von der sonstigen individuellen Beschaffenheit 
der Aggregate A und B abhangt. Um dies einzusehen, denke man 
sich zwei neue Aggregate Al und B 1, wobei Al von demselben Typus 
wie A, und Bl von demselben Typus wie B ist. Wiederholt man jetzt 
mit den Aggregaten Al und BI das eben mit A und B eingeschlagene 
Verfahren, so kommt man zu einer neuen Gesamtheit 

(2) Bl , B~, B~' , ... 

von Aggregaten, die jetzt fiir die Aggregate (r) eintreten. Da nun 
diese Aggregate (2) in jenem Verfahren an Stelle der Elemente von 
Al getreten sind, so wie die Aggregate (r) an Stelle der Elemente von 
A getreten waren, und da die Elemente von A und Al einander um
kehrbar eindeutig zugewiesen werden konnen, so gilt dasselbe auch 
von den Aggrega ten (r) und (2). Entsprechen sich nun in dieser 

1) Entsprechend der alten tJ"bung, die ich fiir die praktischere halte. ab ist 
SOlnit eine Summe aus a Zahlen, die gleich b sind, so me a eine Summe ist aus a Ein
heiten; es entsteht also das Produkt a' b aus dem Multiplikandus b geradeso, wie der 
Multiplikator a aus der Einheit gebildet worden ist. Diese Definition der Multipli
kation paJ3t auch fiir die samtlichen Erweiterungen des Zahlbegriffes, worauf WEIER
STRASS in seinen Vorlesungen stets hinzuweisen pflegte (vgl. § 77 und 79). 



§ 71. BEWF,IS DES KOMMUTATIVGESETZES DER MULTIPLIKATION. 177 

Zuordnung z. B. die Aggregate Bill und B~, jedes dieser Aggregate 
als ein Ganzes betrachtet, so kann man nunmehr die in diesen beiden 
enthaltenen Ele men te einander zuordnen, da B'll mit B, ebenso 
B~ mit B 1, und auch B mit Bl iiquivalent ist, also die eben genannten 
vier Aggregate von demselhen Typus sind. So kommt man schlieB
lich zur umkehrbar eindeutigen Zuordnung der beiden Gesamtheiten 
der in (I) und der in (2) enthaltenen Einzelelemente, was zu be
wei sen war. 

§ 71. Beweis des Kommutativgesetzes der Multiplikation. 

Begrifflich ist also (vgl. § 70) a· b von b· a verschieden. Das 
Gesetz, wonach ta tsachlich in a11en Fa11en a· b = b . a ist, nennt 
man das Kommutativgesetz der MUltiplikation. Wiihrend man 
dieses Gesetz dann, wenn die Zahlen als Ste11enzeichen aufgefaBt 
werden, durch den SchluB von a auf a + I allgemein beweistl), 
kann man es nach Einfiihrung des Begriffs der Anzahl in einer Weise 
zeigen, die gewohnlich so dargestellt wird: Es wird ein Aggregat 
gedacht, welches das Produkt a· b darstellt, das also aus a Unter
aggregaten von je b Elementen besteht. Nimmt man aus jedem der 
Unteraggregate ein Element heraus und vereinigt diese Elemente, 
so hat man I Aggregat von a Elementen und dann noch jene alten 
a Aggregate, in deren jedem noch b -I Elemente uhrig sind. Nimmt 
man dann aus diesen letzten a Aggregaten wieder je ein Element 
heraus und vereinigt die herausgenommenen, so hat man 2 Aggre
gate von je a Elementen und a Aggregate von je b -2 Elementen. 
Indem man so fortfiihrt, zeigt sich, daB nach b Schritten jene a alten 
Aggregate erschopft sind, wobei dann, entsprechend der Zahl der 
gemachten Schritte, gerade b Aggregate von je a Elementen vor
liegen. Es sind also jene a Aggregate von b Elementen in b Aggregate 
von a Elementen umgeordnet worden 2). 

Diese Umordnung derselben Elemente aus einer Gruppierung 
in eine andere hiitte keinen klaren Sinn, wenn nicht die gegebenen 
Elemente als individuelle Gegenstande gedacht wurden, die man fest
halten kann, wenn es auch bloBe Gegenstiinde des Denkens sind und 
keine Dinge. \Venn nun aber aus der Moglichkeit der vorgenommenen 
Umordnung geschlossen wird, daB a· b = b· a ist, so wird auch noch 
die Grundtatsache (§ 63) vorausgesetzt, die oben in § 68 bewiesen 

1) In diesern Fall wird das afache von b fortlaufend dadurch definiert, daB es 
das (a - I) fache von b ist, verrnehrt urn b, und daB I' b = b ist (vgl. GRASSMANN, 
a. a. 0., S. 25, HELMHOLTZ, a. a. 0., S.34; bei HELMHOLTZ wird iibrigens die Multi
plikation nur definiert und der Beweis des erwiihnten Gesetzes nicht ausgefiihrt). 

2) Bekannt ist die auf einer Anordnung in einern Rechteck beruhende Ver
al1schaulichnng. 

11 ij 1 d e r, Mathema tische Methode. 12 
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worden ist. Ohne diese Grundtatsache konnte man nicht einsehen, 
daB einem Aggregat unabhangig von der ihm zu gebenden Gruppie
rung und Ordnung eine bestimmte Anzahl zukommt. 

Der letzte Umstand wird vielleicht noch deutlicher, wenn ich die 
Wendung erwahne, die NATORp 1) dem in Rede stehenden Beweis 
gegeben hat. Er geht von a Vielheiten von b Gliedern aus und sagt: 
))Die ersten Glieder der a Vielheiten b sind a Glieder, die zweiten 
sind a, und so fort bis zu den letzten, d. h. bten Gliedern, denn b Ein
heiten hat jede Vielheit b; also erhalt man b Vie1heiten von an. Der 
Unterschied dieser Darstellung von der vorigen besteht darin, daB 
die ))Glieder" innerhalb jeder der ursprunglichen a Vielheiten in eine 
Folge geordnet gedacht sind, und ohne Zweifel denkt sich NATORP 

seiner Grundanschauung von der Zahl gemaB (vgl. oben § 67) auch 
die a Vielheiten in einer Folge. Man muB sich aber, wie ich es vorhil1 
schon hervorgehoben habe, die ))Glieder" als individuelle, also von
einander unterschiedene Gegenstande denken; wohl sind sie im Grunde 
nur Schritte der ursprunglichen Zahlung, aber, ohne diese Schritte 
individuell aufzufassen, kann ich nicht einen Tei! von ihnen, namlich 
))die ersten Glieder der a Vielheiten", fur sich zahlen und dabei die 
zwischenliegenden auslassen. Daraus, daB wir dieselben Individuel1 
auf zwei Arten zahlen, ergibt sich dann ein Zusammenhang zwischen 
den beiden Zahlungen, die sonst gar nichts miteinander zu tun hatten. 
Waren wir aber nicht auBerdem im Besitz der Grundtatsache, so waren 
wir trotzdem nicht sicher, daB die beiden Reihenfolgen unserer samt
lichen Individuen, die der Zahlung auf a· b entsprechende und die 
der Zahlung auf b· a entsprechende, schlieBlich, wenn wir nunmehr 
ihre Glieder der Reihe nach einander zuordnen, gleichzeitig zu 
Ende kommen, und dann konnten wir immer noch nicht behaupten, 
daB a· b = b . a ist. Fur den Fall a = 3, b = 5 mogen die Grup
plerungen 

und 
11 21314151 1 22 2324252 13 2 3334353 

1112 13 2122 2 3 313233 414243 515253 

zusammen mit der Zuordnung 

11213141511222324252132333435~ 

11121321222331323341424.515.53 

das Gesagte klarmachen 2). 

1) a. a. 0., S. 15 r. 
2) Nur infolge des vorgenommenen Verfahrens der Umordnung der Elemente, 

also vermittels eines zu diesem Zweck neugebildeten Begriffes gelingt der allgemei n e 
Beweis; dieser erfordert also einen U mweg, wie das auch meist in der Geometrie zu 
sein pflegt (§ 6). Will man durch unmittelbare Rechnung feststellen, daB die Gle-khllng 
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Es sind also Gegenstande vorausgesetzt, die neben ihrer Zusammen
fassung auch unterschieden werden k6nnen 1), es ist ferner vom Begriff 
der Zuordnung und von der Grundtatsache der Anzahl Gebrauch 
gemacht worden. 

Die letzte Darstellung leitet noch zu einer etwas anderen Auf
fassung tiber. Stell en wir die vorliegenden Elemente statt wie so eben 
durch eine einen Index tragende Stammzahl nunmehr durch Zusam
menstellung zweier Buchstaben dar, so daB z. B. 31 durch <Xl fJ3, ebenso 
42 durch <X2 fJ4 usw. ausgedriickt wird. Es liegen dann einfach alle 
Kombinationen der Form IX fJ aus den 3 Buchstaben iX l , iX2 , iX3 und 
den 5 Buchstaben fJl' fJ2' fJ3, fi4' !15, im allgemeinen Fall aus den Buch
staben 
(r) 

und den Buchstaben 
(2) 

vor. Hier erscheinen von Anfang an die beiden Reihen (r) und (2) 

als gleichberechtigt, und ich kann von den Kombinationen iX fJ nach 
Belieben entweder diejenigen, welche dasselbe iX enthalten, oder die
jenigen, welche dasselbe fJ enthalten, in ein Aggregat zusammenfassen. 
1m einen Fall finde ich a Aggregate von b Kombinationen, im zweiten 
Fall b Aggregate von a Kombinationen, womit dann wiederum die 
Gleichung a· b= b . a bewiesen ist 2). 1m iibrigen bleibt natiirlich 
bestehen, was hinsichtlich der Bedeutung der Grundtatsache gesagt 
worden ist. 

a . b = b . a richtig ist, so kann man mit den unendlich vie1en vorhandenen Fiillen 
nicht fertig werden. Man konnte also dann das Gesetz hochstens induktiv aus einer 
endlichen Zahl von Fiillen erschlieBen, so daB seine Allgemeingiiltigkeit streng genom
men noch fraglich erschiene. In diesem Sinne betrachtete WUNDT, dem der allge
meine Beweis nicht bekannt war, die erwiihnte Gleichung als ein empirisches Gesetz 
(vgl. Logik, 2. Aufl., 2. Bd., 1. Abt., 1894, S. 123). 

1) PLATOS Einheit in der Vielheit, die von NATORP (a. a. 0., S. 51 und ror) mehr
fach angefiihrt wird. Die Zusammenfassung der Gegenstiinde, urn deren Anzahl es 
sich handelt, pflegt dadurch ausgedriickt zu werden, daB die Gegenstiinde gleichartig 
sein sollen. 

2) NATORP hat (a. a. 0., S. 157) diesen Beweis, der WHITEHEAD zugeschrieben wird, 
als ein "Hysteron-Proteron" bezeichnet. Seine Meinung ist offenbar die, daB zuerst 
die Zahlensiitze erledigt und sie dann erst auf Kombinationen angewendet werden 
sollten. Damit wird aber der Zusammenhang zwischen den mathematischen Gebieten 
verkannt. Sehr oft beruht der mathematische Beweis auf der Hinzuziehung eines 
Begriffs, der selbst nicht notwendig zur Sache zu gehoren scheint, der aber dann, 
nachdem er hinzugebracht worden ist, einen Ubergang zu der zu erweisenden Tatsache 
durch notwendige Schliisse ermoglicht. Darin beruht eben das, was wir den "Kunst· 
griff" des Beweises nennen. 
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§ 72. Produkt von beliebig vielen Faktoren. 

Ein Produkt von mehr als zwei Faktoren kann zunachst nur suk
zessiv gebildet werden. Dies kann aber, wenn die Faktoren gegeben 
sind, noch auf viele verschiedene Arten geschehen. So kann das 
Produkt aus den 4 Faktoren a l , a2 , a3 , a4 auf die 5 folgenden Arten 

a l • [a 2 • (as' a4)], a l • [(a 2 • a3 ) • a4], 

(a l • a2) • (a3 • a4 ) , 

[a l • (a2 • a3 )] • a4 , [(a l · a2 ) • a3 ] • at 

gebildet werden, wobei aber dann auch noch die Ordn ung der vier 
urspriinglichen Faktoren geandert werden kann. 

Zunachst laBt sich fiir drei Faktoren das sogenannte Assoziativ
gesetz der Multiplikation beweisen, das sich in der Gleichung 

(I) 

ausdriickt; es soll auf diesen Beweis hier nicht eingegangen werden. 
Aus dieser Gleichung aber und aus dem Kommutativgesetz (§ 71) 
kann dann bewiesen werden, daB ganz allgemein das Produkt aus 
k gegebenen Faktoren unabhangig von seiner Bildungsweise ist, was 
im folgenden ausgefUhrt werden mag. 

Da fUr k = 2 nichts mehr zu beweisen ist, und die Beweise fiir 
k = 3 und k = 4 sich ohne weiteres durch Erschopfen alIer FaIle 
fUhren lassen, so mag gleich angenommen werden, daB der zu bewei
sende Satz fUr ein bestimmtes k bereits nachgewiesen seL Urn nun 
den Satz fUr em Produkt aus k + I Faktoren 

(2) 

zu beweisen, bedenke man, daB ein solches jedenfalls zunachst als ein 
Produkt A . B von zwei Faktoren, als das A fache von B erscheinen 
wird, wobei A das irgendwie gebildete Produkt aus einem Teil der 
Faktoren (2) und B ein aus den iibrigen Faktoren (2) gebildetes Pro
dukt ist. Der Faktor a l kann nun ebensogut in B wie in A auftreten, 
im ersten Fall konnen wir an Stelle des Produkts A· B das Produkt 
B . A, d. h. das B fache von A nehmen, da dieses Produkt dem ur
spriinglichen nach dem Kommutativgesetz fiir zwei Faktoren gleich 
ist. Es geniigt also, die Annahme weiter zu verfolgen, daB a l in dem 
ersten der beiden Faktoren, der nun wieder A heiBen mag, auftritt. 
Da nun A hochstens aus k der Faktoren (2) besteht, indem mindestens 
einer der Faktoren in B enthalten sein muB, und da fUr k Faktoren 
der zu beweisende Satz schon gelten solI, so kann man -

A = at' C 



§ 73. DIE BUCHSTABENRECHNlJNG. 181 

setzen. Es liegt nun ein Produkt von der Form 

(3) (a1 • C) . B 

vor, wobei Calle Faktoren, aus denen A gebi1det war, mit Ausnahme 
von a1 enthiilt. Nach dem Assoziativgesetz' [Gleichung (I)] ist aber 
das Produkt (3) gleich 
(4) a1 ·(C·B). 

Es ist also jedes beliebige aus den Faktoren (2) gebildete Produkt 
gleich dem a1 fachen eines Produkts, das aus allen Faktoren (2) mit 
Ausnahme von a1 gebildet ist. Da nun dieses 1etzte Produkt ein sol
ches von nur k Faktoren ist, und vorausgesetzt war, daB ein solches, 
falls die Faktoren gegeben sind, von der Bildungsweise unabhiingig 
ist, so erkennt man, daB alle die aus den Faktoren (2) gebi1deten Pro
dukte einander gleich sein mussen. Der Satz, daB das Produkt durch 
die Faktoren allein gegeben ist, unabhiingig von deren Ordnung und 
Zusammenfassung, ist also fUr k + I Faktoren notwendig richtig, 
falls er fur k Faktoren richtig ist; er ist aber fUr k = 2 richtig und 
gilt somit allgemein, was zu beweisen war. 

§ 73. Die Buchstabenrechnung. 
Die Gleichungen 

a+b=b+a 
a + (b + c) = (a + b) + c 

a·b=b·a 
a . (b . c) = (a . b) . c 

a· (b + c) = a· b + a . c 

stellen die Gesetze der "Buchstabenrechnung" vor. Aus (I) und (2) 
ergibt sich, daB die Glieder einer Summe beliebig geordnet und beliebig 
zusammengefaBt werden durfen; aus (3) und (4) folgt das Entspre
chende fUr die Faktoren eines Produkts, wie im vorigen Paragraphen 
bewiesen worden ist. Die G1eichung (5), auf deren Beweis nicht ein
gegangen werden soll, ergibt, zusammen mit dem Kommutativ
gesetz (3) der Mu1tip1ikation, die bekannte Regel, wonach das Pro
dukt zweier K1ammerausdrucke dadurch erha1ten. wird, daB man 
jedes Glied der einen Klammer mit jedem Glied der anderen zum Pro
dukt verbindet und die Produkte addiert. 

Die Gewohnheit der Mathematiker, Gleichungen in Buchstaben, 
die fUr beliebige Zah1werte der Buchstaben gultig sind, "Identitiiten" 
zu nennen, hat den logischen Charakter dieser G1eichungen verdunke1t. 
Sie sind durchaus keine Tautologien 1), sondern sind a1s Lehrsiitze 

1) M. E. sind diese Gleichungen im Sinne von KANT als synthetische Urteile an
zusprechen; ich halte aber KANTS Einteilung der Urteile in "synthetische" und "ana
lytische" beim heutigen Stand der Wissenschaft nicht fUr zweckma1lig (vgl. § I27). 
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anzusprechen. So ist es ein Lehrsatz, daB das afache von b dem 
bfachen von a gieichkommt, daB man dasselbe erhalt, wenn man das 
a fache der Summe b + c biidet oder zum a fachen von b das a fache 
von c addiert. Die sogenannte Buchstabenrechnung oder das "alge
braische Rechnen" besteht in einem auf den genannten Lehrsatzen 
beruhenden SchlieBen 1), das in die Form eines Symbolkalkiils, d. h. 
der Zusammenstellung und Umstellung von Symbolen gekleidet ist. 
Ein wirkliches Rechnen kann nur mit gegebenen Zahien ausgefiihrt 
werden. J enes SchlieBen aber dient dazu, die Ergebnisse von Einzel
rechnungen vorauszusehen oder zum Voraus zu erkennen, daB ver
schiedene Arten der Einzeirechnung mit zum Teil noch nicht bestimm
ten Zahien zu demselben Ergebnis fiihren miissen, auf welch letzterem 
Umstand meist der Gebrauch des Kalkiils beim Bestimmen der Un
bekannten in den Gleichungen beruht. 

Dieses Verfahren der sogenannten Buchstabenrechnung verdankt 
die Wissenschaft in der Hauptsache VIETA2). 

§ 74. Briiche. 

Die Einfiihrung der Briiche in die reine Arithmetik ist nicht ohne 
Schwierigkeit. GewiB ist es zunachst das N atiirlichste und entspricht 
dem urspriinglichen Gedanken, wenn man z. B. -} als denjenigen Wert 

definiert, dessen Dreifaches gleich der Ein
/I 8 q f! f F l[ heit ist. Allein die Einheit der Z ahl ung 

Abb. 15 0 • laBt sich an und fiir sich nicht teilen. Nur 
im Gebiet derMessung, z. B. derStrecken

messung, ist das Drittel ein klarer Begriff und bedeutet hier die 
Strecke, deren Dreifaches gleich ist der fUr die Messungen zugrunde 
gelegten Normalstrecke, der sogenannten Langeneinheit (§ 22). 

Ich will vorerst einmal bei den Strecken stehenbleiben, und es 
sollen sechs einander gleiche Strecken 

AB = BC = CD = DE = EF = FC 

aneinander gefiigt werden (Abh. 150). Man beachte, daB es nicht 
etwa eine logische Selbstverstandlichkeit, sondern eine Folge der 
fiir Strecken in § 2 aufgestellten geometrischen Axiome ist (vgl. be
sonders III), daB nun auch 

AC=BD=CE=DF=EC 
1) Vgl. auch § II5. 
2) Der Eindruck, den die Erfindung der Buchstabenrechnung gernacht hat, wird 

durch eine Erzahlung beleuchtet, die in bezug auf J. JUNGIUS iiberliefert ist (vgl. 
GUHRAUER, JOACHIM JUNGIUS und sein Zeitalter, 1850, S. 21). JUNGIUS hatte durch 
Zufall von der Erfindung gehiirt und zog sich, als er VIETAS Werke nicht langere Zeit 
behalten durfte, in einer Nacht die wichtigsten Ergebnisse aus, urn sich dann selbst 
das iibrige durch Nacherfinden zu erganzen. 
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ist, und ebenso dann auch AD = A C + CD und D G = D F + F G 
einander gleich sein mussen. Es ist infolgedessen jede der Strecken 
A C, CE und E G ein Drittel, und jede der Strecken AD und DG eine 
Halfte von A G. Betrachtet man nun AG als die Langeneinheit, so 
liefert die Streckengleichung 

die Relation 
(r) 

AD+DF+FG=AG 

t+1+t=r. 
1m Grunde bedeuten hier un sere Zahlen Mai3zahlen von Strecken, 
und die Additionszeichen in der Gleichung beziehen sich auf die 
Addition der Strecken. Naturlich kann man, wenn man will, 
in diesem Sinne die ganze Bruchrechnung begrunden. 

Trotzdem scheint mir eine rein arithmetische Begrundung der 
Bruchrechnung, da sie moglich istl), auch ein Bedurfnis zu sein. Eine 
solche strebt z. B. auch NATORP an, wenn er sagt2), daB "uberhaupt 
nichts als die Zahlung selbst, als gesetzmaBige Funktion des Erken
nens" zu entwickeln sei, und daB der Bruch auf der Einfiihrung einer 
neuen Einheit beruhe. Es entsteht aber bei dieser Auffassung daraus 
eine Schwierigkeit, daB mehrere Zahlungen mit verschiedenen Ein
heiten nebeneinander herlaufens 

Urn dies deut1ich zu machen, will ich versuchen, die Gleichung (r) 
rein ari,thmetisch zu begriinden. Es liegen die Zahlen r, t, L i;, 
vor, d. h. ich fiihre gleichzeitig vier verschiedene Einheiten e1 , c2 , 

ea, e4 ein. Dies geschieht aber mit der MaBgabe, daB in jedem Aggre
gat, das aus den genannten Einheiten gebildet ist und jede der Ein
heiten auch mehrmals enthalten kann, allemal zwei Einheiten e2 

durch Cl , drei Einheiten e3 durch e1, sechs Einheiten C6 durch el , ferner 
drei Einheiten es durch c2 , zwei Einheiten e6 durch ea ersetzt werden 
durfen, und daB auch die umgekehrten Ersetzungen alle erlaubt sein 
sollen. Gehe ich jetzt von dem der 1inken Seite von (r) entsprechenden 
Aggregat 
(2) e2 +c3 +eO 

aus, so fragt es sich, in welche andere Aggregate ich dasselbe durch 
die genannten Ersetzungen umwandeln kann. Ich kann in (2) zunachst 
e3 durch zwei Einheiten C6 ersetzen, so daB ich 

C2 + es + C6 + e6 

1) K. KROMANN, (Unsere Naturerkenntnis, Beitriige zu einer Theorie der Mathe
matik und Physik, deutsch von FTSCHER-BENZON, 1883, S. 106) glaubt, daJ3 iiberhaupt 
in der ganzen Arithmetik keine strenge Begriindung ohne die Geometrie der geraden 
1,inie moglich sei, was ohne Zweifel nur daher kommt, daf.l KROll1ANN keine von geo
metrischcll Grundlagen freie Begriindung der Arithmetik bekallllt geworden ist. 

2) a. a. 0., S. 155. . 
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erhalte. Hier konnen nun die drei C6 durch c2 ersetzt werden, so daB 
C2 + C2 

entsteht, was nach dem Gesagten durch c1 ersetzt werden kann. Dies 
entspricht der obigen Gleichung (1). 

Man kann aber auch anders verfahren. Ersetzt man in (2) zuerst 
die Einheit C2 durch drei Einheiten c6 und dann zweimal hintereinander 
je zwei Einheiten C6 durch c3, so ergibt sich zuerst 

nachher 

und schliel3lich 

was dann durch c1 

c6 + c6 + c6 + c3 + c6 , 

C3 + C3 + C3 , 

ersetzt werden kann.· 
Nachdem die geometrische Bedeutung der Einheiten und die zwi

schen ihnen bestehenden geometrischen Relationen aufgehoben wor
den sind, haben die eben ausgefiihrten beiden "Rechnungen" nur 
noch den Sinn gewisser, nach gewissen Regeln ausgefiihrter Tatig
keiten. DaB aber die beiden verschiedenen Verfahren auf dasselbe 
Ergebnis, d. h. auf die Einheit C1, hingefiihrt haben, ist nun nicht 
mehr unmittelbar erklarbar. Insbesondere i~t jetzt ein Beweis dafiir 
erforderlich, daB alle derartigen Dbereinstimmungen, wie sie durch 
die gewohnliche Arithmetik gefordert werden, sich auch tatsachlich 
einste11en. 

NATORp 1) glaubt hier mit der Umkehrung der Relation auskom
men zu konnen. Weil das 3fache von 2 entsprechend der Formel 

3'2=2+2+2 
durch ein "mit Zweiern vorgenommenes Zahlen auf 3" entsteht, weil 
man ebenso mit jeder beliebigen Zahl a das Produkt 3' a bilden 
kann, das sich demnach zu a verhalt wie 3 zu 1, deswegen solI es 
auch zu jeder beliebigen Zahl b eine zugehorige geben, die sich zu b 
umgekehrt wie 3 zu 1, also wie 1 zu 3 verhalt; insbesondere also so11 
zu b = 1 eine solche Zahl existieren, die dann nichts anderes ist 
als l Hierzu ist zu bemerken, daB, wenn das 3 fache von a gleich b 
ist, eine u ns y m metrische Relation von a zu b vorliegt, d. h. eine 
solche, die sich von ihrer umgekehrten, d. h. von derjenigen Rela tio n 
vo n b z u a, die mit ihr selbst mitgesetzt ist, unterscheidet. In solchem 
Fall ergibt sich aber daraus, daB ich zu jedem a ein zugehoriges b 
finden kann, nicht unmittelbar, daB auch umgekehrt zu jedem b ein 
zugehoriges a existieren miiBte2 ). Die Unrichtigkeit dieses Schlusses 

1) a. a. 0., S. 153; vgl. auch rneine Auseinandersetzung in § 95 tiber die Ulll
kehrung der zweigliedrigen Relation. 

2) Urn ein populares Beispiel zu haben, nehrne ich die Relation "a ist der Sohn 
von b". Hier gibt es zu jedem a ein b, aber nicht zu jec.em b ein a: jeder Mann ist 
der Sohn, aber nicht jeder ist der Vater eines andern. 
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ergibt sich ja auch schon daraus, daB im vorliegenden arithmetischen 
Fall unter den Zahlen, die bis jetzt fiir uns allein vorhanden waren, 
namlich den g an zen Zahlen, j ene Zahl t, deren Existenz selbst
verstandlich sein so11, jedenfalls nicht zu finden ist. 

Indem wir also die neuen Denkobjekte t, t, ... annehmen und 
zwischen ihnen und der Einheit die genannten Beziehungen setzen, 
nehmen wir Axiome an. Mogen wir diese Axiome geometrisch, wie 
oben, oder sonstwie (mit Beziehung auf andere GroBen, die teilbar 
sind) motivieren, jedenfalls kann uns zunachst nur die Dberzeugung, 
daB den Axiomen eine Wahrheit entspreche, die Sicherheit geben, 
daB Widerspriiche innerhalb der aus den Axiomen gefolgerten Be
ziehungen sich nicht ergeben werden. Es gibt aber noch eine andere 
Auffassung. Statt auf die Existenz von genauen Bruchteilen (ali
quoten 1'eilen) hinzuweisen, konnen wir in gewissem Sinn beweisen, 
daB sie sich ohne Widerspruch denken lassen, indem wir, ledig
lich auf Grund der bereits bewiesenen Gesetze der ganzen Zahlen 
zeigen, daB bei dem oben geschilderten, mit den Einheiten e1 , e2 , c3 , ••• 

ausgefiihrten Zahlverfahren Widerspriiche nicht eintreten konnen. 
Dabei miissen aber auch noch die Re1ationen, die den Begriffen 
"groBer" und "kleiner" entsprechen, mit einbezogen werden. 

Es liegt in der N atur der Sache, daB man einen solchen Beweis 
nur in einer mehr formalen Weise fiihren kann. Die Mathematiker 
verfahren dabei in der Regel SOl). Sie betrachten einen Bruch, z. B. ~~, 

zunachst einmal als eine bloBe Form, die durch zwei ganze Zahlen 
2 und 3, die in der Form eine verschiedene Rolle spie1en, gebildet ist. 
1\Ian konnte diese Auffassung auch durch einen neuen Ausdruck, der 
nicht an die alte Bedeutung erinnert, wie etwa den Klammerausdruck 
(2, 3) noch deutlicher machen. Einen Fingerzeig dafiir, wie der Be
weis gefiihrt werden kann, liefert im vorliegenden Fall nun das, was 
man beweisen will. Da in der friiheren, jetzt aufgegebenen, geometri
schen Bedeutung des Bruchs, z. B. die Briiche 

2 2'2 3'2 4'2 
3 ' -2-·-3' 3' 3' 4' 3 ' . . . 

alle einander gleich waren, fassen wir jetzt unsere Formen so in 
Klassen zusammen, daB solche Formen, wie sie in (3) gegeben sind, 

in dieselbe Klasse kommen. Wir miiBten also festsetzen, daB; und 

c, ba in diese1be Klasse kommen oder, wie wir sagen wollen, "aqui-
c· , 
valent" sind. Wir definieren gleich allgemeiner, daB; und ; dann 

1) Vgl. z. B. F. ENRIQUES, Questioni riguardanti Ie Matematiche elementari, 
vol. I, p. 429 ff. 
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und nur dann einander aquivalent sein sollen, wenn 
a b' = a' b 

ist. Man kann dann aus den Gesetzen der ganzen Zahlen heraus be
weisen, daB zwei F onnen, die einer und derselben dritten aquivalent 
sind, einander aquivalent sind!). 

Auf Grund dieser Tatsache kann man aber, ohne auf Wider
spriiche zu stoBen, die Formen (Briiche) so in Klassen einteilen 2), daB 
aquivalente Formen in dieselbe, nichtaquivalente in verschiedene 
Klassen kommen. Es lassen sich dann auch zwei verschiedene Kompo
sitionsarten dieser Klassen definieren, die man "Addition" und "Multi
plikation" der Klassen nennt; ebenso laBt sich ein "GroBersein" und 
"Kleinersein" zwischen den Klassen de£inieren 3 ). Natiirlich handelt 
es sich urn Addition, Multiplikation, "groBer" und "kleiner" in einem 
gallz neuen Sinn. SchlieBlich kann man, wiederum auf Grund cler 
Gesetze der ganzen Zahlen, zeigen, daB diese neuen Begriffe den alten 
Gesetzen der gewohnlichen Bruchrechnung gehorchen; auch die Sub
traktion und die Division als Umkehrungen der Addition und der 
Multiplikation lassen sich leicht einfiigen 4). Damit ist dann der oben 
angestrebte Beweis der Widerspruchslosigkeit gefiihrt, da ja die Teil
einheiten e2 , e3 , e4 , ••• unter unser en "Formen" enthalten sind, indem 
sie die Formen ~, l, t, ... vorstellen. 

Es lieBe sich auch ein Beweis der in Frage stehenden Widerspruchs
losigkeit fiihren, der mehr dem am Ausdruck (2) erlauterten Ver
fahren mit den Einheiten e!, e2 , ea , '" angepaBt ist. Dieser Beweis 

a a a' a" 
') 1st b mitb'" und /7 mit /7' iiquivalent, so habe ich zwei Gleichungen: 

a b" = a" b und a' b" = a" b' . Aus der ersten Gleichung folgt zuniichst b' (a b") 
= b' (a" b) . Diese Gleichung kann aber vermoge der Rechengesetze der ganzen Zahlen 
in der Form b" (a b/) = b (a" b/) geschrieben werden. Auf der rechten Seite der letzten 
Gleichung kann man a" b' (vermoge der zweiten Gleichung) durch a' b" ersetzen, 
wodurch man zuerst b (a' b") und dann vermoge der Rechengesetze b" (a' b) erhiilt. 
Die letzte Gleichung heiBt also nunmehr b" (a b/) = b" (a' b). ,Yiire nun nicht 
a b' = a' b, so kiime man auf einen Widersprnch mit der Tatsache, dall Grolleres mit 

a 
Gleichem multipliziert, Grolleres ergiht. Es mull also a b' = a' b, d. h. die Form -i,' 

a' 
mit der Form IT iiqnivalent sein. 

2) Vgl. § 100. 
a a' 

3) Man nennt zuniichst die For m b- groller als die For mIT' wenn a b' > (I' b 
a 

ist. Es liillt sich dann beweisen, dall auch jede Form, die ~!t -b in dieselbe 

Klasse gehort, groLler ist als jede Form aus der Klasse von -,/' und dall z. B. 
a ~ ~ ~ a ~ 

aus b > -b' und -b' > b" folgt '-';' >b,i' Der Beweis verliiuft iihnlich wie der 

vorhin in Anm. I gefiihrte. 
4) V g1. wein Programw: Die Ari thlnetik in strenger Begriindnng, 1914, S. 30-37. 



§ 75. lRRATIONALZAHI,EN. 

wiirde vie11eicht umstandlicher ausfa11en als der eben angedeutete 
und wahrscheinlich dem Verstandnis noch groBere Schwierigkeiten 
bereiten. Der vorhin skizzierte Beweis kann auch dahin gekennzeich
net werden, daB er auf der Moglichkeit beruht, die alte, etwa geo
metrisch gewonnene Theorie der Briiche auf die Theorie unserer 
Formenklassen "abzubilden"l) und vorher diese letzte Theorie rein 
arithmetisch zu begriinden. Haufig wird bei der Darste11ung des 
Beweises von "Gleichheit" statt von "Aquivalenz" und dann etwa 
statt von einer "Formenklasse" von einer "Schar unter sich gleicher 
Formen" gesprochen, welcher Ausdruck von den Logikern vielfach 
beanstandet wird 2). Der Kernpunkt bei diesem "Gleichheitsbegriff" 
ist eben der, daB hier nicht Gegenstande "gleich" genannt werden, 
die einem schon gegebenen 1nbegriff angehoren, oder, wie man auch 
sagt, ein gemeinsames bekanntes Merkmal besitzen, sondern, daB 
durch ein Verfahren der Vergleichung auf Grund einer willkiirlich 
festgesetzten "Aquivalenz" ein neuer 1nbegriff, die Formenklasse, 
geschaffen werden so11 3). Das Verfahren ist von ganz derselben Art 
wie die Einfiihrung des Aquivalenzbegriffes in der Theorie der qua
dratischen Formen 4), in welchem Fall es niemand als selbstverstand
lich ansehen wird, daB zwei Formen, die einer dritten aquivalent sind, 
einander aquivalent sind, und daB deshalb die Einteilung der Formen 
in der Weise moglich ist, daB zwei aquivalente stets und zwei nicht
aquivalente niemals in dieselbe Klasse gelangen. 

§ 75. Irrationalzahlen. 

Betrachtet man ein gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck 
(Abb. 151) und wahlt die Kathete zur Langeneinheit, so ist 
das iiber der Kathete errichtete Quadrat als Einheit der 
Flachenmessung anzusehen 5). 1st nun x das LangenmaB 

LJ1 
1 

der Hypotenuse, so enthalt das Quadrat, das iiber der Abb. 15 I. 

Hypotenuse errichtet werden kann, X2 Flacheneinheiten, 
und es fiihrt der Pythagoraische Lehrsatz auf die Gleichung 

(I) x 2 = I + I = 2, 

so daB sich also 
(2) x = yz 
ergibt. 

Aus Gleichung (2) laBt sich folgern, daB x keine rationale Zahl 
sein kann. Nimmt man namlich fUr x einen Bruch an, d. h. setzt man 

x=f. 
y' 

1) 1m Sinne von § 10, § 41, § 130. 

3) Vgl. § 100. 4) Vgl. § 18. 

2) Vgl. NATORP, a. a. 0., S. 155. 
:;) Vgl. § 27. 



188 REINE NIEDERE ARITHMETIK DER REELLEN ZAHLEN. 

wo # und 'I' ganze Zahlen sein sollen, SO ergibt sich aus (I) die Gleichung 

Man kann dabei unbeschadet der Allgemeinheit der Betrachtung 
voraussetzen, daB nicht beide Zahlen # und 'I' gerade sind, da man 
ja im anderen FaIle vor den weiteren Schliissen so oft beide Zahlen 
mit 2 dividieren konnte, bis die eine ungerade geworden ware. Nun 
ist aber leicht zu zeigen, daB die Gleichung (3) einen Widerspruch 
mit sich bringt. Ist namlich # ungerade, so ist #. # als Produkt 
zweier ungeraden Zahlen auch ungerade, und es ware in unserer Glei
chung die linke Seite ungerade und die rechte gerade. Ist aber # 
gerade, so muB nach dem, was vorhin bemerkt wurde, dafiir 'I' als 
ungerade angenommen werden. Setzt man dann # = 2 #', so er
scheint die Gleichung 

4#'2 = 2'1'2 

oder nach der Division mit 2 die Gleichullg 

2#'2 = '1'2, 

welche wiederum denselben Widerspruch darbietet. Die Annahme, 
daB x eine Rationalzahl sei, fiihrt also unter allen Umstanden auf 
einen Widerspruch. Es kann also die Hypotenuse des gleichschenklig 
rechtwinkligen Dreiecks kein #faches eines 'I' ten Teils der Kathete 
sein, d. h. die beiden Strecken sind nicht ganzzahlige Vielfache einer 
und derselben Strecke, sie sind inkommensurabeP). 

Man kann gegen die eben dargestellte Beweisfiihrung einwenden, 
daB von Anfang an ein MaB x der Hypotenuse in Beziehung auf die 
Kathete als Langeneinheit angenommen und fiir diese GroBe x die 
Giiltigkeit der Gleichung (I) vorausgesetzt worden ist. Die folgende 
Wendung macht aber den Beweis als indirekten vollig einwandfrei. 
Man nehme fiir den Augenblick an, es sei die Hypotenuse unseres 
Dreiecks mit der Kathete kommensurabel, dann existierte eine 
r a ti 0 n a Ie MaBzahl x. Da sich nun die Betrachtung von § 27 ohne 
weiteres auf ein Quadrat ausdehnen laBt, dessen Seite ein rational 
gebrochenes Vielfaches der Langeneinheit ist, so bleibt auch der Um
stand bestehen, daB X2 die Zahl der Flacheneinheiten ist, die im 
Quadrat der Hypotenuse enthalten sind. Man kommt so auf Glei
chung (I), von da auf (2) und (3), und es ergibt sich wieder der nach
gewiesene Widerspruch. 

Die verneinende Seite unserer Behauptung, daB namlich die 
Hypotenuse in bezug auf die Kathete als Einheit keine rationale MaB
zahl besitzt, ist also gesichert. Es handelt sich noch darum, zu zeigen, 

1) Sie besitzen, wie man sagt, kein "gemeinschaftliches MaJ3". 
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inwiefern nun doch in gewissem Sinne ein LangenmaB x vorhanden 
ist, und daB fUr diese "irrationale MaBzahl" die Gleichung (r) gilt. 

In § 22 ist auseinandergesetzt worden, inwiefern von dem MaB 
einer Strecke a in Beziehung auf eine mit ihr inkommensurable Langen
einheit b gesprochen werden kann. Es wurden dort die Rational-

zahlen I!.'.- in Beziehung auf die Strecken a und b in zwei Klassen 
y 

eingeteilt, und zwar kam, wenn wir der Einfachheit halber wieder 
die Existenz der genauen Bruchteile einer Strecke voraussetzen, die 

Zahl I!.'.- in die erste oder zweite der beiden Klassen, je nachdem das 
y 

It fache des yten Teils von b kleiner oder groBer war als a. Eine sokhe 
Einteilung der samtlichen Rationalzahlen in zwei Klassen wird als 
Schnitt bezeichnet. Es ist nun moglich, rein arithmetisch, ohne 
geometrische Axiome, die Theorie der durch solche Schnitte definierten 
ZahlgroBen zu entwickeln und dann mit Hilfe der Axiome der Geo
metrie alles das zu beweisen, was in § 22 und § 27 tiber die MaBzahlen 
von Strecken und Flachen gesagt worden istl). Auf diese Weise wird 
dann auch die Gleichung (r) dieses Paragraphen wirklich bewiesen. 

Hier interessiert uns in erster Linie die rein arithmetische (rein 
logische) Definition der ZahlgroBe oder des Schnitts seIber. Wir ver
stehen unter einem Schnitt jetzt gar nichts anderes als eine Einteilung 
aller absoluten Rationalzahlen, welche die Eigenschaft hat, daB jede 
Zahl der einen Klasse kleiner ist als jede Zahl der anderen 2). Die 
Zahlen der ersten Klasse sollen die "unteren", die der zweiten Klasse 
die "oberen" heiBen 3). In einem Schnitt besonderer Art, der durch 
eine rationale Zahl hervorgebracht wird, welche die tibrigen in groBere 

1) Hinsichtlieh der Ausfiihrung kann mein schon mehrfaeh erwiihntes Programm, 
S. 68ff., vergliehen werden. 

2) Selbstverstiindlieh soll jede Klasse wirklich Zahlen enthalten; die Null gilt 
hier nieht als ZahlgroBe. Der Gedanke des Sehnitts stammt von MERAY und DEDE
KIND. Dieser geht in seiner Sehrift (Stetigkeit und irrationale Zahlcn, 1872) von geo
metrisehen Betraehtungen aus, besehreibt die Eigensehaft der Geraden, kontinuier
lieh zu sein, mit Hilfe des bekannten, naeh ihm benannten Axioms (§ 29) und nimmt 
dann dieses geometrisehe Axiom zum AniaB fiir die Bildung des rein arithmeti
schen Begriffs des Sehnitts (S.19). Hierdurch ist das MiBverstiindnis von RUSSEL 
entstanden, der (a. a. 0., p. 279-281) glaubt, DEDEKIND habe die Irrationalzahl 
mit Hilfe eines Axioms begriinden wollen. Die genaueren Beweise fiir die Arithmetik 
der Sehnitte sind zuerst von M. PASCH (Einleitung in die Differential- und Integral
rechnung, 1882, S. 1-8) gegeben worden. Es gibt noeh andere Arten der Einfiihrung 
der Irrationalzahl. 

3) PASCfI wendet den Begriff des Sehnitts etwas anders, indem er statt seiner die 
"Zahlenstreeke" benutzt. Sie besteht aus einer Gesamtheit von Rationalzahlen von 
der Eigensehaft, daB iede Rationalzahl, die kleiner ist als eine in der Gesamtheit 
enthaltene, aueh zur Gesamtheit gehort, wobei aber nieht alle Rationalzahlen zur 
Zahlenstreeke gehoren, und diese keine groBte Zahl enthalten soli. Die Zahlenstreeke 
ist llichts allderes als die Gesamtheit der "unteren Zahlen" eines Schnitts. 
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oder kleinere trennt, moge der groBeren Bestimmtheit halber jene 
rationale Zahl selbst zu den oberen gerechnet werden 1). Diese be
sonderen Schnitte entsprechen den rationalen Zahlen selbst, die an
deren Schnitte stellen irrationale ZahlgroBen VOL Fur alle Schnitte 
muB man nun die Beziehungen des "GroBerseins" und "Kleinerseins", 
die Addition, Multiplikation, Subtraktion und Division definieren und 
kann dann die bekannten Gesetze beweisen. 

Die in Frage stehende Theorie solI hier nicht durchgefuhrt werden; 
nur einige Beispiele mogen die rein arithmetischen Definitionen er
lautern. \Vir nennen einen Schnitt "kleiner" als einen anderen, den 
zweiten "groBer" als den ersten, wenn es eine obere Zahl des ersten 
Schnittes gibt, die zugleich eine untere Zahl des zweiten ist. Eine 
nahere Dberlegung zeigt, daB, falls zwei verschiedene Schnitte s und 
s', d. h. zwei nichtidentische Einteilungen der rationalen Zahlen von 
der obigen Art, gegeben sind, stets einer und nur einer der beiden 
kleiner ist als der andere, daB also niemals die beiden Urteile s < s' 
und s' < s zusammen bestehen konnen. 1st nun s < s' und zu
gleich s' < s", so laBt sich beweisen, daB in der Tat auch s < s" 
sein muB. Es muB namlich nach der festgesetzten Definition eine 
obere Zahl iX von s geben, die zugleich eine untere Zahl von s' ist, 
und es muB eine obere Zahl iX' von s' vorhanden sein, die zugleich 
eine untere Zahl von s" ist. Dann ist aber sicher iX < iX', da ja in 
dem mittleren Schnitt s' die RationalzahliX eine untere und die andere 
Rationalzahl iX' eine obere ist. Somit muB die Zahl tt, da sie als 
kleiner nachgewiesen ist im Vergleich zu der unteren ZahliX' von s", 
selbst eine untere Zahl von s" sein. Es liegt also in iX eine Rational
zahl vor, die zugleich eine obere ist im Schnitt s und eine untere in 
s", d. h. es ist s < s", was zu beweisen war. 

Urn nun eine Kompositionsweise der Schnitte festzusetzen, die 
als "Addition" anzusprechen ist, gehen wir von zwei beliebigen 
Schnitten S1 und S2 aus und betrachten die Gesamtheit der Rational
zahlen, die sich als Summe einer unteren Zahl von S1 und einer unteren 
Zahl von S2 darstellen lassen. Es laBt sich beweisen, daB diese Zahlen 
die Gesamtheit der unteren Zahlen eines neuen Schnittes ausmachen, 
der mit S1 + S2 bezeichnet wird. 

In entsprechender Weise laBt sich die zweite Kompositionsart, die 
Multiplikation der Schnitte, definieren, und es ergeben sich dann 
durch Umkehrung der Operationen auch die Subtraktion und Divi
sion. DaB die bekannten Gesetze auch bei den Schnitten bestehen, 
laBt sich beweisen; eine weitlaufigere Beweisfiihrung macht nur die 
Existenz der Differenz notig, d. h. der Beweis der Tatsache, daB es 

1) Us giht danl1 l1iemals eine groOte llntere Zahl. . 
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zu den Schnitten Sl und S2, falls Sl < S2 ist, einen dritten Schnitt S3 

so gibt, daB Sl + S3 = S2 istl}. 
Urn einige Beispiele anzufiihren, will ich die Rationalzahlen ein

teilen in solche, deren dritte Potenz kleiner als 5, und solche, deren 
dritte Potenz groBer oder gleich 5 ist. Es laBt sich zeigen, daB ein 
Schnitt x vorliegt, und man kann auch auf Grund der oben gegebenen 
Definition der Multiplikation beweisen, daB 

x3 = x· (x· x) = 5, 
d. h. daB x = 1'5 ist. DaB dieser Schnitt x eine irrationale ZahlgroBe 
darstellt, beweist man auf die Art, daB man zunachst 

x=E 
J' 

annimmt und dann die Gleichung 
#3 = 5,,3, 

die sich so ergibt, mit der Tatsache in Verbindung setzt, daB jede 
ganze Zahl nur auf eine Art in ein Produkt (ungleicher oder gleicher) 
Primzahlen aufgelost werden kann 2). 

N ehme ich andererseits die unendliche Reihe 
r r I 

i-t} r + - + -- + + ... r r·2 r·2·3 
an, so erkennt man leicht, daB diejenigen Rationalzahlen; die beim 
fortlaufenden Summieren der Glieder der Reihe einmal iiberschritten 
werden, die unteren Zahlen eines Schnittes ausmachen Dieser Schnitt 
ist, wie verhaltnismaBig leicht gezeigt werden kann, auch im Sinne 
von § 55 die Summe der unendlichen Reihe (4), wobei dann natiirlich 
die einzelnen Glieder von (4) als (rationale) Schnitte aufzufassen sind. 
Die Summe der Reihe laBt sich als irrational nachweisen. 

In ahnlicher Weise laBt sich ein, freilich wesentlich verwickelterer, 
Beweis dafiir fiihren, daB z. B. die Gleichung 

x3 - 2 X2 - X + r = 0 

tatsachlich eine zwischen 0 und r ge1egene Wurzel hat, und daB eine 
Summe der Reihe 

r-!+-l-t+ ... 
existiert. 

§ 76. Die Existenz der oberen Grenze. 

Auf Grund der eben gegebenen Begriffsbestimmungen kann man 
noch weitere Satze allgemeiner Art beweisen. So laBt sich zeigen, daB, 
wenn ein Schnitt kleiner ist als ein zweiter, stets ein Vielfaches des 
ersten gefunden werden kann, das den zweiten iibertrifft. Es erscheint 

1) v~l. rlas Programm, S. 48. 2) Vgl. § 8q. 
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also in dem jetzt in Rede stehenden Gebiet das Analogon des "archi
medischen Hilfssatzes" (vgl. § 30) als ein ohne Voraussetzung eines 
geometrischen Axioms rein arithmetisch beweisbarer Lehrsatz. 

Ebenso kann nun die "obere Grenze" rein arithmetisch nachge
wiesen werden. Ich denke mir unendlich viele, absolute, von Null 
verschiedene Zahlen, etwa in Form einer Reihe 

(r) 

gegeben, wobei a11e diese Zahlen kleiner sein so11en als eine bestimmte 
Zahl M. Jede unserer "Zahlen" ist ein "Schnitt". Man beachte nun, 
daB, wenn ein Schnitt gegeben werden so11 von j eder Rationalzahl 
bestimmt werden muB, ob sie in die Klasse der oberen oder in die 
der unteren Zahlen gehort. Da sich dafiir offenbar nicht unendlich 
viele Einzelaussagen bereit ste11en lassen, muB die Einteilung in die 
beiden Kla~sen durch ein Gesetz gegeben werden. Sollen nun un -
endlich viele Schnitte gegeben werden, so muB ein Gesetz von 
Gesetzen vorliegen. DaB dies aber moglich gemacht werden kann, 
zeigt im Hinblick auf das, was im vorigen Paragraphen erortert wor
den ist, das Beispiel 

SI = r 

und so weiter nach dem leicht erkennbaren Gesetz. 
1m Hinblick auf die unendlich vielen gegebenen Schnitte (r) kann 

nun eine Gesamtheit von Rationalzahlen folgendermaBen definiert 
werden: Zu der Gesamtheit so11 jede Rationalzahl gehoren, die in irgend
einem der Schnitte (r) eine untere Zahl ist. Zu jeder Zahl r dieser 
Gesamtheit gibt es in dieser auch eine Zahl, die groBer als r ist; es 
liiBt sich niimlich in jedem Schnitt s, dem r als untere Zahl angehOrt, 
auch eine groBere untere Zahl auffinden, da ja eine groBte untere 
Zahl in keinem Schnitt vorhanden istl). 1st aber die rationale Zahl r' 
kleiner als r, so muB auch r' der definierten Gesamtheit angehoren, 
da auch r' in dem Schnitt, dem r als untere Zahl angehort, eine untere 
Zahl sein muB. Der definierten Gesamtheit gehoren aber nicht a11e 
rationalen Zahlen an, z. B. nicht die oberen Zahlen des Schnittes M2). 

') Vgl. S. I90, .~nlll. 2) Vgl. die Definition des groileren Schnitts in § 75. 
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Teilt man jetzt alle Rationalzahlen ein in die genannte Gesamtheit 
und in die iibrigen, so liegt offenbar ein Schnitt g vor. Die Zahl g 
wird die obere Grenze der Zahlen (r) genanntl). Man beweist leicht 
die beiden Eigenschaften der oberen Grenze: 

I. Keine der Zahlen (r) uberschreitet die obere Grenze. 
II. Jede Zahl, die kleiner ist als die obere Grenze, wird von einer 

der Zahlen (1) uberschritten. 
. Es liegt ein besonderer Fall vor') wenn die obere Grenze g der 

Zahlen (1) unter diesen selbst vorkommt, wenn es also unter den un
endlich vie1en gegebenen Zahlen eine groBte gibt, wahrend allderer
seits natiirlich unter jeder endlichen Gesamtheit von Zahlen eine 
groBte vorhanden sein muB2). 

Die obere Grenze entspricht in der Arithmetik dem "Grenzpunkt", 
der in § 35 auf Grund des geometrischen Stetigkeitsaxioms von 
DEDEKIND nachgewiesen worden ist. Wir haben also wieder einen 
rein ~rithmetischen Lehrsatz erhalten, der in Analogie steht mit 
einem friiher auf Grund von Axiomen bewiesenen geometrischen 
Satz. Es liegt nahe, die Analogie noch weiter zu verfolgen. Man ist 
versucht, an Stelle der samtlichen Punkte der Geraden die Ge
samtheit alIer Schnitte zu setzen und sich eine in dieser Gesamtheit 
vorgenommene Einteilung zu denken, welche die Schnitte in zwei 
. Klassen, in groBere und kleinere Schnitte teilt. Man konnte dann 
durch dieselbe Art der Betrachtung, die vorhin angewendet wurde, 
die Existenz eines neuen Schnittes zeigen, der in diesem Fall 
nun die beiden Klassen von Schnitten trennen miiBte. Hier lieBe 
sich also die Existenz eines trennenden Schnittes beweisen, und 
es ware so in gewissem Sinne das geometrische Kontinuum arith
metisch erzeugt oder vielmehr durch ein arithmetisches Gebilde 
ersetzt und fUr dieses das Analogon des DEDEKINDschen Stetig
keitsaxioms beweisbar geworden. Obwohl viele Autoren den eben 
geschilderten Standpunkt einnehmen3), mochte ich mich dem doch 
nicht anschlieBen. Bedenkt man, daB die Definition jedes Schnittes 
ein besonderes Gesetz erfordert, so bedeutet der Begriff der Ge
samtheit aller Schnitte, daB wir glauben, uns die Gesamtheit 
aller der Gesetze, die noch einer gewissen Forderung entsprechen, 
denken zu konnen. Eine solche ganzlich unbestimmte Gesamt
heit diirfte aber einen unzulassigen Begriff vorstellen; demgemaB 

1) Dieser Begriff ist zuerst von BOLZANO aufgestellt (vgl. S. 101, Anm.) und be
sonders von WEIERSTRASS fiir die Funktionentheorie fruchtbar gemacht worden. 

2) Dies ergibt sich ohne weiteres aus der Erschopfbarkeit der endlichen Gesamt
heit durch eine mit § 122 analoge tl'berlegung. 

3) Vgl. DEDEKIND, Stetigkeit und irrationale Zahlen, 1872, S.25; H. WEBER, 
Lehrbuch der Algebra, 2. Aufl., Bd. I, 1898, S.7. 

Holder, Mathematische Methode. 
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bin ich der Ansicht, daB das Kontinuum nicht rein arithmetisch er
zeugt werden kann 1). 

§ 77. Negative Zahlen. 

Die Rechnung mit negativen Zahlen wird an sich ganz richtig 
durch die Bemerkung gekennzeichnet, daB man neben der urspriing
lichen Einheit eine zweite einfiihrt, mit der Bestimmung, daB diese 
beiden verschiedenen Einheiten; da, wo sie zusammen auftreten, sich 
gegenseitig aufheben 2). Sol1 aber diese Bemerkung ohne weiteres als 
eine Begriind ung der Rechnung mit dem Negativen gelten, so muB 
man auf erfahrungs- oder anschauungsmaBige Zusammensetzungen 
hinweisen, bei den en tatsachlich ein Sichaufheben statthat, z. B. auf 
die entgegengesetzten Krafte oder die entgegengesetzten Streck en in 
einer Geraden, wobei dann die Axiome von § 25 oder die hinsichtlich 
der Anordnung der Punkte und der Abtragung der Strecken auf einer 
Geraden gemachten Annahmen (vgl. § 2) in ahnlicher Weise zu einer 
Begriindung fiihren, wie die Bruchrechnung am Anfang von § 74 geo
metrisch begriindet worden ist. Die Begriindung stiitzt sich also dann 
auf die Annahme der idealen Wahrheit oder Widerspruchslosigkeit 
gewisser Axiome. 

Will man jedoch eine rein arithmetische (logische) Begriindung 
geben, so muB man ausfiihrlich beweisen, daB die Einfiihrung von 
zwei Einheiten, die sich gegenseitig aufheben sol1en, im Zusammen
hang mit den Rechengesetzen widerspruchslos moglich ist. Zugleich 
hat man jetzt den Gedanken von einer Zusammensetzung von 
Kraften oder Strecken zu ersetzen durch den einer Zusammen-

1) Ich habe dies bereits im Jahre 1892 ausgesprochen (vgl. Gattingische gelehrte 
Anzeigen, 1892, S. 594). H. WEYI, in seiner Schrift: Das Kontinuum, kritische Unter
suchungen liber die Grundlagen der Analysis, 1918, vertritt sehr entschieden eben 
diese Ansicht (S. 65ff.). Wenn WEYI, a11erdings auch den Satz von der Existenz 
der oberen Grenze bestreitet (S. 23), so geht er m. E. in der Kritik viel zu weit. Wie 
es scheint, will WEYI, zunachst nur gewisse Schnitte von einfachster Erzeugungsart 
definiert haben und dann mit Hilfe dieser Schnitte neue hervorbringen usw. Offenbar 
!aBt er sich dadurch verleiten, den Begriff eines Schnittes g zu verwerfen, der sich aus 
irgendwelchen unendlich vielen Schnitten 51,52, 5a, ... in der im Text geschilder
ten Weise aufbauen soIl. Nun scheint mir aber die zum Voraus gegebene Beschreibung 
der Bildung von g doch so zu sein, daB man unmittelbar erkennt, daB fiir g dann 
ein wirkliches Gesetz vorliegt, wenn da5 Ge5etz der unendlich vie len Schnitte 51' 52' 5a , ••• 
gegeben ist. Ich nehme deswegen auch keinen Anstand, zu sagen, daB zu den 
unendlich vie1en Zahlen 51' 52' Sa' •.. hinzu eine obere Grenze gunter der ange· 
gebenen Bedingung existiere. 

2) Es ist von Interesse, daB KANT den negativen Zahlen eine besondere Schrift 
gewidmet hat. Sein - freilich nicht sehr tiefgehender - Grundgedanke ist der, daB 
es sich dabei nicht um eine "Verneinung" handle, sondern, daB die negativen Zahlen 
ebenso real wie die positiven und nur diesen entgegengesetzt sind (Versuch, den Be
griff der negativen GraBen in die Weltweisheit einzufiihren, 1763). 
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stell ungl) von Einheiten. Wir denken uns also eine Anzahl von 
gleichartigen Einheiten e und eine Anzahl andersgearteter, aber unter 
sich gleichartiger Einheiten e', wobei aber in besonderen Fallen auch 
die eine Art von Einheiten in Wegfa11 kommen kann, und es auf die 
Anordnung der Einheiten nicht ankommen sol1. \Vir wollen nun 
bestimmen, daB ein solches Aggregat von Einheiten dadurch "um
gewandelt" werden darf, daB wir gleichzeitig ein e und ein e' hinzutun 
oder auch umgekehrt, wenn Einheiten von beiden Sorten vorhanden 
sind, gleichzeitig ein e und ein e' weglassen oder eine graBere Zahl 
von Veranderungen hintereinander vornehmen, die teils von der 
einen, teils von der anderen Art sind. Wir betrachten also. gewisse 
Aggregate, von denen eines aus dem anderen nach einer gewissen 
Regel hervorgeht, und es ist im Grunde nur ein Gleichnis, wenn wir 
von einer "Umwandlung", gleichsam von Veranderungen eines und 
desselben Substrats hier sprechen. Entsteht auf diese Weise ein 
Aggregat aus einem anderen, so nennen wir die beiden Aggregate 
aq uivalen t. Man erkennt auf Grund der gegebenen Definition ohne 
weiteres, daB diese Aquivalenz eine gegenseitige Eigenschaft zweier 
Aggregate ist; ebenso erkennt man die Richtigkeit des Satzes: Wenn 
zwei Aggregate einem dritten aquivalent sind, so sind sie einander 
aquivalent. 

DaB aber hier doch noch etwas zu beweisen iibriggeblieben ist, 
sieht man sofort, wenn ich frage: Woher wissen wir, daB in dem ge
nannten Sinne nicht etwa alle maglichen Aggregate einander aqui
valent sind? DaB dies in der Tat nicht der Fall ist, laBt sich am 
besten dadurch zeigen, daB man zuerst folgendes Kriterium 2) beweist: 
Es ist das aus a Einheiten Ii und aus a' Einheiten e' bestehende Aggregat 
dem Aggregat, das aus b Einheiten e und aus b' Einheiten e' besteht, 
dann und nur dann aquivalent, wenn 

(1) a + b' = a' + b 
ist. 

Zunachst so11 bewiesen werden, daB fiir zwei aquivalente Aggre
gate die Gleichung (1) jederzeit erfii11t ist, und zwar mage zuerst 
einmal angenommen werden, daB das Aggregat der b Einheiten e 
und der b' Einheiten e' aus dem anderen durch einen einzigen Schritt 
des Hinzufiigens oder des Wegnehmens von e und e' entstanden sei. 
In diesem Fall ist entweder b = a + 1 und gleichzeitig b' = a' + 1 

1) Vgl. die Bemerkungen von A. MEINONG tiber Zusammensetzung und Zusammen
stellung: "Uber Annahmen", Zeitschr. f. Psychol. u. Physiol. d. Sinnesorgane, Er
giinzungsband 2, 1902, S. II6. 

2) Vgl. die Einleitung der WEIERSTRAsSschen Vorlesung tiber Funktionentheorie, 
z. B. in der A bschrift des mathematischen Instituts der Universitiit Leipzig (S. S. 1878), 

S·55· 
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oder b = a - lund gleichzeitig b' = a' - 1. Es kommt also dann 
die Gleichung (r) entweder auf die Gleichung 

a + (a' + r) = a' + (a + r) 
oder auf die Gleichung 

a + (a' - r) = a' + (a - r) 

hinaus. Die letzten Gleichungen sind aber beide erfullt, da sie aus 
den Gesetzen der Addition und Subtraktion der absoluten (positiven) 
ganzen Zahlen folgen. Nimmt man jetzt an, daB ein Aggregat in 
ein zweites durch k Schritte umgewandelt worden ist, die teils von 
der einen, teils von der anderen Art sein konnen, und daB zwischen 
den beiden Aggregaten die Gleichung (r) gultig sei, so laBt sich in ahn
licher Weise beweisen, daB auch zwischen einem dritten Aggregat, 
das aus dem zweiten durch einen neuen Schritt hergeleitet worden 
ist, und dem ersten Aggregat die Gleichung (r) bestehen muB. Hieraus 
ergibt sich der Reihe nach, daB die Gleichung (r) gelten muB, wenn 
ein Aggregat in ein anderes durch 2, 3, 4, ... Schritte umgewandelt 
worden ist. Es muB also die Gleichung (r) fUr je zwei aquivalente 
Aggregate richtig sein. 

J etzt muB noch umgekehrt bewiesen werden, daB nur fur aqui
valente Aggregate die Gleichung (r) erfullt ist, d. h. daB aus dem 
Bestehen der Gleichung fur zwei Aggregate notwendig deren Aqui
valenz folgt. Es bestand das eine Aggregat aus a Einheiten e und 
aus a' Einheiten e', das andere aus b Einheiten e und b' Einheiten e'. 
Ware nun etwa a = b, so wurde die Gleichung (r), die jetzt voraus
gesetzt ist, ergeben, daB auch a' = b' sein muB, weil sonst ein Wider
spruch mit dem im Gebiet der absoluten· Zahlen giiltigen Satz vor
lage, daB GroBeres zu Gleichem addiert GroBeres ergibt. Nun waren 
aber die beiden Aggregate gar nicht voneinander verschieden. Sind 
aber a und b nicht einander gleich, so kann man unbeschadet der 
Allgemeinheit der SchluBfolgerungen annehmen, daB etwa a die groBere 
Zahl, also a> b sei. Nun kann man das zweite Aggregat dadurch, 
daB man hinreichend oft eine Einheit e und eine Einheit e' hinzufUgt, 
in ein drittes umwandeln, das wiederum a Einheiten e enthalt. Dieses 
dritte Aggregat mage a" Einheiten e' in sich schlieBen. Da das zweite 
Aggregat aus b Einheiten e und b' Einheiten e' mit dem dritten Aggre
gat aus a Einheiten e und a" Einheiten e' aquivalent ist, so gilt 
zwischen diesen Aggregaten die der Gleichung (r) entsprechende 
Gleichung 
(2) b + a" = b' + a. 

Aus dieser Gleichung und aus (r) folgt aber, daB 

b + a" = a' + b, 
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und hieraus wiederum, daB 
a" == a' 

ist. Es stimmt somit das dritte Aggregat wieder vollig mit dem ersten 
iiberein, und da zwischen dem zweiten Aggregat und dem dritten ein 
Dbergang durch eine schrittweise Umwandlung hergestellt ist, so 
ist also damit die Aquivalenz des zweiten Aggregats mit dem erst en 
nachgewiesen. 

Die Theorie der Aquivalenz unserer Aggregate ist damit im wesent
lichen erschopft. Sollen nun zwei Aggregate addiert werden, so hat 
man einfach die Einheiten beider zusammenzutun, und es ergibt sich 
aus den Gesetzen der Addition und der Subtraktion der absoluten 
Zahlen, daB es auf dasselbe herauskommt, ob man einen Summanden 
vor der Summenbildung durch eine Anzahl der erwahnten Schritte 
umformt, oder ob man nach der Summenbildung an der Summe selbst 
dieselben Schritte vornimmt. Man erkennt also, daB: Aquivalentes 
zu Aquivalentem addiert, Aquivalentes ergibt. Diejenigen besonderen 
Aggregate, die ebenso viele Einheiten e wie Einheiten e' umfassen, 
spielen eine besondere Rolle; sie sind alle untereinander aquivalent, 
und ihre Addition zu anderen Aggregaten verandert diese nur un
wesentlich, indem sie in aquivalente Aggregate iibergefiihrt werden. 
Die genannten besonderen Aggregate reprasentieren die NulP). Das 
Aggregat, das aus a Einheiten e und aus a' Einheiten e' besteht, wird 
von demjenigen, das a' Einheiten e und a Einheiten e' hat, zur Null 
erganzt. Sie sind einander entgegengesetzt. 

Man erkennt nun ohne weiteres, wie sich die Gesetze der Addition 
fiir die positiven und negativen ganzen Zahlen ergeben. Bei unserer 
Begriindung sind Satze benutzt worden, welche die Addition u nd 
die Su btraktion der absoluten Zahlen betreffen, was urn so 
mehr hervorgehoben zu werden verdient, da bekanntlich, nach
dem die negativen Zahlen bereits eingefiihrt sind, die Gesetze der 
Subtraktion sich allerdings einfacher und iibersichtlicher von dem 
Standpunkt der Addition der entgegengesetzten Zahl darstellen 
lassen. 

1m Grunde sind die hier betrachteten positiven und negativen 
Zahlen nichts anderes als Paare von absoluten ganzen Zahlen von 
der Form a I a', die mit der MaBgabe betrachtet werden, daB 
die Addition derselben Zahl zu den beiden Zahlen des Paares als 
bedeutungslos zu erachten ist. Die Summation solcher Paare a I a', 

1) Hier ist m. E. die natiirliche Stelle fiir die Einfiihrung der Null in das arith
metische System. Historisch ist sie allerdings im Zusammenhang mit der dezimalen, 
indischen Schreibweise der Zahlen aufgetreten, da diese Schreibweise es notwendig 
macht, eine nicht besetzte Zifferstelle zu kennzeichnen. 
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b I h', C I c' usw. wird einfach dadurch vollzogen, daB sowohl die 
linken als auch die rcchten Teile der Paare in der Form 

a a' 
h h' 
C c' 

zusammengestellt werden, worauf dal1ll auf jeder Seite die SUtn11ll' 
gezogen werden kann, wie wir alle es bei dem Beispiel des Ver11logens 
und der Schulden tun. Nimmt man nun in die Paare nicht nur ganze, 
sondern auch rational gebrochene und irrationale absolute Zahlen 
auf, so gelangt man zu den allgemeinsten positiven und negativen 
reellen Zahlen 1). 

Das Zahlenpaar a I a stellt die Null dar. J edes diesem nicht 
aquivalente Zahlenpaar ist entweder von der Form a + c I a oder 
von der Form a' I a' + c'. Zwei Paare von diesen beiden verschie
denen Formen sind einander niemals aquivalent, da un sere Gleichul1g 
(1) in diesem Fall auf 

a + c + a' + c' = a + a' 

fuhren wurde, was zwischen absoluten Zahlen nicht moglich ist. 
Stellen wir das Paar a + cia, in dem alleil1 die Zahl c wesentlich 
ist, durch + c, das Paar a'i a' + c' durch - c' vor, so gelangen 
wir zu der bekanl1ten gewohnlichen Darstellung, welche eil1e mit der 
Marke + oder - versehene absolute Zahl bel1utzt. 

Die Begrul1dung der MUltiplikation kl1upft am besten gleich an die 
letzte Darstellung an. Bezeichnet man z. B. als das 3 fache der Zahl <X 

die Zahl <X + <X + <x, dagegen als das - 3 fache von <X diej enige Zahl, 
die aus <X durch Verdreifachung und Umkehrung des Vorzeichel1s 
entsteht 2), so wird die MUltiplikation eindeutig definiert, und man 
gelangt sofort zu den bekannten Vorzeichenregeln. Aus diesen und 
aus der Gultigkeit des kommutativen und assoziativen Gesetzes fur 
die Multiplikation der absoluten Zahlen ergibt sich nunmehr die 
Gultigkeit dieser Gesetze im Gebiet der positiven und negativen 
Zahlen. SchlieBlich laBt sich auch das distributive Gesetz 

<X (P + )') = <X fJ + <X )' 

beweisen, was aber, je nach den Vorzeichen und nach den Absolut
werten von p und )" fur verschiedel1e Falle gesondert zu geschehen hat. 

I) Vgl. die niiheren Ausfiihrungen in dem erwiihnten Programm, S. 59ff. 
2) Vgl. S. 176, Anm. 
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Zehn ter A bschni tt. 

Die sogenannten imaginaren Zahlen 
und ihre Anwendungen. 

§ 78. Der "casus irreducibilis" der Gleichung dritten Grades 
und die imaginaren Zahlen. 

Der Gedallke, z. B. die Gleichung 

X2 + 3 = 0 

dadurch angeblich losbar zu machen, daB man 

x = 1-3 = f3' t~I 
schreibt, ist nicht nur ein dem urspriinglichen Zahlbegriff widerspre
chender, sondern auch zugleich ein in gewissem Sinne trivialer. DaB 
die aus der Quadratwurzel aus -I gebildeten "imaginaren Zahlen" 
sich durchsetzten, lange ehe fUr sie eine wirkliche Begriindung gegeben 
worden war, liegt ohne Zweifel an dem groBen Erfolge, den BOMBELLI 
mit ihrer Anwendung auf den "casus irreducibilis" der Gleichung vom 
dritten Grade gehabt hatl). 

Bekanntlich wird die Gleichung dritten Grades in der "redu
zierten" Form 
(I) x3 + a x + b = 0, 

in der wir die Koeffizienten a und b llatiirlich reell annehmen, durch 
die sogenannte Cardanische Formel 

H 3 I---··----~ 

1 / bt/ b2 a3 V b -V b2 a3 

(2) x = / - 2 + r 4 + 27 + - "2 - 4 + 27 

in dem Fall gelost, daB 

positiv ist. Dabei ist das Produkt der beiden dritten Wurzeln 

(4) V3 _! + 1/ J>.2. + a3 'l:J
/ _ ! _ 1 / ~ + a3 ~= _ !!... . 

2 V 4 27' 2 V 4 27 3 

Nimmt man aber nun in der Gleichung (I) z. B. 

a = - IS, b =-4 
an, so versagt scheinbar die Formel (2), indem sie 

:J :1 ----.... 

(5) x = V2 + V-I2I + 1'2 - l-I2I 

1) R. BOMBELU, L'Algebra, 1579. Vgl. dazu H. HANKEL, Zur Geschichte der 
Mathematik in Altertum und Mittelalter, 1874, S. 372; dort findet sich auch das 
im Text benutzte Zahlenbeispiel. 
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ergibt, und die unter den beiden dritten Wurzeln stehende Quadrat
wurzel sich nicht reell ausziehen laBt. Trotzdem besitzt die Gleichung 
gerade im vorliegenden Fall nicht nur eine, sondern sogar drei reelle 
Wurzeln; es wird namlich die Gleichung 

(6) x3 - 15 x - 4 = 0 

durch x = 4, durch x = - Z + V3 und durch x = - Z - Y3 
befriedigt. 

Die Formel (z) ergibt also in dem Fall, daB der Ausdruck (3) nega
tiv ist, die Wurzeln der Gleichung nicht durch reelle Wurzelaus
ziehungen, obwohl drei reelle Gleichungswurzeln vorhanden sind. Man 
bezeichnete deshalb diesen Fall als "casus irreducibilis"; zugleich 
aber betrachtete man das ganze Vorkommnis als eine Paradoxie. 
Zunachst verdient es allerdings betont zu werden, daB es sich urn 
einen logischen Widerspruch nicht handelt. Wenn man namlich 
das zur Formel (z) fiihrende Verfahren 1) unter der urspriinglichen 
Voraussetzung, daB man nur reelle Zahlen gelten laBt, genau ana
lysiert, so zeigt sich, daB wohl der Wert, den die Formel fUr einen 
positiven Wert von (3) liefert, die Gleichung (I) befriedigen muB, 
daB aber nicht notwendig jede tatsachlich vorhandene Lasung von 
(I) in der Formel (z) enthalten sein muB. Immerhin ist es eine Er
fahrung, die man in den verschiedensten Gebieten der rechnenden 
Mathematik macht, daB eine Formel, die z. B. fiir positive Werte 
hergeleitet worden ist, nachher meist auch fUr negative Werte sich 
als giiltig erweist. Es ist deshalb sehr begreiflich, daB BOMBELLI auf 
den Gedanken kam, daB die tatsachlich vorhandenen reellen Lasungen 
in der scheinbar widerspruchsvollen Formel in versteckter Weise ent
halten sein miiBten. 

Wir gestatten uns also, nun mit i = y- i zu "rechnen". Dies 
solllediglich heiBen, daB wir das Symbol i mit reellen Zahlen zusam
menstellen, geradeso, als ob i selbst eine solche Zahl ware, daB wir 
beim Umwandeln der Formeln die gewahnlichen Gesetze gebrauchen, 
aber jedesmal, wenn i· i vorkommt, dieses Produkt durch - I 

ersetzen. Es ergibt sich dann in dem obigen Zahlenbeispie1 

z + i-IZI = Z + VII2(-I) = Z + II ·l......:! = Z + II i 

und ebenso 

Z ~ I ~ IZI = Z ~ II i . 

1) Das Verfahren beruht darin, daB fur x die Summe u + v in der Gleichung (1) 
eingefiihrt wird. Nachdem man dann die linke Seite entwickelt hat, teilt man die 
GHeder in zwei Aggregate und setzt willkurlich jedes dieser beiden Aggregate gleich 
Null, worauf sich dann die beiden dritten Wurze1werte fiir u und v ergeben. 
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Durch Auspotenzieren erhalt man aber 

(2 + i)3 = 23 + 3 . 22 . i + 3 . 2 . i2 + i2 . i 

= 8 + 12 i + 6 (- I) + (- r) i 

= 2+IIi 

und auf dieselbe Weise 
(2 - i)3 = 2 - II i . 

20I 

Man kann also in der obigen Formel (5) die erste von den beiden 
dritten Wurzeln gleich z + i, die andere gleich z - i setzen, wobei 
sich dann auch die Gleichung (4) als erfiillt erweisF). Dadurch er
halt man 

x = (2 + i) + (2 - i) = 4; 
man erhalt also den einen von den wirklichen Wurzelwerten der 

H----
Gleichung (6). Da ferner jede der beiden Wurzeln V z + II i und 

V Z -I1~ drei Werte besitzt 2), bei der Kombinierung der Werte 
jedoch die Gleichung (4) beachtet werden muB, so bleiben nun auBer
dem noch zwei Moglichkeiten iibrig, welche, wie die Rechnung zeigt, 
die beiden iibrigen Wurzeln - 2 + Y3 und - 2 - Y3 der Glei
chung (6) ergeben. 

Das Gedankenexperiment von BOMBELLI zeigt also, daB die 
imaginaren Zahlen fUr die Beziehungen zwischen reellen Zahlen frucht
bar werden konnen. Es ist aber damit noch nicht be wiesen, daB die 
Rechnung mit dem Symbol i nicht auch auf Widerspriiche fUhren 
kann. 

§ 79. Geometrische Darstellung und Begriindung. 

Bekanntlich ist es iiblich, eine Zahl von der Form £x + f3 i, die 
als "komplex" oder auch als imaginar im weiteren Sinne des Wortes 
bezeichnet wird, durch den Punkt C einer 
Ebene darzustellen, der mit Beziehung auf 
ein rechtwinkliges Koordinatensystem und 
eine gewahlte Langeneinheit (§ 37 u. 38) die 
Abszisse £x und die Ordinate f3 besitzt (Abb. 
152). Die Ebene heiBt dann Ebene der kom

Imog IIxe OC+jli 

o 

C :p 
I 

'fIl 1 I 

Abb.15 2 • 

reel/ellxe 

plexen Zahlen, der Anfangspunkt des Koordinatensystems NuUpunkt 
der komplexen Zahlenebene; die Abszissenachse heiBt nun reelle 
Achse, weil auf ihr die Punkte liegen, welche die reellen Zahlen 

1) Zwei Zahlen von den Formen <X + fl i und <X - fl i hei13en konjugiert komplex; 
sie haben sowohl eine reelle Summe, als auch ein reelles Produkt. 

2) Es ist auch 

und 
(- I =F 1 j/3 + (- t ± j/3) i)3 = 2 + II i 

(- I =F t j/3 - (-{- ± j/3) i)3 = 2 -- I Ii. 
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ex + 0 i darstellen; insbesondere liegt hier der die Zahl I darstellende 
Punkt E. Die Ordinatenachse heiBt imaginare Achse, weil durch ihre 
Punkte die imaginaren Zahlen im engeren Sinn, d. h. die "rein ima
ginaren" Zahlen 0 + fJ i, dargestellt sind. Die komplexe Zahl hat 
ihren N amen daher, daB sie aus einer reellen und einer rein ima
gilliiren Zahl zusammengesetzt ist. Die Abb. 153 veranschaulicht einige 

komplexe Zahlen durd~ ihre darstellendeu 

-2-1 i -1+ i 2l1+i2fl 
Punkte. 

Z+i -11-' l 1+£ 2+l 

2 -1 o 2 

-2 l -1 l l 1 i 2 i 

-2 i -1-2- 2; f- - 2-

Abb.I53· 

Man kann nun auch den Punkt C, cler 
die Zahl ex + fJ i darstellt, mit dem Allfangs
punkt 0 der Koordinaten verbinden und 
als neue Darstellung der Zahl IX + fJ i die 
gerichtete Strecke ansehen, die von 0 nach 
de m Pun k t C hinfiihrt. Diese Strecke 0 C 
entsteht aus der "Einheitsstrecke"1) OE 
dadurch, daB man diese urn einen Winkel 

Abb.I54· 

und so mit 
(I) 

cp aus ihrer ursprunglichen Richtung herausdreht und 
zugleich die Lange im Verhaltnis I : e abandert (Abb. 
154). Denkt man sich die Werte cp und e auch in Abb. 152 
eingetragen, so erkennt man aus dieser, daB 

ex = e cos cp fJ = e sin cp 

ex + fJi = e (coscp + isincp) 
ist. Die rechte Seite der letzten Gleichung wird als die "trigono
metrische Normalform" der komplexen Zahl bezeichnet. 

Es laBt sich nun beweisen, daB fur die Summe und fur das Pro
dukt zweier Zahlen der Form IX + fJ i sich wiederum Zahlen der
selben Form vermoge unserer mit dem Symbol i eingefuhrten Rech

o 

c., ----- ,J 
------- I~ 

Abb. ISS. 

/ 
/ 

~ 

/ 

" , 

nungsweise ergeben. Diesen so gewonnenen neuen 
Zahlen entsprechen die folgenden Konstruktionen. 
Die Strecke OS, die der Summe der durch die 
Strecken 0 C und 0 C' vorgestellten komplexen 
Zahlen entspricht, ergibt sich als Diagonale des 
Parallelogramms 0 esC' (Abb. ISS). Die Strecke 

o P, die das Produkt der durch 0 C und 0 C' dargestellten Zahlen 
darstellt, genauer das Produkt aus 0 C als Multiplikator und aus 0 C' 
als Multiplikand, wird aus 0 C' auf dieselbe Weise gebildet, wie der 
Multiplikator 0 C aus der Einheitsstrecke 0 E gebildet war 2). Dies 
sol1 heiBen, daB die Lange e' von 0 C' im Verhaltnis von I : e ge-

1) Man erkennt hier wiederum einen neuen Begriff der "Einheit", indem jetzt 
der Einheitsstrecke auch noch eine Richtung zukommt. 

2) Vgl. S. 176, Anm. 
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andert, und dann die in ihrer Lange geanderte, zunachst noch in 
der Richtung von OC' befindliche Strecke urn den Winkel f{J gedreht 
werden soIl (Abb.I56). Man erkennt, daB die Dreiecke OEC und 
o C' P einander ahnlich sind. 

Auf die beiden eben beschriebenen Konstruktionen kann eine geo
mctrische Begriindung der komplexen Zahlen aufgebaut werden. T",al3t 
man namlich jetzt das fragliche Symbol i, das den 
Ausgangspunkt gebildet hat, ganz beiseite, so kaun 
man die Sache so auffassen, daB es sich nur urn die 
von 0 ausgehenden gerichteten Strecken (Vektoren) 
und urn die oben genannten geometrischen Opera
tionen mit den Strecken handelt, welche Operationen 
wir eben Addition und Multiplikation nennen wollen. 
Es liegt eben eine neue "Addition" und eine neue 
"Multiplikation" vor, beides mit neuen Objekten. Ohne 

Abb. 156. 

c 

Zweifel stellen diese Operationen klare und eindeutig definierte 
Gegenstande der Untersuchung vor. Dabei setzt die Multiplikation 
eine ausgezeichnete Strecke 0 E von~.us, die wir "Einheit" nennen 
und die wir ein fiir allemal in irgendeiner Richtung und GroBe von 
o ausgehen lassen. Es laBt sich nun auf geometrischem Wege be
weisen, daB fiir diese neue Addition und diese neue Multiplikation 
die alten fiinf Gesetze von § 73 gelten. N achher lassen sich auch 
die umgekehrten Operationen, die Subtraktion und Division, defi
nieren und ihre Gesetze begriinden. 

Es ist noch zu bemerken, daB die in die Gerade 0 E fallenden 
Strecken hinsichtlich ihrer Addition und Multiplikation genau den 
reellen Zahlen parallel gehen. 1st z. B. C~. ,;--_-_-~!:"'_---<~_ 

b E C-O C doppe1t und 0 C' dreimal so lang 
als die Einheitsstrecke 0 E, dabei 0 C Abb. 157. 

gleichgerichtet, dagegenOC' entgegengesetzt gerichtetmitOE (Abb. 157), 
so erhalte ich nach der Definition das Produkt 0 C' x 0 C, indem 
ich den Multiplikanden 0 C verdreifache und ihn zugleich urn 180 Grad 
drehe. Dadurch erhalte ich aber dann das 6fache von OE in ent
gegengesetzter Richtung zu 0 E. Dies entspricht der Formel (- 3) 
. (+ 2) = - 6. Ebenso bedeutet die Multiplikatioll irgendeiner Strecke 
mit der eben genannten Strecke 0 C' als Multiplikator eine Verdrei
fachung der betreffenden Strecke, verbunden mit einer Umkehrung 
ihrer Richtung. 

Da also die in die unendliche Gerade 0 E nach der einen oder der 
anderen Richtung fallenden Strecken die reellen Zahlen darstellen 
oder sich auf sie "abbilden " , so haben wir in der Gesamtp,eit der 
von 0 ausgehenden gerichteten Strecken ein umfassenderes Gebiet, 
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das die a1ten reellen Zahlen in gewissem Sinne in sich sch1ieBt. J ede 
Rechnung, die mit Zah1en und Buchstaben nach den' a1gebraischen 
Gesetzen vollfiihrt wird, kann so gedeutet werden, daB die Zah1en 
und die Buchstaben gerichtete Strecken vorstellen sollen. Nunmehr 

mage die Strecke 0], die durch Drehung der r Strecke OE urn + goO entsteht, wenn dabei die 
JL90\O Lange nicht geandert wird, mit i bezeichnet 

E .... '--::1;---OL---"':-:+1;---.£ werden (Abb. 158). Da die Drehung, welche 
die positive reelle Achse in die positive imaginare 
Achse auf dem nachsten Wege iiberfiihrt, a1s 

positive angesehen wird, so fallt i in den positiven Tei! der imaginaren 
Achse. Will man nun i . j bilden, so muB man aus i eine Strecke so 
bi1den, wie i se1bst aus der Einheit entstanden war; man muB also 
jetzt i urn + goO drehen. Dadurch erha1t man die Strecke 0 E', 
welche die reelle Zah1 - I darstellt. In dem jetzt definierten Ge-

Abb.I58. 

biete ist also wirklich i2 = - I . 

§ 80. Rein arithmetische Begriindung. 

Die Theorie der imaginiiren Zah1en 1iiBt sich aber auch frei von 
jeder Benutzung der Geometrie begriinden. Man braucht nur zu be
denken, daB eine Zah1 x + fJ i im Grunde nur eine Form ist, in der 
das Symbol i 1ediglich eine Marke bedeutet, was auch dadurch zum 
Ausdruck gebracht werden kann, daB wir sagen, daB einfach mit 
dem reellen Zah1enpaar IX, fJ gerechnet wird. Dabei tragen aber x 
und fJ selbst, soweit sie nicht gleich Null sind, die Marken + oder -, 
so daB also z. B. x = + 5 und fJ = - 4 sein kann. Wir wollen 
ein solches Zah1enpaar durch [x, fJ] vorstellen. Zwei Zah1enpaare 
[x, fJ] und [x', fJ'] sind nur dann a1s gleich zu erachten, wenn gleich
zeitig x = x' und fJ = fJ' ist. Setzt man jetzt kraft Definition 
fest, daB 
(I) [x, fJ] + [x', IJ'] = [x + (X', fJ + (j'] 
und 
(2) [(X, fJ] X [x', fJ'] = [x· (X' - fJ· fJ', X· fJ' + x'· fJ] 
sein sol11), wobei die Zeichen + und x, die zwei eckige K1ammern 
miteinander verbinden, die zu definierende neue Addition und Mu1ti
p1ikation der Zah1enpaare, dagegen die innerha1b der eckigen K1am
mern auftretenden Zeichen +, - und . die Addition, Subtraktion 
und Mu1tip1ikation der reellen Zahlen bedeuten, so hat man die 
neuen Operationen eindeutig festgelegt. 

1) Natiirlich ist die Wahl gerade dieser Definitionen durch die friihere Rechnung 
mit dem Symbol i veranlaJ3t. Da diese Rechnung jedoch nicht begriindet war, ist die
selbe vorliiufig als aufgehoben zu betrachten. 
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DaB nun diese neuen Operationen den viel besprochenen fiinf Ge
setzen von § 73 geniigen, muB bewiesen werden. Dies HiBt sich aber 
jetzt durch bloBes Ausrechnen auf Grund der Arithmetik der reellen 
Zahlen zeigen, wie dies zuerst W. R. HAMILTON erkannt hat l ). Man 
erhiilt ferner aus (I) und (2) die Gleichungen 

[IX, 0] + [1\-', 0] = [I\- + 1\-',0], 

[I\-, 0] X [1\-', 0] = [I\- . 1\-',0] , 

woraus man erkennt, daB die Paare [!X, 01, [a', 0], ... hier die Rolle 
der reellen Zahlen spieIen, weshalb diese Paare jetzt auch einfach 
mit !x, a', ... bezeichnet werden kannen. Nun ergibt aber die Glei
chung (2) noch die Relation 

[0, I] v [0, I] = [- 1,0] = - I. 

Es existiert also tatsiichlich ein Zahlenpaar, das mit sich selbst multi
pliziert - I ergibt, d. h. es hat die Gleichung 

in dem neuen Gebiete eine Lasung. Damit ist die gewiinschte Be
griindung im wesentlichen geleistet. 

§ 81. NATORPS Vorschlag fUr eine arithmetische 
Begriindung. 

NATORP hat (a. a. 0., S. 250-255) eine rein arithmetische Begriin
dung der lmaginiiren gefordert und dafiir einen Vorschlag gemacht. 
Er denkt sich eine unendliche Folge von unendlichen Reihen (a. a. 0., 
S.25-1) 

- 2-1 - 1_ 1 °_ 1 1 _1 2 _1 , ..... - 20 - 10°0 10 20.' ·1··· 
... - 21 - II 01 II 21 ... ! ••• 

lndem er nun aus den o-Elementen dieser Reihen eine neue Reihe 

(I) ... 0_ 1 °0 °1 ••. 

bildet, nennt er diese Reihe eine "gerade Reihe", die zu den ur
spriinglichen Reihen der genannten Folge "Normalrichtung" hat 
(S. 255), und bemerkt, daB man dann zu anderen "WinkelgraBen" 
iibergehen kanne. Dieser von NATORP nicht weiter ausgefiihrte Ge
danke kannte in der Tat ausgestaltet werden. 

Zunachst ist zu bemerken, daB es sich wirklich urn eine rein arith
metische Gedankenbildung handelt, wenn auch die Namen einem 

1) The Transactions of the Royal Irish Academy, vol. XVII, 1837, p. 393. 
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geometrischen Gleichnis entsprungen sind und sich auf das rechteckige 
Schem'a (a. a. 0., S. 154) 

-*2-2 - 1-2 0_ 2 1-2 2-2 • 

- 2-1 -*1-1 0_ 1 I-I 2-1 • 

- 20 - 10 *00 10 20 

- 21 - II 0 1 *11 21 

- 22 - 12 O2 12 *22 

beziehen, das ich nur mit anderen Benennungen bereits in § 79 in 
Abb. 153 aufgefiihrt habe. In diesem Schema liegen in der Tat die 
Elemente der Reihe (I) in einer geraden Linie, die zur I-<inie der 
"Hauptreihe" 
(2) ••• - 20 - 10 0 0 10 2 0 ••• 

normal ist. Eine "schrage" Reihe erhalt man nun z. B. dadurch, daB 
man die in dem Schema mit einem Stern hervorgehobenen Elemente 

aneinander reiht. Allgemein erhalt man eine solche Reihe rein arith
metisch dadurch, daB man die Grundziffer die Vielfachen einer Zahl lX 

und die Indexziffer die Vielfachen einer Zahl {J durchlaufen laBt, also 
eirie Reihe 
(3) ... (-2 lX )-2P (-lX)-/i 0 0 lXp (2lX)2P". 
bildet. 

Mit diesen Begriffsbestimmungen ist es jedoch noch lange nicht 
getan. Sollen die imaginaren GroBen, d. h. die Rechnung mit ihnen, 
begriindet und als widerspruchslos nachgewiesen werden, so muB man 
eine additive und multiplikative Komposition fiir die Objekte, die 
jetzt der Betrachtung unterliegen, definieren und dann die Giiltigkeit 
der Rechengesetze nachweisen. Eine additive Komposition zweier 
Reihen von der Form (3) laBt sich ohne weiteres so gewinnen, daB 
man in entsprechenden Gliedern beider Reihen sowohl die Grund
ziffern als auch die Indexziffern addiert. Urn aber eine mUltiplikative 
Komposition zu erhalten, wird man am besten zuerst eine Erklarung 
dariiber geben, wann eine Reihe sich zu einer zweiten so verhalt oder 
so aus ihr gebildet ist wie eine dritte Reihe aus einer vierten. Nach 
Analogie anderer Produktdefinitionen 1) bestimmt man dann das Pro
dukt aus einer Reihe Rl als Multiplikator in eine Reihe R2 als Multi
plikand als diejenige Reihe, die aus R2 genau so gebildet ist wie Rl 
aus der Hauptreihe, d. h. aus der Reihe (2). Nachdem so die Defi-

1) Vgl. S. I76 Anm. und S. 202/3. 
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nitionen aufgestellt sind, hat man, wie schon bemerkt, das Be
stehen der fiinf Gesetze von § 73 zu beweisen, was a11emal die Haupt
sache ist. 

Bei der genaueren Durchfiihrung der hier angedeuteten multi
plikativen Komposition wiirde man erkennen, daB die einzige fiir 
unser en Zweck brauchbare nahere Bestimmung derselben auf die Be
griffsbestimmungen und Formeln von § 80, nur in verwickelterer 
Weise, zuriickfiihrt. Dabei ist daran zu erinnern, daB jede Reihe von 
der Form (3) durch das Element, das in ihr auf 0 0 folgt, a11ein schon 
bestimmt ist, so daB also das Objekt der hier vorliegenden Rechnung 
durch die Zusammenstellung IXfI, d. h. durch eine Zahl IX und eine 
Zahl fJ charakterisiert ist. Der NAToRPsche Gedanke fiihrt also ein
fach auf die bereits im Jahre r837 von HAMILTON gegebene Theorie. 

§ 82. Der Fundamentalsatz der Algebra. 

N ach Einfiihrung der imaginaren Zahlen zeigt sich, daB nunmehr 
jede algebraische Gleichung eine Wurzel besitzt. Diese Tatsache 
bezeichnen wir als den Fundamentalsatz der Algebra. Dieser Satz 
wurde von manchen wie eine Art von Axiom betrachtet, und man 
gab fiir ihn gelegentlich einen Scheinbeweis, der etwa so lautete: 
Entweder ist die Losung der Gleichung moglich, dann hat sie eine 
mogliche, d. h. reelle Wurzel, oder die Losung ist unmoglich, dann 
hat die Gleichung eine unmogliche, d. h. imaginare Wurzel. 1m Gegen
satz zu soleh naiven Auffassungen haben D'ALEMBERT und EULER 
bereits eine klare Einsicht in das, was zu beweisen ist, gehabt und 
haben bemerkenswerte Ansatze zu einem Beweise geliefert. Einen 
wirklichen Beweis hat erst GAUSS im J ahr r799 gegeben. 

Dieser Beweis entsprang vor allem der Erkenntnis des Umstandes, 
daB die komplexe Zahl mit einem reellen Zahlenpaar, und eine Glei
chung zwischen komplexen Zahlen mit zwei Gleichungen zwischen 
ree11en Zahlen gleichbedeutend ist (vgl. § 80). So errechnet sich aus 
der Gleichung 
(r) ax+al=o, 

die nach der Unbekannten x aufgelost werden so11, falls 

x =~ +1]i, 
a =IX +fJi, 
al = IXI + fJI i 

gesetzt wird, die Relation 

(IX + fJ i) (~ + 1] i) + (IXI + fJI i) = 0 

oder 
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Die letzte Gleichung ist aber gleichbedeutend mit dem Zusammen
bestehen der zwei Gleichungen 

(2) ()., ~ - P f} + (Xl = 0, 

(3) fJ ~ + {).,17 + PI = 0 • 

Es erscheint also die Aufgabe, eine kcmplexe Zahl x zu finden, die der 
Gleichung (I) geniigt, zuriickgefiihrt auf die andere, ein reelles Zahlen
paar ~ , f} zu finden, das in (2) und (3) eingesetzt, diesen beiden G1ei
chungen gleichzeitig geniigt. 

Es 1iegt nahe, die letzte Aufgabe so zu behande1n, daB man zuerst 
nach den unendlich vie1en Zah1enpaaren ~,f} fragt, welche die G1ei
chung (2) allein erfiillen, dann nach den gleichfalls unend1ich vielen 
Zahlenpaaren, die der G1eichung (3) geniigen, und dann nachsieht, 
ob diese beiden Mannigfaltigkeiten ein Zahlenpaar gemein haben. 
Deutet man nun wieder ~ + f} i in der "Ebene der komplexen Zah
len" (§ 79), d. h. betrachtet man die Zah1en ~ und f} als Abszisse und 
Ordinate eines Punktes in einer Ebene, so stellt j ede der Gleichungen (2) 
und (3) eine Gerade dar (§ 38), und es ist die Frage nach einem Punkt 
gestellt, dessen Koordinaten sowohl (2) als (3) genugen, d. h. also 
nach einem Punkt, der beiden Geraden angehort, in dem die Geraden 
sich also kreuzen. 

Ware nun nicht das Vorhandensein der gemeinsamen Losung von 
(2) und (3) in dem gewah1ten, sehr einfachen Beispiel ohne weiteres 
arithmetisch festzustellen, so konnte man das Vorhandensein aus dem 
geometrischen Verhalten der beiden Geraden erschlieBen. Es stehen 

Abb. 159. 

nam1ich die beiden durch (2) und (3) vorgestellten 
Geraden senkrecht aufeinander (§ 39) und miissen 
sich deshalb kreuzen. Denkt man sich noch urn den 
Nullpunkt der komp1exen Zah1enebene a1s Mitte1-
punkt einen Kreis beschrieben, so werden die beiden 
Geraden diesen Kreis, wenn er groB genug genom
men ist, in vier Punkten schneiden, die wir der 

Reihe nach mit 0, I, 2, 3 numerieren wollen, und von denen die 
mit geraden Zahlen bezeichneten Punkte 0 und 2 von der einen, 
die ungeradzah1igen Punkte I und 3 von der anderen Geraden ver
bunden werden (Abb. 159). 

Liegt j etzt allgemein eine Gleichung n ten Grades 

aoxn + alxn- l + a 2x n - 2 + ... + an-IX + an = 0 

vor, SO erhalt man, wenn man wieder 

x=~+f}i 

in die linke Seite einsetzt und den imaginaren Tei1 vom reellen trennt, 
zwei G1eichungen, deren jede, wenn sie geometrisch gedeutet wird, 
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ein Liniensystem darste11t. Diese Liniensysteme haben Zweige, die, 
wie oben die beiden Geraden, ins Unendliche verlaufen oder auch, 
wenn man lieber will, als aus dem Unendlichen kommend betrachtet 
werden konnen. Beschreibt man wieder einen Kreis um den Null
punkt der Zahlenebene, so zeigt sich, sob aid der Radius einen ge
wissen Wert iibersteigt, die nebenstehende Abb. 160. Es treten 2 n 
Zweige des ersten und 2 n Zweige des zweiten Liniensystems in den 
Kreis ein, und es sind die Eintrittspunkte dieser Zweige auf dem 
Kreise abwechselnd gelegen. Numeriert man also die Eintrittspunkte 
auf demKreise der Reihe nach mit 0,1,2,3, "', 4n - 1, so sind 
etwa die mit geraden Zahlen bezeichneten Punkte 0, 2, 4, .. " 4 n - 2 

Eintrittspunkte fiir das erste, und die "ungeraden Punkte" 1,3,5, 
.. " 4 n - 1 Eintrittspunkte fiir das zweite Liniensystem. Es kann 
dabei dahingeste11t bleiben, ob auBerdem etwa noch gewisse geschlos
sene Linien ganz innerhalb des Kreises verlaufen; 
es folgt aber aus dem bekannten Charakter der 
durch algebraische Gleichungen ausgedriickten 
Linien (§ 38 u. 40), daB jeder aus dem Unendlichen 
kommende Zweig des ersten Liniensystems mit 
mindestens einem anderen Zweig desselben Sy
stems durch das Innere des Kreises hindurch in 
kontinuierlicher Verbindung sich befinden muB. 
Dasselbe gilt flir das zweite Liniensystem. Daraus 

Abb.160. 

nun, daB jeder gerade Punkt mit einem anderen geraden Punkt, und 
jeder ungerade Punkt mit einem anderen unger aden Punkt durch einen 
die Kreisflache durchziehenden Linienzug des ersten bzw. des zweiten 
Liniensystems in Verbindung stehen muB, kann bewiesen werden, daB 
mindestens eine Kreuzung zwischen einer Linie des einen und einer 
Linie des anderen Systems im Kreise existieren muB. Der weitere 
Gang des Beweises sol1 spater im logischen Teil (§ 116) gegeben 
werden. 

Man erkennt, daB die Untersuchung schlieBlich auf die Betrach
tung gewisser Lageanordnungen herausgespielt wird, unser Beweis 
beruht also, wie es in der Sprache der Mathematiker heiBt, auf der 
"analysis situs". 

§ 83. Allgemeine Bemerkungen iiber die Einfiihrung neuer 
Zahlenarten. 

Bedenkt man die im Vorangehenden gegebenen Begriindungen 
der verschiedenen neu eingefiihrten Zahlenarten, so erkennt man, daB 
die neue Zahl jedesmal durch ein System von Zahlen einer friiheren 
Art definiert ist. So ist ein absoluter Bruch nichts anderes als eine 

H i:i Ide r, Mathematische Methode 
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Zusammenstellung : von zwei absoluten ganzen Zahlen a und b 

(§ 74); eine Irrationalzahl beruht auf dem Begriff des Schnittes, d. h. 
auf einer Einteilung der absoluten Rationalzahlen in zwei Klassen 
(§ 75); eine (positive oder negative) reelle Zahl ist im Grunde nichts 
anderes als ein Paar a i a' von absoluten Zahlen (§ 77), eine imaginare 
Zahl nichts anderes als ein Pa ar [.x, fJJ von reellen Zahlen (§ 80). An 
diese Zusammenstellungen werden dann teilweise noch Aquivalenz
definitionen gekniipft, so daB vermoge der Aquivalenz die Gesamt
heit aller in Frage kommenden Formen in Formenklassen eingeteilt 

wird. So werden zwei Briiche -~ und :: dann und nur dann fiir 

aquivalent erklart, wenn (§ 74) 

a· b' = a'· b 

ist, zwei Paare von absoluten Zahlen a I a' und b. b' dann und nur 
dann, wenn 

a + b'= a' + b 

ist (§ 7.7). In einem solchen Fall ist das erste, was bewiesen werden 
muB, der Umstand, daB auf Grund der gewahlten Aquivalenzdefini
tion die Regel gilt (vgl. § 18): 

Wenn zwei Formen einer dritten aquivalent sind, so sind sie einander 
aquivalent. 

In allen Fallen werden dann zwei verschiedene Kompositionsarten 
der betrachteten Formen beziehungsweise der Formenklassen, eine 
additive und eine multiplikative, definiert, und es besteht dann der 
Hauptpunkt der Begriindung darin, daB fiir diese Addition und diese 
Multiplikation die Giiltigkeit der algebraischen Gesetze bewiesen wird. 
Zu den umgekehrten Operationen, der Subtraktion und Division, kann 
man dann hinter her ge1angen. Es ist iibrigens zu bemerken, daB es 
auch solche Verallgemeinerungen des Zahlbegriffs gibt, bei denen nur 
ein Teil der fiinf Gesetze von § 73 bestehen bleibt. 

Es ist selbstverstandlich gleichgiiltig, ob z. B. bei der Begriindung 
der "komplexen Zahlen" von reellen Zahlenpaaren [.x, fJ] oder von 
"Ausdriicken" .x + fJ i gesprochen wird, in denen das Symbol i eine 
rein form ale Bedeutung haben solI. Wesentlich ist nur, daB dem 
Beweis der algebraischen Gesetze eine klare Definition der Objekte, 
die betrachtet werden sollen, der Formen oder Formenklassen, und 
eine deutliche Erklarung der mit diesen Objekten vorzunehmenden 
Operationen vorausgeschickt wird. 

Man hatte sich friiher mathematischerseits damit begniigt, fiir 
Gleichungen, die im urspriinglichen Gebiet der absoluten ganzen 
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Zahlen keine Lasung hatten, Symbole einzufiihren, wie z. B. } fiir 
die Lasung der Gleichung 

3 x = I 

oder I - 3 fiir die Lasung der Gleichung 

X+3=I 
oder V - I fiir die Lasung der Gleichung 

X2 + I = 0 

und dann fiir die Rechnung mit diesenSymbolen und mit den urspriing
lichen Zahlen die Erhaltung der formalen Regeln zu fordern. 
H. HANKELl) hat dieses Verfahren als ein besonderes Prinzip, das 
"Prinzip der Permanenz der formalen Gesetze", bezeichnet. Wohl 
kann dieses Prinzip zur Auffindung neuer Zahlenarten fiihren oder 
auch zu einem Beweis dafiir hinleiten, daB eine neue Zahlenart, die 
gewissen Forderungen geniigen solI, wenn sie existiert, dem oder 
jenem Ansatz entsprechen muB. Niemals aber kann dieses sogenannte 
Prinzip eine wirkliche Begriindung zustande bringen, d. h. zum Beweis 
dafiir dienen, daB die Rechnung mit den neuen Zahlen nicht auf 
Widerspriiche fiihren wird. 

Dieses altere, ungeniigende Verfahren der Mathematiker hat philo
sophischerseits Folgerungen hervorgerufen, die ich als verkehrt be
zeichnen muB. So glaubt V AIHINGER geradezu im Widerspruch ein 
besonders tiefsinniges logisches Hilfsmittel zu erkennen und betrachtet 
einen groBen Teil der Mathematik von dem Standpunkt, daB dabei 
j edesmal eine nicht weiter begriindbare Fiktion wesentlich sein solI; das 
Imaginare, die sogenannten unendlieh fernen Punkte und die Methode 
des unendlich Kleinen werden dieser Auffassung unterworfen 2). Ieh 
glaube, daB nur wenige V AIHINGER und einer alteren Philosophensehule 
darin werden folgen wollen, im Widersprueh ein brauehbares Mittel 
des Denkens zu erblieken, und begniige mieh hier, auf die an anderen 
Stellen gegebenen Beispiele zu verweisen, wo die Zulassung eines sieh 
selbst widersprechenden Begriffs oder zweier einander widerspreehen
der Urteile jedesmal die sinnlosesten Ergebnisse zeitigt S). Was die 
Fiktionen betrifft, so kann man wohl heutzutage sagen, daB da, wo 
die Mathematiker allenfalls eine so1che gebrauchen, deren Bereeh
tigung wirklieh nachgewiesen werden kann 4). 

1) Theorie der komplexen Zahlensysteme, r867, S. ro. 
2) Vergl. die 4. Aufl. der Philosophie des Als ~b, 1920, S. 563 H., 517 ff. und 

532 H. Auch WUNDT hat in einer friiheren Schrift eine "Transcendenz" der 
Mathematik in Beziehung auf das Imaginare und das Unendliche (§ 87) an
genommen, scheint jedoch yon dieser Ansicht wieder zuriickgekommen zu sein. 

3) Vgl. § 188 und r06. 
4) Ygl. § 86 und 87. 

q* 
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DaB man nie vor Widerspriiehen sieher ist, wenn man neue Denk
objekte einfUhrt und fiir diese gewisse Einzelrelationen und allgemeine 
Gesetzesrelationen fordert, das mogen die beiden folgenden Beispiele 
zeigen. Ieh will drei Symbole i, k, j einfiihren und 

i2 = j2 = k2 = - 1 , i· j = k 

setzen. Man wird un mi ttel bar nicht erkennen konnen, daB diese 
angesetzten Relationen unter Voraussetzung des kommutativen und 
assoziativen Gesetzes der Multiplikation miteinander unvertraglich 
sind. Es ergibt sich j edoch nun 

+ 1 = (-1)' (- 1) = i 2. j2 = (i· i). (j. j) = (i· j). (i. f) = k· k = - 1. 

Das andere Beispiel ergibt einen Widersprueh, wenn neben den auf
gestellten Einzelrelationen auch nur das assoziative Gesetz der Multi
plikation vorausgesetzt wird. Ich setze namlich 

dann ist 
-1 = j. j = (i· k)· j = i· (k· j) = ~. (-i) = - i2 = + I. 

Mit Riicksicht darauf, daB wir nieht ganz beliebige Relationen 
setzen konnen, scheint mir der von G. CANTOR gelegentlich gebildete 
und von philosophischer Seite aufgenommene Ausdruek "freie Mathe
matik" an Stelle von "reine Mathematik" unzweckmaBig und irre
fiihrend1 ). Wir diirfen eben nicht neue Objekte und Zusammenset
zungen von solchen annehmen und fUr diese irgendwelche Relationen 
fordern, sondern miissen Zusammenstellungen von Zahlen und 
Zeichen als solche betrachten und nur solche Relationen einfUhren, 
die sich aus der Tatigkeit des Zusammenstellens und aus der Dber
fiihrung von Zusammenstellungen in andere von selbst ergeben, wobei 
dann nur wahre und deshalb vertragliche Relationen herauskommen 
konnen, und die Giiltigkeit der betreffenden allgemeinen Gesetze in 
einer ahnlichen Weise gezeigt werden kann, wie die Beweise bei den 
ganzen Zahlen gefiihrt worden sind. Es ist zuzugeben, daB auch in 
mathematischen Schriften gelegentlich noch gegen diese Regeln bei 
EinfUhrung von Symbolen gefehlt wird. 

§ 84. Die HAMILTONschen Quaternionen. 

Urn die Bedeutung der imaginaren Zahlen noeh mehr zu erlautern, 
will ich einige ihrer Verallgemeinerungen wenigstens erwahnen. Das 
einzige System dieser Art, das eine gewisse Bedeutung erlangt hat, 

1) Vgl. auch G. HESSENBERG, "Willkiirliche Sch6pfungen des Verstamies?" 
(Jahreshericht d. Deutsch. Mathematikervereinigung, Rd. T7. 19oR, S. T1.';.) 
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ist das der HAM1LTONSchen Quaternionen. Man betrachtet in diesem 
Falle Ausdriicke von der Form 

(1) IX+Pi+yf+~k, 

wobei IX, P, y, ~ reelle Zahlen und i, f, k rein formal aufzufassende 
Symbole sein sollen. Die Addition der Ausdriicke (1) wird in selbst
verstandlicher Weise durch Addieren der entsprechenden Teile voll
zogen, wobei dann augenscheinlich sowohl das kommutative als auch 
das assoziative Gesetz der Addition gelten wird. Will man nun zwei 
Ausdriicke (I) miteinander multiplizieren, z. B. das Produkt 

(I - 2 i + 5 f + 6 k)(3 + i-TO f - 8 k) 

bilden, so kombiniert man jedes Glied der ersten Klammer mit jedem 
Glied der zweiten. Soll dabei etwa das vierte Glied der ersten mit 
dem dritten Glied der zweiten Klammer verbunden werden, so multi
pliziert man die Zahlfaktoren und laBt die Symbole in ihrer Ordnung 
bestehen, so daB also aus dem Glied 6 k der linken und dem Glied 
- TO f der rechten Klammer die Zusammenstellung 

- 60kf 

und nicht etwa - 60 f k hervorgeht. In den so entstehenden 16 Glie
dern ersetzt man nun die Symbolzusammenstellungen gemaB der 
Tabelle: 

ii = - I, 

fi=-k, 

ki =f, 

if = k, 

ff=-1, 
kf = - i, 

ik=-j, 

jk =i, 

kk=-I, 

und zieht dann die Glieder zu einem Ausdruck der Form (I) zusammen. 
Durch dieses Verfahren wird das Produkt definiert. 

Auf Grund dieser Definition kann man beweisen, daB das Asso
ziativgesetz der Multiplikation und die beiden Distributivgesetze 

(2) x (y + z) = xy + xz 
und 

(y + z) x = y x + z x 

giiltig sind, worauf hier nicht naher eingegangen werden solI. DaB 
das eine, friihere Distributivgesetz sich hier in zwei Gesetze spaltet, 
liegt daran, daB hier das Kommutativgesetz der Multiplikation nicht 
besteht, so daB also die Gleichungen (2) und (3) verschiedene Bedeu
tung besitzen. DaB das Kommutativgesetz nicht erfiillt ist, erkennt 
man unmittelbar an der obigen Tabelle, in der i k gleich - j und 
k i gleich f angesetzt ist; es sind aber auch schon die in der Tabelle 
auftretenden Relationen 

i2 = f2 = k2 = -1, i· f = k, 
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wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, mit dem Fortbestehen 
aller Rechengesetze unvereinbar. 

Die Quaternionen besitzen noch die Eigenschaft, daB bei ihnen, 
genau wie bei den reellen und den gewahnliehen imaginaren Zahlen, 
das Produkt nur dann gleich Null sein kann, wenn einer der Faktoren 
gleich Null ist, d. h. es kannen in dem Produkt zweier Ausdriieke der 
Form (1) nur dann alle vier Koeffizienten gleieh Null sein, wenn dies 
auch bei einem der miteinander multiplizierten Ausdriicke der Fall ist. 

§ 85. Weitere Beispiele. 

J etzt mage ein einfaehes Beispiel gegeben werden, fiir welches 
das Kommutativgesetz der Multiplikation giiltig ist. Ieh will em 
"Symbol" i annehmen und fiir eine bestimmte ganze Zahl 1t die 
Relation 
(1) 

mit bestimmten reellen Zahlkoeffizienten eo, el, !22, ... en-r an
setzen. Die "Zahlen", die jetzt betraehtet werden sollen, sind die 
Ausdriieke 
(2) <Xo + <Xli + <X2i2 + ... + <xn_rjn-r, 

wobei aueh hier die Koeffizienten <Xo , (\'1, ••• , <Xn- r gewahnliche reelle 
Zahlwerte annehmen sollen. Je zwei Ausdriicke von der Form (2), 
die nicht in den Koeffizienten iibereinstimmen, gelten als verschiedene 
Objekte. 

Die Ausdriicke der Form (2) sollen nun gerade so nach den Regeln 
der gemeinen Buehstabenrechnung additiv und multiplikativ mit
einander kombiniert werden, als ob i eine wirkliche ZahlgraBe be
deutete; dabei sollen aber die bei der Multiplikation auftretenden 
"Potenzen" von i, deren Exponent haher ist als 1t - 1, stets ver
mage der Gleichung (1) auf einen Exponenten herabgedriickt werden, 
der kleiner als n istl). Um aber zu zeigen, daB diese formelle Art des 
Rechnens nieht in sieh auf Widerspriiche fiihren, d. h. ergeben kann, 
daB zwei der Ausdriicke, die nieht in den Koeffizienten iibereinstim
men, einander gleich zu setzen waren, muB die Sache etwas anders 
gewendet werden. 

Die Addition der Ausdriieke (2) samt ihren Gesetzen ist ohne 
weiteres deutlieh. Sollen aber zwei Ausdriicke qJ und 'I' von der Form 
(2) miteinander "multipliziert" werden, so heiBt dies, daB zunaehst 
qJ • '!jJ rein formell nach dem bekannten Verfahren des Ausmultipli
zierens zweier Klammern zu behandeln ist, daB man aber naehher 

1) Vgl. auch WEIERSTRASS. "Zur Theorie der aus n Haupteinheiten gebildetell 
komplexen GraBen", Gottinger Nachrichten 1884, S.395. 
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in das resultierende naeh "Potenzen" von j geordnete Polynom noeh 
mit dem Ausdruek 
(3) jn - (2n_1j1O-1 - (2"_2j1O-o - ••. - (22j2 -- (211 - (20 

formell hineindividiert, bis ein Rest, dessen Grad kleiner als n ist, 
iibriggeblieben ist. Dieser zuletzt erhaltene Rest, dessen Koeffizienten 
v6llig bestimmt sind, wie man aus den Regeln des algebraisehen 
Reehnens erkennt, so11 im Sinne der eben aufgestellten Theorie als 
da.s "Produkt" von qJ inlp gelten. Es ist deshalb hier ohne weiteres 
klar, daB 

rr • 'I' = ~p • 'P 
ist. 

Es llluB jedoeh bewiesen werden, daB, welln X eillell dritten Aus
druek der Form (2) bedeutet, aueh das Assoziativgesetz der Multi
plikation gilt, d. h., daB 

(4) 'P. ('I'. X) = ('P.1jJ). X 

ist. An und fur sieh ist es nieht dasselbe, ob ieh den Rest der Divi
sion in 1jJ • X suehe, diesen mit qJ durehmultipliziere und dann wieder 
den Rest bestimme, oder ob ieh zuerst den Rest von 'P. 1jJ suehe, 
dann mit ihm X multipliziere und sehlieBlieh noeh einmal in das 
letzte' Produkt mit (3) hineindividiere und den Rest feststelle. Es 
liiBt sieh jedoeh, wenn man den ReehenprozeB in Gedanken verfolgt, 
einsehen, daB beide Male ein aus Potenzen von j aufgebautes Polynom 
entsteht, das sieh von dem ungekurzten Produkt h6heren Grades l ) 

'P·1jJ·X 
nur urn eine dureh (3) ohne Rest teilbare Differenz unterseheiden 
kann. Da aber iu jedem Ausdruek in i nur ein zweiter gefunden 
werden kann, der von jenem eine dureh (3) teilbare Differenz hat 
und zugleich nur vom n - Iten Grade ist, so wird dadureh die 
Gleiehung (4) erwiesen. Ganz ebenso liiBt sieh aueh die Giiltigkeit 
des Distributivgesetzes erkennen. 

Es liegen also Zahlen vor, fur deren Addition und Multiplikation 
die siimtliehen funf Gesetze von § 73 gelten. Dabei besteht keine 
Gleiehung der Form 

flo + fll j + fl2 j2 + ... + fln _ 1 in - r = 0 , 
in der nieht 

flo = PI = fl2 = ... = fln-r = 0 
ware, da die Ausdrueke (2) siimtlieh voneinander versehieden sind. 
Fur den Fall, daB 

n = 2 , (20 = _. I , (21 = 0 

1) 1m Grunde habe ich hier vorausgesetzt, daJ3 die Koeffizienten dieses ungekiirzten 
Produkts von drei Faktoren davon unabhiingig ist, wie es il11 einzelnen gebildet wird; 
es liiJ3t sich dieses jedoch leicht einsehen. 
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gesetzt wird, und somit die Gleiehung (1) mit 

j2 =-1 

zusammenfiillt, ergeben sieh die gewohnliehen imagilliiren Zahlen. 
Wird jetzt 

eo = 1, 

angenommen, so heiBt die Gleiehung (1) nunmehr 

j4 = 1. 

Es ist also 
o = j4 - 1 = (j2 - 1) (j2 + 1) . 

Da naeh dem vorhin Bemerkten hier weder j2 - 1, noell j~ +- I 

gleieh Null ist, so liegt nunmehr eine merkwiirdige Abweiehung von 
dem in der Theorie der reellen und der gewohnliehen imaginiiren 
Zahlen giiltigen Satz vor, demzufolge ein Produkt nur dann gleieh 
Null ist, wenn einer seiner Faktoren den Wert Null hat. 

Man erkennt also, daB man trotz der Erhaltung der fiinf formalen 
Gesetzesrelationen doeh bei der Verallgemeinerung der komplexen 
Zahlen gewisse fiir die gewohnliche Algebra wiehtige Beziehungen 
aufgeben muB. 

G. F. LIPPS hat eine Verallgemeinerung der komplexen Zahlen 
aufgestelltI), die sieh mit dem eben besproehenen System nahe beriihrt. 
Er fiihrt ein iterierbares (potenzierbares) Symbol ein, dessen ntc 

Iteration wieder auf die urspriingliehe Einheit fiihren soll. Teh will 
das Symbol mit j bezeichnen. Es wird dann 

(5 ) 
sein, und j"+ I, j"-t-2, . .• wieder mit j, j2, . .. iibereinstimmen, so 
daB sieh aus den unendlieh vielen Iterationen des Symbols zusanunell 
mit der urspriinglichen Einheit nun gerade n verschiedene Einheitell 

(6) I , j , j2 , j 3, . • • 1 n - I 

ergeben. LIPPS betrachtet nun Aggrega te dieser n Einheiten, indem 
er zugleich annimmt, daB das aus allen n Einheiten bestehende, jede 
Einheit nur einmal enthaltende Aggregat sich selbst aufheben solI. 
Es sol1 also gestattet sein, das eben genannte Aggregat hinzuzufiigen, 
oder aueh, falls noch jede Einheit mindestens einmal vorhanden ist, 
es wegzunehmen oder ein vorgegebenes Aggregat durch mehrere sol
cher Hinzufiigungen und Wegnahmen "umzuwandeln". LIPPS be
zeichnet infolgedessen das Symbol j als den iterierbaren Denkakt, der 
mit dem in der urspriinglichen Einheit gesetzten Denkakt in "nglied
rigem Gegensatz" steht. Offenbar sol1 damit auf die Analogie mit 

I) Vgl. Philosophische Studien, herausgegeben von W. WUNDT, 14. Bd. (18g8), 

S. 214 bis 218, 
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der negativen Einheitl) hingewiesen werden, deren Eigenschaften das 
Symbol i fUr n = 2 annimmt, indem dann i2 = 1 und 1 + i = 0 ist. 

Die Addition zweier Aggregate wird lediglich durch Zusammen
werfen der Einheiten, aus denen sie bestehen, vollfUhrt; zum Zwecke 
der Multiplikation hat man jede Einheit des einen Aggregats mit 
jeder Einheit des anderen zusammenzustellen und ik il gemiiB der 
Gleichung (5) durch f zu ersetzen, wenn r der Rest ist, den die Summe 
k + I iibrigliiBt, nachdem mit der Zahl n in sie hineindividiert wor
den ist. 

Eigentlich miiBte man nun zwei Fragen stellen: 
I. Sind diese Festsetzungen mit dem Fortbestehen der Gesetze der 

.Hgebra uberhaupt vertraglich? 
II. Bringen diese Festsetzungen im Zusammenhang 'mit den Ge

setzen der Algebra es vielleicht mit sich, da[3 auch Aggregate einander 
gleichgesetzt werden mussen, die nicht in der oben beschriebenen Weise 
ineinander ttmwandelbar sind. 

Die erste Frage ist von LIPPS nicht untersucht worden. Hinsicht
lich der zweiten glaubt er, gefunden zu haben, daB sich infolge der 
getroffenen Festsetzungen im Fall n = 4 auch das Aggregat i2 + 1 

gleich Null ergebe 2), so daB also in diesem Fall dem Symbol i die 
Eigenschaften der Quadratwurzel aus - 1 zukiimen. Dieses ist je
doch nicht der Fall. Man kann niimlich beide Fragen a11gemein fUr 
ein beliebiges n ~uf folgende Weise behandeln. Man betrachte zwei 
Aggregate dann und nur dann als iiquivalent, wenn sie in der oben 
erwiihnten Weise ineinander umgewandelt werden k6nnen. Man 
erkennt sofort, daB zwei Aggregate, die einem dritten iiquivalent sind, 
auch einander iiquivalent sind, und daB Aquivalentes zu Aquivalentem 
addiert Aquivalentes ergibt. A11es kommt jetzt nur noch darauf an, 
zu beweisen, daB auch Aquivalentes mit Aquivalentem multipliziert 

1) Vgl. hierzu meine Auseinandersetzungen in § 77. 
2) Es ist j2. j2 = I und j2. I = j2. LIPPS schlieBt nun aus dem ZUSallllllen

bestehen zweier Gleichungen der Form v x = y und v y = x , daB, falls das Symbol v 
einen von I verschiedenen Wert. hat, x + y = 0, d. h. also im obigen Fall j2 + I = 0 
sein mnB (vgl. a. a. 0., S.2I5, Zeile II-8 von unten). Dieser.SchluB erscheint an 
einer friiheren Stelle in einer genauer begriindeten Form (a. a. 0., S. 2II, Zeile 19-20). 
Hier schlieBt LIPPS aus dem angegebenen Gleichungspaar zuerst auf die Gleichung 
v (x + y) = x + y, die auch in die Form (v- I) (x + y) = 0 gesetzt werden kann, 
und dann auf die Relation x + y = o. Der SchluB ware in Ordnung, wenn der Satz 
benutzt werden diirfte, daB ein Produkt nur verschwinden kann, wenn einer seiner 
Faktoren verschwindet. In der Tat weist LIPPS an dieser Stelle auf den von ihm vor
her (S. 191, Gleichung 3) aufgestellten "axiomatischen Satz" hin: ist IX a = 0 , so ist 
entweder IX = 0 oder a = 0; er hat jedoch sein Axiom nur fiir die Multiplikation der 
Einheiten (S. 190) aufgestellt. Spater kennt LIPPS (a. a. 0., S.235) Produkte, die 
verschwindeu, ohne daB einer der Faktoren das tut, und will so1che Produkte nicht 
aUS seiner Betrachtung ausschlieBen. 
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Aquivalentes ergibt, was moglich ist, aber hier nicht ausgefiihrt 
werden so11. Nachher kann man die Aggregate auf Klassen von unter
einander aquivalenten verteilen und die Rechengesetze beweisen. 
Damit ist dann die Frage I bejaht und II verneint, da die Verschieden
heit nicht aquivalenter Aggregate mit den Rechengesetzen und den 
getroffenen Festsetzungen zusammen bestehen kann. 

Die Sache kann aber auch von clem folgenden Stanclpunkt aus 
betrachtet werden. Die untersuchten Aggr ega te konnen in der Form 

(7) /'io + /11 j + (32 j2 + ... + /1n- I j ,,- I 

dargestellt werden, wobei die Koeffizienten (3 nichtnegative gallzc 
Zahlen bedeuten, und diese Ausdriicke noch einem Aquivalenzhegriff 
unterworfen werden. Es sind namlich zwei Ausdriicke der Form (7) 
dann und nur dann als einander aquivalent anzusehen, wenn einer 
der beiden aus dem anderen dadurch entsteht, daB zu den samtlichell 
Koeffizienten /3 dieselbe ganze Zahl hinzugefUgt wird. Es hat nUll 
bereits LIPPS l ) darauf aufmerksam gemacht, daB infolge der getrof
fenen Festsetzungen die Subtraktion einer der n Einheiten (6) der 
Addition a11er anderen gleichbedeutend, und daB deshalb die 8ub
traktion hier stets ausfiihrbar ist. Es liegt deshalb nahe, bei cler Um
wandlung der Ausdriicke zuzulassen, daB auch jederzeit a11e Koef
fizienten urn gleichgroBe ganzzahlige Betrage, selbst ins Negative 
hinein, vermindert werden konnen. Auf diese Weise.kann aber in (7) 
der Koeffizient /3n-r von jn-r stets gleich Null gemacht werden, 
so daB nun die untersuchten Zahlen in der Form 

(30 + (3] j + /32 j2 + . . . + /3n _ 2 jn - 2 

dargestellt werden konnen, wobei dann zwei solche Ausdriicke, wenn 
sie verschiedene Koeffizienten haben, niemals als aquivalent anzu
sprechen sind. 

Es laBt sich nun nach einiger Dberlegung erkennen, daB die von 
LIPPS betrachteten Zahlen sachlich sich mit denjenigen cler im An
fang dieses Paragraphen auseinandergesetzten Zahlen decken, die mall 
erhalt, wenn die Zahl n - I fUr n und die Gleichung 

(8) jn- I = _ 1- j _ j2 _ fl _ ... _ jn- 2 

an Stelle der obigen Gleichung (I) gesetzt wird, wobei a11erdings jetzt 
die Beschrankung auf ganzzahlige Koeffizienten gefordert wird, was 
aber im iibrigen der Beweisfiihrung keinen Eintrag tut. Die G1ei
chung (5) ergibt sich nun von selbst aus (8), da man durch b10Be 
Umrechnung 

(jn .. I) = (j -- I) (j"- I + j"-2 + ... + j2 + j 1- r) 

1) a. a. 0., S. 212, S 214 unten. 
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findet. Obwohl sich nun die Gleichung 

(9) jZ + r = 0, 

auch wenn 1t gerade ist, nicht als Folge von (8) und (5) ergibt, so ist 
sie doch mit den beiden letztgenannten Gleichungen fur ein gerades 
n, das groBer als 2 ist, vertraglich, da man ja auch Gleichung (9) in 
der friiheren Definition an Stelle der Gleichung (r) treten lassen kann, 
und sich dann fur n = 2 k > 2, wie man sofort sieht, die Glei
chungen (5) und (8) von selbst ergeben. 

DaB man jedoch auf Widerspruche stoBen kann, wenn man ohne 
nahere Untersuchung fiir ein Symbol j zwei Relationen fordert, zeigt 
das folgende Beispiel. Setzt man gleichzeitig 

j4 = I 

und j3 + j2 + j + 2 = 0, 

so erhalt man zUllachst durch reines Umrechnen 

5 = (j2 + 2 j + 3) [j4 - I] - (j3 + j2 + j - 4) [j3 + j2 + j + 2] 

und dann, mit Riicksicht darauf, daB die in den eckigen Klammern 
stehenden Ausdrucke gleich Null sind, 

5=0. 

§ 86. Potenzlinie. Imaginare Schnittpunkte von Kreisen. 

reh kehre zu den gewohnlichen imaginaren Zahlen IX + {J i zuruck. 
Sie haben auch fiir die Geometrie Bedeutung, einmal durch die in 
§ 79 auseinandergesetzte geometrische Darstellung dieser Imaginaren 
und dann noch auf eine ganz andere Art. 

Es mogen zunachst rein geometrisch in der Ebene zwei Kreise 
betrachtet werden, die sich in den Punkten 51 und 52 schneiden. Auf 
der Verbindungslinie 5 1 5 z sei irgendein Punkt P gewahlt, durch den 
noch zwei Sekanten PTI Tz und P U l U2 der 
beiden Kreise gezogen seien (Abb. 16r). Nach 
einem bekannten Satz von den Kreissekanten ist 

(I) PT1 • PTz = P51 • P52 
und 
(2) PUl • PUz = P5I • P5 z , 

woraus folgt, daB auch 

(3) PTl ·PTz =PUl ,PU2 

sein muB 1). Abb.161. 

1) Die Gleichungen (1), (2) und (3) gelten auch mit Vorzeichen, wenn z. B. das 
Produkt PT1 • PTa positiv oder negativ gerechnet wird, je nachdem die Richtungen 
von P nach Tl und von P nach T2 libereinstimmen oder entgegengesetzt sind. Das 
letztere tritt ein, wenn der Punkt P zwischen Tl und T2 gelegen ist. 
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Das in der Formel (3) ausgedriickte Ergebnis kann auch so aus
gesprochen werden: Die Potenz des Punktes P ist fiir den einen Kreis 
dieselbe wie fiir den anderen. Es heiBt deshalb die Gerade 5 1 5 2, 

deren samtliche Punkte P durch die eben genannte Eigenschaft aus
gezeichnet sind, die Potenzlinie der beiden Kreise. Lassen sich ins
besondere von P Tangenten P A und P B an die beiden Kreise ziehen 
(s. d. Abb.), so ist nach den bekannten Satzen vom Kreis auch 

PA2 = PT1 • PT2 
und PB2 = PU1 • PU2 
und deshalb im Hinblick auf (3) auch 

PA2=PB2, 
<1. h. es sind die Tallgentenabschnitte von P bis an die Kreise eillallder 
gleich. 

Werden die beiden Kreise jetzt analytisch-geometrisch betrachtet, 
so sind 
(4) 
und 
(5) 
ihre Gleichungen (vgl. § 40). Da nun der Punkt 51 beiden Kreisen 
angehort, so miissen seine Koordinaten x, y sowohl der Gleichung (4), 
als auch (5), somit auch der Gleichung geniigen, die dadurch entsteht, 
daB man (5) von (4) abzieht. Es geniigen also die Koordinaten des 
Punktes 51 der Gleichung 
(6) (a 1 - b1) x + (a2 - b2) y + (aa - ba) = o. 
Dasselbe muB aber auch von den Koordinaten des Punktes 52 geltell. 
Die Gleichung (6) stellt nach § 38 eine gerade Linie vor, wenn x und y 
in der Gleichung als "laufende Koordinaten" aufgefaBt werden. Auf 

Ord-ke dieser Geraden liegen also die beiden 
p 

Punkte 51 und 52' Die Gerade (6) ist 
somit die Verbindungslinie von 51 und 

Absz.-AA'e 52 und deshalb auch die Potenzlinie 
--,d--i---;;I--+--~--+'-=~ cler beiden Kreise. 

Abb. r62. 

Werden nun zwei andere Kreise, 
beide mit dem Radius a angenommen, 
so daB der eine im Anfangspunkt der 

Koordinaten, der andere im Punkt der Abszissenachse mit der Ab
szisse 3 a seinen Mittelpunkt hat (Abb. I62), so treten an Stelle der 
Gleichungen (4) und (5) die Gleichungen 
(7) 
und 
(8) (x - 3 a)2 + y2 - a2 = 0, 
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und man erhalt durch Subtrahieren der letzten Gleichung von der 
vorhergehenden 

6 ax - 9 a 2 = 0, 

welche Gleichung auf 

(9) 3a x = ----
z 

hinauskommt. Diese Gleichung tritt also an Stelle von Gleichung (6). 
Es ist nun schon aus der Symmetrie der Figur ersichtlich, daB 
die von einem Punkt P der Geraden (9) an die Kreise gezogenen 
Tangentenabschnitte PA und PB einander gleich sind. Es ist also 
wiederum durch die Gleichung, welche durch Subtrahieren der Kreis
gleichungen entstanden ist, in diesem Fall durch die Gleichung (9), 
die Potenzlinie der beiden Kreise dargestellt, obwohl die Gerade (9) 
jetzt nicht mehr die Verbindungslinie (ree1ler) gemeinsamer Punkte 
der beiden Kreise ist. 

Setzt man jedoch jetzt den Wert aus (9) in die Gleichungen (7) 

und (8) ein, so ergibt sich iibereinstimmend y = ± i--v - 5 = ± i- v'S . i, 
wo wieder i die gewohnliche imaginare Einheit bedeuten solI. Es 
geniigen also die beiden "imaginaren Punkte" mit den Koordinaten
werten 

(10) 

den beiden Kreisgleichungen (7) und (8) und der Geradengleichung (9); 
d. h. man kann sagen, daJ3 die Gerade (9) die Verbindungslinie der 
beiden imaginaren Schnittpunkte (10) der Kreise (7) und (8) ist. Die 
Potenzlinie der beiden Kreise ist also auch in diesem Fall die Ver
bindungslinie der Schnittpunkte der Kreise, nur mit dem Unter
schied, daJ3 die Schnittpunkte nunmehr imaginar sind. 

Man konnte versucht sein, zu sagen, die imaginaren Punkte seien 
eine reine Fiktion; jedoch kann die neue Auffassung zu Schliissen 
dienen und auf bestimmte Satze fiihren, die eine reale Bedeutung 
haben. So kann man z. B. erkennen, daB es durch einen (wirklichen, 
d. h. reellen) Punkt Q der Ebene einen und nur einen Kreis gibt, der 
mit jedem der beiden genannten Kreise zusammen dieselbe Potenz
linie hat wie diese beiden mit einander, vorausgesetzt, daJ3 der PunktQ 
nicht gerade auf dieser Potenzlinie gelegen ist. Diese Tatsache laJ3t 
sich namlich jetzt unter den Satz subsumieren, daJ3 durch drei 
Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, gerade ein Kreis ge1egt 
werden kann. 

Sollen jedoch solche Schliisse zwingend sein, so muJ3 natiirlich fiir 
sie noch eine Grundlage gefunden werden. Diese Grundlage besteht 
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darin, daB wir zunachst die Ebene auf die reelle zweifache Zahlen
mannigfaltigkeit abbilden (§ 41), d. h. den Punkten der Ebene die 
reellen Zahlenpaare x, y und den Geraden, Kreisen usw. diejenigen 
einfachen Mannigfaltigkeiten von Zahlenpaaren zuordnen, die gewissen 
Gleichungen geniigen. Nachdem dies geschehen ist, erweitern wir die 
Mannigfaltigkeit der reellen Zahlenpaare x, y in die Mannigfaltigkeit 
der komplexen Zahlenpaare x, y . Wir setzen also x = iX + fJ i , 
Y = )' + (j i. Das Element (der "Punkt") der neuen Mannigfaltigkeit 
hangt somit von vier reellen Zahlen iX, fJ, ?" (j ab, weshalb nun
mehr eine vierfache Mannigfaltigkeit vorliegt. In dieser Erweiterung 
der betrachteten Mannigfaltigkeit, durch welche neue Elemente ein
treten, die zugleich neue Relationen der alten Elemente vermitteln 
konnen, beruht im Grunde die logische Bedeutung des eingefiihrten 
Hilfsmi ttels 1) . 

Damit aber strenge Schliisse und nicht etwa bloBe Analogie
betrachtungen vorliegen, muB nun auch bewiesen werden, daB in'dem 
erweiterten Gebiet die analogen Satze wirklich gelten. Z. B. muB 
bewiese n werden, daB durch drei im allgemeinen imaginare "Punkte" 
wenn sie nicht auf einer Geraden gelegen sind, gerade ein "Kreis" 
geht. Dies bedeutet, daB die Koeffizienten einer Gleichung von der 
Form 

X2 + y2 + a1x + a2 y + a3 = 0 

gerade bestimmt werden konnen durch die Bedingung, daB die Glei
chung fiir drei im allgemeinen imaginare Zahlenpaare 

die aber einer bestimmten anderen Gleichung nicht geniigen, erfiillt 
ist. Da dieser Beweis und zugleich andere ahnliche Beweise gefiihrt 
werden konnen, sind auch die gemachten Anwendungen des Ima
ginaren in der Geometrie erlaubt. 

Hinsichtlich der obigen Anwendung ist noch zu bemerken, daB 
fiir den durch den reellen Punkt Q und die imaginaren Punkte (ro) 
gelegten Kreis die Koeffizienten aI, a2 , a3 der Kreisgleichung deshalb 
reell herauskommen, weil die beiden Punkte (10) zueinander konju
giert imaginar sind 2). Es laBt sich schlieBlich in der Tat ein reeller 
Kreis nachweisen. 

1) Der Sachverhalt ist von NATORP sehr gut gekennzeichnet worden, indem er 
(a. a. 0., S. 247 un ten) sagt: "Die Gliltigkeit eines durch die komplexe Zahl erhaltenen 
Ergebnisses flir reelle Zahlen ist dann urn nichts ratselhafter, als daJ3 ein geometrischer 
Beweis, der auf n Dimensionen Bezug nimmt, eine Aussage in bezug auf n-I Dimen
sionen begrlinden kann." 

2) Zwei Koordinatenpaare von der Form ex + fJ i, )' + 0 i und IX ~ fJ i, )' - (j i 
stellen konjngiert imaginare Punkte yor (vgl. S. 201, Anm. r). 
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§ 87. Unendlich ferne Punkte . 

.Ahnlich wie mit der Einfiihrung der imaginaren Punkte verhalt 
es sich auch mit der Einfiihrung der sogenannten unendlich fernen 
Punkte in die Geometrie, obwohl es sich hier zunachst nicht urn 
imaginare Koordinatenwerte handelt. Zuerst sollen neue Koordinaten, 
die "homogenen Koordinaten", eingefiihrt werden. Statt dem Punkt 
der Ebene die gewahnlichen rechtwinkligen Koordinaten x und y 
zuzuordnen, ordnet man ihm drei Zahlen ~, 'YJ, z: zu, welche mit den 
beiden rechtwinkligen Koordinaten dnrch die Gleichungen 

(r) 

verkniipft sind; hier darf aber vorerst die dritte der GraBen, nam
lich Z:, nicht gleich Null sein. J edem dieser Einschrankung entspre
chenden Zahlentripel ~, 1/, z: entspricht ein Punkt der Ebene, wahrend 
umgekehrt j edem Punkt der Ebene unendlich viele solcher Zahlen
tripel ~ (l, 'YJ (l, C (l entsprechen, die alle aus einem von ihnen, namlich 
~,'YJ, C, durch Multiplikation mit einer von Null verschiedenen Zahl e 
hervorgehen. Solche Zahlentripel sind einander aquivalent, d. h. wer
den nicht als wesentlich voneinander verschieden angesehen. Die 
Zahlen eines Tripels sind also nur "Verhaltniszahlen", und es bilden 
deshalb die samtlichen Zahlentripel nicht eine dreifache, sondern nur 
eine zweifache Mannigfaltigkeit von wesen tlich verschiedenen Ob
jekten. 

Eine Schar von parallelen Geraden ist nun in gewahnlichen Ko
ordinaten dnrch die Gleichungen 

(2) 

ax + by + C1 = 0, 

ax + by + C2 = 0, 

ax + by + C3 = 0, 

beschrieben (§ 39). Fiihrt man die neuen Koordinaten ~, 1/, z: ver
mage der Gleichungen (r) in die Gleichungen (2) der parallelen Geraden 
ein, so erhalt man, wenn gleichzeitig die Nenner dur.ch Heraufmulti
plizieren fortgeschafft werden, 

a ~ + b 1) + C1 z: = 0 , 

a~+b1)+c2Z:=0, 

a~+b'YJ+c3Z:=o, 

Diese neuen Gleichungen sind homogen, weshalb auch die Verhaltnis
zahlen~, 'YJ, Z:, in denen diese Gleichungen geschrieben sind, als "homo
gene Koordinaten" bezeichnet werden. 
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LiiBt man nunmehr aueh solche Zahlentripel ~, 1], 1; zu, in denen 
1; = 0 ist, so lassen die neuen Gleiehungen (3) eine neue gemeinsame 
Losung zu: 

~=-b, 1}=«, 1;=0. 

Man gestattet sieh nun die Ausdrueksweise, diese "analytische" Lo
sung (§ 41) als den den parallelen Geraden gemeinsamen "unend.lich 

/ fernen Punkt" zu bezeiehnen. Diese Ausdrueksweise 

~/ / findet ihre Grundlage in der'ratsache, daB ein Punkt, 

~
. der sich auf einer der Geraden ins U nendliche be-

h wegt (Abb. 163), zwei ins Unendliche wachsende Ko-
ordinaten x und y besitzt, fur! welche sieh das 
Verhiiltnis unbegrenzt dem Verhiiltnis - b : a an-

Abb. 163· niihertl). 1m Grunde ist der unendlich ferne Punkt 
dureh eine Richtung repriisentiert. 

Die 'ratsache, daB in gewissen Lehrsiitzen eine Schar von paralle1en 
Geraden dieselbe Rolle spielt wie eine Schar von Geraden, die durch 
einen Punkt hindurchlaufen, wird durch die Einfiihrung des fi kti ve 11 

unendlich fern en Punktes zur Darstellung gebraehP), und es kann 
der Umstand, daB dieser den Schlussen in einem bestimmten Be
griffsgebiet zugrunde gelegt werden darf, sowohl "synthetiseh" 
(d. h. hier rein geometriseh), als aueh "analytiseh" (d. h. hier mit 
Hilfe der Koordinatengeometrie) bewiesen werden 3). Die homo
genen Koordinaten bieten den Vorteil, daB dem unendlieh fernen 
Punkt ein wirkliches Gebilde entsprieht, niimlich drei Verhiiltnis
zahlen, deren dritte gleieh Null ist. In iihnlicher Weise, wie die Mannig
faltigkeit der reellen Zahlen bei der Hinzufiigung der Imaginiiren er
weitert wird, werden hier die homogenen Zahlentripel durch das Auf
geben jener Einsehriinkung, daB die dritte Zahl von Null verschieden 
sein soll, erweitert. In diesem Fall erfiihrt allerdings die Ordnung 
(Dimension) der vorliegenden Mannigfaltigkeit keine ErhOhung, in
dem, geometrisch gesprochen, in der Ebene nur der zweifaehen Mannig
faltigkeit der wirkliehen (endlichen) Punkte noeh die einfaehe Mannig
faltigkeit der Richtungen angegliedert wird. 

1) GewissennafJen haben die Gleichungen (2) die Ilisung 

-b 
X=-, 

o 

was aber nicht iill eigentlichen Sinne, sondern nur im Sinne einer iiir jede einzelne 
Gleichung besonders zu vollziehenden Grenzanniiherung zu verstehen ist, da Brilche 
mit dem Nenner Null unzuliissig sind. 

2) Der Sachverhalt ist von NATORP sehr richtig zum Ausdruck gebracht worden 
(a. a. O. S. 217). 

") Vgl. S. 36, Anm. 
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Urn die Bedeutung und den Gebrauch des unendlich fernen Punktes 
noch deutlicher ins Licht zu setzen, will ich ein zweites Beispiel geben. 
Die Gleichung 

stellt in gewohnlichen Koordinaten eine Hyperbe1 dar. Fiihrt man 
hierin wieder vermoge der Gleichungen (I) die homogenen Koordi
naten ~, 1], (; ein, so erhalt man die homogene Gleichung 

~2 1;2 0 -- - - - C" = 0 m2 n2 • 

Diese la13t die beiden Losungen 

(5) ~ = m, I] = n , t = 0 

und 
(6) ~ = -m, I} = n, (; -.0 

zu, welche dem Umstand entsprechen, daB ein auf einem Hyperbel
zweig ins Unendliche hinauswandernder Punkt P (Abb. 164) unend
lich wachsende Koordinaten aufweist, deren 
Verhaltnis sich entweder dem festen Ver
haltnis m: n oder dem festen Verhaltnis 
- m : n nahert. 

Die Gleichung der Tangente der Hyperbel 
(4) in dem Punkt, der die rechtwinkligen 
Koordinaten a, b besitzt, ist in rechtwink
ligen Koordinaten 

(Jrd.-/Lre 

ax by 
(7) ---=I Abb. I64· m2 n2 • 

Fiihrt man fUr den Punkt, in dem die Tangente gezogen war, vermoge 
der Gleichungen 

(8) 
lX {J 

a=- b=-
y' y 

gleichfalls homogene Koordinaten lX, {J, y ein, so geht die Gleichung (7) 
vermoge (I) und (8) in die homogene Gleichung 

lX~_{J1]_yt=o 
m 2 n2 -

iiber. Setzt man hier fiir lX, {J, y nacheinander die unendlich fernen 
Punkte (5) und (6) ein, so erhalt ~an die beiden Geraden 

~ 1] 
---=0 
m n 

und 
~ 1] 

------ = o. 
m n 

Holder, Mathematische Methode. JS 
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Dies sind die beiden Asymptoten der Hyperbel, denen sich die 
ins Unendliche verlaufenden Zweige unbegrenzt annahern (s. d. Abb.). 

Es laBt sich allgemein zeigen, daB die ins Unendliche verlaufenden 
Zweige derjenigen Kurven, die durch algebraische Gleichungen dar
gestellt werden, unter bestimmten Umstanden solche Asymptoten 
besitzen, und daB diese dann als "Tangenten in den unendlich fernen 
Punkten" aufgefaBt werden durfen. 

§ 88. Imaginare unendlich ferne Punkte. 

Man kann naturlich auch das Imaginare in die Geometrie ein
fuhren und auBerdem noch die Gleichungen homogen machen, wo
durch man dann auf "imaginare unendlich ferne Punkte" gefiihrt 
wird. Die Gleichung eines Kreises hat in gewohnlichen Koordinaten 
die Form 
(r) X2 + y2 + a1x + a2 y + aa = 0 

(§ 40), woraus sich die homogene Gleichung 

t'l + 'fJ2 + al ~ 1; + a2 'fJ 1; + as 1;2 = 0 

ergibt. Die letzte Gleichung ist erfullt fur 

(2) ~ : 17 : 1; = r : i : 0 

und fur 
(3) ~ : 17 : 1; = I : - i : 0 , 

wofern wieder mit i die imaginare Einheit f - r bezeichnet wird. 
Da nun die Verhaltniszahlen (2) und (3) von den in (r) vorkommenden 
Koeffizienten aI, a2 und as vollig unabhangig sind, so kann man sagen, 
daB jed e durch eine Gleichung von der Form (r) dargestellte Kurve, 
d. h. also, daB jeder Kreis durch dieselben beiden imaginaren unend
lich fernen Punkte (2) und (3) hindurchgeht. Diese beiden Punkte 
werden kurz die unendlich fernen Kreispunkte genannt. Der Kreis 
ist ein spezieller Fall einer Kurve zweiter Ordnung, und es laBt sich 
auch umgekehrt zeigen, daB eine reelle Kurve zweiter Ordnung, 
wenn sie die beiden unendlich fernen Kreispunkte enthalt, stets ein 
Kreis sein muB. 

Es gilt allgemein der Satz, daB durch funf Punkte, von denen 
. keine drei in einer Geraden liegen, eine Kurve zweiter Ordnung (ein 

Kegelschnitt, vgl. § 40) gelegt w&den kann, und daB diese Kurve 
durch die funf Punkte auch vollig bestimmt ist. Dieser Satz, der sich 
rechnerisch - wie die Mathematiker sagen, "analytisch" - beweisen 
laBt, bleibt in diesem seinem arithmetischen Sinn bestehen, wenn es 
sich urn sogenannte Punkte und Kegelschnitte handelt, die imaginar 
sein durfen. Hieraus ergibt sich aber, daB durch drei endliche reelle 
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Punkte, die nicht in einer Geraden liegen, und durch die beiden imagi
naren Kreispunkte stets eine Kurve zweiter Ordnung gelegt werden 
kann. Es wird dies dann ein Kreis (s. 0.), der infolge des Umstandes, 
daB die unendlich fernen Kreispunkte [(2) und (3)] konjugiert imaginar 
sind 1), sich als reell herausstellt. Es kann also der Satz, daB ein Kreis 
durch drei beliebige, nicht in einer Geraden gelegene Punkte gelegt 
werden kann und dadurch bestimmt ist, als ein besonderer Fall jenes 
von den Kurven zweiter Ordnung angefiihr
ten Lehrsatzes angesehen werden. 

Urn noch eine Anwendung der unendlich 
fernen Kreispunkte zu haben, betrachten wir 
jetzt die Schar der samtlichen Kreise, die 
durch zwei (wirkliche) Punkte hindurchgehen. 
Mit Riicksicht auf die unendlich fernen Kreis
punkte stellt diese Schar einen Sonderfall 
von einer solchen Schar von 

oS 

Abb.165· 

Kurven zweiter Ordnung vor, 
die alle durch dieselben vier 
Punkte gehen. Eine durch vier 
wirkliche Punkte bestimmte 
Schar von Kurven zweiter Ord-

k ~' --:fi':::::::"~----::8:-;t, -:'8~II';;T'-=::C~~,<::"--Q 

nung besitzt eine wichtige Eigenschaft. 
Schneidet man diese Schar durch eine 
gerade Linie s und greift man aus der 
Schar irgendwelche drei von den Kurven 
heraus (Abb. 165), welche von der Geraden 
s in A und A', in B und B' und in C und 
C' geschnitten werden, so besteht zwi

Abb.166. 

Abb. 167· 

schen den drei Punktepaaren A, A'; B,B'; C, C', die auf s ent
standen sind, eine eigentiimliche Relation, die sich darin auBert, 
daB iiber den drei Punktepaaren auch die geradlinige Konstruktion 
von Abb. 166 ausgefiihrt werden kann. Diese Relation bedeutet 
eine Abhangigkeit des einen dersechs Punkte A, A', B, B', C, C' von 
den fiinf anderen und kann auch in der Formel 

BC· AB' · C'A' + B'C'· A'B· CA = 0 

zwischen den auf s gebildeten und mit Vorzeichen behafteten gerad
linigen Abschnitten ausgedriickt werden. Dieselbe Relation besteht 
zwi1'chen den drei Punktepaaren, die von irgendwelchen drei Kreisen 
der obigen Kreisschar auf einer Geraden s ausgeschnitten werden 
(Abb. 167). 

1) Vgl. S. 222, Anm. 2. 

[-* ) 
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ElHer A b s chni tt. 

Hohere Arithmetik der reellen Zahlen. 

§ 89. Zerlegung der Zahlen in Primzahlen. 

Die hohere Arithmetik, die auch Zahlentheorie genannt wird, 
befaBt sich mit gewissen besonderen Eigenschaften der ganzen Zahlen. 
Dabei sollen jetzt nur reelle ganze Zahlen betrachtet werden 1). Ich 
will die Zerlegung dieser Zahlen in Primzahlen betrachten. Unter 
einer Primzahl versteht man eine solche ganze Zahl, die nur durch 
die Einheit und durch sich selbst ohne Rest teilbar ist. Aus dieser 
Begriffsbestimmung ergibt sich sofort, daB jede (ganze) Zahl in ein 
Produkt von Primzahlen aufgelost werden kann. Es kann namlich 
die Zahl a, wenn sie nicht selbst eine Primzahl ist, in die Form 

(r) 

gesetzt werden, wobei a l und bi beide groBer als I sind. Nun liegt 
entweder eine Zerlegung in Primzahlen vor, oder es ist mindestens 
eine der beiden Zahlen a l und bi keine Primzahl. Ich nehme im 
letzten Fall diejenige der beiden Zahlen, die nicht Primzahl ist, oder, 
wenn sie es beide nicht sind, irgendeine von den beiden und setze z. B. 

(2) 

wobei wieder a2 und b2 groBer als I sind. Aus den Gleichungen (r) 
und (2) folgt nun, daB 

a = a2 • b2 • bi 

ist. Entweder liegt nunmehr eine Auflosung der Zahl a in ein Pro
dukt von Primzahlen vor, oder es laBt sich wiederum einer der jetzt 
vorhandenen Faktoren durch zwei Faktoren ersetzen. Offenbar kann 
man in dieser Weise fortfahren, solange man kein Produkt von Prim
zahlen erhalten hat. Da aber jedesmal ein Faktor hinzukommt und 
die Faktoren alle mindestens gleich 2 sein miissen, so muB das Ver
fahren zu einem AbschluB gelangen 2). 

J ede Zahl, die nicht selbst eine Primzahl ist, kann also als ein 
Produkt von Primzahlen dargestellt werden, wobei natiirlich dieselbe 
Primzahl auch mehrfach als Faktor auftreten kann. Das Verfahren, 
durch das wir die Existenz der Zerlegung dargetan haben, kann in 
der Regel auf sehr verschiedene Arten ausgefiihrt werden, wie denll 

1) Es gibt auch eine h6here Arithmetik der im komplexen Gebiet als ganz bezeich
neten Zahlen, auf die jedoch nicht niiher eingegangen werden sol1. 

2) Und zwar nach hochstens v Schritten, wenn die Zahl v so groJ3 gewiihlt ist, 
daJ3 2 v+2 groJ3er als a ist, da ja dann a hochstens gleich einem Produkt von l' + I 

Faktoren sein kann, wenn diese mindestens gleich 2 sind. 



§ 89. ZERLEGUNG DER ZAHLEN IN PRIMZAHLEN. 229 

schon die Zerlegung der Zahl a in zwei Faktoren, mit der das Ver
fahren beginnt, meist auf verschiedene Weise moglich ist. Es ist des
halb durchaus nicht selbstverstandlich, daB die schlieBlich sich er
gebende Zerlegung in Primzahlen fiir jede gegebene Zahl a, natiirlich 
abgesehen von der Reihenfolge der Primzahlfaktoren, die immer noch 
abgeandert werden kann, eindeutig bestimmt ist. DaB dies so ist, 
ist der wichtigste Lehrsatz dieser Zerlegungstheorie. 

Vor dem Auftreten von GAUSS I) haben die Mathematiker kein 
Bediirfnis gefiihlt, diesen Eindeutigkeitssatz zu beweisen. Offenbar 
hat dabei der Vergleich mit einer Zerlegung in "letzte Elemente" eine 
Rolle gespielt und den Gedanken hervorgerufen, daB man bei jeder 
Art der Ausfiihrung jenes Verfahrens doch nur die Elemente finden 
kanne, die in der Zahl "enthalten" seien. Zahlen sind aber keine letz
ten Elemente im logischen Sinn. Primzahlen sind zwar nicht multi
plikativ, aber doch additiv zerlegbar, und es folgt z. B. daraus, daB 
PI und P2, jedes fiir sich, wenn man die Eins und die Zahl selbst nicht 
rechnet, keine Teiler haben, jedenfalls nicht unmittelbar, daB nicht 
das Produkt Pl' P2 noch einen von PI und P2 verschiedenen Teiler 
Pa haben kannte, so daB dann 

PI P2 = PaP4, 
und dabei etwa Pa kleiner als PI, und dafiir P4 groBer als P2 
ware 2). 

Wir wollen jetzt den Beweis kennen lemen. Zunachst muB der 
folgende Hilfssatz gezeigt werden: 

Wenn das Produkt a· b durch die Primzahl P teilbar ist, ohne 
da(3 zugleich auch a durch die Primzahl teilbar ist, so mu(3 b durch P 
teilbar sein. 

Es soIl zunachst angenommen werden, daB a nicht kleiner als p 
sei. Unter dieser Annahme kann man mit P in a hineindividieren, 
wobei dann die Division nach Voraussetzung nicht aufgehen, d. h. 
also ein von Null verschiedener Rest a' iibrigbleiben wird. 1st P nun 

1) Vgl. GAUSS, Werke 1. Bd., S. IS. 
2) Am schlagendsten wird die Notwendigkeit eines Beweises durch das Herbei

ziehen eines analogen Falles dargetan, in dem der entsprechende Satz gar nicht richtig 

ist. Betrachtet man imaginare Zahlen von der Form c< + f3 i VS-, wo IX und fI reelle 

ganze Zahlen sind, und das Symbol i wiederum V-=r bedeutet (vgl. § 78-80), so 

ist (i VS)2 = - 5, und es liegen die aus t=S gebildeten "ganzen algebraischen 
Zahlen" vor. Hier ist nun 

6 = 2' 3 = (1 + i r-s-) . (1 - itS) , 
wahrend zugleich in dem jetzt betrachteten Zahlengebiet die Zahlen 2, 3, 1 + i Vs, 
1 - i Vs aIle vier nicht zerlegbar sind; eine Zerlegung, bei der ein Faktor + I oder 
- 1 vorkommt, wird dabei nicht gerechnet (vgl. z. B. J. SOMMER, Vorlesungen tiber 
Z<thlentheorie, 1907, S. 33)· 
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m-mal in a enthalten, d. h. ist m· p das groBte Vielfache von p, das 
a nicht iibertrifft, so hat man die Gleichung 

(3) a = m p + a'. 

Dabei ist a' als Rest der Division kleiner als die Primzahl p, mit der 
dividiert worden ist. Die Gleichung (3) ergibt, wenn man sie mit b 
durchmultipliziert, 

ab = mbp + a'b, 

und man findet nun, da a b gleich einem Vielfachen n p von p sein 
sollte, 

a'b = np - mbp = (n - l1zb) p. 

Unter der Annahme, die gemacht worden ist, gibt es also auch einen 
Multiplikator a', der kleiner als p ist und der das Produkt a' b durch p 
teilbar macht. 

Wir konnen also unbeschadet der Allgemeinheit von Anfang an 
annehmen, daB a kleiner als p und a . b durch p teilbar sei. Ware 
nun etwa gerade a = I, so ware damit gesagt, daB b durch p teilbar 
ware, es ware also damit bereits festgestellt, was wir beweisen wollen. 
1st jetzt a groBer als I, so dividieren wir mit a in das nach Voraus
setzung groBere p hinein; da pals Primzahl nur durch lund durch 
sich selbst ohne Rest teilbar ist, kann die Division nicht aufgehen 
und liefert somit einen von Null verschiedenen Rest al' Man gelangt 
so zu einer Gleichung von der Form 

p = ra + al' 

Wird nun diese Gleichung mit b multipliziert, so ergibt sich 

bp = rab + alb 

oder, wenn a b wieder 

d. h. 

durch np ersetzt wird, 

b p = r n p + a l b , 

alb = (b -- rn) p. 
Es ist also auch a l b durch p teilbar. Dabei ist a l als Rest der letzten 
Division kleiner als die Zahl a, welche bei dieser Division die Rolle 
des Divisors gespielt hat, und deshalb auch kleiner als p. 1st nun a l 

groBer als I, so kann man die Betrachtung wiederholen und durch 
Division mit a l in p einen neuen Rest a2 erhalten, der noch kleiner 
sein muB als a l und fUr den a2 b durch p teilbar ist. Falls a2 wieder 
groBer als list, kann in derselben Weise fortgefahren werden. Man 
gelangt so zu einer stets abnehmenden Folge absoluter, von Null 
verschiedener Zahlen a, a l , a2 , ••• , die so lange fortgesetzt werden 
kann, als das Reihenglied noch nicht gleich I geworden ist. Dies 
muB aber nach einer gewissen Zahl von Schritten eintreten. Man 
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erkennt dies, im Grunde auf indirekte Weise, daraus, daB eine un
endliche Folge wirklich abnehmender absoluter ganzer Zahlen un
moglich ist. 1st dann ein Rest ak gleich I geworden, wobei dann zu
gleich wieder ak b durch P teilbar ist, so ist der gewiinschte Beweis 
geliefert. 

Der eben bewiesene Hilfssatz HiBt sich nun auf den Fall von drei 
und mehr Faktoren ausdehnen. DaB er wirklich fiir beliebig viele 
Faktoren gilt, laBt sich durch den "SchluB von n auf n + I" erharten. 
Nimmt man namlich an, der Hilfssatz sei fiir n Faktoren bereits be
wiesen, so wird er folgendermaBen fiir n + I Faktoren gezeigt. Es 
ist (vgl. § 72) 

Wird nun das links stehende Produkt von n + I Faktoren als durch 
die Primzahl P teilbar angenommen, so liegt, wie die rechte Seite 
der letzten Gleichung erkennen laBt, auch ein durch P teilbares 
Produkt von zwei Faktoren vor. Fiir dieses Produkt von zwei 
Faktoren gilt jedenfalls der urspriingliche Hilfssatz. Es ist also 
entweder CI durch P teilbar oder das in der Klammer stehende 
Produkt von n Faktoren. 1m letzten Fall ist aber, nach dem, was 
wir schon als bewiesen annehmen wollen, entweder c2 , oder C3 , ••• 

oder Cn+! durch P teilbar. Unter allen Umstanden ist also einer 
der n + I Faktoren des Produkts CI C2 C3 ••• Cn+! durch die Prim-
zahl P teilbar. . 

Aus dem verallgemeinerten Hilfssatz ergibt sich leicht die Ein
deutigkeit der besprochenen Zerlegung. Hat man namlich zwei Pro
dukte von Primzahlen, die derselben Zahl gleich sind, wobei natiir
lich jede der Primzahlen als von I verschieden angenommen ist, so 
liegt eine Gleichung der Form 

vor. Da qi ein Faktor der rechten Seite ist, muB auch die linke Seite, 
welche ja dieselbe Zahl wie die rechte Seite vorstellt, durch qi ohne 
Rest teilbar sein. N ach dem Hilfssatz in seiner allgemeinen, auf be
liebig viele Faktoren sich beziehenden Form muB deshalb einer der 
Faktoren der linken Seite von (4) durch ql teilbar sein. Mit Riick
sicht darauf, daB man die Faktoren der linken Seite umstellen bzw. 
anders benennen kann, kann man unbeschadet der Allgemeinheit an
nehmen, es sei gerade der Faktor PI der linken Seite durch ql teilbar. 
Nun ist aber PI als Primzahl nur durch I und durch sich selbst teil
bar; da ql von I verschieden ist, muB somit 
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sein. J etzt laBt sich die Gleichung (4) mit PI (bzw. ql) dividieren, und 
man findet dadurch, daB 

PZP3 ... p" = qzqa ... ql 

ist. Hieraus ergibt sich wieder, daB 

usw. 
Man erkennt nun auch, daB die Faktoren auf der linken Seite der 

Gleichung bei der Fortsetzung des Verfahrens zu gleicher Zeit mit 
denen der rechten Seite erschopft werden mussen. Es ist also auch 
die Anzahl der Faktoren links und rechts dieselbe, d. h. es ist k = t. 
Damit ist aber alles bewiesen: es muB jeder Faktor, der auf der einen 
Seite der Gleichung (4) vorkommt, auch auf der anderen Seite, und 
zwar ebensooft, vorkommen. 

§ 90. Die unendliche Zahl der Primzahlen. 

Nachdem die Eindeutigkeit der Zerlegung einer Zahl in Primzahlen 
erkannt ist,'" erhebt sich die Frage darnach, ob unendlich viele Prim
zahlen existieren oder nur endlich viele. Vielleicht denkt jemand, 
daBdas Vorhandensein von unendlich vielen Primzahlen sich schon 
daraus ergebe, daB man aus den Primzahlen die samtlichen unendlich 
vielen ganzen Zahlen zusammensetzen kann. Deshalb weise ich dar
auf hin, daB man auch schon aus z. B. zwei Primzahlen, etwa aus 
2 und 3, unendlich viele ganze Zahlen zusammenzusetzen vermag. 
Betrachtet man namlich die ins Unendliche sich erstreckende Tabelle 

r, 2, 

3, 2· 3, 
3 2, 2' 32, 

24 , 
2 4 • 3, 
2 4 '32, 

so erkennt man, daB an zwei verschiedenen Stellen dieser Tabelle 
zwei formell verschiedene Produkte stehen, die wegen der Eindeutig
keit der Zerlegung einer Zahl in ihre Primzahlen nicht den gleichen 
Zahlwert besitzen konnen. Man hat also unendlich viele verschiedene 
Zahlen, die sich alle aus den beiden Primzahlen 2 und 3 zusammen
setzen lassen. 

In der Tat ist also ein Beweis notwendig dafur, daB es unendlich 
viele Primzahlen gibt. Einen so1chen Beweis hat bereits EUKLID 
gegeben I). Angenommen, man habe n verschiedene Primzahlen 
PI, Pz, P3, "', p,., so zeigt er, daB man eine n + r te Primzahl 

1) VgI. Nr. 20 des 9. Buchs der Elemente. 
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finden kann, womit dann alles bewiesen ist. EUKLID bildet namlich 
die Zahl 

N = PIP2P3 ... p" + 1. 

Diese Zahl ergibt, wenn sie mit PI oder mit P2 oder mit P3 usw. divi
diert wird, jedesmal den Rest 1 und ist somit weder durch Pll noch 
durch P2, ... , noch durch P .. teilbar. Nun ist diese Zahl N entweder 
selbst eine Primzahl oder sie ist es nicht. 1m ersten Fall liegt eine 
Primzahl, die groBer als PI, als P2, ... , als Pn ist, also eine neue 
Primzahl vor. 1m zweiten Fall muB (§ 89) N durch eine von 1 ver
schiedene Primzahl Pn+1 ohne Rest teilbar sein. Da aber die Zahl 
N durch PI, P2, ... , Pn nicht teilbar ist, kann Pn+1 mit keiner der 
Zahlen PI, P2, ... , Pn iibereinstimmen; es ist also in Pn+I eine neue, 
n + 1 te Primzahl gefunden. 

§ 9I. Satz von FERMAT. 

Falls peine Primzahl und a eine durch diese nicht teilbare Zahl 
bedeutet, so besagt der Satz von FERMATI), daB die Potenz 

aP-I, 

wenn mit P in sie hineindividiert wird, den Rest 1 ergibt. Zum Zweck 
des Beweises bildet man die Produkte 

(1) a . 1, a· 2, a· 3, ... , a· (P - 1) 

und bestimmt, indem man in jedes derselben mit P dividiert, die Reste 

(2) 

Diese Reste sind also den Zahlen (1) und somit auch den Zahlen 
1, 2, 3, ... , P - 1 zugeordnet, was auch durch die angehangten In
dizes angedeutet worden ist. Da die Zahlen 1, 2, 3, ... , P - 1 durch 
P nicht teilbar sind, und a als nicht durch P teilbar angenommen 
worden war, kann mit Riicksicht auf den Hilfssatz von § 89 keines 
der Produkte (1) durch p teilbar, also keiner der Reste (2) gleich Null 
sein. Da iiberdies jeder Rest kleiner ist als der Divisor, mit Hilfe 
dessen er entstanden ist, muB jede der Zahlen (2) in der Folge 

1,2,3, ... ,p- 1 

enthalten sein. Es ist noch nicht gezeigt worden, daB die Zahlen (2) 
aIle voneinander verschieden sind. Waren nun die beiden aus a· f1~ 
und a· 11 durch Division mit P entstandenen Reste rl, und r. ein
ander gleich, so miiBte die Differenz 

a·fl-a·)J 

1) Der gewohnliche Satz von FERMAT ist nicht zu verwechseln mit dem sogenannten 
letzten FERMATschen Theorem, dem jetzt so viele Versuche gewidmet werden. 
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durch p teilbar sein. Dies heiBt aber! daB das Produkt 
a(,u - v) 

durch die Primzahl p teilbar sein miiBte. Nun war der erste Faktor a 
als nicht teilbar durch p angenommen worden, und es folgt deshalb 
aus dem Hilfssatz von § 89, daB ,u - v durch p teilbar sein miiBte. 
Da nun T,• und T" zwei von verschiedenen Stellen der Reihe (2) genom
mene Zahlen, und somit die Indizes ,u und v zwei verschiedene aus 
den Zahlen I, 2, 3, .. " p - I sein sollten, ist dies unmoglich; denn 
eine Differenz von zwei verschiedenen Zahlen, die beide kleiner als p 
sind, kann nicht durch p teilbar sein. Die Verschiedenheit der Reste 
(2) ist somit auf indirektem Wege bewiesen. 

Da die von Null verschiedenen absoluten Reste (2) aile kleiner 
als p und voneinander verschieden sind, ihre Anzahl aber gleich 
p - r ist, so erkennt man, daB die Reste (2) nichts anderes sind als 
die in irgendeine Ordnung gebrachten Zahlen (3). Es ist aber von 
logischer Bedeutung, zu beachten, daB der zuletzt gemachte SchluB 
auf der Grundtatsache von der Anzahl (§ 63, 67, 68) beruht. Um 
dies einzusehen, bedenke man, daB von den Resten (2) bis jetzt nur 
bewiesen war, daB jeder von ihnen der Zahlenfolge (3) angehort, und 
daB sie alle voneinander verschieden sind. Es ist noch zu zeigen, daB 
jede der Zahlen (3) unter den Resten (2) vorkommt. Dies wird nun 
so auf indirektem Wege bewiesen. Eine der Zahlen (3) kann nur einer 
der Zahlen (2) gleich sein. Ordnet man jetzt einer Zahl ,u aus der 
Reihe (3) dasjenige Zeichen T der Reihe (2) zu, das mit ,u dense1ben 
Wert hat, falls ein solches Zeichen T vorhanden ist, so miiBten bei 
dieser neuen Zuordnung von den Elementen (3) welche iibrigbleiben, 
falls nicht jede der Zahlen (3) unter den Resten (2) vorkame. Es liegt 
aber eine andere Art der Zuordnung bereits vor, bei welcher der Rest 
Tv aus (2) und die Zahl v aus (3) sich entsprechen, und bei der die 
Zuordnung zwischen den Elementen von (2) und von (3) aufgeht, 
ohne daB in einer der Folgen Elemente iibrigblieben. Dies ist ein 
Widerspruch mit der friiher aufgestellten und bewiesenen "Grund
tatsache" . 

Da nun jedes Produkt von der Reihenfolge (und der Zusammen
fassung) der Faktoren unabhangig ist (§ 72), so kann man jetzt auf 
die Gleichheit der Produkte 

I . 2 • 3 ... (P - I) 

schlieBen. Da aber die Zahlen T der Folge (2) nichts anderes als die 
Reste sind, die sich aus den Zahlen der Folge (r) durch Division mit 
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P ergeben, so kann man die Zahlen der letzten Folge auch in die 
Formen 

klp + YI, k2 p + Y2, kaP + Ya , ... kp-1·p + Yp- 1 

setzen, und es ist deshalb das Produkt 

(6) a· I . a . 2 • a· 3 ... a· (P - I) 

dem Produkt 

(7) (kIP + r1) (k2 P + Y2) (kaP + Ya) ... (!lp-l· P + rp_ d 
gleich. Denkt man sich nun hier die Klammern ausmultipliziert, 
so erkennt man, daB das Produkt (7), d. h. also das Produkt (6), 
von dem Produkt (4) und somit auch von dem Produkt (5) sich nur 
urn ein Vielfaches der Primzahl P unterscheidet. Es ist also 

a . I . a . 2 . a . 3 ... a . (P - I) - I . 2 . 3 ... (P - I) 

oder, anders ausgedriickt, 

I . 2 . 3 . . . (P - I) [aP -] - I] 

gleich einem Vielfachen von p. 
Hier liegt nun ein Produkt von P Faktoren, namlich der Zahlen 

I, 2, ... , P - I und der eckigen Klammer vor, und man kann auf 
dieses Produkt den Hilfssatz von § 89 anwenden. Da nun die Zahlen 
I, 2, ... , P - I durch die Primzahl P nicht teilbar sind, so muB 
die in der eckigen Klammer stehende Zahl durch P teilbar sein, was 
nichts anderes besagt, als daB die Potenz aP- I den Rest I iibriglaBt, 
wenn mit P in sie dividiert wird. 

§ 92. Darstellung einer Primzahl als Summe zweier Quadrate. 

Es mag noch eine Probe aus einem zahlentheoretischen Beweise 
gegeben werden. Zunachst sol1 daran erinnert werden, daB jede un
gerade Zahl, wenn mit 4 in sie dividiert wird, entweder den Rest I 

oder den Rest 3 iibrig lassen muB. Dies heiBt, daB eine ungerade 
Zahl entweder von der Form 4 n + I oder von der Form 4 n + 3 
sein, d. h. daB sie entweder in der Folge 

(I) I, 5, 9, I3, I7, 2I, 25, 29, ... 

oder in der Folge 

(2) 3, 7, II, I5, I9, 23, 27, 3I , ... 

enthalten sein muB. Nimmt man aus der Reihe der Primzahlen die 
Zahl 2, welche die einzige gerade Primzahl ist, fort, so verteilen sich 
die iibrigen auf die Folgen (I) und (2)1). 

1) Da es unendlich viele Primzahlen gibt (§ 90), so erkennt man jezt auch, daB 
mindestens eine der Zahlenreihen (I) oder (2) unendlich viele Primzahlen enthalten 
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Schon FERMAT (1601-1665) hatte beobachtet, daB jede Primzahl 
von der Form 4 n + I, d. h. also jede in der Reihe (1) enthaltene 
Primzahl, in die Summe zweier Quadrate zerlegt werden kann. So ist 

5 = 12 + 22, 13 = 22 + 32, 17 = 12 + 42, 29 = 22 + 52. 

Will man jedoch z. B. von der Primzahl23, die der Folge (2) angehort, 
eine so1che Zerlegung herstellen, so wird man ein Quadrat, also ent
weder 1 oder 4 oder 9 oder 16 von 23 abziehen, wobei sich dann er
gibt, daB keine Quadratzahl iibrigbleibt, so daB also die gewiinschte 
Zerlegung nicht moglich ist. DaB in der Tat keine der Zahlen (2), 
mag sie nun Primzahl sein oder nicht, eine Summe von zwei Quadra
ten sein kann, ergibt sich sofort daraus, daB das Quadrat einer geraden 
Zahl 

(2n)2 = 4n2 

durch 4 teilbar sein, und das Quadrat einer ungeraden Zahl 

(2n + 1)2 = 4n2 + 4n + I 
mit 4 dividiert den Rest I lassen muB, so daB also eine Summe von 
zwei Quadraten, wenn sie mit 4 dividiert wird, nur einen der Reste 
0, lund 2 iibriglassen kann. 

Das von FERMAT induktiv gefundene, oben erwahnte Ergebnis 
kann nur durch ein umstandliches Beweisverfahren als allgemein 
giiltig nachgewiesen werden. Den ersten Beweis hat EULER gegebenl), 
und es soll dieser Beweis wenigstens zum Teil hier ausgefiihrt werden. 
EULER beweist zuerst fiir den Fall, daB eine Primzahl p von der Form 
4 n + I gegeben ist, daB man zwei ganze Zahlen a und b so finden 
kann, daB a2 + b2 durch p teilbar ist, und zwar in der Weise, daB 
dabei weder a noch b selbst durch p teilbar ist. Es ist also dann 

(3) a2 +b2 =ph. 

Diesen Teil des Beweises wollen wir auf sich beruhen lassen und das 
in der Formel (3) ausgedriickte Ergebnis einfach annehmen. 

Man denke sich jetzt die Reihe der ganzen Zahlen nach beiden 
Seiten, sowohl ins Positive, als auch ins Negative, unendlich fort
gesetzt und rechne zwei ganze Zahlen, wenn ihre - mit Riicksicht 

muJ3. Tatsachlich kommen in jeder dieser Reihen unendlich viele Primzahlen vor, 
was aber nicht so ganz einfach zu beweisen ist. Der allgemeine Beweis dafnr, daJ3 in 
jeder arithmetischen Reihe erster Ordnung 

[1'1+0, [1.2+0, [1'3+ 0 , .•• , 

in der [I und ° keinen gemeinsamen Teiler haben, unendlich viele Primzahlen enthalten 
sind, kann bis jetzt nur mit Hille der Infinitesimalanalysis gefiihrt werden. Dadurch 
wird der Zusammenhang zwischen den verschiedenen Teilgebieten der Mathematik 
in auffallender Weise be1euchtet. 

1) Novi Commentarii Academiae Petropolitaneae, t. V., ad annos 1754, 1755, 
P·3sqq· 



§ 92. DARSTELLUNG EINER PRIMZAHL ALS SUMME ZWEIER QUADRATE. 237 

auf die Vorzeichen genommene - Differenz ein Vielfaches von p ist, 
in dieselbe Kategorie, sonst in verschiedene Kategorien. Es ist dann 
leicht zu erkennen, daB man, wenn man in der Zahlenreihe irgendwo 
beginnt und von da vorwarts schreitet, zuerst p aufeinanderfolgende 
Zahlen verschiedener Kategorien vorfindet, daB sich hernach die 
Kategorie der ersten Zahl, dann die der zweiten wiederholt usw. Es 
gibt also auch zu einer vorgegebenen Zahl unter p aufeinanderfolgen
den genau eine, die mit der vorgegebenen Zahl eine durch p teilbare 
Differenz bildet. Da oben die Primzahl p von der Form 4 n + I 

angenommen war, ist 'E keine ganze Zahl, und es bilden die zwischen 
2 

- 'E und + E gelegenen ganzen Zahlen 
2 2 

P-1 P-3 P-3 P -- I (4) - ---, - ---, .. , -2, -1,0, +1, +2, .. + --, +---2 2 2 2 
eine Reihe von p aufeinanderfolgenden. Es gibt deshalb in dieser 
Reihe gerade eine ZahllX, die mit der in der Gleichung (3) vorkommen
den Zahl a eine durch p teilbare Differenz bildet. Man kann also 

(5) a = IX + Ap 
setzen, wo die Zahl IX positiv oder negativ sein kann und absolut 

genommen kleiner ist als E. Falls IX nicht negativ ist, ist diese Zahl 
2 

nichts anderes als der Rest, der sich bei der Division von a durch p 
ergiht, und es kann IX nicht gleich Null sein, weil sonst a gegen die 
Voraussetzung durch p teill;>ar sein miiBte. In derselben Weise kann 
man aus der Reihe (4) eine Zahl {J so finden, daB 
(6) b={J+Bp 
ist, wobei dann {J positiv oder negativ, aber nicht gleich Null sein 

kann und absolut genommen kleiner als 'E ist. Man kann auch IX 
2 

und {J als die "absolut kleinsten Reste" von a und bin Beziehung auf 
den "Modul" p bezeichnen. 

Setzt man jetzt die Werte (5) und (6) von a und b in die Gleichung 
(3) ein, so ergibt sich 

oder 
1X2 + 2 IX A P + A 2 p2 + {J2 + 2 {J B P + B2 p2 = P h 

1X2 + fJ2 = P (h - 2 IX A - 2 (J B - A 2 P - B2 P) . 
Es ist somit 
(7) 

wobei k eine ganze Zahl bedeutet, die wegen der linken Seite der 
Gleichung (7) positiv und von Null verschieden' sein muB. Da ferner 

die Absolutwerte von IX und {J kleiner sind als E, so ist die Summe 
2 
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ihrer Quadrate kleiner als das Doppelte von p2, d. h. es ist P k kleiner 

als P:, und deshalb k kleiner als P . 4 
2 2 

Falls nun gerade k = I sein soIlte, so ware in der Gleichung (7) 
die Primzahl pals Summe zweier Quadrate dargestellt, und damit 
das zu Beweisende bereits festgestellt. Wenn k nicht gleich, sondern 
groBer als I ist, so fiihren wir fiir x und fJ ihre absolut kleinsten Reste 
in Beziehung aut den Modul k ein. Da aber, im Gegensatz zu der 
obigen Primzahl p, die Zahl k auch gerade sein kann, so ist dies 
folgendermaBen zu verstehen. Wir betrachten, falls k ungerade ist, 
die k aufeinanderfolgenden Zahlen 

k-1 k-3 k-3 k-1 
(8) ----, -_., ... - 2, - I, 0, + I, + 2, ... + -, +- ., 

2 2 2 2 

falls aber k gerade ist, die folgenden Zahlen 

k-2 k-3 k-2 k 
(9) - --, - --, ... - 2, - I, 0, + I, + 2, ... + . ,+ -2 ' 
222 

deren Anzahl ebenfalls gleich kist. Es ergeben sich dann, je nachdem 
in (8) oder in (9), zwei Zahlen x' und fJ', deren eine sich von x und 
deren andere sich von fJ nur urn ein Vielfaches von k unterscheidet. 
Man hat damit die Gleichungen 

(10) x = X'+ mk 
und 
(II) fJ = f3'+ IJ)k. 

Dabei sind x' und fJ' entweder positiv oder negativ oder unter Um
standen auch gleich Null. J edenfalls konnen sie aber nicht beide 
gleich Null sein, weil in dies em Fall nach (10) und (II) sowohl iX, als 
auch fJ durch k, und somit /X 2 + P durch k 2, d. h. [vgl. (7)] Pk durch 
k 2, und somit p durch k teilbar sein miiBte; es war aber k> I 

und < i!, und es hat pals Primzahl keinen von I und von p selbst 
2 

verschiedenen Teiler. Da jede der Zahlen x' und fJ' entweder der 
Folge (8) oder der Folge (9) entnommen ist, so sind beide Zahlen ab-

solut genommen nicht groBer als !!. und somit sicher kleiner als E. 
2 2 

An die Gleichullgen (7), (10) und (II) lassen sich nun dieselben 
Rechnungen ankniipfen wie oben an (3), (5) und (6). Es ergibt sich 
dadurch ein der Gleichung (7) entsprechendes ResuItat. Es ist namlich 

(12) /X /2 + fJ' 2 = k· k], 

wobei ki elltweder kleiner oder moglicherweise in diesem Fall noch 

gleich '!.- ist. Es ist aber k] von Null verschieden, weil x' und fJ' nicht 
2 
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beide gleich Null sein konnen, und somit 1X'2 + (3'2 positiv und von 
Null verschieden ist. Nun gilt die Gleichung 

(13) (IX a' + (3 (3')2 + (a (3' - d' (3)2 = (a 2 + (32) (a'2 + (3'2). 

Diese Gleichung ergibt sich durch bloBe Ausrechnung vermoge der fiinf 
Rechengesetze (§ 73), weshalb sie auch noch richtig bliebe, wenn fiir 
die vier in ihr vorkommenden Buchstaben ganz beliebige Werte ein
gesetzt wiirden. Diese Buchstaben sollen aber jetzt die oben mit den
selben Namen bezeichneten ganzen Zahlen bedeuten. Wenn man auf 
der rechten Seite von (13) die in (7) und (12) gegebenen Ausdriicke 
einsetzt, so findet man 

(14) (ex a' + (3 (3')2 + (a (3' - a' (3)2 = P k2 ki • 

Es ergibt sich aber weiter, wenn die Werte von a' und (3' aus (10) 
und (II) gezogen werden, 

a a' + (3(3' = a(a - 2lk) + (3((3 - lB k) = a 2 + (32 - (a 2l + (3lB) k 

oder mit Hilfe von (7) 

(IS) IX a' + (3 f3' = P k - (a 2l + (3 lB) k = [p - (a 2l + (3 lB) ] k = a 1 k . 

Auf dieselbe Weise findet man auch 

(16) a (3' - a' (3 = a ((3 - lB k) - (3:( a - 2l k) = [(32l - a lB] k = (31 k . 

Setzt man jetzt die Ergebnisse (IS) und (16) in (14) ein, so erhalt 
man 

(a1 k)2 + ((31 k)2 = P k 2 kl' 

woraus durch Dividieren mit k 2 die Gleichung 

(17) eX7 + (3i = p ki 
folgt. Hier sind nun die beiden Zahlen IXI und (31 von Null verschieden 
und auch nicht durch p teilbar. Ware namlich etwa a 1 gleich Null 
oder wenigstens durch p teilbar, so ergabe sich aus (17), daB (31' (31 
durch p teilbar sein miiBte, dann aber ware nach dem Hilfssatz von 
§ 89 auch (31 durch p, und somit a~ + (3i durch p2, d. h. P ki durch 
p2, und kl durch p teilbar, was damit in Widerspruch stiinde, daB ki 

von Null verschieden und nicht groBer als ~ und somit sicher kleiner 
2 

als E sein muBte. 
2 

Es liegt nun wieder genau derselbe Fall wie in der Gleichung (7) 
vor, indem die beiden auf der linken Seite vorkommenden Zahlen 
a 1 und (31 nicht durch die Primzahl p teilbar sind, diese Primzahl aber 
rechts mit einer von Null verschiedenen positiven Zahl kI' die kleiner 

als t ist, multipliziert erscheint. Dabei ist jedoch die in (17) auf-
2 

tretende Zahl k1 kleiner als die in (7) auftretende Zahl k. 1st nun 
gerade k1 = I, so liefert die Gleichung (17) die gewiinschte Darstel-
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lung von p durch zwei Quadrate. 1st aber kI > 1, so kann genau 
dasselbe Verfahren wiederholt werden und fiihrt zn einer Gleichnng 

().~+~=Pk2. 
Dabei sind <X2 und {J2 nicht durch p teilbar, und es ist k2 positiv und 

von Null verschieden, kleiner als P.. und kleiner als k l • Man gelangt 
2 . 

SO zu einer Reihe von Gleichungen 
().2 + {J2 = P k, 
!XI + Iff = p kl , 
().~ + {J§ = p k2 , 

und zu einer Reihe von positiven, vonN ull verschiedenen und abnehmen
den ganzen Zahlen 

k,kI,k2' ... 

Diese letzte Reihe miiBte, falls kein Glied von ihr gleich 1 wiirde, 
gemaB der vorigen Auseinandersetzung ohne Ende fortgehen. Dies 
ist jedoch bei positiven ganzen Zahlen, die abnehmen, ein Wider
spruch. Es ist damit indirekt bewiesen, daB fiir ein gewisses ft die 
Zahl k" gleich 1 wird, wodurch sich dann eine Darstellung der Prim
zahl p, die von Anfang an von der Form 4 n + 1 gegeben war, als 
Summe von zwei Quadraten ergibt. 

Die letzte Beweisfiihrung zeigt, ebenso wie die Beweisfiihrung von 
§ 89, ein vielfach fUr die Zahlentheorie charakteristisches Verfahren 
schrittweiser Vereinfachungen. Man erkennt dabei, daB das behaup
tete Ergebnis in jedem Falle eintreten muB, und zwar beruht diese 
Erkenntnis meist wieder auf einem indirekten Beweis. 

In dem jetzt vorliegenden Fall k6nnen die schrittweisen Verein
fachungen natiirlich dazu benutzt werden, fiir eine einzelne vor
gegebene Primzahl der Form 4 n + 1 die Zerlegung in eine Summe 
von zwei Quadraten herzuste11en. So kann man z. B. fiir p = 13 

52 + 12 = 13·2 

setzen, was der Gleichung (3) und zugleich auch schon der Gleichung 
(7) entsprechen wiirde. Indem man nun von den Zahlen 5 und 1 

ihre "absolut kleinsten Reste" in Beziehung auf den Modul 2 nimmt, 
ergibt sich die Gleichung 

12 + III = 2' 1, 
welche (12) entsprechen wiirde, und es ergabe sich dann nach 
Formel (13) 

(5.1 + 1·1)2 + (5' 1 - 1· 1)2 = (52 + 12) (12 + 1 2), 

d.h. 

der 

Durch Division mit 22 findet man schlieBlich die g~wiinschte Zerlegung 
3 2 + 22 = 13. 
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Offenbar stellt dieses schrittweise Verfahren im Einzelfall gegeniiber 
von einer unmittelbaren Ausrechnung einen Umweg dar. Dieser Um
weg - oder ein anderer ahnlicher Umweg - stellt sich aber fiir den 
allgemeinen Beweis als notwendig hera us, da man die unmittelbaren 
Ausrechnungen der unendlich vielen Falle, auf welche der Satz 
sich bezieht, nicht erledigen l ) und an diesen Rechnungen auch nicht 
nach einem allgemeinen Gesetz die Richtigkeit des Satzes erkennen 
kann. J ene schrittweisen Umformungen jedoch erfolgen nach einem 
fal3baren allgemeinen Gesetz, 

Es zeigt sich also in der Zahlentheorie wie in der Geometrie (§ 6), 
daB die Deduktion einen Umweg zu gehen gezwungen ist; auch in 
cler Beweisfiihrung von § 9I ist ein Umweg erkennbar, indem das 
Proclukt von p - I Faktoren a 

a· a· a· .... a 

auf dem Wege iiber das Produkt 
a . I . a . 2 . a . 3 ..... a (p - I) 

gebildet worden ist. 

§ 93. Gerade und ungerade Permutationen 
und Substitutionen. 

1m folgenden behandle ich noch ein Beispiel aus der Theorie der 
zwischen n Elementen moglichen Anordnungen (Permutationen) und 
Vertauschungen (Substitutionen). Diese Theorie wird nicht mit zur 
Arithmetik gerechnet, steht aber mit ihr in sehr naher Beziehung. 
1ch mochte zeigen, daB auch in diesem Gebiete allgemeine Gesetze 
bestehen, die streng bewiesen werden konnen. Nimmt man zunachst 
die vier Zahlen I, 2, 3,4 als Elemente, so ergeben sich 24 Anordnungell : 

(I) 

I234 12 43 

I342 I324 

I 423 

2 I 4 3 
243 I 

2 3 I 4 
3 4 I 2 

3 I 2 4 
324 I 

432 I 

4 2 I 3 
4 I 3 2 

I 4 3 2 

2 I 3 4 
2 4 I 3 
2 ') 

,) 4 I 

3 4 2 I 

3 I 4 2 

3 2 I 4 
4 3 I 2 

4 2 3 I 

4 I 2 3 
1) WEYI, (Das Kontinuum, 1918, S. 37) bemerkt sehr richtig, er erblicke das 

GroBe der Mathematik gerade darin, daB in fast allen ihren Theoremen das seinem 
\Vesen nach Unendliche zu endlicher Entscheidung gebracht werde. 

Holder, Mathematische Methode. 16 



HOHERE ARITHMETIK DER REELLEN ZAHLEN. 

Diese sind hier bereits auf zwei Klassen von je 12 Anordnungen ver
teilt. Vertauscht man zwei der vier Elemente, k und 1, miteinander, 
indem man die beiden anderen an ihren Stellen 18.Bt, d. h. fiihrt man 
die "Transposition" (k 1) aus, so gehen die Anordnungen der ersten, 
links angeschriebenen Klasse in die der zweiten Klasse iiber und um
gekehrt. 

DaB eine ebensolche Einteilung in zwei Klassen fiir die Anorcl
nungen von n Elementen gebildet werden kann, soll jetzt allgemein 
bewiesen werden. Zunachst ist die Anzahl aller Anordnungen zu be
stimmen. Nun kann man mit jedem der n Elemente den Anfang 
machen; man hat also fiir das an die erste Stelle zur Linken zu setzende 
Element die Wahl unter n Moglichkeiten. Nachdem diese Wahl ge
schehen ist, liegen fiir die Wahl des an die zweite Stelle zu setzenden 
Elements nur noch n - I Moglichkeiten vor, da das an die erste 
Stelle gesetzte Element hier nicht wiederkehren darf. Hat man auch 
das zweite Element bestimmt, so hat man fiir das dritte noch n - 2 

Moglichkeiten usw. Man hat also zunachst n Falle; jeder von diesen 
spaltet sich in n - I Unterfalle, jeder von diesen in n - 2 weitere 
Unterfalle usw. Man wird deshalb 

n· (n - I) . (n - 2) ... 3 . 2 . I, 

d. h. n! Anordnungen im ganzen erhalten. 
Um nun diese Anordnungen gliedern zu konnen, wollen wir eine 

von ihnen auszeichnen und sie als die no r m a I e Anordnung bezeichnen. 
Am einfachsten nehmen wir zu Elementen die n Zahlen I, 2, 3, ... , n 
und bezeichnen deren natiirliche Reihenfolge als die normale Anord
nung. Indem wir nun eine der Anordnungen betrachten und in ihr 
irgend zwe~ Elemente ins Auge fassen, sagen wir, daB diese beiden 
dann in In versio n stehen, wenn sie in der betrachteten Anordnung 
anders als in der normalen Anordnung aufeinanderfolgen. Gehen 
wir Z. B. von der Anordnung I, 2, 3, ... , n als der normalen aus, so 
stehen in jeder anderen Anordnung derselben Elemente zwei der 
Zahlen dann in Inversion, wenn die groBere Zahl vor der kleineren 
kommt (links von der kleineren steht). Wir gehen nun in der be
trachteten Anordnung alle Kombinationen von je zwei Elementen 
durch, gleichgiiltig, ob diese Elemente nebeneinander stehen oder 
nicht, und bestimmen die Anzahl der Inversionen. So weist fUr 
n = 5 die Anordnung 

2453 1 

folgende sechs Inversionen auf: 

2,1 4,3 4,1 5,3 5,1 3,1. 
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Die Einteilung der Anordnungen in zwei Klassen vollzieht sich 
nun so, daB in die erste Klasse, welche die normale Anordnung mit
enthiilt, alle diejenigen Anordnungen, die eine gerade Anzahl von In
versionen besitzen, die anderen aber in die zweite Klasse kommen. 
Man kann deshalb auch von geraden und von ungeraden Anordnungen 
oder Permutationen sprechen. Dabei ist dann zweierlei zu beweisen: 

1. Da/3 jede Anordnung, wenn in ihr eine Transposition ausgejuhrt 
wird, die Klasse wechselt. 

2. DafJ beide Klassen gleich viele A nordnungen enthalten. 
Zum Beweis des ersten Punktes betrachte man eine bestimmte 

Anordnung 

(2) a, b, "', g, k, u, v, "', w, I, x, y, "', z 

und untersuche die Anderung, die in der Zahl der Inversionen da
durch entsteht, daB k und 1 miteinander vertauscht werden. Es wird 
z. B. a mit k nach der Vertauschung eine Inversion bilden oder nicht, 
je nachdem es vor der Vertauschung eine solche gebildet oder nicht 
gebildet hat, da ja nach wie vor das Element a dem Element k voran
geht. Dasselbe gilt zwischen a und 1, uberhaupt zwischen jedem der 
vor k und hinter 1 stehenden Elemente a, b, .. " g, X, y, .. " z und 
sowohl k, als auch l. Anders liegt die Sache zwischen k oder lund 
einem der von k und 1 eingeschlossenen Elemente u, v, "', w. Diese 
Elemente seien in der Anzahl r, dabei seien m dieser Elemente in der 
Anordnung (2) mit k in Inversion und r - m der Elemente nicht 
in Inversion mit k, d. h., fallswir unswieder die Elemente I, 2, 3, ... n 
gegeben denken, es seien m der Zahlen u, v, ... , w kleiner als k und 
r - m dieser Zahlen groBer als k. Ebenso seien n der Elemente 
u, v, .. " w in (2) mit 1 in Inversion (groBer als l) und r - n dieser 
Elemente mit 1 nicht in Inversion (kleiner als I). 1st jetzt k mit 1 
vertauscht worden, d. h. ist man von der Anordnung (2) zu der An
ordnung 

(3) a, b, .. " g, I, u, v, "', w, k, x, y, .. " z 

ubergegangen, so hat zwischen k und jedem der Elemente u, v, .. " w 
die Stellung gewechselt; dasselbe gilt fur lund j edes der genannten 
Elemente. Man hat also aus dem genannten Teil m + n Inversionen 
in der Anordnung (2), dagegen (r - m) + (r - n) Inversionen in 
der Anordnung (3). Aus diesem Teil ergibt sich also beim Ubergang 
von (2) zu (3) eine Zunahme von 

(r - m) + (r - n) - m - n = 2 (r - m - n) 

Inversionen, was naturlich so zu verstehen ist, daB die "Zunahme" 
auch negativ sein kann. Es berechnet sich also hier ein gerader 

16* 
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Betrag. Bedenkt man noch, daB k und l miteinander in der einen der 
beiden Anordnungen (2) und (3) in Inversion stehen und in der anderen 
nicht, daB ferner in der gegenseitigen Stellung der Elemente a, b, .. " 
g, u, v, .. " w, x, y, .. " z sich nichts geandert hat, so findet man, 
daB im ganzen bei der Vertauschung von k mit l ein€: Anderung der 
Inversionen um eine un~erade Zahl stattgefunden hat. Damit ist 
Punkt 1 bewiesen. 

Ich nehme jetzt an, es seien e Anordnungen der erst en und a An
ordnungen der zweiten Klasse vorhanden. Man denke sich nun in 
allen diesen e + a = n! Anordnungen dieselben beiden Elemente 
vertauscht. Zunachst erkennt man, daB dabei lauter voneinander 
verschiedene Anordnungen entstehen mussen. Waren namlich zwei 
der neu entstandenen Anordnungen ubereinstimmend, so wurde man 
in ihnen die Vertauschung derselben beiden Elemente noch einmal 
vornehmen konnen und zu der Folgerung gelangen, daB die beiden 
so zuruckgebildeten ursprunglichen Anordnungen, gegen die Voraus
setzung nicht voneinander verschieden waren. Man hat also nach 
jener Vertauschung von zwei Elementen wieder n! verschiedene 
Anordnungen erhalten. Da jedoch n! Anordnungen und nicht mehr 
im ganzen existieren, so hat man jede Anordnung gerade einmal er
halten. Bei diesem SchluB ist wieder von der auf eine endliche Menge 
von Gegenstanden anwendbaren Grundtatsache der Anzahl Gebrauch 
gemacht worden (vgl. die Auseinandersetzung in § 91). Nach dem 
vorhin Bewiesenen mussen aber aus den e Anordnungen der ersten 
Klasse durch die Vertauschung e Anordnungen der zweiten Klasse 
und aus den a Anordnungen der zweiten Klasse a Anordnungen der 
erst en Klasse geworden sein. Wir haben also jetzt umgekehrt e An
ordnungen der zweiten und a Anordnungen der erst en Klasse, und 
cla es doch im ganzen wieder clieselben n! Anorclnungen sein mussen, 
so ist 

e = a = tn!, 
womit auch Punkt 2 erledigt ist. 

Setzt man unter eine cler Anordnungen von n Elementen eine 
zweite Anordnung derselben Elemente, also z. B. unter die normale 
Anorclnung aus der Tabelle (1) die Anordnung 4 1 3 2, so erhalt man 
einen Ausdruck 

(' 1 2 3 4) 
4 13 2 

fur eine "Vertauschung" (Substitution) der Elemente. Derselbe ist 
so zu verstehen, daB von jeclem der Elemente der oberen Zeile zu 
dem darunter stehenden der Dbergang gemacht wird. Dabei kommt 
es nur auf die Art der Zuordnung zwischen den Elementen der oberen 
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und der unteren Zeile und nicht auf die Anordnung an, welche der 
oberen Zeile gegeben worden ist. So stellt z. B. der Ausdruck 

( 2 '1 4 3) 
I 423 

dieselbe Vertauschung dar wie der vorige, da beidema14 fiir I, I fiir 2, 
3 fiir 3 und 2 fiir 4 gesetzt werden sol1. 

Zwei hintereinander ausgefiihrte Vertauschungen sind einer ein
zigen Vertauschung gleichwertig, die als "Produkt" jener beiden be
zeichnet wird. Es HiBt sich einsehen, daB fiir diese "Multiplikation" 
der Vertauschungen oder Substitutionen das assoziative Gesetz (§ 72) 
gilt, wiihrend das Kommutativgesetz (§ 71) in diesem Fall nicht immer 
erfiillt ist. 

Aus einem in der niederen Arithmetik angewendeten Verfahren 
(§ 68) ergibt sich, daB man von jeder Anordnung von n GraBen zu 
jeder anderen Anordnung derselben durch eine Anzahl von hinter
einander ausgefiihrten Transpositionen iibergehen kann. Dies heiBt, 
daB jede Substitution gleich einem Produkt von Transpositionen ist. 
Aus dem, was von den beiden Klassen von Anordnungen oder Permu
tationen bewiesen worden ist, folgt, daB jede Substitution entweder 
nur in eine gerade oder nur in eine ungerade Zahl von Transpositionen 
zerlegt werden kann. In diesem Sinne unterscheidet man gerade 
und ungerade Vertauschungen. So ist z. B. die obige Vertauschung 
(4) sowohl gleich dem Produkt der Transpositionen (14), (12), als 
auch gleich dem Produkt der Transpositionen (12), (13), (24), (13), 
jedesmal in der genannten Ordnung, was man an den Folgen von 
Permutationen 

und 

I 234 
423 I 

4 I 3 2 

12 3 4 
2 134 
2 3 I 4 
4 3 I 2 

4 I 3 2 

erkennen kann; es kann jedoch die Substitution (4) nicht das Produkt 
einer ungeraden Zahl von Transpositionen sein. 

Die geraden Substitutionen bewirken den Dbergang der Permu
tationen derselben Klasse ineinander, die ungeraden den Dbergang 
der Permutationen der einen Klasse in die der anderen. Das Produkt 
einer geraden und einer ungeraden Substitution gibt in jeder Folge 
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der Faktoren eine ungerade, das Produkt zweier ungeraden Sub
stitutionen eine gerade und das Produkt zweier geraden Substitutionen 
eine gerade Substitution!). Es gibt ! n! gerade und ebenso viele 
ungerade Substitutionen. 

Die Art, wie hier vom Zahlbegriff Gebrauch gemacht worden ist, 
der Umstand, daB auch in der niederen Arithmetik (§ 68) Vertau
schungen benutzt worden sind, und das Hervortreten der Zahlenquali
taten des Geraden und Ungeraden in den vorliegenden Betrachtungen 
lassen den innigen Zusammenhang zwischen der Arithmetik und der 
Theorie der Vertauschungen genugsam erkennen. 

1) Infolge des letztcll Umst.alldes sagt man, daf3 dic gcradell SubstitlltiOllell eiue 
",Gruppe'.' bilden. 



ZWEITER TElL. 

LOGISCHE ANALYSE DER 
METHODEN. 
Zwolfter Abschnitt. 

Allgemein logische V orbemerkungen. 

§ 94. Form und Inhalt der Aussagen. 

Es handelt sich jetzt darum, die im ersten Teile ausgefiihrten 
mathematischen Beweise fiir die Logik und Methodenlehre zu ver
werten. Diese Beweise stellen gewissermaBen die Urkunden dar, aus 
denen die logische Beurteilung der mathematischen Methoden ge
schopft werden muB. Zu diesem Zwecke mochte ich jedoch einige 
Bemerkungen vorausschicken, welche die allgemeine Logik betreffen. 
Als selbstverstandlich betrachte ich es dabei, daB es Sache der Philo
sophen von Fach ist, die gesamte Logik endgiiltig aufzubauen. Ich 
werde mich hier auf die Charakterisierung weniger logischer Erschei
mingen beschranken, wie sie sich mir bei der Arbeit ergeben haben. 
Diese Bemerkungen werden auch zur Vorbereitung .fiir die im folgen
den Abschnitt niedergelegten, die mathematische Methode betreffen
den Beobachtungen geniigen. 

Wenn die alte schulmaBige Logik als Form der Aussage eine 
zweiteilige, aus Subjekt und Pradikat bestehende Form annimmt, so 
ist dies schon von vornherein zu eng. Die Aussage: "a ist kleiner als b" 
wird nicht auf natiirliche Weise erlautert, wenn wir etwa sagen, a sei 
das SUbjekt und "kleiner als b" sei das Pradikat. In Wahrheit liegen 
hier zwei Gegenstande vorl), a und b, und es wird iiber eine Eigen
s.~haft ausgesagt, welche~die helden Gegenstande in Beziehung zu
einander haben; es wird also richtiger sein, zu sagen, daB die vor
liegende Aussage zwei Subjekte habe, a und b, und ein Pradikat, 
das die Bedeutung einer Re la tio n hat, einer Eigenschaft, die dem 
einen SUbjekt in Beziehung auf das andere beigelegt wird. Allgemeiner 
ausgedriickt heiBt dies, daB eine mathematische Aussage fiir gewohn
lich nicht ausdriickt, daB etwa a ein B sei, oder daB alle B zu den C 

1) Auch CHR. SrGWAR'r (Logik, 2. Aufl., 1. Bd., 1889, S. 81) weist bereits darauf 
hin, daB das Relationsurteil, in dem mindestens 7.wei Objekte vorausgesetzt ~eien, 
von dem iiblichen N OTmalSClrem<\ abweicht, . 
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gehoren, d. h. also nicht besagt, daB ein Einzelgegenstand einem Gat
tungsbegriff angehOre, oder daB ein Gattungsbegriff in einem anderen 
enthalten sei, sondern daB die maihematische Aussage gewohnlich 
eine Relation zwischen mehreren Gegenstdnden ausdriickt. AuBer 
der oben angegebenen Relation zwischen zwei Gegenstanden liefert 
die Mathematik deren zahlreiche andere zwischen zwei oder auch 
zwischen einer groBeren Zahl von Gegenstanden 1). In' § r ist bereits 
der Umstand, daB ein Punkt A auf einer Geraden b liegt, als eine 
Relation des Punkts A zur Geraden b bezeichnet worden. Wenn es 
zu drei Punkten eine solche Gerade gibt, die durch alle drei hindurch
geht, so ist damit eine Relation zwischen den drei Punkten gegeben; 
ebenso bedeutet es eine Relation zwischen vier Punkten, wenn sie 
die Ecken eines Quadrats ausmachen. 15t die ganze Zahl IX ein Teiler 
der ganzen Zahl fl, so liegt eine Relation von IX zu fl vor; ebenso 
haben wir eine Relation zwischen drei ganzen Zahlen IX, fl und y, 
wenn IX gleich dem fl fachen der Zahl y, oder wenn IX gleich der pten 

Potenz der Zahl y ist. 
Bei der Relation ist nun zu beachten, daB die Gegenstande, auf 

die sie sich bezieht, ihre Glieder oder Elemente, wie wir sagen, in der 
Regel eine verschiedene Rolle spielen. Diese verschiedene Rolle wird 
meist durch die Reihenfolge, in der die Elemente genannt, oder durch 
die Art, wie sie mit Hilfe symbolischer Bezeichnungen von links nach 
rechts hin aufgeschrieben werden, zur Darstellung gebracht. Es ist 
j edoch in diesem. Fall die Reihenfolge in der Zeit oder im Raume 
nichts als eine willkiirlich gewahlte Ausdrucksweise. Die Rolle der 
verschiedenen Elemente ergibt sich aus der Definition der Relation. 
Z. B. in der Relation a < b bedeutet a, falls es sich urn Strecken 
handelt, diejenige Strecke, die von der anderen abgeschnitten werden 
kann, b diejenige Strecke, die iiber die andere iiberschieBt; in der 
Zahlenrelation 
(r) IX = yfl 

bedeutet y die Zahl, die mit sich selbst multipliziert werden soIl, 
fl die Zahl der Faktoren y, die genommen werden sollen, und IX clas 
Ergebnis der Rechnung. 

Es ist nun deutlich, daB dann, wenn eine Relation von bestimm
ten Einzelgegenstanden ausgesagt werden soll, diese Aussage erst 
Bestimmtheit erhalt, wenn diese Einzelgegenstande den bei der 
Definition der Relation gedachten Elemen~en in bestimmter Weise 

1) Bereits LEIBNIZ kennt die Relation von drei und mehr Elementen; vgl. "Neue 
Abhandlungen iiber den menschlichen Verstand". in 3. Aufl. neu iibersetzt. eingeleitet 
und erliiutert von E. CASSIRER (der Philosophischen Bibliothek Bd. 69). 1915. S. 237. 
In der 'Mathematik sind diese Relationen besonders naheliegend. 
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zugeordnet worden sind!). So gilt die zuletzt erwahnte Relation (I) 
zwischen den Zahlen 8, 3 und 2 dann, wenn 8 dem obigen Symbol lX , 

wenn 3 dem Symbol fJ und 2 dem Symbol r zugeordnet wird. 
Hier zeigt sich also die Bedeutung der Zuordnung, die wir 

auch spater wieder als eine der wichtigsten Denktatigkeiten kennen 
lernen we'iden. 

Besonders haufig betreffen die mathematischen Aussagen die 
Gleichheit zweier Gegenstande; "Gleichheit" in irgendeiner Hinsicht 
ist aber in den meisten Fallen als eine Relation im eben besprochenen 
Sinne anzusehen (vgl. § 18). In manchen Fallen, in denen in der 
Regel auch das Wort "gleich" angewendet wird, handelt es sich je-' 
doch um eine vollige Dbereinstimmung. In einem solchen Fa11 
wird iiber Identitat zweier Objekte eine Aussage gemacht, ohne da/3 
diese Aussage trivial ware. So besagt die Gleichung 

7+5=3+9, 
da/3 zwei verschiedenartige, an der Zahlenreihe ausgefiihrte Opera
tionen auf dasselbe Zahlzeichen hinfiihren. 

Andererseits kommen auch Aussagen in Betracht, die eine Ve r -
schiedenheit feststellen; so gilt, falls auf einer Geraden der Punkt B 
zwischen A und C gelegen ist, allgemein, da/3 jeder zwischen B und C 
gelegene Punkt von A verschieden sein mu/3; dies ist eine Folge der 
in § 2 fiir den Begriff des "Zwischen" aufgestellten Axiome. 

Zuletzt sind noch besonders die Aussagen zu betonen, die eine 
Existenz feststellen (vgl. § 2)2). 

§ 95. Schliisse. Umkehrung der zweigliedrigen Relation. 

Da die mathematische Aussage im allgemeinen schon eine ganz 
andere Form hat als diejenige, die in der aristotelischen Logik behandelt 

1) H. WEYL (Das Kontinuum, 1918, S. 3 und 5) bezeichnet z. B. eine Relation 
von drei Gliedern x, y, z mit U (x, y, z) und nennt dabei x, y, z die "Leerstellen" der 
Relation. Diese werden dann bei dem Zustandekommen einer bestimmten Aussage 
mit bestimmten Gegenstiinden "besetzt". Er weist zugleich darauf hin, daJ3 man bei 
Verwendung anderer Symbole als der Worte nicht notig hiitte, die Leerstellen in einer 
bestimmten Reihenfolge zu nennen und stellt sich zu diesem Zweck das Schema 
flir die Aussage einer Relation in Form einer Holzplatte mit einzelnen den Leer
stellen entsprechenden Pflocken vor, auf die dann kleine, mit einem Loch versehene 
Kugeln, welche die Gegenstiinde vorstellen, gesteckt werden konnen. Offenbar ist auch 
hier die Z uord n ung der Kugeln zu den Pflocken das einzig logisch Wesentliche. 

Der Vergleich einer Relation, die mehrere Leerstellen besitzt, mit einer mathe
matischen Funktion von mehreren Argumenten (§ 57), der sich in dem 'Wort "propo
sitional function" ausdriickt, erscheint mir nicht besonders fruchtbar (vgl. B. RUSSEL, 
The Principles of Mathematics, p. 19 und CASSIUS J. KEYSER, Mathematical Philo
sophy, 1922, p. 51). 

2) MEINONG (Gesamm. Abh., 2. Bd., 1913, S. 165) hat darauf hingewiesen, daJ3 
bereits HUME die Existenzurteile hervorgehoben hat. 
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wurde, so wird man von vornherein erwarten, daB die SchluB
formen der alten Logik ("Barbara" usw.) auf die in der Mathematik 
vorkommenden Schliisse gewohnlich nicht passen. Es ist dies fur die 
Geometrie bereits in § 6 ausgefUhrt worden. In der Tat beruhen die 
meisten mathematischen Schliisse nicht auf der Einordnung von In
dividuen in Gattungsbegriffe oder auf der Dberordnung der Gattungs
begriffe, sondern vielmehr auf der Verkettung der Relationen; es ist 
dies auch in § 6 bereits an dem besonders einfachen Beispiel der tran
sitiven Relation von zwei Gliedern erliiutert worden. 

Schon in der Einleitung ist auf den SchluB hingewiesen worden, 
von dem bereits JUNGIUS erkannt hatte, daB er nicht den sy11ogisti
schen Formen entspricht, und der in der Umkehrung der zweiglied
rigen Relation besteht. Diese wird in der Regel mit Rucksicht auf 
eine bestimmte Folge der Glieder als ein Verhiiltnis des einen Gliedes 
zum anderen aufgefaBt. Steht nun a zu b in einer solchen Relation, 
die wir mit R bezeichnen wollen, so begrundet der Umstand, daB b 
ein solcher Gegenstand ist, zu dem a in der genannten Relation steht, 
eine neue Relation R', in der b zu a steht. Fur gewohnlich ist R' 
eine andere Relation als R und wird als die Umkehrung von R 
bezeichnet; eine Relation, die ihre eigene Umkehrung ist, wird als 
symmetrisch bezeichnetl). So folgt z. B. aus "a ist kleiner als 
b", daB b gr o13er als a ist, aus "IX ist ein Vielfaches von f3", daB 
f3 ein Teiler ist von IX, oder, wenn noch ein Beispiel aus dem gemeinen 
Leben gegeben werden sol1, daraus, daB A der Sohn von B ist, daB 
B der Vater von A sein muB. In all diesen Beispielen ist die um
gekehrte Relation eine neue, von der Ausgangsrelation verschiedene. 
Dagegen begriindet die Liingengleichheit zweier Strecken eine sym
metrische Relation zwischen diesen, und dasselbe gilt fUr die Paralleli
tat zweier Geraden. 

1) Wie oft MiBverstiindnisse entstehen, die nur auf dem Gebrauch der Ausdriicke 
beruhen, kann man daran sehen, daB einerseits der Ausdruck "umkehrbare Relation", 
den RUSSEL fiir die von mir "symmetrisch" genannte Relation gebraucht, mit dem 
Bemerken bemangelt worden ist, daB ja jede Relation - niimlich in dem oben im 
Text so genannten Sinne - umkehrbar sei, und daB andererseits WEVL eine Um
kehrung der Relation gar nicht gelten lassen will (Das Kontinuum, 1918, S.3). WEVL 
betrachtet niimlich die Relation mit ihrer Umkehrung zusammen als ein einheitliches 
Gesetz, das zwei Gegenstiinde a und b verkniipft. Damit aber faBt er die zweigliedrige 
Relation anders auf als die anderen Autoren. Jenes einheitliche Gesetz, in dem a 
eine andere Rolle spielt als b, begriindet eben ein Verhiiltnis von a zu b und ein eben 
damit anderes Verhiiltnis von b zu a, und jedes dieser Verhiiltnisse bezeichnet man 
gewohnlich als eine Relation. Dieser gewohnliche Standpunkt scheint mir der prak
tischere zu sein, da sonst solche Ausdriicke wie "groBer", "kleiner", "Vielfaches", 
"Teiler" nicht gut in die Relationstheorie sich einfiigen wiirden. Bei drei- und mehr
gliedrigen Relationen liegen die Verhiiltnisse allerdings anders und kann nicht im 
eigentlichen Sinne von einer Umkehrung gesprochen werden. 
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§ 96. Begriff. Umfang und Inhalt. Merkmalstheorie. 

Es ist eine gewisse Streitfrage, ob bei einem Begriff der Umfang, 
d. h. die Gesamtheit der Fiille, die unter ihn gehoren, als das in erster 
Lini~ in Betracht kommende anzusehen ist oder vielmehr der In h a 1t, 
d. h., wie es meist ausgedriickt wird, die Gesamtheit der Merkmale, 
die den Begriff bestimmen. Die Philosoph en sind meistens fiir die 
zweite Annahme und werden damit wohl im allgemeinen recht haben. 
Wenn andererseits in Untersuchungen, die an die Mathematik an
kniipfen 1), manchmal der Umfang als das zuniichst Wesentliche zu
grunde gelegt wird, so ist dies immerhin deshalb verstiindlich, weil 
wir einen Begriff immer dann als bestimmt ansehen werden, wenn wir 
bei jedem vorkommenden Einzelfall entscheiden konnen, ob er unter 
den Begriff gehort oder nicht. 

Es kann meiner Meinung nach auch kein Zweifel sein, daB in 
einigen, allerdings wenigen Fiillen der Begriff wirklich von der Seite 
seInes -Umfangs her gebildet wird durch Zusammenlesen (Kolligieren) 
der siimtlichen unter ihn gehorenden Einzelfiille; dies wird z. B. dann 
geschehen, wenn eine Untersuchung damit beginnt, gewisse Erschei
nungen aufzuziihlen und sie unter einen Hut zu bringen, wobei dann 
ein gemeinsamer Name eingefiihrt wird. Ein so1ches Verfahren ist 
aber doch nur dann moglich, wenn die in Betracht kommenden Einzel
fiille alle wirklich vorliegen, wobei sie dann natiirlich in endlicher 
Zahl sein miissen. Eine unendliche oder wenigstens noch nicht fertig 
vorliegende Anzahl von Erscheinungen oder Gebilden kann offenbar 
nicht durch Aufziihlung der Einzelfiille beschrieben und bestimmt 
werden. 

In so1chem Fall muB also jedenfalls der Begriff so bestimmt wer
den, daB durch gewi.sse Kennzeichen oder durch eine Regel, die von 
vornherein gegeben ist, jede spiiter neu auftretende unter den Begriff 
gehorende Erscheinung als so1che erkannt wird 2). DaB dabei der 
Begriff dureh eine bestimmte Zahl voneinander unabhiingiger Merk
male gegeben sei, kann ieh aueh nur fiir die wenigsten Fiille richtig 
finden. Wie wollen wir auf diese Weise irgendeinen einheitlichen 
empirischen Begriff, z. B. den eines Lebewesens, wie einen Grund
begriff der Geometrie, z. B. den eines Punktes (§ r), oder einen Grund
begriff der Arithmetik, z. B. den Begriff der Zahl selbst (§ 63, 69), 
oder den der Multiplikation zweier Zahlen (§ 70), wirklich angeben? 
Eine so1che Bestimmung durch zwei oder mehrere Merkmale wird 

1) So auch in dem Kalkiil von § 105. 
2) MACH (Principien der Wiirmelehre, 2. Aufl., 1900, S. 419) sagt: "Der Name 

des Begriffes lost eine bestimmte Tiitigkeit, eine bestimmte Reaktion aus, die ein 
bestimllltes Ergebnis hat." 
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nur in besonderen Fallen moglich sein, wenn es eben gerade auf die 
Erscheinungen (Gegenstande, Relationen usw.) ankommt, die gleich
zeitig unter zwei oder mehrere einheitliche Begriffe fallen 1). So kann 
allerdings z. B. der Begriff eines Schimmels vollkommen durch die 
Angabe bestimmt werden, daB es sich urn ein pferd handelt, das weiB 
ist. Als gewohnliche Form des Begriffs ist jedoch seine Zusammen
setzung aus unabhangigen Merkmalen abzulehnen 2). 

Zwei Begriffe konnen, ohne in der Beziehung der Dberordnung 
oder Unterordnung zu stehen, eine gewisse Verwandtschaft zueinander 
zeigen. Das gilt von solchen Begriffen, deren Individuen in Relationen 
zueinander stehen konnen. Hier waren z. B. Punkte, Geraden, Winkel, 
Vielecke (ein Punkt kann auf einer Geraden liegen, ein Winkel an 
einer Geraden anliegen, ein Punkt Ecke eines Vieleckes sein), iiber
haupt aIle geometrischen Gebilde, dann andererseits Zahlen unc1 
Zahlenoperationen zu nennen. 

Die Erorterungen von § 94 lassen erkennen, daB man vor aHem 
Gegenstandsbegriffe und Relationsbegriffe zu unterscheiden hat. 
Diesen entsprechen in der Sprache die Haupt- und Eigenschaftsworte. 
Dem Zeitwort scheint fiir die logische Struktur der Aussage keine 
besondere Stellung zuzukommen; es bezeichnet meist einen Ver
lauf oder eine Tatigkeit. Begriffe, die einen Verlauf bezeichnen, 
konnen natiirlich Gegenstande unserer Aussagen werden, wie dies 
in der Mechanik selbstverstandlich (z. B. in § 14), aber auch in der 
Geometrie vorkommt, in welch letzterem Fall die Bewegungsvorstel
lung freilich mehr der padagogisch anschaulichen Einfiihrung als der 
wissenschaftlich vollkommenen Formulierung dient. Solche Begriffe 
konnen aber auch der Begriindung einer Relation dienstbar gemacht 
werden. Dies ist z. B. der Fall, wenn wir von zwei in Bewegung be
griffenen Massenpunkten in einem bestimmten Augenblick denjenigel1 
als den geschwinderen bezeichnen, der, falls die Massenpunkte aus 
ihren Verbindungen gelost werden und ohne Einwirkung von Kraften 
in ihrer Bewegung fortfahren konnten, in derselben Zeit den groBeren 

I} LEIBNIZ vergleicht die Zusammensetzung des Begriffs aus seinen Merkmalell 
mit der Zusammensetzung einer Zahl aus ihren Primzahlen (siehe L. COUTURAT. La 
Logique de Leibniz d'apres des documents inedits, 1901, p. I92); es ist dabei be
merkenswert, daB gerade in diesem Beispiel die Unabhiingigkeit der Merkmale nicht 
selbstverstandlich ist (vgl. § 89). 

2} A. TRENDELENBURG (Logische Untersuchungen, 3. Aufl., I. Bd., 1870, S.20) 
sagt: "In einer solchen Zusammensetzung liegt jedoch ein wesentlicher Irrtum. Denn 
die Merkmale, die wir in einem Begriff unterscheiden, haben unter sich einen eigen
tiimlichen Zusammenhang." Auch LOTZE hat in seiner Logik (1874) hierauf auf
merksam gemacht und die Verkniipfung der Merkmale mit der Verkniipfung der 
Symbole in einer mathematischen Formel verglichen (vgl. Philosophische Bibliothek 
Bd. 141, 1912, S. 47). 
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Weg zuriicklegen wiirde (§ IS). Entsprechendes gilt von den Tatig
keitsbegriffen, insbesondere von solchen Begriffen, die sich auf unsere 
eigene logische Tatigkeit, z. B. der Reihenbildung, der Zuordnung usw. 
beziehen und die gleichfalls Gegenstande der mathematischen Be
trachtung erzeugen, aber auch Relationen begriinden konnen und 
eine ganz besondere Bedeutung fiir die Mathematik besitzen. 

Von den sogenannten allgemeinen Verstandesbegriffen, die von 
ganz anderer Art sind als die erwahnten Begriffe, solI hier nicht 
die Rede sein (vgl. § 106). 

§ 97. Bildung der Begriffe. Definition. 

Ein empirischer Allgemeinbegriff wird gewohnlich, wie man sagt, 
durch Abstraktion aus gewissen unter ihn fallen den Einzelerschei
nungen gebildet. Das Wort "Abstraktion" wird dabei in doppelter 
Weise gedeutet: als ein "Abziehen" des den Erscheinungen Gemein
samen oder als ein "Absondern" oder Weglassen alles iibrigen, worin 
jene Erscheinungen sich unterscheiden 1). 1m allgemeinen wird man 
aber nicht ein von den Erscheinungen selbst Trennbares auffinden 
konnen, das sich als das ihnen Gemeinsame darstellte. Das eigentlich 
Reale diirften ausschlieBlich die Einzelerscheinungen sein, die nur 
insofern ein Gemeinsames besitzen, als sie gleichartig erscheinen, also 
gewissermaBen einem gemeinsamen Gesetz gehorchen 2). HELMHOLTZ 
gebraucht deshalb den Ausdruck, daB die Begriffsbildung nichts an
cleres ist als t y pis c h e sErf ass en einer Reihe von Erscheinungen. 
Es kann hier unmoglich erortert werden, was uns in den Stand setzt, 
zwischen den einzelnen Dingen und Vorgangen der Erfahrung Ahll
lichkeiten und zwischen den Zusammenstellungen solcher Erschei
nungen ein Entsprechen zu entdecken, wodurch wir Gegenstands
und Relationsbegriffe bilden, denen wir dann nachher neu auftretende 
Falle mit mehr oder weniger Sicherheit unterordnen (subsumieren) 
konnen. DaB wir dieses konnen, ist jedenfalls als Grundlage der ver
standesmaBigen Bearbeitung der Erfahrung anzusehen. 

Die Definition des empirischen Begriffs kann nur eine genauere 
Umgrenzung geben, und zwar nur fiir den, der ihn in der Hauptsache 
schon besitzt; oft ist die sogenannte Definition nur eine N am ens
erklarung. Derjenige, welcher einen solchen Begriff noch nicht gefaBt 

1) Vgl. z. B. den Artikel tiber Abstraktion in EIST,ERS Worterbuch der Philo
sophischen Begriffe, 2. Aufl., 1904, 1. Bd_, S.5. 

2) HUME (A Treatise on human nature, Book I, Part II, sect. III) sagt: "All 
abstract ideas are really nothing but particular ones, considered in a certain light; 
but being annexed to general terms, they ar able to represent a vast variety, and to 
comprehend objects, which, as they are alike in some particulars, are in others vastly 
wide of each other." 
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hat, kann nur durch den Hinweis auf die Einzelerscheinungen, an denen 
der Begriff gebildet worden ist, zur Erfassung des Begriffs gebracht 
werden. Die schulmiiBige Logik liiBt die Definition eines Begriffs in 
der Angabe der niichsthoheren Gattung, des "genus proximum", und 
des kennzeichnenden Unterschieds, der "differentia specifica", be
stehen. Dieses Verfahren ist auf die eigentlichen Hauptbegriffe nicht 
anwendbar, die eben nicht dadurch gebildet werden, daB man zn 
gewissen Merkmalen ein neues hinzufiigt. Wohl aber werden zahl
reiche Begriffe so gebildet, durch Einschriinkung eines allgemeineren 
Begriffs oder, wie man sagt, durch Determi na tio n. 

Tch werde im dritten Teil wahrscheinlich zu machen versuchen, 
daB die geometrischen Grund begriffe als empirische Begriffe ein
zuschiitzen sind, wiihrend allerdings andere nach dem Vorgang von 
KANT sie einer "reinen Anschauung" entstammend annehmen. 

Von wesentlich anderer Art als die der Erfahrung oder Anschau
ung entsprungenen Begriffe sind diejenigen, die wir vermoge unserer 
eigenen Verstandestiitigkeit bilden, und welche ich bereits in dem 
ersten Teil (§ I) als synthetische bezeichnet habe. Hier sind zu
niichst diejenigen zu nennen, die ausschlieBlich auf dieser unserer 
eigenen Tiitigkeit, namentlich auf den Tiitigkeiten der Reihenordnung 
und Zuordnung beruhen, wie der allgemeine Begriff der ganzen Zahl 
selbst (§ 63 u. 69), die Begriffe der Operationen, die mit Zahlen aus
gefiihrt werden (§ 69 u. 70), die Begriffe von speziellen Qualitiiten der 
Zahlen, von Buchstabenanordnungen und Vertauschungen usw. Dann 
kiimen die Begriffe in Betracht, die wir auf Grund der der Erfahrung 
oder der Anschauung entnommenen Begriffe, also etwa mit Hilfe der 
geometrischen Elemente und ihrer Relationen unter Benutzung der 
fiir ihre Verkettung angenommenen Gesetze (der Axiome) oder mit 
Hilfe der mechanischen oder auch physikalischen Begriffe gebildet 
haben. Als Beispiele konnten wir das Vieleck, das Kriiftepaarl), die 
gleichformig beschleunigte Bewegung (§ 52), den mechanisch-physi
kalischen Begriff der Arbeit (§ 144) anfiihren. 

Bei allen den durch unsere eigene Tiitigkeit gebildeten Begriffen 
deckt sich die Definition des Begriffs mit der Angabe der Herstellung 
des unter ihn fallenden Gegenstandes, mit der zusammenstellenden 
Tiitigkeit, vermoge deren wir diesen aufbauen, und nur bei diesen 
Begriffen spielt die Definition in allen Beweisen die aus der Mathe
matik bekannte, immer wieder hervortretende Rolle. 

Auch bei diesen Begriffsbildungen kommt es haufig vor, daB her
nach durch Einschrankung (Determination) ein neuer Unterbegriff 

1) D. h. zwei gleich groBe, einander parallele, aber in verschiedenen Geradell 
wirkende und einander elltgegengesetzt gerichtete Krafte. 



§ 98. GEGENSTAND UND BEGRIFF HOHERER ORDNUNG. 255 

gebildet wird, indem man aus den Fallen, die nach eiuer allgemeinen 
Regel gebildet worden und die vi.elfach in unendlicher Zahl vorhanden 
sind, wieder gewisse durch ein besonderes Kennzeichen, durch eine 
Relation, die man fordert, aussondert. Dabei wird diese Relation 
meist durch das Eintreten eines gewissen Umstandes definiert bei 
einer Tatigkeit, die bei jedem unter den oberen Begriff geharenden 
Einzelfall ausgefuhrt werden kann, so z. B. wenn man jede der un
endlich vielen ganzen Zahlen durch aIle im Verhaltnis zu ihr kleineren 
und von I verschiedenen dividiert denkt und die Zahl dann, wenn 
keine der Divisionen aufgeht, fUr eine Primzahl erklart. 

DaB wir jeden Begriff genau in dem Sinne anwenden mussen, in 
dem er gemeint istl), daB wir uns dessen bei jeder SUbsumption be
wuBt sein mussen, ist eine selbstverstandliche Regel, und es ist wohl 
ein etwas zu vornehmer Ausdruck, wenn eine solche Selbstverstand
lichkeit als "Prinzip der Identitat" bezeichnet wird. 

§ 98. Gegenstand und Begriff hoherer Ordnung. 
Begriffszeichen. Begriff und Sache. 

Liegt eine Mehrzahl von Elementen vor, die durch Re1ationen 
miteinander verknupft sind~so bilden diese Elemente damit eine Ein
heit, die von MEINONG 2) als Gegenstand haherer Ordnung bezeichnet 
wird. Man kann auch von einem Begriff haherer Ordnung sprechen3 ), 

besonders in dem Fall, in dem die Elemente noch variiert werden 
kannen, so daB es sich urn eine Mannigfaltigkeit von Gegenstanden 
handelt, die einem gemeinsamen Gesetz genugen. So wird durch vier 
belie big und voneinander unabhangig im Raum variierbare Punkte 
A, B, C, D und durch ihre, damit auch variierbaren geradlinigen Ver
bindungsstrecken A B, B C, CD, DA eine Mannigfaltigkeit von Vier
ecken gebildet und dadurch der Allgemeinbegriff "Raumviereck" 
definiert. 

Wir benutzen fur jeden Begriff ein feststehendes Zeichen, seinen 
~~men. Er dienf dazu, daB wir uns seiner Identitat bewuBt bleiben 
und uns mit anderen verstandigen kannen 4). An sich ist das Begriffs
zeichen willkurlich und kann mit einem anderen vertauscht werden; 
mittelbar erscheint es uns, nachdem es sich festgesetzt hat, als das 
Kennzeichen oder Merkmal des Begriffs, als das den verschiedenen 
unter ihn fallen den Erscheinungen Gemeinsame, obwohl die einzige 
Wirklichkeit darin besteht, daB die Erscheinungen gleichartig sind. 

1) E. HUSSERI, definiert den Begriff durch den "identischen" bzw. "einheitlichen 
Sinn"; vgl. Logische Untersuchungen, 2. Tei!, 1901, S. 499, SOl. 

2) Vgl. a. a. 0., S. 380. 
3) Vgl. auch VOI,KEI,T, Erfahrung und Denken, 1886, S,I8Iff. 
'I) Vgl, S. 251, Anm. 2. 
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Handelt es sich urn einen Begriff hoherer Ordnung, so wird als 
Begriffszeichen haufig ein gegliedertes Gebilde gewahlt, dessen Glie
der den hauptsachlichsten in dem Gegenstand hoherer Ordnung ver
kniipften Teilen entsprechen und ihn dadurch gewissermaBen abbil~ 
denl). So betrachten wir unter Umstanden die Buchstabenzusammen
stellung ABC D als das Zeichen fii.r das Viereck, das aus den ange
gebenen vier Punkten und aus den in der angegebenen zyklischen 
Ordnung (von A nach B, von da nach C, von da nach D und schlieB
IiCh von da wieder zuriick nach A) gezogenen Verbindungsstrecken 
besteht. Ebenso bezeichnen wir das afache von b, d. h. die Summe 
aus a Summanden, die gleich b sind, durch die Buchstabenzusammen
stellung a· b, in welcher wenigstens zunachst (§ 7I) auch die Ord
nung der Buchstaben mit maBgebend ist. 

Das gegliederte Begriffszeichen kann nun selbst vermoge seiner 
Gliederung wiederum Gegenstand der Betrachtung werden. Dadurch 
entsteht ein Neues. Bi's jetzt wurde das Begriffszeichen von der 
Sache, die es bezeichnete, im Grunde genommen kaum unterschieden. 
Wir nannten das Begriffszeichen und dachten dabei an die Sache, 
d. h. an die Einzelerscheinungen oder an irgendeine der Einzelerschei
nungen, die in dem Begriff zusammenge£aBt sein sollten. J etzt stellen 
wir, indem wir unter dem "Begriff" das gegliederte Begriffszeichen 
verstehen, Begriff und Sache einander gegeniiber. Es kann nun auch 
geschehen, daB bei eingehenderer Erkenntnis der Sache fUr denselben 
Begriff, d. h. fiir diese1be Gesamtheit von Einzelerscheinungen, ein 
neues noch mehr gegliedertes Begriffszeichen gewahlt (den Merkmalen 
des Begriffs ein neues hinzugefiigt) wird. Wir konnen dann sagen, 
daB wir von der Sache einen reicheren, genaueren, also besseren Be
griff bekommen haben, als wir vorher hatten. Was LEIBNIZ einen 
adaquaten Begriff genannt hat, das diirfte wesentlich auf ein ge
gliedertes Begriffszeichen hinauskommen, dessen Gliederung in mog
lichst vollkommener Weise der Sache entspricht2). 

Da auch jedes Einze1ne, selbst ein Einze1nes der Erfahrung, 
uns erst in einer gewissen begrifflichen Bearbeitung bewuBt wird 
und somit auch als ein Begriff bezeichnet werden kann, so 
konnte man ganz allgemein sagen: der Begriff ist ein gegliedertes 
oder. ungegliedertes -Zeichen, dessen Bedeutung darin besteht, daB 

1) Ein solches Begriffszeichen ist gewissermai3en eine vereinfachte Beschreihung 
der unter den Begriff fallenden Gegenstande oder Verhaltnisse. 

2) Vgl. LEIBNIZ, Hauptschriftep zur Grundlegung der Philosophie, iibersetzt von 
BUCHENAU, herausgegeben von CASSIRER, Bd. 1 (Philosophische Bibliothek Bd. 107), 
1904, S. 24: "Wird hingegen jeder Bestandteil, der in einen deutlichen Begriff ein
geht, wiederum in deutlicher Weise erkannt, wird also die Analysis bis ans letzte 
Ende durchgefiihrt, dann ist die Erkenntnis adaq u at." 
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es auf eine oder auf eine Reihe von Erscheinungen oder auf 
eine Verkniipfung von solchen bezogen wird. Der Dbergang vom 
Begriff zur Sache ist die De u tung des Begriffs, der Dbergang 
von der Sache zum Begriff die Darstell ung der Sache durch den 
Begriff. 

Es verdient noch bemerkt zu werden, daB der Gegensatz von Be
griff und Sache ganz dasselbe ist wie der Gegensatz von Form l ) und 
Inhalt, und wir werden im folgenden noch sehen, daB dieser Gegen
satz ein relativer ist, indem eine Form selbst wieder den Inhalt fiir 
neue Formen abgeben kann (§ rr6). Auch von der Form des Raumes, 
von den euklidischen und von den nichteuklidischen Raumformen 
(§ 5, 43, 48) kann man sprechen; in diesem Fall ist durch das betref
fende System, das gewisse Mannigfaltigkeiten von Elementen und 
Relationen der Elemente und dazu noch die in den Axiomen nieder
gelegten Gesetze mit umfaBt, in gewissem Sinn ein Begriff haherer 
Ordnung gegeben. 

§ 99. Vorangehender und nachfolgender Begriff. 

In der neueren, namentlich in der von KANT beeinfluBten philo
sophischen Literatur spielt der Gegensatz des vorangehenden und 
des nachfolgenden Begriffs eine Rolle. Diese Unterscheidung ist 
ohne Zweifel wichtig, obwohl aus ihr gelegentlich auch schon unfrucht
bare Streitfragen entstanden sind. So z. B. scheint mir kein Zweifel 
dariiber zu bestehen, daB in einer natiirlich aufgebauten elementaren 
Geometrie der Begriff der Gleichheit der Strecken dem Begriff des 
StreckenmaBes oder des Zahlverhaltnisses zweier Strecken voraus
geht (§ 22), wahrend man bei oberflachlicher Betrachtung auch um
gekehrt denken kannte, daB gleiche Strecken als solche zu erklaren 
seien, die zueinander das Verhaltnis I : I besitzen. Jedenfalls gehen 
einem der Begriffe, die ich als synthetisch bezeichne (§ I, 97), alle 
diejenigen voran, die bei seiner Definition, d. h. bei seinem Aufbau, 
benutzt werden. 

Immerhin kann nur bei einem bestimmten Aufbau eines Wissens
gebietes unter Umstanden gesagt werden, daB die Erklarung eines 
Begriffs einen anderen als vorangehenden bestimmt voraussetzt. Dieses 
Verhaltnis kann sich geradezu umkehren, wenn ein neuer Aufbau des
selben Wissensgebietes aus anderen Voraussetzungen vorgenommen 
wird. So wird z. B. in der projektiven Geometrie v. STAUDTS der Be
griff der harmonischen Punkte durch eine reine Lagenbeziehung fest-

1) THOMAS VON AQUINO (Summa theologiae I. 85, I) spricht von: .,abstrahere 
formam a materia individuali". 

Halder, Mathematische Methode. 17 
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gelegtl) und dann auf dies en Begriff das projektive MaB gegriindet2), 
wahrend man dann, wenn man die Kongruenzaxiome voraussetzen 
will (§ 2), zuerst das gewohnliche MaB begriinden (§ 22) und dann die 
harmonischen Punkte durch eine Relation zwischen den MaBzahlen 
von vier Strecken erklaren kann. 

§ 100. Einteilung eines Begriffs. Prinzip der Einteilung. 

Zu einem Begriff konnen manchmal mehrere, unter Umstanden 
sogar unendlich viele, in ihm enthaltene Unterbegriffe, die sich aus
schlieBen, so gefunden werden, daB sie zusammen wieder den voll
standigen Umfang des urspriinglichen Begriffs ausmachen. Eine solche 
Einteilung des Begriffs kann auf zweierlei Art geschehen. Einmal geht 
dies gewissermaBen "von oben her" vor sich, indem gewisse Kenn
zeichen fUr die einzelnen Unterbegriffe gegeben werden, an denen das 
erwahnte Verhaltnis zum Oberbegriff unmittelbar ersichtlich ist, z. B. 
wenn die ganzen Zahlen in solche, die mit 3 dividiert den Rest 0, 

in solche, die dabei den Rest I, und in solche, die den Rest 2 geben, 
eingeteilt werden. Ein anderes Mal wird die Einteilung sozusagen 
"von unten her" durch Vergleichung zwischen je zwei unter den Ober
begriff gehorenden Individuen zustande gebracht, indem festgesetzt 
wird, daB zwei dieser Individuen unter gewissen Bedingungen als 
aq ui vale n t angesehen werden sollen. Eine solche Festsetzung kann 
zwar bis auf einen gewissen Grad willkiirlich sein, kann aber doch 
nicht ganz beliebig getroffen werden. Wiirde man z. B. festsetzen, 
daB zwei Strecken dann und nur dann aquivalent sein sollen, wenn 
sie gleich lang, aber von entgegengesetzter Richtung sind, so wiirde, 
wie dies bereits in § 18 auseinandergesetzt ist, das Grundgesetz ver
letzt, demgemaB zwei Gegenstande, die einem dritten aquivalent sind, 
auch einander aquivalent sein sollen. Da wir nun mit gutem Grund 
das Wort "aquivalent" nur fUr eine solche symmetrische Relation 
(§ 95) zwischen zwei Gegenstanden an wenden wollen3), fUr die das 
genannte Grundgesetz erfUllt ist, so diirfen wir die Aquivalenz von 

1) v. STAUDT (Geometrie der Lage, 1847, S. 43, 44) nennt zwei Punktepaare A, A' 
und 13,13' einer Geradell danll harmollisch, wellll sie mit vier anderell PUllkten 

/I B /I' 8' 
Abb.168. 

einer durch sie gehenden Ebene in der Be
ziehnng der nebenstehenden Abb. 168 gelegen 
sind. 1m Sinne der gewohnlichen MaBgeometrie 
besteht zwischen den harmonischell Punkten die 
Beziehung 

A 13 AB' 
A' B : A' B' = -1. 

2) Vgl. BeitriigezurGeometriederLage, 2. Heft, 1857, S. 166ff. (vgl. auch § 18und 22). 
3) Vgl. v. HELMHOLTZ, Wissenschaftliche Abhandlungeu, 3. Bd., 1895. S.375, 376. 



§ 100. EINTEILUNG EINES BEGRIFFS. PRINZIP DER EINTEII,UNG. 259 

Strecken keinesfalls so definieren, wie eben angefuhrt wurde. Ein 
klassisches Beispiel einer Aquivalenzdefinition ist in § 18 in der 
Aquivalenz der quadratischen Formen 

ax2 +2bxy+ cy 2 

gegeben worden. 
1st das erwahnte Grundgesetz erfullt, so ergibt sich aus ihm, daB 

alle die 1ndividuen, die einem bestimmten von ihnen aquivalent sind, 
es auch untereinander sind, weshalb man dann, ohne dabei auf Wider
spruche zu stoBen, die Gesamtheit der unter jenen ursprunglichen 
Oberbegriff fallenden 1ndividuen so einteilen kann, daB solche, die 
einander aquivalent sind, derselben, aber solche, die einander nicht 
aquivalent sind, verschiedenen Unterabteilungen oder Unterbegriffen 
zufallen 1). Den logischen Grundsatz, wonach eine solche Einteilung 
stets mitgegeben ist, falls eine symmetrische Relation jener Elemente 
vorliegt, fur die zugJeich das genannte Grundgesetz (in etwas anderer 
Form das Gesetz der Transitivitat) erfullt ist, will ich als das Prinzip 
der Einteilung bezeichnen. Auf Grund dieses Prinzips sind in § 74 

die Zusammenstellungen ~ von ganzen Zahlen eingeteilt und dadurch 

die "rationalen Zahlen" geschaffen worden. Bei dem oben angefuhrten 
Beispiel der Aquivalenz der quadratischen Formen nennt man den 
entstehenden Unterbegriff die Klasse der quadratischen Formen, 
und es ist in diesem Fall von vornherein gar nicht ersichtlich, worin 
ein hinreichendes gemeinsames Merkmal fur die Formen einer 
Klasse gefunden werden konnte, so daB also hier die Einteilung des 
Oberbegriffs der Formengesamtheit in die Unterbegriffe der Klassen 
unzweifelhaft, wie ich es vorhin ausgedruckt habe, "von unten her" 
erfolgt. 

Der Umstand, daB die einen die Einteilung des Begriffs ausschlieB
lich von oben her, andere sie ausschlieBlich von unten her zustande 
kommen lassen wollen, hat zu Kontroversen gefiihrt2). Ich glaube 
durch die gegebenen Beispiele hinreichend gezeigt zu haben, daB 
beide Arten der Bildung der Unterbegriffe vorkommen. Bei der erst en 
Art erscheinen die Unterbegriffe als vorangehend im Vergleich zu 
derjenigen Gleichheit zweier Individuen des Oberbegriffs, die darin 

1) Diese Auffassung des Gleichheitsbegriffs findet sich auch bereits bei G. FREGE 
(Die Grundlagen der Arithmetik, 1884, S.75) und bei HELMHOLTZ (Philosophische 
Aufsiitze, Eduard Zeller zu seinem 50jiihrigen Doktorjubiliium gewidmet,r887, S. 37 
unten) .. 

2) Mir scheint, daB iiberhaupt bei manchen Kontroversen von seiten jeder Partei 
eine richtige Beobachtung vorliegt, und dann nut dadurch eine Kontroverse entsteht, 
daB man nicht zugeben will, daB teils das eine, teils das andere statthat, und daB man 
mit einem "Entweder-Oder" ein falsches Dilemma schafft. 
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besteht, daB diese unter denselben Unterbegriff fallen. Bei der zweiten 
Art erscheint diese Gleichheit bzw. die entsprechende Ungleichheit als 
das Vorangehende, aus dem sich dann nach unserem Prinzip die Ein
teilung des Oberbegriffs und damit die Unterbegriffe ergeben 1). 

Es kann nun derselbe Oberbegriff unter Umstanden auf verschie
dene Arlen den erwahnten Bedingungen gemaB eingeteilt werden. So 
kann man die Strecken nur nach der Lange oder nur nach der Rich
tung oder nach der Lange und der Richtung vergleichen; im ersten 
Fall gehoren alle liingengleichen Strecken zum selben Unterbegriff, 
im zweiten Fall a11e richtungsgleichen Strecken und im dritten nur 
solche Strecken, die sowohl nach der GroBe, als auch nach der Rich
tung einander gleich sind. In derselben Weise konnen zwei Tone 
einander in der Starke oder in der Tonhohe oder in beiden, zwei Kor
per in der Farbe oder in der Gestalt einander gleich sein. Man kommt 
auf diese Weise zum Begriff des Gleichseins in gewisser Hinsicht. 
Dieser Begriff ist bereits ARISTOTELES bekannt gewesen 2). 

1st Adem C in einer gewissen Hinsicht und B dem C in derselben 
Hinsicht gleich, so sind in dieser Hinsicht auch A und B einander 
gleich; das ist das obige Grundgesetz in genauerer Fassung. Offenbar 
braucht dann, wenn Adem C in einer Hinsicht, und B dem C in einer 
anderen Hinsicht gleich ist, Adem B weder in der einen, noch in der 
anderen Hinsicht gleich zu sein. 

Die von MEINONG uber die Gleichheit in gewisser Hinsicht ange
ste1lten Betrachtungen 3 ) scheinen mir nicht einen Vorzug fUr das Ver
fahren der Einteilung von oben her zu begrunden, sondern nur zu 
beweisen, daB dann, wenn nur solche Gegenstande als "gleich" er
kannt werden, die es in jeder Hinsicht sind, die Gleichheit in einer 
bestimmten Hinsicht daraus nicht abgeleitet werden kann. 

Hinsichtlich der Einteilung eines Begriffs ist zu bemerken, daB 
sie auch bei einem Relationsbegriff vorkommen kann. So konnen 
wir z. B. in dem Fall, daB eine Zahl a groBer als b ist, unterscheiden, 
ob a um mehr als c groBer ist als b, oder ob a zwar groBer als b ist, 
dieses aber um hochstens c ubertrifft. Der Umfang des Begriffs 

1) MEINONG bezeichnet die erste Art der Begriffsbildung als "Abstrahieren", die 
zweite a1s "Vergleichen" und betrachtet die erste Art a1s die urspriingliche, obwohl 
er auch die zweite bis auf einen gewissen Grad zugibt (Gesammelte Abhandlungen, I, Bd., 
1914. S. 129). B. RUSSEl, (The Principles of Mathematics. vol. I, 1903. S. 166f£.) hat 
im Gegensatz zum sonstigen Sprachgebrauch die zweite Bildungsart mit dem Wort 
"abstraction" belegt. 

2) A. TRENDEI,ENBURG (Logische untersuchungen. 3. Auf I., I. Bd .• 1870, S. 31) 
gibt das aristotelische Identitiitsprinzip in dieser Form wieder: "es sei unmoglich, 
daB demse1bigen in derse1bigen Hinsicht dasselbige zugleich zukomme und nicht 
zukomme." 

3) A. MEINONG, Gesammelte Abhandlungen, Bd. I, S. 454-455. 
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(groBer), der eingeteilt worden ist, stellt sich hier durch gewisse Zu
sammenstellungen zu zweien von solchen Gegenstanden (Zahlen) dar, 
auf die hier der Re1ationsbegriff angewandt werden 5011, wobei in 
der Zusammenstellung auch die Folge der beiden Elemente von Be
deutung ist. 

§ 10I. Urteil. Bejahung und Verneinung. Beziehung zu den 
Existenzurteilen. 

\Vird eine Aussage nicht etwa bloB zur Erorterung gestellt, SOll

dern bestimmt behauptet, d. h. bej aht, so wird aus der Aussage ein 
Urteil. Die Verwerfung oder Verneinung der Aussage ergibt ein zwei
tes, dem ersten entgegengesetztes Urteil. Zu einem Einzelurteil ent
steht das entgegengesetzte dadurch, daB es zu dem Pradikatsbegriff 
im allgemeinen einen entgegengesetzten gibt. Dies ist freilich nur 
innerhalb eines bestimmten Oberbegriffs rege1maBig richtig, der 
stillschweigend vorausgesetzt zu werden pflegt. So bedeutet etwa 
"NichtwdB" den Inbegriff der von WeiB verschiedenen Farben. SolI 
aber unter "NichtweiB" alles das verstanden werden, was nicht 
"WeiB" genannt werden kann, auch alles das, was unter den Begriff 
des Farbigen oder gar des Korperlichen gar nicht falIt, so liegt ein 
ganz unbestimmter Begriff vor, mit dem man gar nichts anfangen 
kann. 

Habe ich also einen Oberbegriff Min zwei Unterbegriffe P und Q 
im Sinne des vorigen Paragraphen eingeteilt1), so stehen sich die 
beiden Einzelurteile: "a ist ein P" und "a ist ein Q" gerade entgegen, 
unter der Voraussetzung, daB es sich nur urn einen unter den Ober
begriff M fallenden Gegenstand a hande1n kann. Es ist dann die 
Bejahung des ersten Urteils gleichbedeutend mit der Verneinung des 
zweiten und umgekehrt 2). Unter der Verneinung der Verneinung des 
ersten Urteils konnen wir also auch nur die Verneinung des zweiten, 
d. h. die Bejahung des ersten Urteils verstehen; es ergibt sich also 
das Prinzip von der doppelten Verneinung, die einer Bejahung gleich
kommt. Eines der beiden entgegengesetzten (kontradiktorischen) 
Urteile muB wahr sein; das ist der sogenannte Satz vom ausge
schlossenen Dritten. 

Meistens sind die beiden entgegengesetzten Urteile, von denen das 
eine bejahend ausgedruckt zu werden pflegt: "a ist ein P", und das 
andere verneinend: "a ist ein Nicht-P", einander insofern gleichartig, 

1) Dieser Fall spielt bei LEIBNIZ unter dem Namen der Dichotomie eine be
sondere Rolle. 

2) Dies ist die "kontradiktorische Opposition" der Urteile; vgl. SIGWART. Logik, 
1. Bd., 1904, S. 448. 
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als die Rolle des bejahenden und des verneinenden vertauscht werden 
kann. Man kann ja fUr das erste Urteil sagen: "a ist ein Nicht-Q" 
und fUr das zweite: "a ist ein Q"; es ist gleichgiiltig, ob wir die beiden 
.A:ussagen einander entgegensetzen: "der Punkt A liegt auf der Ge
raden g" und: "der Punkt A liegt nicht auf der Geraden g", oder ob 
wir die beiden anderen Aussagen vorziehen: "der Punkt A hat keinen 
Abstand von der Geraden g" und: "der Punkt A hat einen Abstand 
von der Geraden g". 

Etwas anders liegen die Sachen, wenn ein Urteil iiber vollige Dber
einstimmung oder Verschiedenheit oder iiber Existenz oder Nicht
existenz aussagt (§ 94). In diesen Fallen haben vvir keinen gemein
samen Oberbegriff, durch dessen Einteilung der Gegensatz geschaffen 
worden ist, sondern es handelt sich um Entgegensetzung von ur
spriinglichen Funktionen (Tatigkeiten) des Verstandes. Auch wird 
man ein Urteil, das eine Existenz feststellt, an und fUr sich ein bejahen
des, ein solches, das aussagt, daB etwas nicht existiert, an und fUr 
sich ein verneinendes nennen. Gerade in der Mathemati~ tritt die 
besondere Rolle der Existentialurteile klar hervor. Das bejahende 
Existentialurteil gestattet die EinfUhrung eines neuen Elements in 
die Verkettung der Relationen und damit in unsere Schliisse (vgl. 
§ 6 und den Beweis in § 30), wahrend das verneinende Existential
urteil zur Begriindung eines Widerspruchs zum Zweck eines indirekten 
Beweises verwendet werden kann. 

Bis jetzt habe ich nur Einzelurteile betrachtet. F. BRENTANOl) 
hat die Beobachtung gemacht, daB die allgemeinen und die besonderen 
(partikularen) Urteile, sowohl an und fUr sich, als auch dann, wenn 
sie ins Entgegengesetzte verkehrt werden, auf Existentialurteile hin
auskommen. "Alle R sind P" bedeutet, daB kein R existiert, das 
ein Nicht-P ware. "Einige R sind P" heiBt: es existieren solche R, 
die zu den P gehoren. Verneinen wir aber die beiden genannten Ur
teile, so ergibt sich einerseits, daB es solche R gibt, die zu den Nicht-P 
gehoren, andererseits, daB kein R existiert, das zugleich ein P ware. 
An diese wichtige Beobachtung hat BRENTANO dann die meines Er
achtens zu weitgehende Behauptung gekniipft, daB im Grunde alle 
Urteile Existentialurteile seien. Dabei deutet er das Einzelurteil "a 
ist ein P" so: "a existiert und ist ein P". Ich will gerne zugeben, 
daB auch das Einzelurteil im allgemeinen auf Existenz Bezug nimmt, 
allein es ist ein wesentlicher Unterschied zwischen einem Urteil, das 
nur mittelbar auf Existenz sich bezieht, und einem solchen, das eine 
Existenz feststellt oder verneint, und nur ein solches Urteil will ich 
als Existentialurteil bezeichnen. 

1) Von der Klassifikation der psychischen Phiinomene, 19II, S.52. 
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Aber auch die Behauptung ist nicht ausnahmslos richtig, daB das 
Urteil "a ist ein P" den Satz "a existiert" einschlieBen miisse. Wir 
konnen z. B. das SUbjekt unserer Aussage dadurch bestimmen, daB 
es unter zwei gegebene Begriffe fallen soIl, und ohne Kenntnis des 
Umstandes, ob es wirklich Individuen gibt, die unter beide Begriffe 
fallen, von jenem Subjekt etwas aussagen. Trotzdem kann ein in 
gewissem Sinne wahres Urteil vorliegen. Als Beispiel dazu sol1 ein 
Ergebnis von EULER erwahnt werden. EULER beweist in seiner 
Algebra!), daB jede ganze, nicht durch 3 teilbare Zahl p, die mit einer 
Zahl q zusammen den Ausdruck 

(1) 

zu einem Kubus macht, wobei noch p mit q ohne gemeinsamen Teiler 
und eine der beiden Zahlen als gerade angenommen wird, die Form 

p = t (t + 3 u) (t - 3 u) 

haben muB; dabei sind dann t und u, ebenso wie vorhin p und q, als 
ganze Zahlen gedacht. Tatsachlich gibt es aber, wie nachher mit 
Hille des eben erwiihnten Ergebnisses gezeigt wird, keine von Null 
verschiedene Zahl p, die mit einer Zahl q zusammen den Ausdruck (1) 
zu einem Kubus macht, derart, daB p und q zugleich die iibrigen 
genannten Eigenschaften haben. 

Das vorhin genannte Ergebnis kann auch als hypothetisches Ur
teil (Bedingungsurteil) in dieser Form ausgesprochen werden: "wenn 
eine nicht durch 3 teilbare Zahl p mit einer Zahl q zusammen den 
Ausdruck (1) zu einem Kubus macht" usw. Ich bin also im Grunde 
schon beim hypothetischen Urteil angelangt, das erst in dem nachsten 
Paragraphen genauer behandelt werden solI. 

Die letzten Dberlegungen fiihren auch auf Erscheinungen, die in 
gewissem Sinn als Ausnahmen von dem Gesetz angesehen werden 
konnen, daB von zwei entgegengesetzten Urteilen das eine wahr, das 
andere falsch sein soIl. KANT hat bereits die beiden Urteile angefiihrt: 
"ein viereckiger Kreis ist rund" und "ein viereckiger Kreis ist nicht 
rund" und hat mit Riicksicht auf die Nichtexistenz des Subjekts 
dieser Aussagen beide fiir falsch erklart. Man konnte aber auch 
im Sinne des vorhin erwahnten EULERschen Ergebnisses zwei ent
gegengesetzte Urteile, die in Beziehung auf ein lediglich hypo
thetisches SUbjekt gefallt werden, beide wahr finden. Ich werde 
in § 103 ausfiihren, daB zwei hypothetische Urteile mit demselben 
Vordersatz (Bedingungssatz) und entgegengesetzten Nachsatzen in 
ihrer besonderen Eigenschaft als hypothetische Urteile wahr sein 

1) Vollstandige Anleitung zur Algebra, 1771, zweiter Tei!, S. 371. 
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konnen. Naturlich ist dann die im Vordersatz ausgesprochene Be
dingung nicht erfii1lbar; das schadet aber, wie ich spater zeigen werde, 
nicht der Wahrheit jener Urteile, sofern sie hypothetisch sind. 

Ein schwacherer Grad der Verwerfung dner Aussage als deren 
Verneinung ist der Fall, in dem wir die Aussage nur nicht behaupten; 
sie war nur zur Erorterung gestellt, und die EnJ;scheidung der damit 
gegebenen Frage ist ausgesetzt worden. 

§ 102. Abhangigkeit der Urteile. Hypothetisches Urteil. 
Alternative. Unvertraglichkeit. Prinzip des Widerspruchs.· 

Von einer Aussage kann eine zweite Aussage so abhangen, daB 
die Annahme oder Behauptung der ersten Aussage die Annahme der 
zweiten mit Notwendigkeit nach sich zieht. Man pflegt dann zu 
sagen, daB die beiden Aussagen zusammen ein Bedingungsurteil oder 
hypothetisches Urteil bilden, das aus einem Vordersatz oder Be
dingungssatz (der ersten Aussage) und einem Nachsatz (der zweiten 
Aussage) besteht. Diese Abhangigkeit des zweiten Urteils von dem 
ersten wird manchmal dadurch ausgedruckt, daB man sagt, das zweite 
Urteil sei im ersten "enthalten"; es scheint mir jedoch dieser Aus
druck nicht gliicklich zu sein. Es ist etwas anderes, wenn der Fall 
des zweiten Urteils unter den allgemeineren Fall des ersten unmittel
bar subsumiert werden kann, und wieder etwas anderes, wenn das 
zweite Urteil aus dem ersten nur auf den verschlungenen Wegen einer 
deduktiven Betrachtung als Folgerung gewonnen wird 1). 

Bedeuten p und q Urteile und folgt aus dem Urteil p das Urteil q, 
folgt ferner ebenso aus dem Urteil q ein drittes Urteil r, so folgt auch 
aus p das Urteil r. Man konnte diese Regel als das Prinzip der fort
laufenden 2 ) Folgerung bezeichnen. 

Folgt aus dem Urteil p das Urteil q, und mussen wir aus anderen 
Grunden q verneinen, d. h. also das dem Urteil q entgegengesetzte 
Urteil q' fallen, oder folgen etwa aus p zwei einander entgegengesetzte 
Urteile, so muB das Urteil p falsch, und somit nach dem Satz yom 
ausgeschlossenen Dritten das dem p entgegengesetzte Urteil P' richtig 
sein. Dies ist das Prinzip des Widerspruchs 3 ) in seiner positiven 
Form, die man auch als "Prinzip der widersprechenden Folgerung" 

1) In iihnlicher Weise unterschied KANT bei den gewohnlichen (kategorischen) 
Urteilen diejenigen, die wir wirklich in dem Begriffe selbst schon denken. von den
jenigen, die wir zu ihm erst noch hinzudenken sollen (vgl. § 127). 

2) Bedingung und Folge begriinden eine "transitive" Relation eines Urteils zu 
einem zweiten (§ 6, 105). 

3) Vgl. EISLER, Worterbuch der philosophischen Begriffe, 2. Aufl., 2, Bd. 1904, 
S. 738 ff. Hier findet sich auch die Formulierung von LEIBNIZ angefiihrt : "Nos raisonne
ments sont fondes sur deux grands principes, celui de la contradiction, en vertu duquel 
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bezeichnen konnte. Dieses Prinzip stellt in der Tat eine bestimmte 
Denkregel vor, nach der die indirekten Beweise (§ r03) verlaufen. Es 
liegt in dieser Denkregel auch schon das, was wir die Umkehrung 
des hypothetischen Urteils nennen konnen, daB wir namlich aus dem 
Urteil: "aus p folgt q" schlieBen konnen: aus q' folgt p'. 

Ein anderer Zus..ammenhang zwischen zwei Urteilen p und q be
steht darin, daB sie eine Alternative bilden, worunter wir ver
stehen wollen, daB sicher entweder p oder q richtig ist, ohne daD 
deswegen ausgeschlossen sein soIl, daB auch beicle Urteile richtig sein 
konnen. Es folgt dann aus der Verneinung von p, d. h. aus dem clem 
Urteil p entgegengesetzten Urteil p', daB das Urteil q wahr sein, aus 
der Verneinung von q, daB p wahr sein muB. Ein nach diesem Schema 
verlaufender SchluB entspricht dem "modus tollendo ponens" des 
disjunktiven I) Schlusses der alten Logik, in dem das Wegnehmen 
oder Verneinen des einen Urteils das Setzen oder Behaupten des 
anderen zur Folge hat. 

Eine dritte Art des Zusammenhanges zweier Urteile p und q ist 
ihre Unvertraglichkeit. Es folgt dann aus der Wahrheit von p 
die Unrichtigkeit von q, d. h. die Wahrheit des dem q entgegengesetz
ten Urteils q', uncl ebenso aus der Wahrheit von q die Unrichtigkeit 
von p. Ein diesem Schema nachgebildeter SchluB entspricht dem 
"modus ponendo tollens" des disjunktiven Schlusses. 

Man kann aber auch den Umstand, daB aus p das Urteil q folgt, 
als eine Alternative zwischen q und dem dem Urteil p entgegen
gesetzten Urteil P' oder als eine Unvertraglichkeit zwischen p und 
dem dem Urteil q entgegengesetzten Urteil q' auffassen. Es ist also 
die enge Beziehung zwischen dem hypothetischen Urteil, der Alter
native und der Unvertraglichkeit der Urteile erkenntlich. Man kann 
diese Erscheinungen ineinander umformen; trotzdem diirfte der Ver
such nicht ratsam sein, sie ausschlieBlich auf eine Erscheinung zuriick
zufiihren. Die Alternative und die Unvertraglichkeit scheinen darin 
einen Vorzug zu besitzen, daB in jeder von ihnen die beiden in Frage 
kommenden Urteile sich symmetrisch zueinander verhalten, d. h. die
selbe Rolle spielen. Die Form des hypothetischen Urteils erscheint 
aber dadurch als die natiirliche, daB sich die Zusammenhange meist 
zuerst in dieser Form ergeben, indem eine Annahme gemacht und aus 

nous jugeons faux ce qui en enveloppe, et vrai ce qui est oppose ou cOlltradictoire 
au faux" (Monadol. 31, vgl. Die philosophischen Schriften von LEIBNIZ, herausgegeben 
von GERHARD, VI. Bd., 1885, S. 612). 

1) Als Disjunktion wird gewohnlich der Fall bezeichnet, in dem von zwei oder 
auch einer groLleren Zahl von Urteilen, die sich ausschlieLlen, die also unvertraglich 
untereinander sind, eines richtig sein muLl; die Disjunktion stelIt also eine Verbindung 
der UnvertragIichkeit mit der Alternative dar. 
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ihr durch eine meist mehrfach verbundene Kette von Schliissen eine 
Folgerung gezogen wird. 

Die Vertraglichkeit wird noch in § I04 besprochen werden. 

§ 103. Die eigentliche Bedeutung des hypothetischen Urteils 
und der Unvertraglichkeit. Indirekter Beweis. 

Es hat zunachst den Anschein, als hatte das hypothetische Urteil 
iiberhaupt nur fUr den Fall eine Bedeutung, daB sich der Bedingungs
satz oder Vordersatz jetzt oder spater als wahr erweist, als ware das 
Urteil nur fUr diesen Fall zum voraus bereitgestellt und als stellte es 
fiir den anderen Fall eine vollig leere Aussage vor. Zu einer anderen 
Auffassung fUhrt aber die Betrachtung des indirekten oder apagogi
schen Beweises. 

Da ich diese Beweisart hier anfiihre, um aus ihrem Dasein wich
tige Folgerungen zu ziehen, kann ich nicht unerwahnt lassen, daB 
manche Logiker den indirekten Beweis haben verwerfen wollen. Man 
begegnet z. B. hie und da der AuBerung, daB ein Lehrsatz niemals 
genau durchschaut sei, ehe es gelungen sei, ihn auf direktem Wege 
zu beweisen 1). Dazu muB ich bemerken, daB man selbst dann, wenn 
jeder Beweis direkt gewendet werden konnte, einem Verfahren Rech
nung tragen miiBte, das anerkanntermaBen stets zu notwendig rich
tigen Ergebnissen fiihrt. Es kommt aber noch dazu, daB die indirekte 
Beweisart nicht nur in der Mathematik sehr viel benutzt wird, sondern 
auch in einer ganzen Reihe von Fallen gar nicht umgangen werden 
kann. Ich mochte hier nur den Beweis des archimedischen Hilfs
satzes aus dem Stetigkeitsaxiom (§ 30), den Beweis fUr die eindeutige 
Bestimmtheit des Grenzwerts (§ 53), der den eigentlichen Nerv aller 
infinitesimalen Betrachtungen bildet (§ 5I, 54), und das Ende des 
in § 92 entwickelten zahlentheoretischen Beweises anfiihren, wo gleich
falls die indirekte SchluBart eine wesentliche Rolle spielt. Diesen 
Beispielen gegeniiber haben die erwahnten Bedenken kein Ge
wicht, und die Logik muB einfach dem indirekten Beweis gerecht 
werden 2). 

Der indirekte Bewe1s geht stets von einer gewissen Annahme p 
aus, kommt dann zu einem Widerspruch, und schlieBt daraus, daB 
das Gegenteil P' jener Annahme richtig ist, benutzt also das, was 
ich in § 102 die positive Form des Prinzips des Widerspruchs genannt 

1) SCHOPENHAUER sagt, daB der apagogische Beweis moglichst vermieden werden 
miisse (vgl. Werke, herausgegeben von DEUSSEN, 9. Bd., 1913, S. 512). 

2) Der indirekte oder apagogische Beweis wurde bereits von dem Eleaten ZENO 
angewandt; vgl. R. EISLER, Worterbuch der Philosophischen Begriffe, 2. Aufl., 1. Bd., 

190 4, S·54· 
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habe l ). Der gewohnlichste Fall ist wohl der, daB aus der Annahme p 
ein Urteil q gefolgert wird, das einer bekannten Tatsache widerspricht. 
Der erste Teil des Beweises stellt also fest, daB aus p das Urteil q 
folgt, d. h. daB das hypothetische Urteil wahr ist: "wenn p ist, so 
ist q". Es konnte aber auch die Annahme p auf irgendeinem deduk
tiven Umwege geradezu auf das Gegenteil p' von p se1bst hinfUhren, 
oder man konnte, ausgehend von der Annahme p, auf dem einen 
Wege zu einem Urteil r und auf einem anderen Wege zu dem gerade 
entgegengesetzten Urteil r' gelangen. 1m letzten Fall werden dann 
zwei hypothetische Urteile bewiesen: "wenn p ist, so ist r", und: 
"wenn p ist, so ist r', d. h. Nicht-r"; es werden also zwei hypothetische 
Urteile bewiesen, we1che den Vordersatz gemein haben und dabei 
genau entgegengesetzte Nachsatze besitzen. Fiir diesen letzten Fall 
ist in § 30 ein sehr gutes Beispiel gegeben worden. Es waren dort 
auf einer Geraden drei Punkte A, B, C von links nach rechts vor
gestellt worden (Abb. 75). Unter der Annahme, daB j edes Vielfache 
von AB kleiner sein sollte als AC, ergab sich fUr den unter dieser An
nahme rechts von B existierenden Punkt X ebensowohl, daB AX 
von einem Vielfachen von AB iibertroffen werden miiBte, als auch, 
daB A X groBer sein miiBte als jedes Vielfache von AB, so daB also 
A X von keinem dieser Vielfachen iibertroffen werden konnte. 

In allen den genannten Beispielen wird aus den verschiedenen 
hypothetischen Urteilen und aus dem Widerspruch, den die Nach
satze derselben untereinander aufweisen, auf die Unrichtigkeit des 
Vordersatzes der hypothetischen U rteile geschlossen; es liegt fUr 
diesen eine "reductio ad absurdum" vor. Da aber doch die hypo
thetischen Urteile es sind, welche die SchluBfolgerung begriinden, so 
miissen diese Urteile als solche, d. h. sofern sie eben hypothetisch 
sind, wahr sein, obwohl der Vordersatz, d. h. die gemachte Annahme 
sich nachtraglich als falsch herausstellt. Es muB also dem hypotheti
schen Urteil in der Weise eine Bedeutung zukommen, daB es unter 
Umstanden auch dann als wahr bezeichnet werden kann, wenn der 
Vordersatz falsch ist2). 

Mir scheint aus dem eben Auseinandergesetzten hervorzugehen, 
daB man sich in ganz unlOsbare Widerspriiche verwickelt, wenn man 
nicht annimmt, daB das hypothetische Urteil gar keillell allderell In
halt hat als die Feststellung, daB das Verfahren logisch zwingend ist, 
das aus jener Annahme p auf die Folgerungen hingefiihrt hat. DaB 

1) CHR. SIGWART (Logik, 2. Aufl., 2. Bd., 1893, S.287) betont, daJ3 der indirekte 
Beweis auf der positiven Grundlage einer Disjunktion (der Disjunktion zwischen den 
Behanptungen p und P') beruht. 

2) Vgl. S. 271, Anm., S. 270, Anm. 3. 
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dies richtig ist, wird fUr mich dadurch noch mehr bestatigt, daB ein 
Logiker wie CHR. SIGWART von ganz anderer Seite her, auf Grund von 
Beobachtungen, die den philologisch-historischen Wissenschaften ent
lehnt sind, auf dasselbe Ergebnis gekommen isP). 

DaB q aus P folgt, kann man auch so ausdriicken, daB P mit dem 
zu q entgegengesetzten Urteil q' unvertraglich ist, und man kann den 
Beweis dafUr dadurch fiihren, daB man sogleich P und q' annimmt 
und dann daraus widersprechende Folgerungen gewinnt. Ebenso 
k6nnen auch Urteile p, PI, P2, ... , Pn in groBerer Zahl miteinander 
unvertraglich sein; dies solI dann nur heiBen, daB sie nicht alle zu
sammen bestehen konnen, und wird dadurch gezeigt, daB die gleich
zeitige Annahme von p, PI, P2, ... , Pn die Entwicklung einander 
widersprechender Folgerungen gestattet. 

Nur wo man, gleichgiiltig auf welche Weise, bereits zu gewissen 
Gesetzen gelangt ist, laBt sich ein solcher Widerspruch entwickeln; 
es ist also nur durch einen logischen Zusammenhang auf Grund von 
Gesetzen ein hypothetisches Urteil oder die Behauptung eiuer Un
vertraglichkeit moglich. Dagegen ist dies nicht moglich auf Grund 
der Aufnahme eines Tatbestandes, wie etwa bei der Ausrechnung 
cines arithmetischen Einzelergebnisses oder der Aufnahme eines 
empirischen Augenscheins. 

Das hypothetische Urteil oder die Behauptung einer Unvertrag
lichkeit bedeutet also die Feststellung eines logisch notwendigen Zu
sammenhanges und ist etwas wesentlich anderes als das kategorische 
Urteil, das einen Tatbestand ausdriickt. DaB dem hypothetischen 
Urteil ein besonderer Charakter zukommt, ist auch von den meisten 
Logikern anerkannt worden 2). 

Obwohl damit die Bedeutung des hypothetischen Urteils vollig 
klargelegt erscheint, bildet die Art seiner Entstehung doch noch ein 
gewisses Ratsel. Man kann sich fragen, wie es im Grunde moglich 
ist, daB wir aus einer Annahme, unabhangig davon, ob sie wahr 
ist oder falsch, schlieBen konnen, daB, falls sie wahr ware, etwas 

1) SIGWAR'!' sagt (Logik, 2. Aun., 1. Bd., 1889, S. 286): "Flir die Behauptung 
dieses notwendigen Zusammenhangs kommt es dann weiter gar nicht darauf an, wie 
es mit der Gliltigkeit des Vordersatzes bestellt ist ... " Ubrigens ist dies nach SIG
WAR'!' (S.285) bereits von den Stoikern erkannt worden. 

Auch KAN'!' (Kr. d. r. V., Elementarlehre, II. Tei!, 1. Abt., I. Buch, I. Hauptst., 
II. Abschn.) sagt von dem Vorder- und dem Nachsatz des hypothetischen Urteils: 
"Ob beide dieser Siitze an sich wahr sind, bleibt hier unausgemacht. Es ist nur die 
Konsequenz, die durch dieses Urteil gedacht wird", und weiter unten: "Daher k6nnen 
soIche Urteile auch offenbar falsch sein, und doch, problematisch genommen, Be
dingungen der Erkenntnis der Wahrheit sein." 

2) Allerdings nicht von HEYMANS, vgI. "Die Gesetze und Elemente des wissen
schaftlichen Denkens", 2. Auf I., 1905, S. 48ff. 
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Bestimmtes aus ihr folgen miiBte. Dieses Problem ist von MEINONG 
betont worden!). Ich werde im nachsten Abschnitt, der sich mit der 
speziellen Logik der Mathematik abgibt, in § lI8 eine Losung des 
Problems versuchen. 

§ 104. Gibt es eine Verneinung des hypothetischen Urteils? 
Vertraglichkeit. Das Problem von LEWIS-CARROL. 

Die Erorterungen des vorigen Paragraphen werfen auch Licht 
auf die Frage nach der Verneinung des hypothetischen Urteils. Da 
das Urteil "wenn p ist, so ist q" nur bedeutet, daB ein gewisser logi
scher Zusammenhang von der Annahme, daB p ist, auf die notwendige 
Folgerung fUhrt, daB auch q Giiltigkeit haben muB, so wiirde die Ver
neinung des genannten Urteils bedeuten, daB ein solcher Zusammen
hang nicht besteht, vielleicht auch nur, daB ein Zusammenhang nicht 
bekannt ist, ja vielleicht nur, daB ein bekannter Beweis, der von p 
auf q fiihren sollte, sich nicht als stichhaltig erwiesen hat. Aus dem 
letzten U mstand kann man natiirlich keine Folgerungen ziehen; 
ebensowenig daraus, daB ein Zusammenhang nicht bekannt ist. 
Es fragt sich nun, ob wir unter Umstanden sicher sagen konnen, 
daB kein solcher Zusammenhang wird gefunden werden konnen. 
Eine Untersuchung der unendlich vielen Wege, die man sich aus
denken konnte, um von p auf q zu kommen, diirfte niemals mog
lich sein 2). Ais einziger Fall, in dem wir sicher sagen konnen, daB 
man aus p nicht auf q wird zu schlieBen vermogen, scheint der 
iibrigzubleiben, in dem ein Fall vorliegt, fUr den zwar p, aber nicht q 
erfUllt ist. 

1m Grunde gibt es also keine klare Verneinung des hypothetischen 
Urteils. In gewissem Sinne aber kann man als Entgegengesetztes zu 
dem U rteil: "wenn p ist, so ist q" das U rteil betrachten: "es existiert 
ein Fall, in dem p und zugleich Nicht-q gilt". Dieses letzte Urteil kann 
auch so ausgedriickt werden: "p ist mit Nicht-q vertr aglich." So 
aufgefaBt, bedeutet die Behauptung der Vertraglichkeit ein Existen
tialurteil und besagt insofern eigentlich mehr als bloB dies, daB q 
nicht aus p folgt, oder daB p und Nicht-q nicht zusammen auf einen 
Widerspruch fiihren konnen; es ist also auch die Vertraglichkeit 

1) Vgl. ,;Uber Annahmen", Zeitschr. f. Psychol. U." Physiol. d. Sinnesorgane, 
Erganzungsband 2, 1902, S. 85. 

2) Die Mathematik kennt wohl Beweise dafiir, daJ3 unter unendlich vielen Fii11en 
ein gewisser, der gesucht war, nicht vorkommt; so kommt unter den Zahlen der 
Form 4 n + 3 keine vor, die eine Summe von zwei Quadraten ware (§ 92). Wo aber 
ein solcher Beweis moglich ist, handelt es sich stets um eine gesetzmaJ3ige Mannig
faltigkeit von Fii11en. Die Mannigfaltigkeit der von uns etwa einzuschlagenden Ge
dankenwege ist von durchaus unbestimmter Natur. 
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gewissermaBen mehr als nur die Verneinung der Unvertraglieh
keiP). Ieh kann deshalb aueh MEINONG nieht zustimmen, der 
sagt 2), daB Vertragliehkeit stets auf Unvertragliehkeit zuriiekzu
fiihren sei. 

Man konnte versueht sein, auch das Urteil: "wenn p ist, ist Nicht-q" 
als ein Entgegengesetztes des hypothetischen Urteils: "wenn P ist, 
ist q" anzusehen. Diese Art der Entgegensetzung ist aber eine ganz 
andere als die friihere und enthalt keine Verneinung unseres hypo
thetischen Urteils. Es folgt ja daraus, daB Nicht-q ist, wenn p ist, 
durchaus nicht, daB nicht zugleich q aus p folgen kann, da zwei 
hypothetische Urteile mit demselben Vordersatz und mit entgegen
gesetzten Nachsatzen beide richtig sein konnen, wie im letzten Para
graphen gezeigt wurde. 

LEWIS CARROLL hat ein Problem gestellt, das hinsichtlich der 
hier behandelten Fragen lehrreich ist. Es lautet so: Was kann man 
aus den beiden Urteilen schlieBen: 

I. Aus q jolgt r. 
II. p bringt mit sich, daf3 Nicht-r aus q jolgt? 
Nehmen wir fiir den Augenblick einmal die Urteile p und q beide 

als wahr, oder je nachdem, die Bedingungen p und q beide als erfiillt 
an, so wiirde nach I auf r, nach II auf Nicht-r geschlossen werden 
konnen. Wir kommen somit auf einen Widerspruch. Es konnen also 
p und q nicht beide zugleich ge1ten. Sie sind unvertraglich; aus p 
folgt Nicht-q und aus q folgt Nicht-p. Dies ist die richtige Auflosung 
der Frage. 

LEWIS CARROLL behandelt sein Problem in Form eines Gesprachs, 
wobei der eine Teilnehmer die richtige Losung angibt, dem anderen 
Teilnehmer "Joe" jedoch eine andere SchluBweise in den Mund gelegt 
wird, welche LEWIS CARROLL auch fiir moglich zu halten scheint 3). 

Joe sagt namlich so: Da die Annahme von p das hypothetische Urteil 
mit sich bringt: "aus q folgt Nicht-r", welches dem sicheren hypo
thetischen Urteil I widerspricht, so muB das Urteil p falsch (bzw. die 
Bedingung p nicht realisierbar) sein. DaB Joe einfach unrecht hat 4), 
und daB zwei hypothetische Urteile mit demselben Vordersatz und 

1) Die Unabhangigkeit des Paralle1enaxioms von den iibrigen Axiomen (§ 43) 
bedeutet die Vertraglichkeit dieser Axiome mit dem Gegenteil des Parallelenaxioms 
oder die Existenz von Mannigfaltigkeiten, in denen das Parallelenaxiom nicht gilt, 
wahrend die anderen Axiome bestehen bleiben (vgl. auch § lIS). 

2) Gesammelte Abhandlungen, 2. Bd., I9I3, S. 100ff. 
3) Vgl. "Mind", newseries, vol. III, rS94, p. 436. Es werden dabei noch diese beiden 

Fragen gestellt: Can a Hypothetical, whose protasis is false, be regarded as legitimate? 
Are two Hypotheticals, of the forms "If A then B" and "If A then not-B" com
patible? 

4) Mind, n. s., vol. XIV, I905, p. 292. 
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entgegengesetzten Nachsiitz~n beide richtig sein konnen 1), ist seitdem 
mehrfach bemerkt worden. 

Anders liegt die Sache, wenn wir die zweite Voraussetzung von 
LEWIS CARROLL durch die folgende ersetzen: 

III. p bringt mit sich, da{3 q und Nicht-r miteinander vertraglich 
sind. 

Jetzt soIl also die Annahme von p (s. 0.) die Existenz eines Falles 
mit sich bringen, in dem sowohl q als auch Nicht-r Geltung hat. Dies 
ist aber mit der Voraussetzung I, daB aus q die Giiltigkeit von r folgt, 
im Widerspruch Wenn also III mit I zusammen bestehen sol1, kann 
p keine Geltung haben, d. h. es ist nun mehr die SchluBweise von 
J.oe richtig. 

Flir den SchluB aus I und II hat LEWIS CARROI<L se1bst ein Beispiel 
angegeben. Er denkt sich einen Linienzug aus drei geradlinigen 
Strecken K L M N (Abb 169), wobei aber die Winkel bei Lund M 
von vornherein einander gleich angenommen sein sollen. Fallen die 
Punkte K und N auBerdem noch zusammen, so M 

liegt ein Dreieck vor, das an der Basis gleiche ~ 
Winkel hat (wenn q ist, so ist r). Werden nun- / AI 

mehr die Strecken KL und N M als voneinander K 

verschieden angenommen (Voraussetzung P), so 
Abb. I69· 

konnte man, falls auch wieder K und N zusammenfielen, die Hilfs
konstruktion anwenden, an der EUKLID zeigt, daB die ungleichen 
Seiten gegenliberliegenden Winkel ungleich sein mlissen (falls q ist, 
so ist Nicht-r). Hier ' . .rurde also q das Zusammenfallen der Punkte 
K und N, das Zeichen p die Verschiedenheit der Streckell KL und 
NM und r die Gleichheit der Basiswinkel in dem eventuell ent
stehenden Dreieck bedeuten, und es liegen jetzt gerade zwei Urteile 
von der Form I und II vot. Man kann also den obigen SchluB 
wieder holen, dernzufolge p und q unvertriiglich sind. Mit anderen 
Worten: man erhiilt die Alternative (§ 102) zwischen Nicht-p und 
Nicht-q; es sind also entweder die Strecken KL und NM nicht 
vonei.nander verschieden, oder es fallen die Punkte K und N nicht 
zusammen. 

Ich will nun auch flir den Fall ein Beispiel vorlegen, daB aus I 
und III geschlossen werden solI. Denken wir uns, daB durch viele 
genaue Messungen festgestellt sei, daB die Summe der Winkel eines 
Vierecks gleich vier Rechten ist, so wird man nach einer Induktioll 
daraus das hypothetische Urteil ziehen: wenn ein Viereck drei rechte 
Winkel hat, so ist auch sein 'vierter Winkel ein Rechter (wenll q ist, 

1) Vgl. ebenda p. 146. ferner B. RUSSEl" The principles of mathematics, 1903. 
vol. I, p. 18 Anm. und L. COU1:URA1:, Les principes des mathematiques, 1905 p. 16. 



272 ALLGEMEIN LOGISCHE VORBEMERKUNGEN. 

so ist r). Geht man aber jetzt von dar Voraussetzung der nicht
euklidischen Geometrie LOBATSCHEFSKIJS aus (Voraussetzung P), 
d. h. nimmt man an, es gebe in der Ebene zwei Gerade, die, ohne 
sich jemals zu schneiden, mit einer dritten Geraden innere Gegen-

l::: winkel machen, deren Summe kleiner ist als zwei Rechte 
(Abb.170), so kann man beweisen, daB, falls drei ~linkel 
eines Vierecks Rechte sind, nicht notwendig der vierte 
\Vinkel auch ein Rechter sein muB, was in diesem Fall 

Abb. I7°' heiBen solI, daB man die Konstruktion fiir ein Viereck 
mit drei rechten Winkeln angeben kann, in dem der vierte Winkel 
kein Rechter ist (q und Nicht-r sind vertraglich). Es liegen nun 
zwei Voraussetzungen von der Form I und III VOL Man wird als.o 
schlieBen, daB die Annahme p der nichteuklidischen Geometrie fallen 
gel ass en werden muB. Leider kann man nicht behaupten, daB alle 
eben en und geradlinigen Vierecke bei der Messung absolut genau 
die Winkelsumme von vier Rechten ergeben, sonst ware damit er
wiesen, daB der empirische Raum wirklich der euklidische sein muB. 

§ 105. Logistik. Kalkiil der Gattungsbegriffe und Relationen. 

Die von Mathematikern ersonnene Darstellung logischer Verhalt
nisse und Schliisse durch einen Kalkiil mit Symbolen wird neuerdings 
meist Logistik1) genannt und hat sich eine beschrankte Anerken
nung auch in philosophischen Kreisen erworben. Aus diesem Grunde 
mochte ich kurz auf diese Verfahren eingehen, obwohl ich ihnen, wie 
ich gleich bemerken will, einen erheblichen Nutzen nicht zuerkennen 
kann. Man kann dabei dreierlei unterscheiden: 

1. den Kalkiil der Gattungsbegriffe, 
2. den Kalkiil der Relationen, 
3. den Kalkiil der Urteile. 
In der Logik ist der Kalkiil der Gattungsbegriffe der alteste. Er 

wurde zuerst von BOOLE aufgestellt und kniipft an den Umfang der 
Begriffe an. Sind A und B zwei Gattungsbegriffe (allgemeine Gegen
standsbegriffe), so bezeichnet man mit AB den Begriff, in dem aIle 
die Individuen vereinigt sind, die sowohl unter A als auch unter B 
gehoren. Andererseits versteht man unter A + B den Begriff, der 
alle die Individuen umfaBt, die entweder A oder B (natiirlich mog
licherweise auch beiden, A und B) zugehoren. Es besteht also der 
Umfang von A B aus dem, was den Umfangen von A und von B 
gemeinsam ist, wahrend der Umfang von A + B durch Zusammentun 

1) Vgl. NATORP: Die logischen Grnndlagen der exakten Wissenschaften, 1910, 

S.4, und COUTURAT: Die philosophischen Prinzipien der Mathematik, deutsch von 
SIEGEL, 1908, S. IX. 
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der Umfange·von A und von B gebildet wird. Trifft man nun diese 
Festsetzungen, so gilt in diesem Sinne die Formel 

(1) (A + B) C = AC + B C . 

Der Beweis dafiir ist einfach. Nach den eben gegebenen Erkla
rungen gehOrt jedes Individuum von AC + BC entweder AC 'oder 
B C, d. h. also entweder gleichzeitig A und Coder gleichzeitig B 'und 
Can. Damit ist gesagt, daB ein solches Individuum jedenfalls dem 
Begriff C, auBerdem aber entweder A oder B, d. h. aber dem Begriff 
A + B angehOrt. Es muB also ein solches Individuum zum Begriff 
(A + B) C gehoren. Umgekehrt aber erkennt man, daB auch jedes 
zum letzten Begriff gehorende Individuum einerseits C, andererseits 
entweder A oder B zugehort, wodurch dann deutlich wird, daB sich 
die Gesamtheit der im Begriff A C + B C enthaltenen Individuen 
mit der Gesamtheit der dem Begriff (A + B) C zugehOrigen deckt. 

Die Formel (1) ist also richtig, und es kann auf sie ein Verfahren 
des SchlieBens gegriindet werden. Die auBerliche Dbereinstimmung 
der Gleichung (r) mit der bekannten Formel der Algebra gewahrt 
ein gewisses Interesse, und es besteht wohl kein Zweifel dariiber, daB 
die eingefiihrte Bezeichnung zu dem Zwecke gewahlt wurde, um diese 
Dbereinstimmung herzustellen. Altere Autoren haben die auf die 
Formel (r) gegriindete logische Symbolrechnung, durch welche sie die 
gewohnliche Syllogistik ersetzen wollten, als "Algebra der Logik" 
bezeichnet. Eine Abkiirzung des logischen Velfahrens, das iiberdies 
gewohnlich nicht mit Gattungsbegriffen zu tun hat (vgl. § 6, 94, 95), 
wird jedoch durch diese Symbolrechnung nicht erreichtl). 

Einfacher erscheint die Einfiihrung einer unmittelbaren symbo
lischen Darstellung des Verhaltnisses eines Unterbegriffs M zum Ober
begriff N, wenn dieses Verhaltnis z. B. durch M < N ausgedriickt 
wird. Offenbar muB zu diesem Symbol dann die Regel eingefiihrt 
werden, daB aus M < N und aus N < P stets M < P folgt, und 
es kann hernach diese Regel zum formalen SchlieBen verwendet wer
den; offenbar aber iibersieht man ohne jedes andete Hilfsmittel an 
einer Reihenfolge iibergeordneter Begriffe das aus solchem Symbol
gebrauch etwa zu schlieBende Endergebnis. 

Der neuerdings hauptsachlich von RUSSEL und COUTURAT be
tonte Umstand, daB die mathematischen Schliisse weniger auf der 
Dberordnung der Gattungsbegriffe als auf der Verkettung der Rela
tionen beruhen2), hat die Forderung hervorgerufen, die Formallogik 

1) Man vergleiche z. B. ERNST SCHRODER, Vorlesungen liber die Algebra der 
Logik, I. Bd., r890; 2. Bd., 1. Abt .. r891; 3. Bd. r895; 2. Bd., 2. Abt., 1905. 

2) Vgl. S. 4, Anm. 1. 

Holder, Mathemati5che Methode. 18 
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der Relationen auszubauen. Man ist dabei aber nicht viel iiber die 
"transitive" Relation hinausgekommen. Bedeutet etwa xcy, daB ein 
Einzelgegenstand x zu einem Einzelgegenstand y in einer gewissen 
Relation steht, so ist das Gesetz der Transitivitiit darin ausgedriickt, 
daB aus xcy in Verbindung mit ycz folgen soU, daB auch xcz istl). 
Dieses Gesetz hat auBerordentlich einfache Schliisse tur Folge2), deren 
Formalismus im Grunde schon erwahnt worden ist, da ja auch die 
Dberordnung der Begriffe (s. 0.) eine transitive Relation der Begriffe 
selbst vorstellt. 

Will man zu Beispielen gelangen, die ausgiebiger sind, so muB man 
schon eine oder mehrere Relationen von mehr als zwei Elementen 
annehmen und dabei die Giiltigkeit von mehreren Gesetzen fordern 
(vgl. § 108). Ob diese angenommenenen Gesetze oder Axiome nicht 
etwa auf Widerspriiche fiihren, kann man dabei von vornherein nicht 
erkennen. Aus diesem Grunde und um sich nicht ins Uferlose zu 
verlieren, wird man am besten an bekannte und bewahrte Tatsachen 
ankniipfen; dann aber wird man in der Regel erkennen, daB man eine 
der bekannten mathematischen Theorien vor sich hat, etwa die Theorie 
der Anordnung der Punkte in einer Geraden (§ 2), die Theorie des 
Schwerpunkts, der Kraftezusammensetzung u. dgl. Es erscheint mir 
darum eine wenig fruchtbare Aufgabe zu sein, nach neuen Formalismen 
der Relationslogik zu suchen. 

Der bekannteste und fruchtbarste Formalismus ist jedenfaUs der 
der gewohnlichen Buchstabenrechnung. LEIBNIZ' Gedanke einer 
"Characteristica universalis", durch welche jedes Begriffsgebiet in 
ahnlicher Weise - durch Zusammensetzung des Verwicke1ten aus 
dem Einfachen - soUte bearbeitet werden konnen, ist in dieser AU
gemeinheit ohne Zweifel unrichtig3). Doch sind im AnschluB an diesen 
Gedanken verschiedene niitzliche Darstellungen geometrischer Spe
zialgebiete entstanden, wobei es dann wesentlich ist, daB ausgedehnte 
Gebilde, Lagenbeziehungen, Drehungen usw. durch einheitliche Sym
bole vorgesteUt werden, ohne daB man dabei notig hatte, auf die Ko
ordinaten der einzelnen Punkte (§ 38) zuriickzugehen. Ein wirklicher 
Nutzen des Formalismus ist meistens da vorhanden, wo gleichartige 
Relationen sich haufen 4), und infolgedessen deren Zusammentreten 
besser in einer ZusammensteUung von Symbolen als in \Vorten iiber
blickt werden kann. 

1) Vgl. § 6 und IS. 
2) Vgl. § 107. 
3) Vgl. auch J. BAUMANN, Die Lehren von Raum, Zeit und Mathematik in der 

neueren Philosophie, II Bd., 1869, S.62/63· 
4) Wie ich nachtraglich sehe, ist dies auch schon von MACH bemerkt worden; 

vgl. "Erkenntnis und Irrtum", 2. Anfl., 1906, S. 182. 
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§ 106. Urteilskalkiil. Allgemeine Verstandesbegriffe. 

Von den eingefiihrten Formalismen erscheint mir der Kalkiil der 
U rteile am wenigsten bedeutungsvo11. Er ist gleichfalls zuerst von 
BOOLEl) erdacht worden. Wenn p und q zwei Behauptungen vor
ste11en, so so11 die Formel 
(I) p ,-". q 

heiBen: "p schlieBt q ein", oder: "wenn p wahr ist, so ist auch q wahr" , 
wahrend die Formel 
(2) p ~ q 

bedeuten so11, daB entweder p oder q sicher wahr sein muB. DaB 
Ausdriicke wie "Enthaltensein" oder "EinschlieBen" vielfach nicht 
zweckmaBig sind, habe ich schon oben (§ I02) bemerkt. Es bedeutet 
also (I) einfach das hypothetische Urteil: "aus p folgt q", und (2) 
die Alternative zwischen p und q oder, anders gewendet, die Unver
traglichkeit der zu p entgegengesetzten Behauptung p' mit der zu q 
entgegengesetzten Behauptung q'. Es werden nun an diese Formeln 
gewisse Regeln gekniipft, die uns erlauben, symbolisch zu verfahren, 
und die im Grunde nichts anderes als die schon in § I02 in Worten 
geschilderten Verhaltnisse darste11en. Besonders verdachtig erscheint 
mir dabei, daB dafiir, daB eine Behauptung und noch eine andere 
gleichzeitig gelten so11en, ein besonderes symbolisches Zeichen ein
gefiihrt wird, das verbunden mit einer neuen Regel auftritt. Falls 
nun Behauptungen in groBerer Zahl zusammenkommen, miiBte man 
doch die fiir dieses Zeichen gegebene Regel erst einmal und dann 
noch einmal an wenden und so fortfahren. Dies wird jedoch der
jenige nicht konnen, der die mit dem Wort "und" bezeichnete logische 
Aufgabe 2) nicht zu losen vermag, und der, welcher dies vermag, 
wird jenes Zeichen samt der damit verbundenen Regel entbehren 
konnen. 

Ein AusfluB der bereits betonten, iiberscharfsinnigen Auffassung 
ist es auch, daB als besonderes Axiom die These aufgestellt wird: "Die 
gleichzeitige Behauptung von p und q schlieBt die Behauptung von 
p ein 8)." Ebenso wird die Substitution des Einzelnen in den a11ge
meinen Begriff, also die eillfache Subsumption, als ein besollderes 
Prinzip bezeichllet 4). 

1) Vgl. aueh RUSSEL, a. a. 0., S. 13££., ieh gebrauehe jedoeh die COUTuRATsehen 
SYlll,bole; vgl. auch hier S. 277, Anm. 1. 

2) In iihnlicher Weise driickt sich F. HAUSDORFF mit Riieksicht auf das Wort 
"nlle" aus (vgl. § ISS). 

3) Vgl. COUTURAT, Die philosophischen Prinzipien der Mathematik, deutseh von 
SIEGEL, 1905, S. 10. 

4) Ebenda S. 12. 

18* 
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An den erwahnten Kalkiil der Urteile knupft sich noch ein Para
doxon. Es soU sich aus dem Kalkiil ergeben, daB, wie man es aus
druckt, aus jeder falschen Behauptung jede beliebige andere Behaup
tung, namlich sowohl jede richtige, als auch jede falsche Behauptung 
folgt. Der Gedankengang des Paradoxons, der auch ohne Kalkiil 
dargesteUt werden kann, ist nun dieser. Die Behauptung p hat die 
Behauptung 
(3) p '-' q 
oder in Worten die Behauptung: "es gilt entweder p oder q" zur Folge; 
dabei kann q eine ganz beliebige Aussage sein, die wir willkurlich zu 
p hinzugenommen haben. Nun soUte aber p, wie ausdrucklich voraus
gesetzt wurde, eine "falsche" Behauptung sein, d. h. es soU das Gegen
teil P' von P richtig sein, weshalb also der erste Teil p der Alternative 
(3) einen Widerspruch mit sich bringt. Infolgedessen faUt nun nach 
der fUr die Alternative geltenden Regel (modus toUendo ponens, 
§ I02) dieser erste Teil weg, und es muB dafur der zweite Teil behauptet 
werden. Es bleibt also die Behauptung q als "Folgerung aus der fal
schen Behauptung P" ubrig. 

Es liegt hier der interessante Fall vor, daB etwas gleichzeitig tri
vial und doch im Grunde falsch oder wenigstens schief ist. Aus der 
Behauptung "p ist" folgt allerdings in gewissem Sinn bei beliebigem q: 
"es ist entweder p oder q", obwohl wahrscheinlich niemand im natur
lichen Denkverfahren so schlieBen wiirde. Der Umstand aber, daB 
hier p zwar gesetzt, gleichzeitig jedoch als falsch bezeichnet wird, 
macht, daB zUerst die Alternative erschlossen wird: "es gilt ent
weder p oder q", und daB dann nachher, weil eben p falsch sein soll, 
der erste Teil der Alternative wieder weggelassen wird, so daB die 
Behauptung q ubrig bleibt. Das hier ausgefUhrte Taschenspie1erkunst
stuck wird viel richtiger so geschildert: Es wird zuerst die Aussage p 
behauptet, woraus dann eine Folgerung gezogen wird, nachher wird 
dann, mit der Begrundung, daB p falsch gewesen sei, ohne daf3 die 
aus p gezogene Folgerung zugleich fallen gelassen wiirde, die gegenteilige 
Aussage P' behauptet. DaB man aber schlieBlich zu allen moglichen 
Folgerungen gelangen kann, wenn man eine Annahme p und gleich
zeitig dazu die Annahme P' des Gegenteils macht, war im Grunde 
langst bekannt. 

Wer die Formulierung zugeben will, daB aus einer falschen Be
hauptung jede be1iebige Behauptung folgt, der kommt auch zu dem 
Schlusse, daB aus einer falschen Behauptung das Gegenteil jeder be
liebigen Behauptung folgt, d. h. daB eine falsche Behauptung mit 
jeder beliebigen Behauptung unvertraglich ist. Dies ist auch tatsach
lich richtig, naturlich in dem Sinne, daB die falsche Behauptung, fUr 
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den, dem ihre Unrichtigkeit bekannt ist, schon mit sich seIber unver
traglich ist. Da nun also das Gegenteil r' einer richtigen Behauptung r 
mit jeder anderen Behauptung q unvertraglich ist, so folgt r aus q. 
Es folgt also die richtige Behauptung r aus jeder anderen Behauptung, 
was aber doch nur den trivial en Sinn hat, daB die richtige Behaup
tung, fUr den, der ihre Richtigkeit kennt, gar nicht mehr besonders 
gefolgert zu werden braucht. 

Das Wesen der im vorigen durchgefUhrten Betrachtungen ver
steckt sich bei einer formalen Behandlung1); dieselben beweisen 
also, daB ein Kalkiil. so niitzlich er in einzelnen mathematischen 
Disziplinen ist (§ 105), in logischen Fragen nicht zur Klarheit bei
tragt. sondern eher Verwirrung hervorzurufen geeignet ist. Ich 
bekenne mich deshalb gerade zum Gegenteil der Ansicht von L. Cou
TURAT, der die Darstellung durch Zeichen oder Symbole als Bedin
gung der logischen Vollstandigkeit eines Gedankenganges ansieht 2). 

Es ist noch zu bedenken, daB jedes solche Zeichen mit einer Ge
brauchsregel verbunden ist; diese Regel laBt sich jedoch nicht auf 
eine neue Symbolrechnung, sondern nur auf die Bedeutung des 
Zeichens griinden 3). Insbesondere schiene es mir irrig zu sein, wenn 
man den Gebrauch derjenigen Begriffe durch einen Symbolkalkiil 
regeln wollte, welche in Worten wie: "und", "oder", "alle", "Einheit", 
"nicht", "Bedingung", "Folgerung" usw. niedergelegt sind. Der
artige Begriffe, die man in der Philosophie als allgemeine Verstandes-

1) Vgl. RUSSEL, a. a. 0., S. 17 unten; vgl. auch COUTURAT, Les principes des 
mathematiques, 1905, p. 15. 

2) Vgl. COUTURAT, ebenda p. 23. Ausfiihrliche Symbolrechnungen sind entwickelt 
worden von G. PEANO, Notations de logique mathematique, 1894, Logique mathe
matique, 1897 (Formulaire de mathematiques, t. I, II), Les definitions mathematiques 
(Bibliotheque du congres de philosophie, t. III, p.280) und von A. PADOVA, Intro
duction logique a une theorie deductive quelquonque (ibid. p. 315). 

3) Vgl. auch meine Bemerkung in der Einleitung S. 5; iibrigens gibt doch auch 
COUTURAT an einer Stelle (a. a. 0., S. 12) ZU, daJ3 man die "Anfangssymbole und Grund
forme1n" in der Wortsprache definieren miisse. In seiner Schrift "Intuitionism and 
Formalism" (Bull. of the American Mathematical Society 2d Series, Vol. XX, 1913, 
p.87/88) hat L. E. J. BROUWER scharfsinnig gezeigt, daJ3 der Anhiinger des Formalis
mus, der alle Schliisse durch Symbole darstellen will, die Widerspruchslosigkeit seiner 
Ansiitze niemals wirklich beweisen kann. Ich gehe aber insofern weiter, als ich nicht 
den Formalismus und das, was BROUWER Intuitionismus nennt, als gleichberechtigte 
Anschauungen nebeneinander stellen mochte, sondern glaube, daJ3 der Formalismus 
als Grundlage der mathematischen Gedankenbildung zu verwerfen ist. 

Philosophischerseits hat sich FRANZ BRENTANO (Von der Klassifikation der psy
chischen Phiinomene, 19II, S. 160/61) sehr entschieden dagegen ausgesprochen, die 
Methode der Mathematik dadurch zu reformieren, daJ3 man eine mathematische Logik 
auf sie anwendet. Er weist dabei treffend auf die "Ars magna" des RAIMuNDUS LULT,US 
(1234-1315) hin, die gleichfalls, trotz der hohen an sie gekniipften Erwartungen, 
vollig unfruchtbar geblieben ist. Auch LOTZE hat sich in seiner Logik gegen solche 
Versuche erkliirt (Philosophische Bibliothek, Bd. 141, S. 260). 
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begriffe oder auch ais Kategorien zu bezeichnen pflegt, biiden selbst 
die Grundfunktionen a.lles Denkens und Iiefern die leitenden Gesichts
punkte fur die Bildung aller Regein und Begriffe der Einzelwissen
schaften. 

Dreizehnter Abschnitt. 

Bausteine zu einer Logik der mathematischen 
Wissenschaften. 

§ 107. Verkettung der Relationen. 

Es ist schon mehrfach betont worden 1), daB die mathematischell 
Schhisse ill der Regelnicht auf der Dberordnung der Gattullgsbegriffe, 
auf welche die aite Syllogistik ihre verschiedenen Fonnen gegrullclet 
hatte, sondern auf der Verkettung der Relationell beruhen. Man hat 
sich dabei eine Mehrzahl von gleichartigen oder ungleichartigen EIe
menten, d. h. Einzelgegenstanden, zu denken, zwischen denen noeh 
gewisse Relationen angenommen werden; so denkt man sieh z. B. 
mehrere Gerade und Punkte, wobei gewisse Gerade dmch gewisse 
Punkte gehen, ein Punkt zwischen zwei anderen liegt, zwei Punkte 
denselben Abstand haben wie zwei andere usw. lndem nun gewisse 
RegeIn, d. h. gewisse Tatsachen allgemeiner Art, zm Verfugung stehen 
oder richtiger ais Axiome zugrunde gelegt sind, die besagen, daB, wenll 
zwischen gewissen Elementen gewisse Relationen bestehen, zwischen 
dies en oder einem Teil von ihnen, vielleicht zusammen mit noch an
deren Elementen, weitere Relationen bestehen mussen, liegt die Mog
Iichkeit vor, zu anderen und wieder anderen Relationen weiterzu
schreiten. Man gelangt so zu einer Folge gedanklicher Operationen, 
wobei die naehfolgenden in der Regel die vorhergehenden voraus
setzen und nm manchmal eine Umstellung der innegehaltenen Ord
nung moglich ist. 

Beim Fortsetzen dieser,. oft aueh sieh teilenden Gedankenkette 
gelangt man nicht nur zu neuen Relationen zwischen bereits gegebenen 
Elementen, sondern manchmal auch zur Erkenntnis des Zusammen
faHens oder umgekehrt zur sicheren Erkenntnis der Versehiedenheit 
zweier zunachst nur vorlaufig untersehiedenen Elemente. So mussen 
zwei Gerade g und g', deren jede durch die beiden voneinander ver
schiedenen Punkte A und B hindurchgeht, miteinander zusammen
fallen; andererseits muB, wenn A, B und C voneinander verschieden 
sind und wenn B zwischen A und C gelegen ist, jeder zwischen B und C 
gelegene Punkt von A verschieden sein usw. (vgl. auch § 8). 

1) Ygl. § () HUt! 105. 
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Dabei ist zu beachten, daB die wirkliche Vollziehung der ange
deuteten Gedankenoperationen, die Ausfindigmachung der Ordnung, 
in der allein sie vollzogen werden konnen, not wen dig ist, so daB 
also eine Art von Gedankenexperiment zur Erreichung des Ergeb
nisses erforderlich ist. Liegt eine Untersuchung aus dem Gebiete der 
Geometrie, der Mechanik ode, der Physik vor, so kommt den betrach
teten Elementen eine Beziehung auf die Anschauung oder die Erfah
rung zu, die jedoch bei der Handhabung jener Gedankenoperationen 
beiseite gel ass en werden kann, wie bereits in § 7 und 8 gezeigt wor
den ist. 1m Grunde operieren wir also nur mit den Zeichen, durch 
die wir jene anschaulichen oder empirischen Elemente in unserem 
Geiste darstellen, stellen oder ordnen jene Zeichen um, beziehen sic 
aufeinander usw. In diesem Sinne kann unser Gedankenexperiment 
in der Tat so, wie HOBBES sich ausgedriickt haP), als eine Art Rech
nung bezeichnet werden, wobei es aber ziemlich gleichgiiltig ist, ob 
der Gedankengang in Wort en oder durch einen Symbolkalkiil dar
gestellt wird 2). 

Durch das Gedankenexperiment entscheiden wir, wenn es sich um 
eine geometrische oder um eine mechanische oder physikalische Sache 
handelt, zum voraus, wie eine geometrische Zeichnung oder wie ein 
mechanisches oder ein physikalisches Realexperiment in dem gege
benen Falle ausfallen muB. In diesem Sinne hat KROMAN die deduk
tive Methode passend dahin charakterisiert 3 ), daB sie ein Realexperi
ment durch ein Gedankenexperiment ersetze. 

Ein physikalisches Beispiel allereinfachster Art mag dazu dienen, 
das Deduktionsverfahren noch besser ins Licht zu setzen. Eine Er
fahrungsregel besagt, daB, wenn ich mit dem Korper P die Flache 
des Korpers Q ritz en kann, die Flache von P nicht mit Q geritzt zu 
werden vermag. Eine andere Erfahrungsregel stellt fest, daB, wenn 
P die Flache von Q ritzt, und Q die Flache von R, daB dann auch P 
die Flache von R ritzt; der Umstand, daB P die Flache von Q ritzt, 
bedeutet also eine transitive Relation 4) des Korpers P zum Kor
per Q. DaB auch ein anderer Tatsachenbestand denkbar ware, wird 
hier niemand bestreiten; es handelt sich um Verhaltnisse in der Er
fahrung. Trotzdem konnen wir aus der zweiten Regel, nachdem wir 
sie einmal als allgemeingiiltig angenommen haben, auf rein logischem 
Wege Schliisse ziehen. \Vir wollen vorher noch die folgenden einzelnen 
Erfahrungstatsachen feststellen: Der Topas ritzt den Quarz, der 

1) Vgl. § 125. 
2) Vgl. § 105. 

3) Vgl. KROMAN, unsere Naturerkenntnis, deutsche Ausgabe von v, FISCHER 
BENZON, 1883, S.26 und 139. 

4) Vgl. § 6 und 10,5. 
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Feldspat den Apatit, der Quarz den Feldspat und der Diamant den 
Topas!). Bringt man nun die genannten K6rper in die Reihenfolge' 
Apatit, Feldspat, Quarz, Topas, Diamant, so ist infolge der erwahnten 
einzelnen Feststellungen der Bedingung Geniige geleistet, daB in der 
aufgestellten Reihe jeder K6rper den unmittelbar vorangehenden ritzt. 
Nunmehr ist deutlich, wie wir mit Hilfe jener zweiten Regel Schritt 
fiir Schritt schlieBen k6nnen, daB zunachst der Quarz, dann aber 
auch der Topas und schlieBlich der Diamant den Apatit ritzt. Hier 
k6nnen wir also auf Grund der einzelnen erfahrungsmaBigen Fest
stellungen, nachdem wir jene Regel als allgemein angenommen haben 2), 
ein Realexperiment voraussagen. Das Gedankenexperiment aber, auf 
Grund dessen dies geschieht, beruht hier darauf, daB wir eine solche 
Reihenfolge der genannten Korper - oder vielmehr ihrer N amen -
herausgefunden haben, welche den Apatit mit dem Diamanten ver
band und dabei der erwahnten Bedingung Geniige leistete. 

Wie wir nun in der Geometrie, der Mechanik und der Physik mit 
den Gegenstandsbegriffen: Punkt, Gerade, Kraft, Druck, Zeit, Masse, 
Temperatur usw. und mit den Relationen, wonach etwa eine Gerade 
durch einen Punkt geht, oder eine Kraft mit anderen im Gleichgewicht 
ist, verfahren) so verfahren wir in ahnlicher Weise in der gemeinen 
Algebra mit den Zahlgr6Ben und mit den zwischen ihnen herrschenden 
Relationen, die z. B. auf ihrem GroBersein und Kleinersein oder darauf 
beruhen, daB die eine Zahlgr6Be aus den anderen durch bestimmte 
Operationen entstanden ist. Man hat im Grunde dieselbe Art des 
SchlieBens, hier wie dort, nur daB man hier mit besonderem Vorteil, 
wegen der Haufung der gleichartigen Operationen, das SchlieBen in 
der Form eines Kalkiils darstellt. Schon die iibliche Bezeichnung, 
die durch a + b die Summe und durch a b das Produkt der Zahlen 
a und b ausdriickt, ist auf dieses Verfahren zugeschnitten. Die arith
metischen Grundformeln, wie z. B. die Formel 

(r) a (b + c) = a b + a c 

spielen hier die in der Geometrie den Axiomen zuko~mende Rolle. 
So wird aus der Formel (r) im Zusammenhang mit der Formel 

(2) ab = ba 

1) Falls wir sagen: "Top as ist harter als Quarz" usw., so wird jene Regel der 
Trausitivitat in dem sprachlich iiblichen Gebrauch des Komparativs "harter" versteckt. 

2) Diese Regel stellt das Axiom dar, auf dem der SchluB beruht. J. ST. MILl, hat 
die Bemerkung gemacht (System der deduktiven und induktiven Logik, deutsch 
von SCHIEl" 4. deutsche Aufl., 1877, 1. Teil, S. 272), daB in der geometrischen Deduk
tion die oberen Pramissen aus Definitionen und Axiomen bestehen. Diese Bemerkung 
ist zutreffend, wenn man die obere Pramisse oder den Obersatz in einem etwas all· 
gemeineren Sinne als in dem bei den Aristotelischen Formen iiblichen auffaBt. 
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d. h. mit dem Satz von der Vertauschbarkeit von MUltiplikator und 
Multiplikand die bekannte Quadratform 

a2 +2ab+b 2 

herge1eitet. 
Freilich besteht doch ein wesentlicher Unterschied. Wahrend z. B. 

in der Geometrie der Punkt, die Gerade, die vereinigte Lage von Punkt 
und Gerade schlechthin gegebene Beg!iffe sind, die nicht innerhalb 
der geometrischen Deduktion, sondem nur durch den Hinweis auf 
die Erfahrung - oder vielleicht Anschauung - zu begriinden sind, 
kann der Zahlbegriff, der Begriff der Addition und Multiplikation 
aufgebaut, und konnen die arithmetischen Grulldformeln, d. h. also 
jene allgemeinen Lehrsatze, aus denen die Algebra schlieBt, bewiesell 
werden. Nur wenn wir das formale Verfahren der Algebra losgelost 
von der Bedeutung der Zeichen betrachten, laBt es sich genau mit 
dem Verfahren der Geometrie in Parallele stellen. 

Es ist schon mehrfach darauf hingewiesen worden, daB die Geo
metrie bereits in ihren Axiomen iiber Existentialtatsachen verfiigtl). 
Diese gestatten nun andere und andere Elemente in die Schliissc 
hineinzuziehen und so die SchluBkette noch mehr zu erweitem. So 
benutzt der geometrische Beweis etwa die Schnittpunkte von gewissen 
vorher schon in die Betrachtung eingefiihrten Geraden. In ahnlicher 
Weise zieht der algebraische Beweis die Summe oder das Produkt 
sclion vorhandener Zahlen mit in den Kreis der Betrachtung. 

DaB die mathematische Betrachtung sich allerdings nicht auf die 
eben geschilderten, aus einer endlichen Zahl von Elementen gebildeten 
mehrfach verzweigten Gedankenketten, die wirklich vol1zogen werden 
konnen und miissen, beschrankt, wird spater (§ rr6) gezeigt werden. 
Es liegt dies im Grunde schon in der vorhin iiber die Beweisbarkeit 
der algebraischen Grundformeln gemachten Bemerkung, da diese 
Grundformeln nicht allgemein durch eine endlich fertige SchluB-
kette erlangt werden konnen. I 

DaB wir uns bei dem geschilderten Verfahren der Regeln bewuBt 
bleiben miissen, nach denen es zu verlaufen hat, ist selbstverstandlich. 
Wie wir es machen, daB wir einen Widerspruch mit der Regel ver
meiden, daB die Identitat des Verfahrens gewahrt bleibt, ist schwer 
zu sagen. DaB wir dies konnen, setzt die Logik voraus, und nur in 
diesem Sinne kann man sagen, daB das Denken auf der Identitat 
und auf der Vermeidung des Widerspruchs beruhe, ohne daB ich 
darin ein besonderes, ausdriicklich hervorzuhebendes Prinzip zu er
kennen verm6chte. 

1) Vgl. § 2. 
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DaB die mathematische Beweisfiihrung nicht, wie auch schon be
hauptet worden ist, aussch1ieBlich auf der Substitution des Gleichen 
fiir das G1eiche beruht, diirfte bereits aus dem Vorstehenden hervor
gehen und ist auch schon im erst en Abschnitt gezeigt ",:,orden 1). 

§ I08. Beispiel: Die Theorie des dritten Elements. 

Urn ein Beispiel zu bekommen, das reichere Beziehungen darbietet 
a1s die im vorigen Paragraphen angefiihrte Theorie der Transitivitat 
und doch iibersichtlicher ist a1s z. B. die Geometrie, will ich mir eine 
l\iannigfa1tigkeit von gleichartigen E1ementen denken, die durch fo1-
gCllden Re1ationsbegriff verkniipft sind. 

I. Zu ie zwei Elementen A und C soU es fedesmal ein zugeh6rigcs, 
eindeutig bestimmtes drittes Element B geben. Dasselbe Element B 
gehOrt auch zu den Elementen C und A, d. h. es ist nicht davon abhdngig, 
in welcher Reihenjolge die beiden Elemente als vorgegeben gedacht waren. 

Wir wollen dieses Element B einfach das "dritte Element" nennen, 
urn durch eine dergestalt abstrakte Bezeichnung jede unstatthafte 
Dbertragung aus den schon bekannten Gebieten, in denen eine analoge 
Relation besteht, abzuwehren. Wir setzen ferner voraus: 

II. Wenn A und C zusammenjallen, soU auch das zugehOrige drittc 
Element mit ihnen zusammenjaUen. Sind A und C voneinander vey
schieden, so ist auch das dritte Element von ihnen beiden verschieden. 

Es soIl jetzt noch diese Forderung gesteUt werden: 
I I I. Zu zwei Elementen A und B soU stets ein und nur ein Element C 

so existieren, da(3 B das dritte Element ist von A und C. 
In dem besonderen FaUe, daB B mit A zusammenfaUt, kann C, 

wegen II, nicht von A verschieden sein; es faUt also das Element C, 
das nach III zu A und A gefunden werden kann, mit A selbst zu
sammen. 

Geht man nun von zwei verschiedenen Elementen A und Al aus, 
so kann man nach III Schritt fUr Schritt die Elemente 

A,A L .A 2 ,A 3 , .. • 

so definieren, daB Al das dritte Element ist zu A und A 2, ferner A2 
das dritte Element zu Al und A a, weiter Aa das dritte Element zu A2 
und A4 usw. In derselben Weise laBt sich dann auch die Reihe 

AI, A, A_I' A_2' A_a, .. · 

derart definieren, daB A das dritte Element ist zu Al und A_I) ferner 
A -1 das dritte Element zu A und A _ 2) ebenso A _ 2 das dritte Element 
zu A_I und A _ 3 l1SW. 

1) Vgl. § 6. 
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Es wird deutlich sein, daB man auch die beiden gebildeten Reihen 
zusammenfassen und in gewissem Sinne von der vor- und riickwarts
schreitenden Folge 

(r) "', A_ 4 A_ 3 , A_2' A_I' A, AI' A 2 , A a, A 4 , •• , 

sprechen kann, wobei natiirlich die raumliche Anordnung auf dem 
Papier nur der Verstandigung dienen solI. Die Eigenschaft dieser 
Folge (r) ist qadurch charakterisiert, daB in ihr jedei Element das 
"dritte Element" vorstellt zum "vorangehenden" und "nachfolgen
den". Dabei bleibt aber die Frage immer noch unerortert, inwieweit 
die Elemente dieser Folge voneinander verschieden sind. 

Zu erheblich weiteren Folgerungen gelangt man nur, wenn man 
eine neue Voraussetzung macht. Ich nehme jetzt noch das folgende 
Postulat an: 

IV. Wenn in einer Folge von sieben Elementen D' C' B' ABC D das 
mit#ere A das dritte Element ist zum ersten D' und letzten D, ebenso 
zum zweiten C' und vorletzten C und auch zum dritten B' und dritt
letzten B, und wenn noch von den drei ersten Elementen der Folge das 
mittlere C' das dritte Element ist zu den beiden anderen D' und B', so 
ist auch von den drei letzten Elementen das mittlere C das dritte Element 
zu den beiden anderen D und B. 

Urn dieses Postulat auf die Reihe (r) anwenden zu konnen, fiihre 
ich die Elemente B 1 , B 2, B 3 , B 4 , ••• so ein, daB A das dritte Ele
ment sowohl von A_I und Bl ist, als auch von A -2 und B 2 , als auch 
von A_a und Ba usw. Es muB dann Bl mit Al zusammenfallen, da 
nach Postulat III nur ein Element existiert derart, daB zu diesem 
und zu A -1 das Element A das zugehorige dritte ist. Nicht so un
mittelbar ist zu erkennen, daB nun auch B2 mit A 2, ebenso B3 mit 
A3 usw. zusammenfallt. Hierzu wird das Postulat IV gebraucht. 
Dieses Postulat kann auf die Folge A_2A_IA A A BIB2 angewendet 
werden, woraus sich ergibt, daB B1 , d. h. also AI' das dritte Element 
von A und B2 ist. Da aber nach der urspriinglichen Bildung der 
Reihe (r) das Element Al auch das zu A und A2 zugehorige dritte 
ist, so kann, wiederum nach Postulat III, das Element B2 nicht von 
A 2 verschieden sein. Betrachtet man jetzt weiter die Folge A -3 A _ 2 

A_IA B 1 B 2 B 3 , so sieht man, daB wieder die Voraussetzungen des 
Postulats IV erfiillt sind. Es muB deshalb B2 das dritte Element 
zu Bl und B 3 , d. h. also A2 das dritte Element zu Al und Ba sein, 
woraus folgt, daB Ba mit A3 zusammenfallen muB. 

Damit sind zunachst zwei wesentlich neue Eigenschaften der 
Reihe (r) nachgewiesen, die mit der "Konstruktion" der Reihe nicht 
urspriinglich gegeben waren. Es ist namlich A das dritte Element 
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zu A_2 und A 2, weil nach der Definition von B2 das Element A das 
dritte war zu A_2 und B2, undB2 sich schlieBlich als mit A2 zusammen
fallend ergeben hat. Auf ganz entsprechende Weise ist A als drittes 
Element von A -3 und A3 erwiesen worden. Diese Ergebnisse haben 
wir dadurch gewonnen, daB wir die in den Postulaten niedergelegten 
Gesetz~ angewendet, d. h. die in diesen Regeln ausgedriickten Tatig
keiten des Beziehens wirklich vollzogen haben. In dieser Hinsicht 
erlautert unser Beispiel die Verkettung der Relationen, d. h. die tat
sachliche Bildung der Gedankenketten, die sich aus den die Rela
tionen beherrschenden Postulaten ergeben. Nun aber kommt ein 
wesentlich N eues hinzu. Es ist bereits angedeutet worden, daB so
wohl die Reihe (r), und zwar diese sogar nach zwei Seiten, als auch 
das zuletzt angewendete SchluBverfahrell ins Unendliche fortgesetzt 
werden kann. Fur das SchluBverfahrell muB dies bewiesell werden. 

Zu diesem Zweck nehmen wir als bereits bewiesen an, daB 
nicht nur BI mit AI' B2 mit A 2, B3 mit A 3, sondern auch B4 mit 
A4 usw. und schlieBlich auch B,. mit A,. zusammenfallt. Es kann 
unter dieser Voraussetzung gezeigt werden, daB auch B"+1 nicht von 
A .. + t verschieden sein kann. Betrachten wir namlich die Folge 
A - .. -t A _ .. A -"+1 A B"_1 B .. B,,+t, so ergibt die Anwendung des Postu
lats IV sofort, daB B" das dritte Element ist von B .. - t und B"+1' 
d. h. also, daB A" das dritte Element von A"_1 und B"+1 ist, woraus 
dann das Zusammenfallen von B"+1 mit AMI erschlossen wird. 

Niemand wird bestreiten, daB der eben gegebene Beweis die un
beschrankte Fortsetzbarkeit unserer SchluBweise erhartet, daB also 
allgemein B" mit A" zusammenfallen wird. Worauf es im Grunde 
beruht, daB ein Ergebnis von solcher Allgemeinheit moglich ist, was 
der eigentliche Kern des hier angewendeten "Schlusses von n auf 
n + rei ist, ist freilich nicht so leicht zu sagen. Es sol1 auf diesen 
Punkt, der in § r20 bis auf einen gewissen Grad untersucht werden 
wird, hier nicht eingegangen werden. 

Da nun in der Folge (r) jedes Element das dritte ist zum voran
gehenden und nachfolgenden, so ist im Grunde das Element A gar 
nicht ausgezeichnet. 1m vorigen war nun B" so angenommen, daB A 
das dritte Element war von A_" undB", und es fiel dann B" mit A" 
zusammen, d. h. also, es wurde bewiesen, daB A das dritte Element 
ist zu dem ihm um y Stellen vorangehenden und dem ihm um y Stellen 
nachfolgenden Element. Weil nun an Stelle von A auch irgendein 
anderes Element treten kann, so ist allgemein fur zwei beliebige 
Zahlen It und y das Element AI' das dritte zu A"+,, und A,f_"; es 
hat also auch die Folge 

.. . A.u-3'" A.u-2V, A.u-v, A,fI, A/f + V , A.u+z", A.u+3"'··· 
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die Eigenschaft, daB jedes ihrer Elemente das dritte Element ist zu 
dem vorhergehenden und nachfolgenden. Diese Eigenschaft kommt 
also jeder Folge zu, die aus der Folge (r) dadurch herausgehoben· 
wird, daB man jedesmal dieselbe Zahl 'V - r von Elementen iiber
springt. 

Es konnen jetzt in die Reihe (r) auch umgekehrt Glieder eingc
schaltet werden. Bedeutet namlich allgemein C,,, das dritte Element 
zu A/I und A!t+I' so kann man die neue Folge 

(2) ... , A_z, C- 2 , A_I> C-I> Ao, Co, AI, CI , A 2 , C2 ,··· 

bilden, in der AD dasse1be Element wie oben A bedeuten sol1. Nach 
der gegebenen Vorschrift ist hier z. B. Co das dritte Element zu AD 
und AI, und ebenso CI das dritteElement zu Al und A 2 ; es ist aber 
zunachst noch nicht ersichtlich, daB auch Al das dritte Element ist 
zu Co und C l' Dies laBt sich aber in ahnlicher Weise, wie die friiheren 
Beweise gefiihrt worden sind, mit Hilfe des Postulats IV dartun, 
worauf aber jetzt nicht eingegangen werden so11. Man kann nun die 
Bildung der Reihe (r) als eine "Vervielfachung" des Reihenintervalls 
AAI und den Dbergang von der Folge (r) zur Folge (2) als eine "Zwei
teilung" der Intervalle von (r) deuten, wobei aber das Wort "Inter
vall" nicht geometrisch, sondern nur im Sinne der Reihe, also im 
Sinne eines Gleichnisses zu verstehen ist. In diesem Sinne konnen 
nun die Interva11e von (2) noch einmal geteilt werden, und man kann 
so weiter fortfahren. J etzt liegt es nahe, die Reihenglieder durch 
Zahlen zu markieren. Es sol1 allgemein dem Element A I' die ganze 
Zahl fh, dem Element C1, von (2) die urn t groBere Zahl fh + -~- zuge
wiesen werden. Man gelangt schlieBlich dazu, jedem Element, auf 
das man in der geschilderten Weise durch eine endliche Zahl solcher 
Zwischenschaltungen gefiihrt wird, eine rationale, im a11gemeinen ge
brochene Zahl mit einem Nenner, der eine Potenz von 2 ist, d. h. mit 
anderen Worten eine dyadische Zahl zuzuordnen. 

§ 109. Erweiterung der Theorie mit Hilfe eines neuen 
Relationsbegriffs. 

Es ist schon darauf hingewiesen worden, daB zunachst nicht die 
Verschiedenheit a11er der in einer der obigen Reihen auftretenden 
Glieder behauptet werden kann. Ich fiihre nun noch einen weiteren 
Relationsbegriff ein, indem ich die folgenden Annahmen mache: 

V. Von zwei verschiedenen un serer Elemente ist stets ein bestimmtes 
das "jriihere", das andere das "spatere"; andererseits miissen zwei 
Elemente, von denen das eine das jriihere und das andere das spatere 
ist, voneinander verschieden sein. 
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VI. Wenn M fruher ist als N, und N fruher als P, so ist auch M 
fruher als P, weshalb (vgl. V) auch M von P verschieden sein mufJ. 

Hier wird also der Begriff "fruher" als eine neue Relation unserer 
Elemente eingefuhrt, die gegeben sein soIl (§ I) und die in Wahr
heit weder mit zeitlichen noch mit raumlichen Begriffen und zunachst 
auch nicht mit dem "vorangehen" und "nachfolgen" def Elemente 
in den oben konstruierten (synthetisch gebildeten) Reihen etwas zu 
tun haben soIl. Die neue Relation ist nach VI eine transitive (§ 105 
und 107), und es muB deshalb, wie leicht zu sehen ist, auch der um
gekehrten Relation "spater" (§ 95) derselbe Charakter der Transitivi
tat zukommen. Es soIl aber auBerdem noch das weitere Postulat 
angenommen werden: 

VII. Wenn die beiden Elemente M und N das Element Pals drittes 
bestimmen, so ist von fenen beiden Elementen das eine fruher, das andere 
spater als P. 

Betrachtet man nun die im vorigen Paragraphen definierte Ele
mentenfolge (I), so ergibt sich zunachst, falls Al als verschieden von 
A angenommen wird, daB auch A2 von A verschieden sein muS; 
man kame sonst, da Al das dritte Element von A und A2 ist, mit 
Hilfe des Postulats II auf einen Widerspruch. Da A 2 von A ver
schieden ist, ist nach VII entweder A fruher als AI' und dieses fruher 
als A 2, oder umgekehrt A spater als AI' und Al spater als A 2. Nimmt 
man nun z. B. an, daB von den eben genannten beiden Moglichkeiten 
die erste eintritt, so erkennt man, wenn die angeste11te Betrachtung 
jetzt auf die drei Elemente AI' A2 und A3 angewendet wird, daB A2 
frtiher ist als A a , ebenso wie Al fruher als A 2. Indem man so in der 
Folge (r) weiterschreitet, ergibt sich in ihr jedes Element als fruher 
im Verhaltnis zum unmittelbar folgenden und vermoge der Transi
tivitat der Relation "fruher" auch im Verhaltnis zu j ede m nach
folgenden Element. Ratte man aber von den oben ermittelten beiden 
Moglichkeiten die zweite angenommen, so hiitte sich in unserer Folge 
(I) j edes Element im Verhaltnis zu j edem nachfolgenden als spa t e r 
herausgestellt. Man erkennt nunmehr auch, daB auf Grund der neuen 
Annahmen die Elemente unserer Folge alle voneinander verschieden 
sind. 

Es laSt sich nun auch von der Folge (2) und von den anc1eren 
Fol~en, die in der oben geschilderten Weise durch mehrfache Ein
schaltung entstehen, beweisen, daB jede aus lauter verschiedenen 
Elementen besteht, und daB entweder in allen Folgen jedes Element 
fruher ist als jedes ihm nachfolgende oder in allen Folgen jedes Ele
ment spater als jedes nachfolgende, je nachdem dies eben bei der 
Folge (I) auf die eine oder die andere Art sich verhalt. 
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Die friihere Auseinandersetzung setzte noeh stillsehweigend vor
aus, daB zwei voneinander vers~hiedene Elemente existieren, woraus 
dann mit Hilfe der Postulate sieh die Existenz von unendlieh vielen 
versehiedenen Elementen ergibt. Es konnen nun aber unter den 
Elementen, die als gegeben vorausgesetzt waren und den Postulaten 
I - VII geniigen sollten, aueh noeh solche vorhanden sein, die sieh 
nieht aus den beiden oben gewahlten A und Al dureh eine endli~he 
Zahl der besehriebenen Operationen der Reihenfortsetzung und der 
Zwisehensehaltung erreiehen lassen. Insbesondere m iisse n solche 
weitere Elemente vorhanden sein, wenn noeh mit Riieksieht auf die 
eben eingefiihrte Relation des Friiheren - bzw. Spateren - das 
Stetigkeitsaxiom gefordert wird: 

VIII. Falls die samtlichen Elemente so in zwei Klassen eingeteiZt 
sind, dafJ jedes Element der ersten Klasse friiher ist als jedes der zweiten, 
so existiert ein Element 5 von der Art, dafJ alle Elemente, die friiller 
als 5 sind, der ersten, und aUe die, welche spater als 5 sind, der zweiten 
Klasse angehOren. Das Element 5 selbst kann je nach dem Fall zur 
ersten oder zur zweiten Klasse gerechnet erscheinen 1). 

Werden noeh zwei einfaehe Postulate hinzugefiigt2), so ge1ingt es 
mit Hilfe der Elemente, denen die dyadisehen Zahlen zugeordnet 
wurden (§ 108), und mit Hilfe der Relationsbegriffe ,,£riiher" und 
"spater" sehlieBlieh jedem Element eine reelle Zahl eindeutig zuzu
ordnen und dann zu zeigen, daB aueh jede, rationale oder irrationale, 
reelle Zahl als zugeordnete eines einzigen bestimmten Elements auf
tritt. Es gehort bei dieser Zuordnung entweder allgemein zum friiheren 
Element die algebraiseh (d.h. mit Riieksieht auf das Vorzeiehen) 
kleinere oder allgemein zum friiheren Element die algebraiseh groBere 
Zahl. 1st auBerdem B das dritte Element zu A und zu C, so ist die 
dem Element B zugeordnete Zahl das arithmetisehe Mittel der zu 
A und zu C zugeordneten Zahlen. 

1m Gegensatz zu den liiekenlos aus den Axiomen I-X (vgl. die 
Anm.) mogliehen Beweisen der aufgestellten Satze, steht die Tat
saehe, daB die Widerspruehslosigkeit der Axiome, wenn das Stetig
keitsaxiom in diesen inbegriffen ist, sieh nieht "rein logiseh" beweisell 
laBt. Dagegen folgt die Widerspruehslosigkeit der Axiome I-VII, 
IX und X sofort aus der reinen Arithmetik, wenn man von vorn
herein die reellen - positiven und negativen - Rationalzahlen die 

1) Vgl. § 29££. 
2) Ich habe mich iiberzeugt, daB es geniigt, noch diese Postulate anzunehmell: 
IX. Falls B das dritte Element ist von A und von C, und B' das dritte Element von 

A und von C, und wenn C friiker ist als C', so ist auck B friiker als B'. 
X. Falls B das dritte Element ist sowohl von A und C als auck von A' und C, und 

wenn A fruker ist als A', so ist C' spater nls C. 
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E1emente sein 1ii8t und das "dritte Element" a1s arithmetisches Mittel 
definiert. Da die Arithmetik sich rein 10gisch aufbauen 1ii8t (vgl. 
den neunten Abschnitt), so ist die Widerspruchs10sigkeit der zu1etzt 
genannten Axiome rein logisch beweisbar. Dies gilt meines Erachtens 
nicht mehr von dem System der Axiome, nachdem das Stetigkeits
axiom hinzugetreten ist, denn die Gesamtheit alier reellen Zah1en, 
die dann die Elemente vorstellen mii8ten, ist nicht durch rein 10gischen 
Aufbau erreichbar1). Dagegen ergibt sich die Widerspruchs10sigkeit 
der Axiome I-X mit Notwendigkeit, wenn man das einfache Kon
tinuum oder, was auf dasse1be hinauskommt, die Gesamtheit der 
Punkte einer Geraden mit den in § 2 angegebenen, die Anordnung 
der Punkte und die Abtragung der Strecken betre££enden Axiomen 
samt dem Stetigkeitsaxiom (§ 29) a1s gegeben, d. h. a1s eine in anderem 
a1s rein 10gischem Sinne in sich notwendige, mit idea1er Wahrheit 
ausgestattete Form annimmt. Das "dritte Element" ist dann als 
der Mitte1punkt zweier jener Punkte zu deuten, die alle auf derse1ben 
Geraden ge1egen sind 2). 

Auf der anderen Seite ist zu beachten, daB der Aufbau der Theorie 
des dritten Elements aus den Axiomen, nachdem diese einma1 an
genommen sind, ohne jeg1iche Benutzung der Begri££e "Abstand", 
"Abstandsg1eichheit" u. dgl. durchgefiihrt wird 3), und es 1iiBt desha1b 
diese Theorie woh1 noch deut1icher erkennen, als dies im dritten Ab
schnitt bereits gezeigt worden ist, daB aus q ua1i ta ti v e n Re1ationen 
mit Hil£e gewisser Fo1gen von Operationen, die geziihlt werden, der 
Begriff des MaBes erwiichst. 

§ 110. Zahlformeln, Vertauschungen und Ahnliches. 

Urn die Bedeutung einer Zahl£orme1, z. B. der bei KANT ofters 
erwiihnten Forme1 5 + 7 = 12 , auseinanderzusetzen, will ich mich 
an die in § 63 zuerst erwiihnte einfachere Zah1au££assung halten. Sie 
betrachtet die Zah1en 1edig1ich als Zeichen, welche die Stellen in einer 
Reihenfo1ge zu unterscheiden bestimmt sind, wobei fiir die im Grunde 
beliebigen Zeichen eben einma1 die Charaktere 

I, 2, 3, ... , 10, II, 12, 13, 

gewiihlt worden sind. Urn die "Summe" 5 + 7 zu finden, hat man 
von dem Zeichen 5 aus zurn niichsten, dann zum niichstniichsten Zei
chen und so weiter fortzuschreiten, wobei man den einze1nen Schritten 

1) Vgl. § 76 und 124. 
2) Vgl. § 17ff. 
3) In derselben Weise werden in der v. STAuDTschen projektivell Geometrie den 

Punk tell der Geradell Zahlell zugeordllet, ohlle da.ll dabei von Abstanden und von 
Abstaudsgleichheit die Rede ist (vgl. den Schlul3 von § 22). 
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dieses Verfahrens die Anfangszeichen I, 2, . .. der obigen Folge der 
Reihe nach1) zuordnet. Der Schritt, dem das Zeichen 7 zugeordnet 
wird, ergibt dann in unser em Verfahren das Zeichen 12, und dieser Um
stand ist es, der durch die Aussage ausgedruckt wird, daB die Summe von 
5 und 7 gleich 12 ist. Die Summe wird also a11gemein durch ein nach 
einer Regel fortlaufendes Verfahren definiert, und man mufJ dieses 
Verfahren tatsiichlich im Einzelfall vollziehen, urn die Summe zu finden. 

Man beachte auBerdem, daB hier auch von einer Zuordnung Ge
brauch gemacht worden ist. Hatten wir den anderen Zahlbegriff, 
d. h. den Begriff der "Anzahl" zugrunde gelegt, der lediglich auf der 
Zuordnung der in zwei Mengen enthaltenen Einheiten beruht (§ 63, 
68, 69), so ware in noch weitergehendem Sinne von der Tatigkeit des 
Zuordnens Gebrauch gemacht worden, indem dann nicht nur der 
Reihe nach, sondern auch auBerhalb der Reihe zugeordnet wird. 
Beide Auffassungen aber stimmen darin uberein, daB gewisse Tatig
keiten gefordert werden, durch welche die Summe definiert wird, und 
welche im Einzelfall wirklich vo11zogen werden mussen. Dabei werden 
keine Voraussetzungen gemacht, die, so wie in der Geometrie die 
Axiome, von anderswo her in das Denken hereingekommen sind. 

Ganz ahnlicher Tatigkeiten wie der eben geschilderten bedurfen 
wir, wenn wir z. B. erkennen wo11en, daB wir vier verschiedene Ele
mente auf genau drei Arten in zwei Paare von je zwei Elementen 
trennen konnen. So ergeben die vier Elemente a, b, c, d die drei 
Arten der Trennung 

a,b; c,d a,c; b,d a,d; b,c 
in je zwei Paare. 

Wiederum durch ahnliche Tatigkeiten, die wir zunachst jeden
fa11s, solange wir noch keine hahere Theorie geschaffen haben, wirk
lich im einzelnen vo11ziehen mussen, erkennen wir, daB drei Elemente 
a, b, c auf sechs und nicht auf mehr Arten in eine Reihenfolge ge
ste11t werden konnen. Die folgende Dbersicht stellt die sechs Reihen
folgen dar: 

abc 
a c b 
b a c 
b c a 
cab 
c b a 

1) Die Bedeutung der Sukzession fur die Arithmetik ist bei KANT klar erkannt; 
er sagt: "Arithmetik bringt selbst ihre Zahlbegriffe durch sukzessive Hinzusetzung 
der Einheiten in der Zeit zustande" (Prolegomena, § 10). Freilich glaube ich im 
Gegensatz zu KANT, daB man die reine Reihenfolge abge16st yom Zeitbegriff be
trachten muB (uber "Zeit" und "Reihenfolge" ist § 121 zu vergleichen). 

Holder, Mathematische Methode. 19 
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Mit solchen Reihenfolgen, die wir Permutationen nennen, in 
unmittelbarem Zusammenhang stehen die Vertauschungen oder S u b
s ti t uti 0 ne n von irgendwelchen gegebenen Elementen. Man kann 
z. B. in dem Ausdruck 
(r) X I X2 + XaX4 

fiir die vier Buchstaben Xl, X 2 , Xa , X4 dieselben Buchstaben in einer 
anderen Ordnung einsetzen, etwa flir Xl, X2, Xa, X4 nunmehr der Reihe 
nach x2 , X 3 , Xl, X 4 • Es ist damit eine Zuordnung 

(2) 
( Xl X2 Xa X4) 

,X2 X3 Xl X4 

aufgestellt, welche die Bedeutung eines Ersetzungsverfahrens hat, 
indem flir jeden Buchstaben der oberen Zeile des Schemas (2) der 
darunter stehende zugeordnete Buchstabe gesetzt werden soll. Wir 
haben bereits in § 93 solche Vertauschungen betrachtet. Bei diesen 
kommt es also nur auf die Zuordnung der oberen Elemente zu den 
unteren, nicht auf die Reihenfolge an, in der die Elemente der oberen 
Zeile untereinander aufgeflihrt waren, so daB dieselbe Substitution (2) 
auch z. B. durch das Schema 

ausgedriickt erscheint. 
Gegenstande mathematischer Betrachtung sind nun sowohl die 

Vertauschungen se1bst als auch die Relationen, die sich zwischen 
den verschiedenen Ausdriicken und Vertauschungen dadurch er
geben, daB eine Vertauschung einen Ausdruck in einen zweiten, ein 
anderes Mal einen Ausdruck, wie wir sagen, in sich selbst, d. h. in 
einen solchen iiberfiihrt, der dem ersten Ausdruck, falls die Buch
stab en ZahlgroBen bedeuten, nach den Gesetzen der Algebra gleich
wertig ist. 

Eine besondere Bedeutung kommt den zyklischen Vertauschun
gen zu. Eine so1che ist z. B. 

Diese wird auch durch 
(4) (Xl X 2 Xa x4) 

in dem Sinne dargestellt, daB flir jeden Buchstaben der ihm in der 
Klammer (4) folgende, fiir den letzten Buchstaben X 4 aber wieder 
der erste Buchstabe Xl gesetzt werden so11. Die zyklische Vertau
schung (4) fiihrt den Ausdruck (1) in X 2 X3 + X4 X I , iiber, wahrend die 
gleichfa11s zyklische Vertauschung (Xl xa x2 x4 ) den Ausdruck (1) 111 

X3 x 4 + X 2 Xl, d. h. also "in sich selbst" iiberfiihrt. 
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Die erwahnte zyklische Vertauschung (4) kann auch dadurch her
gestellt werden, daB man dreimal hintereinander je zwei Elemente 
miteinander vertauscht, indem man in dem Schema 

(5) 

Xl X2 Xa X4 

X 2 Xl Xa X 4 

X2 Xa Xl X4 

X2 Xa X4 Xl 

zunachst von der ersten Zeile zur zweiten, dann von dieser zur dritten 
und von hier schlieBlich zur vierten Zeile iibergeht. Man vertauscht 
dabei zuerst Xl und Xs miteinander, dann Xl und xa miteinander und 
schlieBlich Xl mit x4• Dadurch hat man nun einen mittelbaren Dber
gang von der erst en Zeile zur vierten hergestellt; es bedeutet aber 
die unmittelbare Ersetzung der ersten Zeile durch die vierte nichts 
anderes als die obige zyklische Substitution, die gleichzeitig in der 
Form (3) und in der Form (4) dargestellt war. Es laBt sich also unsere 
zyklische Substitution von vier Buchstaben aus drei Vertauschungen 
von je zwei Buchstaben zusammensetzen. In derselben Weise 
kann man an dem allgemeinen Schema 

Xl X2 Xa X .. _I Xn 

Xs Xl Xa X .. _I Xn 

(6) 
X2 Xa Xl X .. _I Xn 

X2 Xa X4 Xl Xn 

X2 Xa X4 X.. Xl, 

das n Zeilen umfaBt, erkennen, da.f3 die zyklische Vertauschung von 
n Buchstaben aus n - I Vertauschungen von je zwei Buchstaben 
zusammengesetzt werden kann. 

Noch allgemeiner lieB sich beweisen (§ 93), daB jede beliebige Ver
tauschung von Buchstaben sich aus einer gewissen Zahl von Ver
tauschungen von je zwei Buchstaben zusammensetzen laBt. Es ergab 
sich dies aus dem Verfahren, durch das wir in § 68· eine Folge von 
Elementen schrittweise umgestaltet haben zu dem Zweck, dadurch 
die "Grundtatsache" zu beweisen, auf der der Anzahlbegriff sich auf
baut. Es wird demnach deutlich sein, daB dieselben Arten der Tatig
keit sowohl in der Substitutionenlehre als auch in der Arithmetik 
ausgeiibt werden I). 

Wir miissen nun fiir gewohnlich die genannten Tatigkeiten voll
ziehen, urn zu dem Ergebnis zu gelangenS). Dies zeigen die einfacheren 

1) Vgl. S. 173. Anm. 3. 
2) Vgl. A. MEIKONG. Gesammelte Abhandlungen. 2. Bd., 19I3. S. 139. 147/48. 

wo der Unterschied zwischen angezeigter und ausgefiihIter Zusammensetzung betont 
wird. 
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von den obigen Beispie1en ohne weiteres, wahrend allerdings die an 
das Schema (6) angekniipfte Dberlegung, ebenso wie die Betrachtung 
von § 68 und vollends die Beweise von § 93 bereits iiber diesen gewohn
lichen Fall hinausweisen. Man konnte also zunachst versucht sein, 
in den obigen Fallen von so etwas wie von einem Erfahrungsergebnis 
zu sprechen. Beachtet man aber, was in § 107 von der Verkettung 
der Relationen gesagt worden ist, von der Art, wie z. B. in der Geo
metrie aus vorausgesetzten Relationen an der Hand gewisser Gesetze 
neue Relationen gewonnen werden, so wird man erkennen, daB wir 
in der Arithmetik und in der Substitutionenlehre dieselbe Art der 
Tatigkeit ausiiben, die wir z. B. in dem geometrischen Beweis, wenn 
er ganz abstrakt dargestellt ist (§ 8), vollziehen. Was wir nun in der 
Geometrie und in anderen Gebieten als ein Gedankenexperiment be
zeichnen (§ 107), durch das wir die Erfahrung ersetzen, z. B. ein Mes
sungsergebnis voraussagen, das werden wir nicht in der Arithmetik 
der Erfahrung im eigentlichen Sinne des Wortes zuschieben. Viel
leicht ist hier die Einfiihrung eines passenden Wortes angebracht. 
Ich will sagen, daB die besprochenen Tatigkeiten dadurch zu einem 
Ergebnis fiihren, daB wir ihren Erfolg zugleich be 0 b a c h ten, daB 
aber nur solche Beobachtungen als Erfahrungen zu bezeichnen 
sindl), bei denen wirkliche Dinge, also Gegenstande, vorliegen, die 
den Stoff zu sinnlichen Wahrnehmungen bilden, wenn es sich also 
insbesondere um sicht- oder tastbare Gegenstande handelt, wie 
eine wirklich gezeichnete Figur, ein Gips- oder Fadenmodell, ein 
wirklich ausgefiihrtes Modell der Mechanik oder dergleichen (vgl. 
auch § 167). 

Es beruhen also die arithmetisch substitutionentheoretischen Ge
bilde auf Tatigkeiten, die, nebenbei bemerkt, nach gewissen Regeln 
verlaufen (vgl. § 63ff.), und deren Ergebnisse wir, indem wir die 
Tatigkeiten vollziehen, beobachten, und es beruht andererseits die 
geometrische und mechanische Deduktion auf Tatigkeiten ganz ahn
licher Art. 

§ II I. Synthetische Begriffe. 

Auf Begritfe, die aus einer gewissen Tatigkeit entspringen, habe 
ich auch in der Geometrie hingewiesen (§ 1), wo ich diese Begriffe 
als synthetische2) bezeichnet habe. So kann man z. B. in einer 

1) JUNGIUS (vgl. GUHRAUER, Joachim Jungius und sein Zeitalter, 1850, S. 164) 
unterschied von der iiuJ3eren die "innere Erfahrung" und bezeichnete den "inneren 
Sinn" als eine Erkenntnisquelle, auf die man die Logik griinden miisse. 

2) In meiner Antrittsrede, S. 2, habe ich von diesen Begriffen gesagt, daJ3 sie 
durch "Konstruktion" erkliirt werden; im wesentlichen dasselbe bezeichnet GAUSS 
(Werke, Bd. V, S. 629) als eine "konstruierbare Vorstellung". Verschiedene Autoren 
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Ebene mit der Festlegung einer Strecke AB beginnen, an deren End
punkt B urn einen rechten Winkel gegen die erste Strecke gedreht 
eine zweite, der erst en Strecke gleiche Strecke B C anfiigen und in 
einer weiteren Drehung urn einen rechten Winkel, die in demselben 
Sinne ausgefiihrt worden ist, eine dritte Strecke CD von derselben 
Lange anbringen (Abb. I7I). Wenn jetzt noch D mit A verbunden 
wird, so entsteht ein Viereck, das jedenfalls drei untereinander gleiche 
Seiten und zwei rechte Winkel hat. DaB dieses Viereck auch noch 
die iibrigen Eigenschaften besitzt, die einem Quadrat zugeschrieben 
werden, folgt dann mit Hilfe der Gesetze, die in der Geometrie ange
nommen (gefordert) werden, d. h. also mit Hilfe der Axiome, worauf 
aber hier nicht weiter eingegangen werden solI. J edenfalls geht aus 
der genannten Konstruktion auf Grund der Axiome, welche die Mog
lichkeit der einzelnen Schritte der Konstruktion und das schlieBliche 
Auftreten der iibrigen Eigenschaften der 'Figur ver
biirgen, hervor, daB nicht nur ein Quadrat existiert, 
sondern daB ein solches auch von jeder Strecke 
AB der Ebene aus gebildet werden kann. 

Dabei ist noch zu beachten, daB man im Grunde 
die Konstruktion nicht tatsachlich ausfiihrt, sondern 
sich nur denkt, wobei freilich der Umstand, daB 
jene Axiome angenommen worden sind, auf Kon

Abb.171. 

struktionen, die tatsachlich in der Erfahrung ausgefiihrt worden sind, 
beruhen mag. Die Hauptsache ist jedenfalls die Aufstellung einer 
solchen Reihenfolge, in der die Schritte der Konstruktion hinter
einander vorgenommen werden konnten, so daB also diese Reihen
folge auf Grund der angenommenen Axiome die Existenz des frag
lichen Gegenstandes, hier des Quadrats, erkennen laBt. Es kommt 
also dabei auf die Aufstellung einer bestimmten Reihenfolge gedank
licher Elemente wesentlich an. 

Wie soeben das Quadrat, also ein Gegenstand, synthetisch gebildet 
wurde, so kann auch eine Relation synthetisch entstehen, indem man 
sie aus einer Tatigkeit entspringen laBt. Wir konnen uns z. B. eine 
bestimmte mit Zirkel und Lineal auszufiihrende Konstruktion aus
denken, und es begriindet dann der Umstand, daB diese Konstruktion 
der KAN'J'schen Schule haben darauf hingewiesen, daLl "Synthese" sowohl in der 
Urteils- als in der Begriffsbildung wirksam seL Mir erscheint die Synthese im obigeu 
Sinne in der Begriffsbildung als das Wichtige, wiihrend mir eine Synthese in der 
Urteilsbildung weit weniger klar und die KAN'J'sche Unterscheidung der synthetischen 
und analytischen Urteile jedenfalls fiir die heutige Zeit nicht mehr fruchtbar vorkommt 
(vgl. § 127). CHR. SIGWAR'J' hat die Bedeutung der "konstruierenden Begriffsbildung" 
mehrfach scharf betont (vgl. Logik, I.Aufl., 1878, 2. Bd., S. 176ff., 3. Aufl., 1904, 2. Bd., 
S. 2I9f£., 276), ebenso LOTZE in seiner Logik (1874; vgl. Philosophische Bibliothek 
Bd. 141, 1912, S. 197). 
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aus einer Strecke eine andere ergibt, eine bestimmte Relation der 
ersten Strecke zu der zweiten. 

Auch die geometrische Ahnlichkeit der Figuren, die vermutlich 
urspriinglich einen empirischen und instinktiv erfaBten Begriff dar
stellte, erscheint im euklidischen System als ein synthetischer Rela
tionsbegriff. Urn zu erkennen, daB es sich hier urn eine gewisse logi
sche Tatigkeit handelt, hat man nur zu bedenken, daB zwei ebene 
Figuren nur mit Riicksicht auf eine bestimmte Zuordnung der Ecken 
einander ahnlich genannt werden kannen. Will man also in einem 
Beweise eine Ahnlichkeit benutzen, so muB man zuerst eine Zuord
nung der Ecken der in Frage kommenden Figuren vornehmen und 
nachsehen, ob wirklich z. B. die bei dieser Zuordnung einander ent
sprechenden Winkel auf Grund der urspriinglichen Annahmen oder 
gewisser schon vorher aus ihnen gezogener Folgerungen einander gleich 
sind, und dann, wenn dies vielleicht nicht der Fall ist, eine andere 
Art der Zuordnung versuchen usw. Es gibt also nicht nur syn
thetische Begriffe von Gegenstanden, die durch gewisse Tatig
keiten hervorgebracht werden, sondern auch synthetische Relations
begriffe, die darauf beruhen, daB eine an den betreffenden Gegen
standen auszuiibende Tatigkeit den einen oder anderen Erfolg haben 
kann. 

In einer ahnlichen Weise wird in der Mechanik der "Mittelpunkt" 
von gleichgerichteten Parallelkraften, die an einem starren Karper 
wirkend gedacht werden (§ II), oder der "Schwerpunkt" eines starren 
und schweren Karpers auf Grund der Gesetze festgestellt, die iiber 
die Ersetzung von Kraften am starren Karper angenommen, bzw. aus 
den Annahmen bereits wieder abgeleitet worden sind. Es steht so 
z. B. der Schwerpunkt zu den Massenpunkten, deren Schwerpunkt er 
ist, in einer bestimmten synthetisch begriindeten Relation. 

Ein synthetischer Begriff, der sich durch den graBten Teil der 
Mathematik und ihrer Anwendungen hindurchzieht, so sehr, daB man 
schon versucht hat, auf ihn die Begriffsbestimmung der Mathematik 
iiberhaupt zu griinden 1), ist der Begriff des MaBes. Ich habe in § 22 

des naheren ausgefiihrt, wie der Begriff des MaBes die Begriffe des 
Gleichseins, des GroBer- und Kleinerseins und der Addition fiir die 
betreffende GroBenart voraussetzt, und wie dann durch bestimmte 
in Reihen fortgesetzte Tatigkeiten, deren Schritte gezahlt werden, das 
MaB entsteht. Der Umstand, daB z. B. eine Strecke die MaBzahl (X: 

besitzt mit Beziehung auf eine zweite Strecke, die als Einheit gewahlt 

1) COUTURAT hat mit Recht demgegeniiber betont, daB es auch Gebiete der 
Mathematik gibt, in denen das Ma.13 keine Rolle spielt. Man kann in dieser Hinsicht 
z. B. auf die Substitutionentheorie hinweisen (vgl. § IIO und 93). 
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worden war, bedeutet eine synthetisch bgriindete Relation der ersten 
Strecke zu der zweiten. 

Vergleicht man hiermit, was im vorigen Paragraphen von den 
Zahlformeln und von den Substitutionen gesagt worden ist, so erkenllt 
man, daB hier und dort dieselbell Tatigkeiten des Setzens und auch 
Wiederaufhebens von Elementen oder Schritten, des Zusammenfassens 
und Unterscheidens der Schritte, ihrer Zuordnung und Reihenord
nung1) in Frage kommen. So hat schon PLATO, woran NATORP mit 
Recht erinnert2), auf die Eigentiimlichkeit z. B. der "Zweizahl" hin
gewiesen, die eine Einheit ist aus zwei Elementen, die in ihrer Zu
sammenfassung zugleich auch unterschieden werden. Ich habe in § 67 
uaher ausgefiihrt, daB der vollstandige Zahlbegriff, vor all em die 
synthetischen Definitionen der arithmetischen Operationen und die 
Beweise der arithmetischen Satze dariiber hinaus auch die Tatig
keiten der Zuordnung und der Reihenordnung n6tig machen. Dabei 
hesteht aber zwischen dem arithmetisch-kombinatorischen Gebiet unci 
der Geometrie bzw. der Mechanik der wesentliche Unterschied, daB 
in j en em Gebiet keine solchen g e g e ben en Elemente wie in der Geo
metrie der Punkt und die Gerade, keine gegebenen, nicht synthetisch 
definierbaren, also nicht logisch ableitbaren Relationen und in Be
ziehung auf diese Elemente und ihre Relationen keine Gesetze (Axiome) 
vorausgesetzt werden. In der Arithmetik werden nur die aus unser 
eigenen Tatigkeit entspringenden Gebilde samt ihren Relationen fiir 
sich beobachtet und untersucht, wahrend in der Geometrie jedes ein
gefiihrte Element und jeder getane Schritt noch auBerdem als anschau
licher Teil einer Figur oder als Operation in einer Konstruktion eine 
Bedeutung hat. . 

Mit Riicksicht auf das eben Gesagte m6chte ich den h ypothe -
tis c h synthetischen und den rei n synthetischen Begriff unterschei
den, je nachdem sich der Begriff auf derartigen Voraussetzungen, wie 
sie in der Geometrie und der Mechanik gemacht werden, aufbaut oder 
nicht. Man kann es so auffassen, daB dem hypothetisch synthetischen 
Begriff etwas Empirisches anhaftet, indem die Elemente, aus denen 
er sich aufbaut, samt ihren in Betracht kommenden Relationen eine 
Bedeutung in der Erfahrung haben, und auch die vorausgesetzten 
Gesetze (Axiome) durch die Erfahrung oder Anschauung mit veran
laBt sind. Es ist jedoch zu bemerken, daB auch die hypothetisch syn
thetischen Begriffe und die aus ihnen gezogenen Folgerungen aut 
Grund der gemachten V orausseizungen ntltwendig sind. Alle synthe-

1) Hinsichtlich der "Reihenordnung" vgl. § 121. Auf den Begriff der "Zuord
nung" hat auch HILBERT in den Verhandlungen des 3. internationalen Mathematiker
Kongresses hingewiesen; er will jedoch flir dies en BegriffAxiome einfiihren. 

2) Vgl. "Die logischell Grundlagen der exaktell Wissenschaften", 1910, S. 101. 
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tisehen Begriffe haben, zum Teil a11erdings nur auf Grund der ge
maehten Voraussetzungen, die Gewahr ihrer Bereehtigung, d. h. also 
ihrer Existenz, in der Tatigkeit selbst, dureh die wir sie haben ent
stehen lassen. 

In nahem Zusammenhang mit dem, was ieh einen "synthetisehen 
Gegenstandsbegriff" nenne, steht das, was A. MEINONG einen "Gegen
stand haherer Ordnung" genannt hat. Es versteht darunter eine 
"Komplexion", deren GHeder zueinander in gewissen Relationen 
stehen 1), also kurz gesagt: ein gegHedertes Ganzes2) und erlautert 
seinen Begriff unter anderem dureh das Beispiel eines Reehteeks, 
oessen Illncnf1aehe griin ist. MEINONGS Begriff unterseheidet sich 
von dem hier eingefiihrten dadureh, daB bei ihm sowohl das Ganze, 
als aueh die GHeder ihre Bedeutung wesentlieh in der auBeren Er
fahrullg und also aueh dadureh ihren Existenzgrund erhalten, wahrend 
hier der Hauptnaehdruek auf die Tatigkeit des Verstandes gelegt 
werden solI, die im Fall des rein synthetischen Begriffs diesen allein 
hervorbringt, wahrend sie sich im Fall des hypothetiseh synthetischell 
Begriffs zugleieh noeh auf die oben erwahnten Voraussetzungen stiitzP). 

Aueh ein Hinweis auf unsere "rein synthetisehen Begriffe" kann 
insofern bei MEINONG gefunden werden, als er den Gegensatz von 
"Zusammenstellungen" und von Zusammensetzungen hervorhebt 4 ). 

Die "Zusammenstellungen" sind im Grunde unsere rein synthetischen 
Begriffe, die aus den Tatigkeiten des Setzens und Aufhebens, des 
Zusammenfassens und Auseinanderhaltens, des Ordnens in Reihen
folgen und des Zuordnens hervorgehen 5), wahrend mit dem "Zu-

1) Vgl. Gesammelte Abhandlungen, 2, Bd., 1913, S. 380-395. 
2) 1m Grund ist auch jedes Schema, jede Formel, Tabelle, Figur, jede Darstellung 

eines Ganzen mit Riicksicht auf seine Teile, deren Reihenfolge und deren durch aller
hand Beziehungen hergestellte Zuordnungen ein solcher Gegenstand hoherer Ordnung. 

3) Die verstandesmaBige Begriindung von Begriffen hoherer Ordnung durch ge
wisse Operationen wird allerdings bei ME1NONG gleichfalls beriihrt und "Fundierung" 
genannt. Er sagt (a. a. 0., S. 399): "Uberall treten vermoge Operationen, die immerhin 
bald mehr, bald minder auffii1lig, in Grenzfallen vielleicht selbst entbehrlich sein 
konnen, Vorstellungen in Realrelationen, und je nach Beschaffenheit dieser letzteren 
kommt es unter giinstigen Umstanden zu Vorstellungen von Superioren jener 
Gegenstande, die mit ihren Inferioren durch logische Notwendigkeit verbundcn 
sind." MEINONG will also sagen, daB man zu Vorstellungen von gegliederten Ganzen 
gelange, die mit ihren Gliedern durch logische Notwendigkeit verbunden sind. Er 
sagt dann weiter: ,,1m Hinblick auf diesen Sachverhalt nenne ich den eben skizzierten 
Vorgang Fundierung, genauer Fundierung der betreffenden Superiora durch ihre 
Inferiora. .. Fundierung leistet insofern fiir Vorstellungen idealer Gegenstande das
selbe, wie Wahrnehmung fiir Vorstellungen realer Gegenstande." 

4) Vgl. seinen Aufsatz "Uber "~nnahmen", Zeitschr. f. Psychol. u. Physiol. d. 
Sinnesorg., Erg.-Bd. 2, S. II6. 

5) Die einfachsten dieser Begriffe stellen wohl die natiirlichen Zahlen dar. Darauf 
daB diese unsere eigenen Schopfungen sind, ist schon oft hingewiesen worden; daB 
sie dabei trotzdem nicht willkiirlich sind, hat neuerdings G. HESSENBERG besonders 
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sammensetzen" auf eine geometrische oder physikalische Operation 
hingedeutet wird, wie z. B. auf das Aneinandersetzen von Strecken, 
das Aneinanderbefestigen von Karpern, das Anbringen von Kraften 
an einem und demselben Karper usw. 

Auch von anderen philosophischen Schriftstellern ist auf die hier 
besprochen~n Begriffsarten hingewiesen worden, so spricht H. COR

NELIUS von" Gestaltsqualitaten" und nennt als Beispiel fiir eine solche 
eine Melodie 1). 

§ II2. Synthetische Allgemeinbegriffe und erzeugende 
Beziehungen. 

Solange der im vorigen geschilderte synthetische Begriff nur auf 
einer bestimmt gegebenen Zahl von Elementen und einer ebensolchen 
Zahl von Relationen beruht, die zwischen diesen Elementen gesetzt 
sind, kommt ihm im Grunde nur die Bedeutung einer Abkiirzung zu. 
Statt z. B. von dem Viereck ABC D zu sprechen, kann ich auch VOll 

den Punkten A, B, C, und D reden, welche die Ecken des Vierecks 
bilden. SolI etwa das Viereck ein Quadrat sein, so wird damit ver
langt, daB die vier ihm angehorenden Seiten einander gleich, und daB 
die vier Winkel Rechte sind. Es hat aber die Gleichheit der beiden 
Seiten A B und CD den Wert einer Relation zwischen vier Punkten 
A, B, C und D, welche man auch als Aquivalenz des Punktepaares 
A, B mit dem Punktepaar C, D bezeichnen kann, und es bedeutet 
ebenso der Umstand, daB der V!ereckswinkel bei A ein Rechter ist, 
eine Relation der drei Punkte D, A und B. Offenbar kann ich das 
Quadrat in jeder Deduktion, in der es vorkommt, gewissermaBen in 
seine Ecken und deren Relationen auflosen, so daB gar nicht mehr 
vom Quadrat selbst, sondern nur von Punkten die Rede ist. 

Eine weit graB ere Bedeutung erlangt jedoch der synthetische Be
griff fiir die Deduktion, wenn er eine neue Art der Allgemeinheit 
besitzt. Von solcher Art ist z. B. der Begriff des Vielecks von irge nd
einer Eckenzahl, d. h. also der Begriff des "n-Ecks". Die neue Art 
der Allgemeinheit, die nun hinzugetreten ist, ist die arithmetische 
Allgemeinheit. Die allgemeinen Begriffe der Zahl, der Addition von 
zwei beliebigen ganzen Zahlen, der Multiplikation von irgend zwei 
Zahlen usw. beruhen gleichfalls auf gewissen Tatigkeiten. Es besteht 
jetzt nur gegen die friiheren Beispiele (§ III) der Unterschied, daB 

betont, der den Sachverhalt so formuliert: "Die Zahlen sind selbsttatige Schopfungen 
derVernunft" (Jahresber. d. deutsch. Mathematiker-Vereinigung, 17,Bd., 1908, S. 158). 

1) Vgl. H. CORNELIUS, Einleitung in die Philosophie, 1903, S. Z39ff., z69; CHR. v. 
EHRENFELS, Vierteljahrsschr. f. wissenschaftl. Philosophie, 1890, S. 26zf.; J. VOI,KELT, 
Erfahrung und Denken, 1886, S. 370ff. (besonders S. 384)' 
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die Tatigkeiten, durch welche in jedem Einzelfall der Begriff zu de
finieren ist, unmoglkh fUr alle Falle, die doch in unendlicher Anzahl 
vorhanden sind, wirklich vollzogen werden konnen. Hier kann 
aber doch die betreffende Tatigkeit allgemein so bezeich net werden!), 
daB sie dadurch fUr jeden vorkommenden Fall klar und bestimmt 
ist. Die Tatigkeiten ordnen sieh, wie wir sagen, einer Regel unter 2). 

Man wird wohl behaupten konnen, daB schon in den in § III erwahn
ten Einzelfallen, z. B. der Zahlenaddition, niemand die betreffende 
Tatigkeit ausfUhren wird, ohne sie zugleich schon als eine allgemeine, 
fiir alle Falle bestimmte, aufzufassen und als solche zu verstehen. 
Unsere Fahigkeit der Bildung und Anwendung solcher Regeln diirfte 
nicht leicht zu erklaren sein. Ohne Zweifel aber muB diese Flihigkeit 
zugegeben und zugleich anerkannt werden, daB die Antwort auf die 
Frage, ob die Regel in einem Einzelfall riehtig angewendet worden ist, 
stets in klarer und notwendiger Weise gegeben werden kann 3), daB 
also eine solche Regel anders geartet ist als ein durch Abstraktioll 
nach Art der empirischen Begriffe gebildeter Begriff4). 

In vielen Fallen ist ein solcher allgemeiner Begriff am besten 
rekurrent zu definieren. Als Beispiel kann ich wieder die Zahlen
addition wahlen, indem ich dabei von der in § 64 geschilderten Zahlen
auffassung ausgehe, welche die Zahlen lediglich als die Stellen in 
einer bestimmten Folge ansieht. Die Folge liefert den Begriff des 
nachstfolgen<ien Gliedes; hierauf griindet sich die Erklarung der Ad
dition der I zu irgendeiner Zahl m (vgl. § 64). Die Definition der 
Addition der iibrigen Zahlen zur Zahl mist dann rekurrent durch die 
Formel 
(I) m + (n + I) = (m + n) + I 

1) Wie schon angefiihrt wurde, unterscheidet MEINONG gelegentlich die nur an
gczeigte von der ausgefiihrten Zusammensetzung (vgl. a. a. 0., 2. Bd., S.139); 
auch andere pWlosophische Schriftsteiler haben den Unterschied betont. 

2) E. MACH, Prinzipien der Wiirmelehre, 2. Aufl., 1900, S. 404, sagt: "Wohl
geiibte Tiitigkeiten, die sich aus der Notwendigkeit der Vergleichung uud Darsteiluug 
der Tatsachen durcheinander ergeben haben, sind also der Kern.. der Begriffe." 

3) Dasselbe gilt auch bei den schon in § 97 gegebenen Beispielen, wo ein synthe
tischer Begriff (z. B. der Begriff der Primzahl) durch das "Genus proximum" und 
die "Differentia specifica" definiert wird, und diese Differenz auf einer nach einer 
Regel verlaufenden Tiitigkeit beruht, durch deren Erfolg aus dem Umfang des all
gemeineren Begriffs, des Genus proximum, die in Betracht kommenden Fiiile aus
gelesen werden. 

4) Ebenso betrachtet man es ailgemein als selbstverstandlich, daJ3 das "in Aus
iibung der Regel" gewonnene Ergebnis kein anderes werden kann, wenn entweder das
selbe intelligente Individuum zu anderer Zeit oder ein anderes Individuum das Ge
dankenexperiment wiederholt. Man konnte sich dabei.einer Ausleguug des ARISTOTELES 
durch die Schule von Padua erinnern, die einen unpersonlichen oder iiberpersonlichen 
Intellekt, den "tiitigen Intellekt", angenommen hat (vgl. R. EISLER, Worterbuch der 
philosophischen Begriffe, I. Bd., 2. Aufl., 1904, S. II7, uuter "Averroismus"). 
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gegeben. lndem ich in dieser Formel zuerst n = r einsetze, ergibt 
sich die Definition der Addition der 2; indem dann darauf in die 
Formel n = 2 eingesetzt wird, ergibt sich auf Grund der vorigen 
Definition nunmehr die Definition der Addition der 3; dann ergibt 
sieh die Addition der 4 usw. Es ist v6llig deutlich, daB sich so die 
Addition irgendeines Addenden zur Zahl m eindeutig definiert, weil 
fiir jeden einzelnen Addenden das rekurrente Verfahren tatsachlieh 
vollzogen werden kann. 

Eigentiimlich ist hier ferner, daB die Formel (r) festgesetzt 
werden konnte, und daB man v6llig klar einsieht, daB sich dadurch 
der zu definierende Begriff fUr aIle Falle bestimmt, und zwar ein
deutig bestimmtl). Die Forme! (r) ist fUr n = r, 2,3, ... , d. h. also 
fiir unelldlich viele Falle gleichzeitig aufgestellt; es beruht somit unsere 
Definition der Zahlenaddition auf der gleichzeitigen Einfiihrullg VOll 

unendlich vielen Formeln: 

(2) 
m + z ~-co (1/1 + r) + 1, 

m + 3 = (m + 2) + r, 
In + 4 = (m + 3) + 1 

usw. Selbstverstandlich diirften wir aber nicht die Giiltigkeit von 
noch mehr Formeln kraft der Definition festsetzen; so diirften wir 
nicht etwa nebenher noeh festsetzen, daB 

(m + r) + n = (m + n) + r 
sein soIl fiir n = 1, 2, 3, . .. Es mu13 sich im Gegenteil diese Formel (3) 
als eine Folge der Formel (r), d. h. als eine Folge der unendlichen 
Kette von Formeln, die mit den drei Gleiehungen (2) begonnen wor
den ist, beweisen lassen. In der Tat gelingt dieser Beweis2). 

Man hat aueh schon die Gleichung (r) als ein "Axiom der Arith
metik" in Anspruch genom men 3). Eine Analogie mit den Axiomen 
der Geometrie tritt auch da hervor, wo wir den Ansatz (1) in neuen 
Dberlegungen weiter verwenden (vgl. z. B. § 65); die Analogie ist 
aber insofern nieht vorhanden, als hier nieht wie in der Geometrie 
eine Erkenntnis von wo anders her in die Deduktion eingetreten 
ist. Man wird die Gleichung (r) richtiger als die Besehreibung 
derjenigen Tatigkeit anzusehen haben, durch die wir die Addition 

1) Mit Recht legt NATORP besonderen Wert auf die Eindeutigkeit mathematischer 
Begriffsbestimmungen; ich kann mit ihm aber darin nicht iibereinstimmen, daB er 
diesen Gesichtspunkt gegen die nichteuklidische Geometrie ins Feld zu fiihren sucht 
(vgl. a. a. 0., S. 298 99)· 

2) Vgl. § 65. 
3) H. v. HELMHOLTZ, "Ziihlen und Messen" (s. Philosophische Aufsiitze, Eduard 

Zeller zu seinem 50jiihrigen Doktorjubiliium gewidmet, 1887), S. 18, wo "GraBmanns 
Axiom" znr Grundlage der Addition gewiihlt ist. 
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definieren 1). Ein von LEIBNIZ gebrauchter Ausdruck konnte hier am 
Platze gefunden werden, den LEIBNIZ meiner Ansicht nach allerdings 
mit Unrecht auch auf die Geometrie ausgedehnt hat, indem er aIle 
die Ansatze, welche fiir die Deduktionen die Ausgangspunkte bilden, 
als die "identischen Satze" bezeichnet hat 2). Bei der Aufstellung der 
Gleichung (I) beruht alles auf dem Umstand, daB wir unsere eigene 
Zahltatigkeit so zu beurteilen vermogen, daB wir einsehen, daB diese 
Tatigkeit durch die Formeln (2) und ihre sich nach einer "Regel" 
anschlieBenden Fortsetzungen gerade eindeutig definiert wird. 

Eine andere Moglichkeit, einen allgemeinen Begriff fUr unendlich 
viele FaIle zu definieren, bietet das Kontinuum dar (vgl. § 29ff. u. 76). 
Denkt man sich ein einfaches Kontinuum, etwa ein Punktkontinuum 
auf einer Geraden oder auch ein Kontinuum aus einer anderen Art 
von Elementen (vgl. § 25), so kann man sich nicht nur ein Element, 
sondern auch zwei, drei oder mehr Elemente herausgewahlt denken, 
so daB man zum Begriff eines Elementepaares, eines Tripels usw. 
gelangt. Ebenso kann man sich z. B. in der Ebene n Punkte denken, 
sie verbinden und so ein n-Eck bilden. In diesem Begriff des n-Ecks 
bildet das einfache Kontinuum, aus dem man das zweidimensionale 
Kontinuum der Ebene aufbauen kann (§ 41), die eine, und die Idee 
der unendlichen Reihe, auf der sich der Zahlbegriff aufbaut, die 
andere Quelle der Allgemeinheit. 

In allen den erwahnten Fallen synthetischer Begriffsbildung er
gibt die Beschreibung der Tatigkeit, auf der die Begriffsbildung be
ruht, die Existenz gewisser Elemente, die zueinander in gewissen 
Relationen stehen, ja es ergiht sich meist bei solchen Begriffsbildungen 
allgemeiner Art, z. B. dann, wenn die betreffende Tatigkeit sich 
als ein fortlaufendes, nicht abbrechendes Verfahren darstellt, die 
Existenz einer unendlichen Zahl neuer Elemente mit neuen Rela
tionen. 

Die Aussagen iiber die neuen Relationen, in denen die neu ein
gefiihrten Elemente in verschiedener Hinsicht stehen, und welche nach 
Art z. B. der Formel (I) das die neuen Elemente erzeugende Verfahren 

1) SchlieJ3lich sagt dies doch auch HELMHOL'I'Z weiter unten (a. a. 0., S. 24)' Man 
bedenke noch folgendes Beispiel. Wenn das Produkt I, 2, 3 ... naIler Zahlen von I 

bis n gebildet und, wie iiblich, mit n! bezeichnet wird, so kann man dieses Bildungs
gesetz in iihnlicher Weise durch die Formel n! = n X (n - I)! beschreiben, die man 
nicht als ein neues Axiom ansehen wird (in § 125 sind weitere Beispiele gegeben). 

2) Vgl. Neue Abhandlungen iiber den menschlichen Verstand, deutsch von 
E. CASSlRER (der Philosophischen Bibliothek Bd. 69). 1915, S. 482, ferner die Stelle 
aus LEIBNlZ' Manuskripten, die von COU~URA~ in La Logique de Leibniz usw., S. 205, 
mitgeteiIt ist: "Principia Scientiae veritatum necessarium et ab experientia non 
dependentium (mea sentential sunt duo: definitiones et axiomata identica" (vgl. auch 
S. 12, Anm. 4). 
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beschreiben, will ich erzeugende Beziehungen l ) nennen. Wesentlich 
ist, daB wir diese erzeugenden Beziehungen unmittelbar als Be
schreibung einer ausfiihrbaren Tatigkeit erkennen. Es handelt sich 
also nicht urn Ergebnisse, die nach einmaliger oder mehrmaliger Aus
fiihrung solcher Tatigkeit etwa induktiv gewonnen waren, obwohl eine 
solche Ausfiihrung von derartiger Tatigkeit haufig die Begriffsbildung 
veranlaBt haben wird. Dabei ist weiter zu beachten, daB wir eben 
nur zu den erzeugenden Beziehungen, nicht aber zu denjenigen Be
ziehungen unmittelbar gelangen, die auBerdem noch fiir un sere Be
griffe gelten mogen und die zwar notwendige Folgen, aber nicht Um
schreibungen unserer Begriffsbestimmungen sind 2). So ergab sich aus 
der Synthese des Zahlbegriffs und des Begriffs der Addition unmittel
bar jene in (2) begonnene Folge der erzeugenden Beziehungen, wahrend 
dann z. B. die allgemeine Giiltigkeit des Kommutativgesetzes der Ad
dition nur auf dem Umweg einer kunstvollen Beweisfiihrung wie der 
in § 6S gegebenen eingesehen werden kann 3). N och weniger konnte 
man etwa aus der Bildung des Begriffs der Primzahl, der Quadrat
zahl und der Division mit 4 den verborgenen Zusammenhang un
mittel bar erkennen, vermoge dessen die Primzahlen, die mit 4 divi
diert den Rest 1 ergeben, und nur diese Primzahlen als Summen von 
zwei Quadraten dargestellt werden konnen (vgl. den in § 92 teilweise 
gegebenen Beweis). Wohl aber konnen wir das Gesetz in jedem 
Einzelfall durch den wirklichen Vollzug der Tatigkeiten bestatigen, 
durch welche die Begriffe definiert, bzw. erzeugt worden sind, wobei 
wir aber mit dem Verfahren der Bestatigung niemals fiir alle FaIle 
fertig werden konnen, da die Zahl der Falle unendlich groB ist. 

Die gegebenen Beispiele allgemein synthetischer Begriffe konnten 
natiirlich beliebig vermehrt werden. Es mag gleich hier dar auf 

1) Ich will an dem in der neueren philosophischen Literatur eingefiihrten Ge
brauch festhalten, wonach Eigenschaften, die gewissen Elementen in Beziehung zu
einander zukommen, als "Relationen" bezei~hnet werden. Aussagen dariiber, daB 
eine Relation eine andere mit sich bringt, will ich als "Beziehungen" bezeichnen; diese 
driicken sich in der Mathematik vielfach durch Gleichungen aus, die nach einem 
anderen mathematischen Sprachgebrauch, der iilteren Datums ist, auch als Relationen 
bezeichnet werden. Urn Verwechslungen zu vermeiden, will ich das Wort Relation 
in dem letzten Sinne nicht anwenden. 

2) Hierdurch wird also die Richtigkeit des manchmal betonten Urteils einge
schriinkt, daB die mathematische Erkenntnis deshalb unmittelbar durchsichtig sei, 
wei! wir die Begriffe (wenigstens die arithmetischen und die ihnen iihnlichen) "selbst 
gemacht haben". 

3) Man k6nnte also sagen, daB im Sinne von KANT (§ 127) die erzeugenden Be
ziehungen als analytische, die anderen zwischen den Begriffen geltenden Beziehungen, 
wenngleich sie notwendige Folgen der Begriffsbestimmungen sind, als synthetische 
Urteile anzusehen sind; allein man wird andererseits auch AnstoB daran nehmen 
k6nnen, jene erzeugenden Beziehungen, die sich aus der begriffserzeugenden Synthese 
ergeben, als "analytische" Urteile in Anspruch zu nehmen. 
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hingewiesen werden, daB es soIche Begriffe gibt, die noch erheblich 
verwickelter sind. Derartige Begriffe sind z. B. durch die allgemeinen 
Verfahren dargestellt, vermoge deren in den zahlentheoretischen Be
weisen von § 89 und § 92 sukzessive Reduktionen vorgenommen wor
den sind. Diese noch weit groBere Art der Verwicklung, die als Dber
bauung der Begriffe bezeichnet werden kann, wird in § II6 naher 
betrachtet werden 1). 

§ 113. Abbildung und auf Grund von Abbildungen gezogene 
Schliisse. 

Es ist jetzt auf den Sachverhalt hinzuweisen, den die Mathematiker 
langst gewohnt sind, als A b bild ung zu bezeichnen. Eines der ein
fachsten Beispiele ist die Projektion einer ebenen Figur auf eine neue 
Ebene durch Strahlen, die alle durch dasselbe Zentrum gehen. Es 
entspricht dann, mit gewissen Aussahmen, die ich jetzt nicht er
ortern will, jedem Punkt der urspriinglichen Figur ein Punkt der 
Projektion, und verschiedenen Punkten jener sind verschiedene Punkte 
dieser zugeordnet. Geradlinigen Teilen der einen Figur entsprechen 
geradlinige Teile der anderen; geradlinigen Teilen der erst en Figur, die 
in einem Punkt P zusammenlaufen, entsprechen geradlinige Teile der 
Projektion, die im Bildpunkt des Punkts P zusammenlaufen. 

Dieser einfachen Art der Abbildung stehen andere Arten gegen
iiber, die erheblich merkwiirdiger sind. So ist bereits in § 10 eine 
"Abbildung" einer Ebene auf eine andere erwahnt worden, bei der 
jedem Punkt der ersten Ebene eine Gerade der zweiten Ebene, jeder 
Geraden der ersten ein Punkt der zweiten entspricht. Es entsprechen 
dann z. B. Punkten der erst en Ebene, die auf einer Geraden gelegen 
sind, Gerade der zweiten, die durch einen Punkt hindurchgehen. Hier 
entspricht also einem Element des einen Gebildes ein Element anderer 
Art des zweiten Gebildes und einer Relation zwischen Elementen des 
ersten Gebildes eine andersartige Relation zwischen den entsprechen
den Elementen des zweiten. Es entsprechen aber gleichartigen Ele
menten des einen Gebildes soIche des anderen, die untereinander gleich
artig sind, und gleichartigen Relationen zwischen Elementen des 
ersten Gebildes untereinander gleichartige Relationen zwischen den 
entsprechenden Elementen des zweiten. Der Grundgedanke bei einer 
soIchen Art der Abbildung ist durch das "Entsprechen", d. h. also 
durch die Zuordnung, gegeben, und es ist auch ohne weiterl's klar, 
daB dann, wenn fiir die im einen Gebilde bestehendell Rela tionen 

1) Auf die Wichtigkeit, welche die begrifferzeugende Tiitigkeit des Verstandes 
gerade fUr die Mathematik besitzt, hat besonders eHR. SIGWART hingewiesen (vgl. 
Logik, I. Aufl., 2. Bd., r878, S. 176££., besonders S. 181). 
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gewisse Gesetze oder Beziehungen herrschen, sich daraus ent sprechende 
Gesetze im anderen Gebilde erg eben miissen, wozu die Ausfiihtungen 
des in § 10 gegebenel1 Beispiels zu vergleichen sind. 

Es sind aber nicht nur Abbildungen geometrischer Gebilde auf 
geometrische Gebilde, sondern es sind aueh Abbildungen geometrischer 
Mannigfaltigkeiten auf arithmetische Mannigfaltigkeiten moglieh. So 
ist die gewohnliche ana1ytisehe Geometrie (§ 38-4I) nichts anderes 
als eine Abbildung der Ebene bzw. des ganzen Raumes auf eine zwei
fache bzw. dreifache arithmetisehe (analytisehe) Mannigfaltigkeit, d. h. 
auf die Mannigfa1tigkeit alIer Zahlenpaare bzw. Zah1entripel. Natiir
lieh kann man aueh umgekehrt sagen, daB die arithmetisehen Mannig
faltigkeiten in den geometrisehen ihr Abbild haben. Auf der zwischen 
den geometrischen und den arithmetischen Mannigfa1tigkeiten her
gestelIten Zuordnung beruht der arithmetisehe (analytisehe) Beweis 
geometrischer Lehrsatze, wie dies' bereits in § 4I auseinandergesetzt 
worden ist. 

Die angefiihrten Abbildungen ergeben also die Mogliehkeit der 
Dbertragung von Lehrsatzen in andere Lehrsatze (vgl. das Dualitats
prinzip in § IO) unter Umstanden in solche eines anderen Gebiets, 
und man sprieht ja geradezu in der Mathematik von "Dbertragungs
prinzipiw", die aus Abbildungsverfahren entspringen. Immerhin 
kann hierzu bemerkt werden, daB bei solchen Abbildungen wie den 
eben erwahnten, wo das Entsprechen der Elemente des einen Gebietes 
mit denen des anderen ein in der Sprache der Mathematik ein-ein
deutiges, d. h. ein umkehrbar eindeutiges, ist, nicht bloB die Lehr
satze irgendeines der beiden Gebiete sich in die Lehrsatze des anderen, 
sondern aueh die Beweise der Lehrsatze sich aus dem einen Gebiet 
in das andere iibertragen lassen. Es folgt daraus, daB man die Beweise 
im Grunde stets auch so einrichten kann, daB man dabei in demselben 
Gebiet bleibt. Die Dbertragungsprinzipien leisten also hier nicht 
etwas, was ohne sie nicht geleistet werden konnte, sondern stelIen 
eigentlich nur eine Abkiirzung dar. Mit der Entdeekung emer Ab
bildungsweise wird ein vollig exaktes Entspreehen zwischen zwei Ge
bieten derart festgestellt, daB nun gewisse Probleme des einen Gebiets 
a1s bloBe Wiederholungen von Problemen des anderen erscheinen und 
somit schon gelost sind, wenn diese es sind. 

Der Begriff der Abbildung, der, wie schon betont wurde, ganz auf 
dem Begriff der Zuordnung beruht, hat auch innerhalb der reinen 
Arithmetik selbst die groBte Bedeutung. Hier tritt er sogar schon 
in den ersten Begriffsbildungen der Theorie auf. Ieh glaube oben 
(§ 63, 67, 68) nachgewiesen zu haben, daB, entgegen der Ansicht 
vieler Philosophen, die Mathematiker im Rechte sind, wenn sie der 
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Mehrzahl nach den Begriff der Anzahl auf die ein-eindeutige Zu
ordnung der Elemente einer Menge zu denen einer anderen Menge, 
d. h. also auf die Abbildung einer Menge aut eine andere griinden. 
Eine Anzahl ist kleiner als eine andere, wenn eine jener Anzahl 
entsprechende Menge auf einen Teil einer der zweiten Anzahl ent
sprechenden sich abbilden laBt (vgl. § 68, 69). 

§ 114. Vereinfachte Abbildung. Darstellung und Deutung. 

Von noch groBerer Wichtigkeit fUr die Logik der Mathematik als 
die ein-eindeutige Abbildung, die im vorigen Paragraph en besprochen 
wurde, scheint mir das zu sein, was ich als vereinfachte Ab bild ung 
bezeichnen mochte. Um diese deutlich zu machen, muB ich in Erin
nerung bringen, was in § 98 iiber die Begriffe und ihre Zeichen und 
was in § II2 iiber synthetische Allgemeinbegriffe gesagt worden ist. 
Das Begriffszeichen kann ein gegliedertes sein, und es kann sich bei 
einem Allgemeinbegriff, der synthetisch ist, der also durch eine ge
wisse Tatigkeit erzeugt gedacht wird, ein solches gegliedertes Zeichen 
aus der Bildungsweise selbst ergeben. So ist z. B. das Produkt a· b 
in dem ich, der alteren Bezeichnungsweise entsprechend, a als den 
Multiplikator und b als den Multiplikand auffassen will, durch ein 
gewisses Rechenverfahren, d. h. also durch ein zusammengesetztes 
Zahlverfahren definiert. Dabei kann man sich das Produkt etwa 
rekurrent erklart denken, in iihnlicher Weise, wie in § 64 die Addition 
erklart worden ist. Man setzt dann 

(I) a· b = (a -I). b + b, 

d. h. man erklart das afache von b durch: "das (a - I )fache von b 
vermehrt urn b", wobei gleichzeitig das (a - I) fache von b auf die
selbe Weise mit Hilfe des (a - 2)fachen von b erklart zu denken 
ist usw., wahrend schlieBlich unter dem I fachen von b eben b selbst 
zu verstehen ist. Indem wir die Kette dieser Rechenvorgange iiber
schauen, erkennen wir, daB das Produkt vollig bestimmt ist, wenn 
die beiden Zahlen a und b gegeben sind, deren verschiedene Rolle 
in dem zusammengesetzten Zahlverfahren iiberdies zu beachten ist. 

Wir konnen die MUltiplikation auch auf ein etwas anders zu de
finierendes Zahlverfahren grunden, wenn wir von der auf den all
gemeinen Begriff der Zuordnung aufgebauten Zahldefinition (§ 63, 69) 
ausgehen. Auch hier ergibt sich, allerdings im Grunde erst aus ge
wissen an die Definitionen sich anschlieBenden Vberlegungen (§ 69), 
daB das Produkt durch die Zahlen a und b und durch die Rolle, welche 
dieselben in unserer Zahltatigkeit spielen, gegeben ist. In diesem Fall 
sind a· b Einheiten durch a Mengen von je b Einheiten erkliirt. Es 
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ergibt sich so bei beiden Auffassungen gewissermaBen von selbst als 
Begriffszeichen des Produkts die Zusammenstellung der Zahlen a 
llnd b, wobei aber wegen der verschiedenen Rollen, welche die beiden 
Zahlen in unserer Zahltatigkeit spie1en, in der Zusammenstellung der 
Platz von a von dem von b unterschieden werden muB. Man erhalt 
so die mathematische Forme1 a· b in der - solange der Satz von 
§ 71 noch nicht bewiesen ist - ausschlieBlich die vorangehende Zahl 
den Multiplikator bedeutet. 

Die Formel a· b bringt zum Ausdruck, daB das Zahlverfahren 
durch die Zahl a einerseits und die Zahl b andererseits sich bestimmt 
und zwar, wenn diese beiden Zahlen gegeben sind, ein eindeutiges 
Ergebnis liefert, wahrend alles weitere, was zur tatsachlichen Aus
fiihrung des Verfahrens gehort, in der Formel abgestreift ist. Des
wegen konnen wir die Buchstabenzusammenstellung1) als eill ver
einfachtes Abbild, und insofern als eine Darstellung des Ver
fahrens bzw. seines Ergebnisses ansehen. Riickwarls de ute n wir 
uns dann die Formel a' b, wo wir sie im Einzelfall finden, wieder 
durch die Ausfiihrung des Zahlverfahrens. 

Das besprochene einfache Multiplikationsverfahrell fiihrt durch 
Wiederholung zu einem zusammengesetzten. Solche -" Wiederliolung" 
von Tatigkeiten birgt ohne Zweifel ein philosophisches Problem, dem 
ich aber hier nicht nachgehen kann; es geniigt, zu bemerken, daB die 
Wiederholung in einem Verfahren besteht, das dem urspriinglichen 
Verfahren in gewisser Hinsicht gleich, in anderer Hinsicht aber nicht 
gleich ist. So wie wir aus a und b das Produkt a· b gebildet haben, 
so konnen wir nachher aus a· b und c das Produkt (a· b) • c bildell 
usw. Auf diese Weise ergebell sich, namentlich wenn nun auch noch 
die Addition der Multiplikation zugesellt wird, verwickelte Zahl
verfahren, die durch mehrfach zusammengesetzte Formeln, d. h. durch 
mehrfache Zusammenstellungen mathematischer Zeichen in dem 
Sinlle "abgebildet" werden, daB die einzelnen Zeichen der Formel 
Teilen des Zahlverfahrens und die Zusammellstellung der Zeichen 
dem Ineinandergreifen der Teile entspricht. Es liegt aber wieder eine 
vereillfachte Abbildung vor, da nicht jedem Schritt des Zahlver
fahrens von einer Einheit zur anderen ein Zeichen zugeordnet ist. Auch 
hier wollen wir die "vereinfachte Abbildung" eine Darstell Ullg 2 ) 

1) Wenn nun auch die mathematische Formel am schiirfsten das darsteIlt, was 
ich ein gegliedertes Begriffszeichen nennen will, so ist doch zu beachten, daB ein 
solches auch durch Worte ausgedriickt werden kann, und daB kein wesentlicher Unter
schied zwischen der Formel a . b.und einer Formulierung der gewiihnlichen Sprache 
besteht wie: "Produkt aus Multiplikator a und Multiplikand b". 

2) In derselben Weise werden in der angewandten Mathematik die Erfahrungs
begriffe von Anfang an durch mathematische Zeichen und deren Zusammenstellung 

Holder, Mathematische Methode 20 
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des Verfahrens nennen. Wir sind stets imstande, diese Darstellung 
wieder in das reale Zahlverfahren, also die bezeichnete Operation 
in die a usgefiihrte umzusetzen (vgl. § IIZ). Dies nenne ich die 
De u tung der vorliegenden Darstellung oder Formel. 

Es ist wohl zu beachten, daB die Deutung, so wie ich sie verstehe, 
tlur im Einzelfall bei wirklich vorgegebenen Zahlen moglich ist, wenn 
es auch andererseits wohl iiblich ist, die Wiedergabe der Formel in 
Wort en als Deutung zu bezeichnel1. Der letzte Umstand kommt nur 
daher, daB die mit unseren Erfahrungen und mit unseren geistigen 
Tatigkeiten aufs engste verflochtenen Worte der lebel1den Sprache 
besonders geeignet sind, in jedem Einzelfall die richtige Deutung an
zuregen. Die Deutung ist also die Subsumption des Einzelfalls unter 
die allgemeine Regel. DaB diese Deutung einen besonderen logischen 
Akt darstellt, kann man auch daran erkennen, daB manche, die mit 
den mathematischen Formeln auBerlich nach den Vorschriften um
zugehen verstehen, sich plotzlich in Schwierigkeiten versetzt sehen, 
wenn sie die durch die Formeln angedeuteten Rechenoperationen mit 
vorgegebenen Zahlen durchfiihren, d. h., wie man sagt, die gegebenen 
Zahlen in die Formeln "einsetzen" sollen 1). 

An 'die beschriebene Darstellung der Begriffe kniipfen nun auch 
die allgemeinen Gesetze an, sei es nun, daB sie wie die Formel (1) 
eine Definition wiedergeben oder wie die Formel 
(z) a·b=b·a 

emen beweisbaren Lehrsatz ausdriicken (vgl. § 71). Der Nutzen 
unserer "Darstellung" beruht nun zunachst darin, daB in ihr, d. h. 
in dem vereinfachten Abbild, einer aus vielen Schritten bestehenden 
wirklichen Zahlenrechnung nur wenige Schritte entsprechen. So 
konnen wir z. B., statt daB wir die durch die Formel 

(3) (a - b) (a3 + a2 b + ab 2 + b3 ) 

dargestellte Rechenoperation fiir a = 5 und b = 3 vollziehen, zu
erst diese Formel vermoge der algebraischen Gesetze in wenigen 
Schritten in den Ausdruck 

dargestellt; vgl. auch C. MAXWELl., Electricity and Magnetism, 2. Bd., 1873, S. 436, 
wo von "mental representation'" die Rede ist, und E. PICARD in dem Sammelwerk 
"De la methode dans les sciences"', Paris, 1909, wo gleichfalls auf die "representations 
mentales des faits"' hingewiesen ist (p. 16, 30). An der letzten Stelle ist auch die 
Notwendigkeit der Vereinfachung betont. 

1) Hier kann auch auf die Bemerkung von C. VON PRANTL in "Verstehen und 
Beurtheilen"', Miinchen, 1877, S. 5, hingewiesen werden, wo er von den Tiitigkeiten 
des Verstehens und Beurteilens sagt: ,.Die beiden Tiitigkeiten werden ja auch in den 
Naturwissenschaften durch das mathematische Motiv des einfachen Ziihlens und 
Messens oder der komplizierteren h6heren Analysis beileibe nicht ersetzt oder ent· 
behrlich gemacht ... '" 
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umwandeln und dann durch wirkliches Ausrechnen von 54 - 34, 
d. h. also dadurch, daB wir die aus (3) hervorgegangene darstellende 
Formel (4) fUr den Einzelfall deuten, das Ergebnis 

54 - 34 = 544 
erhalten. 

Noch wesentlicher kommt ein anderer Umstand in Betracht. Da 
namlich jedes der allgemeinen Gesetze fUr unendlich viele Falle gilt, 
so konnen wir mit Hilfe solcher Gesetze in wenigen bestimmten 
Schritten andere ahnliche Gesetze fiir unendlich viele Falle bekommen. 
So hat sich die allgemeine Dbereinstimmung der Ausdriicke (3) und (4) 
und damit ein neues fiir beliebige Werte der Zahlen a und b giiltiges 
Gesetz ergeben. Damit erlangt man also Ergebnisse, die in der ge
wohnlichen Weise der unmittelbaren rechnerischen Bestatigung nicht 
durch Ausschopfen aller einzelnen Falle hatten bezwungen werden 
konnen. N atiirlich zeigt sich dabei von neuem die Wichtigkeit der 
in § II2 beriihrten Frage nach dem Ursprung der Beziehungen, die 
bei den Beweisen benutzt werden, selbst aber unmittelbar ohne be
sonderen Beweis angesetzt werden konnen, wie z. B. die Gleichung (1) 
von § IIZ. Ich glaube hinreichend dargetan zu haben, daB es sich 
hier in der Arithmetik nicht um wirkliche Axiome handelt, sondern 
um die von mir so genannten erzeugenden Beziehungen, die nichts 
anderes als eine Beschreibung unserer synthetischen, begriffserzeu
genden Tatigkeit sind 1). 

Um ein geometrisches Beispiel anzufiihren, will ich mir drei 
verschiedene Punkte A, B und C denken. Sind diese gegeben, so 
kann man auf Grund eines bekannten Axioms A mit B, B mit C 
und C wiederum mit A durch je eine Strecke verbinden. DaB das 
so entstehende Gebilde, das wir ein Dreieck nennen, mit anderen 
Dreiecken verglichen werden kann, so daB sein "Inhalt" dann groBer 
gleich oder kleiner gefunden wird als der Inhalt eines gegebenen an
deren solchen Dreiecks ist eine Folgerung 2) aus der BeweisfUhrung 
von § 26, die sich zugleich auf weitere Axiome stiitzt. Der Inhalt des 
aus den Punkten A, B und C gebildeten Dreiecks wird iiblicherweise 
durch die bloBe Zusammenstellung AB C der den Punkten zugeord
neten Zeichen "dargestellt". Man kann nun auch weiter die "Summe" 
zweier Dreiecke durch ein drittes, aus den beiden zu konstruierendes 
Dreieck erklaren, das, wenn die Konstruktion auch einen gewissen 

1) Vgl. auch § 125. 
2) Statt dies als eine Folgerung aus den Axiomen hinzustellen, kann man, wenn 

es sich nicht urn den deduktiven Aufbau der Geometrie handelt, sich auf Erfahrung, 
z. B. auf die beim UmgieBen von Flussigkeiten beobachteten Tatsachen berufen (vgl. 
§ 130 im dritten TeU). 

20* 
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Spielraum HiBt, cloch seinem Inhalt nach bestimmt ist. Es gelingt 
dann z. B., den Lehrsatz zu beweisen, daB die Gleichung 

(5) AIA2 Ag = Ao AIA2 + AoA2 A 3 + AoAa Al 

stets fiir vier ganz beliebige Punkte A o, AI, A 2, Ag der Ebene erfiillt 
ist, falls die Dreiecksinhalte noch einer bestimmten Regel gemaB teils 
positiv, teils negativ angenommen werden 1). 

Man kann jetzt wiederum sagen, daB das Verfahren, das aus drei 
gegebenen Punkten A, B, eden Inhalt des Dreiecks zu bestimmen 
gestattet, das die Punkte zu Ecken hat, und daB damit der Inhalt 
selbst durch die Zusammenstellung AB C abgekiirzt abgebildet, d h. 
dargestellt wird. In demselben Sinne bildet die obige, in vier Buch
staben geschriebene Gleichung (5) einen geometrischen Inhaltslehrsatz 
abgekiirzt abo Dieser Lehrsatz ist die Bedeutung der Formel (5), 
und die Formel ist seine Darstell ung. Es lassen sich nun mit Hilfe 
der Formel (5) weitere Lehrsatze herleiten durch eine Art von Rechen
verfahren, das auf unsere "Darstellung" des Dreiecksinhalts gegri.indet 
is1.. Natiirlich waren hier iiberall die Axiome der Geometrie als von 
vornherein gegeben gedacht. 

Um noch einige weitere Beispiele von vereinfachter Abbildung 
oder Darstellung zu geben, erwahne ieh, daB man die quadra~ische 
Form 

ax2 + 2 bxy + cy2 

durch die Zusammenstellung (0, b, c) ihrer Koeffizienten darstellt. 
Die Relationen, die zwischen verschiedenen Formen existieren und 
die Z. B. darin bestehell, daB sich die eine in die andere "transformie
ren" laBt (vgl. § 18), werden mit Beziehung auf diEse Darstellung in 
einfacher Weise zum Ausdruck gebracht. 

Die funktionale Abhangigkeit, d. h. die Zuordnung der Werte 
einer "abhangigen Veranderlichen" y zu den ein gewisses kontinuier
liches Intervall ausfiillenden Wert en einer "unabhangigen Verander
lichen" x bildet man dadurch ab, daB man 

y = f (x) 

setzt, indem man hier das auf der rechten Seite stehende Zeichen 
dem Fall nachbildet, in dem y durch einen wirklichen, mit den Mitteln 
der Algebra darstellbaren Ausdruck in x gegeben ist. Die der Funk
tion f (x) zugeordnete Funktion, die wir den "Differentialquotienten" 
oder die "Ableitung" von f(x) nennen (vgl. § 58), die allerdings nur 
unter gewissen Umstanden existiert, wird durch das Zeichen f' (x) 
dargestellt; dabei wird dann der Lehrsatz, der besagt, daB die Ab-

1) In § 26 ist allerdings auf diese Vorzeichenregel nicht eingegangen worden. 
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lei tung der Summe zweier Funktionen der Summe der Ableitungen 
beider Funktionen gleich ist, dUTch die Formel 

[f (x) + g (x)J' = f' (x) + g' (x) 

zur Darstellung gebracht. 

§ I 15. Substitution des Gleichartigen fur das Gleichartige. 
Prinzip der ubereinstimmenden Erzeugung. 

Verschiedene Schriftsteller haben behauptet, daB die mathemati
schen Schliisse ausschlieBlich darauf beruhen, daB Gleiches fiir Gleiches 
gesetzt wird. Ich glaube, in § 6 nachgewiesen zu haben, daB diese 
Kennzeichnung des mathematischen Verfahrens in den meisten Fallen 
nicht zutreffend ist. Immerhin ist sie bis auf einen gewissen Grad 
da zutreffend, wo auf Grund einer Abbildung geschlossen wird. In 
einem solchen Fa11 wird aus den Verhaltnissen, die sich in einem 
Gebiet zeigen, auf die Verhaltnisse eines in gewissem Sinn gleichartigen 
Gebiets, das eben auf jenes Gebiet abbildbar, ihm also Element flir 
Element zugeordnet ist, geschlossen. Es wird also hier in den gesetz
maBigen Beziehungen, die fiir das eine Gebiet gelten, das gleichartige 
andere gesetzt, und zwar wird das Gebiet, auf welches die Unter
suchung hinzielte und in dem die Verhaltnisse zunachst nicht bekannt 
sind, durch das Gebiet, welches in den entsprechenden Verhaltnissen 
bereits untersucht ist, ersetzt (§ 10 u. II3). 

Urn das Wesen einer solchen Ersetzung noch deutlicher zu machen, 
will ich ein Beispiel erwahnen, das in diesem Fall den Erfahrungs
wissenschaften entlehnt und das von W. STANLEY JEVONS zur Er
lauterung des Substitutionsverfahrens benutzt worden isF). Dieses 
Beispiel betrifft einen sehr geistreichen Kunstgriff, den BREWSTER 
angewendet hat, urn den Lichtbrechungsexponenten eines sehr kleinen 
Partikelchens zu bestimmen. BREWSTER benutzte zu diesem Zweck 
eine Losung, die durch Auflosen einer anderen Substanz erhalten 
wurde, und der er die verschiedensten Grade der Konzentration er
teilen konnte. Durch passende Wahl der Konzentration der Losung 
lieB sich erreichen, daB das Partikelchen, wenn es in die Losung ver
senkt wurde, darin unsichtbar blieb, d. h. keinen Glanz an seiner Ober
flache erkennen lieB. BREWSTER nahm nun an, daB bei dieser Konzen
tration der Losung diese gegen Luft denselben Brechungsexponenten 
besitze, wie ihn das Partikelchen gegen Luft besitzt, und er konnte 
daraufhin den Brechungsexponenten des Partikelchens, der wegen 
der Kleinheit des Teilchens nicht unmittelbar hatte bestimmt werden 
konnen, mittelbar dadurch finden, daB er die Losung flir das Teikhen 

1) The Principles of science, second ed., 1877, p. 10/11. 
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substituierte und deren Brechungsexponenten experimentell er
mittelte. 

Man muB jedenfalls annehmen, daB BREWSTER bei dieser seiner 
Dberlegung von verwickelteren Gedankengangen geleitet war, und 
daB dabei die experimentelle und auch theoretische Kenntnis von 
dem Vorgange eine Rolle gespielt hat, der sich ergibt, wenn ein Licht
strahl in einem Medium auf die Grenze eines anderen trifft, wobei fiir 
gewohnlich der Strahl sich spaltet und teilweise in das neue Medium 
gebrochen iibergeht, teilweise aber zuriickgeworfen wird. Da nun 
eine solche Reflexion an der Grenzflache und zugleich eine Brechung 
des durch sie hindurchgehenden Strahles dann und nur dann eintritt, 
wenn die aneinander grenzenden Medien "optisch verschieden dicht" 
sind, so konnte daraus BREWSTER schlieBen, daB bei einer Konzen
tration, bei der das Partikelchen unsichtbar erscheint, bei der also 
keine Reflexion statthat, die Brechungsexponenten einander gleich 
sind, die dem Partikelchen einerseits und der LOsung andererseits 
gegen Luft zukommen. Da nun diese Gleichheit erschlossen ist, ohne 
daB die Brechungsexponenten beobachtet waren, so findet man j etzt 
durch experimentelle Bestimmung des einen, namlich des Brechungs
exponenten der Losung, den anderen, nicht unmittelbar bestimmten 
Brechungsexponenten des Partikels mit. 

Hier wird also Gleiches flir Gleiches gesetzt, aber im Grunde doch 
nicht Identisches flir Identisches; der Brechungsexponent der Losung 
ist doch anders definiert, da er sich auf ein anderes Material bezieht 
als der Brechungsexponent des Partikelchens. Aus diesem Gru~de 
ist auch jener experimentell bestimmbar und dieser nicht. 

Man kann sagen, daB in diesem und in allen ahnlichen Fallen ein 
Sachverhalt dadurch untersucht wird, daB er sich in einem "Modell" 
abbildet. Man schlieBt aus der allgemeinen Gleichartigkeit des ur
spriinglich zu untersuchenden Sachverhalts mit dem Verhalten des 
Modells auf eine Gleichartigkeit in einer bestimmten Einzelheit, in 
der die Gleichartigkeit nicht unmittelbar beobachtet, sondern - in
duktiv oder deduktiv - erschlossen ist. Das am Modell beobachtete 
Einzelergebnis wird dann fiir die nicht ausgeflihrte und vielleicht 
gar nicht mogliche Einzelbeobachtung an der urspriinglichen Sache 
gesetzt. Es ist auch klar, daB dann, wenn die Gleichartigkeit des 
Modells mit der Sache, die es abbildet, auch in der betreffenden Einzel
heit bereits beobachtet ware, in welcher das Modell die Sache ersetzen 
soIl, das Heranziehen des Modells gar keinen Nutzen bringen wiirde. 
Ebenso aber konnte es in den rein mathematischen Schliissen gar 
nichts helfen, wenn stets nur vollig Identisches fiir vollig Identisches 
gesetzt wiirde. 
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Mit dem eben Geschilderten kann die in § II4 auseinandergesetzte 
vereinfachte Abbildung in Parallele gesetzt werden. Sie liefert das 
Modell, durch das wir unseren Gegenstand darstellen, urn ihn dann 
an diesem Modell mittelbar zu untersuchen1). Dabei miissen wir 
unsere Darstellung durch Vollziehen gewisser Gedankenoperationen 
zur vollstandigen Ausfiihrung bringen und dann das so erhaltene Er
gebnis wieder riickwarts deuten. Woraus schopfen wir nun die Sicher
heit der Dbereinstimmung der Darstellung mit dem Dargestellten auch 
in der Einzelheit, die erschlossen werden soll, und in der die Dber
einstimmung eben gerade keine beobachtete ist? 

Betrachten wir eines der in § II4 gegebenen Beispiele. Wir haben 
dort den Ausdruck 

(1) 

vermoge der Regeln des algebraischen Rechnens in die Formel 

(2) a4 - b4 

iibergefiihrt. Dies geschieht dadurch, daB wir in (1) vermoge des 
Distributivgesetzes [§ 73, (5)] die Klammerausmultiplikation vor
nehmen, wobei wir zunachst 

a4 + a3 b + a 2 b2 + a b3 

- b a3 - b a 2 b - b a b 2 - b4 

erhalten. Nachher formen wir den jetzt vorliegenden Ausdruck (3) 
durch Vertauschung von Faktoren [§ 73, (3)] und durch Zusammen
fassen [§ 73, (1), (2)] und gegenseitiges Sichaufheben der untereinander 
stehenden Glieder (§ 77) in (2) iiber. DaB nunmehr die Einsetzung 
von besonderen \Verten, z. B. von a = 5 und b = 3, in die For
meln (1) und (2) dieselben Ergebnisse zeitigt, namlich in dem gewahlten 
Fall 

(5 - 3) (125 + 75 + 45 + 27) = 544 

625 - 81 = 544, 
und 

beruht offenbar darauf, daB jeder Schritt, der bei der Verwandlung 
der einen in a und b geschriebenen Forme1 in die andere vorkam, den 
mit den Zahlen 5 und 3 auszufiihrenden wirklichen Rechnungen vo11ig 
entspricht. 

Der Erfolg des Buchstabenverfahrens, das ein formales, auf die 
Gesetze (1) bis (5) von § 73 gegriindetes SchlieBen ist, kommt also 

1) Auch W. BIRKEMEffiR (Uber den Bildungswert der Mathematik - Wissenschaft 
und Hypothese Nr. XXV - 1923, S.85) betont im Gegensatz zu den Tendenzen des 
Formalismus die Bedeutung der mathematischen Symbole. Wenn er diesen jedoch 
nicht einmal eine "stellvertretende Funktion" zuerkennen will, ist er damit offenbar 
im Unrecht. 
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daher, daB dieses Verfahren der Zusammenstellung und Ordnung, 
nach dem sich die aus a und b gebildeten Ausdriicke aufbauen und 
auseinander ableiten lassen, dem eigentlich numerischen ProzeB, den 
diese Zusammenstellungen bedeuten solI en , im Sinne einer Ab
bildung (§ II3 u. 114) parallel geht. Dabei ist noch zu bedenken, daB 
jedes der beiden Verfahren ohne Ende zusammengesetzt und weiter
gefiihrt werden kann. DaB wir hier zum Voraus der Dbereinstimmung 
aller einzelnen Endergebnisse im Sinne der auf Zuordnung beruhenden 
Abbildung sicher sind, obwohl jedes soIche Endergebnis in jedem der 
beiden Verfahren zunachst nur durch Vollziehung des Verfahrens, 
also durch wirkliche Ausfiihrung der einzelnen Schritte erhalten wer
den kann, wird wohl niemand leugnen, der sich mit dem Gegenstande 
beschaftigt hat. Der Grund kann aber nur darin liegen, daB wir in 
der Erzeugung der beiden Verfahren das Dbereinstimmende zu er
kennen und daraus zum Voraus auf die Dbereinstimmung der End
ergebnisse zu schlieBen vermogen. Ich mochte deshalb sagen, daB 
der Erfolg der Methode auf dem Prinzij> der ubereinstimmenden 
Erzeugung der in Frage kommenden Begriffe beruht. Diese Begriffe 
sind soIche des Zusammenstellens, des Ordnens und der Zuordnung; 
es handelt sich also um synthetische Begriffe, die aus der eigenen 
Tatigkeit unseres Verstandes entspringen. 

Bei dem in den Buchstaben a und b durchgefiihrten algebraischen 
Verfahren sind die fiinf Rechengesetze [§ 73, (1) bis (5)] die Regeln, 
nach denen verfahren wird, und spielen gewissermaBen die Rolle von 
Axiomen 1). Immerhin darf nicht vergessen werden, daB diese Rechen
gesetze ihrerseits wieder bewiesen werden konnen. Zu diesem Zweck 
muB man aber das Buchstabenverfahren verlassen und auf seine Be
deutung zuriickgehen. Stellt man den dabei dann einzuschlagenden 
Gedankengang wieder durch Formeln dar, z. B. durch rekurrente 
Formeln im Sinne von § IIZ, so wird es deutlich, daB man nun wiederum 
in ganz iihnlicher Weise vorgeht, indem man den nicht fiir alle Einzel
falle vollziehbaren ProzeB im Sinne einer Abbildung darstellt und 
mit Hilfe dieser Abbildung nach dem Prinzip der iibereinstimmenden 
Erzeugung schlieBt (vgl. § 65); in diesem Fall treten aber an Stelle 
der fiinf Rechengesetze von § 73 jene Formeln, die ich als allgemeine 
Beschreibung der begriffsbildewlen Tatigkeit oder als erzeugende Be
ziehungen bezeichnet habe (§ IIZ). Die letztgenannten Formeln be
ruhen also auf einem anderen Erkenntnisgrund, indem wir ihre Bc
rechtigung unmittelbar beim Aufbau des synthetischen Begriffs er
kennen. 

1) Vgl. au.ch die in § 107 gegebene Schilderung von der Verkettung der Relationen 
auf Grund von Rege1n oder Axiomen. 
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Bei allen den erorterten Begriffsbildungen diirfte als wesentlich 
in Betracht kommen, daB wir bei den unserer eigenen Tatigkeit ent
springenden synthetischen Begriffen klarer als bei anderen zu sehen 
vermogen. Nicht bloB konnen wir unsere nach einer Regel verfahrende 
Tatigkeit selbst erkennen und sie etwa in Form einer der vorhin er
wahnten erzeugenden Beziehungen (§ II2 u. 64) begrifflich formu
lieren, sondern wir erkennen auch nach dem Prinzip der iiberein
stimmenden Erzeugung, daB die Ergebnisse gewisser Tatigkeiten nach 
be1iebig vielen Zusammensetzungen und Fortsetzungen miteinander 
iibereinstimmen miissen, obwohl wir die Ergebnisse dieser Fortset
zungen im einzelnen nicht ohne w~iteres, d. h. zunachst nicht ohne 
den Vollzug unserer Tatigkeiten, zu erkennen vermogen. 

§ 1 16. Uberbauung synthetischer und anderer Begriffe durch 
synthetische Begriffe. 

Bis auf einen gewissen Grad ist im vorigen schon in die Erschei
nung getreten, was jetzt Gegenstand einer naheren Betrachtung 
werden so11. Wir haben z. B. das formale algebraische Rechnen, d. h. 
das sogenannte Buchstabenrechnen oder besser Buchstabenverfahren, 
erwahnt, das als darste1lende Form iiir die ihm unterzu1eg~nden, mit 
vorgegebenen Einzelzahlen auszufiihrenden numerischen Rechen
verfahren gilt. N ach dem Prinzip der iibereinstimmenden Erzeugung 
waren wir der Dbereinstimmung des algebraischen und des numeri
schen Verfahrens bis in die entferntesten Fortsetzungen hinaus sieher. 
Nun lassen sich aber an das Buchstabenverfahren neue Allgemein
begriffe kniipfen, die mit Riicksicht auf die Bedeutung, welche das 
Buchstabenverfahren iiir das numerische Verfahren hat, zugleieh den 
Wert von Allgemeinbegriffen hoherer Ordnung (§ 98) fiir das nume
rische Verfahren besitzen. Wie wir im vorigen Paragraphen aus der 
dortigen Formel (1) die zweizeilige Anordnung (3) und daraus dann 
die Formel (2) entwickelten, so konnen wir allgemein aus 

( 1 ) (a - b) (a" - I + an - 2 b + a" - 3 b 2 + . . . + a 2 bn - 3 + a btl - 2 + bn - I) 

die zweizeilige Anordnung von 2 n Gliedern 

an +a"-Ib +an - 2 b2 + ... +a2 b"-' +ab"-I 
(2) _ban- 1 __ ban - 2 b_ ... --ba 2 b"-3-bab"-2-1/' 

und daraus schlieBlich den Ausdruck 

a"-b" 

herleiten. Hier ist es nun nicht moglich, solange die ganze Zahl n 
allgemein bleibt, durch tatsachliches Vollziehen des Buchstabenver
fahrens von dem Ausdruck (1) iiber den Ausdruck (2) zu der Formel 
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(3) zu gelangen. Trotzdem erkennt man, daB dies fUr jeden Einzel
wert von n moglich sein muB. Dieses Erkennen beruht aber auf All
gemeinbegriffen, die an das Buchstabenverfahren ankniipfen und die 
erschlieBen lassen, daB z. B. in den beiden in (2) aufgefiihrten Zeilen 
das zweite Glied der ersten Zeile gegen das erste der zweiten, das 
dritte Glied der ersten gegen das zweite der zweiten usw. sich aufhebt, 
und daB illfolgedessell nur das erste Glied der erstell Zeile zusammen 
mit dem letzten Glied der zweiten Zeile iibrigbleibt. Von Allgemein
begriffen kommt also hier nicht etwa bloB die Zahl n in Frage, welche 
die Anzahl der in der groBen Klammer von (I) vorkommenden und 
der in jeder Zeile von (2) auftretellden Glieder, gleichzeitig aber auch 
gleich dem in (3) vorkommenden Exponenten ist, sondern alle die 
vorkommenden Relationen von Gliedern, Faktoren usw., die in den 
Begriffen des Vorhergehenden und Nachfolgenden usw. gegeben sind, 
die iiberhaupt durch die Tatigkeiten des Setzens und Aufhebens, des 
Zusammenfassens und Trennens, des Ordnens und Zuordnens bewirkt 
werden. Das ganze Verfahren der Umwandlung von (I) in (3), das 
fUr ein einzelnes gegebenes n sich durchfUhren laBt, stellt einen syn
thetischen Aligemeinbegriff vor, der mit einer Anzahl ahnlicher Be
griffe, namlich mit den in dem Verfahren enthaltenen Teiltatigkeiten, 
durch Relationen verbunden ist. Diese Begriffe kniipfen alle an die 
algebraische sogenannte Rechnung, d. h. an das Buchstabenverfahren, 
:tn. Dieses seinerseits hat das numerische Rechnen zur Unterlage 
und ist dessen Darstellung im Sinne von § II4. Man erkennt dem
nach, wie iiber gewissen Begriffen, die in diesem Fall selbst schon 
synthetische Begriffe sind, neue synthetische Begriffe sich ii b e r
ba uen!). 

Solche Beispiele der Dberbauung eines Begriffssystems iiber einem 
anderen finden sich in allen Gebieten der Mathematik. Aus der 
Algebra will ich noch die binomische Formel anfUhren, die es ermoglicht, 
nicht nur 

(a + b)2, (a + b)3, (a + b)4, ... 
1) Eine ganz spezielle Uberbauung eines Begriffssystems uber ein anderes kennt 

auch H. WEYL in seiner bereits angefiihrten Schrift uber das Kontinuum (S. 15). 
namlich die Gesamtheit irgendwelcher gegenstandlichen Elemente mit den Teilmengen 
dieser Gesamtheit. Er sagt: "Die ein- und mehrdimensionalen Mengen bilden uber 
dem urspriinglich gegebenen Gegenstandsbereich ein neues abgeleitetes System idealer 
Gegenstande; es entsteht aus dem ursprunglichen. wie ich mich ausdrucken will. 
durch den mathematischen ProzeB. In der Tat glaube ich. daB sich in dieser 
Begriffsbildung das Charakteristische der mathematischen Denkweise auBert. Es 
versteht sich von selbst. daB diese neuen Gegenstande. die Mengen. von den ur
spriinglichen durchweg verschieden sind; sie gehoren einer ganz anderen Existenz
sphiire an." 

WEYL weist an der betreffenden Stelle auch auf die Relation hin. in der eine 
Teihnenge einer Gesamtheit zu der zu ihr komplementiiren Teilmenge steht. 
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durch 
a 2 + 2 a b + b2 , as + 3 a 2 b + 3 a b2 + b3 , 

a4 + 4 as b + 6 a2 b2 + 4 a b3 + b 4, ... , 
sondern auch 
(4) (a + bt 
durch einen allgemeillen Ausdruck 

(5) an + 1~all-I b + n~=~an-2b2+ ~0- I) in - 2 ) a n - 3b3 + ... + ll' 
I 1'2 1'2'3 

darzustellen 1). 
Die allgemeinen Beweise der niederen Arithmetik bieten sellr 

charakteristische Fii11e solcher Dberbauung dar. Man vergleiche z. B. 
den in § 72 fiir ein Produkt von beliebig vielen Faktoren gefiihrten 
Beweis dafiir, daB das Produkt sowohl von der Reihenfolge, als auch 
von der Zusammenfassung der Faktoren unabhangig ist. Der Beweis 
besteht darin, daB auf Grund der Formeln 

a·b=b·a 
und a . (b • c) = (a • b) . c 

fiir zwei und drei Faktoren, die schon als bewiesen anzusehen sind, 
eine allgemeine Betrachtung iiber Zusammenfassung und Ordnung von 
Buchstaben in einer Zusammenste11ung durchgefiihrt wird. Die Zu
sammenstellung bedeutet dabei eine Produktrechnung und bildet 
sie abo 

In der Geometrie wird zunachst der Unterbau durch die Begriffe 
geliefert, die dort als gegebene anzusehen sind (§ I), und von denen 
ich im dritten Teil wahrscheinlich machen will, daB sie nur unter der 
Mitwirkung der Erfahrung zustande kommen, wahrend andere diese 
Begriffe im Sinne von KANT auf eine apriorische Anschauung zuriick
fiihren wollen. Wenn wir nun von den geometrischen Elementen zu 
einem synthetischen Allgemeinbegriff der Geometrie, Z. B. zum Be
griff des n-Ecks, weiterschreiten (§ II2) und etwa den Lehrsatz be
weisen, daB das n-Eck, wenn man von gewissen besonderen Fallen 

absieht, tt (n - 3) Diagonalen besitzt, so verfahren wir dabei mit 
2 

den Bezeichnungen der Ecken wie mit den Bezeichnungen rein arith
metischer Elemente; dabei kombinieren wir diese Zeichen, im Grunde 
ohne wahrend dieser Operation an die geometrische Bedeutung der 
Zeichen zu denken. Wir iiberbauen hier das geometrische Begriffs-

1) LEIBNIZ sagt, daJ3 die gesamte Algebra eine bloJ3e Anwendung der Kombinatorik 
auf Quantitiiten sei, rechnet aber die Kombinatorik zur Metaphysik; vgl. Haupt
schriften zur Grundlage der Philosophie, iibersetzt von BUCHENAU, herausgegeben 
von CASSIRER, Bd. 1 (Philosophische Bibliothek Bd. 107), 1904, S. 62. 
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system mit einem anderen, das von der Art der arithmetischen Be
griffe ist. 

Die in § 82 angefangene Betrachtung aus der "Analysis situs" zeigt 
dieselben Umstande etwas deutlicher. Auf einem Kreis (Abb. 160 
von § 82) liegen 2 n Punkte, die in der zyklischen Folge, in der sie 
auf dem Kreise liegen, mit den Zahlen 0, I, 2, .. " 2 n - I bezeich
net sind, so daB also das Weiterschreiten auf dem Kreise in derse1ben 
Richtung wieder den Punkt 0 als auf den Punkt 2 n - I unmittelbar 
folgend ergibt. Von den 2 n Punkten gehoren nun die mit den geraden 
Zahlen 0, 2, 4, ... , 2 n - 2 bezeichneten zu der einen, die mit den 
unger aden Zahlen I, 3, 5, .. " 2 n - I bezeichneten zu der anderen 
Klasse. J eder Punkt der Peripherie ist aber mit einem anderen Punkt 
derselben Klasse durch eine zusammenhangende, durch das Innere 
des Kreises gehende Linie verbunden. Es sind auch zwei Klassen von 
Linien vorhanden: solche, welche die geraden Punkte, und solche, 
welche die ungeraden Punkte verbinden. Aus den angegebenen Um
standen soll geschlossen werden, daB mindestens ein Kreuzungspunkt 
einer Linie der einen und einer Linie der anderen Klasse im Innern 
des Kreises vorhanden sein muB. 

Sind z. B. k und I zwei etwa gerade Punkte, die durch eine Linie 
verbunden sind, so gibt der Fortschritt auf dem Kreise von k nach [ 
im Sinne der friiher erwahnten zyklischen Folge gewisse Punkte, und 
der Fortschritt von [ nach k wiederum in demselben Sinne gewisse 
andere Punkte. Man gewinnt so die Punkte auf dem ersten und die 
Punkte auf dem zweiten der beiden Bogen, in welche die Kreisperi
pherie durch die Punkte k und [ geteilt wird. Nimmt man jetzt einen 
ungeraden Punkt k' auf dem ersten Bogen, so muB dieser mit einem 
gleichfalls ungeraden Punkt [' durch eine Linie zusammenhangen; 
[' kann aber auf dem zweiten oder auf dem ersten Bogen gelegen sein. 
Falls [' auf dem zweiten Bogen gelegen ist, tritt der Fall der Abb. 172 
ein, in dem die Punktepaare k, [ und k', [' abwechselnd - d. h. ein
ander trennend - auf der Peripherie liegen, weshalb nach dem durch 
Abb. 90 von § 33 erlauterten Hilfssatz ein Kreuzungspunkt der be
treffenden beiden Linien vorhanden sein muB. 

Liegt der mit k' durch eine Linie zusammenhangende Punkt [', 
der gleich wie k' ein ungerader ist, auf dem ersten Bogen, so konnen 
gemeinsame Punkte der beiden Linien vorhanden sein oder auch nicht 
vorhanden sein (Abb. 173 u. 174). 1m letzten Fall muB die Betrach
tung dadurch fortgesetzt werden, daB man die beiden unger aden 
Punkte k' und [' mit ihrer Verbindungslinie an Stelle der beiden 
Punkte k und [ und deren Verbindungslinie treten laBt. Man wahlt 
nun wieder einen geraden Punkt k", und zwar auf demjenigen zwischen 
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k' und l' gelegenen Bogen, der ein Teil jenes ersten Bogens k list, 
auf dem der Punkt k' gewahlt war. Indem nun der Punkt til, der mit 
k" durch eine I,inie in Verbindung steht, ins Auge gefaBt, und die 
gegenseitige Lage der Paare k', t' und k", til betrachtet wird, kann 
man die vorigen Erorterungen wiederholen. Man erkennt, daB die 
Fortsetzung des Verfahrens, wenn sie nicht vorher schon auf einell 
Kreuzungspunkt fiihrt, schlieBlich zwei Punkte x und 
A auf der Peripherie ergeben muB, die beide von der
selben Art (entweder beide gerade oder beide ungerade) 
sind, und zwischen denen ein einziger Punkt x' der 
anderen Art gelegen ist, der dann notwendig mit einem 
ihm gleichartigen Punkt A' des aflderen Bogens xA 
verbunden erscheint. J etzt muB notwendig ein Kreu
zungspunkt der vorausgesagten Art erscheinen (Abb. 
175), womit der Beweis vollendet ist. 

Bei naherer Dberlegung des Beweises wird uns klar, 

Al 
kU 

l' 

Abh.17 2 . 

k@z' \ \ l 
, I 

k \,--- .... / 

daB wir in unseren Gedanken im Grunde gar nicht Abb.173. 

mit den Linien operieren, von denen wir einen , 
Schnittpunkt nachweisen wollen, sondern nur mit fdl 
den Punkten der Kreisperipherie, welche die Enden, / l 
der Linien bilden, oder noch richtiger nur mit den k -~/ . 

Bezeichnungen der Punkte. Die zyklische Ordnung 
der Punkte, die Zusammenordnung derselben in k . 

Paare, deren jedes die beiden Enden einer und der- Abb.174· 

selben Linie bedeutet, die Scheidung der Punkte in die 
gerade und in die ungerade Klasse und ahnliche Um
stande liefern uns die Relationen, deren Verkettung wir 
betrachten. Dabei ist noch darauf hinzuweisen, daB 
der durch die Abb. 160 von § 82 erlauterte Hilfssatz 
hier nur insofern zur Verwendung kommt, als 
bei zwei Punktepaaren, wie z. B. k, lund k', t', 0 1 .i 3 

Abb.175· 

n-1 n 
darauf zu achten ist, ob sie sich in der a b
strakten zyklischen Ordnung der Zeichen 

Abb.176. 

0, I, 2, .. " 2 n - I trennen oder nicht trennen. An die ganze Kette 
von Operationen kniipfen sich noch gewisse Allgemeinbegriffe (Wechsel 
der Klasse der Punkte, Verringerung der Zahl der Zwischenpunkte) 
so an, daB man das Verfahren zu iiberschauen und zu erkennen ver
mag, daB flir jede vorgege be ne Zahl n das Verfahren tatsachlich 
ein Ende findet und damit zu dem gewollten Ergebnis flihrt. 

Das durch Aneinanderfiigen gleicher Strecken (Abb. 176) gebildete 
n fache einer Strecke ist ein Begriff von ganz ahnlicher Art wie der 
des n-Ecks. Dber den Begriffen des Doppelten, Dreifachen, "', 
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n fachen aber erhebt sich als ein neuer Dberbau noch hoherer Ordnung 
der synthetische Allgemeinbegriff des MaBes, der im dritten Abschnitt 
ausfiihrlich behandelt worden ist. 

Der MaBbegriff kommt fiir die Mechanik in gleicher Weise in 
Betracht wie in der Geometrie. Da nun die MaBzahl einer Kraft 
ein synthetischer, d. h. ein aus unserer eigenen Verstandestatigkeit, 
wenn auch auf Grund von Hypothesen, die eine empirische Unterlage 
besitzen, entsprungener Begriff ist, auBerdem die MaBzahl eines Hebe1-
arms ein ebensolcher synthetischer Begriff ist, da ferner das Produkt, 
aus der Kraft und aus dem Arm, an dem die Kraft angreift, d. h. das 
Produkt aus den MaBzahlen von Kraft und Arm, wie jedes Produkt, 
erst recht als synthetischer Begi'iff in Anspruch genommen werden 
muB, so ist es meines Erachtens nicht zu verwundern, wenn sich fiir 
dieses Produkt aus Kraft und Arm ein Lehrsatz demonstrieren laBt 
(§ 12 u. 13), der sich auf gewisse empirisch zu rechtfertigende An
nahmen stiitzt, welche die Relationen zwischen Punkten und Kraften 
im Gleichgewicht betreffen, sich aber doch nicht bereits auf das 
genannte Produkt selbst beziehen. Es ist dabei noch darauf hinzu
weisen, daB die gemachten Annahmen in gewissem Sinne nicht von 
quantitativer, sondern nur von qualitativer Art waren (§ 17). Damit 
rliirften die Angriffe entkraftet sein, die E. MACH gegen den beriihmten 
archimedischen Beweis des Hebelgesetzes gerichtet hat, indem er zu
gleich sich so au Berte : "W enn wir schon die bloBe Abhangigkeit des 
Gleichgewichts vom Gewicht und Abstand iiberhaupt nicht aus uns 
herausphilosophieren konnten, sondern aus der Erfahrung holen 
muBten, urn wieviel weniger werden wir die Form dieser Abhangig
keit, die Proportionalitat, auf spekulativem Wege finden konnen 1)." 

W enn in der geschilderten \\,: eise ein Begriffssystem mit einem 
anderen iiberbaut wird, so sind die Begriffe des Unterbaus, mogen 
sie nun empirische (bzw. anschauliche) oder se1bst schon synthetische 
sein, gegeniiber von den sich dariiber aufbauenden synthetischen Be
griffen des Oberbaues die "vorfindlichen" Begriffe2). Der Oberbau 
ist als die darstellende Form, der Unterbau als deren Deutung (§ II4) 
oder Inhalt anzusehen. Es kann aber jede Form se1bst wieder den In
halt fUr eine neue darstellende Form bilden. "Inhalt" und "Form" 
sind relative Begriffe. 

Die Begriffe des Unterbaus kommen im Oberbau meist nur so zur 
Anwendung, wie z. B. die Begriffe "Punkt" und "Gerade" und deren 
Relationen in der Geometrie zur Verwendung kommen, wo man statt 

1) ERNST MACH, Die Mechanik in ihrer Entwicklung, 4. Aufl., 1901, S. 16. 
2) Wenn ich mich recht erinnere, spricht MEINONG irgendwo von "vorfindlichen" 

Begriffen. 
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der Punkte und der Geraden auch irgendwelche andere Gegenstande 
mit anderen Relationen set zen konnte, wofern dabei die verbindenden 
Gesetze dieselben bleiben (§ 10)1). Es kommt aber zwischendurch 
auch vor, daB die Begriffe in einem Einzelfall wi r kli c h gedeutet 
werden miissen (§ II4), daB also die Subsumption eines Einzelfalles 
unter den Allgemeinbegriff stattfindet. Als Beispiel kann der Beweis 
der binomischen Formel angefiihrt werden. Dieser geht so vor sich, 
daB man zunachst durch Multiplikation mit a + b aus der Formel (5) 
die entsprechende Formel gewinnt, die mit der Zahl 1'[ + I an Stelle 
von 1'[ gebildet ist. Urn dann durch den SchluB von 1'[ auf 1'[ + I die 
allgemeine Dbereinstimmung von (4) und (5) zu beweisen, hat man 
diese Dbereinstimmung noch fiir n = I klarzulegen, indem man die 
Formel (5) fiir 11 = I deutet2). 

Es verdient noch hervorgehoben zu werden, daB jedes im Unter
bau herrschende Gesetz, mag es nun hier eine Definition oder ein an
genommenes Axiom vorstellen oder ein beweisbarer Lehrsatz sein, 
fUr den Oberbau eine formale Regelliefert, nach der gewisse Bildungen 
des Oberbaus miteinander zusammenhangen. Zur Erlauterung kann 
wieder das arithmetische Gesetz dienen, wonach die numerischen Pro
zesse, die wir z. B. als Verdreifachung von Vier und als Vervierfachung 
von Drei bezeichnen, auf dasselbe Ergebnis hinfUhren. Dieses Gesetz 
wird mit Riicksicht auf die Darstellungsart durch die Formel 
b· a = a . b vorgestellt und ergibt fiir das sogenannte algebraische 
Rechnen, d. h. fiir das Buchstabenverfahren, die Regel, daB in allen 
Buchstabenzusammenstellungen, welche Produkte bedeuten, die Fak
toren belie big vertauscht werden diirfen. Wir vollziehen also mit 
Riicksicht auf die gewahlte Darstellung unsere Folgerungen aus den 
algebraischen Gesetzen in der Weise, daB wir in den Zeichenzusam
menstellungen, welche unseren Oberbau ausdriicken, die durch die 
entsprechenden Regeln moglichen Umstellungen vornehmen. 

§ II7. Die sogenannte axiomatische Arithmetik, beleuchtet 
yom Standpunkt· der Uberbauung der Begriffe. 

HILBERT hat es in einem Aufsatz iiber den Zah 1 begriff ausge
sprochen 3), daB die Darstellung der Arithmetik besser nicht nach 
der "genetischen", sondern nach der "axiomatischen" Methode zu 

1) In meiner bereits mehrfach erwiihnten Antrittsrede habe ich auf S. 58/59 einen 
solchen Gebrauch der Begriffe als .,formalen" Gebrauch bezeichnet. 

2) Die Anwendung des Begriffs auf den unter ihn passenden Einzelfall, d. h. die 
Subsumption des Einzelfalls unter den Begriff, habe ich an dem erwiihnten Ort 
"inhalt1iche" Anwendung des Begriffs genannt (S. 59). 

3) Jahresber. d. Deutsch. Mathematikervereinigung Bd. 8, 1900, S. 180ff. HILBERT 
sagt auf S. 181: .,Meine Meinung ist diese: Trot:; des hohen padagogischen und heu-
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erfolgen habe. Er gibt dabei neben anderen Feststellungen, zu denen 
gewisse auf die Begriffe des GroBeren und des Kleineren sich beziehende 
Aussagen gehoren, die folgenden sechs Formeln an: 

(r) a + (b + c) = (a + b) +c 

(2) a+b=b+a 

(3) a· (b· c) = (a· b)· c 

(4) a . (b + c) = a . b + a . c 

(5) (a + b) . c = a . c + b· c 

(6) a·b=b·a, 

die er als "Axiome der Rechnllng" bezeichnet. 
Unter der "genetischen" Methode versteht HILBERT diejenige, die 

ich oben im neunten Abschnitt angewendet habe und die ich aller 
dings lieber die "synthetische"l) nennen mOchte. Da ich in der be
zeichneten Frage auf dem Standpunkt stehe, der dem HILBERTschen 
entgegengesetzt ist, und da tatsachlich die synthetische Darstellung 
der Arithmetik durch die erwahnte AuBerung HILBERTS zuruckgedrangt 
worden ist, so sehe ich mich veranlaBt, meine Auffassung der Arith
metik noch einmal von dem jetzt gewonnenen logischen Standpunkte 
aus zu beleuchten. 

Ich will zu diesem Zweck eine der schonsten Untersuchungen von 
HILBERT selbst heranziehen. Wir wollen uns gewisse Objekte irgend
welcher Art denken, die aber keine Zahlen sein und zwei Komposi
tionsweisen zulassen sollen. Diese beiden Kompositionsweisen wollen 
wir als "Addition" und "Multiplikation" bezeichnen; sie sind selbst
verstandlich von der Zahlenaddition und der Zahlenmultiplikation 
strenge zu unterscheiden. Fur die beiden genannten Kompositions
weisen sollen nun die Gesetze vorausgesetzt werden, die in den obigen 
Formeln (I) bis (5) enthalten sind. AuBerdem werden unten, wie vorhin 
schon angedeutet wurde, einige andere naheliegende Voraussetzungen 
gemacht, und dann insbesondere noch das archimedische Axiom 
(vgl. § 22) angenommen. Dieses Axiom besagt, daB, falls a kleiner 

ristiscken Wertes der genetiscken M etkode verdient dock zur endgultigen Darstellung 
und volligen logiscken Sickerung des Inkaltes unserer Erkenntnis die axiomatiscke Methode 
den Vorzug." 

1) Vgl. § 125. Das Wort "synthetisch" tritt auch sonst in neueren Bearbeitungen 
der Grundlagen der Mathematik auf; vgl. DINGJ,ER, "Ober die logischen Paradoxien 
der Mengenlehre usw., J ahresber. d. Deutsch. Mathematikervereinigung, Bd. 22, 1913, 
S. 309, und JUJ,IUS KONIG, Neue Grundlagen der Logik, Arithmetik und Mengenlehre, 
1914, Vorwort, wo jedoch der Ausdruck in etwas anderem Sinne a1s in den im Text 
gegebenen Ausfiihrungen iiber die "synthetischen Begriffe" (§ 1, III, II 2) genommen ist. 
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als b ist, vermoge hinreichend haufiger Wiederholung der "Addition" 
aus a ein Objekt 

a + a + a + ... + a 1) 

hergestellt werden kann, das groBer als b ist, d. h. also, daB es ein 
Vielfaches von a gibt, das b iibertrifft. 

In der Untersuchung von HILBERT, die ich im Auge habe 2), han
de1t es sich urn geometrische Obj ekte und die beiden Kompositionsarten 
sind durch Konstruktionen definiert. Es wird bewiesen, daB das obige 
Gesetz (Axiom) (6) sich folgern laBt, wenn die Gesetze (r) bis (5) samt 
dem archimedischen Axiom und den iibrigen Annahmen gefordert 
werden. 

Es ist fUr meinen Zweck nicht notwendig, daB ich den HILBERT

schen Beweis vollstandig wiedergebe. Er kann folgendermaBen kurz 
charakterisiert werden. Es wird zuerst gezeigt, daB fUr den besonderen 
Fall, in dem a und b beide Vielfache von einem und demselben Objekt d 
sind, die Gleichung a· b = b • a richtig ist, d. h. also, daB fUr irgend
ein Objekt d und fUr beliebige absolute ganze Zahlen m und n gilt: 

(7) md·nd=nd·md. 

Sind nun aber a und b beliebige Objekte, so kann man ein d wahlen, 
das kleiner ist als das kleinere von beiden, so daB also d sowohl kleiner 
als a, als auch kleiner als b ist. Nun ergibt sich aus dem archimedischen 
Axiom eine Folgerung, die nachher noch genauer besprochen werden 
soIl, namlich die, daB es ein Vielfaches von d, das m fache, so geben 
muB, daB dieses zwar immer nom kleiner als a, daB aber zugleich 
das (m + r) fache von d bereits groBer oder wenigstens gleich a ist. 
Man kann also die fortlaufende Ungleichung 

(8) md<a:s(m+r)d 

ansetzen. Ebenso ergibt sich aber auch das Vorhandensein einer 
Zahl n, fUr die 
(9) nd<b<c;(n+r)d 
ist. 

Der Beweis, urn den es sich hande1t, geht nun indirekt vor. Es 
wird fUr den Augenblick angenommen, es sei z. B. b a < a b, so daB 
also a b - b a gebildet werden konnte und von Null verschieden ware; 
daraus aber wird dann unter Benutzung von (7) und von den Un
gleichungen (8) und (9) schlieBlich ein Widerspruch entwickelt. Dabei 

1) Wegen Gleichung (I) und (2) macht es keinen Unterschied, wie ich diese Summe 
durch aufeinanderfolgende Summationen von je zwei Objekten entstanden denken will. 

2) Grundlagen der Geometrie (Festschrift zur Feier der EnthiiIIung des Gauss
Weber-Denkmals), 1899, S. 72, 73. 

HoI der, Mathematische Methode. 21 



322 BAUSTEINE ZU EINER LOGIK DER MATHEMATISCHEN WISSENSCHAFTEN. 

muB noch d, das ja beliebig klein gewiihlt werden konnte, passend 
klein genommen werden, damit der Widerspruch herauskommt. In
folgedessen kann der Beweis auch so dargestellt werden, daB die An
nahme, es sei a b - b a von Null verschieden, mit Riicksicht darauf, 
daB die Objekte a und b durch Vielfache m d und n d von d beliebig 
angeniihert werden kannen [vgl. (8) und (9)], mit der Gleichung (7), 
d. h. mit dem Umstand unvertriiglich ist, daB fUr solche a und b, die 
Vielfache von d sind, der Ausdruck a b - b a gleich Null ist. 

Ana1ysieren wir nun den Beweis fiir die Gleichung (7) oder fiir die 
ihr gleichwertige Tatsache, daB das Produkt von m d in n d gleich mn d2 

istl). Der Beweis dafUr beruht auf den sogenannten Distributivgesetzen 
(4) und (5). Vermage dieser Gesetze kann man die heiden K1ammern 

(d + d + ... + d) [d + d + ... + dl 
in bekannter Weise miteinander ausmultiplizieren. Dabei mage die 
erste (runde) Klammer m Summanden, rlie zweite (eckige) Klammer 
n Summanden entha1ten. Man erkennt, indem man das Verfahren 
dieses sogenannten A usmultiplizierens, d. h. das Verfahren der Buchstaben
kombinationen erwiigt, daB man nun m n Clieder erhii1t, deren jedes 
gleich d d, d. h. gleich d2 ist. Es ist also im Sinne jener obigen als 
"Produkt" bezeichneten Kompositionsweise der Objekte das Pro
dukt des m fachen von d in das n fache von d gleich dem m n fachen 
von d2 und deshalb auch nach dem fUr Zahlen ge1tenden Lehrsatz 

md·nd=nd·md. 

Es wird jetzt deut1ich sein, daB hier an die Schritte des Beweis
verfahrens se1bst wiederum eine Ziihlbetrachtung gekniipft worden 

1) Die Benutzung dieser Tatsache erscheint bei HILBERT in der Form, daB aus (8) 
und (9) die Ungleichung b a > n d . m d = n m d2 gefolgert wird, woraus sich dann 
durch die fur die reellen ganzen Zahlen m und n erlaubte Umstellung 

ba > mnd2 

ergibt. Diese durch die Umstellung erhaltene Ungleichung kann nun un111ittelbar 
von der gleichfalls aus (8) und (9) abgeleiteten anderen 

a b > (m + r) (n + r) d2 = (m n + m + n + r) d2 

ZU111 Abzug gebracht werden, so daB sich 

ab - ba < (m + n + r) d2 = (md + nd + d) d 
ergibt. Inde111 man jetzt fiir m d und n d die nach (8) und (9) groBeren Objekte a und b 
und fiir d das im Text weiter unten genannte Objekt e einsetzt, wobei aber noeh d 
kleiner als e zu denken ist, erhiilt man die a fortiori giiltige Ungleichung 

a b - b a < (a + b + e) d . 
Diese Ungleichung liiBt den Widerspruch hervortreten. Da hier niimlich e, a und b 
feste Objekte sind, und d beliebig klein genommen werden kann, so miiBte nach den 
sonst noeh namentlieh iiber das GroBer- und Kleinersein ge111achten Annahmen d so 
gewahlt werden konnen, daB die der letzten Ungleiehung entgegengesetzte (mit de111 
Zeichen > an Stelle von <) giiltig sein, wiihrend doeh zugleich die eben durehgefiihrte 
tJberlegung, we1che zu der vorigen Ungleichung gefiihrt hat, in Kraft bleiben 111iiBte. 
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ist, daB also arithmetische Begriffe im eigentlichen Sinne des Wortes, 
d. h. im Sinne der Entstehung dieser Begriffe gebraucht worden sind. 

Vielleicht kannte man die letzte Feststellung hinsichtlich des von 
HII,BERT se1bst eingeschlagenen Verfahrens insofern doch noch be
streiten wollen, als ich dieses Verfahren vorhin der Deutlichkeit wegen 
ein wenig anders gewendet habe. HILBERT verfahrt in Wirklichkeit 
so, daB er ein Objekt, es mage e heiBen, derart annimmt, daB all
gemein' 

ae=ea=a 

ist. Hieraus ergibt sich dann mit Hilfe des Gesetzes (4), daB 

(10) a (e + e + ... + e) = a + a + ... + a 

und vermoge (5), daB 

(II) (e + e + .. , + e) a = a + a + .. , + a 

ist. Es ist also auch 

(12) a (e + e + ... + e) = (e + e + ... + e) a . 

Hier haben wir uns in allen Klammern und auf den rechten Seiten 
der Gleichungen (10) und (II) immer gleich viele, etwa 1n Glieder 
zu denken. Indem nun HILBERT das 1n fache von d, das eigentlich 
durch 

d+d+ ... +d 

definiert ist, durch das Produkt des Objekts 

e+e+ ... +e 

in das Objekt d ersetzt, und dann auch das n fache von d entsprechend 
darstell t, kann er 

md· nd = {(e + e + .. , + e) d} . {[e + e + ... + e]d} 

setzen und dann die rechte Seite auf Grund der Formeln (3) und (12) in 

{(e + e + ... + e) [e + e + ... + e]} d2 

umwandeln. So gelangt er zu der Formel 

md· nd = m nd2• 

So konnte es scheinen, als waren arithmetische Dberlegungen im 
engeren Sinne des Wortes im Beweise ausgeschaltet worden. Eine 
noch genauere Analyse der Entstehung von (10) und (II) ergibt je
doch das Gegenteil. Urn z. B. die Gleichung (10) mit Hilfe des Ge
setzes (4) zu erhalten, muB man zuerst bedenken, daB die wieder
holte Anwendung von (4) auf den Ausdruck 

(13) a (e + e + ... + e) , 
der etwa in der Form 

a { ... ([(e + e) + e] + e) ... + el 
:11* 
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gedacht werden mag, schlieBlich das Objekt a e bensooft ergeben 
muB, als das Objekt e in der Klammer von (13) enthalten war. Man 
denkt sich also wieder die Schritte des Beweisverfahrens selbst ge
ziihlt. Offenbar niitzt es auch nichts, zu sagen, daB man neben den 
fiir unsere Objekte geforderten Axiomen (I) bis (5) eben auch noch 
fUr Zahlen die Axiome (I) bis (6) fordern miisse; man miiBte es dann 
noch als eine neue Annahme bezeichnen, daB sich die Wiederholung 
unserer im Buchstabenverfahren auszufiihrenden Tiitigkeiten in der 
Weise, wie wir es eben tun, durch Vervielfiiltigungszahlen darstellen 
liiBt. 

Eine &enauere Analyse des Gedankenganges, der auf die Unglei
chungen (8) und (9) gefUhrt hat, liefert gleichfalls ein beachtenswertes 
Ergebnis. Das archimedische Axiom besagte nur, daB nicht aUe Vie1-
fache von d kleiner sein konnen als a. Man schlieBt daraus, daB es 
in der Reihe der Vielfachen 

rd, zd, 3d, 4d, ... 

ein erstes geben muB, das nicht kleiner ist als a. Da aber d selbst, 
d. h. also das Anfangsglied der Reihe, kleiner als a angenommen war, 
so muB es ein jenem ersten, nicht kleineren Vielfachen unmittelbar 
vorangehendes Vielfaches, das m fache, geben, und es wird dann 
das m fache von dimmer noch kleiner als a, jedoch das (m + I) fache 
von d groBer oder gleich a sein; damit ist dann die Gleichung (8) 
bewiesen. Offenhar haben wir hier die fortgesetzte Bildung der 
Vielfachen von d als einen ReihenprozeBl) erkannt und an ihn weitere 
Begriffsbildungen allgemeiner Art gekniipft. 

Aus den vorstehenden Erorterungen geht meines Erachtens her
vor, daB es nicht gelingt, diejenigen Betrachtungen aus den Beweisen 
auszuschalten, die HILBERT als "genetische" bezeichnet, und die er 
in die heuristischen Untersuchungen, welche dem eigentlichen, stren
gen Beweise voraufgehen, verweisen mochte. Auch nach Einfiihrung der 
sogenannten "Axiome der Rechnung" sind wir beim weiteren Aufbau 
der Theorie genotigt, an die Schritte des Verfahrens selbst wieder "gene
tische" Zahlenbetrachtungen anzuschlieBen. Es werden im Beweise 
selbst Zahlbegriffe gebildet, und zwar treten sie in ihrer eigentlichen 
Ziihlbedeutung auf, nicht in dem Sinne von irgendwelchen Objek
ten, zwischen denen irgendwelche, gewissen Axiomen unterworfene 
Relationen bestehen. Die Vervielfachungen und Verbindungen jener 
Kompositionsweisen unserer Objekte stellen neue, von uns selbst 
gebildete synthetische Begriffe dar, welche durch die Zusammen-

1) Versuche, den Reihenbegriff selbst in andere Begriffe aufzu16sen, werden in 
§ 122 und 123 er6rtert werden. 



§ II7. DIE SOGENANNTE AXIOMATISCHE ARITHMETIK. 

stellungen der jene Objekte darstellenden Buchstaben a, b, C usw. 
mit Z ahle n dargestellt werden. Damit haben wir ein jenem friiheren 
Gebiet von Objekten iiberbautes neues Begriffsgebiet, dem die maB
gebenden 'Oberlegungen angehoren. 

Zu derselben Auffassung gelangt man auch dadurch, daB man: 
die bereits in § 42 fUr die Geometrie beantwortete Frage der Wider
spruchslosigkeit von neuem aufwirft. Die Widerspruchslosigkeit der 
Geometrie wird bewiesen auf Grund der Widerspruchslosigkeit der 
Arithmetik 1). Die Widerspruchslosigkeit der Arithmetik muB aber 
durch den folgerichtigen Aufbau ihrer Begriffe dargetan werden 2). 
Glaubt man, die Arithmetik auch auf Axiome griinden zu miissen, 
so ergibt sich die neue Anfgabe, nunmehr die Widerspruchslosigkeit 
der Axiome der Arithmetik zu beweisen. Dieser Beweis konnte aber, 
wenn kein Beweis ohne Axiome moglich ware, nur auf Grund wiederum 
neuer Axiome gefUhrt werden usw. Man kame also schlieBlich auf 
einen recursus ad infinitum, der zu keiner vollstandigen Begriindung 
fiihren konnte 3). 

In einem neueren Aufsatz 4 ) hat HILBERT das wissenschaftliche 
Verfahren so geschildert, daB zunachst gewisse Axiome zugrunde 
gelegt, diese aber unter Umstanden spater auf Grund von neuen 
Axiomen selbst bewiesen werden, wobei dieser gleiche ProzeB danll 
noch weitergehen kann. Es zeigt sich dabei nach HILBERTS Ausspruch 
eine Schichtung der Axiome, und es ergibt sich ein Vordringen in 
immer tiefere von diesen Schichten. Diese Schilderung scheint mir 
eine vorziigliche Darstellung des in den angewandten Wissenschaften, 
z. B. in der Physik, benutzten Verfahrens zu sein, wobei man dann 
allerdings wohl besser von Hypothesen als von Axiomen sprechen 
wird. Was die Mathematik betrifft, so ist zu beachten, daB die Geo
metrie, seit sie von den Griechen zu einer deduktiven Wissenschaft 

1) Das hat STUDY in seiner Schrift: "Die reaIistische Weltansicht und die Lehre 
vom RaUllle " , 1914, S. 92 und 132/33 scharf betont. Er sagt hier auch: "H1LBERTS 
Parallelisierung von Geometrie und Arithmetik kiinnen wir hiernach nicht fiir gliick
lich halten. Die Arithmetik und aIle Analysis kann der Geometrie viillig entraten, 
wahrend das Umgekehrte nicht zutrifft." Vgl. auch § 42. 

2) Meines Erachtens gelingt dies allerdings nur so lange, als man nicht auch den 
Begriff der Gesamtheit aller reellen Zahlen, d. h. also des Kontinuums bilden will 
(§ 63-76). Stetigkeitsbetrachtungen erfordern die Widerspruchslosigkeit des ein
fachen Kontinuums als besondere Voraussetzung (vgl. § 76, SchluB). 

3) L. E. J. BROUWER hat hervorgehoben, daB vom Standpunkte des strengen 
Formalismus aus, d. h. von dem Standpunkt, der aIle Beweisgange durch Symbol
rechnungen auf Grund von Regeln (Axiomen) darstellen will, niemals ein Beweis fiir 
die Widerspruchslosigkeit der Annahmen gefiihrt werden kann (vgl. "Intuitionism 
and formalism", Bull. of the American Mathematical Society, 2d series, vol. XX, 
1913, p. 88; vgl. auch hier § 125). 

4) Mathematische Annalen Bd. 78, 1918, S. 405ff. 
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umgebildet worden ist, doch im groBen und ganzen stets die
selben Voraussetzungen benutzt hat, wahrend die Arithmetik, 
Algebra und Analysis 1) nur gelegentlich einmal voriibergehend (ab
gesehen vom Stetigkeitsaxiom) unbewiesene Voraussetzungen ver
wendet haben und dies eigentlich nur in Fallen, in denen, wie bei 
dem auch von HILBERT angefiihrten Fundamentalsatz der Algebra 
(§ 82), zunachst dariiber keine Klarheit geherrscht hatte, daB in 
der Tat eine nicht se1bstverstandliche Voraussetzung gemacht wor
den war. 

In der Mathematik ist also nicht der zu immer neuen Voraus
setzungen herunterschreitende, sondern der von unten aufbauende 
Gang der natiirliche. Dabei sind nur in der untersten Schicht und 
auch nur in der Geometrie - und, wenn sie dazu gerechnet werden 
soIl, der Mechanik - wirkliche Axiome anzutreffen; jede andere 
"Schicht" besteht aus einem System von Begriffen und dazu gehoren
den Lehrsatzen, wobei die Begriffe iiber der vorangehenden Schicht 
synthetisch aufgebaut sind. 

§ lIB. Weitere Aufschltisse tiber hypothetisches Urteil und 
Unvertraglichkeit, Widerspruchslosigkeit und Unabhangigkeit. 

In § r03 ist im Hinblick auf den in der Mathematik viel gebrauch
ten indirekten Beweis gezeigt worden, daB das hypothetische Urteil: 
"aus p folgt q" einen ganz bestimmten Sinn haben muB, ganz un
abhangig davon, ob das Urteil p wahr ist oder nicht. Der Sinn der 
behaupteten Abhangigkeit des Urteils q vom Urteil p muB darin 
bestehen, daB ein Beweisverfahren nachge\Vi.esen ist, das nach An
nahme von p, natiirlich unter lVIitbenutzung von anderen, als sicher 
anzusehenden Tatsachen, auf q hinfiihrt. Immerhin kann hier doch 
noch eine Schwierigkeit gefunden werden, die MEINONG 2 ) besonders 
betont hat: Wie kann man, unabhangig von der Entscheidung der 
Frage, ob p wahr ist oder nicht, zu der Behauptung ge1angen, daB, 
wenn p wahr ware, q auch wahr sein miiBte? 

Natiirlich kann die angefiihrte Schwierigkeit, statt am hypotheti
schen Urteil, ebensogut an der Unvertraglichkeit der Urteile erlautert 
werden, da das hypothetische Urteil: "aus p folgt q" damit gleich
bedeutend ist, daB das zu q entgegengesetzte Urteil q' mit p unver
traglich ist. Das symmetris~he, gegenseitige Verhaltnis zwischen den 
beiden miteinander unvertraglichen Urteilen begriindet manchmal 
einen Vorzug dieses logischen Verhaltnisses, wahrend natiirlicherweise 
der Zusammenhang von Urteilen in der Regel so entwickelt wird, daB 

1) Vgl. § -fl, SchluB. 2) Vgl. S. 269 , Anm. 1. 
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eine Annahme gemacht und auf Grund derselben eine Folgerung 
gezogen wird 1). 

MEINONG hat selbst ein Beispiel fiir die Unvertraglichkeit gegeben 2). 
Ich will hier ein etwas anderes Beispiel wahlen. Die drei Annahmen: 
"a ist kleiner als b", "b ist kleiner als e" und "e ist kleiner als a" 
sind unvertraglich miteinander. Hier ist zunachst zu bemerken, daB 
kein Widerspruch vorhanden sein wiirde, wenn an Stelle der Relation 
"ist kleiner als" eine andere Relation gesetzt wiirde, die allerdings 
dann nicht durch die sprachliche Form des Komparativs ausgedriickt 
werden diirfte. Nur weil hier eine Relation vorlag, fiir die das Gesetz 
der Transitivitat3 ) gilt, war ein Widerspruch durch die obigen Angaben 
gesetzt. Das Gesetz der Transitivitat verlangt, daB, falls die betref
fende Relation fUr ein erstes Element im Verhaltnis zu einem zweiten 
und fUr dieses zweite im Verhaltnis zu einem dritten Element besteht, 
daB sie dann auch fiir das erste Element bestehen muB im Verhaltnis 
zum dritten. Ordnet man nun die obige GroBe adem ersten, die GroBe b 
dem zweiten und e dem dritten Element der Transitivitatsregel zu, 
so erkennt man, daB die obigen Angaben in der Tat einen Wider
spruch enthalten. Man kann die Sache noch etwas anders darstellen, 
wodurch wir einen Schritt weiter gefiihrt werden. Wenn gewisse 
Elemente in endlicher Zahl zu je zweien einer transitiven Relation 
unterliegen, so konnen ihre Namen derart in eine Reihe geordnet wer
den, daB nunmehr die Einzelrelationen zwischen den Elementen durch 
das Vorausgehen und N achfolgen der ihnen zugeordneten Zeichen in 
der Reihenordnung abgebildet erscheinen4). Versu~ht man jetzt den 
obigen Annahmen entsprechend eine Reihenfolge herzustellen, so 
wird man mit a beginnen und b auf a folgen lassen; man muB aber 
dann auch c auf b folgen lassen, so daB die Einfiigung in die Reihe 
es uns nun unmoglich macht, noch zugleich das e vor a anzubringen. 

Man kann also sagen, daB die Reihe mit ihren aufeinanderfolgen
den Elementen im Sinne der vereinfachten Abbildung5) unsere GroBen 
und ihre Relationen darstellt, diesem Begriffssystem somit iiber
gebaut6 ) ist, und daB wir in dem neuen iibergebauten System den 
entscheidenden Versuch wirklich ausfiihren. 

Gewisse Festsetzungen fiir die "Multiplikation'( von Symbolen 
konnen auch als Beispiele von Unvertraglichkeit herangezogen wer
den. Ich will mir drei Symbole i, j, k denken und festsetzen, daB 
(r) i j = k, kk =.i, j k = i, i i = j 

1) Vgl. § 102. Man kann auch noch die Alternative als dritte Spielart der erorterten 
Zusammenhange beiziehen. 

2) Vgl. Gesarnmelte Abhandlungen, Bd.2, 1913, S. 105. Das Beispiel lautet: 
"A ist 50 Jahre, B ist 60 Jahre; A ist iilter als B". 

3) Vgl. § 105. 4) Vgl. § 122. 5) § 114. 6) § u6. 
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sein solI. Ich erhalte dann infolge der angesetzten Beziehungen einer
seits 

ijk=ij·k=k·k=i 
und andererseits ,', 

! ~.t., 

ijk=i·jk=i·i=j. 

Will man die drei Symbole als verschieden angesehen haben, so 
widerspricht das letzte Ergebnis dem vorangehenden; es ist aber 
noch auBerdem zu beachten, daB fUr die Multiplikation der Symbole 
auch ein Gesetz, namlich das Assoziativgesetz 1), sti11schweigend an
genommen worden ist. Dieses ist dadurch benutzt worden, daB das 
Produkt i j k von drei Symbolen bald als i j . k bald als i· j k ge
deutet wurde. 

Die Symbole i, j, k haben hier im Grunde keinen Inhalt, und so 
stellen die Beziehungen (I) nur gewisse Regeln dar, wie mit den Sym
bolen verfahren werden solI. Ein solches Verfahren hat ein vie11eicht 
unerwartetes Ergebnis geliefert, man kann aber zunachst die Be
ziehungen (I) nicht als Aussagen iiber Gleichheit in Anspruch nehmen 
und streng genommen weder von hypothetischen Urteilen, noch 
von einer Unvertraglichkeit sprechen. Wir miissen uns erst noch 
gewisse, unabhangig von den Beziehungen (I) erklarte Objekte denken, 
fUr welche die Gleichheit und die Multiplikation bestimmt definiert 
ist, wobei dann natiirlich auch gelten so11, daB Gleiches mit Gleichem 
multipliziert, Gleiches gibt, und auBerdem auch das Assoziativgesetz 
gelten solI. Dann kann man sagen, daB die vier Gleichungen (I) mit 
der Annahme, daB i von j verschieden sei, unvertraglich sind. Nimmt 
man andererseits auBer den vorigen Voraussetzungen an, daB die 
zweite, dritte und vierte der Gleichungen (I) sicher bestehe, wahrend 
das Bestehen der ersten und die Gleichheit oder Ungleichheit der 
dreiSymbole i, j, k offen bleiben so11, so wird man die obige Rechnung 
so deuten konnen, daB das hypothetische Urteil bewiesen ist: Wenn 
i j = kist, so ist auch i = j. 

Die beiden gegebenen Beispiele zeigen, daB hypothetische Urteile 
und Unvertraglichkeiten da gefunden werden konnen, wo ein Begriffs
system von einem anderen iiberbaut ist. In dem zweiten System han
delt es sich urn synthetische Begriffe, die sich auf gewisse Tatigkeiten 
des Zusammenste11ens usw. beziehen. Da wir nun die genannten realen 
Tatigkeiten wenigstens teilweise auch dann ausfiihren konnen, wenn 
die im Unterbau gemachten Annahnien nicht richtig sind 2), kann der 

1) § II7, Gleichung (3). 
2) Wenn ich nicht irre, sagt MEINONG irgendwo: "Denken ist ein Tun," und an 

einer anderen Stelle: "im Denken, aber nicht im Vorstellen k6nnen wir Vorstellungen 
zusammenbringen, die nicht vereinbar sind.'~ Das dem "Vorstellen" entgegengesetzte 
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Erfolg der Tatigkeit mit Riicksicht auf das angenommene Entsprechen· 
zwischen Oberbau und Unterbau die Unvertraglichkeit oder die Ab
hangigkeit zwischen den im Unterbau gemachten Annahmen ergeben. 
Man kann den Sachverhalt auch so ausdriicken, daB bei der Wendung 
der Annahmen, die Unvertraglichkeit ergibt, in dem Entsprechen 
zwischen Oberbau und Unterbau eine Liicke auftritt. 

Das folgende Beispiel ist verwickelter, diirfte aber noch lehrreieher 
sein. Ieh will noeh einmal den in § 30 auseinandergesetzten indirekten 
Beweis des arehimedischen Hilfssatzes betraehten. Es war dabei die 
Streeke A B ein Teil von A C (Abb. 177), und es wurden die Viel
faehen von AB herangezogen. Ieh will der Einfaehheit wegen an
nehmen, daB B und C auf der reehten Seite von A gelegen seien. Es 
wurden dann unter der Voraussetzung, daB die Streeke A C von 
keinem Vielfachen von AB iibertroffen oder erreieht werde, die reehts 
von A gelegenen Punkte P der Geraden eingeteilt in solche, fiir welche 
AP von gewissen der genannten Vielfaehen iibertroffen und in solche 
fUr die es nieht iibertroffen wird. Die Einfiihrung des Zwisehen-
punktes X, der die beiden Punktkla~sen der ge- .,.. ___ ---
nannten Einteilung trennt und der auf Grund A B 1: 
der gemaehten Voraussetzung naeh dem DEDE- Abb.I77· 

KINDschen Stetigkeitsaxiom existieren miiBte, ergibt schlieBlieh einen 
Widersprueh. Es ist infolgedessen klar, daB, falls das DEDEKINDsche 
Axiom als giiltig angesehen wird, der Punkt X in Wirkliehkeit gar 
nicht existiert. Man konnte sieh aber statt der Vielfaehen von AB 
Streeken 
(2) A A l , A A 2 , A As, ... 

denken, die von A ausgehend auf der Geraden A C sieh nach einem 
gewissen Gesetz in unendlicher Zahl nach der rechten Seite hin er
strecken und eine waehsende Folge bilden, ohne gerade die Vielfaehen 
von AB zu sein. Dann ist aueh auf Grund einer gewohnlichen Geo
metrie, in der das DEDEKINDseh~ Axiom gilt, die Existenz zweier 
entspreehender Punktklassen und damit die Existenz eines sie trennen
den Zwisehenpunktes X moglich. In der Tat werden die meisten in 
dem Teil des Beweises, der auf den Punkt X hinfiihrt, nur an eine 
Folge waehsender Streeken denken. Wir konnen nun diesen Fall 
einmal an Stelle des urspriinglichen setzen und ihn als Abbild des 
friiheren Falles betraehten, freilieh mit der Einsehrankung, daB .hier 
nieht zu jeder Relation des abzubildenden Saehverhalts eine ent
sprechende Relation im Abbild zu finden ist. Das Abbild ist aber 

"Denken" ist hier eine Tiitigkeit in dem formalen Begriffsgebiet, das den Vorstellungen 
iibergebaut ist. 
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jetzt moglich, und wir konnen mit ihm so verfahren, wie des weiteren 
in § 30 angegeben wurde. 

Wenn wir zwei Punkte Xl und X 2 links und rechts von X ein
fiihren, die wir zugleich auch in Abstanden von X uns denken wollen, 
die kleiner als AB sind, so miissen die Punkte der Reihe AI, A 2 , A a, •• 

von einem gewissen Punkt an rechts von Xl und sie miissen zugleich 
alle links von X 2 gelegen sein. Bedeutet nun fk einen hinreichend 
hohen Index, so liegt der Punkt A" rechts von Xl' Urn die Betrach
tung von § 30 fortsetzen zu konnen, miissen wir aber die Relation 
wieder aufnehmen, daB der Abstand des Punktes AI( von dem auf 
ihn folgenden Punkt A,,+r der obigen Reihe gleich AB sein solI; dies 
ist eine Relation aus der Kette derer, die wir fallen gelassen hatten, 
indem wir statt der aquidistanten Punktfolge mit den Abstanden 
gleich AB nur noch eine von links nach rechts sich irgendwie erstrek
kellde Folge A, AI> A 2 , • •• angenommen hatten. Offenbar ist aber 

A'" A jetzt nach der Wiederaufnahme jener Relation 
~ 'P.+ 1 

l; .;- der weitere SchluB, daB wegen Xl X < A B 
Abb.178. und Au Au+r = AB der Punkt A"+1 rechts von 

X liegen muB, in Ordnung und die Abb. 178, 
/I /Iv 

___ .:..V-...:..1X~ __ ~·-':·>- die ihn zur Darste11ung bringt, moglich, wenn 
Xg 

sie fur sich betrachtet wird. Es ist dabei ganz 
Abb.179. 

gleichgiiltig, ob wir die Beziehung aus der Figur 
ablesen oder so wie in § 30 abstrakt mit den gegebenen Gleichungen und 
Ungleichungen verfahren. Genau ebenso ist, wenn die Relation fiir 
den Punkt Av-r und den nachfolgenden Av wieder gelten so11, auch 
der SchluB richtig, daB, da der Punkt Av links von X 2 liegt, gleich
giiltig, in welcher Weise A,. zu X gelegen sein mag, jedenfalls A,._ I 

links von X gelegen sein muB; denn es war ja X X 2 < AB angenom
men, nnd es ist nun wieder Av_r A,. = AB (Abb.179). 

Nunmehr ist aber zu bedenken, daB vorher fk irgendeinen hill
reichend hohen, aber ." einen ganz beliebigen Index bedeutete, so daB 
also auch ." - I ein beliebiger Index ist. Man konnte es also so ein
richten, daB fiir fk und ." beideAussagen giiltig und zugleich ." - I = ,t( + I 
ware. Es erscheint dann in Abh. 178 derselbe Punkt /1."+1 not
wendig rechtsvon X, der in Abb. 179 ebenso notwendig links von X 
angesetzt werden muBte. Die Abbildungen I78 und I79 also, die 
einzeln moglich sind, lassen sich nicht zu einem Ganzen zusammen
fiigen, das im Sinne der Bedeutung dieser Bilder den friiheren An
nahmen liickenlos entsprache. 

Mir scheint demnach der Beweis eines hypothetischen Urteils oder 
einer Unvertriiglichkeit stets darauf zu heruhen, daB der voraus
gesetzte, unter Umstanden unmogliche Sachverhalt wenigstens in 
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l'eilen real abgebildet werden kann, wobei wir dann im Grunde nur 
mit den darstellenden Zeichen der Begriffe operieren und einen im 
darstellenden Gebiet realen Versuch machen. Dieser Versuch ergibt, 
wenn er riickwarts gedeutet wird, jenes hypothetische Urteil oder jene 
Unvertraglichkeit. 

Hypothetisches Urteil und Unvertraglichkeitsurteil beruhen also 
wesentlich mit auf der Abbildung, und zwar auf der Abbildung durch 
synthetische Begriffe. Dabei handelt es sich meist um die Abbildung, 
die ich in § II4 als eine vereinfachte bezeichnet habe; also beruht 
jene Abhangigkeit zwischen den Urteilen eines Begriffsgebietes auf 
der Darstellung, die wir den Begriffen dieses Gebiets durch ihm uber
gebaute synthetische Begriffe geben. 

Noch deutlicher ist es, daB der Nachweis einer Widerspruchs
losigkeit stets auf einer Abbildung beruht. Es ist in § 104 aus
einandergesetzt worden, daB wir Widerspruchslosigkeit nur insofern 
nachweisen konnen, als wir die Vertraglichkeit der in Betracht kom
menden Annahmen durch eine wirklich existierende Mannigfaltigkeit 
dartun konnen. Diese muB dann eine Mannigfaltigkeit synthetischer 
Begriffe sein, welche das Begriffsgebiet, um das es sich handelt, ab
bildet, wobei dann eine Abbildung vorliegen muB, bei der jedem 
:mement des einen Gebiets umkehrbar eindeutig ein solches des 
anderen zugeordnet erscheint (§ II3). SO ist die Widerspruchslosig
keit der Geometrie durch ein-eindeutige Abbildung der Gesamtheit 
der Raumpunkte, Geraden usw. und ihrer Relationen auf eine arith
metische Mannigfaltigkeit bewiesen worden (§ 42). Die Widerspruchs
losigkeit der Arithmetik war dabei vorausgesetzt (§ II7). 

Die Una bha ngigkeit einer Annahme von anderen ergibt sich als 
unmittelbare Anwendung eines Vertraglichkeitsbeweises; das Urteil p 
ist von den Urteilen q, r, ... unabhangig, wenn das Gegenteil P' von 
p mit q, r, ... vertraglich ist. In diesem Sinne ist die Unabhangigkeit 
des Parallelenaxioms von den anderen Axiomen EUKLIDS naeh
gewiesen worden (§ 43). 

§ II9. SchluB von n auf n + I. Beispiele. 

Es soIl jetzt eine SehluBweise besproehen werden, welche fUr die 
Mathematik von besonderer Bedeutung ist, namlieh der SehluB von 
n auf n -+- I, der gelegentlieh aueh mit dem N amen der "vollstandigen 
Induktion" belegt wird 1). Es handelt sieh dabei um den Beweis einer 

1) 1m Grund ist diese Bezeichnung nicht zweckmaBig. Man gebrancht an
dererseits den Ausdruck "vollstandige Induktion" auch dann, wenn ein Ergebnis 
nur fiir eine endliche Zahl von Fallen gilt und durch Ersch6pfen aller dieser 
Falle bewiesen wird. Hier fehlt aber erst recht das wesentliche Kennzeichen 



332 BAUSTEINE ZU EINER LOGIK DER MATHEMATISCHEN WISSENSCHAFTEN. 

Formel oder eines Lehrsatzes, in den eine allgemein gelassene ganze 
Zahl 11t eingeht. Wenn man beweisen kann, daB der fragliche I.(ehr
satz, falls er fUr ein m, etwa fUr 11t = n, richtig ist, auch fUr das 
nachste 11t, d. h. also fiir 11t = n + I, richtig sein muB, und wenn 
der Lehrsatz auBerdem fiir 11t = I wahr ist, so ergibt die erwahnte 
SchluBweise, daB der Lehrsatz allgemein fiir alle Zahlen 11t wahr ist. 
WeiB man dagegen, daB der Lehrsatz fUr eine von I verschiedene Zahll? 
richtig ist, wiihrend man wieder von n auf n + I zu schlieBen be
rechtigt ist, so muB der Lehrsatz jedenfalls fiir diejenigen ganzen 
Zahlen 11t richtig sein, die nicht kleiner als k sind. 

Es wurden schon friiher Beispiele der in Frage stehenden SchluB
weise vorgebracht. So wurde in § 65 bei der rekurrent definierten 
Addition die Formel des Kommutativgesetzes 

a+b=b+a 

fUr ein a und zugleich fiir alle b als giiltig angenommen und dann 
fiir a -+ I bewiesen, wobei das Gesetz vorher schon fUr a = I, 

d. h. also in der Form 
1+b=b+1 

als richtig festgestellt war. Ebenso habe ich in § 72 die Unabhangig
keit eines Produkts ganzer Zahlen von der Anordnung und Zusammen
fassungsart der Faktoren dadurch bewiesen, daB ich diese Unabhangig
keit fUr den Fall von n Faktoren als richtig angenommen und sie dann 
fiir n + I Faktoren nachgewiesen habe, wobei dann zugleich auf 
friihere Beweise fUr zwei und drei Faktoren zuriickgegriffen werden 
muBte. 

Ein weiteres, sehr bekanntes Beispiel ist in dem iiblichen Beweis 
der binomischen Formel gegeben. Man erhalt durch Ausrechnen von 

(a + b)2, (a + b)3, (a + b)4 
die Ausdriicke 

a 2 + 2 a b + b2, a3 + 3 a 2 b + 3 a b2 + b3, 

a4 + 4 a3 b + 6 a 2 b2 + 4 a b3 + b4 • 

DaB sich diese drei Ausdriicke der Formel 

(a + b)n = an + n an - I b + ~(n~~ an - 2 b" 
I 1'2 

(r) ( + 11,Jn - I) (n- 2) an- 3 b3+ ___ + n (n - I) n - 2) ... Ibn 
r-2'3 1-2'3 .. , n 

induktiven Verfahrens, niimlich der verallgemeinernde Ubergang von gewissen 
beobachteten oder bewiesenen Fii.llen zu anderen, die nicht beobachtet oder nicht 
bewiesen sind. Uber die eigentliche, d. h. also die "unvollstiindige" Induktion 
vgl. man § 171 im ersten Anhang. 
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fUgen, erkennt man durch Subsumieren dieser Ausdriicke unter den 
in der Formel (1) dargestellten A1lgemeinbegriff. Wollte man nun 
daraus auf die A1lgemeingiiltigkeit der Formel (1) schlieBen, so wiirde 
dies eine wirkliche, d. h. unvollstandige Induktion bedeuten. Es ge
lingt aber, wie gleich nachher gezeigt werden solI, der Nachweis dafiir, 
daB die Formel, wenn sie fUr ein n giiltig ist, auch fiir das urn I 

groBere n giiltig sein muB. Da auBerdem die Formel fUr n = 1, 2, 3, 4 
richtig ist, so gilt sie allgemein. 

Um den noch ausstehenden Nachweis zu fiihren, multipliziert man 
die rechte Seite der Formel (1) mit a + b, d. h. man multipliziert 
sie zUerst mit a und dann mit b durch und vereinigt dann alle die 
so entstandenen Glieder. Da nun das Glied, das in (1) die GroBe b 
zur vten Potenz enthalt, gleich 

(2) n (n - I) (n - 2) ... (n - v + I) an-.' b" 
1 • 2 • 3 ...... v 

ist, so finden sich zwei Glieder von (I), die nach dem Durchmulti
plizieren die Potenz bV + I ergeben, namlich das Glied (2), das nach 
der Multiplikation mit b die Potenz bV + I ergibt, und das auf (2) 
folgende Glied: 
(3) n(n - I) (n -=_2).~_:1n - vl an - v - I b"+I 

I . 2 . 3 . . . . (v + 1) , 

das bei der Multiplikation. mit a einen die Potenz bV + I enthaltenden 
Ausdruck liefert. Man erkennt somit, daB in dem (a + b) fachen des 
Ausdrucks (1) das Aggregat der die Potenz bV + I enthaltenden Glieder 
durch 

(4) [n (n- 1) (n -2) ... _(n- v ±2) + n(n-=-!.)(n--2~ ... (n-v)jan- •. bv , [ 

I . 2 • 3 ..... v 1 • 2 • 3 ... ('1'+1) 

vorgestellt ist. Nun ist die in (4) in eckiger Klammer stehende Zahlen
summe gleich 

n (n - I) (n - 2) ... (n - v + 1) (I + ~ v), 
1 • 2 . 3 . . . . . . . V l' + 1 

und da die letzte (runde) Klammer den Wert 

n+1 
1'+ 1 

hat, so erscheint das Produkt an -,' b"+I schlieBlich mit dem Zahl
koeffizienten 

(n+ I) n(n __ I) '--'-~ ___ !' + 2) 
I • 2 . 3 ...... (J' + I) 

behaftet. Dies ist aber der Koeffizient, den das Bildungsgesetz des 
Ausdrucks (1) fordert, wenn n + I statt n genommen und das Glied 
aufgesucht wird, das b"+I enthiilt. 
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§ r 20. Wiirdigung dieser und anderer ahnlicher SchluBweisen. 

POINCARE hat gesagt, daB der SehluB, von n auf n + r das ein
zige besondere, fUr die Mathematik eharakteristisehe SehluBverfahren 
ausmaehe, und daB seine Grundlage als ein Axiom angesehen werden 
miissel). Ieh werde naehher zeigen, daB das Verfahren sich mit an
deren unter einen gemeinsamen Gesiehtspunkt fassen laBt. Zuersi 
moehte ieh fiir das Verfahren eine Art von Beweis geben. Zu diesem 
Zweek nehme ieh an, der Lehrsatz, in den die ganze Zahl m eingeht, 
und der fiir m = I riehtig ist, sei nieht fiir aile Zahlen 

(r) m=I,2,3,4,··· 

wahr. Es miiBte dann eine erste Zahl v geben, fiir die der Lehrsatz 
nicht wahr ist, und es konnte naeh dem Vorigen v nur einen der Werte 
2, 3,4, ... besitzen. Hieraus aber geht hervor, daB die v vorangehende 
Zahl v - I in der Reihe (r) vorkommt, und es miiBte nun fiir m = l' - I 

der I,ehrsatz noeh giiltig sein. Wenn andererseits tatsaehlieh aus der 
Giiltigkeit des Satzes fUr m = n stets die Giiltigkeit fUr m = n + I 
mit Notwendigkeit foigt, so sind wir damit an einem Widersprueh 
angelangt, da ja unser Lehrsatz fUr v - I giiltig war und fiir l' nieht. 
Es folgt a1,1s diesem Widerspruch die Unmogliehkeit der friiheren An
nahme, d. h. es ergibt sich indirekt die Riehtigkeit des Lehrsatzes fiir 
aIle Zahlen ( I). 

Ieh lege keinen besonderen N aehdruek auf diesen indirekten Be
weis. Er setzt gewissermaBen als logisehes Axiom2) voraus, daB, 
wenn nicht aile Glieder einer nur naeh der einen Seite unendlieh aus
gedehnten Folge eine bestimmte Eigensehaft besitzen, ein erstes Glied 
da sein muB, das die betreffende Eigensehaft nicht besitzt3). Man 
kann an Stelle des erwiihnten Beweises sieh einfaeh darauf beziehen, 
daB die Moglichkeit, von n auf n + I zu sehlieBen, hier eine ganze 
unendlieh Folge moglieher Sehliisse, von I auf 2, von 2 auf 3 usw. 
auf einmal zu iiberblieken erIaubt. Der Erfolg beruht darauf, daB 
wir eben von dieser Folge als einer gesetzmaBig unendliehen einen 
Begriff haben, d. h. daB wir sie eben "begreifen". Der Dberbliek, den 

1) La Science et l'Hypothese, p. 23. 
2) POINCARE, der (p.22) den erwiihnten indirekten Beweis anzudeuten scheint, 

sagt, daJ3 jeder Beweis der fraglichen SchluJ3weise ein nur scheinbarer sei und ein 
ihrer Grundlage gleichwertiges Axiom voraussetze. 

3) Da iiberhaupt ein Glied. das die Eigenschaft nicht besitzt, in der Reihe vor
kommen soIl, d. h. also nach einer endlichen Zahl von Schritten in der Reihe auftreten 
muJ3, so gehen diesem Glied nur Glieder in endlicher Zahl voran, und man kann. 
wenn man die vorangehenden, die Eigenschaft nicht besitzenden Glieder ins Auge 
faJ3t, die auf Erschopfung der Menge gegriindete Betrachtungsweise von § 122 durch
fiihren (vgl. auch den Schlu/3 von § 123). 
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wir erreicht haben, liiBt uns erkennen, daB wir von dem Fall n = I 

zu ieder gegebenen Zahl n durch wirkliehe Ausfiihrung einer Kette 
von Sehliissen gelangen konnen; daraus aber ergibt sieh jener 
Lehrsatz fiir aIle n als giiltig, obwohl wir die SchluBkeUe nieht fiir 
die Gesamtheit der n zu Ende fiihren konnen. 

Der Saehverhalt wird noeh deutlicher werden, wenn ich andere 
SchluBverfahren, die ahnlich sind, mit heranziehe. Angenommen, es 
lasse sich von einem Lehrsatz, in den eine ganze Zahl m eingeht, be
weisen, daB er, falls er fiir einen gewissen Wert m = n gilt, auch 
fUr m = 2 n richtig sein muB, und es gelte der Lehrsatz auBerdem 
fiir m = I; was liiBt sich daraus schlie!3en? Offenbar kann man 
von I auf 2, von 2 auf 2· 2, d. h. auf 22, von da auf 2· 2 • 2, d. h. 
auf 23 schlieBen usw. Es ergibt sich somit, daB der Lehrsatz fiir jedes 
m, das einer Potenz von 2 gleich ist, gelten muB, wiihrend er nicht 
notwendig fiir andere Zahlwerte von m richtig zu sein braucht. Nach
triiglich erkennt man freilich, daB die vorliegende SchluBweise auch 
wieder auf den gewohnlichen SchluB von n auf n + I zuriiekgefiihrt 
werden kann, wenn der fragliche Lehrsatz gleich fiir die Zahl m = 211 

aufgestellt wird. 
Nun solI aber, zunachst unter Aufhebung der vorigen Voraus

setzung, angenommen werden, daB aus der Giiltigkeit un seres Uf

spriinglichen T",ehrsatzes fiir m = n auf die Giiltigkeit des Satzes 
fUr m = 2 n + I gesehlossen werden konne. Falls der Satz iiber
dies fiir m = I richtig ist, ergibt sich nunmehr die Richtigkeit fiir 
die Reihenfolge der Zahlen 

I, 2· I + I, 2 (2' I + r) + I, 2 [2 (2, I + I) + r] + I, ... 

Dies sind die Zahlen 

I, 2 + I, 22 + 2 + I, 2 3 + 22 + 2 + I, 24 + 2 3 + 22 + 2 + I, ... 

deren Gesetz sofort ersichtlieh ist, wenn man bedenkt, daB jedes 
Glied aus dem vorangehenden durch Erhohung jedes Potenzexponen
ten von 2 um I, Verwandlung der I in 2 und HinzufUgung einer I 

entsteht. Die yte von den angegebenen Zahlen laSt sich auch in 
die Form 

2"-1 + 2 V - 2 + ... + 22 + 2 + I 
setzen, die nach der bekannten Summationsformel cler geometrischen 
Reihen den Ausdruck 

2" - r 
= 2" - I 

2-1 

ergibt. Es wiirde also unser Lehrsatz fUr die unendliehe Foige der 
Zahlen 

2 - I, 22 - I, 2 3 - I, 24 - I, ... 
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giiltig sein, wahrend er fUr Zahlen, die nicht von dieser besonderen 
Form sind, nicht richtig zu sein braucht. 

J etzt soll vorausgesetzt werden, daB, falls der fragliche Lehrsatz 
fUr ein gewisses m = n gilt, beides sich beweisen lasse, daB der Satz 

1. auch fUr m = 2 n, 
II. auch fUr m = 2 n + I 

richtig sein muB. Unter diesen Voraussetzungen laBt sich der Satz, 
wenn er fiir m = I giiltig ist, als allgemeingiiltig nachweisen 1). 

Zunachst ergibt sich aus der Giiltigkeit des Satzes fUr m = I nach I 
und II die Giiltigkelt fUr m = 2 und fUr m = 3; dann ergibt sich 
aus der Giiltigkeit fUr m = 2 die fUr m = 4 und m = 5; aus der 
Giiltigkeit fiir m = 3 beweist sich dann weiter die Giiltigkeit fiir 
m = 6 und m = 7 usw. Urn hier strenge zu erkennen, daB bei dem 
eingeschlagenen Verfahren jeder ganze Zahlwert wirklich erreicht 
wird, braucht man nur zu bedenken, daB die Zahlformeln 2 n und 
2 n + I je urn 2 zunehmen, wenn in ihnen die Zahl n urn I ver
mehrt wird, und daB sich deshalb die aus diesen Formeln fiir 
n = 0, I, 2, 3, ... hervorgehenden Zahlenpaare 
(2) 0, I; 2, 3; 4, 5; ... 
wirklich zur liickenlosen Zahlenreihe zusammenschlieBen. Da nun aus 
der Giiltigkeit des Lehrsatzes fiir m = n die Giiltigkeit fUr m = 2 n 
und.: m = 2 n + I folgen soUte, und n kleiner ist als 2 n und zugleich 
kleiner als 2 n + I (wenn n > I), so ergibt sich fiir jedes Paar der 
Reihe (2) von 2, 3 an die Giiltigkeit des Lehrsatzes daraus sicher, 
daB der Satz fUr die samtlichen vorangehenden Paare wahr ist. 

Der Erfolg des Verfahrens beruht also darauf, daB wir, indem 
wir nach den Regeln I und II schlieBen, unsere eigenen Sch1iisse zu
gleich ordnen und zahlen und so das Ergebnis ihrer Verkettung durch 
die Folge der Zahlenpaare (2) charakterisieren konnen. Wir kniipfen 
somit an die Verkettung unserer Sch1iisse neue A11gemeinbegriffe von 
arithmetischer Art an. Es liegt der Fall vor, daB gewisse logische 
Tatigkeiten, zu denen jetzt auch diejenige des Sch1ieBens selbst ge
hort, von einem neuen Begriffssystem iiberbaut werden. Dieses neue 
System kann dann infolge seiner Bildungsweise insoweit beurteilt 
werden, daB wir fiir jeden EinzelfaU den gewiinschten Erfolg unseres 
SchluBverfahrens voraussehen. 

Unter dem bezeichneten Gesichtspunkt laBt sich auch schon der 
gewohnliche SchluB von n auf 11 + I betrachten j in diesem Fall 
besteht das obere Begriffssystem lediglich in der einfachen, ohne 
Ende fortgehenden Folge der Schliisse. Demselben Gesichtspunkt 

1) Ieh erinnere mich eines Falls, in dem mir ein allgemeiner Beweis zuerst nur auf 
diese Weise gelungen ist. 
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]assen sich aber auch andere, weit verwickeltere SchluBweisen 
der Mathematik unterordnen. Dabei erkennt man bald eine unbe
grenzte gesetzmaBige Fortsetzbarkeit des Verfahrens wie in den frii
heren Fallen, bald umgekehrt den Umstand, daB das Verfahren not
wendig zu einem Ende gelangen muB. Daraus, daB zwischen je zwei 
Punkten A und B einer Geraden ein Punkt C liegen muB, kann man 
weiter schlieBen, daB sich auch zwischen C und einem der beiden 
ersten Punkte wieder ein Punkt finden muB, und daB man so in be
stimmter Weise fortfahren kann 1), woraus sich dann im Zusammen
hang mit anderen Axiomen (§ 2) ergibt, daB zwischen A und B un
endlich viele Punkte liegen. Auch an den schon von EUKLID gefiihr
ten Beweis fUr die unendliche Zahl der Primzahlen (§ 90) kann hier 
erinnert werden, wahrend als Beispiel fiir ein Verfahren, das not
wen dig abbrechen muB, der Fall angefUhrt werden kann, in dem 
a> b ist, und wir b von a einmal und noch einmal und clann noch 
einmal usw. wegnehmen. Es muB im letzten Fall ein Ende eintreten, 
wenn a und b GroBen bedeuten, die dem archimedischen Axiom unter
worfen sind (§ 30), und man erkennt dann durch das Verfahren die 
Existenz eines Vielfachen von b, das a nicht iibertrifft und zugleich 
so beschaffen ist, daB a von dem nachsten Vielfachen der GroBe b 
iibertroffen wird. Der Beweis des Hilfssatzes aus der Theorie der 
Zerlegung der Zahlen in § 89 liefert wiederum ein Beispiel fUr ein 
in jedem vorgegebenen Fall abbrechendes Verfahren; in diesem Fall 
ist die Folge der Umformungen von einer Folge abnehmender abso
luter ganzer Zahlen begleitet, so daB daraus das Abbrechen der Folge 
deutlich wird. Von derselben Art ist auch die noch verwickeltere, 
gleichfalls abbrechende Folge von Reduktionen in dem Beweis von 
§ 92. Bei solchen abbrechenden Folgen ergibt sich meistens, daB im 
Augenblick des Abbrechens eine gewisse Eigenschaft der in Frage 
stehenden Elemente auftritt. Dieser Umstand wird dann dadurch 
erkannt, daB einerseits das Verfahren fortgesetzt werden kann, so
lange die betreffende Eigenschaft - z. B. in § 92 die Eigenschaft 
der Zahl k,t' gleich I zu sein -- nicht vorhanden ist, andererseits aus 
anderen Griinden das Verfahren abbrechen muB. Auch der Beweis 
aus der Analysis situs in § II6 kann als Beispiel eines solchen abbre
chenden Verfahrens genannt werden. 

Es verdient noch bemerkt zu werden, daB auch die alte Logik 
unter dem Namen des "Sorites"2) eine Kette von Schliissen gekannt 

1) Vgl. den Anfang von § 34. 
2) Vgl. z. B. R. EISLER, Wiirterbuch der philosophischen Begriffe, Bd. 2. 1904. 

S. 4II, E. ZELLER, Die Philosophie der Griechen in ihrer geschichtlichen Entwicklung. 
Tei! III, 1. Abt., 3. Auf I., 1880, S. II3. 

Holder, Mathematische Methode. 22 
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hat, die sich in unbestimmter Zahl aneinander fligen, freilich nur in 
der unfruchtbaren Form von Syllogismen der Form "Barbara". Dabei 
kommt es dann auf eine Folge von Begriffen hinaus, von denen jeder 
folgende dem vorangehenden unter- oder auch libergeordnet ist; 
selbstverstandlich ist dieser Fall, wenn er wirklich vorkommt, ohne 
weiteres zu libersehen, so daB der KettenschluB als so1cher keinen 
Nutzen zu stiften vermag. 

§ 121. Die Reihenfolge ein Gegenstand des Denkens und eine 
Form des Denkprozesses. 

1m vorigen Paragraphen und auch schon frtiber ist die Bedeutung 
der Reihenfolge hervorgetreten. Sie bildet einen wichtigen Gegen
stand unseres Denkens, indem sie uns unendlich viele Elemente 
gleichzeitig darbietet, die untereinander gewisse Relationen des 
Vorhergehenden, Nachfolgenden, Nachstfolgenden, Naehstnachst
folgenden usw. aufweisen 1). Es ist aber von ganz besonderer Bedeu
tung, daB die Reihenfolge zugleieh aueh eine For m von Denkpro
zessen ist, d. h. eine Form, in der das Denken fortschreitet2). Dieser 
Gedanke wird gewiB zunaehst von vielen als "psychologistisch" und 
deswegen als nieht hierhergehorend bezeiehnet werden. Ieh muB 
aber betonen, daB nicht von der sUbjektiven Reihenfolge die Rede 
sein soll, in der vermoge der Ideenassoziation Gedanken in meinem 
BewuBtsein auftauehen, sondern von der objektiven, d. h. logisch 
notwendige Reihenfolge, in der z. B. ein SchluB auf den anderen 
folgt, ein Begriff nach dem anderen erklart werden muB, in Fallen, 
in denen jeder SehluB oder jeder Begriff den vorangehenden vor
aussetzt. Dasselbe gilt in der Arithmetik oder in einer geometri
schen Konstruktion von der Ordnung der Operationen. In allen 
diesen Fa11en stellt die Reihenfolge einen Begriff vor, dem eine 
rein logische Bedeutung zukommt, und ieh halte deshalb eine Logik, 
die sich nicht auch mit dem Begriff der Reihenfolge befaBt, fHr 
geradezu unfruchtbar. Auf der Reihenfolge und auf der Mogliehkeit, 
in ihr fortzuschreiten, beruht das Zahlen, beruhen die Zahlformeln, 

1) Dies ist neuerdings besonders betont worden von G. F. LIPPS (Philosophische 
Studien, Bd. 10, S. 185; Bd.14, S. 157) und von NATORP (a. a. O. s. 70, 98ff., III). 
Auch H. WEYI, in seiner Schrift "Das Kontinuum" (1918) macht auf S. 17 und 37 
darauf aufmerksam, daB die mathematischen Begriffsbildungen von vornherein 
den Begriff der "Iteration" der Prozesse und die "natiirliche Zahlenreihe" voraus
setzen. 

I) Diese Doppelseite des Begriffs der Reilienfolge hebt auch G. F. LIPPS (Philo
sophische Studien, Bd. II, S.267) hervor, indem er sagt: "Es zeigt sich so, daB die 
Reflexion iiber die Reilienfolge des Denkens mit Nothwendigkeit zur Normalreilie 
fiihrt. " 
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und es ist gewiB ein Verdienst von KANT!}, auf dieses hingeV\iesen 
zu haben. 

Darauf, daB die Reihenfolge auch fiir Zeit und Raum unmitte1bare 
Bedeutung hat, daB dadurch die "Abbildung" zeitlicher Vorgange 
und raumlicher Gegenstande ermaglicht wird, indem wir die Einzel
ereignisse in der Folge, in der sie geschehen, oder die Teile eines raum
lichen Gegenstandes in der Folge, in der sie von links nach rechts 
oder von unten nach oben gelegen sind, aufzahlen, soIl jetzt nicht 
eingegangen werden. Der dritte Teil, in dem der Zusammenhang 
zwischen der Mathematik und den Tatsachen der Erfahrung behandelt 
werden soIl, wird dazu die Gelegenheit bietel1. 

Der Umstal1d, daB die Reihenfolge sowohl die Form von Del1k
prozessel1 darste11t, als auch Gegenstand des Denkens werden kann, 
ermaglicht es, daB wir uns von .einzelnen in einer Folge vorgenommenen 
gedanklichen Schritten zu a11gemeinen Begriffen, die sich an solche 
Folgen kniipfen, erheben, daB wir dann neue Folgen haherer Bildungen 
durchschreiten und nachher durch "Deutung" der a11gemeinen Be
griffe und Ergebnisse in Einzelfallen wieder zu den alten Reihenfolgen 
zuriickkehren kannen (§ II4 u. II6). Durch diese Maglichkeiten aber 
wird gerade die Reihenfolge zu einem besonders wichtigen Hilfsmittel 
in bezug auf welches unser Denken sich ganz anders verhii.lt als in 
den geometrischen Dberlegungen zu den "Punkten" und "Geraden", 
die eben nur Gegenstande des Denkens sind. 

§ 122. Nichtableitbarkeit des Begriffs der Reihenfolge. 
Versuch, diesen Begriff auf ein System von Relationen 

zuriickzufiihren. 

Da die Reihenfolge vor allem die Relation eines Gliedes zum voran
gehenden und die dazu umgekehrte Relation zum nachfolgenden Gliede 

1) KANT fiihrt die Zahlen und die Zahlformeln auf die Zeitvorstellung zuriick 
und neunt die Zeit "eine reine Form der sinnlichen Anschauung". Ob der Ausdruck 
"Anschauung" hier zweckmiiBig ist, mag dahingestellt bleiben. Meines Erachtens 
ist mit Recht von verschiedenen Autoren betont worden, daB KANT mit dieser sog. 
Anschauungsform nichts anderes meine als die bloBe Form der Sukzession. Der Zeit
begriff im eigentlichen Sinne des Worts genommen, bietet mehr Relationen dar als 
die bloBe Reihenfolge, indem der Abstand zwischen zwei Zeitpunkten mit dem Ab
stand zwischen zwei anderen der GroBe nach verglichen werden kann, und auch das 
kontinuierliche FlieBen zum Zeitbegriff mit hinzugerechnet wird. Ein MiBverstiindnis 
ist es, wenn RUSSEl, (a. a. 0., p. 355) sagt, daB KANT das Ziihlen auf die Zeit zuriick
fiihre, weil jedes Ziihlen Zeit erfordere. 

Bereits LOCKE hatte der Reihenfolge im Zusammenhang mit dem Zeitbegriff eine 
ausfiihrliche Erorterung gewidmet, dabei aber ausschlieBlich an die psychologische Suk
zession unseres tatsiichlichen Gedankenzuges gedacht. Die Reihenfolge a1s eine Ordnung 
von logischer Bedeutung wurde dann spiiter von CONDILLAC zur Sprache gebracht (vgl. 
"Cours d'etude pour l'instruction du Prince de Parme", tome IV, Parme, 1775, p. 35). 

22* 
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darbietet, so liEgt der Gedanke nahe, zu untersuchen, ob man nicht 
auf Grund dieser Relationsbegriffe die Reihenfolge als einen abge
leiteten Begriff darstellen k6nnte. B. RUSSEL hat einen solchen Ver
such gemacht1). Urn die M6glichkeit einer solchen Ableitung genau 
zu priifen, will ich mir zunachst gewisse Elemente in endlicher Zahl 
denken, die einer unsymmetrischen Relation 2) unterworfen sein sollen. 
Zwischen zwei verschiedenen von den Elementen sol1 die Relation 
stets auf eine und nur eine Art bestehen, entweder nur von dem 
ersten zum zweiten oder nur vom zweiten zum ersten. Es gilt also 
A < B und nicht B < A, wenn die Relation von A zu B bestehen 
soll, oder es gilt B < A und dann nicht A < B. Die zu der betrach
teten Relation < umgekehrte soll durch das Zeichen > dargestellt 
werden, so daB also aus A < B stets B > A und umgekehrt folgt, 
und fUr irgend zwei verschiedene E1.emente A und B entweder die 
beiden Aussagen A < B und B > A oder die beiden Aussagen 
A > B und B < A richtig sein mussen. 

Wir k6nnen nun auch derartige Relationen als etwas auffassen, 
das wir durch Definition bis auf einen gewissen Grad wi11kfulich fest
setzen. Ich will mir zu diesem Zweck eine endliche Zahl verschiedener 
Elemente A, B, C, ... denken. Fur jedes Paar, das aus diesen Ele
menten gebildet werden kann, sol1 besonders festgesetzt werden, in 
welchem Sinne die beiden Relationen zwischen den Elementen des 
Paares angenommen werden. So wird z. B. fur das Paar A, B ent
weder festgesetzt, daB A < B und dann naturlich auch B > A, 
oder, daB B < A und zugleich A> B sein sol1, und es wird in 
dieser Weise die Festsetzung fUr jedes Paar unabhangig von jedem 
anderen Paar getroffen. Diese Festsetzungen kann man dann in Form 
einer Tabelle zusammengefaBt denken. Z. B. mag fUr fUnf Elemente 
diese Tabelle aufgestellt werden: 

Sucht man hier im linken "Eingang" der Tabelle, d. h. in der 
vorderen Spalte des quadratischen Schemas, z. B. das Element D 
und im oberen Eingang der Tabelle, d. h. in der obersten Zeile, z. B. 

1) The Principles of Mathematics. vo1. I. 1903. p. 199ff. 
2) Eine Relation solI hier unsymmetrisch heiBen. wenn sie sich von der zu ihr 

umgekehrten Relation unterscheidet; vg1. § 95. 
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das Element C auf, so gelangt man in diesem Fall auf ein der Zeile 
von D und der Spalte von C gemeinsames, in der TabeUe schraffiertes 
Feld mit dem Zeichen >. Hieraus erg abe sich also, daB D > C sein 
solI. Nach den obigen Festsetzungen so11 aber dann C < D sein. 
Deshalb muB also das in der Zeile von C und in der Spalte von D 
befindliche Feld, das in der TabeUe punktiert worden ist, das Zeichen 
< tragen. Die beiden erwahnten Felder, das schraffierte und das 
punktierte, liegen zueinander symmetrisch in Beziehung auf die durch 
das Quadrat gestrichelt gezogene Hauptdiagonale, welche durch die 
leeren Felder lauft. Man erkennt jetzt, daB die unter der Haupt
diagonale liegenden Felder mit den Zeichen < und > nach Belieben 
ausgefiiUt werden konnen, daB sich jedoch dann die Zeichen in den 
iiber der Hauptdiagonale liegenden Feldern nach der unteren Ver
teilung in der Weise richten miissen, daB- jedes obere Feld das um
gekehrte Zeichen erhalt im Vergleich zu dem zu ihm symmetrischen 
unteren Feld. 

Es muB noch einmal darauf hingewiesen werden, daB die raum
Hche Ordnung der TabeUe, die auch, und zwar in jeder Zeile und in 
jeder Spalte, Reihenfolgen darbietet, nur ein Hilfsmittel der Ver
anschaulichung darsteUt. Gemeint sind nur die oben genau bezeich
neten Festsetzungen hinsichtlich der Elementenpaare. 

SoU von den Relationen < und > nichts weiter vorausgesetzt 
werden, so ist mit dem Gesagten a11es erledigt. Der Zweck jedoch, 
den wir im Auge haben, erfordert, daB eine Relation < angenommen 
wird, die transitiv istl}. Setzt man nun die Relationen < und > 
zwischen den Elementenpaaren der obigen Bedingung gemaB, aber 
sonst wi11kiirlich fest oder - anschaulich ausgedriickt - fiiUt man 
den unter der Hauptdiagonale gelegenen Teil der TabeUe beliebig 
und dann den oberen Teil in entsprechender Weise aus, so wird man 
im allgemeinen ein Schema erhalten, das sich dem Gesetz der Tran
sitivitat nicht fUgt. Z. B. ergeben sich aus der fUr fiinf Elemente 
aufgesteUten Tabelle die beiden Relationen 

A <D, D <B. 
Diese wiirden nach dem Transitivitatsgesetz die Relation 

A<B 

1) Vgl. § 105 u. § 6. Es geniigt, wenn die Relation < dem Gesetz der Transitivitiit 
entsprkht; die umgekehrte Relation> erfiillt dann von selbst gleichfalls das Gesetz. 1st 
niimlich P > Q und Q > R, so heiJ3t dies nach den obigen Erkliirungen nichts anderes. 
als daJ3 Q < P und R < Q ist. Stellt man von diesen beiden letzten Relationen die 
zweite der ersteu voran, so erkennt man, daJ3 nach dem fiir die Relation < giiltigen 
Transitivitiitsgesetz auf R < P geschlossen werden kann. Dies bedeutet aber, daJ3 
P > R ist. Es folgt somit diese letzte Relation aus P > Q und Q > R, womit nichts 
anderes gesagt ist, als daJ3 fiir die Relation> das Gesetz der Transitivitiit besteht. 
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zur Folge haben miissen, wahrend aus unserer Tabelle umgekehrt 
die Relation 

A>B 

abzulesen ist. Die gewahlte Tabelle widerspricht also dem Gesetz 
der Transitivitat. 

Fur eine vorgegebene Elementenzahl konnte man nun alle mog
lichen Ausfiillungen der Felder der Tabelle wirklich aufstellen und 
fUr jede Ausfiillung jede Kombination von drei Elementen daraufhin 
priifen, ob, falls die Voraussetzungen des Transitivitatsgesetzes bei 
ihnen eintreten, auch die Folgerung des Gesetzes sich dabei bewahrt. 
Man vermag so diejenigen ausgefii1lten Tabellen, die dem Transitivi
tatsgesetz durchweg geniigen, und die anderen, die ihm nicht geniigen, 
wirklich aufzustellen, vorausgesetzt, daB Tabellen von beiden Arten 
existieren. Wie aber wollen wir zum voraus, ohne die AusfUhrung 
der Operationen, erkennen, daB mindestens eine dem Transitivitats
gesetz geniigende AusfUllung der Tabelle existiert, insbesondere daB 
dies fur iede Elementenzahl behauptet werden darf? Ich wiiBte 
keinen anderen Weg fiir diese Erkenntnis, als den, zu sagen: 1m Fall 
von n gegebenen Elementen ordne man diese in irgendeine Reihen
folge, l~se aus dieser die Relationen des Vorhergehens und Nachfolgens 
ab und fiille dann dementsprechend die Tabelle aus; in diesem Fall 
wird dem Transitivitatsgesetz geniigt. 

Offenbar wird bei dieser Begriindung die Reihenfolge als ein be
kannter Begriff mit bekannten Relationen zwischen den mit ihr ge
dachten Elementen und mit bekannten Beziehungen l ) oder Gesetzen 
zwischen diesen Relationen vorausgesetzt, und es wird davon Gebrauch 
gemacht, daB das Denken eine Reihenfolge konstruieren, d. h. gegebene 
Elemente in eine Reihenfolge ordnen oder auch, ausgehend von einem 
ersten Element, ein anderes, dann noch ein Element usw. setzen 
kann. 

Nimmt man jetzt andererseits an, es seien fiir die Paare aus n 
gegebenen Elementen die beiden erwahnten entgegengesetzten Re
lationen den friiheren Bedingungen und auch dem Transitivitats
gesetz gemaB gesetzt, so laBt sich zeigen, daB die Elemente nach
traglich so in eine Reihenfolge geordnet werden konnen, daB jene 
lediglich gewissen Bedlngungen gemaB, aber sonst frei gesetzten, also 
abstrakt gedachten Relationen < und > den in der Reihenfolge 
gegebenen realen Relationen des "Vorhergehenden"2) und "Nach
folgenden" entsprechen. Zu diesem Zweck hebe ich irgendeines der 
n Elemente heraus, das P heiBen moge. Es kann nun der Fall 

1) VgI. s. 301, Anm. I. 2) Nicht des unmittelbar Vorhergehenden. 
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eintreten, daB jedes von P versehiedene Individuum J aus un serer 
Gesamtheit gegebener Elemente der Relation 

J>P 
entsprieht, so daB also alle anderen Elemente zu P in der zweiten 
Relation stehen, welche die Umkehrung 1) <ler ersten, urspriinglieh 
angenommenen Relation < bedeuten sollte. In diesem Fall will ieh 
das Element P auBerdem noeh mit Ml bezeiehnen. 

1m anderen Fall gibt es mindestens eines unter den Elementen, 
das < P ist; ieh hebe ein solches Element, das Q heiBen sol1, heraus, 
so daB also 
(r) Q < P 

ist. Falls nun jedes von Q versehiedene Element J der Relation 

J>Q 
geniigt, so11 jetzt Q mit Ml bezeiehnet werden. 

In dem noch iibrigbleibenden Fall gibt es ein Element R so, 
daB R < Q ist; hieraus und aus der Relation (r) folgt mit Riick
sicht auf das l'ransitivWitsgesetz, daB anch R < P sein muB, so 
daB wir alle diese Relationen durch die fortlaufend zu verstehende 
Formel 

R<Q<P 

ausdriieken konnen. Gilt nun fiir jedes von R versehiedene Element J 
aus unserer gegebenen Gesamtheit, daB 

J> R 
ist, so ist R mit Ml zu bezeiehnen. 

Dieses Verfahren muB unter Umstanden noeh weiter fortge<;etzt 
werden. Es ist zu ersehen, daB dabei in der Folge der herausgehobenen 
Elemente P, Q, R, . .. sieh keines wiederholen kann. Man wiirde 
namlich, wenn z. B. unmittelbar naeh R das Element P wieder
kehren sollte, zu der fortlaufenden Relation 

P>Q>R>P 

gefiihrt; diese ergabe aber vermoge des l'ransitivitatsgesetzes aus 
ihren ersten Gliedern, daB P> R sein miiBte, ,"viihrend sie in den 
En:dgliedern die Aussage R> P unmitte1bar enthielte, so daB also 
damit ein Widersprueh gegeben ist. Da somit in der Folge P, Q, R, ... 
keine Wiederholung stattfindet, und doeh nur die endlieh gegebene 
Zahl n von Elementen zur Verfiigung steht, so muB die genannte Folge 
notwendig abbrechen. Dadurch gelangt man dann zu einem letzten 

1) Vgl. § 95. 
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Element M1 der Folge, und es muB in Beziehung auf dieses jedes 
andere Element J der Relation 

1.> MI 
geniigen. 

Nachdem das Element M1 gefunden ist, muB sich auf dieselbe 
\Veise unter den iibrigen Elementen ein Element M2 derart ergeben, 
daB fUr jedes un serer Elemente J, das von M1 unc1 M2 verschiec1en 
ist, die Relation 

J> M2 

gilt. Unter den Elementen, die nunmehr nach \Vegnahme von M I 
und M2 noch iibrig sind, muB sich c1ann ebenso ein Element Ma 
finden usw. Man erkennt jetzt, daB 

(2) M I , M 2 , M 3 , 

die von uns gesuchte Reihenfolge ist, d. h. daB in dieser Folge jedes 
Element < ist als jedes ihm nachfolgende. 

Man erkennt auch, daB durch das angenommene Relationensystem 
die Reihenfolge (2) eindeutig bestimmt ist. Es ist niimlich fiir jedes 
von MI verschiedene Element J 

J>MI · 

Wiirde nun neben M1 noch ein zweites Element M' diese1be Eigen
schaft haben, daB fiir jedes von M' verschiedene Element J 

J> M' 
ist, so miiBte neben M' > M1 auch lvII > M' sein, womit ein 
Widerspruch gegeben ist. Es ist also M1 das einzige Element, das 
zu allen. den anderen unserer Elemente in der durch < ausgedriickten 
Relation steht. Ebenso besitzt M2 unter den von M1 verschiedenen 
Elementen dieselbe auszeichnende Eigenschaft usw. 

Es liiBt sich also aus jenen in endlicher Zahl gegebenen Elementen 
mit ihren Relationen, falls das Transitivitiitsgesetz und die anderen 
oben ausgesprochenen Berlingungen erfiillt sind, eine den Re1ationen 
entsprechende Reihenfolge herstellen 1). Der Begriff der Reihenfolge 
selbst aber wird hier als etwas Bekanntes benutzt, indem wir in un
serer Betrachtung in einer bestimmten Folge von Operationen, des 

1) Man kann dies auch so ausdriicken: wenn bei gewissen in endlicher Menge 
vorhandenen Elementen von je zweien stets ein bestimmtes das "dem Rang nach 
vorangehende" ist, und hinsichtlich dieser Relation das Transitivitiitsgesetz gilt, so 
gibt es auch zu jedem Element, auLler einem, ein und nur ein unmittelbar vorangehen
des, zu jedem Element, auLler einem, ein und nur ein solches, dem jenes Element 
unmittelbar vorangeht, und es liiLlt sich von jedem Element zu jedem ein Ubergang 
in einer Reihenfolge durch Vermittlung von solchen "unmittelbar benachbarten" 
vollziehen. 
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Herausnehmens einzelner Elemente usw. fortschreiten. Es verdient 
noch darauf hingewiesen zu werden, daB wir diese Folge von Opera
tionen, z. B. fur n = 5, wirklich vollziehen konnen und auch mussen, 
wenn wir jene Reihenfolge der Elemente wirklich finden wollen. Die 
Einsicht aber, daf3 wir dies bei jedem n k6nnen, verdanken wir 
dem Umstand, daB wir an unsere eigenen logischen Operation en 
wiederum allgemeine Begriffe knupfen und statt alIer jener Opera
tionen, die bei allgemein gelassenem n nicht vollzogen werden konnen, 
gewisse endliche Gedankenreihen, in denen wir die Folge der Opera
tionen darstellen, niimlich die entscheidenden Wendungen unseres 
Gedankenganges, gleichfalls in bestimmt geordneter Folge, wirklich 
vortragen (vgl. § rr6)1). 

Ein neuer Schritt, der selbst nicht begrundet werden kann, be
steht ohne Zweifel in der Annahme einer unendlichen Reihenfolge. 
Dabei kann man statt einer nur nach einer Seite sich ins Unendliche 
erstreckenden Reihenfolge auch eine solche einfiihren, die sich nach 
zwei Seiten ohne Ende fortsetzt2), wiihrend man allerdings anderer
seits auch die Auffassung vertreten kann, daB nur die erste Annahme 
eine logische Selbstverstiindlichkeit bedeute und die zweite mehr 
durch das geometrische Bild etwa einer Erstreckung von links nach 
rechts angeregt sei. Nimmt man zuniichst nur eine nach einer Seite 
ohne Ende sich erstreckende Reihe verschiedener Elemente 

als gegeben an, oder mit anderen Worten: betrachtet man das unend
liche System von Relationen 

A1 < A 2, A1 < A 3 , A1 < A 4 , 

A2 < A 3 , A2 < A 4 , 

A3 < A 4 , 

1) Man konnte auch in der zyklischen Ordnung eine besondere Grundfonn oder 
in der Voraussetzung ihrer (allgemeinen) M6glichkeit eine besondere Annahme er
blicken. Es ist aber zu beachten, daB sich aus der nach beiden Seiten als unendlich 
gedachten Folge die zyklische Anordnung synthetisch bilden liiLlt. Man braucht dazu 
nur die Festsetzung, daB fiir j edes v die Glieder der Folge, welche die Indizes 1', 
V + n, v + 2 n, v + 3 n, ... tragen, ebenso wie diejenigert mit den Indizes v - n, 
l' - 2 n, v - :'\ n, . .. alle als "einander in gewisser Hinsicht gleich" angesehen 
werden sollen. 

2) NATORP legt bei seinen Betrachtungen iiber die Zahl besonderen Wert auf den 
Begriff einer "beiderseits offenen" Grundreihe (a. a. 0., S. 102), wiihrend G. F. LIPPS 
umgekehrt einen Anfang der Reihe fiir wesentlich hiilt (Philosophische Studien, Bd. II, 

1895, S. 269). Offenbar kann man sowohl bei der diskreten Reihe als beim Kontinuum 
(§ 124) eine unendliche Ausdehnung entweder nach einer oder nach beiden Seiten 
voraussetzen und dallll daraus beidemale den anderell Fall. entweder durch Zusammell
setzen oder durch Abteilen, als den sekundiiren ableiten. Mit Riicksicht auf die 
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mit Riicksicht auf das Transitivitatsgesetz als widerspruchslos, so 
HiBt sich die nach zwei Seiten erstreckte Reihe daraus ableiten. Man 
hat zu diesem Zweck nur das System (4) ein zweites Mal mit anderen 
Zeichen der Elemente und mit Umkehrung des Zeichens < in > 
anzusetzen, so daB man also hat 

A' > A' 1 2 , 

(5) 

Es muB nun auch das System (5), falls man es ganz fiir sich be
trachtet, wegen seiner eindeutigen Zuordnung zu (4) mit Riicksicht 
auf das Transitivitatsgesetz widerspruchslos sein, und dasselbe gilt 
von den mit (5) gleichwertigen, mit dem Zeichen < zu charakteri
sierenden Relationen, die aus den Relationen (5) bei Vertauschung 
der beiden Seiten jeder Relation hervorgehen1). Nun braucht man 
nm noch zu erklaren, daB fur jedes ~ und jedes fJ 

A~<AfI 
sein so11. Es ist dann leicht zu erkennen, daB ein mit Riicksicht auf 
das Transitivitatsgesetz widerspruchsloses, der Reihe 

(6) 
entsprechendes System von Relationen vorliegt. Zum Beweis ist nur 
notig, daB man die vier Haupt£a11e iiberlegt, die in Beziehung auf 
drei Elemente der Reihe (6) vorkommen konnen, namlich: drei 
Elemente A, drei Elemente A', zwei Elemente A und ein Element A', 
ein Element A und zwei Elemente A'. 

§ 123. Neuer Versuch einer solchen Zuriickfiihrung. 

Einen anderen Versuch, die Relationen des Vorangehenden, des 
Nachfolgenden usw. mit Hilfe von Axiomen zu behandeln, hat neuer
dings K. BOEHM gemacht2). Er denkt sich gewisse Elemente derart, 
daB unter zweien von ihnen stets ein bestimmtes das "hohere", das 
andere das "niedrigere" ist (Axiom II). Dabei so11 diese Relation des 
"hoheren" als eine unsymmetrische Relation irgendwe1cher Art be
trachtet und trotz der benutzten sprachlichen Komparativform nicht 

Einfachheit der nachher zu verwendenden Fotmulierungen erscheint es mir natiirlicher. 
von vornherein der Reihe einen Anfang, dem Kontinuum aber die unendliche 
Ausdehnung nach beiden Seiten zu geben. 

1) S. 341, Anm., ist gezeigt worden, wie das Transitivitiitsgesetz, falls es fiir eine 
Relation giiltig ist, sich auf die umgekehrte Relation iibertriigt. 

9) "Axiome der Arithmetik", Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der 
Wissenschaften, 19II. 
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etwa das Gesetz der l'ransitivWi.t damit verbunden werden, so daB 
also auch von den Begriffen "Ordnung" und "Folge" vorlaufig ganz 
abgesehen wird. Als ein wei teres Axiom wird angenommen, daB ein 
Element existiert, in Vergleich zu dem jedes andere hoher ist (Axiom 
IV)1). Dabei erkennt man aus dem obigen Axiom II ohne weiteres, 
daB die eben erwahnte Eigenschaft nicht zugleich noch einem anderen 
Element zukommen kann. Es existiert also nach Axiom IV ein 
"niedrigstes" Element; dieses sol1 e heiBen. Nun wird noch angenom
men, daB es zu jedem Element a ein solches gibt, das hoher ist als a, 
in Vergleich zu dem aber jedes andere Element, das auch hoher ist 
als a, ein hoheres Element darste11t (Axiom V). Dies bedeutet also, 
daB zu jedem Element ein "nachsthoheres" existiert. SchlieBlich wird 
noch angenommen, daB man von jedem Element a aus zu jedem an
deren, das hoher ist als a, durch eine endliche Zahl von Schritten 
gelangen kann, indem man bei jedem Schritt von dem betreffenden 
Element zum "nachsthoheren" iibergeht (Axiom VI). Die letzte 
Voraussetzung wird auch dnrch die Aussage umschrieben, daB jedes 
Element, das hoher ist als 'ein Element a, der "Kette von a" angehort. 
Da ferner jedes andere Element hoher ist als jenes eine in Axiom IV 
vorausgesetzte niedrigste Element e, so gehort jedes Element der 
Kette von e an. 

Unter den gemachten Voraussetzungen kann bewiesen werden, 
daB der Relationsbegriff "hoher" dem l'ransitivitatsgesetz entspre
chen muB. Zu diesem Zweck nehmen wir an, es sei b hoher als a, 
und zugleich c hoher als b. Dabei sind nicht nur selbstverstandlich 
b und a tlnd ebenso c und b, sondern es sind auch a und c als ver
schiedene Elemente zu denken, da ja sonst ein unmittelbarer Wider
spruch mit Axiom II vorliegen wiirde. Es ist jetzt zu beweisen, daf3 
c hoher als a ist. Urn diesen Beweis auf indirektem Wege zu voll
bringen, nehmen wir fUr den Augenblick an, es sei neben dem, daB 
b hoher als a, und c hoher als b ist, zugleich auch a hoher als c, was 
durch die Formeln 

(r) a<b, b<c, c<a 

ausgedriickt werden so11. Da nun von jedem der eben genannten 
drei Elemente unmittelbar gesagt ist, daB es hoher ist als ein anderes, 
so faUt keines der Elemente a, b, c mit dem niedrigsten Element e 

1) Hinsichtlich der Numerierung der Axiome ist zu bemerkell, daB das BOEHMsche 
Axiom r hier weggefallell ist, da ich der Einfachheit wegen keine Elemente zulassen 
will, die einander "gleich" sind und doch zugleich unterschieden werden konnen. 
Ferner hat BOEHM zu Anfang auch das Transitivitatsgesetz mit aufgefiihrt und als 
Axiom III bezeichnet und erst dann die Zuriickfiihrbarkeit dieses Axioms auf die 
anderen nachgewiesen. 
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zusammen. Somit ist jedes der drei Elemente hoher als e, d. h. e 
niedriger als jedes der drei, was durch die Formeln 

(2) e<a, e<b, e<c 
ausgedruckt wird. 

Nun kann z. B. a nicht das zu e nachsthohere Element sein, da 
ja nach (r) das Element c niedriger als a ist, wahrend doch dasselbe c 
nach (2) hoher ist als e, womit ein Widerspruch mit dem Begriff des 
nachsthoheren Elements (Axiom V) gesetzt ware. Dasselbe aber, was 
von a gilt, gilt auch von b und c, da sowohl die Formeln (r), als auch 
die Formeln (2) bei der zyklischen Vertauschung von a, b und c 
ineinander ubergehen. Es muB also das dem e nachsthohere Element t 
von a, b und c verschieden sein. Da auBerdem diese drei Elemente 
nach (2) hoher sind als e, so mussen nach der Definition des nachst
hoheren Elements die Relationen gelten 

t<a, f<b, t<c. 

Man kann nun dasselbe SchluBverfahren wiederholen. So wie aus 
(r) und (2) geschlossen werden konnte, daB keines der Elemente a, 
b, c das nachsthohere von e ist, und daB flir das nachsthohere Element t 
von e die Relationen (3) bestehen, so kann man aus (r) und (3) be
weisen, daB keines jener drei Elemente das nachsthohere von t sein 
kann, und daB fur das im Vergleich zu t nachsthohere Element g 
die Formeln 
(4) g < a, g < b, g < c 

gelten mussen. Man erkennt jetzt, daB in derselben Weise fort
gefahren werden kann. SchlieBlich ergibt sich, daB in der von e 
a usgehenden Kette 

e,f,g, .. · 

gleichgultig, ob in dieser etwa Wiederholungen auftreten mogen oder 
nicht, jedenfalls keines der Elemente a, b, c auftreten konnte. Nun 
hat sich aber ein Widerspruch mit dem Axiom VI herausgestellt. 

Der soeben wiedergegebene Beweis ist flir die angenommene un
symmetrische Relation sinnvoll und von Wert. Es ist aber zu beach
ten, daB am SchluB des Beweises und eben so schon bei der Formu
lierung des Axioms VI von einer Folge von Schritten in der Beweis
flihrung bzw. in der Begriffskonstruktion die Rede ist. Offenbar ist 
also der Begriff der Folge als solcher hier bereits vorausgesetzt, und er 
bildet das wesentliche Hilfsmittel des Beweises. Genau ebenso wurde 
bei den Betrachtungen von § r22 der Begriff der Reihenfolge voraus
gesetzt. Dort wie hier wird bewiesen, daB, faUs tiJr die angenommenen 
Relationen gewisse Gesetze gelten, auch noch andere Gesetze von selbst 
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erjullt sein mussen, nur mit dem Unterschied, daB hier andere Gesetze 
vorausgesetzt und andere Gesetze bewiesen werden als dort. Die 
Reihenfolge selbst aber durch ein System von Relationen begriinden 
zu wollen, hat keinen Zweck, da jede solche Begriindung von dem 
Begriff der Folge selbst Gebrauch macht, und man ohne diesen Be
griff auch gar nicht einsehen kann, daB ein System solcher Relationen 
fi.ir eine beliebige oder gar fiir eine unendliche Zahl von Elementen 
widerspruchslos gebildet werden kann. Die Reihenjolge ist also als 
ein durch unser jortschreitendes Denken erzeugter, im ubrigen nicht 
weiter begrundbarer Begrijj anzusehen. 

Andere Versuche, die mit der Reihenform gegebenen Grundtat
sachen aufzubauen, sind von G. PEANO!) und von G. FREGE 2) aus
gefi.ihrt worden. rch gestehe, daB die umstandlichen Symbolrech
nungen, welche die Schriften von PEANO und FREGE sehr schwierig 
und ihr Studium sehr zeitraubend machen, mich abgehalten haben, 
genauer in diese Schriften einzudringen. Trotzdem glaube ich auf 
Grund allgemeinerer logischer Dberlegungen (vgl. auch § 106 und die 
Einleitung) Grund zu der Annahme zu haben, daB auch die Analyse 
dieser Untersuchungen die Urspriinglichkeit des Begriffs der Reihen
folge - der Sukzession - erkennen lassen wird, und daB dasselbe 
hinsichtlich alIer in diesem Begriffsgebiete zu fi.ihrenden Beweise 
gelten muB. 

§ 124. Das Kontinuum eine gegebene Urform. 

Der Reihe kann das K 0 n ti n u u m als eine in gewissem Sinne 
ahnliche Ordnung gegeniibergestellt werden. Dabei spreche ich vom 
einfachen Kontinuum, das im geometrischen Bilde als ein "lineares" 
bezeichnet wird. Dieses Kontinuum stellt eine Urform dar, wahrend 
das zweifache, dreifache, vierfache Kontinuum usw. auf das einfache 
zuriickgefiihrt, d. h. aus ihm synthetisch aufgebaut werden kann 
(vgl. § 41 u. 48). Es solI aber jetzt gar nicht von Geometrie, sondern 
nur von irgendwelchen "Elementen" die Rede sein, die gewisse Re
lationen unter sich aufweisen. 

Es wird vor aHem vorausgesetzt, daB von zwei verschiedenen 
Elementen A und B der gegebenen Gesamtheit ein bestimmtes das 
vorhergehende sei. Das Wort "vorhergehend" ist aber hier nicht 
gerade zeitlich zu vEIstehen, sondern bedeutet eben eine nichtsym
metrische Relation von der im folgenden noch verschiedene Bezie
hungen (Gesetze) als giiltig angenommen werden sollen. Wird dem-

1) Vgl. § 106. 
2) Grundgesetze der Arithmetik, Bd. I, 1893; Bd. II, 1903 (vgl. z. B. Bd. I, 

S.150 ). 
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nach die Relation "vorhergehend" durch das Symbol < ausgedriickt, 
so ist von den beiden Aussagen: A < B und B < A eine und nur 
eine richtig. 

Nun sollen noch folgende Axiome angenommen werden: 
1. Fur den Begriff "vorhergehend" solt das Gesetz der Transitivitat 

gelten, d. h. es sol! aus A < B und aus B < C folgen, dafJ auch 
A < C ist. 

2. Falls die mit Riicksicht auf 1 zu verstehende fortlaufende Rela
tion A < B < Coder die Relation C < B < A besteht, sol! gesagt 
werden, dafJ B zwischen A und C gelegen sei. In diesem Sinne soU 
gelten, dafJ zwischen zwei verschiedenen Elementen stets ein drittes 
Element gefunden wird. 

3. Fur die eingefiihrten Elemente soU mit Riicksicht auf ihre Ord
nung - in vorhergehende und nachfolgende - das DEDEKIND sche 
Stetigkeitsaxiom gelten (§ 29). 

4. Zwei verschiedene Elemente sollen einen Abstand l ) haben, d. h. 
es soU, falls A von B verschieden, und C von D verschieden ist, der Ab
stand AB dem A bstand CD in bestimmter Weise entweder gleich oder 
ungleich sein. Zwei Abstande, die einem dritten gleich sind, sind ein
ander gleich. 

5. Falls B zwischen A und C, und B' zwischen A' und C' gelegen 
ist, soU daraus, dafJ der Abstand A B gleich A I B', und der A bstand 
B C gleich B' C' ist, folgen, dafJ auch A C gleich A I C' ist. 

6. Sind C und D zwei verschiedene Elemente, und ist A irgendein 
beliebiges Element, so soU es ein und nur ein Element B so geben, dafJ 
B dem Element A vorhergeht, und zugleich B A gleich CD ist, ebenso 
ein und nur ein Element B', dem A vorhergeht, und fiir das AB' 
gleich CD ist 2). 

Aus 6 erkennt man nun auch die Existenz einer unendlichen Folge 
von Elementen ... , A", A', A, AI, A 2, ... derart, daB 

... A" < A' < A < Al < A2 < ... 

1) RUSSEl, (a. a. 0., p. 296) und COUTURAT (franz. Ausgabe 1905, p. 93) legell 
besonderen Wert daranf, dem Kontinuum nur "ordinale Eigenschaften" zuzuschreiben, 
also den Begriff des Abstandes dabei fallen zu lassen. Diese Anffassung wiirde hier 
unzweckmaLlig sein, da einmal zwei nur mit ordinalen Eigenschaften versehene Kon
tinua nicht Element fiir Element aufeinander bezogen werden kiinnten, und ein solches 
Kontinuum auch zur Fiihrung der in Geometrie und Funktionentheorie erforderlichen 
Beweise nicht ausreichen wiirde. 

2) Nimmt man z. B. Zahlen zur Versinnbildlichung der vorliegenden Elemente, 
so erkennt man, daLl die Gesamtheit der ganzen Zahlen fiir sich allein dem DEDEKIND
schen Axiom 3 (vgl. § 29), aber nicht dem Axiom 2 geniigt, wahrend die Gesamtheit 
der rationalen Zahlen wohl das Axiom 2 erfiillt, dagegen nicht das Stetigkeitsaxiom 3, 
da sich ja mit Hilfe von Schnitten, die aus rationalen Zahlen gebildet sind, nichtrationale 
Zahlen definieren lassen (vgl. § 29 u. 75). 
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und daB zugleich 

... A" A' = A' A = A Al = Al A2 = 

Durch die angegebenen Axiome ist also das Kontinuum so beschrie
ben, daB es nach beiden Seiten unendlich ausgedehnt gedacht werden 
muB. Dies ist der Einfachheit wegen geschehen, da die Axiome ver
wickelt ausfalIen, wenn sie von Anfang an ein nur endlich ausgedehn
tes Kontinuum geben sollen 1). 

Man erkennt in den Axiomen 1, 2, 4, 5, 6 die nur jetzt in etwas 
anderer Form ausgesprochenen, in § 2 bereits. fiir die Punkte einer 
Geraden aufgesteUten Beziehungen. DaB diese zusammen mit dem 
DEDEKINDschen Stetigkeitsaxiom (3) ein widerspruchsloses System 
ausmachen, kann man meines Erachtens nicht "rein logisch" beweisen 
(vgl. den SchluB von § 76). Trotzdem glaube ich, daB man das Kon
tinuum als einen uns gegebenen Formbegriff, der nicht ableitbar ist, 
ansehen kann. Wir kamen so auf eine Urform, die man unter Um
standen als apriorisch, d. h. notwendig, auffassen konnte. Auch ist 
fUr diese Urform vieUeicht der Ausdruck am Platze, daB sie eine 
"Anschauung" sei oder eine ideale Anschauung zur QueUe habe. 

J edenfalls konnen wir die genannten Axiome zur Herleitung wei
terer Eigenschaften des Kontinuums beniitzen (vgl, den vierten Ab
schnitt), genau so, wie wir aus den Axiomen der Geometrie Lehrsatze 
als notwendige Folgerungen ableiten konnen. Es kann also das Kon
tinuum, obwohl es nicht vom Denken schrittweise erzeugt wird, wohl 
Gegenstand des Denkens werden 2). 

§ 125. Der notwendige Charakter 
mathematischer Betrachtung und die verschiedenen Seiten des 

mathematischen Denkprozesses. 

Es ist wohl aUgemein zugestanden und denen, die sich mit dem 
Gebiet ernsthaft beschaftigen, volIkommen klar, daB di e mathema
tischen Schliisse unbedingt zwingend sind. Die Geometrie, das be
kannteste Teilgebiet der Mathematik, galt in dieser Beziehung von 
jeher auch den Philosophen als Muster, weshalb z. B. SPINOZA seine 
Ethik "ordine geometrico", d. h. deduktiv, darzustellen versucht hat. 
Speziell in der Geometrie aber geht man von gewissen Gegebenheiten 

1) Es ist iibrigens leicht zu sehen, daB auch das unendliche Kontinuum aus dem 
endlich ausgedehnten durch wiederholtes Setzen des letzteren und durch Aneinander
reihen der endlichen Kontinua synthetisch aufgebaut werden konnte. 

I) In gewissem Sinne ist also das KontinuUUl "denkfremd" nach der Ausdrucks
weise von JONAS COHN (Voraussetzungen und Ziele des Erkennens, 1908, S.354); 
trotzdem haben diejenigen nicht recht, die seine Bearbeitung durch das Denken fiir 
unmoglich halten. -
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aus; von gegebenen Gegenstandsbegriffen: Punkt, Gerade, Ebene, 
Winkel, Strecke; von gegebenen Relationsbegriffen: I"age eines Punkts 
auf einer Geraden, Lage eines Punkts zwischen zwei Punkten, Gleich
heit usw. (§ I). Zugleich aber mit diesen Begriffen werden gewisse 
Beziehungen oder Gesetze, welche fiir sie Geltung haben sollen, aus
driicklich vorausgesetzt: die Axiome. So benlltzen wir das Axiom, 
demzufolge durch zwei voneinander verschiedene Punkte eine und 
nur eine Gerade geht, das Parallelenaxiom und andere. Die Axiome 
erlauben dann, wenn zwischen gewissen Gegenstanden (Elementen) 
gewisse Relationen bestehen, zu schlieBen, daB zwischen ihnen und 
auch noch anderen weitere Relationen bestehen miissen (§ 2 - 6). 

Es ware ein vergebliches Bemiihen, wenn man etwa alle geometri
schen Axiome durch logische Prozesse ableiten wollte; sie haben sich 
sogar nach einer gewissen Sichtung wenigstens insofern als unab
hangig voneinander herausgestellt, als die Axiome einer Gruppe aus 
denen der anderen bewiesenermaBen nicht hergeleitet werden konnen 
(§ 43 u. 47). Den Axiomen kommt also keine logische Notwendigkeit 
zu. Nach Ansicht der alteren, namentlich der KANTschen Philosophie 
sollten die Axiome dafiir anschauungsma13ige Notwendigkeit be
sitzen. KANT hatte dies auch so ausgedriickt, daB der Raum die Form 
der Erfahrung und als solche eine subjektive, fiir uns notwendige, 
d. h. a priorische Bedingung darstelle, der gemaB wir allein Er
fahrungen machen konnen. Diese Ansicht, die namentlich durch den 
Nachweis erschiittert worden ist, daB man die Axiome abandern kann 
(§ 3 u. 43), ist heutzutage von den Mathematikern fast durchweg ver
lassen nnd wird unter den Philosophen im Grunde nur von der neu
kantischen Schule festgehalten, die, wenn ich sie recht verstehe, 
KANTS "Bedingung der Erfahrung" in eine Bedingung wissenschaft
licher Erkenntnis yom Raume umgebogen haP). 

\Vie in der Geometrie, nachdem die Axiome einmal angenommen 
sind, die Folgerungen sich logisch notwendig ergeben, so sind in der 
Arithmetik die einfachsten Feststellungen, wie z. B. die Zahlformel 
7 + 5 = 12 usw. ohne Zweifel logisch notwendig. Es besteht hier 
nur der Unterschied gegen die Geometrie, daB in der Arithmetik keine 
Axiome vorausgesetzt sind. Fiir jeden, der die angenommene Folge 
der Zahlzeichen kennt, folgt die Zahlformel notwendig aus der Voll
ziehung des Ziihlprozesses (vgl. § 64). 

Es kommt aber in der Arithmetik auch den gesetzmaBigen Be
ziehungen allgemeiner Art logische Notwendigkeit zu. So wird der 
Satz, demzufolge das a fache von b stets dem b fachen von a gleich 
ist, nicht etwa nur durch Ausrechnen einer gewissen Zahl von Fallen 

1) Vgl. NATORP, a. a. 0., S. 312-314. 
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induktiv erhartet, sondern durch einen Beweis als allgemeingiiltig 
festgestelit (vgl. § 7r). Sowohl jene Einzelfeststellungen, als auch die 
allgemeinen, hier ohne Axiome gefiihrten Beweise wiirden nicht mog
lich sein, wenn es sich nicht um synthetische, d. h. durch unsere eigene 
Tatigkeit hervorgebrachte Begriffe handelte. Man kann z. B. die Ad
dition und die Multiplikation so klar definieren, daB ihre Anwendung, 
nicht nach Art der aus der Erfahrung abstrahierten Begriffe, sondern 
in einer vie1 durchsichtigeren Weise fUr jeden, der den Gedanken 
einmal gefaBt hat, vollkommen sicher istl). Deswegen kommt also 
auch den arithmetischen Begriffen: Zahl, Summe, Produkt usw. eine 
Art innerer N otwendigkeit, gewissermaBen eine ideale Existenz zu. 
Sie sind "apriorisch" 2). 

Wie friiher gezeigt worden ist, kann z. B. die Tatigkeit, durch 
welche die Summe a + b entsteht, und die eben damit die Addition 
definiert, durch die Forme1 

(r) a + b = [a + (b - I)] + r 
beschrieben werden (§ 64). Diese Formel besagt, daB die Zahl a + b 
auf die Zahl a + (b"- r) in der Zahlenreihe folgt, und es wi:r:d da
durch sukzessive erklart, was unter der Addition von z, 3, 4 usw. 
zu irgendeiner Zahl zu verstehen ist, nachdem man die Addition 
von r durch das Weiterschreiten zum nachsten Glied der Zahlenfolge 
erlautert hat. Eine solche Formulierung wie die Formel (r), welche 
die begriffserzeugende Tatigkeit unmittelbar beschreibt 3), habe ich 
in § IIZ erzeugende Beziehung genannt. Genau so kann man 
die Multiplikation auf die erzeugende Beziehung 

(z) a· b = (a - r) . b + b 
grUnden 4). 

Man hat die eben geschilderte synthetische Betrachtungsweise, 
welche die grundlegenden Beziehungen der Arithmetik unmittelbar 
aus dem Aufbau der Begriffe hervorgehen Hifit, als "genetisch" 

1) Sowohl jene Einzelfeststellungen als auch die nachher durch die Formeln (1) 
und (2) beschriebenen allgemeinen Verfahren zeigen, daJ3 die Mathematik "selbst
evidente" und doch interessante Tatsachen kennt, die jeder, der sie kennenlernt, 
als neu und doch einleuchtend anerkennen muJ3. In diesem Simie haben auch schon 
die Alten von Erkenntnissen gesprochen, die auf dem "natiirlichen Licht" beruhen, 
und LEIBNIZ von solchen, die jedem kIar sind, der "die Bedeutung der Worte kennt". 

2) CASSIUS J. KEYSER sagt von diesen Begriffen: "they are increate, as Milton 
would say, and indestructible" (Mathematical Philosophy, 1922, p. 3). An einer 
anderen Stelle seines Buches bezeichnet er die mathematischen Disziplinen als "au
tonomous doctrines" (p. 141). 

3) CASSIRER spricht irgendwo von einer in der Mathematik gebrauchten "rein 
intellektuellen" Synthesis. 

') In § 70 und 71 ist allerdings die Theorie der Multiplikation in etwas anderer 
Form nach Vorausschickung des Begriffs der Anzahl entwickelt worden. 

Holder. Mathematische Methode. 23 
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bezeichnet 1) und ihr gegeniiber auch in der Arithmetik dem Aufbau aus 
Axiomen den Vorzug geben, namentlich auch einen solchen Aufbau 
als sicherer bezeichnen wo11en. Dabei werden dann auch Formeln, wie 
a· b = b· a, oder a + (b + c) = (a + b) + c, die ich als beweisbar 
betrachte, zu den Axiomen gerechnet (vgl. im iibrigen § II2 u. II7). 

Andererseits hat HELMHOL'tZ, der den Aufbau der Arithmetik in 
ahnlicher Weise darste11t, wie es hier geschehen ist, gerade die von 
mir sogenannten erzeugenden Beziehungen der Addition und Multi
plikation als "Axiome" der Arithmetik bezeichnet. Demgegeniiber 
wi11 ich zwei Umstande betonen: 

I. Auch die hoheren Verfahren der Arithmetik und Analysis 
fiihren auf Grund der elementaren Satze wieder von neuem zu ahn
lichen Formulierungen, die bis jetzt niemand als Axiome bezeichnet 
hat. So ist die Definition der Potenz flir einen ganzzahligen Expo
nenten n in der Formel 

a"= a. a,,-l 

enthalten, und es driickt ebenso, wenn wir, wie es iiblich ist, unter n! 
das Produkt alIer ganzen Zahlen von Ibis n verstehen, die Gleichullg 

n! = n X (n- I)! 

das Gesetz dieser Zahlbildung aus. Es HiBt sich auch einsehen, daB, 
falls solche Formulierungen als Axiome bezeichnet werden so11en, fiir 
jeden durch einen derartigen gesetzmaBigen ProzeB (einen "Algorith
mus") erzeugten Begriff mindestells ein neues Axiom eingefiihrt 
werden miiBte, so daB man dann zu der ganz unzweckmaBigen Ein
fiihrung von unendlich vielen Grundannahmen kame 2). 

2. Auch die Geometrie kennt, a11erdings auf Grund ihrer Axiome, 
die aber in endlich geschlossener Zahl angenommen werden, eillen 
Aufbau der Begriffe (§ I). Damit sind ahnliche Betrachtungen und 
Formulierungen gegeben wie in der Arithmetik, wenn sie auch meist 
nicht in Formeln, sondern in Worten gegeben werden. So wird z. B. 
ofters ein Vie1eck in der Weise erweitert, daB die zwei benachbarte 
Ecken A und B verbindende Seite weggenommen und nach Annahme 
einer weiteren Ecke F durch den gebrochenen Linienzug AFB ersetzt 
wird (Abb. ISO). Wo11te man der oben erorterten Auffassung ent
sprechend verfahren, so miiBte man ein Axiom einfiihren, das besagt, 

1) Durch die Bezeichnung "genetisch" sol1 diese Behandlungsweise entweder mit 
der Psychologie oder mit der historischen Entwicklung der mathematischen Disziplin 
in Zusammenhang gebracht und in ihrer logischen Bedeutung geringer gewertet 
werden. 

2) Hierauf habe ich in meiner schon erwiihnten Antrittsrede: Anschauung und 
Denken in der Geometrie, 1900 (S. 61), au13erdem aber schon friiher in einer Rezension 
hingewiesen (Gottingische gelehrte Anzeigen, 1892, S. 591, Anm.). 
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daB aus einem n-Eck nach Ersetzung einer seiner Seiten durch einen 
solchen Linienzug ein n + r-Eck entsteht. Auf diese Art wiirde 
man auch in der Geometrie mit der Aufzahlung der Axiome nicht 
fertig werden konnen; niemand bezeichnet jedoch eine derartige 
logische Selbstverstandlichkeit in der Geometrie als ein Axiom. 

Wir k6nnen also sagen, daB die Arithmetik und mit einer nachher 
noch zu erwahnenden Ausnahme (§ 76) die sogenannte Analysis (§ 4r, 
Sch1uB) ohne Axiome aufgebaut wird. 

An dem Vergleich einer der Gleichung (r) oder (2) entsprechenden 
Formulierung mit einem Axiom ist dies richtig, daB wir nachher, wenn 
wir mit den neuen Gegenstands- und Relationsbegriffen in Gedanken 
operieren, die in solchen Gleichungen niedergelegten Beziehungen 
(Gesetze) ahnlich wie Axiome gebrauchen konnen; man vergleiche zu 
diesem Behufe den Beweis des Kommutativgesetzes der Addition, wie 
erin § 65 aus der Beziehung (r) gefiihrt worden ist. Es bringen also die 
synthetischen Begriffsbildungen auBer den sogenannten 
erzeugenden Beziehungen, die wir in ihnen oder durch 
sie unmittelbar erkennen, noch andere Folgerungen in 
gleichfalls notwendiger Weise mit sich; diese Folge
rungen lassen sich aber nur auf ganz bestimmtem, von 
der deduktiven Betrachtung eingesch1agenem Umwege 

Abb.180. 

(§ 92, SchluB) erkennen. Es erscheint mir deshalb unzweckmaBig, 
wenn man, wie es allerdings von den meisten Autoren geschieht, 
solche Gesetze, die aus unseren Begriffen zwar notwendig, aber nicht 
unmittelbar gefolgert werden konnen, als in den Begriffen "ent
halten" bezeichnet. 

Dabei ist noch zu bemerken, daB die neueingefiihrten syntheti
schen Begriffe, die meist iiber andere, bereits vorher gebildete Be
griffe iibergebaut erscheinen, als Folgerungen nicht nur solche Satze 
ergeben, die Eigentiimlichkeiten eben dieser neuen Begriffe darstellen, 
sondern oft fUr die bereits vorher bekannten Begriffe neue Gesetze 
herzuleiten gestatten. So dient der in § 92 von uns gebildete allge
meine Begriff einer Kette von Umformungen zur Fiihrung des Beweises 
fUr den allerdings induktiv schon gefundenen, aber nicht ohne weiteres 
aus den friiheren Begriffen beweisbaren Satz iiber die additive Zer
fa1lung der Primzahlen in Summen von zwei Quadraten. 

Die mathematische Deduktion schreitet also fort, indem sie teils 
in der friiher geschilderten, formalen Art des SchlieBens (vgl. z. B. 
§ r07) der Verkettung von Relationen nachgeht, teils neue synthe
tische Begriffe bildetl) und damit neue Gegenstande und Relationen 
schafft, mit denen sich auch zugleich in Form von "erzeugenden 

1) Man vgl. die bereits auf S. 6 angefiihrte Stelle in SIGWARTS Logik. 
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Beziehungen" neue Gesetze ergeben, die zu weiteren Verkettungen 
der neuen sowie der alten Begriffe AnlaB geben. Man konnte im Zu
sammenhang damit von zwei Arten des mathematischen Denkens 
sprechen, die allerdings meist in Verbindung miteinander auftreten, 
von einer diskursiven1) (fortschreitenden), die zugleich mehr formal 
ist, und einer intuitiven. Bei der ersten Art handelt es sich urn 
wirkliches, fortschreitendes Durchfiihren endlicher Gedankenketten, 
deren Ende dann ein gewisses Ergebnis oder Teilergebnis liefert. Auf 
diese Art des Denkens paBt die Bemerkung von HOBBES 2), daB Denken 
gewissermaBen ein Rechnen sei; diese und nur diese Art des Denkens 
kann manchmal mit Nutzen durch einen Symbolkalkiil (§ 105 u. 106) 
ersetzt werden. Die zweite Art des Denkens, die neue Begriffe schafft, 
habe ich als intuitiv3) bezeichnet. Der mathematische DenkprozeB 
bringt es mit sich, daB wir sowohl von der formalen Tatigkeit, an die 
wir zugleich A1lgemeinbegriffe kniipfen, zu einer Darstellung dieser 
AUgemeinbegriffe und zu einem jener Tatigkeit iibergebauten neuen 
Verfahren iibergehen, als auch, daB wir umgekehrt von einer solchen 
Darstellung im Einzelfall zu der Tatigkeit, welche durch die darstel
lenden Zeichen angedeutet ist, zuriickkehren 4). Letzteres nannten 
wir (§ I14) die Deutung jener iibergebauten Begriffe. So stellen 
Darstell ung und Deutung 5) besondere Schritte des intuitiven 

1) In der philosophischen Literatur findet sich gelegentlich eine mich befremdende 
Anwendung des Ausdruckes "diskursiv", der mit der Bedeutung des lateinischen 
Worts "discurrere" wenig mehr zu tun hat. So sagt RmHL (Der philosophische Kriti
cismus und seine Bedeutung fiir die positive Wissenschaft, 1. Bd. 1876, S. 403), die 
Zeit habe "etwas yom diskursiv Allgemeinen eines Begriffes an sich", E. CASSIRER 
(Kantstudien, Bd. 12, 1907, S. 33) spricht von diskursiven Begriffen der formalen 
Logik, und schon KANT sagt in den Prolegomena (§ 15): "Darin findet man Mathe
matik angewandt auf Erscheinungen, auch blo/3 diskursive Grundsiitze (aus Begriffen), 
welche den philosophischen Teil der reinen Naturerkenntnis ausmachen." Man vgl. 
iibrigens iiber den Ausdruck "diskursiv" EISLER, Worterbuch der philosophischen 
Begriffe, 2. Aufl., 1904, S. 225. 

2) Vgl. Elementorum philosophiae sectio prima, De corpore, 1655, p. 2f. 
3) Natiirlich will ich mit der gelegentlich in der Philosophie aufgetauchten Utopie 

von einer miihelosen und alles durchschauenden Intuition nichts zu tun haben. In 
ganz iihnlicher Weise wie oben im Text wird das Wort "intuitiv" bei LEIBNIZ gebraucht 
(Hauptschriften zur Grundlegung der Philosophie, iibersetzt von BUCHENAU, heraus
gegeben von CASSIRER, Bd. I, 1904, S. 25). 

4) In meiner Antrittsrede: Anschauung ~nd Denken in der Geometrie, 1900 
(S. 22 u. 46), habe ich dies im Gegensatz zum formalen Gebrauch als die "wirkliche 
Anwendung der Begriffe nach ihrem Inhalt" bezeichnet. Auch HILBERT unterscheidet 
in einer neueren Schrift (Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Ham
burgischen Universitiit, Bd. I, 1922, S. 165) Formalismen und "inha1tliche" Uber
legungen und erwiihnt auch den Fall, in dem die inha1tlichen Uberlegungen "gewisser
maBen auf ein hoheres Niveau verlegt" (d. h. in dem dem urspriinglichen Gebiet iiber
gebauten hoheren Gebiet ausgefiihrt) werden. 

6) Anders ausgedriickt ist die "Deutung" ein Akt der Subsumption einer gleichzeitig 
von uns erzeugten Gedankenkette unter einen zugrunde liegenden Allgemeinbegriff. 
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Denkens vor; man erkennt auch die Besonderheit dieser Schritte bei 
der Durchfiihrung des Denkprozesses an dem einem solchen Schritt 
zugeordneten psychologischen Erlebnis einer gewissen Schwierigkeit. 
Wir bediirfen in solchen Augenblicken einer gewissen besonderen 
Konzentration und eines Verweilens im SchluBverfahren 1). 

Eine besondere StelIung muB man denjenigen Dberlegungen zu
erkennen, die vom Kontinuum Gebrauch machen, was von einem 
Teil der geometrischen und auch der funktionentheoretischen Be
trachtungen gilt (vgl. § 62). Trotz der zweifellos einwandfreien Be
griindung der Irrationalzahlen und der mit ihnen auszufiihrenden 
Rechenoperationen kann man doch nicht die Gesamtheit alIer Ir
rationalzahlen rein arithmetisch erhalten (§ 75 U. 76)2). Dagegen fiihrt 
die Annahme einer fertigen Gesamtheit von Elementen, die "geordnet" 
sind, und hinsichtlich ihrer "Abstande" oder "Unterschiede" den in 
§ 2 fiir Punkte und Strecken ausgesprochenen Axiomen, zugleich aber 
dem DEDEKINDSchen Stetigkeitsaxiom (§ 29) geniigen (vgl. auch 
§ 124), nachtraglich in einwandfreier Weise zur Gesamtheit aller 
Zahlen, da man einen bestimmten jener Abstande als Einheit (§ 22) 
gewahlt, und durch ihn dann die anderen in Zahlen gemessen denken 
kann. Aus der Gesamtheit aller Zahlen ergibt sich dann durch Abzug 
der vollig klar gegebenen Rationalzahlen die Gesamtheit der irrationa
len Zahlen. 

Rein logisch kann man also nicht beweisen, daB das Kontinuum 
mit seinen Axiomen (§ I24) niemals auf einen Widerspruch fiihren 
kann. Trotzdem werden die wenigsten bereit sein, auf die Teilgebiete 
der Mathematik, die vom Kontinuum Gebrauch machen, zu verzich
ten. Man kann ohnehin fiir die Einfiihrung dieses Begriffs nicht 
nur Erfahrungstatsachen (vgl. § I34 im dritten Teil), sondern viel
leicht auch innere Griinde geltend machen, und wenn man iiber
haupt eine Form als "reine Anschauung a priori" im Sinne von 
KANT oder als eine Art von "Platonischer Idee"3) gelten lassen will, 

1) Auch H. POINCARE erkennt im Zusammenhang mit dem Schlu.i3 von n auf n + 1 
das Vorhandensein einer "Intuition" an (La science et l'hypothese, 1903, p. 23,24)· 
Man vgl. auch die Ausfiihrungen von L. E. J. BROUWER tiber "Intuitionismus" und 
"Formalismus" mit Beziehung auf die Grundlegung aller Mathematik (Bull. of the 
American Mathematical Society, 2d series, vol. XX, 1913, p. 87/88) und meine zu 
dieser Frage in § 106 gemachten Bemerkungen. 

2) Neuerdings ist dieser Umstand von \VEYL und BROUWER besonders betont 
worden. Ich habe mich schon vor sehr langer Zeit dartiber folgenderma.i3en aus
gesprochen: "Freilich erfordert die Definition einer Irrationalen ein eigenes Gesetz. 
Ich miichte deshalb noch einen Zweifel darein setzen, ob der Inbegriff aller rationalen 
und irrationalen Zahlen ein legitimer Begriff ist, d. h. ob das Kontinuum, dessen sich 
einige Zweige der Funktionenlehre bedienen, rein arithmetisch konstruiert werden 
kann" (Giittingische gelehrte Anzeigen, 1892, S. 594, Anm.). 

3) Vgl. NATORP, a. a. 0., S. 62. 



358 BAUSTEINE ZU EINER LOGIK DER MATHEMA'l'ISCHEN W1SSENSCHAF'rEN. 

so diirfte sich dazu die Idee des einfachen Kontinuums eignen, aus 
der sich dann das zweifache, dreifache Kontinuum usw: deduktiv 
ableiten liiBt. 

§ 126. Vom Einfachen und Zusammengesetzten. 

Die Auseinandersetzungen des vorigen Paragraphen zeigen, daB 
die mathematischen Betrachtungen auBerordentlich viel verwickelter 
sind als die gewohnliche syllogistische Logik sie annimmt. Man kann 
wohl sagen, daB die Mathematik dazu diene, das Z us am me nge se tz t e 
zu erkennen. 1m weiteren Sinne des Wortes kann man auch von zu
sammengesetzten Begriffen sprechen, wobei dann eben die synthe
tischen Begriffe gemeint sind. 1m engeren Wortsinn versteht man 
unter "Zusammensetzung" ein nach einer gewissen Regel verlaufendes 
Kompositionsverfahren fUr Gegenstiinde, die unter denselbeti Begriff 
fallen, in der Art, daB aus zweien dieser Gegenstiinde ein dritter auf
gebaut wird. Meistens gelten dabei dann auch die additiven Eigen
schaften, so daB wir beim HinzufUgen von b zu a dasselbe erhalten wie 
beim Hinzufiigen von a zu b und ebenso dasselbe bekommen, wenn 
der aus a und b komponierte Gegenstand mit c, oder wenn a mit 
dem aus b und c komponierten Gegenstand von neuem komponiert 
wird. Diese Eigenschaften werden durch die beiden Gleichungen 

a+b=b+a 
(a + b) + c = a + (b + c) 

ausgedriickt. 
Beispiele hierfUr haben wir in der "Addition" der gerichteten 

Strecken (Vektoren, vgl. § 79) und der formal damit zusammenfallen
den Zusammensetzung der Krafte. Ein weiterfiihrendes Beispiel er
gibt sich, wenn man sich an jeder Stelle eines riiumlichen Gebietes eine 
dort angreifende Kraft denkt; man erhaIt so ein "Kraftfeld". Zwei 
Kraftfelder, welche dieselbe raumliche Erstreckung besitzen, d. h. in 
demselben Gebiet definiert sind, jedoch verschiedene Kraftgesetze 
haben konnen, werden nun dadurch "superponiert", daB an jeder 
Stelle des in Betracht kommenden riiumlichen Gebiets die beiden dort 
vorhandenen Kriifte des einen und anderen Feldes zusammengesetzt 
werden, wodurch dann ein neues Kraftfeld entstehtl). In iihnlicher 

1) Die der Superposition entsprechende umgekehrte Operation, d. h. die Aus
sonderung der Sonderf1i11e, aus denen der allgemeine Fall durch Superposition gebildet 
werden kann, wird von P. VOI,KMANN als "Isolation" bezeichnet (vgl. Schriften der 
Physikalisch-okonomischen Gesellschaft zu Konigsberg i. Pro 1894: Hat die Physik 
ADome? und Erkenntnistheoretische Grundziige der Naturwissenschaften, 2. Aufl. 
1910, S. 156). Die Isolation ware also eine Einschrankung des Begriffs, d. h. eine 
Determination (vgl. § 97, vgl. auch WUNDT: Logik, 3. Auf!., 1. Bd., 1906, S.237ff.) 
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Weise konnen auch Bewegungen eines Ptmktes zusammengesetzt oder 
superponiert werden; so ist in § 15 die Wurfbewegung zusammenge
setzt worden aus der Bewegung, die der Korper vermoge der GroBe 
und Richttlng seiner Anfangsgeschwindigkeit nach dem Gesetze der 
Tdigheit, und aus der Bewegung, die er vollfiihren wiirde, wenn die 
Schwere auf ihn wirkte, ohne daB er eine Anfangsgeschwindigkeit 
gehabt hatte. 

Bei den erwahnten Zusammensetzungen ist wesentlich und wird 
meist nicht bedacht, daB die Bestandteile, mit denen die Zusammen
setzung vorgenommen wird, nicht ohne weiteres gegeben sind. Eine 
Kraft kann auf sehr verschiedene Arten in zwei oder drei andere zer
legt werden, und erst nach Annahme von drei Achsen erscheinen die 
diesen Achsen para11elen Krafte als die natiirlichen, der Zusammen
setzung der anderen Kraite dienenden Bestandteile; dabei aber konnen 
die Richtungen der Achsen gewechselt werden. Ebenso kann man eine 
Wurfbewegung, bei der der geworfene Korper zur Zeit tl die Stelle Al 
mit der Geschwindigkeit VI und zur Zeit t2 die Stelle A2 mit der Ge
schwindigkeit V 2 passiert, ebensogut aus einer mit der Geschwindigkeit 
VI gleichfOrmig verlaufenden Bewegung und aus einer ztlr Zeit tl aus 
der Ruhe bei At beginnenden Fa11bewegung zusammensetzen, als aus 
einer mit der Geschwindigkeit V 2 verlaufenden gleichformigen und 
einer bei A2 zur Zeit t2 beginnenden Fa11bewegung. Es ist noch hinzu
zufiigen, daB die genannten Einzelbewegungen nur zum Zweck der 
Zusammensetzung gedacht werden, aber nicht in der Wirklichkeit 
existieren, indem der materie11e Punkt, urn den es sich handelt, 
lediglich die krummlinige Wurfbewegung durchmacht; dies ist bereits 
von B. RUSSEL sehr klar hervorgehoben worden 1). 

Es geht hieraus hervor, daB das iibliche Normalschema des Zu
sammengesetzten, das, wie man sagt, aus an sich vorhandenen ein
fachen Teilen bestehen oder in solche zerfallen so11, vielfach nicht 
zutreffend ist. In dem von LEIBNIZ2) ofters angefiihrten Beispiel der 
Zerlegung der Zahlen in ihre Primzahlen trifft das Normalschema zu. 
Es ist aber zu bemerken, daB die Primzahl nichts absolut Einfaches 
ist, indem sie sich zwar nicht multiplikativ zerlegen, aber additiv 
aus Einheiten zusammensetzen laBt; die Eindeutigkeit der Zerlegung 
einer Zahl in Primzahlen. ist ein Lehrsatz, der eines Beweises bedarf3). 

mit der besonderen Bestimmung, der Wiederherstellung des allgemeinen Falls durch 
Superposition zu dienen. So ergabe in einem System von Kriiften nach Einfiihrung 
eines Koordinatensystems eine Isolation diejenigen Kraftkomponenten, die den 
Koordinatenachsen parallel sind, und es setzen sich dann die urspriinglich gedachten 
Kriifte aus den genannten Komponenten durch einen AdditionsprozeJ3 - eine Super
position - zusammen. 

1) a. a. 0., S. VIjVII. 2) Vgl. § 96. 3) Vgl. § 89, 
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In noch anderen Fallen kommt Zusammensetzung vor, ohne daB 
dabei einfache Bestandteile (gewissermaBen "Elemente") vorhanden 
waren, so in der gewohnlichen Geometrie bei der Strecke. Sie kann 
aus anderen Strecken zusammengesetzt gedacht werden; dabei gilt 
aber von jedem Teil wieder dasselbe, so daB die Teilungen ohne Ende 
fortgesetzt werden konnen. Das Vorhandensein einfacher Elemente 
kann also keineswegs durchgangig behauptet werden, und die Haupt
sache ist immer die synthetische Operation, die wir im einzelnen Fall 
mit dem Wort "Zusammensetzen" bezeichnen. Sehr gut paBt auf 
diese Verhaltnisse das Wort von KANT: "Denn wo der Verstand vorher 
nichts verbunden hat, da kann er aueh nichts auflosen" 1). 

Ieh habe schon beriihrt, daB man im weiteren Sinne des Wortes 
auch von zusammengesetzten Begriffen sprechen kann. Es wiirden 
dann z. B. beim Begriff "Vieleck" die Punkte, Streeken llnd Winkel 
die Bestandteile bilden 2). Es ist aber deutlich, daB hier die Bestand
teile in einer gewissen Ordnung und in gewissen Relationen und Zu
ordnungen zueinander auftreten, weshalb man richtiger von einem 
"Aufbau" sprechen vllird als von Zusammensetzung. Die Bestimmung 
eines Begriffs aus seinen Merkmalen, welche dem Normalsehema der 
Zusammensetzung entsprechen wiirde, ist schon friiher als in der Regel 
nicht zutreffend abgewiesen worden (§ 96). 

In einem Gebiet, in dem, wie in der Geometrie, von besonderell 
Voraussetzungen, also von gegebenen Begriffen und von Axiomen 
Gehrauch gemacht wird, kann einer der gegebenen Begriffe mit einem 
synthetischen Begriff zur Deckung kommen. Es erscheint dann jener 
urspriinglich als gegeben behandelte Begriff in die anderen gegebenen 
Begriffe aufgelost. In entsprechender Weise kann ein hypothetisch 
synthetischer Begriff (§ III) mit Riicksicht auf die empirische Bedeu
tung der Grundbegriffe, aus denen er aufgebaut ist, sich mit einem 
Erfahrungsbegriff decken. So ist durch die in § 26 im AnschluB an 
HILBERT ausgefiihrte Synthese der Begriff des Flacheninhalts in die 
anderen Grundbegriffe der Geometrie aufgelost, wahrend er von 
EUKLID noch als ein gegebener Begriff behandelt worden war. In 
entsprechender Weise kann, allerdings weit weniger einfach 3), der 
Rauminhalt behandelt werden. Damit ist dann zugleich ein aus der 
Erfahrung abstrahierter Begriff, der die beim AusgieBen von Fliissig
keiten aus GefaBen beobachtbaren Tatsachen umfaBt 4), durch einen 
hypothetisch synthetischen Begriff ersetzt. Nach der Ausdrueksweise 

1) Kritik der reinen Vernunft, 2. Ausgabe, 1787, S. 130. 
2) Vgl. § I u. III. 
3) Hiel ist noch eine infinitesimale Betrachtung notig, vgl. M. DEHN in den Math. 

Annalen, Bd. 55, S. 465. 
4) Vgl. im dritten Teil § 130. 



§ 127. KANTS SYNTHETISCHE UND ANALYTISCHE URTEILE. 36I 

von LEIBNIZ kann man sagen, daB hierdurch eine empirische Sache 
durch einen adaq uaten Begriff zur Darstellung gebracht worden ist. 

In einer Wissenschaft wie der Physik kann eine solche Ersetzung 
eines Begriffs durch einen synthetischen, der auf bestimmten ange
nommenen Begriffen und Axiomen beruht, immer wieder von neuem 
vor sich gehen, so daB sich in dem Sinne, ,vie es einmal HILBERT ge
schildert haP), ein allmahliches Vordringen in immer tiefer gelegte 
Fundamente ergibt. 

§ 127. KANTS synthetische und analytische Urteile. 

Die mathematischen Lehrsatze waren noch von dem Standpunkt 
der beriihmten KANTschen Einteilung der Urteile in synthetische und 
analytische zu betrachten. Zunachst ist zu bemerken, daB die "syn
thetischen Urteile" KANTS mit den von mir so genannten "synthe
tischen Begriffen" an sich nichts zu tun haben2). KANT driickt sich 
in der Kritik der reinen Vernunft 3 ) folgendermaBen aus: 

"Entweder das Priidicat B geh6ret zum Subject A als etwas, was 
in diesem Begriffe A (versteckter Weise) enthalten ist/ oder B liegt 
ganz auf3er dem Begriff A, ob es zwar mit demselben in VerknuPfung 
steht. lm ersten Fall nenne ich das Urtheil analytisch, im anderen 
synthetisch. " 

Diese scheinbar so einfache Definition hat nicht iiberall Klarheit 
bewirkt, und es ist die Frage, ob gewisse Urteile in diesem Sinne als 
analytisch oder synthetisch zu bezeichnen sind, geradezu in einen 
Wortstreit ausgeartet, indem unter Umstanden zwei Autoren, die das 
Zustandekommen eines Urteils im einzelnen auf ganz dieselbe Weise 
beschreiben, es' trotzdem mit Riicksicht auf die KANTsche Einteilung 
verschieden stellen. Ein Grund der MiBverstandnisse liegt jedenfa11s 
darin, daB beim analytischen Urteil das Pradikat im SUbjektsbegriff 
"enthalten" sein soIl. Es ist aber bei vielen iiblich, was ich bereits 
in § I254) als unzweckmaBig bezeichnet habe, daB sie von aHem, 
was aus gewissen Voraussetzungen, wenn auch nur auf weiten und 
verschlungenen Wegen, gefolgert werden kann, sagen, es sei im Grunde 
in den Voraussetzungen schon enthalten. Eine solche Auffassung 

1) Vgl. S. 325. Wenn im Fall der Geometrie die Geschichte im Grunde nur ein
mal die Zuriickfiihrung eines Grundbegriffs, niimlich die des Inhalts, auf andere 
Grundbegriffe gelehrt hat, so beruht dies offenbar darauf, daJ3 das System EUKLIDS 
fiir die - gewohnliche - Geometrie im wesentlichen bereits die Zuriickfiihrung auf 
die einfachsten Grundlagen darstellte. 

2) Auf der anderen Seite will ich auf ge1egentliche AuJ3erungen von Anhiingern 
der neukantischen Schulen hinweisen, wonach sich die "Synthesis" sowohl im Urteil 
als auch in der Begriffsbildung geltend macht. 

3) In der Einleitung. 4) S. 355. 
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scheint mir fUr die obige KAN'l'sche Definition durch den Wortlaut 
ausgeschlossen zu sein, indem die Definition annimmt, daB es Pradi~ 
kate gibt, die mit dem SUbkjet in "Verkniipfung" stehen, ohne doch 
in diesem enthalten zu sein, weshalb im Sinne KAN'tS wohl nur das 
in einem Begriff "enthalten" ist, was ich in ihm 0 hne Urn weg er
kennen kann 1). 

Insbesondere ergibt sich eine SchV\<i.erigkeit bei der Klassifizierung 
von Urteilen, die sich auf empirische Begriffe beziehen. KAN'l' geht 
davon aus, daB der Begriff nur einen Teil der Erfahrung vom Gegen
stande ausmache, und daB dann die Synthesis eines neuen Pradikats 
mit dem Begriffe auf Hinzufiigung anderer Teile der Erfahrung be
ruhe 2). Man kann aber einwenden, daB man bei jedem empirischen 
Begriff, gleich, wenn man ibn kennenlernt, eine Reihe von Eigen
schaften miteinander verbunden vorfindet und daB man meistens eine 
gewisse Freiheit hat in der Wahl des Teiles der Eigenschaften, die fiir 
sich allein schon den Gegenstand bestimmen und damit als den Be
griff konstituierende Merkmale, also als analytische Pradikate des 
Begriffs im Gegensatz zu den anderen Priidikaten aufgefaBt werden 
k6nnen. So wird man gewiB in dem von KAN'l' angefiihrten Beispiel 
des "K6rpers" den Umstand anfechten k6nnen, daB Ausdebnung und 
Gestalt, aber nicht das Gewicht zu den Begriffsmerkmalen des K6rpers 
geh6ren solI. 

In dieser Richtung ist auch gegen die Einteilung KAN'l'S ganz all
gemein eingewendet worden, daB wir nach einer Erweiterung unserer 
Erkenntnis durch ein synthetisches Urteil das neue Pradikat als 
weiteres Merkmal in den Begriff mit aufzunehmen pflegen, und daB 
nun dasselbe Urteil, wenn es noch einmal ge£allt werde, als ein ana
lytisches bezeicbnet werden miisseS). Hier vdrd man sich aber durch 
die Bemerkung helfen k6nnen, daB durch Hinzufiigung des einen Merk
mals ein neuer Begriff gebildet worden sei, der einen reicheren Inhalt, 
allerdings dabei denselben Umfang wie der alte besitzt, und den wir 
nur aus Bequemlichkeit mit demselben Namen belegen. 1m Grunde 
waren die beiden Begriffe dann doch zu unterscheiden, und die Aus-

1) An einer anderen Stelle (am Schlusse von § 2 der Prologomena) driickt KANT 
sich so aus: "Aber die Frageist nicht, was wir zu dem gegebenen Begri£f hinzudenken 
sollen, sondern was wir wirklich in ihm, obzwar nur dunkel, denken ... " 

Z) Er sagt weiter unten: "Ich kann den Begriff des Korpers vorher analytisch 
durch die Merkmale der Ausdelmung, der Undurchdringlichkeit, der Gestalt usw., 
die aile in diesem Begriff gedacht werden, erkennen. Nun erweitere ich aber meine 
Erkenntnis, und, indem ich auf die Erfahrung zuriicksehe, von welcher ich diesen 
Begriff des Korpers abgezogen hatte, so finde ich mit obigen Merkmalen auch die 
Schwere jederzeit verkniipft." 

3) Vgl. J. H. VON KIRCHMANN, Erliiuterungen zu KANTS Prolegomena (Philo
sophische Bibliothek, Bd. 58), 1873, S. 10. 
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sage, daB die Begriffe denselben Umfang haben, ist dann schlieBlich 
wieder ein synthetisches Urteil. 

Am besten wird sich KANTS Unterscheidung durchfiihren lassen, 
wenn es sich um Pradikate solcher Begriffe handelt, die ich (§ III) 
als rein synthetische bezeichnet habe. Analytische Urteile sind dann 
solche, die lediglich die Art der Bildung des synthetischen Begriffs 
beschreiben; solche Urteile sind durch die von mir so genannten er
zeugenden Beziehungen (§ II2) gegeben, und der Mathematiker wird, 
wenn er von diesen Gebrauch macht, auch niemals von Lehrsatzen 
sprechen, sondern lediglich auf die Definition des Begriffs, welche in 
diesem Fall mit seinem Aufbau zusammenfallt, zuriickweisen. Natiir
lich kann auch bei den synthetischen Begriffen infolge von bereits 
weiter entwickelten Kenntnissen eine Tauschung eintreten. 

Hier kann das KANTsche Musterbeispiel eines synthetischen und 
apriorischen Urteils angefiihrt werden, namlich die Zahlformel 
7 + 5 = 12. Merkwiirdigerweise wird eben dieses Beispiel wiederum 
von manchen, die KANTS Einteilung annehmen, gerade auf die ent
gegengesetzte Seite gestellt von derjenigen, auf die KANT selbst es 
gestellt hat. Hier wirkt jedenfalls auch der Umstand mit, daB wir mit 
den kleinen Zahlen 1) schon eine Menge von Summationen und Zer
legungen gemacht haben, die wir bei der Nennung der Zahlbezeich
nung unwillkiirlich schon mitdenken. Ste11en wir uns aber auf den in 
§ 64 angenommenen Standpunkt, wonach die Zahlen zunachst keiner
lei Bedeutung haben sollen als die durch ihre Reihenfolge 

I, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, II, 12 

gegebene 2), wonach "Eins hinzufiigen" nichts anderes heiBen sol1, 
als "zum folgenden Glied der Reihe iibergehen", wonach die Addition 
von 2, von 3 usw. rekurrent vermoge der erzeugenden Beziehung (4) 
von § 64 zu erklaren ist, so erkennen wir erst durch die Vo11ziehung 
der Folge 

8, 9, 10, II, 12, 

die mit der auf 7 folgenden Zahl beginnt, und die wir zahlend mit 
den Zahlzeichen von Ibis 5 begleiten, daB die Zahl 12 das Ergebnis 
ist, wenn 5 zu 7 addiert wird. Aus diesem Grunde hat KANT die in 
Frage stehende Zahlformel als ein synthetisches Urteil bezeichnet3). 

1) Bei grii13eren Zahlen sind die Zerlegungen entweder noch nicht gemacht oder 
nicht mehr in Erinnerung. KANT selbst sagt, da13 seine Bemerkung vom synthetischen 
Charakter der Zahlformeln bei grii13eren Zahlen deutlicher werde (am Anfang der 
Prolegomena). 

2) 1m Grunde besteht ja die allererste ErIernung der Zahlen auch nur in der 
Einpriigung ihrer Reihenfolge. 

3) Auch der Ansicht begegnet man, da13 die Formel 7 + 5 = 12 kein apriorisches 
Urteil, sondern ein Erfahrungsurteil darstelle. Dabei liegt der Gedanke zugrunde, 
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Auf der anderen Seite wird man folgerichtig - bei den kleineren 
Zahlen - die Formeln I + I = 2, 2 + I = 3, 3 + I = 4, ... , 
welche unmittelbar aus der Bedeutung der Zahlen sich ergeben oder, 
wenn man lieber will, ihrerseits die Reihenfolge der Zahlzeichen defi
nieren, als analytische Urteile bezeichnen mussen. 

Ein neuer Umstand macht sich geltend, wenn wir groBere Zahlen 
wahlen. Offenbar ist z. B. die Bedeutung der Zahl 679 fUr uns nicht 
durch ihre SteHung in der von Ibis zu ihr hinfiihrenden Zahlenreihe, 
sondern durch die Bedeutung der drei Ziffern, aus denen sie zusammen
gesetzt ist, und durch das Prinzip des dekadischen Systems gegeben. 
Es ist also die Formel 

679 = 6 . 100 + 7 . 10 + 9 

als die Definition der Zahl anzusehen. Somit muB das in dieser Formel 
niedergelegte Urteil als ein analytisches, jede andere Zerlegung aber, 
wie z. B. die Formel 

679 = 391 + 288, 

die wir erst durch Rechnung erhalten, als ein synthetisches Urteil 
bezeichnet werden. Auch eine Formel, wie z. B. 

699 + 1= 700 

bedad zu ihrer Aufstellung einer aus mehreren Schritten bestehenden, 
wenn auch einfachen Dberlegung und ware daher im Gegensatz zu 
der obigen Formelreihe als synthetisch in Anspruch zu nehmen. 

Durch die vorstehenden Bemerkungen durfte KANTS Meinung in 
das richtige Licht gesetzt sein, die auch durch KANTS Zusatz, daB 
man die analytischen Urteile Erlauterungs- und die synthetischen 
Erweiterungsurteile nennen konnte, deutlich genug gemacht ist. Auch 
KANTS AuBerung im Anfang der Prolegomena, daB mathematische 
Urteile insgesamt synthetisch sind, ist in dem Sinne, in dem er die 
Worte faBt, vollkommen klar, da in der Mathematik eine bloBe Er
lauterung der Definition niemals als besonderes Urteil oder Lehrsatz 
aufgestellt zu werden pflegt. Damit faUt aber im Grunde auch der 
Wert der genannten Unterscheidung fur die Mathematik fortI). Auch 

daB das Rechenverfahren vollzogen und sein Ergebnis beobachtet werden muE. Die 
Ausfiihrung solcher Operationen und die Beobachtung des Ergebnisses ist aber auch 
in der angewandten Mathematik dann notig, wenn wir deduzieren, oder, urn es mit 
einem Wort von KROMAN auszudriicken (vgl. § 107), ein Gedankenexperiment an 
Stelle eines Realexperiments setzen. 1m Hinblick darauf glaube ich von Erfahrung 
nur da sprechen zu sollen, wo der Stoff der Erfahrung, d. h. die AuBenwelt der Korper, 
bei der Untersuchung wesentlich benutzt worden ist. 

1) GAUSS (Briefwechsel zwischen GAUSS und SCHUMACHER, Bd.4. 1862, S.337, 
Brief vom I. XI. 1844) sagt von KANT: "Seine Distinktion zwischen analytischen 
und synthetischen 8iitzen ist meines Erachtens eine solche, die entweder nur auf eine 
Trivialitiit hinausliiuft oder falsch ist." 
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fUr die Philosophie diirfte heutzutage das Bediirfnis fortfallen, fUr die 
nichttautologischen Urteile eine besondere Benennung zu gebrauchen. 
Ohne Zweifel aber hat E. CASSIRER 1) damit recht, daB die KANTsche 
Unterscheidung im Gegensatz zu der alteren Philosophie ihren Zweck 
erfiillt hat, in der Abwehr gegen ein Verfahren, das ein Merkmal in 
die Definition eines Begriffs ausdriicklich aufnimmt, urn es nachher 
in einem Urteil von dem Btgriffe auszusagen, und das womaglich 
noch durch ahnliche Kunstgriffe die strittige Realitat eines Begriffs 
begriinden machte. 

Wenn z. B. die Zahlformeln gerade von manchen Mathematikern 
im Gegensatz zu KANT als analytische Urteile bezeichnet werden 2), 
so diirfte dies, abgesehen von dem schon oben angefiihrten Grunde, 
darauf beruhen, daB es in der Mathematik iiblich ist, etwas von der 
logischen Analyse ganz Abweichendes und dazu noch in verschiedenen 
Fallen sehr Verschiedenes mit dem Wort "analytisch" zu benennen. 
Ich habe bereits in § 4I darauf hingewiesen, wie der rechnenden 
Mathematik im Gegensatz zu der geometrisch konstruierenden der 
Name "Analyse" erwachsen ist; so wird ja auch die Differential- und 
Integralrechnung (§ 58ff.) als die "hahere", die Reihenlehre als "nie
dere" oder auch als "algebraische Analysis" und die ohne Rechnung 
arbeitende Geometrie als "synthetische Geometrie" bezeichnet. Aber 
noch in ganz anderen Bedeutungen kommen die Worte analytisch und 
synthetisch in der Mathematik vor. So bezeichnet man in der Ele
mentargeometrie mit dem \Vort "Analysis" das Verfahren von PLATO, 
das Gesuchte zunachst einmal als gegeben anzunehmen, urn von da 
aus eine Beziehung zu erlangen, die dann nachtraglich zur Kon
struktion des gesuchten Stiicks der Aufgabe fiihrt. Neuere Logiker 
haben dieses Verfahren wiederum betont 3). Wieder in anderem 
Sinne hat H. HANKEL die Worte "thetische" und "lytische" Opera
tionen eingefUhrt, wobei er unter den thetischen Operationen die 
direkten, z. B. die Addition und Multiplikation, verst and, die man 
im Gebiet der positiven ganzen Zahlen stets ausfUhren kann, und 
unter den lytischen Operationen die indirekten, z. B. die Subtrak-

1) Kantstudien. Bd. 12 (1907), S. 37. 
2) Z. B. von COUTURAT, deutsche Ausgabe, 1908, S. 268/69. 
3) Vgl. J. M. C. DUHAMEL, Des methodes dans les sciences de raisonnement, 

Paris 1865, p. 75. DUHAMEL bezieht sich bei dieser Methode, die nicht nur zur L6sung 
von Aufgaben, sondern auch zur Auffindung der Beweise vermuteter Siitze angewendet 
wird, auch auf die Logik von Port Royal, die einst so berlihmte Logik der DESCARTES schen 
Schule. Die in dieser Logik gegebene Unterscheidung der "Analysis" und der "Syn
thesis" trifft librigens nicht ganz die erwiihnten mathematischen Fiiile, indem hier 
hauptsiichlich der SchluJ3 von den Ursachen auf die Wirkungen dem von den Wir
kungen auf die Ursachen entgegengestellt wird (vgl. ARNAULD: Logica sive Ars Cogi
tandi, 1694, p. 310). 
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tion und Division, welche die Umkehrungen der direkten Opera
tionen sind. 

Alle diese Benennungen sind aus den Bediirfnissen einzelner Diszi
plinen erwachsen und lehnen sich nur ganz allgemein an die auBer
ordentlich vieldeutigen Begriffe einerseits des Aufbauens und anderer
seits des Analysierens und Zerlegens an (vgl. auch § 126); mit KANTS 

analytischen und synthetischen Urteilen haben sie nichts zu tun und 
sie sind hier nur erwahnt worden, weil ein solcher Zusammenhang 
schon gesucht worden istl). 

KANTS Grundfrage: "Wie sind synthetische Urteile a priori mog
lich?" betrifft also die Moglichkeit einer wirklichen Erweiterung der 
Erkenntnis auf nichtempirischem Wege. Verallgemeinern wir die 
Frage dahin, daB wir nicht nur nach den apriorischen, d. h. nach den 
an und fiir sich notwendigen Erkenntnissen fragen, sondern auch nach 
denjenigen, die aus gewissen Voraussetzungen notwendig hervorgehen, 
so fallt die Frage zusammen mit der Frage nach dem Wesen der 
Demonstration oder Deduktion iiberhaupt (der a:n6(JeI~t~ der Griechen). 
Diese Frage ist es, die ich durch Beobachtung von Beispielen in den 
vorliegenden Teilen dieser Schrift zu beantworten versucht habe. 

1) WUNDT (Logik, 3. Auf!., 2. Bd., 1907, S. 107 ff.) hat die verschiedenen Pille, 
in denen in der Mathematik die Ausdriicke "analytisch" und "synthetisch" vorkommen, 
von einem gemeinsamen Gesichtspunkt aus zu behandeln versucht. 
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OER ZUSAMMENHANG 
MIT DER ERFAHRUNG. 

Vierzehn ter A bschni tt. 

Die Tatsachen raumlicher Wahrnehmung und die 
Grundbegriffe und Axiome der Geometrie. 

§ 128. Die Geometrie als Erfahrungswissenschaft 
im Gegensatz zu der Theorie von KANT. 

Wie ich schon in der Einleitung bemerkt habe, kann die KANTsche 
Frage1): "Wie ist reine Mathematik moglich?" fiir die Geometrie in 
zwei Teile gespalten werden, namlich in: die Frage nach der Moglich
keit der Deduktion, die ausgehend von den geometrischen Axiomen 
die Erkenntnis weiterentwickelt, und in die Frage nach dem Ursprung 
der Axiome. Der Losung der ersten Teilfrage hoffe ich im Voran
gehenden nahegekommen zu sein, die Losung der zweiten hangt mit 
der Theorie von der Erfahrung zusammen. KANTS beriihmte Antwort 
auf die ganze Frage besteht bekanntlich darin, daB er eine "reine 
Anschauung" des Raumes annimmt, welche die Bedingung, unter der 
wir iiberhaupt Erfahrungen raumli'cher Art machen konnen, und zu
gleich die Form der Erfahrung (a priori) darste11t. Auf dieser reinen 
Anschauung so11 in der Geometrie sowohl das Axiom als auch die 
Fiihrung des Beweises beruhen2), und es soIl dadurch auch erklart 
werden, daB die von der Geometrie entwickelten Gesetze sich nachher 
in der Erfahrung bestatigen3). 

1) Die Frage nach dem Fundament der deduktiven oder demonstrativen Er
kenntnis ist iibrigens schon lange vor KANT gestellt worden; vgl. VON KmCHMANN: 
Erliiuterungen zu KANT's Prolegomena, Philosophische Bibliothek, Bd. 58,1873, S. 15£. 

2) KANT sagt in § 7 der Prolegomena: "Denn, so wie die empirische Anschauung 
(er meint die Erfahrung) es ohne Schwierigkeit moglich macht, daB wir unseren 
Begriff, den wir uns von einem Objekt der Anschauung machen, durch neue Priidikate, 
die die Anschauung selbst darbietet, in der Erfahrung synthetisch erweitern, so wird 
es auch die reine Anschauung thun, nur mit dem Unterschiede: daB im letzteren Falle 
das synthetische Urtei! a priori gewiB und apodictisch, im ersteren aber nur a posteriori 
und empirisch gewiB sein wird ... " 

3) "Wei! nun die Receptivitiit des Subjects, von Gegenstiinden afficiert zu werden, 
nothwendigerweise vor allen Anschauungen dieser Objecte vorhergeht, so liiBt sich 
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Dieser Auffassung von KANT gegenuber hat v. HELMHOLTZ den 
Standpunkt eingenommen, daB man, ohne eine solche reine Anschau
ung anzunehmen, es fUr moglich erklaren musse, durch Beobachtung 
und Messung an Korpern zu geometrischen Satzen zu gelangen, daB 
man also die Moglichkeit einer "physischen Geometrie" annehmen 
musse. HELMHOLTZ bezieht sich dabei auf das folgende Beispiel. Aus 
drei gleichen Staben wird· ein Dreieck ABC gebildet. Setzt man 
nun an den Stab BA in geradliniger Verlangerung uber A hinaus ein 
ihm gleiches Stuck AB' und ebenso an CA ein gleiches Stuck A C' an 
(Abb. 181), so ergibt die Erfahrung allemal, daB auch der Abstand 
B' C' durch einen Stab von derselben Lange ausgefullt wird. Damit 
ware also ein induktiv auffindbarer Satz einer empirischen oder phy
sischen Geometrie gegeben. 

HELMHOLTZ' Ausfiihrungen sind nicht ohne Widerspruch geblieben. 
Es ist ja auch zu verstehen, daB diejenigen, die von Anfang an auf 

11 

II 

e' /" 

dem Standpunkt KANTS stehen, der Ansicht sind, 
daB die reine Anschauung bei jeder Einzelerfah
rung mitwirkt, ihr gewissermaBen zum MaBstab 
dientl). Sie glauben daher, daB nur die reine 

/ 0' Anschauung uns befahige, in jenen empirischen, 
/ mit korperlichen Staben vorgenommenen MaB-

nahmen z. B. eine Verlangerung des Stabes BA 
Abb.18I. urn seine eigene Lange in gerader Linie zu er

kennen. So wird der strenge Kantianer bei der empirischen Auf
findung eines geometrischen Tatbestandes in der Erfahrung nur den 
AnlaB und nicht die QueUe und in der erfahrungsmaBigen Begrun
dung der Geometrie einen circulus vitiosus sehen. 

Ich mochte die Erorterung der von KANT fur seine Ansicht an
gefiihrten Argumente auf § 132 verschieben und hier nur bemerken, 
daB mir diese Ansicht infolge ihrer abstrakten N atur weder strenge 
widerlegbar noch beweisbar, aber auch nicht gerade fruchtbar zu 
sein scheint. 

verstehen, wie die Form aIler Erscheinungen vor allen wirklichen Wahrnehmungen, 
mithin a priori im Gemuthe gegeben sein kiinne, und wie sie als eine reine Anschauung, 
in der alle Gegenstiinde bestimmt werden mussen, Principien der Verhiiltnisse der
selben vor aller Erfahrung enthalten kiinne" (Kritik der reinen Vernunft, Elementar
lehre, 1. Teil, 1. Abschnitt, § 3). 

1) So sagt z. B. ZINDLER (Beitriige zur Theorie der mathematischen Erkennt
nis, Sitzungsber. d. phil.-hist. Classe, d. K. Akademie d. Wissenschaften zu Wien, 
Bd. II8, 1889, Nr. IX, S. II), daB jede Vergleichung von Stiiben schon den Be
griff der Liingengleichheit enthalte, also nicht diese Gleichheit, so wie HELMHOLl'Z 
es will, mit Hilfe des Anlegens eines Stabes an einen anderen definiert werden 
diirfe. 
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§ 129. Sehlinie. Gespannter Faden. Starrer Korper. 

Fur den Kantianer, der die erste der vorhin geschilderten beiden 
Ansichten vertritt, ist die Gerade ein vor aller Erfahrung gegebene ... 
Begriff. Hat er noch Grund gefunden, die Blicklinie als geradlinig 
anzunehmen, so kann fitr ihn der Umstand, daB gewisse Punkte 
einmal fur den Blick in Deckung gekommen sind, den AniaB dazu 
bilden, daB er die Linie eben dieser Punkte in seiner Anschauung 
geradlinig entwirft. Bei der anderen Ansicht, die ich kurz als den 
Erfahrungsstandpunkt bezeichnen kann, wurde der Begriff der Ge
raden lediglich aus dem Umstand gebildet sein, daB sich manchmal 
mehrere Punkte bei einem gewissen Verhalten des Blickenden fitr 
ihn decken 1). 

Nach der zweiten Auffassung mussen wir also, wenn wir konsequent 
sein wollen, den Begriff der Geraden als eine Abstraktion aus der 
Erfahrung ansehen und uns ebenso den Punkt daraus abstrahiert 
denken, daB wir uns klein ere und immer klein ere Korper gegeben 
denken konnen. Um diese Auffassung von der Geraden noch etwas 
weiter durchzufithren, will ich unter A, B, C, D vier kleine Korper 
oder vier Stellen eines starren Korpers verstehen. Unter Umstanden 
sollen B, C, D von A, unter anderen Umstanden A, B, C von D ver
deckt werden; in diesem Fall zeigt die Erfahrung, daB von zwei Mog
lichkeiten eine eintreten muB: entweder es muB bei einem gewissen 
Verhalten von mir der Punkt B die Punkte C und D und bei einem 
gewissen anderen Verhalten der Punkt C die Punkte A und B decken, 
oder es muB zwei Verhaltungsweisen geben, bei denen B und D von C, 
und A und C von B verdeckt erscheinen. 1m ersten Fallliegt B 
zwischen A und C, und C zwischen B und D, im zweiten erscheinen 
B und C in ihrer Ordnung vertauscht. Aus solchen Beobachtungen 
kann man sich den Begriff der Geraden und zugleich das Gesetz 
abgezogen denken, daB durch zwei Punkte eine und nur eine Gerade 

1) Es wird gewiJ3 manchen geben, der diesen Umstand fiir eine psychologische 
oder physiologische Beobachtung und deswegen als nicht hierhergehorig erklii.rt. Mir 
scheint es jedoch, daJ3 man sich wohl denken kann, daB derartige, das Tatsachen
material unmittelbarer Walrrnehmung sichtende Beobachtungen schon der Einteilung 
des Erfahrungsmaterials in eine Innen- und AuBenwelt erkenntnistheoretisch "voran
gehen" und erst recht der Kenntnis unserer Organe und der Kenntnis der physikalischen 
Vorgiinge, die uns die iiuJ3eren Eindriicke vermitte1n. Ich spreche deshalb absichtlich 
zuniichst nur von dem "Sichdecken" der Punkte und nicht von der "Blicklinie" oder 
von dem "Weg des Lichtstralrls". Die Punkte verschwinden bei einem' bestimmten 
Verhalten bis auf einen, wiihrend durch Wiederherstellung des vorhergehenden Ver
haltens der friihere Eindruck von neuem entsteht. 

Schon PLATO hat die gerade Linie als dasjenige definiert, dessen Mitte1stiick den 
beiden Enden so vorgelagert ist, daJ3 es beide deckt (vgl. Parmenides 137e, in O. MELTS 
Ubersetzung, 1919, S. 71). 

H ij 1 de r, Mathematische Methode. 
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hindurchgeht, wobei sich dann noch der Begriff "zwischen" zusammen 
mit gewissen auf ihn sich beziehenden Gesetzen ergibt. 

Da der Gesichtssinn beim Aufbau der Raum~nschauung entbehrt 
werden kann, was durch die Raumvorstellungen des Blindgeborenen 
bewiesen wird, so muB sich der Begriff der Geraden auch in anderer 
Weise auf einfache und unmitte1bare Wahrnehmungen zuriickfiihren 
lassen. Wir konnen dazu den gespannten Faden benutzen. Die Tast
empfindungen und Muskelgefiihle, die wir haben, wenn wir an den 
Enden des Fadens ziehen und ihn schlieBlich spann en , wenn wir den 
gespannten Faden an verschiedenen Stellen und von verschiedenen 
Seiten driicken oder zupfen, bilden hier ein Tatsachenmaterial, aus 
dem der Begriff der geraden Linie und der mechanische Begriff der 
Spannung abstrahiert sein kann, gleichzeitig mit dem geometrischen 
Axiom, das besagt, daB durch zwei Punkte eben eine Gerade gelegt 
werden kann 1). Beim normalen Menschen werden natiirlich im all
gemeinen die aus Tast- und die aus Gesichtsempfindungen stammen den 
Erfahrungen nebeneinander hergehen; man wird an dem gespannten 
Faden auch entlang sehen, wobei er in einen Punkt zusammen
schrumpft, usw. 

Ein anderer Grundbegriff der Geometrie ist der Begriff des Ab
standes oder besser gesagt: der Begriff der Gleichheit des Abstandes 
zweier Punkte mit dem Abstand zweier anderen. HELMHOLTZ definiert 
diesen Begriff durch den Vergleich mit Hilfe eines MaBstabes oder 
eines Zirkels 2). Gegen diese Erklarung richten sich ganz besonders 
die Angriffe aus dem aprioristischen Lager. So sagt ZINDLER 3): ,,In
dem man sagt: zwei Strecken heiBen dann gleich, wenn sie aufein
andergelegt sich decken, macht man stillschweigend die Voraussetzung, 
daB die Strecke wahrend der Bewegung sich nicht geandert habe." 
Hier beruhte also die "Gleichheit" vermoge der gegebenen Erklarung 
auf dem "Sichdecken", bei diesem aber setzte man doch wieder den 
Begriff der Gleichheit voraus, und es ware also damit nach ZINDLERS 
Meinung ein circulus vitiosus in der Definition gegeben. Nun ist 
gewiB kein Zweifel: HELMHOLTZ' MaBstab oder Zirkel ist als starr 
zu denken. Man darf aber bei dieser Auffassung den starren Korper 
nicht so definieren, wie man es unter Voraussetzung der ganzen Geo-

1) Auch der Unterschied zwischen dem unelastischen und dem elastischen Faden 
laBt sich klarmachen, ohne daB man dabei etwa den Begriff des Abstandes bereits 
voraussetzen miiBte. Bei dem schon gespannten unelastischen Faden bringt ein 
gewisses Verhalten, namlich die Verstarkung des von uns an den Enden ausgeiibten 
Zuges, keine weitere Veriinderung hervor, wiihrend dasselbe Verhalten beim elastischen 
Faden eine Veranderung bewirkt. 

2) Vortrage und Reden, 1884,2. Bd., S. 260. Natiirlich kann man auch gespannte 
Fadenteile zum Vergleich benutzen. 

3) 1m Zusammenhang der vorhin angefiihrten Stelle. 
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metrie tun kann, indem man sagt: ein starrer Korper ist ein solcher, 
bei dem je zwei seiner Punkte stets denselben Abstand voneinander 
halten. Man muB den Begriff des starren Korpers in diesem Fall aus 
ganz einfachen, unmittel baren Wahrnehmungen herleiten, die 
keine geometrischen Gesetze voraussetzen. Solche Wahrnehmungen 
bieten sich aber dar. 

Betrachten wir einen "starren" Korper, indem wir ihn gleichzeitig 
bewegen, d. h. verschieben, drehen und wenden, so sehen wir wech
se1nde Gesichtsbilder sich folgen, und es konnte zunachst scheinen, 
als lieBe sich gar kein auf die unmittelbare Wahrnehmung gegriindeter 
Unterschied finden zwischen dem unveranderlich starren und z. B. 
dem knetbaren Korper. Richten wir aber jetzt unser Augenmerk 
darauf, das erste Gesichtsbild wieder herzustellen, so wird dies bei 
dem sogenannten starren Korper, den wir bewegt haben, jederzeit mit 
leichter Miihe moglich sein, wahrend bei einem Stiick Wachs oder Ton, 
das wir geknetet haben, die Wiederherstellung des urspriinglichen An
blicks ohne weiteres gar nicht und hochstens auf Grund schwieriger, 
mit Dberlegungen verkniipfter Bemiihungen moglich sein wird. Darin 
aber diirften urspriinglich unterscheidende Merkmale des starren 
und des nichtstarren Korpers liegen 1). Es kommt noch dazu, daB bei 
dem Bewegen oder Kneten der Korper die wechse1nden Gesichtsbilder 
von Tastempfindungen begleitet sind und von Muskelgefiihlen, in 
denen wir die Anstrengung unseres Tuns wahrnehmen. Diese Emp
findungen der Beriihrung und der Anstrengung sind bei den Tatig
keiten des Bewegens und des Knetens wesentlich verschieden, und 
zwar auch fiir die unmittelbare Wahrnehmung, wobei wir uns gar 
nicht bewuBt zu sein brauchen, daB wir un sere Muskeln so oder so 
in Tatigkeit setzen, sondern nur die wechselnden Sinneseindriicke und 
zugleich unsere eigenen Willensimpulse beobachten, mit denen wir im 
Hinblick auf den vorgesetzten Zweck die Veranderungen regieren. 
Auf Grund dieser Dberlegungen scheint mir eine Auffassung, welche 
den starr en Korper an den Anfang der geometrischen Kenntnisse 
stellen will, durchaus folgerichtig, und es gilt dies auch dann, wenn 
nur der Tastsiun und nicht der Gesichtssinn beriicksichtigt wird. 

Zu den an solchen starren Korpern gemachten Erfahrungen gehort 
auch dies, daB Teile zweier solcher Korper, die bei einer Gelegenheit 
einmal zur Deckung gebracht worden sind, auch bei einer anderen 

1) In meiner bereits zitierten Antrittsrede: Anschauung und Denken in der Geo
metrie (1900) habe ich (S. 5) dieselbe Definition des starren K6rpers gegeben. H. POIN
CARE erkliirt ihn in "La science et l'hypothese" (1903) folgenderma!3en (p. 79): "Parmi 
les objects, qui nous entourent, i1 y en a qui eprouvent frequemment des deplacements 
susceptibles d'etre ainsi corriges par un mouvement corr Jatif de notre propre 
corps, ce sont les corps solides." 
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Gelegenheit wieder zur Deckung gelangen. Hat man also einrnal den 
Stab a mit dem Stab b, ein anderes Mal den Stab emit demselben 
Stab b zur Deckung gebracht, so wird man, vermoge der verhaltnis
maBigen Unabhangigkeit dieser beiden Tatigkeiten, annehmen, daB 
ein drittes Mal a mit b und gleichzeitig emit b zur Deckung gebracht 
werden kann; es wiirden dann auch gleichzeitig die beiden Enden 
von a mit den beiden Enden von c zusammenfa11en und somit die 
Stabe a und c miteinander zur Deckung kommen. So wird der Grund
satz: Wenn a = b ist und c = b, so ist auch a = c wenigstens 
plausibeF) gemacht. 

Aus dem starren Korper kann man aber auch den Begriff der 
Geraden entstehen lassen. Denkt man sich ein Stiick Draht von 
irgendwelcher Gestalt, das aber als starr angenommen werden sol1, 
so kann dasselbe urn seine Endpunkte gedreht werden, wobei es im 
a11gemeinen sehr verschiedene Lagen annehmen wird; nur wenn das 
Drahtstiick eine geradlinige Strecke ausmacht, so ergibt die Drehung 
keine neuen Lagen. Zunachst ist dies eine Aussage, die wir auf Grund 
bekannter geometrischer Gesetze machen. Offenbar aber kann man, 
ohne von der Geometrie etwas zu wissen, die genannten beiden Falle 
beoba,chten und daran eine Unterscheidung der Linienarten kniipfen. 
Man kommt dann zu einer Definition der Geraden, die so lautet: Die 
Gerade ist diejenige Linie, die zwischen zwei gegebenen Punkten nur 
einerlei Lage haben kann 2). Diese Definition hat in den Lehrbiichern, 
in denen sie aufgefiihrt ist, nur die Bedeutung einer Namenserklarung, 
da sie in keinem der nachfolgenden Beweise gebraucht wird. Man 
erkennt aber, daB sie in der geometrischen Praxis gebraucht werden 
kann als Kennzeichen einer geradlinigen Kante oder auch zum Zwecke 
der Herstellung einer geraden Linie; denkt man sich namlich das 
friihere Drahtstiick nicht mehr vollig starr, sondern bei starkem 
Druck verbiegbar, so wird man, indem man den Draht dreht, zugleich 
durch Verbiegen einen Teil desselben in die geradlinige Gestalt und 
Lage allmahlich einste11en konnen. 

In ahnlicher Weise werden die geometrischen Elemente und ihre 
Relationen von J. HJELMSLEV definiert, der dabei mit der Ebene den 
Anfang macht. Er sagt 3): ,,\Vas ist eine wirkliche Ebene? Diese Frage 

1) DaB bei dieser Uberlegung doeh noeh die Erinnerung an Erfahrungen auJ3erdem 
mitwirkt, wird man erkennen, wenn man sich statt der Stiibe drei ebene Platten denkt, 
deren jede auf einer Seite eine aufgeritzte geradlinige Strecke zeigt. In diesem Fall ist 
es nieht moglieh, die Streeken alle drei gleiehzeitig zur Deekung zu bringen. 

2) EUKUDS Definition hat damit eine gewisse Ahnliehkeit; s'e lautet in wortlieher 
Dbersetzung: Eine gerade Linie ist die, welche mit den auf ihr befindliehen Punkten 
gleichformig liegt (1. Bueh, 4. Definition). 

3) "Die Geometrie der Wirkliehkeit", Acta Mathematiea, Bd. 40 (1916), S. 38. 
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beantwortet man, indem man zusieht, wie man in der Praxis, in den 
Maschinenfabriken, die Ebenen herstellt. Man beniitzt eine sogenannte 
Richtplatte, eine Normalebene, nach welcher man durch geeignete 
Bearbeitung die herzustellenden ebenen Flachen zurichtet. Wie er
halt man aber derartige Richtplatten? Sie werden je drei und drei 
hergestellt. Man nimmt drei Eisenplatten, welche annahernd ebene 
Flachen darstellen; dann bearbeitet man sie nach und nach durch 
Schaben so lange, bis jede derselben schlieBlich mit jeder der anderen 
genau aufeinander paBt." In derse1ben Arbeit wird nachher das Senk
rechtstehen der Ebenen, die gerade Linie und der Punkt auf eine 
ahnliche Art definiert. 

Auf dem starren Korper beruht aber nicht nur die Gleichheit der 
Strecken, sondern auch die der Winkel und ebenso der Teil der Kon
gruenzsatze, der nicht im eigentlichen Sinn des Worts aus den anderen 
Axiomen deduziert werden kann und deshalb selbst als axiomatisch 
anzusehen ist. So besagt der erste Kongruenzsatz, daB zwei Dreiecke 
ABC und A I B' C', bei denen die Seiten A B und A I B' 
miteinander, ebenso aber auch die Seiten A C und A I C' 
und die Winkel B A C und B' A I C' miteinander iiber
einstimmen, auch in ihren iibrigen Stiicken iiberein
stimmend sein miissen. Zum "Beweis" denkt sich 
EUKLID (r. Buch, 4. Satz) die Dreiecke zur Deckung 

V 
11 

Abb.182. 

gebracht, wobei er sich etwa das Dreieck ABC nach dem Dreieck 
A' B' C' hinbewegt, jenes aber offenbar als ein starres Gebilde denken 
muB, weil ja sonst natiirlich jedes Dreieck miiBte mit jedem zur 
Deckung gebracht werden konnen, woraus man dann gar nichts 
zu schlie Ben vermochte. Dieser sogenannte Beweis ist keine wirk
liche Deduktion, sondern ein Hinweis auf die bei der Bewegung 
starrer Korper gemachten Erfahrungen. Wohl stellt man manch
mal derartige Dberlegungen so dar, daB sie als eine Kette von 
Schliissen erscheinen 1): man legt die Seite AB auf die ihr gleiche 
A I B', kann dann wegen der Gleichheit der Winkel B A C und 
B' A' C' erreichen, daB die Gerade AC in die Richtung von A' C' fallt 
(Abb. 182), wobei dann wegen der Gleichheit von AC und A' C' auch 
der Punkt C auf den Punkt C' fallen muB. Zuletzt schlieBt man dann 
daraus, daB B auf B' und C auf C' gefallen ist, daB B C und B' C' 
sich decken und gleich sind, und daB das Entsprechende von den 
anderen Stiicken gilt. Bei genauerer Dberlegung wird man aber 

1) In iihnIicher Weise stellt J. ST. Mlr.r. einen bekannten geometrischen Beweis 
dar, der in Wahrheit auf die Kongruenzaxiome gegriindet werden muLl (vgl. System 
der deduktiven und induktiven Logik, deutsch von SCHIEr., 4. Auf!., 1877, Teil I, 

S.270 ). 
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finden, daB man mehr 1'atsachen benutzt hat a1s nur die voraus
gesetzten drei Gleichheitsre1ationen. Vorausgesetzt war, daB bei einer 
gewissen Ge1egenheit A B mit A' B', bei einer anderen A C mit A' C' 
zur Deckung kam, und bei einer dritten Ge1egenheit A mit A' sich 
deckte und zug1eich A B in die Richtung von A' B' und A C in die 
von A' C' zu liegen kam. DaB hieraus die Moglichkeit der Deckung 
des ganzen zusammenhangenden Linienzugs B A emit B' A' C' fo1gt, 
ist kein bloB rein 10gischer Sch1uB; man muB wissen, wie das jedesmal 
folgende Stiick an das vorangehende sich an1egt und sich dabei durch 
die betreffende GroBe bestimmt. Dabei werden die an starren Korpern 
gemachten Erfahrungen gebraucht. 

Ich hoffe im vorangehenden k1argemacht zu haben, daB man sich 
die Grundbegriffe der Geometrie, sowoh1 die Gegenstandsbegriffe als 
auch die Relationsbegriffe, als aus der Erfahrung abstrahiert denken 
kann. Was die gesetzmaBigen Beziehungen betrifft, die teils besagen, 
daB E1emente existieren, die mit gewissen gegebenen E1ementen in 
bestimmten Relationen stehen, teils erlauben, aus dem Bestehen von 
Relationen zwischen gewissen Elementen auf das Bestehen weiterer 
Relationen zwischen diesen und eventuell noch anderen E1ementen zu 
schlie Ben, so diirften sich wohl einige dieser Beziehungen unmittelbar 
mit der Bildung der Begriffe ergeben. Dies gilt z. B. von dem Gesetz, 
daB durch zwei Punkte eine und nur eine Gerade bestimmt ist. Andere 
von diesen gesetzmaBigen Beziehungen diirften als Grundsatze in 
Anspruch genommen werden, die nach der Bildung der Begriffe 
induktiv gewonnen worden sind 1). 

§ 130. Moglichkeit der Abbildung von Erfahrungstatsachen 
durch das Denken. Realrelationen. Gegenstande hoherer 

Ordnung. 

Die Mog1ichkeit einer Ab bild ung der Erfahrung durch das 
Denken wird von der neueren Philosophie in der Regel. auf das be
stimmteste verworfen2). Dabei wird meistens davon ausgegangen, 
daB jede Abbi1dung eine Ahn1ichkeit zwischen den E1ementen des 
Abzubildenden und denen der Abbi1dung voraussetze, und es diirfte 
in diesem Sinne jene Verwerfung zu Recht bestehen. Jede Dar
stellung von Gegenstanden und V organgen der Erfahrung beschrankt 
sich deshalb darauf, diesen gewisse Zeichen zuzuordnen, gleichgiiltig, 
ob diese Zeichen nun in Worten oder etwa in mathematischen Sym
bolen und Zusammenstellungen von solchen bestehen. In jiingster 

1) Vgl. P. NA'I'ORP, der a. a. 0., S. 317, auf den Unterschied zwischen "idealisierender 
Abstraktion" und "Induktion" hinweist. 

2) Vgl. z. B. BAUCH, Kantstudien, Bd. 12, 1904, S. 230. 
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Zeit hat M. SCHLICK l ) klar auseinandergesetzt, daB alles empirische 
Denken auf ein Zuordnen hinauskommt, und hat dabei die Eindeutig
keit der Zuordnung vor allem betont. Wesentlich ist dabei auch, daB 
diese1be Art der Zuordnung fiir mehr als einen Menschen Bedeutung 
haben, daB also iiber die Zuordnung eine Verstandigung stattfinden 
muB. 

Um dafiir ein Beispiel zu haben, wollen wir uns einmal iibedegen, 
wie iiber die Farben und ihre Namen eine Verstandigung erzielt wird. 
Selbstverstaddlich spielt dabei der Sinneseindruck, den die einzelnen 
Beobachter empfangen, eine vermittelnde Rolle. Davon, daB etwa 
der Farbenname mit der Lichtart, die durch ihn bezeichnet wird, eine 
Ahnlichkeit haben konnte, kann natiirlich keine Rede sein; aber auch 
die Sinneseindriicke, die von derse1ben Farbe bei verschiedenen Beob
achtern hervorgerufen werden, brauchen nicht untereinander ahnlich 
zu sein 2), ja sie konnen eigentlich gar nicht unmittelbar miteinander 
verglichen werden. Nehmen wir aber nun einmal geradezu an, der 
Beobachter A habe bei del' Betrachtung von Baumen denselben 
Farbeneindruck I, den der Beobachter B bei der Betrachtung von 
Ziegeln empfindet, und es erzeuge umgekehrt die Betrachtung von 
Ziegeln in A einen Farbeneindruck II, und zwar denselben, der in B 
beim Anschauen von Baumen entsteht. Die beiden Beobachter werden 
sich trotzdem vollkommen verstehen. A hat den Eindruck I stets in 
Verbindung mit Baumen, Strauch ern usw., kurz mit solchen Gegen
standen gehabt, die seine Umgebung als "griin" zu bezeichnen pflegte. 
Fiir B bedeutet derselbe Eindruck I "rot", und er hat denselben in 
Verbindung mit Ziegeln erhalten. Dasselbe gilt mit Vertauschung der 
beiden Beobachter A und B fUr den Farbeneindruck II; aber beide 
Beobachter werden in deli Urteilen iibereinstimmen, daB die Baume 
griin sind und die Ziege1 rot 3). Hier sind also die Farbeneindriicke der 
Beobachter gewissermaBen eliminiert, und es ist, trotz der Ver
schiedenheit, die wir in den Eindriicken der beiden angenommen 
haben, eine eindeutige Zuordnung zwischen den physikalischen Farben, 
d. h. den Lichtarten, und den Farbennamen erreicht. 

Unser Beispiel fUhrt gleich noch auf etwas anderes, wenn wir nicht 
bloB den Lichtarten, sondern auch den farbigen Gegenstanden unser 
Augenmerk zuwenden. Wir sehen, daB wir unter Umstanden ver
schiedenen individuellen Gegenstanden, neben den Namen, die sie 

1) Allgemeine Erkenntnislehre, I. Bd., 1918, S. 20, 56, 58. 
2) Auch KAN1' sagt, da13 z. B. eine Rose jedem Auge in Ansehung der Farbe anders 

erscheinen konne (Kritik der reinen Vernunft, Elementarlehre, I. Teil, I. Abschn., § 3). 
3) Anders liegt die Sache, wenn einer der Beobachter farbenblind ist; dann 

erzeugen fiir ihn zwei physikalisch verschiedene Lichtarten denselben Eindruck, und 
er kann sie nicht unterscheiden. 
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etwa einzeln bezeichnen, noch eine gemeinsame Bezeichnung, z. B. 
durch das Eigenschaftswort "grun", geben konnen 1). "Vir konnen also 
Ahnlichkeit feststellen oder Dinge "in gewisser Beziehung" fUr 
gleich erkliiren. Diese Ahnlichkeit oder Gleichheit ist eine gewisse 
Relation zwischen zweien der Dinge, wie es noch andere Relationen 
zwischen zwei oder auch mehr Dingen gibt (§ 94). 

Die Zuordnung zwischen unserem Denken und den Dingen muB 
nun, trotz der Verschiedenheit zwischen den darzustellenden Dingen 
und den zur Darstellung benutzten Mitteln, der Bedingung genugen, 
daB Dingen oder Relationen zwischen soIchen, die untereinander 
gleichartig sind, entweder dasselbe Zeichen zugeordnet wird oder doch 
soIche Zeichen zugeordnet werden, die un t ere ina n d e r gleichartig 
sind. Dadurch entsteht schlieBlich doch eine soIche Zuordnung, die 
meines Erachtens mit dem N amen einer Abbildung belegt werden 
darf (s. auch unten). 

Wir haben also angenommen bzw. annehmen mussen, daB es reale 
Gleichartigkeit von Dingen und reale Gleichartigkeit zwischen einer 

Abb. r83. 

Relation gewisser Dinge und einer Relation gewisser 
anderer Dinge wirklich gibt, und daB man soIche Gleich
artigkeit feststellen kann. Der naive Mensch wird daran 
wohl kaum zweifeln; aber es hat auch hier die Philo
sophie mit ihrer Kritik schon eingesetzt 2). Um neben 

den schon besprochenen Beispie1en der Relation, in der zueinander 
die Teile eines starren Korpers oder die eines nichtausdehnbaren 
Fadens stehen, ein moglichst schlagendes Beispiel zu erwiihnen, sei 
an den Fall erinnert, in dem zwei starre Ringe ineinanderhiingen 
(Abb. 183). Sind die Ringe etwa aus Holz und jeder aus einem einzigen 
Stuck gebildet und nicht geleimt, so kann dieses gegenseitige Verhiiltnis 

1) Damit ist also eine Zuordnung vorgenommen, deren Umkehrung nicht ein
deutig ist. Zu der gewiihlten Bezeichnung gehort mehr als ein Gegenstand. 

2) Besonders hat THEODOR LIPPS diesen kritischen Standpunkt betont; er sagt 
(Einheiten und Relationen, 1902, S. r): "Relationen sind nicht gegenstiindliche Erleb
nisse, d. h. sie sind nicht Qualitiiten, Merkmale, Bestimmtheiten des Wahrgenommenen, 
Vorgestellten, Gedachten, von dem wir sagen, daB es in einer Relation stehe ... 
Sondern Relationen sind Apperzeptionserlebnisse, d. h. Weisen, wie ich mich, in 
meinem Apperzipieren, auf Gegenstiindliches, und wie ich Gegenstiindliches auf mich 
bezogen finde." 1m Verlauf seiner Auseinandersetzungen gibt LIPPS aber doch, nach
dem er die Relationen besonders durch numerische Verhiiltnisse erliiutert hat, zu 
(S. 48): "Dies scWieBt doch nicht aus, sondern ein, daB sie einen Objektivitiitscharakter 
sekundiir gewinnen, d. h. daB jetzt das, jetzt jenes zur numerischen Zusammen
fassung oder Herauslosung einen AnlaB gibt." 

MEINONG (Gesammelte Abhandlungen, 2. Bd., s. 395) driickt sich mit Riicksicht 
auf die vorliegende Frage folgendermaBen aus: .,DaB nun weiter den idealen Kom
plexionen auch reale zur Seite stehen, wird auch ohne Beispiele jedem selbstverstiind
lich ersc;heinen .. " wenn auch gar manches von dem, was sich zuniichst als greifbarste 
Wirklichkeit darstellt, genauerer Betrachtung sich als ideale Zutat enthiillt", und 
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der beiden nur dadurch hervorgebracl:t werden, daB man sie beide 
aus einem und demselben Holzstiick herausarbeitet. Auch die Relation 
zwischen den gegeneinander verschiebbaren Teilchen einer tropfbaren 
(inkompressibeln) Fliissigkeit, die ihr Volum nicht andert, kann hier 
erwahnt werden, wobei man dann allerdings den Volumbegriff in 
passender Weise (s. unten) vermiUelt denken muB, und ebenso die 
auf einen zeitlichen Verlauf sich beziehende Relation zwischen zwei 
warmeleitenden Korpern von verschiedener Temperatur, die Warme 
miteinander austauschen. 

Will man den Rauminhalts- oder Volumbegriff erfahrungsmaBig 
begriinden, so muB man ihn ohne Zweifel mit dem FliissigkeitsmaB in 
Verbindung bringen. Denken wir uns mehrere HohlmaBe a, b, c ... 
aus starrem Material. 1st a mit einer Fliissigkeit gerade gefiillt, und 
wird b dann gerade voll, wenn wir das Experiment vollfiihren, den 
Inhalt von a in das vorher leere b hiniiberzugieBen, so wird jedesmal b, 
wenn es voll ist, beim AusgieBen das vorher leere GefaB a gerade aus
fUllen. Wird b gerade voll gemacht durch AusgieBen des vollen Ge
faBes a, und ebenso c durch AusgieBen des vollen GefaBes b, so erhalt 
man auch das GefaB c eben voll, wenn man das GefaB a, das gefiillt 
ist, in das vorher leere c iibergieBt. Dies alles sind Tatsachen, die sich 
herausstellen, wenn wir die gewohnlichen sogenannten "tropfbaren" 
Fliissigkeiten zum Fiillen und UmgieBen verwenden, oder vielmehr: 
wir sagen dann, wenn die genannten Tatsachen sich bewahren, 
einerseits, daB wir es mit tropfbaren, inkompressibeln, Fliissigkeiten zu 
tun gehabt haben, und andererseits, daB z. B. im Fall des ersten 
Experiments das HohlmaB a gleich b war. Dabei hat sich zugleich 
ergeben, daB allgemein aus a = b folgt, daB auch b = a ist, und 
daB aus a = b und b = c die Gleichung a = c folgt. Das sind 
gesetzmaBige Beziehungen, die an den Begriff der Gleichheit sich 
kniipfen. 

Wir nehmen jetzt an, daB unser erstes Experiment anders ausfallt. 
Beim volligen AusgieBen des vorher gefUllten GefaBes a in das GefaB b 
hinein solI in diesem noch Raum leer bleiben. Fiillen wir jetzt b ganz
lich voll und versuchen nachher den Inhalt davon in a einzugieBen. 
Es stellt sich dann heraus, daB nach Auffiillung von a in dem GefaB b 
Fliissigkeit iibrigbleibt. Bei jeder Wiederholung der Experimente 

weiter (S. 396): "Es gibt Real- neben Idealrelationen, wie es Real- neben Idealkom
plexionen gibt." 

Sehr entschieden hat es SCHUPPE ausgesprochen, daB Einheit und Relation auch 
Realitatscharakter haben (GrundriLl der Erkenntnistheorie und Logik, 1894, S. 130); 
schon die Scholastiker sprachen iibrigens von dem "fundamentum relationis", 
das dem Begrifflichen in der Wirklichkeit entspricht (vgl. EISLER: Worterbuch der 
philosophischen Begriffe, 2. Aufl. 1904, 1. Bd., S. 342). 
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zeigen sich dieselben Ergebnisse; wir sageri, daB a < b, ist und daB 
aus a < b die Ungleichung b> a folgt. Bleibt beim DbergieBen des 
vollen GefaBes a in b im letzteren Raum ubrig und ebenso beim Dber
gieBen des voUen GefaDes bin c, so findet man jedesmal, daB man mit 
dem gefUllten GefaB a das GefaB c nicht vallig fUll en kann. Dies heiBt, 
daB fUr un sere Hohlmasse aus a < b und aus b < c stets folgt, daB 
a; < c ist; damit haben sich fUr die Begriffe "kleiner" und "graBer" 
im Sinne des Volumwerts gleichzeitig gesetzmiiBige Beziehungen er
geben. 

Durch solche Beispiele kann man wohl deutlich machen, daB man 
Realre1ationen zugeben muB, die auf Erfahrung beruhen, womit natur
lich keineswegs geleugnet werden 5011, daB die erwiihnten Beobach
tungen - schon in der einheitlichen Zusammenfassung der auf einen 
Gegenstand bezogenen Sinneswahrnehmungen - se1bst die Mitwir
kung der Verstandestacigkeit voraussetzen, 

Bedenkt man jetzt noch, was oben uber die begriffliche Be
arbeitung der Erfahrung gesagt worden ist, wonach diese im Zu
ordnen besteht, und bei solchem Zuordnen gleichartigen Elementen 
und gleichartigen Relationen jedesmal Zeichen entsprechen, die unter
einander gleichartig sind, so wird man erkennen, daB auf diese Weise 
ein verwickdter Gegenstand oder Vorgang so dargestellt werden kann, 
daB man von einer gewissen Dbereinstimmung der Eigenschaften des 
Gegenstandes oder Vorganges mit dem zur DarsteUung verwendeten 
Gebilde sprechen kann. Eine solche Art der Zuordnung wird aber 
von den Mathematikern schon lange als "Abbildung" bezeichnet 
(vgl. § 10, 41, II3, II4). Aus diesem Grunde machte ich auch, trotz 
des oben erwahnten Bedenkens der Philosophen, an diesem Aus
druck festhalten 1), urn so mehr, als durch denselben die Bedeutung 
charakterisiert wird, die eine solche Zuordnung besitzt. q.ilt2) nam
lich fUr die Elemente des abgebildeten Gegenstands oder Vor
gangs und £lir die Relationen dieser Elemente eine gesetzmaBige 
Beziehung in der Weise, daB aus dem Bestehen gewisser Relationen 
auf das Bestehen anderer geschlossen werden kann, so ergibt sich aus 
den geschilderten, von der Zuordnung zu erfiil1enden Bedingungen, 
fUr die andersartigen Elemente des Abbilds und fUr die anders-

1) E. STUDY hat in seiner Schrift: Denken und Darstellung, 1921 (Sammlung Vie
weg, Tagesfragen aus den Gebieten der Naturwissenschaften und der Technik, Heft 59), 
S. 34, Anm. gleichfalls auf die mathematische Auffassung des Worts "Abbildung" im 
Gegensatz zur philosophischen hingewiesen. 

2) Freilich ist der Ausdruck anfechtbar, daJ3 im Empirischen eine gesetzmiiJ3ige 
Beziehung "giiltig sei"; sie kann, wenn sie induktiv entdeckt ist, als genau )lnd allge
meingiiltig im Grunde nur angenommen werden. Man vgl. hierzu z. B. die von 
den gewohnlichen Grundsiitzen der Liingengleichheit abweichenden Annahmen der 
EINSTEINschen Relativitiitstheorie in § 165. 
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artigen Relationen dieser Elem~nte eine entsprechende gesetzmaBige 

Beziehung1). 

Eine Gesamtheit von realen Teilen, die durch Relationen mitein

ander verbunden sind, bildet nach dem Ausdruck von MEINDNG 2) 

einen "Gegenstand hoherer Ordnung". Zwei solche Gegenstande 

konnen sich in der Weise gegenseitig "abbilden", daB eine ein-ein

deutige Zuordnung gegeben ist, derart, daB, wo dieselbe Relation 

mehrfach zwischen Elementen des einen Gegenstandes auftritt, zwi

schen den Elementen des anderen Gegenstandes sich eine gev.isse - im 

allgemeinen eine andere - Relation in den entsprechenden Fallen 

wiederholt. Ein solcher Gegenstand kann auch in dieser Weise durch 

ein Denkgebilde abgebildet werden, das in giinstigen Fallen un

abhangig von den wirklichen Gegenstanden, auf das es sich bezieht, 

rein synthetisch aufgebaut werden kann 3). Dieses Denkgebilde ist 

dann das, was EHRENFELS die "Gestaltsqualitat" der Gegenstande 

genannt hat4), in gewissem Sinne das,was a11en den aufeinander ab

bildbaren Gegenstanden hoherer Ordnung der Wirklichkeit gemeinsam 

ist und sich aus der Wirklichkeit der Gegenstande gewissermaBen in 

das Denken iibertragt. MEINDNG hat die Frage nach einer solchen 

1) SCHLICK, a. a. D., S. 195, drtickt es so aus, daLl die "Relationen zwischen den 
Re1ationen" sich tibertragen und infolgedessen im Weltbild der verschiedenen Indi
viduen dieselben sind. HELMHOLTZ (Vortrage und Reden, 2. Bd., 1884, S. 226) sagt 
von dem "Rest von Ahnlichkeit", der bei naherer Uberlegung zwischen den Dingen 
und zwischen den Bildern bestehen bleibt, die wir von den Dingen (bei ihm allerdings 
durch die Sinne) erhalten: "Denn mit ihm kann noch eine Sache von der allergroLlesten 
Tragweite geleistet werden, namlich die Abbildung der GesetzmaLligkeit in den Vor
gangen der wirklichen Welt." Schon LEIBNIZ sagt in den Hauptschriften zur Grund
legung der Philosophie, tibersetzt von BUCHENAU, herausgegeben von CASSlRER, Bd. 1 
(Philosophische Bibliothek, Bd.I07), 1904, S.84: "Einer geregelten Drdnung im 
Gegebenen entspricht eine gerege1te Drdnung im Gesuchten." HEINRICH HERTZ hat 
es in der Einleitung zu seiner Mechanik (Gesammelte Werke, Bd. 3, 1. Aun. 1894, 2. Aun. 
1910, S. 1) so ausgedrtickt: "Wir machen uns innere Scheinbilder oder Symbole 
der auLleren Gegenstande, und zwar machen wir sie von solcher Art, daLl die denknot
wendigen Folgen der Bilder stets wieder die Bilder seien von den naturnotwendigen 
Folgen der abgebildeten Gegenstande." 

2) VgI. S. 296. 
3) Man vgI., was l\{EINONG (a. a. D., S. 394-399) tiber reale und ideale Gegenstande 

und die von ihm so genannten "fundierten Gegenstande" sagt; ·ferner ware zu ver
gleichen, was ich in § III tiber den Zusammenhang dieser fundierten Gegenstande mit 
den synthetischen Begriffen bemerkt habe. 

4) Vierteljahrsschrift f. wissenschaftl. Philosophie, 1890, S.249ff. Man kann hier 
auch an LOCKES primiire Eigenschaften der Korper (Ausdehnung, Gestalt, Bewegung, 
Reihe, Zahl) erinnern, von denen er sagt, daLl ihre Muster in den Korpern wirklich 
da seien (Versuch tiber den menschlichen Verstand, Buch II, Kap. 8, § 15); TREN
DELENBURG (Logische Untersuchungen, 3. Auf I., 1870, 2. Bd., S. 518) bemerkt dazu, 
daLl fiir di!! ursprtinglichen Eigenschaften LOCKES die Sinne nur die Motive geben, 
aus denen der Geist sie entwirft. Es sind dies dieselben Qualitaten, von denen ARI
STOTELES sagt, daLl sie mehreren Sinnen gemeinsam seien, und tiber die LEIBNIZ in 
den Nouveaux Essais (II,S) bemerkt hat, daLl sie aus dem Geiste selbst seien, sich 
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Dbertragbarkeit erhoben 1 ) und sie z. B. fi.ir die Anzahl festgestellt. 
Aus dem soeben Auseinandergesetzten geht hervor, aaB der wahre 
Grund fiir diese Dbertragbarkeit darin liegt, daB einerseits die "Ab
bildung durch das Denken", andererseits aber auch der Zahlbegriff 
(§ 63-69) auf der Zuordnung beruht. Es ist immerhin merkwiirdig, 
daB gerade MEINONG, der die obenerwahnte Feststellung gemacht hat, 
sich an anderer Stelle gegen die Herleitung des Zahlbegriffs aus der 
Einheitenzuordnung gewandt und diese Herleitung £iir kiinstlich er
klart haP). Und doch hat bereits HUME die in Frage stehende Defi
nition der Zahl angegeben 3). 

MEINONG hat geglaubt, in der von ihm so genannten Gegen
standstheorie ein der Mathematik iibergeordnetes, se1bstandiges 
Gebiet begrifflicher Untersuchungen zu erkennen. 1ch glaube jedoch, 
daB A. Voss 4) recht hat, wenn er die Moglichkeit einer Gegenstands
theorie, die nicht zugleich Mathematik ist, in Zweifel zieht; die Gegen
stande hoherer Ordnung im Sinne von MEINONG diirften sich, so
weit sie idealer Natur sind, mit unseren rein synthetischen Begriffen 
decken, deren Untersuchung geradezu die eigentliche Aufgabe der 
Mathematik ist 5). 

§ 131. Grund der Anwendbarkeit der Mathematik 
auf Erfahrung. 

1m vorigen Paragraphen wurde auseinandergesetzt, wie Gegen~ 
stande und Vorgange der Erfahrung in gewissem Sinn durch das 
Denken abgebildet werden konnen, wie dabei den realen Elementen 
und Re1ationen im Denken andere Elemente und andere Relationen, 
aber doch so1che, welche dense1ben gesetzmaBigen Beziehungen ge
horchen, entsprechen. Es ist nun deutlich, daB man im begrifflichen 
Abbild auf Grund der gesetzmaJ3igen Beziehungen der Verkettung 
der Relationen nachgehen (§ r07) und, indem man dann die zuletzt 

jedoch auf die auBeren Gegenstande beziehen, und daB diese Begriffe der Definition 
und des exakten Beweises fahig seien (vgl. auch die Anm. von CASSIRER in LEIBNIZ' 
Hauptschriften usw., S. 23/24). 

1) Vgl. "Uber die Erfahrungsgrundlagen unseres Wissens " , Abhandlungen zur 
Didaktik und Philosophie der Naturwissenschaften, Bd. I (Zeitschr. f. d. phys. u. 
chern. Unterricht, Sonderhefte), H. 6, 1904, S. 102. 

2) Vgl. Gesammelte Abhandlungen, 2. Bd., 1913, S. 241. 
3) Vgl. die Anm. 1 auf S. r62. 
4) "Uber die mathematische Erkenntnis", Die Kultur der Gegenwart, heraus

gegeben von HrNNEBERG, Teil III, Abt. I, 1914, E, S. 17. 
5) KANT sagt (Kritik der reinen Vernunft, Methodenlehre, 1. Hauptst., 1. Abschn.), 

die mathematische Erkenntnis sei Vernunfterkenntnis "aus der Konstruktion der 
Begriffe". Es ist hier auch zu betonen, was von Voss a. a. o. gleichfalls bemerkt wird, 
daB die zum Teil beliebte Umfangsbestimmung der Mathematik als der .. \Vissenschaft 
von der Quantitat" viel zu enge ist (vgl. § 17, 93, r08ff.). 
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erhaltene Relation riickwarts deutetl), eine beobachtbare Realrelation 
an dem untersuchten physischen Vorgang oder Gegenstand voraus
sagen kann. Hierauf aber gerade beruht aile Anwendung der Mathe
matik sowohl auf raumliche, als auch auf physikalische Fragen; damit 
ist, wie ich glaube, viel besser als durch die Annahme von KANT, die 
Anwendbarkeit der Mathematik auf die Erfahrungswelt erklart. 

Die Geometrie wiirde also nicht anders dastehen als die Mechanik 
oder die Physik. Die Grundgesetze oder Axiome, von denen man bei 
der Untersuchung ausgeht, sind empirische Gesetze, d. h. es sind 
Annahmen, die wir zum Zweck der Erklarung der Erfahrungen ge
macht haben 2). Aus diesen Annahmen folgt mit rein logischer Not
wendigkeit das, was wir aus ihnen weiter entwickeln. Insofern ist es 
nunmehr wahr, dal3 wir "die Form der Erfahrung unabhangig vom 
Inhalt der Erfahrung studieren" konnen, indem dazu nur noch ein 
logischer ProzeB notig ist, nachdem wir zu, jenen A nnahmen gelangt sind. 
In dieser Weise betreibt die Menschheit die Geometrie, seit ihr die 
Griechen diesen deduktiven Weg gewiesen haben 3); ebenso entwickeln 
wir dadurch, daB wir den geometrischen Annahmen noch andere, 
mechanische hinzufiigen, die Gesetze des Gleichgewichts und der Be
wegung eines starren Korpers unter dem EinfluB von Kraften, und 
nicht anders untersucht man in einer elastischen Fliissigkeit, d. h. in 
in einem Gas, die GraBen und Richtungen der Geschwindigkeit der 
einzelnen Teilchen, die Anderung der Dichte-, Druck- und Temperatur
verteilung. Dabei ist zu beachten, daB es sicher keine "Anschauungs
form" gibt, in der Dichte, Druck und Temperatur mitbetrachtet 
werden k6nnten. 

1) Die "Deutung" des Begriffliehen in der Erfahrung ist analog der Deutung 
h6herer Begriffe in demjenigen Begriffsgebiet, dem diese h6heren Begriffe tibergebaut 
sind (vgl. § II6 u. II4). 

2) Vgl. aueh J. WELLSTEIN, Elemente der Geometrie (Enzyklopadie der Ele
mentarmathematik von WEBER und WELLSTEIN, 2. Bd.), 1905, S. 142. EDUARD 
ZELLER sagt (vgl. das von B. ERDMANN gewahlte Motto in den EDUARD ZELLER zum 
Doktorjubilaum, 1887, gewidmeten "Philosophisehen Aufsatzen", S. 195): "Alle unsere 
Kausalbegriffe und somit alle unsere Annahmen tiber die objektive Besehaffenheit der 
Dinge sind Hypothesen, dureh welche wir uns die in der Erfahrung gegebenen Ersehei
nungen zu erkliiren versuehen." Man kann allerdings im Zweifel sein, ob dabei ZELLER 
aueh an die Annahmen oder Axiome der Geometrie gedaeht hat. Sie k6nnen in der 
Tat mit dem Tragheitsgesetz oder mit einer der anderen Annahmen auf eine Linie 
gestellt werden. die NEWTON als "Leges sive axiomata motus" bezeiehnet hat. Hin
siehtlieh des Worts "Hypothese" kann man freilieh hinzufiigen, daB NEWTON aueh 
den Aussprueh getan hat: "Hypotheses non fingo." Es gibt eben noeh einen spezielleren 
Gebraueh des Ausdrueks "Hypothese", dem aueh die gew6hnliehe Ubung der Physiker 
meist folgt, wobei dann die Hypothese ein Objekt mit solchen Eigensehaften voraus
setzt, die man in der Erfahrung nicht vereinigt anzutreffen pflegt. So setzt man 
z. B. das Atom voraus, das k6rperliehe Masse und doeh keine Teilbarkeit, und den 
Ather, der physikalisehe Eigensehaften und doeh keine Masse besitzen solI. 

3) Vgl. die Einleitung, S. 2. 
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In dem mathematischen, d. h. deduktiven, Verfahren, vermoge 
dessen wir aus den Annahmen die Folgerungen entwickeln, besteht 
eben das eigentliche "reine" Denken, sofern wir es der Erfahrung ent
gegensetzen kannen. Denn nicht darin beruht die Unterscheidung 
zwischen Erfahrung und Denken, daB etwa eine Erfahrung maglich 
ware, die nicht bereits von einer denkenden Verarbeitung begleitet 
wiirde, indem ja schon die Fassung des Erfahrungsergebnisses im 
Urteil die Anwendung von Denkformen voraussetzt, sondern darin, 
daB ein Denken maglich ist, das insofern von der Erfahrung losgelost 
erscheint, als es vor sich geht, ohne daB der Stoff der Erfahrung, auf 
den es sich doch schlieBlich bezieht, gegenwartig istl). So bestimmt 
der Astronom auf Grund seiner Theorie und auf Grund gewisser em
pirischer Gegebenheiten, d. h. aus friiheren Messungen anderer Werte, 
den Zeitpunkt einer Sonnenfinsternis an seinem Schreibtisch voraus, 
und gerade so berechnen oder konstruieren wir, nachdem wir die 
Mechanik haben, ohne uns dabei irgendwie mit Korpern abzugeben, 
ein einzelnes Vorkommnis, das z. B. bei der Bewegung eines rotierenden 
Kreisels, der auf einen zweiten in Bewegung befindlichen Kreisel 
gestellt wird, tatsachlich eintritt. 

§ 132. KANTS Argumente fUr die angebliche Subjektivitat der 
Raumordnung. 

Bei der Wichtigkeit der Raumfrage fUr die ganze Erkenntnislehre 
wird es sich empfehlen, hier auch RANTS beriihmte Raumargumente 
zu erwahnen. KANT hat in der Kritik der reinen Vernunft (Elementar
lehre, 1. Teil, I. Abschn" § 2) folgende Punkte hervorgehoben: 

I. "Der Raum ist kein empirischer Begriff, der von auBeren Er
fahrungen abgezogen worden. Denn damit gewisse Empfindungen 
auf etwas auBer mich bezogen werden (d. i. auf etwas in einem anderen 
Orte des Raumes, als darinnen ich mich befinde), imgleichen damit 
ich sie als auBereinander, mithin nicht bloB verschieden, sondern als 
in verschiedenen Orten vorstellen kanne, dazu muB die Vorstellung 
des Raumes schon zum Grunde liegen .. ," 

2. "Der Raum ist eine notwendige Vorstellung, a priori, die allen 
iiuBeren Anschauungen zum Grunde liegt. Man kann sich niemals eine 
Vorstellung davon machen, daB kein Raum sei, ob man sich gleich 
ganz wohl denken kann, daB keine Gegenstiinde darin angetroffen 
werden ... " 

1) KANT nennt in der Kritik der reinen Vernunft (Elementarlehre, II. Tei!, Ein
leitung) eine Anschauung oder einen Begriff "e m p i r i s c h, wenn Empfindung 
(die die wirkliche Gegenwart des Gegenstandes voraussetzt) darin enthalten ist: 
rei naber, wenn der Vorstellung keine Empfindung beigemischt ist." 
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3. "Auf diese Notwendigkeit a priori griindet sich die apodiktische 
GewiBheit aller geometrischen Grundsatze und die Moglichkeit ihrer 
Konstruktionen a priori ... " 

4. "Der Raum ist kein diskursiver, oder, wie man sagt, allgemeiner 
Begriff von Verhaltnissen der Dinge iiberhaupt, sondem eine reine 
Anschauung. Denn erstlich kann man sich nur einen einigen Raum 
vorstellen, und wenn man von vielen Raumen redet, so verstehet man 
darunter nur 'reile eines und desselben alleinigen Raumes. Diese 'reile 
konnen auch nicht vor dem einigen allbefassenden Raume gleichsam 
als dessen Bestandteile (daraus seine Zusammensetzung moglich sei) 
vorhergehen, sondem nur in ihm gedacht werden ... " 

5. "Der Raum wird als eine unendliche GroBe gegeben vor
gestellt ... " 

Aus diesen Griinden schlieBt KANT, daB durch die Raumordnung 
keine "Verhaltnisse der Dinge", sondem solche Verhaltnisse sich dar
stellen, "die nur an der Form der Anschauung allein haften und mithin 
an der sUbjektiven Beschaffenheit unseres Gemiits, ohne welche diese 
Pradikate gar keinem Dinge beigelegt werden konnen". 

Zunachst mogen einige altere Einwendungen gegen die KANTschen 
Argumente angefiihrt werden. So hat v. KIRCHMANNl) ZU lund 2, 

wie mir scheint treffend, bemerkt, daB man ebensogut sagen konnte, 
es miisse z. B. die Vorstellung der Farbe iiberhaupt schon in der 
Seele vorhanden sein, damit man eine gewisse Gestalt mit einer be
stimmten Farbe ausfiillen konne, und man konne sich sehr wohl eine 
Vorstellung machen, daB kein Raum sei, sob aid man sich auf Selbst
wahmehmungen beschranke. Gegen 3 kann man einwenden, daB die 
Geometrie bloB insofem notwendig ist, als die Lehrsatze mit Not
wendigkeit aus den Axiomen folgen, daB diese selbst aber nicht an 
und fUr sich als notwendig angesehen zu werden brauchen; sie konnten 
auch nur in dem Sinne notwendig sein, als wir gewohnheitsgemaB 
Naturgesetze, die sich bewahrt haben und die durch Erfahrung (em
pirisch) gefunrlen worden sind, so nennen 2). Die geometrischen Axiome 
diirften auf Erfahrung beruhen und nur deshalb als "evident" er
scheinen, weil bereits die Erfahrung des taglichen Lebens geniigt, urn 
zu ihnen zu gelangen. Auch die neuerdings erkannte Moglichkeit, die 
Axiome abzuandem (§ 3), diirfte gegen ihre strenge Notwendigkeit 
sprechen. Die abgeanderten Geometrien, die hyperbolische und die 
elliptische Geometrie, ergeben also in gewissem Sinn mehrere Raume; 

1) Erliiuterungen zu KANTS Kritik der reinen Vernunft, Philosophische Bibliothek, 
Bd. 3, 4. Aufl., 1893. S. 6f. 

2) KANT hat allerdings eine "reine Naturwissenschaft" angenommen (vgl. unten 
§ 166), aber z. B. gerade die Bewegung, deren Gesetze am meisten deduktiv bearbeitet 
sind, zu den empirischen Begriffen gerechnet (Prolegomena § IS). 
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man kann sich in der Tat mehrere Raumordnungen denken, wenn 
auch vielleieht nieht gerade vorstellen. Der eben erwahnte Umstand 
konnte aber immerhin gegen das Argument 4 eingewendet werden. 

Auf den unendliehen Fortgang im Raume soIl im folgenden Para
graphen noeh einmal besonders eingegangen werden. 1m Zusammen
hang damit wird noeh ein anderer Umstand erortert werden, den 
KANT an anderer Stelle (Prolegomena § 13) als neues Argument fiir 
die Subjektivitat der Raumanordnung anfiihrt, namlich den Umstand, 
daB zwei Korper, die Spiege1bilder voneinander sind, nieht zur Deekung 
gebraeht werden konnen. 

In allen seinen AuBernngen behandelt KANT die Raumansehauung 
als etwas durchaus Gegebenes und Bekanntes, von dem nur erortert 
werden muB, ob es einen empirisehen oder niehtempirisehen (aprio
risehen) Charakter hat. Er identifiziert also ohne Zweifel seine "Raum
ansehauung" mit dem, was wir jetzt rneist a1s den "Vorstellungs
raum" bezeichnen, d. h. er bezieht sieh auf das bekannte Erlebnis, 
daB wir in der Vorstellung Gestalten zu entwerfen verrnogen. Zugleieh 
aber behauptet KANT den notwendigen, d. h. apriorisehen Charakter 
der Rallrnansehauung. Hiergegen ist nun eingeworfen worden, daB 
eine Ansehallung, aus der Satze a priori gewiB entnommen werden 
konnten 1), auch vollige Genauigkeit besitzen rniiBte 2), daB aber der 
Vorstellungsraum durehaus versehwommen und ungenau ist. Urn 
diesem Einwurf Zll begegnen, hat BENNO ERDMANN3 ) die Mogliehkeit 
erwogen, daB zwar der Raum "transzendental" (d. h. eine subjektive, 
£tit uns notwendige Form der Erfahrnng), daB aber die in den Axiomen 
niedergelegten besonderen Gesetze empirisehen Ursprungs, also der 
Erfahrnng se1bst entnommen seien. Ieh kann mieh jedoeh durehaus 
nieht davon iiberzeugen, daB mit dieser Auffassung irgend etwas fiir 
die vorliegende Frage gewonnen ist. Eine Raumansehauung ohne 
irgendwelche genauer bestimmte Eigensehaften ist vollig leer und 
kann nicht die von KANT gewiinsehte Erk1arnng fiir die lVIoglichkeit 
der Geometrie abgeben. Aueh steht die im Argument 3 gewahlte 
Al1sdrneksweise unbedingt dem entgegen, diese Auffassung mit der 
KANTS in Dbereinstimmung zu bringen. 

Unter solchen Umstanden seheint mir, daB man die KANTsche 
Annahme nur so halten kann, daB man sozusagen hinter dem Vor
stellungsraum, in ihm wirkend und von ihm unvollkommen zum Aus
drnek gebraeht, eine reine Ansehaunng, gewissermaBen eine platonische 

1) VgL die auf S. 367, Anm. 2, angefiihrte Stelle der Kritik der reinen Vernunft. 
2) VgL HELMHOLTZ, a. a. 0., S. 262. 
3) Die Axiome der Geometrie, 1877, Kapitel III; HELMHOLTZ hat sich dieser Auf· 

fassung spater bis auf einen gewissen Grad angeschlossen, a. a. 0., S. 256. 
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Idee l ) des Raumes annimmt, die apriorische Form und Bedingung 
aller Erfahrung ist. Eine solche Annahme wird man schwer widerlegen 
k6nnen. 1m Grund ist sie aber auch eine unbewiesene Hypothese. 
AuBerdem macht die Obereinstimmung der Erfahrung mit dieser Idee 
doch wieder neue Schwierigkeiten, wenn die Idee wirklich von aller 
Erfahrung unabhangig sein soIl. Freilich fUr KANT sind Inhalt und 
Form der Erfahrung voneinander v61lig trennbare Dinge. In dem 
Inhalt steckt jenes unbekannte Etwas der Empirie, das "Ding an 
sich"; die Form der Erfahrung hat Gesetze, die subjektiv und not
wen dig sind und die deshalb unabhangig yom Empirischen von uns 
vorausbestimmt werden k6nnen. 1st aber damit die Anwendbarkeit 
der Mathematik auf die Erfahrung wirklich erkliirt 2}? Wie will man 
verstehen, daB derselbe empirische Gegenstand von n Seiten betrachtet 
n verschiedene Ansichten liefert, die als ebensoviele unabhiingige Er
fahrungen erscheinen, wahrend doch nach den Gesetzen der Geometrie 
ein Tell dieser Ansichten aus den anderen abgeleitet werden kann und 
jene scheinbar unabhiingigen Erfahrungen den eben erwahnten theo
retischen Formgesetzen sich fligen? Wie erklart man es, daB eine 
unrichtige Beurteilung einer Form, z. B. der Abmessungen eines Gra
bens, liber den ich springe, mir einen Unfall und damit Schmerzen 
zuziehen kann, wenn der Schmerz als empirischer Inhalt der Erfahrung 
mit der Form der Erfahrung nichts zu tun hat? 

§ 133. Die unendliche Lange der Geraden. Der Korper und 
sein Spiegelbild. 

Zwei Umstande, die von KANT als Argumente fiir die SUbjektivitat 
der Raumanschauung aufgefiihrt worden sind, habe ich im vorigen 
Paragraphen nur oberfliichlich beriihrt: die Unendlichkeit des Raumes 
und die Existenz von Spiegelbildem. Die Unendlichkeit des Raumes 
wird manchmal einfach mit dem Fehlen einer Grenze des Raumes 
verwechselt; es muB darauf hingewiesen werden, daB z. B. auf einer 
Kugeloberfliiche keine Grenzlinie vorhanden und trotzdem der Fliichen
inhalt ein endlicher ist. KANT sagt nun yom Raume: "Ware es nicht 
die Grenzenlosigkeit im Fortgange der Anschauung, so wiirde kein 
Begriff von Verhiiltnissen ein Prinzipium der Unendlichkeit derselben 
bei sich fiihren." Bleiben wir der Einfachheit wegen bei einer Geraden 

1) Vgl. auch NATORP, a. a. 0., S. 266ff. 
2) V. KrRCHMANN (Erliiuterungen zu KANTS Kritik der reinen Vernunft, 4. Auf!. 

1893, Philosophis('he Bibliothek Bd. 53, S. 10) sagt iiber diese Ansicht: "Nichts eignet 
sich besser zu ihrer Widerlegung, als der Umstand, da/3 aus KANTS Annahmen gar 
nicht erkliirt werden kann, weshalb aIle Menschen einem bestimmten Dinge an sich. 
z. B. einer Billardkuge1. die gleiche Kugelgestalt und Gro/3e zuteilen." 

H ii 1 de r. Mathematische Methode. 
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stehen, SO zeigt sich ihre "Unendlichkeit" darin, daB wir uns an eine 
in der Geraden liegende Strecke eine gleich gro13e, an diese wieder 
eine gleich groBe und so fort ohne Ende angefiigt denken kannen. 
DaB ich mir dabei die Strecken gleich groB denken muB 1), hat darin 
seinen Grund, daB ich z. B. beim Aneinanderfiigen von Strecken, 
deren jede halb so groB ist als die vorhergehende, niemals, auch wenn 
ich den Vorgang noch solange fortsetze, iiber das Doppelte der 
Anfangsstrecke hinausgelangen kann (vgl. § 55). Es setzt also die 
Behauptung, daB die Gerade unendlich lang sei, einen ohne Ende 
fortgesetzten ProzeB und ein gewisses System von Begriffen: "gleich", 
"zwischen" usw. voraus. Aus den auf die Anordnung der Punkte 
in der Geraden und das Abtragen der Strecken sich beziehenden 
Axiomen von § 2 laBt sich die Unendlichkeit der Lange der Geraden 
beweisen, die unter anderen Voraussetzungen mit Recht als besondere 
Annahme eingefiihrt wird, wahrend umgekehrt in der elliptischen 
Geometrie, wenn zugleich die auf die Anordnung der Punkte und auf 
die Gleichheit der Strecken sich beziehenden Axiome anders formuliert 
werden, bewiesen werden kann, daB die Gerade sich schlieBt und eine 
endliche Lange besitzt (§ 20). 

Erwagt man alle diese Umstande, so wird man geneigt sein, zu 
sagen, daB man die Gerade in der euklidischen und der hyperbolischen 
Geometrie als von unendlicher Lange denkt, und daB man sie nicht 
so anschaut. In der Tat erklaren auch die meisten Menschen auf 
Grund der Selbstbeobachtung, daB sie im Vorstellungsraum die Gerade 
als eine endliche erblicken. 

Etwas schwieriger erscheint das Problem der spiegelbildlichen 
Karper. KANT macht an der oben angefiihrten Stelle der Prolegomena 
darauf aufmerksam, daB eine Hand und ihr Spiegelbild "in allen 
Stiicken" gleich sind, und daB doch das Spiegelbild mit dem Urbild 
nicht zur Deckung gebracht werden kann, weil jenes z. B. dann eine 
linke Hand ist, wenn dieses eine rechte ist. KANT meint nun, es seien 
hier keine "inneren Unterschiede, die irgendein Verstand denken 
kannte", und findet, daB damit notwendig ein Widerspruch gegeben 
ware, wenn jene Gegenstande "VorsteUungen der Dinge" waren, "wie 
sie an sich selbst sind und wie sie der pure Verstand erkennen wiirde" 2), 

1) Darauf wird vielfach nicht aufmerksam gemacht. EINSTEIN hat auf diesen 
Puukt scharf hingewiesen (Geometrie und Erfahrung, 1921, S. 14); vgl. auch meine 
schon mehrfach zitierte Antrittsrede (1900), S. 43. 

2) Es ist merkwiirdig, daB KANT hier sagt, daB "Vorstellungen der Dinge, wie sie 
an sich se1bst sind und wie sie der pure Verstand erkennen wiirde", eine gewisse Eigen
schaft sicher nicht aufweisen kiinnten, wahrend doch nach der sonst von ihm ver
tretenen Auffassung wir von den "Dingen wie sie an sich selbst sind" gar nichts wissen 
kiinnen. 
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woraus er dann schlieBt, daB es sich um sinnliche (subjektive) An
schauungen handelt. 

rch glaube nun, daB der Verstand trotz allem hier Unterschiede 
entdecken kann, sowie die Tatsachen so vollstandig entwickelt werden, 
wie die moderne Mathematik es tut. Wie in dem vorigen Beispiel 
auf die Vorstellung einer nicht abbrechenden Reihe Bezug genommen 
werden muBte, so muB auch hier auf Reihenfolge und zugleich auf 
Zuordnung Bezug genommen werden. Man beachte zunachst, daB 
der Reihenbegriff sowohl bei Beschreibungen empirischer Gegenstande, 
als auch in der Geometrie tiberall von Bedeutung istI). Ein empirischer 
Gegenstand wird ja haufig auf die Weise beschrieben, daB seine Teile 
in der Reihenfolge, in der sie im Raume liegen, aufgezahlt werden. 
Die Zuordnung bildet eine notwendige Voraussetzung z. B. bei jeder 
Aussage tiber Kongruenz von Figuren, worauf allerdings meistens 
nicht aufmerksam gemacht wird. Bei der Kongruenz sind die Winkel 
an den zugeordneten Ecken der beiden Figuren und die zugeordneten 
Seiten einander gleich; zugeordnete Seiten mtissen aber zugeordnete 
Ecken verbinden, d. h. die Zuordnung ist eine solche, bei der benacb
barte Elemente der einen Figur benachbarten der anderen entsprecben. 
Es kommt also auf Ordnung und Zuordnung dabei an; der Umstand, 
daB nur zu jedem Winkel und zu jeder Seite der einen Figur ein 
gleicher Winkel und eine gleiche Seite in der anderen gefunden werden 
kann, wiirde zur Kongruenz nicht gentigen. Ebenso setzt jede Aus
sage tiber Symmetrie von Figuren oder yon Korpern eine spiegelbild
liche Zuordnung der Ecken voraus. 

Die Aufhellung der aufgeworfenen Frage setzt aber noch die raum
lichen Ordnungsbegriffe voraus, die wir mit den Worten "links" und 
"rechts" wiederzugeben pflegen. Es darf hier nicbt eingewendet 
werden, daB diese Begriffe nicht eigentlich definiert, d. h. nicbt so 
wie die synthetischen Begriffe (§ r) aufgebaut werden konnen. Sie 
mtissen so wie die anderen Grundbegriffe der Geometrie erklart 
werden, namlich durch den Hinweis auf die Tatsachen, von denen 
sie abstrahiert sind. Umgeht man nun eine ebene Figur, indem man 
an irgendeiner Ecke beginnt und, nachdem man die Nachbarecke, zu 

1) Die Bedeutung der Reihenfolge fiir die Formulierung geometrischer Siitze lii13t 
sich schon in gewissen Axiomen erkennen, wie z. B. in diesem: Wenn zwei Strecken 
einer dritten gleich sind, so sind sie einander gleich. Interessant ist in dieser Hinsicht 
ein Lehrsatz der projektiven Geometrie, der sich so aussprechen lii13t: Wenn sechs 
Punkte einer Ebene, nachdem sie mit 1,2,3,4,5,6 numeriert worden sind, die Eigen· 
schaft aufweisen, da13 der Schnittpunkt der Verbindungslinie von 1 und 2 und der 
Verbindungslinie von 4 und 5 mit dem Schnittpunkt der Verbindungslinien 2-3 und 
5-6 und mit dem Schnittpunkt von 3-4 und 6-1 in gerader Linie liegt, so besteht 
diese Eigenschaft fiir dieselben sechs Punkte auch dann, wenn sie in einer anderen 
Ordnung mit den Zahlen 1 bis 6 belegt werden. 

25* 
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der man zuerst iibergehen will, gewahlt hat, stets in derselben Rich
tung weitergeht, ohne umzukehren, so ergibt sich eine wieder in sich 
zuriicklaufende, wie man sagt, z yklische Folge der Ecken. So ergibt 
der in Abb. r84 durch die Pfeile angedeutete Umlauf eines Vierecks 
die zyklische Folge AB CD, die wir ebensogut durch B C DA, C DAB 
und DABC wiedergeben konnen. Dagegen gibt der umgekehrte Um
lauf desselben Vierecks in Abb. I8S die umgekehrte zyklische Folge, 
die durch AD C B oder D CBA oder CBAD oder BAD C zum Ausdruck 
gebracht wird. Liegt nun das Innere eines Vielecks fUr den, der es 
umlauft, mit Riicksicht auf den gewahlten Umlauf, der durch die 
zyklische Folge der Ecken angegeben wird, und mit Riicksicht auf 
die Seite der Ebene, auf der der Umlaufende sich befindet und von 
der aus das Vieleck betrachtet wird, auf der Ii n ke n Seite, so sol1 das 
Vieleck als positiv gelten. Liegt das Innere zur rechten Seite, so 
sol1 das Vieleck negativ sein. So wiirde also Abb. r84 ein negatives, 
Abb. r8s ein positives Vieleck veranschauHchen 1). Es kommt einer 

Abb.I84. Abb. 18 S· 

ebenen Figur also nur mit Riicksicht auf einen 
bestimmten Umlauf ihres Umfangs und mit 
Riicksicht auf eine bestimmte Seite, von der 
aus wir die Ebene der Figur betrachten, ein 
Vorzeichen zu. Das Vorzeichen schlagt in das 
Entgegengesetzte um, wenn wir entweder den 

Umlauf der Figur in das Entgegengesetzte verkehren oder die Seite 
wechseln, von der aus die Ebene betrachtet werden sol1. 

Das Vorzeichen der ebenen Figuren fiihrt nun auch auf ein Vor
zeichen, das einer vierseitigen Pyramide zugeschrieben werden kann, 
falls ihre Ecken in einer bestimmten Ordnung genannt worden sind. 
Bedeuten A, B, C, D vier nicht in eine Ebene fallen de Punkte des 
Raumes, so sol1 der Inhalt der Pyramide (oder des Tetraeders) AB C D 
als positiv oder negativ angesehen werden, je nachdem das Drei
eck BCD (d. h. das von B iiber C nach D und von da nach B zuriick 
umlaufene Dreieck) von A aus betrachtet als positiv oder negativ 

1) Die Niitzlichkeit der zuerst kiinstlich erscheinenden Festsetzungen fiir die 
Geometrie geht daraus hervor, daJ3 zwischen den Inhalten der vier Dreiecke, die man 
aus vier ganz be1iebig in der Ebene gelegenen Punkten A, B, C, D bilden kann, stets 
die Gleichung 

BCD = ABC + ACD + ADB 

besteht, wenn die Inhalte mit den oben erwiihnten Vorzeichen in Anschlag gebracht 
werden, wobei man natiirlich aile die Dreiecke von derselben Seite der Ebene aus 
betrachten muJ3. 

Die den Inhalt eines Dreiecks durch die Koordinaten der Ecken (§ 37ff.) dar
steilende Formel der analytischen Geometrie ergibt diesen Inhalt mit einem den 
obigen Regeln sich fiigenden oder mit dem umgekehrten Vorzeichen, je nach dem 
Achsenpaar, das man zugrunde gelegt hat. 
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erscheint. Es UiBt sich jetzt zeigen, daB von den 24 Ordnungen, in 
denen diese1ben vier im Raum vorgegebenen Punkte A, B, C, D ge
nannt werden k6nnen, die folgenden zw6lf: 

ABCD, ACDB, ADBC; BCAD, BADC, BDCA; 
CABD, CBDA, CDAB; DCBA, DBAC, DACB 

Pyramiden desselben Vorzeichens und die zw6lf anderen Pyramiden 
des entgegengesetzten Vorzeichens bedeuten 1). Ferner liiBt sich be
weisen, daB Tetraeder, die Spiegelbilder voneinander sind, dann stets 
mit entgegengesetztem Vorzeichen erscheinen, wenn ihre Ecken ent
sprechend, d. h. gemaB der Zuordnung aufgefuhrt sind, die durch das 
spiegelbildliche Verhaltnis vorgezeichnet ist. 

Man erkennt also: Ein K6rper ist noch nicht durch die Gr6Be 
seiner "Stucke" allein gegeben, es kommt noch auf die Ordnung an, 
in der die Stucke liegen; insbesondere spielen bei der Definition von 
Kongruenz und Symmetrie die Ordnung und die Zuordnung eine Rolle. 
Geht man aber auf die Ordnungsverhaltnisse ein, so kann man den 
Unterschied des Verhaltnisses zweier K6rper, die zur Deckung ge
bracht werden k6nnen, von dem Verhaltnis solcher, die in spiegel
bildliche Lage gebracht werden k6nnen, begrifflich analysieren. Man 
kann wohl annehmen, daB KANT, wenn er alle diese Umstande gekannt 
hatte, nicht in dem Vorhandensein symmetrischer oder spiegelbild
Hcher K6rper einen Beweis fur die SUbjektivitat der Raumordnung 
hatte erblicken k6nnen. 

In ~hnlicher Weise, wie soeben die spiegelbildlichen K6rper cha
rakterisiert worden sind, kann man auch die rechts- und die links
drehende Schraube und deren mechanische Wirkungen oder die Wir
kung eines positiven oder negativen elektrischen Stroms auf einen 
positiven oder negativen Magnetpol beschreiben. 

§ 134. Apriorisches und aposteriorisches Wissen. 

Aus dem, was in den beiden vorigen Paragraphen auseinander
gesetzt ist, durfte hervorgehen, daB KANTS Beweis nicht gelungen ist. 
Es ist nicht bewiesen, daB die Raumordnung eine apriorische, d. h. 
aller Erfahrung vorangehende, subjektiv notwendige, reine Anschau
ung ist 2), aus der die euklidischen Axiome stammen. Andererseits 

1) Auch die analytisch-geometrische Formel £iir das Tetraedervolum bringt von 
selbst den Vorzeichenunterschied zum Ausdruck. 

2) Sehr sonderbar ist meines Erachtens die Auffassung von G. HEYMANS, der, 
wenn ich ihn recht verstehe, den Raum als apriorische Form der Tast- und Be
wegungsempfindungen faLlt und im Gegensatz dazu den "Gesichtsraum" als empirisch 
ansieht (Die Gesetze und Elemente des wissenschaftlichen Denkens, 2. Auf I., 1905, 
S. 201, 226). Uber HEYMANS' Versuch der Begriindung der euklidischen Geometrie 
habe ich bereits in § 45 berichtet. 
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wird man die Auffassung, welche dieses annimmt, auch nicht stre nge 
widerlegen k6nnen. 1m Grunde aber wird man eine solche, doch 
schlieBlich kiinstliche Annahme dann in der Hauptsache als widerlegt 
ansehen k6nnen, wenn sie als iiberfliissig nachgewiesen ist. Ich glaube 
in § I28 und I29 allerdings gezeigt zu haben, daB die Ansicht, welche 
die geometrischen Grundbegriffe als aus der Erfahrung abstrahiert 
ansieht und dann natiirlich auch die Axiome auf Erfahrung zuriick
fiihrt, sich folgerichtig durchfiihren liiBt. Diese Auffassung wird durch 
den Umstand unterstiitzt, daB wir die Formulierung der Erfahrung 
abiindern, die Erfahrung durch andere Annahmen anniihern und er
kliiren k6nnen. Die nichteuklidische Geometrie hat zwar im wesent
lichen dieselben Grundbegriffe, aber andere Axiome als die euklidische, 
wiihrend in dem Raum-Zeit-System der EINSTEINSchen Relativitiits
theorie auch scnon die Begriffe der riiumlichen und der zeitlichen 
Ordnung wesentlich veriindert sind, indem hier schon die Begriffe "Ab
stand" und "Zeitpunkt" ihre urspriingliche Bedeutung verlieren (§ I65). 

Auch die SchluBfolgerungen, welche die Geometrie aus den Axiomen 
zieht, bediirfen nicht jener reinen Anschauung als eines besonderen 
Vehikels der Beweisfiihrung, wie in § 7-9 gezeigt worden ist. Genau 

. besehen, schlieBt die Geometrie aus ihren Axiomen geradeso, wie es 
die Physik macht, die dabei "empirische Gesetze" oder, besser ge
sagt, der Erfahrung angepaBte Hypothesen zugrunde legt (§6u. I3I). 
Deshalb scheint mir auch die Wendung unhaltbar, die der Theorie 
von seiten der Neukantianer gegeben worden ist, welche die euklidische 
Geometrie mehr nur als eine notwendige Bedingung "zur M6glichkeit 
wissenschaftlicher Erfahrung" anzusehen schein en 1). 

Ganz anders als in der Geometrie steht die Sache in der Arithmetik 
und den mit dieser in Zusammenhang stehenden Gebieten der Sub
stitutionenlehre usw. Hier handelt es sich urn lauter "rein synthe
tische" Begriffe, die unserer eigenen Denktiitigkeit entstammen, und 
es sind keine Axiome vorausgesetzt, jedenfalls keine von der Art der 
in der Geometrie gebrauchten, die auf iiuBere Erfahrung Bezug haben. 
Infolgedessen sind hier alle Begriffe und Siitze genau so notwendig 
(§ I25), wie es in der Geometrie auf Grundder gegebenen Begriffe (§ I) 
und der Axiome die Lehrsiitze sind. Es ist also die Arithmetik aprio
risch, d. h. vor der Erfahrung wahr, wiihrend die Geometrie als aposte
riorisch, d. h. auf Erfahrung beruhend, anzusehen sein diirfte. Dies 
ist auch die Ansicht von GAUSS gewesen, wie aus seiner bekannten 
AuBerung in einem an OLBERS gerichteten BrieF) hervorgeht: "Ich 

1) Vgl. P. NATORP, a. a. 0., S. 3Il; man beachte auch das am SchluB von § 43 
Gesagte. 

2) Vom 28. April 1817; vgl. GAUSS, Werke, Bd. VIII, 1900, S. 177. 
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komme immer mehr zu der Dberzeugung, daB die Notwendigkeit 
unserer Geometrie nicht bewiesen werden kann, wenigstens nicht 
vom menschlichen Verstande, noch fur den menschlichen Verstand. 
Vielleicht kommen wir in einem anderen Leben zu anderen Ein
sichten in das Wesen des Raums, die uns jetzt unerreichbar sind. 
Bis dahin muBte man die Geometrie nicht mit der Arithmetik, die 
rein a priori steht, sondern etwa mit der Mechanik in gleichen Rang 
setzen ... " 

Auch auf HUME, der die Algebra und die Arithmetik als die einzigen 
vollkommen sicheren Wissenschaften betrachtete1}, kann hier hin
gewiesen werden. 

Die verwickelteren Untersuchungen der hi:iheren und auch der 
niederen Arithmetik machen von der Idee einer ohne Ende - oder 
auch einer je nach Bedurfnis beliebig weit - fortgesetzten Folge 
Gebrauch (vgl. § 89-92, auch § 7I-76). Die Widerspruchslosigkeit 
der damit gesetzten, unendlich vielen Relationen des Vorhergehenden 
zum Nachfolgenden, denen zugleich das Gesetz der Transitivitat auf
erlegt wird (§ lOS), kann nicht schrittweise deduziert werden (vgl. 
§ I22 u. I23). Man kann also in der Annahme einer unendlichen 
Folge eine besondere Voraussetzung sehen, die aber von den in der 
Geometrie gemachten Annahmen, den Axiomen, auBerordentlich 
verschieden ist. Ich glaube kaum, daB irgendein Kenner der ein
schlagigen Untersuchungen die unbedingte Giiltigkeit der in Frage 
stehenden Idee bezweifeln wird. Die unendliche Folge muB dem
nach als eine gegebene Form 2} angesehen werden; sie ist in der Tat 
eine Bedingung der Erkenntnis, der wir vermutlich den Charakter 
der Aprioritat, d. h. die Eigenschaft innerei Notwendigkeit zu
erkennen mussen. 

Noch weniger deduzierbar als die diskret unendliche Folge ist das 
einfache Kontinuum (§ 124 u. 76 SchluB). Wenige von denen, we1che 
die schi:inen und fruchtbaren auf die Annahme des Kontinuums ge
griindeten Ergebnisse kennen (vgl. auch § 29-36), werden geneigt 

1) A Treatise of Human Nature, 1739, Book I, Part. III, Sect. I. Er sagt: "There 
remain therefore algebra and arithmetic as the only sciences, in which we can carry 
on a chain of reasoning to any degree of intricacy, and yet preserve a perfect exactness 
and certainty." DaB er aber damit nicht etwa den Beweisgang in der Geometrie 
angreifen will, geht aus der weiter unten stehenden Bemerkung hervor: "The reason 
why I impute any defect to geometry, is, because its original and fundamental prin
ciples are deriv'd merely from appearances; and it may perhaps be imagin'd, that 
this defect must always attend it, and keep it from ever reaching a greater exactness 
in the comparison of objects or ideas than what our eye or imagination alone is able 
to attain. 

2) Ob man sie eine "Anschauung" nennen sol1, scheint mir fraglich; warum ich 
es jedenfa11s vorziehe, diese Form nicht als reine Anschauung der Zeit zu bezeichnen. 
habe ich in § 12I (S. 339, Anm.) auseinandergesetzt. 
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sein, auf die Einflihrung dieser Idee zu verzichten 1), obwohl auch nach 
diesem Verzicht ein stattliches Gebiet reiner Mathematik iibrigbleiben 
wiirde. J edenfalls haben sich aus der Annahme des Kontinuums bis 
jetzt widersprechende Folgerungen nicht ergeben; es werden auch 
solche Folgerungen schwerlich von jemand erwartet werden. Da ferner, 
was die Hauptsache ist, gewichtige innere und auBere Griinde fiir die 
Annahme des Kontinuums sprechen2), so kann ich kein Hindernis 
sehen, die Idee des einfachen Kontinuums als eine unbedingte 
(apriorische) Form anzusehen, welche die Bedingung fiir gewisse Arten 
der Erkenntnis darstellt. Man konnte hier auch die von der KANT
schen Schule so stark betonte intensive GroBe (§ 25, SchluB) heran
ziehen, denn das einfache Kontinuum ist die gemeinsame Form fiir 
die gewohnHche Abstandstheorie von Punkten einer Geraden und fiir 
die Unterschiedsstufen der intensiven GroBe. 

Da die neueste Mathematik es versucht hat, z. B. in den von 
G. CANTOR aufgestellten Klassen" transfiniter Zahlen" (§ 185), auBer der 
diskret unendlichen Folge und dem Kontinuum noch andere urspriing
Hche Arten von unendlichen Gesamtheiten zu definieren, so mochte ich 
doch nicht unterlassen, darauf hinzuweisen, daB flir diese die inneren 
und auBeren Griinde nicht geltend gemacht werden konnen, durch 
welche die Annahme des einfachen Kontinuums gestiitzt werden kann. 

LaBt man die Annahme des einfachen Kontinuums zu, so kommt 
man dadurch, daB man aIle Strecken des Kontinuums durch eine 
besondere von diesen Strecken gemessen denkt, zur Gesamtheit 
der reellen Zahlen. Diese Gesamtheit, deren rein arithmetische Ab
leitbarkeit wir am SchluB von § 76 leugnen muBten, wiirde also 
von dieser Seite her einen Nachweis ihrer Berechtigung erhalten. Auf 
Grund dieser Gesamtheit lassen sich jedenfalls alle Satze der 

1) Sehr bezeichnend ist z. B., daLl L. KRONECKER, der sich in seinen er ke n n t nis -
theoretischen Gedankengangen gegentiber von Beweisen fiir die Existenz der 
oberen Grenze (§ 76) u. dgl. sehr kritisch, ja geradezu ablehnend verhalten hat, in 
seinen mathematischen Untersuchungen hinsichtlich der Kontinuitat stets ganz 
unbedenklich zu Werke gegangen ist; man vergleiche dazu seine bekannten Arbeiten 
tiber die Charakteristik von Kurvensystemen (Monatsber. d. Akad. d. Wiss. zu Berlin 
aus d~m Jahre 1869, S. 159ff.). 

2) Der Gedanke, das Kontinuum einfach als gegeben anzunehmen, hat neuerdings 
auch unter den Mathematikern an Boden gewonnen, wie aus einer 1920 in Nauheim 
bei der Mathematikerversammlung gepflogenen Diskussion hervorzugehen scheint. 

Einen empirischen AnlaLl zur Bildung des Kontinuitatsbegriffs und zur Auf
stellung des DEDEKINDSchen Axioms (§ 29) k6nnte man in der Tatsache finden, daLl, 
wenn z. B. in einem kreisf6rmigen Reifen eine Membran ausgespannt ist, der Uber
gang von einer Stelle der einen zu einer Stelle der anderen Seite der Kreisflache nur 
mit DurchstoLlung der Membran vor sich gehen kann, vorausgesetzt, daLl wir nicht 
um die Peripherie des Reifens herumgehen; es gibt also eine auf der Membran gelegene 
Stelle, die auf der durchlaufenen Linie die Punkte der einen Seite von denen der 
anderen trennt. 
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hoheren Analysis 1), d. h. der Differentialrechnung, der Integralrech
nung, welche die Umkehrung der Differentialrechnung ist, und der an 
diese Disziplinen sich anschlieBenden Funktionenlehre, welche die 
gesetzmaBigen Abhangigkeiten zwischen stetig veranderlichen GroBen 
behandelt, herleiten, wobei aber nicht gesagt sein soll, daB alle diese 
Satze das Kontinuum wirklich voraussetzen. 

Die Gesamtheit der reellen Zahlen gestattet aber auch die zweifache 
und dreifache Zahlenmannigfaltigkeit, d. h. die Gesamtheit der Zahlen
paare und der Zahlentripel zu bilden. Fiigt man in einer dieser Mannig
faltigkeiten den Elementen, welche durch die Paare bzw. Tripel selbst 
sich darstellen, noch die iibrigen arithmetischen Gebilde hinzu (§ 41), 
so erhalt man gewisse ideale Mannigfaltigkeiten, welche die Geometrie 
der Ebene bzw. des Raumes lnit allen ihren Elementen, Relationen 
und Axiomen darstellen 2). Bei etwas abgeanderter Annahme und 
Auffassung der zugrunde zu legenden Zahlsysteme und passender 
Wahl der hinzuzunehmenden Gebilde kann man statt der euklidischen 
Geometrie die hyperbolische oder die elliptische bekommen (§ 43). Da. 
a.ber geradesogut auch vierfache, fiinffache Mannigfaltigkeiten usw. 
gebildet werden konnen, und zwar sowohl die "ebenen" als auch 
die "nichtebenen", so gilt in allen diesen Fallen und dalnit also a11-
gemein von der nfachen RIEMANNSchen Mannigfaltigkeit (§ 48), daB 
sie als ein rein synthetisches, ide ales, d. h. also apriorisches Gebilde 
anzusprechen sein wird. 

1m Gegensatz dazu sind wir der Richtigkeit und Genauigkeit der 
Axiome nicht sicher, wenn die in sie eingehenden Begriffe in ihrer 
Bedeutung fiir die physischen Korper gedacht werden (§ 128u. 129), 
und diese Unsicherheit iibertragt sich von den Axiomen auf die Lehr
satze. Aus diesem Grunde sehe ich nicht ein, weshalb es nicht Sinn 
haben soli, z. B. den Satz von der Winkelsumme im Dreieck empirisch 
zu priifen; es soli diese Frage jedoch im folgenden Paragraphen noch 
ausfiihrlicher besprochen werden. Auch das ist als eine empirische 
Tatsache anzusehen, daB der Raum dreidimensional ist. Diese, von 
den meisten Mathematikem geteilte Auffassung von der idealen Vo11-
kommenheit der Zahlenmannigfaltigkeiten und von der empirischen 
Natur des Raumes der Korper wird unter den Philosophen z. B. von 

1) DaB das Gebiet, das die Mathematiker "Analysis" nennen, durchaus nichts 
mit den KANTschen "analytischen Urteilen" zu tun hat und ebensowenig mit einer 
"Analyse", welche etwa die Umkehrung der Begriffssynthese ware, habe ich bereits 
gezeigt (§ 127 U. 41, Schlu.B). 

2) Geht man nicht von der stetigen Gesamtheit alier reelien Zahlen aus, sondern 
von der Gesamtheit der rationalen Zalilen, so erhiilt man eine Mannigfaltigkeit, die 
den geometrischen Axiomen mit AusschluB des DEDEKINDSchen Axioms (§ 29) und 
rut Einsch1u.B des archimedischen Axioms (§ 22) geniigt. 
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MEINONGl) vollstandig gebilligt. DaB NATORP auf einem anderen 
Standpunkt steht, habe ich bereits erwahnt. Er ficht insbesondere 
die Behauptung an 2), daB man sich von der Dreidimensionalitat des 
physischen Raums nur auf dem Weg der Erfahrung iiberzeugen kann. 
Dazu mi::ichte ich bemerken, daB man es als eine empirische Tatsache 
bezeichnen kann, daB sich eine Stelle durch drei Messungen, z. B. in 
einem Zimmer durch ihre Abstande vom FuBboden und von zwei 
Wanden, praktisch festlegen laBt. Die theoretische Untersuchung der 
hi::iheren Mannigfaltigkeiten (s. oben) liefert gleichfalls Unterschiede, 
die im Raum der Ki::irper nach der Analogie gedeutet auf empirische 
Vorkommnisse zielen. So ki::innte im sogenannten vierdimensionalen 
Raum (§ 48) eine Gerade, deren Punkte nicht alle denselben Abstand 
von eiller (zweidimensionalen) Ebene besitzen, trotzdem an dieser Ebene 
vorbeigehen, wahrend im dreidimellsionalen ebenen Raum unserer 
Theorie, gerade wie auch im empirischen Raum, eine solche Gerade 
mit der betreffenden Ebene einen Punkt gemein ha t; in derselben 
'Veise ki::innen im dreidimensionalen Raum, nicht aber in der Ebene 
zwei Gerade, auch wenn die Punkte der einen nicht aIle denselben 
Abstand von der anderen haben, alleinander voriibergehen (windschief 
sein). Damit aber diirften wirklich empirische Daten bezeichnet sein, die 
mit der Dreidimensionalitat des Raums der Ki::irper zusammenhangen. 

Die Ansicht, die ich hier als die meines Erachtens wahrscheinlichste 
und einfachste in den Vordergrund geriickt habe, stimmt insoweit mit 
dem KANTschen Kritizismus iiberein, als sie gieichfalls apriorische 
Erkenntnisse annimmt, die Bedingung der Erfahrung sind. Die Grund
funktionen unseres Denkens sind in der Tat Bedingungen sowohl fUr 
jede Erfahrung als fUr jede theoretische Erkenntnis. Insofern wird 
man sagen ki::innen, daB die sogenannten "Kategorien"3) vor der 
Erfahrung Giiltigkeit besitzen, also apriorische Begriffe sind. Dazu 
mag man dann noch die unendliche Foige und das einfache Kontinuum 
als apriorische Formen hinzunehmen. Unsere eigene diskursive Denk
tatigkeit, die wir zugleich in gewisser Hinsicht zu beurteilen vermi::igen, 
IaBt dann die rein synthetischen, d. h. rein mathematischen, Begriffe 
entstehen (§ III U. 125)4). Wenn jedoch KANT auch die euklidische 
Raumform in ihrer eigentlichen Bedeutung als einer Ordnung der 

1) Vgl. Abhandlungen zur Didaktik und Philosophie der Naturwissenschaften, 
Bd.l (Zeitschr. f. d. physik. u. chern. Unterricht, Sonderhefte), H.6, 1904, S.12. 

2) a. a. 0., S. 263; seine AuJ3erung, die nicht sehr klar ist, lautet: ,;Ubrigens ist 
zu sagen, daB bisher niemand die Verschiedenheiten der Gegenstiinde, die den Begriff 
der Dimensionen geben sollten, unabhiingig von der Voraussetzung der Dimensionen 
anzugeben vermocht hat." 

3) V gl. § 106, SchluB. 
4) CASSIUS J. KEYSER (Mathematical Philosophy, 1922, p. 134) fiihrt den Ausspruch 

von 'WILLIAM BENJAMINSMI'I'Han, daB "pure mathematics is the universal art apodictic". 
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Gegenstande der auBeren Erfahrung fUr apriorisch, und zwar flir eine 
Bedingung der Erfahrung gehalten hat, der deshalb der Rang vor der 
Erfahrung zukommt, so durfte er, wie schon v. KIRCHMANN ange
nommen hatt), uber das Zie1 hinausgeschossen sein. 

DaB die Grundfunktionen unseres Denkens, die sprachlich in 
Worten wie: Einheit, Vielheit, aile, nicht, Bedingung, Folge, Vber
einstimmung, Widerspruch usw. zum Vorschein kommen, apriorisch 
sind, scheint mir damit nicht in Widerspruch zu stehen, daB wir diese 
"Kategorien" nicht nach einem allgemeinen Prinzip vollstandig auf
stellen, sondern nur gewissermaBen zufallig zusammenlesen konnen 2). 

Andererseits ist es gewiB auch moglich, daB man einen un be
dingten Unterschied zwischen zwei Arten der Erkenntnis, der aprio
rischen und der aposteriorischen, leugnet. Aber auch, wer dies tut, 
wird nicht alle Denkprozesse als gleichwertig ansehen konnen. Wenn 
man sogar die Denkgesetze selbst als Annahmen betrachten will, die 
nur durch die Verifikation 3), d. h. durch ihre Vbereinstimmung mit
einander und durch ihre Anwendungen sich als richtig erweisen, so 
wird man, wenn die Begriffe des Wahren und Falschen nicht inein
anderflieBen sollen, die Vberzeugung haben mussen, daB die denkende 
Verarbeitung der Erfahrung allmahlich von selbst die wichtigsten und 
sichersten Prinzipien so herauslost, daB sie uns auch klar erkennbar 
werden. Auch wer der Ansicht ist, daB beim Aufbau der Allgemein
begriffe der Arithmetik und bei dem Innewerden der das Aufbau
verfahren beschreibenden erzeugenden Beziehungen (§ IIZ) die Er
fahrung und die Induktion mitwirken, wird trotzdem den Bau der 
Arithmetik und die SchluBweise der Geometrie als sicherer anerkennen 
mussen gegenuber dem Verfahren irgendeiner anderen Wissenschaft; 
er wird deshalb auch die mathematische Forderung billigen mussen, 
derzufolge die deduktiven Zusammenhange uberall da, wo sie vor
handen sind, aufzusuchen, und solche Satze, die aus einfacheren ab
geleitet werden konnen, im Interesse der Sicherheit und Durchsichtig
keit der Erkenntnis, auf diese zuruckzufiihren sind. 

§ 135. Moglichkeit der Bestatigung 
oder Widerlegung der Geometrie in der Erfahrung. 

Idealisierung. Genauigkeitsgrenzen. 

Der Gedanke einer Prufung der Geometrie durch Erfahrung hat 
bei den Vertretern des KAN'.rschen Kritizismus stets lebhaften Wider-

1) Erliiuterungen zu KANTS Prolegomena. 1873. S. 8. 
2) E. v. HARTMANN sagt. die Kenntnis des a priori sei nicht selbst apriorischer 

Art (K'ritische Grundlegung des transcendentalen Realismus. 1875. Vorwort. S. XVI). 
3) ti'ber die Verifikation vgl. man SCHLICK. a. a. 0., S. 141 ff. 
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spruch gefunden. So sagt z. B. BAUCHl): "Hier zeigt sich, welcher 
circulus vitiosus es ware, diejenige Geometrie, die die Erfahrung be
griinden und verbiirgen hilft, durch Erfahrung begriinden oder auch 
nur bestatigen zu wollen." Fiir denjenigen, der die im vorhergehenden 
in den Vordergrund gestellte Auffassung fiir folgerichtig halt, ist da
gegen eine nachtragliche Priifung der aus den geometrischen Axiomen 
abgeleiteten Satze ohne Zweifel sinnvoll2). So ist z. B. eine oberflach
liche Bestatigung des euklidischen Satzes von der Winkelsumme im 
Dreieck mit den einfachsten Mitteln dadurch zu erreichen, daB man 
ein aus Karton geschnittenes Dreieck zerteilt und die Ecken zusammen
legt (Abb. r86). Durch Tausende von ausgefiihrten Zeichnungen und 
Modellen 3), durch zahllose Bauten, die mittels des Grundrisses und 
Aufrisses errichtet worden sind, ist die Geometrie, und zwar die eukli
dische, in dieser Weise indirekt bestatigt, wahrend andererseits haufig 
Satze an der Figur aufgefunden werden dadurch, daB z. B. drei ge-
~ zogene Linien unerwartet durch einen Punkt lau-

/~::.-:'/.:::-==~ fen, oder daB zwei Strecken tatsachlich gleich 
br' j ausgefallen sind. 

Abb.186. 

Etwas weniger einfach liegt die Sache da, wo 
es sich um eine sehr exakte Priifung handelt. Es ist 
schon haufig genug darauf hingewiesen worden, daB 
man einen ganz genauen Punkt, eine ganz genaue 
Gerade usw. nicht realisieren kann, und daB des

halb keine empirische Probe vollstandige Genauigkeit geben kann. 
Man driickt dies dann so aus, daB die Geometrie nur fUr die "ideali
sierten" geometrischen Elemente genau, fiir die empirischen Anwen
dungen aber nur innerhalb gewisser Fehlergrenzen gelte. Man hat 
sogar geradezu der "Prazisionsmathematik" eine "Approximations
mathematik" gegeniibergestellt, welche die Lehrsatze so zum Aus
druck bringen soIl, wie sie in den Anwendungen in Annaherungen 
sich darstellen'). Um aber das Verhaltnis zwischen Prazisions-

1) KANT-Studien, herausgegeben von V AIHINGER und BAUCH, Bd. XII, 1907, S. 233. 
2) Es ist in dieser Beziehung von Interesse, daB bereits im 17. Jahrhundert 

JOACRIM JUNGIUS eine "Geometria empirica" hat erscheinen lassen. Freilich scheint 
JUNGIUS dabei weniger eine empirische Begriindung der Geometrie als eine erleichterte 
Einfiihrung in diese1be im Auge gehabt zu haben. Vgl. JOACHIMI JUNGII Liib. Geo
metria empirica ex recensione H. SIVER!, Hamburgi 1688 (die im J ahr 1627 erschienene 
Originalausgabe liegt mir nicht vorl. 

3) E. STUDY (Die realistische Weltansicht und die Lehre vom Raume, 1914, S. 86) 
sagt: "Man kann sagen, daB jeder Tischler, jeder Bauhandwerker tiiglich Erfahrungen 
macht, in denen die (angeniiherte) Realisierbarkeit des abstrakten Begriffssystems 
der elementaren und auch der Koordinatengeometrie zum Ausdruck kommt." 

4) Vgl. KLEIN, F.: Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geo
metrie, eine Revision der Prinzipien, Vorlesung, G6ttingen, 1901 (autogniphiert, 
Leipzig bei G. B. Teubner, 1~02). 
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mathematik und Approximationsmathematik uns klarzumachen, 
wollen wir uns zunachst uberlegen, was es mit der Prazisions
mathematik und ihren idealisierten Begriffen fUr eine Bewandt
nis hat. 

Die geometrischen Begriffe Punkt, Gerade, Ebene usw. samt den 
zugehorigen Relationsbegriffen dachten wir uns hochstwahrscheinlich 
an der Erfahrung, ja an einer verhaltnismaBig groben Erfahrung ge
bildet: der Punkt ist ein kleiner Korper oder eine kleine Flache, die 
Gerade ein durch eine kleine OHnung fallender Strahl, also ein Licht
weg, der noch eine kleine Breite besitzt, oder ein gespannter Faden, 
ein Bleistiftstrich, ein Draht, der um zwei seiner Punkte gedreht, keine 
Anderung der Lage ergibt. N achdem wir nun auch noch zu gevdssen 
gesetzmaBigen Beziehungen gelangt sind, kommt die Idealisierung: 
wir denken uns, es konnten genaue Punkte, genaue Gerade gegeben 
werden, man konnte genau entscheiden, ob ein gegebener Punkt auf 
einer gegebenen Geraden liegt oder nicht, und wir nehmen zugleich an, 
da{3 fur diese genauen Begriffe die gesetzma{3igen Beziehungen oder 
Axiome unbedingte Geltung haben. Das ist aber das Wesentliche an 
der Idealisierung; sie beruht darauf, daB die Begriffe an die unbedingte 
Geltung der Axiome geknupft werden 1), nicht etwa darauf, daB eine 
Verscharfung des Punkts oder der Geraden des Vorstellungsraums 
moglich ware. Diese Idealisierung geht mit einer Umdeutung der ur
sprunglich aus groberen Erfahrungen abgeleiteten geometrischen Be
griffe Hand in Hand: der Punkt wird jetzt nicht mehr als kleiner 
Korper, sondern als Grenze zwischen zwei Linien, die Linie - und 
also auch die Gerade - als Grenze zweier Flachen, die Flache als 
Grenze von Korpern gedacht, und der alte "grobe" Punkt ist ·nun ein 
gewisses Etwas, das uber ganz bestimmte genaue Grenzf1achen nir
gends hinausgeht. Indem wir nun diese Vorstellungen mit den 
Axiomen in Verbindung bringen und dabei naturlich auch die Axiome 
festhalten, die sich auf die Zwischenlage beziehen (§2 u. 8), konnen wir 
erst beweisen, daB unter gewissen Bedingungen, die fur die Grenzen 
gewisser "grober" Elemente gesetzt sind, gewisse daraus abgeleitete 
Elemente sicher zwischen gewissen Grenzen liegen mussen. Auf diese 
Weise wird dann ein klares Ergebnis der Approximationsmathematik 

1) Man kann dann sagen, daB die geometrischen Begriffe durch die Axiome 
i m plizit definiert seien (vg!. tiber die implizite Definition M. SCHLICK, a. a. 0., S. 30). 

F. KLEIN (Nichteuklidische Geometrie I, autographierte Vorlesung, Gottingen, 
1892, S. 355) sagt: "Axiome sind Forderungen, vermoge deren wir uns tiber die Un
genauigkeit der Anschauung oder tiber die Begrenztheit der Genauigkeit der An
schauung zu unbegrenzter Genauigkeit erheben." P. VOLKMANN (Erkenntnistheoretische 
Grundztige der Naturwissenschaften, 2. Auf!., 1910, S. 81) spricht iihnlich von den 
naturwissenschaftlichen Hypothesen (man vgl. aber auch S. 381, Anm. 2). 
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erreicht. Die Prazisionsmathematik mit ihren Begriffen und Axiomen 
ist also notwendig 1) sowohl fiir die Entwicklung der Approximations
mathematik, als auch fiir die praktische Bestimmung der FehIer
grenzen in jedem einzelnen empirischen Fall. 

Obgleich wir nun die unbedingte Giiltigkeit der Axiome nur 
£iir die idealisierten Elemente fordern, miissen wir doch, wenn die 
Anwendbarkeit des Ergebnisses auf die physische Welt erklarbar sein 
solI, glauben, daB durch die Annahme der idealisierten Elemente und 
Relationen und durch die Annahme der Axiome schlieBlich ein der 
physischen Welt angepaBtes Begriffssystem 2) gewonnen ist. 

Es ist schon oben erwiihnt worden, daB die Geometrie im Grunde 
nicht anders verfahrt als die Mechanik und die Physik. Dies gilt auch 
hier. Auch die Mechanik und die Physik kennen Idealisierungen 3): 
den materiellen Punkt, die an einem Punkt angreifende Kraft, den 
starren Korper, die inkompressible Fliissigkeit, den e1ektrischen Leiter 
mit den positiven und negativen Elektrizitatsmengen auf seiner Ober
£lache, das vollkommene Gas, den vollkommen schwarzen Korper, den 
vollkommenen KreisprozeB usw. Man macht in allen diesen Fallen 
die Annahme, daB gewisse Eigenschaften unbedingt geiten, die man 
in der Erfahrung nie in unbedingter Geitung angetroffen hat. 1m 
Grunde aber werden die Annahmen zunachst nur versuchsweise ge
macht, sie konnen gewechseIt, lfmgebiidet werden. Dies geschieht 
z. B. beim Dbergang von der euklidischen zur nichteuklidischen 
Geometrie, beim Dbergang von den beiderlei Elektrizitaten, die 
sich nach dem Gesetze von COULOMB anziehen bzw. abstoBen, zu 
der FARADAy-MAXWELLschen Anschauung von der Elektrizitat, beim 
Dbergang yom gewohnlichen Raum und von der gewohnlichen Zeit
vorstellung zu dem Raum-Zeit-System der EINSTEINSchen Relativi
tatstheorie usw. Die Berechtigung des auf die jeweiligen Annahmen 
gestiitzten Verfahrens kann uns dabei, neben der theoretischen Dber
einstimmung der Folgerungen miteinander, nur der praktische Er
foig verbiirgen. 

Man beachte noch, daB die Bestatigung in der Geometrie wie in 
der Mechanik und der Physik meist eine mitte1bare sein wird. Ein 
unmittelbarer empirischer Nachweis diirfte in gena uerer Weise 

1) Man vgl. die AuBerungen von voss in dem Artikel der "Kultur der Gegen
wart": Uber die mathematische Erkenntnis, 1914, S. 105, ebenso den in der vViener 
Akademie 1917 gehaltenen Vortrag von EMIl, MUl,l,ER: Bedeutung und Wert mathe
matischer Erkenntnisse, S. 6, 7, 19 (besonders auch Anm. 5 und 25)· 

Z) BAUCH, a. a. 0., S. 229, sucht, wie mir scheint, infolge eines eigentiimlich 
logizistischen Erfahrungsbegriffs eine "Anpassung" des Begriffssystems an die Er
fahrung zu leugnen. 

3) Vgl. auch MACH: Die Principien der Wiirmelehre, 1900, S. 456/57. 
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ebensowenig fiir das ParaUelenaxiom (§ 3) moglich sein, als fiir das 
Tragheitsgesetz (§ I38). Man wird durch Nachpriifung der zusammen
gesetzten Lehrsatze die Axiome mittelbar bestatigen miissen. Auch 
sind die genaueren Messungen vielfach selbst wieder von mittelbarer 
Art, indem statt der unmittelbaren Vergleichung Apparate benutzt 
werden, die wiederum auf Grund der Geometrie konstruiert worden 
sind. Aber eine nur mittelbare Bestatigung ist immer noch kein 
"circulus vitiosus". Eine solche Bestatigung hat deshalb groBe Be
deutung, weil es unwahrscheinlich ist, daB zahlreiche, auf verschie
denen Umwegen, in vielen Schritten erreichte Ergebnisse schlieBlich 
mit den Messungen aufs genaueste iibereinstimmen konnten, wenn 
nicht die Annahmen, auf die sie aufgebaut worden sind, wirklich der 
Erfahrung angepaBt waren. 

Fiir die Mathematiker erschien seit der Ausbildung der nicht
euklidischen Geometrien vor aUem die Frage wichtig, ob nicht eine 
dieser Geometrien in praxi fUr die euklidische gesetzt werden miisse. 
Es geht aus dem im Anfang dieses Paragraphen Gesagten hervor, daB 
ausreichende Griinde fiir eine solche Ersetzung vorlaufig keineswegs 
gegeben sind; doch konnten noch genauere Messungen Griinde dafiir 
abgeben. Da die euklidische Geometrie ein SpezialfaU oder richtiger 
Grenzfall z. B. der hyperbolischen Geometrieist, und da in dieser die 
Winkelsumme im Dreieck zwar kleiner als zwei Rechte ist, aber bei 
sehr kleinen Dreiecken nur sehr wenig von zwei Rechten abweicht, 
so kann der Unterschied in verhaltnismaBig klein en Raumteilen gar 
nicht zur Geltung kommen. Bekanntlich hat GAUSS auf die an einem 
groBeren Dreieck, namlich dem geodatischen Dreieck: Hoher Hagen
Brocken-Inselsberg vorgenommene Priifung hingewiesen 1). Die Ab
wei chung der gemessenen bzw. errechneten Winkelsumme von zwei 
Rechten blieb in diesem Fall innerhalb der zu erwartenden Fehler
grenzen. Klarer wird man das Ergebnis auf Grund der Abweichungen, 
die bei der Messung und Berechnung vorkommen konnen, in die Form 
umsetzen, daB, falls der Raum der physischen Korper z. B. der hyper
bolischen Geometrie entsprechen soUte, die in § 5 bezeichnete, zum 
Parallelwinkel von 45 0 gehorende Strecke - etwa im Verhaltnis zur 
Erdbahn - eine bestimmte GroBe, die sich tatsachlich rechnen laBt, 
mindestens haben miiBte. 

Schon LOBATSCHEFSKIJ hat geglaubt, daB astronomische Messungen 
die hier angeregte Frage klaren konnten. Bedenkt man aber, daB man 
einen Winkel nur dann, wenn man sich in seiner Spitze befindet, 
unmittel bar messen kann, und daB jedenfalls nicht in allen drei 

1) Vgl. P. STAcKEL u. F. ENGEL: Die Theorie der Parallellinien von Euklid bis 
auf GauJ3, 1895, S. 216. 
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Ecken eines astronomischen Dreiecks gleichzeitig menschliche Beob
achter sich befinden konnen, SO ist deutlich, daB es wieder nur auf 
eine mittelbare Messung hinauskommen kann. Diese wird zugleich 
in verschiedenen Teilen zu verschiedenen Zeiten vor sich gehen, und 
es wird sich dabei der Beobachtungsort auf der Erde im Raume 
fortbewegen. Da so die Bewegungslehre und wegen des Visierens 
mit dem Fernrohr der Lichtweg und somit die Optik mit herein
spielt, so wiirde jede Abweichung der Messung von dem auf 
Grund der gewohnlichen Gesetze Erwarteten auf sehr verschiedene 
Erklarungsversuche fiihren konnen. Man konnte die Geometrie oder 
die Mechanik oder die Optik umbilden wollen. Trotz dieser ver
schiedenen Moglichkeiten konnte es sein, daB die Umbildungsver
suche1) des geometrisch-astronomisch-physikalischen Begriffssystems 
im Zusammenhang mit zahlreichen genauen Messungen doch schlieB
lich nur ein System als hinreichend der Erfahrung angepaBt er
wei sen wiirden. 

Jedenfalls ist es eine ungeheure Dbertreibung, wenn NATORp 2) 

behauptet hat, daB j ede physikalische Empirie mit j eder Geometrie 
in Einklang gebracht werden konne. GewiB konnten wir, falls sich 
irgend wo eine Differenz herausstellt, sagen, daB der bei der Be
obachtung benutzte Lichtstrahl eben keine vollkommene Gerade der 
zugrunde ge1egten Geometrie sei 3). Aber mit einer solchen allgemeinen 
Bemerkung ist es nicht getan. Es miiBte dann der von der Geraden 
abweichende Weg des Lichtstrahls auf Grund der betreffenden - etwa 
der euklidischen - Geometrie beschrieben werden; es miiBte fiir alle 
solche Linien sich auch ein Gesetz finden lassen, mit dem dann alle 
moglichst genau durchgefiihrten und immer wieder vermehrten Mes
sungen im Einklang zu bleiben hatten. Ob ein solches Gesetz gefunden 
werden kann, das womoglich auch eine geometrisch-physikalische Er
klarung fUr eine solche Art des Lichtwegs zulassen sollte, das hangt 
mit von den geometrischen Grundannahmen ab, die wir gemacht 
haben. 

1) Vgl. die Charakterisierung des einzuschlagenden Verfahrens durch RIEMANN, 
Werke, 1876, S. 268. 

2) a. a. O. S. 302. NATORP bezieht sich bei dieser Behauptung auf POINCARE, 
soviel ich sehe, ganz mit Unrecht, wiihrend allerdings POINCARE von einer empirischen 
Prufung der Geometrie auch nichts wissen will. 

3) Wir unterscheiden dann eben, trotzdem daJ3 die gerade Linie zum Teil an der 
optischen Erfahrung abstrahiert ist, nachtraglich bei der Umbildung des Begriffs
systems die gerade Linie vom Lichtweg und denken uns nur fUr jene Linie die Axiome 
als unbedingt giiltig. 
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Fu nfzehn ter A bschni tt. 

Tatsachen und Annahmen in der klassischen 
Mechanik. 

§ 136. Allgemeine Stellungnahme zu den Grundbegriffen und 
Definitionen der Mechanik. 

Es war fruher ublich, in der Einleitung einer Vorlesung uber 
Mechanik die Kraft als die "Ursache einer Bewegung" oder als die 
"Ursache der Anderung einer Bewegung" zu definieren. Aus dem 
Grundsatz: Causa aequat ejjectum, aus dem folgt, daB auch gleiche 
Ursa chen gleiChe Wirkungen haben mussen, suchte man dann etwa 
abzuleiten, daB eine nach Richtung und GroBe konstante Kraft, die 
auf einen in der Richtung der Kraft in Bewegung begrif£enen mate
riellen Punkt wirkt, die Geschwindigkeit des Punkts in der ersten 
Sekunde des Wirkens urn ebensoviel erhohen musse wie in der zweiten 
und dritten usw., so daB also eine konstante Kraft in dem genannten 
Falle eine "gleichformig beschleunigte" Bewegung hervorbringen muB. 

Die Erkenntnis, daB solche Erklarungen und Beweise ziemlich 
verschwommen und unzuverlassig sind, hat dann, wohl zum erstenmal 
in G. KIRCHHOFFS Mechanik, dazu gefuhrt, daB auf eine E!lauterung 
der Grundbegrif£e ganz verzichtet und als Aufgabe der Mechanik 
bezeichnet wurde: "die in der N atur vor sich gehenden Bewegungen 
vollstandig und auf die einfachste Weise zu beschreiben"l). Zu dieser 
vollstandigen und einfachsten Beschreibung sind dann die Hilfs
begrif£e der Kraft und der Masse notig. 

Urn sich KIRCHHOFFS Gedanken ganz klarzumachen, bedenke 
man, daB die unmittel bare Beschrei bung der Bewegung darin 
bestehen wiirde, daB zu jedem Zeitpunkt der Ort, an dem der bewegte 
Punkt sich gerade befindet, angegeben wird. Bedeutet also t die Zahl 
der Zeiteinheiten, die von einem gewahlten Anfang der Zeitrechnung 
bis zu dem betreffenden Zeitpunkt verstrichen sind, so hat man zu 
jedem Wert von t die drei Koordinaten x, y und z (vgl. § 38 u. 4I) an
zugeben, die in bezug auf das gewahlte Koordinatensystem den Ort 
bestimmen, durch den der Massenpunkt in dem betref£enden Zeitpunkt 
hindurchgeht. Es ist also der veranderliche Zahlwert von x nach 
einem gewissen Gesetz von dem veranderlichen Zahlwert von t ab-

1) STUDY, der sic:h mit dieser Erklarung auch nicht befreunden kann (Die rea
listische Weltansicht und die Lehre vom Raume, 1914, S. 39) fiihrt den Ausspruch 
von Ktir,PE an: .. Eine Sparsamkeit, die sich in solchen Eliminationen unentbehrlicher 
Gedankendinge betatigt, ware der Bankrott der Wissenschaft." 

Holder, Mathematische Methode. 26 
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abhangig, d. h. es ist x eine "Funktion" von t. Genau ebenso sind aber 
auch Y und Z Funktionen von t, und es sollen die drei Abhangigkeits
gesetze in der Form 

x = cp (t) 
Y = 'If! (t) 
z = X(t) 

geschrieben werden (§ 57), wobei sich natiirlich die drei Koordinaten 
x, y, z des bewegten Punkts auf ein festes Koordinatensystem beziehen, 
das nicht etwa selbst auch bewegt wird. 

Eine mittelbare Beschreibung der Bewegung des Massenpunkts 
wiirde darin bestehen, daB gewisse Gleichungen angegeben werden, 
denen die Funktionen cp (t), 'Ij! (t), X (t) entweder allein oder mit ge
wissen ihrer Differentialquotienten (§ 58) geniigen miissen, so daB die 
Funktionen sich dann durch die Gleichungen bestimmen. 

Bewegen sich nun n Punkte unter dem EinfluB von Kraften, die 
etwa selbst nach einem bestimmten Gesetz von den Koordinaten der 
n Punkte 
(r) Xl, YI, ZI; x2 , Y2, Z2; •.. Xn , Yn, Zn 

abhangig gedacht werden, so ergeben sich nach der gewahnlichen Auf
fassung die Bewegungsgleichungen aus einer fundamentalen Beziehung 
zwischen Geschwindigkeitsanderung und Masse eines Punkts und der 
auf diesen wirkenden Kraft, wobei diese dann fUr jeden Augenblick 
aus dem Kraftgesetz zu ermitteln ist. J ene Bewegungsgleichungen 
enthalten schlieBlich nur die 3 n Koordinaten (r), die Funktionen 
der Zeit sind, samt den zweiten 1) Differentialquotienten dieser Funk
tionen und den Massen der bewegten Punkte. Die KIRCHHoFFsche 
Auffassung will nun an dieser Theorie nur den Umstand gelten lassen, 
daB die die Bewegung darstellenden, von der Zeit t abhangigen Ko
ordinaten die betreffenden Gleichungen tatsachlich erfiillen, falls fUr 
gewisse ebenfalls in den Gleichungen enthaltene GraBen mlJ m 2 , ••• 1nn 

passend gewahlte bestimmte Zahlen gesetzt worden sind. Diese bei 
der Bewegung konstanten Zahlen heiBen dann die "Massen" der be
wegten Punkte. Diese Auffassung laBt die Bedeutung der Bewegungs
gleichungen und die Art, wie sie gefunden worden sind und nur ge
funden werden konnten, nicht klar erkennen; namentlich aber erscheint 
es dabei ganzlich unverstandlich, weshalb die mit dem N amen "Mas
ten" bedachten Zahlen wieder mit denselben Wert en erscheinen, falls 
dieselben kleinen Karper eine andere Bewegung vollfiihren 2), was bei 

1) Vgl. S. 152, Anm. I. 

2) Man k6nnte auch die StoLlgleichungen zur Erlauterung herbeiziehen, in denen 
allerdings aus Grunden, auf die ich hier nicht eingehe, die ersten Differentialquo
tienten der Koordinaten eingehen. Laufen auf einer etwa horizontalen Geraden zwei 
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einem anderen Kraftgesetz geschehen konnte oder auch bei demselben 
Kraftgesetz, wenn die Korper dabei von anderen Anfangsstellen aus 
oder mit anderen Geschwindigkeiten zu laufen beginnen. In der Tat 
sind eben jene Bewegungsgleichungen nicht irgendwie oder etwa nur 
wegen ihrer formalen Eigenschaften zur mittelbaren Beschreibung 
der Bewegungen gewahlt, sondern sie sind auf Grund von Erfahrungs
tatsachen und von deduktiven Betrachtungen im Laufe langer Zeiten 
aufgebaut worden. Die KIRCHHOFFsche Auffassung wird dem Er
fahrungsgehalt der mechanischen Begriffe durchaus nicht gerecht. 

Erwagt man die beiden erwahnten Einfiihrungsarten in die Mecha
nik, von denen die eine gewissermaBen die Grundbegriffe logisch ab
leiten, die andere auf jede Erlauterung der Grundbegriffe verzichten 
will, und die beide keinen Erfolg haben, so erkennt man, daB nur der 
Weg iibrigbleibt, der die Grundbegriffe durch diejenigen Erfahrungen 
erlautert, aus denen sie abstrahiert sind 1). Dieses Verfahren wiirde 
sich auch fUr die Geometrie empfehlen, wenn er nicht hier dadurch 
entbehrlich wiirde, daB auf Grund der Erfahrungen des taglichen 
Lebens schlieBlich jedermann weiB, was unter einem Punkt, unter 
einer Geraden oder einer Ebene zu verstehen ist. 

§ 137. Kraft. 

Eine Kraft wird etwa durch eine gespannte Spiralfeder, die ver
langert oder verkiirzt sein, also einen Zug oder einen Druck ausiiben 
kann (Abb. 187), oder auch durch ein Gewicht oder 
durch einen gespannten Faden dargestellt, welcher 
letztere nur einen Zug auszuiiben fahig ist. Wir schrei
ben jeder Kraft einen Angriffspunkt, eine Richtung 
ihres Wirkens und eine GroBe oder Intensitat zu; dabei 

Abb. 187. 

bedienen wir uns vielfach einer geometrischen Veranschaulichung der 
im Grund doch nur in ihrem Angriffspunkt vorhandenen Kraft, 
indem wir sie durch eine gerichtete Strecke darstellen, deren An
fang im Angriffspunkt liegt, und die, natiirlich in der Richtung der 

kleine K6rper, die dann nach erfolgtem unelastischem StoB zugleich miteinander fort
gehen, sind zuerst Xl und x2 die Koordinaten der heiden K6rper, und ist nach dem 
StoB ~ ihre gemeinsame Koordinate, so gilt fiir die "Ableitungen" oder Differential
quotienten xi. X2, ~' der Koordinaten, die nichts anderes als die Geschwindigkeiten 
der K6rper bedeuten (§ 59), die Gleichung (m1 + m 2) ~' = m1 xl + m2 x6. Wiederholt 
man das Experiment des StoBes mit denselben beiden Korpern, indem man dabei 
immer wieder neue Anfangsgeschwindigkeiten xl und X2 zur Anwendung bringt, so 
gilt unsere Gleichung mit de nsel ben beiden Verhiiltniszahlen m1 und m2 ; dieselben 
haben also eine flir das K6rperpaar selbst charakteristische Bedeutung. 

1) G. FREGE (Grundgesetze der Arithmetik, 2. Bd., 1903, S. 148) macht die gewiB 
richtige Bemerkung: "Nur das logisch Zusammengesetzte liiBt sich definieren; auf 
das Einfache kann man nur hinwei~en." 

26* 
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Kraftwirkung sich erstreckend, ein Ebensovielfaches einer ein fUr 
allemal gewiihlten Langeneinheit ist, als die Kraft ein Vielfaches ist 
von einer zugrunde gelegten Krafteinheit. 

Die Vervielfaltigung einer Kraft setzt Vergleichung und Addition 
von Kraften voraus (§ 25). Dabei miissen wir uns auf Tatsachen 

~ 

Abb.I88. 

Abb.I89. 

beziehen und gewisse Annahmen, welche diesen 
angepaBt sind, als allgemeingiiltig einfiihren. Stel
len wir uns zwei Krafte in Gestalt von zwei Ge
wichten a und b vor, so k6nnen wir als Erklarung 
ihrer Gleichheit den Umstand ansehen, daB sie sich 

~c an einer gleicharmigen Wage das Gleichgewicht 
halten (Abb. 188). Hinsichtlich des Umstands, daB 
zwei Gewichte, die sich an einer gleicharmigen 
Wage das Gleichgewicht halten, dies auch an j eder 

~c anderen gleicharmigen Wage tun, werden wir uns auf 
die Erfahrung berufen. 1st nun in dem genannten 
Sinne a = b und c = b, so heiBt dies, daB neben dem 

durch Abb. 188 dargestellten Gleichgewicht auch das durch die Abb. 189 
dargestellte statthat. Es ist aber offenbar keine logische Selbst
verstandlichkeit, daB aus den beiden vorigen Aussagen auch das durch 
die neue Abb. 190 dargestellte Gleicbgewicht zwischen a und c not
wendig folgt. Der Satz; daB aus a = b und c = b die Gleichung a = c 
folgt, d. h. daf3 zwei Gewichte a ttnd c, die einem dritten Gewicht b gleich 
sind, einander gleich sein mussen, ist also als eine besondere, durch 
Tatsachen zu motivierende Annahme, d. h. als ein Axiom einzu
fUhren 1). Der Form nach ist dies immer wieder das alte, schon in 

Abb.190 . 

1) Es ist mir gelegentlich gegen diese Uberlegung eingewendet worden, daJ3 man 
durch eine andere Wendung der Definition der Gewichtsgleichheit die Einfiihrung 
einer besonderen Annahme und auch die Bezugnahme auf eine gleicharmige Wage 
vermeiden konne. Offenbar ist folgende Definition mogtich. Es soIl a = b sein, 
wenn an einer und derselben, gegebenenfalls auch ungleicharmigen Wage, an deren 

einem, etwa tinken, Arm das Gewicht n angehangt 
~ ~ ist, Gleichgewicht hervorgebracht wird, sowohl 

a ~IZ ~b wenn a, als auch wenn b an den rechten Arm der 
Abb Wage gehangt wird (Abb. 191). Die Vergleichung 

. 191. . b G· h db' d d . zweler vorgege enen eW1C te a un wtr ann 
praktisch mit einer Wage zustande gebracht, die auf der einen Seite eine leere Schale 
tragt. Es wird diese dann bis zum Gleichgewicht mit a mit Schrotkiigelchen gefiillt; 
nachher versucht man, ob sich das Gewicht a durch b ohne Storung des Gleichgewichts 
ersetzen IaJ3t. Es wird nun bemerkt, daJ3 bei dieser Anordnung es nicht als eine neue 
Annahme erscheine, daJ3 aus a = b und aus c = b die Gleichung a = c folgt. Dies 
ist aber nur dann richtig, wenn sowohl der Vergleich von a mit b, als auch der von c 
mit b an derselben Wage mit Hille desselben K6rpers n vor sich gegangen ist. Daraus 
z. B., daJ3 sowohl a, als auch b dem Korper n, und daraus, daJ3 sowohl c, a1s auch b 
dem Korper m das Gleichgewicht halt, kann man nichts schlieJ3en, wenn man sich 
nicht die Wage wieder als gleicharmig denken und wieder die friihere Annahme oder 
doch dafiir andere ganz neue Annahmen einfiihren will. Die neue Wendung in der 
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der Geometrie bei der Streckengleichheit erwahnte Axiom, das aber 
augenscheinlich hier, wo es sich um Gewichte handelt, einen anderen 
empirischen Inhalt besitzt als in dem friiheren, auf die Strecken sich 
beziehenden Fall. 

Noch natiirlicher als die obige Definition gleicher Gewichte diirfte 
die folgende allgemeine Definition gleicher Krafte sein: zwei Krafte 
sind einander an Grope gleich, wenn sie, an einem und demselben freien 
Massenpunkt in entgegengesetzter Richtung angebracht, sich das Gleich
gewicht halten1). Sind nun a, b, c Krafte, so muB 
wieder die Grundannahme gemacht werden, daB 
aus a = b und aus c = b folgt, daB auch a = c ist. 
Dies bedeutet jetzt, daB aus dem der Abb. 193 und 

a. 

Abb.193· 

p 
dem der Abb. 194 entsprechenden Tatbestand sich .... E'"-;C,--........ _'o,........; ..... 
stets auch der der Abb. 195 entsprechenden Tat
bestand ergeben soll. Dabei konnen etwa a, b und 
c drei Spiralfedern von verschiedener Starke und 
vielleicht auch vetschiedenem Material bedeuten, 
von denen jede um ein gewisses Stiic~, und zwar 

Abb.194· 

a c 

Abb.195· 

jed~ um ein anderes, verlangert ist, wahrend in den vorigen drei 
Abbildungen j edesmal zwei der Federn im Angriffspunkt P angebracht 
sind. Offenbar HiBt sich die erwahnte Grundannahme nicht "logisch" 
beweisen; sie laBt sich nur im Einzelfall empirisch bestatigen. 

In entsprechender Weise ist jetzt die Addition zu definieren, wobei 
wieder wichtige, diesen Begriff betreffende Annahmen notig werden, 
wenn die bekannten Additionsgesetze fiir die Addition der Krafte 
bewiesen werden sollen. Dies ist jedoch schon im § 25 genauer aus
einandergesetzt worden. Dadurch, daB eine Kraft einer Summe von n 
untereinander gleichen Kraften gleich sein kann, ergibt sich dann 
der Begriff der Vervielfachung von Kraften und dadurch die Moglich
keit, die Vielfachen jeder beliebigen Kraft mit den Vielfachen einer 
angenommenen Normalkraft zu vergleichen, d. h. die Moglichkeit, die 
Intensitat jeder beliebigen Kraft zu messen 2). 

Gleichheitsdefinition bewirkt also nur, daB die friihere Annahme bei der Entwicklung 
des Tatsachenzusammenhangs an eine etwas andere Stelle riickt. Freilich gilt dies 
aIles nur unter der Voraussetzung, daB das Gleichgewicht an der Wage ganz ~ 
fiir sich betrachtet wird. Bei einer allgemeineren Entwicklung der Gleich
gewichtslehre wird man sowieso die Grundtatsachen etwas anders wiihlen 
(V!!l. die weiteren Auseinandersetzungen des Textes und § 13). a 

1) Zwei Gewichte freilich kiinnen nicht in entgegengesetzte Richtung b 
gebracht werden, sondern nur durch Vermittlung von Faden (Abb. 192) Abb.192. 
gegeneinander wirken. 

I) Vgl. § 22; das archimedische Axiom muLl auch fUr die Kriifte besonders gefordert 
werden. 
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§ 138. Tragheitsgesetz. 

Geht man zur Betrachtung der Bewegung eines als punktformig 
angesehenen, aber noch mit Masse begabten Korpers, eines sogenannten 
"materiellen Punktes" oder "Massenpunktes" iiber, so waren zunachst 
die NEWToNschen "Leges motus" zu besprechen. Sie bilden die ein
fachsten Grundlagen der Dynamik, d. h. der Lehre von der Bewegung 
der Massen unter dem EinfluB gegebener Krafte. Das erste jener 
NEwToNschen Bewegungsgesetze, das Tragheitsgesetz, war schon 
GALILEI, wenn auch in etwas weniger scharfer Fassung, bekannt. Es 
lautet bei NEWTON SOl): 

,Jeder K6rper verharrt in seinem Zustand der Ruhe oder der gerad
linig gleichf6rmigen Bewegung, insoweit er nicht durch Kratte, die aut 
ihn wirken, diesen Zustand zu andern gezwungen wird." 

Selbstverstandlich kann dieses Gesetz auch nicht in einem einzigen 
Falle als genau giiltig beobachtet werden. Wenn dagegen NATORP 
meint 2), es miBlinge durchaus, einen empirischen Tatbestand aufzu
weisen, den das Prinzip der ;J3eharrung ausdriickt, so muB ich dem 
dennoch widersprechen. StoBen wir einen Stein, der auf einer glatten 
horizontalen Ebene, etwa auf einer Eisflache gelegen ist, in horizon
taler Richtung an, so geht er mit nur sehr allmahlich abnehmender 
Geschwindigkeit ein ganzes Stiick in gerader Linie fort. Der Umstand, 
daB er um so weiter sich fortbewegt, um so langer braucht, bis er 
zur Ruhe kommt, um so langsamer seine Geschwindigkeit verliert, 
je glatter die Ebene ist, dieser Umstand ist geeignet, in uns den Ge
danken anzuregen, daB der Stein auf einer vollstandig glattel1 
Ebene mit konstanter Geschwindigkeit und ohne Ende geradlinig 
fortgehen miiBte, vorausgesetzt, daB die Ebel1e auch unendlich aus
gedehnt ware. Die so durch den empirischen Tatbestand angeregte 
Annahme, durch die wir versuchen, uns zu unbedingter Genauigkeit 
zu erheben 3), veranlaBt uns zugleich, den Tatbestand, so wie wir ihn 
wirklich beobachten, zu zerlegen, d. h. ihn zusammengesetzt zu del1ken 
aus der Tragheit, vermoge deren der Korper mit ul1verminderter Ge
schwindigkeit fortfliegt, und aus einer hemmenden Gegenwirkung, die 
in der Hauptsache aus der Reibung der nicht vollstandig glatten Ebene 
entspringt. 

Es ist schon oft darauf hingewiesen worden, daB das Tragheits
gesetz eigentlich nicht einmal eine an und fiir sich naheliegende An-

1) J. NEWTON, Philosophiae naturalis principia mathematic a, 1687, p. 12: "Corpus 
omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi 
quatenus a viribus impressis cogitur statum illum mutare." 

2) a. a. 0., S. 360. 3) Vgl. S. 397, Anm. 
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nahme ist, wie denn alle diejenigen, die sich vor GALILEI tiber Bewe
gung und Kriifte in Spekulationen ergangen haben, angenommen 
haben, daB dann, wenn die Kriifte zu wirken aufh6ren, die Bewegung 
gleichfalls aufh6re1). Die von GALILEI berticksichtigte Erfahrung war 
es eben, welche die neue Annahme veranlaBt hat. G. HEYMANS 2) hat 
in der Absicht, einen apriorischen Bestandteil in den Grundlagen der 
Mechanik nachzuweisen, sich dahin ausgesprochen, daB das Triigheits
prinzip insofern apriorisch sei, als es verlange, daB der Z us tan d des 
Korpers, wenn keine Kraft auf ihn wirkt, unveriindert bleibt. Er fiigt 
dann hinzu: "Das apriorische Prinzip begrtindet bloB ein disjunktives 
Urteil. Entweder der Ort oder der Bewegungszustand des sich selbst 
iiberlassenen Korpers muB sich unveriindert erhalten." Mindestens 
dieser Zusatz ist sehr anfechtbar. Weshalb kann der unveriinderte 
Zustand nur entweder durch den unveriinderten Ort oder durch die 
unveriinderte Geschwindigkeit charakterisiert sein, warum nicht ecwa 
auch durch eine unveriinderte Geschwindigkeitszunahme oder viel
leicht durch eine unveriinderte Kriimmung der Bahn? 

Es erscheint mir zwecklos, die Bedeutung der Erfahrung als einer 
der Hauptquellen unserer mechanischen Erkenntnis herabsetzen zu 
wollen, wenn auch gewiB zuzugeben ist, daB wir uns durch unsere 
Annahmen versuchsweise tiber sie erheben, sie verallgemeinern und 
zugleich idealisieren. 

§ 139. Zeitmessung. 

Da das Triigheitsprinzip behauptet, daB in gleichen Zeiten gleiche 
\Vege durchlaufen werden, so setzt es als bekannt voraus, was man 
unter gleichen Zeitintervallen zu verstehen hat. Der Zeitpunkt, das 
Aufeinanderfolgen von Zeitpunkten und die Gleichheit bzw. Ung1eich
heit der Zeitintervalle, das sind also hier gegebene Begriffe, so wie 
wir iihnliche bereits in § I in der Geometrie kennengelernt haben. Es 
werden dabei fiir die Zeitpunkte und ihre Intervalle die Annahmen 
gemacht, die friiher allgemein fUr das Kontinuum (§ 124, vgl. auch 
§ 2) aufgestellt worden sind. So miissen z. B, wenn to, t1, t2 aufein
anderfolgende Zeitpunkte sind, und wenn dasselbe. fiir <, t., ( gilt, 
und wenn die Intervalle von to bis tl und von t~ bis < einander, und 
ebenso die Intervalle von tl bis t2 und von < bis t: einander gleich 
sind, auch die Intervalle von to bis t2 und von < bis t: einander gleich 

1) "Cessante causa cess at effectus" war der Grundsatz der aristotelischen Physik 
(vgl. WUNDT, Die physikalischen Axiome und ihre Beziehung zum Causalprinzip, 
1866, S. 42), wozu noch zu bemerken ist, daB ARISTOTELES ohne Zweifel die Bewegung 
oder die Geschwindigkeit selbst, nicht aber den Geschwindigkeitszuwachs als den 
"Effekt" angesehen haben wiirde. 

2) Die Gesetze und Elemente des wissenschaftlichen Denkens, 2. Aun., 1905, S. 388. 
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sein. Zwischen diesen Zeitbegriffen und den Raumbegriffen: Punkt, 
Strecke usw. setzt das Tragheitsprinzip mit Riicksicht auf die Be
wegung des sich selbst iiberlassenen Korpers eine Beziehung fest. 

Will man sich aber auf die Bestatigung der mechanischen Gesetze 
in der Erfahrung berufen, so kann man nicht an der Frage vorbei
gehen, wie die Gleichheit von Zeitintervallen erfahrungsgemaB er
mittelt wird. Die einfachsten Zeitangaben beruhen auf der regel
maBigen Wiederkehr gewisser Ereignisse, wobei dann die Zeitinter
valle zwischen j e zwei aufeinanderfolgenden der Ereignisse einfach als 
gleich angenommen und dann diese Intervalle gezahlt werden. So 
zahlen wir nach Jahren und Tagen, aber auch etwa nach· Puls
schlagen 1). Die scheinbare Verschiebung eines Fixsterns am Himmel 
im Laufe des Tages, der Ablauf einer Sand- oder Wasseruhr geben uns 
andere Zeitbestimmungen, von denen die erste erst infolge von geo
metrischen Dberlegungen und der Annahme, daB die scheinbare Rota
tion des Fixsternhimmels eine gleichartige ist, zu einem ZeitmaB fiihrt, 
wahrend die beiden anderen nicht zu groBer Genauigkeit gesteigert 
werden konnen. 

Die Schwierigkeit, so die gleichen Zeitintervalle zu erlautern, hat 
wohl den Versuch veranlaBt, die Definition an das Tragheitsgesetz 
selbst zu kniipfen. Dieses Gesetz muB dann so formuliert werden: 
Zwei freie, sich selbst iiberlassene Massenpunkte, d. h. solche, auf die 
keine Krafte einwirken, bewegen sich jeder auf einer geraden Linie, 
und es durchlauft der erste Punkt zwei einander gleiche Strecken in 
zwei solchen Zeitintervallen, in denen der zweite zwei einander gleiche 
Strecken durchlauft. Auf diese Art ist der Begriff der gleichen Zeit
intervalle aus der Formulierung des Tragheitsgesetzes eliminiert, und 
man kann nachher auf Grund des so formulierten Gesetzes folgender
maBen definieren: Zwei Zeitintervalle heiBen gleich, wenn in ihnen 
ein sich se1bst iiberlassener Korper - und infolgedessen jeder solche 
Korper - gleiche Strecken durchlauft. Diese Auffassung erscheint 
mir durchaus folgerichtig 2). Trotzdem fin de ich, daB sie sich nicht 
sehr wesentlich von derjenigen unterscheidet, die eben die Zeitbegriffe 
wie die Raumbegriffe als gegeben hinnimmt und das Tragheitsgesetz 
und die anderen NBWToNschen Axiome (Leges) postuliert. Wesent-

1) Bine, freilich unverbiirgte Sage liiDt GALILEI im Dome zu Pisa die schwing end en 
Kandelaber beobachten, wobei er die nach der Liinge der Aufhiingung verschiedenen 
Schwingungszeiten durch Befiihlen seines Pulses bestimmt haben soIl. 

2) Sie riihrt von C. NEUMANN her (vgl. Uber die Prinzipien der GALILEI-NSWTON
schen Theorie, Antrittsvorlesung, Leipzig, IS69, S. IS). Man vgl. iibrigens auch 
den Ausspruch von LSIBNIZ: "In diesem Sinne ist denn auch die Zeit das MaD 
der Bewegung, d. h. die gleichmiil3ige Bewegung ist das MaD der ungleichmiil3igen" 
(Neue Abhandlungen usw., iibersetzt von SCHAARSCHMIDT, 2. Aufl., 1904. S. 126). 
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lich aber ist es, daB wir im Besitze der Theorie, die wir aus den 
Annahmen deduziert haben, die empirischen Zeitmessungen anein
ander korrigieren und verfeinern konnen. Das Verfahren ist dasselbe, 
wie das in § 135 hinsichtlich der Geometrie und der geometrischen 
Messungen geschilderte. Die groberen Beobachtungen fiihren bereits 
zu den Grundannahmen hin. Indem wir dann an diesen als an un
bedingt giiltigen Ausgangspunkten festhalten, idealisieren wir die Be
griffe und gelangen gerade dadurch, indem wir zugleich wieder den 
AnschluB an die Erfahrung herstellen, zu den verfeinerten Messungen, 
welche~ in diesem Fall mit Pendel- oder Taschenuhren und mit Be
tiicksiChtigung der astronomischen Beobachtungen vor sich gehen. 

Das Gesagte bezieht sich auf die Zeitmessung der klassischen 
Mechanik. In der EINSTEINSchen Relativitatstheorie erscheinen we
sentlich andere Raum-Zeit-Begriffe, und es bleibt z. B. das Tragheits
gesetz nur unter gewissen Umstanden in einer gewissen Annaherung 
bestehen (vgl. § 165). 

§ 140. NEWTONS zweites Gesetz. 

Wahrend nun die besprochene erste "Lex" von NEWTON wenig
stens von seiten der Mathematiker ziemlich a11gemeirr als eine der 
Erfahrung angepa13te Annahme angesehen wird, so wird das zweite 
Gesetz getade von manchen Mathematikern fiir eine Tautologie erklart. 
Das Gesetz lautet so: "Die Anderung det Bewegung ist der Einwirkung 
der bewegenden Kraft proportional und geschieht nach der Richtung 
derjenigen geraden Linie, nach welcher jene Kraft wirkt." Dieses 
Gesetz wird von NEWTON so aufgefa13t1), daB einerseits bei einer unter 
dem EinfluB einer konstanten Kraft vor sich gehenden Bewegung 
die Anderung der Geschwindigkeit in verschiedenen Zeitintervallen 
von derselben Lange dieselbe ist, andererseits, daB bei Anderung der 
Kraft der Geschwindigkeitszuwachs in demselben Verhaltnis sich 
andert, wie die Kraft. Zu diesem Gesetz bemerkt z. B. RUSSEL2): 
"The second law as it stands is worthless. For we know nothing 
about the impressed force except that it produce change of motion, 
and thus the law might seem to be a mere tautology." 

Diese Auffassung, die heutzutage viele Anhanger besitzt, nahert 
sich dem in § 136 besprochenen KIRCHHoFFschen Standpunkt. Die 
Kraft solI sich n ur in dem Bewirken einer Beschleunigung au13ern 
konnen, weshalb eben eine Kraft, die einem Korper in gleichen Zeiten 
gleiche Geschwindigkeitszuwiichse erteilt, konstant genannt wird. 
Zwei konstante Krafte werden dann einander gleich genannt, wenn 

1) Vgl. S. I2 der Principia. 2) a. a. 0., S. 483. 
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die eine einem Korper in der Zeiteinheit denselben Geschwindigkeits
zuwachs erteilt, den die andere verleiht, falls diese an Stelle jener auf 
den Korper wirkt. Die Aussage, daB eine bestimmte Kraft auf einen 
Korper wirkt, ist dann bloB noch eine Umschreibung der Gleichung, 
welche den Geschwindigkeitszuwachs zu berechnen erlaubt und damit 
die Bewegung mitte1bar beschreibt. Damit aber wird ein Teil der 
Tatsachen vernachlassigt, an denen die mechanischen Begriffe ab
gezogen sind. 

Man denke sich, urn dies deutlich zu erkennen, zwei Gewichte, das 
eine von a, das andere von b Kilogramm, in der Art der ATWoODschen 
Fallmaschine durch einen Faden, der iiber eine Rolle lauft, verbunden, 
wobei aber auf der Seite von a noch eine Feder / in den Faden ein
geschaltet sein solI (Abb. 196). Von dem Gewicht dieser Feder solI 
abgesehen werden konnen. I <;t nun a> b, so wird das erste Gewicht 
herabsinken, das andere aufsteigen, und es wird, wenn das Gewicht a 

das Gewicht b nur wenig iibertrifft, die Bewegung langere ij Zeit so langsam sein, daB der ganze Vorgang leicht beobachtet 
.f werden kann. Die Bewegung erfolgt mit wachsender Ge-
a schwindigkeit, wobei die Feder j, gegeniiber von ihrem ur-

b spriinglichen Zustand vor der Einschaltung in den Apparat 
Abb.196. eine gewisse Verlangerung zeigt, die sich jedoch wahrend 

des ganzen Verlaufs der Bewegung gleichbleibt. Die Ver
langerung der Feder gibt die Spannung des Fadens an; diese Span
nung ist gleich s Kilogramm, wobei dies das Gewicht bedeutet, das 
im Fall der Befestigung des oberen Endes der Feder am unteren 
Ende angehangt werden miiBte, urn die Feder urn genau soviel zu 
verlangern, als sie wahrend der Bewegung verlangert war. 

Da nun bei der betrachteten Bewegung der erste Korper von 
seinem Gewicht von a Kilogramm nach unten, jedoch vom Faden, 
der die Spannung von s Kilogramm hat, nach oben gezogen wurde, so 
wirkte auf ihn die Kraft von a - s Kilogramm nach unten. Es be
kommt nun dieser Korper, jedesmal wenn das beschriebene Experi
ment gemacht wird, in gleichen Zeiten gleiche Geschwindigkeits
zuwiichse. Die konstante Kraft a-s bewirkt also erfahrungs
gemaB solche gleiche Zuwiichse, d. }; sie b~wirkt, wie wir sagen, ein"> 
"gleichformig beschleunigte" Bewegung. Durch Anderung des Ge
wichts b kann man die Spannung SI) und damit die Kraft a - s ver
andern, die auf den sich gleichbleibenden erst en Korper vom Gewicht a 
tatsachlich wirkt. Auf diese Weise kann man experimentell beweisen, 
daB z. B. die Verdopplung der wirkenden Kraft a - s die Verdopplung 

1) Diese Spannung s ist durchaus nicht etwa b und auch nicht a-b; sie wird 
S. 431 in Anm.2 bestimmt werden. 
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der Beschleunigung, d. h. die Verdopplung des auf die Zeiteinheit 
fallenden Geschwindigkeitszuwachses zur Folge haP). 

Wer die angefiihrten empirischen Tatsachen samtlich bedenkt, 
wird kaum mehr der Auffassung zustimmen konnen, daB die Aussage: 
"Es wirkt auf diesen Korper eine konstante Kraft" nichts anderes 
sei als eine Umschreibung der anderen: "Dieser Korper bewegt sich 
so, daB er in gleichen Zeiten gleiche GeschwindigkeitszuwUchse er
halt." Eine solche Auffassung vergiBt, daB man die Kraft auch an 
etwas anderem als an ihrer beschleunigenden Wirkung erkennen, daB 
man sie auch statisch messen kann, wie dies in § 137 geschehen ist. 
Allgemein gesagt, find en dann, wenn wir vom Wirken einer bestimmten 
Kraft sprechen, gewisse Umstande statt, die wir in bestimmter Weise 
wiederzuerkennen vermogen, wie z. B. die Verlangerung einer im 
Apparat vorhandenen Feder, deren Spannung eben die betreffende 
Kraft liefert. Geeignetenfalls fiihlen wir die Kraft, wenn sie z. B. auf 
unsere Hand wirkt, in einer Hautempfindung, oder wir bemerken sie, 
wenn wir ihr das Gleichgewicht halten, an dem Gefiihl der dabei 
angewendeten Muskelanstrengung. -Kehren jene gleichen Umstande 
in genau derselben Weise wieder, so sagen wir, daB wieder diesel be 
Kraft vorliegt. Nimmt man noch auf die in § 137 gegebene Definition 
der gleichen Krafte Riicksicht, so wird man erkennen, daB es sich 
nicht urn Tautologien, sondern urn in der Erfahrung sich bestatigende 
Satze handelt, wenn wir sagen, daB eine Kraft, die sich gleichbleibt, 
in gleichen Zeiten gleiche GeschwindigkeitszuwUchse bewirkt, und daB 
zwei gleiche Krafte demse1ben Korper, wenn das eine Mal die eine, 
das andere Mal die andere auf ihn wirkt, dieselbe Beschleunigung 
erteilen. 

§ 14I. Das Relativitatsprinzip der klassischen Mechanik. 

Die Tatsache, daB die konstante Kraft einen freien Massenpunkt, 
der zuerst in Ruhe oder in der Linie der Kraft in Bewegung begriffen 
war, gleichformig beschleunigt, ist soeben als ein empirisch sich be
statigendes Gesetz bezeichnet worden; dieses laBt sich aber auch 
deduktiv beweisen, wenn man dafiir eine andere Annahme macht. 
Der Beweis ist in § 14 ausfiihrlich dargelegt worden. Er macht hin
sichtlich der relativen Bewegung die Annahme, daB ein freier Massen
punkt unter dem EinfluB von Kraften gegeniiber von einem System, 
das eine geradlinig gleichf6rmige Verschiebungsbewegung macht, sich 

1) GALILEI hat bei seinen experimentellen Untersuchungen an Stelle des senk
rechten Falls das Rollen auf einer schiefen Ebene gesetzt. Die Bewegung geht in 
diesem Fall so vor sich, als liige ein freier Massenpunkt vor, der in der Richtung der 
Bewegung von einer Kraft getrieben wird, die nur einen Teil des Gewichts des K6rpers 
ausmacht. 
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gerade SO bewegt, als ob dieses System in Ruhe, und als ob die Ge
schwindigkeit, die der Punkt im Beginn der Bewegung relativ zu dem 
System besitzt, seine wirkliche Anfangsgeschwindigkeit ware!). Diese 
Annahme ist in § 14 aus der Erfahrung motiviert worden, und wit' 
wollen sie als das klassische Prinzip von der relativen Bewegung be
zeichnen im Gegensatz zu dem modernen Relativitatsprinzip det' 
Physik, das von wesentlich anderer Art ist. Mit Hilfe des klassischen 
Relativitatsprinzips der Mechanik kann auch die Bewegung eines 
Korpers untersucht werden, der von einer konstanten Kraft getrieben, 
jedoch nicht in der Linie der Kraft in Bewegung begriffen ist. Von 
dieser Art ist die Wurfbewegung (§ IS). 

Es ist eine Folge unseres Prinzips, daB wir uns j ede Bewegung, die 
wir beobachten, nachtraglich, bei denselben Annahmen iibet' die 
Krafte, auch noch anders vor sich gehend denken konnen, als wir die 
Bewegung urspriinglich aufgefaBt hatten; wir konnen namlich dem 
bewegten System und mit demselben uns, den Beobachtern, selbst 
noch eine geradlinig gleichformige Verschiebungsbewegung zuschreiben 
die sich zu den vorher angenommenen Bewegungen addiert. Aus dem
selben Grunde gestatten un sere an den Planeten vorgenommenen 
Beobachtungen im Zusammenhang mit den Gesetzen der Mechanik 
uns gleich gut, den Schwerpunkt des Planetensystems als fest, oder 
aber ihn als geradlinig gleichformig fortschreitend anzunehmen 2). 

Es Iiegt in dem Gesagten, daB man im Grunde gar nicht mehr 
ruhende Systeme und solche, die eine geradlinig gleichformige Ver
schiebungsbewegung machen, voneinander unterscheiden kann, wah
rend z. B. Systeme, die sich drehen, einen wesentlich anderen Charakter 
haben als die beiden eben genannten Arten, worauf schon NEWTON 

aufmerksam gemacht haP). Die zUerst genannten beiden Arten nennt 
man auch "Inertialsysteme" 4). J edes Inertialsystem ist gegeniiber von 
jedem anderen solchen System entweder in Ruhe oder in geradlinig 

1) Auf Grund desselben Prinzips hat HUYGENS die Gesetze des StoBes in sehr 
geistreicher Weise hergeleitet. 

2) Wenn trotzdem die zweite Annahme als eine verhiiltnismiiBig gesicherte und 
auch der Betrag der betreffenden gleichformigen Bewegung als bis auf einen gewissen 
Grad nachgewiesen gelten kann, so hat dies andere Griinde, die in der feineren Beob
achtung der Fixsteme liegen. Diese liegen niimlich doch nicht in vollig festen Bogen
abstiinden am scheinbaren Himmelsgewolbe, sondem riicken in der Niihe einer be
stimmten Stelle (des sog. "Apex" des Sonnensystems) im Laufe langer Zeit mehr und 
mehr auseinander und in dem Punkt des Himmels, der der Gegenpunkt des genannten 
ist, mehr und mehr zusammen, und es ist unwahrscheinlich, daB diese Erscheinung 
von wirklichen Bewegungen der vielen uns ungeheuer fernen und voneinander un
geheuer weit getrennten Fixsteme abzuleiten sein sollte. 

3) Philosophiae naturalis principia mathematic a, 1687, p. 7£{. 
4) Vgl. H. V. SEELIGER, Berichte d. math.-phys. Klasse der K. Bayer. Akademie 

d. Wissenschaften, 1906, S. 103. 
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gleichformiger Verschiebungsbewegung begriffen 1), und j eder sich 
selbst iibedassene freie materielle Punkt bewegt sich gegeniiber von 
jedem Inertialsystem geradlinig gleichformig. 

Diese Gedanken fiihren aber noch weiter. Da man zwar einen 
Gegenstand meistens, z. B. wenn er von einer hervorstechenden Farbe 
ist, zu einer spateren Zeit wiedererkennen kann, aber doch im Grunde 
nicht beobachten kann, ob er dann im absoluten Raume wieder oder 
noch an demselben Orte sich befindet, so muB man sagen, daB sich 
die Bewegung eines Korpers eigentlich iiberhaupt nicht an und fUr 
sich, sondem nur relativ zu einem anderen Karper beobachten laBt. 
So ist die These entstanden, die bereits HUYGENS in seinem Brief
wechsel mit LE1BN1Z verfochten hat, und die jetzt wieder zahlreiche 
Anhanger besitzt, daB es absolute Bewegung iiberhaupt nicht, sondern 
nur relative Bewegung gebe. Die allgemeine Relativitatstheorie von 
EINSTEIN geht auch von diesem Gedanken aus, fiihrt aber noch sehr 
weit iiber ihn hinaus. Es ist nicht der Zweck meiner Ausfiihrungen, 
auf diese schwierigen Dinge hier naher einzugehen; nur darauf muB 
hingewiesen werden, daB mit der Annahme der neuen These die ganze 
Grundlage der klassischen Mechanik aufgegeben werden muB. Ob 
auf die neuen, keineswegs einfachen Grundlagen die Physik in Zukunft 
dauernd aufgebaut werden wird, will ich dahingestellt sein lassen. 

Immerhin, wenn wir auch die absolute Bewegung niemals wahr
nehmen kannen, und wenn man auch bestreiten kann, daB wir beob
achten konnen, ob wir uns mit einem Inertialsystem fortbewegen oder 
nicht mit einem solchen (man vergleiche aber § 14), so erscheint es mir 
trotzdem noch nicht widersinnig, wenn wir den absoluten Raum und 
die absolute Bewegung fordem, d. h. fordem, daB man sich ein 
Iuhendes Koordinatensystem 2) .denken und auf dieses alle Bewegungen 
beziehen (§ 136u. I4), oder daB wenigstens das Inertialsystem (s.oben) 
als etwas ein fUr allemal Gegebenes eingefiihrt werden darf. Auch 
in der Mechanik kommen wir nicht ohne gewisse Idealisierungen aus, 
und es kommt fUr die Anwendungen nur die Frage in Betracht, ob 
das idealisierte System den Erfahrungen angepaBt ist. Vielleicht 
konnen wir erfahrungsgemaB, natiirlich nur in Annaherung, in der 
allein Beobachtung moglich ist, die Inertialsysteme von den anderen 

1) We11l1 das, natiirlich starre, System·B gegeniiber vom System A eine geradlinig 
gleichformige VerscWebungsbewegung macht, und dasselbe fiir das System C gegen
iiber von B gilt, so gilt dies auch fiir das System C gegeniiber von A ; dies ist ein oIme 
mechanische Voraussetzungen, lediglich auf Grund der gewohnlichen Geometrie 
beweisbarer Satz. 

2) Noch weitergehend und allerdings iiberfliissig scheint es mir, wenn man die 
wirkliche Existenz eines rubenden physischen Korpers fordern will (vgl. C. NEUMANN, 

a. a. 0., S. 15). 
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Systemen unmittelbar unterscheiden, in einer ahnlichen \Veise, wie 
wir friiher (§ 129) den starr en Korper vom nichtstarren unterschieden 
haben; dann aber sind wir doch berechtigt, diese Unterscheidung und 
gewisse an die Begriffsbildl1ng sich anschlieBende, der Erfahrnng an
gepaBte gesetzmaBige Beziehungen als allgemeingiiltig einzufiihren. 
Die Anpassung unserer abstrakten Begriffe: Lage, Bewegung, Ge
schwindigkeit, Relativbewegung usw. haben wir uns natiirlich als 
Ergebnis einer allmahlichen Entwicklung zu denken. \~Var fiir uns 
zuerst die Erde der ruhende Korper und die Bewegung gegen die Erde 
die absolute Bewegung, so haben wir dadurch, daB wir einmal einen 
Wagen oder ein Schiff in Bewegung erblickten und ein anderes Mal 
mit dem Wagen oder dem Schiff fuhren und uns darin bewegten, 
den Unterschied zwischen der "absoluten" und "relativen" Bewegung 
kennengelernt. Der dynamische Unterschied zwischen der geradlinig 
gleichformigen Verschiebungsbewegnng und einer anderen Bewegl1ng 
wurde uns klar, als wir auf dem Fahrzel1g eine schwierigere und Dber
legung erfordernde Bewegung auszufiihren versuchten (§ 14). Nach
traglich kommt dann erst der Gedanke, daB, wegen des hierbei sich 
zeigenden Relativgesetzes, vielleicht auch der Korper, der urspriing
lich ruhend gedacht war, die Erde, eine Verschiebungsbewegung 
machen konnte, welcher Gedanke sich dann wieder mit der uns aus 
anderen Erscheinungen bekannten Drehbewegnng der Erde verwickelt, 
wobei aber diese Drehbewegnng einen klein en Teil der Erdoberflache 
in knrzer Zeit nicht wesentlich anders als bei einer geradlinig gleich
formigen Verschiebnng bewegt. Die hier zntage tretenden Unbe
stimmtheiten nnd Ungenanigkeiten in der Anwendnng anf die Er
fahrung branchen nns an unseren Begriffen nicht irreznmachen 1). 
Nachtraglich halten wir bei der Anwendnng der Begriffe nnd Siitze 
stets an den idealen Annahmen, zu denen wir gelangt sind, nnbedingt 
fest und korrigieren mit deren Hilfe die einzelnen Erfahrungen nnter
einander (§ 135 n 139). 

§ 142. Unabhangigkeitsprinzip. 
Deduktion der Proportionalitat von Beschleunigung und Kraft. 

Parallelogramm der Krafte. 

Es solI jetzt angenommen werden, daB anf einen, zuerst in Rnhe 
befindlichen Massenpnnkt gleichzeitig zwei nach GroBe nnd Richtnng 

1) In diesem Sinne glaube ich, daB die neuere Kritik der Grundbegriffe vielfach 
tiber das Ziel hinausschieBt. Auch der Bemerkung von H. WEYL (Das Kontinuum, 
1918, S. 72), daB der Punkt kein "Individuum" sei, weil ich keinen Punkt absolut 
genau fUr sich allein festlegen kann, m6chte ich keine tiefere Bedeutung beilegen, 
weder fUr die Anwendung des Punktbegriffs in der Geometrie, noch in der Mechanik 
und der Physik. 
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konstante Krafte kl und k2 wirken. Der gedachte Punkt wiirde, falls 
die erste Kraft kl allein auf ibn wirkte, eine geradlinige und gleich
formig beschleunigte Bewegung machen, die ihn in der ersten Sekunde 
von 0 bis AI' in den beiden ersten Sekunden bis A2 und in den ersten 
drei Sekunden bis As bringen wiirde usw. (Abb. 197), wobei sich dann 
dieStrecken OAI, OA 2 , OA s,'" wie 12 : 22 : 32: ... verhalten (§52). 
Ebenso wiirde der Massenpunkt unter der alleinigen Einwirkung der 
zweiten Kraft eine geradlinige und gleichfOrmig beschleunigte Bewegung 
machen, bei der er, da er mit der Geschwindigkeit 0 begann; in der ersten, 
in den beiden ersten, in den drei ersten Sekunden usw. Strecken von 
Obis B I , bis B2, bis Bs usw. zurucklegen wiirde, die wiederum die
selben Zahlverhaltnisse besitzen. 0 

NEW'tON nahm nun einfach 4 ,,~1 
an 1), daB der Massenpunkt unter '1 

dem gleichzeitigen EinfluB der 
beiden Krafte tatsachlich den 
Weg 0 CI C2 C3 ••• macht, wo
bei die Stelle C 1> in der sich 
die bewegte Masse am Ende der 
ersten, und die Stelle C2 , in der 
sich die Masse am Ende der 
zweiten Sekunde befindet, durch 
Konstruktion der Parallelogram
meOBI C1 A I undOB2 C2 A 2 und 
die anderen Stellen auf entspre
chende Weise gefunden werden. 

Abb.197. 

Aus den oben angegebenen Streckenverhaltnissen folgt geometrisch, daB 
die Punkte 0 C I C 2 C S ••• in gerader Linie liegen und wieder dem Gesetz 
der gleichfOrmig beschleunigten Bewegung entsprechen, so daB sich 
also 0 CI : 0 C2 : 0 Cs : ... wie r2 : 22 : 3 2 : ••• verhalten. 

Man gebraucht nun auch die Ausdrucksweise, daB in der tatsachlich 
unter dem EinfluB der beiden Krafte vor sich gehenden Bewegung jene 
beiden anderen, nur gedachten Bewegungen OAIA2As . .. und 
OBI f32 Bs ... nebeneinander bestehen, so daB die Einwirkungen beider 
Krafte voneinander una bhangig vor sich gehen. 1m Grunde ist 
dies nur eine Umschreibung der Zusammensetzungsart, aus der man 
die tatsachlich vor sich gehende Bewegung durch mathematische Kon
struktion erhalten kann 2). 

1) Es ist nicht moglich, dieses "Unabhiingigkeitsprinzip" so, wie in § 15 die 
Wurfbewegung hergeleitet wurde, aus dem Relativitiitsprinzip der klassischen Mechanik 
(§ 141) abzuleiten .. 

2) DaB die beiden gedachten 'teilbewegungen nicht in der Wirklichkeit existieren, 
hat B. RUSSEL klar hervorgehoben (a. a. 0., p. VI, VII). 
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Nimmt man nun insbesondere die Strecken 0 Al und 0 BI als ein
ander gleich und als naherungsweise gleichgerichtet an (Abb. 198), 
so ist das Parallelogramm 0 BI CI Al ein sehr flacher Rhombus, dessen 
Diagonale naherungsweise gleichgerichtet und doppelt so groB ist wie 
o AI' Es ergibt sich daher im "Grenzfall", wenn man 0 Al und 0 BI 
zusammenfallen laBt, daB die Wege der tatsachlichen Bewegung 
o C1 C2 Ca ... alle doppelt so groB werden als die Wege, welche in den
selben Zeiten unter dem EinfluB der einen Kraft ki zuriickgelegt 
wiirden. Der eben gedachte Fall tritt ein, wenn ki und k2 nach GroBe 
und Richtung gleich sind, wobei dann natiirlich die Wege 0 Al und 
o A 2, die der bewegte Punkt in der ersten Sekunde machen wiirde, 
unter der alleinigen Einwirkung von kl' bzw. unter der alleinigen Ein
wirkung von k2' einander vo1lig gleich sind. Man gelangt so mit Hilfe 
des "Unabhangigkeitsprinzips" zu dem Ergebnis, daB die doppelte 
Kraft die doppelten Wege und somit auch im jedesmal entsprechenden 

II, Zeitpunkt die doppelte Geschwindigkeit (§ 59) 
~ und deshalb auch die doppelten Geschwindig-
Ot; d hI keitszuwiichse, d. h. 'die oppelte Besc euni-

4 gung (§ 14) hervorbringt. LaBt man also auf 
Abb. 198. denselben Massenpunkt zUerst eine und nachher 

eine andere Kraft jedesmal konstant einwirken, so erweisen sich 
die Beschleunigungen als den Kraften proportional. Dieses Ergebnis 
ist bereits in § 140 als ein experimentell sich bestatigendes angefiihrt 
worden. 

Jetzt erwage man noch einmal die Abb.197, wobei nun die 
Krafte ki und k2 und also auch die Wege 0 Al und 0 BI wieder nach 
GroBe und Richtung voneinander verschieden sein diirfen, und denke 
sich noch eine dritte Kraft ka, welche die Bewegung 0 CI C2 Ca ... 
erzeugen wiirde. LaBt man nun das auseinandergesetzte Prinzip von 
der Zusammensetzung der Wege auch fiir den Fall des gleichzeitigen 
Wirkens von drei Kraften gelten, so erkennt man, daB das gleichzeitige 
Wirken von ki und k2 und von der zu ka entgegengesetzten Kraft k~ 
eine Bewegung ergeben miiBte, die sich aus der Bewegung 0 CI CI Ca ... 
und aus einer solchen zusammensetzt, die, gleichfalls in 0 mit der 
Geschwindigkeit ° beginnend, in entgegengesetzter Richtung wie die 
letztgenannte Bewegung verlauft und dabei ebenso groBe Wege macht. 
Bei dieser Zusammensetzung ergeben sich aber die Wege fiir alle 
Zeitintervalle gleich 0, d. h. es miiBten die Krafte kI' k2 und k~ zu
sammen den Massenpunkt, falls er am Anfang in Ruhe war, in der 
Ruhe belassen. Die Krafte kI' k2 und k~ sind also miteinander im 
Gleichgewicht. Aus diesem Ergebnis folgt dann, wenn es mit dem 
friiheren von der Proportionalitat von Kraft und Beschleunigung 



§ 143. MASSE. 

verkniipft wird, daB die Kriifte kl' k2 und k3' falls sie in iiblicher Weise 
geometrisch durch Strecken vorgestellt werden, dieselbe Eigenschaft 
wie die entsprechenden Wege haben miissen, daB sie niimlich als die 
beiden Seiten und die Diagonale eines und desselben Parallelogramms 
erscheinen. Man erhalt so den Satz yom Parallelogramm der Kriifte1). 

§ 143. Masse. 
Liegt ein homogener Korper vor und wollen wir aus demselben 

Stott einen anderen Korper herstellen, der die doppelte Masse besitzt, 
so werden wir nicht in Vedegenheit sein. Wir werden uns einen dem 
ersten nach Stoff und Volum vollig gleichen Korper verschaffen und 
diesen mit jenem fest zusammenfiigen; z. B. zusammenlOten, wenn 
es sich um metallische Korper handelt. Anders liegt die Sache, wenn 
gefragt wird, ob von zwei vorliegenden Korpern, die aus verschie
denem Stoffe sind, der erste ebensoviel Masse oder vielleicht doppelt 
oder dreimal soviel Masse habe als der zweite. Es niitzt nicht viel, 
in diesem Fall zu sagen, daB man eben annehme, daB alle Korper aus 
durchaus gleichartigen, auch gleich groBen 'l'eilchen bestehen - die 
dann natiirlich bei verschiedenartigen Stoffen wieder zu verschieden
artigen "Atomen" gruppiert sein miiBten -, und nun gleiche Massen 
als solche zu definieren, welche dieselbe Zahl von 'l'eilchen entbalten. 
Da ja die gedacbten kleinsten 'l'eile hypothetisch sind und im Grunde 
nicht wahrgenommen werden konnen, 1?0 ist immer noch, zum min
desten bei den Anwendungen des Massenbegriffs, ein Kennzeichen 
dafiir notig, wann wir zwei Korpern gleiche Massen. d. h. also bei der 
eben genannten Auffassung dieselbe Zahl von 'l'eilchen zuschreiben 
sollen. 

Mit Riicksicht auf die Gesetze, wonach eine nach GroBe und Rich
tung konstante Kraft einem Massenpunkt, der in der Ricbtung der 
Kraft in Bewegung begriffen ist, eine konstante Bescbleunigung, d. h. 
fiir jede Zeiteinheit denselben Geschwindigkeitszuwachs (§ 14), und 
wonach die doppelte und dreifache Kraft usw. den doppelten und drei
fachen Geschwindigkeitszuwachs erteilt (§ 142), kann man nun de
finieren: Zwei Korper haben dieselbe Masse, wenn sie von seiten 

1) Man beachte aber auch S. 43. Anm. I. Ubertragt man noch den Satz vom 
Parallelogramm von dem Fall, in dem die Kriifte an einem freien Massenpunkt an
greifen, auf den anderen, in dem sie an derselben Stelle eines starren Korpers wirken, 
so kann man durch Ersetzen jener beiden Kriifte durch die eine oder in anderen Fallen 
durch Zerlegung der einen resultierenden Kraft in zwei "Komponenten" und durch 
Verlegen der Angriffspunkte von Kriiften in den Linien, in denen diese wirken. alle 
die Umformungen vollbringen. durch die ein am starren und freien Korper wirkendes 
Kriiftesystem in ein gleichwertiges iibergefiihrt wird. Man gelangt so zur Statik 
(Gleichgewichtslehre) des starren Korpers. 

Holder. Mathematische Methode. 27 
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derselben Kraft dieselbe Beschleunigung erhalten 1). Man kann gleich 
noch hinzufiigen: Ein Korper, der die doppelte, dreifache usw. Be
schleunigung erhalt durch eine Kraft, die einem anderen Korper die 
einfache Beschleunigung erteilt, hat die Halfte, den dritten Teil usw. 
der Masse des zweiten Korpers. Nun besteht aber offenbar die Noti
gung, fiir den Fall, daB zwei Korper verglichen werden, die aus dem
selben Stoff bestehen, die Dbereinstimmung der jetzt gegebenen Er
klarung mit der friiheren zu zeigen. 

Zu diesem Z week denke man sieh nebeneinander zwei naeh Volumen 
und Stoff vollig gleiche Korper M und M', deren jeder, etwa aus 
der Ruhe heraus, durch eine Kraft bewegt wird (Abb. 199); es solI 
sieh aber dabei um zwei nach GroBe und Riehtung gleiehe Krafte 
handeln, die beide mit k bezeichnet werden solIen. Die beiden Korper 
miissen nun genau dieselbe Bewegung machen und werden also stets 
nebeneinander hergehen. Es wird somit, das ist jedenfalls eine nahe
liegende Annahme, sieh nichts an dem gesehilderten Saehverhalt 
andern, wenn bei Wiederholung des Vorgangs die beiden Korper in 

k starre Verbindung miteinander gebracht werden. J etzt 
k : liegt die aus M und M' bestehende, also im Ver

Abb.199· 
gleieh zu M doppelte Masse vor, welche dureh die 
doppelte Kraft k + k = 2 k bewegt wird. Der zu

sammengesetzte Korper erhalt aber naeh dem eben Gesagten immer 
noeh dieselbe Besehleunigung wie vorher jede der Massen M und M'. 
Offenbar kann man sich nun aueh ,ugleiche Massen in derselben Weise 
aneinandergefiigt denken, und es ergibt sich, daB die ,ufache Kraft 
(vgl. § 137) der ,u fachen Masse diese1be Beschleunigung erteilt, wie 
die einfache Kraft der einfachen Masse. Da nun aber nach § 142 die 
einfache Kraft einer Masse den ,uten Teil derjenigen Beschleunigung 
erteilt, die derselben Masse von der ,ufachen Kraft erteilt wird, so 
erhalt der Korper, der im friiheren Sinn das ,ufache des Korpers M 
ist, d. h. der aus ,u dem Korper M nach Stoff und Volum gleichen 
Korpern zusammengefiigt ist, durch die einfache Kraft k den ,uten 
Teil von derjenigen Beschleunigung, die M selbst durch die Kraft k 
erhalt. Man erkennt nun, daB die friihereDefinition des Massenver
haltnisses fiir die Korper, die aus einerlei Stoff bestehen, mit der nach
her gegebenen Definition im Einklang bleibt. 

Das eben verwendete Prinzip, das man auch das Prinzip der 
Juxtaposition nennt, laBt auch fUr die Zusammenfiigung zweier 

1) Wie wir definieren konnten, wann zwei Kriifte gleich genannt werden (§ 137), 
aber nicht erkliiren konnten, was eine Kraft ist, so kann man hier auch nur eine 
Definition dafiir geben, wann zwei Korper "in Beziehung auf Masse" einander gleich 
sind (§ 18 u. 100) oder ein gewisses Verhiiltnis haben. 
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§ 143. MASSE. 

Korper, die nicht aus demselben Stoffe bestehen, einen SchluB zu. 
Seien Ml und M2 zwei Korper, derenMassen nach der zuletzt gegebenen 
Definition das m1 fache bzw. das m2 fache von der Masse des Korpers 111 
vorstellen. Es wird dann nach § 142 die Kraft m1 k dem Korper M 1, 

und die Kraft m2k dem Korper M2 dieselbe Beschleunigung erteilen, 
die der Korper M durch die Kraft k erhalt. Es werden also Ml und 
M 2 , wenn sie, etwa aus der Ruhe heraus, durch die genannten Krafte 
bewegt werden (Abb. 200), bestandig nebeneinander hergehen. lndem 
ich mir jetzt wieder zwischen Ml und M2 eine starre Verbindung 
hergestellt denke, erhalte ich das Ergebnis, daB der so zusammen
gesetzte Korper durch die Kraft m1 k + m 2 k = (ml + m 2) k dieselbe 
Beschleunigung erhalt, wie der Korper M durch die Kraft k. Hieraus 
ergibt sich dann, daB m1 + m2 die MaBzahl der Masse des zusammen
gesetzten Korpers darstellt, wenn die Masse von Iv[ als die Massen
einheit angesehen wird. Es werden also durch die jetzt gewahlte 
Definition der Masse den Korpern in der Tat als MaBzahlen solche 
Zahlen zugeordnet, die sich bei der physischen Zusammensetzung 

der Korper additi v verhalten. Dies lieB sich g' "'1 k 

deduzieren, nachdem zu den schon £ruher N1 - > 
gemachten Annahmen noch das Prinzip der Nz h1zk;. 

Juxtaposition getreten war; das Ergebnis 
laBt sich aber auch experimentell bestatigen. 

Abb.200. 

Richtet man, wie ublich, mit Rucksicht auf die bereits gewahlten 
Einheiten der Wege und der Zeiten, die auch das MaB der Geschwindig
keit und der Beschleunigung bestimmen (§ 52 u. 59), die Einheiten der 
Masse und der Kraft so aufeinander ein, daB die Einheit der Kraft 
der Einheit der Massen die Beschleunigung I erteilt, so kommt der
jenigen Kraft, welche dem mfachen der Masseneinheit, d. h. der 
Masse m, die Beschleunigung y erteilt, die MaBzahl my zu (s. hier 
oben und § 142)1). Wenn also die Masse m an einem gewissen Ort der 
Erdoberflache durch ihr eigenes Gewicht die Beschleunigung g erhalt, 
so ist nunmehr m g die MaBzahl der Kraft, welche die betrachtete 
Masse an dem betreffenden Orte gegen die Erde treibt. 

ErfahrungsgemaB fallen zwei ganz verschieden schwere Korper, 
z. B. eine Flaumfeder und eine Bleikugel, in einer und derselben luft
leeren Rohre nebeneinander her, d. h. in genau der gleichen Zeit herab. 
Es erhalten also, wenn vom Widerstand der Ll1ft abgesehen wird, an 
derselben Stelle der Erdoberflache verschieden schwere Korper die-

1) Nach der in § 142 bewiesenen Proportionalitiit und der eben getroffenen Fest
setzung erteilt die Kraft my der Masse 1 die Beschleunigung my. Dieselbe Kraft 
erteilt aber nach der obigen Massendefinition der Masse m den mten Tei! der genannten 
Beschleunigung, d. h. die Beschleunigung y. 

27* 



420 TATSACHEN UND ANNAHMEN IN DER KLASSISCHEN MECHANIK. 

selbe Beschleunigung. Es miissen also in diesem Faile die Krafte, 
welche die Korper gegen die Erde ziehen, den Massen der Korper pro
portional sein; deshalb werden die Massen zweier Korper dadurch 
verglichen, daB man sie an irgendeinem Ort der ErdobeTflache in die 
Schalen einer gleicharmigen Wage legt. An Orten von verschiedener 
geographischer Breite hat derselbe Korper verschiedenes Gewicht, 
d. h., er driickt, wenn er auf eine senkrecht aufgestellte Spiralfeder 
gelegt und nachher mit der Feder transportiert und an einem Ort 
von anderer Breite wieder aufgelegt wird, die Feder verschieden stark 
zusammen1). Dies driickt sich in der oben fUr das Gewicht gefundenen 
Formel m g darin aus, daB der eine Faktor, die Beschleunigung g der 
Schwere, mit der Breite des Orts veranderlich ist, wahrend die Masse m 
des Korpers unverandert bleibt. 

§ 144. Die Erhaltung der lebendigen Kraft bei LEIBNIZ. 

Beginnt ein Korper mit der Geschwindigkeit Null und erreicht 
beim Herabfall~n von der Hohe h die Endgeschwindigkeit v, so ist 
bei der iiblichen Festsetzung iiber das GeschwindigkeitsmaB2) 

(r) tv2 = gh. 

Dabei ist g die Beschleunigung der Schwere, d. h. der Geschwindig
keitszuwachs, den die Schwere einem Korper in der Zeiteinheit beim 
senkrechten Fall erteilt. Schon GALILEI war es bekannt, daB, bei 
sich gleichbleibender Bedeutung der GroBe gals Beschleunigung des 
senkrechten Falls, die Gleichung (r) auch dann noch gilt, wenn der 
Korper reibungslos auf einer schiefen Ebene herabgeglitten ist, und 
dabei dann v die erworbene schraggerichtete Geschwindigkeit, h jedoch 
den Betrag bedeutet, urn den der Korper in senkrechter Richtung 
tiefer gekommen ist. Wird die Gleichung (r) noch mit der MaBzahl m 
der Korpermasse multipliziert, so erhalt man 

(2) tmv2 = mgoh. 

An die letzte Gleichung kniipft sich eine Erorterung, die auf LEIB
NIZ3) zuriickgeht. Wird unten an der schiefen Ebene die GroBe der 

1) Diese Veranschaulichung des schwierigen Unterschieds zwischen den Begriffen 
Masse und Gewicht findet man meistens nicht einmal in den elementaren Lehrbiichern; 
ich verdanke sie meinem Kollegen A. BRILL in Tiibingen. 

2) Bei einer Bewegung von konstanter Geschwindigkeit wird der in der Zeit
einheit zuriickgelegte Weg als MaL3 der Geschwindigkeit angenommen (§ 52); hin
sichtlich einer veranderlichen Geschwindigkeit ist § 59 zu vergleichen. Die im Text 
hier gegebene Formel (r) ist eine unmittelbare Folge der in § 52 angegebenen beiden 
Formeln (r) und (7). 

3) Vgl. G. W. LEIBNIZ, Hauptschriften zur Grundlegung der Philosophie, iiber
setzt von A. BUCHENAU, herausgegeben von E. CASSIRER, Bd. I (Philosophische 
Bibliothek, Bd. r07), r904, S. 246ff. Natiirlich hat LEIBNIZ andere MaL3einheiten. 
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Geschwindigkeit belassen, aber die Richtung der Geschwindigkeit um
gekehrt, was z. B. eintreten wiirde, wenn der Korper vollkommen 
elastisch ware und dort an ein festes Band anstieJ3e, so steigt der 
Korper wieder zur gleichen Hohe h auf (Abb. 20r), falls von Reibung 
abgesehen werden kann. Es ist dann oben keine Geschwindigkeit mehr 
vorhanden; dagegen erreicht der Korper bei emeutem Herabgleiten 
um denselben Hohenbetrag h auf dieser oder auf einer anders geneigten 
Ebene wieder dieselbe Geschwindigkeit v. Es erscheint also die Hohen
lage des Korpers als ein Ersatz fUr seinen bewegten Zustand, und dieser, 
wenn der Korper sich unten befindet, als ein Ersatz fiir die Hohenlage; 
der Ruhezustand in der Hohenlage und der Zustand mit der Ge
schwindigkeit v in der unteren Lage konnen stets miteinander ver
tauscht werden. 1st jedoch der Korper ohne Geschwindigkeit in der 
unteren Lage befindlich, so ist eine Leistung, d. h., wie wir sagen, 
eine "Arbeit" dazu notig, ihn auf die Hohe h zu erheben. Leisten wir 
diese Arbeit und gleitet dann der Korper von selbst herab, so kann 
der so erreichte Bewegungszustand als ein Aquivalent unserer Leistung 
angesehen werden. Nun liegt aber - das ist die ," 
charakteristische Wendung in dem LEIBNlzschen Ge- Alh 
dankengang - dieselbe Leistung vor, wenn ich z. B. ~ 
zwei Kilogramm um einen Meter hebe oder wenn ich ein 
Kil . M t h"h L ht d' Abb. 201. ogramm um zwel e er er a e. EIBNIZ mac les 
so einleuchtend. Das Gewicht von zwei Kilogramm kann man sich aus 
zwei Stiicken A und B bestehend denken von je einem Kilogramm. 
Will man nun die zwei Kilogramm um einen Meter heben, so hat man 
erst A und dann B von der Hohe von a Meter auf die von r Meter zu 
heben. Offenbar ist es aber eine dieser 1.eistung gleiche, wenn ich 
zuerst A von 0 Meter auf r Meter und dann dasse1be A noch einmal, 
jetzt von der Hohe von r Meter auf die Hohe von 2 Metem erhebe1). 

1nfolge dieser Dberlegung betrachtet LEIBNIZ bei der Hebung einer 
Masse m das Produkt aus dem Gewicht m g der Masse (vgl. den SchluJ3 
des vorigen Paragraphen) und aus dem Betrag der senkrechten Er
hebung h als das MaE der genannten Leistung. Da nun eben dieses 

1) Auch foIgende Veranschaulichung diirfte niitzIich sein. Befindet sich A schon 
in der Hohe von I Meter, B noch in der Hohe von 0 Meter, so konnte man zuniichst A 
noch weiter von I Meter auf 2 Meter Hohe heben, daraufhin A und B 
durch einen iiber eine Rolle gehenden Faden verbinden und nun 
durch einen kleinen StoB und nachfolgendes Anhalten, d. h. also 
durch eine ungemein kleine Leistung, gleichzeitig A wieder auf die 
Hohe von I Meter zuriick- und B auf die Hohe von I Meter hoch
bringen (Abb. 202). Nun hat die vorige Hebung des A von I auf 
2 Meter Hohe die Hebung des B von 0 auf I Meter Hohe bewirkt; 
die Betrachtung kann auch umgekehrt angestellt werden, und die 
genannten beiden Leistungen sind daher vollig gIeichwertig. Abb.202. 
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Produkt mg· h auf der rechten Seite der Gleichung (2) steht, so ist 
ihm der zur Linken stehende, jenem Produkt gleiche Ausdruck i m v 2 

das MaB fUr die nach dem Herabgleiten in dem Bewegungszustand 
der Masse gegebene "Kraft"l), d. h. fiir die lebendige Kraft oder 
die kinetische Energie des Korpers, wie wir jetzt sagen. Die in 
der Hohe beim ruhenden Korper vorhandene "Energie der Lage" 
und die in der Tiefe auftretende kinetische Energie der Masse konnen 
sich ersetzen. 

Die LEIBNlzsche Betrachtung laBt sich jetzt folgendermaBen wei
terfiihren. Es sinkt nunmehr die Masse m, beginnend mit dem Zustand 
der Ruhe, zUerst urn den Betrag h und dann noch weiter bis zum 
Gesamtbetrag hI und erhalte schlieBlich die Geschwindigkeit VI' Es 
muB dann neben der Gleichung (2) noch die Gleichung 

-~-mvi = mghl 

gelten, und man erhalt dadurch, daB man die Gleichung (2) von der 
letzten Gleichung abzieht, 

(3) i mvi-fmv2 =mg(hl -h}. 

Es gilt also das Gesetz, daB der Zuwachs, den die kinetische Energie 
in dem zweiten Zeitintervall der Bewegung erfahren hat, gleich ist dem 
Produkt des Gewichts des Korpers in den Betrag der in diesem Zeit
intervall erfolgten Senkung hI - h . Dieses Produkt nennt man die 
Arbeit, welche von dem Gewicht bei der in dem genannten Zeit
intervall ausgefiihrten Bewegung geleistet worden ist. Diese Arbeit 
ist numerisch der Leistung gleich, die wir benotigen, urn das Gewicht 
umgekehrt wieder urn den Betrag hI - h zu heben. 

Das genannte Gesetz gilt beim Herabgleiten auf einer schiefen 
Ebene von beliebiger Neigung, wobei aber der Betrag hI - h der 
Senkung in lotrechter Linie in Anschlag zu bringen ist. Nehmen wir 
jetzt an, der Korper gleite auf einer beliebig vorgegebenen Bahn -
also in einer vollig befestigten glatten Rinne - herab. Da jede 
Linie, auch wenn sie beliebig gekriimmt ist, so betrachtet werden 
kann, als bestiinde sie aus vielen kleinen geradlinigen Stiicken ver
schiedener Neigl.1ng, so gilt nun unser Gesetz fUr jedes Stiick der 
Bahn; daB es infolgedessen auch fUr die ganze gekriimmte Bahn 
richtig sein muB, erkennt man sofort, wenn man die auf die Einzel
stiicke sich beziehenden Betrage sowohl der Anderung der kine
tisch en Energie, als auch der von dem Gevd.cht geleisteten Arbeit 
addiert. 

1) Offenbar ist bier das Wort "Kraft" in einem ganz anderen Sinne genommen als 
in § 137. wo es etwa die Spannung einer Feder bedeutet. 



§ 145. DAS ZUSAMMENGESETZTE PENDEL. 

§ 145. Das zusammengesetzte Pendel, behandelt auf Grund 
des Satzes von der lebendigen Kraft. 

LEIBNIZ hat die von ihm entdeckte Beziehung zwischen lebendiger 
Kraft und Hohenlage, bzw. Arbeit, auf kein Einzelproblem angewandt. 
Um die Bedeutung seiner soeben noch etwas weiter ausgefiihrten Auf
fassung klarzulegen, schiebe ich noch einmal eine spezielle mathema
tische Entwicklung ein. Ich will mir eine um den festen Punkt 0 in einer 
Ebene drehbare starre Stange denken, auf der zwei Massen m1 und m 2 

befestigt sind (Abb. 203), wahrend die Stange als masselos angenommen 
werden so11. Die Abstande der Massen vom Drehpunkt 0 seien 11 
und 12 , Bei einer klein en Drehung der Stange um den Winkel d cp 
beschreiben die Massen kleine Kreisbogen. Dabei so11 d cp das "Bogen
maB" der kleinen Drehung bedeuten, ein MaB, das dadurch zustande 
kommt, daB diejenige Drehung gleich I gesetzt wird, 
bei der eine im Abstand der I.(angeneinheit vom Dreh
punkt befindliche Stelle einen Bogen von der Lange I 
beschreibt. Es wird demgemaB die Drehung d cp im 
Abstand I den Bogen dcp und im Abstand 11 den Bogen 
11 d cp ergeben. Es ist also 11 d cp der von m1, und ebenso 
12 d cp der von m2 beschriebene kleine Weg; diese 
beiden Wege konnen naherungsweise als geradlinig 

Abb. 203· 

angesehen werden. Findet nun die kleine Drehbewegung der Stange 
in einem Zeitinterva11 von d t Zeiteinheiten statt, so sind die Quo
tienten, die man erhiilt, wenn man die kleinen Wege durch den Betrag 
des entsprechenden Zeitintervalls dividiert, d. h. die Quotienten 

(r) 
dcp dcp 

II Tt = VI 12 Tt = V2 

nichts anderes als die Geschwindigkeiten, mit denen die Massen m i 

und m2 in dem Zeitintervall dt bewegt werden (§ 52 u. 59). Dabei ist 

~ ~ das, was man die "Drehgeschwindigkeit" der Stange nennt. 

Die Massen mi und m2 so11en jetzt Gewicht haben, tlnd es soll die 
Pendelbewegung betrachtet werden, die unsere Stange vermoge der 
Gewichte ausfiihrt, indem dabei die Ebene, in welcher die Stange 
sich allein drehen kann, als vertikal angenommen wird; es liegt also 
damit die Bewegung des denkbar einfachsten zusammengesetzten 
Pendels vor. Es werde ein bestimmter Zeitpunkt t, d. h. der Zeitpunkt 
ins Auge gefaBt, bis zu dem, vom Nullpunkt der Zeit an gerechnet, 
t Zeiteinheiten verstrichen sind. In diesem Zeitpunkt mache die 
Pendelstange mit der horizontalen Richtung den Winkel cp, und es 
sei Alder FuBpunkt des Lotes, das von der Masse ml auf die durch 0 
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gehende Horizontale geHillt ist (Abb.204). In dem rechtwinkligen 
Dreieck mlA I 0 ist das Lot ml Al die dem Winkel cP gegeniiberliegende 
Kathete, wahrend mlO, gleich ll' die Hypotenuse ist. Es ist also 

m1A 1 = 11 sin cpo 

Hat nun die Stange in einem friiheren Zeitpunkt to mit der Hori
zontalen 0 Al einen geringeren Winkel CPo gemacht (s. die Abbildung), 
so hat sich der Abstand der Masse m1 von der Horizontalen in dem 
Zeitintervall to ... t von II sin CPo auf II sin cP vergroBert, und es ist 

11 sin cP -ll sin CPo 

die Senkung, die mit der Masse ffll in dem genannten Zeitintervall 
vor sich gegangen ist, wahrend die Masse sich auf einem Kreisbogen 

Abb.204· 

bewegt hat. Bedeutet nun g die Beschleunigung 
der Schwere, so ist mIg das Gewicht der Masse 
m1 , und das Produkt des Gewichts in die Sen
kung ist die vom Gewicht dieser Masse im Zeit
intervall to. . t geleistete Arbeit (§ 144). Diese 
ist also m1 g (11 sin cp -11 sin CPo), und da auBer
dem in demselben Zeitintervall von dem Gewicht 

der anderen Masse eine entsprechende Arbeit geleistet wird, so 
erhalt man die Summe 

(2) ffll g (11 sin cp - II sin CPo) + m2 g (12 sin cp - 12 sin CPo) 

als "Gesamtarbeit" der beiden Gewichte im Zeitintervall to . .. t. 
Die lebendige Kraft oder kinetische Energie (§ 144) des bewegten 

Systems, worunter hier eben die Summe der kinetischen Energien 
der beiden Massen verstanden werden solI, ist zur Zeit t gleich 

(3) l- m1 vi + t m2 v~ , 
wenn Vl und V2 die Geschwindigkeiten der beiden Massen zu dieser 
Zeit bedeuten. Nimmt man nun an, daB zu der vorhin gedachten 
Zeit to die Stange in Ruhe, also VI = V2 = ° war, so bedeutet (3) zu
gleich den im Zeitintervall to . .. t gewonnenen Zuwachs der kinetischen 
Energie des Systems. Macht man nun nach Analogie des fUr einen 
Massenpunkt giiltigen Gesetzes die Annahme, dafJ auch fur das vor
liegende, a1ts zwei Massen bestehende System der Zuwachs an kinetischer 
Gesamtenergie gleich ist der in der betreffenden Zeit geleisteten Gesamt
arbeit der wirkenden Kriifte, d. h. der Gewichte der beiden Massen, so 
findet man, daB die beiden Ausdriicke (3) und (2) einander gleich
gesetzt werden miissen. Setzt man dabei noch fUr VI und V 2 die in (I) 

gegebenen Werte ein, so errechnet sich schlieBlich die Gleichung 

(4) ! (mlli + m2l~) (~~r = (mIll + m212) g (sin cp - sin CPo) . 



§ I46. WURDIGUNG DER GEMACHTEN ANNAHME. 

Hier bedeutet qJo, ebenso wie g, ml , m 2 , 11 und 12 , eine Konstante. 
qJ dagegen bedeutet einen veranderlichen Winkel, der von dem ver
anderlichen Zeitwert t abhangig, d. h. also eine "Funktion" von t ist. 
Durch diese Funktion, d. h. durch dieses Abhangigkeitsgesetz, wiirde 
der VerIauf der Pendelbewegung beschrieben sein. Statt dessen haben 

wir zwischen dem Differentialquotienten ~~ der Funktion (§ 59) und 

der Funktion cp selbst die Gleichung (4) erhalten, welche die Funktion 
mittelbar definiert, indem diese sich aus dieser "Differentialgleichung" 
durch mathematische Operationen ermitteln laBt. Aus der Diffe
rentialgleichung (4) der Pendelbewegung kann auch die Zeit einer 
ganzen Schwingung, d. h. die Zeit fur den einmaligen Hin- und Her
gang des Pendels mathematisch ermittelt werden. Unter der Voraus
setzung, daB sich das Pendel iiberhaupt nur wenig von der lotrechten 
Lage nach unten entfernt, ergibt sich die dann mit groBer Annaherung 
rkhtige einfache Formel 

~ ,/ ~~+~~ 
2.n V (mIll + m2l2) g , 

wobei 

das bekannte Verhaltnis der Kreisperipherie zum Durchmesser be
deutet. 

Die Formel (5) laBt sich leicht auf ein aus beliebig vielen Massen
punkten zusammengesetztes Pendel ausdehnen. Setzt man in der 
Formel (5) die Masse m2 gleich Null, so daB nur noch ein Massenpunkt 
vorhanden ist, so erhalt man fur die Schwingungszeit des "mathe
matischen Pendels" 

entsprechend dem schon von GALILEI experimentell gefundenen Er
gebnis, daB an demselben Ort die Schwingungszeiten verschiedener 
Pendel sich wie die Quadratwurzeln der Pendellangen verhalten. 

§ 146. Wiirdigung der gemachten Annahme. 
Die Behandlung des Problems durch HUYGENS. 

Es ist wohl zu beachten, daB die im vorigen Paragraphen gemachte 
Annahme, auch wenn die Gleichung (3) von § 144 vorher abgeleitet 
worden ist, durchaus keine Selbstverstandlichkeit darstellt. DaB bei 
mehreren Massen, die, miteinander starr verbunden, sich in ihrer 
Bewegung gegenseitig beeinflussen, die Sum me der lebendigen Krafte 
sich urn den Betrag der Summe der von den einzelnen Gewichten bei 
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ihren Senkungen geleisteten Arbeiten vermehrt, kann auch auf Grund 
jener Gleichung nicht ohne weiteres eingesehen und auch nicht mit Hilfe 
einer mathematischen Deduktion bewiesen werden, wenn nicht zugleich 
noch eine andere Annahme gemacht wird. 1m Grunde ist also bei 
der obigen Betrachtung von der Analogie Gebrauchgemacht worden. 

Die historisch erste Losung der Aufgabe des zusammengesetzten 
Pendels ist von HUYGENS auf Grund einer Annahme entwickelt wor
den, die dem hier benutzten Gesetz der lebendigen Kraft nahe ver
wandt ist, sich aber trotzdem der Form nach nicht vo11ig mit demselben 
deckt. Denken wir uns wieder eine masselose Stange, die sich in einer 
vertikalen Ebene urn den Punkt 0 drehen HiBt, und auf der in den 
Abstanden 11 ,12 , la ... die schweren Massen m 1 , m 2 , m3 ••• befestigt 

Abb. 205· 

sind (Abb. 205). Die Stange habe zur Zeit 0 den 
Winkel 970 mit der Horizontalrichtung gemacht, ohne 
dabei eine Geschwindigkeit zu besitzen. Indem sich 
nun die Stange vermoge der Gewichte der genannten 
Massen zur Zeit 0 in Bewegung setzte, ergibt sich nach
her der jeweilige Winkel 97, den die Stange mit der 
horizontalen Richtung macht, als abhangig yom be

treffenden Zeitwert t; es ist also 97 eine Funktion von t, und der 
Differentialquotient dieser Funktion 

d97={) 
dt 

stellt zugleich die jeweilige Drehgeschwindigkeit der Pendelstange vor 
(§ 145 u. 59). 

Diese Drehgeschwindigkeit {) zur Zeit t, die im Grunde gesucht 
ist, werde fiir den Augenblick einmal als gegeben angenommen. Es 
sind dann auch die Geschwindigkeiten 

VI = 11 {) , V2 = 12 {) , Va = 1a {), ••• 

der Massen mI , 1112 , ma, ••• [vgl. die Gleichungen (1) in § I45] fiir den 
betreffenden Zeitpunkt mitgegeben. Nun rechne man die Hohen, zu 
denen die einzelnen Massen vermoge dieser ihrer Geschwindigkeiten 
wieder anzusteigen vermochten (§ I44), wenn jetzt jede Masse fiir 
sich ware, d. h. wenn plOtzlich in diesem Zeitpunkt t der Zusammen
hang der Massen gelost wiirde, und bestimme weiter aus diesen Hohen 
die zugehorige Hohe des Schwerpunkts der Massen. Nunmehr kommt 
die besondere Annahme zur Verwendung, die HUYGENS gemacht haP), 

1) Streng genommen hat HUYGENS nur angenommen, da./3 der Schwerpunkt nicht 
tiber seine urspriingliche Anfangslage hinaus steigen kann, und hat dann den anderen 
Teil der Behauptung aus diesem, fiir sehr allgemeine Bewegungsarten gefor
derten und noch einem zweiten Prinzip wahrscheinlich gemacht; vgl. Horologium 
oscillatorium, 1673, Hypotheses 1 und II (eHR. HUGENII Opera varia, 1724, S. 121ff.). 
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namlich die, daB die vorhin bestimmte H ohe wieder derjenigen gleich 
werden mu/3, die der Schwerpunkt zur Zeit 0 in der Anjangslage der 
Stange wirklich gehabt hat. Die Gleichsetzung der auf die geschilderte 
Art bestimmten Hohe mit der anfanglichen Schwerpunktshohe auf 
Grund der gemaehten Annahme liefert eine Gleichung, in welche auBer 
den gegebenen Konstanten die veranderlichen GroBen qJ und {} ein
gehen. Man erhalt also fiir die gesuchte Funktion qJ von t und fUr 

ihren Differentialquotienten ~ ~ eine Gleichung) und diese ist keine 

andere als die Differentialgleichung (4) des vorigen Paragraphen 1). 

Die Annahme von HUYGENS liefert also dasselbe Ergebnis wie die 
in § 145 hinsichtlich der lebendigen Krafte und der Arbeiten gemaehte 
Annahme. Beide Annahmen sind offenbar nahe verwandt; immerhin 
erscheint es nicht ohne wei teres als selbstverstandlich, daB die gegen
seitige Ein wirkung, welche die Massen vermoge ihrer starren Ver
bin dung aufeinander ausiiben, durch die von HUYGENS fUr den 
Schwerpunkt angenommene Beziehung zum Ausdruck kommt. Die 
Annahme erscheint noeh weniger selbstverstandlich, wenn man be
denkt, daB die Massen, wenn ihr Zusammenhang in einem bestimmten 
Augenblick gelost und jeder einzelnen unter Be1assung ihrer Ge
schwindigkeit etwa der Kreisbogen, auf dem sie sich vorher hatte 
bewegen miissen, als Bahn des Aufstiegs angewiesen wiirde, nieht 
zur se1ben Zeit ihre hochsten Hohen erreiehen wiirden, so daB also 
jene oben zuletzt bestimmte Hohe gar nicht die Bedeutung einer zu 
gleiehzeitigen Lagen gehorenden Schwerpunktshohe besitzt. Der 
Annahme von HUYGENS haftet also immerhin etwas Kiinstliehes an, 
womit natiirlich in keiner Weise sein ungeheures Verdienst geschmalert 
werden soIl, mit genialem Scharfblick eine Annahme erfaBt zu haben, 
welche zum erstenmal die gesuchte Beziehung richtig ergab. 

§ 147. Dritte Behandlung des zusammengesetzten Pendels. 

Ich mochte noeh eine Art erwahnen, das zusammengesetzte Pendel 
zu behandeln, die zugleich iiber zwei Grundannahmen der Mechanik 
Licht verbreiten wird; dabei will ich mieh wieder auf den einfachsten 
Fall beschranken, daB auf einer masselosen Stange zwei schwere 

1) Ich habe das Verfahren von HUYGENS der Verstiindlichkeit wegen etwas 
anders gewendet; die Darstellung stimmt aber darin genau mit der seinigen iiberein. 
daB die Drehgeschwindigkeit, mit der das zusammengesetzte Pendel irgendeinen 
Winkelabstand passiert, unmittelbar derjenigen gleichgefunden wird, mit dem das 
einfache, d. h. mathematische Pendel von derselben Exkursion und von der Liinge 

m 11l + m21~ 
m11] + m212 

durch diesen 'Winkel hindurchgeht (vgl. Opera varia, 1724, S. 127, Propositio V). 
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Massen m1 und m2 befestigt sind, und die Stange in einer Vertikal
ebene um einen Punkt 0 gedreht werden kann. Die mechanische 
Bedeutung einer solchen V orrichtung wird haufig dadurch in ein 
besseres Licht gesetzt, daB man sich die Ausfiihrung der Vorrichtung 
im einzelnen ausmalt. Deshalb will ich mir die Befestigung der 
Massen 1nl und m2 auf der Stange s so denken, daB beide Male senk
recht auf der Stange ein Stift t festgemacht ist und die betreffende 
Masse m eine durch ihren Mittelpunkt durchbohrte Kugel vorstellt, 
die iiber dem Stift so angebracht ist, daB dieser in die Offnung hinein-

• •

' ragt. Bei der Bewegung wird sich der 
d Stift von innen an einer gewissen Stelle 

t-- ---t der Offnung anlegen (Abb. 206 und 207). 
An dieser Stelle iibt der Stift t auf die 

d'd Kugel m senkrecht zu dem gemein-
AbbS 6 b6 samen Oberflachenelement, in dem sie 

.20 . Ab . 207. . h b iih' • D k d d 
SlC er ren, elllen ruc aus, en 

die Kugel durch einen Gegendruck d' erwidert, der auf den Stift 
und dadurch mittelbar auf die Stange s wirkt. Der Gegendruck d' 

ist gleich groB wie der Druck d und hat im Vergleich zu ihm ent
gegengesetzte Richtung. Dabei' kann die Richtung von d, je nach 
der Stelle in der Offnung, an der die Beriihrung stattfindet, sehr 

Abb.208. 

verschieden gerichtet ausfallen; man 
erkennt dies sofort beim Vergleich der 
beiden Abbildungen 206 und 207. 

Ich werde mir jetzt die Stange s 
wieder als eine bloBe gerade Linie und 
die Massen m1 und m2 wieder als 
strenge punktformig vorstellen; wir 
haben jedoch vermoge der eben durch
gefiihrten Betrachtung erkannt, daB 

die Befestigung der Masse m an einer Stelle der Stange s die Be
deutung hat, daB an der betreffenden Stelle ein Druck d der Stange auf 
die Masse entsteht, der von ieder Intensitiit und - in unsererVertikal
ebene - von ieder Richtung sein kann, d. h. sich in jedem Augenblick 
der jeweils notwendigen Intensitat und Richtung anpaBt, wahrend 
zugleich die Masse auf die Stange den umgekehrten Druck ausiibt. 

Nunmehr hat man sich auf die Masse m1 einfach das Gewicht m1 g 
dieser Masse (§ I43) zusammen mit dem Druck d1 , der von der Stange 
herriihrt, wirkend zu denken (Abb. 208); dabei kann die Masse m1 

zugleich so angesehen werden, als ware sie in unserer Vertikalebene 
frei beweglich, da ja der ganze EinfluB, den die Befestigung auf der 
Stange auf m1 ausgeiibt hat, jetzt durch die Kraft d1 ersetzt ist. Des-
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gleichen ist die Masse m 2 nunmehr als eine solche anzusehen, die, in 
der Vertikalebene frei beweglich, von ihrem eigenen Gewicht m2 g und 
von dem Druck d2 angegriffen wird (s. die Abbildung). Die Stange 
selbst wird nun aber von den Drucken d: und d: angegriffen, die den 
Drucken d1 und d2 bzw. entgegengesetzt sind (vgl. den rechten Teil 
der Abbildung). Zwischen d: und d: muB aber eine Beziehung an
genommen werden, und diese ist das Wesentliche an der Sache. Es 
sind namlich diese beiden Krafte an der Stange im Gleichgewicht unter 
der Voraussetzung der Starrheit der masselosen Stange und ihrer 
Drehbarkeit urn den Punkt O. 

Die Berechtigung der gemachten Annahme kann im Grunde nicht 
wirklich bewiesen, aber doch einleuchtend oder wahrscheinlich ge
macht werden, und die Annahme fiihrt nachher wieder zu den oben 
in anderer Weise hergeleiteten Formeln des zusammengesetzten Pen
de1s, die von der Erfahrung bestatigt werden. Der Wahrscheinlich
keitsbeweis kann etwa so gefiihrt werden. Waren d; und d~ an der 
Stange nicht im Gleichgewicht, so miiBten sie, wenn wir die Stange 
zunachst als mit Masse, aber nur mit einer sehr kleinen Masse begabt 
ansehen, dieser Stange eine sehr starke Drehbeschleunigung erteilen, 
nach der' Analogie' der Wirkung einer Kraft auf einen Massenpunkt, 
wobei eine erhebliche Kraft eine ungeheuer groBe Beschleunigung 
bewirkt, wenn die bewegte Masse ungeheuer klein ist (§ I43). 
Da wir nun die Stange tatsach1ich als masselos annehmen wollten, 
so miiBte sie, wenn d; und d; nicht im Gleichgewicht waren, eine 
unendlich schnelle Bewegung erwerben, was doch widersinnig ist. 

Es sind nun zwei Krafte d1 und d2 in die Betrachtung eingefiihrt 
worden, deren.GroBe und Richtung unbekannt ist, wahrend d; und d; 
sich nach d1 und d2 richten. Das eben erwahnte, an der Stange zwi
schen d; und d~ herrschende Gleichgewicht liefert eine Relation, zu
nachst zwischen den beiden letzten Kraften und dadurch dann mittel
bar zwischen d1 und d2• Zunachst scheint durch unsere Dberlegungen 
wenig gewonnen zu sein, urn so weniger, als sich d1 und d2 auch noch 
nach einem bis jetzt nicht bekannten Gesetz wahrend der Bewegung 
verandern werden. Die mathematische Durchfiihrung, die der Ein
fachheit wegen hier unterbleiben soll, zeigt jedoch, daB die Krafte d1 

und d2 sich tatsachlich dadurch bestimmen, daB sie einerseits jene 
Relation erfiillen, andererseits zusammen mit den Gewichten der 
Massen m1 und m2 diese Massen, die jetzt als frei beweglich betrachtet 
werden, so fiihren sollen, daB die Massen mit dem festen Punkt 0 
in gerader Linie bleiben und ihre urspriinglichen Abstande II und l2 
vom Punkt 0 innehalten. Dadurch bestimmt sich dann auch die 
Bewegung vollstandig. 
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§ 148. Prinzip der Wirkung und Gegenwirkung. 
Prinzip von d'ALEMBERT. 

In den Entwicklungen des vorigen Paragraphen sind zwei Prin
zipien der Mechanik zum Vorschein gekommen, die bis jetzt nicht 
besprochen worden waren. Einmal ist das Prinzip zu nennen, ver
moge dessen z. B. der Druck d1 , den die Stange auf die Masse m1 

ausiibte, und der Druck d;, den die Stange von der Masse m1 erlitt, 
einander entgegengesetzt gerichtet und der GroBe nach gleich sind. 
Es ist dies das Prinzip von der Gleichheit der Wirkung und der Gegen
wirkung, die "Lex III" von NEWTON!). Ohne Zweifel ist das Prinzip 
aus den Fallen abstrahiert, in denen die beiden in Betracht kommenden 
Korper unmittelbar aufeinander driicken oder vermittels eines sie 
verbindenden Fadens aneinander ziehen; als einen dem ersten Fall 
entsprechenden Tatbestand, der das Prinzip noch naher erlautert, 
konnte man etwa anfiihren, daB ein Gummiball, der zwischen zwei 
sich driickende Korper eingeschoben wird, sich an zwei einander 
gegeniiberliegenden Stellen gleich stark abplattet. Das Prinzip ist 
dann nach der Analogie auf andere Falle iibertragen worden. Offen
bar verdankt auch die Idee der allgemeinen Gravitation dieser Dber
tragung ihre Entstehung, indem man von der beschleunigenden Wir
kung, die der Planet von der Sonne erhalt 2) oder zu erhalten scheint, 
und die neben ihrer Abhangigkeit von der Entfernung der Masse des 
angezogenen Planeten proportional ist, auf eine gegenseitige An
ziehung je zweier Massen schlieBt. 1st die Gegenkraft, mit der die 
Sonne selbst wieder vom Planeten angezogen wird, der zuerst ge
nannten Kraft gleich, so ist auch die Gegenkraft der Masse des Pla
neten, also in diesem Falle der Masse des anziehenden Korpers 
proportional. Bekanntlich hat sich diese Verallgemeinerung in der 
Erfahrung ganz auBerordentlich bestatigt, indem sich ihr auch die 
kleinen Abweichungen der Planetenbewegungen von den KEPLER
schen Gesetzen, d. h. die sogenannten Storungen, fiigen. 

Noch ein anderes Prinzip ist im vorigen Paragraphen hervor
getreten. Dort waren namlich die beiden .an der Stange angreifenden 
Drucke d~ und d; unter den daselbst herrschenden Beweglichkeits
bedingungen der Stange im Gleichgewicht. Damit kommen wir auf 
das Prinzip von D' ALEMBERT, das gleich noch durch ein anderes Bei
spiel erlautert werden soIl. \Vir wollen die ATWooDsche Fallmaschine 

1) Vgl. die Originalausgabe der Principia von 1687, S. 13. 
2) Selbstverstandlich bedeutete auch schon die Annahme eine kiihne Ubertragung, 

daJ3 iiberhaupt die Bewegungen der Himmelskorper auf Grund der Wirkung von 
Kriiften erfolgen nach MaJ3gabe der aus dem Studium der terrestrischen Erscheinungen 
gewonnenen Gesetze. 
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betrachten. Sie besteht aus einem vollig biegsamen, nicht ausdehn
baren Faden, der tiber eine sogena,nnte feste Rolle 1) lauft und an seinen 
senkrecht herabhangenden Rnden zwei schwere Massen m1 und m2 

tragt (Abb. 209). Kommen die Massen in Bewegung, wobei die groBere 
Masse, etwa m2 , mit clem Gewicht m2 g (vgl. § 143) fallen, die andere 
Masse steigen wird, so wirkt auf die Masse m2 nach unten ihr Gewicht 
und nach oben ein vom Faden herriihrender Zug, der eben gleich der 
Fadenspannung s ist; auf die Masse m1 wirkt ihr Gewicht m1 g 
nach unten und wieder die Fadenspannung s nach oben. Man kann 
deshalb die Bewegung der beiden Massen m1 und m2 so behande1n, 
als waren sie beide frei beweglich, und dabei die erste der nach oben 
wirkenden Kraft s - m1 g, die zweite der nach unten wirkenden Kraft 
m2 g - s unterworfen 2). Es bewirkt also hier die Verbindung der Teile, 
daB zu den auf die Massen wirkenden "au Beren" Kriiften m1 g und 
m2 g noch je eine nach oben gerichtete Kraft s 
hinzukommt. Andererseits bewirkt jedes der Ge
wichte am Ende des Fadens einen Gegenzug S', 
der gleich saber nach unten gerichtet ist. Diese 

lit, 
beiden einander gleichen Krafte S' sind aber, fiir sich 
betrachtet, am Faden im Gleichgewicht (Abb. 210). m,g 

.s' 

.s' Was sich an diesem Beispiel und an dem Bei
spiel des vorigen Paragraphen gezeigt hat, ist aber 
. d T Ab. 209· Abb.21O. m er at ein allgemeines Prinzip. Man kann die 
Teile eines jeden Systems als frei bewegliche Punkte behandeln, 
wenn man den auBeren Kraften noch solche Krafte, die aus den 
gegebenen Verbindungen der Teile entspringen, hinzufiigt; dabei sind 
diese hinzuzufiigenden Krafte von der Art, daB ihre Gegenkrafte 3) 

an dem System unter den dort herrschenden Bedingungen im Gleich
gewicht sind. 

Dieses Prinzip ist ohne Zweifel an ahnlichen Beispielen abstrahiert; 
man kann es plausibel machen, aber nicht beweisen. Man betrachtet 
es jetzt als eine Grundannahme der Mechanik uncl man kann mit 
seiner Hilfe z. B. den oben erwahnten Satz von der lebendigen Kraft 
(§ 145 und Anfang von § 146) wirklich beweisen. 

1) D. h. iiber eine Rolle, die sich um eine im Raum feste Achse dreht. 
2) Nachtriiglich bestimmt sich dann daraus, daB die Beschleunigungen absolut 

genommen einander gleich sind, 
2m1 m 2 g 

s= . 
m1 +m2 

3) Diese Gegenkriifte heiBen die "verlorenen" Kriifte, was offenbar von einem 
besonderen Fall herriihrt. Das letzte Beispiel zeigt, daB jene Kriifte, von denen die 
verlorenen Kriifte die Gegenkriifte sind, nicht immer am System im Gleichgewicht 
zu sein brauchen, denn an den Fadenenden waren die beiden den Kriiften S' gleichen, 
aber nach oben gewandten Kriifte s selbst nicht im Gleichgewicht. 
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§ 149. Ober den Charakter der Annahmen in der Mechanik. 

Die in § I37-I43 gegebenen Erorterungen konnen kaum einen 
Zweifel daran aufkommen lassen, daB die einfachsten Grundbegriffe 
und Grundannahmen der Mechanik ans der Erfahrung abstrahiert 
sind. Dies durfte aber doch nicht so unmittelbar richtig sein 
hinsichtlich einer Annahme vvie der in § 145 uber lebendige Kraft 
und Arbeit gemachten oder hinsichtlich des D'ALEMBERTschen Prin
zips (§ I48 u. I47). Hier handelt es sich eher urn Schliisse durch Analogie 
oder Induktion aus Fallen, die selbst vorher schon weitgehender theo
retischer Bearbeitung unterzogen worden waren. Trotzdem wird das 
Prinzip von D' ALEMBERT, das die Mechanik erst im Laufe einer langen 
Entwicklung herausgearbeitet hat, das aber immerhin etwas Ein
leuchtendes, Naheliegendes (vgl. § I47) auszudrucken scheint, nach
traglich als ein unbeweisbares Grundprinzip der Mechanik angenom
men, wahrend das Gesetz von der lebendigen Kraft und der Arbeit 
sich, wie eben schon erwahnt wurde, fUr die Fane, in denen es gilt, 
mit Hilfe des D' ALEMBERTschen Prinzips beweisen laBt. Man kann 
also in der Mechanik nicht wie in der Geometrie alle Grundannahmen 
an die Spitze stellen und dann rein deduktiv verfahren. Man gelangt 
allmahlich zu neuen Grundannahmen, die erst im Verlauf der Ent
wicklung, auch der deduktiven Entwicklung, sich ergeben und sich 
notig machen. Dabei bildet naturlich die Dbereinstimmung, in der 
die Folgerungen aus diesen Annahmen mit der Erfahrung stehen, den 
eigentlichen Rechtsgrund -fUr diese Annahmen. 

Diese Betrachtungen konnten auch auf das allgemeinste Prinzip 
angewendet werden, welches das Gleichgewicht der "materielle~ 
Systeme" beherrscht, das "Prinzip der virtu ellen Verschiebungen", 
auf das ich hier nicht genauer eingehen will. Dieses Prinzip ist 
ohne Zweifel aus der Vergleichung verschiedener Falle, die vorher 
ohne dieses Prinzip teils induktiv, teils deduktiv behandelt worden 
waren, durch Verallgemeinerung gewonnen, obwohl es fur einen be
sonderen Fall in noch nicht reifer Form bereits bei GALILEI vor
kommt1). Allerdings gibt es fUr diesesPrinzip auch einen Beweis. 
Dieser beruhmte, von keinem Geringeren als von LAGRANGE herruh
rende Beweis2) wird vielfach angefochten, weil er ad hoc besondere, 
nur im Hinblick auf die Erfahrung zu rechtfertigende Annahmen 
macht, namlich z. B. die, daB nicht nur fUr jede Kraft ein Flaschenzug 
gesetzt werden kann, sondern daB auch alle die am System wirkenden 

1) Unterredungen und mathematische Demonstrationen usw., deutsch von 
A. v. OETTINGEN, 3. und 4. Tag, 2. Aufl., 1904, S. 27ff. 

2) Oeuvres, t. VII, 1877, p. 317 (Journ. de l'Ecole Polytechn., ve Cahier, t. II). 
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Krafte, falls .sie ein gemeinschaftliches MaB besitzen, durch eine aus 
ebenso vielen Flaschenziigen bestehende Vorrichtung ersetzt werden 
konnen, durch die ein einziger, zusammenhangender und in allen 
seinen Teilen gleichmaBig gespannter Faden hindurchlauft. 

In derselben Hinsicht lehrreich ist auch die Art, wie die Gleichungen 
fUr die Bewegung der Fliissigkeiten, d. h. die Gleichungen der Hydro
dynamik abgeleitet werden. Es muB dabei vor aHem ein neuer Er
fahrungsbegriff eingefiihrt werden, namlich der des Fl iissig kei ts -
drucks 1). Dieser Druck ist im allgemeinen eine GroBe, die - auch 
in demselben Augenblick - an verschiedenen Stellen der Fliissigkeits
masse verschiedene Betrage aufweist. Nachdem man diesen neuen 
Begriff eingefUhrt hat, kann man einen klein en Teil der Fliissigkeit 
gesondert betrachten. lndem man zuerst die Drucke, die auf die Ober
flache des Teils, und die gegebenen Krafte, die auf seine inneren Punkte 
wirken, vereinigt, kann man drei Gleichungen aufstellen, die den fiir 
eine punktformige Masse geltenden Gleichnngen analog sind. Man 
kann diesen Ansatz auch durch den "Satz von der Bewegung des 
Schwerpunkts" motivieren; dabei 'wird aber dann doch von der 
Analogie Gebrauch gemacht, indem dieser Satz, der fUr eine endliche 
Zahl von Massenpunkten unter den entsprechenden Voraussetzungen 
aus dem D' ALEMBER'I'Schen Prinzip folgt, dann doch in einem ver
allgemeinerten Sinne angewendet wird. 

lndem man nun einen kleineren und immer kleineren Teil der 
Fliissigkeit in Betracht zieht und schlieBlich zur Grenze iibergeht 
(§ 5I), bekommt man die unter gewissen Voraussetzungen als exakt 
anzusprechenden "Differentialgleichungen" der Hydrodynamik, aus 
denen dann der zeitliche Bewegungsverlauf jedes einzelnen Partike1-
chens der Fliissigkeit, d. h. jedes der urspri.inglichen Lage der Fliissig
keitsmasse entnommenen Punkts, hergeleitet werden kann, wenn dabei 
noch gewisse Nebenbedingungen beachtet werden, z. B. bei den 50-

genannten inkompressibeln Fliissigkeiten die Bedingung, daB fUr jeden 
endlichen Teil der Fliissigkeit das Volum erhalten bleibt2). 

Man erkennt also, daB bei der Mechanik die Entwicklung der 
Theorie neue Annahmen notig macht (vgl. auch § I6), die natiirlich 
schlieBlich der Erfahrung angepaBt erscheinen, z. T. aber sich durch 

1) Ich stehe nicht an, diesen Begriff flir einen Erfahrungsbegriff zu erklaren. 
Eine in die Fliissigkeit versenkte elastische Kugel wird je nach der Stelle, an der 
sie sich befindet, d. h. je nach dem Druck, der an der betreffenden Stelle herrscht, 
bald mehr, bald weniger zusammengedriickt. 

2) Die Fliissigkeit wird dabei als kontinuierlich gedacht. Es ist nicht richtig, 
was von mathematisch nicht Unterrichteten vielfach angenommen wird, daB die 
Verschiebung der 'I'eile einer Fliissigkeit gegeneinander nur auf Grund der Annahme 
von "Molekiilen" und von Zwischenraumen gedacht werden kann. 

Holder, Mathematische Methode. 28 
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Induktion oder Analogie in der Entwicklung selbst ergeben. Ahnliche 
Verallgemeinerungen von Ergebnissen, die selbst bereits auf Grund 
theoretischer Betrachtungen gefunden worden sind, kommen noch 
haufiger als in der Mechanik in der Physik vor. 

S echzehn ter A bschni tt. 

T atsachen und Annahmen in der Physik. 

§ 150. Allgemeine Bemerkungen fiber die zu machenden 
Annahmen. 

Wenn auch in der Physik in gewissen Fallen so deduktiv verfahren 
werden kann wie in der Mathematik, so ist es doch hier unmoglich, 
die ganze Fiille der Erscheinungen aus wenigen Annahmen herzuleiten. 
Es wird deshalb in der Physik rege1maBig auch zwischendurch, mitten 
in der theoretischen Untersuchung, auf die Erfahrung Bezug ge
nommen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, es werden zwischen
durch neue Annahmen eingefiihrt, die schlieBlich durch den Hinweis 
auf die Erfahrung gerechtfertigt werden. Eine solche neue Annahme 
besteht vielfach darin, daB eine Beziehung als allgemein und genau 
giiltig gefordert wird, die sich in einer gewissen - meistens groBen -
Zahl von Fallen mit hinreichender Annaherung in der Erfahrung be
statigt hat, d. h. wir fUhren fUr die weitere theoretische Untersuchung 
ein an der Hand der Erfahrung induktiv gefundenes sogenanntes 
"empirisches Gesetz" ein. So ist z. B. in § 56 bei der Behandlung der 
Barometeraufgabe das Gesetz von MARIOTTE eingefiihrt worden. Neben 
solchen Gesetzen braucht aber die Physik auBerdem noch diejenigen 
besonderen Annahmen, die wir als Hypothesen 1) im engeren Wortsinn 
bezeichnen. Es sind dies solche Annahmen, die eine im Grund nicht 
beobachtete, oft sogar bis auf einen gewissen Grad der Beobachtung 
widersprechende Beziehung fordem, so z. B. wenn wir ein "Impon
derabile", ein nicht wagbares Fluidum annehmen, oder wenn "vir uns 
in dem bis jetzt als leer betrachteten Raum, in dem der Bewegung 
durch nichts Widerstand geleistet wird, einen "Ather" denken, der 
z. B. magnetisierbar ist, also physikalische Eigenschaften hat, oder 
wenn wir Teile der Materie annehmen, die selbst nicht teilbar sein 
sollen usw. 

Dabei handelt es sich sehr haufig urn das, was man als Hilfs
hypothese oder jetzt meist als "Arbeitshypothese" bezeichnet, d. h. 
urn eine Hypothese, die nicht ein fUr allemal der ganzen Physik 

1) Vgl. s. 38r, Anm. 2. 
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zugrunde gelegt werden sol1, sondem die man in einem Teilgebiet der 
Arbeit zugrunde legt, ohne sich daran zu stoBen, daB diese Hypothese 
vielleicht in einem anderen Teilgebiet der Wissenschaft gar nicht 
brauchbar ~t und vermutlich spater einmal ganz fallen gelassen 
werden wird. Die Schwierigkeit, welche heutzutage der Physik daraus 
erwachst, daB sie von ihren Hypothesen nicht so leicht losgel6st 
werden kann, so daB z. B. experimentelle Ergebnisse vielfach nur mit 
Beziehung auf Hypothesen ausgesprochen werden und dadurch der 
eigentliche Tatsachengehalt verschleiert wird, ist von OSTWALD1) tref
fend geschildert worden. Trotzdem diirfte diese Schwierigkeit kaum 
ganz vermieden werden k6nnen. Das Programm, die Erscheinungen 
hypothesenfrei oder "phiinomenologisch", d. h. nur so darzustellen, wie 
sie in der Erfahrung der unbefangenen Beobachtung erscheinen2), ist 
nicht so leicht erfiillbar, da die Hypothese nicht nur der deduktiven 
Verkniipfung, sondem auch bereits der iibersichtlichen Beschreibung 
der experimentellen Ergebnisse dient, die sich manchmal ohne sie 
kaum in ein Gesetz zusammenfassen lassen 3). 

Es wird geniigen, einige wenige Beispiele zu geben, um den Cha
rakter der physikalischen Annahmen und ihrer Anpassung an die 
Erfahrung zu beleuchten. Dabei werden auch im allgemeinen die 
alteren Theorien ausreichen; doch ist in § 165 etwas auf die Relativi
tatstheorie EINSTEINS eingegangen worden. 

§ lSI. Warmemenge. 

Als besonders einfaches Beispiel m6ge die Messung von Warme
mengen betrachtet werden und die Abhangigkeit, in der die Tem
peratur eines Mischk6rpers zu den Temperaturen der zur Mischung 
verwendeten K6rper steht. Die Vorstellung, wir k6nnen sagen die 
Arbeitshypothese, die BLACK in der zweiten Halfte des IS. J ahr
hunderts eingefiihrt und mit deren Hilfe er die erwahnten Zusammen
hange klargestellt hat, war die, daB die Warme eine unwagbare Sub-

1) "Die Uberwindung des wissenschaftlichen Materialismus" (Vortrag, gehalten 
auf der Versammlung der Gesellschaft Deutscher Naturforscher und Ante zu Liibeck) 
1895. 

2) MACH (Die Geschichte und die Wurzel des Satzes von der Erhaltung der Arbeit, 
1872, S. 46) sagt: "Das Ziel der Naturwissenschaft ist der Zusammenhang der Er· 
scheinungen. Die Theorien aber sind wie diirre Bliitter, welche abfallen, wenn sie den 
Organismus der Wissenschaft eine Zeitlang in Atem gehalten haben." In dem Vorwort 
zur 2. Auflage der Principien der Wiirmelehre (1899) bekennt sich MACH zu dem 
Grundsatz von J. B. STAI,I,O: "to eliminate from science its latent metaphysical 
elements". 

3) STUDY (Die realistische Weltansicht und die Lehre vom Raume, 1914, S. 74) 
sagt im Anschlui3 an WUNDT: "Die Hypothese ist dazu da, den logischen Zusammen
hang der Tatsachen zu vermitteIn." 

28* 
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stanz sei, die jeden Korper durchdringt, die sich im Faile der Warme
leitung von dem einen Korper auf den anderen verbreitet, ohne daB, 
wenigstens bei den Vorgangen, die wir zunachst im Auge haben, 
Warme entstehen oder verschwinden kann. Vereinigt man gleiche 
Mengen, z. B. von Wasser, die von verschiedener Temperatur sind, 
so bekommt dabei die Mischung diejenige Temperatur, die das arith
metische Mittel ist von den urspriinglichen Temperaturen der ver
wendeten beiden Mengen. Vereinigt man dagegen die Menge mi von 
der Temperatur tl mit der Menge m 2 von der Temperatur t 2 , wobei 
es sich wieder um zwei Mengen derselben Fliissigkeit handeln sol1, so 
entsteht die Mischungstemperatur 

mitl + m2 t2 (1) 
m i +m2 

In dieser Formel hatte bereits RICHMANN I ) die Ergebnisse seiner 
Mischungsversuche ausgedriickt; auch er war schon durch eine, wenn 
auch noch unklare Substanzvorste11ung der Warme dabei geleitet. 
Die Formel (1) steht mit der genannten Vorste1lung in Dbereinstim
mung, wenn man zugleich annimmt, daB die Erhohung der Temperatur 
der Menge m eines Stoffes um einen ge\vissen Betrag die m fache 
Warmemenge in Anspruch nimmt im Vergleich zur Erhohung der 
Menge 1 desselben Stoffs um denselben Temperaturbetrag, und daB 
bei derselben Menge desselben Stoffs die zur Erhohung der Temperatur 
erforderliche Warmemenge der Temperaturerhohung proportional ist. 

Die obige Formel (1) ist im a11gemeinen nicht mehr richtig, wenn 
Mengen verschiedener Stoffe miteinander gemischt werden. Diesen 
Fall versuchten die Physiker zunachst vergeblich zu klaren, wobei 
u. a. vermutet wnrde, daB in der Formel an Stelle der Gewichte mi 

und m2 die Volumina gesetzt werden miiBten, bis schlieBlich BLACK 
die Tatsachen dadurch befriedigend erklarte, daB er neben der klar 
herausgearbeiteten Stoffhypothese der Warme noch die Annahme 
machte, daB z. B. zur Erhohung der Temperatur eines Kilogramms 
Quecksilber um einen Grad Celsius eine andere Warmemenge notig ist, 
als zur Erhohung der Temperatur eines Kilogramms Wasser um einen 
ebensolchen Grad 2). 

1) VgI. E. MACH, Die Principien der Wiirme1ehre, 2. Aufl., 1900, S. 154. 
2) Streng genommen kommt es allerdings auch etwas auf die Ausgangstempera

tur an. 
BLACK sagt, indem er einen vorher von anderen mit Quecksilber und Wasser 

ausgefiihrten Mischungsversuch bespricht: "Das Quecksilber ist daher um 300 weniger 
warm geworden, und das Wasser wurde nur um 20 0 warmer: und doek ist die Menge 
der Wiirme, weleke das Wasser gewonnen kat, eben dieselbe Menge, weleke das Queeksilb~r 
verloren kat . .. Dies zeigt, daJ3 dieselbe Menge der Materie der Wiirme eine groJ3ele 
Kraft zeigt, das Quecksilber zu erwiirmen, als ein gleiches MaJ3 Wasser. .. Queck-
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1st zur Erwarmung eines Kilogramms eines Stoffes von 0 0 auf 1 0 

das IX- fache derjenigen Warmemenge notig, mit der man ein Kilo
gramm Wasser von 0 auf 1 0 erwarmen kann, so nennt man jetzt 
bekanntlich IX- die spezifische War me des betreffenden Stoffes. Hat 
man nun die Mengen von ml Kilogramm eines etwa fliissigen Stoffes, 
der die spezifische Warme IXI besitzt und im Beginn des Mischens die 
Temperatur tl hat, und mischt diese Menge mit der Menge von 
m 2 Kilogramm eines anderen Stoffes, der von der spezifischen Warme 
IX-2 ist und gerade die Temperatur t2 hat, so ergibt sich eine Mischungs
temperatur t', die auf Grund der angenommenen Vorstellungen leicht 
berechnet werden kann. Zunachst wird deutlich sein, daB t' zwischen tl 
und t2 gelegen sein wird. 1st also tl im Vergleich zu t2 die hohere 
Temperatur, so ist 

t l > t' > t2. 

Wahrend des Mischungsvorgangs gibt nun der erste Stoff, indem 
seine Temperatur von tl auf t' herabsinkt, mlIX-I (tl - t') Warme
einheiten ab, wahrend der andere Stoff m2 IX2 (t' - t 2 ) Warmeeinheiten 
aufnimmt, indem seine Temperatur von t2 auf t' steigt. Da nun von 
den beiden Korpem, die sich bei dem Mischungsvorgang auf dieselbe 
Temperatur t' angeglichen haben, ohne Zweifel der erste ebensoviel 
Warme abgegeben haben wird, als der zweite aufgenommen hat, so 
muB die Gleichung 
(2) mllXl (tl - f) = m2 IX-2 (f - t2 ) 

gelten, aus der sich 
f = m l IXI tl + m 2 IX-2 t2 

mlIX-I + m2~2 
berechnet. Diese Formel geht fiir IX-l = IX-2' also insbesondere dann, 
wenn wieder beide Mengen von demselben Stoff sind, in die alte 
Formel (1) iiber, und es ergibt sich dann, wenn auBerdem noch gleiche 
Mengen vorliegen, d. h., wenn ml = m2 ist, die Mischungstemperatur t' 
als das gewohnliche (arithmetische) Mittel von tl und t2. 

Niemand nimmt heute noch an, daB die Warme selbst ein Stoff, 
eine Substanz sei. Es ist aber klar, wie die Stoffvorstellung zum Auf
bau der Formeln (1) und (3) gefiihrt hat. Auch hat MACHI) sehr deut
lich gemacht, welche Beobachtung diese Vorstellung veranlaBt hat, 
namlich die Beobachtung, daB sich ein Korper auf Kosten eines 
anderen erwarmt, wie beim UmgieBen einer Fliissigkeit das eine 
GefaB voller und das andere leerer wird. Nachtraglich aber entsteht 

silber hat daher weniger Capacitat fur die Materie der Warme (wenn ich mich dieses 
Ausdrucks bedienen darf) als Wasser ... " (vgl. MACH, a. a. 0., S. 157 und Br,ACKS 

Vorlesungen iiber die Grundlehren der Chemie, deutsch von CRE!,!" 1804. S. 104). 
1) a. a. 0., S. 185. 
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das Bedtirfnis, die Erfahrungstatsachen, soweit es moglich ist, unab
hangig von irgendeiner hypothetischen Vorstellung tiber die Natur der 
Warme, rein "phanomenologisch" auszusprechen. Dabei wird man 
sich klar, daB man eine \Varmemenge weder sieht, noch ftihlt, noch 
unmitte1bar miBt. Man miBt aber die Temperatur1), und das allein 
experimentell festgestellte Gesetz besagt, daB man jedem korperlichen 
Stoff eine Zahl <X ein fUr allemal so zuordnen kann, daB die Mischungs
temperatur im Fall von zwei Stoffen von beliebigen Anfangstempe
raturen t1 und t2 und von beliebigen Massen m 1 und m 2 sich stets der 
Formel (3) und im Fall von mehr als zwei Stoffen sich einer ent
sprechenden allgemeineren Formel fUgt. Nimmt man statt (3) die 
mathematisch gleichbedeutende Forme1 (2), so ergibt sich eine besser 
zu deutende Formulierung des empirischen Gesetzes. Man sieht nam
lich - unter der friiheren Voraussetzung, daB t1 > t' > t2 ist -, daB 
das auf den ersten Korper sich beziehende Produkt m1 <Xl t1 durch 
den Mischungsvorgang zu m 1 <Xl t' geworden ist und somit um 
1n1 <Xl tl - m1 <Xl t' abgenommen hat, daB aber nach Gleichung (2) das 
entsprechende, auf den anderen Knrper sich beziehende Produkt 
1n2<X2t2 durch denselben Vorgang um ebensoviel zugenommen hat. 
Nur der Umstand, daB das Produkt mIX taus Masse, spezifischer 
Warme und Temperatur eines Korpers sich in der genannten Be
ziehung als ma13gebend 2) erwiesen hat, berechtigt uns, dieses 
Produkt unter dem Namen Warmemenge als einen besonderen 
Begriff einzufUhren, und es ergibt sich nun dadurch eine Dbersicht 
tiber die empirischen Erscheinungen, daB man sagt, die Mischung 
vollziehe sich so, als 0 b die Warmemenge eine Substanz ware 3). 

Ftir denjenigen jedoch, der die genauen Erfahrnngstatsachen, d. h. 
das oben erwahnte empirische Gesetz der Mischungsvorgange nicht 
kennt, ist der Begriff der \Varmemenge ein durchaus vager und 

1) Strenge genommen ist auch diese Messung keine unmittelbare; da aber die Aus
dehnungen, welche verschiedene, miteinander in Beriihrung befindliche K6rper durch 
Erwarmung erfahren, einander - wenigstens innerhalb gewisser Grenzen - pro
portional sind, so bietet sich die durch Erwarmung hervorgebrachte Ausdehnung der 
K6rper als natiirliches Mittel zur Bestimmung oder richtiger zur Definition der Tem
peratur oder des Warmegr ades dar. 

2) Vgl. MACH, a. a. 0., S. 184, 186 und 193. 
3) Mit einer ahnlichen Formulierung lieLlen sich viele physikalische Hypothesen 

umschreiben. H. VAIHINGER hat den zugrunde liegenden Gedanken in seiner "Philo
sophie des Als Ob" zum leitenden Gedanken der Philosophie zu erheben versucht. 
Dazu scheint mir jedoch dieser Gedanke weniger geeignet, insbesondere diirfte er in 
der Lehre von KANT, worin V AIHINGER ihn nachweisen will, genauer besehen nicht 
zu finden sein. Hinsichtlich der Mathematik, auf welche VAIHINGER denselben Ge
danken, z. B. bei den imaginaren Gr6L1en (§ 78-80) anwendet, ist zu bemerken, daLl 
derselbe hier jedenfalls nur dann zulassig ist, wenn man beweisen kann, daLl richtige 
Ergebnisse dadurch gewonnen werden, daLl man so verfahrt, "als ob" eine gewisse 
Hypothese richtig ware. 
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unklarer. Dabei ist es bezeichnend, daB noch kurz vor der Feststellung 
und Aufk1arung der tatsachlichen Vorgange durch BLACK der Gebrauch, 
den die Physiker von dem Wort "calor", d. h. Warme, gemacht haben, 
ein schwankender gewesen ist, indem bald eine der Warmemenge ent
sprechende, aber nicht ganz klar gedachte GroBe, bald lediglich die 
Temperatur gemeint wird1). 

Die ausgefiihrten Betrachtungen sind so lange giiltig, als es sich 
wirklich um einen lVIischungsvorgang und nicht um eine von der 
Mischung sieh wesentlich unterscheidende chemische Verbindung, auch 
nicht etwa um gleichzeitige Anderung etwa des festen Zustandes eines 
Korpers in den fliissigen od. dgl. handelt. Denken wir uns aber j etzt 
beispielsweise ein Kilogramm Eis von 0 0 in die gleiche Menge Wasser 
von to gebracht, so verwandelt sieh, falls die Temperatur t nicht zu 
klein ist, die ganze Masse in Wasser von t' Grad. Es ist aber dann t' 

nieht das arithmetische Mittel von 0 und von t, d. h. nicht gleieh !.-, 
2 

sondem kleiner als diese Zahl. Die Differenz laBt sich erklaren, wenn 
man annimmt, daB eine gewisse Warmemenge notig ist, um ein Kilo
gramm Eis von 0 0 in Wasser von 0 0 iiberzufiihren, und es stehen dann 
die Experimente mit der weiteren Annahme in Vbereinstimmung, daB 
zur tJberfiihrung der mfachen Menge von Eis in Wasser die mfache 
Warmemenge notwendig ist. Der scheinbare Widerspruch in del" 
Theorie ist also hier aufgehoben worden durch die Einfiihrung des 
gleichfalls von BLACK entdeckten Begriffs der Schmelzwarme des 
Eises oder durch die V orstellung, daB Wasser von 0 0 mehr Warme 
enthalt als Eis von 0 Grad. Auch hier driicken die durch Messung 
gefundenen Zahlenverhaltnisse, unabhangig von der urspriinglichen 
Hypothese, daB Warme eine Substanz sei, eine gesetzmaBige Bezie
hung aus. DaB beim Schmelzen Warme gebunden und infolgedessen 
"latent", d. h. verborgen wird, ist im Grunde eine Fiktion. Ein klares 
Gesetz liegt jedoch darin, daB dem Schmelz en von einem Kilogramm 
Eis von 0 0 zu Wasser von 0 0 eine ganz bestimmte Warmemenge ent
spricht, derart, daB in allen moglichen verschiedenen Fallen beim 
Schmelzen der genannten Menge eben diese Warmemenge verschvdndet 
und beim Gefrieren einer solchen Menge dieselbe Warmemenge neu 
erscheint, daB femer bei der Wiederholung des Experiments mit ciner 
anderen Gewichtsmenge eine andere, dem Gewicht proportionale 
Waimemenge in die Erscheinung tritt. In dieser strengen Aquivalenz 
einer Zustandsanderung mit einem Warmequantum liegt eben allein 
das klare Gesetz, das durch die genannte Hypothese nur umschrieben 
wird. 

1) Vgl. z. B. MACH, a. a. 0., S. 154. 
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Die voranstehenden Betrachtungen diirften es deutlich machen, 
in welcher Weise in einer physikalischen Theorie Tatsachen und An~ 
nahmen sich verbinden. 

§ 152. Satz von der Erhaltung der Energie. 

Denken wir uns noch einmal wie in § 144 eine schwere Masse m, 
die auf einer schiefen Ebene reibungslos herabgleitet und sich dabei 
in lotrechter Richtung um den Betrag h senkt. Die Masse erreicht 
am Ende der Ebene eine Geschwindigkeit v, und es ist dann ihre leben~ 
dige Kraft t mv 2 = mg h, fa11s g die Beschleunigung der Schwere 
bedeutet (vgl. Gleichung (2) von § 144). Kann dafiir gesorgt werden, 
daB die Masse am unteren Ende - etwa dadurch, daB sie an einem 
Bande b zuriickgestoBen wird (Abb. 2II) - ihre Geschwindigkeit bei 
unveranderter GroBe in die entgegengesetzte Richtung verkehrt, so 
steigt sie wieder in die alte Hohe empor, aus der sie dann durch er~ 

Abb.2II. 

neutes Herabgleiten wieder den vorigen Bewegungs~ 
zustand mit der lebendigen Kraft t m v 2 erreichen 
kann. Wie schon friiher ausgefiihrt wurde, ist hier 
der bewegte Zustand am unteren Ende mit der Hohen~ 
lage am oberen vertauschbar, und es ist die leben
dige Kraft i m v 2, die der Korper am unteren Ende 

besitzt, gleich der "Energie der Lage" m g h, die ihm in der Hohen
lage bei der Geschwindigkeit 0 zukommt. 

Die vorhin gedachte Umkehr der Geschwindigkeit des Korpers 
am unteren Ende der Ebene kann nur eintreten, wenn entweder der 
Korper oder das Band b elastisch ist. N ehmen wir nun beide vollig 
unelastisch an, so wird die Geschwindigkeit v der Masse, die sie beim 
Herabgleiten erworben hatte, durch den StoB an dem Bande vernichtet. 
Es ist nun nicht nur die Energie der Lage, sondern schlieBlich auch 
wieder die lebendige Kraft verschwunden. Die Erfahrung lehrt aber, 
daB sich der Korper jetzt durch den StoB erwarmt hat. 1st ihm dabei 
eine Warmemenge zugefiihrt worden, mit der w Kilogramm Wasser 
um einen Grad Celsius erwarmt werden konnten 1), d. h. hat der Korper 
w Warmeeinheiten erhalten, so entspricht diese Warmemenge jener 
Energie der Lage m g It, die oben an der schiefen Ebene, bzw. jener 
lebendigen Kraft t m v 2, die unmittelbar vor dem AnstoBen am 
Band b noch vorhanden war. Dabei zeigt die Erfahrung, daB, nach 
Festsetzung der MaBeinheiten, eine feste Zahl A, das Warme
aquivalent, existiert, so daB mit diesem Zahlwert die Gleichung 

(1) tmv2=mgh=Aw 

1) Vgl. iibrigens den Anfang der Anm. 2 auf S. 436. 
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fiir jeden K6rper und jede H6he des Herabgleitens zahlenmaJ3ig 
richtig ist. 

In § I44 ist der Ausdruck m g h als MaJ3 einer "Arbeit" gedeutet 
worden. I,aJ3t man nun in der vorigen Gleichung (I) die Warme
menge w gleich I werden, so erkennt man, daJ3 A das MaJ3 derjenigen 
Arbeit ist, aus der die Warmemenge gewonnen werden kann, welche 
die Temperatur eines Kilogramms Wasser urn einen Grad Celsius 
erh6ht. A ist also das Arbeitsaquivalent der Warmeeinheit. Wir 
haben eben das Kilogramm 1) als Masseneinheit angenommen; wird 
gleichzeitig das Meter zur I,angeneinheit und die Sekunde zur Zeit
einheit gewahlt, so ergibt sich fiir die genannte Zahl 

A = 424. 

Nimmt man jetzt an, daJ3 dieselbe Masse m, d~e friiher betrachtet 
wurde, auf einer schiefen Ebene wieder urn denselben H6henbetrag It 
sinkt (Abb. 2II), daJ3 aber nunmehr Reibung statt hat, so wird die 
Masse mit einer im Verhaltnis zu dem friiheren Experiment geringeren 
Geschwindigkeit v unten an der Ebene ankommen, da die Reibung 
hemmend eingewirkt hat. Dafiir ist aber nun infolge der Reibung 
beim Hinabgleiten eine Warmemenge w entstanden. Es stellt sirh 
nun heraus, daJ3 der obige Wert t m v 2 , der im friiheren Fall ent
standenen lebendigen Kraft sich zerlegt in den neuen Wert der j etzt 
entstandenen lebendigen Kraft ! m v2 und den Arbeitswert A w der 
jetzt entstandenen Warmemenge. Es gilt also die Gleichung 

i m v2 = i m v2 + A w . 
Man kann auch in dem friiher angenommenen Fall, in dem die 

Masse mit der Geschwindigkeit v am unteren Ende der Ebene an
kommen, und dort die Geschwindigkeit durch einen elastischen StoJ3 
ins Entgegengesetzte verkehrt werden sollte, den StoJ3vorgang in die 
Betrachtung mit einbeziehen. Zwischen der Ankunft am Bande b 
(Abb.2II) und dem Beginn des Wiederaufsteigens liegt dann ein 
Augenblick, in dem die Geschwindigkeit 0 geworden ist, wahrend der 
K6rper, der allein als elastisch angesehen werden mag, sich an das 
Band angedriickt und gerade den Zustand der gr6J3ten Zusammen
pressung erreicht hat. Hier ist die Energie der I,age und zugleich auch 
die lebendige Kraft, in welche jene sich verwandelt hatte, und die 
unmittelbar vorher noch vorhanden war, vollstandig verschwunden; 
es ist in diesem Augenblick, da wir uns jetzt das Herabgleiten wieder 
reibungslos denken wollen, die ganze anfangliche Energie m g h der 
Lage in die elastische Spannungsenergie des K6rpers verwandelt 

1) Das Kilogramm ist die Masse eines Liters destillierte~ Wassers bei + 4 0 Celsius. 
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worden. Eine Erwarmung findet in diesem Falle nicht statt. Ver
mage der elastischen Spannung staBt sich gleich darauf der Karper 
wieder vom Bande b ab und beginnt seinen Wiederaufstieg. 

Wenn wir hier von einem VerwandlungsprozeB der Energie spre
chen, so benutzen wir freilich das Bild einer unzerstarbaren Sub
stanz, die in verschiedenen Formen erscheinen kann, dabei aber doch 
im Grunde immer dieselbe bleibt. Immerhin wird jeder vorsichtige 
Vertreter der N aturwissenschaft als wahren Kern des Gesetzes nur 
den Umstand ansehen, daB die verschwindenden und neu auftretenden 
verschiedenartigen Quantitaten einer bestimmten mathematischen 
Aquivalenz geniigen, die oben angegeben worden ist. Bekanntlich 
lassen sich die geschilderten Beziehungen dahin erweitern, daB neben 
der Mechanik und der Warmelehre noch andere Gebiete der Physik, 
wie z. B. die Elek1;rizitatslehre, hinzugezogen werden. Man gelangt 
so zu dem Satz von der Erhaltung der Energie in seiner ganz allge
meinen Bedeutung l ). 

§ 153. Zur Vorgeschichte des Energieprinzips. 

Bei einem Satz von solch prinzipieller Bedeutung und von solcher 
Allgemeinheit liegt es nahe, daB man schon in den Aufstellungen alter 
Naturphilosophen Hinweise auf denselben sucht. Bereits HERAKLIT 
hatte darauf aufmerksam gemacht, daB Bewegung entweder bestehen 
bleibt oder neue Bewegung hervorzurufen p£1egt. Es liegt hier eine 
Beobachtung vor, etwa der Ubertragung von Bewegung von einem 
Karper auf einen anderen durch den StoB. Durch diese Beobachtung 
war eine Aufgabe vorbereitet, die Bewegung von Massen von einem 
quantitativen Standpunkt aus zu betrachten. Von der Lasung dieser 
Aufgabe konnte natiirlich erst gesprochen werden, nachdem eine Vor
stellung davon gewonnen war, wie dasjenige, was wir etwa als die 
"Bewegungsmenge" bezeichnen wollen, durch die Masse m des be
wegten Karpers und durch seine Geschwindigkeit v gemessen wird 2). 
Der miBlungene Versuch, den CARTESIUS in dieser Richtung gemacht 
hat, ist bekannt. Er nahm das absolute Produkt m· v als MaB flir 

1) Die Auffassungen der drei Entdecker dieses Satzes: R. MAYER, JOULE und 
HELMHOLTZ sind von MACH vorziiglich geschildert worden (Die Principien der Wiirme
lehre, 2. Auf!., 1900, S. 316ff.). HELMHOLTZ war dabei von dem Gedanken geleitet, 
daB ein "perpetuum mobile", d. h. eine unerschiipfliche QueUe der Arbeit, nicht 
miiglich ist. 

2) Die ziemlich verbreitete Sucht, neue Gedanken stets als schon bei iilteren 
Schriftstellern dagewesen nachweisen zu wollen, hat bereits KANT sehr hiibsch gekenn
zeichnet. Er sagt (Prolegomena, 1783, S. 32): Die, so niemals selbst denken, besitzen 
dennoch die Scharfsichtigkeit, alles, nachdem es ihnen gezeigt worden, in demjenigen, 
was sonst schon gesagt worden, aufzuspiihen, wo es doch vorher niemand sehen konnte. 
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die Bewegung des Korpers und glaubte, daB in einem System von 
Korpern die Sunllne dieser absc1uten Produkte konstant sein musse. 
Die Unrichtigkeit dieser Auffassung hat LEIBN1Z aufgedecktl). I .. EIBNIZ 
hat auch die richtig~ Auffassung eingefuhrt, derzufolge die mit der 
Rebung eines Gewichts m g (§ 143) geleistete "Arbeit" einerseits dem 
Gewicht selbst und andererseits dem Betrag h der Elhebung pro
portional zu setzen ist, wobei dann die fur den wieder huabfallenden 
oder herabgleitenden Korper gultige Gleichung (§ 144) 

imv 2 =mg.h 

auf den Ausdruck i m v 2 fUr die "lebendige Kraft" oder "kinetische 
Energie" des Korpers fuhrt. Damit war dann auch im einfachsten 
Beispiel die prinzipielle Beziehung zwischen der lebendigen Kraft 
und der "Energie der Lage", so wie sie in der Mechanik besteht, 
gegeben. 

In einer am 200 jiihrigen Todestag LEIBNIZ' gesprochenen Rede hat 
nun WUNDT auch das allgemeine, ph ysi kalische Prinzip von der Er
haltung der Energie LEIBNIZ zugeschrieben. WUNDT glaubt offenbar, 
daB in der Formulierung LEIBNIZENS, wonach die aus der "vis viva" 
und der "vis mortua" bestehende "vis acti va" im ganzen konstant bleibt, 
die vis mortua nicht nur als Energie der Lage, potentielle Energie u. 
dgl., sondern auch als ein aus Wiirme, elektrischen Zustiinden usw. 
bestehender Energievorrat gedeutet werden musse. LEIBNIZ sei bereits 
im vollen Besitz des Erhaltungsprinzips. gewesen, "wie es die heutige 
Physik voraussetzt, wenn er auch selbstverstiindlich nach dem dama
ligen Zustand der Wissenschaft von den sogenannten Transforma
tionen der Naturkriifte nichts wissen konnte"2). Fur diese Ansicht 
von WUNDT kommen vor allem zwei Stellen der LEIBN1zschen Werke 
in Betracht. An beiden Stellen ist auf die Moglichkeiteiner unsicht
baren Bewegung im Innern der Korper hingewiesen, die das Bestehen 
des Satzes von der Erhaltung der lebendigen Kraft mit dem Ver
schwinden von sichtbarer Bewegung in Einklang bringen konnte. 
Denkt man dabei daran, daB die Wiirme jetzt meist als Bewegung der 
kleinsten Teile der Korper aufgefaBt wird, und daB iihnliche Vor
stellungen gelegentlich schon viel fruher ausgesprochen worden sind 
und auch in LEIBNIZ' Werken, jedoch in einem anderen Zusammen-

1) Vgl. LEIBN1ZENS gesammelte Werke, herausgegeben von PERTZ, dritte FoIge, 
Mathematik, 6. Bd. (LE1BN1ZENS mathematische Schriften, herausgegeben von GER
HARDT, 2. Abteilung, II. Bd.), 1860, S.2I6. LEIBN1Z zeigt hier auch, daB z. B. beim 
StoB die aigebraische Summe der BewegungsgroBen mv konstant ist, wenn diese, in 
Beriicksichtigung der Geschwindigkeitsrichtungen, mit Vorzeichen, also bald positiv, 
bald negativ, gedacht werden. 

2) LEIBN1Z zu seinem zweihundertjahrigen Todestag von \\"1LHELM WUNDT, I917, 

S·44· 
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hang vorkommen1), so erkennt man wahl, welche Auffassung WUNDT 
in den betreffenden Stellen hat find en wollen. Trotzdem scheint mir, 
daB damit in LEIBNIZ' Worte mehr hineingelegt wird, als er selbst 
in denselben gedacht hat. In der einen der fraglichen Stellen 2) heiBt 
es, nachdem vorher von dem "motus intestinus" die Rede gewesen 
ist: "Haec porro vis intestina sese extrorsum vertit, cum vis Elasticae 
officium facit, ... " Hier wird also die zusammen mit dem Ver
schwinden von auBerer Bewegung eingetretene el~stische Zusammen
pressung als eine Verwandlung sichtbarer Bewegung in unsichtbare 
gedeutet, wobei diese sich dann wieder nach auBen wendet, wenn -
wie wir jetzt sagen wiirden - die elastische Spannungsenergie sich 
wieder in auBere Bewegung umsetzt. Es handelt sich hier urn einen 
Fall, in dem Erwarmung nicht eintritt, und in dem wir heutzutage 
keine Bewegung der kleinsten Teile annehmen. Eher scheint die 
andere Stelle auf den erst en Anblick die WUNDTsche Auffassung zu 
belegen. Hier wird auf den Fall eines unvollkommen e1astischen 
Korpers hingewiesen. In diesem Fall werde ein Teil der lebendigen 
Kraft durch die kleinsten Teile absorbiert, ohne daB dieser Teil nach
her der Bewegung des Ganzen wieder erstattet wiirde 3). Es wird auch 
am Ende der Betrachtung dann noch gesagt, daB dieser nicht wieder
hergestellte Teil der Bewegung fiirs Weltganze nicht verloren sein 
konne 4). Hatte LEIBNIZ gesagt, daB der scheinbar verlorene Teil 
sich in der Regel in Warme umsetzt, so ware er in der Tat iiber das 
rein mechanische Erhaltungsprinzip, das sich auf lebendige Kraft 
und potentielle Energie bezieht, in der Richtung auf das physikalische 
Energieprinzip zu hinausgeschritten. LEIBNIZ spricht aber in diesem 
Zusammenhang gar nicht von Warme, geschweige denn von Elek
trizitat u. dgl. Es diirfte auBerdem deutlich sein, daB derjenige, der 
das physikalische Energieprinzip besessen haben soll, zum mindesten 
den Gedanken gehabt haben miiBte, daB zwischem einem Quantum 
lebendiger Kraft bzw. Arbeit und etwa einem Quantum von Warme 
eine zahlenmaBige Aquivalenz besteht, wenn ihm auch das Zahlen
verhrutnis nicht bekannt ist; dazu miiBte aber der Betreffende auch 
den Begriff der Warmemenge (§ 151) haben, wahrend bei LEIBNIZ 
in denjenigen Schriften, in denen das Wort Warme (calor) in einer 

1) Vgl. a. a. 0., S. 36. 2) a. a. 0., S. 103. 
3) a. a. 0., S. 230. "D'oil vient que dans Ie choc de tels corps une partie de la 

force est absorbee par les petites parties qui composent la masse, sans que cette force 
soit rendue au total: et cela doit toujours arriver lorsque la masse pressee ne se remet 
point parfaitement." 

4) a. a. 0., S. 231: "Car ce qui est absorbe par les petites parties, n'est point 
perdu absolument pour l'univers, quoiqu'i1 soit perdu pour la force totale des corps 
concourants. " 
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bestimmteren Bedeutung vorkommtl), dieses stets nur den Warme
grad, d.h. die Temperatur2), bczeichnet. Dberhaupt sind die hier an
gefUhrten Stellen bei LEIBNIZ durchaus nicht von derselben Klarheit, 
wie seine in § I44 wiedergegebene Betrachtung iiber lebendige Kraft, 
Energie der Lage und Arbeit. 

§ 154. Die Energie 1m unendlichen Raum. 

Das Prinzip von der Erhaltung der Energie wird meistens in der 
Form ausgesprochen, daB die Summe der in der Welt vorhandenen 
Energie konstant ist, sich nicht im Laufe der Zeit andern kann. Bei 
dieser Formulierung, die vermutlich dem Streben nach Kiirze ihre 
Entstehung verdankt, wird iibersehen, daB sie ganzlich inhaltsleer 
ist, in dem Fall, daB die Gesamtsumme der im unendlichen Raum vor
handenen Energie unendlich groB sein sollte. Man hat freilich auch 
schon wahrscheinlich zu machen versucht, daB sowohl die Menge der 
Materie, als auch die Menge der Energie, die im Raume vorhanden ist, 
endlich sein miisse; ich glaube kaum, daB die betreffenden Dber
legungen stichhaltig sind, wie iiberhaupt alle die aufs Weltganze ge
richteten Betrachtungen iiber die Zerstreuung der "Energie" u. dgl. 3) 
als im hachsten Grade zweifelhaft angesehen werden miissen. 

Die Schwierigkeit, welcher der Satz von der Erhaltung der Energie 
mit Riicksicht auf eine etwa vorhandene unendliche Gesamtmenge 
der Energie zu begegnen scheint, hat sogar schon den Gedanken an
geregt, daB deswegen die euklidische Geometrie fallen gelassen werden 
und die elliptische Geometrie 4) eingefiihrt werden miisse, in welcher 
dem ganzen Raum ein endliches Volumen zukommt. 

Die einfachste Lasung der Schwierigkeit scheint mir darin zu be
stehen, daB man das Prinzip so faBt, wie es fiir einen endlichen Raum
teil gilt, fUr welch en Fall ohnedies allein eine praktische Anwendung 
des Prinzips maglich ist. Die Formulierung miiBte dann so lauten: 
Die Anderung der in einem begrenzten Raumteil bejindlichen Energie 
ist gleich der Dijjerenz zwischen der zugejiihrten und der aus demRaum
teil hinweggejuhrten Energie. Natiirlich ware die neue Formulierung 
eine wertlose Tautologie, wenn wir nicht die Zufiihrung und die Hin
wegfiihrung von Energie an besonderen, meBbaren, an der Grenze 
des Raumteils sich abspielenden Vorgangen erkennen kannten. 

1) A. a. 0., S. 449/50. 
2) Es gibt kein mechanisches Aquivalent der Temperatur, so wenig als eines der 

Elektrizitatsmenge (vgl. auch MACH: Die Geschichte und die Wurzel des Satzes von 
der Erhaltung der Arbeit, I872, S. 2I). 

3) Dabei kommt freilich der sog. zweite Hauptsatz der Warmelehre mit in Be
tracht, doch ist es iiberfliissig, hier auf diese Zusammenhange niiher einzugehen. 

~) Vgl. § 133. 
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§ I5s. Das Licht als Strahl. 

Betrachtet man in der Lehre vom Licht zunachst diejenigen l'at
sachen, die schon durch die Erfahrung des taglichen Lebens dargeboten 
werden, so fallt das Vorhandensein von Strahlen auf. Was ein Strahl 
ist, wird am deutlichsten durch die Bedingung seiner Aufhebung, d. h. 
durch das Entstehen des Schattens. Wird ein undurchsichtiger Korper 
an eine Stelle im Lichtstrahl gebracht, so wird von dieser Stelle ab 
der der Lichtquelle abgewendete l'eil des Strahls ausgeloschtl). Bringt 
man umgekehrt in das Licht einen undurchsichtigen Schirm mit einer 
einzigen kleinen Offnung, so macht sich ein einzelner Strahl dadurch 
geltend, daB "hinter" dem Schirm nur solche kleine Korper beleuchtet 
werden, die von dem betreffenden Strahl getroffen oder in ihn hinein
gebracht werden. 1m Grunde sind es die genannten l'atsachen allein, 
an denen wir uns den Begriff des Strahls gebildet (abstrahiert) haben; 
im Hinweis auf diese l'atsachen ist deshalb zunachst die Erklarung 
des Strahlbegriffs erschOpft. 

Denkt man sich zwei kleine Korper an verschiedenen Stellen in 
den Lichtstrahl gebracht, so wird nur der der Lichtquelle naher lie
gende den anderen, dieser aber nicht jenen beschatten. Demnach hat 
der Strahl gewissermaBen einen Richtungssinn, so daB wir ihn 
"vorwarts" oder "riickwarts" durchlaufen konnen. Damit ist aber 
doch noch nicht gesagt, daB sich langs des Strahls ein gewisses Etwas 
bewegt, oder ein Zustand in einem Medium sich fortpflanzt; einen 
solchen Fortgang langs des Strahls beobachten wir zunachst nicht, da 
wir eine langere Zeit unveranderten Scheinens von Licht ins Auge fassen. 

Der Beweis dafiir, daB sich langs des Strahls ein Zustand fort
pflanzt, wird erst durch die verfeinerte Etfahrnng des beobachtetenden 
und messenden Astronomen und Physikers geliefert. OLAF ROMER 

gelang es, die scheinbaren UnregelmaBigkeiten in den Umlaufszeiten 
der Jupitermonde durch die Annahme zu erklaren, daB das Licht 
Zeit braucht, urn den Weg von der Gegend des Jupiter bis zur Erde 
zu durchlaufen, und daB dieser Zeitbett-ag ein wechselnder ist, je nach 
der Stellung der Erde und des Jupiter in ihren Bahnen urn die Sonne. 
Dadurch ergab sich zugleich die erste Bestimmung der Lichtgeschwin
digkeit. Diese Bestimmung ist augenscheinlich eine mittelbare. lndem 
die Annahme, daB das Licht einer gewissen Zeit bedarf, mit der wech
selnden Entfernung und mit den Beobachtungszeiten der Verfinste-

1) Auch in der Wellentheorie des Lichts wird der Schatten auf diese Weise definiert, 
und es ist hier eine besondere Deduktion erforderlich, um fUr den Fall eines homogenen 
Mediums die Geradlinigkeit des Strahls bzw. des Schattens aus der Wellentheorie ab
zuleiten (vgl. z. B. G. KIRCHHOFF, Vorlesungen i.iber mathematische Optik, heraus
gegeben von K. HENSEL, 1891, S. 39). 
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rungen der Jupitermonde in Verbindung gebracht wird, ergibt sich 
neben der Erklarung jener UnregelmaBigkeiten die MaBzahl fiir den 
berei ts vora usgesetzten Zeitverbrauch. Genaudenselben Wert der 
Lichtgeschwindigkeit ergibt die physikalische Messung von FIZEAU. Es 
lohnt sich immerhin, zu bemerken, daB auch diese physikalische Mes
sung keine unmittelbare istl). Eine direkte Messung wiirde erfo,.dern, 
daB die Ankunftszeit der im Lichtstrahl sich fortpflanzenden Erre
gung in zwei verschiedenen Stellen des Strahls registriert wiirde, was 
wegen der GroBe der Geschwindigkeit unmoglich ist. Die Dberein
stimmung der beiden auf einer Reihe von Beobachtungen und Deduk
tionen unabhangig voneinander gewonnenen Zahlen kann ohne Zweifel 
nicht anders erklart werden, als dadurch, daB die zugrunde liegende 
Annahme richtig ist. 

§ 156. Das Licht als Wellenvorgang. 

Die urspriingliche Auffassung des Lichts, wonach im Lichtstrahl 
kleine imponderable Teilchen sich fortbewegen sollten (Emissions
theorie), wurde aus Griinden aufgegeben, auf die ich hier nicht naher 
eingehen will. HUYGENS hat als erster das Licht als einen Wellen
vorgang gedeutet. Er dachte sich Schwingungen, die sich mit der Zeit 
in einem elastischen Mittel (Medium), dem jetzt sogenannten "Ather", 
ausbreiten soUten, d. h. es soUte ein von dem Lichtstrahl getroffenes 
Teilchen des Mitte1s urn seine Gleichgewichtslage herum Schwingungen 
ausfiihren, und diese Schwingungen sollten von einem anderen, von 
demselben Lichtstrahl spater getroffenen Teilchen in einer dem Ab
stand und der Lichtgeschwindigkeit entsprechenden spateren Zeit 
wiederholt werden. Es wurde also eine Wellen bewegung ange
nommen, ahnlich den Wellen des Wassers und den ton end en Schwin
gungen der Saiten und der Luft. Diese Theorie wird als elastische 
Wellenlehre des Lichts bezeichnet. Es mag jedoch mit Riicksicht auf 
die neuere elektromagnetische Wellenlehre des Lichts gleich bemerkt 
werden, daB ahnliche Vorgange auch denkbar sind, ohne daB es sich 
urn eine Bewegung vo n Teilchen handelt. Wir konnen uns denken, 
daB in einem Mittel, dessen Teile gar nicht gegeneinander bewegt wer
den, an einer Stelle eine wechselnde Folge irgendwelcher physikalischer 
Zustande statthat, und daB diese gleiche Folge von Zustanden an 
einer anderen Stelle, die von der ersten in der Richtung des Strahles, 
d. h. in der Richtung des Fortgangs der "Welle" abliegt, sich mit der 
entsprechenden Zeitverschiebung wiederholt. Es kann also auch da 
von einem Wellenvorgang gesprochen werden, wo gar keine Bewegung 

1) DaB deswegen die Richtigkeit der Messung angefochten wird, kommt wohl 
heutzutage nicht mehr vor. 
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stattfindet, wo das Mittel, das den Trager des Vorgangs darstellt, 
vollig in Ruhe ist. Handelt es sich dabei an jeder einzelnen Stelle um 
einen periodischen Wechsel von Zustanden, so spricht man von 
einer Schwingung, die sich fortpflanzt. In dieser Weise denken wir 
uns in neuerer Zeit das Licht nach der Idee von MAXWELL als 
einen Wellenvorgang, der auf einem periodischen Wechsel elektro
magnetischer Zustande des Athers beruht (§ 162). 

Die elastische Wellenlehre des Lichts nahm die Abweichung eines 
Teilchens des Mediums von seiner Gleichgewichtslage in der Richtung 
senkrecht zum Strahl an, d. h. es wurden die Schwingungen als 
transversal vorausgesetzt. Dabei ist der einfachste Fall der, daB 
alle diese Abweichungen fiir alle Stellen eines Strahles in einer und 
derselben, natiirlich den Strahl enthaltenden Ebene liegen. Es handelt 
sich in diesem Fall um polarisiertes Licht. In der neueren Wellen
lehre des Lichts werden elektrische und magnetische Zustande des 
Athers angenommen, die an einer einzelnen Stelle je durch eine be
stimmte Intensitat und eine bestimmte Richtung charakterisiert 
werden, so daB also der Zustand an jeder Stelle durch die GroBe und 
Richtung des elektrischen und des magnetischen "Vektors"1) be
schrieben wird. Beim polarisierten Lichtstrahl liegen fiir alle seine 
Stellen die elektrischen Vektoren in einer und derselben Ebene, und 
es liegen zugleich die magnetischen Vektoren in einer zweiten Ebene, 
die auf der ersten senkrecht steht. Dies ergibt sich durch mathe
matische Deduktion aus den FARADAY-M.AXWELLschen Grund
annahmen iiber die gegenseitige Einwirkung der durch den Raum ver
breiteten Vektoren der einen und der anderen Art (§ 160). 

Die zuletzt gegebene Auseinandersetzung war im Grunde nur eine 
theoretische, da sie sich auf die nicht beobachtbare Abweichung des 
Atherteilchens von seiner Ruhelage in der elastischen Theorie bzw. 
auf die im Innern der Korper meist nicht beobachtbaren 2) elektrischen 
und magnetischen Vektoren der anderen Theorie bezogen. Man kann 
sie aber mittelbar mit den Experimenten in Beziehung setzen. Man 
kann namlich durch besondere Vorkehrungen Licht erzeugen, das in 
bezug auf eine den Strahl enthaltende Ebene andere Eigenschaften 
besitzt als in bezug auf die anderen solchen Ebenen. Fallt ein solcher 
besonderer Strahl senkrecht auf eine planparallele Platte, die aus einem 
Turmalinkristall parallel zur Hauptachse des Kristalls herausgeschnit
ten ist, und dreht man diese Platte allmahlich in sich selbst, so gelangt 

1) Jeder dieser Vektoren ist durch eine an der betreffenden Stelle beginnende, 
gerichtete Strecke dargestellt, deren Lange die Intensitat ausdriickt. Sie werden 
senkrecht zum Lichtstrahl angenommen. 

2) In der Luft sind sie beobachtbar. 
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j e nach der Drehstellung der Platte baJd ein groBerer, bald ein kleinerer 
Teil des Lichts durch die Platte hindurch, und zwar dringt der Licht
strahl dann vollstandig hindurch, wenn gerade die Hauptachsen
richtung der Kristallplatte in jene ausgezeichnete Ebene des Strahls 
zu liegen kommt, wahrend der Strahl beim Durchgang durch die 
Platte ganz ausgeloscht wird, wenn die Hauptachsenrichtung auf jener 
ausgezeichneten Ebene des Strahls senkrecht steht. In der elastischen 
Wellentheorie nimmt man an, daB jene ausgezeichnete Ebene des 
Strahls diejenige ist, in der die Schwingungen des als polarisiert zu 
denkenden Lichtstrahls stattfinden; es ware aber zunachst auch mog
lich, daB die Schwingungen in der Ebene stattfanden, welche zu jener 
durch das Experiment ausgezeichneten Ebene senkrecht steht, da ja 
von den Ebenen, die durch eine feste Gerade gehen, die zu einer aus
gezeichneten senkrechte Ebene o££enbar gleichfalls ausgezeichnet ist. 
Unter der Voraussetzung der elektromagnetischen Wellenlehre des 
Lichts konnte man, wenn nicht noch andere Umstande herbeigezogen 
werden sollen, jene durch das Experiment ausgezeichnete Ebene des 
Lichtstrahls ebensogut fiir diejenige erklaren, in der der elektrische, 
als auch fiir diejenige, in der der magnetische Vektor gelegen ist. 

Die erwahnten Tatsachen und theoretischen Dberlegungen mogen 
zeigen, daB in einem solchen Fall, in dem die der Theorie zugrunde 
gelegten Vorstellungen nur eine mittelbare Beziehung zur Erfahrung 
haben, die Deutung der theoretischen Ergebnisse in der Erfahrung 
auf der Analogie beruhen, in dem angefiihrten Fall darauf, daB so
wohl die Schwingungsebene, als auch jene experimentell bestimmte 
Ebene eine ausgezeichnete Ebene ist. Infolgedessen wird auch die 
theoretische Wertung experimentell im einzelnen beobachteter Vor
gange haufig etwas Willkiirliches an sich haben. Die Beziehung zwi
schen Erfahrung und Theorie ist nicht immer vollig eindeutig, und 
jedenfalls ist die Bestatigung der theoretischen Grundlagen durch 
die Erfahrung, die sooft betont wird, nur eine mittelbare und bedingte. 

§ 157. Positive und negative Elektrizitatsmengen. 

Die altere Theorie fiihrte alle elektrischen Erscheinungen auf die 
beiden elektrischen "Fluida" zuriick. Auch in der neueren Theorie 
spielen die positiven und negativen Elektrizitatsmengen eine groBe 
Rolle. MAXWEI,L hat in glanzender Weise auseinandergesetztl), wie 
man zur Feststellung gleicher Elektrizitatsmengen, zu der Vorstellung 
der Addition von Mengen und des Sichaufhebens zweier absolut 
einander gleichen, aber im Vorzeichen entgegengesetzten Mengen 

1) A Treatise on Electricity and Magnetism, vol. I, 1873, p. 30ff. 

II 01 d e r, Mathematische Methode. 
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gelangen kann. Er laBt dabei dle Wirkung auf groBere Entfernungen 
und ihre Abhangigkeit von den Abstanden aus dem Spiel und bezieht 
sich nur auf ganz einfache Erfahrungen, die man im AnschluB an ge
wisse Tatigkeiten maClhen kann. Es wird dabei z. B. ein geladener 
metalllscher Leiter einem nicht geladenen genahert und von diesem 
zugleich Elektrizitat abgeleitet, es werden Leiter miteinander in Be
riihrung gebracht u. dgl. Da fiir die so erklarte physische Addition 
zweier Elektrizitatsmengen die friiher erwahnten abstrakt mathe
matischen Gesetze (§ 25 u. 77) nachgewiesen werden konnen, so kommt 
man in einwandfreier Weise fiir ein gewisses Teilgebiet der Elektrizi
tatslehre zu dem Begriff des MaBes der Elektrizitatsmengen. Eine 
Voraussetzung iiber das Wesen der Elektrizitat braucht dabei gar 
nicht gemacht zu werden. Immer wird man da, wo in der Physik 
Mengen definiert werden, an die Substanzidee erinnert, doch kann 
offenbar von der Auffassung der Elektrizitat als einer "Substanz" im 
philosophischen Sinne schon deswegen gar keine Rede sein, weil nach 
der Auffassung der Philosophie Substanzen sich nicht aufzuheben 
vermogen. 

§ 158. Elektrischer Strom und OHMsches Gesetz. 

Bei dem Vorgang, den wir als konstanten elektrischen 
Strom in einem linearen Leiter, etwa in einem Kupferdraht, bezeich
nen, wird die Vorstellung zugrunde gelegt, daB durch einen bestimm
ten Querschnitt des Leiters in zwei gleichen Zeitintervallen gleichviel 
Elektrizitat in bestimmter Richtung hindurchgeht, und zwar auch 
durch einen Querschnitt gleichviel wie durch einen anderen. Da die 
beiden Elektrizitaten sich gegenseitig aufheben, so bedeutet z. B. der 
Durchgang einer Einheit positiver Elektrizitat in der einen Richtung 
ebensoviel als der Durchgang einer Einheit negativer Elektrizitat in 
der entgegengesetzten oder als der gleichzeitige Durchgang einer hal
ben Einheit positiver Elektrizitat in der ersten und einer halben Ein
heit negativer Elektrizitat in der zweiten Richtung. 

Die Erscheinungen, die wir am "elektrischen Strom" beobachten, 
sind wesentlich andere als diejenigen, die dann vorliegen, wenn wir 
von "Gleichgewicht" der Elektrizitat reden, d. h. wenn wir im "elektro
statischen" Sinne Elektrizitatsmengen messen (§ I57). Wenn auch mit 
Hilfe eines elektrischen Stromes ein Leiter mit Elektrizitat geladen 
werden kann, so wird doch auch derjenige, der geneigt ware, das 
wirkliche Vorhandensein der elektrischen Fluida anzunehmen, fiir 
gewohnlich nicht behaupten konnen, daB die im Draht sich bewegen
den Elektrizitatsmengen sich irgendwie unmittel bar nachweisen 
lassen, solange der konstante Strom im Gange ist. Wir haben 
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dagegen gewisse Empfindungen, wenn der Strom durch unseren Korper 
hindurchgeht - bekanntlich kann ein starker Strom sogar eine tod
liche Wirkung haben -, wir beobachten das Dberspringen eines 
Funkens, wenn wir einen Strom unterbrechen oder durch Zusammen
bringen von zwei vorher getrennten Drahtenden ihn erst herstellen, 
d. h. schlieBen, wir beobachten in der Nahe des vom Strom durch
flossenen Drahtes Krafte, die auf einen Magnetpol wirken 1) und die 
unter anderem von der Starke des Stroms abhangig sind; wir beob
achten aber keine im Draht sich bewegenden Elektrizitatsmengen. 
Trotzdem ist die angenommene Vorstellung sehr fruchtbar und zu
nachst fiir die Auffindung der Gesetze wesentlich. Sie wird fUr das 
Teilgebiet, um das es sich handelt, auch jetzt noch als Hilfs- oder 
Arbeitshypothese gebraucht, obwohl inzwischen die Elektrizitatslehre 
auf neue Grundlagen gestellt worden ist. 

Die Folgerungen aus der angenommenen Vorstellung werden erst 
im Zusammenhang mit den Gesetzen von OHM und KIRCHHOFF deut
lich. Der Einfachheit wegen wollen wir uns als 
Stromquelle stets eine galvanische Batterie den
ken, deren Pole durch ein Drahtstiick mitein
ander in leitende Verbindung gebracht worden 
sind. Die Starke des so entstandenen Stromes 
ist bereits von OHM durch die N eigung einer 

~B 
C' 

Abb.212. 

Geraden A B dargestellt worden (Abb. 2I2). Die Hohe A C, um 
welche das Geradenstiick abfiillt, ste1lt in der Abbildung die Spa n -
n ung (elektromotorische Kraft, Potentialdifferenz) zwischen den bei
den Polen dar, welche durch die Batterie allein bestimmt wird; 
B C stellt den Leitungswiderstand des Drahtes2) vor, wahrend 
die Stromstarke durch das Verhiiltnis A C: B C, d. h. durch das 
"Gefiille" der geraden Linie A B gegeben ist. Es besteht demnach, 
bei Einfiihrung passender Einheiten, zwischen Stromstarke ], Span
nung E der Batterie und Widerstand W des Drahtes die Gleichung 

oder 
E =] 
W 

(I) E =]0 W. 

Diese Gleichung wird als OHMsches Gesetz bezeichnet. 
Da im Grunde die Spannung zwischen den Polen der Batterie und 

der Widerstand des Drahtes nur vl'i.eder mit Hilfe des Stromes selbst, 

1) Nach dem Gesetz von OERSTEDT (vgl. z. B. E. RIECKE, Lehrbuch der Physik, 
2. Aufl., 2. Bd. 1902, S. 157£.); die Richtung der Kraftwirkung istsenkrecht zu der durch 
Stromlinie und Magnetpol bestimmten Ebene. 

2) Der Einfachheit wegen habe ich den Widerstand innerhalb der Batterle ver
nachliissigt, der gewohnlich klein ist. 



452 T ATSACHEN UND ANNAHMEN IN DER PHYSIK. 

d. h. durch dessen Wirkungen, erkannt werden konnen, so erscheint 
die tatsiichliche experimentelle Bedeutung des OHMschen Gesetzes 
in dieser Form nicht als vollig klar. Urn das Gesetz zu erliiutern, 
denke ich mir denselben Draht zuerst mit den Polen der Batterie B 1 , 

dann statt dessen mit den Polen der Batterie B2 verbunden. J edes
mal entsteht ein Strom. Benutzt man zuniichst einmal wieder die 
gewonnenen Vorstellungen, so erhiilt man, wenn mit II und 12 die 
beiden Stromstiirken und mit £1 und £2 die Spannungen der beiden 
Batterien bezeichnet werden, aus (I) die Gleichungen 

(2) El = II W, £2 = 12 W, 
daja beideMale derselbe Draht, und somit auch derselbe Widerstand W 
vorliegt. Aus den Gleichungen (2) ergibt sich nun die Proportion 

(3) £1 : £2 = II : 12 . 
Hier konnen nun die Stromstiirken, die auf der rechten Seite stehen, 
gemessen werden; sie werden einfach ihren Wirkungen auf die Magnet
nadel proportional gesetzt. Damit ist aber nun die Moglichkeit ge
geben, unabhiingig von den urspriinglich benutzten Vorstellungen die 
Verhiiltnisse der Spannungen oder der elektromoLorischen Kriifte der 
beiden Batterien durch die Proportion (3) zu definieren. Es zeigt 
sich auBerdem in der Erfahrung, daB auf diese Weise fiir zwei gegebene 
Batterien eine bestimmte Verhiiltniszahl herauskommt, unabhiingig 
davon, welch en Draht man dabei zur SchlieBung der Strome benutzt. 
In dieser Erfahrung liegt aber ein Teil des tatsiichlichen Inhalts des 
OHMschen Gesetzes und die eigentliche Berechtigung der gewiiPlten 
Definition. 

In derselben Weise kann man nun auch bei einer und derselben 
Batterie die Pole zuerst durch den einen und nachher durch einen 
anderen Draht in Verb in dung bringen. Versteht man dann unter 11 
und 12 die Stiirken der so entstehenden Strome, und bedeuten WI 
und W 2 die Leitungswiderstiinde der Driihte, so gelangt man mit 
Hilfe der Gleichung (I) jetzt zu der Proportion 

(4) WI : W 2 = 12 : 11' 
Diese Proportion erlaubt, nachdem wieder die Stromstiirken beob
achtet worden sind, den Widerstand eines Drahtes in Beziehung auf 
einen anderen, dessen Widerstand als Einheit zugrunde gelegt wird, 
durch eine Zahl zu messen, und damit iiberhaupt erst den Widerstand 
richtig zu definieren. Die genannte Zahl erweist sich, wenn die beiden 
Driihte gegeben sind, schlieBlich als unabhiingig von der zur Ausfiih
rung der Vergleichung benutzten Batterie. 

Die Abbildung 212 war eigentlich nur ein Gleichnis, welches das 
Stromen der Elektrizitiit darsteUen soUte; diese Stromung j edoch ist 
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selbst nur ein Bild zum Ausdruck fiir irgendwelche unbekannte, aber 
doch in gewissem Sinne meBbare Verhaltnisse. Die an die Propor
tionen (3) und (4) gekniipften Tatsachen bilden im Grunde den ex
perimentellen 1nhalt des OHMschen Gesetzes. 

Es kommt nun noch etwas hinzu. 1st ein Draht aus mehreren 
verschiedenartigen Stiicken zusammengesetzt, die hintereinander ge
schaltet sind, so erweist sich erfahrungsgemaB der Widerstand des 
zusammengesetzten Drahtes gleich der Summe der Widerstande seiner 
Teile. Auf diese Tatsache, die auf Grund der oben gegebenen Defini
tion durchaus nicht logisch selbstverstandlich ist, stiitzt sich ein 
weiteres, die Verhaltnisse darstellendes Bild. Es seien 1/ B 

etwa drei Drahtstiicke: A AI' AIA2' A2B hinterein- ( \ 
ander geschaltet (Abb. 213), wobei dann der Anfang A 1\ l'2 
des ersten und das Ende B des letzten Drahtstiickes '-...-,/" 
mit einem Pol der Batterie in Beriihrung gebracht wird. 
Zunachst ist nun die Erfahrungstatsache zu erw1ihnen, 

Abb.2 I 3· 

daB in dem gedachten Fall die Magnetnadel in der Nahe jeder Stelle 
des ganzen Leiters AB dieselbe - natiirlich noch von der Entfernung 
abhangige - Ablenkung zeigt; es flieBt also durch alle drei Draht
stiicke derselbe Strom von gleicher Starke. Diesen Umstand bringt 
man nun durch das geometrische Bild einer dreiteiligen Linie von 
durchaus gleichem Gefalle zur Darstellung C' 

(Abb. 214); dabei ste1len die Projektionen c: 
C Cl , CI Ca, C2 Ca der Abschnitte der den ----:' c.' 
Strom darstellenden Linie C' C3 die Wider- r------ I '2 

I I 

stande, nicht die Langen, der einzelnen c.\----:;~;---7;--... t3 
Drahtstiicke A A I, A I A 2, A 2 B vor. C C' 
aber miBt wieder die zwischen den Polen 
der Batterie bestehende Spannung. Nach dem eben Gesagten er
gabe sich die Stromstarke als Quotient dieser Spannung und des 
Gesamtwiderstandes CCa , wegen der gleichfOrmigen Neigung 
der Geraden C' Ca aber auch z. B. als Quotient der Differenz der in 
Abb. 214 iiber CI und C2 stehenden Hohen und des Widerstandes 
CI C2 des mittleren Drahtstiicks. Bezeichnet man jene Differenz 
als Spannung zwischen den Stellen Al und A2 in Abb. 213, indem 
man die Gesamtspannung gewissermaBen gleichmaBig im Verh1i1t
nis der Widerstande iiber die ganze Leitung sich verteilt denkt, 
so erkennt man, daB nun das OHMsche Gesetz fiir jeden Teil, ins
besondere fiir jedes der vorhin angenommenen einzelnen Drahtstiicke 
giiltig ist. 

Die eigentliche Berechtigung der zuletzt eingefiihrten Vorste1lung, 
wonach zwischen je zwei Stellen der Leitung eine Spannung oder 
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Potentialdifferenz besteht, wird sich erst im folgenden Paragraphen 
zeigen, indem diese Vorstellung noch weitere experimentelle Tatsachen 
zu umfassen gestattet. 

§ 159. KIRCHHOFFsche Gesetze. 

Zur Erlauterung solleJ;l jetzt noch die KIRCHHoFFschen Gesetze1) 

zum Teil mit herbeigezogen werden. Diese Gesetze beherrschen die 
Verhaltnisse, die sich bei Verzweigungen von elektrischen Stromen 
einstellen. Angenommen, es seien die Drahte d1 , d2 , d3 , d4 so, wie 
in Abb.2I5 angegeben ist, miteinander verbunden, so daB also d2 

und d3 zwei "parallele" Leitungen zwischen den Verzweigungspunkten 
A2 und A3 darstellen, und es seien die freien Enden der Drahte dl 

und d4 , d. h. also die Stellen Al und A 4 , mit den Polen eines gal
vanischen Elements oder einer Batterie in Verbindung gebracht. Die 

Abb.2 1 5· 

gegebene, zwischen den Polen des Elements oder 
der Batterie herrschende Spannung und die ge
gebenen Leitungswiderstande der Drahte werden 
in jedem Teil des Drahtnetzes eine bestimmte 
Stromung bewirken. In diesem Falle wird der 
Strom nicht in allen Teilen dieselbe Starke haben. 
Die Pfeile mogen die Richtung des Stromes posi
tiver Elektrizitat angeben, wobei dann Jl, J2' 

J3' J4 die in den Drahtstiicken d l , d2, d3, d4 vorhandenen Strom
starken bezeichnen sollen. Da die Stromungen konstant sein sollen, 
darf z. B. in A2 keine "Stauung" der einen oder der anderen Elek
trizitat eintreten, d. h. es muB an dieser Stelle ebensoviel positive 
Elektrizitat aus dem Draht d1 ankommen, als daselbst in die Drahte 
d2 und d3 wieder abgeht. Es muB also die Starke des ankommenden 
Stroms der Summe der Starken der beiden abgehenden gleich, d. h. 

(I) 
sein. 

Nun wollen wir auf die beiden stromdurchflossenen Drahte d2 

und d3 einzeln das Gesetz vein OHM anwenden. Zwischen A2 und A3 
wird nach dem im vorigen Paragraph en Gesagten eine gewisse Span
nungsdifferenz P2 - P 3 angenommen, weshalb man nach dem OHM
schen Gesetz fiir die in d2 und d3 flieBenden Strome die Gleichungen 

J - P2 -P3 J - P2 -PS 

(2) 2 - W 2 ' 3 - Wa 

1) Diese Gesetze sind allerdings im besonderen Fall bereits bei OHM angedeutet; 
vgl. OHM: Die galvanische Kette, Neudruck mit einem Vorwort von JAMES MOSER, 

1887, S. VI, VII, 106, 107. 
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hat, in denen natiirlich W 2 und Wa die betreffenden Leitungswider
stande bedeuten. Aus den letzten Gleichungen folgt aber 

(3) J2:Ja=Wa: W 2. 

Hieraus und aus (r) berechnet man leicht 

Vergleicht man jetzt die in Aa ankommenden Strome mit dem dort 
abgehenden, so erhalt man noch die Gleichung 

hinzu, die mit (r) zusammen 

J4 = Jl 
ergibt. Auf die allgemeine Formulierung der KrRCHHoFFschen Ge
setze, von denen (r) bzw. (5) und (3) Spezialfalle vorste11en, so11 hier 
nicht eingegangen werden. Es geniigt, zu bemerken, daB man, wenn 
man iiber diese Gesetze verfiigt, auch J 1 aus der gegebenen Spannung 
der galvanischen Batterie und aus den gegebenen Widerstanden der 
vier Drahtstiicke berechnen kann und so die Starken der durch die 
vier Drahtteile flieBenden Strome vo11standig in den gegebenen Werten 
ausgedriickt erhalt. In dem besonderen Fall, daB z. B. 

(6) W3 = 2 W 2 

ist, ergibt sich aus (4), daB 

J2 =} Jl' J3 = t Jl 
sein muB. 

Die durchgefiihrte Uberlegung so11 nur zeigen, wie die angenom
menen Vorstellungen der flieBenden Elektrizitat und ihres Gefalles 
hier angewendet werden. Die Ergebnisse sind unabhangig von diesen 
Vorstellungen tatsachlich richtig. Was wir "Stromstarke" nennen, 
ist schlieBlich lediglich durch die von OERSTADT entdeckte Wirkung 
auf die Magnetnadel bzw. durch den Ausschlag des Galvanometers 
definiertl). Sind aber die beiden parallel geschalteten Driihte d2 und d3 

etwa so wie in dem vorhin gewahlten Beispiel [Gleichung (6)] beschaf
fen, so daB also der Draht d2 die doppelte Stromstarke im Vergleich 
zum Draht da ergibt, wenn ich abwechselnd bald den einen, bald den 
anderen mit den Polen einer Batterie in Beriihrung bringe, so stellt 

1) Nur mittelbar kann man den elektrischen Strom mit elektrostatisch gemessenen 
Elektrizitatsmengen in Verbindung bringen, indem einerseits die Bewegung eines 
elektrisch geladenen Leiters (die sogenannte konvektive Bewegung der Elektrizitat), 
andererseits die Entladung einer Leydener Flasche Wirkungen auf die Magnet
nadel, bzw. das Galvanometer, hervorbringt, die nach einer gewissen Umrechnung 
mit den Wirkungen eines konstanten Stroms in Vergleich gesetzt werden k6nnen. 
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sich auch in der dUTCh die Abb.215 erliiuterten Vorrichtung der 
Strom in d2 als zwei Drittel und der in Dl als ein Drittel von dem
jenigen Strom ein, der in d1 und d4 vorhanden ist. Diese Ergebnisse 
werden durch das Experiment erwiesen, und darin allein beruht 
schlieBlich die Wahrheit der Theorie, welche durch die erwahnten 
Vorstellungen nur in einem Bilde dargestellt ist. Dabei ist aber deut
lich, daB ohne das Bild von der zustromenden und abflieBenden Elek
trizitat wohl kaum die Gleichung (I), ohne das OHMsche Gesetz und 
das Bild vom "Gefalle" des Stroms (Abb. 212) nicht die Gleichungen 
(2) und damit nicht die Gleichung (3) erhalten worden ware. Die 
Hilfsvorstellungen sind hier so wesentlich, daB man sich ohne sie 
kaum eine iibersichtliche Darstellung der Verhaltnisse denken kann; 
diese sind eben tatsachlich so "als ob" die Stromung mit ihrem Ge
falle vorhanden ware (§ 151). 

§ 160. FARADAYS Kraftfelder und MAXWELLS Theorie des 
Elektromagnetismus. 

Die altere Theorie der Elektrizitat griindete sich auf die Annahme 
einer momentan in die Ferne wirkenden Anziehung und AbstoBung 
zwischen den Elektrizitatsmengen. Elektrizitatsmengen desselben Vor
zeichens sollten sich abstoBen, solche verschiedenen Vorzeichens sich 
anziehen, und zwar sollte im Falle ruhender Elektrizitat die in der 
Verbindungslinie beider Mengen wirkende Kraft den Elektrizitats
mengen direkt und dem Quadrat der Entfernung umgekehrt propor
tional sein. So ergab sich aus der Fernwirkung von Elektrizitats
mengen, die etwa auf Leitern verbreitet gedacht werden, an einer 
bestimmten Stelle eines nichtleitenden Mediums, etwa der Luft, eine 
bestimmte Kraft, mit der dort ein hinzugebrachter, mit der Einheit 
positiver Elektrizitat geladener kleiner Korper angegriffen wiirde. 
N ach dieser Theorie bestimmte sich die Kraft unabhangig von der 
Beschaffenheit der zwischen den Leitern liegenden nichtleitenden 
Medien. Die Experimente von FARADAY haben aber gezeigt, daB diese 
Unabhangigkeit in Wahrheit nicht vorlIanden ist, und daB auch zu
gefiihrte Elektrizitat sich unter Umstanden auf die gegebenen Leiter 
anders verteilt, wenn dabei liegende Nichtleiter mit solchen von an
derem Stoffe ausgewechselt werden. Infolge davon bildete sich 
FARADAY eine andere Ansicht von den in Nichtleitern sich zeigenden 
Wirkungen. Diese Auffassung, die von :MAXWELL mathematisch weiter 
entwickelt worden ist, betrachtet die an einer Stelle eines Nichtleiters 
auftretende elektrische Kraft als die Wirkung eines bestimmten Zu
standes des Nichtleiters an der betreffenden Stelle selbst, gewisser-
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maBen als eine Art von Spannung des Nichtleiters. Der elektrische 
Zustand eines ausgedehnten Nichtleiters wird demnach dadurch be
schrieben, daB fUr jede Stelle eine Intensitat und eine Richtung an
gegeben wird, wobei zu einem gegebenen Zeitpunkt sowohl die Inten
sitat als auch die Richtung von Stelle zu Stelle verschieden sein kann. 
So liegt also in jedem gegebenen Augenblick ein sogenanntes "elek
trisches Kraftfeld" vor; geht man darin von irgendeiner Stelle aus 
und geht stets in der Richtung weiter, welche die elektrische Kraft 
gerade an dem beriihrten Ort besitzt, so durchlauft man eine "elek .. 
trische Kraftlinie". 

Ein solches Kraftfeld wird nun auch z. B. in einem nichtleitenden 
festen Korper angenommen, in welchem Fall die an den einzelnen 
Stellen wirksamen elektrischen Krafte nicht unmittelbar nachgewiesen 
werden konnen1). Es ist also zu beachten, daB hier wieder eine Vor
stellung zugrunde gelegt wird, die nicht im eigentlichen Wortsinn 
aus der Erfahrung entnommen ist, sondern eben 
eine Annahme darstellt. 

N eben dem elektrischen Kraftfeld ist im 
allgemeinen auch ein magnetisches vorhanden. 
Ein solches wird nicht nur durch magnetisierte 

Abb.216. 

\ 
\ 

I 
I 

Korper hervorgerufen. So ist z. B. in der Umgebung eines elek
trischen Stromes ein magnetisches Kraftfeld nachweisbar, dessen 
Kraftlinien sich urn die Stromleitung herumschlingen (Abb. 216). Es 
ist dies eine Folge des ORSTEDTschen Gesetzes (§ 158). FARADAY hat 
den elektrischen Strom mit Riicksicht auf diese Vorstellung als eine 
"Achse von Kraft" bezeichnet und auf diese Weise eine ganz andere 
Auffassung des Stromes an Stelle der urspriinglichen gesetzt oder, 
anders ausgedriickt, eine ganz andere Seite der Erscheinung als die 
grundlegende hervorgekehrt. Elektrische und magnetische Kraft
felder wirken nun nach der FARADAY-MAXWELLschen Theorie auf
einander ein. Es ist namlich die Beschaffenheit, die in einem bestimm
ten Augenblick das elektrische Kraftfeld in der nachsten Nahe einer 
bestimmten Stelle darbietet, fiir die Anderung maBgebend, die in dem 
auf den betreffenden Augenblick folgenden kleinen Zeitteil die magne
tische Kraft an der betreffenden Stelle erfahrt. In derse1ben Weise 
wird die zeitliche Veranderung der elektrischen Kraft an einer bestimm
ten Stelle durch die augenblickliche raumliche Verteilung der magne-

1) HERTZ erliiutert die elektrische Kraft an einer bestimmten Stelle im Innern 
eines festen Nichtleiters durch die Kraft, mit der in einer dort gebohrten Hohlung 
von bestimmter Form und Richtung die Einheit positiver Elektrizitiit angegriffen 
werden wiirde. Die besondere Form, die er dabei annimmt, ohne sich iiber den Grund 
zu iiuDern, zeigt deutlich, daD es sich um einen RiickschluD aus der Theorie selbst 
handelt, die eben begriindet werden solI. 
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tisch en Kraft in der Nahe dieser Stelle bedingt. Das in gewisse Glei
chungen gefaBte mathematische Gesetz, das flir diese Anderungen 
aufgestellt. worden ist, war urspriinglich aus einer ziemlich kiinst
lichen Hypothese, also auf Grund von Annahmen, die selbst nicht 
unmittelbar in der Erfahrung gepriift werden konnen, abgeleitet 
worden 1). Eine neuere Betrachtungsweise sucht die "MAXWELLschen 
Gleichungen" an der Hand der Erfahrungstatsachen aufzubauen 2). 

Immerhin ist nicht zu leugnen, daB dabei die Analogie eine erhebliche 
Rolle spielt oder, um es anders auszudriicken, daB dabei doch zu
gleich neue Annahmen gemacht werden, die durch die Erfahrung nur 
mit Riicksicht auf ziemlich unbestimmte Analogien gerechtfertigt wer
den konnen. So wird z. B. das Entstehen der an einer bestimmten 
Stelle vorhandenen elektrischen Spannung (Kraft) und ebenso eine 
Veranderung dieser Spannung als ein Auseinandertreten einer gleich 
groBen Menge positiver und negativer Elektrizitat nach entgegen
gesetzten Richtungen an der betreffenden Stelle gedeutet, und es 
werden dann auf diesen "Polarisationsstrom" Gesetze angewendet, 
die flir einen von konstantem elektrischem Strom durchflossenen Draht 
empirisch festgestellt sind. Dabei kann man sich das nichtleitende 
Medium etwa aus kleinen Teilchen (Molekiilen) bestehend denken, 
von denen jedes einzelne fiir sich als Leiter betrachtet wird, wahrend 
der Dbergang der Elektrizitat vom einen Teilchen zum anderen nicht 
moglich sein soll. 

§ 16:r,.. Potentia1. Beziehungen zu den Messungen. 

Unter gewissen Umstanden, z. B. in dem Fall, den wir als den elek
trostatischen bezeichnen (§ 158 u. r60), und der sich in der Erfahrung 
sehr deutlich von den anderen abhebt, besitzt das elektrische Kraft
feld eine Eigenschaft, vermoge deren aus ihm ein Potential abge
leitet werden kann. Unter diesem Potential versteht man eine Wert
verteilung im Raume in der Weise, daB zu jeder Stelle eine bestimmte 
Zahl (ohne eine ihr zugeordnete Richtung) gehort. Aus dem Potential 
kann dann das Kraftfeld in der folgenden Weise abgeleitet werden. 
Es sei VAder Wert des Potentials an einer bestimmten Stelle A, und 
VB der Wert desselben an einer Stelle B, die von A den Abstand r 
hat, und zwar an derjenigen, die von allen den im Abstand r von A 
befindlichen Stellen den am meisten nach der positiven Seite von VA 
abweichenden Potentialwert ergibt. Wir bilden nun den Quotienten 

(r) VB-VA 
r 

1) Vgl.dieleichtfa13licheDarstellungvonBoLTzMANN: PopuliireSchriften, 1905,S. I 
2) Vgl. z. B. RIECKE: Lehrbuch der Physik, 2. Aufi., 1902, 2. Bd., S. 415. 
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Fiir den Fall, daB nun r "unendlich klein" gedacht wird 1), ist die 
Richtung von A nach B die Richtung der in A herrschenden elektri
schen Kraft und der Quotient (r) gleich dem IntensitatsmaB dieser 
Kraft. Hierbei ist es beachtenswert, daB das Wort Potential ganz 
urspriinglich eine an die alte Fernwirkungstheorie - sowohl der gravi
tierenden Massen, als auch der Elektrizitatsmengen - sich ankniip
fende, durch eine mathematische Formel definierte GroBe bedeutete. 
Diese durch den Raum verbreitete GroBe stand aber zu dem Kraft
feld, das sich aus jener friiheren Theorie ergab, in derselben Beziehung, 
die eben auseinandergesetzt worden ist. Die alte Theorie des elektro
statischen Kraftfeldes hatte ergeben, daB das Potential langs der 
Oberflache eines Leiters, der das betrachtete nichtleitende Medium 
begrenzt, iiberall einen und denselben Wert haben, und daB im Zu
sammenhang damit eine durch das nichtleitende Medium laufende 
Kraftlinie, die auf dem Leiter endigt, dort auf dem Leiter senkrecht 
stehen muB; zugleich ergab jene Theorie an det erwahnten Endstelle 
der Kraftlinie eine gewisse Elektrizitatsdichte auf dem Leiter 2). 

Diesen Ergebnissen wurden auch die Annahmen der neuen Theorie 
angepaBt. Zugleich wurde die Potentialdifferenz zweier Orte mit der 
in § 158 an der Erfahrung erlauterten Spannung in dem Leitungsdraht 
eines Stromes in eine unmittelbare Beziehung gesetzt, indem z. B. 
angenommen wird, daB zwischen zwei Stellen zweier in bestimmter 
Lage einander nahe gegeniiberstehender Leiter, die durch einen Nicht
leiter - oder vielmehr schlecht en Leiter - getrennt sind, dann ein 
elektrischer Funke iiberspringe, wenn die Potentialdifferenz gerade 
eine gewisse Hohe erreicht hat. 

Die gewahlten Beispiele diirften zur Geniige erkennen lassen, daB 
die neue Theorie zugleich mit der Erfahrung auch die Analogie mit 
der alten Theorie als Grundlage benutzt, und daB die Grundvorstel
lungen der neuen Theorie 3) zum Teil auch nicht wirklich in der 

1) Natiirlich bedeutet diese Anwendung der Vorstellung vom Unendlichkleinen 
eine bloLle Abkiirzung, und es ist hier wie in allen anderen Fiillen (§ 49, 50, 51) die 
betreffende Vorstellung in Wahrheit durch strenge Grenzbegriffe zu ersetzen. Die 
Richtung der Kraft ist die Grenzrichtung der Verbindungslinie von A und B fUr 
den Fall des allmiihlichen ti"bergehens von B in den festen bestimmten Punkt A, 
und die Intensitiit der Kraft ist der Grenzwert des Quotienten (I) fUr diesen gleichen 
Fall. Diese Intensitiit ist ein sogenannter "geometrischer Differentialquotient". 

2) Diese Verhiiltnisse treten anschaulich hervor in dem FARADAYSchen Experi
ment, wo eine metallische - also leitende - und geladene Kugel sich in der l'IIitte 
einer metallischen Hohlkugel befindet und die Kraftlinien in dem zwischenliegenden 
Raum radial verlaufen. 

3) Neuere Darstellungen der FARADAY-l'IIAxwELLschen Theorie gehen darauf aus, die 
Elektrizitiitsmenge aus den Grundvorstellungen vollstiindig zu eliminieren; es ist jedoch 
nicht zu leugnen, daLl die Theorie dadurch eine zwar einheitlichere, aber iiberaus abstrakte 
Form erhiilt (vgl. H. HERTZ, Gesammelte Werke, II. Bd., 3. Aufl., 1914, S.208ff.). 
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Erfahrung nachgewiesen werden konnen. Die Bestatigung einer so1chen 
Theorie durch die Erhhrung ist natiirlich eine nur mittelbare. Immer
hin sieht man, daB auch in eine solche Theorie, vermoge der Bezie
hungen, die ihr, wenn auch zum Teil nur auf Grund der Analogie, 
zur Erfahrung gegeben worden sind, GroBen hereinkommen, die wirk
lich experiment ell in Zahlen gemessen werden konnen. Eine so1che 
Zahl ist das Verhaltnis v des sogenannten "elektrostatischen" MaBes 
der Stromstarke1) zu ihrem "elektromagnetischen" MaB (§ IS8). Diese 
Zahl geht in die MAXWELLschen Gleichungen (§ I60) mit ein. 

§ 162. Elektromagnetische Schwingungen. 
MAXWELLS Lichttheorie. 

MAXWELL hatte aus seinen Gleichungen (§ I60) geschlossen, daB 
eine so1che zeitliche Veranderung des elektromagnetischen Kraft
feldes vorkommen kann, bei der die Anderung an einer und derse1ben 
Stelle periodisch ist und sich dabei mit konstanter Geschwindigkeit 
im Raum verschiebt. Es folgt also mathematisch aus der FARADAY
MAXWELLschen Theorie, daB es elektromagnetische "Schwingungen" 
gibt. Ais Fortpflanzungsgeschwindigkeit dieser Schwingungen, fiir den 
Fall, daB sie im "leeren" Raum oder Ather stattfinden, ergibt sich 
aus den Gleichungen MAXWELLS die am SchluB des vorigen Para
graphen genannte Konstante v. Nun ist aber v experimentell bestimmt 
und gleich der Lichtgeschwindigkeit gefunden worden. Darauf griin
dete sich die kiihne Hypothese MAXWELLS, daB das Licht nichts anderes 
als eine elektromagnetische Schwingung ist; in der Tat wiirde eine 
rein zufallige Dbereinstimmung zweier solcher physikalischen Kon
stanten sehr sonderbar sein, wenn zwischen den Erscheinungen kein 
Zusammenhang bestiinde. N ahezu zu einer GewiBheit ist die Hypo
these durch die bekannten Versuche von HERTZ geworden, der un-. 
mittelbar auf elektromagnetischem Wege Schwingungen erzeugen 
konnte, die in ihren physikalischen Eigenschaften der Zuriickwerfung, 
der Brechung usw. genau mit den Lichtstrahlen iibereinstimmen. Diese 
Schwingungen iibermitte1n allerdings keinen Lichteindruck an unser 
Auge; ihre Wellen sind verhaltnismaBig groB, wahrend die Licht
wellen klein sind. Aus dem Vorhandensein der auf der photographi
schen Platte wirksamen und doch unsichtbaren ultravioletten Strahlen, 
deren Wellen noch kleiner sind als die des sichtbaren Lichts, war 
schon weit friiher bekannt, daB unter den dem Lichte ahnlichen 
Schwingungen nur diejenigen dem Auge erkennbar sind, deren Wellen
langen zwischen gewissen Grenzen enthalten sind. 

1) Vgl. S. 455. Anm. 
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Aus den Tiefen des Weltalls, von den fernsten Gestirnen gelangt 
das Licht zu uns. Wir bezeich:i1en mit dem Namen "Ather" das den 
Raum erfiillende Medium, das uns die Lichtschwingungen vermittelt. 
Nach MAXWELLS Theorie miissen also elekttomagnetische Zustande 
des Athers angenommen werden. DaB der sogenannte "leere Raum" 
in gewissem Sinne magnetisierbar ist, hatte bereits FARADAY im Zu
sammenhang mit den von ihm entdeckten Erscheinungen des Para
und Diamagnetismus gezeigt. 

§ 163. Unmittelbare Fernwirkung und Fortpflanzung von 
Wirkungen. 

Wiihrend die alte Elektrizitatstheorie eine momentan in die Ferne 
wirkende Anziehung und AbstoBung voraussetzte, kennt die neue 
elektromagnetische Theorie nur Wirkungen, die sich von Ort zu Ort 
fortpflanzen. Es ist nieht undenkbar, daB auch die Gravitation, d. h. 
die gegenseitige Anziehung der Himmelskorper, sich spater einmal 
durch solche von Ort zu Ort sich fortpflanzende Wirkungen wird er
klaren lassen. Die moderne Physik zeigte, zum mindesten eine Zeit
lang, deutlieh die Tendenz, die Fernwirkung wieder zu eliminieren, 
deren Einfiihrung in die Himmelsmechanik durch NEWTON seinerzeit 
als eine ungewohnliche Annahme angesehen worden war, wie denn 
NEWTON selbst seine Annahme, jedenfalls im Anfang, nur als eine 
HiUshypothese betrachtet hat. Seit ihrer Einbiirgerung in die Physik 
ist die Fernwirkung haufig Gegenstand allgemeiner Erorterungen ge
wesen. Der Philosoph LOTZE hat nachzuweisen versucht, daB die Ab
lehnung der unrnittelbaren Fernwirkung auch die vermittelte Fern
wirkung unmoglich machen wiirde1). Ieh glaube aber, daB heutzutage 
kaum jemand diesen Erorterungen wird zustimmen wollen. Genau 
besehen handelt es sich um folgendes. DaB eine Wirkung eines Kor
pers auf einen von ihm getrennten anderen moglich ist, nimmt man, 
durch die Erfahrung dazu gedrangt, allgemein an. Es sind aber dabei 
zwei Fragen aufzuwerfen: einmal die, ob zum Dbergang der Wirkung 
von dem einen Korper zum anderen Zeit gebraucht wird, und dann 
die andere, ob eine riiumliche Vermittlung in Anspruch genommen 
werden muB, so daB zwischenliegende Korper von der Wirkung mit 
berUhrt werden. Der letzte Umstand muB genauer so dargestellt 
werden: Denken wir uns um den Korper, von dem die ""irkung aus
geht, eine kontinuierliche, geschlossene - natiirlich ideale, d. h. rein 
nur in Gedanken konstruierte - Flache gelegt, die zugleich den an
deren Korper, auf den die Wirkung sich iibertragt, ausschlieBt, so 

1) Metaphysik, 2. Aufl., I884, S. 40I-405. 
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soll die Wirkung nur so zustande kommen konnen, daB auch an einer 
Stelle der konstruierten Flache irgendeine mit dem Vorgang in Zu
sammenhang stehende Wirkung beobachtet wird. Der richtige Gegen
satz der Theorien wird also nicht durch die Worte: Fernwirkung und 
Nahwirkung, sondern durch die Worte: unvermittelte Fernwirkung 
und vermittelte Fernwirkung gekennzeichnet. 

In dem Vorigen ist stets an die gewohnliche Zeitvorstellung ge
dacht und auch angenommen, daB von einer feste n Stelle des Raumes 
gesprochen werden konne, wie denn die Gesamtheit der Punkte jener 
um den ersten Korper konstruierten Flache als eine Gesamtheit von 
im Raum festen Stellen gedacht war. Nimmt man dagegen an, daB 
nur von relativen Lagen von Punkten zu gewissen Korpern gesprochen 
werden konne, so muB das Gesagte natiirlich anders ausgedriickt 
werden. 

§ 164. Moderne Atomtheorie. 

1m Grunde bilden Physik und Chemie ein zusammenhangendes 
Tatsachengebiet. So mag denn auch ein Beispiel aus den Grundlagen 
der Chemie hier Platz finden; man kann an ihm besonders gut den 
Unterschied zwischen den empirischen Gesetzen und den Vorstellungen 
erkennen, die zur Darstellung der Gesetze angewendet werden. 
DBMOKRIT hatte den Gedanken gefaBt, daB die Materie aus kleinsten 
Teilen bestehe, die selbst keiner Teilung mehr fahig sind. Man hatte 
dann auch schon im Altertum diese kleinsten Teile oder "Atome"!) 
in den verschiedenen Elementen: Erde, Wasser, Luft und Feuer als 
von verschiedener Art angenommen und mit gewissen geometrischen 
Figuren in Zusammenhang gebracht. Auch die neuere Atomtheorie 
denkt sich die Atome desse1ben Elements als gleich, die verschiedener 
Elemente als verschiedenartig. Dabei ist freilich der Begriff des 
Elements ein wesentlich anderer, bedeutend vertiefter. Unter einem 
Element verstehen wir jetzt einen Stoff, der sich von anderen, die 
auch von einheitlicher Art sind, dadurch unterscheidet, daB er nicht 
in neue Stoffe zerlegt werden kann. Diejenigen Stoffe, die nicht 
Elemente sind, sind Verbindungen von solchen. 

Nun ist aber die moderne Wiederaufnahme der Atomvorstellung 
an ein empirisches Gesetz, das Gesetz der "multiplen Proportionen" 
angekniipft worden, das eben DALTON durch diese Vorstellung er
klaren konnte. Betrachtet man z. B. die Gewichtsverhaltnisse, in 
denen der Stickstoff Verbindungen mit Sauerstoff eingeht, so sind 
fiinf verschiedenartige Verbindungen zu nennen, je nachdem 28 Ge
wichtsteile Stickstoff sich mit 16 oder 2' 16 oder 3 . 16 oder 4 . 16 

1) Bin Atom ist, was nicht mehr zerschnitten werden kann. 
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oder 5' 16 Gewichtsteilen Sauerstoff vereinigen1). Man nimmt nun 
an, daB jedes Stickstoffatom 14 mal so schwer ist als 1 Atom Wasser
stoff, wwrend jedes Sauerstoffatom das 16fache Gewicht des Wasser
stoffatoms besitzt. Die erwwnten Zahlenverhaltnisse erklaren sich 
dann durch die weitere Annahme, daB in der ersten Verbindung jedes
mal zwei Stickstoffatome mit einem Sauerstoffatom gruppiert sind 
und die Verbindung aus lauter solchen als "Molekiile" bezeichneten 
Atomgruppen besteht, wahrend in der zweiten Verbindung je zwei 
Stickstoffatome mit zwei Sauerstoffatomen, in der dritten zwei Stick
stoffatome mit drei Sauerstoffatomen gruppiert sind usw. So erklart 
die neue Atomtheorie, weshalb sich die Elemente nur in den Verhalt
nissen ihrer Atomgewichte oder einfacher Multiplen derselben ver
binden. Dabei ist der wesentlich neue, iiber die Atomtheorie des 
klassischen Altertums hinausgehende kombinatorische Gedanke zu 
beachten, daB j ede Verbindung aus Molekiilen besteht, in denen immer 
dieselbe Zahl von Atomen der verschiedenen verbundenen Elemente 
vereinigt sind. Nur vermoge dieser Annahme erklart die Atomtheorie 
das Gesetz der multiplen Proportionen. 

Es zeigt sich hier sofort eine gewisse Unbestimmtheit in der An
wendung der AtomvorstelIung auf die Tatsachen. Offenbar hiitten 
es die erwahnten Ergebnisse auch zuge1assen, daB wir z. B. das Atom
gewicht des Stickstoffs gleich 28 und zugleich angenommen hatten, 
daB in jener erst en Verbindung ein Stickstoffatom mit einem Sauer
stoffatom, in der zweiten ein Stickstoffatom mit zwei Sauerstoff
atomen, in der dritten ein Stickstoffatom mit drei Sauerstoffatomen 
verbunden sei usw. Eine groBere Bestimmtheit wird nun erzielt, 
wenn noch mehr Verbindungen herangezogen und dabei auch die 
Volumgewichte der im gasfOrmigen Zustande befindlichen Korper 
beriicksichtigt werden. Dabei wird zugleich noch eine neue Hypo
these, die Hypothese von AVOGADRO, benutzt, die besagt, daB in 
demse1ben Volumen alIer gasfOrmigen Verbindungen stets diese1be Zahl 
von Molekiilen enthalten sei. Betrachten wir einmal alIe die gas
formigen Verbindungen, an denen ein bestimmtes Element E yom 
Atomgewicht fJ.. beteiligt ist. Enthalten die Molekiile dieser Verbin
dungen IX, bzw. {J, bzw. y usw. Atome des Elements E, und ist m die 
nach der Hypothese von AVOGADRO fUr alle gasfOrmigen Verbindungen 
gemeinsame Anzahl der in einem Liter einer solchen Verbindung ent
haltenen Molekiile, so enthiilt je ein Liter der genannten Verbindungen 
das Element E im Gewicht m fJ.. IX, m fJ.. {J, m fJ..Y, ••• , wobei IX, (J, y, ... 
ganze Zahlen sind. Kommt nun unter jenen Verbindungen eine mit 

1) Vgl. z. B. B. ROSCOES kurzes Lehrbuch der Chemie, deutsch von ScHORI,EMMER, 

1875. 
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vor, die nur ein Atom des Elements E im Molekiil hat, so findet sich 
in dem Liter dieser Verbindung die kleinste Gewichtsmenge m p, des 
Elements E und in jedem Liter der anderen Verbindungen ein Viel
faches von dieser Menge. Macht man dasselbe fiir ein anderes Element 
E', so ergibt sich - immer unter der Voraussetzung, daB eine Ver
bindung mit nur einem Atom im Molekiil vorkommt - ebenso eine 
kleinste Gewichtsmenge m p,' des Elements E', von der die in einem 
Liter der anderen Verbindungen von E' auftretenden Gewichtsmengen 
Vielfache sind; da aber die Zahl m beide Male diese1be ist, so ergibt 
das Verhiiltnis dieser beiden kleinsten Mengen auch das Verhiiltnis 
It: p,' der Atomgewichte. In dieser Weise berechnet man die auf den 
Wasserstoff als Einheit bezogenen Atomgewichte. 

Die Betrachtung liiBt sich auch auf die im gasfOrmigen Zustand 
befindlichen Elemente selbst anwenden. Dabei ergibt sich z. B., daB 
ein Liter Sauerstoff das doppelte Gewicht der kleinsten in einem Liter 
einer gasformigen Verbindung auftretenden Sauerstoffmenge besitzt. 
Man betrachtet deshalb das Liter Sauerstoff als aus m Molekiilen 
bestehend, in deren jedem zwei Atome des Sauerstoffs vereinigt sind. 
Dasselbe gilt vom Wasserstoff. Mit Riicksicht auf die eben gegebenen 
Erliiuterungen enthiilt die Formel HP des Wassermolekiils nicht nur 
die Tatsache, daB Wasserstoff H und Sauerstoff 0 im Wasser in dem 
Gewichtsverhiiltnis von 2: r6 verbunden sind, sondern sie zeigt 
verdoppelt in der Form 

O2 + 2 H2 = 2 • H 20 

noch ein weiteres. Man erkennt niimlich aus dieser identischen Glei
chung, daB ein Sauerstoffmolekiil O2 mit zwei Wasserstoffmolekiilen 
Hz zusammen zwei Wassermolekiile H 20 ergibt; dies bedeutet aber, 
wenn wieder mit der obigen Zahl m multipliziert wird, daB ein Liter 
Sauerstoff sich mit zwei Litern Wasserstoff zu zwei Litern Wasser
dampf verbindet. 

Offenbar machen die Gewichts- und Volumverhiiltnisse, in denen 
sich die Korper verbinden, zusammen mit den Volumgewichten der 
Verbindungen und der Elemente den eigentlichen Tatbestand des 
besprochenen Gebietes aus, wiihrend die Atomvorstellung nur zur 
Erkliirung oder, wenn man lieber will, Darstellung herangezogen ist. 
Man kann die Atome weder sehen noch tasten1), sie sind nur nach 
der Analogie, etwa mit einem Mosaik, angenommen. Es zeigt sich 
wieder, worauf schon friiher mehrfach hingedeutet worden ist, daB 
in def Physik gerade die Grundvorstellungen oft nicht der Erfahrung 

1) VgI. E. MACH, Die Geschichte und die Wurzel des Satzes von der Erhaltung 
der Arbeit, S. 27, der auch diesen Umstand betont. 
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entnommen sind, weshalb sie auch hochstens indirekt bestatigt wer
den konnen. 

Vielleicht werden moderne Naturforscher sagen, daB man neuer
dings die Atome zu sehen vermoge. Beim Abbau von Kristallen, die 
Rontgenstrahlen ausgesetzt sind, lassen sich Photographien erlangen, 
in denen eine regelmaBige Verteilung dunkler Punkte erscheint. ·Man 
glaubt, die Atome selbst vor sich zu haben. J edenfalls sind die 
Ergebnisse £iir die Symmetrieeigenschaften der untersuchten kristal
linen Materie beweisend. Den SchluB auf die Existenz der Atome 
halte ich nicht fiir zwingend; vielleicht konnten die MAXWELLschen 
Schwingungen der Rontgenstrahlen im Gebiet der untersuchten 
Materie etwas wie Knoten o. dgl. bilden, die sich auf der photo
graphischen Platte darstellten, ohne daB gerade an jenen Stellen 
kleinste Partikel sich befanden. Auf Grund der Annahme der 
Atome und einer gewissen Theorie lassen sich solche Erschei
nungen natiirlich fiir Messungen - selbst von AtomgroBen usw. -
ausnutzen. Man wird aber hier kaum sagen konnen, daB sich 
die Erscheinungen nicht auch aus ganz anderen Annahmen erklaren 
lassen konnten1). 

§ 165. Neueste Annahmen in der Physik. 
EINSTEINS Relativitatstheorie. 

Ich habe mich im vorhergehenden auf wenige Beispiele beschrankt, 
die meist den bekannten und seit langer Zeit bearbeiteten elemen
taren Gebieten entlehnt sind. Man gelangt auch zu keinen anderen 
Einsichten iiber die prinzipielle Beschaffenheit der physikalischen An
nahmen, wenn man die modernsten Theorien mit hereinzieht. Immer 
wird man find en, daB die Annahmen, wo sie einmal gemacht sind, in 
derselben Weise verwendet werden wie z. B. in der Geometrie. Dber
all tritt hervor, daB nicht nur bei allen Begriffsbildungen etwas zur 
Erfahrung hinzugebracht wird, sondern auch, daB gerade in der 
Physik, im Gegensatz zur Geometrie und elementaren'Mechanik, die 
Grundannahmen, die einge£iihrt werden, weit iiber die Erfahrung 
hinausgehen, z. B. durch Abanderung und durch willkiirliche Verall
gemeinerung einzelner Begriffe und Annahmen, die aus einer auf ein 
anderes Gebiet sich beziehenden oder gar aus einer verlassenen Theorie 

1) E. DU BOIS-REYMOND bezeichnete die Atome als "Rechenpfennige"; MACH 
nennt die Atomistik eine "rohe" und "naive" Hypothese (Die Principien der Wiirme
lehre, 2. Auf!., 1900, S. 429 unten). Man muJ3 aber zugeben, daJ3 Versuche, die che
mischen Erscheinungen ohne die Atomhypothese zu erkliiren, bis jetzt jedenfalls 
keinen durchschlagenden Erfolg gehabt haben; MACH nennt (a. a. 0., S. 430, Anm.) 
einige dahinzielende Arbeiten. 

Hill d e r, Mathematische Methode. 
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desselben Gebiets entlehnt sein k6nnen 1). Aus eben diesen Grunden 
k6nnen die Annahmen meist nur mittelbar in der Erfahrung bestatigt 
werden, und ergibt sich haufig ein Grund zum Wechsel der Annahmen 
und zum Umbau der Theorie 2). 

Dem eben Gesagten wird man gewiB zustimmen im Hinblick etwa 
auf die Energetik, die eine aus der Mechanik stammende Formel von 
HAMILTON einfach dadurch umdeutet, daB sie den beiden in ihr ent
haltenen Gr6Ben der kinetischen und potentiellen Energie, die zu
nachst mechanisch zu verstehen waren, andere Gr6Ben unterschiebt, 
die durch physikalische oder chemische Vorgange definiert werden, 
oder im Hinblick auf die Elektronentheorie, die z. B. in den Kathoden
strahlen Teilchen annimmt, die zwar mit Elektrizitat beladen, aber 
im mechanischen Sinne von Masse frei sind, oder im Hinblick auf 
die Quantentheorie, die, indem sie die atomistische Vorstellung auf 
andere Gebiete ubertragt, annimmt, daB bei gewissen Vorgangen die 
Energie nur in gewissen fest en Portionen uberzugehen vermag, oder 
im Hinblick auf die neueren Erklarungen von Spektren, welche die 
Atome des gliihenden, Strahlen aussendenden Stoffes nach Art eines 
winzigen Planetensystems aufgebaut voraussetzen . 
• Eine kurze Betrachtung m6chte ich noch der EINSTEINschen Re

lativitatstheorie widmen, die heutzutage ein besonderes Interesse 
beansprucht. In dieser Theorie werden im Zusammenhang mit neuen 
Raumbegriffen geradezu neue Begriffe der Zeitordnung, des Zeit
intervalls usw. eingefuhrt. Urn die Bedeutung dieses Schrittes zu 
erkennen, wollen wir zUerst einmal die Begriffe von Raum, Zeit und 
Bewegung aus der klassischen Mechanik uns in Erinnerung bringen. 
Hier wird ein sogenannter absoluter Raum gedacht, d. h. es wird an
genommen, daB ein bestimmter Ort nach langerer Zeit als genau 
derselbe. wieder erkannt werden k6nne, wobei dann zugleich fur die 
Abstande der Punkte usw. gewisse Gesetze vorausgesetzt werden, die 
in der gew6hnlichen Geometrie - oder auch der nichteuklidischen -
enthalten sind. Zugleich wird eine Zeitordnung angenommen, die fur 
alle Ereignisse, gleichgiiltig, wo sie sich auch zutragen m6gen, gultig 
ist. Man denkt sich also mit der Aussage, daB hier etwas vor sich 
gegangen sei, zu genau derselben Zeit, zu der sich an einem anderen 
Orte ein anderes Ereignis abgespielt habe, einen ganz bestimmten 

1) MACH (Die Geschichte und die Wurzel des Satzes von der Erhaltung der Arbeit, 
1872, S. 32) driickt sich folgendermal3en aus: ,,\Ve1che Tatsachen man als Grundtat
sachen gelten lassen will, bei we1chen man sich beruhigt, das hiingt von der Gewohnheit 
und von der Geschichte ab." 

2) Vgl. auch P. VQI,KMANN, Hat die Physik Axiome? 1894, Vortrag, gehalten 
in der Physikalisch-okonomischen Gesellschaft zu Konigsberg i. Pr. (Schriften d. 
Phys.-okonom. Ges., 35. Jahrgang). 
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Sinn verbunden. Fiir· die Zeitpunkte untereinander gilt dann die 
bekannte Ordnung des Vorhergehens und Nachfolgens. Die Spanne 
zwischen zwei Zeitpunkten ist der Zeitspanne, die zwischen zwei an
deren gelegen ist, in bestimmter Weise entweder gleich oder ungleich; 
im zweiten Fall ist die erste entweder kleiner oder groBer als die zweite 
Zeitspanne und hat zu ihr ein bestimmtes Zahlverhaltnis (vgl. auch 
§ 22 u. 25). Mit Riicksicht auf diese Begriffe von Zeit und Raum wird 
die Bewegung eines Punktes dadurch beschrieben, daB fiir jeden Zeit
punkt, oder wenigstens fUr jeden einer gewissen Zeitspanne ange
horenden, ein bestimmter Ort angegeben wird, was z. B. durch An
gabe dreier Funktionen der Zeit geschehen kann (§ 136). Durch eine 
solche eindeutige Zuordnung von Punktlagen zu den Zeitpunkten 
eines Zeitintervalls nach einem Gesetz ist die Bewegung des Punktes 
geradezu definiert. Man kann mit Riicksicht darauf auch sagen, daB 
in der klassischen Theorie der Bewegungsbegriff selbst als ein syn
thetischer, auf die Zeit- und Raumbegriffe und auf die Zuordnung 
aufgebauter erscheine (§ IU. III). Die Bewegung eines Korpers wird 
durch die Bewegung seiner Punkte definiertl}. 

Den Grund zur Einfiihrung einer neuen, von dem eben Gesagten 
abweichenden Auffassung von Raum, Zeit und Bewegung hat nun ein 
optisches Experiment gegeben. Die optische Theorie betrachtete das 
Licht als einen im Ather sich fortpflanzenden Vorgang; dabei hatten 
astronomisch-optische Erscheinungen - namentlich die BRADLEY

sche "Aberation der Fixsteme" - dazu gefiihrt, daB der Ather als 
unbewegt angenommen wurde (§ 156 U. 162). Eine im Raume sich 
bewegende, ausgedehnte Masse sollte, ahnlich einem Siebe, den Ather 
durch sich hindurchlassen. Dachte man sich nun Licht, das, von einer 
Lichtquelle ausgehend, an einem Spiegel zuriickgeworfen, wieder zum 
Ausgangspunkt zUrUckkehrt, wobei aber Lichtquelle und Spiegel in 
unveranderlichem Abstand voneinander in der Geraden der Lichtfort
pflanzung, also in der Verbindungslinie von Lichtquelle und Spiegel 
und senkrecht zu der Flache des Spiegels bewegt sein sollten, so be
rechnete sich die zum Hin- und Hergang des Lichtes notige Zeit je 
nach der GroDe der gemeinsamen Geschwindigkeit von Lichtquelle 
und Spiegel verschieden, da der Lichtvorgang in dem von der Be
wegung unberiihrten Ather sich abspie1t. Ein dieser Vorstellung 
angepaBtes Experiment, bei dem Lichtquelle und Spiegel mit der 
Erde fest verbunden waren, und das die Erdbewegung aufzeigen 
sollte, fiinrte zu einem negativen Ergebnis. 

1) Ebenso kann in dieser Theorie auf Grund des als gegeben anzusehel1den Ab
standsbegriffs und der Axiome der starre Korper als ein solcher definiert werden, 
fiir den je zwei seiner Punkte bei der Bewegung einen konstanten Abstand halten. 

30 * 
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Der eben genannte Versuch, das bekannte Experiment von 
MICHELSON, hat nun zur Formulierung eines Relativitatsprinzips ge
fiihrt, das mit dem Relativprinzip der klassischen Mechanik (§ 141) 
viel Ahnlichkeit besitzt. Es sol1 namlich in einem System, dessen 
Teile relativ zueinander ruhen, und das in geradlinig gleichfOrmiger 
Para11elverschiebung begriffen ist, die Wirkung der Korper aufein
ander gerade so vor sich gehen, als ob das System in Ruhe ware, 
und zwar soIl dies auch z. B. flir Lichtstrahlen gelten, die, ausgehend 
von einer im System ruhenden Lichtque11e und von im System ruhen
den Spiegeln zurlickgeworfen, zwischen den Teilen des Systems hin
und hergehen. 

Dies ist das sogenannte spezielle Relativitatsprinzip EINSTEINS. 
Es ist jedoch dieses Prinzip, wie man leicht mathematisch nachweisen 
kann, unvereinbar mit den liberkommenen Begriffen von Raum, Zeit 
und Bewegung der klassischen Mechanik, es ware denn, daB man die 
Lichtlibertragung als moment an , d. h. also die Fortpflanzungs
geschwi:ldigkeit des Lichts als unendlich groB annehmen wo11te (vgl. 
aber § 155). Infolgedessen hat das Prinzip zu einer volligen Um
arbeitung der Begriffe geflihrt. 

Um die neue Betrachtungsweise verstehen zu konnen, muB man 
sich des alten synthetischen Bewegungsbegriffs ganzlich entschlagen. 
Zunachst wird der Begriff von Systemen, deren Teile zueinander in 
relativer Ruhe sind, als gegeben eingefiihrtl). Fur die Ausmessung 
eines solchen Systems mit einem im Verhaltnis zu ihm ruhenden 
- d. h. ungeheuer langsam bewegten - MaBstab so11 die gewohnliche 
Geometrie gelten. Flir ein solches System so11 es auch eine flir aIle 
Teile desselben gleich verbindliche Zeitzahlung geben. EINSTEIN 
bringt diese Zeitbestimmung mit der Fortpflanzung von Lichtzeichen 
in Verbindung; es genligt, zu betonen, daB nach seiner Annahme in 
einem System der erwahnten Art das Licht in der gewohnlich ange
nommenen Weise sich fortpflanzt, so daB zu einer bestimmten Zeit 
nach Abgang des Lichtzeichens von einer bestimmten Stelle die samt
lichen Orte, an denen das Lichtzeichen eben ankommt, auf einer 
leicht berechenbaren Kugelflache um jene Stelle als Mittelpunkt 
herumliegen. Sind nun aber zwei Systeme der erwahnten Art relativ 
zueinander bewegt, so soIl die in dem einen giiltige Zeitzahlung von 
der im anderen giiltigen ganz verschieden sein, nach einem ganz 
anderen Gesetz erfolgen. Wesentlich ist dabei natlirlich eine positive 
Annahme liber den Zusammenhang zwischen diesen Gesetzen. Man 
beschrankt sich dabei auf den Fall, daB ein System zu einem anderen 

1) Man vergleiche auch die in § I29 durchgefiihrten Betrachtungen tiber den 
starren Kiirper. 
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eine geradlinig gleichformige Verschiebungsbewegung macht, welcher 
Bewegungsbegriff natiirlich gegeniiber von dem in der klassischen 
Mechanik ebenso benannten ein etwas anderer ist. Begegnet nun ein 
Punkt des ersten Systems einem Punkt des zweiten 1); so kann der 
Treffpunkt durch rechtwinklige Koordinaten x, y, Z, die sich auf ein 
im ersten System ruhendes Koordinatensystem beziehen, oder durch 
Koordinaten x', y', z' des zweiten Systems gekennzeichnet werden; 
ebenso kann dutch eine fiir das erste System giiltige Zeitangabe t 
oder durch eine Zeitangabe t' des zweiten Systems die Treffzeit an
gegeben sein. Zwischen diesen zweierlei Orts- und Zeitangaben sollen 
nun in dem besonderen Fall, daB die Verschiebung liings der z-Achse 
erfolgt, und die anderen Achsen der beiden Systeme einander parallel 
~ind, die Gleichungen 

(I) x'=x, y'=y, 

bestehen 2), wobei a und b 

(2) 

b t' = at-~z z' = az - ct, c 
irgend zwei durch die Beziehung 

a2 _ b2 = I 

miteinander verbundene Konstanten und c fiir aIle Falle dieselbe 
Konstante (s. u.) bedeutet. Die Gleichungen (1) stellen diejenige 
Transformation vor, die LORENTZ friiher a~s etwas anderen Vorstel
lungen gewonnen, und die eben spater EINSTEIN durch die von ihm 
eingefiihrte Auffassung des Zeitbegriffs gedeutet hat. 

Wenn zwei Punkte zweier Systeme zusammentreffen, in denen wir 
uns je einen in dem betreffenden System ruhenden Beobachter denken, 
so kann auch an der Treffstelle zu der fraglichen Zeit noch sonst ein 
Ereignis stattfinden, das sich die beiden Beobachter, jeder nach der 
fiir ihn geltenden Orts- und Zeitbestimmung notieren. Wahrend nun 
die besprochene Theorie im wesentlichen zunachst nur die Koinzidenz 
der Ereignisse nach Ort und Zeit in Betracht zieht, so kennt sie doch 
von Anfang an eine Relation zwischen einem Ereignis, das zu einer 
gewissen Zeit an einem gewissen Ort und einem anderen Ereignis, 
das zu anderer Zeit an einem anderen Ort vor sich geht. Die Theorie 
nimmt namlich die Fortpflanzung der Lichtzeichen als eine gegebene 
Grundtatsache an. Es ist also vorausgesetzt, daB man ein irgendwo 

1) Man denkt sich die Systeme ohne Hindernis durcheinander bindurchgehend. 
2) Mag es auch moglich sein, die Relativitatstheorie "axiomatisch" aufzubauen 

(§ 2 u, 6; man vergleiche auch den Aufbau der analytischen Geometrie im fiinften Ab
schnitt), so ist jedenfalls nicht zu leugnen, daB in diesem Fall die Transformations
gleichungen historisch das erste gewesen sind und auf alles andere erst gefiihrt haben. 
Man kaun sie deshalb auch ruhig als das logisch Vorangehende (§ 99) in der Darstel
lung der Theorie behandeln und die "Parallelverscbiebung" dureh die Transformations
gleichungen (I) definieren. Auch wiirde es bei einem axiomatischen Aufbau schwierig 
sein, die Widerspruchslosigkeit der benutzten Axiome einzusehen. 
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zu irgendeiner Zeit eintreffendes Lichtzeichen als "identisch" er
kennen kann mit einem irgendwo zu irgendeiner Zeit gegebenen 
Lichtzeichen; praktisch konnte man dabei die FarLe odE'r den 
Rhythmus, in dem das Licht7eichen mit anderen zusammen auf
tritt, verwenden 1) im Zusammenhang von nachtraglicher Mitteilung 
oder vorhergehender Verabredung zwischen verschiedenen Beob
achteln. 

Denkt man sich jetzt ein Lichtzeichen, das sich in dem einen 
System geradlinig mit der konstanten Lichtgeschwindigkeit fort
pflanzt und rechnet man zu den durchwanderten Stellen x, y, z dieses 
Systems und zu den zugehorigen, auf das erste System sich beziehen
den Zeiten t nach den Formeln' (1) die Stellen x', y', z' eines zweiten 
relativ zum erst en bewegten Systems, die in jenen Zeiten mit jenen 
Punkten zur Deckung kommen und dazu noch die zugehorigen, auf 
das zweite System sich beziehenden Zeitwerte t', so erscheint ein Fort
pflanzungsvorgang im zweiten System, der durch die kontinuierliche 
Folge der x', y', z', t' gegeben ist. Dieser Vorgang ergibt sich mit 
Hilfe der Rechnung auf Grund der Gleichungen (1) und der Kon
stantenrelation (2) gleichfalls als ein geradliniger Fortgang mit eben 
der konstanten Geschwindigkeit c, falls die Fortpflanzungsgeschwin
digkeit des Lichts im ersten System gerade jener in den Gleichungen (1) 
auftretenden Konstante c gleich war 2). Man kann dies folgender
maBen ausdriicken. Falls die Bewegung der Systeme gegeneinander 
durch die Gleichungen (1) definiert ist, ist damit die Annahme ver
traglich, daB sich das Licht relativ zu jedem der fraglichen Systeme 
geradlinig mit derselben konstanten Geschwindigkeit c fortpflanzt. 
Dasselbe gilt fiir die allgemeineren Transformationen, welche in 
dieser Theorie eine "geradlinig gleichformige Verschiebungsbewegung" 
darstellen. 

1) Vielleieht besteht das Liehtzeiehen aueh in einer mit dem Fernrohr ausgefiihrten 
Beobaehtung einer momentanen Koinzidenz. 

2) Der Beweis beruht darauf, da13 die Gleiehungen (I) reehts vom ersten Grad in 
x, y, Z, t sind und die Gleiehung x 2 + y2 + Z2 - c2 /2 = X'2 + y'2 + Z'2 - c2 t'2 mit 
sieh bringen, d. h., wie man sagt, die Form x 2 + y2 + Z2 - c2 t2 invariant lassen. 
Die allgemeinsten Transformationen mit den beiden eben" erwahnten Eigensehaften 
stellen dann die allgemeinsten "geradlinig gleiehformigen Versehiebungsbewegungen" 
vor, auf welche das spezielle EINSTEINSehe Relativitatsprinzip sieh bezieht. 

Bei dieser Betraehtnng ist das Licht lediglieh als geradlinig gleichformige Fort
pflanzung eines wiedererkennbaren Zustandes angesehen und von den eigentliehen, 
teils periodisehen, teils geriehteten Welleneigensehaften abgesehen worden. Bekannt
lieh hatte bereits LORENTZ die Beobaehtung gemaeht, da13 seine Transformation aueh 
die MAXWEI,I,sehen elektromagnetisehen Grundgleiehungen invariant 1a13(., durch die 
naeh der heutigen Auffassung aueh die Liehtwellen bestimmt sind (man verg1eiehe 
auch die Arbeit von MINKOWSKI tiber die e1ektromagnetisehen Grundg1eiehungen in 
den Gottinger Nachrichten, 1908). 
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Halt man die Werte von x', y', z' fest, wahrend man t' ein Inter
vall durchlaufen laBt, so bekommt man zu den einzelnen Wert en 
von t' aus den Gleichungen (I) die Stellen x, y, z des erst en Systems, 
mit denen die im zweiten System feste, oder vielmehr ruhende, Stelle 
x', y', z' im Laufe der Zeit zur Deckung kommt, wobei dann, die aus 
(I) sich ergebenden Werte von t die zugehorigen nach der Zeitzii.hlung 
des ersten Systems bestimmten Zeitwerte sind. Auf Grund dieser 
Vorstellung kann man auch GroBe und Richtung der Geschwindig
keit des im zweiten System ruhenden Punktes x', y', z' relativ zum 
ersten System genau so bestimmen wie in der klassischen Mechanik 
Geschwindigkeiten bestimmt werden. Es ergibt sich dabei durch 
Differentiieren der drei ersten Gleichungen (I) 

dx dy d z be 1) 
(3) dt = 0, dt = 0, -dt a' 

was bedeutet, daB sich jeder im zweiten System ruhende Punkt 
relativ zum ersten System parallel zur z-Achse mit der Geschwindig-

keit ~ bewegt. Man erkennt jetzt auch, in welch em Sinn die durch 
a 

die Gleichungen (I) dargestellte LORENTzsche Transformation eine 
geradlinige Parallelverschiebung von konstanter Geschwindigkeit dar
stellt. Immerhin darf man nicht vergessen, daB wegen der Abande
rung der Begriffe, schon wegen der verschiedenen Zeitzahlung in den 
beiden Systemen, etwas anderes vorliegt als eine Parallelverschiebung 
der gewohnlichen Mechanik. 

Die von der gewohnlichen Auffassung auBerordentlich abweichen
den, in dieser Theorie sich ergebenden Beziehungen mogen an einem 
Beispiel dargelegt werden. Es ruhe in dem ersten der durch die 
Gleichungen (I) in Verbindung gesetzten Systeme der Stab MN, fiir 
dessen einen Endpunkt M bestandig z = 0, und fiir dessen anderen 
Endpunkt N bestandig z = l sei. Ebenso ruhe der Stab M' N' in 
dem anderen System, so daB fiir seine Endpunkte bestandig z' = 0 , 

bzw. z' = list. Zugleich sollen die Stabe in der z-Achse bzw. in der 
damit zusammenfallenden z'-Achse gelegen sein, so daB man flir jeden 
Punkt jedes der Stabe 

x = y = x' = y' = 0 

hat. Setzt man nun in der dritten und vierten der Gleichungen (I) 

1) Diese Gleichungen gelten hier sogar, wenn statt dx, dy, dz, d t endliche Zu
wiichse der Gri:iBen x, y, z, t gesetzt werden; im iibrigen vergleiche man hinsichtlich 
der Begriffe der Differentialrechnung den achten Abschnitt. Da aus Gleichung (2) folgt, 
daB b absolut genommen kleiner als a sein muB, so ist die oben gefundene Geschwindig-

keit if, z = ~ c absolut kleiner als c, d. h. also kleiner als die Lichtgeschwindigkeit. 
dt a 
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die Koordinate z = i und den Zeitwert t = 0, so erhalt man 
a 

z' = l, t' =_lli 
ac 

Man bedenke nun zunachst einmal, daB nach Gleichung (2) der Zahl

wert von a> I und somit i < list. Es bedeuten also die Glei
a 

chungen (4), daB fiir einen im ersten System ruhenden Beobachter 

der im Abstand i vom Punkt M befindliche Punkt P, der zwischen 
a 

M und N auf dem Stab M N gelegen ist, zu der fiir diesen Beobachter 
giiltigen Zeit 0 mit dem Ende N' des anderen Stabes zur Deckung 
M P N kommt. Da nun andererseits die Gleichungen (I) 
;0 ===:::::::,:-:----40 fiir die Koordinate z = 0 und den Zeitwert ;" #' 

t = 0 auch 
Abb. 21 7· 

(5) z' = 0, t' = <;> 

ergeben, und sich somit auch die Punkte M und M' flir die Zeit 0 

des genannten Beobachters decken, so wi;-d dieser den im zweiten 
System ruhenden Stab M' N' zu dieser Zeit als kleiner beurteilen im 
M IV Vergleich zu dem erst en in des Beobachters eige-
j" ;, #' nem System ruhenden Stab M N (Abb. 2I7). Zu-

gleich zeigen die jedesmal zweiten Gleichungen 
von (5) und (4), daB die Deckung von M und M'und 

Abb.218. 

die von P und N' fiir einen im zweiten System ruhenden Beobachter zu 

verschiedenen Zeiten, namlich zu den Zeiten t' = 0 und t' = _li 
ac 

vor sich gegangen sind, wahrend nach der Auffassung des ersten, im 
ersten System befindlichen Beobachters beide Ereignisse gleichzeitig 
zur Zeit t = 0 vor sich gehen. 

Genau so findet man fiir z' = i und t' = 0 durch Riickwarts
a 

auflosung von (I) mit Riicksicht auf (2) 

z=l, t=+lli. 
ac 

Hieraus ist ersichtlich, daB flir den Beobachter im zweiten System 

zur Zeit t' = 0 der im Abstand i von M' befindliche Punkt P' 
a 

des zweiten Stabes mit dem Ende N des ersten Stabes sich deckt, 
wahrend flir ihn gleichzeitig wieder M' und M sich decken. Der im 
zweiten System ruhende Beobachter wird also zu der fiir ihn gelten
den Zeit 0 entgegen dem Urteil des erst en Beobachters den Stab }.II N 
fiir den kleineren erklaren (Abb. 2I8). Die erwahnte Begegnung von 
P' mit N findet aber nach der Auffassung des ersten Beobachters zur 
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Zeit t = +.!.i und nicht gleichzeitig mit der Begegnung von M und 
ae 

M' statt. 
Es ist von Interesse, auch die Begegnung von N mit N' in Betracht 

zu ziehen. Setzt man zu diesem Zweck 

z = z'= I, 

so ergeben die Gleichungen (I) mit Riicksicht auf (2) 

t= (a-I)l t'= (a-I)l 
be ' be 

Nach der Ansicht des erst en Beobachters wird also der Punkt N' 

dem Punkt N spater, und zwar um (a -;; eI).1 Zeiteinheiten spater, 

begegnen, als M' dem Punkt M begegnet ist; der zweite Beobachter 

. d d f' d dB' B sl'ch' um (a - 1)1 Z·t Wl! agegen 1ll en, a Jene egegnung be el -

einheiten friiher ereignet hat als diese. 
Denkt man sich gegen ein erstes System ein ,zweites gemaB den 

Gleichungen (I), aber gegen das zweite System gemaB analogen Glei
chungen ein drittes System bewegt, so steht, wie die Rechnung zeigt, 
auch das dritte System gegen das erste in einer Bewegungsbeziehung 
derselben Artl). 

1) 1st die Beziehung zwischen dem dritten und zweiten System durch die Glei
chungen 

, b' 
(6) x" = x', y" = y', z" = a' z' - b' C t', til ;:::::: a' t' - - z' 

c 
definiert, in denen natiirlich c wieder die alte Konstante, niimlich die Lichtgeschwindig
keit, bedeuten mu13, und wobei entsprechend der friiheren Relation (2) 
(7) a'2 - b'2 = I 

anzunehmen ist, so erhiilt man durch Rechnung aus (I) und (6) 

(8) x"=x, y"=y, z"=a"z ---- hl/et, 

wobei a" und b" neue Zeichen sind fiir die Ausdriicke 

b" 
t"=a"t - -z, 

c 

(9) a" = a a' + b b', b" = a b' + a' b . 
Es erfiillen aber diese Ausdriicke mit Riicksicht auf (2) und (7) die Relation 

a"2 - b"2 = (a2 - b2) (a'2 - b'2) = I , 

die also wieder mit (2) analog ist. 
Die Transformation (8) ist also wieder von derselben Art wie (I) und (6). Man 

kann sagen, da13 die Transformation (8) aus (I) und (6) zusammengesetzt ist. 
Die Transformationen, die in der Form (I) - mit demse1ben c - enthalten sind, 
bilden deshalb nach der Ausdrucksweise der Mathematiker in ihrer Gesamtheit eine 
Gruppe. 

Die Gleichungen (I) driicken aus, da13 das durch die Koordinaten x, y, z und den 
Zeitwert t mit Riicksicht auf das erste System charakterisierte Ereignis dasselbe ist 
wie das durch die Ortsbestimmung x', y', z' und die Zeitbestimmung t' charakterisierte. 
Ebenso besagen die Gleichungen (6), da13 das durch x', y', z', t' gegebene Ereignis 
dasselbe ist wie das durch x", y", z", t" gegebene. Wenn die Gleichungen so gedeutet 
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LiiBt man in den Gleichungen (1) die Zahl a sich der 1 niihern, 
wiihrend man zugleich die Lichtgeschwindigkeit c ins Unendliche 
wachsend und b in der Art unendlich abnehmend denkt, daB b· c 
;,schlieBlich" in einen beliebig vorgeschriebenen Wert v iibergeht, so 
erhiilt man die Gleichungen, welche in der gewahnlichen Mechanik 
giiltig sind, falls das zweite System gegen das erste mit der Geschwin
digkeit v in der Richtung der z-Achse in Verschiebung begriffen ist. 
In diesem Sinn ist die gewahnliche Mechanik ein Grenzfall der spe
ziellen Relativitiitstheorie. 

In einem iihnlichen Verhiiltnis des "Grenzfalls" steht wiederum 
die spezielle Relativitiitstheorie zur allge mei ne n Relativitiitstheorie 
EINSTEINS. Diese allgemeine Theorie liiBt die Forderungen der spe
ziellen wieder fallen. Sie stellt zuniichst einmal ein viel allgemeineres 
Relativitiitspostulatl) auf, das sich nicht bloB auf geradlinig gleich
farmige Verschiebungen, sondern auf Bewegungen jeder Art und zu
gleich auf alle physikalischen Vorgiinge bezieht. Wiihrend nun die 
spezielle Relativitiitstheorie im Grunde nur in einer Umbildung der 
raumzeitlichen Begriffe: Bewegung, Geschwindigkeit usw., im Zu
sammenhang mit der Lichtfortpflanzung, bestand und nicht einmal 
ein dem Triigheitsgesetz entsprechendes Postulat umfaBte, ist es 
EINSTEIN gelungen, in die allgemeine Relativitiitstheorie die Gesetze 
des relativen Bewegungsverlaufs gegeneinander gravitierender Massen 
einzufiigen. Zu diesem Behufe wird zuniichst postuliert, daB die 
raumzeitliche Festlegung eines Massenteilchens relativ zu einem be
stimmten System durch Zuordnung von irgendwelchen vier GraBen 
Xl' X 2 , X3 , X4 geschehen kanne, die wir die Raumzeitkoordinaten des 
Massenteilchens nennen. Es kann dann fiir die Gesamtheit der Wert-

werden sollen, ist es aber auch logisch notwendig, daI3 das Ereignis x, y, z, t dasselbe 
ist wie das durch x", y", z", t" bezeichnete Ereignis; damit stimmt der Umstand 
iiberein, daI3 die Gleichungen (8) mit denselben Eigenschaften, die (I) und (6) besitzen, 
durch Zusammensetzen der beiden letzten Gleichungssysteme herauskommen. Man 
erkennt noch aus (8) und (9), mit Riicksicht auf die Geschwindigkeitsformel (3), daI3 
sich das dritte mechanische System gegen das erste mit der Geschwindigkeit 

bewegt. 

btl ab'+a'b 
b' b 
-c+-c 
a' a 

- c = c = --_.-;-:--c--;-c:-:---;-

a" a a' + b b' I (b ) (b' ) 1+-' -c -c 
c2 a a' 

Der letzte Ausdruck ist aber gleich 
v' + v 

v V' 1+-- , 
c2 

falls v die Geschwindigkeit des zweiten Systems gegen das erste, und v' die Geschwindig
keit des dritten gegendas zweite System bedeutet. Dies ist also in der neuen Theorie 
die Formel fiir die "Zusammensetzung der Geschwindigkeiten". 

1) Vgl. S. 484, Anm. 1. 
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systeme Xl' X 2 , X 3 , X 4 die einem individuellen Teilchen wahrend 
des ganzen Bewegungsverlaufs zukommen, d. h., wie wir sagen, fiir 
die "Linie", die ein individuelles Teilchen im Raum-Zeit-Kontinuum 
"qeschreibt", ein Gesetz aufgestellt werden, das mit dem allgemeinen 
Re1ativitatspostu1at in Dbereinstimmung ist. J ene Linie wird nam-
1ich a1s eine "Kiirzeste" im Sinne der RIEMANNschen Mannigfaltig
keits1ehre (§ 48) angenommen, wobei natiirlich vorher die inneren 
Eigenschaften des Raum-Zeit-Kontinuums durch eine dem Problem 
angepaBte mathematische Form (vgl. den Ausdruck (r) in § 48) zu 
definieren sind. Es zeigt sich dabei, daB eine in den genannten Begriffs
festsetzungen noch vorhandene Unbestimmtheit sich gerade noch durch 
die Forderung beseitigen 1aBt, daB die allgemeine Re1ativitatstheorie 
unter besonderen Umstanden in die spezielle a1s Grenzfall iibergehen 
sol11). 

Betrachtet man den ganzen geschi1derten Gedankengang, so er
kennt man dabei eine ziem1ich reichliche Verwendung der Ana10gie. 
Nur wer den Aufbau der Geometrie und der e1ementaren Mechanik 
aus den gewohn1ichen Axiomen und Gesetzen und deren ana1ytische 2) 

Weiterentwick1ung kennt, wird in Transformationen .und in den Ge
bi1den einer RIEMANNschen Mannigfaltigkeit den natiirlichen Aus
druck von Bewegungsvorgangen erb1icken. Davon wird jetzt aus
gegangen; die iiberkommenen Mannigfaltigkeiten und deren Trans
formationen werden abgeandert und verallgemeinert, und zwar in 
einer verha1tnismaBig willkiirlichen, zunachst nur durch die Ana10gie 
vermitte1ten Weise. Nur die nachtrag1ich sich ergebende Anpassung 
an die Erfahrung 1iefert dann einen Berechtigungsgrund 3). Wenn die 
Physik in starkerem MaBe a1s die gewohn1iche Mechanik und die 
neuere Physik vie1 mehr a1s die altere von solchen Ana10gien Gebrauch 
macht, so hat sie vor dem a1teren, synthetisch deduktiven Verfahren 
den Vorzug, sich 1eichter der Erfahrung anpassen zu konnen. 1m 
Gegensatz dazu hat das a1te Verfahren den Vorteil groBerer Sicher
heit, wenigstens dann, wenn die Grund1agen, von denen es ausgeht, 
se1bst a1s verha1tnismaBig sicher, d. h. als hinreichend der Erfahrung 
angepaBt, angesehen werden konnen. 

1) Vgl. M. SCHLICK, Raum und Zeit in der gegenwiirtigen Physik, 2. Aufl., 1919, 
S. 60/61. 

2) Vgl. den Schlu13 von § 41. 
3) MACH (Die Principien der Wiirmelehre, 2. Auf I., 1900, S. 363) hat sich so aus

gedriickt: "Auch damit k6nnte ich mich nicht einverstanden erkliiren, da13 die Wunder
kriifte, welche man gern den Vorstellungen der mechanischen Physik zuschreibt, nun 
einfach auf die algebraischen Formeln iibertragen werden. .. Die Giiltigkeit der 
Formel bedeutet ebenso eine Analogie zwischen einer Rechnungsoperation und einem 
physikalischen Proze13, deren Bestehen oder Nichtbestehen in jedem besonderen Fall 
eben auch zu priifen ist." 
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Die Annahmen, von denen die Relativitatstheorie ausgeht, be
ruhen im Grunde - ebensowenig wie die Annahme der Existenz eines 
Athers oder der Existenz von Atomen - auf der Erfahrung. Infolge
dessen konnen auch die aus der Theorie entwickelten Begriffe nicht 
unmittelbar, sondern nur mittelbar vermoge der Analogie an die Er
fahrung angeschlossen werden, so wie etwa die in der optischen Theorie 
ausgezeichnete Schwingungsebene des polarisierten Strahls mit einer 
in einem Experiment ausgezeichneten, den Lichtstrahl enthaltenden 
Ebene einfach gleichgesetzt worden ist (§ 156). Bei jedem Versuch, 
die Theorie durch Messung zu bestatigen, wird der erwahnte Umstand 
und die dadurch bewirkte Unsicherheit hervortreten. Es wird aber 
jedenfalls bei jeder Messung darauf hinauskommen, daB man in ge
wissem Sinne zusammensetzbare Dinge, Umstande, Vorgange oder 
Tatigkeiten in der Erfahrung als untereinander gleichartig beurteilt 
und sie nach der Analogie durch gewisse Gebilde in der darstellenden 
Mannigfaltigkeit deutet, wodurch die Zahl jener Dinge usw. zu einer 
zusammengesetzten ZahlgroBe der Mannigfaltigkeit in Beziehung tritt, 
und so diese ZahlgroBe durch Auszahlen gefunden werden kann (§ 25). 

In einer hin.reichend begriindeten analytischen - oder eigentlich 
richtiger arithmetischen - Mannigfaltigkeit konnen Widerspriiche 
nicht auftreten (§ 134 u. 125). Man ist also bei v611iger Durchfiihrung 
der geschilderten Herleitung sicher, daB die Relativitatstheorie nicht 
in sich widerspruchsvoll werden kann. Eine andere Frage ist natiir
lich die, ob es immer gelingen wird, die theoretischen Ergebnisse in 
Dbereinstimmung mit der Erfahrung zu deuten. Dabei darf man sich 
natiirlich nicht an dem Umstand geniigen lassen, daB diese Theorie 
gewisse bis jetzt unverstandene Einzelerscheinungen erklart. Es ist 
durchaus notwendig, sie auch in Beziehung auf die zahllosen Tatsachen 
zu priifen, mit denen die alte Auffassung in der genauesten Dberein
stimmung gewesen war. Es ist auch in dieser Hinsicht nicht aus
reichend, zu sagen, daB die neue Theorie sich von der klassischen 
Mechanik, die von ihr ein Grenzfall ist, fUr die gedachten Falle wenig 
unterscheidet. Man muB, ebenso, wie es beim MrCHELSONSchen Ver
such zttungunsten der gew6hnlichen Auffassung geschehen ist, genau 
die Differenzen zwischen der alten und der neuen Theorie priifen und 
untersuchen, ob sie nach der in Frage kommenden Gr6Benordnung 
beobachtbar sein miiBten, und ob die Beobachtung sie wirklich er
gibtI). 

1) HUGO DINGLER (-Kritische Bemerkungen zu den Grundlagen der Relativitats
theorie, 1921, S. 19) hat mit Recht bemerkt, daJ3 z. B. die in der Navigation geiibte 
Methode der Zeitbestimmung in die Betrachtungen der Relativitatstheorie mit ein
bezogen werden miiJ3te. 



§ r66. KANTS "REINE NATlJRWISSENSCHAFT". 477 

§ 166. KANTS "reine Naturwissenschaft". Regulative Icleen 
in cler Physik. Kausalitat. 

Es ist schon erwahnt worden, daB es in der Physik kaum vermieden 
werden kann, daB im Laufe neuer Untersuchungen auch neue An
nahmen auftauchen. Immerhin konnte man fragen, ob sich nicht 
gewisse physikalische Annahmen finden lassen, die man nicht bloB 
tiberall von vornherein zugrunde legt, sondern die auch an und fUr 
sich etwas Notwendiges darstellen. Bekanntlich hat KANT an die 
Moglichkeit einer reinen, d. h. apriorischen, Naturwissenschaft ge
glaubt. Als einen Satz dieser "reinen Naturwissenschaft" fiihrt KANT 
das an, was wir den Satz von der Konstanz der Masse nennen. Er
wahnenswert ist das von ihm dazu gegebene Beispiel. Er sagF): "Ein 
Philosoph wurde gefragt: Wieviel wiegt der Rauch? Er antwortete: 
Ziehe von dem Gewicht des verbrannten Holzes das Gewicht der 
iibrigbleibenden Asche ab, so hast du das Gewicht des Rauchs. Er 
setzte also als unwidersprechlich voraus, daB, selbst im Feuer, die 
Materie (Substanz) nicht vergehe, sondern nur die Form derselben eine 
Abanderung erleide." Nun ist es gewiB richtig, daB wir in vielen 
Fallen ahnlich verfahren, wie der KANTsche Philosoph es tut. Trotz
dem konnen wir den Grundsatz, der uns dabei leitet, mit Hilfe von 
alteren Erfahrungen gewonnen haben. Dabei wird nicht nur der 
Umstand eine Rolle spielen, daB die Summe der Gewichtsmengen 
von Stoffen, die an einer Umsetzung beteiligt waren, schliel3lich tat
sachlich als unverandert festgestellt worden ist, sondern wir werden 
hier auf den richtigen Gedanken wohl schon dadurch hingeleitet, daB 
wir in den einfacheren Fallen jeden Teil der Materie wiederzuerkennen 
und seinen Weg durch den Raum zu verfolgen vermogen 2). War 
dann wirklich einmal ein Stiickchen verlorengegangen, so ergab sich 
nachher beim Wiederauffinden eine eindrucksvolle Bestatigung der 
bereits vermuteten Tatsache, daB die Materie unzerstorbar ist. Von 
da an lag der Gedanke nicht mehr so fern, daB die gesamte Gewichts
menge, richtiger eigentlich die Masse (§ 143), der an einer Umsetzung 
beteiligten Stoffe konstant bleibt. Die Priifung durch die Wage ge
hort wohl einem spateren Stadium an. Auch in diesem Falle ist es 
gewiB besonders iiberzeugend, wenn das scheinbar Verlorene nachher 
irgendwo nachgewiesen wird, wie z. B. bei einer Kerze, die in luft-

1) Kritik der reinen Vernunft, Elementarlehre, II. Teil, I. Abt., II. Buch, 
II. Hauptst., 3. Abschn. 

2) MACH (Die Prinzipien der Wiirmelehre, 2. Auf!., S. 426) macht auf eben diesen 
Umstand aufmerksam. 

Als Beispiel mag erwiihnt werden, daB man den unterirdischen Zusammenhang 
von Wasserliiufen durch Einlassen von Farbstoffen festgestellt hat. 
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dichtem AbschluB unter einer Glocke gebrannt hat, gezeigt werden 
kann, daB die Gewichtszunahme der unter der Glocke befindlichen 
Gase genau der Gewichtsabnahme der Kerze gleich ist. DaB die in 
vielen Fallen experimentell erhartete Beziehung nachtraglich wieder 
benutzt wird, um in anderen Fallen, in denen nicht alle Teile gewogen 
worden sind, die Erfahrung zu erganzen oder zu berichtigen, ent
spricht nur dem Verhalten, das vITir auch sonst bestandig in den Er
fahrungswissenschaften iiben, und es braucht deshalb meines Er
achtens eine solche Beziehung nicht als apriorisch aufgefaBt zu werden. 

Das Tragheitsgesetz wird auch haufig in philosophischen Betrach
tungen als apriorisch hingestellt. KANT hat es vermutlich deshalb 
nicht zur "reinen Naturwissenschaft" gerechnet, weil er iiberhaupt 
die Bewegung als etwas Empirisches angesehen haP). Dber die Tat
sachen, aus denen man sich das Tragheitsgesetz abgeleitet denken 
kann, wobei die Vergleichung einer Reihe von Erscheinungen not
wendig wird und auf Grund dieser Vergleichung und der Annahmen, 
auf die sie hingedrangt 2) hat, auch eine Zerlegung der Erscheinungen 
stattfindet, habe ich schon in § I38 hingewiesen, wo ich die Ansichten 
von NATORP und HEYMANS zu widerlegen versucht habe. Jedenfalls 
ist das Tragheitsgesetz, als es zUerst aufgestellt wurde, nicht im min
desten als etwas ohne weiteres Einleuchtendes angesehen worden; 
es erschien damals eher natiirlich anzunehmen, daB die einem Karper 
durch den StoB eines anderen mitgeteilte Bewegung sofort nach dem 
Aufharen der Beriihrung auch selbst wieder aufharen miisse. 

Als ein drittes Prinzip der Physik, dem ein philosophischer Sinn 
untergelegt zu werden pflegt, und das deshalb manchmal als ein 
apriorisches angesehen wird, ist das Prinzip von der Erhaltung der 
Energie zu nennen (§ I52). Der eine der Entdecker des Prinzips, 
ROBERT MAYER, hat seine erste Auseinandersetzung an die These 
angekniipft: Aus Nichts wird nichts, und nichts vergeht ins Nichts 
(ex nihilo nil fit, nil fit ad nihilum). Er betrachtete demnach die 

1) In § IS der Prolegomena sagt KANT in der "Propaedeutik der Naturlehre, die 
unter dem Tite1 der allgemeinen Naturwissenschaft vor ailer Physik (die auf empirische 
Prinzipien gegriindet ist) vorhergeht ... ": "Darin findet man Mathematik angewandt 
auf Erscheinungen, auch bloJ3 diskursive Grundsatze (aus Begriffen), welche den 
philosophischen Tei! der reinen Naturwissenschaft ausmachen. Allein es ist doch 
auch manches in ihr, was nicht ganz rein und von Erfahrungsquellen unabhangig 
ist: als der Begriff der Bewegung, der Und urchdringlichkeit (worauf der empi
rische Begriff der Materie beruht), der Tragheit u. a. m., welche es verhindern, daJ3 
sie nicht ganz reine Naturwissenschaft heiJ3en kann ... " Weiter unten weist dann 
Kant der "reinen" Naturwissenschaft den Satz zu, daB die Substanz bleibt und 
beharrt, daJ3 alles was geschieht, jederzeit d urch eine Ursache nach bestandigen 
Gesetzen vorher bestimmt sei usw." 

I) VgI. MACH: Die Geschichte und die Wurzel des Satzes von der Erhaltung der 
Arbeit, 1872, S. 50. 
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Energie als eine Substanz, die unerschaffbar und unzerstorbar ist. 
Tatsachlich ist aber ein solcher Satz wie: "Aus Nichts wird nichts" 
an und fiir sich viel zu unbestimmt und leer, als daB aus ihm allein 
Folgerungen gezogen werden konnten. Es geht auch aus den in § 152 

gegebenen Erorterungen deutlich hervor, daB das Prinzip nur insofern 
sich bewahrt, als immer wieder fUr verschwundene Energiemengen 
der einen Art Umstande aufgefunden werden konnen (z. B. in einem 
dort angefUhrten Beispiel die elastische Zusammendriickung der Kor
per), die man als Ersatz fiir die verloren gegangene Energie aufzu
fassen vermag. Der bloBe Gedanke, daB ein bewegter Korper einen 
anderen durch StoB in Bewegung versetzen kann, dieser wieder andere 
usw., wie er schon bei den Philosophen des Altertums sich findet, gibt 
jedenfalls nur eine allererste Anregung in der betreffenden Richtung 
und enthalt auch das LEIBNlzsche Prinzip "der Erhaltung der leben
digen Kraft" (§ 144) noch lange nicht. Nur die Vergleichung der teils 
empirisch, teils deduktiv gefundenen Beziehungen in der Mechanik 
und in den verschiedenen Gebieten der Physik hat auf das Prinzip 
fiihren konnen; bei ROBERT MAYER hat eine auffallige Einzelbeobach
tung den AnlaB zur Auffindung gegeben. Die Giiltigkeit des Prin
zips deckt sich, wie HELMHOLTZ ausgefUhrt hat, mit dem Umstand, 
daB ein Perpetuum mobile, d. h. eine aus dem Nichts schopfende Quelle 
der Arbeit unmoglich ist; diese Unmoglichkeit hat jedoch der Mensch
heit durchaus nicht a priori eingeleuchtet, sondern sie ist ihr erst all
mahlich durch das bestandige Scheitern der dahin zielenden Versuche 
aufgezwungen worden. Aus den auseinandergesetzten Griinden kann 
ich es auch nicht richtig finden, das Energieprinzip, wie schon vor
geschlagen worden ist, an die Spitze der Physik zu stellen. 

Ein wesentlicher Unterschied zwischen der Masse und der Energie 
besteht darin, daB man den Weg eines Masseteilchens im Grunde 
stets anzugeben vermag, wahrend bei den Anderungen der Energie 
etwas Ahnliches in vielen Fallen nicht moglich ist. Es mag sein, daB 
die Falle, in denen diese Unmoglichkeit hervortritt, spater passend 
umgedeutet werden konnen 1). Jedenfalls aber zerfallt die Energie 
nicht so wie die Masse in Teile, die spater individuell wiedererkannt 
zu werden vermochten; dies wird nicht nur bei der Transformation 
einer Energieart in eine andere, sondern sogar schon beim Transport 
derselben Energieart einleuchten. 

Auch ohne Riicksicht auf neueste Hypothesenbildungen in der 
Physik, wobei das Tragheitsgesetz, ja sogar der Satz von der Kon-

1) In der elektromagnetischen Lichttheorie z. B. zeigt sich, daB der Lichtstrahl, 
auch in dem von Massen freien Ather, ein so1cher Weg ist, auf dem die Energie sich 
fortpflanzt. 
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stanz der Masse aufgegeben und die Grundlage der Mechanik allein 
in e1ektromagnetischen Vorstellungen gefunden werden solI, kann man 
sagen, daB die erwahnten Gesetze heutzutage in physikalischen Kreisen 
ganz allgemein nur als Annahmen angesehen werden, auf welche die 
Erfahrung hingeleitet hat. Wohl kann man aus diesen Gesetzen de
duktive Folgerungen ableiten, die sich auch in der Erfahrung besta
tigen; trotzdem behaupten wir, daB es keine "apriorischen" Satze 
der Physik, also keine "reine Naturwissenschaft" gibt. 

Dagegen konnen wir wohl die Idee von der Konstanz eines Vor
rates - in einem Teilgebiet der Warmelehre von Warme, in einem 
Teilgebiet der Mechanik von lebendiger Kraft, allgemein in der Physik 
von Energie - und ebenso die verwandten Ideen, die man etwa als 
Verharren der Wirkung und als Gleichheit von Ursache und Wirkung 
ausdriicktl), als regulative Ideen 2) der mechanisch-physikalischen For
schung bezeichnen. Sie sind sehr unbestimmt und werden erst im 
Einzelfall mit einem bestimmten Inhalt ge£iillt. Bei der Energie haben 
wir dies schon gesehen. Unter dem Verharren der Wirkung versteht 
z. B. WeNDT in der Mechanik das, daB die einem Korper durch das 
Wirken einer Kraft mitgeteilte Geschwindigkeit ihm verbleibt, wenn 
nicht nachher eine weitere Einwirkung eintritt, so daB diese Ge
schwindigkeit mit einer dem Korper nun noch dazu erteilten neuen 
Geschwindigkeit sich addiert, eventuell sogar durch diese aufgehoben 
wird usw. Dies ist aber eine Vorstellung, die in jener Idee allein noch 
gar nicht vorhanden war, die mit Hilfe der Erfahrung von GALILEI 
entwickelt und von NEWTON weitergefiihrt worden ist. Auch in den 
Ausdruck: "Gleichheit von Ursache und Wirkung" muB erst etwas 
hineingelegt werden, wenn er sinnvoll sein solI. Es wird dabei eine 
Aquivalenz behauptet zwischen einem Umstand, den wir mit einem 
gewissen MaB messen konnen, und einem anderen, nachher eintreten
den, gleichfalls meBbaren Umstand oder Vorgang, der aber in den 
Anwendungen meist von anderer Art ist als die Ursache. 

Die hierher gehorende Grundbeobachtung wird stets die sein, daB 
ein gewisses Etwas, irgendein Umstand, im Wechsel unverandert bleibt, 
wiedererkannt werden kann. Nachdem man dann zu dem Gedanken 
des MaBes gelangt ist (§ 17-28), bedeutet es eine besonders einfache 
mathematische Beziehung, wenn fiir gewisse Mengen, die einzeln ver
anderlich sein, sich auch spalten oder verbinden konnen, die Summe 
der MaBzahlen konstant angenommen wird. Ein ebenso einfacher 

1) Vgl. W. WUNDT, Die physikalischen Axiome und ihre Beziehung zum Causal
princip, 1866, S. 6. 

2) KANT (Kritik der reinen Vernunft, Elementarlehre, II. Tei!, II. Abt., II. Buch, 
II. Hauptst., 8. Abschn.) spricht von einem regulativen Prinzip der Vernunft in An
sehung der Ideen. 
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Gedanke besteht in der Annahme einer Aquivalenz (§ 152) zwischen 
zwei Mengen 'verschiedener Art, flir den Fall, daB die eine Menge 
verschwindet und die andere neu auf tritt, d. h. die Annahme der Pro
portionalitat zwischen den Betragen der beiden miteinander wech
selnden Mengen nach einem ftir die beiden bestimmten Arten von 
der GraBe unabhangigen, festen Verhaltnis. In solcher Konstanz 
oder solcher Proportionalitat sind eben besonders einfache Formen 
der mathematischen Abhangigkeit physikalischer GraBen gegeben. 
Mit den einfachsten Formen such en wir die Zusammenhange zwischen 
dem empirisch Gegebenen zu meistern. 1m Grunde sind also jene 
regulativen Ideen aIle nur der AusfluB einer einzigen, namlich der, 
daB wir mit den einfachsten Annahmen auszukommen versuchen1). 

Die Einfachheit ist der leitende Gedanke2). Sie ist aber doch kein 
Kennzeichen der Richtigkeit 3). Wie wir die einfachsten Begriffe, 
welche zugrunde liegen, an der Erfahrung gebildet haben, so mtissen 
wir auch jene einfachen Annahmen' an der Erfahrung prtifen. 

Ais eine apriorische Voraussetzung allgemeiner Art, die neben den 
tiberall vorausgesetzten, rein logischen Grundbegriffen4 ) in jeder physi
kalischen Untersuchung eine Rolle spielt, kann man dies bezeichnen, 
daB ti b e r h a u p t gesetzmaBige Beziehungen existieren oder vielmehr 
entsprechende Annahmen sich auf die Erfahrung anwenden lassen. 
Dies ist im Grunde das Kausalitatsgesetz, wenn wir es auf seine all
gemeinste Form bringen. In diesem Sinne ist das Kausalgesetz nach 
dem Standpunkt von WUNDT, so wie ihn HEYMANS5) formuliert, 
gleichbedeutend mit der Annahme der Begreiflichkeit der Welt. Eine 
etwas andere Ausdrucksweise schlagt HEYMANS selbst vor, indem er 
Ka usalgesetze und Koexistenzgesetze unterscheidet 6). Ein 

1) In gewissem Sinne kann man also mit der Behanptung von MACH iiberein
stimmen, daB die Wissenschaft "okonomisch" verfiihrt (vgl. z. B. Die Principien der 
Wiirme1ehre, 2. Aufl., 1900, S. 39lff.). Immerhin mochte ich dies nur so verstanden 
wissen, daB die Annahmen moglichst einfach und evtl. in moglichst geringer Zahl 
gewiihlt werden; dagegen wiirde ich eine Ersparnis an Denkprozessen durchaus nicht 
als ein Zeichen wissenschaftlicher Vollkommenheit betrachten. Hierin ist auch STUDY 
vollkommen meiner Ansicht (vgl. Die realistische Weltansicht usw., 1914, S. 43/44, 
wo noch ein sehr charakteristischer Ausspruch von NEI.SON angefiihrt wird). 

2) Vgl. WUNDTS AuBerungen iiber das "Prinzip der Einfachheit" in der I. Auflage 
der Logik (2. Bd., 1883, S. 242), wobei vor allem auf GAI.II.EI Bezug genommen wird. 

3) E. PICARD sagt allerdings (De la mefuode dans les sciences, herausgegeben 'von 
P. F. THOMAS, 1909, S. 18): "Ce principe de simplicite, malgre son caractere hypo
tliHique, tend a produire en nous un sentiment de certitude." 

I) Vgl. auch § 106 und 134. 
5) Vgl. "Die Gesetze und Elemente des wissenschaftlichen Denkens", 2. Aufl., 

1905, S. 361/62. WUNDT sagt (Logik, I. Bd., 1880, S. 551), das Kausalgesetz sei "die 
Anwendung des Satzes vom Grunde auf den Inhalt der Erfahrung". 

6) Vgl. a. a. 0., S. 292 ff.; iibrigens ist diese Unterscheidung auch schon von 
J. St. MII.L gemacht worden (vgl. die 4. deutsche Ausgabe der deduktiven und 
induktiven Logik, 2. Tei!, 1877, S. I23ff.). 

Holder, Mathematische Methode. 31 
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Kausalgesetz wiirde z. B. bei ihm durch die der Zeit proportionale 
Zunahme der Geschwindigkeit vorgestellt, bei einem Korper, auf den 
in der Richtung seiner Bewegung eine konstante Kraft einwirkt. Das 
optische Brechungsgesetz, welches das Richtungsverhaltnis des ge
brochenen Strahls zum einfallenden regelt, war.e im Gegensatz dazu 
ein Koexistenzgesetz, wenigstens so lange, als wir nur den genannten 
Sachverhalt wahrend des gleichformigen Scheinens des Lichtes im 
Auge haben, aber von der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichts 
und von der Wellenhypothese absehen. Andererseits konnen wir aus 
der Wellenhypothese das Brechungsgesetz deduktiv herleiten, indem 
.wir das Schein en des Lichts als einen sich nicht bloB langs des Strahls, 
sondern auch im umgebenden Raum fortpflanzenden V organg be
trachten. Dadurch verwandelt sich das urspriinglich empirisch ge
wonnene Koexistenzgesetz in ein Kausalgesetz, das iiberdies deduziert 
werden kann. Ob sich wirklich jedes Koexistenzgesetz schlieBlich in 
iihnlicher Weise in ein Kausalgesetz auflosen laBt, wie HEYMANS an
nimmt, will ich dahingestellt lassen. Ebenso mochte ich nicht glau
ben, was HEYMANS im AnschluB an W. HAMILTON angenommen hat, 
daB alle Kausalitat schlieBlich auf den Grundgedanken zuriickgeht, 
daB "ein wirkliches Entstehen oder Vergehen nicht moglich ist". Schon 
die mechanische Annahme iiber die Zusammensetzung von Kraftwir
kungen, die nach verschiedenen Richtungen hinzielen (§ 142), fiigt 
sich nicht dieser Formulierung. 

Immerhin wird man die Kausalitat im engeren Sinn als eine be
sondere Art der allgemeinsten gesetzlichen Abhangigkeit ansehen 
konnen, indem das Kausalgesetz im iiblichen Sprachgebrauch verlangt, 
daB jedes kommende Ereignis durch den unmittelbar vorangehenden 
Zustand notwendig und eindeutig bestimmt ist. Damit stimmt im 
Grunde auch die von FECHNER 1 ) gegebene Begriffsbestimmung des 
Kausalgesetzes; nach ihm verlangt dieses Gesetz, "daB iiberall und 
zu allen Zeiten, insoweit dieselben Umstande wiederkehren, auch 
derselbe Erfolg wiederkehrt; ... " Auf diese besondere Art der 
Abhangigkeit des Kiinftigen yom Vergangenen diirfte aber auch 
wieder die Erfahrung hingeleitet haben, aus der sich dann auch 
erst im Einzelfall wieder ergibt, was zu dem vorangehenden Zu
stand zu rechnen ist. So gehort zum Zustand einer Masse nicht 
nur der Ort, den sie im Raum einnimmt, sondern auch die G~
schwindigkeit, die sie in dem betreffenden Augenblick besitzt. Das 
Kausalgesetz, auch in dem bezeichneten spezielleren Sinne gefaBt, 
stellt eine der allgemeinsten regulativen Ideen in der Mechanik und 
in der Physik vor. 

1) Ber. d. Kg!. Sachs. Ges. d. Wiss., math.-phys. Kl., 1850, S. 100. 
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Noch ein Prinzip konnte angefiihrt werden, das im mechanisch
physikalischen Gebiet als se1bstverstandlich vorausgesetzt zu werden 
pflegt, das sogenannte Prinzip der Symmetrie. Wir sagen z. B., es sei 
eine Folge dieses Prinzips, daB eine fortgeschleuderte punktformige und 
schwere Masse in der Ebene verbleiben muB, die durch die Anfangs
lage der Masse, durch die urspriingliche Richtung des Fortschleuderns 
und durch die Richtung der Schwere bestimmt ist; es wiirde der 
Symmetrie widersprechen, wenn die Masse die genannte Ebene nach 
einer Seite verlassen wiirde. Man kann diesen Gedanken noch folgen
dermaBen naher ausfiihren: Ratte man eine die Ebene verlassende 
Bewegung, so konnte man die dazu symmetrische Bewegung, welche 
die Ebene auf der anderen Seite verlaBt, in Gedanken konstruieren. 
Nun findet man, daB kein Grund vorhanden ware, weshalb die Masse 
von den beiden genannten Bewegungen die eine bevorzugt und 
schlieBt daraus, daB keine der beiden Bewegungen eintritt, da nichts 
ohne "zureichenden Grund" geschieht. Wir sind also hier bei dem 
LEIBN1zschen "Satz yom zureichenden Grunde", einer Variante des 
Kausalprinzips, angelangt. 

Mir scheint, daB dabei zwei Gedanken mitspielen. Zunachst liegt 
eine Art von physikalischem Kongruenzsatz vor, den wir uns genau 
so wie die geometrischen Kongruenzsatze (§ 2 u. 129) aus den Erfah
rung en des taglichen Lebens abziehen konnen. Denken wir uns die 
fUr den Anfang einer Bewegung maBgebenden Daten, die Ausgangs
lage, die Richtung und GroBe der Anfangsgeschwindigkeit, dann aber 
fiir die ganze Folgezeit die Kraft, alles von einer neuen Anfangsstelle 
aus in neuer Orientierung, aber in kongruenter oder symmetrischer 
Weise, d. h. also in denselben gegenseitigen Raumbeziehungen an
gebracht, so muB nun in dem neuen, aquivalenten Raumteil ein jenem 
friiheren Weg genau entsprechender entstehen 1). Dieser Kongruenz
satz ergibt nun in dem obigen Beispiel mit Bezug auf die genannte, 
die urspriingliche Wurfrichtung enthaltende lotrechte Ebene, daB die 
Bewegung, falls sie einmal nach der einen Seite abweichen konnte, 
sie ein anderes Mal ebensogut auch nach der anderen Seite abweichen 
konnte. Das ware aber ein Widerspruch mit der Forderung, daB die 
Bewegung durch Anfangszustand und einwirkende Kraft eindeutig 
bestimmt sein solI. In dieser Eindeutigkeit der Abhangigkeit des 
Folgenden yom Vorhergehenden, die ich oben in die Formulierung 
des spezielleren Kausalgesetzes mit aufgenommen habe, 1iegt also der 

1) Man wird also von einem Prinzip der Kongruenz zu sprechen haben, das die 
eigentliche Kongruenz im engeren Sinne und die spiege1bildliche Kongruenz (§ 133) 
in sich faBt. Ein dunkles Gefiihl des Kongruenzprinzips liegt zugrunde, wenn in philo
sophischen Schriften davon die Rede ist, daB der Raum "homogen" oder "mit sich 
selbst kongruent" oder auch "mit sich selbst identisch" sei. 
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zweite der hier maBgebenden Gedanken. Diese Eindeutigkeit ist 
auch in der FECHNERschen Formulierung darin enthalten, daB bei 
der Wiederholung derselben Umstiinde auch wieder der eine gleiche 
Erfolg eintreten solI. Will man auch schon das Symmetrie- und Kon
gruenzprinzip in die FECHNERsche Formulierung hineinnehmen, so 
muB man sich "dieselben Umstiinde" an verschiedenen Orten eben 
im Sinne der Kongruenz, d. h. also so denken, daB ein Wechsel der 
Orientierung durch Drehung oder ein spiegelbildlicher Wechsel als 
nicht wesentlich aufgefaBt wird 1). 

Auf eine iihnliche Betrachtung wie die beim ,;Symmetrieprinzip" 
angewendete kann man auch den Umstand griinden, daB die Wirkung 
eines Punktes auf einen anderen, mit einer gewissen Einschriinkung, 
in die Verbindungslinie beider fallen muB2). Die Einschriinkung be
steht darin, daB keinem dieser "Punkte" eine solche Eigenschaft zu
kommt, in Beziehung auf welche sich die Richtungen des Raumes 
verschieden verhalten. Ein Linienelement eines galvanischen Stroms 
z. B. hat die Eigenschaft "gerichtet" zu sein und iibt auf einen Magnet
pol eine Kraft aus, die nicht in der Verbindungslinie beider Punkte 
gelegen ist 3). 

Damit diirften die wesentlichen Punkte zur Sprache gebracht sein. 
Weniger wesentlich erscheint es mir, ob man die Materie kontinuier
lich oder atomistisch annimmt (§ 164), ob man nach Moglichkeit die 
Erscheinungen auf Bewegung zuriickfiihrt 4) oder auf etwas anderes. 
In jedem dieser Fiille ist die kausale Betrachtung durchfiihrbar. 

1) Ein iihnliches Prinzip ist das allgemeine Relativitiitsprinzip; es verlangt, daB 
jedes System, dessen Teile sich nicht gegeneinander bewegen, fiiI die physikalische 
Erklarung mit jedem ebensolchen System gleichwertig ist, daB also z. B. nicht ein 
Unterschied bemerkt werden kann, z\"ischen einem sich drehenden und einem sich 
nicht drehenden System. Man kann dieses Prinzip aber annehmen oder verwerfen 
(§ 165). 

2) In seiner Schrift: "Die physikalischen Axiome und ihre Beziehung zum Causal
princip", 1866, S. 6, hatte WUNDT den erwiihnten Umstand ohne die genannte Ein
schriinkung als Axiom formuliert. 

3) Nach der AMPEREschen Regel, vgl. z. B. E. RIECKE, Lehrbuch der Physik, 
2. Aufl., 2. Bd., 1902, S. I6r. 

4) In der vorhin erwiihnten Schrift hatte WUNDT auch das Axiom aufgestelit: 
"Alle Ursachen in der Natur sind Bewegungsursachen", wiihrend er in der 2. Auflage 
seiner Logik (2. Bd., 1894, S. 326/27) nur sagt, daB es ein "regulativer Grundsatz" 
sei, die Naturerscheinungen nach Miiglichkeit auf Bewegung zuriickzufiihren. 



ERSTER ANHANG. 

DIE KUNST DER UNTERSUCHUNG. 
§ 167. Erfahrung und Denken. 

W8hrend der erste und zweite Teil dem mathematischen Beweis 
gewidmet waren und der dritte Teil sich mit den Erfahrungsgrund
lagen der angewandten Gebiete beschaftigt hat, sollen hier einige 
Beobachtungen iiber die Hilfsmittel mitgeteilt werden, deren man 
sich sowohl in der reinen Mathematik, als auch in den Anwendungen bei 
der Untersuchung bedient. In den logischen Werken alterer Autoren, 
z. B. bei LEIBNIZ 1), spielt die "Kunst des Entdeckens" eine gewisse 
RoUe. Vermutlich hat der Umstand, daB die iiberlieferten logischen 
Regeln fiir die Untersuchung noch weniger als fUr die Sicherung des 
Wissens geleistet haben, dazu gefiihrt, daB die "ars inveniendi" aus 
den Kompendien der Logik verschwand. Von neueren deutschen 
Werken beschaftigt sich eigentlich nur die Logik von WUNDT aus
fiihrlicher mit den Hilfsmitteln der Untersuchung. 

Gewohnlich steUt man die deduktiven Wissenschaften den Erfah
rungswissenschaften gegeniiber, die dann als induktive bezeichnet 
werden. Damit soU dann der Unterschied der Wissenschaften sowohl 
in den Gegenstanden, als auch in der Art, wie sie ihre Ergebnisse 
nachweisen, und in der Art, wie sie dieselben finden, ausgedriickt 
sein. Demgegeniiber mochte ich zunachst bemerken, daB das auf 
der Grundlage der Erfahrung ruhende und das induktiv gefundene 
Wissen sich nicht vollig decken 2). Auf der anderen Seite sind auch, 
trotz der - doch wohl zufalligen - Bezeichnung, Deduktion und 
Induktion keine eigentlichen Gegensatze in dem Sinne, daB das eine 
das gerade Gegenteil oder die Umkehrung des anderen ware 3), sondern 
nur so, daB es zwei ganzlich verschiedene Wege sind, unsere Kenntnis 

1) Seine "Ars combinatoria" soUte jedenfalls auch diesem Zwecke dienen; au13er. 
dem vgl. man L. COUTURAT, La Logique de LEIBNIZ d'apres Ies documents inedits, 
1901, S. I80ff., wo von "I'art d'inventer" die Rede ist. Auch zu J. JUNGIUS' Logik 
gehorte eine "Heuretik" (vgI. G. E. GUHRAUER, JOACHIM JUNGIUS und sein Zeit
alter, 1850, S. 157). 

2) WUNDT allerdings sagt meist induktiv statt empirisch. Er nennt iibrigens auch 
die Feststellung einer arithmetischen Tatsache durch Ausziihlen und selbst die Bildung 
eines arithmetischen Begriffs eine Indl\ktion (vgl. Logik, 3. Aufl., 2. Bd., 1907, 
S. 132/33). 

3) Wie WUNDT geglaubt hat ,(ebenda S. 1). 
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zu erweitern, wobei der erste Weg, als auf notwendigen Schliissen 
beruhend, ein sicherer, der andere ein unsicherer ist. 

Von dem Verhaltnis von Deduktion und Induktion wird in § 172 

genauer die Rede sein. Hier mage zunachst betont werden, daB die 
Herausarbeitung der Erfahrungsbegriffe an der Hand der Beobach
tung weder als Deduktion noch als Induktion bezeichnet werden 
kann 1). Solche Begriffsbildung gehart zu dem vorbereitenden Teil 
der Untersuchungen, der von WUNDT ausfiihrlich geschildert worden 
ist und der in den vorliegenden Betrachtungen als schon erledigt 
angesehen werden solI. Die erwahnten Begriffsbildungen stellen dann 
die Grundlage dar sowohl fiir die Deduktion als auch fiir die Induk
tion. Aber auch die Aufstellung einer allgemeinen Beziehung oder 
Regel kann mit der empirischen Begriffsbildung Hand in Hand gehen 
und verdient dann auch nicht im eigentlichen Sinne den N amen einer 
Induktion. So habe ich in § 129 darauf hingewiesen, daB die Erfah
rungen, die wir machen, wenn wir einen Faden an seinen beiden 
Enden nehmen und ihn spannen, maglicherweise gleichzeitig den Be
griff der Geraden und die Regel haben entstehen lassen, daB durch 
zwei getrennte Punkte eine und nur eine Gerade geht. 

1m allgemeinen beruht die Begriffsbildung auf dem mehr gefiihls
maBigen Erfassen 2) der Gleichartigkeit und der Unterschiede, nament
lich auch der feineren Unterschiede im Gleichartigen und der beson
deren Gleichartigkeit, die auch dem Verschiedenartigen in gewisser 
Hinsicht zukommen kann. Handelt es sich aber urn solche Falle, in 
denen mit dem Begriff bereits eine Art von gegliedertem Abbild der 
Sache gegeben ist, so erfordert schon die Begriffsbildung selbst ein 
Herausheben der wesentlichen und Weglassen der unwesentlichen 
Ziige3 ) des empirisch gegebenen mannigfaltigen Stoffes. Dasselbe ist 
natiirlich erst recht notwendig, wenn wir uns einer Regel inne werden, 
die verschiedene Begriffe miteinander verkniipft. Man erkennt also, 
daB die Tatigkeiten des Heraushebens und Weglassens, des Zusammen
fassens und Unterscheidens und, wo es sich urn gegliederte Begriffe 
handelt, natiirlich auch des Ordnens der Teile in Reihen und des 
Zuordnens der Teile schon bei der Begriffsbildung eine Rolle spielen. 
Damit sind im Grunde alle die Verstandestatigkeiten genannt, die 

1) Auch NATORP sagt (Die logischen Grundlagen der exakten Wissenschaften, 
I9IO, S. 317): "Idealisierende Abstraktion ist nicht Induktion." 

2) HELMHOLTZ spricht, wenn ich nicht irre, irgendwo von "typischem Erfassen". 
3) So ist z. B. der Hebel ein Apparat mit "Armen", an deren Enden Gewichte 

gehiingt werden konnen, und es hebt MACH (Die Mechanik in ihrer Entwicklung, 
4. Aufl., 1901, S. 12) mit Recht hervor, daB wir uns schon vor der eigentlichen Frage
stellung nach der mathematischen Gleichgewichtsbedingung des Hebels klarmachen, 
daB dabei zwar die Liinge, aber durchaus nicht etwa die Farbe der Arme maBgebend 
sein wird. 
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auch innerhalb der Deduktion bei der Bildung von synthetischen 
Begriffen (§ III) geiibt werden. Es gibt eben gar keine Erfahrung 
ohne das Miteingreifen geistiger Tiitigkeit, und nur dadurC'h unter
scheidet sich die Erfahrung von dem "N urdenken", daB im ersten 
Fall ein uns fremder Stoff der Beobachtung mit unterliegt (§ 134 u. 
135)1), die Korper oder die Strahlen usw., die wir beobachten und 
mit denen wir experimentieren, wahrend wir uns im zweiten Fal: 
nur mit der Art unserer eigenen Tiitigkeit und deren Erfolg be 
schaftigen 2) . 

§ 168. Vermutung, Fragestellungen, Induktion und Analogie. 

Die Ergebnisse, die wir streng beweisen konnen, so wie z. B. die 
Lehrsatze der Arithmetik, sind manchmal auch auf demselben Wege, 
auf dem wir sie beweisen, gefunden worden. Immerhin ist dies nicht 
allgemein der Fall. Hiiufig geht eine Vermutung des Lehrsatzes seinem 
Beweise voran, oder es ist die Auffindung des Lehrsatzes durch eine 
Frage veranlaBt, die vielleicht aus ganz anderen Motiven heraus ge
stellt ist 3). GAUSS hat durchblicken lassen, daB er viele, wenn nicht 
die meisten seiner Ergebnisse induktiv gefunden und sie dann erst 
nachtraglich bewiesen hat 4). Die Induktion begriindet in solchem 
Fall eine Vermutung, bei der man sich zwar nicht beruhigt, welche 
aber nachher der Deduktion den Weg weist. Den Vorteil, den ein 
solches Verfahren besitzt, vvobei man das gesuchte Ergebnis auf einem 
leichteren, eher eine Dbersicht gewiihrenden und schneller zum Ziele 
fiihrenden, wenn auch nicht ganz zuverlassigen Weg vorausholt, hat 
ein anderer von den groBen Mathematikern, BERNHARD RIEMANN, 
durch die AuBerung gekennzeichnet: "Wenn ich nur erst die Siitze 
habe! Die Beweise werde ich schon finden.'(5) In der Tat beobachtet 
man, daB das ausnahmslose Beharren bei dem streng deduktiven Ver
fahren leicht zu einem unfruchtbaren Klebenbleiben am Bekannten 
fiihren kann. 

1) Man vergleiehe aueh die auf S. 382, Anm., angefiihrte KANTsehe Stelle. 
2) JUNGI1:S hat bereits im 17. Jahrhundert auf die Reflexion des Verstandes 

hingewiesen, verm5ge deren dieser seine eigenen Operationen bemerkt, und in diesem 
Zusammenhang von "innerer Erfahrung" gesproehen (vgl. G. E. GUHRAUER, a. a. 0., 
S. 164); aueh LOCKE hat "die vVahrnehmung der Tatigkeiten des eigenen Geistes in 
uns" als eine QueUe der Erkenntnis bezeiehnet (Versueh tiber den mensehliehen Ver
stand, deutseh von WINCKLER, 1. Bd., 1913, S. 102 ). 

3) Es verdient dabei bemerkt zu werden, daB oft solche Vermutungen und Frage
steUungen, die aus den Anwendungen herrtihren, gerade in der Theorie weiterfiihren, 
so fiihren die Tatsaehen und Probleme der Wiirmeleitung in einer ebenen Platte auf 
das fiir die Theorie zentrale Randwertproblem der Potentialtheorie. 

4) Werke, 2. Bd., 1876, S. 516. (Brief an DIRICHLET). 
6) Die Kenntnis dieses Wort von RIEMANN verdanke ieh einer mtindliehen Mit

teilnng von H. A. SCHWARZ. 
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Es ist bereits ausgefiihrt worden, daB uns bei der Untersuchung 
eine gewisse Frageste11ung 1eiten kann. Eine Frageste11ung beruht 
auf einem entweder sichergeste11ten oder auch nur vermuteten Er
gebnis, wobei gewisse Teilergebnisse noch unbestimmt geblieben sind, 
und die nahere Bestimmung dieser Teilergebnisse zum Zie1 gesetzt 
wird. So sind wir etwa durch Deduktion zu einem disjunktiven Ur
teil ge1angt und fragen darnach, welcher Fa11 unserer Disjunktion nun 
wirklich eintritt. Oder wir find en z. B., daB an Vie1ecken, die nach 
einem gewissen Gesetz entstehen, jedesma1 ein Winkel mehrma1s vor
kommt, und fragen nach der Zah1 der jedesma1 einander gleichen 
Winkel. Diese Frage erst lost eine Tatigkeit bei uns aus, indem wir 
in jedem Einzelfa11 die in Frage stehenden Winkel ziih1en, und es kann 
dann vielleicht in der so sich herausste11enden Fo1ge von Ergebnissen 
sich eine Rege1maBigkeit darbieten, wobei nunmehr das so induktiv 
gefundene Ergebnis die Untersuchung weiterfiihrt. Es kann aber 
auch in noch anderen Fallen der b10Be Vorsatz, jene Anzah1 zu be
stimmen, dazu fiihren, neue Begriffsbildungen a11gemeiner Art mit 
den vorliegenden zu verbinden, so daB wir dann gleich im allgemeinen 
deduktiven Verfahren weiter kommen. 

Der Grund, wesha1b Vermutungen und Fragf·stellungen uns in 
der Deduktion weiter bringen, 1iegt, wie wir nachher noch besser sehen 
werden, darin, daB sie uns, meist instinktiv, dazu veran1assen, die 
richtigen E1emente herauszugreifen, mit Hilfe deren sich eine erfo1g
reiche Verkettung der Re1ationen (§ I07) ins Werk setzen 1aBt, oder 
solche neue synthetische Begriffe (§ I, III, lIZ) zu bilden, die mit den 
gegebenen oder vorher schon gebildeten zusammen zu neuen frucht
baren Betrachtungen den AnstoB geben. J ene zur Verkettung der 
Relationen sich eignenden E1emente konnen sich in besonderen Fa11en 
in einer endlichen und auch iibersehbaren Zah1 von selbst darbieten, 
so daB die Erschopfung gewisser Fa11e oder gewisser Kombinationen 
von Fallen in systematischer Weise vorgenommen werden kann; doch 
ist dies nicht der gewohnliche Fall, und der weit haufigere ist der
jenige, in dem uns die richtigen Hilfselemente eben "einfa11en" miissen, 
und es kein kiinstliches Mittel gibt, das Spiel unserer Phantasie in 
die richtigen Bahnen zU lenken. 

Bei empirischen Untersuchungen wird uns die Vermutung, die 
wir hegen, oder die Frage, die wir geste11t haben, auf die Gegenstande 
der Erfahrung hinweisen, die mit den zu untersuchenden verwandt 
sind, und auf die Versuche, die wir anste11en konnten, in iihnlicher 
Weise, wie uns z. B. in der Geometrie die Vermutungen oder die 
Fragestellungen zur Einfiihrung der brauchbaren Hilfslinien oder der 
fruchtbaren Hilfsbegriffe veranlassen. 
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N atiirlich konnen Vermutungen auf sehr verschiedene Art ent
stehen, manchmal auf scheinbar ganz freie, zufallige Weise, dutch das 
Auftreten einer nicht erwarteten auffalligen Erscheinung, sei es nun 
in der Empirie bei einem Experiment, sei es in der mathematischen 
Betrachtung, vielleicht bei der DurchfUhrung einer Rechnung. Der 
haufigste Weg, auf dem wir zu' richtigen und fruchtbaren Vermutun
gen gelangen, scheint mir aber in Dbereinstimmung mit dem oben 
angefUhrten Gestandnis von GAUSS die Induktion zu sein, d. h. also 
die aus der Beobachtung einzelner FaIle hervorgegangene Verall
gemeinerung. Dies gilt eben nicht nut fUr die Erfahrungswissenschaf
ten 1), in denen die Induktion meist der einzige Weg ist, der das Fort
schreiten moglich macht, sondern auch fiir die reine Mathematik 2), 

z. B. die Arithmetik. Es ist in dieser Hinsicht bereits friiher erwahnt 
worden, daB der Lehrsatz der Zahlentheorie, wonach jede in der 
Zahlformel 4 n + r enthaltene Primzahl als Summe von zwei Qua
draten darstellbar ist, ohne Zweifel induktiv von FERMAT gefunden 
wurde. Der oben in § 92 teilweise wiedergegebene, von EULER her
riihrende Beweis des Satzes ist wohl nur auf Grund des bereits ver
muteten Zusammenhanges gefunden worden. Es hatte namlich friiher 
schon EULER se1bst und darauf LAGRANGE gezeigt, daB, falls peine 
Primzahl von der Form 4 n + r ist, stets eine ganze Zahl x so ge
funden werden kann, daB X2 + r dutch p teilbar ist. Derjenige, 
der jenen von FERMAT induktiv gefundenen Satz kannte und ihn 
beweisen wollte, konnte das erwahnte Ergebnis von EULER und 
LAGRANGE in die Formel 
(r) x2 + r2 = p ··c 

kleiden, durch eine neue Verallgemeinerung in dieser Gleichung einen 
Spezialfall der Gleichung 
(2) x2 + y2 = P . c 

erschauen und nun darauf ausgehen, hieraus die gewiinschte FERMAT
sche Relation 

X'2 + y'2 = P 
zu erhalten. In der Tat kommt der oben geschilderte EULERsche 
Beweis darauf hinaus, zu zeigen, daB man aus zwei Zahlen x und y, 
die der Gleichung (2) entsprechen, durch fortgesetzte Reduktionen 

1) Die oft wiederholte Behauptung, daB BACON OF VERULAM hinsichtlich der 
Einfiihrung des induktiven Verfahrens in den Erfahrungswissenschaften eine besondere 
Bedeutung zukomme, ist von JUSTUS VON LIEBIG niiher beleuchtet worden (Rede zum 
10+ Stiftungstag der Miinchener Akademie der Wissenschaften, 1863). 

2) Freilich darf man im mathematischen Gebiet nicht bei der Induktion stehen
bleiben, wie dies schon JUNGIUS bemerkt hat (vgl. G. E. GUHRAUER, De J oachimo 
Jungio, Breslau 1846, S. z,?). 
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andere Zahlen von derselben Eigenschaft so erhalten kann, daB dabei 
c verkleinert wird, bis man schlieBlich zur Gleichung (3) gelangt. Hier 
hat also das vorausgehende deduktive Ergebnis von EULER und 
LAGRANGE zusammen mit dem friiher induktiv gefundenen von FERMAT 
auf die Moglichkeit gefiihrt, die Gleichung (2) zu befriedigen, und 
auf die Vermutung, daB diese Gleichung zu dem gewiinschten Beweis 
einen Ausgangspunkt abgeben konnte. 

Ge1egentlich bietet sich bei dem Bestreben, einen vermuteten Satz 
zu beweisen, die Erkenntnis dar, daB der Beweis auf Grund einer 
gewissen Annahme geliefert werden konnte. In solchem Fall sind wiT 
manchmal veranlaBt, die Richtigkeit der betreffenden Annahme zu 
vermuten. Ein interessanter geschichtlicher Fall ist der folgende. Es 
war LEGENDRE gelungen, einen allgemeinen Lehrsatz der Zahlen
theorie, der vorher induktiv gefunden worden war, namlich das "Re
ziprozitatsgesetz der quadratischen Reste", dann zu beweisen, wenn 
er neben noch einer anderen Annahme sich das Postulat gestattete, 
daB in jeder arithmetischen Progression 

I·a+b, 2·a+b, 3·a+b, "0, 

in der a und b ohne gemeinsamen Teiler sind, unendlich viele Prim
zahlen gefunden werden konnen. Ware dieser Satz, der eine Art von 
Wahrscheinlichkeit fiir sich zu haben schien, und dazu noch die Rich
tigkeit der anderen Annahme gleich darauf bewiesen worden, so hatte 
LEGENDRE in der Tat einen Beweis des Reziprozitatsgesetzes gefunden 
gehabt. Es hat aber nachher GAUSS das Reziprozitatsgesetz auf andere 
Weise bewiesen, wahrend es'erst viel spater mit sehr subtilen, gewisser
maBen fremdartigen Mitteln DIRICHLET gelungen ist, das genannte 
LEGENDREsche Postulat als richtig zu erweisen. 

Wir haben gesehen, daB die richtigen und brauchbaren Vermutun
gen vielfach sich auf Induktion griinden. Auf der anderen Seite gibt 
es aber auch viele Falle, in denen sich die Induktion nicht so ganz 
von selbst dargeboten hat, sondern ihrerseits von Vermutungen und 
Fragestellungen geleitet worden ist. GewiB wird z. B. der Umstand, 
daB der Donner stets in kurzer Zeit dem Blitze nachfolgt, ohne weiteres 
den induktiven SchluB bewirken, daB der blitzende Funke es ist, der 
den Donner verursacht. Es ist aber undenkbar, daB KEPLER sein 
die elliptische Bahn betreffendes Gesetz an den Messungen gefunden 
haben konnte, ohne es vorher aus der Dberlegung heraus vermutet 
zu haben. Von den ziemlich phantastischen Vorstellungen und Ge
danken, die KEPLER urspriinglich geleitet hatten, kann dabei noch 
vollig abgesehen werden. Man denke sich aber einmal die im Laufe 
der Zeit eintretenden Abstande zwischen Er.de und Sonne und die 
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Winkel, welche in der Ebene der Erdbahn jene Verbindungslinien 
mit einer fest en Richtung machen, in einer Tabelle zusammengestellt; 
es ist offenbar unmaglich, aus einer solchen Zusammenstellung von 
Zahlen allein zu dem Gesetz der Ellipse zu gelangen. Waren j ene 
Abstande alle einander gleich, so kannte dies beobachtet werden. So 
aber, wie sie beschaffen sind, kann der Tabelle nur abgesehen werden, 
daB die Abstande nicht sehr stark voneinander abweichen, daB wah
rend des jahrlichen Umgangs der Erde urn die Sonne ein einziges Mal 
ein graBter und ein einziges Mal, und zwar ein halbes J ahr darauf, 
ein kleinster Abstand auftritt (Abb.2I9)' Aber nur der, dem die 
Ellipse mit ihren Eigenschaften (ihrer Gleichung) 
bekannt war, und der zugleich auf die Vermu-~ 
tung gekommen war, daB die Erde in einer Ellipse nptm/d 

lauft, war imstande, durch Einsetzen von Zahlen 
in die Formel einer mit passenden Achsen an- Abb.2I9. 

genommenen Ellipse das elliptische Gesetz nach-
traglich zu bestatigen. Er muBte zu diesem ~ 

~e Ull t 
Zweck auch vorher schon die Vermutung haben, 
daB man sich die Sonne in dem einen Brenn-
punkt der Ellipse zu denken hat. Die Annahme Abb. 220. 

der Sonne im Mittelpunkt der Ellipse war aller-
dings schon durch die vorhin erwahnten Beobachtungen ~ 
ausgeschlossen, da sonst bei dem vollstandigen Umlauf 
urn die Ellipse in einem J ahr z wei mal eine kiirzeste und 
zweimal eine graBte Entfernung zwischen Sonne und . Abb. 221. 

Erde eintreten miiBte (Abb. 219,220). Bekanntlich hatte 
es aber KEPLER vorher mit einer anderen Annahme versucht, indem 
er die Erdbahn (Planetenbahn) als genau kreisfarmig, aber die Sonne 
nicht im Mittelpunkt angenommen hatte (Abb. 221). Erst das Fehl
schlagen dieses Versuchs hat ihn dann auf die richtige Vermutung 
gefUhrt. Auch KANT hat die Bedeutung der Vermutung fUr experi
mentelle Untersuchungel;. richtig gekennzeichnet, indem er sagtl): 
Der Ausgang der Versuche entspricht nicht immer den Vermutungen. 
Wenn aber die Versuche nicht lediglich eine Sache des Ohngefahrs 
sein sollen, so miissen sie durch Vermutung veranlaBt werden. 

Dberall zeigt sich demnach die Vermutung als leitend; auch eine 
falsche Vermutung stiftet manchmal den graBten Nutzen, indem sie 
zu neuen richtigen und wertvollen Untersuchungen anregen kann. 
Meist ergibt sich die richtige und fruchtbare Vermutung aus dem 
induktiven Verfahren oder aus einer Analogie (§ 171). Es empfiehlt 

1) Vgl. Versuch den Begriff der negativen GroBen in die Weltweisheit einzufiihren, 
1763, S. 37,' Anm. 



492 DIE KUNST DER UNTERSUCHUNG. 

sich, nach Verallgemeinerungen zu suchen, zugleich aber dann wieder 
EinzeWille zu beobachten oder wenigstens die Begriffe und Probleme 
zu beschranken (Determination), um an dem Einzelnen oder an den 
beschrankten Fallen Feststellungen zu machen, die neu sind und sich 
dann haufig wieder nach anderer Seite als verallgemeinerungsfahig 
erweisen. Auch ist es vorteilhaft, wenn neben dem Problem, das ur
spriinglich gestellt ist, noch andere, analoge oder verwandte Probleme 
mit in die Untersuchung hineingezogen werden; es bewahrt sich hier 
der Grundsatz der Alten, daB "Ahnliches durchAhnliches" erkannt wird. 
Natiirlich spielt dabei auch der Zufall eine Rolle, und es fiihrt vielleicht 
der Umstand zu einer Entdeckung, daB man aus auBeren Griinden 
genotigt war, sich gleichzeitig mit zweierlei Aufgaben zu beschaftigen, 
oder daB man wahrend der einen Beschaftigung von einem anderen 
eine Anregung erhalt, die dazu fiihrt, die betreffende Beschaftigung 
mit einem neuen Gedanken zu verbinden. Quelle einer Vermutung 
ist auch im Grunde der ohne Beweis von einem anderen mitgeteilte 
Satz, und es ist eine padagogische Erfahrung, daB begabtere Schiiler 
die Beweise vielfach selbst zu finden pflegen, wenn ihnen die Ergeb
nisse vorher in der richtigen Ordnung mitgeteilt werden. Dieselbe 
Rolle einer Vermutung spielt die eigene Erinnerung an ein selbst
gewonnenes Ergebnis, wenn ich dabei den Weg vergessen habe, den 
ich gegangen warl). Auch die ohne Beweis iiberlieferten Satze groBer 
Forscher haben schon oft die Probleme spaterer Generationen gebildet 2) 

und diese zu Leistungen angeregt. 
Langes erfolgloses Suchen nach dem Beweis eines vermuteten Lehr

satzes oder nach der Losung einer gestellten Aufgabe wi ... d die Ver
mutung erzeugen, daB das Gegenteil jenes Satzes richtig, oder daB 
die Aufgabe unlosbar ist, und es ist wohl schon den meisten Mathe
matikern vorgekommen, daB sie nach einer solchen schlieBlich er
folgten Umkehrung ihrer Auffassung plotzlich in kiirzester Frist zu 
einer Erledigung der Probleme durch einen Beweis gelangt sind. So 
gingen dem beriihmten Beweis von ABEL fjir die Unmoglichkeit, die 
Gleichung fiinften Grades mit Hilfe von Wurzelausziehungen im all
gemeinen Fall zn losen, erfolglose Losungsversuche anderer Mathe
matiker voraus. 

Auch schon die Form eines mathematischen Lehrsatzes kann Ver
mutungen und Fragen anregen. Wer z. B. bemerkt, daB das arith
metische Mittel zweier positiver Zahlen stets groBer ist als ihr geo
metrisches Mittel, was in diesem einfachen Fall sehr leicht durch 
Rechnung eingesehen werden kann, wird geneigt sein, die entspre-

1) MEINONG bezeichnet gelegentlich die Erinnerung als "Vermutungsevidenz". 
2) Man konnte z. B. an das "Ietzte Theorem von FERMAT" dabei denken. 
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chende Beziehung auch fUr das arithmetische und geometrische Mittel 
von n Zahlen zu vermuten. Die Erfahrung, daB in vielen Fallen in 
den mathematischen Lehrsatzen Bedingung und Folge miteinander 
vertauscht werden konnen, regt bei jeder solchen Bedingung die Unter
suchung dariiber an, ob sie bloB hinreichend oder auch notwendig ist. 

Wo wir auf eine Frage stoBen, werden wir gut daran tun, gleich 
zu untersuchen, ob auf sie eine eindeutig bestimmte Antwort existieren 
wird. Es ist auch schon der Rat gegeben worden, nur solche Fragen 
zu stellen, von denen man zum voraus weiB, daB sie eine eindeutige 
Antwort haben miissen 1). Dies scheint mir doch nicht ganz richtig 
zu sein. Z. B. ist die Frage, ob die obige arithmetische Reihe (4), 
in der a und b re1ativ prim zueinander sind, unendlich viele Prim 
zahlen enthalt, augenscheinlich so beschaffen, daB sie nur die Antwort 
ja oder nein zulaBt; irotzdem gehort ihre tatsachliche Beantwortung 
zu den schwierigsten Aufgaben, und es ist nicht moglich, in der Frage
steHung selbst die Hilfsmittel zu vermuten, die zur Beantwortung 
dienen. Manche Frage mehr unbestimmter Art, etwa die nach den 
Eigenschaften eines Einzelfalles, sind viel leichter zu erledigen und 
konnen dabei zu fruchtbaren Untersuchungen allgemeiner Art weiter
fUhren. 

§ 169. Beispiel einer GAussschen Untersuchung. 

Die groBen Mathematiker haben selten etwas dariiber ausgesagt, 
wie sie ihre Ergebnisse gefunden haben 2). Als Beispiele von Unter
suchungen, die man sich durch induktive Dberlegungen veranlaBt 
denken konnte, mochte ich zwei Betrachtungen von GAUSS anfUhren, 
ohne im mindesten behaupten zu wollen, daB damit der von GAUSS 
bei der Erfindung begangene Weg dargelegt sei. 

1ch habe bereits in § 82 iiber den ersten GAussschen Beweis ftir 
den Fundamentalsatz der Algebra berichtet. Nimmt man zunachst 
die Gleichung 
(r) a x + a1 = 0, 

aus der die komplexe Unbekannte 

x=.;+Y-r'1}=';+i'1} 

1) Vgl. ABEl" Oeuvres, nouv. edition, tome second, 188r, S. 217. Dieser Rat 
ist neuerdings vielfach wiederholt worden. 

2) MACH hat dies bedauert, und es HeBe sich von seiten der Mathematiker wahl 
etwas mehr in dieser Sache tun. Immerhin muB bemerkt werden, daB in der Mathe
matik gewohnlich die zuerst eingeschlagenen Wege ungeheure Umwege darstellen; 
dabei geht der erfindende Mathematiker vielfach durch so viele Umbildungen seiner 
Gedanken hindurch, die dabei zugleich von sehr subjektiver und noch schwankender 
Art sein konnen, daB seine Scheu, diese \Vege bekanntzugeben, begreiflich ist, ja 
daB er sich ihrer oft gar nicht mehr erinnern kann. 
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zu bestimmen ist, wahrend a und a l gegebene komplexe Zahlen be
deuten, so ergibt sich, daB die eine Gleichung (r) mit der komplexen 
Unbekannten x zwei Gleichungen mit den reellen beiden Unbekannten 
~ und r; gleichwertig ist. Von diesen beiden letzten Gleichungen be
deutet jede fUr sich mit Riicksicht auf die geometrische Darstellung 
der komplexen Zahl ~ + i r; (§ 79), bzw. des reellen Zahlenpaars ~, r;, 

\ 
\ 

Abb.222. 

eine gerade Linie der Ebene, in welcher die ge
samte Darstellung vor sich geht. Die beiden 
geraden Linien stehen in dem genannten Fall 
senkrecht aufeinander und haben deshalb einen 
Schnitt- oder Kreuzungspunkt, der eben die 
gesuchte komplexe Zahl x darstellt (§ 82). Be
schreibt man urn diesen Kreuzungspunkt einen 
Kreis, so wird dieser von den genannten Geraden 
in zwei sich gegenseitig trennenden Punktepaaren 

geschnitten, die den Kreis in vier genau gleiche Viertel teilen. Be
schreiben wir nun statt des genannten Kreises einen anderen urn den 

Abb.223· 

Anfangspunkt der Koordinaten unserer Ebene, der 
die Zahl 0 darstellt (§ 38 u. 79), so werden die 
Schnittpunkte, falls der Radius hinreichend groB 
genommen wird, in derselben Weise auf dem 
Kreise abwechseln, nur werden die vier Teile in 
welche die Peripherie zerfallt, nicht vollig einander 
gleich sein (Abb. 222; vgl. auch Abb. 159 in § 82). 

Behandeln wir jetzt die Gleichung 
(2) X2 + r = 0, 

obwohl ihre vVurzeln + i und - i im Grunde bekannt sind, auf 
dieselbe Weise, so ergeben sich, indem wieder 

x=~+ir; 
gesetzt wird, die Gleichungen 
(3) ~2 - r;2 + r = 0 

und 
(4) ~ 11 = 0 

in den reellen GroBen ~ und r;. In diesem Fall bedeutet die Gleichung 
(3) die ausgezogene Hyperbel und die Gleichung (4) die punktiert 
gezeichneten beiden Geraden, welche die Achsen unseres Koordinaten
systems sind (Abb. 223). Die Kreuzungspunkte der punktierten Linien 
mit den nichtpunktierten stellen eben die Wurze1werte + i und - i 
der jetzt vorliegenden Gleichung (2) dar. Schneidet man aber alle 
diese I,inien durch einen urn den Anfangspunkt der Koordinaten be
schriebenen Kreis, dessen Radius groBer ist als die zugrunde liegende 
Langeneinheit (§ 37), d. h. also groBer als der Abstand, den die mit 
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+ i und - i bezeichneten Punkte vom Koordinatenanfangspunkt 
oder NUllpunkt besitzen, so erscheinen neben vier Durchschnitts
punkten der Hyperbel vier Durchschnittspunkte des punktiert ge
zeichneten Liniensystems, die mit jenen vier Punkten abwechselnd 
auf dem Kreise gelegen sind. 

Liegt nun allgemein eine Gleichung nten Grades 

(5) axn + a1xn - 1 + a2 Xn - 2 + ... + an = 0 

vor, die sich nach dem Einsetzen von 

m 

verwandelt und somit in 
(6) 
und 
(7) 

x=~+1]i 

U + Vi = 0 

V=o 
spaltet, so liegt der induktive SchluB nahe, daB auch im allgemeinen 
Falle die Punkte, in denen das Liniensystem (6) einen groBen um den 
Nullpunkt beschriebenenKreis durchdringt, und diejenigen, in denendas 
Liniensystem (7) dies tut, abwechselnd auf dem Kreise liegen werden. 

Man kommt so zu der Vermutung, daB die Abb.160 von § 82 
den Sachverhalt darstellen wird. Die Richtigkeit dieser Vermutung 
kann man auch dadurch wahrscheinlich machen, daB man in (5) die 
"trigonometrische Normalform" der komplexen GroBe 

x = e (cos IP + i sin q;) 

einsetztl), nach Potenzen der GroBe e ordnet und dann auch in den 
mit U und V bezeichneten Ausdriicken nur je das Glied mit der n ten, 

d. h. hochsten, Potenz beibehalt und die anderen Glieder wegwirft. 
Dadurch ergibt sich eine bestimmte, der Abb. 160 entsprechende Ver
teilung der Punkte auf dem Kreise, dessen - hinreichend groB zu 
nehmender -. Radius mit e bezeichnet ist. 1m Grunde ist eben von 
einer unbestimmten Analogie Gebrauch gemacht worden. Da man 
weiB, daB es bei den nach Potenzen einer GroBe e geordneten Aus
driicken in so1chen Fallen, in denen e groB ist, haufig nur auf das 
Glied hochsten Grades ankommt, so nimmt man gewissermaBen in
stinktiv an, daB dies auch im vorliegenden Falle hinsichtlich der zu 
findenden Punktverteilung giiltig ist, und wirft die Glieder niedrigerer 
Ordnung einfach weg. Die so gefundene Punktverteilung weicht von 
der in Wirklichkeit gesuchten etwas ab, indem die nach den jetzt 
gefundenen Punkten der einen und anderen Art vom Nullpunkt aus 

1) (! und 'P bedeuten dann dieselben GroL\en, die in § 79 ebenso bezeichnet worden 
sind. 
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fiihrenden Strah1en, die durch die Werte des Winkels cp charakterisiert 
werden, ge na u gleiche Winke1abstande voneinander ha1ten. Die 
gefundene Punktvertei1ung hilft aber dazu, den abwechselnden Charak
ter der wirklichen strenge zu erweisen. Zu diesem Zweck hat man zu 
erwagen, daB zu jedem Punkt der Ebene, d. h. zu jedem Zah1enpaar 
~,'f} ein Wert von U und ein Wert von V gehart. Auf dem groBen 
Kreis mit Radius e wird die Lage eines Punktes 1edig1ich durch den 
Winkel cp charakterisiert, so daB also die zu einem auf dem Kreise 
wandernden Punkt geharenden Werte von U und V 1ediglich Funk
tionen von cp sind (§ 57). Studiert man nun das Verhalten dieser 
Funktionen und ihrer Differentia1quotienten (§ 58ff.) in den Inter
vallen, welche die vorangehende Betrachtung a1s maBgebend wahr
scheinlich gemacht hat, so ge1angt man zum strengen Beweis fiir den 
abwechselnden Charakter der wirklichen Punktsysteme l ). 

Auf dem genannten Charakter baut sich dann, vermage neuer 
Dberlegungen ganz anderer Art (§ II6), der GAusssche Beweis voll
ends auf. 

§ 170. Zweites Beispiel. 

Als zweites Beispiel mage die Untersuchung iiber die Teilung des 
Kreises in gleiche Bogenteile dienen, eine gleichfalls von GAUSS her
riihrende Betrachtung, die ebenfalls mit der Theorie der komp1exen 
Zah1en und der a1gebraischen G1eichungen in innigem Zusammen
hang steht. Wie in § 79 auseinandergesetzt worden ist, wird eine 

komp1exe Zah1 ~ + 'f} i in einer zu diesem 
Zweck gewah1ten Ebene entweder durch 

'S.rtf!IIell.Ke den Punkt, der die Koordinaten ~, 1] be
sitzt, orer durch diejenige gerichtete 
Strecke dargestellt, die vom Nullpunkt 

Abb.224. nach dem eben genannten hinfiihrt. 
Es werde nun durch den Nullpunkt 

(0,0) mit der Langeneinheit, die bei der Darstellung der kom
p1exen Zah1en benutzt worden ist, ein Kreis beschrieben, der somit 
durch den die Zah1 + I darstellenden Punkt (+ 1,0) gehen muB. 
Werden jetzt noch die beiden Punkte angegeben, welche mit dem 
Punkt + I zusammen die Kreisperipherie in drei gleiche Teile tellen, 
so stellen die vom NUllpunkt nach diesen beiden Punkten fiihrenden 
gerichteten Strecken (Abb. 224) die komp1exen Zah1en 

{ 
lXI = cos (120°) + i sin (120°) 

(I) 
lX2 = cos (240°) + i sin (240°) 

vor [G1eichung (I) von § 79]. 
1) Vgl. GAUSS' Werke, Bd. III, I876, S. 25 und 26. 
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N ach der in § 79 gegebenen geometrischen Darstellung der 
Multiplikation erhalt man das Produkt <Xl' <Xl' indem man die 
Strecke <Xl in ihrer Lange I belaBt, sie aber noch einmal urn den 
Winkel 120 ° dreht, urn den sie bereits aus der R.ichtung der Ein
heitsstrecke OE herausgedreht war. Auf diese Weise kommt man 
aber zur Strecke <X 2 • Es ist also 

<xi = <Xl • <Xl = <X2 • 

Ebenso findet man dadurch, daB man nun <Xa urn den 
Winkel 120 ° dreht, daB 

<Xl '><X2 = + I 
ist. Man hat also 

<xt = <Xl • <xi = <Xl • <X2 = I 

und daraus auch 
<X: = (<xi)3 = (<xD2 = I. 

Es sind deshalb I, <Xl und <X2 die drei 
Gleichung 
(2) 

Wurzeln der 

Bedenkt man noch die bekannten Langenverhaltnisse 
und Winkel im gleichseitigen Dreieck (Abb. 225), so
wie die Quadrantenrelationen der trigonometrischen 
Funktionen Sinus und Kosinus, so erkennt man, daB 

ist. 

Ii,/:: 
<Xl = - 2 + 2 r 3 , 

Abb 225. 

~ \bi fiJ > '(JI{. 

Abb.226. 

Abb.227· 

In ahnlicher Weise erkennt man, daB die vom Nullpunkt aus
gehenden, im "Einheitskreis" endenden und diesen in fiinf gleiche 
Bogen teilenden gerichteten Strecken von Abb. 226 die fiinf Wurzeln 
I, (31, (32, (33, (34 der Gleichung 

(4) 
darstellen. 

(5) 

Zugleich hat man 

1 
(31 = cos (72 °) + i sin (72 °) , 

(32 = cos (2' 72°) + i sin (2' 72°), 

(33 = cos (3 . 72°) + i sin (3 . 72 °) , 

(34 = cos (4 . 72°) + i sin (4 . 72 °) . 

Mit Tlilfe des bekannten, in Abb. 227 dargestellten Dreiecks der 
Elementargeometrie, dessen Langenverhaltnisse sich durch den 
"goldenen Schnitt" bestimmen, kann man die Werte des Kosinus 
und des Sinus von 36 ° und damit dann alle die in (5) vor-

Holder, Mathematische Methode. 32 
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kommenden Werte von trigonometrischen Funktionen bestimmen. 
Man erhalt so: 

(6) 

j
fJl= :(Y5-r)+2~V5+Y5' 

fJ2 = - ~ (is + r) + ~c V 5 - -V 5 , 
4 2r2 

fJ3 = - ~ (-V5 + r) - --i= Y 5 - i5 , 
4 2 Y2 

fJ4= ~(-V5-r)- i_ y5 + y5 . 
4 2-V2 

In genau entsprechender Weise, wie oben die Wurzeln (r) der 
Gleichung (2) und die Wurzeln (5) der Gleichung (4) nachgewiesen 
worden sind, zu denen jedesmal noch die Zahl r als weitere Wurzel 
kommt, kann man streng deduktiv und zugleich allgemein 
zeigen, daB die Gleichung 
(7) xn - r = 0 

auBer durch r noch durch die Zahlen befriedigt wird, die aus der 
Formel 

(8) ( 360)0 (' 360)° 
i/,; = cos 2 n + i sin 2 n 

mit 2 = r, 2, 3, ... , n - r hervorgehen. Da nun die Gleichung (7) 
zerlegt in der Form 

(x - r) (x .. - 1 + X,,-2 + X,,-3 + ... + X2 + X + r) = 0 

geschrieben werden kann, wobei der erste Faktor fiir die Wurzel 
x = r zu Null wird, so muB die groBe Klammer nach bekannten 
Satzen der Algebra in n - r Faktoren ersten Grades zerfallen, von 
denen jeder fiir gerade einen der Werte (8) zu Null wird. Die wirk
liche Berechnung der Wurzeln (8) der Gleichung 
(9) X"-1 + X"-2 + ... + x + r = 0 

und die erwahnte Zerlegung der linken Seite dieser Gleichung stellen 
demgemaB ein und dasselbe Problem vor; nur ist in diesem Fall die 
Berechnung nicht so einfach auf Ausdriicke zuriickzufiihren, die aus 
Wurzelzeichen gebildet sind, wenigstens dann, wenn die Exponenten 
der Wurzelzeichen kleiner als n sein sollen. 

Soweit war nun die Theorie der "Kreisteilungsgleichungen" schon 
vor GAUSS ausgebildet. GAUSS hat nun die Berechnung der Wurzeln 
durch Radikale von niedrigeren Exponenten geleistet. Vorher hatte 
er sich als erstes Ziel seiner Untersuchungen die Zerlegung der link en 
Seite der Gleichung (9) in Faktoren gleichen Grades gesetztl), wobei 

1) a, a. 0., S. 419 (Art. 342). 
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er sich aber auf den Fall beschrankt hat, daB n eine Primzahl ist. Der 
eben erwahnte Gedanke war in der Tat nicht so fernliegend; denn 
bereits DESCARTES hatte die Gleichung vierten Grades auf neue weise 
dadurch gelost, daB er ihre linke Seite in zwei Faktoren zweiten Grades 
zerlegt hatte. Die einfachste Zerlegung der linken Seite der Gleichung 

(9) wird nun doch die sein in zwei Faktoren vom Grade n - r. Diese 
2 

Zerlegung laBt sich jedenfalls fUr die beiden oben ausgerechneten 
Beispiele leicht bewerkstelligen, da man in diesen Fallen sogar die 
Zerlegung in lauter Faktoren ersten Grades schon hat. So findet man 
fUr n = 3 aus den Wurzeln (3) 

(ro) X2+X+ r = (x+ ~ -: YJ)(x+~ +: YJ)= (x+ ~r +3(~r. 
Fur n = 5 erhalt man zunachst aus (6) 

x'+x3+ x2+x+r 

= [x - ~ (rs - r) - ~ Y 5 + 15] . [x + ~ (rs + r) - ~ V 5 - Y 5] 
_ 4 212 4 212 

(II) 

X [x+ ~(rs + r) + i -Ys -15]' [x- ~(rs - r) + ~'-/S + 15]. 4 212 4 2 V 2 

Hieraus aber ergibt sich, wenn man den ersten und vierten und auBer
dem den zweiten und dritten Faktor zusammennimmt, das Produkt 

(r2) [x2 - t (rs - r) x + r][x2 + t (rs + r) x + rJ, 
das sich wiederum nach bekannten Regeln 1) in 

(r3) (X2 + ix + r)2 - S· (tX)2 
zusammenziehen laBt. 

Man erkennt also, daB sich die linke Seite von (9) fiir n = 3 und 
fur n = 5 in zwei Faktoren gleichen Grades zerlegen laBt, das eine 

Mal mit Hilfe der Irrationalitat i Y3 = V - 3, das andere Mal mit 

Hilfe von 15. Hierdurch wird der ind ukti ve SchluB angedeutet, 
daB die genannte Zerlegung allgemein mit Hilfe entweder der Irra-

tionalitat Yn oder der Irrationalitat 1- n moglich' sein werde, was 
sich dann fiir den Fall bewilirt, daB n eine Primzahl ist. 

Versucht man nun zunachst die Zerlegung fur den Fall n = 7, 
so kommt man auf eine Gleichung von der Form 

.xii + xli + xi + xB + X2 + X + r 
= (lX xB + fJ x2 + )' X + b)2 + 7 (e xB + C X2 + 11 x + {)2 

1) Es ist (a+bl's)(a-bt,s)=a2 - Sb2 • 
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[vgl. (10) und (13)]. Entwickelt man die rechte Seite nach Potenzen 
von x und setzt man dann die links stehenden und die rechts erschei
nenden Koeffizienten einander gleich, so ergeben sich Gleichungen 
fUr die IX, fJ, r, ~, 15, C, 'Y), f}, die mit der N ebenbedingung zu losen 
sind, daB die genannten acht Werte gewohnliche reelle Rationalzahlen 
sein sollen1). Diese Gleichungen lassen sich diskutieren. Man kommt 
dabei zu dem Ergebnis, daB die Gleichung (14) nicht in der verlangten 
Weise befriedigt werden kann, wenn auf ihrer rechten Seite das Minus
zeichen gewahlt wird. Nimmt man aber daselbst das untere Vor
zeichen, d. h. das Pluszeichen, an, so wird die Gleichung durch 

iX=I, fJ=i, y=-l, ~=-I, 15=0, C=l, 'Y)=l, f}=o 

befriedigt. Es ist also 

X6 +X5 +.0+X3 +X2 +X+ I 

= [X3 + X2 _ ~ _ I + i V7 X2 + x] [X3 + X2 _ ~ _ I _ i V7 X2 + X] 
2 2 2 2 2 2 

[ 
3 I + i V7 2 I - i V7 . J [ 3 + I - i V7 2 I + i Y7 J 

= x + x - X-I X X - X-I 
2 2 22' 

d. h. die gewunschte Zerlegung kann mit Hilfe der Irrationalitat 

i V7 = Y - 7 ausgefuhrt werden. 
Wir erinnern uns jetzt daran, daB zwischen den Primzahlen von 

der Form 4 k + I und zwischen denjenigen der Form 4 k + 3 sich 
schon £ruher maBgebende Unterschiede gezeigt haben (§ 168 u. 92). 
Hier ist nun die Zerlegung der linken Seite von Gleichung (9) mit 

Hilfe der Irrationalitat Y - n gelungen in den Fallen, in denen n = 3 
und n = 7 war. Dies trifft damit zusammen, daB die eben genannten 
beiden Primzahlen die Form 4 k + 3 haben. Andererseits haben wir 

jene Gleichung (9) mit Hilfe von yn zerlegt fur den Fall n = 5, und 
es ist 5 von der Form 4 k + I. Durch Induktion vermuten wir also, 

daB die Zerlegung mit Hilfe von rn vor sich gehen wird, wenn n die 

Form 4 k + I hat, und mit Hilfe von Y - n, wenn n von der Form 
4 k + 3 ist. 

1) Zunachst ergeben sich sieben Gieichungen, also eine Gieichung zu wenig. 
Bedenkt man aber, daB die linke Seite von (14) die Eigenschaft hat, in sich seIber 

iiberzugehen, wenn man ~ statt % einsetzt und dann mit %6 multipliziert, und macht 
% 

man die Annahme, daB auf der rechten Seite jeder der beiden Teile einzeln die 
entsprechende Eigenschaft haben soIl, so ergibt sich eine Erganzung jener sieben 
Gieichungen. Die gemachte Annahme laBt sich auch mit Riicksicht auf die bestehende 
~ebenbedingung, allerdings mit hoheren HilfsmitteIn, als notwendige Bedingung fUr 
die Befriedigung der obigen Gleichung erweisen. 
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Zu weiteren Einsichten gelangt man, wenn man fragt, welche der 
oben genannten Wurzeln (8) den einen, und welche den anderen Fak
tor zu Null machen. Zu diesem Zweck betrachte ich den Sonderfall 
n = S. In diesem Fall ist die Produktzerlegung (I2) dadurch ent
standen, daB von den Faktoren ersten Grades in (II) j e zwei zusammen
gefaBt worden sind. Von diesen Faktoren sind z. B. der erste und 
der vierte zusammengenommen worden und diese entsprechen [vgl. 
(6) und (S)] den Gleichungswurzeln 

PI = cos (72 0) + i sin (72 0) , 

P4 = cos (4 . 72°) + i sin (4 . 72°). 

Wir bekommen diese Wurzeln fUr n = S aus der allgemeinen For
mel (8) 

( 360)0 (360)° cos )..-;- + isin )..-;- , 

indem wir ). = lund 4, d. h. ). = 12 und 2 2, setzen. 
Zunachst beachte man, daB die Formel (8) keine neuen Werte 

liefert, ,wenn man fUr ). groBere Zahlen einsetzt; laBt man namlich 
die ganze Zahl ). um n zunehmen, so nimmt der in der Formel auf
tretende Winkel um 360°, d. h. also um eine ganze Umdrehung, zu. 
Aus diesem Grunde sind in die Formel (8) zunachst fUr ). nur die 
Zahlen I, 2, 3, ... , n - I, d. h. die "Reste" des "Moduls" n, ein
gesetzt worden. Der Rest 0 kommt nur fUr die Gleichung (7), nicht 
fiir die Gleichung (9) in Betracht. 

Zur Verallgemeinerung des fiir n = S beobachteten Ergebnisses 
sind nun allerdings zahlentheoretische Kenntnisse notig. Die Zahlen
theorie lehrt, daB die Reihe der Quadrate 

(IS) 1 2, 22, 32, "', (n - 1)2 

wenn wir mit der Primzahl n in jedes Glied hineindividieren nur n - I 
2 

verschiedene Divisionsreste ergibt. Diese Zahlen werden die "qua-

dratischen Reste des Moduls n" genannt. Die iibrigen n - I aus 
2 

den Zahlen I, 2, 3, .. " n - I, die nicht als Divisionsreste aus (IS) 
hervorgehen, nennt man die "quadratischen Nichtreste des Moduls n". 
Das oben fiir n = S gefundene Ergebnis laBt uns nun vermuten, daB 
allgemein bei der Zerlegung der linken Seite der Gleichung (9) in zwei 

Faktoren n - I ten Grades die in dem einen Faktor enthaltenen Wur-
2 

zeln diejenigen sein werden, die aus (8) hervorgehen, wenn man fUr ). 
der Reihe nach die quadratischen Reste des Moduls n einsetzt. Die 
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Wurzeln des anderen Faktors miissen dann den quadratischen Nicht
resten entsprechen. 

Von hier aus ergibt sich gleich noch eine weitere Vera1lgemeine
rung fUr den Fall einer Zedegung in tX Faktoren (.Jten Grades. 1st 
namlich 

n-I=tX.(.J, 
so ergibt die Reihe 

I", 2"', 3", ... (n - I)" 

bei der Division mit n nur n - I = (.J verschiedene Divisionsreste. 
tX 

Dasselbe gilt von den Reihen 

I"'a, 2"'a, 

I"'b, 2"'b, 

3"'a, ... (n - I)"'a, 

3"'b, ... (n - I)"'b, 

falls a, b, ... durch die Primzahl n nicht teilbar sind. Man kann 
dabei die Zahlen a, b, ... so aussuchen, daB man im ganzen jeden 
der Reste I, 2, 3, ... , n - I des Moduls n genau einmal erhalt. Da
durch findet man schlieBlich eine Einteilung der Reste in tX Klassen 
von je (.J Zahlen. Auf diese Weise ergeben sich dann, wenn die Reste 
in Formel (8) eingesetzt werden, auch tX Klassen von je {J Wurzeln 
der Gleichung (9), die "Perioden" der Wurzeln. Mit diesen 
Period en ist nun derjenige synthetische Begriff (§ III, II2, II6) 

gefunden, mit dessen Hilfe sich das in Frage stehende Gebiet streng 
deduktiv und allgemein aufbauen laI3t, so daB dann dadurch alle die 
auf Grund der Induktion von uns vermuteten Tatsachen wirklich 
bewiesen werden konnen. 

Aus den Untersuchungen von GAUSS folgt auch noch z. B fiir 
n = 17, in welchem Fall 

n-I=2'2'2'2 

ist, daB nicht nur die komplexen Wurzeln von (9) durch Quadrat
wurzelausziehung gefunden, sondern auch die in den Ausdriicken dieser 
Wurzeln [vgl. (8)] vorkommenden reellen Werte 

. (~360)0 Sin A-

I7 

durch reelle Quadratwurzelausdriicke dargestellt werden konnen. 
Daraus aber ergibt sich weiter, daB die Teilung des Kreises in I7 
gleiche Teile mit Zirkel und Lineal allein ausgefiihrt werden kann 
(§ 24)· 
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§ 171. Wesen und Verfahren der Induktion. 
MILLS induktive Logik. 

N achdem nachdriicklich auf die Bedeutung hingewiesen worden 
ist, welche die Induktion fiir die Erfindung, auch in der reinen Mathe
matik, besitzt, soll auch ihr Wesen und ihr Verfahren noch niiher 
beleuchtet werden. Wir vollziehen dann eine Induktion, oder machen 
einen induktiven SchluB, wenn wir die Anwendbarkeit zweier Begriffe 
auf denselbel). Einzelgegenstand oder Einzelfall beobachtet haben und 
daraus auf einen mit der Bildung der Begriffe noch nicht erfaBten 
Zusammenhang zwischen den beiden schlieBen, d. h. also den Zu
sammenhang, der sich im Einzelfall dargestellt hat, als einen all
gemeinen und notwendigen annehmen. So trifft in dem schon mehr
fach erwiihnten Beispiel (§ 92) bei jeder ungeraden Primzahl, mit 
der wir die Rechnung machen, die Beobachtung, daB die Primzahl 
mit 4 dividiert den Rest 1 gibt, mit dem Umstand 
zusammen, daB wir zwei Quadratzahlen finden kon
nen, deren Summe gerade jene Prirnzahl ausmacht. 
Die Beobachtung, auf welcher der induktive SchluB 
beruht, ist meistens in einer Mehrzahl von Fallen 
gemacht, sie kann sich aber unter Umstanden auch 
nur auf einen einzigen Fall beziehen. So kann die 
eine an Abb. 228 vorgenommene Messung, die uns 

Abb.228. 

hat erkennen lassen, daB A 0 = M N ist, zur Folge haben, daB 
wir, vermutungsweise, einen allgemeinen Satz gewinnen. Wir beob
achten hier, daB derselbe, inzwischen nicht verstellte Zirkel mit seinen 
Spitz en in der von uns gezeichneten Figur zuerst die beiden 
Beriihrungspunkte A und 0 der einen auBeren gemeinsamen Tangente 
und nachher die Schnittpunkte M und N der beiden auBeren mit der 
einen inneren gemeinsamen Tangente deckt. Man konnte auch sagen, 
daB in dem einen vorliegenden Fall der gezeichneten Figur die 
durch die Konstruktionsweise mit Hilfe der gemeinsamen Tangenten 
hergestellte Relation zwischen den Strecken A 0 und M N mit der 
Gleichheitsrelation zusammengetroffen ist. 

Oft kommt die Induktion darin zum Ausdruck, daB wir in einem 
oder in mehreren Fallen von zwei Gegenstanden oder Vorgangen, die 
in einer gewissen Hinsicht einander gleich sind (§ 100), beobachtet 
haben, daB sie auch in einer bestimmten anderen Hinsicht einander 
gleich sind, und nun schlieBen, daB stets die Gleichheit in der einen 
Hinsicht auch die in der anderen Hinsicht mit sich bringt. Hier bilden 
die zwei Gegenstande ein Ganzes, das unter zwei Gleichheitsbegriffe 
gebracht werden kann, und wir schlieBen aus diesem Fall, daB in 
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allen ahnlichen Fallen diese beiden Begriffe zusammen vorkommen 
werden. 

Der den induktiven SchluB auslosende Einzelfall kann auch durch 
gewisse Zeitverhaltnisse vorgestellt sein, in denen zwei zunachst ohne 
Zusammenhang erscheinende Ereignisse zusammentreffen oder durch 
einen Ort oder eine Gegend im Raume, hinsichtlich deren ein solches 
Zusammentreffen eintritt. So hat z. B. der Umstand, daB die Ver
finsterungen der J upitermonde schneller aufeinanderfolgten zu der 
Zeit, da die Erde sich auf das System des Jupiter zUQewegte, und 
langsamer zu der Zeit, da die Erde sich von jenem System entfernte, 
OLAF ROMER zu dem InduktionsschluB gefiihrt, daB das Tempo, in 
dem jene Verfinsterungen uns erscheinen, durch die Bewegung der 
Erde mitbestimmt, also nicht durch den Umlauf der Trabanten des 
Jupiter allein gegeben seP}. Da dies nicht recht erklarlich schiene, 
wenn der Anblick jener Verfinsterungen uns zeitlos vom Licht tiber
mittelt wiirde, so zwingen uns, nachdem wir jene Induktion vollzogen 
haben, weitere Dberlegungen, anzunehmen, daB das Licht zu seiner Fort
pflanzung Zeit braucht. Die deduktive Durchfiihrung dieser Annahme 
ergibt in der Tat, daB gerade dann, wenn die Erde sich auf Jupiter zu 
bewegt, eine Beschleunigung del' Aufeinanderfolge der Verfinsterungen 
fUr den beobachtenden Erdbewohner statthaben muB, wobei sich zu
gleich die Moglichkeit ergibt, die Lichtgeschwindigkeit zu berechnen. 

Auch der Umstand, daB in verschiedenen Gebieten, z. B. der 
Physik, ausgefiihrte Messungen in einer einzigen Zahl zusammen
treffen, kann zu dem induktiven Schlusse fiihren, daB die Gebiete 
unmittelbar zusammenhangen. So schlieBt man daraus, daB das 
Verhaltnis v des elektrostatischen und des elektromagnetischen MaBes 
der Stromstarke (§ r6r) gleich der Lichtgeschwindigkeit ist, auf einen 
Zusammenhang zwischen Licht und Elektrizitat. Da insbesondere 
MAXWELL aus seinen Gleichungen, in welche jene Verhaltniszahl v 
eingeht, theoretisch das Vorhandensein von elektromagnetischen 
Schwingungen erkannte, die damals noch gar nicht beobachtet waren, 
deren Fortpflanzungsgeschwindigkeit aber theoretisch sich gleich v 
bestimmte, so schloB er aus der Gleichheitder beiden Fortpflanzungs
geschwindigkeiten auf die Identitat der Lichtschwingungen mit elek
tromagnetischen Schwingungen. Die Dbereinstimmung der beiden 
Geschwindigkeitszahlen in so vielen Ziffern ware sonst als ein uner
klarlicher Zufall erschienen. 

1) Natiirlich ware an sich auch die Annahme moglich, daLl tatsiichlich die Um
kreisung des Jupiter durch seine Trabanten in ungleichformiger Weise stattfiinde 
und dabei von der Bewegung der Erde beeinfluLlt wiirde; dies wiire aber eine sehr 
wenig einfache und deshalb sehr unwahrscheinliche Annahme (vgl. S. 48r, Anm. I). 
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Vor der Hypothese MAXWELLS wurden Licht einerseits und Elektro
magnetismus andererseits als vollig getrennte Begriffsgebiete betrach
tet, und nur der genannte induktive SchluB hat den Zusammenhang 
hier hergestellt. Aber auch in dem an die Spitze dieses Paragraphen 
gestellten Beispiel (Abb. 228) war fUr den, der etwa nur das erste 
Buch EUKLIDS studiert hatte, trotzdem er alle Axiome kannte, vor 
der Auffindung eines Beweises kein Zusammenhang da, aus dem un
mittelbar hinsichtlich der Gleichheit jener Strecken A 0 und M N 
hatte geurteilt werden konnen. Der auf Grund einer Messung ge
zogene induktive SchluB stellt diesen Zusammenhang unmittelbar her. 
Ebenso war vor dem SchluB OLAF ROMERS der Zusammenhang zwi
schen den Zeitabstanden der Verfinsterungen der Jupitermonde und 
der Erdbewegung nicht erkennbar, welcher Zusammenhang dann 
durch jene Induktion unmittelbar hervortrat. 

Es ist also das Bezeichnende an der Induktion, daB sie auf Grund 
der Beobachtung eines oder mehrerer Einze1falle unmittelbar einen 
Zusammenhang zwischen Begriffen oder Begriffsgebieten herstellt, 
zwischen denen vorher, der Entstehung der Begriffe gemaB, kein Zu
sammenhang oder wenigstens nicht dieser Zusammenhang bestand. 
Dasselbe zeigt sich auch da, wo spater ein theoretischer, d. h. also 
deduktiver Zusammenhang wirklich hergestellt werden kann. So ist 
auch fUr denjenigen, der die Begriffe der Zahl, der Addition, der Multi
plikation, der Quadratzahl, der Primzahl vollstandig klar erfaBt hat, 
zunachst nicht der geringste Zusammenhang erkennbar, aus dem 
hervorginge, daB eine Primzahl von der Form 4 n + I sich in der 
Form X2 + y2 darstellen liiBt. Durch die Induktion FERMATs ist 
ein Zusammenhang, freilich nur vermutungsweise, unmittelbar ge
bildet worden (§ 92). Auf dem oben geschilderten Weg iiber jene 
zahlreichen, subtilen, in einer bestimmten Folge angeordneten Opera
tionen, aber nur auf diesem schwer zu findenden oder auf einem 
anderen ahnlichen, laBt sich jener Zusammenhang streng deduktiv 
beweisen1). Das aber ist wieder etwas ganz anderes als ein unmittel
bares Erkennen aus den Begriffen. 

Man sieht hieraus, daB die Induktion gerade das leistet, was 
NATORP fiir unmoglich erkliirt, indem er sagt2), daB SUbjekt und 
Pradikat in einem Urteil nicht zusammenkommen konnten, wenn 
nicht eben dieser begriffliche Zusammenhang zwischen ihnen ihrer 
Entstehung nach bereits bestiinde. 

Auch dies wird manchmal erortert, ob die Induktion die Dber
tragung einer in einem oder mehreren Einzelfallen gemachten Beobach-

1) Vgl. S.24I. 
2) Die logischen Grundlagen der exakten Wissenscha£ten, 1910, S. 39. 
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tung auf neue Einzelfalle bedeute, oder ob der induktive SchluB yom 
Einzelfall vielmehr auf den allgemeinen Begriff gehe, woraus dann 
durch eine "Deduktion" - richtiger durch einfache SUbsumption 
unter den allgemeinen Begriff - die Giiltigkeit der beobachteten Be
ziehung fUr neue Einzelfalle gefolgert werden konne. Hier handelt 
es sich offenbar lediglich urn etwas verschiedene Darstellungen des
selben logischen Vorgangs. Der SchluB von einem Einzelfall auf einen 
anderen setzt eine gewisse Gleichartigkeit der Einzelfalle voraus, 
womit ein die Einzelfalle umfassendes Gesetz, d. h. ein allgemeiner 
Begriff mitgedacht wird 1). Ebenso ist es im Grunde dasselbe, ob wir 
annehmen und sagen, daB B immer dann zutreffe, wenn A zutrifft, 
oder ob wir lieber sagen, A sei der logische Grund oder in anderen 
Fallen die physikalische Ursache von B. 

In der oben besprochenen Unmittelbarkeit der induktiv her
gestellten Gedankenverbindung liegt fiir mich auch, daB es im Grunde 
keine Theorie der Induktion geben kann, wahrend ohne Zweifel fiir 
die Deduktion eine Theorie entwickelt werden kann, da sie sich aus 
zahlreichen Schritten verschiedener Art zusammensetzt, und deshalb 
an ihr mannigfaltige Beobachtungen gemacht werden konnen. Die 
Klarlegung des Deduktionsprozesses ist es eben, was im erst en und 
zweiten Teil dieses Buches versucht worden ist. Auch ist es zum 
mindesten schief ausgedriickt, wenn man die Induktion als die Um
kehrung der Deduktion bezeichnet 2). Die Induktion beruht weder 
darin, daB etwa bei ihr die Schritte der Deduktion in umgekehrter 
Ordnung vorgenommen wiirden, noch darin, daB die zusammengesetzte 
Tatigkeit der Deduktion in ihre Teile zerlegt wiirde. Es besteht zwi
schen Deduktion und Induktion nur insofern ein Gegensatz, als wir 
im ersten Fall sichere Allgemeinheit, im zweiten Einzelfalle verbunden 
mit einer nur vermutungsweisen Verallgemeinerung vor uns haben, 
als wir im ersten Fall iiber einen empirischen oder auch apriorischen 
Gegenstand (z. B. iiber ein arithmetisches Gebilde, s. o. und vgl. 
§ 134) aus allgemeinen Grundsatzen und Regeln, gewissermaBen 
in Abwesenheit des Gegenstandes, etwas ausmachen, wahrend im 
zweiten Fall der zu untersuchende Gegenstand oder Vorgang 

1) R. EISLER (W6rterbuch der philosophischen Begriffe, 2. Aufl., r. Bd., 1904, 
S 510) zitiert aus der Logik von PORT-RoYAL die Definition: ,,1nductio fit, cum ex 
rerum particularium notitia deducimur in cognitionem veritatis genericae"; ich habe 
jedoch dieses Zitat in ARNAULDS Logica nicht gefunden. 

2) Vgl. WUNDT, Logik, 3. Aufl., 2. Bd., 1907, S. r. NATORP (a. a. 0., S. 9I/92) sagt, 
daB die Induktion durch Tatsachen zum Gesetz fillire, und die Deduktiou, "indem 
sie scheinbar den umgekehrten Weg des Gwlankens beschreibt", aus dem anerkallnten 
Gesetz die Tatsachen ableite. Meines Erachtells bedeutet jedoch eille ullmittelbare 
Ableitung eines Einzelfalls aus einem Gesetz eine einfache Subsumption und im 
Grunde keille Deduktion. 
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beobachtet wird und deshalb vorliegen oder sich vor uns ab
spielen muB. 

J. ST. MILL hat entgegen dem vorhin Gesagten eine Art von Theorie 
der Induktion zu geben versucht. Er legt dabei das Verhaltnis von 
Ursache und Wirkung zugrunde und fragt unter der Voraussetzung, 
daB unter gewissen kombinierten Umstanden eine Wirkung erscheint, 
nach der wahrscheinlichen Ursache. In derselben Weise konnte er 
von Beziehungen anderer Art, etwa von rein mathematischen, spre
chen und nach der wahrscheinlichen Bedingung fiir das Auftreten 
eines Sachverhaltes fragen. Er hat fiinf besondere Regeln aufgestellt1). 
Urn das Wesen dieser Regeln etwas aufzuhellen, will ich eine davon 
herausgreifen. Die dritte Regel lautet folgendermaBen 2): 

"Wenn zwei oder mehr Faile, in welchen die N aturerscheinung statt
tindet, nur einen Umstand gemein haben, wahrend zwei oder mehr Falle, 
in welchen sie nicht statttindet, nichts als die Abwesenheit dieses Um
standes gemein haben, so ist der Umstand, in welchem die zwei Reihen 
von Fallen allein ditterieren, die Wirkung oder Ursache, oder ein not
wendiger Teil der Ursache der Naturerscheinung." 

Will man die Regel in der Art, wie es HEYMANS 3 ) getan hat, aber 
genau im AnschluB an den Wortlaut von MILL in ein Schema fassen, 
so kann man sagen: Wenn z. B. die Umstande A, B, C, D zusammen 
mit W, ebenso auch die Umstande A, E, F, G zusammen mit Wauf
getreten sind, wahrend andererseits sowohl B, F, G, als auch ein anderes 
Mal C, H, L vorgekommen sind, ohne daB im Zusammenhang damit W 
beobachtet worden ware, so ist A die wahrscheinliche Ursache oder 
Mitursache - oder allenfalls auch die Wirkung - von W. Bei naherer 
Dberlegung scheinen mir hier nur die beiden Gedanken maBgebend 
zu sein, daB erst ens das Zusammentreffen eines Umstandes, z. B. von 
A, mit W allein schon eine gewisse Wahrscheinlichkeit dafiir mit sich 
bringt, daB A und W in einem notwendigen Verhaltnis, d. h. also im 
Verhaltnis von Ursache und Wirkung stehen konnten, und daB zwei
tens das nachherige Stattfinden z. B. von B verbunden mit dem 
Nichtstattfinden von W das Verhaltnis von Ursache und Wirkung 
zwischen B und WausschlieBt. Alles iibrige, z. B. daB auch Fund W, 
und ebenso C und W nicht in dem Verhaltnis von Ursache und Wir
kung zueinander stehen konnen, ergibt sich gleichfalls aus dem zweiten 

1) System of Logic ratiocinative and inductive, being a connected view of the 
principles of evidence and the methods of scientific investigation, 7 th ed., 1868, vol. I, 
p. 428ff. 

2) Vgl. System der deduktiven und induktiven Logik, deutsch von SCHIEr., 4. Aufl., 
1877, I. Teil, S. 495. 

3) Die Gesetze und Elemente des ,,;issenschaftlichen Denkens, 2. Aufl., 1905, 
S.272/n 
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der genannten Gedanken, indem derselbe immer wieder auf eine 
andere Kombination eines der Umstande mit W angewendet wird. 
Die von MILL aufgefiihrten fiinf Falle, die man um beliebig viele, 
etwas verwickeltere, vermehren konnte, stellen deshalb meines Er
achtens keine besonderen voneinander unabhangigen Regeln darI). 

Es ist bei der MILLschen Betrachtung auBerdem noch eine Voraus
setzung stillschweigend eingefiihrt, namlich die, daB einer und nur 
einer von den ange£iihrten Umstanden die Ursache (oder in einem 
anderen Falle auch die Wirkung) von Wist. Offenbar kann, abge
sehen davon, daB die wahre Ursache immer noch in einem gar nicht 
beobachteten Umstande bestehen konnte, die Sache in dem eben 
angenommenen Schema so liegen, daB Wimmer dann und nur dann 
eintritt, wenn entweder D oder E stattfindet. Es bestehen auch 
noch ganz andere Moglichkeiten, die in der MILLschen Formulierung 
insofern wenigstens angedeutet sind, als von einer Teilursache gespro
chen wird. Handelte es sich z. B. in dem obigen Schema um chemi
sche Verbindungen, so ware es moglich, daB B, C und D zusammen 
die Elemente enthielten (§ 164), die zur Bildung der Verbindung W 
dienen konnen, und daB diese Verbindung auch vielleicht sich bildete, 
wenn A, B, C und D anwesend sind. Gleichzeitig ware es moglich, 
daB auch E, Fund G zusammen eben diese Elemente, aus denen W 
sich bildet, in anderer Weise miteinander und noch mit anderen Ele
menten verbunden enthielten, und daB W auch aus A, E, Fund G 
- natiirlich noch neb en anderen Stoffen - entstehen konnte, 
wahrend andererseits in B, Fund G und auch in C, H und L eines 
oder mehrere der Elemente, die zur Bildung von W notig sind, fehlten. 
Es wiirde dann der jetzt gedachte Fall hinsichtlich der Voraussetzungen 
auf das obige Schema passen. Trotzdem ware in diesem Fall das oben 
gefolgerte Ergebnis, daB A die Ursache (oder vielleicht auch Wirkung) 
von W sein soIl, nicht richtig. 

Es scheint mir hieraus hervorzugehen, daB fiir das induktive 
SchlieBen selbst zunachst die beiden oben genannten, hochst ein
fachen Gedanken maBgebend sind, daB es aber dabei auBerdem darauf 
ankommt, welche Begriffsbildungen wir vorher vorgenommen haben. 
Um noch ein Beispiel von einer etwas verwickelteren Begriffsbildung 
zu geben, mochte ich hier auch auf das Tragheitsprinzip hinweisen 

1) An einer friiheren Stelle (S. 484 der Ubersetzung), ehe er seine fiinf Regeln 
formuliert, gibt MILL zwei Methoden an zur Bestimmung der gesetzmiiBigen Zu
sammenhiinge, die er als "Methode der Ubereinstimmung" und als "Differenzmethode" 
bezeichnet. Die eine besteht darin, daB man verschiedene Fiille, in denen die Natur
erscheinung stattfindet, miteinander vergleicht; die andere, daB man Fiille, in denen 
die Erscheinung stattfindet, mit in anderer Beziehung iihnlichen Fiillen vergleicht, 
worin sie nicht stattfindet." 
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und auf die Art, wie es aus der Erfahrung gefolgert worden ist. Es 
ist in § I38 in Erinnerung gebracht worden, daB ein auf einer horizon
talen Eisflache angestoBener Stein um so langsamer seine Geschwindig
keit verliert und um so weiter lauft, ehe er zur Ruhe gelangt, je glatter 
die Eisflache ist, auf der sich der Stein bewegt. Macht man also eine 
Anzahl solcher Versuche, wobei der Stein infolge des urspriinglichen 
AnstoBes stets dieselbe Geschwindigkeit erhalten, jedoch die Unter
lage gewechselt werden so11, so wird man die Versuche nachtraglich 
folgendermaBen vergleichen. Man ordnet in Gedanken die Ver
suche in eine solche Reihenfolge, daB j eder folgende eine langsamer 
abnehmende Geschwindigkeit darbietet als der vorangehende. Mit 
dieser Eigenschaft des geordneten Ganzen, das wir betrachten, wird 
dann die andere zusammentreffen, daB die benutzten Unterlagen 
in unserer Folge immer glatter werden. Auf dieses Zusammen
treffen stiitzt sich dann der InduktionsschluB, daB die Geschwindig
keit um so weniger abnehmen wird, je glatter die Flache ist, und 
daB der Stein auf einer "absolut" glatten Flache mit konstanter Ge
schwindigkeit fortgehen miiBte. 

MILL selbst hat iibrigens die "Vielfachheit der Ursachen" und die 
"Vermischung der Wirkungen"l) ausfiihrlich behandelt. Die in diesen 
Ausfiihrungen enthaltenen Feinheiten scheinen mir aber weniger auf 
das Wesen der Induktion als solcher Bezug zu haben, als auf die Be
griffe, die wir, vieUeicht auf Grund von friiheren Induktionen, bilden 
miissen, um zu neuen Induktionen zu gelangen. 

Wenn oben von wahrscheinlicher Ursache die Rede war, so 
soUte damit nur betont werden, daB zwar Grund vorhanden ist, den 
betreffenden Umstand als Ursache zu vermuten, daB wir aber doch 
keine GewiBheit haben. Mit der Wahrscheinlichkeitsrechn ung 
hat die Induktion meines Erachtens nichts zu tun. W. STANLEY 
JEVONS2) hat aUerdings dies angenommen und einen Zusammenhang 
zu konstruieren gesucht zwischen der Induktion und der Aufgabe der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, die aus einem gegebenen Erfolg unter 
einer Reihe von in Frage kommenden Umstanden das Verhaltnis der 
Wahrscheinlichkeiten zu bestimmen versucht, mit denen jeder dieser 
Umstande als Ursache des eingetretenen Erfolges in Rechnung zu 
ziehen ist. Diese Aufgabe ist in gewissem Sinne die Umkehrung der 
gewohnlichen Aufgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, welche bei 
einer bis auf einen gewissen Grad gegebenen Ursache die Wahrschein
lichkeit eines von mehreren moglichen Erfolgen festzusteUen sucht. 
Es scheint" mir zweifeUos festzustehen und ist schon mehrfach bemerkt 

1) s. 544ff. der oben angefiihrten deutschen Ausgabe. 
2) The Principles of Science, second edition, 1877, p. 244ff. 
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worden 1), daB die Wahrscheinlichkeitsrechnung selbst nur durch die 
Annahme von gesetzmaBigen Zusammenhangen begriindet werden 
kann, z. B. durch die Annahme, daB mit jeder Abweichung von einer 
Norm die entgegengesetzte Abweichung im allgemeinen gleich oft 
vorkommt. Da sich also die Wahrscheinlichkeit auf die Annahme von 
vorhandener GesetzmaBigkeit griindet, so glaube ich, daB man zwar 
wohl in einem einzelnen Falle im Zusammenhang mit der Induktion 
die Wahrscheinlichkeitsrechnung zur Ermittlung einer speziellen Ur
sache benutzen, daB sie aber nicht zur Begriind ung der Induktion, 
d. h. zur Begriindung der Annahme einer GesetzmaBigkeit dienen 
kann. Auch spricht gegen die Wahrscheinlichkeitsrechnung als Grund
lage der Induktion der Umstand, daB eine Induktion, wie schon oben 
angefiihrt wurde, auch aus einem einzigen Einzelfall abge1eitet werden 
kann, wobei dann keine Moglichkeit gegeben scheint, die Begriffe der 
Wahrscheinlichkeit anzuwenden 2). 1m Grunde wird auch von den 
meisten Logikern der Zusammenhang zwischen Induktion und Wahr
scheinlichkeitsrechnung geleugnet. 

Unserer Auffassung steht natiirlich nicht entgegen, daB die durch 
den induktiven SchluB bereits begriindete Vermutung sich verstarkt, 
wenn sie nachtraglich von ne ue n Einzelfallen bestatigt wird, nament
lich dann, wenn diese unabhangig von den friiheren Fallen sind, die 
zur Auffindung des Induktionsschlusses gefiihrt hatten. 

Es mag noch erwahnt werden, daB weder dann, wenn eine Wahr
heit durch Beobachtung alIer in Betracht kommenden Falle fest
gestellt wird, noch bei dem in § II9 besonders behandelten SchluB 
von n auf n + I mit Recht Induktion als Grundlage des Schlusses 
angenommen werden darf, obwohl in beiden Fallen gelegentlich von 
"vollstandiger Induktion" gesprochen wird. 

Wahrend die Induktion darauf beruht, daB ein unter einen scharf 
bestimmten Begriff gehorender Einzelfall beobachtet wird, der zu
gleich unter einen anderen scharf umrissenen Begriff fant, mochte ich 
das Wort "Analogie'(3) auf den Fall beschranken, in dem mehr nur auf 
Grund einer unbestimmten, instinktiv erfaBten Ahnlichkeit von einem 
Einzelfall auf einen anderen oder auch von einem allgemeinen Satz 
auf einen andern allgemeinen Satz vermutungsweise geschlossen wird. 

1) VgI. z. B. HEYMANS, a. a. 0., S. 258-263. 
2) Auch HEYMANS (S. 258) wendet gegen die Theorie von }EVONS ein, daB in der 

groBen Mehrzahl der Fiiile der Anzahl der einstimmigen Beobachtungen keine 
Bedeutung zugemessen wird. 

3) MACH gebraucht das Wort "AnalQgie" im Sinne der sog. "exakten Analogie", 
indem er sagt (Die Principien der Wiirmelehre, 2. Auf I., 1900, S. 403): "Eine solche 
Beziehung von Begriffssystemen, in welcher sowohl die Uniihnlichkeit je zweier homo
loger Begriffe als auch die Ubereinstimmung in den logischen Verhiiltnissen je zweier 
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§ 172. Verhaltnis von Deduktion und Induktion. 

Dber das Verhaltnis von Deduktion und Induktion finden sich 
scheinbar ganz widersprechende AuBerungen, die meines Erachtens 
samtlich auf richtigen, aber in ihrer Bedeutung tiberschatzten Beob
achtungen beruhen. So sagt WUND't1), daB jede Deduktion auf in
duktiven Grundlagen beruhe, wahrend sich bei LE1BN1Z und bei den 
meisten idealistisch gerichteten Philosophen die Ansicht findet, es 
beruhe aIle Induktion auf Satzen der demonstrativen Logik. 

Bei WUND't ist die Meinung die, daB die Deduktion stets Satze 
zur Grundlage habe, die aus der Erfahrung abgeleitet sind, und daB 
Erfahrungsergebnisse und induktive Ergebnisse sich decken. Dabei 
nennt WUND't z. B. auch die zahlende FeststeIlung einer Zahlformel, 
wie der Formel 7 + 5 = 12, eine Induktion 2). Ich habe demgegen
tiber an verschiedenen Stellen (§ 125 u. 134) darzulegen versucht, daB 
gerade das, was wir z. B. in der Geometrie als Deduktion bezeichnen 
und als Tatigkeit des Denkens der Erfahrung entgegensetzen, ein 
ganz 8.hnliches Tun ist wie etwa das Fortschreiten in der Zahlenreihe, 
bei dem wir eine Regel unseres Tuns festhalten und seinen Erfolg 
beobachten, wodurch wir zu einer Zahlformel hingefiihrt werden. Ich 
rechne deshalb solche Tatigkeiten zum De n ke n und bezeichne Wissen
schaften, die sich nur auf solchen Tatigkeiten unserer selbst aufbauen, 
jedenfalls also z. B. die Arithmetik, nicht als Erfahrungswissenschaf
ten, sondem als rein deduktive Wissenschaften. Sie gehoren samt
lich zu der umfassenden Wissenschaft der rein synthetischen Begriffe, 
die ich in § III definiert habe. 

Aber auch das wirklich empirische Wissen griindet sich nicht aus
schlieBlich und nicht von Anfang an auf eigentliche Induktion. So 

homologer Begriffspaare zum klaren BewuJ3tsein kommt, pflegen wir eine Analogie 
zu nennen." In iihnlicher Weise hat auch KANT das Wort Analogie gebraucht (vgl. 
Prolegomena, § 58). Ich bezeichne die exakte Analogie in der vorliegenden Schrift 
stets a1s "Abbildung" in tJbereinstimmung mit einem in der Mathematik Hingst ein
gefiihrten Brauch (§ 10, u. II3). Wie schon erwiihnt, beruht das Denken vie1fach auf 
einer Abbildung in diesem Sinne, was philosophischerseits allerdings meist bestritten 
wird, weil beim Wort "Abbildung" in der philosophischen Literatur in der Regel 
weniger an das Entsprechen zwischen den 'teilen des abgebildeten Gegenstandes 
und denen der Abbildung gedacht wird und mehr an eine - hier nicht vorhandene -
unmittelbare Ahnlichkeit zwischen Gegenstand und Abbildung oder zwischen 
den 'teilen des Gegenstands und den entsprechenden Teilen der Abbildung (§ 41, u. 130). 
Auf das Abbildungsprinzip gegrnndete Schliisse sind als deduktive Schliisse zu 
betrachten (§ 10, 131). Zu den Schliissen der letzten Art gehoren in der Mathematik 
diejenigen, die auf die sog. "tJbertragungsprinzipien" gegriindet sind, z. B. auf das 
Dualitiitsprinzip (§ 10). 

1) Logik, 1883, 2. Bd., S. 27. 
2) Vgl. oben S.485, Anm. 2. Auch MILLspricht von Induktionen der Arithmetik 

(A System of Logic ratiocinative and inductive, seventh ed., 1868, vol. I, p. 289). 
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beruht a11erdings die Geometrie auf den Axiomen. Es scheint mir 
aber, daB man das Axiom, welches besagt, daB durch zwei verschie
dene Punkte stets eine und nur eine Gerade geht, nicht erst nach 
der Bildung der Begriffe Punkt und Gerade an EinzeWillen in der im 
vorigen Paragraphen auseinandergesetzten Weise induktiv, sondern 
gleichzeitig mit der Bildung des Geradenbegriffs, also zugleich mit der 
typischen Erfassung der Erfahrungs- oder Anschauungstatsachen ge
winnt, die auf den Geradenbegriff hinfiihren. Die geistige Tatigkeit, 
die von Anfang an mit der Erfahrung Hand in Hand geht, indem wir 
Erfahrungsbegriffe bilden, und die meist als Abstraktion bezeich
net wird, kann weder der Deduktion, noch der Induktion zugerechnet, 
sondern muB als eine besondere, sowohl die Deduktion, als auch die 
Induktion vorbereitende angesehen werden. Wie eben an dem Bei
spiel des Geradenaxioms gezeigt wurde, gewinnen wir durch die ver
a11gemeinernde und idealisierende Abstraktion zuweilen neben den A11-
gemeinbegriffen auch gewisse mit diesen verbundene Satze. 

Auf der anderen Seite ist die Anwendung des im eigentlichen Sinne 
des Wortes induktiven Verfahrens nicht auf das Erfahrungsgebiet 
beschrankt. Die Induktion wird wenigstens als heuristisches, zur Auf
findung der Wahrheiten dienendes Mittel 1) auch im apriorischen Gebiet, 
z. B. der rein en Arithmetik, benutzt, das nachher rein deduktiv auf
gebaut werden kann (§ 92). 

Es griindet sich also gewiB nicht jede Deduktion auf Induktion, 
und es deckt sich auch nicht Erfahrungswissen mit induktiv gefun
denem Wissen. Immerhin beruhen aber im Gebiet des Erfahrungs
wissens ausgefiihrte deduktive Betrachtungen sehr oft, wenn nicht 
gar vorzugsweise, auf Satzen, die sich vorher induktiv ergeben haben. 
In dieser Hinsicht wurde in § 56 das sicher induktiv gefundene Gesetz 
von BOYLE-MARIO't'tE zur theoretischen Herleitung der Barometer
formel benutzt. 

Fiir die Ansicht der mehr idealistisch gerichteten Philosophen 2), 
wonach aIle Induktion auf Deduktion beruhen soIl, scheint der Um
stand zu sprechen, daB jeder InduktionsschluB gewisse Allgemein
begriffe voraussetzt (§ 171)3). Diese Allgemeinbegriffe sind aber meist 
durch Abstraktion gebildete Erfahrungsbegriffe, die dann auf neue 

1) Auch LEIBNIZ hat dieses Hilfsmittel beachtet; er sagt (Neue Abhandlungen 
usw., deutsch von SCHAARSCHM1DT, 2. Aufi., 1904, S. 389): "Auch geschieht es, daB 
die Induktion uns in den Zahlen und Figuren auf Wahrheiten bringt, deren all
gemeinen Grund man noch nicht entdeckt hat." 

2) Man vergleiche SIGWART, Logik, 2. Bd., 1893, S. 384 und 385, LOTZE, Logik, 
1874, S. 340. 

3) TRENDEI.ENBURG, Logische Untersuchungen, 3. Aufl., 2. Bd., 1870, S. 316, 
sagt: "Allerdings setzt die Induktion schon ein Allgemeines voraus, unter dessen 
Fiihrung sie steht und fiir dessen Zwecke sie arbeitet, und sie ist daher fiir sich rathlos." 
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oder wenigstens in neuer Weise betrachtete EinzeWi.11e angewendet 
werden. Es ist damit nicht gesagt, daB dabei auch Deduktion voraus
gesetzt wird; denn die SUbsumption des Einzelfalls unter den AIl
gemeinbegriff ist keine Deduktion . 

. Andererseits gibt es freilich viele FaIle, in denen die Induktion 
wirklich Deduktion voraussetzt. Man denke z. B. an GAL1LE1S Unter
suchungen iiber den Fall. Seine Experimente an der schiefen Ebene 
ergaben induktiv das Gesetz, daB die in der ersten, in der zweiten, 
der dritten Sekunde usw. zuriickgelegten Wege sich wie I : 3 : 5 : ... 
d. h. wie die ungeraden Zahlen verhalten. Diese Induktion setzte also 
neben dem Begriff derjenigen Bewegung, die wir als Fallen bezeichnen, 
der durch Abstraktion aus der Erfahrung gewonnen ist, neben Raum
und Zeitbegriffen doch auch den allgemeinen Zahlbegriff und den 
besonderen Begriff der unger aden Zahlen schon voraus. Es liegen also 
neben empirischen Begriffen hier entschieden deduktive oder rein 
synthetische Begriffe zugrunde. GALlLElS Fallstudien lehren aber 
noch viel mehr. GALII,El war offenbar von Anfang an darauf aus, 
das Gesetz der Geschwindigkeit, die er bereits als wachsend beob
achtet hatte, vollstandig zu ergriinden. Wie aber fand er dieses Ge
setz? Etwa rein induktiv? Man bedenke, daB er gar kein Mittel 
besaB, die Geschwindigkeit genauer zu beobachten1). Er machte des
halb eine willkiirliche Annahme iiber das Geschwindigkeitsgesetz, ent
wi.ckelte aus dieser deduktiv die Folgerungen und verglich sie dann 
mit den Tatsachen. GALlLEl verfiel dabei zuerst auf die Annahme, 
daB die Geschwindigkeit wahrend der Bewegung dem zuriickgelegten 
Weg proportional zunehme. Die aus dieser Annahme gezogenen Fol
gerungen widerstritten schlieBlich den Tatsachen, und er wechselte 
daraufhin die Annahme und setzte das Wachstum der Geschwindig
keit der dabei ablaufenden Zeit proportional. Hieraus ergab sich nun 
das Gesetz mit dem obigen induktiv aus den Experimenten an der 
schiefen Ebene gewonnenen Ergebnis iibereinstimmend. Man ersieht 
hier das aus Deduktion und Induktion gewobene Verfahren der Unter
suchung, das gerade bei GALlLEl besonders deutlich zu erkennen ist 2). 

1) Der Grund davon ist die bedeutende GroBe der Geschwindigkeit. Die moderne 
Fallmaschine von ATWOOD gestattet fUr eine weniger schnelle Bewegung von zwei 
Korpern, unter Voraussetzung des Triigheitsgesetzes, die Geschwindigkeit zu messen. 
Man hat hier zwei gleiche Gewichte verbunden durch einen uber eine Rolle gehenden 
Faden. lndem nun dem einen Gewicht ein Ubergewicht zugelegt, dann aber, wenn 
die Massen - die eine mit dem Ubergewicht faUend und die andere steigend - sich 
ein Stuck weit bewegt haben, das Ubergewicht abgestreift wird, liiJ3t sich die in diesem 
Augenblick vorhandene Geschwindigkeit nachher bei der gleichformigen Weiter
bewegung des Systems mess en. 

2) Die wahre Methode der mathematischen Physik besteht in einer Verbindung 
induktiven und deduktiven Verfahrens (vgl. WUNDT, Logik, 2. Bd., 1883, S. 66). 

Holder, Mathematische Methode. 33 
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Eine bereits weit entwickelte deduktive Theorie muBte voraus
gehen, ehe die KEPLERschen Gesetze gefunden werden konnten; denn 
dazu waren, wie oben (§ I68) auseinandergesetzt wurde, die geo
metrischen Eigenschaften der Ellipse notwendig, was ungefahr das
selbe bedeutet, wie wenn man die G1eichung der Ellipse in Koordinaten 
benutzt. 

NEWTON hat induktiv gezeigt, daB die den Fall eines Korpers 
in der Nahe der Erdoberflache verursachende Kraft von der
se1ben Art ist wie diejenige, welche die P1aneten und Trabanten 
der Planeten in ihren Bahnen erhalt. Dies geschah dadurch, daB 
zwei aus Messungen und aus den deduktiven Verkniipfungen der 
mechanischen Theorie hervorgehende Zahlen als gleich gefunden 
wurden, namlich: 

I. die tatsachliche Besch1eunigung eines in der Nahe der Erdober
Hache fallenden Korpers, 

2. die berechnete Beschleunigung, die sich fiir einen solchen Korper 
ergibt, wenn man annimmt, daB er von den samtlichen Tei1en der 
Erde nach dem NEWToNschen Gravitationsgesetz angezogen wird, und 
dabei einen in diesem Gesetz vorkommenden, zunachst nicht bekannten 
Zahlwert so ansetzt, daB das Gesetz die Anziehung der Erdmasse 
auf den Mond der tatsach1ichen Umlaufszeit des Mondes entsprechend 
ergibt. 

Auch die Auffindung des BOYLE-MARIOTTEschen Gesetzes (§ 56) 
setzte in der umgekehrten Proportiona1itat von Zah1enwerten die 
Kenntnis eines rein synthetischen - also deduktiven - Begriffs vor
aus. Die Bedeutung solcher Begriffe zeigt sich mitte1bar in der ver
kehrten Auffassung, der ich schon oft bei mathematisch nicht Unter
richteten begegnet hin, a1s ob nur solche GroBenabhangigkeiten mathe
matisch zu beherrschen seien, bei denen es sich urn Proportionalitat 
oder etwa noch urn umgekehrte Proportiona1itat handelt; verwicke1-
tere Untersuchungen in den exakten Naturwissenschaften setzen eben 
die rein synthetischen Abhangigkeitsgesetze hoherer Art, d. h. die 
mathematischen Funktionsbegriffe (§ 57), voraus, und dies gilt auch 
von vie1en Induktionen. 

Eine deduktive Grund1age zeigt sich natiirlich erst recht bei sol
chen Induktionen, wo wir, z. B. in der Mechanik, durch Verg1eichung 
deduktiv bearbeiteter Sondertheorien zu einem neuen allgemeinen 
Prinzip, wie dem D'ALEMBERTschen, fortgeschritten sind (§ I48). 
Ubrigens findet man bereits bei JUNGIUS die Bemerkung, daLl die Quellen der wissen
schaftlichen Wahrheit "weder in dem apriorischen Denken und der Vernunft allein, 
noeh in der Erfahrung allein zu suehen seien, sondern in der unzertrennliehen und 
nothwendigen Verbindung beider" (vgl. G. E. GUHRAUER, JOACHIM JL'NGIUS und sein 
Zeitalter, S. 152). 



§ 173. VERWENDUNG DER ANNAHME. 

Auch der Fall ist erwahnenswert, daB in einem empirischen Gebiet 
gewisse Aligemeinbegriffe nur in ihren gegenseitigen formalen Eigen
schaften, d. h. also in ihren Re1ationen, als gegeben angenommen oder 
vielmehr aus einem anderen Gebiet heriibergenommen werden, und 
daB man nun in dem eigentlichen Gebiet, um das es sich jetzt handelt, 
fiir die erwahnten Begriffe einen Inhalt mcht. Beobachtet man dabei 
die Anwendbarkeit der betreffenden Allgemeinbegriffe oder Rela
tionen an einer Einzelerscheinung des jetzt vorliegenden Gebiets, so 
macht man eine Induktion (§ 171). So kann jemand die Gesetze der in 
der Geometrie auf Grund der Axiome deduktiv aufgebauten Strecken
addition in die Mechanik iibertragen und hier an einem Einzelfall die 
Zusammensetzung der Krafte nach denselben formalen Gesetzen des 
Paralle10gramms versuchen. Ais ~in anderer der obigen Schilderung 
entsprechender formaler Allgemeinbegriff kann eine Formel, das 
HAMILToNsche Integralprinzip, angefiihrt werden. Dieses Prinzip 
wird in der sogenannten Energetik so gebraucht, daB die in ihm vor
kommenden GraBen von urspriinglich mechanischer Bedeutung ent
sprechend dem Bedarf des nunmehr betrachteten physikalischen 
Gebiets umgedeutet werden. 

§ 173. Verwendung der Annahme. 

Ein ganz wesentliches Hilfsmittel, das oft einen Fortschritt der 
Untersuchung bedingt, besteht darin, daB man vorlaufig einmal, 
vielleicht auch mehrmals etwas als wahr annimmt und nun zunachst 
nachsieht, was aus diesen Annahmen gefolgert werden kann. Die 
Annahme kann von zweierlei Art sein: es kann die Existenz eines 
Elements angenommen werden, die sich zunachst nicht aus. den frii
heren Kenntnissen oder z. B. in der Geometrie nicht aus den iiberall 
zugrunde gelegten Axiomen folgern laBt, oder es wird einem Ele
ment oder mehreren Elementen im Verhaltnis zueinander eine noch 
nicht bewiesene Eigenschaft zugeschrieben 1). Die historisch ur
spriingliche Art der Einfiihrung der imaginaren Zahlen stellte auch 
eine damals noch nicht begriindete Annahme dar, indem die Existenz 

1) Zu den Annahmen, die hier besprochen werden sollen, rechne ich nicht die 
ein fiir allemal fiir das ganze Gebiet zugrunde gelegten Postulate - z. B. die Axiome 
der Geometrie - und auch nicht das, was gleichfalls manchmal als eine Annahme 
bezeichnet wird, namlich die Wahl gewisser Elemente, die ohne weiteres als moglich 
eingesehen und etwa als Grundlage fUr eine Konstruktion vorgenommen wird. ME1-
NONG hat das Verdienst, zuerst eine "Theorie der Annahmen" in Angriff genommen 
zu haben, wobei er aber zusammen mit den oben im Text besprochenen An
nahmen auch die eben erwiihnten beiden Arten der Festsetzung betrachtet (., Uber 
Annahmen", Zeitschr. f. Psychologie und Physiologie der Sinnesorgane, Erganzungs
band 2, 1902). 

33* 
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einer Wurzel einer reell nicht l6sbaren Gleichung einfach gefordert 
wurde1). 

Die auf solche Annahmen gestiitzten Deduktionen liefern nun vor
laufige Ergebnisse, die nach Art von anderen, auf irgendeine Art ent
standenen Vermutungen (§ 168ff.) die weitere Untersuchung leiten 
und so unter Umstanden auch auf den Beweis der gemachten An
nahmen selbst fiihren konnen. Namentlich finaet man nicht selten, 
daB alle die vorlaufigen Ergebnisse bewiesen werden k6nnen, nach
dem man einen Dberblick iiber dieselben gewonnen und sie von diesem 
Standpunkt aus in eine neue Ordnung gebracht hatS). Ein besonders 
einfacher Fall ist der, daB wir gerade den vermuteten Satz, den wir 
eigentlich beweisen wollen, als Annahme, und zwar als einzige An
nahme einfiihren und daraus eine geradlinige Kette von Folgerungen 
ziehen, die mit einem Ergebnis schlieBt, dessen Richtigkeit uns be
kannt ist. Lassen sich nun, was unter Umstanden vorkommt, die 
Schliisse auch in der umgekehrten Folge ziehen, so daB man von dem 
letzten sicheren Ergebnis wieder mit zwingender Notwendigkeit zu 
der gemachten Annahme zuriickkommt, so ist damit der vermutete 
Satz bewiesen. Dieses Verfahren, von dem zu Beweisenden auszu
gehen, stellt die viel besprochene und geriihmte sogenannte "ana
lytische" MethodeS) PLATOS vor. 

Natiirlich muB man dann, wenn Annahmen gebraucht worden sind, 
nachher stets unterscheiden, was gesicherte Ergebnisse sind, und was 
nur angenommen oder auf Grund der Annahmen bewiesen worden 
ist 4). Entwickelt sich aus den Annahmen spater in strenger Folge
richtigkeit ein Widerspruch, sei es nun ein Widerspruch in sich oder 
ein Widerspruch mit feststehenden Tatsachen, so weiB man, daB man 
mindestens eine der eingefiihrten Annahmen zu andern hat; in § 168 
und § 172 sind beriihmte Beispiele gegeben worden, in denen ein groBer 
Forscher zUerst nach einer falschen Annahme gegriffen hat, auf Wider-

1) Insofern passen auf diesen Fall die von VAIHINGER in seiner "Philosophie des 
Als Ob" gegebenen Ausfiihrungen; im ubrigen vergleiche man aber § 83. 

2) Von ahnlicher Art ist die bekannte, schon erwahnte Erfahrung, daB der Schiller 
oft imstande ist, auch einen verwickelteren Beweis dann selbst zu finden, wenn man 
ihm vorher die wesentlichsten Zwischenergebnisse des Beweises in der Reihenfolge 
angibt, in der sie sich feststellen lassen. 

3) Vgl. S. 365. 
4) Offenbar konnte es im anderen Fall auch geschehen, daB ein Beweis gefiihrt 

wiirde, der im Grunde das Bewiesene schon voraussetzte, womit ein fehlerhafter 
KreisschluB, ein circulus vitiosus gegeben ware. 

Mein verewigter Kollege ADOLPH MAYER konnte nie genug hervorheben, daB 
Annahmen dann unbedenklich sind, wenn man sie mit vollem BewuBtsein macht. 
Allerdings ist es in der Mathematik im allgemeinen nicht ublich, Untersuchungen, 
die auf Annahmen beruhen und noch nicht zur vollstandigen und strengen Beweis
fiihrung durchgereift sind, zu veroffentlichen. 
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spriiche gestoBen und dann nach Verwerfung der Annahme auf eine 
neue andere gefUhrt worden ist. Hat man nur ei ne Annahme ge
macht, und tritt ein Widerspruch ein, so muB nach dem Satz des aus
geschlossenen Dritten (§ ror) das Gegenteil von jener Annahme das 
Richtige sein, und man erhalt dadurch von jenem Gegenteil einen 
indirekten Beweis (vgl. auch § I02f.). Aus diesem Grunde wird b1s
weilen gerade das von vornherein als Annahme eingefiihrt, was dem 
Vermuteten entgegengesetzt ist, wahrend fUr gewohnlich doch die 
Annahmen mit dem iibereinstimmen werdf'n, was man auf Grund 
induktiver Betrachtungen oder aus anderen Griinden vermutet. 
Natiirlich kann in gewissen Fallen auch schon die Erfolglosigkeit der 
an eine Annahme sich anschlieBenden Untersuchungen, z. B. die Tat
sache, daB man etwas, dessen Existenz man angenommen hatte, nie 
wirklich finden konnte, zur Anderung oder geradezu zur Umkehrung 
der Annahme fiihren. In dieser Hinsicht hat man nur an die vergeb
lichen Versuche der Konstruktion des "Perpetuum mobile" zu denken, 
die auf die Entdeckung des Prinzips von der Erhaltung der Energie 
gefUhrt haben 1). 

Eine besondere Verwendung der Annahme, die namentlich in 
neuerer Zeit in der Mathematik eine groBe Rolle spielt, konnte man 
nach einem Fall, in dem der Ausdruck bereits friiher iiblich war, als 
Verfahren der "Regula falsi" bezeichnen. Dieser Ausdruck wird schon 
lange in der Gleichungstheorie gebraucht. Hier handelt es sich darum, 
die genaue \:Vurzel 1; einer Gleichung 

(r) f(x) = anxn + alxn- l + a2Xn-2 + ... + alx + ao = 0 

zu suchen, wenn zwei der Wurzel naheliegende Werte Xo und Xl bereits 
vorliegen. Diese Voraussetzung bringt mit sich, daB die Werte 

die durch Einsetzen von Xo bzw. Xl in die linke Seite von (r) hervor
gehen, zwar nicht gleich Null, aber doch kleine Werte sind_ Stellt 
man nun in der friiher schon angegebenen Weise die Funktion f (x), 
welche die linke Seite von (r) bildet, durch eine Kurve vor (§ 57), 
indem man die Werte von X als Abszissen und die zugeordneten 
Werte 

y = f(x) 

als Ordinaten auftragt (§ 38), so hat man die Aufgabe, die Abszisse 1; 
des Punktes, in dem die Kurve die Abszissenachse schneidet, zu :Hnden, 
wenn auf der Kurve zwei Punkte Pound PI mit den Koordinaten 

1) S. 442, Anm. I. 
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Xo, Yo und Xl' YI bereits bekannt sind, die dem Schnittpunkt nahe 
liegen (Abb. 229). 

Die falsche Annahme, die nun hier ftir den Augenblick gemacht 
wird, besteht darin, daB man sich die Kurve in der Nahe des gesuchten 
Schnittpunkts als geradlinig vorstellt und statt der genauen Abszisse ~ 
des Schnittpunkts der Kurve die Abszisse X2 berechnet, die dem 
Schnittpunkt der geraden Verbindungslinie Po PI mit der Abszissen
achse zukommt. Diese Abszisse berechnet sich nach einer bekannten 
Formel der analytischen Geometrie (§ 3B): 

Setzt man den so berechneten Wert X 2 in die linke Seite ! (x) der 
Gleichung (r) ein, so ergibt sich ein Wert Y2 = !(x2), der im all
gemeinen nicht gleich Null sein wird. Es zeigt sich aber, unter einer 
gewissen Voraussetzung, daB der Punkt mit den Koordinaten X 2 , Y2 

Ord-/lxe 

Abb.229· 

ein solcher auf der Kurve gelegener Punkt 
ist, der dem gesuchten Schnittpunkt niiher 
liegt als die beiden Punkte Xo, Yo und 
Xl' YI" Man kann nun den Punkt X2 , Y2 an 
Stelle des Punktes xo, Yo treten lassen und 
mit Xl' YI und X 2 , Y2 das Verfahren wieder
holen. Auf diese Weise liiBt sich schlieBlich 

auch ein ohne Ende fortgehender ProzeB definieren, der durch un
begrenzte Anniiherung (§ 5r) den genauen Wert von ~ wirklich defi
niert unter der Voraussetzung, daB die beiden Abszissen Xo und Xl' 

mit denen die ganze Betrachtung begonnen hat, dem gesuchten Wert 
schon einigermaBen nahe liegen. 

Ein anderes Beispiel, das ein einigermaBen iihnliches Verfahren 
darbietet, erhiilt man, wenn man die Gleichung (I) in der oben an
gegebenen ausfiihrlicheren Weise 

a" x" + a" _ I X" - 1 + ... + a l X + ao = 0 

schreibt, wobei wir uns aber auf den Fall beschriinken wollen, in dem 
a l = r ist. Es ergibt sich dann die neue Form 

(2) 

Wtirde hier die richtige Wurzel ~ auf der rechten Seite eingesetzt, 
so mtiBte beim Zusammenrechnen des auf dieser Seite stehenden 
Polynoms wieder der Wert ~ erscheinen. Nun setzt man aber an 
Stelle· von ~, und hierin liegt gewissermaBen eine falsche Annahme 
tiber den Wert von ~, einen beliebigen Wert Xo ein. Wir setzen 

Xl = - ao - a2 x~ - a3 ~ - ••• - a" x~ . 
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1m allgemeinen wird Xl von Xo verschieden ausfallen, und es zeigt 
sich dann hierin die Unrichtigkeit der gemachten Annahme. Wir 
kiimmern uns aber nicht um den so zutage getretenen Widerspruch 
und nehmen jetzt an Stelle von Xo den Wert Xl fiir den Wurzelwert 
an. Setzt man nachher 

so gelangt man zu einem neuen Wert x 2 • 

Nun erkennt man, daB man in dieser Weise ohne Ende fortfahren 
kann. Es ergibt sich dabei eine unendliche Folge 

. .. , 

die durch das "rekurrente" Gesetz: 

definiert ist. Fiir den Fall, daB die Folge (3) einen Grenzwert 
besitzt (§ 51), der ~' heiBen soli, liiBt sich leicht und in alier Strenge 
mit Hilfe der Gleichung (4) beweisen, daB 

sein muB, d. h. daB ~' eine Wurzel der Gleichung (2), d. h.fiir den 
jetzt gedachten Spezialfall, in dem al = 1 sein solite, auch der Glei
chung (1) ist. Unter gewissen Umstiinden, niimlich dann, wenn del' 
oben zuerst eingesetzte Wert Xo von einer Wurzel der Gleichung (2) 

wenig verschieden ist, liiBt sich tatsiichlich beweisen, daB die Folge (3) 
einen Grenzwert besitzt, so daB das Verfahren in solchem Fall wirk
lich erfolgreich ist. 

Auch in ganz anderen Gebieten, z. B. in der Theorie der Differen
tialgleichungen, kann man iihnliche Verfahren anwenden. Sei z. B. 
die Gleichung 

~~ = tp(x, y) 

gegeben. Hier bedeute tp (x, y) einen gegebenen, die GraBen X und y 
enthaltenden Ausdruck, und y eine noch unbekannte Funktion 
(§ 57ff.) von X) die daraus zu bestimmen ist, daB sie zusammen 

mit ihrem Differentialquotienten ~ ~ der Gleichung (5) und dE! 

Nebenbedingung geniigen solI, fiir den speziellen "Vert Xo von X 

in den Wert Yo iiberzugehen. Es besitzt nun, da Yo konstant ist, 
die Funktion y - Yo von x denselben Differentialquotienten wie y. 
Daraus ergibt sich aber, daB die beiden Funktionen y - Yo und 
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'" frp (X, y) d X 1) wegen Gleichung (5) denselben Differentialquotienten 
"'0 
haben. Da sie auBerdem fur den speziellen Wert X = Xo beide gleich 
Null sind, mussen sie fur alle Werte von x die Differenz Null haben 
(§ 62), d. h. einander gleich sein. Hieraus ergibt sich die Gleichung 

'" 
(6) y=yo+!cp(x,y)dx, 

die also eine notwendige Folge ist von (5) und von der gestellten 
Nebenbedingung. Die Gleichung (6) ist insofern von ahnlicher Art 
wie die bloB algebraische Gleichung (2), als ich in (6) die rechte Seite 
eigentlich nur berechnen konnte, wenn die unbekannte Funktion y 
von x schon bekannt ware, in welch em Fall aber dann diese Berech
nung wieder dasselbe y ergeben muBte. y ist eine von x abhangige, 
veranderliche GroBe, deren Verlauf mit Yo beginnen sol1, wenn x mit 
dem Wert Xo zu laufen beginnt. Man setzt deshalb zunachst - hierin 
liegt wieder die im Grund falsche Annahme - rechts fUr die unbe
kannte Funktion y eine solche Funktion von x ein, die k 0 n s tan t 
den Wert Yo halt. Man setzt also 

" 
Y1 = Yo + ! cp (x, Yo) d x . 

"0 
Wurde hier Y1 gerade konstant, d. h. unabhangig von x, und zwar 
gleich Yo herauskommen, so wurde sich die gemachte Annahme be~ 
statigen, daB die der N ebenbedingung entsprechende Losung der 
Differentialgleichung (5) konstant gleich Yo sei. In dem anderen Fall, 
der sich fUr gewohnlich einste11en wird, laBt man die Annahme y = Yo 
fallen und ersetzt sie durch die Annahme, daB y fur alle die in Be
tracht kommenden Werte von x gleich der durch die Gleichung (7) 
definierten Funktion Y1 von x sei. Nun setzt man diese zweite "Nahe
rung" an die Wahrheit rechts in die Gleichung (6) ein und bildet 

x 

Yz = Yo + ! cp (x, Yl) d x . 
"0 

1) Falls die Funktion 1/1 (x) in der ublichen Weise (§ 57 u. 38) durch eine Kurve 
dargestellt ist, so versteht man unter dem "Integral" 

'" f 1/1 (xl d x den Fliicheninhalt, der durch die Kurve, 
Xo 

die Abszissenachse und durch die beiden Parallelen 
der Ordinatenachse begrenzt ist, welche von dieser 
Achse die Abstiinde Xo und x besitzen. Denkt man 

Abb.230 . sich dabei den Abstand x veriinderlich, so ist der 
Fliicheninhalt eine Funktion von x, deren Differen

tialquotient gerade gleich 1/1 (x) ist. Fur x = Xo wird der Inhalt gleich Null 
(Abb.23°)· 
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Indem man so fortfahrt, ergibt sich wieder ein unendlicher ProzeB. 
Unter gewissen Bedingungen, auf die hier nicht naher eingegangen 
werden kann, laBt sich nachtraglich beweisen, daB die Funktionen 

wirkliche Naherungen sind, indem sie einer Grenzfunktion y von x 
ohne Ende zustreben, die' tatsachlich der Differentialgleichung (5) 
und zugleich der Nebenbedingung geniigt, fiir x = Xo den Wert yl) 
haben. Die genannte Dberlegung, die von PICARD herriihrt, gibt fiir 
den Aufbau der Theorie der Differentialgleichungen eine brauchbare 
Grundlage ab, welche zugleich die altere Begriindungsweise, die 
CAUCHY verdankt wird, an Einfachheit iibertrifft. 

Auch in der Theorie der sogenannten partiellen Differential
gleichungen kannen ahnlic.he Dberlegungen zur Lasung der "Rand
wertprobleme" verwendet werden, d. h. der Probleme, bei denen von 
einer Funktion des Orts, d. h. von einer Wertverteilung in einem 
gewissen Gebiete, verlangt wird, daB im Innern des Gebiets die 
Gleichung erfiillt sein und auf dem Rand des Gebiets vorgegebene 
Werte angenommen werden sollen. 

In allen diesen Fallen wird eine Annahme gemacht, die sich nach
her nicht bestatigt, im einen Fall, in dem oben zuerst angefiihrten, 
eine Annahme allgemeinerer Art, auf die immer wieder zuriickgegriffen 
wird - daB namlich die Kurve als eine gerade Linie behandelt werden 
kanne - in den anderen Fallen eine besondere Annahme, aus der 
dann in gerader Linie fortlaufend Folgerungen gezogen werden. Man 
kiimmert sich im Grunde nicht darum, daB die aufeinanderfolgenden 
Ergebnisse nicht miteinander iibereinstimmen, sondern laBt jedesmal 
das friihere Ergebnis fallen und ersetzt es durch das spatere, obwohl 
dieses aus dem friiheren abge1eitet war. Unter gewissen giinstigen 
Umstanden liefert dann die Folge dieser Ergebnisse, von denen keines 
den gewiinschten Wert genau darstellt, eine Folge von immer besseren 
Annaherungen an diesen, die schlieBlich in ihrem gesetzmaBigen un
endlichen Fortgang den Wert sowohl definiert als auch zu berechnen 
erlaubt. 

N atiirlich kann ein solches Verfahren nachtraglich auch dar
gestellt werden, ohne daB man j ene, nicht einmal richtigen Annahmen 
macht, und es ist eine solche Darstellung auch fiir den endgiiltigen 
Beweis notwendig. Trotzdem erkennt man in jenen Annahmen 
oder Fiktionen die leitenden Gedanken, die auf das Verfahren gefiihrt 
haben 1). 

1) Man vergleiche das in § 83 Gesagte. Fiktionen haben in der Mathematik bis
weilen he uristische Bedeutung; niemals durfen sie zur Begriindung benutzt werden. 
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§ I74. Das Auftreten des Widerspruchs. 
Verfahren der Priifung. 

Es war schon davon die Rede, was das Auftreten eines Wider
spruchs zu bedeuten hat, wenn er im Gefolge von bewuBt gemachten 
Annahmen erscheint. Bisweilen tritt auch da schon ein ~riderspruch 
ein 1), wo wir uns im Bereich der sicher'en Tatsachen zu befinden 
glauben. Hier ist der weniger wichtige Fall derjenige, daB der Wider
spruch aus einer psychologischen Ursache entstanden ist. Dies ist 
dann der Fall, wenn wir uns in einem im Grunde bekannten und v6llig 
klaren Punkte einen Mangel an Aufmerksamkeit haben zu Schulden 
kommen lassen, wenn wir etwas verwechselt 2), eine Erfahrung unter 
einen Begriff subsumiert, unter den sie nicht paBt, oder bei der Aus
iibung unserer diskursiven Denktatigkeit (§ I25) eine Regel nicht richtig 
angewendet haben, die wir beachten muBten. Natiirlich miissen wir 
zunachst, ehe wir zu neuen Ergebnissen weiterschreiten, den 'Wider
spruch aufklaren. Das nachstliegende wird dabei sein, daB wir unsere 
Dberlegungen mit verscharfter Aufmerksamkeit wiederholen, am 
besten in einzelnen Teilen, indem wir jeden solchen nach einer Ruhe
pause mit frischen Kraften in Angriff nehmen, nachher - vielleicht 
in einer anderen Anordnung - .ihn noch einmal iiberpriifen und das 
vollkommen gesicherte Teilergebnis wegen des Anschlusses an die 
benachbarten Teile genau schriftlich festlegen 3). Ein sehr niitz
liches Priifungsverfahren besteht auch darin, die allgemeinen Dber
legungen an einem Einzelfall, etwa an einem Zahlenbeispiel, Schritt 
fiir Schritt durchzunehmen, wobei dann der vorliegende Einzel
fall fiir jeden Schritt die Probe der Richtigkeit der allgemeinen 
Dberlegungen hergeben muB, und dadurch dann die Stelle, an der 

1) Ein Widerspruch liegt auch dann vor, wenn wir, wie man zu sagen pflegt, zu 
viel bewiesen haben, d. h. wenn das Ergebnis des Beweisverfahrens nicht nur all
gemeiner, als erwartet war, herausgekommen, sondern, wenn zugleich auch noch 
- vielleicht aus einem Beispiel - bekannt ist, daB das Ergebnis in so allgemeiner 
Form nicht giiltig sein kann. Ein leicht erkennbarer Wid~rspruch kann darin 
bestehen, daB unsere Betrachtung ihrer Natur nach gewisse Eigenschaften der Sym
metrie, gleicher Dimensionen (§ 28) uSW. zeigen muB, und diese Eigenschaften in 
einem Teilergebnis vermiLlt werden. 

2) Beim schulgemiiBen Syllogismus ist der Fehler liingst bekannt, der darin 
besteht, daB der den SchluB vermittelnde Mittelbegriff, der in beiden Priimissen vor
kommt, irrtiimlicher Weise als ein und derselbe angesehen worden ist. Wir haben 
dann etwa die Formel: Alle A sind B, alle B' sind C, und gelangen durch Verwechs
lung von B mit B' zu dem falschen SchluB: Alle A sind C. Da in diesem Fall vier 
Begriffe auftreten statt der regelmiiBigen drei Begriffe A, B und C, so nennt man dies 
eine "Quaternio terminorum". 

3) DaB bei Zahlenrechnungen die Ausfiihrung in Teilen empfehlenswert ist, ist 
den Astronomen liingst bekannt. Schon die richtige Addition einer sehr langen 
Kolumne in einem Stuck ist fUr manche eine psychologische Unmoglichkeit. 
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eine Unaufmerksamkeit begangen worden war, mit Sicherheit auf
gedeckt wird. 

Weit wichtiger als in dem eben besprochenen Fall ist der Wider
spruch dann, wenn er in einer noch bestehenden Unklarheit der zu
grunde gelegten Begriffe seine Ursache hat. Die Stelle, an der der 
Fehler begangen worden ist, kann in diesem Fall genau so wie im 
vorigen aufgesucht werden. Indem dann die an dieser Stelle benutzten 
Begriffe noch einmal an der Hand ihrer Definitionen, falls es synthe
tische Begriffe sind, oder an den Erfahrungen, falls sie aus solchen 
abstrahiert sind, gepriift werden, gelingt es meistens, die Klarheit zu 
erreichen. Auch in dem Fall, in dem etwa eine Grundannahme gean
dert werden muB, oder in demjenigen, wo wir stillschweigend, d. h. 
unbewuBt, von einer nicht haltbaren Annahme Gebrauch gemacht 
haben, liegen die Dinge ahnlich. Wir konnen die Stelle, wo sich die 
Annahme geltend macht, und damit die Annahme selbst in ahnlicher 
Weise entdecken und als nicht stichhaltig erkennen. 

Ein derartiges Auftreten eines Widerspruchs, also eines 10gisch1) 

und nicht psychologisch verursachten, ist meist als ein gliicklicher 
Zufall 2) anzusehen, der uns oft urn ein Bedeutendes vorwarts bringt. 
Das Denken wird sich dadurch mehr bewuBt. Sind wir vorher mehr 
instinktiv verfahren, was im Anfang behufs schneller Erzielung eines 
Dberblicks vorteilhaft sein kann, aber nachher im fertigen Beweis 
nicht erlaubt ist, so sind jetzt die Begriffe wirklich vollig genau von
einander unterschieden. 

Ein auBerordentlich lehrreiches Beispiel hat in neuester Zeit die 
Mechanik im Zusammenhang mit der empirischen Beobachtung und 
Messung ge1iefert. Es besteht namlich zwischen dem "Schwerpunkts
satz" und dem "Flachensatz" der Mechanik eine gewisse Analogie. 
Der erste besagt, unter gewissen Bedingungen, daB die mit den Massen 
multiplizierten, zu einer festen Ebene senkrechten Geschwindigkeiten 
der einze1nen Teile eines Systems, falls sie in einem gewissen Augen
blick die Summe Null haben, diese Summe Null stets behalten. Der 
Flachensatz besagt, daB unter gewissen Bedingungen die mit den 
Massen der Teile multiplizierten, auf eine feste Achse sich beziehenden 
Flachengeschwindigkeiten stets die Summe Null haben. Aus dem 

1) Natiirlich ist hier "logisch" nicht im Sinne der Formallogik gemeint. 
Diese ist, wie schon mehrfach betont wurde, iiberhaupt fiir die Mathematik sehr 
wenig fruchtbar. Ein Fehler gegen die Regeln der Formallogik wiirde eher der erst en 
Kategorie zuzurechnen und einem Rechenfehler vergleichbar sein (vergl. § 125). 

2) Ein iihnlicher Zufall liegt in den Erfahrungswissenschaften vor, wenn etwa 
eine unvorgesehene Abweichung oder Ungenauigkeit in der Ausfiihrung eines Ex
periments eine neue unerwartete Erscheinung hervorruft. Auf einem solchen Vor
gang beruhte die Entdeckung der Rontgenstrahlen. 
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Schwerpunktssatz folgt jedoch auBerdem noch, daB unter den betref
fenden Voraussetzungen der Schwerpunkt des Systems, falls er im 
Anfang des betrachteten Zeitintervalls keine Geschwindigkeit hatte, 
seinen Abstand von einer Vertikalebene nicht durch die vorausgesetzte 
Art von Kraften, namlich nicht durch "innere" Krafte andern kann, 
daB also z. B. ein zuerst ruhender lebender Korper in freier Luft 
seinen Abstand von einer Vertikalebene nicht durch das Spiel seiner 
Muske1krafte zu andern vermag. Man hat nun vermoge einer falschen 
Analogie geradeso aus dem Flachensatz geschlossen gehabt, daB unter 
Umstanden eine gewisse Ebene eines zuerst ruhenden Systems durch 
inn ere Krafte nicht gedreht werden konne. Danach wiirde ein leben
der Korper, wenn er in freier Luft seine Muskeln bewegt und zuletzt 
alle seine Teile wieder r e 1 a ti v zueinander in dieselbe Lage gebracht 
hat, falls er im Anfang in Ruhe gewesen war, in seiner Endlage nicht 
gegen die Anfangslage gedreht erscheinen konnen. Dieses schein bar 
deduktive Ergebnis stand im Widerspruch mit einer Erfahrung. Der 
Volksmund namlich hatte stets behauptet, daB eine zu Fall gekom
mene Katze es einzurichten verstehe, auf die Pfoten zu fallen. Diese 
Behauptung wurde von den mathematischen Mechanikern nicht ge
glaubt, bis die Momentphotographie sich der Sache annahm. Eine 
kinematographische Aufnahme der fallenden Katze fiihrte zu der Fest
stellung~ daB diese Drehbewegungen der einen Korperteile gegen die 
anderen ausfiihrt, und nun gelang im Zusammenhang mit einer ver
besserten theoretischen Uberlegung die vollige Klarung der Sache 1). 

J ener scheinbare SchluB war kein logisch zwingender, sondern eine 
falsche Analogie, weil die linke Seite der den Flachensatz darstellen
den Gleichung andere mathematische Eigenschaften hat als die linke 
Seite der den Schwerpunktssatz darstellenden Gleichung 2). Dieser 
Unterschied hatte bei scharfer Auffassung von Anbeginn an mathe
matisch eingesehen werden miissen; er war aber verkannt worden, 
und erst die empirische Messung berichtigte den in der Theorie ge
machten logischen FehlschluB. Dieser Fall ist allerdings der seltenere, 
und weit haufiger wird die Theorie zwar nicht die Erfahrung selbst, 
aber deren Deutung zu berichtigen haben. 

§ 175. Die Entwicklung der Wissenschaft. 

WUND'I' hat einmal von der "Anderung der Begriffe" gesprochen 
und dabei von seiten von SCHUPPE starken Widerspruch erfahren. 

1) Vgl. MAREY und GUYOU in den Comptes rendus der Academie des Sciences, 
Bd. II9, 1894, S. 714, 717. 

2) Die linke Seite des einmal integrierten, d. h. in den ersten Differentialquo
tienten geschriebenen Schwerpunktssatzes ist ein sogenanntes vollstiindiges Differen
tial, die linke Seite des ebenso geschriebenen Fliichensatzes ist es nicht. 
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Es handelt sich hier urn zweierlei Beobachtungen, deren jede richtig 
ist und Bedeutung besitzt. Man wird zugeben mussen, daB die in 
jeder einzelnen Untersuchung vorkommenden Begriffe von Anfang 
bis zu Ende dieselbe bestimmte Bedeutung besitzen mussen. Gerade 
darauf, daB wir mit dieser Bedeutung nicht auseinandergeraten, 
beruhen die beruhmten sogenannten Prinzipien der Identitat und des 
Widerspruchs 1). Vergleicht man aber einen spateren Zustand der 
Wissenschaft mit einem fruheren, so wird man oft ahnliche und doch 
zugleich verschiedene Begriffe derart vorfinden, daB man einen 
spater aufgestellten als Umbildung und Fortentwicklung eines fruher 
gebildeten Begriffs wird ansehen konnen. 

In diesem Sinne gibt es also eine Verbesserung, Verfeinerung, 
Verallgemeinerung, Berichtigung der Begriffe. In der reinen Mathe
matik, insbesondere in der Arithmetik, Zahlentheorie usw., d. h. also 
im Gebiet der rein synthetischen Begriffe, werden allerdings keine 
Definitionen umgestoBen, so wenig als hier einmal gefundene Satze 
sich nachtraglich als falsch herausstellen - auBer wenn ein grober 
Irrtum vorgekommen ist. Es werden hier nene Begriffe gebildet 
durch Verallgemeinerung und Spezialisierung von solchen, die schon 
vorhanden waren; es werden zu diesen hinzugehorige, gewissermaBen 
verwandte, vielleicht feinere Begriffe gebildet, man wird aber doch im 
allgemeinen nicht von Umbildung der Begriffe zu sprechen haben. 

Etwas anders liegt die Sache bei den empirischen Begriffen. Hier 
kommt es vor, daB Dinge, die zuvor als gleichartig erschienen, nachher 
nicht mehr gleichartig zu sein scheinen. Meistens wird sich wohl in 
diesem Fall der Begriff der betreffenden Dinge so unterteilen lassen, 
daB eine der Eigenschaften, die nach vorher gefaBter Meinung dem 
ganzen umfassenden Begriff zukommen sollten, tatsachlich nur dem 
einen Unterbegriff. allein zukommt, indem der ursprungliche Begriff 
eben nicht im Sinne von DESCARTES "klar und deutlich" gewesen war. 
Wird nun etwa noch der Name des umfassenderen Begriffs nachtrag
Hch auf den einen Unterbegriff beschrankt, so ist in gewissem Sinne 
eine Anderung der Begriffe da. Auch nnter anderen Umstanden, 
selbst im Gebiet der rein synthetischen Begriffe, kann ein Begriff 
durch einen anderen, ahnlichen, der vielleicht fruchtbarer ist, ersetzt 
werden, und falls dann der erste Begriff nicht mehr verwendet und 
sein Name auf den lJeuen Begriff ubertragen wird, so liegt wenigstens 
im uneigentlichen Sinne eine Umbildung des Begriffs .vor. 

Das Gebiet der rein synthetischen Begriffe entwickelt sich durch 
immer neue synthetische Bildungen, die empirischen Gebiete durch 

1) Man vergleiche auch die auf S. 255, Anm. I erwiihnte HUSSERLsche Definition 
des Begriffs. 
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neue, an der Erfahrung abstrahierte Begriffe, die nachher a1s gegeben 
vorausgesetzt werden, durch neue Annahmen oder Postulate, die 
gesetzt, verworfen und umgebildet werden, und auBerdem noch durch 
Bildung synthetischer Begriffe, die aus solchen gegebenen Begriffen 
und Annahmen aufgebaut sind. Diese Entwick1ung ist ein der N atur 
der Sache nach nie v61lig abgesch10ssener ProzeBl). 

Besondere Erscheinungen zeigen sich dann, wenn ein urspriinglich 
aus der Erfahrung abgezogener Begriff nachher auf ein aus anderen 
Grundbegriffen aufgebautes Verfahren mathematischer Zusammen
setzung bezogen, wenn also ein "synthetischer Begriff" zur Darste1-
lung eines empirisch gegebenen benutzt wird Hier miissen dann die 
10gischen Fo1gerungen aus dem mathematischen (synthetischen) An
satz mit den Erfahrungstatsachen iibereinstimmen, und es ist im Falle 
des Gegenteils der mathematische Begriff durch einen anderen sol
chen auszutauschen, der besser zur Darstellung geeignet ist In diesem 
Fall bezeichnen wir auch allen falls den empirischen Begriff a1s die 
Sache, den mathematischen Begriff, mit dem wir die empirischen Er
scheinungen iiberbauen (§ rr6), als den Begriff der Sache, und der mit 
der Einfiihrung des mathematischen oder synthetischen Begriffs getane 
Schritt stellt das Vorkommnis dar, daB wir von der Sache "einen 
neuen Begriff erlangt haben". 

So stellt fiir den, der den Begriff des Lichts nur aus der Erfahrung 
kennenge1ernt hatte, nachher die e1astische Wellentheorie einen neuen 
Begriff des Lichts vor, aus dem die in der Erfahrung unmitte1bar 
gegebenen Eigenschaften, die im allgemeinen geradlinige Fortpflan
zung, die Reflexion, Brechung, Beugung des Lichts, mitte1bar durch 
mathematische Betrachtung hergeleitet werden. Dieser Begriff wurde 
aber dann noch einma1 durch einen anderen, ihm allerdings ver
wandten, ersetzt, indem wir das Licht jetzt durch die moderne, 
e1ektromagnetische Wellentheorie darstellen, bei der nicht Bewe
gung vorausgesetzt wird, sondern ein periodischer Wechse1 von ge
wissen gerichteten Eigenschaften innerha1b des a1s unbeweglich 
und starr gedachten Athers. Der Begriff des Lichts ist also um
gebildet worden, wahrend wir unter ihm doch immer diese1be Sache 
begreifen, d. h. ihn nach wie vor dense1ben Komp1exen e1emen
tarer Wahrnehmungen zuordnen 2). Wir haben hier "eine neue 
Auffassung bekommen", "erk1aren" unsere Wahrnehmungen anders 
als vorher. 

1) Dies hat neuerdings vor aHem NATORP betont (Die logischen Grundlagen der 
exakten Wissenschaften, 1910, S. 13) und dabei auf PLATO hingewiesen. 

2) M. SCHLICK fiihrt iiberhaupt alles Denken auf Zuordnung zuriick (Allgemeine 
Erkenntnislehre, 1918, S. 56). 
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Einen so1chen Aufbau empirischer Begriffe und der an sie sich 
ankniipfenden Tatsachen aus anderen vorausgesetzten. Grundbegriffen 
und Annahmen bezeichnet man gelegentlich auch als ein Zerlegen 
der Erfahrungstatsachen in jene hypothetischen Elemente. Ich habe 
jedoch bereits darauf hingewiesen (§ 126), daB es sich nicht urn ein 
wirkliches Zerfallen der Erscheinungen in empirisch vorhandene Ele
mente handelt, sondern nur urn ein N achkonstruieren aus zu diesem 
Zweck gewahiten hypothetischen Elementen1). In diesem Sinne also 
wird man versuchen, die Erscheinungen zu zerlegen oder richtiger, 
sie neu aufzubauen. Die Darstellung einer Sache durch einen passend 
gebildeten synthetischen Begriff, also durch die passende Art der 
Zusammensetzung, das scheint mir mit dem "adaquaten" Begriff 
LE1BNIzens zusammenzufallen. 

Der natiirliche Weg des wissenschaftlichen Fortschritts besteht in 
einem langsamen Wachsen und Sichumbilden des Begriffssystems. 
Dabei muB, wenn es sich nicht urn die reine Mathematik (Arithmetik 
usw.) handelt, stets die Erfahrung zu Rate gezogen werden. Ofters 
werden Begriffe mit so1chen vertauscht, die in h6herem MaBe adaquat 
sind, weshalb wir dann sagen, daB wir unsere Begriffe den Tatsachen 
angepaBt haben 2). So ist die elastische Wellentheorie des Lichts durch 
den adaquateren Begriff ersetzt worden, der jetzt in der elektro
magnetischen Wellentheorie gegeben ist. 

Manchmal erreichen wir das Ziel, daB ein ganzes Erfahrungsgebiet 
sich durch Folgerungen aus gewissen Annahmen darstellen laBt, deren 
Widerspruchslosigkeit iiberdies noch bewiesen werden kann. Dies 
kommt dann stets darauf hinaus, daB wir das ganze Gebiet in allen 
seinen Erscheinungen durch ein System rein synthetischer Begriffe 
"abbilden" (§ II3 u. 130). Dies geschieht z. B. hinsichtlich der nur 
raumlichen Eigenschaften der K6rper durch die Geometrie (§ 41), 
es gilt dies aber auch fUr gewisse Teile der Mechanik (z. B. die Statik 
der starren K6rper) und auch z. B. fiir die Wellenlehre des Lichts. 
F. KLEIN nennt eine so1che Darstellung der empirischen Wissenschaft 
durch rein synthetische Begriffe, d. h. also ihre Aufl6sung in reine 
Mathematik (§ 134), "Arithmetisierung der Wissenschaft". 

Sind wir aber gewissermaBen in eine Sackgasse geraten, so lassen 
wir auch einmal eine ganze groBe Theorie fallen und ersetzen sie durch 

1) Man vergleiche auch den auf S. 360 erwiihnten Ausspruch von KANT. 
2) J. ST. MILLsagt (4' deutsche Auf!., iibersetzt von SCHIEL, 1877, 2. Teil, S. 230/31): 

"In dem Verhiiltnis, als wir von den Erscheinungen selbst und von den Bedingungen, 
von denen ihre wichtigen Eigenschaften abhiingen, mehr Kenntnis erhalten, iindern 
sich naturgemiiJ3 unsere Ansichten von dem Gegenstand, und wir gelangen so bei 
dem Fortschreiten unserer Untersuchungen von einer weniger zu einer mehr ange
messenen allgemeinen Idee." 
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eine neue. Auch in einem solchen Fall kommt es vor, daB Voraus
setzungen oder .auch abgeleitete Exgebnisse der alten Theorie in die 
neue als Voraussetzungen mit heriibergenommen werden. So wird 
z. B. in der elektromagnetischen Lichttheorie bei der Herleitung des 
Brechungsgesetzes an der Grenze der beiden Medien, welche das Licht 
nacheinander durcheilt, fUr den "elektrischen Vektor" eine Bedingung 
vorausgesetztl), die ich mir nur dadurch motiviert denken kann, daB 
sie in der alten elektrostatischen Theorie, in der der elektrische Vektor 
- die elektrische Kraft - eine aus den Fernwirkungen der Elektrizi
tatsmengen zusammengesetzte GroBe, d. h. also ein abgeleiteter Be
griff, war, sich als deduzierbares Gesetz ergeben hatte. 

In ahnlicher Weise wird gelegentlich ein fertiges allgemeines Ge
setz oder eine fertige allgemeine Formel einfach aus einer alteren 
Theorie in eine neue iibertragen, indem die in der Formel vorkommen
den GroBenwerte fiir den neuen Fall willkiirlich umgedeutet werden. 
Immerhin stellen derartige gewaltsame Verallgemeinerungen nicht den 
gewohnlichen Weg vor, wie die Wissenschaft sich entwickelt. Das 
schrittweise Verfahren, das z. B. in der Mechanik im Laufe von zwei 
J ahrhunderten von GALILEI iiber NEWTON, LEIBNIZ und HUYGENS 
zu D' ALEMBERT und LAGRANGE gefiihrt hat, ist meist natiirlicher und 
sicherer als der moderne Versuch der sogenannten "Energetik", die 
Mechanik mitsamt einem Teil der Physik und Chemie auf einen 
Schlag durch eine entsprechende Deutung des HAl\HLTONSchen 
Integralprinzips2) zu gewinnen. 

Das Festhalten am Bewahrten ist unter Umstanden ebenso wich
tig wie die Auffindung neuer Ansatze. Man darf sich auch im all
gemeinen nicht durch eine einzige Erscheinung, die sich einer Theorie 
nicht £iigt, an dieser Theorie irre machen lassen. ManchmallaBt sich 
die ih.r scheinbar widersprechende Erscheinung doch noch mit ihr 
Verell11gen. Bekanntlich £iigte sich anfanglich die Bewegung des 
Uranus der Gravitationslehre nicht mit der zu verlangenden Genauig
keit. Man konnte daran denken, diese abandern zu miissen 3); doch 
wurde spater die genaue Dbereinstimmung dadurch erreicht, daB die 
Voraussetzung hinzugenommen wurde, daB jenseits der Bahn des 
Uranus ein damals noch unbekannter Planet die Sonne umkreise, 
dessen Anziehung dann natiirlich den Uranus beeinflussen muBte. 
Bekanntlich bedeutete es eine der GroBtaten der Astronomie, als auf 
Grund des genannten Gedankens LEVERRIER den Planet en N eptun 

1) Vgl. § 161. 2) Vgl. S. 515. 
3) Wenn ich nicht irre, hatte aus dem genannten Grunde BESSEr, die Annahme 

versucht, daB der "Konstanten" der Gravitation fUr verschiedene Paare von Korpern 
verschiedene Werte zugeschrieben werden sollten. 
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nicht nur theoretisch entdeckte, sondern auch die Elemente seiner 
Bahn richtig vorausbestimmen konnte, so daB dann, darauf gestiitzt, 
GALLE den neuen Planeten mit dem Teleskop auffand. 

Es ist schon erwahnt worden (§ ISO), daB wir es manchmal nicht 
verschmahen, mit einer Hypothese, die wir in einem Gebiet haben 
aufgeben miissen, in einem anderen Gebiet weiter zu arbeiten. Freilic..l} 
werden wir dann das Ziel einer spater zu erreichenden Gesamtauffas
sung nicht aufgeben diirfen. Auch das kommt vor, daB wir die grobere 
Arbeitshypothese in einem Teilgebiet weiter benutzen, obwohl wir im 
Besitz einer besseren, alles erklarenden Gesamthypothese sind. So 
operiert man noch heute in der mathematischen Behandlung der 
Linsensysteme, Fernrohre usw. da, wo es keinen Unterschied mit sich 
bringt, mit einer Auffassungsweise des Lichtstrahls, die von der Wellen
lehre ganz absieht und etwa im Sinne der vor HUYGENS herrschenden 
Emissionstheorie die geradlinige Fortpflanzung als eine urspriingliche 
Eigenschaft des Licbts behandelt. 

Natiirlich ist die Einfachbeit stets ein wesentlicher Vorteil einer 
Hypotbese, und man wird niemals eine verwickelte Hypothese an
nehmen, wenn sich nicht Mebreres und Wesentlicbes aus ibr folgern 
laBt1}. 

Hinsicbtlich der Art der zu verwendenden Hypotbesen herrscht 
im iibrigen, je nach dem Zeitalter, bald diese, bald jene Vorliebe. 
Eine Zeitlang liebte man es, durch NEWTONS Erfolg geblendet, alles 
auf Fernkrafte zuriickzufiihren; jetzt ist uns die Anschauung der 
stetigen, Zeit verbraucbenden Fortpflanzung einer Wirkung von Ort 
zu Ort wieder natiirlicber (§ I63). Die neuere Zeit bat bis vor kurzem 
moglichst allen Vorgangen die Bewegungsvorstellung unterzulegen 
versucht 2). Es baben aber die elektromagnetiscben Vorgange in der 
MAXWELLscben Theorie dazu gefiihrt, die Vorstellung einer im Raume 
vor sich gebenden Anderung einzufiibren, die nicht Bewegung ist, 
namlich die von brt zu Ort sich ausbildenden gerichteten Eigen
schaften (elektriscben und magnetischen Spannungen) in einem selbst 
sich nicht bewegenden Medium. Ein anderes Beispiel vom Wechsel 
der Auffassungen bietet die atomistiscbe Hypothese dar. Sie herrscbt 
zur Zeit in der Physik vor, und zwar nicht nur in Beziehung auf die 
Konstruktion der Materie, sondern neuerdings sogar auch binsichtlich 

1) Vgl. s. 481, Anm. I, 2 u. 3. Man wird auch eine moglichst kleine Zahl von 
Hypothesen zugrunde legen. GUHRAUER (J. JUNGIUS und sein Zeitalter, S. 167) fiihrt 
als Grundsatz von JUNGIUS an: "Ein Phlinomen, welches auf wenige Hypothesen zuriick
gefiihrt werden kann, muB nicht aus mehreren erwiesen werden; denn nur dann 
werden die Hypothesen den Erscheinungen richtig angepaBt, wenn wenige vie1en 
Erscheinungen genug tillI." 

2) Vgl. S. 484, Anm. 4. 

HoI d er, Mathematische Methode. 34 
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der Auffassung des sogenannten Athers und selbst der Elektrizitat. 
Man darf aber doch nicht vergessen, was die der atomistischen ent
gegengesetzte Kontinuitatshypothese - z. B. in der Hydrodynamik
geleistet hat. Die Schatzung der Hypothesen auf das richtige MaB 
zuriickzufiihren, helfen uns die Versuche, die tatsachlichen Erschei
nungen, soweit es eben moglich ist, hypothesenfrei darzustellen1). 

J edenfalls muB vor einer iiberstiirzten Hypothesenbildung, wie sie 
die Physik in der Gegenwart zu zeigen scheint, gewarnt werden. 

Ich mochte noch bemerken, daB die friiher von dem Wesen der 
Deduktion gegebene Beschreibung (§ 125, I34, I67), daB die iiber das 
Verhaltnis von Deduktion und Induktion (§ I72) usw. gemachten 
Bemerkungen richtig bleiben und davon gar nicht beriihrt werden, 
welche Vorstellungsarten wir in den zu machenden Hypothesen 
bevorzugen. 

§ 176. Allgemeine VerhaltungsmaBregeln. 
Wissenschaftliche Fahigkeiten. 

Fiir das Verhalten des Untersuchenden sind schon mancherlei 
Regeln gegeben worden. LEIBNIZ hat vor allem die Regel angegeben, 
daB man auch das Kleine beachten soll. Ohne Zweifel stellt aber diese 
Regel doch nur eine notwendige Erganzung der anderen, in gewissem 
Sinne dazu gegensatzlichen Regel vor, daB man lernen muB, das 
Wichtige vom Unwichtigen zu unterscheiden, und daB man sich mit 
dem Unwichtigen nicht zu lange aufhalten darf. Es gehort eben ein 
gewisser Instinkt dazu, das, was fruchtbar ist, zu bemerken. HELM
HOLTZ hat gesagt, daB er stets damit begonnen habe, sein Problem 
auf alle moglichen Arten zu wenden. Dies hat wohl den Sinn, daB 
man gut daran tut, sich alle benachbarten Probleme, alle Gebiete, 
mit denen die aufgeworfene Frage zusammenhangt, von vornherein 
klar zu machen. In dieser Hinsicht ist gewiB oft auch das Gesprach 
mit anderen niitzlich, wie denn gerade der Gedankenaustausch den 
Vorteil hat, daB der einzelne auf Dinge aufmerksam wird, die er, in 
einseitiger Arbeitsrichtung begriffen, nicht bemerkt, wahrend die 
Durchfiihrung einer Untersuchung strenge, mit Isolierung verbundene 
Konzentration erfordert. Das Beachten jeder auffalligeren Erschei
nung ist jedenfalls zu empfehlen 2), vielfach zeitigt eine solche Beob
achtung dann auch gleich instinktive Schliisse, die schnell vorwarts 
fiihren, spater aber doch durch genaue Begriffszergliederung geklart 
werden miissen. 1st es auf der einen Seite niitzlich, jede Gelegenheit, 
irgendwo vorwarts zu kommen, wahrzunehmen, so ist es doch zugleich 
gut, ein festes, wichtiges Ziel immer im Auge zu behalten; die Regel: 

1) Man vergleiche aber S. 435. 2) S. 489, S. 523, Anm. 2. 
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ein festes Ziel mit wechselnden Mitteln zu verfolgen, ist schon des 
Ofteren ausgesprochen worden. 

Eine allgemeine Vorbereitung auf wissenschaftliche Untersuchun
gen verschafft uns auch das Studium der Geschichte der Wissenschaft, 
wenn diese nicht nur mit den Ergebnissen, sondern namentlich mit 
der Art sich beschaftigt, wie diese gewonnen worden sind, und iiberall 
die wichtigen Wendungen im. richtigen Lichte darzustellen versteht. 
Auch ist es gewiB niitzlich, neue Methoden dadurch zu priifen und 
einzuiiben, daB man sie auf alte, in ihren Haupteigenschaften schon 
von anderer Seite her untersuchte Beispiele anwendet; dabei faUt 
meist auch auf die alten Beispiele ein neues Licht, indem sie in einen 
neuen Zusammenhang eingefiigt werden!). 

Die Fahigkeiten, die zu erfolgreicher Durchfiihrung wissenschaft
licher Untersuchungen tauglich machen, und die wir, falls sie uns 
iiberhaupt zukommen, durch Dbung in uns zu starken suchen miissen, 
konnten hier mit besprochen werden. DESCARTES erklart im "Discours 
de la methode", daB er keine wissenschaftlichen Fahigkeiten kenne 2) 

auBer Gedanken, die bei der Hand sind, einer feinen und deutlichen 
Einbildungskraft und einem umfassenden und gegenwartigen Gedacht
nis. Meines Erachtens diirfte es von derartigen allgemein mensch
lichen Vermogen die Unterscheidungsgabe sein, die besonders wichtig 
ist und in verfeinerter Beschaffenheit eine Seltenheit vorstellt. Von 
lebhaften Gedanken und gutem Gedachtnis sind viele Menschen, an 
denen wi! keine bedeutenden Leistungen, namentlich in wissenschaft
licher Hinsicht, erleben. Immerhin scheint es manchmal, als ob neben 
j enen allgemeinen Fahigkeiten doch noch eine besondere und fiir j edes 
Gebiet spezifische Kraft wissenschaftlicher Produktivitat bestiinde. 
Vielleicht aUerdings besteht diese nur in der Steigerung der von 
DESCARTES genannten Vermogen und in deren Dbung und Anpassung 
an die Ziele des betreffenden Einzelgebietes. 

Dber den Physiker ROBERT MAYER wird von einem seiner Freunde 
berichtet3), daB seine hervortretendste Gabe das "unaufhaltsame ein
bohrende Durchdenken eines Gedankens bis in seine letzten Aus
Iaufer" gewesen sei, wahrend HELMHOLTZ auf Grund seiner eigenen 
Erfahrung das Hauptgewicht auf die Beobachtungsgabe legt. Offenbar 
betont der eine mehr die Seite des Begrifflichen, der andere mehr das 
Verhaltnis zu den Sachen, wahrend ohne Zweifel beides von Bedeu
tung ist. Dabei hat die scharfe Unterscheidung der Begriffe da,' wo 

1) Darauf hat z. B. J. TANNERY aufmerksam gemacht (vgl. das Samme1werk: 
De la methode dans les sciences, Paris, 1909, S. 66). 

2) Vgl. DESCARTES' Hauptschriften zur Grundlegung seiner Philosophie, deutsch 
von KUNO FISCHER, 1864, S.4. 

3) Vgl. G. RUMELIN, Reden und Aufsatze, neue Folge, 1881, S. 364. 
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es sich um empirische Begriffe handelt, selbstverstandlich eine feine 
und unbefangene Beobachtung zur Unterlage. Fiir die Deduktion, 
also gerade im eigentlich mathematischen Gebiet, sind besondere 
Einfalle mit Riicksicht auf das Ersinnen neuer Regeln, auf kombina
torische Selbsttatigkeit des Denkens notig. Hier ist also kombina
torisch-mathematische Phantasie erforderlich; es mag sein, daB diese 
angeboren sein muB. Eine starke kritische Fahigkeit ist dem Forscher 
ebenfalls notig, doch darf sie nicht so sehr iiberwuchern, daB sie die 
Initiative im Denken erlahmen machtl). 

Gerade die zur Deduktion befahigenden Eigenschaften sind wich
tig fiir tief eindringende Untersuchungen im Gebiete der exakten 
Wissenschaften; ~ie werden meines Erachtens heutzutage vielfach von 
Physikern unterschatzt, freilich oft auch von den Mathematikern 
iiberschatzt. 

Zu alledem kommen aber noch unerlaBliche Fahigkeiten, die mehr 
der Sphare des Willens angehoren: der aufrichtige Wahrheitsdrang, 
die Energie und vor aHem der FleiB. Freilich z. B. in der Mathematik 
wird beim groBten FleiB der wenig Begabte in der eigentlichen Erfin
dung nicht vielleisten konnen, er wird ebensowenig vollbringen, wie 
der Begabte im ermiideten Zustand. Trotzdem aber leistet auch der 
Begabteste nur durch eisernen FleiB etwas ganz GroBes2). 

1) WILLIAM WHEWELL spricht einmal davon, daJ3 im Verkniipfen der Wahrheiten 
Kiihnheit notwendig sei (von seinen fiir die Erkenntnistheorie der exakten Wissen
schaften wichtigen Schriften sind zu nennen: History of the inductive sciences, 3 vol., 
1837-38, Philosophy of inductive sciences, 2 vol., 1840, On the philosophy of dis
covery, 1860). 

2) Bekannt ist MOLTKES Wort: Das Genie ist der FleiJ3. 



ZWEITER ANHANG. 

P ARADOXIEN UNO ANTINOMIEN. 
§ 177. Einleitende Bemerkungen. 

1m mathematischen Gebiet wird man, abgesehen von solchen Fa1-
len, in denen eine Unaufmerksamkeit eingetreten (§ I74) oder eine 
nicht richtige Annahme eingefiihrt worden ist (§ I73), Widerspriiche 
nicht erwarten. lmmerhin kommen Ergebnisse vor, die scheinbar 
widersprechend sind, d. h. uns paradox anmuten. 1m allgemeinen 
lassen sich diese Ergebnisse restlos aufklaren. Wo dies nicht voll
standig der Fall ist, liegt stets ein unzulassiger Begriff als Grundlage 
der SchluBweise vor, und wir sind dann in Wirklichkeit aus dem klar 
umgrenzbaren Gebiet der Mathematik herausgetreten. 

Falls wir gewisse, neuerdings der Mathematik hinzugefiigte, meines 
Erachtens ihr eigentlich nicht angehorige Begriffsbildungen zulassen 
wollen, haben wir allerdings sowohl Paradoxien, d. h. unerwartete, 
scheinbar widerspruchsvolle Ergebnisse, als auch Antinomien, d. h. 
notwendige, nicht fortzuschaffende Widerspriiche zu betrachten 1). Wir 
werden zuerst einige Beispiele von Paradoxien vornehmen. Sie be
ruhen eigentlich immer auf der Verwechslung zweier verschiedener 
Begriffe, der Vertauschung einer anzuwendenden Regel mit einer 
anderen, auf der irrtiimlichen Meinung, daB eine Disjunktion (Ein
teilung) vollstandig sei, und dergleichen. Einige derselben, z. B. das 
im folgenden Paragraphen gegebene Beispiel, dienen manchmal als 
mathematisches Unterhaltungsspiel. Es ist nicht gerade schwierig, 
sie aufzuklaren, und fiir den, der die in Betracht kommenden Begriffs
bildungen klar und deutlich durchschaut, verschwindet die Paradoxie. 

§ 178. Division mit Null. 

Durch Division mit der Zahl e kann aus der Gleichung 

(1) ae = be 

fUr gewohnlich auf die Gleichung 

(2) a = b 

1) Nach R. EISI.ER (Worterbuch der philosophischen Begriffe, I. Bd., 1904, S. 51) 
kennt bereits der Eleate ZENO den Begriff der Antinomie. 
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geschlossen werden; wendet man j edoch das durch diese Gleichungen 
gegebene Schema auf die Gleichung 

3'0=2'0 

an, so ergibt sich 
3 = 2, 

d. h. es ergibt sich eine vollig unrichtige Behauptung1). Der Grund 
des Fehlers liegt hier darin, daB mit Null dividiert worden ist; deshalb 
pflegt man auch dann, wenn jemand durch einen solchen SchluB 
getauscht werden soll, fiir c einen solchen Ausdruck zu setzen, dessen 
Wert gleich Null, aber nicht ohne weiteres als solcher erkennbar ist. 
Der Feh1schluB beruht also darin, daB in der Regel: "wenn eine rich
tige Gleichung mit einer von Null verschiedenen Zahl durch
dividiert wird, so entsteht wieder eine richtige Gleichung", die ein
schrankende Bedingung nicht beachtet wird 2). Dadurch wird die 
Regel mit einer anderen, zu allgemeinen, vertauscht. 

Man kann den falschen SchluB mit Riicksicht auf das zuletzt ge
wahlte Beispiel auch so darstellen. Setzt man ausdriickllch voraus, 
daB c gleich Null ist, so ist sowohl 3' c als auch 2' c gleich Null 
und des hal b 
(3) 3 . c = 2 • C • 

Geht man nun von dieser Gleichung aus, indem man die ausdriicklich 
gemachte Voraussetzung vergiBt und die gegenteilige Voraussetzung 
macht, es sei c von Null verschieden, so ergibt sich 3 = 2. In dieser 
Darstellung liegt klar zutage, daB man gerade von der Voraussetzung, 
auf der die Gleichung (3) beruht, nachher das Gegenteil zusammen 
mit der Gleichung (3) verwendet hat. Das Ergebnis ordnet sich also 
damit dem allgemeineren unter, daB man jede beliebige Behauptung 
beweisen kann, wenn man neben einer bestimmten Voraussetzung 
zugleich ihr Gegenteil in den Schliissen verwendet3), und so erscheint 
das Ergebnis gar nicht mehr interessant und kaum als paradox. 

§ 179. TRISTRAM SHANDYS Lebensbeschreibung. 

Eine paradox erscheinende mathematische Spielerei anderer Art 
findet man namentlich in der englisch-amerikanischen Literatur. 

1) Vgl. B. BOI,ZANO, Paradoxien des Unendlichen, 1851, S. 59. 
2) Die Notwendigkeit der Einschriinknng geht natiirlich auch aus dem Beweis 

der Regel hervor. Er verliiuft folgendermaJ3en. Aus a c = be folgt a c - b c = 0, d. h. 
(a - b) • c = o. Da nnn ein Produkt dann nnd nur dann gleich Null ist, wenn ein 
seiner Faktoren den Wert Null hat, so ergibt sich zuletzt, daJ3 entweder a - b = 0 

o der c = 0 sein muJ3. . 
3) Vgl. die Auseinandersetznng von § 106. Die dort behandelten sogenannten 

Paradoxien des Urteilskalkiils mochte ich kaum als Paradoxien gelten lassen. da sie 
nur infolge einer kiinstlichen Deutung der formalen Ergebnisse so erscheinen. 
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TRISTRAM SHANDY, so heiBt es, hat sich vorgenommen, sein Leben 
zu beschreiben; er kommt dabei jedoch so langsam vorwarts, daB er 
an j edem seiner Lebenstage nur den Inhalt eines halben Lebenstages 
niederschreiben kann. Er mag also leben, so lange er will, so wird er 
doch am Ende seines Lebens nur die Halfte davon beschrieben haben. 
Man gelangt nun in gewissem Sinn zu einer Paradoxie, wenn man sich 
denkt, daB TRISTRAM SHANDY ewig leben wiirde. Es wiirde dann jedes 
Ereignis, das ihm begegnet ist, auch einmal, wenngleich erst in erheb
lich spaterer Zeit, durch ihn zur Beschreibung kommen; die Beschrei
bung wiirde also nun das ganze Leben umfassen. Dieses neue Ergebnis 
scheint insofern mit dem vorher erhaltenen in einem Widerspruch zu 
stehen, als die erste Betrachtung, welche nur die Beschreibung der 
einen Halfte ergeben hatte, von der Dauer des Lebens unabhangig 
gewesen war, also, so denkt man unwillkiirlich, auch fiir ein unendlich 
langes Leben gelten miiBte. 

Offenbar galt aber jene erste Betrachtung nur unter der Voraus
setzung, daB das Leben TRISTRAMS iiberhaupt einen Endpunkt be
saB, und galt dann allerdings fUr jede 
Zeitlage dieses Endpunkts, wie es ja O!"·---II~·----48~------'.g 
auch richtig ist, daB bei einem ohne 
Ende fortgehenden Leben in jedem 

Abb.23 1• 

Augenblick dieses Lebens von dem bis dahin abgelaufenen Stiick 
eben gerade nur die Halfte beschrieben ist, wahrend die andere 
Halfte dieses Stiickes erst nach jenem Augenblick zur Beschreibung 
gelangt. Allerdings kommt in dem ohne Ende weitergehenden Leben 
auch jedes Ereignis dieses Lebens schlieBlich einmal zur Beschreibung. 
Das ist fiir den feiner Unterscheidenden kein Widerspruch. Man kann 
auch sagen, daB der Begriff der Halfte, iiberhaupt alles MaB (§ 22), 
wenigstens im eigentlichen Sinne des Wortes, nur auf eine endliche 
GroBe angewendet werden kann, so daB eben das unendliche Intervall 
stets einen ganz anderen Fall vorstellt. Es zeigt sich ja auch in der 
Mathematik iiberall, daB unmittelbare Dbertragungen vom Endlichen 
aufs Unendliche leicht zu Fehlschliissen fUhren. 

Noch deutlicher und einfacher diirfte die entsprechende Betrach
tung in geometrischer Form mit Hilfe der Bewegungsvorstellung aus
fallen. Auf der festen Geraden g sollen sich, ausgehend von dem festen 
Nullpunkt 0, zwei Punkte A und B, etwa mit unveranderlichen Ge
schwindigkeiten, so nach rechts bewegen, daB A stets zwischen ° 
und B die Mitte halt (Abb. 231). Fragt man nach den von A und B in 
einem bestimmten, also endlichen, Zeitintervall beschriebenen Strecken, 
so ergibt sich, daB die von A beschriebene halb so groB ist als die 
andere, von B beschriebene. Fragt man aber nach dem von A oder 
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von B uberhaupt, d. h. in unbestimmter Zeit beschriebenen Weg, so 
ergibt sich beidemal die unendliche von 0 nach rechts gefiihrte 
Halbgerade. Hier ist es wohl deutlicher, daB die beiden gestellten 
Fragen zwei ganz verschiedene sind. 

Die neue Einkleidung zeigt zugleich in klarer Weise ein anderes 
interessantes Vorkommnis. Es seien 0 A lund 0 BI zwei in derselben 

Zeit von A hzw. B bestrichene Strek-
o B' B" B'" B ::::::;::.;=!:.:;:.;:::::::::;;.~.~. ___ • ___ .1 ken, und es sollen dabei A', A", A''', 
o A' A" A'" A, ... irgendwelche Lagen von A, und 

Abb.23 2. B', B", B''', ... diezugehorigenLagen 
von B bedeuten (Abb. 232). Es er

scheinen nun die beiden Strecken OBI und OA I punktweise "einein
deutig" aufeinander bezogen. Dabei sollte aber von den eben er
wahnten beiden Strecken, die in Abb. 232 nur der Deutlichkeit wegen 
untereinander gezeichnet worden sind, die Strecke 0 Al ganz in 0 BI 
enthalten sein. Somit liegt eine eineindeutige Zuordnung vor zwischen 
den Punkten von OBI und einem Teil dieser Punkte, namlich den 
Punkten von 0 AI' Man erkennt zugleich, daB durch die ent
sprechende punktweise Zuordnung die unendliche Halbgerade 
auf sich selbst im MaBstab von I : -! "abgebildet" istl). 

§ 180. Nochmals der Teil und das Ganze. 

Die letzte Wendung des im vorigen Paragraphen gegebenen Bei
.;piels kommt wieder auf die Beziehung hinaus, die zwischen dem 
Ganzen und seinem Teil besteht, und zwar bei einer Gesamtheit aus 
unendlich vielen Elementen, die in diesem Falle Punkte sind. Ahn
liche Beziehungen spielen auch bei anderen Paradoxien der Mathe
matik eine Rolle. 

Die Reihe 
(I) I, 3, 5, 7, 9, 
der ungeraden Zahlen bildet einen Teil der Reihe 

(2) I,2,3,4,5, ... 

aller natiirlichen Zahlen. Trotzdem kann man ohne weiteres zwi
schen der Reihe (I) und der Reihe (2) eine eineindeutige Beziehung 
dadurch herstellen, daB man das Anfangsglied von (I) dem Anfangs
glied von (2), dann das folgende Glied von (I) dem folgenden Glied 
von (2) zuweist und in dieser Weise fortfahrt. 

1) In derselben Weise k6nnen zwei bei einer gewissen punktweisen Zuordnung 
einander kongruente logarithmische Spiralen zugleich auch als einander nur iihnlich 
in irgendeinem von I : r verschiedenen LiingenmaBstabe angesehen werden. Es ist 
deshalb auch eine solche Spirale bei entsprechender Zuordnung der Punkte mit sich 
selbst iihnlich in irgendeinem MaBstabe 1 : 0(. 
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Dieses Ergebnisl) ist analog dem am Schlusse des vorigen Para
graph en gefundenen, wo die Punkte der Strecke 0 Bl und die der Teil
strecke 0 Al sich zugeordnet wurden. Beide Ergebnisse erscheinen 
nur deshalb als paradox, weil bei den endlichen Mengen die ein
eindeutige Zuordnung zwischen den Elementen der Menge und denen 
eines Teils der Menge nicht moglich ist, und infolgedessen der Begriff 
der zahlenmiiBigen Gleichheit eben auf die eineindeutige Zuordnung 
gegriindet werden kann, und, wie ich in § 63, 67-69 gegeniiber von 
entgegengesetzten Meinungen hinreichend auseinandergesetzt zu haben 
glaube, schlieBlich gegriindet werden mull. Fiir endliche Mengen 
habe ich in § 68 bewiesen, daB, falls es ~oglich ist, eine Menge 
einem Teil einer zweiten eineindeutig zuzuordnen, es nicht moglich 
ist, die beiden Mengen restlos einander oder die zweite Menge einem 
Teil der erst en in derselben Weise zuzuordnen. Da nun jener Beweis 
ganz wesentlich auf der Erschopfbarkeit der beiden Mengen beruhte, 
ist es gar nicht verwunderlich, daB die betreffende Tatsache fUr un
erschopfliche Mengen nicht gilt, wobei es dann gleichgiiltig ist, ob die 
unerschopfliche Menge als eine ohne Ende fortgehende Reihe oder als 
ein anderes unendliches Aggregat gegeben ist, z. B. durch die siimt
lichen, einer kontinuierlichen Strecke angehorenden Punkte 2), die ja 
nach § 36 nicht in einer Reihe angeordnet werden konnen. 

Erortern wir die Frage allgemeiner, inwiefern das Ganze einem 
seiner Teile in irgendeinem Sinne gleich oder iiquivalent sein kann, 
so tritt deutlich hervor, daB es in der Tat verschiedene Begriffe des 
Teils gibt, so daB es also eine Verwechslung bedeutet, wenn man 
Siitze, die von dem einen Begriff des Teils gelten, ohne weiteres auf 
einen anderen solchen Begriff iibertriigt. Rein logisch und ohne 
weitere Erkliirung ist verstiindlich, was unter einem Teil einer Menge 
voneinander unterschiedener Gegenstiinde zu verstehen ist. Es liegt 
aber ein ganz anderer Begriff des Teils bei einer Strecke vor 3), wenn 

1) B. RUSSEL, a. a. O. S. 358, nennt es die Paradoxie von CAN~OR; diese1be ist 
jedoch bereits GALILEI bekannt, der das Beispiel der Quadratzahlen wiihlt, die von 
den siimtlichen natiirlichen Zahlen nur einen Teil bilden und doch diesen eindeutig 
zugeordnet werden konnen (OS~WALDS Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr. II, 

S. 30 '31). Die entsprechende Beobachtung fiir die Strecken findet sich bei BOLZANO 
(Paradoxien des Unendlichen, S, 28 u. 29); sie ist aber auch bereits an der angefiihrten 
Stelle bei GALILEI angedeutet. 

2} Vgl. § 34, Anfang. 
3) Wieder anders liegt die Sache bei empirischen Quanten. In dieser Hinsicht ist 

von A. BAIN bemerkt worden, da13 die Begriffe des Ganzen und des Teils auf den 
letzten Erfahrungen des Geistes beruhende, nicht erliiuterbare Begriffe seien (Logic, 
1873, 2. Bd., P.203/4). Vgl. S. 57 u. dort Anm. I iiber LEIBNIZ. Dieser hat iibrigens an 
einer anderen Stelle behauptet, da13 die Lehre vom Teil und Ganzen, auch soweit 
sie geometrisch ist, einen Spezialfall von der "Doctrina de continente et contento", 
d. h. von der Lehre der sich einschlie13enden und voneinander eingeschlossenen Mengen 
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nicht etwa nur von irgendeinem Teil der Punkte der Strecke, sondern 
auf Grund der frillier (§ 2) fiir die Punkte und Strecken der Geraden 
eingefiihrten Axiome und der anschlieBend daran benutzten Defini
tionen vom Teil der Strecke die Rede sein soll. Wir konnen dann 
wieder beweisen (§ I9), daB der Teil nicht gleich dem Ganzen und 
nicht groBer als das Ganze sein kann. 

Auf ahnlichen Annahmen und Definitionen bauen sich in der 
Lehre vom Volumen die Begriffe Teil, Addition, Vielfaches usw. auf. 

BOLZANO fiihrt in den Paradoxien des U nendlichen 1) 

~ als Beweis dafiir, daB das Volumen nicht durch die 
"Menge der in ihm enthaltenen Punkte" definiert werden 
diirfe, den Umstand an, daB 8 Wiirfel von der Kante I 

Abb. 233. zusammen einem Wiirfel von der Kante 2 gleichgeachtet 
werden (Abb. 233). Fiigt man namlich die 8 Wiirfel zu

sammen, so kommen 6· 4 = 24 ihrer Flachen nach auBen, wahrend 
die anderen 8· 6 - 24, d. h. also 24 Flachen dieser 8 Wiirfel ins 
Innere des groBen Wiirfels zu liegen kommen, wobei dann immer 
zwei der Flachen der urspriinglichen Wiirfel zusammenfallen. In dem 
durch Zusammenfiigen der 8 Wiirfel entstandenen Gebilde waren also 
die Punkte von I2 Wiirfelflachen, die im Innern liegen, doppelt zu 
rechnen, wahrend der Wiirfel von der Kante 2 an sich diese Punkte 
in seinem Inneren nur einfach enthalt. Wird also der groBere Wiirfel 
den acht kleineren gleich geachtet, so laBt man bei der Summierung 
der 8 Wiirfel gewissermaBen die Punkte der I2 erwahnten Quadrate 
einmal verschwinden. 

§ 181. Sophisma des ZENO. 

Das bekannte Sophisma des Eleaten ZENO von Achilles und der . 
Schildkrote bedarf nur einer kurzen Erorterung 2). Achilles, der der 
Schildkrote nachsetzt, bewegt sich zehnmal so schnell als diese. Der 
anfangliche Abstand betragt IO Meilen. ZENO iibedegt sich den Fall 
nun so. Zunachst legt Achilles die IO Meilen zuriick. Da wahrend
dessen die Schildkrote I Meile macht, so betragt hernach der Abstand 
gerade I Meile. Nun muB Achilles die I Meile durchmessen, wahrend 
in dieser Zeit die Schildkrote 1/10 Meile zuriicklegt. Indem ZENO nun 
so zu schlieBen fortfahrt, ergibt sich eine nicht endende Folge von 

ausmache; man vergleiche hierzu die Anm. von CASS1RER in G. W. LEIBNIZ' Haupt
schriften zur Grundlegung der Philosophie, iibersetzt von BUCHENAU, Bd. I, 1904 
(Philosophische Bibliothek, Bd. 107), S. 5657. 

1) S. 81. 
2) Der Aufsatz von NOEL: "Le mouvement et les arguments de Zenon d'Elee" 

(Revue de Metaphysique et de Morale, vol. 1, pp. 107- 125) war mir nicht zuganglich. 

13H 
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Schritten, wobei nach jedem dieser Schritte noch ein Abstand zwischen 
der Schildkrote und ihrem Verfolger iibrigbleibt. Hieraus wird dann 
geschlossen, daB Achilles die Schildkrote nicht erreichen konne. 

Dieser TnigschluB wird am besten durch die Bemerkung wider
legt, daB der Philosoph die Wegstrecke, nach welcher Achilles die 
Schildkrote tatsachlich erreicht, willkiirlich ohne Ende in Schritte zer
legt und nun daraus, daB diese Zerlegung so, wie sie eingerichtet ist, 
nicht zu Ende kommt, schlieBen will, daB Achilles sein Ziel nicht er
reiche, obwohl dieses sich langsamer vorwarts bewegt als er selbst. 
Man konnte ja auch das Zeitintervall, das zur Erreichung erfordert 
wird, genau ebenso zerlegen, und es folgt aus solcher Zerlegung doch 
nicht, daB dieses Intervall nicht als ein bestimmt endliches existiert. 
Nimmt man eine bestimmte Zeit an, die Achilles zur Zuriicklegung 
einer Meile braucht, so kann man unter der Voraussetzung, daB sich 
sowohl Achilles, als auch die Schildkrote gleichformig bewegt, die zu 
den genannten einzelnen Schritten erforderlichen Zeiten berechnen; 
es ergibt sich dann eine unendliche Reihe. die summierbar ist 1), und man 
findet durch die Summation das Zeitintervall richtig und genau ebenso 
groB2), wie man es z. B. in elementarer Weise, in diesem Fall unter 
der Voraussetzung seiner Existenz 3 ), durch eine Gleichung ersten 
Grades mit einer Unbekannten berechnen kann. Es mag zur naheren 
Erlauterung noch die Bemerkung hinzugefiigt werden, daB ja nach 
Zuriicklegung der oben erwahnten Wegabschnitte keine Pausen ein
treten. Wiirde dabei jedesmal ein Stillestehen, immer um denselben, 
wenn auch sehr klein en Betrag, eintreten, so wiirden die unendlich 
vielenAbschnitte allerdings nicht in einer endlichen Zeit zuriickgelegt 4), 

wahrend in Wahrheit Achilles stets mit derselben Geschwindigkeit 
ohne Pause weiterschreitet, und nur der Philosoph bei seiner Zer
gliederung des Vorgangs nach j edem Abschnitt einen Ruhepunkt der 
Betrachtung eintreten laBt. 

Es sind mir schon Leute begegnet, denen auch diese Aufk1arungen 
nicht geniigt haben. Es wurde dann gesagt, daB ja die unendlich 

1) Vgl. § 55. Es scheint iibrigens, daB der Gedanke, das Paradoxon durch Summa
tion einer unendlichen Reihe aufzul5sen, auch schon im Altertum und zwar von 
Eunoxus gefaBt worden ist (vgl. F. BERNSTEIN, "Die Mengenlehre GEORG CANTORS 
und der Finitismus", Jahresber. d. deutschen Mathematikervereinigung, Bd.28, 
S. 67. 68). 

2) Bekanntlich liiBt sich fast jede mathematische Aufgabe auf mehrere Arten 
bearbeiten, fast jeder mathematische Satz auf mehrere Arten beweisen, weshalb aile 
die wirklich mathematischen Gebiete eine Reihe der gliinzendsten Verifikationen 
darbieten. 

3) Vgl. auch den in § 32 auf Grund des DEDEKINDschen Stetigkeitsaxioms ge
fiihrten Existenzbeweis. 

4) Vgl. in § 30 das "archimedische Axiom". 



540 P ARADOXIEN UND ANTINO~HEN. 

vielen Zwischenpunkte, welche die erwahnten Wegabschnitte gegen
einander abgrenzen, tatsachlich in einer endlichen Zeit durchlaufen 
werden miiBten, und daB darin eine Unmoglichkeit liege. Nun, wenn 
dies richtig ist, so ist die ganze kunstvolle Betrachtung z"ENOS ganzlich 
iiberfliissig; dann ergibt sich die Unmoglichkeit jeder Bewegung an 
und fiir sich schon aus dem Umstand, daB in jeder Strecke unendlich 
viele Punkte gedacht werden. Man beachte aber, daB dieser Umstand 
mit logischer Notwendigkeit folgt (§ 34), wenn man annimmt, daB 
innerhal b jeder Strecke wenigstens ein Punkt angenommen wer
den kann, und daB jede Strecke durch jeden Zwischenpunkt in zwei 
Strecken geteilt wird, die keine inneren Punkte gemeinsam haben 
(§ 2). Will man also darin einen Widerspruch finden, daB in einem 
endlichen Zeitintervall unendlich viele Punkte beriihrt werden, so 
muB man entweder den Bewegungsbegriff oder die in § 2 eingefiihrten 
Streckenaxiome von vornherein fallen lassen. 

Der eigentlich der zenonischen und anderen ahnlichen Betrach
tungen zugrunde liegende, wenn auch nicht tatsachlich eingestandene 
Gedanke scheint mir der zu sein, daB alles, was zusammengesetzt 
ist, aus einer endlichen Zahl von einfachen Teilen bestehen miisse. 
Das Mosaik gilt als Gleichnis bzw. als Normalbild fiir jede Zusammen
setzung. Weil nun die kontinuierliche Bewegung nicht aus einer end
lichen Zahl einfacher Schritte besteht, so soll sie nicht moglich sein. 
Es ist aber umgekehrt jenes Normalbild als falsch zu erachten, wenn 
es mit dem Anspruch auf tritt, fiir alle Zusammensetzung zu gelten. 
Dberhaupt diirften wir eigentlich gar nicht vom Zusammengesetztsein 
sprechen, sondern nur von der Moglichkeit, etwas als zusammengesetzt 
zu denken1). Wenn, wie die Mathematik es annimmt, jede Strecke 
aus anderen Strecken zusammengesetzt und keine Strecke aus Punk
ten aufgebaut werden kann, so zerfallt eben die Strecke nicht in ein
fache Teile. Die Mathematik ist aber bis jetzt auf keinen Widerspruch 
gestoBen, der sich aus ihren Annahmen entwickeln lieBe; im Gegenteil, 
sie zieht aus diesen mit Hilfe der infinitesimalen Methode (§ 49 bis 
56, 57-62, insbesondere § 55 und 62) die fruchtbarsten Folgerungen, 
die alle miteinander in volliger Dbereinstimmung sind. Allerdings muB 
zugegeben werden, daB die Widerspruchslosigkeit alIer aus den An
nahmen iiber das Ko n ti n u u m noch zu ziehenden Folgerungen im 
Grunde nicht bewiesen werden kann 2). 

§ 182. Das Riitsel der Sphinx. 

Ein anderes aus dem Altertum iiberliefertes Gedankenspiel, das 
zunachst keine Beziehung zur Mathematik zu haben scheint, ist unter 

1) Vgl. § 126. 

tJ. 35'S 
2) Vgl. s. I94 und S. 392. 
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dem Namen "Ratsel der Sphinx" bekannt. Die Sphinx hat ein Kind 
geraubt und verspricht nachher der flehenden Mutter, ihr das Kind 
dann, aber auch nur dann zuriickzugeben, wenn die Mutter richtig 
errat, was die Sphinx tun wird, ob sie das Kind zuriickgeben wird oder 
nicht. Natiirlich denkt ~an hier zuerst, die richtige Antwort der 
Mutter sei die: "Du wirst es mir zuriickgeben", und die Sphinx sei 
dann durch ihr Versprechen gen6tigt, es zu tun. Die Sphinx bleibt 
aber mit ihrem Versprechen auch in Dbereinstimmung, wenn sie das 
Kind nicht zuriickgibt, denn dann hat die Mutter eben unrichtig ge
raten. Erwagen wir die andere Antwort, welche die Mutter geben 
kann: "Du wirst es mir nicht geben." Wiirde bei dieser Antwort die 
Sphinx das Kind doch zuriickgeben, so wiirde dies mit der Abmachung 
nicht stimmen, da ja die Mutter falsch geraten hatte; falls jedoch die 
Sphinx das Kind nicht zuriickgibt, hatte die Mutter richtig geraten 
und die Sphinx gleichfa11s ihrem Versprechen entgegen gehandelt. 
Es bleibt also bei der zuerst genannten Antwort der Mutter der Sphinx 
die volle Freiheit, trotz des gegebenen Versprechens, zu tun, was sie 
will, wahrend bei der anderen Antwort die Sphinx ihrem Versprechen 
iiberhaupt nicht treu bleiben kann, sie mag so oder so handeln. 

Die eigentiimliche Verwicklung besteht hier darin, daB zwischen 
gewissen Umstanden mehrere Relationen auf einmal gesetzt werden. 
Der Umstand, ob die Mutter richtig geantwortet hat, hangt von der 
nachfolgenden Handlung der Sphinx ab, und doch sol1 diese Handlung 
sich nach jener Antwort richten. In einem solchen Fall kann man die 
Vereinbarkeit der Relationen und die verschiedenen M6glichkeiten, 
die sich eventue1l daraus ergeben, nicht ohne weiteres iiberblicken. 
Infolgedessen glaubt man nach der Analogie anderer, viel einfacherer 
Fa11e, daB die eine Antwort der Mutter die Riickgabe, die andere 
Antwort die Verweigerung des Kindes bewirken werde; man iiber
sieht gewisse Fa11e und macht deshalb eine unrichtige Disjunktion. 
Deshalb nur erscheint das Ergebnis paradox oder unerwartet. 

Man kann dieses Gedankenspiel auch in ein mathematisches Ge
wand kleiden. Bestimmen wir, daB das Symbol e den Wert + I 
haben sol1, wenn die Mutter sagt: "Du wirst es mir geben", und den 
Wert - I im anderen Fa11e, ebenso, daB ~ = + I sein sol1, wenn 
die Sphinx das Kind zuriickgibt, und ~ = - I, wenn sie es ver
weigert. Es sind dann e und " von demselben Vorzeichen, wenn die 
Mutter richtig, und von verschiedenem Vorzeichen, wenn die Mutter 
unrichtig rat. Nach der l?ekannten, fiir die Multiplikation geltenden 
Vorzeichenregel ist also e ~ gleich + I bzw. - I, je nachdem die 
Mutter richtig oder unrichtig rat. Nach dem von der Sphinx gegebenen 
Versprechen sol1 aber das Kind im ersten Fall zuriickgegeben werden 
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und im anderen nicht, d. h. es so11 im ersten Fall b = + r, im zwei
ten b = - r sein. Die von der Sphinx getroffene Festsetzung drtickt 
sich also in der Gleichung 
(r) eb=b 
aus, die jedoch zu der Bestimmung hinzutritt, daB jeder der beiden 
Werte e und b nur entweder + r oder - r sein kann. Unter sol
chen Umstiinden ergibt sich aus (r) notwendig, daB e = + r sein 
muBl), insbesondere, daB nur die erste Antwort der Mutter die Mog
lichkeit der Rtickgabe des Kindes offen 1iiBt. Setzt man aber das 
Ergebnis in (r) ein, so erscheint die nichtssagende G1eichung b = b, 
aus der sich b nicht bestimmt. Dieses kann also immer noch + r 
oder - r sein. Es b1eibt also der Sphinx immer noch die Freiheit des 
Hande1ns, ganz wie wir es oben bereits gefunden hatten. 

§ 183. KANTS sogenannte Antinomien. 

Wie schon bemerkt wurde, versteht man unter einer Antinomie 
einen \Viderspruch, der sich nicht vermeiden 1iiBt, natiir1ich unter 
der Voraussetzung, daB man nicht die Begriffsbi1dung, an die er an
kntipft, vollstiindig aufgeben will. Bekannt1ich hat K ant ein System 
von vier Antinomien aufgestellt. Von diesen interessieren uns hier 
im Grunde nur die beiden ersten, die man auch sonst a1s die "mathe
matischen" zu bezeichnen pflegt. Die erste Antinomie besteht aus 
der These: "Die Welt hat einen Anfang in der Zeit und ist dem Raum 
nach auch in Grenzen eingesch10ssen" und aus der Antithese: "Die 
Welt hat keinen Anfang und keine Grenzen im Raume, sondern ist, 
sowoh1 in Ansehung der Zeit a1s des Raums, unend1ich." 2) Die zweite 
Antinomie besteht aus der These: "Eine jede zusammengesetzte Sub
stanz in der Welt besteht aus einfachen Tei1en und es existiert tibera11 
nichts a1s das Einfache, oder das, was aus diesem zusammengesetzt 
ist" und aus der Antithese: "Kein zusammengesetztes Ding in der 
Welt besteht aus einfachen Teilen und es existiert tiberall nichts 
Einfaches in derse1ben."3) Nach KANTS Ansicht 1iiBt sich jedesma1 
sowoh1 die These a1s auch die Gegenthese beweisen, wenn wir die 
Verstandesgrundsiitze tiber die Grenzen der Erfahrung hinaus wagen 
"auszudehnen". Ich muB gestehen, daB ich mich niema1s davon 
habe tiberzeugen konnen, daB die von KANT dabei gebotenen Dber-
1egungen wirkliche Beweise daTste11en, auch wenn man den Boden, 

1) 8 = _ list "unvertraglich" mit der Erfiillung aller der gegebenen Bestim
mungen. Beispiele von Unvertraglichkeit beim Gebr:auch von Symbolen sind oben 
in § 83 gegeben worden. 

2) Kritik der reinen Vernunft, Elementarlehre, II. T., II. Abth., II. Buch, 
II. Hauptstiick. 

3) Ebenda, weiter unten. 
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auf den die Beweise gestellt sind, gelten lassen will. Lassen wir ein
mal die Zeit beiseite und sprechen wir auch nicht von der "Welt", 
sondern nur yom Raume, so diirfte heutzutage fiir jeden Mathematiker 
klar sein, daB ohne gewisse Axiome (vgl. § 20 und die AxiomE" von § 2) 

auf logisch zwingende Weise weder bewiesen werden kann, daB der 
Raum Grenzen hat, noch daB er unendlich ist. Es deckt sich iiber
dies fUr den Mathematiker die Behauptung, daB der Raum unend
lich groB ist, durchaus nicht mit derjenigen, daB er keine Grenzen 
hat. Es bedeutet namlich die erste Aussage eine Aussage iiber das 
MaB und bezieht sich deshalb auf einen Gleichheitsbegriff und auf 
einen WiderholungsprozeB (§ 18, 20, 22, 25). Diese Aussage bedeutet, 
daB der Raum durch eine endliche Zahl von Wiederholungen gleicher 
Streckenabtragungen nicht durchmessen werden kann 1), wabrend z. B. 
eine Kugeloberflache dur~h AneinanderfUgungen einer endlichen Zahl 
gleicher Bogen durchmessen werden kann, also endlich ist, und doch 
in ihrer eigenen Flachenerstreckung keine Begrenzung besitzt. 

Weder die Moglichkeit, noch die Unmoglichkeit, die Strecke un
endlich zu vervielfaltigen oder sie unendlich zu teilen, kann man ohne 
Axiome deduzieren; iiberdies wiirden in diesem Falle die fUr die 
Deduktion vorauszusetzenden Axiome nicht viel anderes als die An
nahme der zu beweisenden Sache selbst bedeuten. Das einzige, was 
man hier logisch erledigen kann, ist jedesmal die Frage nach der 
Widerspruchslosigkeit der These und der Antithese. Fiir die Thesen, 
we1che sich gewissermaBen allein an die Struktur der endlichen Menge 
halten, ist die Widerspruchslosigkeit selbstverstandlich; fUr die beiden 
Antithesen laBt sich der Beweis der Widerspruchslosigkeit erbringen, 
wobei man im Grunde nur auf die unstetige Mannigfaltigkeit der 
Rationalzahlen und der lediglich aus solchen bestehenden und von 
Rationalzahlen begrenzten "Intervalle" hinzuweisen braucht (§ 125 

u.74)2). Gerade die in den Antithesen niedergelegten Annahmen 
sind es ja auch, die in der Mathematik mit groBem Erfolg verwendet 
werden, worauf in § 181 bereits hingewiesen worden ist. Urn wirk
liche Antinomien diirfte es sich also hier nicht handeln. 

§ 184. Geordnete und wohlgeordnete Mengen. 
Ordnungstypen und transfinite Zahlen. 

In einem Gebiet, das der Mathematik neuerdings hinzugefUgt 
worden ist, gibt es in der Tat Antinomien. Urn die hierhergehorige 

1) Vgl. auch den Anfang von § 133. 
2) Es braucht wohl kaum daran erinnert zu werden, daJ3 die unendliche Teilbarkeit 

der Strecke selbstverstiindlich nicht die unendliche Teilbarkeit der Materie zur Folge 
hat und somit wohl mit der atomistischen Hypothese vereinbar ist. 
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Begriffsbildung, die sehr kiinstlich ist, deutlich zu machen, will ich 
an die Punktsysteme erinnern, die in § 34 auf einer Geraden angenom
men worden sind. Wir wollen uns auf einer Geraden unendlich viele 
Punkte denken (Abb. 234), die vom Nullpunkt 0 die Abstande 
t, t, t, t, .. , haben. Das Gesetz der Punkte ist vollig gegeben, da 

der nte davon den Abstand ~n~ von 0 besitzt. Zu diesen Punkten 
n+I 

hinzu denken wir uns noch den Punkt I, der in die eben definierte 
Folge nicht hineingehort. Die Ordnung aller der so in un serer 
Figur gesetzten Punkte von links nach rechts ist nun die, daB 
z u e rs t die unendlich vielen Punkte t, t, t, t, ... in der Reihenfolge, 
in der sie genannt sind, erscheinen, und daB dann nach allen dies en 
der Punkt I kommt. Die samtlichen genannten Punkte bilden also, 
so wie sie auf der Geraden gelegen sind, eine geordnete Menge von 
Elementen. Diese Ordnung kann auch vo~ geometrisch~n Gebilde 
10sgelOst gedacht werden. Urn ganz deutlich zu sein, wollen wir auch 

den Begriff der Zeit ganz beiseite lassen und von 
1 2 3 

{ If { einer Rangordn ung sprechen; ein Element, 

Abb.234· 
das in dem vorigen Bilde links von einem an
deren lag, soll als das "im Rang vorangehende" 

angesehen werden. Es sind dann eben unendlich viele Elemente zu 
denken, zwischen denen eine Rangordnung in der Weise festgesetzt 
ist, daB von je zweien eines das im Rang vorangehende oder hohere 
ist, wobei fiir diese begriffliche Relation das Gesetz bestehen sol1, 
daB stets dann, wenn adem b, und b dem c "vorangeht", auch a 
dem c vorangeht. Da nun dieses Vorangehen einen Rang und nicht 
notwendig das Fortschreiten in einer Reihe bedeuten, auch keine 
Beziehung zum Zeitbegriff haben soll, so ist es kein Widerspruch, 
wenn wir uns zunachst eine nicht abbrechende Reihe von Elementen, 
deren Rangordnung der Reihenfolge entspricht, und dann noch ein 
einzelnes Element denken, das in seinem Rang nach den samtlichen 
in der Reihe enthaltenen Elementen kommen soll. Das genannte 
Relationsgesetz gilt fiir die Gesamtheit der Elemente ohne Ausnahme, 
also mit EinschluB jenes einzelnen Elements. 

SoIche geordnete Mengen kann man sich in unendlicher Zahl und 
von unendlich vielen Arten ausdenken. Urn noch ein Beispiel zu geben, 
das zunachst wieder an ein geometrisches Bild gekniipft werden mag, 
will ich mir unendlich viele nach rechts hin aneinander anschlieBende 
gleiche Strecken und in j eder unendlich viele Punkte denken. Die Punkte 
sollen vom linken Endpunkt der ersten Strecke Abstande haben, die -
durch die gemeinsame Streckenlange gemessen - durch die Zahlen 

t, 1, {, ... , I!, It, If, ... , 2l, 2t, 2~, ... , ... 
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vorgestellt sind. Denkt man sich nun, daB stets der links ge1egene 
Punkt dem rechts ge1egenen im Range vorangeht, so stellen diese 
Punkte (Abb. 235) eine geordnete Menge vo!. Diese1be Art der Ord
TIung wiirden unend1ich viele E1emente darbieten, die nach dem fo1-
genden Schema 

{I) 

in unend1ich vie1en, nach unten fortgehenden Zei1en so verteilt 
waren, daB jede Zeile eine nach rechts nicht abbrechende Reihe von 
E1ementen darbietet, wobei dann noch bestimmt wird, daB in jeder 
Zei1e das 1inksstehende Element dem rechtsstehenden und auBer
dem stets das Element der oberen Zei1e jedem Element der unteren 
im Range vorangehen solI. 

G. CANTOR, der den 
Begriff der "geordneten" 
}Tengen eingefiihrt hat, hat 

1 Z 3 
Z 3 ii 

Abb.235· 

aus ihm noch den Unterbegriff der woh1geordneten Mengen aus
gesondert. Die eben gegebenen Beispie1e stellen beide woh1geordnete 
Mengen dar. Al1gemein ausgedriickt ist eine geordnete Menge dann 
woh1geordnet, wenn j ede aus ihr herausgegriffene Gesamtheit von 
unend1ich vielen E1ementen ein Element hochsten Ranges, d. h. also 
ein allen anderen E1ementen der Gesamtheit dem Range nach voran
gehendes Element entha1t. Eine geordnete Menge, we1che diese 
Eigenschaft nicht besitzt, also nicht woh1geordnet ist, wiirde z. B. 
entstehen, wenn wir uns in dem Schema (I) die in den Zei1en ent
haltenen E1ementenfo1gen auch nach links ins Unendliche fortgesetzt 
denken wollten; es wiirde dann beispie1sweise unter den samtlichen 
E1ementen einer Zei1e keines existieren, das unter diesen von dem 
hochsten Range ist. 

Zwei geordnete Mengen, die sich Element fiir Element eineindeutig 
und dem Rang der E1emente entsprechend aufeinander beziehen lassen, 
also so, daB auf das hohere Element der einen Menge stets auch das 
hohere Element der anderen bezogen ist, stellen dense1ben Ordn ungs
t ypus darl). Die Ordnungstypen der woh1geordneten Mengen 
bezeichnet CANTOR a1s transfinite (iiberend1iche) Zah1en. 

(2) 
und 
(3) 

1) Nimmt man z. B. die beiden Mengen 

H ii 1 d e r, Mathematische Methode. 35 
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§ 185. Antinomie von BURALI-FoRTI. 

Bis zu dem eben dargelegten Punkt diirften die neuen Begriffe 
kaum einem Einwand begegnen. Ehe ich nun weiter gehe und an die 
in diesem Gebiete liegende Schwierigkeit gelange, muB ich noch den 
Begriff des Abschnitts einer wohlgeordneten Menge erklaren. Unter 
einem Abschnitt einer solchen Menge solI die Gesamtheit derjenigen 
ihrer Elemente verstanden werden, die einem Element der Menge im 
Range vorangehen. Der "Abschnitt" ist also gewissermaBen ein 
vorderer Teil einer wohlgeordneten Menge und ist, wie man ohne 
weiteres sieht, selbst wohlgeordnet. Es wird nun zunachst aus dem 
Begriff der wohlgeordneten Menge bewiesen, daB es nicht moglich ist, 
eine solche mit Erhaltung der Ordnung auf einen Abschnitt von sich 
selbst eineindeutig zu beziehen 1). 

Als eine Art von Bildungsprinzip wohlgeordneter Mengen wird es 
angesehen, daB man aus jeder solchen Menge wieder eine ebensolche 
dadurch herstellen kann, daB man ein allen den gegebenen Elementen 
nachgeordnetes hinzufiigt, das natiirlich als von diesen allen ver
schieden anzusehen ist. Man gelangt nun in der Tat zu einem Wider
spruch, wenn man sich die Gesamtheit der wohlgeordneten Mengen, 
und zwar in der \Veise denkt, daB eine einzige wohlgeordnete Menge 
vorliegen so11, von der a11e anderen wohlgeordneten Mengen Ab
schnitte sind 2). Man konnte namlich in diesem Fall zu jener alles, 
umfassenden Menge ein nachgeordnetes Element hinzufiigen, wobei 
man auf Grund des Gesagten eine neue wohlgeordnete Menge er
halten miiBte, wahrend diese doch andererseits als Menge solcher Art 
schon da gewesen, d. h. als Abschnitt in jener umfassenden Menge 
enthalten sein miiBte. Diesen Widerspruch nennt man die Antinomie 
von BURALI-FoRTI. 

Freilich hat G. CANTOR seine Theorie der wohlgeordneten Mengen 
und der transfiniten Zahlen etwas anders aufgebaut, als ich es so
eben dargeste11t habe. CANTOR denkt sich namlich zUerst nur die
jenigen wohlgeordneten Mengen gebildet, deren jede einzelne aus 
einer "abzahlbaren" Menge von Elementen besteht (§ 36). Die 

so lassen sich diese eineindeutig aufeinander beziehen, indem man dem Element ay 

das Element Cz v _ I und dem Element bv das Element C2 v zuordnet. Eine einein
deutige Zuordnung ist aber dann nicht moglich, wenn bei der Zuordnung der Rang 
[in den Folgen (2) und (3) von links nach reehts] erhalten bleiben solI. 

1) Vgl. F. HAUSDORFF, Grundzuge der Mengenlehre, 1914, S. 103; A. FRAENKEI" 
Einleitung in die Mengenlehre, 1919, oS. II6. Bei einer bloJ3 geordneten, aber nicht 
wohlgeordneten Menge ist im Gegenteil etwas .Ahnliches moglich; so kann man die 
Gesamtheit der rationalen Zahlen < 1 der Gesamtheit der rationalen Zahlen < t 
eineindeutig und der Ordnung (GroBe) entsprechend zuweisen. 

2) Uber die Vergleichbarkeit der Ordnungszahlen s. HAUSDORFF, a. a, O. 
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Gesamtheit der Typen dieser wohlgeordneten Mengen selbst ist, 
wie dann weiter bewiesen wird, nicht abzahlbar und bildet die von 
CANTOR sogenannte zweite Zahlenklasse. Mit Hilfe diesel' Zahlen
klasse kommt man dann weiterhin in ahnlicher Weise zu einer dritten 
Zahlenklasse usw. HILBERT war del' erste del' in del' Literatur 
auf einen Widerspruch hingewiesen hat, del' sich ergibt, wenn man 
von der Gesamtheit a11er Zahlenklassen spricht. Immerhin scheint 
mil', daB man die Bedenken gegen die aufgeste11te Begriffsbildung 
schon an einer friiheren Ste11e einsetzen muB. Offen bar wird die 
zweite Zahlenklasse nur dadurch definiert, daB aus der Gesamt
heit a11er wohlgeordneten Mengen diejenigen, die einzeln abzahlbar 
sind, herausgegriffen werden. Das ist abel' eine Definition von del' 
bekannten Art, bei del' aus der nachsthoheren Gattung, dem "genus 
proximum", gewisse Falle herausgegriffen werden, die sich durch 
eine besondere Eigenschaft, die "differentia specifica", auszeichnen. 
Es ist abel' eine solche Definition immer dann zu verwerfen, wenn 
die hohere Gattung, aus del' die Falle herausgegriffen werden sollen, 
selbst nicht geniigend klar definiert istl). DaB hier dem allge
meineren Begriff die Klarheit mangelt. wird fUr mich allein schon 
durch die Antinomie angezeigt, die von BURALI-FoRTI, allerdings erst 
spater als jener von HILBERT gefundene Widerspruch, mitgeteilt 
worden ist. 

Meines Erachtens ware also der allgemeinere Begriff aller wohl
geordneten Mengen von vornherein zu beanstanden gewesen, was 
auch schon fUr die Zahlen der zweiten Zahlenklasse Bedenken hervor
ruft, indem diese nicht als eine einem klaren Gesetz unterworfene 
Gesamtheit angesehen werden konnen. Auf Widerspriiche in diesem 
Begriffsgebiet miiBte man also nach diesel' Auffassung iiberall gefaBt 
sein, wahrend nach der Ansicht anderer die zweite, die dritte Zahlen
klasse usw. bestehen wiirde, man aber - nur wegen jenes tatsachlich 
aufgetretenen Widerspruchs - nicht von del' Gesamtheit aller Zahlen
klassen reden darf. Diese Gesamtheit stellt nach CANTOR einen "in
konsistenten" Begriff dar. 

Es unterliegt keinem Zweifel, daB man auch vollig klare Gesamt
heiten von transfiniten Zahlen bilden kann, die jedoch dann von 
besonderer Art sind. Bezeichnet man, wie iiblich, den Typus del' 
rechts nicht abbrechenden Reihe: 

1) Auch HAUSDORFF sagt (a. a. 0., S. 134): "Da man von der Menge aller Ordnungs
zahlen nicht sprechen darf, so darf man auch nicht ohne wei teres voraussetzen, daB 
alle Ordnungszahlen, welche eine bestimmte Eigenschaft haben, eine Menge bilden." 
HAUSDORFF zieht aber daraus nicht dieselbe Folgerung wie ich. 

35* 
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mit w, den der doppelt gesetzten Reihe: 

mit 2 w, den am Anfang des vorigen Paragraphen erwahnten Typus: 

mit w + r usw., so kommt man zunachst zu den transfiniten Zahlen 
der Form aw + b, wobei a und b gewohnliche, endliche (absolute) 
ganze Zahlen bedeuten. Ein naheliegendes Multiplikationsverfahren 
fiihrt dann noch weiter. Man kann in dem transfiniten Typus x fiir 
jedes Element ohne Anderung der Ordnung eine wohlgeordnete Menge 
von stets demselben transfiniten Typus y setzen und so zu dem 
x fachen von y ge1angen. Vermoge dieser Festsetzung ware der durch 
das Schema (r) von § r84 vorgestellte Typus durch W· w = w 2 aus
zudriicken. l\Ian gelangt so dann allgemein zu den Typen der Form 

(1) awn + b wn - I + ... + f w + g . 

Es wird deutlich sein, daB sowohl die fiir emen bestimmten \Vert 
der Zahl n, als auch die fiir alle \Verte von n in dieser Formel ent
haltenen transfiniten Zahlen eine ganz bestimmte, klar umgrenzte, 
d. h. gesetzmaBige Gesamtheit bilden. Es laBt sich aber nachweisen, 
daB jede der eben genannten Gesamtheiten eine a bzahlbare l\Ienge 
transfiniter Zahlen enthalt. Von der zuletzt erwahnten Gesamtheitl) 
EiBt sich auch noch eine Fortsetzung ausdenken; trotzdem scheint 
mir, daB man bei einem rein logischen Aufbau, der vom Begriff des 
Kontinuums keinen Gebrauch macht, entweder im Gebiet des Abzahl
baren stecken bleibt oder in gewissermaBen uferlose Begriffe hiniiber
gleitet 2), die nicht als "klar und deutlich" anerkannt werden konnen 3). 

§ 186. Antinomie von RICHARD. 

Die iibrigen Falle, in denen noch mathematische Antinomien auf
gestellt worden sind, scheinen mir weniger wichtig zu sein; es diirfte 

1) CANTOR bezeiehnet den Typus der in der Formel (I) enthaltenen Gesamtheit, 
"'enn zugleich n aIle ganzzahligen \Verte annehmen darf, mit we') ; es ist dies jedoch 
eine willkiirliche, nicht an die obige Definition der Multiplikation angekniipfte Be
zeichnung. 

2) Auch der in die Prinzipien der Analysis so tief eingedrungene LUDWIG SCHEEFFER 
war der Meinung, daE die zweite Zahlenklasse nicht existiere, wiihrend F. BERNSTEIN 
(J ahresber. d. deutschen Mathematikervereinigung, Ed. 28, S. 66) von POINCARE; das 
Gestiindnis berichtet, daE er nicht iiberzeugt sei, daE die zweite Zahlenklasse existiere, 
daE er aber nicht sage, daE sie nicht existiere. 

3) Das "clare et distincte" hat besonders bei LEIBNIZ, aber auch schon bei DEs
CI.RTES eine gro1\e Rolle gespielt (vgI. R. EISI,ER, ~W6rterbuch der philosophischen 
Begriffe, 2. Auf I., I. Bd., S. 55+). 
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in diesen Fiillen nicht schwer fallen, die Unzuliissigkeit der angewand
ten Begriffsbildung von vornherein einzusehen. Zuniichst will ich der 
Antinomie von RICHARD 1) eine kurze Besprechung widmen. Sie 
kniipft an eine Betrachtung an iihnlich derjenigen, vermoge deren 
G. CANTOR die Nichtabziihlbarkeit des Kontinuums nachgewiesen hat. 
Man kann als Ergebnis der CANToRschen Betrachtung, wenn zugleich 
statt der Punkte Zahlen gesetzt werden, auch das folgende erhalten 
(§ 36): Wenn eine nicht abbrechende Reihe von reeIlen ZahlgroBen 
gegeben ist von der Art, daB von jedem Zahlenintervall eine Zahl 
in der Reihe auf tritt, so liiBt sich aus der genannten Reihe eine neue 
Folge herausheben, die eine nicht in jener Reihe vorkommende Zahl
groBe zum Grenzwert hat. RICHARD denkt sich nun aIle moglichen 
Kombinationen, die mit Wiederholung aus den Buchstaben des Alpha
bets gebildet werden konnen. Da diese Buchstaben in einer gegebenen, 
endlichen Anzahl vorhanden sind, so liiBt sich beweisen, daB die Zahl 
der zu allen Klassen (Elementenzahlen) zu bildenden Kombinationen, 
auch dann, wenn die Elemente jeder Kombination zugleich noch auf 
alle moglichen Arten gegeneinander abgeteilt gedacht werden, nur 
abziihlbarunendlich viele Fiille darstellen. Hieraus schlieBtRrcHARD, 
daB die unendlich vielen verschiedenen ZahlgroBen, die durch eine 
endliche Zahl von Worten definiert werden konnen, sieh in eine Reihe 
ordnen lassen miissen; es bilden ja die betreffenden Wortkombina
tionen 'oder abgeteilten Buchstabenzusammenstellungen nur einen Teil 
der vorhin erwiihnten abziihlbaren Fiille von Kombinatio~en. Da nun 
sieher in jedem reellen Zahlenintervall eine durch eine endliche Zahl 
von Wort en definierbare Zahl, z. B. eine rationale Zahl, vorkommt, 
so kann man die Betrachtung von CANTOR anwenden. Aus ihr ergibt 
sich dann die Existenz einer neuen reellen Zahl N, die in der genannten 
Gesamtheit von Zahlen nicht enthalten wiire 2). Da diese neue ZahlgroBe 
aber durch den entwickelten Zusammenhang definiert und eben damit 
auch durch eine endliche Zahl von Wort en ausgedriickt erscheint, so 
miiBte andererseits diese Zahl N auch zur Gesamtheit der endlich defi
nierbaren gehoren, womit nun ein unlosbarer \Viderspruch erreieht ist. 

In der Tat ist dieser Widerspruch so lange unlosbar, als man die 
Begriffsbildungen, auf denen er sieh aufbaut, zugibt. Jene unend
liebe Gesamtheit von Buchstabenkombinationen wird man als eine 
gesetzmiiBige und deshalb als zuliissigen Begriff nieht anzweifeln 
konnen, wohl aber die unendlich vielen reeIlen Zahlen, die durch eine 
endliche Zahl von Worten, d. h. also durch die Bedeutung eines 

1) Vgl. Acta Mathematica, Bd. 30, S. 295. 
2) Es ist zu bemerken, daJ3 allerdings RICHARD ein etwas anderes Verfahren als 

CANTOR anwendet; doch ist dies hier nicht von Bedeutung. 
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Teils jener Buchstabenzusammenstellungen definiert sein wurden. Die 
Bedeutung eines Satzes laBt sich wohl nicht eindeutig und jedenfalls 
nicht mathematisch-mechanisch aus den Buchstaben, welche die 
Worte des Satzes bilden, zusammensetzen, wie etwa eine Summe aus 
ihren Summanden errechnet wird. Die Bedeutung der Aussage ist 
eine besondere Schopfung des BewuBtseins, das mit den Wort en des 
ausgesagten Satzes Erinnerungen an fruher Erfahrenes und Gedachtes 
assoziiert. Die Zuordnung zwischen jenen Zahlen und den Buchstaben
kombinationen ist also keine solche, daB mit dem gesetzmaBigen Be
griff aller jener Kombinationen auch der der genannten ZahlgroBen 1), 
noch dazu in der Ordnung einer Reihe garantiert ware. 

RICHARD selbst hat seine Antinomie in einer etwas spitzfindigeren 
Weise aufzulosen versucht, und POINCARE hat sich dieser Au£1osung 
angeschlossen 2). RICHARD denkt sich zunachst aIle Buchstaben
kombinationen nach einem mechanischen Prinzip in eine Reihe geord
net. Nun mussen in dieser Folge der Reihe nach aIle die Glieder aus
gestrichen werden, denen nicht der Sinn einer Zahldefinition unter
gelegt werden kann. J etzt sagt RICHARD, daB die Buchstabenzusam
menstellung M, welche die oben gegebene Definition j ener neuen Zahl 
N ausmacht, an der Stelle, an der sie in der vorhin genannten Folge 
auf tritt, noch nicht den Sinn einer Zahldefinition hat, da die betref
fende Definition auf die ganze, durch Ausstreichen herzustellende zweite 
Folge Bezug hat, die in diesem Augenblick erst hergestellt werden solI. 
In diesem Si~n schlieBt RICHARD mit der Feststellung, daB die Worte, 
welche die Zahl N definieren, erst eine Bedeutung bekommen, nach
dem jene zweite Folge hergestellt worden ist, und daB diese nur durch 
eine unendliche Zahl von Wort en definiert werden kann. Demgegen
uber mochte ich aber bemerken, daB die Antizipation, die wir vielleicht 
durch die Annahme machen, jene Buchstabenzusammenstellung M 
werde von vornherein als bedeutungsvoll erkannt, doch dem Begriff 
des ganzen Verfahrens zugrunde liegt. Die Definition j ener zweiten 
Folge reeller Zahlwerte ist bereits vorausgeschickt und in einer end
lichen Zahl von Wort en beschlossen gewesen, nur bezog sie sich auf 
den Si n n von Buchstabenkombinationen, die doch im Grunde jedes
mal erst zu deuten 3) sind, und deren Bedeutung uns vielleicht erst in 
spateren Zusammenhangen ldar wird. 

1) A. SCHOENFI;IESS hat sich (Jahresber. der deutschen l\fathelllatikervereinigung, 
Bd. XX, S. 232) in iihnlicher ·Weise ausgesprochen, indelll er sagt, daB die "endliche 
Definierbarkeit" jedenfalls illl allgellleinsten Ulllfang kein mathelllatisch verwend
barer Begriff sei. 

2) Vgl. Acta l\fathematica, Bd. 32, S. 195. 
3) DaB das "Deuten" stets wieder ein besonderer Akt ist, wurde schon friiher 

betont (§ II4 U. 125). 
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Meines Erachtens ist es das einzig Richtige, wenn man derartig 
unbestimmte, uferlose Begriffsbildungen, wie: "die samtlichen reellen 
Zahlen, die durch eine endliche Zahl von \Vorten definiert werden 
k6nnen", iiberhaupt vollstandig verwirft. 

§ 187. RUSSELS Antinomie. 

Noch einer anderen, von BERTRAND RUSSEL erdachten Antinomie 
wird vielfach eine gewisse Wi'chtigkeit zugeschrieben. Sie ist im Grunde 
nicht mathematisch und bezieht sich auf das Enthaltensein von Gat
tungen ineinander. Zunachst werden die Gattungen eingeteilt in 
solche, die sich selbst enthalten, und solche, die dies nicht tun. Die 
meisten werden hier gleich bedenklich werden und fragen, ob es iiber
haupt m6glich ist, daB eine Gattung sich selbst enthalt; ist nicht die 
Gattung stets notwendig ein ganz anderer Denkgegenstand als die 
die Gattung bildenden Einzelgegenstande? Immerhin kann man in 
sehr abgezogenen Gebieten einigermaBen passende Beispiele finden; 
so wird die "Menge aller abstrakten Begriffe" als eine Gattung von 
Objekten angefiihrt, die sich selbst enthaltl). Das disjunktive Urteil, 
daB eine gegebene Menge entweder sich selbst als Element enthalt 
oder nicht, wird nun zunachst als logisch richtig angesehen 2) und 
daraufhin die Frage gestellt, ob die Gesamtheit aller derjenigen 
Gattungen, die sich selbst nicht enthalten, sich selbst enthalt oder 
nicht. Nimmt man jetzt an, daB die genannte Gesamtheit M die 
Gattung M' enthalte, und daB M' mit M iibereinstimme, so diirfte 
M' als eine in M enthaltene Gattung sich nicht selbst enthalten. So
mit k6nnte auch M, das mit M' iibereinstimmt, nicht sich selbst 
enthalten gegen die gemachte Annahme. Nimmt man aber an, daB 
M sich nicht selbst enthalte, so geh6rt damit M zu dem Begriff 
derjenigen Gattungen, die eben in M vereinigt waren, und es 

1) Vgl. FRAENKEL, Einleitung in die Mengenlehre, 1919, S. 131. 
Ich habe versucht, ob sich dafiir vielleicht ein wirklich mathematisches Beispiel 

geben latlt. Man denke sich etwa sechs Raufen yon je sechs Kugeln, so haben wir 
eine Gattung (Menge) von Raufen, die zwar nicht eigentlich sich selbst, aber ein 
auf die Gesamtheit abbildbares (§ II3) Element enthalt; nur sind die Elemente der 
Gesamtheit selbst wieder zusammengesetzt (Raufen), und die Elemente des Elements 
sind einfache Kugeln. Wir wollen nun aber fiir jede der Kugeln wiederum einen 
Raufen von sechs Kugeln einsetzen. Man konnte sich nun dieses Verfahren ohne Ende 
fortgesetzt denken, wobei man zur Vorstellung eines unendlichen Prozesses gelangt, 
wie er sonst wahl in anderen Fallen fiir vollig strenge Betrachtungen zur Grundlage 
werden kann. Freilich liegen keine Gegenstande im Sinne des ganz gewohnlichen 
Sprachgebrauchs vor; man konnte aber vielleicht doch sagen, dati man jetzt eine 
Gattung oder Menge von zusammengesetzten Raufen definiert habe, die sich selbst 
enthalt. 

2) Vgl. aber § 188. 
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enthielte damit M sich selbst, entgegen der soeben gemachten An
nahme1). 

Auch dieser Antinomie gegeniiber scheint es mir die einzig rich
tige Auffassung zu sein, daB die ganze Begriffsbildung abgelehnt wird,. 
die auf sie gefuhrt hat. Ein so allgemeiner Begriff wie: die Gesamtheit 
der Gattungen, denen eine gewisse logische Eigenschaft zukommt,. 
oder nicht zukommt, stellt ein unabsehbar unendliches und durch kein 
wirkliches Gesetz beherrschbares Gebiet dar; ein solcher Begriff ist 
unzuHissig oder umfaBt wenigstens keine so klare Gesamtheit, daB 
hinsichtlich dieser die erwahnte Disjunktion berechtigt ware. Dazu 
kommt noch, daB, wie aus dem Vorhergehenden gleichfalls hervorgehen 
diirfte, auch die zur Definition verwendete logische Eigenschaft 
gleichfa11s verschieden deutbar und nicht vollkommen klar ist. 

Man erkennt iiberdies, daB eine unmittelbare Beantwortung der 
Frage, ob jene Gesamtheit sich selbst enthalt oder nicht, vollig un
moglich ist, und daB die ganze angestellte Betrachtung nur auf den 
beiden Annahmen: die Gesamtheit enthalte sich selbst oder ent
halte sich selbst nicht und auf gewissen allgemeinen und form ellen 
Grundsatzen beruht, wie, daB das, was yom einen gilt, auch yom 
Gleichen ruuB ausgesagt werden konnen. J ede der beiden Annahmen 
fiihrt zu einem Widerspruch, wahrend doch nach der vorher angenom
menen Disjunktion, die nur eine Anwendung des Satzes yom aus
geschlossenen Dritten (§ 101) zu sein schien, eine der beiden Annahmen 
richtig sein miiBte. So ist der Widerspruch entstanden. 

§ 188. SchluBbetrachtungen. 

Dberblickt man die Begriffe, die in den letzten Paragraphen be
nutzt worden sind und zu Antinomien gefiihrt haben, so erkennt man, 
daB sie von ganz unbestimmter Art sind. Um noch auBerhalb der 
Mathematik ein Beispiel eines ahnlich unbestimmten Begriffs zu geben, 
konnte man vielleicht den Begriff des "NichtweiBen" aufstellen. Er 
ist bestimmt, d. h. klar und deutlich, wenn es sich um Farben handelt, 
und wir diejenigen Farben meinen, die nicht weiB sind. So11 es sich 
aber urn Gegenstande irgendwelcher Art, auch vielleicht um bloBe 
Gedankendinge, handeln diirfen, und soll in dem Begriff alles das 
vereinigt werden, worauf das Pradikat "weiB" nicht anwendbar ist, so 
ist der Begriff vollig unbestimmt und deshalb im Grunde unzulassig 2). 

1) Eine andere Einkleidung im Grunde derselben Antinomie findet sich bet 
FRAENKEL, a. a. 0., S. 133 unten. 

2) Auch hier sieht man wieder, daB der Begriff nicht durch die Worte oder Buch
staben bestimmt wird, durch die man ihn umschreibt, sondern durch das, was man 
sich bei den Worten oder Buchstaben denkt. 
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Natiirlich k6nnen auch Relationsbegriffe, d. h. Begriffe von Eigen
schaften, welche die Gegenstande relativ zueinander haben, von einer 
solchen Unbestimmtheit sein. 

Von einer iihnlichen Unbestimmtheit wie etwa der Begriff des 
"NichtweiBen" ist meines Erachtens "die Gesamtheit der wohl
geordneten Mengen" oder "die Gesamtheit der reellen Zahlen, die 
durch eine endliche Zahl von Worten definiert werden k6nnen" oder 
auch die "Gesamtheit aller Gattungen, die sich selbst nicht enthalten". 

In dem Gebiete eines solchen Begriffs kann der Satz vom aus
geschlossenen Dritten versagen, d. h. es braucht von zwei kontra
diktorisch entgegengesetzten Aussagen nicht notwendig die eine rich
tig zu sein, ganz so wie die in § 187 vorgebrachte, die Gesamtheit der 
sich se1bst nicht enthaltenden Gattungen betreffende Disjunktion ver
sagt hat. Genau so wiirde es eine sinnlose Disjunktion sein, wenn ich 
z. B. von der "zwei", d. h. von der abstrakten Zahl- nicht von einer
gemalten Ziffer 2 - sagen wollte, daB sie entweder weiB sein miisse 
oder nicht. Nimmt man statt eines unbestimmten Begriffs einen sol
chen, der sich direkt seIber widerspricht, so kann man sogar zu zwei 
kontradiktorisch einander gegeniiberstehenden Aussagen gelangen, 
von denen sicher beide falsch sind. Das ist durchaus nicht neu 1 ) ; 

bereits KANT hat als Beispiel dafiir die beiden Aussagen aufgestellt: 
"Ein eckiger Kreis ist rund" und "ein eckiger Kreis ist nicht rund'(2). 
Das Versagen des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten ist also ein 
Zeichen dafiir, daB mit den benutzten Begriffen etwas nicht in Ord
nung ist; dagegen ist es gewiB nicht richtig, wenn man, wie es auch 
schon vorgeschlagen worden ist, wegen solcher Vorkommnisse den
Satz vom ausgeschlossenen Dritten aus der Mathematik verbannen 
will 3). Gerade im Gebiet der normalen Mathematik mit ihren v611ig 
bestimmtenlBegriffen feiert dieser Satz seine gr6Bten Triumphe; das , 
zeigt uns j eder indirekte Beweis. 

Der Umstand, daB manchmal zwischen zwei kontradiktorischen 
Urteilen nicht entschieden werden kann, bringt es mit sich, daB ge
wisse Fragen offen bleiben k6nnen. Bei der in § 187 aufgeworfenen 
Frage glaube ich allerdings, da~ sie im Grunde gar keinen rechten Sinn 
hat. Es ware aber auch im Gebiet der klaren mathematischen Begriffe 

1) Mit Recht hat G. HESSENBERG (Jahresber. der Deutschen Mathematiker
vereinigung, Bd. 17, S. 162) die Mathematiker und Naturforscher davor gewarnt, die 
jahrhundertealte Gedankenarbeit der Philosophen in erkenntnistheoretischen Prin
zipienfragen unbeachtet zu lassen. 

2) Vgl. Prolegomena, § 52b, SchluJ3. 
3) Vgl. L. E. J. BROUWER, Begriindung der Mengenlehre unabhangig vom logi

schen Satz vom ausgeschlossenen Dritten, erster Teil (Verh. d. Koninkl. Akad. van 
Wetensch. te Amsterdam, eerste Sectie, Deel XII, NO.5), 1918, femer eine AuJ3erung 
von BRouwERim Jahresber. d. DeutschenMathematikervereinigung, 23. Bd., 1914. S. 80. 
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ein Offenbleiben von Fragenl) denkbar. So ware es z. B. denkbar, 
daB wir die Frage niemals zu erledigen vermochten, ob alle Zahlen 
einer gegebenen gesetzmaBig unendlichen Gesamtheit eine gewisse 
Eigenschaft besitzen oder nicht; ebenso konnte es vielleicht bei zwei 
unendlichen Gesamtheiten, auch wenn sie beide durch ein klares Ge
setz beherrscht sind, vorkommen, daB wir weder ein neues Gesetz, 
das die Elemente dieser Gesamtheiten eineindeutig aufeinander bezieht, 
noch etwa einen indirekten Beweis finden konnten, der eine solche 
Beziehung als unmoglich feststellt. Es bliebe dann die Frage offen, 
ob die beiden Gesamtheiten dieselbe "Machtigkeit" haben oder nicht. 

Wenn man die eben erwahnten Falle fiir moglich halt, so gabe es 
also mathematische Probleme, die unlosbar sind. Die Frage, ob jedes 
mathematische Problem losbar ist, ist auch bereits erortert worden, und 
HILBERT hat die Moglichkeit vermutet 2), daB diese Frage mit Hilfe 
einer Axiomatisierung der Logik entschieden werden konnte. N ach 
meiner Auffassung haben solche Plane keine Aussicht auf Verwirk
lichung3). Es miiBte doch jede solche Betrachtung von einem Begriff 
des allgemeinsten mathematischen Problems ausgehen, und ein solcher 
Begriff kann nicht in gesetzmaBiger Weise gegeben werden, sondern 
muB von der oben charakterisierten, ganzlich unbestimmten Art sein. 

ZERMELO hat versucht, den in der Mengenlehre aufgetretenen 
Widerspruch (§ 185) dadurch zu beseitigen, daB er die Mengen ge
wissen Axiomen unterwirft, die sich auf das Verhaltnis des Ganzen 
zum Teil, auf das Herausgreifen gewisser Elemente aus gewissen 
Mengen usw. beziehen. Es wird ziemlich allgemein angenommen, daB 
es ZERMELO gelungen ist, die Axiome so zu wahlen, daB nunmehr, 
trotzdem die meisten der sonst behandelten unendlichen Mengen zu
gelassen erscheinen, die in sich widerspruchsvollen Mengen ausgeschlos
sen bleiben. Obwohl die benutzten Gedankengange entschieden inter
essant sind und sich zur Zeit groBer Wertschatzung erfreuen, kann 
ich doch meine Bedenken gegen dieses ganze Verfahren nicht unter
driicken 4). Selbst wenn fiir die ZERMELoschen Axiome die Wider
spruchslosigkeit nachgewiesen werden konnte, so bliebe ihre Bedeutung 
fiir die Mengen selbst immer noch fraglich 5). Besonders bedenklich 

1) Die Moglichkeit der UnlOsbarkeit mathematischer Probleme betrachtet auch 
BROUWER als vorhanden (an dem zuletzt angefiihrten Ort). Zu solchen etwa offen
bleibenden Fragen rechne ich aber nicht die von H. WEYL im Anschlu13 an den Begriff 
des Kontinuums genannten (Das Kontinuum, 1918, S. 66). 

2) Vgl. Mathematische Annalen Bd. 78, S. 412. 
3) Man vergleiche auch die in § 106 und in § II7 gegebenen Erorterungen. 
4) Insbesondere scheint mir bestehen zu bleiben, was ich in § 185 gegen die zweite 

Zahlenklasse vorgebracht habe. 
5) Man wende hier nicht ein, daJ3 doch auch die Axiome der Geometrie unab

hangig von den anschalllich raumlichen Beziehungen studiert werden. Sie haben in 
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erscheint dabei jedenfails das sogenannte "Auswahlaxiom", das be
sagt, daB aus einer unendlichen Folge von Mengen eine unendliche 
Folge von Elementen der Mengen dadurch gebildet werden kanne, daB 
man aus jeder Menge eines ihrer Elemente herausgreift. Hier schlieBe 
ich mich ganz der Auffassung von WEYL anI), welche die Vorstellung 
einer unendlichen Folge von Elementen "als einer durch unendlich viele 
einzelne willkiirliche Wahlakte zusammengebrachten" vallig verwirft. 

Eine unendliche Menge von Elementen kann, falls es sich nicht 
urn die Gesamtheit der Glieder der Folge selbst oder urn die samtlichen 
Elemente eines einfachen Kontinuums handelt (§ 124), nur durch ein 
Gesetz definiert werden 2). Diese Wahrheit biiBt meines Erachtens 
dadurch nichts an Bedeutung ein, daB man den Begriff des Gesetzes 
im Grunde nicht vollstandig befriedigend durch eine Definition er
schapfen kann. Immerhin wird man ein solches Gesetz dadurch cha
rakterisieren kannen, daB es eine endliche Zahl von Festsetzungen 
enthalten wird, aus denen dann die unendlich vielen Elemente not
wendig und gewissermaBen mechanisch hervorgehen. Von solchen 
unendlich vielen Elementen kann man unter Umstanden sagen, daB 
sie alle eine gewisse Eigenschaft haben oder nicht haben 3). Aus einer 
sqlchen bestimmt definierten unendlichen Gesamtheit wird gewiB 
eine ebensolche herausgehoben, wenn wir von den herauszuhebenden 
Elementen eine ganz klar definierte Eigenschaft verlangen, d. h. eine 
solche, hinsichtlich deren Auftreten bei jedem einzelnen Element, 
wenn es gegeben ist, bestimmt entschieden werden kann. 

Aus einer bestimmten Gesamtheit von unendlich vielen Elementen 
kann man sich auch alle Zusammensteilungen von je zwei, von je 
drei, vier usw. Elementen gebildet denken. Man wird dadurch stets 
zu einer bestimmten, gesetzmaBig zu nennenden Gesamtheit gelangen. 
Dasselbe gilt, wenn aile Zusammenstellungen der Elemente in einer 
beliebigen, aber endlichen Zahl gedacht werden soilen, und zwar auch 
dann, wenn die Elemente noch in gewisse gesetzmaBig bestimmte 
Yerbindungen gebracht werden sollen. So betrachten wir z. B. alle 

den Zahlenmannigfaltigkeiten, welche den Axiomen entsprechen (§ 41), immer noch 
ein hinlangliches Substrat. Hier aber handelt es sich meines Erachtens um Begriffe, 
die zunachst nicht den Gegenstand, sondern das Werkzeug mathematischer Betrach
tung ausmachen, und deren axiomatische Begriindbarkeit mir deshalb von vornherein 
als fraglich erscheint (§ 106 u. II7). 

1) a. a. 0., S. 15. 
2) Vgl. S. 98, Anm. Freilich ist auch die Ansicht schon geauJ3ert worden, daJ3 

man unendliche Mengen iiberhaupt nicht betrachten durfe. Auf die Dauer wird jedoch 
niemand, der auch nur die Erfolge der Mathematik in der Theorie der aus unendlich 
vielen Gliedern bestehenden Reihen kennt, sich zu diesem "Finitismus" verstehen 
k6nnen. 

3) Vgl. S. 241, Anm. 
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Ausdriicke, die aus den rationalen Zahlen durch die Rechnungsopera
tionen der vier Spezies und durch Quadratwurzelausziehungen in 
beliebiger Zusammensetzungsweise gebildet werden konnen, als einen 
klaren und bestimmten Begriffsbereich (§ 24). 

Sollen aber aus einer unendlichen Gesamtheit unendlich viele 
Elemente herausgehoben werden, so ist dazu ein neues Gesetz notig. 
Ich kann also nicht zugeben, daB eine unendliche Teilmenge j ener 
Gesamtheit an sich schon vorhanden seil) oder daB die Gesamtheit 
aller Teilmengen von unendlich vielen Elementen einen klar bestimm
ten Gesamtheitsbereich darstelle. 

Die nicht gesetzmaBigen unendlichen Gesamtheiten stellen mathe
matisch nicht verwendbare, nicht klare und bestimmte Begriffe dar 2). 

In einem solchen Fall kann der Versuch, iiber alle 3 ) Elemente der 
Gesamtheit etwas auszusagen, zu einer Antinomie fiihren. 

Wer die Betrachtungen der letzten Paragraphen genau iiberdenkt 
und sie insbesondere mit den rein mathematischen Beweisen des ersten 
Teiles vergleicht, wird, glaube ich, die feine Grenzlinie erkennen kon
nen, durch welche das normal mathematische Gebiet abgesteckt ist. 
Man wird von solchem Standpunkt aus die in der sogenannten Mengen
lehre aufgetretenen Antinomien kaum als besonders merkwiirdig oder 
iiberraschend mehr gelten lassen 4). Immerhin lassen die Antinomien 
die genannte Grenzlinie noch deutlicher erkennen. Sie dienen dazu, die 
menschliche Vernunft zuriickzuhalten, die, wie KANT es einmal aus
gesprochen hat, sich nur durch unmittelbaren Widerspruch in ihrer 
Tatigkeit zuriickschrecken laBt. 

1) Vgl. auch WEYL, a. a. 0., S. 19. 
2) Es verdient aber hervorgehoben zu werden. daB einige der zunachst als un

bestimmt und deshalb unzulassig erscheinenden Gesamtheiten nachher doch wieder 
synthetisch hergeleitet werden konnen, wenn man, wie ich es empfehlen mochte, 
sich entschlieBt, das Kontinuum als eine apriorische Form anzuerkennen und es bei 
mathematischen Gedankenkonstruktionen zu benutzen. Dadurch gewinnt man z. B. 
die Gesamtheit der reellen Zahlen zwischen 0 und I, damit dann auch diejenigen 
dieser Zahlen, die nicht rational sind. Indem man dann die zuletzt genannten Zahlen 
in Kettenbriiche entwickelt denkt, erhalt man in den Folgen der Teilnenner dieser 
Kettenbriiche die Gesamtheit der "nach irgendeinem Gesetz gebildeten", nicht ab
brechenden Folgen von absoluten ganzen Zahlen. 

3) In einer Besprechung von RUSSELS Werk "The Principles of Mathematics" sagt 
HAUSDORFF ganz richtig: "Wir erkennen, daB das Wort: aIle nicht immer eine erfii1l
bare Forderung bezeichnet, daB wir in manchen Fallen zwar distributiv j edes Objekt 
einer bestimmten Definition gemaB denken. nicht aber kollektiv alle Objekte ,uno 
intellectus actu' zusammenfassen konnen." Auch HAUSDORFF fiihrt hier als unzulassige 
Gattungsbegriffe die "uferlosen Negationen": Nichtmensch, nichtgriin usw. an. 

') POINCARE hat auf dem internationalen MathematikerkongreB in Rom im Jahre 
1908 gesagt. man werde spater auf die Mengenlehre als auf eine iiberwundene Krank
heit zuriickblicken. 
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Kraft 403. 
Kreisinhalt, Bestimmung 

desselben 130-131. 
Kreisteilungsgleichungen 

496-502 .. 
Kiirzeste Linie 128. 

Lebendige Kraft, Erhaltung 
derselben 420-422. 

Lichtgeschwindigkeit, ihre 
Bestimmung 447. Die 
L. gleich einer elektro
magnetischenKonstanten 
460. 

Logistik 5, 272. 
Lullische Kunst 277. 

MaB 51, 63ff., 77ff. MaB
zahl 65ff., 318. Projek
tive MaJ3bestimmung 67. 

Masse 417ff. M. im Gegen
satz zu Gewicht 420. 

Materie, ihre Erhaltung 

477f. 
Maxima u. Minima 156ff. 
Mengen 314. Geordnete u. 

wohlgeordnete M. 543ff. 
Mittelbare Beziehung der 

Experimente zur Theorie 

449, 470. ' 
Mittelpunkt der Parallel

kriifte 39. 
Mittelwertsatz der Diffe

rentialrechnungI58-161. 

Negative Urteile 26rf. 
Nichtabziihlbarkeit des 

Punktkontinuurns 102ff. 
Nich teuklidische Geometrie 

SACHVERZEICHNIS. 

Parallelogramm der Kriifte 
43, 4 1 7. 

Parallelsehnen der Ellipse 

33· 
Parallelwinkel 20. 
Pendel 423-429. 
Permanenz der formalen 

Gesetze 2 I I. 
Permutationen 241. 
Perpetuum mobile 442. 
Pol u. Polare 34. 
Polarisationsebene 449. 
Postulate 12. 
Potential 458ff. 
Potenzlinie 220. 
Priidikat u. Subjekt 247, 

50 5. 
Primzahlen, Zerlegung in 

soIche 228ff. Die Zahl 
der P. ist unendlich 232f. 

Prinzip, der doppelten Ver
neinung 261, der Ein
teilung 259f., der Identi
tat 255. P. der Identitat 
bei ARISTOTELES 260. P. 
der iibereinstimmenden 
Erzeugung 312, des Wi
derspruchs 264f. 

Proportionen 67-72. 
Priifung der Geometrie 395 

bis 400. 
Punkt, Definition bei 

EUKLID 10. 
Punktmengen 98ff. 

Quadratische Form 54f. 
Quadratur des Kreises 77. 
Quadratwurzelausdriicke 

74· 
Qualitiit im Gegensatz zu 

Quantitiit 50f., 288. Ge
staltsqualitiit 297. 

Quaternionen 212ff. 

i7, !9ff. "Rationelle" Mechanik 37. 
Nominalist 8. Riitsel der Sphinx 540ff. 
Notwendiger Charakter der i Realist 8. 

Mathematik 351-358. i Realrelationen 376ff. 

Obere Grenze 19Iff. 
OHMsches Gesetz 451ff. 

Recursus in infinitum 5. 
, Regeln der Forschung 530f. 

Regula falsi 517ff. 
: Regulative Ideen 480-484. 

Paradoxien 533-542. j Reihenfolge, Reihenord
Parallelentheorie LOBAT- i nung, logische Bedeutung 

SCHI<:FSKIJS 17. Neuere ' 338f., Bedeutung fiir geo
Versuchezur P. 118-123.' metrische Siitze 387, fUr 

das Zustandekommen 
einer Deduktion 145, 280, 
fiir die Beschreibung eines 
empirischen Tatbestan
des 339. Unmaglichkeit, 
die Reihenfolge in andere 
Begriffe aufzulasen 339 
bis 349. 

Reihensumme abhiingig von 
der Gliederordnung 143. 

"Reine Naturwissenschaft" 
477ff. 

Rein logische Beweisfiih
rung 26ff. 

Relation, Begriff 4, lIf. 
Umkehrung der R. von 
zwei Elementen 249f. ; 
symmetrische R. 250, 
transitive R. 274. R. von 
mehr als zwei Elementen 
248. Relationslogik 24. 

Relativitiitsprinzip der klas
sischen Mechanik 45f., 
4II ff. 

Relativitiitstheorie EIN
STEINS 466-476, 484. 

Resultante von Kriiften 37. 
RIEMANNsche Mannigfal

tigkeiten I25-130. 

Sache im Gegensatz zum 
Begriff 255ff. 

Satz, vom zureichenden 
Grunde 38, 483f., vom 
ausgeschlossenen Dritten 
261ff. Versagen dieses 
Satzes 553. 

SchluB von n auf n + I 

331-336. 
Schmelzwarme 439. 
Schnitt (im Gebiet der ra

tionalen Zahlen) 65, 189. 
Sehlinie 369. 
Selbsttiitigkeit des Ver

standes 173. 
Siebzehnteilung des Kreises 

502. 
Sophism a des ZENO 538ff. 
Spezifische Wiirme 437. 
Spiegelbild 386-389. 
Starrer Karper 370-374. 
Stellenzeichen 161. 
Stetigkeitsaxiom, von DE-

DEKIND 86, von VERONE
SE 89. 

Strahl 446f. 



Subjekt u .. Priidikat 247, 
50 5. 

Substitutionen 241ff., 290ff. 
Substitutionsprinzip in 
Schliissen 24f., 309-313. 

Syllogismus 3, 4, 23· 
Symbolrechnung 31f. 
Symmetrieprinzip in der 

Physik 484. 
Synthesis 353, 361; s. auch 

unter Begriff. 
Synthetisch u. analytisch 

365f.; synthetische und 
analytische Urteile 361 
bis 366. 

SACHVERZEICHN1S. 

Verdichtungspunkt 99. 
Verdopplung des Wiirfels 

76. 
Vergleichen 260. 
Verifikation 395, 539· 
Verkettung der Relationen 

24, 278. 
Vermutung, ihre Bedeutung 

fiir die Untersuchung 487 
bis 493. 

Verneinung 26rf. 
V erstandes begriffe (allge

meine) 277f. 
Verstandestiitigkeiten 296£., 

486 f. 
Verstehen u. Beurteilen 

Tangente einer Kurve 151. 306. 

"Tiitiger Intellekt" 298. Vertauschungen, ihr Zu-
Teil u. Ganzes 56£·, 535 ff . sammenhang mit arith-
Teilstrecke, Existenz der metischen Begriffen 172f. 

genauen T. 90ff. Vgl. auch Substitu-
Triigheitsgesetz 406f., 480. tionen. 
Transfinite Zahlen 545. 
Transitive Relation 24, Vertriiglichkeit 269-272; 

s. auch Widerspruchs-
341. 

Tristram Shandys Lebens- losigkeit. 
; Vierdimensionale Geometrie 

beschreibung 534f. 
125. 

Uberbauung von Begriffs- .. .. . 
systemen 313-326. i W.~rmeaqUlvalent 441. 

L"nabhangigkeit von Axio- vVarmemenge 435-439· 
men 114-II8, 331. ~ Wellentheorie 446ff. 

L"nabhangigkeitsprinzip in. Widersprechender Begriff 
der Dynamik 414ff. kein Hilfsmittel des Den-

l'"nendliche Aggregate im i kens 2Irf. 
Gegensatz zu den er-' vViderspruchslosigkeit, der 
schopfbaren 537. gewohnlichen Geometrie 

L"nendliche Liinge der Ge-, II3ff., der nichteuklidi-
raden 59, 385f. schen Geometrie II5 ff ., 

L"nendliche Reihen, ihre der Arithmetik 325, an-
SUlllme 142-143; U. R. derer Disziplinen II5· 
stetiger Funktionen 144f.· Moglichkeit des Nachwei-

LTnendlich ferne Elemente ses 331 (s. auch Vertriig-
35f., 223 ff. lichkeit). Auflosung eines 

L"nlosbare Probleme, Frage vViderspruchs 522ff. 
nach deren Existenz 554 .. Winkelsumme im Dreieck 

l'"nvertriiglichkeit265-269,: 18f. 
326-331. vVirkung u. Gegenwirkullg 

LTnzuliissige (uferlose) Be-: 430f. 
griffe 548, 551, 552f. i Wurfparabel 47ff. 

Zahl, reelle ZahlgroBe 65, 68. 
Z. als StellenzeichenI61ff., 
als Anzahl 174f. Grund
tatsache flir den Begriff 
der Anzahl 169-173. 
Rein arithmetische Be
griindung der gebroche
nen Zahlen 183££., der 
negativen Zahlen 194f£. 
Irrationale Z. 187££' Ge
wohnliche imaginare Z., 
in geometrischer Da stel
lung 201-204, in rein 
arithmetischer Dar: tel
lung 204-207; ho lere 
imaginiire Z. 212f£. 

Zahl e 143. 
Zahlenmannigfaltigkeite I 

109f., II3, 125££. 
Zahlformeln 288. 
Zeit, Zeitmessung 407£., 

476; s. auch KANT. 
Zerlegung einer Primzahl i. I 

die Summe zweier Qua 
drate 235-240. 

Zirkel u. Lineal, Konstruk
tionen damit 72-77. 

Zufiillige Entdeckungen523. 
Zuordnung, ihre Bedeutung 

fiir das Relationsurteil 
249, flir den Anzahlbegriff 
69, fiir die Begriffe von 
Kongruellz u. Ahnlich
keit 122, 387, 536, fiir 
geometrische Siitze 387, 
fiir geometrische Beweise 
19, fiir die Darstellung 
der Erfahrung 374f£., 526 

Zusammengesetzt u. einfach 
358ff. 

Zusammenhiingend s. kon
tinuierlich. 

Zusammensetzung, ausge
fiihrte u. angezeigte 291 
u. 298, gedachte, d. h. 
nicht wirkliche 359. 

Zusammenstellung im Ge
gensatz zu Zusammen
setzung 195, 212. 

Zweite Zahlenklasse 547f. 
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