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Vorwort.

Das von der konigl. belgischen Akademie der Wissenschaften preis-
gekrénte, im Buchhandel lingst vergriffene Werk von Mansion: ,,Théorie
des équations aux dérivées partielles du premier ordre* erscheint hiermit
in neuer und zwar deutscher Ausgabe. Da das vortreffliche Buch auch
in Deutschland ungetheilte Anerkennung gefunden und hinlinglich bekannt
ist, so diirfte es iiberfliissig sein, die Vorziige desselben nochmals be-
sonders hervorzuheben. Es mag nur darauf hingewiesen werden, dass das
Mansion’sche Buch bisher das einzige geblieben ist, welches in so ein-
gehender Weise die verschiedenen Methoden, welche zur Integration der
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung vorgeschlagen wurden,
historisch-kritisch beleuchtet, ihre Beziehungen zu einander klarlegt, ihre
Vorziige und Mingel gegenseitig abwigt und jedem der Begriinder
dieser Methoden das Verdienst lisst, welches ihm zukommt. Es ist das
einzige Werk dieser Art geblieben, einfach aus dem Grunde, weil es
seine Aufgabe gleich in vollkommener und uniibertrefflicher Weise
loste. Allerdings hat die Theorie der partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung seit dem ersten Erscheinen des Mansion’schen Buches
viele wichtige Erweiterungen und Verbesserungen erfahren und es sind
auch seitdem, besonders in allerneuester Zeit, einige hochbedeutsame Werke
iiber jene Theorie hervorgetreten; zum Theil aber sind dieselben mehr als
Lehrbiicher im engeren Sinne zu betrachten, denen es weniger auf die
Hervorkehrung des historisch-kritischen Standpunktes als auf eine syste-
matische Verarbeitung und Zusammenfassung des vorhandenen Materials
ankommt, zum Theil sind dieselben, wie das hervorragend wichtige Werk
von Sophus Lie: ,Zur Theorie der Transformationsgruppen“, dazu be-
stimmt, der gesammten Theorie eine einheitliche Grundlage zu geben, sie
auf ein einziges Prinzip zu stellen, aus welchem die Resultate der fritheren
Arbeiten von selbst hervorgehen. Diese Werke machen daher eine historisch-
kritische Untersuchung der #lteren Arbeiten auf diesem Gebiete, wie sie in
dem Werke von Mansion enthalten ist, nicht iiberfliissig. Infolge dieses
kritischen Standpunktes ist das Mansion’sche Buch ein vorziiglicher Weg-
weiser fiir das Studium der grundlegenden Arbeiten iiber die Theorie der
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, so dass ich mich der
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v Vorwort.

Hoffnung hingeben darf, dass eine Neuausgabe dieses Werkes, die unter
Zustimmung des Verfassers und mit thitiger Mitwirkung desselben in
deutscher Sprache erscheint, nicht ungiinstig aufgenommen werden wird.

Beziiglich der grosseren Verinderungen und Erweiterungen, welche
diese neue Ausgabe der ersten gegeniiber aufweist, kann ich mich mit
einem Hinweis auf die ,Vorbemerkungen“ des Verfassers begniigen. An
vielen Stellen sind kleinere Verbesserungen vorgenommen, die nicht niher
aufgefithrt zu werden brauchen. Der Druck des Werkes wurde fortlaufend
sowohl vom Unterzeichneten, wie auch vom Verfasser selbst sorgfiltig con-
trolirt, so dass die I"Ibersetzung nicht nur #usserlich correct, sondern auch
dem Sinne des Originals entsprechend sein diirfte.

Wihrend die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ord-
nung im Grossen und Ganzen als abgeschlossen betrachtet werden darf,
liegt die Theorie der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
noch sehr im Argen. In der That kann trotz der zahllosen kleineren und
grosseren Abhandlungen, welche hieriiber bereits geschrieben sind, von
einer Theorie der Integration dieser Gleichungen noch kaum gesprochen
werden, Die wichtigste Arbeit, in welcher ein Versuch zur Begriindung
einer solchen Theorie gemacht wird, ist immer noch die grosse Abhand-
lung von Ampeére im 17. und 18. cahier des Journal deé " Fcole Poly-
technique, deren Resultate Imschenetsky im 54. Bande von Grumert’s
Archiv in einem vorziiglichen Resumé zusammengefasst hat. Um zum
griindlichen Studium dieser Resultate und damit vielleicht zur Erweiterung
und Bereicherung der Theorie der Integration der partiellen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung neue Anregung zu geben, hielt ich es fiir
zweckmissig, die Imschenetsky’sche Abhandlung, zumal dieselbe in einem
grossen Abschnitte eine Anwendung der Prinzipien der Theorie der par-
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung giebt, dem Mansion’schen
Werke anzufiigen, wobei ich mich der vollen Zustimmung und Ermun-
terung des Herrn Mansion erfreute. Eine kleine ebenfalls noch angefiigte,
wenig bekannt gewordene Abbandlung von G. Darboux lisst klar die
Schwierigkeiten erkennen, welche bei der Integration der partiellen Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung auftreten, und deutet zugleich einen
Weg an, auf dem man vielleicht etwas weiter kommen kann als bisher.

Berlin, im October 1891.

H. Maser.



Vorbemerkungen des Verfassers.

1. Gegenstand dieses Werkes.

Die vorliegende Arbeit wurde unternommen anlisslich einer von
der kgl. belgischen Akademie in den Jahren 1870 und 1872 gestellten,
auf die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster und zweiter
Ordnung beziiglichen Preisfrage.

Imschenetsky und Graindorge haben beide ausgezeichnete Mono-
graphieen tiber diesen Gegenstand verdffentlicht, die es uns gestatteten,
unsere Untersuchung auf die Theorie der partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung zu beschrinken. In der That geben ihre Schriften eine
gute Ubersicht iiber die Arbeiten der Geometer beziiglich der Differential-
gleichungen zweiter Ordnung, abgesehen von den neueren Studien von
Darboux und Lie, die diibrigens nur bruchstiickweise verdffentlicht
worden sind.

Die Abhandlungen von Imschenetsky und Graindorge sind da-
gegen unvollstindig hinsichtlich der Theorie der partiellen Differential-
gleichungen erster Ordnung.l) Wir haben daher den Wiinschen der Akademie
zu entsprechen geglaubt, indem wir es versuchten, die hauptsichlichsten
Untersuchungen der Mathematiker iiber diesen Gegenstand von Lagrange
an bis auf Lie und Mayer darzulegen.

II. Plan des Werkes und historische Bemerkungen.

Die vorliegende Schrift enth#lt den Hauptinhalt der Untersuchungen
von Lagrange, Pfaff, Jacobi, Bour, Clebsch, Korkine, Boole,
Mayer, Cauchy, Serret und der ersten Abhandlungen von Lie (bis
ca. 1875) iiber die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung.

!) Die Abhandlung von Graindorge enthilt ausser der Theorie der
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung die in den §§ 1 (theilweise),
3, 6, 16, 17, 18, 19, 20, 21 unseres Buches behandelten Gegenstinde. Die Ab-
handlung von Imschenetsky enthilt {iberdies unsere §§ 9 und 29 und ein
Kapitel tiber die kanonischen Gleichungen der Dynamik. Graindorge hat
daneben auch eine Ubersicht der Arbeiten der Geometer iiber die Integration
der Gléichungen der Mechanik versffentlicht.



VI Vorbemerkungen des Verfassers.

Die Arbeiten dieser Geometer haben wir in den folgenden Abschnitten
zusammengestellt:

Einleitung. Entstehung der partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung (§§ 1—4).

Buch I. Methode von Lagrange und Pfaff (§§ 5—15).

Buch II. Methode von Jacobi (§§ 16—27).

Buch III. Methode von Cauchy und Lie (§§ 28—32).

Schluss. Methode von Lie als Zusammenfassung der friiheren Methoden.

Diese Anordnung ist streng didaktisch, d. h. wir dringen vom Anfang
bis zum Ende tiefer und tiefer in unsern Gegenstand ein. Sie ist zu gleicher
Zeit historisch in ihren grossen Umrissen, bis auf eine Ausnahme: Die
Methode von Cauchy bestand viel friiher als alle in unserm zweiten Buche
angefiihrten Arbeiten. Wir sahen uns gentthigt, die Methode von Cauchy
an das Ende unserer Abhandlung zu setzen neben diejenige von Lie, weil
diese letztere die natiirliche Fortsetzung der ersteren ist und weil sie zu-
sammen eine weit tiefere Untersuchung der Frage der Integration der
partiellen Differentialgleichungen bilden als die Methode von Lagrange,
Pfaff, Jacobi und Bour.

In unserer Einleitung geben wir zunichst nach Lagrange (1772
und 1774) und Lie (1872) die Definition des Problems der Integration
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, Sodann deuten wir
nach Jacobi zwei allgemeine und sehr einfache Hiilfsmittel an, durch welche
man die abhingige Verinderliche aus den in Rede stehenden Gleichungen
entfernen kann, Wir zeigen im Gegensatz zu der Ansicht Bertrand’s und
anderer Geometer, dass das zweite Transformationsverfahren Jacobi’s
nicht illusorisch ist (§ 1). Die beiden folgenden Paragraphen enthalten die
Theorie der partiellen Differentialgleichungen mit 3 oder # - 1 Verdnder-
lichen, wie sie von Lagrange im Jahre 1774 mittels seiner fruchtbaren
Methode der Variation der willkiirlichen Constanten entdeckt worden ist.
Der Auseinandersetzung von Lagrange haben wir jedoch verschiedene
Jacobi entlichene Bemerkungen und eine sehr einfache Methode der Er-
zeugung der simultanen Gleichungen hinzugefiigt. Der letzte Paragraph
ist den Ansichten Lie’s iiber den in den vorhergehenden Paragraphen be-
handelten Gegenstand und der Erklirung des auf die iiberschiissigen Con-
stanten beziiglichen Paradoxons gewidmet.

Das erste Buch enthilt die Analyse der Arbeiten von Lagrange
und Pfaff. Wir haben diese schon alten Untersuchungen, mit einer ge-
wissen Vorliebe auseinandergesetzt, einmal weil sie den Keim mancher
weiteren Entdeckungen enthalten, sodann weil sie eine Menge von An-
wendungen zulassen, die man einfacher nach diesen Methoden als nach den
kiinstlicheren Methoden von Jacobi und Cauchy behandelt.

Das erste Kapitel handelt von den linearen Gleichungen, deren Theorie
Lagrange in den Jahren 1779 und 1785 gefunden hat. TUnsere Dar-
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legung unterscheidet sich nur dadurch von derjenigen unserer Vorginger,
dass wir uns mehr der Theorie der Functionaldeterminanten bedienen. Im
letzten Paragraphen geben wir die von Jacobi im Jahre 1827 gemachte
Erweiterung der Lagrange’schen Theorie. Es ist erstaunlich genug, dass
diese Untersuchungen des Berliner Geometers in beinahe allen Lehrbiichern und
selbst in den neueren Abhandlungen von Graindorge und Imschenetsky
mit Stillschweigen iibergangen worden sind, denn sie allein lassen den engen
Zusammenhang erkennen, welcher zwischen den partiellen Differential-
gleichungen und den Systemen von Differentialgleichungen erster Ordnung
besteht (Siehe Nr. 32.). Beildufig zeigen wir, unter welchem Gesichts-
punkt Lie die linearen Gleichungen betrachtet (Nr. 23).

Das zweite Kapitel enthilt die Analyse der Arbeiten von Lagrange
iiber die nicht linearen Gleichungen. Der Turiner Geometer erfand das
Verfahren, die Integration der nichtlinearen Gleichungen mit drei Ver-
dnderlichen auf diejenige der linearen Gleichungen mit vier Verinderlichen
zuriickzufithren, im Jahre 1772. Im Jahre 1774 kam er auf denselben
Gegenstand zuriick, um auf die Verschiedenartigkeit der Integrale der
partiellen Differentialgleichungen aufmerksam zu machen, und im Jahre
1806 nochmals, um ein eigenthiimliches Paradoxon, welches die Theorie des
allgemeinen Integrals darbietet, darzulegen. Wir geben die Methode von
Lagrange unter ihren verschiedenen Formen. Zunichst bemerkt der aus-
gezeichnete Geometer, dass die Integration der Gleichung

qg = x(z, ¥y, 2, p)

in nichts Anderem besteht als in der Ermittelung eines solchen Werthes

von p, dass
dz = pdz + wdy

integrirbar ist. Sodann giebt er das allgemeine Verfahren an, um einen
Werth von p mit einer willkiirlichen Constanten zu finden, welches der Kern
ist, aus dem die Jacobi’sche Methode hervorgegangen ist. Endlich zeigt
er, wie man aus dem allgemeinsten Werthe von p den allgemeinsten Werth
von # ableiten kann, was den Ausgangspunkt fiir die P faff’sche Methode bildet.

In der That wurde Jacobi, indem er die Methode von Lagrange
unter ihrer letzten Form auf die Gleichungen mit # unabhiingigen Ver-
inderlichen anwandte, im Jahre 1827 dahin gefiihrt, alle Rechnungen von
Pfaff im umgekehrten Sinne zu wiederholen. Wir legen diese merkwiirdige
Arbeit von Jacobi in unserm dritten Kapitel dar. Der Berliner Geometer
fiilhrt die Integration einer nichtlinearen Gleichung auf diejenige eines
Systems von simultanen Gleichungen zuriick, dessen Losung allgemeiner ist
als diejenige der gegebenen Gleichung. Um diese Losung zu particulari-
siren und daraus das gesuchte Integral herzuleiten, ist er gezwungen, eine
Anderung in den Verinderlichen eintreten zu lassen: Die 2# — 1 Ver-
dnderlichen @y, . . ., z,, p;, ... P,_; werden ersetzt durch die Integrations-
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constanten der simultanen Hiilfsgleichungen und die Aufgabe reducirt sich
hiernach auf die Integration einer totalen Differentialgleichung mit 2n — 1
Veriinderlichen,

Pfaff hatte seit 1814 genau einen umgekehrten Weg verfolgt, wie
wir im folgenden Kapitel zeigen. Um die Gleichung

b, = ’K(Z, Zyy ooy Ly Py - o oy Z’n—l)

zu integriren, betrachtet er die totale Differentialgleichung

de = pdz, + - + p,,dz,_; + wdzx,

mit 2% Verénderlichen ¢, #;, ..., %, 9, ... P, und transformirt sie
in eine andere von derselben Form mit 2» — 1 Verinderlichen. Diese ist
genau dieselbe, welche Jacobi durch Verallgemeinerung der letzten Unter-
suchungen von Lagrange gefunden hat, und Pfaff gelangt dazu durch
Integration desselben Systems von Gleichungen, wie das von Jacobi, Die
beiden Methoden sind daher identisch, nur dass die eine deutlicher als die
andere die Verallgemeinerung der Lagrange’schen Methode ist und Pfaff
das seinen Namen tragende allgemeine Problem der Integration der totalen
Differentialgleichungen behandelt. In unserer Auseinandersetzung der Ar-
beiten von Pfaff benutzen wir verschiedene Abhandlungen von Gauss,
Jacobi und Cayley. Der letzte Paragraph des vierten Kapitels enthilt
ausser dem umgekehrten Problem von Pfaff die Vereinfachung, welche
in diese Theorie durch die Anwendung der Anfangswerthe der Verinder-
lichen als willkiirlicher Constanten eingefiihrt wird. Das allgemeine
Pfaff’sche Problem fiihrt auf die Integration von # Systemen simultaner
Gleichungen, deren jedes erst nach der vollstindigen Integration aller vor-
hergehenden gebildet werden kann. Nutzen ziehend aus einer Idee von
Hamilton, zeigte Jacobi 1836, dass man diese % Systeme unmittelbar
bilden kann, wenn man, wie wir soeben bemerkt haben, die Anfangswerthe
der Verinderlichen als willkiirliche Constanten nimmt; {iberdies hat man,
wenn es sich um die Integration einer partiellen Differentialgleichung
handelt, picht mehr als ein System zu integriren. Schon lange vorher,
im Jahre 1818, war Cauchy zu diesem letzteren Resultat gelangt, indem
er ebenfalls die Anfangswerthe der Veriinderlichen als Constanten benutzte.
Ubrigens gebiihrt ihm die Einfiihrung dieser Idee in die Wissenschaft, doch
scheint Jacobi die Arbeiten von Cauchy nicht gekannt zu haben.

Dies ist der Cyklus der in unserm ersten Buche auseinandergesetzten
Untersuchungen. Wir haben jeder Theorie die Anwendungen, welchen man
gewdhnlich in den Lehrbiichern begegnet, und ausserdem diejenigen, welche
sich in den Abhandlungen von Lagrange finden, hinzugefiigt. Ferner
haben wir in einem besonderen Paragraphen die Integration einer sehr be-
merkenswerthen Gleichung, welche von Schlafli herriihrt und von ihm
im Jahre 1868 veroffentlicht worden ist, gegeben.
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Das zweite Buch ist der Methode von Jacobi und Bour, den Ver-
vollkommnungen dieser Methode durch Clebsch, endlich den Methoden
von Korkine, Boole und Mayer, welche damit in engem Zusammen-
hange stehen, gewidmet.

Die Nova methodus von Jacobi wurde von ihm im Jahre 1838 ge-
funden und von Clebsch im Jahre 1862 veroffentlicht. Wir legen sie
in unsern beiden ersten Kapiteln dar, Unsere Auseinandersetzung unter-
scheidet sich nur dadurch von derjenigen von Graindorge und Imsche-
netsky, dass wir in einem besonderen Kapitel, dem ersten, alles, was sich
auf die Integrabilititsbedingungen bezieht, vereinigt haben. Indem wir uns
in Bezug auf diesen Punkt ein wenig von unsern Vorgingern und von
Jacobi entfernen, wird man vielleicht den zu ausgedehnten Gebrauch der
symbolischen Bezeichnungen nicht billigen. Indessen wird der Leser, welcher
sich mit diesen Bezeichnungen vertraut gemacht hat, erkennen, dass nur
sie in natiirlicher Weise zum Beweise der Principien der Jacobi’schen
Methode fithren konnen. Im dritten Kapitel geben wir die von Bour her-
rithrende Ausdehnung dieser Methode auf simultane Gleichungen und be-
richtigen dabei den kleinen Irrthum, welcher in der Auseinandersetzung
von Bour, sowie in derjenigen der Autoren, die ihm gefolgt sind, unter-
gelaufen ist. Auf diesen Irrthum hat Mayer im Jahre 1871 aufmerksam
gemacht. In historischer Beziehung ist die Bemerkung von Wichtigkeit,
dass’ die Arbeiten von Bour nicht aus denen von Jacobi hervorgegangen
sind, welche letzteren erst im Jahre 1862 verdffentlicht wurden. Liou-
ville, Bour und Donkin hatten um 1853 und 1854 die Fundamental-
sitze der Nova methodus gefunden, ohne Kenntniss von der letzteren zu
haben. Im vierten Kapitel geben wir die bewundernswerth eleganten, von
Clebsch herrithrenden und im Jahre 1866 verdffentlichten Rechnungen
wieder, in denen der ausgezeichnete Algebraiker eine bemerkenswerthe Ver-
einfachung der Jacobi'schen Methode kennen lehrt.

Das fiinfte und sechste Kapitel sind Methoden gewidmet, welche eine
Anderung der Verinderlichen zur Voraussetzung haben. Bei der Methode
von Korkine (1868), welche auf die nichtlinearen simultanen Gleichungen
Anwendung findet, verfiigt man iiber die willkiirliche Function, welche in
das allgemeine Integral einer der gegebenen Gleichungen eingeht, derart,
dass dadurch den andern Gleichungen geniigt wird; man transformirt so
das System in ein anderes, welches eine Gleichung und eine Verinderliche
weniger enthiilt. Die Rechnungen, zu denen wir beim Beweise der Principien
dieser Methode gefiihrt worden sind, wiirden ausserordentlich weitliufig
sein, wenn wir nicht ausgedehnten Gebrauch von der Theorie der Deter-
minanten gemacht hitten. Die Methode von Boole (1863), welche nur
auf lineare Gleichungen anwendbar ist, geht ungefihr in derselben Weise
vor, wie diejenige von Korkine. Sie ist im letzten Paragraphen des
fiinften Kapitels auseinandergesetzt. Die Methode von Mayer (1872),
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welche sodann folgt, ist ebenfalls nur auf lineare Gleichungen anwendbar,
deren Integration sie auf diejenige gewisser Systeme von totalen Differential-
gleichungen zuriickfiihrt, Jedesmal, wenn es gelungen ist, eine Gleichung
des einen von diesen Systemen zu integriren, transformirt man es in ein
anderes System, welches eine Veriinderliche weniger enthiilt. Die neumen
Verinderlichen sind die Anfangswerthe der urspriinglichen Veriinderlichen.
Ausserdem kann man mittels einer Transformation der Verinderlichen von
ganz verschiedener Art bewirken, dass man nur ein einziges System zu
betrachten. hat. Wenn es sich um die linearen Gleichungen handelt, zu
welchen die Jacobi’sche Methode fiihrt, fiihrt ein Satz von Mayer, welcher
dem von Poisson und Jacobi analog und von diesem eine Folgerung ist,
neue Vereinfachungen ein.

Die Methoden von Jacobi, Clebsch und Mayer fithren darauf, ein
Integral von Systemen von 2(n — 1), 2(n — 2),... 2 gewdhnlichen
Differentialgleichungen zu suchen, und zwar betrigt die Anzahl dieser
Systeme fiir die drei Methoden respective:

1,2, 8 ..., n—2),(n—1)
1,22 ..., 2 2
1,1,1,..., 1, 1.

) 1

Dabei wird vorausgesetzt, dass die Gleichungen die abhiéingige Verinderliche
nicht explicit enthalten. Die Methode von Lie, von der wir weiter unten
sprechen werden, erfordert genau dieselbe Anzahl von Integrationen, wie
diejenige von Mayer.

Das dritte Buch enthilt zunichst die Auseinandersetzung der Methode
von Cauchy. Der beriihmte Geometer hatte sie 1818 ausgehend von zwei
Hauptgedanken gefunden; der eine besteht in der Verinderung der Ver-
inderlichen, ein Gedanke, den er wohl eher Ampeére als Lagrange oder
Pfaff entlichen hat, denn er scheint die Untersuchungen des letzteren nicht
gekannt zu haben; der andere besteht in der unmittelbaren Einfiihrung
der Anfangswerthe der Veriinderlichen in die Rechnung, wie es in der
Theorie der bestimmten Integrale geschieht. Wenn die Untersuchungen
von Cauchy denen von Jacobi iiber die Pfaft’'sche Methode nicht vorher-
gegangen wiren, wiirde man sie fiir eine vereinfachte Darstellung aller in
unserm ersten Buche analysirten Arbeiten einschliesslich der Theorie der
linearen Gleichungen von Lagrange halten. Wenn es sich um die Aufsuchung
der Integrale dieser Gleichungen bei Voraussetzung von drei Veriinderlichen
handelt, suchen Lagrange und Monge zuerst die Kurven, welche die
durch die Integrale dargestellten Flichen erzeugen konnen. Ein analoger
Gedanke giebt Cauchy die Kurven oder Mannigfaltigkeiten von einer
Dimension, von Lie Charakteristiken genannt, welche gewissermassen das
Integral der nichtlinearen Gleichungen erzeugen. Pfaff und Jacob
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waren im Verfolg ihrer Rechnungen gezwungen, # von ihren 2 n—1 Hiilfs-
verinderlichen Constanten gleichzusetzen. Cauchy nimmt gleich von
Anfang an nur #—1 Hiilfsveriinderliche an und setzt ohne Weiteres voraus,
dass dieses die Anfangswerthe der alten Ver#nderlichen seien; dadurch ver-
meidet er den Umweg, auf dem spiter Jacobi zu demselben Resultate
gelangte. Cauchy hat im Jahre 1841 seiner Methode eine allgemeinere
Form gegeben; die Anfangswerthe der Veriinderlichen ktnnen nach Belieben
neue Veriinderliche oder Integrationsconstanten sein. Diese Arbeit von
1841, welcher man nicht geniigende Beachtung geschenkt hat, bildet die
Grundlage unserer Auseinandersetzung. Auf Grund derselben haben wir
mit vollkommener Strenge die Theorie der Integration einer partiellen
Differentialgleichung in den singuliirsten Fillen geben konnen, z. B. in dem
Falle der halblinearen Gleichungen von Lie (1872), auf den Serret bei-
liufig im Jahre 1861 kam; das Integral dieser Gleichungen wird gegeben
durch m Relationen zwischen # 4 1 Verinderlichen und # willkiirlichen
Constanten. Mayer hat 1871 gezeigt, dass die von Jacobi modificirte
Pfaff'sche Methode niemals das vollstindige Integral der in Bezug auf die
Grossen p homogenen Gleichungen giebt; dasselbe ist der Fall bei der
urspriinglichen Cauchy’schen Methode. Wenn- man aber dieser Methode
alle ihre Geschmeidigkeit, wenn man so sagen darf, lisst, so fiihrt sie ohne
Rechnung zu den Abiinderungen der Methode von Pfaff und Jacobi,
welche von Mayer vorgeschlagen wurden.

Die allgemeine Methode von Cauchy thut auch sehr gute Dienste
bei einer strengen Darlegung der Untersuchungen von Serret (1861), die
sich auf den Fall beziehen, wo die Cauchy’sche Methode mangelhaft zn
sein scheint. Wir geben diese Untersuchungen im zweiten Kapitel.

Das folgende Kapitel enthilt nach Mayer eine Auseinandersetzung der
Lie’schen Methode (1872), welche als eine Erweiterung der Cauchy’schen
Methode betrachtet wird. In dieser Methode fiihrt man die Integration
von m -+ 1 Gleichungen mit % -+ m unabbingigen Verinderlichen auf die-
jenige einer einzigen Gleichung mit # unabhingigen Verinderlichen zuriick,
sei es durch Aufsuchung eines Integrals von m Gleichungen, sei es nach
einer einfachen Transformation der Verinderlichen. In diesem letzteren
Falle sieht man deutlich, dass die Lie’sche Methode die natiirliche Fort-
setzung derjenigen von Cauchy ist. Verbunden mit der Jacobi'schen
ist sie anwendbar auf eine einzige Gleichung mit # -} 1 Verinderlichen
besonders in den ungiinstigsten Fillen.

Schliesslich geben wir in einem kurzen Schlussabschnitte mittels der
Ideen von Lie selbst eine zusammenfassende Ubersicht der hauptsich-
lichen Methoden, welche den Leser ihre inzwischen erfolgte Verschmelzung
unter den Hinden des norwegischen Geometers voraussehen ldsst.
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Seit der Verdffentlichung der franzdsischen Ausgabe dieses Buches (1875)
ist die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung der
Gegenstand erheblicher Arbeiten nach drei verschiedenen Richtungen hin
gewesen, Frau von Kowalevsky, Darboux, Méray und Andere haben
die schwierigen Fragen. welche sich aut die Existenz des algemeinen In-
tegrals und der singuliren Lisungen dieser Gleichungen beziehen. studirt:
Lie und seine Schiiler haben die Theorie der Beriihrungstransformationen
auf die gesammte Analysis der partiellen oder totalen Differentialgleichungen
ausgedehnt; endlich haben Frobenius, Darboux, Morera das Pfaff’sche
Problem, dasselbe im weitesten Sinne genommen, in iiberaus eingehender
Weise behandelt. Wir konnten nicht daran denken, so tiefe und so originelle
Untersuchungen in den alten Rahmen unseres Werkes einzufiigen; dazu
hitte der Umfang desselben auf das Doppelte oder Dreifache erweitert und
sein Plan vollstindig geiindert werden miissen. Die kiirzliche Versffentlichung
von drei bemerkenswerthen Werken hat iibrigens eine derartige Erweiterung
unserer urspriinglichen Arbeit unnéthig gemacht. Es sind dies die folgenden
Werke: Lecons sur l'intégration des équations aux dérivées par-
tielles du premier ordre von E. Goursat (Paris, Hermann, 1890),
welches eine ausgezeichnete Ubersicht iiber die erstgemannte Gruppe von
Arbeiten enthilt; ferner: Theorie der Transformationsgruppen von
Sophus Lie (Leipzig. B. G. Teubner, 1888, 1890, der dritte Band ist
noch nicht erschienen), und Theory of Differential Equations, Part. T
Exact Equations and Pfaff’s Problem von A. R. Forsyth (Cam-
bridge 1890), in welchen die beiden anderen oben angegebenen Gruppen
von Arbeiten in vollstiindiger Weise auseinandergesetzt werden.

Wir haben uns daher auf eine Revision unseres Buches beschriinkt
und nur eine gewisse Anzahl von Verbesserungen, bibliographischen Notizen,
sowie einige Erginzungen eingefiihrt, die aus folgender Aufstellung er-
sichtlich werden:

1) Am Schlusse der Einleitung haben wir als Nachtrag I eine historische
Ubersicht iiber die auf die Existenz des allgemeinen Integrals der gewshn-
lichen und partiellen Differentialgleichungen beziiglichen Untersuchungen ge-
geben.!) Im Anhang I ist mit Genehmigung der leider so friih verstorbenen
Frau von Kowalevsky deren auf diese Frage beziigliche bemerkenswerthe Ab-
handlung reproducirt, wodurch die hauptsiichlichste Liicke der franzdsischen

¥y Wahrend des Druckes dieses Buches ist iiber diesen Gegenstand eine
wichtige Note von Herrn E. Picard erschienen, die wir hier anfiihren: Sur le
‘théortme général relatif & l'existence des intégrales des équations différentielles
ordinaires (Bulletin de la Société mathématique de France, 1891, t. 19, p. 61—64
und Nouvelles Annales de Mathématiques, 1891, 3e Série, t. X, p. 197—201).
deren Princip er in seinem Mémoire sur la théorie des équations aux dérivées
partielles et la méthode des approximations partielles (Journal de Mathématiques
pures et appliquées de Jordan, 1890, 4¢ Série, t. VI, p. 145—210, 231) dargelegt
hatte. — Zur Ergiinzung dessen, was wir iliber die Existenz der Integrale der
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Ausgabe unseres Buches ausgefiillt wird. 2) In der Theorie der linearen
Gleichungen haben wir iiberall die Methode von Gilbert eingefiihrt, welche
die vordem durch Jacobi in versteckter Weise angedeutete singulire Losung
giebt. Ferner haben wir im Nachtrag II gezeigt, wie auch die Methode
von Cauchy zugleich das allgemeine Integral und die singuldre Losung
geben kann.!) 38) Im Nachtrag III haben wir als Anwendung der Theorie
der linearen Gleichungen die partielle Differentialgleichung der Regelflichen
integrirt. 4) Bei der Darlegung der Prinzipien der Jacobi'schen Methode
haben wir die Veriinderungen eingefiihrt, welche unerlisslich sind, um ge-
wissen Einwiirfen von Gilbert zu begegnen, und haben der grdsseren
Sicherheit wegen im Nachtrag IV die Darlegung reproducirt, welche dieser
Geometer von der Jacobi’schen Methode gegeben hat. 5) Schliesslich
haben wir hier und dort verschiedene minder wichtige Verbesserungen oder
Erginzungen gemacht, besonders in bibliographischer Beziehung, ohne jedoch
zu versuchen, absolut vollstindig zu sein, und zwar dies um so weniger,
als die Werke der Herren Lie, Forsyth und Goursat eine derartige
Vollstandigkeit aut dem von ihnen gewihlten Gebiete tiberfliissig machen.

III. Bezeichnungen und besondere Festsetzungen.
I. Wenn eine Verinderliche 2 eine explicite oder implicite Function

der unabhingigen Verinderlichen z,, z,, ... ist, so bezeichnen wir ihre
Ableitungen in Bezug auf z, ,, ... durch

dz dz

(_l:”;’ (L’E_.z, « ey . . . . . . . . (1)
abweichend von Jacobi, der in diesem Falle die Bezeichnungen

Bz

ox,’ B, "7

anwendet und die geraden d fiir die Ableitungen der Functionen einer
einzigen Veriinderlichen vorbehiilt.
Wir bedienen uns der Bezeichnungen

dp dg

6ml’ 'az, L] . . . . . . . . (2)
partiellen Differentialgleichungen gesagt haben, miissen wir noch die Inaugural-
dissertation (1879) des Herrn Poincaré, die uns entgangen war, erwihnen: ,Sur
les propriétés des fonctions définies par les équations aux dérivées partielles
(Paris, Gauthier-Villars, 1879, 93 S. in 49), sowie diejenige des Herrn Bourlet,
die wihrend des Druckes des Werkes erschien und noch gelegentlich erwihnt
werden konnte (S. 303).

1) In den Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1890—1891, t. XV,

1. partie, p. 3—86, in einer Note sur la méthode de Lagrange pour l'intégration
des équations linéaires aux dérivées partielles haben wir gezeigt, dass diese
Methode von Lagrange ebenfalls die singulire Losung Gilbert’s giebt.
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um die Ableitungen einer expliciten Function @ (z,, 2,,...) von z; 2,, ..

in Bezug auf den Buchstaben z,, in Bezug auf den Buchstaben z,, u.s. w.
darzstellen, unbekiimmert darum, ob x;, #,, ... von éinander unabhiingig
sind oder mnicht. Die beiden Bezeichnungen konnen in gewissen Fiillen
gleichbedeutend sein; die Bezeichnung (1) dient zur Darstellung eines Aus-
druckes, welcher nicht von der Form der zwischen 2, x,, #,, .. . bestehenden
Relationen abhiingt; das Umgekehrte ist der Fall bei der Bezeichnung (2).1)

II. Die Bezeichnungen

s(fv'-wf") d(fn"‘v f'l) _Df ) f"

19

(@ .. ®n) A(@y-eu Tn)  Zyye.. Tn

stellen resp, die Functionaldeterminanten

LA 8fn L dfn

R X dz,’ "7 dx,
|7

LI 8fu | | dfy dfn

6"(')17 Tt dxn t d.’l’n’ T d:c,.

dar.

) Jacobi hat die Bezeichnung 9 eingefilrt im § 1 der Dilucidationes
(Ges. Werke, IV, 8. 152): ,Differentiationem vulgarem symbolo indicavi d, dum
differentiationi partiali symbolo @ adhibui. Si certae variabilium independentium
functiones ipsae pro variabilibus independentibus sumuntur earumque respectu
differentiationes partiales instituuntur, haec nova differentialia uncis inclusi, ut
a differentialibus partialibus variabilium independentium propositarum respectu
sumtis distinguerentur.® Diese ,differentialia uncis inclusa“* gerade sind es, die
wir durch das Symbol § bezeichnen. Was die Unterscheidung der partiellen
Differentiale von den gewdhnlichen Differentialen anlangt, so ist dieselbe nicht
berechtigt; die einen wie die andern sind ihrer Definition nach gleich den
Ableitungen der betrachteten Functionen nach den unabhiingigen Variablen,
multiplicirt respective mit willkiirlichen Grossen, welche die beliebigen, reellen
oder imaginiiren Zuwiichse dieser unabhiingigen Variablen darstellen.

Gent, den 10. October 1891.

P. Mansion.
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Zusitze und Verbesserungen.

Zu 8. 24. Anm, Der Satz 2 der Mayer’schen Note in den Gott. Nachr,
1872, No. 21 liefert das Mittel, aus einer gegebenen vollstindigen
Losung nicht nur jede andere vollstindige Losung der gegebenen
partiellen Differentialgleichung, sondern iiberhaupt jede andere
Losung abzuleiten, mit Ausnahme allein der singuliren Losung.

Zu S. 49, Anm. Jacobi hat bereits in den Dilucidationes die all-
gemeine Grenzbedingung (14) behandelt.

Zu 8. 212—213, No. 97. In dieser No. ist nur bewiesen, dass die Glei-
chungen (11) nicht mebr 2, enthalten, nachdem sie nach dc;,
dey, ..., dcn anfgeldst sind.



Einleitung.

Entstehung der partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung.

§. 1. Definition der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung.
Verfahren, wm die abhingige Verdnderliche aus ihnen herauszu-
schaffen. Geometrische Deutung von Lie.

1. Definition nach Lagrange. — Eine partielle Differentialgleichung
erster Ordnung

f(za Lyy Loy o ooy Tny P1y Doy o+ o pn) =0 . . . . (1)
ist eine Beziehung zwischen einer abhiingigen Verinderlichen z, % unab-
hingigen Verinderlichen x;, #,, ... z, und den ersten Ableitungen

Py, == dz o dz _dz

L7 dax? by = dz,” """ Pn dx,
von z nach x, m,, ..., #,. Sie heisst linear, wenn p,, p,, ..., p, darin

nur im ersten Grade vorkommen,

Die Gleichung (1) integriren, heisst simmtliche Relationen zwischen
&, %y, %y, ... &, von solcher Beschaffenheit finden, dass die Werthe von
&, Py, Poy - - - Py, Welche aus ibhnen abgeleitet werden konnen, die Gleichung
(1) zu einer identischen machen.

Mehrere Gleichungen von derselben Form wie die Gleichung (1) bilden
ein simultanes System von partiellen Differentialgleichungen der ersten
Ordnung, mag nun in ihnen nur eine einzige unbekannte Function z mit
ihren Ableitungen vorkommen oder mdgen deren mehrere vorhanden sein.
Da sich die Mathematiker beinahe ausschliesslich mit dem ersten dieser

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 1



2 Entstehung der part. Differentialgleichungen. [Nr. 12}

beiden Fille beschiftigt haben!), so werden wir uns hier, abgesehen von einem
Paragraphen, der gewissen simultanen Gleichungen gewidmet ist (§ 7), auch
nur auf die Untersuchung derjenigen simultanen Differentialgleichungen
beschréinken, welche nur eine abhiingige Ver#inderliche enthalten.

Ein System von simultanen der Gleichung (1) analogen Gleichungen
integriren heisst ebenfalls alle Relationen zwischen 2, z,, #,, ..., z, von
solcher Beschaffenheit finden, dass die Werthe von 2, py, 25, . . ., p,, welche
daraus abgeleitet werden konnen, diese Gleichungen zu identischen machen.

2. Erste Transformationsmethode. — Es.ist hiufig vortheilhaft,
mag es sich um eine einzige Gleichung oder um ein System von solchen
handeln, die gegebenen Relationen in andere zu transformiren, welche eine
unabhiéingige Veriinderliche mehr enthalten, in denen aber die neue abhiingige
Verinderliche nur vermoge ihrer partiellen Ableitungen vorkommt. Um
dies zu erreichen, hat Jacobi zwei Transformationsmethoden angegeben,
die wir jetzt vorfilhren wollen, wobei wir uns jedoch auf den Fall einer
einzigen Gleichung beschrinken.?)

Es sei

f(z, Tyy Tgs - oy Zyy D1y P25+ - 4 p,,) =0 . . . . (1)
eine partielle Differentialgleichung und

) In Bezug auf diesen Gegenstand erwihnen wir jedoch zweier wichtiger
Abhandlungen von Hamburger (Crelle's Journal 1882, Bd. 93, S. 188—215,
Bd. 100, S. 390—404) und einer Note von K&nig (Mathem. Annalen, 1884, Bd. 23,
S. 520—528). Jordan (Cours d'analyse Bd. 3, S.297—300, Nr. 232—234) giebt
an, wie man allgemein irgend ein System partieller Differentialgleichungen auf
ein solches erster Ordnung, welches nur eine abhiingige Veriinderliche enthiilt,
zuriickfithren kann.

?) Die erste Methode findet sich in der Abhandlung von Jacobi: Dilucida-
tiones etc. (Crelle's J., Bd, 23, S. 18—20), die andere in seiner Nova Methodus,
§ 1, und in seinen ,,Vorlesungen iiber Dynamik®, Vorlesung 31, S. 237. Diese zweite
Methode ist weit weniger elegunt wie die erste, doch ist sie micht illusorisch,
wie Boole, On the differential equations of dynamics (Philosophical Transactions
1863, S. 485—501) S. 489, Bertrand in seinen Vorlesungen am Collége de France
in den Jahren 1852, 1855, 1868 (Graindorge, Mémoire etc. S. 16 Anm.) und nach
ihm Imschenetsky S. 43, Graindorge S. 16 und Mayer (Mathematische
Annalen, Bd. 8, S. 437) behauptet haben. Diese Geometer haben Jacobi einen
Irrthum zugeschrieben, den er nicht begangen hat, niimlich den, dass er hitte zwei
Grbssen y und ¢ zwischen zwei Gleichungen eliminiren wollen. ,Jacobi war doch
nicht so kurzsichtig®, sagte Clebsch zu uns in Bezug auf diesen angeblichen
Irrthum des grossen Geometers. Mayer (Mathem. Annal, 1875, Bd. 9, S. 366—369)
hat spiter die Richtigkeit der zweiten Jacobi'schen Methode anerkannt und die-
selbe dargelegt, indem er im Grunde ebenso wie wir aus einem Gedanken Nutzen
zog, der ihm von Lie mitgetheilt worden war. Mayer (a. a. O. S. 368—369)
verdankt man die wichtige Bemerkung, dass diese zweite Methode nicht wie die
erste gewisse singulire Ldsungen der urspriinglichen Gleichung ausfallen ldsst
(vgl. die Bemerkung am Schlusse von Nr. 2).
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F(o, %y @y ..o @) =0 . . . . . . (2
ein Integral dieser Gleichung. Dann hat man:
oF oF F
oz, (27 dx
pl=—3_1;'"p2=_ri’ """ 7pn='—z—é-°
3z oz 8z
Setzt man diese Werthe in die Gleichung (1) ein, so kommt:
oF 8F .
o oz,
f(z, Zyy oo Ty — -EF#, ey .i—Fi)=O ... (8.
dz 8z

Die Gleichung, welche man aus dieser erhilt, wenn man iiberall 0
mit ¢ vertauscht, néimlich:

P ar ar

. dx dx
f(z, Ty oo Ly — 'dTl" ey — TiTn)-:O N

dz dz

ist die transformirte Gleichung, die wir suchen. Es ist dies eine partielle
Differentialgleichung zwischen einer abhiingigen Verdnderlichen F' und den
unabhiingigen Verinderlichen 2, 2, . . ., z,, deren Integration unmittelbar
diejenige der Gleichung (1) giebt, wie wir jetzt zeigen wollen.

Es sei
OF, 2y 2y, -0 X)) =0 . . . . . . (5)
irgend eine L&sung der Gleichung (4). Man hat:
3 39 Lk
d‘gy . ,ai E . 6.’171 ar — oz, 6)
T T by A e T ag
3 oF oF
und wenn man dies in (4) einsetzt:
S0 J9 g
. oz, oz, oz, '
f(z, Ty, Loy - - o Ly ——?E, — E—;, ey — E‘;) =0 (7).
0z az 8z

Diese Gleichung (7) enthilt keine Ableitung in Bezug auf F. Ver-
gleicht man sie mit der Gleichung (1), so sieht man unmittelbar, dass die
Gleichung (5) eine Losung von (1) ist, vorausgesetzt, dass man darin F
als eine Constante betrachtet.t)

) Wie man sieht, braucht man nicht vorauszusetzen, dass die Gleichung
(5) nach F aufgelost sei, wie es Imschenetsky, S. 44, und Graindorge, S. 17,
gethan haben, um den Satz dieser Nummer zu beweisen.
1*



4 Entstehung der part. Differentialgleichungen. [Nr. 3—4]

Bemerkung. Die transformirte Gleichung (4) ist homogen in Bezug
auf die Ableitungen von F. Wie man weiter unten sehen wird, lassen sich
die Integrationsmethoden der partiellen Differentialgleichungen nicht immer
direkt auf diese Art von Gleichungen anwenden. Dies ist zweifellos der
Grund, der Jacobi veranlasste, eine andere Integrationsmethode anzuwenden.
Da iiberdies, wie Mayer bemerkt hat, die erste Transformation nur Losungen
von der Form (5) giebt, in denen eine willkiirliche Constante ¥ vorkommt,
so kann sie nicht singulire Losungen (Nos. 6, 10, u.s. w.) ohne willkiir-
liche Constante liefern, die sich nicht aus Integralen mit dergleichen Con-
stanten herleiten lassen. Die zweite Methode bietet keinen von diesen
Uebelstinden dar.

3. Zweite Transformationsmethode. — Wir setzen
y=2=& . . . . . . . . . (8
und nehmen z unabhingiy von t an, so dass
dz
ist.  Aus (8) folgt:
o W 1 _ a1
dt _ < tl:l'l t Py - -5 d.%‘n ¢ =P, - - (10)

Mittels dieser Werthe (10) geht die Gleichung (1) diber in:

dy . dy 1 ‘d)/_ 1 dy 1\
f(_(lt’ B dar oo T de, ¢t dw, t' 7 day, _t_) =0 1),
welche y nicht mehr explicit enthilt, in der jedoch eine Veriinderliche ¢
mehr vorkommt.
Es sei
FQ, &, o, @9, .oo2) =0 . . . . . (12

irgend ein Integral dieser transformirten Gleichung (11). Im Allgemeinen
genligt es, wie Bertrand bemerkt hat, nicht, in dieser Gleichung (12) y
durch 2f zu ersetzen, um eine Ldsung

Pt toe, 2, .., 2)=0 . . . . . (13)

der Gleichung (1) zu erhalten, aus welcher ¢ von selbst herausfiele. In-
dessen darf man daraus nicht schliessen, dass die zweite Jacobi’sche Trans-
formationsmethode im Allgemeinen illusorisch ist.

Die Gleichung (18) ist ein Integral nicht von Gleichung (1), sondern
von der Gleichung

dz :
f(z bt wy e ap) =0 . (18,
in welcher #z als eine Function von ¢, z,, ... z, betrachtet wird. Setzt

man in dieser y = zt und lisst z abhingig sein von t, so wird man zu
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der transformirten Gleichung (11) gefithrt und umgekehrt kommt man von
der Gleichung (11) wieder zu der Gleichung (14), wenn man bloss allein
y = zt annimmt. Somit ist die Gleichung (13) eine Losung der Gleichung
(14), weil (12) eine Losung von (11) ist.

Um aber von der Gleichung (11) auf die Gleichung (1) zurtickzukommen,
geniigt es nicht, nur y = #f zu setzen, man muss auch auf die Gleichung
(9), welche ausdriickt, dass ¢ von ¢ unabhingig ist, Riicksicht nehmen.
Mithin findet man ein Integral von (1) mit Hiilfe von (18), wenn man ¢
zwischen dieser Relation und der folgenden

=0 . . . . 0. L (15),

welche der Gleichung (9) dquivalent ist und in welcher y durch zf ersefst
zu denken ist, eliminirt. Mit andern Worten, man findet ein Integral von
(1), wenn man y und ¢ zwischen den Gleichungen (8), (12), (15) eliminirt.

Bemerkung. Ist die gegebene Gleichung homogen in Bezug auf
die Grossen p, so kann man sie auf die Form bringen:

p Pp—
(P(Z, Lye oo T, ]‘,‘,:a S “ZTI") = 0.
Die transformirte Gleichung
dy D Pn—
(p(?lt7 Xyy ooy Ty 17:1 L) ;"_l) =0

enthilt nicht ¢ explicit, was, wie wir weiter unten (Nr. 15) sehen werden,
eine neue Vereinfachung ist.

4. Definition einer partiellen Differentialgleichung nach Lie!).
Betrachtet man eine Veriinderliche z, welche von — oo bis 4 oo variirt, oder
allgemeiner, welche alle denkbaren Werthe annimmt, so sagt man, sie kionne
unendlich viele ( oo!) Werthe annehmen. Man kann ebenso sagen, dass das
System der beiden Veriinderlichen z, y oo? Werthe, ferner dass das System
der drei Veriinderlichen z, y, 2 o003 Werthe annehmen konne u. s. w. All-
gemein, wenn man sagt, das System

2y Ly, oy Xy

koune oo +1 Werthe annehmen, so bedeutet dies, dass jede der Verinder-
lichen alle nur denkbaren Werthe annehmen kann.

) Lie, Gottinger Nachrichten, 1872, Nr. 16, S. 321—326, Nr. 25, S.473—489
und S. 151 u. ff. der grossen Abhandlung: ,,Ueber Complexe, insbesondere Linien-
und Kugelcomplexe, mit Anwendung auf die Theorie partieller Differential-
gleichungen* (Mathematische Annalen Bd. 5, S. 145—256). Es war Cauchy, der
sich zuerst mit Rdumen von beliebig vielen Dimensionen beschiftigte (Comptes
rendus t. XXIV p. 885—887).
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Wenn zwei Veriinderliche z, ¥ durch eine Gleichung
f@ y) =20

verbunden sind, so kann & oo! Werthe annehmen und jedem Werthe der
Verinderlichen x wird darnach nur eine gewisse Anzahl von Werthen der
Veriinderlichen y entsprechen; in diesem Falle sagt man, dass das System
(x, y) nur oo! Werthe habe und nicht o2, wie im vorigen Falle. Ebenso
sagt man, #» 4+ 1 Ver#inderliche, welche unter einander durch 1, 2, ..., #»
Relationen verbunden sind, haben resp. o®, o?—1, ... oo! Werthe.
Betrachtet man x, y, # als die Coordinaten eines Punktes im Raume,
so kann das Ensemble der drei Coordinaten x, y, z gleichfalls Punkt ge-
nannt werden und man kann sagen, dass der Raum oo3 Punkte, eine Fliche
©? und eine Kurve nur oo! Punkte enthilt. Im allgemeineren Sinne kann
man Punkt das Ensemble von # -+ 1 Werthen (2, z;, . . ., x,), welche seine
Coordinaten heissen, und Raum von n - 1 Dimensionen das Ensemble der
Punkte nennen, welche allen iiberhaupt moglichen Werthen dieser Coordi-
naten entsprechen. Betrachtet man unter den oo”+?! Punkten des Raumes
von n 4 1 Dimensionen diejenigen, deren Coordinaten der Gleichung

fle, 2y .., z,) = 0

geniigen, so hat man eine Mannigfaltigkeit von n Dimensionen, welche
" Punkte enthilt. Das Ensemble der Punkte, welche durch 2, 8,.. .,
derartige Gleichungen dargestellt werden, bildet eine Mannigfaltigkeit von
resp. n — 1, » — 2, ..., 1 Dimensionen. Die Punkte selbst kénnen von
der Ot Dimension genannt werden.

Im Raume von 8 Dimensionen unterscheidet man unter den Flichen
diejenige, deren Gleichung vom ersten Grade ist, oder die Ebene

pX +qY —Z 4+ P = 0.

Die Ebene ist bestimmt, wenn man ihre Richtungscoefficienten p, ¢, — 1
und einen ihrer Punkte z, y, # kennt. Thre Gleichung ist in diesem Falle:

PX—2)+9(Y—y)—(Z— 2 =0

Ein Punkt und eine durch diesen Punkt hindurchgehende Ebene bilden
ein Element des Raumes. Ein Element des Raumes ist somit durch fiinf
Grossen, welche seine Coordinaten heissen,

'z, Y, 5 D 9

bestimmt und somit enthilt der Raum o0® Elemente.

Unter den Elementen des Raumes sind die, deren Coordinaten der
Gleichung

fx, 9,2, p,9 = 0

genligen, in der Zahl oot vorhanden und dieselben werden die Elemente
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dieser Gleichung oder die Elemente der durch diese Gleichung dargestellten
Figur, wenn man so sagen darf, genannt. Durch jeden Punkt des Raumes
gehen oo? Ebenen, von denen nur oo! zusammen mit diesem Punkte oo!
Elemente der Gleichung f bilden. Diese co! Ebenen umbhiillen einen ge-
wissen Kegel, welcher den gemeinsamen Punkt zur Spitze hat. In gewissem
Sinne kann man daher sagen, dass die Gleichung f==0 o3 Kegelfiichen
in der Umgebung ihrer Spitzen darstellt, deren jede in diesen Punkten ool
Tangentenebenen besitzt.

Im Raume von # -4 1 Dimensionen kionnen wir Ebene die Mannig-
faltigkeit von # Dimensionen nennen, deren Gleichung in Bezug auf die
laufenden Coordinaten linear ist. Eine durch einen Punkt (¢, 2, ..., z,)
gehende Ebene hat zur Gleichung

pl(Xl—x1)+"'+pn(Xn—-wn -—(Z—Z):O

und bildet zusammen mit dem Punkte selbst ein Element des Raumes,
welches durch die 2# -+ 1 Coordinaten

By Xy, oy Tpy Ppy - - o Py

bestimmt ist. Der Raum enthiilt oo27+1 Elemente. Die durch die Gleichung
fle, 2y oy 2y Py -y D) == 0

dargestellte Figur ist das Ensemble der o02” Elemente, welche dieser Gleichung
geniigen. Diese Elemente heissen die Elemente der Gleichung oder der
entsprechenden Figur.

5. Neue Auffassung der Integration der partiellen Differential-
gleichungen. — Eine partielle Differentialgleichung, mit drei Verinder-
lichen z. B.

f@y,509=0 . . . . . . . (16),
integriren heisst nach Lie alle Figuren finden, welche o2 von den oo durch

diese Gleichung dargestellten Elementen enthalten und derart beschaffen sind,
dass zwei unendlich nahe Elemente der Gleichung

de=pde +qly . . . . . . . (17
geniigen. Ebenso, eine Gleichung mit » 4+ 1 Vertinderlichen
e 2y ..y Ty, - wp) =0 . . . . . (1)

integriren heisst alle Figuren finden, welche o” von den 2* durch diese
Gleichung dargestellten Elementen enthalten und derart beschaffen sind,
dass zwei benachbarte Elemente der Gleichung

) de = pde, + ... +pdz, . . . . . (18)
geniigen.
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Nimmt man in der Gleichung (16) x, y, # als konstant, p, q als vari-
abel an, so geniigen die so erhaltenen Elemente der Gleichung (17), da
man hat:

dz = 0, dy = 0, dz = 0;

solcher Elemente aber giebt es nur einfach unendlich viele. Ebenso ge-
ntigen die durch die Gleichung (1) dargestellten Elemente, wenn man den
Punkt als fest betrachtet, der Bedingung (18), aber solcher Elemente giebt
es nur oo™ 1 Die entsprechenden Figuren sind daher keine Integrale.

Die Gleichungen (5) und (6) von Nr. 2, welche oo®t1 Elemente der
durch Transformation von Gleichung (1) erhaltenen Gleichung (4) geben,
geben nur noch oc? wenn man F constant annimmt. Ebenso stellen die
Gleichung (12) von Nr. 3 und die aus ihr abzuleitenden Werthe von
o’%, d%”:, s tg—"; wo"+1 Elemente der Gleichung (11) dar und geben somit
ein Integral dieser Gleichung (l 1); nimmt man aber das Bestehen der Re-
lation (15) oder (9) an, so sind diese Elemente nur noch in der Zahl oo
vorhanden und geben ein Integral der Gleichung (1).

§ 2. Entstehung der Gleichungen mit drei Verdnderlichen. Theorie
von Lagrange.l)
6. Entstehung dieser Gleichungen auf drei verschiedene Arten.
Es sei
2= Fxy,a b . . . . . . . . 1
eine Relation zwischen ., y, 2, in welcher zwel willkiirliche Constanten na, b
vorkommen. Man erhiilt daraus:

» = Fl.r (aL‘, Y, &, 1'), q = -Fl.l/ (iL‘, Y, a, b) Lo (\2)
Eliminirt man ¢ und b zwischen diesen drei Gleichungen, so erhilt man:
fla,y,2,p,q) = 0 oder 2 = @(z,%,p9) . . . (3)

welches partielle Differentialgleichungen erster Ordnung sind.
Ersetzt man @ und b durch geeignete Funktionen von z und y, so
kann es vorkommen, dass die Gleichung (1) zu derselben Gleichung (3)

1y Die Unterscheidung der drei Arten von Integralen der partiellen Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung rithrt von Lagrange her (Abhandlungen der
Berliner Akademie, 1772, Oeuvres, t. 111, Nr. 2, p. 572; 1774, Oeuvres, t. IV, Nr. 41,
p- 65, Nr. 47, p. 74; Lecons etc., p. 367 u. ff). Man vgl. auch Pfaff (Abhandl.
der Berl. Akad., 1814—1815) an verschiedenen Stellen, und J aco bi, Ueber die
Pfaff’sche Methode ctc. (Crelle's J,, Bd. 2, S. 848—349) und vor Allen ,Vor-
lesungen ete., S. 471—509. Wir folgen hier hauptsichlich der Darstellung von
Imschenetsky, Kap. I, S. 9—19; Graindorge I, S. 1—9 ist weniger voll-
stiindig. ’

Wir machen den Leser auf eine einfachere Darlegung dieser Theorie auf-
merksam, die weiter unten gelegentlich der simultanen Gleichungen gegeben wird
und die nicht bemerkt worden zu sein scheint.
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fiihrt. Es ist dazu nur nothig, dass die neuen Werthe von » und g

e T da , aF D
p—_F”’+6adx+6bdx

S R )
Q—F-’/+6ady+8bdy

sich auf die alten reduciren, d. h. dass man hat:

8F da 8F db 0F da or db
o toe =" vy towy=0 - O
Aus diesen letzteren Gleichungen folgt:
a,b oF ab oF
DZ?'S;— , x,y'ab—o .o (5),
Relationen, denen man gentigt: 1) indem man setzt:
oF oF
—6\7—_0,»67—0 N ()]
2) indem man setzt:
a, b
Dx’y=o oder b = (a) . . . . . (7),

wo 7 eine beliebige Funktion bezeichnet. In diesem Falle reduciren sich
die beiden Gleichungen (4) auf eine und dieselbe

oF oL om

67@_87»:(8)
Die beiden Gleichungen (6) oder die Gleichungen (7) und (8) geniigen zur
Bestimmung der Funktionen a und b.

Wir werden in der folgenden Nummer sehen, dass alle Losungen der
Gleichung (2) enthalten sind unter den Losungen, welche gegeben werden
entweder durch die Gleichung (1), das sogenannte vollstindige Integral von
(2), oder durch die Gleichungen (1), (7), (8), in demen & willkiirlich ist
und die zusammen das allgemeine Integral bilden, oder endlich durch die
Gleichungen (1) und (6), welche die singulire Lisung oder das singulire
Integral liefern.

Geometrisch driickt die Gleichung (3) eine Eigenschaft der Tangenten-
ebenen an die durch das vollstindige Integral dargestellten Flichen oder
der Enveloppen dieser, welche das allgemeine Integral giebt, oder endlich
der Enveloppen von gewisser anderer Art, welche durch das singulire Inte-
gral dargestellt werden, aus. Die ersteren Enveloppen beriihren die Flichen
(1) je langs einer durch die Gleichungen (1), (7), (8) gegebenen Kurve,
die  letzteren in Punkten, welche durch (1) und (6) bestimmt werden.
Darboux hat jedoch gezeigt, dass man hiufig an Stelle von Enveloppen
geometrische Orter von singuliren Punkten findet (Vgl. seine in dem Nach-
trage am Ende dieses Kapitels citirte Abhandlung: Mémoire sur les solutions
singuliéres).
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7. Simmtliche Integrale der Gleichung (3) werden durch (1),
(1) und (8) oder (1), (7) und (8) gegeben. — Es sei

&= y(z,y) e e 9)
eine Relation, welche der Gleichung (8) geniigt, d. h. von der Art ist, dass
; dyp 9o
Y y) = w(w, 9 S ;%’) R e )
eine Identitdt ist. Wir setzen
oF _ oy OF __ &y

und leiten daraus die Werthe von ¢ und & her, welche konstant sein werden
oder nicht. Fiir diese Werthe von a und b hat man, da F eine Losung
von (3) ist, identisch:

oF SF)

Fo,9,0,0) = o(« 9 5 5 (12),

oder wegen der Relationen (10) und (11)

Fy,ab =vyxy . . . . . . (13).

Mithin wird die Gleichung (9) identisch mit der Gleichung (1), wenn
a und b die aus den Gleichungen (11) abgeleiteten Werthe haben. Ferner
geniigen diese Werthe von a und b, falls sie nicht konstant sind, den
Gleichungen (4). Man hat nimlich fiir diese Werthe von a und b:
_3F | oFda | Fd _ v
P Tt aoa &
_3F  Fda | SF & _ du
=% VYoaw T = 5
und hieraus mittels der Gleichungen (11):
8F do | OF b _
da dzx ob dx
0F da | OF &b _
da dy b dy
Dies sind genau die Relationen (4). Somit ist die Gleichung (9) in einem
der drei Integrale, von denen in der vorigen Nummer die Rede war, ein-
begriffen.
Man wird bemerken, dass zwei der Gleichungen (11) und (18) die
dritte zur Folge haben, so dass man ¢ und b mittels irgend zweier von
diesen drei Relationen bestimmen kann.!)

0

0.

1) Man wiirde in dieser Weise verfahren miissen, wenn a oder b in F' linear
vorkiime und aus den Gleichungen (11) verschwiinde. In diesem Falle aber kann
man offenbar in jeder Losung, und somit auch in (9), z durch z—a oder durch z—b
ersetzen; ferner enthiilt die gegebene Gleichung 2 nicht explicit (vgl. Nr. 15).
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8. Ausdehnung der vorhergehenden Theorie auf den Fall
einer impliciten Relation zwischen z,y, 2. — Die Gleichung

F(,yzab=0. . ... .. @9
giebt durch Differentiation:
8F | 8F oF | 8F .
6? a—z p = 0, 67 E; q = 0 e . (2)
und, indem man ¢ und b zwischen diesen letzten Gleichungen eliminirt:
f(ﬁ, Y, 4D, Q) =0. . . . . . . (3’),

falls @ und & Constanten oder Functionen von z und y von solcher Be-
schaffenheit sind, dass

oF da oF db oF OF da oF db oF ‘
(é?id—x"‘abdx) w =0 (a—ad_y"'abdy) 65_0'(4)
ist. Aus diesen letzteren folgt wie oben:
__oF _oF
a,b L a, b 3b L ‘
oy X —p=0 Doy X —5p=0 . ()
0z 0z
und diesen Relationen geniigt man: 1) indem man setzt:
oF OF
~ da )
=% =
8z 9z
d b dz de
d_a=0’§5=0"""(6‘)’
oder 2) durch
a,b
Dm=0 d h m@d=0. .. . (7,

wo & eine beliebige Funktion bedeutet. In diesem letzteren Falle gehen
die Gleichungen (5°) wegen der aus (7‘) sich ergebenden Relationen

0 Oox __ _ db  da db  da
3 3% dr dw Ay @y
tiber in
on

0¥ 3F _ da
3 % X I
14

was man auch schreiben kann:

ds db
da+dbda 0 . . . . .. .8
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Die beiden Gleichungen (6‘) oder die Gleichungen (7') und (8‘) geniigen
zur Bestimmung der Funktionen @ und b.
Jede Relation
wE,y)=0 . . . . . . . (9,
welche der Gleichung (3) geniigt, d. h. so beschaffen ist, dass die aus ihr
abgeleiteten Werthe #;, p;, ¢, von
L dz dz
© dz’ dy
identisch
f@yenro)=90 . . . . . . (109
ergeben, gehort zu einer der drei oben angegebenen Klassen von Losungen.
In der That, bestimmen wir @ und b durch die Relationen

P = _ply q = ql’ . . . . . . . . (11‘),

wo p und q die aus (2°) abgeleiteten Werthe sind, vergleichen wir sodann

die Gleichung (10) mit
f,y,2,0,00) =0 . . . . . . . (3

und berficksichtigen (11¢), so kommt:

—_

& = Z.

Man beweist sodann wie oben, dass die Werthe von @ und b, welche durch
die Gleichungen (11‘) bestimmt werden, den Gleichungen (4‘) geniigen, wo-
durch der Beweis des Satzes vollendet ist.!)

Bemerkung. Das allgemeine Integral, welches durch die Gleichungen
(19, (79, (8") gegeben ist, enthdlt im Allgemeinen nicht die durch (1), (6)
gegebene singulire Losung. Denn die Gleichungen (7‘) und (8‘) geben in
den meisten Fillen

dz dz
da db
o on’
da ob

welche Gleichung nicht die Gleichungen (6‘) zur Folge hat.
Das vollstindige Integral kann aus dem allgemeinen Integral abgeleitet

1) Die Darlegungen dieser Nummer wiirden iiberfliissig gewesen sein, wenn
nicht Imschenetsky §6,S.18—19 und Graindorge Nr. 10, 8. 7—9 den Nenner

‘;ﬂ weggelassen hitten. Aus der Theorie der singulédren Losungen der gewdhn-

y

liehen Differentialgleichungen ist bekannt, dass man es sorgfiltig vermeiden muss,

die Nenner dieser Art wegzulassen, da sehr hiiufig nur sie allein zu der ge-

suchten Losung fithren, welche Form man auch der Function F' geben mag, so-
oF

bald die Unendlichkeitsstellen von 6—17 im Endlichen liegen.
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werden, indem man in & zwei willkiirliche Constanten aufnimmt. Es ist
ferner klar, dass man unendlich viele vollstindige Integrale finden kann.l)

9. Beispiele.?. — I Die Gleichung

2 = a + bx + bmy
giebt:
p=10, q=Im

q = myp.
Die singulire Losung existirt nicht, da die Gleichungen (6) sind:

dz dz
}Id=1=0’ -‘%__Vv—l—m_y—(),

deren erste absurd ist. Das allgemeine Integral wird gegeben durch Eli-
mination von @ und b zwischen den Gleichungen:

2 = a -+ b(x + my)

7 («)

1 + #(a) (@ + my),
z = y(z + my),

I

0

und dies fiihrt zu

wo y eine beliebige Funktion bezeichnet.
II. Es sei
¢ = a+ba 4y @)
Dann hat man:
p» =1, q = f(a, b).

Hieraus ergiebt sich die Gleichung:
¢ = f(z — pr — qy, »).

III. Verallgemeinerte Clairaut'sche Gleichung. Wir neunen
so die Gleichung, die man aus

z2=az + by +f(a0)

') Lagrange (Abh. d. Berl. Akad. 1774, Qeuvres t. IV., p. 80). Die voll-
stindige Theorie der Relationen, welche zwischen den vollstindigen Integralen
bestehen, ist von Jacobi ,Vorlesungen etc.“ S. 471—509 und an verschiedenen
Stellen seiner Abhandlungen und von Mayer, Math. Annal. Bd. 3, S. 449—452
und Gottinger Nachrichten 1872, Nr. 21, S. 405—420 kurz dargelegt worden;
aber dieser schwierige Gegenstand kann nur mit Hilfe der allgemeinen Theorie
der Transformationen von Lie dargelegt werden (vgl. Gott. Nachrichten 1872,
8. 484). Aus diesem Grunde begniigen wir uns, den absolut nothwendigen Theil
der Untersuchungen dieser Geometer auseinanderzusetzen.

’) Lagrange, (Abh. d. Berl. Akad. 1774, Oeuvres t. IV., Nr. 39, p. 63—64;
Nr. 49, p. 75 u. ff)
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erhilt, wenn man @ und b mittels der folgenden durch Differentiation er-
haltenen Relationen
p=a 9= b

eliminirt. Die partielle Differentialgleichung ist daher:
2 =pz+qy + (9

Das allgemeine Integral dieser wird gegeben durch die Gleichungen:
¢ = az + by + f(a, b)
b = n(a),
of of
0 =z + 2@y + 5 + 3 #(a),
Dasselbe stellt eine abwickelbare Fliiche dar, die Enveloppe der Ebene, deren

Gleichung das vollstdndige Integral ist.
Die singuldre Losung

¢ = az + by + £(a, b),
of of _
s —0, y4+E=0
stellt eine Fliche dar, welche jede dieser Ebenen in einem Punkte oder

jede abwickelbare Fliche lings einer Kurve beriihrt (vgl. Nr. 21).

IV. Als Beispiel der verallgemeinerten Clairaut’schen Gleichung sei
die folgende Aufgabe zu losen: Die Flichen zu finden, deren Tan-
gentialebene eine konstante Entfernung %2 vom Coordinaten-
anfangspunkte hat.

Die Gleichung, auf welche die Aufgabe fiihrt, ist:

e=pr+ay + T+ + %

Das vollstindige Integral ist die Gleichung einer beliebigen Ebene,
welche in einem Abstande % vom Anfangspunkte gelegen ist, also:

z=ax+by+hV1+a2+b2.
Die singulire Loésung ist die Gleichung der Kugelfliche
22 4y 4 22 = R

welche alle diese Ebenen beriihrt.

Das allgemeine Integral stellt irgend eine dieser Kugel umschriebene
abwickelbare Fliche dar. Setzt man z. B.

am + bn = 1,
so findet man einen Umdrehungscylinder; denn diese Relation ist im gegen-
wirtigen Falle wegen p = a, ¢ = b (vgl. Nr. 20) #quivalent mit

mp + ng = 1.
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Setzt man
W1 F a® 02 =& — ma — nb,

so findet man einen Kegel, der ebenfalls eine Umdrehungsfliche ist, da er
der Kugel umschrieben ist. Man hat nimlich in diesem Falle:

z = ar + by + (k — ma — nb)
und

g —k=px— m)+qly — n),

welche einem Kegel angehtren, der den Punkt (m, n, k) zur Spitze hat
(vgl. Nr. 20).

Man kann gelegentlich dieses Beispiels mit Lagrange bemerken,
dass es unmoglich ist, & derart zu bestimmen, dass das allgemeine Integral

2 = ax + yx(a) + h V1>—|:>E2r + =2 (@)

0 = o+ ywla) + i 7O TO
V1 4 a? 4+ =2(a)
die Kugel reprisentirt. Denn man kann nicht zwischen den soeben hin-
geschriebenen zwei Gleichungen und derjenigen der Kugel z, g, # eliminiren.
Ubrigens repriisentiren diese beiden Gleichungen eine abwickelbare Fliche
und es ist bekannt, dass die Kugel, ebenso wie alle Flichen zweiten Grades
mit einem Mittelpunkt, analytisch gesprochen, eine windschiefe Fliche
(surface gauche) ist; jede Erzeugende ist imaginir bis auf einen Punkt.

§ 3. Entstehung der Gleichungen wit einer beliebigen Anzahl von Ver-
inderlichen. Lagrange’sche Theoriet).

10. Entstehung dieser Gleichungen auf drei verschiedene
Arten. — Es bestehe die Relation:
2= F (&, @y .. itny gy C3y .y Gg) . . . . (1)

Aus derselben folgt:
oF oF oF

Dy =8_x;’p2 =5\‘x;7 ---vpn—_——'E . e e . (2)
Eliminirt man a,, ... @, zwischen den Gleichungen (1) und (2), so findet
man eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung
f(ﬁ, Lyy oo Tny P1y -+« o pn) =0
oder
2= @&y, By, .-, Tny Py Pgy »- s Pa) - - - - (3)

) Wir beschréinken das auf die Gleichungen mit » unabhingigen Veréinder-
lichen Beziigliche auf das absolut Nothwendige, da die Prinzipien im vorigen
Paragraph hinreichend dargelegt sind.
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Man findet dieselbe Gleichung, wenn man annimmt, dass q, .

Funktionen von zy, .. .

OF da,

da, dex, +-
oF da,
3(11 dzn

4.

Entstehung der part. Differentialgleichungen.

OF dan

Aus diesen Relationen erhiilt man, wenn man

4

setzt:
o

o

da,

U dan dxl =0.
8F dan
it LA |
+ dan dxn u.
= p Jroon O
—— Lyy o o0y 0
3 __ SF
da, "7 7 am

[Nr. 10]

< Qn

«, von solcher Beschaffenheit seien, dass man hat:

(4,)

(4n).

=0 . (5)

Man geniigt diesen Gleichungen auf verschiedene Arten: 1) indem

man setzt:

da, ’

oF

oF
.BE—,_= PRI —

dan

= 0

(6),

welche Gleichungen zur Bestimmung der Funktionen a ausreichen;-2) indem

man setzt:

Diese Gleichung (7) ist jedesmal erfiillt, wenn die Funktionen ay, «,, .
nicht unabhiingig von einander sind. Es sei %
der Einfachheit wegen by, by, .

Um der Gleichung (7) zu

bl =

b, =

b"l _

Man hat somit fiir irgend eine
ab __ om da,

W= ba, dw T

Daraus folgt, dass jede

da, ob, da,
+ .

or oF  om,
+ (_6_a_/.~_ + “8b, dak

. Ap

p Q-
Xy ooy Tn

= 0

.y bm fiir Qj: +1y Akgy - -

geniigen, schreiben wir:

w (ay, Gy, ... )
Ty (g, oy -y )
T (Ayy @yy - ooy ) -

der Grossen 0:

dn da,

“da, dx

der Gleichungen (4) die Form annimmt:

8F Onm ) da,
—!_ T + m&bm aav, dx

O dmm\ dak
o s 3?[) dx

).

. O

m -+ Kk und es werde
., @, geschrieben,

(71"
(%)

(7 m‘)-

().

=0 (4
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Multipliciren wir die Gleichungen (4,°), (45"), (45°), ..., (44" resp. mit

dzy, dz,, dzg, ..., dr; und addiren die Resultate, so kommt:
oF oF om, OF Onm
(6{11 + ob, da, LR da, ) day
+ . .

oF oF om, oF am) _
+ (aak oo sar Tt S5 dax) M =0

Die Funktionen @y, @, ... @, sind von einander unabhingig und somit
sind ihre Differentiale willkiirlich; man erhilt demnach aus der vorstehenden
Gleichung die % Relationen:

oF 3F om, 3F dmm & _ 8
., ¥ o oa, Tt Som e, 00 g, =0 ()
OF OF 81:1 ?F anm dz .

B T a0 e v Vg, =0 (B0

Die Relationen (7) und (8) geniigen zur Bestimmung der Funktionen
@ und b. Die bemerkenswerthesten Fille sind diejenigen, wo m == 1 und
wom=mn—1ist. Istm =1, soist ,=n — 1 und die Gleichungen
(7Y) und (8) werden:

On = W(Ay, Gy, A3y o+ oy Bpyq) - . - . . (7",
oF o om oF oF ém ‘
da, + dan da, 0, « - 8, dan Sa,_, 0 (&)

Ist dagegen m = n — 1, so ist ¥ = 1 und die Gleichungen (7°)
und (8) werden:

a = nl(a,,), a, == ”2(“7&) cen Opey = Ty (@),

67 T (an) + Ba Tty (an) + -+ ()‘Tjnﬁ_’._, 7y (@n) + %j: =0

Die Losung (1) der Gleichung (8) ist das wollstindige Integral; die
durch die Relationen (1) und (6) gegebene Losung ist die singuldre Losung;
die durch die Relationen (1), (7““), (8‘) gegebene Losung ist das allgemeine
Integral; die andern Losungen, welche durch (1), (7), (8) gegeben sind,
haben keinen besonderen Namen erhalten. Sie stehen in der Mitte zwischen
der singuliiren Losung und dem allgemeinen Integral; man konnte sie halb-
singulire Integrale nennen.

Die Auseinandersetzung des Vorhergehenden macht ebenfalls keine
weiteren Schwierigkeiten, wenn die Relation (1) zwischen 2, den z und
den @ in impliciter Form gegeben ist.

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 2
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11. Jedes Integral der Gleichung (3) ist in den vorhergehen-
den enthalten. — Es sei

e=yY (&, oy .., Lp) . . . . . . . (9

eine Losung von (3), d. h. wir nehmen an, dass

oy ()
Y@y, o 2y = (p(x1, ey Ty IR 6;‘;) .. (10)
sei. Wir setzen:
oF __ oy 8F &y SF %y (11)
oz,  ox,’ o&x, 8%, 7 dxn  Oxn
und leiten daraus die Werthe von a,, a,, ..., an her. Fiir diese Werthe
hat man identisch, da F eine Losung von (3) ist:
oF oF
F(z,, ... Tn @, ... Q) = (p(zl, S Bm gy m) . (12)
_8F oF da, oF dan W
b1 = T, da, dx, + -+ dan dx, o,
___ 8F 0F da, OF dan __ &
P = Tz da, dzxn +oe dan dxn ~ 8z’

woraus sich mit Hiilfe der Gleichungen (11) F = 1 und die Gleichungen
(4) ergeben.

Die Losung 2 = v ist somit unter denen enthalten, welche in voriger
Nummer angegeben wurden. Man kann die Grossen a auch aus der Gleichung
(12) und aus #»—1 von den Gleichungen (11) herleiten.

Wire die Losung (9) in der Form einer impliciten Relation zwischen
2 und den z gegeben, so kinnte man den vorstehenden Beweis ebenfalls
leicht fiihren.

Es ergiebt sich iibrigens aus allem, was wir soeben bewiesen haben,
dass man nur die vollstindige Lésung einer partiellen Differen-
tialgleichung zu haben braucht, um alle L&sungen zu kennen.
So konnen z. B. alle Losungen der verallgemeinerten Clairaut’schen
Gleichung (vgl. Nr. 28)

g =p 2, + P2+ -+ 0,2y +f(p17 Doy -0y pn)
aus dem vollstindigen Integrale

d=a, % + a6 x, + -+ a2y + f(a, O, ... ay)
abgeleitet werden.

12. Entstechung der simultanen partiellen Differentialglei-
chungen.!) — Wir betrachten die Relation:

1) Der Leser wird bemerken, dass diese Nr. 12 in ausserordentlich konden-
girter Form alle vorherigen auf die Entstehung der partiellen Differential-
gleichungen beziiglichen Resultate enthiilt.
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e =F (@, Ty .o, By Uy, gy ..o, Cp)y M . . . (1.
Aus derselben folgt:
p — F _ OF ‘
PL= gy e P = e (29.
Eliminirt man a,, a,, ... @, zwischen diesen # 4+ 1 Gleichungen,

so findet man das folgende System von 5 = #» 4 1 — m simultanen par-
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung:

fi=0 =0, ..,fi==0 . . . . (3,
wo jede der Funktionen f von der Gesammtheit oder einem Theile der
Grossen 2, %y, ..., Tp, Py, - .. Pr abhingt.

Man findet dieselben Gleichungen (8‘), wenn man annimmt, dass

a,, @y, ... @, Funktionen der Veriinderlichen von solcher Beschaffenheit
sind, dass

oF oF ,

b da1+--.+————8m da,, =0 . . . . (4
ist; denn in diesem Falle hat man:

oF o
de = oz, dxl + et + &’IJ—m dxm,

welche Relation den Gleichungen (2) #quivalent ist. Die Gleichung (4')
selbst ist dquivalent den # Gleichungen

0F da, OF dam
da, dx +””+8am dr

Um der Gleichung (4') zu gentigen, kann man an erster Stelle setzen:
day = 0, ..., da, = 0
und dies fithrt zum vollstandigen Integral (1°).
An zweiter Stelle kann man die Gleichungen annehmen:

oF 8F _ o
8(11 R dam -
und dies fithrt zu der singuldren Lodsung.
An dritter Stelle kann man annehmen:
Ay = T (a‘la cen am—1)
und dies giebt:
oF oF om 0 _OF OF 0w 0-
da, dam da, 7 dan_, dam 8@y,
oder:
Un—y == T (@g, . .., Gu—y), O" = T, (@, - .., Gm—y),

und dies giebt:
2%
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oF + 0F m, OF omy __ 0
éa, éa,_, oa, dam da,
oF oF  om, 3F om __
0, , 0y, 04, , dam 0a,_, !

und in analoger Weise weiter.

Schliesslich kann man auch Annahmen machen, die zwischen den vor-
hergehenden liegen, z. B. setzen:

oF
da, = 0, b = 0, an = (A ... An-q)-
In allen F#llen wird man zu einer Anzahl von Gleichungen gefiihrt, die
ausreicht, um alle Gréssen @ zu bestimmen.
Jede Losung

2= Y(z, Ty . ... ZTn)

ist unter den vorhergehenden enthalten. Die Werthe von # und der aus
dem Werthe von # abgeleiteten Grossen p geniligen den Gleichungen (8¢)
und somit den #quivalenten Gleichungen (1‘), (2). Man hat somit:

W@y oo Zg) = F @)y ooy Ty gy ooy Gm) . . . (109)
dy __ OF oy __ oF .
dx, oz, """ @8ma  dxn ~ = (119

Aus der ersten von diesen Gleichungen erhalten wir durch Differentiation
die folgende:
oF 3F

. B g, 8F
o, dz, + - - - + e Az, = o, dz, + .- - + Fi dz, 15
F oF
+—g&7d“1+"‘ mdam.

Die Werthe der Grissen @, welche man aus m von den Gleichungen
(10) und (11‘) herleiten kann, geniigen auch den iibrigen Gleichungen (10*)
und (11‘) und somit der Gleichung (18‘). Nun reducirt sich diese wegen
der Relationen (11‘) auf

oF oF . ‘
'EZ dal + CEE + W dam =0 . . . . (4 ),
mithin ist schliesslich die Losung 2 = v unter denen enthalten, zu welchen

diese Relation (4) fiihrt.

Bemerkung. Zwischen den Funktionen f des simultanen Systems
(8¢) bestehen identische Relationen, wie man bei Gelegenheit der Jaco bi’schen
Methode sehen wird.
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§ 4. Entstehung der Gleichungen mit einer beliebigen Anzahl von Ver-
inderlichen. Theorie von Lie.

13. Entstehung einer partiellen Differentialgleichung mit Hiilfe
mehrerer primitiven Gleichungen!), — I. Wir betrachten eine Mannig-
faltigkeit von # — m -+ 1 Dimensionen, die durch m Gleichungen definirt
wird, welche ausser den Veriinderlichen » willkiirliche Constanten enthalten:

Fi(e, Zyy o ooy Ty @y, - ., 8) = 0. . . . (1),

Fn(e, @, .oy Tny Gyy oy @) =0 . . . (1)

Wir suchen die Gesammtheit der Elemente, welche durch die Punkte dieser
Mannigfaltigkeit hindurchgehen und so beschaffen sind, dass

de = pdz, + - -+ a2z, . . . . . (2

ist. Zu dem Zwecke betrachten wir die Mannigfaltigkeit von % Dimen-
sionen, deren Gleichung ist:

F=AF+.. .42y Fp  +Fu=0. . . (3),
wo Ay, Ay, .. Am—y willkiirliche Constanten sind. Alle Punkte der Mannig-
faltigkeit (1) gehoren zu der Mannigfaltigkeit (8). Wir suchen in diesen
Punkten von (8) die Elemente, welche der Bedingung (2) geniigen. Dazu
miissen wir die Gleichungen hinschreiben:

oF oF oF oF
TR o =0 g Ty =0 @)

Eliminirt man a,, ..., G, 4;, ..., Ay, zwischen den Gleichungen (1) und
(4), so findet man eine partielle Differentialgleichung

f(z;xn-~-awn;p1v---1pn)=0- coe e (5)’

deren simmtliche Elemente der Bedingung (2) geniigen und ihre Punkte
in der Mannigfaltigkeit (1) haben.

Umgekehrt stellt die Gleichung (5) alle Elemente dar, welche durch
die Gleichungen (1) und (2) definirt werden. Man erhilt nimlich aus der
Gleichung (1), wenn man den Werth (2) von dz benutzt:

(B 4+ 2 an o (32 + 2 i) =0 . 6

o,

0Fnm
0Zn

F
+ P 6—87”') Az, =0 . (6,).

0Fm 0Fm
G2 + 5 52) a4 o

1) Sophus Lie: Zur Theorie partieller Differentialgleichungen erster Ord-
nung, insbesondere ilber eine Klassifikation derselben (Gottinger Nachrichten
1872, S. 473—489, Nr. 25) S. 480—482.
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Man ersieht hieraus, dass nur # — m von den Differentialen dz,, . .., dz,
willkiirlich sind fiir die durch die Gleichungen (1) und (2) dargestellten
Elemente. Um m Differentiale aus den Gleichungen (6) zu eliminiren,
multipliziren wir diese Gleichungen respective mit A,, 4,, ... Ap—y und
1 und addiren sie dann; darauf setzen wir die Coefficienten der m Diffe-
rentiale, welche eliminirt werden sollen, und sodann, weil die iibrigbleiben-
den Differentiale von einander unabhiingig sind, die Coefficienten dieser
letateren gleich Null. Diese Rechnungen fiihren uns zu den Gleichungen (4).
Dies sind die nothwendigen Bedingungen dafiir, dass die Elemente, welche
den Gleichungen (1) geniigen, auch der Gleichung (2) Geniige leisten.

Mithin stellen schliesslich die Gleichungen (1) und (4) die gesuchten
Elemente dar und die Resultante (5) dieser Gleichungen ist die einzige
Gleichung dieser 02" Elemente.

II. Wir denken uns die Gleichungen (1) aufgeldst nach m von den
Constanten und nennen die # — m = % iibrigbleibenden b, b,, . . ., by
‘Wir nehmen ferner an, dass die neuen auf diese Weise erhaltenen Gleichungen
die folgenden seien:

I

H (2, 2,..., &n b, ... ) — a 0. . . 19

Hy(2, %y oo g @ny byy ooy bg) — @ =10 . . (1)

Schliesst man nun wie im vorhergehenden Falle, so wird man dahin
gefiihrt, die Grossen a, b und A zwischen diesen m Gleichungen (1‘) und
den folgenden

oH oH __ oH 8H .
oz, "'pr“O’ *t Y 8Ta + pn oz =0 .. ®
zu eliminiren. Die Funktion H wird bestimmt durch die Gleichung:

H=/,(H, —a,) + Ao (Hy —ap) + -+ + Ay (Hint — Gm—y)+(Hin —am)
oder durch
H='7'l Hl +}’2H2 + .- +2'm—1 H, , + H,+h

wenn gesetzt wird:
0=24 a +4La+ -+ dny Gny + Gtk

Die Grossen a,, ... @, kommen in den Gleichungen (4‘) nicht vor;
mithin kommt die Elimination der Grossen a, b, A zwischen den Gleichungen
(1), (4*) zuriick auf diejenige der Grossen b, 4 zwischen den Gleichungen (4‘).

Betrachtet man schliesslich die eine Beziehung

H—h=0. .. .. ...

und sucht man die entsprechende partielle Differentialgleichung erster Ord-
nung, so wird man ebenfalls die Constanten b und 4 zwischen den Gleichungen
(4') zu eliminiren haben.
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Folglich ist
f(‘e’xlv--"wm pu-“’pn) =0 . . . . .. (5)
die Gleichung der Elemente, welche durch die Gleichungen (1) und (2),
oder (1Y) und (2), oder (1“) und (2) dargestellt werden, und man braucht
nur eine Losung (1“) dieser Gleichung (5) zu finden, um implicite auch
die Losung (1‘) oder (1) zu kennen.

14. Klassifikation der partiellen Differentialgleichungen. —
Aus den vorstehenden Betrachtungen ergiebt sich die folgende Eintheilung
der partiellen Differentialgleichungen in Klassen?).

I Die Gleichung (5) geht aus » 4+ 1 der Gleichung (1) ana-
logen Relationen hervor. In diesem Falle kann man die Constanten a
zwischen diesen Gleichungen eliminiren und gelangt dadurch zu einer Relation

fle, 2, 2 ...,2,) = 0
welche die p nicht enthilt. Diese Gleichung stellt in gewissem Sinne oo?"
Elemente dar, nimlich in jedem der oo™ Punkte dieser Mannigfaltigkeit von
»n Dimensionen die oo” Elemente, welche man erhilt, wenn man p;, ..., pa
auf alle moglichen Weisen variiren lisst. Diese Elemente geniigen der
Gleichung (2), da die Grossen dz, dz,, ... dz, simmtlich null sind.

II. Die Gleichung (5) geht aus # der Gleichung (1) analogen
Relationen hervor. In Nr, 23 werden wir sehen, dass man in diesem
Falle zu einer linearen Gleichung gelangt.

1L Die Gleichung (5) geht aus n—1, n—2, ..., 2 der Glei-
chung (1) analogen Relationen hervor. Man findet auf diese Weise n—2
Klassen von, wenn man sie so nennen darf, halblinearen Gleichungen. Lie
giebt an, dass es ihm gelungen sei, dieselben auf lineare Gleichungen zurfick-
zufithren, indessen war es uns nicht moglich, nach seinen Andeutungen den
Beweis zu rekonstruiren?). Die Cauchy’sche Methode in der Form, wie
wir sie auseinandersetzen, lisst sich direkt auf diesen Fall anwenden, wie
im Falle der linearen Gleichungen (vgl. Nr. 109).

IV. Die Gleichung (5) geht aus einer einzigen der Gleichung
(1) analogen Relationhervor. Dies ist der gewthnliche Fall der nicht
linearen Gleichungen.

Einfacher ausgedriickt, kann die Gleichung (5) hervorgehen aus einer
Relation von der Form (1“), welche I. # Constanten, II. #—1 Constanten,
1. »—2, n—3, ..., 1 Constante linear oder endlich IV. gar keine Con-
stante enthilt. ‘

15. Uberschiissige Constanten.) — Es kommt haufig vor, sagt

3y Lie, Zur Theorie etc. (Nachrichten S. 485).

?) Lie, Zur Theorie etc. (Nachrichten, S. 486—487).

3) Jacobi, Vorlesungen S. 475—481, ist beinahe der einzige, der sich mit
dieser Frage beschiiftigt. Er behandelt dieselbe analytisch. Wir haben es fiir
vortheilhafter und deutlicher gehalten, unter Benutzung der Fundamentalideen
von Lie kurz auf die Sache einzugehen.
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Jacobi, dass die Rechnungen, welche zur Aufsuchung einer vollstindigen
Losung einer partiellen Differentialgleichung dienen, in natiirlicher Weise
dazu nothigen, in diese Losung eine Anzahl von Constanten einzufiihren,
welche grisser ist als die Zahl der unabhiéingigen Variablen, und man
wiirde die Symmetrie der Rechnung zerstdren, wenn man eine gewisse
Anzahl der iiberschiissigen Constanten gleich null setzte. Es wird iibrigens
angenommen, dass sich diese Constanten nicht dadurch auf eine geringere
Anzahl reduciren lassen, dass man Funktionen der ersteren als neue Con-
stanten einfiihrt. In diesem Falle ist es praktisch am besten, die iiber-
schiissigen Constanten als Constanten zu betrachten, welche einen speci-
ellen aber gleichgiiltig welchen Werth haben. Ein Beispiel hierzu wird man
weiter unten bei der Integration von Schliafli’s Gleichung (§ 12) finden.

Die Art, wie Lie die partiellen Differentialgleichungen auffasst, ge-
stattet es, die Einfilhrung dieser fiberschiissigen Constanten zu erkliren,
wie wir an einem sehr einfachen Beispiel zeigen wollen. Dieses Beispiel
wird uns zugleich Gelegenheit geben zu zeigen, dass fiir eine und dieselbe
partielle Differentialgleichung mehrere vollstindige einander absolut #qui-
valente Integrale existiren konnen.l)

Eine Fléche zu finden, deren Tangentialebene mit einer
gegebenen Ebene einen constanten Winkel r bildet. Nimmt man
die gegebene Ebene zur xy-Ebene und eine Senkrechte zu dieser Ebene als
2-Achse, so ergiebt die Aufgabe die Gleichung:

1 +(%Y+ (%:7)2_-: 1 ooder =42 . . . (1)

cos®r
Man findet leicht, dass die Ebenen, welche durch die Gleichung
2—c=Ac+ By . . . . . . . (2
in welcher + By )
42 + B2 =Fk2 — 1

ist, dargestellt werden, der Aufgabe geniigen. Die Gleichung (1) stellt oo*
Elemente dar, welche mit der zy-Ebene einen Winkel » bilden; die Gleichung
(2) und die daraus abgeleiteten

p=4, ¢g=B . . . . . . . . (2
stellen dieselben oo¢ Elemente dar.
Nimmt man an Stelle der Gleichung (2) die Gleichung

2—c=A@® —a)+ Bly—9b,. . . . . 3),

so lasst sich diese Gleichung (8) auf die Form (2) reduciren und sie ge-

?) Jacobi, Vorlesungen, S. 491—509, beschiftigt sich mit diesem noch nicht,
vollig aufgeklirten Gegenstande. Man vergleiche weiter unten (§ 32) gelegent:
lich der Methode von Lie einige der Untersuchungen von Mayer, auf denen die
Auseinandersetzung, welche er von der Methode des norwegischen Geometers
gegeben hat, beruht.
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niigt der Gleichung (1). Man kann aber die Sache auch so auffassen, dass

man sagt, diese Gleichung (8) und die daraus abgeleiteten
p=4,q=B. . . . . . . . (8

stellen o002 mal die durch (2) und (2‘) dargesteliten o4 Elemente dar. In der

That hat fiir jeden Werth von a und b die Gleichung (8) dieselbe Aus-
dehnung wie die Gleichung (2).

Die Enveloppe der durch die Gleichung (8) unter der Bedingung
A2 4+ B?2=}2 — 1
dargestellten Ebenen ist der Kegel, dessen Gleichung ist:

—c2=FE—1)[(z—a)2+@—02. . . 4.
Dieser Kegel ist eine Fliche, welche der Aufgabe geniigt. Betrachtet

man a und b in der Gleichung (4) als willkiirliche Constanten, so ist es
eine vollstindige Losung; zusammen mit den Gleichungen

E—gp=F—1)(z—a (—qg9=F—1) y—0b #)

stellt die Relation (4) die oot Elemente der Gleichung (1) dar. Setzt man
aber voraus, dass ¢ auch eine willkiirliche Constante ist, so stellen die
Gleichungen (4) und (4‘) unendlichvielmal dieselben oot Elemente dar.

In gewissem Sinne stellen die Gleichungen (4) und (4‘) o5 Elemente
des Raumes dar, ebenso wie die Gleichungen:

Phd=®—1[z—a2+@G—b1 . . . ()
= —1) (@ —a), g=>F—1) @G—1b) . . (5)

Aber die co® durch die Gleichungen (5) und (5‘) dargestellten Elemente
sind simmtlich von einander verschieden und unter ihnen befinden sich nur
w4, welche durch die Gleichung (1) dargestellt werden, niimlich diejenigen,
fiir welche d = 0 ist. Die durch die Gleichungen (4) und (4‘) dargestellten
Elemente gentigen simmtlich der Gleichung (1), aber sie sind nicht alle von
einander verschieden; es sind vielmehr col-mal die o4 Elemente der Glei-
chung (1).
Allgemein stellt jede Gleichung

F(2, 21,000 Tpy Opy v vy Ony gy« + oy Gnys) = 0 . . (B),

welche Losung einer partiellen Differentialgleichung
&, @y, ooy Tny Py e vy D) =0 . . . . . (7)
ist und s iiberschiissige Constanten enthilt, zusammen mit den Relationen
oF 3F .

o’-mal die 2" Elemente der Gleichung (7) dar. Wir setzen, wohlver-
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standen, voraus, dass die Relationen (6) und (6) die Gleichung (7) zu einer
identischen machen, sonst wiirden in (6) nicht s iiberschiissige Constanten,
sondern nur eine geringere Anzahl von solchen vorkommen. :
Insbesondere existirt ein Fall, in welchem es immer leicht
ist, in eine vollstindige Lésung eine iiberschiissige Constante
einzufiihren. Dies ist derjenige, wo die Ver#nderliche z oder eine der
Verinderlichen #; in der gegebenen Gleichung nicht explicit vorkommt, In
diesem Falle kann man offenbar in der Losung ohne Weiteres # durch
2 —.a, z; durch z; — a; ersetzen, wo a und @; willkiirliche Constanten

sind, da
dz __ d(z—a) dz dz

dz de ' dmi  d(wi—ai)

ist. Die Constanten, welche in dieser Weise in Verbindung mit denjenigen
unter den Verinderlichen, welche in der gegebenen Gleichung nicht explicit
enthalten sind, auftreten, werden von den deutschen Geometern additive
Constanten genannt. Eine dieser Constanten variiren ist gleichbedeutend
mit einer parallelen Verschiebung des Systems der Elemente der Gleichung
im Raume. Es ist klar, dass man fiir eine Gleichung, in welcher ¢ Ver-
#nderliche fehlen, nur eine Lidsung mit # — ¢ Constanten zu finden braucht.
Man kann n#mlich daraus leicht eine Losung mit »# willkiirlichen Constanten
erhalten, indem man ¢ additive Constanten einfiihrt.

Nachtrag 1. zur zweiten Auflage.

Allgemeine Integrale und singuliire Loisungen.

I. Einleitende Bemerkung. In dem vorliegenden Werke haben wir
den Beweis der Existenz des allgemeinen Integrals oder des allgemeinen
Integralsystems fiir die partiellen Differentialgleichungen, ebenso das specielle
Studium der singuliren Losungen dieser Gleichungen fortgelassen, weil der
eine und der andere Gegenstand in Wirklichkeit der allgemeinen Theorie
der Funktionen angehdrt. Die verschiedenen Methoden, die wir darlegen
werden, haben zum Zweck, die Integration der partiellen Differential-
gleichungen auf diejenige von gewdhnlichen Differentialgleichungen zurtick-
zufiihren, deren Integration wir als mdglich voraussetzen.

Piir diejenigen, welche die Theorie der Integrabilitit der gewdhnlichen
oder partiellen Differentialgleichungen sowie die Theorie ihrer singuliren
Lésungen griindlich studiren wollen, geben wir hier einige bibliographische
Notizen.

II. Gewohnliche Differentialgleichungen. Cauchy hat zuerst die Existenz
des allgemeinen Integrals einer gewthnlichen Differentialgleichung oder eines
Systems solcher Gleichungen bewiesen und zwar 1) wenn alle Verinderlichen
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als reell vorausgesetzt werden, in seinen Vorlesungen an der polytechnischen
Schule, 2) sphter (1885), wenn die Veriinderlichen imaginiir sind, nach
einer andern Methode, in einer lithographirten Abhandlung. Cauchy giebt
selbst diese Hinweise in den Comptes rendus de 1’Académie des Sciences
de Paris, 1842, t. XIV, 8. 1020. Die lithographirte Abhandlung ist in
seinen Exercices d’Analyse et de Physique mathématique, 1840, t. I,
S. 327—384 reproducirt worden.

Der erste Beweis von Cauchy ist in dem § 1 dieser Abhandlung
kurz wiederholt, doch findet er sich in keinem Werke des Verfassers voll-
stindig. Wohl aber findet man ihn in dem Calcul intégral von Moigno,
legons 26, 27, 28, 33, 40, 41, einem Werke, welches bekanntlich nach
Cauchy’s Anleitung geschrieben ist.

Unter den Autoren, welche diesen ersten Beweis vereinfacht oder ver-
vollstindigt haben, miissen wir in erster Reihe nennen: Gilbert in den
drei aufeinanderfolgenden Auflagen seines Cours d’analyse infinitésimale
(Paris, Gauthier-Villars 1872, 1878, 1887; vgl. besonders die letzte Auf-
lage Kap. 46, 8. 521—589) und Lipschitz, Lehrbuch der Analysis Bd. 2,
1880, Abschnitt I, Kap. 40. Schon vorher hatte Lipschitz seinen Beweis
veroffentlicht in dem Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques,
1. série, Bd. 10, 8. 149—159. Zu erwihnen ist noch eine kurze Note
von Peano, Sull’ integrabilitd delle equazioni differenziali di primo ordine
(Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, Bd. 21, 20. Juni 1886),
woselbst die-Frage in einfacher und origineller Weise behandelt ist, ferner
eine umfangreiche Abhandlung, welche in den Math. Ann., 1890, Bd. 387,
S. 182—228 verdffentlicht ist,

Der zweite Beweis von Cauchy hat zu zahlreichen Untersuchungen
Veranlassung gegeben, deren stets wachsende Bedeutung von Tag zu Tag
in der Entwickelung der Analysis infolge der Arbeiten von Fuchs,
Poincaré und vielen anderen sich offenbart. Wir erwihnen nur einige
Abhandlungen, in denen es sich einzig und allein um die Existenz des
Integrals der gewdhnlichen Differentialgleichungen im Allgemeinen handelt.
Briot und Bouquet haben einen Beweis des Cauchy’schen Satzes gegeben
in ihren Recherches sur les propriétés des fonctions définies par des équa-
tions différentielles (Zweite Abhandlung, 1856, Bd. 21 oder 36. Heft des
Journal de 1'Ecole polytechnique S. 184—198; vgl. besonders 8. 136—146).
Dieser Beweis ist reproducirt in dem zweiten Buche, Kap. 1, ihrer Théorie
des fonctions doublement périodiques et en particulier des fonctions ellip-
tiques (Paris, Mallet-Bachelier, 1859) und in dem fiinften Buche, Kap. 1,
der zweiten Auflage dieses Werkes, erschienen 1875 unter dem Titel:
Théorie des fonctions elliptiques (Paris, Gauthier-Villars). Keins der beiden
Werke enthilt die in der urspriinglichen Abhandlung behandelten Aus-
nahmeflille; man findet dieselben aber in einem sehr umfangreichen Anhange
(S. 401—464) der von H. Fischer besorgten deutschen Ubersetzung der
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ersten Auflage (Halle, Schmidt, 1862), Man vergleiche mil der Arbeit
von Briot und Bouquet den Bericht von Cauchy (Comptes rendus,
1855, Band 40, S. 186—146) und mehrere andere Abhandlungen des
grossen Geometers in demselben Bande der Comptes rendus.

Der Beweis von Briot und Bouquet in mehr oder weniger modi-
ficirter Form oder analoge Beweise finden sich jetzt in vielen Lehrbiichern
der Analysis. Wir erwihnen besonders das gediegene aber zu wenig be-
kannte Werk von Méray: Nouveau Précis d’analyse infinitésimale (Paris,
Savy, 1872) Kap. 14, 15 und 16, den dritten Band des Cours d’Analyse de
I'Ecole Polytechnique von Jordan (Paris, Gauthier-Villars, 1887) Kap. 1,
§ 5 und das ,Lehrbuch der Differentialgleichungen mit einer unabhingigen
Variabeln“ von Konigsberger (Leipzig, Teubner, 1889), Kap. 1, § 3.

Von den wichtigsten Abhandlungen iiber die Frage erwihnen wir die
folgenden: Weierstrass, Uber die Theorie der analytischen Fakultiten
(Crelle’s Journal 1856, Bd. 51, S. 1—60, oder Abhandlungen aus der
Funktionenlehre, S. 188—260, Berlin, Springer, 1886; vgl. hesonders den
§ 7); Konigsberger, Der Cauchy’sche Satz von der Existenz der Integrale
einer Differentialgleichung (Crelle’s Journal, fortges. von Kronecker 1889,
Bd. 104, 8.174—176), endlich zwei wichtige Abhandlungen von E. Picard,
1) Sur un point de la Théorie générale des équations différentielles (Bulletin
des Sciences mathématiques, 1887, II. série, Bd, 11, 1. Theil, S. 194—198),
wo er beweist, dass ein System holomorpher Differentialgleichungen nur
ein System holomorpher Integrale hat; 2) Sur la convergence des séries
représentant les intégrales des équations differentielles (Ebenda, 1888,
Bd. 12, 1. Theil, S. 148—156), wo er den Convergenzkreis dieser Reihen
weiter ausdehnt, als wie er von Briot und Bouquet angegeben worden war.

Diese letztere Arbeit ist um so bemerkenswerther, als der Verfasser
darin das erste Cauchy’sche Beweisverfahren auf Differentialgleichungen
anwendet, in denen die Verinderlichen imaginir sind, diese Ausdehnung
geschieht mit Hiilfe des Satzes von Darboux AFz = Adz F'(z 4 O4)
iiber die Zunahme einer Funktion F(¢) einer imaginiren Veriinderlichen 2.

III. Partielle Differentialgleichungen. Man verdankt Cauchy auch
die ersten Untersuchungen iiber die Existenz der Integrale der partiellen
Differentialgleichungen. Uber diesen und iiber verwandte Gegenstinde hat
er eine grosse Anzahl mehr oder weniger umfangreicher Abhandlungen in
den Binden 14, 15 und 16 (1842, 1843) der Comptes rendus und ander-
wiirts veroffentlicht. Wir erwihnen besonders die drei folgenden: 1) Mémoire
sur un théoréme fondamental en calcul intégral (Comptes rendus, Bd. 14
S. 1020 — 1026; Oeuvres completes, 1888, I série, Bd. 6, Nr. 167
S. 461—467). 2) Mémoire sur l'emploi du calcul des limites dans linté-
grations des équations aux dérivées partielles (Comptes rendus, 1842, Bd. 15,
S. 44—59); 8) Mémoire sur l'application du calcul des limites & l'inté-
gration d'un systéme d'équations aux dérivées partieiles (Ebenda, S. 85—101).
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Die hauptsichlichsten Arbeiten, welche seitdem iiber die Frage ver-
offentlicht wurden, sind die folgenden:

Darboux: Mémoire sur l'existence de l'intégrale dans les équations
aux dérivées partielles contenant un nombre quelconque de fonctions et de
variables (Comptes rendus, 1875, 1. semestre, t. LXXX, p. 101—104,
317—319).

Méray: 1. Sur Vexistence des intégrales dun systéme quelconque
d’équations différentielles, comprenant comme cas trés-restreint les équations
dites aux dérivées partielles (Ebenda, p. 889—3893, 444). 2. Démonstration
générale de l'existence des intégrales des équations aux dérivées partielles
(Journal de mathématiques pures et appliquées, 1880, 3. série, t. VI,
p. 235—266). 8. Sur la convergence des développements des intégrales
ordinaires d'un systéme d’équations differentielles totales ou partielles (En
collaboration avee M. Riquier) (Annales de I'Ecole normale supérieure,
3. série, 1889, t. VI, p. 855—3878; 1890, t. VIL, p. 23—88). 4. Sur
les systdmes d'équations aux dérivées partielles qui sont dépourvus d’inté-
grales, contrairement & toute prévision (Comptes rendus, 1888, 1. semestre,
p. 648 —651) mit einer Bemerkung von Darboux p. 651—652, in
welcher derselbe angiebt, dass auf diese eigenthiimliche Thatsache schon
frither von S. von Kowalevsky hingewiesen worden ist.

Sophie von Kowalevsky, Zur Theorie der partiellen Differential-
gleichungen (Crelle’s Journal, fortgesetzt von Borchardt, Bd. 80, S. 1—32,
8. Mirz 1875).

Diese wichtige Arbeit ist ihrem wesentlichen Inhalt nach in mehreren
spiiter veroffentlichten Werken reproducirt worden, so namentlich in dem
8. Kapitel des dritten Bandes von Jordan’s Cours d’Analyse, sowie in
dem 1. Kapitel der Lecons sur les équations aux dérivées partielles von
Goursat (Paris, Hermann, 1890). Wir haben dieselbe im Anhange mit
giitiger Erlaubniss der Verfasserin vollstindig abgedruckt.

IV. Singulire Losungen. Von Leibniz bis Cauchy ist die Theorie
der singuliren Losungen der gewdhnlichen und partiellen Differential-
gleichungen Gegenstand zahlloser Untersuchungen géwesen. Dieselben sind
zum grissten Theile kurz wiedergegeben in dem gewissenhaften und zu
wenig bekannten Werke von L. Houtain: Des solutions singulidres des
équations differentielles (Auszug aus den Annales des Universités de Belgique,
Bruxelles, Lesigne, 1854, ein Oktavband von X und 345 Seiten). Fast
alle vorher angefiihrten Schriften beschiftigen sich von hoherem funktionen-
theoretischen Standpunkte aus mit diesem Gegenstande.

Im Jahre 1873 verdffentlichte Darboux eine Abhandlung: Sur les
solutions singulitres des équations aux dérivées ordinaires du premier ordre
(Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques, t. IV, p. 158—176),
welche in der geometrischen Interpretation dieser Losungen eine neue Bahn
erffnete und in derselben Richtung sich bewegende Untersuchungen ver-
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schiedener Geeometer, besonders von Casorati und Cayley, hervorrief. Er
hat auch die analogen auf die Theorie der partiellen Differentialgleichungen
beziiglichen Fragen in einer schonen Arbeit eingehend untersucht, welche
von der Pariser Akademie der Wissenschaften mit einem Preise ausgezeichnet
wurde und den Titel fiilhrt: Mémoire sur les solutions singulidres des
équations aux dérivées partielles du premier ordre (Der Akademie einge-
reicht am 29. Mai 1876, vertffentlicht im Jahre 1883 in dem 27. Bande
der Mémoires des savants étrangers, Nr. 2, p. 1—243, in 49). Es ergiebt
sich aus diesen schonen Untersuchungen, dass die Beziehungen zwischen den
singuléiren Losungen und den vollstindigen Integralen, wie solche in dem
vorliegenden Werke nach Lagrange und Jacobi auseinandergesetzt werden,
die Existenz vollstindiger Integrale von solcher Form voraussetzen, dass
man auf sie die Rechnungen der Nr. 6—8, 10—13 anwenden kann. Man
findet einen ausfiihrlichen Auszug aus den Untersuchungen Darboux’s in
dem 10. Kapitel der oben erwihnten Legons von Goursat.



I. Buch.
Methode von Lagrange und Pfaff’)

1. Kapitel.
Lineare partielle Differentialgleichungen.?

§ 5. Lineare partielle Differentialgleichungen wmit zwei unabhdngigen
Verdnderlichen.

16. Entstehung dieser Gleichungen. — Es seien # und » zwei ge-
gebene Funktionen der Verinderlichen z, y, 2 und
Fu,vp=0 . . . . . . . . (1)

1) Wir geben in diesem ersten Buche nicht nur die Arbeiten von Lagrange
und Pfaff, sondern auch die ersten Abhandlungen von Jacobi, welche die
Untersuchungen jener beiden Geometer mit einander in Zusammenhang bringen,
kurz wieder.

?) Die Theorie der linearen partiellen Difforentialgleichungen rithrt im
Wesentlichen von Lagrange her, der sie unter verschiedenen Formen in den
,Abhandlungen der Berliner Akademie* vom Jahre 1779 und 1785, in den Legons
sur la théorie des fonctions, Legon 20, und in der Théorie des fonctions analy-
tiques, Kap. XVI des ersten Theiles, auseinandergesetzt hat. Uber die wahre
Tragweite des hier dargelegten Integrationsverfahrens vgl. man den § I der Ab-
handlung von Jacobi: Dilucidationes ete. (Crelle's Journal, Bd. 23). Im Grunde
genommen wird nur der Zusammenhang festgestellt, welcher zwischen der Theorie
der linearen simultanen Differentialgleichungen und derjenigen der partiellen
Differentialgleichungen besteht. Bei unserer Darstellung haben wir uns gehalten
an diejenige von Serret, Calcul intégral, p. 599—608, Boole, A treatise etc.,
p. 324—335, Suppl. p. 56 —69, und Gilbert (Vgl. die letzte Note zu Nr. 20).
In dem Nachtrag I am Schlusse dieses Kapitels legen wir eine andere im Wesent-’
lichen von Cauchy entlehnte Methode dar. Wir haben im Jahre 1881 in den
Annales de la société scientifique de Bruxelles, t. V, p. 17—33 unter dem Titel:
Notes sur les équations aux dérivées partielles eine kleine Abhandlung verdffent-
licht, von der man insbesondere S. 17—22 vergleichen moge.



32

irgend eine Beziehung zwischen diesen Funktionen,

Methode von Lagrange und Pfaff,

[Nr. 16—17]

Dann besteht zwischen

%, , # und den partiellen Ableitungen von # nach « und y

dz

p

=

X

I

dz
dy

eine Relation, welche von der Form der Gleichung (1) unabhingig und
linear in Bezug auf p und g ist.

Zum Beweise differentiiren wir die Relation (1) nach z und y; dies

giebt:
OF (ou du 8F [ov o
e ter)+5(G+ae)=0
OF (ou ou oF' [8v o
wlmtayd v+ rag=0
Hieraus ergiebt sich, wenn man die Ableitungen von F nach # und v
eliminirt:
ou ou ou ou
o 32 D 3y + 3z ? ! 0
o o 8 oo
T ety Tl
d. h.
Odu  ou du  du ¢ du  du
oz’ 8y ’ 32’ 8y 0z’ 8z
= 0
AR R R ’
or' 8y | 0z’ oy ox’ 8z

oder auch, wenn man die Bezeichnung der Functionaldeterminanten an-
wendet:
8 (u, v)

S, v) 3w )
LYo

8(z2) 8z, y)

+ ¢

Wir schreiben diese Gleichung in der abgekiirzten Form:
Xp+ Yqg =2 2),
indem wir setzen:
8 (u, v)

. » V) . o (u, v)
T 8y, 2)’

Tz a)

_ 8w
T )

17, System von simultanen gewohnlichen Differentialglei-
chungen, welches der Gleichung (2) entspricht.!) Den Eigenschaften
der Determinanten zufolge hat man:

1) Bei Gelegenheit der Gleichungen mit » unabhingigen Veriinderlichen
legen wir dieselbe Sache mit noch grosserer Benutzung der Determinanten dar.
Der Leser mag urtheilen, welche von diesen beiden Darstellungen den Vorzug
verdient.
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ou du Jdu v dv. v
8z’ By’ oz 3z’ 3y’ oz
u o du o du| o | o odul
oz’ 8y’ oz ! ox’ 8y’ oz '
o v o v v
o’ @v FYR o’ 'ggv oz
oder auch:
ou ou ou
x4 r® +zﬂ’=0[
o oy 8z

Aus diesen Gleichungen geht hervor, dass die Relationen
u=a ©v=02>,

wo a und b Constanten sind, ein Integralsystem der Gleichungen

X=—I7=7.......(4)
bilden.

‘Man kann diese Bemerkung auch noch anders ausdriicken, indem man
sagt, die Gleichungen

— Y
Y = i X
dz
Z = %
haben zum Integralsystem:
u=a v=20 . . . . . . . (5)
oder auch
Fy(u,v) = A, Fy(u,v) =B . . . . . (6)

wo A und B neue willkiirliche Constanten sind und F; und F, irgend-
welche Funktionen bezeichnen. In der That kann man die Gleichungen
(5) aus den Gleichungen (6) und umgekehrt ableiten. Man kann auch
direkt beweisen, dass die Differentiale dF,, dF, identisch Null sind, wenn
man das Bestehen der Relationen (3) und (4) voraussetzt. Aus F; = 4
leitet man n#mlich mit Hiilfe von (4) und (3) her:

OF, (8 4\ 8 4 o Bu SE (30 gy B0 80 g
a_u(axdx+6ydy+6z dz)-l— av( dx+6ydy+8z dz)_O

ox
OF,(8u y \ 3wy 0w g\ OF, (8 g %oy % A

ou (axX+6‘yY+8z Z)+ EY) (6:»X+6y T+ a8z Z)—O’
d. h.

0 =0.

Umgekehrt, wenn # == a, ¥ = b verschiedene Integrale des Systems

(4) sind, in welchem X, Y, Z irgendwelche Funktionen von z, y, £ sind,
Mansion, Part. Differentialgleichungen. 3
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d. h. wenn die Relationen (8) existiren, so ist jede Gleichung
Fuo)y=0 . . . . . . . . @)
zwischen den Funktionen % und v eine Lisung der Gleichung
Xp + Yqg = Z.
Man erhilt namlich aus der Gleichung (1):

OF du oF o OF ou oF v ) _
R tR et Lt R =0
OF ou oF o OF du -, OF Sv) _
ey T o oy T ('su T o 5) =0
OF bu | OF dv._ (3F du 8F &) _
ou oz o 8z ou oz o ez ) O

Multiplicirt man diese Gleichungen resp. mit X, Y, Z und addirt sie
dann, so erhilt man:

8F( du

ou
wXxwtY

5y

., Ou OF F ) ov o
+‘§)+ sv(XaaE"'YéZ""ZE)

oF du oF 8¢
+ (a{» A '?s%") (Xp + Yg — 2)=0.

Zufolge der Gleichungen (3) ergiebt sich hieraus
Xp+ Yq = 7,

wodurch der Satz bewiesen ist. Dieser Schluss wiirde jedoch eine Aus-
nahme erleiden, wenn man die Relation (1) derart gewshlt hatte, dass

%—? = ;:5 %Z . %% g—;, der Coefficient von Xp 4+ Yq — Z in der vor-
letzten Gleichung, bestindig Null wire. In diesem Falle aber wiirde die
Relation (1) z gar nicht enthalten, ein Fall, der offenbar ausgeschlossen ist,

Somit entsprechen sich die partielle Gleichung (2) und die simultanen
Gleichungen (4) in bemerkenswerther Weise. Zwei Losungen (6) der Glei-
chung (2) von der Form (1) geben unmittelbar das Integralsystem der
Gleichungen (4), und umgekehrt fiihrt das Integralsystem (5) der Gleichungen
(4) unmittelbar zu einem Integral (1) der Gleithung von der Form (2).
Wir werden sehen, dass jede Liosung der Gleichung (1) iibrigens nothwendig
von dieser Form ist, wodurch die Losung der Gleichungen von der Form
(2) vollstindig auf diejenige der Gleichungen von der Form (4) und um-
gekehrt zuriickgefiihrt wird.

18. Integration der linearen partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung mit zwei unabhiingigen Ver#nderlichen. — Es sei

AX:@)—*- Yq.—:Z
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eine lineare partielle Differentialgleichung. Wenn # == a, v = b Losungen
des Systems
dx __ dy __ dz
X Y  Z
sind, so dass man identisch hat:
xfarheatioo) .
o l
X —l— 61/ Pz = 0

so kann man schreiben:

L 0(u,0) 3 (u, v) C0(uv)
e Y sme o wy

wo M den gemeinschaftlichen Werth dieser drei identisch gleichen Ver-
h#ltnisse bezeichnet.

Die gegebene -partielle Differentialgleichung kann demnach in die Form
gebracht werden:

8 (u, v) d(u,v)  d(w, )
M (v 5D 0 s — s = O

oder nach und nach:

tp, q, —1
du du du
M5 5y 0e | =0

| o @!
ax’ oy’ oz

0 0 —1

ou ou  du ou  du

M 6x+p_6?’ 37/-+Qa—za§5=0,
ov v v v v

w TP 1?;—7/-'—’155’ 8z
oder mit Verinderung der Zeichen:

du du
dx’ dy 0
dx’ dy
Man kann somit der gegebenen Gleichung auf zwei Arten Geniige
leisten, einmal, indem man
M =0,
das andere Mal, indem man
“7
z, Y

<

D = 0

3*
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setzt. Nach einer Eigenschaft der Functionaldeterminantenl) ergiebt sich
aus der letzteren Bedingung, dass jede Lisung der gegebenen Gleichung

von der Form ist?):

Fu, v) = 0,
wofern nicht die Gleichung M = 0 eine Lsung giebt, die nicht in dieser
Relation enthalten ist. Der vorhergehenden Nummer zufolge ist iibrigens
jede Relation von der Form F(u, v) = 0 eine Losung.

19. Bestimmung der willkiirlichen Funktion; geometrische
Deutung. — Wegen der willkiirlichen Form der Funktion ' kann man
der Losung eine Bedingung auferlegen wie die folgende: Fiir z = gz,
soll zwischen y und 2 eine gegebene Relation

wy,?)=0 . . . . . . . . (8
bestehen, Setzt man in den Funktionen % und v # = #;, so erhilt man
fir diesen Werth xp:

u=u(y,2) . . . . . . .. 9
=9We) . . . . . . . . (10

Eliminirt man y und z zwischen diesen drei Gleichungen, so sei
Fluvy=0. . .. . . . . (11)

das Resultat dieser Elimination, derart, dass man umgekehrt (8) aus (9),
(10), (11) durch Elimination von % und » ableiten kann. Offenbar geniigt
die Relation (11) der gegebenen Gleichung und der gegebenen Bedingung,
denn macht man darin # = #,, so reducirt sie sich auf (8).

1) Baltzer, Determinanten, § XIII, Nr. 3, S. 114.

) Lagrange hat diese Bemerkung nur in seiner Abhandlung vom Jahre
1785 bewiesen. In seinen andern Schriften iiber diesen Gegenstand vor und nach
dem Jahre 1785 nimmt er sie stillschweigend, ohne sie zu beweisen, an. Die
Form, die wir dem Beweise gegeben haben, ist Ph. Gilbert entlehnt (Annales
de la Société scientifique de Bruxelles, 1885, ¢. IX, p. 41—48: Sur lintégration
des équations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre), der auf die Existenz
der durch den Faktor M gegebenen L3sungen aufmerksam gemacht und damit
eine rithselhafte Stelle in den Dilucidationes von Jacobi (Am Schlusse des § 3,
Ges. Werke, IV, S. 169) klargelegt hat. Das Verfahren von Lagrange (Mémoire
von 1785, Nr. 8 und 4) hiitte zur Entdeckung des Faktors M fithren kdnnen,
denn dieser Faktor ist beim Ubergange von der ersten zur zweiten Gleichung
der Nr. 4 ohne Grund weggelassen. Ph. Gilbert hatte schon frither auf die
Unzuliinglichkeit der iiblichen Art der Auseinandersetzung hingewiesen in einer
kleinen Abhandlung: Sur les intégrales des équations linéaires aux dérivées par-
tielles. du premier ordre (Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1880, t.
1V, 2. partie, p. 273—276). J. Cockle (Educational Times, 1880, XXXIII, p. 19—20)
war ebenfalls auf die Lésung x -} y -+ 2z = 0 der partiellen Differentialgleichung
(@ +vy) 14+ »-+ g) + 2p = 0 gestossen, welche nicht in dem allgemeinen Inte-
grale enthalten ist und die gegebene Gleichung nicht identisch befriedigt (vgl.
Nr. 20, Beispiel VI). Um den Einwiirfen von Gilbert zu begegnen, haben wir die
im Nachtrag II dargelegte und oben (Nr. 16, Anm. 2) erwiihnte Methode versffent-
licht.
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Man kann auch andere Bedingungen als die eben angegebene vor-
schreiben; um dieselben leichter ausdriicken zu konnen, wollen wir die oben
angegebene Losung geometrisch deuten. Die Gleichung

Xp+Yg=2 . . . . . . . (2
driickt eine Eigenschaft der Tangentenebene der durch die Gleichung
Fluov)=0 . . . . . . . . @

dargestellten Fliche aus. Diese Fliche wird offenbar erzeugt durch die
Kurven, deren Gleichungen sind:
u=a v=0>0 . . . . . . . (5
und die der durch die Relation
F@b =0 . . . . . . . (12

ausgedriickten Bedingung unterworfen sind. . Man kann nun verlangen, dass
diese Fliche durch eine gegebene der yz-Ebene parallele Kurve

z = x, w(y, 2 =0,

wie wir es oben gethan haben, oder durch eine beliebige Kurve hindurch-
geht, deren Gleichungen sind

P92 =0, y(z,9,2) = 0,

oder dass sie eine gegebene Fliche beriihre, oder dass sie einer beliebigen
andern derartigen geometrischen Bedingung geniige. In jedem besonderen
Falle leitet man, sobald man die analytische Bedingung (12) hat, daraus
unmittelbar die Gleichung der Fliche her. Man ersieht hieraus, dass die
Bestimmung der Form von F eine Frage der analytischen Geometrie des
Raumes ist.

20. Beispiele. I. Gleichungen der Cylinderflichen.!) Die Cylinder-
fiichen, deren Erzeugende der Geraden

2 =uaz+a, y=20+10
parallel sind, haben zur endlichen Gleichung
z — az = @y — )
und somit als partielle Differentialgleichung:
ap + bg = 1.
Umgekehrt gehoren diese Gleichungen nur Cylinderflichen zu. Dies

ist klar in Bezug auf die erste. Die zweite hat die erste zum Integral,
denn das entsprechende System von simultanen Gleichungen

) Wir geben diese elementaren Beispiele der Vollstindigkeit halber. Im
Nachtrag III integriren wir die Gleichungen der Regelfliichen in fast allen Fillen
durch Reduction auf lineare Gleichungen erster Ordnung.
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filhrt unmittelbar zu der folgenden Gleichung der Erzeugenden, welche
einer gegebenen Richtung parallele Geraden sind:

z — a2 = a', y — bz = V.

Die partielle Differentialgleichung der Cylinderflichen driickt aus, dass
die Tangentialebene parallel der Richtung der Erzeugenden ist. Die Glei-
chung M = O fiihrt zu nichts.

II. Gleichungen der Kegelfiichen. Die Kegelflichen, deren Spitze der
Punkt (a, b, ¢) ist, haben zur endlichen Gleichung:

r—a y——b)

i—e P \T=¢)
und zur partiellen Differentialgleichung

pix—a)+qly —b)=z—c

Liegt die Spitze im Coordinatenanfangspunkt, so nimmt diese Gleichung
die einfachere Form an:
z = px + qy.

Man findet ohne Miihe, dass diese letztere Gleichung, welche ausdriickt,
dass die Tangentialebene an die Kegelfldiche durch die Spitze geht, aus-
schliesslich den konischen Flichen zugehért oder, anders ausgedriickt, dass
die partielle Differentialgleichung die oben angegebene endliche Gleichung
zum Integral hat. Die Gleichung M = 0 giebt die nichtssagende Glei-
chung ¢z = c.

II1. Gleichungen der Conoidflichen. Nimmt man die geradlinige
Direktrix zur z-Achse und die Richtungsebene zur zy-Ebene, so findet man
als endliche Gleichung der Conoidflichen

r— (Y
und als partielle Differentialgleichung

vz +qy = 0.

Diese driickt aus, dass die Beriihrungsebene die Erzeugende enthiilt, welche
durch den Beriihrungspunkt hindurchgeht. Integrirt man diese Gleichung,
so kommt man auf die endliche Gleichung zuriick, was beweist, dass die
partielle Differentialgleichung nur den Conoidfliichen zugehort. Die Glei-
chung M = 0 ergiebt keine Losung.

IV. Rotationsflichen. Man kann eine Rotationsfliche als den Ort eines
beweglichen Kreises

z? + y? + 2? = a,
zcosa -+ ycosf+ zeosy =1
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betrachten, dessen Ebene zu der durch die Cosinus cos @, cos §, cos p be-
stimmten Richtung senkrecht steht, wenn man annimmt, dass die Rotations-
achse diese Richtung hat und durch den Coordinatenanfangspunkt hin-
durchgeht. Die endliche Gleichung der Rotationsflichen ist somit:
zeosa + yeosf -+ zeosy = @ + y? + &%)
Wenn man nach z und y differentiirt und iiberdies noch eine identische
(leichung der Symmetrie wegen mit hinschreibt, erhilt man:
cosa + peosy = 2¢'. (x + pe),
cos f + g cos y 2¢'. (y + @),
cosy — cosy = 2¢' (¢ — %)
Hieraus folgt unmittelbar:

. b, 9, —1
lx"l'p‘ea ?/+qzv r—z| =0
| cosa, cos f, cosy

oder wenn man die erste Zeile mit z multiplicirt und dann von der zweiten
subtrahirt:

», o —1

Z, Y, z = 0.

cosa, cosfl, cosy

Dies ist die partielle Differentialgleichung der Umdrehungsfliichen. Man
kann dieselbe auch schreiben:
pycosy — z cosP) + g(z2cosa — zcosy) = zcos B — yeosa.

Von dieser Gleichung kann man leicht wieder zu der endlichen Glei-
chung der Rotationsflichen gelangen. Zu dem Zwecke hat man das Hiilfs-
system zu integriren:

dr _ dy _ dz
v e [ & & | 5y
cosa, cospf

cos B, cosy | cosy, cosa

Diese drei Verhiltnisse sind den folgenden gleich, in denen die Nenner und
infolgedessen auch die Zghler Null sind:

zdz + ydy -+ 2dz cos adz -+ cos fdy -+ cos ydz
|, ¥, z = [ cosa, cosp, cosy |

z, ¥, z z, Y, z I
cos a, cosf, cosy cosa, cosfl, cosy
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Die Relationen
zdx + ydy -+ 2dz = 0,

cos adz + cos fdy + cosydz = 0
geben unmittelbar die Integrale des Hiilfssystems:

2 4yt 4 22 = g,
zcosa + ycos B+ zcosy = b
und somit ist das Integral der partiellen Differentialgleichung:

zcosa + ycos B+ zcosy = @z + y? + 22).
Die Gleichung M = 0 giebt keine Losung.
Die partielle Differentialgleichung driickt aus, dass die Normalen lings

eines Parallelkreises der Fliche die Rotationsachse in einem und demselben
Punkte treffen.l)

V. Orthogonale Trajektorien.?) Wenn
F(z,y.2,k) = 0

in rechtwinkligen Coordinaten eine Schaar von Flichen darstellt, die den
verschiedenen Werthen von % entsprechen, so ist die Gleichung
oF oF oF
p 3z + ¢ 3y = 3z
die Bedingung dafiir, dass eine andere Fléiche, deren Beriihrungsebene die
Richtungscoefficienten p, g, — 1 hat, zu ibr normal ist. Eliminirt man %
zwischen den beiden vorstehehden Gleichungen, so ist die resultirende
Gleichung die partielle Differentialgleichung der orthogonalen Trajektorien
der gegebenen Fliche. Diese Gleichung ist, wie man sieht, von der ersten
Ordnung.
Als Beispiel betrachten wir die Ellipsoide :

x‘.’ y‘l z?
a Ty ta=*F

Die partielle Differentialgleichung der orthogonalen Trajektorien ist:

x 4
P+ 0= &

) Wenn wir nicht irren, hat Monge zuerst die partiellen Differential-
gleichungen der verschiedenen Arten von Flichen gegeben. Siehe seine Feuilles
d' Analyse appliquée & la géométrie, & Vusage de UEcole polytechmique, publiées la
premitre année de cette école (an III de la République) Nr. 4, 5 und 6, sowie alle
Lehrbiicher iiber Infinitesimalrechnung.

?) Lagrange, Abh. d. Berliner Akad., 1785, S. 188, Nr. 15; Oeuvres, V,
p. 560.
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Man findet unmittelbar als allgemeines Integral
za? yb?
= = o(2)

und M = O giebt die evidente Losung ¢ = 0.

VI. Die Gleichung
C+yA+r+a+ew=20
filhrt zu den Hiilfsgleichungen:

dx dy  —az

c+y+z  a4+y x4y’

Dieselben besitzen zum allgemeinen Integralsystem: # = a, v = §, wo

2
u =y + 2, v=log(w+y+z)+7+y—+z—
ist. Der Faktor M ist gleich ( 4 y - #)2 und giebt die singulire Losung
Z + y + 2 = 0, die nicht in dem allgemeinen Integral » =— ¢ (4) ein-
halten ist (Cockle).

21. Uber einige Gleichungen, welche man linear machen
kann.!) — 1. Es sei zunsichst die Gleichung gegeben:

zfy (0, 9, 2 — px —qy) + yfs (0, 9, e—2—qY) + f3 (0, 9,2 —P2—qy)=0.
Setzt man:
% =2 — px — qy,

so ist:
du = — zdp — ydg,

und somit, wenn man p und ¢ als unabhingige Verinderliche nimmt:
o B,
dp ‘dg Y-

Mithin geht die Gleichung iiber in:

%fl (py q, u‘) + Z_Zfz (.p: 9, u) = fa (p7 q, ’M«).

Y Lagrange, Abh.d.Berl. Akad. 1774, Oeuvres, t.IV, Nr.53, p. 83; Lacroix,
t. IL, p. 558, t. III, p. 708. Chasles, Rapport sur les progrées de la géométrie,
p. 90—91, Paris 1870, erwithnt verschiedene Arbeiten iiber die Gleichungen dieser
Art, deren Entdeckung er Monge zuschreibt. Siehe iiberdies eine Bemerkung
von Orloff, Bulletins de Bruxelles, 2. série, t. XXXIII, p. 113—122, ferner Lie,
Mathem. Annalen, Bd. 5, 8. 159, der eine Deutung derselben auf Grund der
neueren Geometrie giebt. Man nennt die hier ausgefiihrte Transformation zu-
weilen die Legendre'sche Transformation, obwohl die erste Idee davon Leibniz
zukommt, Pliicker beschiftigt sich mit der geometrischen Interpretation
der Legendre’schen Transformation in seinen analytisch-geometrischen Ent-
wickelungen (Essen, 1831) S. 265 und in Crelle’s Journal, Bd. 9, S. 124—134,
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Da diese linear ist, so kann man das Integral derselben finden. Aus diesem
Integral erhilt man die Werthe der Ableitungen nach p und ¢; man setzt
dieselben gleich # und y und eliminirt sodann zwischen den so erhaltenen
Gleichungen und % = ¢ — pxr — qy die drei Grossen %, p und q.

Diese Methode vereinfacht sich im Falle der schon oben (Nr. 9) unter-
suchten Clairaut’schen Gleichung:

2 =pz +qy + f(» q)
welche nicht zu einer partiellen Differentialgleichung, sondern zu der

Gleichung
U = f (.pv 91)

fithrt. Man setst
» = a, q=210 u=f(a, b)y
woraus sich ergiebt:
du = 0, dp = 0, dg = 0.
Somit ist die Relation du = — xzdp — ydq erfiillt. Man findet iibrigens
als vollstindiges Integral:
' 2 =azx + by + f(a, b).

II. Es sei zweitens die Gleichung gegeben:

xfy(y, p, & — px) = of, (¥, », ¢ — px) — [3(¥, P, # — P2).

Setzt man
% = 2z — Pz,

so wird
du = qdy — xdp
A
ay v @ J

somit geht die gegebene Gleichung iiber in:
du ' » du
% fl(yv.p: u) + a’,z; f?(?/:pr ’M) = fs(y,p: u):

und die Integration geschieht wie im vorhergehenden Falle.
Hat man insbesondere

7z — px = f(y, p),
so findet man als transformirte Gleichung
u = f(y, p).

Man setze
» = @(y);

dann erhilt man zur Bestimmung von 2, welches auch ¢ sei, die Relation:

wie man im Voraus wusste, da y in der gegebenen Gleichung die Rolle
einer Constanten spielt.
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§ 6. Lineare partielle Differentialgleichungen mit einer beliebigen An-
zahl von Verdinderlichen.

22. Entstehung dieser Gleichungen nach Lagrange. — Es seien
Uy, Uy, . . ., U, 1 gegebene Funktionen der Verdnderlichen g, z;, %, . . ., 2,

und
Fug, g, .. yu) = 0. . . . . . . (1

eine beliebige Relation zwischen diesen Funktionen. Dann besteht zwischen
£, %, ... &, und den partiellen Ableitungen von 2 nach den z

dz dz
= —d_:t;’ sy Pn= azn

eine von der Form der Gleichung (1) unabhingige und in p;, . . ., p, lineare
Relation.

Um dies zu beweisen, differentiiren wir die Relation (1) nach 2, 2,, .. ., z,,.
Dies giebt:

(e +2an)+.. .+

OF [ dun Oun
(le + oz pl) =0

ou, \ dx, dun
OF [ ou, ou, ) OF [ dun dun _
au, (axg Tt )t el e ) =0
OF [ dw, du, ) OF [ dun dun
6“1 (&Cn—’— 0z On ++ dun (au’ﬂn—'——@f'«_p")—-o.
Hieraus folgt, wenn man die Ableitungen von F' nach u,, u,, . . ., un
eliminirt:
A ou, dun OUn
8x1+ 3z Proc oo 8x1+_az_p‘
ou, Ou, un Oun
o, + 0z Pooom oz, + oz P
= 0
ou, Ou, Oun dun
8xn + 8z Puy - - 8T n + }; DPn
oder: .
Z=Xp+Xp, + ...+ Xpn . . . . (2,
wenn man setzt:
7 = O (uy, Uy, . .oy Un)
8('771: Ly « o x”)
X, = O(uy, Uy, . . ., Un) = O(uy, uy, . . ., Un) L Xo= 8(uy, Uy, . . ., Un)
0(2, %y ..y n)’ T2 (xy, 2 2y, - . . Zn) BT 8@y Ty - - oy Tn—1,2)"

Die Gleichung (2) kann leicht auf die Form einer Determinante gebracht
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[Nr. 22—24)

werden, welche eine Kolonne und eine Zeile mehr enthilt als die vorher-

gehende, némlich:

ou, dwu, ou

+L v w
Y TN T
Pv Sz B 7 e,
NPT VR VR
Pm Swn’ Gzn’ T 0%n

(2.

Wenn man sich endlich die Relation (1) auf die Form gebracht denkt:

Y (2, Ty, Ty, .

so dass
v
aa:l
oy
7]

D

)pz_—

vy &g) =0
oy

3z

op

8z

o Pn = —

3)

oy
S2n
oy
K2

ist, so gehen die Gleichungen (2) und (2‘), wenn man sie nach Nr. 2 trans-

formirt, iiber in

3w w

Z 5t A

T

8z ' o8z

o

8z,’ oz’

v ow

8zn’ 8xn’

oder:
6("‘” Uy, Ugy -«

o(z, x, @y, . .

op

++Xn%z=0 P (4)
E

8277 oz

0wy’ T dmy =0 . . . (4.1)7
8xn "7 dxn

-,un)__

. xn)—o

Diese Relation wird auch erhalten, indem man de, dz,, dz,, ... dz,
zwischen den Gleichungen dy = 0, du, = 0, ..., du, = 0 eliminirt.t)
23. Entstehung der linearen Gleichungen nach Lie. — Nach-
dem, was wir oben (Nr. 13) gesehen haben, hat man a,, a,, ..., a,

j1’A"'27"

%, —a, =0,

+ An—y zwischen den Gleichungen

Uy — Ay ==0, . . ., Uy — =10

) Boole, Supplement p. 63, leitet die Gleichung (4) aus dieser Bemerkung
her, anstatt das Umgekehrte zu thun, doch scheint uns dieses nicht erlaubt.
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oF oF oF oF oF 8F
E“"Mg—o;a—xz‘l‘pz 8_3‘_0”"’ G_a:n—+p" 52 = 0,

in denen
F=2y(uy —ay) + A3 (w3 —ay) + - - - + Aoy (Uny — @ny) + %2 —ay
ist, zu eliminiren.

Die Constanten @ verschwinden von selbst aus den letzteren Gleichungen,
man hat daher die Gréssen A zwischen den Gleichungen

Al rn )+ + () =o

W pmtng)+ o+ (mtng) =0

zu eliminiren, was zu derselben Gleichung fithrt, wie die Methode von
Lagrange. ‘

24, Das der Gleichung (2) entsprechende System von simul-
tanen Differentialgleichungen. — Nach den Eigenschaften der Deter-
minanten wird die Gleichung (4“), wenn man darin v durch %, u,, ... oder u,
ersetzt, erfiillt sein, d. h. man hat:

o ou, &'
z%jola7 e Ka G =0 ()
[ o' o
Zg+ X+ AT =0 . ()
& [ [
Z%+XI£+"'+X"TZ:=O"(5")'

Diese Gleichungen driicken aus, nicht nur dass die Gleichungen
U =0, Uy =Gy, . . yUp=0ap . . . . (6)

jede fiir sich genommen ein Integral der Gleichung (2) sind, was uns
bereits bekannt ist, da die Form von F willkiirlich ist, sondern auch, dass
sie zusammen genommen das Integralsystem der simultanen Gleichungen
de __ dz, _ dm, dzn
Z= % —x =%, - - M
bilden.

. O
Multiplicirt man (5,) mlt - (8y) mit =%, ... (5,) mit B‘ul:.’ wo

diese Faktoren die partiellen Ableltungen einer Funktion @ (Ug, Ugy -« oy Uy)
sind, und addirt man die Resultate, so kommt:

do do d9 __
ZZ+EHE A+ K g =0,
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Es ergiebt sich hieraus, dass man auch als Integralsystem der Gleichungen
(7) n verschiedene Relationén von der Form

21 (ula Ugy - - o “n) =b,..., Pn (ula Uy ooy Uyg) = Dy (8)

nehmen kann, und in der That kann man aus diesen die Relationen (5)
herleiten. Uberdies geniigen die Gleichungen (8), da sie von der Form (1)
sind, der Gleichung (2). Man sieht daher, dass ein genaues Entsprechen
zwischen den Gleichungen (2) und (7) stattfindet, wodurch die Losungen
dieser mit der Losung jener und umgekehrt in einen engen Zusammen-
hang gesetzt werden.

Man kann diese Correspondenz zwischen den Gleichungen (;) und (7)
auch direkt in folgender Weise begriinden. Wir nehmen an, dass Z, X, . .., X,
irgendwelche Funktionen von 2, z,, ..., #, und

.oy n

Uy == By, Uy =0y, . ., Up= 1, . . . . (6)

verschiedene Integrale der Gleichungen

dz __ dw, _ dw, — dan )
Z — Xl X? — X,l . . . - .

seien. Dann wird behauptet, dass die Relation
F(u'n Ugsy -« “n) = 0 c e e e e (1),

wo F irgendwelche Funktion bezeichnet, eine Losung der Gleichung

st Z=171X1+p2X2+"'+ann- Ce e . (2)
ist.

Aus (1) erhilt man namlich durch Differentiation und indem man
iiberdies noch eine identische Gleichung mit hinschreibt:

OF du, , OF du, OF dun aF

ooz, Tomoe v VTowmas tT1 g =20
oF ou, o ou, OF odun ) ar .
sw o, T ouom T T ames TRy =0
6-F Su, 81’1 6%_, aF 8un dF

s don Tomozm T T ounom TP =0
OF du, oF odu, 0F dun ar
ond: Yoo T VYome — @& ="

Multiplicirt man diese Gleichungen mit X;, X,, . . ., X,, Z und addirt
die Resultate, so kommt:
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9 s O
_‘SE.(X.Q"_:+X2M.+...+X"_“’_+Z 6:’)

Oy 1 5. o, 2
oF (x o o, g )
+ o (Kgm t Rt A X R I

dun dun

oF dun dun - dun o, dun
—-—(Xla—xl'l‘XoE_lh"'_‘_An 6xn+/33)

+ OUn

2

d
+ X 4 nX Ao X, — 2) =0,
Die Relationen (6) bilden Integrale der Gleichungen (7) und somit
sind die Relationen (5) befriedigt. Die Coefficienten von

OF OF oF
duy ' du,’ T dun

in der vorstehenden Gleichung sind daher Null und somit hat man im
aFr

Allgemeinen, da man nicht iz

= 0 oder F unabhingig von 2z annehmen

kann:
4 =pX + p,X; + -+ puXp

25. Integration der linearen partiellen Differentialgleichungen
mit einer beliebigen Anzahl von Vertinderlichen. — Es sei

Uy ==y, Uy =Gy, .. oy Uy =Gy . . . . . (6)

das Integralsystem der Gleichungen:

de __ dw _ dw, — dn W)
Z X X, T Xx v oo ’
so dass man die » verschiedenen Gleichungen hat:
ou, du, ouy
R
(5
, Oun Oun Oun
S F S R —Ol
und somit identisch ist:
LO(uy, uyy . un) L0 (uny wy, . .., Un) _ .
T 8(xyy Lyy - . . Xn) X - A M

Die Gleichung
Z = .ple + p2X2 + st + anu . . . . (2)

kann durch Transformationen analog denen der Nr. 18 auf die Form ge-
bracht werden:
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M.pXc2¥ o L (9),
Lyy « « oy Tn
woraus man M = 0 und F(uy, %, ..., 4,) = O den Eigenschaften der

Funktionaldeterminanten zufolge erhilt.
26. Bestimmung der willkiirlichen Funktion. — Es werde vor-
ausgesetzt, dass man die Form der Funktion F derart bestimmen solle,

dass man fiir z, = «,, zwischen g, @y, x,, . . ., £,y eine Relation von der
Form
Fo(e, 2, @9y o 4 Zpy) =0 . . . . . (10
habe.
Man setze x, =— x,, in den Werthen der » und erhalte auf diese
Weise:
U == Uy (2‘, L1y Loy o o o xn—-—i) l
(11).
Uy == Ung (7 Zyy Ty o « x,,_l)[
Es sei
Fu, tyy o t) =0 . . . . . . (12)

das Resultat der Elimination von 2, #;, #,, ... #p,—y zwischen den Glei-
chungen (10) und (11), so dass umgekehrt die Elimination von
%, ... %y zwischen den Gleichungen (11) und (12) die Gleichung
(10) giebt. Macht man in (12) #, = ,, so findet man zwischen
g, &y, . .., Tn—y jene Relation (10).

Man kann auch andere Bedingungen als die eben angefiihrte vor-
schreiben und es ist leicht zu zeigen, wie man denselben geniigt, indem
man die vorhergehenden Resultate mit Hiilfe der gegenwirtig gebriuch-
lichen, auf einen Raum von # - 1 Dimensionen beziiglichen symbolischen
Ausdrucksweise deutet.

Die Gleichung

Z = 1)1X1 +p2X2 + v +ann

driickt eine Eigenschaft der linearen Mannigfaltigheit von n Dimensionen
aus, welche mit der Mannigfaltigheit von n Dimensionen

Fluy, uyy . . ., ty) = 0

eine Berithrung erster Ordnung hat. Diese letztere wird offenbar erzeugt
durch die Mannigfaltigkeiten von einer Dimension

Uy = Ay, Uy == Ggy . . ., Uy =y . . . . (18),
welche der analytischen Bedingung unterworfen sind:
F(ay, ay, . . ., a,) = 0.

Diese analytische Bedingung kann die Folge von geometrischen Be-
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dingungen sein. Wenn z B. die Mannigfaltigkeit ¥’ = 0 durch die Mannig-
faltigkeit von # — 1 Dimensionen, welche durch die Gleichungen

9 =0 06=0. . ... . . (14
bestimmt ist, hindurchgehen soll, so miissen in den der erzeugenden
Mannigfaltigkeit (18) und der dirigirenden Mannigfaltigkeit (14) ge-
meinsamen Punkten die Werthe der #» + 1 Coordinaten 2, zy, @,, ..., %,
identisch sein. Man findet somit die Bedingung

F(ay, ay, . . ., ) = 0,

indem man diese Coordinaten zwischen den Gleichungen (13) und (14) eliminirt.
Wir wollen ferner noch annehmen, dass die Mannigfaltigkeit ¥ mit
einer gegebenen Mannigfaltigkeit von # Dimensionen

Fy(o, 2, &gy . . oy 2y) =0 . . . . . (15)

eine lineare Beriihrungsmannigfaltigkeit von #—1 Dimensionen gemeinschaft-
lich haben solle. L#ngs der Beriihrungsmannigfaltigkeit sind die Werthe
der Gréssen p fir F und Fy dieselben. Man hat demnach:

oF, OF, 3F,
2%+ X+ TGt =0 .. (1)
Die Gleichungen (15) und (16) geben die Beriihrungsmannigfaltigkeit
von # — 1 Dimensionen. Eliminirt man 2, 2y, #,, ... 2, zwischen den

Gleichungen (18), (15), (16), so findet man wiederum die Bedingung
F(ay, ay, . . ., a,) = 01),

27. Beispiele, — I. Es sei gegeben die Gleichung zwischen vier
Verinderlichen:

GHt+94 +e+tt) E+etyto T=otyte

Man hat die folgenden drei besonderen Gleichungen zu integriren:
dy — Ttttz o

yt+it+e
z+y+2 _
Tyt =0
z+y+t .
dﬁ—-mdﬁ-—o.

*) Die Autoren haben sich bisher auf die Ermittelung der Funktion F in
dem Falle beschriinkt, wo die Bedingung (10) gegeben ist, und dies ist natiirlich,
da der Begriff einer Geometrie von # -+ 1 Dimensionen durchaus neu ist. Indessen
hat sich Cauchy gegen Ende der Abhandlung, die wir weiter unten (3 Buch,
1. Kap) analysiren, etwas allgemeinere Bedingungen als (10) vorgelegt. Die
Untersuchungen von Lie, welche die natiirliche Fortsetzung derjemigen von
Cauchy sind, beruhen wesentlich auf der Geometrie von % 4 1 Dimensionen,
Vgl. die Anmerkung der Nr. 4, S. 5.

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 4
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Zu dem Zwecke leite man hieraus erst die folgenden her:

vt i

dt—dz=yx+—_t__;;dx

dz—d“’=y—ai-*_—t—_i:dx
dx+dy+dt+dz=3<_wy+__ﬁ/t++t_;l-ﬂ>dx,

und eliminirt man hieraus y—_}_%_l—_—z, so erhilt man drei integrable Glei-
chungen, deren Integrale sind:
W— 2P e+y+tta=a
¢C—2P@ty+ite=24§
(¢ —2P @+y+t+2 =y

Hiernach erhslt man als Integral der gegebenen Gleichung a = @ (B,5).
(Lagrange)!). Der Faktor M = 0 giebt keine Losung.
Nimmt man an, dass fiir £ = 0

{3 + yg + 23 — 1
sein solle, so hat man ?, y, # zwischen dieser Gleichung und den folgenden
Py+tte)=a,
Bly+t+e) =4
Byttt =y
zu eliminiren. Durch Addition dieser drei Relationen findet man zun#chst
at+pB+y=y+e+t
und sodann:
b e 8 . —
y == l/———“—- t=V——ﬁ—’ £ = V——y——.
e+pf+y’ etf+y e+ p+y
Substituirt man diese Werthe in die letzte Gleichung, so findet man die
folgende Bedingungsgleichung

@+ B+t =ab + gt 4,4,
und hieraus als das Integral:

_ - 1
(y—23+ (2 — 23+ (t —2)® = [(y : w;j—_(;_‘_?_?:t(t x)] '

) Abh. d. Berl. Akad., 1779, S. 155—156.
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II. Die Gleichung

me == pz + P17 + Po%y + - + Paln
fiithrt zu dem Hiilfssystem

dz _ dz _ dz, ___ dza
mz x @ x, T za’
dessen Integrale sind:
2 z, Zn
T g T e =

Das Integral der gegebenen Gleichung ist somit:

x, x, Tn
72 = amg (B, T . Zm)
q’(x’ z’ R~

Eine singulire Losung giebt es nicht. Mithin besitzen die homo-
genen Funktionen allein die durch die partielle Differential-
gleichung

me = px + pi%; + -+ + PaZn

ausgedriickte Eigenschaft.l)-
IIT. Es sei die Gleichung zu integrirenZ):
(X — 2, Xn)p1 + (X — 2, X0 )y + - - F (Xn—y — Zp1 Xn) Pry =1
in welcher die Funktionen X definirt sind durch die Gleichung:

Xi = Qin®; + @iz, + --- + Giyn—1Zn—y + Gisn-

Die Hiilfsgleichungen sind:

gz __ az, _ dz, — _ dz,_,
1~ X, —z,Xn  X,—x,Xn T X —ZpaXn'

oder auch:

) Lacroix, t. II, Nr. 736, p. 548.
?) Dies ist im Wesentlichen die Gleichung, welche Hesse untersucht hat
in der Abhandlung: De inteyratione aequationis differentialis partialis

A, o, A
4 4y w, 4 w, T An—t 2,

A, Az, [EA } _
+ A,, {xz az, + 3 aw3 + et + Ln—q %, Ty = 0’

designantibus A,, A4,, ..., An functiones quaslbet variabilium x,, x,, . .., Tn_,
lineares (Crelle’s Journal, Bd. 25, 8. 171—177). Hesse erwihnt eine frithere von
Jacobi herrithrende Arbeit tiber die der Zahl #» — 8 entsprechende Differential-
gleichung, welcher er seine Integrationsmethode entliehen habe. Vgl. auch Serret,
Calcul intégral, p. 425 —438, und Fouret, Comptes rendus t. 78, p. 831, 1693,
1837; t. 83, p. 794—797. Wir suchen nicht die singuliren Ldsungen.

4*
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dz,
dzl X, — X,
dz,
d; = X, — 2,X,
dxn—
s Lo X,,_l—x,,_lX,,.
Setzen wir mit Hesse:
Y, Y. Yn—,

WO ¥, eine noch unbestimmte Funktion ist, so erhalten wir:

dey, 1 dy, Yy dyn

dz = yn dz yn®  di
dzn_, _!_ dYyn—, _ Yn dyn
dz ~  yn dz ya® dz’

und somit wird das Hiilfssystem nach Multiplikation mit g,:

d d
—dy7' — Xy = -*;/i* (—dyT" — Xnyn)
Yo [ @
?/;zx___ n—1Yn— = —y;;”‘ (—d?:" — X, yn).
Bestimmen wir nun y, durch die Bedingung
d
e _

und setzen allgemein:
Y = Xy = alyl + a2y2 + e + anym
so geht das Hiilfssystem iiber in:

dy dy. dy
dz; =1, ‘#=Y2""’ dz” = Yo

[Nr. 27]

Diese Gleichungen integrirt man leicht nach der Methode der symbolischen
Produkte von Brisson und Cauchy!). Bezeichnet D eine Ableitung nach

") Cauchy, Exercices de mathématiques, t. II, p. 159 u. f. Sur Panalogte
des puissances et des différences. Vgl. auch unsere kleine Abhandlung: ,Note sur
la premigre méthode de Brisson pour Vintégration des équations aux différences
finies ou infiniment petites.* Mém. couronnés et autres mémoires in 8° de 'Académie

royale de Belgique, t. XXII.
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2, so lisst sich jede der vorstehenden Gleichungen schreiben:

a1+ -+ @ — D yi + -+ +aiyn = 0.

Die Elimination aller zu bestimmenden Funktionen bis auf eine fiihrt
bekanntlich zu einer einzigen linearen Gleichung von der nte® Ordnung:

ayy — D, ay,, 13y < Qn

@31, Ay — D, ayg, <+ Ogn

Q335 Q39 33— D, ..., azn y = 0.
A1,y Anos Qg vy Qun — D

Man erhilt hieraus fiir die Funktionen y Ausdriicke von der Form:

Y = G2, + Ce2y9 + -+ Cnlin
Yo = 1%y + Gy + -+ + Cnlya

Yn = C1&m + Co%ng + ceee Cnnn,
WO €y, Cy . . . Cp Constanten und 2z, . . . #,, Funktionen von z sind,
die sich im allgemeinen Falle fiir zwei Funktionen y nur durch constante
Faktoren unterscheiden.
Aus den vorstehenden Werthen folgt:

i 24 _ i 2p sy i
g =8 = 288 g, =Y Sl gy

Yn Zcizni’ T Yn i Zn,i
Man erhilt das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung, wenn
man die »—1 Constanten
4 & fn—y
¢’ ¢ "' ca
zwischen diesen Gleichungen und der beliebigen Relation.
F i C, Cn— —0
e’ ¢’ "7 cn
eliminirt. In der Auffassungsweise von Lie bilden die Gleichungen @)
das vollstindige Integral der gegebenen Gleichung.
28. Uber einige Gleichungen, die man linear machen kannl).
I. Die Gleichung sei

x]fl = P2f2 +p3f3 + - +pnfn"—fr

) Lagrange, Abh. d. Berl. Akad., 1779, Bd. 4, Nr. 8 und 9, S. 682. Die
gegebene und die transformirte Gleichung sind reciprok genannt worden. Vgl
die Anmerk. zu Nr. 21,
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wo jede der Funktionen f von der Form ist:

f(z — D1%4, P1, %y - - Z,.).
Wir setzen wie in Nr. 21:

. U = 2 — P1%y,
und erhalten hieraus
du = — zydpy + podzy, + -+ - + padz,,
und, indem wir py, &,, . .., & als neue Verinderliche nehmen:
w _ oy B W
i, = T Gy, T Proo G, T P

Die gegebene Gleichung geht hierdurch iiber in:
du du _ du
fige thaggt - thg =h

woraus man leicht das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung (vgl.
Nr. 21) erhalt.

II. Die Gleichung sei:
#fy + Zofy = pofs + -+ + pafa —

wo jede der Funktionen f von der Form ist:

f(u’ D1, Doy Tsy -+ 5 Zn)
und % gegeben ist durch die Beziehung:

U = & — P1¥ — Pyy-
Dann ist:
du = — zdpy — Zydpy + Pydzg + - - + Padn,
. du __
dP; = 1 dp,? - 2y dxs =Ps -y Hn == Pn.

Die gegebene Gleichung wird somit ebenfalls linear:
du du du du
gy +hg thgetthge=F
IOI. U. s. w. Insbesondere hat man die Gleichung zu beachten:
ify + @ofy + -+ @fn +F =0,

wo jede der Funktionen f von der Form ist:

f(& — P1@ — Doy — + ++ — PplLn, Py, - + - Pa)-
Setzt man
U =& — P& — - — Pa¥y,
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s0 findet man:

du = — mdpy — Zydp, — -+ — T,dp,
du __ L S &,
d_@: = — 2, dp, = 29 0 dpn = n

und die transformirte Gleichung ist:
du du du
fla-l-fz@'l"” +an—f-
Demnach geht die schon oben (Nr. 11) untersuchte Gleichung
2 = p@ + -+ Patn + [ (P1) Dar - - » D)

hierdurch iiber in:

u = f(Py Pys - -+ Pa).

Setzt man:
P1 = 01, Py = Qgy .-y Pn == Gy,
u = f(ay, ay ... ay),
so hat man:
dy = 0,dpy = 0, ..., dp, = 0
und somit:

du = — zdpy — -+ — ZTdp,,
Man findet auf diese Weise das vollstindige Integral:
2= az1 + -+ + % + f(ay, a3, . . ., Gp).

§ 7. Integration eines bemerkenswerthen Systems linearer partieller
Differentialgleichungen erster Ordnung.?)

29. Entstehung des Systems dieser Gleichungen. — Es sei
N + 1 = m 4 n und wir betrachten N Funktionen u, %, ..., %y von
m -+ n Verinderlichen
2y .oy Bmy Ty, oy - Ty

welche ersteren durch m Gleichungen

@y (Uys Uy, .. un) = 0 oder Fy(ey, 23y - - oy &my By oy B) =0 (1))

Qul(hy; Ugy .. Uy) = 0 oder Fp (21, 25y« o oy &y Ty, .. 4 2)) =0 (1)

) Jacobi (Crelle’s Journ. Bd. 2, S. 321—323 und Dilucidationes, § 20—22,
8.227—236). Man begreift nicht, warum die meisten Lehrbiicher tiber die Integral-
rechnung, welche seit jemer Zeit (1827), in der er diese Ausdehnung der Unter-
suchungen von Lagrange gegeben hat, erschienen sind, diese fiir jede Theorie
der linearen partiellen Differentialgleichungen unumgingliche Erglinzung gar nicht
erwithnten. Wir kiirzen die Darstellung Jacobi's durch Anwendung der Functional-
determinanten etwas ab.
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mit einander verbunden sind. Es soll bewiesen werden, duss zwischen  dem
Ableitungen der Verinderlichen # nach den Verinderlichen 2 bemerkens-
werthe Relationen bestehen, welche von der Form der Funktionen @ unab-
hingig sind.
Dazu betrachten wir die Funktionaldeterminante:
OF, uy, Uy - .., up)
8(2, oy Zmy Zyy e . .y Tn) SRR O

R =

in welcher F' irgend eine der Funktionen Fy, ... F), bezeichnet. Da die
Funktion F oder ¢ von den Funktionen u abhingt, so ist diese Determi-

nante identisch null. Mithin:

oF oF oF oF
VAl §Z+”"+Zm~8‘z;+xl 3z, +""+an—0 - (3)
wenn man Zy, ..., Zy, Xi, ..., X, die Unterdeterminanten von R nennt,
so dass also
- O (uy, Uy + .oy UY)
e (— 1)i—t 1 Y% y UP
Zi (=1 021y « « oy Zimyy Zikry ooy Zmy Zyy - ooy Tn)
; O (uy, Uyy ..., UN)
s (— m+i—1 1y %oy
X; ( 1) 02y o+ w1 Zmy Ty, ooy Biogy ity oo oy Tn)

ist. Die Gleichung (3) ist den m Gleichungen Hquivalent:

oF, oF, 8F, | oF,
DI I A K G F K =0 @)

0Fm 0Fm 0Fm 0Fm .
Zl—(§;1‘+“.+zm6—zm—+Xl o, ++Xn'&a—0 (Sm)'

Betrachten wir nun die Funktionaldeterminante

g O F o Fo) g OF .;1:2
1

8(2 ... 2m) 11 82,
0F, oF,
=it Ay e

u. s. w.,
wo die 4;; die Unterdeterminanten bezeichnen, deren Werth gegeben wird
durch die Formel:

.. O0(Fy, ..., Fie, Figyy..., Fun)
g == (— i+k 1) 3 ’ )
A (=1 02y o v oy Bh—1y Zhityy ooy Zm)

Man hat dann:
oF, 3F, _
Au——az? + 4n 7 +-0 =0
oF, oF, .
A4y 5, + Ay o, + 0o =0,
u. S. wW.

Multiplicirt man die Gleichungen (3) resp. mit Ay, Ayy, .. . Amy,
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sodann mit 4,, Ay, . . ., Ay, . 5. w. und addirt jedesmal die erhaltenen
Produkte, so ergiebt sich:

n OF, oFm
24+ 3% (dn S 4+ A ) =0 L )
ZmA + Zlnv){z (Alm 6F’ + tete + Amm a(f'—x":) =0 . . (4"')‘

Diese Relationen lassen sich leicht vereinfachen, Man hat fiir jede
Vertinderliche z:

oF, dz, OF, dzm

1 — . o0 . —_— ==
dxr + 8z, dzx + 0cm dx 0

O0Fm 0Fm dz, 0Fm dzm __
ox + 02, dx +oee dzm dx 0.

Multiplicirt man diese Relationen mit
Aliy A2i’ ce Ami
und addirt die Produkte, so ergiebt sich:

31", 6F m dZi _
Alzax_‘i‘ +Am1 ST +A dzx =0 L (5)
Infolge dieser Gleichung (5) nehmen die Gleichungen (4) die von
Jacobi entdeckte, sehr einfache Form an:

d
=X g+ % R+t

(lz1

(61)

Zn—=X G+ X T NG (6a)

Vorausgesetzt wird, dass 4 von Null verschieden ist, da sonst die
m Relationen (1) nicht die m Grossen 2 als Funktionen von den z be-
stimmen wiirden. _

30. Direkter Beweis der Formeln (6). — Nachstehend geben wir
einen direkten Beweis der m Formeln (6), der, wie wir glauben, noch nicht
bemerkt worden ist. Lost man die m Gleichungen (1) nach 2, 2, .. ., Zn
auf, so findet man:

gy — gi(xl, Lgy « i o w,,) =0 (@ = 1, 2, ) m) . e (7)
Eliminirt man zwischen jeder dieser Relationen (7) und denjenigen,

welche uy, u,, ..., uy als Funktionen von 2, 2,,..., &m &, ... &, be-
stimmen, die letzteren Grossen bis auf eine, z. B. #;, so nehmen die Glei-
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chungen (7), welche (1) dquivalent sind, die folgende Form an:
Yilur, Uy, .., un) =0 . . . . . . (8),
d. h. 2z; eliminirt sich von selbst. Die Funktionaldeterminante

S: (i, uy, ..., uy) . 8 (2i — Li, uyy - - ., UN)
13

T 82 .y 2m, Xy, . - . Xn) 0(2y, -+ - 2m, Ty, - - -+ Tn)

ist somit Null, weil die m -+ n Funktionen w, .. ., uy und. y; der Ver-
inderlichen &y, ..., 2y, #1, ..., %, nicht unabhingig sind. Die Gleichung,
welche diese Abhiingigkeit ausdriickt, nimlich

Si = 0,
. . . X o dm .
ist genau die Gleichung (6;), da sy — dzp ist.

Bemerkung. Ersetzt man in jeder der Gleichungen (4) die 4 durch
ihren Werth, so gelangt man zu einer bemerkenswerthen Formel aus der
Theorie der Funktionaldeterminanten. Sie driickt dasselbe aus wie die
Gleichung S; = 0, aber die Relationen zwischen den 2 und den u, die
in dieser letzteren Gleichung als explicit vorausgesetzt werden, sind in der
Formel, von der wir sprechen, in impliciter Form vorausgesetzt. Es diirfte
iiberfliissig sein, diese Formel hinzuschreiben.

31. Integration des Systems (6). — Sind in dem System (6)
Zy, ... Zn Xy, ... X, beliebige Funktionen, so suche man zunichst,
um dieses System zu integriren, die IV Integrale

U == a1, Uy = Gy ..., UN == AN
der Gleichungen:
dzl_' _d_z,i_dxl___ __dxn
Z, T Zm T X, T T X *
Man hat dann identisch:

o _ o _
ZI‘E'F'--‘I—me + X 3z, b +X"6xn =0

duy oun duy duy 0
Z az,+"'+z"‘azm+X1 oz, et X =

und somit:
VAR 0%y, Uy, - . ., UN) p— R L CCTRER un) ==

L 8(2ar 2r - - -y 2, 4y + - -, Tm) 20 (2, %y e - oy Zm, Tyy o e o Tn)

O(uy, Uy, . . ., UN) . S(uy, Uy, - . ., UN)

Xp:(-1)™ 22 =X :—(—1)™ L veee=M.

1:(-1) 8(21y - - «) #m, Ty, Xy, . .-sTn) 2:=(-1) 0(2yy -+ vy Zm, Xy, gy - oy X1)

Setzt man die Werthe der Z und der X in das System (6) ein, in
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welchem Z;, ... Z,, Xj, ... X, irgend welche Funktionen sind, so er-
giebt sich zufolge Nr. 30:

M8, = 0, MS, =0, ..., MS,= 0.

Diese Gleichungen ktnnen auf zwei Arten befriedigt werden, 1) indem
man M = O setzt, 2) indem man gleichzeitig

S =0, 8 a=0,.., Sy=20

annimmt. Nach Nr. 80 haben diese Gleichungen, wenn sie Identititen
sind, als einzige Integrale:

1/’1(“11 Ugy o v oy “N) = 01 L) wm(uly Ugy « o o “N) = 0.

Dies ist iibrigens der einzige Fall, welcher vorkommen kann. Um
dies zu beweisen, wollen wir die erste §; = O betrachten. Nehmen wir
an, dass sie befriedigt sei — nicht identisch — durch eine Relation 2; =
S (®1, %y, .. %), so hat man:

1.0 0 dz, dz, dv, dv, dv, dv,
b . 1’ 1 dzl 10" dxn dz2 1Y dzm, dxl’ LR dxn

du, du, - dw - du Ouy

8z, 82, "V dzm’  Om ' "7 0xn ot
S=i. . . . < . ... L=

duy Oduy duy  dun dun dvy dvy doy dvy

0z, 02,' " 0m' 8z’ "7 o8& dz,"" " dem® dx,) """ dan
wenn man mit vy, ¥, ... vy dasjenige bezeichnet, was aus uy, u,, ..., %y
wird, wenn man darin 2; durch seinen Werth §, (#,, #,, ..., #,) ersetat.
Da 8; = 0 ist, so hat man zwischen den Funktionen v eine Relation von
der Form y; (v1, %, ... vy) = 0, oder, wenn man die Funktionen »

durch die gleichen Grossen w ersetat, (g, %y, ..., %y)==0. Nun ge-
niigen aber Nr. 29 zufolge m Relationen von dieser Form identisch den
Gleichungen (6). Wenn es demnach nicht identische Losungen dieses Systems
(6) giebt, so konnen dieselben nur durch M = 0 gegeben werdenl).

32. Allgemeine Folgerung. — Aus den in diesem Kapitel be-
wiesenen Sidtzen ergiebt sich, dass die Loésung eines Systems
dy, __ dy, __ 9y
Yl = T?- ————— Tk e e e e . (A)

') Das Theorem der Nr. 31, welches demjenigen der Nr. 29—80 reciprok
ist, ist in der ersten oben erwihnten Abhandlung von Jacobi nicht enthalten;
es findet sich aber wahrscheinlich implicit enthalten in einem der zahlreichen
Sitze der Abhandlung De determinantibus functionalibus (Ges. Werke Bd, 3,
S. 392—4388) oder Dilucidationes (Ibid. Bd. 4, § 20—22. S. 227—236).
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mit Hiilfe von ¥ — 1 Relationen

U = &y, Uy == Gy, . .
wo Yy, Y5, «.., %1, Uy, ... Funktionen von %;, #,, ... sind, diejenige
der folgenden Gleichungssysteme nach sich zieht:
1...... Y, —, & +y3dy1+,,,
Yo
[ =¥ 2 +Y4""”1 +
2. ... .. s
ln =% 2 4 YJ’% + -
dy,
dy dy
B =Y, 52 Y, > -
! t dy, T 5 dy; +
8...... —y, % dy, 4 .
o Tooq, T Ha, t
dy, ay,
Y, =Y, > Y, =2 -
? ¢ ay, T ha, T
— df/l 4y, B
Yl ——ch—-1 + kdyk }()
ay, ay,
(k—2) . .. ¥, —Yk—ldy/{ + ¥ L
S AYk—s dyr—s
Yk—?"— Yk—-idyk l+ e dyk
By,
dy.
Y, =Y. =2
x—1) ...07? b dyn
S dyr—
Yk—]‘— Ylt dy/.-

von denen das erste sich auf eine einzige Gleichung reducirt und von denen
das letzte das System (A4) selbst ist. Die Losung irgend eines der Systeme
(B) setzt sich zusammen aus so vielen verschiedenen Relationen von der
Form F(uy, ... w) = 0, als das System Gleichungen enthilt. Ausserdem
konnen singulire Losungen, welche durch eine Relation M = 0 gegeben
werden, existiren, Losungen, die man findet, ohne eine Integration auszu-
fiihren.
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Nachtrag Il zur zweiten Auflage.

Anwendung der Cauchy’schen Methode auf die linearen
Gleichungen.

Der Kiirze wegen betrachten wir nur zwei simultane lineare Gleichungen
mit vier unabhiingigen Veriinderlichen:

Xipy + Xop, + Xaps + Xpy =Y. . . . (1)
Xq + X0+ X9 + X0, =272 . . . . (1)

Die Grossen X, Y, Z sind hierin Funktionen von 2y, &y, %3, 4, ¥, 2;
P1, Do, P3, P, sind die partiellen Ableitungen von y und ¢y, g,, g3, g, diejenigen
von £ nach zy, %y, %5, Z,.

Es seien w,, 4,, u; drei Funktionen von z,, #,, #4, z,. Wir denken
uns, dass ¢, 2, &;, %,, Z; ausgedriickt seien als Funktionen von z,, u, uy, us.
Unter dieser Voraussetzung hat man:

dy dz, dz, dz,
o, = Vg T Pog, T Pg + 1
dz dx, dz, dz,
dz, N g, + @ dz, + 4 dz, + 4.

Substituiren wir die aus diesen Relationen sich ergebenden Werthe
von p,, g, in die gegebenen Gleichungen (1), so folgt:

Pl(Xl_X4d )+102(X X4d )+P3 (X3 X4%)=Y—X4;i
/a1 (Xl— dxl)'f‘qo (X X4dx)+§lq (Xs Z_:i)'_—'z X, ;;‘

Wir setzen

dx d
X — X, “‘z 0, X, — X, 3%4:0: X; — X,
woraus folgt:

"—i =0 (2112:3)7

4d =0, Z — de4 0. . (245)-

Das System (2), in welchem u, u,, u3 die Rolle von willkiirlichen
Constanten spielen, ist somit dem System (1) #quivalent. Man kann dieses
System (2) unter der symmetrischen Form schreiben:

X X X X Y z
Das System (38) ist jedoch dem System (2) nicht absolut iquivalent,
da man z B. um (2,) auf die Form
dey 4y
X, Y
zu bringen, die Gleichung (2,) durch X,Y dividiren muss.

de,  dx, dx, dz,  dy __  ds ®)
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Das allgemeine Integralsystem der Gleichungen (2) und (3) ist von.
der Form:
U m=ay, Y =Gy, V=0 U = a, U =0 . (4),

wo die Grossen v die Grossen z,, #,, 3, %, ¥, # enthalten und die Con-
stanten a,, a,, a3, a,, a; irgendwelche Funktionen von u,, %,, u; sind.
Eliminirt man w,, ,, u; zwischen diesen fiinf Relationen (4), so findet man

F (v, vy, 03, vy v5) = 0 l N )]
f oy, vy 95, vy ;) = 0 j

als Form eines Integralsystems der Gleichungen (2) oder (1); F und f
sind willktirliche Funktionen.

Aber die Gleichungen (4) sind den Gleichungen (2) und damit den
Gleichungen (1) nicht vollkommen #quivalent. Man erhilt nimlich aus den
Gleichungen (4), wenn man sie nach x, differentiirt:

o dex, dvi dz, dvi dux, ovi

d ovi dz
o T el el i Pl i e O
wo i =1, 2, 3, 4, 5 ist. Man leitet hieraus durch Elimination der Ab-
leitungen von vier der Veriinderlichen zy, z,, z;, y, #, z. B. der vier
ersten, her:
(v, Yy Uy Vyy )  8(vy, vy, Vs, U, V) dz — 0 ™).
8(y, Loy 3y Ty Y) oz, @ @y, y, 2) dam, )

Die Gleichung (7) muss, um mit der Gleichung (2;) identisch zu werden,
mit dem Gilbert'schen Faktor
z
(v, vy Vg, Uy V)
3(zy, @y @, Ty Y)

M=

multiplicirt werden.

Derselbe Beweis gilt fiir die vier andern der Gleichung (7) analogen
Gleichungen, die man aus (6) ableiten kann.

Die Gleichungen (2) sind somit den Gleichungen (6) oder (4) und
iiberdies noch der Gleichung

dquivalent. Mithin werden simmtliche Losungen des Systems (1) gegeben
durch (5) und (8).1)

) Wir haben diese Methode, abgesehen von dem, was sich auf den Faktor
M bezieht, im Jahre 1881 in den Annales de la Société scientifique de Bruxelles,
t. V, 2. Theil, p. 1722, auseinandergesetzt.
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Nachtrag III. zur zweiten Auflage.
Integration der partiellen Differentialgleichung der Regelfiichen.

Vorbemerkungen. Die Integration der partiellen Differentialgleichung
der Regelflichen lisst sich, obwohl dieselbe von der dritten Ordnung und
sehr complicirt ist, auf die.Integration von linearen Gleichungen zurtick-
fiilhren. Diese Gleichung erhilt man, wie Monge gezeigt hat, durch Eli-
mination von @ zwischen den beiden Gleichungen:

da d2z d%

2 9% It o
wl’+2wldy+dy" o. . . .. @
dsz ddz dsz dz

g 4% 2 @2 _2z @z
w* — + 3w l’dy+3wldy?+dy8_0 .2

Aus (1) erhalt man, wenn man nach einander nach x und y diffe-
rentiirt:
d®z a2 d’z do a’ dz
2 &% &z L do @z %7 __
o T2 et T i m (“’ w T dxdy)“o ®)
asz a’ a’z deo d*z %
2 %% 22 il 20 [ 22 L
O iy + 2w Tndy® + i + 2 ay (w = T dzdy)_o (4).

Multiplicirt man (8) mit w, addirt dazu (4) und subtrahirt davon (2),
so ergiebt sich:

d d 2 2

E+E)ew )= -0
Das System der Gleichungen (1) und (2) ist dem System der Glei-
chungen (1) und (5) #quivalent. Wir bemerken ferner, dass die mit  multi-
plicirte Gleichung (8) und die Gleichung (4), beides unmittelbare Folgen
von (1), die Gleichung (2) zur Summe haben, falls w constant ist. Da
dieser Fall, wo w constant ist, vom geometrischen Gesichtspunkte aus
interessant zu untersuchen ist, theilen wir die Untersuchung des Systems

(1), (2) oder des Systems (1), (5) in die drei folgenden Fille:

d? dz d? d d
L w22 4 20 d;+a_i=0,w_“’+a‘}_0 (6);
d?z d? % dzz d%z
2 2% 22 jull. il % = .
I o T T 20 Tndy + i 0,0 77 + iy = 0 (7);
d’z d*z a%
2 —
. o T + 2w dwdy + iy = 0, @ = const. . . . (8).

Erster Fall. Die lineare Gleichung (6,) giebt unmittelbar

z=wy+yyw . . . . . . . (9

wo 1 eine willkiirliche Funktion ist. Um (6;) oder (1) zu integriren,
setzen wir:

d d
n=ogz+gz - - - - . - . (0
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Hieraus folgt: J ” i o
o __ @ LA do 42
=% ¥y T @
d __ dx % do dz
oy~ %wy vt T @

dy dq 2d2.£' d%* d_’z ﬁ do d_m)
Ot iy =0 gt 20 g + G+ Z\9% T F)

mithin wegen der Gleichungen (6):

dy  dng __
o@t@g=0 .. ... @

Um die Gleichung (11) zu integriren, in welcher w eine Funktion
von # und y ist, welche durch die Gleichung (9) bestimmt wird, muss
man das Hiilfssystem integriren:

d d d;
L= =0y +ye .. .. (12

Aus den Relationen (12) folgt:
dnp =0, dz — wdy =0, dz = wdy + do(y + yp'(w)),

und diesen Gleichungen kann man auf zweierlei Arten geniigen:
1. Wir setzen zunichst

y+y'w=0 . . . . . . . (13).

Alsdann braucht man nicht das System (12) oder die Gleichungen
(11) und (10) zu integriren. Eliminirt man  zwischen den Gleichungen
(9) und (18), so findet man eine Relation

2 = 1()

zwischen den Coordinaten. Dieselbe stellt eine der z-Achse parallele Cy-
linderfliche, also eine Regelfliche dar.
2, Setzen wir sodann
dp = 0, do = 0,
so sind
7) = const, @ == const

die allgemeinen Integrale der Gleichungen (12) und
N =)
das allgemeine Integral von (11); dabei ist ¢ eine willkiirliche Funktion.
Die Gleichung (10) wird somit:

w%+%=(p(w) R ¢ T))
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wo w stets durch die Relation (9) bestimmt ist. Die (14) entsprechenden
Hiilfsgleichungen sind

— =T =, . . . . . . (15)

Die erste dieser Gleichungen :—: = w giebt mit der Gleichung (9)
kombinirt die Clairaut’sche Gleichung:

dx dx
z =1y ay + y)(d—y) e o . ... o(16),
deren allgemeines Integral ist:

e=py +y) . .. .. .. 17

wo p eine Constante bedeutet. Man erhilt hieraus :—: ==y, somit w==p.
Die zweite Differentialgleichung (15) wird:

f,—; = p(»),

und diese hat zum Integral:

2 = yp(») + ¢,
wo O eine neue Constante ist.
Mithin ist schliesslich die durch das allgemeine Integral der Gleichung
(14) dargestellte Fliche eine Regelfliche, die durch die Gerade erzeugt
wird, deren Gleichungen sind:
ze=ypy + @), 2 =ye®) + 1)
wo y eine willkiirliche Funktion ist.

Die Gleichung (14) hat indessen noch ein anderes Integral, welches
aus der singuliren Losung der Clairaut'schen Gleichung (16) hervorgeht.
Diese singuléire Losung wird gegeben durch die Gleichungen:

z=py + p@F), 0=y + ¥@)

welche mit (9) und (18) identisch sind, nur dass hier p fiir w steht. Durch
Elimination von p findet man somit:

c=1fy) . . « . . . .. (18).

dz = f'(y)dy.
Dieser Werth, in (15) substituirt, giebt:
w = f(y), de = PNy,

g2 =Fy) 4+ comst. . . . . . . (19).
Mansion, Part. Differentialgleichungen. 5

Aus dieser folgt:

und hiernach:
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Die Fliche, welche von den Linien, deren Gleichungen (18), (19) sind,
erzeugt wird, ist offenbar der Cylinder (18), welcher ebenfalls eine Regel-
fliche ist.

Zweiter Fall. Subtrahirt man die mit @ multiplicirte Gleichung
(75) von der Gleichung (7;) oder (1), so kommt:

d*z d%
(0] m + —&/y—,' == 0 e e e e e (20).
Die Elimination von w zwischen (7,) und (20) fiihrt zu der Gleichung:
dz d% d’%z \2
d_;' af‘l_/-’ -_— E&:—d&) == 0 « s e e . (21).

Im gegenwiirtigen Falle hat man wegen der Relationen (7;) und (20):

dy _ dzdo dy _ dz do
= id a—na -

Mithin ist die Funktionaldeterminante

gleich Null, Infolge dessen hat man:

7 = ¢g(w)
% = ¢'(w) %3, ’% = @'(w) %3
und nach (22)

eg@ ... .. .. (@)

Setzt man die Werthe von 7 und von % in die Gleichung (10) ein,

so gelangt man zu der Gleichung:
% = pw) — wpw . . . . . . (24)

Da nun
d dz d dz

ist, so folgt aus (28) und (24) unmittelbar:
“ do , do
9" (w) (wd:c+dy) 0.
1. Es sei zun#ichst ¢*(w) = 0 oder:

pw) = Cw + G,
wo C und G Constanten sind. Man hat alsdann:
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dz dz

de = Cdz + Gdy
2= Cz+Gy+H,

wo H eine neue Constante ist. Das Integral stellt somit eine Ebene dar
die einfachste abwickelbare Regelfliiche.

2. Es sei ferner:
do do
(l)'d—x' + @ = 0 e e e e e .. (6).

Alsdann haben wir, wie wir beim ersten Falle gesehen haben:

z=wy+yw . . . . . . . ).
Aus den Gleichungen (28), (24) und (9) erhalten wir:

ds = F dz + 3 dy — y9(w)de + 9wy + PR,

e+ C = yp() + fPew@do . . . . @5).

Durch partielle Integration bringt man die letzte Gleichung auf die
Form

£+ C = g()(0y + v() — ylop'@io — jgp(e)do,
oder auch wegen der Gleichung (9):

7 + C = 29'(w) — yfwg'(@div — [p“@y(w)dw . (26).

Diese Gleichung stellt eine Ebene dar, wenn w als variabler Parameter
betrachtet wird. Die Ableitung derselben nach w ist:

0 = ¢"(w) (@ — wy — y(@)),
d. i. (9), da @“(w) nicht null ist.

Die Gleichungen (9) und (25) geniigen, um zu erkennen, dass die
durch das Integral dargestellte Fliche eine Regelfliche ist; diese Fliche
aber ist den soeben durchgefiihrten Rechnungen zufolge die Enveloppe der
beweglichen Ebene (26); mithin ist dieselbe eine abwickelbare Fliche.

Dritter Fall. Ist w constant, so erhilt man sus (10), wie im
ersten Falle:

dg , dn __
hiernach unmittelbar:
n = Kz — wy),

wo F willkiirlich ist. Zur Bestimmung von ¢ hat man die lineare Gleichung:

dz dz
5.‘
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die zum Integral hat:
2=y Fz—owy) + Filz —wy), . . . . (27),
wo Fj eine willkiirliche Funktion ist. Die Fliche (27), welche durch die
beweglichen, der Ebene £ = wy parallelen Geraden
2 — wy=a, 2=yFa)+ B

erzeugt wird, stellt eine windschiefe Fliche mit einer Richtungsebene oder
ein Cylindroid dar.

Folgerung. Die Gleichungen (1), (2) von Monge gehtren nur
Regelflichen an.



2. Kapitel.

Methode von Lagrange zur Integration der partiellen Diffe-
rentialgleichungen mit drei Verdnderlichen und einiger Glei-
chungen mit einer grisseren Zahl von Verinderlichen.)

§ 8. Allgemeiner Gedankengang der Lagrange’schen Methode.

33. Allgemeiner Gedankengang der Lagrange’schen Methode.
Es sei

@y, & p, @) = 0 oder ¢ = x(z,9,£,p) . . . (1)
die gegebene Gleichung. Setzen wir fiir ¢ seinen Werth in

de =pde +qdy . . . . . . . (2
ein, so kommt:

dz = pdz + ¥(z,y,2,pdy . . . . . . (8)

) Lagrange (Abh. d. Berl. Akad. 1772, Oeuvres ¢. III, p. 549 —577) hat
die Integration beliebiger Gleichungen erster Ordnung mit drei Vertinderlichen
zuriickgefiihrt auf diejenige der linearen partiellen Differentialgleichungen mit
vier Veriinderlichen und ebenfalls von der ersten Ordnung. Diese hat er ihrer-
seits, wie wir im ersten Kapitel gesehen haben, im Jahre 1779 zuriickgefithrt
auf die Integration gewdhnlicher Differentialgleichungen. Indessen hatte er im
Jabre 1785 noch nicht klar erkannt, dass daraus folgt, dass die Integration von
beliebigen partiellen Differentialgleichungen mit drei Variablen sich zuriickfiihren
liigst auf die von gewdhnlichen Differentialgleichungen, denn in seiner Abhandlung
von diesem Jahre, S. 188, erklirt er ausdriicklich, die Integration einer mnicht-
linearen Gleichung nicht ausfihren zu konnen. Erst Charpit hat im Jahre
1784 in einer niemals verdffentlichten Abhandlung den Zusammenhang dieser
drei Fragen nachgewiesen: Integration der gewdhnlichen Differentialgleichungen,
Integration der linearen partiellen Differentialgleichungen und Integration der
nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen. Diese Bemerkungen entlehnen
wir Lacroix t. II, Nr. 740, p. 548 und Jacobi (Crelle's Journal, Bd. 23, S. 8).
Uber die Methode von Lagrange und Charpit vergleiche noch beztiglich einer
geometrischen Untersuchung der Gleichungen mit drei Veriinderlichen nach
Darboux und Lie: Goursat, Legons etc., Kap. IV und ferner Kap. IX,
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Die Lagrange’sche Methode in ihrer ersten Form besteht darin,
im Allgemeinen durch Probiren einen Werth von p zu suchen, welcher eine
willkiirliche Constante @ enthilt und die tofale Differentialgleichung (3)
integrabel macht, und sodann daraus z herzuleiten mit einer zweiten will-
kiirlichen Constante .

Anders und in allgemeinerer Form ausgedriickt, muss man eine andere
von (1) verschiedene Relation zwischen z, y, 2, p, g suchen, welche eine
willkiirliche Constante enthilt und so beschaffen ist, dass die Werthe von
p und ¢, welche sich aus dieser Relation und aus (1) ergeben, die Gleichung
(2) integrirbar machen.l)

Die Methode lisst sich ohne Schwierigkeit auf eine beliebige Anzahl
von Verinderlichen ausdehnen. Es sei

(2 @3y - oy Tay Py« o 0 P) == 0 0der pp=1(2, 3, .., Tny Py, - - -Pn—y) (1)
die gegebene Gleichung. Ersetzen wir: p, durch seinen Werth in
dz = pydz; + pydwy + -+ + padz, . . . . (2

dz = pdw; + pydzy + - - - + wdz, . . . . (8).
Man hat nun fiir p;, p,, ... Pn—y Werthe zu suchen, welche je eine
willkiirliche Constante enthalten und die Gleichung (8‘) integrirbar machen.
Allgemeiner ausgedriickt, man muss n—1 Relationen suchen, die je 7»—1
willkiirliche Constanten enthalten und mit (1‘) zusammen fiir p;, p,, . . ., Pn
Werthe ergeben, welche die Integration der Gleichung (2‘) ermdglichen.
Dies ist die Lagrange’sche Methode in ihrer allgemeinsten Form.
Wir wollen an einigen Beispielen zeigen, dass man mittels der vorher-
gehenden Andeutungen bereits ziemlich complicirte Gleichungen integriren

kmm.iﬂ. Beispiele. — I Es seien die Gleichungen zu integriren?):
L ¢g=«p)
2. g=wp,Y).
dz = pdz + *(p)dy,
de = pdz + 1(p, y)dy,

Gleichungen, die unmittelbar integrirbar sind, wenn man p == a setat.
Man findet die vollstéindigen Integrale:

so kommt:

Man hat:

) Lagrange hat in seiner ersten Abhandlung die allgemeine Methode,
diese zweite Relation zu finden, angegeben, aber ohne sie allgemein zu Ende
fithren zu kdnnen, da er damals die Integration der linearen Gleichumgen noch
nicht kannte.

% Lagrange, Abh, der Berl. Akad., 1772, 1,, 2. und 3. Fall; Oeuvres,
t. I, p. 568—b60.
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az + b + ®{a)y
az + b + [x(a, y)dy.
Wendet man dieses Integrations-Verfahren auf die Gleichungen an:

pg =1
PP+ gt + 1 == me
p=gqy+4a\

so findet man die vollstindigen Integrale:

g=uaz+ b+ —"f

ax+b+‘/7—-——

—1—a?

2=—uaz 4+ b — 4 (y"’+4“+2alg(y+l’y+4a))

Die zweite dieser Gleichungen entspricht der folgenden Aufgabe: Man
soll diejenigen Flichen finden, deren Flicheninhalt fiir irgend
einen Theil zu der Projektion desselben auf die zy-Ebene in dem
constanten Verh#ltniss m : 1 steht, oder auch: Man soll diejenigen
Flichen finden, deren Normalen den Erzeugenden eines geraden
Kegels parallel sind (vgl. Nr. 15).

II, Es sei zn integriren: 1. die Gleichung:?)

fi(z,p) = f, (¥, @)
fl(ﬁ,p) =a, [,(#9 = a

Hieraus mdge sich ergeben:

P = @i1(z,0), 9= @y a)

de = @1 (%, 9)dz + @, (y, a)dy
2 = (g1 (s, a)dz + f@y(y, a)dy + 0.
2. Es sei ferner die Gleichung zu integriren:?)

F(fla fgy e fn) == 03
fi = filzi, pip(2)).

Man braucht bloss zu setzen:
fi=ua
F(ay, 0y, .. a,) =0,

1) Lagrange, Abh. d. Berl. Akad. 1772, 4. Fall, Oeuvres, t. II, p. 561;
Abh. d. Berl. Akad.,, 1774, Nr. 50, Oeuvres, t. IV, p. 80.
?) Lagrange, Abh. d. Berl. Akad. 1772, Nr. 13—14, Oeuvres t. I, p. 574.

I

I

Man setze:

und daher:

in welcher
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um p; @ als Funktion von 1, p,@ als Funktion von z,, u. s. w. bestimmen
zu kbnnen, so dass also

de = p1dz) + podzy + .« -« 4 padz,
nach Multiplikation mit ¢ integrirbar wird.

Man kann an diese beiden Beispiele die sogenannte Methode der
Separation der Variablen anschliessen; man findet dieselbe weiter unten
(§ 19, Nr. 72).

I Es sei ferner die Gleichung zu integrirent):

q = pf (=, 9) + F(=, 9, 2).

dz = pldz + f(x, y) dy] + Fdy.
Man integrire die Gleichung

Man hat:

dz + fdy = 0
mit Hiilfe eines integrirenden Factors v, so dass
v(dz 4 fdy) = du

ist. TFerner eliminire man z aus F, indem man u einfithrt, und integrire

sodann
dz — de =0

mit Hiilfe eines integrirenden Factors V, so dass man unter dieser An-

nahme hat:
V(de — Fdy) = dU,

oder auch, indem man % als veriinderlich annimmt:
au
V(ds — Fdy) + T du = 4.

Fithrt man du und dU in den Werth von dz ein, so ergiebt sich
schliesslich:

AU = V(de — Fiy) 4+ 3T gy — Y20 | IV g,
Setzt man
Vp au
ta =%

so erhilt man als Integral:
U—au—bb=0,

Auf diese Weise ist z. B., wenn
¢=pL+@+y+2)

Y Lagrange, Abh. d. Berl. Akad. 1772, 8. Fall, Oeuvres t. III, p. 567;
Abh. d. Berl. Akad. 1774, Nr. 52, Oeuvres t. IV, p. 82.
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ist:
u=2a249 0o=2 U=1@Ee+u —y V=(E+u"1?
und das Integral ist:
—y+lgE+atty)—a@ +97) —b=0.
IV. Es sei schliesslich die Gleichung gegeben?):
g =2" fi@).£,Y.f)
p = F (). F, (2),
wo F,, F, noch unbestimmte Funktionén sind. Dann hat man:
dz = F, (v) F; () dz + [Fy (2)]"f, (@) -1, (y) - [F} (2)17f5 (2) dy.
Bestimmt man F; und F, durch die Relationen:
[Fy (1" f5(e) = 1,
[Fy @)"f; (2) = a™,

dz adzx m
F,(z) . 7€/ fl(x) + @ f2(y)dy1

Man setze:

so folgt:

welche Gleichung unmittelbar. integrirbar ist.
Dieselbe Losung findet man mittels der sogenannten Methode der
Separation der Variabeln (vgl. unten § 19, Nr. 72).

§ 9. Methode von Lagrange eur Integration der partiellen Differential-
gleichungen mit drei Verdnderlichen.?)

35. Fall, in welchem die Gleichung die abhingige Verfinder-
liche nicht enth#lt, — Es sei

f(z ¥ p,g) = 0 oder ¢ = “(xv %hp . . . . (1)
die gegebene Gleichung. Bekanntlich ist:
de =pde 4+ qdy . . . . . . . (2.

Wiirde man die Werthe von p und ¢ als Funktionen von # und y
kennen, so miisste man haben:

dp _ d
d_z=d—i........-(3)»

1) Lagrange, Abh. der Berl. Akad., 1772, 9. Fall, Oeuvres, t. II, p. 569,
?) Ausser den im Anfang des § 7 citirten Schriften vgl. Jacobi, Vor-
lesungen iber Dynamik, Vorl. 22, S. 168—173.
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und die Gleichung (1) miisste fiir diese Werthe eine Identitit sein. Man
hat also:

dg __ dx x dp

"—l ’a_x + —85 d—t . . . . - - (4)
8 , 8f dp | o dg .
o + 5 + & 5 =0 . . . . (4

Eliminirt man :—% aus der Relation (4) oder aus der Relation (4)

mittels der Gleichung (8), so findet man, dass p einer der &quivalenten
linearen Gleichungen geniigen muss:

dp __ o ox dp

iy = + was C - 5)
o | O dp | o dp ‘
6x+8pdz+6qdy 0 - ()

Umgekebrt, wenn man eine Losung der Gleichungen (5) oder (5°) kennt,
so machen der durch diese Losung gegebene Werth von p und der ent-
sprechende durch (1) gegebene Werth von ¢ den Ausdruck fiir dz integrabel
oder sie geniigen der Gleichung (8). In der That folgt aus den Gleichungen
(1), (5) oder (1), (5) die Gleichung (8).

Somit findet man alle Losungen der Gleichung (1), wenn man alle
Werthe von p, welche der Gleichung (5) oder der Gleichung (5‘) geniigen,
sodann mittels (1) alle zugehtrigen Werthe von ¢ sucht und die Gleichung
(2) integrirt. Im Allgemeinen ist es besser, sich darauf zu beschrinken,
einen Werth von p, der eine willkiirliche Constante a enth#lt und der
Gleichung (5‘) geniigt, sodann den zugehdrigen Werth von ¢ zu suchen
und schliesslich die Gleichung (8) zu integriren. Man gelangt auf diese
Woeise zu einer Losung der Gleichung (1), welche zwei willkiirliche Con-
stanten enth#lt und ein vollstindiges Integral ist.

Das Integral der Gleichung (1) kann durch symmetrischere Rechnungen
gefunden werden, wenn man eine zweite Relation

f1(x) Y, p Q) =0

zwischen z, y, p, ¢ sucht, die zusammen mit (1) zur Bestimmung von p
und ¢ in folgender Weise dient. Man hat alsdann:

R R A e

dq dx op dy ' dq dy
8f1 of, dp of, dg __ «?fl of, dp of, dg __
+b‘pdx+8qu_o’ +6pdy+é‘qdy_0‘

Eliminirt man unter Anwendung der Determinantentheorie

dp dg dp dq
do’ dx' dy’ dy
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zwischen diesen Gleichungen und der Gleichung (3), so kommt:

36 L) L SR
o T w0

of ofy of of, of ofy of of, __
bodp apde Toyag agay 0 - - O

oder:

36. Allgemeiner Fall. — Es sei jetzt die Gleichung gegeben:

f(#, 9, 8,09 = 0 oder ¢ = %x(x,9,%p) . . . (7)
Ferner weiss man, dass
de —pdz +gqdy . . . . . . . . (2
ist. Wenn man eine zweite Relation
fl (x’ Y, & D, Q) =0 e e e e e (8)

zwischen z, ¥, 2, p, ¢ kennen wiirde, so kdnnte man aus dieser und der
gegebenen Gleichung die Werthe von p und g ableiten und, wenn man
diese Werthe in die Gleichung (2) einsetzte, wiirde diese unmittelbar inte-
grirbar werden. Man muss somit haben:

di
%=d—§ . . . . . . . . . (9)
oder :
o , %  __ 9% , & ‘
@4’&9—&:4‘3;1’ (9)

fiir jede Relation (8), welche einer Losung von (7) entspricht.

Nimmt man an, dass in die Gleichung (7) die aus dieser Gleichung
(7) und aus der Gleichung (8) abgeleiteten Werthe von p und ¢, ausge-
driickt in =, , #, eingesetzt werden, so wird die Gleichung (7) eine Iden-
titit und somit hat man:

a0 _ 8 ddp 3 _ o 4l (10)
dxr oz op o' 8z &z op oz :
oder:
of ap of dq of op of o9 ‘
+8pax+6q6x_’6z+8p8z+6qaz 0 (109).
Mittels dor Gloichungen (10) oder (10') und (7) ksun man 33, 3
aus der Gleichung (9’) eliminiren, wodurch dieselbe iibergeht in:
o _ IR "R "R
3z op + p ")"'ax"'paz—om)

oder :

op of op of of F) ap of of\ '
M@-me'*( +eg) %+ (5 +ea)=0  an
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Umgekehrt kann man aus den Gleichungen (7) und (11) oder (7) und
(11¢) die Gleichung (9‘) ableiten. Die Integration der Gleichung (7) ist
somit zuriickgefiihrt auf diejenige der Gleichung (11) oder der Gleichung
(11°), aus der ¢ als eliminirt vorausgesetzt wird.

Man kann die Integration von (7) auch auf die Ermittelung einer im-
pliciten Relation (8) zuriickfiihren. Zu dem Ende leitet man aus (7) und
(8) her:

R T - Ol

ox op oz dq oz ox op ox ox
of of ép of oq ofy of, dop afl aq

8y + 6p 3y + "8q 8y 0, oy + dp dy + q Oy 0
§£+6f8p+8f6q_0,8_f_.+6~f}§1}+6f18q 0

8z op oz g 8z 8z op o2 8q 8z

II

(12).

Die beiden ersten von diesen Gleichungen geben:

o(f, 1) + o f) & __

. . d(z, p) o(¢, p) oz

die zweiten:
(1) of. f,) op __
w0 T sma oy O

die dritten:
3 f) L Shf)da o B(hF) , 8(hf) ép
sep T gm0 3w T me e O

Verbindet man diese Relationen mit (9‘), so kommt:
o(f, ) LI A olf, 1) ofh ) __
san T o TPen T a0 =

oder, wenn man die Vorzeichen #éndert und nach den Ableitungen von f;
ordnet:

of, of , of,of , ofi(, of of\ _ ofi(of of\ __of, (of
ox 6p+8y aq + ( +4a aq) 8p(8x+ Sz) 6q(6y+ Sf) 0(18).

Man gelangt mit Hiilfe der Determinanten zu demselben Resultat,
wenn man die Ableitungen von p und g zwischen (9‘) und (12) eliminirt.
Man kann auch von den Gleichungen (7) und (18) zu der Gleichung (9')
zuriickgelangen.

37. Ableitung des allgemeinen Integrals aus der Gleichung
(11), (11‘) oder (18). — Die Systeme der diesen Gleichungen entsprechenden
simultanen Differentialgleichungen sind nach Nr. 82:

de __ dy dz dp .. (1Y)
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d_x_ﬂ__ dz _ — dp (11°)
of of  of of —  of f - T ¢ ¢
w 8 pa_p+q8_q ﬁ-*—pa_z

d_a;.__ilg__ dz _ — dp . — dgq (184
f of _of of — of of of of v
w 37 p§§+q6_q E'{'I’gg -§Z+q82

Betrachten wir irgend eines dieser Systeme. Aus den beiden ersten
Gleichungen erhilt man unmittelbar:

de = pdz + qdy . . . . . . . (14)

welche Gleichung somit die eine von ihnen ersetzen kann. Lagrange hat
daraus in scharfsinniger Weise die Losung eines analytischen Paradoxons
abgeleitet, welches er selbst entdeckt hatte.

Das System (11a) hat zur Losung ein System

u=a v=250 w=y¢

wo u, v, w Funktionen von z, 9, 2, p und a, b, ¢ Constanten sind. Mithin
ist das Integral der Gleichung (11) oder (11‘) eine Relation von der Form

u=¢@uw . . . . . . . . (15),

wo @ willkiirlich ist. ‘
»Diese Gleichung (15), sagt Lagrange, ,,mit der gegebenen Gleichung
f@,9,2939=0 . . . . . . . (7

combinirt, wird die Werthe von p und ¢ als Funktionen von z, y, # er-
geben, welche, in die Gleichung

de = pdz + qdy . . . . . . . (2

substituirt, aus dieser eine Gleichung in #, y, # ableiten lassen, welche die
gesuchte Gleichung ist.

Da bisher die Funktion @ (v, w) durch nichts beschrinkt ist, so wiirde
folgen, dass die primitive Gleichung einer Gleichung erster Ordnung mit
drei Vertinderlichen eine willkiirliche Funktion von zwei Grossen enthalten
kénnte; man kann sich aber leicht iiberzengen, dass es unméglich ist, aus
einer (leichung mit drei Ver#inderlichen mittels ihrer beiden abgeleiteten
Gleichungen eine willkiirliche Funktion von zwei Grdssen verschwinden zu
lassen.*

Dieser Einwurf ist nicht vollkommen richtig. Man kann nur sagen:
Es ist beim ersten Anblick ziemlich iiberraschend, dass die primitive Glei-
chung einer Gleichung der ersten Ordnung mit drei Verinderlichen von
dem Werthe von p abhingen kann, der aus einer Relation (15)
abgeleitet ist, welche eine willkiirliche Funktion zweier Gr§ssen
enth#lt. Wie dem auch sei, jedenfalls hat Lagrange das in Rede stehende
Paradoxon sehr gut erkldrt und zu gleicher Zeit das Mittel angegeben, um
das allgemeine Integral der Gleichung (7) zu finden, nimlich:
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An Stelle der Vertinderlichen , y, 2, p, welche in den Gleichungen (11,)
oder (11‘;) vorkommen, nehme man w, v, w, p. Da die Gleichung (14) die
eine der Gleichungen (11,) oder (11‘;) ersetzen kann, ,so werden in der
Formel dz — pdx — qdy die aus der Variabilitit von p hervorgehenden
Glieder sich gegenseitig aufheben, da diese nimlichen Ausdriicke® der alten
Veriinderlichen als Funktionen der neuen, ,diese Formel in dem Falle zu
Null machen, wo %, v, w Constanten sind. Dieselbe wird also von der Form
werden:

Udu + Vdv + Wdw,

in welcher U, V, W Funktionen von p, u, v, w sind“ (Lagrange). An
Stelle der Gleichung (14) kann man also nehmen:

Udu + Viv + Waw =0 . . . . . (16).

Da die Gleichung (15), welche eine Lésung dieser ist, p nicht mehr
explicit enthilt, so wird dies bei (16) ebenso der Fall sein, so dass U, ¥V, W
durch u, v, w allein ausgedriickt sind.

Anstatt die Relation

de =pda + qdy . . . . . . . (2
zu integriren, nachdem man darin p und ¢ durch ihre aus den Gleichungen
f(-’v,y,z,p,q)=0 e e s e e e (7)
u=@ww . . . . . .. . .(@15

sich ergebenden Werthe eingesetzt hat, kann man somit
Udw + Viv + Wdw =0 . . . . . (16)
unter Beriicksichtigung von
w=g@ww) . . . . . . . . (15
integriren, wobei die Funktionen u, v, w die Grisse ¢ nicht enthalten, selbst

nicht implicit, wenn dieselben mit Hiilfe von (11,) bestimmt worden sind.
Aus (15) folgt:

=% k2
du = F av + F dw,

und somit erhilt man an Stelle von (16):
do dp —
(v + V) v + (an +W) dw=0 . . (7,

woraus man % eliminiren und eine Relation von der Form

v=ypmw) . . . . . . . . (18)

ableiten kann. Eliminirt man p zwischen (15) und (18), so erhilt man das
gesuchte allgemeine Integral. Hitte man ¢ in u, v, w gelassen, so milsste
msn zu den Gleichungen (15) und (18) noch die gegebene Gleichung hinzu-
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nehmen. In jedem Falle sieht man, dass » und v beide Funktionen von
w sind, aber eine von ihnen ist nicht willkiirlich.

Die Gleichungen (18,), deren Anzahl vier betriigt, ergeben nicht mehr
als die Gleichungen (11,) oder (11/;), weil die eine der Losungen von (13,)
f==0 ist, wie man leicht findet. In der That, bildet man einen Bruch
gleich denjenigen, welche in (13,) auftreten, und dessen Zahler

of of of of of
ggdm+8—ydy+§;dz+35dp+s—qdq

ist, so findet man, dass der Nenner gleich Null ist. Eine der Gleichungen
(18,) kann somit durch df == 0 oder f == const ersetzt werden. Diese Con-
stante muss gleich Null sein, da sonst das gefundene Integral mit der ge-
gebenen Gleichung nicht vertriiglich wire. Das System (18,) ist somit dem
System (11‘;) #iquivalent, wenn man zu dem letzteren f = 0 hinzufiigt.!)

38. Ermittelung des vollstindigen Integrals.?) — Nehmen wir
fiic die Relation (15) die Gleichung

u=a+bb+cw. . . . . . . (19,

wo a, b, ¢ willkfirliche Constanten sind, und setzen wir b == 0, ¢ = 0, so
erhalten wir:

U=0a . . . « & -+ « . . (20).
Diese Gleichung giebt zusammen mit
f@e,nep,)=0 . . . . . . . (0

p und ¢ ausgedriickt durch die willkiirliche Constante a und die Variablen
z, ¥, 2. Somit fiihrt
dz = pdx + qdy

zu einer Losung mit zwei willkiirlichen Constanten, welche das voll-
stindige Integral ist.

Man kann zu diesem in gewissen Fillen auf eine andere Art gelangen.
Man nehme an, dass in der Gleichung (16) W == 0 sei. Offenbar geniigt
man dieser, wénn man

Y) Lagrange, Legons, p. 386 u. ff. Lacroix, t. II, Nr. 747, p. 564. La-
grange sagt noch: Man hat

v=ypw), =z

(o) + V' (w) + W= 0.

%) Dies ist, wenn wir Lacroix t. II, Nr. 741, p. 549, recht verstehen, eine
Idee von Charpit. Lacroix t. III, p. 705 fiihrt einige Bemerkungen von Poisson
an iiber den Zusammenbang zwischen dem Verfahren, welches die allgemeine
Losung mittels des vollstindigen Integrals giebt, und demjenigen, welches wir
in der vorhergehenden Nummer auseinandergesetzt haben.

mit der Bedingung:
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u=a v=25

setzt, und diese Relationen geben zusammen mit (7) das vollstindige Integral
(vgl. das Beispiel der Nr. 89).

Bemerkung. Die Lagrange’sche Methode gestattet eine zweifache
Erweiterung in dem Falle, wo die Anzahl der Variablen grosser als drei
ist. Man kann die Aufgabe zuriickfiihren auf die Bestimmung eines Inte-
grals einer (16) analogen Gleichung von der Art, dass dasselbe zu gleicher
Zeit das Integral der gegebenen Gleichung ist; dies hat, wie wir im nichsten
Kapitel sehen werden, Jacobi bei seiner Erweiterung der Lagrange’schen
Methode gethan. Diese Methode erfordert die vollstindige Integration der
Gleichungen (11,), (11‘;) oder (18,). Jacobi hat jedoch noch eine andere
Erweiterung der Lagrange'schen Methode gefunden, welche den Namen
sl acobi'sche Methode* verdient und sich griindet auf die vollstindige Inte-
gration einer gewissen Anzahl von (18,) analogen Gleichungssystemen. Diese
Methode wird im zweiten Theile dieses Buches auseinandergesetzt werden.

§ 10. Bespiele.l)

89. Beispiel fiir die Anwendung der Methode der Nr, 37. —
Es sei

= pq
die gegebene Gleichung, Die Hiilfsgleichungen
dz _ dy dz dp

q P 2pg P
filhren leicht zu den Integralen:

U = =0 v= 2 =bw=2 =c
Y p ) P° ) P .

1) Das erste dieser Beispiele, welches von Lagrange mit bewunderungs-
werthem Scharfsinn gew#hlt worden ist als Anwendung der allgemeinen Methode,
findet sich in den Legons p. 898. Die Classification der andern verdankt man
Legendre (Mémoires de ’Académie de Paris 1787: Mémoire sur Uintégration
des équations aux différences partielles, p. 309—351; § IX, p. 337—348: Des équa-
tions mon linéaires du I. ordre), im Auszuge wiedergegeben von Lacroix, t. II,
Nr. 742747, p. 550—564. Die besonderen Fiille, wo man die Rechnungen zu Ende
fithren kann, sind Lagrange, Abh. der Berl. Akad. 1772, 1774, 1785, entliehen.
Jacobi (Crelle’s Journal Bd. 23, S. 2) hat bemerkt, dass mehrere dieser von
Lagrange behandelten Beispiele schon von Euler mittels besonderer Kunst-
griffe geldst worden waren. Auch Boole, Treatise, Kap. XIV, haben wir einiges
entliehen. Der Kiirze halber haben wir die Schlussfolgerungen von Lacroix,
welche sich auf eine allgemeine Methode zur Entdeckung neuer integrabler Fille
(6. TI, Nr. 745, S. 558) beziehen, sowie das Beispiel, welches er dazu giebt, nfimlich:

— z L o[22
p—"'—'é.‘z"*";‘p(yy

weggelassen. Man integrirt diese Gleichung, indem man ay = gxz setzt (t. II, p. 561).

z, 22 — .qzz)
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Aus diesen Gleichungen erhélt man:

y=u-+p z2=7p z=w-+pw
dy = du + dp, dz = 2pvdp + pidv, dz = dw + pdv + vdp.
Die Gleichung
dz — pdx — qdy = 0
nimmt die Form an:

dw -+ vdu = 0.
Setzt “man

v =@ w)’
so geht diese Gleichung iiber in:

dw + @ (u, wydu = 0,

und diese fithrt zum allgemeinen Integral.
Setzt man dagegen
dw = 0, du = 0,
oder:

W= — -—-=¢C =Y —p=a,

so findet man zwei Relationen, welche durch Elimination von p zu dem
vollstindigen Integrale fiihren:

(x —¢)(y — a) = 2

Man gelangt zu dem vollstindigen Integrale auch, wenn man zur Be-
stimmung von p die Gleichung ¥ — p = @ nimmt. Man hat:

4

p=y—a ¢g= "

Yy —a
z
de = (y — a) dz + y—-ady’
oder:
dz z
—_— - dy = dzx.
y—a  w—a ¥
Das Integral dieser ist:
L —z—c¢

Yy —a
oder:

2= (y —a) (x — o).

40, Beispiele, welche von der Integration einer einzigen der
Hiilfsgleichungen abh#ngen. — I. Beispiele, welche von der In-
tegration von

Mansion, Part. Differentialgleickungen. 6
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abhingen. — Man kann diese Gleichung integriren, wenn man hat:
@'
6_;) = F(z, y),

d. h. wenn die gegebene Gleichung von der Form ist:
g=2p F@y + ¢@=y9)
In diesem Falle ist:
dz = p(de + Fdy) + @(=, y) dy.
dw + Fdy = 0
einen Integrabilititsfaktor v derart, dass
v(dz + Fdy) = du

Hat

ist, so ergiebt sich:
d
ds =2 + ¢ (o, y) dy.

Nimmt man an, dass man # aus ¢ und v eliminirt habe dadurch,
dass man diese Ver#inderliche durch ihren Werth in % und y ersetzt, so
muss man haben:

p
ﬂﬂ_@
dy = du®
Hieraus folgt:
d
p = vj-% dy.

Dieser Werth von p enthilt eine willkiirliche Constante; der Werth
von z enthilt somit deren zwei und giebt das vollstindige Integral.l)

Es sei z. B.
zq == py + ze v,
Man hat:

F = %, V=2, u =22+ y2’ (P(xr !/) — ety — e, Z;: — o,
p = 2zye* + 2az, q = 2y%* -+ e* + 2ay,

dz = ygw’+y= (2wdz + 2ydy) + ea-=+!,ad?/ + 2azds + 2aydy
7=yt + a(@® + y°) + b.

II. Beispielsé, welche von der Integration von

dp
V=% =
o 0z

') Lagrange, Abh. der Berl. Akad. 1772. Oeuvres t. III, 5. Fall. p. 562.
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abhéngen. — Man kann diese Gleichung integriren, wenn man hat:

dp __ o o
Wy T Pg—F(P:!/)-
Diese lineare partielle Differentialgleichung giebt fiir x oder g den
folgenden Werth:

q = aF(p,y) + oy, 2 — pa)
Man erhilt hieraus:

dz = pdz + «F(p, y)dy + @ (p, y, # — pa)dy.
Setzt man
dp — F(p,y)dy = 0,
wodurch p und 2 — px = u bestimmt werden, so geht die vorstehende
Gleichung iiber in:

du == @ (p,y, u) dy,

aus welcher man p wird eliminiren konnen.!)
Als besondere Fille erwihnen wir:
1) denjenigen, wo

F(p,y) = v'(y)
ist; dann ist:
P =1y®)
du == @[y (y), ¥, ul dy;
2) denjenigen, wo
F=20
ist; alsdann ist:
9= 9¢»y 7 — pa)
oder:

2 =pz+f(»y 9
In diesem Falle hat man:

2 = ar + u,

du == y(a, y, u) dy.

3) Endlich kann man als noch specielleren Fall die beiden Gleichungen
betrachten:

g=1vy®Y)
q = ¥(p)

welche weiter oben behandelt worden sind (Nr. 34, I. S. 70).

Im Uebrigen haben wir friiher die allgemeinste derjenigen Gleichungen
untersucht, mit denen wir uns hier beschiiftigen (Nr. 21).

) Lagrange, Abh. der Berl. Akad. 1774. Oeuvres t. IV, Nr. 54, p. 85.

6#
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III. Beispiele, welche von der Integration von

g — 9
o o on
w w TP
abhiingen. — Wir setzen:
dp
az F(‘”a p)
oder:

ox% % %
n + b5, + o F(z, p) = 0.
Um den Werth von x oder ¢, welcher dieser linearen Gleichung geniigt,
zu finden, miissen wir das Hiilfssystem integriren:

dx dy dz _  dp _ dgq

1= 0 " p  Flep O
Es sei T = « das Integral von dp = F'(z, p) dz; daraus mdge sich
ergeben p = m(z, @); dann hat man:
dz = n(z, a)dw, z2 — [n(z, a)dz = b.
Die andern Integrale sind ¢ = ¢, y = d. Mithin hat die lineare
Gleichung, welche g giebt, zum Integral:
g =09 T,z —|a, a)dz).
Die Relation dz = pdx 4 qdy geht iiber in:
dz = pdz + @y, T, 2 — [n(x, a)dx) dy.
Setzt man p = m(x, a) und ist

2 = [m(z, a)dx 4 v,
so wird

dz = pdx + dv = pdz + ¢ (y, a, v)dy,

und hat man nur noch v durch die Gleichung zu bestimmen:

dv = ¢y, a, v)dy. .

Bemerkung. Es ist ersichtlich, dass sich dieser Fall im Grunde
nicht von dem vorhergehenden unterscheidet, da die z und die y in den
partiellen Differentialgleichungen die nimliche Rolle spielen. Wir begniigen
uns daher, ein specielles aus Lacroix!) entlehntes Beispiel anzufiihren.
Die Gleichung

g = (¢ + pz)*
hat zum Integral:
a 1
z+ - + T = 0.

. 1) Tome II, Nr. 741, p. 549.
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IV. Beispiele, welche abhingen von der Integration von
dz dp

F 7

ox o
=P 5 wt?s

Wir setzen, um diese Gleichung integrabel zu machen:

o on on
T 25 = F(s p) (”—Pap)
Diese partielle Differentialgleichung hat als entsprechendes System simul-

taner Gleichungen:
dx dy _ dz dp dx

T =0 7 p " pFap~ «Fip)

Es sei T' = b das Integral von dp = F(2, p)de und es sei ferner
p = m(z, b) der Werth von p, welcher sich daraus ergiebt. Dann sind
die andern Integrale des Hiilfssystems:

= pa, ey =6 y=24d

Die Gleichung fiir % fithrt somit zu dem Integral:
dz
q =.pq)(:’/! 177 z _.[ W(Z, b) )'

Die Gleichungen von dieser Form geben fiir dz den Werth:

d
de = ple + oy 1o — [ohr )]
Setzt man:
[ d
p==n(b), = =_‘Wfb)+v’
s0 wird:

[ dz
dz = n(z, b)lm + dv + @@, b, v) dy],
und diese Gleichung reducirt sich auf die integrable Gleichung:

dv 4+ @ (y, b, v)dy = 0.

Ein besonderer Fall ist der, wo

q = x(p, 2)
ist. Man hat alsdann:
dz = pdz-+ x(p, 2) dy.

Die Integrabilititsbedingung ist, wenn man p als Funktion von 2 allein,
z. B. p = m(2), annimmt:

o T
a: (& ?) (az op 6’)p =0
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oder:

gdp = pdq.
Mithin:

q = ap oder % (p, 2) = ap.

Aus dieser Gleichung leitet man den Werth von m(2) her. Ist dies
geschehen, so fiihrt die Gleichung p == m(2) zu dem Werthe von z:

z = “.7(3)— + v (y).

Andrerseits giebt die Gleichung ¢ = am(2):
dz
ay = sz) + x(2).

Damit diese beiden Relationen identisch seien, muss

Yp@y) = —ay+ b, y@ =—2z+b
sein. Somit ist schliesslich das vollstindige Integral:
dz
z 4+ ay — b= j”—(z)—

Diese scharfsinnige Auflésung riihrt von Lagrange her.l)

Geometrische Anwendung. Die Gleichung einer Fliche zu
finden, bei welcher die Linge der Normale, gerechnet bis zur
zy-Ebene, gleich 1 ist.

Die Gleichung, zu welcher die Aufgabe fiihrt, ist:
21 +p2+g¢) =1

Setzt man:
p = .1[(2:), q = an(2),
yi—7 1
2 V1 4 o
Die Losung ist also:
4oy =0—VI+aVi—2
(x4 ay —0)?2= (14 a2 (1 — 22

Es ist dies die Gleichung eines Rotationscylinders, dessen Achse dar-
gestellt wird durch die Gleichungen:

so erhilt man:

w(e) =

oder:

g=0 2+4+ay — b= 0.
Als singulire Losung findet man der allgemeinen Regel gemiiss:

z = + 1,

1) Abh. d. Berl. Akad., 1772, Oeuvres, t. III, 7. Fall, p. 566; Abh. d. Berl.
Akad. 1774, Oeuvres, t. IV, Nr. 51, p. 81.
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Durch ein anderes Verfahren gelangt man zu einem vollstindigen
Integral, welches die Kugelfliche darstellt. Aus der gegebenen Gleichung
findet man:

_ =i
Z

q
Somit:

2ede = 2zpdx 4 2(1 — 22 — pzzg)’lldy‘

Die linke Seite ist ein exactes Differential; dasselbe wiirde der Fall sein
mit dem ersten Gliede der rechten Seite, wenn man pz = a — &z setzte.
Unter dieser Annahme sei

22 4 (@ — 2)2 = .
Dann wird:

2(1 — v)”’dy’= dv
oder:

1 —v=(y — b2
Somit schliesslich:

St @ —art @y — =1

Bemerkung. Bei den verschiedenen Beispielen, die wir soeben be-
handelt haben, haben wir stets die Methode der Nr. 38 angewendet, welche
darin besteht, dass man den Werth von p aus der Losung « — a von
einer der Hiilfsgleichungen herleitet. Wir wussten von vornherein, dass
es uns auf diese Weise gelingen muss, dz = pdz -} qdy integrabel zu
machen. Wir haben uns nachtriglich tiberzeugt, dass dem in der That
so ist.

41. Einige Beispiele, welche von der Integration von zweien
der Hiilfsgleichungen abhiingen. — I Betrachten wir die Hiilfsglei-
chungen:

de_ __dy _ __ dp
T N
op ox p&z

Diese Gleichungen sind integrabel, wenn

g o o
ap oz P75
Funktionen von 2, y und p allein sind. Es geniigt dazu, dass # in ¢ nur

in erster Potenz vorkommt und zwar multiplicirt mit einer Funktion von
y allein, oder mit andern Worten, dass

) 9 = F(z, 9, p) + 2p(y)
sel.
Als besonderen Fall kann man den anfiihren, wo

ply) =0

ist. Man hat alsdann eine Gleichung, welche z nicht mehr enthalt, und
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man kann darauf die Methode der Nr. 35 anwenden. Z. B. giebt die

Gleichung
»z + 9y = pq
auf diese Weise:

p=y+% ¢ ==a+by 2ble — a) = (z + by)*.

Lagrange behandelt mittels besonderen Kunstgriffs die Gleichung:?)

q = f(.p’ %‘)
Er setzt:
¢ = yu, p= @)
woraus folgt:
dz = ydu + udy, q = fl@(u), u]

de = yp@)du + {flp), u] + wpw}dy,
und bestimmt ¢ durch die Gleichung

b+ fp{wdu = flpm), u] + up (u),
wonach sich ergiebt:

e=a+by + ylewadu
II. Die Hiilfsgleichungen

de dz _ dp
o o  on on
“w TPHm  m TPy
- dz _ dp
dy - "

Ox ox
K—p » 5z +» Y
fiilhren ebenso zur Integration der partiellen Differentialgleichungen von

der Form:
q = F(y, 2, p) + pxp(y)
q = @) F(=, 2 p)

oder erleichtern dieselbe wenigstens erheblich.
) Lagrange, Abh. d. Berl. Akad. 1772, Oeuvres, t.I1I, 6. Fall, p. 564. Mit
diesem Beispiele schliesst die Untersuchung der besonderen von dem geschickten
Turiner Gelehrten behandelten Fille.



3. Kapitel.

Ausdehnung der Lagrange’schen Methode auf partielle Diffe-
rentialgleichungen mit beliebig vielen Variablen.)

§ 11. Theorie.

42. Zuriickfiihrung der Aufgabe auf die Integration eines
Systems von simultanen Differentialgleichungen. — Die gegebene
Gleichung sei:

fle, @y, @y ooy Ty Dy Doy ooy P) = 0 . . . . 1).

Kennt man eine Losung derselben, so machen die daraus sich er-
gebenden Werthe von p,, p,, ..., p, ausgedriickt durch z, Ly, Tyy oouy Zny
die Gleichung

de = pde; + pyday, + -« + padz, . . . . (2)

integrabel. Infolge dessen hat man:

') Diese Ausdehnung der Lagrange'schen Methode, welche von Charpit
vergebens versucht wurde (vgl. Lacroix, t.II, Nr. 748, p. 567—572) wurde von
Jacobi in der kleinen Abhandlung: ,Uber die Integration etc. (Crelle’s Journ.,
Bd. 2, 8. 817—829) ausgefilhrt. Die Rechnungen sind dieselben, wie bei der
Methode von Pfaff, nur sind dieselben in der umgekehrten Reihenfolge ausge-
fahrt. Bei der Methode von Lagrange und Jacobi fihrt man die Integration
der partiellen nicht linearen Gleichungen auf diejenige der linearen partiellen
Differentialgleichungen oder auf diejenige der entsprechenden simultanen Diffe-
rentialgleichungen zuriick. Dies ist die Grundidee, die ibrigens, wie wir in Nr. 87
gesehen haben, zu einer Anderung der Verinderlichen fiihrt. Bei der Methode
von Pfaff ist dagegen die Anderung der Variablen der Grundgedanke; dieselbe
fihrt schliesslich zu den erwihnten simultanen Differentialgleichungen. Wie man
sieht, ist die Arbeit von Jacobi, die wir in diesem Kapitel analysiren, in her-
vorragendem Masse geeignet, den Zusammenhang zu zeigen, welcher zwischen
der Methode von Lagrange und derjenigen von Pfaff besteht. Aus diesem
Grunde setzen wir sie an diese Stelle, obwohl dieselbe absolut keinen Einfluss
auf die Entwickelung der Wissenschaft gehabt hat.

A. Meyer hat in der Schrift: Mémoire sur Pintégration de Péquation générale
aux différences partielles du premier ordre d'un nombre quelconque de variables
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dpi __ dpx
Hﬂ_dx;""""'(g)

oder:

dpi. opi . __ Opk Wk
oz + = i Pl 0
Substituirt man in (1) die in Rede stehenden Werthe von p,, . . ., px
und ersetzt man ferner z durch seinen Werth, so wird die Gleichung (1)
eine Identitéit, aus der man durch Differentiation erhilt:

— o My =Ly oy
_az_g§p2=%%+...+§_;’g§:. (%)
R R 3- (™)

Wir setzen:

P1=—gl—§§p1, ,P,.=—-:7.f"—g§z)n C)
1)=p1££+...+_p"% A (8

Fihrt man die Bedingungen (8) in die Gleichungen (4) ein und fiigt
man zu den letzteren noch eine von (6) nicht verschiedene identische Glei-
chung hinzu, so gelangt man zu dem folgenden System von Gleichungen,
denen die aus einer beliebigen Losung von (1) abgeleiteten Werthe von
2, Py, - .., Pn geniigen miissen:

(Mém. de 1'Acad. de Belgique, t. XXVII, 3. pagination, p. 1—24) die Arbeit von
Jacobi, die wir hier analysiren, ohne einen wesentlichen Zusatz zu machen,
reproducirt.

Wir fiihren noch in Bezug auf den in diesem Kapitel und zum Theil im
folgenden behandelten Gegenstand an: Boltzmann, Zur Integration der par-
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung (Wiener Berichte, 1875, LXXII,
2. Abth., 471—483); Bertrand, Sur la premiére méthode de Jacobi pour Vinté-
gration des équations aux dérivées partielles du premier ordre (C.R. 1876, LXXXII,
p. 641—647).

Bei Gelegenheit der in diesem Kapitel auseinandergesetzten Methoden, sowie
der Methoden von Pfaff und Cauchy ist eine wenig bekannte Arbeit zu er-
wihnen, deren Mittheilung wir dem Herrn Professor Padova verdanken: Sulla
integrazione delle equazioni a derivate parziali del 1° 0. Memoria del Prof.
Giov. Maria Lavagna. Dieselbe ist publicirt in den Atti dell 'Accademia Geoenia,
in Catane; ein Auszug aus dieser Abhandlung erschien im Jahre 1846 in den
Atti della settima riunione degli scienziati italiani tenuta in Napoli, nel 1845.
(Lavagna wurde geboren zu Livorno im Jahre 1812; er starb zu Pisa, wo er
Professor der Mechanik des Himmels war, im Jahre 1870). 'Wir hoffen in Kurzem
diese Originaluntersuchung an anderer Stelle zu analysiren.
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— Of dp, , of dp Sf dp,

Pl — 3}71 dwl + Sp._. dz-a + T + Spn dxn o (71)
— O dp, | Of dp, of dp,

P2 T op, dx1 + op, d-’l‘._, + T + Opn dxn o (72)
— Of dpn | Of dpn Of dpn

Pn = apl dxl ’+‘ 8p2 de —I— PR + Spn azn .. (7,,)
_ Of dz , o ds of dz

P_ap, dxl-}- a5, dw2+...+3pn i . (Taty):

Es ist wesentlich zu bemerken, dass, wenn sich auch die Gleichungen
(7) aus den Gleichungen (4) und (8) ableiten lassen, man doch nicht um-
gekehrt die Gleichungen (8) aus (4) und (7) herleiten kann. Man kann somit
aus der vorstehenden Analyse folgern, dass die Werthe von p;, p,, . . ., Pn, 2,
als Functionen von z,, @,, . . ., z, ausgedriickt, welche den Gleichungen (7)
geniigen, die Losungen der Gleichung (1) enthalten; aber das Umgekehrte
ist im Allgemeinen nicht richtig: die Losungen des Systems (7) brauchen
der Gleichung (1) nicht zu gentigen.

Es folgt hieraus, dass man unter den Losungen des Systems (7) die-
jenigen heraussuchen muss, welche der Gleichung (1) geniigen. Die Inte-
gration des Systems (7) kommt dem § 7 (vgl. besonders die Nr. 32) zu-
folge zuriick auf diejenige des Systems:

E:---=E=F—}T=°"=T; . . (7(1).
D 3171 dpn
a
of of o of | pof of o
E§E+'-'+E%+P53+P1$;+"-+an——o

ist, so sind die Verhiltnisse, welche in den Gleichungen (7,) vorkommen,
gleich

af

0
oder mit andern Worten, es kann eine jener Gleichungen durch df = 0
ersetzt werden. Es folgt daraus, dass das eine der Integrale des Systems
(74) f= ¢y, oder, wie wir schreiben wollen, f,, = c,, ist. Das Integral-
system der Gleichungen (7,) kann somit dargestellt werden durch:

fi=c, fo==Cy. - sfoni=0Co_ts fon = Com

wo die f Functionen von 2, &, Zy, . - ., Zny Pyy Pys - - » Pn und die ¢ Con-
stanten bezeichnen.
Das System (7) hat zur Losung n -+ 1 Relationen von der Form:

F(fu ﬁh cem f?n) = 0.
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Es bleibt also nur iibrig, die Form der Functionen F derart zu speciali-
siren, dass sie die Losung von (1) geben.

43. Anderung der Variablen. — Wir setzen, wie im Falle der
Gleichungen mit drei Versinderlichen,
=0 fi=w, f,= 1. . fruy = Uy - - (8
und leiten aus diesen 2% Gleichungen die Werthe der Variablen
Zyy ooy Ty Dy -+ oy P
als Functionen von
Upy Ugy oo oy Ugy gy &

her., Fihrt man diese Variablen in die Gleichung

de = pydo; 4+ . . . 4-ppdz, . . . . . . (2)

ein, so geht dieselbe iiber in:
de = Zdz + Ujduy + Uyduy + - - - + Uypy Qtyy_y. . (9)

Man kann nun leicht beweisen, dass Z == 1 ist und dass die Glei-
chung (9) # nicht mehr enthalt. Man erhilt n#mlich aus den # ersten
Gleichungen (7,):

dz = pdz; 4 pydz, 4 - - - 4 padz, . . . (10).

Diese Gleichung (10) kann somit die eine der Gleichungen (7) ersetzen
und dasselbe ist der Fall mit der Gleichung (9), welche (10) #quivalent
ist. Nun haben aber die Gleichungen (7,) zur Losung:

Up = €3 Uy == Cgy ..y Ugp g = Cop_y,
und diese geben:
dul = 0, dltg == 0, c ey du?n—l =0

und verwandeln somit die Gleichung (9) in Z = 1. Folglich ist
Fluy, tyy ooy ) =0 . . . . . (11)

eine Losung der Gleichungen (7,) und somit der Gleichung (9) oder der
Gleichung:
Udu, + Uoduy + - - - + Uyppy dtty,y = 0 . . (9

Diese kann daher nicht mehr die Variable z enthalten, da dieselbe nicht
mehr in (11) vorkommt,

Man kann die vorhergehenden Bemerkungen auch durch eine direkte
Rechnung beweisen. Man hat:

dx, dz. dz,
Z=P;aj'+p27: +"‘+pn_d.;7

wenn die Werthe von
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dz, dzx, dxn
dz’ dz’ """ dz

aus den den Gleichungen (7,) geniigenden Relationen (8) hergeleitet werden.
Somit:

dm, _ 1 Of da, __ 1 O  dew _ 1 3f
dz P op’ d: P 8p, " dz P opn
Mithin ist nach (6):

_ 1 of 3 _
Z=plnd +nfl+ =1

Berechnen wir nun einen der Coefficienten U. Fiir irgend einen dieser

Coefficienten hat man:

dx, dx
T=p % 4 5% g2,

Die Ableitung von U nach z ist:

av dpi  dxi a%x;
d: ( dz du + pidzdu)'

Diese Gleichung kann man mit Hiilfe der Relation

). dxi __ d dei\ . dpi dxi
Pigeau = au \P ) duw dz
transformiren und erhilt auf diese Weise:
av __ n(dpi dzi dpi  dxi d n dxi
E—?(W‘dz—m’w) T oa 2P
oder:
W _ (e dn_ dp A
dz z du duw dz |
da
n d-%; 7 A
g Pi g Z 1

. . at .. "
ist. Man kann nun in T die Grossen
&

dpi - dzi
dz’ dz

ersetzen durch ihre aus den Relationen (8) oder (7,) abgeleiteten Werthe.

Man hat:
dpi _ Pi dei 1 of
de T P’ dz P &pi’
somit:

d(_,' 1. '5,( . dzxi o Lf dpi
@ — A\ P T
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oder, wenn man P; durch seinen Werth ersetit:
av __ 1 "( o8f dxi of dpi) 1 8f » dai

dz ~ P “ oxi du opi  du

7o 2l

Die erste Summe ist die Ableitung nach % von dem Ausdruck f, welcher
identisch Null ist, die zweite ist gleich U. Somit:

au of

& _

v P

oder auch: B “‘ﬂ" &
U— €e &z P,

wo C eine Fuuktion der iibrigen Variablen ausser von 2, nimlich von
Uy, Ugy « ooy U, 4 ist.
Hieraus folgt, dass man die Gleichung (9‘) durch

[
6z P
e

dividiren kann. Dieselbe geht somit iiber in:

Ciduy + Coduy + - - - + Cyp gy, ;, = 0 . . (12).

Pfaff hat eine allgemeine Methode gefunden, um die Gleichungen

von dieser Form zu integriren. Wir werden dieselbe spiter darlegen, zu-

vor wollen wir aber an einem speciellen Beispiele den Nutzen der vorher-

gehenden Transformationen zeigen. Dieselben geniigen in der That in vielen

Fillen zur Bestimmung des Integrals der partiellen Differentialgleichungen

erster Ordnung, weil man oft die Gleichung (12) zu integriren vermag,
ohne die Methode von Pfaff zu Hiilfe zu nehmen.

§ 12. Anwendung auf die Integration der Schlifli'schen Gleichung:

a1 (%P5 — 2305)% + @y(23p; — 2105)? + A3(¥ Py — %ppy)? = 1.1)
44. Integration des Systems von simultanen Differentialglei-
chungen, zu welchem die Aufgabe fiihrt. — I. Wir setzen:

8y == XyP3 — APy, Sy == TPy — TPy S5 = TPy — By
Dann kann die Gleichung geschrieben werden:
| @181, @58y, a3Sy
f=| z, =z z|—1=0 ... . Q1)
Dy Dy Py

1) Schlafli, Sopra una equazione a differenziali parziale del primo ordine
(Annali di matematica pura ed applicata, serie 2, t. II, S. 89—96).
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Die ersten Unterdeterminanten der vorstehenden Determinante kénnen
dargestellt werden in dem folgenden Tableau:

iy é:}

”p .7'[2, ”3
und zwar hat man:

1 8f o1 ef 1 &
2 o, P39Sy + Dpag8y = &y 9 o, 7% 9 ox, &s-
1 of _ | g Lo 1o
3 .s_p—l = X398y — TyllgSg =— T, ; 5 a =T g —3—1)_1 = 3.
Mithin ist schliesslich das zu integrirende Hiilfssystem:
doy __doy _doy, di —dp —dp  —dp
7y Ty 73 1 & & &

II. Den Eigenschaften der Determinanten zufolge hat man:

Mz + M, + mry = 0, p & + 06 + P = 0
Sizy + &xo + G2 = 1, pymy 4 o, + P37

Mithin kann man aus den Differentialgleichungen herleiten:

=

z dx, + zodzy + wydrg = 0, p,dp, + p,dp, + pzdp; = 0.
pdz, + pdz, + pydz; = de = — (v,dp, + 2,dp, + 5dp;).
Die letzte Relation giebt ferner:
A9, + o0, + 731,) = 0.
Man erhilt hieraus, wenn man beachtet, dass
(@1 22,2237 (0 2+22 248y ?) — (210 +2Py +2,04)? =5, 2+ 521532 (8)
ist, drei Integrale, welche in den folgenden Gleichungen enthalten sind:
2 + 4 4 2% = m?, 7+ 82+ 57 =N . (4), (4)
22+ 12+ p? = mzs%eea Z30y + %P, + %30, = Neote  (43), (44),
zu denen man noch die gegebene Gleichung
a2 4 a2 tas,2=1. . . . . . (1)

hinzuftigen muss. Dabei sind N, m, & willkiirliche Constanten.
III. Man hat ferner:

dsy = 2,0py + Pydy — 24dp, — P ATy = (— 2,&5 + P37, + 23§, — Py 73)d2.
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Nach den Eigenschaften der Determinanten ist aber:

(35,83 + Z3&3 + Pyt = 0,
3838, + %365 + Py, = 0;

mithin:
(@y — a3) Sy83 = — @3 — Pomy + 73§, + Py,
und somit:
ds; = (¢, — a3) $,85dz.
Ebenso: ds, = (a3 — @) $38,de,
ds; = (a, — a,) ;8, da.

Von diesen Gleichungen ist nur eine einzige von den vorhergehenden
verschieden, denn man erhilt aus ihnen:

sds; + 8,ds, -+ s3ds3 = 0
a,8,ds, —+ a,8,ds, + agszdsg = 0,
die zu den Relationen (1) und (4,) fiihren. Wir setzen:

) du = 285,83z,
dann haben wir:

2s,ds) = (a, — a3) du,  2s,ds, == (a3 — ay) du, 2s3dsy = (a; — a,) du,

oder, indem wir zur Abkiirzung

Gy — g =b,, a;—a, =10, a —a,=1
setzen und integriren:
82 = bhu + 4,
Sy = bu |+ A4,

8,2 = byu 4 A4,.
Die Constanten A4, 4;, A, sind den Relationen (1) und (4,) zufolge
an die Bedingungen gebunden:
ad, + a4, + a4, =1
4, + 4,4+ 4, = N
Ferner kann man 4, als eine absolute Constante annehmen, da w eine

Variable ist, die wir willkiirlich wihlen!). Die zwischen « und # bestehende
Relation ergiebt somit:

e du
—_ 4L - .
s=k4s .[0 VA o) Ay By) (Ar T B

') Wir haben vergeblich versucht, A4, willkiirlich zu lassen und die Losung
von Nr. 45 ebenso symmetrisch zu gestalten wie die der Nr. 44.
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IV. Wir suchen nun ein letztes Integral. Es ist:
pydzy — @ydpy = (pym + 2,61) de = (1 — a,5,7) de = (8,5, + ay5,) de,
Dadzy — Tydpy = (07, + 2,65) do = (1 — ay5,%) dz = (45,2 + 0,5, %) d,

Pydzy — @ydpy = (0370 + 238;) de = (1 — a58,%) dz = (8,8, 2+ 4,5, de
oder:

z,, m? z, %4 7,7 4 x,?
= %8y — %g5,.
P, Ncote P B0y + %Py + 30
Mithin:
m?py = Ncote .z, — (2,8, — ,5,)
m¥(pydz; — zydp)) = 2,A(2,8; — T35,) — (285 — %35,) dz;.
Setzen wir
Nzy = mpoy cos ¥y, 0,8, — 38, = mQysinVy, 02 = 8,2 + 8,2,

was gestattet ist, da
(%383 — %355)2 + N2y 2 == (2,2 23%) (5,2 + 832) — (228, + 235,)% + NPz ?
= (W — ) (V7 — ) — (1,51 + Wy T it (N — 5, = (5,1 5,)
ist, so erhalten wir:

m

@@ (285 — 38,) = — 01 cos Jy (m sin Uydo, + moy cos Vydi)

(238, — 48,) doy = 1-73 (— o4 sin 9yd9; + cos Yydo;) mo, sin B).
Mithin:
2 2 2
m? (p,dey — aydpy) = e @2y = P E 8D gy,

Man hat somit, indem man noch zwei andere J; analoge Grossen ¥, und 9,
einfiihrt:

(522 + 52 d9;, = N(a;5,% + ay5,%) de,

(532 + %) dd, = N(ags;® + a,5,%) de,

(82 + 8% dd = N (252 + a,8,%dz.

Die Grossen $;, S, 53 lassen sich ebenso wie dz mittels # ansdriicken. Man
kann somit schreiben:

9 = a + NJ.“M dz,
0

8"+ 8°

9 — a, + NIML dz,
0

3"+ 8°
; (" a,8,? 8,°

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 1
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Von den drei neuen Constanten a;, @y, a; ist nur eine einzige will-
kiirlich. Man erhilt n#mlich aus den Gleichungen, welche 3, 9,, ¥; defi-
hiren :

N2(z,? + 2, + z,%) = m? (0,2 cos?d; + 0,%cos?V, + @, cos?y),
(7385 — 238)2 + (258, — #,84)? + (2,8, — 2,8,)2
= m?(0,2sin?Y; + @,%sin? ¥, + 0,7 sin®;)
oder auch, wie leicht ersichtlich :
N2 = p,%2cos2y + ©,2co0s% 7, + 042 cos? U,
N2 = p,?sin? ¥y + @,2sin? ¥, + Q4%sin? 3.

Setzt man in diesen Gleichheiten ¥ = 0, so kommt:

N? = (4, + 45)cos® a; + (4; + 4;) cos?ay + (4; + 4,) cos® ay,
N = (4 + 4) sinta, + (4 + 4) sin?a, + (4 + 4,)sin?a,,

Gleichungen, welche einander #quivalent sind.

Eine zweite Relation findet man auf folgende Weise, — Man hat
identisch:
zy, Xy, X4

%y, &, x| = 0,
Sy S Sy
oder:
oy (2,8 — 248,) + T, (X381 — 748) + @3 (€18, — 2,81) = O.

Ersetzt man die verschiedenen Factoren dieser Summe von Produkten
durch ihre Werthe, welche sich aus den die ¥ definirenden Gleichungen
ergeben, so erhiilt man:

012 sin 297 + 0,2 sin 24, + @32 sin 20; = 0,
Macht man » = 0, so folgt:
(4, + 43)sin 2a; + (43 + 4;) sin 2a, + (4; + A4,) sin 2a3 = 0.

Wie man bemerken wird, sind die beiden andern Relationen zwischen den
Grossen A und a der folgenden Hquivalent:

(4; + A4g)cos 2a; + (4g + 4;) cos 2a, + (41 + 4,) cos 2a3 = 0.

Der grosseren Symmetrie wegen setzen wir noch:

o + a; + a3 = 3n.

Wir haben es nur mit fiinf Constanten, m, N, n, k¥ und & zu thun;
in der That lassen sich die Grossen .4 mittels N und ¥ und die Grissen a
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mit Hiilfe von # und N ausdriicken. Man wird bemerken, dass

z Y z

m' m’ m
nur von N und # abhingen und dass 2 nur £ und N enthilt.
45. Integration der gegebenen Gleichung. — Nehmen wir die

Grossen m, N, n, &, k und « als neue Vertinderliche, so nimmt der Ausdruck

pydz, + pydz, + pydxg — dz
die Form an:

— dk + P,dm + P,dn + PN,

ohne de zu enthalten, da 2, #;, ,, #, nicht & enthalten; ebenso enthiilt
derselbe nicht du, da der allgemeinen Theorie nach, wenn z die sechste
neue Variable wire, der Coefficient von dez gleich Null sein wiirde und
du = 28,5,8;dz ist. Ferner wissen wir, dass P, P, P; unabhingig von
2 und somit von % sind.

I. Berechnung von P; = p,; dm + 1 4 e, + »; dw,,. Man hat:

d (x
m (R) =0,
mithin:
dx, __ =z,
d: m
Ebenso:
oy, % day _ x
dm m’® dm m’
Folglich:

dz, x . . N
Pl_pldm+p2d'r:+p3d":=P11+pama+pss___'_”cote'

II. Berechnung von P, =p, —— +p2 dn’ + 2, dx’. Es ist:

. z? + 2% + x5 = m,
mithin:
dix,
! dn +x2 an , T % an 0.
Folglich:
de, dzx, de,
Zy, xld—,:-l'xg'gf'l"zad—,:

dx,
ply .pl dl+p2 d2+p3 d”

dz, dz,
= 6‘3 d—': _— 6‘2 "d—':' = th(x283 — $382)

('”91 sin &) == mpo, cos ¥, @ day N-’"x

, dn
7*

P2x1 =
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Somit schliesslich:

_ de,
B =N
ebenso:

de, P, da,

P=NGw B =Ng"

Hieraus ergiebt sich, wenn man addirt, infolge der Definition von n,
8P, = N3 (a4, + 0y + a) = N L2 — 3w,
somit:
P, = N.

III. Berechnung von P, -—101 + D dN + g gf\f :illzv Der

Ausdruck ﬂ\’ ist ein bestimmtes Integral zwischen den Grenzen 0. und u,

da N in 2 nur implicit, némlich infolge der Grdssen A4, welche sich unter
dem Integralzeichen befinden, vorkommt. Da man in P;, ohne seinen
Werth zu #ndern, ¥ =— O setzen kann, so hat man einfach:

dx,

B (p1 v Thay T 5 dN)u =0,

Um diesen Ausdruck berechnen zu kbnnen, sind wir gezwungen, in
Bezug auf 4, und a, eine specielle Annahme zu machen. Wir nehmen
4; = 0, a; = n an, wodurch an den vorhergehenden Rechnungen nichts
gedindert wird, die folgenden aber sehr vereinfacht werden, da diese An-
nshme fiir ¥ = 0 die Gleichungen

a9, de,

=035 =av =0

nach sich zieht. Wie oben hat man:

dx, da, d ds, ds.
Pooy = 83 75 — % g8 — aw %% — 238,) + 5 g3 — % an

Driickt man 2,8, — 8,23, S, S3 als Functionen von N und von g; und
©, wieder als Function von s;, welches N nicht enthilt, und von N aus,
so findet man:
TySy — TgSy == mQ, sin Jy; o= N — s5?
(@y — ag) $y2=1—a;5? — 4;0,% (33 — a3)8,? =1 — a,5,* — a0,
Hieraus erhiilt. man:
de, _ N ds, —aN  ds —a,N

AN T o AN T (a—aps, ' aN T (@, —aps,
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Mithin :

Pz, = msind, g + mg, cos ¥, %’%‘7 — (7‘2—_-_—1{3)—82—8-3 (222,38, + a32585)
= Nz, 3—8‘1' :_IVQ (e85 — 38) — (%_%’g (A28, + 3238;)
=Nz 7y a9, v+ (a——aai)vm {225, [(a, — a5) 53 — a50,7]

+ @385 [(a5 — ) 5,2 — 50,71}
= Na, % + %—11:_—11?32_33 (@52 — 1) (2,8 + %385)-

Da
Z18 + a8y + 2385 = 0, 4152 + 55,7 + @357 = 1

ist, so hat man weiter:

- A8y Niz,s, (a,8,° 4 348:%) —_ ( a9, )
B = Mo gy + e taiens = 4 \Van T4
Hebt man den Factor #; und macht 4 == 0, so kommt:
P, = 0.

V. Vollendung der Integration. Die vorhergehenden Rechnungen
fiihren die Integration der gegebenen Gleichung auf diejenige der folgenden
zuriick:

dk = N2 am 4 Nan.

Wihlt man fiir % eine beliebige Function von m und #, so ist:

dk cots dk

am N m’ dn . ,
Wir erhalten somit k, N, cot & ausgedriickt durch m und . Mithin werden
%,, %,, ¥3, ¢ Functionen von m, », « sein und die Elimination dieser drei

Grossen giebt das allgemeine Integral.!)

1) Schlafli giebt eine schne Anwendung der vorstehenden Ldsung auf
die Bewegung eines Korpers um seinen Schwerpunkt (a. a. 0. S. 94—96.).



4. Kapitel.
Die Pfaff’sche Methode.)

§ 13.  Pfoff’s Transformation.

48. Allgemeiner Gedankengang des Pfaff’'schen Problems, —
Pfaff hat die Aufgabe der Integration einer partiellen Differentialgleichung
erster Ordnung von dem folgenden allgemeinen Problem abhiingig gemacht,
welches seinen Namen trigt: Wenn ein Differentialausdruck

Xdz, + Xpdzy + - - - + Xpde, . . . . . (1),

in welchem X;, X;, ... X, Functionen von z,, #,, ..., 2, sind, gegeben
ist, denselben in einen andern zu transformiren von der Form

A(Uyduy + Uyduy + - - - 4+ Upey@tmy) . . . . (2),

in welchem Uj, U,, ... Up,_; Functionen sind von m — 1 neuen Vari-
ablen w;, uy, ... W%pn_,, die ebenso wie A mit den alten Variablen durch
zu bestimmende Gleichungen verbunden sind.

Wir nehmen an, diese Gleichungen seien von der Form:

o= oy (U, Ugy ooy Ummgy Tp) - . . . . (3y)

Zp—y == Ty—y (up Ugy o o oy Uy, xm) o e (3m—1)-

) Pfaff, Methodus generalis, aequationes differentiarum partialium nec non
aequationes differentiales vulgares, utrasque primi ordinis, inter quotcumque varia-
biles complete integrandi (Abh. d. Berl. Akad., 1814—1815, S. 76—136). Eine
Analyse dieser Abhandlung hat Gauss gegeben (Gdttingische gelehrte Anzeigen,
1. Juli 1815; Werke Bd. III, S. 231—241) und Jacobi; Uber die Pfaff'sche
Methode etc. (Crelle’s Journ. Bd. II, 8. 347—857), Sur la réduction etc. (Journ.
de Liouville t. III, p. 161 u. ff.). Die Abhandlungen von Jacobi und die kleine
Bemerkung von G auss enthalten verschiedene Vervollkommnungen der Pfaff’schen
Methode, die wir weiter unten angeben werden. Man vergleiche auch die weiterhin
folgenden wichtigen bibliographischen Hinweise.
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Fiir irgend .eine der Verdnderlichen z;, ..., Zm—; hat man:
oz oz
ds = - duy + s L duy + - + gu, Wm + - dwm - 4.

Substituirt man diese Werthe in den Ausdruck (1), so findet man:

ox, oz, 3%m—y
(5 +x W, T + Xos 2552 du
THIL I TR + Xy ) -
1 Sttm—; —1 2 Sum— —t Oum— m
aw' az Sxm—-x
+ (Xl orm + X2 6—‘-’”_1: + ..... + Xm—i 0%m + Xm) dxm

Damit der Ausdruck (5) die Form (2) annehme, muss 1) der Coeffi-
cient von dz,, null sein, 2) miissen die Coefficienten von du,, du,, . . ., duy
von der Form sein: AU, AU, ..., AUp_y, wo Uy, U,, ..., U,_, Functionen
sind, welche explicit nur noch die Verinderlichen u,, %,, ..., %,—, ent-
halten. Dazu ist erforderlich, dass

d _dloga 1 di
oy (08AD) =~ = = 7 o

sel. Die vorher genannten Bedingungen driicken sich also analytisch folgender-
massen aus:

oz, ) 0Zm—
X g + X, 8—';;' =AU, . . . . (6),

ox OTm—
1 auml_. + """ + m— 3‘um-—: = 'lan—l . . (6m—1)y

o, o

. Ry + Xy B X =0 . (6a),
L, 1 a1 il 1 dL
lb d.’l?m = lU? axm - AU m— dmm 1 dzm '

47. Bestimmung der Relationen, welche zwischen den alten
und den neuen Verinderlichen bestehen. — Wir wollen die Ab-

leitungen nach z,, welche in diesen letzten Gleichungen vorkommen, bilden.
Es ist:

a\zu (dX o,

, o, dXm—y 3Tm—y
dxm = dxm du + + dzm du

8’.1:1 szm—.
+ (Xl ausxm"" R . oudzm |
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Subtrahirt man von dieser Gleichung diejenige, welche man erhilt,
wenn man die Relation (6,) nach » differentiirt, nimlich

dXm __ (dX, bz, AXm— 8Zm—,
—du*(Tz‘zZaT,;+""+ du axm)
8%z, 8°Zm—y
+ Xl dudrm + + m—1 Sucmm)

s0 erhilt man:
aXm @_(Xmﬁ_Q(l dx, +
du dzm  \dzm Ou du dxm | ' T

+ dXm—y 0Lm— aXm—y 6-1‘7»—1).

dxm ou du 0xm

In dieser Gleichheit ersetzen wir nun die Ableitungen der Grissen X
nach % und z, durch ihre Werthe. Es ist allgemein:

dX X oz 80X  Tm— 8X
dem 633 swm + + &cm —y  O0ZTm + 0zm
aX X 8:0, B 0%m—y
du oz, +- b‘Zm—: ou
coqs . a\u .
Setzen wir diese Werthe in den Ausdruck von Jo €, so erhalten
m
wir:
dAU Eﬂ[ 08X, . aXl) ox, 4o (GX, . 8 Xom )]
dem ~ du oz, oz, | 8xm Oxm oz,
+ .
8Zm— [ [0 Xin— _ 8X, ) ox, {(?Xm—g - SXm)] 8
+ ou [ oz, 0Zm—y | OTm +ot 0xm ( ).

Setzen wir zur Vereinfachung

_ 8Xu X
y v) = dxy dxp’

(Va M) = — (U, v), (u, u) =20

so dass

ist, und ferner:

=D 1,8 mo) R (Lm) (9)

dxm
h=@D 2 422 o+ @D (2m) (%)
by = (m—11) o "”l e (=1, m—1) 2 g 1, m) (9),
fon = (m, >§:; ----- + omom— )2 ) L (9),
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so geht die allgemeine Gleichung (8) iiber in:

ailu o, aq 8Lm—
o=k itk & +...v.+k,,,_,%’- . . (10).

Indem man # == wu,, ¥ == #y, ..., %= U,y annimmt, findet man die
m — 1 folgenden Gleichungen, denen wir eine aus den Gleichungen (9)
abgeleitete Gleichung hinzufiigen:

dy, = oz, oz, OLm—1
dxm kl ou, + k'3 ou, + o R ou, . (111),

dAUn— __ 5, Oz oz, OZm—1
dxn - kl SUm—1 + k2 OUm— + e + k'"-l Bum ( lm_l)’
- oz, axL_ OTm—1
0 — kl 0L m + kl OZm + + km—l 0Tm +km(11m)-

Vergleicht man diese Gleichungen mit den Relationen (6) und (7), so
sieht man, dass man allen durch diese letzteren ausgedriickten Bedingungen
geniigt, wenn man setzt:

, k, ke km

X X Xon—y - ﬁXZ

12).

Jedes dieser Verhiltnisse ist ferner gleich
1 dr
A dxm’
Man hat also, um die Ptfaff’sche Transformation auszufiihren, das
System (12), in welchem nur Ableitungen nach x, vorkommen, zu inte-

griren. Man schliesst daraus, dass man die m — 1 Integrationsconstanten
als die neuen Variablen u,, ..., %,—, nehmen kann.

In besonderen Fillen, d. h. fiir gewisse Werthe der Functionen X,
reduciren sich die m — 1 Gleichungen (12) auf eine kleinere Anzahl und
es bleiben eine oder mehrere der Relationen (8) willkiirlich. In diesem Falle
ist es das einfachste, den Werth einer oder mehrerer der Ableitungen

ox, 0z, 8-’13”1—1
8xm’ dxm’' T G«Lm

willkiirlich anzunehmen, was darauf hinauskommt, dass man eine gewisse
Anzahl der neuen Verinderlichen % als mit den alten identisch annimmt.
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48, Aufissung der Gleichungen (12) nach den Ableitungen

aj:; ) — Um die Gleichungen (12) aufzuldsen, setzen wir:
m

1 di

T dam o = iy

Hierdurch nehmen diese Gleichungen die symmetrische Form an:

) doy + (1,2 dzy + - + A, m) dzy = X dTpy, . (18,)
@ 1) do, + (2,2) dzy + - + @, m) oy — Ky, . (13,)

(m, 1) da, + (m, 2) doy + - -+ + (m, m) dzy = Xpdpy, . (13,).

Die Determinante dieses linearen Systems ist die schiefe symmetrische
Determinante:

1,1), (1, 2), (1,3), ... (1, m)
@2 1), (2,2), 2 3), ... (2 m)
G = [(81),2),(33),..., 3 m

(m, 1), (m, 2), (m, 8), ..., (m,m)
Diese ist aber bekanntlich das Quadrat der Pfaff’schen Function
1,2 8, ..., m),

falls m gerade ist, und identisch null, wenn m ungerade ist. Es folgt
hieraus, dass die Pfaff’sche Transformation allgemein nur mdglich ist,
wenn m gerade ist. Damit sie in dem Falle mdglich sei, wo m eine un-

) Alles, was sich auf die wirkliche Auflssung der Gleichungen (12) bezieht,
gehdrt eigentlich nicht zu der hier dargelegten Theorie. In Bezug auf die schiefen
Determinanten und P faff'schen Functionen verweisen wir auf Baltzer, Deter-
minanten, § 3, Nr. 8, 8. 21; § 8, Nr. 1—4, 8. 52—60; § 9, Nr. 4—5, S. 67—68.
Pfaff und Gauss bemerken, dass es unmdglich sei, das System (12) aufzuldsen,
auch wenn m ungerade ist, geben aber dafiir keinen Beweis. Jacobi giebt die
wesentlichsten Begriffe hinsichtlich dieses Gegenstandes in der oben erwihnten
Abhandlung. Indessen riihrt die Theorie der Pfaf{'schen Determinanten besonders
von Cayley her, dessen Arbeiten von Baltzer in dem genannten Werke ihrem
wesentlichen Inhalte nach reproducirt und vervollstindigt sind. Den eleganten
Kunstgriff, dessen wir uns weiter unten bedienen, um das System (12) aufzuldsen,
entlehnen wir einer kleinen Abhandlung von Cayley, wo er beildufig angewendet
wird: Démonstration d'un théoréeme de Jacobi par rapport aw probleme de Pfaff
(Crelle’s Journal. Bd. 57, 8. 273—277), 8. 275, Durch Nachahmung des Cayley’schen
Verfahrens konnten wir die Gleichung (15) finden, ohne die Eigenschaften der ad-
jungirten Determinanten zu benutzen, wie es Baltzer thut.
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gerade Zahl ist, miissen die Determinanten, welche die Zihler der Werthe
der Unbekannten dz,, dz,, ... bilden, simmtlich zu gleicher Zeit null sein,
wie der gemeinschaftliche Nenner, welcher die oben hingeschriebene Deter-
minante ist; dies ist dasselbe, als wenn man sagt, die Gleichungen (18) sind
nicht alle von einander unabhingig.
In dem Falle, wo m gerade ist, hat Cayley eine ausserordentlich ein-

fache Methode, diese Gleichungen aufzuldsen, angegeben. Wir setzen:

— X =0Am+1), —X,=02,m+1), ..., — X, = (mmH 1);
dann konnen wir die Gleichungen (18) folgendermassen schreiben:

A,1)dz, + (1, 2) dzy + - + A, m) dzyy + (1, m41) dzpy, =0 (14,)

(m,1) dz, + (m,2) dz, + -.. 4 (m,m) dz,, + (m,m+ 1) dz,,, =0 (14,,).
Offenbar hat man hieraus:

dx, _ dz, o
2,8,4,...,mm+1) — (3,4,5...,mF1,1)
_ dxm . d.’l?m+| .
m+1,1,2..,m—1) (1,238,..,m

wo die Nenner Pfaff’sche Determinanten sind. Nach der Theorie dieser
bemerkenswerthen Ausdriicke findet man nimlich, wenn man diese Werthe
in die Gleichungen (14) substituirt, als Resultat der Substitution die folgenden
Pfaff’schen Determinanten, welche identisch Null sind, da sie zwei gleiche
Indices haben:

(1,1,2,8,4,..,m+1), (2,1,2,3,4,..,m+1), (3,1,2,3,4,...m+1),....

Mittels X;, X;,... kann man leicht die Werthe von dz,, dz,, ... aus-
driicken. Nach einer fundamentalen Eigenschaft der Pfaff’schen Determi-
nanten ist:

(2,84..,m4+1)=—m+1,2,8,4,..,m)
=—[m+41,2) 3,4,..,m) + m+4+1,3) (4,5,...,m2)+ -]
oder auch:
—(2,3,4,..,m+41)=X,(8,4,..,m)+X;(4,5,...,m2)+ ... + X,, (2,8, ....m—1).
Ebenso:
—(8,4,5,..,m4+1,1)=X;(4,5,...,m1)+ X, (5,6,...,m,1,8) 4 ...

—(m+41,1,2,8,..,m —1)=X,(2,3,4,..,m—1)+ X,(3,4,5,.,m—1,1)+...

In dem Falle, wo m ungerade und somit m 4 1 gerade ist, sind die
Gleichungen (14) nicht mit einander vertriiglich oder sie lassen sich auf eine
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geringere Anzahl reduciren. Es ist leicht, die beiden Fille zu unterscheiden.
Multipliciren wir
die erste Gleichung mit (2, 8, 4, ..., m),
, zweite ” w (8,4, 5, ..., m1),
, dritte ” w (4,5,6,..,m1,2)
u s. w.

und addiren wir die Resultate, so werden die Coefficienten von dz,, dx,, ..., dz,,
Pfaff’sche Functionen, welche identisch null sind, weil sie zwei gleiche
Indices haben. Mithin ist das schliessliche Resultat:

[@,m+1) (2,8,4,.., m)+(2,m+1) (3,4,..,m 1) +-...]1dzyu4, =0,
oder auch:
1es,...,m4+1)=0. . . . . . (15)

In dem Falle, wo m gerade, also m - 1 ungerade ist, ist diese
Gleichung identisch erfiillt; ist aber m ungerade, also m 4 1 gerade, so
ist die linke Seite dieser Gleichung im Allgemeinen nicht null und die
Gleichungen (14) und (15) sind somit miteinander unvertriiglich. Wenn
aber im Besonderen die Werthe von X, . .., X,, so beschaffen sind, dass
1,2,8,...,m+ 1) = 0 ist, so reduciren sich die Gleichungen (13) auf
eine geringere Anzahl und sind mit einander vertriglich. Diese Bedingungs-
gleichung (15) kann die folgende Form annehmen:

X,(2,8, .00 m) + X, By m, 1) oo KL, 2, m— 1) =0 (159,
Dieselbe ist bereits von Jacobi angegeben worden, der sie in weniger
einfacher Weise, als wie wir sie abgeleitet haben, gefunden hat.
49. Erweiterung der vorstehenden Transformationsmethode.!)
Wir betrachten einen Differentialausdruck
Q = Xidz, + Xydzy, + -+ - + X,,dz,,.

Wie wir soeben gesehen haben, kann derselbe in einen Ausdruck

A(Ydy, + Yody, + - - - + You 105, y)

transformirt werden.

1) Gauss Werke, Bd. IIT, S. 233—234. -Gauss hat gezeigt, dass die Trans-
formationen, um welche es sich hier handelt, nur implicit in der Abhandlung
von Pfaff enthalten sind. Jacobi (Journal de Liouville, t. III, p. 201) setzt
beinahe dieselben Transformationen in umgekehrter Reihenfolge auseinander.
Lagrange und Monge haben oft Rechnungskunstgriffe angewandt, die dem
in dieser Nummer dargelegten von Gauss #hnlich sind.
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Eine analoge Transformation kann man in dem Falle ausfilhren, wo
es sich um einen Ausdruck handelt, der eine ungerade Anzahl von Diffe-
rentialen enthilt:

Q =Ydy, + - -+ Yoo Wons + You18Yp01.

Dazu transformirt man zunichst gemiss der vorhergehenden Theorie
Q — Y, 1dy,, 1, indem man y,, ; als Constante betrachtet, so dass
dieser Ausdruck die Form annimmt:

Ay (Zydey + -+ + Zy,_gdey, )
Man hat alsdann offenbar:

Q =4 (Zdey + - + Zy, 3d20,_3) + Zy, 230,
in welchem Ausdruck

0z ” 82yn—,
Z2n—2=Y2"_1——,ll(Zl L4 4 7, qn__.;)

A 0Ysn—y "3 0Yen—s
ist. - °

Wir wollen erste Transformation diejenige von Pfaff im Falle, wo
m gerade ist, und zweite Transformation diejenige nennen, die wir soeben,
Gauss folgend, angegeben haben. Hiernach wird man schliesslich, wenn
man (n — 1) mal die zweite Transformation auf den Ausdruck £, an-

wendet, diesen Ausdruck auf die Form bringen knnen:
Udu, + Uydu, + - - - 4+ U,du,.

Ein Differentialausdruck £, welcher eine Variable und ein Diffe-
rential mehr enthilt, wird dieselbe Form annehmen, wenn man einmal
die Transformation I und (» — 1) mal die Transformation II anwendet. In
diesem letaten Falle hat man, um diese Transformationen auszufiihren, »
dem System (13) analoge Systeme von simultanen Gleichungen zu inte-
griren, n#dmlich:

1 System von 2% — 1 simultanen Gleichungen,
1, s 2n—3 " ”

1 System von 3 simultanen Gleichungen,

1 einzige Gleichung.

In dem Falle, wo es sich darum handelt, einen Ausdruck £, mit einer
Variablen weniger zu transformiren, hat man ein System weniger zu inte-
griren. Jedes System kann erst nach der Integration des vorhergehenden
gebildet werden. Daraus geht hervor, dass die Pfaff’schen Transformationen
in der Praxis ausserordentlich complicirt sind.
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§ 14. Integration der totalen Differentialgleichungen und der partiellen
Differentialgleichungen erster Ordnung nach der Pfaff’schen Methode.

50. Vollstiindiges Integral einer totalen Differentialgleichung
nach der Methode von Pfaff. — Es sei zu integriren eine totale Diffe-
rentialgleichung zwischen 2% oder 22 — 1 Verinderlichen, also z. B. zwischen
2n Vertinderlichen

Xindeyy + Xipdwyy + o0+ Xjp,d2y,, =0 . . (1)

Man kann diesen Ausdruck zun#ichst nach Gauss in einen andern
transformiren von der Form:

Udu, + Uydu, + -- - + Updu, = 0.

Dies fiibrt zu dem vollsténdigen Integral, welches gegeben wird durch
die Relationen:
Uy = Gy, Uy == Gy, ... Uy == Gy

wo die @ Constanten sind.

Man kann auch anders verfahren, indem man den von Pfaff ange-
gebenen etwas einfacheren Weg einschligt. Man transformirt die gegebene
Gleichung in die folgende:

XonA%ayy + Xppd@yy + - + Koy 182y, =0 . (1,).

Um darauf die nimliche Transformation anwenden zu kénnen, setzen
wir
Zan—1 = Oy,

und kénnen alsdann (1,) auf die Form bringen:

X 3y + XgpdZgyy + o+ + Xgpp 30309, =0 . (1y).
Wir setzen darauf
L312n—g = Ay
und transformiren sodann (1;) in:
X102y + Xy + - - + Xy 545,05 =0 . (1)
Man setze ferner
Lygn—p = O3
und fahre in dieser Weise fort, bis man zu einer Gleichung
X 020y + XnodZny + Xpgdang =0. . . . (1,)
gelangt. Setzt man sodann:

Zpg = Q,_1,

so ergiebt die Gleichung ein Integral von der Form:

[(@n1) Zng) = G
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Das Ensemble der Relationen

Zoy op—1 = &
T35 9n—3 = Qo
Zyy 25 = Q3
Zn,g = Gp—y
f = an

bildet ein Integral der gegebenen Gleichung mit % willkiirlichen Constanten;
man kann dasselbe ein vollstindiges Integral der gegebenen Gleichung
(1) nennen.

Man findet ebenso ein vollstindiges Integral mit » willkiirlichen Con-
stanten, wenn es sich um eine totale Differentialgleichung mit 2% — 1 Ver-
inderlichen, wie z. B. (1,), handelt.

51. Integrale, die man aus dem vollstindigen Integrale ab-
leiten kann. — Bei der vorstehenden Auflssung, die man entweder nach
Gauss oder nach Pfaff bewerkstelligen kann, bringt man im Grunde ge-
nommen die Gleichung immer auf die Form:

Udu, + Uyduy + -+ + Updu,, = 0 . . . . (@)
und integrirt sie, indem man setzt:
Uy = Ay, Uy == gy . ... Uy = Gy

Dies ist jedoch mnicht die einzige Art, diese Hiilfsgleichung (a) zu inte-
griren. Man kann auch mit Pfaff und Gauss setzen:

Fuy, sy, ..., %) == 0,

wo F eine beliebige Function ist, und dieser Relation die » — 1 folgenden
adjungiren, welche zusammen mit F' = O ein Integral von (1), das so-
genannte allgemeine Integral, geben:

3F  oF oF
o & — dun
.- 0T T

Jacobi hat gezeigt, dass man auch noch andere Integrale in folgender.
Weise finden kann. Wir setzen:

Fl(“l) Upy oo oy Up) == 0,0 ., Flt(ul, Ugy o “n) = 0.
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Aus diesen ergiebt sich:

S A+ St o+ S, = 0

GF/. GF/.

duy + G dy +‘”’"A 0.

Eliminirt man % Differentiale du aus diesen Gleichungen und der Gleichung
(@) und setzt die Coefficienten der anderen in dem Resultat gleich Null,
so erhilt man n —k Relationen:

Frpy =0, Fypp = 0,.., F, =0,
welche zusammen mit den willkiirlich angenommenen
F, =0, F,=0,..., F;,=0
ebenfalls ein Integralsystem der Gleichung (1) bilden.?)

52. Anwendung auf die Integration der partiellen Differential-
gleichungen erster Ordnung. — Nach einer scharfsinnigen Bemerkung
Pfaff's kommt die Integration einer partiellen Differentialgleichung

f(o 2y gy ooy Ty Piy Py - o w D) =0 . . . . (2)
auf diejenige der totalen Differentialgleichung

Pz, + - +pudz, + 0.dp; +--- 4 0.dp,_4 + (—1)dz = 0(3),
in welcher man sich p, durch seinen aus der Relation (2) abgeleiteten

Werth ersetzt denkt, zuriick.

Man kann die vorige Methode auf diese Gleichung (3) anwenden. Dazu
setze man:

Tnyy = Pty Tnds == Py« - o Loy 1 = Pty &y, = &,
Xy =p, X =Py.-n Xy g = Poty Xy = pn,
Xn_’_‘ = 0, Xn+2 == 0, ..y Xﬁn—-l = 0, in = —— 1_

Fast alle durch das Symbol
(m v)
ausgedriickten Grossen werden Null, so dass die Werthe von %, . . ., &,
sich bedeutend vereinfachen, zu gleicher Zeit aber auch ihre symmetrische
Form verlieren.

) Man findet auf diese Weise simmtliche Losungen, wie leicht zu sehen
ist, wenn man sich Nr. 12 vergegenwiirtigt.
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Man findet:

k _ dpl — d])n ‘1"”_"_

v T & dzx, dz’

k. —— dpw . Vdpn fd_x_”

C dx, dz’

k _ dpn—; _ @” %

S 7 dz,_, dz’
dpn da, dpn_ d@,_, | dpn

kn dx, dz +-+ dey, dz dz
dpn dp, dpn  dpn_,

tap @ T &, a

‘atl T dz dp, dz°’

b G dpa dm

Zn—t T dz apn— dz’

I dpn dzn

mn dz dz°

Die Differentialgleichungen der Transformation sind diesen Werthen
zufolge, wenn man beachtet, dass jedes der Verhiltnisse % : X gleich

ksn . dpn ‘_1_”_"

X,,  dz dz
ist, und wenn man dz weghebt:
dp dp dp

d dj dp.
Aap,_1 = (dxf: + Pra 755) az, Az, 4 = — den_, dz,,

d a
de = ( n —P1 d_p_;;’: —— e Ppa dpz::l_l) dazy.

Um diese Gleichungen auf eine mehr symmetrische Form zu bringen,
bemerken wir, dass man nach Gleichung (2) hat:

of of
dpn __ __ 3= dpn _ __ 3P
dr — ~ 8f dp E
opn apn

Fithrt man diese Werthe in die Transformationsgleichungen ein, so gehen
dieselben iiber in:

ﬁ-=....=.ﬁl_@=k=m=@%=.“=% (a4)
of o T P P P, p, = "0
op, dpn

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 8
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wenn man wie im vorigen Kapitel setzt:

[/ 9]
R Y
¥
P, = . 5z P
L
P o—=p gttt payy

Pfaff ist somit genau zu denselben Hiilfsgleichungen gelangt, zu
welchen Jacobi spiter gekommen ist, indem er der Lagrange’schen Me-
thode ihre natiirlicie Erweiterung gab (vgl. den ganzen § 11). Wie wir
bereits erwithnt haben, geschehen die Rechnungen in den beiden Methoden
in derselben Weise, nur in umgekehrter Reihenfolge.

Bei der urspriinglichen Methode von Pfaff hat man # dem Systeme
(a’) analoge Gleichungssysteme zu integriren, welche % Relationen mit
willkiirlichen Constanten ergeben. Die Elimination von p,, p,, - .., P, zwischen
diesen 7 Gleichungen und der gegebenen Gleichung fithrt zu dem voll-
stindigen Integrale der partiellen Differentialgleichung (2).

Die Bildung der sndern Hiilfssysteme (a’) lisst sich nur in jedem be-
sonderen Falle ausfiihren, da dieselben von den Integralen des ersten dieser
Systeme abh#ingen.?)

§.15. Vereinfachung der Pfaff schen Methode.
Umgekehrtes Problem.

53. Vereinfichung der Pfaff’schen Methode fiir'die Integration
der partiellen Differentialgleichungen durch Jacobi.?) — Nimmt
man wie in den Nr. 42 und 43 an, dass man die Hiilfsgleichungen, welche
wir gefunden haben, integrirt und dass man eine Anderung der Variablen

) Uber das Pfaff'sche Problem vergleiche man die bemerkenswerthen
Abkandlungen von Natani (€relle’s Journ. Bd. 57, S. 801—328), von Clebsch
(Crelle’s Journ., Bd. 59, S. 190—192, Bd. 60, S. 193—2561, Bd. 61, S. 146— 179)
und von Dubois-Reymond (ibid. Bd. 70, 8. 299—313); ferner verschiedene
Schriften von Lie in den Abhandlungen der Akademie zu Christiania. Wir hiitten
ferner noch in der ersten Auflage Grassmann, Ausdehnungslehre, 1862, Nr. 500 bis
527, 8.-347—385 erwihnen miissen. Seit 1875 haben Lie, Frobenius, Darboux,
Morera u. A. Arbeiten iitber das P faff’sche Problem von hochster Wichtigkeit
verdffentlicht. Behufs. vergleichender Analyse dieser Abhandlungen verweisen
wir auf A. R. Forsyth, Theory of Differential Equations, Part I, Exact Equations
and Pfaff’s Problem. Cambridge, University Press, 1890 (XIII u. 340 S. in 8.

?) Jacobi, Journal de Liouville, Bd. III, 8. }71—182, § IX der Ahhand-
lung. Jagobi wundert sich, dass Pfaff die in den Nr. 53 und 54 auseinander-
gesetzte Erweiterung nicht gefunden hat. Indessen war die Sache nicht so ein-
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vorgenommen habe, so wird die Integration der gegebenen Gleichung auf
diejenige der Gleichung

Cldul + Czdu2 + T + Czn—-ldu'.’n—-i =0

zuriickgefiihrt. sein, in welcher w,, . . ., uy, , die Constanten der Integration
der Hiilfsgleichungen und die C durch die Relationen definirt sind:
dzn
U=p du + g
ga_t s
U— Co 0z P

Jacobi hatte, als er die Untersuchungen Hamilton’s iiber die Dynamik
studirte, den gliicklichen Gedankerd, in diese Theorie die Anfangswerthe
der Variablen, nimlich zj, %4, . - ., Zng, Pyos - - - Pnoy €inzufiihren und das
in der vorstehenden Gleichung vorkommende Integral zwischen den Grenzen
%y und z zu nehmen. KEs ergiebt sich auf diese Weise:

(o
U = er— zoaz P’
C=T, = pro Do ... |y, B,

no du

Die zu integrirende Gleichung reducirt sich auf

Upodty + - - -+ + Uypyg o dtty, 3 = 0,
oder ausfithrlich hingeschrieben:

dx“,

dzx
P1o (71;—10_ dul + + d“gn 1
+

d
+.pno( 0 dul + - + d o, du2n—l) = 0,

d“zn—l)

D1of2y + -+ - -+ Ppdz,, = 0.

fach, da Jacobi selbst nicht daran dachte, als er sich mit der Lagrange’schen
Methode beschiiftigte. Er hiitte dazu in die Gleichungen die Anfangswerthe der
Variablen einfilhren miissen. Dies that Cauchy seit dem Jahre ¥819. Jacobi
erkannte die Tragweite dieser Wahl der newea Veriinderlicken erst im Jahre 1835
nach den Arbeiten von Hamiltan iiber die Dynamik. Aus diesem Grunde diirfte
man in Deutsehland die soeben dargelegte Integrationsmethode mit Unrecht als
die Hamilton-Jacobi'sche bezeichnen, da Cauchy lange vor diesen Geometern
durch eine direktere Methode als diejenige von Pfaff die spiiter von Jacobi
auf ziemlich mithsame Weise wiedergefundenen Resultate entdeckt hatte. Herr
Lie bemerkt ebenfalls in einer seimer spiiterem Abhandlungen, dass die von
Jacebi vervollkommnete Pfaff'sche Methode eigentlich die Cauchy'sche Methode
heissen miisste.
8*
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Als Integralsystem dieser Gleichungen kann man nehmen :
Tyg == Gy, Tyyp == Gy, ..., Tpy = Gy,

WO @y, dy, ... 0, Constanten bezeichnen.

Hieraus ergiebt sich die folgende Regel zur Integration der Gleichung
(1) Es sei f, das, was aus irgend einer der Functionen f wird, wenn man
darin # = ¢, setzt. Man leite aus den Relationen

fio = U, .. fon_1i0 = Uon_1y fopo = 0
die Werthe von #, . . ., z,,, Do) - - - D, als Functionen von u,, . . ., %,
her und man finde auf diese Weise die 7 Relationen:
Zy9 = Fl (uiv D) “21:—1):
Ly == F, (uh B u‘.’n_l)'

Um das vollstindige Integral der Gleichung (1) zu erhalten, braucht man
dann nur, nachdem die % durch ihre Werthe ersetzt sind, p, ..., p, aus
den Gleichungen

Fy = A, F2 = Gy, - . ., Fp, = a,
zu eliminiren.

Bemerkungen. I, Ist infolge der gegebenen Gleichung P = 0, so
giebt die vorgenannte Methode # = 2, als ein Integral der Hiilfsgleichungen.
In diesem Falle findet man nicht mehr direkt das vollstindige Integral,
wie leicht zu sehen ist und wie wir bei Gelegenheit der Cauchy’schen
Methode zeigen werden, bei der dieselbe Ausnahme eimtritt.

‘II. Anstatt die » und 2z als neue Verinderliche zu nehmen, kann man
die % und irgend eins der # nehmen, wodurch die von Jacobi abgetnderte
P faff’sche Methode sich derjenigen von Cauchy noch mehr nghert. Der
Hauptunterschied zwischen den beiden Methoden besteht darin, dass Cauchy
von Beginn der Rechnung an # — 1 neue Variablen als Functionen der alten
und % willkiirliche Constanten anwendet, wihrend Pfaff und Jacobi 2%»—1
neue Verinderliche anwenden und gezwungen sind, im Verlauf der Rech-
nung % derselben Constanten gleich zu setzen oder vielmehr, wie wir ge-
sehen haben, % Functionen dieser Variablen gleich Constanten zu setzen,
was auf dasselbe hinauskommt.

54. Vereinfachung der allgemeinen Pfaff’schen Methode durch
Jacobi,l) — Wir haben oben (Nr. 53) angedeutet, wie Jacobi, gestiitat
auf die Arbeiten von Hamilton, die Integration der Gleichung (2) auf
diejenige des einzigen Systems (a‘) zuriickgefilhrt hat. Wir wollen jetzt

1Y) Jacobi, Journal de Liouville, Bd. III, S. 194—201, § 12 der Abhandlung.
Der in dieser Nummer und in der folgenden behandelte Gegenstand gehort eigent-
lich nicht zum Gegenstande dieses Buches.
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zeigen, wie er in analoger Weise unmittelbar sammtliche Hiilfsgleichungen
bilden konnte, deren man bei der allgemeinen Pfaff’schen Methode zur
Integration einer totalen Differentialgleichung bedurf.

Es sei zJ, ein Werth von z,,, fir welchen z,, x,, ... %, ; die
Werthe 29, a5, ..., 23, , annehmen. Setzt man
Z = x? + (‘”271 - ’52,,) §n X, = X? + (x:'n - x:n)‘gl,
z, = -’ﬂg + (xzn - xgn) §2a Xz = Xg + (xgn - xgn) E"n

Typy = xgn—-l + (wzn - an) §an_v 2 2—1 'X:n_t + (x‘m - zgn) E;n—p
Ton = xgn + (x‘m - xan) §‘m7 Xm = Xgn + (x‘.m - xgﬁ) E’an,

wo &, ... &gp_y fiir x,, = 2) nicht unendlich werden und §,, = 1
ist, und fiihrt man an Stelle der alten Variablen ihre Anfangswerthe und
Zyn ein, so findet man:

Xdz, + Xdz, + --. + X, dw,,
—Bd"’ +deo+ -+ B, 2n—1 2n-—|+B dx

Nimmt man an, dass die oben gegebenen Relationen zwischen den
neuen und den alten Variablen diejenigen seien, welche die erste P faff'sche
Transformation auszufiihren gestatten, so hat man B,, = 0; sodann kann
man, da

2 306k o
Bi = X% + (@, — @) §i + (@, — 23,) 275 dgk Rt (@ — )" 2 dgxl; =,

von einem Faktor A abgesehen, unabhingig von «,, ist, darin z,, = 23,
setzen. Auf diese Weise geht also die gegebene Gleichung iiber in:

X%a® + Xodat 4 .. 4 X°,_dad, =0,

1 2n—l
Um dieselbe zu integriren, setzen wir

0
zﬂn—l

= a;
sodann transformiren wir dieselbe in eine andere, welche eine Veriinderliche
weniger enthilt, und zwar mittels der Integration eines den Gleichungen

(12) des § 13 analogen Hiilfssystems
ko __ K ka
X, X X'
Um diese neuen Hiilfsgleichungen zu erhalten, braucht man nur in
dem vorhergehenden System die beiden letzten Gleichungen wegzulassen und
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in den iibrigen x,, = x) zu setzen und sodann z,, , durch @ und
x; durch z? zu ersetzen. Diese Anderungen, ausgefiihrt in den Rechnungen
des § 12, geben in der That die Rechnungen, welche erforderlich sind, um
die letzte totale Differentialgleichung in

X®dz® 4 XOda® 4 .- 4 X2_da®_ = 0

2n—4 m—s
zu transformiren, U. s, w. Es ist klar, dass man in dieser Weise die Bildung
der Systeme von Hiilfsgleichungen fortsetzen kann und zu dem Integral-
system gelangt:

— . 00
z° =aq, T

J— 290 —
an—i m—3 azv as

o ___
an—s o X = Q.

Bemerkung. Eine grosse Vereinfachung tritt ‘ein, wenn
X =0..,X,,=0

ist. In diesem Falle kann man, wenn man bei einer Gleichung von der
Form

o r 7 r
XY A X el =0

mn—ar

angelangt ist, stehen bleiben. Man hat niimlich bereits r Relationen

2 r—1
— 0 . 0 .
X, _, = Q, Ty = Q... Zpggr = O

und kann ausserdem, um die letste transformirte Gleichung zu integriren,

unmittelbar

o — a o .
xn-H—" — Yrdy, t 0 xa"—ﬂ" = Q,

setzen. In dem Falle der partiellen Differentialgleichungen tritt dies nach
der ersten Transformation ein, da man hat: »r = » — 1,
55. Das dem Pfaff’schen Problem inverse Problem.!) — Es seien

o= (@ptyy ooy Ty Oy Cyy + . 5 Q) . . . . (4)

Zn == fn(Tngry - ooy By Qs By o 0y U)o . . (45)

1) Jacobi, Journal de Liouville, Bd. III, 8. 185—194, § 14 der Abhandlung,
giebt den Satz dieser Nummer, ohne die Variationsrechnung anzuwenden. Im
§ 10, S.182—185 beweist er den entsprechenden Satz fir die Hiilfsgleichungen ().
‘Wir haben es vorgezogen, um nicht auf die Pfaff'sche Methode zuriickzukommen,
an diese Stelle das allgemeine Theorem zu setzen, wobei wir uns der Kiirze wegen
der Bezeichnungen der Variationsrechnung bedienen, um das auf die Gleichungen
(a’) beziigliche Theorem als speciellen Fall zu geben. Unser Beweis ist eine
Nachahmung desjenigen von Jacobi, Vorlesungen, 8. 372—375.

Alles, was sich auf Gleichungen von der in der Bemerkung II angegebenen
Form bezieht, haben wir fortgelassen, um nicht in die Theorien der héheren
Dynamik einzugehen, wodurch unsere Arbeit zu ausgedehnt geworden wire.
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# Relationen, welche der totalen Differentialgleichung

Xdey + -+ X, dz,, =0 . . . . . (5)

geniigen, so dass

of,

1 0% 4

X, O 4 x, =0 . . . (6)

n
3-” n41

Lot X, =06
ist, Ferner nehmen wir die »# Relationen an:
X+ X Eap=0 @)
1 Ofn
Xlaf+ X pap =0 (T,

wo By, ..., Bn neue Constanten sind. Die Gleichungen (6) und (7) ent-

halten nach Elimination von 4 2n — 1 Constanten a;, . . ., @y, g 62_1
n
und sind die Integrale der 2% — 1 Gleichungen, a.uf welche Pfaff ge-

kommen war bei der Aufsuchung des Integrals von (5).

Wir denken uns nimlich, dass man aus den Gleichungen (6) und (7)
die Verinderlichen z als Functionen von A, der @ und. der £ bestimmt
habe. Lassen wir dann in den Gleichungen (6) und (7) @ und § um éda
und Of sich #ndern, so werden die z sich um Ox #ndern. Dies voraus-
geschickt, multipliciren wir die Gleichungen (6,), ..., (64), (7,), .. -, (74)
resp. mit O0Zpiqg, OZuyy, - . ., OZyn, Oy, . . ., Oa, und addiren die Resultate.
Dann ergiebt sich zufolge (4):

X, 02, + X0z, + .- + X,,07,, + A(B0a; 4 --- 4 Buda,) = 0 (8).

Differentiiren wir diese Gleichung nach A, so erhalten wir:

Z’Xéd‘”+2d16 +Zpda =10. . . . . (9)

Multiplicirt man die Gleichungen (6) mit dx;;,, .. ,d_‘aiv;_,, und addirt man

die Resultate, so findet man die folgende, iibrigens nach (5) evidente Re-
lation:

d
Tt X, =0

und hieraus durch Variation:

X% 4+ 2%ox—0 . .. .. (0
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Subtrahirt man von der Gleichung (9) die Gleichung (10) und die durch
A dividirte Gleichung (8), so kommt:

.4

2%

6—-2 6X——Z'X6x=0

Hieraus erhilt man, indem man die Coefficienten von Oz, . . ., Ox,, gleich
Null setzt:

ax, da, 0X, de,, 8X,.\ X,

Tzf—"(ﬁz-axl'*‘”"‘dz le) =0
dx“‘ — (.d_xl_ & + . g.xlf‘. ..aﬁ'!,) — X2n =0
i \di 0z, dr  dzx,, 2 '

Schreibt man statt den Werth:

‘_3_)_{ 8, 4 . 0X 8%y
ox, oA 0x,, O4°

so nehmen die vorstehenden Gleichungen die folgende Form an:

‘>n Yl
B+ % 1,2 4 B g2 =

d.r,,

X,
T (2m, 2n) = - ‘f"!'

Lien)+Zeny+. o+

und dies ist das Pfaffsche Hiilfssystem.

Bemerkungen. I. Damit die Variationen der x zugleich mit den-
jenigen der @ und f unabhingig seien, wie oben angenommen wurde, ist
erforderlich, dass die Gleichungen (6) und (7) so beschaffen sind, dass

@y -« Lyp)
ety - oy py By - - s fn)

nicht identisch Null ist.

II.- Das Vorhergehende kann insbesondere angewendet werden auf die
Hiilfsgleichungen, zu denen man gelangt, wenn man -das Integral der Glei-
chung

pr + f('e’ Zyy e oo Ty Piy o+ o Pp) = 0
sucht. Ist
= F(x;, ..., Ty, A, ..., Ay)

eine vollstindige Losung dieser Gleichung oder von

de = -pldxl + e +pn—1dxn—l - fdxm
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so hat man als Integral der Hiilfsgleichungen

de, _  of de,_y ___ 8f
dzn op, T ? dan Opn—y
o, o Pu—y O O
dzn o, Logntrmr R e A
dz __ ., of o
d.En - pl ()‘P, + . +pﬂ—] apn_‘ f
das System:
oF OF o
s Prrevennn Vo, = Puv> F=2¢ . . . (D
oI oI oF oF
de, 1V dan’ 7 dan—y T e R
welches 2% Constanten a,, .. ., a,, £, . .., fo_y enthilt.

Diese Resultate leitet man aus den vorhergehenden ab auf Grund der
Hypothesen der Nr. 52. Der direkte Beweis ist im Ubrigen sehr einfach.!)
III. Da 2z ==F eine vollstindige Losung der Gleichung p, + f=0

oF oF
AR Py = YR betrachtet

als Functionen der Constanten, unabhiingig sein, da sonst eine Relation
zwischen diesen Functionen bestehen und somit z einer zweiten partiellen
Differentialgleichung geniigen wiirde. Nun wiirde aber, wenn dies der Fall
wiire, diese Gleichung und die gegebene nur hochstens co?*—1 Elemente
darstellen und dasselbe wiirde der Fall sein mit 4 = F und ihren Ab-
leitungen. Mithin wiirde # = F mindestens eine {iberschiissige Constante
enthalten, was gegen die Voraussetzung ist. Man hat daher, wenn man

ist, so miissen die Functionen F, ¢, =

A o
V1 = g0 0 V= e
setzt:
Yi veoiw Yy
oy, _Oyn ) l(%) Yn—1 )]
3(1'1 e 6.1‘, 7 n _121_ 1ot _’lbl___._‘ <
=W)" S oo S0 . (T
Mll; h_‘)\_u’{'__
bxn—l ! 6:1/'"_1

) Binet (C. R. Bd. XIV, 8. 654—660, Bd. XV, 8, 74—80), Cauchy, § 2
der im Buch III analysirten Abhandlung (Exercices d'anal. et de phys. math.
Bd. II, S. 261—272), Jacobi, Vorlesungen, S. 364—369, haben die Variations-
rechnung angewendet, um die von Jacobi modificirte Pfaff’sche Methode oder
dhnliche Untersuchungen iiber die partiellen Differentialgleichungen darzulegen.
Wir konnen uns, glauben wir, hier bei Gelegenheit des dem Pfaff'schen Problem
inversen Problems darauf beschrinken, eine Vorstellung von der Art der Aus-
einandersetzung zu geben. Die Schreibereien werden durch jenes Mittel erheblich
abgekiirzt, aber die Darstellung wird weniger klar.
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Es folgt hieraus, dass, wenn man die Gleichungen (I) und (II) nach den
Constanten auflost, man Functionen der Variablen findet, die von einander
unabhiingig sind. Man kann n#mlich nach Voraussetzung aus den Glei-
chungen (I) die Werthe der a herleiten, da die Functionaldeterminante der
linken Seiten nach den @ nicht Null ist. Aus den Gleichungen (II) kann
man ferner infolge der Ungleichheit (III) die Werthe der Constanten S
finden.1)

1) Jacobi, Vorlesungen, S. 471—475,



II. Buch.
Methode von Jacobi?

1. Kapitel.
Grundlagen.

§ 16. Fundamentaleigenschaften der symbolischen Ausdyiicke
von Poisson.?)

56. Definitionen. — Es seien @ und y zwei explicite Functionen
der Verinderlichen z,, «,, ..., Zn, Dy, sy - . -, Pn. Ferner nehmen wir an,

') Die neue Methode von Jacobi wurde von Clebsch veréffentlicht im
60. Bde. von Crelle's Journal 1862 unter dem Titel: Nova methodus etc., ferner
in den ,,Vorlesungen iiber Dynamik‘, Vorles. 21—23 und an einigen andern Stellen,
im Jahre 1866. Jacobi war jedoch schon seit 1838 im Besitze dieser Methode,
wie aus weiter unten, Anmerkung 1 zu § 17, gegebenen Hinweisen hervorgeht,
Daher muss diese Methode mit Jacobi's Namen bezeichnet werden, obwohl sie
vor 1862 von Liouville, Bour und Donkin in ihren wesentlichen Ziigen eben-
falls gefunden worden war (vgl. die angefiihrte Anmerkung). Wir. kniipfen an
.die Methode von Jacobi diejenigen Untersuchungen an, welche die natiirliche
Folge derselben sind. Seit 1875 ist die Jacobi'sche Methode Gegenstand der
Untersuchungen verschiedener Gelehrter gewesen, von denen wir eine der wich-
tigsten, welche von Gilbert herriihrt, im Nachtrag IV am Schlusse des 2. Kap.
von Buch II reproduciren. Wir verweisen hier nur noch auf einige andere, die
wir in dieser deutschen Ausgabe unseres Werkes nicht analysiren konnten:
Collet, Annales de I'école normale supérieure, 1876, 2. série, Bd. V. S. 49—82;
Comptes rendus, 1880, Bd. XCI, 8. 974—978; Cayley, Quarterly Journal of
Mathematics, 1876, Bd. XIV, S. 292—339.

®) Poisson wandte in seinem Mémoire sur la variation des constantes arbi-
traires dans les problemes de mécanique (Journ. de I'école polyt., 15. cahier, S.281)
zuerst die Bezeichnung (@, ¢) an. Die Bezeichnung [g, 9] ergab sich darnach
von selbst. Wir bedienen uns noch dreier weiterer symbolischer Bezeichnungen,
um die Beweise des § 18 zu vereinfachen. Wir folgen in diesem § 16 im All-
gemeinen der Darlegung von Imschenetsky, § 16, S. 48—52.
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dass ¢ iiberdies noch » Functionen @y, a,, .. ., @, und y ebenso s Functionen
b, by, . . ., by dieser niimlichen Variablen explicit enthalte, so dass

@2,y T, Dyye ey P, Gy e e oy W)
W&, oo Zn, Dyye o P, Oy e eey by)

P

ist, und setzen:

n k) .
@) = 3| 0 o
a T %9 8y
- dpi’ Op:
deg oy
) N | i’ o
[(P, "P) - —i _(l_(p aﬂ’_ ’
dpi’  Opi
| S dy
{1 oxi’ dwi
((p: '/)] — T _6\_9; i”’_ )
opi’ dp;
dp v
, {1 dai’ dxi
dpi’ dp;
dp dy
h ) .
(_____ ) - \‘ dl'z dxl
PVT e
api’ dpi

Nach Bedarf werden wir auch, wenn keine Zweideutigkeit zu befiirchten
ist, an Stelle irgend eines dieser Symbole unter Weglassung der Klammern
und Striche schreiben:

@y oder @, .

Man findet unmittelbar die folgenden Formeln:

pp = 0; o = — y@; @, — Y = — @yp; const, p = 0 (1),
& d o d

(o ¥) =5 @ Wl= 0 (Do) =— o5 (payl=— T . (2),

(@ #k) = (Pos i) = @) =0 . . . . (8).

Bezeichnet « eine der Veriinderlichen z oder p, so findet, man noch.
falls D eine Differentiation nach u andeutet:
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Dig,y) = Do) + (@ Dy) - . . . . . . . . (h)
D (g, W) = (D2¢’ W)'l' 2Dy, D”/)) + (‘P, 1)21/))_ S (42)7
D, p) = (D"p, )+ —(D"—I(p,]) )_I.___‘_(’_‘_?' 1)(1)7:—9 , D)4 oo l(4 )

+"(” Y (D2, —2y) + 1(Dfp, D—ty) + (9 D"w)f

Formeln, deren Analogie mit der Leibniz’schen Formel fiir die Entwicke-
lung von D"@y augenscheinlich ist.!) Diese Analogie konnte iibrigens von
vornherein erwartet werden, da die symbolischen Ausdriicke von Poisson
Summen von Producten zweier Functionen sind, und diese Bemerkung ge-
niigt zum Beweise der Formeln (4).

57. Entwickelungen der verschiedenen Ausdriicke gp. — Man
hat unmittelbar, den elementaren Eigenschaften der Determinanten zufolge:
| dp v
(G ) — N | dx’ ‘dx
‘P: ’l’ ‘ ()‘_q) 6"’ '
op’ 8p
097 dg ¢, dg dar W Oy by 4 Oy b
-5 +6‘a 8x+ +aa o’ +ab, 6x+'+8bs‘8w
- «1«» 6_w \
o op

Diese Gleichung nimmt eine bemerkenswerthe Form an, wenn r —=s=mn
und wenn @ =>b=2yp ist, wo die p als Functionen der z vorausgesetzt
werden. Alsdann ergiebt sich, wenn man die Determinante der rechten
Seite entwickelt:

O(p 6«1: Gpl Pk

wo sich die doppelte Summation auf die Werthe 1, 2, 3. ..., # von ¢ und
k erstreckt.

Der Ausdruck [¢, y] giebt eine analoge Entwickelung. Derselbe ist

gleich:
|0p | 89 da, dp dar oy | dy db, Sy by
Q| 0z | da, oz +--+ dar ox’ 8a:+6b, o T +ab., Y3
|8 , o dq, 3p aar dy | oy &b, - 8% dbs
| op + da, 8p + -+ dar op + ab, 8p +- 8bs op

) Die Formeln (4) sind von Imschenetsky gegeben worden, S. 51—52.
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Entwickelt man diesen Ausdruck, so findet man die Formel:

Dyl = @9 + 25 @) + 22 @y)+ 222G @),

Insbesondere ist, wenn 7 =3, a; =1;:

[P =(pw)+ 2|9 5t —(p a2+ Bnf o2 2422 Y0 (@),

oa;i dax

wo sich die Doppelsumme auf der rechten Seite auf die Werthe von 4, die
kleiner als », und auf die Werthe von %, die grosser als ¢ sind, oder, wenn
man will, auf die Werthe 1, 2, 8,.. . r von ¢ und % bezieht, da die Aus-
driicke (a;, a;) infolge der ersten Formel (1) verschwinden.

Enthielten @ und 4 nur die a explicit, so wiirde sich diese Formel
(6') auf
: < fdp & d |
o, | = 22 {—q’ e — ﬂ} @sa) . . . (6Y)

8a; daxr dakr dai

reducieren. Wenn ¢ die Functionen @ nicht und i nur die Functionen
a enthielte, so wiirde die Formel (6) zu der folgenden fiihren:

byl =Z@a % . ... (6

Man gelangt zu einer brauchbareren, aber weniger natiirlichen Ent-
wickelung des Ausdrucks [, y], wenn man von der Formel ausgeht:

M+ m, N+4n| M, N+n| M+4m,N| [
P+p,0+4al | P Qg ‘P+p,
Ist in dieser Formel (7):

\+‘p,44 @

Mpm=2 Npn="20 =29 y_2

da’ dx’ ox’ ox
dy oy
P+p—d—p e+ a= P—-sp, =3

und bildet man die Summe aller analogen Ausdriicke, so ergiebt sich un-
mittelbar:

Bvl=@ vl +lpw)— @+ 222% 6y . . @)

Ist insbesondere @ = b, r = s, so geht diese Formel #ber in:

vl = @yl +(9.9) — (@ y) + 222 2 %2 W, (8).

dar
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Ein ausserordentlich bemerkenswerther Fall ist der, wo die Function
@ sich auf p; und vy auf p; reducirt. Man hat alsdann nach den Formeln
(2) und (3):
o, ] = (pops) = 0,

) Spk

[P y) = o ¥) = — 30 = — G,
— % __

(@ y] dxk oxi’

somit giebt die Formel (8):

opk __ dpi S9 0y 39 o). .y __ “
oxi dxk 22 {Sai dar  dak 8ai}(a"a") (@) (8Y),

Ist insbesondere (@, ) = 0, so reducirt sich diese Formel auf:

opk api dp & dp &

6.}1:)1' — (Tik = 2 {J v _ %9 __V’} (@i, ap)t.) (8,
Die Relationen (8“), (8*‘) werden identisch, wenn in den linken Seiten

opk __ dpi __ Oy _ Oy . 0 e .

321 Sk omi P ist und auf der rechten Seite die a dlln'ch dle.

Functionen der x und der p ersetzt werden, welche @ auf p; und y auf

pi reduciren,

$ 17. Jacob’s Fundamentaltheorem.?)

98. Besondere Form der Bedingungen. (¢, ) = 0, falls ¢ und y
linear sind in Bezug auf die partiellen Ableitungen der abhiingigen
Veréinderlichen. — Es sei B eine Function von w,, %, ... %, und

_ R _ R _ ar
& = (lu,’ & = d'uQ’ v Om = dum’

dR

du,
aR

J=B‘R=bl % + e + bm thm = lel + b292 + . '+' bmem,

IR
IT=AR=—ua, = + . .+ an él—m = 0,0y + 3,0, + -+ + CuOm,

)} Die Formein (8) emntlebnen wir Imschenetsky S, 50—51. Die andern
in ibrer allgemeinen Form sind new. 'Entgegen dem Gebrauch belassen wir in
den Summen die Glieder, welche sich gegenseitig aufheben, da ihre Unterdriickung
in die Formeln eine unndthige Complieation einfithrt.

%) Résumé von Jacoebi, Nova Methodus, § 23—26. Dieses Résumé findet
sich auckh bei Imschenetsky, § 25, S. 141—144, der itberdies S. 145 den
Donkin'schén Beweis fiir den Fundamentalsatz, ferner auch Nr. 39, S. 53—3585,
einen von ihm selbst herrithrenden Beweis giebt; sowie bei Graindorge V,
S, 35—41.

Es geht aus eimer Stelle der Nova Methodus § 28, auf welchsa Clelseh
aufmerksam gemacht hat, hervor, dass Jacobi sein Fundamentaltheorem schon
seit 1838 hatte. Dieses Princip ist eigentlich schon enthalten in dem Poisson’schen
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WO @, ... Gpmy b, ... b, irgend welche Functionen der 4 und 4 und B
Operationssymbole sind, die durch vorstehende Gleichungen definirt werden.
Wir suchen den Ausdruck:

oI od
| wi’ owi

= W| %%
@) “41{ LI
doi’ 69:‘!

Derselbe ist gleich:

m da0 + - -+ amom) o(be -+ b{",@_"_’_)
> dui ! oui ,
! ai bi
d. h, wenn man die verschiedenen mit Q,, - - -» On multiplicirten Glieder

vereinigt

& [(‘ 6l1+1'6lll+ -+ "'E%i) (‘61 + 'aul tta '"6u )]

+
dam dam dam &b &b Bbm
o] (b5 4 0 Gt b g (@ 2 0, 5 4 a2

oder auch:
(I, J) =@, (Ba, — Ab) + 0, (Ba, — Ab)) + .- + Om (Ba,, — Ab,).

Addirt man zur Summe der Glieder, welche in dem Ausdruck von
(I, J) das Zeichen -}- haben, alle Glieder von der Form

ab; B
 dudu;

Theorem (Sur la variation des constantes arbitraires dans les problemes de méca-
nique, Journal de I'éc. polyt., 15. cahier, S. 280), dessen Wichtigkeit weder sein
Urheber noch Lagrange ahnten, wie Jacobi, Nova Methodus § 28, bemerkt.
Nach dem Tode Poisson’s lenkte Jacobi die Aufmerksamkeit auf das Theorem
(C.R. 1840, S.529), doch wurde ungliicklicherweise seine Nova Methodus erst 1862
durch Clebsch versffentlicht und zwar ohne jede Anderung, abgesehen von
einem kleinen Zusatz von einer Seite am Schlusse des § 52, wie wir aus dem Munde
dieses Geometers selbst gehort haben. Es ist also ein Irrthum, wenn Imsche-
netsky behauptet, dass Clebsch ,die Jacobi'sche Arbeit nach den in seinen Pa-
pieren vorgefundenen Materialien redigirt habe® (S. 6). Es ist jedoch wichtig, mit
dem russischen Gelehrten zu bermerken, dass Donkin das Fundamentaltheorem
ebenfalls gefunden hat (Philosoph. Transact. 1854, Theil I, S.71 und 93), dass
ferner Liouville in seinen Vorlesungen vom Jahre 1858 dasselbe ebenfalls be-
wiesen hat, wie Bour in seiner Abhandlung: Sur Pintégration des équations
differentielles partielles du premier et du second ordre (Journ. de 1'éc. polyt.,
39 cahier, S. 148—191), S. 168 behauptet, wo er es das Theorem von Liouville
nennt. Trotzdem muss man diesem Satze die Bezeichnung als Jacobi's Theorem
belassen, da dieser Geometer mehr als ein anderer die Fruchtbarkeit desselben
klargestellt hat.
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und subtrahirt man dieselbe Grosse von. den andern Gliedern, so erkennt
man unmittelbar, dass das Ensemble der positiven Glieder BAR, das der
negativen — ABR darstellt.
Mithin ist schliesslich:
(I, J) = BAR — ABR — (BA — AB) R.

Zusitze 1. Die Operation (BA — AB) fiihrt keine zweiten Ab-
leitungen, sondern nur erste Ableitungen der Function ein, auf welche sie
angewandt wird.

II. Hat man identisch (I, J) = 0, oder ist identisch Ba — 4b =0,
so ist auch

ABR = BAR,

d. h. man kann die Operationen 4 und B umkehren, Kommt man iiber-
ein, A'R an Stelle von A .A4—1R zu schreiben, so folgt daraus, dass man
auch schreiben kann:

AmB"R = B"A™R, etc.

Es ergiebt sich hieraus, dass, wenn R eine Losung von AR = 0 ist, das-
selbe von B R gilt. Denn es ist 4. B"R= B™. AR = B"0 = 0.
Jacobi hat von diesem Zusatz den folgenden eleganten Beweis ge-

gegeben. Wird
dui __ dui

b, = 24

“= g T G
gesetzt, so hat man:

dai __ dbi
ds ~adt’
oder auch:
dai du, | da:i du, da;  dum
du, ds + du, 7P e o v 7

_ dbi dw, , dbi du, dbi dum
=g @t Vaw & TV dum a
d. h, successive:

dai dai ab; dbi
(bl'di’*‘ "'+b"'m) — (“l'dT, et et} =0,

Bai—Ab;-—=0.
Ferner ist:

___ dR dR __ dR du, dR dum __ dR_
I—alﬁ+°'°+amm_ﬁﬂ+"'+dm dt"‘dt—AR
J=‘%=BR,'

somit
ad® g4

Mansion, Part, Differentialgleichungen. 9
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59. Fundamentalsatz von Jacobi. Jacobi’s Beweis. — Die linken
Seiten der Gleichungen (@, 1) sind linear in Bezug auf die Ableitungen
einer der Functionen ¢ oder 1. Wendet man auf diese Ausdriicke die
Hauptformel der vorigen Nummer an, so gelangt man zu dem Fundamental-
theorem von Jacobi. Es sei m = 2% und

U =DP1y Up =Py« - oy Up == Py U414 = &y, .. o Um == Ty,
Setzt man:
_ SU SR _ aM 4R 3 SR _. M oR
AR = (M, F) = (Ga:l op, op, o, )+ -+ (sxn 8Pn apn aa:n)
_ N 6R ON OR N R N 6R
BR— W B = (3750 — ST ) o+ (5 o — e 2

so dass fiir i<<n 4 1

=M M, N, N
T e b T T gpe VT R U T T 5

ist, so hat man:

(BA—AB)R=):%*(B%‘_A:$) ):"R( e A%’).

Nach der Definition der Symbole 4 und B ist aber:

BAR = (N, (M, R)), ABR = (M, (N, R)),
oM oM N N
2 - (v 4% = ()

t ax
2 () ()
op op

Und hieraus ergiebt sich mit Beriicksichtigung der Formeln 1), (4,)
des § 16:
(N, (M, R)) — (M, (N, R)

=25~ + (% )} —=2{(>5) + (& 1)}

3R &(N,M) SR &(N, M)
=G % - 2%

= ((N, M), E).
Hieraus erhiilt man, wenn man mit Hiilfe der Formel (1) des § 16
alle Glieder auf die rechte Seite schafft:

(M,(N, R)) + (N,(R. M) + (R (M, N) = O,

und dies ist der Fundamentalsatz von Jacobi.
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Zusatz, Sind M = a, N = b Losungen der Gleichung
(R: 2) = 0,

so folgt aus dem vorstehenden Satze, dass auch (M, N)==c eine Losung
ist; denn die Fundamentalgleichung giebt:

oder
(R, (M, N)) = 0.

60. Beweis von Donkin.!) — ,Sind M, N, R beliebige Functionen
der 2% Variablen 2, ... Zp, Py, ... Pn, 50 hat man:

(M, (N, R)) + (N, (B, M) + (R, (M, N)) = 0.. . . (o).

Entwickelt man diesen Ausdruck, so ist ersichtlich, dass jedes seiner Glieder
besteht aus dem Produkt einer Ableitung zweiter Ordnung der einen der
Functionen M, N, R und den Ableitungen erster Ordnung jeder der beiden
andern Functionen,

Betrachten wir die Glieder, welche Ableitungen zweiter Ordnung von
M enthalten, Dieselben werden von einer der Formen sein:

¥M_ N SR M SNSE OM N IR
Oxi dpj Oxj Opi’ Oxidx; dpi Opj’ Opidp; Oxi Ox;’

wobei ¢ =j sein kann, und jedes derselben wird aus dem zweiten oder
dritten Gliede der Gleichung (¢) hervorgehen.

Untersucht man jetzt jede dieser Formen, so sieht man leicht, dass
jedem aus dem szweiten Gliede der Gleichung () hervorgehenden Gliede
ein analoges aber mit entgegengesetztem Vorzeichen behaftetes entspricht,
welches aus dem dritten Gliede dieser Gleichung hervorgeht; und da dies
auch gilt fiir die Glieder, in welchen die zweiten Ableitungen von N und R
vorkommen, so folgt, dass die ganze linke Seite der Gleichung (¢) sich
identisch auf Null reducirt. Mithin ist der Satz bewiesen.“

) Wir entlehnen dieses Donkin'sche Citat im Texte Imschenetsky
S. 145. Der Beweis desselben bernht auf der Anwendung der Formel (6) des
vorigen Paragraphen zur Darstellung von (M, (N, R)), (N, (R, M), der Formel (4,)
zur Darstellung von (R, (M, N)). Man addirt die gefundenen Resultate und per-
mutirt zweimal cyklisch in der neuen Gleichung die Buchstaben M, N, R. Man
findet den Satz von Jacobi, indem man die drei zuletzt erhaltenen Relationen
addirt.
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§ 18. Verschiedene Formen der Integrabilititsbedingungen einer par-
tiellen Differentialgleichung.t)

61. Erste Form der Integrabilititsbedingungen.?) — Es sei

Hl (xp Loy « o oy Tpy D1y Doy -« o pn) =0 . . . (H1)7

eine zu integrirende partielle Differentialgleichung, indem p,, p,, ..., pn
wie oben die Ableitungen einer unbekannteh Function 2 nach z,, ,, . . ., 2,
bezeichnen, Es ist:

dz = pdz; + p,dz, + . - - + padz,.

Um ein vollsténdiges Integral der gegebenen Gleichung zu finden, ge-
niigt es, wenn man ausser dieser Gleichung % — 1 andere Relationen der-
selben Form hat, deren jede eine willkiirliche Constante enthilt:

Hy(%yy oy Tpy Pryoe o Da) =y . . . . (H),
Hy(Zyy ooy Ty Pry v Pn) = 3 . . . . (H),
Hn (xly ey Tpy Pry .-y .pn) == Gn L (Hﬂ y

vorausgesetzt, dass die aus diesen Gleichungen (H) abgeleiteten Werthe
von Py Pay . - Pt

Dyo= T (T, By eey Ty Oy Bgy ooy B) . . . (W),
Do = Mo (Zy, Zgy oo oy Ty Ay, Gy o B) . . . (W),
Pn = Tp(Zyy Ty o oy Ty Cyy g,y ooy @) . . . (),

dz integrabel machen. In der That, wenn dies der Fall ist, so kann man
durch eine einfache Quadratur einen Ausdruck fiir # finden, welcher ausser
den # — 1 Constanten a,, ag, ..., a, eine % aus der Integration von dz
hervorgehende willkiirliche Constante enthilt. Der Ausdruck von 2 geniigt
nicht nur der gegebenen Gleichung, sondern dem ganzen System H.

Y Résumé von Jacobi, Nova Methodus, § 2—17 und 830—32. Dieses Résumé
findet sich auch bei Imschenetsky, § 10—11, 8. 32—36, § 18, S..41—42; § 15,
S. 45—48, § 17, 8. 55—62, § 20—22 zerstreut; Graindorge, III, S. 15—30,
IV, 8. 30—385, VII zerstreut. Wir halten es fiir besser, alle Siitze derselben Art,
wie wir es gethan haben, zusammenzustellen, anstatt einige derselben mit der
TIntegrationsmethode selbst zu vermengen. Wir haben den Text des § 18 der
ersten Auflage mit Beriicksichtigung der wichtigen Abhandlung des Herrn Gilbert,
die wir im Nachtrage hinter Kapitel II im Wesentlichen reproduciren, korrigirt.
In den auf die Jacobi'schen ‘Beweise beziiglichen Anmerkungen haben wir in-
dessen nicht versucht, die Relationen anzugeben, welche identisch sind.

*) Jacobi, Nova Methodus, § 2. Wir fiigen die Form (I) hinzu.
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Die Integrabilititsbedingungen von de sind bekanntlich die Identitdten:

opi ___ opk Omi __ Omk
o = Y wm = wm O

wo 4 und %k die Werthe 1, 2, 8, ..., # annehmen. Man wird bemerken,
dass diese Bedingungen auf die Form gebracht werden k&nnen:

(pi—m po—m) =0 . . . . . . @

62. Zweite Form der Integrabilititsbedingungen.l) — Man er-
hilt diese zweite Form, wenn man beachtet, dass man hat:

(H, H] = (a, &) = 0.

) Jacobi, Nova Methodus, § 14—16. Wird die Relation, welche zu dem
direkten Satze fiihrt, nach :—:—; — %:—”— aufgeldst, so filhrt sie zu dem umge-
kehrten Satze. Dies thut Jacobi im § 16, den Graindorge IV, S. 30—35 im
Auszug wiedergiebt. Wir sind beim Beweise des direkten Satzes Jacobi ge-
folgt, ebenso wie Imschenetsky, § 11, S. 33, und haben den von letzterem in
Nr. 40, 8. 55 fir den umgekehrten Satz gegebenen Beweis vereinfacht. Im § 14
der Nova Methodus giebt Jacobi einen andern Beweis der Formeln (II), indem
er sich auf die weiter unten gegebenen Relationen (IV) stiitzt. Es sei:

Dy = P (Tys ooy Tny Ay gy Pgy -« vy Pr)y Py = Py(Tyy ooy Ty Byy Gy Dyye ey D).
Die Relationen

H, (s - -y Tny Py Pos Doy - -, Pn) = @y Hy (@, .o o) Tny By, W33 Dys -+ -5 Pn) = @y
sind Identititen. Somit erh#lt man daraus fir H = H, oder H = H,:

8H 0H oy, + 0H &y, _
oz oy, oz oy, o
oder:
éH — éH 3 (px_"Pl) + oH 6(1’9—"%)
oz ap, %, oz ’

da p,, p, nicht = explicite enthalten. Ebenso hat man:

3H __ OH 3(p—w)
% &, oy

8H  3(p,—1) )
3P, GP

selbst fiir p =7, oder p =p,. Es ergiebt sich unmittelbar aus diesen Formeln :

(H, H,) = _397 —GPT: — G—p, 5_191) (D:—0, P—),
wag die Gleichung (II) giebt, falls die Gleichung (1V) besteht. Dieser Beweis
erscheint uns wenig natiirlich, da die Theoreme (III) und (IV) complicirter sind
als (II), oder wenigstens zu weniger symmetrischen Gleichungen fithren. Es ist
besser, diese Sitze (II) und (IV) unabhéingig von einander zu beweisen.
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Entwickelt man also den ersten Ausdruck, so erh#lt man identisch:

— (H » 8H: 3H (8mi __ dmk
0 = (H, By + 22 3 dpi (aaw 3z )
Nach den Bedingungen~(I) ist das zweite Glied der rechten Seite
identisch Null. Mithin bhat man auch identisch:

(Hy H) =0 . . . . . . . . (IO

Umgekehrt ziehen die Bedingungen (II) die Relationen (I)
nach sich. Man hat nimlich identisch:

D == Wi (Ty, ..., Zay Hy, ... H),
Px = (2, . . ., Tp, Hy, ... H).

Mithin folgt nach der Formel (8“) des § 16, welche hier identisch ist,
da die a durch die H ersetzt sind:

i S pyfim dm  dm dm\ o .

o am 22 {aml 3H¢ — 3Hk aH.-'} (Hiy Hye) + (i 7).
Das erste Glied der rechten Seite ist zufolge der Gleichungen (II) identisch
null; das zweite ist identisch null, weil &; und 7z, die p nicht explicit ent-
halten. Mithin reducirt sich die vorstehende Relation auf

dmi dnk
&k i
d. h. auf die identische Bedingung (I).
Man gelangt zu demselben Resultat, aber auf beschwerlichere Weise,

mit Hiilfe der Formel (6‘) des § 16.1)
63. Dritte Form der Integrabilititsbedingungen.?) — Nehmen

wir an, dass man aus den Gleichungen (H) oder (a) die folgenden Aus-
driicke der p

= 0,

PL= @y (&, s Ty Oy Pgy D3y - - o Pn) . . . (@)
D, = @ ("’11 c oo Zny Qgy Qgy Pgy . - pn) D ((p?)‘
Dn = Pa(®y, . .., Tn, Gy, B, B3, . . ., a'l) = . (pn)

) Imschenetsky, Nr. 40, 8. 55--57.

") Jacobi, Nova Methodus, § 3, 4, 5, direktes Theorem; § 6 allgemeiner
Satz; § 7 und 8 umgekehrtes Theorem, im Auszug wiedergegeben von Grain-
dorge, Nr. 24—26, 8. 20—25. Imschenetsky giebt das dritte Theorem unter
einer von der Jacobi'schen etwas verschiedenen Form, Nr. 41, 8. 57—60. Er
umgeht den langen Beweis des umgekehrten Theorems, wié man bei Gelegenheit
der Sktze (VI), (VII) und (VII) in der Anmerkung sehen wifd. Jacobi, Nova
Methodus § 9, 10, 11, beschiftigt sich mit dem allgemeitien Gange der Inte-

gration.
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abgeleitet habe, so dass jedes p eine Function der 2n Buchstaben ist, welche
ihm in der Reihe
Dyy Doy oo oy Pry Byy Tgy o ooy Ty Gy, Bgy o o oy Bp
folgen, so hat man identisch:
Di = Qi@ ... % Hy ... Hy Pisy Didy - « o Pu)y
P = @@y . - Ty Hyy ooy Hyy Dy, Ditay - - o Do)

Mithin ergiebt sich nach der oben angezogenen. Formel (8“) des § 16:

dgi (L]

6—:;——{;=(9;,<pk). oL (I,
oder auch, wie leicht zu sehen:

wi—@p pe—@) =0 . . . . . (I

Diese Relation ist keine Identitit. Damit dieselbe bestehe, miissen darin
die @ durch die entsprechenden H ersetzt werden.

Die Umkehrung ist ebenfalls richtig, d. h. die Bedingungen (III)
haben zur Folge die Gleichungen (I) und (I). Um dies zu.beweisen, be-
merke man, dass man identisch hat:

Py = @y (% Ty ey Ty Oy, Ty, Wy, oy M) = m,
Py = @y (%), Ty .. Tny Gy, Gy, Ty, - . -y Tn) = Ty,
Pny = @u_y (Ty, Tgy « oy Tny Qg Gy Gy, o .y Gy, W) = Ty,
P = Pu(®y Ty oy Tny Gy, Oy Gy, . . oy Oy, Bp) = T

Der grosseren Deutlichkeit wegen wollen wir mit @',, @', . . ., ¢'x die
n Functionen der z, der ¢ und der & bezeichnen, welche in dieser Weise
identisch sind mit m,, @, ... @, Wir wollen nach einander beweisen,
dass man hat

Omi _ Omm __
0%n dxi
Omi _ Omk
dxk  owi

Um den ersten Punkt zau beweisen, bemerken wir, dass man identisch
hat:
omi  Omn_ doli  d¢'n__ 0¢'i  dg'n ( 0p'; Wity +ot dg'i _Qﬂ)

O%it 0%n dnn Ozn/’

i AR AL LA

dxn  Oxi  dxn dxi  éxn O
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Nimmt man jetzt an, dass die Relationen (I) fiir den Index % und
die Indices, welche grosser als i sind, bewiesen seien, so kann man

Oiv1 O%iga 3_“!_!
0n’' 8xn ' oxn’

durch
onn d%n Oxn
6\’0,‘.'." 8$i+” o (?wn’

oder auch durch
S’y O9'n 0’y
ity Oiye’ """ O%a

ersetzen, da m, identisch ist mit ¢’,. Man hat somit an Stelle der letzten
Gleichung, wenn man darin die ;r durch die p ersetzt, was gestattet, die
Striche bei den ¢ wegzulassen:

Omi _ dmn __ dgi _5_"&4_(%,%)

Die rechte Seite dieser Gleichung sndert ihren Werth nicht, wenn man
darin noch die darin vorkommenden a durch die entsprechenden H ersetat,
und alsdann ist sie zufolge (III) idenfisch null. Mithin ist auch identisch:

omi __ dmn __
8%n oxi

Somit gilt die Relation (I) fiir den Index # und den Index ¢, wenn sie
fiir den Index % und alle Indices, welche grdsser als ¢ sind, besteht. Nun
ist sie aber evident fiir die Indices # und #, somit auch Schritt fiir Schritt
fiir die Indices #n und # — 1, nund %2 — 2, und 2 — 3, ..., % und 1.

Nimmt man jetzt an, um den zweiten Punkt zu beweisen, dass die
Formel (I) fiir die Indices

Fund é+1, kund i 42, ...., % und n,
k+1udié k+2undi..., » und ¢

bestehe, so wird behauptet, dass sie auch fiir 4 und % besteht, und somit,
dass sie allgemein richtig ist. Man hat n#mlich identisch:

oni dnk __ dg'i do's __ dp'i S’k + 2 {&p i On dp'ks On
i o Oxk o Oxi

wo sich die Summation auf alle Ableitangen von ¢; und ¢, erstreckt, was
keine Unzutriiglichkeiten bietet, da die Ableitungen von @; nach 7 mit einem
Index nicht grdsser als ¢ und diejenigen von @ nach z mit einem Index
nicht grisser als & null sind. Na.ch Voraussetzung kann man

—d hé‘nk’ 87rd ch t?m
dx’ Oxi
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ersetzen, Ferner ist zufolge der Relation (IIT) das erste Glied der rechten
Seite, in welcher die p und die @ an Stelle der & und der ¢ eingefiihrt
gedacht werden:

dpi Sk —_ Z(Sq)i gk Ok &pi)
dxk 0xi p oz dp oz
Mithin
m_m_z{ﬁ 9 dmk __ d9'k M}_z{&m‘ 3ok __ 39k dgi
dxk  oxi on oz on oz \op oz dp ox

d. h. wenn man in dem ersten Gliede ebenfalls wieder die p an Stelle der
7 einfiihrt:

Omi i’i_z{_“ﬂ Omk — k) __ gk d(mi— oi)
dxk oxi 3 oz op ox
d(mi—@i) dmwk — k)
b
R N ox ox .
~ l d(—oi) d(—gk) '
& op

Man kann ohne Nachtheil in der letsten Zeile m; — @;, 7 — @i an
die Stelle von — ¢p;, — @y setzen, da m;, 7 nicht p enthalten. Mithin ist:

Omi Onk
E:‘;; — ’m = (ﬂi — Qi T — <Pl.~)-

Die rechte Seite dieser Gleichung kann man in bemerkenswerther
Weise transformiren. Man hat ndmlich der Reihe nach, wenn man den
vorletzten Ausdruck dieser rechten Seite wieder aufnimmt:
dy' 89 do's _ dg'k
dx oz ' dzx ox

dg'i O’k

op ’ dp

0p'i  Omit1 +m+8¢p‘i Onn @'k  dpk+ +---.+ 0@’k dmn

(m: — @i, ﬂk—¢k)=—2}

Omi+1 Oz 8nn 0z’ Omk+y O on, Ox
o O9' 39’k
op '’ ap
= % omit  Omit \ Okt dxi f°

wo ¢ die Werthes + 1, 4 4 2,..., %, ¥ dieWerthe £ 4+ 1, k 4+ 2,..., n
haben muss. Fiir diese Werthe hat man der Voraussetzung nach identisch:

81!,7 8ﬂk1 —_— 0.
6‘1:,,, - Gwi/ ’
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demnach hat man schliesslich auch identisch

(7[,' — Qi Ty — ¢/t) =0 . . . . . (III")
und
om _ ome
dxk o

fiir alle Werthe von 4 und von %.

64. Vierte Form der Integrabilititsbedingungen.l) — Substituirt
man in die m — 1 ersten Gleichungen (@) den aus der mten abgeleiteten
Werth von p,, sodann den neuwen Werth von p,,_, in die m — 2 ersten
Werthe u. s, w.,, so gelangt man zu m Relationen von der Form:

Py = Y (g, -« Tn, Gy ..y Oy Pogtr -9 Pn) - - (@),
Py = Yo (G Ay ooy Oy Prgay + + o pn) . (W-z)y

pm = wm(xl’ vy Zn,y a17 ce a’m) pm+11 LR ] .p'l)= ¢m ('Pm)°

1) Jacobi, Nova methodus, § 13, giebt den direkten Satz so, wie wir ihn
im Texte gegeben haben, nur ist die Form der Formeln verschieden. Grain-
dorge hat diesen Beweis resiimirt Nr. 27, 8. 25—29, ebenso Imschenetsky
Nr. 42, S. 60—62. Weder der eine noch der andere beschiftigt sich mit dem
umgekehrten Satze. Jacobi, Nova methodus, § 12, giebt ausserdem den folgen-
den bemerkenswerthen Beweis des Satzes und seiner Umkehrung; derselbe ist
abgeleitet aus dem in der folgenden Nummer gegebenen Satze (V), wenn man
darin m + 1 = k macht. Setzt man:

pi=1i (1;1, vy By Ay esey Ay Pty Pht1s "'rp”)=li (931, woos TNy Qyyeees Qpe 3y Pl Plet1y ---’p”)y

D= P(%yy ey Ty Ay g w0y g g Cky Dl ey3 ooy P1) = Pp(Ly o0y Tty Gy yeeey Cigy Prtas oy Dn),
80 hat man:
O@i —yzi) _ d(pi—i) + Oyi A(py— w)

ox [ 1] “opk or
d(pi—yi),  d(pi—i) + i 3Pk — k)
op op opk op
und hieraus:
(Pi — 21, Pk — o) = (Pi — i, Pk_'Pk)—l— (p,, Pky Pk — Pi)s
d. h. einfach:
Pi—gi, Pk—@r) =0 . . . . . . . IV

Jacobi bemerkt sehr richtig, dass p; und pi irgend zwei p darstellen kdnnen,
weil in den Formeln (V) m 4~ 1 durch einen beliebigen Index ersetzt werden
kann. Der von uns hier in der Anmerkung bewiesene Satz ist somit allgemeiner
als die Sitze (III), (IV), (V). Jacobi beweist die Umkehrung von (IV) nicht,
aber (IV“‘) hat (V) zur Folgé und dieses zieht wieder (III) und somit (II) und
(I) nach sich.
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Ebenso wie in der vorigen Nummer wird bewiesen, dass die Gleichungen
(), (L) die folgenden Gleichungen nach sich ziehen und umgekehrt:

dpi Ok .
o e —Waww) . . . ... (1Y),
B — Yook — i) =0. . . . . (I,

I
(=)

(7, — y;, e — W) ave,

wo ¢ und % hochstens gleich m zu setzen sind.l)
65. Fiinfte Form der Integrabilititsbedingungen.?) — Betrachten
wir die Integrabilititsbedingungen unter der Form III fiir die Indices 1,
2,..,mudd m 4+ 1
(P1 — Py Pat1 — Pnyr) = 0 oder &y =0,
(1’2 — P Py — (pm+‘l) == 0 oder ¢2 =0,

(pm-'i - w,n_ll,pm-{-l - ¢,"+1) == 0 Oder Qm-—l = O,
(pm — ©Om, Pm+1— q’m_‘_‘) = 0 oder Qm = 0,

und sehen wir zu, was aus denselben wird, wenn man darin die Functionen
Y1) Yo, -y Pm an Stelle von @y, @,, ..., Pn durch die am Anfang der vorigen
Nummer angegebenen Substitutionen einfiihrt. Ich behaupte, dass sie iiber-
gehen in die folgenden, welche in demselben Falle wie (III) identisch sind:

(21 — %Y Pptr — ‘pm-l-l) = 0 oder ¥,1 =Y
(22 — Yo Ppy — ‘Pm+l) =0 oder ¥, =0,
-y (M.
(Pt — Ymesy Pupy — Pppy) = 0 oder ¥y, = 0,
(Pn — Ymy DPppr — Pmyq) = 0 oder ¥, =
Dies ist evident fiir die letate, da W, = @n Um ¥,_, =0 aus
®,,_, = 0 abzuleiten, bemerken wir, dass man hat:
wm-—l = ‘pm—l(xl‘ x?) <o Ty alx a:h .. -yam-p wmr pm-f—l) LIRS Pn)-

1) Mit Hiilfe der Methode von Gilbert, welche in dem auf Kap. II folgen-
den Nachtrage auseinandergesetzt werden wird, beweist man, dass diese Relationen
identisch sind, was mit der im Texte angegebenen Methode schwer ausfiihrbar
erscheint.

?) Jacobi, Nova Methodus, § 9—11; Imschenetsky Nr. 71, 8. 93—94;
Graindorge Nr. 27, S. 25—29.
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Folglich:
8Py — ¢m—1_) 3(Pm—s — Pm—y) + 8(Pm—y — Pm—y) SYm
oder: oz oz SPm éz ’
8(Pim—y — 1f’m—:) (Pm—y — Pm—y) + 3(Pm—y — Pm—v) 6‘?’"
ox ox [y oz’

Man hat ferner fiir alle p, p,,_, und p,, nicht ausgenommen:

8 (Pm—y _’u’m—l) 8 (Pm— — Pm—y) + 8 (Pm—y — Pm—y) 39’”‘
op op 8pm op °
Es folgt daraus:

(-pm—l — Yu—1y Puy1 — ¢m+1)

8 (Pm—
= (Pt — Pm—tr Pnt1 — Prurr) + %ﬂw (Pms Pris1 — Pmir)
oder einfacher: s
Yj 1 = ¢m—1 + q’m—l @

M

In derselben Weise wird bewiesen, dass

[ 0@,
YIm—2 = d)m—-2 + 9’m—: (pm—l + % ¢m,

0@,_ [ 0@,
g’m—:—; m—s + ‘Pm_: m—2 + ‘Pm <= m—l + ‘Pm — =8 d)

1111 =@l +8¢1 d) + 8‘?1 ¢ + . +g_;)’:; q)m-

Diese Relationen zwischen den ¥ und den @ beweisen, dass die Glei-
chungen (V) eine Folge der entsprechenden Gleichungen (III) sind und
umgekehrt.

66. Sechste, siebente und achte Form der Integrabilitits-
bedingungen.!) — Die Gleichungen () kann man sich auf die Form ge-
bracht denken: 4

) Jacobi, Nova methodus, § 830—82. Jacobi figt folgende Bemerkung
hinzu: Ersetzt man in (fi, fi) ap durch f, sowohl in der einen wie in der
andern Function, wo p kleiner ist als die grdssere der Zahlen ¢ und k, so hat
man, wenn man f'; und f% die neuen Functionen nennt, der Formel (6) des

§ 16 zufolge:
[ K = (P P+ 3o (s )+ S (P 9) + g S (. o)

Man schliesst da.ra.us, dass der Satz (VIII) richtig blelbt, wenn man eine
Constante ap durch seinen Werth fp ersetzt; mithin kommt man, wenn man auf
diese Weise alle Constanten eliminirt, auf (Hi, Hx) = 0 zurlick. Imschenetsky
giebt die direkten Siitze, Nr. 78, S. 95—96, Nr. 84, S. 111—112; den reciproken,
indem er Hp fiir ap substituirt, Nr. 85, 8. 112—113; er deutet den Beweis von
Jacobi an Nr. 86, S. 118. Graindorge giebt das Theorem (VI). oder (VII),
Nr. 52, 8. 583—55, und beschiiftigt sich nicht mit dem umgekehrten Satze.

afh
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fl(x1)~ <y Zny Py P2y Vs - - °1pn) == Hl =0 . . . (fl)y

fo@ps ooy @y Oy, Doy By oo v D) = . . . . . (fa),
fs@yy ooy @ny Opy Oy Doy oo D) =5 . . . . . (f3),
Fa@y oo Tny By 8oy ene @y Dr)=an . . . . . (fa):

Setzt man in f) fiir p; seinen Werth

@k (T ooy Tny Byevny Gty Dicyys -+ o Pr)s

80 hat man die Identitit:
flt (wla ey Tpy Qg5 o ooy Oy Qity Dypery o+« o .pﬂ) == Q.

Man erhilt daraus durch Differentiation nach einem der z oder der p:

e _ _ ¥ dpu _ O d(mk— i)
ox dpy O 0Pk or ’
O __ _ Ofk 3ok __ Ofk  3(Px—ou)
op gy dp ops p

In der zweiten Form besteht die letzte Gleichung auch fiir p = p;.
Diesen Relationen zufolge hat man:

ok

(2 — @i fi) = 5, (B — @i P — @),
» a m=1
(pi — Vi fg) = 3’57:;_: (Bi — Vi Pruss — Pma),

(fi fu) = 7;1—{:— %1% (Di — @iy Pk — Px).

Mithin nach den Formeln (III) und (V):

(Bi—@nfi)=0 . . . . . . . (V]
(Bi—wufi)=0 . . . . . . . (VD)
(faf)=10 . . . . . . .(VID.

Es ist klar, dass umgekehrt die Gleichungen (VI), (VII), (VII) die
Gleichungen (III) und (V) und somit (I) zur Folge haben.

Bemerkung. Wir haben somit vier Systeme von Integrabilitits-
bedingungen: 1) das urspriingliche System (I); 2) das System (II); 38) das
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System (III) oder die &quivalenten (VI) und (VIII); 4) ein System, welches
gebildet wird aus den Gleichungen (IV), den Gleichungen (V) oder (VII),
sodann den Gleichungen (III), soweit dieselben nothig sind, um ebenso viel
Bedingungen zu haben wie im System (I). Alle diese Integrabilitits-
bedingungen haben eine hervorragend einfache Form, welche man darstellen
kann durch

(@, ¥y = o,

wo M, N zwei der Functionen & oder H oder ¢ oder i, oder y und @,
oder @ und f, oder  und f, oder f sind.



2. Kapitel.
Integration einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung.

§ 19. Jacobi’s Methode fiir den Fall, wo die gesuchten Gleichungen
nach den Constanten aufgelist sind.Y)

67. Alligemeine Idee des bei der Integration der Systeme (II)
zu befolgenden Ganges. — Die Integration einer partiellen Differential-
gleichung

Hi(zp oy Zny Pry Doy oy pn) == al
kommt, wie oben bemerkt wurde, darauf zuriick, » — 1 shnliche Relationen
H)y=ga, H;,=a, ..., H, = a,

zu finden, aus denen man solche Werthe von p,, p,, .. ., pn ableiten kann,
dass dz = pydz, + --- + padz, unmittelbar integrabel wird. Dazu braucht
man nur die Integrale der Gleichungen (II) des § 18 zu finden, welche
Gleichungen wir folgendermassen schreiben k&nnen:

(Hy H) =0 . . . . . . . . .
(Hy H) =0, (Hy H) =0 . . . . . . .. ...(@,
(H, H) =0, (H, H) =—o, (114,11)_0 N )}
(Hy_y, Hy) =0, (H,_;, H)=0, ... .. v (Hoyy Hy_5) =0 (n—2),
(H, H) =0, (Hy H) =0, ..... ) (Hy H,_) =0 (n—1).

). Es wilrde vielleicht geniigen, bei der Darlegung der Jacobi'schen
Methode sich auf das zu beschriinken, was im folgenden Paragraphen gegeben
ist, wie Jacobi selbst gethan hat. Vom didaktischen Sta,ndpunkt.e aus ist es
aber besser, zunfichst die Methode des grossen Geometers in einer symmaetrische-
ren Form zu geben, die iibrigens auch in der Praxis niitzlich sein kann, wenn
man die Gleichungen (II) nicht 18sen kann. Man vergleiche mit diesem Para-
graphen Imschenetsky, § 18, S. 63—72, dem er fast ganz entlehnt ist, und
Graindorge VI, S. 42—50.
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Offenbar geniigt eine Losung H, = a, des Systems (1) dem System
(2) infolge der Definition dieser, da die Function H, gerade in der Glei-
chung (2,) vorkommt. Mithin muss man, nachdem man H, gefunden hat,
eine andere Losung H; = a; des Systems (2) finden. Wegen der Defi-
nition der Gleichung (83) geniigen H, und H; dem System (8); msn muss
eine andere Losung H, = aq, desselben suchen, um die Gleichung (4,)
(Hy, H) = 0 bilden zu konnen u. s. w.

Kurz, jedes System (i) ist identisch mit dem folgenden, ausser dass
es wenigstens eine Gleichung (H,,, H;,,) = O enthilt, in welcher H,
die Function ist, welche allen Gleichungen (i) geniigt; man hat eine neue
Losung des Systems (3) zu suchen, die iiberdies der Gleichung (H;,, H; ) =0
geniigt.

68. Integration der Gleichung (1) und des Systems (2). — Die
Gleichung (1) ist linear in Bezug auf die Ableitungen von H,, welches als
eine Function der » und der z betrachtet wird:

3H, 3H, oH, 8H, _ 8H, oH, _ 8H, oH, __
ox, op, +--t 0Ln Opn op, oz, " dpn O0xn 0. @)

Um das Integral H, = a,. zu finden, braucht man nur eine Losung
des entsprechenden Systems (Nr. 32) mit 2» — 1 abhiingigen Variablen
oder von der 27 — 1%*8 Ordnung

do _ de o dm —dp —dp__ —dem
3H, ~ 8H, T §H, - oA, 8H, o H,
op, op, opn ox, oz, 8xn

zu kennen,

Ist H, einmal gefunden, so kann man das System (2) bilden:
(H3’ H;.) = 07 (H3’ Hg) = 0.

Um ein Integral H; desselben zu finden, suche man zunichst eine von
H, verschiedene Losung 9; von (2,) oder (1), d. h. eine neue Losung des
eben hingeschriebenen Hiilfssystems, so dass man hat:

@, H)=0. ... .. .. (1)
Ist dies geschehen, so berechne man die folgenden Ausdriicke:
U = (O, H), 95 = (O, Hy), Oy = (95, Hy), .

d. h, man probire, ob nicht ¥, J,, J;, ... Losungen von (2,) sind. Ich
behaupte nun, dass man die folgenden vier Siitze hat:

1. Die Functionen 9,, ¥, 9, etc. geniigen simmtlich der Gleichung (2,),
d. h. es ist

(7921 Hl) = 0, ('9%’ II]) = 0, (041 II]) =0, ..



Die gesuchten Gleichungen sind nach den Constanten aufgeldst. 145

Denn nach dem Jacobischen Fundamentalsatze ist:
(5, ;) = (H, (O, H)) = — (%, (B, H)) — (Hy, (Hy, 3)).
Die rechte Seite dieser Gleichung reducirt sich infolge von (1) und (1‘) auf
- (01’ 0) — (H,, 0),

welches null ist. Derselbe Beweis gilt fiir &5, 94y .0«

II. Jede Function ©(H,. H,, J,, J,,..., Jp der friheren Losungen
von (1) oder (2;) ist eine Lisung dieser Gleichung. Denn man hat:

(6,H) = (Hy, Hy) g+ (Hy, Hy) g5+ O, Hy) gy -+ 0 Hy) 3o,

eine Gleichung, welche sich auf

; (91 H) =0
reducirt.

III. Sucht man nach dem oben angegebenen Verfahren Lésungen H,,
J;, Uy, ¥, . . . der Gleichung (1), so gelangt man schliesslich zu einer Losung

9 1 = (013 H-2)’

welche eine Function © der vorhergehenden ist, und dasselbe wird der Fall
sein mit allen folgenden. Die Gleichungen (a) kénnen n#mlich nur 22 — 1
verschiedene Losungen haben; mithin enthilt die Reihe H,, 9,, ¥, ...
héchstens 22 — 1 Functionen, und es ist:

Yy, = O(H,, Hy, 9,7, .. .,9)
fiir ¢ = 2n — 2 oder i < 2%» — 2. Die Formel

Biss = (6, Hy)= (Hy, Hy) J0—+-(Hy, Hy) 3o +(0, Hy) g+ -+ (05 F ) -

beweist ferner, dass die folgende Function sich ebenso darstellen ldsst, und
dieser Schluss gilt fiir ¥4, Yipe, u. 5. W.

IV. Man kann eine Function der Losungen H,, Hy, %y, . . ., ¥ von (2,)
finden, welche zu gleicher Zeit (2,) geniigt. Ist 9 diese Function, so setze
man (¥, Hy) = 0 oder:

(O, H) 3o + (O Hy) 5= + -+ + (0 1) 35 =0,
oder auch:
B 35+ 95 3p + o % g+ e 5o = O,

eine Gleichung, deren Integration abhﬁngt von der Ermittelung eines Inte-
grals des Systems:
e, __ d9, Ay, d® ®)
&, LS i g, 07 :
Mansion, Part. Differentialgleichungen. 10
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Dieses System geht, wenn man eine Hiilfsvariable ¢ einfiihrt, deren
Differential df gleich jedem der vorstehenden Briiche ist, #iber in:
a8,

as, Ay
a - ?927 d—t? = 031 e Ttl = 6(ap Ay, 01) 1921 CIEY) 01)

Man erbilt hieraus die Gleichung:

i 2 i—1
&9, =‘@(% o, O, de, a9, d a,).

dti e @ U g

H
Kennt man ein erstes Integral dieser
dg, 4% di—19,
H3 (ah Qg 191) Ttly TJT;’ ) %_jl) = ag,
so kann man dieses Integral in der Form schreiben:
H;(H,, H,, 9,,...,9) = a,

und dies wird die gesuchte Losung sein.

Bemerkungen., 1. Die Integration der Gleichung (1) erfordert die
Ermittelung einer Losung des Systems (@) von der Ordnung 27 — 1; die
Integration von (2) erfordert die Ermittelung einer andern Loésung des
Systems (a) von der Ordnung 27 — 1 und eines andern von der Ordnung
i — 1, d. h. von der Ordnung 2% — 8 oder von der Ordnung 22 — 2
hochstens, wenn man eine Hiilfsvariable ¢ einfiihrt.

II. Die Losungen ¥, 4,, ¥, ... von (2,) geben auch ebenso viele
Losungen des Systems (a), nur dass sie in einander zuriickkehren. In dieser
Bemerkung besteht das Theorem von Poisson. Bertrand hat be-
merkt, dass dieses Theorem oft illusorisch ist, wenn man dasselbe auf die
Ermittelung einer neuen Lésung von Gleichungen von der Form () an-
‘wenden will. Dies ist der Fall, wenn ¥,, 9, . . . identisch Null sind. Wenn
es sich aber um die Integration der partiellen Differentialgleichungen handelt,
ist dies gerade der giinstigste Fall (vgl. Nr. 71, 1). Dieser Umstand macht
die Untersuchung der kanonischen Systeme von der Form (a) schwieriger
als die der entsprechenden partiellen Differentialgleichungen.

69. Intogration des Systems (3) und der andern Systeme. —
Man suche ein zweites Integral 9, des Systems (2) oder von (3,), (8,) und
bilde die folgenden Ausdriicke:

’92 = ('91» Hy), '93 = (1921 Hy), 794 = ('937 Hy), ...

d. h. man probire, ob nicht ¥, ¥,, &, ... Losungen von (8;) sind. Diese
Functionen 3, 3, 9J,, . .. sind gemeinschaftliche Losungen von (8,), (3,).
Denn mean hat z. B. fiir die Function ¥,:
(Hy, 192) = (Hl’ (B, 113)) = — (0,,(H,, H,)) — (H;,(Hy, 191))7
(Hy, 9y) = (Hy (0, Hy)) = — (%,(H, H,)) — (Hy, (H,, 9))-
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Die rechten Seiten dieser Relationen sind null, infolge der Gleichungen (2)
oder der Gleichungen

(H,9) = 0, (Hp,d) =0 . . . . . (2,

-welche ausdriicken, dass J; eine Losung von (2) ist.

Die Reihe ¥, 3,, . . . umfasst im gegenwiirtigen Falle hichstens 2n— 4
verschiedene Functionen, weil es nach der vorhergehenden Nummer infolge
des Systems (b), welches nur hdchstens 2n—8 verschiedene Lisungen haben
kann, nicht mehr als 2un—38 verschiedene Losungen Hj, 4, 4,, . . . von (2)
geben kann.

Wie in der vorigen Nummer wird man finden, dass man nur eine
Losung der Gleichung

On H) 55 + -+ + O Hy) 35 = 0,
oder
[0 o
19253—1“["’"!' 79;'-1-1&;‘. = 0,
oder endlich des Systems
d9, 49, _ d®
L Gy Figy

A ()

in welchem ¥;y, eine Function von H,, H,, H,, O, 5, J5,... U; ist, zn
kennen braucht, um die gesuchte Losung H, = @,  des Systems (4) zu
kennen.

Und so geht es weiter bei den folgenden Systemen.

70. Bemerkungen. — I. Das System (3) erfordert zun#chst, um ¥;
zu finden, wie im vorigen Falle, dass eine Losung des Systems (a) von der
Ordnung 2#—1 und eine Losung des Systems (b) hochstens von der Ord-
nung 27n—3 gefunden sei, ferner muss man, um H, zu bestimmen, eine
Losung des Systems (3') von der Ordnung 2#-—5 hichstens finden,

II. Fihrt man so fort, so sieht man ohne Schwierigkeit, dass im Ganzen
genommen die Integration von

(1) die Integration eines Systems v. d. O. 2n—1, néimlich des Systems (a),

() » » ” » y  2n—1,1v.d4.0.2n-3,
(3) ” ” » ” 9 2”"1, 1 s 2”—3, 1v.d. 0. 2%—5,
(n-l) ” ” ” » 2”14—‘1, 1, 2»n-3 .

1v.d.0.83, 1Glv.d.0.1
erfordert.

Im Ganzen muss man also héchstens
—1
142484+ @—1) =200
i 10*
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Integrale suchen, Im Besonderen hat man also # — 1 Integrale des Systems
(@) und sodann hochstens W) Integrale der Hiilfssysteme (b), (b’
zu suchen, welche bedeutend einfacher sind,

Dem Anschein nach erfordert die Jacobi’sche Methode mehr Inte-
grationen als diejenigen von Lagrange und Pfaff, da man bei diesen im
Allgemeinen nur die Gleichungen (a) vollstindig zu integriren braucht, indem
man als Constanten die Anfangswerthe der Variablen nimmt. Die Jacobi'sche
Methode gestattet aber eine grosse Freiheit bei den Rechnungen, da man
dieselben von jedem Hiilfssysteme aus mit irgend welcher der Ldsungen
beginnen kann, und die Ordnung dieser Systeme kann sich in besonderen
Fallen erheblich erniedrigen. Man wird im folgenden Paragraphen iiberdies
sehen, dass sie noch vereinfacht werden kann.

III. Man kann, wie man in Nr. 125 sehen wird, die Methode von
Jacobi mit derjenigen von Cauchy combiniren, d. h. sich des Funda-
mentaltheorems von Jacobi oder vielmehr desjenigen von Poisson be-
dienen, um in gewissen Fillen auf eine einfache Weise die Integrale des
Systems (a) zu finden, wenn man einige derselben kennt. Dies ist das
vortheilhafteste Integrationsverfahren in dem Falle, wo die Reihe der 9
vollstéindig-ist. In diesem Falle ist es, wenn man 2#»—1 Losungen von
(@) kennt, besser, von der Jacobi'schen Methode abzugehen. Diese Be-
merkung riihrt von Lie her.l)

71, Vereinfachungen und Modificationen. — 1) Es kann vor-
kommen, dass eine der Functionen ¥, welche man sucht, null ist. Alsdann
ist das vorhergehende ¥} die gesuchte Lésung. Wenn man z B. hat:

) = (07'—-17 Hs) = 0,

wo ¥,_, bereits eine Losung der beiden andern Gleichungen des Systems
(8) ist, so dass
("91'—1’ Hl) =0, U, H) =0

ist, so ist offenbar J,_, die Losung des ganzen Systems (3).
2) Wenn eine der Functionen ¥ eine Constante ist, so sind die
Rechnungen ohne Weiteres zu Ende. Hat man z. B.

O = (O—y, Hy) = m,
so wird die Hiilfsgleichung (b'):
adr_, A8y,

01»—‘ m

’

welche integrabel ist.

) Lie, Gottinger Nachrichten, 1872, Nr. 25, S. 488—489.
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8) Ist jedoch r==2, so wird die Methode illusorisch; die oben mit J
bezeichnete Function ist alsdann bestimmt durch die Gleichung

a3

02 df‘at;

= 0,

welche fiir  eine einfache Constante giebt.

In diesem Falle gehe man von :einem andern Integral der Gleichung
(a) oder (b) aus, dann wird der nimliche Umstand nicht mehr eintreten
oder vielmehr man wird unmittelbar die Losung finden. Hat man nimlich
fiir zwei verschiedene Losungen 9, 9, von (8,), (8,):

(O, Hy) = m, (9, Hy) = m/,

so nehme man als gemeinschaftliche Losung von (8,), (8,), (3;) eine Function
9 von 9, 9, Man muss haben:

(Hy, 9@y, 9,) = 0, (Hy, 9(Fy, 9,)) = 0, (Hs, ¥ (dy, 9)) = 0.
Die beiden ersten sind identisch befriedigt, die andere geht iiber in:
59 N 08
(Hs, %) W T (Hs, 9,) Fr X 0,

welche man stets integriren kann.

72. Allgemeinerer Fall der Vereinfachung. — Trennung der
Variablen.!) — I. Wir setzen die gegebene Gleichung von der Form
voraus:

H (4, .- ny Dy v Dny Py v ooy Pm) = Gy,

WO @y, Py, - - -, Pm Functionen von z, .. ., Zn, py, . . ., Pn von solcher Be-
schaffenheit sind, dass man fiir die in der Reihe 1, 2, 8, .. ., m enthaltenen
Werthe von r und s

(@ry @) = 0
hat. Gelingt es, Functionen H zu finden, welche die Grossen z, die Grossen
p und die Functionen ¢ enthalten-und so beschaffen sind, dass man unter
der Voraussetzung, dass in diesen Functionen H die Functionen @ durch
Constante ersetzt werden,

(Iib (pf) =0

(H;'y -H/f) =0

hat, so behaupten wir, hat man auch
[H, H] =0

in dem Falle, wo die Functionen ¢ in den Functionen H belassen werden.

) Wir resumiren so kurz wie mdglich Imschenetsky, § 19, S. 73—79.
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Die Formel (6‘) des § 16 n#imlich giebt:

U, 2 = (&, 1) + 2{(Hy ¢) 5 — (H, 9) 2]

alpr
dH: 8H; 0H: 8Hy
\ R i = (L
oaer:
[H;, Hy] = 0.

Diese Bemerkung vereinfacht bedeutend die Ermittelung der Functionen
H. Hat man z. B. speciell

(@ @s) = 0,
(le ‘pr) = 0:
so braucht man, um die Functionen H,, H;, ..., H, , zu finden, nur zu
setzen:
H:z = ¢, Ha =@y .y Hm+1 = @m,
oder auch:

‘H2 = F1(¢17 ¢2’ MR (pﬂl)’ MR Hm-l-l = m(wl) <P2, sy wm)y

vorausgesetzt, dass die F' unabhingig von einander sind. Wir setzen natiir-
lich m <~ voraus.

II. Ein bemerkenswerther Fall, in welchem man leicht Functionen ¢
finden kamn, welche den oben angegebenen Bedingungen entsprechen, ist
der, wo die Variabeln, wie man sagt, separirt sind. Wir nehmen, um
uns verstindlich zu machen, einen speciellen Fall an. Wir denken uns eine
partielle Differentialgleichung

H, (zl’ e &py Prye -y Pny @Y, Z) = Oy,
WO .

=@, Y WD)
Y=l .. utey T, Ty .o Th),
X =, .y uy Sy, Sy ..y S,
dz dz dz dz
Pm= i~ " T @ @

ist, so dass H;, @, v, y simmtlich verschiedene von einander unabhingige
Variabeln enthalten.

Offenbar hat man:
(H1.7 ¢) = 07 (Hh ’I’) == O: (Hb Z) = 0’
(o, H)=0, (@,z) (y,) = 0.

Somit kann man setzen:

I

H =a, H =¢=aqa, H =7y =a, H = y=a,
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Nennen wir 2, &, &3, 4, die Integrale dieser vier Gleichungen, welche
unabhiingig von einander gefunden werden konnen, so ist die vollstindige
Loésung der gegebenen Gleichung:

c=a+ 2z + 2 + 2 + 2.

Denn zuniéichst erhslt man daraus genau dieselben Werthe fiir die p, die g,
die r und die s, wie aus &, 2, %5, &,; sodann ist die Anzahl der willkiir-
lichen Constanten n + j 4+ % 4 /. Denn in #, kommen n — 1 willkiir-
liche Constanten vor, in #,:j—1 und iiberdies a,, in #; : k—1 und iiber-
dies ag, in #,:/—1 und iiberdies @,. Mithin hat man, wenn man noch
die Constante @ hinzurechnet, #» + j + k - willkiirliche Constanten,

III. Diese werthvollen Bemerkungen gestatten uns, systematisch einige
bemerkenswerthe Fille zu behandeln, welche wir bereits nach der La-
grange’schen Methode untersucht haben (§ 8, Nr. 34), die im Ubrigen
zu dem eben dargelegten allgemeinen Resultat fiihrt.

1) Die Gleichung

f(.php;),y ) .,pn) 3 0
hat zum Integral
2= a + a,z, + Ay, + ... + G,

wo die Constanten « der Gleichung geniigen:
f(ab Aoy « « aﬁ) == 0.

Auf diesen Fall fiihrt man mittels der Transformation der Nr. 2 den-
jenigen zuriick, in welchem die Gleichung von der Form ist:

2 — (D1, D3y - - 5 Pn) = O.

Ist insbesondere z eine homogene Function der Grissen p von der
Ordnung u, so ergiebt sich:

s N
7 = (#—l)y-—l (@, + Ay, - + - - 4= anzr)i—1
w . :

[f(a“ Ayy o o oy a.n)]_u,_l

2) Die Gleichung
f(‘Ph Pas - ey (pn) = 0,

in welcher ¢; nur x; und p; enthalt, hat zum Integral:
¢ = a+ [ydz + [ypda, + ... + [yada,

wo ; der aus @; = q; sich ergebende Werth von p; ist und die Con-
stanten @ durch die Relation verbunden sind:

f(ay, ag, - . ., @g) = O.
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8) Die Gleichung
g = f("’v Ty« ooy Ty D1y Pay « « o .pn),

in welcher f eine in Bezug auf die p homogene Function vom Grade u

ist, geht, wenn man u = 0 die vollstindige Losung nennt und
ou du ou
axl - QI’ LR O%n i Qna Y - qn+1

setzt, iiber in:
zq;r:-fl = (—1)“’0(‘”1! %3 o Zny Q1y Doy - - o Qn)y

wo die Variable # von den andern separirt ist. Man braucht also nur
2, = (—1)'4, f= 4
jedes fiir sich zu integriren. Ist das Integral der letzteren:
25 =y + F(&y, Ty, .oy Tny 4, 0y, 09,...,a, ),
so findet man leicht, dass dasjenige der gegebenen Gleichung ist:
Azt — (22 F)
o
73. Beispiele. — I. Die Gleichung seil):
yly .o By == Py Py ... Pp

Die Variablen lassen sich separiren, wenn man setzt z;0; = p;, wo-
durch die Gleichung transformirt wird in:

Q1P+ - pp= 1.

Setzt man:
2"ay ... a, = 1,
p D ' P
;i—==2a,, }1 = 2%,...,5;5 = 2a,,

so gelangt man zu den Hiilfslosungen:

g = a, +amn?..... ) Bn = Op ~ AnZn?,
und somit zu der vollstindigen Ldsung:
2= a4+ 2,2 + 42,2 + - -+ + a,z,%
1) Diese Gleichung ist weiter unten (Nr. 110) nach der Methode von Cauchy

untersucht. Graindorge Nr. 49 und 69 integrirt diese Gleichung nach der
allgemeinen Methode von Jacobi in ihren beiden Formen.
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II. Es sei ferner die Gleichung gegeben?l):
(201 + 2103) %3 + 15 (0, — 2,) (2,2 + (05 + 20) (05 + %) D] = a5
Wir setzen wegen der Separation der Variablen z, z,, 23 und =z, z;, 7:
2+ (05 + 2,) (05 + %) 55 = @

Man findet, ebenfalls durch Separation der Variablen, nachdem man
»; = P gesetzt hat, das Integral dieser letzteren ohne Schwierigkeit:

2 .
g+ A =g (@a—fy— r2)¥ + Bog + log (B + 2,)'.
Die gegebene Gleichung geht alsdann fiber in:

H, = (2,0, + ;1) z3 + aps (0, — 1) = ay.

Der allgemeinen Methode von Jacobi zufolge wird die Function H,
eine Losung der Hiilfsgleichungen (a) sein, welche in dem gegenwiirtigen
Falle werden:

D%y PE, Dy Py T @yrtop, o &L, %y — 0Py “(px —'pz)
Man erhiilt hieraus:
d(px +p2) — - d(xl +w‘z)
pl + p’.! w‘l + x? !
und somit fiir H, den Werth:
H, = (z; + @) (0, + 2,)-

Man muss nun eine Losung suchen, welche den Gleichungen
(Hy, Hy) = 0, ('H31 H)y=0.....(®

gemeinsam ist. Zu dem Zwecke hat man eine zweite Losung o, der
Gleichungen (g) zu suchen und dieselbe in (2,) zu substituiren. Aus der
ersten Gleichung von (a) ergiebt sich:

dp, _ dp, . (l_ps . —dx, —dz, (ll)

und somit:

Bildet man die Grdsse ¥, = (¥, H,), so findet man:
2 —-(’91» z) =0 +2) (—2)+ @ +0)0=— 02 +1° = — 20,
1) Dleles Belsplel das sehr gut gewiihlt ist, um alle Veremfa.chungen und alle

Modificationen der Jacobi'schen Methode zu zeigen, entlehnmen wir Imsche-
netsky, Nr. 61—65, S. 79—86.
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d. h. wir begegnen dem oben angedeuteten Ausnahmefall (Nr. 68, Bemerk, IT).
Man ist somit gezwungen, ein anderes Integral des Systems () zu suchen.
Man findet ferner mittels der Gleichungen ()

d(px —'p2) J— _ dxs
— % (pl—'.p2) “(pl —D,)

das Integral:
%' = a(p, —p) — %"
Bildet man ¥, = (¢, H,), so folgt:
B'=@+m)(—a)+ @ +p)e=0

Wir begegnen also hier genau dem Falle, wo die Vereinfachung am gréssten
ist, d. h. demjenigen, in welchem eine Losung von (2;) auch (2,) geniigt.
Wir setzen demnach:

x,?
Hy = a(p, —p,) — 9%
Die Gleichungen H; = a,, H, = a,, H; = a, gestatten, dz" = p, dz,

+ p,dz, + psdzg; und somit auch 2 zu berechnen. Man findet auf diese
Weise:

2+ 4= Zlog(x +x)+i(x — xz,) |a +w—’?
= 35 'o8\% 2 3e 1 2 3 2

2 X X ’
+ a“/}; arctg V;_a_ ——-% log (2a3 + z32).
] 3

Addirt man also schliesslich 2’ und 2", so ist der Werth von 2z mit
6 Constanten a, f, y, 4, a,, a; der folgende:
ay
x, + ,) 2 (B + z,)" 1 2,2
s+ 4 — log GEBCTES 5 @ — =) (2 + %)
(2a; + z,”) 2
011[2_ x, 2 3
— arctg—= a (@ — — Y 2z .
Vau gvgas + 37 ( /3}/ }’ 4) + /3 5

+

Wir konnen auch nach Imschenetsky zu demselben vollstindigen
Integral gelangen, wenn wir eine gemeinschaftliche Losung des Systems (2)
suchen, ausgehend von einer Losung von (2,) oder des entsprechenden
Systems, welches nur von der dritten Ordnung ist:

dp, __ dp, _ —dm, __ —duz,
b+p, P, +p, &Ly— Ty T—
Eine sehr einfache Losung ist #, = p, — p, = const. Wir suchen

Ne = (771’ Hi)’ Ny = (772» Hl)’ etc.:
N = (p2x3) (_ 1 ) + (_p1$3) (+1 ) = Z37;;, \
s = (7as) (— 73) + (B125) (+ 23) + Ha(py —p) = Zz— + an®
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Eine Function & (H,, 7,, 7,) gentigt (2,); dieselbe geniigt auch (2,),
wenn sie eine Losung des Systems (b) ist:

d&=d_’72_0derd&=’l_2 aﬁﬁ.
% 7y dny m e
Integrirt man diese Gleichung, so kommt man auf den oben gegebenen
Werth ¢,' und somit auf das nimliche vollstindige Integral zuriick.

§ 20. Die Jacobi'sche Methode in ihrer einfachsten Gestalt.t)

74. Allgemeine Idee von dem einzuschlagenden Wege. —
1) Man leite den Werth
» = ‘pl(xl’ c ooy Tpy Qyy Doy D3y + « o pn) = Y11

aus der ersten Gleichung H ab. 2) Ist dies geschehen, so giebt die
Gleichung (VI) des § 18, in welcher f, = f, (2, .. ., Zn, a4, Doy . - -, Dn)
ist, ndmlich

B —wvifh)=0 . . . . . . @,

f = a3 und daraus kann man ableiten

Do == P (Tyy + v oy Ty gy Ayy Py - - oy Pn) == Yo
und somit

P11 = Y1, (xlv <oy Ty Qyy By Pg,y - - .pn)v
so dass man hat:

Py — Yo Py — You) =0 . . . . . (1.

3) Man bestimme sodann f; (z,, . . ., %n, @, @y, D5, . .., P,) mit Hiilfe
des Systems (VI):

By — Y10, f3) = 0, (Dy — Yo fs) = 0 . . (2).

Ist die Function f; gefunden und setzt man sie gleich einer willkiir-
lichen Constanten aj, so kann man daraus den Werth von p, ableiten, den
man in die vorhergehenden Werthe von p, und p, substituirt. Man erhilt
auf diese Weise Gleichungen von der Form:

Py = Y3 (171, oy Zpy Oy Ay, gy Dy - - o Pa),
Dy = Yy (xlv « o Zny Ay, Gy, Azy Pyy - - o Pn)s
Py = @3 (xlv c ooy Zny Oyy Ay, A3y Py, o - 4 pn) = Y;,3-

1) Résumé aus Jacobi, Nova Methodus, § 9—11, § 18—22. Dasselbe Ré-
sumé findet sich bei Imschenetsky § 20—22, S. 86—121, Graindorge, VII,
S. 53—173, nebst Beispielen und einigen Sdtzen, die wir in den vorigen Para-
graphen gegeben haben. Man wird bemerken, dass man die Gleichungen (1),
(2), (8) etc. integrirt, indem man die # und p als von einander unabhiingig be-
trachtet, mit andern Worten, man sucht Ldsungen, welche sie identisch erfiillen,
obwohl dies nach den im vorigen Kapitel aufgestellten Integrabilititsbedingungen
nicht ndthig wire, wenigstens nicht wihrend der Integration.
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Alsdann ist nach (IV’):

(Br—Y1.3 D5—VW33)=0, (Bo—Yy3 P3—Y33)=0, (B;—,3, Py—y3) =0 (2°).

4) Ist sodann fa(@y, <. Zny 04, Gy, a3, Py, ..., D) eine Function,
welche den Gleichungen geniigt:

D1 — Y13, f) =0, (P — Yo3:f)) =0, (P35 — Y33, f) = 0 (3)1

so leitet man aus f, = a, den Werth von p, her und kann dann schreiben:

P11 = Y14 (xlv v oo Ty Qqy Gy Ay, Gyy Py o . - Pr)s
P2 = Ysu (xv ooy Ty O Qg Ogy Ayy Psy o o o pn)y
D5, = Y5 (Ty, - . Ty Oy, Ay, Gy, By, P, - - - Pr)s
Ps = @1y . Tny Qg5 o, Gg, Gy Py, - - o Pr) = Yy

Diese Werthe sind nach (IV) ferner so beschaffen, dass

(110 P—W1.) =0, (By—Y50, ;P4 ) =0, (P3—YW3.4, 24— Yy4)=0 (39,
(o1—Y10 Ps—Y354)=0, (By—Ys.0 Ps—Y¥34)=0,

(D140 Dy—54)=0.

ist. U.s w

Nennt man fy (%,, ... Zn, Py, - - . Pn) = ay die gegebene Gleichung,
so findet man auf diese Weise das folgende System, welchem wir die ge-
gebene Gleichung selbst hinzufiigen:

f1 (xp e ooy Zpy P1y Py Pgy - - o .pn) = ,
PACS EEEIRE I 1) y Moy Pgy + + oy Un = 0Oy,
f(z Zn, Qy, Dy, P, Dr) o,
3\W1y c o Yy y Yoy U3y - - oy Pn = Us,
fs(z Zn, Gy, Ggy P Pn) a
fae1 @15+« o Zny LTI Pl T pn) = G, 4,
fa@yy oo Zny Qg <oy @y_y,y Pn) = Qy

und aus diesem ergiebt sich:

Pn = Ynu(@, By - .y Tny Cyy « - ) By) = Ty
P = Yo-in (xlw Loy « oo Tny Gyy + - 4 an) = Ty,
P = You(@, %o ooy B Oy - - Bn) = T,
= WLn(xls Lo o o oy Xy Qgy -« oy a’n) = .
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Aus § 18 ist ersichtlich, dass diese Werthe von p den Integrabilitits-
bedingungen geniigen. Die ganze Aufgabe ist somit darauf zuriickgefiihrt,
die Losungen

fp =0y fy =103 f =04...

der Gleichungen (1), (2), (8),... zu finden. Man wird sehen, dass diese
Integrationen einfacher sind, als in dem Falle, wo man die Gleichungen
H sucht, da die Anzahl der Variablen unaufhérlich abnimmt.

75. Integration des Systems (2). — Die Gleichung (1), ausfiihr-
lich geschrieben, nimmt die Form an:

8(py— ¥1a) % ' () (pl —Y14) 1) 8f2 a(p— 1) d‘f?
oz, ? dx, oz, ' oz, 0Zn ' 8n

+ cee =0

a(pl Y1, 1) aﬁa + I 6(]7; 14’1 1) afe + ‘ a(px'— 1”1.1) a_fs '
apl apl 6p2 apz ap" ! 0pn

oder auch, wenn man die Vorzeichen #ndert:

_d;f.‘g_ zn!(d‘wl-l of, oy, of, =0
ox, 0xm Opm Opm  OTm !

eine in Bezug auf die Ableitungen von f, lineare Gleichung, welche nur
2n — 1 Vertinderliche 2, ..., Zn, D5, ... pp enthilt. Die zugehdrigen
Differentialgleichungen sind:

de, _dw, _ 4w, _  _ dem _ dp,  dp, _  __ dpn
1 _ Oy, 0y, 4 __ Oy, oY, Oy, oy,
op, op, opn oz, o0z, 0Zn

Um die gesuchte Relation f, = a, zu erhalten, braucht man nur ein
Integral hiervon zu kennen.

Das System (2) besteht aus zwei Gleichungen:
°f« S0 O s i) -
+ (a.’cm Opm 0pm O0Zm =0 . . (21)’
afs (iw_ Of 3, i) —
oz, + 8Zm 8pm 8pm 0xm) 0 . . (2)

deren jede 27— 3 unabhingige Verinderliche enthilt. Es sei 7y eine
Losung von (2;), so dass
Oy, pr — Pr2) = O.

Wir setzen, um zu sehen, ob @ auch der Gleichung (2,) geniigt:

Ty = (O, Py — Ya2)r O = Oy P2 — ¥,2), Uy = (J5, 0 — Ya,) ete.
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Die Functionen #,, 9, ¥, . . . geniigen ebenfalls der Gleichung (2,). Denn
man hat:

(B1 — Y12y %) = (p1 — P10, (00 — Yoz, Uy))
= — (P20 11— Y12)) — By, (B1—W1 20 Do—Y23))-

Die rechte Seite ist infolge der Gleichung (1‘) und der Voraussetzung
iiber ¥; gleich Null. Mithin:

(O 0y — Yy) = 0.
Ebenso:

(s 0y — ;) = O,
04y py — Yig) = 0,

Es konnen nun zwei verschiedene Fille eintreten: 1) Die eine der
Functionen ¥ ist identisch null; in diesem Falle ist diese Function ¥ offenbar
die gemeinschaftliche Losung der Gleichungen (2). 2) Eine der Functionen
¥ ist eine Function der vorhergehenden und von #,, welches in (29) con-
stant ist. = Dies trifft nothwendig ein, ehe man 2% — 8 Functionen ¥ be-
rechnet hat, da die zu (2;) gehdrigen simultanen Differentialgleichungen
hochstens 27— 4 verschiedene Integrale haben k&nnen. Man wiirde sich
wie oben (Nr. 68) iiberzeugen konnen, dass dies ebenso der Fall sein wiirde
mit allen Functionen ¥, die man noch weiter berechnen konnte.

Nimmt man an, dass man ¢ verschiedene Functionen ¢ gefunden habe
und ist:

= Hzy, 9y, . . ., ),

so hat man:
o9 L o9
(8,9, — ¥,.0) = (@, Do — ) 312_, + (8.0, — "4’2«.’)59—1 + - @D — Ps,,) Y'Yy

9

(3 [0 0%
= aw, T g, TG, Tt B

Nach Voraussetzung ist:

Biry = O(zy, Dy, ..., D).

[

Man setze:
i [k 9 [Lid
bz, 323{4‘33—&9—2-{-“-4-93?‘—0,

eine Gleichung, deren Integration abhingt von der des Systems:

dr, _ a8, _ 4%, _ds, _  _ v, _ do:
T & & 0 & e
oder von der der Gleichung:
aig dg, 4%, di—19,
d—ﬁ = 6<x21 By, d_x:_,’ _dx2; 10y d:c‘?-._.ll)
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Man braucht nur ein erstes Integral dieser Gleichung

di—1p,
fg(%,ﬂl,.. 1) = 0,

zu kennen, um die gesuchte gemeinschaftliche Lisung
f3(x2a (2T 191) = Oy
zu erhalten.

Insbesondere ist es leicht, f; in dem Falle zu finden, wo ¥; , gleich
einer Constanten % ist; denn alsdann ist:

dig,
day:

di-19,

=k dai—1

= kz,
und:
f:_; = 0,’ -_ kxz.
Offenbar némlich hat man, wenn (&, p, —y,,) = k ist:
Oi — kzyy 1y — Yy) = 0.

Bemerkung. Man hitte ebenso gut mit der Gleichung (2,) wie
mit der Gleichung (2;) beginnen konnen. Jedenfalls begegnet man hier
nicht mehr der Ausnahme, welche die in dem vorigen Paragraphen aus-
einandergesetzte Methode illusorisch macht. Hat man

9, = (0, p, — Y,,) = einer bestimmten Constanten %,
so nimmt man einfach fiir f, den Ausdruck:

Y — ka,,
welcher in der That giebt:
Oy — kzyy Py — YPp) = 0,
wie oben.
Ein sehr einfacher Fall ist der, wo man hat

U, = Pz, D),
weil sich die Hiilfsgleichung reducirt auf:

da, ds,

17 8@, 8)

Dieselbe vereinfacht sich noch, wenn 2, oder 9, oder z, und ¥, in 9 nicht
vorkommen,

76. Integration des Systems (3). — Die Gleichungen des Systems
(8) enthalten 2#n—05 Variable, d. h. zwei weniger als das vorherige System,
Dieses System enthiilt drei Gleichungen:

2y — Y1 ) =0, (B— 3 f) = 0, (25— yssf) =0 (3)
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Es sei 9}, eine Losung der beiden ersten, so dass

(Pr — Y15 0) = 0, (B — Yp5 ;) = 0
ist. Wir substituiren dieselbe in die dritte Gleichung und bilden die Reihe:

Vy = (O, p3 — Yia), U5 = D2y s — Wa3), -+
Es ist:

(B1 — Y15 D) = (D1 — Yy50 @1y Ps — Y30))
= — (Bs—¥s.5) (V1 P1—Y13)—(O1y (Pr—Y1.50 Ps—Y33)),
d. h. infolge der Gleichungen (2‘) und der Definition von d;:

(pl — Y13 "92) = 0.
Ebenso:

(s — Py3, %) = 0,

d. h. ¥, ist eine Losung der beiden ersten Gleichungen (3). Dasselbe ist
der Fall mit 9;, 9, ..

Die Reihe der Functionen ¢} enthilt hochstens 2#-—6 verschiedene
Functionen; man gelangt somit zu einer Function ¥;,,, welche eine Function
der vorhergehenden und, wenn man will, von z, ist, welches in den Glei-
chungen (8,), (3,) die Rolle einer Constanten spielt. Es sei:

ﬂi‘f‘l =S5 6(.123, 191, 02, .« ey 01').

Die Functionen ¥, ,, 9,5, ... driicken sich in derselben Weise aus. Ist
jetzt ¥ (zg, ¥y, . . ., ¥;) eine neue Function, so geniigt dieselbe, wie man
ohne Miihe sieht, (8;) und (8,). Damit sie auch (8;) geniige, muss man
wie in der vorigen Nummer haben:

a9 09 o 09

3_%"\""923{‘{"9355; +o+0 55 =0
und zwar braucht man hiervon nur ein Integral f, = a, zu finden, oder
auch ein Integral des Systems

day _ do, _ a9, _ as:

_ == == s+ e =mx= ——0

1 &9, )

oder ferner ein erstes Integral der Gleichung:

a@ ad di—1g,
d-w-::: == 6(%3, 31, %:, “eey dx—},—%)

77. Integration der andern Systeme und insbesondere des
letaten. — Offenbar kann man in derselben Weise die Integration der
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aufeinanderfolgenden Systeme (4), (5), ... (n— 1) fortsetzen. Wir nehmen
an, dass man zu diesem letzten gelangt sei, welches ist:

(pl — Yin—1s fn)‘_—-ov (p2 —Y2n—1 fn)=0’ v (pn-—l — Ya—tn~11 fn)=0
oder auch:

af n L _Gﬁ —_ 3%"—, m — —
ox, + 0%n opn opn 0xn 0. (1),
af" 6'%.71—1 af" — 61"2,11—1 _@f_" —1.
30, T “own  opn b dan =0 (n—1y),

Ofn 6¢7t—1.ﬁ—1 % S Yn—1n— ﬂ’f_ —1
3ons, T own  3pm on om0 (= la)

Man suche eine Losung von (n—1;) und leite daraus mit Hiilfe des
Fundamentaltheorems andere Lsungen und sodann wie oben eine gemein-
schaftliche Losung von (»—1,) und (r—1,) her. Das Fundamentaltheorem
von Jacobi giebt wieder andere und daraus kann man eine den Glei-
chungen (n—1;), (#—1,), (#—1;) gemeinsame Losung finden u. s. w.

Man wird bemerken, dass die Integration der Gleichung (%-—1,) abhiingt
von der Ermittelung eines Integrals eines Systems simultaner Gleichungen
mit drei Variablen oder von der Ermittelung eines ersten Integrals einer
gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung. Um daraus eine den
Gleichungen (# — 14), (n — 1,) gemeinschaftliche Losung herzuleiten, muss
man ferner ein erstes Integral einer Gleichung. finden, welche h&chstens
von der zweiten Ordnung ist; ebenso ist die Sache bei der Ermittelung der
Losungen, welche den 3, 4, 5, ... ersten (leichungen (n — 1) gemeinsam
sind. Mithin hat man h&chstens ein erstes Integral von #»— 1 Gleichungen
zweiter Ordnung zu suchen.

Kurz, man sieht, dass die Jacobi’sche Methode die Bestimmung eines
n(n —

nn—1) Gleichungssysteme erfordert. Unter

einzigen Integrals jedes der 5

diesen Systemen giebt es

1 von der Ordnung 2(n—1), welches zur Bestimmung von f, dient,.

2, ” 2 (n—2), welche » » [3 dienen,
3 ” ” ” 2 (n_3)7 ” ” » 9 f4 ”
n—1 ” ” 2 ” ” ” ” f n ”

Dies ist der ungiinstigste Fall. Man begreift, dass man in jedem be-
sonderen Falle Vereinfachungen einfilhren kann, da man im Allgemeinen
bei der Integration eines jeden der Systeme (1), (2), ..., (n—1) mit irgend
einer beliebigen Gleichung anfangen kann.

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 11
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78. Beispiel.l) — Die Gleichung sei:
B+ (32, + 220) 7y + (42, + 520)p + [+ 25 (1 — )] 25 + P2 — o0,
1) Wir miissen zunichst’ ein Integral suchen von
(B — v ) = 0,

WO p; — 1y, die linke Seite der gegebenen Gleichung darstellt. Das zu-
gehorige Hiilfsgystem ist:
dil_=_€$z_== dz, - dp, — dp, __9p, =%
1 3,4 v, 3ptdpy 20,+-5p T dyy, Oy,
op, op; oz, [
Man erhilt-daraus:
dﬂ — d(pq_ps)

1 P —Ds
tind somit kann man das Integral dieser Gleichung fiir f, nehmen, d. h.

setzen:
f; = (0, — p3)e™ = a,.

Man leitet hieraus den Werth von p, her, substituirt ihn in py und

erhitlt auf diese Weise:

01— Y10 =20 + (37, + 275) (p; + aze_") + (42, + 5z3)p,
+ [0 + 25,6 " ps +

D= Yaa =P — Py — G,
2) Nunmehr muss man eine gemeinschaftliche Losung der Gleichungen
suchen:
(Dr — 12 f3) = 0, (2 — a2 f5) = O.
Man erhilt ein Integral der zweiten Gleichung, indem man eine Lisung
eines Systems sucht, welches die Gleichung enthiilt:

dz, _ dp,
1 awﬂtﬂ

oder: oz,
dz, __ dp,
1 0°

const das Integral dieser letzteren ist,

Man kann somit, da p,
setzen:
¥ = p,.

1) Dassglbe ist Imschenetsky, Nr. 89, 8. 116—121, entlehnt. Graindorge
Nr. 71, S. 70—78 giebt em anderes aus. Ampére entnommenes, welches sich
mittels der Jacobi'schen Methode .sekr.einfach integriren j&sit.
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Sodann erh#lt man:

Ty

Oy = — (P1 — Va2 0) = — 2(P5 + Gy€ ") — 5pg = — T — 2a,¢".

Die Reihe der Functionen ¥ hort hier auf. Man hat jetzt ein Integral zu
suchen von

de, __ _ d8,
1 —73‘1_—2%6_1”
und dies ist f;. Man findet:
1 _ 1 2N
fo =B + 3 60 ™)™ = (py + g me ™) = a,.

Aus den vorstehenden Resultaten folgt:
4 1 )
Ps — Y33 = D3 + -3— age—1 — 036—'7’1,

Py — Ya3 = Py — %aae“" — gz,
P — Y =pn+ -
3) Man betrachtet sodann die Gleichungen:
(81— Y19 f) =20, (B — ¥a5 1) =0, (ps — ¥s.0 f)=0.

Die letzte hat zur Lsung ¥, = p, == const, welche auch der zweiten
geniigt. Sodann:

U, = 00— ¥10) = — p; .
Uy = (U1 — Y19) = — ae 9, + %:
Dies fiihrt nach der allgemeinen Methode zu
fi, = log (— %:) — Gy = — log a,
und hieraus folgt:
Po — VYuu =0 — Py
D3 — Yeg = - -«
Dy — Yy =
P — Yy = ...

4) Die letzte der Gleichungen

(1’1 ""ﬂl,h fa) =01' (ps '-'pi-hfb)=0-1 (P;—%.n f5)= 01 (PI_WI.I’ f5)= 0
hat zyr Losung ¥, = p; = const, welche auch der zweiten und dritten
geniigt, und giebt:

1 z
O =00 — ) =— e — a. e .

11*
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Man findet sodann:
fs = log py — ae= + 7.1“ J e dgy = log a
und Ny

2 1(.ae—
D5 = ag (e"!’ z"'h_.-[‘a” z'dwn)

5) Nunmehr kann man auch p,, ps, p,, p; als Functionen der z allein
und der Constanten ausdriicken. Setzt man dann die erhaltenen Werthe
in den Ausdruck

dz = p,dz, + pydz, + pydz; + pidz, + psdas
ein und integrirt, so findet man schliesslich:

z2 =0 + % (22— z5)e ™ + a3 (23 + z5)e

—y
1 Sea‘e dz
]

!
+ a5 (az, + 2™ e ©

Nachtrag IV zur zweiten Auflage.
Gilbert’s Darstellung der Jacobi'schen Methode.

Herr Ph, Gilbert, Professor an der katholischen Universitit zu
Lowen, hat die Jacobi'sche Methode unter einer originellen Form dar-
gestellt, indem er insbesondere seine Aufmerksamkeit auf einige delikate
Punkte richtete, welche sich auf diejenigen Integrabilititsbedingungen be-
ziehen, die nicht auf identische Form gebracht sind. Wir geben nach-
stehend diese wichtige Arbeit fast vollstindig wieder; dieselbe erschien in
den Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1881, Bd. V, 2. partie,
S. 1—16 unter dem Titel: .Sur une propriété de la fonction de Poisson
et sur la Méthode de Jacobi pour Uintégration des équations auzx dérivées
partielles du premier ordre, und theilweise in den Comples rendus de
VAcadémie des Sciences de Paris, 1880, XCI, S. 541—544, 613—616.
Wir #ndern nur die Bezeichnungen des Verfassers in die von uns bisher
gebrauchten um.

1. Eigenschaft der Poisson’schen Function (H;, Hi). Wir nehmen
an, dass zwischen den Verkinderlichen # und p m gegebene Gleichungen

Hi(Z), %gy o« oy Ty iy Dy o9 Pn) =0 (i=1,2,..,m) (1)

existiren und dass man daraus die Werthe der m Variabeln p,, .. ., pn als
Functionen der andern abgeleitet habe, so dass man hat:

Di = YWi(@yy e Tny Pppyty -+ wPn) (E=1,2,..,m). . (2)
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Wir bezeichnen ferner mit A4 die Functionaldeterminante

G(Hu He: L ) Hm)
8(1’1:?” ) Pm)

und mit A"’ die Unterdeterminante derselben, welche man erhilt, wenn man
die Kolonnen vom Index » und s und die Zeilen vom Index ¢ und % unter-
driickt. Bekanntlich hat man nach einer Eigenschaft der Determinanten,
wenn i und % zwei verschiedene Indices aus der Reihe 1, 2,... m be-
zeichnen, stets:

i+k r+sA",3 G(Hr, H:)
A ( 1) 2( 1) l, a(p! P/f) . . . . (3)’
wo das Symbol X' eine Summation andeutet, welche sich auf alle Combi-
»np
nationen zu je zweien der Indices » und s aus der Reihe 1, 2, ... m
erstreckt.

Dies vorausgeschickt, sei  irgend eine der unabhingigen Variabeln
Zyy .o Tny Ppiyy + + - Pn.  Differentiirt man die Gleichungen (1) nach u,
50 ist

1 6H d@, dp2 6H1 dpm —_—
Gu “op, + % Gp, +-+ dpm  du =0
? GH dpl dp? aH, dpm
8u + + ap, @ T opm  du 0 . (4).
aHm 0Hn dp, 8 Hm % 0Hm dpm
u + ap; + &p, du+”'+ opm  du =0
und aus diesen ergiebt sich leicht:
p, __ 1 ¥H,H,...Hn)
du 4 U, py...pm)
dp‘z —_ _]; a(Hu }Iﬁ’ s Hm)
d -
u 4 @utecapm) L (5)
dpm —_ e— _l_ 6(H1’ Iiv R ) Hm)
du 4 8Py Pay e W)

Nehmen wir irgend zwei der Gleichungen (4) und sind » und s die
Indices der H, welche darin vorkommen, setzen wir ferner darin u = z;,

wo j eine der Zahlen 1, 2,... % ist, multipliciren sodann diese beiden
dH; dH,

Gleichungen respective mit ——, — —— und addiren sie, so kommt, wie
Pj de

man leicht sieht:

8 (Hr, Hs) + d(Hr, Hs) dp, | 3(Hr, Hs) dp, +.. o (Hr, Hy) @3-0(6)

3(x;, 1) 3(p,p) dz; | ¥(pp) da; o(pm,p)) dw;
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Multipliciren wir die ganze Gleichung mit (— 1)* 4[7, wo u zur
Abkiirzung die Summe r 4 8 + 1 4 2 bezeichnet, bilden wir sodann die
Summe aller analogen Gleichungen, welche man erhilt, indem man r und s
simmtliche in der Reihe 1, 2, ..., m enthaltenen Werthe beilegt, so er-
halten wir:

1y a0 ) | I gy U L)

v 8(zppy) az; ;' ¥ 8(p, p))
% 1y 78 8 (Hy, Hsl dpm 1A i(_H-r, Hs) —
+dzj f;( V4, 3(2:,p)) oot da; ,Z,,( 4., 3 (pm, p)) oM

Man braucht jetzt nur den Coefficienten von %%— in dieser Gleichung,
i
niémlich
. W Ty H; Hs)
2(—1 A”a(_'_
r,s( U 3(p.p))

mit der rechten Seite der Gleichung (3) zu vergleichen, um zu erkennen,
dass derselbe sich von A nur dadurch unterscheidet, dass in der zweiten
dH, dH,

EE, ‘d“pzi_’ ce .

getreten sind, d. h, dieser

Zeile der Determinante A die partiellen Ableitungen

aH, dH,
dps, dpz’ T

. an die

Stelle der partiellen Ableitungen

Coefficiant ist nichts anderes als:

3(H, H,, ..., Hn)
O(Pyy Diy « + oy Pm)

Man hat ebenso fiir den Coefficienten von ZZ" :
1]
s 8 (Hr, Hy) 8(H, H,, ..., Hn)
J(—1 s A” ) —_ 19 4y,
r,:( ) V2 3(p,s pj) a(pjr Doy ooy )’
und was die Coefficienten von gp—‘f, ey apm angeht, so reduciren sie sich
da;j daj

als Determinanten, welche zwei gleiche Zeilen haben, auf Null, was man
aus dem Bildungsgesetz (8) ohne Miihe sieht. Die Gleichung (7) reducirt
sich also auf die folgende:

Ar,s 8 (Hr, Hs
12 8 (=, 7))

) 4 SV Hyyeo Hnydp,  8(Hy By Hu)dp: _

Z(— 1)

Setzen wir der Reilie nach in dieser Gleichung j =1, 2,... # und
addiren sie dann Seite fiir Seite, wobei zu beachten ist, dass

'S" 8(Hy, H)

j=1 a(xj,. pj') = (Hr’ HJ),



Nachtrag IV. 167

so erhalten wir:

J H, H,,..., Hn)dp, 8(H,;H, ..., Hn) dp,
0__2;'_1“4’#11 z{m m)ap, _ O(H;H,,..., Hm) dpy}
( ) (Hr, ,)+ 8 (py, Dj- - Pm) dz G(Pjrpev---vpm) dxj
Der Coefficient von %1;—‘ verschwindet aber als Determinante, welche
j
zwei gleiche Zeilen hat, fiir j = 1, 3, ..., m und reducirt sich fiir j = 2

auf 4. Ebenso ist der Coefficient von dp. e _ gleich Null fiir j =2, 3, .

und reducirt sich fiir j = 1 auf — A Schhesshch sind uns fiir die a.ndem
Werthe j=m + 1, m 4+ 2, ..., n die Ausdriicke dieser Coefficienten ge-
geben durch die Relationen' (5), in denen man nur » = p, zu setzen
braucht, um zu erhalten:

8(H,, H,,..., Hn) —_ — A gp_?
8(py, Pj e Ppm) dpj
6(1{1, .Hg, ey Hm) — A dpl .
s(pj’ Doy -+ - Pm) dp}

Substituiren wir alle diese Resultate in die obige Gleichung, bemerken
wir ferner, dass die hier auftretenden Functionen p; und p, in Wirklich-
keit nichts anderes sind als die Functionen i, und 1, der Gleichungen (2),
so finden wir offenbar das folgende Resultat:

A awl_%.-m(% m_m%)]_
fs( VA Hy H) +A[ 8z, j=£+1 dz; dp;  op; 8z 0

Man erkennt der Definition der Poisson'schen Function zufolge ohne
Miihe, dass die Grosse zwischen den Klammern in dieser Gleichung nichts
anderes ist, als — (p; — Wy, P» — ¥,). Man hat also:

(— )2 Z(— 1) T A (H,, H) — A (py— py, py— ys) = 0.

Nur um die Darstellung zu erleichtern, haben wir bisher die Functionen
y, und 1, behandelt; dieselbe Schlussreibe ist ohne Anderung anwendbar
auf zwei beliebige andere Functionen w; und ;. Wir konnen somit all-
gemein die Gleichung schreiben:

(Bi — Wir Px— Wi) = “” 2L (), ()

und diese bildet die Eigenschaft der Poisson’schen Function, die wir be-
weisen wollten. Dieser Satz besteht ganz ebenso; wenn die rechten Seiten
der Gleichungen (1), anstatt gleich Null zu sein, irgend welche Constanten
sind, denn dieses #ndert nichts an den partiellen Ableitungen der Functionen
H, ... H,und mithin geschieht der Beweis in derselben Waise.
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Die Gleichung (4) kann verallgemeinert werden, doch beschiftigen wir
uns hier nur mit dem, was sich auf die Integration der partiellen Differential-
gleichungen bezieht.

II. Folgerungen. Diese Gleichung (A4) giebt zu folgenden Be-
merkungen Veranlassung.

1) Wir nehmen an, dass die Functionen Hy, H,, ..., H, fiir irgend
welche Werthe von » und s aus der Reihe 1, 2,... m der Relation

(H,H)y=0 . . .. ... (B

geniigen und dass ausserdem die Determinante A nicht null ist, d, h. dass
die Functionen H,, H,, ..., H, von einander unabhiingig seien. Aus der
Gleichung (A4) folgt offenbar, dass man fiir irgend zwei Indices ¢ und k&
aus der Reihe 1, 2,..., m die Gleichheit hat:

Bi—vo e —ype)=0 . . . . . . (O)

Diese Gleichung ist fundamental in der Theorie von Jacobi und be-
ziiglich derselben sind zwei wesentliche Bemerkungen zu machen: Zu-
niichst setzt der Beweis, den wir soeben gegeben haben, keineswegs voraus,
dass py, s, - - - Pn die partiellen Ableitungen einer und derselben Function #

der Variablen z;, 2,, ..., #, nach diesen Variablen seien, sondern nur,
dass die '—’f(—";:_—l—) Bedingungen (B) erfiillt- seien. — Zweitens konnen die

Gleichungen (B) Identititen sein und zwar unebhingig von jeder Rela-
tion zwischen den Variablen z,,... %u Py, ... Pn; sie konnen auch
Gleichungen sein, welche aus den gegebenen Gleichungen H; =0, .. .,
H,, = 0 hervorgehen. In dem einen wie in dem andern Falle finden die
Gleichungen (C) identisch statt, welches auch die Werthe der Variablen
Ty, « o oy Tny Pm 1y - Pny Welche darin allein vorkommen, sein mogen:
In der That sind diese Verinderlichen in der ganzen Rechnung als un-
abhiingige Vertinderliche behandelt worden: Es konnen daher zwischen ihnen
nur identische Relationen bestehen.

2) Es giebt in der Theorie von Jacobi noch ein anderes fundamen-
.tales Theorem, welchem man begegnet, indem man den Beweis durchgeht,
nachdem die Gleichung (4) bewiesen ist. Nehmen wir an, dass m =n
sei und dass demzufolge die Gleichungen (1) und (2) die Werthe von
Pty Pas - » o Dn 8ls Functionen der einzigen Variabeln @y, ,,... @ er-
geben, so kann man die Gleichung (6) schreiben:

3(Hy, #:) | 'S O(Hy, H) dpi __
i p) | =1 O(pi p) dp;

Setzt man in dieser Gleichung der Reihe nach. j'= 1,2,...,n und
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addirt man die so erhaltenen Gleichungen, so erhilt man zufolge der
Definition des Symbols (H,, H,):
inj=n é (Hr, Hs) dp;
H,, H, Z 2 == 0.
(Hr, Hy) + 2152 opary) A
In der doppelten Summe sind aber offenbar die Coefficienten von
d dp;
il und von s einander gleiche, aber mit entgegengesetztem Vorzeichen

versehene Determinanten., Man hat daher die Gleichung:

. S(H,H) (dpi  dp;
(H,, x)+i. a(p” 5 ( W) =0,

wo sich die Summation iiber alle von einander verschiedenen Combinationen
der Zahlen ¢ und j von O bis » erstreckt.

Nehmen wir jetzt an, dass die aus den Gleichungen (1) abgeleiteten
Werthe von py, ..., p, derart seien, dass p,dz; + --- + pad@, ein exactes
Differential ist, so hat man fiir alle in der obigen Reihe enthaltenen Werthe
von ¢ und j:

dp; _ de

dz, — da
und somit befriedigen die Functionen H, ... H, fiir beliebige
Werthe von » und s, welche in der Reihe 1, 2,... » enthalten

sind, die Relation:
(Hy H)=0 . . . . . . . . (B

Dies ist eine der Hauptformen der von Jacobi gegebenen Integrations-
bedingungen und diejenige, die wir beweisen wollten. Selbstverstindlich
besteht das Vorstehende auch, wenn die rechten Seiten der Gleichungen
(1) irgend welche Constanten sind.

8) Was die Umkehrung dieses letzteren Satzes anlangt, so ist dieselbe
unmittelbar in unserer Gleichung (4) enthalten; man braucht nur noch in
den Gleichungen (1), (2) und (4) m = » zu setzen.

Da die Functionen Hj, ... H, nach Voraussetzung der Bedingung
(B) fiir alle in der Reihe 1, 2, ..., » enthaltenen Werthe geniigen, so hat
man fiir irgend welche in derselben Reihe enthaltenen Werthe von ¢ und %
die Relation:

@i — ¥ D — o) =

welche Gleichung sich, da y; und 1, keinen Buchstaben p enthalten, auf
die folgende reducirt:

Oy _ dwk __

0z ox;
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und diese ist keine andere als die Bedingung der Integrabilitit des Ausdrucks
wdz 4 --- 4+ wudz,. Wenn daher die Bedingungen (B) erfiillt sind, so
sind die aus den Gleichungen (1) abgeleiteten Werthe von py, ps, - . ., Pn
die partiellen Ableitungen einer und derselben Function von z,, .. ., &,.

Diesen Satz, den man gewthnlich auf etwas unnatiirliche und ziemlich
heikle Weise beweist, werden wir iibrigens bei unserer Darlegung der
Jacobi'schen Methode nicht brauchen.

OI. Kritik der gewdhnlichen Art der Darstellung der
Jacobi'schen Methode. Die Niitzlichkeit diesef Principien in der Theorie
der partiellen Differentialgleichungen wird aus den folgenden Bemerkungen
iiber den Gang, welchen man bei der Auseinandersetzung der Jacobi’schen
Methode einzuschlagen pflegt, hervorgehen.

Es scheint zunichst, als ob weder Jacobi noch die ausgezeichneten
Geometer, welche seine Arbeiten vereinfacht haben (Imschenetsky, Grain-
dorge, Mansion etc.) nicht mit gentigender Bestimmtheit unter den
Gleichungen, welche die Integrabilititsbedingungen unter verschiedenen
Formen darstellen, diejenigen angegeben haben, welche Identititen sind, die
unabhiingig von jeder Relation zwischen den darin vorkommenden Variabeln
z und p stattfinden, und diejenigen, welche bloss Gleichungen sind, die
auf den Relationen zwischen diesen Variablen beruhen.

Denkt man sich z. B. die Gleichungen, welche die Werthe der par-
tiellen Ableitungen p,, ps, . . ., Pn liefern wiirden unter der Form gegeben:

Hl = @, f:[_, == gy . - o H,,=a,,
tind 15st man dieselben schrittweise auf, so dass man hat:

Dy o= @&y, .. Tny gy Py .oy D)y

Dy = @ (@1, ..o Tn, Oy, Gy, P3y oo oy P}

so hat man bekanntlich nach Jacobi (Nova methodus etc. § 6):

(i — @i Pr — @i) = 0.

Sind diese Relationen Identititen? Jacobi scheint dies zu sagen und
Imschenetsky sagt es ausdriicklich. Nun geniigt aber ein sehr einfaches,
dem letzteren entlehntes Beispiel, um zu zeigen, dass dem nicht so ist. Die
gegebene Gleichung sei:

H = (z3py + 2py) 2y + a(py — p3)py = 0y
Die Bedingung (H;, H,) = 0 fiihrt zu
Hy, = (2, + 23) (py + ps) = a
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als der zweiten Relation und aus diesen Gleichheiten ergeben sich die
Werthe
a, — (% P+ T, P5) T,
a(p, —py)
a,

y 2 =¢2=——w2+x3 — Ps3

b

» =@ =

und aus diesen erhilt man ohne jede Schwierigkeit den Ausdruck:

Z

=90 22— 90 = G (400 — 5

Es ist klar, dass dieser Ausdruck nicht identisch null ist und es erst
wird infolge der obigen Gleichheit H, = a,. Man kdnnte diese Beispiele
beliebig vermehren, doch geniigt dieses fiir unsern Zweck, nimlich zu be-
weisen, dass die Integrabilititsbedingungen unter den verschiedenen Formen,
welche Jacobi ihnen gegeben hat, nicht immer Identititen sind.

Dieser Punkt ist wichtig, denn bei der Jacobi'schen Theorie bedient
man sich dieser Integrabilititsbedingungen, um zu beweisen, dass gewisse
partielle Differentialgleichungen, in welchen die Variabeln p als unab-
hingige Verinderliche figuriren, erfiillt sind. Wir wollen kurz an
die Reihe der Schlussfolgerungen erinnern.

Nachdem man aus der gegebenen partiellen Differentialgleichung
(Hy = a,) den Werth von p,, etwa

b =Y (wlv ooy Tny Qps Poy -+ o p") e (a)’

abgeleitet hat, sucht man eine zweite Gleichung, aus welcher man den
Werth von p, ableiten kann:

f2 (xl) RS xm alv_pgy .. -,pn) = a2 . . . . . (ﬂ),

und dazu muss die gesuchte Function f, der linearen Gleichung gentigen:

_ — _ o J’”(%«s_f? &, 3 _
(1)1 1/)17 f2) = 0 oder 31.1 J£2 31’1 6-’1{7 - 6‘”] 6PJ =0 . (7)'

Hat man also ein Integral f, dieser Gleichung und somit die Gleichung
(B) gefunden, so leitet man aus den Gleichungen (@) und (f) die Werthe
von p; und p, als Functionen der andern Grdssen ab, so dass

b = /ul(xla c oy Tny Qpy Gyy P3y - - oy p")} (6)

D = :uz(xlv c ooy Tny Apy Ay P3s - - pn)

ist, und man hat infolge einer der Formen der Integrabilititsbedingungen
des Ausdrucks pydzy + .- + p.dz, die Relation:

(g — My Py — M) = 0. . . . . . (o
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Sodann muss man eine dritte Relation, welche den Werth von p,
liefert, von der Form

f3@1y« - o Tun@yy Gy Pgy o+ 9 Pn) = a5 . . . . (§)

finden und dazu muss man eine Function f; bestimmen, welche gleichzeitig
den beiden linearen partiellen Differentialgleichungen geniigt

Br—wfs) =0, (Pr—ts,f)) =0. . . . (n.
Es sei ¢ ein Integral der ersteren; man bildet den Ausdruck

o= (P2 — M ?)
und zeigt mit Hiilfe der beriihmten Identittit:
(4, (B, C)) + (B, (C, 4)) + (C, (4, B) = 0,

dass ¢; ebenfalls ®in Integral der ersten der Gleichungen (7) ist, indem man be-
merkt, dass (p, — g, ?) zufolge der Voraussetzung und (p; — iy, py —ths)
infolge der Bedingung (£) gleich Null ist. Da aber in der ersten der Glei-
chungen (7) die Variablen p;, . .., p, als unabhingige Verinder-
liche figuriren, so ist es, damit ¢ ein Integral im wahren Sinne des Wortes
sei, unerlasslich, dass die Gleichung (¢) fiir beliebige Werthe dieser Vari-
ablen stattfinde oder in Bezug auf alle in ihr vorkommenden Variabeln
eine Identitét sei. Dieser Punkt ist es nun, auf den unserer Ansicht
nach nicht mit geniigender Bestimmtheit hingewiesen worden ist.

Dieselbe Bemerkung findet bei jeder weiteren Operation der Methode
statt. Ist die Gleichung ({) gefunden, so leitet man daraus den Werth
von p, her, triigt denselben in die Gleichungen (0) ein und hat auf diese
Weise:

P =V Py = Vo, P3g = V3

WO ¥y, ¥y, ¥; Functionen von 2y, ... &, a, @, a3, Py, ... Pp sind. Die
Integrabilititsbedingungen liefern zwischen diesen Ausdriicken die Relationen:

(D1 — Y1 Dy —”2)=0l
(pl——vl,p3—1/3)=0l B (9]
(P — Vo ps — v3) = 0

und man bedient sich dieser als identisch vorausgesetzten Relationen,
um zu den weiteren Integrationen fortzuschreiten u. s. w.

IV. Weitere Kritik. Die eben angedeutete Liicke in der Theorie,
welche uns beschéftigt, ist nicht die einzige. Es giebt, wenn wir nicht
irren, noch eine andere, die wir mit allem Vorbehalt, den der grosse Name
Jacobi’s erheischt, formuliren wollen.
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Worauf stiitzt man sich, wenn man die Exactheit der Relationen (g), (x)
und anderer analoger, welche eine so wichtige Rolle in dieser Theorie spielen,
voraussetzt? Auf das folgende von Jacobi aufgestellte Theorem (Nova
methodus § 12): ,,Sind p,, ..., p, Functionen der Veriinderlichen z,, z,,..., Z,
von solcher Beschaffenheit, dass p,dx, + p,dz, + - -- + p.dz, ein exactes
Differential ist, und driickt man zwei dieser Functionen p; und p; mittels
der Variablen # und anderer Grdssen p in beliebiger Anzahl aus (was auf
unendlich viele Arten geschehen kann), so hat man immer, wenn ¢@; uud
@i die Werthe derselben bezeichnen, die Bedingung:

(Pi — @iy pxr — i) = 0

Bestimmt man aber unter Einhaltung des Ganges, den wir oben re-
sumirt haben, der Beihe nach die Gleichungen:

fi=gay, fo=a,..,

welche zusammen mit der Gleichung (@) das integrable System bilden sollen,
aus dem man fiir py, ... p, solche Werthe muss ableiten konnen, dass
p1dzy + - - -~ padz, ein exactes Differential ist, so weiss man in dem Augen-
blicke, wo man irgend eine dieser Gleichungen (f), ({), ... erhalten hat,
noch nicht, ob sie wirklich zu jenem System gehort.

In der That, die Function f, z. B. muss der linearen Gleichung (p) ge-
niigen. Nun hingt die Integration dieser Gleichung () von derjenigen
eines Systems von 22—2 gewdhnlichen Differentialgleichungen ab, welches
2n—2 verschiedene Integrale besitzt, und man nimmt willkiirlich eins dieser
Integrale f; == a, (vorausgesetzt, dass es p, enthilt)) um daraus die
Gleichung () zu bilden, ohne sonst zu wissen, ob es gerade dasjenige ist,
welches mit (&) und anderen zu suchenden Integralen combinirt das System
bildet, vermittelst dessen man passende Werthe fiir p;, p,, . . . erhalten
kann. Nichts berechtigt also bisher, suf die Werthe py == 1y, p, = u,,
welche aus den Gleichungen (d) und (B) abgeleitet sind, diese Relation (&)
anzuwenden, welche zufolge des Satzes von Jacobi ausschliesslich fiir die-
jenigen Werthe von p, und p, gilt, welche aus dem integrablen System,
d. h, aus dem System von Gleichungen sich ergeben, welches fiir p,, p,...
Werthe giebt, die p dzy + --- 4+ pudz, zu einem exacten Differential
machen,

Ebenso muss man, um die Function f; aus der Gleichung (§) zu
finden, eine Function suchen, welche gleichzeitig die Gleichungen (7)) erfiillt.
Nun weiss man aber, dass mehrere Functionen existiren, welche diese Eigen-
schaft besitzen; dieses ergiebt sich schon aus der Methode, welche man an-
wendet, um eine zu finden, Man ist also nicht sicher, dass diejenige, welche
man wihlt, indem man sich im Allgemeinen durch die Einfachheit der
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Rechnungen bestimmen lisst,  gerade diejenige ist, welche, einer Constanten
ag gleich gesetzt, eine der Gleichungen des integrablen Systems liefert.
Hiernach hat man aber nicht das Recht, auf die aus den Gleichungen
(@), (f) und (§) abgeleiteten Ausdriicke

P =V, Py = V5 P = V3

die Relationen (k) anzuwenden, welche voraussetzen, dass dieselben zu dem
integrablen System gehoren.
Und diese Bemerkung wiederholt sich bei jedem weiteren Schritte.
Aus allem diesem diirfte hervorgehen, dass das Integrationsverfahren,
wie es seit Jacobi stets dargestellt wurde, nicht auf geniigend sicher fest-
gestellten Principien beruht.

V. Neue Darstellung. Alle diese Schwierigkeiten verschwinden
und die Theorie gewinnt bedeutend an Einfachheit, wenn man von den in
unserer Nr. I und II dargelegten Principien Gebrauch macht. Wir wollen
kurz den Gang der Beweisfilhrung in diesem Falle angeben.

Indem man ebenfalls von der gegebenen Gleichung H, = a, ausgeht,

aus der man den Werth von p, unter der Form (a) ableitet, schreibe man
diese letztere Gleichung folgendermassen:

»— =0
sodann gehe man zur Ermittelung der zweiten Gleichung:

fo@y oo aZmuPoyeeupn) =08 . . . . . (P

Nun liefert uns nach dem oben in (II, 2) bewiesenen Satze die Gleichung
(B), in welcher H, = p, — v;, H,={, zu setzen ist, zur Bestimmung
der Function f, die lineare Gleichung:

(pl_WI’f2)=0' L (7)a

von der man nach der bekannten Methode ein Integral sucht. Sind die
Gleichungen (@) und (f) gefunden, so leitet man daraus die Werthe p, = u,,
Py = W, von p; und p, als Functionen der andern Verinderlichen her und
erhilt unmittelbar zufolge der Gleichung‘(y) und des Zusatzes 1 der Nr. II
oder zufolge der Gleichung (C) die Relation:

(B — s 23 — ) =0. . . . . . ()

Diese Gleichung (£) ist ferner, wie wir bewiesen haben, eine Iden-
titdét, wodurch jede Schwierigkeit in der weiterhin zu machenden An-
wendung derselben beseitigt ist.
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Indem wir sodann zu der Ermittelung der Gleichung

fé(xli LIRS xm a’ly ag,_pa, R pn) = a3 . . . . (g)

gehen, setzen wir in dem Theoreme (II, 2) H, = p;, — uy, H, = p, — Wy,
H,; = f,; dieses Theorem besagt, dass f; gleichzeitig den Gleichungen

(Pr — B0 f5) =0, (P, — U f5) =0 . . . ()

geniigen muss. Hat man auf dem von Jacobi angegebenen Wege eine
Function f; gefunden, welche gleichzeitig diesen beiden Gleichungen ge-
niigt, und hat man, indem man dieselbe einer Constanten a, gleichsetzt, die
Gleichung ({) gebildet, so besitzen offenbar die aus den Gleichungen

Pr— M =0, p —py =0, py — p3 =20

abgeleiteten Werthe p, = v,, p, = v,, p; = v, die durch die Gleichungen
() definirten Eigenschaften. Man braucht dazu nur zu setzen H; = p; — 4,
H, = p, — My, H; =f; und zu bemerken, dass zufolge der Gleichungen
(¢) und () und zufolge des Zusatzes (II, 1) die Gleichung (C) hier
anwendbar ist. Ferner sind diese Gleichungen (x), wie schon bemerkt,
identisch, was unerlésslich ist fir die Anwendung, die man fernerhin von
ihnen macht.

In derselben Weise fihrt man fort, ohne dass man sich darum zu kiimmern
hitte, ob die Gleichungen f, = a,, f; = a3, . . ., welche man nach und nach
erhilt, wirklich zu dem System gehéren, welches p,dz, + ... + p,dz,
zu einem exacten Differential macht; denn bei unserer Methode sind die
Relationen (€), () und andere analoge Folgen der bereits erhaltenen Glei-
chungen und keineswegs Folgen der Voraussetzung, dass diese Gleichungen
zu dem integrablen System gehoren.

Erst am Ende der Integration, wenn man die #» Gleichungen p, = 4,,
fo = @y, ..« fn = an, welche nothwendig sind, um p,, p,, ... Pa als
Functionen von #;, &,, . . ., &, darzustellen, erhalten hat, giebt uns derselbe
Zusatz (II, 1), wenn man ihn in derselben Weise auf die aus diesen
Gleichungen abgeleiteten Ausdriicke

P=m (xlv ooy Zny Qg Agy v o oy a’n)a

D = J72 (xli v o 9oZny Qgy Gy o ooy an)y

Pn = T (Ty, - . o Tny Gy, gy - - o B)
n (n—1)

anwendet, unmittelbar die — identischen Relationen:

2

(pi — m, px — m) = 0,



176 Nachtrag IV.

wo ¢ und % irgend welche Werthe aus der Reihe 1, 2,... # sind. Nun
reduciren sich aber diese Relationen der schon (II, 3) gemachten Bemerkung
nach auf die folgenden

und zeigen somit, dass m,... &, gerade die Ausdriicke von p,, ..., P,
sind, welche p,dz; -+ ... + pndx, zu einem exacten Differential machen.

Die in den Nr. I und II dargelegten Principien sind nicht minder
niitzlich in der Theorie der Integration der simultanen Gleichungen: sie
beseitigen unmittelbar die Schwierigkeiten, welche Bour in dieser Theorie
iibrig gelassen hatte, und fiihren in natiirlicher Weise zu der Methode
von A, Mayer.



3. Kapitel.

Integration der simultanen partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung.

§ 21. Allgemeine Theorie. Methode von Bour.l)

79. Fall, wo die gegebenen Gleichungen nach m der Grissen
p aufgeldst sind. — Nehmen wir an, dass man eine gemeinschaftliche
Losung der m Gleichungen

"= wl (xlv o o0y Ty pm-l-l’ T p") . R (11)’
Dy = Py (@, . - Tmy Pty » o v D) - o .. (12)7
D = me(wh o Ty Pgtr » o m -pﬂ) e e (lm)

zu suchen habe, so kommt die Aufgabe darauf zuriick, » —m neue Re-
lationen zwischen den p und den z von solcher Art zu suchen, dass die
Werthe von py, . . ., p, als Functionen der x, welche man aus diesen neuen

') Sur Vintégration des équations differentielles particlles du premier et du
second ordre. (Journal de 1'école polyt. 39. Heft, S. 149—191), insbesondere § III,
S. 163—174. Die Methode von Bour ist auseinandergesetzt in Graindorge
VIO, S. 73—89; Imschenetsky, § 23, S. 121—186; Collet (Ann. de 1'école
normale supérieure, Bd VII, S. 7—47). Die Methode von Bour enthielt einen
leichten Irrthum, der von diesen verschiedenen Autoren ebenfalls begangen und
von Mayer in einer ausgezeichneten kleinen Abhandlung (Math, Annal., Bd. IV,
S. 88—94), deren wesentlichen Inhalt wir hier wiedergeben, berichtigt wurde.
Dieselbe ist betitelt: ,Uber die Integration simultaner partieller Differential-
gleichungen der ersten Ordnung mit derselben unbekannten Function.“ Imsche-
netsky, § 26, S. 145—156, wendet die allgemeine Theorie auf die unmittelbare
Bestimmung der Integrabilitéitsbedingungen eines Differentialausdrucks an,

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 12
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und den gegebenen Gleichungen ableiten kann, den Ausdruck

dz = pydz, + pydwy + - + ppdz, . . . . (2)
integrabel machen.
Es folgt daraus, dass man fiir die Werthe von i und von %, welche
in der Reihe 1,2, 8, ..., m enthalten sind, haben muss:

Wi—voaor—yw)=0 . . . . . . (3)

Man hat hier drei Fille zu unterscheiden.

I Es ist moglich, dass die Gleichung (38) identisch erfiillt
ist fiir alle Werthe von ¢ und .

In diesem Falle findet man den Werth von #¢, indem man sich der
‘Jacobi’schen Methode fiir den Fall einer einzigen partiellen Differential-
gleichung von dem Augenblicke an, wo man bereits m Relationen zwischen
den p und den z kennt, bedient.

Man sucht also #—m andere Relationen

fl = ai! f2 == a2’ o Tnem = an—m

zwischen den p und den z und findet eine Losung, das sogenannte voll-
stindige Integral mit » — m -+ 1 willkiirlichen Constanten.

II. Man kann mdglicherweise fiir ein oder mehrere Werth-
systeme von ¢ und %

(pi — Wa Pt — i) = const
oder:

(i — Vi P — Yu) = F(2y, 2y, . . , Tn)
finden.

In diesem Falle haben -die Gleichungen (1) keine gemeinschaftliche
Losung, da es entweder absolut unmdoglich ist, der Bedingung (3) zu ge-
niigen, oder man derselben nur geniigen kénnte, indem man ¥ = 0 setat,
d. h. indem man annimmt, dass zwischen den  eine Relation besteht.)

III. Man kann méglicherweise fiir ein oder mehrere Werth-
systeme von ¢ und %

(i — Wi, P — W) = [(@1y - » Tny Ppo1r o+ Pn)
finden.

In diesem Falle ist ersichtlich, dass, wenn das gegebene System eine
Losung hat, die Relationen, welche noch zwischen den z und den p zu
suchen bleiben, derart beschaffen sein miissen, dass man fiir jede Function
f hat:

f(@y, ..y Ty y ST pn) = 0.
1) Man wiirde jedoch untersuchen k¢nnen, ob man sich nicht in dem Falle

der halblinearen Gleichungen von Lie befindet, von denen wir oben (Nr. 14)
nur die Definition haben geben k&nnen.
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Mithin miissen, und darin besteht im Wesentlichen die Methode von
Bour, alle diejenigen von diesen Gleichungen f == 0, welche von ein-
ander verschieden sind, zu dem urspriinglichen System hinzugefiigt werden,
da sie ebenso wie die gegebenen Gleichungen selbst erfiillt sein miissen.

Das in dieser Weise vervollstindigte System muss wie das urspriing-
liche System behandelt werden; tritt der Fall I ein, so vollendet man die
Aufldsung nach der Methode von Jacobi; kommt man auf den Fall II,
so hat die Aufgabe keine Losung; begegnet man dem Falle III, so muss
man zu den gegebenen Gleichungen noch neue Gleichungen hinzufiigen und
beziiglich eines dritten aus dem vorigen System und den neuen Gleichungen
bestehenden Systems dieselbe Untersuchung anstellen. U. s. w.

Offenbar kommt man zuletzt auf den Fall I oder auf den Fall IL
Kommt man insbesondere auf ein System mit mehr als # Gleichungen, so
ist die Aufgabe unmoglich.

80. Fall, wo die Gleichungen in impliciter Form gegeben
sind. — Es seien
H =0 H =0,.., H,=0 . . . . (11

wo H eine Function von #;, @y, . . ., Zn, Py, Dy, - - - Pn bezeichnet, die ge-
gebenen Gleichungen. Wie oben beweist man, dass man fiir die Werthe
von ¢ und %, welche nicht grésser als m sind,

H H)y=0 . . ... ... (®

haben muss. Man findet ebenfalls, dass drei Fille zu untersuchen sind
analog den obigen, ausserdem aber noch ein vierter, der Bour entgangen
war und auf den Mayer aufmerksam gemacht hat.

I Die Gleichungen (3‘) sind identisch erfiillt fiir alle Werthe
von'¢ und %, die nicht gr&sser als m sind. In diesem Falle fiihrt
die im § 19 auseinandergesetzte Jacobi'sche Methode am hiufigsten zur
Losung; wenn nicht, wende man die Methode des § 20 an.

II. Man findet fiir ein oder mehrere Werthsysteme von 4 und %:
(H;, Hy) = const
(Hiy Hy) = F(%y, ..., s Hy, H,, ... Hp),
(Hiy Hy) = F(2y, ..., %y 0,0,0,...0)

In diesem Falle haben die Gleichungen (1‘) keine gemeinschaftliche
Losung.
I0. Man hat fiir ein oder mehrere Werthsysteme von 4 und &:

(Hia H)) = f (2, Zyy o ooy Tny D1y oo vy pn)-
12*
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In diesem Falle fiige man die Gleichungen f =0 zu dem urspriing-
lichen Systeme hinzu und diskutire das vervollstindigte System in derselben
Weise wie das urspriingliche System, wobei man den Fall IV mit zu be-
riicksichtigen hat.

IV. Endlich ist es mdoglich, dass die Gleichungen (3‘) be-
friedigt sind, aber nicht identisch, sondern zufolge der Glei-
chungen (1‘) selbst. Dies tritt z. B. immer ein, wenn die linken Seiten
der Gleichungen (1‘) vollkommene Quadrate sind:

P=0, hA=0,... h? =0,

m

da jedes Glied von (H;, H;) alsdann den Factor h; h; enthdlt. In diesem
Falle muss man auf die Methode des vorigen Paragraphen zuriickgreifen,
um zu sehen, welcher der Fille I, II oder III eintritt.

Bemerkungen. I. Es sei:

H, = (Hia Hk)-

Nach dem Satze von Jacobi hat man:

(Hj H,.\) = (H;, (Hy HY)) = — (H, (Ho, Hy)) — (Hy (H;, H)).
Ist nun bereits:
(Hi, Hj) = 0, (Hl’ H) = 0,

so findet man ohne neue Rechnung:
(Hj’ Hm-l-l) = 0.

II. Mag man die Gleichungen in der einen oder der andern Form an-
wenden, in jedem Falle miissen die Gleichungen eines jeden betrachteten
Systems algebraisch mit einander vertriglich sein.

81. Besonderer Fall, in welchem man nicht auf die Gleichungen
p — y = 0 zuriickzugehen braucht.l) — Nehmen wir an, dass man
die m Gleichungen H = 0 der vorigen Nummer nach p,, p,, ..., p, suf-
gelost habe und dass man darauf in diese Gleichungen wiederum die ge-
fundenen Werthe von p,, 2, . . ., #n eingesetzt habe, so werden dieselben
zu Identitdten und man hat infolgedessen:

AH | SH sy, o OH dym _
ox op, oz pm oz

!) Die Bemerkung dieser Nummer riihrt ebenfalls von Mayer her (Math.
Annal. Bd. IV, S. 93—94).

’
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eine Gleichung, die man auch schreiben kann:
oH __ 8H a(pl—w,) +. + OH  _3(pn—ym)
oz op, apm ox

Ebenso hat man:

oH __ 0H d(pi—v,) + . O0H 8(pm—ym)
op op, o 8pm op

selbst fiir p = p;, Py, . . o Pm. Mithin:

m m aHl aH
(H, H) = 2255 S0 (0 =Y 20— ¥

Lésen wir diese Gleichungen nach (p, — ¥, p; — ys) auf, so ist der
Nenner des Werthes dieser Ausdriicke das Quadrat der Determinante

B(H;, H?: () Hm)
a(plsp‘z’ e p"’) ’

in der man sich p,, p,, . .., p,, durch ihre Werthe ersetzt denkt. Ist diese Deter-
minante nicht null, so werden im Allgemeinen die Gleichungen (H;, Hy) = 0
die Gleichungen (p, — ,, ps — s)== 0 zur Folge haben, und man braucht
somit, da der vierte Fall in der Analyse der vorigen Nummer nicht in
Betracht kommt, bei der Anwendung der Methode von Bour einzig und
allein Gleichungen von der Form (H;, Hy) = 0 zu benutzen.

Dies tritt insbesondere stets in dem Falle der linearen Gleichungen
ein, da die Determinante nicht mehr p,, p,, . . ., P, enthilt.

82. Beispiel?). Wir wollen die Gleichungen betrachten:

Hy = p,p; — 2,0, = 0,
Hy, = p,p, — 7125 = 0,

welche in Bezug auf p, und p, linear sind und auf die man somit die
Methode der Nr. 80 anwenden kann, ohne auf den Fall IV Riicksicht
nehmen zu miissen.

1) Imschenetsky, Nr.105, S.133—136; Collet S. 44—47; Graindorge
Nr. 79—83, 8. 77—85. Wir geben dieselbe Losung wie Imschenetsky; Collet
giebt eine complicirtere Losung, indem er von der folgenden gemeinschaftlichen
dem zweiten Werthsystem der p entsprechenden Losung der Gleichungen ausgeht:

x 2

f= &r, — z2 (ﬁ) .

Dieser Werth ist mit Hiilfe der Losung x, — x,x,2,p,~* der ersten der drei zu
integrirenden linearen partiellen Differentialgleichungen gefunden. Graindorge
reproducirt diese beiden Ldsungen unter einer andern Form und giebt ausserdem
eine dritte Lisung nach der Methode von Lagrange, nachdem einmal die Werthe
von p,, p,, p, erhalten sind. Ein anderes Beispiel findet sich weiter unten (Nr. 93).
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Man findet:
(Hyy Hy) = z1py — Zpp, + %3p3 — %4 Py
Setzt man:
H;, = TP — TPy + T3p3 — T py = O,
so hat man:

(Hp Ha) —_ 2(1’11’3 — Tpmy) = — 2 Hy = 0,
(Hyy Hy) = + 2(pepy — m%3) = + 2 H, = 0.

Aus den drei Relationen Hy = 0, H, = 0, H; = 0 erhilt man
die beiden folgenden Werthsysteme fiir py, p,, p5:

ZyTg 3%y y I
p = - = — pS = ——,
! p’ 2 P 2
Py &, %y 4%,
Py = —— Py = — p3 = —,
1 x, ’ 2 P, P,

Das zweite Werthsystem wird erhalten durch Vertauschung der Indices 1
und 8 in dem ersten. Die Lésung der Aufgabe in dem einen Falle giebt
somit durch dieselbe Vertauschung die Losung in dem andern. Wir wollen
das erste System nehmen. Man hat die Jacobi'sche Methode auf das
System von simultanen linearen Gleichungen anzuwenden:

(p1 - z2x3p:1, f)=
(02 — wl"’apzlv f)
(ps — pywyay s f)

I

0,
01
0,

in denen f eine Function von 2y, z,, %3, , und p, ist. Die beiden ersten
dieser Gleichungen sind, ausfiihrlich hingeschrieben:

o
oz,

of
o,

of —o
+ &3: x2z3p4 = O,

F) _
+ &;f‘ zyzsp, T = O.

Sie haben als gemeinsame Ldsung ¥, = p,. Setzen wir diesen Aus-
druck in die linke Seite der dritten ein, so finden wir eine zweite den
beiden ersten gemeinschaftliche Losung, nimlich ¥, = p,z,~1. Es giebt
keine andere von ¥, und ¥, unabhingige weiter. Die den drei Gleichungen
gemeinschaftliche Losung muss sodann der Gleichung gentigen:

daoy __ 48y go. W __ doy

&y ¥, & . Ly

Dieselbe fiihrt schliesslich zu der gemeinschaftlichen Losung

Py = axg.
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Aus diesem Werthe von p, und den obigen Resultaten erhilt man

dann :
2! oy
b= 5 Py = Py = az,,
de = — (nydoy + o,d8,) + o (v,day + 2z,
s = % z,z, + azzz, <+ .

Durch Vertauschung der Indices 1 und 3 findet man eine andere
Lisung:

Z = —} 23 + az,xz, + b.



4. Kapitel.

Methode von Clebsch fiir die Integration der linearen
partiellen Differentialgleichungen, zu denen die Jacobi’sche
Methode fiihrt.?)

§ 22. Zuriickfiihrung eines wollstindigen Systems linearer Gleichungen
auf ein Jacobi’sches System oder die Transformation von Clebsch.

83. Eigenschaft eines vollstdndigen Systems. — Es sei gegeben
ein System linearer homogener partieller Differentialgleichungen:

A =0, Az =0,..,4=0 . . . . (1),
in denen

dz dz dz
die = ay, T, + a;, e +o G-

ist. Sollen die Gleichungen des gegebenen Systems eine gemeinschaftliche
Loésung haben, so miissen, wie wir im § 17 gesehen haben, fiir alle Werthe
von ¢ und %, welche nicht hoher sind als u, die Gleichungen bestehen:

(AiAk -_— AkA,‘)Z = ( e e e . . (2)
1) Clebsch, Uber die simultane Integration linearer partieller Differential-
gleichungen (Crelle's Journ. Bd. 65, S. 257—268), 8. 257—266. In der ersten
franzdsischen Auflage dieses Werkes hatten wir nach Clebsch die im § 23 aus-
einandergesetzte Methode die Weiler'sche Methode genannt, aber Weiler hat
bemerkt, dass seine Methode von der in diesem Kapitel auseinandergesetzten
verschieden ist. Weiler hat zahlreiche Arbeiten iiber die partiellen Differential-
gleichungen verdffentlicht, welche man in den folgenden Journalen findet:
Grunert's Archiv 1858, Bd. 33, S. 268—284; Schlomilch's Zeitschrift, 1863,
Bd. 8, S.264—292; 1875, Bd. 20, S. 83—92, 271—299; 1877, Bd. 22, S. 100—125.
Die Weiler'sche Methode wurde von Mayer in den Math. Ann. 1875, Bd. 9,
8. 347—870 einer kritischen Untersuchung unterzogen. Es fehlte uns an Zeit,
um eine Analyse dieser Arbeiten von Weiler zu geben. In dem Jahrbuch iiber
die Fortschritte der Mathematik 1877, Bd. 9, S. 265 sagt Mayer iiber die letzte
Abhandlung von Weiler: ,,Der Aufsatz bringt eine neue, von den fritheren
Mingeln befreite Darstellung der Weiler'schen Integrationsmethode.*
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Sind diese Relationen identisch erfiillt, so nennt Clebsch das gegebene
System ein Jacobi'sches System; ist die linke Seite der Gleichungen (2)
eine lineare Combination der Gleichungen (1), so nennt er es ein voll-
stindiges System, und wir wissen, dass die Gleichungen (1) in diesem Falle
ebenfalls eine gemeinschaftliche Losung haben, wie wir im. vorigen Kapitel
gesehen haben. Wenn endlich die Gleichungen (2) nicht fiir alle Werthe
von ¢ und % erfiillt sind, so kann man nach der Methode von Bour das
gegebene System in ein vollstindiges System transformiren, oder sich iiber-
zeugen, dass es keine Losung hat. Man braucht also nur die vollstindigen
Systeme und die Jacobi'schen Systeme zu betrachten.

Dies vorausgeschickt, sei das vollstindige System (1) gegeben. Es
seien ferner

Mz = m Az 4+ mydyz + - - + mydyz = 0
Ng = n Az + n, A, + .- 4 nyduz = 0

zwei lineare Combinationen der gegebenen Gleichungen; dann gilt dasselbe von

MNz — NMz = 0.
Man hat nimlich:
MNz = mydy (m 4,2 + nydyz + - + nud,2)

+ myd, (n, 412 + nydye + - -+ + nAue)

+ myd,(n Az + nydyz + .- 4 n,4,2)

[ad)ed
= (Mny X 4z + .- + Mn, X Au2) + Zmmy A;4y2.
Mithin: 1,1

(MN — NM)z — 3 (Mn; — Nm) X Aie + 3 mine(Aidy — Ards) .
1,1

Der erste Theil der rechten Seite ist von selbst eine lineare Combi-
nation der gegebenen Gleichungen; dasselbe ist infolge der Gleichungen (2)
mit dem zweiten Theile der Fall. Mithin schliesslich:

In einem vollstdndigen System kann man eine gewisse An-
zahl von Gleichungen durch eine gleiche Anzahl anderer Glei-
chungen, welche Combinationen der gegebenen Gleichungen sind,
ersetzen, ohne dass es aufhort, ein vollstindiges System zu sein,

84. Reduction eines vollstindigen Systems auf ein Jacobi’sches
System., — Es seien
Ugy Ugy oo oy Uy

u willkiirliche Functionen und es mogen die Gleichungen

Bz=0, Bg=0, Big=20,..., Be=10 . . (3
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aus den folgenden Relationen sich ergeben haben:
Az = Ay Bz + A, . Bye + .- 4 Au,. By
Ayz = Ayuy . Bz + Ayu, . Bog + -+ + Ayu, . Buz

).

A2 = Ayu, . Bz + A, . Bz + .. + A,m,u-BuJ
Das System (8) ist alsdann ein Jacobi'sches, d. h. man hat identisch:

(BBx — ByB)z =0 . . . . . . . (5.
Setzt man nimlich in den Gleichungen (4) der Reihe nach z = u,,

2 = Uy, ..., & == U, so findet man, wie leicht zu sehen:
Bu, =1, Byu =0, Byu = 0,...., By = 0 (6)),

Byuy, = 0, Byuy = 1, Byu, = 0,...., Bu, = 0 (6,),

Bju,

I
K=

Byw, = 0, Byu,=— 0,...., B, =1 (6,),
d. b,
Buy =0, Bu; =1 . . . . . . . (6)

Der Nr. 83 zufolge ist (B;By — BB;)z eine lineare Combination
der Ausdriicke Az oder nach (4) der Ausdriicke Bz. Mithin:

(BiBx — ByB)2 = C,Bjz + CyBy¢ + CyByz + .- - + C,Bue =10 (7).

Setzen wir in dieser Gleichung 2 == u;, 2 = u,,..., 2 = %y, SO

folgt:
¢ =10 C=0,.., C,=0

infolge der Relationen (6). Mithin ist schliesslich die Gleichung (5) iden-
tisch befriedigt.

Zusatz. Das Jacobi’sche System (3) ist so beschaffen, dass man
4 — 1 verschiedene Losungen einer jeden der Gleichungen kennt, welche
dasselbe bilden, und zwar geht dies aus den Gleichungen (6) hervor.

85. Integration des Systems der Gleichungen Bz — 0. — Die
Methode besteht, wie bereits erwihnt, darin, dass man zunichst eine Losung
der ersten Gleichung, sodann eine Losung der beiden ersten, darauf eine
der drei ersten Gleichungen u. s. w. sucht. Jedoch vereinfacht sich die
Losung infolge des Zusatzes in voriger Nummer. Nimmt man nsmlich an,
dass man eine Losung ¢ der ¢ — 1 ersten Gleichungen gefunden habe,
welche von den unmittelbar bekannten Lésungen, welche etwa u;,

Uitgyee o Ue
seien, verschieden ist, und setzt man

8, = B, O — B, ...,
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so werden ¥,, ¥;, ... ebenfalls Losungen der ¢ — 1 ersten Gleichungen
sein, Da man fiir 4 — 1 Gleichungen mit » unabhingigen Verénderlichen
nicht mehr als %# — (i — 1) gemeinschaftliche Lsungen finden kann, so
ist man sicher, dass die Reihe der Werthe

Dy Doy ooy Oy Wiy Uiy ooy Yo - . o . . (8)
nicht mehr als # — (i — 1) verschiedene Werthe enthalten kann. Somit
ist r hochstens gleich # — u, Wir suchen alsdann, wie wir dies oben

gethan haben, eine Function
Py, Oy ooy Oy Uiy vy W),
welche der Gleichung Bz — 0 gem’igt.. Dazu muss sein:

dy
dup

Wegen der Definition der  und der Gleichungen (6) reducirt sich
diese Gleichung auf

Bidy go + Bdy G-+ -+ B, 32 + Bt S+ -+ B, g = 0.

dy ad ay a9y

el 9, =2 t —— . J —=0. . (a

aw T gy Thay + T ohug @,
worin J,,, eine Function der andern Losungen der ¢ — 1 ersten Glei-

chungen Bz = 0 ist. Somit vereinfacht die Existenz der Gleichungen (6)
die Ermittelung der Reihe (8) sowie die Hiilfsgleichung.

Die vollstindige Losung des Systems (2) wird mit Hiilfe der im
vorigen Kapitel angegebenen Methoden bewirkt.

§ 23. Methode zur Integration der simultanen linearen partiellen Diffe-
rentialgleichungen, 2u denen die Jacobi’sche Methode fiihrt.Y)

86. Besondere Bezeichnungen und Festsetzungen fiir die An-
wendung der Methode des vorigen Paragraphen. — Der grosseren
Bequemlichkeit wegen schreiben wir die Systeme der Nr: 67 folgendermassen:

AH, =0 . . . . . ... 1y,
AH, = 0, 4LH, = 0 . . . . . . . . . .. (1)
AH, — 0, A, H =0, 4LH =0 . . . . . . (1),

A H, = 0, A,H, — 0, 4,H, =0,...., 4, H,=0(1,_,),

") Wir verbessern hier nach der Abhandlung von Clebsch einen Irrthum,
der sich bei der ersten (franzsischen) Auflage dieses Buches eingeschlichen und
auf den uns Herr Hamburger in seiner Recension unseres Buches (Hist. liter.
Abtheilung von Schldmilch’s Zeitschrift 1877, Bd. XXII, S. 41—48) giitigst
aufmerksam gemacht hatte,
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und die transformirten Systeme wie folgt:

BiaHy=0 . . . . . 1Y,
BioHy, =0, By,H;=0 . . . . . . . . . . . . (1%),

BigH, =0, By ,H, =0, BysH, =0 . . . . . . . (1%),

Bl n—1 H,= 0’ ‘B‘Zyn—-lH" = 01 BS,n—lHn = 07 LR} Bn——lm—lH" =0 (lln—l)‘

Um die Transformation von Clebsch auszufithren, halten wir uns an
die folgenden Regeln: 1) die u sind dieselben fiir das System (1,) wie fiir
das System (1,_,), nur dass man zur Transformation von (1,) eine Function
%; mehr nimmt. 2) Diese Function u; ist eine Liosung der ¢ — 2 ersten
Gleichungen des transformirten Systems (1‘;_,). 8) Da die Systeme (1,),
(13), (13), .. ., (1,—;) nicht unabhiingig sind, sich jedoch ein jedes von ihnen
nur durch Hinzufiigung einer Gleichung von dem vorhergehenden unter-
scheidet, so denken wir uns, um irgend ein System (1;) zu transformiren,
dasselbe ersetzt durch (1‘,_,), dem wir die Gleichung 4;#;,; = 0 hinzu-
fiigen.

87. Transformation. — Da man bei der Bestimmung von B, ,,
By; ;,... die i — 1 bereits bekannten Functionen % anwenden muss, so
hat man:

Bpiywe = 0, By, qu =1 . . . . . (2),

falls » und % Kkleiner als ¢ sind, Sodann muss #; eine Ldsung der simul-
tanen Gleichungen sein:

Blﬂ-_lu,- = 0, Bg,i_lu,- = 0, ..y Bi_z’,._lui = 0. . (3)
Die allgemeinen Transformationsformeln fiir das System (1) sind,

wenn man von der letzten Festsetzung in der vorigen Nummer keinen Ge-
brauch macht und H, , = 2 setzt:

dig= Awu B e+ AwB, s+t Au_ By g+ AuBie,

A= AzuiBl,iz'l‘ Ayu, By 2+ Az“i'—lBi—l,z'i‘ AzuiBi,iz’

A;_yo=A;_yu B, o+A; juy By 2+t qu B y2+A,_uBie,
Adiv= Aw B, 2+ Au,B, zg++ Au,_ B, 2+ Aw;Biiz (4)
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Die i — 1 ersten von diesen Relationen gehen iiber in:

By, 12=By; 1wy By ;#+B, ;U By 2+t By 1% 4 B; 4 £+By,; 1Bz,
By,;_1#=By,; By, e+By; (U By o+t By %1 By 2+By; (4B iz,

B,y 12=B;_ 1, 1By, #+B;_;,; By g++B;_y; 1w 1By #+B; 4, 1u;Bie

falls wir darin die Festsetzung am Schlusse von Nr. 86, 3 einfithren. Die

hinsichtlich der # getroffenen Festsetzungen ergeben sodann zufolge der
Relationen (2) und (8):

B, 12 = Bz,
B, 12 = By,
B; 5,12 = B,

B_ii 12 = Bi_,#+ By, B . . (5)-

Mithin ist das System (1‘;) identisch mit dem System (1‘,_,), wenn
man von demselben die letzte Gleichung weglisst und dafiir zwei neue
Relationen B, ;2 = 0, B;#z = 0, welche durch die Gleichungen (4)
und (5) bestimmt werden, zu demselben hinzufiigt.

Man kann demnach das transformirte System folgendermassen dar-
stellen:

CH, =0,

D\H, =0, G,H, =0,

D\H, =0, D,H, =0, CH, =0,

DH, =0, D,H, =0, D,H, =0, C,H, =0,

D\H, , =0, D,H, ,=0,...... , C, oH,_ =0,

D\H, =0,D,H, =0,...... , D,_yH, =0, C, H,=0.

Die hier mit C und D bezeichneten Operationen sind bestimmt durch
die Gleichungen:

C;,_F = D,_,F + C,_juCF,
AF = Au, .D,F + ... + Au,_,C,_,F + AuC;F.

Anstatt die in Nr. 77 angegebene Anzahl von Integrationen auszu-
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fiihren, braucht man nach der Methode von Clebsch nur ein Integral
zu suchen

von 1 Differentialgleichung  2n—2teT Ordnung, um H, zu finden

,» 2 Differentialgleichungen 27—4ter ” w Hg 3w
” 2 ” 2n—6ter ” ” H4 ” ”
2 ” 2ter 9 ” Hn ’ ” -

”

Es ist jedoch von Wichtigkeit, zu bemerken, dass die Vereinfachung
nur dann so gross ist, wenn die dem # analogen Zahlen im vorigen Para-
graphen stets ihren grossten Werth haben. Im andern Falle hort die
Vereinfachung auf, weil man keine Functionen % in geniigender Anzahl
mehr findet, um dieselbe vollstindig durchzufiihren,



9. Kapitel
Methode von Korkine und Boole.

§ 24. Methode von Korkine?).

88. Allgemeiner Gedankengang der Korkine’schen Methode.
Bei der Methode von Clebsch, ebenso wie bei der von Jacobi und Bour
werden die Systeme simultaner Differentialgleichungen absolut in derselben
Weise behandelt wie eine einzige Gleichung, zu der man durch gliicklichen
Zufall ohne alle Rechnung Relationen zwischen den Verinderlichen #, den
Ableitungen p und willkiirlichen Constanten hinzufiigen konnte. Es giebt
keinen Unterschied zwischen der Integration eines Systems simultaner Glei-
chungen und der Zuendefiihrung der angefangenen Integration einer einzigen
Gleichung,

Bei den Methoden von Korkine, Boole und Mayer, die wir in
diesem und dem folgenden Kapitel auseinandersetzen werden, geht man
ebenfalls von den Jacobi'schen Vorstellungen aus, man eliminirt aber ferner
jedesmal, wenn es gelungen ist, eine der simultanen Gleichungen zu inte-
griren, eine Verinderliche. Die Methode von Korkine ist auf beliebige
Gleichungen anwendbar, die von Boole auf die allgemeinen linearen Glei-
chungen, die von Mayer ebenfalls aber insbesondere noch auf diejenigen,
zu welchen die Jacobi'sche Methode fiihrt. Die Methode von Mayer
enthilt iiberdies einen anderen Cauchy entlehnten Gedanken, nimlich den
der Einfihrung der Anfangswerthe der Variablen als Constante.

Die allgemeine Methode von Korkine besteht in Folgendem: Es seien

1@y een@n Dy up) =0, . . . . . (1)

fn @, -+ oy Zny Pyyeony Pn) = Ay + « . . . (lm)

) Korkine, Comptes rendus de I'Académie des sciences de Paris Bd. 68,
S. 1460—1464, 1869 I. Semestre. Wir setzen voraus, dass die Variable 2 aus den
verschiedenen Gleichungen fortgeschafft sei, wodurch die Rechnungen betrichtlich
abgekiirzt werden. Die Korkine'sche Methode ist die zweite Bour'sche Methode
zur Erniedrigung der Anzahl der Integrationen, wie Korkine selbst sagt.
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m simultane Gleichungen, welche fiir die Werthe von ¢ und %, die nicht
hther sind als m, der Bedingung

o, o

(fo i) = 0 oder 3 "””‘=o @

oz
O ofi
op’ op
identisch gentigen. Wir integriren die eine der Gleichungen (1) z. B. (1,,)
und es sei

Z24u = F(xlv---; Ty Y1y oo Yp1) - o - - (3)

das gefundene vollstindige Integral, wo u, ¥, ... y,_; willkiirliche Con-
stanten sind. Aus Nr. 15 wissen wir, dass ¢ die iiberschiissige Constante
u beigefiigt werden kann, wie wir es hier voraussetzen. Die Relation (3)
giebt:
oF oF
p1=a,....,pn=m. L (4).

Nimmt man an, diss u eine gewisse Function der Grdssen y sei, so
kann man aus dem vollstindigen Integral (3) ein allgemeines Integral her-
leiten, wenn man demselben die Relationen

oF oF
G = Gy Tt = G (5)
wo
O —_ M
QI - dyl! AR Qn—l - d.’/n—l

ist, adjungirt. Bei der Korkine'schen Methode stellt man sich die Aufgabe,
die Form der Function  von ¥, ..., y,_; derart zu bestimmen, dass das
in Rede stehende allgemeine Integral von (1,,) auch den andern Gleichungen
des Systems (1,), ..., (1,,_;) geniigt. Zu dem Zwecke leitet man aus den
Gleichungen (4) und (5) die Werthe von

) Zyy Zgy o v vy Ty_gy Pry v P
als Functionen von

Y1 ?/2: s yn—l’ Zny Q1s + « o 9n—1

her und substituirt sie in die Gleichungen (1). Die letzte derselben wird
dadurch eine Identitit, da die Gleichungen (3), (4) und (5) ein allgemeines
Integral von (1,,) ergeben. Die andern verwandeln sich in ein System
von m — 1 simultanen Gleichungen zwischen ¥y, ¥,, ..., ¥n_1s @1y - - o Dp1s
welche die beiden folgenden Eigenschaften besitzenl):

Y) Simmtliche Methoden, welche die Elimination anwenden, fithren zu #hn-
lichen Eigenschaften. Wir haben davon schon ein Beispiel gehabt bei Gelegen-
heit der Pfaff'schen Methode (Nr. 43). Die Untersuchungen von Lie machen.
alle analytischen Beweise von Sitzen dieser Art iiberfliissig.
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1) Sie enthalten nicht mehr die Variable z,.

2) Sie geniigen in Bezug auf die Grossen y und g Integrabilitits-
bedingungen, welche der Gleichung (2) analog sind.

Aus diesem neuen System von m — 1 Gleichungen mit % — 1 unab-
hiingigen Variablen leitet man ein drittes System her, welches eine Gleichung
und eine Verinderliche weniger enthilt, u. s. w., bis man zu einer einzigen
Gleichung mit # — m unabhingigen Variablen gelangt.

Die allgemeine Methode vereinfacht sich etwas, wenn einige der Grssen
» in der Gleichung f, == 0 nicht vorkommen.

89. Beweis der ersten Eigenschaft des transformirten Systems.,!)
— Es sei nach der Elimination von x;,..., &, 4, 1,... Pt

3F . @F
¢(.’/1v e ] yn—h xm ql? e qn—l) == fi(xl’ . xm E’ NS 85;)°
Man hat:
af; dw, | df; dx, af;  G%p—y , dfi 39 __
dr, dzn ' dzx, dxn+"'+ dz,_, n + den  8xTn

Ebenso erhtlt man aus den Gleichungen (5)

OF  dz,, 8'F
—~ +

_§2F_d_xi+...+

8y, 8z, 0Y,0Zn_, 8y,0Zn
OF o o OF deny ¥F
0Yp—1 02, n 0Yn_,0Tn—; dTn 0Yn_,0%n
. o e e de, . dx,_, . . . .
Die Elimination von ;i zwischen diesen Gleichungen fiihrt
n n
zu der Relation:

df; df; fi 9
d.’tl ’ e dx,,_l’ dxn oZn
0 8*F °F

!

oy, dx,” "7 Sy dxn_,’ 0,07
’F o F *F
8Yn—102, ' """ 8Yn_18Tn—,' OYn—,8%n

Wir multipliciren die Kolonnen dieser Determinante respective mit

fm  Ofm Ofm
op,’ 8p,’ """ 8p,

) Korkine giebt die in Rede stehenden Eigenschaften an, ohne sie zu

beweisen.
Mansion, Part. Differentialgleichungen. 13
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und addiren sie zu der letzten; wir bemerken ferner, dass

8fm OF 8fm OF .
8p, dyidx, + + 0pn 0yidz, -
sfm dpl sfm dpn

Ztm I . . —m En =
dp, dy; + + opn  dy;

ist, da f,, nach Substitution der Werthe (4) der Grossen p identisch Null
ist, und setzen

U=ﬁ%++ afi fm

dz, &p, dxn Op,°
Alsdann wird:

% daf; U — dp

1’ ety dz,_,* . [
F 8% F 0

8y, 8z, "7 8yéx,_,’ = 0
?°F 8F 0
8Yn—10, ' """ Syn_,8%n_,’

Hieraus ergiebt sich, jedesmal wenn die Determinante

8(ql’ b Qn—l)
@y« vy Lp—y)

nicht null ist, was offenbar der allgemeine Fall ist:

__ 99
U= T

Nun ist aber infolge der Gleichung
(f 2l fm) = 0

U = 0, wie wir sogleich sehen werden, Man hat nimlich:

fm _ _ 5rofm &F
8xy =1 op; dxidxy’
mithin:

i 8fi Ofm
| 8m' 8wy
0 = (fn fm) - /¢2= afz a_f_"i
opy’ O

| o, (e ST | U OF

"i" oz 3p, 0x,0% 3pn 0T,0Ty

=R 3fm l
opi’ P
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Ordnen’ wir die Summe auf der rechten Seite nach

n Ofn
op,’ op,” "
so geht die vorstehende Gleichung iiber in:
Un (4 O FE L W SE
op, (b‘xl + 8p, ox? +ot g op, 8x,0z,
T . .
Am (O 4 O &F Sfi LF)_
opn 6zn op, 8x,0%n +o 5. 3 oz | 0,
oder kurz:
oin df o dfi _
dp, dzx, +ot 8pn din
d b

U=0.
Mithin hat man auch schliesslich
oy __

o, !

d. h, die transformirten Gleichungen enthalten z, nicht.

90. Boeweis der zweiten Eigenschaft des transformirten Systems.
— Wir betrachten zwei der Functionen f, z. B. f; und f;, und setzen der
Bequemlichkeit wegen, nachdem wir die z mittels der Relationen, welche
die Grdssen g ergeben, eliminirt haben:

oF o
f1(x1a o vy Zny E’ cen E) = (p(yl’ v Yn1y - vy Qn—1)7

oF dF
f2(x1‘a ooy Ty 8_.’1:" L) S_x;:)

Y15 e 0 Ynety Qo+ - o Tn1)-

Ersetzt man in diesen Gleichungen rechts die Grossen ¢ durch ihre
Werthe, so erhilt man die folgenden Identitsten:

oF oF oF oF
f1<2«‘1, ooy Tny .—’;‘, oy _3?0;) == (p(yl, ooy yn_’“-ﬂ’ vy 3.‘/71.) (61),

oF oF oF oF
fﬂ(zla er ey Zny G_w;’ s Ez‘”) = "I)(?/h ooy Ynoay &s L] @::1) (62)°

Aus diesen Identititen folgt unmittelbar, wenn man sie in Bezug auf
irgend eine der Variablen y differentiirt:

b (202 2o 0| 300, 3, pn
oy o, oy T * 50 o | T ap, oy Tt o oy’
o __ ( Oy 8g, Oy «?qn-l) of, op, 8f, opn
oy dq, oy + + 0p— Oy + op, dy + + ap’l

13*
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Somit kommt in dem Ausdruck
l sp 8y
oy’ 8y,
dg;’ dyg;

die folgende Summe von Determinanten, mit dem Zeichen — versehen, vor:

dp OF dp o*F L.l

> 84, 9,09 + + 8n—, OYn—0y:’ 0q;

= |y OF + o OF |
89, 8y, 0y; Odn—y 0Yn_,0y:i  dg;

==n—1

Diese Summe ist aber null, denn die Grésse

0 F
0Yx0Y;

ist in der dem Index ¢ entsprechenden Determinante multiplicirt mit

dagegen ist die Grosse

O°F

30y
in der dem Index % entsprechenden Determinante multiplicirt mit

8g; dax Ok 84
Mithin heben sich simmtliche Glieder gegenseitig auf.
Es ergiebt sich hieraus, dass die Grosse (¢, y) einfach gleich ist:

oh dp o 4 Ofidpn dp
ap, dy; + " opn 3y 984;

of; op, of, opn &y
op, 0Y; + + dpn 8y d4;

i=§ 1 apl
of,

=1

Um das zweite Theorem von Korkine zu beweisen, brancht man also
nur zu zeigen, dass dieser Ausdruck, den wir kurz durch

op
f‘l,ir a—q.
oy
w ¥
f2yl’ 8q'

darstellen, gleich Null ist.
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Zu dem Ende muss man gg, g—;" finden und ausserdem noch die Be-
(1 {3
dingung ausdriicken, dass die Substitution derart ist, dass f; und f, nach
der Transformation nicht mehr #, enthalten.
Um g—; zu finden, differentiiren wir die Werthe der Functionen
1

@ Py .o Pnyy, - - 9,— Dach g, wie folgt:

dp _ o, ds L O de S dp oL O dpn

8, oz, dg, ox,_, dg, ' dp, dg, opn dg,
= il—)-l- d—‘?—l P op, dw——”_l — d—pl
ox, dg, oz, dg, dg,
= Ondz, Opn_dtn_y _ dpn
8.’1?1 dql sxn—l dqx dQI
dq dzx. dq dwn—
] =22 Ce 1 _Tnm
oz, dg, + ox,_, dg,
oz, dg, 0r,_, dq,
_ a—qn—l d—xl “ e 8——-——qn_l dx——n—l
oz, dg, 0&n_, dq,

Hieraus folgt, wenn man die Ableitungen der z und der p nach ¢,
eliminirt:

d9 3 _of, o LA
8¢ 8z, "7 dzp_,’ Op " Opn
op, o,
0, B—a,'l’ ) 1,.., O
don  dpn _
0, 3z, " By 0,..,—1 o
8, 34, '
1, oz, " Szp’ 0,.., ©
g, 9,
0, AR 0,..., O
09,—, 0qn—;
0, PR b—\m, 0,.., O
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Multiplicirt man die erste Kolonne mit f, ; und addirt sodann simmt-
liche ana.iogen Determinanten, welche man erhilt, indem man g;_p durch
1

.%12’ gg, ... ersefzt, so findet man eine neue Determinante, welche gleich
2 3
Null und von der vorigen nicht verschieden ist, ausser dass darin die erste

Kolonne ist:

d9
zaq‘ f”i
0
0,
o, ., 8 d;e
8p, oy, + + dpn 8y,

of, dp, 8f, dpn
op; 0Yn—y + + 0pn 8Yn—,’

wihrend die andern Kolonnen, wie gesagt, dieselben bleiben,
Multiplicirt man die Zeilen der so erhaltenen Determinante von der
zweiten an, respective mit

o o _ o 39

81)1’ Y] spnv sqlv sy T sqn_1:

und addirt sie sodann zu der ersten Zeile, so ist in dieser, infolge der
nachstehenden aus der Gleichung (6,) sich ergebenden Gleichung

o 4 Oh dm 4 O dpn

dx; op, ox; 0pn Ox; )
— % 9q, .+ 89 84n_,
8q, ox; 0qn—, Ox;
nur das erste Element nicht identisch null. Dieses Element aber ist:
99 .
Z Sq‘ f 2yi
— oo (2t 22 . 20
n G oo oo e
(8).
dp (6_f2 Wy .. 8 )}
09—y \OP; 0Yn_, Opn 0Yn_—,
Wegen
o OF

Sy omidyr o
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lasst sich der zweite mit dem Zeichen — versehene Theil dieses Elementes
schreiben:

ifl(a—"g%-[-..._'__ai"_q'&:;)

apl 6% ‘?Qn—l le
+ .

91, (39 94, .4 Yo %)

dpn (Sql 0Zn + + 8qn dzn)

Die Gleichung (7) giebt uns noch an Stelle dieses Ausdrucks:

o (S By O )

oz, . op, oz, 0pn 8T,
ot (i of, dp, A m)
+ 0pn \0Zn op; 0zn + + 0pn 0xn)’

Da -die Determinante, deren erstes Element der Ausdruck (8) ist, null
ist und da die andern Elemente ihrer ersten Zeile ebenfalls null sind, so
muss auch dieses erste Element selbst null sein. Mithin schliesslich:

(?f1 éf, &F
dp; Opy dxdxy

55 3¢ 5O o
o8 f2.z = ax, a: + 2'2

Ebenso ﬁndet man:

5 G_w f! o Of. + a0 o, OF
Li 690, op; Sp, op;. 8z dxy

1

Subtrahirt man die erste dieser Gleichungen von der zweiten, so folgt:

(‘P: 1/’) = — (f1 f2) = 0,

und dieses bildet die zweite Eigenschaft des transformirten Systems.

Man wird bemerken, dass wir nicht explicit ausgedriickt haben, dass
fi und f;, nach der Transformation nicht mehr z, enthalten, Doch setzt
man dies implicit voraus, indem man die Gleichungen (6) anwendet.l)

) Korkine schliesst aus diesen beiden Sitzen, dass das gegebene System
eine Losung mit » + 1 — m Constanten hat. Die Umkehrung ist leichter zu
beweisen, wenn man sich auf die Theorie von Jacobi und Bour stiitazt, wie
leicht zu sehen. Bei dieser Gedankenfolge werden die umfangreichen und miih-
samen Beweise, die wir hier geben, iiberfliissig.
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§ 25. Lineare Gleichungen. Methode von Boole.l)

91. Besondere Form der linearen Gleichungen und ihrer Inte-
grabilitiitsbedingungen.?) — Es seien m lineare Gleichungen zu be-
trachten:

Hy = bgp+bape+---4bypy=0
H, = bmyl » + bm,2p2 + e + bm,NpN = 01

in denen m 4+ % = N unabhingige Variable

Zyy oy o v vy Tmy Tpggy -+ o &y

und die Ableitungen von ¢ nach diesen Variablen

.p17 p?’ ALY ] p"” .pm+17 AR RS ] .pN
vorkommen.

Aus den gegebenen Gleichungen kann man # andere Relationen ab-
leiten, von denen jede eine einzige der m ersten Ableitungen enthilt. Der
grosseren Symmetrie wegen stellen wir die Variabeln

Tty L2y« « o Zy
durch

Y1s Yo2s - - - Yn
und die entsprechenden Ableitungen durch

91y Q29 < - qn

dar. Hiernach werden die m neuen Gleichungen von der Form sein:

Alz = .pl + ai,in + a1’2Q2 + ttt + almqn = 07
Az =Py + Gt + 20 + - - - + 45,9, = 0, .

Apz = Pt Cpity + Gpo + - - - + Ap,nGn == 0.

Die Integrabilititsbedingungen sind, wie man aus § 17 weiss, simmt-

lich von der Form
(A,'Ak _ AkA;)Z =0

1) Boole, Treatise etc., Supplement Kap. 24, S. 68—69, Kap. 25, S, 74—89.
Collet, Annal. de I'école normale, Bd. 7, S. 47—57.

?) Vgl. hieriiber, ausser den vorher genannten, Imschenetsky, § 24
S, 136—141. Weder dieser Autor noch Graindorge legen die Methode von
Boole dar.



Lineare Gleichungen. Methode von Boole. 201
oder auch, wenn man entwickelt:

@ (48, — 4,8,) + ¢, (A842 —Art;z) + - + qu (A s, — 440;,) = 0.

Es ist mit Hiilfe dieser Formel leicht, die Integrabilitétsbedingungen
zu finden und das System der gegebenen Gleichungen zu vervollstindigen,
bis es eine solche Form angenommen hat, dass man darauf die Integrations-
methode von Jacobi und Bour anwenden kann.

92, Transformation der linearen Gleichungen.l) — Nimmt man
neue unabhingige Vertinderliche

Uy, Ugy o vy Upy

so hat man:

dz du, dz duy
ﬁl_(ﬁ,d_xl-l_'“—i_dulvﬁwl

- % du _dz duy
p"‘_(—l—i_m—*-_*—duzv dzm

_ dz du, dz duy
D=y T

__ dz du, dz duy
Qn—ﬁ@n"l‘""l'du}v@;-

Substituirt man diese Werthe in die Gleichungen 4z = 0, so gehen die-
selben iiber in:

. d‘ d

Az = (Au) d——;l + -+ (4yuy) E@% — 0,
d dz

Az = (Agu1)&i + o+ (Aup) & = 0,
d d

Apz = (Apuy) auil + -+ (dauy) d—uZ;, = 0.

Man kann diese Gleichungen vereinfachen und ihnen die Form der
Gleichungen Az = 0 geben, wenn man setzt:

Uy ==Xy, Uy =gy s 00y Uy ==y, Up 41 == Vy, “m+2 ==Vgy+ vy UN==Vp.

') Man kdnnte beweisen, dass das transformirte System den Integrabilitéits-
bedingungen geniigt; doch ist dies unnéthig (vgl. die Bemerkung am Ende der
Nr. 90), um so mehr, als die Methode selbst die Existenz einer Lisung z mit
7 -+ 1 willkiirlichen Constanten voraussetzt.
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Infolge der Relationen
Ay, = 1, Az,
42y = 0, Az,

I
=

Alxm

1,... Az, 0,

I

I
I

Apzy = 0, Apzy = 0,..., Apzn = 1

gehen die transformirten Gleichungen iiber in:
dz dz dz
Az = (E) + (i) g5 4+ (410) G- =0,

Ae = (o) + (o) g2+ -+ (dyon) 4o =0,

dz dz dz
Ape = (dw_m) + (4wy) v, + -+ (Anvn) o 0.9)
Man kann leicht bewirken, dass die m — 1 letzten dieser Gleichungen
nicht mehr x, explicit enthalten. Nehmen wir an, dass
V1y Vyy oo oy Up

zusammen mit &,, #, . .., &, die m 4+ n — 1 verschiedenen Losungen der
ersten Gleichung 4,2 = 0 bilden, so dass man

Ay, = 0, 4y, =0, ..... , Ao, =

hat, so wird irgend einer der Coefficienten der m—1 letaten Gleichungen,
z. B. 4,v,, eine Losung von 4,2 = O sein; denn nach dem Satze von

Jacobi ist:
Ay Ao, = Aydyo, — 4,0 = O,
Mithin ist 4,v, eine Function der Losungen z,, 23, .. ., Zm, oy, .. ., Un
Die erste Gleichung reducirt sich im vorliegenden Falle auf

dz
(@) =o.

was beweist, dass infolge der Vertauschung der Variablen z; in dem Werthe
von 2 nicht mehr explicit vorkommt.

) Wir haben uns der Klammern bedient, um anzudeuten, dass zwischen
den p und den iz’ wolche in den uns hier beschiftigenden Gleichungen vor-

kommen, ein Unterschied besteht. Wire z mittels x;, ,, . . ., Zm, v;, U « . -On
ausgedriickt, so hitte man nach den von uns angenommenen Bezeichnungen

(@) =&
dz] — ox’
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Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich, dass die Substitution der
Variabeln
Zy, Ly ooy Ty Vyy Vay o o oy Vs
an Stelle von .
Ty, Ty e vy Ty Yyy Yor oo o Yn

das gegebene System der m Gleichungen mit m - % Variablen in ein
dquivalentes System von m — 1 Gleichungen mit m — 1 4 % Variablen
und von derselben Form verwandelt.

Mit dem neuen System kann man eine #hnliche Transformation vor-
nehmen und so schrittweise zu einer einzigen linearen Gleichung mit # 4 1
Variabeln gelangen,

93. Beispiel.l) — Es sei das folgende System zur Integration vor-
gelegt:

2,22 %1 + z%r, g% — z = 0,
2z2%;— x4;—£—-— v = 0,
X ;—;’; + 2,252, ,% — zyz = 0.
Allgemeine Methode. Setzt man v == ¢°, so verschwindet v aus

der Gleichung und man hat:
Hy = 2zy2p + zjw,p, — a§ = 0,
H, = 2z,p, — z,p, — 1 = 0,
Hy; = z,22p; + z252,p, — 225 = 0.
Man findet leicht:
(Hy, Hy) = 0, (H,, Hy) = 0, (&, H) = 0.

Aus den gegebenen Gleichungen erhilt man:

2 2
X3 X3
h= Irym, D + 2x,x:
x, 1
P 2z, P+ 2z,
_ T, %y 4%
Dy 7, » + z,z? "

') Collet, Ann. de I'éc. norm. Bd. 7, § 10, S. 53—357. Die Gleichungen sind nicht
homogen in Bezug auf die Grssen p, wie im allgemeinen Falle, aber es ist er-
sichtlich, dass dieser Umstand die Rechnungen in keiner Weise complicirt.
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Die Hiilfsgleichungen
@ — vy, f) =0, (,—yy,f) =0, (p3— 5 ()=

sind:

of x5 of o _
oz, + om,x, oz, + 2z, a:“( 2 —2) o, 0
o _ @ O , »m O _

oz, 2, ox, 2z, 9p, ’

of 4 ma O | mT _o) O _
oz, + z,z, oz, + z,x3 20— 2) &, 0.

Die zweite von diesen Gleichungen besitzt die Losung:
¥ = p7y

Substituirt man diesen Werth in die linke Seite der dritten Gleichung fiir
f, so findet man eine andere Losung:

2
¥y = ;;" (20, — 1).

Macht man dasselbe mit 9, so findet man eine dritte Losung:

2, 2,
¥y = .'coa:li (®py—1) = _x:

Eine Function ¥ (zs, ¥;, ¥,) ist ebenfalls eine Losung der zweiten
Gleichung; um der dritten zu geniigen, muss man haben:
s ", s 9,

a®, =, =0

+da 2-{-— = 0 oder —+E0+

Diese Gleichung hat zur Losung:
1914 — 3, . 03 2‘7“ ('/"’41’4—1)

Zg EXH

Man findet eine andere gemeinschaftliche Lésung, wenn man diesen

Werth J; in die erste der Hiilfsgleichungen einsetzt. Man erhilt Yp=11
Zy

Eine Function (2, ¥}) wird ebenfalls eine Losung der drei Gleichungen

sein, wenn man hat:

a9 81

a9 x, == 0.

dx+

Mithin ist schliesslich die gemeinschaftliche Losung:

A gy — 2Ep—1)
Z, L XA )
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Man findet sodann:

1 1
Py = —ax}, p,= = + az}, py=— 20275, p, = e + 2az,2,,

2z = log b + a(z,x} — z122) + log z,2,,
v = bz, Y,
Methode von Boole. Ist 2 =10 die gemeinschaftliche Losung der
gegebenen Gleichungen, so hat man nach der Transformation der Nr. 2 an
Stelle der gegebenen Gleichungen, wenn man v = z, setzt:

dz dz dz

Alz = 2x2xz %l + x§x4 dz + x§z5 —d;s = 0,
dz dz dz

g = 2z, — — Ty 5— z, —— = 0,
4, ? 3z, % R

dz dz dz
Az = myx} iz, +.'¢:,:4r:3:c4dh—m4 +a¢1z3.7e5ﬂ5 = 0.

Die erste dieser Gleichungen hat zu Losungen:

2
x &L,7 — X, X3
Ug == = Uy == Ty, Ug == Ty, U — —2 1~
&, &y

Nehmen wir z;, u;, %,, ug, %, als neue Veriinderliche, so reducirt sich
das System auf die beiden Gleichungen:

(Azwl):ll_zl +(A2uj) %1 + (A2u2);_jg + (4yus) %3 + (4yu,) ::TZ =0,

dz dz dz dz dz
(4321) da, +(45u) au, + (4gu,) du, + (A3us) du, + (45u,) au, 0.
Es ist aber:
A2y =0, Ayuy = 2u,, Ayuy= 2z,, Ayu, =20, Ayuy = — 2u,,

Agzy = 0, Agug =0, Agu, = 0, Aguy = 2y, Agu, = 0.

Mithin geht das System iiber in:

dz dz dz dz
uld—“—l+x2%2—u4d—%‘=0,d—%—0.

Man findet als verschiedene Losungen der ersten die Functionen

z——-ﬂz—-—xu
1—1” 2 = 2%
2
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welche auch der zweiten geniigen. Dasselbe ist der Fall mit

U
Zi; = F(.’E2u4),

welche das allgemeinste Integral des Systems der gegebenen Gleichungen
liefert, niimlich:
x5 oder v = z,x, F(x,2? — x,x3).
Dieses Resultat ist in Ubereinstimmung mit dem, welches durch die
allgemeine Methode geliefert wurde.?)
) Collet (Annal. de I'éc. norm. Bd. 7, S. 57) behandelt noch die folgenden
Beispiele:

dz dz dz
1) @ %) o — (2, @ — T,x,) 7 + (X0, — 2y2,) 7— =0,
dzx, dzx, dzx,

dz dz dz
(2 *—a;?) a;} + (w2 — T32,) E + (@zy — x,) %‘ =0.

Allgemeines Integral:
z=F(z’+ 2"+ 2’ + 2 mz, + 25x,).

dz dz dz dz
2 g ds o dsde
) g am T, am, Y

dz dz dz dz
Xy -d;‘ +m4(—z.i,——x,d—a——x2 I@;= 0.

Allgemeines Integral:
= Pl +0) @+, 22ES0 ),

X,y — LT,
Imschenetsky, Nr. 108, S. 138—141, behandelt die folgenden Gleichungen:
»+ (x4 + 2, + xlxs) Dy + (0, + x — 32,)p, = 0,
D, + (e xe, + 2, — 242,) Py + (T30, — 2,) P, = 0,
deren allgemeines Integral ist:

Z. 2
z= F(z,, —z—zz, — —é)

Graindorge, Nr. 84, S. 85—87, giebt das folgende Beispiel:

22,0, + 2°p; = 0,
@y°py — 2xp, + (2%, — 2x;) p, — 2xa2,p, = O.

Das vollstiindige Integral desselben ist:
22 + ax,’z, — ax? + b = 0.
Ferner giebt er, Nr. 85, S. 87—89, das Beispiel von Imschenetsky.



6. Kapitel

Mayer's Methode zur Integration der linearen partiellen Diffe-
rentialgleichungen, zu welchen die Jacobi’sche Methode fiihrt.")

§ 26. Integration der unbeschrinkt integrablen Systeme von linearen
totalen Differentialgleichungen.

94. Correspondenz zwischen den simultanen Systemen von
linearen Gleichungen und gewissen Systemen von totalen Diffe-
rentialgleichungen.?) — Jede lineare partielle Differentialgleichung ist
bekanntlich einem gewissen Systeme gewshnlicher Differentialgleichungen

) Mayer, Math. Annal.,, Bd.5, S.448—470. Uber unbeschrinkt integrable
Systeme von linearen totalen Differentialgleichungen und die simultane Inte-
gration linearer partieller Differentialgleichungen. Lie hat die Mayer'sche
Methode mit der seinigen verglichen in den Gdttinger Nachrichten 1872, Nr. 25,
S. 474—476. Mayer erwihnt, dass ithm zur Begriindung seiner Methode ausser
den Untersuchungen von Boole namentlich auch Natani’s Abhandlung:
Uber totale und partielle Differentialgloichungen (Crelle’s Journal, Bd. 58,
S. 801—328) und eine Bemerkung von Du Bois-Reymond (ibid, Bd. 70,
8. 812) von Nutzen gewesen sei und dass des ersteren Methode zu der seinigen
in einiger Beziehung stehe. Seit der ersten Auflage unseres Buches hat Mayer
in den Math. Annal. 1877, Bd. 12, 8. 132—142; 1880, Bd. 17, 8. 523—530, ver-
schiedene Artikel iiber die partiellen Differentialgleichungen verdffentlicht. Man
kann diesen Arbeiten von Mayer noch die Abhandlung von H. Laurent:
Mémoire sur les équations simultanées aux dérivées partielles du premier ordre
(Journal de Liouville 1879, 3. série, Bd. 5, S.:249—284) hinzufiigen. Goursat
hat in seinen Legons sur l'intégration des équations anx dérivées partielles du
premier ordre eine eigenthiimliche Darstellung der Ma y er'schen Methode gegeben.

?) Boole, Treatise, Supplement, Kap. 25, S. 74 u. ff. beschiftigt sich mit
diesen Systemen. Die Analogie seiner oben auseinandergesetzten Methode mit
der von Mayer ist evident. Mayer hatte aber die weitere Idee, die Anfangs-
werthe der Variablen einzufithren, wie dies Cauchy gethan hat. Das zweite
Heft des 56. Bandes von Grunert's Archiv, welches im April oder Mai 1874
erschien, enthielt auf S. 163—174 eine Arbeit von L. Zajacrkowski: ,Zur In-
tegration eines Systems linearer partieller Differentialgleichungen erster Ordnung®,
worin der Verfasser als Complement zur Methode von Boole genau das aus-
einandersetzt, was wir nach Mayer in den Nr. 94, 95, 96 dargelegt haben; nur
beweist er direkt alles, was sich auf die Integrabilititsbedingungen bezieht.
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iquivalent (Nr. 32). KEine analoge Correspondenz besteht zwischen einem
System linearer partieller Differentialgleichungen und gewissen Systemen
von totalen Differentialgleichungen.

Es seien néimlich gegeben die m folgenden Gleichungen:

d
d?/l

dz dz
+ aq, . + -4 M Gy

I

d;
4,z = ﬁz‘ + a4 (1y)

dz dz dz ds
4,2 = dzm + Fny dT'/l + @2 @; + .-+ am,nag; =0 (lm)r
worin # und die ¢ Functionen der unabhiingigen Veriinderlichen
L1y o o o Loy Yir oo o Yn
sind.

Multiplicirt man diese Gleichungen mit irgend welchen Grossen
A4, .. Ay und addirt die Resultate, so findet man:

Adye oo + 4,4,z
— A ad—g: T + A
+ ;_; (g, + - + 4, 8,1)
+ -
+ ;;; (Mgt oo + Apa,) =0 . . . (2)

Jede Losung der Gleichungen (1) ist eine Losung von (2) und somit,
einer Constanten gleichgesetzt, auch eine Losung der folgenden simultanen
Gleichungen, welche der Gleichung (2) entsprechen:

%_ . _ dzm __ dyl . dyn

TPt Ty et e e == ilal,n'}"""i-;""am:n’

oder auch der daraus sich ergebenden totalen Differentialgleichungen:

dyl = a‘,ldxl + a’2,ldx2 + st + amvldxm L (31)’
dy2 = ai.2dwl + a2.2dw.2 + te + am&dwm <. (32)7

dyn = al.ndxl + a“dx? +---+ a’m-hdxm L (3'!)‘

Umgekehrt, wenn eine Function z derart beschaffen ist, dass ihr Diffe-
rential zufolge der Gleichungen (8) identisch null ist, so ist klar, dass
diese Function eine Losung der Gleichungen (1) ist.
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Es folgt hieraus, dass die Integration der Systeme von der Form (1)
zuriickkommt auf die Integration der Systeme von der Form (8) und um-
gekehrt,

Wihrend Clebsch gezeigt hat, dass man bei der Untersuchung der
Systeme von der Form (1) sich auf diejenigen beschrinken kann, fiir

welche
AiApf — ApAif = 0

ist, kann man sich auch, wir wir sehen werden, darauf beschrinken, ge-
wisse Systeme (8) zu untersuchen.

95. Nothwendige Bedingungen der unbeschrinkten Integra-
bilittit. — Wir betrachten hier nur die Systeme (3), welche aus einem
System von # Gleichungen zwischen 7 + m Verinderlichen von der Form

F (@, .. Ty Yy« - o Yn) = const

durch totale Differentiation hervorgehen. Es folgt daraus, dass man von
den Gleichungen (8), welche wir betrachten, annehmen kann, dass sie zu
Losungen # Functionen y von z,,... %, und % willkiirlichen Constanten
besitzen. Man hat demnach:

Oyk __ 0k __ .
oz Gy 5 e L R O]
und somit:
dan,k dai, k
dxi - -aih— —_— 0 . . - . - . . (5).

Wir wenden hier fiir die Differentiation das Zeichen d an, weil die
a gleichzeitig die # und die y enthalten, Man bemerke, dass

dank __ dank dank oYy 0ank Oyn

dri ~ 0w + dy, Oxi +oo+ dyn oxi’
d. h. nach (4)

dank __ dank oan,k . dank

dxi o + o 811 +ot din oyn

oder auch, wenn man auf die Bedeutung des Operationssymbols 4; Riick-
sicht nimmt:

%a;h—;k = Ayanr)

ist. Mithin konnen die Bedingungen (5) in der Form geschrieben werden:

Ai(ang) — An(@ig) =0 . . . . . . (5.

Die Anzahl der Bedingungen (5) oder (5‘) betrigt % . M
Mansion, Part. Differentialgleichungen. 14

die-
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‘selben miissen durch die Werthe der y identisch erfiillt werden, da diese
n willkiirliche Constanten enthalten.

Die Bedingungen (5) oder (5‘) sind daher nothwendig, wenn das System
(8) ein Integralsystem von der angegebenen Form haben soll. Wir werden
sagen, dass diese Bedingungen ein unbeschrinkt integrables
System (3) definiren. Wir werden weiter unten sehen, dass dieselben
guch hinreichend dafiir sind, dass die Integration mdoglich ist,

Man kann bemerken, dass die Bedingungen (5') fiir eine beliebige
Function 2 geben:

k=n

dz
I‘fl (i (@nx) — An(@i,x)) e = 0 . . . . (6)

Es ist aber (§ 17, Nr. 58):

_dz

(Aidy — 1A = ZA(np) — An(@p)] 4

mithin haben die Bedingungen (5) die nachstehenden zur Folge:
Aidpe — Apdg = 0 . . . . . . (7).

Umgekehrt, wenn diese Bedingungen bestehen fiir # verschiedene
Functionen 2, so ist aus der Theorie der Determinanten ersichtlich, dass
sie an Stelle der Bedingungen (5) oder (5‘) treten konnen.

96. Zuriickfiihrung des Systems (3) auf m Systeme von # ge-
wéhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung. — Wenn es
wirklich # Functionen' y giebt, welche den Gleichungen (3) geniigen, so
miissen dieselben insbesondere den # folgenden Gleichungen (4,) geniigen:

oY dy. dyn
o M 3—9;=“1,2a B T B (4y),

in denen ,, ... &, die Rolle von Constanten spielen. Es seien die Glei-
chungen '

QL@ Ty Yy Yn) = . . . . (8)

T T T L A ()

Pu(Try e oo Ty Yoy oo Wn) = Ca - . . . (8)

das Integralsystem von (4), wobei ¢;, ¢, ..., ¢, nmurz,,.. ., &, enthalten.
Man kann sich dieser Gleiehungen bedienen, um eine Anderung der
Variablen auszufiihren, welche darin besteht, dass ¥, . . ., ¥, durch Cpy+ vy Cp

ersetzt werden, Es ist leicht, die totalen Differentialgleichungen zu bilden
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welche dann an die Stelle des Systems (8) treten miissen. Man erhilt
nimlich aus (8):
__ [ %9 dp 8y, o Syn)
do = (6901 + dy, oz, +-+ 0Yn Ox, dzy

dp dg dy, ) dp 6yn)
+ (ax:, + dy, oz, + + dyn Oz, dz,

4 [ ) dp @
+(¢+__9L]_/l_++ 2 yn.)d(l?ma

8% 0y, Oxm Oyn OZm
oder auch:
m a
de = (awh + « Up,y 6/ R el n 3@/ ) dzy,.

Da die ¢ nach Voraussetzung die Losungen von (4) sind, so hat man

g;’ = 0 und somit reduciren sich die vorstehenden (leichungen auf die
st

folgenden, in denen wir uns des Operationssymbols 4 bedienen:

de, = %‘ Aypdeey, . . . o o o0 (9
m

de, = 22‘ Apedzy, . . . . .. (99),

de, = 2 Aypndzy. . . . . . . . (%)
2

Es ist iibrigens klar, dass 2, in diesen Gleichungen nicht mehr vor-
kommen kann, da die ¢ diese Variable nicht enthalten. Man kann dies
auch folgendermassen beweisen. Man hat wegen 4 =

a N A A = Adyp =

oder auch:
d(4rgp) d(4rp) d(4np) d(4rg)
S oy ST b ay ST g, S =0,

d. h. nach Substitution der Werthe von y,, ¥, ..., ¥» in 4pp ist die
totale Ableitung von Aup nach #, gleich Null. Es folgt daraus, dass nach
der in Rede stehenden Substitution die Gleichungen (9) nicht mehr z;
enthalten,

Man kann somit unbesorgt an die Stelle von z, irgend einen
beliebigen speciellen Werth setzen, ohne dass sich die Gleichungen
(9) andern.

Wie man sieht, ersetzt die soeben durchgefiihrte Transformation das
System (8) durch ein anderes, welches .eine gleiche Anzahl von Gleichungen
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und eine unabhingige Verinderliche weniger enthilt. Man kann nun weiter
das System (9) durch ein analoges System ersetzen, welches ebenfalls wieder
eine Vertinderliche # weniger enthilt, u. s. f, da das System (9) offenbar
unbeschrinkt integrabel ist, weil es dem System (3) #quivalent ist. Man
sieht also, dass man, wenn man in dieser Weise fortfihrt, die Integration
von (8) zuriickfiihren kann auf diejenige von m Systemen von % den
Gleichungen (8) analogen Gleichungen.

97. Bestimmung dieser aufeinanderfolgenden Systeme. — Fiihrt
man die Anfangswerthe der Variabeln y als Constante ein, so kann man
unmittelbar die m Systeme, von denen wir am Schlusse der vorigen Nummer
gesprochen haben, aufstellen. Wir wollen diese dem Werthe z, = z,, ent-
sprechenden Anfangswerthe g; 0, %50, - - ., Yno Dennen.

Um dies zu zeigen, losen wir die Gleichungen (8) nach y,, . . ., y, auf
und finden so:

Y = Y, (xlv co Ty Cpy ey c,,) e e . (101)

Yn = Pu(yy . oy Ty (STI cn) coe e (10,).

Nimmt man an, dass die ¢ in passender Weise als Functionen von
Zgy . . &y bestimmt seien, so geben diese Gleichungen die Losung der
Gleichungen (3) und mithin findet man die % den Gleichungen (9) Hqui-
valenten Relationen:

o, d o L)
qu-dcl +-- 4+ 3Tw:' dep,= (a‘z.l_ 3::.': )dxz + - +(am.1 _671{’;—) dz, (11,),

dPn OYn _ _ OPn
3, to t 5 dc"_(““ oz,

iz, - (ama— S22} (11,).

Die 2, kommen in diesen den Gleichungen (9) dquivalenten Gleichungen
nicht mehr vor und ebenso sind daraus infolge jener Aquivalenz die dz,
verschwunden. Man kann tibrigens direkt sehen, dass dz, aus den Glei-
chungen (11) verschwinden muss. Da niimlich die y Losungen des Systems
(41) sind, so hat man:

L7
dx,

Wir fiihren jetzt die Anfangswerthe als Constanten ein. Setzen wir:

@ (”1’ co Bmy Y1y -0 n ?/n) =@ (xl,o’ Zay « « sTuY1,00 Y200+ + 1 yn.()) =
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und leiten wir aus den 7 in dieser Gleichung enthaltenen Relationen die
folgenden Werthe her:

Y1 = 0@y oo Ty Y109+« 9 Ymo) « - - - (10]),

Yn == Yn(®1s o - s Ty Yp00 « « » Yno) - - - - (107).

so erhalten wir fiir diese Functionen x ebenso wie fiir die y:

d ) d
_'d./10+ + ll yn.0=(a2.1—8_§::)dx2 +"‘+(am.l_—3wz—,l")dxm (11{)7

81,, Yo+ + dJn 0= (“2 n )dx2 +oet (a,,, e ;n) m (12),

Gleichungen, welche wie die iquivalenten Gleichungen (11) oder (9) unab-
hingig von x; sind. Setzt man darin #;, == x4, so indern sie sich nicht.
Unter dieser Voraussetzung reducirt sich y, auf ;,,... ¥» auf y,, und
somit wird das System (11‘) ersetzt durch das folgende:

Yy == Gy300%y + 8530005 + -+ + Cpyodzn . . (12y),

d?/n.o = ”'2.n.od-'”2 + a3,n.0dx3 + -+ a’m.n,dem L (12”)

Hierin haben wir den Indices der @ noch den Index O hinzugefiigt,
um anzudeuten, dass in den @ die eine Variable x; durch ibren Anfangs-
werth z,, ersetzt worden ist.

Offenbar ist dieses System (12) ebenfalls unbeschrinkt integrabel. In
der That hat es zu Losungen das Integralsystem des ersten. Man weiss
ferner, dass, da die Integrabilititsbedingungen (5) oder (5‘) fiir einen be-
liebigen Werth von x identisch erfiillt sind, sie es auch fiir den besonderen
Werth z,, sind.

Man kann die aufeinanderfolgenden Systeme von % Gleichungen leicht
hinschreiben, wenn man tibereinkommt, den Indices der Grdssen y und a
noch die Indices 1, 2, 8,..., m — 1 hinzuzufiigen, um anzudeuten, dass
darin der Reihe nach z,, #,,... 2, , durch ihre Anfangswerthe ersetzt
worden sind; indessen ist dies unndthig, wie wir sogleich zeigen werden.

98, Zuriickfiihrung der Integration der m Hiilfssysteme von
n Gleichungen auf diejenige eines einzigen Systems. — Es giebt
einen Fall, in welchem man die Integration unmittelbar zu Ende fiihren
kann. Dies ist derjenige, in welchem der besondere Werth von 2, nimlich
Zy, SO beschaffen ist, dass fiir diesen Werth alle @, welche noch in den
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Gleichungen (12) vorkommen, verschwinden. In diesem Falle giebt das
System (12):
Y10 = const, . .., Y, = const;

die Aufgabe ist vollstindig gelést und es ist unnéthig, noch irgend eine
weitere Transformation auszufiibren,

Wir wollen zeigen, dass man in allen Fillen durch eine passende
Anderung der umabhiingigen Verinderlichen bewirken kann, dass diese Ver-
einfachung stattfindet. Wir setzen:

@ o= Ty (Ugy ooy Ym)y e ey T = D (s« - oy ) . - (18).
Dadurch geht das System (8) iiber in:

dy, = by du, + byyduy, 4 .. 40, du,, .. (14y),

b

ay, = by du; + b, duy 4+ - - - + bm,ndum . . (14")7

worin
m m
0Zi oxi
b, =2 a,..,b =2 ; ..
11 = 3u, %iv s Y < Sum Lit (15,),
m m
oz 0xi
by, =2 ip e ooy =2 in .. 15
1.n " sul_ i,n y Yniyn < Sum in ( n)

ist. Dieses neue System (14) ist unbeschrinkt integrabel, da sein Integral-
system aus demjenigeh von (3) folgt. Ebenso hat man, wenn man

8z St de
B,Z = 6_11, +J£1b'd_1—tl

setzt:
B;B/,.e' -_ BhBiZ == 0:

was auch leicht durch die Rechnung bestitigt werden kann.

Um (14) zu integriren, suchen wir zunichst das Integralsystem der
- Gleichungen:

OYn

oY, b oY, Loan
T du,

= bl,‘ly .

s, = U g (16)

N

= b

und fithren darin die dem Werthe w,, von u; entsprechenden Anfangs-
werthe %, ... Yno ein. Das System.(14) wird alsdann ersetzt durch
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Yy = byodtty + - -+ + byt . . . . (17,

Qo = bopottls + - -+ + byt . . . . (A7)

Wir wihlen jetzt die Gleichungen (13), welche die Substitution bestimmen,
derart, dass

dy,o = 0, dy,o = 0,...,dy,, =0 . . . (18)

ist. Dazu setzen wir einfach:
Z o=@+ (W — uo)vy . . . . . (13,
Ty = Zpg + (U — U1 0)0m . . . . . (13)),
WO ¥y, ¥y, . .. ¥, Functionen von u,, #,, .. ., 4, sind, welche die Variabeln
z wirklich unabhingig lassen, wo ferner z,, ..., #,, derartig gewihlt

sind, dass die @ endlich und bestimmt bleiben, und ferner so, dass die
Annahme u; = 4, keine der Functionen v unendlich werden ldsst. Man
hat fiir ein beliebiges by x, in welchem A > 1 ist:

i=m

ovi
by = (U — u o=
bk Ch 1.0)1‘=1 Sun

i ks
mithin by ; == 0 fiir 4, =1, ;. Demnach reduciren sich die Gleichungen
(17) auf die Gleichungen (18). Sodann hat man:

i=m =m all’l

blA = 2 Qi k Vi + (ul — Y 0) 2’ au ik

ein Ausdruck, der weder Null noch unendlich wird fiir u, == u,, so dass
die Gleichungen (16) nicht illusorisch” werdéen.

Die Losung des Systems (3) ist daher zuriickgefiihrt auf diejenige der
Gleichungen (16). Fiihrt man in das Integralsystem von (16) die Anfangs-
werthe der y fiir 4, == u, ; ein, so hat man zusammen mit den Gleichungen
(18") 2nm Gleichungen zwischen den », den y und den #. Eliminirt man

die #, so erhilt man das Integralsystem von {3).
Bemerkung. Die einfachste Form der Gleichungen (13‘) ist folgende:

ry == Uy,

Ty = Zyg + (U — Uyo) Uy,

Tn = Z,0 + (U — Uy ) Un,
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wo die Constanten derart gewihlt sind, dass die a fiir w, = w4 nicht
unendlich werden. Man hat in diesem Falle:

bl.k = Oy + Uyl i + e + Wi Oy ik,
bij = (g — uy) Big,

wodurch gezeigt ist, dass man die gegebenen Gleichungen in sehr einfacher
Weise transformiren kann.

§ 27. Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung.

99. Vollstindige Integration eines Jacobi'schen Systems. — Wir
betrachten jetzt die Gleichungen

dz dz,
Alz:hdw, + a1, d; + - +al,,—-—0 - (1),
dz dz dz

Amne = + By d_?/; + -+ am,nm =0. .. (1'")‘

dxm
Um das Integralsystem derselben zu finden, transformiren wir es durch
die Substitutionen

Ty o= @+ (4 — wo)v; - . . . . (18Y),

T = o + (“1 - ul,o)vm Ce e e (13‘1")
in das folgende:

dz dz
Bz du+11dy+"’+bl.nd_y;=0 . '(1‘1)1

dz dz dz
B,z = M'{' b'"'lt—lyl + .- + bm,n Eg—/‘; =0 . . (l‘m)y
worin ist:
i=m i==m ovi
by = 2 aigor + (u, — “1.0)" 2 s Bk
i=1 i== 1
i=m i
e = (g — ) =21 sun Bk

Dies vorausgeschickt, suche man das Integralsystem der Gleichungen

&

dv. 0Yn
", = by, 37?=b1.2a°-°a du, =b,. . . . (16)

-2
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und stelle die Constanten als Functionen der Anfangswerthe ., ... #,0

der Variabeln y fiir , = u;y dar. Dieses Integralsystem ist zu gleicher
Zeit dasjenige der totalen Differentialgleichungen:
dy; = byyduy + byyduy + - - - A Dpgdu, . . (14y),
Ay = by ,duy 4 by ey - .- -+ 0, du, .. . (14y),

wenn man ¥, ... Y,o 8ls Constanten betrachtet. Leiten wir aus den
dieses Integralsystem darstellenden Gleichungen die Werthe von g, 4, . . ., 4,0
her, so geniigen die auf diese Weise gefundenen Gleichungen

Yo = Fy(gy oo Uy Ypy oo wYn) . . . . (18)

Yoo = Fn(thyy oo oy Wy Y1y oo oy Yn) A (18,)

auch dem System (14) und somit bilden, infolge der Correspondenz, welche
zwischen den Systemen (14) und (1‘) besteht, diese Gleichungen (18) das
Integralsystem von (1‘). Eliminiren wir daraus mittels der Umkehrung
der Substitution (18) %, ..., #,, so erhalten wir die vollstindige Losung
des Systems (1).

Bemerkung. Die Systeme (1) sind selten vollstindig zu integriren.
Im Allgemeinen bedarf man nur einer einzigen Losung der Systeme von
dieser Art. Es ist daher von der grossten Wichtigkeit zu zeigen, wie man
aus einer einzigen Losung der Gleichungen (16) eine einzige Losung von
(1) ableiten kann.

100. Theorem von Mayer.)) — Man kann aus jeder Lésung
des Systems (16) eine Ldsung des Systems (1‘) herleiten. — Es sei

F(uyythgy ooy Uy Ypp oo o Yn) = const . . . (19)

eine Losung des Systems (16). Betrachtet man die Losungen

Yo = @1 (%5 - - o Uy Y100 Y200 = - » Yno) - - - (20,)
Yn = Qa0 Uy Y00 Yogr -~ > Yno) - - - (200)

) Lie, in den Gdttinger Nachr. 1872, Nr. 25, 8. 475, hat die ganze Wichtig-
keit des May er'schen Theorems, dem er bei der natiirlichen Entwicklung seiner
eigenen Methode nicht begegnet war, wohl bemerkt. Im Grunde ist dieses
Theorem nur eine Ubertragung des Poisson'schen oder vielmehr des Jacobi'schen
Satzes auf die hier betrachteten Systeme.
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dieses Systems (16), so weiss man, dass fiir u; == u, , die Grossen y,. .., ¥,
tibergehen in g, o, . . ., #,0. Mithin hat man fiir u, = u,,:

U==F(thy, Uy - oy U, Y1 + - 5 Y) — F (g 0%y, . oy Uim, Yy 01+ - » Yp0)= 0 (21),

wenn in F' die y durch ihre Werthe ersetzt werden.

Nach dem, was wir oben gesehen haben, geniigen die Relationen (20),
Wenn man Yy, ... Yn,0 als Constante betrachtet, den Gleichungen (14)
oder den Gleichungen

oYk

by = Onke
Bei derselben Voraussetzung erhilt man aber auch aus (21):

U 8l &y, oU  dyn

ouy, 8y, oun +ooot oyn ow, o
oder auch:
oU o oU
3uh —6—\%‘ b/t,l + tt + —6]/—" hon — 0’
d. h.
B, U = 0.

Zu demselben Resultat kann man mit Hiilfe der Gleichung B, F = 0,
welche nach Voraussetzung identisch ist, gelangen. Man hat nimlich:

B, (ByU) = B,(B,U) = B,(B,F) = 0.
Mithin hat B,U, wenn man darin die Werthe (20) substituirt, ebenso

wie U einen von u, unabhingigen Werth. Fiir wy == uy, ist aber, da
Y - - » Yo i0 Y1, . . ., Y, libergehen, U gleich Null und somit auch B, U.

Demnach ist die Function U so beschaffen, dass man hat:
BU=0, BbU=0,..,B,U=0 . . . (22),
falls man darin die y durch ihre Werthe (20) ersetzt; iiberdies ist nach

Voraussetzung die erste der Gleichungen (22) identisch .erfiillt. Bringt
man jetzt die Gleichung (21) auf die Form:

:’/1,() = Dv](uly uzy s e “m, Zl/p ce ym ?/2,0, LR ) yn.O) N (23)'
so hat man zufolge (22) ebenfalls identisch

BU =10 . . . .. ... (24
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und ferner:
B,U, =0, BUy = 0,..., B,U, =0 . . . (25),

wenn man fiir y die Werthe (20) substituirt. Von diesen Gleichungen (25)
kann keine eine Folge von (23) sein, da sie nicht y; , enthalten. Es konnen
nun zwei Fille eintreten. Entweder sind alle Gleichungen (25) ebenso wie
(24) identisch erfiillt; alsdann ist U,'eine gesuchte gemeinschaftliche Losung
der Gleichungen Bz = 0. Oder man kann daraus noch 4, , . . ., ¥4 als
Functionen der w, der y und der iibrigen Constanten herleiten. Ist dies
der Fall, so operirt man mit den neu gefundenen Werthen wie mit (23).
Fahrt man stets in dieser Weise fort, so findet man entweder eine gemein-
schaftliche Losung der Gleichungen Bz = 0, oder man kann die simmt-
lichen Werthe der y, darstellen als Functionen der y und der w, und die
so gefundenen Gleichungen sind Hquivalent den Gleichungen (20), welche
die vollstindige Losung der Gleichungen (14) und somit der Gleichungen
(1) oder der Gleichungen (1) selbst geben.

101. Anwendung auf die Integration der linearen Gleichungen,
zu denen die Jacobi’sche Methode fiihrt. — Die Methode von Jacobi,
angewandt auf die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, fiihrt
die Integration dieser zuriick auf dieje;ﬁge linearer Systeme von der Form:

Af =0, Af =0, ..., Af =0,
worin
— o y (O Of _ opn Of\ __
Af = 0y, + nil( ox;  dp; op; b‘xi) =

ist. » bezeichnet hierin die Anzahl der Variablen der gegebenen partiellen
Differentialgleichung und somit 2v — u die Anzahl der in dem System Af
enthaltenen unabhingigen Variabeln, niimlich:

21, xgy re x,n xgu.h c e gy 1’.11—4-11 ooy Dy

Wendet man die vorstehende Theorie an, so muss man setzen:
m=u, n=2w — p.

Um ein Integral des Systems Af zu finden, muss man also ein
Integral eines .Systems von 2 (¥ — u) gewdhnlichen Differentialgleichungen
suchen,

Die Jacobi’'sche Methode fiihrt zu »(» — 1) Hiilfssystemen mit re-
spective 2, 4, 6, ..., 2 (v — 1) Gleichungen. Mithin erfordert die Mayer’sche
Methode, um eine partielle Differentialgleichung zu integriren, nur die Er-
mittelung eines einzigen Integrals von
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1
1

1

Mayer's Methode. [Nr. 101—102]
1 System von 2(v — 1) gewdhnlichen Differentialgleichungen,
2] 2 (V - 2) 7 ”
” 2(1’ - 3) 3} ”
” 4 ” k2l
" 2

1

” ”

Man gelangt zu diesem Ergebniss, wenn man in der obigen Schluss-
folgerung u=1,2, ..., v — 1 setzt. Man wird bemerken, dass die
giinstigste Methode, die von Clebsch, beinahe die doppelte Anzahl von
Integrationen erfordert (vgl. Nr. 87).



III. Buch.
Methode von Cauchy und Lie.

1. Kapitel
Allgemeine Auseinandersetzung. Arbeiten von Cauchy.!)

§ 28. Gleichungen mit zwei unabhingigen Verinderlichen.

102. Allgemeiner Gedankengang der Cauchy’schen Methode
fiir den Fall der Gleichungen mit zwei unabhiingigen Verinder-
lichen. — Wir betrachten die ‘Gleichung

f, y,8,p, ) =0. . . . . . . (1,

und nehmen an, dass ,, ¥y, £, Py, 4, die Anfangswerthe von z, ¥, 2, », q
seien, welche unter einander durch die Gleichung verbunden sind:

(@0 Yo, 200 Py, %) = 0 . . . . . . (2.

Yy Cauchy, Exercices d'anal. et de phys. math., Bd. 2, S. 288—272. Der
§ 1, den wir hier analysiren, ist die Reproduction eines im Januar und Februar
1819 im Bulletin de la Société philomatique verdffentlichten Artikels. Die Unter-
suchung des Falles, in welchem die Cauchy'sche Methode mnicht Stich hilt, ge-
schah durch Serret in den Comptes Rendus, Bd. 53, S. 598—606, 784—745 oder
in den Annales de 1'école normale supérieure, Bd. 3, S. 143—161. Auf die Exi-
stenz dieses singuléiren Falles hatte Bertrand hingewiesen, Comptes Rendus,
Bd. 45, S. 617—619, jedoch behauptete er, wie wir nachgewiesen haben, mit
Unrecht, dass derselbe mit dem allgemeinen Falle iibereinstimme. Ossian Bonnet
(C. R. Bd. 65, S. 581—585) hat einen Beweis fiir die Methode der Integration
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei unabhingigen
Veriinderlichen gegeben, vermittelst dessen man die von Bertrand angedeutete
Schwierigkeit umgehen kann. Die Cauchy'sche Methode ist ferner dargelegt bei
Imschenetsky, S. 191—200. Er verweist hinsi¢htlich der Arbeiten von Serret
auf die 6. Auflage des T'raité élémentaire de calcul différentiel et intégral von Lacroix
nebst Anmerkungen von Hermite und Serret, Bd. 2, S. 237—282, welches
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Ist  eine Function von # und y, so kann man sich denken, dass

Y % p, q durch z und » ausgedriickt seien. Unter dieser Voraussetzung
hat man:

dz dy
di? == p + q I”‘ e e e e e e (3),
dz dy
th = q ?lb : . . . . . . (4).

Differentiiren wir die Gleichung (3) nach w, die Gleichung (4) nach z,
und subtrahiren wir das zweite Resultat vom ersten, so finden wir:

dp __ dady __ dy dy ()
du = dx du dwde -~ - - - \Vr

Ferner erhilt man aus der Gleichung (1):

O O dy  of dz ¥ dp O du_ o g

oz oy dx 8z dz op dx oq dz
dy | of dz O dp 8 dg _
Sy du t o a T dp du + oq du — o . . @

Substituiren wir in diese letztere die sich aus-(4) und (5) ergebenden

dz dp ., o ) . of L of

Werthe von e dn oder multipliciren wir (4) mit — 3 (5) mit p
und addiren sie zu (7), so komumt:

dy (of | of of dq) dy (8f _ of dy\ __
du (6.’/ + 8z ¢+ op dx + du ((—??[ o (En) =0 . (8)

Da die Function % noch unbestimmt ist, so konnen wir setzen:

of of dy
T E=0 ... O
Werk wir nicht haben einsehen konnen. Vgl. auch Serret, Cours de calcul
différentiel et intégral, Bd. 2, S. 624—649.

Cauchy hat im Jahre 1841 seiner ersten Abhandlung vom Jahre 1819 An-
merkungen nach unserer Ansicht von der hochsten Wichtigkeit hinzugefiigt, in
denen er seine Methode der Darstellung verallgemeinert.

Jacobi, Vorlesungen, S. 364—376, hat eine Darlegung a posterior: dieser
Methode oder vielmehr der von ihm abgeéinderten P faff'schen Methode gegeben.
Mayer hat in der Abhandlung: Uber die Jacobi-Hamilton'sche Integrations-
methode der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung (Math. Ann., Bd. 8,
8. 435—452) gezeigt, wie man in jedem Falle ein vollstindiges Integral finden
kann. Die von Cauchy im Jahre 1841 gegebene allgemeine Darlegung seiner
Methode enthilt implicit jene Untersuchungen von Mayer. Padova hat in
einer neueren Abhandlung Sulla integrazione delle equazioni a derivate parziali
del primo ordine (Collectanea Mathematica, 1881, S. 105—116) gezeigt, wie die
Cauchy’sche Methode abgeleitet werden kann aus der von Ampére (Cahier
17 und 18 des Journ. de I'école polyt.).
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und hierdurch geht die Gleichung (8) iiber in:

of of of dg __

Multipliciren wir ferner die Gleichung (3) mit — g—g, die Gleichung (10)

mit — Z—:Z , die Gleichung (9) mit — Z—i und addiren die Producte zur
Gleichung (6), so erhalten wir:
of , of of dp __ 11
6J;+Szp+8pdx_0""'()'

Die Gleichungen (3), (9), (10), (11) lassen sich auf die folgende Form,
der wir schon in Nr. 37 begegnet sind, bringen:

de __ dy dz - — dp . — dgq (12) |
of "o T of  oof o , o o L o O
& 3q p§$+q6q 6x+p83 6‘y+q62

Mithin besitzt jede Losung der Gleichung (1) die folgende Eigenschaft:
Man kann eine Function # von z und y von solcher Beschaffenheit wihlen,
dass die Gleichungen (12) gleichzeitig mit der Gleichung (4)

d: _ dy

erfiillt sind.
. Es ist wichtig zn bemerken, dass das System (12) nur Ableitungen
nach z enthilt; es fithrt somit zu einem Integralsystem von der Form:

Yy =@ Yo 200 ©) . - - . . . 13y,
2 =1 Yo 20 Qo) - - - - . . (13,
P =f;(® Yo 70 ) - - - - . . (13),
¢ =fi@ Yo %0, 20) - - . . . . (18,

wobei angenommen wird, dass p, mittels der Bedingung (2) eliminirt ist,
urd worin % nur in den Integrationsconstanten von (12), nimlich in g, 2o, go
vorkommt. Diese Constanten enthalten i« derart, dass die Gleichung (4)
erfiillt ist.

Umgekehrt giebt jedes Integralsystem (18) der Gleichungen (4) und
(12), in welchem die Anfangswerthe der Relation (2) geniigen, ein Integral
der Gleichung (1) von der Beschaffenheit, dass die Anfangswerthe derselben
Gleichung (2) gentigen. Die Relation zwischen z, y, # wird erhalten, in-
dem man % zwischen (18,) und (18,) eliminirt, und die Werthe von p und g.
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welche durch Elimination von u zwischen (18,), (18;) und (13,) gefunden

werden, sind genau :—E und :—:?z/ In der That, vermittelst der Gleichungen

(12) und (4) kann man zu den Gleichungen (6) und (7) oder

af af
zurlickgelangen. Aus diesen ergiebt sich df = 0 oder f == const. Diese
Constante ist Null infolge der Bedingung (2). Mithin geniigen zunichst
die Gleichungen (12) identisch der Relation (1). Sodann folgt aus den
Gleichungen (3) und (4):

dz = pdx + qdy.

Nimmt man also # und y als Variablen, so hat man:

d _ g &
e = D dy

= (1.

Mithin ist die Integration der Gleichung (1) vollstindig zuriickgefiihrt
auf diejenige des Systems der Gleichungen (12) und (4).

103. Bestimmung eines Integrals von (12), welches (4) geniigt.
Wir nehmen an, dass man das Integralsystem (13) der Gleichungen (12) be-
stimmt habe. Der Voraussetzung nach kann man dasselbe auf die Form
bringen:

y=19y + @& — 2)Y @ Yo, 200 20) - - - (14,
2=z + @ — 2)P:(® Yo %00 Qo) - - - (14),
P =20+ @ — 2)Y;(2 Yo 20 ) - - - (14)
g = a0+ @ — 2)Y(® Yo 20 @) - . - (14,

Wenn diese Gleichungen der Gleichung (4) nicht identisch geniigen,

s0 hat man:
dz dy ‘
C=ap+I ... )

Aus den Gleichungen (4‘) und (3) erhilt man die Gleichung

dp __dg dy _ dg dy , dI ‘

W dd  awde T o )
in derselben Weise, wie (5) mit Hiilfe von (4) und (3) gefunden wurde.
Die Gleichungen (3), (4), (5), (9) und (10) geben die Identitit (7); in der-
selben Weise geben die Gleichungen (3), (4‘), (5‘), (9) und (10) eine Glei-
chung, welche infolge von (7) wird:

of ar of
I-&:’;—’-‘d—x@—o . . . . . - (15).
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Aus dieser folgt:

z of
8z
o

I = Ioe Z 0P

dx.

Damit I = O sei, geniigt es im Allgemeinen, dass I, =0 ist. Nun
hat man aber:

T=% 4 o —a) B — g0 + G —2) i |22 + 0 —a0) G|
Somit muss sein:

= % __ W _
L= —gP=0. .. ... ()

Dieser Gleichung kann man auf die beiden folgenden Arten geniigen:
1) Nimmt man an, dass fiir # = 2z,

2= @)

sel, so hat man:

gy = ‘P(?/o), 9 = ‘P‘(yo)

und die Gleichung (16) ist identisch erfiillt. In diesem Falle findet man
das allgemeine Integral, indem man g, und somit # eliminirt zwischen
(13,) und (13,), welche iibergehen in:

Yy = fl(x’ Yo, ¢(?/0)7 (pl(yo)) L (131‘)’
2 =@ Yo 9Woh @) - . - . . (18

2) Man kann fiir z, und y, willkiirliche Constanten nehmen, welche
u nicht enthalten; dann wird go in den Gleichungen (13) nur allein % ent-
halten. Man gelangt in diesem Falle zu einer vollstdndigen Losung
mit zwei willkiirlichen Constanten #, und %,, indem man g, zwischen den
Werthen von y und 2 eliminirt.?)

104. Untersuchung eines Einwandes von Bertrand. — Bertrand
hat gegen das vorstehende Beweisverfahren einen scheinbar sehr wesent-
lichen Einwand erhoben. Man konnte, sagt er, mit Hiilfe dieses Verfahrens

) Die am Eingange dieses Paragraphen erwiihnten Autoren, niimlich Serret
und Imschenetsky, haben sich mit diesem zweiten Falle nicht beschiiftigt,
obwohl derselbe von fundamentaler Wichtigkeit ist und von Cauchy in seinen
im Jahre 1841 zu seiner urspriinglichen Abhandlung vom Jahre 1819 hinzugefiigten
Anmerkungen angegeben wurde. KEs rithrt dies daher, dass diese Autoren u = y,
setzen, wihrend man % ganz unbestimmt lassen muss, um nach Bediirfniss % = y,
oder u == g, setzen zu konnen.

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 15
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beweisen, dass jede Function ¢ (z), welche fiir einen Werth #, von z ver-
schwindet, fiir jeden Werth von z verschwindet. Setzt man nimlich

— 2@
, @) = 5@’
so hat man:
v ;4
a@ds = [ 22 dy = 10g 2@
L @ f,.‘«p(w) & P
mithin:
Pe) = glay)eln = an.
Fir 2, = z, ist ¢ (z,) = @ (%) = 0, wonach es scheint, dass man
nach dem Cauchy’schen Verfahren schliessen miisste, dass @ (z) = 0 ist

fiir jeden Werth von z, was absurd ist.

Dieser im Allgemeinen sehr richtige Einwand trifft unserer Ansicht nach
bei dem besonderen von Cauchy behandelten Falle nicht zu., Die Function
7 (x) im Beispiele von Bertrand ist derart mit der Function ¢ (z) ver-
bunden, dass die Nullstellen der letzteren die Unendlichkeitsstellen der
ersteren sind und umgekehrt. Die Gleichung (17) beweist, dass

cfﬁ,“(ﬁ)d“’, j., n(z)dz, n(x)

sich dem oo nihern, wihrend gleichzeitig x; gegen z, oder ¢@(z,) gegen
@ (%) convergirt,

In dem besonderen von Cauchy behandelten Falle ist dem aber nicht
so. Setzen wir:
o, )

”(xv Y, 4 b, Q) = (_‘ 8: " ap

so ist klar, dass diese Function x, wenn man darin die durch die Glei-
chungen (18) gegebenen Werthe von g, 2, p, ¢ einsetzt, nicht fiir jeden
Werth von z unendlich wird, weil sie willkiirliche Constanten oder
eine willkiirliche Function enth#lt. Somit kann

-
J wdx
£
nur unendlich werden, wenn & = o ist tiir £ = #,. Denn wenn x fiir
einen andern Werth unendlich wire, so wiirde dieses Integral, wenn man

das Intervall z — =z, geniigend beschrinkt, stets endlich sein.
Es kann also eine Ausnahme nur stattfinden, wenn man gleichzeitig

hat:
f@o Yoo W) o P@) =0 . . . . (18),
(Zey Yoo PHo) Poy P'W0)) = © . . . . (19).
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Dies kann nur stattfinden, wenn man die besondere Form der Function
@ nimmt, welche gerade durch diese Gleichungen bestimmt wird. In diesen
besonderen Fillen wird das Integral

L
J ndz,
29

wenn m, wihrend x gegen 2, convergirt, sich dem — oo nihert, ent-
weder endlich oder negativ unendlich sein. In diesen beiden Fillen kann
man somit ebenfalls noch von Iy = 0 auf I==0 schliessen. Im andern
Falle muss man I direct berechnen. Findet man I verschieden von Null,
so kann man daraus schliessen, dass es keine Losung von der Beschaffenheit
giebt, dass fir # = z; 2 = ¢ (y) ist, aber weiter nichts.

Es kann vorkommen, dass die Gleichung & = oo, anstatt eine Form
von @ zu geben, fiir welche man ganz sicher nicht I == 0 hat, im Gegen-
theil einen Werth & == x, von solcher Art giebt, dass es zweifelhaft ist,
ob I = 0 ist, In diesem Falle, wenn wirklich I nicht Null ist, muss
man schliessen, dass es keine Lisung giebt, welche gestattet, # den Anfangs-
werth zg zu geben. Auf diesen Ausnahmefall scheint noch nicht aufmerksam
gemacht worden zu sein.

105. Bemerkungen. — I. In dem Falle, wo die Gleichung linear
und von der Form ist:

Pr + Qq = B,
sind die beiden ersten Hiilfsgleichungen diejenigen von Lagrange

und diese geniigen, um die Aufgabe vollstindig zu l6sen (§ 5 und Nach-
trag II).

II. Wenn die beiden Gleichungen (18,), (18,) nicht g, enthalten, so
erhilt man daraus:

Yo = ¢:1(%, 4 2), 20 = Py, Y, 2).

Mithin hat man wegen 2= ¢(y,) als allgemeines Integral:

¢ = @(p1).

Dieses fiihrt zu einer linearen Gleichung. Die linearen Gleichungen sind
somit die einzigen, welche zu Integralen des Hiilfssystems von solcher Be-
schaffenheit fithren, dass die Werthe von 2 und y nicht g, enthalten. Das
Umgekehrte ist der vorigen Bemerkung zufolge evident.

15*
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II. Driickt man aus, dass die durch die Relationen (13) gegebenen
Werthe der Gleichung (4) unter der Voraussetzung geniigen, dass g, nur
Function von % sei, so findet man:

eine Relation, welche beweist, dass f, und f, gleichzeitig ¢, enthalten oder
alle beide davon unabhingig sind, ausser in dem Falle, wo f, = 0 ist.})
106. Beispiele. — I. Die Gleichung sei?):

' zy = pg.
Die Hiilfsgleichungen werden:

oder, wenn man mit zy = pg multiplicirt:
pdx = qdy = ; de = zdp = ydyg,
d. h.
do __ dp dy __ dg

= 2. = 1,94
- 'y ¢ dz = o+ 2wde y 2ydy.

Man findet unmittelbar als Integrale

z __ % Y __ Y% ___ Do r,.9 an __ D 9 2
== =2 g — gy = (22— g} = 2 —
P 2 4q % o xo( 0) Yo v yO)A
mit der Bedingung:
ZoYo = Polo-
Multiplicirt man die beiden Werthe von 2 — 2, mit einander, so

erhilt man:
(¢ — 20)2 = (2 — %o%) (Y2 — ¥,?),

1) Serret, der u =y, 2= @(¥,), 9, = ¢'(y,) setzt, sucht diesen Satz
folgendermassen zu beweisen: Die Gleichung (4) giebt unter dieser Voraussetzung:

o, | o . o . of, | of, o, o\
(3 4 3 o) + 3L o) — £ 3 + 32 900 + 22 5700 = 0.

»Da nun“, sagt er, ,diese Gleichung identisch stattfinden muss, so miissen die
mit @’ multiplicirten Glieder sich wegheben. Man hat also identisch:

ay, p .
o, 9 _ g«
og, fa oq,
Diese Schlussfolgerung erscheint uns nicht bindend, da ¢*(y,) keinen von z, und
g, unabhiingigen Werth besitzt.

?) Cauchy, Exercices etc., Bd. II, 8. 249.
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welches das vollsténdige Integral mit einer iiberschiissigen Constanten
2, ist, wenn man z, al} willkiirlich betrachtet.

Um das allgemeine Integral zu erhalten, brancht man zu dieser
Relation nur die folgende

(¢ — a) 52 = @& — 2hw
oder:
(¢ — 20)q0 = (2 — zPyo

hinzuzufiigen, welche iibrigens identisch ist mit einer der oben gegebenen
Relationen:
(¢ — 20)xg = (x? — =}) 20,

wenn man die Bedingung oy, = pog, in Betracht zieht.
II. Die Gleichung sei:
22 —pxr +qy + ¢ = 0.
Die Hiilfsgleichungen sind:

dx dy dz __ —ap _ —dg

—= = y+2 T o—2  »p 8q

Dieselben fiihren zu dem folgenden Integralsystem, in welchem C'== g,z
ist:

q = Cz?

Po

== — X,

y4 ,
_ C?z® x? C*z$
s=— 5+ 40+
Cx® Cx?
y=—F +2(0+3)

Die Grossen gy, 4y Zo, Yo» %o Sind durch die Gleichung verbunden:

200 — poy + 20%0 + 98 = O.

Eliminirt man C zwischen den Werthen von y und 2z, so findet msn das
vollstindige Integral, unter 4 und B zwei Constante bezeichnend:

B\t a*

Im vorliegenden Falle hat man % == oo fiir 2 == 7, == 0. Esist
namlich 7 = % Man findet I = Io( )2, eine Gleichung, welche nichts

x
o
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weiter aussagt. Da aber das soeben gefundene vollstindige Integral fiir
# = 0 keinen Sinn mehr bat, so kOnnen wir schliessen, dass wir hier
den neuen oben angedeuteten Ausnahmefall vor uns haben. Es giebt
kein vollstindiges Integral fiir ¢ = willkiirliche Function von %, welches
so beschaffen wire, dass man darin £ = 0 setzen konnte.

§ 29. Gleichungen mit einer beliebigen Anzahl von Verinderlichen.

107. Zuriickfiihrung der Aufgabe auf die Integration eines
Systems von simultanen Gleichungen, — Die Gleichung sei:

& 2o Ty Pryeen ) =0. . . . . (1)

Wir nehmen an, dass fiir x =z, die Grossen 2, 2y, ..., Z,_4, Py, .. o Pn

die Werthe 2o, 1,9, - . -, Zu_1.0) P1,01 + + » Pnjo nehmen, welche unter ein-
ander durch die Gleichung verbunden sind:

F(Z0y 4,00+ o9 Tpyor Prygr + -0 D) = 0 . . . . (2).

Die Cauchy’sche Methode besteht darin, #—1 Functionen u,, u,, ..., u n—t
von %y, &y, ... %, als neue Verinderliche einzufiihren. Man kann um-
gekehrt 2, @, ..., Zn_1,'P1y .. P als Functionen von w,, wuy,..., u, 4, z,
betrachten und hat unter dieser Voraussetzung:

dz dx, dr,—,

E . _pl %: + <. +p,,_1 dxn + DPn o (3)y
dz dx, am,_,
v = p; 7;_ + .o + Pu1 u e e e e e (4),

wobei die Gleichung (4) #» — 1 solche Gleichungen repriisentirt, welche man
erhélt, wenn man nach einander w durch u, u,, . .., %, ersetat.l) Diffe-
rentiirt man die Gleichung (3) nach %, die Gleichung (4) nach x, und zeht
man das zweite Resultat vom ersten ab, so findet man:

dpn__(dp, do, _ dp, dz, Py ney _ Wny Ay
du —(dxn du du dxn) + o + dn du - du - dzxn (5)

) Wir wenden diese abgekiirzte Art, » — 1 Gleichungen darzustellen,
mehrmals an, um' dén § 29 ganz nach dem Vorbilde von § 28 gestalten zu
kénnen. So reprisentiren z. B. die Gleichungen (5), (7), (8), (9), (10} (10°), (11) je
n.— 1 Gleichungen, welche man erhiilt, indem man w durch u,, w, ..., U,_,,
ebenso x durch z,, ,, ..., ,_, oder p durch p,, p,, ..., Pn_, ersetzt.
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Sodann erhilt man aus der Gleichung (1):

of Frslof dei | of de of dpi

den T3 dyden T+ 85 o lﬁd?n =0. .. 0,
n—1 ’ n
Ty of duy \ of do g . . . ()

jimdn T d T A

Substituirt man in diese letzte Gleichung die aus den Gleichungen
(4) und (5) sich ergebenden Werthe von dz dl;;—', so folgt:

du' d
;"3 % of dpN | Slaw(ef | of dw;
% E;(ax'-,- ‘33 + Spn dwn) + %‘ a—/';,(—s‘_p'— @7‘ dwn) == O « . (8)_

Da die Functionen % unbestimmt sind, so wird man die letzte Summe,
welche in dieser Gleichung vorkommt, zum Verschwinden bringen kénnen,
wenn man die # — 1 Gleichungen annimmt:

of of dxg

T e da - - O

Die Gleichung (8) geht dadurch iiber in:

L[ of of dp;\ _
z5 ( + g 2 dw")_o ... (0.
Da die Determina.nte
d(.’l?l, o ey wn—!)
d(’ll/lY e ey 'u.,,__l)

im Allgemeinen nicht Null ist, den Bedingungen (9) zufolge, welche % nicht
explicit- enthalten, so sind die Gleichungen (10) den folgenden #quivalent:

Sf
oz,

of dp;_ "
i+ LB . a0

Schliesslich ergiebt sich aus den Gleichungen (6), (3), (10) und (9),
wie wir im Falle zweier unabhiingigen Verinderlichen gesehen haben:

af dpn
+,,?z+ =0 . . . . . (11

awn opn dxn

Die Gleichungen (3), (9), (10°), (11) konnen auf die folgende Form
gebracht werden, der wir schon in Nr, 42 begegneten:

dx, ___dxa dz —dp, —d

_r —_... —_— — —_—

of of of of
ap, apn D 6p + -+ Pn 5pm 8m1+p1 8z 800n+ "az

o (12)-
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Diese Gleichungen (12) enthalten die # nicht. Man erhilt aus ihnen
ein System von Werthen:

xl——fv 2—f2a o Ly 1 ==[p_1, Z=f,,, p1=f"+1 yeeesy pn=f2n . (13)7

wo jede der Functionen f; 2, und die Anfangswerthe

%0y T1,00 + + 9 Zue1,00 P1,00 * + s Pn—1,0
enthiilt. Es ist ersichtlich, dass man, um die Losung zu vollenden, nur
diese Anfangswerthe als Functionen der % derart zu bestimmen braucht,
dass den Gleichungen (4) Geniige geschieht.
108. Bestimmung eines Integrals von (12), welches der Glei-
chung (4) geniigt. — Wir substituiren die Werthe (13) in die Gleichung

(4) und setzen:

dz dx -
d_u——.pl d + +_pn—1 n *

+I. ... (4

Mit Hiilfe von (3) erhilt man hieraus:

dpn "M dpn de dp da .
du Z(da:n du ~ du da}n)+ dacn e (5)'

Substituirt man diese Werthe von :—:Z und % in (7), so folgt:

AL of
—z—l-dx" ap"_-() B X5
Hieraus ergiebt sich, wenn man
d, Ay,
Iy = duo (Pl,o du, + - +pn—-—10 = 1'0)
of . (15):
_— %
T T
8xn
setzt:
:n ndx
I=Ip¢e™ . . . . . . . . (16

Damit I = 0 sei, reicht es im Allgemeinen aus, dass Iy = O sei
oder:

dz, An—y o
du, du, e (A7),
dz, ATy o

du,,_ == Plo Attn - bo + + o .du,,_l A (17n—1)°
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Dieser Bedingung kann man auf verschiedene Arten geniigen?):

1) Man kann annehmen, dass 2y, Zy,q, . - -» £,y Willkiirliche Con-
stanten und p;,, . . ., P, beliebige Functionen der » oder auch die
selbst seien. In diesem Falle findet man, indem man die pg zwischen den
n ersten Gleichungen (18) eliminirt, das vollsténdige Integral:

F(z, xl, . e vy xn, 50, xl’o, .« .’L‘n_l'o) = 0 . . . (18)-
2) Man kann annehmen:

20 = @ (%10, - o Ta_10)

_ 99 dp
Dy = g Pu—1p = %y’

WO Zy0, L30y -+ &, 30 irgend welche Functionen der w sind, oder .auch
selbst fiir die # genommen werden. Um das dieser Annahme entsprechende
Integral zu finden, muss man sich vorher die Form der Function ¢ ge-
geben denken, um die % zwischen den # ersten Gleichungen (18) eliminiren
zu konnen. Dieses Integral ist das allgemeine Integral.

3) Man kann schliesslich den Gleichungen (17) auch geniigen durch
Annahmen, welche zwischen den soeben behandelten in der Mitte liegen.
Man kann gleichzeitig setzen:

4 = (p(xlvO’ cete xm.o)7
Tpyr,0 = comst, ..., 2,4, = const,

WO &y, Loy« Zmgr Pmylgr -+ » Pn_t,g beliebige Functionen der % sind
und die andern p durch die folgenden Relationen bestimmt werden:

__ 09 __ %
Py = oz, Ppo = Yo

109. Bemerkungen. — I. Wenn die gegebene Gleichung linear
und von der Form ist

Xipy + -+ Xapn = Z,
so sind die # ersten Hiilfsgleichungen diejenigen von Lagrange:

dx, dicn dz
== - - .. Q9

Dieselben reichen aus, um die Aufgabe vollstindig zu 18sen (§ 6 und
Nachtrag II).

1) Die im Folgenden angegebenen drei Arten sind nicht die einzigen, wie
man diesen Gleichungen geniigen kann (Nr. 116, III).
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II. Wenn die % ersten Gleichungen (18) die py nicht enthalten, so
folgt daraus:
Zy g =Y1 (2 100y L)y coony T g ==Wp_1 (&) X1y v, Tn), 2y =Yn(2, Ty, e, Tn)
und dies giebt das Integral:
Yn = ‘P(’/’h et y)n—l)7

welches zu einer linearen Gleichung gehort.

III. Driickt man aus, dass die durch die Relationen (13) gegebenen
Werthe den Gleichungen (4) geniigen, falls man # = p, annimmt, so folgt:

ofn of, Ofn—y_

P10 fn-H 0P + + ﬁz"_i 0Pyo '

ofn ofy Ofn—y
Wn_re " pu_y, + + fons OPn—1 o

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, dass, wenn # — 1 der Functionen
fis - .. fn eins der pg nicht enthalten, dasselbe mit der #’" der Fall ist.

IV. Leitet man aus den » ersten Gleichungen (13) durch Elimination
der p mehr als eine und weniger als # Relationen zwischen den z und
den z her, so befindet man sich im Falle der semilinearen Gleichungen, auf
den Lie (Nr. 14, ITI) aufmerksam gemacht hat und auf den auch Serret
nebenbei gekommen war (Nr. 119).

V. Man kann von der Cauchy’schen Methode im allgemeinen Falle
nach Lie’s Auffassungsweise eine symbolische geometrische Deutung im
Raume von # 4 1 Dimensionen geben. Die Gleichung (1) stellt oo2” Ele-
mente im Raume von % -+ 1 Dimensionen dar. Die Schlussfolgerungen
der vorhergehenden Nummern zeigen, dass die Elemente jeder Losung der
Gleichung (1) unter denen enthalten sind, welche dem Hiilfssystem (12)
geniigen; das Hiilfssystem (12), welches nur oo2" Elemente enthilt, enthilt
also nur die Elemente der Gleichung (1). Die Gleichungen (4) driicken
einfach aus, wie man die Elemente der Gleichungen (12) gruppiren muss,
damit dz = pydzy + --. + pudz, sei. Diese Bemerkung erklirt auch,
warum nian in dem Falle, wo die gegebene Gleichung linear ist, nur die
7 ersten Gleichungen zu betrachten braucht.

110. Beispiel. — Die Gleichung seil):

XyTy ..o Ly = PPy - .. Dne

Y) Cauchy a.a.O. behandelt auf diese Weise diese Gleichung fiir den Fall
n = 3. Graindorge, Nr. 49, 8. 50, Nr. 69, S. 65 behandelt dieselbe Gleichung
fiir » = 3 nach der Methode von Jacobi in ihren beiden Formen. Vgl. auch
Nr. 78, L.
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Die Hiilfsgleichungen sind nach Multiplication mit #12,...%,==p,p,...p,:

dz

pax, = ... = pydz, = - = zydp, = ... = z,dpy,
d. h.
de, __ dp,  dw, _ dp,
Z, p T, Pa’
dz __ p, _ __ D
iy rdyy = ... = o 2,47,
Als Integrale findet man:
o J— Lo Zn J— Zno
» Do’ 7 Pa Pro’
=% __ Piope_ e U Y R S
iR — By or)— 2 (42— a1),
mit der Bedingung, dass
L1,0 v o+ Ty = P19 -+ - Pay

sein muss. Multiplicirt man die #» Werthe von 2 — 2y mit einander, so
findet man:

n
nt (e—2o)" = (2] — 23,) (#5 — 2%y) - .. (22 — 22);

dies ist das vollstindige Integral, welches eine diiberschiissige Constante
enthiilt, wenn man 2y als willkiirlich betrachtet.

111. Scheinbarer Ausnahmefall. Modificationen von Mayer
und Darboux. — I Ist die gegebene Gleichung homogen in Bezug auf
die p, so hat man wegen f = 0:

b 315‘ +p2 + -+ n;{p_ e Oe

und somit giebt die #‘¢ Gleichung (12) als Integral
& == const.

Offenbar ist es unméglich, die p, aus dieser Gleichung und den # — 1
Relationen (18y),..., (18,_4) zu eliminiren, und somit giebt die allgemeine
Methode von Cauchy nicht mehr das vollstindige Integral.

Mayer hat ein sehr einfaches Verfahren angegeben, um sowohl in
diesem Falle wie im allgemeinen Falle zu einem vollstindigen Integrale
zu gelangen, welches py 9, ..., », 4,0 und 2y als Constanten enthilt. Zu
dem Ende betrachten wir das allgemeine Integral, welches so beschaffen
ist, dass

2y = 20 + D102y, + - F Py 0%nge - - - (20)
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ist. Man hat dann, da 2‘;, eine Constante ist:

9z, 82,
T Prps - -

Somit braucht man, um das entsprechende vollstindige Integral zu
finden, nur 2y, %, ... %,y zwischen den Gleichungen (18,),...,(18,)
und (20) zu eliminiren. Dies ist immer moglich, da sich die # auf z,
s . . oy Tp—y)
(&5« « o9 Tn—yg)
niemals gleich Null ist, weil sie fiir 2, = %, gleich der Einheit ist. Man
kann somit die z, als Functionen der i ausdriicken.

fiir #, = ®,, reduciren und daher die Determinante

Das Vorhergehende liisst sich leicht verallgemeinern. Wir setzen:

20 = ¢(x1,03 MR ] xn—1.01 al: LR an) . . . (21),
dp ___ 09
pl’o = —sa, o ooy pn__.l’o - awn_.l,o . . . . (22),
WO ay, ... G, Constanten sind. Eliminirt man zwischen den Gleichungen

(18y), ..., (18,), (21) und (22) die Grdssen z,, #, und p,, so findet man:
Fl, o, 02505.00,a,)=0 . , . ., (23),

eine Relation, welche ein neues vollstindiges Integral darstellt, Das System
der Gleichungen (18,),... (13,), (21) und (22) lisst sich ersetzen durch
(13y), - -+ (184), (22) und (28). Setzt man also z, == =,q, so ergiebt
die Gleichung (23), wenn die Gleichungen (18) 2; =g, . .., #,_; ==, _,
&z == 2, geben, die Relation:

Zy = @(@10) 2 Tpeg,pp Bpy--n@n) . . . (21).
Mithin wiirde man, wenn man einfach in (28) %, = =, setate, finden:
8= @@y, eu o By_y, Gy, ... Q).

Das in Rede stehende vollstindige Integral reducirt sich daher fiir z, = ,, ,
auf die Function @@y, ..., Z,_y, @, ..., @)l ’

) Mayer beweist diese Bemerkungen direkt mittels der von Jacobi
modificirten Pfaff'schen Methode. Er giebt verschiedene interessante Sitze iiber
den Zusammenhang der Integrale unter einander (vgl. Nr. 120, Anmerkung). Wie
man sieht, enthiilt die Cauchy'sche Methode, wenn man sie so, wie wir es oben
gethan haben, in ihrer ganzen Allgemeinheit darlegt, implicit die von Mayer
angegebene Modification.
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. Man kann den Gleichungen (4) auch geniigen, indem man setzt:
2 =25 + D%t + Proio

und g, ..y L0 Pty - Putyo als die % und 2,9, ..., Do
Zopg1,00 -+ Ly, &o 8ls die Constanten betrachtet.l)

Y) Darboux (Comptes rendus, 1874, Bd. 79, S. 1488 —1489; 1875, Bd. 80,
S. 160—164) hat zuerst auf dieses Integral aufmerksam gemacht, aber nur in
dem Falle der halblinearen Gleichungen (vgl. Nr. 119). Er setzt ebenfalls diese
Untersuchungen mittels der von Jacobi modificirten Pfaff'schen Methode aus-
einander.



2. Kapitel.

Untersuchungen von Serret.

§ 30. Gleichungen mit zwei unabhingigen Verinderlichen.

112. Form, welche der allgemeinen Lésung in den Unter-

fithrt zu den Hiilfsgleichungen:

de _dy
6f of
Bp 6q

deren Integrale sind:

suchungen von Serret gegeben wird. — Die Gleichung

f(zv Y 4 D Q) = 0. (1)
dz —d _ —d (2)
of af af of !

+ 5% st Ps% o1t
y = fi(® ¥ 20 20) < (31
g = fz (xa Yor %oy Q()) (32)1
P = f3(@ Yo, 20, %) - (3s),
q = f4 (.’L', Yor %90 qo) . (34)'

Nimmt man an, dass man aus den beiden ersten das vollstindige

Integral

2 = M(z, y, Yo> ‘6'0)

abgeleitet habe, so bat man:

oM

oM
p=s_x=N(xay’?/0750)sfl=§-

N

Y

SO

= P(z, ¥ Yy, %) . (5)

Will man das allgemeine Integral haben, so hat man nur zu setzen:

I

4 @ Yo
1 = P'Yo)
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und mit der Gleichung (4) ihre Ableitung nach y, zu verbinden:

oM | oM
67./‘,+-8“z;—q0_0 N ()R

Die Gleichungen (4), (5), (6) sind den Gleichungen (3) @quivalent und werden
dieselben im Folgenden vollstindig ersetzen.?)

113. Neue von Serret gefundene Form des Werthes von I. —
Man kann das totale Differential von f(z, ¥, 2, p, ¢) erhalten, indem man
die Differentiale der Gleichungen (8) oder der #quivalenten Gleichungen
(4), (5), (6) addirt, nachdem man sie mit Factoren von solcher Beschaffen-
heit multiplicirt hat, dass die Differentiale dy,, dz,, dg, aus dem schliess-
lichen Resultat verschwinden. Es ist klar, dass man die Gleichung (6),
welche allein ¢, enthilt, mit 0 multipliciren oder weglassen muss, Multi-
plicirt man die Gleichungen (1), (5,), (5,) resp. mit u, ¥, o, so erhilt man:

oM N
if =% +v5% +e

oM N
+(/4'5§ +V§]7+Q

— udz — vdp — pdq = 0,

oP
E) dz
oP

) W

vorausgesetzt, dass u, v, ¢ den Relationen geniigen:

oM |, 8N oP
MFy—O+V8_g/:,+9§y;,_O""'(71)’
oM oN 8P
M3%:+Vsz—o+@§;:—0'~-'~ (7a)-

Offenbar hat man nach diesen Relationen:

1) Die Art, wie Serret diese Aquivalenz beweist, ist ziemlich heikel, da er
sich auf das ungeniigend bewiesene Princip stiitzt, welches wir in der Anmerkung
zu Nr. 105 angedeutet haben. Man kann dieses kleine Versehen, wie wir es in der
erwihnten Nummer gethan haben, leicht gut machen. Indessen ist diese nach-
trigliche Verification der Ca uchy’schen Methode iiberfliissig, da alle Rechnungen
von Cauchy in umgekehrtem Sinne durchgefiihrt werden konnen. Aus dem-
selben Grunde haben wir die nachtrigliche Verification der von Jacobi modi-
ficirten Pfaff'schen Methode, wie sie in den ,Vorlesungen* S. 364—369 gegeben
ist, weggelassen. Vgl. auch Nr. 109, V.
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d. h. zufolge der letzten der Gleichungen (7):

oN 8P
—_ bk __ %% e 9
m=— =% T, an
020 62’0
M M
__ 0wdz, + £ 0Yyd2o
T M v oM
(2 82,
_ @ oM | o & oM
= 5 log o + v 5y log R

Wir bemerken nun, dass man, um das Integral

T
[ ndx

g

zu berechnen, sich & mittels der Gleichungen (3) oder der

[Nr. 113—114]

Gleichungen

(4), (5), (6) durch z allein ausgedriickt denken muss. Wir konnen uns

daher dieser Gleichungen bedienen, um s zu transformiren.

Nun giebt

die Gleichung (6), welche (3,) aquivalent ist, wenn man sie auf die Form

24
9y,
— 0= sy
82
bringt:

dz0r | 020y dx

32 \0yodz ' dyedy dax 3%

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn man setazt:

dy _ e
dx v’

In der That wird dieselbe durch diese Substitution:

S (0N | AP o) _ OM(0N | 0P q) _
%o 02y v -

3;; 3—1'_/; Yo v 3‘%

oder auch nach Multiplication mit » zufolge der Gleichungen

ﬁ‘(_ ﬂ’)_?z_"(_ 3_1‘!)_0
02 Ly 8o %o “ %)

oM ( oM M dy) __ oM (S?M M dy) _

(7):
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Man kann daher % in dem Werthe von & durch % ersetzen, wodurch

derselbe iibergeht in:

— 8 M 8, M dy __ d . M
= log 7 + 3 log % X i = @ log o
Mithin:
) M M
ndz log 5~ — log T)~=
I J— 1-0e Iz‘o —_ Ioe “0 3o/ & Xy
oM

denn es ist M = 2z = gz, fiir £ = 2, und somit (ﬂ) =1
082y Jz==2,

114. Untersuchung des kritischen Falles. — Die vorstehende Formel
gestattet uns den Fall zu discutiren, wo die Form der Function ¢ (y), auf
welche sich # fiir x == z,, reduciren muss, so beschaffen ist, dass das

Integral jfn adx einen unendlich grossen positiven Werth hat, d. h. dass

oM oM
—_ log 6—2;0 = 00, oder —az—o‘ =
ist fiir x = ;. In diesem Falle ist man von vornherein nicht mehr
sicher, dass
I=0

ist, wenn auch Iy = 0 ist. Man muss demnach a posteriori verificiren, ob
wirklich T ==10 ist. Wenn dem so ist, so wird auch eine Lisung 2 = M
existiren, welche sich fiir 2 = %, auf z = ¢ (y) reducirt, die aber, was
bemerkenswerth ist, vermittelst der vollstindigen Losung, wie Serret
bewiesen hat, geliefert wird. Die Schlussfolgerungen dieses Geometers sind
nicht nur auf den Fall anwendbar, wo

, oM
_— lOg Eo—

unendlich gross ist, sondern auch auf alle Fille, in denen dieser Ausdruck
fiir # = 2, einen von Null verschiedenen Werth annimmt, wihrend %
fiir £ == x, verschieden von 1 ist.

Es sei niimlich fiir z = z,

oM
8z,

== einer von 1 verschiedenen Constanten

und es werde angenommen, dass z == M fiir x = z, iibergehe in 2 =@ (y)
oder vielmehr, dass man fiir # = z), y == y, habe: 2, = @(y,). Die
Mansion, Part. Differentialgleichungen. 16
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Gleichungen (8) odér die Gleichungen (4), (5), (6) miissen somit fiir diese
Werthe identisch erfiillt sein. Nimmt man nun aber in der Gleichung (6)
T =2y Y=Y 2 = ¢W)

an, so kann dieselbe nicht erfiillt sein, wenn sie es nicht schon fiir

T =, 2= @Y,

bei beliebigem y ist. Ware dem nimlich nicht so, so erhielte man aus
(6) nach Substitution von

z =, Zy = @Y,

den Werth y = y,. Damit dies aber der Fall sei, miisste man fiir z = z,

M == 1 haben, was der Voraussetzung widerspricht.!)

8z,

° Somit verschwindet Yo aus der Gleichung (8), wenn man z = z,
setet. Die Gleichung (6) aber ist die Ableitung der Gleichung (4) nach y,.
Mithin verschwindet y, auch aus der Gleichung (4), wenn man 2z = z,

setzt, da die Ableitung der linken Seite von (4) d. h. die linke Seite von (6)
identisch Null ist fiir # = #,. Wir wissen aber, dass die Gleichung (4) fiir
Z =2y, Y =Y, £y = @(y,) giebt; mithin giebt sie fiir x = z, allein
z = @(y). Im gegenwirtigen Falle ist daher die Function 7, = @(y,)
derart beschaffen, dass die Losung

s =M

£ = ¢(y) fir x = «, ergiebt, ohne dass es ndthig wire, y, zwischen
dieser Gleichung und der Gleichung (6) zu eliminiren. Und dies sollte
bewiesen werden.

Mit andern Worten: In dem Falle — dem einzigen wichtigen fiir die

Theorie, die uns beschiftigt —, wo ‘:,l
0

auch der Gleichung (6) zufolge %;E = 0 und somit kommt y, fir z = z,

nicht mehr in der Gleichung (4) vor. Diese Schlussreihe ist viel einfacher

== 0 ist fiir # = x;, hat man

!) Diese Schlussreihe ist nur im Allgemeinen richtig. Man nimmt an, dass
die Fuhetion M derart beschaffon ist, dass man darin nicht £ = x,, ¥ = yo machen

kann, ohne dass man nicht nur M = z,, sondern anch gg == 1 hiitte. Der Werth

von L wird durch die Gleichung (6) gegeben; mithin muss die Gleichung (6)

920
zu der Relation %;! = 1 fiir £ = x,, ¥ = y, fihren, abgesehen von den Fillen,
0
WO Yy in dieser Gleichung nicht vorkommt. Serret ist nicht pricis genug bei
den Schlissen, welche sich auf diesen kritischen Fall bezichen, der noeh grind-

licher umtersucht werden muss.
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wie die von Serret und ist auf Functionen anwendbar, welche fiir z == z,,
Yy =y, nicht %l{_ == 1 ergeben wiirden.
0
115. Beispiel. — Die Gleichung sei:
py — pz + ag = 0,
wo a eine Constante ist. Die Hiilfsgleichungen

—pde __qdy _ d__ dp __ dg
ag ~ pz Py » 0
haben zu Integralen:
9 = 4o
b = aQOR’
&g =R [zo(zo —_— %yo) + aq (8 — “’o)],

y = R[y,(sp — q4¥) — a(z — )},
wo R definirt ist durch die Relation:

1
T = Voo — 00" +20g0(z — )

Man erhilt daraus als vollstindiges Integral:

—yl, e, __ 2 Z a? _
=2 lzo G xo)]ﬂ/ (%ﬁ — 1)(.1:—:00)[— 2% 4 % x—xo)]—M.
Ferner:

oM
E _ R(Zo —_ qoyo).
Setzt man 2z, — g¢,y, = 0, so hat man
gy = a oM 0
0 Y 4 = & 3% y

wo a eine Constante ist. Fiihrt man nun diese Werthe von £, und g,
in das vollstindige Integral ein, so findet man, dass sich fiir & = ;3

= ay ergiebt, und dies ist das durch den Serret’schen Satz angegebene
Resultat.

§ 31. Gleichungen mit. v Verdinderlichen.

116. Form, welche in den Untersuchungen von Serret dem
allgemeinen Integral gegeben wird. — Die Gleichung

F(@y oo 2, 01, ..00,) =0 . . . . . (1)
16*
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filhrt zn den Hilfsgleichungen:

de, de, dz —dp, o —dp, @)
o T T o of of ., of T o o 7
E 55; prp &E;"l"pl& n +pn 3z

deren Integrale wir durch die Gleichungen darstellen:

zi = fi(@n Ty e oo Tn100 Z0r Prioy + - o Pno10) + - (30
2 = f(Zn Ty01-+ 0 Tp10) Z0» Pros -+ Pnso) - - (8n)
Di = [nyil@p @100+ Tngor %00 Pros - - Pno) - (Bnadr
I. Es sei
Foy @1y ooy Tpy 2, Zygy oo Ty_10) =0 . o . (4)

das vollstindige Integral, welches durch Elimination der p, aus den % ersten
Gleichungen (8) erhalten wird. Man kann % der Gleichungen (8) ersetzen
durch die folgenden, welche die Werthe der p geben:

oF oF oF oF
3&:4‘10135—0,---,8—%4‘1%3;—0 .- ()

II. Will man das allgemeine Integral haben, so setze man (Nr. 10)

&y = (P(ﬁi_o, %301+« » xn—i,o):
op op
Prp = gt Dp19 = Fra

und eliminire die &, aus den # ersten Gleichungen (3) oder aus (4) und
den folgenden aus (4) abgeleiteten Gleichungen:

oF oF oF oF
3T, + D10 0 0,..., R “+ Py 7 =0 (6).

Die Gleichungen (4), (5), (6) sind den Gleichungen (8) #quivalent.

III. Man findet weniger allgemeine Integrale, wenn man annimmt

2= Q@100 Tyyp)

L
0%n_y,0

o9
Do = '&E;: coy Py =

und ferner, dass die z, unter einander durch Gleichungen verbunden
seien:
Tt = @P1(@1,00 + + o1 Timo) + + + 1 B0 = Pyt (@101 + + » Tmo)-
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Die in Rede stehenden weniger allgemeinen oder gemischten Integrale
werden gegeben durch die Gleichungen (Nr. 10):

F(2, @y, vy Ty 20y Brgy v oy Bngpo) =0 . . . (4),
3F | oF ns1( 3F g So:.
8,0 T Pt m-%;(awi.o + 3zp L0 ) 82,0 = 0 . . (@)
oF aF oF Sy;
Sa:m,o m0 + 2 (3&7,0 650 p sxm = 0 ° (7m).

Bemerkung. In diesem letzteren Falle wendet man im Grunde ge-
nommen m Hiilfsvariable #;q, . . ., Z,,¢ und # — m willkiirliche Functionen
an; im Falle der allgemeinen Losung aber werden n — 1 Hiilfsvariablen
und eine willkiirliche Function angewendet.

117. Neue von Serret gefundene Form des Werthes von I, —
Zun#chst beschiftigen wir uns mit dem Falle, wo

O(fy oo fna)
a(pnO: L] Pn—no)

nicht null ist. Wir kénnen uns in diesem Falle die Gleichung (4) auf die
Form gebracht denken:

2= M@ Tn 20 B1,00 ++ 0 Fuer0) - - (8),

und die Gleichungen (5) und (6) auf die folgende:

oM oM
pl='§2&;=N1""’p”=§x-n=N" N )
oM oM oM oM

+ 3;;?1,0 = 01 . + —370 P = 0. (10)°

—_ ey ——
axho axn—lyﬂ

Das Ensemble dieser Gleichungen, welches dem Systeme (8) #quivalent
ist, wird uns in den Stand setzen, I zu berechnen.

Man kann das totale Differential’ df der linken Seite von f = 0 er-
halten, indem man das Differential der Gleichung (8) und diejenigen der
Gleichungen (9) addirt, nachdem man dieselben mit Factoren u, Viy e e v Vn
von solcher Beschaffenheit multiplicirt hat, dass die Differentiale

dzg, A%y gy -« AT, g
aus dem Resultat verschwinden. . Man hat somit:
= 3(, M 3N,
A= 3 (a8 gy, ey ) ey, )

X
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wo die Factoren g, v,, %,,..., ¥, den % Relationen geniigen miissen:

oM 8N, oNn
T‘l‘yl &‘:+"'+"’n 620—0 .- (11y),

M LA 8N

u o + v T + oo + v, oy 0 . . (1),
oM aN, dNn

“ 8Ln_y0 +v1 0Zp 40 +o %n—g50 o .. (11,,)

Dem Werthe von df und der ersten dieser Gleichungen zufolge hat
man:

of ax, N, 8N,
— e m ¥ v, 8 d0
== T wm vt e T
Gp,. 630 630 630

Aus diesem Werthe von x miisste man mittels der Gleichungen (10)
&y, %9,... &,_, eliminiren; man kann aber zuvor diesen Ausdruck trans-
formiren und zwar mittels der Gleichungen (10) selbst, nachdem man sie
auf die Form gebracht hat:
au
6.‘30
—_— pO = ‘G—M—.
82

Man erhiilt aus dieser Gleichung durch Differentiation nach z,:

oM GN 1 aNn—x dxn-—l dNn

350 ( + e + é‘a: + )
M N, da:,,_.l 3Na) _
&2:0 (Ozo dacu Tt 82 8z 0.

Diese Gleichungen werden wegen (11) identisch erfiillt durch

dx, v, dz,_, Vp—y

drrn = 9," """ dza v

Mithin lasst sich der Werth von z schreiben:

3N, ON,_, 8Ny
_ 650 650 d.’l:,,_l %‘
T=Mde Tt oM T e
820 830 02,

d 1 oM

= dzn 8 3y
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Demnach hat man, wenn man bedenkt, dass fiir x, = 7,4

8M
GZO
ist:
2y
wdx
—_— Zn,y0 8M
I = Ie =1I, — a5

welches die Serret’sche Formel ist.

118, Untersuchung des kritischen Falles nach Serret. — Wir
nehmen an, dass die Function ¢ derart gewihlt sei, dass fiir x, = 2,,

%—z]! == einer von 1 verschiedenen Conmstante . . . (12)
0

ist, Es ist moglich, dass trotzdem eine Lisung der Gleichung (1) von der
Beschaffenheit existirt, dass fiir #; = @9, &3 = Fy4, .. &, == L, p
2 =2y = @&, T30 -+ T,_3,) ist. In diesem Falle, behaupte mh
ist diese Losung nicht das den Gleichungen (8), (9), (10) entsprechende all-
gemeine Integral, sondern es ist das vollstindige Integral oder eine andere
zwischen dem allgemeinen und dem vollstindigen Integrale liegende Lisung.
In der That, wenn die vorerwihnten Umstinde eintreten, so konnen
die Gleichungen (10) zufolge der Gleichung (12) nicht @, = x, 4, .

.0

%,y =&, 4, fir z, = x,, geben, da dies im Allgemeinen %]—‘f = 1 vor-

aussetzt. Man muss daher annehmen, dass fir x, = #,, diese Gleichungen
identisch erfiillt seien, welches anuch z;, z,, ..., %,_; sein mdgen, mdgen
dieselben verschieden sein, oder mégen sie sich auf eine Anzahl m <» — 1
reduciren,

Wir betrachten zuntéchst den ersten Fall, Nehmen wir an, dass fiir
z, == x,, die linken Seiten der Gleichungen (10) identisch Null seien, so
muss man daraus schliessen, dass ¢ — M fiir , = @, nicht 2, o, T34, - - .,
%, 1,0 enthilt, denn die linken Seiten der Gleichungen (10) sind die Ab-

leitungen von 2 — M nach #,4, ..., %, ;0 Indessen z — M =0 fiir
By =Dy, oo Ly ==, 5, giebt 2 =2y = @ (Zy,, - - - Tp—y o), Wenn
x, = x,,. Mithin hat man fir 2, == z,,:

& =@ (B, Ty .+ Tp_y)

Betrachten wir jetzt den Fall, wo die Gleichungen (10) sich auf
k =mn — 1 — m verschiedene Gleichungen reduciren, falls man z, = z,,
setzt. Wir leiten aus diesen die Werthe von %k der Constanten

Tmito = ‘pl(xl,O’ M xm»O)’ ceen Bpg0 = ‘Pk(‘”l,o’ e xva)

her und substituiren sie in die Gleichungen (10) und in (8). Nach dieser
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Substitution werden offenbar die Gleichungen (10) Identititen. Dasselbe
ist daher der Fall mit den folgenden Gleichungen, welche lineare Combi-
nationen der Gleichungen (10) sind:

8z, 0z 0x;y

M |, &M dp "—1(8M oM oy )% . (18);

ooy T os o T2 Sy

m+1

demnach enthélt 2 — M = 0, von welcher die Gleichungen (13) die
identisch verschwindenden Ableitungen nach 2, 4, @, ; . . ., 2,0 sind, keine
dieser willkiirlichen Constanten. Nach Voraussetzung aber giebt fiir #, =, ,
Ty =Ly gy + o0y Tp_y == By, falls &, = 2,,, die Gleichung 2 — M = 0:

=2 = Q@0 - Tyy0)
Mithin ist schliesslich fiir #, = #,, die_durch die Gleichungen (8), (9)
(18) definirte gemischte Losung so beschaffen, dass
2 = @@y, Ty ... T,_41)

ist, womit das oben ausgesprochene Theorem bewiesen ist.

Man gelangt zu demselben Resultate mit Hiilfe des einfacheren Resultats
der Nr. 114. Der Ausnahmefall ist charakterisirt durch:

[
(529 = 0.
Tp = Ty

Man hat somit wegen der Gleichungen (10):

oM —0 oM

0%, T 8ny

= 0,

was zu den vorstehenden Schliissen fiihrt.

119, Fall der halblinearen Gleichungen. — Wir beschiftigen
uns jetzt an zweiter Stelle mit dem Falle der halblinearen Gleichungen.
Die Relationen (8) geben durch Elimination der py m Relationen zwischen
den Variablen und ihren Anfangswerthen (Nr. 14, III und 109, IV). Als
Integral kann man sodann die in Rede stehendén Relationen betrachten, die
wir uns auf die Form gebracht denken:

®y o = Y1(#, By v By By oo Tuge) - - (14))
Zpn 10 = Yna (2‘, Ly oo vy xn! xm,o, cey xn—110) C. (14m-—1)
zy = Wal8, Ty ooy Ty By ooy Zyq0) - - (14)
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Dieses Integral kann man durch das folgende ersetzen (Nr. 13)
'zl L2 +"'+'lm——l Y _-wm=0 < e e (15)’
wo Ay, ... A, willkiirliche Constanten sind, oder auch durch
F(z7 Zyy o vny By ’211 C) ﬂm—h Lipg0s o xn—i,o) = 0. (16)7

indem man die linke Seite durch ein einziges Functionenzeichen darstellt.
Die Werthe der p sind gegeben durch die Gleichungen:

oF oF

8x+p_8z— o. . ... .. QA7
worin
8£ — ,81&_ 8'4’”&—1 _81;’111
ox - ’[1 Vé.’t + e + 'q’m—l o - 8-’!7_’
'3‘1_?_‘_ . »6'_11’1_ OPp—1 _ OYPm
8z _"1182 +o A 8z oz
ist.

Man findet ein allgemeines Integral, wenn man die Ableitungen von
F nach den Constanten ) gleich Null setzt. Man findet so die folgenden
Gleichungen:

W My _ S¥m _
/11 on + + /im-l 8500 8.’30 =0. .. (18).
Die Gleichungen (14), (17), (18) ersetzen vollstindig das System (3)
und gestatten, wie Serret gezeigt hat, m zu berechnen, wobei man jedoch
an Stelle der Relation (15) diejenige nimmt, welche sich aus den Gleichungen
(14) und einer willkiirlichen Relation

&y = (P(xl,()a ey xn—l,O)

ableiten lisst. Diese letztere Relation ersetzt die Gleichung, deren Existenz
wir annehmen:

&y = gv('?’l’ e 'im—-l’ L0y » » =y xn—l-o) ros e (19)'

Die Rechnungen erleiden keine Modification weiter, nur dass 4,, ..
Ap—y durch pyo, ..., P, 0 ersetzt sind, wie man leicht sieht.

Wir setzen mit Serret:

0 —1 ... o

so dass die Gleichungen (17) iibergehen in:

OF o
p’+w6x=0”"”'p"+w§—m=0 .o (7).
1

Man erhilt wiederum das totale Differential df der linken Seite der
gegebenen Gleichung f == 0, wenn man die totalen Differentiale der Glei-
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chungen (20) und (17') addirt, nachdem man dieselben mit Factoren
U, vy, ..., v, von der Art multiplicirt hat, dass die Differentiale der n
Grossen Ay, ..., 4,1, Ty -+ oy Ty, und w aus dem Resultat ver-
schwinden. Man hat:

of
8z L) ’F
T= T T T(" FER mﬁ R 5{&)
Opa
Wegen der Gleichung (20) ist:
F  dloge o ¢OF dlogw

822 8z ! dxdz  ox '

und somit gebt der Werth von z iiber in:

N ;’}_ (M alggco + alogm + slogm).
n

Man kann diesen Werth auf eine einfachere Form bringen, indem man
daraus die Hiilfsfactoren fortschafft. Driickt man aus, dass die Differentiale
der A aus df verschwinden, so folgt:

p S po B o, S,

G'Pm_l + sﬂ’m-l e v, 3‘;;:;-1 = 0,

Da der Factor von dw ebenfalls null sein muss, so hat man ferner:

oF oF oF
M”82+7’16*%+"‘+Vnm=07

eine Gleichung, die sich den vorhergehenden zufolge reducirt auf:

Wm 61””1 OYm
A R

Schliesstich ist wegen des Verschwindens der Differentiale dz,,,, .. .,
dz,_, o aus df:

F a*F &F
L T 020z, + " e 02,0% o to 02,07, =0

&°F o*F a*F

# 028, _,,, +" 01, 8%p_, Tt 8L, 0%n_y =0
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Alle diese Gleichungen zwischen w und den ¥ sind erfiillt, wenn man
setzt:
o, _ .= __ &

L£1 Yn w

infolge der Gleichungen (14) und (18). Mithin ist schliesslich:

dlogw d

ndz, = a 2
n

Fir ) = a4, ..., %, =2, £ =24, hat man w = 1. Demnach:

f" ndx
I = Ie"™ = Lo

In dem Falle, wo man w == oo hat statt w =1 fiir x, = 2,,, ist
man nicht mehr sicher, dass I gleichzeitig mit I, gleich Null ist. In dem
Falle, wo I trotz dieses Umstandes gleich Null ist, giebt es noch eine Losung,
Wie in den vorhergehenden Fillen erkennt man, dass dieselbe durch das
vollstindige Integral oder durch ein Integral gegeben wird, welches eine
mittlere Stellung zwischen diesem und dem allgemeinen Integrale einnimmt,
aber nicht das allgemeine Integral selbst ist.l)

Bemerkung. Wenn die Gleichung

d
E’i——|—H(t,xl,...,x,,,pl,...,p,,)==0 .o (e

zu Hiilfsgleichungen fiihrt, welche zu Losungen die Relationen (14) haben, so
findet man nach Nr. 111, II als Integral dieser halblinearen Gleickung (21):

2=2,+po¥1 + + Pua ¥ +V . . (22)

wo V der aus (14,) abgeleitete Wert von 2 ist. Im vorliegenden Falle
kommt 7 in den Gleichungen (14,), ...., (14,_,) nicht vor. Das Inte-
gral (22) ist von Darboux angegeben worden (vgl. Nr. 111, II).

!) Wie man sieht, ist die allgemeine Methode von Cauchy bei der Aus-
einandersetzung dieses bemerkenswerthen Falles derjenigen von Serret vorzuziehen,
besonders wenn man in diese Theorie Lie's Auffassungsweise der halblinearen
Gleichungen einfiihrt.



3. Kapitel.

Lie’s Methode, betrachtet als eine Erweiterung der Cauchy’schen.

§ 32. Darstellung von Mayer.)

120. Verfahren, um aus einem vollstindigen Integral ein
Integral abzuleiten, welches fiir z, — #,, eine gegebene Function
der andern Variablen ist.?) — Es sei

2=2y+ F(@, o0 Tny Oty Cpog) « - - . (1)

) Wir entlehnen das Folgende zwei Mittheilungen Mayer’s aus den
»Gott. Nachrichten* von 1872 Nr. 21, S. 405-—420 und Nr. 24, S. 467—472. Die
erste ist vollstéindig der Theorie der Transformationen der partiellen Differential-
gleichungen gewidmet. Mayer zeigt, dass die verschiedenen Untersuchungen
Jacobi’s iiber diesen Gegenstand sowohl in der Nova methodus, wie in den
» Vorlesungen iiber Dynamik* einer strengen Revision unterzogen werden miissen.
Lie behauptet seinerseits (Gottinger Nachrichten 1872, S. 484) anlisslich der
Untersuchungen von Mayer, dass seine eigene Methode eine leichte Behandlung
der allgemeinen Theorie der Transformationen gestattet. Wir haben nach diesen
Erklarungen geglaubt, alle Untersuchungen iiber diesen Gegenstand bei Seite lassen
zu diirfen, da sie zur Zeit noch keinen definitiven Charakter hatten. Wir entlehnen
Mayer nur das unumginglich Nothwendige. Mayer hat (Math. Annal., Bd. V],
S. 162—191) seine Darstellung der Lie’schen Methode sehr ausfiihrlich verdffent-
licht unter dem Titel: ,Die Lie'sche Integrationsmethode der partiellen Differential-
gleichungen. In den §§ 1 und 2, Seite 162—166 giebt er den directen Beweis
der Integrabilititsbedingungen eines Systems partieller Differentialgleichungen,
das einzige, was er bei seiner Darlegung der Jacobi’schen Methode entlehnt hat.

%) Mayer, Gottinger Nachrichten 1872, Nr. 21, Satz 1, S. 407—409. Das
Beweisverfahren ist der schon erwiéhnten Abhandlung desselben Verfassers ent-
liehen (Math. Annal., Bd. ITI, S. 449—450). Der ganze Schluss dieser Abhandlung
8. 449—452 ist der Theorie der Transformationen gewidmet. Dasselbe Theorem,
aber specialisirt, findet sich in der vollstindigen Darlegung von Mayer (Math.
Annal,, Bd. VI, § 3, S. 166—169). Der Autor giebt ausfiihrlich die algebraischen
Bedingungen beziiglich der Losbarkeit der benutzten Gleichungen an. Alle der-
artigen Bedingungen sind bei unserer Auseinandersetzung weggelassen.
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ein vollstindiges Integral einer partiellen Differentialgleichung, in welcher
z nicht explicit vorkommt. Wir setzen:
Z=1z2y+F—F,+F, . . . . . . (2
Fo== F@1,0) - s Ty €15 + + » Cp)r
Fy= F'(,0, - - » Tp_1,0)-

Leiten wir die Werthe von ¢, ..., ¢, 1, %10y - -+ &y, aus den
2 (n — 1) Gleichungen

OF __ aF, 3F _ oF, ®)
oc, 8¢ 77 8cp—y, 8, o
3F, __ oF, 3F, _ oF, @
8%,.0 0,07 """ 8p_ye  p—yo T

her und substituiren sie in den Wert von Z, so erhalten wir ein neues
Integral der Gleichung. Denn man hat unter dieser Voraussetzung:

az oF
= o T%\ae — e

@t (6.700 0%

oF .)‘F,.) de
dx’

OF} _ 6Fo) dx,

oder infolge der Gleichungen (3) und (4):
az _ 8F _ dz
dz — oz =~ dwx

Mithin ist Z eine Losung der Gleichung.

Setzt man in den Gleichungen (8) %, == Z,,, so werden dieselben
offenbar erfiillt durch die Werthe oy = 21,9, .. ., Zp_1 == Zp_y,o. Setat
man daher in (2) x,=2x,,, so folgt:

Zmny = %+ Pty o0 yy) o o o . (O

Somit kann man aus dem vollstindigen Integral ein Integral ableiten,
das sich fiir z,= z,, auf die Form (5) reducirt.
Besonderer Fall. Ist

Fy= by 5+ oo+ b, 1%, 1,0

so werden die Gleichungen (4):

b — oF . oF
r oz T n—t 0%n—1,0

und das newe Integral muss sich fiir #, =z, reduciren auf:

,g;) + bl"‘vl + e+ bn—lwn—l'
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Bemerkung. Die Gleichungen (8), (4) konnen mehrere Werthe fiir
Zy gy -« Tpoy, geben. Fiir die Substitution in (2) muss man diejenigen
dieser Werthe withlen, welche sich unendlich wenig von zy, ..., z,_4 unter-
scheiden, sobald sich x, dem Werthe x,, unendlich nihert, da sonst der
oben gegebene Beweis ungeniigend sein wiirde.

121. Transformation einer Gleichung in eine andere #qui-
valente Gleichung.!) — Es werde eine Function

@By o ooy Ty By o« oy Tpyg)
von # Variablen # und % — 1 Variablen ' betrachtet. Wir setzen:

b9 __ d o9 __ _a¢ (6)
ax‘ = dx,l,..-, 8$;l_‘ = d.’E;,l_l . . . . .

1

und leiten aus diesen Relationen (6) die Werthe von

. et dz

g
z Z, ce X Tny 559 ¢ -
19« 9 1 . 19 ny Yoy
n day dxh_,

.1 als Functionen von z

her. Ist sodann infolge dieser Werthe

) ki) _Op
Son + H(x,, ey Ly 3, By

wal o @
(o iy, )
1 1 Y Nem]) VN dx‘l’ b dx;,._,
so behaupte ich, dass die Gleichungen
dz dz dz
E-}-H(xl,..., Zny 71;;—1—,...,%":)—-0 PN (8),

dz' , dz' dz
Az + H‘(xi, oo By gy Tny —Ele—, .o e ’(—i;c—;:_l—) = 0 . (9),

derart beschaffen sind, dass man im Allgemeinen aus jedem vollstindigen

Integrale der einen ein vollstindiges Integral der andern und umgekehrt
ableiten kann.

Es sei nimlich:
2=+ F®@,..0 Zny ¢;y.., ¢, 3) . . . (10)

ein vollstéindiges Integral von (8). Setzt man:
=5+ F, —F4+¢ . . . . . (11),

1) Mayer, Gottinger Nachrichten, Nr. 21, S. 414—417, Theorem IV ohne
Beweis; Math., Annal.,, Bd. VI, S. 169—178, § 8, Theorem II.
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wobei Fjy den Ausdruck darstellt

F(2y,0, 00 Zpgy C1y e v or Cpeyhy

und eliminirt man aus dem Ausdruck (11) die Grissen ¢, ..., €
4, + . &,y mit Hiilfe der Relationen:

n—11

3F, _ oF oF, oF

o, 8¢, dep—y o Bem—, T " (12),
OF __ 39 oF %9 3
oz, 0, Sy 0%m, coe - (18),

so wird der Werth von # in diesem Falle der Gleichung (9) geniigen.

Denn man hat fir ' =2, ..., &

n—1°
Lo (M )k p (8 dg)de dy
dx dc ac | dx' ox oz | da' ow’
oder wegen der Gleichungen (12) und (18):
dz dp
@ = o - (4,
Ferner:
ae (i%_!’_fﬁ_ (?I’_'& dz _ OF , 39
dan dac dc | dan ox dx | dxn dxn dxn’

oder da F eine Losung ist von (8) und wegen (12) und (13):

dz dy
i = 2+ &,

15).

Substituirt man die Werthe (14) und (15) in (9), so ergiebt sich ine
folge der mit (14) identischen Gleichungen (6) und der Gleichung (7):

S9 _ (%% —
0xn + " (3-’”11 + H) T O’

womit der erste Theil der Behauptung bewiesen ist.
Es sei jetzt
=2 4 F'@, .., Ty Tny Cy.vn Chy) . . (16)

ein vollstindiges Integral von (9). Setzen wir

s=z+4F —F4+e. . . . . . (17
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wobei Fj den Ausdruck bedeutet:

/] ’ '
F'( @0y« « 9 Tn—1,00 Tpor € o v vy Cpy)r

und eliminiren wir sodann aus dem Werthe von 2 die Grossen ¢f,

Y4
ccn Yn—10
&3, ... @,_, mit Hiilfe der Gleichungen:

oFy o oF; __ OF
dc,  dcl ' e, dcn_,
oF _  dp oF  _ dp
oy dw T dw,,  dw,

so wird der Werth von # nach dieser Elimination ein Integral der Gleichung

(8) sein. Man findet niimlich wie oben fiir # ==y, ..., #,_4:
dz __ 9
dz ~ oz
und somit:
dz oF" dp o dp
dxn swn+3$n—H+E'

Substituirt man diese Werthe in die Gleichung (8), so wird dieselbe
identisch befriedigt.

Bemerkungen. I Setzt man #, = x,, in den vorhergehenden
Losungen, so findet man wie in voriger Nummer, dass die aus F' und F'
abgeleiteten Liosungen # und 2’ sich respective auf

4 d
% + ‘p(xlv com Tty Tpos T109 - < » wn—m)y

20 @100+ 3 Zu,00 Lo Ty -+ Taa)
reduciren.
. Ist @ eine Losung der Gleichung (8), und sind zf, ..., #;,_; will
kiirliche Constanten, so giebt die Gleichung (7):

1. Enthielten H und ¢ ausser den Variablen # und 2' andere Variabeln
Y1» - +ey Y SO wiirden sich dieselben in. allen vorhergehenden Rechnungen
wie Constante verhalten und man brauchte an denselben nichts weiter zu
indern.
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122. Transformation eines Systems sweier Gleichungen.l) —
Wir betrachten jetzt zwei Gleichungen mit # -~ 1 unabhiingigen Verinder-
lichen, von denen wir voraussetzen, dass sie eine gemeinschaft-
liche Lésung mit # willkiirlichen Constanten haben:

dz dz dz
Ty——*—K(ﬂ?l,...,wm Y, %1,..., —d?":l)=0 . (18),

d. dz dz
—a;i+H('x“.-.,$my,(jw-l,.-.,m)=O . . (19).
Es sei
2= + Q@ T Yy Ty ooy ) - - - (20)

eine Losung der ersten mit % willkiirlichen Constanten. Man findet die-
selbe, indem man #, in (18) als eine Constante betrachtet. Wir bedienen
uns der Function @, um die vorhergehenden Gleichungen nach der in
Nr. 121 gegebenen Regel in zwei andere zu transformiren. Die erste
Gleichung wird (Nr. 121, Bemerkung II):

%.—_-0........(21),
die zweite:
dzl (] ‘ '} dz' dz’ %
e + H (xl, e By Xy Y, @ m) =0 (22).

Offenbar entspricht der gemeinschaftlichen Losung der Gleichungen (18),
(19) eine gemeinschaftliche Liosung der Gleichungen (21) und (22). Die
Gleichung (21) aber driickt aus, dass diese Losung y nicht enthilt. In
dem Falle, wo die beiden Gleichungen beliebige sind, kann man beziiglich
der Gleichung (22) zwei Annahmen machen: entweder n#mlich enthslt die-
selbe g explicit, oder y kommt darin nicht vor. Im letzteren Falle ist die
vollstindige Losung von (22) mit » willkiirlichen Constanten eine gemein-
schaftliche Losung der Gleichungen (21) und (22) und aus dieser gemein-
schaftlichen Losung kann man eine gemeinschaftliche Losung der Gleichungen
(18) und (19) mit » willkiirlichen Constanten ableiten. Wenn dagegen die
Gleichung (22) y enthiilt, so ist ihr vollstindiges Integral von der Form:

g = Z:l + ¢($;, e .’I}“n_,, Zny Yy Cpy - - cn—l.)9

) Mayer, Gottinger Nachrichten 1872, 8. 467, sagt nur, dass man y aus
(19) verschwinden lassen kann, wenn man eine vollstindige Ldsung von (18)
kennt. Er citirt die Arbeit von Korkine, die wir oben analysirt haben. Es ist
wichtig zu bemerken, dass die fundamentale Idee Mayer's, nimlich y = yo zu
setzen, sich weder bei Korkine noch bei Bour findet. Unser Beweis ist genau
der von Mayer, a.a. 0. § 4 (Math. Ann., Bd. VI, 8. 173—176); nur giebt dieser
einen analytischen Beweis der Nichtexistenz von » in der Gleichung (23), wihrend
unser Beweis synthetisch ist.

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 17
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wo die Constanten y enthalten. Um eine gemeinschaftliche Losung der
Gleichungen (21) und (22) zu erhalten, muss man ausdriicken, dass

ist, und diese Gleichung bestimmt eine Relation zwischen den 7 willkiir-
lichen Constanten 2§, ¢, . .., ¢,_,. Infolgedessen giebt es keine den
Gleichungen (18) und (19) gemeinsame Lisung, welche # willkiirliche Con-
stanten enthilt, was im Widerspruch mit unserer Voraussetzung steht.

Mithin enth#lt schliesslich die Gleichung (22) in dem Falle, wo die
Gleichungen (18) und (19) eine gemeinschaftliche Lésung mit » willkiir-
lichen Constanten haben, die Grdsse y nicht explicit.

123. Vereinfachung der vorhergehenden Transformation. All-
gemeine Methode von Lie fiir die simultanen Systeme.!) — Man
kann die vorstehende Transformation mit Hiilfe der folgenden Bemerkung
vereinfachen. Da y in der Gleichung (22) nicht vorkommt, so kann man
behufs Ausfithrung der Transformation annehmen, dass y einen beliebigen
Werth erhalte. Andererseits kann man (Nr. 120) aus einem beliebigen
Integrale der Gleichung (18) ein anderes Integral herleiten, welches fiir
Yy =1, eine beliebig gegebene Form annimmt. Mithin kann man schliess-
lich, um die Transformation der Gleichung (19) auszufiihren, an Stelle der
Relation (20) die folgende nehmen:

2 =12+ @@y ..y Tny Yor Tty - -+ To_1)s

oder auch, wenn 1 ebenso wie ¥y, beliebig ist:
2 =2, + W@, ... Tu Yo. &Y ... Thy)

Die Function 1 wihlt man so, dass die Rechnungen méoglichst einfach
werden.

Man kann somit mit Hiilfe der vollstiindigen Integration der Gleichung
(18), sodann durch eine Transformation, in welcher eine beliebige Function
yp oder auch das vollstindige Integral, welches man gefunden hat, vor-
kommt, die Ermittelung des » willkiirliche Constanten enthaltenden und
den beiden Gleichungen (18) und (19) gemeinsamen vollstéindigen Integrals
auf die Ermittelung des vollstindigen Integrals einer Gleichung (22) zuriick-
fithren, welche eine Variable weniger enthiilt,

) Mayer bezeichnet die Bemerkung dieser Nummer als Theorem IV und
giebt den Beweis desselben im § 4 der angefithrten Abhandlung (Math. Annal,
Bd. VI, 8. 176—177).
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Ebenso fiihrt man successive das Integral von ¢ -+ 1 Gleichungen mit
7 - g unabhiingigen Variablen, welche eine gemeinschaftliche L&sung mit
» willkiirlichen Constanten besitzen, auf diejenigen von ¢, ¢ —1,9¢—2,.. .,
2 Gleichungen mit respective # + ¢ — 1, + ¢ — 2, n 4+ ¢ —38,.. ..,
# -+ 1 unabhiingigen Variabeln und schliesslich auf das einer Gleichung
mit # unabhiingigen Variabeln zuriick.

Bemerkung. Mit Hiilfe der Methode von Bour lisst sich beweisen,
dass das System eine Losung hat, welche eine Anzahl willkiirlicher Constanten
enthilt, die gleich der Anzahl der Variabeln vermindert um die Anzahl
der Gleichungen ist. Besitzt das System diese Eigenschaft nicht, so hat
Bour genau das Mittel angegeben, um dem gegebenen System die Glei-
chungen hinzuzufiigen, welche néthig sind, damit dasselbe jene Eigenschaft
besitze.

124. Zweite Vereinfachung. Fundamentaltheorem von Lie. —
Wir betrachten die m 4 1 Gleichungen:

dz dz dz
dy + K (-’lz'l, e Ty v Y, tly ey t,,,, azl, Cey am:) = ( (23)’
_de. dz dz

@, + Hl(xn cow s Yy By e by do) " M) =0 (24,),
dz dz dz »
i +Hm(x1, con Zyegs Yy by Ty dar Tclm,.—_[) =0 (24,),

und fithren zuniichst eine Verinderung der Variabeln aus. Es sei

o=t + U — Yo)up,

by == tm,o + (?/ —_ ?/0) Um

Fiir die neuen Ableitungen von z, die wir zur Unterscheidung vom
urspriinglichen System in Parenthese setzen, ergiebt sich:

dz dz
(d—ul) = & ¥ — Yo),

dz dz
(d-um) = Gm Y %

dz dz dz dz dz
(—@-)=d—y+at:’l¢1+”a’t;“2+'”+—d-t—,;‘um.

17*
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Die gegebenen Gleichungen konnen somit ersetzt werden durch das
folgende System:
d

() + E+ul + -+ uaHa =0 . . . (25),

(%)+@_yo).ﬂi=o C e @6,

Es sei nun
& == "-"o + ‘P(wly L) xn_la ?/a “’11 MR ] um’ $l17 AR x;z—l) (27)

eine vollstindige Ldsung von (25), wenn man die % als Constanten be-
trachtet. Wir transformiren nach der Vorschrift der Nr. 121 jede der
Gleichungen (26), indem wir die in (27) vorkommende Function ¢ benutzen.
Irgend eine dieser Gleichungen nimmt die Form an:
dz' \
@+H=O........(28),
wo H' bestimmt ist durch die Gleichung:

] 1
§g+(?/—y0)H=—H

und %, ... #,_, durch ihre aus den Gleichungen
d __ de b &
oxy  day " exl_,  dx)_,

abgeleiteten Werthe ersetzt sind.
Wie wir wissen, konnen wir in H' y == y, setzen. In diesem Falle

reducirt sich — H’ auf g%, worin y == y, gesetzt ist. Aus der Bemerkung

der Nr. 121 weiss man, dass sich ¢ fiir diesen Werth auf den Ausdruck

) ¢
‘p(xl,m cen By 1,00 Y1,00 Ypy oo oy Umy Ty o o o wn—l)»

den wir @ nennen wollen, reducirt. Mithin geht schliesslich die trans-
formirte Gleichung (28) iiber in
dz' 8,

du ou’

Demnach ersetzt die Transformation im vorliegenden Falle die Glei-
chungen (26) durch die folgenden A

de' __ 990 a2’ _ g,
du, — ow’ Y dum  dum

(29),
deren gemeinschaftliche Loésung ist:

2= 2 + Q@01+ Tpo1,00 Yor Uny Uy - o Umy Thy o ooy Tpy) (30),
welche % willkiirliche Constanten enthilt.
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Wie man sieht, ist die Integration des Systems (23), (24) muriick-
gefiilhrt auf diejenige der einzigen Gleichung (25), da man aus ihrem Inte-
grale (27) das Integral (80) des transformirten Systems (29) ableiten kann,
Aus dem Integrale (30) leitet man nach Nr. 120 ein beliebiges anderes
Integral und sodann nach Nr. 121 das Integral der gegebenen Glei-
chungen her.1)

125. Anwendungsweise der Lie’schen Methode. — Ist ein System
von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung zur Integration vor-
gelegt, so filhre man dasselbe nach der vorstehend entwickelten Theorie auf
eine einzige Gleichung Hy == 0 zuriick. Man suche wie bei der Methode von
Jacobi eine Function H, der z und der p von solcher Beschaffenheit, dass
(H,, H,) = 0 ist. Mit Hiilfe von H, == a, kann man H, auf eine Function
zuriickfilhren, welche ein p weniger enthilt. Die so gefundene neue Glei-
chung behandele man wie die erste, wobei man bei jeder neuen Integration
aus der folgenden Bemerkung Nutzen zu ziehen sucht: Allemal, wo man
dem ungiinstigsten Falle der Jacobi’schen Methode begegnet, wende man
die Cauchy’sche Methode an, dann wird die Integration unmittelbar be-
endet sein.?)

Wie man sieht, fiihrt die Methode von Lie allmihlich die Integration
auf diejenige einer einzigen Gleichung zuriick; die Methode von Caunchy
und die von Jacobi dienen sodann dazu, die Integration auf die leichteste
Weise auszufiihren.

126. Direkter Beweis des Lie’schen Fundamentalsatzes durch
die Cauchy’sche Methode.?) — Das Theorem der Nr. 124 kommt auf
das folgende zuriick: Es existirt eine Losung der Gleichung (25), welche zu
gleicher Zeit eine Losung der Gleichungen (26) ist. Man kann dieses
Theorem direkt durch die Methode von Cauchy beweisen.

Wir schreiben die Gleichungen (25) und (26) folgendermassen:

q + f(xp LR wn—h :% Ugy « « o Uy Pyyov oy pn-—-l) =0 (25‘)7
dz ‘
—‘—1;:? + fi(xl’ cem xn—lv Y, ulv cowy Umy Py - - o pn-—-l) =0 (26i)‘

1) Mayer spricht den Satz dieser Nummer in dem Falle m — 1 aus, ohne
ihn zu beweisen, in den Gottinger Nachrichten 1872, S. 469 und 472. Beweis in
der angefiihrten Abhandlung (Math. Annal.,, Bd. VI, 8. 185—189) § 7, Theoreme
VIII und IX. Mayer wendet die Methode auf die linearen homogenen Gleichungen
an, § 8, S. 189—192. Die §§ 4 und 5, 8. 179—183 sind dem Falle zweier Glei-
chungen gewidmet, mit dem man sich nicht speciell zu beschiftigen braucht.

%) Lie, ebenda S. 488—489. Es ist erstaunlich, dass eine so einfache Be-
merkung allen Geometern vor Lie entgangen ist.

3 Mayer, Direkte Ableitung des Lie'schen Fundamentaltheorems durch die
Methode von Cauchy (Math. Ann., Bd. VI, 8. 192—196) und § 1 der allgemeineren
Notiz: Zur Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung
(Gottinger Nachrichten 1878, S. 299—310). Mayer bedient sich des in Nr. 111
angegebenen Werthes von 7, um die Ausnahmefiille zu vermeiden.
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Unter den Bedingungen der simultanen Integration dieses Systems be-
finden sich m Gleichungen, welche durch die folgende reprisentirt werden:

Lf__@_fL+2(af of; of sﬁ)

du; 3y oz, Opr  Opk oxk

oxy  Opk ok om | T 0 . (3D

Die Cauchy’sche Methode, angewendet auf die Gleichung (25°), fiihrt
zur Betrachtung des Hiilfssystems:

dy=.-.=d—f£=...=——dz—=.--=r—d‘gli=... (32)_
o 2 3 _p o
Pk k opi oy

Aus demselben erhélt man das Integralsystem:

&y, = Zk(.% xl,O’ s xn-—l,m .pl,07 U pn_ho: Ugy « o oy ”m) (33)7
D= ‘pk(y’ Zy,01 + + o "Un—1,o, P15+ - p,....l,o: Ugy o v vy um) (34)7

. Y 3,0
3—30+J.y0(21’1.~§p—k—f)dy- e e e (8B,
WO &y gy -y Ty 30y Proy - +r Pp_yo die Anfangswerthe der Variablen

fir y =y, sind und 2z, irgend eine Function der % ist, welche eine will-
kiirliche Constante 2j, enthiilt. Unter dem Integrationszeichen hat man sich
die p, und die z, durch ihre Werthe (33) und (84) ersetat zu denken.

Eliminirt man p 4, ... P,_;,0 zwischen den Gleichungen (33) und
(85), so findet man eine Lidsung

Z =20+ F @, .oy Zy_gy Yy Trgr-om Ly 10y Ugy oo Up) (36)

der Gleichung (25). Ich behaupte, dass, wenn die Function 2, der u
passend gewshlt ist, diese Losung (36) auch den Gleichungen (26) geniigt.
Dazu ist nur nothig, dass 2z, die # nicht enthalte.

Um dies zu beweisen, miissen wir Z nach irgend einem der u diffe-
rentiiren. Dies kann nur indirekt auf folgende Weise geschehen: Substituirt
man in die Gleichung (36) fir z,, ... #, ; die Werthe (33), so kommt
man auf die durch die Relation (85) gegebene Function z von y zuriick
und zwar unter der Form:

Z=20+4 F(Y1s o Ynotr ¥ B101+ s Ly1,0) Uny+ - 0 Um) = & + F* (87)

Man gelangt zu dem gewiinschten Ziele, indem man die Ableitungen
der Ausdriicke (85) und (87) von # nach w einander gleichsetzt. Zunichst
erhilt man aus (37):

@ e | part
du;  ou; ok Ou;’
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Eliminirt man die p,, so sei

p/n' == Pk(wl, .y xn_l, y, xl,o, U wn_l,o, ul, RN u,")

der aus der Gleichung (34) abgeleitete Werth von p,. Man hat identisch:

@i = Pi(lis - oo Yneto Uy Z1,00 0+ 0 Ty 1,00 Ypy + = =y Um)e

Da Z eine Losung der Gleichung (25) ist, so ist:
oF
I =Fe(@, o0 Tty Yy Br00 - o 0 Tpgi0r Yy o v oy Um)

und daher:
o F™*

m == P].«(Xl? o An—10 Yy Ty -0 o x,,_1,0’ Uy« o o um) = ¢Pk-

Mithin Lisst sich obiger Werth von :;Tz folgendermassen schreiben:
i

& _ OF* | . oy
(—1—1; W;— + qu e e e e s e (38).

du;
Wir suchen jetzt dieselbe Grosse mit Hiilfe des Ausdruckes (35) von 2.
Es ergiebt sich, indem man unter dem Integrationszeichen die Glieder,
welche sich aufheben, weglisst:

ad
dz __ dzg + ( pr _ Of ou\ (Y of a
dw;  dug Pr du; ~ dxp ou; b‘ul Y-
Man kann die beiden hier angedeuteten Integrationen ausfijhren, indem
man die Integrabilitiitsbedingungen (31) benutzt und ausdriickt, dass die

(leichungen (33) und (84) den Gleichungen (32) geniigen. Man hat
n#imlich:

o . Of  do S
oy o, oy oy’
somit:
d.ﬁ’: Ok
) 7 7 d o Opp du __ 4 iz_k)
Pk du; oxy ou; P du; + oy ow  dy Pk ou;

und die Integrabilititsbedingung (381) geht, wenn man sich der Bezeichnung
f* fiir f bedient, um auszudriicken, dass in letzterem die Werthe (33) und
(34) der 2 und der p substituirt sind, iiber in:

of _ ofi (G_fi Opx Ofi ‘m)
du; oy + & opx Oy + oz Oy

dﬁ

d
== ;i'y‘ fi(;t'lv e At Uy e Uy, Py q;n-l)'—
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Fithren wir nan die obigen Integrationen aus, so folgt:

d
;:, P bl 2% s 3"" (2 Pr 5o """ — 1 + o

Fir y = gy, verschwindet fi, welches y — yo als Factor enthilt,
und ebenso %—f} da sich y, fir y = yy auf x,¢ reducirt. Mithin ist
schliesslich:

4 d”o 51/: — fx
du; + &P k Su; i .

Vergleicht man diesen Werth mit dem Werthe (88), so findet man:

oF*
Vi + f‘* = 0 . . . . . . . (39),
wenn man 2, unabhingig von w, annimmt, oder:

o —0 .. .. .. . . (40).

Die Gleichung (39) muss in Bezug auf

Moo X1 Yy Zr,00 o0 &y g500 Urs oo o U

eine Identitst sein, da die Functionen y;, ..., ¥,_;, welche im Allgemeinen
n — 1 willkiirliche Constanten p; 4, ... p, ;, enthalten, von einander
unabhtingig sind. Man hat somit auch infolge dieser Gleichung (39):

fi=0-

Mithin geniigt die Losung Z der Gleichung (25‘) den Gleichungen
(26"), vorausgesetzt, dass 2y in der Gleichung (35) nicht die w enthalt.

127, Bemerkungen iiber die vorstehend angegebene Methode,
— 1. Wendet man die vorige Methode auf die Gleichungen (23) und (24)
an, so findet man zur Bestimmung von #z die folgenden Gleichungen:

dzg
du; + Hi(xl,ov cee T 1,00 Yoo Ugs v oo Uiy Pryoy - o o Ppgp) =0,
welche nur integrabel sind, wenn man hat:

oH; __ 8H, .
el R C )

Man kann somit die vorige Methode nicht direkt auf die Gleichungen
(28) und (24) anwenden. Zugleich sieht man, dass die Bedingungen fiir
das Gelingen der Methode auf den Gleichungen

fl,o =0,.., ﬁn,O’ =0
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oder auf den allgemeineren Gleichungen (41) beruhen. Die Methode ist
daher in der Praxis mehrerer Modificationen fihig,

11, Die Integrabilititsbedingungen (81) nehmen, wenn man die Functionen
K und H einfiihrt, die folgende Form an:

0K _ 0H; + ( 8K &H; . 8K OH; )
ot; oy oy Opy o, Oxy
{8H, - dH; (GHI 0H; _ dH; oH; } .
+2 “’1 at; at, + 2 ox;.  Opi opr ox. Jf T 0.

Lisst man in diesen Gleichungeh die Grossen » gegen Null hin un-
endlich abnehmen, oder lisst man jede Grosse ¢ gegen den willkiirlichen
Werth #, convergiren, so sieht man, dass man in der vorstehenden Gleichung
den Ausdruck, welcher kein % als Factor enthiilt, und den Coefficienten eines
jeden der u gleich Null setzen kann. Man hat somit:

oK 0H;

B & (£8Hf_ﬁ§&)=0
8t; dy dx; Oy op, oy !
Sl _ oMy p(3 S _ 3 )

ot; - 17} oxy  OPs — (ﬂ'—k_ Sa;,, -

Somit sind s@mmtliche Integrabilititsbedingungen des Systems der
Gleichungen (28) und (24) den Bedingungen (31) #quivalent und umgekehrt.

Auf diese Weise erklirt sich das Paradoxon, dass die Gleichungen
(31) von den Integrabilititsbedingungen des Systems der Gleichungen (25¢)
und (26) nur allein im Vorhergehenden benutzt wurden.

III. Zufolge der Bemerkung II der Nr. 55 kann das Integralsystem
der Gleichungen (32) durch die folgenden Relationen dargestellt werden:

OF oF

4 nd
g == Zz I — == Gy — =
0 + , sxi _pn 6“’,‘,0

(3]

WO @&, ..., @, Constanten sind, die, wie leicht zu sehen, respective
gleich p 4, ..., P,_1, sind. Unter dieser Form sieht man, dass das Inte-
gralsystem der Gleichungen (82) auch dasjenige der analogen Gleichungen
ist, welche man erhiilt, wenn man y durch «; und f durch f; ersetzt. Diese

Bemerkung ist sehr wichtig fiir die Darstellung der Lie’schen Methode,
wie aus den Abhandlungen des norwegischen Gelehrten selbst hervorgeht.



Schluss.

Die Lie'sche Methode als Zusammenfassung der friitheren
Methoden.

§ 33. Darstellung von LieY).

128, Definition der Charakteristiken. — Eine partielle Differential-
gleichung
F# 2 ooy Tny Poeew Py =0 . . . . . (1)

umfasst 002” Elemente. Sucht man eine Figur, welche oo Elemente der-
selben enthilt, so miissen sich die Coordinaten eines jeden dieser Elemente

darstellen als Functionen von % Variabeln, z. B. von %, . . ., %,_,, z,. Wenn

ferner diese Elemente ein Integral bilden, so geniigen sie der Bedingung
(Nr. 5):
dz = pydwz, +p2dx2 + - 4 podz, . . .. (2)1

1) Diese Darlegung schliesst sich an die Schriften von Lie an, deren Titel
gind: A. Kurzes Resumé mehrerer neuer Theorien (vorgelegt der Akademie zu
Christiania, 3. Mai 1872.) 4 8. B. Neue Integrationsmethode partieller Gleichungen
erster Ordnung zwischen # Variabeln (ibid., 10. Mai 1872) 7 8. C. Ueber eine
neue Integrationsmethode partieller Differentialgleichungen erster Ordnung (Gott.
Nachr., 1872, S. 321—826). D. Zur Theorie partieller Differentialgleichungen
erster Ordnung, insbesondere fiber eine Classification derselben (ibid., 1872,
S. 473—489). Die neueren Schriften von Lie haben wir nicht benutzt, weil wir
dann eine vollstindige Darstellung der Theorie der Beriihrungstransformationen
hiitten geben miissen. Nachstehend geben wir ein Verzeichniss der andern Schriften
Lie’s in der Reihenfolge, wie sie gelesen werden miissen: 1. Zur analytischen
Theorie der Beriihrungstransformationen (Akad. zu Christiania, 1873, S. 237--262).
2. Ueber eine Verbesserung der Jacobi-Mayer’schen Integrationsmethode (ibid.,
August 1873, S. 282—288). 3. Ueber partielle Differentialgleichungen erster Ordnung
(ibid., Mirz 1873, S. 16—51). 4. Partielle Differentialgleichungen 1. O., in denen
die unbekannte Function explicite vorkommt (ibid., Mirz 1873, 8. 52—85).
5. Neue Integrationsmethode eines 2n-gliedrigen Pfaff’schen Problems (ibid.,
October 1873, S. 320—343). Zusammen mit den vorhergehenden wiirden diese
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d. h. es muss sein:

dz dac _
=D d,vl + +pn——1 " '

dz dx_
__&_=p17u1v_+...+pn_1 ;u" N )]

+p. . . (8),

Ausgehend von diesen Relationen, hat Cauchy die Integration der
Gleichung (1) auf die Integration der vorstehenden und der folgenden
Gleichungen zuriickgefiihrt:

n—1

of of | Of dpi\ da; of dmi\ dp; \
?{ TPy, +6pn dxn) dn +(@;—§§: d—a:n)W}_O (5)

of dz {_@]ﬁ dx; of dPi}_
+ 3 8z dxn + %' dx; dxn dp; dxn =0 (6),

axn

vorausgesetzt, dass zwischen den Anfangswerthen der Coordinaten des Ele-
ments die folgende Relation angenommen wird:

f(20s @105« ®mgs Prygy 0o Pug) = 0 . . . . OF

Unter den Elementen aller Integrale, welche das Anfangselement ent-
halten, giebt es einfach unendlich viele (oo1), welche allen diesen Integralen
gemeinsam sind. Es sind dies diejenigen Elemente, welche so beschaffen
sind, dass die Coefficienten der Ableitungen von z; und p; in der Gleichung
(5) null sind, welches auch der Werth dieser Ableitungen sein moge, wobei
diese Elemente iiberdies noch der Gleichung (4) geniigen. Indem er die
soeben angegebenen Bedingungen ausdriickte, wurde Cauchy zu den Hiilfs-
gleichungen dieser Schaar von Elementen gefiihrt:

_ dz; . de . —dp, . ®)
— i ”'__‘—z.ﬂ_'“—_af —_ ... ]
op; L7 S ‘6~

Schriften einen Band von 175 Octavseiten bilden, der fast vollig Neues iiber die
Frage der Integration der partiellen Differentialgleichungen enthiilt. Nach Ab-
fassung dieser Anmerkung bis zur Drucklegung der ersten Auflage dieses Werkes
sind noch die folgenden Schriften erschienen: Lie, Begriindung einer Invarianten-
theorie der Beriihrungstransformationen (Math. Annal, Bd. VIII, 8. 215—303).
Mayer, Direkte Begriindung der Theorie der Beriihrungstransformationen (ibid.,
S. 304—812). Ueber eine Erweiterung der Lie’schen Integrationsmethode (ibid.,
S. 813—318). Diese beiden Schriften Mayer’'s waren bereits weniger ausfiihrlich
in den Gottinger Nachrichten, 1874, S. 317 und ff.. 1873, Nr. 11 an dem in Anm.
zu Nr. 126 angegebenen Orte verdffentlicht worden. Von 1875—1890 hat Lie
in verschiedenen Journalen unzihlige Noten und Abhandlungen iiber seine tiefen
Untersuchungsmethoden der totalen und partiellen Differentialgleichungen ver-
offentlicht. Es ist unmoglich, auch nur die Titel derselben anzugeben. Wir
verweisen auf das Werk: Theorie der Transformationsgruppen, unter Mitwirkung
von Dr. Friedrich Engel bearbeitet von Sophas Lie, Professor der Geometrie
an der Université#t Leipzig. Leipzig, B. G. Teubner, 1888 (X 4- 632 S. in 80),
1890 (VIII 4 555 S.). Ein dritter und letzter Band ist unter der Presse.
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Unter diesen Elementen muss sich das Anfangselement befinden:

(%0 B1i0s -+ s Tyor Pryoy -0 D) - - - - . (9)

Wir stellen die Integrale des Systems (8) durch die Gleichungen

z=fna xi=ffa pi:fn+i' s (10)

dar, wo die Functionen f von z, und den Anfangswerthen der Variabeln
abhiingen. Es ist zu beachten, dass x,, eine iiberschiissige Constante und
Pnyp eine durch die Relation (7) gegebene Function der andern Anfangs-
werthe ist.

Wir kénnen somit den folgenden Satz aussprechen:

Alle,Integrale dér Gleichung (1), welche das Element (9)
gemeinsam haben oder die sich im Punkte

1Y) .%’1’0, PR .fb',,,o

beriihren, haben eine Schaar von Elementen gemeinsam, welche
durch die Gleichungen (8) oder (10) gegeben werden; mit andern
Worten, dieselben beriihren sich lings einer Linie, welche durch
die # ersten Gleichungen (10) dargestellt wird.

Lie hat die Gesammtheit dieser gemeinsamen Elemente die Charak-
teristik von f genannt.l)

Folgerung. Zwei Losungen

z2=0F z2= @

einer und derselben Gleichung f == 0 haben eine gemeinschaft-
liche Charakteristik.
Aus den Relationen
oF L2 oF 0P
F= e = ", =

welche wegen /= 0 die folgende nach sich ziehen:

OF @
0%n - 8xn’

folgt n#mlich, dass es wenigstens ein System von Werthen der Grossen
x giebt, fiir welche die durch die beiden Losungen bestimmten Grossen 2
und p einander gleich werden. Diese Losungen haben somit ein gemeinsames
Element und infolge dessen auch eine gemeinschaftliche Charakteristik.?)

1) Abhandlung B, Theorem I; Abhandlung C, Theorem a, S. 325.
?) Diese Bemerkung ist neu, aber im Folgenden nicht weiter benutzt.



Anwendung auf die Methode von Cauchy. 269

129. Methode von Cauchy. — Aus den Gleichungen (10) kann
man, wie wir in Nr. 108 gesehen haben, eine Losung von (1) ableiten,
indem man die Anfangswerthe, betrachtet als Functionen von » — 1
Variabeln u, der Bedingung unterwirft, dass sie den Relationen

dz, da, Ay,
§£=I’1,o 71;—04""'4‘1%._1.0 :ium N ¢ )

geniigen sollen. Zu dem Ende braucht man nur 2, x4, ... %,_4, con-
stant zu nehmen. Eliminirt man dann p, zwischen den Gleichungen (10),
so findet man die Losung:

oF

2 =F(®%, ... Zu &1y By -+ Tp_10h Pi = PR (10).

Man kann dieses Resultat folgendermassen aussprechen:

Sammtliche Charakteristiken von f, welche durch einen
Punkt (2, %14; - - - Zn_1,e) hindurchgehen, erzeugen ein Integral
von f.1) '

Man kann den Gleichungen (11) auch genfigen, wenn man setat:

2o = 2y + Pro%10 + - -+ PuoPmo

und annimmt, dass 2j), Dy, - - Pomor P10 - - o Lno Constanten sind
(Nr. 111), was zu einem Satze fiihrt, der dem vorigen entspricht, falls
m=n—1.

Aus dem Vorhergehenden ersieht man, dass man bei Benutzung der
Theorie der Charakteristiken: 1) der Cauchy’schen Methode oder der nicht
wesentlich davon verschiedenen von Jacobi modificirten Pfaff’schen Me-
thode, 2) der von Mayer an diesen beiden angebrachten Modification eine
sehr einfache Form geben kann.

130. Eigenschaften zweier unendlich wenig verschiedener
Elemente.?) — Es sei
Z=F(x1, ey .%',,)

eine Lésung der Gleichung f = 0, so dass man zwischen zwei unendlich
nahen Elementen die Relation

dz = pdz, 4 --- + puda,,

1) Abhandlung B, Bemerkung zum Theorem I; Abhandlung C, Bemerkung
zum Theorem a, S. 325.

2) In den Schriften Lie's sind wir dieser Bemerkung nicht begegnet. Das
beziigliche Theorem von Mayer (Nr. 129, am Ende) kann einen Beweis in den
Fallen liefern, wo der der Cauchy’'schen Methode #quivalente Satz nicht besteht.
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oder anders ausgedriickt, die Beziehungen

p — OF _ o

Py = Gup o P = g,
hat. Lisst man x,, x,, ... «, unendlich wenig variiren, so #ndern sich
auch die Grossen 2, p,, ... p, unendlich wenig. Mithin: Zwei unend-

lich nahe gelegene Elemente eines Integrals oder zwei Ele-
‘mente, welche durch unendlich nahe bei einander gelegene
Punkte hindurchgehen, haben unendlich wenig von einander
verschiedene Beriihrungscoordinaten oder sind unendlich wenig
gegen einander geneigt.

Auch die Umkehrung dieses Satzes ist richtig: Zwei unendlich
nahe gelegene und unendlich wenig gegen einander geneigte
Elemente sind so beschaffen, dass man hat:

dz = p,dzy + - - - + ppdan.

Es seien néimlich 4 und B zwei unendlich nahe gelegene und unend-
lich wenig gegen einander geneigte Elemente:

(2', xiapi) und (2" + sz Z; + va b; + Api)a

wo Az, Ax;, A\p; unendlich klein sind, und es seien mit @ und b die
Punkte bezeichnet:

(2, ) und (2 + Az, x; + Ax).

Durch den Punkt a geht eine Cauchy’sche Losung, welche von allen
diesen Punkt enthaltenden Charakteristiken gebildet wird und in einem Punkte
¢ die durch B hindurchgehende Charakteristik trifft. Das Element dieser
Charakteristik, welches durch ¢ hindurchgeht, nennen wir C. Convergirt
das Element B gegen das Element 4, so convergirt ¢ gegen a, dem es
somit ebenso wie b unendlich nahe liegt. Daraus folgt, dass die Coordi-
naten des Elementes C' nur unendlich wenig von denen des Elementes B
oder des Elementes A verschieden sein kénnen. Wir stellen dieselben durch

(3 + L\‘@ Z; + A‘xh b; + Zl‘pi)
dar und setzen:
Do = Nz + Ng, - DNy = Nz + Az,

Da A und ¢ einer und derselben Losung angehoren, so hat man:

N = pAN'ey + - - - 4 pall'zn + &,
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wo & unendlich klein von der zweiten Ordnung ist. Ebenso ist:

Nz = (p, + A'py) DA% + - - - + (pn + A'pa) Az, + &,

wo & ebenfalls von der zweiten Ordnung ist, da B und C einer und der-
selben Charakteristik angehoren. Addiren wir diese beiden Relationen, so
kommt:

Ag = 1)1A%'1 + -+ Pz, 4+ &Y

wo & unendlich klein von der zweiten Ordnung ist. Mithin ist schliesslich,
wenn man das Differential von 2 nimmt:

dz = p Az, + - + plda,
oder:

dz = pdx; + - -+ + puda,, W.z. b, w.

Wir werden unendlich wenig verschiedene Elemente diejenigen
Elemente nennen, welche die hier in Rede stehende Eigenschaft besitzen.

Es ergiebt sich hieraus, dass es, um ein Integral von f = 0 zu
finden, nothwendig und hinreichend ist, oo” unendlich wenig
verschiedene Elemente (Nr. 5) zu finden.

131. Charakteristische Congruenz; charakteristische Mannig-
faltigkeit.l) — Wir betrachten zwei partielle Differentialgleichungen

f=0:¢=0:

welche gemeinschaftliche Liosungen besitzen, und ein Element .4, welches
diesen Losungen und den gegebenen Gleichungen gemeinsam ist. Der
Nr. 128 zufolge enthalten die gemeinschaftlichen Losungen und somit die
gegebenen Gleichungen die Charakteristik von f, welche durch 4 hindurch-
geht; ferner enthalten aus dem n#mlichen Grunde die gemeinschaftlichen
Losungen und die gegebenen Gleichungen die unendlich vielen ( o0) Charakte-
ristiken von ¢, welche durch die Elemente jener Charakteristik von f hindurch-
gehen. Mithin: Wenn gemeinschaftliche Losungen zweier Glei-
chungen ein Element gemeinsam haben, so haben sie deren zwei-
fach unendlich viele (©?) gemeinsam. Das Ensemble dieser gemein-
samen Elemente heisst eine charakteristische Congruenz der gegebenen
Gleichungen in Bezug auf das betrachtete Element.

Driickt man die Entstehung der charakteristischen Congruenzen ana-
Iytisch aus, so erkennt man, dass die Functionen f und ¢ in diesen Rech-
nungen symmetrisch auftreten. Es folgt daraus, dass man die charakte-

1) Abhandlurig B, erster Theil des Theorems II; Abhandlung C, erster Theil
der Theoreme b und c.
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ristische Congruenz von f == 0 und @ == 0, welche durch 4 hindurchgeht,
als das Ensemble der unendlich vielen Charakteristiken von ¢ betrachten
kann, welche durch die Elemente der Charakteristic von f, die das
Element A enthdlt, hindurchgehen, oder als das Ensemble der unendlich
vielen Charakteristiken von f, welche durch die Elemente der Charakteristik
von @, die das Element A enthiilt, hindurchgehen.

Das Vorhergehende lisst sich ausdehnen auf eine beliebige Anzahl
von Gleichungen
f=0’ 4P=0, w=0, PPN

welche gemeinschaftliche Losungen besitzen, die sich in einem Elemente A
berithren. Durch dieses Element 4 geht eine Charakteristik von f hindurch,
welche sich in simmtlichen gemeinschaftlichen Lsungen und den gegebenen
Gleichungen selbst vorfindet. Durch jedes Element dieser Charakteristik geht
auch eine Charakteristik von ¢ hindurch, welche innerhalb der verschiedenen
betrachteten gemeinsamen Losungen gelegen ist. Durch jedes Element der
so erhaltenen charakteristischen Congruenz geht eine Charakteristik von
bindurch, die sich unter allen gemeinschaftlichen Losungen und in allen
Gleichungen befindet u. s, w. Mithin ergiebt sich schliesslich: Wenn m
Gleichungen gemeinschaftliche Lésungen besitzen, welche durch
ein Element 4 hindurchgehen, so haben sie ™ allen diesen ge-
meinschaftlichen Lésungen gemeinsame Elemente. Die Gesammt-
heit dieser gemeinsamen Elemente wird dieycharakteristische Mannig-
faltigkeit dieser Gleichungen genannt.

Zusatz I. Man konnte, wie in Nr. 128, leicht beweisen, dass zwei
gemeinschaftliche Losungen eines Systems eine charakteristische Mannig-
faltigkeit gemeinsam haben.

Zusatz II. Betrachten wir zwei simultane Gleichungen f = 0, ¢ == 0,
welche eine gemeinsame Losung besitzen. Die Charakteristiken von f und ¢
in einem dieser Losung und den gegebenen Gleichungen gemeinsamen Ele-
mente miissen sich respective unter den Elementen von ¢ = 0 und von
f = 0 befinden. Es folgt daraus, dass ¢ = 0 eine Losung der Gleichungen
(8) wnd f==0 eine Losung der analogen Gleichungen, welche man erhilt,
indem man f durch ¢ ersetzt, sein muss. Man hat somit:

L+ -2+l h -0

eine Relation, die wir einfach fgp == O schreiben wollen. Dies ist die
Bedingung der simultanen Integration von Jacobi und Bour. Da die vor-
stehende Bemerkung auf beliebig viele Gleichungen anwendbar ist, so kann
man vermbge derselben jedes System simultaner Gleichungen vervollstindigen,
wie wir in Nr. 79 geseh<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>