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Vorwort. 

Das von der königl. belgischen Akademie der Wissenschaften preis
gekrönte, im Buchhandel längst vergriffene Werk von Mansion: "Theorie 
des equations aux derivees partielles du premier ordre" erscheint hiermit 
in neuer und zwar deutscher Ausgabe. Da das vortreffiiche Buch auch 
in Deutschland ungetheilte Anerkennung gefunden und hinlänglich bekannt 
ist, so dülfte es überflüssig sein, die Vorzüge desselben nochmals be
sonders hervorzuheben. Es mag nur darauf hingewiesen werden, dass das 
Mansion'sche Buch bisher das einzige geblieben ist, welches in so ein
gehender Weise die verschiedenen Methoden, welche zur Integration der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung vorgeschlagen wurden, 
historisch-kritisch beleuchtet, ihre Beziehungen zu einander klal'legt, ihre 
Vorzüge und Mängel gegenseitig abwägt und jedem der Begründer 
dieser Methoden .das Verdienst lässt, welches ihm zukommt. Es ist das 
einzige Werk dieser Art geblieben, einfach a.us dem Grunde, weil es 
seine Aufgabe gleich in vollkommener und unübertrefflicher Weise 
löste. Allerdings hat die Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung seit dem ersten Erscheinen des Mansion'schen Buches 
viele wichtige Erweiterungen und Verbesserungen elfahren und es sind 
auch seitdem, besonders in allerneuester Zeit, einige hochbedeutsame Werke 
über jene Theorie hervorgetreten; zum Theil aber sind dieselben mehr als 
Lehrbücher im engeren Sinne zu betrachten, denen es weniger auf die 
Hervorkehrung des historisch-kritischen Standpunktes als auf eine syste
matische Verarbeitung und Zusammenfassung des vorhandenen Materials 
ankommt, zum Theil sind dieselben, wie das hervorragend wichtige Werk 
von S ophus Lie: "Zur Theorie der Transformationsgruppen", dazu be
stimmt, der gesammten Theorie eine einheitliche Grundlage zu geben, sie 
auf ein einziges Prinzip zu stellen, aus welchem die Resultate der früheren 
Arbeiten von selbst hervorgehen. Diese Werke machen daher eine historisch
kritische Untersuchung der älteren Arbeiten auf diesem Gebiete, wie sie in 
dem Werke von Mansion enthalten ist, nicht überflüssig. Infolge dieses 
kritischen Standpunktes ist das Mansion'sche Buch ein vorzüglicher Weg
weiser für das Studium der grundlegenden Arbeiten über die Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, so dass ich mich der 
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IV Vorwort. 

Hoffnung hingeben dalf, dass eine Neuausgabe dieses Werkes, die unter 
Zustimmung des Verfassers und mit thätiger Mitwirkung desselben in 
deutscher Sprache erscheint, nicht ungünstig aufgenommen werden wird. 

Bezüglich der grösseren Veränderungen und Erweiterungen, welche 
diese neue Ausgabe der ersten gegenüber aufweist, kann ich mich mit 
einem Hinweis auf die "Vorbemerkungen" des Verfassers begnügen. An 
vielen Stellen sind kleinere Verbesserungen vorgenommen, die nicht näher 
aufgeführt zu werden brauchen. Der Druck des Werkes wurde fortlaufend 
Bowohl vom Unterzeichneten, wie auch vom Verfasser selbst sorgfältig con
trolirt, so dass die Übersetzung nicht nur äusserlich correct, sondern auch 
dem Sinne des Originals entsprechend sein dürfte. 

Während die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ord
nung im Grossen und Ganzen als abgeschlossen betrachtet werden darf, 
liegt die Theorie der partiellen Differentialgleichungen z w e i tel' Ordnung 
noch sehr im Argen. In der That kann trotz der zahllosen kleineren und 
grässeren Abhandlungen, welche hierüber bereits geschrieben sind, von 
einer Theorie der Integration dieser Gleichungen noch kaum gesprochen 
werden. Die wichtigste Arbeit, in welcher ein Versuch zur Begründung 
einer solchen Theorie gemacht wird, ist immer noch die grosse Abhand
lung von Ampere im 17. und 18. cahier des Journal de l'Ecole Poly
technique, deren Resultate Imschenetsky im 54. Bande von Grunert's 
Ar chi v in einem vorzüglichen Resume zusammengefasst hat. Um zum 
gründlichen Studium dieser Resultate und damit vielleicht. zur Erweiterung 
und Bereicherung der Theorie der Integration der partiellen Differential
gleichungen zweiter Ordnung neue Anregung zu geben, hielt ich es für 
zweckmässig, die Imschenetsky'sche Abhandlung, zumal dieselbe in einem 
grossen Abschnitte eine Anwendung der Prinzipien der Theorie der par
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung giebt, dem Mansion'schen 
Werke anzufügen, wobei ich mich der vollen Zustimmung und Ermun
terung des Herrn Mansion erfreute. Eine kleine ebenfalls noch angefügte, 
wenig bekannt gewordene Abhandlung von G. Darboux lässt klar die 
Schwierigkeiten erkennen, welche bei der Integration der partiellen Diffe. 
rentialgleichungen zweiter Ordnung auftreten, und deutet zugleich einen 
Weg an, auf dem man vielleicht etwas weiter kommen kann als bisher. 

Berlin, im October 1891. 

H. Maser. 



Vorbemerkungen des Verfassers. 

I. Gegenstand dieses 'Verkes. 
Die vorliegende Arbeit wurde unternommen anlässlich einer von 

der kgl. belgisehen Akademie in den Jahren 1870 und 1872 gestellten, 
auf die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster und zweiter 
Ordnung bezüglichen Preisfrage. 

Imschenetsky und Graindorge haben beide ausgezeichnete Mono
graphieen über diesen Gegenstand veröffentlicht, die es uns gestatteten, 
unsere Untersuchung auf die Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung zu beschränken. In der That geben ihre Schriften eine 
gute Übersicht über die Arbeiten der Geometer bezüglich der Differential
gleichungen zweiter Ordnung, abgesehen von den neueren Studien von 
Dar b 0 u x und Li e , die übrigens nur bruchstückweise veröffentlicht 
worden sind. 

Die Abhandlungen von Imschenetsky und Graindorge sind da
gegen unvollständig hinsichtlich der Theorie der partiellen Differential
gleichungen erster Ordnung.1) Wir haben daher den Wünschen der Akademie 
zu entsprechen geglaubt, indem wir es versuchten, die hauptsächlichsten 
Untersuchungen der Mathematiker über diesen Gegenstand von Lagrange 
an bis auf Lie und Mayer darzulegen. 

II. Plan des Werkes und historische Bemerklmgell. 
Die vorliegende Schrift enthält den Hauptinhalt der Untersuchungen 

von Lagrange, Pfaff, Jacobi, Bour, Clebsch, Korkine, Boole, 
~Iayer, Cauchy, Serret und der ersten Abhandlungen VOll Lie (bis 
ca. 1875) übel' die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 

1) Die Abhandlung von Graindorge enthält ausseI' der Theorie der 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung die in den §§ 1 (theilweise). 
3, 6, 16, 17, 18, 19, 20, 21 unseres Buches behandelten Gegenstände. Die Ab
handlung von Imschenetsky enthält überdies unsere §§ 9 und 29 und ein 
Kapitel über die kanonischen Gleichungen der Dynamik. Graindorge hat 
daneben auch eine übersicht der Arbeiten der Geometer übel' die IntegratIOn 
der GleicllUngell der Mecl1anik veröffentlicht. 



VI Vorbemerkungen des Verfassers. 

Die Arbeiten dieser Geometer haben wir in den folgenden Abschnitten 
zusammengestellt: 

Einlei tung. Entstehung der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung (§§ 1-4). 

Buch I. Methode von Lagrange und Pfaff (§§ 5-15). 
Buch II. Methode von Jacobi (§§ 16-27). 
Buch m. Methode von Cauchy und Lie (§§ 28-32). 
Schluss. Methode von Lie als Zusammenfassung der früheren Methoden. 
Diese Anordnung ist streng didaktisch, d. h. wir dringen vom Anfang 

bis zum Ende tiefer und tiefer in unsern Gegenstand ein. Sie ist zu gleicher 
Zeit historisch in ihren grossen Umrissen, bis auf eine Ausnahme: Die 
Methode von Cauchy bestand viel früher als alle in unserm zweiten Buche 
angeführten Arbeiten. Wir sahen uns genöthigt, die Methode von Cauchy 
an das Ende unserer Abhandlung zu setzen neben diejenige von Lie, weil 
diese letztere die natürliche Fortsetzung der ersteren ist und weil sie zu
sammen eine weit tiefere Untersuchung der Frage der Integration der 
partiellen Differentialgleichungen bilden als die Methode von Lagrange, 
Pfaff, Jacobi und Bour. 

In unserer Einleitung geben wir zunächst nach Lagrange (1772 
und 1774) und Lie (1872) die Definition des Problems der Integration 
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. Sodann deuten wir 
nach J aco bi zwei allgemeine und sehr einfache Hülfsmittel an, durch welche 
man die abhängige Veränderliche aus den in Rede stehenden Gleichungen 
entfernen kann. Wir zeigen im Gegensatz zu der Ansicht Bertrand's und 
anderer Geometer, dass das zweite Trarisformationsverfahren Ja c 0 b i' s 
nicht illusorisch ist (§ 1). Die beiden folgenden Paragraphen enthalten die 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen mit 3 oder n + 1 Veränder
lichen, wie sie von Lagrange im Jahre 1774 mittels seiner fruchtbaren 
Methode der Variation der willkürlichen Constanten entdeckt worden ist. 
Der Auseinandersetzung von Lagrange haben wir jedoch verschiedene 
J aco bi entliehene Bemerkungen und eine sehr einfache Methode der Er
zeugung der simultanen Gleichungen hinzugefügt. Der letzte Paragraph 
ist den Ansichten L ie's über den in den vorhergehenden Paragraphen be
handelten Gegenstand und der Erklärung des auf die überschüssigen Con
stanten bezüglichen Paradoxons gewidmet. 

Das erste Buch enthält die Analyse der Arbeiten von Lagrange 
und Pfaff. Wir haben diese schon alten Untersuchungen, mit einer ge
wissen Vorliebe auseinandergesetzt, einma I weil sie den Keim mancher 
weiteren Entdeckungen enthalten, sodann weil sie eine Menge von An
wendungen zulassen, die man einfacher nach diesen Methoden als nach den 
künstlicheren Methoden von Jacobi und Cauchy behandelt. 

Das erste Kapitel handelt von den linearen Gleichungen, deren Theorie 
Lagrange in den .Jahren 1779 und 1785 gefunden hat. Unsere Dar-
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legung unterscheidet sich nur dadurch von derjenigen unserer Vorgänger, 
dass wir uns mehr der Theorie der Functionaldeterminanten bedienen. Im 
letzten Paragraphen geben wir die von J aco bi im Jahre 1827 gemachte 
Erweiterung der Lagrange'schen Theorie. Es ist erstaunlich genug, dass 
diese Untersuchungen des Berliner Geometers in beinahe allen Lehrbüchern und 
selbst in den neueren Abhandlungen von Graindorge und Imschenetsky 
mit Stillschweigen übergangen worden sind, denn sie allein lassen den engen 
Zusammenhang erkennen, welcher zwischen den partiellen Differential
gleichungen und den Systemen von Differentialgleichungen erster Ordnung 
besteht (Siehe NI'. 32.). Beiläufig zeigen wir, unter welchem Gesichts
punkt Lie die linearen Gleichungen betrachtet (NI'. 23). 

Das zweite Kapitel enthält die Analyse der Arbeiten von Lagrange 
über die nicht linearen Gleichungen. Der Turiner Geometer erfand das 
Verfahren, die Integration der nichtlinearen Gleichungen mit drei Ver
änderlichen auf diejenige der linearen Gleichungen mit vier Veränderlichen 
zurückzuführen, im Jahre 1772. Im Jahre 1774 kam er auf denselben 
Gegenstand zurück, um auf die Verschiedenartigkeit der Integrale der 
partiellen Differentialgleichungen aufinerksam zu machen, und im Jahre 
1806 nochmals, um ein eigenthümliches Paradoxon, welches die Theorie des 
allgemeinen Integrals darbietet, darzulegen. Wir geben die .Methode von 
Lagrange unter ihren verschiedenen Formen. Zunächst bemerkt der aus· 
gezeichnete Geometer, dass die Integration der Gleichung 

q = u(x, y, z, p) 

in nichts Anderem besteht als in der Ermittelung eines solchen Werthes 
von p, dass 

dz = pdx + udy 

integrirbar ist. Sodann giebt er das allgemeine Verfahren an, um einen 
Werth von p mit einer willkürlichen Constanten zu finden, welches der Kern 
ist, aus dem die J aco bi'sche Methode hervorgegangen ist. Endlich zeigt 
er, wie man aus dem allgemeinsten Werthe von p den allgemeinsten Werth 
von z ableiten kann, was den Ausgangspunkt für die Pfaff'sche Methode bildet. 

In der That wurde J aco bi, indem er die Methode von Lagrange 
unter ihrer letzten Form auf die Gleichungen mit n unabhängigen Ver
änderlichen anwandte, im Jahre 1827 dahin geführt, alle Rechnungen von 
P f a ff im umgekehrten Sinne zu wiederholen. Wir legen diese merkwürdige 
Arbeit von Ja c 0 b i in unserm dritten Kapitel dar. Der Berliner Geometer 
führt die Integration einer nichtlinearen Gleichung auf diejenige eines 
Systems von simultanen Gleichungen zurück, dessen Lösung allgemeiner ist 
als diejenige der gegebenen Gleichung. Um diese Lösung zu particulari
sirell und daraus das gesuchte Integral herzuleiten, ist er gezwungen, eine 
Änderung in den Veränderlichen eintreten zu lassen: Die 2n - 1 Ver· 
änderlichen Xl' ... , x m Pl' ... , Pn-l werden ersetzt durch die Integrations-
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constanten der simultanen Hülfsgleichungen und die Aufgabe reducirt sich 
hiernach auf die Integration einer totalen Differentialgleichung mit 2n - 1 
Veränderlichen. 

Pfaff hatte seit 1814 genau einen umgekehrten Weg verfolgt, wie 
wir im folgenden Kapitel zeigen. Um die Gleichung 

zu integriren, betrachtet er die totale Differentialgleichung 

mit 2n Veränderlichen z, Xl' .•. , X n, Pl' ... , Pn-l und transformirt sie 
in eine andere von derselben Form mit 2n - 1 Veränderlichen. Diese ist 
genau dieselbe, welche .Tacobi durch Verallgemeinerung der letzten Unter
suchungen von Lagrange gefunden hat, und Pfaff gelangt dazu durch 
Integration desselben Systems von Gleichungen, wie das von J aco bio Die 
beiden Methoden sind daher identisch, nur dass die eine deutlicher als die 
andere die Verallgemeinerung der Lagrange'schen Methode ist und Pfaff 
das seinen Namen tragende allgemeine Problem der Integration der totalen 
Differentialgleichungen behandelt. In unserer Auseinandersetzung der Ar
beiten von Pfaff benutzen wir verschiedene Abhandlungen von Gauss, 
Jacobi und Cayley. Der letzte Paragraph des vierten Kapitels enthält 
ausser dem umgekehrten Problem von P fa ff die Yereinfachung, welche 
in diese Theorie durch die Anwendung der Anfangswerthe der Veränder
lichen als willkürlicher Constanten eingeführt wird. Das allgemeine 
Pfaff'sche Problem führt auf die Integration von n Systemen simultaner 
Gleichungen, deren jedes erst nach der vollständigen Integration aller vor
hergehenden gebildet werden kann. Nutzen ziehend aus einer Idee von 
Hamilton, zeigte Jacobi 1836, dass man diese n Systeme unmittelbar 
bilden kann, wenn man, wie wir soeben bemerkt haben, die Anfangswerthe 
der Veränderlichen als willkürlicheConstanten nimmt; überdies hat man, 
wenn es sich um die Integration einer partiellen Differentialgleichung 
handelt, nicht mehr als ein System zu integriren. Schon lange vorher, 
im Jahre 1818, wal' Cauchy zu diesem letzteren Resultat gelangt, indem 
er ebenfalls die Anfangswerthe der Veränderlichen als Consfanten benutzte. 
Übrigens gebührt ihm die Einführung dieser Idee in die Wissenschaft, doch 
scheint J aco bi die Arbeiten von C auchy nicht gekannt zu haben. 

Dies ist der Crklus der in unserm ersten Buche auseinandergesetzten 
Untersuchungen. Wir haben jeder Theorie die Anwendungen, welchen man 
gewöhnlich in den Lehrbüchern begegnet, und ausserdem diejenigen, welche 
sich in den Abhandlungen von Lagrange finden, hinzugefügt. Ferner 
haben wir in einem besonderen Paragraphen die Integration einer sehr be
merkenswerthen Gleichung, welche von Schläfli herrührt und von ihm 
im Jahre 1868 veröffentlicht worden ist, gegeben. 
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Das zweite Buch ist der Methode von Jacobi und Bour, den Ver
vollkommnungen dieser Methode durch Clebsch, endlich den Methoden 
von Korkine, Boole und Mayer, welche damit in engem Zusammen
hange stehen, gewidmet. 

Die Nova methodus von J aco bi wurde von ihm im Jahre 1838 ge
funden und von Clebsch im Jahre 1862 veröffentlicht. Wir legen sie 
in unsern beiden ersten Kapiteln dar. Unsere Auseinandersetzung unter
scheidet sich nur dadurch von derjenigen von Graindor ge und 1msehe -
netsky, dass wir in einem besonderen Kapitel, dem ersten, alles, was sich 
auf die Integrabilitätsbedingungen bezieht, vereinigt haben. Indem wir uns 
in Bezug auf diesen Punkt ein wenig von unsern Vorgängern und von 
.Ja co bi entfernen, wird man vielleicht den zu ausgedehnten Gebrauch der 
symbolischen Bezeichnungen nicht billigen. Indessen wird der Leser, welcher 
sich mit diesen Bezeichnungen vertraut gemacht hat, erkennen, dass nur 
sie in natürlicher Weise zum Beweise der Principien der Jacobi'schell 
Methode führen können. Im dritten Kapitel geben wir die von Bour her
rührende Ausdehnung dieser Methode auf simultane Gleichungen und be
richtigen dabei den kleinen Irrthum, welcher in der Auseinandersetzung 
von B 0 ur, sowie in derjenigen der Autoren, die ihm gefolgt sind, unter
gelaufen ist. Auf diesen Irrthum hat Mayer im Jahre 1871 aufmerksam 
gemacht. In historischer Beziehung ist die Bemerkung von Wichtigkeit, 
dass' die Arbeiten von Bour nicht' aus denen von J aco bi hervorgegangen 
sind, welche letzteren erst im Jahre 1862 veröffentlicht wurden. Lioll
ville, Bour und Donkin hatten um 1853 und 1854 die Fundamental
sätze der Nova methodus gefunden, ohne Kenntniss von der letzteren zu 
haben. Im vierten Kapitel geben wir die bewundernswerth eleganten, yon 
Clebsch herrührenden und im Jahre 1866 veröffentlichten Rechnungen 
wieder, in denen der ausgezeichnete Algebraiker eine bemerkenswerthe Ver
einfachung der .T aco bi'schen Methode kennen lehrt. 

Das fünfte und sechste Kapitel sind Methoden gewidmet, welche eine 
Änderung der Veränderlichen zur Voraussetzung haben. Bei der Methode 
von Korkille (1868), welche auf die nichtlineareIl simultanen Gleichungen 
Anwendung findet, verfügt man über die willkürliche Function, welche in 
das allgemeine Integral einer der gegebenen Gleichungen eingeht, derart, 
dass dadurch den andern Gleichungen genügt wird; man transformirt so 
das System in ein anderes, welches eine Gleichung und eine Yeränderlichp 
weniger enthält. Die Rechnungen, zu denen wir beim Beweise der Principien 
dieser Methode geführt worden sind, würden ausserordentlich weitläufig 
sein, wenn wir nicht ausgedehnten Gebrauch von der Theorie der Deter
minanten gemacht hätten. Die Methode von Boole (1863), welche nur 
auf lineare Gleichungen anwendbar ist, geht ungefähr in derselben 'Weise 
vor, wie diejenige von Korkine. Sie ist im letzten Paragraphen des 
fünften Kapitels auseinandergesetzt. Die Methode von l1ayer (1872), 



x Vorbemerkungen des Verfassers. 

welche sodann folgt, ist ebenfalls nur auf lineare Gleichungen anwendbar, 
deren Integration sie auf diejenige gewisser Systeme von totalen Differential
gleichungen zurückführt. Jedesmal, wenn es gelungen ist, eine Gleichung 
des einen von diesen Systemen zu integriren, transformirt man es in ein 
anderes System, welches eine Veränderliche weniger enthält. Die neuen 
Veränderlichen sind die Anfangswerthe der ursprünglichen Veränderlichen. 
Ausserdem kann man mittels einer Transformation der Veränderlichen von 
ganz verschiedener Art bewirken, da.'3s man nur ein einziges System zu 
betrachten. hat. Wenn es sich um die linearen Gleichungen handelt, zu 
welchen die Ja c 0 b i' sche Methode führt, führt ein Satz von M a y er, welcher 
dem von Poisson und Jacobi analog und von diesem eine Folgerung ist, 
neue Vereinfachungen ein. 

Die Methoden von J aco bi, Cle bsch und Mayer führen darauf, ein 
Integral von Systemen von 2(n - 1), 2(n - 2), ... , 2 gewöhnlichen 
Differentialgleichungen zu suchen, und zwar beträgt die Anzahl dieser 
Systeme für die drei Methoden respective: 

1, 2 , 3 , . . ", (n - 2), (n - 1) 
1, 2, 2, . . " 2, 2 

1, 1, 1, .. "' 1, 1. 

Dabei wird vorausgesetzt, dass die Gleichungen die abhängige Veränderliche 
nicht e~ .. plicit enthalten. Die Methode von Li e, von der wir weiter unten 
sprechen werden, erfordert genau dieselbe Anzahl von Integrationen, wie 
diejenige von M a y e r. 

Das dritte Buch enthält zunächst die Auseinandersetzung der Methode 
von Cauchy. Der berühmte Geometer hatte sie 1818 ausgehend von zwei 
Hauptgedanken gefunden; der eine besteht in der Veränderung der Ver
änderlichen, ein Gedanke, den er wohl eher Ampere als Lagrange oder 
Pfaff entliehen hat, denn er scheint die Untersuchungen des letzteren nicht 
gekannt zu haben; der andere besteht in der unmittelbaren Einführung 
der Anfangswerthe der Veränderlichen in die Rechnung, wie es in der 
Theorie der bestimmten Integrale geschieht. Wenn die Untersuchungen 
von Cauchy denen von J aco bi über die Pfaftsche Methode nicht vorher
gegangen wären, würde man sie für eine vereinfachte Darstellung aller in 
unserm ersten Buche analysirten Arbeiten einschliesslich der Theorie der 
linearen Gleichungen von Lagrange halten. Wenn es sich um die Aufsuchung 
der Integrale dieser Gleichungen bei Voraussetzung von drei Veränderlichen 
handelt, suchen Lagrange und Monge zuerst die Kurven, welche die 
durch die Integrale dargestellten Flächen erzeugen können. Ein analoger 
Gedanke giebt Cauchy die Kurven oder Mannigfaltigkeiten von einer 
Dimension, von Li e Charakteristiken genannt, welche gewissermassen das 
Integral der nichtlinearen Gleichungen erzeugen. P fa ff und Ja c 0 b 
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waren im Verfolg ihrer Rechnungen gezwungen, n von ihren 2 n-1 Hülfs
veränderlichen Constanten gleichzusetzen. C aue h y nimmt gleich von 
Anfang an nur n-1 Hülfsveränderliche an und setzt ohne Weiteres voraus, 
dass dieses die Anfangswerthe der alten Veränderlichen seien; dadurch ver
meidet er den Umweg, auf dem später J aco bi zu demselben Resultate 
gelangte. Cauchy hat im Jahre 1841 seiner Methode eine allgemeinere 
Form gegeben; die Anfangswerthe der Veränderlichen können nach Belieben 
neue Veränderliche oder Integrationsconstanten sein. Diese Arbeit von 
1841, welcher man nicht genügende Beachtung geschenkt hat, bildet die 
Grundlage unserer Auseinandersetzung. Auf Grund derselben haben wir 
mit vollkommener Strenge die Theorie der Integration einer partiellen 
Differentialgleichung in den singulärsten Fällen geben können, z. B. in dem 
Falle der halblinearen Gleichungen von Lie (1872), auf den Serret bei
läufig im Jahre 1861 kam; das Integral dieser Gleichungen wird gegeben 
durch m Relationen zwischen n + 1 Veränderlichen und n willkürlichen 
Constsnten. Mayer hat 1871 gezeigt, dass die von J sco bi modificirte 
Pfaffsche Methode niemals das vollständige Integral der in Bezug auf die 
Grössen p homogenen Gleichungen giebt; dasselbe ist der Fall bei der 
ursprünglichen Cauchy'schen Methode. Wenn man aber dieser Methode 
alle ihre Geschmeidigkeit, wenn man so sagen darf, lässt, so führt sie ohne 
Rechnung zu den Abänderungen der Methode von Pfaff und Jacobi, 
welche von Mayer vorgeschlagen wurden. 

Die allgemeine Methode von Cauchy thut auch sehr gute Dienste 
bei einer strengen Darlegung der Untersuchungen von Serret (1861), die 
sich auf den Fall beziehen, wo die Ca u c h y' sehe Methode mangelhaft zu 
sein sc he i n t. Wir geben diese Untersuchungen im zweiten Kapitel. 

Das folgende Kapitel enthält nach M ayer eine Auseinandersetzung der 
Lie'schen Methode (1872), welche als eine Erweiterung der Cauchy'schen 
Methode betrachtet wird. In dieser Methode führt man die Integration 
von m + 1 Gleichungen mit n + m unabhängigen Veränderlichen auf die
jenige einer einzigen Gleichung mit n unabhängigen Veränderlichen zurück, 
sei es durch Aufsuchung eines Integrals von m Gleichungen, sei es nach 
einer einfachen Transformation der Veränderlichen_ In diesem letzteren 
Palle sieht man deutlich, dass die Lie'sche Methode die natürliche Fort
setzung derjenigen von Cauchy ist. Verbunden mit der Jacobi'schen 
ist sie anwendbar auf eine einzige Gleichung mit n + 1 Veränderlichen 
besonders in den ungünstigsten Fällen_ 

Schliesslich geben wir in einem kurzen Schluss abschnitte mittels der 
Ideen von Li e selbst eine zusammenfassende Übersicht der hauptsäch
lichen Methoden, welche den Leser ihre inzwischen erfolgte Verschmelzung 
unter den Händen des norwegischen Geometers voraussehen lässt. 
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Seit der Veröffentlichung der französischen Ausgabe dieses Buches (1875) 
ist die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung der 
Gegenstand erheblicher Arbeiten nach drei verschiedenen Richtungen hin 
gewesen. Frau von Kowalevsky, Darboux, l\ieray und Andere haben 
die schwierigen Fragen. welche sich auf die Existenz des allgemeinen In
tegrals und der singulären Lö~ungen dieser Gleichungen heziehen. ~tuc1irt: 

Lie und seine Schüler haben die Theorie der Berührungstransforlllationell 
auf die gesammte Analysis der partiellen oder totalen Differentialgleichungen 
ausgedehnt; endlich haben Frobenius, Darboux, Morera das Pfaff'sche 
Problem, dasselbe im weitesten Sinne genommen, in überaus eingehender 
Weise behandelt. 'Wir konnteu nicht daran denken, so tiefe und so originelle 
Untersuchungen in den alten Rahmen unseres \Verkes einzufügen; dazu 
hätte der Umfang desselben auf das Doppelte oder Dreifache erweitert und 
sein Plan vollständig geändert werden müssen. Die kürzliche Yeröffentlichung 
von drei bemerkenswerthen \Verken hat übrigens eine derartige Erweiterung 
unserer ursprünglichen Arbeit unnöthig gemacht. Es sind dies die folgenden 
'Werke: Le~ons sur l'intpgration des equations aux derivties par
tielles du premier ordre von E. Goursat (Paris, Hennann, 1890). 
welches eine ausgezeichnete Übersicht übel' die erstgenannte Gruppe yon 
Arbeiten enthält; ferner: Theorie der Transformationsgrupprn von 
Sophm Lie (Leipzig. B. G. Teubner, 1888, 1890, der dritte Band ist 
noch nicht en;chienen), und Theor~- of Differential Equations, Part. I 
Exact Erluatiom and PfaH's Problem von A. R. Forsyth (Cam
bridge 1890), in welchen die heiden anderen oben angegebenen Gruppen 
von Arhtciten in vollständiger \Yeise auseinandergesetzt werden. 

Wir haben uns daher auf eine Hevision unseres Buches beschränkt 
und nur eine gewisse Anzahl von Verbesserungen, bibliographischen K otizell, 
sowie einige Ergänzungen eingeführt, die aus folgender Aufstellung er
sichtlich werden: 

1) Am Schlusse der Einleitung haben wir als Kachtrag I eine historische 
Übersicht übel' die auf die Existenz des allgemeinen Integrals der gewöhn
lichen und partiellen Difi'erentialgleichungen bezüglichen Untersuchungen ge
geben,!) Im Anhang I ist mit Genehmigung der leider so früh verstorbenen 
Frau von Kowalevsky deren auf diese Frage bezügliche bemerkenswerthe Ab
handlung reproducirt, wodurch die hauptsächlichste Lücke der französischen 

') Während des Druckes dieses Buches ist über diesen Gegenstand eine 
wichtige Note von Herrn E. Pi c a r derschienen, die wir hier anführen: Sur 1e 
theoreme general relatif a l'existence des integrales des equations differentielles 
ordinaires (Bulletin de la Societe math!hnatique de France, 1891, t. 19, p.61-64 
und Nouvelles Annales de Mathematiques, 1891, gg Serie, t. X, p. 197-201). 
deren Princip er in seinem Memoire sur la theorie des equations aux derinles 
partielles et la methode des approximations partielles (Journal de Mathematiques 
pures et appliquees de Jordan, 1S90, 4~ Serie. t. VI. p. 145-210, 231) dargelegt 
hatte. - Zur Ergänzung dessen, was wir über die Existenz der Integrale der 
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Ausgabe unseres Buches ausgefüllt wird. 2) In der Theorie der linearen 
Gleichungen haben wir überall die Methode von Gilbert eingeführt, welche 
die vordem durch Ja c 0 bi in versteckter Weise angedeutete singuläre Lösung 
giebt. Ferner haben wir im Nachtrag II gezeigt, wie auch die ~Iethode 
von Cauchy zugleich das allgemeine Integral und die singuläre Lösung 
geben kann.!) 3) Im Nachtrag III haben wir als Anwendung der Theorie 
der linearen Gleichungen die partielle Differentialgleichung der Regelflächen 
integrirt. 4) Bei der Darlegung der Prinzipien der .J aco bi'schen Methode 
haben wir die Veränderungen eingeführt, welche unerlässlich sind, um ge
wissen Einwürfen von Gilbert zu begegnen, und haben der grösseren 
Sicherheit wegen im Nachtrag IV die Darlegung reproducirt, welche diesel' 
Geometer von der J aco bi'schen ~Iethode gegeben hat. 5) Schliesslich 
haben wir hier und dort verschiedene minder wichtige Verhesserungen oder 
Ergänzungen gemacht, besonders in bibliographischer Beziehung, ohne jedoch 
zu versuchen, absolut vollständig zu sein, und zwar dies um so weniger, 
als die 'Verke der Herren Lie, Forsyth und Goursat eine derartige 
Vollständigkeit auf dem von ihnen gewählten Gebiete überflüssig machen. 

III. Bezeichnungen und besondere Festsetzungen. 
I. Wenn eine Veränderliche zeine explicite oder implicite Function 

der unabhängigen Veränderlichen Xl' X t , ... ist, so bezeichnen wir ihre 
Ableitungen in Bezug auf Xl' xz, ... durch 

dz 
dx,' 

dz 
dX2 ' 

. . "' 

abweichend von J aco bi, der in dietlem Falle die Bezeichnungen 

oz OZ 
oX;-' oX2 ' 

(1) 

anwendet und die geraden (l für die Ableitungen der l<'unctionen emer 
einzigen Veränderlichen vorbehält. 

Wir bedienen uns der Bezeichnungen 

orp orp 
8x,' 8x2 "'" 

(2) 

partiellen Differentialgleichungen gesagt haben, müssen wir noch die Inaugural
dissertation (1879) des Herrn Poincare, die uns entgangen war, erwähnen: "Sur 
les proprietes des fonctions definies par les equations aux derivees partielles" 
(Paris, Gauthier-Villars, 1879, 93 S. in 40), sowie diejenige des Herrn Bourlet, 
die während des Druckes des Werkes erschien und noch gelegentlich erwähnt 
werden konnte (S. 303). 

') In den Annales de la Societe scientifique de Bruxelles, 1890-1891, t. XV, 
1. partie, p.3-6, in einer Note sur la methode de Lagrange pour l'integration 
des equations lineaires aux derivees partielles haben wir gezeigt, dass diese 
~Iethode von Lagrange ebenfalls die singuläre Lösung Gilbert's giebt. 
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um die Ableitungen einer expliciten Function q; (Xl' X 2 , ••• ) von Xl x2 , ••• 

in Bezug auf den Buchstaben Xv in Bezug auf den Buchstaben x2' u. S. w. 
darzustellen, unbekümmert darum, ob Xl' X2 • ••• von einander unabhängig 
sind oder nicht. Die beiden Bezeichnungen können in gewissen Fällen 
gleichbedeutend sein; die Bezeichnung (1) dient zur Darstellung eines Aus
druckes, welcher nicht von der Form der zwischen z, Xl' X 2 , ••• bestehenden 
Relationen abhängt; das Umgekehrte ist der Fall bei der Bezeichnung (2).1) 

TI. Die Bezeichnungen 

lJ (f" ... , fn) d (f" ..• , fn) 
lJ (x" ... , Xn)' d (:1"" .•. , Xn) 

stellen resp. die Functionaldeterminanten 

. .. , 

. .. , 
dar. 

df, 
dx,' 

dft 

dx,,' 

D (" ... , (" 
Xl' ... , XII 

... , 

. .. , 

dfn 
dx, 

afn 
dXn 

1) J aco bi hat die Bezeichnung il eingeführt im § 1 der Dilucidationes 
(Ges. Werke, IV. S. 152): .Differentiationem vulgarern symbolo indicavi d, dum 
differentiationi partiali symbolo il adhibui. Si certa.e variabilium independentiurn 
functiones ipsae pro variabilibus independentibus sumuntur earurnque respectu 
differentiationes partiales instituuntur, haec nova differentialia uncis inclusi, ut 
a differentialibus partialibus variabilium independentiurn propositarum respectu 
sumtis distinguerentur." Diese .differentialia uncis inclusa" gerade sind es, die 
wir durch das Symbol lJ bezeichnen. Was die Unterscheidung der partiellen 
Differentiale von den gewöhnlichen Differentialen anlangt, so ist dieselbe nicht 
berechtigt; die einen wie die andern sind ihrer Definition nach gleich den 
Ableitungen der betrachteten Functionen nach den unabhängigen Variablen, 
multiplicirt respective mit willkürlichen Grössen, welche die beliebigen, reellen 
oder imaginären Zuwächse dieser unabhängigen Variablen darstellen. 

Gent, den 10. October 1891. 

P. Mansion. 
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Zusätze und Verbesserungen. 

Zu S. 24. Anm. Der Satz 2 der Mayer'schen Note In den Gött. Nachr., 
1872, No. 21 liefert das Mittel, aus einer gegebenen vollständigen 
Lösung nicht nur jede andere vollständige Lösung der gegebenen 
partiellen Differentialgleichung, sondern überhaupt jede andere 
Lösung abzuleiten, mit Ausnahme allein der singulären Lösung. 

Zu S. 49. Anm. Jacobi hat bereits in den Dilucidationes die all· 
gemeine Grenzbedingung (14) behandelt. 

Zu S. 212-213, No. 97. In dieser No. ist nur bewiesen, dass die Glei. 
chungen (11) nicht mehr Xl enthalten, nachdem sie nach dCll 
dc2, ., ., dCII aufgelöst sind. 



Einlei tung'. 

Entstehung der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 

§. 1. Definition der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Verfahren, urn die abhängige Veränderliche aus t'lmen herauszu
schaffen. Geometrische Deutung von Lie. 

1. Definition nach Lagrange. - Eine partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung 

fez, xl> xz, ... , x,/) Pl' P2' •.. , p,,) = 0 (1) 

ist eine Beziehung zwischen einer abhängigen Veränderlichen z, nunab· 
hängigen Veränderlichen Xl' X2' .... Xli und den ersten Ableitungen 

von z nach Xl' X 2, ... , XII' Sie heisst linear, wenn P1' P2' ... , PlI darin 
nur im ersten Grade vorkommen. 

Die Gleichung (1 )integriren, heisst sämmtliche Relationen zwischen 
z, Xl' X 2 , ... , X" von solcher Beschaffenheit finden, dass die Werthe von 
Z, PI' P2' ... , Pli' welche aus ihnen abgeleitet werden können, die Gleichung 
(1) zu einer identischen machen. 

Mehrere Gleichungen von derselben Porm wie die Gleichung (1) bilden 
ein simultanes System von partiellen Differentialgleichungen der ersten 
Ordnung, mag nun in ihnen nur eine einzige unbekannte Punction z mit 
ihren Ableitungen vorkommen oder mögen deren mehrere vorhanden sein. 
Da sich die Mathematiker beinahe ausschliesslich mit dem ersten dieser 

J\I ansio n, Part,. Differentialgleichuugen. 1 



2 Entstehung der part. Differentialgleichungen. [Nr. 1-2] 

beiden Fälle beschll.ftigt haben l ), so werden wir uns hier, abgesehen von einem 
Paragraphen, der gewissen simultanen Gleichungen gewidmet ist (§ 7), auch 
nur auf die Untersuchung derjenigen simultanen Differentialgleichungen 
beschränken, welche nur eine abhängige Veränderliche enthalten. 

Ein System von simultanen der Gleichung (1) analogen Gleichungen 
integriren heisst ebenfalls alle Relationen zwischen z, Xl' X2, ••• , X n von 
solcher Beschaffenheit finden, dass die Werthe von z, Pl' P2' ... , Pn' welche 
daraus abgeleitet werden können, diese Gleichungen zu identischen machen. 

2. Erste TransformatioDsmethode. - Es. ist häufig vOl'theilhaft, 
mag es sich um eine einzige Gleichung oder um ein System von solchen 
handeln, die gegebenen Relationen in andere zu transformiren, welche eine 
unabhängige Veränderliche mehr enthalten, in denen aber die neue abhängige 
Verll.nderliche nur vermöge ihrer partiellen Ableitungen vorkommt. Um 
dies zu erreichen, hat Ja c 0 b i zwei Transformationsmethoden angegeben, 
die wir jetzt vorführen wollen, wobei wir uns jedoch auf den Fall einer 
einzigen Gleichung beschrll.nken. 2) 

Es sei 

o . (1) 

eine partielle Differentialgleichung und 

1) In Bezug auf diesen Gegenstand erwähnen wir jedoch zweier wichtiger 
Abhandlungen von Hamburger (Crelle's Journal 1882, Bd. 93, S. 188-215, 
Bd. 100, S. 390-404) und einer Note von König (Mathem. AnnaJen, 1884, Bd. 23, 
S. 520-528). Jordan (Cours d'analyse Bd. 3, S. 297-300, Nr. 232-234) giebt 
an, wie man allgemein irgend ein System partieller Differentialgleichungen auf 
ein solches erster Ordnung, welches nur eine abhängige Veränderliche enthält, 
zurückführen kann. 

') Die erste Methode findet sich in der Abhandlung von J aco bi: Dilucida
tiones ete. (Crelle's J., Bd. 23, S. 18-20), die andere in seiner Nova Met"Mdus, 
~ I, und in seinen "Vorlesungen über Dynamik", Vorlesung 31, S. 237. Diese zweite 
Methode ist weit weniger elegant wie die erste, doch ist sie nicht illusorisch, 
wie B 0 0 I e, On the differential equations of dynamics (Philosophical Transactions 
1863, S.485-501) S.489, Bertrand in seinen Vorlesungen am College de France 
in den Jahren 1852, 1855, 1868 (Graindorge, Memoi1'e eie. S. 16 Anm.) und nach 
ihm Imschenetsky S. 43, Graindorge S. 16 und Mayer (Mathematische 
Annalen, Bd. 3, S. 437) behauptet haben. Diese Geometer haben J aco bi einen 
Irrthum zugeschrieben, den er nicht begangen hat, nämlich den, dass er hätte zwei 
Grössen y und t zwischen zwei Gleichungen eliminiren wollen. "J a co b i war doch 
nicht so kurzsichtig", sagte Clebsch zu uns in Bezug auf diesen angeblichen 
Irrthum des grossenGeometers. Mayer (Mathem. Annal. 1875, Bd. 9, S. 366-369) 
hat später die Richtigkeit der zweiten J aco bi'schen Methode anerkannt und die
selbe dargelegt, indem er im Grunde ebenso wie wir aus einem Gedanken Nutzen 
zog, der ihm von Lie mitgetheilt worden war. Mayer (a. a. O. S. 368-369) 
verdankt man die wichtige Bemerkung, dass diese zweite Methode nicht wie die 
erste gewisse singuläre Lösungen der ursprünglichen Gleichung ausfallen lässt 
(vgL die Bemerkung a.m Schlusse von Nr. 2). 



Erste Transformationsmethode. 3 

(2) 

ein Integral dieser Gleichung. Dann hat man: 

8F 8F 8F 
8xt 8x2 ...... ,p,,=- 8x" 

Pl F,P2 -F' 7Jj" 
8z 8z 8z 

Setzt man diese Werthe m die Gleichung (1) ein, so kommt: 

6F 6F, 

r( 8Xt 8xn) 0 
Z, Xl' .. , X", - 8F"'" - 8F = . 

6z Bz 

(3). 

Die Gleichung, welche man aus dieser erhält, wenn man überall Ö 
mit (l vertauscht, nämlich: 

(4) 

ist die transformirte Gleichung, die wir suchen. Es ist dies eine partielle 
Differentialgleichung zwischen einer abhängigen Veränderlichen F und den 
unabhängigen Veränderlichen z, Xv • • ., Xn, deren Integration unmittelbar 
diejenige der Gleichung (1) giebt, wie wir jetzt zeigen wollen. 

Es sei 
q;(F, Z, Xl' ... , xn) = 0 (5) 

irgend Clne Lösung der Gleichung (4). Man hat: 

J<p J<p ~ 
dIt' 6z dF 8xt dF 6xn (6) Ilz 8<p' dx, Tri' ilxn Tri' 

8F iff 6F 

und wenn man dies in (4) einsetzt: 

(. 
Bq! ßP.. ii<p 

xl> X2, ... , Xli' 
BXt Jx., . ... -.:;)~O (7), 

- .~rp' --- , 
8rp 

8z Jz 8z 

Diese Gleichung (7) enthält keine Ableitung in Bezug auf F. Ver
gleicht man sie mit der Gleichung 0), so sieht man unmittelbar, dass die 
Gleichung (5) eine Lösung von (1) ist, vorausgesetzt, dass man darin F 
als eine Constante betrachtet.1) 

') Wie man sillht, braucht man nicht vorauszusetzen, dass die Gleichung 
(5) nach F aufgelö~t sei, wie es Imschenetsky, S.44, und Graindorge, S.17, 
gethan haben, um den Satz dieser Nummer zu beweisen. 

1* 



4 Entstehung der part. Differentialgleichungen. [Nr. 3-4] 

Bemerkung. Die transformirte Gleichung (4) ist homogen in Bezug 
auf die Ableitungen von P. Wie man weiter unten sehen wird, lassen sich 
die Integrationsmethoden der partiellen Differentialgleichungen nicht immer 
direkt auf diese Art von Gleichungen anwenden. Dies ist zweifellos der 
Grund, der J aco bi veranlasste, eine andere Integrationsmethode anzuwenden. 
Da überdies, wie Mayer bemerkt hat, die erste 'l'ransfonnation nur Lösungen 
von der Form (5) giebt,' in denen eine willkürliche Constante P vorkommt, 
so kann sie nicht singuläre Lösungen (Nos. 6, 10, u. s. w.) olme willkür
liche Constante liefern, die sich nicht aus Integralen mit dergleichen Con
stanten herleiten lasse!l. Die zweite Methode bietet keinen von diesen 
Uebelständen dar. 

3. Zweite Transformationsmethode. \Vir setzen 

y = .zt 

und 11ehmclt z unavldiJl!/i!/ '/JOII (f,n, so dass 

ist. Aus (8) folgt: 
dy 
dt 

1 

dz 
'd( = 0 

= P1' .,., 
1 

= PI/ . 

~Iitt('ls dieser Werthe (10) geht die Weichung (1) über in: 

(cl 'I d.11 1 dy d,11 1 ) r . x '/: x 0 c/t' 1, .~" ... n' "aXt t' dx""t"'" i7.1·1/ 'T = 

(8) 

(9) 

(10). 

(11), 

welche y nicht mehr explicit enthü.lt, in der jedoch eine Veränderliche t 
mehr vorkommt. 

Es sei 
(12) 

irgend ein Integral dieser transformirten Gleichung (11). Im Allgemeinen 
genügt es, wie Bertrand bemerkt hat, nicht, in dieser Gleichung (12) 11 
durch zt zu ersetzen, um eine Lösung 

E'(zt, t, Xl' X~, ... , x) = 0 (13) 

der Gleichung (1) zu erhalten, aus welcher t VOll selbst herausfiele. In
dessen darf man daraus nicht schliessen, dass die zweite .T aco bi'sche Trans
formationsmethode im Allgemeinen illusorisch ist. 

Die Gleichung (13) ist ein Integral nicht von Gleichung (1), sondern 
von der Gleichung 

r(z + t~11, Xl' .... x,,, P1' .... Pl1) = 0 . (14), 

in welcher !Z' als eine Function von t, Xl' ... , xT/ betrachtet wird. Setzt 
man in dieser 1/ = ä und lasst z abhringig sein von t, so wird man zu 
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der transformirten Gleichung (11) geführt und umgekehrt kommt man von 
der Gleichung (11) wieder zu der Gleichung (14), wenn man bloss allein 
y = zt annimmt. Somit ist die Gleichung (13) eine Lösung der Gleichung 
(14), weil (12) eine Lösung von (11) ist. 

Um aber von der Gleichung (11) auf die Gleichung (1) zurückzukommen, 
genügt es nicht, nur y = zt zu setzen, man mnss auch auf die Gleichung 
(9), welche ausdrückt, dass z von t unabhängig ist, Rücksicht nehmen. 
)Iithin findet man ein Integral von (1) mit Hülfe von (13), wenn man t 
zwischen dieser Relation und der folgenden 

8F 8F -- z + -----
8y ot 
- ~_!::. -~. -

oy 

o (15), 

welehe der Gleichung (9) äquivalent ist und in welcher y durch zt ersetzt 
zu denken ist, eliminirt. Mit andern Worten, man findet ein Integral von 
(1), wenn man y und t zwischen den Gleichungen (8), (12), (15) eliminirt. 

Bemerkung. Ist die gegebene Gleichung homogen in Bezug auf 
die Grössen p, so kann man sie auf die Form bringen: 

rp (z, :rl · . .. XII . 
E,. P~-:,) = o. pn 

, . .. , 

Die transformirte Gleichung 

rp (~~, :r1 , Xn, Jb. p;~) - 0 . .. , 
pn 

, . .. , 

enthält nicht t explicit, was, wie wir weiter unten (Nr. 15) sehen werden, 
eine neue Vereinfachnng ist. 

4. Definition einer partiellen Differentialgleichung nach Lie 1). 

Betrachtet man eine Veränderliche x, welche von - 00 bis + 00 variirt, oder 
allgemeiner, welche alle denkbaren Werthe annimmt, so sagt man, sie könne 
unendlich viele (00 1) Werthe annehmen. Man kann ebenso sagen, dass das 
System der beiden Veränderlichen x, y 00 2 Werthe, ferner dass das System 
der l1rei Veränderlichen x, y, z 00 3 vVerthe annehmen könne u. s. w. All· 
gemein, -wenn man sagt, das System 

könne 00 "+1 Werthe annehmen, so bedeutet dies, dass jede der Veränder
lichf'n alle nur denkbaren Werthe annehmen kann. 

') 1,ie, Göttinger Nachrichten, 1872, Nr. 16, S. 321-326, Nr.25, S.473-489 
und S. 151 u. ff. der grossen Abhandlung: "Ueber Complexe, insbesondere Linien
und Kugelcomplexe, mit Anwendung auf die Theorie partieller Differential
gleichungen" (Mathematische Annalen Bd. 5, S.145-256). Es war Cauchy, der 
Aich zuerst mit Räumen von beliebig vielen Dimensionen beschäftigte (Compteli 
1'endus t. XXIV p. 885-887). 
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Wenn zwei Verä.nderliche x, y durch eine Gleichung 

fex, y) = 0 

verbunden sind, so kann x 00 1 Werthe annehmen und jedem Werthe der 
Veränderlichen x wird damach nur eine gewisse Anzahl von Werthen der 
Verä.nderlichen y entsprechen; in diesem Falle sagt man, dass das System 
(x, y) nur 00 1 Werthe habe und nicht 00 2, wie im vorigen Falle. Ebenso 
sagt man, n + 1 Veränderliche, welche unter einander durch 1, 2, .,., n 
Relationen verbunden sind, haben resp. oon, oon-l, ... , 00 1 Werthe. 

Betrachtet man x, '!J, z als die Co ordinaten eines Punktes im Raume, 
so kann das Ensemble der drei Co ordinaten x, y, z gleichfalls Punkt ge· 
nannt werden und man kann sagen, dass der Raum 00 3 Punkte, eine Fläche 
00 2 und eine Kurve nur 00 1 Punkte enthält. Im allgemeineren Sinne kann 

man Punkt das Ensemble von n + 1 Werthen (z, Xl' .•. , x n), welche seine 
COO'1'dinaten heissen, und Raum von n + 1 Dimensionen das Ensemble der 
Punkte nennen, welche allen überhaupt möglichen Werthen dieser Coordi
naten entsprechen. Betrachtet man unter den oon + 1 Punkten des Raumes 
von n + 1 Dimensionen diejenigen, deren Co ordinaten der Gleichung 

fez, xl! ... , x n) = 0 

genügen, so hat man eine Mannigfaltigkeit von n Dimensionen, welche 
oon Punkte enthält. Das Ensemble der Punkte, welche durch 2, 3, ... , n 
derartige Gleichungen dargestellt werden, bildet eine Mannigfaltigkeit von 
resp. n - 1, n - 2, ... , 1 Dimensionen. Die Punkte selbst können von 
der 0 teD Dimension genannt werden. 

Im Raume von 3 Dimensionen unterscheidet man unter den Flächen 
diejenige, deren Gleichung vom ersten Grade ist, oder die Ebene 

pX + qY - Z + P = O. 

Die Ebene ist bestimmt, wenn man ihre Richtungscoefficienten p, q, - 1 
und einen ihrer Punkte x, y, z kennt. Ihre Gleichung ist in diesem Falle: 

p(X - x) + q(Y - y) - (Z - z) = O. 

Ein Punkt und eine durch diesen Punkt hindurchgehende Ebene bilden 
ein Element des Raumes. Ein Element des Raumes ist somit durch fünf 
Grössen, welche seine Co ordinaten heissen, 

x, '!J, z, p, q 

bestinlmt und somit enthä.lt der Raum 00 5 Elemente. 
Unter den Elementen des Raumes sind die, deren Coordinaten der 

Gleichung 
fex, y, z, p, q) = 0 

genügen, in der Zahl 00 4, vorhanden und dieselben werden die Elemente 
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diesel' Gleichung oder die Elemente der durch diese Gleichung dargestellten 
Figur, wenn man so sagen darf, genannt. Durch jeden Punkt des Raumes 
gehen oe 2 Ebenen, von denen nur oe 1 zusammen mit diesem Punkte oe 1 

Elemente der Gleichung f bilden. Diese oe 1 Ebenen umhüllen einen ge
wissen Kegel, welcher de1;l gemeinsamen Punkt zur Spitze hat. In gewissem 
Sinne kann man daher sagen, dass die Gleichung f = 0 oe 3 Kegelflltchen 
in der Umgebung ihrer Spitzen darstellt, deren jede in diesen Punkten oe 1 

Tangentenebenen besitzt. 

Im Raume von n + 1 Dimensionen können wir Ebene die Mannig
faltigkeit von n Dimensionen nennen, deren Gleichung in Bezug auf die 
laufenden Coordinaten linear ist. Eine durch einen Punkt (z, Xl' .•• , x,,) 
gehende Ebene hat zur Gleichung 

und bildet zusammen mit dem Punkte selbst ein Element des Raumes, 
welches durch die 2 n + 1 Coordinaten 

bestimmt ist. Der Raum enthält oe 2,,+1 Elemente. Die durch die Gleichung 

'f(z, Xv ... , X'" Pv ... , p,,) = 0 

dargestellte Figur ist das Ensemble der oe 2" Elemente, welche dieser Gleichung 
genügen. Diese Elemente heissen die Elemente der Gleichung oder der 
entsprechenden Figur. 

6. Neue Auft'assung der Integration der partiellen Differential
gleichungen. - Eine partielle Differentialgleichung, mit drei Veränder
lichen z. B. 

fex, y, z, p, q) = 0 (16), 

integriren heisst nach Lie alle Figuren finden, welche 00 2 von den oe' durch 
diese Gleichung dargestellten Elementen enthalten und derart beschaffen sind, 
dass zwei unendlich nahe Elemente der Gleichung 

dz = pdx + qdy (17) 

genügen. Ebenso, eine Gleichung mit n + 1 Verltnderlichen 

fez, Xl' ••. , X'" Pv ... , p,,) = 0 (1) 

integriren heisst alle Figuren findfiln, welche oe" von den oe 2n durch diese 
Gleichung dargestellten Elementen enthalten und derart beschaffen sind, 
dass zwei benachbarte Elemente der Gleichung 

dz = Pldxl + ... + p"dz" (18) 
genügen. 
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Nimmt man in der Gleichung (16) x, y, z als konstant, Ji, q als vari
abel an, so genügen die so erhaltenen Elemente der Gleichung (17), da 
man hat: 

dx = 0, dy = 0, dz = 0; 

solcher Elemente aber giebt es nur einfach unendlich viele. Ebenso ge
nügen die durch die Gleichung (1) dargestellten Elemente, wenn man den 
Punkt als fest betrachtet, der Bedingung (18), aber solcher Elemente giebt 
es nur oon-1. Die entsprechenden Figuren sind daher keine Integrale. 

Die Gleichungen (5) und (6) von Nr. 2, welche oon+1 Elemente der 
durch Transformation von Gleichung (1) erhaltenen Gleichung (4) geben, 
geben nur noch oon, wenn man F constant annimmt. Ebenso stellen die 
Gleichung (12) von Nr, 3 und die aus ihr abzuleitenden Werthe von *, :~L, ... , d:: :xJ"+1 Elemente der Gleichung (11) dar und geben somit 

1 n 

ein Integral dieser Gleichung (11); nimmt man aber das Bestehen der Re-
lation (15) oder (9) an, so sind diese Elemente nur noch in der Zahl oo" 
vorhanden und geben ein Integral der Gleichung (1). 

§ 2. Entstehung det' Glricllllngen mit dt'ei Veriinde1·lt·clwn. Theorie 
von Lagmnge.1) 

6. Entstehung dieser Gleichungen auf drei verschiedene Arten. 
Es sei 

Z = F(x, y, a, b) . (1) 

eine Helation zwischen .c, !), ", in welcher zwei willkürliche Constanten 11, 11 
vorkommen. ~ran erhält daraus: 

}I = F'.r (x, y, a, b), f1 = }'I.'I (x, y, a, b) (2). 

Eliminirt man a und b zwischen diesen drei Gleichungen, so erhält man: 

fex, y, z, p, q) = 0 oder z = 'P(x, y, p, q) (3), 

welches partielle Differentialgleichungen erster Ordnung sind. 
Ersetzt man n und b durch geeignete Funktionen v0l!- x und y, so 

kann es vorkommen, dass die Gleichung (1) zu derselben Gleichung (3) 

') Die Unterscheidung der drei Arten von Integralen der partiellen Diffe
rentialgleichungen erster Ordnung rührt von Lagrange hel' (Abhandlungen der 
Berliner Akademie, 1772, Oeuvres, t. IU, NI'. 2, p. 572; 1774, Oeuvres, t. IV, Nr. 41, 
p. 65, Nr.47, p.74; Lerons ete., p. 367 u. ff.). Man vgl. auch Pfaff (Abhand!. 
der Berl. Akad., 1814-1815) an verschiedenen Stellen, und Jaco bi, Ueber die 
Pfaff'sche Methode etc. (Ore11e'8 J., Bd. 2, S. 348-349) und vor Allen "Vor
lesungen etc.", S. 471-509. Wir folgen hier hauptsächlich der Darstellung von 
Imschenetsky, Kap. I, S. 9-19; Graindorge I, S. 1-9 ist weniger voll-
stü.ndig. . 

Wir machen den Leser auf eine einfachere Darlegung dieser Theorie auf
merksam, die weiter unten gelegentlich der simultanen Gleichungen gegeben wird 
und die nicht bemerkt worden zu sein scheint. 
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führt. Es ist dazu nur nöthig, dass die neuen Wetthe von p und q 

F', + 8F da + 8F db 
p= .>. 8a dx 8b dx 

F 'y + 8F da + 8F db 
']= 

8a dy 8b dy 

sich auf die alten rpduciren, d. h. dass man hat: 

8F da + 8F db = 0 
8a dx 8b dx ' 

8F da 8F db 
Da -di; + 8b dy 

Aus diesen letzteren Gleichungen folgt: 

a, b 8F D----· - = 0 
x, y 8a ' 

D~. 8F = 0 
x, y 8b 

Relationen, denen man genügt: 1) indem man setzt: 

2) indem man setzt: 

8F 
Da 

8F 
0, -- = 0 

071 

D~ = 0 oder Ii = 1( (a) . 
x,y 

o 

9 

(4) 

(5), 

(6), 

(7), 

wo 1( eine beliebige J<lunktion bezeichnet. In diesem Falle reduciren sich 
die bei den Gleichungen (4) auf eine und dieselbe 

8F + 8F 8~ = 0 
Da ob (Ja 

(8). 

Die beiden Gleichungen (6) oder die Gleichungen (7) und (8) genügen zur 
Bestimmung der Funktionen a und b. 

Wir werden in der folgenden Nummer sehen, dass alle Lösungen der 
Gleichung (2) enthalten sind unter den Lösungen, welche gegeben werden 
entweder durch die Gleichung (1), das sogenannte vollständige Integral von 
(2.), oder durch die Gleichungen (1), (7), (8), in denen 1( willkürlich i~t 
und die zusammen das allgemeine Integral bilden, oder endlich durch die 
Gleichungen (1) und (6), welche die singuläre Lösung oder das singuliire 
Integral liefern. 

Geometrisch drückt die Gleichung (3) eine Eigenschaft der Tangenten
ebenen an die durch das vollständige Integral dargestellten Flächen oder 
der Enveloppen dieser, welche das allgemeine Integral giebt, oder endlich 
der Enveloppen von gewisser anderer Art, welche durch das singuläre Inte
gral dargestellt werden, aus. Die ersteren Enveloppen berühren die Flächen 
(1) je längs einer durch die Gleichungen (1), (7), (8) gegebenen Kurve, 
die letzteren in Punkten, welche durch (1) und (6) bestimmt werden. 
Darboux hat jedoch gezeigt, dass man häufig an Stelle von Enveloppen 
geometrische Örter von singulären Punkten findet (V gl. seine in dem Nach
trage am Ende dieses Kapitels citirte Abhandlung: Memoire sur les sol~dion8 
singulif:res ). 
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7. Sämmtliohe Integra.le der Gleiohung (3) werden duroh (1), 
(1) und (6) oder (1), (7) und (8) gegeben. - Es sei 

z = lP(x, y) (9) 

eine Relation, welche der Gleichung (3) genügt, d. h. von der Art ist, dass 

1jJ(x, y) = q;(:t., J/, !:' ::) (10) 

eine Ident.ität ist. Wir setzen 

(11) 

und leiten daraus die Werthe von a und b her, welche konstant sein werden 
oder nicht. Für diese Werthe von a und b hat man, da F eine Lösung 
von (3) ist, identisch: 

F(x, y, a, b) = q;( x, y, !!' ::) (12), 

oder wegen der Relationen (10) und (11) 

F(x, y, a, b) = lP(x, y) (13). 

Mithin wird die Gleichung (9) identisch mit der Gleichung (1), wenn 
a und b die aus den Gleichungen (11) abgeleiteten Werthe haben. Ferner 
genügen diese Werthe von a und b, falls sie nicht konstant sind, den 
Gleichungen (4). Man hat nämlich für diese Werthe von a und b: 

= JF + JF da + JF db = J1/I 
P iJx iJa dx iJb dx iJx 

iJF iJF da iJF db iJ1/I 
q = Jy + lJa dy + IJb dy = iJy' 

und hieraus mittels der Gleichungen (11): 

liF da + iJF db = 0 
iJa dx iJb dx 

IJF da + IJIP db = 0 
iJa dy IJb dy . 

Dies sind genau die Relationen (4). Somit ist die Gleichung (9) in einem 
der drei Integrale, von denen in der vorigen Nummer die Rede war, ein
begriffen. 

Man wird bemerken, dass zwei der Gleichungen (11) und (13) die 
dritte zur Folge haben, so dass man a und b mittels irgend zweier von 
diesen drei Relationen bestimmen kann.1) 

]) Man würde in dieser Weise verfahren müssen, wenn a oder b in F linear 
vorkäme und aus den Gleichungen (11) verschwände. In diesem Falle aber kann 
man offenbar in jeder Lösung, und somit auch in (9), z durch z-a oder durch z-b 
ersetzen; ferner enthält die gegebene Gleichung z nicht explicit (vgl.Nr. 15). 
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8. Ausdehnung der vorhergehenden Theorie auf den Fall 
einer implioiten Relation zwisohen x, '/I, z. - Die Gleichung 

F(x, ,!/, z, a, b) = 0 . 
giebt durch Differentiati'on: 

8F + 8F _ 0 8F + 8F = 0 
8x 8~ P - '8y 8z q 

(I') 

(2') 

und, indem man a und b zwischen diesen letzten Gleichungen eliminirl: 

f( ) 0 (3'), x, y, 10, p, q = 
falls a und b Constanten oder Functionen von x und '!J von solcher Be
schaffenheit sind, dass 

(~F da + 8F db) : 8l!' = 0 
8a dx 8b dx 8z ' 

( 8F da + 8F db) : 8F = 0 
8a dy 8b dy 8z 

ist. Aus diesen letzteren folgt wie oben: 

8F 8F 

n!!2!!. X 
- 8", 

0, n!!2!!. X 
- 8b 

x,'!} ---;jJj' = x,y ~= 
8z 6z 

und diesen Relationen genügt man: 1) indem man setzt: 

d. h. 

oder 2) durch 

81/ 8F 
- 6a - 6b 
- 6F - 0, -"""8F = 0, 

8z 

dz 
da 

8z 

dz 
0, db = 0 

n~ = 0 d h (b) 0 . • :n: a, = . x,y 

0 (5') 

(6'), 

(7'), 

wo :n: eine beliebige Funktion bedeutet. In diesem letzteren Falle gehen 
die Gleichungen (5') wegen der aus (7') sich ergebenden Relationen 

8: 8,,; db da db da 
6a : 6b = - dx : dx = -- dy : dy 

über in 
8,,; 

81P 6F X 6a 
6a ab 8,,; 

6b 
0, 8l!' 

CJz 
'was man auch schreiben kann: 

dz+dzdb 
da dbda=O. (8'), 
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Die beiden Gleichungen (6 ') oder die Gleichungen (7') und (8') genügen 
zur Bestimmung der Funktionen (t und b. 

,Jede Relation 
1p (x, y, z) o (9'), 

welche der Gleichung (3') genügt, d. h. so beschaffen ist, dass die aus ihr 
abgeleiteten 'Verthe Zl,Pl, ql von 

identisch 

dz dz 
z, dx' dy 

(10') 

ergeben, gehört zu einer der drei oben angegebeneiI Klassen von Lösungen. 
In der That, bestimmen wir a und b durch die Relationen 

(11 '), 

wo 11 und rz die aus (2') abgeleiteten Werthe sind, vergleichen wir sodann 
die Gleichung (10 ') mit 

f(·T, y, Z,1I, q) = 0 

und berücksichtigen (11 '), so kommt: 

(3') 

)Ian beweist sodann wie oben, dass die Werthe von a und b, welche durch 
die Gleichungen (11 ') bestimmt werden, den Gleichungen (41) genügen, wo
durch der Beweis des Satzes vollendet ist. l ) 

B eIller kung. Das allgemeine Integral, welches durch die Gleichungen 
(1'), (7 '), (8 ') gegeben ist, enthält im Allgenieinen nicht die durch (1'), (6') 
gegebene singuläre Lösung. Denn die Gleichungen (7 ') und (8 ') geben in 
den meisten Fällen 

dz dz 
da db 
(jn: 1;' 
(ja ~b 

welche Gleichung nicht die Gleichungen (6') zur Folge hat. 

Das vollständige Integral kann aus dem allgemeinen Integral abgeleitet 

1) Die Darlegungen dieser Nummer würden überflüssig gewesen sein, wenn 
nicht Imschenetsky § 6, S. 18~19 und Graindorge Nr. 10, S. 7-9 den Nenner 

~f weggelassen hätten. Aus der Theorie der singulären Lösungen der gewöhn

ljehen Differentialgleichungen ist bekannt, dass man es sorgfältig vermeiden muss, 
die Nenner dieser Art wegzulassen, da sehr häufig nur sie allein zu der ge
suchten Lösung führen, welche Form man auch der Function F geben mag, so-

bald die Unendlichkeitsstellen von ~F im Endlichen liegen. 
vZ 
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werden, indem man in 1r zwei willkürliche Constanten aufnimmt. Es ist 
ferner klar, dass man unendlich viele vollständige Integrale finden kann. i ) 

9. Beispiele. 2). I. Die Gleichung 

giebt: 

Die singuläre Lösung 

dz 1 clä -

z = a + vx + vmy 

p = V, fJ. = lnn 

q = 1njJ. 

existirt nicht, da die 

0, 
dz + - db = x 

Gleichungen 

my - 0, 

(6) sind: 

deren erste absurd ist. Das allgemeine Integral wird gegeben durch Eli
mination von a und v zwischen den Gleichungen: 

und dies führt zu 

Z = (J, + b (x + my) 

v = 1r(a) 

o = 1 + 1C'(a) (x + my), 

z = X(x + trlY), 

wo X eine beliebige Funktion bezeichnet. 
11. Es sei 

z = a + bx + y ((a, b). 
Dann hat man: 

p = b, IJ = ((a, 11). 

Hieraus ergiebt sich die Gleichung: 

q = ((z - px - 'ly, p). 

111. Verallgemeinerte Clairaut'sche Gleichung. Wir nennen 
so die Gleichung, die man aus 

z = ax + vy + ((a, b) 

1) Lagrange (Abh. d. Ber!. Akad. 1774, Oeuvres t.IY., p.80). Die voll
ständige Theorie der Relationen, welche zwischen den vollständigen Integralen 
bestehen, ist von J ac 0 b i " Vorlesungen etc." S. 471-509 und an verschiedenen 
Stellen seiner Abhandlungen und von Mayer, Math. Annal. Bd. 3, S. 449-452 
und Göttinger Nachrichten 1872, Nr. 21, S. 405-420 kurz dargelegt worden; 
aber dieser schwierige Gegenstand kann nur mit Hülfe der allgemeinen Theorie 
der Transformationen von Lie dargelegt werden (vgl. Gött. Nachrichten 1872, 
S. 484). Aus diesem Grunde begnügen wir uns, den absolut nothwendigen Theil 
der Untersuchungen dieser Geometer auseinanderzusetzen. 

') Lagrange, (Abh. d. Berl. Akad. 1774, Oeuvres t. IV., Nr.39, p. 63-64; 
Nr. 49, "p. 75 u. ff.) 
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erhlUt, wenn man a und b mittels der folgenden durch Differentiation er
haltenen Relationen 

p=a, q=b 

eliminirt. Die partielle Differentialgleichung ist daher: 

z = px + qy + {(p, q). 

Das allgemeine Integral dieser wird gegeben durch die Gleichungen: 

z = ax + by + (Ca, b), 

b = :Ir(a), 

o = x + :Jr'(a)y + :~ + :~ :Ir' (a), 

Dasselbe stellt eine abwickelbare Fläche dar, die Enveloppe der Ebene, deren 
Gleichung das vollständige Integral ist. 

Die singuläre Lösung 

z = ax + by + (Ca, b), 

x + :~ = 0, y + ~~ = 0 

stellt eine Fläche dar, welche jede dieser Ebenen in einem Punkte oder 
jede abwickelbare Fläche längs einer Kurve berührt (vgl. Nr. 21). 

IV. Als Beispiel der verallgemeinerten Cl ai rau t'schen Gleichung sei 
die folgende Aufgabe zu lösen: Die Flächen zu finden, deren Tan
gentialebene eine konstante Entfernung h vom Co ordinaten
anfangspunkte . hat. 

Die Gleichung, auf welche die Aufgabe führt, ist: 

z = px + qy + h v' 1 + p2 + q2. 

Das vollständige Integral ist die Gleichung einer beliebigen Ebene, 
welche in einem Abstande h vom Anfangspunkte gelegen ist, (\lso: 

z = ax + by + h v' 1 + a2 + b2• 

Die singuläre Lösung ist die Gleichung der Kugelfläche 

x2 + y2 + Z2 = h2, 

welche alle diese Ebenen berührt. 
Das allgemeine Integral stllllt irgend eine dieser Kugel umschriebene 

abwickelbare Fläche dar. Setzt man z. B. 

am + bn = 1, 

so findet man einen Umdrehungscylinder; denn diese Relation ist im gegen
wärtigen Falle wegen p = a, q = b (vgl. Nr. 20) äquivalent mit 

mp + nq = 1. 
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Setzt man 

so findet man einen Kegel, der ebenfalls eine Umdrehungsfläche ist, da er 
der Kugel umschrieben ist. Man hat nämlich in diesem Falle: 

z = ax + b.y + (l..: - ma - nb) 
und 

z - k = p(x - m) + q(y -11,), 

welche einem Kegel angehören, der den Punkt (m, n, k) zur Spitze hat 
(vgl. Nr. 20). 

Man kann gelegentlich dieses Beispiels mit Lagrange bemerken, 
dass es unmöglich ist, n derart zu bestimmen, dass das allgemeine Integral 

z = ax + !ln(a) + 1"v1+a2 + n 2 (a) 

o = :,. + 1/1t'(a) + h a + n(a) n'(a) 
. , VI + a2 + n 2 (a) 

die Kugel repräsentirt. Denn man kann nicht zwischen den soeben hin
geschriebenen zwei Gleichungen und derjenigen der Kugel x, y, e eliminiren. 
Übrigens repräsentiren diese beiden Gleichungen eine abwickelbare Fläche 
und es ist bekannt, dass die Kugel, ebenso wie alle Flächen zweiten Grades 
mit einem Mittelpunkt, analytisch gesprochen, eine windschiefe FI!l.che 
(surface gauche) ist; jede Erzeugende ist imaginär bis auf einen Punkt. 

§ 3. Entstehung der Gleichungen mit einer beliebigen Anzahl 1)On Vet·
änderlichen. Lagrange'sche Theorie l ). 

10. Entstehung dieser Gleichungen auf drei verschiedene 
Arten. - Es bestehe die Relation: 

z = F(x l , X 2, ... , ;(;11' al , a;:?, ... , an) (1 ). 

Aus derselben folgt: 
iJ}j' iJ.F iJ}j' 

(2). Pl = iJx' P2 -
iJx2 ' 

... , Pn = iJXn 
1 

Eliminirt man av ... , an zwischen den Gleichungen (1) und (2), so findet 
man eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung 

fez, Xl' ... , X m Pl' ... , Pn) = 0 
oder 

(3). 

1) Wir beschränken das auf die Gleichungen mit n unabhängigen Veränder
lichen Bezügliche auf das ausolut Nothwendige, da die Prinzipien im vorigen 
Paragraph hinreichend dargelegt sind. 
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Man findet dieselbe Gleichung, wenn man annimmt, dass al , ... , all 

Funktionen von Xl' ...• X n von solcher Beschafi"enheit seien, dass man hat: 

~~' ~~ + + 01<' dan 
aa, dx, oa" dx, = ° . ( 41) 

Aus diesen Helationen erhält man, wenn man 

setzt: 
o I<' L1 -- = O. 
oa, ' 

01<' J --,;-- = 0, ... , 
ua" 

o. 

oF L1-- - = 0 . 
CJan 

( 5). 

.Man genügt diesen Gleichungen auf verschiedene Arten: 1) indem 
man setzt: 

0]<' 
-=0 aa, ' 

CiF Ci~ = ° --;,- = 0, ... , " 
ua" ulln 

(6), 

welche GleichnngPll zur Bestimmung der Funktionen a ausreichen; -2) indem 
man setzt: 

1) (I" ••• , ll/l = 0 
:J'u •• " Xu 

(7). 

Diese Gleichung (7) ist jedesmal erfüllt, wenn die Punktionen al , (/2' •.. , an 
nicht unabhängig von einander sind. Es sei n = m + 1.; und es werde 
der Einfachheit wegen 01, O~, ... , om für a"+l, a"+2' ... , a" geschrieben. 
Um der Gleichung (7) zu genügen, schreiben wir: 

:7T1 (a1 • a2 , .•• , a,,) 

:7T2 (a1 , (/2' .•. , a,,) 

Man hat somit für irgend eine der Grössen u: 
db 
dx 

Damm folgt, dass jede der Gleichungen (4) die Form annimmt: 

( CiP + 
CJa, 

+. 

+ _oP CJn",) da, 
ob/ll CJa, dx 

(7 ",'). 

(7"). 

° ( 4'). 



Verschiedene Arten von Integralen. 17 

Multipliciren wir die Gleichungen (41 '), (42'), (43'), ••• , (4 k') resp. mit 
dx1 , dx2 , dxs, .' ., dXk und addiren die Resulta.te, so kommt: 

( BF 
Ba! 

+ 
+ + + .... + - ~ dak = O. ( BE' BI!' B%! BE' Bn ) 

Bak Bb! Bak Bb11l Bak 

Die Funktionen ~, a2, ••• , an sind von einander unabhängig und somit 
sind ihre Differentiale willkürlich; man erhält demnach aus der vorstehenden 
Gleichung die k Relationen: 

BF + BF B7I:! + .... + BF B%m = 0 oder ddZ 
Ba! Bb1 Bai obm Ba! a! 

o 

Die Relationen (7) und (8) genügen zur Bestimmung der Funktionen 
a und b. Die bemerkenswerthesten Fälle sind diejenigen, wo m, = 1 und 
wo 'm = n - 1 ist. Ist m = 1, so ist k = n - 1 und die Gleichungen 
(7') und (8) werderi: 

01<' _.+ 
Ba! 

(7"'), 

01" 0% = 0, ... , oE' + BF B% = 0 
~ ~ ~- ~~-

(8') 

Ist dagegen m = n - 1, so ist k = 1 und die Gleichungen (7') 
und (8) werden: 

a1 = 1f1 (a,.) , a2 = 1f2 (an), ... , an- 1 = 1fn- 1 (an), 

Die Lösung (1) der Gleichung (3) ist das vollständige Integral,. die 
durch die Relationen (1) und (6) gegebene Lösung ist die singuläre Lösung; 
die durch die Relationen (1), (7"'), (S') gegebene Lösung ist das allgemeine 
Integral; die andern Lösungen, welche durch (1), (7'), (8) gegeben sind, 
haben keinen besonderen Namen erhalten. Sie stehen in der Mitte zwischen 
der singulären Lösung und dem allgemeinen Integral; man könnte sie kalb
singuläre Integrale nennen. 

Die Auseinandersetzung des Vorhergehenden macht ebenfalls keine 
weiteren Schwierigkeiten, wenn die Relation (1) zwischen z, den x und 
den a in impliciter Form gegeben ist. 

M ans ion, Part. Differentialgleichungen. 2 
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11. Jedes Integral der Gleichung (3) ist in den vorhergehen
den enthalten. - Es sei 

Z = 'IJ1 (xil x 2' ••. , x n) (9) 

eine Lösung von (3), d. h. wir nehmen an, dass 

'IJ1(xl , ... , x n) = ({J (Xl' . .. , X n, 
6tfJ :'C~ ) (10) 
6x1 

, . .. , 

sei. Wir setzen: 
6F 61/1 6F 61/1 61/ 61/1 

(11) 
6x, 6x, 

, 
6x. 6x. ' 

. .. , 
6xn 6xn 

und leiten daraus die Werthe von al , a2 , •.• \ a" her. Für diese W erthe 
hat man identisch, da F eine Lösung von (3) ist: 

::J. 
61/1 
6x, 

6F + 6F da, + ... + 6F dan 61/1 
Pli = 6xll 6a, dxn 6an dXn = 6xn' 

(12) 

woraus sich mit Hülfe der Gleichungen (11) F = 'IjJ und die Gleichungen 
(4) ergeben. 

Die Lösung z = 'IJ1 ist somit unter denen enthalten, welche in voriger 
Nummer angegeben wurden. Man kann die Grössen a auch aus der Gleichung 
(12) und aus n-1 von den Gleichungen (11) herleiten. 

Wäre die Lösung (9) in der Form einer impliciten Relation zwischen 
z und den X gegeben, so könnte man den vorstehenden Beweis ebenfalls 
leicht führen. 

Es ergiebt sich übrigens aus allem, was wir soeben bewiesen haben, 
dass man nur die vollständige Lösung einer partiellen Differen
tialgleichung zu haben braucht, um alle Lösungen zu kennen. 
So können z. B. alle Lösungen der verallgemeinerten Cl air a u t'schen 
Gleichung (vgl. Nr. 28) 

z = PI Xl + P2 x 2 + ... + Pn X" + ((PI' P2' ... , P .. ) 

aus dem vollständigen Integrale 

z = al Xl + a2 X t + ... + an X" + ((al' a2 , ••• , an) 
abgeleitet werden. 

12. Entstehung der simultanen partiellen Differentialglei
chungen. l ) - Wir betrachten die Relation: 

') Der Leser wird bemerken, dass diese Nr. 12 in ausserordentlich konden
sirter Form alle vorherigen auf die Entstehung der partiellen Differential
gleichungen bezüglichen Resultate enthält. 
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;: = F(x!> $2' .•. , X m au a2 , ••• , am), m<n (1'). 
Aus derselben folgt: 

oF oF (2') . PI iJx1 
, ... , Pn= 

iJXn 

Eliminirt man a l , a2 , ••• , am zwischen diesen n + 1 Gleichungen, 
so findet man das folgende System von k = n + 1 - m simultanen par
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung: 

f1 = 0, f2 = 0, ... , fk = 0 (3'), 

wo jede der Funktionen f von der Gesammtheit oder einem Theile der 
Grössen z, Xl' ... , X m PI' ... , Pn abhängt. 

Man findet dieselben Gleichungen (3'), wenn man annimmt, dass 
a1 , a2 , ., ., a", Funktionen der Veränderlichen von solcher Beschaffenheit 
sind, dass 

liF iJF 
-- dal + . .. + -,,- da", = 0 
lia, oa", 

(4') 

ist; denn in diesem Falle hat man: 

liF liF 
dz = -,,- dXt + .... + -- dx"" 

aX, ox", 

welche Relation den Gleichungen (2') äquivalent ist. Die Gleichung (4') 
selbst ist äquivalent den n Gleichungen 

iJF dam _ 0 
iJa", dx - . 

Um der Gleichung (4 ') zu genügen, kann man an erster Stelle setzen: 

da l = 0, ... , da", = 0 

und dies führt zum vollständigen Integral (1'). 

An zweiter Stelle kann man die Gleichungen annehmen: 

liF liF 
-,,- = 0, ... , = 0, 
oa, iJa,n 

und dies führt zu der singulären Lösung. 
An dritter Stelle kann man annehmen: 

und dies giebt: 

iJF + iJa, 
oder: 

Um-l 

und dies giebt: 

iJF 
iJa", 

iJn 
0, 

iJF 
0(1, 

.. . , iJam_ t 

... , 

+ iJF 
iJa", 

iJn 
lia",_, 

o· , 

2* 
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und in analoger Weise weiter. 

Schliesslich kann man auch Annahmen machen, die zwischen den vor
hergehenden liegen, z. B. setzen: 

lJF 
dal = 0, -~

ua. 

In allen Fällen wird man zu einer Anzahl von Gleichungen geführt, die 
ausreicht, um alle Grössen a zu bestimmen. 

Jede Lösung 

ist unter den vorhergehenden enthalten. Die Werthe von z und der aus 
dem Werthe von z abgeleiteten Grössen p genügen den Gleichungen (3') 
und somit den äquivalenten Gleichungen (1'), (2'). Man hat somit: 

Aus der ersten von diesen Gleichungen erhalten wir 
die folgende: 

lJ1/I +. .. + lJ1/I 
dXn = lJF 

dXI + -lJ- dX1 
Xl lJXlI lJxl 

lJF + lJal 
dal + 

(10') 

(11'). 

durch Differentiation 

+ lJF 
-lJ- dXn Xn 

(13') 
lJF + lJam dam. 

Die Werthe der Grössen a, welche man aus m von den Gleichungen 
(10') und (11') herleiten kann, genügen auch den übrigen Gleichungen (10') 
und (11 ') und somit der Gleichung (13'). Nun reducirt sich diese wegen 
der Relationen (11') auf 

(4'), 

mithin ist schliesslich die Lösung z = 1jJ unter denen enthalten, zu welchen 
diese Relation (4') führt. 

Bemerkung. Zwischen den Funktionen f des simultanen Systems 
(3') bestehen identische Relationen, wie man bei Gelegenheit der J aco bi'schen 
Methode sehen wird. 
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§ 4. Entstehung der GZeichungen mit einer beliebigen Anzahl von Ver
änderlichen. Theorie von Lie. 

13. Entstehung einer partiellen Difl'erentialgleiohung mit Hülfe 
mehrerer primitiven Gleiohungen1). - 1. Wir betrachten eine Mannig. 
faltigkeit von n - m + 1 Dimensionen, die durch m Gleichungen definirt 
wird, welche ausser den Veränderlichen n willkürliche Constanten enthalten: 

F l (z, Xl' ••• , X n, a1 , • • ., an) = 0 (11)' 

Fm (z, Xl' ••. , X m al , ••• , an) = 0 (1 m). 

Wir suchen die Gesammtheit der Elemente, welche durch die Punkte dieser 
Mannigfaltigkeit hindurchgehen und so beschaffen sind, dass 

dz = PI dXl + . . . + Pndxn • (2) 

ist. Zu dem Zwecke betrachten wir die Mannigfaltigkeit von n Dimen· 
sionen, deren Gleichung ist: 

F = .A.1 F l + ... + .A.m- l F m- l + Fm = O. . • (3), 

wo .A.l , ~, ... , .A.m- 1 willkürliche Constanten sind. Alle Punkte der Mannig. 
faltigkeit (1) gehören zu der Mannigfaltigkeit (3). Wir suchen in diesen 
Punkten von (3) die Elemente, welche der Bedingung (2) genügen. Dazu 
müssen wir die Gleichungen hinschreiben: 

8F 8F 8F 8F 
-~- + PI -.,- = 0, ... , -.,- + Pn-.,- = 0 . (4). 
"Xl uZ uXn "Z 

Eliminirt man au ... , am .A.l! .•. , .A.m- 1 zwischen den Gleichungen (1) und 
(4), so findet man eine partielle Differentialgleichung 

fez, Xli ••. , X m Pli ... , Pn) = 0 . (5), 

deren sämmtliche Elemente der Bedingung (2) genügen und ihre Punkte 
in der Mannigfaltigkeit (1) haben. 

Umgekehrt stellt die Gleichung (5) alle Elemente dar, welche durch 
die Gleichungen (1) und (2) definirt werden. Man erhält nämlich aus der 
GleichUng (1), wenn man den Werth (2) von dz benutzt: 

(~!: + PI 8!1) dXI + ... + (::~ + Pn 8!1) dXn = 0 (61) 

8Fm) d + ... + (8Fm + P 8Fm) d 0 + PI 8z Xl 8Xn n 8z X n = 

1) Sophus Lie: Zur Theorie partieller Differentialgleichungen erster Ord· 
:rmng, insbesondere über eine Klassifikation derselben (Göttinger Nachrichten 
1872, S. 473-489, Nr. 25) S. 480-482. 
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Man ersieht hieraus, dass nur n - m von den Differentialen dx l , ..• , dXn 

willkürlich sind für die durch die Gleichungen (1) und (2) dargestellten 
Elemente. Um m Differentiale aus den Gleichungen (6) zu eliminiren, 
multipliziren wir diese Gleichungen respective mit Al' ~, ... , Am_I und 
1 und addiren sie dann; darauf setzen wir die Coefficienten der m Diffe
rentiale, welche eliminirt werden sollen, und sodann, weil die übrigbleiben
den Differentiale von einander unabhängig sind, die Coefficienten dieser 
letzteren gleich Null. Diese Rechnungen führen uns zu den Gleichungen (4). 
Dies sind die nothwendigen Bedingungen dafür, dass die Elemente, welche 
den Gleichungen (1) genügen, auch der Gleichung (2) Genüge leisten. 

Mithin stellen schliesslich die Gleichungen (1) und (4) die gesuchten 
Elemente dar und die Resultante (5) dieser Gleichungen ist die einzige 
Gleichung dieser 00 2 n Elemente. 

n. Wir denken uns die Gleichungen (1) aufgelöst nach m von den 
Constanten und nennen die n - m = k übrigbleibenden bl' b2 , ••• , bk • 

Wir nehmen ferner an, dass die neuen auf diese Weise erhaltenen Gleichungen 
die folgenden seien: 

(l'm). 

Schliesst man nun wie im vorhergehenden Falle, so wird man dahin 
geführt, die Grössen a, b und .Ä, zwischen diesen m Gleichungen (I') und 
den folgenden 

:: + PI 8:: = 0, . "J :x~ + Pn 88~ = 0 (4') 

zu eliminiren. Die Funktion H wird bestimmt durch die Gleichung: 

H=.Ä,I(Hl -al) + ~ (H2 - a2 ) + ... + Am- 1 (Hm- 1 - am-I)+(Hm -am) 

oder durch 
H = Al HI -+- ~ H2 + ... + Am- 1 Hm- 1 + H m + h, 

wenn gesetzt wird: 

o = Al al + ~ a2 + ... + Am- 1 am- 1 + am + h. 

Die Grössen al , ..• , am kommen in den Gleichungen (4') nicht vor; 
mithin kommt die Elimination der Grössen a, b, A zwischen den Gleichungen 
(I'), (4') zurück auf diejenige der Grössen b, A zwischen den Gleichungen (4'). 

Betrachtet man schliesslich die eine Beziehung 

H-h=O. (1") 

und sucht man die entsprechende partielle Differentialgleichung erster Ord
nung, so wird man ebenfalls die Constanten bund A zwischen den Gleichungen 
(4') zu eliminiren haben. 
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Folglich ist 
fee, xl, ... , Xn, Pu ... , Pn) = 0 . (5) 

die Gleichung der Elemente, welche durch die Gleichungen (1) und (2), 
oder (1') und (2), oder (1") und (2) dargestellt werden, und man braucht 
nur eine Lösung (1") dieser Gleichung (5) zu finden, um implicite auch 
die Lösung (1') oder (1) zu kennen. 

14. Klassifikation der partiellen Differentialgleichungen. -
Aus den vorstehenden Betrachtungen ergiebt sich die folgende Eintheilung 
der partiellen Differentialgleichungen in Klassen1). 

I. Die Gleichung (5) geht aus n + 1 der Gleichung (1) ana· 
logen Relationen hervor. In diesem Falle kann man die Constanten a 
zwischen diesen Gleichungen eliminiren und gelangt dadurch zu einer Relation 

fee, Xl' X 2 , ••• , X n) = 0 

welche die P nicht enthält. Diese Gleichung stellt in gewissem Sinne 00 2n 

Elemente dar, nämlich in jedem der oon Punkte dieser Mannigfaltigkeit von 
n Dimensionen die oon Elemente, welche man erhält, wenn man PI' "" Pn 
auf alle möglichen Weisen variiren lässt. Diese Elemente genügen der 
Gleichung (2), da die Grössen de, dxl , •.• , dXn sämmtlich null sind. 

TI. Die Gleichung (5) geht aus n der Gleichung (1) analogen 
Relationen hervor. In Nr. 23 werden wir sehen, dass man in diesem 
Falle zu einer linearen Gleichung gelangt. 

IU. Die Gleichung (5) geht aus n-1, n-2, ... , 2 der Glei
chung (1) analogen Relationen hervor. Man findet auf diese Weise n-2 
Klassen von, wenn man sie so nennen darf, halblinearen Gleichungen. Lie 
giebt an, dass es ihm gelungen sei, dieselben auf lineare Gleichungen zurück· 
zuführen, indessen war es uns nicht möglich, nach seinen Andeutungen den 
Beweis zu rekonstruiren2). Die Cauchy'sche Methode in der Form, wie 
wir sie auseinandersetzen, lässt sich direkt auf diesen Fall anwenden, wie 
im Falle der linearen Gleichungen (vgl. Nr. 109). 

IV. Die Gleichung (5) geht aus einer einzigen der Gleichung 
(1) analogen Relation hervor. Dies ist der gewöhnliche Fall der nicht 
linearen Gleichungen. 

Einfacher ausgedrückt, kann die Gleichung (5) hervorgehen aus einer 
Relation von der Form (1"), welche I. n Constanten, U. n-1 Constanten, 
IH. n-2, n-3, ... , 1 Constante linear oder endlich IV. gar keine Con
stante enthält. 

15. Überschüssige Constanten. 3) - Es kommt häufig vor, sagt 

1) Li e, Zur Theorie etc. (Nachrichten S. 485). 
2) Lie, Zur Theorie etc. (Nachrichten, S. 486-487). 
3) Jacobi, Vorlesungen S. 475-481, ist beinahe der einzige, der sich mit 

dieser Frage beschäftigt. Er behandelt dieselbe analytisch. Wir haben es für 
vortheilhafter und deutlicher gehalten, unter Benutzung der Fundamentalideen 
von Lie kurz auf die Sache einzugehen. 
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Jacobi, dass die Rechnungen, welche zur Aufsuchung einer vollständigen 
Lösung einer partiellen Differentialgleichung dienen, in natürlicher Weise 
dazu nöthigen, in diese Lösung eine Anzahl von Constanten einzuführen, 
welche grösser ist als die Zahl der unabhängigen Variablen, und man 
würde die Symmetrie der Rechnung zerstören, wenn man eine gewisse 
Anzahl der überschüssigen Constanten gleich null setzte. Es wird übrigens 
angenommen, dass sich diese Constanten nicht dadurch auf eine geringere 
Anzahl reduciren lassen, dass man Funktionen der ersteren als neue Con
stanten einführt. In diesem Falle ist es praktisch am besten, die über
schüssigen Constanten als Constanten zu betrachten, welche einen speci
ellen aber gleichgültig welchen Werth haben. Ein Beispiel hierzu wird man 
weiter unten bei der Integration von Schläfli's Gleichung (§ 12) finden. 

Die Art, wie Li e die partiellen Differentialgleichungen auffasst, ge
stattet es, die Einführung dieser überschüssigen Constanten zu erklären, 
wie wir an einem sehr einfachen Beispiel zeigen wollen. Dieses Beispiel 
wird uns zugleich Gelegenheit geben zu zeigen, dass für eine und dieselbe 
partielle Differentialgleichung mehrere vollständige einander absolut äqui
valente Integrale existiren können. 1 ) 

Eine Fläche zu finden, deren Tangentialebene mit einer 
gegebenen Ebene einen constanten Winkel r bildet. Nimmt man 
die gegebene Ebene zur xy-Ebene und eine Senkrechte zu dieser Ebene als 
z-Achse, so ergiebt die Aufgabe die Gleichung: 

1 + (::)2 + (:~ r = cO~2r oder = k2 (1). 

Man findet leicht, dass die Ebenen, welche durch die Gleichung 

in welcher 
z - c=Ax + By 

A2 + B2=k2-1 

(2), 

ist, dargestellt werden, der Aufgabe genügen. Die Gleichung (1) stellt 00 4 

Elemente dar, welche mit der xy·Ebene einen Winkel r bilden; die Gleichung 
(2) und die daraus abgeleiteten 

p = A, q = B (2' ) 
stellen dieselben 00 4 Elemente dar. 

Nimmt man an Stelle der Gleichung (2) die Gleichung 

z - c = A(x - a) + B(y - b), . (3), 

so lässt sich diese Gleichung (3) auf die Form (2) reduciren und sie ge-

2) Jacobi, Vorlesungen, S. 491-509, beschäftigt sich mit diesem noch nicht. 
völlig aufgeklärten Gegenstande. Man vergleiche weiter unten (§ 32) gelegent' 
lich der Methode von Lie einige der Untersuchungen von Mayer, auf denen die 
Auseinandersetzung, welche er von der Methode des norwegischen Geometers 
gegeben hat, beruht. 
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nügt der Gleichung (1). Man kann aber die Sache auch so auffassen, dass 
man sagt, diese Gleichung (3) und die daraus abgeleit.eten 

p = A, q = B . (3') 

stellen 00 2 mal die durch (2) und (2') dargestellten 00 4 Elemente dar. In der 
That hat für jeden Werth von a und b die Gleichung (3) dieselbe Aus
dehnung wie die Gleichung (2). 

Die Enveloppe der durch die Gleichung (3) unter der Bedingung 

A2 + B2=k2 -1 

dargestellten Ebenen ist der Kegel, dessen Gleichung ist: 

(z - C)2= (k2 - 1) [(x - a)2 + (y - b)2] (4). 

Diesel' Kegel ist eine Fläche, welche der Aufgabe genügt. Betrachtet 
man a und b in der Gleichung (4) als willkürliche Constanten, so ist es 
eine vollständige Lösung; zusammen mit den Gleichungen 

(z - c)p = (k2 - 1) (x - a), (z - c)q = (k2 - 1) (y - b) (4') 

stellt die Relation (4) die 00 4 Elemente der Gleichung (1) dar. Setzt man 
aber voraus, dass c auch eine willkürliche Constante ist, so stellen die 
Gleichungen (4) und (4') unendlichvielmal dieselben 00 4 Elemente dar. 

In gewissem Sinne stellen die Gleichungen (4) und (4') 00 5 Elemente 
des Raumes dar, ebenso wie die Gleichungen: 

Z2 + d = (k2 - 1) [(x - a)2 + (y - b)2] (5), 

zp = (k2 - 1) (x - a), zq = (k 2 - 1) (y - b) (5'). 

Aber die 00 5 durch die Gleichungen (5) und (5') dargestellten Elemente 
sind sämmtlich von einander verschieden und unter ihnen befinden sich nur 
004, welche durch die Gleichung (1) dargestellt werden, nämlich diejenigen, 

für welche d = 0 ist. Die durch die Gleichungen (4) und (4') dargestellten 
Elemente genügen sämmtlich der Gleichung (1), aber sie sind nicht alle von 
einander verschieden; es sind vielmehr ool-mal die 00 4 Elemente der Glei
chung (1). 

Allgemein stellt jede Gleichung 

F(z, Xl' ... , x m al , ... , am an+l , ... , an+s) = 0 (6), 

welche Lösung einer partiellen Differentialgleichung 

fez, Xv •.. , X n, Pl' ... , Pn) = 0 . (7) 

ist und s überschüssige Constanten enthält, zusammen mit den Relationen 

8F + . 8F _ 0 
8Xi P. 8z - (6') 

ooS-mal die 002n Elemente der Gleichung (7) dar. Wir setzen, wohlver-
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standen, voraus, dass die Relationen (6) und (6') die Gleichung (7) zu einer 
identischen machen, sonst würden in (6) nicht s überschüssige Constanten, 
sondern nur eine geringere Anzahl von solchen vorkommen. 

Insbesondere existirt ein Fall, in welchem es immer leicht 
ist, in ei.ne vollständige Lösung eine überschüssige Constante 
einzuführen. Dies ist derjenige, wo die Veränderliche z oder eine der 
Veränderlichen Xi in der gegebenen Gleichung nicht explicit vorkommt. In 
diesem Falle kann man offenbar in der Lösung ohne Weiteres z durch 
z -a, Xi durch Xi - ai ersetzen, wo a und ai willkürliche Constanten 
sind, da 

dz dz dz 
dx d(Xi-Ui) 

ist. Die Constanten, welche in dieser Weise in Verbindung mit denjenigen 
unter den Veränderlichen, welche in der gegebenen Gleichung nicht explicit 
enthalten sind, auftreten, werden von den deutschen Geometern additive 
Constanten genannt. Eine dieser Constanten variiren ist gleichbedeutend 
mit einer parallelen Verschiebung des Systems der Elemente der Gleichung 
im Raume. Es ist klar, dass man für eine Gleichung, in welcher t Ver
änderliche fehlen, nur eine Lösung mit n - t Constanten zu finden braucht. 
Man kann nämlich daraus leicht eine Lösung mit n willkürlichen Constanten 
erhalten, indem man t additive Constanten einführt. 

Nachtrag I. zur zweiten Auflage. 
Allgemeine Integrale und singuläre Lösungen. 

L Einleitende Bemerkung. In dem vorliegenden Werke haben wir 
den Beweis der Existenz des allgemeinen Integrals oder des allgemeinen 
lntegralsystems für die partiellen Differentialgleichungen, ebenso das specielle 
Studium der singulären Lösungen dieser Gleichungen fortgelassen, weil der 
eine und der andere Gegenstand in Wirklichkeit der allgemeinen Theorie 
der Funktionen angehört. Die verschiedenen Methoden, die wir darlegen 
werden, haben zum Zweck,· die Integration der partiellen Differential
gleichungen auf diejenige von gewöhnlichen Differentialgleichungen zurück
zuführen, deren Integration wir als möglich voraussetzen. 

Für diejenigen, welche die Theorie der lntegrabilität der gewöhnlichen 
oder partiellen Differentialgleichungen sowie die Theorie ihrer singulären 
Lösungen gründlich studiren wollen, geben wir hier einige bibliographische 
Notizen. 

H. Gewöhnliche Differentialgleichungen. Cauchy hat zuerst die Existenz 
des allgemeinen Integrals einer gewöhnlichen Differentialgleichung oder eines 
Systems solcher Gleichungen bewiesen und zwar 1) wenn alle Veränderlichen 
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als reell vorausgesetzt werden, in seinen Vorlesungen an der polytechnischen 
Schule, 2) später (1835), wenn die Veränderlichen imaginILr sind, nach 
einer andem Methode, in einer lithographirten Abhandlung. Cauchy giebt 
selbst diese Hinweise in den Comptes rendus de l' Acad6mie des Sciences 
de Paris, 1842, t, XIV, S. 1020. Die lithographirte Abhandlung ist in 
seinen Exercices d'Analyse et de Physique matMmatique, 1840, t. I, 
S. 327-384 reproducirt worden. 

Der erste Beweis von Cauchy ist in dem § 1 dieser Abhandlung 
kurz wiederholt, doch findet er sich in keinem Werke des Verfassers voll
ständig. Wohl aber findet man ihn in dem Calcul integral von Moigno, 
leQons 26, 27, 28, 33, 40, 41, einem Werke, welches bekanntlich nach 
Cauchy's Anleitung geschrieben ist. 

Unter den Autoren, welche diesen ersten Beweis vereinfacht oder ver
vollständigt haben, müssen wir in erster Reihe nennen: Gi lbert in den 
drei aufeinanderfolgenden Auflagen seines Cours d'analyse infinitesimale 
(Paris, Gauthier-Villars 1872, 1878, 1887; vgl. besonders die letzte Auf
lage Kap. 46, S. 521-539) und Lipschitz, Lehrbuch der Analysis Bd. 2, 
1880, Abschnitt I, Kap. 40. Schon vorher hatte Lipschitz seinen Beweis 
veröffentlicht in dem Bulletin des sciences matMmatiques et astronomiques, 
1. serie, Bd. 10, S. 149-159. Zu erwähnen ist noch eine kurze Note 
von Peano, Sul!' integrabilita. delle equazioni differenziali di primo ordine 
(Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, Bd. 21, 20. Juni 1886), 
woselbst die· Frage in einfacher und origineller Weise behandelt ist, ferner 
eine umfangreiche Abhandlung, welche in den Math. Ann., 1890, Bd. 37, 
S. 182-228 veröffentlicht ist. 

Der zweite Beweis von Cauchy hat zu zahlreichen Untersuchungen 
Veranlassung gegeben, deren stets wachsende Bedeutung von Tag zu Tag 
in der Entwickelung der Analysis infolge der Arbeiten von Fuchs, 
Poincar6 und vielen anderen sich offenbart. Wir erwähnen nur einige 
Abhandlungen, in denen es sich einzig und allein um die Existenz des 
Integrals der gewöhnlichen Differentialgleichungen im Allgemeinen handelt. 
Briot und Bouquet haben einen Beweis des Cauchy'schen Satzes gegeben 
in ihren Recherches sur les propri6tes des fonctions d6finies par des 6qua
tions differentielles (Zweite Abhandlung, 1856, Bd. 21 oder 36. Heft des 
Journal de 1'Ecole polytechnique S. 134-198; vgl. besonders S. 136-146), 
Dieser Beweis ist reproducirt in dem zweiten Buche, Kap. 1, ihrer Theorie 
des fonctions doublement p6riodiques et en particulier des fonctions ellip
tiques (Paris, Mallet-Bachelier, 1859) und in dem fünften Buche, Kap. 1, 
der zweiten Auflage dieses Werkes, erschienen 1875 unter dem Titel: 
Theorie des fonctions elliptiques (paris, Gauthier-Villars). Keins der beiden 
Werke enthUJt die in der ursprünglichen Abhandlung behandelten Aus
nahmefälle; man findet dieselben aber in einem sehr umfangreichen Anhange 
(S, 401-464) der von H. Fischer besorgten deutschen Obersetzung der 
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ersten Auflage (Halle, Schmidt, 1862), Man vergleiche mit der Arbeit 
von Briot und Bouquet den Bericht von Cauchy (Comptes rendus, 
1855, Band 40, S. 136-146) und mehrere andere Abhandlungen des 
grossen Geometers in demselben Bande der Comptes rendus. 

Der Beweis von Briot und Bouquet in mehr oder weniger modi
ficirter Form oder analoge Beweise finden sich jetzt in vielen Lehrbüchern 
der Analysis. Wir erwähnen besonders das gediegene aber zu wenig be
kannte Werk von Meray: Nouveau Precis d'analyse infinitesimale (Paris, 
Savy, 1872) Kap. 14, 15 und 16, den dritten Band des Cours d'Analyse de 
1'Ecole Polytechnique von Jordan (paris, Gauthier-Villars, 1887) Kap. 1, 
§ 5 und das "Lehrbuch der Differentialgleichungen mit einer unabhängigen 
Variabeln" von Königsberger (Leipzig, Teubner, 1889), Kap. 1, § 3. 

Von den wichtigsten Abhandlungen über die Frage erwähnen wir die 
folgenden: Weierstrass, Über die Theorie der analytischen Fakultäten 
(Crelle's Journal 1856, Bd. 51, S. 1- 60, oder Abhandlungen aus der 
Funktionenlehre, S. 183-260, Berlin, Springer, 1886; vgl. besonders den 
§ 7); Königsberger, Der Cauchy'sche Satz von der Existenz der Integrale 
einer Differentialgleichung (Crelle's Journal, fortges. von Kronecker 1889, 
Bd.104, S.174-176), endlich zwei wichtige Abhandlungen von E. Picard, 
1) Sur un point de 1110 Theorie generale des equations differentielles (Bulletin 
des Sciences mathematiques, 1887, 11. serie, Bd. 11, l. Theil, S. 194-198), 
wo er beweist, dass ein System holomorpher Differentialgleichungen nur 
ein System holomorpher Integrale hat; 2) Sur 1110 convergence des series 
representant les integrales des equations differentielles (Ebenda, 1888, 
Bd. 12, l. Theil, S. 148-156), wo er den Convergenzkreis dieser Reihen 
weiter ausdehnt, als wie er von Briot und Bouquet angegeben worden war. 

Diese letztere Arbeit ist um so bemerkenswerther, als der Verfasser 
darin das erste Ca uchy'sche Beweisverfahren auf Differentialgleichungen 
anwendet, in denen die Veränderlichen imaginär sind, diese Ausdehnung 
geschieht mit Hülfe des Satzes von Darboux L1Fz = 2L1z F'(z + eL1z) 
über die Zunahme einer Funktion F(z) einer imaginären Veränderlichen z. 

III. Partielle Differentialgleichungen. Man verdankt Cauchy auch 
die ersten Untersuchungen über die Existenz der Integrale der partiellen 
Differentialgleichungen. Über diesen und über verwandte Gegenstände hat 
er eine grosse Anzahl mehr oder weniger umfangreicher Abhandlungen in 
den Bänden 14, 15 und 16 (1842, 1843) der Comptes rendus und ander
wärts veröffentlicht. Wir erwähnen besonders die drei folgenden: 1) Memoire 
sur un theoreme fondamental en calcul integral (Comptes rendus, Bd. 14 
S. 1020-1026; Oeuvres completes, 1888, I serie, Bd.6, Nr.167 
S. 461-467). 2) Memoire sur 1'emploi du calcul des limites dans l'inte
grations des equations aux derivees partielles (Comptes rendus, 1842, Bd. 15, 
S. 44-59); 3) ~Iemoire sur l'application du calcul des limites a l'inte
gration d'un systeme d'equations aux derivees partielles (Ebenda, S. 85-101). 
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Die hauptsächlichsten Arbeiten, welche seitdem über die Frage ver
öffentlicht wurden, sind die folgenden: 

Dar b 0 ux : Memoire sur l' existence de l'integrale dans les equations 
aux derivees partielles contenant un nombre quelconque de fonctions et de 
variables (Comptes rendus, 1875, 1. semestre, t. LXXX, p. 101-104, 
317-319). 

Meray: 1. Sur l'existence des integrales d'un systeme quelconque 
d'equations differentielles, comprenant comme cas tres-restreint les equations 
dites aux derivees partielles (Eben da, p. 389-393, 444). 2. Demonstration 
generale de l'existence des integrales des equations aux derivees partielles 
(Journal de mathematiques pures et appliquees, 1880, 3. serie, t. VI, 
p. 235-266). 3. Sur la convergence des developpements des integrales 
ordinaires d'un systeme d' equations differentielles totales ou partielles (En 
collaboration avec M. Riquier) (Annales de 1'Ecole normale superieure, 
3. serie, 1889, t. VI, p. 355-378; 1890, t. VII, p. 23-88). 4. Sur 
les systemes d'equations aux derivees partielles qui sont depourvus d'inte
grales, contrairement a toute prevision (Comptes rendus, 1888, 1. semestre, 
p. 648-651) mit einer Bemerkung von Darboux p. 651-652, in 
welcher derselbe angiebt, dass auf diese eigenthümliche Thatsache schon 
früher von S. VOll Kowalevsky hingewiesen worden ist. 

Sophie von Kowalevsky, Zur Theorie der partiellen Differential
gleichungen (Cre11e's Journal, fortgesetzt von Borchardt, Bd. 80, S. 1-32, 
8. März 1875). 

Diese wichtige Arbeit ist ihrem wesentlichen Inhalt nach in mehreren 
später veröffentlichten Werken reproducirt worden, so namentlich in dem 
3. Kapitel des dritten B~ndes von Jordan's Cours d'Analyse, sowie in 
dem 1. Kapitel der Ler;ons sur les equations aux derivees partielles VOn 
Goursat (Paris, Hermann, 1890). Wir haben dieselbe im Anhange mit 
gütiger Erlaubniss der Verfasserin vollständig abgedruckt. 

IV. Bing1tlärc LÖS1tngen. Von Leibniz bis Cauchy ist die Theorie 
der singulären Lösungen der gewöhnlichen und partiellen Differential
gleichungen Gegenstand zahlloser Untersuchungen gewesen. Dieselben sind 
zum grössten Theile kurz wiedergegeben in dem gewissenhaften und zu 
wenig bekannten Werke von L. H ou ta in: Des solutions singulieres des 
equations differentielles (Auszug aus den Annales des Universites de Belgique, 
Bruxelles, Lesigne, 1854, ein Oktavband von X und 345 Seiten). Fast 
alle vorher angeführten Schriften beschäftigen sich von höherem funktionen
theoretischen Standpunkte aus mit diesem Gegenstande. 

Im Jahre 1873 veröffentlichte Dar b 0 u x eine Abhandlung: Sur les 
solutions singulieres des equations aux derivees ordinaires du premier ordre 
(Bulletin des sciences mathematiques et astronomiques, t. IV, p. 158-176), 
welche in der geometrischen Interpretation dieser Lösungen eine neue Bahn 
eröffnete und in derselben Richtung sich bewegende Untersuchungen ver-
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schiedener Geometer, besonders von Casorati und Cayley, hervorrief. Er 
hat auch die analogen auf die Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
bezüglichen Fragen in einer schÖnen Arbeit eingehend untersucht, welche 
von der Pariser Akademie der Wissenschaften mit einem Preise ausgezeichnet 
wurde und den Titel führt: Memoire sur les solutions singulieres des 
equations aux derivees partielles du premier ordre (Der Akademie einge
reicht am 29. Mai 1876, veröffentlicht im Jahre 1883 in dem 27. Bande 
der Memoires des savants etrangers, Nr. 2, p. 1-243, in 4°). Es ergiebt 
sich aus diesen schönen Untersuchungen, dass die Beziehungen zwischen den 
singulären Lösungen und den vollständigen Integralen, wie solche in dem 
vorliegenden Werke nach Lagrange und J aco bi auseinandergesetzt werden, 
die Existenz vollständiger Integrale von solcher Form voraussetzen, dass 
man auf sie die Rechnungen der Nr. 6-8, 10-13 anwenden kann. Man 
findet einen ausführlichen Auszug aus den Untersuchungen Darboux's in 
dem 10. Kapitel der oben erwähnten LeQons von Goursat. 



1. Buch. 

Methode von Lagrange und Pfafl: 1) 

1. Kapitel. 

Lineare partielle Di:fferentialgleichungen.2) 

§ 5. Lineare partielle Differentialgleichungen mit zwei 'ltnabhängigen 
Veränderlichen. 

16. Entstehung dieser Gleichungen. - Es seien ~t und v zwei ge
gebene Funktionen der Veränderlichen x, y, z und 

F(1t,V) = 0 (1) 

1) Wir geben in diesem ersten Buche nicht nur die Arbeiten von Lagrange 
und Pfaff, sondern auch die ersten Abhandlungen von Jacobi, welche die 
Untersuchungen jener beiden Geometer mit einander in Zusammenhang bringen, 
kurz wieder. 

") Die Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen rührt im 
Wesentlichen von Lagrange her, der sie unter verschiedenen Formen in den 
"Abhandlungen der Berliner Akademie" vom Jahre 1779 und 1785, in den Lec;ons 
sur la theorie des fonctions, Lec;on 20, und in der Theorie des fonctions analy
tiques, Kap. XVI des ersten Theiles, auseinandergesetzt hat. "Über die wahre 
Tragweite des hier dargelegten Integrationsverfahrens vgl. man den § I der Ab
handlung von Jacobi: Dilucidationes etc. (Crelle'sJournal, Bd.23). ImGrunde 
genommen wird nur der Zusammenhang festgestellt, welcher zwischen der Theorie 
der linearen simultanen Differentialgleichungen und derjenigen der partiellen 
Differentialgleichungen besteht. Bei unserer Darstellung haben wir uns gehalten 
an diejenige von Serret, Calcul integral. p. 599-608, Boole, A treatise etc., 
p.324-335, Suppl. p. 56-69, und Gilbert (Vgl. die letzte Note zu Nr. 20). 
In dem Nachtrag II am Schlusse dieses Kapitels legen wir eine andere im Wesent
lichen von Cauchy entlehnte Methode dar. Wir haben im Jahre 1881 in den 
Annales de la societe scientifique de Bruxelles, t. V, p. 17-33 unter dem Titel: 
Notes sur les equations aux del'ivees partielles eine kleine Abhandlung veröffent· 
licht, von der man insbesondere S. 17-22 vergleichen möge. 
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irgend eine Beziehung zwischen diesen Funktionen. Dann besteht zwischen 
x, y, z und den partiellen Ableitungen von fJ nach x und y 

dz dz 
P = dx' q = dy 

eine Relation, welche von der Form der .Gleichung (1) unabhängig und 
linear in Bezug auf p und q ist. 

Zum Beweise differentiiren wir die Relation (1) nach x und Yi dies 
giebt: 

~F (~u 
~u ~x + ~u ) 

~z p + ~F (~V ~v ~x + ~v ) 
~z P 0 

~F (~u 
~u ~y 

~u ) + ~z q + ~l!' (~V 
8v 8y 

~v ) + 8z q O. 

Hieraus ergiebt sich, wenn man die Ableitungen von F nach 1t und v 
eliminirt: 

8u + 8u 8u + 8u 
8x 8z p, 8y 8z q 

8v 8v 8v 8v 
0, 

8x + 8z p, 8y + 8z IJ 
d. h. 

~u ~u I •. "1 
~u ~u 

ßx' 8y + p 8z' 8y 8x' 8z 
0, 

8v + q 8v ~I 8v 81' 8v 
8x' 8y -8z' 8y 8x' 8z 

oder auch, wenn man die Bezeichnung der Functionaldeterminanten an
wendet: 

8 (u, v) + 8(u, v)_ _ ~(u, t') 
p 8(y, z) q 8(z, x) - ~(x, y)' 

Wir schreiben diese Gleichung in der abgekürzten Form: 

Xp + Yq = Z (2), 
indem wir setzen: 

X = ~(u~~ Y = 8(u, v) Z _ ~(It, v) 
8(y, z)' 8 (z, x)' - 8 (x, y)' 

17. System von simulta.nen gewöhnlichen Differentia.lglei
chungen, welches der Gleichung (2) entspricht.1) Den Eigenschaften 
der Determinanten zufolge hat man: 

') Bei Gelegenheit der Gleichungen mit n unabhängigen Veränderlichen 
legen wir dieselbe Sache mit noch grösserer Benutzung der Determinanten dar. 
Der Leser mag urtheilen, welche von diesen heiden Darstellungen den Vorzug 
verdient. 



Aequivalentes System gewöhnlicher Differentialgleichungen. 

Ju Bu Ju Jv Jv Jv 
Jx' Jy' Je -Jx' Jy' Je 

Ju Ju Ju 
0, 

Ju Ju Ju 0, 
Jx' Jy' Je - Jx' Jy' Je 

Jv Jv Jv Jv 8v 8v 
Jx' By' 8e Jx' Jy' Je 

oder auch: 
X Ju 

8x + Y Ju 
8y + Z Ju 

8e o 1 
o f 

. 
X 8v + Y ß~ + Z Jv -Jx Jy Je 

Aus diesen Gleichungen geht hervor, dass die Relationen 

u = a, '/! = b, 

wo a und b Constanten sind, ein Integralsystem der Gleichungen 

bilden . 

dx dy de 
-y=-y=z 
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(3) . 

. (4) 

. Man kann diese Bemerkung auch noch anders ausdrücken, indem man 
sagt, die Gleichungen 

haben zum Integralsystem : 

oder auch 

dy 
Y=-JX X 

z = de X 
dx 

u = a, '11= b 

FI(u, v) = A, F2 (u, v) = B 

(5), 

(6), 

wo A und B neue willkürliche Constanten sind und FI und F2 irgend
welche Funktionen bezeichnen. In der That kann man die Gleichungen 
(5) aus den Gleichungen (6) und umgekehrt ableiten. Man kann auc~ 
direkt beweisen, dass die Differentiale dFv dF2 identisch Null sind, wenn 
man das Bestehen der Relationen (3) und (4) voraussetzt. Aus FI = A 
leitet man nämlich mit Hülfe von (4) und (3) her: 

8F1 (8U dx + Ju d + 8u dZ) + JF, (8V dx + Jv d + ~~_ dZ) = 0 
Ju Jx Jy Y 8e 8v 8x 8y Y Je 

8F1 (8U X + Ju y + 8u z) + 8F. (8V X + 8v y + 8v Z) = 0 
Ju Jx Jy Je Jv Jx Jy Be ' 

d. h. 
0=0. 

Umgekehrt, wenn u = a, v = b verschiedene Integrale des Systems 
(4) sind, in welchem X, Y, Z irgendwelche Funktionen von x, y, z sind, 

M 110 n s ion, Pa.rt. Ditferentia.lgleichungen. 3 
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d. h. wenn die Relationen (3) existiren, so ist jede Gleichung 

F(u, v) = 0 (1) 

zwischen den Funktionen 1t und v eine Lösung der Gleichung 

Xp + Yq = Z. 

Man erhält nämlich aUs der Gleichung (1): 

iJF iJZt + iJF iJr + ( iJJi~ iJu + iJF ~_) 0 
ßU iJx (fv (f.'!; jJ 

iJu iJz (fv iJz -

(fF liu + iJF or + (.iJF 8u + (fF ~) 0 q -8u iJy iJv 8y iJu iJz' 8v 8z 

iJF iJu + 8Ji' 8" (8]<' (fu + iJF ~) = O. 
iJu iJz (fl' iJz (fu (fz iJv iJz 

Multiplicirt man diese Gleichungen resp. mit X, Y, Z und addirt sie 
dann, so erhält man: 

Y .~~ + Z (fu) + (fF(X iJj) + Y iJ~ + Z iJV) 
(fy iJz iJv (fx iJy iJz 

(iJ]<, iJu iJJi' iJl' ) + \ iJu iJz + 8V8z' (Xp + Yq - Z) = O. 

Zufolge der Gleichungen (3) ergiebt sich hieraus 

Xp + Yq = Z, 

wodurch tier Satz bewiesen ist. Dieser Schluss würde jedocn eine Aus
nahme erleiden, wenn man die Relation (1) derart gewählt hätte, dass 

dF iJJi' (fu + iJF (f." d C f<!' V + V Z' d ~d = ~--. '"i"" • ~ :;-, er oe uClent von ,ap L q - In er vor-
z oU "z oV uZ 

letzten Gleichung, beständig Null wäre. In diesem Falle aber würde die 
Relation (1) z gar nicht enthalten, ein Fall, der offenbar ausgeschlossen ist. 

Somit entsprechen sich die partielle Gleichung (2) und die simultanen 
Gleichungen (4) in bemerkenswerther Weise. Zwei Lösungen (6) der Glei
chung (2) von der Form (1) geben unmittelbar das Integralsystem der 
Gleichungen (4), und umgekehrt führt das Integralsystem (5) der Gleichungen 
(4) unmittelbar zu einem Integral (1) der Gleichung von der Form (2). 
Wir werden sehen, dass jede Lösung der Gleichung (1) übrigeris nothwendig 
von dieser Form ist, wodurch die Lösung der Gleichungen von der Form 
(2) vollständig auf diejenige der Gleichungen von der Form (4) und um
gekehrt zurückgeführt wird. 

18. Integration der linearen partiellen Dift'erentialgleiohungen 
erster Ordnung mit zwei unabhängigen Veränderliohen. - Es sei 

Xp + Yq = Z 
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eine lineare partielle Differentialgleichung. Wenn u = a, v = b Lösungen 
des Systems 

dx 
X 

sind, so dass man identisch hat: 

dy 
Y 

dz 
Z 

X8U+y8U+Z8~=0 
8x 8y liz 

X 8v + y 8y + z li!. ° 
lix 8,1/ liz 

so kann man schreiben: 

X: li(u, v) = y. o{u, v)_ = z. li(u, v) = M 
8,(y,z) . li(z, x) . li(x, y) , 

(3), 

wo M den gemeinschaftlichen Werth dieser drei identisch gleichen Ver
hältnisse bezeichnet. 

Die gegebene . partielle Differentialgleichung kann demnach in die Form 
gebracht werden: 

M [, 8(u, v) + q8(U,_"1 _ 8(u, V)] = 0 
p 8(?/, z) 8(z, x) li(x, .'I). 

oder nach und nach: 
p, '1, -1 
liu 8u lilt 

M lix' liy' liz 0, 

8v liv ~I ,8x' li!l' liz 

0 0 -1 

liu liu 01' + oll li'u 
M lix + p 8Z' liy 

q 
oZ' liz =0, 

liv 
+p 

liv 0/' + liv liv I 
lix liz' oy 

q &' OZ 

oder mit Veränderung der Zeichtm: 

du dl' 
([X, dy 

M 
dv dv 

=0. 

dx' dy 

Man kann somit der gegebenen Gleichung auf zwei Arten Genüge 
leisten, einmal, indem man 

das andere Mal, indem man 
M= 0, 

])u,v = 0 
x, y 

3* 
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setzt. Nach einer Eigenschaft der Functionaldeterminanten 1) ergiebt sich 
aus der letzteren Bedingung, dass jede Lösung der gegebenen Gleichung 
von der Form ist 2): 

F(u, v) = 0, 

wofern nicht die Gleichung M = 0 eine Lösung giebt, die nicht in dieser 
Relation enthalten ist. Der vorhergehenden Nummer zufolge ist übrigens 
jede Relation von der Form F (u, v) = 0 eine Lösung. 

19. Bestimmung der willkürlichen Funktion; geometrische 
Deutung. - Wegen der willkürlichen Form der Funktion F kann man 
der Lösung eine Bedingung auferlegen wie die folgende: Für x = xo 
soll zwischen y und z eine gegebene Relation 

w(y, z) = 0 (8) 

bestehen. Setzt man In den Funktionen 1t und v x = xo, so erhält man 
für diesen Werth xo: 

'U = Uo (y, z) 

v = Vo 01, z) 

Eliminirt man y und z zwischen diesen drei Gleichungen, so sei 

F(u, v) = 0 . 

(9) 

(10). 

(11) 

das Resultat dieser Elimination, derart, dass man umgekehrt (8) aus (9), 
(10), (11) durch Elimination von u und v ableiten kann. Offenbar genügt 
die Relation (11) der gegebenen Gleichung und der gegebenen Bedingung, 
denn macht man darin x = xo' so reducirt sie sich auf (8). 

1) Baltzer, Determinanten, § XIII, Nr. 3, S. 114. 
2) Lagrange hat diese Bemerkung nur in seiner Abhandlung vom Jahre 

1785 bewiesen. In seinen: andem Schriften über diesen Gegenstand vor und nach 
dem Jahre 1785 nimmt er sie stillschweigend, ohne sie zu beweisen, an. Die 
Form, die wir dem Beweise gegeben haben, ist Ph. Gilbert entlehnt (Annales 
de la Societ6 scientifique de Bruxelles, 1885, t. IX, p. 41-48: Bur l'integration 
des equations lineaires aux rUrivees partielles du premier ordre), der auf die Existenz 
der durch den Faktor M gegebenen Lösungen aufmerksam gemacht und damit 
eine räthselhafte Stelle in den Dilucidationes von Ja c 0 b i (Am Schlusse des § 3, 
Ges. Werke, IV, S. 169) klargelegt hat. Das Verfahren von Lagrange(Memoire 
von 1785, Nr. 3 und 4) hätte zur Entdeckung des Faktors M führen können, 
denn dieser Faktor ist beim "Übergange von der ersten zur zweiten Gleichung 
der Nr. 4 ohne Grund weggelassen. Ph. Gilbert hatte schon früher auf die 
Unzulänglichkeit der üblichen Art der Auseinandersetzung hingewiesen in einer 
kleinen Abhandlung: Bur les integrales des equations lineaires aux rUrivees pa1'
tiel[es du pnmier ordre (Annales de la Societ6 scientifique de Bruxelles, 1880, t. 
IV, 2. partie, p. 273-276). J. Cockle (Educationa.l Times,1880, XXXIII, p. 19-20) 
war ebenfalls auf die Lösung a: + y + z = 0 der partiellen Differentialgleichung 
(a: + y) (1 + p + q) + zp = 0 gestossen, welche nicht in dem a.llgemeinen Inte
grale enthalten ist und die gegebene Gleichung nicht identisch befriedigt (vgl. 
Nr. 20, Beispiel VI). Um den Einwürfen von Gilbert zu begegnen, haben wir die 
im Nachtrag II dargelegte und oben (Nr. 16, Anm.2) erwähnte Methode veröffent
licht. 
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Man k&IlIl auch andere Bedingungen als die eben angegebene vor· 
schreiben j um dieselben leichter ausdrucken zu können, wollen wir die oben 
angegebene Lösung geometrisch deuten. Die Gleichung 

Xp + Yq = Z 

drückt eine Eigenschaft der Tangentenebene der durch die Gleichung 

F(u, v) = 0 

(2) 

(1) 

dargestellten Fläche aus. Diese Fläche wird offenbar erzeugt durch die 
Kurven, deren Gleichungen sind: 

u=a, v=b (5) 

und die der durch die Relation 
F(a, b) = 0 (12) 

ausgedrückten Bedingung unterworfen sind. Man kann nun verlangen, dass 
diese Fläche durch eine gegebene der yz-Ebene parallele Kurve 

x = xo, w (y, z) = 0, 

wie wir es oben getban haben, oder durch eine beliebige Kurve hindurch
geht, deren Gleichungen sind 

p(x, y, z) = 0, teX, y, z) = 0, 

oder dass sie eine gegebene Fläche berühre, oder dass sie einer beliebigen 
andern derartigen geometrischen Bedingung genüge. In jedem besonderen 
Falle leitet man, sobald man die analytische Bedingung (12) hat, daraus 
unmittelbar die Gleichung der FIll.che her. Man ersieht hieraus, dass die 
Bestimmung der Form von F eine Frage der analytischen Geometrie des 
Raumes ist. 

20. Beispiele. 1. Gleichungen der Cylinderflächen.l) Die Cylinder
flächen, deren Erzeugende der Geraden 

x = az + a', y = bz + b' 

parallel sind, haben zur endlichen Gleichung 

x - az = q; (y - bz) 

und somit als partielle Differentialgleichung: 

ap + bq = 1. 

Umgekehrt gehören diese Gleichungen nur Cylinderfiächen zu. Dies 
ist klar in Bezug auf die erste. Die zweite hat die erste zum Integral, 
denn das entsprechende System von simultanen Gleichungen 

1) Wir geben diese elementaren Beispiele der Vollständigkeit halber. Im 
Nachtrag III integriren wir die Gleichungen der Regelflächen in fast allen Fällen 
durch Reduction auf lineare Gleichungen erster Ordnung. 
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da; dy dz 
-a=1J=T 

[NI'. 20] 

führt unmittelbar zu der folgenden Gleichwlg der Erzeugenden, welche 
einer gegebenen Richtung parallele Geraden sind: 

x - az = a', y - bz = b'o 

Die partielle Differentialgleichung der Cylinderflächen drückt aus, dass 
die Tangentialebene parallel der Richtung der Erzeugenden ist. Die Glei
chung M = 0 führt zu nichts. 

II. Gleichungen der Kegelflächen. Die Kegelflächen, deren Spitze der 
Punkt (a, b, c) ist, haben zur endlichen Gleichung: 

~-=_a = q; (Y - b), 
z-c z-c 

und zur partiellen Differentialgleichung 

p (x - a) + q (y - b) = z - c. 

Liegt die Spitze im Coordinatenanfangspunkt, so nimmt diese Gleichung 
die einfachere Form an: 

z = px + qy. 

Man findet ohne Mühe, dass diese letztere Gleichung, welche ausdrückt, 
dass die Tangentialebene an die Kegelfläche durch die Spitze geht, aus
schliesslich den konischen Flächen zugehört oder, anders ausgedrückt, dass 
die partielle Differentialgleichung die oben angegebene endliche Gleichung 
zum Integral hat. Die Gleichung M = 0 giebt die nichtssagende Glei
chung z = C. 

III. Gleichu,ftgen der Conoidflächen. Nimmt man die geradlinige 
Direktrix zur z-Achse und die Richtungsebene zur xy-Ebene, so findet man 
als endliche Gleichung der Conoidflächen 

z = q; (~) 
und als partielle Differentialgleichung 

px + qy = O. 

Diese drückt aus, dass die Berührungsebene die Erzeugende enthält, welche 
durch den Berührungspunkt hindurchgeht. Integrirt man diese Gleichung, 
so kommt man auf die endliche Gleichung zurück, was beweist, dass die 
partielle Differentialgleichung nur den Conoidflächen zugehört. Die Glei
chung M = 0 ergiebt keine Lösung. 

IV. Rotationsflächen. Man kann eine Rotationsfläche als den Ort eines 
beweglichen Kreises 

x 2 + y2 + Z2 = a, 

x cos a + y cos ß + Z cos I' = b 
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betrachten, dessen Ebene zu der durch die Cosinus cos a, cos p, cos y be
stimmten Richtung senkrecht steht, wenn man annimmt, dass die Rotations
achse diese Richtung hat und durch den Coordinatenanfangspunkt hin
durchgeht. Die endliche Gleichung der Rotationsflächen ist somit: 

x cos a + y cos p + z cos r = cp (:.1:,2 + y2 + Z2). 

Wenn man nach x und y differentiirt und überdies noch eine identische 
Gleichung der Symmetrie wegen mit hinschreibt, erhll.lt man: 

cos a + p cosy 2p'. (x + pe), 

cosp + qcosy - 2cp'. (y + qe), 

cos)' - cos)' - 2cp'. (ß - e). 

Hieraus folgt unmittelbar: 

p, q, -1 

ix +pz, y + qz, z-z 0, 
I 

cosp, I cas a, cos )' 

oder wenn man die erste Zeile mit z multiplicirt und dann von der zweiten 
subtrahirt: 

p, q, -1 

x, y, z - O. 

cos a, cos p, cos )' 

Dies ist die partielle Differentialgleichung der U mdrehungsfl!l.chen. Man 
kann dieselbe auch schreiben: 

jJ f.JJ cos)' - z cos p) + q (ß cos a - x cos y) = x cos p - y cos a. 

Von dieser Gleichung kann man leicht wieder zu der endlichen Glei
chung der Rotationsflächen gelangen. Zu dem Zwecke hat man das Hülfs
system zu integriren: 

dx de 

I 
y, 

cosP, cos )' 

x, y 

cos a, c,os p 
Diese drei Verh!l.ltnisse sind den folgenden gleich, in denen die Nenner und 
infolgedessen auch die ZlIhler Null sind: 

xdx + ydy + zde cos adx + cos Pdy + cos )'dß 
-x, y, z cos a, cos p, cos i' I 

"-' y, z x, y, c~)' I , 
cos a, cosp, cosy cos a, cosp, 
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Die Relationen 
a;da; + ydy + zdz = 0, 

cos ada; + cos Pdy + cos ydz = 0 

geben unmittelbar die Integrale des Hülfssystems: 

a;2 + y2 + 1$2 = a, 

a; cos a + y cos P + z cos y = b 

und somit ist das Integral der partiellen Differentialgleichung: 

x cos a + y cos p + 1$ COS Y = 'P (x 2 + y2 + Z2). 

Die Gleichung M = 0 giebt keine Lösung. 
Die partielle Differentialgleichung drückt aus, dass die Normalen längs 

eines Parallelkreises der Fläche die Rotationsachse in einem und demselben 
Punkte treffen. l ) 

V. Orthogonale Trajektorien. 2) Wenn 

F(x, y, 1$, k) = 0 

in rechtwinkligen Coordinaten eine Behaar von Flächen darstellt, die den 
verschiedenen Werthen von k entsprechen, so ist die Gleichung 

8F 8F 8F 
P 8x + q iJy = 8z 

die Bedingung dafür, dass eine andere Fläche, deren Berührungsebene die 
Richtungscoefficienten p, q, - 1 hat, zu ihr normal ist. Eliminirt man k 
zwischen den beiden vorstehehden Gleichungen, so ist die resultirende 
Gleichung die partielle Differentialgleichung der orthogonalen Trajektorien 
aer gegebenen Flitche. Diese Gleichung ist, wie man sieht, von der ersten 
Ordnung. 

Als Beispiel betrachten wir die Ellipsoide: 

x. y' Z2 

a2 + b2 + Ci = k. 

Die partielle Differentialgleichung der orthogonalen Trajektorien ist: 

x y Z 
P a' + q-b-' = Ci' 

1) Wenn wir nicht irren, hat Monge zuerst die partiellen Differential
gleichungen der verschiedenen Arten von Flächen gegeben. Siehe seine Feui11es 
d'Ana1yse app1iquee a 10, geometrie, a l'usage de l'Eco1e po1ytechnique, pub1iees 1n 
premiere annee de cette eco1e (an III de 10, Repub1ique) Nr. 4, 5 und 6, sowie alle 
Lehrbücher über Infinitesimalrechnung. 

2) Lagrange, Abh. d. Berliner Akad., 1785, S. 188, Nr. 15; Oeuvres, V, 
p. 560. 



Gleichungen, welche linear gemacht werden können. 

Man findet unmittelbar als allgemeines Integral 

und M = 0 giebt die evidente Lösung z = O. 
VI. Die Gleichung 

(x + y) (1 + p + q) + zp - 0 

führt zu den Hülfsgleichungen: 

dy - dz 
x+y=x+y' 

Dieselben besitzen zum allgemeinen Integralsystem: u = a, v = p, wo 

u = y+z, v = log (x + y + z) + + z + x y z 
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ist. Der Faktor M ist gleich (x + y + Z)2 und giebt die singuläre Lösung 
x + y + z = 0, die nicht in dem allgemeinen Integral v = q; (u) ein
halten ist (Cockle). 

21. Über einige Gleichungen, welche man linear machen 
kann. 1) - I. Es sei zunächst die Gleichung gegeben: 

xf1 (p, q, z- px-qy) + yf2 (p, q, z-px-qy) + f3 (p,q,z-px-qy) = O. 

Setzt man: 
u = z - px - qy, 

so ist: 
dlt = - xdp - ydq, 

und somit, wenn man p und q als unabhängige Veränderliche nimmt: 

du du 
dp = - x, dq = - y. 

Mithin geht die Gleichung über in: 

du du 
dp f1 (p, q, u) + dq f2 (p, q, u) = (3 (p, q, u). 

1) Lagrange, Abh. d.BerL Akad. 1774, Oe uvres, t.IV, Nr.53, p. 83; Lacroix, 
t. 11, p. 558, t. IH, p. 708. Chasles, Rapport sur les pmgres de la geometrie, 
p. 90-91, Paris 1870, erwähnt verschiedene Arbeiten über die Gleichungen dieser 
Art, deren Entdeckung er Monge zuschreibt. Siehe überdies eine Bemerkung 
von Or 10 ff, Bulletins de Bruxelles, 2. serie, t. XXXIII, p. 113-122, ferner Lie, 
Mathem. Annalen, Bd. 5, S. 159, der eine Deutung derselben auf Grund der 
neueren Geometrie giebt. Man nennt die hier ausgeführte Transformation zu
weilen die Legendre'sche Transformation, obwohl die erste Idee davon Lei bniz 
zukommt. Plücker beschäftigt sich mit der geometrischen Interpretation 
der Legendre'schen Transformation in seinen analytisch-geometrischen Ent
wickelungen (Essen, 1831) S. 265 und in Crelle's Journal, Bd. 9, S. 124-134. 
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Da diese linear ist, so kann man das Integral derselben finden. Aus diesem 
Integral erhält man die Werthe der Ableitungen nach p und q; man setzt 
dieselben gleich x und y und eliminirt sodann zwischen den so erhaltenen 
Gleichungen und u = z - px - qy die drei Grössen u, p und q. 

Diese Methode vereinfacht sich im Falle der schon oben (Nr. 9) unter
suchten Clairaut'schen Gleichung: 

z = px + qy + f(p, q), 

welche nicht zu einer partiellen Differentialgleichung, sondern zu der 
Gleichung 

u = f(p, q) 
führt. Man setzt 

p = a, fJ = b, ~! = f(a, b), 
woraus sich ergiebt: 

du = 0, dp = 0, dq = O. 

Somit ist die Relation du = - xdp - ydq erfüllt. Man findet übrigens 
als vollständiges Integral: 

z = ax + by + {(a, b). 

H. Es sei zweitens die Gleichung gegeben: 

xf1(y, p, Z - px) = qf2 (y, p, z - px) - f3 (y, p, z - px). 
Setzt man 

so wird 
u=z-px, 

d1! = qdy - xdp 

du - = q dy , 
du 

- x' dp - - , 

somit geht die gegebene Gleichung über in: 

:u f 1 (Y,p,'u) + :yu f2 (Y,p, u) = fs(y,p, u), 
p . 

und die Integration geschieht wie im vorhergehenden Falle. 
lIat man insbesondere 

z - px = f(y,p), 

so findet man als transformirte Gleichung 

Man setze 
tt = f(y, p). 

11 = q;(y); 

dann erhält man zur Bestimmung von z, welches auch rp sei, die Relation: 

z = xrp(y) + f [y, q;(y)], 

wie man im Voraus wusste, da .'I in der gegebenen Gleichung die Rolle 
einer Constanten spielt. 
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§ 6. Lineare partieUe Differentialgleichungen mit einer beliebigen An
zahl von Veränderlichen. 

22. Entstehung dieser Gleichungen naoh Lagrange. - Es seien 
ull u2 , .•. , U n n gegebene Funktionen der Veränderlichen z, Xl' X 2' ••• , X n 

und 
(1) 

eine beliebige Relation zwischen diesen Funktionen. Dann besteht zwischen 
z, Xl' ••. , X n und den partiellen Ableitungen von z nach den x 

dz dz 
Pl = dx,' ... , l)n = dxn 

eine von der Form der Gleichung (1) unabhängige und in Pl' ... , Pli lineare 
Relation. 

Um dies zu beweisen, differentiiren wir die Relation (1) nach Xl' 3:2, ••. , XII' 

Dies giebt: 

. + (J}i' ((JUli + (jUli Pli) = O. 
(jUli liXn liz 

Hieraus folgt, wenn man die Ableitungen von F na.ch Ul , u~, ... , U n 

eliminirt: 

o 

oder: 
Z = XtPt + ~2 + ... + XnPn (2), 

wenn tn~n setzt: 
Z = li(u,. 11., ... ,1'11) 

li (Xll X., ... , Xn) 

X - &(u" u., ... , Un) X. = li(u" u., ... , Un) , .... X" = 6(Uh U" _'-' ., Un) .. 
1 - li (Z, x., ... , Xn) , - li(xll Z, Xa, ••• , Xn) , li(xu 3:., ... , Xn-I,Z)' 

Die Gleichung (2) ka.nn leicht auf die Form einer Determinante gebracht 
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werden, welche eine Kolonne und eine Zeile mehr enthält als die vorher-
gehende, nämlich: 

1+ 1, 
ßUI ßu. ßUn 

Tz' Tz' ... , Tz 
ßUI ßu. ßu" 

-Pl' ßXI ' ßxl ' 
.. , 

ßXI 

0 (2'). 

.. , 

Wenn man sich endlich die Relation (1) auf die Form gebracht denkt: 

so dass 

Pt -

ß1/1 
__ ßx • 
- ß1/1' 

ßz 

(3), 

. .. , Pn 

ist, so gehen die Gleichungen (2) und (2'), wenn man sie nach Nr. 2 trans
formirt, über in 

Z ß1/1 + X ß1/1 ß1/1 0 + '" + Xn -ßz 1 ßXI CiXn 
(4) 

I Ciljl ßu, ßu. Ciun 

Tz' Tz' Ciz ' ... , ßz 

ßIjI ßUI ßu. ßUn 
Cixi ' ßXI' ßXI' 

... , 
ßXI 0 - (4'), 

Ci1/1 CiUI Ciu. ßUn 

I ßXn' ßXn 
, 

ßXn' .. "' CiXn 
oder: 

ß( 1/1, u" u., ...• Un) = O. 
ß(z, XII X., ... , Xn) 

Diese Relation wird auch erhalten, indem man dz, dXl' dx2 , ••• , dXn 

zwischen den Gleichungen d'lp = 0, dUl = 0, ... , dUn = 0 eliminirt.1) 
23. Entstehung der linearen Gleichungen nach Lie. - Nach

dem, was wir oben (Nr. 13) gesehen haben, hat man a1 , a2, ••• , an, 
21> ~, ... , 2"-1 zwischen den Gleichungen 

. " U,,-an = 0 

I) B 0 0 1 e, Supplement p. 63, leitet die Gleichung (4') aus dieser Bemerkung 
her, anstatt das Umgekehrte zu thun, doch scheint uns dieses nicht erlaubt. 
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~ ~ ~ U U U 
8x1 + PI 8z = 0, 8x. + P2 8z = 0, .•. , 8xn + Pn 8z = 0, 

in denen 

F=Al (ul - al) + Aj (Uj - a2 ) + ... + An-l (un- l - an-I) + ~tn - an 

ist, zu eliminiren. 
Die Constanten a verschwinden von selbst aus den letzteren Gleichungen, 

man hat daher die Grössen A zwischen den Gleichungen 

~ (dU du ) (dUn + dUn) 
Al d~ + P1 d: +... + dX1 PI dz - 0 

~ (dU1 + dU1 ) + ... + (dUn + Pn dUn) = 0 
dXn Pn dz dxn dz 

zu eliminiren, was zu derselben Gleichung führt, wie die Methode von 
Lagrange. 

24. Das der Gleiohung (2) entsprechende System von simul
tanen DifI'erentialgleiohungen. - Nach den Eigenschaften der Deter
minanten wird die Gleichung (4"), wenn man darin tp durch Uh U2, ••• oder Un 

ersetzt, erfüllt sein, d. h. man hat: 

Z 
8u1 + 8z 

Z 8u. + 8z 

Xl 

Xl 

8u1 + . . . + X n 8u1 

8x1 8Xn 

8u. +. 
8x1 

+ X 8u. 
n 8Xn 

+X oun _ O 
n 8Xn 

Diese Gleichungen drücken aus, nicht nur dass die Gleichungen 

(6) 

jede für sich genommen ein Integral der Gleichung (2) sind, was uns 
bereits bekannt ist, da die Form von F willkürlich ist, sondern auch, dass 
sie zusammen genommen das Integralsystem der simultanen Gleichungen 

dz dXt dx. dxn ) 
Z Xl X. - X" (7 

bilden. 

Multiplicirt man (51) mit ::.' (52) mit ::."'" (5 n) mit :::.' wo 

diese Faktoren die partiellen Ableitungen einer Funktion P(UI' ft2 , _ •• , un) 
sind, und addut man die Resultate, so kommt: 

Z drp + Xl dxdrp + ... + X n ~ _ O. 
dz, dxn 



46 Methode von La.grange und Pfaff. [Nr. 24-25] 

Es ergiebt sich hiera.us, dass man auch als Integralsystem der Gleichungen 
(7) n verschiedene Relationen von der Porm 

nehmen kann, und in der That kann man aus diesen die Relationen (5) 
herleiten. Überdies genügen die Gleichungen (8), da sie von der Form (1) 
sind, der Gleichung (2). Man sieht daher, dass ein genaues Entsprechen 
zwischen den Gleichungen (2) und (7) stattfindet, wodurch die Lösungen 
dieser mit der Lösung jener und umgekehrt in einen engen Zusammen
hang gesetzt werden. 

Man kann diese Correspondenz zwischen den Gleichungen (2) und (7) 
auch direkt in folgender Weise begründen. Wir nehmen an, dass Z, Xl' ... , Xn 

irgendwelche Funktionen von Z, Xl' .•. , Xn und 

verschiedene Integrale der Gleichungen 

dz dX1 d.x2 d<en 
Z = X, = X, =. . = X,; 

seien. Dann wird behauptet, dass die Relation 

F(u1 , '/.(.2' ••• , Un) = 0 

wo F irgendwelche Punktion bezeichnet, eine Lösung der Gleichung 

ist. 

(6) 

(7) 

(1), 

(2) 

Aus (1) erhält man nämlich durch Differentiation und indem man 
überdies noch eine identische Gleichung mit hinschreibt: 

liF liu1 + liF liu, 
+ + IJF fiUn +PI dF 

0 8u., 8x, dz -fiu, fix, fiUn fix, 

fiF fiu1 + fiF fiu, + + ~!:. fiu" dF 
0 + P2 dz -fiu, fix. fiu2 fix, finn fix, 

+ ~F fiu" dF 
fiUn fiXn + Pn dz = 0 

dF 
dz = O. 

Multiplicirt man diese Gleichungen mit Xl, ~, ... , X", Z und addirt 
die Resultate, so kommt: 
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+ 

+ 

+ 
Die Relationen (6) bilden Integrale der Gleichungen (7) und somit 

sind die Relationen (5) befriedigt. Die Coefficienten von 

lJF lJF lJF' 
lJU1' lJu,"" , lJu" 

in der vorstehenden Gleichung sind daher Null und somit hat man im 

All . d . ht dF 0 d F bh . h gememen, a man mc dz = 0 er una änglg von z anne men 

kann: 
Z = PlXl + P2X2 + ... + p"X". 

25. Integration der linearen partiellen Differentialgleichungen 
mit einer beliebigen Anzahl von Veränderlichen. - Es sei 

das Integralsystem der Gleichungen: 

dz dx, dx2 dXn 
. Z = Xl = x;- =. . - X,; 

so dass man die n verschiedenen Gleichungen hat: 

Z lJul + Xl lJul . + . . . + XII lJUl 
lJz lJXl lJXn 

lJUn S>U'I S>Un Z - + Xl _u_ + ... + Xn U 
lJz lJXl lIXn 

und somit identisch ist: 

Z: 1I(u1, U2 ' •• " Un) 
1I (X., x., ..• , Xn) 

Die Gleichung 

lJ (Ut, U2 , ••• , Un) 
lI(z. x., ... , Xn) 

Z = PIXl +P2X2 + ... +PnX" 

(6) 

(7), 

(5), 

·=M. 

(2) 

kann durch Transformatwnen analog denen der Nr. 18 auf die Form ge
bracht werden: 
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M. D Utt •.. , Un = 0 
Xtt ••• , Xn 

[Nr. 26-27] 

(9), 

woraus man M . 0 und F(U17 U2, ••• , Un) = 0 den Eigenschaften der 
Funktionaldeterminanten zufolge erhält. 

26. Bestimmung der willkürliohen Funktion. - Es werde vor· 
ausgesetzt, dass man die Form der Funktion F derart bestimmen solle, 
dass man für X n =. x"o zwischen z, xI! X 2, .•• , Xn-l eine Relation von der 
Form 

(10) 
habe. 

Man setze Xn = x no in den Werthen der ~t und erhalte auf diese 
Weise: 

Ul = ulO (Z, Xl' X2' ., Xn-l) l 
(11). 

~n~t) f Un ~ uno(z, Xii X2, .. , 
Es sei 

F(lll' U2, •.• , u ll ) = 0 (12) 

das Resultat der Elimination von Z, Xl, X 2, ••• , X n-l zwischen den Glei
chungen (10) und (11), so dass umgekehrt die Elimination von 
ui., ... , U n zwischen den Gleichungen (11) und (12) die Gleichung 
(10) giebt. Macht man in (12) X ll = x no , so findet man zwischen 
z, Xl, ••• , Xn-l jene Relation (10). 

Man kann auch andere Bedingungen als die eben angeführte vor
schreiben und es ist leicht zu zeigen, wie man denselben genügt, indem 
man die vorhergehenden Resultate mit Hülfe der gegenwärtig gebräuch
lichen, auf einen Raum von n + 1 Dimensionen bezüglichen symbolischen 
Ausdrucksweise deutet. 

Die Gleichung 

·Z = JilXl +P2X2 + ... +PllXn 

drückt eine Eigenschaft der linearen Mannigfaltigkeit von n Dimensionen 
aus, welche mit der Mannigfaltigkeit von n Dimensionen 

F(uu U2 , ••• , ~tn) = 0 

eine Berührung erster Ordnung hat. Diese letztere wird offenbar erzeugt 
durch die Mannigfaltigkeiten von einer Dimension 

(13), 

welche der analytischen Bedingung unterworfen sind: 

F(al ! a2 , ••• , an) = O. 

Diese analytische Bedingung kann die Folge von geometrischen Be· 
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dingungen sein. Wenn z. B. die Mannigfaltigkeit F = 0 durch die Mannig
faltigkeit von 1'1 - 1 Dimensionen, welche durch die Gleichungen 

(14) 

bestimmt ist, hindurchgehen soll, so müssen in den der erzeugenden 
Mannigfaltigkeit (13) und der dirigirenden Mannigfaltigkeit (14) ge
meinsamen Punkten die Werthe der 1'1 + 1 Coordinaten Z, Xl, X2, ••• , X n 

identisch sein. Man findet somit die Bedingung 

F(a1 , a2 , ••• , an) = 0, 

indem man diese Coordinaten zwischen den Gleichungen (13) und (14) eliminirt. 
Wir wollen ferner noch annehmen, dass die Mannigfaltigkeit F mit 

einer gegebenen Mannigfaltigkeit von 1'1 Dimensionen 

(15) 

eine lineare Berührungsmannigfaltigkeit von 1'1-1 Dimensionen gemeinschaft
lich haben solle. Längs der Berührungsmannigfaltigkeit sind die Werthe 
der Grässen p für F und F l dieselben. Man hat demnach: 

Z liF, + Xl 8F, + ... + X n 8F, = 0 (16). 
8z 8x, 8xn 

Die Gleichungen (15) und (16) geben die Berührungsmannigfaltigkeit 
von 1'1 - 1 Dimensionen. Eliminirt man z, Xl, X 2, ••• , X n zwisohen den 
Gleichungen (13), (15), (16), so findet man wiederum die Bedingung 
F(ah a2 , ••• , an) = 01). 

27. Beispiele. - I. Es sei gegeben die Gleichung zwischen vier 
Veränderlichen: 

• • • (y + t + z) dx + (x + t + z) dy + (x + y + z) dt = x + y + t. 
Man ha.t die folgenden drei besonderen Gleichungen zu integriren: 

d x+t+zd 0 
Y - y+t+z x 

dt - x+y+z dx 0 
y+t+z 

d x+y+td 0 
Z-y+t+z X= . 

') Die Autoren haben sich bisher auf die Ermittalung der Funktion F in 
dem Falle beschränkt, wo die Bedingung (10) gegeben ist, und dies ist natürlich, 
da der Begriff einer Geometrie von n + 1 Dimensionen durchaus neu ist. Indessen 
hat sich Ca. u c hy gegen Ende der Abhandlung, die wir weiter unten (3 Buch, 
1. Ka.p.) a.na,}y~iren, etwas allgemeinere Bedingungen a.ls (10) vorgelegt. Die 
Untersuchungen von Li e, welche die natürliche Fortsetzung deIjenigen von 
Cauchy sind, beruhen wesentlich auf der Geometrie von 1'1 + 1 Dimensionen. 
Vgl. die Anmerkung der Nr. 4, S. 5. 

Man 8 ion, Part. Differentialgleichungen. 4 
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Zu dem Zwecke leite man hieraus erst die folgeJlden her: 

dy - da; = y~-;;z dx 

x-t 
dt - da; = y+t+z dx 

x-z 
dz - dx = y+t+z dx 

dx + dy + dt + dz = 3(xy+:.t~~Z) dx, 

d 1· . 'rt h' dx h lt d' . t bl GI un e ImlDl man leraus y + t + z' so er ä man rel In egra e ei-

chungen, deren Integrale sind: 

(y - X)3 (x + y + t + z) = a 

(t - x)3 (x + y + t + z) = ß 
(z - X)3 (x + y + t + z) = y. 

Hiernach erhält man als Integral der gegebenen Gleichung a = q; (ß,y). 
(Lagrange)1). Der Faktor M = 0 giebt keine Lösung. 

Nimmt man an, dass für x = 0 

t3 + ya + Zs = 1 

sein solle, so hat man t, y, z zwischen dieser Gleichung und den folgenden 

ya (y + t i:- z) = a. 

t 3 (y + t + z) = ß 
Z3 (y + t + z) = y 

zu eliminiren. Durch Addition dieser drei Relationen findet man zunächst 

und sodann: 

y _ ;/ a t _ ;/ fJ z _ ~/ r . 
- Ya+fJ+r' - Ya+fl+r' - Ya+fJ+r 

Substituirt man diese Werthe in die letzte Gleichung, so findet man die 
folgende Bedingungsgleichung 

und hieraus als das Integral: 

(y _ X)3 + (z _ X)3 + (t _ X)3 = [(Y - xl + (z - x) + (t...c... X)]-f. 
. x+y+z+t 

') Abh. d. Berl. Akad., 1779, S. 155-159. 
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11. Die Gleichung 

mz = px + P1 Xl + P2 X2 + .,. + pnxn 

führt zu dem Hülfssystem 

dz dx dxt _ -' dxn 
--

mz x Xt Xn 

dessen Integrale sind: 
z .5. Xn 

- a, - al' -xm X 
... , 

x 

Das Integral der gegebenen Gleichung ist somit: 

(
X t x. 

S = xmm -- -
T x' x' ... , ~). 

, 

an· 

Eine singuläre Lösung giebt es nicht. Mithin besitzen die homo
genen Funktionen allein die durch die partielle Differential
gleichung 

mz = px + P1 Xl + . .. + Pnxn 

ausgedrückte Eigenschaft.1} 

III. Es sei die Gleichung zu integriren 2) : 

lD welcher die Funkt,ionen X definirl sind durch die Gleichung: 

Xi = aj'l Xl + ai,2 x 2 + . .. + aj,n-1 Xn- 1 + ajm' 

Die Hülfsgleichungen sind: 

dz 
T= 

dxn_ t 

oder auch: 

t) Lacroix, t. II, Nr. 736, p. 543. 
") Dies ist im Wesentlichen die Gleichung, welche He s s e untersucht hat 

in der Abhandlung: De inte.tJratione aequationis differentialis partialis 

+ An {X2 aXt + x3 aXt + + Xn-t" aXt -Xl} = 0, 
aXt axs UXn_ t 

designantibus At, A., ... , An functiones quaslibet val'iabilium x" x., ... , xn- t 
lineares (Crelle's Journal, Bd.25, S.17i-l77). Hesse erwähnt eine frühere von 
J aco bi herrührende Arbeit über die der Zahl n = 3 entsprechende Differential
gleichung, welcher er seine Integrationsmethode entliehen habe. V gl. auch S err et; 
Calcul integral, p. 425 -433, und F ouret, Comptes rendus t. 78, p. 831, 1693, 
1837; t. 83, p. 794-797. Wir suchen nicht die singulären Lösungen. 

4* 



52 Methode von Lagra.nge und Pfaff. 

dXt X X 
~= 1- Xl" 

~; = X 2 - x2 X n 

Setzen wir mit Hesse: 

Yt _ Y. = '!In-I. 
Xl = Yn' x 2 - Yn"'" x n- l yn ' 

wo Yn eme noch unbestimmte Funktion ist, so erhalten Wlr: 

Yl 
-2' Yn 

und somit wird das Rülfssystem nach Multiplikation mit Yn: 

== J.L.. ( dyn 
yn dz 

dYn_t X _ Yn-t ( dyn 
~ - n-lYn-l - ---:y;;- (fZ 

Bestimmen wir nun Yn durch die Bedingung 

dyn X ----a;z = nY n 

und setzen allgemein: 

XnYn) 

Y = Xy = al'!ll + a2Y2 + J ••• + anYm 

so geht das Hülfssystem über in: 

dYl = V" dy. Y. dYn V" 
dz Ll, -er;- = 2"'" -----az = Ln' 

[Nr. 27] 

Diese Gleichungen integrirt man leicht nach der Methode der symbolischen 
Produkte von Brisson und Cauchyl). Bezeichnet D eine Ableitung nach 

') Cauchy, Exercicesde matMmatiques, t. II, p.159 u. f. Bur l'analogie 
des puissances et des differences. V gl. auch unsere kleine Abhandlung: .Note sur 
la premiere methode de Briss01t pour rintegration des equations aux ditferences 
finies du in{iniment petites. ' Mem. couronnes et autres memoires in 8° de l'Academie 
royale de Belgique, t. xxn. 
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Z, so lässt sich jede der vorstehenden Gleichungen schreiben: 

ailYI + .... + (au - D) Yi + ... +ainYn = O. 

53 

Die Elimination aller zu bestimmenden Funktionen bis auf eine führt 
bekanntlich zu einer einzigen linearen Gleichung von der nten Ordnung: 

all-D, a 12 , alS' o •• , aln 

ll:!l' a22 -D" ll:!s, · .. , a2n 

aSI' aS2 ' aSS -D, · .. , asn' Y O. 

· .. , 
Man erhält hieraus für die Funktionen Y Ausdrücke von der Form: 

Yt - CtZl1 + C2Z 12 + 
Y2 c,z21 + C2Z22 + 

wo cl' C2, ... , Cn Constanten und zll' ... , Znn Funktionen von Z sind, 
die sich im allgemeinen Falle für zwei Funktionen Y nur durch constante 
Faktoren unterscheiden. 

Aus den vorstehenden Werthen folgt: 

Y, It:i Z, i Yn-l ICi Zn_v i (1) 
Xl = - = -",--, .... , X n- l = -- = . 

yn ~Ci Zni yn ICi Zn.i 

Man erhält das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung, wenn 
man die n-1 Constanten 

.. , Cn-, 
Cn 

zwischen diesen Gleichungen und der beliebigen Relation 

F (~C2 cn-,) - 0 
cn' Cn' . .. , en -

eliminirt. In der Auffassungsweise von Lie bilden die Gleichungen (1) 
aas vollständige Integral der gegebenen Gleichung. 

28. Über einige Gleichungen, die man linear machen kann l ). 

1. Die Gleichung sei 

xlfl = P2f2 + Psfs + . . . + Pnf .. - f, 

') Lagrange, Abh. d. Berl. Akad., 1779, Bd. 4, Nr. 8 und 9, S.632. Die 
gegebene und die transformirte Gleichung sind reciprok genannt worden. V gL 
die Anmerk. zu Nr. 21. 
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wo jede der Funktionen f von der Form ist: 

((z - PiXt, Pi> x2' ••• , xn). 

Wir setzen wie in Nr. 21: 

u = z - PtXt, 
und erhalten hieraus 

du = - X1dpl + P2dx2 + ... + Pndxm 

und, indem wir Plt x2' ••• , X n als neue Veränderliche nehmen: 

du du du - = - xl, -d = P2' ... , d- = Pn· dp, x. xn 

Die gegebene Gleichung geht hierdurch über in: 

du du du 
(1 dp, + (2 da:. + ... + (n dxn = (, 

woraus man leicht das allgemeine Integra.l der gegebenen Gleichung (vgl. 
Nr. 21) erhält. 

ll. Die Gleichung sei: 

Xl(l + X2(2 = Pafs + ... + pnfn - (, 

wo jede der Funktionen f von der Form ist: 

(( U, Pli P2, x8' ••• , x n) 

und u gegeben ist durch die Beziehung: 

Dann ist: 

du = 
du du du du 
dp, = - xi> dp2 = - X2 , dxs = P3, ... , dXn = pn. 

Die gegebene Gleichung wird somit ebenfalls linear: 

f du + +' du + +' du + + f ~ = f 
1 dP1 /2 dP2 / S dxs • . .. n dXn . 

III. U. S. w. Insbesondere hat man die Gleichung zu beachten: 

wo jede der Funktionen ( von der. Form ist: 

((z - PiX1 - P2X2 - .•• - Pnx mPI1 .•. ,Pn). 
Setzt man 
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so findet m/Ul: 

du == - altdPt - allldp2 

du du 

- •.. - al,.dpn 
du 

- = - al1. - = - al2 • 
dp1 dp2 ... , dp,. = - al,. 

und die tr&IlSformirte Gleichung ist: 

du du du 
f1 d- + f2 -d + ... + fIt -d = f· 

~1 ~2 ~,. 

Demnach geht die schon oben (Nr. 11) untersuchte Gleichung 

ß = Ptalt + ... + P,.al,. + f(pt, PI' .•• , p,.) 

hierdurch über in: 

Setzt man: 

so hat man: 

und somit: 

PI = a1, PI = all , ••• , pn = a,., 

u = {(all as, ... , an), 

du = 0, dPI = 0, .. -, 

du = - alldPt - .. , - alndpn. 

Man findet auf diese Weise das vollständige Integral: 

z = al al1 + '" + anxn + f(all ~, ••• , an). 

§ 7. Integration eines bemerkenswerthen Systems linearer partieller 
Differentialgleichungen erster Ordnung.1) 

29. Entstehung des Systems dieser Gleiohungen. - Es sei 
N + 1 = m + n und wir betrachten N Funktionen uh u2, ••• , UN von 
m + n Veränderlichen 

welche ersteren durch m Gleichungen 

1) Jacobi (Crelle's Journ. Bd. 2, S. 321-323 und Dilucidationes, § 20-22, 
S.227-236). Man begreift nicht, warum die meisten Lehrbücher über die Integral
rechnung, welche seit jener Zeit (1827), in der er diese Ausdehnung der Unter
suchungen von L agran ge gegeben hat, erschienen sind, diese für jede Theorie 
der linearen partiellen Differentialgleichungen unumgängliche Ergänzung gar nicht 
erwähnten. Wir kürzen die Darstellung J ac 0 b i's durch Anwendung der Functional
detenninanten etwas ab. 
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mit einander verbunden sind. Es soll bewiesen werden, dlloSS zwischen· den 
Ableitungen der Veränderlichen Z nach den Veränderlichen x bemerkens
werlhe Relationen bestehen, welche von der Form der Funktionen rp unab
hängig sind. 

Dazu betrachten wir die Funktionaldeterminante : 

R = lieF, Uu u" ... , U N) 
li(Z1' ••• , Zm, Xl> •• " Xn) 

(2), 

in welcher F irgend eine der Funktionen F I , ... , Fm bezeichnet. Da die 
Funktion F oder rp von den Funktionen u abhängt, so ist diese Determi
nante identisch null. Mithin: 

liF liF liF /iF 
Zl - + .... + Zm - + Xl - + .... + X n - = 0 

liz1 liZm lix1 liXn 
. (3), 

wenn man ZI, ... , Zm, Xl, 
so dass also 

. .. , X n die Unterdeterminanten von R nennt, 

Zi = (- 1)i-1 

Xi = (- l)m+ i -l -;:-; ____ -"li-'(U~1'"-'_U...:.2"_'_._._.,'___U.:.:N~) ___ __o_ 

O(Zl' ... , Z11l, Xv ... , Xi,-., Xi+b •.. , Xn) 

ist. Die Gleichung (3) ist den m Gleichungen 

Zl liF1 +... + Zm liF1 + Xl liF1 + '" 
liz1 lizm lix1 

äquivalent: 

+ X ~Fm - 0 
n lixn -

Betrachten wir nun die Funktionaldeterminante 

,1= li(F" ..• , Fm) _ A liFt + A liF. + - 11 -- - 21 -- •.• 
li (Z1' .•. , Z m) OZ1 liz1 

~ A 12 liF1 + A 22 oF. + .... , 
OZ. liz. 

u. s. W., 

(3",). 

WO die A ik die Unterdeterminanten bezeichnen, deren Werth gegeben wird 
durch die Formel: 

A ik 

Man hat dann: 

(_ l)i+k li(l!~,. ", Fi-t, Fi+t, ... , Fm) .. 
li(Z1' ... , Zk-., Zk+h ... , Zm) 

oF oz; + .... = 0, 

oF2 + .... =0 
/iza ' 

u. s. w. 
Multiplicirt man die Gleichungen (3) resp. mit Aw A21, ... , Amt, 
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sodann mit A12 , A 22 , ••• , A m2 , u. s. w. und addirt jedesmal die erhaltenen 
Produkte, so ergiebt sich: 

ZIA + lXi (A 8F, + .... + A 8Fm) = 0 (41) 
1 11 8:l'i /1/1 8Xi 

o . (4 m). 

Diese Relationen lassen sich leicht vereinfachen. Man hat für jede 
Veränderliche x: 

8Ft + 8}1\ dz, +.... + 8Ft dZm 0 
8x 8z1 dx 8zm dx 

li}l~71 + liFm ddz, + .... + liFm daxzm o. 
lix liz1 X lizm 

Multiplicirt man diese Relationen mit 

und addirt die Produkte, so ergiebt sich: 

Al.' . liF, + . .. + A . liFm + A dZi = 0 (5) 
lix m. lix dx . 

Infolge dieser Gleichung (5) nehmen die Gleichungen (4) die von 
J ac 0 b i entdeckte, sehr einfache Form an: 

Zl = Xl 
dZl + .X2 

dZl + .... + X n rlzt 

dx1 dx~ . dXn 

Zm= Xl 
dZm + X 2 

dZm + .... + X dZm 
dXt dx. n dXn 

. (6",). 

Vorausgesetzt wird, dass A von Null verschieden ist, da· sonst die 
m Relationen (1) nicht die m Gl'össen $ als Funktionen von den x be
stimmen würden. 

30. Direkter Beweis der Formeln (6). - Nachstehend geben wir 
einen direkten Beweis der m Formeln (6), der, wie wir glauben, noch nicht 
bemerkt worden ist. Löst man die m Gleichungen (1) nach $i> $2' •.. , $m 

auf, so findet man: 

$i - 6i(Xb x2' • : ., xn) = 0 (i = 1, 2, ... , m) . (7). 

Eliminirt man zwischen jeder dieser Relationen (7) und denjenigen, 
welche U17 U2, ••• , UN als Funktionen von $1, $2' •.. , Zm, X," •• , X n be
stimmen, die letzteren Grössen bis auf eine, z. B. Zi> so nehmen die Glei-
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chungen (7), welche (1) äquivalent sind, die folgende Form an: 

... , (8), 

d. h. $1 eliminirt sich von selbst. Die Funktionaldeterminante 

Si = 
ß(Zl J ••• , Z11l, Xl' ••• , Xn) 

iJ (Zi - ~i. "ll ... , UN) 
iJ(Zl •••• ' Zm. Xl'· ..• XII) 

ist somit Null, weil die m + n Funktionen UI7 ••• , ftN und 'ljJi der Ver
änderlichen $1' ••. , sm, Xl, ••• , Xn nicht unabhängig sind. Die Gleichung, 
welche diese Abhängigkeit ausdrückt, nämlich 

Si = 0, 

) da iJ'i __ dZi ist genau die Gleichung (6; , -- ist. 
iJxp dxp 

Bemerkung. Ersetzt man in jeder der Gleichungen (4) die A durch 
ihren Werth, so gelangt man zu einer bemerkenswerthen Formel aus der 
Theorie der Funktionaldeterminanten. Sie drückt dasselbe aus wie die 
Gleichung Si = 0, aber die Relationen zwischen den $ und den u, die 
in dieser letzteren Gleichung als explicit vorausgesetzt werden, sind in der 
Formel, von der wir sprechen, in impliciter Form vorausgesetzt. Es dürfte 
überflüssig sein, diese Formel hinzuschreiben. 

31. Integration des Systems (6). - Sind in dem System (6) 
Zb ... , Zm, Xl, ... , X n beliebige Funktionen, so suche man zunächst, 
um dieses System zu integriren, die N Integrale 

der Gleichungen: 
dZ1 dZ71I 
Zl = ... = Zm 

Man hat dann identisch: 

Z iJuN + 
1 iJz1 

und somit: 

+ X iJut = 0 
n iJXn 

+ X 8U lV = 0 
n 8Xn 

Z.~ iJ(u"u", •. ,UN) -z.- iJ(u'l,u., ..• ,UN) = .... = 
1 • 8(z., zs' ... , Z71I, X" ... , Xn) - 2· 8(z" Za, ... , Zm, X" ••. , Xn) 

Setzt man die Werthe der Z und der X in das System (6) ein, ~n 
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welchem Zl, ... , Zm, Xl, ... , X n irgend welche Funktionen sind, so er
giebt sich zufolge Nr. 30: 

MSI = 0, MS2 = 0, ... , MSm = 0. 

Diese Gleichungen können auf zwei Arten befriedigt werden, 1) indem 
man M = ° setzt, 2) indem man gleichzeitig 

S1 = 0, S2 "= 0, ... , Sm = ° 
annimmt. Nach Nr. 30 haben diese Gleichungen, wenn sie Identitäten 
sind, als einzige Integrale: 

1J'1 (Ub U2, ••• , UN) = 0, ... , 1J'm (Ul' u2' ••• , UN) = 0. 

Dies ist übrigens der einzige Fall, welcher vorkommen kann. Um 
dies zu beweisen, wollen wir die erste SI = ° betrachten. Nehmen wir 
an, dass sie befriedigt sei - nicht identisch - durch eine Relation SI = 
bl (Xh X2, ••• , x n), so hat man: 

0, ... , ° , - ddZ, , ... , _ ddzl 
X, Xn 

8u, 8U , 8u, _8u, ßU, 
8z, ' 8z.'···' 8zm' 8x, ' ... , 8Xn 

~' 8Z;' ... , 8Zm ' 8x, ' ... , 

\ 
dv, dv, dv, dv, 
dz. , .•. , dzm' dx,"'" dXn 

I. 

di;' -.. , dzm ' dx, "'" dxn 

wenn man mit Vb V2, .•• , VN dasjenige bezeichnet, was aus ul, U2, ••• , u N 

wird, wenn man darin SI durch seinen Werth bl (Xl' X2, ••• , X n) ersetzt. 
Da SI = ° ist, so hat man zwischen den Funktionen v eine Relation von 
der Form 1J'1 (Vb v2, ..• , V N ) = 0, oder, wenn man die Funktionen v 
durch die gleichen Grössen U ersetzt, 1J'1 (Ub u2, ••• , uN ) = O. Nun ge
nügen aber Nr. 29 zufolge m Relationen von dieser Form identisch den 
Gleichungen ( 6). Wenn es demnach nicht identische Lösungen dieses Systems 
(6) giebt, so können dieselben nur durch M = 0 gegeben werden 1). 

32. Allgemeine Folgerung. - Aus den in diesem Kapitel be
wiesenen Sätzen ergiebt sich, dass die Lösung eines Systems 

dYI 
Y, 

... = (A) 

') Das Theorem der Nr. 31, welches demjenigen der Nr. 29-30 reciprok 
ist, ist in der ersten oben erwähnten Abhandlung von Jacobi nicht enthalten; 
es findet sich aber wahrscheinlich implicit enthalten in einem der zahlreichen 
Sätze der Abhandlung De determinantibus functionalibus (Ges. Werke Bd. 3, 
S. 39<!-438) oder Dilucidationes (Ibid. Bd. 4, § 20-22. S. 227-236). 
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mit Hülfe von k-l Relationen 

ul = al, u2 = a2 , •• . , 
wo Yl , Y2' ••. , ub u2' ••• Funktionen von Yb Y2' ... sind, diejenige 
der folgenden Gleichungssysteme nach sich zieht: 

1 Y1 = Y2 
dYl + Y. dYl +. 
dy. s dys 

f Yl = Ys 
dYl + Y dYl + ... 

2 dys '" dY4 .. 1 Y2 
dY2 Y dY2 = Ys + + .... 
dys '" dY4 

Yl = Y", dYl + 1': dYl + ... 
dY4 5 dY5 

3 .. Y2 = Y4 
dy. + 1': dY2 + dY4 5 dY5 

Ys = Y", 
dys + 1': dys + dy~ 5 d Y5 

Yl = Yk dYl + y dYl 
-1 dYk-1 k dYk' 

} (B) 

(k-2) Y2 = Y dy. + Y dY2 .. k-l dYk-1 k dYk' 

(k-l) ... 
V' dy • 
.Lk -

dYk 

y Y dYk-1 
k-1 = k dYk 

von denen das erste sich auf eine einzige Gleichung reducirt und von denen 
das letzte das System (A) selbst ist. Die Lösung irgend eines der Systeme 
(B) setzt sich zusammen aus so vielen verschiedenen Relationen von der 
Form F(Ub ... , u,,) = 0, als das System Gleichungen enthält. Ausserdem 
können singuläre Lösungen, welche durch eine Relätion M = 0 gegeben 
werden, existiren, Lösungen, die man findet, ohne eine Integration auszu
führen. 
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Nachtrag II zur zweiten Auflage. 
Anwendung der Cauchy'schen Methode auf die linearen 

Gleichungen. 
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Der Kürze wegen betrachten wir nur zwei simultane lineare Gleichungen 
mit vier unabhängigen Veränderlichen: 

X1Pl + X2P2 + XaPs + X4P4 = Y . 

X 1ql + X 2 Q2 + Xsqs + X 4q4 = Z . 

Die Grössen X, Y, Z sind hierin Funktionen von xl, X2, xs, X4' y, Z; 

PI, P2' Ps, P4 sind die partiellen Ableitungen von y und qb q2' q3' q4 diejenigen 
von z nach Xl, X 2 , Xs, X 4• 

Es seien u1' U2 , Us drei Funktionen von Xl' X 2' X~, x4• Wir denken 
uns, dass y, Z, xl! x2' Xs ausgedrückt seien als Funktionen von X 4, u1 , U2 , uS' 

Unter dieser Voraussetzung hat man: 

dy dxt + dx., + dxs + P4 dX. PI dx pz dx' P3 dx 
4 4 4 

dz dXt + dx. + dxs + dx. ql dx q2 d q3 dx Q4' 
4 X. 4 

Substituiren wir die aus diesen Relationen sich ergebenden Werthe 
von PI' q4 in die gegebenen Gleichungen (1), so folgt: 

lh (Xl -X4 :::) + P2 (X2 - X 4 :::) + P3 (X3 - X4 :::) = Y - X4 :~ 

qI (Xl - X 4 :::) + qz (Xz - X 4 ::) + qs (X3 - X4 ::) = Z - X4 ::.' 

Wir setzen 
dXt da; dx 

Xl - X4 -d . = 0, X 2 - X4 -d-- = 0, x:~ - X4 .l_s = 0 (21!l!'s), x. X. ~4 

woraus folgt: 
dy dz 

Y-X4 - = 0 Z-X4 -- = 0 
dx.' dx. 

Das System (2), in welchem u., Uz, ua die Rolle von willkürlichen 
Constanten spielen, ist somit dem System (1) äquivalent. Man kann dieses 
System (2) unter der symmetrischen Form schreiben: 

dXt dx., dxs dx. dy ds 
x,. - = X; = X; = X. = Y = Z (3). 

Das System (3) ist jedoch dem System (2) nicht absolut äquivalent, 
da man z. B. um (24) auf die Form 

dx. dy 
X;=Y 

zu bringen, die Gleichung (24) durch X 4 Y dividiren muss. 
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Das allgemeine Integralsystem der Gleichungen (2) und (3) ist von. 
der Form: 

VI = al , V2 =~, Vs = as' V4 = a4, V5 = a5 (4), 

wo die Grössen V die Grössen XI, x2' xs' X 4, y, /i1 enthalten und die Con
stanten a l , a2, as, a4, a5 irgendwelche Funktionen von UI , U2 , Ug sind. 
Eliminirt man U1, u2' Us zwischen diesen fünf Relationen (4), so findet man 

F (vI> V2, Va, V4 , v5 ) = 0 t 
f(v17 V2 , Vs' V4' v5) = 0 J . 

(5) 

als Form eines Integralsystems der Gleichungen (2) oder (1); F und f 
sind willkÜrliche Funktionen. 

Aber die Gleichungen (4) sind den Gleichungen (2) und damit den 
Gleichungen (1) nicht vollkommen äquivalent. Man erhält nämlich aus den 
Gleichungen (4), wenn man sie nach x4 differentiirt: 

8Vj + 8Vi dx, + ~ dx. + ~ 5_ + 8Vi 3JL + 8Vi ~=O (6), 
8x" 8x1 dx" 8x. dx" 8xs dx" 8y dx" 81$ dx" 

wo i = 1, 2, 3, 4, 5 ist. Man leitet hieraus durch Elimination der Ab
leitungen von vier der Veränderlichen x., x2 ' xs, y, z, z. B. der vier 
ersten, her: 

8(v1' V •• Vs, v"' v6) 

8 (Xl' x., xs, x". y) 
(7). 

Die Gleichung (7) muss, um mit der Gleichung (25) identisch zu werden, 
mit dem Gilbert'schen Faktor 

M= 

multiplicirt werden. 

8(vo V •• Vs, v,. v6) 

8 (x" x., xs' x". y) 

Derselbe Beweis gilt für die vier andern der Gleichung (7) analogen 
Gleichungen, die man aus (6) ableiten kann. 

Die Gleichungen (2) sind somit den Gleichungen (6) oder (4) und 
überdies noch der Gleichung 

(8) 

äquivalent. Mithin werden sämmtliche Lösungen des Systems (1) gegeben 
durch (5) und (8).1) 

1) Wir haben diese Methode, abgesehen von dem, was sich auf den Faktor 
M bezieht, im Jahre 1881 in den Anna1es de 180 SociE\te scientifique de Brunlles, 
t. V, 2. Theil, p. 17-22, auseinandergesetzt. 
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Nachtrag III. zur zweiten Auflage. 
Integration der partiellen Differentialgleichung der Regelft.Achen. 

Vor bemer kungen. Die Integration der partiellen Differentialgleichung 
der RegelfHichen lässt sich, obwohl dieselbe von der dritten Ordnung und 
sehr complicirt ist, auf die Integration von linearen Gleichungen zurück
führen. Diese Gleichung erhält man, wie Monge gezeigt hat, durch Eli
mination von w zwischen den beiden Gleichungen: 

d2z d2z d'z 
w 2 dx2 + 2w dxdy + dy' = 0 (1) 

dSz d"z dSz d"z 
WS dx" + 3w2 dx'dy + 3w dxdy' + dy. = 0 (2). 

Aus (1) erhält man, wenn man nach einander nach x und y diffe
rentiirt: 

+ ~)=o (3) dxdy 

d 2z ) + dxdy = 0 (4). 

Multiplicirt man (3) mit w, addirt dazu (4) und subtrahirt davon (2), 
so ergiebt sich: 

(w : + ~;) (w : + d:~) = 0 (5) 

Das System der Gleichungen (1) und (2) ist dem System der Glei
chungen (1) und (5) Il.quivalent. Wir bemerken ferner, dass die mit w multi
plicirte Gleichung (3) und die Gleichung (4), beides unmittelbare Folgen 
von (1), die Gleichung (2) zur Summe haben, falls w constant ist. Da 
dieser Fall, wo w constant ist, vom geometrischen Gesichtspunkte aus 
interessant zu untersuchen ist, theilen wir die Untersuchung des Systems 
(1), (2) oder des Systems (1), (5) in die drei folgenden Fälle: 

I. 
d'z + 2w 

d2z + d2z dOJ + ~; = 0 (6); w 2 -
dxdy dy' = 0, w dx dx" 

II. 
d'z + d'z + d'z d2z d"z 

w 2 - 2w dxdy dy' = 0, w dx' + dxdy 0 (7); dx' 

III. d2z + d'z + d2z 
w 2 - 2w dxdy dy' = 0, w = const. (8). dx' 

Erster Fall. Die lineare Gleichung (62) giebt unmittelbar 

x = wy + 1p(w) (9), 

wo 1p eine willkürliche Funktion ist. Um (6}) oder (1) zu integriren, 
setzen wir: 

(10). 
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Hieraus folgt: 

Nachtrag III. 

d7J d'z 
dy =w dxdy + d2z dm dz 

dy' + dy dx 

w d7J + ~'!1 = w2 d'z + 2w 
dx dy da;' 

d'z d'z 
dxdy + dy' + dz ( dm + dm) 

dxwdx dy' 

mithin wegen der Gleichungen (6): 

d7J + d7J = 0 
(I) dX dy (11). 

Um die Gleichung (11) zu integriren, in welcher weine Funktion 
von x und y ist, welche durch die Gleichung (9) bestimmt wird, muss 
man das Hülfssystem integriren: 

x (I)!! + "P( w ) 

Aus den Relationen (12) folgt: 

d'Tj = 0, dx - wdy = 0, dx = wdy + dw (y + "P/(w)) , 

und diesen Gleichungen kann man auf zweierlei Arten genügen: 
1. Wir setzen zuniichst 

y + "P/(w) = 0 

(12). 

(13). 

Alsdann braucht man nicht das System (12) oder die Gleichungen 
(11) und (10) zu integriren. Eliminirt man (I) zwischen den Gleichungen 
(9) und (18), ISO findet man eine Relation 

x = f(y) 

zwischen den Coordinaten. Dieselbe stellt eine der z-Achse parallele Oy
linderfliiche, also eine Regelfläche dar. 

2. Setzen wir sodann 

d'Tj = 0, dw = 0, 
so sind 

'Tj = const, w = const 

die allgemeinen Integrale der Gleichungen (12) und 

'Tj =- p(w) 

das allgemeine Integral von (11); dabei ist q; eme willkürliche Funktion. 
Die Gleichung (10) wird somit: 

dz dz 
w-+-=p(w) dx dy (14), 
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wo w stets durch die Relation (9) bestimmt ist. Die (14) entsprechenden 
Hülfsgleichungen sind 

dx dy dz ) -;- = T = cp(lD)" (15 . 

Die erste dieser Gleichungen : = w giebt mit der Gleichung (9) 

kombinirt die Clairaut'sche Gleichung: 

· (16), 

deren allgemeines Integral ist: 

x = yy + 1p(y) · (17), 

wo y eine Constante bedeutet. Man erhält hieraus : = y, somit w = y. 

Die zweite Differentialgleichung (15) wird: 

dz 
dy = cp(y), 

und diese hat zum Integral: 

Z = ycp(y) + C), 

wo () eine neue Constante ist. 
Mithin ist schliesslich die durc}!. das allgemeine Integral der Gleichung 

(14) dargestellte Fläche eine Regelfläche, die durch die Gerade erzeugt 
wird, deren Gleichungen sind: 

x == 'J'y + 1p(Y), z = ycp(y) + X(Y), 

wo Z eine willkürliche Funktion ist. 

Die Gleichung (14) hat indessen noch ein anderes Integral, welches 
aus der singulll.ren Lösung der Clairau t'schen Gleichung (16) hervorgeht. 
Diese singuläre Lösung wird gegeben durch die Gleichungen: 

x = i'Y + 1p(Y), 0 = y + 1p'(y), 

welche mit (9) und (18) identisch sind, nur dass hier y für w steht. Durch 
Elimination von y findet man somit: 

Alli dieser folgt: 
x = f(y) 

dx = r(y)dy. 

Dieser Werth, in (15) substituirt, giebt: 

w = f(y), de ===; cp[f(y)]dy, 
und hiernach: 

e = F(y) + const. 
J( ansio n, Part. Dilfefentia.lgleichungen. 

. . (18). 

· (19). 
5 
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Die FlI\che, welche von den Linien, deren Gleichnngen (1$), (19) sind, 
erzeugt wird, ist offenbar der Cylinder (18), welcher ebenfa.l.ls eine ßegel
fll1che ist. 

Zweiter Fall. Subtrahirt man die mit w multiplicirte Gleichung 
(71) von der Gleichung (71) oder (1), so kommt: 

d'z d"z 
w da;dy + dy' -= 0 ..... (20). 

Die Elimination von w zwillch8Jl (72) und (20) führt zu der Gleichung: 

d'z d'z _ { d'z )2 = 0 
dx2 dy" da;dy • • • • • (21 ). 

Im gegenwärtigen Falle hat man wegen der Relationen (72) und (20): 

iIq dz dm d7J dz dm 
da; = da; da; , dy;:::::l da: ly . . . . . (22). 

Mithin ist die Funktionaldeterminllollte 

dn] dm dn] dm 
da; dy - dy da; 

gleich Null. Infolge dessen hat ma.n: 

1J = p(w) 
,J_ dm .,J_ dtD :k == tp'(W) da; , ;;; = rp'(w) cIy 

und nach (22) 
dz 
da; ;:::::I q/(w) • . • • . (23). 

Setzt man die Werthe von 1J und von :: in die Gleichung (10) ein, 

S9 gelaugt man ~ der Gleichung: 

: = tp(w) - wq/(w) • . . . • • (24). 

Da nun 
~dz_~dz=O 
dy da; da; dy 

ist, so folgt aus (28) und (24) unmittelbar: 

tp"(w) (w:i: + :;) -- o. 

1. Es sei zunächst q/' (w) = 0 oder: 

q;(cu) = Ow + G, 

WQ C und G Constanten sind. Man hat alsdann: 
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dz=C dZ=(l: 
da: 'dy 

de = Caa: + Gdy 

e = Oa:+Gy+H, 

wo H eine neue Constante ist. Das Integral stellt somit eine Ebene dar 
die einfachste abwickelbare RegelHäche. 

2. Es sei ferner: 

w dco + dco = 0 
da: dy 

Alsdann haben wir, wie wir beim ersten Falle gesehen haben: 

a: = wy + "P(w) 

Aus den Gleichungen (23), (24) und (9) erhalten wir: 

. • (6). 

. • (9). 

dz dz 
ae = da: dx + dy dy = yqJ'(w)dw + cp(w)ay + q/(w)"P'(w)dw, 

e + C = yrp(w) + $cp'(w)1jI(w)dw . . • • (25). 

Purch partielle Integration bringt man die letzte Gleichung auf die 
Form: 

e + C = cp'(w)(wy + "P(w» - y$wrp"(w)dw - $cp"(w)"P(w)dw, 

oder auch wegen der Gleichung (9): 

e + C = xcp'(w) - Y$wcp"(w)dw - $rp"(w)"P(w)dw • (26). 

Diese Gleichung stellt eine Ebene dar, wenn w als variabler Parameter 
betrachtet wird. Die Ableitung derselben nach w ist: 

o = rp"(w) (x - wy - "P(w», 

d. i. (9), da rp!'(w) nicht null ist. 
Die Gleichungen (9) und (25) genügen, um zu erkennen. dass die 

durch das Integral dargestellte Fläche eine RegelHäche ist; diese Fläche 
aber ist den soeben durchgeführten Rechnungen zufolge die Enveloppe der 
beweglichen Ebene (26); mithin ist dieselbe eine abwickelbare Fläche. 

D r i t t e r Fall. Ist w consta.nt, so erhält man aus (10), wie im 
ersten Falle: 

hiernach unmittelbar: 
7J = F(x - wy), 

wo F willkürlich ist. Zur Bestimmung von e hat man die lineare Gleichung: 

dz dz 
w d:J; + dy = F(x - wy), 
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die zum Integral hat: 
Z = '!I F(x - (J.)1I) + Fl(x - (J.)1I), • • • • (27), 

wo F l eine willkürliche Funktion ist. Die Fläche (27), welche durch die 
beweglichen, der Ebene x = {J.)'!I parallelen Geraden 

x - (J.)1I = a, S = '!IF(a) + P 
erzeugt wird, stellt eine windschiefe Fll1che mit einer Richtungsebene oder 
ein Cylindroid dar. 

Folgerung. Die Gleichungen (1), (2) von Monge gehören nur 
Regelflilchen an. 



2. Kapitel. 

Methode von Lagrange zur Integration der partiellen Dife
rentialgleichungen mit drei Veränderlichen lind einiger Glei

chungen mit einer grösseren Zahl von Veränderlichen. 1) 

§ 8. Allgemeiner Gedankengang der Lagrange'schen Methode. 

33. Allgemeiner Gedankengang der Lagrange'schen Kethode. 
Es sei 

{(x, y, e, p, q) = 0 oder q = K(X, y, s, p) 

die gegebene Gleichung. Setzen wir für q seinen Werth in 

de = pdx + qdy 
ein, so kommt: 

dz = pdx + K(X, y, z, p)dy 

(1) 

(2) 

(3). 

1) Lagrange (Abh. d. Berl. Akad. 1772, Oeuvres t. III, p. 549 -577) hat 
die Integration beliebiger Gleichungen erster Ordnung mit drei Veränderlichen 
zurückgeführt auf diejenige der linearen partiellen Differentialgleichungen mit 
vier Veränderlichen und ebenfalls von der ersten Ordnung. Diese hat er ihrer
seits, wie wir im ersten Kapitel gesehen haben, im Jahre 1779 zurückgeführt 
auf die Integration gewöhnlicher Differentialgleichungen. Indessen hatte er im 
Jahre 1785 noch nicht klar erkannt, dass daraus folgt, dass die Integration von 
beliebigen partiellen Differentialgleichungen mit drei Variablen sich zurückführen 
lässt auf die von gewöhnlichen Differentialgleichungen, denn in seiner Abhandlung 
von diesem Jahre, S. 188, erklärt er ausdrücklich, die Integration einer nicht
linearen Gleichung nicht ausführen zu können. Erst Charpit hat im Jahre 
1784 in einer niemals veröffentlichten Abhandlung den Zusammenhang dieser 
drei Fragen nachgewiesen: Integration der gewöhnlichen Differentialgleichungen, 
Integration der linearen partiellen Differentialgleichungen und Integration der 
nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen. Diese Bemerkungen entlehnen 
wir Lacroix t. ll, Nr.740, p.548 und Jacobi (Crelle's Journal, Bd. 23, S. 3). 
Uber die Methode von Lagrange und Charpit vergleiche noch beziiglich einer 
geometrischen Untersuchung der Gleichungen mit drei Veränderlichen nach 
Darboux und Lie: Goursat, Le90ns etc., Kap. IV und ferner Kap. IX. 
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Die Lagrange'sche Methode in ihrer ersten Form besteht darin, 
im Allgemeinen durch Probiren einen Werth von p zu suchen, welcher eine 
willkürliche Constante a enthält und die totale Düferentialgleichung (3) 
integrabel macht, und sodann daraus z herzuleiten mit einer zweiten will
kürlichen Constante b. 

Anders und in allgemeinerer Form ausgedrückt, muss man eine andere 
von (1) verschiedene Relation zwischen x, y, z, p, q suchen, welche eine 
willkürliche Constante enthält und so beschaffen ist, dass die Werthe von 
P und q, welche sich aus dieser Relation und aus (1) ergeben, die Gleichung 
(2) integrirbar machen. I) 

Die Methode lässt sich ohne Schwierigkeit auf eine beliebige Anzahl 
von Veränderlichen ausdehnen. Es sei 

((z, ,xl' ... , X n, PI' ... , Pn) = 0 oder Pn = n(z, ,xl' ... , ,xn, Pl' ... !Pn-l) (1') 

die gegebene Gleichung. Ersetzen wir· P,. durch seinen Werth in 

(2 /), 
so kommt: 

(3/). 

Man hat nun für Pv P2' ... , Pn-l Werthe zu suchen, welche je eine 
willkürliche Constante enthalten und die Gleichung (3') integrirbar machen. 
Allgemeiner ausgedruckt, man muss n-l Relationen suchen, die je n-1 
willkürliche Constanten enthalten und mit (1') zusammen für Pl' P2' .•. , Pn 
Wertbe ergeben, welche die Integration der Gleichung (2 /) ermöglichen. 

Dies ist die Lagrange'sche Methode in ihrer allgemeinsten Form. 
Wir wollen an einigen Beispielen zeigen, dass man mittels der vorher
gehenden Andeutungen bereits ziemlich complicirte Gleichungen integriren 
kann. 

34:. Beispiele. - I. Es seien die Gleichungen zu integriren1): 

Man hat: 

1. q = u(p) 

2. q = u(p, y). 

dz = pdx + u(p )dy, 

ilß == pdx + u(p, y)dy, 

Gleichungen, die unmittelbar integrirbar sind, wenn man. P = a setzt. 
Man findet die vollständigen Integrale: 

1) L.a.grange hat in seiner ersten Abhandlung die allgemeine Methode, 
diese zweite Rela.tion zu finden, angegeben, a.ber ohne sie aJlgemein zu Ende 
führen zu k~nnen, da. er da.Tna.ls die Integra.tion der lineMen Gleichungen noch 
nicht kannte. 

') La.gra.nge, Abh. der Berl. Aka.d., 1772, 1., 2. und 3. Fall; OeuVT8I!J, 
t. m, p. 558-500. 
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e = a:t + b +x(a)y 
z = ax + b + J7(a, y)ay. 

Wendet man dieses Integrations-Verfahren auf die Gleichungen an: 

p'1 = 1 

p2 + q2 + 1 == ml 

p == '1y + '12, 

so findet man die vollstllndigen Integrale: 

z=a:t+b+ 1t 
a 

s=ax+b+ V Y 
mt -l-a' 

z = ax + b - ~ ± ( YV Y'4 + 4a + 2a 19 (y + V y' + 4a ) J. 
Die zweite dieser Gleichungen entspricht der folgenden Aufgabe: Man 

soll diejenigen Flächen finden, deren Flächeninhalt für irgend 
einen Theil zu der Projektion desselben auf die xy-Ebene in dem 
constanten Verhll.ltniss m: 1 steht, oder auch: Man soll diejenigen 
Flächen finden, deren Normalen den Erzeugenden eines geraden 
Kegels parallel sind (vgl. Nr. 15). 

II. Es sei zu integriren : 1. die Gleichung:1) 

fl (x, p) = f 2 (JJ, '1). 
Man setze: 

fl (x, p) = a, f2 f.JJ, '1) == a. 

Hieraus möge sich ergeben: 

p = qJI (x, a), '1 = qJ2 (y, a), 
und daher: 

ds == qJl (x, a) dx + fP2 (JJ, a)dy 

z = JqJI (x, a)dx + IqJ2(Y' a) dy + b. 

2. Es sei ferner die Gleichung zu integriren: 2) 

F (fl, f2 , ••• , fn~ = 0, 
in welcher 

fi = fi [Xi, PiqJ (s)]. 

Man braucht bloss zu setzen: 

fi = ai 

F(IlI, ~, ... , an) = 0, 

1) Lagrange, Abh. d. Ber!. Akad. 1772, 4. Fall, Oeuvres, t. m, p. 561; 
Abh. d. Bar!. Akad., 1774, Nr. 50, Oeuvres, t. IV, p. 80. 

2) Lagrange, Abh. d. Berl. .Aka.d.1172, NI'. 13-14, Oeuvres t. m, p.5'14. 
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um. PI<P als Funktion von XII Pa({J als Funktion von xa, u. s. w. bestimmen 
zu können, so dass also 

ds = PI dxl, + P2dx2 + ... + Pndxn 

nach Multiplikation mit fJJ integrirbar wird. 

Man kann an diese beiden Beispiele die sogenannte Methode der 
Separation der Variablen anschliessen; man findet dieselbe weiter unten 
(§ 19, Nr. 72). 

TIr. Es sei ferner die Gleichung zu integriren1): 

q = p/(x, y} + F(x, y, z). 
Man hat: 

dz = p[dx + (x, y) dy] + Fdy. 

Man integrire die Gleichung 
dx + fdy = 0 

mit Hülfe eines integrirenden Factors v, so dass 

v(dx + (dy) = du 

ist. Ferner eliminire man x aus F, indem man u einführt, und integrire 
sodann 

dz-Fdy=O 

mit Hülfe eines integrirenden Factors V, so dass man unter dieser An
nahme hat: 

V(dz - Fdy) = dU, 

oder auch, indem man u als verl1nderlich annimmt: 

dU 
V(dz - Fdy) + du du = dU. 

Führt man du und dU in den Werth von dz ein, so ergielit sich 
schliesslich: 

dU = V(dz - Fdy) + dd U du = Vpdu + dd U du. 
u v u 

Setzt man 
Vp + dU = a, 
v du 

so el'hält man als Integral: 
U-au-b=O. 

Auf diese Weise ist z. B., wenn 

q = P '!L + (x2 + y2 + z) 
X 

1) Lagrange, Abh. d. Berl. Akad. 1772, 8. Fall, Oeuvres t. III, p. 567; 
Abh. d. Berl. Akad. 1774, Nr. 52, Oeuvres t. IV, p. 82. 



Die Gleichung enth!l.lt die abhängige Verä.nderliche nicht. 73 

ist: 

u = x 2 + y'l, V = 2x, U = 19 (s + u) - y, V = (s + u) - 1 

und das Integral ist: 

- y + Ig (s + x 2 + y2) - a (x2 + y2) 

IV. Es sei schliesslich die Gleichung gegeben 1): 

q = pm. f l (x).f2(y).fg (S). 
Man setze: 

b = O. 

WO F l , F 2 noch unbestimmte Funktionen sind. Dann hat man: 

Bestimmt man F l und F 2 durch die Relationen: 

so folgt: 

[F2 (s)]m-lfs (s) = 1, 

[Fl (x)Jmfdx) = am , 

dz adx m( 
F. (z) = '~/_ + a f2 y) dy, 

2 f f1 (x) 

welche Gleichung unmittelbar. integrirbar ist. 
Dieselbe Lösung findet man mittels der sogenannten Methode der 

Separation der Variabeln (vgl. unten § 19, Nr. 72). 

§ 9. Methode von Lagrange zur Integration der partiellen Differential
gleichungen mit drei Veränderlichen. 2) 

35. Fall, in welchem die Gleichung die abhängige Veränder
liche nicht enthält. - Es sei 

f(x, y,p, q) = 0 oder q = 1G(x, y,p) •... (1) 

die gegebene Gleichung. Bekanntlich ist: 

ds = pdx + qdy . . (2). 

Würde man die Werthe von p und q als Funktionen von x und y 
kennen, so müsste man haben: 

dp dq 
dy = da; . . . (3), 

1) Lagrange, Abh. der Berl. Akad., 1772, 9. Fall, Oeuvres, t. III, p. 569. 
") Ausser den im Anfang des § 7 citirten Schriften vgl. Ja c 0 b i , V or

lesungen über Dynamik, Vorl. 22, S. 168-173. 
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und die Gleichung (1) müsste für diese Werthe eine Identität sein. Man 
hat also: 

(4) 

(4'). 

Eliminirt man :! aus der Relation (4) oder aus der Relation (4') 

mittels der Gleichung (3), so findet man, dass p einer der äquivalenten 
linearen Gleichungen genügen muss: 

dp = el" + el" dp (5) 
dy elx elp dx 

elf + elf dp + elf dp = 0 (5'). 
elx elp dx elq dy 

Umgekehrt, wenn man eine Lösung der Gleichungen (5) oder (5') kennt, 
so machen der durch diese Lösung gegebene Werth von 'P und der ent
sprechende durch (1) gegebene Werth von q den Ausdruck für de integrabel 
oder sie genügen der Gleichung (3). In der That folgt aus den Gleichungen 
(1), (5) oder (1), (5') die Gleichung (3). 

Somit findet man alle Lösungen der Gleichung (1), wenn man alle 
Werthe von p, welche der Gleichung (5) oder der Gleichung (5') genügen, 
sodann mittels (1) alle zugehörigen Werthe von q sucht und die Gleichung 
(2) integrirt. Im Allgemeinen ist es besser, sich darauf zu beschränken, 
einen Werth von p, der eine willkürliche Constante a enthält und der 
Gleichung (5') genügt, so dann den zugehörigen Werth von q zu suchen 
und schliesslich die Gleichung (3) zu integriren. Man gelangt auf diese 
Weise zu einer Lösung der Gleichung (1), welche zwei willkürliche Con
stanten enthält und ein vollständiges Integral ist. 

Das Integral der Gleichung (1) kann durch symmetrischere Rechnungen 
gefunden werden, wenn man eine zweite Relation 

f1 (x, ,!/, p, q) = 0 

zwischen x, y, p, q sucht, die zusammen mit (1) zur Bestimmung von p 
und q in folgender Weise dient. Man hat alsdann: 

elf + elf dp + elf dq = O. 
ely elp dy elq dy 

elf. + elf. dp + elf. dq = o. 
ely elp dy elq dy 

Eliminirt man unter Anwendung der Determinantentheorie 

dp dq dp dq 
dx' dx' dy' dy 
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zwischen diesen Gleichungen und der Gleichung (3), so kommt: 

6((, (1) + 6«(, (1) = 0 
6(x, p) 6(y, q) 

oder: 
6( 6(1 _ 6( 6(1 + 6( 6(1 _ 6f 6(1 = 0 
6x 6p 6p 6x 6y 6q 6q 6y 

_ (6). 

86. Allgemeiner Fall. - Es sei jetzt die Gleichung gegeben: 

fex, 1/, s, p, q) = 0 oder q = u(x, y, s, p) (7). 

Ferner weiss man, dass 
ds = pdx + qdy 

ist. Wenn man eine zweite Relation 

. _ . . . _ _ (2) 

f1 (x, y, z, p, q) = 0 (8) 

zwischen x, y, S, p, q kennen würde, so könnte man aus dieser und der 
gegebenen Gleichung die Werthe von p und q ableiten und, wenn man 
diese Werthe in die Gleichung (2) einsetzte, würde diese unmittelbar inte
grirbar werden. Man muss somit haben: 

dp dq 
dy = dx (9) 

oder: 
6p 
6y + 6p 6q 

6z q = 6x 
6q + 6z P (9') 

für jede Relation (8), welche einer Lösung von (7) entspricht. 
Nimmt man an, dass in die Gleichung (7) die aus dieser Gleichung 

(7) und aus der Gleichung (8) abgeleiteten Wert he von p und q, ausge
drückt in x, y, s, eingesetzt werden, so wird die Gleichung (7) eine Iden
tität und somit hat man: 

. _ . (10) 

oder: 
8( + 6( 6p + 8( 8q = 0 6( + 8( 6p + 6( 6q = 0 (10'). 
6x 6p 6:& 6q 6x ' 6z 6p 6z 6q 6z 

Mittels der Gleichungen (10) oder (10') und (7) kann man :~, :; 

aus der Gleichung (9') eliminiren, wodurch dieselbe übergeht in: 

6p 6x _ 6p + 6p ( 6x _ u) + ~_ + 6" _ 0 (11) 
6x 6p 6y 6z P 6p 6x P 6z -

(11'). 
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Umgekehrt kann man aus den Gleichungen (7) und (11) oder (7) und 
(lI') die Gleichung (9') ableiten. Die Integration der Gleichung (7) ist 
somit zurückgeführt auf diejenige der Gleichung (11) oder der Gleichung 
(11'), aus der q als eliminirt vorausgesetzt wird. 

Man kann die Integration von (7) auch auf die Ermittelung einer im
pliciten Relation (8) zurückführen. Zu dem Ende leitet man aus (7) und 
(8) her: 

lJf + lJf lip + ßf lJq = 0 lif, 
lJa; lJp lJa; lJq lJa; , lix lip lix liq lix 

+ lif, lip + lJf, lJq = 0 l 
lJf + lJf ~ + lif liq = 0 lif, 
lJy lJp lJy liq lJy , liy 

+ li(, lJp + lif, lJq = 0 . (12). 
lip liy lJq liy I . 

lJf + lif lJp + lJf ~ = 0 lif, 
lJz lip lJz liq lJz ' liz 

+ lJf, ~ + lJf, !q = 0 
lip lJz lJq lJz 

Die beiden ersten von diesen Gleichungen geben: 

die zweiten: 

die dritten: 

li (f, t~) + li (f, f,) liq _ 0 
8(x, p) 8(q, p) lJx - , 

8«(, (,) + 8«(. f,) 8p = 0 
li (y, q) lJ (p, q) 8y , 

lJ(f, (,) + li(f, f,) 8q _ 0 8«(, (,) + 8«(, (,) lip _ 0 
8(z, p) li(q, p) 8z - , 8(z, q) li(p, q) 8z - . 

Verbindet man diese Relationen mit (9'), so kommt: 

8«(, (,) + lJ«(, (,) + p 8«(, (,) + q lJ((, (,) = 0 
8(x,p) lJ(y, q) 8(z, p) lJ(z, q) , 

oder, wenn man die Vorzeichen ändert und nach den Ableitungen von f1 

ordnet: 

Man gelangt mit Hülfe der Determinanten zu demselben Resultat, 
wenn man die Ableitungen von p und q zwischen (9') und (12) eliminirt. 
Man kann auch von den Gleichungen (7) und (13) zu der Gleichung (9') 
zurückgelangen. 

37. Ableitung des allgemeinen Integrals a.us der Gleiohung 
(11), (11') oder (18). - Die Systeme der diesen Gleichungen entsprechenden 
simultanen Differentialgleichungen sind nach Nr. 32: 

dx dy dz 
- 8" = T = lJ" 

8p ~-PlJP 
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Betrachten wir irgend eines dieser Systeme. Aus den beiden ersten 
Gleichungen erhUlt man unmittelbar: 

dz = pdx + qdy (14), 

welche Gleichung somit die eine von ihnen ersetzen kann. Lagrange hat 
daraus in scharfsinniger Weise die Lösung eines analytischen Paradoxons 
abgeleitet, welches er selbst entdeckt hatte. 

Das System (1180) hat zur Lösung ein System 

u = a, v = b, W = c, 

wo u, v, w Funktionen von x, y, z, P und a, b, c Constanten sind. Mithin 
ist das Integral der Gleichung (11) oder (11') eine Relation von der Form 

u = q;(v, w) . (15), 
wo q; willkürlich ist. 

"Diese'Gleichung (15)", sagt Lagrange, "mit der gegebenen Gleichung 

{(x, y, Z,p, q) = 0 (7) 

combinirt, wird die Werthe von p und q als Funktionen von x, y, zer
geben, welche, in die Gleichung 

dz = pdx + qdy (2) 

substituirt, aus dieser eine Gleichung in x, y, z ableiten lassen, welche die 
gesuchte Gleichung ist. 

Da bisher die Funktion q;(v, w) durch nichts beschränkt ist, so würde 
folgen, dass die primitive Gleichung einer Gleichung erster Ordnung mit 
drei Veränderlichen eine willkürliche Funktion von zwei Grössen enthalten 
könnte; man kann sich aber leicht überzeugen, dass es unmöglich ist, aus 
einer Gleichung mit drei Veränderlichen mittels ihrer beiden abgeleiteten 
Gleichungen eine willkürliche Funktion von zwei Grössen verschwinden zu 
lassen. " 

Dieser Einwurf ist nicht vollkommen richtig. Man kann nur sagen: 
Es ist beim ersten Anblick ziemlich überraschend, dass die primitive Glei
chung einer Gleichung der ersten Ordnung mit drei Veränderlichen von 
dem Werthe von p abhängen kann, der aus einer Relation (15) 
abgeleitet ist, welche eine willkürliche Funktion zweier Grössen 
en thU.1 t. Wie dem auch sei, jedenfalls hat Lagran ge das in Rede stehende 
Paradoxon sehr gut erklärt und zu gleicher Zeit das Mittel angegeben, um 
das allgemeine Integral der Gleichung (7) zu finden, nämlich: 
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An Stelle der Veränderlichen x, '11, s, p, welche in den Gleichungen (lla) 
oder (ll'a) vorkommen, nehme man u, v, w, p. Da die Gleichung (14) die 
eine der Gleichungen (11a) oder (11' a) ersetzen kann, "so werden in der 
Formel de - pdx - qdy die aus der Variabilität von p hervorgehenden 
Glieder sich gegenseitig aufbeben, da diese nämlichen Ausdrücke" der alten 
Veränderlichen als Funktionen der neuen, "diese }'ormel in dem Falle zu 
Null machen, wo u, v, w Constanten sind. Dieselbe wird also von der Form 
werden: 

Udu + Vdv + Wdw, 

in welcher U, V, W Funktionen von p, u, v, w sind" (L a g r an g e). An 
Stelle der Gleichung (14) kann man also nehmen: 

Udu + Vdv + Wdw = 0 . (16). 

Da die Gleichung (15), welche eine Lösung dieser ist, p nicht mehr 
explicit enthält, so wird dies bei (16) ebenso der Fall sein, so dass U, V, W 
durch u, v, wallein ausgedrückt sind. 

Anstatt die Relation 
de = pdx + qdy (2) 

zu integriren, nachdem man darin p und q durch ihre aus den Gleichungen 

fex, '11, z, p, q) = 0 

u = q; (v, w) 

lIich ergebenden Werthe eingesetzt bat, kann man somit 

Udu + Vdv + Wdw = 0 

unter Berücksichtigung von 
u· = q;(v, w) . 

(7) 

(15) 

(16) 

(15) 

integriren, wobei die Funktionen u, v, w die Grösse q nicht enthalten, selbst 
nicht implicit, wenn dieselben mit Hülfe von (ll a) bestimmt worden sind. 
Aus (15) folgt: 

du = 6rp dv + 8rp dw, 
61) 6w 

und somit erhält man an Stelle von (16): 

(U ~: + V) dv + (U :: + W) dw = 0 (17), 

woraus man u eliminiren und eine Relation von der Form 

v = 1p(w) . . (18) 

ableiten kann. Eliminirt man p zwischen (15) und (18), so erhiUt man das 
gesuchte allgemeine Integral. Hätte man q in u, v, w gelassen, so müsste 
man zu den Gleichungen (15) und (18) noch die gegebene Gleichung hinzu-
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nehmen. In jedem Falle sieht man, dass u und v beide Funktionen von 
w sind, aber eine von ihnen ist nicht willkürlich. 

Die Gleichungen (13a), deren Anzahl vier betr~t, ergeben nicht mehr 
als die Gleichungen (11 a ) oder (11'4)' weil die eine der Lösungen von (134) 
f = 0 ist, wie man leicht findet. In der That, bildet man einen Bruch 
gleich denjenjgen, welche in (13 a) auftreten, und dessen Zähler 

6f dx + 6f dy + 6f ds + 6f dp + 6f dq 
k _ & ~ ~ 

ist, so findet man, dass der Nenner gleich Null ist. Eine der Gleichungen 
(134 ) kann somit durch df = 0 oder f>= const ersetzt werden. Diese Con
stante muss gleich Null sein, da. sonst das gefundene Integral mit der ge
gebenen Gleichung nicht verträglich wäre. Das System (13a) ist somit dem 
System (11'4) äquivalent, wenn man zu dem letzteren f = 0 hinzufügt.1) 

38. Ermittelung des vollständigen Integrals. 2) Nehmen wir 
für die Relation (15) die Gleichung 

u=a+bv+cw . (19), 

wo a, b, c willkürliche Constanten sind, und setzen wir b = 0, c = 0, so 
erhalten wir: 

u=a. (20). 

Diese Gleichung giebt zusammen mit 

fex, y, s, p, q) = 0 (7) 

p und q ausgedruckt durch die willkürliche Constante a und die Variablen 
z, y, z. Somit führt 

dz = pdx + qdy 

zu einer Lösung mit zwei willkürlichen Constanten, welche das voll
ständige Integral ist. 

Man kann zu diesem in gewissen Fällen auf eine andere Art gelangen. 
Man nehme an, dass in der Gleichung (16) W = 0 sei. Offenbar genügt 
man dieser, wenn man 

1) Lagrange, L~ons, p. 386 u. ff. Lacroix, t. n, Nr.747, p.564. La
gr a.n ge sagt noch: Man ha.t 

v = 1p(w), u = %(w) 

n,'(w) + V.p'(w) + w = O. 
mit der Bedingung: 

t) Dies ist, wenn wir Lacroix t. II, Nr. 741, p. 549, recht verstehen, eine 
Idee von Charpit. La.croix t. 111, p. 705 führt einige Bemerkungen von PoisBon 
an über den ZUBammenhang zwischen dem Verfahren, welches die allgemeine 
Lösung mittels des vollständigen Integrals giebt, und demjenigen, welches wir 
in der vorhergehenden Nummer a.useinandergesetzt haben. 
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u=a, v=b 

setzt, und diese Relationen geben zusammen mit (7) das vollständige Integral 
(vgl. das Beispiel der Nr. 39). 

Bemerkung. Die Lagrange'sche Methode gestattet eine zweifache 
Erweiterung in dem Falle, wo die Anzahl der Variablen grösser als drei 
ist. Man kann die Aufgabe zurückführen auf die Bestimmu1lg eines Inte
grals einer (16) analogen Gleichung von der Art, dass dasselbe zu gleicher 
Zeit das Integral der gegebenen Gleichung ist; dies hat, wie wir im nl1chsten 
Kapitel sehen werden, Jacobi bei seiner Erweiterung der Lagrange'schen 
Methode gethan. Diese Methode erfordert die vollständige Integration der 
Gleichungen (l1 a), (l1'a) oder (13a). Jacobi bat jedoch noch eine andere 
Erweiterung der Lagrange'scben Methode gefunden, welche den Namen 
"J aco bi'sehe Methode" verdient und sich gründet auf die vollständige Inte
gration einer gewissen Anzahl von (13 a) analogen Gleichungssystemen. Diese 
Methode wird im zweiten Theile dieses Buches auseinandergesetzt werden. 

§ 10. Beispiele. 1) 

39. Beispiel für die Anwendung der Methode der Nr. 37. 
Es sei 

z =pq 

die gegebene Gleichung. Die Hülfsgleichungen 

dx=dy dz dp 
q P 2pq = P 

führen leicht zu den Integralen: 

u = 4' - P = a, v = ~ = b w = :r; - ~ = C. 
07 p" P 

1) Das erste dieser Beispiele, welches von Lagrange mit bewunderungs
werthem Scharfsinn gewählt worden ist als Anwendung der allgemeinen Methode, 
findet sich in den Le~ons p. 393. Die Classification der andem verdankt man 
Legendre (Memoires de l'Academie de Paris 1787: Memoire sur l'inregration 
des equatwns aux differencespartielles, p. 309-351; § IX, p. 337-348: Des equa
twns non Uneaires du 1. ordre), im Auszuge wiedergegeben von Lacroix, t. H, 
Nr. 742-747, p. 550-564. Die besonderen Fälle, wo man die Rechnungen zu Ende 
rühren kann, sind Lagrange, Abh. der Berl. Akad.1772, 1774, 1785, entliehen. 
J aco bi (Crelle's Journal Bd. 23, S. 2) hat bemerkt, dass mehrere dieser von 
Lagrange behandelten Beispiele schon von Euler mittels besonderer Kunst
griffe gelöst worden waren. Auch Bo oIe, Treatise, Kap. XIV, haben wir einiges 
entliehen. Der Kürze halber haben wir die Schlussfolgerungen von Lacroix I 

welche sich auf eine allgemeine Methode zur Entdeckung neuer integrabier Fälle 
(t. II, Nr. 745, S. 558) beziehen, sowie das Beispiel, welches er dazu giebt, nämlich: 

p = - 2: + ~ tp (q;Z, x, $2 -q:r;z) 

weggelassen. Man integrirt diese Gleichung, indem man ay = qxz setzt (t. 11, p. 561). 
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Aus diesen Gleichungen erhält man: 

y = u + p, z = p 2v, X = W + pv 

dy = du + dp, dz = 2pvdp + p 2dv, dx = dw + pdv + vdp. 

Die Gleichung 
dz - pdx - qdy 0 

nimmt die Form an: 
dw + vd~t = O. 

Setzt -man 
v = rp(u, w), 

so geht diese Gleichung über in: 

dw + rp(u, w)du 0, 

und diese führt zum allgemeinen Integral. 

oder: 

Setzt man dagegen 
dw = 0, du = 0, 

z w = x - .- - = c, u = y - p = a, 
p 
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so findet man zwei Relationen, welche durch Elimination von p zu dem 
vollständigen Integrale führen: 

(x - c) (y - a) = z. 

Man gelangt zu dem vollständigen Integrale auch, wenn man zur Be
stimmung von p die Gleichung y - p = a nimmt. Man hat: 

oder: 

oder: 

p y - a, 
z 

q=--
y - a 

dz (y - a) 
z 

dx + -- dy, y - a 

dz 
y-a 

Das Integral dieser ist: 
z 

y-a 

z 
(y _ a)' dy = dx. 

=x-c 

z = (y - a) (x - c). 

4:0. Beispiele, welche von der Integration einer einzigen der 
Hülfsgleichungen abhängen. - 1. Beispiele, welche von der In-
tegration von 

dx 
8x 
8p 

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 

dy 

6 
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abhängen. - Man kann diese Gleichung integriren, wenn man hat: 

62' = F(x y) 
6p " 

d. h. wenn die gegebene Gleichung von der Form ist: 

q == P F(x, y) + q;(x, y). 

In diesem Falle ist: 

dz = p(dx + Fdy) + p(x, y) dy. 
Hat 

dx + Fdy = 0 

einen Integrabilitätsfaktor v derart, dass 

v(dx + Fdy) = du 
ist, so ergiebt sich: 

pdu 
dz = - + p(x, y)dy. v 

Nimmt man an, dass man x aus fP und v eliminirt habe dadurch, 
dass man diese Veränderliche durch ihren Werth in u und y ersetzt, so 
muss man haben: 

Hieraus folgt: 

d (!-) 
---ay 

drp 
du' 

p = v J:: dy. 

Dieser Werth von p enthält eine willkürliche Constantej der Werth 
von z enthält somit deren zwei und giebt das vollständige Integral.1) 

Es sei z. B. 

Man hat: 

F =~, v= 2x, u = x 2 + y2, q;(x, y) = e'Vt +1I2 = cu, :: = cu, 

p = 2xycU + 2ax, q = 2y2cU + c" + 2ay, 

dz = yff1"+YI (2xdx + 2ydy) + exl+.~2dy + 2axdx + 2aydy 

z = yff1"+y2 + a(x2 + y2) + b. 

H. Beispiele, welche von der Integration von 

dp 
dy = 6x 6x 

6x + p 6z 

1) Lagrange, Abh. der Berl. Akad. 1772. Oeuvres t. III, 5. Fall. p. 562. 
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abhängen. - Man kann diese Gleichung integriren, wenn man hat: 

dp _ 8K + 8K _ Fr ) 
dy - 8x P Tz - ,p, '11 • 

Diese lineare partielle Differentialgleichung giebt für 1t oder q den 
folgenden Werth: 

q = xF(p, y) + p(p, y, z - px). 

Man erhält hieraus: 

dz = pdx + xF(p, '11) dy + cp (p, '11, z - px) dy. 
Setzt man 

dp - F(p, y)dy = 0, 

wodurch p und z - px = u bestimmt werden, so geht die vorstehende 
Gleichung über in: 

du =- p (p, y, u)dy, 

aus welcher man p wird eliminiren können.!) 
Als besondere Fälle erw&hnen wir: 
1) denjenigen, wo 

ist; dann ist: 

2) denjenigen, wo 

ist; alsdann ist: 

oder: 

F(p, '11) = 1p'(y) 

P = 1p ('11), 

du =- p[1p(y), '11, u] dYj 

F=O 

q = cp(p, '11, z - px), 

z = px + {(p, '11, q). 

In diesem Falle hat man: 

z=ax+~t, 

du -= 1p (a, '11, u) dy. 

3) Endlich kann man als noch specielleren Fall die heiden Gleichungen 
betrachten: 

q = 1p (p, y), 

q = P(p), 

welche weiter oben behandelt worden sind (Nr. 34, I. S. 70). 
Im Uebrigen haben wir früher die allgemeinste derjenigen Gleichungen 

untersucht, mit denen wir uns hier beschäftigen (Nr. 21). 

1) Lagrange, Abh. der Ber!. Akad. 1774. Oeuvres t. IV, Nr. 54, p. 85. 
6* 



84 Lagrange'sche Methode für belieb. Gleichungen mit drei Variablen. [Nr.40] 

III. Beispiele, welche von der In tegration von 

dx - dp 
Tx = 8x 8x 
8p 8x + p 8z 

abhängen. - Wir setzen: 

: = F(x,p) 

oder: 
8x 8x 8x ( 
8x + P8z + ii F x, p) = o. 

Um den Werth von u oder q, welcher dieser linearen Gleichung genügt, 
zu finden, müssen wir das Hülfssystem integriren: 

dx dy dz dp dq 
1 = 0 = p = F(x,p) = O· 

Es sei T == a das Integral von dp = F(x, p) dx; daraus möge sich 
ergeben p = :!r(x, a); dann hat man: 

dz = :!rex, a) dx, z - S:!r (x, a) dx = b. 

Die andern Integrale sind q = c, y = d. Mithin hat die lineare 
Gleichung, welche q giebt, zum Integral: 

q = cp (y, T, z - S :!r(x, a) dx). 

Die Relation dz = pdx + qdy geht über in: 

dz = pdx + f{J (y, T, z - S :!r(x, a) dx) dy. 

Setzt man p = :!r(x, a) und ist 

z = S:!r (x, a) dx + v, 
so wird 

dz = pdx + dv = pdx + (p (y, a, v)dy, 

und hat man nur noch v durch die Gleichung zu bestimmen: 

dv = cp (y, a, v) dy .. 

B e m e r k u n g. Es ist ersichtlich, dass sich dieser Fall im Grunde 
nicht von dem vorhergehenden unterscheidet, da die x und die '!I in den 
partiellen Differentialgleichungen die nämliche Rolle spielen. Wir begnügen 
uns daher, ein specielles aus Lacroix 1) entlehntes Beispiel anzuführen. 
Die Gleichung 

q = (z + pX)2 
hat zum Integral: 

a 1 
z + x + y + b = O. 

1) Tome II, Nr. 741, p. 549. 
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IV. Beispiele, welche abhängen von der Integration von 

dz 
Ilx 

'I(, - P IIp 

dp 

Wir setzen, um diese Gleichung integrabel zu machen: 

!: + p !; = F(z,p) ('I(, - p~;). 
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Diese partielle Differentialgleichung hat als entsprechendes System simul
taner Gleichungen: 

dx_dy_dz_ d;p dx 
T - -0 - P - pF(z,p) = xF(z,p)" 

Es sei l' = b das Integral von dp = F (z, p) dz und es sei ferner 
p = .n-(z, b) der Werth von p, welcher sich daraus ergiebt. Dann sind 
die andern Integrale des Rülfssystems: 

'I(, = pa, x - J n(:~ b) = C, Y = d. 

Die Gleichung für 'I(, führt somit zu dem Integral: 

q = pq;( y, T, x - J n(;~ b) ). 

Die Gleichungen von dieser Form geben für dz den Werth: 

dz = P [dX + q; (y, T, x - J n(:~ b) )dY]. 
Setzt man: 

r dz 
P = .n-(z, b), x = J n(z, b) + v, 

so wird: 

dz = .n-(z, b)[ n~: b) + dv + q; (y, b, v) dy]. 

und diese Gleichung reducirt sich auf die integrable Gleichung: 

dv + q; (y, b, v) dy = O. 

Ein besonderer Fall ist der, wo 

q = 'I(,(p, z) 
ist. Man hat alsdann: 

dz = pdx+ 'I(,(p, z) dy. 

Die Integrabilitätsbedingung ist, wenn man p als Funktion von z allein, 
z. B. p = .n-(z), annimmt: 

IIp ( ) (IlX Ilx IlP) 
Ilz 'I(, p, z - Ilz - IIp Ilz P = 0, 
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oder: 
qdp = pdq. 

Mithin: 
q = ap oder ~(p, z) = apo 

Aus dieser Gleichung leitet man den Werth von ;r(z) hel'. Ist dies 
geschehen, so führt die Gleichung p = ;r(z) zu dem Werthe von x: 

x = Lt~if + 1f' (y). 

Andrerseits giebt die Gleichung q = a;r (z): 

ay = f n~:) + x (x). 

Damit diese beiden Relationen identisch seien, muss 

1f'(y) = - ay + b, ,l(x) = - x + b 

sein. Somit ist schliesslich das vollständige Integral: 

x + ay - b = J n~:) . 

Diese scharfsinnige Auflösung rührt von Lagrange her. 1) 

Geometrische Anwendung. Die Gleichung einer Fläche zu 
finden, bei welcher die Länge der Normale, gerechnet bis zur 
xy -Ebene, gleich 1 ist. 

Die Gleichung, zu welcher die Aufgabe führt, ist: 

Z2 (1 + p2 + q2) = 1. 
Setzt man: 

p = ;r(z), q = a;r (z), 
so erhält man: 

VI - Z2 __ 1 __ 
;r(z) = --z- VI + a" 

Die Lösung ist also: 
x + ay = b- VI + a' 1'1= Z2 

oder: 
(x + ay - b)2 = (1 + a2) (1 - Z2). 

Es ist dies die Gleichung eines Rotationscylinders, dessen Achse dar
gestellt wird durch die Gleichungen: 

z = 0, x + ay - b = O. 

Als singuläre Lösung findet man der allgemeinen Regel gemäss: 

z=±1. 

1) Abh. d. Berl. Akad., 1772, Oeuvres, t. III, 7. Fall, p. 566; Abh. d. Berl. 
Akad. 1774; Oeuvres, t. IV, Nr. 51, p. 81. 
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Durch ein anderefJ Verfahren gelangt man zu einem vollständigen 
Integral, welches die Kugelfläche darstellt. Aus der gegebenen Gleichung 
findet man: 

Vl_z2 _ p 2z2 

q= . z 
Somit: 

2zdz = 2zpdx + 2(1 - Z2 - p2Z2)I/~dy. 

Die linke Seite ist ein exactes Differential; dasselbe würde der Fall sein 
mit dem ersten Gliede der rechten Seite, wenn man pz = a - x setzte. 
Unter dieser Annahme sei 

e 2 + (a - X)2 = v. 
Dann wird: 

2 (1 - v)l/'dy = dv 
oder: 

1 v = (y - b)2. 
Somit schliesslich: 

Z2 + (x a)2 + (y - b)2 = 1. 

Bemer kung. Bei den verschiedenen Beispielen, die wir soeben be
handelt haben, haben wir stets die Methode der Nr. 38 angewendet, welche 
darin besteht, dass man den Werth von p aus der Lösung u = a von 
einer der Hülfsgleichungen herleitet. Wir wussten von vornherein, dass 
es uns auf diese Weise gelingen muss, dz = pdx + qdy integrabel zu 
machen. Wir haben uns nachträglich überzeugt, dass dem in der That 
so ist. 

41. Einige Beispiele, welche von der Integration von zweien 
der HÜlfsgleichungen abhängen. I. Betrachten wir die Hülfsglei-
chungen: 

dx dy 
T 

dp 

Diese Gleichungen sind integrabel, wenn 

~und~+ ~ 
op OX p OZ 

Funktionen von x, y und p allein sind. Es genügt dazu, dass z in q nur 
in erster Potenz vorkommt und zwar multiplicirt mit einer Funktion von 
y allein, oder mit andern Worten, dass 

q = F(x, y, p) + zg;(y) 
seI. 

Als besonderen Fall kann man den anführen, wo 

cp (y) = 0 

ist. Man hat alsdann eine Gleichung, welche e nicht mehr enthält, und 
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man kann darauf die Methode der Nr. 35 anwenden. Z. B. giebt die 
Gleichung 

px + qy = pq 
auf diese Weise: 

a; 
p = y + b' q = x + by, 2 b(z - a) = (x + by)2. 

Lagrange behandelt mittels besonderen Kunstgriffs die Gleichung: l ) 

Er setzt: 
x = ytt, P = q; (tt), 

woraus folgt: 
dx = ydtt + ttdy, q = ([q;(tt), tt] 

dz = ycp(tt)dtt + {{[q;(tt), tt] + ttq;(tt)}dy, 

und bestimmt cp durch die Gleichung 

b + JCP{u) du = ([q;(u), u] + uq; (u), 
wonach sich ergiebt: 

z = a + by + yJq;(u)du. 

II. Die Hülfsgleichungen 

dx dz dp = ---,----
ßlI 
ßp 

dy = 

ßlI u-p-
ßp 

dz 
ßlI u-p
ßp 

ßlI ßlI 
ßx + p ßz 

dp 
ßlI ßlI - +p-
ßx ßz 

führen ebenso zur Integration der partiellen Differentialgleichungen von 
der }'orm: 

q = F(y, z, p) + pxq;(y) 

q = q;(y) F(x, z, p) 

oder erleichtern dieselbe wenigstens erheblich. 

1) Lagrange, Abh. d. Berl. Akad. 1772, Oeuvres, t.IlI, 6. Fall, p. 564. Mit 
diesem Beispiele schliesst die Untersuchung der besonderen von dem geschickten 
Turiner Gelehrten behandelten Fälle. 



3. Kapitel. 

Ausdehnung der Lagrange'schen :Methode auf partielle Dift'e
rentialgleichungen mit beliebig vielen Variablen. 1) 

§ 11. Thevr'ie. 

42. Zurückführung der Aufgabe auf die Integration eines 
Systems von simultanen Differentialgleichungen. - Die gegebene 
Gleichung sei: 

(1). 

Kennt man eine Lösung derselben, so machen die daraus sich er

gebenden Werthe von Pi' Pt' .. -, Pn, ausgedrückt durch z, xl' X 2' ••• , X nt 

die Gleichung 

dz = Pi dX l + PtdX2 + .. , + Pndxn 

integrabel. Infolge dessen hat man: 

(2) 

') Diese Ausdehnung der Lagrange'schen Methode, welche von Charpit 
vergebens versucht wurde (vgl. Lacroix, t.ll, Nr.748, p. 567-572) wurde von 
Jacobi in der kleinen Abhandlung: ,;Ober die Integration etc." (Crelle's Journ., 
Bd. 2, S. 317 -329) ausgeführt. Die Rechnungen sind. dieselben, wie bei der 
Methode von Pfaff, nur sind dieselben in der umgekehrten Reihenfolge ausge
führt. Bei der Methode von Lagrange und Jacobi führt man die Integration 
der partiellen nicht linearen Gleichungen auf diejenige der linearen partiellen 
Differentialgleichungen oder auf diejenige der entsprechenden simultanen Diffe
rentialgleichungen zurück. Dies ist die Grundidee, die übrigens, wie wir in Nr. 37 
gesehen haben, zu einer Änderung der Veränderlichen führt. Bei der Methode 
von Pfaff ist dagegen die Änderung der Variablen der Grundgedanke; dieselbe 
führt schliesslich zu den erwähnten simultanen Differentialgleichungen. Wie man 
sieht, ist die Arbeit von Ja c 0 b i, die wir in diesem Kapitel analysiren, in her
vorragendem Masse geeignet, den Zusammenhang zu zeigen, welcher zwischen 
der Methode von Lagrange und derjenigen von Pfaff besteht. Aus diesem 
Grunde setzen wir sie an diese Stelle, obwohl dieselbe absolut keinen Einfluss 
auf die Entwickelung der Wissenschaft gehabt hat. 

A. Meyer hat in der Schrift: Memoire sur l'integration de l'equation generale 
aux (lifferences pal·tielles du premier ordre d'un nQ1nbre quelconque de variables 
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oder: 

Ausdehnung der Lagrange'schen Methode. 

dPk 
dXi 

i)'pi fiPi fiPk fiPk 
JXk + 8i Pk = fiXi + 8z Pi. 

[Nr. 42] 

(3) 

Substituirt man in (1) die in Rede stehenden Werthe von Pi' ... , P" 
und ersetzt man ferner z durch seinen Werth, so wird die Gleichung (1) 
eine Identität, aus der man durch Differentiation erhält: 

-~ fif fif dpl + Cif dpn (41) 
fix1 

TzPl =jp dX + i)'pn dX1 1 1 

-~ fif fif dp, +~ dpn (42) 
fix. 8z P2 = fiPl dX2 + fipn dX2 

-~ fif Ci{ dpl +. +,i[ dpn (4n). 
fix" fiz Pn = i)'p, dx" fipn dXn 

Wir setzen: 

Pi =-
fif fif fif fif (5) - '8; Pi' P --- fi;; Pn fix1 ,,- fi:!..·" 

fif fif (6). P = Pi ',-- + ... + pn -,-
i)'pl i)'p" 

Führt man die Bedingungen (3) in die Gleichungen (4) ein und fügt 
man zu den letzteren noch eine von (6) nicht verschiedene identische Glei
chung hinzu, so gelangt man zu dem folgenden System von Gleichungen, 
denen die aus einer beliebigen Lösung von (1) abgeleiteten Wel'the von 

Z, Pi' ... , Pn genügen müssen: 

(Mem. de l'Acad. de Belgique, t. XXVII, 3. pagination, p. 1-24) die Arbeit von 
J aco bi, die wir hier analysiren, ohne einen wesentlichen Zusatz zu machen, 
reproducirt. 

Wir führen noch in Bezug auf den in diesem Kapitel und zum Theil im 
folgenden behandelten Gegenstand an: Boltzmann, Zur Integration der par
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung (Wiener Berichte, 1875, LXXII, 
2. Abth., 471-483); Bertrand, SUI' la premiere methode de Jacobi pour l'inte
gration des equations aux derivees partielles du premier ordre (C. R. 1876, LXXXII, 
p. 641-647). 

Bei Gelegenheit der in diesem Kapitel auseinandergesetzten Methoden, sowie 
der Methoden von Pfaff und Cauchy ist eine wenig bekannte Arbeit zu er
wähnen, deren Mittheilung wir dem Herrn Professor Padova verdanken: Sulla 
integrazione delle equazioni a deriva~e parziali deI 10 O. Memoria deI Prof. 
Giov. Maria Lavagna. Dieselbe ist publicirt in den Atti dell 'Accademia Geoenia, 
in Catane; ein Auszug aus dieser Abhandlung erschien im Jahre 1846 in den 
Atti della settima riunione degli scienziati italiani tenuta in Napoli, nel 1845. 
(Lavagna wurde geboren zu Livorno im Jahre 1812; er starb zu Pisa, wo er 
Professor der lIlechanik des Himmels war, im Jahre 1870). Wir hoffen in Kurzem 
diese Originaluntersuchung an anderer Stelle zu analysiren. 
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Pi 
8f dpi + 8f dPi 8f dpi 
8Pi dXi 

- -- + ... + -- -~. 
8P2 dX2 8pn dXn 

P2 - lL ~E2_ + ~ dP2 + . .. + ~ dp2 
8Pi dxi 8P2 dX2 8p" dXn 

Pn = 8r dpn + 8f dpn 8f dpn (7 n) 
8Pi dX; --+ ... + 8pn dXn 8P. dX2 

P 8f dz + .. 8f dz + ... + ~ ~ . (7 n+I). =-
dXi 8Pi 8P. dx. 8pn dxn 

Es ist wesentlich zu bemerken, dass, wenn sich auch die Gleic;hungen 
(7) aus den Gleichungen (4) und (3) ableiten lassen, man doch nicht um
gekehrt die Gleichungen (3) aus (4) und (7) herleiten kann. Man kann somit 
aus der vorstehenden Analyse folgern, dass die Werthe von Pi' P2' ... , Pm Z, 

als Functionen von Xl' X 2 , ••• , X n ausgedrückt, welche den Gleichungen (7) 
genügen, die Lösungen der Gleichung (1) enthalten; aber das Umgekehrte 
ist im Allgemeinen nicht richtig: die Lösungen des Systems (7) brauchen 
der Gleichung (1) nicht zu genügen. 

Es folgt hieraus, dass man unter den Lösungen des Systems (7) die
jenigen heraussuchen muss, welche der Gleichung (1) genügen. Die Inte
gration des Systems (7) kommt dem § 7 (vgl. besonders die Nr. 32) zu
folge zurück auf diejenige des Systems: 

dz 
P 

dPi 
Pi =. 

8f 8f 8( 8( 8f . + - - + p .... + Pi - + ... + P" - = 0 
lixn lipn liz liPi lipn 

ist, so sind die Verhältnisse, welche in den Gleichungen (7 a) vorkommen, 
gleich 

df 
lf' 

oder mit andern Worten, es kann eine jener Gleichungen durch d{ = 0 
ersetzt werden. Es folgt daraus, dass das eine der Integrale des Systems 
(7 a) {= c2n oder, wie wir schreiben wollen, f2n = c2n ist. Das Integral
system der Gleichungen (7 a) kann somit dargestellt werden durch: 

wo die f Functionen von Z, Xl' X2, ••• , X", P17 Pt, ... , pn und die c Con
stanten bezeichnen. 

Das System (7) hat zur Lösung n + 1 Relationen von der Form: 

F(fl! {2' ... , ('1/) = O. 
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Es bleibt also nur übrig, die Form der Functionen F derart zu speciali
siren, dass sie die Lösung von (1) geben. 

43. Änderung der Variablen. - Wir setzen, wie im Falle der 
Gleichungen mit drei Veränderlichen, 

f = 0, f l = ul , f2 = U2 , ••• , f211-l = U2n- l (8) 

und leiten aus diesen 2n Gleichungen die Werthe der Variablen 

Xl' ... , X", PI' ... , Pli 
als Functionen von 

her. Führt man diese Variablen in die Gleichung 

dz = Pldxl + ... + Pndxn 

ein, so geht dieselbe über in: 

(2) 

dz = Zdz + Uldul + U2du2 + ... + U2n- l du2n- l • (9) 

Man kann nun leicht beweisen, dass Z = 1 ist und dass die Glei
chung (9) z nicht mehr enthält. Man erhält nämlich aus den n ersten 
Gleichungen (7 a): 

(10). 

Diese Gleichung (10) kann somit die eine der Gleichungen (7) ersetzen 
und dasselbe ist der Fall mit der Gleichung (9), welche (10) äquivalent 
ist. Nun haben aber die Gleichungen (7 a) zur Lösung: 

Ul = Cu u 2 = C2, ... , U2n- l = C2n- l ' 

und diese geben: 
dUl = 0, dU2 = 0, ... , dU2n - l = 0 

und verwandeln somit die Gleichung (9) in Z = 1. Folglich ist 

F(ul , U2 , ••• , U2n_ 1) = 0 (11) 

eine Lösung der Gleichungen (7 a) und somit der Gleichung (9) oder der 
Gleichung: 

Ul dUl + U2du2 + ... + U2n- 1 dU2n_ l = O. (9'). 

Diese kann daher nicht mehr die Variable z enthalten, da dieselbe nicht 
mehr in (11) vorkommt. 

Man kann die vorhergehenden Bemerkungen auch durch eine direkte 
Rechnung beweisen. Man hat: 

Z _ dx,_ + dx. + + dXn 
- PI dz Pt dz . . . Pli dz ' 

wenn die Werthe von 
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dx, dx, dXn 
dz' dz-"", az 

93 

aus den den Gleichungen (7 a) genügenden Relationen (8) hergeleitet wArden. 
Somit: 

dx, _ 1 fit (ZX2 

dz' -I> ""or,' cl" 
1 fif dXn 
p -~p/ . ", dz 

:Mithin ist nach (6): 

Z = ~ {Pt fiX fil' fif} + Pt ~ + ... + PII"i'- = 1. 
uP2 upn 

Berechnen wir nun einen der Ooefficienten U. Für irgend einen dieser 
Ooefficienten hat man: 

U _ dx, + dx, + dXn 
- Pt dlt P2 dU + . .. Pn dlt' 

Die Ableitung von U nach z ist: 

cl C = ~ (dJi dXi d'Xi ) 
d?: -7 dz du + 'Pi dzdu . 

Diese Gleichung kann man mit Hülfe der Relation 

transformiren und erhält auf diese Weise: 

oder: 

da 

ist. 

dU n ( dPi dXi dPi 
dz fTz dU du 

c1U n ( c1Pi dXi dPi 
-dz :E---a;- dir: du I ,. 

n dXi 
Z :EPi---dz 

I 

Man kann nun m dU d' n .. dz 1e urossen 

dPi dXi 
a,o' Tz 

e:i) 

~?-), 

dPi dXi 
du dz 

+ d 
du 

1 

n dXi 
:EPi dz , 
1 

ersetzen durch ihre aus den Rela.tionen (8) oder (7 a) abgeleiteten Werthe. 
Man hat: 

somit: 

dPi 
ds 

Pi dXi 
P' dz 

1 fif 
P fiPi' 

1 '~ (dXi fif dPi) ".J. ]'-- - --P I du fiPi du ' 
I 
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oder, wenn man Pi durch seinen Werth ersetzt: 

dU _ }_ 11 ( _ _ /if dXi _ ~ dPi) _.~ Cif n . dXi 
dz - P ~ ~X· du Cin· du P ~z ~ p, du . 

1 U l rl. 0 1 

Die erste Summe ist die Ableitung nach tt von dem Ausdruck (, welcher 
identisch Null ist, die zweite ist gleich U. Somit: 

oder auch: 

dU Cif 
d.. /iz 
U - P 

JCif dz 

U = Ce- /iz P, 

wo C eme Funktion der übrigen Variablen ausser von s, nämlich von 
Ut, U2, ••• , U2n- 1 ist. 

Hieraus folgt, dass man die Gleichung (9') durch 

_J/if clz 
/iz P e 

dividiren kann. Dieselbe geht somit über in: 

C1du1 + C2du2 + ... + C2n- 1 dU2n_ 1 = 0 (12). 

Pfaff hat eine allgemeine Methode gefunden, um die Gleichungen 
von dieser Form zu integriren. Wir werden dieselbe später darlegen, zu
vor wollen wir aber an einem speciellen Beispiele den Nutzen der vorher
gehenden Transformationlln zeigen. Dieselben genügen in der That in vielen 
Fällen zur Bestimmung des Integrals der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung, weil man oft die Gleichung (12) zu integriren vermag, 
ohne die Methode von Pfaff zu Hülfe zu nehmen. 

§ 12. Anwendung auf die Integration der Schläfli' schen Gleichung: 

at (x2P3 - X3P2)2 + a2(x3P1 - X1P3)2 + a3(3\P2 - X2P1)2 = 1.1) 

4:4:. Integration des Systems von simultanen Di1rerentialglei
chungen, zu welchem die Aufgabe führt. - I. Wir setzen: 

81 = X2P3 - XsP2' 82 = XsP1 - X1P3' 83 = X1P2 - X~I· 

Dann kann die Gleichung geschrieben werden: 

a1 81 , a282 , a383 

(= Xl' Xi' q:;a - 1 0 

PI' Pt' Pa 
---------_._-

(1) 

') Schläfli, Sopra uno. equazione a differenzia.li parziale deI primo ordine 
(Ann&li di matematica pura ed applicata, serie 2, t. II, S. 89-96). 
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Die ersten Unterdeterminanten der vorstehenden Determinante können 
dargestellt werden in dem folgenden Tableau: 

und zwar hat man: 

1 8f 
"2 8x1 = 
1 8f 
2 8Pt 

Mithin ist schliesslich das zu integrirende Hülfssystem: 

dX1 _ dX2 _ dXa _ dz _ - dPt _ - dp2 _ - dPa 
-;;;~ - -7f2 - -;,;--; - T - -~-1- - -~-2 - - ---r,- (2). 

11. Den Eigenschaften der Determinanten zufolge hat man: 

3I:'IXl + 3I:'2 X2 + 3I:'SX3 

§I xI + §2x2 + §sxs 

0, P1§t + P2§2 + Ps§a - 0 

1, P131:'1 +P231:'2 +Ps3l:'s 1. 

Mithin kann man aus den Differentialgleichungen herleiten: 

Xl dX1 + x2dX2 + xsdxs = 0, PI dP1 + P2 dP2 + Psdps = O. 

PI dX1 + P2 dx2 + Psdxs = dz = - (Xl dP1 + x2dP2 + xsdps)· 

Die letzte Relation giebt ferner: 

d(x1PI + X2Pt + xaPa) = O. 

Man erhält hieraus, wenn man beachtet, dass 

(X12+X22+X32) (P1 2+P2 2+Pa2) - (xIPt +X2P2+XaPa)2 =S12+S22+832 (3) 

ist, drei Integrale, welche in den folgenden Gleichungen enthalten sind: 

zu denen man noch die gegebene Gleichung 

a1s12 + a2s22 + a3s3 2 = 1 (1) 

hinzufügen muss. Dabei sind N, m, s willkürliche Constanten. 

Irr. Man hat ferner: 

dSI =x2dP3 + P~dx2 - x3dp2 - P2 dx3 = (- X2§3 + P331:'2 + X3§2 - P231:'3)d.r. 
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Nach den Eigenschaften der Determinanten ist aber: 

(ttStSa + x2§a + Pt 1'Ca 0, 

aßas2 + xa§2 + Pa1'C2 0; 
mithin: 

(a2 - aa) S2S3 = - x2§a - P21'Ca + ,Ta§2 + Pa7r2' 
und somit: 

cls1 (a2 a:J) s2 saclz. 

Ebenso: dS2 (a3 ( 1) S3S1 dz, 

clSa (al a2) SlS2 clz. 

[NI'. 44] 

Von diesen Gleichungen ist nur eine einzige, von den vorhergehenden 
verschieden, denn man erhält aus ihnen: 

Sl cIs1 + St clS2 + sadsa = ° 
a1s1ds1 + a2s2cls2 + a3s3ds3 = 0, 

die zu den Relationen (1) und (42 ) führen. Wir setzen: 

dann haben WIr: 

2s1dSl = (a2 - aa) clu, 2s2ds2 = (aa - a1) (hl, 2s3ds3 = (al - (t2) du, 

oder, indem wir zur Abkürzung 

a2 - (la = b1 , a3 - (11 = 712 , a1 - a2 = b3 

setzen und integriren : 

Die Constanten Al' A2 , Ag sind den Relationen (1) und (42) zufolge 
an die Bedingungen gebunden: 

a1A1 + (tt A2 + a3 A 3 = 1 

A1 + A t + Aa=N. 

Ferner kann man Al als eine absolute Constante annehmen, da u eine 
Variable ist, die wir willkürlich wählen 1). Die zwischen 11 und z bestehende 
Relation ergiebt somit: 

fit du 

z = k + } . 0 V(A,+b,lt) (A,+b2~) (A"+b,,u)' 

') Wir haben vergeblich versucht, A, willkürlich zu lassen und die Lösung 
von Nr. 45 ebenso symmetrisch zu gestalten wie die der Nr. 44. 
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IV. Wir suchen nun ein letztes Integral. Es ist: 

Pldxl - xldPI = (PI 3'r1 + XISI ) de = (1- al SI 2) de = (a2s22 + asss2) de, 

P2dX2 - x2dP2 = (P23'r2 + X2S2) de = (1 - a2s2 2) de = (asss 2 + al SI 2) de, 

PSdX3 - xsdps = (P33'r3 +X3SS) de = (1 - a3 ss2) de= (alsI2+a2s22) de 
oder: 

lXI' m2 I I Xl' Xl 2 + X2 2 + X,2 I = = X2SS 
PI' N cot E Pt, XIPI + X2P2 + x3Ps 

Mithin: 
m2pt = Ncots. Xl - (x2s, - X3S2) 

m2(P1dxI - x1dP1) = xl d(X2S3 - XSs2) - (x2s, - x,s2)dxl' 
Setzen wir 

NXt = m!?l cos 1)11 X2S3 - X,S2 = m!?t sin 1)1' !?t 2 = S2 2 + S,2, 

was gestattet ist, da 

(x2SS - X3S2)2 + N2X12 = (X22 + Xs 2) (S2 2 + S3 2) - (X2S2 + XSS,)2 + N2X12 

= (m2 - Xl 2) (N2 - St 2) - (X1SI)2 + N2XI2 = m2 (N2-s12)=m2(s22+s,2) 

ist, so erhalten wir: 

Xl d (X2S3 - X3S2) = -N!?1 cos 1)1 (m sin 1)ld!?l + m!?l cos 1)ld1)l) 

(X2S3 - X3S2) dXt = ;. (- !?1 sin 1)ld1)1 + cos 1)ld!?l) m!?1 sin ß1). 

Mithin: 
m' m2 (s 2+ 8 2) 

m2(Pldxl - x1dpt) = N !?12d1)1 = 2 N 3 dßt . 

Man hat somit, indem man noch zwei andere ß1 ana.loge Grössen ß2 und ß3 

einführt: 
(S22 + S3 2) dß] = N(a2s22 + asss2) de, 

(S,2 + S12)d1)2 = N(a'sss2 + a1s12)de, 

(S1 2 + S2 2)d1)a = N(a1s12 + a2s22)de. 

Die Grössen SI' S2' sa lassen sich ebenso wie de mittels u ausdrücken. Man 
kann somit schreiben: 

1), = a + Nfu a181 2 + ~8.2 ds. 
S '.0 81'+80' 

)(ansion, Part. Ditrerentialgleichungen. 7 
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Von den drei neuen Constanten av ~, as ist nur eine einzige will
kürlich. Man erhält nämlich aus den Gleichungen, welche iJv iJ2, iJs defi
niren: 

N2 (:c1 2 + :c22 + :Ca 2) = m 2 (th 2 C082 iJ1 + {22 2 cos2 iJ2 + (23 2 cos 2 iJs)' 

(:C2Sa - :CSS2)2 + (XSS1 - xl sa)2 + (X1S2 - X2S1)2 

= m2 ({212 sin2 iJ1 + {22 2 sin2 {)2 + (2s' sin2 iJs) 

oder auch, wie leicht ersichtlich: 

N'l = {21 2 cos2 iJt + {22 2 cos2 iJ2 + {2a 2 cos 2 iJs' 

N'l = {212 sin 2 iJt + {22 2 sin2 iJ2 + {2s2 sin2 iJs• 

Setzt man in diesen Gleichheiten u = 0, so kommt: 

N'l = (~ + As) cos2 al + (Aa + Al) cos2 a, + (Al + A2 ) cos 2 aa' 

N2 = (~ + Aa) sin' a1 + (As + Al) sin2 a2 + (Al + A2 ) sin 2 aa' 

Gleichungen, welche einander äquivalent sind. 
Eine zweite Relation findet man auf folgende Weise. - Man hat 

identisch: 
Xl' X 2' X a 
Xl> X 2, Xa - 0, 

Sl' S2' Sa 
oder: 

~t (x2s, - x as2) + x 2 (xaSt - XtS,) + Xs (XIS, - X2S1) = o. 

Ersetzt man die verschiedenen Factoren dieser Summe von Produkten 
durch ihre Werthe, welche sich aus den die iJ definirenden Gleichungen 
ergeben, so erhll.lt man: 

{21 2 sin 2iJI + {2,2 sin 2iJ2 + {2a 2 sin 2iJa = O. 

Macht man u = 0, so folgt: 

(~ + Aa) sin 2al + (AI + Al) sin 2~ + (Al + A,) sin 2as = O. 

Wie man bemerken wird, sind die heiden andern Relationen zwischen den 
Grössen A und a der folgenden äquivalent: 

Der grösseren Symmetrie wegen setzen wir noch: 

al + ~ + as = Sn. 

Wir haben es nur mit fünf Oonstanten, m, N, n, k und E zu thun; 
in der That lassen sich die Grössen A mittels N und k und die Grössen a 
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mit Hülfe von n und N ausdrücken. Man wird bemerken, dass 

nur von N und n abhängen und dass e nur k und N enthält. 
4:5, Integration der gegebenen Gleichung, - Nehmen wir die 

Grössen m, N, n, 10, kund u als neue Veränderliche, so nimmt der Ausdruck 

die Form an: 

ohne dE zu enthalten, da z, xl! X2 , Xs nicht 10 enthalten; ebenso enthält 
derselbe nicht du, da der allgemeinen Theorie nach, wenn e die sechste 
neue Variable wäre, der Coefficient von de gleich Null sein würde und 
du = 2sl s2ssde ist. Ferner wissen wir, dass P l , P2, Ps unabhängig von 
z und somit von u sind. 

I B h P da:l+ da:.+ axs .. ..- ht . erec nung von I = Pt dm P2 dm Ps dm. man a: 

mithin: 

Ebenso: 

N 
- cot E. 
m 

P. da:\ + da:. + dX:! II. Berechnung von 2 = PI dn P2 dn Ps dn' Es ist: 

mithin: 

Folglich: 
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Somit schliesslich: 
p.2 = N du, 

dn' 

[Nr. 45] 

ebenso: 

P2 = N da• p. = Ndua 
dn' 2 dn' 

Hieraus ergiebt sich, wenn man addirt, infolge der Definition von n, 

N d .3n 3N. 
dn = , 

somit: 
P2 = N. 

IIIB h p. dx,+ dx2 + dx. dz D 
. erec nung von s =Pl dN Pa dN Ps dN - dN' er 

Ausdruck :~ ist ein bestimmtes Integral zwischen den Grenzen 0 und u, 

da N in z nur implicit, nämlich infolge der Grössen A, welche sich unter 
dem Integralzeichen befinden, vorkommt. Da man in Ps, ohne seinen 
Werth zu ändern, U = 0 setzen kann, so hat man einfach: 

Um diesen Ausdruck berechnen zu können, sind wir gezwungen, m 

Bezug auf Al und a l eine specielle Annahme zu machen. Wir nehmen 
Al = 0, ~ = n an, wodurch an den vorhergehenden Rechnungen nichts 
geändert wird, die folgenden aber sehr vereinfacht werden, da diese An
nahme rur u = 0 die Gleichungen 

o 

nach sich zieht. Wie oben hat man: 

Drückt man :l:28a - 82:1:S' 82, 8a als Functionen von N und von !!l und 
l!i wieder als Function von 811 welches N nicht enthll.lt, und von N aus, 
so findet man: 

:l:28s - :1:382 = m!!l sin {)lj !!12 = N'l - 81 % 

(~ - as) 82 2= 1- a181 2 - aS!!1 2 j (as - a2)8s2 = 1 - al812 - a2!!1 z_ 

Hieraus erhält man: 
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Mithin: 

. {) N + {) d.4Jo, N ( + ) - m sm 1 - m!h cos 1 dN - ( ) a2x2s2 aSxSsg 
(I, a. - aa 8.Ss 

= NX l dd.4JoNt + N. (x2SS - X3S2) - ( N ) (a2x2s2 + asxsss) 
(1, a. - as B.Ss 

= NXl dfrN, + N. {X2S2 [(a2 - as) SS2 - a2t!l 2] 
d (a.-as) (I, 8.8s 

+ xsss [(ag - a2) S2 2 - aSt!l 2J} 

= NX1 d.4JodN, + ( ~ 2 (a1s1 2 - 1) (X2S2 + xsss)· a.-as (I, 8.83 
Da 

XlSl + X2S2 + xsss = 0, a l s l 2 + aas22 + a gsS2 = 1 

ist, so hat man weiter: 

p. .N: . d.4Jo, + N.c18, (a.s. 2 + as8s') (N· dfr. + d.4Jo.) x-x- =X - s-
S 1 - 1 dN (a2 -aa)(8.'+Ss')8,8a 1 dN 1 da •• 

Hebt man den Factor Xl und macht u = 0, so kommt: 

Ps = o. 
V. Vollendung der Integration. Die vorhergehenden Rechnungen 

führen die Integration der gegebenen Gleichung auf diejenige der folgenden 
zurück: 

dk = N CotE dm + Ndn. 
m 

Wählt man für k eine beliebige Function von m und n, so ist: 

~ = N cotE 
dm m' 

dk 
dn = N. 

Wir erhalten somit k, N, cot 8 ausgedrückt durch m und n. Mithin werden 
Xl' X2, Xs, z Functionen von m, n, u sein und die Elimination dieser drei 
Grössen giebt das allgemeine Integral. l ) 

') Schläfli giebt eine schöne Anwendung der vorstehenden Lösung auf 
die Bewegung eines Körpers um seinen Schwerpunkt (a. a. O. S. 94-96.). 



4. Kapitel. 

Die Pfaft"sche Methode. I) 

§ 13. Pfatr's Transformation. 

4:6. Allgemeiner Gedankengang des Pfa1f'sohen Problems. 
Pfaff hat die Aufgabe der Integration einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung von dem folgenden allgemeinen Problem abhängig gemacht, 
welches seinen Namen trägt: Wenn ein DifIerentialausdruck 

(1), 

in welchem Xl' ~, ... , X m Functionen von Xl' X 2 , ••• , X m sind, gegeben 
ist, denselben in einen andern zu transformiren von der Form 

(2), 

in welchem Ull U2, ••• , Um - 1 Functionen sind von m - 1 neuen Vari
ablen ul , U2, ••• , um - ll die ebenso wie ). mit den alten Variablen durch 
zu bestimmende Gleichungen verbunden sind. 

Wir nehmen an, diese Gleichungen seien von der Form: 

') P f a ff, Methodus generalis, aequationes differentiarum partialium nec non 
aequationes differentiales vulgares, utrasque primi ordinis, inter quotcumque varia
biles complete integrandi (Abh. d. Berl. Akad., 1814-1815, S. 76-136). Eine 
Analyse dieser Abhandlung hat Gauss gegeben (Göttingische gelehrte Anzeigen, 
1. Juli 1815; Werke Bd. III, S. 231-241) und Jacobi; "Ober die Pfaff'sche 
Methode etc. (Crelle's Journ. Bd. H, S. 347-357), Sur la reduction etc. (Journ. 
de Liouville t. III, p. 161 u. ff.). Die Abhandlungen von Jacobi und die kleine 
Bemerkung von Gau s s enthalten verschiedene Vervollkommnungen der P fa ffschen 
Methode, die wir weiter unten angeben werden. Man vergleiche auch die weiterhin 
folgenden wichtigen bibliographischen Hinweise. 
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Für irgend eine der Veränderlichen Xl' ••• , xm - 1 hat man: 

8x 8x 8x 8x d 
dx = ~ du! + - dU2 + ... + -- dUm-t + -~ - Xm 

DU, 8u. 8Um-l uXm 

Substituirt man diese Werthe in den Ausdruck (1), so findet man: 

(X 8x, 
18u, 

+ 

+ X 8X2_ 
28Xm 

+ ...... + 
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(4). 

Damit der Ausdruck (5) die Form (2) annehme, muss 1) der Coeffi
cient von dXm null sein, 2) müssen die Coefficienten von dut, d~; ... , dUm_ 1 

von der Form sein: AU1 , AU2, ••• , AUm - ll wo u;., U2, ••• , Um - 1 Functionen 
sind, welche explicit nur noch die Veränderlichen Uv U2 , ••• , um - 1 ent
halten. Dazu ist erforderlich, dass 

~ (log AU) = dlogl 
dXm dxm 

1 dl 
l dXm 

sei. Die vorher genannten Bedingungen drücken sich also analytisch folgender
massen aus: 

Xl ~ + ...... + Xm- 1 8Xm-l = AU1 8u, 8u, 

ox 8Xm-\ Xl --'- + ...... + X"'_t -- = A Um- t 
8 Um-l 8Um-l 

Xl 8xt __ + ...... + Xm_ t 8Xm-l + X m = 0 
8Xm 8Xm 

1 dlU. 
"i:u~ dXm 

(7). 

4: 7 . Bestimmung der Relationen, welche zwischen den alten 
und den neuen Veränderlichen bestehen. - Wir wollen die Ab
leitungen nach Xm , welche in diesen letzten Gleichungen vorkommen, bilden. 
Es ist: 

dlU 
dXm 

( dX, 8Xl + ... + 
dXm 8u 

+ (Xl 8:~m + ... + 
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Subtrahirt man von dieser Gleichung diejenige, welche man erhält, 
wenn man die Relation (6m ) nach u differentiirt, nämlich 

dXm 
-dU 

so erhält man: 

( dX, .. lJx,_ + .... + dXm- 1 IJxm-,) 
du IJxm du IJxm 

+ (X lJ'x, + + X lJ'xm_,) 
1 lJulJX". ..• . rn-I IJUIJXm ' 

dXm + d1.U (dX, IJx, _ dX, 8X,) + 
dU dXm - dXm 8u du 8xm ..... 

+ ,dXm- 1 8xm-t dXm- 1 IJXm- 1) 
\ dXm ~-~ 8Xm . 

In dieser Gleichheit ersetzen wir nun die Ableitungen der Grössen X 
nach u und Xm durch ihre Werthe. Es ist allgemein: 

8Xm-1 + 
IJXm 

IJXm-1 
~. 

dlU 
Setzen wir diese Werthe in den Ausdruck von - ein, so erhalten 

dXm 
wir: 

IJXm)]- (8). 
8x, 

Setzen wir zur Vereinfachung 

) IJXf.L IJX" 
(p, v = IJX7I 8xf.L' 

so dass 
(v, p,) = - (/-t, v), (p, p,) = 0 

ist, und ferner: 

k1 = (1, 1) ~x, + (1,2) !Xo + .... + (1, m-1) lJ:xm-1 + (1, m) (91), 
uXm uX", u 111 

k2 = (2, 1) !X, + (2, 2) !x. + .... + (2, m -1) lJ~m-, + (2, m) (92), 
oXm uXm uXm 

km- 1 =(m-1,l) 8x, + .•.•. +(m-1,m-1)8:".-1+(m-1,m)(9m_ 1), 
8xm uXm 

km = (m, 1) IJx1 + ..... + (m, m - 1) 8~~ + (m, m) (9".), 
8Xm oX/li 
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so geht die allgemeine Gleichung (8) über in: 

dl,U = k1 6x, + k., 6x, + .... + k 6xm-, 
dXm 6u - 611 m-i 6u (10). 

Indem man u = 1l1, tt = u 2' .•• , U = um_1 annimmt, findet man die 
m - 1 folgenden Gleichungen, denen wir eine aus den Gleichungen (9) 
abgeleitete Gleichung hinzufügen: 

dl,Um-, _ k OXt + k ox., + k oXm-, (11 ) 
-- dXm - 1 -Ottl"=-~ 2 oUm~, .... + m-i oUm-, m-\ , 

o aXt + k OX2 + + k OX",-, k (11 ) -~-- 2 ~-- . . • . m-I -~--+ m 111 • 
uXm UXIII uXm 

Vergleicht man diese Gleichungen mit den Relationen (6) und (7), so 
sieht man, dass man allen durch diese letzteren ausgedrückten Bedingungen 
genügt, wenn man setzt: 

k t 
X, 

k. =. km-, 
X, .. = X m-, 

Jedes dieser Verhältnisse ist ferner gleich 

dl, 
T dX1/t' 

(12). 

Man hat also, um die Pfaff'sche Transformation auszuführen, das 
System (12), in welchem nur Ableitungen nach X m vorkommen, zu inte
griren. Man schliesst daraus, dass man die m - 1 Integrationsconstanten 
als die neuen Variablen U1 , ••• , um-\ nehmen kann. 

In besonderen Fällen, d. h. für gewisse Wel'the der Functionen X, 
reduciren sich die m - 1 Gleichungen (12) auf eine kleinere Anzahl und 
es bleiben eine oder mehrere der Relationen (3) willkürlich. In diesem Falle 
ist es das einfachste, den Werth einer oder mehrerer der Ableitungen 

OX, ox, oXm-, 
ox",' OXm' ..., OXIll 

willkürlich anzunehmen, was darauf hinauskommt, dass man eine gewisse 
Anzahl der neuen Veränderlichen u als mit den alten identisch annimmt. 
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48. Auftösung der Gleiohungen (12) naoh den Ableitungen 

&x 1) _ Um die Gleichungen (12) aufzulösen, setzen wir: 
&Xm' 

1 dl. 
- -- dXm = dxm+1 • l. dXm 

Hierdurch nehmen diese Gleichungen die symmetrische Form an: 

(1,1) dX1 + (1, 2) dX2 + .... + (1, m) dXm = X1dxm+1 (13d 

(2,1) dXl + (2, 2) dXt + .... + (2, m) dXm = Xldxm+l (132 ) 

(m, 1) dXl + (m, 2) dX2 + .... + (m, m) dXm = X mdxm+1 • (13",). 

Die Determinante dieses linearen Systems ist die schiefe symmetrische 
Determinante: 

(1, 1), (1, 2), (1, 3), ... , (1, m) 

(2, 1), (2, 2), (2, 3), . .. , (2, m) 

G I :3, ~), (3,. 2): (~' 3~, . .. , (3, m) 

km, 1), (m,2), (m, 3), ... , (m,m) 

Diese ist aber bekanntlich das Quadrat der Pfaff'schen Function 

(1, 2, 3, ... , m), 

falls m gerade ist, und identisch null, wenn m ungerade ist. Es folgt 
hieraus, dass die Pfaff'sche Transformation allgemein nur möglich ist, 
wenn m gerade ist. Damit sie in dem Falle möglich sei, wo meine un-

1) Alles, was sich auf die wirkliche Auflösung der Gleichungen (12) bezieht, 
gehört eigentlich nicht zu der hier dargelegten Theorie. In Bezug auf die schiefen 
Determinanten und Pfaff'schen Functionen verweisen wh' auf Baltzer, Deter
minanten, § 3, Nr. 8, S. 21; § 8. Nr. 1-4, S. 52-60; § 9, Nr.4-5, S.67-68. 
Pfaff und Gauss bemerken, dass es unmöglich sei, das System (12) aufzulösen, 
auch wenn m ungerade ist, geben aber dafür keinen Beweis. Jacobi giebt die 
wesentlichsten Begriffe hinsichtlich dieses Gegenstandes in der oben erwähnten 
Abhandlung. Indessen rührt die Theorie der Pfaff'schen Determinanten besonders 
von Cayley her, dessen Arbeiten von Baltzer in dem genannten Werke ihrem 
wesentlichen Inhalte nach reproducirt und vervollständigt sind. Den eleganten 
Kunstgriff, dessen wir uns weiter unten bedienen, um das System (12) aufzulösen, 
entlehnen wir einer kleinen Abhandlung von Cayley, wo er beiläufig angewendet 
wird: Demonstration d'un theoreme de Jacobi par rapport au probleme de Pfaff 
(Crelle's Journal. Bd. 57, S. 273-277), S. 275. Durch Nachahmung des Cayley'schen 
Verfahrens konnten wir die Gleichung (15) finden, ohne die Eigenschaften der ad
jungirten Determinanten zu benutzen, wie es Baltzer thut. 
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gerade Zahl ist, müssen die Determinanten, welche die Zähler der Werthe 
der Unbekannten dX1J dx2 , ••• bilden, sämmtlich zu gleicher Zeit null sein, 
wie der gemeinschaftliche Nenner, welcher die oben hingeschriebene Deter
minante ist; dies ist dasselbe, als wenn man sagt, die Gleichungen (13) sind 
nicht alle von einander unabhängig. 

In dem Falle, wo m gerade ist, hat Cayley eine ausserordentlich ein
fache Methode, diese Gleichungen aufzulösen, angegeben. Wir setzen: 

- Xl = (1, m + 1), - X 2 = (2, m + 1), ... , - XIII = (m, m + 1); 

dann können wir die Gleichungen (13) folgendermassen schreiben: 

(1,1) dXl + (1,2) dX2 + ... + (1, m) dX m + (1, m+ 1) dXm + l = 0 (141) 

(m, 1) dX1 + (m, 2) dX2 + ... + (m,m) dXm + (m,m+ 1) dXm+1 = 0 (14 m). 

Offenbar hat maI). hieraus: 

dx, _ dx. 
(2,3,4, ... , m, m+l) - (3,4,5, ... , m + 1, 1) 

dXm 

(m + 1, 1, 2, .. . ft m - 1) 

wo die Nenner Pfaff'sche Determinanten sind. 

dX I1l+' 
= (I, 2, 3, ... , m) , 

Nach der Theorie dieser 
bemerkenswerthen Ausdrücke findet man nämlich, wenn man diese Werthe 
in die Gleichungen (14) substituirt, als Resultat der Substitution die folgenden 
Pfaff'schen Determinanten, welche identisch Null sind, da sie zwei gleiche 
Indices haben: 

(1,1,2,3,4, ... ,m+1), (2,1,2,3,4, ... ,m+1), (3,1,2,3,4, ... ,m+1), .... 

Mittels Xl' ~, ... kann man leicht die Werthe von dXl, dx2 , ••• aus
drücken. Nach einer fundamentalen Eigenschaft der Pfaff'schen Determi
nanten ist: 

(2,3,4, ... , m + 1)= - (m + 1, 2,3,4, ... , m) 

= - [(m + 1, 2) (3, 4, ... , m) + (m + 1, 3) (4, 5, ... , m, 2) + ... ] 
oder auch: 

-(2,3,4, ... ,m+ 1)=X2(3,4, ... ,m )+X3 ( 4, 5, ... ,m,2)+ ... +X,,,(2, 3, ... ,m-1). 
Ebenso: 

-(3,4,5, ... , m + 1,1)= X3 (4, 5, .. . ,m, 1) + X4 (5, 6, ... , m, 1,3) + ... 

-(m+1,1,2,3, ... ,m-1)=X1(2,3,4, ... ,m-1)+~(3,4,5, ... ,m-1,1)+ ... 

In dem Falle, wo m ungerade und somit m + 1 gerade ist, sind die 
Gleichungen (14) nicht mit einander verträglich oder sie lassen sich auf eine 
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geringere Anzahl reduciren. Es ist leicht, die beiden Fälle zu unterscheiden. 
M ultipliciren wir 

die erste Gleichung mit (2, 3, 4, ... , m), 

" 
zweite 

" " 
(3, 4, 5, ... , m, 1), 

" 
dritte 

" " (4, 5, 6, ... , m, 1, 2) 

u. s. w. 

und addiren wir die Resultate, so werden die Coefficienten von dx1, dx2 , ••• , dx", 
Pfaff'sche Functionen, welche identisch null sind, weil sie zwei gleiche 
Indices haben. Mithin ist das schliessliche Resultat: 

[(1,m+1) (2,3,4, ... ,m)+(2,m+1) (3,4, ... ,m, 1)+ .... ]dxm+1 =0, 
oder auch: 

(1, 2. 3, ... , m + 1) = 0 . (15). 

In dem Falle, wo m gerade, also m + 1 ungerade ist, ist diese 
Gleichung identisch erfüllt; ist aber m ungerade, also m + 1 gerade, so 
ist die linke Seite dieser Gleichung im Allgemeinen nicht null und die 
Gleichungen (14) und (15) sind somit miteinander unverträglich. Wenn 
aber im Besonderen die Werthe von Xl! ... , X m so beschaffen sind, nass 
(1, 2, 3, ... , m + 1) = 0 ist, so reduciren sich die Gleichungen (13) auf 
eine geringere Anzahl und sind mit einander verträglich. Diese Bedingungs
gleichung (15) kann die folgende Form annehmen: 

X1(2, 3, ... , m) + ~ (3,4, ... , m, 1) + ... + X 1ll(1, 2, ... , m -1) = 0 (15'). 

Dieselbe ist bereits von J aco bi angegeben worden, der sie in weniger 
einfacher Weise, als wie wir sie abgeleitet haben, gefunden hat. 

49. Erweiterung der vorstehenden Transformationsmethode.1) 

Wir betrachten einen Differentialausdruck 

Wie wir soeben gesehen haben, kann derselbe in einen Ausdruck 

transformirt werden. 

1) Gauss Werke, Bd. In, S.233-234. ·Gauss hat gezeigt, dass die Trans
formationen, um welche es sich hier handelt, nur implicit in der Abhandlung 
von Pfaff enthalten sind. J aco bi (Journal de Liouville, t. III, p. 201) setzt 
beinahe dieselben Transformationen in umgekehrter Reihenfolge auseinander. 
Lagrange und Monge haben oft Rechnnngskunstgriffe angewandt, die dem 
in dieser Nummer dargelegten von Gauss ähnlich sind. 
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Eine analoge Transformation kann man in dem Falle ausführen, wo 
es sich um einen Ausdruck handelt, der eine ungerade Anzahl von Diffe
rentialen enthält: 

!Jt = YtdYt + ... + Y211- 2 dY2n-2 + Y211- tdY2n-l· 

Dazu transformirt man zunächst gemäss der vorhergehenden Theorie 
!Jt - Y2n- 1dY2n-h indem man Y2n-l als Constante betrachtet, so dass 
dieser Ausdruck die Form annimmt: 

Al (Zl dZl + ... + Ztn-Sdz2n-s)· 

Man hat alsdann offenbar: 

!JI = Al (Zl dZt + ... + Z2n-3 dz2n-3) + Z2n-2 dY271_11 

in welchem Ausdruck 

Z 1': A (Z 8z, + ... + Z ,~~2!'-,,) 
2n-2= 211-t- I 1 iiy,,"_: 2n-3 iiY2n-l 

ist. 
Wir wollen erste 'l'ransformation diejenige von Pfaff im Falle, wo 

m gerade ist, und zweite Transformation diejenige nennen, die wir soeben, 
Gauss folgend, angegeben haben. Hiernach wird man schliesslich, wenn 
man (n - 1) mal die zweite Transformation auf den Ausdruck !JI an
wendet, diesen Ausdruck auf die Form bringen können: 

Ein Differentialausdruck !J, welcher eine Variable und ein Diffe
rential mehr enthält, wird dieselbe Form annehmen, wenn man einmal 
die Transformation I und (n -1) mal die Transformation II anwendet. In 
diesem letzten Falle hat man, um diese Transformationen auszuführen, n 
dem System (13) analoge Systeme von simultanen Gleichungen zu inte
griren, nämlich: 

1 System von 2n - 1 simultanen Gleichungen, 

1 
" " 

2n-3 
" " 

1 System von 3 simultanen Gleichungen, 

1 einzige Gleichung. 

In dem Falle, wo es sich darum handelt, einen Ausdruck !J1 mit einer 
Variablen weniger zu transformiren, hat man ein System weniger zu inte
griren. Jedes System kann erst nach der Integration des vorhergehenden 
gebildet werden. Daraus geht hervor, dass die Pfafischen Transformationen 
in der Praxis ausserordentlich complicirt sind. 
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§ 14. Integration der totalen Differentialgleichungen und der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung nach der Pfaff' schen Methode. 

50. Vollständiges Integral einer totalen Differentialgleichung 
nach der Methode von Pfaff. - Es sei zu integriren eine totale Diffe
rentialgleichung zwischen 2n oder 2n - 1 Veränderlichen, also z. B. zwischen 
2n Veränderlichen 

Xl7l dXl ,l + Xl •2dxl •2 + ... + Xl'2"dxl'2n = 0 (11)' 

Man kann diesen Ausdruck zunächst nach Gauss in einen andern 
transformiren vun der Form: 

U1 dUl + U2du2 + ... + Undun = O. 

Dies führt zu dem vollständigen Integral. welches gegeben wird durch 
die Relationen: 

Ul = al , u2 = a2, ...• U" = an, 

wo die a Constanten sind. 
Man kann auch anders verfahren. indem man den von Pfaff ange

gebenen etwas einfacheren Weg einschlägt. Man transformirt die gegebene 
Gleichung in die folgende: 

~!l dX2!l + X 2•2dx2'2 + ... + ~'2n-l dX2'2n_ 1 = 0 (12), 

Um darauf die nämliche Transformation anwenden zu können. setzen 
WIr 

und können alsdann (12) auf die Form bringen: 

Xa,ldxa,l + Xa•2dx3,2 + ... + X3'2n-3dx3'2>1--8 = 0 (13), 

Wir setzen darauf 

und transformiren sodann (la) in: 

X4•1dx4'1 + X4•2dx4.:! + ... + X4•2n_ 5dx,'2n_5 = 0 (14), 

Man setze ferner 

und fahre in dieser Weise fort, bis man zu einer Gleichung 

gelangt. Setzt man sodann: 
X n ,3 = an_v 

so ergiebt die Gleichung ein Integral von der Form: 

f(xn,l! Xn,2) = an· 
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Das Ensemble der Relationen 

$2' 2n-1 a1 

$3' 2n-3 az 

$4' 2';-5 ag 

bildet ein Integral der gegebenen Gleichung mit n willkürlichen Constanten; 
man kann dasselbe ein vollständiges Integral der gegebenen Gleichung 
(1) nennen. 

Man findet ebenso ein vollständiges Integral mit n willkürlichen Con
stanten, wenn es sich um eine totale Differentialgleichung mit 2n - 1 Ver
änderlichen, wie z. B. (1 2), handelt. 

51. Integrale, die man aus dem vOllständigen Integrale ab
leiten kann. - Bei der vorstehenden Auflösung, die man entweder nach 
Gauss oder nach Pfaff bewerkstelligen kann, bringt man im Grunde ge
nommen die Gleichung immer auf die Form: 

o (a) 

und integrirt sie, indem man setzt: 

Dies ist jedoch nicht die einzige Art, diese Hülfsgleichung (a) zu inte
griren. Man kann auch mit Pfaff und Ga.uss setzen: 

wo F eine beliebige Function ist, und dieser Relation die n - 1 folgenden 
adjungiren, welche zusammen mit F = 0 ein Integral von (1), das so
genannte allgemeine Integral, geben: 

liJ<' liF liF 
liu, liu. liun 
U1 

- U. 
= .... - U,,· 

J aco bi hat gezeigt, dass man auch noch andere Integrale in folgender. 
Weise finden kann. Wir setzen: 
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Aus diesen ergiebt sich: 

8F, d + -- ul 8u, 

Die Pfaff'sche Methode. 

IJ'Fk IJFk 8It'" d - ° 
8u, dUI + 8u2 dU:! + ... + IJUn Un - • 

[Nr. 52] 

Eliminirt man k Differentiale du aus diesen Gleichungen und der Gleichung 
(a) und setzt die Coefficipnten der anderen in dem Resultat gleich Null, 
so erhält man n -k Relationen: 

Fk+l = 0, Fk+2 = 0, ... , F n = 0, 

welche zusammen mit den willkürlich angenommenen 

F I = 0, F 2 = 0, ... , F k = ° 
ebenfalls ein Integralsystem der Gleichung (1) bilden.1) 

52. Anwendung auf die Integration der partiellen Differential
gleichungen erater Ordnung. - Nach einer scharfsinnigen Bemerkung 
Pfaffs kommt die Integration einer partiellen Differentialgleichung 

fez, xl! X2, •.• , Xn. PI' P2' ••. , Pn) = 0 . (2) 

auf diejenige der totalen Differentialgleichung 

PI dX1 + ... + Pndxn + O. dp1 + ... + 0 . dpn_t + (- 1) dz = ° (3), 

in welcher man sich Pn durch seinen aus der Relation (2) abgeleiteten 
Werth ersetzt denkt, zurück. 

Man kann die vorige Methode auf diese Gleichung (3) anwenden. Dazu 
setze man: 

Xn+1 = PI, xn+2 =P2'···' X2n_ 1 = pn-lt x2n - z, 

XI = Pt, X2 =P2'···' X n_1 = pn-I! Xn =Pm 

X n+t = 0, X n +2 - 0, ... , X2n_ 1 = 0, X2n = - 1. 

Fast alle durch das Symbol 

(p, v) 

ausgedrückten Grössen werden Null, so dass die Werthe von kt , ... , k2n 

sich bedeutend vereinfachen, zu gleicher Zeit aber auch ihre symmetrische 
Form verlieren. 

') Man findet auf diese Weise sämmtliche Lösungen, wie leicht zu sehen 
ist, wenn man sich Nr. 12 vergegenwärtigt. 



Man 

Integration nach der Pfaff'schen Methode. 

findet: 

k1 
dp, dpn dXn 

dZ dx, dZ' 
dpo dpn dXn 

k '2 dz dx, ~dz' 

k n- 1 = apn-l apn dzn 
dZ' - dx .. _, (fi' 

+ ... + 

+ ... + 
"'n+l 

dx, dpn dXn 
=-Tz dp, d~ , 

k211_ 1 =-
d.'t'n-t dpn 
dz- dpn-t 

dXn 
Tz' 

+ dpn 
dZ 
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Die Differentialgleichungen der Transformation sind diesen Werthen 
zufolge, wenn man beachtet, dass jedes der Verhältnisse k: X gleich 

ist" und wenn man dz weghebt: 

d = (_~ + dP,,) d ~i dx, Pi d.Z 'x'" 

( dpn dPn) dpn 
dpn_l = ax- + Pn-l -dz dx", dXn_l = - a;;-- dxn, 

n-l rft-l 

d ( dPn dpn ) d 
f: = Pli - PI -d-~ - ... - Pn-l -d'-- Xn• 

p, Pn-t 

Um diese Gleichungen auf eille mehr symmetrische Form zu bringen, 
bemerken wir, dass man nach Gleichung (2) hat: 

J( Jf 
dpn I$x dpn Jp 
da: - Jf' dp - J{' 

Jpn 

Führt man diese Werthe in die Transformationsgleichungen ein, so gehen 
dieselbell über in: 

dXt dzn dz dp, dpo dpn 
(a'), ""Fr = .... 

6f P Pt P; 
= ... = 

Pn 

Jp, Jpn 
Man s ion, Part. Differentialgleichungen. 8 
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wenn man wie im vorigen Kapitel setzt: 

~f 8f 
P1 8x, - 8Z P1' 

8f 8f 
8Xn - iiz Pn, 

Br lif' 
-. +···+Pn-· lip, 8pn 

p 

P fa ff ist somit gena~ zu denselben Hülfsgleichungen gelangt, zu 
welchen J aco bi später geko~men ist, indem er der Lagrange'schen Me
thode ihre natürliche Erwei~el1Ulg gab (vgl. den ganzen § 11). Wie wir 
bereits erwähnt haben, geschehen die Rechnungen in den beiden Methoden 
in derselben Weise, nur in umgekehrter Reihenfolge. 

Bei der ursprünglichen Methode von Pfaff hat man n dem Systeme 
(a') analoge Gleichungssysteme zu integriren, welche n Relationen mit n 
willkürlichen Constanten ergeben. Die Elimination von Pu P2' ... , Pn zwischen 
diesen n Gleichungen und der gegebenen Gleichung führt zu dem voll
stll.~digen lxI,tegral e der parliellell. Differentialgleichung (2). 

Die Bild,ung der ~ndern Hülfssysteme (a') lässt sich nur in jedem be
sonderen Falle ausführen, da dieselben von den Integralen des ersten dieser 
Systeme abhängen.1) 

.§ 15. Vereinfachung der p{af(schen Methode. 
Umgekehrtes Problem. 

53. Vereinfachung der Pfa1f'schen Methode für·die Integration 
der partiellen Differentialgleichungen durch Jacobi. 2) - Nimmt 
man wie in den Nr. 4~ und 43 an, dass man die Hülfsgleichungen, welche 
wir gefunden haben, integrirt und dass man eine Änderung der Variablen 

1) Über das Pfl!>ff'sche Problem vergleiche man die bemel,"kenswerthen 
Abundhmgell von N'atani (€relle's Journ. Bd. 57, S. 301-328), von Clebsch 
(Crelle's Journ., Bd. 59, S. )9t}.-.192, Bd.. so, S. 193-261, BIl.61, S. 146~ 179) 
und von Dubois-ReYIlj.ond (ibid. Bd. 70, S.299-318); ferner verschiedene 
Schriften von Lie in den Abhandlungen der Aka.demie zu Christiania. Wir hätten 
ferner noch in der erstenA.ufiage Gr assmaan, Ausdehnungslehre, 1862, Nr. 500 bis 
527, S.,347-385 erwähnen müssen. Seit 1875 haben Lie, Fro benius, Darboux, 
Moren u. A. Arbeiten- über das Pfaff'sche Problem von höchster Wichtigkeit 
ver6ffentJicht. :&Jw.fs vSJ'~ei<lhender Ä..n/I.lyse. dieser Abhan~n verweisen 
wir auf A. R. Forsyth, Theory of Differential Equations, Part l, Exa.ot EqUlLtiODS 
and Pf aff's Problem. Cambridge, University Press, 1890 (XIII u. 340 S. in 80). 

2) Jacobi, Journal de Liouv,ille, Bd. III, S. 171-182, § IX der Ahhand
lung. J a..0Q bi wundert sich, dass FfaU die in den Nr. 53 'und 54 aUl!6inander
gesetzte Erweiterung nicht gefunden hat. Indessen war die Sache nicht so ein-
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vorgenommen habe, so wird die Integration der gegebenen Gleichung auf 
diejenige der Gleichung 

Cldul + C2du2 + ... + C211_tdu211_1 = 0 

zuriiekgeführt sein, in weloher Ut , ... , U,n-l die Constanten der Integration 
der Hülfsgleichungen und die C durch die Relationen definirt sind: 

dxt dXn 
U = PI du + ... + Pn dU 

U = ce-l~~' 
J aco bi hatte, als er die Untersuchungen Hamilton's über die Dynamik 

studirte, den glücklichen Gedankert; in diese Theorie die Anfangswerthe 
der Variablen, nämlich zo' xlO, ••• , xnO , PlO' ••• , Pno, einzuführen und das 
in der vorstehenden Gleichung vorkommende Integral zwischen den Grenzen 
Zo und z zu nehmen. Es ergiebt sich auf diese Weise: 

U= 
Jz IJf dz 

- lJz P 
Uoe Zo , 

C= U. dxto + o = PlO du' + dxno 
.• , Pno Tu' 

Die zu integrirende Greichlmg redncirt sich auf 

U10dul + .... + U211- I ,0 dU211_ l 0, 

oder ausführlich hingeschrieben: 

+ 

d. h.: 

PlO (ddXUL-,o d'N1 + ... + dx,o d~"_l) 
dU211-1 . 

fach, da Jacobi selbst nicht daran dachte, als er sich mit der Lagrange'schen 
Methode beschäftigte. Er hätte dazu in die Gleichungen die Anfangswerthe der 
Variablen einführen müssen. Dies that Ca u c h y seit dem J'ahre' 1819. Ja c 0 b i 
erka.nllte liilJ 'InIIJJw~'ee dieser Wa.lllie~ 1leae. Verll.nderlicli.teD erst im Jahre 1835 
Dtlich den Arbeiten VQft Hamilt0D über die· Dyna.mik. Aus diesem Grunde'diiri't. 
man in Deutscb.:la.nd die soeben dargelegte IntegratioDsmethode mit Unrecht als 
die Hamilton-J aco bi'sche bezeichnen, da Cauchy lange vor diesen Geometern 
durch eine direktere Methode- als diejenige vonPfaff die später von .1acobi 
auf ziemlich mühsame Weise wiedergefundenen Resultate entdeckt hatte. Herr 
Lile bemerkt ebenfalls in einer semer spii.ter8D Abhandlungen, dQlls die von 
JacO'bi vervollkommnete Pflliff'sche Me'hod~ eigentlich: <Wt C au.chy'sche Methode 
heissen müsste. 

8* 
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Als Integralsystem dieser Gleichungen kann man nehmen: 

XIO = al , x20 = a2 , ••• , x no = an> 

wo a l , a2 , ••• , an Constanten bezeichnen. 

INr.54] 

Hieraus ergiebt sich die folgende Regel zur Integration der Gleichung 
(1), Es sei (0 das, was aus irgend einer der Functionen f wird, wenn man 
darin z = Zo setzt. Man leite aus den Relationen 

(10 = Ut, ... , (271-1'0 = 'lI2n_1o (2n'0 = 0 

die Werthe von xIO, •.• , x no ' PIO'" "Pno als Functionen von Ul ,···, 1t2n _ l 

her und man finde auf diese Weise die n Relationen: 

Um das vollständige Integral der Gleichung (1) zu erhalten, braucht man 
dann nur, nachdem die U durch ihre Werthe ersetzt sind, PI,"" Pn aus 
den Gleichungen 

zu eliminiren. 
Bemerkungen. 1. Ist infolge der gegebenen Gleichung P = 0, so 

giebt die vorgenannte Methode z = Zo als ein Integral der Hülfsgleichungen. 
In diesem Falle findet man nicht mehr direkt das vollständige Integral, 
wie leicht zu sehen ist und wie wir bei Gelegenheit der Cauchy'schen 
Methode zeigen werden, bei der dieselbe Ausnahme eintritt . 

. 11 Anstatt die U und z als neue Veränderliche zu nehmen, kann man 
die u und irgend eins der x nehmen, wodurch die von Ja c 0 b i abgeänderte 
Pfaff'sche Methode sich derjenigen von Cauchy noch mehr nähert. Der 
Hauptunterschied zwischen den beiden Methoden besteht darin, dass Cauchy 
von Beginn der Rechnung an n - 1 neue Variablen als Functionen der alten 
und n willkürliche Constanten anwendet, während Pfaff und J aco bi 2n-1 
neue Veränderliche anwenden und gezwungen sind, im Verlauf der Rech
nung n derselben Constanten gleich zu setzen oder vielmehr, wie wir ge
sehen haben, n Functionen dieser Variablen gleich Constanten zu setzen, 
was auf dasselbe hinauskommt. 

54. Vereinfachung der allgemeinen Pfaff'schen Methode durch 
Jacobi.1) - Wir haben oben (Nr. 53) angedeutet, wie Jacobi, gestützt 
auf die Arbeiten von Hamilton, die Integration der Gleichung (2) auf 
diejenige des einzigen Systems (a') zurückgeführt hat. Wir wollen jetzt 

1) Jacobi, Journal de Liouville, Bd.III, S. 194-201, § 12 der Abhandlung. 
Der in dieser Nummer und in der folgenden behandelte Gegenstand gehört eigent
lich nicht zum Gegenstande dieses Buches. 
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zeigen, wie er in analoger Weise unmittelbar sämmtliche Hülfsgleichungen 
bilden konnte, deren man bei der allgemeinen Pfaff'schen Methode zur 
Integration einer totalen Differentialgleichung bedarf. 

Es • 0 ein Werth von x2n' für welchen Xl' X2, X211 -1 die seI X.n . .. , 
Werthe x~, x~, . .. , ~n-, annehmen. Setzt man 

x, =x~ + (X. n - ~,,) §p Xl =x~ + (X2n - x~n)8" 

X. =X~ + (x. n - X~n) §., X. =X~ + (x2n - x:n)~, 

wo §1' .. ·,§2n-l für x 211 = x~n nicht unendlich werden und §2n = 1 
ist, und führt man an Stelle der alten Variablen ihre Anfangswerthe und 
x 211 ein, so findet man: 

}[tdx, + X.dx. + '" + X,ndx," 

= Btdx~ + B~dx~ + ... + B.n_,dx~n_, + B.ndx.n• 

Nimmt man an, dass die oben gegebenen Relationen zwischen den 
neuen und den alten Variablen diejenigen seien, welche die erste Pfaffsche 
'l'ransformation auszuführen gestatten, so hat man B2n = 0; sodann kann 
man, da 

Bi = r; + (x.n - x~n) §i + (x. n - x~n) l:~~ X2 + (x.n - x~n)' 2.':!~ Bk, 
• • 

von einem Faktor A abgesehen, unabhängig von x2n ist, darin x2n = x~n 

setzen. Auf diese Weise geht also die gegebene Gleichung über in: 

Um dieselbe zu integriren, setzen wir 

sodann transformirerr wir dieselbe in eine andere, welche eine Veränderliche 
weniger enthält, und zwar mittels der Integration eines den Gleichungen 
(12) des § 13 analogen Hülfssystems 

k, k~ k. n 
X~ = X;r= '" = 14,.' 

Um diese lieuen Hülfsgleichungen zu erhalten, braucht man nur in 
dem vorhergehenden System die beiden letzten Gleichungen wegzulassen und 
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in den übrigen x2n = x~n zu setzen und sodann X211_ 1 durch a und 
Xi durch :Cl zu ersetzen. Diese Änderungen, ausgeführt in den Rechnungen 
des § 12, geben in der That die Rechnungen, welche erforderlich sind, um 
die letzte totale Differentialgleichung in 

x~ dx~ + X~ d~ + ... + X2'::_Cdx:'_c = 0 

zu transformiren. U. s. w. Es ist klar, dass man in dieser Weise die Bildung 
der Systeme von Hülfsgleichungen fortsetzen kann und zu dem Integral
system gelangt: 

Bemerkung. Eine grosse Vereinfachung tritt 'ein, wenn 

Xl = 0, ... , X n_,. = 0 

ist. In diesem Falle kann man, wenn man bei einer Gleichung von der 
Form 

angelangt ist, stehen bleiben. Man hat nämlich bereits r Relationen 

und kann ausserdem, um die letzte transformirte Gleichung zu integriren, 
unmittelbar 

setzen. In dem Falle der partiellen Differentialgleichungen tritt dies nach 
der ersten Transformation ein, da man hat: r = n - 1. 

55. Das dem Pfatr'schen Problem inverse Problem. 1) - Es seien 

. (4 n) 

1) J aco bi, Journal de Liouville, Bd. III, S. 185-194, § 14 der Abhandlung, 
giebt den Satz dieser Nummer, ohne die Variationsrechnung anzuwenden. Im 
§ 10, S. 182-185 beweist er den entsprechenden Satz für die Hülfsgleichungen (a'). 
Wir haben es vorgezogen, um nicht auf die Pfaff'sche Methode zurückzukommen, 
an diese Stelle das allgemeine Theorem zu "Betzen, wobei wir uns der Kürze wegen 
der Bezeichnungen der Variationsrechnung bedienen, um das auf die Gleichungen 
(a') bezügliche Theorem als speciellen Fall zu geben. Unser Beweis ist eine 
Nachahmung desjenigen von Ja c 0 b i, Vorlesungen, S. 372-375. 

Alles, was sich auf Gleichungen von der in der Bemerkung II angegebenen 
Form bezieht, haben wir fortgelassen, um nicht in die Theorien der höheren 
Dynamik einzugehen, wodurch unsere Arbeit zu ausgedehnt geworden w!l.re. 
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n IwlatiOllen, welche der totalen Differentialgleichung 

(5) 
genügen, so dass 

Xl~+"'+X ~+x =0 
"x" +1 n "x,,+, n+1 

Xl~+'" +Xn~+X =0 
"x~n "x. 11 '" 

ist. Ferner nehmen wir die n Relationen an: 

Xl If, +'" + X n "fR +).ßt = 0 "a, "al 

Xl "f, +'" + X n ilf.. + ).p" = 0 
ilan ilan 

(7 11), 

wo ßl, , • " ßn neue Constanten sind. Die Gleichungen (6) und (7) ent

halten nach Elimination von ). 2n - 1 Constanten flt, , , " an, !t, ... , fl~-l 
. ~R ~n 

und sind die Integrale der 2n - 1 Gleichungen, al,lf welche Pfaff ge
kommen war bei der Aufsuchung des Integrals von (5). 

Wir denken uns nämlich, dass man aus den Gleichungen (6) und (7) 
die Veränderlichen x all! Functionen von )., der a und. der ß bestimmt 
habe. Lassen wir dann in den Gleichungen (6) und (7) a und p um öa 
und Öß sich ändern, so werden die x sich um Öx ändern, Dies voraus
geschickt, multipliciren wir die Gleichungen (61), ' • " (6n), (71), • , " (7 n) 
resp, mit ÖXn+f, öxn+2, ' , ., ÖX2n7 {)llt, ' , " ban und addiren die Resultate. 
Dann ergiebt sic~ zufolge (4): 

X1ÖX1 + X 2ÖX2 + '" + ~nÖx2n + ).(ß/Ja1 + .. ,' + Pnöan) = 0 (8). 

Differentiiren wir diese Gleichung nach )., so erhalten wir: 

dx dX 
~Xö dJ.. + ~ 'dJ.. Öx + ~ßda = 0 , (9). 

Mult' li irt d' GI' h (6) 't dxn+1 dx,n d addirt 1p c man 1e eIe ungen m1 ~,.", dJ: un ma.n 

die Resultate, so findet man die folgende, übrigens nach (5) evidente Re
lation: 

X dx, + ," + X dxon = 0 
1 dJ.. 2n dJ.. 

und hieraus durch Variation: 

(10), 
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Subtrahirt man von der Gleichung (9) die Gleichung (10) und die durch 
2 dividirte Gleichung (8), so kommt: 

dX dx 1 r 2: - Dx - 2: - DX - - EYOx = O. d}. d}. }. 

Hieraus erhält man, indem man die Coefficienten von OXI, .•. , DX211 gleich 
Null setzt: 

(dX.! 8X, + ... + (/01:211 8X211 ) 

d}. '8x, d}. 8x, 

dXon (dX, 8X,+ + dx,n:XX:n/l) -;v:- - /ll 8x. n . • • !ti- u. 

dX 
Schreibt man statt d}. den Werth: 

8X 8x, + ... + 8X 8x'/l 
8x, 8}' 8x," 6l' 

X 1 _ 0 
}.- , 

X· 1I _ 0 
}. -. 

so nehmen die vorstehenden Gleichungen die t'olgende Form an: 

dd~' (1,1) + dx. '1 2) + + dx," (1 " ) X, " lii \ , . . . di: ,~n = }. 

dx ( ) da; ) + dX.n (2 2) _ X 211 . d: 2n,1 + d}.' (2n,2 +.. tri: n, n - -i-' 

und dies ist das Pfaflsche Hülfssystem. 
Bemerkungen. 1. Damit die Variationen der x zugleich mit den

jenigen der a und ß unabhängig sejen, wie oben angenommen wurde, ist 
erforderlich, dass die Gleichungen (6) und (7) so beschaffen sind, dass 

8(<<" .•. , «", P" ... , Pn) 
nicht identisch Null ist. 

TI. Das Vorhergehende kann insbesondere angewendet werden auf die 
Hülfsgleichungen, zu denen man gelangt, wenn man das Integral der Glei
chung 

pn + fez, Xl' ••• , Xn, Pl' ... , Pn-l) = 0 
sucht. Ist 

eine vollständige Lösung dieser Gleichung oder von 

dz = PI dXI + ... + Pn-l dXn_l - faxn, 
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so hat man als Integral der Hülfsgleichungen 

dx, lif dXn_1 
dxu ;''P,' . . . . .., d:!;n 

lif 
tJ'pll-l 
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,zp, lif ijf' 
-dxn - - ~X; - Pt liz' ........ , 

dp,,_, __ ~_li[ 
dxn - liXn-1 Pn- l liz 

dz lif lif 
dXn = Pt >;.~,' + .... + Pn-I - f 

ViJ tJ'jJn-, 
das System: 

liF .liF 
li.l:, = Pt' ...... , lixn-, = Pli-I' ],' = z (I). 

li1<' • liF liF liF '., -, = p, s;--, .... , -., -- = ßn-I '.,-, 
oetl ~an O(tll-l oan 

(Il), 

welches 2n Constanten a l , ... , a,,, ßI' ... , ßn-t enthält. 
Diese Resultate leitet man aus den vorhergehenden ab auf Grund der 

Hypothesen der NI'. 52. Der direkte Beweis ist im Übrigen sehr einfach. 1) 
IIl. Da z = F eine vollständige Lösung der Gleichung Pn + f = 0 

. t .. d' u t' F liF liF b t ht t IS , so mussen le 1: une IOnen ,PI = -. , ... , p,,-t = --, e rac e 
li.1" lixn_ 1 

als Functionen der Constanten, unabhängig sein, da sonst eine Relation 
zwischen diesen Functionen bestehen und somit z einer zweiten partiellen 
Differentialgleichung genügen würde. Nun würde aber, wenn dies der Fall 
wäre, diese Gleichung und die gegebene nur höchstens oo2n-1 Elemente 
darstellen und dasselbe würde der Fall sein mit z = F und ihren Ab
leitungen. Mithin würde z = F mindestens eine überschüssige Constante 
enthalten, was gegen die Voraussetzung ist. )Ian hat daher, wenn man 

setzt: 

li1<' liP 
IJlt = ., " .... , IjJlI = .,- . 

ua. vall 

IJll , .... , 

_ lit/l, 
li·1:'1 

, .. .. , 

lit/l, li 1/1 11 

OXn_1 ' .. '"' oXIl _ t 

= (lpJ" b l (~~} ... , (t/l~:I)] < 0 
li [x" ... , xn_l] > . (III). 

") Binet (C. R. Bd. XIV, S. 654-660, Bd. XV, S. 74-80), Cauchy, § 2 
der im Buch 111 analysirten Abhandlung (Exercices d'anal. et de phys. math. 
Bd.lI, S. 261-272), Jacobi, Vorlesungen, S. 364-3(19, haben die Variations
rechnung angewendet, um die von Ja c 0 bi modificirte P f a ff'sche Methode oder 
ähnliche Untersuchungen über die partiellen Differentialgleichungen darzulegen. 
Wir können uns, glauben wir, hier bei Gelegenheit des dem Pfaff'schen Problem 
inversen Problems darauf beschränken, eine Vorstellung von der Art der Aus
einandersetzung zu geben. Die Schreibereien werden durch jenes Mittel erheblich 
abgekürzt, aber die Darstellung wird weniger klar. 
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Es folgt hieraus, dass, wenn man die Gleichungen (I) und (II) nach den 
Constanten auflöst, man Functionen der Variablen findet, die von einander 
unabhängig sind. Man kann nämlich nach Voraussetzung aus den Glei
chungen (I) die Werthe der a herleiten, da die Functionaldeterminante der 
linken Seiten nach den a nicht Null ist. Aus den Gleichungen (II) kann 
mall ferner infolge der Ungleichheit (III) die Werthe der Constanten ß 
finden.1) 

1) Jacobi, Vorlesungen, S. 471-475. 



H. Buch. 

Methode von J aco bio 1) 

1. Kapitel. 

Grundlagen. 

§ 16. Fundamenta.leigenschaften der symbolischen A.usdt"Ücke 
von Poisson. 2) 

56. Definitionen. - Es sei~n q; und 1J' zwei explicite Functionen 
der Verä.nderlichen 'xl' X 2 , ••• , Zn> Pv P2' ... , Pn. Ferner nehmen wir an, 

1) Die neue Methode von Ja c 0 b i wurde von C le b s c h veröffentlicht im 
60. Bde. von Crelle's ·Journal 1862 unter dem Titel: Nova methodus etc., ferner 
in den "Vorlesungen über Dynamik", Vorles. 21-23 und an einigen andem Stellen, 
im Jahre 1866. J aco bi war jedoch schon seit 1838 im Besitze dieser Methode, 
wie aus weiter unten, Anmerkung 1 zu § 17, gegebenen Hinweisen hervorgeht. 
Daher muss diese Methode mit Jacobi's Namen bezeichnet werden, obwohl sie 
vor 1862 von Liouville, Bour und Donkin in ihren wesentlichen Zügen eben
falls gefunden worden war (vgl. die angeführte Anmerkung). Wir- knüpfen an 
.die Methode von J aco bi diejenigen Untersuchungen an, welche die natürliche 
Folge derselben sind. Seit 1875 ist die J aco bi'sche Methode Gegenstand der 
Untersuchungen verschiedener Gelehrter gewesen, von denen wir eine der wich
tigsten, welche von Gilbert herrührt, im Nachtrag IV am Schlusse des 2. K!Lp, 
von Buch II reproduciren. Wir verweisen hier nur noch auf einige andere, die 
wir in dieser deutschen Ausga.be unseres Werkes nicht ana.lysiren konnten: 
Collet, Annales de 1'ecole normale superieure, 1876, 2. serie, Bd. V. S. 49-82; 
Comptes rendus, 1880, Bd. XCI, S. 974-978; Cayley, Quarterly Journal of 
Mathema.tics, 1876, Bd. XIV, S. 292-339. . 

2) Po iss 0 n wandte in seinem Memoire sur la variation des constantes arbi
traires dans les p"oblemes de mecanique (Journ. de 1'ecole polyt., 15. cahier, S.281) 
zuerst die Bezeichnung (cp, 1/1) an. Die Bezeichnung [cp, 1/1] ergab sich darnach 
von selbst. Wir bedienen uns noch dreier weiterer symbolischer Bezeichnungen, 
um die Beweise des § 18 zu vereinfachen. Wir folgen in diesem § 16 im All
gemeinen der Darlegung von I mschenetsky, §. 16, S. 48-52. 
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dass ({J überdies noch r Functionen al, a2, .• ", ar und 'IjJ ebenso s Functionen 
bl , b2, " " ", b. dieser nämlichen Variablen explicit enthalte, so dass 

({J - ({J (x" " " ", xn , P" ... , p", a1 , ••• , al') 

ljJ - 'IjJ(x" " " "' xn , P" " " ", pli, b" . " ., b,,) 
ist, und setzen: 

lirp li1/1 
It 8Xi' 8Xi 

«({J, ''P) ~ -- 8rp 81/1 t 

8pi' 8Pi 

drp , .li1/1 
n !lxi' 8Xi 

[({J, 'IjJ) - ~ -- drp 81/1 t 

rlPi' iJ'pi 

lirp d1/1 
n 8Xi' dXi 

( ({J, 'P] ~ - 8rp_ d1/1 t 

liPi ' tiPi 

jrp- d1/J 
It tlXi ' dXi r ({J, ''P J ~ -- drp d"t 1 

dPi' dPi 

drp d1/1 
~I d,r; , dXi 

Crp--;',p ) ~ -- lirp ~ t 

'8pi' 8Pi 

Nach Bedarf werden wir auch, wenn keine Zweideutigkeit zu befürchten 
ist, an SteUe irgend eines dieser Symbole unter Weglassung der Klammern 
und Striche schreiben: 

ep'IjJ oder ({J,ljJ. 

Man findet unmittelbar die folgenden Formeln: 

epq; = 0; ep'IjJ = -'P({J; f/J, - 'IjJ = - ep'IjJ; const, 'IjJ = 0 (1), 

81/1 d1/J 81/1 d1/1 
(Xi, 'IjJ) = 7$p;; (Xil 'IjJ] = tlPi; (Pi, ljJ) = -~C:xi; (Pi,'P] = - dXi (2), 

(Xi, Xk) = (Pi, Pli) = (X;, Pie) = 0 (3). 

Bezeichnet u eine der Veränderlichen X oder P, so findet. man noch. 
falls Deine Differentia.tion nach 1t andeutet: 
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D(q;,1jJ) = (Dq;, 'ip) + (q;, Dip) 

D2(q;,1jJ) = (D2q;, 1jJ) + 2 (Dcp, D1jJ) + (q;, D21jJ). 

Formeln, deren Analogie mit der Lei bn iz'schen Formel für die Entwicke
lung von Dnq;1jJ augenscheinlich ist.!) Diese Analogie konnte übrigens von 
vornherein erwartet werden, da die symbolischen Ausdrücke von Poisson 
Summen von Producten zweier Functionen sind, und diese Bemerkung ge-
nügt ~u~ Beweise der Formeln (4). ' 

57. Entwickelungen der verschiedenen Ausdrücke Cp1jJ. - Man 
hat unmittelbar, den elementaren Eigenschaften der Determinanten zufolge: 

dlJ1 cl1/! 

(q;~-~Ip ) =~ 
!lx , 'clx 

ßIJ1 ß1/I 
ßp' ßp 

01J1 + 01J1 i)'a, + ... + 01J1 Oa,· 
oX ßa, ßx ~'al'ix ' 

01/! + ~'P. ~~, + ... + .81/1 ßb. I 
ßx ob, ßx obs . ßx 

~_1J1 
op 

01/! I 
i)'p 

Diese Gleichung nimmt eine bemerkenswerthe Form an, wenn r = s = n 
und wenn a = b = P ist, wo die p als Functionen der x vorausgesetzt 
werden. Alsdann ergiebt sich, wenn man die Determinante der rechten 
Seite entwickelt: 

( ---) ( ) + 1:.1:. 01J1 o'ljl (OPi i)'pk) 
p, 1jJ = q;, 1jJ i k ßPi i)'pk oXk - ßXi (5), 

wo sich die doppelte Summation auf die Werthe 1, 2, 3 .... , n von i und 
k erstreckt. 

Der Ausdruck [q;, 1jJ] giebt eme analoge Entwickelung. Derselbe ist 
gleich: 

ßIJ1 + ß_1J1 oa, + ... + ~ aal' o'ljl + ß'IjI ob,_ + ... + o'ljl ab. I 
~ ßx ßa, ßx ßal' ßx' ßx ßb, ßx ßbs oX 

ßIJ1 + 01J1 ~!!, +'.,. + ~ oar 01/! + o'ljlßb, + ... + ß'ljI ßb. I 
ßp ßa, op oa,. op' op ßb, op . lJb" ßp 

') Die Formeln (4) sind von Imschenetsky gegeben worden, S. 51-52. 
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Entwickelt man diesen Ausdruck, so findet man die Formel: 

[tp.1p] = (tp,1p) + .E~~ (rp, b) + ..r~~ (a, 1p) + .EI :: ~t (a, b) . (6). 

Insbesondere ist, wenn r = S, ai = bi : 

wo sich die Doppelsumme auf der rechten Seite auf die Werthe von j, die 
kleiner als r, wtd auf die Werthe von k, die gröaser als i sindloder, wenn 
man will, auf die Werthe 1, 2, 8, ... , r von i und k bezieht, da die Au!?
drücke (ai, ai) infolge der ersten Formel (1) verschwinden. 

Enthielten rp und 1p nur die a explicit, so würde sich diese Formel 
(6') auf 

[rp, 1p] = .El,' {::. ::k - ::k::;} (ai, ak). • . (6") 

reducieren. Wenn tp die Functionen a nicht und 1p nur die Functionen 
a enthielte, so würde die Formel (6) zu der folgenden führen: 

[rp,1p] =..r (tp, a)~! . (6"'). 

Man gelangt zu einer brauchbareren, aber weniger natürlichen Ent
wickelung des Ausdrucks [rp,1p], wenn man von der Formel ausgeht: 

f
M+m,N+nj' IM,N+n! j'M+m,NJ'_IM.NI Im,nl . = 1+ +. (7). 
P+ p, Q + q P, Q+ q i P+ p, Q P, Q p, q i 

Ist in dieser Formel (7): 

d ' d1/1 6 61/1 M+m= ;:, N+ n = d:J;' M=6~' N= 6x 

p_6rp 
-Ip' 

Q=61/1 
6p 

und bildet man die Swnme aller analogen Ausdrücke, so ergiebt sich uno 
mittelbar: 

~~=~~+~~-~~+IT::~~ .. ~ 
Ist insbesondere a = b, r = s, so geht diese Formel fiber in: 
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Ein a1ll8erordentlich bemerkenswerther Fall ist der, w{) die Function 
qJ sich auf Pi und 1J' auf P k reducirt. Man hat alsdann nach den Formeln 
(2) und (3): 

[qJ,rp] 

[qJ, tp) = (Pi, tp) 

(Pi, pk) 

a'IJ: 
OXi 

Ocp i'JPi 
(fp, !p] = i'JXIi = aXIi' 

somit giebt die Formel (8'): 

0, 

OPIi 
aXi' 

apk _ api _ II {O~ a1/l _ i'J~ ~} (a. ali) _ (m 1/J) (8"), 
aXi i'JXk - aai aak aak aai I, r' r 

Ist insbesondere (qJ, tp) = 0, so reducirt sich diese Formel auf: 

- - - = .E.E -- .. -- - - _\ (a· ak) .) i'JPk 8Pi {acp i'J1/I i'Jcp i'J1/I) 1 

OXi aXIi i'Ja·i aak aak i'Jai J " (8"'). 

Die Relationen (8"), (8"') werden identisch, wenn in den linken Seiten 

li"Pk _ !Pi = ~1/1 _ -4~ ist und auf der rechten Seite die a durch die 
uXi oXk uXi _k 
Functionen der x und der P ersetzt werden, welche qJ auf Pi und tp auf 
Pli reduciren. 

§ 17. Jacobi's Fundamentaltheorem. 2) 

58. Besondere Form der Bedingungen (rp, tp) 0= 0, falls" und 'IjJ 

linear sind in Bezug auf die partiellen Ableitungen der abhängigen 
Veränderlichen. - Es sei Reine Function von U 1 , U2 , ••• , u'" und 

dR dR IZR 
!?t = -l ' (!2 = -;;-, ... , (!111 = ~, 

(~ (~ ~m 

dR rlR 
I =A.R= at -;;- + ... + al1l d- = al(!t + aZ(!9 + ... + a "'(! 111, 

"'U1 Um. -

aB dB 
J = BR= Oll .. + ... + bm d- = b1.(!l + b2(!2 + .. + blll (!"" c..., ?!/oll 

1) Dia Formel.a (tI) eJltlebnen wir Imschenstsky S. 50-51. Die andem 
in ihrer ·allgemeinen Form sind neo. . Entgegen dem Gebrauch belassen wir in 
den Summen die Glieder, welche sich gegenseitig aufheben, da ihre· Unterdrückung 
in die Formeln eioo unnöthige Complication einführt. 

2) Resume von Jacobi, Nova M~dus, § 28-26. Dieses Resume fiBdei 
sich auch bei Imschenetsky, § 25, S. 141-144, der überdies S. 145 den 
Donkin'schen Beweis für den Fundamentalsatz, ferner auch Nx. 39, S. 53-,)5, 
einen von ihm selbst helTÜhrenden Beweis giebt; sowie bei Graindorge V, 
S.35-41. 

Es geht aus emer SteHe dar Nova MetkoiJAl,s §:JS, a.uf wslcbe Cl e lJos,ch 
aufinarksam gemacht hab, hervor, dass Ja.cobi sem Fundamentaltheorem schon 
seit 1838 hatte. Dieses Princip ist eigentlich schon enthalten in dem Po iss o.n'schan 
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wo a" ... , am , b" .. " bm irgend welche Functionen der u und A und B 
Operationssymbole sind, die durch vorstehende Gleichungen definirt werden. 

Wir suchen den Ausdruck: 

Derselbe ist 

d. h., wenn 
vereinigt 

!?I [(b, 
+ 

IJI OJ 

(I, J) ~ 
8Ui' 8lti 

~ aI a.J 
8(Ji ' 8(J; 

gleich: 

111'1 a(a,(J, + 
~ , 

... +all/(JllI) ~(b,(J, +. '±b~U~~1 
au; , 8Ui , 

CI; TI; 

man die verschiedenen mit !?" .. "!?III multiplicirten Glieder 

+ l(b aalll + b aalll + + b 8alll) ( (ibm + abm + + 8bm)1 {}m 1-,- 2 _.- 0.. m ~---- - a t -- at ---- 0.. am --
(JIt, au" (JUIlI au, au" 8uIII 

oder auch: 

(I, J) =!?, (Ba, - Ab,) + !!2 (Ba2 - Ab2) + ... + !?11I(Balll - Abm ). 

Addirt man zur Summe der Glieder, welche in dem Ausdruck von 
(I, J) das Zeichen + haben, alle Glieder von der Form 

a2R 
aibj~ 

uUiuUj 

Theorem (SIt!' Za va/'iation des constantes a!'bitmires dans les problemes de meca
nique, Journal de l'ec. polyt., 15. cahier, S. 280), dessen Wichtigkeit weder sein 
Urheber noch Lagrange ahnten, wie Jacobi, Nova Methodus § 28, bemerkt. 
Nach dem Tode Poisson's lenkte. J ac 0 bi die Aufmerksamkeit auf das Theorem 
(0. R. 1840, S.529), doch wurde unglücklicherweise seine Nova Methodus erst 1862 
durch Olebsch veröffen.tlicht und zwar ohne jede Anderung, abgesehen von 
einem kleinen Zusatz von einer Seite am Schlusse des § 52, wie wir aus dem Munde 
dieses Geometers selbst gehört haben. Es ist also ein Irrthum, wenn Imsche
netskybehauptet, dass Olebsch .die Jacobi'sche Arbeit nach den in seinen Pa
pieren vorgefundenen Materialien redigirt habe" (S.6). Es ist jedoch wichtig, mit 
dem russischen Gelehrten zu bemerken, dass Donkin das Fundamentaltheorem 
ebenfalls gefunden hat (Philosoph. Transact. 1854, Theil I, S.71 und 93), dass 
ferner Lio u ville in seinen Vorlesungen vom Jahre 1853 dasselbe ebenfalls be
wiesen hat, wie Bour in seiner Abhandlung: Sur l'integration des equations 
differentielles partielles du premier et du second m'dre (Journ. de l'ec. polyt., 
39 cahier, S. 148-191), S. 168 behauptet, wo er es das Theorem von Liouville 
nennt. Trotzdem muss man diesem Satze die Bezeichnung als Ja.cobi's Theorem 
belassen, da. dieser Geometer mehr als ein anderer die Fruchtbarkeit desselben 
'klargestellt hat. 
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und subtrahirt man dieselbe Grösse von· den andern Gliedern, so erkennt 
man unmittelbar, dass das Ensemble der positiven Glieder BAR, das der 
negativen - ABR darstellt. 

:Mithin ist sehliesslieh: 

(I, J) = BAR - .ABR = (BA - .AB) R. 

Zusätze I. Die Operation (BA - AB) führt keine zweiten Ab
leitungen, sondern nur erste Ableitungen der Function ein, auf welche sie 
angewandt wird. 

n. Hat man identisch (I, J) = 0, oder ist identisch Ba - Ab = 0, 
so ist auch 

.ABR = BAR, 

d. h. man kann die Operationen A und B umkehren. Kommt man über
ein, AiR an Stelle von A . Ai-IR zu SChreiben, so folgt daraus, dass man 
auch schreiben kann: 

Es ergiebt sich hieraus, dass, wenn R eine Lösung von AR = 0 ist, das
selbe von BmR gilt. Denn es ist A. BmR = Bm. AR = ßmO = O. 

J aeo bi hat von diesem Zusatz den folgenden eleganten Beweis ge
gegeben. Wird 

dUi dUi 
ai = dt' bi = d8 

gesetzt, so hat man: 
dai dbi 
li8 - Te' 

oder a.uch: 
dai du, + dai du. + + dai dUn, 
du, fli du. da • . • du". li8 

dbi du, + dbi du. + ... + dbi dUm 
= du, Tt du. dt dUm dt' 

d. h. successive: 

(bI :: + ... + bm d:) - (~ :!: + ... + amd':J - 0, 

Bai - Abi = 0. 
Ferner ist: 

I=~ dR + ... + am dR =dRdu, + ... + dR dUm =dR=AR 
du, dUm du, dt dUm dt dt 

dR • 
J = da = BR, 

somit 
dR dR 

dds d Tt 
BAR = -;u- = (f8 = ARR. 

ll. n. ion, P.rt. Dift'lIrentia.lglllichunglln. 9 



180 Jacobi'sche Methode. [Nr.59-60] 

59. J'uDdamatalaata von Jaoobl. Jaoobl'B BeweiB. - Die linken 
Seiten der Gleichungen .(rp, 1p) sind linear in Bezug auf die Ableitungen 
einer der Functionen cp oder 1p. Wendet man auf diese Ausdrücke die 
Hauptformel der vorigen Nummer an, so gelangt man zu dem Fundamental
theorem von J aco b i. Es sei m = 2n und 

Ut = PIl U, == P2' ... , U" == P .. , U,,+1 = xll ••. , Um = x". 
Setzt man: 

.AR == (M R) = ('M IR _ IM IR) + . " + ('M IR ......:. IM IR) 
, Ix" ßpl IPl lrel Ix" Ip" ßp" Ire" ' 

RR = (N, R) = ('N'R _ IN IR) + ... + ('N IR _ IN IR), 
Ix" IPl IPl l:.cl l:.c" 'pR Ip" Ire" 

so dass für i<n + 1 
8M __ IM b. _ IN b +' __ IN 

aj = l:L'i' a"+i - IPi" - l:.ci' " , - ßpi 

ist, so hat man: 

(B..4-AB)R=I'R (B 'M -A IN) _I'R (B'M_.A IN). 
ßp l:.c Ix Ix ßp Ip 

Nach der Definition der Symbole A und B ist aber: 

B.AR = (N, (.M, R)), ABR == (M, (N, R», 

B IM = (N. IM) 
l:.c ' l:.c ' 

IM ('~ B Ip = N, ai}' 

Und hieraus ergiebt sieh mit Berücksichtigung der Formeln (1), (41 ) 

des § 16: 
(N, (M, R)) - (M, (N, R» 

= I IR{(N. IM\ + ('N M)} _ I 8R{(N. 'M) + ('N M)} 
Ip '8:.c1 l:.c' l:.c 'Ip Ip' 

= I {'R ICN, M) _ IR '(N, M)} 
Ip l:.c l:.c ßp 

== «N, M), R). 

Hieraus erhält man, wenn man mit Hülfe der Formel (1) des § 16 
alle Glieder auf die rechte Seite schafft: 

(M,(N, Rl) + (N,{R.AO) + (R,(M, N)) = 0, 

und dies ist der Fundamentalsatz von Jacobi. 
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Zusatz. Sind M = a, N = b Lösungen der Gleichung 

(R, z) = 0, 

so folgt aus dem vorstehenden Satze, dass auch (M, N) = c eine Lösung 
ist; denn die Fundamentalgleichung giebt: 

oder 
(M, 0) + (N, 0) + (R, (M, NJ) - 0, 

(R, (M, N}) = O. 

60. Beweis von Donkin. l ) - "Sind MI N, R beliebige Functionen 
der 2n Variablen XI, ••. , X m PI' ... , Pm so hat man: 

(M, (N, R» + (N, (R, M» + (R, (M, N) = O. . (e). 

Entwickelt man diesen Ausdruck, so ist ersichtlich, dass jedes seiner Glieder 
besteht aus dem Produkt einer Ableitung zweiter Ordnung der einen der 
Functionen M, N, R und den Ableitungen erster Ordnung jeder der beiden 
andern Functionen. 

Betrachten wir die Glieder, welche Ableitungen zweiter Ordnung von 
M enthalten. Dieselben werden von einer der Formen sein: 

8'M 8N 8R 82M 8N 8R 82M 8N 8R 
8Xi 8pj 8xj 8Pi' 8Xi 8xj 8Pi 8pj' 8Pi 8Pi 8Xi 8xj , 

wobei i = j sein kann, und jedes derselben wird aus dem zweiten oder 
dritten Gliede der Gleichung (e) hervorgehen. 

Untersucht man jetzt jede dieser Formen, so sieht man leicht, dass 
jedem aus dem zweiten Gliede der Glei,chung (e) hervorgehenden Gliede 
ein analoges aber mit entgegengesetztem Vorzeichen behaftetes entspricht, 
welches aus dem dritten Gliede dieser Gleichung hervorgeht; und da dies 
auch gilt für die Glieder, in welchen die zweiten Ableitungen von N und R 
vorkommen, so folgt, dass die ganze linke Seite der Gleichung (e) sich 
identisch auf Null reducirt. Mithin ist' der Satz bewiesen." 

1) Wir entlehnen dieses Donkin'sche Citat im Texte Imschenetsky 
S. 145. Der Beweis desselben beruht auf der Anwendung der Formel (6111) des 
vorigen Paragraphen zur Darstellung von (M, (N, RI), (N, (R, MI), der Formel (41 ) 

zur Darstellung von (R, (M, N)). Man addirt die gefun\lenen Resultate und per
mutirt zweimal cyklisch in der neuen Gleichung die Buchstaben M, N, R. Man 
findet den Satz von Ja c 0 b i, indem man die drei zuletzt -erhaltenen Relationen 
addm. 
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§ 18. Verschiedene Formen der Integrabilitätsbedingungen einer par
tiellen DifferentiaJ,gleichung ~ I) 

61. Erste Form der IntegrabUitätsbedingungen.2) - Es sei 

eine zu integrirende partielle Differentialgleichung, indem PI, P2' .•. , pn 
wie oben die Ableitungen einer unbekannten Function z nach Xl' X2, ••• , X n 

bezeichnen. Es ist: 

dz = PI dXI + P2dx2 + ... + Pndxn. 

Um ein vollständiges Integral der gegebenen Gleichung zu finden, ge· 
nügt es, wenn man ausser dieser Gleichung n - 1 andere Relationen der· 
selben Form hat, deren jede eine willkürliche Constante enthält: 

Hz (Xl' ••• , xR! Pl' ••• , Pn) = a2 

Hg (Xl' .•• , xR! Pli ... , Pn) as 

vorausgesetzt, dass die aus diesen Gleichungen (H) abgeleiteten Werthe 
von Pli P2' •.. , Pn: 

3rl (Xl' X 2, ••• , XR! aV a2 , ••• , an) 

3r2 (Xu X2, ••• , XR! al' a2, ••• , an) 

dz integrabel machen. In der That, wenn dies der Fall ist, so kann man 
durch eine einfache Quadratur einen Ausdruck für z finden, welcher ausser 
den n - 1 Constanten a2 , ag , ••• , an eine n te aus der Integration von dz 
herv!>rgehende willkürliche Constante enthält. Der Ausdruck von z genügt 
nicht nur der gegebenen Gleichung, sondern dem glmzen System H. 

1) Resume von Jacobi, Nova Methodu.s, § 2·-17 und 30-32. Dieses Resume 
findet sich auch bei Imschenetsky, § 10-11, S.32-ß6, § 13, S .. 41-42; § 15, 
S. 45-48, § 17, S. 55-62, § 20-22 zerstreut; Graindorge, HI, S. 15-30, 
IV, S. 30-35, Vll zerstreut. Wir halten es für besser, alle Sätze derselben Art, 
wie wir es gethan haben, zusammenzustellen, anstatt einige derselben mit der 
lntegrationsmethode selbst zu vermengen. Wir haben den Text des § 18 der 
ersten Auflage mit Berücksichtigung der Wichtigen Abhandlung des Herrn Gilbert, 
die wir im Nachtrage hinter Kapitel II im Wesentlichen reproduciren, korrigirt. 
In den auf die !J a c 0 b i'schen Beweise bezüglichen Anmerkungen haben· wir in
dessen nicht versucht, die Relationen anzugeben, welche identisch sind. 

') J aco bi, Nova Methodus, § 2. Wir fügen die Form (I') hinzu. 
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Die Integrabilitll.tsbedingungen von ds sind bekanntlich die Identitlten: 

(I), 

wo i und k die Werthe 1, 2, 3, .•. , n annehmen. Man wird bemerken, 
dass diese Bedingungen auf die Form gebracht werden können: 

62. Zweite Porm der Integrabilitätabedingungen.1) 

hll.lt diese zweite Form, wenn man beachtet, dass man hat: 

(1'). 

Man er-

1) Jacobi, NO'Va Methodus, § 14-16. Wird die Relation, welche zu dem 
iJni' iJnk' direkten Satze f"dhrt, nach -iJ - -iJ aufgelöst, so führt sie zu dem umge-

XI<' Xi' 

kehrten Satze. Dies thut J aco bi im § 16, den Graindorge IV, S. 30-85 im 
Auszug wiedergiebt. Wir sind beim Beweise des direkten Satzes Ja c 0 b i ge
folgt, ebenso wie Imschenetsky, § 11, S.33, und haben den Ton letzterem in 
Nr. 40, S. 55 f"dr den umgekehrten Satz gegebenen Beweis vereinfllAlht. Im § 14 
der Nova Methodus giebt J aco bi einen andem Beweis der Formeln (Il), indem 
er sich auf die weiter unten gegebenen Relationen (IV) stützt. Es sei: 

P1 = 'I/I1(XI, ... , Xn, all a2• Pa' ... , pn), P. = 'I/I,(xlI .•. , Xn, al, a" Pa"'" Pli)' 
Die Relationen 
H 1(X1,···, Xn,'I/IlI'I/I2I Pa'" .,pn) = a1, H.,(x" ... , XII, 'I/I,,'I/I .. Ps'· .. , Pli) = ~ 

sind Identitll.ten. Somit erhll.lt man dara.us für H ,do H l oder H = H.: 

oder: 
/JH = iJH iJ(Pl11) + /JH /J(P,1,) 
iJx iJPt iJx iJP2 iJx ' 

da Pl' p, nicht X explicite enthalten. Ebenso hat man: 

selbst fdr P = Pl oder P = Pt' Es ergiebt sich unmittelbar aus diesen Formeln : 

was die Gleichung (11) giebt. falls die Gleichung (IV) besteht. Dieser Beweis 
erscheint uns wenig natürlich, da die Theoreme (III) und (IV) compliclrter sind 
aJa (II), oder wenigstens zu weniger symmetrischen Gleichungen f"dhren. Es ist 
besser. diese Sätze (II) und (IV) unabhll.ngig von einander zu beweisen. 
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Entwickelt man also den ersten Ausdruck, so erhllJ.t man identisch: 

o = (H .. H) + 1:1.' 4Hi 6Hk (6ni' _ 6nk') 
" k 6pi' 6pk' 4xk' 4Xi" 

[Nr.63] 

Nach den Bedingungen"" (I) ist das zweite Glied der rechten Seite 
identisch Null. Mithin hat man auch identisch: 

(Il). 

Umgekehrt ziehen die Bedingungen (TI) die Relationen (I) 
nach sich. Man hat nämlich identisch: 

Pi =-= ""'(Xi! ... , Zn, H1, ••. , H n), 

Pk = .7rk(Zl' .•• , Zn, H1, ••• , H n). 

Mithin folgt nach der Formel (8/1) des § 16, welche hier identisch ist, 
da die a durch die H eraet:i:t sind: 

.4.i _ hk = _ EE { 41ri 4ftk _ 4ni 41rk} (Ho, H ) + (lto .7r) 
4Zk 4Zi IHi' 6Hk' 6Hk' 6Hi' I, k' "k . 

Das erste Glied der rechten Seite ist zufolge der Gleichungen (Il) identisch 
null; das zweite ist identisch null, weil .7ri und .7rk die p nicht explicit ent
halten. Mithin reducirt sich die vorstehende Relation auf 

4ni _ 6nk _ 0 
4rtk 4Xi - , 

d. h. auf die identische Bedingung (I). 
Man gelangt zu demselben Resultat, aber auf beschwerlichere Weise, 

mit Hülfe der Formel (6') des § 16.1) 

63. Dritte Form der Integrabilitätabedingungen. 2) - Nehmen 
wir an, dass man aus den Gleichungen (H) oder (.7r) die folgenden Aus
drücke der p 

Pl 0::::: qJl (.2:1, •.. , Zn, a1, P2' Pa, ... , Pn) (9'1)' 

P2 = qJ2 (Xli' •• , Xn, all~' Pa, ... , Pn) (9'2)' 

1) Imschenetsky, Nr. 40, S. 55--57. 
') J aco bi, Nova Methodus, § 3, 4, 5, direktes Theorem; § 6 allgemeiner 

Satz; § 7 und 8 umgekehrtes Theorem, im AU8zUg wiedergegeben von Grain
dorge, Nr. 24-26, S.20-25. hnschenetsky giebt das dritte Theorem unter 
einer von der Jacobi'schen etwas verschiedenen Form, Nr.41, S. 57-60. Er 
umgeht den langen Beweis deI umgekehrten Theorems, 0 wie man bei Gelegenheit 
der Sitze (VI), (Vll) und (VllI) in der Anmerkung sehen witd. Jacobi, Nova 
Method"" J 9, 10, 11, beachlltftigt sich mit dem aUgeD1eitten Gangtl der Inte
gration. 
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abgeleitet habe, so dass jedes p eine Function der 211. Buchstaben ist, welche 
ihm iri der Reihe 

folgen, so hat man identisch: 

Pi - q;i(Xl , ... , XR! H h •.. , Hi, 1'i+l' 1"+1' ... , P .. ), 

Pk - q;k(Xl, ... , X .. , H i , ... , Hk, Pk+l, Pk+z, •.. , P .. )· 

Mithin ergiebt sich nach der oben angezogenen. Formel (8") des § 16: 

6tp; 6tpk 
= (,;, q;,J (111), 

8Xk 8x; 

oder auch, wie leicht zu sehen: 

(1'. - q;;, Pk - q;k) = 0 (m'). 

Diese Relation ist keine Identität. Damit dieselbe bestehe, müssen darin 
die a durch die entsprechenden H ersetzt werden. 

Die Umkehrung ist ebenfalls richtig, d. h. die Bedingungen (ill) 
haben zur Folge die Gleichungen (I) und (11). Um dies zu. beweisen, be
merke man, dass man identisch hat: 

q;l (xv X2, ••• , Xn. all "'2' "'3' •.• , "'n) 

f1!2 (Xl' X2' ••• , Xn, a l , a2, "'a, ... , "'n) 

Der grösseren Deutlichkeit wegen wollen wir mit lP't, q;'2, •.. , q;' .. die 
11. Functionen der x, der a und der '" bezeichnen, welche in dieser Weise 
identisch sind mit "'I' "'2' ... , "'". Wir wollen nach einander beweisen, 
dass man hat 

1. 
6n. 6n .. =0 
8Xn 8x. 

2. 8n. 6nk 
/iXk - /iX. 

Um den ersten Punkt zu beweisen, bemerken wir, dass man identisch 
hat: 
/in. _ 8nn = dtp,'. _ 8tp'n = 8tp'; _litp'n + (8tp'j 8n;+1 + ... + 8tp'; 8n .. ). 
IiXn 8Xi dxn /iXi IiXn 8Xi lini+l 8x.. /in.. 8Xn 
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Nimmt man jetzt an, dass die Relationen (I) für den Index n und 
die Indices, welche grösser als i sind, bewiesen seien, so kann man 

ctni+l ct-,ri+t ctn" 
ctx" 

, 
ctx" 

, ... , ctx,,' 
durch 

ct-,rn ct"" ctn" 
ctXi+l 

, 
ctxi+1 

, .. -, 
ctxn' 

oder auch durch 
ct!p' n ct!p' n ct!p' n 

clxi+l 
, 

ctxi+1 
, ... , 

ctXn 

ersetzen, da 1rn identisch ist mit q/ n' Man hat somit an Stelle der letzten 
Gleichung, wenn man darin die 1r durch die p ersetzt, was gestattet, die 
Striche bei den q> wegzulassen: 

ctni ctnn ct!pi ct!pn + ( ) 
ctXn -. ctXi = ctXn - ctXi q>,., qJi . 

Die rechte Seite dieser Gleichung ändert ihren Werth nicht, wenn man 
darin noch die darin vorkommenden a durch die entsprechenden Hersetzt, 
und alsdann ist sie zufolge (III) identisch null. Mithin ist auch identisch: 

ctni 
ctXn 

o. 

Somit gilt die Relation (I) für den Index n und den Index i, wenn sie 
für den Index n und alle Indices, welche grösser als i sind, besteht. Nun 
ist sie aber evident für die Indices n und n, somit auch Schritt für Schritt 
für die Indices n und n - 1, n und n - 2, n und n - 3, ... , n und 1. 

Nimmt man jetzt an, um den zweiten Punkt zu beweisen, dass die 
Formel (I) für die Indices 

kund i + 1, k und i + 2, " . " kund n, 

k + 1 und i, k + 2 und i, .... , n und i 

bestehe, so wird behauptet, dass sie· auch für i und k besteht, und somit, 
dass sie allgemein richtig ist. Man hat nämlich identisch: 

wo sich die Summation auf alle Ableitungen von q>i und qJk erstreckt, was 
keine Unzuträglichkeiten bietet, da die Ableitungen vQn f/Ji nach 1r mit einem 
Index nicht grösser als i und diejenigen von qJk nach 1r mit einem Index 
nicht grösser als k null sind. Nach Voraussetzung kann man 

ctn 8"k ~~ durch ctni 
ctXk durch ctx' "Xi ctx 
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ersetzen. Ferner ist zufolge der Relation (ID) das erste Glied der rechten 
Seite, in welcher die p und die q; an Stelle der n und der q;' eingeführt 
gedacht werden: 

8rpi _ 8rpk = _ E (8rpi !Cf!!! _ 8rpk 8rpi) 
8Xk 8Xi 8p 8x 8p 8x • 

Mithin 

8ni _ 8nk = I {8rp'i 8nk _ 8rp' k 8ni} _ I {8rpi ~~ _ 8rpk 8rpi} 
8Xk 8Xi 8n 8a; 8n 8a; . 8p 8a; 8p 8a; 

d. h. wenn man in dem ersten Gliede ebenfalls wieder die p an Stelle der 
neinfUhrt: 

8nk = I {8rpi 8( nk - rpk) _ 8rpk 8( ni - rpi )} 
8a;i 8p lJa; lJp lJa; 

I
lJ(ni-rpi) lJ(nk-rpk) 1 

_~ ~a;--'~-

-...;., lJ(- rpi) ~(- rpk) I' 
lJp , 8p 

Man kann ohne Nachtheil in der letzten Zeile 1t; - q;i, nk - q;k an 
die Stelle von - pi, - q;k setzen, da ni, nk nicht p enthalten. Mithin ist: 

Die rechte Seite dieser Gleichung kann man in bemerkenswerther 
Weise transformiren. Man hat nämlich der Reihe nach, wenn man den 
vorletzten Ausdruck dieser rechten Seite wieder aufnimmt: 

I drp'i _ 8rp'i 
da; lJa; , 

drp'k _ !rp'k I 
da; lJa; 

~ 
AoooI I lJrp'i 

lJp , I 
~~ lJrpk+1 + ... + lJrp' k lJn .. 
lJnk+ I lJa; . lJnn lJx 

_~rp'k 
lJp 

lJnk' } 
8a;i' , 

wo i' die Werthe i + 1, i + 2, ... , n, k' die Werthe k + 1, k + 2, ... , n 
haben muss. Für diese Werthe hat man der Voraussetzung nach identisch: 
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demnach hat man schliesslich auch identisch 

o . (lU") 
und 

für alle Werthe von i und von k. 

64. Vierte Form. der Integrabilitätsbedingungen. l ) - Substituirt 
man in die m - 1 ersten Gleichungen (tp) den aus der mten abgeleiteten 
Werth von P,n, so dann den neuen Werth von Pm-l in die m - 2 ersten 
Werthe u. s. w., so gelangt man zu m Relationen von der Form: 

Pl = 1J'1 (Xl' ••. , X n, all ••• , am, Pm+l, ••. , Pn) (1J'1)' 

P2 = 1J'2 (XV' •• , X n, al , •.. , am , Pm+l' •.. , Pn) (1J'2)' 

1) J aco bi, Nova methodus, § 13, giebt den direkten Satz so, wie wir ihn 
im Texte gegeben haben, nur ist die Form der Formeln verschieden. Grain
dorge hat diesen Beweis resümirt Nr. 27, S. 25-29,ebenso Imschenetsky 
Nr. 42, S. 60-62. Weder der eine noch der andere beschäftigt sich mit dem 
umgekehrten Satze. J aco bi, Nova methodus, § 12, giebt ausserdem den folgen
den bemerkenswerthen Beweis des Satzes und seiner Umkehrung; derselbe ist 
abgeleitet aus dem in der folgenden Nummer gegebenen Sa.tze (V), wenn man 
darin m + 1 = k macht. Setzt man: 

Pi = 1/Ii (xll ···,Xn,a1 , .. ·,ak-J.,Pk,Pk+l' ... ,pn)=%i (xll· .. ,xn,all···,ak_llfPk,Pk+l' ... ,pn), 

Pk=1/Ik(Xll···,xn,~, ... ,ak_r,ak,Pk+l,···,Pn)= fPk(X1,···,Xn, a1 ,···, ak,Pk+l' ... ,pn), 
so hat man: 

8(pi - %!l = 8(Pi -1/1;) + 81/1i 8(Pk - fPk) 
8x 8a; 8Pk 8x ' 

8(Pi-~_2r= 8(Pi-~iJ + 8t/1i 8(Pk-fPk) 
8p 8p 8Pk 8p , 

und hieraus: 
8t/1i 

(pi - %i, Pk - fPk) = (pi -1/Ii, Pk - fPk) + 8Pk (Pk - fPk, Pk - fPk), 

d. h. einfach: 
(Pi - %i, Pk - fPk) = 0 ....... (IV'"). 

J a. c 0 b i bemerkt sehr richtig, dass Pi und Pk irgend zwei P darstellen können, 
weil in den Formeln (V) m + 1 durch einen beliebigen Index ersetzt werden 
kann. Der von uns hier in der Anmerkung bewiesene Satz ist somit allgemeiner 
als die Sätze (111), (IV), (V). Ja c 0 b i beweist die Umkehrung von (IV) nicht, 
aber (IV '") hat (V) zur Folge und dieses zieht wieder (1II) und somit (11) und 
(I) nach sich. 
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Ebenso wie in der vorigen Nummer wird bewiesen, dass die Gleichungen 
(I), (Il) die folgenden Gleichungen nach sich ziehen und umgekehrt: 

6'1/1i 6'1/1k ( ) 
6Xk - 6Xi = "Pi, "Pk 

(Pi - "Pi, Pk - "Pk) = ° 
(1'(i - "Pi, 1'(k - "Pk) = ° 

wo i und k höchstens gleich m zu setzen sind. 1) 

(IV), 

(IV'), 

(IV"), 

65. Fünfte Form der Integrabilitätsbedingungen.2) - Betrachten 
wir die Integr!1bilitätsbedingungen unter der Form III für die Indices 1, 
2, ... , m uIid m + 1 

Pm+l - Pm+l) 

Pm+l - <Pm+') 

0, 

- 0, 

(Pm--l - <Pm-I' Pm+t - Pm+!) = 0 oder rp m--l = 0, 

(pm - <pm, Pm+l - <Pm+1) . ° oder rpm = 0, 

und sehen wir zu, was aus denselben wird, wenn man darin die Functionen 
"PI' "P2'··.' "Pm an SteUe von <PI> 'P2' .•. ' <pm durch die 110m Anfang der vorigen 
Nuntmer angegebenen Substitutionen einführt. Ich behaupte, dass sie über
gehen in die folgenden, welche in demselben Falle wie (Irr) identisch sind: 

(PI - "PI' Pm+l P",+l) ° oder lJ'1 0, 

(P2 - "P2' Pm+l <Pm+l) - 0 oder 1J'2 - 0, 

(V)_ 

(Pm-l - "Pm-I' Pm+1 <Pm+l) 0 oder lJ'm-1 = 0, 

(Pm "Pm, Pm+! <Pm+l) 0 oder lJ'm - ° 
Dies ist evident für die letzte, da "Pm = 'Pm. Um lJ'm-1 = 0 aus 

rp"'-l = 0 abzuleiten, bemerken wir, dass man hat: 

1) Mit Hülfe der Methode von Gilbert, welche in dem auf Kap. II folgen
den Nachtrage auseinandergesetzt werden wird, beweist man, dass diese Rela.tionen 
identisch sind, wa.s mit der im Texte angegebenen Methode schwer ausführbar 
erscheint. 

2) Jacobi, Nova Methodus, § 9-11; lmschenetsky Nr. 71, S. 93-94; 
Graindorge Nr. 27, S. 25-29. 
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oder: 

Folglich: 

a(Pm-l -'I/Im-l) 
ax 

a(Pm_1 -'I/Im-1) 
ax 

Jacobi'sche Methode. 

a(Pm- 1 -'Pm .) + ax 

a (Pm-1 - 'Pm-1) + ax 

[Nr. 65 u. 66] 

a(Pm-1 - 'Pm-1) a1/lm 
a'l/lm &1: ' 

a (Pm-1 - 'Pm-1) a'Pm 
aPm ax 

Man hat ferner für alle p, Pm-t und Pm nicht ausgenommen: 

a (Pm-1 -'I/Im-1) 
Bp 

Es folgt daraus: 

B(Pm-t - 'Pm-1) + a(Pm-1 - 'Pm-1) 'a'Pm 
Bp apm Bp • 

(Pm-l 1J'm-1' Pm+! - !Pm+!) 

( ) + B(Pm-1 - 'Pm-t) ( = Pm-l - !Pm-I' Pm+l - !Pm+l Bpm !pm, PöHl 

oder einfacher: 
1J' - tP + J'Pm-1 m m-l - 111-1 Bpm 'Pm. 

In derselben Weise wird bewiesen, dass 

1Jfm_ 2 = tPm- 2 + B'Pm--. tP 1 + a'Pm-. tPm, 
BPm_1 m- apm 

1J' - tP + a'Pm-3 tP + a'Pm-s tP + a'Pm-s tP 
01-3 - 111-3 BPm-2 111-2 BPm-1 m-l apm m, 

Diese Relationen zwischen den 1Jf und den tP beweisen, dass die Glei· 
chungen (V) eine Folge der entsprechenden Gleichungen (lU) sind und 
umgekehrt. 

66. Sechste, siebente und achte Form der Integrabilitäts
bedingungen. 1) - Die Gleichungen (p) kann man sich auf die Form ge-
bracht denken: . 

') Jacobi, Nova methodus, § 30-32. Jacobi fügt folgende Bemerkung 
hinzu: Ersetzt man in (f;, fk) ap durch fp sowohl in der einen wie in der 
andern Function, wo P kleiner ist als die grössere der Zahlen i und k, so hat 
man, wenn man f'i und f'k die neuen Functionen nennt, der Formel (6) des 
§ 16 zufolge: 

[ "Bf; f f') af'k (f' Bfi af'k (~ ) 
fi, fk] = (f i, fk) + aal' (I', k + BaI' i.fP) + Bap BaI' IP, fp . 

Man schliesst daraus, dass der Satz (VIII) richtig bleibt, wenn man eine 
Constante ap d~ch seinen Werth fp ersetzt; mithin kommt man, wenn man auf 
diese Weise alle Constanten eliminirt, auf (Hi, Hk) = 0 zurück. Imschenetsky 
giebt die direkten Sätze, Nr. 73, S. 95.,....96, Nr. 84, S. 111-112; den reciproken, 
indem er Hp für ap substituirt, Nr. 85, S. 112-113; er deutet den Beweis von 
Jacobi an Nr. 86, S. 113. Graindorge giebt das Theorem (VI) oder (VII), 
Nr. 52, S. 53-55, und beschäftigt sich nicht mit dem umgekehrten Satze. 
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fdXl' •.. , Xm Pu P2' Pa' ... , Pn) = HI = al • (fl ), 

f2 (Xl' ... , X m av P2, Pa' ... , Pn) = a2 (f2), 

fa (Xl' ... , Xn> al , a2, Ps, ... , Pn) = as (fa), 

Setzt man in fk für Pk seinen Werth 

so hat man die Identität: 

Man erhält daraus durch Differentiation nach einem der X oder der p: 

afk _ afk aqJk afk . a(Pk - qJk) 
&x aqJk ax apk ax 

afk ark aqJk ark a(Pk - qJk) 
ap = - aqJk 8P =. apk • --ap--' 

In der zweiten Form besteht die letzte Gleichung auch für P = Pk. 
Diesen Relationen zufolge hat man: 

(Pi - qJ;, fk) = ~k (Pi - pi, Pk - qJk), 

( f) ' arm +1 ( ) Pi - 1jJi, m+l = ~ Pi -1jJi, Pm+l - P"'+l , 
°."1"+1 

Mithin nach den Formeln (Ill) und (V): 

(Pi - qJi, fk) = 0 

(Pi - 1jJi, M = 0 

(fi' fk) = 0 

. (VI), 

. (VII), 

. (VIII). 

Es ist klar, dass umgekehrt die Gleichungen (VI), (VII), (VIll) die 
Gleichungen (ill) und (V) und somit (I) zur Folge haben. 

Bemerkung. Wir ha.ben somit vier Systeme von Integra.bilitäts
bedingungen: 1) das ursprüngliche System (I); 2) das System (II); 3) das 



142 Jacobi'sche Methode. [Nr.66-67] 

System (llI). oder die äquivalenten (VI) und (VIII); 4) ein System, welches 
gebildet wird aus den Gleichungen (IV), den Gleichungen (V) oder (VIJ), 
so dann den Gleichungen (TII), soweit dieselben nöth1g sind, um ebenso viel 
Bedingungen zu haben wie im System (I). Alle diese Integrabiliillts
bedingungen haben eine hervorragend einfache Form, welche man darstellen 
kann durch 

(M, N) = 0, 

wo M, N zwei der Functionen :TC oder H oder rp oder 'IjJ, oder 'IjJ und rp, 
oder lP und f, oder 'IjJ und f, oder f sind. 



2. Kapitel. 

Integration einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung. 

§ 19. Jacobi's Methode für den Fall, wo die gesuchten Gleichungen 
nach den Constimten aufgelöst sind. I) 

67. Allgemeine Idee des bei der Integration der Systeme (Il) 
zu befolgenden Ganges. - Die Integration einer partiellen Differential
gleichung 

Ht(x1 , ••• , Xn, PI' P2' .•. , Pn) = a1 

kommt, wie oben bemerkt wurde, darauf zurück, n - 1 ähnliche Relationen 

H 2 = a2 , R 3 = aa, ... , Rn = an 

zu finden, aus denen man solche Werthe von PI' P2' ... , pn ableiten kann, 
dass de = PtdXl + ... + Pndxn uninittelbar integrabel wird. Dazu braucht 
man nur die Integrale der Gleichungen (11) des § 18 zu finden, welche 
Gleichungen wir folgendermassen schreiben können: 

(H2 , H 1) = ° 
(H.~, HI ) = 0, (H3 , H2 ) = 0 

(H.j" H I ) = 0, (H.j,' H2 ) = 0, (114, 1f:1) = ° 
(1), 
(2), 
(3), 

(Hn_ l , HI ) = 0, (Hn _ lI H2) = 0, 

(H,., H I ) = 0, (Hn. H2) = 0, 

., (Hn_ l , H n _ 2) = 0 (n-2), 

., (H,., Rn_I) = 0 (n-I). 

') Es würde vielleicht genügen, bei der Darlegung der Ja. c 0 bi 'schen 
Methode sich auf das zu beschrll.nken, wa.s im folgenden Paragraphen gegeben 
ist, wie J ac 0 b i selbst gethan hat. Vom didaktischen Standpunkte aus ist eil 
aber besser, zunichst die Methode des grossen Geometers in einer symmetrische
ren Form zu geben, die übrigens auch in der Praxis nützlich sein kann, wenn 
man die Gleichungen (lI) nicht lösen kann. Man vergleiche mit diesem Para
graphen Imschenetsky, § 18, S. 63-72, dem er fast ganz entlehnt ist, und 
Graindorge VI, S. 42-50. 
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Offenbar genügt eine Lösung H 2 = a2 des Systems (1) dem System 
(2) infolge der Definition dieser, da die Function H 2 gerade in der Glei
chung (22) vorkommt. Mithin muss man, nachdem man H2 gefunden hat, 
eine andere Lösung Hs = as des Systems (2) finden. Wegen der Defi
nition der Gleichung (3s) genügen H 2 und Hs dem System (3); man muss 
eine andere Lösung H 4 = a, desselben suchen, um die Gleichung (44) 

(B5 , H 4 ) = 0 bilden zu können u. s. w. 
Kurz, jedes System (i) ist identisch mit dem folgenden, ausser dass 

es wenigstens eine Gleichung (Hi+2 , H i+!) = 0 enthält, in welcher H i+1 

die Function ist, welche allen Gleichungen (i) genügt; man hat eine neue 
Lösung des Systems (i) zu suchen, die überdies der Gleichung (Hi+2' H i+t ) = 0 
genügt. 

68. Integration der Gleichung (1) und des Systems (2). - Die 
Gleichung (1) ist linear in B62.ug auf die Ableitungen von H 2 , welches als 
eine Function der p und der x betrachtet wird: 

iJH. iJH, + ... + ~ iJH, _ iJH. MI, _ ... _ iJH. iJH, = 0 . (1). 
iJx, iJp, iJXn iJpn iJp, iJx, iJpn iJXn 

Um das Integral H 2 = ~. zu finden, braucht man nur eine Lösung 
des entsprechenden Systems (Nr. 32) mit 2n - 1 abhängigen Variablen 
oder von der 2n - 1 teD Ordnung 

dx, dx. dx ll - dp, - dp. - dpn (a) 
iJH, = iJH, = ... = iJH, = iJH, = iJH, = ... = iJH, 

iJP, iJp, iJpn iJx, iJx. iJXn 

zu kennen. 
Ist H 2 einmal gefUnden, so kann man das System (2) bilden: 

Um ein Integral H s desselben zu finden, suche man zunächst eine von 
H2 verschiedene Lösung {Jl von (21) oder (1), d. h. eine neue Lösung des 
eben hingeschriebenen Hülfssystems, so dass man hat: 

(1'). 

Ist dies geschehen, so berechne man die folgenden Ausdrucke: 

d. h. man probire, ob nicht {J1' {J2' {Ja, .•• Lösungen von (22) sind. Ich 
behaupte nun, dass man die folgenden vier Sätze hat: 

1. Die Functionen {J2' {Js, {J4 etc. genügen sämmtlich der Gleichung (21), 

d. h. es ist 

({J2' H 1) = 0, ({J3' H l ) = 0, ({J4' HI ) = 0, ... 
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Denn nach dem J aco bi'schen Fundamentalsatze ist: 

Die rechte Seite dieser Gleichung reducirt sich infolge von (1) und (1') auf 

- (U1, 0) - (H2, 0), 

welches null ist. Derselbe Beweis gilt für Ua, U4, •.•• 

n. Jede Function e(H1 • H2 , U1 , U2 , ••• , UiJ der früheren Lösungen 
von (1) oder (21) ist eine Lösung dieser Gleichung. Denn man hat: 

8@ 8@ .8@ 88 
(6,H1) = (H1, H1 ) 8H, + (H2,H1 ) 8H, + (U1, H1 ) 8'&, + ... + (Ui,H1 ) 8.&i' 

eine Gleichung, welche sich auf 

reducirt. 
In. Sucht man nach dem oben angegebenen Verfahren Lösungen H2, 

Ull U2, Ua, .•. der Gleichung (1), so gelangt man schliesslich zu einer Lösung 

Ui +1 = (Ui, H2), 

welche eine Function e der vorhergehenden ist, und dasselbe wird der Fa.ll 
sein mit allen folgenden. Die Gleichungen (a) können nämlich nur 2n - 1 
verschiedene Lösungen haben; mithin enthält die Reihe H 2, U1, U2, ••• 

höchstens 2n - 1 Functionen, und es ist: 

Ui + l = e(Hu H2, UlJ U2, ••• , Ui) 

für i = 2n - 2 oder i< 2n - 2. Die Formel 

Ui+2 = (e,H2)= (Hl,H2)8~~+(H2,H2) :;2 +(ß1,H2) :~ + ... +(Ui,H2) :: 

beweist ferner, dass die folgende Function sich ebenso darstellen lässt, und 
dieser Schluss gilt für Ui+a, Ui-t4' u. s. w. 

IV. Man kann eine Function der Lösungen H1 , H2, U1, ••• , Ui von (21 ) 

finden, welche zu gleicher Zeit (22) genügt. Ist U diese Function, BO setze 
man W, H 2) = ° oder: 

8.& 8.& 8.& 
(ßlJ H2) 8'&, + (U2 , H2) 8.&. + ... + (Ui , H 2) 8.&i = 0, 

oder auch: 
8.& 8.& 8.& 8.& 

U2 8.&, + Ua 8.&. + ... + Ui 8.&i_1 + Ui+ l 8.&i = 0, 

eine Gleichung, deren Integration abhängt von der Ermittelung eines Inte
grals des Systems: 

d.&, = d.&. = ... = d41'i_, = ;:'i (b) . 
.&..&s .&i '11 i +t 

Ma.nsion, Pa.rt. Dift'erentia.lgleichungen. 10 
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Dieses System geht, wenn man eine Hülfsvariable einführt, deren 
Differential dt gleich jedem der vorstehenden Brüche ist, über in: 

IM}-1 {J d.f)-2 {J IM}-i .CI ( {J.<t {J ) dt = 2' dt = 3'···' dt = 0 a1 , a2 , I' U 2 , •• " i· 

Man erhält hieraus die Gleichung: 

di .f)-, e ( {J d.f)-, d2.f)-, 
dti ~. a1 , a2 , l' dt' dt2 '·· ", 

di- 1.f)-,) 
dti-' • 

j 

Kennt man ein erstes Integral dieser 

so kann man dieses Integral in der Form schreiben: 

H 3 (HI , H 2 , {Jp ... , {Ji) = a3 

und dies wird die gesuchte Lösung sein. 
Bemerkungen.. I. Die Integration der Gleichung (1) erfordert die 

Ermittelung einer Lösung des Systems (a) von der Ordnung 2n - 1; die 
Integration von (2) erfordert die Ermittelung einer andern Lösung des 
Systems (a) von der Ordnung 2n - 1 und eines andern von der Ordnung 
i - 1, d. h. von der Ordnung 2n - 3 oder von der Ordnung 2n - 2 
höchstens, wenn man eine Hülfsvariable teinführt. 

TI. Die Lösungen {JI' {J2' {Ja, ... von (21 ) geben auch ebenso viele 
Lösungen des Systems (a), nur dass sie in einander zurückkehren. In dieser 
Bemerkung besteht das TheiHem von Poisson. Bertrand hat be
merkt, dass dieses Theorem oft illusorisch ist, wenn man dasselbe auf die 
Ermittelung einer neuen Lösung von Gleichungen von der Form Ca) an
-wenden will. Dies ist der Fall, wenn V2 , {Ja, ... identisch Null sind. Wenn 
es sich aber um die Integration der partiellen Differentialgleichungen handelt, 
ist dies gerade der günstigste Fall (vgl. Nr. 71, 1). Dieser Umstand macht 
die Untersuchung der kanonischen Systeme von der Form (a) schwieriger 
als die der entsprechenden partiellen Differentialgleichungen. 

69. Integra.tion des Systems (3) und der a.ndern Systeme. ~ 
Man suche ein zweites Integral {Jl des Systems (2) oder von (31 ), (32) und 
bilde die folgenden Ausdrucke: 

{J2 = ({Jp H s), {J3 = (v2 , Hg), {J( = (va, H s), .•• 

d. h. man probire, ob nicht {Jl' V2 , {Js, ••. Lösungen von (3g) sind. Diese 
Functionen {J2' {Js, {J4' •.. sind gemeinschaftliche Lösungen von (3]), (32 ).

Denn man hat z. :B. für die Function {J2: 

(H}! {J2) = (Ht>C{Jh Hg» = - ({JI,(Hs, H I») 
(H2, {J2) = (H2, ({JI' Ha)) = - ({J17 (Hs, H 2)) 

(Hs, (Ht , {Jl»), 

(Hs, (H2 , {Jl))' 
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Die rechten Seiten dieser Relationen sind null, infolge der Gleichungen (2) 
oder der Gleichungen 

(Hu 1)1) = 0, (H2 , 1)1) = ° (2 /), 

:welche ausdrücken, dass 1)1 eine Lösung von (2) ist. 
Die Reihe 1)u 1)2' •.• umfasst im gegenwärtigen Falle höchstens 2n-4 

verschiedene Functionen, weil es nach der vorhergehenden Nummer infolge 
des Systems (b), welches nur höchstens 2n-3 verschiedene Lösungen haben 
kann, nicht mehr als 2n-3 verschiedene Lösungen Ha' 1)1' 1)2' .•. von (2) 
geben kann. 

Wie in der vorigen Nummer wird man finden, dass man nur eine 
Lösun~ der Gleichung 

oder 

oder endlich des 

8~ 8~ 
(1)1' Ha) 8~~ + ... + (1)i, Ha) 8~i = 0, 

8~ 8~ 
1)2 - + ... + 1)'+1 --

8~, ' 8~; 
= 0, 

Systems 
d~, d~2 ~; 

~s = ... = ~;+1 (bi), 

in welchem 1)i+l eine Function von Hu H2, Ha, 1)1> 1)2' 1)a, ••. , 1); ist, zu 
kennen braucht, um die gesuchte Llisung H 4 = a4 ' des Systems (4) zu 
kennen. 

Und so geht es weiter bei den folgenden Systemen. 
70. Bemerkungen. - 1. Das System (3). erfordert zunächst, um 1)1 

zu finden, wie im vorigen Fane, dass eine Lösung des Systems Ca) von der 
Ordnung 2n-l und eine Lösung des Systems (b) höchstens von der Ord
nung 2n-3 gefunden sei, ferner muss man, um H 4 zu bestimmen, eine 
Lösung des Systems (bi) von der Ordnung 2n·- 5 höchstens finden. 

11. Fährt man so fort, so sieht man ohne Schwierigkeit, dass im Ganzen 
genommen die Integration von 

(1) die Integration eines Systems v. d. O. 2n-1, nämlich des Systems Ca), 

(2) " " " " " 
2n-1, 1 v. d. O. 2n-3, 

(3) " " " " " 
2n-l, 1 

" 
2n-3, 1 v. d. O. 2n-5, 

(n-1) 
" " " " 

2n-l,1 
" 

2n-3, 

1 v.d.O. 3, 1 GI. v. d. O. 1 
erfordert. 

Im Ganzen muss man also höchstens 

1 + 2 + 3 + ... + (n - 1) 
n(n-1) 
1.2 

10* 
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Integrale suchen. Im Besonderen hat man also n - 1 Integrale des Systems 

(a) und so dann höchstens (n-l) 2(n-2) Integrale der Hülfssysteme (b), (b' 

zu suchen, welche bedeutend einfacher sind. 

Dem Anschein nach erfordert die Jacobi'sche Methode mehr Inte
grationen als diejenigen von Lagrange und Pfaff, da man bei diesen im 
Allgemeinen nur die Gleichungen (a) vollständig zu integriren braucht, indem 
:man als Constanten die Anfangswerthe der Variablen nimmt. Die J aco bi'sche 
Methode gestattet aber eine grosse Freiheit bei den Rechnungen, da man 
dieselben von jedem Hülfssysteme aus mit irgend welcher der Lösungen 
beginnen kann, und die Ordnung dieser Systeme kann sich in besonderen 
Fällen erheblich erniedrigen. Man wird im folgenden Paragraphen überdies 
sehen, dass sie noch vereinfacht werden kann. 

IU. Man kann, wie man in Nr. 125 sehen wird, die Methode von 
Jacobi mit der:jenigen von Cauchy combiniren, d. h. sich des Funda
mentaltheorems von J aco bi oder vielmehr desjenigen von P oisson be
dienen, um in gewissen Fällen auf eine einfache Weise die Integrale des 
Systems (a) zu finden, wenn man einige derselben kennt. Dies ist das 
vortheilhafteste Integrationsverfahren in dem Falle, wo die Reihe der {) 
vollständig· ist. In diesem Falle ist es, wenn man 2n - 1 Lösungen von 
(a)kennt, besser, von der J aco bi'schen Methode abzugehen. Diese Be
merkung rührt von Lie her.1) 

71. Vereinf~ohungen und Modificationen. - 1) Es kann vor
kommen, dass eine der Functionen {), welche man sucht, null ist. Alsdann 
ist das vorhergehende {) die gesuchte Lösung. Wenn man z. B. hat: 

wo {)"-l bereits eine Lösung der beiden andern Gleichungen des Systems 
(3) ist, so dass 

ist, so ist offenbar {)r-l die Lösung des ganzen Systems (3). 
2) Wenn eine der Functionen {) eine C 0 n s t a n t e ist, so sind die 

Rechnungen ohne Weiteres zu Ende. Hat man z. B. 

{}r = ({}r-l' H 3 ) = m, 

so wird die Hülfsgleichung (b'): 

welche integrabel ist. 

1) Lie, Göttinger Nachrichten, 1872, Nr. 25, S. 488-489. 
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3) Ist jedoch r = 2, so wird die Methode illusorisch; die oben mit {) 
bezeichnete Function ist alsdann bestimmt durch die Gleichung 

d4Jo 
{)2 d4Jo

1 
= 0, 

welche für {) eine einfache Constante giebt. 
In diesem Falle gehe man von einem andern Integral der Gleichung 

(a) oder (b) aus, dann wird der nämliche Umstand nicht mehr eintreten 
uder vielmehr man wird unmittelbar die Lösung finden. Hat man n!l.mlich 
für zwei verschiedene Lösungen {)l> {)1' von (31), (32): 

({)v Ha) = m, ({)1', Ha) = m', 

so nehme man als gemeinschaftliche Lösung von (31), (82), (33) eine Function 
{) von {)l' {)l'. Man muss haben: 

Die beiden ersten sind identisch befriedigt, die andere geht über in: 

TI {) a-IT TI {), a-IT 
(us, 1) Mt + (na, 1) a-IT ' = 0, 

1 1 

welche man stets integriren kann. 
72. Allgemeinerer Fall der Vereinfachung. - Trennung der 

Variablen.!) - 1. Wir setzen die gegebene Gleichung von der Form 
voraus: 

wo Pu ({J2' ••• , ({Jm Functionen von Xl' ••. , Xn, PI' ... , Pn von solcher Be
schaffenheit sind, dass man für die in der Reihe 1, 2, 3, ... , m enthaltenen 
Werthe von rund s 

hat. Gelingt es, Functionen H zu finden, welche die Grössen X, die Grössen 
P und die Functionen ({J enthalten' nnd so beschaffen sind, dass man unter 
der Voraussetzung, dass in diesen Functionen H die Functionen ({J durch 
Constante ersetzt werden, 

(H;, pr) = 0 

(H;, Hk) = ° 
hat, so hehaupten wir, hat man auch 

In dem Falle, wo die Functionen ({J in den Functionen H belassen werden. 

1) Wir resumiren so kurz wie möglich Imschenetsky, § 19, S. 73-79. 
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oder: 

Diese ~emerkung vereinfacht bedeutend die Ermittelung der Functionen 
H. Hat man z. B. speciell 

(97r, 97.) = 0, 

(Hl , 97,) = 0, 

so braucht man, um die Functionen H 2, H3 , ' •• , Hm+l zu finden, nur zu 
setzen: 

oder auch: 

Ha = F l (rpu rpz' ... , 97m), .... , Hm+l = Fm(rpt. CPa, . , ., cP m), 

vorausgesetzt, dass die F unabhängig von einander sind. Wir setzen natür
lich m < n voraus. 

II. Ein bemerkenswerther Fall, in welchem man leicht Functionen cP 
finden kann, welche den oben angegebenen Bedingungen entsprechen, ist 
der, wo die Variabeln, wie man sagt, separirt sind. Wir nehmen, um 
uns verständlich zu machen, einen speciellen Fall an. Wir denken uns eine 
partielle Differentialgleichung 

wo 
rp = 97 ('//t, .. ',Yj, qt. q2' ... , qj), 

"P = ."P(tt, .. " tk, rt, r2, ... , rk), 

)( = )( (ul' ... , Ut, 8t, 82, ••. , 81), 

dz dz dz dz 
p = dx' q = (1y' r = dt' 8 = du 

ist, so dass H i , cP, "P, )( sämmtlich verschiedene von einander unabhängige. 
Variabeln enthalten. 

Offenbar hat man: 

(Ht , (7) = 0, 

(rp , H) = 0, 

Somit kann man setzen: 

(Hi , "P) = 0, 

(q>,}() = 0, 

H i = ai, H 2 = q; = a2, Ha 

0, 

0. 
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Nennen wir Si' S2' ss, s.j. die Integrale dieser vier Gleichungen, welche 
unabhängig von einander gefunden werden können, so ist die vollständige 
Lösung der gegebenen Gleichung: 

S = a + Si + S2 + Ss + s.j.. 
Denn zunächst erhält man daraus genau dieselben Werthe für die p, die q, 
die r und die s, wie aus Si, S2' ss, S.j.; sodann ist die Anzahl der willkür
lichen Constanten n + j + k + l. Denn in Si kommen n - 1 willkür
liche Constanten vor, in S2 : j - 1 und überdies a2 , in Ss : k -1 und über
dies as' in s.j.: l-l und überdies a.j.. Mithin hat man, wenn man noch 
die Constante a hinzurechnet, n + j + k + l willkürliche Constanten. 

III. Diese werthvollen Bemerkungen gestatten uns, systematisch einige 
bemerkenswerthe Fälle zu behandeln, welche wir bereits nach der La
gran ge'schen Methode untersucht haben (§ 8, Nr. 34), die im "Übrigen 
zu dem eben dargelegten allgemeinen Resultat führt. 

1) Die Gleichung 

hat zum Integral 

wo die Constanten a der Gleichung genügen: 

Auf diesen Fall führt mim mittels der Transformation der Nr. 2 den
jenigen zurück, in welchem die Gleichung von der Form ist: 

Ist insbesondere S eine homogene· Function der Grössen p von der 
Ordnung p" so ergiebt sich: 

p p 

( ~-1 ) 1,-1 (al~l + a.x. + ... + anXn)p-l 
S= --. 1 • 

~ --
[((a" a., ... , an)] 1'-1 

2) Die Gleichung 

m welcher CPi nur Xi und Pi enthält, hat zum Integral: 

wo 1pi der aus ({Ji = ai sich ergebende Werth von Pi ist und die Con
stanten a durch die Relation verbunden sind: 

((ab a2, ... , an) = O. 
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3) Die Gleichung 

in welcher f eine in Bezug auf die P homogene Function vom Grade " 
ist, geht, wenn man u = 0 die vollständige Lösung nennt und 

setzt, über in: 

zt.:-H = (-1 )"f(x1, xi, .•. , X m qu q2' •.. , qn), 

wo die Variable z von den andern separirt ist. Man braucht also nur 

Zq:+l (-1)" A, f = A 

jedes für sich zu integriren. Ist das Integral der letzteren: 

so findet man leicht, dass dasjenige der gegebenen Gleichung ist: 

A$1l-1 = (l';1 Fr 
73. Beispiele. I. Die Gleichung seil): 

Die Variablen lassen sich separiren, wenn man setzt Xi(jJi = Pi, wo
durch die Gleichung transformirt wird in: 

Setzt man: 
2nala2 •.• an = 1,· 

P, = 2al, P2 = 2a2 , ••• , pn 2am 
X, X, Xn 

so gelangt man zu den Hülfslösungen: 

und somit zu der vollständigen Lösung: 

z = a + alx12 + ~X22 + ... + anx n2• 

') Diese Gleichung ist weiter unten (Nr. 110) nach der Methode von Cauchy 
untersucht. Graindorge Nr. 49 und 69 integrirt diese Gleichung nach der 
allgemeinen Methode von Jacobi in ihren beiden Formen. 
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II. Es sei ferner die Gleichung gegeben 1): 

(X2Pl + X1P2) X3 + P3 (PI - P2) [p4, 2 + (P5 + X4,) (P5 + X6) P6] = a1• 

Wir setzen wegen der Separation der Variablen Xl' X 2, x3 und x4,' x5 , x6 : 

Man findet, ebenfalls durch Separation der Variablen, nachdem man 
P5 = P gesetzt hat, das Integral dieser letzteren ohne Schwierigkeit: 

z' + A' = 3~ (a - py - YX4)"~' + pXs + log (P + xS'. 
Die gegebene Gleichung geht alsdann über in: 

Der allgemeinen Methode von Ja c 0 b i zufolge wird die Function H 2 

eine Lösung der Hülfsgleichungen Ca) sein, welche in dem gegenwärtigen 
Falle werden: 

dp, _ dP. _ _ ~(lP_a_~ _ - dx, 
P.Xa - P,Xa - P, X• + P'X1 - x.x3+a:Pa 

Man erhält hieraus: 

d(p, +P.) 

PI +P. 

und somit für H 2 den Werth: 

H 2 = (Xl + X2) (PI + P2)' 

Man muss nun eine Lösung suchen, welche den Gleichungen 

(2) 

gemeinsam ist. Zu dem Zwecke hat man eine zweite Lösung 1)1 der 
Gleichungen (a) zu suchen und dieselbe in (22) zu substituiren. Aus der 
ersten Gleichung von (a) ergiebt sich: 

~, = dP. 

und somit: 
PI' p" 

{)1 = 2" - -2-' 

Bildet man die Grösse {)2 = (01, H 2 ), so findet man: 

1)2=(1)V H2)=(Pl + P2) (- PI) + (PI +P2)P2 = - P1 2+P2 2 = - 21)1' 

I) Dieses Beispiel, das sehr gut gewählt ist, um alle Vereinfachungen und alle 
Modificationen der Jacobi'schen Methode zu zeigen, entlehnen wir Imsche
netsky, Nr. 61-65, S. 79-86. 
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d. h. wir begegnen dem oben angedeuteten Ausnahmefall (Nr. 68, Bemerk. II). 
Man ist somit gezwungen, ein anderes Integral des Systems (a) zu suchen. 
Man findet ferner mittels der Gleichungen (a) 

d(PI - P2) - dxa 

- XS (PI- P2) «(Pl - p,) 
das Integral: 

X 0 

{)l' = a(PI - P2) - -t. 
Bildet man {)'2 = ({)\, H 2), so folgt: 

{)2' = (Pl +P2) (- a) + (PI +P2) a = O. 

Wir begegnen also hier genau dem Falle, wo die Vereinfachung am grössten 
ist, d. h. demjenigen, in welchem eine Lösung von (21) auch (2~) genügt. 
Wir setzen demnach: 

H. ( ) xa' 
3 = a PI - Pt. - -2-' 

Die Gleichungen H 1 = a l , H 2 = a2, H3 = a3 gestatten, dz" = PI dXI 

+ P2dX2 + P3dx3 und somit auch Z" zu berechnen. Man findet auf diese 
Weise: 

z". + A" = ;2 log (Xl + X 2 ) + 2: (Xl - X 2) (a3 + X2') 

+ al '12 t X a a2 I (2 + ") ,/- arc g ,(-- -"2 og a3 x3 - • 
ras r 2as 

Addirt man also schliesslich z' und Zll, so ist der Werth von z mit 
6 Constanten a, p, y, A, at , a3 der folgende: 

(l2 

Z + A = log (Xl + x2) 2" (~ ~;6)r + 2: (Xl - x 2) (aa + ~2~) 
(2aa + XS 2) 2 

+a1V2 Xa + 2 ( R )~. + ß ~ arctg ,/-= 3" a - ~y - YX4 x5• 
raa r 2aa Y 

Wir können auch nach 1msehen etsky zu demselben vollständigen 
Integral gelangen, wenn wir eine gemeinschaftliche Lösung des Systems (2) 
suchen, ausgehend von einer Lösung von (22) oder des entsprechenden 
Systems, welches nur von der dritten Ordnung ist: 

dpl dpo - dXI - dx. 
PI +P. = Pl +P. = Xl-X. = Xl-X,' 

Eine sehr einfache Lösung ist 1Jl = Pt - P2 = const. Wir suchen 

?]'l = (1J1' H1), 1J3 = (1]2' H I ), etc.: 

?]2 = (P2 X3) (-1) + (P1xa) <+ 1) = xa1JI' 

1J3 = (P2 X3)(- xa) + (PIXa) (+ x3) + ?]la(PI - P2) = 'TJ; + a1J1 2. 
1}, 
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Eine Function {) (H2, 1JI' 1J2) genügt (22); dieselbe genügt auch (21), 

wenn sie eine Lösung des Systems (b) ist: 

rinJ1 = d"l!. oder d"l. = "12 + a "11 2
• 

"12 "13 d"l1 "11 "I. 

Integrirt man diese Gleichung, so kommt man auf den oben gegebenen 
Werth {)t' und somit auf das nlimliche vollständige Integral zurück. 

§ 20. Die Jacobi'sche Methode in ihrer einfachsten Gestalt. l ) 

74. Allgemeine Idee von dem einzusohlagenden Wege. 
1) Man leite den Werth 

PI = f/!I (Xl> ... , X m av P2' Pg, .•. , Pn) = 1J'1.1 

aus der ersten Gleichung Hab. 2) Ist dies geschehen, so giebt die 
Gleichung (VI) des § 18, in welcher f2 = f2 (Xl' ... , X m ab Pt, ... , Pn) 
ist, nämlich 

(1), 

f2 = ajl und daraus kann man ableiten 

und somit 
PI 1J'1.2 (Xl' ... , X", al , at , Ps, ... , Pn), 

so dass man hat: 
(1'). 

3) Man bestimme sodann fs (Xl' ... , Xm at, at , Ps, ... , Pli) mit Hülfe 
des Systems (VI): 

(PI - 1J'I,2' f3) = 0, (P2 - 1J'2,2' f s) = 0 (2). 

Ist die Function fs gefunden und setzt man sie gleich einer willkür
lichen Constanten a3, so kann man daraus den Werth von Ps ableiten, den 
man in die vorhergehenden Werthe von Pt und P2 substituirt. Man erhält 
auf diese Weise Gleichungen von der Form: 

1J'2,3 (Xl' • - ., Xn, al ,. a2, a3, Pot' ... , Pn), 

({Js (Xl' • - ., X", al , a2 , a3 , P4,' • - ., Pn) 1J'3,3-

1) Resume aus Jacobi, Nova Methodus, § 9-11, § 18-22. Dasselbe Re
sume findet sich bei Imschenetsky § 20-22, S. 86-121, Graindorge, VII, 
S. 53-73, nebst Beispielen und einigen Sätzen, die wir in den vorigen Para
graphen gegeben haben. Man wü-d bemerken, dass man die Gleichungen (1), 
(2), (3) etc. integrirt, indem man die x und P als von einander unabhängig be
trachtet, mit andern Worten, man sucht Lösungen, welche sie identisch erfüllen, 
obwohl dies nach den im vorigen Kapitel aufgestellten Integrabilitätsbedingungen 
nicht nöthig wäre, wenigstens nicht während der Integration. 
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Alsdann ist nach (IV'): 

(PI-V'1.a, Pa-V'a,a)= 0, (P2-V'2,a, Pa-V'a,a) = 0, (PI-V'1.3, P2-'ljJ2,a) = ° (2'). 

4) Ist sodann f4 (Xl' ... , Xm al, a2, a3, P4' ' .. , Pn) eine Function, 
welche den Gleichungen genügt: 

so leitet man aus f4 = a4 den Werth von P4 her und kann dann schreiben: 

PI = V'1.4 (Xl' . , ., Xm aU a2, aß, a4, P5' •.. , pn), 

P2 = V'2,4 (Xl' ... , X,,, a1; a2, aa, a4, P5, ... , Pn), 

Pa, = V'a,4 (Xl' . , ., X", a1, a2, aa, a4, P5' . , ., Pn), 

P4 = fP4(X1"'" X", a1, a2, aa' a4, P5' ... , p,,) = V'4,4' 

Diese Werthe sind nach (IV') ferner so beschaffen, dass 

(PI-V'1.4' P4-V'4,4) =0, (P2-V'2,4' P4-V'U) = 0, (Pa-V'a.4'P4-V'U)= ° (3'), 

(PI-V'1,4' Pa-V'a,4) = 0, (P2-V'2,4, Pa-V'3,4)= 0, 

(PI-V'U' P2-V'2,4) = 0. 

ist, U, s. w. 

Nennt man fl (x1) ... , Xm Pt, ... , p,,) = al die gegebene Gleichung, 
so findet man auf diese Weise das folgende System, welchem wir die ge
gebene Gleichung selbst hinzufügen: 

f1 (Xl' ... , Xm Pu P2' Pa, , .. , p,,) 

f2 (Xl' ... , Xm a1, P2' Pa, ... , Pn) 

fa(x1,···, Xm a1, a2,Pa,·· .,Pn) 

fn-l (Xl' ... , Xm au .... , a"_2' PlI-H Pn) = a,,_l' 

fn(x1, , . " Xm a1 ... " an_I' Pn) = aTt 

und aus diesem ergiebt sich: 

P2 - V'2,n (x17 X2, ... , Xm al , ... , an) = 1f2, 

PI - V'1.lI(XU X2' . , ., Xm a1, ... , an) = 1f1, 
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Aus § 18 ist ersichtlich, dass diese Werthe von p den Integrabilitäts
bedingungen genügen. Die ganze Aufgabe ist somit darauf zurückgeführt, 
die Lösungen 

der Gleichungen (1), (2), (3), ... zu finden. Man wird sehen, dass diese 
Integrationen einfacher sind, als in dem Falle, wo man die Gleichungen 
H sucht, da die Anzahl der Variablen unaufhörlich abnimmt. 

75. Integra.tion des Systems (2). - Die Gleichung (1), ausführ
lich geschrieben, nimmt die Form an: 

/
6(111 - 'ljI1,') 6('1 

6x1 '6X1 

16(111- 'ljI",) 6(21 
6p, '6p, 

=0, 

oder auch, wenn man die Vorzeichen ändert: 

eine in Bezug auf die Ableitungen von f2 lineare Gleichung, welche nur 
2n - 1 Veränderliche Xl' ••• , Xn, P2' .,., Pn enthält. Die zugehörigen 
Differentialgleichungen sind: 

Um die gesuchte Relation f2 = a2 zu erhalten, braucht man nur ein 
Integral hiervon zu kennen. 

Das System (2) besteht aus zwei Gleichungen: 

deren jede 2n - 3 unabhängige Veränderliche enthält. Es sei 1)1 eine 
Lösung von (21), so dass 

(1)17 PI - 1Jl1.2) = o. 

Wir setzen, um zu sehen, ob 1)1 auch der Gleichung (22) genügt: 
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Die Functionen {}l' {}2' {}3' . . . genügen ebenfa.lls der Gleichung (21), Denn 
ma.n hat: 

(PI - 1J11.2' {}2) = (PI - 1J11.2' (P2 - 1J12,2' {}I») 
= - (P2-1J12.2' ({}UPl-1J11,2» ...:.. ({}I' (PI-1J11.2' P2-1J12.2))· 

Die rechte Seite ist infolge der Gleichung (1') und der Voraussetzung 
über {}. gleich Null. Mithin: 

({}2' PI - "Pu) = 0. 
Ebenso: 

({}3' PI -!Pu) 0, 

({}4' PI - 1J11,2) 0, 

Es können nun zwei verschiedene Fälle eintreten: 1) Die eine der 
Functionen {} ist identisch null; in diesem Falle ist diese Function {} offenbar 
die gemeinschaftliche Lösung der Gleichungen (2). 2) Eine der Functionen 
{} ist eine Function der vorhergehenden und von x2 , welches in (2.) con
staut ist. Dies trifft nothwendig ein, ehe man 2n - 3 Functionen {} be
rechnet hat, da die zu (21 ) gehörigen simultanen Differentialgleichungen 
höchstens 2n - 4 verschiedene Integrale haben können. Man würde sich 
wie oben (Nr, 68) überzeugen können, dass dies ebenso der Fall sein würde 
mit allen Functionen {}, die man noch weiter berechnen könnte. 

Nimmt man an, dass man i verschiedene Functionen {} gefunden habe 
und ist: 

so hat man: 
J.ft J.ft ~.ft 

(.ft,P. -1/1.,2) = (X"P2-1/I.'2)-JX~ + (.ft"P.-1/I •. 2)J.ft, + ... + (.fti,P2-1/I •.• ) J.fti 

J.ft J.ft J.ft J.ft 
=-+.ft., ---+.ft3 - + ... + ~i+l --. 

Jx. - J.ft, J.ft. J.fti 

Nach Voraussetzung ist: 

{}i+1 = e (x2 , {}1' .•. , {}i). 
Man setze: 

J~ J.ft J.ft J.ft 
Jx. +.ft2 J.ft, +.ft3 J.ft. + ... + e J.fti = 0, 

eme Gleichung, deren Integration abhängt von der des Systems: 

dx. d.ft, d.ft2 d.ft. 
~l~ = -.ft, = -:a.~- = ~ 

oder von der der Gleichung: 

tli.ft, .Q ( d.ft, d'.ft, 
dx~ = 17 x2,.ftU dx; d:x; , ... , 

_di~l.ft,) 
d.,'.C~-' . 
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Man braucht nur ein erstes Integral dieser Gleichung 

zu kennen, um die gesuchte gemeinschaftliche Lösung 

fq (x2, tJ1, • , ., tJj) = az 
zu erhalten. 
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Insbesondere ist es leicht, (s in dem Falle zu finden, wo tJj + 1 gleich 
einer Constanten k ist; denn alsdann ist: 

und: 

dj-1.ß', --- = kX2 dx~-l 

Offenbar nämlich hat man, wenn (tJj , P2 -1p2,2) k ist: 

Bemerkung. Man hätte ebenso gut mit der Gleichung (22) wie 
mit der Gleichung (21) beginnen können. Jedenfalls begegnet man hier 
nicht mehr der Ausnahme, welche die in dem vorigen Paragraphen aus
einandergesetzte Methode illusorisch macht. Hat man 

tJ2 = (tJ1, P2 - 1p2,2) = einer bestimmten Constanten k, 

so nimmt man einfach für (2 den Ausdruck: 

tJ1 - kxz, 
welcher in der That giebt: 

(tJl - kx2, P2 - 1p2,2) = 0, 
WIe oben. 

Ein sehr einfacher Fall ist der, wo man hat 

tJ2 = tJ(x2 , tJ1), 

weil sich die Hülfsgleichung reducirl auf: 

dx. d.ß', 
1- = -.jf(x.:.&;)' 

Dieselbe vereinfacht sich noch, wenn x2 oder tJ1 oder x2 und tJ1 in tJ nicht 
vorkommen, 

76. Integration des Systems (3). - Die Gleichungen des Systems 
(3) enthalten 2n-5 Variable, d. h. zwei weniger als das vorherige System, 
Dieses System enthält drei Gleichungen: 

(P1 -1plJll (4) = 0, (P2 -1p2)l' (4) = 0, (Ps -1J'a.a, (4) = 0 (3). 
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Es sei il1 eine Lösung der beiden ersten, so dass 

ist. Wir substituiren dieselbe in die dritte Gleichung und bilden die Reihe: 

il2 = (illl P3 - "Ps.s), il3 = (il2 , Pa - "Ps.s), .•.. 
Es ist: 

(P1 - "P1.3, il2 ) = (P1 - "P1.S, (il1, Ps -"Pat3)) 

= - (P3-"PS.3' (illl P1-"P1.s»-(il1, (P1-"P1,3, P3-"Pa.a), 

d. h. infolge der Gleichungen (2') und der Definition von il1 : 

Ebenso: 
(P1 - "P1,3' il2) = O. 

(Ps - "P2.a, il2 ) = 0, 

d. h. il2 ist eine Lösung der beid~n ersten Gleichungen (3). Dasselbe ist 
der Fall mit il3, il4, ... 

Die Reihe der Functionen iI enthält höchstens 2n - 6 verschiedene 
Functionen; man gelangt somit zu einer Function iI;+1' welche eine Function 
der vorhergehenden und, wenn man will, von Xs ist, welches in den Glei· 
chungen (31), (32) die Rolle einer Constanten spielt. Es sei: 

Die Functionen ili+2, ili+3' •.• drücken sich in derselben Weise aus. Ist 
jetzt iI (xa, il1, ... , ili ) eine neue Function, so genügt dieselbe, wie man 
ohne Mühe sieht, (31) und (32), Damit sie auch (83) genüge, muss man 
wie in der vorigen Nummer haben: 

und zwar braucht man hiervon nur ein Integral f 4 = a4 zu finden, oder 
auch ein Integral des Systems 

dxs d-!t1 d-!t~ 
-1- = -!t. = -!t. 

oder ferner ein erstes Integral der Gleichung: 

77. Integra.tion der a.ndern Systeme und insbesondere des 
letzten. - Offenbar kann man in derselben Weise die Integration der 
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aufeinanderfolgenden Systeme (4),(5), .•. , (n-1) fortsetzen. Wir nehmen 
an, dass man zu diesem letzten gelangt sei, welches ist: 

(Pi -1J'1.n-l! fn)=O, (P2 -1J'2.n-i' fn)=O, ••• , (Pn-i -1J'n-i.n-l! fn)=O 
oder auch: 

8fn + 81/11.n-, 8fn 81/1,.n-, 8fn = 0 (n-li ), 
8x1 8Xn 8pn 8pn iiXn 

8fn + 81/1 •. n-, 8fn 81/1 •. n_, 8fn === 0 (n-12), 
8x. 8Xn 8pn 8pn 8Xn 

8fn -+ 81/1n-,.n-, 8fn _ 81/1n-l.n-l 8fn 
==0 (n-l n_ i )· 8xn_ 1 ~-;;- 8pn 8pn 8Xn 

Man suche eine Lösung von (n-l t ) und leite daraus mit Hülfe des 
Fundamentsltheorems andere Lösungen und sodann wie oben eine gemein
schaftliche Lösung von (n-l i ) und (n-1 2 ) her. Das Fundamentaltheorem 
von J aco bi giebt wieder andere und daraus kann man eine den Glei
chungen (n-l 1), (n-1 2), (n-1 3 ) gemeinsame Lösung finden u. s. w. 

Man wird bemerken, dass die Integration der Gleichung (n-11) abhängt 
von der Ermittelung eines Integrals eines Systems simultaner Gleichungen 
mit drei Variablen oder von der Ermittelung eines ersten Integrals einer 
gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung. Um daraus eine den 
Gleichungen (n -11)' (n -12) gemeinschaftliche Lösung herzuleiten, muss 
man ferner ein erstes Integral einer Gleichung finden, welche höchstens 
von der zweiten Ordnung ist; ebenso ist die Sache bei der Ermittelung der 
LösungeD, welche den 3, 4, 5, . •. ersten Gleichungen (n - 1) gemeinsam 
sind. Mithin hat man höchstens ein erstes Integral von n - 1 Gleichungen 
zweiter Ordnung zu suchen. 

Kurz, man sieht, dass die Jacobi'sche Methode die Bestimmung eines 

einzigen Integrals jedes der n(n 2 1) Gleichungssysteme erfordert. Unter 

diesen Systemen giebt es 

1 von der Ordnung 2 (n-1), welches zur Bestimmung von f2 dient,. 
2 

" " " 2 (n-2), welche 
" " " fs dienen, 

3 " " " 2 (n-3), 
" " " " 

f4 " 

n-l 
" " 

2 
" " " " fn " 

Dies ist der ungünstigste Fall. Man begreift, dass man in jedem be
sonderen Falle Vereinfachungen einführen kann, da man im Allgemeinen 
bei der Integration eines jeden der Systeme (1), (2), ••• , (n-1) mit irgend 
einer beliebigen Gleichung anfangen kann. 

Mansion, Part. Differentialgleichuugen. 11 
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78. Beispiel.l) - Die Gleichung sßi,: 

P1 + (SZ2 + 2Za)P2 + (4z2 + 5za)Pa + [z, + Zs (P2 - Pa)] Ps + ZSP5' = O. 
P. 

1) Wir müssen zunächst· ein Integral suchen von 

(P1 - 1f'l,lI (2) = 0, 

wo Pt -1f't,l die linke Seite der gegebenen Gleichung darstellt. Das zu
gehörig~ Hülfssystem ist~ 

rk1 dx. tks dP. _ dP3 dP. dps 
T = 61/11.i = ... = ~ = 3p.+4:Pa - 2p.+5P3 = 1lIJjI1.1 = 61/11.1' 

- 6P. - 6ps 6x. 6xs 
Man erhiilt- daraus: 

dx1 d(P,-P9) 
-1- = P,-P9 

Und somit kann man das Integral dieser Gleichung für f2 nehmen, d. h. 
setzen: 

Man leitet hieraus den Werth von tJ2 her, substituirt ihn in Pt und 
erhält auf diese Weise: 

2) Nnnmehr muss man eine ge'meinsc;:ha.ftliche Lösung, der Gleichung811 
suchen: 

Man erhll.lt ein Integral der zweiten Gleichung, indem man eine Lösung 
eines Systems sucht, welches die Gleichung enthält: 

rk. dP9 
-1-= 1'11/ ••• 

oder: 6z3 

rk. dP3 
-r'=O' 

Man kann somit, da Pa = const das Integral dieser letzteren ist, 
setzen: 

{}1' = P-a' 

1) DUIllllbe iat"Imschenetsky, Nr. 89, S. 116-121, entlehnt. GUlndorge 
Nr. 11, S. 70-18 gieb' em anderes aus, Ampere entnommenes, welch8ll siel!. 
mittels der J aco bi'schen Methode .sear, einfach integriren !ß.Ililt. 
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Sodann erhält ma.n: 

{Ja = - (Pi - 'fIl,a. p.s) = - 2(ps + fJ:Je-.2:"l) - 5ps = - 7{Jl - 2fJ:Je·-.2'J. 

Die Reihe der Functionen {J hört hier auf. lfa.n hat jetzt ein Integral zn 
suchen von 

dx, tUt, -= ., 
1 -7&,- 2~e-3:, 

und dies ist {s. Ma.n findet: 

's =. ({Jl + ~ ~C3:I) e73:1 = (Ps + ~ ~e-3:I) e7:r1 = as. 

Aus den vorstehenden ReBultaten folgt: 

, + 1 X 7z, Pa -' 'fIs,s = Pa S aar ' - asr , 

2 
Pa - 'P2,S = P2 - Saze-ZI - as~7.r1, 

Pl - V'l,S = Pl + ... 
3) Ma.n betrachtet soda.nn die Gleichungen: 

(Pl - V'l,S' f,) =0, (~- V'I,If; I,) a= 0, (Ps - V's,s, ,,) = O. 

Die letzte hat zur LöSung{Jl = p, = const, welche auch der zweiten 
genügt. Soda.nn: 

{J2 = ({J1I Pl - V'l,S) = - Ps 
&" 

{Js = ({J2,Pl -V'l'S) = - a1e-"'1 fJa + -t . 
. , 

Dies führt nach der allgemeinen Methode zu 

" = log (- ;:) .~ aarz, = - log a" 
und hieraus folgt: 

p, - 11'", = p, - psa,e-al"-z, 

Ps - 'Ps,. = . 
Pa - V't,. =. .. 

Pl - 11'1,' = 

4) Die letzte der Gleichungen 

(Pl -'#1", (6) = 0,. (P. -V'I,I,(6)-Q, (Ps -11'.,&, (6)= 0, (P'-V'I,', (6)= 0 

hat ZlJr LösUllg {}1 = Ps = const, welche auch der zweiten und dritten 
genügt, und giebt: 

{}, = (fJlI Pl - 11'1,') = - aarz, {}1 - ! fI"'''-z, {J, • 
• IP 
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Man findet sodann: 

und 

5) Nunmehr kann man auch p" Ps, P2, Pt als Functionen der x allein 
und der Constanten ausdrücken. Setzt man dann die erhaltenen Werthe 
in den AusdrUck 

de = Ptdxt + P2dx2 + Psdxs + p,dx4 + Psdxs 

ein und integrirt, so findet man schliesslich: 

z = a1 + i (2xll - xs)e-X , + as (x. + xs)e-7x, 

1 SOle-X, 
o,e-X' - - e u, + aS (a,x, + xSe )e /I, • 

Nachtrag IV zur zweiten Au1lage. 
Gilbert' s Darstellung der J aeobi' sehen Methode. 

Herr Ph. Gilbert, Professor an der katholischen Universität zu 
Löwen, hat die J aco bi'sche Methode unter emer originellen Form dar
gestellt, indem er insbesondere seine Aufmerksamkeit auf einige delikate 
Punkte richtete, welche sich auf diejenigen tntegrabilitätsbedingungen be
ziehen, die nicht auf identische Form gebracht sind. Wir geben nach· 
stehend diese wichtige Arbeit fast vollständig wieder; dieselbe erschien in 
den Annales de 180 Societti scientifique de BruxeUes, 1881, Bd. V, 2. partie, 
S. 1-16 unter dem Titel: Bur une propr'iete de la fonction de Poisson 
et sur la Methode de Jacobi pour l'integration des equations aU3: denvees 
partielles du premier ordre, und theilweise in den Comptes rendus de 
l'Academie des Scienees de Paris, 1880, XCI, S. 541-544, 613-616. 
Wir ändern nur die BezeichnUngen des Verfassers in die von uns bisher 
gebrauchten um. 

I. Eigenschaft der Poisson'schen Function (Hi, Hk)' Wir nehmen 
an, dass zwischen den Veränderlichen x und p m gegebene Gleichungen 

Hi(xlt X2, ••• , x"' Pt, P2' ... , p,,) == 0 (i == 1, 2, ... , m) (1) 

existiren und dass man daraus die Werthe der m Variabeln Pt, . . ., pm als 
Functionen der andern abgeleitet habe, so dass man hat: 

Pi = "Pi(Xt, .•. , x"' Pm+1' •.• , PlI) (i = 1, 2, ... , m). (2) 
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Wir bezeichnen ferner mit Lf die Functionaldeterminante 

6(H" H., •.. 0 Hm} 
6 (Pu P .. ••. , pm) 
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und mit Lf~,t die Unterdeterminante derselben, welche man erhält, wenn man 
die Kolonnen vom Index rund s und die Zeilen vom Index i und k unter
drückt. Bekanntlich hat man nach einer Eigenschaft der Determinanten, 
wenn i und k zwei verschiedene Indices aus der Reihe 1, 2, ... , m be
zeichnen, stets: 

(3), 

wo das Symbol 1: eine Summation andeutet, welche sich auf alle Combi-
r.p 

nationen zu je zweien der Indices rund s ans der Reihe 1, 2, ... , m 
erstreckt. 

Dies vorausgeschickt, sei u irgend eine der unabhängigen Variabeln 
:&1' ••• , :&m Pm+1' ••• , Pn· Differentiirt man die Gleichungen (1) nach u, 
so ist: 

6H, + 6H, dp, + 8H, dp2 + ... + 
6u 6P, du 6P2 du 

6H, dpm _ 0 
6pm (iU-

6H. + 6H. dp, + 6H. ap2 + ... + 
6u 6p, du 6P. du 

6H. apm = 0 
6pm du 

6H", + 6Hm dp, + 6H". dpo + ... + 6H", dpm = 0 
8U 6A du 6P. du 6pm du 

und aus diesen ergiebt sicb leicht: 

dp, 1 6(H" Ho, .•• , Hm) 
du =- ;J lY(u,Po'·· .,pm) 

dp. 1 6(Hu H., ... , Hm} 
du & 6(p"u, ... ,pm) 

dpm 1 6(H" H, • ... , Hm} 
du ==-= - 6(p" P., •.. , u) & 

. (4). 

(5). 

Nehmen wir irgend zwei der Gleichungen (4) und sind r und s die 
Indices der H, welche darin vorkommen, setzen wir ferner darin u = :&j, 
wo j eine der Zahlen 1, 2, •.. , n ist, multipliciren sodann diese beiden 

GI . h t"t dH. dHr d -.:Jd· . k t . elC ungen respec lve IDl -- - -- un lOU rren SIe, so omm, Wie 
dpj' dpj 

man leicht sieht: 
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Multipliciren WIr die ganze Gleichung mit (- 1)" A~::, wo f.t zur 
Abkürzung die Summe r + s + 1 + 2 bezeichnet, bilden wir sodann die 
Summe aller analogen Gleichungen, welche man erhält, indem man r und s 
sämmtliche in der Reihe 1, 2, ... , m enthaltenen Werthe beilegt, so er
halten Wlr: 

I(_1),U, AT ,- 6(Hr,H.) + dPl 1:(_1)"Ar,. 6(Hr,H.) 
r,. ~.. 6 (xi' Pj) dXj r , ' '." 6(p" p) 

+ ~:. 1:(-1)" A"·6(H.( r, Ha» + ' .. + ddPm 1: (_ 1y"Ar, .• 6(H.( r,1/s» === 0 (7), 
"""j r,' ,., 6 P., Pj xj r,s ,., 6 pm, Pj 

Man braucht jetzt nur den Coefficienten von ddP, in dieser Gleichung, 
Xj 

nämlich 

mit der rechten Seite der Gleichung (3) zu vergleichen, um zu erkennen, 
dass derselbe sich von A nur dadurch unterscheidet, dass ih der zweiten 

Zeile der Determinante A die partiellen Ableitungen ddH" ddH~,... an die 
Pj Pj 

Stelle der partiellen Ableitungen a;r', 
P. 

Coefficiant ist nichts anderes als: 

ddH., . , . getreten sind, d. h. dieser 
P2 

6(H" H., , , " H m) 

6(p,"Vh" "pm) . 

Man hat ebenso für den Coefficienten von dP. , 
dXj' 

6(H" H., , , " H",) 
6(Pj'p", . "pm) , 

d d' C ffi' t dp3 dpm ht so reducl'ren Sl'e sl'ch un was le oe Clen en von dXj' ' ." dzj ange , 

als Determinanten, welche zwei gleiche Zeilen haben, auf Null, was man 
aus dem Bildungsgesetz (3) ohne Mühe sieht. Die Gleichung (7) reducirt 
sich also auf die folgende: 

1: (-1)" AT.' 6(Hr, H.) + 6(H" H ..... , H m) dp, _ 6(H" H., .. "Hm) dp. = O. 
r,s' . \.2 6 (xj • Pj) 6 (p"Pj" .. ,pm) dXj 6 (Pj'P" , • "pm) dXj 

Setzen wir der Reihe nach in dieser Gleichung j = 1, 2, ... , n und 
addiren sie dann Seite für Seite, wobei zu beachten ist, dass 
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so erhalten Wir: 

0=.2'(- l}" 11T,. (H. H)-t!J:n {8(H17 H., .•. , H m) dp,,-_ 8,(H1;lL,,· .. ,Hm} dP2 } 

T,S , •• T, S j=1 8 (P17Pj'" .. ,Pm}dxj 6(pj'p., .•. ,pm}dxj · 

Der Coefficient von :~ verschwindet aber als Determinante, welche 

zwei gleiche Zeilen hat, für j = 1, 3, ... , m und reducirt sich für j = 2 

auf 11. Ebenso ist der Coefficient von :'. gleich Null für j = 2, 3, ... , m 
. ~ 

und reducirt sich für j = 1 auf - L1. Schliesslich sind uns für die andern 
Werthe j = m + 1, m +2, ... , n die Ausdrucke dieser Coefficienten ge
geben durch die Relationen (5), in denen man nur u = Pj zu setzen 
braucht, um zu erhalten; 

6(H" H.,--~ Hm) = _ A dp. 
8 Cp" Pi, ... , pm) dpj 

J(H" H., ... , H m) = _ 11 ~Pl . 
8(pp P., ... , pm) dpj 

Substituiren wir alle diese Resultate in die obige Gleichung, bemerken 
wir ferner, dass die hier auftretenden Functionen Pt und P2 in Wirklich
keit nichts anderes sind als die Functionen 1J1l und 1J12 der Gleichungen (2), 
so finden wir offenbar das folgende Resultat: 

Man erkennt der Definition der Poisson'schen Function zufolge ohne 
Mühe, dass die Grösse zwischen den Klammern in dieser Gleichung nichts 
anderes ist, als - (Pt - 1J1h P2 - 1J12)' Man hat also: 

(- 1)1 + 2 .2' (- 1)'" + .• A~:: (H,., Hs) - A (PI -1J11, P2 -1J12) == O. 
T,S 

:Nur um die Darstellung zu erleichtern, haben wir bisher die Functionen 
1J11 und 1J12 behandelt; dieselbe Schlussreihe ist ohne Änderung anwendbar 
auf zwei beliebige andere Functionen 1J1i und 1J1k. Wir können somit all
gemein die Gleichung schreiben: 

(_ l)i + k, r + S T,S 

(Pi -1J1i, Pk - 1J1k) = L1 :l. (- 1) Ai,k (HT! H,), (A), 
T,S 

und diese bildet die Eigenschaft der Poisson'schen Functi.on, die wir be
weisen wollten. Dieser Satz besteht ganz ebensor wenn die rechten Seiten 
der Gleichungen (1), anstatt gleich Null zu sein, irgend welche Constanten 
sind, denn dieses ändert nichts an den partiellen Ableitungen der Functionen 
H l ·, ... . ,.Hm und mithin geschieht der Beweis in derseUrenWeise_ 
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Die Gleichung (A) kann verallgemeinert werden, doch beschäftigen wir 
uns hier nur mit dem, was sich auf die Integration der partiellen Differential
gleichungen bezieht. 

II. Folgerungen. Diese Gleichung (A) giebt zu folgenden Be
merkungen Veranlassung. 

1) Wir nehmen an, dass die Functionen Rb R 2 , ••• , H,II für irgend 
welche Werthe von rund s aus der Reihe 1, 2, . . ., m der Relation 

(B) 

genügen und dass ausserdem die Determinante L1 nicht null ist, d. h. dass 
die Functionen Rh H2, • •• , Hm von einander unabhängig seien. Aus der 
Gleichung (A) folgt offenbar, dass man für irgend zwei Indices i und· k 
aus der Reihe 1, 2, .•• , m die Gleichheit hat: 

Diese Gleichung ist fundamental in der Theorie von Ja c 0 b i und be
züglich derselben sind zwei wesentliche Bemerkungen zu machen: Zu
nächst setzt der Beweis, den wir soeben gegeben haben, keineswegs voraus, 
dass Pli P2' ••. , pn die partiellen Ableitungen einer und derselben Function z 
der Variablen x1I X2, ••• , X n nach diesen Variablen seien, sondern nur, 

dass die m (m2 - 1) Bedingungen (B) erfüllt seien. - Zweitens können die 

Gleichungen (B) Identitäten sein und zwar unabhängig von jeder Rela
tion zwischen den Variablen Xl"'" Zn, Pli ... , pn; sie können auch 
Gleichungen sein, welche aus den gegebenen Gleichungen H1 = 0, ... , 
Hm = 0 hervorgehen. In dem einen wie in dem andern Falle finden die 
Gleichungen (e) identisch statt, welches auch die Werthe der Variablen 
Xi" •• , Xn, p",+t, •.. , Pm welche darin allein vorkommen, sein mögen' 
In der That sind diese Veränderlichen in der ganzen Rechnung als un
abhängige Veränderliche behandelt worden: Es können daher zwischen ihnen 
nur identische Relationen bestehen. 

2) Es giebt in der Theorie von J acob i noch ein anderes fundamen
·tales Theorem, welchem man begegnet, indem man den Beweis durchgeht, 
nachdem die Gleichung (A) bewiesen ist. Nehmen wir an, dass m = n 
sei und dass demzufolge die Gleichungen (1) und (2) die Werthe von 
p" P2' ••• , Pn als Functionen der einzigen Variabeln Xi, x2, ••• , X n er
geben, so kann man die Gleichung (6) schreiben: 

8(HI',Hs) + i.!:n 8 (Hr, Hs) dPi = O. 
8(Xj ; p) i=1 8(pi, p/ dpj 

Setzt man in dieser Gleichung der Reihe nach j = 1, 2, ••• , n und 
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addirtman die so erhaltenen Gleichungen, so erhält man zufolge der 
Definition des Symbols (Hr, H.): 

(Hr, H s) + ;'En ji-:n 8 (Br, Hs) dp~ = O. 
;;;1 j=l 8 (P;'Pj) dxJ 

In der doppelten Summe sind aber offenbar die Coefficienten von 
dp; dp. 
dx. und von a::. einander gleiche, aber mit entgegengesetztem Vorzeichen 

J I 

versehene Determinanten. Man hat daher die Gleichung: 

wo sich die Summation über alle von einander verschiEidenen Combinationen 
der Zahlen i und j von 0 bis n erstreckt. 

Nehmen wir jetzt an, dass die aus den Gleichungen (1) abgeleiteten 
Werthe von Pl' ... , pn derart seien, dass Pl dX1 + . " + pndxn ein exactes 
Differential ist, so hat man für alle in der obigen Reihe enthaltenen Werthe 
von -i und j: 

dPi dpj 
dxj = dx j 

und somit befriedigen die Functionen HH ... , H n für beliebige 
Werthe von rund s, welche in der Reihe 1, 2, .•. , n enthalten 
sind, die Relation: 

(Hr , H.) = 0 (B). 

Dies ist eine der Hauptformen der von J aco bi gegebenen Integrations
bedingunglln und diejenige, die wir beweisen wollten. Selbstverstltndlich 
besteht das Vorstehende auch, wenn die rechten Seiten der Gleichungen 
(1) irgend welche Constanten sind. 

3) Was die Umkehrung dieses letzteren Satzes anlangt, so ist dieselbe 
unmittelbar in unserer Gleichung (A) enthalten; man braucht nur noch in 
den Gleichungen (1), (2) und (A) m = n zu setzen. 

Da die Functionen H1, •.• , H n nach Voraussetzung der Bedingung 
(B) für alle in der Reihe 1, 2, ... , n enthaltenen Werthe genügen, so hat 
man für irgend welche in derselben Reihe enthaltenen Werthe von i und k 
die Relation: 

welche Gleichung sich, da "Pi und "Pk keinen Buchstaben P enthalten, auf 
die folgende reducirt: 
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und diese ist keine andere als die Bedingung der Integrabilität des Ausdrucks 
V'ldx + ... + V'ndxn. Wenn daher die Bedingungen (B) erfüllt sind, so 
sind die aus den Gleichungen (1) abgeleiteten Wertbe von P1' P2' ... , pn 
die partiellen Ableit1lI\gen einer und derselben Function von Xl' ..• , X n• 

Diesen Satz, den man gewöbnlich auf etwas unnatürliche und ziemlich 
heikle Weise beweist, werden wir übrigens bei unserer Darlegung der 
J aco bi'schen Methode nicht brauchen. 

TII. Kritik der gewöhnlichen Art der Darstellung der 
J aco bi'schen Methode. Die Nützlichkeit diese! Principien in der Tbeorie 
der partiellen Differentialgleichungen wird aus den folgenden Bemerkungen 
über den Gang, welchen man bei der Auseinandersetzung der J aco bi'schen 
Methode einzuschlagen pflegt, hervorgehen. 

Es scheint zunächst, als ob weder J ac 0 bi noch die ausgezeichneten 
Geometer, welche seine Arbeiten vereinfacht haben (Imschenetsky, Grain· 
d orge, Mansion etc.) nicht mit genügender Bestimmtheit unter den 
Gleichungen, welche die Integrabilitätsbedingungen unter verschiedenen 
Formen darstellen, diAJenigen angegeben haben, welche Identitäten sind, die 
unabhängig von jeder Relation zwischen den darin vorkommenden V ari ab eIn 
X und p stattfinden, und diejenigen, welche bloss Gleichungen sind, die 
auf den Relationen zwischen diesen Variablen beruhen. 

Denkt man sich z. B. die Gleichungen, welche die Werthe der par· 
tiellen Ableitungen PI' P2' ... , Pn liefern würden unter der Form gegeben: 

find löst man dieselben schrittweise auf, so dass man hat: 

PI 'PI (Xl' ••. , XR> a1 , Pt' ... , Pn), 

Pt 'P2 (Xl' .•• , X n, al , a2 , Pa' ... , Pn), 

so hat man bekanntlich nach Jacobi (Nova methodus etc. § 6): 

Sind diese Relationen Identitäten? J aco bi scheint dies zu sagen und 
Imschenetsky sagt es ausdrücklich. Nun genügt aber ein sehr einfaches, 
dem letzteren entlehntes Beispiel, um zu zeigen, dass dem nicht so ist. Die 
gegebene Gleichung sei: 

BI = (XaP2 + XtPa) Xl + a(P2 -P3)PI a1· 

Die Bedingung (H1, H2) = 0 führt zu 

H2 = (x2 + x:1) (Pt + P3) - at 
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als der zweiten Relation und aus diesen Gleichheiten ergeben sich die 
Werthe 

und aus diesen erhält man ohne jede Schwierigkeit den Ausdruck: 

(Pi - fJ!1l P2 - f{J2) = «(Pox , Ps) (P2 + P3 - Xo ~ xJ 
Es ist klar, dass dieser Ausdruck nicht identisch null ist und es erst 

wird infolge der obigen Gleichheit H 2 = a2 • Man könnte diese Beispiele 
beliebig vermehren, doch g~nügt dieses für unsern Zweck, nämlich zu be
weisen, dass dielntegrabilitätsbedingungen unter den verschiedenen Formen, 
welche Jacobi ihnen gegeben hat, nicht immer Identitäten sind. 

Dieser Punkt ist wichtig, denn bei der J aco bi'schen Theorie bedient 
man sich dieser Integrabilitätsbedingungen, um zu beweisen, dass gewisse 
partielle Differentialgleichungen, in welchen die Variabeln P als unab
hängige Veränderliche figuriren, erfüllt sind. Wir wollen kurz an 
die Reihe der Schlussfolgerungen erinnern, 

Nachdem man aus der gegebenen partiellen Differentialgleichung 
(Ht = a1 ) den Werth von Pt, etwa 

(a), 

abgeleitet hat, sucht man eine zweite Gleichung, aus welcher man den 
Werth von P2 ableiten kann: 

(/1), 

und dazu muss die gesuchte Function f2 der linearen Gleichung genügen: 

(Pi - 1J11' f 2) = 0 oder - 0(2 + j17n (0'I/J1 0{2 _ o'I/J} 0(2) = 0 (y). 
OX, j=2 OPj OXj OXj OPj 

Hat man also ein Integral f2 dieser Gleichung und somit die Gleichung 
(ß) gefunden, so leitet man aus- den Gleichungen (a) und (ß) die Werthe 
von P1 und P2 als Functionen derandern Grössen ab, so dass 

Pi _ Pi (Xl' ••• , Xn, al , a21 P31 .. '1 PT/)} 

P2 - P2 (XlI' • '1 Xm all a21 P3' ... , Pn) 
( ö) 

ist, und man hat infolge einer der Formen der Integrabilitätsbedingungen 
des Ausdrucks PtdXt + ... + Pndxn die Relation: 
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Sodann muss man eine dritte Relation, welche den Werth von Pa 
liefert, von der Form 

finden und dazu muss man eine Function fa bestimmen, welche gleichzeitig 
den beiden linearen partiellen Differentialgleichungen genügt 

Es sei t ein Integral der ersteren; man bildet den Ausdruck 

und zeigt mit Hülfe der berühmten Identität: 

(A, (B, C)) + (B, (C, A» + (C, (A, B) = 0, 

dass t1 ebenfalls ~in Integral der ersten der Gleichungen ('f}) ist, indem man be
merkt, dass (P1 -!-tl! t) zufolge der Voraussetzung und (P1 -!-tu pz - 1kJ) 
infolge der Bedingung (B) gleich Null ist. Da aber in der ersten der Glei
chungen ('f}) die Variablen Pa, ... , pn als unabhängige Veränder
liche figuriren, SQ ist es, damit ti ein Integral im wahren Sinne des Wortes 
sei, unerlässlich, dass die Gleichung (B) für beliebige Werthe dieser Vari
ablen stattfinde oder iiJ. Bezug auf alle in ihr vorkommenden Variabeln 
eine Identität sei. Dieser Punkt ist es nun, auf den unserer Ansicht 
nach nicht mit genügender Bestimmtheit hingewiesen worden ist. 

Dieselbe Bemerkung findet bei jeder weiteren Operation der Methode 
sta.tt. Ist die Gleichung (t) gefunden, so leitet man daraus den Werth 
von Pa her, trägt denselben in die Gleichungen (ö) ein und hat auf diese 
Weise: 

wo vll v2, va Functionen von Xi, ••• , xm a1l az, aa, P4' ... , pn sind. Die 
Integrabilitätsbedingungen liefern zwischen diesen Ausdrücken die Relationen: 

(P1 - v1' pz - v2) = 0 l 
(Pl - v1' Pa - va) = 0 J 
(P2 - v2 , P3 - vs) = 0 

(u) 

und man bedient sich dieser als identisch voraus gesetzten Relationen, 
um zu den weiteren Integrationen fortzuschreiten u. s. w. 

IV. W ei te re Kritik. Die eben angedeutete Lücke in der Theorie, 
welche uns beschäftigt, ist nicht die einzige. Es giebt, wenn wir nicht 
irren, noch eine andere, die wir mit allem Vorbehalt, den der grosse Name 
J aco bi's erheischt, formuliren wollen. 
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Worauf stützt man sich, wenn man die Exactheit der Relationen (e), (x) 
und anderer analoger, welche eine So wichtige Rolle in dieser Theorie spielen, 
voraussetzt? Auf das folgende von J !\ C 0 bi aufgeatellte Theorem (Nova 
methodus § 12): "Sind PI' ... , pn Functionen der Veränderlichen Xl' X2' ••• , Xn 
von solcher Beschaffenheit, dass PI dXI + P2dx2 + ... + Pndx" ein exactes 
Differential ist, und drückt man zwei dieser Functionen Pi und Pk mittels 
der Variablen x und anderer Grössen p. in beliebiger Anzahl aus (was auf 
unendlich viele Arten geschehen kann), so hat man immer, wenn epi und 
epk die Werthe derselben bezeichnen, die Bedingung: 

Bestimmt man aber unter Einhaltung des Ganges, den wir oben re
sunIirt haben, der :&eihe nach die Gleichungen: 

welche zusammen mit der Gleichung (a) das integrable System bilden sollen, 
aus dem man für Pll ... , pn solche Werthe muss ableiten können, dass 
Pldxl + ... + Pndxn ein exactes Differential ist, so weiss man in dem Augen
blicke, wo man irgend eine dieser Gleichungen (ß), (6), • . . erhalten hat, 
noch nicht, ob sie wirklich zu jenem System gehört. 

In der That, die Function f2 z. B. muss der linearen Gleichung (I') ge
nügen. Nun hängt die Integration dieser Gleichung (I') von deljenigen 
eines Systems von 2n-2 gewöhnlichen Differentialgleichungen ab, welches 
2n-2 verschiedene Integrale besitzt, und man nimmt willkürlich eins dieser 
Integrale f2 = a2 (vorausgesetzt, dass es P2 enthllJt), um daraus die 
Gleichung (fJ) zu bilden, ohne sonst zu wissen, ob es gerade dasjenige ist, 
welches mit (a) und anderen zu suchenden Integralen combinirt das System 
bildet, vermittelst dessen man passende Werthe für PI' P2' ••• erhalten 
kann_ Nichts berechtigt also bisher, auf die Werthe Pt = ftl' P2 = fl2, 
welche aus den Gleichungen (a; und (ß) abgeleitet sind, diese Relation (e) 
anzuwenden, welche zufolge des Satzes von J aco bi ausschliesslich für die
jenigen Werthe von Pt und P2 gilt, welche aus dem integrabIen System, 
d. h. aus dem System von Gleichungen sich ergeben, welches für p" P2 ... 
Werthe giebt, die Pld,xl + ... + Pndxn zu einem exacten Differential 
machen. 

Ebenso muss man, um die Function fs aus der Gleichung (6) zu 
finden, eine Function suchen, welche gleichzeitig die Gleichungen (1]) erfüllt. 
Nun weiss man aber, dass mehrere Functionen existiren, welche diese Eigen
schaft besitzen; dieses ergiebt sich schon aus der Methode, welche man an
wendet, um eine zu finden. Man ist also nicht sicher, dass diejenige, welche 
man wählt, indem man sich im Allgemeinen durch die Einfachheit der 
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Rechnungen bestim:znen lässt,· gerade diejenige ist, welche, einer Constanten 
as gleich gesetzt, eine der Gleichungen des integrabien Systems liefert. 
Hiernach hat man aber nicht das Recht, auf die aus den Gleichungen 
(a), ({J) und (t) abgeleiteten Ausdrücke 

die Relationen (u) anzuwenden, welche voraussetzen, dass dieselben zu dem 
integrabien System gehören. 

Und diese Bemerkung wiederholt sich bei jedem weiteren Schritte. 
Aus allem diesem. dürfte hervorgehen, dass das Integrationsverfahren, 

wie es seit J aco bi stets dargestellt wurde, nicht auf genügend sicher fest
gestellten Principien beruht. 

V. Neue Darstellung. Alle diese Schwierigkeiten verschwinden 
und die Theorie gewinnt bedeutend an Einfachheit, wenn man von den in 
unserer Nr. I und Il da.rgelegtenPrincipien Gebrauch macht. Wir wollen 
kurz den Gang der Beweisführung in diesem Falle angeben. 

Indem man ebenfalls von der gegebenen Gleichung H i = ui a.usgeht, 
aus der man den Werth von Pi unter der Form (a) ableitet, schreibe man 
diese letztere Gleichung folgendermassen : 

Pi - 'IJli = 0; 

sodann gehe man zur Ermittelung der zweiten Gleichung: 

(fl). 

Nun liefert uns nach dem oben in (Il, 2) bewiesenen Satze die Gleichung 
(B), in welcher Hr = Pi - 'IJli' H. = f2 zu setzen ist, zur Bestimmung 
der Function f2 die lineare Gleichung: 

(y), 

'Von der man nach der bekannten Methode ein Integral sucht. Sind die 
-Gleichungen (a) und (/l) gefunden, so leitet man daraus die Werthe Pi = P1., 
P2' = fJ.~ von Pi und P2 als Functionen der andem Veränderlichen her und 
erhält unmittelbar zufolge der Gleichung '(y) und des Zusatzes 1 der Nr. II 
oder zufolge der Gleichung (e) die Relation: 

Diese Gleichung (E) ist ferner, wie wir bewiesen haben, eine Iden. 
tität, wodurch jede Schwierigkeit in der weiterhin zu maohenden An
wendung derselben beseitigt ist. 



Nachtrag IV. 175 

Indem wir sodann zu der Ermittelung der Gleichung 

gehen, setzen wir in dem Theoreme (Il, 2) Hl = PI - 111., H2 = P2 - Ikl, 
H3 = f3 ; dieses Theorem besagt, dass f3 gleichzeitig den Gleichungen 

genügen muss. Hat man auf dem von J aco bi angegebenen Wege eine 
Function f3 gefunden, welche gleichzeitig diesen beiden Gleichungen ge
nügt, und hat man, indem man dieselbe einer Constanten a3 gleichsetzt, die 
Gleichung cn gebildet, so besitzen offenbar die aus den Gleichungen 

PI - f-ll = 0, P2 - f-l2 = 0, Ps - f-l3'== ° 
abgeleiteten Werthe PI = VI' P2 = V2, P3 = v3 die durch die Gleichungen 
(u) definirten Eigenschaften. Man braucht dazu nur zu setzen Hl = PI - 111., 
H2 = P2 - Ikl, H3 = f3 und zu bemerken, dass zufolge der Gleichungen 
(e) und ('f}) und zufolge des Zusatzes (II, 1) die Gleichung (0) hier 
anwendbar ist. Ferner sind diese Gleichungen (u), wie schon bemerkt, 
identisch, was unerlässlich ist für die Anwendung, die man fernerhin von 
ihnen macht. 

In derselben Weise fährt man fort, ohne dass man sich darum zu kümmern 
hü,tte, ob die Gleichungen f 2 = a2 , f3 = a3 , ••• , welche man nach und nach 
erhält, wirklich zu dem System gehören, welches Pt dXI + ... + Pndxn 
zu einem exacten Differential macht; denn bei unserer Methode sind die 
Relationen (e), (u) und andere analoge Folgen der bereits erhaltenen Glei
chungen und keineswegs Folgen der Voraussetzung, dass diese Gleichungen 
zu dem integrabien System gehören. 

Erst am Ende der Integration, wenn man die n Gleichungen PI = Al' 
f2 = a2, .•. , fn = an, welche nothwendig sind, um PI' P2' ••. , pn als 
Functionen von xl! X 2, ••• , X n darzustellen, erhalten hat, giebt uns derselbe 
Zusatz (II, 1), wenn man ihn in derselben Weise auf die aus diesen 
Gleichungen abgeleiteten Ausdrücke 

PI = :lrl (Xl' ... , X n, al , a2, ••• , an), 

P2 = :lr2 (Xv· • "'Xm al , a2 , ••• , an), 

anwendet, unmittelbar die n (71) identischen Relationen: 
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wo i und k irgend welche Werlhe aus der Reihe 1, 2, .. " n sind. Nun 
reduciren sich aber diese Relationen der schon (Il, 3) gemachten Bemerkung 
nach auf die folgenden 

= 

und zeigen somit, dass Hv ... , Hn gerade die Ausdrücke von Pl' ... , pn 
sind, welche Pl dX1 + .. , + Pndxn zu einem exacten Differential machen. 

Die in den Nr: I und n dargelegten Principien sind nicht minder 
nützlich in der Theorie der Integration der simultanen Gleichungen: sie 
beseitigßn unmittelbar die Schwierigkeiten, welche Bour in dieser Theorie 
übrig gelassen hatte, und führen in natürlicher Weise zu der Methode 
von A. Mayer. 



3. Kapitel. 

Integration der simultanen partiellen Dift'erentialgleichungen 
erster Ordnung. 

§ 21. Allgemeine Theorie. Methode von Bour.1) 

79. Fall, wo die gegebenen Gleichungen naoh m der Grössen 
p aufgelöst sind. - Nehmen wir an, dass man eine gemeinschaftliche 
Lösung der m Gleichungen 

Pt = 1J'1 (Xl' ••• , X m Pm+l' ... , Pn) 

Pt = 1J'2 (Xl' ••• , X m Pm-H' ••. , Pn) 

zu suchen habe, so kommt die Aufgabe dar~uf zurück, n -m neue Re
lationen zwischen den P und den x von solcher Art zu suchen, dass die 
Werthe von PI, . . ., P2 als Functionen der X, welche man aus diesen neuen 

1) Sur l'integration des equations differentielles partielles du premier et du 
second ordre. (Journal de l'ecole polyt. 39. Heft, S. 149-191), insbesondere § III, 
S. 163-174. Die Methode von B our ist auseinandergesetzt in GraiI~<lorge 
vm, S. 73-89; Imschenetsky, § 23, S. 121-136; Collet (Ann. de l'ecole 
normale superieure, Bd VII, S. 7-47). Die Methode von Bour enthielt einen 
leichten Irrthum, der von diesen verschiedenen Autoren ebenfalls begangen und 
von Mayer in einer ausgezeichneten kleinen Abhandlung (Math. Annal., Bd. IV, 
S. 88-94), deren wesentlichen Inhalt wir hier wiedergeben, berichtigt wurde. 
Dieselbe ist betitelt: "Über die Integration simultaner partieller Differential
gleichungen der ersten Ordnung mit derselben unbekannten FUJ;1ction." Imsche
netsky, § 26, S. 145-156, wendet die allgemeine Theorie auf die unmittelbare 
Bestimmung der Integrabilit!l.tsbedingungen eines Differentialausdrucks an. 

M ans ion, Part. Differentialgleichungen. 12 
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und den gegebenen Gleichungen ableiten kann, den Ausdruck 

dz = P1dx] + P2dx2 + ... + Pndxll (2) 
integrabel machen. 

Es folgt daraus, dass man für die Werthe von i und von k, welche 
in der Reihe 1, 2, 3, ... , m enthalten sind, haben muss: 

. ' (3) • 

Man hat hier drei Fälle zu unterscheiden. 
I. Es ist möglich, dass die Gleichung (3) identisch erfüllt 

ist für alle Werthe von i und k. 
In diesem Falle findet man den Werth von z, indem man sich der 

J aco bi'schen Methode für den Fall einer einzigen partiellen Differential
gleichung von dem Augenblicke an, wo man bereits m Relationen zwischen 
den p und den. x kennt, bedient. 

Man sucht also n-m andere Relationen 

zwischen den P und den x und findet eine Lösung, das sogenannte voll
ständige Integral mit n - m + 1 willkürlichen Constanten. 

11. Man kann möglicherweise für ein oder mehrere W erth
systeme von i und k 

(Pi - 'lJ'i, Pk - lPk) = const 
oder: 

finden. 
In diesem Falle haben ·die Gleichungen (1) keine gemeinschaftliche 

Lösung, da es entweder absolut unmöglich ist, der Bedingung (3) zu ge
nügen, oder man derselben nur genügen könnte, indem man F = 0 setzt, 
d. h. indem man annimmt, dass zwischen den x eine Relation besteht. 1) 

111. Man kann möglicherweise für ein oder mehrere Werth
systeme von i und k 

(Pi - 'lJ'i, Pk - 'lJ'k) = {(Xl' ... , xn, Pm ... l' •.. , Pn) 
finden. 

In diesem Falle ist ersichtlich, dass, wenn das gegebene System eine 
Lösung hat, die Relationen, welche noch zwischen den X und den P zu 
suchen bleiben, derart beschaffen sein müssen, dass man für jede Fnnction 
f hat: 

(Xb .•. , xm Pm+1' ••• , Pn) = O. 

1) Man würde jedoch untersuchen können, ob man sich nicht in dem Falle 
der halblinearen Gleichungen von Li e befindet, von denen wir oben (Nr. 14) 
nur die Definition haben geben können. 
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Mithin müssen, und darin besteht im Wesentlichen die Methode von 
Bour, alle diejenigen von diesen Gleichungen f = 0, welche von ein
ander verschieden sind, zu dem ursprünglichen System hinzugefügt werden, 
da sie ebenso wie ·die gegebenen Gleichungen selbst erfüllt sein müssen. 

Das in dieser Weise vervollständigte System muss wie das ursprüng
liche System behandelt werden; tritt der Fall I ein, so vollendet man die 
Auflösung nach der Methode von Jacobi; kommt man auf . den Fall II, 
so hat die Aufgabe keine Lösung; begegnet man dem Falle III, so muss 
man zu den gegebenen Gleichungen noch neue Gleichungen hinzufügen und 
bezüglich eines dritten aus dem vorigen System und den neuen Gleichungen 
bestehenden Systems dieselbe Untersuchung anstellen. U. s. w. 

Offenbar kommt man zuletzt auf den Fall I oder auf den Fall II. 
Kommt man insbesondere auf ein System mit mehr als n Gleichungen, so 
ist die Aufgabe unmöglich. 

80. Fall, wo die Gleichungen in impliciter Form gegeben 
sind. - Es seien 

H l = 0, H 2 = 0, ... , H m = ° (11) 

wo H eine Function von xl> X2, ... , Xm Pi' P2' ... , pn bezeichnet, die ge
gebenen Gleichungen. Wie oben beweist man, dass man für die Werthe 
von i undk, welche nicht grösser als m sind, 

(3') 

haben muss. Man findet ebenfalls, dass drei Fälle zu untersuchen sind 
analog den obigen, ausserdem aber noch ein vierter, der Bour entgangen 
war und auf den Mayer aufmerksam gemacht hat. 

1. Die Gleichungen (3') sind identisch erfüllt für alle Werthe 
von· i und k, die nicht grösser als m sind. In diesem Falle führt 
die im § 19 auseinandergesetzte J aco bi'sche Methode am häufigsten zur 
Lösung; wenn nicht, wende man die Methode des § 20 an. 

II. Man findet für ein oder mehrere Werthsysteme von i und k: 

(Hi , Hk) = const 

(Hi, Hk) = F(xl , ••• , Xn. H l , H 2, •.• , H m ), 

d. h. 
(H;, Hk) = F(xl , ••• , X m 0, 0, 0, ... 0). 

In diesem Falle haben die Gleichungen (1') keine gemeinschaftliche 
Lösung. 

III. Man hat für ein oder mehrere W erthsysteme von i und k: 

(Hi, Hk) = f(xl , X 2, ••• , x'" Pi' ... , Pn)' 
12* 
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In diesem Falle füge man die Gleichungen f = ° zu dem ursprüng
lichen Systeme hinzu und diskutire das vervollständigte System in derselben 
Weise wie das ursprüngliche System, wobei man den Fall IV mit zu be
rücksichtigen hat. 

IV. Endlich ist es möglich, dass die Gleichungen (3') be
friedigt sind, aber nicht identisch, sondern zu folge der Glei
chungen (1~ selbst. Dies tritt z. B. immer ein, wenn die linken Seiten 
der Gleichungen (1') vollkommene Quadl'ate sind: 

h~ = 0, h; = 0, ... , h,~, = 0, 

da jedes Glied von (H;, Hk) alsdann den Factor h; hk enthält. In diesem 
Falle muss man auf die Methode des vorigen Paragraphen zurückgreifen, 
um zu sehen, welcher der Fälle I, II oder meintritt. 

Bemerkungen. I. Es sei: 

Hm_H = (H;, Hk). 

Nach dem Satze von J aco bi hat man: 

(Hj , Hm+l ) = (lIj, (H;, Hk)) 

Ist nun bereits: 

(Hk, ~) = 0, (lIj, H i) 0, 

so findet man ohne neue Rechnung: 

II. Mag man die Gleichungen in der einen oder der andern Form an
wenden, in jedem Falle müssen die Gleichungen eines jeden betrachteten 
Systems algebraisch mit einander verträglich sein. 

81. Besonderer Fall, in welohem man nioht a.uf die Gleiohungen 
P - 1Jl = 0 zurüokzugehen brauoht.!) - Nehmen wir an, dass man 
die m Gleichungen H = 0 der vorigen Nummer nach Pi' P2' •.. , Pm auf
gelöst habe und dass man darauf in diese Gleichungen wiederum die ge
fundenen Werthe von Pi' P2' ... , Pm eingesetzt habe, so werden dieselben 
zu Identitäten und man hat infolgedessen: 

1) Die Bemerkung dieser Nummer rührt ebenfalls von Mayer her (Math. 
Anna!. Bd. IV, S. 93-94). 



Besonderer Fall. 

eine Gleichung, die man auch schreiben kann: 

iJH 
iJx 

Ebenso hat man: 

~H = iJH ~(Pl-t/11) + ... + iJH iJ(pm-'l/lm) 
iJp iJp, iJp iJpm iJp 

selbst für P = Pl' P2' ... , Pm. Mithin: 

m "~ iJHi iJHk 
(Hi, Hk) = .E ~ -., - -,,- (Pr - 1jJr, Ps - 1p.). 

1 1 op,. rips 
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Lösen wir diese Gleichungen nach (Pr - 1pr, Ps - 1ps) auf, so ist der 
Nenner des Werthes dieser Ausdrücke das Quadrat der Determinante 

iJ(H" H., ... , H m ) 

iJ (PI' p., ... , pm) , 

in der man sichPl,P2' . .. ,Pm durch ihre Werthe ersetzt denkt. Ist diese Deter
minante nicht null, so werden im Allgemeinen die Gleichungen (H;, Hk) = ° 
die Gleichungen (PI' - 1jJ1" p., - 1jJs) = 0 zur Folge haben, und man braucht 
somit, da der vierte Fall in der Analyse der vorigen Nummer nicht in 
Betracht kommt, bei der Anwendung der Methode von B our einzig und 
allein Gleichungen von der Form (H;, Hk) = 0 zu benutzen. 

Dies tritt insbesondere stets in dem Falle der linearen Gleichungen 
ein, da die Determinante nicht mehr Pl' P2' ... , Pm enthält. 

82. BeispieP). Wir wollen die Gleichungen betrachten: 

H1 = PIP3 

H2 = P2P.! 

0, 

0, 

welche in Bezug auf Pl und P2 linear sind und auf die man somit die 
Methode der Nr. 80 anwenden kann, ohne auf den Fall IV Rücksicht 
nehmen zu müssen. 

1) Imschenetsky, Nr.l05, 8.133-136; Collet 8.44-47; Graindorge 
Nr. 79-83, 8.77-85. Wir geben dieselbe Lösung wie Imschenetsky; Collet 
giebt eine complicirtere Lösung, indem er von der folgenden gemeinschaftlichen 
dem zweiten Werthsystem der p entsprechenden Lösung der Gleichungen ausgeht: 

f = x2x. - XIX, (;:)". 

Dieser Werth ist mit Hülfe der Lösung x. - x 1x.XaP._2 der ersten der drei zu 
integrirenden line~ren partiellen Differentialgleichungen gefunden. Graindorge 
reproducirt diese beiden Lösungen unter einer andern Form und giebt ausserdem 
eine dritte Lösung nach der Methode von Lagrange, nachdem einmal die Werthe 
von Pll p., Pa er4alten sind. Ein anderes Beispiel findet sich weiter unten (Nr. 93). 
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Man findet: 

(BlI H2) = X1Pl - X2P2 + Xgpg - X4P4· 

Setzt man: 

so hat man: 
X2X 4) = - 2 BI = 0, 

X1Xg) = + 2 H2 = 0. 

Aus den drei Relationen H l = 0, H2 = 0, Ha = ° erhält man 
die bei den folgenden Werthsysteme für Pt, P2' Pa : 

PI = X.X. 
P2 

x1x. 
Pa 

P.X, 
p, , p. 

, =x.' 
PI 

P,X. 
P2 

x1XS 
Pa - x1x. 

=~, P. 
, 

P. 

Das zweite Werthsystem wird erhalten durch Vertauschung der Indices 1 
und 3 in dem ersten. Diß Lösung der Aufgabe in dem einen Falle giebt 
somit durch dieselbe Vertauschung die Lösung in dem andern. Wir wollen 
das erste System nehmen. Man hat die J aco bi'sche Methode auf das 
System von simultanen linearen Gleichungen anzuwenden: 

(PI 
-1 

X 2XaP4 , f) 0, 

(P2 
-1 

XIXaP4 , f) 0, 

(Pg 
-1 

- P4X4 X g , f) = 0, 

in denen feine Function von Xl' X2, Xa, x4 und P4 ist. Die beiden ersten 
dieser Gleichungen sind, ausführlich hingeschrieben: 

(Jf (Jf -2 0, (JX1 
+ 8 X2XgP4 X. 

(Jf + (Jf -2 0. 
(Jx. 8 X1XgP4 -X. 

Sie haben als gemeinsame Lösung 1)1 = P4. Setzen wir diesen Aus
druck in die linke Seite der dritten ein, so finden wir eine zweite den 
beiden ersten gemeinschaftliche Lösung, nämlich 1)2 = P4Xa -1. Es giebt 
keine andere von 1)1 und 1)2 unabhängige weiter. Die den drei Gleichungen 
gemeinschaftliche Lösung muss sodann der Gleichung genügen: 

Dieselbe führt schliesslich zu der gemeinschaftlichen Lösung 
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Aus diesem Werthe von P4, und den obigen Resultaten erhält man 
dann: 

X. Xl 
Pt = a' P2 = a' Pa = ax4,' 

1 
dz = - (X2dxl + x1dx2 ) + a(x4dxS + xadx,), a 

Durch Vertauschung der Indices 1 und 3 findet man eine andere 
Lösung: 



4. Kapitel. 

Methode von Clebsch für die Integration der linearen 
partiellen DUferentialgleichungen, zu denen die Jacobi'sche 

Methode führt. 1) 

§ 22. Zurückführung eines vollständigen Systems linearer Gleichungen 
auf ein Jacobi'sches. System oder die Transformation von Clebsch. 

83. Eigenschaft eines vollständigen Systems. - Es sei gegeben 
ein System linearer homogener partieller Differentialgleichungen: 

(1 ), 
in denen 

dz dz dz 
A;z = a;.l dXt + a;.2 dx. + ... + a i .1I dXn 

ist. Sollen die Gleichungen des gegebenen Systems eine gemeinschaftliche 
Lösung haben, so müssen, wie wir im § 17 gesehen haben, für alle Werthe 
von i und k, welche nicht höher sind als /1, die Gleichungen bestehen: 

(2). 

1) Olebsch, Über die simultane Integration linearer partieller Differential
gleichungen (Orene's Journ. Bd. 65, S. 257-268), S.257-266. In der ersten 
französischen Auflage dieses Werkes hatten wir nach Olebsch die im § 23 aus
einandergesetzte Methode die We i 1 e r'sche Methode genannt, aber We i 1 e r hat 
bemerkt, dass seine Methode von der in diesem Kapitel auseinandergesetzten 
verschieden ist. Weiler hat zahlreiche Arbeiten über die partiellen Difi'erential
gleichungen veröffentlicht, welche man in den folgenden Journalen findet: 
Grunert's Archiv 1858, Bd. 33, S. 268-284; Schlömilch's Zeitschrift, 1863, 
Bd.8, S.264-292; 1875, Bd.20, S. 83-92, 271-299; 1877, Bd. 22, S. 100-125. 
Die Weiler'sche Methode wurde von Mayer in den Math. Ann. 1875, Bd. 9, 
S. 347-370 einer kritischen Untersuchung unterzogen. Es fehlte uns an Zeit, 
um eine Analyse dieser Arbeiten von Weil e r zu geben. In dem Jahrbuch über 
die Fortschritte der Mathematik 1877, Bd.9, S. 265 sagt Mayer über die letzte 
Abhandlung von Weiler: "Der Aufsatz bringt eine neue, von den früheren 
Mängeln befreite Darstellung der Weiler'schen Integrationsmethode." 
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Sind diese Relationen identisch erfüllt, so nennt Clebsch das gegebene 
System ein J aco bi'sches System; ist die linke Seite der Gleichungen (2) 
eine lineare Combination der Gleichungen (1), so nennt er es ein voll
ständiges System, und wir wissen, dass die Gleichungen (1) in diesem Falle 
ebenfalls eine gemeinschaftliche Lösung haben, wie wir im vorigen Kapitel 
gesehen haben. Wenn endlich die Gleichungen (2) nicht für alle Werthe 
von i und k erfüllt sind, so kann man nach der Methode von B 0 ur das 
gegebene System in ein vollständiges System transformiren, oder sich über
zeugen, dass es keine Lösung hat. Man braucht also nur die vollständigen 
Systeme und die J aco bi'schen Systeme zu betrachten. 

Dies vorausgeschickt, sei das vollständige System (1) gegeben. Es 
seien ferner 

~Iz = m1 AtZ + m2A 2z + ... + mp,Ap,z = 0 

Nz = n1 A\z + n 2 A 2z + '" + np,Ap,z = 0 

zwei lineare Combinationen der gegebenen Gleichungen; dann gilt dasselbe von 

~lNz - NMz = O. 
Man hat nämlich: 

MNz = 'In\A\ (n1 A 1z + nZA 2z + ... + np,Ap,z) 

+ 'ln2Az (n1 A j z + nZA 2z + ... + np,Awz) 

p"p, 

~Iithin: 
= (Mn1 X A 1z + .. , + Mn,,, X A,,,z) + L:minkAiAkZ. 

1,1 

(MN - NM)z = E (Mni - Nmi) X Aiz + '''I mink (AiAk - AkAi) Z. 
1,1 

Der erste Theil der rechten Seite ist von selbst eine lineare Combi
nation der gegebenen Gleichungen; dasselbe ist infolge der Gleichungen (2) 
mit dem zweiten Theile der Fall. Mithin schliesslich: 

In einem vollständigen System kann man eine gewisse An
zahl von Gleichungen durch eine gleiche Anzahl anderer Glei
chungen, welche Combinationen der gegebenen Gleichungen sind, 
ersetzen, ohne dass es aufhört, ein vollständiges System zu sein. 

84:. Reduction eines vollständigen Systems auf ein Jacobi'sches 
System. - Es seien 

f.1 willkürliche Functionen und es mögen die Gleichungen 
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aus den folgenden Relationen sich ergeben haben: 

Alz = Alul • Blz + Al~' B2~ + ... + .Alu,u. B"Z\ 

~z = A 2ul . Blz + ~~ . B 2z + ... + Aau!,. B"z 

~,,' . ~~.~,;+·A~":B:S ~ :"·+·~'.:B~8r 
(4). 

Das System (3) ist alsdann ein Jacobi'sches, d. h. man hat identisch: 

(5). 

Setzt man nämlich in den Gleichungen (4) der Reihe nach z = ull 

Z = Ua, ••. , z = u", so findet man, wie leicht zu sehen: 

Blul = 1, Baul = 0, Bsut = 0, .... , B"ut = 0 (61), 

B lu2 = 0, B2~ = 1, Bs~ = 0, .... , B"ua - 0 (62), 

d. h. 
B{Uk = 0, B{Ui = 1 . (6). 

Der Nr. 83 zufolge ist (BjBk - BkBi)z eine lineare Combination 
der Ausdrücke .Az oder nach (4) der Ausdrücke Bz. Mithin: 

(BjBk - BkBj)Z = CIBlz + CaB2z + CsBsz + ... + c'uB"z = 0 (7). 

Setzen wir in dieser Gleichung z = U t , Z = u2' ••• , z = ul" so 
folgt: 

Cl = 0, C2 = 0, ... , C.u = ° 
infolge der Relationen (6). Mithin ist schliesslich die Gleichung (5) iden· 
tisch befriedigt. 

Zusatz. Das Jacobi'sche System (3) ist so beschaffen, dass man 
p, - 1 verschiedene Lösungen einer jeden der Gleichungen kennt, welche 
dasselbe bilden, und zwar geht dies aus den Gleichungen (6) hervor. 

86. Integration des Systems der Gleichungen Bz = 0. - Die 
Methode besteht, wie bereits erwähnt, darin, dass man ~unächst eine Lösung 
der ersten Gleichung, sodann eine Lösung der beiden ersten, darauf eine 
der drei ersten Gleichungen u, s. w. sucht. Jedoch vereinfacht sich die 
Lösung infolge des Zusatzes in voriger Nummer. Nimmt man nämlich an, 
dass man eine Lösung {)l der i - 1 ersten Gleichungen gefunden habe, 
welche von den unmittelbar bekannten Lösungen, welche etwa Uj, U i+l ' ••• , u!,I. 
seien, verschieden ist, und setzt man 
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so werden {f2' {Ja, ... ebenfalls Lösungen der i - 1 ersten Gleichungen 
sein. Da man für i - 1 Gleichungen mit n unabhängigen Veränderlichen 
nicht mehr als n - (i - 1) gemeinschaftliche Lösungen finden kann, so 
ist man sicher, dass die Reihe oder Werthe 

(8) 

nicht mehr als n - (i - 1) verschiedene Werthe enthalten kann. Somit 
ist r höchstens gleich n - f-t. Wir suchen alsdann, wie wir dies oben 
gethan haben, eine Function 

{J ({Jl' {J2' ... , {)r> Ui, .•. , u,,), 

welche der Gleichung Biz = 0 genügt. Dazu muss sein: 

tUt d.ft d.ft d.ft tUt 
B i{Jl il.ft~ + B j{J2 d.ft. + ... +Bj{Jr d.ftr + BjUi dUi + '" + BiUou du" = O. 

Wegen der Definition der {J und der Gleichungen (6) reducirt sich 
diese Gleichung auf 

d.ft tUt d.ft d.ft 
dUi + {J2 d.ft, + {Ja d.ft. + ... + {Jr+l d.ftr = 0 . (a), 

worin {Jr+l eine Function der audern Lösungen der i - 1 ersten Glei
chungen Bz = 0 ist. Somit vereinfacht die Existenz der Gleichungen (6) 
die Ermittelung der Reihe (8) sowie die Hülfsgleichung. 

Die vollständige Lösung des Systems (2) wird mit Hülfe der 1m 
vorigen Kapitel angegebenen Methoden bewirkt. 

§ 23. Methode zur Integration der simultanen linearen partieUen Diffe
rentialgleichungen, zu denen die Jacobi'sche Methode führt.!) 

86. Besondere Bezeichnungen und Festsetzungen für die An
wendung der Methode des vorigen Paragraphen. - Der grösseren 
Bequemlichkeit wegen schreiben wir die Systeme der Nr: 6°7 folgendermassen: 

(11) , 

(12), 

(13)' 

') Wir verbessern hier nach der Abhandlung von Cl e b ! C h einen Irrthum, 
der sich bei der ersten (französischen) Auflage dieses Buches eingeschlichen und 
auf den uns Herr Hamburger in seiner Recension unseres Buches (Hist. liter. 
Abtheilung von Schlömilch's Zeitschrift 1877, Bd. XXII, S; 41-48) gütigst 
aufmerksam gemacht hatte. 
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und 'die transformirten Systeme wie folgt: 

B1,lH2 = ° (1'1), 

B1,2HS = 0, B2,2HS = 0, (1 '2 ), 

B1,s,Ht = 0, B2,sH4 =0, BS,gH4 = 0 (1'3)' 

Um die Transformation von Clebsch auszuführen, halten wir uns an 
die folgenden Regeln: 1) die U sind dieselben für das System (li) wie für 
das System (1i-1), nur dass man zur Transformation von (li) eine Function 
Ui mehr nimmt. 2) Diese Function Ui ist eine Lösung der i - 2 ersten 
Gleichungen des transformirten Systems (1' i _ 1). 3) Da die Systeme (1 1), 

(1 2), (1s), ... , (l n_ 1) nicht unabhängig sind, sich jedoch ein jedes von ihnen 
nur durch Hinzufügung einer Gleichung von dem vorhergehenden unter
scheidet, so denken wir uns, um irgend ein System (li) zu transformiren, 
dasselbe ersetzt durch (l ' i_d, dem wir die Gleichung AJf;+l = 0 hinzu
fügen. 

87. Transformation. - Da man bei der Bestimmung von Bl.i-17 

B2•i - 1 , ••• die i-I bereits bekannten Functionen U anwenden muss, so 
hat man: 

(2), 

falls h und k kleiner als i sind. Sodann muss Ui eine Lösung der simul
tanen Gleichungen sein: 

Die allgemeinen Transformationsformeln für das System (li) sind, 
wenn man von der letzten Festsetzung in der vorigen Nummer keinen Ge
brauch macht und Hi+l = z setzt: 

A1z= A1u1Bl ,iZ+ A 1u2B2 ,;z+ ... + AlUi_1Bi-1,iZ+ A1uiB i,iZ, 

~z= A2UiB1,iZ+ A2u2B2,iZ+",+ A2Ui~lBi-1, z+ A2tt;Bi,iZ, 

Ai_tZ Ai_tU1B1,iZ+Ai_1U2 B2,iZ+ ... +Ai_lUi_1 Bi_l,iZ+Ai-1ttiBi,iZ, 

AiZ= Aiu1B1,iZ+ AiU2B2,iZ+",+ Aitti_lBi_t.iZ+ AiUiBi,iZ (4) 
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Die i - 1 ersten von diesen Relationen gehen über in: 

B 1,i-1Z =B1.i_l u1 B 1,iZ+ B l,;_1 u 2B 2,iZ +."+ B 1,i_1 u i_ 1 Bi_1,iZ+B1.i_1 UiBi.iZ, 

B2,;_lZ=B2.i_1U1B1,iZ+B2.i_1U2B2.iZ+ ... +B2,;......1Ui_1Bi_1.iZ+B2.i_1UiBi.iZ, 

falls wir darin die Festsetzung am Schlusse von Nr. 86, 3 einführen. Die 
hinsichtlich der U getroffenen Festsetzungen ergeben sodann zufolge der 
Relationen (2) und (3): 

B 1,i_1Z Bt,iz , 

B2•i _ 1Z B2 ,iZ , 

B i_ 2 ,i_1Z = B i_ 2•iZ 

Bi-l,i_lZ = Bi_1,iZ + Bi_1.i_1UiBi,iZ (5). 

Mithin ist das System (l' i ) identisch mit dem System (1'i_ 1), wenn 
man von demselben die letzte Gleichung weglässt und dafür zwei neue 
Relationen Bi_ltiZ = 0, Bi,iZ = 0, welche durch die Gleichungen (4) 
und (5) bestimmt werden, zu demselben hinzufügt. 

Man kann demnach das transformirte System folgendermassen dar
stellen: 

C1H2 =0, 

D1H a =0, C2Ha =0, 

D1H, = 0, D2H 4 =0, CSH 4 =0, 

D1H 5 = 0, D2H, = 0, DsH5 =0, C4 H5 =0, 

Die hier mit C und D bezeichneten Operationen sind bestimmt durch 
die Gleichungen: 

C i_ 1F = D i_ 1F + C i_ 1UPiF , 

AiF = Aiul • Dl F + ... + Aiui_ 1 Ci_1F + AiUiCiF. 

Anstatt die in Nr. 77 angegebene Anzahl von Integrationen auszu-
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führen, braucht man nach der Methode von eIe bsch nur ein Integral 
zu suchen 

von 1 Differentialgleichung 2n-2ter Ordnung, um H 2 Z\l finden 

" 
2 Differentialgleichungelt 2n_4ter 

" " Ha " " 
" 

2 
" 

2n_6ter 
" " 

H 4 " " 

" 
2 

" 
2ter 

" " 
H n " " 

Es ist jedoch von Wichtigkeit, zu bemerken, dass die Vereinfachung 
nur dann so gross ist, wenn die dem r analogen Zahlen im vorigen Para
graphen stets ihren grössten Werth haben. Im andern Falle hört die 
Vereinfachung auf, weil man keine Functionen ~t in genügender Anzahl 
mehr findet, um dieselbe vollständig durchzuführen. 



5. Kapitel. 

Methode von Korkine und Boole. 

§ 24. Methode von Korkine1). 

88. Allgemeiner Gedankengang der Korkine'schen Methode. -
Bei der Methode von Cl e b s c h, ebenso wie bei der von Ja c 0 b i und B 0 u r 
werden die Systeme simultaner Differentialgleichungen absolut in derselben 
Weise behandelt wie eine einzige Gleichung, zu der man durch glücklichen 
Zufall ohne alle Rechnung Relationen zwischen den Veränderlichen x, den 
Ableitungen p und willkürlichen Constanten hinzufügen konnte. Es giebt 
keinen Unterschied zwischen der Integration eines Systems simultaner Glei
chungen und der Zuendeführung der angefangenen Integration einer einzigen 
Gleichung. 

Bei den Methoden von Korkine, Boole und Mayer, die wir in 
diesem und dem folgenden Kapitelauseinandersetzen werden, geht man 
ebenfalls von den J aco bi'schen Vorstellungen aus, man eliminirt aber ferner 
jedesmal, wenn es gelungen ist; eine der simultanen Gleichungen zu inte
griren, eine Veränderliche. Die Methode von Korkine ist auf beliebige 
Gleichungen anwendbar, die von Bo oIe auf die allgemeinen linearen Glei
chungen, die von Mayer ebenfalls aber insbesondere noch auf diejenigen, 
zu welchen die Jacobi'sche Methode führt. Die Methode von Mayer 
enthält überdies einen anderen Cauchy entlehnten Gedanken, nämlich den 
der Einführung der Anfangswerthe der Variablen als Constante. 

Die allgemeine Methode von Korkine besteht in Folgendem: Es seien 

1) Korkine, Comptes rendus de l'Acltdemie des sciences de Paris Bd. 68, 
S. 1460-1464, 1869 I. Semestre. Wir setzen voraus, dass die Variable z'ans den 
verschiedenen Gleichungen fortgeschafft sei, wodurch die Rechnungen beträchtuch 
abgekürzt werden. Die Korkine'sche Methode ist die zweite Bour'sche Methode 
zur Erniedrigung der Anzahl der Integrationen, wie Korkine selbst sagt. 
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m simultane Gleichungen, welche für die Werthe von i und k, die nicht 
höher sind als m, der Bedingung 

6fi 6fk I 
(fi, fk) = 0 oder ~ 

h' 6x 
(2) 

6fi 6fk I 0 

6P' 6p 

identisch genügen. Wir integriren die eine der Gleichungen (l)z. B. (1 m ) 

und es sei 
(3) 

das gefundene vollständige Integral, wo U, Y17 ••. , Yn-I willkürliche Con
stauten sind. Aus Nr. 15 wissen wir, dass e die überschüssige Constante 
u beigefügt werden kann, wie wir es hier voraussetzen. Die Relation (3) 
giebt: 

6~' 6F 
PI = 6x1 ' •••• , Pn = 6x" (4). 

Nimmt man an, dass u eine gewisse Function der Grössen Y sei, so 
kann man aus dem vollständigen Integral (3) ein allgemeines Integral her
leiten, wenn man demselben die Relationen 

6F 6F 
(5) ql - lIY1' ••. , qn-l -

6Y"-1 
wo 

du du 
ql - dYl' .•. , q"-I=~ 

n-l 

ist, adjungirt. Bei der Korkine'schen Methode stellt man sich die Aufgabe, 
die Form der Function u von Y17 ..• , Yn-I derart zu bestimmen, dass das 
in Rede stehende allgemeine Integral von (1 m ) auch den andern Gleichungen 
des Systems (li)' ... , (1m _ I ) genügt. Zu dem Zwecke leitet man aus den 
Gleichungen (4) und (5) die Werthe von 

als Functionen von 

her und substituirt sie in die Gleichungen (1). Die letzte derselben wird 
dadurch eine Identität, da die Gleichungen (3), (4) und (5) ein allgemeines 
Integral von (I".) ergeben. Die andern verwandeln sich in ein System 
von m - 1 simultanen Gleichungen zwischen Y17 Y2' •.• , Y"_I' ql' ... , qn-17 
welche die beiden folgenden Eigenschaften besitzen I): 

1) Sämmtliche Methoden, welche die Elimination anwenden, führen zu ähn
lichen Eigenscha.ften. Wir haben davon schon ein Beispiel geha.bt bei Gelegen
heit der Pfaff'schen 'Methode (Nr. 43). Die Untersuchungen von Lie ma.chen. 
alle analytischen Beweise von Sätzen dieser Art überflüssig. 
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1) Sie enthalten nicht mehr die Variable X n• 

2) Sie genügen in Bezug auf die Grössen 'Y und q Integrabilitäts
bedingungen, welche der Gleichung (2) analog sind. 

Aus diesem neuen System von m - 1 Gleichungen mit n - 1 unab
hängigen Variablen leitet ma.n ein drittes System her, welches eine Gleichung 
und eine Veränderliche weniger enthält, u. s. w., bis man zu einer einzigen 
Gleichung mit n - m unabhängigen Variablen gelangt. 

Die allgemeine Methode vereinfacht sich etwas, wenn einige der Grössen 
p in der Gleichung fn = 0 nicht vorkommen. 

89. Beweis der ersten Eigenschaft des transformirten SystemB~l) 
Es sei nach der Elimination von Xl' ••• , xn _ l , PI' •.. , Pn: 

Ebenso erbll.lt man aus den Gleichungen (5) 

8'F 

Die Elimination von dx" •.. ,dxn_, zwischen diesen Gleichungen führt 
dXn dXn 

zu der Relation: 

dfi 

dx, ' 

8'F 
8y,8x, ' 

.... , 

... -, 

dfi 

dxn_,' 

8'F 

= o. 

Wir multipliciren die Kolonnen dieser Determinante respective mit 

1) Korkine giebt die in Rede stehenden Eigenschaften an, ohne sie zu 
beweisen. 

)[ 10 n Bio n, Part. Differentialgleichungen. 13 
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und addiren sie zu der letzten; wir bemerken ferner, dass 

ist, da fm nach Substitution der Werthe (4) der Grössen p identisch Null 
ist, und setzen 

Alsdann wird: 
dfi dfi 

U !!L 
dx,' -... "' dxn_, ' 8xn 
82F 82F . '0 

8y,8x, 
, .. , ., 

8y,8xn_, , O. 

o 

Hieraus ergiebt sich, jedesmal wenn die Determinante 

8(q" .... , qn-,) 
8(x, • .... , xn_,) 

nicht null ist, was offenbar der allgemeine Fall ist: 

Nun ist aber infolge der Gleichung 

U = 0, wie wir sogleich sehen werden. Man hat nlimlich: 

mithin: 

0= 
k=n 

(fi' fm) = ~ 
k=l 

8fi 8f11l 
6Xk' 8Xk 

8fi 8fm 
8Pk' 8Pk 

k '1 8fi _ (Mn 82F + ... + 8fm 82F) I 
= ~n 8X k' 8p, 8x,8xk 8pn 8xn8xk . 

~I~ ~ I 
I 8Pk' 8Pk 
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Ordnen' wir die Summe auf der rechten Seite nach 

lJfm lJfm 
lJp,' lJP.'···· 

so geht die vorstehende Gleichung über in: 

lJfm (M + ß[i lJ'F + .... + lJft lJ'F) 
lJp, lJx, lJp, lJx,' lJPn 8xnlJx, 

+ 
+ lJfm ( lJfi + lJfi lJ'F + .... + lJft lJ'F) _ 0, 

lJpn lJXn lJp, lJx,lJxn apn clx~ 
oder kurz: 

d. h. 
u= 0. 

Mithin hat man auch schliesslich 

0, 

d. h. die transformirten Gleichungen enthalten X n nicht. 

90. Beweis der zweiten Eigensohaft des transformirten Systems. 
- Wir betrachten zwei der Functionen f, z. B. fl und f2' und setzen der 
Bequemlichkeit wegen, nachdem wir die x mittels der Re]ationen, welche 
die Grössen q ergeben, eliminirt haben: 

Ersetzt man in diesen Gleichungen rechts die Grössen q durch ihre 
Werthe, so erhält man die folgenden Identitäten: 

fl (Xl! ••. , x n, !F" •. , !F) = rp (Yl! ... , Yn-l> ~F, ••• , ~lJF ) 
vX, vXn . uY, oYn-, 

( lJF lJF) ( lJF lJF ) f'J Xl' ... , X m ~, •. "~ = "P Yt, ... , Yn-l! ~, ... , ~--
~ u. ~ oh~ 

Aus diesen Identitäten folgt unmittelbar, wenn man sie in Bezug auf 
irgend eine der Variablen y differentiirt: 

lJcp = _ ( lJcp lJq! +". + ~ lJqn-,) + lJf, lJp! + ... + lJf, lJpn 
lJy lJq, lJy lJqn-, lJy lJp, lJy lJpn lJy' 

lJ1/1 = _ ( lJ1/1lJq, + ... + ~ lJqn-,) + lJf. lJp, + ... + lJf. lJPn. 
lJy lJq, lJy lJqn -, lJy lJp, lJy . lJpn 6y 

13· 
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Somit kommt in dem Ausdruck 

I :;/ :~ 
(gJ, 1J') = ~ I 8cp 81P 

8q;' 8qi 

[Nr.90] 

die folgende Summe von Determinanten, mit dem Zeichen - versehen, vor: 

i_-1 

~ 
i=1 

Diese Summe 

8cp 82F + ... + ~ 82F 
8Yn-.8Yi' 8q. 8y.8Yi 8Qn_. 

81P 8'F + ... + ~ 8'F 
8Q. 8y.8Yi 8Qn-. 8Yn-.8Yi; 

ist aber null, denn die Grässe 

8'F 
8Yk8Yi 

8cp I 
8qi 

81P I" 
8Qi 

ist in der dem Index i entsprechenden Determinante multiplicirt mit 

dagegen ist die Grässe 
82F 

8Yi8Yk 

in der dem Index k entsprechenden Determinante multiplicirt mit 

Mithin heben sich sämmtliche Glieder gegenseitig auf. 
Es ergiebt sich hieraus, dass die Grässe (rp, 1J') einfach gleich ist: 

i=n-1 

~ 
i=1 

Um das zweite Theorem von Korkine zu beweisen, braucht man also 
nur zu zeigen, dass dieser Ausdruck, den wir kurz durch 

darstellen, gleich Null ist. 
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Zu dem Ende muss man !IJ!, !1/1 finden und ausserdem noch die Be
uq; oqi 

dingung ausdrücken, dass die Substitution derart ist, dass f1 und f2 nach 
der Transformation nicht mehr X n entha.lten. 

Um !IJ! zu finden, differentüren wir die Werthe der Functionen 
oq1 

f/J, Pli ... , Pm ql' ... , qn-l nach qll wie folgt: 

0_8p ndx1 + 
- 8x1 dq1 . 

1=8q, dx1 +. 
8x1 dq1 

0= 8q. dx1 + . 
8x, dq1 

" + ~dXn_1 + 6f1 dP1 +. 
6xn_ 1 dllt 8P1 dq1 

+ 8P1 dxn- t _ dP1 
IXn_ 1 dq1 dq1 

. + 8f1 dpn 
8pn dq1 

Hieraus folgt, wenn man die Ableitungen der x und der p nach ql 
eliminirt: 

1
8

1J! 
8f1 8f1_ 8f1 8ft 

8Q1' 8x1 ' ••• , 8XIl _ 1 
, 8Pl' ... , 8pn 

0, 8P1 88P1 ,-1, ... , 0 8x1 ' ••• , Xn_ 1 

0, 
6pn 8pn 0, ... , -1 8x1 ' ••• , 8xn_ 1 

, 
O. 

1, 8Q1 ~ 0, ... , 0 8x1 ' ••• , 8xn-t 
, 

0, 8Q. ~ 0, ... , 0 8x~' ... , 8xn_ 1 
, 

o 8qn-l 8Qn-l 0, ... , 0 '-8-"'" 8xn_t' x, 



198 Methode von Korkine und Boo1e. [Nr. 90] 

Multiplicirt man die erste Kolonne mit f'2,l und addirt sodann sämmt

liche analogen Determinanten, welche man erhält, indem man !'" durch 
"!l. 

!"', !"',... ersetzt, so findet man eine neue Determinante, welche gleich 
u!l2 "qa 
Null und von der vorigen nicht verschieden ist, ausser dass darin die erste 
Kolonne ist: 

0, 

+ ... + 6f2 6pn 
Cipn CiYt' 

.' . 

während die andem Kolonnen, wie gesagt, dieselben bleiben. 
Multiplicirt man die Zeilen der so erhaltenen Determinante von der 

zweiten an, respective mit 

Cift 8ft Ci", Ci", 
8Pt' ••. , Cipn' Ciqt' ••• , - CJqn-l' 

und addirt sie sodann zu der ersten Zeile, so ist in dieser, infolge der 
nachstehenden aus der Gleichung (61) sich ergebenden Gleichung 

(7) 

nur das erste Element nicht identisch null. Dieses Element aber ist: 

(8). 

Wegen 
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lässt sich der zweite mit dem Zeichen 
schreiben: 

versehene Theil dieses Elementes 

lif. (lilJl liqt + . . . + 
liPt liqt lixt 

+. 
+ lif. (lilJl liqt + . . . + 

lipn liqt liXn 

Die Gleichung (7) giebt uns noch an Stelle dieses Ausdrucks: 

~. (lift + li(, liPt + . . . + lift liPn) 
liPt lJxt · lJPt lJxt lJpn lJxt 

+. 
+ lJf. (lJft + lift lJPt + . . . + ~ lJpn) 

lJpn lJXn lJPt liXn . . lJpn lJXn • 

Da ·die Determinante, deren erstes Element der Ausdruck (8) ist, null 
ist und da die andern Elemente ihrer ersten Zeile ebenfalls null sind, so 
muss auch dieses erste Element selbst null sein. Mithin schliesslich: 

Ebenso findet man: 

Subtrahirt man die erste dieser Gleichungen von der zweiten, so folgt: 

und dieses bildet die zweite Eigenschaft des transformirten Systems. 

Man wird bemerken, dass wir nicht explicit ausgedrückt haben, dass 
f1 und f2 nach der Transformation nicht mehr X n enthalten. Doch setzt 
man dies implicit voraus, indem man die Gleichungen (6) anwendet.1) 

t) Korkine schliesst aus diesen beiden Sätzen, dass das gegebene System 
eine Lösung mit n + 1 - 'In Constanten hat. Die Umkehrung ist leichter zu 
beweisen, wenn man sich auf die Theorie von Ja c 0 bi und B 0 u r stützt, wie 
leicht zu sehen. Bei dieser Gedankenfolge werden die umfangreichen und müh· 
samen Beweise, die wir hier geben, überflüssig. 
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§ 25. Lineare Gleichungen. Methode von Boole. l ) 

91. Besondere Form der linearen Gleichungen und ihrer Inte
grabilitll.tsbedingungen. 2) - Es seien m lineare Gleichungen zu be
trachten: 

Hm = bm,lPI + bm,2P2 + ... + bm,NPN = 0, 

in denen m + n = N unabhängige Variable 

und die Ableitungen von z nach diesen Variablen 

vorkommen. 
Aus den gegebenen Gleichungen kann man m andere Relationen ab

leiten, von denen jede eine einzige der m ersten Ableitungen enthält. Der 
grösseren Symmetrie wegen stellen wir die Variabeln 

durch 

YI' Y2' ... , Yn 

und die entsprechenden Ableitungen durch 

dar. Hiernach werden die m neuen Gleichungen von der Form sein: 

Alz = PI + al,tql + al,2q2 + ... + altnqn = 0, 

A 2z = P2 + a2,lql + a2,2q2 + ... + a2tnqn 0, • 

Amz = Pm+ am.tql + am.2q2 + ... + am,nqn = O. 

Die Integrabilitätsbedingungen sind, wie man aus § 17 weiss, sämmt
lieh von der Form 

1) Boole, Treatise etc., Supplement Kap. 24, S. 68-69, Kap. 25, S. 74-89. 
Collet, Annal. de l'ecole normale, Bd. 7, S. 47-57. 

') Vgl. hierüber, ausser den vorher genannten, Imschenetsky, § 24 
S. 136-141. Weder dieser Autor noch Graindorge legen die Methode von 
Boole dar. 
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oder a.uch, wenn man entwickelt: 

Es ist mit Hülfe dieser Formel leicht, die Integrabilitll.tsbedingungen 
zu finden und das System der gegebenen Gleichungen zu vervollständigen, 
bis es eine solche Form angenommen hat, dass man darauf die Integrations
methode von Jacobi und Bour anwenden kann. 

92. Transformation der linearen Gleichungen.1) - Nimmt man 
neue unabhängige Veränderliche 

OUt, U2, ••• , UN, 

so hat man: 
dz du, dz dUN 

Pt - du, dx, 
+ ... +- dx, dUN 

dz dul _ + ... + ~ dUN 
qn = du, dyn dUN dyn· 

Snbstituirt man diese Werthe in die Gleichungen Aß = 0, so gehen die
selben über In: 

Man kann diese Gleichungen vereinfachen und ihnen die Form der 
Gleichungen Aß = 0 geben, wenn man setzt: 

') Man könnte beweisen, dass das transformirte System den Integrabilitll.ts
bedingungen genügt; doch ist dies unnöthig (vgl. die Bemerkung am Ende der 
Nr. 90), um so mehr, als die Methode selbst die Existenz einer Lösung s mit 
tI + 1 willkürlichen Constanten voraussetzt. 
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Infolge der Relationen 

Atx I = 1, A l x2 

~Xt = 0, A2x2 

0, ... , Atzm 

1, ... , A 2x m 

gehen die transformirten Gleichungen über in: 

A,z = (:J 
~z (:;.) 

0, 

0, 

[Nr. 92-93] 

Man kann leicht bewirken, dass die m - 1 letzten dieser Gleichungen 
nicht mehr Xl explicit enthalten. Nehmen wir an, dass 

zusammen mit X 2, X 3, ••• , X". die m + n - 1 verschiedenen Lösungen der 
ersten Gleichung Al z = ° bilden, so dass man 

Aivi = 0, A t v2 = 0, ..... , Atvn = 0 

hat, so wird irgend einer der Coefficienten der m-1 letzten Gleichungen, 
z. B. ~Vl' eine Lösung von AJz = 0 sein; denn· nach dem Satze von 
Jaco bi ist: 

Mithin ist A 2vI eine Function der Lösungen X 2 , x3' ••• , xm, Vt, ••• , Vn• 

Die erste Gleichung reducirt sich im vorliegenden Falle auf 

( dZ_) = 0 
dXi ' 

was beweist, dass infolge der Vertauschung der Variablen Xl in dem Werthe 
von z nicht mehr explicit vorkommt. 

') Wir haben uns der Klammem bedient, um anzudeuten, dass zwischen 

den p und den :;, welche in den uns hier beschäftigenden Gleichungen vor

kommen, ein Unterschied besteht. Wäre Z mittels x" x.' ... , XIII, Vi' V., •• o,Vn 

ausgedrückt, so hätte man nach den von uns angenommenen Bezeichnungen 

(ddXZ) 8z = 8x' 
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Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich, dass die Substitution der 
Variabeln 

an Stelle von 

das gegebene System der m Gleichungen mit m + n Variablen in ein 
äquivalentes System von m - 1 Gleichungen mit m - 1 + n Variablen 
und von derselben Form verwandelt. 

Mit dem neuen System kann man eine ähnliche Transformation vor
nehmen und so schrittweise zu einer einzigen linearen Gleichung mit n + 1 
Variabeln gelangen. 

93. Beispiel.l) - Es sei das folgende System zur Integration vor-
gelegt: 

dv 
X~X4 

dv 
x 2v 0, 2x2x: cr- + di. X, 3 

dv dv 
0, 2x2 -- x 4 er- v -dX2 X. 

2 dv dv O. X2X 4 er- + X 1 XSX4 er- - X 1X3V = xa X. 

Allgemeine Methode. Setzt man v = e', so verschwindet v aus 
der Gleichung und man hat: 

H 1 2x2x:P1 + X~X4P4 - x~ = 0, 

H 2 2X2P2 - X~4 - 1 = 0, 

Hg X2X~P3 + X 1X3X4P4 - x 1XS == 0. 

Man findet leicht: 

(H1 , H2 ) = 0, (H2 , Hg) = 0, (Hs• H1 ) 0. 

Aus den gegebenen Gleichungen erhält man: 

x~ 2 

Pt P4 + X" 
2x2x. 2x.x! 

X. + 1 
P2 ~P4 2X2 2 

Ps 
X,Xs 

P4 + X,Xs 
--.. 

X.X. X 2X 4 

') Collet, Ann. de l'ec. norm. Bd. 7, § 10, S. 53-57. Die Gleichungen sind nicht 
homogen in Bezug auf die Grlissen p, wie im allgemeinen Falle, aber es ist er
sichtlich, dass dieser Umstand die Rechnungen in keiner Weise complicirt. 
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Die Hülfsgleichungen 

(PI -"P1' f) = 0, (P2 - "P2' f) = 0, (Ps - "Pa' f) = 0 
sind: 

Die zweite von diesen Gleichungen besitzt die Lösung: 

Substituirt man diesen Werth in die linke Seite der dritten Gleichung für 
f, so findet man eine andere Lösung: 

Macht man dasselbe mit {J2' so findet man eine dritte Lösung: 

Eine Function {J($g, {J1' {J2) ist ebenfalls eine Lösung der zweiten 
Gleichung; um der dritten zu genügen, muss man haben: 

Diese Gleichung hat zur Lösung: 

{Jt = .&, = {Ja 
x. 

Man findet eine andere gemeinschaftliche Lösung, wenn man diesen 

W erth {J~ in die erste der Hülfsgleichungen einsetzt. Man erhält {J; = .&~ 
Xl 

Eine Function {J ($1' {J't) wird ebenfalls eine Lösung der drei Gleichungen 
sein, wenn man hat: 

Mithin ist schliesslich die gemeinschaftliche Lösung: 

.&1 = 4a = 2(x.p. - 1) 
x, a;x: 
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Man findet sodann: 

1 1 
PI = - ax~, P2 = - + ax~, Pa = - 2axtxa, P4 = - + 2ax2x4, x. x. 

z = log b + a (x2x: - XIX=) + log X2X4' 

Methode von Boole. Ist z = 0 die gemeinschaftliche Lösung der 
gegebenen Gleichungen, so hat man nach der Transformation der Nr. 2 an 
Stelle der gegebenen Gleichungen, wenn man v = x5 setzt: 

dz 
x5 - = 0, 

dx. 

o. 

Die erste dieser Gleichungen hat zu Lösungen: 

Nehmen wir Xl' Ull U2, Ua, u4 als neue Veränderliche, so reducirt sich 
das System auf die beiden Gleichungen: 

~Xl '= 0, A2Ul = 2ul , ~U2 = 2x2, 

AsXl = 0, AaUI = 0, Asu2 = 0, 

Mithin geht das System über in: 

dz dz dz dz 
u 1 -d + x 2 .J_ - u4 -d = 0, -d = O. 

U1 ""'. U. U. 

Man findet als verschiedene Lösungen der ersten die Functionen 
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welche auch der zweiten genügen. Dasselbe ist der Fall mit 

:: = F (X2U4) , 

welche das allgemeinste Integral des Systems der gegebenen Gleichungen 
liefert, nllmlich : 

X5 oder v = x2x4 F(x2x! - xl XV. 

Dieses Resultat ist in Übereinstimmung mit dem, welches durch die 
allgemeine Methode geliefert wurde. 1) 

') Collet (Anna!. de l'ec. norm. Bd. 7, S.57) behandelt noch die folgenden 
Beispiele: 

1) "dz ( )dz+( )dz 0 (x. -xs ) ;}_ - xlXs - x.x. -a x.xs - x,x. ;}_ = , (k;.(;, xa (k;.(;. 

(x. '-xs') ddZ + (x,xa - x,x.) ddZ. + (XIXs - x,x.) ~~ = O. 
·X2 xg lK(i" 

Allgemeines Integral: 
Z = F(xl'+ x,' + xs' + x.', x,x. + xgx.). 

2) dz dz dz dz 
XI dx, - x" da; + x. da; - x. dx = 0, 

dz dz dz dz 
Xs - + x. - - - X, - - x, --- = O. 

dXI da;, dXa da;. 

Allgemeines Integral: 

z = F(X • + X 2) (X 2 + x') X,X. + x"x. ). 
I 3 , ., x,xs - x,x. 

Imschenetsky, Nr. 108, S. 138-141, behandelt die folgenden Gleichungen: 

P, + (x. + x,x. + x,Xs) Ps + (x, + Xs - 3x,)p. = 0, 

P, + (X,XsX. + X. - X,X,)P3 + (.TaX. - x,)P. = 0, 

deren allgemeines Integral ist: 

3 X, ( 2) Z = F X" - X, - X,X. - 2 . 

Graindorge, Nr. 84, S. 85-87, giebt das folgende Beispiel: 

2x.p. + X,'P5 = 0, 

X,'P,- 2x6p, + (X, 'x, - 2x5)p" - 2x,x.p. = O. 

Das vollständige Integral desselben ist: 

2z + ax,'x. - ax6 ' + b = O. 

Ferner giebt er, Nr. 85, S. 87-89, da.s Beispiel von Imschenetsky. 



6. Kapitel. 

Mayer's Methode zur Integration der linearen partiellen DHfe
rentialgleichnngen, zn welchen die Jacobi'sche Methode führt. I) 

§ 26. Integration der unbeschränkt integrablen Systeme von linearen 
totalen Differentialgleichungen. 

94. Correspondenz zwischen den simultanen Systemen von 
linearen Gleichungen und gewissen Systemen von totalen DüI'e
rentiBlgleichungen. 2) - Jede lineare partielle Differentialgleichung ist 
bekanntlich einem gewissen Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen 

1) Mayer, Math. Annal., Bd.5, S.448-470. Über unbeschränkt integrable 
Systeme von linearen totalen Differentialgleichungen und die simultane Inte
gration linearer partieller Differentialgleichungen. Lie hat die Mayer'sche 
Methode mit der seinigen verglichen in den Göttinger Nachrichten 1872, Nr. 25, 
S. 474-476. Mayer erwähnt, dass ihm zur Begründung seiner Methode ausser 
den Untersuchungen von Boole namentlich auch Natani's Abhandlung: 
Über totale und partielle Differentialgleichungen (Crelle's Journal, Bd. 58, 
S. 301-328) und eine Bemerkung von Du Bois-Reymond (ibid., Bd. 70, 
S. 312) von Nutzen gewesen sei und dass des ersteren Methode zu der seinigen 
in einiger Beziehung stehe. Seit der ersten Auflage unseres Buches hat Mayer 
in den Math. Annal. 1877, Bd. 12, S. 132-142; 1880, Bd. 17, S. 523-530, ver
schiedene Artikel über die partiellen Differentialgleichungen verllffentlicht. Man 
kann diesen Arbeiten von Mayer noch die Abhandlung von H. Laurent: 
Memoire sur les equations simultanees aux derivees partielles du premier ordre 
(Journal de Liouville 1879, 3. serie, Bd. 5, S"249-284) hi!\zufügen. Goursat 
hat in seinen Le90ns sur I'integration des equations aux derivees partielles du 
premier ordre eine eigenthümliche Darstellung der Mayer'schen Methode gegeben. 

') Boole, Treatise, Supplement, Kap. 25, S. 74 u. ff. beschäftigt sich mit 
diesen Systemen. Die Analogie seiner oben auseinandergesetzten Methode mit 
der von Mayer ist evident. Mayer hatte aber die weitere Idee, die Anfangs
werthe der Variablen einzuführen, wie dies Cauchy gethan hat. Das zweite 
Heft des 56. Bandes von Grunert's Archiv, welches im April oder Mai 1874 
erschien, enthielt auf S. 163-174 eine Arbeit von L. Zajacrkowski: "Zur In
tegration eines Systems linearer partieller Differentialgleichungen erster Ordnung", 
worin der Verfasser als Complement zur Methode von B 0 oIe genau da.s aus
einandersetzt, was wir nach Mayer in den Nr. 94, 95, 96 dargelegt haben; nur 
beweist er direkt alles, was sich auf die Integrabilitätsbedingnngen bezieht. 
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äquivalent (Nr. 32). Eine analoge Correspondenz besteht zwischen einem 
System linearer partieller Differentialgleichungen und gewissen Systemen 
von totalen Differentialgleichungen. 

Es seien nämlich gegeben die m folgenden Gleichungen: 

~ ~ ~ ~ 
.A",8 = dlcm + a"'.l dy, + am•2 dY2 + '" + a""ndYn = 0 

worin s und die a Functionen der unabhängigen Veränderlichen 

~1, ... , Xm, Yl' ... , Yn 
sind. 

Multiplicirt man diese Gleichungen mit irgend welchen Grössen 
Äll • .., Äm und addirt die Resultate, so findet man: 

Ät At 8 + ...... + ÄmAms 

dz ~ 
=Ät-+······+Ä"'-dx, dx", 
dz + dy, (Ätalol + ...... + Ämam.l ) 

+. 
+ _dz_ (Ät al + ...... + Ä a ) = 0 dYn.n m m.n (2). 

Jede Lösung der Gleichungen (1) ist eine Lösung von (2) und somit, 
einer Constanten gleichgesetzt, auch eine Lösung der folgenden simultanen 
Gleichungen, welche der Gleichung (2) entsprechen: 

oder auch der daraus sich ergebenden totalen Differentialgleichungen: 

dYt = at,tdxl + a2,1dx2 + ... + a",.tdx", (31), 

d'!h = at.2dxt + a2,2dx2 + ... + a",.2dx lII (32), 

Umgekehrt, wenn eine Function s derart beschaffen ist, dass ihr Diffe
rential zufolge der Gleichungen (3) identisch null ist, so ist klar, dass 
diese Function eine Lösung der Gleichungen (1) ist. 
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Es folgt hieraus, dass die Integration der Systeme von der Form (1) 
zurückkommt auf die Integration der Systeme von der Form (3) und um
gekehrt. 

Während Clebsch gezeigt hat, dass man bei der Untersuchung der 
Systeme von der Form (1) sich auf diejenigen beschränken kann, für 
welche 

ist, kann man sich auch, wir wir sehen werden, darauf beschränken, ge
wisse Systeme (3) zu untersuchen. 

95. Nothwendige Bedingungen der unbeschränkten Integra
biIität. - Wir betrachten hier nur die Systeme (3), welche aus einem 
System von n Gleichungen zwischen n + m Veränderlichen von der Form 

F (Xl' .•. , X"', Yu ... , Yn) = const 

durch totale Differentiation hervorgehen. Es folgt daraus, dass man von 
den Gleichungen (3), welche wir betrachten, annehmen kann, dass sie zu 
Lösungen n Functionen Y von Xl' ••. , X 111 und n willkürlichen Constanten 
besitzen. Man hat demnach: 

und JSomit: 

ai,k • 

~ai,k = 0 
dXh 

(4) 

(5). 

Wir wenden hier für die Dift'erentiation das Zeichen d an, weil die 
a gleichzeitig die X und die y enthalten. Man bemerke, dass 

dalt,k 

dXi 

d. h. nach (4) 
dah,k 

dXi -

(jalt,k 

(jXi 

(jah,k 

(jXi 

+ 

+ 

(jalt,k (jYI + .. . + (jah,k (jYn 
(jy, (jXi (jyn (jXi' 

ai •l 
(jalt,k + . .. + ai,n 

rJah,k 

(jYI (jYn 
, 

oder auch, wenn man auf die Bedeutung des Operationssymbols Ai Rück
sicht nimmt: 

dah,k _ A .(a ) 
dXi - ,h,k 

ist. Mithin können die Bedingungen (5) in der Form geschrieben werden: 

(51). 

Die Anzahl der Bedingungen (5) oder (5') beträgt n. ln(m2-1); die-

){ & n Bio n, P&rt. Dift'erenti&lg1eichungen. 14 
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'selben müssen durch die Werthe der y identisch erfüllt werden, da diese 
n willkürliche Constanten enthalten. 

Die Bedingungen (5) oder (5') sind daher nothwendig, wenn das System 
(3) ein Integralsystem von der angegebenen Form haben soll. Wir werden 
sagen, dass diese Bedingungen ein unbeschränkt integrables 
System (3) definiren. Wir werden weiter unten sehen, dass dieselben 
I1U.ch hinreichend dafür sind, dass die Integration möglich ist. 

Man kann bemerken, dass die Bedingungen (5') für eine beliebige 
Function z geben: 

Es ist aber (§ 17, Nr. 58): 

(AjA/a - A"Ai)z=..rrAi(a",k) - A,,(ai,k)J ~;k; 

mithin haben die Bedingungen (5) die nachstehenden zur Folge: 

(6). 

(7). 

Umgekehrt, wenn diese Bedingungen bestehen für n verschiedene 
Functionen s, so ist aus der Theorie der Determinanten ersichtlich, dass 
sie an Stelle der Bedingungen (5) oder (5') treten können. 

96., Zurückfiihrung des Systems (3) auf 'In Systeme von n ge
wöhnlichen Dül'erentialgleichungen erster Ordnung. - Wenn es 
wirklich n Functionen- Y giebt, welche den Gleichungen (3) genügen, so 
müssen dieselben insbesondere den n folgenden Gleichungen (41) genügen: 

In denen X2, ••• , x'" die Rolle von Constanten spielen. Es seien die Glei
chungen 

({Jl (Xl> .••• , X"" Yl' •.• , Yn) Cl (81) 

({J2 (Xl' •.•. , X11I , Yt, •.• , Yn) c2 (82) 

Pn(Xl , •••. , XII" Y17 ••• , 1/n) = cn (8n) 

das Integralsystem von (41), wobei Cl' C2, ••• , Cn nur X 2, ••• , XIII enthalten. 

Man kann sich dieser Gleiehungen bedienen, um eine Änderung der 
Variablen auszuführen, welche darin besteht, dass Y17 ••• , y~ durch Cl' •.• , Cn 

erlletzt werden. Es ist leicht, die totalen Differentialgleichungen zu bilden 
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welche dann an die Stelle des Systems (3) treten müssen. Man erhält 
nämlich aus (8): 

dc (_ Jcp_ + Jcp _JY1_ + ... + Jcp Jyn) dX1 
JX1 JY1 JX1 JYn JX1 

+ (JCP + Jcp J'yl + ... + Jcp_ Jyn) dX2 
Jx, JYI Jx" Jyn Jx, 

+ ( Jcp + Jcp J.~,-- + .. Jcp JYn) dxm , 
JXm JYl JXIIl . + Jyn JX/J/ 

oder auch: 

'" ( J _JCE. Jcp ) dc - Z cp a + ... + (/"" -J- clx". - I JXh + h,l Jy, ' Yn 

Da die P nach Voraussetzung die Lösungen von (4) sind, so hat man 

dCP. = 0 und somit reduciren sich die vorstehenden Gleichungen auf die 
dXl 

folgenden, in denen wir uns des Operationssymbols A bedienen: 

1It 

clc1 :L: A"PI dx" 
2 

m 

dC2 Z A"P2dx" 
2 

m 

dCn = Z A"plldxh' 
• 

Es ist übrigens klar, dass Xl in diesen Gleichungen nicht 
kommen kann, da die c diese Variable nicht enthalten. Man 
auch folgendermassen beweisen. Man hat wegen AlP = 0: 

oder auch: 

(91), 

(92), 

(9 n). 

mehr vor-
kann dies 

d(A"cp) d(Ahcp) + a d(Ahcp) + ... + a d(Ahcp) = 0 -ax;-- + al.l dy, 1,2 dY2 1." dyn ' 

d. h. nach Substitution der Werthe von YI' Y2' " ., Yn in Ahp ist die 
totale Ableitung von A"p nach Xl gleich Null. Es folgt daraus, dass nach 
der in Rede stehenden Substitution die Gleichungen (9) nicht mehr Xl 

enthalten. 
Man kann somit unb.esorgt an die Stelle von Xl irgend einen 

beliebigen speciellen Werth setzen, ohne dass sich die Gleichungen 
(9) ändern. 

Wie man sieht, ersetzt die soeben durchgeführte Transformation das 
System (3) durch ein anderes, welches eine gleiche Anzahl von Gleichungen 
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und eine unabhlmgige Veränderliche weniger enthält. Man kann nun weiter 
das System (9) durch ein analoges System ersetzen, welches ebenfalls wieder 
eine Veränderliche a; weniger enthält, u. s. f., da das System (9) offenbar 
unbeschränkt integrabel ist, weil es dem System (3) äquivalent ist. Man 
sieht also, dass man, wimn man in dieser Weise fortfährt, die Integration 
von (3) zurückführen kann auf diejenige von m Systemen von n den 
Gleichungen (3) analogen Gleichungen. 

97. Bestimmung dieser aufeinanderfolgenden Systeme. - Führt 
man die Anfangswerthe der Variabeln y als Constante ein, so kann man 
unmittelbar die m Systeme, von denen wir am Schlusse der vorigen Nummer 
gesprochen haben, aufstellen. Wir wollen diese dem Werthe a;l = a;l;O ent
sprechenden Anfangswerthe 'JI1.0, 'JI2.0, ••• , Yn.O nennen. 

Um dies zu zeigen, lösen wir die Gleichungen (8) nach '!11, ... , Yn auf 
und finden so: 

Nimmt man an, dass die c in passender Weise als Functionen von 
X 2, ••• , X m bestimmt seien, so geben diese Gleichungen die Lösung der 
Gleichungen (3) und mithin findet man die n den Gleichungen (9) äqui
valenten Relationen: 

Die a;l kommen in diesen den Gleichungen (9) äquivalenten Gleichungen 
nicht mehr vor und ebenso sind daraus infolge jener Äquivalenz die dXt 

verschwunden. Man kann übrigens direkt sehen, dass dXt aus den Glei
chungen (11) verschwinden muss. Da nämlich die "p Lösungen des Systems 
(4t ) sind, so hat man: 

Wir führen jetzt die Anfangswerthe als Constanten ein. Setzen wir: 
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und leiten wir aus den 11. in dieser Gleichung enthaltenen Relationen die 
folgenden Werthe her: 

(10D, 

Yn = )(n (Xl' ••• , X"" Yl,O' ••• , Yn,o) . (10~). 

so erhalten wir für diese Functionen % ebenso wie für die 1p: 

!Z, dt/t,o+"'+ ",lJz, dYn,o=(a2'1- ~Z' )dX2 + .'. + (am'l - !Z, )dXIIl (l1D, 
uY"o uYnoO uX2 uX", 

(11~), 

Gleichungen, welche wie die äquivalenten Gleichungen (11) oder (9) unab
hängig von Xl sind. Setzt man darin Xl = xl,O' so ändern sie sich nicht. 
Unter dieser Voraussetzung reducirt sich Xl auf Yl,O' ••• , %n auf Y",o und 
somit wird das System (11') ersetzt durch das folgende: 

(12,,). 

Hierin haben wir den Indices der a noch den Index 0 hinzugefügt, 
um anzudeuten, dass in den a die eine Variable Xl durch ihren Anfangs
werth xl,O ersetzt worden ist. 

Offenbar ist dieses System (12) ebenfalls unbeschränkt integrabel. In 
der That hat es zu Lösungen das Integralsystem des ersten. Man weiss 
ferner, dass, da die Integrabilitätsbedingungen (5) oder (5') für einen be
liebigen Werth von X identisch erfüllt sind, sie es auch für den besonderen 
Werth Xl,O sind. 

Man kann die aufeinanderfolgenden Systeme von 11. Gleichungen leicht 
hinschreiben, wenn man übereinkommt, den Indices der Grössen Y und a 
noch die Indices 1, 2, 3, ... , m - 1 hinzuzufügen, um anzudeuten, dass 
darin der Reihe nach xl> X2, ••• , x7II_l durch ihre Anfangswerthe ersetzt 
worden sind; indessen ist dies unnöthig, wie wir sogleich zeigen werden. 

98. Zurückfiihrung der Integration der m HÜlfssysteme von 
11. Gleichungen auf diejenige eines einzigen Systems. - Es giebt 
einen Fall, in welchem man die Integration unmittelbar zu Ende führen 
kann. Dies ist derjenige, in welchem der besondere Werth von Xl' nämli-ch 
X1.0' so beschaffen ist, dass für diesen Werth alle a, welche noch in den 
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Gleichungen (12) vorkommen, verschwinden. In diesem Falle giebt das 
System (12): 

'!h,o = const, ... , Y7I,O = const; 

die Aufgabe ist vollständig gelöst und es ist unnöthig, noch irgend eine 
weitere Transformation auszuführen. 

Wir wollen zeigen, dass man in allen Fällen durch eine passende 
Änderung der unabhängigen Veränderlichen bewirken kann, dass diese Ver
einfachung stattfindet. Wir setzen: 

Dadurch geht das System (3) über in: 

dYn - b1.ndu1 + b~,ndu2 + .. 
worin 

bl.l 
In aXi 

bll/,t I~-- a· t , ••• , 
1 1'1 I, 

"' bm,n 

XII/(Ut, •.• , um) . 

+ bm,ndum 

.:[ 8Xi 

I i!fUIII 

'" 8Xi =I-
I i!fUm 

ai .t 

(13). 

(15,,) 

ist. Dieses neue System (14) ist unbeschränkt integrabel, da sein Integral
system aus demjenigefl von (3) folgt. Ebenso hat man, wenn man 

Biz = 

setzt: 

was auch leicht durch die Rechnung bestätigt werden kann. 

Um (14) zu integriren, suchen WIr zunächst das Integralsystem der 
Gleichungen: 

i!fy, _ b lJy. b 81111 b 
i!fl(, - 1.11 i!fu, = 1,2"'" JUt = 1,11 (16), 

und führen darin die dem Werthe ul,O von u1 entspl'echenden AnfaJ;lgs
werthe Yl,O' ... , Yn,O ein. Das System .(14) wird alsdann ersetzt durch 
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'. 

(17 n). 

Wir wählen jetzt die Gleichungen (13), welche die Substitution bestimmen, 
derart, dass 

dYl.0 = 0, dY2,O = 0, .... , dYn.O = 0 (18) 

ist. Dazu setzen wir einfach: 

(131), 

. (13~), 

wo vl! V2, ••• , VIII Functionen von u1 , U2, •.• , Um sind, welche die Variabeln 
x wirklich unabhängig lassen, wo ferner xl,O, ... , x"',o derartig gewählt 
sind, dass die a endlich und bestimmt bleiben, und ferner so, dass die 
Annahme u1 = 111 .0 keine der Functionen V unendlich werden lässt. Man 
hat für ein beliebiges bh,k, in welchem h > 1 ist: 

mithin bh,k = 0 für 111 = 111.0' 

(17) auf die Gleichungen (18). 
Demnach reduciren sich die Gleichungen 

Sodann hat man: 

em Ausdruck, der weder Null noch unendlich wird für u1 = U1 ,O, so dass 
die Gleichungen (16) nicht illusorisch werden. 

Die Lösung des Systems (3) ist daher zurückgeführt auf diejenige der 
Gleichungen (16). Führt man in das Integralsystem von (16) die Anfangs
werthe der Y für u1 = ul,O ein, so hat man zusammen mit den Gleichungen 
(13') 2n Gleichungen zwischen den x, den Y und den u. Eliminirt man' 
die u, so erhält man das Integralsystem von t3). 

Bemerkung. Die einfachste Form der Gleichungen (13') ist folgende: 

Xl = Uu 
x 2 = x 2 ,o + (u1 - ul,O)u2 , 
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wo die Constanten derart gewählt sind, dass die a für ttl = u1.0 nicht 
unendlich werden. Man hat in diesem Falle: 

b1.k = a1.k + U,2a2,k + ... + 1tm a""k, 

bi,k = (u1 - tt1.o) ai,k, 

wodurch gezeigt ist, dass man die gegebenen Gleichungen in sehr einfacher 
Weise transformiren kann. 

§ 27. Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 

99. Vollständige Integra.tion eines Ja.cobi'schen Systems. -- Wir 
betrachten jetzt die Gleichungen 

dz dz dz 
Amz = dXm + am,l dy, + ... + a""n dYn = 0 (1",). 

Um das Integralsystem derselben zu finden, transformiren wir es durch 
die Substitutionen 

(13'111 ) 
in das folgende: 

o 

dz dz dz 
B",z = du". + bm,1 dy, + ' .. + bm,n dyn = 0 (1'111)' 

worin ist: 

Dies vorausgeschickt, suche man das Integralsystem der Gleichungen 

8Yl _ b 8y. b 8Yn b 
8u, - 1,ll 8u, = },2"'" 8u, = l.n· • (16), 
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und stelle die Constanten als Functionen der Anfangswerthe Yl,O, •.. , Yn.o 
der Variabeln Y für u1 = ul,O dar. Dieses Integralsystem ist zu gleicher 
Zeit dasjenige der totalen Differentialgleichungen: 

wenn man Yl,O, ... , Yn.o als Constanten betrachtet. Leiten wir aus den 
dieses Integralsystem darstellenden Gleichungen die Werthe von Yl.O' ... , Yn.O 
her, so genügen die auf diese Weise gefundenen Gleichungen 

Yl,O 

Yn.O 

auch dem System (14) und somit bilden, infolge der Correspondenz, welche 
zwischen den Systemen (14) und (I') besteht, diese Gleichungen (18) das 
Integralsystem von (I'). Eliminiren wir daraus mittels der Umkehrung 
der Substitution (13) u t ' ... , ~tlll' so erhalten wir die vollständige Lösung 
des Systems (1). 

Bemerkung. Die Systeme (1) sind selten vollständig zu integriren. 
Im Allgemeinen bedarf man nur einer einzigen Lösung der Systeme von 
dieser Art. Es ist daher von der grössten Wichtigkeit zu zeigen, wie man 
aus einer einzigen Lösung der Gleichungen (16) eine einzige Lösung von 
(1) ableiten kann. 

100. Theorem von Mayer.1) - Man kann aus jeder Lösung 
des Systems (16) eine Lösung des Systems (I') herleiten. - Es sei 

F(ull ~t2' •• , Um, Yl' .•. , Yn) = const (19) 

eine Lösung des Systems (16). Betrachtet man die Lösungen 

Yl = Pl (U1, ••• , Um, Y1.0' Y2.0' .•. , Yn.O) 

') Lie, in den Göttinger Nachr. 1872, Nr. 25, S. 475, hat die ganze Wichtig
keit des Mayer'schen Theorems, dem er bei der natürlichen Entwicklung seiner 
eigenen Methode nicht begegnet war, wohl bemerkt. Im Grunde ist dieses 
.Theorem nur eine übertragung des Po isson'schen oder vielmehr des J aco bi'schen 
Satzes auf die hier betrachteten Systeme. 
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dieses Systems (16), so weiss man, dass für u1 = ~t1.0 die Grössen 'Yl"'" ?I" 

übergehen in 'Y1,0, .•. , 'Yn.O' Mithin hat man für 111 = 211 .0 : 

wenn in F die y durch ihre Werthe ersetzt werden. 

Nach dem, was wir oben gesehen haben, genügen die Relationen (20), 
wenn man Yl.O, ... , Yn,O als Constante betrachtet, den Gleichungen (14) 
oder den Gleichungen 

Bei derselben Voraussetzung erhält man aber auch aus (21): 

oder auch: 

d. h. 

oU + ... +-" 
OYlI 

lhU = O. 

Zu demselben Resultat kann man mit Hülfe der Gleichung BI F = 0, 
welche nach Voraussetzung identisch ist, gelangen. Man hat nämlich: 

Mithin hat Bh U, wenn man darin die Werthe (20) substituirt, ebenso 
wie U einen von 111 unabhängigen Werth. Für ttl = 1tl.0 ist aber, da 
Yl, .. . ,Yn in Yl.0' ... , Yn.o übergehen, U gleich Null und somit auch Bh U. 

Demnach ist die Function U so beschaffen, dass man hat: 

B 1 U = 0, B2 U = 0, ... , Bill U = 0 (22), 

falls man darin die Y durch ihre Werthe (20) ersetzt; überdies ist nach 
Voraussetzung die erste der Gleichungen (22) identisch .erfüllt. Bringt 
man jetzt die Gleichung (21) auf die Form: 

U ( Y) ('-"~), Y1.0 = 1 Ul' U2, ••. , 1tlll , Yl' ... , Ym Yt.o' ... , n.O U 

so hat man zufolge (22) ebenfalls identisch 

(24) 
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und ferner: 
. (25), 

wenn man für y die Werthe (20) substituirt. Von diesen Gleichungen (25) 
kann keine eine Folge von (23) sein, da sie nicht Yl.0 enthalten. Es können 
nun zwei Fälle eintreten. Entweder sind alle Gleichungen (25) ebenso wie 
(24) identisch erfüllt; alsdann ist U1'eine gesuchte gemeinschaftliche Lösung 
der Gleichungen Bz = O. Oder man kann daraus noch Y2.0' ... , Yh.O als 
Functionen der u, der Y und der übrigen Constanten herleiten. Ist dies 
der 1!'all, so operirt man mit den neu gefundenen Werthen wie mit (23). 
Fährt man stets in dieser Weise fort, so findet man entweder eine gemein
schaftliche Lösung der Gleichungen Bz = 0, odflr man kann die sämmt
lichen Werthe der Yo darstellen als Functionen der y und der ~t, und die 
so gefundenen Gleichungen sind äquivalent den Gleichungen (20), welche 
die vollständige Lösung der Gleichungen (14) und somit der Gleichungen 
(1') oder der Gleichungen (1) selbst geben. 

101. Anwendung auf die Integration der linearen Gleichungen, 
zu denen die Jacobi'sche Methode führt. - Die Methode von Jacobi, 
angewandt auf die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, führt 
die Integration dieser zurück auf dieje~ige linearer Systeme von der Form: 

worin 

ist. v bezeichnet hierin die Anzahl der Variablen der gegebenen partiellen 
Differentialgleichung und somit 2'1' - fl die Anzahl der in dem System Ar 
enthaltenen unabhängigen Variabeln, nämlich: 

Wendet lllun die vorstehende Theorie an, so muss man setzen: 

m = fl, n 2 (v - fl). 

Um em Integral des Systems Ar zu finden, muss man also ein 
Integral eines .Systems von 2 (1' -tl) gewöhnlichen Differentialgleichungen 
suchen. 

Die Jacobi'sche Methode führt zu '1'(11 -1) Hülfssystemen mit re
spective 2, 4, 6, ... ,2 (lI-I) Gleichungen. Mithin erfordert die Mayer'sche 
Methode, um eine partielle Differentialgleichung zu integriren, nur die Er
mittelung eines einzigen Integrals VOll' 
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1 System von 2 (v -1) gewöhnlichen Differentialgleichungen, 
1 

" " 
2('1' - 2) 

" " 1 
" " 

2('1'- 3) 
" " 

1 
" " 

4 
" " 1 

" " 
2 

" " 
Man gelangt zu diesem Ergebniss, wenn man in der obigen Schluss

folgerung .u = 1, 2, •.. , v - 1 setzt. Man wird bemerken, dass die 
günstigste Methode, die von Clebsch, beinahe die doppelte Anzahl von 
Integrationen erfordert (vgl. Nr. 87). 



IH. Buch. 

Methode von Cauchy und Lie. 

1. Kapitel. 

Allgemeine Auseinandersetzung. Arbeiten von Cauchy.l) 

§ 28. Gleichungen mit zwei unabhängigen Veränderlichen. 

102. Allgemeiner Gedankengang der Cauchy'schen Methode 
für den Fall der Gleichungen mit zwei unabhängigen Veränder
lichen. - Wir betrachten die 'Gleichung 

fex, y, z, P, q) = 0 . (1), 

und nehmen an, dass xo' Yo, z'o, Po, qu die Anfangswerthe von x, y, Z, p, q 
seien, welche unter einander durch die Gleichung verbunden sind: 

(2). 

') Cauchy, Exercices d'anal. et de phys. math., Bd. 2, S. 238-272. Der 
!:i I, den wir hier analysiren, ist die Reproduction eines im Januar und Februar 
1819 im Bulletin de la 8ocietl' philomatique veröffentlichten Artikels. Die Unter
suchung des Falles, in welchem die Cauchy'sche Methode nicht Stich hält, ge
schah durch Serret in den Comptes Rendus, Bd. 53, S.598-606, 734--745 oder 
in den Annales de l'l'cole normale superieure, Bd. 3, 8. 14g-161. Auf die Exi
stenz dieses singulären Falles hatte Bertrand hingewiesen, Comptes Rendus, 
Bd. 45, S.617-619, jedoch behauptete er, wie wir nachgewiesen haben, mit 
Unrecht, dass derselbe mit dem allgemeinen Falle übereinstimme. 0 ssian Bo nnet 
(C. R. Bd. 65, S. 581-585) hat einen Beweis für die Methode der Integration 
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit zwei unabhängigen 
Veränderlichen gegeben, vermittelst dessen man die von Bertrand angedeutete 
Schwierigkeit umgehen kann. Die Ca u chy'sche Methode ist ferner dargelegt bei 
Imschenetsky, 8.191-200. Er verweist hinsichtlich der Arbeiten von 8erret 
auf die 6. Auflage des Traite eTeme.ntaire de calcul diffel'entiel et inUgml von La c r 0 i x 
nebst Anmerkungen von Hermit e und Senet, Bd. 2, S. 237-282, welches 
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Ist u eine Function von x und y, so kann man sich denken, dass 
y, Z, p, q durch x und 1t ausgedrückt seien. Unter dieser Voraussetzung 
hat man: 

dz + dy 
dx 

=p q dx (3), 

dz dy 
(llt 

q 
dlt 

(4). 

Difl'erentiiren wir die Gleichung (3) nach lt, die Gleichung (4) nach x, 
und subtrahiren wir das zweite Resultat vom ersten, so finden wir: 

clp dq dy clq dy 
(lu = clx du cl;/' dx (5). 

Ferner erhält man aus der Gleichung (1): 

o( + o( cly + o( clz + o( dp + o( dq 
0 

ox iiy (Ix iiz dx op clx oq clx = (6), 

iif" dy + ii( dz + ii( (lp + iif" dq 
0 8y dlt iiz cllt 8p au oq dlt 

(7). 

Substituiren wir in diese letztere die sich aus' (4) und (5) ergebenden 

Werthe VOll ~~, ~ oder multipliciren wir (4) mit - !~, (5) mit - ~ 
und addiren sie zu (7), so kommt: 

cly (o( of ii( dq ) + clq (Of ---'- of dY) = 0 
(lu oy + 8z q + iJp fix cl" oq lJ'p clx 

(8). 

Da die Function n noch unbestimmt ist, so können wir setzen: 

o( _ .0[ ~Y = 0 
oq lJ'p dx 

(9). 

Werk wir nicht haben einsehen können, Vgl. auch Serret, Conrs de calcnl 
diff"i~rentiel et integral, Bd. 2,' S. 624-649. 

Cauchy hat im Jahre 1841 seiner ersten Abhandlung vom Jahre 1819 An
merkungen nach unserer Ansicht von der höchsten Wichtigkeit hinzugefügt, in 
denen er seine Methode der Darstellung verallgemeinert. 

Ja c 0 b i, Vorlesungen, S. 364-376, hat eine Darlegung aposteriori dieser 
Methode oder vielmehr der von ihm abgeänderten P faff'schen Methode gegeben. 
Mayer hat in der Abhandlung; über die Jacobi-Hamilton'sche Integrations
methode der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung (Math. Ann., Bd. 3, 

.S. 435-452) gezeigt, wie man in jedem Falle ein vollständiges Integral finden 
kann. Die von Cauchy im Jahre 1841 gegebene allgemeine Darlegung seiner 
Methode enthält implicit jene Untersuchungen von Mayer. Padova hat in 
einer neueren Abhandlung 8nlla integrazione delle equazioni a derivate parziali 
del prima ordine (Collectanea Mathematica, 1881, S. 105-H6) gezeigt, wie die 
Ca u chy'sche Methode abgeleitet werden kann aus der von Am p er e (Cahier 
17 und 18 des Joum. de l'ecole polyt.). 
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und hierdurch geht die Gleichung (8) über in: 

8r + or + 8r ~g _ 0 
oy oz q op d:c -

(10). 

Multipliciren wir ferner die Gleichung (3) mit - !~, die Gleichung (10) 

mit - ~~, die Gleichung (9) mit - ~ und addiren die Producte zur 

Gleichung (6), so erhalten wir: 

of or of' dp 
8x + OZ p + 8p da; = 0 . (11). 

Die Gleichungen (3), (9), (10), (11) lassen sich auf die folgende Form, 
der wir schon in Nr. 37 begegnet sind, bringen: 

rlx dy Ilz - dp - dq 
(12). 

8f Jf --"al' -----il' = of--07 of' of' 
op 01[ p op + (j O') 8x + P Jz oy + (j OZ 

}lithin besitzt jede Lösung der Gleichung (1) die folgende Eigenschaft: 
Man kann eine Function u von x und y von solcher Beschaffenheit wählen, 
dass die Gleichungen (12) gleichzeitig mit der Gleichung (4) 

(4) 

erfüllt Hind . 

. Es ist wichtig zu bemerken, dass das System (12) nur Ableitungen 
nach x enthält; es führt somit zu einem Integralsystem von der Form: 

Y = f1 (x, Yo' zo, (jo) (131), 

;: = f t (x, Yo, zo, (jo) (132), -

p = f~(x, Yo, zo, qo) (133), 

q = fl (x, Yo' zo, !Jo) (134), 

wobei angenommen wird, dass Po mittels der Bedingung (2) eliminirt ist, 
llRd worin n nur in den Integrationsconstanten von (12), nämlich in Yo, zo, qo 
vorkommt. Diese Constanten enthalten It derart, dass die Gleichung (4) 
erfüllt ist. 

Umgekehrt giebt jedes Integralsystem (13) der Gleichungen (4) und 
(12), in welchem die Anfangswerthe der Relation (2) genügen, ein Integral 
der Gleichung (~) von der Beschaffenheit, dass die Anfangswerthe derselben 
Gleiehung (2) genügen. Die Relation zwischen x, Y, z wird erhalten, in
dem man u zwischen (131) und (132) eliminirt, und die We-rthe vonp und q. 



224 Methode von Cauchy und Lie. [Nr. 103-104] 

welche durch Elimination von 1t zwischen (131), (lSa) und (134) gefunden 
. dz dz 

werden, smd genau -d und d-' In der That, vermittelst der Gleichungen 
x y 

(12) und (4) kann man zu den Gleichungen (6) und (7) oder 

df = 0 df = 0 
dx 'dlt 

zuruckgelangen. Aus diesen ergiebt sich df = 0 oder f = const. Diese 
Constante ist Null infolge der Bedingung (2). Mithin genügen zunächst 
die Gleichungen (12) identisch der Relation (1). Sodann folgt aus den 
Gleichungen (3) und (4): 

dz = pdx + qdy. 

Nimmt man also x und y als Variablen, so hat man: 

dz dz 
d:!' = p, Cly = q. 

Mithin ist die Integration der Gleichung (1) vollständig zurückgeführt 
auf diejenige des Systems der Gleichungen (12) und (4). 

103. Bestimmung eines Integrals von (12), welches (4) genügt. 
Wir nehmen an, dass man das Integralsystem (13) der Gleichungen (12) be
stimmt habe. Der Voraussetzung nach kann man dasselbe auf die Form 
bringen: 

y = Yo + (x - xo) 1Jll (x, Yo, zo, qo) 

Z = Zo + (x - x(l) 1Jl2 (x, Yo, zo, qo) 

lJ = Po + (x - xo) 1Jla (x, Yo, zo, qo) 

q = qo + (x - XO)1Jl4(X, J/o, zo, qo) 

(141), 

(142), 

(14a) 

(14{). 

Wenn diese Gleichungen der Gleichung (4) nicht. identisch genügen, 
so hat man: 

dz dy 
-=q-+I 
du du 

( 4'). 

Aus den Gleichungen (4') und (3) erhält man die Gleichung 

(5') 

in derselben Weise, wie (5) mit Hülfe von (4) und (3) gefunden wurde. 
Die Gleichungen (3), (4), (5), (9) und (10) geben die Identität (7); in der
selben Weise geben die Gleichungen (3), (4'), (5'), (9) und (10) eine Glei
chung, welche infolge von (7) wird: 

I ~[ + dI ~ 0 (15) oz dx op . . 
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Aus dieser folgt: 

J
:JJ 6f 

~z - ar dx. 

I = Ioc xo~p 

Damit I = 0 sei, genügt es im Allgemeinen, dass 10 = 0 ist. Nun 
hat man aber: 

I = ~: + (x -xo) ~!2 - [qO + (x -xo) 1J14] [d': + (x-xo) :1] 
Somit muss sein: 

I - ~~ 
0- du (16). 

Dieser Gleichung kann man auf die beiden folgenden Arien genügen: 

1) Nimmt man an, dass für x = xo 

z = cp(y) 
sei, so hat man: 

und die Gleichung (16) ist identisch erfüllt. In diesem Falle findet man 
das allgemeine Integral, indem man yo und somit u eliminirt zwischen 
(131) und (132), welche übergehen in: 

y = (1 (x, Yo, cp(yo), cp'(yO)) 

z = (2(X, Yo, cp(yo), cp'(yol) 

2) Man kann für Zo und Yo willkürliche Constanten nehmen, welche 
u nicht enthalten; dann wird qo in den Gleichungen (13) nur allein u ent
halten. Man gelangt in diesem Falle zu einer vollständigen Lösung 
mit zwei willkürlichen Constanten Zo und Yo, indem man qo zwischen den 
Werthen· von y und z eliminirt. 1) 

104. Untersuchung eines Einwandes von Bertrand. - Bertrand 
hat gegen das vorstehende Beweisverfahren einen scheinbar sehr wesent
lichen Einwand erhoben. Man könnte, sagt er, mit Hülfe dieses Verfahrens 

1) Die am Eingange dieses Paragraphen erwähnten Autoren, nämlich Serret 
und Imschenetsky, haben sich mit diesem zweiten Falle nicht beschäftigt, 
obwohl derselbe von fundamentaler Wichtigkeit ist und von Cauchy in seinen 
im Jahre 1841 zu seiner ursprünglichen Abhandlung vom Jahre 1819 hinzugefügten 
Anmerkungen angegeben wurde. Es rührt dies daher, dass diese Autoren u = Yo 
setzen, während man u ganz unbestimmt lassen muss, um nach Bedürfniss u = Yo 
oder u =r q .. setzen zu können. 

Mansion, Part. Dift'erentialgleichllngen. 15 
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beweisen, dass jede Function p (x), welche für einen Werth Xo von x ver· 
schwindet, für jeden Werth von x verschwindet. Setzt man nämlich 

so hat mari: 

mithin: 

Jr(x) = tp'(x) 
tp (x) , 

r Jr(x)dx = f ~~:~ dx = log :(~~, 
XJ .l't 

( ) () r,: n(x)dx. q;x =pxle'! (17). 

Für Xl = Xo ist q; (Xl) = q; (xo) = 0, wonach es scheint, dass man 
nach dem Cauchy'schen Verfahren schliessen müsste, dass q; (x) = 0 ist 
für jeden Werth von x, was absurd ist. 
. Dieser im Allgemeinen sehr richtige Einwand trifft unserer Ansicht nach 
bei dem besonderen von Cauchy behandelten Falle nicht zu. Die Function 
Jr(x) im Beispiele von Bertrand ist derart mit der Function q;(x) ver
bunden, dass die Nullstellen der letzteren die Unendlichkeitsstellen der 
ersteren sind und umgekehrt. Die Gleichung (17) beweist, dass 

sich dem 00 nähern, während gleichzeitig Xi gegenxo oder q; (Xl) gegen 
q; (xo) convergirt. 

In dem besonderen von Cauchy behandelten Falle ist dem aber nicht 
so. Setzen wir: 

I 8f 8f) Jr(x, y, Z, p, q) = \ - -8.; : 8p , 

so ist klar, dass diese Function Jr, wenn man darin die durch die Glei
chungen (18) gegebenen Werthe von y, z, p, q einsetzt, nicht für jeden 
Werth von x unendlich wird, weil sie willkürliche Cons'tanten oder 
eine willkürliche Function enthält. Somit kann 

j"I' Jrdx 
,1'0 

nur unendlich werden, wenn Jr = 00 ist für x == xO' Denn wenn Jr für 
einen andern Werth unendlich wäre, so würde dieses Integral, wenn man 
das Intervall x - Xo genügend beschränkt, stets endlich sein. 

hat: 
Es kann also eine Ausnahme nur stattfinden, wenn man gleichzeitig 

{(xo, Yo' q;(yo), p~. q;'(yo)) 0 

Jr(xo, Yo, q;(yo), Po, q;'(yo)) - 00 

(18), 

(19). 
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Dies kann nur stattfinden, wenn man die besondere Form der Function 
fP nimmt, welche gerade durch diese Gleichungen bestimmt wird. In diesen 
besonderen Fällen wird das Integral 

wenn x, während x gegen Xo convergirt, sich dem - 00 nähert, ent
weder endlich oder negativ unendlich sein. In diesen beiden Fällen kann 
man somit ebenfalls noch von I o = 0 auf I = 0 schliessen. Im andern 
Falle muss man I direct berechnen. 1!'indet man I verschieden von Null, 
so kann man daraus schliessen, dass es keine Lösung von der Beschaffenheit 
giebt, dass für x = Xo z = q; (y) ist, aber weiter nichts. 

Es kann vorkommen, dass die Gleichung X = 00, anstatt eine Form 
von q; zu geben, für welche man ganz sicher nicht I = 0 hat, im Gegen
theil einen Werth x = Xo von solcher Art giebt, dass es zweifelhaft ist, 
ob I = 0 ist. In diesem Falle, wenn wirklich I nicht Null ist, muss 
man schliessen, dass es keine Lösung giebt, welche gestattet, x den Anfangs
werth Xo zu geben. Auf diesen Ausnahmefall scheint noch nicht aufmerksam 
gemacht worden zu sein. 

105. Bemerkungen. - I. In dem Falle, wo die Gleichung linear 
und von der Form ist: 

Pp + Qq = R, 

sind die beiden ersten Hülfsgleichungen diejenigen von Lagrange 

dx 
p-

und diese genügen, um die Aufgabe vollständig zu lösen (§ 5 und Nach
trag 11). 

11. Wenn die beiden Gleichungen (131), (132) nicht qo enthalten, so 
erhält man daraus: 

Yo = fPl (x, y, z), Zo = fP2 (x, y, z) . 

. Mithin hat man wegen Zo '= fPWo) als allgemeines Integral: 

Dieses führt zu einer linearen Gleichung. Die linearen Gleichungen sind 
somit die einzigen, welche zu Integralen des Hülfssystems von solcher Be
schaffenheit führen, dass die Werthe von z und y nicht qo enthalten, Das 
Umgekehrte ist der vorigen Bemerkung zufolge evident. 

15* 
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III. Drückt man aus, dass die durch die Relationen (13) gegebenen 
Werthe der Gleichung (4) unter der Voraussetzung genügen, dass qo nur 
Function von u sei, so findet man: 

eine Relation, welche beweist, dass f2 und fl gleichzeitig qo enthalten oder 
alle beide davon unabhängig sind, ausser in dem Falle, wo f4 = 0 ist. 1) 

106. Beispiele. - 1. Die Gleichung sei2): 

xy = p'1. 
Die H ülfsgleichungen werden: 

dx dy dz ~12 dq 
-= -= 2pq -q p y x 

oder, wenn man mit xy = p'1 multiplicirt: 

1 
pdx = '1dy =2- dz = xdp = yd'1, 

d. h. 
dx 
x 

dp 
p' 

dy dq 
y-=q' dz = P. 2xdx 

x 

Man findet unmittelbar als Integrale 

.'L.2ydy. 
y 

x _ Xo Y _ Yo z _ zo = Po (x2 _ X02) = .'!rl (y2 - yo2) .. P - Po' q - qo' Xo Yo "', 

mit der Bedingung: 

Multiplicirt man die beiden Werthe von z - Zo mit einander, so 
erhält man: 

') Serret, der 1t = Yo' z = rp(Yo), '10 = rp'(Yo) setzt, sucht diesen Satz 
folgendermassen zu beweisen: Die Gleichung (4) giebt unter dieser Voraussetzung: 

(8f• + 8f. rp'(yO) + fif. rp" (Yo))" _ f. (81! + 8f, rp'{yo) + 8f, rp" (Yo)) = o. 
liyo oZo lil10 oyo 8zo lil10 

"Da nun", sagt er, "diese Gleichung identisch stattfinden muss, 80 müssen die 

mit dd'1u multiplicirten Glieder sich wegheben. Man hat also identisch: 
Yo 

of. _ f4 lif, = 0." 
fiqo oqo 

Diese Schlussfolgerung erscheint uns nicht bindend, da rpl/(yo) keinen von zo und 
qo unabhängigen Werth besitzt. 

') Ca u c h y, Exercices etc., Bd. I1, S. 249. 
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welches daS vo llstil.ndige Integral mit einer überschüssigen Constanten 
Zo ist, wenn man Zo all willkürlich betnwhtet. 

Um das allgemeine Integral zu erhalten, braucht man zu dieser 
Relation nur die folgende 

oder: 

(z - zo) Jzo = (x 2 - xK) Yo 
Jyo 

hinzuzufügen, welche übrigens identisch ist mit einer der oben gegebenen 
Relationen: 

wenn man die Bedingung xoYo = Poqo in Betracht zieht. 
II. Die Gleichung sei: 

2z - px + qy + q2 = O. 

Die Hülfsgleichungen sind: 

dx 
--= -x 

dy 
y+2q 

dz 
--.-~ q2-2z -pdP == si. 

Dieselben führen zu dem folgenden Integralsystem, in welchem C == qoxo -I 
ist: 

Die Grössen POl qo' xo, '!Jo, Zo sind durch die Gleichung verbunden: 

2.60 - Poxo + qoyo + qB == O. 

Eliminirt man 0 zwischen den Werthen von y und z, so findet man das 
vollstlindige Integral, unter A und B zwei Constante bezeichnend: 

Im vorliegenden Falle hat man 1C == co für x == Xo == O. Es ist 

nämlich 1C ==~. Man findet I == 10 (~)2, eine Gleichung, welche nichts 
x Xo 
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weiter aussagt. Da aber das soeben gefundene vollständige Integral für 
IX = 0 keinen Sinn mehr bat, so können wir schliessen, dass wir hier 
den neuen oben angedeuteten Ausnahmefall vor uns haben. Es giebt 
kein vollständiges Integral rur q = willkürliche Function von u, welches 
so beschaffen wäre, dass man darin IX = 0 setzen könnte. 

§ 29. Gleichungen mit einer beliebigen Anzahl von Veränderlichen. 

107. Zurückfiihrung der Aufgabe auf die Integration eines 
Systems von simultanen Gleichungen. - Die Gleichung sei: 

((z, Xl, .•. , X n, PI' ... , Pn) = 0 . (1 ). 

Wir nehmen an, dass rur IX = IXn•O die Grössen z, IXl' •.• , IXn_ 11 Pt, ... , Pn 

die Werthe zo, IXt,o, •.• , xn_ 1•O, Pt.o' •.. , Pn.O annehmen, welche unter ein· 
ander durch die Gleichung verbunden sind: 

((zo, xt •o, ... , xn•o, Pl.O' ... , Pn.o) = 0 . (2). 

Die Cauchy'sche Methode besteht darin, n-l Functionen Uv U2, ••• , u n- l 

von Xl' .X2 , ••• , X n als neue Veränderliche einzuführen. Man kann um
gekehrt z, xl' ... , xn_ 1 '·PlI ... , p"" als Functionen von ull u2, ••• , U n_ 1 , X n 

betrachten und hat unter dieser Voraussetzung: 

dz dx, + + dXn- 1 + (3), 
.dxn = PI dx~ . . . Pn-l dXn Pn 

dz dx, + + @n-I (4), dU =Pl ... P I--
du n- du 

wobei die Gleichung (4) n - 1 solche Gleichungen repräsentirt, welche man 
erhält, wenn man nach einander U durch u1' U2 , ••• , un _ 1 ersetzt. 1) Diffe
rentiirt man die Gleichung (3) nach u, die Gleichung (4) naeh X" und zieht 
man das zweite Resultat vom ersten ab, so findet man: 

dpn = (dPl dx, _ dp,. dX1 ) + ... + (dPn-' dxn_, _ dpn-l ilXn_,) (5). 
du \dxn du du dx.. dXn du du· dXn 

1) Wir wenden diese abgekürzte Art, n - 1 Gleichungen darzustellen, 
mehrmals an, um· den § 29 ganz nach dem Vorbilde von § 28 gestalten zu 
können. So repräsentiren z. B. die Gleichungen (5), (7). (8), (9), (1m (10'), (11) je 
n - 1 GleichungenJ welche man erhält, indem man u durch u" U2J .•• , Un-I' 

ebenso x durch X" x., ... , Xn_l oder P durch p" P2J ... , Pn-t ersetzt. 
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Sodann erhält man aus der Gleichung (1): 

Substituirt man in diese letzte Gleichung die aus den Gleichungen 

(4) und (5) sich ergebenden Werthe von ::' !:' so folgt: 

Da die Functionen u mlbestimmt sind, so wird man die letzte Smnme, 
welche in dieser Gleichung vorkommt, zum Verschwinden bringen können, 
wenn man die n - 1 Gleichungen annimmt: 

8f dx; 
8pn dXn • 

Die Gleichung (8) geht dadurch über in: 

nifdX:(8f + ,8f + ~ dP:) = 0 
1 du 8x, p. 8z 8pn dXn 

Da die Determinante 
d (Xl' • . . ., x .. _t) 
d(ul' .... , Un_t) 

(9). 

(10). 

im Allgemeinen nicht Null ist, den Bedingungen (9) zufolge, welche u nicht 
explicit· enthalten, so sind die Gleichungen (10) den folgenden äquivalent: 

(10') 

Schliesslich ergiebt sich aus den Gleichungen (6), (3), (10) und (9), 
WIe wir im Falle zweier unabhängigen Veränderlichen gesehen haben: 

-K + 8f + 8f dpn = 0 
8Xn Pn 8z 8pn dXn (11). 

Die Gleichungen (3), (9), (10'), (11) können auf die folgende Form 
gebracht werden, der wir schon in Nr. 42 begegneten: 

dx, dxn dz - dp, - dpn 
8f ="'=8(= 8f 8f =-W-~=."= 8f 8f (12). 
8p, 8pn Pt 8p, + ... + Pn 8pn 8x, + Pt 8z 8Xn +Pn 8z 
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Diese Gleichungen (12) enthalten die u nicht. Man erhält aus ihnen 
ein System von Werthen: 

wo jede der Functionen fi X" und die Anfangswerthe 

1$o, X1,0' .. " X n_l,O, P1,0' .• " P"-l,O 

enthltlt. Es ist ersichtlich, dass man, um die Lösung zu vollenden, nur 
diese Anfangswerthe als Functionen der u derart zu bestimmen braucht, 
dass den Gleichungen (4) Genüge geschieht. 

108. Bestimmung eines Integrals von (12), welches der Glei
chung (4) genügt. - Wir substituiren die Werthe (13) in die Gleichung 
(4) und setzen: 

dz da:, + + da:n_ 1 + 1 du = P1 du ' , , , Pn-l ----au . ( 4'). 

Mit Hülfe von (3) erhält man hieraus: 

(5'). 

S b 't 'rt d' W h dz d dpn, (7) f' 19t u stl Ul man lese ert e von du un du m ,so 0 : 

1 8f + ._dL ~ = 0 
8z da:n 8pn 

. (14). 

Hiera.us ergiebt sich, wenn man 

• (15); 

setzt: 

{'" "da; 
1 = 10e xn,o , . (16), 

Dlilllit 1 = 0 sei, reicht es im Allgemeinen aus, dass 10 = 0 sei 
oder: 

dzo da:I.o + + .da:n-,.o 
d-u == PI,O -du .' • . Pn-l,o -du • n-' n-, n-I 

(17 n-1)' 
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Dieser Bedingung kann' man auf verschiedene Arten genügen 1): 
1) Man kann annehmen, dass zo, xI,o, ... , xn-1.f1 willkürliche Con

stanten und PI,O' ... , Pn-I,O beliebige Functionen der u oder auch die u 
selbst seien. In diesem Falle findet man, indem man die Po zwischen den 
n ersten Gleichungen (13) eliminirt, das vollständige Integral: 

F(z, Xl' .•. , Xn, $0, Xl.O' ... , X"-1.0) = 0 . (18). 

2) Man kann annehmen: 

Zo = q; (x1.0' ••. , x n_1.o), 
/itp /itp 

- -.,-, .•. , Pn-1.0 = ---, 
oX, ,0 /ixn_ 100 

Pt,O 

wo xI.o, x2,0, ••• , xu_I,o irgend welche Functionen der u sind, oder auch 
selbst für die u genommen werden. Um das dieser Annahme entsprechende 
Integral zu finden, muss man sich vorher die Form der Function cp ge
geben denken, um die u zwischen den n ersten Gleichungen (13) eliminiren 
zu können. Dieses Integral ist das allgemeine Integral. 

3) Man kann schliesslich den Gleichungen (17) auch genügen durch 
Annahmen, welche zwischen den soeben behandelten in der Mitte liegen. 
Man kann gleichzeitig setzen: 

Zo = cp (x1.0' .... , x l1I,o), 

xm+I •O = const, .... , x n-1.0 = const, 

wo x1.0' x2•0, ••• , xm•O' Pm+l.o, ... , Pn-I.O beliebige Functionen der u sind 
und die andern P durch die folgenden Relationen bestimmt werden: 

109. Bemerkungen. - 1. Wenn die gegebene Gleichung linear 
und von der Form ist 

X1Pl + .... + XnPn = Z, 

so sind die n ersten Hülfsgleichungen diejenigen vpn Lagrange: 

dx1 d:en dz -x; = ... = X 7l- = Z (19). 

Dieselben reichen aus, um die Aufgabe vollständig zu lösen (§ 6 und 
Nachtrag II). 

') Die im Folgenden: angegebenen drei Arten sind nicht die einzigen, wie 
man diesen Gleichungen genügen kann (Nr. 116, III). 
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II. Wenn die n ersten Gleichungen (13) die Po nicht enthalten, so 
folgt daraus: 

x1.O = V'l (z, xv',,, xn), .... , xn-1.0 =V'n-l (z, Xl' ... , X n), Zo = V'n(Z, Xl' ... , X n) 

und dies giebt das Integral: 

V'n = cp(V't, .•.. , V',,-l)' 

welches zu einer linearen Gleichung gehört. 

III. Drückt man aus, dass die durch die Relationen (13) gegebenen 
Werthe den Gleichungen (4) genügen, falls man u = Po annimmt., so folgt: 

8fn_, 
-8Pl.o-' 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, dass, wenn n - 1 der Functionen 
f1' ..• , fn eins der Po nicht enthalten, dasselbe mit der nten der Fall ist. 

IV. Leitet man aus den n ersten Gleichungen (13) durch Elimination 
der p mehr als eine und weniger als n Relationen zwischen den Z und 
den X her, so befindet man sich im Falle der semilinearen Gleichungen, auf 
den Lie (Nr. 14, III) aufmerksam gemacht hat und auf den auch Serret 
nebenbei gekommen war (Nr. 119). 

V. Man kann von der Ca u eh y' sehen Methode im allgemeinen Falle 
nach Lie's Auffassungsweise eine symbolische geometrische Deutung im 
Raume von n + 1 Dimensionen geben. Die Gleichung (1) stellt 00 2n Ele
mente im Raume von n + 1 Dimensionen dar. Die Schlussfolgerungen 
der vorhergehenden Nummern zeigen, dass die Elemente jeder Lösung der 
Gleichung (1) unter denen enthalten sind, welche dem Hülfssystem (12) 
genügen; das Hülfssystem (12), welches nur 00 2" Elemente enthält, enthält 
also nur die Elemente der Gleichung (1). Die Gleichungen (4) drucken 
einfach aus, wie man die Elemente der Gleichungen (12) gruppiren muss, 
damit dz = Pt dXt + . . . + Pndxn sei. Diese Bemerkung erklärt auch, 
warum man in dem Falle, wo die gegebene Gleichung linear ist, nur die 
n ersten Gleichungen zu betrachten braucht. 

110. Beispiel. - Die Gleichung seil): 

1) Cauchy a. a. O. behandelt auf diese Weise diese Gleichung für den Fall 
n = 3. Graindorge, Nr. 49, S. 50, Nr.69, S.65 behandelt dieselbe Gleichung 
für n= 3 nach der Methode von Jacobi in ihren beiden Formen. Vgl. auch 
Nr. 73, I. 
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Die Hülfsgleichungen sind nach Multiplication mit x1xa'" X" PIPa ... p,,: 

d. h. 

Als Integrale findet man: 

3:100 3:" _ ... , ... ,-
P1'0 P" 

mit der Bedingung, dass 

3:".0 =-, 
P".o 

sein muss. Multiplicirt man die n Werthe von z - Zo mit einander, so 
findet man: 

2" 
n" (Z-Zo)" = (x~ - xi.o) (x~ - x~,o)'" (.x~ - .x~,o); 

dies ist das vollständige Integral, welches eine überschüssige Constante 
enthält, wenn man Zo als willkÜrlich betrachtet. 

111. Scheinba.rer Ausnahmefall. Modiflcationen von Mayer 
und Darboux. - I. Ist die gegebene Gleichung homogen in Bezug auf 
die p, so hat man wegen f = 0: 

und somit giebt die nte Gleichung (12) als Integral 

z = const. 

Offenbar ist es unmöglich, die Po aus dieser Gleichung und den n - 1 
Relationen (131)"", (13,,_1) zu eliminiren, und somit giebt die allgemeine 
Methode von Cauchy nicht mehr das vollständige Integral. 

Mayer hat ein sehr einfaches Verfahren angegeben, um sowohl in 
diesem Falle wie im allgemeinen Falle zu einem vollständigen Integrale 
zu gelangen, welches Pl,O, •.• , P,,_t,O und Zo als Constanten enthält. Zu 
l1em Ende betrachten wir das allgemeine Integral, welches so beschaffen 
ist, dass 
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ist. Man hat dann, da s' 0 eine Constante ist: 

Somit braucht man, um das entsprechende vollständige Integral zu 
finden, nur zo' x1•0, ••• , 3:n- 1•0 zwischen den Gleichungen (181), ••• ,(13n) 

und (20) zu eliminiren. Dies ist immer möglich, da sich die 3: auf Xo 

für x n == xn•O reduciren und daher die Determinante 6~(Xl>"" xn-l) ) 
X 100, ••• , X n-100 

niemals gleich Null ist, weil sie für xn == xn•O gleich der Einheit ist. Man 
kann somit die Xo als Functionen der X ausdrücken. 

Das Vorhergehende l!l.sst sich leicht verallgemeinern. Wir setzen: 

Zo = 91(x1 •0,····, x n- 1•0, a1,·.·, an) 

6rp 6rp 
PI.O == ~, .... , Pu-1.0 == -~--

uX100 uXn- loO 

(21), 

(22), 

wo al' . . ., an Constanten sind. Eliminirt man zwischen den Gleichungen 
(131), ••• , (18 n), (21) und (22) die Grössen zo' Xo und Po' so findet man: 

eine Relation, welche ein neues vollständiges Integral darstellt. Das System 
der Gleichungen (131), .•• , (13 n), (21) und (22) lässt sich ersetzen durch 
(131), ••• , (13n), (22) und (23). Setzt man also 3:n == xn.o, so ergiebt 
die Gleichung (28), wenn die Gleichungen (13) Xl = 3:1 •0, ••• , i n_ 1 = 3:n- 1•0, 

Z = Zo geben, die R~lation: 

(21). 

Mithin würde man, wenn man einfach in (23) 3:n == xn•O setzte, finden: 

Das in Rede stehende vollständige Integral reducirt sich daher für Xn == xn•O 
auf die Functi'On 91(x1, ••. , 3:n_ 1, ~, .•. , an).l) • 

1) Mayer beweist diese Bemerkungen direkt mittels der von Jacobi 
modificirten Pfaff'schen Methode. Er giebt verschiedene intereBBante Sitze über 
den Zuaa.m.menhang der Integrale unter einander (vgl. Nr. 120, Anmerkung). Wie 
man sieht, enthll.lt die Cauchy'sche Methode, wenn man sie so, wie wir es oben 
gethan ha.~en, in ihrer ganzen Allgemeinheit darlegt, implicit die von Mayer 
angege'bene Modification. 
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II. Man kann den Gleichungen (4) auch genügen, indem man setzt: 

und xl,O' •• " X"',O' Pm+1.0' •••• , Pn-l,O als die u und Pt,o, ... , Pm,O, 

xm+1 ,o, ... , X,,-1,O' 1iI~ als die Constanten betrachtet.1) 

1) Darboux (Comptes renduB, 1874, Bd. 79, S. 1488-1489; 1875, Bd.80, 
S. 160-164) hat zuerst auf dieses Integral aufmerksam gemacht, aber nur in 
dem Falle der halblinearen Gleichungen (vgl. Nr. 119). Er setzt ebenfalls diese 
Untersuchungen mittels der von .T aco bi modificirten Pfaff'schen Methode aus
einander. 



2. Kapitel. 

Untersuchungen von Serret. 

§ 30. Gleichungen mit zwei unabhängigen Veränderlichen. 

112. Form, welche der a.llgemeinen Lösung in den Unter
suchungen von Serret gegeben wird. - Die Gleichung 

{(x, y, z, p, IJ) = o. . . . . . . (1) 

führt zu den Hülfsgleichungen: 

dx_dy_ dz Br- -ar- Jf a{ 
Jp Jq P 6p + IJ aq 

deren Integrale sind: 

y = f1 (x, Yo' zo' IJo) 
z = f2 (x, Yo' zo, qo) 
p = t~ (x, Yo, zo, IJo) 

IJ = f4 (x, Yo' zo' IJo) 

• (2), 

(31), 

(32), 

(33), 

(34), 

Nimmt man an, dass man aus den beiden ersten das vollständige 
Integral 

z = M(x, y, Yo' zo) 

abgeleitet habe, so hat man: 

. . . . • • (4) 

aM aM 
p = -.;- = N(x, y, Yo, zo)' Ij = -.;- = P(x, y, Yo, zo). (5). 

oX oy 

Will man das allgemeine Integral haben, so hat man nur Zll setzen: 

Zo = qJ(yo), 

IJo = qJ'(yo), 
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und mit der Gleichung (4) ihre Ableitung nach Yo zu verbinden: 

(6). 

Die Gleichungen (4), (5), (6) sind den Gleichungen (3) äquivalent und werden 
dieselben im Folgenden vollständig ersetzen. 1) 

113. Neue von Serret gefundene Form des Werthes von 1. -
Man kann das totale Differential von fex, y, z, p, q) erhalten, indem man 
die Differentiale der Gleichungen (3) oder der äquivalenten Gleichungen 
(4), (5), (6) addirt, nachdem man sie mit Factoren von solcher Beschaffen
heit multiplicirt hat, dass die Differentiale dyo' dzo' dqo aus dem schliess
lichen Resultat verschwinden. Es ist klar, dass man die Gleichung (6), 
welche allein qo enthält, mit 0 multipliciren oder weglassen muss. Multi
plicirt man die Gleichungen (1), (51), (52) resp. mit p" '11, (!, so erhält man: 

elf = ( CiM + v CiN + CiP) dx 
P, Cix Cix (! Cix 

+ ( CiM + CiN + CiP) dy 
P, Ciy v Ciy (! Ciy 

- p,dz - vdp - (!dq = 0, 

vorausgesetzt, dass p" v, (! den Relationen genügen: 

Offenbar hat man nach diesen Relationen: 

Cil 
Ciz !L Jr = - Cif -;, 
Cip 

I) Die Art, wie Serret diese Äquivalenz beweist, ist ziemlich heikel, da er 
sich auf das ungenügend bewiesene Princip stützt, welches wir in der Anmerkung 
zu Nr. 105 angedeutet haben. Man kann dieses kleine Versehen, wie wir es in der 
erwähnten Nummer gethan haben, leicht gut machen. Indessen ist diese nach
trägliche Verification der Ca uc hy'schen Methode überflüssig, da alle RechnungeIl 
von Cauchy in umgekehrtem Sinne durchgeführt werden können. Aus dem
selben Grunde haben wir die nachträgliche Vermcation der von Jacobi modi
ficirten P fafrschen Methode, wie sie inden "Vorlesungen" S. 364-369 gegeben 
ist, weggelassen. Vgl. auch Nr. 109, V. 
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d. h. zufolge der letzten der Gleichungen (7): 

iiN iiP 

Tl =- fL iizo + _f! iizo 
11 = iiM 11 iiM 

iizo iizo 
ii2M ii2M 
iixiizo + ~ iiyiizo 
iiM 11 iiM 
iizo iizo 

Wir bemerken nun, dass man, um das Integral 

rr Tldx 

•• 1'0 

zu berechnen, sich Tl mittels der Gleichungen (3) oder der Gleichungen 
(4), (5), (6) durch X allein ausgedrückt denken muss. Wir können uns 
daher dieser Gleichungen bedienen, um Tl zu transformiren. Nun giebt 
die Gleichung (6), welche (31) äquivalent ist, wenn mau sie auf die Form 

bringt: 
iiM(ii'M ii2M dy) iiM(ii'M ii'M dY) 
iizo iiYoiix + iiYoiiy dx - iiyo iizoii.r + iizoii y dx O. 

Diese Gleichung ist erfüllt, wenn man setzt: 

In der That wird dieselbe durch diese Substitution: 

oder auch nach Multiplication mit l' zufolge der Gleichungen (7): 

iiM ( iiM) iiM ( iiM\ 
iizo - ß iiyo - -iiyo - ß ii:;) = O. 
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Man kann daher ;. in dem Werthe von 1r durch ~ ersetzen, wodurch 

derselbe übergeht in: 

a aM a aM dy d aM 
1r = -ai log azo + ay log azo X dx = da; log azo' 

Mithin: 

Jx ndx 
I = Ioe· Xo 

aM 
=Lo -azo' 

denn es ist M = z = Zo für x = Xo und somit (~M) = 1. 
uSo :c=xo 

114. Untersuchung des kritischen FalleI. - Die vorstehende Formel 
gestattet uns den Fall zu discutiren, wo die Form der Function qJ (y), auf 
welche sich z für x = X o reduciren muss, so beschaffen ist, dass das 

Integral s.-:o 1rdx einen unendlich grossen positiven Werth hat, d. h. dass 

aM aM 
log ~ = 00, oder "'i- = 0 

uZo uZo 

ist für x = xo• In diesem Falle ist man von vornherein nicht mehr 
sicher, dass 

1=0 

ist, wenn auch I o = 0 ist. Man muss demnach aposteriori verificiren, ob 
wirklich I = 0 ist. Wenn dem so ist, so wird auch eine Lösung z = M 
existiren, welche sich für x = Xo auf z = ffJ (y) reducirt, die aber, was 
bemerkenswerth ist, vermittelst der vollständigen Lösung, wie Serret 
bewiesen hat, geliefert wird. Die Schlussfolgerungen dieses Geometers sind 
nicht nur auf den Fall anwendbar, wo 

aM -log -
fizo 

unendlich gross ist, sondern auch auf alle Fälle, 1U denen dieser Ausdruck 

für x = Xo einen von Null verschiedenen Werth annimmt, während ~M 
uZo 

für x = :Co verschieden von 1 ist. 

Es sei nämlich für :c = X o 

fiM . 1 h' d C ta te ~ = emer von versc 1e enen ons n n 
uzo 

und es werde angenommen, dass z == M für x =xo übergehe in 18 = qJ (y) 
oder vielmehr, dass man für :c = xo' '!I = '!Io habe: 180 = qJ (yo)' Die 

}[ &nsio n, Part. Ditferentialgleichungen. 16 
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Gleichungen (3) oder die Gleichungen (4), (5), (6) müssen somit für diese 
Werthe identisch erfüllt sein. Nimmt man nun aber in der Gleichung (6) 

an, so kann dieselbe nicht erfüllt sein, wenn sie es nicht schon für 

bei beliebigem y ist. Wäre dem nämlich nicht so, so erhielte man aus 
(6) nach Substitution von 

x -= xo' Zo = tp(Yo) 

dep Werth 11 = Yo' Damit dies aber der Fall sei, müsste man für :& = X o 
~M -= 1 h&ben, was der Voraussetzung widerspricht. 1) 
vlo 

Somit verschwindet 1/0 aus der Gleichung (6), wenn man x = :&0 

setzt. Die Gleichung (6) &ber ist die Ableitung der Gleichung (4) nach Yo' 
Mithin verschwindet Yo auch aus der Gleichung (4), wenn man x = :&0 

setzt, da die Ableitung der linken Seite von (4) d. h. die linke Seite von (6) 
identisch Null ist für :& = :&0' Wir wissen aber, dass die Gleichung (4) für 
:& = :&01 11 = Yo: Zo = cp(Yo) giebt; mithin giebt sie für :& = Xo allein 
z = cp(y). Im gegenwärtigen Falle ist daher die Function Zo = CP(Yo) 
derart beßchaffen, dass die Lösung 

z=M 

8 = q;(g) für x = Xo ergiebt, ohne dass es nötbig wäre. Yo zwischen 
diese,: Gleichung und der Gleichung (6) zu eliminiren. Und dies sollte 
bewielen werden. 

:Mit andern Worten: In dem Falle - dem einzigen wichtigen für die 

Theorie, die uns beschäftigt -, wo 8~M 0==: 0 ist für x = xo, hat man 
VZo 

auch der Gleichung (6) zufolge !M = 0 und somit kommt Yo für x = Xo .,Yo 
nicht mehr in der Gleichung (4) vor. Diese Schlussreihe ist viel einfacher 

1) Diese Schlussreihe ist nur im Allgemeinen richtig. Man nimmt an. d&88 
die Fuiletion M derart beschaffen iet, dllS! mim darin nicht x =:co, '!I = 1/0 machen 

kann, ohne dass ma.n nicht nur M = Zo, soadern a.uoh ~M - 1 hll,tte. Der Werth 
vZo 

von 8M wird durch die Gleichung (6) gegeben; mithin muss die Gleichung (6) 
izo 

zu der Relation UL = 1 flir x = XcI. Y = Yo führen, abgesehen von den Fällen, 
8zo 

wo y. in dieser Gleichung nicht vorkommt. Serret ist nicht präcis genug bei 
den Schlilssen, welche sieh auf diesen kritischen Fall beziehe., der noch grand
licher IJIltenucht werden muss. 
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wie die von Serret und ist auf Functionen anwendbar, welche für ~ =- ~.' 

y = Yo nicht ~M = 1 ergeben würden. 
uSo 

116. Beispiel. - Die Gleichung sei: 

pqy - pz + aq = 0, 

wo a eine Constante ist. Die Hülfsgleichungen 

- pda; qdy ds dp dq 
---aq- = ps == pqY = pt = 0 

haben zu Integralen: 

q = qo' 
p = aqoR, 

z = R [zo(zo - qoyo) + aqo (x - xo)]' 
'!I = R ['!Io(zo - qoyo) - a (x - xo)], 

wo R definirt ist durch die Relation: 

Man erhält daraus als vollstlmdiges Integral: 

z=JL [zo- ~ (x -Xo)1+1/(JL"-1)(X-Xo)[- 2a so + a'(x-xo>]=M. ~ ~ . y~ ~ ~ -
Ferner: 

8M ) - = R(zo - qoyo . 6,.. 
Setzt man Zo - qoyo = 0, so hat man 

8M 
Zo -= a'!lo' q = a, ~ === 0, 

uSo 

wo a eine Constante ist. Führt mlill nun diese Werthe von e. und !t 
in das vollstll.ndige Integral ein, so findet man, dass sich für x = zo: 
B = ay ergiebt, und dies ist das durch den Serret'schen Satz angegebene 
Resultat. 

§ 31. Gleichungen mit n VerätttlerUclIen. 

116. Form, welche in den Untersuohungen von Serret dem 
allgemeinen Integral gegeben wird. - Die Gleichung 

f(xl , ••. , Zn! Z, Pli ... , Pn) = ° . . (1) 
16* 
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führt zu den Hülfsgleichungen: 

dx1 dx" dz - dpl 
6f = ... = 6f = J'~ 6f = 6f +" 6f 
~., >t.., --I:' »rp »~ PI »z 
Vr1 Vrn u U~l v 

(2), 

deren Integrale wir durch die Gleichungen darstellen: 

Xi = fi(X~, XI,O, ••. , x,,_1.0' So, PI,O, •.• , Pn-I,O) (3i), 

S = fn(x,., xI,o, ... , X n-1.0 , 10o, PI,O' ..• , Pn-l.o) (3n), 

Pi = fn+i(Xn, xI,o,·· ., x n-1.0' 10o' P1.0' •.• , Pn-l,o) 

I. Es sei 
(4) 

das vollständige Integral, welches durch Elimination der Po aus den n ersten 
Gleichungen (3) erhalten wird. Man kann n der Gleichungen (8) ersetzen 
durch die folgenden, welche die Werthe der P geben: 

6F 6F ilF 6F 
» + PI ~ = 0, ... , ~ + Pn T = 0 (5). 
VX1 uZ vXn uZ 

ll. Will man das allgemeine Integral haben, so setze man (Nr. 10) 

100 = qJ(xt,o, X2,0, ••• , Xn_t,o), 

ilrp 6rp 
Pl,O = ilx .. o' •••• , P n-1.0 = 8xn_ loo 

und eliminire die Xo aus den n ersten Gleichungen (3) oder aus (4) und 
den folgenden aus (4) abgeleiteten Gleichungen: 

6F ilF 6F + 6F = 0 
ilx1 .o + PI,O ilzo = 0, .••• , 6xn- 1 ,o Pn-1.0 6zo (6). 

Die Gleichungen (4), (5), (6) sind den Gleichungen (8) äquivalent. 

ill. Man findet weniger allgemeine Integrale, wenn man annimmt 

und ferner, dass die Xo unter einander durch Gleichungen verbunden 
seien: 
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Die in Rede stehenden weniger allgemeinen oder gemischten Integrale 
werden gegeben durch die Gleichungen (Nr. 10): 

• (4), 

8F 8F n-l( 8F 8F ) 6'Pi 
~ + 8z Pm,O + I 8x' + h Pi,O 8""- -= 0 • 

m,O m+1 1,0 0 ""''''9 

Bemerkung. In diesem letzteren Falle wendet man im Grunde ge~ 
nommen m Hülfsvariable Zl.0' ••• , zm,O- und n - m willküdiche Functionen 
an; im Falle der allgemeinen Lösung aber werden n - -1 Hiilfsvariablen 
und eine willkürliche Function angewendet. 

117. Neue von Serret gefundene Form des Werthes von L
Zunächst beschäftigen wir uns mit dem Falle, wo 

8(f .. •.. , fn-i) 
8(puo, •. " Pn-l.o) 

nicht null ist. Wir können uns in diesem Falle die Gleichung (4) auf die 
Form gebracht denken: 

und die Gleichungen (5) und (6) auf die folgende: 

8M 8M 
"»-- - = Nh ••. , Pn = ~ = Nn 
uXl uXn 

Pt = 

8M 8M 8M 
»;- PI,O = 0, ... , ~ + »;- Pn-l.0 = 0 
UNO u"'n-i.0 u"O 

(8), 

(9), 

(10). 

Das Ensemble dieser Gleichungen, welches dem Systeme (3) äqUivalent 
ist, wird uns in den Stand setzen, 1 zu berechnen. 

Man kann das totale Differential' df der linken Seite von f = 0 er
halten, indem man das Differential der Gleichung (8) und diejenigen der 
Gleichungen (9) addirt, nachdem man dieselben mit Factoren P, VI, ••• , Vn 

von solcher Beschaffenheit multiplicirt hat, dass die Differentiale 

dso, dx1 ,o' •.. , dXn_t.o 

aus dem Resultat verschwiitden. - Man hat somit: 
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wo die Faetoren p., V\I "2' ••. , "n den" Relationen genügen müssen: 

iJM + iJN1 + + iJNn 0 p.- VI V n -
~o &0 6zo 

iJM + 'Nt + + 6Nn 0 p.- VI 
'.%1.0 

V n === 
'.%100 &x1 •D 

iJM + 6Nt + p.-- V--
'.%n-t.o 16z_t•o 

... + 6Nn 0 v---= 
n 6:1:n_.o 

Dem Werthe von df und der ersten dieser Gleichungen zufolge ha.t 
man: 

Aus diesem Werthe von 1t mÜl!6te man mittels der Gleichungen (10) 
11:11 11:" ••• , II:n_ 1 eliminirenj man kann aber zuvor diesen Ausdruck trans
formiren und zwar mittels der Gleichungen (10) selbst, nachdem man sie 
auf die Form gebracht hat: 

Man erhä.lt aus dieser Gleichung durch Differentiation nach Zn: 

Diese Gleichungen werden wegen (11) identisch erfüllt durch 

Mithin lässt sich der Werth von 1t schreiben: 



Kriti8Cher Fall. U7 

Demnach hat man, wenn man bedenkt, dass für x,. = It,..o 

1 

ist: 

r'lI nda: 
I - L e ",,.,0 - L .M 

- 0 - 0 IJzo' 

welches die Serret'sche Formel ist. 
118. Untersuchung des kritischen Falles nach Serret. - Wir 

nehmen an, dass die Function q; derart gewählt sei, dass für x,. = x",o 

~: = einer von 1 verschiedenen Constante . (12) 

ist. Es ist möglich, dass trotzdem eine Lösung der Gleichung (1) von der 
Beschaffenheit existirt, dass für Xl == X1 ,0, X2 = X2 ,(H ••• , :!;n = X",o: 
Z = Zo = q; (Xl ,0' X2 ,0, ••. , X n- 1,0) ist. In diesem Falle, behaupte ich, 
ist diese Lösung nicht das den Gleichungen (8), (9), (10) entsprechende all
gemeine Integral, sondern es ist das vollständige Integral oder eine andere 
zwischen dem allgemeinen und dem vollständigen Integrale liegende Lösung. 

In der That, wenn die vorerwähnten Umstände eintreten, so können 
die Gleichungen (10) zufolge der Gleichung (12) nicht /Cl = x1 ,0, ••• , 

f b d d' . All . IJM 1 xn_ 1 = xn_ 1 ,0 ür xn = x,.,o ge en, ales 1m gememen IJzo = vor-

aussetzt. Man muss daher annehmen, dass für x" = xn>o diese Gleichungen 
identisch erfüllt seien, welches auch Xl' X2 ' ••• , X"_l sein mögen, mögen 
dieselben verschieden sein, oder mögen sie sich auf eine Anzahl m < n - 1 
reduciren. 

Wir betrachten zunli.chst den ersten Fall. Nehmen wir an, dass für 
x n = x,.,o die linken Seiten der Gleichungen (10) identisch Null seien, so 
muss man daraus schliessen, dass z - M für x" = x",o mcht x1 ,0, x2,o, .•• , 
X"_l,O enthält, denn die linken Seiten der Gleichungen (10) sind die Ab
leitungen von z - M nach X1,0, ••• , X,,_l,O' Indessen z - M == 0 für 
Xl = x1,0, ••. , X,,_1 = X"_1,0 giebt z = Zo = q; (x1,0, ••• , X"-1,O)' wenn 
X" = x",o. Mithin hat man für x" = x"'o: 

Betrachten wir jetzt den Fall, wo die Gleichungen (10) sich auf 
k == n - 1 - m verschiedene Gleichungen reduciren, falls man x" = x",o 
setzt. Wir leiten aus diesen die W erthe von k der Constanten 

her und substituiren sie in die Gleichungen (10) und in (8). Nach dieser 
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Substitution werden offenbar die Gleichungen (10) Identitäten. Dasselbe 
ist daher der Fall mit den folgenden Gleichungen, welche lineare Combi
nationen der Gleichungen (10) sind: 

demnach enthält z - M = 0, von welcher die Gleichungen (13) die 
identisch verschwindenden Ableitungen nach X1 ,0, x2 ,0, ••• , xm,o sind, keine 
dieser willkürlichen Constanten. Nach Voraussetzung aber giebt für Xl = X1 ,0 

X2 = X2,0, •.. , Xn_l = xn_l,o, falls xn = Xn,O, die Gleichung z - M = 0: 

Mithin ist schliesslich für xn = xn 0 die durch die Gleichungen (8), (9) 
(13) definirte gemischte Lösung so beschaffen, dass 

ist, womit das oben ausgesprochene Theorem bewiesen ist. 

Man gelangt zu demselben Resultate mit Hülfe des einfacheren Resultats 
der Nr. 114. Der Ausnahmefall ist charakterisirt durch: 

(~:) = O. 
:t?n = XU.o 

Man hat somit wegen der Gleichungen (10): 

8M 8M -- = 0, .... , -- 0, 
8x1•0 8xn_1>0 

was zu den vorstehenden Schlüssen führt. 

119. Fall der halblinearen Gleichungen. - Wir beschäftigen 
uns jetzt an zweiter Stelle mit dem Falle der halblinearen Gleichungen. 
Die Relationen (3) geben durch Elimination der Po m Relationen zwischen 
den Variablen und ihren Anfangswerthen (Nr. 14, IU und 109, IV). Als 
Integral kann man so dann die in Rede stehenden Relationen betrachten, die 
wir uns auf die Form gebracht denken: 

X1 ,0 'ljJi (z, xl' ... , x m Xm,O, ... , x,,-lto) (141 ) 

Xm_t,O 'ljJm-l (z, Xl, ... , Xn, Xm,o, ... , Xn_1,0) • (14m_ t ) 

Zo - 'ljJm(z, Xi> ••. , Xm X"',O, ••. , X,,'-I,O) (14 m) 



Halblineare Gleichungen. 

Dieses Integral kann man durch das folgende ersetzen (Nr. 13) 

AI "Pt + ... + Am_I tpl1l-1 - tpm = 0 

... , Am_ t willkürliche Constanten sind, oder auch durch 
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(15), 

F(z, Xu ... , Xn' At, ... , Am_t, Xm,O, ., ., Xn_I,O) = 0 (16), 

indem man die linke Seite durch ein einziges Functionenzeichen darstellt. 
Die Werthe der p sind gegeben durch die Gleichungen: 

(17), 

wonn 
iJF _ A~~'- + .. , + A iJ"4Im-1 §j1~ 
iJx - 1 iJx ",-1 iJx iJx ' 

ßP _ 2 iJ"4Il + .... + 2 1 iJ"4I"'-1 _ iJ"4Im 
iJz - 1 iJz m- iJz iJz 

ist. 
Man findet ein allgemeines Integral, wenn man die Ableitungen von 

F nach den Constanten Xo gleich Null setzt. Man findet so die folgenden 
Gleichungen: 

, iJ"4I, + +' 8"41m-, _ 8"41111 __ 0 
ILt - ... 11. 1 

iJxo "'- 8xo 8xo . 
(18). 

Die Gleichungen (14), (17), (18) ersetzen vollständig das System (3) 
und gestatten, wie Serret gezeigt hat, :n; zu berechnen, wobei man jedoch 
an Stelle der Relation (15) diejenige nimmt, welche sich aus den Gleichungen 
(14) und einer willkürlichen Relation 

Zo = <p (Xt,o, •.. , xn-l,o) 

ableiten lässt. Diese letztere Relation ersetzt die Gleichung, deren Existenz 
wir annehmen: 

(19). 

Die Rechnungen erleiden keine Modification weiter, nur dass 21 , ••• 

AI1I_ t durch Pt,o, ... , Pm-I,O ersetzt sind, wie man leicht sieht. 
\Vir setzen mit Serret: 

8F 
w - = 1 

8;; 

so dass die Gleichungen (17) übergehen m: 

(20), 

iJF iJF 
Pt + W 8x, = 0, •... , Pn + W iJXn = 0 (17'). 

:yran erhält wiederum das totale Differential df der linken Seite der 
gegebenen Gleichung f = 0, wenn man die totalen Differentiale der Glei-
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chungen (20) und (17') addirt, nacbdem man dieselben mit Factoren 
u, V1, ••• , V n von der Art multiplicirt hat, dass die Differentiale der n 
Gr&sen A.1 , ••• , A.m_h xm•O' ••• , xn _ I ,0 und waus dem Resultat ver
schwinden. Man hat: 

lJf 
Iz OJ (lJ2F lJ'F 

1C = - - = - - J.t -2 + V1 -- + ... + V n 
lJf "n lJz lJx1lJz 

lJPn 

Wegen der Gleichung (20) ist: 

lJ2F 
w lJxlJz =-

und somit geht der Werth von 1C über in: 

lJ logOJ 
~, 

1C = ~ (J.t lJlogOJ + V1 lJlogOJ + ... + V n lJIogOJ). 
"n lJz lJx1 lJXn 

Man kann diesen Werth auf eine einfachere Form bringen, indem man 
daraus die Hülfsfactoren fortschafft. Drückt man aus, dass die Differentiale 
der A. aus df verschwinden, so folgt: 

J.t lJa~l + '1'1 ~:: + .... + v" :=~ = 0, 

Da der Factor von dw ebenfalls null sein muss, so hat man ferner: 

IJF lJF lJF 
J.t - + VI -- + ... + V n - = 0, 

liz lix1 lix" 

eine Gleichung, die sich den vorhergehenden zufolge reducirt auf: 

IJ lJ1pm + V lJ1/Jm + ... + v li1/lm = 0. 
F lJz 1 lJx1 n lJxn 

Schliesslich ist wegen des Verschwindens der Differentiale dxm.o, ••• , 
dxn_I,o aus df: 

lJ2F 
+ '1'1 

lJ2F + .... +Vn 
lJ2F 

=0, J.t lJzlJxm.o lJx1lix1lI ,0 lJxnlJxm,o 
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Alle diese Gleichungen zwischen f-t und den v sind erfüllt, wenn man 
setzt: 

dX1 dXn dz 
-= ... =-=-, 
~1 ~n P 

infolge der Gleichungen (14) und (18). Mithin ist schliesslich: 

Für x! = Xt,o, ••. , x n = xn,o, Z = Zo hat man w = 1. Demnach: 

J"'n ndx 
I = Ioe "'n,. = Iow. 

In dem Falle, wo man w = 00 hat statt w = 1 für xn = xn,o' ist 
man nicht mehr sicher, dass I gleichzeitig mit 10 gleich Null ist. In dem 
Falle, wo I trotz dieses Umstandes gleich Null ist, giebt es noch eine Lösung. 
Wie in den vorhergehenden Fällen erkennt man, dass dieselbe durch das 
vollständige Integral oder durch ein Integral gegeben wird, welches eine 
mittlere Stellung zwischen diesem und dem allgemeinen Integrale einnimmt, 
aber nicht das allgemeine Integral selbst ist.!) 

Bemerkung. Wenn die Gleichung 

dz 
dt + H(t, Xli •.. , Xm PI' ... , Pn) = 0 (21) 

zu Hülfsgleichungen führt, welche zu Lösungen die Relationen (14) haben, so 
findet man nach Nr. 111, II als Integral dieser halblinearen Gleichung (21): 

Z = ~ + PI,O'lJ'! + ... + Pm-I,O'lJ''''-l + V (22), 

wo V der aus (14",) abgeleitete Wert von z ist. Im vorliegenden Falle 
kommt z in den Gleichungen (141 ), .' •• , (14 m_ I ) nicht vor. Das Inte· 
gral (22) ist von Darboux angegeben worden (vgl. Nr. 111, II). 

1) Wie man sieht, ist die allgemeine Methode von Cauchy bei der Aus
einandersetzung dieses bemerkenswerthen Falles derjenigen von Serret vorzuziehen, 
besonders wenn man in diese Theorie Lie's Auffassungsweise der halblinearsn 
Gleichungen emtiihrt. 



3. Kapitel. 

Lie's Methode, betrachtet als eine Erweiterung der Cauchy'schen. 

§ 32. Darstellung von Mayer .1) 

120. Verfahren, um aus einem VOllständigen Integral ein 
Integral abzuleiten, welohes für x n = xn,o eine gegebene Function 
der andern Variablen ist. 2) - Es sei 

(1) 

') Wir entlehnen das Folgende zwei Mittheilungen M ay er' s aus den 
• Gött. Nachrichten" von 1872 Nr.21, S.405-420 und Nr.24, S. 467-472. Die 
erste ist vollständig der Theorie der Transformationen der partiellen Differential
gleichungen gewidmet. Mayer zeigt, dass die verschiedenen Untersuchungen 
Jacobi's über diesen Gegenstand sowohl in der Nova methodus, wie in den 
• Vorlesungen über Dynamik" einer strengen Revision unterzogen werden müssen. 
Lie behauptet seinerseits (Göttinger Nachrichten 1872, S. 484) anlässlich der 
Untersuchungen von Mayer, dass seine eigene Methode eine leichte Behandlung 
der allgemeinen Theorie der Transformationen gestattet. Wir haben nach diesen 
Erklärungen geglaubt, alle Untersuchungen über diesen Gegenstand bei Seita lassen 
zu dürfen, da sie zur Zeit noch keinen definitiven Charakter hatten. Wir entlehnen 
Mayer nur das unumgänglich Nothwendige. Mayer hat (Math. Annal., Bd. VI, 
S. 162-191) seine Darstellung der Lie'schen Methode sehr ausführlich veröffent
licht unter dem Titel: "Die Lie'sche Integrationsmethode der partiellen Differential
gleichungen." In den §§ 1 und 2, Seite 162-166 giebt er den directen Beweis 
der Integrabilitätsbedingungen eines SYRtems partieller Differentialgleichungen, 
das einzige, was er bei seiner Darlegung der Ja c 0 bi 'sehen Methode entlehnt hat. 

2) Mayer, Göttinger Nachrichten 1872, Nr. 21, Satz 1, S. 407-409. Das 
Beweisverfahren ist der schon erwähnten Abhandlung desselben Verfassers ent
liehen (Math. Annal., Bd. III, S.449-450). Der ganze Schluss dieser Abhandlung 
S. 449-452 ist der Theorie der Transformationen gewidmet. Dasselbe Theorem, 
aber specialisirt, findet sich in der vollständigen Darlegung von M a y e r (Math. 
Annal., Bd. VI, § 3, S. 166-169). Der Autor giebt ausführlich die algebraischen 
Bedingungen bezüglich der Lösbarkeit der benutzten Gleichungen an. Alle der
artigen Bedingungen sind bei unserer Auseinandersetzung weggelassen. 



Mayer's Darstellung der Lie'schen Methode. 253 

ein vollständiges Integral einer partiellen Differentialgleichung, in welcher 
s nicht explicit vorkommt. Wir setzen: 

F o = F(xl,O' •.• , Xn,o, Cl' ••• , Cn- 1), 

F~ = F'(xbO ' ••• , Xn_bO). 

Leiten wir die Werthe von cl' ... , cn_ 1 ' x1,o' 

2 (n - 1) Gleichungen 
.. -, 

(JF (JFo liF liFo 
&, = ac;-' .... , licn_, licn_, 

itF~ liFo liF~ ~ 
lix"o lix,.o 

, ... -, 
lixn_,.o clxn_"o 

(2), 

Xn-1,0 aus den 

(3) 

(4) 

her und substituiren sie in den Wert von Z, so erhalten wir ein neues 
Integral der Gleichung. Denn man hat unter dieser Voraussetzung: 

oder infolge der Gleichungen (3) und (4): 

dZ liF dz 
-ai; = clx dx· 

Mithin ist Z eine Lösung der Gleichung. 
Setzt man in den Gleichungen (3) xn = X n•O' so werden dieselben 

offenbar erfüllt durch die Werthe Xl = Xt,o, ••• , X n_l = Xn-1,o. Setzt 
man daher in (2) xn = xn,o. so folgt: 

(5). 

Somit kann man aus dem vollständigen Integral ein Integral ableiten, 
das sich für x n = xn,~ auf die Form (5) reducirt. 

Besonderer ]'al1. Ist 

so werden die Gleichungen (4): 

und das neue Integral muss sich für x n = xn.O reduciren auf: 
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Bemerkung. Die Gleiehungen (3), (4) könuen mehrere Werthe für 
xl,O' " ., X n-1,O geben. Für die Substitution in (2) muss man diejenigen 
dieser Werthe wählen, welche sich unendlich wenig von Xh .•• , xn _1 unter
scheiden, sobald sich xn dem Werthe xn•O unendlich nähert, da sonst der 
oben gegebene Beweis ungenügend sein würde. 

121. Transformation einer Gleichung in eine andere äqui
valente Gleichung. l ) - Es werde eine Function 

von n Variablen X und n - 1 Variablen x' betrachtet. Wir setzen: 

81J1 dz' ~ 
8x~ = dx~' ... , &C~_l = 

dz' 
dX~_l 

und leiten aus diesen Relationen (6) die Werthe von 

(6) 

dz' dz' 
xH • •• , xn_ l als Functionen von xi, ... , x~_l' X n, dx" ••. , ~ 

1 """'n-l 

her. Ist sodann infolge dieser Werthe 

(7), 

so behaupte ich, dass die Gleichungen 

dz ( dz dz ) -d + H XlI' •. , Xn, -11 , ••• , ~ = 0 
Xn -Xl (kWU_l 

(8), 

dz' ( dz' dz' ) ~ + H' X~, ••• , X~_ll X n, -,-" ••• , -d ' 
UWn UWl X n - 1 

-0 (9), 

derart beschaffen sind, dass man im Allgemeinen aus jedem vollständigen 
Integrale der einen ein vollständiges Integral der andern und umgekehrt 
ableiten kann. 

Es sei nämlich: 

(10) 

ein vollständiges Integral von (8). Setzt man: 

z'=zo+Fo-F+q; (11), 

1) Mayer, Göttinger Nachrichten, Nr. 21, S. 414-417, Theorem IV ohne 
Beweis; Math. Anna!., Bd. VI, S. 169-178, § 3, Theorem 11. 
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wobei F o den Ausdruck darstellt 

und eliminirt man aus dem Ausdruck (11) die Grössen Cl' ••• , On_I' 

Xl, ••• , Xn_t mit Hülfe der Relationen: 

(12), 

(13), 

so wird der Werth von z' in diesem Falle der Gleichung (9) genügen. 

Denn man hat für x' = x{, ... , X~_1: 

dz' =.l. (6Fo _ 6F) rk _ 1: (6F _ 6tp) da; + 6tp 
da! 6e 6e da;' 6x 6x da;' 6~ 

oder wegen der Gleichungen (12) und (13): 

dz' 6tp 
dx' = 6x' 

oder da F eine Lösung ist von (8) und wegen (12) und (13): 

(14). 

. . . (15). 

Substituirt man die Werthe (14) und (15) in (9), so ergiebt sich in
folge der mit (14) identischen Gleichungen (6) und der Gleichung (7): 

~ + H - (~ + H) 0, 
6Xn 6Xn 

womit der erste Theil der Behauptung bewiesen ist. 

Es sei jetzt 

z' = z~ + F'(x;, ... , X~_H xn, c~, ... , 0;'-1) (16) 

ein vollständiges Integral von (9). Setzen wir 

Z = Zo + F;, - F' + q; . (17) 
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wobei Fo den Ausdruck bedeutet: 

und eliminiren wir sodann aus dem Werthe von z die Grössen Cl, ••• , C~_lI 
xi, ... , X~_l mit Hülfe der Gleichungen: 

~F~ /iF' ~F& /iF' 

/iei - /ier ' .•. , ~e~_l -
~Cn-L 

/iF' /itp /iF' ~tp 

~x~ /ix~ , •.• , /ix~_l - ~X~_l' 

so wird der Werth von z nach dieser Elimination ein Integral der Gleichung 
(8) sein. Man findet nämlich wie oben für x = Xl, ., ., x n_ 1 : 

dz 
dx -

und somit: 
dz 

dXn = 

Substituirt man diese Werthe in die Gleichung (8), so wird dieselbe 
identisch befriedigt. 

Bemerkungen. I. Setzt man xn = xn.O in den vorhergehenden 
Lösungen, so findet man wie in voriger Nummer, dass die aus F ' und F 
abgeleiteten Lösungen z und Z' sich respective auf 

reduciren. 

1$0 + q;(x1 , ••• , xn_ l1 Xn,O, x~,o, . .• , X~_l,O)' 

z~ + q;(xl,o, •.. , Xn_1,O, xn,o, x1, .•. , X~'_l) 

ll. Ist tp eine Lösung der Gleichung (8), und sind xi, ., ., X~_l will. 
kürliche Constanten, so giebt die Gleichung (7): 

~ + H Xl"'" X n, .~, •• " -5>-- = 0, /itp ( /iq> /iq> ) 
uXn uX1 uXn_ 1 

d. h. H' = O. Die zweite Gleichung, d. i. (9), wird daher: 

/izl 
-=0 
/iXn • 

III. Enthielten Hund q; ausser den Variablen X und x' andere Variabeln 
'!h, .•. , Y m' so würden sich dieselben in allen vorhergehenden Rechnungen 
wie Constante verhalten und man brauchte an denselben nichts weiter zu 
ltndern. 
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122. Tranaformation eInes SYltems zweier Gleichunpn.1.) -
Wir betrachten jetzt zwei Gleichungen mit n + 1 unabhängigen Veränder
lichen, von denen wir voraussetzen, dass sie eine gemeinschaft
liche Lösung mit n willkürlichen Constanten haben: 

dz ( dz dz ) 
-d + K Xl"'" Xm '11, d-"'" d-- = 0 y Xl Xn~ 

(18), 

;Jd: + H ('XI> ... , Xm '11, !~, ... , d dz ) = 0 
aotin UW"1 ,'1;n-1 

(19). 

Es sei 
(20) 

eine Lösung der ersten mit n willkürlichen Constanten. Man findet die
selbe, indem man xn in (18) als eine Constante betrachtet. Wir bedienen 
uns der Function qJ, um die vorhergehenden Gleichungen nach der in 
Nr. 121 gegebenen Regel in zwei andere zu transformiren. Die erste 
Gleichung wird (Nr. 121, Bemerkung II): 

dz' 
Ciii = 0 (21), 

die zweite: 

:;~ + H' (x't , .•.. , X~_l' Xm '11, :~, ••• , dX~~) = 0 (22). 

Offenbar entspricht der gemeinschaftlichen Lösung der Gleichungen (18), 
(19) eine gemeinschaftliche Lösung der Gleichungen (21) und (22). Die 
Gleichung (21) aber drückt aus, dass diese Lösung y nicht enthi!.lt. In 
dem Falle, wo die bei den Gleichungen beliebige sind, kann man bezüglich 
der Gleichung (22) zwei Annahmen machen: entweder nämlich enthält die
selbe '11 explicit, oder '11 kommt darin nicht vor. Im letzteren Falle ist die 
vollständige Lösung von (22) mit n willkürlichen Constanten eine gemein
schaftliche Lösung der Gleichungen (21) und (22) und aus dieser gemein
schaftlichen Lösung kann man eine gemeinschaftliche Lösung der Gleichungen 
(18) und (19) mit n willkürlichen Constanten ableiten. Wenn dagegen die 
Gleichung (22) y enthält, so ist ihr vollständiges Integral von der Form: 

I _ I + rh( I I ) 
Z - zn 'l' x" ... , xn- J ' X m '11, Cl' ••• , Cn-l' 

1) Mayer, Göttinger Nachrichten 1872, S. 467, sagt nur, dass man '!J aus 
(19) verschwinden lassen kann, wenn man eine vollstll.ndige LÖ8ung VOl'!. (18) 
kennt. Er citirt die Arbeit von Korkine, die wir oben analysirt haben. Es ist 
wichtig zu bemerken, dass die fundamentaJe Idee Mayer's, nämlich y = '!Jo zu 
setzen, 8ich weder bei Korkine noch bei Bour findet. Unser Beweis ist genau 
der von Mayer, a. a. O. § 4 (Math. Ann., Bd. VI, S. 173-176); nur giebt dieser 
einen analytischen Beweis der Nichtexilltenz von y in der Gleichung (22), während 
unser Beweis synthetisch ist. 

Man s ion, Part. Dift'erentialgleichungen. 17 
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wo die Constanten y enthalten. Um eine gemeinschaftliche Lösung der 
Gleichungen (21) und (22) zu erhalten, muss man ausdrücken, dass 

dz' 
-0 

ist, und diese Gleichung bestimmt eine Relation zwischen den n willkür
lichen Constanten Z6, Cl, ••• , CR _ I • Infolgedessen giebt es keine den 
Gleichungen (18) und (19) gemeinsame Lösung, welche n willkürliche Con
stanten enthält, was im Widerspruch mit unserer Voraussetzung steht. 

Mithin enthält schliesslich die Gleichung (22) in dem Falle, wo die 
Gleichungen (18) und (19) eine gemeinschaftliche Lösung mit n willkür
lichen Constanten haben, die Grösse y nicht explicit. 

123. Vereinfachung der vorhergehenden Transformation. All
gemeine Methode von Lie für die simultanen Systeme. I) - Man 
kann die vorstehende Transformati.on mit Hülfe der folgenden Bemerkung 
vereinfachen. Da y in der Gleichung (22) nicht vorkommt, so kann man 
behufs Ausführung der Transformation annehmen, dass y einen beliebigen 
Werth erhalte. Andererseits kann man (Nr. 120) aus einem beliebigen 
Integrale der Gleichung (18) ein anderes Integral herleiten, welches für 
y = Yo eine beliebig gegebene Form annimmt. Mithin kann man schliess
lieh, um die Transformation der Gleichung (19) auszuführen, an Stelle der 
Relation (20) die folgende nehmen: 

oder auch, wenn "p ebenso wie Yo beliebig ist: 

Die Function "p wählt man so, dass die Rechnungen möglichst einfach 
werden. 

Man kann somit mit Hülfe der vollständigen Integration der Gleichung 
(18), sodann durch eine Transformation, in welcher eine beliebige Function 
1J' oder auch das vollständige Integral, welches man gefunden hat, vor
kommt, die Ermittelung des n willkürliche Constanten enthaltenden und 
den beiden Gleichungen (18) und (19) gemeinsamen vollständigen Integrals 
auf die Ermittelung des vollständigen Integrals einer Gleichung (22) zurück
führen, welche eine Variable weniger enthält. 

1) Mayer bezeichnet die Bemerkung dieser Nummer als Theorem IV und 
giebt den Beweis desselben im § 4 der angeführten Abhandlung (Math. Annal., 
Bd. VI, S. 176-177). 
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Ebenso führt man successive das Integral von q + 1 Gleichungen mit 
n + q unabhll.ngigen Variablen, welche eine gemeinschaftliche Lösung mit 
n willkürlichen Constanten besitzen, auf diejenigen von q, q - 1, q - 2, ... , 
2 Gleichungen mit respective n + q - 1, n + q - 2, n + q - 3, . . . ., 
n + 1 unabhängigen Variabeln und schliesslich auf das einer Gleichung 
mit nunabhängigen Variabeln zurück. 

Bemerkung. Mit Hülfe der Methode von Bour lässt sich beweisen, 
dass das System eine Lösung hat, welche eine Anzahl willkürlicher Constanten 
enthält, die gleich der Anzahl der Variabeln vermindert um die Anzahl 
der Gleichungen ist. Besitzt das System diese Eigenschaft nicht, so hat 
Bour genau das Mittel angegeben, um dem gegebenen System die Glei
chungen hinzuzufügen, welche nöthig sind, damit dasselbe jene Eigenschaft 
besitze. 

124. Zweite Vereinfa.chung. Funda.mentaltheorem von Lie. -
Wir betrachten die m + 1 Gleichungen: 

dz ( dz 
-axd:_1 ) 

0 (23), dy + K xl> ... ' X"_I' y, t1, •• ., tm , Ii-;c,' ... , -

dz ( dz dz ) 0 (241), dt; + H I x17 ••• , x n- 1 ' y, t1 , ••• , tm , a:-' .. . , dXn_ 1 
-

Xl 

o (24",), 

und führen zunächst eine Veränderung der Variabeln aus. Es sei 

t", = t/1/,O + (y - Yo)u",. 

Für die neuen Ableitungen von z, die wir zur Untel·scheidung vom 
ursprünglichen System in Parenthese setzen, ergiebt sich: 

( :~I ) = ::1 (y - Yo), 

dz 
dtm (y - Yo), (d~J 

( :; ) dz dz dz dz -- + - lt1 + - u2 + ... + dt71l Um· dy dtl dt. 
17* 
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Die gegebenen Gleichungen können somit ersetzt werden durch das 
folgende System: 

(;;) + K +utHt + ... + umHm = 0 (25), 

(;~J + w - yo)Hi = 0 (26J 

Es sei nun 
+ ( , ') S = So Cf xl! •.• , xn_l! y, ul!' .. , U I1I! Xl' ••• , X n _ 1 (27) 

eine vollständige Lösung von (25), wenn man die u als 'Constanten be
trachtet. Wir transf<lrmiren nach der Vorschrift der Nr. 121 jede der 
Gleichungen (26), indem wir die in (27) vorkommende Function tp benutzen. 
Irgend eine dieser Gleichungen nimmt. die Form an: 

:: + H ' = 0 (28), 

wo H' bestimmt ist durch die Gleichung: 

!re + (y - Yo) H = - H' 8u 

und X1, ••• , X"_l durch ihre aus den Gleichungen 

8", dz' 8", dzl 
8x~ = dx~' . • . ., 6X~~~- = dX~_t 

abgeleiteten Werthe ersetzt sind. 
Wie wir wissen, können wir in H' y = Yo setzen. In diesem Falle 

reducirt sich - H ' auf 8"" worin y = Yo gesetzt ist. Aus der Bemerkung 
8u 

der Nr. 121 weiss man, dass sich ({J für diesen Werth auf den Ausdruck 

den wir ({Jo nennen wollen, reducirt. Mithin geht schliesslich die trans
formirte Gleichung (28) über in 

dz' 8"'0 
du 8u' 

Demnach ersetzt die Transformation im vorliegenden Falle die Glei
chungen (26) durch die folgenden 

dz' 8"'0 dz' 
dU1 = 8u1 "'" du ... 

deren gemeinschaftliche Lösung ist: 

= (29), 

Si = Z:l + ({J(Xl,O' ••• , Xn_ 1,O, Yo, u17 u2' ••• , Um, ~, •• ', X~_t) (30), 

welche n willkürliche Constanten enthält. 
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Wie man sieht, ist die Integration des Systems (23), (24) zurück
gefUhrt auf diejenige der einzigen Gleichung (25), da man aus ihrem Inte
grale (27) das Integral (30) des transformirten Systems (29) ableiten kann. 
Aus dem Integrale (30) leitet man nach Nr. 120 ein beliebiges anderes 
Integral und so dann nach Nr. 121 das Integral der gegebenen Glei
chungen her. I) 

125. Anwendungsweise der Lie'schen Methode. - Ist ein System 
von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung zur Integration vor
gelegt, so führe man dasselbe nach der vorstehend entwickelten Thoorie auf 
eine einzige Gleichung Hi = 0 zurück. Man suche wie bei der Methode von 
Ja c 0 bi eine Function H2 der x und der P von solcher Beschaffenheit, dass 
(H2, H I ) = 0 ist. Mit Hülfe von H 2 - a2 kann man H l auf eine Function 
zurückführen, welche ein p weniger enthält. Die so gefundene neue Glei
chung behandele man wie die erste, wobei man bei jeder neuen Integration 
aus der folgenden Bemerkung Nutzen zu ziehen sucht: Allemal, wo man 
dem ungünstigsten Falle der J aco bi'schen Methode begegnet, wende man 
die Cauchy'sche Methode an, dann wird die Integration unmittelbar be
endet sein. 2) 

Wie man sieht, führt die Methode von Lie allmählich die Integration 
auf diejenige einer einzigen Gleichung zurück; die Methode von Cauchy 
und die von J aco bi dienen sodann dazu, die Integration auf die leichteste 
Weise auszuführen. 

126. Direkter Beweis des Lie'schen Fundamentalsatzes durch 
die Cauchy'sche Methode. 3) - Das Theorem der Nr. 124 kommt auf 
das folgende zurück: Es existirt eine Lösung der Gleichung (25), welche zu 
gleicher Zeit eine Lösung der Gleichungen (26) ist. Man kann dieses 
Theorem direkt durch die Methode von Cauchy beweisen. 

Wir schreiben die Gleichungen (25) und (26) folgendermassen: 

q + f(xl! ... , xn_ U y, uH .•. , um, Pli ... , Pn-I) = 0 (25'), 
tlz 

-d + {;(XI, ... , Xn- 1, y, U1, ••• , Um, Pu ... , Pn--I) = 0 (26~). 
U; 

1) Mayer spricht den Satz dieser Nummer in dem Falle m = 1 aus, ohne 
ihn zu beweisen, in den Göttinger Nachrichten 1872, S.469 und 472. Beweis in 
der angeführten Abhandlung (Math. Annal., Bd. VI, S. 185-189) § 7, Theoreme 
vm und IX. Mayer wendet die Methode auf die linearen homogenen Gleichungen 
an, § 8, S. 189-192. Die §§ 4 und 5, S. 179-183 sind dem Falle zweier Glei
chungen gewidmet, mit dem man sich nicht speciell zu beschäftigen braucht. 

2) Lie, ebenda S. 488-489. Es ist erstaunlich, dass eine so einfache Be
merkung allen Geometern vor Lie entgangen ist. 

3) Mayer, Direkte Ableitung des Lie'schen Fundamentaltheorems durch die 
Methode von Cau chy (Math. Ann., Bd. VI, S. 192-196) und § 1 der allgemeineren 
Notiz: Zur Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
(Göttinger Nachrichten 1873, S. 299-310). Mayer bedient sich des in Nr. 111 
angegebenen Werthes von Zo, um die Ausnahmefälle zu vermeiden. 
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Unter den Bedingungen der simultanen Integration dieses Systems be. 
finden sich m Gleichungen, welche durch die folgende repräsentirt werden: 

Die Cauchy'sche Methode, angewendet auf die Gleichung (25'), führt 
zur Betrachtung des Hülfssystems: 

dXk dz - dPk 
dy= ... = "i{="'= 1.: ~-f="'=~-='" 

8Pk Pk lipli liXk 

(32). 

Aus demselben erhält man das Integralsystem: 

X k = Zk(Y' xl,o"'" xn-l,o, Pl,O' ..• , Pn-l,O' Uu ... , Um) (33), 

Pk = fPk(y, X100' ••• , Xn-l,o, Pl,O, ••• , Pn-l,O' U1, •.. , Um) (34), 

Z = Zo + f" (l:p" ~liL - f) dy . (35), 
• Yo PI, 

wo X1,0, •.. , X n_ 1 ,0, Pl,O' ... , Pn-l,O die Anfangswerthe der Variablen 
für y = Yo sind und Zo irgend eine Function der U ist, welche eine will· 
kürliche Constante Zu enthält. Unter dem Integrationszeichen hat man sich 
die Pk und die xk durch ihre Werthe (33) und (34) ersetzt zu denken. 

Eliminirt man Pl,O, ..• , Pn-l,O zwischen den Gleichungen (33) und 
(35), so findet man eine Lösung 

der Gleichung (25'). Ich behaupte, dass, wenn die Function Zo der U 

passend gewählt ist, diese Lösung (36) auch den Gleichungen (26') genügt. 
Dazu ist nur nöthig, dass Zo die U nicht enthalte. 

Um dies zu beweisen, müssen wir Z nach irgend einem der U diffe· 
rentiiren. Dies kann nur indirekt auf folgende Weise geschehen: Substituirt 
man in die Gleichung (36) für Xl' ••. , x n_ l die Werthe (33), so kommt 
man auf die durch die Relation (35) gegebene Function z von y zurück 
und zwar unter der Form: 

Z = z~ + F(Zll"" Zn-l' y, Xl,O,·.·, X n- 1 ,O, U1,··., ?tm) = .eO + F* (37) 

Man gelangt zu dem gewünschten Ziele, indem man die Ableitungen 
der Ausdrücke (35) und (37) von z nach 1t einander gleichsetzt. Zunächst 
erhält man aus (37): 

dz 

dUi 
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Eliminirt man die Po, so sei 

der aus der Gleichung (34) abgeleitete Werth von Pk' Man hat identisch: 

Da Z eine Lösung der Gleichung (25') ist, so ist: 

liF 
lJxk = Pk(x17 ••• , x n_ 1, y, x1,o, ... , xn_1.o/ u1, •.• , um) 

und daher: 
lJF* -;-- = Pk(Xll ... , Xn-l' y, X1,O, .•• , Xn_1,O, U1,·· ., um) = lfJk' 
uZk 

Mithin lässt sich obiger Werth von :;.- folgendermassen schreiben: 
• 

(38). 

Wir suchen jetzt dieselbe Grösse mit Hülfe des Ausdruckes (35) von z. 
Es ergiebt sich, indem man unter dem Integrationszeichen die Glieder, 
welche sich aufheben, weglässt: 

Man kann die beiden hier angedeuteten Integrationen ausführen, indem 
man die Integrabilitätsbedingungen (31) benutzt und ausdrückt, dass die 
Gleichungen (33) und (34) den Gleichungen (32) genügen. Man hat 
nämlich: 

somit: 

und die Integrabilitätsbedingung (31) geht, wenn man sich der Bezeichnung 
f* für f bedient, um auszudrücken, dass in letzterem die Werthe (33) und 
(34) der x und der p substituirt sind, über in: 
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Führen wir nun die obigen Integrationen aus, so folgt: 

dz = dzo + Itp in _ (1.: tp. i t k ) - f..* + r . 
du; du; k iu; k iu; 0 l ,,0 

[Nr. 127] 

Für '!I = '!Io verschwindet {;, welches '!I - '!Io als Factor enthält, 

und ebenso ~%k da sich )(It rur '!I = '!Io auf xk.o reducirt. Mithin ist 
OUi 

schliesslich: 
dz = .dzo + Im CJ%k '- f..*. 

dUi dUi T k iu; , 

Vergleicht man diesen Werth mit dem Werthe (38), so findet man: 

I!; + fi* = 0 (39), 

wenn man Zo unabhängig von ui annimmt, oder: 

(40). 

Die Gleichung (39) muss in Bezug auf 

eine Identität sein, da die Functionen Xl' ... , )("-1' welche im Allgemeinen 
n - 1 willkürliche Consta.nten P1,O' ••. , Pn-1,O enthalten, von einander 
unabhängig sind. Man hat somit auch infolge dieser Gleichung (39): 

8F 
8u + fi = O. 

Mithin genügt die Lösung Z der Gleichung (25') den Gleichungen 
(26'), vorausgesetzt, dass Zo in der Gleichung (35) nicht die u enthält. 

12~. Bemerkungen über die vorstehend angegebene Methode. 
- I. Wendet man die vorige Methode auf die Gleichungen (23) und (24) 
an, so findet man zur Bestimmung von z die folgenden Gleichungen: 

welche nur integrabel sind, wenn man hat: 

(401) 

Man kann somit die vorige Methode nicht direkt auf die Gleichungen 
(23) und (24) anwenden. Zugleich sieht man, dass die Bedingungen rur 
das Gelingen der Methode auf den Gleichungen 

t~,o = 0, ... , fm,o, = 0 
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oder auf den allgemeineren Gleichungen (41) beruhen. Die Methode ist 
daher in der Praxis mehrerer Modifica.tionen fähig. 

rr.. Die Integrabilitätsbedingungen (31) nehmen, wenn man die Functionen 
Kund H einführt, die folgende Form an: 

~ (liK liH; _liK IlHi) 
liXk IlPk IlPk Ilxk 

liK liHi + ---
liti ffy 

~ (liHI liHi _ ffHI ~Hi)} = o. 
lixk liPk liPk uiCk 

~ f IlHI lJH; + + u/\ Ilti Iltt 

Lässt man in diesen Gleichungefl die Grössen u gegen Null hin uno 
endlich abnehmen, oder lässt man jede Grösse t gegen den willkürlichen 
Werth to convergiren,so sieht man, dass man in der vorstehenden Gleichung 
den Ausdruck, welcher kein u als Factor enthält, und den Coefficienten eines 
jeden der u gleich Null setzen kann. Man hat somit: 

liK liH( + ~(IlK liH; liK ~_Hi) 0, 
liti liy liXk liPk lJ'Pk 1lX7i -
oRt liH; + ~(liHl liHi .~ ~:,;) o. 
lJt; litl liXk lJPk -

Somit sind sämmtliche Integrabilitätsbedingungen des Systems der 
Gleichungen (23) und (24) den Bedingungen (31) äquivalent und umgekehrt. 

Auf diese Weise erklärt sich das Paradoxon, dass die Gleichungen 
(31) von den Integrabilitätsbedingungen des Systems der Gleichungen (25') 
und (26') nur allein im Vorhergehenden benutzt wurden. 

IH. Zufolge der Bemerkung 11 der Nr. 55 kann das Integralsystem 
der Gleichungen (32) durch die folgenden Relationen dargestellt werden: 

wo a1 , ..., a ,,-1 Constanten sind, die, wie leicht zu sehen, respective 
gleich Pl,O' ... , Pn-l,O sind. Unter dieser Form sieht man, dass das Inie· 
gralsystem der Gleichungen (32) auch dasjenige der analogen Gleichungen 
ist, welche man erhält, wenn man y durch Ui und f durch f i ersetzt. Diese 
Bemerkung ist sehr wichtig für die Darstellung der Lie'schen Methode, 
wie aus den Abhandlungen des norwegischen Gelehrten selbst hervorgeht. 



Schluss. 

Die Lie'sche Methode als Zusammenfassung der früheren 
Methoden. 

§ 33. Darstellung von Lie1). 

128. Definition der Charakteristiken. - Eine partielle Differential
gleichung 

(1) 

umfasst 002n Elemente. Sucht man eine Figur, welche oon Elemente der· 
selben enthält, so müssen sich die Coordinaten eines jeden dieser Elemente 
darstellen als Functionen von n Variabeln, z. B. von ul> ... , U n_ l , x n• Wenn 
ferner diese Elemente ein Integral bilden, so genügen sie der Bedingung 
(Nr. 5): 

(2), 

') Diese Darlegung schliesst sich an die Schriften von Lie an, deren Titel 
sind: A. Kurzes Resume mehrerer neuer Theorien (vorgelegt der Akademie zu 
Christiania, 3. Mai 1872.) 4 S. B. Neue Integrationsmethode partieller Gleichungen 
erster Ordnung zwischen n Variabeln (ibid., 10. Mai 1872.) 7 S. C. Ueber eine 
neue Integrationsmethode partieller Differentialgleichungen erster Ordnung (Gött. 
Nachr., 1872, S. 321-326). D. Zur Theorie partieller Differentialgleichungen 
erster Ordnung, insbesondere über eine Classification derselben (ibid., 1872, 
S.473-489). Die neueren Schriften von Lie haben wir nicht benutzt, weil wir 
dann eine vollständige Darstellung der Theorie der Berührungstransformationen 
hätten geben müssen. Nachstehend geben wir ein Verzeichniss der andern Schriften 
Lie's in der Reilienfolge, wie sie gelesen werden müssen: 1. Zur analytischen 
Theorie der Berührungstransformationen (Akad. zu Christiania, 1873, S. 237-262). 
2. Ueber eine Verbesserung der Jacobi-Mayer'schen Integrationsmethode (ibid., 
August 1873, S. 282-288). 3. U eber partielle Differentialgleichungen erster Ordnung 
(ibid., März 1873, S. 16-51). 4. Partielle Differentialgleichungen 1. 0., in denen 
die unbekannte Function explicite vorkommt (ibid., März IB73, S. 52-85). 
5. Neue Integrationsmethode eines 2n-gliedrigen Pfaff'schen Problems (ibid., 
October 1873, S. 320-343). Zusammen mit den vorhergehenden würden diese 
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d. h. es muss sein: 
dz dx, + dXn_ 1 + 
dXn = P1 dXn + . . . Pn-1 dX;;- P7I (3), 

dz dXt + + dXn _ t 
dlt = P1 (iU- . . . Pn-1 ~ ( 4). 

Ausgehend von diesen Relationen, hat Cauchy die Integration der 
Gleichung (1) auf die Integration der vorstehenden und der folgenden 
Gleichungen zurückgeführt: 

n"if{( lJf + . of + ~ dPi) J!x; + (lJf _ ~ dX;) dPi } = 0 
1 lJXi P, lJz lJpn dXn du (j'Pi /J'pn dXn du 

(5) 

(6), 

vorausgesetzt, dass zwischen den Anfangswerthen der Coordinaten des EIe· 
ments die folgende Relation angenommen wird: 

{(zo, X1 ,O, •• • ,xn,o, P1,0' ... , PI/,o) = 0 " . (7). 

Unter den Elementen aller Integrale, welche das Anfangselement ent
halten, giebt es einfach unendlich viele (00 1), welche allen diesen Integralen 
gemeinsam sind. Es sind dies diejenigen Elemente, welche so beschaffen 
sind, dass die Coefficienten der Ableitungen von Xi und Pi in der Gleichung 
(5) null sind, welches auch der Werth dieser Ableitungen sein möge, wobei 
diese Elemente überdies noch der Gleichung (4) genügen. Indem er die 
soeben angegebenen Bedingungen ausdrückte, wurde Cauchy zu den Hülfs
gleichungen dieser Sehaar von Elementen geführt: 

... =dXi= 
if 
lJPi 

- dPi 
/J'f of 
iX~ + Pi o, , 

(8). 

Schriften einen Band von 1750ctavseiten bilden, der fast völlig Neues über die 
Frage der Integration der partiellen Differentialgleichungen enthält. Nach Ab
fassung dieser Anmerkung bis zur Drucklegung der ersten Auflage dieses Werkes 
sind noch die folgenden Schriften erschienen: Lie, Begründung einer Invarianten
theorie der Berührungstransformationen (Math. Annal., Bd. VIII, S. 215-303). 
M a y er, Direkte Begründung der Theorie der Beruhrungstransformationen (ibid., 
S. 304-312). Ueber eine Erweiterung der Lie'schen Integrationsmethode (ibid., 
S. 313-318). Diese beiden Schriften Mayer's waren bereits weniger ausführlich 
in den Göttinger Nachrichten, 1874, S. 317 und ff .. 1873, Nr. 11 an dem in Anm. 
zu Nr. 126 angegebenen Orte veröffentlicht worden. Von 1875-1890 hat Lie 
in verschiedenen Journalen unzählige Noten und Abhandlungen über seine tiefen 
Untersuchungsmethoden der totalen und partiellen Differentialgleichungen ver
öffentlicht. Es ist unmöglich, auch nur die Titel derselben anzugeben. Wir 
verweisen auf das Werk: Theorie der Transformationsgruppen, unter Mitwirkung 
von Dr. Friedrich Engel bearbeitet von Soph'lls Lie, Professor der Geometrie 
an der Universität Leipzig. Leipzig. B. G. Teubner, 1888 (X + 632 S. in 80), 
1890 (VIII + 555 S.). Ein dritter und letzter Band ist unter der Presse. 
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Unter diesen Elementen muss sich das Anfangselement befinden: 

(9). 

Wir stellen die Integrale des Systems (8) durch die Gleichungen 

z = {,,, Xi = {i, pi = {n+i . (10) 

dar, wo die Functionen ( von X n und den Anfangswerthen der Variabeln 
abhängen. Es ist zu beachten, dass xmo eine überschüssige Constante und 
Pmo eine durch die Relation (7) gegebene Function der andern Anfangs
werthe ist. 

Wir können somit den folgenden Satz aussprechen: 
Alle~Integrale der Gleichung (1), welche das Element (9) 

gemeinsam haben oder die sich im Punkte 

Zo, xl,o, ... , x"'o 

berühren, haben eine Schaar von Elementen gemeinsam, welche 
durch die Gleichungen (8) oder (10) gegeben werden; mit andern 
Worten, dieselben berühren sich längs einer Linie, welche durch 
die n ersten Gleichungen (10) dargestellt wird. 

Lie hat die Gesammtheit dieser gemeinsamen Elemente die Charak
teristik von f genannt.1) 

Folgerung. Zwei Lösungen 

z=F, z= rp 

einer und derselben Gleichung { = 0 haben eine gemeinschaft
liche Charakteristik. 

Aus den Relationen 
F = rp8F _ <l~ ol!' a~ 

, aX, iXt' . . ., 8xn"":: aXn_ t ' 

welche wegen (= 0 die folgende nach sich ziehen: 

oE' o~ 

aXn 8xn' 

folgt nämlich, dass es wenigstens ein System von Werthen der Grössen 
x giebt, für welche die durch die beiden Lösungen bestimmten Grössen z 
und P einander gleich werden. Diese Lösungen haben somit ein gemeinsames 
Element und infolge dessen auch eine gemeinschaftliche Charakteristik.2) 

1) A.bhandlung B, Theorem I; Abhandlung C, Theorem Bo, S. 325. 
2) Diese Bemerkung ist neu, aber im Folgenden nicht weiter benutzt. 
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129. Methode von Cauohy. - Aus den Gleichungen (10) kann 
man, wie wir in Nr. 108 gesehen haben, eine Lösung von (1) ableiten, 
indem man die Anfangswerthe, betrachtet als Functionen von n - 1 
Variabeln u, der Bedingung unterwirft, dass sie den Relationen 

dzo dxt,o + + dxn- t •o 
du = Pl,O du . . . P,,-1.0 ~- (11) 

genügen sollen. Zu dem Ende braucht man nur zo' x1•0 , ••• , X,,_l.O con
stant zu nehmen. Eliminirt man dann Po zwischen den Gleiohungen (10), 
so findet man die Lösung: 

Man kann dieses Resultat folgendermassen aussprechen: 

Sämmtliche Charakteristiken von {, welche durch einen 
Punkt (zo, xt.o, ... , xn_ 1 ,o) hindurchgehen, erzeugen ein Integral 
von (.1) 

Man kann den Gleichungen (11) auch genügen, wenn man setzt: 

und annimmt, dass z;', PI,n, ... , Pm.lI' X",+l,O, ... , x",o Constanten sind 
(Nr. 111), was zu einem Satze führt, der dem vorigen entspricht, falls 
m=n-l. 

Aus dem Vorhergehenden ersieht man, dass man bei Benutzung der 
Theorie der Charakteristiken: 1) der Cauchy'schen Methode oder der nicht 
wesentlich davon verschiedenen von J aco bi modificirten Pfaff'schen Me
thode, 2) der von Mayer an diesen beiden angebracht.en Modificationeine 
sehr einfache Form geben kann. 

130. Eigenschaften zweier unendlich wenig versohiedener 
Elemente. 2) - Es sei 

eine Lösung der Gleichung (= 0, so dass man zwischen zwei unendlich 
nahen Elementen die Relation 

') Abhandlung B. Bemerkung zum Theorem I; Abhandlung C, Bemerkung 
zum Theorem a, S. 325. 

') In den Schriften Li e 's sind wir dieser Bemerkung nicht begegnet. Das 
bezügliche Theorem von Mayer (Nr. 129, am Ende) kann einen Beweis in den 
Fällen liefern, wo der der Cauchy'Rchen Methode äquivalente Satz nicht besteht. 
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oder anders ausgedrückt, die Beziehungen 

lW 
PI = :;-, ... , Pu = 

aXt 

BF 
BXll 

hat. Lässt man Xu X 2, ••• , x ll unendlich wenig variiren, so ändern sich 
auch die Grössen z, PI' ... , Pn unendlich wenig. Mithin: Zwei unend
lich nahe gelegene Elemente eines Integrals oder zwei Ele
mente, welche durch unendlich nahe bei einander gelegene 
Punkte hindurchgehen, haben unendlich wenig von einander 
verschiedene Berührungscoordinaten oder sind unendlich wenig 
gegen einander geneigt. 

Auch die Umkehrung dieses Satzes ist richtig: Zwei unendlich 
nahe gelegene und unendlich wenig gegen einander geneigte 
Elemente sind so beschaffen, dass man hat: 

Es seien nämlich A und B zwei unendlich nahe gelegene und unend
lich wenig gegen einander geneigte Elemente: 

wo ~z, 6x" 6Pi unendlich klein sind, und es seien mit a und b die 
Punkte bezeichnet: 

(z, Xi) und (z + 6z, Xi + 6xJ 

Durch den Punkt a geht eine Cauchy'sche Lösung, welche von allen 
diesen Punkt enthaltenden Charakteristiken gebildet wird und in einem Punkte 
c die durch B hindurchgehende Charakteristik trifft. Das Element dieser 
Charakteristik, welches durch c hindurchgeht, nennen wir C. Convergirt 
das Element B gegen das Element A, so convergirt c gegen a, dem es 
somit ebenso wie b unendlich nahe liegt. Daraus folgt, dass die Coordi
naten des Elementes C nur unendlich wenig von denen des Elementes B 
oder des Elementes A verschieden sein können. Wir stellen dieselben durch 

dar und setzen: 

6z = 6'z + 6"z, . 6Xi = iYXi + 6"x i • 

Da A und c einer und derselben Lösung angehören, so hat man: 
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WO [; unendlich klein von der zweiten Ordnung ist. Ebenso ist: 

wo [;' ebenfalls von der zweiten 
selben Charakteristik angehören. 
kommt: 

Ordnung ist, da Bund C einer und der
Addiren wir diese beiden Relationen, so 

wo [;/1 unendlich klein von der zweiten Ordnung ist. Mithin ist schliesslich, 
wenn man das Differential von z nimmt: 

oder: 
dz = Pldxl + .. ' + Pndxll' w. z. b. w. 

Wir werden unendlich wenig verschiedene Elemente diejenigen 
Elemente nennen, welche die hier in Rede stehende Eigenschaft besitzen. 

Es ergiebt sich hieraus, dass es, um ein Integral von f = ° zu 
finden, nothwendig und hinreichend ist, oon unendlich wenig 
verschiedene Elemente (Nr. 5) zu finden. 

131. Charakteristische Congruenz; charakteristische Mannig
faltigkeit,!) - Wir betrachten zwei partielle Differentialgleichungen 

f= 0, qJ = 0, 

welche gemeinschaftliche Lösungen besitzen, und ein Element A, welches 
diesen Lösungen und den gegebenen Gleichungen gemeinsam ist. Der 
NI'. 128 zufolge enthalten die gemeinschaftlichen Lösungen und somit die 
gegebenen Gleichungen die Charakteristik von (, welche durch A hindurch
geht; ferner enthalten aus dem nämlichen Grunde die gemeinschaftlichen 
Lösungen und die gegebenen Gleichungen die unendlich vielen ( 00) Charakte
ristiken von qJ, welche durch die Elemente jener Charakteristik von (hindurch
gehen. Mithin: Wenn gemeinschaftliche Lösungen zweier Glei
chungen ein Element gemeinsam haben, so haben sie deren zwei
fach unendlich viele (00 2) gemeinsam. Das Ensemble diesel' gemein
samen Elemente heisst eine charakteristische Congruenz der gegebenen 
Gleichungen in Bezug auf das betrachtete Element. 

Drückt man die Entstehung der charakteristischen Congruenzen ana
lytisch aus, so erkennt man, dass die Functionen ( und q; in diesen Rech
nungen symmetrisch auftreten. Es folgt. daraus, dass man die charakte-

1) Abhandlung B, erster Theil des Theorems II; Abhandlung C, erster Theil 
der Theoreme b und c. 
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ristische Congruenz von f = 0 und rp == 0, welche durch A hindurchgeht, 
als das Ensemble der unendlich vielen Charakteristiken von 'P betrachten 
kann, welche durch die Elemente der Charakteristik von f, die das 
Element A enthält, hindurchgehen, od.er als das Ensemble der unendlich 
vielen Charakteristiken von {, welche durch die Elemente der Charakteristik 
von 'P, die das Element A enthält, hindurchgehen. 

Das Vorhergehende lässt sich ausdehnen auf eine beliebige Anzahl 
von Gleichungen 

f = 0, 'P = 0, V' == 0, 

welche gemeinschaftliche Lösungen besitzen, die sich in einem Elemente A 
berühren. Durch dieses Element A geht eine Charakteristik von f hindurch, 
welche sich in sämmtllchen gemeinschaftlichen Lösungen und den gegebenen 
Gleichungen selbst vorfindet. Durch jedes Element dieser Charakteristik geht 
auch eine Charakteristik von 'P hindurch, welche innerhalb der verschiedenen 
betrachteten gemeinsamen Lösungen gelegen ist. Durch jedes Element der 
so erhaltenen charakteristischen Congruenz geht eine Charakteristik von V' 
hindurch, die sich unter allen gemeinschaftlichen Lösungen und in allen 
Gleichungen befindet u. s. w. Mithin ergiebt sich schliesslich: Wenn m 
Gleichungen gemeinschaftliche Lösungen besitzen, welche durch 
ein Element A hindurchgehen, so haben sie 00'" allen diesen ge
meinschaftlichen Lösungen gemeinsame Elemente. Die Gesammt
heit dieser gemeinsamen Elemente wird die,.charakteristische Mannig
falt i g k e i t dieser Gleichungen genannt. 

Zusatz I. Man könnte, wie in Nr. 128, leicht beweisen, dass zwei 
gemeinschaftliche Lösungen eines Systems eine charakteristische Mannig
faltigkeit gemeinsam haben. 

Zusatz H. Betrachten wir zwei simultane Gleichungen f = 0, 'P = 0, 
welche eine gemeinsame Lösung besitzen. Die Charakteristiken von fund qJ 

in einem dieser Lösung und den gegebenen Gleichungen gemeinsamen Ele
mente müssen sich respective unter den Elementen von 'P = 0 und von 
f = 0 befinden. Es folgt daraus, dass 'P = ° eine Lösung der Gleichungen 
(8) und {= ° eine Lösung der analogen Gleichungen, welche man erhält, 
indem man { durch q; ersetzt, sein muss. Man hat somit: 

eine Relation, die wir einfach fqJ = 0 schreiben wollen. Dies ist die 
Bedingung der simultanen Integration von Jacobi und Bour. Da die vor
stehende Bemerkung auf beliebig viele Gleichungen anwendbar ist, so kann 
man vermöge derselben jedes System simultaner Gleichungen vervollständigen, 
wie wir in Nr. 79 gesehen haben. 
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132. Kethode von Lie.1) - Wenn zwei Gleichungen { = 0, 
er = 0 der Bedingung {er = 0 genügen, so bildet der Ort der 
charakteristischen Congruenzen, welche durch einen gemein
schaftlichen Punkt gehen, eine gemeinschaftliche Lösung. Denn 
zunächst setzt sich dieser Ort zusammen aus oon-2 charakteristischen Con
gruenzen, deren jede 00 2 Elemente, die somit im Ganzen oon Elemente ent
halten. Um denselben zu finden, genügt es zu bemerken, dass durch den 
gegebenen Punkt (zo' xi,o) oon-2 den beiden Gleichungen gemeinsame Ele
mente gehen, welche man erhält, indem man P1.0' •.. , Pn-2,O auf alle mög
lichen Arten variiren lässt und Pu-l,O' Pn,o mittels der gegebenen Gleichungen 
bestimmt. Nun geht durch jedes gemeinschaftliche Element eine charakte
ristische Congruenz, somit giebt es deren im Ganzen oon-2 mit oou Elementen. 

Ferner sind zwei unendlich naheliegende Elemente A, B unter dieser 
Gruppe von 00 n Elementen unendlich wenig von einander verschieden. Denn 
es ist klar, dass zwei unendlich benachbarte Elemente im Allgemeinen nicht 
zu zwei charakteristischen Congruenzen gehören können, welche durch nicht 
unendlich wenig verschiedene Elemente hindurchgehen. Man muss daher 
annehmen, dass die beiden in Rede stehenden benachbarten Elemente zu 
einer und derselben charakteristischen Congruenz oder zu zwei charakte
ristischen Congruenzen gehören, welche durch unendlich wenig gegen ein
ander geneigte Elemente 

bestimmt sind. 1. Wir wollen zunächst zwei Elemente A, B betrachten, 
welche auf einer und derselben charakteristischen Congruenz liegen. Die 
durch, A gehende Charakteristik von {, welche eine Mannigfaltigkeit von 
einer Dimension ist, trifft die durch B gehende Charakteristik von ({J in 
einem zu der eine Mannigfaltigkeit von zwei Dimensionen darstellenden 
Congruenz gehörigen Elemente C, welches im Allgemeinen A und B un
endlich nahe liegt und somit von beiden unendlich wenig verschieden ist. 
Somit unterscheiden sich auch A und B unendlich wenig, w. z. b. w. 
2. Ferner nehmen wir jetzt an, dass A und B zu den beiden Congruenzen ge
hören, welche durch die Anfangselemente (z01 Xi,O' Pi,O)' (zo, Xi,O' Pi,o + !:,Pi,O) 
charakterisirt sind. Die Coordinaten von A sind dargestellt als Functionen 
von x n_ 1, Xn, zo, xi,o' Pi,O' Aendert man in den Ausdrücken dieser Coordi
naten Pi,O in Pi,O + !:'Pi,O um, so erhält man in der zweiten Congruenz 
ein Element C, welches A und somit B unendlich nahe liegt. Da sich Pi,O 
beim Uebergange von A nach C nur unendlich wenig geändert hat, so ist 
C unendlich wenig von Averschieden; ebenso ist es von B unendlich 
wenig verschieden, da es B unendlich benachbart ist und zu derselben 

1) Abhandlung B, zweiter Theil des Theorems 11; Abhandlung C, zweiter 
Theil der Theoreme bund c. 

M a. n 8 ion, Part. Differentialgleichungeu. 18 
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Congruenz gehört. Mithin sind schliesslich in allen Fällen A und B un
endlich wenig verschieden und der Ort der charakteristischen Congruenzen, 
welche durch einen gemeinschaftlichen, oon unendlich wenig von einander 
verschiedene Elemente enthaltenden Punkt gehen, ist ein Integral (Nr. 130). 

Ebenso beweist man, dass der Ort der charakteristischen Mannig
faltigkeiten von m Gleichungen, welche den Bedingungen simul
taner Integration genügen und durch einen Punkt hindurch
gehen, eine gemeinschaftliche Lösung ist. 

Wie man den Gleichungen eine solche Form geben kann, dass man 
ihre charakteristische Mannigfaltigkeit und somit ihr gemeinsames Integral 
finden kann, haben wir oben angegeben (Nr. 124, 126 und Schluss
bemerkung von Nr. 127). In dem Falle von nur zwei Gleichungen braucht 
man die gegebenen Gleichungen nicht erst zu transformiren.1) 

133 . .Tacobi's Methode. - Betrachten wir m partielle Differential
gleichungen 

(1 = 0, .... , (m = 0, 

welche den Integrabilitätsbedingungen genügen, und nehmen wir an, dass 
man ausserdem k = n + 1 - m Functionen ("'+1> ... , (n+l gefunden 
habe, welche mit den vorstehenden und unter einander den Bedingungen 
fJk = 0 genügen, so behaupten wir, dass die Gleichungen 

(1 = 0, ... , fm = 0, fm+l = a1, ••• , fn+l = a". (f) 

oder diejenigen, welche man daraus erhält, indem man sie nach 10, Pl, ... , Pn 

auflöst: 
10 = F, Pl = Fu ... , Pn = F n (F) 

die 002n + 1-". Elemente des ursprünglichen Systems darstellen, falls av •.. , ak 

willkürliche Constante sind, und dass überdies 10 = F das gemeinsame 
vollständige Integral des gegebenen Systems ist. 

Wir betrachten nämlich das System: 

11 = 0, ••. , fm = 0, /;,,+1 = a1• 

Giebt man a1 einen speciellen Werth, so stellt dieses System nur noch 
002n-11t Elemente des ursprünglichen Systems dar, lässt man aber a1 will
kürlich, so stellt es wiederum 002n+l-m Elemente dar. Diese Elemente 
sind dieselben wie vor der Adjunction von ('''+1 = a1, da diese Relation 
für sich genommen durch die Coordinaten eines beliebigen Elements des 
Raumes befriedigt wird, wenn a1 willkürlich ist. 

1) Wir haben in Nr. 127 die kleine Abhandlung citirt, in welcher Mayer 
die Rechnungen andeutet, die nöthig sind,. um die Lie 'sehe Methode in ihrer 
allgemeinsten Form algebraisch zu begründen. V gl. Abhandlung B von Li e, 
Theorem III und IV. 
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In derselben Weise kann man dem ursprünglichen System die andem 
Gleichungen f = a adjungiren und auf diese Weise an Stelle des ursprüng
lichen Systems das System (f) oder (F) erhalten. Lässt man in d/en Gleichungen 
(F) Xl' ••. , xn um unendlich kleine Grössen sich ändern, während man die 
Grössen a constant lässt, so ändern sich auch z, Pu ... , Pn unendlich 
wenig. Mithin sind die unendlich benachbarten Elemente des Systems (F) 
unendlich wenig verschieden und bilden für jeden Werth der Grössen a 
ein Integral. Somit ist z = F das gemeinsame vollständige Integral und 
man hat: 

oder: 

JF --F· ox; - l 

Aus der letzten Bemerkung geht hervor, dass man die erste Gleichung 
(F) finden kann durch Integration der Gleichung 

in welcher die Grössen P durch ihre aus den n ersten Gleichungen f abge
leiteten Werthe ersetzt sind. Dies setzt jedoch voraus, dass man wisse, 
dass es wirklich ein gemeinschaftliches vollständiges Integral mit k will
kürlichen Constanten giebt, und dies erfährt man durch die Methode von Lie. 

Bemerkung. Das Vorstehende enthält im Wesentlichen die Jacobi'sche 
Methode, d. h. die Art der Bestimmung von z mit Hülfe der Functionen f. 
Da.s Theorem von Poisson und Jacobi und die Methoden von Weiler, 
Boole und Mayer geben die Mittel an, um die Functionen f' mehr oder 
weniger leicht zu finden. 

134. Schluss. - Die verschiedenen Integrationsmethoden der partiellen 
Differentialgleichungen gruppiren sich um die Methoden von Cauchy, Lie 
und J aco bio Wie wir gesehen haben, besteht die letztere wesentlich in 
einer Transformation des gegebenen Systems in ein anderes, welches eine 
Gleichung mehr enthält. Wenn man diese Transformation bis ans Ende 
fortsetzt, so findet man das Integral ohne weitere Rechnung. Man kann 
jedoch stehen bleiben, waun man will, und sich, wie wir in NI'. 125 ge
sehen haben, der Lie'schen Methode bedienen, um das System auf eine 
Gleichung zurückzuführen, welche man nach der Methode von Cauchy 
integriren kann, immer dann, wenn die J aco bi'sche Methode nicht günstiger 
ist (vgl. NI'. 125 und 70, III). 

Vermittelst der Theorie der charakteristischen Linien, Congruenzen 
und Mannigfaltigkeiten kann man somit alle Methoden der Integration der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung in eine einzige zu
sammenfassen. 

18* 



Anhang I. 

Zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.I
) 

Von 

Frau Sophie von Kowalevsky. 

') Abdruck aus Crelle's Journal für die reine und angewandte Mathematik, 
Band 80, S. 1-32. 



Einleitung. 

Es sei eme algebraische Differentialgleichung 

( dy dny ) 
G x, y, dx' ... , dxn = 0 (1) 

vorgelegt, wo G eine ganze rationale Function der unabhängigen Veränder
lichen x, der als Function derselben zu bestimmenden Grösse y und der 
Ableitungen derselben nach x bis zur nten Ordnung bin bedeutet. 

Eine analytische Function ist vollständig bestimmt, sobald irgend ein 
regulärer Zweig derselben gegeben ist. Es kommt also darauf an, auf die 
allgemeinste Weise eine Potenzreihe 

v=O 

wo a, bo' b1 , •.• Constanten bedeuten, so zu bestimmen, dass dieselbe, 
für y gesetzt, der gegebenen Differentialgleichung genügt und innerhalb 
eines gewissen die Stelle a umgebenden Bezirkes convergirt. 

Es muss also, wenn man diese Reihe für y in den Ausdruck 

G (x, y, ~~, ... , ~~) einsetzt und lienseiben nach Potenzen von x - a 
entwickelt, jeder einzelne Coefficient dieser Entwicklung gleich Null werden. 

So erhält man zunächst zwischen a, bo' b1, •.. , bn die Gleichung: 

(2). 

Nun hat aber, wenn y irgend eine reguläre Function von x ist, die ..l,te Ab
leitung von 

( dy dny) G x, y, dx' ... , dxn 
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die Form: 
4 ( dy dny ) dn+l.y (dY dn+l.-ly) 

G x, y, dx' ... , dxn dxn+1. + HI. X, y, dx' ... , dxn+l.-l ' 

. dny 
wo G4 die partielle Ableitung von G in BezIehung auf d-. und HI. eine xn· 

dy dn+l.-ty 
ganze rationale Function von x, y, dx' .•. , dxn + I. -1 bezeichnet. Es muss 

also (für A = 1, 2, ••. , (0) 

G4 (a, bo, bv ... , bn) bn+1. + HI. (a, bo, bt , ••. , bn+I.-Ü = 0 (3) 

sein, wenn der Coefficient von (x - a)1. in der genannten Entwickelung von 

( dy dny) 
G x, y, dx' .•. , dxn 

verschwinden soll. Umgekehrt genügt die für y angenommene Reihe der 
Gleichung (1) formell, wenn die Gleichung (2) und sämmtliche Gleichungen 
(3) erfüllt werden. 

Durch die Gleichungen (3) werden aber sl!.mmtliche Coefficienten b,., 
deren Index> n ist, eindeutig bestimmt, sobald a, bo, bl> .•.. , b" ge
geben sind und zugleich G' (a, bo, bt , ••• , bn) einen von Null verschiedenen 
Werth hat. 

So ergiebt sich der Satz: 
"Nimmt man die Constanten 

a, bo, b1, .•• , bn 

willkürlich, jedoch so an, dass die Gleichung 

eine einfache Wurzel bn hat, so lassen sich die Grössen 

stets in eindeutiger Weise so bestimmen, dass 

l' =00 (x-a)1' 
.l: b1' --,-, 

1'=0 11. 

für y gesetzt, der Gleichung (1) formell genügt." 

Diese Reihe ist aber auch stets innerhalb eines bestimmten 
Bezirks convergent und stellt, wenn man x innerhalb desselben 
annimmt, eine die vorgelegte Differentialgleichung befriedigende 
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Function dar. Aus jeder solchen Reihe entspringt dann ferner 
eine bestimmte (eindeutige oder mehrdeutige) analytische 
Function, von der jeder reguläre Zweig die vorgelegte Diffe
rentialgleichung ebenfalls befriedigt. l ) 

Umgekehrt hat jede die vorgelegte Differentialgleichung befriedigende 
analytische Function Y unendlich viele, durch das angegebene Verfahren 
bestimmbare reguläre Zweige, wenn sie nicht eine sogenannte singuläre 
Lösung der Differentialgleichung ist, d. h. ausser derselben noch der Gleichung 

,( dy dny ) G x, y, dx' ... , dxn = 0 

genügt. In diesem l!'alle kann man aber durch Combination der bei den 
Gleichungen 

G = 0, G' = 0 

zur Bestimmung der Function Y entweder eine algebraische Gleichung oder 
eine Differentialgleichung, von der sie keine singuläre Lösung ist, erhalten. 

Analoge Sätze gelten ferner, wenn zur Bestimmung mehrerer Functionen 
einer unabhängigen Veränderlichen ein System von ebenso vielen alge
braischen Differentialgleichungen gegeben ist. 

Dasselbe kann stets auf die Form 

G'(x, ) dYl Yo, Yl' ... , Yn dx 

(5) 

gebracht werden, wo Yl' ... , Yn die zu bestimmenden Functionen sind, Yo 
eine mit x, Yl' ... , Yn durch eine irreductible algebraische Gleichung 

G(x, Yo, Yl' ... , Yn) = 0 (6) 

verbundene Hülfsgrösse, G, Gl , ... , Gn ganze rationale Functionen von 

1) Dieser Satz findet sich zuerst in der Weierstrass'schen Abhandlung 
Zur Theorie der analytischen Facultäten" (Crelle's Journal, Bd. 51, S.43) 

ausgesprochen, und ist bald darauf auch von den Herren Briot und Bouquet 
bewiesen worden (Journal da l'Ecole polytechnique cah.36). Derselbe bleibt be
stehen, wenn der Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung (1) eine eindeutige 

und in eine beständig convergirende Potenzreihe der Grössen x, y, ddY , ••• , ddn'!L x xn 

entwickelbare Function ist. 
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x, Yo' Yl' ... , Yn und G' die partielle Ableitung von G in Beziehung auf 
Yo ist.1) 

Setzt man dann für A = 0, 1, ... , n: 

(7) 

und nimmt 

so an, dass die Gleichung 

G(a, bo.o, b1•O' ••• , bn•o) = 0 

nach bo.o aufgelöst eine endliche, einfache Wurzel hat, und nimmt diese für 
bo.o' so lassen sich, wenn man die Ausdrücke auf der Linken der Glei
chungen (5), (6) nach Potenzen von x - a entwickelt, die Coefficienten 
der einzelnen Potenzen gleich Null setzt, die Grössen 

bO•1 , bo.2,··· 

bl,l' b1,2"" 

in eindeutiger Weise so bestimmen, dass den Gleichungen (5), (6) fo rmell 
genügt wird. 

Dann sind aber auch die so sich ergebenden n + 1 Reihen (7) stets 
innerhalb eines bestimmten Bezirks convergent und stellen, wenn man x 
auf diesen Bezirk beschränkt, ein System von n + 1 Functionen dar, welche 
die in Rede stehenden Gleichungen wirklich befriedigen. 

Aus demselben entspringt dann ein System (eindeutiger oder mehr. 
deutiger) analytischer Functionen von der Beschaffenheit, dass je n + 1 zu
sammengehörige reguläre Zweige derselben die Gleichungen (5), (6) eben
falls befriedigen. 

Umgekehrt, wenn ein System von n + 1 analytischen Functionen die 
Gleichungen (5), (6), nicht aber zugleich die Gleichung 

oG(x, Yo, Y""" Yn) = 0 
°Yo 

') Wie man jedes System algebraischer Differentialgleichungen auf diese 
"kanonische" Form zurückführen kann, lehrt Jacobi in den Abhandlungen: 
"De investigando ordine systematis aequationum differentialium vulgarium cujus
cunque" (Borchardt's Journal, Bd. 64, S. 237) und "De aequationum differentialium 
systemate non normali ad formam normalem revocanda· (V orleeungen über 
Dynamik, Anhang S. 55.) 
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befriedigt (d. h. wenn dasselbe nicht eine singuläre Lösung des Systems von 
partiellen Differentialgleichungen bildet), so lässt sich, wofern man specielle 
Werthe von a ausnimmt, jedes System zusammengehöriger Elemente l ) dieser 
Functionen durch Reihen, welche in der beschriebenen Weise gebildet sind, 
ausdrücken. 

Die singulären Lösungen erhält man aber, indem man die vorgelegten 
Gleichungen (5), (6) mit der Gleichung 

combinirt. 

l) G(x, Yo, Yl"'" Yn) 
öYo 

o 

Diese Sätze, in der gegebenen Fassung, entnehme ich den Vorlesungen 
des Herrn Weierstrass, meines verehrten Lehrers. In der vorliegenden 
Arbeit habe ich mich nun mit der Aufgabe beschäftigt, zu untersuchen, 
ob und in wie weit sich dieselben auf den Fall ausdehnen lassen, wo zur 
Bestimmung analytischer Functionen mehrerer Veränderlichen partielle alge
braische Differentialgleichungen gegeben sind. 

§1. 

Ich betrachte zunächst das nachstehende System von partiellen Diffe
rentialgleichungen, in denen x, Xl' ..• , xr unabhängige Veränderliche und 
fJ!i' ., ., fJ!n zu bestimmende Functionen derselben bedeuten, während die 

G ~:~ (f{Jl' fJ!2' ••• , f{J n) gegebene in der Form gewöhnlicher, innerhalb eines 

gewissen Bereiches convergirender Potenzreihen dargestellte Functionen von 
CfJll .•• , fJ!n sein sollen: 

(1), 

Um mich kürzer ausdrücken zu können, will ich im Folgenden unter einer 
Potenzreihe mehrerer Veränderlichen (x, Xl' •.• , X,.) stets eine solche ver
stehen, die nur ganze und positive Potenzen dieser Grössen enthält. 

Dieses vorausgesetzt, gelten folgende Sätze: 
A. Sind 

') V gl. § III im Anfang. 
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n willkürlich angenommene Potenzreihen, welche einen gemeinschaftlichen, 
wenn auch beschränkten Convergenzbezirk besitzen, und an der Stelle 

(Xl = 0, x2 = 0, ... , X r == 0) 

sämmtlich verschwinden, so giebt es n bestimmte Potenzreihen von 
(x, Xl' ••• , xr ), welche für x - 0 beziehlich in 

übergehen und, für CfJl1 ••• , fPn in die vorgelegten Differentialgleichungen 
eingesetzt, denselben formell genügen. 

B. Diese n Reihen sind sämmtlich in einem gewissen Bereiche un
bedingt convergent und stellen Functionen dar, welche die Differential
gleichungen (1) wirklich befriedigen. 

Setzt man in die Gleichungen (1) für fP l , ••. , Pn Reihen von der Form 

ein, so erhält man, indem man die Ausdrücke auf beiden Seiten in jeder 
Gleichung nach Potenzen von x entwickelt, zunächst 

( ) ß=;.n (1) ( ) OtpfJ,o +ß=~ G (1) ( ) OtpfJ,o 
'P Xp •• " Xl' 1.1 = ~ GI R 'P1.0, " ., 'Pn,O -,,-+'" ~ . R P1.0'·'" 'Pn,O -.,-

ß=l ," \lX1 fJ==1 '", uX,' 

( ) !l~G(n)( )OtpfJ,o+ +!l~nG(n)( ")OtpfJ,O 'P Xl"'" X,. n 1 = ~ 1 R 'Pl 0"'" 'Pn,O -,,- ". ~ .1> 'PloOl •.• , 'Pn,O -,,-' 
, fJ=1 "" uX1 tt=1 ' ," uXr 

und alsdann jede der Functionen 

ausgedruckt als ganze rationale Function einer gewissen Anzahl der Ab
leitungen von 'Pl,O' ••. , 'Pn,o nach Xl' ••. , X" deren Coefficienten Potenzreihen 
von 'Pl,O"'" 'Pn,O sind. Dabei ist zu bemerken, dass jeder Coefficient der 
letzteren aus einer endlichen Anzahl von den Coefficienten der Ausdrucke 

G~~.~ bloss durch Addition und Multiplication zusammengesetzt wird. 
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Ist nun: 

( (1) X/I XI' ~ 1') 1 x) -I q; - •... -
r 1,0 - 0,"" •.• , 11,. 'P,! 'Pr! 

111 = 0 ., . 00, •. " 11" = 0 ... 00 

q;(Xl , ••. , (. (n:' ~1":' ~r~:.)·/ 
X''')n 0 = I q; , -, .... -

. ' O,l1h' •• , 111' "1. 1I1.! 

111 = 0 .•. 00, ". 11,. = 0 ... CXl 

und setzt man 

(a=l, ... ,n) 

111 = 0 ... 00, •• '.', 11" = 0 ... 00, 

so ergiebt sich jede der Grässen 
(a) 

f{J'lI, 1!t, ••• , '1'1' (a = 1, ., ., n) 

als eine ganze rationale Function einer endlichen Anzahl der Grässen 

(a) 
({Jo, !tt, .•. , ,U/ (a = 1, ... , n) 

und der Coefficienten der 

(2) 

(3) 

und es werden dann die gegebenen Differentialgleichungen formell befriedigt, 
wenn man 

cpa = I( q;(Xl' ... , X,.)a,1' :';) (a~l, ... ,,,J 

I 
(4) 

Jl = 0 ... 00, Jll = 0 ... 00, "', Jlr = 0 ··.00 

setzt. 
Um nun zu beweisen, dass diese Reihen sämmtlich innerhalb eines be

stimmten Bezirks unbedingt convergent sind, ersetze ich das vorgelegte 
System von Differentialgleichungen durch ein anderes von derselben Form: 
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in welchem in jeder der Reihen G(r~ ('lf1' .•• , 'lfn) jeder einzelne Coefficient 
a,p 

positiv und nicht kleiner als der absolute Betrag des entsprechenden 

Coefficienten in G~:~ ('lf1' •.. , 'lfn) ist. Zugleich nehme ich an Stelle jeder 

der Reihen q;(x1 , ••• , xr)a,o (a = 1, ... , n)eine andere 'If(x., ... , x,.) a,O 
an, in der ebenfalls jeder einzelne Coefficient positiv und nicht kleiner als 
der absolute Betrag des entsprechenden Coefficienten in q; (xu ... , XI') ,,," 
ist. Wenn alsdann 

den Ausdruck bezeichnet, der jetzt an die Stelle von 

q;(a) 
!t, !LI, • •• , f.tr 

tritt, so el'hellt aus dem, was über die Zusammensetzung des letzteren aus 

den Coefficienten der Reihen G~~ und 'lfa,o gesagt ist, dass der erstere 

positiv und nicht kleiner als der absolute Betrag des anderen sein wird. 
Kann man also von den Reihen 'lf1' ... , 'lfm wo 

(a = 1, .. . , n) 

P = 0 ... 00, /.1,1 = 0 ... 00, ••• , PI' = 0 ••. 00 

ist, beweisen, dass sie sämmtlich innerhalb eines bestimmten Bezirkes con
vergent sind, so steht dasselbe für die Reihen q;1' ... , q;n fest. 

Dieses vorausgesetzt, werde, wie es immer möglich ist, eine positive 

Grösse g so angenommen, dass sämmtliche Reihen G(r~ (q;1, •.. , q;n) con-
«", 

vergiren, wenn 
q;1 = q;2 = , . ' , = q;n = g 

gesetzt wird; dann kann man eine zweite, ebenfalls positive Grösse G so 
annehmen, dass aus dem Bruche 

G 

1 _ 1/11 + 1/12 + . . . + 1/1n ' 
9 

wenn derselbe nach steigenden Potenzen von 'lf1l ••. , 'lfn entwickelt wird, 
eine Reihe G('lf1' ••. , 'lfn) entspringt, in welcher jeder einzelne Coefficient 
positiv und grösser als der absolute Betrag des entsprechenden Coefficienten 

in jeder der Reihen G(r~ (q;1' .. " q;n) ist. 
a,r 
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Ebenso kann man zwei positive Grössen 9' und (! so wählen, dass in 
ler Reihe, welche aus der Entwickelung des Bruches 

g'(X, + x. + ... + X,.) 
1- x, + X. + ... + x,· 

f! 

lach steigenden Potenzen von Xl, .•• , X r hervorgeht und die mit 'If(x1 ,.·., x,.)o 
oezeichnet werden möge, jeder Coefficient positiv und grösser als der absolute 
Betrag des entsprechenden Coefficienten in jeder der Reihen 

wird. 
Werden dann in dem System (5) sämmtliche Reihen 

-(1') ----
Ga,{l ('lf17 ... , 'lfn) = G ('lfl' ... , 'lfn) 

angenommen und wird zugleich festgesetzt, dass für X o jede der 
Functionen 'lfa in 

übergehen soll, so sind die eben angegebenen Bedingungen erfüllt, und es 
braucht also nur bewiesen zu werden, dass die so definirten Reihen 'lfl' •.. , 'lfn 

innerhalb eines gewissen Bezirks convergent sind. 
Unter den gemachten Voraussetzungen werden aber die sämmtlichen 

Reihen 'lfll ... , 'lfn einander gleich und Functionen bloss von X und von 

X, +X2~' ,+X1" 

f! 

Das System (5) reducirt sich also, wenn man 

111 _ _1/1-,-",-+-,-_, '_'-.:+ 1/111 
T - 9 , !J 

setzt, so dass 9 'd (für a = 1, ... , n), 'lfa = - 'If Wlr n 
partielle Differentialgleichung 

(J1/1 lt (J1/1 
-(Jx 1-1/1 (Jy 

wo a eine positive Constante bedeutet. 

auf die 

Dabei ist noch die Bedingung hinzuzufügen, dass für X 0 

by 
'If m 1-31 

übergehen soll, wo b ebenfalls eine Constante bezeichnet. 

einzige 

(6), 
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Die Gleichung (6) besagt nichts weiter, als dass zwischen den Grössen 
'1Jl und (1 - 1p) Y + ax eine Relation besteht. Diese wird aber durch 

die Festsetzung, dass 1p für x = ° in 1 by übergehen soll, eine völlig -y 
bestimmte; und es ergiebt sich zwischen 1p, x, y die Gleichung 

woraus man 

1p-

1-'1/1 
(1 - 1p) Y + ax = b + 1/1 1p, 

1 - (1 - h) 1/ - ax - Y(1- (1 + b)y - a;I':)2 -4abx 
2(1 - y) 

erhält, mit der Bedingung, dass bei der Entwickelung dieses Ausdrucks 
nach Potenzen von x, y das Anfangsglied in der Entwickelung der Quadrat· 
wurzel 1 sei. 

Die so sich ergebende Potenzreihe von x, y hat nun einen bestimmten 
Convergenzbezirk, und es sind zugleich ihre Coefficienten durchweg positiv, 
wie man sofort si.eht, wenn man die Entwickelung von 1p nach der im 
Vorstehenden auseinandergesetzten Methode vornimmt. Es wird daher auch 
die Potenzreihe von (x, Xl' ••• , x,.), in welche 1p durch die Substitution 

y= X 1 +···+XI' 

Il 

übergeht, emen bestimmten Convergenzbezirk besitzen. Für jedes innerhalb 
dieses Bezirkes enthaltene Werthsystem (x, Xl' ••• , x,,) sind dann sicher 
auch die Reihen f{Jl' ., ., fPn sämmtlich unbedingt convergent. Dieselben 
besitzen also jedenfalls einen gemeinschaftlichen Convergenzbezirk und stellen, 
wenn man die Veränderlichen (x, Xl, ••. , XI') auf einen innerhalb desselben 
liegenden Bereich in der Art beschränkt, dass für jedes in dem letzteren 
enthaltene Werthsystem (x, Xv ... , XI') das System der zugehörigen Werthe 
von (CPl' .' ., CPn) dem gemeinschaftlichen Convergenzbezirk der Reihen 

G~~ angehört, Functionen von (x, Xl' •.• , X,.) dar, welche die gegebenen 

Differentialgleichungen befriedigen und zugleich für X = 0 in 

cP (Xl' ••• , Xr )l,O, • '" cP (Xl' ••. , X,.) 1/,0 

übergehen; w. z. b. w. 

Zusätze. 

A. Es ist angenommen worden, dass cp(x1 , •• ·, xrko, .... , f{J(x1, ••• , x'.)n.O 
sämmtlich verschwinden, wenn jede der Grössen x, Xl' ••• , XI' den Werth 
Null erhält. Die entwickelten Sätze behalten aber ihre Gültigkeit, wenn 
nur die Functionen cP a,o so angenommen werden, dass das Werthsystem 

cp(O, ... , 0)1,0, .... , cp(O, .•. , 0)",0 
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dem gemeinschaftlichen Convergenzbereich der Reihen G~~~ angehört, wie 

aus dem gegebenen Beweise ohne Weiteres folgt, wenn man 

als die zu bAstimmenden Functionen einführt. 
B. Es bleiben ferner alle Sätze bestehen, wenn an Stelle des be

trachteten Systems von Differentialgleichungen das folgende gegeben ist, 

in welchem sämmtliche Functionen G~~ (qJh ••• , qJn) dieselbe Beschaffen

heit haben, wie in jenem: 

~'E' ( (1) Vtp(l ) + d 1) (qJ1' ..• , qJn) 

1 
ox L: G",(l (qJl' •.. , qJn) vx. 0,0 

'V = 1 ... r, ß' 1 ... n 
(la). 

Vtpn l (n) ) vtpß) G(n) ( ) j .E G. (t(qJl, ... , qJn -\1- + q;1' ..• , qJn vx 1, X" 0,0 

11= 1 ... 1', ß=l ... n 

Dies ergiebt sich sofort, wenn man den vorstehenden Gleichungen noch 
eIDe neue 

Vtpo = ° 
vx 

hinzufügt, mit der Festsetzung, dass für x ° 

sein soll, so dass man jedes der Glieder G (Y) mit ~tpo multipliciren darf, 
0,0 ux, 

und auf diese Weise ein Gleichungssystem von der Form (1) erhält. 
C. Sodann behalten die in Rede stehenden Sätze ihre Gültigkeit auch 

dann, wenn in den Gleichungssystemen (1) und (la) die Functionen G (Y2 
"'" sämmtlich oder zum Theil Quotienten zweier Potenzreihen sind. Man hat 

nur in diesem Falle das Werthsystem 

qJ(O, .•. , 0)1.0' .... , q; (0, •.. , 0)",0 

so zu wählen, dass dasselbe dem gemeinschaftlichen Convergenzbezirk aller 
Zähler und Nenner angehört und keiner der Nenner verschwindet, wenn man 

q;1 = q;(0, ..• , 0)1.0' .... , qJn = q;(0, ... , O)n.o 
setzt. 

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 19 
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Wenn nämlich diese Bedingungen erfüllt sind, so lassen sich die 

Functionen G (r~ sämmtlich in Potenzreihen von 
"w 

C{Jl - C{J(Q, ••• , 0)1.0' " .. , C{Jn - C{J (0, ... , 0)11,0 

entwickeln, wodurch dem Gleichungssystem die ursprünglich vorausgesetzte 
Form gegeben wird. 

D. Wenn man nun beachtet, dass die durch das auseinandergesetzte 
Verfahren für C{Jl, •.• , C{J" sich ergebenden Reihen vollständig bestimmt 
sind, dass sie den vorgelegten Differentialgleichungen genügen und für x = 0 
beziehlich in 

übergehen sollen, so ergiebt sich schliesslich, wenn man alles Vorstehende 
zusammenfasst, folgendes Resultat: 

Es sei gegeben ein System partieller Differentialgleichungen von der 
Form: 

G(l)( otp, - (1) Otp,l1) (1) t Pl, ... , C{Jn) -~- - I G , (C{Jl, •.• , Pli) -~- + G (C{Jl"'" C{Jn) 
~ ~ ~ ~ 

(a = 1 ... }., ß = 1, ... , n) 

. " .... (l b) 

G (ll)( ) Vtpn ,,( G(n)( ) lJtp,~) G(I/)( ) 
C{Jl' ••• , C{Jn -~- = .:... "ß C{Jl' •.• , C{J" -~ - + (Pl' ... , (P" , 

uX ' uXa; 0,0 

(a = 1 . .. j', ß = 1 . . . n) 

in denen die G (l'l und G (r) sämmtlich Potenzreihen von C{Jl, ••. , C{J1l sind, 
a,IJ 

und es seien auf irgend eine Weise n Potenzreihen von x, Xl' ••• , XI' 

C{Jl(X, Xl> •.. , x r), .••• , C{J,,(X, Xl' ••• , X,.) 

hergestellt, welche für Pl' ... , C{J" gesetzt den Differentialgleichungen 
formell genügen, so dass in jeder dieser Gleichungen die Ausdrücke auf 
der linken und rechten Seite, wenn man sie nach Potenzen von X, xl> ... , Xl' 

entwickelt, in den Coefficienten der gleichstelligen Glieder übereinstimmen, 
so werden jene Reihen stets innerhalb eines bestimmten Bezirks convergiren 
und analytische Functionen, welche die Differentialgleichungen wirklich be· 
friedigen, darstellen, sobald nur folgende Bedingungen erfüllt sind: 

a) Es müssen die Reihen 

p(O, Xl' ••• , X'.)l, .... , C{J(O, Xl' ••• , X,.)" 

emen gemeinschaftlichen Convergenzbezirk besitzen; 
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b) es muss das Werthsystem 

f{J (0, 0, ... , 0)1' •... , f{J (0, 0, ... , O)n 

innerhalb des gemeinschaftlichen Convergenzpezirkes der Functionen 

.. "' 
enthalten sein; 

c) es darf keine der Functionen G(r) (f{J1' . .. , f{Jn) an der Stelle 

(f{J1 = f{J(0, ••. , 0)1' .... , f{Jn = f{J(O, .•. , 0)11) 
verschwinden. 

Wenn insbesondere die G (1'), G (1') sämmtlich ganze Functionen oder 
a'lfl 

beständig convergirende Reihen von f{J1' ••. , f{Jn sind, so ist die Bedingung b) 
von selbst erfüllt. 

§ 2. 

Ich nehme jetzt an, es sei zur Bestimmung einer Function f{J von 
r + 1 Veränderlichen (x, Xl' ••. , X,.) irgend eine algebraische partielle 
Differentialgleichung nter Ordnung gegeben und auf die Form 

'( (ja + '" + ... + ",. rp ) 
G X, Xl' .•. , Xn f{J, ••• , ,; "(j a " ". . .• = ° uX Xli ... tJXr l 

(1) 

gebracht, wo G eine ganze rationale Function von x, Xl' ... , X,., f{J und 
denjenigen Ableitungen 

(j"+«'+'" +"rrp 
~~~~--~~-"--, 

(jx"(jx, ", ... (jx~" 

III denen 
a + a l + ... + ar ~ n 

ist, bedeutet. Dabei darf man voraussetzen, es sei diese Gleichung in derr 
Sinne irreductibel, dass G nicht das Produkt zweier Ausdrücke von der
selben Form ist. 

Es handelt sich darum, auf die allgemeinste Weise ein diese Differential
gleichung befriedigendes Functionenelement (in dem Sinne, wie Herr 
Weierstrass dies Wort gebraucht) 

f{J(X, Xl' .•. , XI'I a, a1, .•. , a,) 

zu bestimmen, d. h. eine innerhalb eines bestimmten Bezirks convergente und 
der Differentialgleichung genügende Poteilzreihe von x-a, x1 - a l , ... , X -ar, 
wo a, al , ... , ar Constanten bezeichnen. 

Hl* 
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Ich betrachte nun zunächst den Fall, den ich den normalen nennen 
will, wo von den Ableitungen 

{lnlJl OnlJl_ OnlJl 

oxn.' ox~""" oxJ! 

onlJl G wenigstens eine - ich will annehmen '" - - m wirklich vorkommt. 
uxn 

Dieses vorausgesetzt, lässt sich zeigen, dass man eine der Differential
gleichung genügende Reihe 

(a = 0 ... 00, a l = 0 ... 00, •••. , al' = 0 .. , (0) 

erhalten kann, m der, wenn man sie auf die Form 

(1') 

bringt, von den Functionen cp(xl ' ., XI' laI' ... , al') die n ersten 

(0) (11-1) 

cp(xv .'" xrlat , ••• , a,.), .... , cp(x l , ••• , xl'lall •.. , ar ) 

im Allgemeinen willkürlich angenommen werden können, die übrigen dann 
aber durch die Differentialgleichung bestimmt werden. 

Setzt man die für cp angenommene Reihe in den Ausdruck auf der 
Linken der Gleichung (1) ein, und entwickelt denselben nach Potenzen von 
x-a, Xi-al, ... , XI'-al') so muss zunächst das constante Glied ver
schwinden, d. h. es muss 

sein. 
G (a, al , ••• ) ar , vo, .. "0 ••• va, "I, ... , "I' ... ) = 0 (2) 

Ich bezeichne ferner zur Abkürzung 

0"+"1+ '" +"" lJl (x, Xl' ... , XI' I a, al' ... , ar) 

oxaox/" .•. ()x~" 

mit ({Ja, "" ... , "r und (I') 

cp (xo ... , x,·la l , .•• , a,.) 
(1') 

b10ss mit cp. Dann wird für X = a 

(a) out +· .. + ar p . 
cpa, ab .•• , "I' gleich a a 

0:1\ I ..• oXr " 
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Entwickelt man nun 

G(X, Xl' ... , XI" cP, ... , cpu, "\' ... , u,. ... ) 

nach Potenzen von x-a, so wird der Coefficient von (x-a)O eine ganze 
(n) 

Function von cp, deren Coefficienten ausser den Veränderlichen Xl' ... , Xl' 
(0) (1) (n-l) 

nur die Functionen cp, cp, ... , cp und deren Ableitungen nach Xl' ..• , X r ent
(n) 

halten, und es muss cp so bestimmt werden, dass diese Function, welche 
(n) (n) 

mit Go (cp) bezeichnet werde, verschwindet, und zugleich cp eine Potenzreihe 
von x t -- al' ... , XI' - al' wird. Dies ist aber immer, und zwar nur auf 
eine einzige Weise, möglich, wenn man a, al, ... , a,. und diejenigen Grössen 

ba , UI •.•. , Ur, 

In denen 

ist, so annimmt, dass sich aus der Gleichung (2) für bn•o . .. ',0 wenigstens 
ein endlicher Werth, der eine einfache Wurzel der Gleichung ist, ergiebt. 
Diese Bedingung als erfüllt vorausgesetzt, sind die Reihen 

(0) (1) (n-l) 

cp, cp, ... , cp 

im Uebrigen willkürlich, jedoch so, dass jede von ihnen einen Convergenz
bezirk besitzt, anzunehmen. Die Coefficienten der Reihe 

(u) 

cp, 

die dann stets auch einen gewissen Convergenzbezirk besitzt, werden rational 
aus den Coefficienten der vorstehenden und aus bn,o, .. ',0 zusammengesetzt; 

(n) 

es giebt also so viel verschiedene Functionen cp, als verschiedene Werthe 
von bn,o, ... .Ql die einfache Wurzeln der Gleichung (2) sind, existiren. 

Differentiirt man ferner den Ausdruck G, als Function von X be
trachtet, so hat die .2te Ableitung desselben die Form 

'11 0" + AqJ ( ) G (cp",o, .. "0) llxn+i + HA x, Xl' ... , X,., cp, .... , cpa, "\' .. "Ur' •••• , 

wo G' (CPn,O, " '.0) die partielle Ableitung von G nach CPn,O," ',0 ist und H). 
eine ganze Function von x, Xl"'" X,. und denjenigen Grössen cpa, alo . '" a,. 
bezeichnet, in welchen 

a + a l + . , . + al' 5 n + .2, 
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ist. 
(x- a);( 

Der Coefficient von in der erwähnten Entwickelung von G 
l! 

hat also die Form: 

wo Go und H;(,O diejenigen Functionen von x l1 .•. , X,. bezeichnen, in welche 
G' und H1 dadurch übergehen, dass man X = Ct und 

setzt. 
(n) 

Dieser Coefficient muss nun gleich Null sein, und da sich, weil G'o( 'P) 
an der Stelle (Xl = al , •.• , X" = a,.) nicht verschwindet, 

1 

meine Potenzreihe von Xl - a l , ..• , Xl' - a,. entwickeln lässt, so ergiebt 
(n+;() 

sich 'P als Potenzreihe von Xl - av ... , X,, - CtI', welche völlig bestimmt 
ist, sobald 

(0) (1) (n + 1-1) 

'P, 'P, ... , 'P 
(0) (1) (n-1) 

es sind. Daraus folgt, dass sich, wenn man a, al, ... , al" 'P, 'P, .. " 'P den 
obigen Bedingungen gemäss annimmt, darauf nach Fixirung des Coefficienten 

(n) 

bn,o, ... ,0 zunächst 'P und dann 

(n+ 1) (n+2) 

'P, 'P, ... 

so bestimmen lassen, und zwar nur auf eine einzige Weise, wie es erforder
lich ist, wenn der Ausdruck 

(.) (x-ar 
'P = .1: 'P (Xl' , .. , Xl' lai' ... , ar)~, 

71. 

der vorgelegten Differentialgleichung formell genügen soU. 

Um nun zu beweisen, dass 'P ein Element einer diese Gleichung be· 
friedigenden analytischen Function von X, Xl' .. " Xl' darstellt, hat man zu 
zeigen, dass sie innerhalb eines gewissen Bezirkes convergirt. 

Dies geschieht in folgender Weise: 
Ich setze 

X = a + U, Xl = al + Ul , ..• , XI' Ctl' + UI" (3) 
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und bezeichne, unter f{J jetzt die Potenzreihe von u, u17 ••• , u verstehend, 
in welche f{J (x, Xl' •.. , X r I a, a1, ••• , ar) durch diese Substitution über
geht, 

beziehlich mit 

°IP f{J, llU' . .. , 

f{Jo, f{Jv ... , f{Jn, 

sowie die übrigen Ableitungen 

0" + "I + ' .. + ar IP 

ox"ox1 "I • • • OX~/" 

m denen a + al + 
mit f{Jn+t, .•. , f{J". 

+ a r :s:: n ist, in irgend einer Ordnung genommen 

Dann hat man 

Ferner kann man, wenn A > 0, 

OIPn + i. 
~ 

( 4). 

(5) 

setzen, wo f.1, eine der Zahlen 1, ... , s und v eme der Zahlen 1, ... , r 
ist. (Ist nämlich C{Jn+l = C{Ja, ab"" "1" SO ist mindestens eine der Zahlen 
al' ... , a,., z. B. a,. von Null verschieden, und man hat dann 

ucp "+11 "1 ... , al' -1, ... , Ur 

OUr ' 

und es ist C{J,,+1, Ulo ••• , ,,~-1, .. " ",. eme der Grössen C{Jo, C{Jl' •.• , C{Js). 

Bezeichnet man ferner, unter G wie vorhin den Ausdruck auf der 
linken Seite der Gleichung (1) verstehend, dessen partielle Ableitungen in 
Beziehung auf x, C{Jo, C{Jl, ••• , C{Js respective mit 

so hat man: 
G'( )OIPn 

IPn OU 

= -{ GI(x)+GI(IPO)~~O + ... + GI(IPn_I)OIPo:-l +GI(IPn+l)OlPan;1 + .. +GI(IPS)~~s}. 
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also: 

GJ(gJn) ~CP-" = - 17n(G'(gJn+l)~CP/L) - ni/ (G'(gJl)gJ1+1) - G'(x) (6). 
uU 4=1 u~ 1=0 

Endlich ist: 
VX = 1 vXI 0 
V/t ' VU = , ... , VXI' = 0 

Vzt 
(7). 

Die Gleichungen (4), (5), (6), (7) bilden nun für die Grössen x, X u ... , :&1', 

gJo, gJb ••. , gJ.. welche sämmtlich Potenzreihen von U, Ub ..• , u,. sind, 
ein System partieller Differentialgleichungen von der in § I, Zusatz D be
trachteten Form. Da sie nun überdies den dort unter' (a) und (c) ange
gebenen Bedingungen genügen, so ist damit festgestellt, dass sie sämmt
lich innerhalb eines bestimmten Bezirks convergiren. 

Jede auf die angegebene Weise hergestellte Potenzreihe 

gJ(X, xI> ... , X,. i a, al , ... , a .. ) 

ist also wirklich ein Element einer die vorgelegte Differentialgleichung be
friedigenden analytischen Function. 

Es ist jetzt noch zu untersuchen, ob man umgekehrt auch für jede 
der vorgelegten Differentialgleichung genügende analytische Function gJ ein 
sie definirendes Element durch das auseinandergesetzte Verfahren erhalten 
kann. 

Es sei. 

gJ(X, Xl' .•• , XI') = .E 
u, "t, .•. , u,' 

ein beliebiges Element einer solchen Function, so bestehen für dasselbe, 
wenn die obigen Bezeichnungen beibehalten werden, die Gleichungen: 

(n) 

Go(gJ) = 0 
(11) (11 +1) 

(}~(gJ) gJ + H1,o = O. 

Wenn nun bn,O .•. '.0 nicht eine mehrfache Wurzel der Gleichung 

G(a, a1, ',' ., an bo, •. . ,0' ... , ba, a! . ... , ar> .•• , bn,o, ... ,0) = 0 
(11) 

ist, so sind durch diese Gleichungen und die Bedingung, dass gJ an der 
Stelle (Xl = al' .•• , X,. = al') den Werth bn•O ... '.0 haben soll, 

(11) (11+1) (11+ 2) 

gJ, gJ, gJ, .. .. 
vollständig bestimmt. 
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Nun besitzt aber die Function stets unendlich viele Elemente, für 
welche bn,o, .. ',0 eine einfache Wurzel der ebengenannten Gleichung ist, 
wofern die Function nicht eine sogenannte singuläre Lösung der Differential
gleichung ist, d. h. ausser dieser auch der Gleichung 

genügt. Damit ist bewiesen: 

Ist ({J irgend eine der vorgelegten Differentialgleichung, aber nicht auch 
der Gleichung 

G,(onlp) = 0 
ox" 

genügende analytische Function, so lässt sich jedes Element 

(p(X, Xl' ••. , XI' 1"-, 11" ••. , a,) 

,( o"lp ) derselben, für welches G ox"- an der Stelle (x = a, Xl = a1>.'" X r = a,.) 

einen von Null verschiedenen Werth hat, durch das im Vorstehenden ent
wickelte Verfahren bestimmen. 

In dem Falle aber, wo ({J eine singuläre Lösung der Differentialgleichung 
ist, erhält man für sie durch die Combination der bei den Gleichungen 

a = 0, (},(()1!~) = 0 
o.:c 

entweder eine algebraische Gleichung oder eine partielle Differentialgleichung, 
der sie als nicht singuläre Lösung genügt. 

§ .'1. 

Wenn die vorgelegte Differentialgleichung nicht die normale Form hat, 
so kann man ihr dieselbe doch stets dadurch geben, dass man an Stelle 
der Grössen x, Xl' " ., XI' ebenso viele lineare Functionen derselben Y, Yt, ... , y,. 
als Argumente von ({J einführt. 

Setzt man nämlich 

Y= b + cx + CI X1 + ... + CI'X" 

Yt= 7/ + c'x + Cixl + ... + c;x r 
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wo die b, C Constanten bezeichnen, welche der Bedingung unterworfen sind, 
dass die Determinante 

C, Cl' CI' 

c~, c~, c~. 

... , C(I') 
r 

nicht gleich Null sein darf, so verwandelt sich der Ausdruck 

G (x, Xl' ••. , X,., cp, . .. , CP'" "b ... , "I' .•. ) 

m einen anderen von derselben Form 

G(Y, Yl, ... , YI" cp, ... , 

in welchem ebenso wie in G nur Ableitungen von nicht höherer als der 
n ten Ordnung vorkommen; und es lässt sich zeigen, dass derselbe im All
gemeinen, d. h. wenn man specielle Werthsysteme der Constanten c, Cl' •••. CI' 

ausschlie~st, die Ableitung 

wirklich enthält. 

llnIP 

lly" 

Davon überzeugt man sich am leichtesten auf folgende 'Yeise. 
Man hat, wenn man mit 

'Pa l , a;, ... , u;., tpa",u1', ... , a~~, •... 

die III G vorkommenden Ableitungen der nten Ordnung bezeichnet: 

llG - = Go + Glm .. , , 1'" ,,' + G.(/)"" + 1 "" a" + ... , ox ,v. -,... -, "'"1" • • , ..... J' .. I '1' .•• , l' 

wo Go, Gl , ••• , Gp nur Ableitungen von niedrigerer als der n + 1 ten Ord
nung enthalten. Nun ist aber 

0"+1 
Ca' + 1 Ca', c",' . ..... _IP + .. . 

t ••• l' llyTl+l 

a" + 1 a" all on+l«p ...L 
C C" ••• CI'I' 0Ij"+1 I 

u. S. W., 

wo die weggelassenen Glieder nur solche Ableitungen 

llß + I~, + ." + ,8r IP 

oy(i'iJy~' .... 'iJyf.r 
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3nthalten, in denen ß + ßl + ... + ßr = n + 1, aber ß< n + 1 ist. 
Man hat also 

wo in den weggelassenen Gliedern, nachdem die in ihnen enthaltenen Ab
leitungen von q; nach x, Xl' ••. , XI' in Ableitungen nach y, Yl' •.. , Y,· ver

on+'q:> 
wandelt worden, lly"+' nicht vorkommt. 

Wählt man nun die Constanten C, Cl' ••. , CI' so, dass der Coefficient 
lln+'q:> 

von llyn+ 1 in der vorstehenden Gleichung, als Function von x, Xl' ... , X r , ••• , 

cp", alt. '" "I', '" betrachtet, nicht identisch verschwindet - was nm: für 
specielle Werthsysteme der c, Cl' ... , CI' eintreten kann -, so wird derselbe 
auch nicht identisch gleich Null, wenn man in ihm an Stelle der Veränderlichen 
x, Xl' .. " XI' die Y, Yl' ... , Yr einführt und die Ableitungen q;u, a" ... , a,. 
in Ableitungen von q; nach y, Yl' ... , y,. verwandelt; und es kommt also 

die Ableitung ~::~~ wirklich vor. Es ist aber: 

oG 'OG (jG 'OG 
- - c- + cl + .... + CI' ~y,.' llx - 0!l ll!h u 

llG 
und es kann daher ox' auf die angegebene Weise transformirt, die Ableitung 

'0 "+ 'q:> _ll"<p, 
"1/"+1 nur dann enthalten, wenn in G die Ableitung -. vorkommt. 
u lly" 

Nimmt man insbesondere 

Y X - (( - Cl (Xl - ((1) - •.. - CI' (X,. - a,.) 

Yl Xl - ((1 

YI' = XI' - al" 

so sieht man, dass bei gehöriger Wahl von Cl' •• " CI' sich q; stets nach 
Potenzen von 

entwickeln lässt, und dass man diejenigen Functionen, in welche 

o<p ll"-l<p 
q;, llx' ... , oxn - 1 

für 
X a + c, (x, - ((,) + ... + Cr (x,. -ar) 
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übergehen, als Potenzreihen von Xl - av ' '" X - a,. 1m Allgemeinen 
willkürlich nehmen kann, 

Die im Vorstehenden beschriebene Umformung der vorgelegten Diffe
rentialgleichung könnte in dem Falle unnöthig erscheinen, wenn in dieser 
Gleichung zwar nicht die nte Ableitung von q; nach x, aber doch eine andere 
omq> 
oxm (wo m < nabel'> 0) vorkommt und überdies in den übrigen Ab-

leitungen 
0" + ". + ... + al" q> 

a<m ist. 
Denn nimmt man wie oben: 

(v) (x-a)" 
q; = E q; (xll ' , " :t:r I a1 , ' •• , ar ) ! v. 

an und entwickelt den Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung nach 
Potenzen von X - a, so erhält man zunächst eine Gleichung zwischen 

(0) (1) (m) 

q;, q;, .... , q; 

und einer gewissen Anzahl der Ableitungen der m ersten dieser Functionen 
(0) (1) (111-1) 

nach xll ... , XI" Nimmt man dann die Reihen q;, q;, ... , q; willkürlich 
an, doch so, dass die Gleichung, in welche die ebengenannte übergeht, wenn 

(111) 

man Xl = a1 , ••• , XI' = ar setzt, nach q; aufgelöst, eine endliche, einfache 
(m) 

Wurzel hat, so kann man q; als Potenzreihe von Xl - a l , ... , XI' - a,. 
so bestimmen, dass sie die erstere Gleichung befriedigt und für Xl = al , •.. , 

XI" = ar in jene Wurzel übergeht. 

Die übrigen Coefficienten der genannten Entwickelung liefern sodann 
zur Berechnung der übrigen Functionen 

(111 + .) 
q; (Xl' ... , XI' laI' .. " a,.) 

die erforderlichen Gleichungen, durch welche sie sämmtlich, und zwar eIll
deutig, bestimmt werden. 

Man erhält so, ganz III der oben auseinandergesetzten Weise, eIlle 
Potenzreihe 

welche für q; gesetzt die gegebene Differentialgleichung formell befriedigt. 
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Aber ich habe bemerkt, dass, wenn diese Reihe convergent sein soll, 
(0) (m-i) 

die Functionen 'P, •.. , 'P nicht willkürlich angenommen werden können, 
sondern solchen Beschränkungen unterworfen sind, dass man im Allgemeinen 
sagen kann, die Reihe 

'P (x, Xl' ... , XI'I a, au ... , a,.) 

convergire an keiner Stelle (x, Xl' •.. , X,.), wie nahe man dieselbe auch 
der Stelle (a, av . . " ar) annehmen kann. 

Ich begnüge mich aber hier, dies an einem Beispiel nachzuweisen. 
Es sei die Differentialgleichung 

~~ o'!p 
oX oy' 

gegeben. Wenn 'Po(Yib) irgend eine Potenzreihe von y - b ist, so genügt 
die Reihe 

1'= 00 
ä'~!po (y I b) (x - u)~ 

dy~ ~- 11! 

dieser Differentialgleichung formell und geht für X = a III 'Po(Y I b) über, 
sie besitzt aber nur bei einer ganz besonderen Wahl von 'Po(Y I b) einen 
Convergenzbezirk, während im Allgemeinen sie für kein Werthsystem (x, y) 
eine bestimmte endliche Summe hat. 

Es sei z. B. a = 0, b = 0 

'Po (y I b) 
1 

1 ~-y' 
Dann ist 

dn!po n! 
dy" (1--=-11)"+ l' 

und die obige Reihe geht III 

'}'=OO 

L) 
1,=0 

2v! 
v! 

x" 

über, von der es leicht zu sehen ist, dass sie divergent ist, wie klein auch 
x, y angenommen werden. 

Um allgemein zu zeigen, welche Bedingung die Function 'Powlb) er
füllen muss, damit ein die gegebene Differentialgleichung befriedigendes 
Element 'P(x,yla,b), das für x = a in 'Po(Y[b) übergeht, existire, bemerke 
ich, dass die Differentialgleichung in Beziehung auf die Veränderliche y 
die normale Form hat; wenn man daher zwei Functionen 

(0) (1) 

'P(x I a), 'P (x [ a) 
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willkürlich annimmt, so kann man qJ(a:,yla, b) nach dem Vorhergehenden 
so bestimmen, dass diese Function der gegebenen Differentialgleichung ge
nügt und für y = b 

und 

(0) 

qJ(a:, Yla, b) in qJ(a: I a) 

vrp (x, y I a, b) • (1) 
"~-~--"--_. III qJ (a: I a) oy 

übergeht. Und zwar erhltlt man, da in diesem Falle 

(2) 

qJ (a: I a) nur den einen 

hat: 

(0) 

Werth orp (x I a) 
---ax 

als den allgemeinsten Ausdruck von qJ(a:,yla,b). 

Ist nun 
(0) 

qJ (a: I a) -
1'= 00 

'\. v 
., c" (a:-a) 

"=0 
und 

(1) 

qJ (a: I a) -
1'=00 

.l: '( )" C" a:-a , 
"=0 

so ergiebt sich: 
" = 00 , I' == 00 1 

(JJo(ylb) = qJ(a, yla, b) = .l: ;-)' cr(y- b)2" + I (2 v+·1), C;,(y-b)21'+1. 
,'=0 ( v. I' =() v . 

Bezeichnet man nun mit {! eine positive Grösse, die kleiner ist als 
(0) (1) 

der Radius des gemeinschaftlichen Convergenzbezirks der Reihen qJ, qJ, und 
die absoluten Beträge von c", c~ mit I c"l, i c:'1 , so lässt sich eine positive 
Grösse g so angeben, dass für jeden Werth von v 

I c" I < g{!~I, I c:' I < g{!-' 

ist. Es muss also qJo (y I b) so gewählt werden, dass für zwei bestimmte 
Grössen g, {! dem absoluten Betrage nach 

, 
als (;v)! g{!-' der Coefficient von (y - 7)2V kleiner ist 

" 
(y _b)2"+1 

" " 

v! _I' 

" (2v+ I)! g{! . " " 
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Daraus folgt, dass die Reihe 

liemals convergent ist, wie klein man auch x - a, y - b annehmen möge, 
wenn die Reihe f{Jo (y I b) nur einen beschränkten Convergenzbezirk besitzt. 
Aber auch wenn f{Jo (y I b) eine beständig convergirende Reihe ist, kann die 
vorstehende Reihe beständig divergent sein. Dies ist z. B. der Fall, wenn 
man 

annimmt, weil dann die eben angegebenen Bedingungen für die Coefficienten 
der Reihe f{Jo (y I b) nicht erfüllt sind. 

§ 4, 

Ich gehe jetzt zu dem Fall über, wo zur Bestimmung von m Functionen 
f{J1, ••• , f{Jm von r + 1 Veränderlichen x, xl> ... , XI' ein System von m 
algebraischen partiellen Differentialgleichungen gegeben ist, welches in Be
ziehung auf f{JJ. von der nAteu Ordnung sein 'möge. Ich setze dabei voraus, 
dass dasselbe die normale Form habe, d. h. dass in demselben die Ab
leitungen 

O"lcp] (jlllncpm 
---, ..... ,---
ü.r"t 'ila;/Im 

wirklich vorkommen, und dass es, wenn man diese Grössen als die Unbe
kannten, die übrigen in ihm vorkommenden aber als willkürlich gegebene 
betrachtet, auflösbar sei, und nur eine endliche Anzahl von Werthsystemen 
der genannten Grössen liefere. 

Der ersten Bedingung ist, wenn sie nicht von selbst erfüllt sein sollte, 
stets durch eine lineare Transformation der unabhängigen Veränderlichen 
in der im vorhergehenden Paragraphen angegebenen Weise zu genügen. 

Was dagegen die zweite Bedingung angeht, so bleibt allerdings noch 
zu untersuchen, ob ein Gleichungssystem von nicht normaler Form stets 
durch ein ähnliches Verfahren, wie es Jacobi bei einem System gewöhn
licher Differentialgleichungen angewandt hat, auf ein normales zurückgeführt 
werden könne, worauf ich aber hier nicht eingehen kann 1). 

Dieses vorausgeschickt, bringe ich das vorgelegte Gleichungssystem 
folgendermassen auf eine "canonische" Gestalt: 

') Über den hier gemachten Vorbehalt und als Ergänzung zu der Abhand
lung von Fr. v. Kowalevsky vergleiche man die kürzlich erschienene (April 
1891) Inaugural-Dissertation des Herrn C. Bourlet: Bltr les equations aux derivees 
partielles simultanees qtti contiennent plusieurs fonctions inconnues. Paris, Gauthier
Villars et fils, 1891 (63 S. in 4°). (P. M.) 
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Man kann, um die Grössen 

durch x, Xl' ..• , X,., PI' ... , <Pm und die in den gegebenen Gleichungen 
enthaltenen Ableitungen von P1' ... , <P'/I auszudrücken, eine lineare Function 
der ersteren 

+ ... + 

wo Cv ... , Cm willkürlich anzunehmende Constanten bezeichnen, als unbe
kannte Grösse einführen. Man erhält dann für <Po eine algebraische Glei
chung 

ifj = O. 

wo ifj eine ganze Function von Po, deren Coefficienten ganze und rationale 
Functionen der als bekannt angenommenen Grässen sind, bezeichnet. 

Es sei G ein unzel'legbarer 'l'heiler von ifj, so entspricht jedem Werthe 
von CjJo. welcher der Gleichung 

(;=0 

genügt, em \Verthsystem der unbekannten Ableitungen 

G I 
"G'""" ., 

oTlJll fPrn = Gm 
oxnm (]I' 

wo 
G' 

ist. 
Es werden daher die gegebenen Gleichungen ersetzt durch eine gewisse 

Anzahl von Gleichungssystemen der Form 

G(CjJo) = 0 

I on, 
G' ""-~-= G oxnt 1 

uJ 
(1), 

ü'hn 
G'~= oxnm 

wo die sämmtlichen G, wenn man 

mit CjJl; «, "11 ••• , "" bezeichnet, ganze rationale Functionen von X, X u ... , XI" 

und denjenigen Grössen 
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sind, in denen - für den jedesmal betrachteten Werth von 2 -

ist. 
Es handelt sich nun darum, m + 1 Functionenelemente 

auf die allgemeinste Weise so zu bestimmen, dass dieselben für ({Jo, ({Jl, ••• , ({Jm 
gesetzt, die Gleichungen (1) befriedigen. 

Man setze, unter 2 eine der Zahlen 0, 1, ... , m verstehend, 

= 1:(b(l) (x-a)" (x,-a,)"' ... (Xr-ar)"/") 
({Jl le, "1,"" U" a' a ' a ' . l' r' 

(a=ü ... -oo, al=ü ... oo, ... ,al"=ü ... oo) (2) 

a=oo (a) . (x- a)U 
= 1: ({JJ. (Xl"'" Xrl al , ... , a,,) --, -

«=0 . a. 

die Constanten a, al , ... , a" und sämmtliche Coefficienten b(l) vor-
a, alt. '0' Ur 

läufig ganz unbestimmt lassend, und entwickele den Ausdruck G nach Po-
tenzen von x - a, Xl - a1, ••• , X r - an so erhält man das constante 
Glied dieser Entwickelung, das mit G bezeichnet werden möge, wenn man 
inG 

a, ltll .•. , ar für x, xl' .•• , x" 

und 
b(O) r' m 

0,0, "0,0 ur.."o 

setzt. Dann muss, wenn dIe Gleichungen (1) befriedigt werden sollen, 
zunächst 

G=O 

sein. Diese Gleichung 
Grössen auszudrücken. 
in dem Ausdrucke G 
kommt. 

dient dazu, um b~·~ •...• 0 durch die eben genannten 
Die letzteren müssen also so gewählt werden, dass 

die zu bestimmende Grösse b(O) wirklich vor· 
0'0,···,0, 

Entwickelt man ferner G nach Potenzen von x - a, so wird der 
• (0) 

Coefficient von (x - a)O, der mit G«({Jo) bezeichnet werden möge, dadurch 
erhalten, dass man in G 

a für x 
a.+". +a" (a) o cp(x, • .. '. XI" I aB ... , ar) für 

a a epl; a, al' "'J Sr ox,' ... oxr" 
Man s ion. Part. Dilferentialgleichungen. 20 
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und 
(0) 

({Jo für ({Jo 
setzt. Es ist also: 

(0) 
eine ganze Function von ({Jo mit Coefficienten, welche ganze Functionen von 

ferner von 
(0) (nI-Ir (0) (nm-1) 

({Jl' .•• , ({Jl' ••• , ({Jm' ••• , ({Jm 

und einer gewissen Anzahl der Ableitungen dieser Functionen sind. Die
selbe geht in G- über, wenn man Xl = al , ••• , XI' = ar nimmt. Unter-

·rft I d' . G k d G" b (l) Wl man aso le In vor ommen en rossen a, al , ... , ar , a, al, ... , a,. 

der Bedingung, dass die Gleichung G = 0, nach b~~~ .. , 0 aufgelöst, minde

stens eine endliche einfache Wurzel besitze, und versteht jetzt unter bo~~.,o 
(0) 

eine solche, so giebt es eine völlig bestimmte Function ({Jo(xl!"" XI' I al , ..• , a,.), 
(0) 

welche, für ({Jo gesetzt, der Gleichung 

• (0) 

G(({Jo) = 0 (3) 

genügt, und in b~:~ .... , 0 übergeht, wenn man Xl = al , .•• , X,. = al' setzt. 
Dabei können die Coefficienten der eben genannten n l + n2 + ... + n m 

Functionen 
IJL) 

({Jl (Xl' ..• , Xl' I al , .•• , a,.), 

abgesehen von der angegebenen Beschränkung, ganz willkürlich angenommen 
werden, selbstverständlich jedoch so, dass jede von ihnen einen Convergenz
bezirk besitze. Dann hat die in der angegebenen Weise bestimmte Function 
(0) 

({Jo (Xl! ••• , Xl' I al> ... , a,.) ebenfalls immer einen gewissen Convergenzbezirk. 

Differentiirt man ferner den Ausdruck 

als Function von X betrachtet, so hat die yte Ableitung desselben die Form 
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WO Jt;,l) eine ganze Function von x, Xl' ••• , XI' und denjenigen Grössen 

({J!(,; a', (Xl' ... , Ur' 

III denen - bei dem je~esmal betrachteten Werth von A -

a + a1 + ... + a r <;: n,n + v, a < niL + v 

ist, bezeichnet. 

Die Entwickelung von 

nach Potenzen von x - a hat also die Form 

wo G', ir,,'.) aus G', H~ll dadurch entstehen, dass man setzt: 

x=a 
und 

Es hat ferner die vte Ableitung des Ausdruckes G nach x die Gestalt: 

wo It,,0). dieselbe Gestalt wie die vorstehenden Functionen H~I.) hat. 

Bezeichnet man also mit 
ipl, H;O) 

die Ausdrücke, m welche CWl, H~~) dadurch übergehen, dass man x = a 
und 

(a) 
_ 0"1 + ... + ar~1' 

fJJ,u,; a, (Xt, .•. , U/, - r;:. a, "A Ur 
uX , '" uXI' 

setzt, so ist der Coefficient von (x -, a)V in der Entwickelung von G nach 
v. 

Potenzen von x - a 

20* 
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Damit also die Gleichungen (1) befriedigt werden, muss man haben 

',(nl+v) *(l) 
G f{JA + H v = 0, (...1, = 0, 1, ... , m) . (4). 
* 

Da sich, weil G' an der Stelle (Xl = an ... , X/, = a,) nicht verschwindet, 

1 -.-
G' 

in eine Potenzreihe von Xl - al> ... , Xl' - al' entwickeln lässt, so er
geben sich aus den Gleichungen (4) 

(v + 1) (n, +v) (nm + v) 

f{Jo, f{JI'" .• , f{J1II 

als Potenzreihen von Xl - al , ... , Xl' - an welche vollständig bestimmt 
sind, sobald 

es sind. 

(0) 

f{Jo 

(0) (/l,-1) 

f{JI, ..•. , f{J1 

(0) (mn-1) 

f{Jm, ..... , f{Jm 

Daraus folgt, dass, wenn man a, al , ... , al' und die vorstehenden 
Functionen Cu) 

f{JA (Xl' .•• , Xl' laI' ... , a r) (für ...1, = 1, ... , m) 

den angegebenen Bedingungen gemäss, im Übrigen aber willkürlich annimmt, 
darauf, nach Fixirung der aus der Gleichung 

(0) 

sich ergebenden Coefficienten b~~~, "',0' zunächst f{Jo und dann die sämmtlichen 
(nA +v) 

Functionen f{JA (Xl' .•• , Xl'I al> ... , ar) sich so bestimmen lassen, und zwar 
nur auf eine einzige Weise, wie es erforderlich ist, wenn 

"=00 (a) (x-a)" 
f{Jo = E f{JO(XI,"" xrl al , ... , ar) --,-

a=O a. 

a=oo (a) (x-a)" 
f{J1 = E f{J1 (Xl> •.• , Xl' I al , .•• , a,,) --,-

a=O a. (5) 

«=00 (a) (x-a)" 
f{Jm = E f{Jm (xl> .. " Xl' laI' ' , ., a,.) 

«=0 a! 

den Gleichungen (1) formell genügen sollen. 
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Um nun zu beweisen, dass die so bestimmten Ausdrücke C{Jo, C{Jl' •.• , C{Jm 

ein System von Functionenelementen bilden, welches die Gleichungen (1) 
wirklich befriedigt, hat man nur zu zeigen, dass ~ie innerhalb eines be
stimmten Bezirks convergiren. 

Ich setze wieder 

x = a + u, .. .. , 

und verstehe jetzt unter C{JJ.j a, ab ••• , ar die Potenzreihe von U, U1, ••• , ur, 

in welche 
Oa + "I + ... +arcp). 

oxaox, a, ••• ox~r 

durch diese Substitution übergeht. 
Dann hat man 

(.I ~ 1, ... , m)} (6), 

G' llcp).j ").- 1>0'·· ·'o = G 
llit ). 

wo man, wenn n;. = 1 ist, nur die letzte Gleichung beizubehalten hat. 
Ferner hat man 

G' llcpo + H(Ü) = 0 ou 1 , 

wo H~o) eine ganze Function von U, Ul , •.. , Ur und denjenigen Grössen 

III welchen für den jedesmal betrachteten Werth von f-t 

a + a 1 + ... + ar ~ n/-< + 1, a.<:::: n/-< 

ist. Man kann aber aus H~o) die Grössen 

und deren erste Ableitungen nach den Veränderlichen Xl' ... , Xr vermittelst 
der Gleichungen (4) eliminiren, und erhält so eine Gleichung 

(G')k °cpo - G = 0 
llu ° (7), 
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wo k eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, ... und Go ein Ausdruck von derselbeu 
Gestalt wie die GA in den Gleichungen (6) ist. 

Sodann hat man für jede Function (jJl.j u, a .. ••• , Ur' in welcher 

a + tlt + ... + a,. < n;. 

und mindestens eine der Grössen a17 • • ., ar , z. B. 4,.. > 0 ist, 

Endlich ist 

a«p,1; U, "h .. _,alu, ... Ur 

llu 
Iltp;'j a + 1, •.. u,.., ••• , Ur 

llu,.. 

~~ = 1, ~Xl = 0, ... , ll; ... = 0 
uU uzt uU 

So ergiebt sich für x, xl! ... , XI' und diejenigen Functionen 

f/JA; ", alt· .. , ",., 

(8). 

(9). 

in welchen a + tlt + ... + ar < n;. ist (wobei jedoch jetzt jede, solche 
Function, auch wenn sie in den Gleichungen (1) nicht vorkommen sollte, 
in Betracht zu ziehen ist), ein System partieller Differentialgleichungen von 
der in § I, Zusatz D, betrachteten Form. 

Damit ist festgestellt, dass sie Potenzreihen von u, ~~, ... , Ur oder 
x - a, Xl - al , ••. , XI' - ar sind, welche sämmtlich innerhalb eines be
stimmten Bezirks convergiren, indem die am angeführten Orte unter a, b an
gegebenen Bedingungen in diesem Falle erfüllt sind. 

Der Beweis ferner, dass man für jedes die Gleichungen (1) befriedigende 
System analytischer Functionen ein dasselbe definirendes System von 
Functionenelementen durch das beschriebene Verfahren erhalten kann, wird 
ganz so geführt, wie es am Schlusse des § II für den Fall, dass nur eine 
Differentialgleichung vorliegt, geschehen ist. Die singulären Lösungen der 
Gleichungen (1) bilden diejenigen Functionensysteme (jJo, (jJl' ••• , (jJm, welche 
ausser den genannten Gleichungen auch noch die Gleichung G' = 0 be
friedigen. Die Bestimmung dieser singulären Functionensysteme lässt sich 
aber immer durch algebraische Gleichungen oder vermittelst eines Systems 
anderer Differentialgleichungen, von dem sie keine singulären Lösungen sind, 
bewerkstelligen. 

Hiermit ist die Aufgabe, die ich mir gestellt habe, vollständig gelöst. 
Ich bemerke aber noch Folgendes. Auch transcendente partielle Differential
gleichungen lassen sich in vielen Fällen auf das Gleichungssystem (1) in 
der Art zurückführen, dass 

G, G17 ••• , Gm 
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nicht rationale, aber in der Form beständig convergirender Potenzreihen 
darstellbare ganze Functionen von 

X, Xl' •.. , X, und den Grössen qJl; a, a" ••• , IXr 

sind. In diesem Falle behalten die im Vorstehenden gefundenen Resultate 
ihre volle Gültigkeit, wie aus der Herleitung derselben ohne Weiteres er
sichtlich i.st. 

Berlin im Juli 1874. 



Arlhang II. 

Untersuchung der Methoden zur Integration partieller Differential
gleichungen zweiter Ordnung mit einer abhängigen und zwei 

unabhängigen Veränderlichen.1) 

Von 

v; G. Imschenetsl{y. 

') Übersetzung eines Aufsatzes in Grunert's Archiv Bd. 54, S. 209-360. 



Einleitung. 

Die Theorie der Differentialgleichungen stellt ein so eng verkettetes. 
so streng logisches Ganzes dar, dass die Möglichkeit der Auflösung jedes 
neuen Problems, dem man beim Vorwärtsschreiten in dieser Theorie be
gegnet, von der mehr oder weniger vollständigen Art und Weise abhängt, 
in der man die vorher aufgetretenen Probleme niedrigerer Ordnung gelöst 
hat. Dieser enge Zusammenhang zwischen allen 'rheilen der Lehre ist ein 
Übelstand, sobald sich bei einer gewissen Art von Aufgaben Schwierigkeiten 
einstellen, die den Kräften der mathematischen Analysis einen längeren 
Widerstand zu leisten vermögen; denn ein Hinderniss in der Entwickelung 
eines einzigen Theiles macht sich störend bemerkbar in dem ganzen System, 
dessen verschiedene Theile ein organisches Ganzes bilden. Dieser Übelstand 
verwandelt sich aber in einen V ortheil, so oft man bei irgend einem Punkte 
der Theorie einen bemerkenswerthen Erfolg errungen hat; die Überwindung 
eines beträChtlichen Hindernisses zieht zuweilen den Einsturz andrer Hinder
nisse nach sich und giebt der Entwickelung der gesammten Theorie einen 
kräftigen Anstoss. So hat die neuere Ausbildung der allgemeinen Methoden 
der Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung den 
Aufbau und die Vervollständigung der Theorie der simultanen canonischen 
Gleichungen mächtig gefördert, aber auch zur Weiterbildung der Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung sehr viel beigetragen. 

Ist einmal die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ord
nung endgültig begründet., so kommen naturgemäss die partiellen Differential
gleichungen höherer Ordnung an die Reihe; und auf die Lösung dieses 
letzteren Problems müssen jetzt die Bemühungen der Mathematiker gerichtet 
sein. Infolge des organischen Zusammenhanges, welcher zwischen sämmtlichen 
Theilen der 'l'heorie der Differentialgleichungen ebenso wie zwischen den 
Unterabtheilungen eines jeden Theiles besteht, giebt sich eine bemerkens
werthe Analogie und Einheit in den Auflösungsmethoden der von ihr um
fassten Aufgaben kund, mag auch sonst deren Natur noch so verschieden 
sein. Daraus folgt, dass, wenn der Analyst einer Aufgabe begegnet, deren 
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Lösung zwar bis zu einem gewissen Punkte gediehen, aber bei diesem 
Punkte ihrer Entwickelung Halt zu machen gezwungen war, er sich vor 
Allem Rechenschaft zu geben suchen muss von dem Wege, den man bis 
dahin verfolgt hat, zumal wenn dieser Weg von Männern wie D'Alembert, 
Euler, Laplace, Lagrange, Monge, Ampere gebahnt wurde. 

In der That kann das aufmerksame Studium dessen, was bereits ge· 
macht worden ist, zuweilen zeigen, dass der fernere Erfolg weniger von 
der Erfindung neuer Methoden als von einer vollständigeren und allgemeineren 
Anwendung der älteren Methoden abhängt. 

Die Theorie der Integration der partiellen Differentialgleichungen 
höherer Ordnung zerfällt in zwei Theile. In dem ersten betrachtet man 
Differentialgleichungen von complicirten Formen und sucht entweder ihre 
allgemeinen Integrale unter endlicher Form zu bestimmen oder die gegebenen 
Gleichungen auf Formen zurückzuführen, die die einfachsten sind unter 
denen, deren Integrale sich nicht durch endliche Ausdrücke darstellen 
lassen. In dem zweiten hat man es mit diesen vereinfachten Gleichungen 
und den Methoden ihrer Integration, sei es mit Hülfe von Reihen, sei es 
mit Hülfe von bestimmten Integralen, zu thun. 

In der vorliegenden Abhandlung behandle ich die auf die bei den 
Theile der Theorie bezüglichen Fragen für den Fall der partiellen Diffe
rentialgleichungen zweiter Ordnung mit einer abhängigen und zwei unab
hängigen Veränderlichen. Indem ich einen kurzen,aber möglichst voll
ständigen Abriss der hauptsächlichen Auflösungsmethoden dieser Art von 
Problemen gebe, glaube ich eine Lücke ausgefüllt zu haben, welche in den 
systematischen Lehrbüchern der Integralrechnung besteht. Die meisten 
Autoren beschränken sich in der That auf die Darlegung der Monge'schen 
Methode; zuweilen enthalten die vollständigeren Werke auch die Methoden 
von Euler und Laplace. Keiner aber erwähnt, soviel ich weiss, die Ar
beiten von Am pere über diesen Gegenstand, die im 17. und 18. Hefte 
des Journal de l'ecole polytechnique veröffentlicht sind. Die Untersuchungen 
Am p ere's, welche die Theorie der Integrale und die Methoden der Inte
gration für die Fälle umfassen, auf welche die Monge'sche Methode nicht 
anwendbar ist, sollten einen beachtenswerthen Platz in jedem gewissenhaften 
Lehrbuch der Integralrechnung einnehmen, während man gewöhnlich, wie 
eben erwähnt, nur die Methode von Monge, zuweilen mit mehr oder 
weniger glücklichen formellen Anderungen, darlegt. Die Nichtbeachtung 
der schönen Arbeit Ampere's ist zum Theil ohne Zweifel durch die Art 
der Abfassung der bei den umfangreichen Abhandlungen veranlasst, welche 
sich nicht in Kürze wiedergeben lassen; ich habe indessen alle meine Kräfte 
aufgeboten, um dies Ziel zu erreichen. Ich habe die Mittel gefunden, im 
Verlaufe meiner Auseinandersetzung die Ergebnisse meiner eigenen Unter
suchungen an den durch die Anordnung des Stoffes gebotenen Stellen ein
zuschieben. 
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Unter diesen Resultaten erlaube ich mir einen Versuch einer Verall
gemeinerung der Laplace'schen Methode (Kap. II, § 9) und eine neue 
Form, die ich der Auseinandersetzung der Methode der Variation der will
kürlichen Constanten gegeben habe (Kap. IV), hervorzuheben. Der mit 
diesem Gegenstande vertraute Leser wird leicht die minder wichtigen 
Stellen erkennen, in denen ich mich von meinen Quellen, die ich überall 
in den Anmerkungen am Fusse der Seiten sorgfältig angegeben habe, 
entferne. 



1. Kapitel. 

Theorie der Integrale der partiellen Differentialgleichungen. 

§1. 

1. Die Integrationsmethoden einer jeden Klasse von Differential
gleichungen gründen sich auf die Art und Weise, wie wir uns einerseits 
die Form und die Zusammensetzung ihrer Integrale, andrerseits den Gang 
und die verschiedenen charakteristischen Umstände der Bildung der be
trachteten Differentialgleichungen mittels ihrer Integrale vorstellen. In der 
That muss die Methode zur Integration einer Differentialgleichung im All
gemeinen darin bestehen, dass man in umgekehrter Richtung den Weg 
durchläuft, den man, je nach der Annahme über die Form des Integrals, 
hätte einschlagen müssen, um zu dieser Differentialgleichung zu gelangen. 
Obwohl dieser umgekehrte Weg im Allgemeinen viel schwieriger ist, als 
der directe Weg, wird er doch durch die Besonderheiten des letzteren und 
seines schliesslichen Zieles erleichtert. Geleitet von dieser Analogie werden 
wir zunächst, bevor wir die Methoden zur Integration der partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung auseinandersetzen, die Theorie ihrer 
Integrale geben. 

2. Trotz unsres Wunsches, die Einführung von Bezeichnungen, die 
nicht durch den gewöhnlichen Gebrauch sanctionirt sind, zu vermeiden, 
werden wir doch zuweilen ge~wungen sein, von dieser Regel abzuweichen, 
und wollen sogleich eine Festsetzung treffen, die im Übrigen keine Schwierig
keiten darbieten wird. Stellen wir z. B. durch den Buchstaben ~t eine ex
plicite oder implicite Function der beiden Veränderlichen x, y dar, so be
zeichnen wir durch u~) die partielle Ableitung dieser Function, die man 
erhält, indem man in beliebiger Reihenfolge i-mal nach x und k- mal nach 
y differentiirt, so dass also die Indices der Differentiationen nach x und y 
immer rechts von dem Buchstaben u geschrieben werden und zwar der 
erstere oben, der letztere unten. Sobald wir veranlasst sind, an Stelle 
der Veränderlichen x und y auf Grund irgend einer zwischen x, y und a be
stehenden Relation die neuen Veränderlichen x, a oder vielmehr auf Grund 
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zweier verschiedenen zwischen x, y, a, ß bestehenden Relationen die neuen 
unabhängigen Veränderlichen a, ß einzuführen, werden 'wir in diesen beiden 
Fällen zur Bezeichnung der partiellen Ableitungen der Function u die ge
wöhnlichen Bezeichnungen 

(li + ku oi + ku 

'liXiaak ' oai'ilpk 
anwenden, 

Es ist kaum nöthig hinzuzufügen, dass man bei diesen verschiedenen 
auf die unabhängigen Veränderlichen bezüglichen Annahmen partielle Ab
leitungen wie 

(i) d (liu 
U un oxi ' 

(lku(i) (li + ku 

oa" und llxioak ' u. s. w. 

nicht als gleich betrachten darf. 
3. Wenden wir die vorher erwähnte Festsetzung an und bezeichnen 

wir mit zeine Function der beiden unabhängigen Veränderlichen x, y und 
mit F einen Ausdruck, der in bekannter Weise aus den unter diesem 
Zeichen auftretenden Grössen zusammengesetzt ist, so können wir die partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung unter der allgemeinen Form 

F(x, y, Z, Zl, Z" Zll, Zl" z,,) = 0 (1). 

darstellen, und ebenso wird die allgemeine Gleichung mter Ordnung dar
gestellt sein durch 

F( ~I, ~II 1 (m) (111-1) '", ) - 0 x, y, z, ~, Z" w , Z" Zf" ... , Z ,Z, , ... , Zm-l' 101m - (2). 

Um möglichst allgemeine und von der Ordnung der Gleichung unab
hängige Resultate zu erhalten, wollen wir die charakteristischen Eigen
schaften der Integrale der Gleichung mter Ordnung (2) untersuchen. 

Die Gleichung (2) kann als eine zur Bestimmung der unbekannten 
Function z gegebene Bedingung betrachtet werden; und da wir ausser 
dieser Bedingung keine andere Bedingung weiter kennen, so wird die 
Function z durch diese Bedingung auf die allgemeinste Weise bestimmt 
sein, wenn sie dieser Bedingung und allen unmittelbar daraus ableitbaren 
Folgerungen genügt. Solcher Folgerungen der Gleichung (2) giebt es 
unendlich viele; dieselben werden erhalten, wenn man diese Gleichung be
liebig oft nach x und y differentiirt. Die Veränderliche z soll ferner be
stimmt werden als Function von x und y; demnach wird sich die gesuchte 
Lösung darstellen müssen unter der Form einer Gleichung zwischen x, y, z, 
oder unter der Form eines Systems von Gleichungen zwischen diesen Grössen 
und anderen Veränderlichen, Gleichungen, die sich schliesslich reduciren 
auf eine einzige Gleichung zwischen x, y, z. Auf Grund dieser Betrachtungen 
kann man die Lösung oder das allgemeinste Integral der Gleichung (2) 
folgendermassen definiren. 
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4. Man nennt allgemeines Integral einer partiellen Differential
gleichung mter Ordnung eine Gleichung oder ein System von Gleichungen 
zwischen den Veränderlichen des Problems rc, y, z von folgender Eigenschaft: 
Nimmt man einerseits die Integralgleichungen und alle ihre Ableitungen nach 
rc und '!J bis zur nten Ordnung einschliesslich, wo n eine willkürliche Zahl 
nicht kleiner als m ist, und nimmt man andrerseits die gegebene Gleichung 
(2) und alle ihre Ableitungen nach rc und y bis zur (n - m)_ten Ordnung 
einschliesslich, so muss das erste System zwischen den Veränderlichen rc, y, 
der Function z dieser Veränderlichen und den Ableitungen dieser Function 
bis zur nten Ordnung dieselben Relationen und nur diese ergeben, wie die, 
welche durch das zweite Gleichungssysteru ausgedrückt werden. 

Wenn das erste Gleichungssystem die eben erwähnten Bedingungen 
erfüllt, aber ausserdem noch zwischen den Veränderlichen rc, y, z und den 
Ableitungen von z Beziehungen giebt, die nicht in dem zweiten Gleichungs
system enthalten sind, so ist das Integral entweder particulär oder 
singulär. Ein particuläres Integral folgt als besonderer Fall aus dem all
gemeinen Integral und aus ihm kann man durch eine passende Verall
gemeinerung das allgemeine Integral ableiten. Ein singuläres Integral besitzt 
diese Eigenschaften nicht. 

Von den in Rede stehenden Integralen ist angenommen worden, dass sie 
die Ableitungen der Function z nicht enthalten; man kann sie demgemäss 
primi ti ve Integrale nennen. Kommen in einem Integrale Ableitungen 
von z vor, so kann man mittels der vorstehenden, nur passend abgeänderten 
Regel immer erkennen, ob dasselbe allgemein ist. Mag das Integral solcher 
Art allgemein sein oder nicht, so kann man es in allen Fällen ein Zwischen
integral nennen, da es als eine Differentialgleichung betrachtet werden kann, 
durch deren Integration man das primitive Integral erhalten kann. 

§ 2. 

a. Wir wollen die oben gegebenen Definitionen und die Eigenschaften 
der partiellen Differentialgleichungen durch einfache Beispiele erläutern. 
Es sei die Gleichung zweiter Ordnung 

z" - mz" = 0 (3), 

wo m eine gegebene Constante ist. Ihr allgemeines Integral kann dar
gestellt werden durch das System der Gleichungen 

z---':f/J(a)+1p(fJ), a=rc+yVm, ß=rc-yVm (4), 

oder, indem man a und ß eliminirt, durch die einzige Gleichnng: 

z = f/J.(rc + yVm) + 1p(x - y~ (5), 

wo f/J nnd 1p vollkommen willkürliche Functionen bezeichnen. 
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In der That genügt der vorstehende Werth von z der gegebenen Glei
chung und allen Gleichungen von der Form: 

",(i) _ mz(i+2) - 0 
"'k+2 k - • (6), 

welche man erhält, indem man die gegebene Gleichung i-mal nach X und 
k-mal nach y differentiirt. Und da die Gleichung (5) keine anderen Re
lationen zwischen den Ableitungen von z liefert als die, welche durch die 
Gleichungen (6) dargestelit werden, so folgt daraus, dass sie das allgemeine 
Integral der Gleichung (3) darstellt. 

6. Nimmt man jetzt diesen andern Ausdruck 

z = Ct + vx + cy + hx2 + gxy + mhy2 (7), 

wo a, V, C, h, g willkürliche Constanten bezeichnen, so überzeugt man sich 
leicht, dass er ebenfalls der gegebenen Gleichung (3) und allen ihren Folge
rungen (6) genügt; aber ausserdem giebt der Ausdruck (7) noch andere 
Relationen zwischen den Ableitungen von z; es sind nämlich alle diese Ab
leitungen vop. der dritten Ordnung an einander gleich, da sie sich auf NnU. 
reduciren. Mithin stellt die Gleichung (7) nur ein particuläres Integral 
der Gleichung (3) dar. Diese;; particuläre Integral ist dadurch bemerkens
werth, dass es genau ebenso viele willkürliche Constanten enthält, als es 
Ableitungen von z von der ersten Ordnung bis zur Ordnung der gegebenen 
Gleichung giebt, d. h. fünf. Wenn man daher die Integralgleichung und 
alle ihre Ableitungen bis zur zweiten Ordnung einschliesslich nimmt, so 
erhält man genau so viele Gleichungen, als man braucht, um alle Constanten 
zu eliminiren. Wegen dieser Eigenschaft ist ein solches particuläres Integral 
von Lagrange ein vollständiges Integral genannt worden. Es 
leuchtet ein, dass das vollständige Integral einer Gleichung mter Ordnung 
t(m + 1) (m + 2) - 1 willkürliche Constanten enthalten muss. 

7. Ein particuläres Integral muss, wie sein Name anzeigt, aus dem 
allgemeinen Integrale als besonderer Fall abgeleitet werden können. Um 
dies bei dem vorstehenden Beispiele zu bestätigen, führen wir in die Glei
chung (7) mit Hülfe der beiden letzten Gleichungen des Systems (4) a und ß 
an Stelle von x und y ein. Es kommt 

z = a+ ~. (a+ß)+ 2Vm (a-ß) + ~ (a+ßF+ 4tm: (a 2_ß2)+ ~ (a- ß)2, 

und diese Gleichung folgt aus der Gleichung (5), wenn man den willkür
lichen Functionen die besonderen Werthe giebt: 

rp(a) = a + ~ (b + /Ja + ~ (h + 

1jJ (ß) = ~ (b - V~)ß + ~ (h 
Mansion , Part. Differentialgleichuneen. 
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8. Aber die reciproke Beziehung zwischen den Integralen (4) und (7), 
vermöge deren man aus dem vollständig genannten particulären Integrale 
durch eine passende Verallgemeinerung das allgemeine Integral ableiten 
kann, ist noch viel wichtiger. Lagrange 1) hat diese Transformation auf 
die Variation der willkürlichen Constanteu gegründet. Seine Methode kann 
III folgender Weise unter einer allgemeinen Form dargestellt werden. 

Es sei 
v=o 

ein vollständiges Integral der Gleichung (1), wo V die Veränderlichen 
x, y, z und fünf willkürliche Constanten a, b, c, g, h enthalte. Hieraus 
mögen die Gleichungen folgen: 

z' = P, z, = Q. 

Sodann nehmen wir an, um zum allgemeinen Integral zu gelangen, 
dass a, b, c, g, k Functionen von x, y, $ darstellen, welche so bestimmt 
werden sollen, dass die totalen Differentiale der Ausdrücke V, P, Q genau 
dieselbe Form behalten, welche sie hätten, wenn a, b, c, g, h constante 
Grössen darstellen würden. Dazu braucht man nur die Differentiale von 
P, Q, V, genommen, indem man a, b, c, g, h sich ändern l!lsst, gleich 
Null zu setzen, was drei lineare und in Bezug auf da, db, dc, dg, dk 
homogene Gleichungen liefert. Zwischen diesen Gleichungen eliminiren wir 
irgend zwei der fünf Differentiale und setzen in dem Resultat der Elimi
nation die Coefllcienten der drei übrig bleibenden Differentiale gleich Null; 
dadurch erhalten wir drei Gleichungen zur Bestimmung der fünf Grössen 
a, b, c, g, h. Demnach bleiben zwei der betrachteten fünf Grössen unbe
stimmt und di~se können dargestellt werden als willkürliche Functionen 
der drei andern; jedenfalls müssen wir so verfahren, dass schliesslich die 
Werthe der fünf Grössen a, b, c, g, h sltmmtlich ausgedrückt sind als 
Functionen von x, y, z. Man hat sodann nur die gefundenen Ausdrücke 
mit der Gleichung V = 0 zu combiniren, um das allgemeine Integral zu 
erhalten. 

9. Um diese Methode auf das betrachtete Beispiel anzuwenden, be
merken wir, dass man hat: 

V = - z + a + bx + cy + hx2 + gxy + mky2, 

z' = P = b + 2hx + gy, 

$, = Q = C + gx + 2mhy. 

Setzt man sodanu die Differentiale von V, P, Q bezüglich der Variation 

1) Sur les integrales particulieres des equations differentielles. Nouveaux 
Memoires de l'Academie de Berlin, 1774, p. 266. - Oeuvres, tome IV, p. 98. 
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von a, b, c, g, h gleich Null, so findet man zur Bestimmung dieser letzteren 
Grössen die drei Gleichungen: 

da + xdb + ydc + x 2dh + xydg + mg2dh = 0, 

db + 2xdh + gdg = 0, 

dc + xdg + 2'mI!Jdh = O. 

Die bei den letzten Gleichungen können durch zwei andere ersetzt werden, 
die ihnen äquivalent sind. Dazu multipliciren wir die erste mit einem 
unbestimmten Factor p, und addiren sie zur zweiten; so kommt: 

p,db + dc + x(2p,dh + dg) + p,y (2 : dh + d9) = o. 

Man kann ,u derart bestimmen, das!! man hat: p, = rn, woraus man 
P-

die beiden Werthe p, = ± V;n- erhält. Hiernach kann man an Stelle der 
beiden letzten Gleichungen des vorstehenden Systems die folgenden beiden 
nehmen: 

dc + Vmdb + (x + Vmy) (dg + 2Vmdh) = 0, 

dc - Vmdb + (x -"Vmy) (dg - 2Vmdh) = O. 

In der ersten dieser Gleichungen kommen nur die Differentiale der 
Veränderlichen 

c + Vmb, 9 + 21'mh, 

m der zweiten nur die der Veränderlichen 

vor, und es liegt nichts im Wege, die erste dieser Veränderlichen einer 
willkürlichen 1!'unction der zweiten und die dritte einer willkürlichen 
Function der vierten gleich zu setzen. Bezeichnet man also mit wund :n; 

willkürliche Functiönen und mit W', tri ihre Ableitnngen nach ihren 
respectiven Argumenten, so hat man: 

c + Vmb = w (g + 2V;;"-h), c - Vmb = 1f(g - 2Vmh), 

und hieraus: 

dc + Vmdb = w'(g + 21'mk) (dg + 21'mdk), 

clc - l'mdb = :n:'(g - 2Vmh) (dg - 2Vmdh). 
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Somit nehmen die vorstehenden Gleichungen die Form an: 

w'(g + 2Vmh) + (a; + Vm y) = 0, 

1('(g - 2Vmh) + (x - Vm-y) = o. 

Da w', 1(' willkürliche Functionen sind, so hat man, wenn man durct 
D, II zwei andere willkürliche Functionen bezeichnet, nach diesen Gleichungen: 

g + 2Vmh = D(x + Vmy), 

g - 2Vmh = lI(x - Vmy), 

oder, wenn man x + Vmy = a, x - Vmy = ß setzt: 

g + 2Vmh = D(a), 

g - 2l'mh = II(ß), 

und zu gleicher Zeit nehmen die vorstehenden Differentialgleichungen die 
Form an: 

dc + Vmdb = - adD(a), 

dc - Vmdb = - ßdlI(ß). 

Mittels der vier letzten Gleichungen findet man die folgenden Werthe 
von vier der gesuchten Grössen: 

g= 
1 

-2- (D(a) + II(ß)) , h= :;~_ (D(a) - II(ß)) , 
4rm 

1 
c = - 2 (SadD(a) + SßdlI(ß) , b = - ~ __ (Sad!J(a)-SßdlI(ß)). 

2tm 

Indem man diese Werthe und die Ausdrücke 

in die erste der Bedingungsgleichungen substituirt, erhält man nach allen 
Reductionen: 

da = ~/_ (a 2dD(a) - ß2dlI(ß)), 
4fm 

und indem man integrirt, findet man als Werth der letzten Unbekannten: 

1 
a = -;_ (Ja 2dD(a) - Jß2dlI(ß»). 

41m 
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10. Das Ensemble der Gleichung (7) und derjenigen, welche die Werthe 
von a, b, C, g, h, x, y darstellen, bildet bereits das allgemeine Integral. 
Will man dieses aber durch eine einzige Gleichung darstellen, so muss 
man in die Gleichung (7) die Werthe von a, b, C, g, h, x, y substituiren. 
Man findet so nach einigen Reductionen: 

z= ,~_ Ua2d.o(a)-2aJad.o(a)+a 2.o( a)}- ,~ Uß2dII(ß)-2ßJßdII(ß)+ß2 II(ß)}. 
4f m 4fm 

Dieser Ausdruck von z vereinfacht sich aber noch mittels der partiellen 
Integration und nimmt die Form an: 

1 
Z = --;p UdaS.o(a)da - JdßSIICß)dß}· 

2pn 

Endlich kann man, wenn man will, indem man von der Bemerkung, 
dass die Functionen .0, II willkürlich sind, Nutzen zieht, 

SJ (a) = 2V 'in d"cp\ct) II(ß) = _ 2Ym d21/J((J) 
dct- , d(J2 

setzen, wo ({J und 1p willkürliche Functionen bezeichnen. Dadurch nimmt 
das allgemeine Integral die Form an: 

Z = ((J(a) + 1p(ß), a = x + Ymy, ß = x - Ymy, 

unter welcher es oben gegeben worden war. 

11. Die Methode der Variation der willkürlichen Constanten hat für 
die von uns betrachtete Klasse von Gleichungen nicht geringere Wichtig
keit, wie für die andern Fälle, in denen sie dazu gedient hat, allgemeine 
Integrationsweisen zu finden. Ihr Erfinder Lagrange jedoch, der nicht die 
bequemste Form für die Anwendung dieser Methode in dem betrachteten 
Falle entdeckt hatte, hat sie nicht nach ihrem richtigen Werthe geschätzt.!) 
Eine weit glücklichere Anwendung von dieser Methode hat Ampere ge
macht, wie wir am Schlusse der gegenwärtigen Abhandlung zeigen werden, 
wo wir eine noch grössere Verallgemeinerung dieser Methoden aufstellen 
und Formeln geben werden, denen zufolge die Methode der Variation der 
willkürlichen Constanten sich als das allgemeinste der Hülfsmittel zur 
Integration der betrachteten Klasse von Gleichungen ausweisen wird. 

1) "Übrigens sieht man an diesem Beispiel, welches noch eins der einfachsten 
ist, dass die in Rede stehende Methode, wenn auch direkt und allgemein, doch 
mehr merkwürdig als nützlich ist, wegen der Schwierigkeiten, die bei der Inte
gration der Bedingungsgleichungen eintreten können." (Lagrange, a. a. O. 
p. 269. - Oeuvres, tome IV, p. 101). 
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12. Untersuchen wir jetzt, wie die Methode von Lagrange auf die 
Zwisehenintegrale der partiellen Differentialgleichungen Anwendung findet. 
Es möge durch 

V=o 

em Integral der partiellen Differentialgleichung mter Ordnung 

dargestellt werden. Enthält dasselbe Ableitungen von z von der Ordnung 
k< m, so nennen wir es ein Zwischenintegral von der Ordnung k. Die 
Gleichung V = 0 mit allen ihren Ableitungen nach x und y bis zur 
Ordnung m - k bildet ein System von Gleichungen, deren Anzahl gleich 

} (m - k) (m - k + 1) ist. Wenn daher das Integral V = 0 parti

culär ist, so ist die grösste Anzahl von willkürlichen Constanten, welche 
es enthalten kann, damit man durch ihre Elimination aus dem in Rede 
stehenden System die gegebene Gleichung F = 0 erhalte, gleich 

1 "2 (m - k) (m - k + 1) - 1. 

Unter dieser Bedingung heisst das Zwischenintegral vollständig. 

13. Hiernach können die Zwischenintegrale einer partiellen Differential
gleichung zweiter Ordnung nur von der ersten Ordnung sein, und ein 
vollständiges Integral W = 0 einer derartigen Gleichung muss zwei will
kürliche Constanten, etwa a und b, enthalten. Um von diesem vollständigen 
Integral zum allgemeinen Integrale erster Ordnung überzugehen, müssen 
wir a und b als Functionen von x, y, z, Zl, z, betrachten, die derartig 
bestimmt sind, dass das vollständige Differential von W auch unter dieser 
Annahme noch dieselbe Form behält, wie diejenige war, welche es hatte, 
als a und b Constanten waren. Setzen wir das Differential von W, ge
nommen mit Rücksicht auf die Variation von a und b, gleich Null, so 
haben wir als einzige Bedingungsgleichung: 

olf' olf' 
oa da + lib db = 0, 

eine Gleichung, welche zur Bestimmung der Functionen a und b dienen 
soll. Da in ihr nur die Differentiale der bei den einzigen Veränderlichen 
a und b vorkommen, so kann man für die zweite dieser Grössen eine will
kürliche Function der ersten nehmen und b = cp (a) setzen. Mithin nimmt 
die vorstehende Bedingungsgleichung die Form an: 

OW lIW I aa + ab cp (a) = 0, 
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und diese stellt 1IU Verein mit den Gleichungen 

b = cp(a), W = 0 

das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung ~ar. 
So ist z. B. das vollständige Integral erster Ordnung der Gleichung (3): 

Z, + Ymz' = a + b(x + Ymy). 

Um es zu verallgemeinern, setzt man: 

hieraus folgt: 

oder: 

da + (x + Vmy)db = 0, b = cp(a), 

1 + (x + Ymy)cp'(a) = 0, 

1 
'P'(a) = - . x+Vmy 

Mithin ist a eine willkürliche Function von x + Y my; es ist aber beine 

willkürliche Function von a und daher ebenfalls von x + Ym y. Somit 

ist auch a + b (x + Vm y) gleich einer willkürlichen Function von 

x + Vmy. Demnach ist das allgemeine Integral erster Ordnung der 
Gleichung (1): 

wo weine willkürliche }<'unction bezeichnet. Mittels dieses Integrals kann 
man nun leicht das primitive allgemeine Integral erhalten. 

14. Man sieht hieraus, dass die Anwendung der Lagrange'schen 
Methode auf die vollständigen Zwischenintegrale der Gleichungen zweiter 
Ordnung durch den Umstand beträchtlich vereinfacht wird, dass man für 
die Bestimmung der Functionen a und b nur eine einzige Bedingungs
gleichung hat. Es könnte hiernach scheinen, dass es, anstatt diese Methode 
unmittelbar auf das primitive vollständige Integral anzuwenden, viel leichter 
sein würde, aus diesem ein vollständiges Integral erster Ordnung abzuleiten 
und sodann auf dieses letztere die Methode der Variation der willkürlichen 
Constanten anzuwenden. Indessen bietet sich beim Verfolg dieses Weges 
eine Schwierigkeit dar: Das primitive vollständige Integral enthält fünf 
willkürliche Constanten und giebt im Verein mit ihren beiden Ableitungen 
erster Ordnung im Ganzen drei Gleichungen, aus denen es im Allgemeinen 
unmöglich ist, drei Constanten zu eliminiren, um ein vollständiges Integral 
erster Ordnung zu erhalten, welches nur zwei Constanten enthalten darf. 

Demnach folgt hieraus, dass ein vollständiges Integral einer 
partiellen Differentialgleichung nicht wie ein vollständiges Integral 
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einer gewöhnlichen Differentialgleichung als nothwendige algebraische 
Folge die Existenz vollständiger Zwischenintegrale nach sich 
zieht. Ein noch bemerkenswertherer Umstand ist der, dass es 
unter den partiellen Differentialgleichungen solche giebt, die 
überhaupt keine Zwischenintegrale besitzen. Um diese Bemerkung 
zu bestätigen, braucht man sie nur durch ein einfaches Beispiel zu verificiren. 

15. Die gegebene Gleichung sei 

I 
Z = Z , (a). 

Wir nehmen an, dass dieser Gleichung ein Integral erster Ordnung ent
spricht, das wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit unter der Form 
darstellen können: 

z' = ((x, y, Z, z,). 

Hiernach kann die gegebene Gleichung als eine algebraische Folge 
dieser letzten Gleichung und ihrer beiden abgeleiteten Gleichungen 

I 01+ of of (b) JE, = oy oz z, + OZ, z" 

z"= 01+ of z' + o{ I (c) ox llz oz, z, 

betrachtet werden, und in diesem System kann man daher eine oder die 
andere der Gleichungen (b), (c) durch die gegebene Gleichung ersetllen. 
Wenn man aber aus den Gleichungen (b), (c) die Werthe von zweien der 
Grössen z", z;, z" ableitete und von Neuem diese Werthe in diese selben 
Gleichungen substituirte, so würde man offenbar Identitäten erhalten. Mithin 
wird man auf vollständig gleiche Weise als Resultat der Substitution dieser 
Werthe in die gegebene Gleichung eine Identität erhalten. 

Setzt man in die gegebene Gleichung für z seinen Werth aus der 
Gleichung (b), so folgt: 

cf + of z + ll{ z = z (d). oy llz' llz, 11 

Dem Vorhergehenden zufolge muss diese Gleichung identisch sein, sobald 
die gegebene Gleichung ein Integral erster Ordnung zulässt. In der voraus
gesetzten Identität kann sich das Glied mit ZII mit keinem andern auf
heben; mithin hat man: 

of 
<\~ = 0, 
U~I 

d. h. ( enthält z, nicht. In diesem Falle giebt es zu dem Gliede mit z, 
kein anderes ihm analoges; man muss daher haben: 

llf 
- O. llz 
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~Iithin kann f nur x und y enthalten. Alsdann aber kann die Gleichheit 

zwischen ~; und z, auf welche sich schliesslich die Bedingungsgleichung 

(d) reducirt, nicht bestehen. Folglich kann die betrachtete Gleichung kein 
Integral erster Ordnung besitzen.!) 

16. Die vorstehende Schlussreihe besitzt, obwohl an einem besonderen 
Beispiel entwickelt, nichtsdestoweniger eine hinreichende Allgemeinheit. 
Durch Anwendung auf bestimmte Fälle, wie wir es soeben gethan haben, 
überzeugt man sich von der Unmöglichkeit der Existenz eines Zwischen
integrals. In andern Fällen wird man zu mehreren simultanen einander 
nicht widersprechenden Gleichungen für die partiellen Ableitungen der 
Function f geführt. Zuweilen nämlich führt die Integration einer partiellen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung auf diesem Wege auf die Integration 
eines Systems simultaner partieller Differentialgleichungen erster Ordnung. 
'Vir beschränken uns indessen hier auf diese Angabe, da wir beabsichtigen, 
jetzt auf die Darlegung der hauptsächlichen Eigenschaften der allgemeinen 
Integrale einzugehen, auf welche sich andere allgemeinere Methoden für die 
Integration der betrachteten Klasse von Gleichungen gründen. 

§ 3. 

17. Die Fundamentaleigenschaften des allgemeinen Integrals einer 
partiellen Differentialgleichung ergeben sich aus seiner oben (§ 1) gegebenen 
Definition. Wir sahen, dass das allgemeine Integral dargestellt werden 
kann durch ein System von mehreren Gleichungen, die schliesslich auf eine 
einzige Gleichung zwischen den Veränderlichen x, y, z des Problems führen. 
Es sei also 

V=ü 

eine Gleichung zwischen x, y, z und gewissen willkürlichen Grössen, deren 
Anzahl und Natur noch unbekannt ist, welche das allgemeine Integral der 
partiellen Differentialgleichung mter Ordnung (2) darstellt. Wir nehmen 
uns vor, den hauptsächlichen Charakter und die Anzahl dieser willkürlichen 
Grössen zu bestimmen und die verschiedenen Umstände zu untersuchen, 
welche bei dem Übergange vom allgemeinen Integral zur entsprechenden 
Differentialgleichung auftreten können. 

18. Bezeichnet man mit n eine Zahl, die nicht kleiner ist als m, und 
verbindet man mit der allgemeinen Integralgleichung alle ihre Ableitungen 
nach x und y bis zur nten Ordnung einschliesslich, so bildet man ein System 

') Raabe, Differential- und Integralrechnung. Bel. III, § 704. 
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von Gleichungen, welches man nach dem von uns angenommenen System 
von Bezeichnungen folgendermassen darstellen kann: 

V= 0, 

V' = 0, V, = 0, 

V" = 0, V; = 0, V" = 0, (A). 

.., V~_l = 0, Vn = ° 
Ebenso bildet man aus der Gleichung (2) und allen ihren ,Ableitungen 

bis zur Ordnung n - m das System von Gleichungen: 

F= 0, 

F ' = 0, F, = 0, 

F" = 0, F; = 0, F" = 0, (E). 

F(n-m) = 0, F,<n-m-l) = 0, ...... , F~-11I-1 = 0, 

Die Gleichungen (A) dürfen nach der Definition des allgemeinen Inte
grals zwischen 

x, y, z, Zl, z" .... , zen), ... , Zn 

keine andern Relationen liefern wie die, welche sich aus den Gleichungen 

(E) ergeben. Im System (A) hat man aber i (n + 1) (n + 2) Gleichungen, 

während das System (B) nur i (n - m + 1) (n - m + 2) enthält. 

Mithin kann oder muss vielmehr das erste dieser beiden Systeme willkür
liche Grössen enthalten, welche in dem zweiten nicht auftreten und deren 
Anzahl nicht kleiner sein darf als die Differenz der bei den Zahlen 

,~ (n + 1) (n + 2) und i (n - m + 1) (n - m + 2), d. h. als 

1 
(n + l)m - -2-m(m -1) . (C). 

Nur in diesem Falle ist es möglich, durch Elimination der willkürlichen 
Grössen die Systeme (A) und (E) vollkommen identisch zu machen. Be· 
trachtet man die Zahl (C), welche die untere Grenze für die Anzahl der will
kürlichen Grössen in den Gleichungen (A) angiebt, so bemerkt man, dass 
dieselbe nicht constant ist, sondern vielmehr zugleich mit n wächst. Mithin 
sind wir mit Rücksicht auf 'die Natur der willkürlichen Grössen, welche in 
dem allgemeinen Integral auftreten, berechtigt, folgenden Schluss zu ziehen: 
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Ein endliches Integral einer partiellen Differentialgleichung 
muss, um allgemein zu sein, willkürliche Grössen enthalten, deren 
Anuhl mit der wiederholten Differentiation des Integrals 
wächst. 

19. Die mathematische Analysis liefert nur zwei Formen von Aus
drücken willkürlicher Grössen, welche der vorstehenden Bedingung genügen. 

Zur ersten Form gehören die willkürlichen Functionen von Argumenten, 
die ausgedrückt sind durch bestimmte Functionen der Hauptveränder
lichen, nach denen die Differentiation geschieht. So haben wir z. B. für 
die Gleichung 

z" - mz" = 0 

das allgemeine Integral gehabt: 

z = cp(a) + 'IjJ(ß), a = x + Vm-y, ß = x - 'Vmy, 

wo cp und 'IjJ willkürliche Functionen der respectiven Argumente a und ß 
sind, die ihrerseits wieder als explicite Functionen von X und y gegeben sind. 

Die Argumente aber, welche unter den willkürlichen Functionszeichen 
im allgemeinen Integrale auftreten, drücken sich zuweilen auch durch 
implicite Functionen der Hauptveränderlichen aus und zwar so, dass diese 
Ausdrücke sich gleichzeitig mit der Form der willkürlichen Functionen 
ändern. Ein Beispiel findet man in der Gleichung 

(z" - Z'z )2 = Z2Z/l~ " ,;;.", 
deren Integral ist: 

z = xa'-2a2Y3+4a3tp(a) - 4Sa2cp(a)da + !p(ß) , 

y = a2 (x + d~~a)), 
ß = ~ + ax + cp(a), 

a 

WIe man sich durch Verification überzeugen kann. Es kommen in diesem 
Ausdruck zwei willkürliche Functionen cp und 'IjJ vor, deren respective 
Argumente a und ß gegeben sind unter der Form impliciter Functionen 
von x und y, die durch die beiden letzten Gleichungen des Integrales be
stimmt werden und zwar so, dass ihre Ausdrücke sich ändern mit der Form 
der Function cp. 

20. Es giebt noch eine andere mögliche Form für die analytischen 
Ausdrücke der willkürlichen Grössen des allgemeinen Integrals, welche 
ebenfalls der oben ausgesprochenen Bedingung genügt. Um uns eine 
V orstellung von dieser Form zu machen, denken wir uns das - bestimmte 
oder unbestimmte - Integral eines eine willkürliche Function enthaltenden 
Ausdrucks combinirt mit gewissen veränderlichen Grössen, von denen eine 
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einzige - diejenige, mit deren Differential dieser Ausdruck multiplicirt 
ist - als veränderlich betrachtet wird, während die andern bei aieser 
Operation als constant angenommen werden. Die Ausführung einer solchen 
Integration kann nach Ampere in Analogie zur partiellen Differentiation 
eine partielle Integration genannt werden und ihr Resultat wird als partielles 
Integral oder partielle Quadratur bezeichnet. 

Da bei einem partiellen Integral alle Grössen mit Ausnahme der 
Integrationsvariablen als constant betrachtet werden, so erhält man durch 
Differentiation nach diesen Constanten andere partielle, im Allgemeinen von 
dem ersten verschiedene Integrale, welche somit, da sie sich in den Glei
chungen (A) vorfinden, einzeln für sich eliminirt werden müssen. 

Um besser verständlich zu machen, welches die Ausdrücke von dieser 
Form sind, nehmen wir besondere Beispiele, Das allgemeine Integral der 
Gleichung 

kann dargestellt werden unter der Form: 

Hierin kommt das bestimmte partielle Integral eines Ausdrucks vor, in 
welchem cp eine willkürliche Function und u die Integrationsvariable be
zeichnet, während die unabhängigen Veränderlichen x, y der gegebenen 
Gleichung in diesem Integral als willkürliche Parameter figuriren. 

Die Gleichung 
4 

z" + x+ Y Z' = 0 

hltt zum allgemeinen Integral: 
2x 

Z = 2e-~['f.e! cp(a-2x)dx + 1p(a)], 

a = x + y, 

wo e die Basis der Na pie r'schen Logarithmen, cp und 1p willkürliche 
Functionsbezeichnngen, X die Integrationsvariable in dem partiellen unbe
stimmten Integral und die Grösse a = x + y während der Integration 
als ein constanter Parameter zu betrachten ist. 

21. Die allgemeinen Integrale der partiellen Differentialgleichungen, 
welche willkürliche Functionen enthalten, in deren Ausdruck aber keine 
partiellen Integrale auftreten, bilden eine verhältnissmässig einfachere Klasse, 
welche besser bestimmte charakteristische Züge d'arbietet. Ihre relative 
Einfachheit besteht darin, dass, wenn man sie nach den anderen Veränder
lichen, welche nicht die Argumente a, ß, .. der willkürlichen Functionen 
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sind, differentiirt, sie keine andern willkürlichen Grössen liefern, als die
jenigen, welche bereits in den Gleichungen des allgemeinen Integrals ent
halten sind, was, wie wir oben bemerkt haben, nicht stattfinden kann bei 
den partiellen Integralen. Ihr constanter charakteristischer Zug besteht, 
wie wir weiter unten beweisen werden, darin, dass die Anzahl der unab
hängigen willkürlichen Functionen, die sie enthalten, stets gleich der 
Ordnung der Differentialgleichungen ist, 7.U denen diese Integrale gehören. 

Ampere hat aus diesen Integralen eine besondere Klasse gebildet, 
die er die erste Klasse nennt. Diese Bezeichnung ist vielleicht nicht sehr 
7,weckmässig, da sie glauben nuwhen könnte, dass nach der ersten Klasse 
eine zweite kommen müsste, während die Classification nicht weiter geht. 
Es dürfte daher besser sein, für diese Integrale die Bezeichnung "all
gemeine Integrale ohne partielle Quadraturen" zu adoptiren. 

22. Wir werden den allgemeinen Typus eines Integrals dieser Klasse, 
welches einer Differentialgleichung der mten Ordnung entspricht, darstellen 
unter der Form eines Systems von Gleichungen, deren Anzahl k + 1 vor
läufig unbestimmt ist und die enthalten: 

1) ausser den Hauptveränderlichen x, y, z die k veränderlichen Grössen 

a, ß, y, ... : 

2) eine vorläufig unbestimmte Anzahl von willkürlichen von einander 
unabhängigen Functionen 

(p(a), 'IjJ(ß), w(y), ... : 

3) die Ableitungen dieser Functionen bis zu bestimmten Ordnungen 

cp'(a), cpl/(a), .... ; 'IjJ'(ß), 'ljJ1/(ß), ... ; w'(y), wl/(y), ... , 

die man erhält durch Differentiation nach ihren respectiven Argu
menten (1, ß, y, ... 

4) Grössen, erhalten durch Integration nach a von irgend welchen 
gegebenen von a, cp (a), cp'( a), ... abhängenden Ausdrücken, oder 
durch Integration nach ß von irgend welchen von ß, 'IjJ (ß), 'IjJ'(ß), ... 
abhitngenden Ausdrücken, u. s. w. 

,~. 4. 

23. Ein allgemeines Integral ohne partielle Quadraturen von dem 
soeben beschriebenen Typus enthält willkürliche Grössen, deren Anzahl mit 
d81jenigen der Differenti.ationen der Gleichungen des Integrals wächst. Unter
suchen wir jetzt, wie willkürliche Grössen, die nicht in den Gleichungen 
des Integrals enthalten sind, nach und nach in den Ausdrücken der partiellen 
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Ableitungen der Function z auftreten. Dazu wollen wir zunä.chst zusehen, 
wie man aus den Gleichungen des Integrals die Ausdrücke aller Ableitungen 
von z erhalten kann. 

Differentiirt man der Reihe nach nach x und y die k + 1 Gleichungen 
des Integrals, so erhält man 2 (k + 1) Gleichungen erster Ordnung, aus 
denen man die Ausdrücke der 2 (k + 1) Ableitungen erster Ordnung 

z', Z" a', a" {3', ß" )/', )/,, ... 
erhalten kann. 

Geht man mittels Differentiation nach x und y. zu den Gleichungen 
zweiter Ordnung über, deren Anzahl 3 (k + 1) ist, und substituirt man 
darin die vorhergehenden Ausdrücke von z', z" a', a" ß', ß" ••. , so kann 
man daraus die Ausdrücke der 3 (k + 1) Ableitungen zweiter Ordnung 

ableiten. Indem man so fortfährt, bis man zu einer beliebigen Ordnung n 
gelangt, kann man nach und nach Ausdrücke aller Ableitungen 

erhalten, in denen die in dem Integrale enthaltenen Grössen und ansserdem 
die neuen willkürlichen Grössen vorkommen, die man erhält durch Diffe
rentiation der willkürlichen Grössen des Integrals nach ihren respectiven 
Argumenten. 

24:. Für die Erledigung der verschiedenen Fragen, welche sich auf 
das Erscheinen dieser neuen willkürlichen Grössen in den Ausdrücken der 
Ableitungen von z beziehen, ändern wir zunächst das System der unab
hängigen Veränderlichen. Unter der Annahme, dass jedes der Argumente 
a, ß, )/, . . . der willkürlichen Functionen zugleich von den heiden Ver
änderlichen x, y abhängt, führen wir als neues System von unabhängigen 
Veränderlichen irgend eines dieser Argumente, z. B. a, und eine der alten 
unabhängigen Veränderlichen, z. B. x ein. 

Angenommen, es sei 
a = fex, y). 

Zufolge dieser Gleichung wird y eine Function von x und a sein und alle 
veränderlichen von x und y abhängenden Grössen können jetzt als Functionen 
von x und a betrachtet werden. 

Hierzu fügen wir noch eine Bemerkung, die uns bald von Nutzen 

sein wird, nämlich die, dass die Ableitungen !~ und !! nicht 0 und 00 zu 

ihren Werthen haben können. Denn nimmt man in der vorstehenden 
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Gleichung x und a zu unabhängigen Veränderlichen und differentiirt man 
diese Gleichung nach x, indem man aals constant betrachtet, so hat man: 

cf 
0 cf + of cy also: 

oy cx 
ox oy ox' ox of" 

oy 
c of 

Mithin wird o~ gleich 0 oder 00, wenn man respective ox = 0 oder 

~'- = 0 hat; keiner dieser beiden Fälle ist aber möglich, da ( den Werth 
uy 
von a darstellt, der nach Voraussetzung von x und y abhängt. 

Ferner ist y zufolge der Gleichung a = ((x, y) offenbar eine Function 

von a; mithin kann sich ~~ nicht auf Null reduciren .. Differentiirt man 

diese Gleichung nach a, so dass x als constant betrachtet wird, so kommt: 

1 uf 'Oy 
'iJy 'Oa' 

'01,/ 
also: ll~ 

1 
vI'" 
oy 

oy vf 
Mithin wird oa = 00 sein, wenn vy = 0 ist; dieser Fall ist jedoch nicht 

möglich, da die Function (, welche den Werth von a darstellt, y enthält. 
Man betrachtet also in den k + 1 Gleichungen des Integrals x und a 

als die unabhängigen Veränderlichen, während die andern k + 1 Veränder
lichen, nämlich y, z, p, )', ... Functionen von x und a sind. 

In Betreft' der Bezeichnung der partiellen Ableitungen nach den neuen 
unabhängigen Veränderlichen x und a· erinnere man sich der oben ge
troffenen Festsetzung (§ 1, Nr. 2). 

25. Jetzt können wir bezüglich des Auftretens willkürlicher Grössen 
in den aus den Gleichungen des Integrals hergeleiteten Ableitungen von z, 
welche nicht in diesen Gleichungen vorkommen, den folgenden Satz beweisen: 

Wenn eine neue willkürliche Grösse (irgend eine willkürliche 
Function von a, die nicht in den Gleichungen des Integrals vor
kommt) zum ersten Male in dem Ausdrucke der partiellen Ab-

leitung i/,l von der Ordnung n = i + k auftritt, so muss diese 

Gröss'e nothwendig auch in allen partiellen Ableitungen nter Ord
nung von z 

(n) (n-l) 
Z ,z, , .... , Ci + 1) (i) (i-I) 

Zk_l' Zk' Zk+l'····' Z' Z 
n-I' n . (n) 

auftreten. 

Wir brauchen diesen Satz nur für die Ableitungen z~~:) und z~:;:-~) 
(i) 

welche z" in der Reihe (n) benachbart sind, zu beweisen, weil man ihn, 
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indem man ihn auf die Ableitungen rechts von z;::i) und links von Z;:~11) 
anwendet, auf die ganze Reihe (n) ausdehnen kann. 

Zu diesem Zwecke nehmen wir die partiellen Ableitungen (n - 1 )ter 

Ordnung z~~-1) und z~:~l' aus denen man z~.i) (wo x und y als unabhängige 

Veränderliche genommen sind) ableitet, indem man die erste nach x, die 
zweite nach y differentiirt, 

Nimmt man jetzt x und a als unabhängige Veränderliche, so folgt 
durch Differentiation eben dieser beiden Functionen nach x: 

OZ~-l) oy 
0,"(;) 

0.1/ z(i) + Z(i-I) o"k_1 
Z(i+l) + n(i) ljX- k k+l 

., 
"k Ö,1' ox Ir-I ox 

und hieraus: 
o,(i-l) 

oz(i) 
Wk ~,(i) 

zU +1) k-1 zU) 0.11 ~,(i-l) (Ja' 'fl. , - --~-~-k-1 ~ " eh: "10+1 öy 
o:r 

Nach Voraussetzung tritt aber in z;:) ellle neue willkürliche Grösse 

auf, welche weder in den Gleichungen des Integrals, noch in den Ausdrücken 
der Ableitungen von z bis zur (n - l)ten Ordnung inclusive vorkommt; 
mithin kaun sie auch nicht vorkommen in dem aus den Gleichungen des 
Integrals abgeleiteten Ausdrucke von y, ebensowenig in den Ausdrücken 

~c?(i) ~z(i -1) 
'"k-1 U k. . 

von 'ljX' ljX-, dIe man erhält, wenn man die Ableitungen (n - l)ter 

O d (i) (i-1). d 1 r nung Zk_l' Z" ,In enen man aas constant betrachtet, nach x 

differentiirt. Überdies kann dem oben Bewiesenen zufolge ~~ weder () 

noch 00 sein. Mithin treten die betrachteten willkürlichen Functionen von 
a auf den rechten Seiten der letzteren Gleichungen nur durch den Multipli

cator z;:) der zweiten Glieder auf, und da diese Glieder nicht verschwinden 

können, so müssen die linken Seiten dieser Gleichungen, nämlich die Aus

drücke z~~ i) und z;:+ i) dieselbe willkürliche Function von a enthalten, 

welche in z~) eingeführt wurde, und dies sollte bewiesen werden. 

26. Die Umkehrung des vorstehenden Satzes muss ebenfalls statt
finden, nämlich: 

Wenn der Ausdruck der Ableitung z;:) von der Ordnung 

n = i + k keine anderen willkürlichen Functionen von a enthält 
wie diejenigen, welche in den Ableitungen der niedrigeren 
Ordnungen vorkamen, so müssen sämmtliche Ableitungen der 
n ten Ordnung die nämliche Eigenschaft besitzen. 
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27. Um zu sehen, unter welcher Bedingung in den Ausdrücken der 
Ableitungen nter Ordnung eine neue willkürliche Function von a auftritt, 
die sich nicht in den Ausdrücken der Ableitungen der (n - 1 )ten Ordnung 

vorfindet, nehmen wir eine dieser letzteren z~~l und differentiiren sie partiell 

nach a. Man erhält die Gleichheit: 

worin oy weder 0 noch 00 sein kann, mithin: va 

Im Zähler und Nenner des Bruches auf der rechten Seite muss die neue 
willkürliche Function von a vorkommen, welche in den Ausdrücken von 

z~?_l und y nicht auftrat. Diese Function wird daher, falls sie nicht aus

schliesslich in einem dem Zähler und Nenner gemeinschaftlichen Factor 

vorkommt, auch in dem Ausdrucke der Ableitung nter Ordnung zC;) auf

treten. Diese Bemerkung führt, verbunden mit dem vorigen Satze, zu 
folgenden Schlüssen: 

1) Die Ausdrücke der Ableitungen nter Ordnung z(n), •.• , Zn ent
halten eine willkürliche Function, die in den Ausdrücken der Ableitungen 
n - 1 ter Ordnung z(n-l), ... , Zn-l nicht vorkommt, vorausgesetzt, dass 

diese Function nicht ausschliesslich in einem Factor auftritt, der ~~ und 

oin - l ) oin - 2) OZ 
jedem der Ausdrücke ~, ---1-a-' ... , ~:1 gemeinschaftlich ist. Diese 

letzteren Ausdrücke müssen alle ohne Ausnahme entweder den in Rede 

stehenden mit :~ gemeinschaftlichen Factor enthalten oder nicht enthalten. 

2) Da in der Function, welche den Werth von zC;) darstellt, auch bei 

der Variation der Zahl n = i + k der Nenner beständig derselbe bleibt, 
während der Zähler sich fortwährend ändert, so kann die neue Function 
von a, welche darin erscheint, nicht beständig dieselbe sein; ist sie aber 
verschieden und stets in einem besonderen Factor enthalten, so kann sie 
sich nicht beständig mit einem ähnlichen Factor des Nenners aufheben, 
denn dann müsste dieser letztere aus einer unbestimmten Anzahl verschie
dener Factoren gebildet sein. Mithin giebt es stets eine Ordnung von Ab
leitungen, in denen eine willkürliche Function von a auftritt, die nicht m 
den Ausdrücken der Ableitungen niederer Ordnung vorkommt, und 

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 22 
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3) sobald dies für eine bestimmte Ordnung n von Ableitungen ein· 
tritt, so werden in jeder der folgenden Ordnungen n + 1, n + 2, .. 
neue willkürliche Functionen erscheinen. Es genügt, sich hiervon für die 

Ordnung ~ + 1 zn überzeugen. Diffel'entiirt man z;? in ähnlicher Weise 

nach a, so findet man: 

(i) 
also: Zk+1 

oz~} 
a;
Ty' 

oa 
Der Zähler der rechten Seite der letzten Gleichung enthält eine Function 
von a, welche die Ableitung ist von derjenigen, die zum ersten Male in 

zk} auftrat, und diese Function kann nicht in ~~ vorkommen, da die ent

sprechende primitive Function nicht in y vorkam. 
28. Nach dem Beispiele Ampere's nennen wir die Ausdrücke der 

Ableitungen von z gleichartig mit dem Integral in Bezug auf a 
(homogenes a l'integrale par rapport a a), wenn sie nur dieselben willkür
lichen Functionen von a enthalten, welche in den Gleichungen des Integrals 
vorkommen. 

Ans dieser Definition folgt nicht, dass die mit dem Integrale gleich
artigen Ableitungen nothwendig alle willkürlichen Functionen von a, welche 
in dem Integrale vorkommen, enthalten müssen; es genügt, dass sie keine 
anderen als die enthalten, die in dem Integral auftreten. 

Die Ableitungen von z werden ungleichartig (heterogenes) mit dem 
Integral in Bezug auf a genannt, wenn sie willkürliche Functionen von a 
enthalten, die sich nicht in den Gleichungen des Integrals vorfinden. 

29. Mit Anwendung dieser Benennungen kann man die in diesem 
Paragraphen erhaltenen Resultate folgendermassen ausdrücken: 

1) Wenn die Ableitung z' und daher auch die Ableitung z, ungleich
artig mit dem Integral ist, so sind sämmtliche andern Ableitungen un
gleichartig mit dem Integral. 

2) Wenn die Ableitung z;:) von der Ordnung i + k gleichartig mit 

dem Integral ist, so sind sämmtliche Ableitungen derselben Ordnung und 
der niederen Ordnungen gleichartig mit dem Integral. 

3) Es giebt stets eine Ableitung von z, in welcher eine willkürliche 
Function von a, die in den das Integral bildenden Gleichungen nicht vor
kommt, zuerst erscheint; diese Function tritt gleichzeitig in allen Ab
leitungen derselben Ordnung auf. 

4) Alsdann aber treten in jeder der folgenden Ordnungen von Ab
leitungen neue willkürliche Functionen von a auf, welche sich weder in 
den Gleichungen des Integrals, noch in den Ableitungen der vorhergehenden 
Ordnungen finden. 
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SO. Bemerkung. Wir haben oben (Nr. 24) vorausgesetzt, dass die 
Gleichungen des allgemeinen Integrals ohne partielle Quadraturen nur will
kürliche Functionen enthalten, deren Argumente a, ß, )" ... Functionen 
der beiden Veränderlichen x, y zugleich sind. Unter dieser Voraussetzung 
ist bewiesen worden, dass die Ausdrücke der Ableitungen von Z von irgend 
einer Ordnung, die aus den Gleichungen des Integrals hergeleitet sind, ent
weder sämmtlich gleichartig oder sämmtlich ungleichartig mit dem Integral 
sind. Diese Eigenschaft der Ableitungen findet nicht statt, wenn das In
tegral willkürliche Functionen enthält, deren Argument von der einzigen 
Veränderlichen y abhängt. 

Nehmen wir nämlich an, dass das Integral eine willkürliche Function 
von a enthalte und dass a Function von y allein sei, so folgt daraus, dass 
umgekehrt y eine Function von a allein ist, die wir bezeichnen mit 

y = f(a). 
Man hat also: 

GY 
GX = 0, ('Ca) 

und an Stelle der m NI'. 25 bewiesenen Gleichung 

hat man folgende: 

welche zeigt, dass in der Ableitung nter Ordnung z~':i) keine andere will

kürliche Function von a erscheinen kann, als die, welche schon in der Ab
leitung n - 1 ter Ordnung Z~2_1 vorkam, denn die Differentiation nach x 
setzt aals constant voraus. 

Andrerseits hat man: 

somit: 

ZU) 

" 

n zI ('Ca), 

Im Zähler der rechten Seite dieser Gleichheit muss infolge der Diffe-
(i) 

rentiation von Z"_l nach a eine willkürliche Function von a auftreten, 

welche vorher m Z~~ 1 nicht vorkam und diese Function kann sich nicht 

mit einem Theile des Nenners wegheben, da dieser letztere eine bestimmte 
22* 
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Function f'(a) von a ist. Es muss also der Ausdruck von z~) eine will

kürliche Function enthalten, welche in dem Ausdrucke von Z(i) nicht 
1i-1 

vorkommt. 

Mithin ist von den beiden Ableitungen nter Ordnung z~~i) und z~; 

die erste mit der Ableitung n_lter Ordnung Z~i)_l in Bezug auf a gleich

artig, die zweite ungleichartig. Demnach sind diese Ableitungen nter Ord· 
nung unter einander ungleichartig, was zu beweisen war. 

31. Ferner ist leicht zu folgern, aus dem, was oben bewiesen wurde, 
dass die Ableitungen 

welche man durch Differentiation allein nach x erhält, keine andern will
kürlichen Functionen von a enthalten als diejenigen, welche in dem Aus
druck von z vorkommen. 

Dagegen werden die Ableitungen 

(lz oz' oz(n-l) 

oa ~ (n-1) oa 
Z, = ('(a) , z~ = ('(a)' .... , z, = 7(-;;;-' ... , 

zu deren Bildung man eine veränderliche Anzahl von Differentiationen nach 
x, aber nur eine einzige Differentiation nach y nöthig hat, eine einzige 
und zwar dieselbe willkürliche Function von a enthalten, die verschieden 
ist von den in z vorkommenden. 

Ebenso werden die Ableitungen 

öz, oz~ oz,(1l-2) 

oa 
z~, 

-a;;;' (n-2) ~ 
Z" ('(a)' ('Ca)' .... , z" = {'(al , 

dieselben beiden willkürlichen Functionen von a enthalten, welche von den 
in z vorkommenden verschieden sind; u. s. w. 

Mithin sind die Ausdrücke der Ableitungen, welche entstehen durch 
Differentiationen allein nach x, gleichartig mit dem Integral, die andern 
Ableitungen aber ungleichartig mit dem Integral. Die Ableitungen aber, 
zu deren Bildung gleich oft nach y differentiirt worden ist, sind unter 
einander gleichartig. Bei allem diesen verstehen wir die Gleichartigkeit 
oder Ungleich artigkeit als sich beziehend auf das Argument a, das nur 
abhängig ist von y. 

Offenbar gelangt man, wenn man in dem V othergehenden den Buch
staben x mit dem Buchstaben y vertauscht, zu analogen Schlüssen. 
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§ 5. 
32. Nunmehr können wir eine sehr wichtige auf die Integrale ohne 

partielle Quadraturen bezügliche Aufgabe lösen, nämlich die Frage nach 
der Anzahl der von einander unabhängigen willkürlichen 
Functionen, welche in einem solchen Integral vorkommen 
können, wenn dasselbe einer partiellen Differentialgleichung mter Ordnung 
angehört. 

Als Grundlage für diese Untersuchung muss man die Definition des 
allgemeinen Integrals (§ 1) nehmen und die Schlussfolgerungen der NI'. 18 
wiederholen, welche uns zu den Gleichungssystemen (A) und (B) geführt 
haben. In dieser letzteren Nummer haben wir aber das allgemeine Inte
gral unter der Form einer einzigen Gleichung dargestellt, während wir es 
hier entsprechend dem am Ende des § 3 angegebenen allgemeinen Typus 
unter der Form eines Systems von k + 1 Gleichungen darstellen. Nimmt 
man daher die Integralgleichungen und alle ihre Ableitungen nach x und y 
bis zur nten Ordnung einschliesslich, so erhält man jetzt 

(n+l)2(n+2) (k+1) 

Gleichungen. Die gegebene partielle Differentialgleichung mter Ordnung 

F=O 

liefert mit allen ihren Ableitungen nach x und y bis zur n - mten Ord
nung einschliesslich nach dem Vorigen 

(n - m + 1)2(n -1n + 2) = (n +~~) t + 2L _ m(n + 1) + 11l(11l2-1) 

Gleichungen. 
Infolge der Definition des allgemeinen Integrals muss das erste dieser 

Gleichungssysteme nach Elimination der Grössen, welche nicht in der ge
gebenen Differentialgleichung sich vorfinden, mit dem zweiten vollständig 
identisch werden. Die Möglichkeit, diese Bedingung zu erfüllen, wird schon 
dadurch bestätigt, dass das erste System mehr Gleichungen enthält als das 
zweite, indem der Unterschied in den Anzahlen der Gleichungen beider 
Systeme ist: 

. CD). 

Es reicht daher aus, dass die Anzahl der aus dem ersten System zu 
eliminirenden Grössen nicht kleiner sei als diese Differenz. Die Anzahl 
muss gleich (D) sein, wenn jede der in Frage kommenden Grössen sich 
einzeln elirninirt; sie kann dagegen grösser sein als (D), wenn einige von 
diesen Grössen sich gleichzeitig gruppenweise eliminiren. 
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33. Versuchen wir jetzt, den Ausdruck für die Gesammtzahl der der 
Elimination unterworfenen Grössen zu bestimmen. Dieselben können in 
zwei Kategorien getheilt werden: 

1) Die kArgumente a, p, /', . mit allen ihren Ableitungen bis 
zur nten Ordnung einschliesslich: 

a' , a" u" , a'" a,,, .. . , a(n), ... . , am 
pi, p" ß", ßI" ß",. , ., p<n), .... , Pm 
u. s. w. 

Die Anzahl dieser Grössen ist augenscheinlich gleich 

(n+l) (n+2) 
2 k. 

2) Die willkürlichen Functionen und ihre Ableitungen nach ihren 
respectiven Argumenten. 

Um auf die allgemeinste Weise die Anzahl der zu eliminirenden 
Grössen dieser letzteren Kategorie auszudrücken, führen Wir folgende Be
zeichnung ein: 

Es sei 9 die Anzahl der von einander unabhängigen willkürlichen 
Functionen wie rp (a), 1jJ (ß), ... , welche in den Gleichungen des Integrals 
vorkommen. Sind alle Argumente von einander verschieden, so ist offenbar 
9 = k, im entgegengesetzten Falle muss 9 > k sein. 

Es sei ferner g' die Anzahl der willkürlichen Functionen, welche mit 
Hülfe der vorhergehenden durch Differentiation oder Integration (oder durch 
beide Operationen zugleich) nach einem und demselben Argument gebildet 
sind. Unter dieser Anzahl fassen wir die Functionen zusammen, welche 
wirklich i.n den Gleichungen des Integrals vorkommen, sowie auch die, 
welche, ohne darin vorzukommen, in der Reihe der Transformationen auf
treten, welche man ausführen muss, um von einer Function zu einer andern 
Function überzugehen, die beide in den Gleichungen des Integra.ls auftreten. 
Z. B. wird ep'(U) in der Zahl g' mit einbegriffen sein, wenn die Gleichungen 
des Integrals rp(a) und rp"(a) enthalten. Ebenso wird, wenn F eine ge
gebene Function bezeichnet, SF(a, rp(a»da in der Zahl g' mitenthalten 
sein, wenn die Gleichungen des Integrals SdaSF[u, rp(u)]da und rp(a) 
enthalten. 

Endlich seien 1 + 1, l' + 1, [" + 1, ... die Ordnungen der Glei
chungen, welche aus den Gleichungen des Integrals abgeleitet sind und die 
als die ersten mit dem Integrale in Bezug auf a, p, /', ... respective un
gleichartig sind. Die Zahlen l, l', l" ... müssen endliche und bestimmte 
Werthe haben und können sich auch auf Null reduciren. 

34. Wir haben aber im vorigen Paragraphen bewiesen, dass, wenn 
in den aus den GleichUllgen des Integrals abgeleiteten Gleichungen vor 
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irgend einer Ordnung eine willkürliche Function, z. B. eine gewisse Ab
leitung von q; (a) zum ersten Male encheint, alsdann beim Übergange zu 
abgeleiteten Gleichungen der folgenden Ordnungen jedesmal neue willkür
liche Functionen entstehen, die ebenfalls aus q;(a) hervorgehen. Sobald man 
also bei der Differentiation der Gleichungen des Integrals zur nten Ordnung 
gelangt, hat man willkürliche Functionen eingeführt, die nicht in diesen 
Gleichungen sich vorfinden, und unter denen es n - laus q; (a), n - [' 
aus ljJ (ß), u. s. w. hervorgehende giebt. Somit ist die Gesammtzahl der 
so eingeführten willkürlichen Functionen gleich ng - I - l' - [" - .... 

Addirt man hierzu die oben bestimmten Zahlen g, rI und { (n + 1) (n + 2) k, 

so erhält man einen allgemeinen Ausdruck für die Anzahl der der Elimi
nation unterworfenen Grössen unter der folgenden Form: 

; (n + 1) (n + 2)k + gen + 1) + g' -I-I' _l" - ... 

Diese Zahl darf, wie oben auseinandergesetzt wurde, in keinem Falle 
kleiner als die Zahl CD) sein. Mithin muss man nothwendig haben: 

1 -1 1 
2(n+l)(n+2)k+g(n+l)+g'-l-l'-lll-···:52 (n+l)(n+2)k+m(n+l)-2m(m-l), 

d. h. 

(m - g) (n + 1) ~ ! m(m - 1) + g' - l - I' - Z" - •.. 

Die rechte Seite dieser letzteren Gleichheit oder Ungleichheit ist aber 
eine endliche bestimmte Zahl, während auf der linken Seite als gemein
schaftlicher Factor die Zahl n + 1 auftritt, die beliebig gross werden kann. 
Mithin muss man, wenn diese Gleichheit oder Ungleichheit für ein beliebiges 
n stattfinden soll, haben: 

9 = m, 

d. h. das endliche allgemeine Integral ohne partielle Quadraturen 
muss so viel willkürliche und von einander unabhängige Func
tionen enthalten, als die Ordnung der partiellen Differential
gleichung, zu welcher dieses Integral gehört, angiebt. 

§ 6. 

35. Die oben auseinandergesetzten allgemeinen Eigenschaften der 
partiellen Differentialgleichungen mit zwei unabhängigen Veränderlichen 
liefern uns die Fingerzeige, welche uns zur Bestimmung der zu gegebenen 
Differentialgleichungen dieser Klasse gehörigeIl Integrale führen werden. 

Vor allem wollen wir uns damit beschäftigen zu untersuchen, wie 
man aus der Form einer gegebenen Gleichung ein Urlheil fltllen kann über 
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die Eigenschaften der Argumente der willkürlichen Functionen des allge· 
meinen Integrals ohne partielle Quadraturen, wenn ein solches Integra 
möglich ist. 

Wir haben (§ 5) gesehen, dass in dem Ausdrucke eines solchen Inte
grals nothwendig willkürliche, von einander vollst1tndig unabhängige 
Functionen q;(a), 'IjJ(ß), ... vorkommen müssen, deren Anzahl gleich der 
Ordnung der zu integrirenden Gleichung ist, und deren Argumente a, ß, ... 
im Allgemeinen bestimmte und von einander verschiedene Functionen der 
unabhängigen Ver1tnderlichen x, y darstellen. Das Integral hört aber nicht 
auf, allgemein zu sein, wenn die Functionen a, ß, . . entweder theilweise 
oder insgesammt unter einander identisch sind oder nur von der einer 
Ver1tnderlichen x oder der einen Veränderlichen y abhängen. Und da diese 
Umst1tnde nicht ohne Einfluss auf den Gang der Integration sind, so ist 
es wichtig, dass man im Stande ist, aus der biossen Form der gegebener 
Gleichung die Eigenschaften der Argumente der willkürlichen Functioner 
in dem allgemeinen Integrale ohne partielle Quadraturen im Voraus zu 
erkennen, wenn die Möglichkeit eines solchen Integrals vorausgesetzt wird. 

36. Zu diesem Zwecke denken wir uns, dass die Gleichung 

a = fex, y) 

eins der Argumente a der willkürlichen Functionen des angenommenen 
Integrals bestimme. Mit Hülfe dieser Gleichung können wir an Stelle der 
ursprünglichen unabhängigen Veränderlichen x und y die neuen Ver1tnder
lichen x und a oder y und a in die gegebene Gleichung einführen. Indem 
man nach einander diese beiden Annahmen macht und die vorstehende 
Gleichung partiell zuerst nach x, dann nach y differentiirt, während die 
zweite Ver1tnderliche a in diesen bei den Fällen als constant betrachtet wird, 
erhält man: 

0 
o( + o( - ox oy 

daher: 
vI' 

~1L ox 
llx 01' 

lly 
und zugleich ist: 

oy o( 
ox' 0 = oy 

a' llx 

-;;' oy 

oy~ ox = 1 
ux lly . 

+ o( ox 
VX 'OY' 

'01' 
oy 
lll' 
ox 

Wenn es daher möglich ist, verschiedene Functionen m, 1i, ... der Ver-

1tnderlichen x, y zu bestimmen, welche die Werthe von ~; darstellen, so 

ox 1 1 
erhalten wir zu gleicher Zeit die Werthe von ;;;- unter der Form -, n' ... , 

uy m 
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und die entsprechenden Werthe der Argumente a, ß, . . . der willkürlichen 
Functionen werden erhalten durch Integration linearer partieller Differential
gleichungen von der Form: 

a' + ma, = 0, ß' + nß, = 0, ... 

Auf diese Weise ist die Untersuchung der Argumente der willkürlichen 
Functionen zurückgeführt auf die Untersuchung der verschiedenen diesen 

Argumenten entsprechenden Werthe von ~y, Werthe, die man versuchen 
~x 

muss, allein aus der gegebenen Gleichung zu erhalten. 

37. Wir nehmen an, dass die gegebene Gleichung von der zweiten 
Ordnung und von der Form sei: 

F(x, y, z, z', z" Zll, z;, z,,) = o. 

Nimmt man x und a zu unabhängigen Veränderlichen, so ergeben 
sich aus den Gleichungen des allgemeinen Integrals Ausdrücke für die 
Functionen y, z, z', Z" Z", ... mittels dieser Veränderlichen, durch deren 
Substitution man nicht nur der gegebenen Gleichung, sondern auch allen 
ihren Ableitungen nach x und y bis zu irgend einer Ordnung genügt. 
Differentiirt man die gegebene Gleichung n - 2-mal nach y, so folgt: 

()F oF , ()F 11 R 
.;;-;;-- Zn + <;I zn_l + ""." zn-2 + = o. 
U~" uZ, U'v 

Hierin kommen die Ableitungen von der Ordnung n nur linear vor, während 
ihre Coefficienten mit Hülfe allein der Grössen, welche in der gegebenen 
Gleichung auftreten, gebildet sind und das Glied R ausserdem die Ab
leitungen von z von den Ordnungen, die niedriger sind als n, enthält. 

38. Im § 4 haben wir gesehen, dass von einer bestimmten Ordnung 
an die aus den Gleichungen des Integrals abgeleiteten partiellen Ableitungen 
von Z nothwendig mit diesem in Bezug auf a ungleichartig sein müssen. 
Und da die Zahl n willkürlich ist, so hindert nichts, anzunehmen, dass die 
Ableitungen nter Ordnung mit dem Integral in Bezug auf a ungleichartig 
sind. Unter dieser Voraussetzung wollen wir zusehen, wie wir der vor
stehenden Gleichung genügen können. 

Wir drücken zunächst Z~_l und Z~_2 mittels zn aus. Man hat dazu 
die Gleichungen: 

()zn-l , + Zn 
()!L ()Z~'_2 ~/I + Z~_1 ()y 

--a:;; - zn_1 ()x' ~ W n_2 -;)X, 

nit deren Hülfe man findet: 

Z~_1 
()Zll-1 oy 11 oz~_:> _'OJL oZn_l + (~~ r Zn· ~ OX Zn> Zn_2 OX llx OX 
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Setzt man diese Werthe von Z~_l' Z~ __ 2 in die betrachtete Gleichung 
ein, so erhält man: 

[ oF _ oF oy + oF(oY)2]Z +R + oF oZn-l + oF(oz~_, _ oy OZn-l)_O 
oz" oz; OX Oz" OX Tl oz~ OX OZ" OX OX OX - . 

Substituirt man schliesslich hierin die Ausdrücke, welche die Glei
chungen des Integrals für die Functionen y, 10, 10', 10" ••• und ihre partiellen 
Ableitungen nach x ergeben, so muss man eine Identität erhalten. 

Nun ist der aus der Formel 

~~=1_ 
OCl 

ay 
OCl 

erhaltene Werth von 10" nach dem Vorhergehenden ungleichartig mit dem 
Integral, d. h. er enthält eine willkürliche Function von a, welche weder in 
den Gleichungen des Integrals, noch in den Ausdrücken der Ableitungen 
von 10 von niederer als der nten Ordnung und daher auch nicht in den 
partiellen Ableitungen dieser letzteren und von y nach x vorkommt; . denn 
die Differentiation nach x setzt aals constant voraus. 

Mithin kann sich in der obigen Gleichung das Glied mit dem Factor 
Zn nicht gegen die übrigen Glieder aufheben, und die Gleichung kann sich 
nur dann in eine Identität verwandeln, wenn man hat: 

oF 
oz" 

'iJF 'ily 'iJF (~!L)2 _ 
'iJz; OX + 'iJzlI 'iJx - O. 

39. Dies ist die Gleichung, welcher das zum Argumente a gehörige 

oy genügen muss. Da aber a nicht explicit darin vorkommt, so muss man, 
'iJx 
wenn man die Bedingung sucht, welcher das dem Argumente ß entsprechende 

oy genügen muss, wiederum auf dieselbe Gleichung kommen. Mithin werden ox 
die Wurzeln dieser Gleichung, die wir mit mund n bezeichnen wollen, 

die beiden Werthe von :~ ergeben, welche den beiden Argumenten a und ß 
der beiden willkürlichen Functionen des allgemeinen Integrals ohne partielle 
Quadraturen der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung entsprechen, 
falls diese Gleichung eines solchen Integrals fähig ist. 

40. Das Resultat, welches wir soeben erhalten haben, gestattet uns 
die folgenden Schlüsse bezüglich der aus der Form der gegebenen Gleichung 
sich ergebenden Beschaffenheit der Argumente a, ß zu ziehen: 

1) a und ß müssen allgemein bestimmte Functionen von x und y 
sein; denn die zugehörigen, durch die Wurzeln mund n der vorstehender 
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Gleichung dargestellten Werthe von ~~ sind unter bestimmter Form aus

gedrückt mit Hülfe von x, y und der von x, y abhängigen Functionen 
e, Zl, z" z", z:, z". 

2) Wenn :~, ~~, ~F sich ausdrucken als Functionen von x und y, 
uZ uZ, uZ" 

sei es unmittelbar, sei es nach Division mit einem gemeinschaftlichen Factor, 
so werden m und n Functionen derselben Grössen sein. Demnach können 
a und ß bestimmt werden durch Integration der Gleichungen: 

a' + ma, = 0, ß' + nß, = O. 

3) Ist m = n, d. h. hat man 

(oF)2 = 4 oF oF 
oz: llzl/ oz,,' 

so ist a = ß, somit muss das gesuchte Integral zwei verschiedene will
kürliche Functionen desselben Argumentes enthalten. 

4) Ist m = 0, d. i. ~F = 0, so nimmt die Gleichung, welche a be-
uZ" 

stimmt, die Form an a' = 0; mithin ist a eine willkürliche Function 
von y. Wenn daher die zu integrirende Gleichung z" nicht enthält, so 
wird eine der willkürlichen Functionen III dem gesuchten Integral nur von 
der einen Veränderlichen y abhängen. 

5) Ist m = 00, d. i. ~. = 0, so nimmt die Gleichung, welche a 

bestimmt, die Form a, = 0 an; mithin ist a eine willkürliche Function 
von x. Wenn daher die zu integrirende Gleichung ZU nicht enthält, so 
wird eine der willkürlichen Functionen in dem gesuchten Integral nur von 
der einen Veränderlichen x abhängen. 

. oF oF 
6) Ist m = 0, n = 00, d. h. 1st -,,- = 0 und <:;/i = 0, so werden 

uZ" uZ 

die Gleichungen, welche a und ß bestimmen, die Form a' = 0 und ß, = 0 
annehmen; mithin ist a eine willkürliche Function von y und ß eine will
kürliche Function von x. Wenn daher in der zu integrirenden Gleichung 
keine andere Ableitung zweiter Ordnung als z; vorkommt, so wird in dem 
gesuchten Integrale die eine der willkürlichen Functionen nur von x, die 
andere nur von y abhängen. 

. oF oE' 
7) Ist m = 0, n = 0, d. h. 1st <>;- = 0 und <;I = 0, so werden 

UMn vZ, 

die Gleichungen, welche a und ß bestimmen, die Form a' = 0 und ß' = 0 
annehmen, mithin sind a und ß willkürliche Functionen der einen Veränder
lichen y. Wenn daher in der zu integrirenden Gleichung keine andere 
Ableitung zweiter Ordnung als ZU vorkommt, so werden in dem gesuchten 
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Integral die beiden willkürlichen Functionen von der emen Veränderlichen 
y abhängen. 

. öF öF 
8) Ist m = 00, n = 00, d. h. 1st (lzU = 0 und öz' = 0, so werden , 

die Gleichungen, welche a und ß bestimmen, die Form a, = 0 und p, = 0 
annehmen; mithin sind a und ß willkürliche Functionen der einen Veränder
lichen x. Wenn daher in der zu integrirenden Gleichung keine andere 
Ableitung zweiter Ordnung als z" vorkommt, so werden in dem gesuchten 
Integral die beiden willkürlichen Functionen nur von der einen Veränder
lichen x abhängen. 

41. Bemerkung. Es ist noch zu beachten, dass das allgemeine 
endliche Integral ohne partielle Quadraturen in den letzten bei den Fällen 
(7 und 8) nur unter der folgenden Bedingung möglich ist: nämlich dass, 
wenn die gegebene Gleichung nur die Ableitung zweiter Ordnung ZU ent
hält, die Ableitung erster Ordnung z, nicht darin vorkommt, oder dass, 
wenn die gegebene Gleichung nur die Ableitung zweiter Ordnung z" ent
hält, die Ableitung erster Ordnung z' nicht darin vorkommt. 

Die Gleichungen nämlich, welche dieser Bedingung nicht genügen, 
können ohne Beschränkung der Allgemeinheit auf eine der Formen gebracht 
werden: 

z, F (x, y, z, z', ZU), 

z' F(x, y, z, z" Z,,), 

indem man die erste als aufgelöst nach z" die zweite als aufgelöst nach 
z' annimmt. 

Untersuchen wir jetzt, ob wir annehmen dürfen, dass z. B. die erste 
von diesen Gleichungen ein endliches allgemeines Integral ohne partielle 
Quadraturen besitze. Die bei den willkürlichen Functionen eines solchen 
Integrals müssten nach dem Vorhergehenden nur von der einen Veränder
lichen y abhängen. Mithin muss a eine Function von y und umgekehrt 
y eine Function ((a) von a sein. Führt man mit Hülfe dieser letzteren 
Relation y = f (a) an Stelle von y die Veränderliche a ein, so findet man 
infolge der Bemerkung zu § 4, NI'. 31, dass die aus den Gleichungen des 
Integrals gezogenen Ausdrücke von z' und Z" mit dem Integrale in Bezug 
auf a gleichartig sein müssen, während der Ausdruck 

z = , 

nothwendig ungleichartig mit demselben in Bezug auf a ist. Mithin ist es 
unmöglich, durch Substitution dieser Ausdrücke in die betrachtete Gleichung 
diese Gleichung in eine Identität zu verwandeln, da die linke Seite eine 
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willkürliche Function VOll a enthalten müsste, welche auf der rechten Seite 
nicht vorkommen kann. 

Vertauscht man die Buchstaben x und y mit einander, so kann man 
in genau derselben Weise den auf die Gleichung z' = F(x, y, z, z" z,,) 
bezüglichen analogen Satz beweisen. 

42. Die soeben auseinandergesetzte Methode für die Untersuchung der 
Argumente der willkürlichen Functionen des Integrals findet auch ohne 
Schwierigkeit Anwendung auf die partiellen Differentialgleichungen beliebiger 
Ordnung. Wenn man die Gleichförmigkeit bei der für diese Untersuchung 
angewendeten Verfahrungsweise berücksichtigt, so genügt es, diese Ver· 
allgemeinerung für die Gleichung dritter Ordnung kurz anzudeuten. 

Es sei 

F(x, y, z, z', z" z", z;, z", z"', z;', z;" z",) = 0 

die gegebene Gleichung. Differentiirt man dieselbe n - 3~mal nach y, so 
kommt: 

llF llF, + llF" + lll? 111 

"------z Zn + ll"- Zn-l oz" Zn-2 llZ'" Zn-3 + R = O. 
(J ,,, f.lf, , 

Hier kommen die Ableitungen nter Ordnung nur linear vor, ihre 
Coefficienten sind gebildet aus Grössen, welche in der gegebenen Gleichung 
auftreten, und das Glied R enthält überdies die Ableitungen von z von 
den niedrigeren Ordnungen als der n ten. 

Wir nehmen jetzt an, dass eins der Argumente der willkürlichen 
Functionen des vorausgesetzten Integrals a = fex, y) sei und führen x 
und a an Stelle von x und y als unabhängige Veränderliche ein. Wir 
erhalten so die Gleichungen: 

llZ~_2 " +' lly ---ax zn_2 zn_l llx' 
oz" ", tI oy n-3 
llX zn_3 + zn_2 llx' 

aus denen folgt: 

Z~_l = 
llzn_l oy 
llX llx Zn, 

" llZ~_2 lly llZn_l + (OYf Zn_2 = 1iX llx llx llx Zn> 

IU OZ~:_3 lly llZ~_2 + ey) 2 OZn-:'c ey)3 Zn-3 = 1iX - OX Zn-llx llx llx llx 
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Substituirt man diese Werthe, so nimmt die obige Gleichung die Form an: 

[ oF oF oy oF (OY)2 oF (VY)3] 
OZ", - vz:, vx + oz:' vx - Oz'" OX Zn 

+ R + o~ 
OZ" 

oZn_l + oF (OZ~_2 _ oy OZn-, ) 
vx llz;' oa: VX OX 

+ oF [Oz'L:] 
Oz'" ox 

__ OJL vz~_z + (OY)2 ~1l_-::1] = O. 
OX OX llx oa: 

Da die. Zahl n willkürlich ist, so kann man sie immer derart an
nehmen, dass die Ausdrücke der Ableitungen nter Ordnung von z mit dem 
Integral in Bezug auf a ungleichartig sind. In diesem Falle kann man, 
wenn man in der vorstehenden Gleichung die Ausdrücke der Functionen 
y und z und der aus den Gleichungen des Integrales sich ergebenden 
partiellen Ableitungen von z substituirt, derselben nur Genüge leisten, wenn 

man die in Bezug auf ~; kubische Gleichung hat: 

~~ _ ::" ~xy- + ::;;(~~)2 _ ::;, (~;)3 = 0, 
""'/I' " , 

deren Wurzeln 'm, n, p mit den Argumenten a, ß, r der willkürlichen 
Functionen des Integrals durch die Gleichungen 

a' + 'ma, = 0, ß' + nß, = 0, r' + pr, = 0 

verbunden sind. Mithin können alle auf die Form der Argumente sich 
beziehenden Fragen wie im vorhergehenden Falle erledigt werden. 



2. Kapitel. 

Integration der einfachsten Formen der partiellen Di:fferential
gleichungen zweiter Ordnung mit einer abhängigen und zwei 

unabhängigen Veränderlichen. 

§ 7. 

43. Die Formen der betrachteten Klasse von Differentialgleichungen 
sind hauptsächlich characterisirt durch die Form der Argumente a, ß der 
willkürlichen Functionen, welche in den allgemeinen Integralen dieser Glei
chungen auftreten. Demgemäss werden wir, da wir uns zunächst mit den 
einfachsten Gleichungen, auf welche sich sodann die Gleichungen von com
plicirterer Form zurückführen lassen, beschäftigen wollen, mit den ein
fachsten Annahmen bezüglich der Form der Argumente a und ß beginnen. 
Offenbar entspricht der Fall, in welchem diese Argumente gleich sind und 
sich mittels einer einzigen der unabhängigen Veränderlichen x und y aus
drücken, der einfachsten Annahme. 

Ist z. B. a = ß = y, so kann die entsprechende Differentialgleichung 
ein allgemeines Integral von endlicher Form nur in dem Falle besitzen 
(§ 6, Nr. 40 und 41), wo die Gleichung keine andere Ableitung zweiter 
Ordnung als ZU und keine andere Ableitung erster Ordnung als z' enthält, 
d. h. allein in dem Falle, wo die Gleichung von der allgemeinen Form ist: 

F(x, y, z, z', ZU) = O. 

In diesem Falle ist es übrigens leicht, sich hiervon unmittelbar zu 
überzeugen, indem man sich den Übergang von dem zwei willkürliche 
Functionen von y enthaltenden allgemeinen Integrale zur entsprechenden 
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung mittels der Elimination 
der willkürlichen Functionen vergegenwärtigt. Da bei der Berechnung der 
Ableitungen z' und ZU die Grösse y als constant betrachtet wird, so kann 
man sich auch bei der Integration der in Rede stehenden Gleichung auf 
diesen Gesichtspunkt stützen. Man wird so eine gewöhnliche Differential-
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gleichung zwischen x und z haben und durch Integration ihr allgemeines 
Integral mit zwei verschiedenen willkürlichen Constanten erhalten. Diese 
letzteren brauchen aber nur constant zu sein in Bezug auf x; mithin können 
sie als zwei verschiedene willkürliche Functionen von y betrachtet werden, 
und wir erhalten so das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung. 

Pür eine gewöhnliche Differentialgleichmi'g zweiter Ordnung giebt es 
immer zwei Zwischenintegrale erster Ordnung, deren jedes eine einzige will
kürliche Constante enthält. Verwandelt man also diese Constanten in will
kürliche Punctionen von y, so erhält man immer allgemeine Zwischen
integrale der ersten Ordnung für die gegebene Gleichung. 

44. Überhaupt können die Gleichungen, welche ein allgemeines Inte
gral, in welchem a = ß ist, besitzen, durch eine passende Transformation 
auf die soeben betrachtete einfachste Form zurückgeführt werden. Dazu 
braucht man nur in die gegebene Gleichung a und x oder a und y an 
Stelle von x und y als unabhängige Veränderliche einzuführen. Wir werden 
im Cap. IV ausführlicher die allgemeinen Methoden zur Ausführung dieser 
Transformation in· dem Palle auseinandersetzen, wo man mit Hülfe der ge
gebenen Gleichung den Ausdruck von aals Punction von x, y, z, z', z, 
erhalten kann; gegenwärtig beschränken wir uns auf den weniger allgemeinen 
Fall, wo man mit Hülfe der gegebenen Gleichung den Ausdruck des Argu
mentes aals Function von x und y bilden kann. 

45. Wir nehmen an, dass die gegebene Gleichung von der allgemeinen 
Form sei: 

F (x, y, z, z', z" ;) = 0, 
wo 

; = Rz" + 2 Sz; + Tz" 

ist und R, S, T Functionen von x und y bezeichnen. 
Dem oben (§ 6, Nr. 40) Bewiesenen zufolge können die Argumente 

a, ß des allgemeinen Integrals der gegebenen Gleichung nur gleich sein 
unter der Bedingung: 

Nun hat man: 
oF oF oF oF oF 

R ~~f' oz~ = 28 af' oz" 

somit nimmt die vorstehende Bedingung die Form an: 

4 (~n2 (82 - RT) = 0, 

oE' 
und da der Factor Bf nicht Null sein kann, so muss sein: 

8 2 - RT = O. 



Integration der einfachsten Formen. 

Setzt man diese Bedingung als erfüllt voraus, so hat man: 

r, = R(ZIl + 2 m z; + m2z,,), 

wenn man zur Abkürzung setzt: 

m 
s 
Ir 

353 

Um das Argument a zu bestimmen, hat man (NI'. 36) die partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung: 

0« 0« 
ox + m oy = 0, 

aus welcher folgt, wenn mit p, der integrirende Factor bezeichnet wird: 

a = S p,(dy - mdx) = fex, v)· 

Mittels der durch diese letztere Gleichuhg dargestellten Relation 
zwischen x, y, a kann man nunmehr a und x an Stelle von x und y als 
unabhängige Veränderliche einführen. Betrachtet man so die beiden Systeme 
von unabhängigen Veränderlichen, so muss man sich der oben (NI'. 2) 
getroffenen Festsetzung erinnern, nach welcher die partiellen Ableitungen 
irgend einer Function nach x und y bezeichnet werden durch oben oder 
unten angefügte Striche zur Rechten der Function, während zur Darstellung 
der partiellen Ableitungen nach x und a die gewöhnliche Bezeichnung an
gewendet wird. 

Hiernach hat man: 

OZ OZ 0« 
Z' = + lix 1l~ öx' 

somit: 

Z' + mz, 

Man findet ebenso: 

(Z' + mz,)' + m(z' + mz,), 

oder: 

Z" + 2mz: + m 2z" + (m' + mm,)z, 

Aus diesen Gleichungen folgt: 

ö2Z 

ox" 

r, = R (z/l + 2mz; + m 2z,,) = R [~;2 - (m' + mm,)z,], 

und 
I OZ 

Z = ox - mz,. 
Man Bio n, Part. Differentialgleichungen. 23 
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Wenn demnach die gegebene Gleichung ein allgemeines Integral von end
licher Form mit zwei willkürlichen Functionen des Argumentes a = ((x, y) 
besitzt, so muss sich, wenn man die vorstehenden Werthe von I; und 13' 

substituirt, 13, infolge der Reductionen von selbst daraus wegheben. In 
diesem Falle muss man also, indem man an Stelle von I; und z' ihre obigen 
Ausdrücke betrachtet und die linke Seite der gegebenen Gleichung partiell 
nach z, difierentiirt, ein Resultat erhalten, das identisch gleich Null ist. 
Mithin sind die beiden Gleichungen 

aF aF aF 
~ R(m' + mm,) + O.z' m - az, 0, 8 2 - RT = ° 

die hinreichenden und nothwendigen Bedingungen, und wenn dieselben erfüllt 
sind, so reducirt sich die Integration der betrachteten partiellen Differential
gleichung auf die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung. 

Offenbar erhält man, wenn man die Rollen von x und y vertauscht 
und zur Abkürzung 

S 
n = l' 

setzt, die zu den vorigen analogen bei den Bedingungen: 

aF ~ aF 
~ T (n, + nn') + -~ n -
Ul> (J.~, oz' 0, 8 2 - RT= 0. 

46. Wir wollen das Vorhergehende durch em einfaches Beispiel er
läutern. Wir nehmen die Gleichung 

f[1; + (1 + x + y)z,] + xl; + (x2 + x!J - y)z, -.:/ 0, 

m welcher 
I; = z" + 2(x + y)z~ + (x + y)2Z" 

ist und ( irgend eine gegebene Punction bezeichnet. Wir haben hier: 

m = x + y, a = J e-'" (dy - (x + y) dx) x e 

Pührt man x :und a an Stelle von X und y als unabhängige Ver
änderliche ein, so folgt: 

z' = ~- - (x + y) z" I; 
Dez 
Ö.r." - (1 + x + y) z,. 
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Bei der Substitution dieser Werthe von z' und;; in die gegebene Glei
chung fällt zugleich z, weg und die Gleichung reducirt sich auf die Form: 

eine gewöhnliche Dift"erentialgleichung zweiter Ordnung, die nach der 
Clairaut'schen Regel integrirbar ist. Führen wir in das vollständige Inte
gral dieser Gleichung an Stelle der willkürlichen Constanten zwei ver
schiedene willkürliche Functionen von a ein, so erhalten wir das allgemeine 
Integral der gegebenen Gleichung unter der Form: 

Es ist leicht zu bestätigen, dass in diesem Beispiele die erste der 
Formeln für die Integrabilität (Nr. 45) erfüllt ist. 

4: 7. Ist die gegebene Gleichung von der besonderen Form 

RZ' i + 2&: + Tz" + U = 0, 

wo U eine gegebene Function von x, y, Z, Zl, z, darstellt, so sind die 
Integrabilitätsbedingungen der vorstehenden Methode zufolge: 

8 2 - R1' = 0, R(mi + mm) + 'iJU m _ 'iJl! = ° oder: , OZ' OZ, , 

oU oU 
l' (n, + nn' ) +" n - '" 0. 

uZ, uZ 
8 2 - RT = 0, 

Setzt man m dieser Gleichung 

U = Qz, + PZ' + Nz - M, 

wo M, N, P, Q gegebene Functionen von x und y bezeichnen, so ver
wandelt sie sich in die lineare Gleichung: 

Rz" + 2&; + Fz" + Qz, + pz' + Nz = M 

und man erhält als Bedingungen der Integrabilität nach der vorigen Methode: 

8 2 - R1' = 0, R (mi + mm,) + Pm - Q = 0, ( m = i) 
oder: 

8 2 - R1'= 0, 1'(n, + nn') + Qn - P = 0, (n = ~). 
23* 
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48. Wir bemerken noch, dass, wenn wir die symbolischen Bezeichnungen 
V und VI einführen, welche definirt werden durch die Gleichungen: 

vv = Vi + mv" V 2V = '\7'\71' == (Vi + mv,)' + m (Vi + mv,)" 

V 1V=V, + nv l , v~v = V 1V 1V= (v, + nv l ), + n(v, + m:')I, 

wir erhalten: 

VZ (Jz '\72z 
otz 

- (Jx' - ll.i2 ; 

'\71 z 
oz 

v~z 
o"z - oy' - oi/"; 

mithin lassen sich die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung von 
der allgemeinen Form 

F(x, y, z, VZ, v 2z) = 0 oder F(x, y, Z, v 1z, V~z) = 0 

nach der vorstehenden Methode integriren, und umgekehrt können die nach 
diesel' Methode integrirbaren Gleichungen (d. h. diejenigen, welche den oben 
gegebenen Integrabilitätsbedingungen genügen) auf eine der vorstehenden 
symbolischen Formen gebracht werden. 

§ 8. 

49. Nächst den im vorhergehenden Paragraphen betrachteten Glei
chungen sind diejenigen Gleichungen von einfachster Form, welche der 
Annahme entsprechen, dass eins der Argumente der willkürlichen Functionen 
ihres allgemeinen Integrals gleich x, das andere gleich y sei. In diesem 
Falle darf, wie wir gesehen haben (NI'. 40, 6), die Differentialgleichung 
keine andere Ableitung zweiter Ordnung als z; enthalten; sie ist daher von 
der allgemeinen Form: 

F(x, y, Z, Zl, Z" z~) = O. 

Die Theorie der Integration der Gleichungen von dieser Form besitzt 
eine besondere Wichtigkeit, weil sich alle Gleichungen der von uns unter
suchten Klasse offenbar darauf zurückführen lassen, sobald man darin als 
unabhängige Veränderliche die Argumente der willkürlichen Functionen der 
zu ihnen gehörigen allgemeinen Integrale einführt. 

50. Ampere hat die nothwendigen und hinreichenden Bedingunger 
dafür,dass die vorstehende Gleichung ein Integral der ersten Ordnung mit 
einer einzigen willkürlichen Function von y oder von x besitzen könne, 
III folgender Weise festgestellt. 

Wir nehmen an, dass die Gleichung 

{[x, y, Z, q; (x), 1p (y)] 0, 
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in der q; und 'IjJ willkürliche Functionen bezeichnen, das allgemeine Integral 
darstelle. Differentiirt man dasselbe nach y und eliminirt man q; (x) aus 
der dadurch erhaltenen und der gegebenen Gleichung, so erhiilt man ein 
Resultat von der Form: 

f~ [x, y, z, z" 'IjJ (y), 'IjJ'(y)] = O. 

Diese letztere Gleichung kann offenbar nur dann das allgemeine Inte
gral erster Ordnung darstellen, wenn es möglich ist, aus dieser Gleichung 
und derjenigen, welche man durch Differentiation derselben nach x erhält, 
alle willkürlichen Functionen zu eliminiren. 

Dazu ist es nothwendig, dass 'IjJ (y) und 'IjJ'(y) in der letzten Gleichung 
nur in einer abgesonderten Gruppe von der Form 

p[y, 'IjJ(y), 'IjJ'(y)] 

vorkommen; alsdann wird die durch diese Gruppe dargestellte willkürliche 
Function von y ohne Änderung auch in derjenigen Gleichung auftreten, 
welche aus der Differentiation der vorigen nach x entsteht, und somit kann 
dieselbe zwischen diesen beiden Gleichungen eliminirt werden. Da das 
Resultat einer solchen Elimination stets unter der Form einer in Bezug auf 
z~ und z' linearen Gleichung, wie 

Gz; + Hz' + K = 0, 

dargestellt werden kann, wo G, H, K im Allgemeinen x, y, Z, z, ent
halten können, so ist diese Form der Differentialgleichung auch eine der 
Bedingungen dafür, dass für sie ein allgemeines Integral erster Ordnung 
mit einer einzigen willkürlichen Function von y möglich sei. 

51. Die erhaltene Bedingung ist zwar nothwendig, aber nicht hin
reichend. Bemerkt man nämlich, dass man hat: 

oz, z~ 
ox' 

und multiplicirt lllan vorstehende Gleichung mit ox, so folgt: 

6'(Jz, + Hoz + Kox = O. 

In dieser in Bezug auf die Differentiale der drei Veränderlichen x, Z, z, 
linearen Gleichung kann man y als constant betrachten. Sie besitzt be
kanntlich ein Integral mit einer willkürlichen Constanten (welche durch 
eine willkürliche Function von y ersetzt werden kann) nur III dem Falle, 
wenn die Eu 1 e r'sche Bedingung 

G(~f - ~J~) + H(~~ - ~~) + j[(Oö~ - ~~) = 0 . (E) 
erfüllt ist. 
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Somit bildet die Existenz dieser letzteren Gleichheit verbunden mit 
der in Bezug auf z; und Z' linearen Form der vorgelegten Gleichung die 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass diese letztere 
Gleichung ein allgemeines Integral erster Ordnung mit einer willkürlichen 
Function von y besitze. 

In genau derselben Weise findet man die Bedingungen für die Existenz 
eines allgemeinen Integrals erster Ordnung mit einer willkürlichen Function 
von x. 

52. Es ist z. B. leicht auf diese Weise zu zeigen, dass die Gleichung 

) , y(z-1) 
(x + yz z, - YZ,z' + x + y z, = 0 

kein Integral erster Ordnung mit einer willkürlichen Function von x be
sitzen kann, wohl aber ein solches mit einer willkürlichen Function von 
y besitzt. Um dieses zu erhalten, multipliciren wir die beiden ersten Glieder 
der linken Seite der gegebenen Gleichung mit oX; dies giebt: 

(x + yz) OZ, - yz,oz. 

Betrachtet man in diesem binomischen Differentialausdruck z, und z 
1 

als einzige Veränderliche, multiplicirt den Ausdruck mit - und inte-

grirt, so findet man: 

J yz,oz - (x + yz)oz, 
Z2 , 

zi 

~+?E 
Z, 

Führt man jetzt an Stelle der ursprünglichen abhängigen Veränderlichen z 
eine neue Veränderliche u ein, indem man setzt: 

;c + YZ 
?t = ----, 

z, 

so findet man hieraus durch Differentiation nach x: 

tt' = z,(1 + yz') --::J:: + yz)z', 
,..:1 "', 

Addirt man diese letztere Gleichung zu der mit _1_ multiplicirten gegebenen . z,2 

Gleichung, so erhält man: 

oder: 

x+yz 
(x+y)z,' 

u' _ __ u_ = o. 
x+y 
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Man erhält also eine Gleichung erster Ordnung; da darin kein~ Ab
leitung nach y vorkommt, so ergiebt sich, wenn man dieselbe wie eine ge
wöhnliche Differentialgleichung zwischen den Veränderlichen x und u inte
grirt und die willkürliche Constante des Integrals durch eine willkürliche 
Function von y ersetzt: 

1p (y). 

Indem man in diese Gleichung für ~t seinen Werth einsetzt, erhält 
man das Integral erster Ordnung der vorgelegten Gleichung in der Form: 

z = , y x 
(x + Y) 1/J(Y) Z + (x + Y) 1/J(Y)' 

In dieser Gleichung erster Ordnung kommt keine Ableitung nach x 
vor; integrirt man sie also wie eine gewöhnliche Differentialgleichung 
zwischen den beiden Veränderlichen y und z und ersetzt man die willkür
liche Constante des Integrals durch eine willkürliche Function von x, so 
findet man als allgemeines primitives Integral der gegebenen Gleichung: 

S lI d.'l SN '('I 

Z = C x+.1/ '/\1/) [!p(x) + x.\ e - u+.1f ,/.(.'1) (x + ~1/J(Y) ]. 

53. Hat man: 

G = 1, H = P, K = Qz, + Nz - M, 

wo M, N, P, Q gegebene Functionen von x und y bezeichnen, so ist die 
betrachtete Gleichung linear in Bezug auf z, z', z" z; und von der ]'orm: 

z; + Qz, + pz' + Nz = M, 

und die Bedingungen dafür, dass dieselbe ein allgemeines Integral erster 
Ordnung mit willkürlichen Functionen von x allein oder von y allein haben 
könne, drücken sich respective aus durch die Gleichungen: 

oP 
ox N + PQ = 0 oQ - N + PQ , oy o. 

Diese Bedingungen sind auch von Euler (Inst. calc. integr. t. IU) be
wiesen worden. 
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Die gegebene Gleichung kann nämlich unter den beiden folgender 
Formen geschrieben werden: 

o(z'o~pz) + Q(z, + pz) + (N.,- PQ - ~:)z = M, 

o(z'+Qz) + P(z' + Qz) + (N- PQ - oQ)z = ]J[. oy oy , 

und wenn die eine der vorstehenden Bedingungen erfüllt ist, so ergiebt 
sich, wenn man an Stelle der ursprünglichen Veränderlichen z im ersten 
Falle die Veränderliche 

tt = z, + Pz, 
im zweiten die Veränderliche 

v = z' + Qz 

einführt, eine der beiden folgenden Gleichungen: 

u' + Qu = M, v, + Pv = JJ'I, 

welche die allgemeinen Integrale der ersten Ordnung liefern, nämlich die 
erste ein Integral mit einer willkürlichen Function von y, die zweite em 
Integral mi.t einer willkürlichen Function von x. 

§ !J. 

54:. Die folgenden Worte Ampere's, die auch heute noch vollständig 
wahr sind, kennzeichnen die Wichtigkeit und den Grad der Entwickelung 
der '1.'heorie der Integration der Gleichungen, die wir im vorigen Para
graphen zu betrachten begonnen haben: 

"Die partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche nur 
die Ableitung z; von dieser Ordnung enthalten, müssen mit um so grösserer 
Sorgfalt untersucht werden, als es sehr oft geschieht, dass sich die andern 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die man integriren soll, 
darauf zurückführen lassen. Die allgemeine Integration der in der Form 

F(x, y, Z, z', z" z;) = 0 

enthaltenen Gleichungen kann als die erste der zu lösenden Aufgaben 
betrachtet werden, wenn man zur Integration aller Gleichungen zweiter 
Ordnung gelangen will. Indessen scheint sich dieses Problem noch lange 
den Methoden der gegenwärtigen Analysis entziehen zu wollen; man kann 
diese Gleichungen nur in dem soeben besprochenen Falle (unter der Be
dingung (E) Nr. 51) integriren, wo dieselben ein Zwischenintegral besitzen, 
und in dem Palle der linearen von Laplace integrirten Gleichungen*)." 

*) Journal de l'Ecole Polytechnique, XVIII cahier, p. 4B. 
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Nach diesen Betrachtungen zu urtheilen, muss jeder wirkliche Fort
schritt in der Entwickelung und Verallgemeinerung der Integrationsmethoden 
für die Gleichungen von der betrachteten Form für die ganze Theorie 
:'ler partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung von grosser Be
:'leutung sein. 

55. Die von Ampere erwähnte Laplace'sche Methode sucht ver
nittelst einer passenden Veränderung der abhängigen Veränderlichen die 
Integration einer linearen Gleichung 

z; + f,Jz, + pz' + Nz = M, 

welche keiner der beiden Integrabilitätsbedingungen 

'iJ~ _ N + PQ = 0 ~.~ - N + Pf,J 0 
'iJx ' 'iJy 

genügt, auf die Integration einer Gleichung von derselben allgemeinen Form 
zurückzuführen. 

Wenn die transfornlirte Gleichung den Integrabilitätsbedingungen eben
falls nicht genügt, so kann man auf dieselbe wiederum die nämliche 'frans
formationsmethode anwenden. Fährt man in dieser Weise fort, so gelangt 
man entweder zu einer linearen Gleichung, welche den Integrabilitäts
bedingungen genügt und durch deren Integral man das der gegebenen aus
drücken kann, oder man überzeugt sich von der Unmöglichkeit, diese letztere 
Gleichung in endlicher Form zu integriren. 

Demnach gründet sich diese Methode auf die Möglichkeit, das Integral 
der gegebenen Gleichung mittels des Integrals einer andern Gleichung 
von derselben allgemeinen Form cmszudrücken, die aber bestimmten Be
dingungen genügt, denen die gegebene Gleichung nicht Genüge leistet. 
1Ian kann aber zeigen, dass dieses Verfahren nicht allein auf die linearen 
Gleichungen, auf welche La p I ac e sich beschränkt hat, sondern auch auf 
Gleichungen von der allgemeineren Form 

Gz; + Hz' + K = 0 Ca), 

III welcher G, H, KaIs Fundionen von x, y, z, z, sich darstellen, An
wendung findet. Hat man diese Verallgemeinerung begründet, so erhält 
Inan daraus leicht die Laplace'sche Methode als besonderen Fall. 

56. Wir gehen nun über zur Integration der vorstehenden Gleichung, 
wie oben angedeutet wurde (Nr. 51). Wir llluitipliciren die beiden ersten 
Glieder ihrer linken Seite mit (IX, dies giebt den Differentialausdruck 

(}OZ, + HDz. 
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Hierin betrachten wir z, und z als einzige Veränderliche, bestimmen den 
integrirenden Factor 1-1 und integriren sodann. Man erhält so die Gleichung: 

S 1-1 (G'Oz, + H'Oz) = F(x, y, z, z,), 

deren rechte Seite der Werth des Integrals auf der linken ist. .Jetzt führen 
wir an Stelle von z die neue abhängige Veränderliche 11 ein, indem wir 
setzen: 

1t = F (x, y, z, z,). 

Die Differentiation dieser Gleichung nach x giebt: 

'OF 'dF 'OF, oF 
11' = --- z' + ._--- 10' + -- = I-I((rz' + H:2") + -. 

'Oz,' 'Oz OX ' 'Ox 

Mithin erhält man, wenn man die gegebene Gleichung mit 1-1 multiplicirt 
und das Product von der vorstehenden Gleichung abzieht: 

, oF r 
11 =--"-I\. llx ("". 

Die rechte Seite dieser Gleichung drückt sich in bestimmter Weise mittels 
x, y, 10, z, aus; man kann daher der Einfachheit wegen setzen: 

~t' = F l (x, y, 10, z,). 

Wenn die Functionen Fund F l nicht von einander verschieden sind 
in Bezug auf 10 und 10" d. h. wenn man, indem man aus den Gleichungen 

11 = F(x, y, 10, 10,), ~t' = F l ( x, y, ;Z', 10,) 

eine der Grössen z, z, eliminirt, auch zugleich die andere mit eliminirt, so 
erhält man eine Gleichung zwischen x, y, 11, ~t', aus der man, wie wir oben 
(§ 8) gezeigt haben, ein allgemeines Integral erster Ordnung mit einer 
willkürlichen Function von y ableiten kann. In diesem Falle muss man 
aber bekanntlich die Identität haben: 

oF 'OF, 
liZ 'Oz, 

0, 

welche auch die Bedingung der Existenz des in Frage kommenden Integrals 
erster Ordnung ist und äquivalent sein muss der oben gegebenen Bedingung: 

G('CH _ ~~) +- H(OK _ OG) + K(OG _ OH) = O. 
ox OZ 'Oz, 'dx, OZ ()z, 
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In der That verificirt man leicht, dass diese letztere Bedingung aus 
der ersten folgt*). 

57. Wir sind nunmehr zu der Frage gelangt, welche den Gegenstand 
dieser Untersuchung bildet: Wie hat man zn verfahren, wenn die 
vorstehenden Bedingungen nicht erfüllt sind? 

Wir bemerken, dass die Gleichungen 

u = F(x, y, z, z,), u' = F1 (x, y, z, z,) 

als äquivalent zu der gegebenen Gleichung betrachtet werden können. 
Substituirt man nämlich den aus der ersten folgenden Werth von n in die 
zweite, so erhält man die gegebene Gleichung. Löst man die vorstehenden 
Gleichungen algebraisch nach z und z, auf, so erhält man zwei andere 
Gleichungen von der Form: 

z = ((x, y, u, u'), z, = f1 (x, y, 1(, 1(1), 

die äquivalent sind denen, aus welchen sie abgeleitet sind, und somit auch 
der gegebenen Gleichung. Wenn man also in die gegebene Gleichung die 
vorstehenden /Werthe von Zf, z, nnd die durch Differentiation der vor
stehenden Gleichungen nach x erhaltenen Werthe von Zl, z; substituirt, 
so muss man nothwendig für jeden Werth von u eine Identität erhalten. 
Nun muss die Function ?( so bestimmt werden, dass die Werthe z = ( und 
z, = f1 mit einander verträglich sind, und dies erfordert, dass die Ab
leitung von f nach y gleich f1 sei. Drückt man diese Bedingung aus, so 
hat man die Gleichung: 

cf I of ef - u + - 11 + -- - f1 (x, JI, u, 11,1) = 0 . ou' ., ou' oy . 

Bestimmt man das Integral dieser und substituirt man den Werth dieses 
Integrals in die rechte Seite der Gleichung 

z = fex, y, 11, 1(1), 

so erhält man das Integral der gegebenen Gleichung. 

58. Es ist aber leicht zu zeigen, dass die Gleichung (a1 ), betrachtet 
als linear in Bezug auf n; und u" kein Integral erster Ordnung mit einer 
willkürlichen Function von X haben kann. In der T}Jat, multiplicirt man die 
beiden ersten Glieder ihrer linken Seite mit oy und integrirt man, so folgt: 

f( cf ~Oll' + ~ ~O'() = f ( ') ~ ,x, y, 11, 11 = V • 
• cu' (lu 

") Vgl. z. B. Boole, Treatise on Differential Equations p. 271. 
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Differentiirt man den Werth von v nach y, so findet man: 

v = 'ji u' + or u + ~ 
, OU" on' oy' 

und indem man dies von der Gleichung (al) abzieht, erhält man: 

'v, = (lex, y, u, u'). 

Hier sind r und t~ offenbar dieselben Functionen, die wir oben hatten. 
Die Gleichung (al) würde ein Integral erster Ordnung mit einer will

kürlichen Function von x haben können, wenn der Ausdruck 

or ur, 
on' OU 

identisch gleich Null wäre. Aber man hat infolge eines bekannten Satzee 
über die Functionaldeterminanten von inversen Functionen 

o[ or, 
O!t on' 

or ur, 
ou' OU ~li oF, 

Ul! ue, 

1 
o~ oF,' 
ov, OV 

Die Determinante, welche auf der rechten Seite dieser Gleichung vor
kommt, ist nach Voraussetzung verschieden von Null. Mithin kann die 
Determinante auf der linken Seite weder gleich Null noch gleich unend
lich sein. 

59. Mithin führt die Gleichung (al)' betrachtet als linear in Bezug 
auf ~t~ und u" nicht zum gewünschten Ziele. Indessen bleibt noch die 
Möglichkeit, die Frage in der Weise, wie wir es uns vorgenommen, zu 
erledigen, wenn die Gleichung (al) gleichfalls linear ist in Bezug auf u 
und n', und dazu ist nur nöthig, dass die Functionen {und {l vom ersten 
Grade seien In Bezug auf u'. Wir führen diese Bedingung ein, ind81Y 
wir setzen: 

z = {(x, y, /t,n') 

z, = (l(X, y, u, n') 

Mn' + N 

'lnn' + n, 

wo 31, N, 'In, 'n Functionen von x; y, u belleichnen . 
. Jetzt nimmt die Gleichung (al) die Form an: 

JYIu' + (o~! ~t + oM -In) ~t' + oN u + uN - n _ 0, 
, Ult' u!J liU " -u!J 

oder, wenn 

setzt: 

man zur Abkürzung 

011-1, + ullI 
g, -ou It, D!J 

Z oN + oN I 
m = t, ~l' ~t, ~!J - n 

o . (n'). 
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Wenn die Gleichung (a') der Integrabilitätsbedingung 

(Oh _ llk) + h (07.: _ 0(1) + k (Oq _ oh) 0 
g CX 011 on, llx on uu, 

genügt, welche infolge der Gleichungen 

die Form annimmt: 

g (~t 
'iJx 

Bq 
on 

'iJh 
Gu., 

'iJM 
Oll 

ok) + h (~ _ (9) = 0, on 011, OX 

365 

so wird dieselbe ein Integral erster Ordnung mit einer willkürlichen Function 
von y haben, mit dessen Hülfe man das primitive allgemeine Integral der 
Gleichung (a') erhalten kann; sodann erhält man das Integral der Glei
chung Ca) durch die Formel: 

z = fex, y, n, u'). 

Genügt die Gleichung (a') der Bedingung der Integrabilität nicht, so 
kann man auf sie wiederum die Transformationsmethode anwenden, die man 
auf die Gleichung (a) angewandt hat. Fährt man so fort, so gelangt man 
entweder zu einer Gleichung, welche der Integrabilitätsbedingnng genügt 
und somit das Integral der gegebenen Gleichung liefert, oder man über
zeugt sich von der Unmöglichkeit, diese Auflösungsmethode anzuwenden. 

60. Wir wollen die vorstehende Theorie durch ein sehr einfaches Bei
spie 1 erläutern. Wir nehmen die Gleichung: 

Vergleic)It man sie mit der allgemeinen Gleichung 

az~ + Hz' + J( = 0, 

so findet man, dass die Integrabilitätsbedingung (E) erfüllt ist; und in der 
That, multiplicirt man die gegebene Gleichung mit (lx, so folgt: 

(1Z, - z(lz = 0, 

und hieraus erhält man durch Integration das allgemeine Integral erster 
Ordnung: 

1 
Z2 = P(y), z --, 2 

welches eine willkürliche Function von y enthält. 



366 Anhang H. Imschenetsky, Part. Differentialgleichungen II. O. [Nr. 60] 

Da man aber die Gleichungen zwischen zwei Veränderlichen z, y von 
der Form der letzten Gleichung nicht zu integriren weiss, so können wir 
uns derselben nicht bedienen, um daraus das ursprüngliche allgemeine 
Integral der gegebenen Gleichung abzulei.ten. Vergleichen wir daher die 
gegebene Gleichung mit der andern allgemeinen Form 

Gz~ + Hz, + K = 0, 
so haben wir: 

G = 1, H = 0, K = - zz' 

und, wenn man bestätigen will, ob die Integrabilitätsbedingung 

erfüllt ist, so findet man, dass ihre linke Seite nicht gleich Null, sondern 
gleich z' ist. Mithin kann die gegebene Gleichung kein Integral erster 
Ordnung mi.t einer willkürlichen Function von x haben. 

Es bleibt uns daher nur übrig, auf die oben auseinandergesetzte all
gemeine Methode zurückzugehen, nach welcher man zunächst findet: 

J( Goz' + Hoz) S<;>"" - -" v . .., - i:I. 

Führen wir sodann an Stelle von z die neue abhängige Veränderliche z' 
ein, indem wir setzen: 

v = z', 

differentiiren so dann diese Gleichung nach y und addiren sie zu der ge
gebenen, so folgt: 

v, = .<:z'. 

Aus den beiden vorhergehenden Gleichungen erhü,lt man: 

v z = -l., z' = 'V. 
V 

Substituirt man in die gegebene Gleichung die für z und z' erhaltenen 
Werthe, sowie den Werth von z~, welchen man findet, indem man die 
zweite der obigen Gleichungen nach y differentiirt, so erhält man die 
Identität v, = v,. Damit aber die Werthe von z und z' mit einander 
verträglich seien, muss man der Bedingung genügen: 

die man auch so schreiben kanu: 
()2l ogv 
-Il:l;oy v. 
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Liou ville1) hat als allgemeines Integral dieser Gleichung den Aus
druck gefunden: 

v 

~Ian erhält aus ihm: 

logv = 10g2 + logtp'(x) + log'IjJ'(Y) + tp(x) +1jJ(Y) - 210g [1- e,p(x)+ll(I/)]. 

Differentiirt man schliesslich diese letztere Gleichung nach y, so erhält man 
das allgemeine Integral der gegebenen: 

v, 
v 

dessen Richtigkeit leicht zu bestätigen ist. Dieses Integral muss aber auch 
der Gleichung genügen: 

1 
z, 2 Z2 = 'P(y). 

Um sich hiervon zu überzeugen, so ist: 

und indem man die zweite Gleichung von der ersten abzieht: 

z, 1 ,,2 _ (Flog1fJ'(y) + I/() 1 [dlog1fJ1(y) + '( )·J2 -,.,---- 'ljJy----- 'ljJY 2 äy 2 2 dy , 

wobei die rechte Seite einer willkürlichen Function P(y) gleichgesetzt 
werden kann wegen der vollständig unbestimmten Form dieser Functior 
und der Function 'IjJ (y). 

Bemerkung. Auf diese Weise erhält man unter andern das Integra' 
der vorstehenden Gleichung zwischen z und y, die von einer ziemlich com
plicirten Form ist. ~Ian leitet dieses Integral aus dem soeben angegebenen 
Werthe von z ab, indem man darin bloss tp (x) durch eine willkürlichE 
Constante ersetzt. 

') :Monge. Application de l'Analyse a la Geometrie 5!Z M., corrigee par 
Liouville, Note IV, p. 597. 
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§ 10. 

61. Untersuchen wir jetzt, wie man aus der vorstehenden Verall
gemeinerung die Laplace'sche1) Methode für die Integration der linearen 
Gleichung 

z~ + pz' + Qz, + Ni:; = ]li 

111 dem Falle ableiten kann, wo die Ausdrücke 

N - P{,) - P' = A, N - lY; - Q, 0 

nicht gleich Null sind. 

Nach der allgemeinen Methode multiplicirt man die beiden ersten 
Glieder der gegebenen Gleichung mit OX, betrachtet in dem Producte z, 
und z als einzige Ver[tnderliche und integrirt sodann; dies giebt: 

J Cez, + Pez) = z, + Pz. 

Sodann führt man an Stelle von Z' eine neue abhängige Veränderliche ein, 
indem man setzt: 

z, + Pi:; = tt. 

Differentiirt man diese nach x und subtrahirt man das Resultat von der 
gegebenen Gleichung, so kommt: 

Qz, + (N - P') ,z = M - 1('. 

Löst man die beiden letzten Gleichungen nach z und z, auf, so findet man: 

z = ~ (M - Qu - 1/'), z, = ~ [(N - P') u + Fit' - MF]. 

Offenbar genügt man der gegebenen Gleichung, indem man den Werth 
von z, welcher durch die erste der bei den vorstehenden Gleichungen ge
liefert wird, substituirt, vorausgesetzt, dass der Werth von z" welchen man 
daraus erhält, gleich ist demjenigen, welchen die zweite dieser beiden Glei
chungen giebt. Demnach muss die Function 11 durch die Bedingung be
stimmt werden: 

( M - Qu - 1/') = ~N - P')u + Pu' - 1Y[p. 
A, A 

Entwickelt man dieselbe und ordnet das Resultat nach der absteigenden 
Ordnung der Ableitungen von tt, so findet man die lineare Gleichung: 

1/: + pu' + qu, + nll = m, 

1) HiRtoire de l'Acadernie des Sciences, 1773. 
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wo gesetzt ist: 

p = P _ A, q = Q 
A 

n = N - P' + Q, - Q ~, m = M, - M i + MP. 

62. Aus dem vorigen Paragraphen wissen wir schon, dass die trans
formirte Gleichung kein Integral erster Ordnung haben kann mit einer 
willkürlichen Function von x, und in der That, bildet man den Ausdruck, 
welcher verschwinden muss, wenn ein solches Integral erster Ordnung 
existiren soll, so findet man für diese Grösse: 

b = n - pq - q, = N - PQ - P' - A, 

und dies ist. nach Voraussetzung verschieden von Null. 
Bilden wir sodann den Ausdruck, welcher gleich Null sein muss, wenn 

die transformirte Gleichung ein Integral erster Ordnung mit einer willkür
lichen Function von y besitzt, so folgt: 

B = n - pq - p' = N - PQ -- P' + (Q, - P') + (~)', 
oder infolge der Gleichungen 

A = N - PQ - P', a N- PQ - Q, 

und der hieraus folgenden: 

A - a = Q, - P: 

B = (A,), + 2A _ a = o'logA + 2A - a. 
A oxoy 

63. Man sieht hieraus, dass B gleich Null sein kann, auch wenn es 
A und a nicht wären. Ist B nicht gleich Null, so kann man auf die 
transformirte Gleichung dasselbe Transformatio.t;tsverfahren anwenden wie 
auf die gegebene Gleichung. Es ist indessen noch einfacher, anstatt die 
transformirten Gleichungen zu bilden, die Reihe der zu B und b analogen 
Grössen fortzusetzen, von deren Werth die Integrabilität der zu ihnen ge
hörigen Gleichungen abhängt. Diese Reihe kann in folgender Weise ge
schrieben werden: 

I) 

A 
llP 

N - PQ - llx' 
llQ 

a=N-PQ-
oy 

B ll'logA + 2A - a b = A 
llxlly , 

C = ll'logB + 2B - b c = B, 
llxoy , 

M & n s ion, Part. Differentialgleichungen. 24 
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Gelangt man bei der Fortsetzung der Reihe ..4., B, C, . . . zu einem 
Gliede, welches gleich NUll ist, so ist die Laplace'sche Methode anwendbar, 
und der Rang des Gliedes, welches verschwindet, giebt an, nach wieviel 
Transformationen man das gesuchte Integral erhält. 

64:. In der vorstehenden Untersuchung kann man der Verll.nderlichen y 
die Rolle zuertheilen, welche :e hatte, und umgekehrt. Man gelangt auf 
diese Weise zu der folgenden, der vorhergehenden ähnlichen Reihe: 

II) 

eQ 
a = N - PQ - ey' 

eP 
A.= N - PQ - ex 

b = o21oga + 2a - A B = a oxoy , 

c = o21og b + 2b - B C b, oxoy , 

Dabei muss man beachten, dass B, C, .... , b, c, . . . in den Formeln I 
und n verschiedene Bedeutungen haben. 

65. Wendet man diese Methode auf die Gleichung an: 

z: + :eyzl - 2yz = 0, 

in welcher P = :ey, Q = 0, N = - 2y, M = 0 ist, so findet man 
nach den Formeln (I): 

A = - 3y, B = - 4y, C = - 5y, 

a = - 2y, b = - 3y, C = - 4y, 

Mithin kann die Reihe der Grössen A, B, C, ... nicht mit Null endigen. 
Wendet man aber die Formeln (lI) an, so folgt: 

a = - 2y, b = - y, C = 0 

A = - 3y, B = - 2y. 

Somit erhält man auf diese Weise nach drei Transformationen das 
Integral der gegebenen Gleichung. In der That, setzt man: 

Z' = u, 

differentiirt diese Gleichung nach y und subtrahirt sie dann von der ge
gebenen, so folgt: 

:eyz' - 2yz = - u" 
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und aus den beiden vorhergehenden Gleichungen erhält man: 

1 -+ U, z = 2 xu - 2y' 

Somit muss man haben: 

(; xu + ~r = u, 

u; + xyu' - yu = O. 
Setzt man: 

u' = v, 

differentiirt dies nach y und subtrahirt das Resultat von der vorhergehenden 
Gleichung, so hat man: 

xyu' - yu = - V,. 

Aus den beiden letzten Gleichungen ergiebt sich 

+ v, 
u = xv -. y 

Somit muss sein: 

oder: 
v; + xyv' = O. 

Hieraus folgt: 

und: 

J ",y' 
v, = 'IjJ'(y)_y e-T xcp(x)dx, 

folglich: 

u = x'IjJ(y) + 1fJ~Y) + xJe- :er q;(x)dx - Je- ·"r xcp(x)dx. 

Bestimmt man endlich die Ableitung von u nach y und substituirt 
man für u und Zt, ihre Werthe in die Formel 

2z = xu + u', 
Y 

so erhält man als das gesuchte allgemeine Integral 
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§ 11. 

66. Eine lineare Gleichung von der allgemeinen Form 

ZU + sz; + tz" + qz, + pZ' + Nz = M, 

in welcher alle drei partiellen Ableitungen zweiter Ordnung vorkommen 
und in der die Coefficienten M, N, p, q, s, t gegebene Functionen von 
x und y bezeichnen, kann auf die im vorigen Paragraphen betrachtete ein
fachere Form zurückgeführt werden, wenn man sich auf die oben (§ 6, Cap. I) 
auseinandergesetzten allgemeinen Principien stützt. Man braucht dazu nur 
an Stelle von x und y in diese Gleichung als unabhängige Veränderliche 
die Argumente a und ß der willkürlichen Functionen ihres allgemeinen 
Integrals einzuführen. Zur Bestimmung der Argumente a und ß selbst 
muss man, wie bekannt, zwei partielle Differentialgleichungen erster Ordnung 
von der Form 

integriren, in denen mund n die Wurzeln der Gleichung zweiten Grades 

§2 _ s§ + t = 0 

bezeichnen, die man aus der allgemeinen Formel 

erhält, wenn man für F die linke Seite der gegebenen Gleichung nimmt. 
67. Auf diese Weise kann man jedoch nicht erkennen, ob die vor

stehende Gleichung nach der Laplace'schen Methode integrirt werden kann, 
bevor man darin die neuen unabhängigen Veränderlichen eingeführt hat, 
was die vorangegangene Integration der bei den Gleichungen 

dy = mdx, dy...:...- ndx 

zwischen den zwei Veränderlichen x und y erfordert. 
Indessen hat Legendre ein Verfahren angegeben, um auf die gegebene 

Gleichung, ohne darin die unabhängigen Veränderlichen zu verändern, eine 
analoge Untersuchung unmittelbar anwenden zu können. Er sagt, indem 
er von den von ihm erhaltenen Resultaten spricht: Sie sind die Frucht 
einer sehr beschwerlichen Rechnung, deren Einzelheiten hier anzugeben ich 
wegen ihrer Länge nicht für nützlich halte. 

Man kann jedoch diese Untersuchung unter einer Form anstellen, die 
ziemlich einfach ist und vollständig übereinstimmt mit den im vorher
gehenden Paragraphen dargelegten Untersuchungen. 



Integration der einfachsten. Formen. 373 

68. Zu dem Zwecke führen wir die Bezeichnungen D und 'J ein, 
welche definirl werden durch die Gleichungen: 

o 0 
D = ox + m oy' 

o 0 
'J = ox + n oy' 

in denen m und n irgend zwei gegebene Functionen von x und y bezeichnen. 
Stellt man durch u, v Functionen von a; und y dar und wendet man 

eine der Operationen D und V auf die zusammengesetzten Functionen 

u + v, u· v, : an, so findet man sehr leicht: 

D(u ± v) = Du ± Dv 
D(u . v) = u. Dv + v· Du 

u Dv 
Ferner hat man nach der Definition: 

Du = u' + mu" \lu = u' + nu" 
woraus folgt: 

Du-Vu , m'Ju-nDu u, = , u = . m-n m-n 

Wendet man jetzt auf u die Operationen 0 und V nach einander aber 
in verschiedener Reihenfolge an, so erhält man die verschiedenen Resultate: 

mithin: 

'JDu = u" + (m + n)u: + mnu" + (\lm) u" 

D'Ju = u" + (m + n)u; + mnu" + (On) u" 

'JDu -D\lu = 'Jm-Dn (Du - Vu), 
m-n 

oder, wenn man zur Abkürzung 

setzt: 

'Jm-Dn 
f..t = m-n 

VDu - DVu = f..t(Du - 'Ju). 

69. Wir nehmen nun eine partielle Differentialgleichung zweiter Ord· 
nung von der Form: 

D'Je + PDe + QVs + Ne = M, 

wo M, N, P, Q gegebene Functionen von a; und '!I bezeichnen. Wir 
schreiben sie in der folgenden Weise: 

O(Ve + Pe) + Q('Je + Ps) + (N - PQ - DP)e = M 
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und bemerken, dass, wenn man hat: 

N- PQ- OP = 0, 

die Gleichung. folgendermassen integrirt werden kann. 

Setzt man: 
\lz + pz = u, 

so erhält man eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung 

Du + Qtt = M, 

deren Integral nach der oben auseinandergesetzten Methode (§ 7) erhalten 
wird und in seinem Ausdrucke eine willkürliche Function von x und y 
einschliesst. Substituirt man seinen Werth in die vorige Gleichung, so 
erhält man eine andere partielle Differentialgleichung erster Ordnung. 
Integrirt man sie genau ebenso wie die erste, so liefert sie das allgemeine 
Integral des Problems mit zwei willkürlichen Functionen von x und y. 

70. Es giebt noch ein anderes Mittel, um die betrachtete Gleichung 
zu integriren. Mittels der oben (Nr. 68) festgestellten Gleichheit: 

O\lz = \lOz + ft(\lz - Oz) 

kann man \lOz an Stelle von O\lz einführen, wodurch die gegebene 
Gleichung die Form annimmt: 

\lOz + (Q + ft)\lz + (P - ft)Oz + Nz = M, 

und diese kann man auch in folgender Weise schreiben: 

Wenn daher die Gleichung besteht: 

N - (P - ft)(Q + ,u) - \l (Q + ft) = 0, 

so kann man die gegebene Gleichung genau so wie im vorigen Falle integriren. 

71. Wenn die Ausdrücke 

N - PQ - OP = A, N - CF - ft)(Q + ft)- \l (Q + ft) = a 

von Null verschieden sind, so führen wir an Stelle von z eine neue ab
hängige Veränderliche u ein, indem wir setzen: 

\lz + pz .:.....- U. 
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Führen wir an beidell- Seiten dieser Gleichung die Operation 0 aus und 
subtrahiren wir das Resultat von der gegebenen Gleichung, so folgt: 

Q\lz + (N - DP)z = M - Du, 

und aus diesen beiden Gleichungen erhält man: 

M-Qu-Ou 
z = .A ' 

\lz _ (N-DP)lu+POu -MP. 
- .A 

Substituirt man in die gegebene Gleichung die vorstehenden Werthe 
von z und \7z und die Werthe von Dz und O\7z, welche man aus den 
vorstehenden Gleichungen erhält, indem man an jeder derselben die Ope
ration 0 ausführt, so überzeugt man sich leicht, dass man auf diese Weise 
der gegebenen Gleichung genügt. Damit aber die Werthe von \7 z und 
o \l z, welche durch die zweite der vorstehenden Gleichungen geliefert werden, 
gleich seien denen, welche man in gleicher Weise aus der ersten erhalten 
kann, muss nothwendig die folgende Bedingung erfüllt sein: 

Führt man auf der linken Seite die Operation \7 aus, so kann das Resultat 
durch die Gleichung dargestellt werden: 

Um dasselbe aber auf eine allgemeine Form zu bringen, die mit derjenigen 
der gegebenen Gleichung vollständig identisch ist, führen wir O\7u an 
Stelle von \70u ein, wodurch die vorstehende Gleichung die Form an
nimmt: 

O\lu + pOu + q\7tt + ru = l, 
wo gesetzt ist: 

\7.A 
p = P+p, - A' q=Q-p, 

\l.A 
l = \lM - Q A + MP. 

72. Um ein Urtheil darüber zu gewinnen, ob die transformirte 
Gleichung nach der soeben auseinandergesetzten Methode integrirt werden 
kann, bilden wir die Ausdrücke: 

n - pq - Op = B, n - (p - p,) (q + u) - \7(q + p,) - b. 
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Setzt man für n, p, q ihre Werthe, so hat man, wie man leicht sieht: 

VA VA 
B = 0 A + 2A - a - /1 A + A, b = A, 

wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

Hiernach ist b verschieden von Null, dagegen kann B gleich Null sein. 
Ist auch B von Null verschieden, so kann man auf die transformirte 
Gleichung dieselbe Transformaiionsweise anwenden wie auf die gegebene 
Gleichung. Es ist jedoch noch einfacher, anstatt die transformirte Gleichung 
zu bilden, die Reihe der zu Bund b analogen Grössen, von deren Welth 
die Integrabilität der zu ihnen gehörigen Gleichungen abhängt, weiter fort
zusetzen. Diese Reihe wird in folgender Weise gebildet: 

A=N-PQ·- DP, 

vA VA 
B= DA +2A-a-/1A + A, 

vB VB c= D-+2B-b-u-- + A B . B ' c=B, 

Die Möglichkeit, diese Integrationsmethode anzuwenden, ist dadurch bedingt, 
dass die Reihe A, B. C, ... mit Null endigt. Die Ordnung des Gliedes, 
welches zuerst verschwindet, giebt an, nach wieviel Transformationen man 
das gesuchte Integral erhalten kann. 

Die vorhergehende Untersuchung kann man unter anderer Form dar
stellen, indem man sie anwendet auf die gegebene Gleichung, die man in 
der Form schreibt: 

vDz + (Q + /1) Vz + (P - /1)Oz + Nz = M. 

Man hätte aber dann nur die ganze obige Rechnung zu wiederholen, indem 
man überall die Zeichen 

P, Q, A, a, 0, V 
respective dUrch 

Q + /1. P - /1, a, A, V, 0 
ersetzt. 

73. Um zn zeigen, wie die vorstehenden Resultate auf die Gleichung 

Z" + sz: + tz" + qz, + pZI + Nz = M 
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Anwendung finden, brauchen wir nur für mund n die Wurzeln der 
Gleichung 

§2 _ s§ + t = ° 
zu nehmen, wodurch wir den oben gegebenen Formeln zufolge die Gleichung 
erhalten: 

D'Vz - [ZU + sz; + tz" + (Dn)z,] = 0, 

und indem wir diese zur gegebenen Gleichung addiren, folgt: 

D'Vz + (q - Dn)z, + pZ' + Nz = M. 

Substituirt man die Werthe 

NI _ tn'Vz - nOz 
;.,J - m-n ' 

Oz - 'Vz z = , tn-n ' 

so nimmt die vorstehende Gleichung die Form an: 

D'Vz +q-On+~~ Oz +pm-q+On 'Vz + Nz = M, 
'//!-n m-n 

auf welche die oben auseinandergesetzte Integrationsmethode anwendbar ist. 
74. Um diese Methode zu erläutern, wenden wir sie auf die Glei

chung an: 
.<:" b - - a2z" + -. z = 0, x 

für welche die Bedingung der Integrabilität unter endlicher Form schon 
von Eul er*) festgestellt worden ist. 

Setzt man: 
Oz = Z' + az" 'Vz = Z' - aß" 

so hat man: 
O'Vz = 'VOz = ZU - a2z", 

und es nimmt daher die gegebene Gleichung die Form an: 

Hier hat man: 

b 
O'Vz + -. Z = 0. x 

P=O, Q=O, N= b" M=O, OP=O, 'VQ=O, /J=O, A= b., a=!; x x x, 

folglich: 
vA = _ ~ 'VA = _ ~ 0 'VA = ~ 

x S ' A x' A x 2' 

') Miscellanea Taurinensia, T. III, p. 60. 
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Hiernach erhält man die folgenden Reihen: 

b 
A =-0, x· 

B =k1 k b+2 x., 1 = 

C = !i, k2 = 2 (k1 + 1) - b 

D = !~, ka = 2 (~ + 1) -' k1 

Fährt man so fort und geht man bis zum n + 2ten Gliede, so folgt: 

R = kn+1 k 2 (k + 1) k X., n+l = n - n-l' 

Die Coefficienten k genügen somit der endlichen Differenzengleichung: 

die man unter Einführung des Zeichens L für die endlichen Differenzen 
auch in der Form schreiben kann: 

ß 2 k;'_1 = 2. 
Durch Integration findet man: 

kn_ 1 = n(n -1) + Cn + C' 
oder: 

kn = n(n + 1) + C(n + 1) + C'. 

Um die willkürlichen Constanten zu bestimmen, setze man n = 1 und 
n = 2, dann wird: 

b = 2C + C', b = 3C + C', 

also C = 0, C' = b, und daher: 

kn = n (n + 1) + b. 

Hieraus erhält man die Euler'sche Bedingung: Für eine gegebene 
Constante b ist die betrachtete Gleichung in endlicher Form integrirbar, 
wenn es möglich ist, der Bedingung zu genügen: 

n(n+1)+b=O, 

für irgend einen ganzen und positiven Werth von n. Betrachtet man b 
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als eine unbestimmte Constante und setzt man b 
hält man in 

z" - a 2z - n(n t~ z = 0 
" x-

379 

n(n + 1), so er-

eine Form von Gleichungen, welche In endlicher Weise integrirbar sind. 
Setzt man der Reihe nach 

so geht die vorstehende Gleichung in eine der folgenden Formen über: 

u" a2u + 2(n+l) 1" = 0 
" x 

V" 2 2n v' = O. a v" - -x-

Mithin kann die Gleichung 

li z" - a2z + - z' = 0 
" x 

für jeden geraden positiven oder negativen Werth der Zahl b in endlicher 
Form integrirt werden. 

75. Bemerkung. Es ist bekannt, dass die Laplace';>che Methode 
auch auf gewisse Gleichungen anwendbar ist, die gleichzeitig endliche 
Differenzen und Differentialquotienten enthalten. Wir könnten auch zeigen, 
dass die Grundidee dieser Methode in gleicher Weise auf mehrere gewöhn
liche lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung von der Form 

d2 d 
F(x) d;' + fex) d~ + qJ(x)y = 1p(x) 

anwendbar ist; indessen dürfte hier nicht der Ort sein, um näher auf diese 
Einzelheiten einzugehen. 



3. Kapitel. 

Integration complicirter Formen von partiellen Differential
gleichungen zweiter Ordnuug mit einer abhängigen und zwei 

unabhängigen Veränderlichen. 

§ 12. 
76. Die Gleichung 

Hz" + 2Y, + Lz" + M + N(z"z" - Z:2) = o. (1), 

In welcher die Coefficienten H, K, L, M, N als irgendwelche Functionen 
von x, '!I, z, z', z, vorausgesetzt werden, stellt die allgemeinste Form der 
Gleichungen, die wir betrachten, dar, für welche es ganz allgemeine Methoden 
oder eine The9rie ihrer Integration giebt. 

Mongel) hat zuerst eine allgemeine Methode für die Integration der 
Gleichungen von dieser Form 2) gegeben; aber die von ihm dargelegte 
Methode erschöpft nicht alle die Fälle, die bei der Integration der Glei
chungen, auf welche die betrachtete Aufgabe führt, eintreten können. Die 
vollständigste Entwickelung der Theorie dieser Aufgabe hat Am per e 3) 
gegeben. Unter den neueren Autoren, welche sich mit derselben all
gemeinen Aufgabe beschäftigt haben, kennen wir nur die beiden englischen 
Mathematiker Boole4) und De Morgan. 5) 

1) Memoire sur le calcul integral des equations aux differences partielles. 
(Histoire de l'Acad. d. Sciences 1784.) 

2) Er betrachtet besonders den Fall N = 0; jedoch ist diese Beschränkung 
nicht nothwendig. 

") Memoire contenant l'application de 180 theorie exposee dans le XVII~ cahier 
du Journal de 1'Ecole Polytechnique. (Journ. de l'Ec. polyt. t. XI. 1820.) 

4) 80) Über die partielle Differentia.1gleichung zweiter Ordnung 
BI" + Ss + Tt + U(s' - 1·t) = V 

(Crelle's Journ. Bd. 61, 1863). - b) Treatise on Differential Equations. Supple
mentary Volume 1865, Ch. XXVIII. - c) In der Abhandlung: Considerations sur 
180 recherche des integrales premieres des equations differentielles partielles du 
second ordre, von Boldt, im Bulletin de l'Acad. d. Sciences de St. Petersbourg, 
t. IV. 1862. Der Titel enthält" nach Todhunter bezüglich des Namens des 
Verfassers einen Druckfehler. Diese Abhandlung soll B 0 0 legehören. 

';) Die Untersuchungen dieses Autors in den Cambridge Phil. Trans. Vol. IX, 
Part. IV sind mir nur durch den Hinweis bekannt, den Boole darauf gemacht, 
indem er zugleich auf die Ähnlichkeit ihrer beiderseitigen Methoden aufmerksam 
macht. 
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Die von diesen beiden Gelehrten eingeschlagenen Wege sind, obwohl 
sie eine weniger allgemeine und weniger vollständige Untersuchung dar· 
bieten als die Arbeit von Ampere, doch nicht weniger bemerkenswerth 
wegen der neuen Art und Weise, mit welcher sie das Problem angegriffen 
haben, indem sie die Integration der betrachteten partiellen Differential
gleichung zweiter Ordnung zurückführen auf "die Integration zweier simul
tanen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. Mit Hülfe dieser 
Reduction, die man übrigens, wie Bour1) bemerkt hat, ausführen kann, 
ohne sich von den fundamentalen Theorien Ampere's zu entfernen, be
gründet man sehr einfach die verschiedenen Bedingungen zwischen den 
Coefficienten H, K, . . ., N, durch deren Existenz oder Nichtexistenz sich 
alle möglichen Fälle offenbaren, für welche Amp ere die Theorie der 
Integration gegeben hat. 

?? Die Gleichungen, auf deren Integration die betrachtete Aufgabe 
zurückführt, erhält man nach der Ampere'schen Methode folgendermassen. 
An Stelle der ursprünglichen unabhängigen Veränderlichen x, y führen wir 
die neuen Veränderlichen x, a ein, ind~m wir die Existenz einer gewissen Ab
hängigkeit zwischen x, y und a voraussetzen. Auf diese Weise erhalten wir 
unter Beibehaltung der Bezeichnungen, die wir für die partiellen Ableitungen 
in diesen beiden Systemen von unabhängigen Veränderlichen angenommen 
haben: 

oz' _ ",11 + ~, _oy oz. 
ox - ~ "', ox'oi 

Aus der letzten Gleichung folgt: 

sodann giebt die vorletzte: 

und schliesslich die erste: 

11 OZI 
Z = --

OX 

z" 

oz, 
llx 

oy 
OX 

oz, 
Oll! 

. oy 
Oll! 

oy 
z" ll~ (2). 

(3), 

(3) 

(3). 

?8. Um diese Werthe in die Gleichung (1) zu substituiren, bemerken 
wir zunächst, dass man hat: 

z"z = (OZ' _ oy ~~) ~: + ('Oy )2(~~)2 
" 'Ox 'Ox (Jx 'Oy 'OX oy 

'Oll! 'Oll! 

') Journal de l'Ecole Polyt. t. xxn. Sur l'integration des equations diffe
rentielles partielles du premier et du second ordre. 
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Z'2= , 

Subtrahirt man also die zweite Gleichheit von der ersten, so zerstören sich 
OZ, 

die Glieder zweiten Grades in Oll und man erhält: oy 
Oll 

OZ, 

OZ,) llli 
()X oy' 

Oll. 

Hiernach nimmt das Resultat der Substitution die Form an: 

worin gesetzt ist: 

OZ, 

P+ Q Oll = 0 
oy 

P = H (()zt _ oy OZ,) + 2K oz, + M _ N (OZ,)2 
OX ()X ()X ()X OX 

Q = H(OY)2 _ 2K ()!I + L + N (OZI + _()1!.. OZ,). 
()X ()X llx ()x llx 

(4), 

79. Die Werthe der Function z und ihrer partiellen Ableitungen, 
welche man aus dem zur Gleichung (1) gehörigen allgemeinen Integrale 
erhält, müssen dieser Gleichung (1) genügen. Ebenso werden wir, wenn 
wir die Function z und ihre partiellen Ableitungen mittels der Veränder
lichen x und a ausdrücken, durch diese Ausdrücke dem Resultat derselben 
Transformation ausgeführt an der Gleichung (1), d. h. der Gleichung (4) 
genügen. 

Bisher ist die Wah! der Abhängigkeit zwischen den Veränderlichen x, y, a 
willkürlich geblieben. Setzen wir aber voraus, dass a das Argument einer 
der beiden willkürlichen Functionen, welche in dem allgemeinen Integrale 
vorkommen, darstelle, so werden wir aus den vorhergehenden Schlüssen 
sehr wichtige Folgerungen ziehen können. Denn bei dieser Wahl der neuen 
Veränderlichen werden dem oben Bewiesenen zufolge(Kap. I, § 4) die Aus
drücke der partiellen Ableitungen der Function z mit dem Integrale in 
Bezug auf a entweder gleichartig oder ungleichartig sein können, und in 
diesem letzteren Falle werden die Ausdrücke der partiellen Ableitungen 
von z jeder Ordnung solche willkürliche Functionen von a enthalten, welche 
weder in dem Integrale D,och in den Ausdrücken der Ableitungen der 
vorhergehenden Ordnungen vorkommen. Nimmt man daher an, dass die 
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Ableitungen zweiter Ordnung Zll, z;, ZII mit dem Integrale in Bezug auf 
a ungleichartig seien, so muss man in dem Ausdrucke 

oz, 
oa 
oy ZII 

oa 

das Vorhandensein einer willkürlichen Function von a annehmen, welche 
weder in dem allgemeinen Integrale noch in den Ausdrücken von y, z', z, 

h "h t' 11 D'!r t; I t; t oy oZ' OZ, k t d noc In 1 ren par le en l11eren la quo len en ox' 'ii' ox vor omm, enn 

bei der Differentiation nach x wird a als eine Constante betrachtet. Mithin 
kann die in Frage kommende Function von a weder in P noch in Q vor
kommen, und die linke Seite der Gleichung (4) kann sich nur dann auf 
Null reduciren, wenn man gleichzeitig die beiden Gleichungen hat: 

P = 0, Q = 0 (5). 

80. Umgekehrt, wenn man beurtheilen will, ob die Ableitungen zweiter 
Ordnung ZII, z~, z" in der Gleichung (1) ungleichartig mit dem Integral 
in Bezug auf a sind, braucht man nur die Gleichungen (5) zu nehmen 
und, indem man damit die beiden ersten Gleichungen (2) verbindet, zwischen 

diesen vier Gleichungen die drei Ableitungen ~-'-, -~~, ~y zu eliminiren. Ist 
, uXuXuX 

das Eliminationsresultat identisch mit der gegebenen Gleichung (1), so werden 
die Gleichungen (5) ihr äquivalent sein und die Annahme, dass die Ab
leitungen Zll, Z:, z" mit dem Integrale in Bezug auf a ungleichartig seien, 
ist gerechtfertigt. Dagegen wird diese Annahme falsch sein, wenn man 
als Eliminationsresultat eine von '(1) verschiedene Gleichung zwischen 
x, y, Z, Z', Z" Zll, Z:, z" erhielte. 

81. Man kann sich aber leicht überzeugen, dass für die 
Gleichung (1) immer .der erste Fall stattfindet. Substituirt man 

nämlich in die Gleichungen (5) für :~, :~ ihre Werthe 

so findet man: 

Z" + z' oy 
, OX 

I + oy 
z, z" 'ex' 

P=H[ZIl_z,,(-:~rJ+ 2K(z; + z" ~~)+ M -N(s', + z" :~r = 0 

Q=H(_~~)2 _ 2K oy + L + N[ZII + 2z'0!!, + zlI(_OY)2] = 0 
(Ja; GX ' OX GX ' 
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oder: 

Hz" + 2Kz~ + M - N~2 + 2 (K - Nz:)z" :; - (H + Nz")z,, (~~) 2 = 0 

L + Nz" - 2(K - Nz';J :; + (H + Nz,,) ({~r = 0, 

und um :; zu eliminiren, braucht man offenbar nur die zweite von diesen 

beiden Gleichungen mit z" zu multipliciren und sodann zur ersten zu 
addiren, wodurch man zu der gegebenen Gleichung kommt: 

Hz" + 2Kz~ + Lz" + M + N(z"z" - Z;2) = o. 

82. Die Gleichungen (5), auf welche so die Integration der gegebenen 
Differentialgleichung zurückgeführt ist, sind von der ersten Ordnung aber 
nicht vom ersten Grade, und in dieser letzteren Beziehung sind sie einer 
neuen Vereinfachung fähig. Zu diesem Zwecke lösen wir die Gleichung 
Q = 0 oder die mit ihr äquivalente Gleichung 

(H + Nz,,) (~~r - 2(K - Nz:) .~~ + L + Nz" 0 

nach '0.11 auf: 
'Ox 

K-Nz', + V(K-Nz:)' - (H+ Nz,,) (L +NZ") 
H+Nz" 

K - Nz! ± YK··-HL-N[Hzl/+2Kz:+Lz,,+N(z"z,,-z:')] 
R+Nz" 

oder infolge der Gleichung (1): 

0.11 K-Nz:±VK'-HL+MN 
ox = H+ Nz" . 

83. Man erhält auf diese Weise für :~ zwei Werthe, was sein muss, 

. da ja die unabhängige Veränderliche a, die wir in Verbindung mit x an· 
wenden, eins der beiden Argumente der willkürlichen Functionen des all· 
gemeinen Integrals darstellt. Bezeichnet man diese Argumente mit a und p, 
so werden die beiden verschiedenen Werthe von -:* den beiden verschiedenen 

Systemen von unabhängigen Veränderlichen x, a und x, P entsprechen. In 
der That wurde oben (Kap. I, § 6) bewiesen, dass die verschiedenen Werthe 

von ~~, welche den Argumenten a und P entsprechen,erhalten werden als 

Wurzeln der Gleichung 

'OF 
oz". 

'oF '0.11 'OF ('0.11)2 
llz! 'Ox + llz" 'Ox 

- o. 
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Bezeichnet man jetzt mit F die linke Seite der Gleichung (1), so findet man: 

llF oF llF 
" = L + Nz", "'.' = 2(K - N.!,), ~I = H + Nz . 
uZ" . u~, uz' ", 

mithin sind die beiden Gleichungen zweiten Grades in ~~Y vollständig ox 
identisch. 

84. Setzt man zur Abkürzung 

K2 - HL + MN = G, 

so hat man an Stelle von Q= 0 die Gleichung: 

(H + Nz,,) ~* - K + Nz: =+= Va = o. 

Ferner kann die Gleichung P = 0 folgendermassen geschrieben werden: 

OZ' ( (HI oz) OZ H ~-_. + 2K - H -'- - N .. ' .,' + M = (') 
~ b ~ b ' 

und diese nimmt infolge der vorigen Gleichung die Form an: 

H ?Z' + (K - Va) ~~, + M = O. 
(J.t' + ~x 

Die verschiedenen Vorzeichen von V G entsprechen den verschiedenen 
Systemen von unabhängigen Veränderlichen x, a und x, ß. Das V orhanden
sein der zweiten unabhängigen Veränderlichen a oder ß tritt nicht zu Tage, 
da die Gleichungen nur die partiellen Ableitungen der Functionen '/J, z', z, 
nach x allein enthalten, während a und ß auch in den Coefficienten nicht 
explicit auftreten. Um anzudeuten, welche der beiden Grössen a, ß man 
gleichzeitig mit x als unabhängige Veränderliche betrachtet, wendet Ampere 
in diesem Falle und allgemein in analogen Fällen die folgende Bezeichnung 
für die partiellen Ableitungen an: 

fJ!I llz' llZ', GY GZ' llz, 
ox(a' I1x(a' o:r(a' oX(ß'6X(ß' oX(ß' 

85. Hiernach kann man, wenn man vor V G das obere Zeichen bei
behält, falls die unabhängigen Veränderlichen x, a, und das untere Zeichen, 
falls sie x, ß sind, die Gleichungen, auf welche schliesslich die Integration 
von (1) zurückgeführt ist, folgendermassen schreiben: 

H ~- + N oz, - K - Va = 0 
ox(a llx(a 

H oz' + (K - va);'~ + M = 
ox(a ~x(a 0.1 

(A), 

Mansion • Part. Differentialgleichungen. 25 
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H GY + N ~ .. - K + VG = ° ) 
'Ox ({j 'Ox ({j ~ 

'Oz' '- '0" f 
H- + (K + VG)·~ + 1I'I = ° 'Ox({j 'Ox({j 

Zu jedem dieser bei den Systeme kann man noch die Gleichung 

UZ I GY - = z + z .~. 
'Ox ' 'Ox 

(B). 

(e) 

hinzufügen, in welcher zusammen mit x als zweite unabhängige Veränder
liehe entweder a oder ß auftritt, je nachdem man die Gleichung (e) mit 
(A) oder (B) zusammennimmt. 

86. Es ist hier der Ort, auch die andern am Anfange dieses Kapitels 
erwähnten Methoden anzugeben, mittels deren man die Integration der 
Gleichung (1) auf andere den Ampere'schen Gleichungen (A), CB), (e) 
analoge Gleichungen zurückgeführt hat. Monge hat die allgemeine Form 
der in Bezug auf Z", z;, z" nur linearen Gleichungen betrachtet, aber seine 
Methode kann leicht ausgedehnt werden auf die Gleichungen, welche auch 
noch in Bezug auf Z"Z" - Z~2 linear sind, d. h. auf die allgemeine 
Gleichung: 

Hz" + 2Kz; + Lz" + M + N(Z"Z" - z?) = 0. 

Er beginnt mit der Bemerkung, dass die gegebene Gleichung, da. sie 
nur eine einzige Relation zwischen den drei Grössen z", z;, z" darstellt, 
nicht hinreichend sein kann für die Bestimmung der W erthe einer jeden 
derselben mit Hülfe von x, y, z, Z/, z,. Wenn man daher mit ihr die 
beiden Gleichungen verbindet: 

dei = z"dx + z;dy, dz, = z;dx + z"dy, 

welche nur die Definitionen der partiellen Ableitungen Zll, z;, z" darstellen 
und daher keine neuen Relationen zwischen ihnen geben ("nichts Neues 
aussagen") können, und wenn man mittels derselben aus der gegebenen 
Gleichung irgend zwei der Grössen Z", z;, z" eliminirt, so erhält man auf 
diese Weise Gleichungen von der Form: 

P + Qz" = 0, R + Sz" = 0, T + Uz; = 0, 

welche die Werthe von z", Zll, z; nicht bestimmen dürfen. Da somit die vor
stehenden Gleichungen unabhängig von den Werthen der Grössen z,;, Z", e; 
stattfinden, so müssen sie sich respecti ve auf die folgenden reduciren: 

P = 0, Q = 0; R = 0, S = 0; T = 0, U = 0. 
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Es ist aber leicht zu sehen, dass von diesen sechs Gleichungen nur 
zwei nothwendig sind, z. B. die beiden Gleichungen: 

P = 0, Q = 0, 

indem die andern entweder identisch oder äquivalent mit diesen sind. In 
der That führt man die in Rede stehende Elimination aus, so findet man: 

und 

P = H(dxdz' - dydz,) + 2Kdxdz, + Mdx2 - Ndz; = 0 

R = L (dydz, - dxdz') + 2Kdydz' + Mdy2 - Ndz'2 = 0 

T = Hdydz' + Ldxdz, + Mdxdy + Ndz'dz, = 0, 

Q=8=-U=Hdy2- 2Kdxdy + Ldx2 + N(dxdz' +dydz,) = O. 

Die letzte Gleichung nimmt aber wegen 

dxdz' + dydz, = z"dx2 + 2z;dxdy + z"dy2 
die Form an: 

(H + Nz,,)dy 2 - 2(K - Nz~)dxdy + (L + Nz")dx 2 = O. 

Löst man diese auf, einmal nach -~~, sodann nach ~~, so findet man 

mit Rücksicht auf die gegebene Gleichung: 

K-Nz;±fu dy = ---- dx, 
H+Nz" 

worm 
G=K2-HL+MN 

ist. Schaft't man die Nenner weg, bringt alles auf eine Seite und berück
sichtigt die Gleichungen 

dz' = z"dx + z~dy, dz, = z~dx + z"dy, 

so kann man die obigen Gleichungen in folgender Weise schreiben: 

Hdy + Ndz, - (K ± l'G)dx = 0 

Ldx + Ndz', - (K ± VG)dy = 0 

Ferner geht die Gleichung P = 0, in der Form geschrieben: 

Hdxdz' + (2Kdx - Hdy - Ndz,) dz, + Mdx 2 = 0 

zufolge der Gleichung (a) über in: 

Hdz' + (K + VG) dz, + Mdx o 
2.5* 

(a) 

(a'). 

(b). 
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Auf diese Weise sind die Gleichungen P = 0, Q = 0 ersetzt durch (a) 
und (b). 

Sodann nimmt die Gleichung R = 0, wenn man sie so schreibt: 

Ldydz, + (2Kdy - Ldx - Ndz') dz' + Mdy 2 0 

zufolge der Gleichung (a') die Form an: 

Ldz, + (K"+ VG)dz' + Mdg o . (bi). 

Mithin können die Gleichungen S = 0 und R = 0 ersetzt werden durch 
die Gleichungen (a') und (bi). Nun ist aber die Gleichung (a') äquivalent 
zu (a) und (bi) erhält man durch Elimination von .dx zwischen (a) und (b). 

Endlich geht die Gleichung T = 0, in der Form geschrieben: 

dz,(Ldx + Ndz') + (Hdz' + Mdx) dy = 0 

zufolge der Gleichung (a') über in: 

Hdz' + Mdx + (K"+ VG)dz, = 0 (b). 

Mithin reduciren sich die Gleichungen T = 0, U = 0 und P = 0, R = 0 
auf dieselben Gleichungen (a) und (b). 

87. Demnach ist nach der Monge'schen Methode die Integration der 
Gleichung (1) zurückgeführt auf die Integration des Systems von Gleichungen: 

Hdy + Ndz, - (K ± VG) dx = 0 

Hdz' + (K"+ VG) dz, + Mdx = 0, 

mit denen man noch die Gleichung 

dz = z'dx + z,dy 
verbinden kann. 

Die Gleichungen Ampere's (A), (B), (e) werden durch Multiplication 
mit dx der Form nach identisch mit den vorstehenden, indessen unter
scheiden sich diese beiden Systeme von Gleichungen wesentlich dadurch, 
dass das eine die Differentiale der beiden unabhängigen Veränderlichen und 
die totalen Differentiale der abhängigen Veränderlichen enthält, während 
in dem andern das Differential nur einer einzigen der unabhängigen Ver
änderlichen zugleich mit den partiellen Differentialen der abhängigen Ver
änderlichen nach dieser unabhängigen Veränderlichen auftritt. 

88. Wir betrachten nun auch die Methode von Boole. Sie gründet 
sich auf die Annahme der Existenz eines Zwischen integrals oder eines In
tegrals erster Ordnung für die Gleichung (1). Der Autor der Methode setzt 
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diese fundamentale Idee unter zwei verschiedenen Formen auseinander, um 
einen und denselben Zweck zu erreichen. Da jedoch die Grundlage dieser 
Methode der n1ithigen Allgemeinheit entbehrt, so wird es genügen, nur 
eme einzige von diesen Formen zu betrachten. 

Es sei 

das vorausgesetzte Integral erster Ordnung der Gleichung (1). In seiner 
Zusammensetzung kommen ausser den Veränderlichen x, y, z auch die Gr1issen 
Z' und z, vor; differentiirt man dasselbe also nach X und y, so folgt: 

_ ('OF + 'OF Zl) 
'Oa:; 'Oz 

= oF Z" + 'OF Z' 
OZ' Oll, I 

( 'OF 'OF) 
- 'Oy + ll"Z z, 

oF, 'OF = <>i Z, + ,,- z". 
uz uZ, 

Diese beiden Gleichungen können zu demselben Zwecke dienen, zu welchem 
nach der Methode von Monge die Gleichungen 

dz' = z"dx + z',dy, dz, = z:dx + z"dy 

benutzt wurden. Man würde aber auf diese Weise zur Wiederholung alles 
dessen geführt werden, was bei der Darlegung der Monge'schen Methode 
entwickelt wurde; nur hätte man an Stelle von 

dx, dy, dz', dz, 
respective anzuwenden: 

oI<' 'OF (OF 'OF ') ('OF 'Ol!') 
-'Oz" oz,' - oa:; + az z , - 'dy + ll"Zz, . 

Man kann daher die Gleichungen, auf welche sich die Integration von (1) 
reducirt, direct hinschreiben: 

H-- -N -+-z -(K+VG)-=O '{JF ('{JF Ol!') ~ <ll!' 
'{Jz, '{Jy '{Jz' - OZ' 

( öF öF ,) _ ,/-- (öF ÖF) öF H - +- z +(K + f G) -- + -- z - M - = O. '{Ja:; öz öy '{Jz' '{JZ' 

Mithin muss von den beiden für die partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung im Allgemeinen möglichen Integralen erster Ordnung das 
eine den vorstehenden simultanen partiellen Differentialgleichungen erster 

Ordnung, in denen man Y G mit den oberen Zeichen (oder unteren) nimmt, 
genügen; und das andere muss denselben Gleichungen genügen, wenn man 

l'G mit den unteren (oder oberen) Zeichen nimmt. 
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89. Vergleicht ma.n diese drei Methoden, so kann· man nicht umhin, 
der von Am per e angegebenen den Vorzug zuzuerkennen; erstens wegen 
der Allgemeinheit des Verfahrens, welches sich nur auf die Anna.hme der 
Existenz eines endlichen Integrals der Gleichung (1) stützt und hierin den 
Vorzug hat vor der Methode von Boole. welche die Existenz eines all
gemeinen Integrals erster Ordnung voraussetzt, während doch ein solches 
Integral, selbst wenn das endliche Integral existirt, nicht immer möglich 
ist; - zweitens wegen ihrer grösseren Durchsichtigkeit im Vergleich zu 
dem analogen Theile der Monge'schen Methode, in welchem die trans
formirte Gleichung (1) in zwei zerfallt, - endlich wegen der Form der 
Gleichungen, auf welche sich die Integration der Gleichung (1) reducirt. 
Man wird auf einem natürlichen Wege zu den Ampere'schen Integralen 
mit Hülfe der willkürlichen Functionen der Argumente a oder ß, welche 
für die Allgemeinheit dieser Integrale erforderlich sind, geführt; denn sie 
enthalten nur die partiellen Ableitungen oder die Differentiale nach einer 
einzigen x der unabMngigen Veränderlichen. 

Bezüglich des zweiten der vorstehend erwähnten Punkte ist noch zu 
bemerken, dass Ampere, nachdem er den Grund, weshalb die transformirte 
Gleichung (1) in zwei zerlegt werden kann, mit Schärfe und Genauigkeit 
angegeben hat, zu gleicher Zeit klarlegte, wovon die Möglichkeit oder Uno 
möglichkeit der Anwendung dieser selben Methode auf andere von (1) ver
schiedene Gleichungen abhängt. 

90. Wir nehmen hierzu die partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung: 

F (x, y, z, z', z" Zll, Z:, z,,) = 0, 

von der wir voraussetzen, dass sie wenigstens in Bezug auf Zll, z;, z" ganz 
und rational und der Form nach von (1) verschieden sei. 

Nimmt man für diese Gleichung die Existenz eines allgemeinen endlichen 
Integrals an und nimmt man das Argument a der einen der beiden willkür
lichen Functionen als unabhängige Veränderliche zugleich mit x, so erhält 
man für Zll, ~, Z" die Ausdrücke (3) (Nr. 77). Substituirt man dieselben 
in die gegebene Gleichung und ordnet. das Resultat nach steigenden Potenzen 

vz, ily .. 
von va: va' so erhalt man eine transformirte Gleichung von der Form: 

vz, 
P + Q -va + 

ily 
va 

- o. 

Ebenso wie die gegebene Gleichung erfüllt wird durch die Werthe von 
z, z', z" Zll, ~, z,,, welche man unter der Voraussetzung, dass die unab
hängigen Veränderlichen x und y seien, aus dem allgemeinen Integrale ab-
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geleitet hat, so wird auch die transformirte Gleichung befriedigt werden 
durch die Werthe von y, z, Zl, z" welche aus denselben Integralgleichungen 
unter Voraussetzung von r.c und a als unabhängigen Veränderlichen abge
leitet sind. Die transformirte Gleichung kann sich aber auf zweierlei Weise 
in eine Identität verwandeln, je nachdem die Ableitungen zweiter Ordnung 
Z", z~, z" mit dem Integrale in Bezug auf a ungleichartig oder gleichartig 

sind. Im ersten Falle enthält das Verhältniss ~~: ~~ eine willkürliche 

Function von a, welche in den Coefficienten 'nicht vorkommt, und diese 
letzteren reduciren sich von selbst auf Null. Im zweiten Falle kommen 

dieselben willkürlichen Fu~ctionen sowohl in dem Verhältniss :~ : ~! als 

auch in den Coefficienten vor; somit kann sich die linke Seite der trans
formirten Gleichung auf Null reduciren, ohne dass man die Identitäten 
P = 0, Q = 0, ... hätte. Um über die Möglichkeit des ersten Falles 
zu urtheilen, muss man die Gleichungen aufstellen: 

P = 0, Q = 0, R = 0, . 

(lzi (lz 
und sodann darin Or.c und (I; durch ihre respectiven Werthe 

Z" + z' (ly 
, (Ix' 

ersetzen, wonach sie nur noch 

x, y, Z, Zl, Z" zu, z~, z", 

enthalten werden. 

91. Wenn man so dann, als Resultate der Elimination von :~, unter 

einander und mit der gegebenen Gleichung F = ° äquivalente Gleichungen 
erhält, so ist die Annahme, dass Zll, .t" z" mit dem Integrale in Bezug 
auf a (welches der beiden Argumente man auch durch a darstellen möge) 
ungleichartig seien, gerechtfertigt; im andern Falle ist sie es nicht. Bei 
dieser Elimination kann man im Allgemeinen aus jeder der Gleichungen 

P = 0, Q = 0, R = 0, ... 

Werthe von ~~ ableiten und dieselben in die andern substituiren. Um sich 

indessen auf die alleinige Betrachtung derjenigen unter ihnen zu beschränken, 
welche wirklich den beiden Argumenten a und ß der willkürlichen Functionen 
des Integrals entsprechen, die nach einander neben x als unabhängige Ver-

änderliche genommen wurden, muss man sie den Werthen von ~~ gleich

setzen, welche man als Lösungen der quadratischen Gleichung 
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erh!nt, oder man kann !Luch, wenn dies in dem gegebenen Falle einfacher 
ist, die beiden Wurzeln dieser Gleichung nehmen und sie in die Gleichungen 

P = 0, Q = 0, R = 0, ... 
substituiren. 

92. Um das Vorhergehende zu erläutern, wollen WIr z. B. die Glei
chung betrachten: 

Substituirt man darin die Werthe (3) für Zll, .1" z,,, so folgt: 

x (~Z,)4 + [oz, _2x(ilZ,)2(OZ"+ 0I! OZ,)] ~. ~ + [x (OZ' + o.lt oz,) 2 _ olt] r~~j-2 = 0. 
(jx ox OX (jx' oa; oa; oy oa; (jx OX oa; I OJ,' 

oa -oa 
Setzt man die Coefficienten der verschi.edenen Potenzen des Verhältnisses 
~ ~ J G - . - gleich Null, so hat man die leichungen: oa' lla 

p=~~ = ° 
(J,t: 

Q =:~ [1 - 2x ~~ (~ + ~~ .~~)] = 0 
R = x( ilz' + ~ llZ,) 2 _ °ll = 0_ 

oa; OX ilx OX 

Zufolge der ersten von diesen Gleichungen ist auch die zweite erfüllt, 
und die dritte vereinfacht sich, so dass wir nur die beiden Gleichungen 
zu betrachten brauchen: 

(JZ, ° ll-X = , 
X ((lZ')2 _ oy = 

oa; (Ja; 0, 

und diese nehmen durch Substitution der Werthe 

die Form an: 

()z' 
(Jx 

01' 
",11 + z~ ~ .. , Ox' ilz, '+ ily 

lla: = Z, z" (Ix 

z: + z,,~~ = 0, ( UY)2 il 
X Z" + z: (la; - ll~ = 0. 

Substituirt man aber in die zweite von diesen Gleichungen den aus der 
ersten sich ergebenden Werth 

so geht sie über in: 
X(ZII _ Z;2)2 + z: .. = 0, 

z" z" 
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_ und diese ist äquivalent mit der gegebenen. Mithin kann der Werth 

'ily z~ 
'ilx(a = - -Z;; 

in dem vQrausgesetzten endlichen Integrale einer willkürlichen FunctiQn 
eines Argumentes a entsprechen, in Bezug auf welches die zweiten Ab
leitungen z", ~, z" mit dem Integrale ungleichartig sind. 

tJberdies muss man auch bestätigen können, dass dieser Werth Wurzel 
der quadratischen Gleichung ist: 

v! _ 'ilF 'ily + 'ilF (ll1t)2 _ 0 
cz" 'ilz: llx llz" cx - , 

welche im gegenwärtigen Falle die FQrm hat: 

2 -(". 12)I'ily )2 [4 '( 11 12) ]'ilY+2 (" 12)-0 x.o" z .:-" - z, \llx - xz, Z .o,,-z, -z" di; XZ" Z z,,-z, - . 

Dividirt man hierzu die linke Seite derselben durch -ll'ilY + ~:_, SQ er
z z" 

hält man als QUQtienten: 

lly 
2xz" (z"z" - .0:2) 'ili: + 2xz: (z"z" - Z:2) - z" 

und als Rest: 

2 [ (:<11 12)2 + 1 ] -.-- x., z" - z, z,z" . 
"'" 

Dieser letztere ist gleich Null zufQlge der gegebenen Gleichung; demnach 

ist der Werth ll'ilY = - .3':" in der That eine Wurzel der .obigen Gleichung 
x z" 

zweiten Grades. Ihre andere Wurzel erhlUt man, wenn man den QUQtienten 

gleich Null setzt und die SQ erhaltene Gleichung nach -:~ auflöst. Es 

folgt so: 
'ily 

cx(fJ 
1 

2x(z"z" - ~') 
z: 
z,,· 

Dieser Werth entspricht offenbar dem Argumente P, welches -unter 
dem Zeichen einer willkürlichen Function in dem vorausgesetzten endlichen 
aiIgemeinen Integral der Art vorkommt, dass sll.mmtliche Ableitungen Zl, .0" 
.o", ~, z" mit jenem in Bezug auf P homogen sind. 

§ 13. 

93. Im vorhergehenden Paragraphen haben wir gesehen, dass das 
Problem der Integration der Gleichung 

Hili + 2 KiI. + Lz + M + N(ZIlZ - Z12) . ,,, ", o . (1) 
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sich reducirt auf die Integration eines Systems von mehreren Gleichungen, 
das wir zur Abkürzung so schreiben können: 

Hdy + Ndz, ___ (K ± VG)dx = 0l 
Hdz' + (K =+ VG) dz, + Mdx = O[ 

dz - zldx - z,dy = 0 

(2). 

Bezüglich dieses Systems untersuchen wir zunächst die folgende Frage: 
Unter welchen Bedingungen kann es für die Gleichungen (2) 

Integrale von der Form u = const, wo u als eine Function 
von x, y, z, Z/, z, vorausgesetzt wird, geben und wie viele solche 
Integrale kann es geben? 

In den Gleichungen (2) muss man überall entweder die oberen oder 

die unteren Zeichen von va nehmen; man hat daher zwei unvollständige 
Systeme simultaner Gleichungen, da die Anzahl der in jeder von ihnen vor
kommenden Veränderlichen x, y, Z, Zl, Z, um zwei Einheiten grösser ist als die 
Anzahl der Gleichungen. Man kann Integral dieser Systeme von Differential
gleichungen jede Function u der Veränderlichen x, y, z, z', z, nennen, deren 
Differential infolge der Gleichungen (2) identisch Null ist. Nun findet man, 
indem man die Gleichungen (2) nach dz, dz', dz, auflöst: 

dz = z'dx + z,dy 

, L K+-VG 
dz = - N dx + -----w- dy 

K +VG H 
dz, =-'N dx - N dy, 

und substituirt man diese Werthe von dz, dz/, dz, in den Ausdruck von du, 
so folgt: 

du ( ~u + z' ou _ L OU + K ± VGOU_) dx 
oa; OZ N oz' N oz, 

+ (O~+ z OU + K+-VGo~ _ ~ ~U) dy. 
oy , OZ N OZ' .LV uZ, 

Mithin reducirt sich du auf Null und 11 = const ist ein Integral der 
Gleichungen (2), wenn die Function u den in Bezug auf die Ableitungen 
erster Ordnung linearen und homogenen Gleichungen genügt: 

~!:' + z' OU oa; az 
OU ou 
oy + z, oz 

_I:. ou + K ± VG OU = 0) 
N Oz' N OZ, l 

+ K +- VG oU _ Hou = oJ 
N oz' N OZ, 

(3). 
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94. Über die Theorie der Integration simultaner partieller Differential
gleichungen erster Ordnung ist erst in neuerer Zeit, Dank den Arbeiten 
von Jacobi, Bour und Boole 1), Licht verbreitet worden, und die Frage, 
die uns beschäftigt, bietet uns Gelegenheit zur Anwendung dieser Theorie. 

Zu diesem Zwecke stellen wir zur Abkürzung die beiden Systeme von 
Operationen 

respective durch die Symbole V1 und V2 dar, vermittelst deren die Glei
chungen (3) die Form annehmen: 

V11t = 0, V2u = O. 

Die nothwendige Bedingung dafür, dass diese beiden Gleichungen ein ge
meinschaftliches Integral besitzen können, besteht bekanntlich darin, dass 
das Resultat der Operation V1 , ausgeführt an der Function V 2tt, gleich 
ist dem. Resultat der Operation V 2, ausgeführt an der Function V1u, d. h. 
dass man hat: 

Führt man nun die angedeuteten Operationen aus, so findet man: 

V1 V2u - V2 VI u 

= (K±YG _ K=fJlG)ilU +lV1K2r~ +V9 L)~~ __ (V/!+V. K±YG)ilU. 
N N ilz 1V " N ilz' N.! N llz, 

Hieraus erhellt, dass diese nothwendige Bedingung auf zweierlei Weise 
erfüllt werden kann: 1) wenn sich in dem vorstehenden Ausdruck jeder 

der Coefficienten von ~u,- ~U" ~~ auf Null reducirt, 2) wenn wir, falls 
d d u~ -

diese Coefficienten von Null verschieden sind, mit den beiden Gleichungen 
V 1u = 0, V21t = 0 eine dritte verbinden: 

welche augenscheinlich von den beiden ersten algebraisch verschieden ist, 

d . d' AbI'tu llu ilu . ht h It a SIe le el ngen ", "DIe er ä . 
uZ uy 

1) Eine Skizze dieser Theorie ha.be ich gegeben in meiner Abha.ndlung: 
"Sur l'integration des eq-ua.tions aux derivees partielles du premier ordre". 
Grunert's Archiv d. Ma.th. und Physik. Bd. 50, S. 393-416, §§ 23-25. 
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95. Jeder dieser beiden Fälle muss fdr sich untersucht werden. Be
schäftigen wir uns zunächst mit dem ersten, in welchem nach Voraussetzung 
die Gleichungen stattfinden: 

K±ya _!!-~+:y(j=O \! K+:YG+\! L_ O \/ 1I+\/ K±VG_ O N N ,1 N 2 N-' 1 N 2 N - , 

oder: 

so nehmen die betrachteten simultanen Gleichungen die Form an: 

\! 'lt = llu + z' ~ 
1 oa: 0'< 

_ ~ll~I_+ K ~ _ 0 
N llz' N llz, -

llu lllt 
\!2lt = ay + z, -llz 

K llu H llu + N liZ' - Nllz,- = O. 

Es ist leicht zu sehen, dass in diesem Falle die Gleichungen 
\!ltt = 0, \!2lt = 0 

drei gemeinschaftliche Integrale von der Form 

'lt1 = const, u2 = const, ug = const 

haben, und zugleich zu zeigen, wie diese Integrale gefunden werden. 
Dazu seien -/), VI' v2 die verschiedenen Integrale der Gleichung \/1U = 0, 

deren Anzahl gleich drei sein muss. Wir bestimmen ferner eine Function 
F (Jj, v, VI' Vz) dieser drei Integrale und der Veränderlichen y, welche der 
zweiten der betrachteten Gleichungen \!2F = 0 genügt. Es ergiebt sich, 
indem man sie entwickelt: 

llF llF vI!' cF 
-,,- \!2Y + " \!2V + ',,- \!;'/)I + -,,-- \!.,v., = O. 
uy uV uD, - uV, --

Hier hat mim augenscheinlich \!2Y = 1, und es ist leicht zu sehen, dass 
sich die Grössen \!2V, \!2V1' \!2V2 mit Hülfe von 'V, vl! v2 allein ausdrücken. 
In der That, man hat identisch fdr irgend eine Function lt: 

\!I \!2lt = \!2 \!ltt ; 

setzt man also der Reihe nach u = '/),v1> V2, so erhält man die Identitäten: 

\!1(\!2V) = \/2(\!1V) = \!20 = 0 

\!1(\!2V1) = \!2(\!IV1) = \!20 = 0 

\!1(\!2V2) = \!2(\!lV2) = \!20 = 0, 

') Diele Bedingungen sind von B 001 e aufgestellt worden. V gl. Philo8ophica.l 
Transactions 1862, T. CLII, Part. J, p. 452. 
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und diese beweisen, dass v 2v, V 2V1 ' V 2V2 Integrale sind der Gleichung 
V1u = 0. Es stellen aber v, V1 , v2 alle verschiedenen Integrale der 
Gleichung 'V1 u = 0 dar: mithin müssen sich V2 z; V2 vll V2 V2 mit Hülfe 
von v, v1 ' v2 ausdrücken lassen, und wenn diese Ausdrücke sind: 

so hat man die Gleichung: 

'OE' 'OF 'OF 'OF 
fly + & f +'01,.: (1 + '0 v, f2 = 0. 

Für diese Gleichung findet man nach den bekannten Methoden drei ver
schiedene Integrale .von d~r Form: 

die offenbar gemeinschaftliche Integrale der Gleichungen 

sein müssen. 

96. Bei der vorstehenden Auseinandersetzung der Methode der simul
tanen Integration der Gleichungen V i tt = 0, V21~ = 0 kann man schliess
lich auch die Rollen dieser beiden Gleicbungen mit einander vertauschen; 
in allen Fällen muss man aber zunächst drei verschiedene Integrale der 
einen von ihnen bestimmen. Dazu kann man sich neben den gewöhnlichen 
Methoden auch des Verfahrens bedienen, welches Poisson für die Glei
chungen der Dynamik entdeckt hat. Denn zufolge der Identität 

muss die Substitution eines Integrals irgend einer der Gleichungen 

v1tt = 0, v2u = ° 
in die linke Seite der andern ein Integral der ersten geben. Der Erfolg 
dieser Methode hängt schliesslich von der Bedingung ab, dass diese Sub
stitution Integrale ergiebt, die von den substituirten verschieden sind. 

97. Wir wollen jetzt angeben, wie man aus den drei oben erhaltenen 
Integralen 

( 4), 

in denen a, b, c willkürliche Constanten sind, zunächst ein particuläres 
Integral und sodann das allgemeine Integral der Gleichung (1) ableiten kann. 

Aus den Gleichungen (4) erhält man für z, z', z, Ausdrücke von der 
Form: 

z = w (x, 11, a, b, c), z' = w1 (x~ y, a, b, c), z, = W 2 (x, y, a, U, c) (5). 
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Schon aus der Methode der Berechnung der Integrale (4) der Gleichungen (3) 
kann man schliessen, dass die Ausdrücke (5) von z, z', z, den Gleichungen (2) 
genügen müssen. Löst man diese auf nach dz, dz', dz, und führt man 
die Bedingtmg G = 0 ein, so bringt man sie auf die Form: 

clz = ,;;'dx + z,dy t 
L K 

clz' = K N dx ; .N dy J 

dz, = N dx - N dy. 

(6). 

Dieser Schluss ist indessen so wichtig, dass wir versuchen wollen, 
einen directen Beweis desselben zu geben. Dazu bemerken wir, dass eine 
vollständig willkürliche Function von u 1' U2, U3, welche wir mit lfJ CU1' u 2 u 3) 

bezeichnen, den Gleichungen (3) genügen muss, wenn man sie für u sub· 
stituirt, da 

" vtp , (Jp 
v1m = - + z -r OX OZ 

L ~ + K ~ 
N Oz' N oz, 

otp 
\71u 2 +" \71u 3 vlla 

K (Jtp H otp 
N -()zi N -OZ, 

ist und die Grössen 
\71 lt1' \711t2 , \71 Ug 

\72'U t , \72U2, \72'113 

gleich Null sind. Nimmt man das Differential von lfJ und substituirt man 
in seinen Ausdruck die aus den Gleichungen \71lfJ = 0, \72lfJ = 0 ab· 

geleiteten Werthe von ~tp und ~91, so hat man die Gleichung: 
vX vy 

( ) otp(, ) otp , L K) otp( K H 
dlfJ u1,U2,~t3 = ai dz-z dx-z,dy + ~zi(dz + Ndx- ifly +oz, dz,- Ndx+jdy) (7), 

worin 

ist. 

Ocp_ = etp ~u! + O~ OI~2_ +~tp_ Oll. 
UZ oU1 OZ Oll, OZ ou. OZ 

vtp _ otp oU1 + ötp ou, + otp ou. 
-OZ' - -OUt -Il.?- ,-ou2 -OZ' ou. -OZ' 

,vp _ _ ~ Oll! + ~V~2 + op Oll. 
VZ, Oll! oz, uu, uz, (Ju3 oz, 
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Ersetzt man jetzt z, z', z, durch ihre Werthe (5), so reducirt sich die 
linke Seite der Gleichung (7) auf Null, da u1 , u2 1t3 , cP (ut> u2' u3) sich 
resp. in a, b, c, cp (a, b, c) verwandeln; mithin muss die rechte Seite der 
Gleichung (7) ebenfalls gleich Null sein. Es ist aber leicht zu bemerken, 

dass die Ableitungen ~fJ1,~~, _~!e nicht identisch Null sein können, und 
uZ uZ uZ, 

dies braucht man nur für eine dieser Ableitungen, z. B. für ~~ ausführlicher 

zu zeigen. 
I d Th t d' d . AbI 't ou, Oll., oU3 k" . ht.. t n er a, 1e re1 e1 ungen -az' GZ"; -az onnen nIe samm " 

lich Null sein, da man, wenn sie es wären, aus den Gleichungen (4) nicht 

die Werthe (5) ableiten könnte. Ihre Multiplicatoren ",o!P, ~, !fJ1 ver-
UU1 uU2 \JUs 

wandeln sich durch die Substitution der Werthe (5) von z, z" z' in will-
kürliche Constanten. Mithin kann' sich die rechte Seite der Gleichung (7) 
nur dadurch auf Null reduciren, dass sich die Gleichungen (6) durch die 
Substitution der Werthe von z, z', z, in Identitäten verwandeln. 

98. Hiernach hat man die Gleichung: 

dw = w1 dx + w2cly, 

infolge deren die Gleichungen (5) ersetzt werden können durch die folgenden: 

z = w(x, .1/, a, b, c), z' =-

Substituirt man diese Werthe von z, z', z, in die beiden letzten Glei
chungen (6), so hat man die Gleichheiten: 

l om L d + K d d om K dx _ H d 
( ilx = - N x N y,~y = N N y, 

welche weiter zu den folgenden drei Gleichungen führen: 

(8). 

Jetzt ist es leicht zu beweisen, dass das den vorstehenden drei Glei
chungen genügende Integral z = W (x, y, a, b, c) nothwenmg auch der 
Gleichung (1) genügen muss. Dazu genügt es zu bemerken, dass infolge 
der Bedingung G = K2 - HL + MN = 0 die Gleichung (1) folgender
massen geschrieben werden kann: 
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99. Somit haben wir bereits ein particuläres Integral der Gleichung (1) 
mit drei willkürlichen Constanten a, b, C; wir suchen daraus das allgemeine 
Integral derselben Gleichung mit zwei willkürlichen Functionen abzuleiten. 

Dazu bemerken wir zunächst, dass die Argumente a und ß der beiden 
willkürlichen Functionen des gesuchten allgemeinen Integrals gleich sein 
müssen; denn man hat allgemein für die Gleichung (1): 

oa o~ 
OX --a; K- Nz:+va 

H+Nz" 
OX 

-äf 
oy 

oy 
ox(~ 

K - Nz: - )/a 
-- k+-Nz" 

Nun ist im gegenwärtigen Falle G = 0, mithin hat man: 

00: o~ 
ox a.li-

_oa _OR_ 
t' = 0 und a = ß. 

fJY OX 

100. Wir beweisen nunmehr den folgenden Satz. Es seien rp und 1p 

willkürliche Functionen; substituiren wir a, rp (a), 1p Ca) an Stelle von 
a, b, c in dem Integrale z = w (x, y, a, b, c) und bestimmen wir die 
Function a durch die Bedingung, dass die Ableitung der Function w in 
Bezug auf a gleich Null sein soll, so stellen die beiden so erhaltenen 
Gleichungen 

) 000 
Z' = (<>[x, y, a, rp(a ,1p(a)], oa = 0 

das allgemeine Integral der Gleichung (1) dar. 
Differentiirt man nämlich die Gleichungen (9) nach x und y, so folgt: 

z' 
000 0'00 0200 00: 

0.1:' ' oaox va' GX 

(im 0'00 0" -00 00: 
c' 

O~I;' 0- ., ay' ~I 

00:0.1/ 0:-

Differentiirt man die Werthe von z' und z, nochmals nach x und y, 
so erhält man: 

Um sich von der Richtigkeit des ausgesprochenen Satzes zu überzeugen, 
braucht man nur zu beweisen, dass durch die Substitution der vorstehenden 
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Werthe von z, z', Z", z", z~, z" der Gleichung (1) genügt wird. Setzen 
wir zur Abkürzung 

o'co o'co ö·, 
w", w~, 

-co 
ox' äX-Oy - oy' - w", 

ö'co oa 
h, 

oa 1 o ., - q, ax- - ay -a-

und bezeichnen wir die linke Seite der Gleichung (1) mit F(z", ~, z,,), 
so nimmt das Resultat dieser Substitution nach dem Taylor'schen Satze 
die folgende Form an: 

F(w"+qh2,W~+qhl, w,,+q12) =F(w", w~, w,,)+ ("o.z: h2 + !~h1 + "ol!' 12) q 
um uQ) I um" 

Nun hat man aber: 

F(w", W:, w,,) (Nw" + L) (Nw" + H) - (Nw; - K)2, 

.,o.z: = N(Nw" + H), !I<: = 2 N(K - Nw~), _:F = N(L + Nw")j 
~ ~ ~ 

mithin reducirt sich das erste und zweite Glied der vorstehenden Ent
wickelung auf Null zufolge der Gleichungen (8), welche stattfinden müssen 
unabhängig von den Werthen von a, b, c. 

Der Factor von q2 verschwindet ebenfalls, denn alle Ableitungen zweiter 
Ordnung von F sind gleich Null mit Ausnahme von 

F}1' 'O'l!' 
- = - 2N2 und--- = N2 
ooo~2 oa"'Ooo,,' 

welche gleiche Glieder mit entgegengesetzten Vorzeichen ergeben. 
Nachdem somit der Satz bewiesen ist, h!1ben wir nunmehr eine voll

ständig reguläre Methode für die Integration der Gleichung (1) unter den 
Bedingungen: 

G = 0, (10). 

101. Es bleibt nur noch übrig, diese theoretische Auseinandersetzung 
durch ein besonderes Beispiel zu erläutern. Wir nehmen dazu die Gleichung: 

oder mit anderer Bezeichnung: 

(z' + z, + z") (1 + z,,) 
1I a.n 8 ion, Pa.rt. Ditferentia.lgleiohungen. 26 
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Hier sind die Bedingungen (10) offenbar erfüllt. Wir bilden die beiden 
simultanen Gleichungen 

cu ,cu , OU OU 
"VI U =cx + z az - (z + z,) -li? + c~ = 0 

cu OU cu OU 
V'2U = cy + z, ~ + -ilZi - llz, = 0 

und suchen alle drei verschiedenen Integrale der zweiten von diesen Glei
chungen. Nimmt man dazu das Gleichungssystem 

dy = d~ = dz' = - dz" z, 

so findet man die drei verschiedenen Integrale: 

v = z' + z" VI = Y - z', 

Wir suchen jetzt eine Function F (x, V, vlI v2), welche der Gleichung 
VIF = 0 genügt. Entwickelt man diese, so findet man: 

cF öF öF oF 
" \71x + -.,- VIV + " 6 1v1 + ;;- VI V2 = O. 
~x ~v uVI uV. 

Nun ist aber: -
\71x = 1, VIV = 1 - V, "VlVI = V, VIV2 = Vi 

mithin nimmt die vorige Gleichung die Form an: 

- + - (1 - v) + -- + --- V = O. öl' öll (OF öB 
ox ÖV IlvI ov, 

Ihre drei verschiedenen Integrale erhält man durch Integration der Glei-
chungen: 

dx=~ 
I-v 

sie sind demnach von der Form 

(1 - V) e" = a, VI - V2 = b, VI + V - X = c, 

wo a, b, 0 willkürliche Constanten bezeichnen. Substituirt man die Werthe 
von v, VI' V2, so folgt: 

(1 - z' - z,) &' = a, 

und hieraus erhält man: 

z, = 0 + x - y 

y - x + z, = 0, 

z' = 1 - ae-X - x + y - 0 

1 
z = b + ae-'V + x + 0 - 2" (0 + x _ y)2, 

wo für - b - 1 wiederum einfach b gesetzt ist. 
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Diese letztere Gleichung stellt ein particuläres Integral der gegebenen 
Gleichung dar. Sie giebt nämlich durch Differentiation: 

<lz fui - 1 - ae-X - x + y - c, 

<l'z -=1 <lx<ly , 

<lz 
Man sieht hieraus zunächst, dass die für z' und 8.i:' ebenso die für z, und 

llz. gefundenen Werthe identisch sind; ferner reduciren sich durch Sub
<ly 
stitution der Werthe der Ableitungen erster und zweiter Ordnung von z 
die Ausdrücke 

z' + z, + zu, 1 + z", 1 - z: 

auf Null, und somit. wird die gegebene Gleichung befriedigt. Hieraus er
giebt sich dem oben Bewiesenen zufolge, dass, wenn man in dem vorigen 
particulären Integrale zwei der Oonstanten a, b, c als willkürliche Functionen 
der dritten betrachtet und die partielle Ableitung von z nach dieser dritten 
Oonstanten gleich Null setzt, die beiden so erhaltenen Gleichungen das all
gemeine Integral der gegebenen Gleichung bilden werden. Macht man z. B.: 

c = a, b = rp(a), a = 1Jl(a), 

so wird das allgemeine Integral dargestellt unter der Form der beiden 
Gleichungen: 

1 
z = rp(a) + 1Jl(a)e-x + x + a -Z(a + x - y)2 

o = rp'(a) + 1Jl'(a)e-x - a - x + y + 1. 

Es ist übrigens leicht, das vorstehende Resultat zu verificiren, indem 
man zeigt, dass man durch Elimination der Grössen a, rp(a), 1Jl(a) aus den 
vorstehenden beiden Gleichungen die gegebene Gleichung erhält. Aus der 
zweiten von diesen Gleichungen folgt: 

va 1 + 1/1' (a)e-X va - 1 

daher: 

--- = 
llx 1JI"(a) + 1/I"(a) e-x -1 ' lly = IJII/(a) +-1/I-'-'(-a-) e---x-' -1- , 

va 
vx 
ä;" = - [1 + 1Jl'(a)e-X ]. 

lly 

Differentiirt man die erste Gleichung des Integrals, so kommt: 

h . h 
0.1: = 1 - 1Jl(a)e-x - x + y - a, oy = x - y + a 

v'z _ () -x 1 [1 + '() -X] oa v'z 1 + va v'z 1 (ja 
ox' - 1Jl a e - - 1Jl a e (lx' (lx(ly = llx' oy' = - + lly' 

26" 
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und hieraus: 

lla= ll'z _ 1 va = ~2~ 1 
vx llxvy 'lly lly' + , 

~ + llz + ll': 
-[1 +1p'(a)e-a] = 1l~-Il.z~---IlX~. 

--1 
llxlly 

Hiernach nimmt die dritte der vorstehenden Gleichungen die Form an: 

oder: 

v2z --1 
vxlly 

llz llz ll'z 
llx + äY + aa;' 

ll'z ---- -1 
llxlly 

( ll"z ) 2 (IlZ llz Il'Z) (1l2Z ) 
llxlly -1 = aa;+lly+llx2 lly' + 1, 

und diese letztere Gleichung ist identisch mit der g~gebenen. 

102. Bemerkung I. Die Bedingungen 

welche im Verein mit der Bedingung G = 0 den Erfolg der Integration 
der Gleichung (1) nach der vorstehenden Methode sichern, können sehr 
einfach ausgedrückt werden. Dazu bemerken wir, dass wegen G = 0 die 
Anwendung der vorigen Methode noch der Bedingung unterliegt, dass für 
die drei Gleichungen 

Z" + L = 0, 
N 

z'- ~ = 0 , N ' 
H 

z" +N = 0 

em einziges gemeinschaftliches particuläres Integral möglich ist, was be
züglich der Coefficienten H, K, L, N zwei Bedingungen erfordert, die noth
wendig den vorigen äquivalent sein müssen. In der That geben diese 
Gleichungen: 

Z" , 

Wir deuten hier durch einen hinter das Zeichen (l gesetzten Punkt 
an, dass man nach x und y differentiiren muss nicht allein, insofern diese 
Veränderlichen explicit vorkommen, sondern auch insofern sie durch Ver
mittlung von z, z', z, auftreten. Führt man diese Operationen aus und 
ersetzt man zu, z:, z" durch ihre Werthe, so folgt: 

(lK (l~ (lN~ (lK 
N N,L + K ~ _" K 

llx + Tz z - N llz' N llz. - v 1 N' 
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ebenso 

Mithin kann man die Bedingungen (10) einfacher folgendermassen darstellen: 

K L K H 
0. N O. N O. N O. N 

G = 0, ax + 'Oy = 0, 'oy + ax = o. 

103. Bemerkung II. Es ist oben bewiesen worden, dass die Glei
chung (1) unter den Bedingungen (10) ein allgemeines Integral von der 
Form besitzt: 

z = w[x, y, a, ep(a), 1Jl(a»), 'oä: = o. 

Der umgekehrte Satz ist gleichfalls richtig, nämlich, dass 
jedem Integrale von der vorstehenden Form eine Differential
gleichung von der Form (1) entspricht, welche den Bedingungen 
(10) genügt. In der That, differentiirt man die erste der vorstehenden 
Gleichungen und berücksichtigt man die zweite, so folgt: 

z = ~ + ~ Ila = Ilro 
, Ily Ila 'Oy Ily' 

Ilro 
'O"ro O. Ily Ila 

z" = 'Oy' + ---a;;- Ily 

Hier ist es zweckmässig, die Transformation der vorstehenden Aus
drücke von z", .e.~, z" einzuführen, die wir schon oben, aber ohne nähere 
Entwickelung angewandt haben. Mit Rücksicht auf die Bedeutung des hinter 
deIl). Zeichen 0 stehenden Punktes hat man: 
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und indem man die zweite der Gleichungen des Integrals nach x differentiirt, 
hat man: 

mithin: 

Ebenso findet man: 

Hiernach hat man: 

<l llm 
'lla ll',m oa 
~=- lla' ox' 

<l~ 
lla ll',m oa 

llx-=-~ lla;' 

ll',m oa 
oa' oy' 

z" = o'm _ 0', m (oa)2 o'm 0', m (Oa)2 I o'm 0', moa oa 
oa;' oa' oa; , z" = oy2 - oa' lly ,z, = oa;oy - oa' oa; oy' 

oa oa 
Eliminirt man zwischen diesen Gleichungen oa;' oy' so findet man die 

Gleichung: 

z"--z----( o'm) t o'm) ox' " oy'-

Schliesslich können wir a, q; Ca), 1p (a) mit Hülfe der Gleichungen 

z = w, 
, om 

Z =ox' 
om 

Z = -~~ , oy 

durch x, y, z, z', z, ausdrücken und diese Werthe m die Functionen 

o'm o'm o'm 
ox" oy" oxoy 

substitiüren, wonach diese letzteren eine Form annehmen, die wir darstellen 
können durch 

L 
-N' 

H 
-N' 

und die vorige Gleichung geht über in: 

K 

d, h, WIr erhalten eine Gleichung von der Form (1), Man sieht, dass sie 

der Bedingung (10) genügt, weil die Coefficienten - t, - ~, ~ in

folge ihrer Entstehung die Gleichungen befriedigen müssen: 

<l, (!) 
=llx-' 

<l,(-ID 
lla; 

<l, (~) 
---ay' 
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die sich, wie oben bewiesen wurde, auf die folgenden reduciren: 

K H 
\12 N + 'Vi N = O. 

Die Gleichung G = 0 ergiebt sich schon aus der Form der Gleichung selbst. 

Unter geometrischem Gesichtspunkte' betrachtet, stellen, wenn :c, y, s 
die Coordinaten der Punkte einer Fläche sind, die beiden Gleichungen des 
allgemeinen Integrals 

s = w [:c, y, a, q; (a), 'IJ'(a)], 8 ä: = 0 

eine Fläche dar, welche eine Schaar von Flächen einhüllt, die durch die 
particuläre Integralgleichung 

s = w(:c, y, a, b, c) 

gegeben sind, wenn man darin die durch die beiden willkürlichen Relationen 

b = cp(a), c = 'IJ'(a) 

verbundenen drei Parameter a, b, c in stetiger Weise variiren lässt. Somit 
stellt die Gleichung (1) unter den Bedingungen (10) die gemeinschaftliche 
Differentialgleichung dieser einhüllenden Flächen dar. 

§ 14. 

104. Nachdem wir gezeigt haben, wie man die Gleichung (1) des 
vorigen Paragraphen integrirt, wenn die drei Grössen 

+2va=R 
- N 

sich auf Null reduciren, gehen wir jetzt zur Betrachtung der andern Fälle, 
welche eintreten können, über. 

Wenn P, Q, R 'von Null verschieden sind, so können die beiden Glei
chungen: 

\1 U = ~--". + s' llu L ,Ilu + K ± Va ,Ilu = 0 
1 8:c Ilz N Ilz' N Ilz, ' 

\1 u = 8u + s 8u + K +- Va 8u _ H Ilu = 0 
2 Ily I 8z N Ilz' N Ilz, 

nur in dem Falle ein gemeinschaftliches Integral besitzen, wo gleichzeitig 
die dritte Gleichung stattfindet: 

~u 8u 
'Vi \12u - 'V2 'V1u = 'Vau = R llz + Q 8z' p !u = O. 

uz, 
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Nimmt man die Existenz dieser Gleichung an, so untersuchen wir, 
unter welchen Bedingungen und in welcher Anzahl es Integrale geben kann, 
die gleichzeitig den drei vorstehenden Gleichungen genügen. Um diese 
Fragen möglichst einfach zu lösen, bringen wir die partiellen Ableitungen 
in jeder Gleichung auf die kleinstmögliche Anzahl. Dazu eliminiren wir 
aus den beiden ersten Gleichungen mit Hülfe der dritten eine der Ah-

I ·t OU OU ou N h' d N el ungen az' oz" oz,' immt man R versc le en von ull an und eli-

minirt man daher ~~, so bringt man die betrachteten drei Gleichungen auf 

die Form: 

\J'u = ~ + A_o~_ + B_oU _ 0 
OX oz' oZ, 

\J"U = _°it_ + C _ou + D~ 0 
oy oz' oz, 

\JIIIU = ~ + E ~~ + F ~ = 0 oz oz' oz, , 

wo die neu eingeführten Symbole \J', \J", \JIII bestimmt werden durch die 
Formeln: 

\JIII - ~ \J - R 3' 

und die Ausdrücke der Coefficienten A, B . ... , F mittels der Coefficlenten 
der vorhergehenden Gleichungen leicht zu erhalten sind. Die nothwendigen 
Bedingungen dafür, dass den drei Gleichungen \J'u = 0, \JIIU = 0, \JIIIU = 0 
ein gemeinschaftliches Integral zugehört, bestehen darin, dass die Resultate 
der Operationen 

\J'\J"u, \J'\JII/u, \J"\JII/U 

resp. gleich sein müssen den folgenden: 

\JII\J'U, \JII/\J'u, \J"'\J"u. 

Nun ist jeder der Ausdrücke 

\J'\J"u - \JII\J'U, \J'\Jlllu - \JII/\J'u, \J"\JIIIU - \JIII\l"u 

von der Form: 
8 cu + l' cu 

oz' 'Oz,' 

d. h. er ist linear und homogen in Bezug auf die beiden Ableitungen 
OU OU • ,,-. und ,,- allem. Delnnach können diese Ausdrücke auf folgende Weise 
uZ uZ, 

gleich Null sein: 

1) Erstens weil die Coefficienten von :;, und ::, in den drei Aus

drücken für sich verschwinden j 
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2) Zweitens dadurch, dass man, wenn die Coefficienten von : und ::, 

in den drei Ausdrücken nicht Null sind, Ausdrücke der Null gleichsetzt, 
welche nicht an und für sich verschwinden, und dass man somit zu den 
drei gegebenen Gleichungen neue hinzufügt, welche von den gegebenen 

Gleichungen algebraisch verschieden sind, da sie die Ableitungen ll~ ~~ cu 
llx' lly' cz 

nicht enthalten. 
105. Betrachten wir jeden dieser beiden Flille für sich und beschäftigen 

wir uns zunächst mit dem ersten, in welchem man nach Voraussetzung die 
drei Gleichungen hat: 

\l'\lllu = \ll/\l'u, \l'\l'''u = \lll/\l'u, \ll/\llllu = \lll/\l"u, 

so sieht man leicht, dass in diesem Falle die drei simultanen Gleichungen 

\l'u = 0, \lllu = 0, \llllu = 0 

zwei gemeinschaftliche Integrale haben müssen. 
Hiernach findet man, indem man eine von ihnen, z. B. die erste 

\1'u = llu + A cu + B .~~ cx cz' llz, 

vollständig integrirt, nur zwei verschiedene Integrale dieser Gleichung 

v = const, VI = const. 

Sodann führt die Aufsuchung des Integrals 

F (y, v, Vl) = const, 

welches den beiden ersten Gleichungen genügt, zu der Gleichung 

'<7"F _ cF '<7" + cF '<711 + 'ilF '<7" _ 0 
V - -- v y - v V - v VI -

'ily CV 'ilv1 ' 

In der \llly = 1 ist und die Grössen \l"·v und \l"vi sich mittels der 
Veränderlichen v, VI allein ausdrücken, da den Identitäten 

\l'\l"v = \l"\l'v = V"O = 0, \l'\lllvi = \ll/\l'vi = \l1l0 = 0 

zufolge \l"v und \lllvi Integrale sind der Gleichungen \l'u .. O. Setzt 
man also 

\lllv = f (v, 'VI)' V"Vl = f l (v, vd, 

so hat man zur Bestimmung von F die Gleichung: 
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deren vollständige Integration die beiden verschiedenen Integrale liefert: 

Endlich führt die Aufsuchung des Integrals 

welches gleichzeitig den drei gegebenen Gleichungen genügt, zu der Gleichung 

\]11Ig; = llcp \]IIIZ + ~ \]/I/w + ~ \]/l/w = 0 
llz OW OW1 1 , 

m welcher 'VUlz = 1 ist und die Grössen \]IIIW und \]/l/W1 sich mittels 
wund w1 ausdrücken, da den Identitäten 

'V"\]IIIW = \]/I/\]"W = \]'110 = 0, \]1I\]/l/W1 = \]111\]IIW1 = 'V'''O = 0 

zufolge \]IIIW und \]/IIW1 Integrale der Gleichung \]"u = 0 sind. Setzt 
man also 

so hat man zur Bestimmung der Function g; die Gleichung: 

~+~m(w w)+~m (w w) -- 0 oz cU' 't'1 '1 oW1 't'1 , 1 - , 

deren vollständige Integration die beiden verschiedenen Integrale 

liefert, welche den drei simultanen Gleichungen 

\]'~t = 0, \]"u = 0, \]IIIU = 0 
Genüge leisten. 

Es ist leicht zu sehen, dass diese beiden Integrale auch den drei 
Gleichungen 

genügen, da man 

\]au = Yl\]/IIu, \]2U = \]"u + Z,\]lIIlt, \]1U = \]'u + S'\]'I'U 

hat und die rechten Seiten dieser letzteren Gleichungen verschwinden, wenn 
man darin u durch u1 oder u2 ersetzt. 

106. Somit muss man, wenn man die beiden Integrale bestimmen will, 
welche den drei simultanen Gleichungen 'V'u = 0, \]"u = 0, \]'IIU = 0 
genügen, zunächst eine der drei Gleichungen vollständig integriren, d. h. 
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zwei verschiedene Integrale dieser Gleichung bestimmen. Indessen kann 
man sich bisweilen auf die Bestimmung eines einzigen von diesen beiden 
Integralen beschränken, denn die Substitution eines Integrals der einen von 
diesen drei Gleichungen \)'u = 0, \)"u = 0, \)"'u = 0 in die linken 
Seiten der beiden andern muss Integrale der ersten geben. In der That, ist 
v = const ein Integral der Gleichung \)'u = 0, so zeigen die Identitäten 

\)'\)"v = \)"\)'v = 0, \)'\)"'v = \)"'\)'v = 0, 

dass \)"v = const und \)"'v = const ebenfalls Integrale der 'Gleichung 
\)'u = 0 sind, und es braucht nur eins von ihnen von dem Integrale 
v = const verschieden zu sein, damit diese Methode die Lösung des 
Problems der simultanen Integration der Gleichungen 

\)'u = 0, \)"u = 0, \)"'1t = ° 
vereinfachen könne. 

107. Nach dem, was wir gesehen haben, sind dafür, dass man nach der 
vorstehenden Methode zwei den drei simultanen Gleichungen 

\)'u = 0, \)"u = 0, \)"'u = ° 
genügende Integrale finden könne, drei Bedingungen nothwendig, welche 
ausgedrückt werden durch die Gleichungen: 

\)'\)"u - \)"\)'1t = 0, \)'\)"'u - \)"'\)'1t = 0, \)"\)"'tt - \)"'\)"u = 0, 

die für jede Function u stattfinden müssen. Es ist aber leicht zu sehen, 
dass zwei von diesen Bedingungen hinreichend sind, da die dritte infolge 
einer sehr einfachen zwischen den linken Seiten dieser Bedingungsgleichungen 
bestehenden Relation eine Folge der beiden andern ist. Diese Beziehung 
wird ausgedrückt durch die Gleichung: 

(\)'\)"U - \)"\)'U) + Z,(\)'\)"'tt - \)"'\)IU) - ZI(\)II\)IIIU - \)"'\)"u) = 0, 

welche stattfindet für jede Function u. 
Da diese Gleichung nur von den Eigenschaften der Symbole \)1, \)", \)111 

abhängt und vollständig unabhängig von dem Werthe der durch dElll Buch
staben u dargestellten Function u ist, so kann man von diesem abstrahiren, 
und es stellt sich alsdann der zu beweisende Satz symbolisch in folgender 
Weise dar: 

(\)'\]" - \)"\)1) + Z,(\)'\)'" - \)111\)1) - Z'(\)"\)III - \)111\)") = 0. 

Um ihn zu beweisen, erinnern wir uns, dass sich \)1, \)11, \)'" mittels 
\)1' \]2' \]3 folgendermassen ausdrücken: 

\)'" - ~ \] - R 3' 
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und dass überdies 

ist. Zufolge dieser Definitionen erhält man leicht folgende symbolische 
Gleichungen (die man übrigens leicht in gewöhnliche Gleichungen verwandeln 
kann, wenn man unter den Operationszeichen die Function u, die man weg
gelassen, wiederherstellt): 

z, z' 
- R (V1V3 - V~ V1 ) + Jl (V2 V3 -- V3 V2)· 

v1v"'-v/ll'\)'=[( \71 ~) _.~ (V3~) + 1 (v3 ~)] V3 

1 + R (\71 V3 - V3 V1 ) 

V"VIll_VI/lV"= l( \72~)-~( v31)+~( V3 ~)]V3+~(V2 V3 -\73 \72)' 

Addirt man diese drei Gleichungen, nachdem man die zweite mit z" die 
dritte mit - z' multiplicirt hat, und führt man die leicht ersichtlichen 
Vereinfachungen aus, so folgt: 

(V'\7"- \7/1V')+Z,(V'VIII - VII/V')-Z'(V"VII/- VII/V") = R-Vl~+ V2Z'. 

Nun ist: 

R = ±2VG 
N' 

mithin: 

und somit: 

(V'V" - \7"V') + z, (ViVIlI - VIIIV') - ,:;' (V"VIII - VII/V") 0, 

was zu beweisen war. 

108. Wir gehen nunmehr zu den andern Fällen' über, welche sich bei 
der Integration der Gleichungen 

\7'tt = 0, V"u' = 0, V'lltt 0 
darbieten können. 

Dieser Fälle giebt es zwei: 
a) Wenn keiner der Ausdrücke 

sich identisch auf Null reducirt. 
b) Wenn einer von diesen Ausdrücken sich identisch auf Null reducirt. 
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Da in jedem dieser Fälle diese drei Ausdrücke gleich Null sein müssen, 
wenn die drei Gleichungen \]'u = 0, \]"u = 0, \]"'u = ° ein gemein
schaftliches Integral besitzen sollen, so braucht man im Falle (a) dem eben 
bewiesenen Satze zufolge nur zwei von ihnen gleich Null zu setzen. Auf 
diese Weise fügt man zu den drei gegebenen Gleichungen noch die folgenden 
bei den hinzu: 

8 ~ + T ~ = ° 8 llu + T llu ° (lz' llz, '1 -llzT 1 -Ilz; = . 

Wenn diese letzteren algebraisch verschieden sind, so hat man zu 
gleicher Zeit mit den gegebenen Gleichungen fünf in Bezug auf die fünf 

AbI ·t (lu (lu llu (lu (lu 1· d h GI . h A e1 ungen '" ,,' '" -.,- i, ",-- meare un omogene e10 ungen. us 
uX uy uZ uZ uZ, . 

diesen Gleichungen kann man nur den einzigen Schluss ziehen, dass 

~=o 
(lx ' 

~=o (ly , 
_(l~=o ~=O 
(lz '(lz' , 

-~~.- = 0 
(lz, 

ist, was beweist, dass man den gegebenen drei Gleichungen und somit auch 
den Gleichungen 

nur genügen kann durch Substitution einer constanten Grösse für u. 
Sind die Gleichungen 

8 ~u + T ~u = 0, 81 ~U, + Tl ~u = 0 
uz' uZ, uZ uZ, 

nicht algebraisch verschieden, so braucht man nur eine von ihnen mit den 
gegebenen Gleichungen zu verbinden. Die dann anzustellende Untersuchung 
ist identisch mit dem, was wir jetzt für den Fall (b) entwickeln werden. 

109. In diesem letzten Falle reducirt sich nach Voraussetzung einer 
der drei Ausdrücke 

\]'\]"u - \]"\]'U, \]'\]"'1t - \]"'\]'u, \]"\]"'u - \]"'\]"u. 

identisch auf Null. Nach dem bewiesenen Satze (Nr. 107) hat man also 
nur einen der beiden Ausdrücke, welche nicht verschwinden, der Null gleich 
zu setzen. Man erhält so ein System von Gleichungen von der Form: 

\1'u = .~ + A llu + B (lu 
(lx (lz' (lz, 0 

\1"1t (lu + C~ + D (lu 
(ly (lz' (lz, ° 

\1"'u 
(lu + E!.u + F (lu ° - llZ -(lz' (lz, 

\1""u= 8 llu +- T (lu 
(lzl (lz, 0, 
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. ou OU 
und diese verwandeln sich, wenn man eine der AbleItungen ",' " aus den 

uZ uZ, 

drei ersten Gleichungen mit Hülfe der letzten wegschafft, in die folgenden: 

wobei 

6 -\1._:1:'\7/1/1 6 -\l,/-f}\I/i/i 6 3=\lIII-]j}\I/i/i 6 -!\I/I/I 
1- Sv, 2- S' S' 4- S 

gesetzt ist und a, b, C, d sich in bekannter Weise mittels der Coefficienten 
der vorigen Gleichungen ausdrücken lassen. 

Das letzte System von Gleichungen besitzt nur in dem Falle ein ge
meinschaftliches Integral, wenn man identisch hat die Gleichungen 

für jede Function 2t und für alle verschiedenen Werthe von i und k aus 
der Reihe der Zahlen 1, 2, 3, 4. 

Im andern Falle ist es offenbar unmöglich, den vier betrachteten 
Gleichungen oder den Gleichungen, aus denen sie abgeleitet sind, simultan 
zu genügen. Nun haben alle diese Gleichungen die beiden ursprüng].ichen 
Gleichungen 'V'tu = 0, \l2u = 0 als gemeinschaftlichen Ursprung; inithin 
lassen diese in di.esem Falle kein gemeinschaftliches Integral zu; 

Ist die Bedingung 6.j6.ku = 6.,,6. ju erfüllt, wie oben verlangt, so 
ist die Methode für die Bestimmung eines einzigen den vier Gleichungen 

gemeinschaftlichen Integrals vollständig dieselbe wie die, welche wu' bei 
Gelegenheit der Integration der vorhergehenden Systeme ausführlich aus
einandergesetzt haben. . Es genügt uns daher, kurz die Anwendung zu 
zeigen. 

110. Wir bestimmen zunä.chst das Integral der einen von den vor
stehenden Gleichungen, z. B. der ersten. Mit Hülfe der Gleichung 

adx - dz, = 0 
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zwischen den beiden Veränderlichen x und z, erhält man dasselbe; es sei 
v = const dieses Integral. Sucht man das Integral 

W = F(y, v) = const, 

welches der ersten und zweiten Gleichung genügt, so gelangt man zu einer 
Gleichung von der Form: 

llw llw 
lly + ili) f(v) = 0, 

wo f(v) eine bekannte Function ist. Mithin erhält man das gesuchte Integral 
durch eine Quadratur: 

Um das Integral 
W = y - J~:) = const. 

t = (/J (z, w) = const 

zu finden, welches den drei ersten Gleichungen genügt, wird man zu einer 
Gleichung geführt von der Form: 

ilt ilt 
li3t = az + ilw ({l(w) = 0, 

wo ((l(w) eine bekannte Function ist, und das gesuchte Integral drückt sich 
aus durch eine Quadratur: 

J dw 
cp(w) ~ const. 

Schliesslich führt die Bestimmung des Integrals 

U1 = P(z', t) = const, 

welches den vier Gleichungen zu gleicher Zeit genügt, zu der Gleichung: 

wo tp (t) eine bekannte Function ist, und das gesuchte Integral drückt sich 
ebenfalls mit Hülfe einer Quadratur aus: 

U1 = z' - J :~t) = const. 

Dieses letztere Integral genügt gleichfalls den beiden simultanen 
Gleichungen: 
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da man hat: 
V1u = v'u + z'vl/lu, V 2u = V', U + z,v,l/u, 

und 
v'u = 61~t + A64u, VI/tt = 6 2u + C64u, Vl/,u = 6 sU + E64u, 

und sich die Werthe von 6 1 u, 6 2u, 6 su, 6 4u auf Null reduciren müssen, 
wenn man u1 an die Stelle von u setzt. 

§ 15. 

111. In den beiden vorhergehenden Paragraphen haben wir eine 
Methode auseinandergesetzt zur Bestimmung aller möglichen Integrale der 
beiden unvollständigen Gleichungssysteme: 

Hdy + Ndz, - (K ± VG-) dx 0 

Hdz' + (K + VG) dz, + Mdx 0 

dz - z'dx - z,dy - 0, 

deren eines den oberen, deren anderes den unteren Zeichen der Wurzel

grösse VG entspricht. 
Bei der Auseinandersetzung dieser Methode haben wir weniger die 

allgemeinen Formeln als vielmehr den allgemeinen Gang für eine solche 
Untersuchung im Auge gehabt. Infolge dessen haben wir auch nicht die 
Fälle erwähnt, in denen z. B. dle Coefficienten N, R, ... , welche in den 
Nennern in unseren Gleichungen vorkommen, sich auf Null reduciren; in der 
That spielen die Veränderlichen x, y, z, z', z, in diesen Gleichungen identische 
Rollen, und man kann immer eine von ihnen an Stelle der andern nehmen, 
um diese in Rede stehenden Schwierigkeiten zu vermeiden. 

112. Nachdem wir uns auf diese Weise überzeugt haben, dass die 
Anzahl der Integrale eines jeden der beiden obigen Systeme von Gleichungen 
von drei bis Null einschliesslich variiren kann, werden wir jetzt annehmen, 
dass verschiedene Combinationen dieser Anzahlen von Integralen zugleich 
für das eine und das andere Gleichungssystem möglich sind, und wollen 
untersuchen, wie man in jedem Falle das endliche allgemeine Integral der 
Gleichung 

Hz" + 2K:-' + Lz + M + N(z"z ~/" " - z?) = 0 . (1) 

erhalten kann. 
Der einfachste dieser Fälle, nämlich der, wo die beiden Gleichungs

systeme drei gemeinschaftliche Integrale haben und in dem V G = 0 ist, ~t 
bereits vollständig im vorigen Paragraphen untersucht worden; wir gehen 
daher sogleich zur Untersuchung der übrigen Fälle über. Jedoch ist es 
jetzt am Platze, die obige Bemerkung zu vervollständigen, dass in den 
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betrachteten zwei Gleichungssystemen die Veränderlichen x, y, z, Z" Z' 

identische Rollen spielen. Dazu werden wir beweisen, dass man in die 
Gleichung (1) selbst an Stelle der unabhängigen Veritnderlichen x, '!J der 
Reihe nach Z' und z" x und z" y und z' einführen und jedesmal die 
abhängige Veränderliche derart wählen kann, dass der allgemeine Typus 
der transformirten Gleichung nicht geändert wird~ 

113. Die erste dieser Transformationen, welche von Legendre 1) an
gegeben ist, lässt sich folgendermassen darstellen: Wir nehmen an, dass die 
Ausdrucke von z, Z/, 1$, als Functionen von x und y seien: 

z = (x, y), Z' = cp(x, y), z, = 1Jl(x, y), 

wo die rechten Seiten dieser Gleichungen den Bedingungen genügen müssen: 

'Of 'Of ax = cp, 'Oy = 1Jl. 

Mit Hülfe der. Gleichungen Z' = p, z, = 1Jl kann man Z' und z, an 
Stelle von X und y als neue unabhängige Veränderliche einführen. Femel' 
führen wir an Stelle der abhängigen Veränderlichen z die Veränderliche w 
ein, welche bestimmt wird durch die Gleichung: 

w = xz' + yz, - z. 

Differentiirt man w der Reihe nach nach den unabhängigen Veränder-
lichen z', z" so folgt: 

:; = x + (z' - ::) ~:' + (z, - ~;) ~~" 
oU' = y + (Zl _ 'O~)~:l; + (z _ llz ) 'Oy. 
'Oz, 'OX 'Oz, , 'Oy 'Oz, 

Infolge der Gleichungen y = cp, :f = 1Jl verschwinden die Coeffi-
uX uy 

. llx'Oy'Ox'Oy 
Clenten von - - - .,- auf den rechten Seiten dieser Gleichungen und 

oz" oz" oz,' uZ, 

man hat einfach: 
011' 'Ow 
'Oz' = x, oe, = y. 

Differentiirt man ferner die Gleichungen z' = cp, z, = 1Jl nach Z' und z" 
so folgt: 

1 'Orp 'Ox 'Orp oy 
= ox ~? + oy 'Oz" 

o _ 01/1 'Ox + '01/1 'Oy 
- 'Ox llz' vy 'Oz' 

o _ orp OX + 'Orp '01/ 
- VX oz, 'Oy 'Oz,' 

1=~"l'0x+01/l 'Oy 
'Ox OZ, 'Oy '02',' 

----

1) Histoire de l'Academie des Sciences 1787. Memoire sur l'integration de 
quelques equations aux differences partielles, par Le Gendre, p. 314. 

lla.nsion, Pa.rt. Dift'erentia.lgleichungen. 27 
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Mit Rücksicht aber auf die Relationen 

_ OW _ OW 01Jl Z" illJl I il1/l 0'" 
:c - äZ" Y - oz,' ax = , ily = z, == -ilx' llY == z" 

kann man die vorstehenden Gleichungen unter der Form schreiben: 

O'w z" -z: il'w Z" 

ozl' = ZIlZ" - z;" ZIlZ" - z~" OZ,· = Z"Z,,-Z;' 

o'w O'W ( O'W )2 1 
OZ" • ilz' - oz'oz = ZIlZ - ,to'-I , 11, 

Ersetzt man daher in den Coefficienten der Gleichung (1) 

:c, y, 
respective durch 

OW ilw 
az" az,-' 

I ilw OW 
Z az' + z,az- - w, , 

und dividirt man dieselbe durch ZIlZ" - z!2, so nimmt sie infolge der vor
stehenden Gleichungen die Form an: 

L O'W _ 2 K o'w + H O'w + N + M[il'W il'w (il'W)2] 0 
OZ" ozllJz, oz; oz" oz: - oz'llz, =. 

Hat man durch Integration dieser Gleichung den Werth von w als Function 
von Zl und z, gefunden, so kann man aus den Gleichungen 

llw 
&' =:c, 

llw 
llz, = y, z = :cz' + yz, - w 

die Ausdrücke von z', z" z mittels der Veränderlichen :c und y ausdrücken. 

114. Ampere1) hat die Möglichkeit zweier andern der Legendre'schen 
analogen Transformationen bewiesen. Für die erste Transformation kann 
man annehmen, dass man mittels der drei Gleichungen 

z = f(:c, y), Zl = f{J (:c, y), z, = 1jJ (:c, y) 

') Journal da l'Ecole Polyt., 18. eahiel;, p. 90. 
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Y als Function von x und von $, dargestellt habe. Ferner führen wir an 
Stelle von z die abhängige Verl1nderliche v ein, welche bestimmt ist durch 
die Gleichung: 

v = z - z,'!!. 

DifIerentiirt man v nacheinander nach den unabhängigen Verl1nderlichen 
x und z" so folgt: 

o~ = Z' + (<l~ _ $) oy ,o~ = (OZ _ $,) oy _ y. 
~ ~' ~ ~ ~ ~ 

Zufolge der Bedingung .~ = 1p verschwinden die Coefficienten von ~1L und ~-
~ ~ u~ 

auf den rechten Seiten dieser Gleichungen und es folgt: 

O'V - = Z' oX ' 
ov 
-=-'!! oz, . 

DifIerentürt man ferner die Gleichungen Z' = q>, 
so hat man: 

oder: 

<l,z~ = ,OIP + VIP v'!!. 0 _ <l'ljl + O'ljl oy 
ox OX oy <lx' - OX oy ox' 

o'v 1/ I o"V 
OX' = z - z, oxoz,' o ll'v 

$', - $" -oxoz,' 
Hieraus erhält man: 

o"v 1 
az~ = - z,,' 

~I 
~, 

--;-, 
.. in 

z, = 1p nach X und z" 

1 

ll'v 
1 = - z" oz;' 

Ersetzt man daher in den Coefficienten der Gleichung (1) 

g, z, z' 
respective durch 

ov OV ov 
oz,' v-z'll' z, ox 

und dividirt man durch z", so nimmt die Gleichung (1) den vorstehenden 
Gleichungen zufolge die Form an: 

N OfV + 2 K ll'v 8'/) L [ll'V 8·v { 8·v )2] 0 
llx' llxöz, - M ös; + - H l)X2 llz; - \ llxöz, =. 

Hat man durch Integration dieser Gleichung den Werth von v als 
Fun~tion von x und z, gefunden, so kann man aus den Gleichungen 

llv 
oz, -g, $ = V + z,y 

~ie Ausdrücke von z, und z mittels der Veränderlichen x und y ableiten. 
27* 
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115. Die dritte Transformation endlich ist vollständig analog der 
vorigen. Mit Hülfe der zweiten der Gleichungen e = f. s' = q;. e, = 1p 

kann man a; als Function von y und Z' ausdrücken. Führt man ferner 
an Stelle von z die abhängige Veränderliche 

U = z - z'a; 

ein, so erhält man wie bei der vorigen Transformation: 

eht öu Ö'u. _ Z"Z" - z:· ö'u 
öy = Z" -a:zi = - x, lly' - ---?,--, llyllz' 

ll'u ll'u _ (ll'U )2 __ Z" 
lly' llz" llyllz' - z'1· . 

z: Ill'u 
Zll' llz" 

Ersetzt man also m den Coefficienten der Gleichung (1) 

x, z, z, 
resp. durch 

1 
=- ZU 

und dividirt man durch eil, so nimmt dieselbe infolge der soeben auf
gestellten Gleichungen die Form an: 

N ll'u + 2K ll'u _ M ö'u + H _ L [1l'U ö'u ( ll'u )2] 0 
lly" llyllz' llz" Ö!!' öz12 - öyllz' =. 

Hat man durch Integration dieser Gleichung den Werth von u als 
Function von y und e' erhalten, so kann man aus den Gleichungen 

Öll 
llz' = - x, z = u + z'x 

die Ausdrücke von Z' und z mittels der Veränderlichen x und y ableiten. 

116. Man sieht leicht, dass die Ausdrucke, welche aus den Coeffi
cienten der transformirten Gleichungen nach demselben Gesetz gebildet sind, 
WIe dasjenige ist, welches zur Bildung des Ausdruckes G=K2-HL+MN 
aus den Coefficienten der Gleichung (1) gedient hat, Werthe haben, die 
mit diesem letzteren identisch sind. 

Legendre und Ampere haben, nachdem sie die Möglichkeit dieser 
allgemeinen Transformationen der Gleichung (1) entdeckt hatten, zugleich 
sehr wichtige Anwendungen derselben gegeben. Man findet ferner ein 
schönes Beispiel der Legendre'schen Transformation in den Untersuchungen 
yon Fuchs über die Integration der Gleichung 

(1 + z~) z/J = (1 + Z'2)Z,,, 
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deren Lösung von Hoppe l ) vervollständigt und vereinfacht worden ist. 
Wir halten uns indessen hier nieht bei diesen speciellen Beispielen auf, da 
wir am Schlusse dieser Abhandlung (Kap. IV) beweisen werden, dass es 
eine unbeschrH.nkte Anzahl von Methoden giebt, um Transformationen der 
Gleichung (1), und nicht nur Transformationen, die denen von Legendre und 
Ampere analog sind, zu finden, infolge deren die transformirte Gleichung 
den ursprünglichen 'rypus bewahrt, sondern auch solche Transformationen, 
infolge deren man an Stelle der Gleichung (1) eine einfachere transformirte 
Gleichung, nämlich eine transformirte Gleichung von in Bezug auf die Ab
leitungen zweiter Ordnung linearer Form erhält. Zugleich werden wir 
Anwendungen dieser Arten von Transformationen geben. 

§ 16. 

117. Wir kehren jetzt zur Betrachtung der Methoden für die In
tegration der Gleichung 

Hz" + 2Kz: + Lz" + M + N(Z"Z" - Z:2) 

m den Fällen zurück, wo jedes der Systeme 

Hdy + Ndz, - (K + VG)da; 0 } 

Hdz' + (K - Va.) dz, + Mda; = 0 

dz - zldx - z,dy - 0 

Hdy + Ndz, - (K - VG) da; 

Hdz' + (K + VG)dz, + Mda; 

dz - z'da; - z,dy 

o . (1) 

(A), 

(B) 

weniger a.ls drei verschiedene Integrale -besitzt. Wir nehmen an, dass Wir 
zwei verschiedene Integrale 

ul const, u2 = const 

des Systems (A) kennen. Dem oben Bewiesenen zufolge genügen die 
Functionen ul und u2 für u gesetzt, den beiden Gleichungen 

m denen man Va. mit dem oberen Zeichen nehmen muss. Eine willkürliche 
Function cP (ul , u2) von u1 und u2 genügt ihnen ebenfalls; mithin wird die 
Gleichung 

(2) 

1) Crelle's Journal 1861, Bd. 58, S. 80 und 369. 
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ein Integral des Systems (A) sein und demna.ch muss es auch ein Integral 
der gegebenen Gleichung (1) sein, und zwar ist es, da es Ableitungen erster 
Ordnung und eine willkürliche Function enthlllt, ein allgemeines Integral 
erster Ordnung. 

Ebenso erhält man, welm man zwei Integrale des Systems (B) nimmt: 

VI = const, v2 = const, 

ein anderes allgemeines Integral erster Ordnung 

(3). 

118. Die von Monge vorgeschlagene Methode, das primitive Integral 
der Gleichung (1) zu finden, beruht auf der vorausgehenden Bestimmung 
eines allgemeinen Integrals erster Ordnung dieser Gleichung, und ist ein 
solches bekannt, so bleibt nach dieser Methode nur noch übrig, dasselbe 
zu integriren wie eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung. Er
hält man ein allgemeines Integral, so wird in dem Ausdrucke desselben 
eine willkürliche Function vorkommen, die verschieden ist von derjenigen, 
die bereits in der zu integrirenden Gleichung enthalten war; somit wird 
dieses Integral, da es zwei willkürliche Functionen enthält, das primitive 
allgemeine Integral der Gleichung (1) sein. Erhält man ein vollständiges 
Integral, so werden in seinem Ausdruck zwei willkürliche Constanten vor
kommen. Nimmt man eine von ihnen als willkürliche Function der andern 
an und verbindet man mit der Integralgleichung ihre Ableitung nach der 
übrigbleibenden willkürlichen Constanten, so erhält man das primitive all
gemeine Integral der Gleichung (1) und der Bedingung für die Bestimmung 
des Arguments der einen der beiden darin vorkommenden willkürlichen 
Functionen. 

Kann man zu zwei allgemeinen Integralen erster Ordnung (2) und (3) 
gelangen, so erhillt man, wenn man zwischen ihnen eine der partiellen Ab
leitungen erster Ordnung 11, z, eliminirt, eine Gleichung, welche integrirt 
werden kann wie eine gewöhnliche Differentialgleichung zwischen den heiden 
Veränderlichen t: und a; oder z und y. Das Integral muss nothwendiger
weise die beiden willkürlichen Functionen enthalten, welche in der zu 
integrirenden Function vorkamen. Wenn man die Gleichungen (2) und (3) 
nach 11 und z, auflösen kann, so kann man nach Substitution dieser Werthe 
die Gleichung 

dz - z'da; - z,dy = 0 

integriren, da die Integrabilitätsbedingung 

ll!ll (öq:r + ölP z,)-ÖlP(Ö!II + ll!ll z,) + 1l!ll(lllJl + lllP z)---' lllJl( ll!ll + ll!ll z) =0 
llz' lla; llz lle' öa; llz llz, lly llz' llz, 8y llz' 
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erfüllt ist, wovon man sich leicht überzeugen kann, wenn man die Gleichungen 

v't (/) = 0, V 2 (/) = 0, V 1 P = 0, V 2 P = 0 
berücksichtigt. 

119. Wie man indessen aus der Abhandlung ersieht, in welcher Monge 
seine Methode auseinandergesetzt hat 1), ist hinsichtlich des Punktes der 
Allgemeinheit bereits ein gewichtiger Einwand erhoben worden, der sich 
darauf gründet, dass es Gleichungen von der Form (1) giebt, die zwar ein 
endliches primitives Integral, aber kein allgemeines Integral erster Ordnung 
besitzen, z. B. die Gleichung 

z" - z" 

deren endliches allgemeines Integral 

2z' 
= 0, x 

z = cp(x + '11) + 1Jl Cx - '11) - x[cp'(x + '11) + 1Jl'(x - '11)] 

schon von Euler gefunden worden ist. (Vgl. § 11.) 

Indem Mon g e eine derartige Thatsache nicht zulassen wollte, bemühte 
er sich die allgemeinen Integrale erster Ordnung der vorstehenden Gleichung 
unter der Form darzustellen: 

z' + z, = cp'(X + '11) - 2xcpl/Cx + '11) +J[~ + cpl/(x + '11)] (dx - dy) 

Z' - z, = 1Jl'(x - '11) - 2X1JlI/(x - '11) + J[~ + 1Jl1/(x - '11)] (dx + dy), 

indem er zur Bestimmung der überflüssigen Functionen die Bedingungen 
hinzufügt: 

Z' 
1Jl"(x - '11) = ... + cpl/(x + '11) 

X 

z' cpl/(x + '11) = - + 1Jl1/(x - '11). x 

In diesen Ausdrücken ist jedoch, wie man mit Recht bemerkt hat, 
von dem Zeichen S ein unrichtiger Gebrauch gemacht worden.2) Man kann 
ausserdem noch hinzufügen, dass, wenn man die Existenz eines der Integrale 
von dieser Form zugelassen hat, kein Grund vorhanden ist, das andere zu 
verwerfen; in diesem Falle würden aber die vorstehenden Bedingungen für 
die Bestimmung der überflüssigen willkürlichen Functionen, da sie gleich
zeitig stattfinden, Z' = 0 ergeben, d. h. sie würden z in eine Function von 
y allein verwandeln. 

1) Histoire de l'A.cademie des Sciences, 1773. 
') "On a reproche que ces expressions etaient a.busives." Ibid. p. 137. 
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120. Nimmt man daher für die Integrale erster Ordnung nur die 
Form (2) oder (3) an, so kann man immer untersuchen, ob die Gleichung (1) 
solche Integrale zul!l.sstj denn diese Aufgabe reducirt sich auf folgende 
andere: Haben die Gleichungssysteme (A) und (B) ein jedes zwei verschiedene 
Integrale? und die Lösung dieser letzteren Frage ist in einem der vorher
gehenden Paragraphen in aller Ausführlichkeit auseinandergesetzt worden. 

Nachdem Ampere in dieser Weise auf die Nothwendigkeit hingewiesen 
hatte, die Anwendung der Monge'schen Methode allein auf die Fälle zu 
beschränken, in denen die zu integrirende Gleichung ein allgemeines Integral 
erster Ordnung besitzt, hat er auch die Schwierigkeit hervorgehoben, welche 
die Anwendung der gewöhnlichen Integrationsmethoden auf das allgemeine 
Integral erster Ordnung infolge des Vorhandenseins einer willkürlichen 
Function in diesem Integral verursacht. Indessen beseitigt die Ampere'sche 
Methode selbst, da sie sich ebenfalls auf die vorausgegangene Bestimmung 
eines allgemeinen Integrals erster Ordnung gründet, die Schwierigkeit nicht, 
die er selbst bemerkt hatte, und der man offenbar nur dann aus dem Wege 
gehen kann, wenn man anstatt allgemeiner Integrale particuläre Integrale 
der Gleichung (1) benutzt, wie wir solches später sehen werden. 

121. Wir verfolgen nun unsere Untersuchung der Ampere'schen 
Methode weiter und lenken gegenwärtig die Aufmerksamkeit auf eine andere 
Bemerkung dieses Geometers, welche darin besteht, dass das Hülfssystem 
der gewöhnlichen Differentialgleichungen, auf welche die Integration der 
Gleichung (2) zurückkommt, die Gleichung (E) liefert, und ebenso, dass 
das System der Gleichungen, auf welche die Integration der Gleichung (3) 
zurückkommt, die Gleichungen (A) liefert. Man kann sich von der Richtig
keit dieser Bemerkung in folgender Weise überzeugen: 

Die Integration der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 

([> (uu uz) = 0 

führt bekanntlich auf das System von simultanen Gleichungen: 

dx dy 
viii "äi" = 
az;- oz, 

Infolge der 

clz - dz' - dz, 
olli, viii olli + olli Z' olli viii 
~~Z +- z, ~!i + az z, oz' oz, oa; oz 
Gleichung \12 ([> 0 oder: 

olli olli H olli K-VG olli 
vy~ + az z, = N az, - -y- oz' 

.. ,. (4) 

können aber die Gleichungen, welche mittels des ersten, zweiten und letzten 
Bruches gebildet werden, folgendermassen geschrieben werden: 

dx tly - dz, 

ai" ai" H olli ~--= y!! olli 
0';;' vz, N ~ N vz' 
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Multiplicirt man Zähler und Nenner des ersten dieser Brüche mit - (K - Y G), 
die des zweiten mit H und die des dritten mit N und setzt man den 
dritten Bruch dem Verhältniss der Summe der Zähler und Nenner der 
beiden ersten gleich, so folgt: 

Hdy - (K-VG) dx 

H lldi _ (K _ V G) (ldi 
llz, llz' 

- Ndz, 
lldi lldi' H--(K-VG) uz, uz' 

lmd unterdrückt man hier die Nenner, welche gleich sind, so erhält man 
die erste der Gleichungen (B). 

Ferner kann man infolge der Gleichungen v 1 tJ> = 0, V 2 tJ> = 0, deren 
erste giebt: 

lldi lldi I L lldi K + VG (ldi - + -- '" - ---- - - -- ----
(lx llz ~ - N (lz' N llz,' 

die Gleichungen, welche aus dem ersten, vierten und fünften der Brüche (4) 
gebildet werden, folgendermassen schreiben: 

rIx - dz' - dz, -
K+yG (ldi L lldi odi H odi K - V G odi' 

oz' N oZ' --N- oz, N oz, N OZ' 

Multiplicirt man Zähler und Nenner des ersten Bruches mit M, die des 

zweiten mit H, die des dritten mit K + YG und verfährt analog, so folgt: 

Nun ist aber 

Jfdx 

~ M-
oz' 

- Hdz' - (K + VG) dz, 
HL - K2 + G lldi 

N llZ' 

HL-K"+ G G = K2 - LH + MN, also ------- = M. 
N 

Unterdrückt man also den gleichen Nenner in den letzten beiden Brüchen, 
so findet man die zweite der Gleichungen (B). 

Endlich findet man leicht die folgende Combination der Brüche (4): 

zldx + z,dy dz 
I lldi odi zaz' + z, az , 

, lldi lldi' 
Z -+z-llz' , UZt 

und hieraus folgt die dritte der Gleichungen (B). 
Man würde in genau derselben Weise den zweiten 1'heil der Bemerkung 

Am per e' s beweisen. 
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122. Abgesehen von der oben angedeuteten Unvollkommenheit ist die 
Monge'sche Methode sehr der Beachtung werth, da sie die erste hinreichend 
allgemeine Methode ist, welche für die Integration der Gleichungen von 
der betrachteten Form vorgeschlagen worden ist, um so mehr, als der Ur
heber dieser Methode schöne Anwendungen derselben in seiner berühmten 
nApplication de l'Analyse ii la Geometrie" gegeben hat. Wir wollen in 
kurzem Auszuge diesem Werke ein Beispiel entlehnen, um eine vollständigere 
Vorstellung von den verschiedenen Hülfsmitteln zu geben, welche ein ge
schickter Analyst bei der Entwickelung und Anwendung der einfachen Ideen, 
welche dieser Methode zu Grunde liegen, benutzen kann. 

Wir nehmen an, dass es sich um die Integration der Gleichung handle 

a(p + z,)z" + [P(P + z,) - a(a + z')]z: - p(a + z')z" = 0, 

worm zur Abkürzung gesetzt ist: 

y+zz, 
xz,-yz' 

x+zz' 
a, = p. xz,-yz' 

Durch Vergleichung mit der Gleichung (1) hat man hier: 

H= a(p+z,), 
1 

K= 2" [P(ß + z,) - a(a + z')], L = - p(a + z') 
M=N=O, 

1 
G = T [P(P + z,) + a(a + z')]2. 

Hiernach nehmen die Gleichungen (A) und (B) die Form an: 

(P + z,)dy + (a + z')dx = 0 l 
dz - :~~ + ~: ~ f (A): 

(B). 

Addirt man die erste und dritte der Gleichungen (A), so findet man: 

adx + Pdy + dz = 0. 

Die letztere Gleichung, betrachtet zugleich mit 

adz' + pdz, = 0, 
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kann durch zwei andere ersetzt werden." Dazu braucht man nur zu be
merken, dass die oben für a und P gegebenen Werthe erhalten werden 
als algebraische Lösungen der beiden Gleichungen: 

ax+py+z=O 

ae' + pe, - 1 = O. 

Denkt man sich also hier für a und p ihre Werthe substituirt und differentiirt 
man die so erhaltenen IdentitlLten, so findet man die identischen Gleichungen: 

adx + pdy + de + xda + ydp = 0 

ade' + pde, + e'da + z,dP = 0, 

zufolge deren die beiden zu integrirenden Gleichungen sich reduciren auf 
die Form: 

xda + ydP = 0, z'da + z,dp = 0, 
oder: 

da = 0, dP= O. 

Somit sind die beiden verschiedenen Integrale des Systems (A): 

a = a, p = b, 
oder: 

y+zz, x+zz' - -_ .. _"" - a b, 
xz, - yz' - , xz, - yz' 

wo a und b willkürliche Constanten bezeichnen. 
Man erhlLlt jetzt ein allgemeines Integral erster Ordnung der gegebenen 

Gleichung, wenn man a aus den beiden Gleichungen eliminirt: 

y+zz, . = a 
xz, -yz' , 

x+zz' ·xz, _ yz' = rp(a), 

wo rp eine willkürliche Function bezeichnet. Infolge der vorher gemachten 
Bemerkung aber kann man an Stelle dieser Gleichungen die beiden folgenden 
nehmen: 

ax + yrp(a) + e = 0 

az' + e,rp(a) - 1 = O. 

Um a zu eliminiren, kann man sich den Werth dieser Grösse aus der 
ersten Gleichung entnommen und in die zweite substituirt denken. WelchEls 
nun aber auch die Function rp sein möge, dieser Werth muss sich aus
drücken mittels x, y, z allein. Mithin wird die zweite, Gleichung, welche 
nach der Substitution das allgemeine Integral erster Ordnung darstellt, 
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linear in Bezug auf z' und z, sein. Um daher daraus das primitive Integral 
der gegebenen Gleichung abzuleiten, braucht man nur das System simul
taner Gleichungen 

da; = dy =dz 
tt rp (a) (y) 

zu integriren, indem man a als eine Function von x, y, z betrachtet, die 
der Gleichung 

ax + yq;(a) + z = 0 
genügt. 

Hat man zwei verschiedene Integrale dieses Systems mit zwei will
kürlichen Constanten c und c' bestimmt, und stellt man zwischen diesen 
letzteren eine willkürliche Relation c' = V' (c) fest, so hat man zwischen 
den so erhaltenen drei Gleichungen nur noch die Grössen c und c' zu eli
miniren. Das Resultat der Elimination wird das primitive allgemeine Integral 
der gegebenen Gleichung ergeben. 

123. Eins der Integrale des betrachteten Systems kann man sehr ein
fach finden. Man hat nämlich nach diesem System: 

xd.x + ydy = dz 
ax+yrp(a) 

oder infolge der Gleichung ax + yq;(a) + z = 0: 

xdx + ydy + zdz = 0, 

also integrirt und wenn man mit c eine willkürliche Constante bezeichnet: 

Dieses Integral kann nach einer Bemerkung Ampere's auch leicht 
mit Hülfe des Systems der Gleichungen (B) erb alten werden. In der That, 
8ubstituirt man die Werthe von a und ß in die erste dieser Gleichungen 
und addirt man sie, nachdem man den Nenner weggela.ssen, zur dritten, 
so erhält man: 

xdx + ydy + zdz = O. 

Indem wir jetzt zur Berechnung des andern Integrals des Systems (y) 
übergehen, bemerken wir, dass wir haben: 

da; 
di: - a, 

dy 
dz = q;(a), 

somit: 



Integration complicirter Formen. 

Aus den Gleichungen 

a;da; + '!Jdy + zdz = 0, a;2 + y2 + Z2 _ c2 

erhält man aber: 

dz 
xdx+ydy , 

Vc'-x'-y' 
somit: 

dy Vc' - x' - y2 = (dx Vc' _ x' _y2). 
xdx + ydy q; xdx + ydy 
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Die Integration dieser letzteren Gleichung zwischen den beiden Ver
änderlichen a; und y kann in folgender Weise ausgeführt werden. Bezeichnet 
man mit w die Grösse unter dem Functionszeichen q;, so hat man an Stelle 
der vorstehenden Gleichung die folgenden beiden: 

Wäre W constant, so würde das Integral der letzteren Gleichung von 
der Form sein: 

wy - q;(w)a; = const; 

da aber weine veränderliche Grösse ist, so muss die Constante auf der 
rechten Seite durch eine Function von wersetzt werden, so dass man hat: 

wy - q;(w)a; - {(w) = ° . (b), 

wo ((w) derart zu bestimmen ist, dass die Ableitung der linken Seite der 
vorstehenden Gleichung, genommen nach wallein, gleich Null ist, d. h. 
derart, dass man hat: 

y - q;'(W) a; - ('(w) = 0 (e). 

Durch Elimination von X und y zwischen den Gleichungen (a), (b), (e) erhält 
man eine gewöhnliche Differentialgleichung zwischen w, q; (w), {( w), welche 
dazu dienen kann, die Form der Function f zu bestImmen. Aus den Glei
chungen (b) und (e) erhält man nämlich: 

f- rot" x = ---
rorp'- rp' 

Y = rp'f - rpt'. 
rorp' - rp 

Substituirt man diese Werthe von a; und y in die erste Gleichung (a), 
so folgt: 

(w + q;q;') { - (w2 + q;2) r 
= {e2(wq;' - q;)2 - (1 + q;' 2) f2 + 2 (cu + q;q;') Ir - (w2 + q;2) {'2} ,/. 
Setzt man nun 

v f 
.1 • + .,' , III rpo 
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so ist: 
dv 

dw 

(w 2 + tp2)('_ (tIJ + 'fltp')1' 

Vw 2 + tp2 S 

und hierdurch geht die vorige Gleichung über in: 

(dV)2 c·(wtp'- tp)2_ (1 + tp'2) f2 + 2(w + tptp') nv - (w. + tp0) ('. 
dw (w 2 + tp")" • 

Multiplicirt man diese letztere Gleichung mit w 2 + rp2 und addirt sie 
sodann zu dem Quadrat der vorigen, so folgt: 

somit: 
dv (wtp' - tp) dw 

V~· -v' = (w' + tp') VI + w2 + tp'-' 

Hierin sind demnach die Veränderlichen getrennt. Integrirt man, so er
giebt sich: 

v f . [, f (wtp' - tp) dw ] 
--;; = CY;2+ -;2 = sm c + (w' + tp°)Vl +~H . 

Substituirt man den Werth von f in die Gleichung (b) und setzt man 

c' = 1J'(c), c = Vx2 + y2 + Z2, 

so erhält man das primitive allgemeine Integral des Problems unter der Form: 

An Stelle der Bedingung, welche w bestimmt, hat man die Gleichung (c) oder 

llV = O. 
ow 

Beginnt man mit der Integration des Systems (B), so kann man eben
falls eine allgemeine Lösung des vorstehenden Problems erhalten, welche 
ein besonderes Interesse für die geometrische Interpretation der gegebenen 
Gleichung und aller daraus abgeleiteten Rechnungsresultate darbietet. Es 
ist uns aber nicht möglich, hier in alle diese Einzelheiten einzugehen. 
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§ 17. 

124. Die Ampere'sehe Methode für die Integration der Gleichung 

Hz" + 2Kz: + Lz" + M + N (z" z" - z?) = 0 

in den Fiillen, wo sie ein allgemeines Integral erster Ordnung besitzt, bildet 
eine Abänderung in der Form und eine Vervollkommnung der Monge
schen Methode. 

Wir stellen die beiden Systeme von Gleichungen, auf welche sich die 
Integration der Gleichung (1) reducirt, unter der Form dar, die ihnen 
Ampere gegeben hat (§ 12): 

~ ~ V I H ox(a + N llx(a: - (K + G) = 0 

H-~ + (K - VG-)~ + M = 0 
o'1'(a: ox(a: r 

oz lly 
-Zl Z -0 

oi(~ -, llx(a: -

(A) 

HO!!~li + N ll~(~ - (K - VG) = 0 

llz' V- llz 
HllX(~ + (K + G) llX(~ + M = 0 (B). 

llz , lly 
ox(~ - z - z, llx(~ = 0 

In den Gleichungen (A) und (B) nimmt man resp. x, a und x, p 
als unabhängige Veränderliche. Dabei kann x irgend eine der beiden 
früheren unabhängigen Veränderlichen darstellen, und a und P bezeichnen 
die Argumente der beiden willkürlichen Functionen des primitiven all
gemeinen und endlichen Integrals dieser Gleichung. Offenbar kann man 
in den Gleichungen (A) und (B) überall das Vorzeichen der Wurzelgrösse 

va ändern. 

126. Wenn die Gleichung (1) ein allgemeines Integral erster Ordnung 
zu1ässt, so kann man .annehmen, dass zwei Combinationen der Gleichung (A) 
existiren von der Art, dass man sie auf dieselbe Weise integriren würde, 
wie wenn sie an Stelle der partiellen Ableitungen gewöhnliche Ableitungen 
von Functionen einer einzigen Veränderlichen x enthielten. Um diese beiden 
integrablen Combinationen zu finden, kann man, wenn sie sich nicht von 
selbst darbieten, die in § 14 auseinandergesetzte Methode benutzen. Hat 
man ihre Integrale, in denen zwei willkürliche Constanten auftreten, er
halten, so ist man berechtigt, eine dieser Constanten durch a, die andere 
durch eine willkürliche Function q; (a) von a zu ersetzen; denn bei den 
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Gleichungen (A) nimmt man an, dass zugleich mit x eine zweite unab
hängige Veränderliche a auftritt. Wir nehmen also an, dass die beiden 
verschiedenen Integrale der Gleichungen (A) seien: 

fex, y, 10, 10' , 10,) = a, F(x, y, 10, 10' , 10,) = q;(a). 

Betrachtet man jetzt x und ß als unabhängige Veränderliche und 
differentürt man unter dieser Annahme nach x, so erhält man aus den 
beiden vorstehenden Gleichungen die folgenden: 

vf vf vy vf VZ vf VZ' vf vz, 
-v~, + vy vx(~ + vzvx({t + VZ' vx({t + vz, vx({t 
VP vI<' vy oI<' VZ 'oE' VZ' oP OZ 
~x + vyvx(~ + liz -llx(P + vz' llx({t + llz, VX(P = q;'(a) 

(3). 

Eliminirt man zwischen den sieben Gleichungen (2), (3) und (B) die 

G .. I llZ' oz, h"lt d' GI . h . d VIer rossen 10, 10" l)x ({J , vx({J' so er a man r81 :r elC ungen, m enen 

nur die Ableitungen der Veränderlichen y, 10, a nach x vorkommen. Man 
kann sie daher integriren wie ein bestimmtes System simultaner Gleichungen 
mit gewöhnlichen Differenti~len und man findet so die Ausdrucke von 
y, 10, a mit Hülfe von x und drei willkürlichen Constanten C, C', C". 
Da hierbei aber vorausgesetzt ist, dass ß neben x die zweite unabhängige 
Veränderliche ist, so können die willkürlichen Constanten C, C', C" resp. 
ersetzt werden durch ß, "P (jJ), X (ß), wo "P und X willkürliche Functionen 
bezeichnen. 

Das Ensemble dieser drei Gleichungen aber, welche drei willkürliche 
Functionen q;, "P, X enthalten, stellt noch nicht das allgemeine Integral der 
Gleichung (1) dar, da dieses Integral nur zwei willkürliche Functionen ent
halten darf. Das Vorhandensein der überschüssigen willkürlichen Function 
erklärt sich dadurch, dass wir nur einen Theil der Bedingungen benutzt 
haben, welche die Function z bestimmen, nämlich Gleichungen, in denen 
nur die partiellen Ableitungen nach x vorkommen, während man noth
wendig 'auch die anderen Gleichungen berücksichtigen muss, in denen 
auch die partiellen Ableitungen nach ß vorkommen. 

In der That, drückt man die Gleichung 

dz = z'dx + z,dy 

mittels der unabhängigen Veränderlichen x und ß aus, so erhält man: 

VZ OZ I (llY oy ß) oX dx +op dß = 10 dx + 10, OX dx + oft d . 

Hieraus folgen die heiden Gleichungen: 

oz I oy 
llX = 10 + s, llx' 

oz By 
v{J = s, v{J' 
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und wir haben bisher noch nicht die zweite von diesen Gleichungen in 
Berücksichtigung gezogen. Substituirt man also darin die für die Functionen 
y, z, z, gefundenen Werthe, so erhält man eine Bedingung für die Be· 
stimmung und die Elimination der überschüssigen. willkürlichen Function. 
Dazu kann man sich einer andern der vorigen äquivalenten Gleichung be
dienen, die man findet, wenn man sich darauf stützt, dass man hat: 

o (z, ~) 
ox 

oder: 
Oz' + ~!! fJy + Z 02y _ oz, oy + o·y 
o~ o~ ll,x , oxo~ - a';;- ll~ z, llxö~' 

und hieraus folgt: 
öz, oy 
o~ llx· 

126. Wir wenden diese Methode auf das folgende Beispiel an: 

(z, + yz,,) (z" + 1) = (yz~ - z' - x) z~. 

Die beiden ersten Gleichungen des Systems (A), in welchem wir die Zeichen 

von VG- durch die entgegengesetzten ersetzen wollen, nehmen die Form an: 

öy + oz, 0 oz' + ( I + ) OZ, + 0 
z, oX(u y öx(a = , z, llx(a Z x llx(a f!, = . 

Integrirt man die erste von diesen Gleichungen, so folgt: 

z,y = a. 

Eliminirt man zwischen jenen Gleichungen OZ, so erhält man die inte
ox(a' 

grable Combination: 

y (a~~ + 1) - (z' + x) o~a = 0, 
aus welcher folgt:. 

Z'+x -- = cp(a). 
!I 

Nimmt man x und ß als unabhängige Veränderliche und differentürt 
man unter dieser Voraussetzung die Gleichungen 

z,y = a 

z' + x = yq;(a) 
)l a.n si 0 n, Pa.rt. Dilferentia.lgleichungen. 28 

(1) 

(2), 
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so findet man: 
'Oy 'Oz, 'Oa 

z, 'Ox«(J + '!I 'Ox«(J = 'Ox((J • 

'Oz' 'Oy / oa 
'O:c«(J + 1 = ({J(a) 'Ox«(J + '!I({J (a) 'iJx«(J 

(3) 

( 4). 

Zu diesen vier Gleichungen muss man noch das System (B) hinzu
fügen, welches wird, nachdem man überall das Zeichen von Va geändert hat: 

z, o~(J + '!I a~~ - (z' + 1) = 0 

llz' 
oX<(J+1=O 

OZ / oy 
llx«(J = Z + z, ox((J 

Die Gleichung (4) nimmt infolge von (6) die Form an: 

(5) 

(6) 

(7). 

1 oy !p'(a) oa ) ß Y ox«(J + !p (a) ox«(J = 0, also: '!I({J (a = ... (8) 

Die Gleichung (5) nimmt infolge von (3), (2) und (8) die Form an: 

o~7, = '!I({J (a) = ß, also a = ßx + 1jJ (ff). 

Die Gleichung (7) kann man infolge von (2), (8) und (1) folgender
massen . schreiben: 

oz ß a ( 011 
ox({I = - x + fJ ({J a) llX((J' 

Nun folgt aber aus (8) 

mithin: 

Hieraus ergiebt sich durch Integration: 

Z = (ß - i) x - a log ({J(a) + Jiog ((J(a) da + X(ß)· 

Setzt man jetzt log ((J(a) = tP'(a) , so kann man die drei durch 
Integration erhaltenen Gleichungen folgendermassen schreiben: 

Z = (ß - i) x + tP(a) - atP/(a) + x (ß), 
y = ßi;~(a) 

a = ßx + 1jJ (ff). 
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Um die überschüssige willkürliche Function zu eliminiren, muss man 
der Gleichung genügen: 

oz oy 
ofJ(x = e, ofJ(x' 

Man findet dazu: 
OZ ca: a: a: <P(,,) 

flfJ(x = X - a tP"(a) cfJ(x + Z'(ß), z, = 11 = 7i e 

alL = e-<l"(a) [1- ßiP"(a)~] x = a:-=_1jI(fJ) 
'OfJ(x ctJ(x ' fJ' 

Substituirt man diese Werthe in die vorige Gleichung, so erMlt man 
die folgende Relation zwischen den Functionen 'P. und )(: 

11' (f/) = ßX(ß)· 

Mithin kann man nach Elimination. von a das primitive allgemeine 
Integral der gegebenen Gleichung auf folgende Form bringen: 

z = (ß - i)~ +iP{ß[~ + X(ß)]}- ß[~ + X(ß)]iP'{P[~ + x({l)]}+ x(,8) 

g = ße- <P (fl[.., + x'CJ'JJl. 

Das primitive allgemeine Integral kann man in einer einfacheren Form 
erhalten, wenn man die Integrale des Systems (A) auf die Form bringt: 

yz, = q>(a) 

z' + ~ = ya . 

(1') 

(2~. 

Betrachtet man x und ß als unabhU.ngige Veränderliche und differentiirt 
man die vorstehenden Gleichungen nach x, so folgt: 

CE, + cy '( ) Ila: 
y ilX(fJ z, ilx(fJ = qJ a 1lx(fJ . 

Ilz' Ila: Ily 
llx(fJ + 1 = Y Ilx(Jl + a Ilx(fJ • 

Aus den Gleichungen (4') und (6) folgt: 

ag = ß. 

Die Gleichung (5) wird infolge von (3'), (2') und (8'): 

qJ'(a) ~-- = ß 
Ilx(fJ 

und giebt durch Integration: 

qJ(a) = ßx + 11' (ß). 

(3') 

(4'). 

. . (8'). 

28" 
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Endlich nimmt (7) infolge von (2'), (8') und (1') die Form an: 

OZ P « oy 
ox((J =. - x + 7i q; (a) ox((J· 

Nun erhält man aber aus (8') 

oy (J 0« 
ox((J = - «2 äx({1' 

somit: 
OZ P 'P(<<) 0« 

ox({l = - x - 7 ox({l' 

und hieraus erhltlt man, wenn man cp (a) = atP/(a) setzt: 

z = (p - ~ ):c - tP(a) +Z(ß), '!I = ! 
«' atP/(a) = ß:c + 1p(ß), z, = .~. tP/(a). 

Es ist leicht zu verificiren, dass man mittels der vorstehenden Werthe 
von y, $, s, auch der Gleichung 

OZ 01/ 
-- =$ _.-
o(J(x ' o{l(x 

genügt, wenn man ähnlich, wie dies im vorigen Falle geschah, 

11' (P) = Px (ß) 

setzt. Hieraus folgt, dass nach Elimination von a das primitive allgemeine 
Integral dargestellt wird durch die Gleichungen: 

z = (p - .~ ) x - tP( ! ) + Z([J) 

o = x - .~ tP/( ~ ) + X(ß), 

deren zweite man erhält, wenn man die erste partiell nach P differentiirt. 

Man kann sich leicht überzeugen, dass man dies Integral in dieser 
letzteren Form auch sehr einfach nach der Monge's~hen Methode erhalten 
kann. 

127. Nach den soeben gegebenen Andeutungen sieht man, dass die 
Ampere'sche Methode in Wirklichkeit nur in einer einfachen formalen 
Abänderung der Methode von Monge besteht. In der ersten genau ebenso 
wie in der zweiten beginnt man damit, mittels des Systems (A) z. B. ein 
allgemeines Integral der ersten Ordnung der Gleichung (1) zu bestimmen. 
Anstatt aber mit Monge dieses Integral als eine partielle DitIerential-
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gleichung erster Ordnung zu betrachten und zu ihrer Integration das 
Lagrange'sche Hülfssystem simultaner Gleichungen zu bilden, benutzt 
Ampere direct die Gleichungen (B), die wie bewiesen in dem Lagrange'schen 
System enthalten sein müssen. Und gerade in diesem Vorgehen besteht 
der Vortheil der Am p ere'schen Methode. Indessen befreit man sich auf 
diese Weise nicht von der willkürlichen Function des allgemeinen Integrals 
erster Ordnung, die unvermeidlich in den drei simultanen Gleichungen mit 
gewöhnlichen Differentialen auftritt, auf deren Integration sich schliesslich 
die Aufgabe reducirt. Ausserdem treten in den Integralen dieser Gleichungen 
drei willkürliche Functionen auf, von denen eine mit Hülfe einer der 
Gleichungen 

öz' öl[ d . oZ' _ ~~ oy _ oy oz, 
~7f = z, öfJ 0 er. ofJ - OX ofJ OX öfJ 

eliminirt werden muss, und dies führt eine Complica.tion des Problems 
herbei, deren man bei der Monge'schen Methode nicht begegnet. 

Im folgenden Kapitel werden wir eine Methode auseinandersetzen, 
welche das Auftreten von willkürlichen Functionen in den zu integrirenden 
Gleichungen des ursprünglichen Problems vermeidet. Denn in den Fällen 
selbst, in· denen die Gleichung (1) allgemeine Integrale erster Ordnung be
sitzt, kann man nach. unserer Methode an Stelle dieser letzteren particulltre 
Integrale benutzen, in denen keine willkürlichen Functionen vorkommen. 



4. Kapitel. 

Methode der Variation der willkürlichen Constanten. 

§ 18. 

128. Wenn die Gleichung 

Hz" + 2KZ: + Lz" + M + N(z"z" - z?) = 0 (1) 

keine allgemeinen Integrale erster Ordnung hat, so sind die Integrations
methoden, welche sich wie die von Monge auf die Annahme der Existenz 
von solchen Integralen gründen, nicht mehr anwendbar. Lagrange ver
suchte es, die Theorie der Integration der in der allgemeinen .Form (1) 
enthaltenen Gleichungen auf die Bestimmung ihrer vollständigen parti
culu,ren Integrale, d. h. derjenigen Integrale, welche fünf willkürliche Con
stauten enthalten, und auf die Anwendung der von ihm entdeckten Methode 
der Variation der willkürlichen Constanten zu gründen. Auf diese Weise 
gelangt man aber zu Bedingungen, deren Befriedigung im Allgemeinen so 
schwierig ist, dass er selbst dieses Verfahren mehr als merkwürdig denn 
als vortheilhaft anerkannt hat. Ampere 1) hat mit mehr Erfolg die Methode 
der Variation der willkürlichen Constanten auf die particulären Integrale 
erster Ordnung angewandt, die sich aus den Systemen von Gleichungen 
ergeben 

H .'jy- + N oz, - K - VG = 0 
ox(a ox(a 

H ~' + (K - VG) <1Z, + M = 0 
ox(a ox(a (A), 

~-Z'_z ~=O 
ox(a 'ox(a 

H. oy + N~-K+ YG=O l 
ox(~ ox(~ 

H o~;~ + (K + YG) ~~(~+ M= 0 r 
OZ I oy _·_-z -z - -=0 
ox(~ , ax(~ 

. (B), 

') Journal da l'Ecole polytachnique. 18. Cahiar § IV. 
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in dem ]'alle, wo jedes dieser Systeme oder wenigstens eins von ihnen 
nur eine einzige integrable Combination zulässt und es daher unmöglich 
ist, für die Gleichung (1) ein allgemeines Integral erster Ordnung zu er
halten. Bevor Ampere die Aufmerksamkeit auf diese particull1ren Inte
grale gelenkt hatte, wusste man daraus für die Ermittelung des allgemeinen 
primitiven Integrals der Gleichung (1) keinen Nutzen zu ziehen. 

Man kann indessen nicht umhin zu bemerken, dass die von Ampere 
auf diese fruchtbare und originelle Idee gegründete Methode sich nicht 
durch Einfachheit auszeichnet, und dass auch der Weg, den er gewählt 
hat, an vielen Stellen geebnet werden und directer zum Ziele fiiliren könnte. 
Ausserdem haben sich, wie Bour mit Recht bemerkt hat, die Fälle, in 
denen die Gleichungen der Charakteristik (d. h. die Gleichungen (A) und CB)) 
keine integrable Combination zulassen, bisher fast gänzlich jedem Versuch 
einer allgemeinen Theorie entzogen.1) Nlich einigen Stellen in der Bour'schen 
Abhandlung zu urtheilen, aus welcher die vorstehende Bemerkung entnommen 
ist und in der er einige kurze Betrachtungen über die Integration der 
partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung auseinandersetzt, kann 
man schliessen, dass er es als möglich erachtet hat, auf die Methode von 
Lagrange zurückzugehen trotz der Schwierigkeiten, welche sie darbietet. 
"Ich bin glücklich", sagt er am Schlusse seiner Abhandlung, "bewiesen zu 
haben, dass diese Schwierigkeiten nicht immer unübersteiglich sind, und 
dass die schöne Methode von Lagrange, nachdem dieselbe über alle auf 
die Gleichungen erster Ordnung bezüglichen Fragen so viel Licht ver
breitet hat, noch nicht ihr letztes Wort über die viel schwierigere Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung gesprochen hat." 2) 

Das aufmerksame Studium der Methoden von Lagrange und Ampere 
hat mich zu der Überzeugung geführt, dass es möglich ist, die Theorie 
der Variation der willkürlichen Constanten auf die particulären Integrale 
der Gleichung (1) unter einer einfacheren und allgemeineren Formanzu
wenden, als diejenige ist, unter der Ampere seine Methode dargestellt hat. 
Indem ich mich nur auf die Annahme der Existenz von primitiven particu
lären Integralen der Gleichung (1) mit drei willkürlichen Constanten stütze, 
habe ich allgemeine Formeln erhalten, um daraus das allgemeine Integral 
der Gleichung (1) mit Hülfe der Variation der willkürlichen Constanten 
des particulären Integrals abzuleiten. Die Allgemeinheit dieser Grund
voraussetzung gestattet, diese Formeln nicht allein auf den oben erwähnten 
Fall, mit dem sich Ampere ausschliesslich beschäftigt hat, sondern im 
Gegentheil auch auf denjeni.gen anzuwenden, in welchem die Gleichungen (A) 
und (B) keine integrablen Combinationen zulassen, sowie auf den, wo sie 
mehr als eine integrable Combination zulassen. Wir haben so eine Methode, 

1) Journal de l'Ecole polyt. 39. Cahier p. 189. 
2) lbid. p. 191. 
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welche alle die Fälle der Integration der Gleichung (1) umfasst, welche 
sich durch die Anzahl der möglichen Integrale der Gleich1lngen (A) und 
(B) unterscheiden, eine Anzahl, die von drei bis N1lll einschliesslich variiren 
kann. Unsere allgemeinen Formeln geben, 1lnter einem andern Gesichts· 
punkte betrachtet, eine unbegrenzte Anzahl von Methoden, um Trans
formationen der Gleichung (1) zu erhalten, vermöge deren diese ihren ur
sprünglichen Typus beibehält oder eine bemerkenswerthe Vereinfachung 
erfährt, indem sie sich in eine in Bezug auf die partiellen Ableitungen 
zweiter Ordnung lineare Gleichung verwandelt. 

129. Indem wir jetzt die Auseinandersetzung der Methode der Variation 
der. willkürlichen Oonstanten in Angriff nehmen, beschäftigen wir uns zu· 
nächst mit der Lösung der folgenden wichtigen Frage: Wie kann man das 
allgemeine Integral der Gleichung (1) erhalten, wenn man irgend 
ein particuläres Integral mit drei willkürlichen Oonstanten 
kennt? 

Es ist klar, dass der Erfolg der Lösung dieser Frage die ganze 'rheorie 
der betrachteten Integrationsmethode umfasst. 

Es sei 
z = w (x, y, a, )', "l) (2) 

em particuläres Integral der Gleichung (1) mit drei willkürlichen Oon
stanten a, )', "l. Differentiirt man dasselbe nach x und y, so erhll.lt man 
die Ausdrücke der fünf partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
der Function z, welche man darstellen kann durch 

Z' = w', z, = w" Zll = w", z; = w:, z" = w". 

Durch die Substitution dieser Ausdrücke und des gegebenen Aus· 
druckes von z muss sich die linke Seite der Gleichung (1) nach Voraus' 
setzung auf Null reduciren und zwar für beliebige Werthe der Grössen 

a,)" "l. 
Wir nehmen jetzt an, dass eine von diesen, z. B. "l, eine vorläufig 

unbestimmte Function von a und)' darstelle, und dass a und)' bestimmt 
seien als Functionen von x und y durch die Gleichungen: 

die man erhält, weun man die partiellen Ableitungen von w nach a und )' 
für sich gleich Null setzt. Man kann diese Gleichungen kürzer auf folgende 
Weise schreiben (Nr. 102): 

. ~--'-~ = 0 Ö • Co) = 0 (3), 
Ölt 'ör 

wenn man festsetzt, dass ein Punkt h~ter de~ Zeichen 0 andeuten soll, 
dass die Differentiation nach a· oder )' ausgeführt werden soll nicht nur 
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insofern diese Grössen explicit vorkommen, sondern auch insofern sie mit 
Hülfe von andern Grössen auftreten, wie es im gegenwärtigen Falle ge
schieht durch Vermittelung von 1J. 

130. Wir untersuchen jetzt, unter welchen Bedingungen die drei 
Gleichungen (2) und (3) ein Integral von (1) darstellen können. Dazu be
rechnen wir' von Neuem die Ausdrücke der partiellen Ableitungen von z 
mit Rücksicht auf die Annahmen, die wir bezüglich a,)" 1J gemacht haben. 

Infolge der Gleichungen (3) bewahren die Ausdrücke der Ableitungen 
erster Ordnung ihre ursprüngliche Form: 

z' = w', z, = w,. 

Die Ausdrücke für die Ableitungen zweiter Ordnung ändern sich und werden: 

ZU = (ü" + O. ro' oa + o . ro' 0i' 
Ta- oa: ~ llx' 

~, 

(ü~ + O. ro ' va + o .ro' vi' = 
(U: + o . ro" oa + o . ro, 0i' 

;<" a;- o!, or o!l 'B-a- Ba: ~ 0:& 

z" w" + o . ro, va + O. ro, 0i' 
a;- ~y ~oy' 

oder:-
z"= W" + h, z: = w~ +'k = w: + k', z" = w" + l, 

indem man zur Abkürzung setzt: 

h 
o . ro' oa + o . ro' oy 

k= 
o . ro' oa + o . ro' oy 

=~ ila: ~ ila:' oa o!l or o!l' 
k' = O. ro, o~ + o . ro, 0i' l = 

o . ro, oa + v . ro, 0i' 
oa o,r -oy oa:' ~ oy ~ o!l 

Den vorstehenden Ausdrücken von h, k, k', l kann man eine andere 

Form geben, nachdem man die Werthe von ~:' ~;, ::' ~~ bestimmt hat, 

in welchem Falle die Gleichheit von kund k' von selbst zu Tage tritt. 
Dazu differentiiren wir die erste der Gleichungen (3) nach x, wodurch sich 
ergiebt: 

Im ersten Gliede der 'linken Seite aber werden die Differentiationen 
nach x und a wie nach zwei unabhängigen Veränderlichen ausgeführt: 
mithin ist: 

~, oro 
u'oa: 

oa 
II . ro' 

oa ' 
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und somit nimmt die vorige Gleichung die Form an: 

v ,m' + 0', m ~ + v'. m vr _ 0 
a;- va' vx vavy vx - _. 

Ebenso erhält man, wenn man die zweite der Gleichungen (3) nach x 
differentiirt: 

0 ' "". "." ~+~oa+~ur_O 
or oaor o.~ or2 o:l' - , 

Differentiirt man die beiden Gleichungen (3) nach y, so folgt: 

0-, m, 
+ 

v', m va 
+ 

02, m or 0, 
~ oa' oy -il~lli oy 
O. m, 

+ 
0', m oa 

+ 
0', m or O. vr oaor oy fiT vy 

Aus den vier vorhergehenden Gleichungen erhält man: 

va _ 1 (0" m 0, m' 0', m v, m') 
ix - D vavy ---ay - vr'- ~ , 

va _ 1 (02. m O. m, 0'. m 0 m) 
liy - Ii oaor llY - 1Y; - äa', 
wenn man setzt: 

vr 1 (02. m 0, m' 02, llJ 0, 1lJ') 
vx = ii adoy ~ - oa' 3Y' 
or _ 1 (0" llJ 0, 1lJ, v', m 0 1lJ) 
Olj - D vaor a;- - oa' är ', 

D ----_ O',IlJ 0", m (O"1lJ)2 
- va' vr" oaor' 

und durch Substitution dieser Werthe der partiellen Ableitungen von a 
und )' in die Ausdrücke von h, k, k', l erhalten diese letzteren die folgende 
Form: 

k = D 1 [o:~~ -(0 ä;') 2_ 2 ::0: v ä;' ~~:~ + ~:-0- (~ ä:' ) 2], 

k = k' _ D 1 [v:~~ vä;' ~~;! - ~:v: (Va:' \i + \;' vä:') + v~~~ °o'allJ' ~~~] 
l_-1[02,m (~IlJ,)2_202.1lJ O,IlJ, V,IlJ,+ 0"1lJ(0.m,)2] 

- D oa' or vavr vr va vr2 oa ' 

Ausserdem bestätigt man durch eine einfache algebraische Rechnung 
leicht, dass man, indem man das Quadrat der zweiten der vorstehenden 
Gleichungen von dem Product der ersten und dritten abzieht, das folgende 
einfache Resultat erhält: 
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131. Jetzt findet man ohne Schwierigkeit die Bedingung, zufolge 
deren die Gleichungen (2) und (3) ein Integral von (1) darstellen. Be· 
zeichnet ma.n zur Abkürzung die linke Seite der Gleichung (1) mit 

F(x: y, z, z', Z" z", z;, z,,), 

substituirt darin die Werthe 

z = w, z' = w', z, = w" z" = w" + h, z~ = w~ + k, z" = wIr + l, 
welche sich aus den Gleichungen (2) und (3) ergeben, und setzt man die 
Summe der Glieder, welche nicht verschwinden, gleich Null, so erhält man 
die gesuchte Bedingung. 

Das Resultat der Substitution kami man nach dem Taylor'schen 
Satze folgendermassen schreiben: 

F(x, y, w, w', w" w" + h, w: + k, w" + l) = F(x, y, w, w', w" w", w;, w,,) 

oJ;' oF oE' 1 0'J;' 0"J;' + -0 "lt + <>I k + i\ l + -2- ",----" k2 + ~ ltl. co uco, UciJ" UOJ, uOO uco 

Das erste Glied der rechten Seite dieser Gleichung reducirt sich auf Null 
infolge der Voraussetzung, dass durch Substitution der Werthe 

z = w, z' = w', z, = (u" z" = w", z: = w;, z" = w" 

die Gleichung (1) erfüllt werden soll für beliebige W erthe von a, )" 11' 
Ferner findet man: 

oF 
(0)" = H + Nw", oF 2(K Ni ') 'iJF = L + l\TW" <lI = - w, , " .L' , vO), vro" 

1 02J;' o'F 
-2- (0):' = oO),,'iJro" = N, 

mithin: 

F(x, y, w, w', W" (v" + h, w; + k, w" + l) 
= (H + Nw,,)h + 2 (K - Nw:)k + (L + Nw")l + N(hl- k2). 

Man schliesst hieraus, dass die Gleichungen (2) und (3) nur in den 
Fällen ein Integral von (1) darstellen können, wenn die Function 1) derart 
bestimmt wird, dass sie die rechte Seite der vorigen Gleichung auf Null 
reducirt. Substituirt man darin die oben für h, k, l, hl - k2 gegebenen 
Werthe, setzt das Resultat der Substitution gleich Null und unterdrückt 
den gemeinschaftlichen Nenner D, so erhält man eine Gleichung von der 
Form: 

(4), 
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worin zur Abkürzung gesetzt ist: 

-R=(H+Nw ) (0,(11')2 + 2(K _ Nw') o.co' _v~~+(L+Nw,,)(~~)2 
" 0i' ' Vi' 0i' 01' 

S (H+Nw t co' o·c.J~+(K-N(tI') I ~:!'>' o.co,+ o.co'l).co,)+ (L+Nw") ~:~ o.co, 
"va vl' , 'oa ol' Vi' va ul' va 

-1'= (H+Nw,,) (\:'f + 2(K-Nw:) v~:' ~i-':+(L+NwII)(Vä:'t 

U=N(_v~:' ll~;, -llii' ll~:'r 

Beachtet man die Zusammensetzung der Gleichung (4), so sieht man 
leicht, dass sie linear ist m Bezug auf die partiellen Differentialquotienten 
zweiter Ordnung von 1}: 

und dass m ihren Coefficienten schliesslich nur vorkommen: 

~7] v7] 
a, )', lj, oa' lll" 

In der 'rhat, 
ll2 0" 0° 

die Ableitungen ~, .,~, ~ -~- können ausschliesslich vor-
ua uaul' Ui'-

k d· t - 02. CO ommen le ers e nur m ~, 

ll::~ und demzufolge treten sie 
Ui'-

d· 't . ll2. CO d' d 'tt . le zweI e nur m oalll" le rI e nur m 

in keiner andern Potenz als in der ersten 

auf. Überdies kommen m der Zusammensetzung der Gleichung (4) nur 

die Veränderlichen a, )', 1}, ~, ~~, :c, y vor, deren letzte bei den mit Hülfe 

der Gleichungen (2) nnd (3) eliminirt werden können. 

132. Mithin liefert die Methode der Variation der willkürlichen Con
stanten die Möglichkeit, die wegen Auftretens der Grösile z"z" - z? nicht 
lineare Gleichung (1) in eine Gleichung (4) zu transformiren, die in Bezug 
auf' die Ableitungen zweiter Ordnung der gesuchten Function linear ist, 
während dieses Ziel durch die oben (lU. Kap., § 15) angegebenen Trans
formationen von Legendre und Ampere nicht erreicht wird. Man kann 
beweisen, dass es unendlich viele dieser letzteren analoge Transformationen 
giebt, d. h. solche, dass die Gleichung (1) nach der Transformation ihren 
ursprünglichen Typus beibehält. Dazu braucht man nur vorauszusetzen, 
dass in dem vorigen Beweise der Werth 

z = ())(:c, y, a,)" 1j) (2) 

(5). 
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vollständig willkürlich gewählt sei und nicht mehr ein particuläres Integral 
der Gleichung (1) darstelle. Alsdann bleiben alle Schlüsse der vorstehenden 
Rechmmg bestehen, ausser dass 

F(x, y, w, w', w" w", w;, w,,) w 

nicht mehr gleich Null ist. Mithin erhält man, wenn man die schliessliche 
Gleichung mit 

D--- --_ 0". 00 0". 00 (02. (0) 2 

oa' oy' oaoy 

multiplicirt, noch das Glied W. D und an Stelle der Gleichung (4). hat 
man die folgende: 

R 0:. ~ + 2 S 0'. 00 + T 02
• u: + W [02

• ~ 02
• ~ _ (0" (0) 2] + u = O. 

va oaoy oy' oa- oy- oaoy_ 

Zufolge der Bemerkung des 
. 0'1] 021] 0'1]. 0'.00 

leItungen "'" ~, .,...., m ~, 
va vavy vy- va-

von der Form sein wird: 

vorigen Artikels über die Art, wie die Ab-
02.00 0'.00 . "<l", -r-:;- vorkommen, 1st klar, dass 1) 
vavy öy-

wo sich a, b, c, e, f' ausdrücken mit Hülfe von a, y, 1}, ~:' :~. Somit behält 

die transformirte Gleichung den allgemeinen 'fypus der Gleichung (1) bei. 

§ 1.9. 

133. Die l\'Iethode der Variation der willkürlichen Constanten führt 
das Problem der Integration der Gleichung (1) auf die Integration der 
Gleichung (4) zurück. Die Werthe der Coefficienten der letzteren hängen 
von der besonderen Form des particulären Integrals z = w der Gleichung (1) 
ab. Mithin besteht die ganze Schwierigkeit der Anwendung dieser Methode 
darin, unter den particulären Integralen der Gleichung (1) dasjenige aus
zuwählen, für welches (4) eine der integrablen Formen. annimmt. Wir 
werden die Charaktere, auf welche man bei dieser W ahl in den bekannten 
Fällen recurriren kann, ausführlicher auseinandersetzen. Jetzt wollen wir, 
um die allgemeinen Formeln zu erläutern, dieselben auf ein .besonderes 
Beispiel anwenden, nämlich auf: 

:c' "+bY' +(l + + ) [ 11 '2 2{ Z z' Z,) (Z z' Z,)2] 0 a-z --z x m" nxy z z -z - ---_. - - - -------- = 
y' x' " 07 ", XH?I x xy. Y X· , 

wo a, b, l, m, n gegebene Constanten bezeichnen. 
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Untersucht man die Möglichkeit, der gegebenen Gleichung durch Werthe 
von der allgemeinen Form 

z = Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F 

zu genügen, so findet man ohne Schwierigkeit als particuläres Integral der 
gegebenen Gleichung den Ausdruck: 

Z = ax + yy - "Ix'!! = w, 

welcher drei willkürliche Constanten a, 1', "I enthält. Betrachtet man somit 
"I als eine Function von a und I' und verbindet man mit der vorigen 
Gleichung die beiden folgenden: 

~ = x (1 - Y (71 ) = 0 oa oa 

o~; = y (1 _ x :~) = 0, 
so erhält man das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung, wenn man 
die Function "I durch die Bedingung bestimmt: 

R 02
• ~ + 2 S 0'. (0 + l' o~~ + u = O. oa- oaor 0i'" 

Um die Coefficienten dieser Gleichung zu finden, berechnen wir 

w' = a - "IY, w, = r - "Ix, (u" = 0, w~ = - "I, w" = 0 

durch Differentiation der Function W na.ch x und y, wenn man diese als 
von a und r unabhängige Veränderliche betrachtet. Differentiirt man sodann 
W' und w, nach a und 1', indem man diese als unabhängig von x und y 
betrachtet, so folgt: 

0.(0' 07] 0.(0, 07] 
cr' - Y cr' aä- - x-Ca 

C. (0' 
=1-

c7] c. co, 
=1- c7J 

ca y tJ~, ~ X cr·' 

Die rechten Seiten der letzten beiden Gleichungen reduciren sich infolge 
der zweiten und der dritten Gleichung des allgemeinen Integrals auf Null. 
Nunmehr findet man nach den allgemeinen Formeln (5) des vorhergehenden 
Paragraphen: 

- - --ax-R - H (C'(O')2_ 2(07])2 
or cr ' 

oder zufolge der dritten Gleichung des allgemeinen Integrals: 

- R=a. 
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Sodann findet man: 

S = (K + Nn) ~~~ ~~CO! = 0, 
01 öy öa 

weil sich der Factor K + N'YJ nach Elimination von 'YJ mittels der Glei
chungen des Integrals und Substitution der aus der gegebenen Gleichung 
entnommenen Werthe von Kund N auf Null reducirt. Ferner ist: 

_ T = L (ö.m,)2 = by2(~)2 
öa öa ' 

oder infolge der zweiten Gleichung des Integrals: 

- T= bo 
Schliesslich: 

U = N(Ö o m')2(Ö o m,)2 = (lx + my + nz)x2y2lÖ1])2(Ö1])2 
öy öa öa öy , 

oder infolge der zweiten und dritten Gleichung des allgemeinen Integrals: 

U = la; + my + nz. 

Hiernach reducirt sich die Gleichung (4) auf die Form: 

ö2 m ö2 m 
a ö~" + b 1l~2 - (lx + my + nz) = O. 

Differentiirt man jetzt die Function w zweimal nach jeder der Ver
änderlichen a und )" die man hier als unabhängig von einander und von 
den Variablen x und y betrachten muss, so hat man: 

Substituirt man diese Werthe in die vorige Gleichung und dividirt man 
sie durch xy, so folgt: 

ö21] ö21] 1 m 
a öa" + b ay2 + y + x + n = O. 

Die zweite und dritte Gleichung des allgemeinen Integrals geben aber: 

wir erhalten daher schliesslich zur Bestimmung der Function 'YJ die lineare 
Gleichung mit constanten Coefficienten: 

ö21] ö21] 101] 111] 
a öa2 + b Ö;'2 + 'öa + m oy + n - 0, 
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deren allgemeines Integral, sei es unter endlicher Form, sei es mittels be
stimmter Integrale, immer nach der Methode von Laplace (Histoire de 
l' Ac. d. Sciences 1779, Memoire sur les suites) erhalten werden kann. 
Nimmt man also die Function 1J als bekannt an, so kann man mit Hülfe 
dieser Function und ihrer partiellen Ableitungen das allgemeine Integral 
der gegebenen Gleichung unter folgender Form darstellen: 

S' 20. 

134. Wie bereits oben bemerkt worden, hat Ampere eine wichtige 
Vervollkommnung in die Theorie der Integration der Gleichung (1) ein
geführt, indem er die Möglichkeit entdeckte, die Methode der Variation 
der willkürlichen Constanten anzuwenden auf die Integrale dieser Gleichung, 
welche mit Hülfe der Gleichungen (A) und (B) erhalten werden, falls jedes 
dieser beiden Systeme nur eine integrable Combination zulässt. Indem er 
aber seine Theorie auf diesen richtigen, nur nicht genügend allgemeinen 
Gedanken gründete, hat er nicht bemerkt, erstens dass dieselbe Methode 
angewendet werden kann auf die particulären Integrale der Gleichung (1), 
welche mit Hülfe der Systeme (A) und (B) erhalten werden, falls jedes 
dieser beiden Systeme mehr als eine integrable Combination zulässt, und 
allgemein auf jedes particuläre Integral der Gleichung (1) mit drei willkür
lichen Constanten, auf welchem Wege man es auch erhalten habe. Zweitens 
haben die allgemeinen Formeln Ampere's den schweren Nachtheil, dass sie 
nicht gestatten, sich zugleich der Integrale der Systeme (A) und (B) auf 
die vortheilhafteste Weise zu bedienen. Drittens könnte auch die An
wendung der Ampere'schen Formeln vereinfacht werden durch die An
wendung der bekannten Lagrange'schen und Charpit'schen Methode für 
die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, welche in dieser 
Theorie vorkommen, anstatt der von Ampere selbst angegebenen Methode. 

Wir wollen versuchen, diese Sätze in diesem Paragraphen und den 
folgenden zu beweisen; zuvor aber wollen wir untersuchen, welchen be
sonderen Nutzen die Anwendung der Methode der Variation der willkür
lichen Constanten auf diejenigen particulären Integrale gewährt, welche 
mit Hülfe der Gleichungssysteme (A) und (B) erhalten werden. 

135. Nehmen wir an, dass die Gleichungen (1) eine integrable Com
bination zulassen, deren Integral wir unter der Form 

{(x, y, Z, Zl, z,) = a 
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darstellen, BO wird dies bezüglich der Gleichung (1) ein particulll.res Integral 
erster Ordnung sein. Betrachtet man es aber als eine partielle Differential
gleichung erster Ordnung, so wird man nach der Lagrange'schen und 
C h a rp i t' sehen Methode ein vollständiges Integral desselben 

z = w(a;, y, a, i', 'TJ) 

bestimmen können, welches ausser a noch zwei andere willkürliche Con· 
stanten i', 'TJ enthält und welches bezüglich der Gleichung (1) ein 'primitives 
particuläres Integral sein wird. Wendet man darauf die Methode deI 
Variation der willkürlichen Constanten an, so muss man 'TJ als eine Function 
von a und i' betrachten und zu ihrer Bestimmung wird man eine Gleichung 
mit den partiellen Ableitungen zweiter Ordnung 

erhalten. 
Die Grösse a stellt, wie man weiss, das Argument der einen der beiden 

willkürlichen Functionen des allgemeinen Integrals von (1) dar, und dieses 
letztere Integral muss sich ausdrücken mit Hülfe von 'fJ und der willkür
lichen Functionen, welche 'fJ enthält. Mithin muss eine der willkürlichen 
Functionen, welche in dem allgemeinen Integrale, welches den Werth von 
'fJ darstellt, vorkommen, ebenfalls a als Argument haben. In diesem Falle 
aber darf die Gleichung, welche die Function 'fJ bestimmt, nicht die Ab-

leitung ~2"!, enthalten, wie wir in der Theorie der Integrale der partiellen 
va" 

DifferentialgleichiIngen zweiter Ordnung bewiesen haben (Kap.!, § 6). Diese 

Ableitung ~"~ darf und muss in die Gleichung (4) eintreten nur mittels 
('a' 

0"./11 . 
des Ausdruckes oa2 ; somIt hat man in dem betrachteten Falle nothwendig 

R = O. 
Benutzt. man das Integral 

F(a;, y, z, z', z,) == p, 

welches aus einer integrabIen Combination der Gleichungen (B) abgeleitet 
ist, und berechnet man ein vollständiges Integral dieser Gleichung: 

z = w (a;, y, p, i', 'TJ), 

so wende man hierauf die Methode der Variation der willkürlichen Con
stanten an. Betrachtet man 'fJ als Function von p und i', so hat man zur 
Bestimmung dieser F.unction eine Gleichung wie Formel (4), in welcher 
man nur p für i' und i' für a zu schreiben hat. Aus demselben Grunde 
wie im vorigen Falle schliesst man, dass man jetzt nothwendig T = 0 
haben muss. 

Mansion • Part. Differentialgleiohungen. 29 
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136. Kann man vermittelst integrabIer Combinationen der Gleichungen 
(A) und (B) die Integrale, die wir resp.durch 

fex, y, z, z', z,) = a, F(x, y, z, Z', s,) = p 

bezeichnen, erhalten, so liefern die ·linken Seiten dieser Gleichungen, die 
bekanntlich (Kap. m, § 16) der Integrabilitätsbedingung 

( öf + öf Zl) 'OF _ (öF + 'OF Zl) ~L 
öa: 'Oz öz' öx 'Oz öz' 

(ar 'Of z) aF _ (öF öF z) af - 0 + lly + 'Oz ' öz, öy + 'Oz ' 'Oz,-

genügen, die Werthe von Z' und z" durch deren Substitution die Gleichung 

dz = Pldx + z,dy 

entweder unmittelbar oder nach Multiplication mit dem Integrabilitätsfactor 
integrabel wird. Als Resultat dieser Integration erhält man den Werth: 

z = w(x, y, a, P, "I), 

welcher ein particuläl'es Integral der Gleichung (1) darstellt. Betrachtet 
man "I als Function von a und P und wendet man die Methode der Variation 
der willkürlichen Constanten auf dieses Integral an, so findet man zur 
Bestimmung der Function "I die durch die Formel (4) gegebene Gleichung, 
in der man P für )' zu schreiben hat. Das allgemeine Integral, welches 
den Werth von s darstellt, drückt sich aus vermittelst des allgemeinen 
Integrals, welches den Werth von "I darstellt, und der beiden in diesem 
Integrale enthaltenen willkürlichen Functionen. Nun müssen die Argumente 
der willkürlichen Functionen des ersten Integrals a und P sein, mithin 
müssen a und P auch die Argumente der willkürlichen Functionen des 
zweiten Integrals sein. Demnach darf die Gleichung (4) im gegenwärtigen 
Falle (Kap. I, § 6) nicht die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung 

enthalten, woraus mit Nothwendigkeit folgt, dass R = 0 und T = 0 ist.. 

137. Hat man schliesslich in der Gleichung (1) 

G = K2 - HL + MN = 0, 

so hören, wie man weiss, die beiden Gleichungssysteme (A) und (B) auf, 
von einander verschieden zu sein, und die Argumente a und P werden 
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einander gleich. Hat man in diesem. F.alle eine integrable Oombination 
der Gleichungen (A), deren Integral 

(x, y, 11, z', z,) = a 

sei, und integrirt man diese partielle Differentialgleichung erster Ordnung, 
so erhält man das vollständige Integral derselben 

z = w(x, y,a, ')', TJ), 

welches ein primitives particuläres Integral der Gleichung (1) ist. Be
trachtet man TJ als eine willkürliche Function von a und ')' und wendet 
man auf dieses Integral die Methode der Variation der willkürlichen Oon
stanten an, so erhält man zur Bestimmung der Function TJ eine Gleichung 
vermittelst der allgemeinen Formel (4). Das allgemeine Integral, welches 
den Werth von z darstellt, muss sich ausdrücken vermittelst· des allgemeinen 
Integrals, welches den Werth von TJ darstellt, und der willkürlichen 
Functionen, welche dieses Integral enthält. Die Argumente der willkür
lichen Functionen des Integrals für 11 müssen aber gleich a sein, mithin 
muss a auch das gemeinschaftliche Argument der willkürlichen Functionen 
des Integrals für TJ sein. Demnach kann im gegenwärtigen Falle (Kap. I, § 6) 
die Gleichung (4) nicht die Ableitungen zweiter Ordnung 

0'7J 0"7J 
0';'" oaoy 

enthalten und daraus folgt nothwendig, dass R = 0 und S = 0 ist. 

138. Somit besteht der V ortheil der Anwendung der Methode der 
Variation der willkürlichen Oonstanten auf die mittels der Gleichungen 
(A) und (B) erhaltenen particulären Integrale der Gleichung (1) darin, dass 
die allgemeine Gleichung 

R 0'. w + 2 So". ro + T ~w + U = 0 oa" oa&y oy' , 

auf welche sich schliesslich das Problem der Integration der Gleichung (1) 
reducirt, in den soeben betrachteten vier Fällen folgende vereinfachte 
Formen zulässt: 

2 S 02
• W + T 0'. W + U = 0 

oaoy oy" 
2 S 0'. W + R 0". m + U = 0 

o~y oa' 
2 S o".m + U = 0 oao{J 

T 0". m + U ----: O. 
il,," 

29" 
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Ist in der Gleichung (1) N = 0, ein Fall, auf den sich Am per e 
in seiner Theorie 1) beschränkt hat, so hat man zufolge der letzten der 
Formeln (5) des vorigen Paragraphen, U = 0 und die definitiven Glei
chungen nehmen die noch einfacheren Formen an: 

2 S ll·. GI + T ll·. GI 

llally lly' - 0 

2 S ll'. GI + R 112. GI 

llally lla" = 0 

S 112. GI 

llall~ = 0 

T ll". (0_ 

lly' 
O. 

Die beiden letzten Gleichungen stellen die einfachsten Formen dar, 
welche die Gleichung (4) annehmen kann. Ampere erh~lt mit Hülfe seiner 
Methode leicht die durch die letzte Gleichung dargestellte Form in dem 
Falle, wo die Gleichung G = 0 gilt. Aber viel schwieriger ist es, nach 
dieser Methode die Form zu erhalten, welche die vorletzte Gleichung dar
bietet, in dem Falle, wo G nicht gleich Null ist und wo die Systeme (A) 
und (B) ein jedes integrable Combinationen liefern, deren Integrale wir in 
der Form dargestellt haben (Nr. 136): 

fex, y, z, z', z,) = a, F(x, y, z, Z', z,) = p. 

Die Schwierigkeit entspringt daraus, dass Ampere, indem er seine 
Methode nur anwendet auf das erste der heiden vorstehenden Integrale, 

1) Wir citiren die Stelle der Ampere'schen Abhandlung, wo von diesel' 
Beschränkung die Rede ist. 

"Je vais appliquer 10. methode que j'emploie a. l'equation 

Hr + 2 Ks + Lt + M = O. 

Cette methode peut aussi etre appliquee avec quelques modifications a. l'equation 

Hr + 2 Ks + Lt + M + N (rt - ,~') = 0 

et servir a. 10. ramener a l'une des deux formes 

t = fex, y, z, p, q), s = fex, y, z, p, q) 

suivant que 10. quantite K" - HL + MN est nulle ou ne l'est pas. Mais pour 
rendre plus simple l'exposition de cette methode et les demonstrations qui y sont 
relatives, j'ai cru devoir me borner a. 10. formule 

Hr + 2 Ks + Lt + M = 0 

ou les derivees du second ordre ne se trouvent qu'a. 10. premiere puissance." 
(Journ. de l'Ecole polyt. 18!l cahier p. 106.) 
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auf diese Weise das Problem auf die Integration einer Gleichung von der 
Form: 

2 S 112. co + T ll". co = 0 
llall)' 1l)'2 

zurückführt; er muss sodann mit dieser Gleichung wie mit der gegebenen 
Gleichung (1) verfahren und beweisen, dass die neue transformirte Gleichung 
von der Form ist: 

S 112, CD 0 = , 'ilall(J 

während bei Anwendung des von uns oben angegebenen Verfahrens mit 
einem Male das Problem auf die Integration einer Gleichung von dieser 
letzteren Form zurückgeführt wird. 

139. Wir bemerken ferner, dass die linke Seite jeder der Gleichungen 

aus zwei Fa.ctoren besteht, deren jeder im Allgemeinen der Null gleich
gesetzt werden kann. Das allgemeine Integral aber, welches den Werth 
von r; darstellt, können nur die zweiten Factoren liefern, weil nur diese 
die Ableitungen zweiter Ordnung von dieser Function. enthalten. Die ersten 
Factoren Sund T für sich können nur in gewissen Fällen particuläre 
Integrale mit einer einzigen willkürlichen Function liefern, weil sie nur 
partielle Ableitungen erster Ordnung von r; enthalten. Im Allgemeinen 
kann man diese Factoren weglassen. 

Ist a.lso G = 0 und erhält man aus den Gleichungen (A) und (B) 
ein particuläres Integral der Gleichung (1) von der Form: 

z = w(x, y, a, y, r;), 

so erhält man ihr allgemeines Integral, wenn man mit der vorstehenden 
die drei Gleichungen verbindet: 

Il.CD 0 ay= , 1l".CD = 0 
ll)'" , 

deren letzte zur Bestimmung von r; als Function von a und y dient. 

Ist G nicht gleich Null und hat man mit Hülfe der Gleichungen (A) 
und (B) ein particuläres Integral von (1) gefunden: 

z = w(x, y, a, p, Tj), 
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so findet man ihr allgemeines Integral, indem man mit der vorstehenden 
Gleichung die drei folgenden verbindet: 

~ = 0 a,~ = 0 
oa ''CtJ ' 

'C', eo 
'Ca'CtJ = 0, 

deren letzte zur Bestimmung von 'ljals Function von a und P dient. 

§ 21. 

14:0. Um eine Anwendung der soeben erhaltenen theoretischen Resultate 
zu geben, nehmen wir zunächst die Beispiele, welche Ampere als Er
läuterung für seine Methode behandelt hat. Wir werden auf diese Weise 
bestätigen, dass man in allen Fällen der Anwendung der Methode der 
Variation der willkürlichen Constanten sich derselben Formeln (5) bedienen 
kann, welche ausserdem die Resultate Amp ere's auf directerem Wege 
liefern. Zuvor aber bringen wir diese ailgemeinen Formeln auf eine für 
die Anwendung bequemere Form. Dazu bemerken wir, dass die Ausdrücke 
von R und T in Factoren zerlegt werden können, da jeder von ihnen eine 
homogene Function zweiten Grades darstellt. Durch Auflösung der Glei
chung zweiten Grades 

K "T I L+ u _" m2 + 2 -.J..'eo, m + .J..'", = 0 
H+Neo" H+Neo" 

findet man: 

- K + Nm: ± V(K - Nm:)"-(H + Neo,,) (L+ Nm") m- , 
- H+Neo" 

Bezeichnet man nun mit P die Grösse unter dem Wurzelzeichen, so 
hat man: 

P= K.2 - HL - N[Hw" + 2Kw: + Lw" + N(w"w" - w:2)] 

und, wenn man hierzu die identische Gleichung addirt: 

0= N[Hw" + 2Kw: + Lw" + M + N(w"w" - w:2)], 

welche gilt infolge der Voraussetzung, dass w der Gleichung (1) genügt, 
so folgt: 

Mithin 
P=K.2- HL + MN= G. 

m= -K+Nm:±VG 
H+Nm" 
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Mittels der soeben erhaltenen zwei Werthe von m können die Aus
drücke von B, 8, T folgendermassen geschrieben werden: 

~6)_ 

141. Wir beschäftigen uns nunmehr mit. den Beispielen Ampere's. 

J. x4.z" - 4X2Z,Z~ + 4z~z" + 2z'x3 = O. 

Man hat hier: 

H = x 2, K= - 2x2z" L = 4z~, M= 2z'xs, N= 0, 
mithin: 

G = K2 - HL + MN = O. 

Demnach verschmelzen die beiden Gleichungssysteme (A) und (B) zu 
einem, nä.mlich: 

. lly 
x 2 llx(u + 2 z, = 0 

2 llz' 2 llz, + 2 I - 0 x llx(u - z, llx(~ zx -

llz i oy 
llx(u - z - z, llx(u = O. 

Die zweite von diesen der Integrabilitätsbedingung genügenden Gleichungen 
giebt das Integral: 

X 2Z' - z; = 2a. 

Um diese partielle Differentialgleichung erster Ordnung nach der 
Methode von Lagrange und von Charpit zu integriren, bilden wir das 
System simultaner Gleichungen: 

da; dy 
~2 = _ 2z, -

- dz' - dz, 
2:r;ZI = -0-' 
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deren ein Integral offenbar E, == oonst ist. Man hat demnaoh: 

2a+y' 
Z' = --- z = 'V 

x' " , 
und: 

2 + • dz = ~ da; + )'dy. x 

Integrirt man diese letzte Gleiohung, so erhält man das particuHtre 
Integral der gegebenen Gleiohung: 

2a+y' 
Z = ),'Y - ---- + 7J = W, a; 

dessen Richtigkeit man leicht bestätigt. Betrachtet man 7J als Function 
von a und )' und verbindet man mit der vorstehenden Gleiohung die drei 
folgenden: 

so erhalten wir das allgemeine Integral, wenn wir die Function )' mit 
Hülfe der letzten Gleiohung bestimmen. Subtrahirt man nun hiervon die 
erste Gleiohung des allgemeinen Integrals, so erhitlt man die Gleichung: 

deren Integral von Laplace unter der allgemeinen Form 

in der q; eine willkürliche Funotion bezeiohnet, gegeben worden ist. Die 
partiellen Ableitungen dieses Werthes von 7J nach a und )' sind: 

ll1] 1 f+oo ,/- -u2 
ll- = r= U<J?'()'+2ur a) e du, 
a 1 a.-oo 

II f +00 ,( 2 
llTJ = q;'()'+2ura)e-1I du. 
y .-x 

Der Werth des ersten kann noch mittels partieller Integration auf die 
Form gebracht werden: 
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Substituirt man diese Werthe, so erhält man das von Ampere ge
gebene Integral des Problems in der Form der drei Gleichungen: 

2a+y2 J+oo ,/- -ul 
z = I'y --X- + -00 <p (I' + 2Uf a)e du 

0= Y _ 2y + r+oo <p'(I' + 2uYa) e-u'du 
x J-oo 

o = - - <p"(I' + 2ttYa)e du. 
2 J+OO _,,2 
x -00 

Um die Schlüsse der Theorie bezüglich der Werthe von B, 8, T zu 
bestätigen, differentiiren wir die Function w nach z und y, indem wir 
dabei a und I' als Constanten betrachten. Es folgt: 

2a + y' w' = --- w = 'V x 2 , , ~. 

Differentiirt man ferner die Functionen w' und w, nach a und I' unter 
der Annahme, dass z und y constant seien, so findet man: 

il. co' 2 
~ = a;" 

O.co. = 0 
ila ' 

Substituirt man diese Werthe in die allgemeinen Formeln (6), in denen 
man N = 0 setzt, so findet man übereinstimmend mit der Theorie: 

B = 0, S = 0, T = - 1. 

Genau in derselben Weise integrirt man die beiden andern Beispiele: 

z" + 2(z, - z).t, + (z' - Z)2Z" - Z, = 0 
und: 

(z + Z,)2 Z" + 2(z +z,) (y +z')z; + (y + z')2Z" + 2(x + z,) (y +z') = 0, 

welche alle heide von derselben Art sind wie die vorige, da auch bei diesen 
Beispielen die Bedingung G = 0 erfüllt ist. 

14:2. Betrachten wir nun Beispiele, in denen diese Bedingung 
nicht erfüllt ist. 

11. Z2Z" + 2z2z' + (Z2 - '!!"'''--) z - 2z = O. 
, a;2z: " 

Man hat hier: 

H = x 2, K = Z2, L = Z2 - ~ M = - 2 S, N = 0, Va = !!. .. 
a;2zl' z, 
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Mithin nehmen die Gleichungen (A) und (B) bezüglich die Form an: 

Z2~-Z2_!!.- = 0 
Clx(a z,' 

Z2~-Z2+!!.- = 0 
ax((I z, 

Z2 ~ + (Z2 _!!.-) Clz, - 2z = 0 
Clx(a Z, Clx(a ' 

Z2 llz' + (Z2-t-_b_) llz, __ 2z = 0 
ax(ß z, 'Cx(ß 

Clz , lly ---z-z-
llx(a ' llx(a' 

llz , lly 
öX(fl - z - z, öX(fl = O. 

Keine dieser Gleichungen, für sich genommen, genügt der Integra
bilitätsbedingungj indessen hat Ampllre eine integrable Combination dieser 
Gleichungen angegeben, welche man erhll.lt, wenn man in beiden Systemen 

die erste Gleichung mit - 2z" die zweite mit - 1, die dritte mit - 2z 
x 

multiplicirt und sodann einzeln die Gleichungen jedes Systems addirt. Die 
beiden Summen können folgendermassen dargestellt werden: 

_ böz 2bax o = z~zI + 2zz~z + z~z, + 2zz,~z - 2z~z - 2z~z + z' ± -X' , 
wenn man festhält, dass die Gleichung mit den oberen Zeichen aus dem 
System (A), diejenige mit den unteren Zeichen aus dem System (B) folgt. 
Diese beiden Gleichungen etJ.thalten partielle Ableitungen nach Zj als zweite 
unabhll.ngige Veränderliche betrachtet man aber. in der einen a, in der 
andern ß. Man hat daher als Integrale die beiden Gleichungen: 

zlzl + z 2z, - 2zz - blogz, + 2blogz = a 

Z2Z' + z2z, - 2zz + blogz, - 2blogz = ß, 

aus denen durch Addition und Subtraction folgt: 

2z 2 (z' + z,) - 4zz = a + ß 
z 

2 b log ~ = ß - a. z 

Die zweite von diesen Gleichungen giebt: 

fI-a 
z - Z2e2b ,- , 

und substituirt man diesen Werth von z, in die e1'8te, so hat man: 

(I-a , a+ fl +2z. 2~ Z =-- --ze 
2x' x ' 

somit: 
fI-a fI-a 

(a+ fl 2z -) -az - 2z2 + z - Z2e 2b az + e 2b ztdy. 
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1 
Integrirt man diese Gleichung, nachdem man sie mit x' multiplicirt 

hat, so erMlt man, wie man leicht 00 posteriori bestätigen kann, das parti
culäre Integral der gegebenen Gleichung: 

(J-u 
Z = - a + P + e ~ (y - a;)a;2 - a;2", = w. 

6x '/ 

Betrachtet man nun 'fj als Function von a und ß und verbindet man 
mit der vorstehenden Gleichung die beiden folgenden: 

= o 

fl-a 
~ + .-.!- e2b (y - a;)a;2 - a;2 ~. = 0, 
6x 2b 8p 

so erhält man das allgemeine Integral 'der gegebenen Gleichung, wenn 
man 'fj mittels der Gleichung bestimmt: 

8' 1 (J-a 8" 
a~a; = ~ 4b' e 2b CJJ - x)a;2 - a;2 aa~ - o. 

Subtrahirt man nun die zweite Gleichung des allgemeinen Integrals von 
der dritten, so folgt: 

(J-" 
.!. e2b CJJ - x)a;2 + a;2 (~ - 87J ) o. 
b h ~ 

Multiplicirt man diese mit -16' addirt sie dann zu der vorigen und dividirt 

durch a;2, so erMlt man zur Bestimmung von 'fj die Gleichung: 

Man bemerkt leicht, dass dieselbe in endlicher Form nicht integrirbal· 
ist, ihr allgemeines Integral drückt sich aber nach der La pi ace'schen 
Methode mittels bestimmter Integrale aus. 

Um die Werthe von B, S, T zu bestätigen, so findet man durch 
Differentiation der Function w nach a; und y, wobei a und ß als Con
stanten betrachtet werden: 

(J-a 
w' = a6:'p + e~(2xy - 3a;2) - 2a;'fj, 

(J-a 
w,.= e~ a;2. 
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Dift'erentiirt man w' und w, nach a und ß und betrachtet man a; und y 
als constant, so folgt: 

(i-a 
om' 1 1 -- 07J 
~ = 6x' - 21/ e 2b (2xy - 3a;2) - 2 x o~, 

(i-a 
om' 1 1 -- 07J -=- + ~-e 2b (2xy- 3x2) - 2a;ofJ 6 x' 2b 'iJ(J' 

Aus der ersten und der dritten dieser Gleichungen kann man :~ und :; 

eliminiren, indem man zu ihnen die mit - ! multiplicirte zweite und 
x 

dritte Gleichung des allgemeinen Integrals addirt. Man findet so: 

om' 
'iJ~ - 2x2 

1 (i-a 
- e 2b x2 

2/, . 

Mit Rücksicht auf die Gleichung a.ber 

(I-a 

(u, = e 'il1 x 2 

kann man die vorstehenden Gleichungen noch auf folgende Weise schreiben: 

om' 1 + 00, 000' 1 00, 
au- - 2x' 2b' ilp - 2x' 2b 

000, 00, 000, 00, -au- ~2b' ilP -26' 

Diese Werthe müssen in die allgemeinen Formeln (6), in denen man 
)' = ß und N = 0 zu setzen hat, substituirt werden. Dividirt man dazu 
die beiden ersten vorstehenden Gleichungen resp. durch die beiden letzten, 
so folgt: 

aoo' 
aa b 

aoo, = - x'oo, - 1, 
-aa 

Andererseits hat ma.n: 

mithin: 

K+Va 
---n-~_. 

aoo' 

b 
1 + -.,-, 

X'co, 

o~- K + VG 
am, =-~-, 
au-

also R = 0 und T = O. 

000' 

.1L- b_1. 
000, - x'm, 
o(J 

K-YG b 
--H- = 1 - x'oo,' 

am' ar =_K-YG 
öOO, H ' 

1Jf 
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Multiplicirt und addirt man die vorigen Gleichungen, so ergiebt sicb: 

Viii' Viii' Viii' Viii' 
vu vft K2_G l- vu +~ 
vm, . Viii, =--w- B' Olil, Viii, 
v~ vft ou -aji 

folglich giebt die zweite der Formeln (6) 

s= 
Man hat aber: 

mithin: 
1 

S = 2x •. 

2K 
= - H' 

2 vm, Viii, G 
vu 'Oft H' 

14:3. Wir wollen dieses Beispiel noch benutzen, um den Unterschied 
zwischen unserer Auflösungsmethode und derjenigen, welche Ampere be
folgt hat, klarer hervortreten zu lassen. Wie wir schon oben bemerkt 
haben, hat Ampere, anstatt die Auflösung gleichzeitig auf die beiden den 
Systemen (A) und (B) genügenden Integrale zu gründen, nur von einem 
derselben Gebrauch gemacht, nämlich: 

x 2z' + x 2z, - 2xz - b log z, + 2 b log x = a. 

Aus dieser Differentialgleichung erster Ordnung musste er zuerst sein 
particuläres Integral mit drei willkürlichen Constanten a, )I, "1) ableiten, 
ein Integral, welches wir bezeichnen mit 

v= 0, 

so dann sein allgemeines Integral, welches man erhält, wenn man T) als 
Function von a und )I betrachtet und mit der vorstehenden Gleichung die 
folgende verbindet: 

'0.17 
Ty = o. 

Anstatt aber zu diesem Zwecke die Methode von Charpit und Lagrange 
anzuwenden, welche das allgemeine Integral genau unter der gewünschten 
Form giebt, bedient sich Ampere seiner eigenen Methode für die Integration 
der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, welche im Allgemeinen 
das Integral nicht unter der Form der Gleichungen 

v= 0, 
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giebt, so dass es einer besonderen Transformation bedarf, um zu dieser 
Form zu gelangen. 

Wenn man auch der geistreichen Idee, auf welche diese Transformation 
sich gründetl), volle Gerechtigkeit widerfahren l!l.sst, kann man doch nicht 
umhin zu bemerke!l, dass die Anwendung eines solchen Verfahrens auf den 
gegenwltrtigen Fall die Rechnung sehr unnöthig complicirt. In der That, 
bildet man das Lagrange'sche System simultaner Differentialgleichungen, 
welches der gegebenen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung ent
spricht, so hat man: 

dz dy dz - dz' dz, 
X2 = --b = z'x'-+-zX' - b = --21) = 2xz ' 

x'- -- ' 2xz -l-- ' 
~ , x 

und wenn man den ersten Bruch dem letzten gleichsetzt, findet man: 

2 !J,~ = dz, also z, = )'a;2. 
X z,' 

Mit Hülfe dieser Gleichung findet man aus der gegebenen: 

z' = ~ + a + blog" _ a;21.1. 
x x' , 

Integrirt man schliesslich 
dz = z'da; + z,dy, 

nachdem man die vorigen Werthe von 10' und B, substituirt hat, so erhält 
man genau das particulltre Integral 

2 3 a + blogy + ~ 
Z = )'a; y -)'a; - -gx-- a;~ = w, 

zu dessen Bestimmung die Ampere'sche Methode weit complicirtere Rech
nungen erfordert. 2) 

Sodann wendet Am per e die Methode der Vanation der willkürlichen 
Constanten auf das vorstehende particuläre Integral an. Man gelangt zu 
denselben Resultaten wie er, wenn man das oben entwickelte Verfahren 
einschlägt. Betrachtet man 1] als Function von a und )' und verbindet 
man mit der vorstehenden Gleichung die beiden folgenden 

0.01 = _ !. + a;2 01/ = 0 
oa 3x oa 

0.01 b 01/ ay = a;2y - a;3 - 3yx + a;2 0" 0, 

1) S. 20 u. ff. der Ampere'schen Abhandlung. 
2) S. 145-148 seiner Abhandlung. 
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so hat man das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung, wenn man 
die Function 'YJ durch die Gleichung (4) bestimmt. Differentiirt man aber 
w nach x und y und betrachtet man a und')' als Constanten, so findet man: 

a + blogy 
w' = 2')'xy - 3')'x2 + --~ + 2x'YJ, (u, = ')'x 2• 

Differentiirt man jetzt w' und w, nach a und')' und betrachtet dabei :.c 
und y als Constanten, so folgt: 

om, 
oa 

0, 
om, 

a" 
ami b 07] - = 2:.cfl- 3x2 + -. + 2x -oy;7 3yx· oy' 

om' 1 07] 
~ = 3x2 + 2:.c oa. 

Die beiden letzten Gleichungen nehmen infolge der zweiten und dritten 
Gleichung des allgemeinen Integrals die Form an: 

ami __ x 2 + ~ 
oy - yx" 

1 
x'· 

Wendet man sodann die allgemeinen Formeln (5) oder (6) an, so findet 
man sehr einfach: 

R = 0, 
b 

8= -., yx T = 1., 
somit erhält die Gleichung zur Bestimmung der Function 7J die Form: 

0'. Q 

oy' = 0, 

wie es nach der Theorie vorauszusehen war. Man findet sodann: 

ö'. m ö'7] -- = :.cll _
oaoy oaor' 

und ausserdem giebt die zweite Gleichung des allgemeinen Integrals: 

Mithin hat man schliesslich zur Bestimmung von 'YJ die Gleichung: 

genau in der Form, welche ihr Ampere gegeben hat. 



464 Anhang TI. Imschenetsky, Part. Differentialgleichungen TI. O. [Nr. 144] 

Diese Gleichung muss man sodann zwei Transformationen unterwerfen, 
um sie auf die einfachste Form, die wir oben unmittelbar erhalten haben, 
zu bringen. Für die erste Transformation führen wir, indem wir 

log)' = f: 

setzen, f: an Stelle von )' als unabhängige Veränderliche ein und erhalten 
dadurch die Gleichung mit constanten Coefficienten: 

Für die zweite Transformation führen wir, indem wir 

ß = a + 2bf: 

setzen, ß als unabhängige Veränderliche für E ein und bringen dadurch 
die Gleichung auf die verlangte Form: 

Diese letzteren Transformationen lassen sich im betrachteten Beispiele 
ziemlich einfach ausführen, da die zu transfOl-mirende Gleichung bereits 
eine lineare Form hatte und zwar nicht nur in Bezug auf die zweiten, 
sondern auch in Bezug auf die ersten Ableitungen der Function 1J. 

Die Schwierigkeit dieser Transformationen ist aber grösser, wenn die 
zu transformirende Gleichung nur in den zweiten Ableitungen von 1J linear 
ist. Man überzeugt sich davon leicht durch Behandlung der folgenden 
Beispiele: 

Z" +2z,z! + (z: - x 2)z" - /ö, = 0 

x4ZU - 4X2Z~ + 3z,z" + 2X3Z' = 0 

ZU + 2z~ + (z~ - b2) Z" = 0, 

bei welchen man aber nach unserer Methode auf die allereinfachste Weise 
zu den schliesslichen Resultaten Ampere's gelangt. 

§ 22. 
14:4:. Wir haben oben für die Anwendung der Methode der Variation 

der willkürlichen Constanten auf die Integration der Gleichung (1) voraus
gesetzt, dass es primitive particuläre Integrale dieser Gleichung mit drei 
willkürlichen Constanten gäbe. Man begegnet aber Fällen, in denen man 
nur ein particuläres Integral mit zwei willkürlichen Constanten zu haben 
braucht. Ein solcher Fall bietet sich dar in den in Bezug auf die Ab-
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leitungen zweiter Ordnung linearen Gleichungen, welche nur $" und ~ oder 
nur i; und z" enthalten. Man muss beachten, dass diese Form der Glei
chungen in der Ampere'schen .Theorie eine besondere Wichtigkeit besitzt, 
da man, wie oben bemerkt wurde, auf diese Form stets die vollständigen 
in Bezug auf zu, ~, z" lineal'en Gleichungen zurückführen kann. In unsrer 
Auseinandersetzung dieser Integrationsmethode kann man die betreffende 
Form als einen besonderen _Fall betrachten; demnach wollen wir uns auf 
die Vorführung eines der von Ampere behandelten Beispiele beschränken, 
um eine Idee von der von diesem Geometer benutzten Integrationsmethode 
zu geben. Wir nehmen die Gleichung: 

'+ Z + I ZZ, --~2- Z" ~z, 
", 

o. 

Nach einer Untersuchung ihrer Form schliesst man (Kap. I, § 6), dass das 
Argument einer der beiden willkürlichen Functionen des allgemeinen In
tegrals gleich x ist. Setzt man a = x, so muss das andere Argument ß 
als eine gewisse Function von x und y betrachtet werden. Ist 

ß = fex, y), 

so kann mall zufolge dieser Gleichung x und ß an Stelle von· x und '!I 
als unabhängige Veränderliche einführen. 

Differentürt man unter dieser Voraussetzung die Relation zwischen 
ß, x, y part,ien nach X und betrachtet man ß als Constantej so folgt: 

o( + o( oy 
0, oder o(J + o(J oy 

= O. ox '0.'1 ox((J - ox oy ox((J 

Man hat ferner: 

oz, '+ oy {)Zi oy 
ox((J = z, z" ox((J' o:r((J = z" ox(lf 

Substituirt man die aus diesen letzteren Gleichungen sich ergebenden Werthe 
von z: und z" in die gegebene Gleichung, so folgt: 

llz' 
oz, I z (! ä~t~) ll;: Z llx((J + Z z, + z' - -, 

1l.1J((J 

Diese letztere Gleichung muss (Kap. Irr, § 12) In die 
zerfallen: 

1 ll~', +' 0 fJy z ox{fl Z Z, = , ~x((J = 0, 
z~ 

Mansion , Part. Differentialgleichungen. 

O. 

beiden folgenden 

30 
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zu denen man noch eine dritte hinzufügen kann: 

lly 
- z, llx({f = O. 

Da die drei vorstehenden Gleichungen keine Ableitung von s' enthalten, 
so kann man mit ihnen keine andere integrable Combination bilden, als 
indem man s' eliminirt. Dazu eliminiren wir H' aus der ersten und dritten, 
was giebt: 

llz, + az 2 lly 0 
s 1l:X:(fl z, ll:x:(fl - s, 1l:X:(fl = 

oder infolge der zweiten von eben jenen drei Gleichungen 

ll.z, az 
z ax({f + s, aX(fl - 1 = O. 

Durch Integration dieser Gleichung findet man: 

sz, -:x: = p. 

Betrachtet man hier p als -eine constante Grösse und nimmt man wieder 
:x; und '!/ als unabhängige Veränderliche, so stellt die vorstehende Gleichung 
ein particullh'es Integral erster Ordnung der gegebenen Gleichung dar. In 
der That, differentiirt man sie nach :x: und ,!/, so folgt: 

zS: + z'z, - 1 = 0, zz" + z~ = o. 

Addirt man die erste von diesen zu der mit A multiplicirten zweiten 
z, 

Gleichung, so erhl!.lt man wieder die gegebene Gleichung. 

Aus dem particulll.ren Integrale erster Ordnung erhll.lt man, indem man 
sie wie eine gewöhnliche Differentialgleichung integrirt (da in ihr keine 
Ableitung nach :x: vorkommt), das primitive particull1re Integral 

i!J2 

W = 2 - (:x: + P)!I + 1J = 0, 

wo 1J eine vollkommen willkürliche Function von :x: bezeichnet. Betrachtet 
man aber 1J als eine Function von :x: und p, so wird die letztere Gleichung 
noch immer ein Integral derjenigen Gleichung sein, aus der sie abgeleitet 
ist, wenn man mit ihr die Bedingung verbindet: 

v.co + af} 0. 
vfJ = -Y äj =. 
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Es bleibt noch die Bedingung zu finden, welche erfüllt sein muss, damit 
die Gleichung zz, - x = p noch immer ein Integral der gegebenen ist. 
Differentiirt man dazu dieselbe nach x und y, so folgt: 

zz: + z'z, - 1 = !~, 
1 

Addirt man die erste von diesen Gleichungen zu der mit multiplicirten z: 
zweiten, so kommt: 

I + Z + I o{1 1 o{1 
zz, ~ z" zz, = ox + zr oy· 

)Iithin ist die gesuchte Bedingung ausgedrückt durch die Gleichung: 

:Nun hatten WIr aber: 
fJ{1 ~~ oy 
OJ; + oy ox({t 0, 

somit nimmt die Bedingungsgleichung die Form an: 

oy 1 - - -- = 0. 
fJx ({1 ,'i 

Substituirt man In diese Gleichung ,die Werthe: 

also 

und: 

Z2 (X~{1r (x + {1)2 (x + {1)2 
, - 2(x+ {1)y -=--2~ -

; (x+{1) :~ - 21] 
, 

so hat man zur Bestimmung der Function l) die Gleichung: 

( {J) 2 0'1] P 01] 
x + oxo{1 - 2 (x + ) o{1 + 21} = 0, 

die nach der La pI ace' sehen Methode integrabel ist. 

§ 23. 

14:5. Die Methode der Variation der willkürlichen Constanten in der 
Form, die wir ihr im Vorhergehenden gegeben haben, bildet das allgemeinste 
aller Verfahren, die man bisher für die Integration der Gleichung (1) 

Hzl/ + 2Kz! + Lz" + M + N(zl/z" - Z:2) = 0 (1) 
30'" 
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vorgeschlagen hat, denn sie ummsst alle die Fälle, welche sich durch die 
Anzahl der möglichen Integrale der Gleichungen (A) und (B) von einander 
unterscheiden. 

In der That, in diesem Kapitel haben wir ihre Anwendung auf die 
Fälle betrachtet, wo wir nicht einmal ein einziges Integral der Gleichungen 
(A) und (B) kannten, und auf diejenigen, wo jedes dieser beiden Systeme 
nicht mehr als ein Integral zulässt. Wir haben weiter oben (Kap. III, § 13) 
die Anwendung dieser Methode auf den andern ext.remen Fall angegeben, 
wo die beiden Systeme (A) und CB) bis drei Integrale zul&Ssen und in eins 
verschmelzen infolge der Bedingung G = O. Da wir aber diese Methode 
auf die vorgängige Bestimmung eines beliebigen primitiven particulären 
Integrals der Gleichung (1) mit drei willkürlichen Oonstanten gegründet 
haben, so ist von selbst klar, dass wir, wenn jedes der Systeme (A) und (B) 
oder auch nur eins· von ihnen zwei Integrale zulässt, sogar mehrere Mittel 
haben, um zu dem gesuchten particulären Integral der Gleichung (1) zu 
gelangen. Die vortheilhaftesten von diesen Wegen sind offenbar diejenigen, 
wo in die Gleichung (4) a und ß als unabhängige Veränderliche einge
führt sind. 

Um dieses Verfahren zu erläutern, nehmen wir als Beispiel die Gleichung: 

z,z" + (z' + x)z: + yz" + y(z"z" - z?) + z, = 0, 

die wir schon früher (Kap. III, § 17) Bach der Ampere'schen Methode, 
die sich wie die Monge'sche auf die vorausgehende Bestimmung eines all· 
gemeinen IntegI'als erster Ordnung gründet, behandelt haben. Man hat hier: 

,/- z' + x 
H = M = z" L = N = y, K' = r G = --2-' 

mithin nehmen die Systeme (A) und (R) die Form an: 

z' '0.'1 
'Ox(a 

+ oz,-, 0 
y 'Ox(a - z - x = , 

oy 'Oz, 
z, ox((J + Y llx((J = 0, 

'Oz' 
llx(a + 1 = 0, 

, Oz' + ( + ') öz, + - 0 z öx((J x Z ox(p z, = , 

'Oz , '0.'1 
'Ox(a - z - z, ox(a = 0, 

ÖZ , 0.'1 
oX(fl - z - z, ox({l = O. 

Das erste von diesen Systemen liefert das Integral: 

Z' + X = const. . 

aus dem zweiten erhält man die beiden Integrale: 

yz, = const 

z, (z' + x) = const 

(a), 

(b). 

(e), 
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Die Gleichungen (a) und (e), in denen man die willkürlichen Const.anten 
resp. durch a und p ersetzen kann, geben: 

z' = a - x, 
und 

:1)' {J 
z = ax - 2" + -; y + 1J = w. 

Betrachtet man 1J als eine Function von a und p und verbindet man mit 
der vorstehenden die beiden folgenden Gleichungen 

~ = x _ {Jy + 0'11 = 0 ~ = JL + 0'11 0 
oa a' oa 'oll a oll = , 

so erbltlt man das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung, wenn man 
1J durch die Gleichung 

2 8 02
• co + u = 0 

oaoll 
,bestimmt. Nun hat man aber: 

w' = a - x, w, = 2-, w" = - 1, w~ = 0, w" ~ o. 
~.co' = 1 O.co' _ 0 o.co, = __ ~ o.co, =! 02• co __ JL + 8''11 
oa 'o{J - 'oa a2 ' oll a' oaoll - (t' oao/f 

Hiernach geben die allgemeinen Formeln (6): 

1 
s= 2' u= JL 2' a 

Demnach hat man zur Bestimmung von 'Y) die Gleichung: 

02'11 
oao{J = 0, 

aus welcher folgt: 
''I = q;(a) + 1p(P). 

Mithin drückt sich das allgemeine Integral der gegebenen Gleichung durch 
die drei Gleichungen aus: 

z={a- ~)x+~ +q;(a)+1p(fJ), y=-a1p'(p), x= ~ + qI(a). 
a 

Ebenso kann man, wenn man das Integral (a) des Systems (A) und 
das Integral (b) des Systems (B) benutzt, das a.llgemeine Integral der ge
gebenen Gleichung durch die drei Gleichungen da.rstellen: 

z=( a -~) x+- plogy + plog (log !) - q;(a) - 1p(ß), 

x = q;'(a) + -lß , logy = 1p'(P) - log (log ~ ). 
a oga a 
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Nachdem wir die Anwendung der Methode der Variation der willkür
lichen Constanten auf alle Fälle gezeigt haben, indem wir uns stets auf 
dieselben allgemeinen Formeln stützten, dürften wir wohl hinreichenden 
Grund haben, dieselbe eine allgemeine und grösstentheils neue Methode für 
die Integration partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung und 
wenigstens derjenigen Gleichungen zu llennen, welche von der allgemeinen 
Form, auf die wir unsere Unt~rsuchungen beschränkt haben, sich nicht 
entfernen. 1) 

1) G. Teixeira hat in einer "Note Bur !'integration des equations aux 
derivees partielles du second ordre (BuHet. de la Soc. math. de France, 1889, 
t. 17, S. 125-131, und Jom. de Scienciaa mathematicas et astronomicas, 1889, 
t.9, S. 163-172) mehrere der in diesem Kapitel auseinandergesetzten Resulta.te 
in directer und einfacher Weise erhalten. (P. M.) 



Anhang 111. 

Über die partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. I) 

Von 

G. Darboux. 

1) "Obersetzung eines Äufsa.tzes in den Änna.les scientifiques de l'Ecole nor
male superieure, Bd. 7, 1870, S. 163-173. 



1. 

Bei dem gegenwärtigen Stande der Wissenschaft weiss man noch sehr 
wenig von den partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Ab
gesehen von einer sehr scharfsinnigen Bemerkung von B 0 u r (J ourual de 
l'Ecole polytechnique, 39. cahier p. 186-189) ist der wichtigen Theorie, 
wie sie in so lichtvoller Weise von Ampere im 17. und 18. Hefte des 
J ourual de l'Ecole polytechnique auseinandergesetzt wurde, nichts Wesent-
1iches hinzugefügt worden. In der vorliegenden Note beabsichtige ich, nur 
die Principien einer neuen Methode auseinanderzusetzen , welche, ohne eine 
vollständige Lösung des Problems zu geben, mir einen Fortschritt in der 
'rheorie der partiellen Differentialgleichungen zu bilden scheint. Diese Methode 
el'streckt sich auf Gleichungen aller Ordnungen mit beliebig vielen 
Variablen und selbst auf die simultanen Gleichungen. Um mich 
jedoch in diesem kleinen Expose möglichst kurz fassen zu können, werde 
ich nur von den partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit 
zwei unabhängigen Veränderlichen sprechen. 1) 

Es sei 
l' (x, y, z, p, q, r, s, t) o . (1 ) 

die gegebene Gleichung und 

Xdx + Ydy + Zdr: + Pdp + Qdq + RIlI" + Sds + Tat = 0 (2) 

ihr totales Differential. Wir bedienen uns, um die Aufgabe zu lösen, der 
VOll Ampere und Cauchy mit so grossem Erfolge angewendeten Methode 
der Vertauschung' der Variablen. Zu diesem Zwecke ersetzen wir x und y 
durch die unabhängigen Veränderlichen x, Yo, wo Yo eine Function von x, y 
ist, die man nach Belieben in passender Weise bestimmen kann. 

') Herr E. Picard sagt in seiner Revue annuelle d'Analyse (veröffentlicht 
in der Nummer vom 30. November 1890 der Revue generale des Sciences pures 
et appliquees und reproducirt in den Rendi conti deI Oircolo matematico di 
Palermo, 1891, Bd. 5, S. 80-90) hierüber (S. 85): "Für die zweite Ordnung ist 
die Reduction der Integration der Gleichung auf die Integration eines Systems 
von gewöhnlichen Differentialgleichungen noch nicht bewerkstelligt und wird es 
ohne Zweifel nicht so bald werden. In dieser Beziehung ist eine interessante 
Hinzufügung zu den berühmten Abhandlungen von Monge und Ampere im 
Jahre 1870 von Darboux gemacht worden." [Po M.l 
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Wir haben zunächst die folgenden bekannten Relationen: 

llz vy vp vy '09 = t !2!L (3), 
vYo q vYo' oYo = s 51/' vYo oYo • 0 

oz vy vp 01/ oq s+t~ (4). -=p+ q ox' ll.c - l' + S---'- 5x vx llx' ll.t' 

}1'erner nehmen die Integrabilitätsbedingungen die Form an: 

op vq lly 

0;' ~~ I ay;; =-._-
ox oYo 

01" = os vy os oy (5). 
vYo ox oYo - oYo OX I 
os ot oy ot oy 

vYo = OX VY9 - oYo ox 

Mit diesen Gleichungen muss man die folgende zusammennehmen, welche 
man erh!tlt, indem man die Ableitung der Gleichung (1) nach 1/0 nimmt: 

Bedienen wir uns jetzt der Gleichungen (3), (4), (5), um aus der vor

stehenden Gleichung alle Ableitungen nach Yo mit Ausnahme von :Y. und ;t 
y" 1/0 

zu eliminiren, so erhalten wir die neue Gleichung: 

( y + Zq + Ps + Qt + R~ + S ~ _ R~ ~!L) vy 
ox OX ox ox 0Yo 

_ [s o!l _ R (OY) 2 _ T] vt 
OX OX . oYo 

l 
Of 

(a). 

Nun kann man annehmen, aus Gründen, die wir hier nicht anzuführen 
brauchen, dass Yo derart gewählt sei, dass die Gleichung 

befriedigt ist. 
Die Gleichung (a) reducirt sich alsdann und wird: 

os ot ot oy . 
Y + Zq + Ps + Qt + R ... + S- - R - - = 0 llx lla:' OX OX ' 

die man auch mit Rücksicht auf die Gleichung (6) schreiben kann: 

llt 

Y + Zq + Ps + Qt + R ~;. + T :-; = 0 

o;r 

(6) 

(7). 
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Wir haben daher schliesslich die sieben Unbekannten y, z, p, q, 1', 8, tals 
Functionen von x und von Yo derart zu bestimmen, dass sie den Glei
chungen (1), (3), (4), (6), (7) Genüge leisten. Man kann auch die ge
gebene Gleichung ersetzen durch ihre Ableitung nach x, die mit Berück
sichtigung der Gleichung (7) die folgende sehr einfache Form annimmt: 

01' os 
X + Zp + Pr + Q8 + R;;- + S;;- = 0 

uX uX 
(8 ). 

Von den Gleichungen (3), (4), (6), (7), (8) enthalten nun sechs die 
Variable Yo nicht; da es aber sieben Unbekannte giebt, so hat hier die 
Vertauschung der Variablen nicht mehr denselben Nutzen wie im Falle der 
Differentialgleichungen erster Ordnung; sie kann nicht die vollständige 
Lösung des Problems geben. 

II. 

Die vorhergehende Methode ist einer grossen Vereinfachung fahig in 
dem sehr wichtigen Falle, wo die gegebene Gleichung von der Form ist: 

H1' + 2K8 + Lt + M + N(rt - 82) = 0 (9), 

in welcher H, K, L, M, N beliebige Functionen von x, y, Z, p, q sind. 
Man kann sich hier der Gleichungen bedienen: 

cp _ . + oy 
ox - 1 8 Ox' 

(lq _ . + t~!{ 
OX - oS ·Ox· 

Wenn man aus diesen beiden Gleichungen rund 8 als Functionen 
von t ausdrückt und ihre Werthe in die gegebene Gleichung (9) substituirt, 
so ergiebt sich. infolge der besonderen Form dieser Gleichung, 
dass der Coefficient von t Null wird; t verschwindet aus dem Resultat. 
Man wird demnach zu dem folgenden System geführt: 

oy 
~x = 'In 

Hm2 _ 2 Km + L + N (oP + 'In Oq) = 0 
llx OX 

H (~ _ m Oq) + 2K oq + M _ N(Oq)2 
()X OX OX OX 

dz = pdx + qdy 

o I (10). 

welches nicht mehr die Ableitungen zweiter Ordnung 1', 8, t, sondern nur 
z, y, P, q und ihre Ablei.tungen nach x enthält. Es sind dies die Gleichungen 
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von Monge, zu denen man zur vollständigen Bestimmung von y, Z, p, q 
noch die folgenden hinzufügen muss: 

oq cy 
il-x oYo 

op 
oy,,' (11). 

)lan sieht, dass in dem Falle, den wir soeben untersucht haben und 
der beinahe der einzige ist, welcher von den Geometern betrachtet wurde, 
die besondere Form der Gleichung gestattet, aus dem System der oben 
betrachteten gewöhnlichen Differentialgleichungen die drei Ableitungen r, 
s, t zu eliminiren. Wir wollen jedoch hinzufügen, dass eine derartige 
Vereinfachung nur selten einen V ortheil bildet, und dass analoge Verein
fachungen bei allen Ordnungen auftreten, wenn die partiellen Differential
gleichungen eine passend gewählte Form haben. 

III. 

In den beiden vorhergehenden Paragraphen haben wir gesehen, dass 
sich das Problem der Gleichungen von höherer Ordnung von dem auf' die 
Gleichungen erster Ordnung bezüglichen Problem sehr scharf unterscheidet. 
Bei der erstell Ordnung wird nämlich durch die Methode der Vertauschung 
der Variablen die Aufgabe auf die Integration eines vollständigen Systems 
von gewöhnlichen Differentialgleichungen zurückgeführt. Bei der zweiten 
und allen höheren Ordnungen hat man dagegen weniger Gleichungen, als 
Unbekannte 7:U bestimmen sind. Die folgenden Bemerkungen dürften eben
falls einen tiefen Unt.erschied lIwischen den beiden Problemen andeuten. 

Da man in dem Falle, wo man sich auf die Unbekannten y, z,p, q, r, s, t 
beschränkt, eine Gleichung weniger hat, als zur gesuchten Lösung des 
Problems erforderlich wären, so muss mall sich natürlich fragen, ob man 
nicht dadurch, dass man zu den vorhergehenden Unbekannten die viel' 
partiellen Ableitungen drittel' Ordnung, die wir a, ß, y, c) nennen wollen, 
adjungirt, zu einer Anzahl von Gleichungen gelangt, die hinreichend ist, 
um nicht nur die ursprünglichen Unbekannten, sondern auch a, ß, y, ö 
als Functionen von x l',U bestimmen. Es zeigt sich da eine wichtige That
sache, die, wie ich glaube, noch nicht bemerkt worden ist.. Die Zahl der 
Gleichungen, welche Yo nicht enthalten, ist ebenfalls um eing 
kleiner als die Anzahl der unbekannten Functionen. Diese Glei
chungen genügen demnach nicht zur Bestimmung der Unbekannten als 
Functionen der einzigen Variablen x: aber der Unterschied ;lwischen der 
Anzahl der Gleichungen und der Anzahl der Unbekannten bleibt derselbe 
wie vorher, er ist gleich 1. Dasselbe ist der Fall, wenn man, anstatt bei 
der dritten Ordnun g stehen zu bleiben, die Rechnungen bis zu einer be
liebigen Ordnung fortsetzt: Man hat immer eine Gleichung weniger 
als U n bekann ten. 
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Die vorstehenden Resultate begründen, wie man sieht, einen wesent
lichen Unterschied zwischen den partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung und denjenigen höherer Ordnung. Bei den Gleichungen erster 
Ordnung ist die Anzahl der Gleichungen, welche nur die Ableitungen nach 
x enthalten, stets gleich der Anzahl der unbekannten Functionen. Für die 
Gleichungen höherer Ordnung ist dem nicht mehr so. Bei der im ~ II 
betrachteten Gleichung von Monge z. B. hat man nur drei Relationen zur 
Bestimmung von z, p, q, y, betrachtet als Functionen von x. Man kennt 
übrigens den ganzen Nutzen, den man aus diesen Difl"erentialrelationen 
zieht: allemal, wenn sie zwei integrable Combinationen darbieten, kann man 
die Differentialgleichung auflösen oder sie wenigstens auf eine Gleichung 
erster Ordnung zurückführen. 

Die von uns gemachten Bemerkungen geben ebenso für die Gleichungen 
der zweiten Ordnung die folgende Methode an die Hand: 

Man suche, ausser der gegebenen Gleichung, zwei integrable Com
binationen der Gleichungen in y, z, p, q, 1", S, t zu finden. Wenn in den 

beiden Systemen, welche man erhält, wenn man nacheinander für ~; die 

beiden Wurzeln der diese Ableitung bestimmenden Gleichung zweiten Grades 
nimmt, solche Combinationen existiren, so kann das Problem als vollständig 
gelöst betrachtet werden; hat man keine integrable Combination, so muss man 
die Gleichungen zu Hülfe nehnien, welche die Ableitungen dritter Ordnung 
enthalten. Selbst dann, wenn die ersten Gleichungen keine inte
grirbaren Combinationen liefern, kann doch das zweite mit den 
Ableitungen bis zur dritten Ordnung gebildete System solche 
liefern. Wenn dieses System keiner partiellen Integration fähig 
ist, so geht man zu den Ableitungen vierter Ordnung, wobei 
man int.egrable Combinationen erhalten kann, u. s. w. 

IV. 
Die am Schlusse des vorigen Paragraphen ausgesprochene Bemerkung 

scheint mir zu einer allgemeineren Methode als die, welche man gewöhnlich 
anwendet, zu führen. Man kann übrigens diese Methode unter einem 
andern Gesichtspunkte darlegen, welcher gestattet, die aufeinander folgenden 
Systeme, die man theilweise benutzt, in leichterer Weise zu erhalten. 

Wir nehmen an, dass irgend eins unserer Systeme zu zwei integrablen 
Combinationen führe: 

F(x, y, z, p, q, .... ) = const, F1 (x, y, z, p, q, ... ) = const. 

Die beiden Gonstanten, welche in diesen Gleichungen vorkommen, 
müssen als unbekannte Functionen von Yo betrachtet werden_ 
Eliminirt man Yo, so kommt man zu einer Gleichung von der Form 

F = willkür. Function von F 1. 
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Diese letztere Gleichung kann offenbar als eine neue mit der gegebenen 
verträgliche Differentialgleichung betrachtet werden, die gemeinschaftlich 
mit dieser ein Integral mit einer willkürlichen Function besitzt. 
Wir werden somit zu der Lösung der folgenden Aufgabe geführt, die 
dieser zweiten Art der Auseinandersetzung entspricht. 

Eine Differentialgleichung ntel' Ordnung 

V=a 

zu finden, welche mit der gegebenen eine Lösung gemeinschaft
lich hat, die wenigstens eine willkürliche Function enthält. 

Dazu braucht man nur zu bemerken, dass die gegebene Gleichung, 
(n-1)mal differentiirt, n Gleichungen giebt, welche die Ableitungen von 
der Ordnung n + 1, deren Anzahl n + 2 ist, enthalten. Die Gleichung 
V = a, der Reihe nach nach x und y differentiirt, giebt zwei Gleichungen; 
welche ebenfalls die Ableitungen von der Ordnung n + 1 enthalten. Man 
hat also im Ganzen n + 2 Gleichungen, welche die Ableitungen n + 1 ter 

Ordnung linear enthalten und welche diese n + 2 Ableitungen als Func
tionen der Ableitungen niedrigerer Ordnung bestimmen, falls die beiden 
Differentialgleichungen, deren gemeinschaftliche Lösung man sucht, will· 
kürlich angenommen werden. Aber hier darf dies nicht der Fall sein, 
sonst würden die Ableitungen von höherer Ordnung als der n + 1 ten 

ebenso wie die Ableitungen n + 1 tel' Ordnung sämmtlich bestimmt sein 
als Functionen der Ableitungen niedrigerer Ordnung, da man, nachdem 
einmal sämmtliche Ableitungen n + 1 ter Ordnung als Functionen der Ab· 
leitungen niedrigerer Ordnung erhalten sind, nur sämmtliche Gleichungen, 
welche je eine dieser Ableitungen ergeben, abzuleiten brauchte, um die 
Ableitungen höherer Ordnung zu erhalten, und die gemeinschaftliche Lösung, 
wenn eine solche existirt, nur höchstens eine begrenzte Anzahl willkür· 
licher Constanten enthalten könnte. Diese n + 2 Gleichungen, welche 
die n + 2 Ableitungen (n + 1 )ter Ordnung linear enthalten, müssen daher 
ein unbestimmtes System bilden, was zwei Bedingungsgleichungen ergiebt.. 

. llV llV llV llV llV 
Da zwei der Gleichungen die AbleItungen von V, llx-' lly' llZ'llp' äq'··· 
enthalten, so müssen die Bedingungsgleichungen als zwei partielle Diffe· 
rentialgleichungen erster Ordnung betrachtet werden, denen die Function V 
genügen muss. Diese Gleichungen sind homogen und vom zweiten Grade 
in Bezug auf die Ableitungen. 

Das Vorhergehende erklärt usd verallgemeinert die Bemerkung, mittels 
deren Bour bewiesen hat, dass man stets erkennen kann, ob die Anwendung 
der Methoden von Monge und Ampllre zum Ziele führen kann. Bour 
hatte nur den ersten Fall, nämlich den, wo angenommen wird, dass die 
Gleichung zweiter Ordnung ein Zwischenintegral besitzt, untersucht. 
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v. 
Die beiden soeben dargelegten Methoden finden sich übrigens auch in 

der Theorie der partiellen Differentialgleichungen erstet Ordnung wieder. 
Die erste auf der Vertauschung der Variablen beruhende Methode rührt 
bekanntlich von Cauchy her, del' sie im Jahre 1819 angegeben hat. 
Die zweite wurde von Ja c 0 b i in die Wissenschaft eingeführt und ent
wickelt. Indem ich versuchte, zwischen diesen beiden Methoden eine Ver
bindung herzustellen, wurde ich zu der Untersuchung geführt, deren Haupt
resultate hier kurz angegeben wurden. 

Vermittelst der zweiten Methode kann man sich auch in einfacher 
Weise Rechenschaft darüber geben, wieviel Integrationen für die voll
st!l.ndige Lösung des Problems erforderlich sind; jedoch müssen wir, ehe 
wir diesen Punkt behandeln, einige Erläuterungen vorausschicken. 

Gegeben sei eine Differentialgleichung nter Ordnung 

.... ) = O. 

Wir bezeichnen mit Rn! R n_ l , .. , die Ableitungen der linken Seite der 
geg~benen Gleichung, genommen nach den Ableitungen nter Ordnung 

:::, fJx!~~fJY' ... , und nennen charakteristische Gleichung der Diffe

rentialgleichung die folgende Gleichung mit einer Unbekannten u: 

Zum Beispiel würde für die im Anfang betrachtete Differential
gleichung (1) diese charakteristische Gleichung sein: 

Ru2 + Su + '1' = O. 

Nachdem diese Definition festgestellt ist, ist es leicht, ein oben an
gegebenes Resultat zu vervollständigen. 

Damit die gegebene Gleichung 

fex, y, z, p, q, ... ) = 0 

und die Differentialgleichung V = a eine gemeinschaftliche Lösung mit 
einer willkürlichen Function besitzen, muss zunächst die charakteristische 
Gleichung der Gleichung V = a eine Wurzel mit der Gleichung 

Ru2 + Su + T = 0 . (12) 

gemeinschaftlich haben. Man sieht also, dass die Differentialgleichungen 
V = a, die wir suchen, sich in zwei Klassen theilen, je nachdem sie zu 
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der einen oder der andern Wurzel der vorstehenden Gleichung gehören. 
Für die vollständige Lösung der Aufgabe genügt es, eine Gleichung von 
jeder Klasse zu erhalten, welche selbst eine willkürliche Function enthi1lt. 
Eine beliebige Anzahl von zu derselben Klasse gehörigen Diilerential
gleichungen kann nicht das vollständige Integral unserer Gleichung geben. 
Es ist übrigens klar, dass, wenn die Gleichung (12) irreductibel, d. h. 
S~ - 4RT kein vollkommenes Quadrat ist, man nur in einem Integrale 
das Vorzeichen der Wurzelgrösse zu ändern braucht, um ein neues Integral 
zu erhalten. 

Somit genügt es in dem Falle, wo die charakteristische Gleichung 
irreductibel ist, für die vollständige Auflösung der Aufgabe, dass eins der 
zu integrirenden Systeme zwei integrable Combinationen liefert, welche 
derselben Wurzel der irreductiblen Gleichung entsprechen. 

Erhält man nicht die gewünschte Anzahl von integrablen Combi
nationen, so erhält man offenbar nur particuläre Lösungen. 

Die vorstehenden Methoden führen, wie man leicht beweisen kann, 
allemal zum Ziele, wenn die Integrale von der Art sind, welche Ampere 
Integrale erster Art nennt, und die kein Integralzeichen enthalten. 

VI. 
Zum Schlusse dieser summarischen Auseinandersetzung will ich einige 

Gleichungen anführen, auf welche ich die vorstehende Methode angewandt habe. 
1) Zunächst ist dies die lineare Gleichung von Laplace: Die ver

schiedenen von Laplace angegebenen Fälle der Integrirbarkeit entsprechen 
unsern aufeinander folgenden Gleichungssystemen. 

2) Die einfache Gleichung: 

s = fez). 

Sucht man die einfachsten Fälle, in denen die Methode zum Ziele 
führt, so gelangt man zu der folgenden Gleichung: 

die schon von Liouville integrirt wurde (Journ. de Mathematiques, t. XVIII, 
p. 71). Diese Gleichung kommt vor in der Theorie der auf eine Kugel 
abwickelbaren Flächen, und ihr Integral kann durch geometrische Betrach
tungen erhalten werden. 

3) Wir betrachten die von Bour gegebene Differentialgleichung der 
Flächen, welche auf eine gegebene Fläche abwickelbar sind, für welche die 
Entfernung zweier unendlich nahe liegender Punkte durch die Formel ge
geben wird: 

ds 2 = 4J..dxdy. 
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Boul' hat gezeigt, dass die reohtwinkligen Co ordinaten eines Punktes der 
gesuchten Fläche der Gleichung genügen: 

') (p J.) ll2Jogl. 2 + ( lllogl.) (t _ q lll~ygl.) = O . ... q- llxlly - S r - p ax- \J 

Suchen wir die einfachsten Fälle, in denen die angegebene Methode 
zum Ziele führen kann, so finden wir, dass man, wenn man 

a -
llloglo 
----ax-' b-

llioglo 
~' 

c-

setzt, allemal, wenn J. der Differentialgleichung genügt: 

eine Schaar von auf der gegebenen ab wickel baren Flächen finden kann, die 
in ihrem Ausdruck eine willkürliche Function enthalten. 

VII. 

Die vorstehenden Resultate wurden der Akademie der Wissenschaften 
am 28. März 1870 1) mitgetheilt; man kann aber aus den oben a.ngestellten 
Betrachtungen leicht einige neue Bemerkungen über die Methode der 
Variation der Constanten ableiten, welcher Bour die grösste Bedeutung 
beilegte. 

Wir führen an, wie man im Falle der Gleichungen zweiter Ordnung 
die Methode von Lagrange anwenden müsste. Man hätte zunächst ein 
particuläres Integral mit fünf Constanten zu suchen, und indem man so dann 
die Constanten durch Functionen ersetzt, über diese derart zu verfügen, 
dass die Ausdrücke der Ableitungen bis zur zweiten Ordnung ganz die
selben bleiben. Man wird auf diese Weise zu einem System simultaner 
Gleichungen geführt, das im Allgemeinen ebenso schwierig zu integriren 
ist, infolge dessen die Methode nicht dieselben V ortheile wie für die erste 
Ordnung darbietet. 

Nehmen wir aber an, dass man, anstatt das endliche Integral mit fünf 
Constanten zu kennen, nur ein particuläres Integral erster Ordnung mit 
zwei Constanten kenne: 

cp(x, y, Z, p, q, a, b) = 0 (13). 

I) Comptes rendus des Seances de l'Academie des Sciences. t. LXX, p. 675 
und 786. 

Mansion, Part. Differentialgleichungen. 31 
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Da dieses Integral der gegebenen Gleichung genügt, welches auch die 
Constanten a und b seien, so muss man, indem man a und b zwischen der 
Gleichung. (13) und ihren beiden ersten Ableitungen eliminirt, die gegebene 
Differentialgleichung wiederfinden. Dies vorausgeschickt, nehmen wir an, 
dass a und b nicht mehr Constanten, sondern Functionen von x, '/I, S, p, q 
seien, ersetzen b durch eine willkürliche Function von a und bestimmen a 
durch die Gleichung 

(14). 

Dann wird a eine Function von x, '11, S, p, q, welche durch die Gleichung (14) 
bestimmt ist. Die beiden Ableitungen der Gleichung (13) ändern ihre 
Form nicht und man erhu.lt dieses Mal ein Zwischenintegral mit 
einer willkürlichen Function, welches aus einem nur zwei Constanten 
enthaltenden Integrale abgeleitet ist. Derselbe Satz findet Anwendung auf 
alle im § IV betrachteten Gleichungen V ==a. 1) 

1) Darboux hat sich in seinen LWms Bur la theurie genera~ des Surfaces 
et leB applications gWlIletriques du calcul infinitesilllal (Paris, Gauthier-Villa.rs, 
t. I, 1887, t. II, 1889, t. III, fa.scicule 1, 1890, fascicule 2, 1891), zugleich vom 
':Ionalytischen wie synthetischen Standpunkte aus mit der Integration verschiedener 
bemerkenswerther partieller Differentialgleichungen beschäftigt. (P. M.) 
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