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ПРЕДИСЛОВИЕ 

В книге изложены общие воnросы акустики, наnравленность гид
роакустических антенн, особенности расnространения звуковых волн 
в морской среде, теория и расчет nьезоэлектрических и магнито
стрикционных nреобразователей. Содержание настоящего учебного 
nособия в основном соответствует nрограмме курса "Прикладная гид
роакустика", читаемого автором в Ленинградском кораблестроитель
ном институте в течение ряда лет. 

Более nодробно, чем в nервом издании, рассмотрены методы рас
чета акустических nолей, излучение акустических волн, теория 
наnравленности антенн. Однако довольно бсльшой круг воnросов, 
изложение которых в сравнительно малом объеме nредставляло боль
шие трудности, объясняет математическую пестрогость и сокращение 
выкладок в некоторых разделах. 

Книга разделена на две части. В nервой части рассмотрены теорети
ческие воnросы, составляющие основу лекционного курса. Это теория 
акустических волн и методы расчета акустических nолей, наnравлен
ность гидроакустических антенн, особенности расnространения звуко
вых волн в океане, отражение волн от тел в водной среде. 

Вторая часть nосвящена тещ;:ии и расчету nодводных электроакус
тических nреобразователей, которые называют гидроакустическими 
nреобразователями (Г АП). Рассмотрены основные виды механических 
колебательных систем Г АП: стержневые на nродольных колебаниях, 
nластинчатые круглые и nрямоугольные на колебаниях изгиба, ци
линдрические и сферические на радиальных колебаниях. Получены 
расчетные соотношения для оценки эффективности nреобразователей 
в режимах излучения и nриема, которые можно исnользовать nри 
выnолнении курсовых и диnломных nроектов. 

Автор надеется, что эта книга, как nоказал оnыт исnользования 
nервого издания, будет nолезной также сnециалистам судового и мор
ского nриборостроения. 

В nроцессе nодготовки книги автором были учтены советы Рубано
ва И. Л., Егорова С. Б. , Виноградова В. В. , Скребнева Г. К., Лиnато
ва В. В. , Одегова С. А. ,  которым он выражает искреннюю nризнателъ
ность. 

Автор будет благодарен также читателям за nредложения и заме
чания, которые следует наnравлять no адресу: 191065, Ленинград, 
у л. Гоголя, 8, издательство "Судостроение" . 
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ВВЕДЕНИЕ 

К важнейшим научно-техническим проблемам современности 
можно отнести развитие ядерной энергетики, освоение космического 
пространства и Мирового океана. Последний образован сообщающими
ся между собой океанами и морями, занимает более 70 % поверхности 
Земли и наряду с космосом оказывает решающее влияние на жизнь 
нашей планеты, а использование колоссальных ресурсов его глубин 
и донных осадков имеет важнейшее практическое значение. На каждо
го жителя планеты приходится в год приблизительно 15 кг биопродук
тов, добываемых из океана. Около 30 % мировой добычи нефти и 12 % 
газа, более 1 О % олова, 25 % поваренной соли, примерно 70 % мирового 
производства брома также приходятся на морские разработки. В на
стоящее время появляются первые морские рудники для добычи 
других полезных ископаемых. Если еще учесть роль океана в форми
ровании климата Земли и, следовательно, невозможность долгосроч
ного прогноза погоды без знания процессов, протекающих в Мировом 
океане, то станет понятным возросший во всем мире интерес к иссле
дованиям океана, создание средств его освоения. 

В последние годы для обнаружения биологически продуктивных 
районов используют космическую технику для наблюдения за поверх
ностью Мирового океана. 

Проникновение человека и доставка технических средств на боль
шие глубины океана затруднены вследствие большого гидростатичес
кого давления (на глубине 5 км оно в 500 раз превышает атмосферное). 
Использование электромагнитных волн и даже мощных лучей лазера 
в морской среде также сопряжено с большими трудностями из-за 
быстрого затухания этих волн в электропроводной воде. Акустические 
(звуковые) волны, благодаря своей природе и свойствам водной 
среды, способны возбуждаться при сравнительно малых затратах 
энергии и распространяться на большие расстояния, при некоторых 
условиях - на тысячи и десятки тысяч километров. 

С помощью гидроакустических средств (Г АС)* производят карто
графирование дна морей и океанов и обнаруживают небольшие пред-

*Классификация Г АС лриведена в ГОСТ 22547-81. Средства гидроакустичес
кие. Термины и оnределения. 
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меты (эхолоты и гидролокаторы бокового обзора), осуществляют под
водную связь (средства гидроакустической связи) , обеспечивают 
безопасность плавания судов, измерение скорости хода и глубины под 
килем (средства судовождения), производят поиск скоплений рыбы 
и контроль за работой орудий лова (средства поиска рыбы и других 
объектов промысла), "просвечивают" морское дно для поиска полез
ных ископаемых (средства морской геологии), управляют автоном
ными подводными приборами, доставляющими информацию о со
стоянии подводной обстановки (средства телеметрии и телеуправле
ния), обнаруживают и определяют координаты подводных объектов 
(средства подводного наблюдения- шумапеленгаторные и гидралока
ционные станции). 

Технические параметры гидралокационных станций (ГЛС) - ра
бочая частота (от единиц до десятков килогерц), излучаемая акусти
ческая мощность (от сотен ватт до сотен киловатт), ширина диаграммы 
направленности антенны в режимах излучения и приема в главных 
плоскостях, форма и длительность излучаемых импульсов, уровень 
усиления приемноге тракта, ширина полос.ы частот приемнога тракта. 
Г АС, которые не излучают акустическую энергию и предназначены для 
обнаружения и определения пеленга (курсового угла) подводного 
объекта по производимому им шуму, в частности движущегося судна, 
относят к пассивным средствам, например шумапеленгаторные 
станции (IIIПC). Технические параметры IIIПC - полоса рабочих частот, 
ширина диаграммы направленности антенны, коэффициент усиления 
приемнога тракта. 

Хотя в теоретическом плане законы и условия распространения 
акустических волн в водной и воздушной средах ничем не отличаются, 
особенности морской среды и практика использования технических 
средств требуют более подробного рассмотрения теории и методов 
формирования направленности гидроакустических а-нтенн для обеспе
чения необходимых тактических показателей Г АС. Большое влияние 
на работу Г АС оказывают условия распространения звуковых волн 
в море, границы моря - поверхность и дно, шум окружающей среды, 
природная структура и очертания различных объектов и препятствий, 
отражающих и рассеивающих падающие на них волны. Характерной 
особенностью океана как акустической среды является его неоднород
ность: физические сврйства изменяются в пространстве и во времени. 
Неоднородности имеют как регулярный, так и случайный характер 
и вызывают пространствеиные и временньrе флюктуации уровня и 
фазы сигналов, а также изменения спектральных и корреляционных 
параметров сигналов. 



ЧАСТЬ 1 
основы 

ГИДРОАКУСТИКИ 
ГЛАВА1. АКУСТИЧЕСКОЕ 

ПОЛЕ 

Если в некотором объеме упругой среды вызвать механическое 
возмущение, то частицы среды этого объема теряют равновесие и при
ходят в движение. Благодаря упругим силам, действующим между 
частицами, возникшее движение будет последовательно передаваться 
соседним частицам и возмущение с конечной скоростью будет распро
страняться в среде. Такое движение называют в о л н о в ы  м 
д в и ж е н и е м или в о л н о й .  Когда возмущения настолько малы, 
что вызываемые ими деформации линейно связаны с упругими сила
ми, волна в идеальной безграничной среде распространяется без изме
нения формы, и ее называют а к у с т и ч е с к о й  в о л н о й .  Область 
пространства, в пределах которой распространяется акустическая вол
на, получила название а к у с т и ч е с  к о г о п о  л я . Если возмущение 
имеет периодический характер в диапазоне слышимых частот, то 
создаваемое поле является з в у к о в ы  м . 

При распространении акустической волны в какой-либо среде в од
них местах происходит сгущение частиц и начальное давление (плот
ность) повышается, в других - разрежение частиц и давление (плот
ность) понижается. Приращение начального давления, обусловленное 
волной, называют а к у с т и ч е с к и м  или з в у к о в ы м  д а в л е н и е м. 

В идеальных (невязких) жидкой и газообразной средах при дефор
мации всестороннего сжатия возникают только нормальные напряже
ния (давления), вызывающие распространение волны в направлении 
смещения частиц; такую волну называют п р  о д о л ь  н о й  . В вязкой 
среде и твердом теле возникают касательные напряжения и возбуж
даются п о п е р  е ч н ы е (или сдвиговые) в о л н ы : колебания частиц 
происходят перпендикулярно направлению распространения волны. 
Образование того или иного типа волн связано со свойствами среды: 
газы и жидкости характеризуются только объемной упругостью, 
и в них возможны лишь упругие деформации всестороннего сжатия; 
твердые среды (тела) и вязкие жидкости обладают упругостью формы, 
т. е. стремятся сохранить форму при воздействии механических напря
жений, благодаря чему они способны передавать также касательные 
напряжения. 

Как будет показано далее, акустическое поле в каждой точке 
и в любой момент времени полностью описывают зависящие от време
ни и пространства следующие величины: вектор смещения � частиц 
среды из положения равновесия, вектор колебательной скорости 
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v = d�,/dt частиц, звуковое давление р в среде, плотность р среды. 
Каждая из этих величин является функцией времени t и координат 
данной точки - радиуса-вектора r центра масс рассматриваемой части· 
цы. В любой момент времени в любой точке функции s (r, t ), v(r, t ), 
p(r, t), р(?, t) удовлетворяют так называемому в о л н о в о м у  у р а в ·  
н е н и ю . 

§ 1.1.  Волновое уравнен ие 

·в возмущенной среде существует определенная связь между акус· 
тическим давлением, плотностью и колебательной скоростью. Волно· 
вое движение жидкости, развиваемое во времени и в пространстве, 
описывают основные уравнения гидродинамики с учетом сжимаемости 
среды: уравнения движения, выражающие закон инерции; уравнения 
неразрывности, характеризующие закон сохранения массы; уравнения 
состояния, определяющие закон Гука. Рассмотрим эти уравнения. 

Уравнение движения. Движение элементарного объема жидкости* , 
находящегося под действием сил давления жидкости (в частности, сил 
акустического поля), направленных нормально к граням параллелепи· 
педа (рис. 1.1), описывают уравнением 

- grad р = р dv/dt, (1.1) 

где р = р (х, у, z, t)- переменное давление; dv/dt- полное ускорение 
частицы, равное. 

dv/dt = дv/дt + vхдv/дх + vудv/ду + vzдv/дz. 

Первое слагаемое представляет локальное или местное ускорение, 
характеризующее изменение скорости в данной точке; остальные ела· 
гаемые - составляющие переносиого ускорения, обусловленного изме· 
нением скорости при перемещении частицы из одного места в другое. 

Плотность Р возмущенной среды представим в виде суммы плот· 
н ости Р 0 покоящейся среды и изменения плотности б р, вызванного 
возмущением. Обозначим относительное изменение плотности бр/р0 = 
= s ;  величину s называют а к у с т и ч е с к и м  е ж а  т и е м  ( у п л о т н е 
н и е м )  . В акустике s « 1, и тогда Р = Р 0 (1 + s) � р 0• Кроме того, очень 
мала и колебательная скорость частиц, так что слагаемые переносиого 
ускорения суть величины второго порядка малости и ими можно пре
небречь по сравнению с локальным ускорением. При этих условиях, 

*Жидкость внутри объема рассматриваем как сплошную однородную среду. 
Это означает, что всякий малый элемент объема настолько велик, что содержит 
большое количество молекул, но он также мал по сравнению с расстоянием, на котором состояние среды изменяется существенно (в сравнении с длиной 
волны). 
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выражающих так называемое а к у с 
т и ч е с к о е п р и б л VJ ж е н и е , полу
чаем линеаризованное уравнение дви
жения 

Р0дv/дt =- grad р =- 'Vp. (1.2) 
Уравнение неразрывности. Измене

ние количества жидкости, протекаю
щей через грани эщ:мента объемом dV 

Рис. 1 .1 .  Элемент объема среды за время dt, составляет -div (pv)dVdt и 

х X+dX х 
у 

может быть выражено как произведе
ние dV и приращения плотности, т. е. -div (pv)dVdt = dV(дp/дt)dt или 
div (pv) + др/дt = u. Полученное уравнение, называемое уравнением 
неразрывности, линеаризуется для случая акустического приближе
ния (р � Р 0) и принимает вид 

Ро div v + др/дt =О или Ро Vv+ др/дt= о. (1.3) 
Уравнения движения (1.2) и неразрывности (1.3) содержат три не

известные величины р, v и р. Чтобы определить эти переменные, надо 
использовать также уравнение состояния. 

Уравнение состояния. Это уравнение характеризует внутреннюю 
энергию жидкости и устанавливает связь между давлением, плот
ностью (или сжатием) и температурой среды. Сначала определим соот
ношение между сжатием и относительным изменением объема элемен
та среды. В состоянии покоя масса элемента объемом V0 равна Ро V0• 
В результате упругой деформации объем и плотность изменяются 
соответственно на б V и б р. Для данной массы элемента среды можно 
написать Ро V0 = (р0 + бр )( V0 + б V) или 1 = (1 + s )(1 + 6), где 6 = б V/V0-
о б ъ е м н а я д е ф о р  м а ц и я . Пренебрегая величиной s6, получаем 
s � -6. Таким образом, при малых деформациях сжатие численно рав
но деформации. 

Если внутри жидкости существует постоянное (статическое) давле
ние Р0 (х, у, z ) и на него налагается переменвое давление р (х, у, z, t), 
то общее давление Р = Р0 + р. Большинство жидкостей обладают малой 
теплопроводностью, и распространение акустических волн в них 
происходит адиабатически, т. е .  между областями сжатия и разреже
ния теплообмен отсутствует. Поэтому при изменении температуры 
плотность изменяется ничтожно мало, и уравнение состояния можно 
представить как функцию Р = Р (р ) . Исходя из малых изменений давле
ния и плотности (s « 1), разложим функцию Р в ряд Тэйлора по степе
ням приращения бр и ограничимся двумя членами: Р =Р0 + (дР/др)lр0бр, 
где индекс Ро показывает, что значение производной вычисляется при 
р = р 0• Отсюда находим акустическое давление 

(1.4) 
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Соотношение {1.4) является линеаризованным уравнением состоя
ния, выражающим линейную зависимость между сжатием (деформа
цией) и акустическим давлением; его обычно записывают в виде 

p=xs=-x8 или S =Ир, {1.5) 

где Х- м о д у  л ь  о б ъе м н о й  упру г о с т и  {всестороннего сжатия) 
среды, равный 

(1.6) 

Величину и называют с ж и м а е м о с т ь ю  с р е д ы .  Уравнение (1.5) 
представляет собой закон Гука для объемной деформации среды. 

Теперь мы располагаем всем необходимым для получения волно
вого уравнения - полной системой уравнений гидродинамики идеаль
ной жидкости с учетом ее сжимаемости и в предположении малых 
амплитуд колебаний. 

Волновое уравнение. Применим операцию div к обеим частям урав
нения {1.2): 

div (дv/дt) + {1/Р0) 'ij2p =О, {1.7) 

где 'i12 = д2/дх2 + д2/дУ + д2/дz2- оператор Лапласа. Продифферен
цируем по времени уравнение (1.5): дs/дt = идр/дt, учтем равенство 
др/дt = Р0дs/дt и подставим производную др/дt в {1.3). Дифференцируя 
{1.3) по t, получаем 

div (дv/дt) + ид2р/дf = о. 

Из равенств (1.7) и {1.8) выводим дифференциальное уравнение 

'i12p + ИР0д2р/дf = 0, 

называемое в о л н о в ы  м у р а  в н е н и е м .  Введем обозначение 

1/{ИоРо) = Х/Р0 = С2, 

тогда волновое уравнение (1.9) принимает вид 

(1.8) 

{1.9) 

(1.10) 

(1.11) 

Такому же уравнению удовлетворяют функции сжатия, деформации 
и колебательной скорости. 

Заметим, что, несмотря на ряд допущений, принятых при выводе 
волнового уравнения, оно правильно описывает практически любое 
волновое движение в жидкости. 

Потенциал скоростей. При принятых ранее допущениях (идеальная 
среда и малые амплитуды колебаний) движение частиц жидкости 
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является безвихревым, что математически выражается условием 
rot v = О. В этом случае поле полностью характеризуется одной скаляр
ной функцией Ф (х, у, z, t), называемой п о т е н ц и а л о м  с к о р о с 
т е й  . Из теории поля известно соотношение 

v = -grad Ф = - 'i7 Ф. {1. 12) 

Составляющие вектора колебательной скорости 

Vx = - дФ/дх; Vy = -дФ/ду; Vz = - дФ/дz. 

Введем функцию Ф в уравнение движения {1. 2) : р0д('VФ)/дt = 
= Р о 'V(дФ/дt) = 'ilp. Интегрируя это равенство, находим связь между 
акустическим давлением и потенциалом скоростей: 

р=р0дФ/дt. (1.13) 
При помощи соотношений (1.12) и (1.13) по известному распределе

нию потенциала скоростей можно простыми операциями дифференци
рования определить распределение акустического давления и скорос
ти колебаний частиц в пространстве и во времени. Таким образом, 
акустическое поле в идеальной жидкой среде описывается одной ска
лярной функцией - потенциалом скоростей . 

В дальнейшем основные характеристики поля будут определяться 
через потенциал скоростей. 

Выведем дифференциальное уравнение для функции Ф (х, у, z, t ). 
Продифференцировав по t выражение (1.13) и введя функцию Ф в урав
нение (1.9), получим д{'i72Ф )/дt = ир0д(д2Ф )/дt2. Интегрируя по пере
менной t и считая постоянную интегрирования равной нулю ввиду ис
чезающего на бесконечности поля, получаем искомое уравнение 

(1.14) 
которое, очевидно, является волновым уравнением. Из соотношений 
(1.11) и (1.14) следует, что волновое уравнение связывает простран
ственную и временную зависимости колебательного процесса с по
мощью параметров среды - плотности и модуля упругости [см. уравне
ние (1.10)], характеризующих соответственно инерпионные и упругие 
свойства среды. 

Для гармонического колебательного процесса с угловой часто
той ы потенциал скоростей представим в виде Ф =F(x, у, z) ехр (iыt), 
где F(x, у, z)- функция координат; в этом комплексном выражении 
физический смысл имеет только его вещественная часть. Подставляя 
значения 'il2Ф = 'i72F ехр (iыt) и д2Ф/дf = -ы2F ехр (iыt) в уравнение 
( 1 . 1 4) , получаем у р а в н е н и е  Г е л ь м г о л ь ц а  

'il2F+k2F=O, {1. 15) 

где k = ы/с - в о л н о в о е ч и с л о .  
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С помощью волнового уравнения можно определить распределе
ние в пространстве любой из характеризующих акустическое поле ве
личин (р , V, s, Ф) в выбранной системе координат. Наиболее часто при· 
меняют прямоугольные (декартовы), сферические и цилиндрические 
системы координат. Соответственно волновые процессы в этих коор· 
динатах называют плоскими, сферическими и цилиндрическими. 

Чтобы получить однозначное решение волнового уравнения (1.14} 
или уравнения Гельмгольца (1.15}, необходимо задать граничные 
условия и использовать условие излучения. Последнее означает, что 
акустическое поле по мере удаления от излучающего источника при· 
обретает характер убывающей сферической волны. 

Граничные условия nри решении задачи излучения формулируют· 
ся так. На некоторой поверхности S задано или давление (потенциал) 
р = f(S}, или нормальная составляющая колебательной скорости Vn = 
= - дf/дп = f(S), или их комбинация дФ/дп + dФ = f(S). Необходимо 
определить поле в пр::>странстве. 

При решении задачи дифракции находят потенциал рассеянного 
поля Фs, представляющего разность между полным полем Ф на по
верхности S рассеивающего тела и падающим на тело полем Ф0• Поле Ф 
нг поверхности S должно удовлетворять одному из следующих гранич
ных условий: 

1) Фls = О- соответствует дифракции на абсолютно мягкой по· 
верхности; 

2) дФ/дпls = О- соответствует дифракции на абсолютно жесткой 
поверхности; З) (дФ/дп + oФ)Is = О- соответствует дифракции на импедансной 
поверхности. 

Импеданс поверхности z определяют отношением акустического 
давления к нормальной составляющей колебательной скорости (с об· 
ратным знаком): z = -p/vn. Используя соотношения р = iырФ и Vn = 
=-дФ/дп, из третьего условия получаем связь между z и о: z = -iыр/о. 

§ 1.2. Плоска11 волна 

П л о с к о й  называют такую продольную волну, в которой харак
теризующие ее величины зависят от одной декартовой координаты 
и времени. Волновое уравнение плоской волны, распространяющейся 
вдоль оси х, получим из уравнения (1.14), приняв &Ф/ду2 = &Ф/дz2 =О: 

(1.16) 

Решение волнового уравнения. Общее решение уравнения (1.16), 
называемое интегралом Даламбера, представляет собой сумму двух 
произвольных функций вида Ф ( t + х/с ), имеющих непрерывные произ
водные первого и второго порядков, т. е. 

Ф(х, t) = Ф1 (t- х/с) + Ф2(t + х/с). ( 1 . 1 7) 
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Физическую сущность решения раскрывает вид аргументов функций 
Ф1 и Ф2: если в некотором слое среды в начальный момент времени 
возникает возмущение, описываемое какой-либо функцией, то на рас
стоЯнии х вдоль направления распространения возмущения в момент t 
происходит такой же процесс, как и в возмущающем слое, т. е. функ
ции Ф 1 и Ф 2 при распространении не изменяются, но во Еремени 
процесс сдвигается (опаздывает или опережает) на промежуток х/с. 
Следовательно, величина с имеет смысл с к о р  о с т и р а с п р о  с т р а 
н е н и я  в о л н ы ,  или с к о рос т и  з в у к а. 

Если зафиксировать значение аргумента т = t- х/с, то ему будет 
соответствовать определенное значение функции Ф1(т) в момент, 
когда координаты t и х удовлетворяют равенству х = c(t- т). Отсюда 
следует, что с увеличением времени геометрическая координата 
растет. Это означает, что фиксированное значение потенциала скорос
тей (или любой величины, характеризующей возмущение) перемещает
ся в сторону возрастающих значений х с постоянной скоростью с неза
висимо от конкретного вида функции Ф 1• Процесс распространения 
возмущения в среде с такими пространственно-временнь'i:ми характе
ристиками называют б е г у щ е й  в о л н о й. Равенство Ф = Ф (t + х/с) 
представляет собой уравнение плоских волн: потенциал скоростей 
в данный момент времени имеет постоянное значение в плоскости, 
перпендикулярной оси х. Иными словами, волновые поверхности 
представляют собой геометрическое место точек, колеблющихся в оди
наковой фазе; при одномерном волновом движении это будут плоскос
ти, перпендикулярные оси х. Волну, распространяющуюся в положи
тельном направлении оси х, назовем п р я м о й; волну, описываему ю 
функцией Ф2(t + х/с) и бегущую в отрицательном направлении оси х, 
будем называть о б р а  т н о й .  

В силу линейности волнового уравнения можно, разлагая функ
цию Ф в ряд Фурье, воспользоваться принцилом суперпозиции: каждая 
из гармонических составляющих и любая их сумма (например, сумма 
прямой и обратной волн) будут удовлетворять уравнению. По этой 
причине в дальнейшем рассматриваются исключительно гармоничес
кие процессы, поскольку практически всякую функцию, описываю
щую реальное возмущение, можно представить суммой гармонических 
волн. 

Гармонические воJПJЪI. В случае монохроматического возмущения, 
как показано выше, воРновое уравнение переходит в уравнение 
Гельмгольца 

(cP/dr + k
2

)F(x) = о. ( 1 . 1 8) 

Решение уравнения ( 1 . 1 8) запишем в комплексной форме 

F(x) =А ехр ( -ikx) + В  ехр (ikx), ( 1 . 1 9) 

где А и В- произвольные постоянные, определяемые из граничных 
условий. 
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Потенциал скоростей в точке х в момент t равен 

Ф(х, t ) = [А ехр (-ikx) +В ехр (ikx)] ехр (iwt), (1.20) 

где Wt + kx- фазы воr.ны: wt- временная, kx- пространственная; 
k = 2л/'А (Л- длина волны, или расстояние, на которое перемещается 
любая фаза волны за один период Т= 2л/w}. Согласно этому определе
нию, Л =е Т. Заметим, что частота колебаний f = 1/Т не зависит от 
свойств среды, в то время как длина волны Л = e/f зависит от них, 
поскольку е = е(х, р). Скорость распространения гармонической волны 
называют ф а зuной с к о р о с т ь ю .  

Потенциал волны, бегущей в положительном направлении оси х, 
равен 

Ф (х t ) =Ae-ikxeiыt=A eiq>ei(ыt-kx) 1 ' т ' (1.21) 

где Am - амплитуда, ЦJ - начальная фаза. Величину А т е iq> называют 
к о м п л е к с н о й  а м п л и т у д  о й  потенциала скоростей. 

Пользуясь выражениями (1.12) и (1.13}, находим давление и ско
рость колебаний частиц в плоской волне 

р = iWP [А ехр ( -ikx) +В ехр (ikx)] ехр (iwt); 

v = ik [А ехр ( -ikx)- В ехр (ikx)] ехр (iwt) . 

(1.22) 

(1.23) 

Для прямой волны Ф 1 (В= О) имеем отношение p/v = ре,для обратной 
волны Ф2 (А= О} p/v =-ре. Таким образом, в пЛоской волне при любой 
форме начального возмущения (в том числе и при гармонической) от
ношение звукового давления к скорости колебаний частиц вещес
твенно: 

p/v = ±ре. (1.24} 

Этот результат означает, что в зонах сжатия (р > О) направления ско
ростей движения частиц и волны совпадают, а в зонах разрежения 
(р < О) эти направления противоположны. 

Величину ре называют у д е л ь н ы м  а к у с т и ч е с к и м  или в о л
н о в ы м с о п  р о т  и в л е н и е м среды, и она служит важной акустичес
кой характеристикой среды. Чем больше волновое сопротивление 
среды, тем больше акустическое давление при заданной скорости 
колебаний частиц. Так, для воды р = 1000 кг/м3, с= 1500 м/с, ре= 

= 1,5 · 106 кг/(с · �); для воздуха р = 1,29 кг/МЭ, с= 330 м/с, ре= 
= 425 кг/(с · �). Из сопоставления волновых сопротивлений воды 
и воздуха следует, что источник, колеблющийся в обеих средах с оди
наковой амплитудой скорости, будет создавать в воде звуковое дав
ление приблизительно в 3500 раз больше, чем в воздухе; а при одина
ковом звуковом давлении скорость колебаний частиц в воде в 3500 раз 
меньше, чем в воздухе. 
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Запишем действительные части выражений для р и v прямой волны 

Re р = -pwAm sin (wt- kx + q>) = Pm sin (wt - kx + q>); 

Re v = -kAm sin (wt - kx + q>) = Vm sin (w t - kx + q>). 

Как видим, в плоской волне звуковое давление и колеба тельная  
скорость синфа зн ы* и зна чения их а мплитуд н е  зависят от расстоян ия. 
Постоянство Рт и Vm объясняется тем, что на пути распространения 
nлоской волны nлощадь поверхности фронта не изменяется. 

Из равенства ( 1 .10) nолучаем выражение для скорости звука 

С = VX/Po = 1/ VИРо· (1.25) 

Таким образом, скорость звука в безграничной и идеальной среде 
опре деляется только пара метра ми среды. Из уравнения (1.25) также 
следует, что величина с постоянна лишь при определенных условиях. 
Так, например, в морской воде колебания температуры, гидростати· 
ческого давления, содержания солей приводят к изменению сжимае· 
мости и nлотности среды, а следовательно, и скорости звука. 

Адиабатический модуль упругости (или сжимаемость) можно вы
числить из уравнения состояния. На практике значенияХ (или и) опре
деляют по измеренным значениям скорости звука и плотности среды. 
Для воды х ::t: 2,2 · 1 09 Па. 

Величина с является универсальной характеристикой волн в без· 
граничной идеальной среде, она сохраняет свое значение как для плос
кой, так и для сферической и цилиндрической nродольных волн и не 
зависит от частоты. При наличии потерь энергии в среде волны не со
храняют своеЙ' формы, и фазовая скорость различна для волн разной 
частоты. Зависимость фазовой скорости гармонических звуковых волн 
от частоты (длины волны) называют д и с n  е р  с и е й з в у к  а . Диспер
сия, в частности, вызывается границами пространства (тела), в котором 
распространяется волна. Дисперсия приводит к изменениям формы 
исходного импульса при его расnространении. 

Замечание относительно акустического приближения. При ли
неаризации уравнений гидродинамики мы исходили из условия 
малости уnлотнения s « 1 , выражающего акустическое приближение. 
Покажем, что s = v/c, тогда неравенство v/c « 1 адекватно условию 
s « 1: акустическое приближение можно также сформулировать как 
малое значение скорости колебаний частиц по сравнению со скоростью 
звука. Сначала найдем связь между производными дФ/дt и дФ/дх. 
Обозначим t = t- х/с, тогда д [Ф(t- х/с) ] /дt = (дФ/дt) дt/дt =дФ/дt; 
д [Ф(t- х/с) ] /дх = (дФ/дt) дt/дх=-(1/с) дФ/дt. Отсюда дФ/дt = -сдФ/дх. 
Применяя это соотношение для уnлотнения дs/дt = -сдs/дх и nодстав
ляя его в уравнение неразрывности (1.3), в котором др/дt = р 0дs/дt, 

*В обратной волнери v находятся в nротивофазе [см. формулу (1 .24)] . 
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nолучаем div v - с div s = О. Интегрируя, 
находим искомое равенство v = cs. 

Этот результат сnраведлив и для 
трехмерного случая. Действительно, со· 
гласно уравнению состояния р = Xs, но 
Х = Р 0С2, следовательно, р = Р 0c2s. Так 
как в nлоской волне p/v = Р 0с, то 
Р 0c2s = Р 0С \.', откуда s = v/c. 

z 

Уравнение nлоской волны в век· 
торной форме. Пусть nлоская волна (рис. 1.2) расnространяется no наnрав· 
лению �. единичным вектором которо· 
го является n, nричем nx = cos а, ny = Рис. 1.2. Плоская волна в произ· 
= cos � , nz = cos 1' - наnравляющие коси· вольном направлении 
нусы углов между нормалью и осями х, 
у z · n 2 + n 2 + n 2 = 1· lnl = 1 ' ' х у z ' • • 

Потенциалом скоростей аку�.:тиче.s;кого nоля Ф(r, t), создаваемого 
nлоской волной, будет функция Ф(�, t). Чтобы nолучить уравнение 
волны, необходимо оnределить лаnласпаи 'il2Ф(�, t). Вычислим, для 
nримера, вторую nровзводную д2Ф/дх2 : 

д 
дх 

дФ д ( дФ --- -
дх д� д� 

�) д� 
дх дх 

= п; 

ge nx = д�/дх. Складывая производвые no трем координатам, nолучим 
'il2Ф = д2Ф/д� 2 и уравнение nлоской волны в виде (1.14), решением 
которого, согласно (1. 17), будет функция 

(1.26) 

оnисывающая nлоские бегущие волны. Поверхностями nостоянных фаз 
являются nлоскости ;,;: = lrl cos (n, r), nерnендикулярные вектору n. 
Выразим nроизведение ;;; через nроекции векторов: rn = xnx + yny + Znz 
и заnишем уравнение гармонической волны 

Ф � , t) =Aei(ыt-rnlc) +Bei(!.>t+riilc) =Aei(ыt-kr) +Bei(ыt+k:r>. 

Величину k = (W/c )n называют в о л н о в ы  м в е к т о р о м ;  его наnрав· 
ление совnадает с наnравлением норм�ли n, а модуль равен волново· 
му числу k = W/c. Обозначая проекции k на координатные оси kx, ky, kz 
( kx = knx, ky = kny, kz = knz), nолучаем трехмерное уравнение nлоской 
волны в векторной форме 

ф �. t) =Aei [Ыt- k(xnx+ yny + znz)] + 

(1.27) 
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§ 1 .3. Сферическа11 волна 

Представим себе малую сферу, все точки поверхности которой 
совершают синфазные радиальные колебания с одинаковой амплиту
дой. Очевидно, в безграничной однородной среде от такого источника 
будут распространяться равнсмерно по всем направлениям акустичес
кие волны, имеющие сферический фронт: такие волны называют 
с ф е р и ч е с к и - с и м м е т р и ч н ы м и .  Акустическое поле в этом случае 
обладает полной симметрией относительно центра возмущения, т. е. 
распределение потенциала скоростей (или другой физической величи
ны) зависит только от одной пространствеиной координаты- рас
стояния от центра до точки наблюдения. В общем случае сферические 
волны не обладают центральной симметрией, т. е. амnлитуда колеба
ний на сферическом фронте во всех точках различная. 

Сферически-симметричные волны одномерные и поэтому имеют 
много общего с плоскими волнами. 

Волновое уравнение и его решение. Волновое уравнение для сфе
рической волны можно nолучить из общего трехмерного уравнения 
(1.14), подставив в него лапласиан в сферической системе координат. 
Учитывая независимость Ф от nолярного и азимутального углов, 
nолучим 

или после выполнения преобразований 

(1.28) 

Уравнение (1.28) тождественно волновому уравнению (1.16) плоской 
волны с той лишь разницей, что функция Ф заменена nроизведением 
rФ и декартова координата - радиусом-вектором r. Поэтому интеграл 
Даламбера уравнения (1.28) имеет вид 

Ф(r, t) = (1/r) Ф1 (t- r/c) + (1/r) Ф2(t + r/c) (1.29) 

и выражает совокупность двух бегущих со скоростью с сферических 
волн - Ф 1, расходящейся от некоторого центра nри r = О, и Ф 2, сходя
щейся в этом центре. Как видно, амплитуда потенциала Ф 1 убывает 
пропорционально изменению расстояния, что вызвано расширением 
nоверхности фронта волны по мере ее удаления от точечного источ
ника. 

Гармоническая волна. Для случая гармонического возмущения 
с частотой w nотенциал скоростей расходящейся волны, согласно урав
нению (1.29), запишем в комплексной форме 

Ф = (A/r) ехр [ i(wt- kr)], (1.30) 

где А- постоянная, определяемая из граничных условий. 
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Акустическое давление и скорость частиц в сферической волне 

р = ;w рФ = ( iw pA/r) exp [ i (w t- kr)] = (pofr) ехр [ i (w t - kr) ] ; ( 1 .3 1 )  

v= -дФ/дr = (1/r + ik )Ф = [ p0 /( p cr)] [ 1 - i/(kr)] exp [ i (w t- kr)], ( 1 .32) 

где Ро = iW РА = const. Акустическое давление и скорость колебания 
частиц среды связаны соотношением 

p/v = ре cos !р ехр ( i!fl) = [ pckr/ ../ 1 + k2r2 ] ехр ( i�p ), ( 1 .33) 

где 

!р = arctg [ 1/(kr)] = arctg [Л/(2лr)]. ( 1 .34) 

Как видно, колебательная скорость частиц в сферической волне 
отстает по фазе от давления на угол !fl, зависящий от аргумента kr, т. е. 
от волнового расстояния до точки наблюдения. Если kr » 1 (r » Л), то 
!р -+ О и соотношение между р и v соответствует nлоской волне, ампли
туды Pm и Vm обратно пропорциональны расстоянию r. Область kr » 1 
называют в о л н о в о й  з о н о й ,  или д а л ь н и м  п о л е м .  Практичес
ки р и v можно считать синфазными, начиная с расстояний r ;а= Л 
(kr ;а= 2л ), при которых отношение амплитуд Pmlvm ;а= 0,988р с. Объяс
няется это тем, что с увеличением расстояния уменьшается кривизна 
фронта сферической волны, и на ограниченной поверхности фронта 
волна будет плоской. Следует, однако, подчеркнуть, что при r ;а= Л 
лишь по фазовым соотношениям между давлением и колебательной 
скоростью поле сферической волны можно принимать за поле плоской 
волны, поскольку распространение энергии в этой зоне, как и во всем 
пространстве, имеет природу сферической волны. 

Если рассмотреть воздействие сферической волны на плоскую по
верхность S, касательную к фронту, то среднее давление на S будет 
практически равно давлению в плоской волне при условии r > 2S/A.. 
Расстояние r = 2S/A. определяет границу дальнего поля, и волна будет 
л о к а л ь  н о п л о с к о й  на заданной поверхности. 

Если kr « 1 (r « Л ), то cos !р-+ kr, !р-+ л/2 и амплитуда скорости 
частиц убывает по закону 1/r2 • Область вблизи uентра волны, где дей
ствует этот закон, называют н е в о л н о в о й  з о н о й ,  так как в ней 
гидродинамические эффекты перетекания жидкости преобладают над 
волновыми; эту область называют также б л и ж н и м п о л е м и ее раз
меры определяют неравенством kr < 1 или r < Л/(2л) я.: Л/6. 

Действительные части выражений ( 1 .3 1 )  и ( 1 .32) имеют вид 

R e  р = (p0/r) cos (w t - kr); 
R e  v = [ р0/ ( pcr)] cos (w t - kr) + [ p0/(w p r2 ) ]  sin (w t - kr). 

Первое слагаемое в формуле для R e  v совпадает по фазе с давлением и, 
следовательно, определяет излучаемую акустическую энергию; эта 
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часть существенна nри больших значениях r, т. е. в дальнем поле, где 
амплитуда скорости частиц, как и звукового давления, уменьшается 
nропорционально увеличению расстояния. Второе слагаемое, убываю
щее с расстоянием по квадратичному закону, nреобладает nри малых 
значениях r, т. е. в ближнем поле источника. Здесь скорость колебаний 
частиц отстает по фазе от давления на л/2, и поэтому ближнее поле не 
вносит вклада в излучаемую источником энергию, оно характеризует 
nоток жидкости вблизи источника. Отношение амплитуд колебатель
ной скорости в ближнем и дальнем полях [ p0/(w pr2 )] / [ p0/ (p cr)] = 
= 1/(kr) совnадает со значением tg qJ [см. формулу ( 1 .34)) . На малых 
расстояниях это отношение амплитуд резко уменьшается, на больших 
расстояниях - уменьшается значительно медленнее. 

Введем понятие потока или объемной скорости. Потоком q через 
элемент dS называют произведение нормальной составляющей колеба-
1'ельной скорости и площади элемента. Считая колебания точечного 
источника гармоническими, определим мгновенное значение q через 
волновую поверхность радиусом r. Из выражения ( 1 .32) находим 

q = 4лr2v = 4лА V1 + k2r2 ехр [i(л/2- qJ)) ехр [ i (ы t - kr)]. 

Устремив r к нулю (qJ .... л/2), вычислим объемную скорость q через бес
конечно малую сферу, окружающую точечный источник 

q j r .. 0 = 4ЛА ехр (iыt) = Qm ехр (iыt), 

где 4ЛА = Qm - амплитуда объемной скорости. Таким образом, выра
жение ( 1 . 30) для nотенциала скоростей точечного источника приобре
тает вид 

Ф = [ Qm/(4лr)] ехр [ i(UJt- kr)]. ( 1 .35) 

Если источник излучает в пределах конуса с телесным углом Q, то 

Ф = [ Qm/(Q r)] ехр [ i(ыt- kr)]. ( 1 .35а) 

Амплитуду объемной скорости Qm источника через бесконечно ма
лую сферу (или бесконечно малый сегмент с телесным углом Q), окру· 
жающую его, называют п р о и з в о д и т е л ь н о с т ь ю  ист о ч н и к а  и 
выражают в м3 /с. Постоянная А =  Qт/(4л ) (или А =  Qm/Q) есть произво
дительность точечного источника, отнесенная к телесному углу 
Q = 1 ер. 

§ 1.4. Ципиндрическа11 волна 

Пусть возмущение в среде создает бесконечно длинный тонкий 
цилиндр - бесконечная нить. Для определения акустического поля 
такой модели целесообразно использовать цилиндрическую систему 
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а) •z 
1 

у 

М(,-,ф,z) 

z 

х 

координат r, ф, z (рис. 1 .3, а ): 
r- расстояние от оси цилиндра, 
Ф - азимутальный угол, z 
координата по оси z. Связь 
между декартовыми и цилинд
рическими координатами по
казана на рисунке: х = r cos Ф; 
у =  r siп Ф; z = z. Для получения 
волнового уравнения необхо
димо вычислить лапласиан в 
цилиндрической системе коор
динат и подставить его в общее 
уравнение ( 1 . 1 4). Значительно 
проще определить выражение 
div v и использовать уравнение 
неразрывности ( 1 .3): 

Рис. 1.3.  Цилиндрическая система коор
динат (а )  и элемент объема в ней (б) 

- div v = ( 1/Р 0 )  дР/дt = [ 1/(р 0с2) ] др/дt. ( 1 .36) 

ВоШiовое уравнение и ero решение для пульсирующего цилиндра. 
Рассмотрим сначала радиально-симметричные колебания, когда по
верхность цилиндра совершает синфазные радиальные пульсации с 
одинаковой амплитудой. В этом случа� потенциал скоростей поля 
(звуковое давление) определяется только координатой r и не зависит 
ни от Ф, ни от z. Из физических соображений очевидно, что в без
граничном пространстве от пульсирующего цилиндра будет распро
страняться симметричная относительно оси z волна, фронты которой 
представляют собой коаксиальные цилиндрические поверхности ра
диусом r = ct; такую волну называют ц и л и н д р и ч е с к о й .  

Чтобы получить выражение для div v, рассмотрим элементарный 
объем в виде цилиндрического слоя радиусом r, толщиной dr и высо
той dz (рис. 1 .3, б). Дивергенцию определяют отношением разности 
объемов жидкости rdфdzv(r), втекающей через внутреннюю поверх
ность r dфdz в элементарный объем, и жидкости, вытекающей из него 
(r + dr) dфdzv(r + dr) через наружную поверхность (4' + dr) dфdz в едини
цу времени, к объему rdфdrdz: 

(r + dr) dфdzv(r + dr) - rdфdzv(r )  дv(r) v(r) 
div v = = -- + --

rdфdrdz дr r 
• 

Подставляя р = Р 0 дФ/дt и v( r) = - дФ/дr в ( 1 .36), получаем искомое 
волновое уравнение 

д2Ф! дr2 + ( 1/r) дФ/дr = ( 1/с2) �Ф/дt2 , ( 1 .37) 

которое для расходящейся от оси бегущей волны имеет решение [ 48] 

Ф (r, t ) = AHJ2> (kr) ехр ( i(i)t). ( 1 .38) 
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Здесь HJ2) (�) - функция Ханкеля второго рода нулевого порядка, 
представляющая собой линейную комбинацию функций Бесселя и Ней
мана; функция Ханкеля т-го порядка Н�2) (�) = lт(�) - iNm(�). 

При больших значениях kr (практически при kr > 1) можно вос
пользоваться асимптотическим выражением 

нJ2) (kr) � V2/(лkr) ехр [ -i (kr - л/4)] 

и представить потенциал скоростей волны в форме 

Ф( r, t) = А V2/(лkr) ехр [ i (Wt - kr + л/4 + <р)]. ( 1 .39) 

Из полученного выражения видно, что на больших волновых рас
стояниях амплитуда потеJЩиала (и давления) в цилиндрической вол
не убывает по закону 1/ yr. Этого результата следовало ожидать, так 
как цилиндрическая волна занимает промежуточное положение 
между плоской и сферической волнами. Однако следует заметить, что 
вблизи оси структура поля весьма сложная, здесь фаза скорости v от
личается от фазы давления р на 90•, т. е. ближнее поле является 
реактивным и не распространяется на большие расстояния от оси 
цилиндра. 

Определив из уравнения ( 1 .38) акустическое давление 

р = ;w p.AнJ2) (kr) ехр ( iw t) 

и колебательную скорость 

v =  -kAHJ2) ' ( kr) ехр ( iw t) = kAHP) (kr) ехр ( iw t), 

найдем их отношение 

p/v = iPcHJ2) (kr)fНP) (kr). 

Фазовый сдвиг между р и v 

Лkr 
<р = arctg 

2 
10 ( kr)Ji.(kr) + N0 (kr)N1 (kr) 
N0 (kr) J1 (kr) - N1 (kr)J0 (kr ) 

( 1 .40) 

(1 .41) 

( 1 .42) 

( 1 .43) 

Если сравнить полученную величину <р и фазовый сдвиг в сферичес
кой волне, то окажется, что в цилиндрической волне им можно пре
небрегать, начиная с меньших расстояний. Например, если r = Л ,  то 
<р � 4,5•, а в сферической волне <р � 9•. Такая разница в значениях 
сдвига фаз <р объясняется меньшей кривизной фронта цилиндричес
кой волны. 

ВоJШовое уравнение и его решение для общего случая. Когда 
акустическое поле цилиндра зависит от координат r, Ф и z, диверген
цию колебательной скорости определяют с учетом потоков жидкости 
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в трех направлениях - радиальном, тангенциальном и осевом. Подста· 
новка div v в уравнение (1.3) дает волновое уравнение 

1 
+ -

дт'- r 
дФ 

+ -
дr r2 

- + 
1 

с? 
(1.44) 

Решение его для волны, расходящейся от оси z, запишем в виде [ 48] 

где k ' , )1 - постоянные, введенные при нахождении Ф методом Фурье 
в форме произведения функций, каждая из кqторых зависит только от 
одной из четырех переменных r, ф, z, t; k ' = {k2 - )12 ; k = ы/с. Очевид· 
но, что при k ' = О  и т =  О решение (1.45) переходит в решение (1.38), т. е. 
соответствует пульсирующему цилиндру. Аналогичный результат 
получится, если в качестве цилиндрического излучателя принять 
систему точечных источников, расположенных непрерывно вдоль 
оси z и имеющих одинаковую производительность на отрезке единич
ной длины [32]. 

§ 1 .5. Энерги11 звуковых вопн. 
Акустический импеданс 

При распространении звуковых волн в упругой среде ее частицы 
получают f\Инетическую энергию и внутренняя энергия частиц изме
няется. Плотность дополнительной энергии динамически возмущенной 
среды относительно ее невозмущенного состояния представляет собой 
энергию звуковой волны. Эту энергию определяют отклонения меха· 
нических напряжений (давлений) и деформаций (смещений) от их рав
новесных значений. Энергия непрерывно распространяется со ско
ростью звука. 

Энергия звуковых волн. Покажем, что плотность акустической 
энергии равна сумме плотностей кинетической энергии колебательно
го движения частиц и потенциальной энергии, обусловленной упругой 
деформацией частиц среды. Умножим скалярно уравнение движения 
(1.2) на вектор v и, воспользовавшись формулой div (pv) = р div v + 
+ v grad р, получим 

Р о v(дv/дt)- р div v = - div (pv). 

Согласно уравнению (1.8) и равенству (1.10), div v= -идр/дt = = - (рс2 ) - 1 др/дt, и предыдущее соотношение принимает вид 

- 21 -



- - р v2 + - р2 (р с2) =- div(pv). 
д [ 1 1 1 ] ... 
дt 2 о 2 о (1.46) 

nервое слагаемое в скобках есть плотность кинетической энергии 
в звуковой волне. Чтобы установить смысл второго слагаемого, опре· 
делим работу, совершаемую избыточным давлением dp при дефор· 
мации объема V0 на величину dV. Как показано ранее, при малых де
формациях изменение объема dV=-V0dp/p0 = -иV0dp. Работа, произ· 
ведеиная в течение этого бесконечно малого изменения давления, 
равна pdV =-и V0pdp. Интегрируя, получим полную работу, которую 
надо совершить для изменения объема V0 на dV: 

р 
-и V0 S pdp = - (1/2)и V0 р2 = - [ р2/(2р0с2)] V0• 

о 

Очевидно, потенциальная энергия, накопленная объемом V0 в процес· 
се изменения давления от О до р, будет равна работе, затрачиваемой на 
преодоление акустического (избыточного) давления: [ р2/(2р0с2)] V0• 
Следовательно, второе слагаемое в уравнении (1.46)- это потенциаль· 
ная энергия единичного объема, которая в случае идеальной жидкости 
равна его внутренней энергии. 

Таким образом, плотность звуковой энергии 

W = O,Sp0 v2 + О,Sир2, 

и ее выражают в джоулях на кубический метр (дж/м3 ). Среднее зна
чение плотности энергии за один период 

W = 0,25Р0 v2 + 0,2Sир2. (1.47) 

В плоской бегущей волне, согласно (1.27), Ро v2 = ир2 и суммарная 
плотность энергии 

W = O,Sp0 v� = О,Sир� . (1.48) 

Передача звуковой энергии. Для оценки эффективности выделе
ния полезного сигнала на фоне помех необходимо рассчитывать 
энергию акустического поля, с помощью которого передается инфор· 
мация. При распространении акустической волны возникающие в ере· 
де переменвые звуковые давления передаются окружающим частицам. 
Эти силы звукового давления, преодолевая активное сопротивление 
ре в процессе колебаний частиц среды, непрерывно совершают таким 
образом работу по передаче звуковой энергии новым зонам. 

Определим мощность сил звукового давления. Пусть в месте на· 
хождения плоской элементарной площадки dS давление равно р, тогда 
на нее действует сила pdS, направленная по нормали к площадке. 
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Если частицы, принадлежащие этому элементу, имеют скорость v, то 
мощность равна pvdS (работа силы pdS на перемещение частиц со ско
ростью v в единицу времени) и зависит от ориентации площадки dS. 
Величину pv =Q называют в е к т о р �м п л о т н о с т и  п о т о к а  
а к у с т и ч е с к о й  м о щ н о с т и .  Вектор Qаналогичен понятию век
тора плотности потока импульса среды, используемого в гидродина
мике и определяющего количество вещества p\i, протекающего в еди
ницу времени через единичную площадку. Поток акустической мощ
ности через площадку dS записывают как pVdS = Q dS; аналогичное вы· 
ражение для ПQ.ТОК! ве�ства �рез площадку dS будет p'VdS. 

Формулы Q = pv и pVdS = QdS - общие формулы гидродинамики, 
если р - полное давление; в акустике за р примимают звуковое (акус-
тическое) давление. _ 

В бегущей плоской волне модуль вектора Q равен 

( 1 . 49) 

Плотность акустической энергии W и вектор плотности потока 
акустической мощности Q связаны соотношением ( 1 .46). 

Проинтегрируем уравнение ( 1 .46) по некоторой замкнутой облас
ти V, ограниченной поверхностью S. Учитывая связь между потоком 
массы среды и дивергенцией векторного поля (теорема Гаусса- Остро
градского), получим 

Н) WdV= -S�S ctiv(pv) dV = - Sj pvnds, 
д 

дt 
( 1 .50) 

v 
где Vn - нормальная к элементу dS составляющая вектора колебатель
ной скорости. Интеграл в левой части представляет собой полную зву
ковую энергию Е в объеме V .  Таким образом, 

дЕ/дt = - SS QпdS. 
s 

( 1 .5 1 )  

Здесь Qn - вектор потока мощности через единицу площади замкнутой 
поверхности S в направлении нормали, т. е. в направлении распростра
нения акустической волны. 

Равенство ( 1 .5Q ) выражает закон сохранения акустической энергии 
в среде: уменьшение энергии в некотором объеме за единицу времени 
равно потоку мощности через поверхность, ограничивающую этот 
объем. 

Интенсивносrь звука. Средняя по времени акустическая энергия, 
переносимая волной через единицу площади фронта волны, получила 
название и н т е н с и в н о с т и з в у к  а .  В случае периодического 
процесса усреднение производится за больший (по сравнению с пе
риодом) промежуток времени или за период; оба результата прибли
женно одинаковы. Согласно определению, интенсивность равна 
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1 
J =т 

т ) Qdt, 

о 
( 1 .52) 

она является векторной величиной, и, как и nлотность nотока звуко
вой мощности, ее выражают в ваттах на квадратный метр (Вт/м2)*. 

Для гармонической волны с фазовым сдвигом q> между акустичес· 
ким давлением p=pm cos ы t и колебательной скоростью v=vm cos (ы t- q>) 
nлотность nотока мощности 

Q = pv = ( 1/2)Pm Vm cos q> + ( 1 /2)Pm Vm cos (2ы t - q> ). ( 1 .53) 

Подставляя ( 1 .53) в ( 1 .52), nринимая за Т nериод колебаний и интегри
руя, nолучим 

J = 0 ,5Pm Vm cos (j). ( 1 .54) 

Интеграл от nервого слагаемого уравнения дает nлотность nотока зву
ковой энергии, nереносимой волной в наnравлении ее расnростране
ния, т. е. интенсивность звука, а интеграл от второго слагае�ого равен 
нулю. 

Интенсивность звука в nлоской волне (q> =О , Pm lvm = ре) 

J = р;,/ (2ре) = pev;,/2. ( 1 .55) 

Эта формула совnадает с выражением ( 1 .49), где р, v - эффективные 
значения давления и скорости. 

В сферической волне, согласно отношению ( 1 . 33), Pmlvm = ре cos q> 
и интенсивность звука 

J =  р�/(2Ре) = O,Spev� cos2 q>. ( 1 . 56) 

Формулы ( 1 .55) и ( 1 .56) для волн обоих тиnов, выраженные через 
амnлитуду давления, совnадают, а выраженные через амnлитуду 
колебательной скорости, совnадут nри cos q> � 1 ,  т. е. для дальнего 
nоля. Вообще, для создания одинакового давления в среде необходи
мо, чтобы колебательные скорости в nлоской и сферической волнах 
были различны. Для nолучения равных интенсивностей амnлитуда 
скорости Vm в сферической волне должна быть в 1/cos q> раз больше, 
чем в nлоской волне. 

У становим зависимость J от расстояния для сферической и цилин
дрической волн. Поскольку в сферической волне Pm = ы рА/r 
[см. формулу ( 1 .3 1 )], то интенсивность звука обратно nроnорциональна 

*Исnользуются также единицы Вт/см2 и эрг/(с · см2), nричем 1 Вт/см2 = 
= 107 эрг/(с • см2) = 104 Вт/м2• 
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квадрату расстояния: площадь фронта волны возрастает как 4лr2• 
В цилиндрической волне, согласно формуле ( 1 .39), при kr » 1 (практи· 
чески при r ;;!: Л) интенсивность убывает с увеличением расстояния по 
закону 1/r. Этот результат объясняется тем, что площадь фронта волны 
пропорциональна расстоянию r. 

Отметим, что на практике определять интенсивность звука по фор· 
муле ( 1 .56) целесообразно по первому равенству, так как измерять 
звуковое давление намного легче, чем колебательную скорость, и, 
кроме того, не требуется измерения фазового угла. 

Энергия сферической воJШЫ. Поток мощности сферически симмет· 
ричной волны, исходящей от источника, будет одинаковым на любой 
сферической поверхности, окружающей источник, площадью 4лr2• 
Если в каждой точке поверхности давление равно р и колебательная 
скорость v [вещественные части выражений ( 1 . 3 1 )  и ( 1 .32)], то мощность 

Р = (R e р R e v)4лr2 = 4лk2РсА2 [ sin2 (w t - kr) 

- (kr) - 1 cos (ы t - kr) sin (ы t - kr)] = 
= 2ЛРсk2А2 [ 1 - cos 2 (ы t - kr) - (kr) - 1 sin 2 (ы t - kr)]. 

Интегрируя выражение мгновенной мощности Р в пределах периода Т, 
получим среднюю мощность 

1 
Рср = --:; 

t+T 

1 Р dt = 2лр сk2 А2 • 

Отсюда находим удельную (на единицу поверхности) мощность 

Но Ы РА/r = Pm. следовательно, J = р�/(2Р с), что совпадает с выраже
нием ( 1 .56). 

Удельный акустический импеданс. Рассматривая гармонические 
волны, мы оПределяли отношение звукового давления к скорости 
колебаний частиц среды в данной точке [см. формулы ( 1 .24), ( 1 . 33) 
и ( 1 .42)]. Запишем это отношение в комплексном виде 

р Pm ехр ( iы t) Pm 
ехр ( iq> )  = z. ( 1 .57) 

v Vm ехр [ i (Ы t - q> )] 

Величина z, называемая у д е л ь н ы м  а к у с т и ч е с к и м  и м п е д а н ·  
с о м ,  не зависит от времени и в общем случае является комплексной. 
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Для плоской волны z = р с , т. е. импеданс вещественен и равен 
волновому сопротивлению среды. 

Из формул ( 1 .55) и ( 1 .56) видно, что интенсивность звука в гармони
ческой волне определяется реальной частью удельного импеданса: 
J = 0,5 (Re z) v� . Формула ( 1 .55) указывает на существенное влияние 
величины ре среды на излучение акустической энергии: чем больше ре, 
тем большую интенсивность звука (среднюю мощность) развивает 
источник с заданной амплитудой скорости колебаний (или смещения 
на фиксированной частоте); для создания определенного звукового 
давления при большей величине ре от источника потребуется меньшая 
энергия (мощность) излучения. Так, при одинаковых амплитудах 
колебаний в воде и в воздухе средняя излучаемая мощность в воде 
в 3500 раз больше, чем в воздухе. При одинаковой мощности излуче
ния в обеих средах создаваемое источником звуковое давление в во· 
де будет в 58 раз больше, чем в воздухе, а скорость колебаний частиц 
в воде будет в 58 раз меньше, чем в воздухе. 

Для сферической волны с помощью выражения ( 1 .33) получим 
удельный акустический импеданс 

z =р е + ip c 
( 1 + f<2 Г ) 

kr 
--- =р е со� ер + (1/2)ip c sin 2q> . ( 1 .58) 
( 1 + f<2 Г ) 

Комплексный характер z указывает на наличие фазового сдвига между 
р и v [см. формулу ( 1 .34)]. На расстояниях г �  Л. практически z R:  р е , что 
соответствует плоской волне. На малых волновых расстояниях угол ер 
близок к л/2. 

Мнимая частьz может быть представлена в виде 

( 1 .59) 

т. е. она имеет характер инерционного сопротивления, и при r « Л. 
сопротивление Im z R: iЫ р r = iЫ т5 ,  г де р r = m5 - масса среды на единицу 
площади волновой (сферической) поверхности. Реакцию среды, испы
тываемую сферой малого волнового радиуса, можно трактовать как 
сопротивление несжимаемой жидкости с у дельной массой р r . Полная 
масса �лr2p r  = (4/3)лr3 • 3р, т. е. равна массе среды в тройном о"бъеме 
сферы. Массу m5 называют п р и с о е д и н е н н о й  или с о к о л е б л ю 
щ е й с я .  

У дельный акустический импеданс среды выражают в Н · с/� . 

§ 1 .6. Отражение и прохождение волн 

До сих пор рассматривалось поле звуковых волн в неограниченной 
среде. Однако в реальной среде имеются препятствия и границы - по 
существу это поверхности, на которых заметно изменяется волновое 
сопротивление среды. Например, границы вода- воздух, вода- грунт, 
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вода- обшивка судна, вода- стены измери· 
тельных бассейнов или другие ограничиваю
щие nреnятствия, а также слоистая структура 
морской среды. Границы часто геометричес· 
ки сложны, однако nроисходящие физичес· 
кие nроцессы можно достаточно nолно 
nредставить, рассматривая nростейший 
случай - nлоское однородное nреnятствие, 
на которое nадает nлоская волна. 

Когда акустическая волна достигает 
границы раздела двух сред, т. е. свойства 
среды резко меняются, часть энергии исход· 
ной волны отражается, а часть nроходит во 
вторую среду. В среде с границей, таким 
образом, образуются три волны: nадающая, 
отраженная и nрошедшая. В некоторых 
частных случаях наблюдается только отра· 

1 

11 х 

у 

Рис. 1 .4. Направления па
дающей Pi• отраженной Рт и прошедшей Pt волн на 
границе раздела жидких 
сред 

жение или только nрохождение. На самой границе характеристики 
суммарного акустического nоля в nервой среде и nоля nрошедшей 
волны во второй среде должны удовлетворять оnределенным ус· 
ловиям (граничным): изменение давления и нормальных составляю
щих колебательной скорости должно быть неnрерывным* . 

Восnользуемся лучевым методом, т. е. волну будем оnисывать 
с nомощью луча. Лучевой метод обладает физической наглядностью, 
и его широко nрименяют nри решении nрикладных задач. 

Nаждой точке фронта волны можно соnоставить луч, выходящий 
nод оnределенным углом из источника и nродолжающийся до фрон
тальной точки no законам геометрической оnтики (акустики). Можно 
доnустить, что энергия волны как бы расnространяется вдоль луча, 
точнее вдоль лучевой трубки, образованной лучами, выходящими из 
источника nод малым телесным углом. Луч nредставляет собой вектор, 
наnравление которого совnадает с нормалью к фронту волны. Границы 
nрименимости лучевых nредставлений рассматриваются ниже. 

Нормальное падение волны. Плоская гармоническая волна Pi 
nадает на nлоскую nоверхность у = О, разделяющую жидкие среды 1 и 11 
с волновыми соnротивлениями р �с1 и Р 2с2 • При этом образуются отра· 
женпая Pr и nрошедшая Pt волны tРИС. 1 . 4). Уравнения этих волн имеют 
вид [см: формулу ( 1 .27)] 

Pi = Pmi ехр ( -ik1y); 

Pt = Pmt ехр ( -ik2y ) ,  

где k1 = ы/с1 ; k2 = Ы/с2 • 

Pr = Pmr ехр ( ik 1y); 

*Если вдоль границы жидкость свободно скользит, касательная составляющая скорости частиц на поверхности границы не равна нулю. 
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На плоскости у =  О, т. е. по обе стороны границы, должны быть 
равны звуковые давления и скорости частиц: 

Подставляя выражения для давлений, получаем систему уравнений 

( 1 . 6 1 ) 

где � = Pmr IPmi - коэффициент отражения; "Ur = Pmt IPmi - коэффи
циент прохождения. Система ( 1 .6 1 ) имеет решение 

� = (р2 с2 - P 1 c1 )j (p 2 c2 + Р 1 с1 ) = ( q - 1 )/(q + 1 ); 

�= 2р2 с2/(р 2 с2 + Р 1 с1 ) = 2q/(q + 1) , 

где q = p2 c2/ (p 1 c1 ) .  

( 1 .62) 

Как видим, отражение и прохождение волны определяется исклю
чительно отношением волновых сопротивлений граничащих сред. Если 
q > 1 (волна падает на среду с б6льшим сопротивлением), коэффициент 

'\r > О, т. е. фаза давления при отражении не меняется. Если q < 1 
(волна падает из среды с б6льшим сопротивлением), коэффициент 

"\1 < О, т. е. фаза давления на границе меняется на 1 80°. В обоих 
случаях модуль 1 '\r 1 � 1 .  Коэффициент прохождения W � 2 при 
любых значениях q . Среду с большей величиной р е называют акусти
чески более жесткой, а отражающую среду с меньшей величиной р с -
акустически более мягкой. 

При Р 2 с2 = р 1 с1 коэффициент отражения по давлению (и по коле
бательной скорости) � = О, т. е. на границе раздела отражения не 
происходит; такую границу называют а к у с т и ч е с  к и п р  о з р а ч н о й . 
В практической гидiЮакустике для обеспечения наименьшего отраже
ния (например, экранирование антенн, облицовка поверхностей изме
рительных бассейнов) применяют материалы с волновым сопротивле
нием, близким к р с воды, - каучук, полистирол, резину некоторых 
марок. 

Суммарное поле на границе [см. формулу ( 1 . 6 1 )] 

p = Pi + Pr = ( 1 + "V' )pi = 2PiP 2 c2 ( p2 c2 + p 1 c1 ) - 1 = '�»' Pi ; ( 1 . 63) 

v = Vj + v7 = ( 1 - � )vi = 2Pi (p2 c2 + P 1 c1 } - 1 = 'W' Pi /(p2 c2 ). ( 1 . 64) 
Отношение амплитуд колебательных скоростей 

Vmт/Vmi = -PmтiPmi = - '1r ; Vmt /Vmi = 
= [ Pmt/(p 2c2)] [ Pm i/(p 1 с1 )] = GUr fq . ( 1 .65) 

Рассмотрим переход звуковой волны через границы вода-воздух ( q = 
= 2,85 · 1 0- 4) и воздух- вода ( q = 3,5 · 1 03) . В первом случае отражение 
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происходит от почти абсолютно мягкой среды: W = - 0,99943; 'W = 
= p/pi = 0,00057; v/vi = 1 ,99943. Таким образом, давление близко к нулю, 
а скорость частиц практически удваивается. Во втором случае от
ражает почти абсолютно жесткая среда: 'V' = 0,99943; 'Ur = p/pi = 
= 1 ,99943; v/vi = 0,00057. На границе давление удваивается, а скорость 
частиц близка к нулю. 

Для определения перехода звуковой энергии запишем отношения 
плотностей потоков мощности, или интенсивностей: 

lт/Ji = [ P�r/(2P 1  С1 )] (2Р 1 c/p�j) = '\Т 2 = [ (q - 1)/( q + 1 )] 2 ; lt/Ji = 

= [ P�t/(2P2c2)] (2P 1 c/p�j} = CW 2/q = 4q (q + 1)-2 • ( 1 . 66) 

Легко убедиться, что равенство 6\1' 2 + ·W' 2 /q = 1 отвечает закону 
сохранения энергии. Формулы ( 1 .66) при замене q на 1/q не меняются. 
Это означает, что энергетические соотношения при отражении и про
хождении волны не зависят от направления нормально падающей 
волны, т. е. безразлично, распространяется ли волна из первой среды 
во вторую или наоборот. При переходе волны из воды в воздух (или из 
воздуха в воду) коэффициент "lr 2 = 0,99886, следовательно, почти вся 
энергия отражается, а прошедшая энергия составляет 0,001 14 падающей. 

Наклонное падение воШIЫ. Нормали к фронтам волн Pi, Pr и Pt ле
жат в плоскости ху и образуют с осью у углы а , � . 1' (см. рис. 1 .4). Урав· 
нения волн, согласно формуле ( 1 .27), имеют вид 

Pi =Pmi ехр [-ik1 (x sin a +у cos a )); Pr = Pmr exp [-ik1 (x sin � -y cos � )]; 

Pt = Pmt ехр [-ik2 (x sin 1' + y cos 1' )] . 

Граничные условия 

1 д 1 д 
- (Pi + pr) ly= O  = - - Ptly=O · P t  ду Р2 ду 

( 1 . 67) 

После подстановки выражений для давлений в формулы ( 1 .67) с учетом 
равенства фазовых скоростей распространения всех трех волн по 
границе раздела: k1 sin а = k1 sin � = k2 sin ')1 , или 

( 1 . 68) 

получим систему уравнений 

Pmi + Pmr = Pmt ; (kJ P t ) (Pmi - Pmr) COS 1Х = (�/ Р2 ) Pmt COS 1' .  ( 1 . 69) 

Равенства ( 1 . 68), выражающие известные в оптике законы отраже
ния и преломления, справедливы для любых волновых процессов. По 
аналогии с оптикой можно говорить о законах геометрической (лучевой) 
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акустики. Точность nрименения методов лучевой акустики тем выше, 
чем меньше длина звуковой волны по сравнению с характерными 
размерами, наnример, отражающего тела. 

При заданной амnлитуде nадающей волны система уравнений ( 1 . 69) 
однозначно определяет соотношение амплитуд отраженной и nрошед
шей волн. Решая уравнения, находим коэффициенты отражения V 
и nрохождения 'W' (по давлению) 

q cos a - cos v 
1117 = ------ 2q cos а 

"'U = ------ ( 1 .70) 
q cos а +  cos v q cos a + cos v 

Переходя в уравнениях ( 1 .69) от давлений к скоростям частиц : 

Pmr/Vmi = P tct/cos а =  -Pтr/Vmr; Pmt/Vmt = P2c2/cos )1 ,  

для соответствующих коэффициентов по колебательной скорости 
nолучим 

Vmr/Vmi = Pmr/pmi = - CU' ; VmtiVmi = [ cos v/(q cos а)] ", . ( 1 .7 1 )  

Авализ выражений коэффициентов отражения и прохождения при 
ваклонном падении. Обратимся к формулам ( 1 .70) и определим, nри 
каких условиях будет nолное nроникновение волны из одной среды 
в другую, т. е. "\7 = О. Исnользуя закон nреломления ( 1 . 68), нетрудно 
nолучить выражение для искомого угла nадения. Из анализа nолучен
ного выражения следует, что такой угол существует, если выnолняют· 
ся неравенства р2/р 1  ;;а= с)с2 ;;а= 1 или Р2/Р 1  � с1 /с2 � 1 .  

Другой частный случай, когда nроисходит только отражение (т. е. 
'UJ' = О), а nреломленная волна во вторую среду не переходит, наблю

дается nри с1 < с2 и sin а ;;а= с1/с2 - это я в л е н и е  n о л н о г о  
в н у т р е н н е г о  о т р а ж е н и я .  Если sin а >  ctfc2, то sin v = 
= ( с2/с1 ) sin а >  1 и cos V = ± i l cos )1 1 .  Коэффициент отражения 

'\)' = ( q cos а +  i l cos )1 1 )/ (q cos а ±  i l cos )1 1 )  = ехр (+ 2 iф), ( 1 .72) 

где l cos )1 1  = [ (с2/с1 )2 sin2 а - 1 ) 1 '2 ; tg ф = l cos )1 1/ (q cos а). 
Из формулы ( 1 .72) видно, во-nервых, что модуль 1 'V' 1 = 1, т. е. 

волна отражается nолностью. Во-вторых, между отраженной и nадаю· 
щей волнами образуется сдвиг по фазе 2ф, который оnределяют углом 
nадения и отношениями волновых соnротивлений и скоростей звука 
в граничащих средах. 

Подставляя cos )1 в выражение для давления Pt, следует брать 
cos )1 = -i l cos )1 1 , так как в nротивном случае величина ехр (  -ik2ycos v) =  
= ехр ( k2y 1 cos )1 1 )  растет с возрастанием у, что физически лишено 
смысла. Получаем 'lr = ехр (2 iф), коэффициент 'W' ,  согласно ( 1 .70), 

= (1 .73) "111' = 2 q cos а 
q cos а - i l cos )1 1  
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Акустическое давление во второй среде 

2Pmi q cos а 
Pt = e-k2 l cos v ly e i(ыt- k2 x sin '1' + ф) 

V(q cos а) 2 + l cos ')1 1 2 
• ( 1 .  74) 

Выражение ( 1 .74) описывает волну, распространяющуюся в поло
жительном направлении оси х. Амплитуда ее убывает вдоль волновых 
фронтов по мере удаления от границы. Такие волны называют н е 
о д н о р о д н ы м и  или м о д у  л и р  о в а н н ы м и  п о  ф р о н т у .  

Практически волна во второй среде существует только в очень 
тонком слое. В случае если волна падает под углом а = 30" из воздуха 
в воду (с�с1 � 4,3), то k2 l cos ')1 1  = (2л/Л. 1 ) [ sin2 а - (с/с2) 2 )

1 12 � 3Л. 1 . 
Так, на длине у = Л 1 волна во второй среде ослабляется в е3 � 20 ра;1. 
Заметим, что потока энергии во второй среде нет, поскольку вектор Q 
несднородной волны направлен вдоль границы раздела. 

Из формул для коэффициентов 'li и tiТ видно, что они не зави
сят от частоты и, следовательно, верны для негармонических волн, 
например акустических импульсов. 

Импедансные поверхности. Свойства отражающих поверхностей 
можно характеризовать их удельным входным импедансом z, пред
ставляющим собой отношение давления р на границе раздела сред к 
нормальной составляющей скорости частиц Vn · Из соотношений р = 
= iырФ и v = -grad Ф получаем v = i grad р/(ыр ) . Для плоской волны, 
распространяющейся в направлении, образующем угол а с осью у, 
составляющая колебательной скорости Vn = kур/(ыр )  = ± kp cos а/(ы р ) = 
= ± [ р/(рс )] cos а , откуда импеданс 

p/vn = ± pc/cos а . ( 1 .75) 

При а = О выражение ( 1 .75) совпадает с соотношением ( 1 .24), опре
деляющим удельный импеданс прямой (знак "+") и обратной (знак 
"- ") плоских волн. Таким образом, в общем случае наклонного паде
ния волны удельный импеданс определяется равенством ( 1 .75), при
чем знак "+" соответствует распространению волны в положительном 
направлении нормали к границе, а знак "- " - в  отрицательном на
правлении. 

Коэффициент отражения можно выразить через удельные импедан
сы граничных сред z1 = Р 1  c1 /cos а и z2 = p2c2 /cos 11 ,  введя их в соотно
шения ( 1 .70): 

( 1 .76) 

В частном случае большой разницы импедансов, например при 
С2 « С1 (пористая резина, пенопласт), cos y = [ 1 - ( с2/с1 )2 sin2 а ) 1 '2 � 1 , 
Z2 � Р2 с2 , т. е. импеданс границы не зависит от угла преломления. 
Это означает, что при всех углах падения волны на границу раздела 
сред во вторую среду волна проникает · практически только 
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у 

Рис. 1.5. Схема отражения 
и nрохождения волны че
рез nромежуточный слой 

которых характеризуются 
п е д а н с н ы м и .  

в направлении нормали к границе. Ilpи 
этом коэффициент отражения 

( 1 .77) 

В общем случае импеданс отражающей 
среды не равен Р 2с2 , а является комплекс
ной величиной. Когда смещение в точке 
граничной поверхности определяется зву
ковым давлением в этой точке, исполь
зуют понятие нормального удельного 
импеданса. Коэффициент отражения в об
щем случае также находят по формуле 
( 1 .77). Среды, акустические свойства 
нормальным импедансом, называют и м ·  

Прохождение ВОJПIЫ через промежуточный слой. Рассмотрим про
хождение плоской волны через слой с плоскопараллельными граница
ми. Свойства слоя II материала характеризуются волновым сопротив
лением Р 2с2 , среды 1 - р 1 с1 (рис. 1 .5). При падении плоской волны под 
углом а в верхнем полупространстве (у >  О) давление определяют 
суммой 

Pi + Pr = Pmi ехр [ -ik1 (х sin а - у cos а)] + 

+ Pmr ехр [ -ik1 (х sin а + у cos а)]. 

В слое II материала устанавливается система волн с давлением 

В нижнем полупространстве (у < -h ) существует прошедшая волна, 
давление в которой 

Pt = Pmt ехр [ -ik1 (х sin а - у cos а)]. ( 1 .78) 

Имеем четыре неизвестные величины Pmr• �i• �7, Pmt· Записывая ус
ловия непрерывности давления и колебательной скорости на границах 
у =  О и у =  -h и учитывая закон преломления k1 sin а = k2 sin 1' ,  
получаем систему четырех уравнений. Решение этой системы 
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относительно модулей коэффициентов отражения "1У = Pmr1Pmi и про
хождения 'UТ = PmtiPmi дает (для угла падения, не превышающего 
угол полного внутреннего отражения) 

l ( q - 1/q) sin (k2 h cos '\' ) 1  
1 ". 1 = -r=====:===:::::::==:===:=:=:=77===:= 

J 4 cos2 (k2 h cos '\' )  + (q + 1/q) 2 sin2 ( k2 h cos '\' )  

1 "W' 1 = 2 [ 4  cos2 ( k2 h cos '\' )  + ( q  + 1/q) 2 sin2 (k2 h cos V ) ] - 112 , 

где q = р 2 с2 cos а /(р 1 с1 cos '\' ). 

( 1 .79) 

Из соотношений ( 1 .79) следует, что полное прохождение волны 
через слой ( "'r = О) будет при двух условиях: q = 1 (когда а = '\' = О, 
Р 2с2 = Р 1 С1 ); k2 h cos '\' = nл или h = nЛ27 (2 cos '\' )  (когда а = '\' = О, тол
щина слоя равна целому числу полуволн в нем). В случае h = О или 
р2 с2 = р 1 с1 (отсутствие слоя) коэффициент '\Т = О при р 2 с2 cos a = 
= р 1 с1 cos '\' - это условие прозрачности границы раздела двух сред при 
наклонном падении [см. формулы ( 1 .70)]. Условие прозрачности слоя 
толщиной h = n"A.2 /2 можно пояснить так. В слое в результате наложе
ния многократных отражений устанавливается стоячая волна. Если 
Р2 с2 < р 1 с1 , на границах слоя образуются пучности давления, если 
р 2 с2 > р 1 с1 - пучности скоростей. В обоих случаях колебания слоя 
происходят на резонансной частоте, и слой излучает плоские волны 
с амплитудой падающей волны (Pmt = Pmi без учета затухания в слое), 
распространяющиеся в отрицательном направлении оси у. 

Если выполняется равенство k2h = (2n +· 1)л /2 или h = (2n + 1)Л2 /4, 
т. е. толщина слоя равна нечетному числу четвертей длины волны 
в нем, коэффициент отражения принимает наибольшее значение 
1 "V' 1max = 1 q2 - 11 /(q2 + 1), а коэффициент прохождения - минималь
ное 1 "UТ lmin = 2q/(q2 + 1) . При Р2 С2 = Р 1 С1 � max = О и 'W' min = 1 ,  
следовательно, слой прозрачен при любых значениях h/A2 • Если q -+ О 
или q -+ 00 ,  то 'tr max -+ 1 и 'Ur min -+ О. Это означает, что при большом 
различии волновых сопротивлений слоя и окружающей среды слой 
толщиной h = (2n + 1)Л.2 /4 полностью отражает падающую волну. 

Слой становится прозрачным и при k2 h « 1 или h « Л2 , тогда 
6W' 1 - 1 ,  т. е. через тонкий слой звук проходит практически пол

ностью (если только значения р2 с2 и р 1  с1 не слишком различаются, 
иначе слой может существенно отражать). Звукопрозрачность тонкого 
слоя объясняется тем, что обе его границы колеблются практически 
в одинаковой фазе (h « Л2 ), излучая волну в отрицательном направ
лении оси у, как пластинка резонансной толщины. 

Зависимость коэффициента отражения от волнового размера 
толщины слоя при а = О для некоторых значений q показана на 
рис. 1 .6. Когда на толщине слоя укладывается целое число полуволн, 
отражение отсутствует и звук полностью проходит через слой -
это полуволновые резонансы. Видно, что с увеличением отношения 
волновых сопротивлений слоя и среды модуль 1 1Т 1 в области резо
нансов изменяется резче и, следовательно, резонансные кривые 
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о 0,50 О. 7J k/?..2 
Рис. 1.6. Зависимость мо· 
дуля коэффициента отра· 
жения от волновой тол· 
щины слоя при нормаль
ном падении для различ· 
ных значений q 

модуля 1 "UY 1 сужаются. По мере распростра· 
нения обеих волн в слое их амплитуды 
уменьшаются, но результирующее давление 
отлично от нуля, и поэтому волна будет 
проходить через слой и при сх > flкp • По 
формулам ( 1 .79) можно оценить отражение 
и прохождение волн через слои, используе· 
мые в конструкциях отражателей и обтека· 
телей гидроакустических устройств. Полу· 
волновые слои или слои с волновым сопро· 
тивлением, близким к ре воды, применяют 
в обтекателях, обеспечивая практически 
полное прохождение звука. Четвертьвол· 
новые слои и слои с большой разницей их 
волновых сопротивлений и ре воды исполь· 
зуют в отражателях антенн, обеспечивая 
практически полное отражение звука. 

§ 1 .7. Распространение и отражение волн при наличии 
потерь в среде 

До сих пор рассматривалось распространение акустических волн 
в идеальной среде без потерь энергии. В реальной среде вследствие 
диссипативных процессов часть акустической энергии переходит в теп
ловую. При этом интенсивность и амплитуда волны при распростра· 
нении уменьшаются - волна затухает - не только из-за расширения 
фронта волны, происходящего и в идеальной среде, но и вследствие 
логлощения энергии средой, вызываемого, в частности, вязкостью 
(внутренним трением). Затухание волны обусловливается и недисси
пативными процессами, такими, как дифракция, рассеяние на неодно· 
родностях среды (пузырьки, планктон и др.). 

Учитывая лишь диссипативные потери, будем полагать напряже· 
ния вязкого трения Т пропорциональными скорости деформации час
тиц среды (закон Ньютона для сил внутреннего трения). Ограничиваясь 
рассмотрением плоских волн, распространяющихся вдоль оси х, 
запишем 

Т =  !lд (д6/дх)/дt = Jlдv/дx, 
где 11 - коэффициент вязкости среды; 6 - смещение частиц среды. 
Прибавив к акустическому давлению [см. формулу ( 1 .5)] - упругому 
напряжению для одномерной деформации д6/дх вязкое напряжение 
Т, получим уравнение состояния в виде 

Р = - хд6/дх - !lд ( д6/дх)/дt. 
Подставив это выражение в уравнение движения по оси х [см. форму
лу ( 1 . 1 )], получим волновое уравнение для смещения 6 
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х д2s + 1! 
!_ ( д2s ) 

= Р 
д2s 

. 
дх? дt дх? о 

дf 

Для синусоидальной волны s (х, t) = s (х) ехр ( iw t) получим 

( 1 . 80) 

( 1 . 8 1 )  

Как видим, эффект поглощения формально можно учесть введе
нием комплексного моду�я объемной упругости Х = Х + iW !! , компл�к
сной ско�остj звука с = XIP o и комплексного волнового числа k = 
= w/c = w Р о х .  Уравнение ( 1 . 8 1 )  принимает вид 

( 1 . 82) 

по форме оно похоже на уравнение Гельмго�ца ( 1 . 1 5), и, сл�доват�ль
но, его решением является функция s = А ехр ( -ikx) + В ехр ( ikx ), 
описывающая суперпозицию прямой и обратной плоских волн. Для 
прямой волны с нулевой начальной фазой (В = О) s = Smax ехр ( -ikx ), 
где Smax = s (O) = А. Тогда решение уравнения ( 1 .82) имеет вид функции 

s (x, t) = smax exp [ i (w t - kx)], 

где k = k/ V l + iW !!/x . 
В морской среде, являющейся маловязкой, упругие силы преобла

дают над вязкими, поэтому можно принять w 1! « Х и выражение для 
k упростить: 

k �  1 - iW 1!/(2X ) = k - i� ,  

где � = kW !!/(2X ) = W2 !!/(2p0c3 ). Теперь решение уравнения ( 1 . 82) для 
прямой волны принимает вид 

s (x, t ) = smax ехр [ i (w t-kx)] = smax ехр (- �х) ехр [ i (w t - kx)]. ( 1 .83) 

Амплитуда волны уменьшается (при � > О) с увеличением расстояния 
по экспоненциальному закону. Множитель � является коэффициентом 
пространствеиного затухания* и определяет расстояние х = 1/� , на 
котором амплитуда волны уменьшается в е раз. При х = О амплитуда 
волны smах = SmaxO и Smax (x ) = sтахо ехр (- �х). Зависимость амплитуды 
волны от времени имеет вид Smax( t) = SmaxO ехр (- �c0 t), где с0 - ско
рость распространения волны. 

*Правильнее назвать Р коэффициентом nоглощения, однако в гидроакус
тике nринято nонятие ,,коэффициент затухания", включающее в себя все nри
чины nотерь акустической энергии, в том числе эа счет рассеяния на неоднород
ностях среды и дифракции волн. 
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Поскольку амплитуды колебаний параметров поля плоских волн 
связаны линейными соотношениями, экспоненциальный закон затуха
ния с коэффициентом � справедлив для любого параметра: колебатель
ной скорости, акустического давления, потенциала скоростей и т. д. 
Энергия же волны пропорциональна квадрату ее амплитуды, поэтому 
интенсивность звука убывает с увеличением расстояния по закону 

J = J0 ехр (- 2�х), ( 1 . 84) 

где 2� - коэффициент затухания по энергии, Нп/м. 
Затухание звука часто измеряют в логарифмических единицах 

(децибелах, неперах). Разность уровней N, дБ, интенсивностей J0 и J 
равна N = 10 1g (J0/J) = 20�x lg e = 8,68�x. Откуда � = N/8,68. Разность 
уровней N, Нп, равна N = ln (р1/р2 ), следовательно, 1 Нп = 8,68 дБ. Ра
венство ( 1 .84) можно записать в виде 

J = J. • 1 0-0,l �x о ' 
где � выражено в дБ/м. 

( 1 .85) 

Отражение плоской ВОШIЫ от поглощаiОщей среды. Примем ско
рость звука в отражающей среде комплексной и равной с2 = с2 + i� = 
= с2 ( 1  + iТJc); мнимая часть учитывает потери во второй среде, коэффи
циент ТJс называют к о э ф ф и ц и е н т о м  п о т е р ь .  Обозначая р 2/Р 1 = 
= т, с1/с2 = ii и вводя комплексный показатель преломления n в пер
вое равенство ( 1 .70), получаем 

11' = (m cos а - -/n2 - sin2 a )(m cos а +  ."Jn2 - sin2 а) - 1 . 

Обычно ТJс « 1  и можно принять ii = c1 / [ c2 ( 1 + iТJc) J � c1 ( 1 - iТJc )/c2 ; 
n2 � n� ( 1 - 2 iТJc ) = n� ( l + 2 iТJп ), где n0 = с1/с2 ; ТJn - коэффициент по
терь по показателю преломления. В справедливости равенства ТJn = 
= - ТJс легко убедиться. В самом деле, n = n0 /( 1 + iТJc ) = n - inТJc = 
= n (1 + iТJп ), где n = n0 /( 1 + ТJ �). 

Теперь коэффициент отражения 

'\)' = (m cos а - ."J а +  ib )(m cos а + ."J а +  ib)- 1 , 
где а = n� - sin2 а ; Ь = 2n� ТJn .  Далее следует воспользоваться форму
лой для извлечения квадратного корня из комплексного бинома. 

Отражение плоской ВОШIЫ от поглощающеrо слоя. Для того чтобы 
учесть потери в слое, надо в формулах ( 1 .79) скорость звука C:l и вол
новое число k2 записать в комплексном виде: � = с2 (1 + iТJc ), � = = � ( 1  + iТJk ), откуда получаем � = w/ [ C:l ( 1 + ТJ �)], ТJс = - Тlk . Обычно 
ТJс « 1, поэтому можно принять k2 � w/e:z .  

На рис. 1 .7 приведены кривые зависимостей модуля коэффициен
та прохождения по давлению через слой от волновой толщины слоя 
при р2 C:ll ( р 1 с1 )  = 5 и различных потерях [ 48]. Из графиков видно, 
что с увеличением активных потерь в слое модуль 1 -u1 1 уменьшается, 
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при значениях Тlk < 0, 1 и 
тонких слоях ( h/Л2 < 0,7} 
потери возрастают в основ· 
ном в резонансных облас· 
тях. При Тlk > 0, 1  коэффи· 
циент прохождения сущест· 
венно уменьшается даже 
при малых h/Л2, а резонан· 
сы отсутствуют. 

Формулы для коэффи· 
циентов отражения и про· 
хождения, полученные для 
границ раздела жидких сред 
или для жидкого слоя, при· 
годны и для некоторых 
твердых сред (веществ). 
Так, в резине и мягких 

о 6 21Ch/Лz 
Рис. 1.7. Зависимость модуля коэффи· 
циента прохождения от волновой толщи· 
ны слоя при различных значениях коэф
фициента лотерь Тlk 

пластмассах возбуждаются только продольные волны, и эти материалы 
в акустическом отношении подобны жидкости. Кроме того, упомяну· 
тые формулы справедливы и для других сред и пластин при нормаль· 
ном падении волн, так как в этом случае сдвигавые волны не воз· 
никают. 

§ 1 .8. Об усповиих применимости законов 
геометрической акустики 

В предыдущих параграфах предполагалось, что поверхность 
раздела сред, от которой происходит отражение, плоская и бесконечно 
протяженная. Теперь необходимо установить, как полученные закона· 
мерности отражения можно применять к реальным отражающим по· 
верхностям, обладающим ограниченными размерами. Из общих сооб· 
ражений следует, что поверхность ограниченной протяженности по 
своим свойствам тем меньше отличается от бесконечной, чем больше 
ее размеры и чем ближе к ней находится точка наблюдения. В этом 
случае влияние близко расположенных участков поверхности на отра· 
женное поле значительно больше, чем периферийных элементов, 
и картина отраженного поля практически не зависит от дифракцион· 
ных явлений на краях поверхности. Экспериментально установлено� 
что для выполнения условий образования плоской отраженной волны 
размеры поверхности должны быть не менее двух длин волн. При ма· 
лых волновых размерах отражающей поверхности волна огибает ее 
благодаря свойству дифракции, и плоская отраженная волна не воз· 
никает. 

При оценке условий применимости геометрической акустики 
вводят в рассмотрение эффективную зону, отраженное поле которой 
почти не отличается от поля, которое отражает бесконечная плоскость. 
В работе [4] показано, что если размеры отражающей поверхности не 
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х 

и'  

1 
а ;;!:: -- [ Л.Rо (1 - Ro/R1 ) ] 112 ; 

cos а 0 

то второй член в выражении ( 1 .87) бу-
р 1 8 с дет меньше 0,03. Расстояния R0 и R1 ис. . . хема зеркального от· 
ражения показавы на рис. 1 .8. 

Ранее принимали падающую на по
верхность волну плоской. В действительности, как будет показано 
ниже, любые источники, начиная с векоторого расстояния, излучают 
сферические волны. Для решения задачи об отражении сферической 
волны от плоскости раздела сред волну раскладывают на плоские вол
ны, падающие на границу под различными углами а . Потенциал отра
женной волны получают путем суперпозиции плоских волн, образую
щихся при отражении всех составляющих разложения первичного 
поля. Для каждой плоской волны коэффициент отражения '\У (а ) 
определяют, используя формулу ( 1 .  70): 

'\]' (а ) = (т cos а - Vn2 - sin2 а )  (т cos а + Vn2 - sin'a)- 1 ' ( 1 .86) 

где т = р 2/ Р 1 ; n = с/с2 ; а - угол падения волны. 
Набег фазы волны произойдет на пути от источника И до границы 

и от границы до точки наблюдения М (см. рис. 1 .8). Интегрирование по 
всем углам падения приводит к следующему выражению для потен
циала отраженной волны на больших волновых расстояниях [5]: 

где '\J' (а0 ) - коэффициент отражения для угла падения а = а0 ; 
F(a0 ) = 0,5 [ 'V' "  (а0 )  + V'' (а0 )  ctg а0 ]; штрихи означают производвые 
по углу а .  

Если второе слагаемое в фигурных скобках равно нулю, то сфери
ческая волна будет плоской. Это возможно при ы .... "" или при незави
симом от угла падения коэффициенте OU' ,  в частности если V = ± 1 ,  
что соответствует абсолютно жесткой или абсолютно мягкой отражаю
щей границе. Выражение для отраженного поля в случае ы -+ "" 

Ф7 = '1Т (а0 ) ехр (-ikR1 )/R1 ( 1 .88) 

называют приближением геометрической акустики. В этом прибли
жении можно представить, что отраженная волна создается источни
ком И' , являющимся изображением действительного источника И 
в зеркале разделяющей плоскости (см. рис. 1 .8); источник И' называют 
з е р к а л ь н ы  м или м н и м ы  м .  Коэффициент отражения не зависит 
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от а также при n = 1 (скорости звука в 
граничащих средах одинаковы): tU- = 
= (т - 1 )/(m + 1 ) . В этом случае примене
ние форму л геометрической акустики не 
вносит никакой погрешности. 

Анализ функции F(a 0 ) показывает, 
что, если расстояние от Приемника М до 
границы раздела сред велико в сравнении 
с длиной волны, вторым слагаемым в урав

С Е 

·�· � 1 1 

о 

Рис. 1.9.  К nояснению кри
терия Рэлея 

нении ( 1 . 87) можно пренебречь и определять поле в лучевом приближении. 
Граница раздела сред предполагалась плоской. В действительности 

она может иметь неровности. Оценим степень неровности, при которой 
еще можно пользоваться приближением геометрической акустики. 
Пусть неровности, даже если они большие по сравнению с длиной 
звуковой волны, достаточно плавные. Тогда можно считать отражения 
от любой точки поверхности зеркальными, т. е. как от бесконечной 
плоскости, касательной в рассматриваемой точке к неровной поверх
ности. Рассмотрим это явление на примере поверхности с периодичес
кими неровностями, имеющими синусоидальный профиль (рис. 1 .9). 
Луч АО, составляющий с идеальной плоскостью угол д, отражается по 
правилам геометрической акустики, т. е. по направлению ОВ. При па
дении луча CD под тем же углом скольжения на наиболее выступаю
щую часть неровности (точка D) между лучами АОВ и CDE образуется 
разность хода 2Н sin д .  

Согласно Рэлею [27), поверхность отражает зеркально, если раз
ность хода не больше четверти длины волны: 

2Н sin д � Л./4. ( 1 .89) 

Таким образом, при скользящем падении (д .... О) волна отражается 
зеркально при любом волновом размере Н/Л неровности. При малых 
углах скольжения и низких частотах зеркальность отражения сохра
няется при сравнительно больших неровностях. В случае 90" > д > О 
при падении плоской волны образуются помимо зеркально отраженной 
волны рассеянные плоские волны, бегущие в дискретных направле
ниях. При крутом падении (д - 90") или большом значении Н/Л волна 
при отражении разбивается на бегущие в различных направлениях час
тичные волны, т. е. рассеивается. За пределами соотношения ( 1 .89) по 
мере уменьшения Н/А. диапазон углов скольжения увеличивается, 
и при пекотором значении отражение становится полностью диффуз
ным. Например, для Л =  3 м ([ = 500 Гц) и д =  10" "допустимая" (для 
зеркального отражения) амплитуда неровности составляет Н ::t: 1 м. 
При Л. =  7,5 см {! =  20 кГц) и д = 5" отражение от поверхности с неров
ностями Н >  1 О см уже будет отличаться от зеркального. 

В случае падения волны на статистически неровную поверхность 
рассеивание происходит по всем направлениям. 
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Гл ава 2. МЕТОДЫ РАСЧЕТА 
АКУСТИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ 

Всякое тело, способное колебаться, в упругой среде излучает 
акустические волны. Сущность процесса излучения состоит в следую
щем. Поверхность колеблющегося тела, будучи в непосредственном 
контакте с ближайшими частицами пограничного слоя среды, вовле
кает их в колебательное движение, которое благодаря упругому 
взаимодействию между частицами передается более удаленным слоям. 
В результате образовавшееся в пограничном слое переменнее (акусти
ческое) давление будет распространяться в окружающей среде в форме 
движения чередующихся сжатий и разрежений, т. е. возникают акус
тические волны. 

Таким образом, колеблющаяся поверхность, соприкасающаяся 
с упругой средой, является источником излучения акустических волн. 

Задача расчета акустического поля, создаваемого колеблющейся 
поверхностью, формулируется так. Определить потенциал (давление) 
поля в заданном объеме пространства по известному распределению 
потенциала (давления) и его нормальной производной (колебатель
ной скорости) на излучающей поверхности. 

Ниже рассматриваются интегральные методы решения задач излу
чения и отражения волн. Некоторые математические выкладки опуще
ны, их можно найти в работе [48], по материалам которой написана 
глава. 

§ 2.1 . Расчет акустических полей 
по формуле Кирхгофа 

Из теории поля известна теорема Гаусса- Остроградского: тройной 
интеграл от дивергенции векторного поля U пространствеиной облас
ти V равен потоку поля через поверхность S, ограничивающую область 
V. Положим и = uV Ф (и и = Ф Vu ), где Ф и и - любые скалярные 
функции, непрерывные вместе со своими производными до второго 
порядка включительно во всей области V. Эти функции удовлетво
ряют Второй формуле Грина, связывающей значения объемного и по
верхностного интегралов 

SSS (идФ - Фдu ) dV = SS ( идФ/дп - Фди/дп )dS, (2. 1 )  
v s 

где n - внешняя нормаль к поверхности S. Если принять за Ф потен
циал скоростей поля источника колеблющейся поверхности, за и вспо
могательную функцию, причем Ф и и изменяются во времени по гармо
ническому закону, а также потребовать, чтобы каждая из них удов
летворяла уравнению Гельмгольца, то по формуле (2. 1 )  можно опре
делить значение функции Ф в любой точке М области V, если известны 
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Рис. 2.1 .  К пояснению формулы Кирхгофа . . 
R1 - радиус-вектор nроизвольной точки nоля; R -
радиус-вектор точки наблюдения М ;  г =  I R1 - Rl ; 
Ф ( S )  - nотенциал скоростей на nоверхности S ;  

д Ф (S )Iдп - колебательная скорость н а  nоверхнос

ти s 

значения nотенциала (акустического давления р = iw pФ ) и ее нормаль
ной nроизводной (колебательной скорости Vn = - дФ /дп )  на заданной 
nоверхности S (рис. 2. 1 ) .  Потенциал в точке наблюдения М находят 
с nомощью интеграла Кирхгофа* 

s 

ехр �-ikr) _ Ф :n [ ехр (:ikr )J}ds, (2_2) 

где r - расстояние от точки М до элемента dS ; [ ехр (-ikr)]/r = и 
всnомогательная функция, имеющая особенность тиnа 1 /r и оnисываю· 
щая nоле точечного иенаnравленного источника. 

Формула Кирхгофа дает точное решение волнового уравнения, 
однако расnределение давления и колебательной скорости по из
лучающей nоверхности известно только nриближенно, в связи с чем 
и результат вычисления по формуле (2.2) также nолучается nрибли· 
женным. 

Поясним смысл nодынтегрального выражения в формуле Кирх· 
гофа. Произведение (дФ/дп )dS nредставляет объемную скорость dQ 
элемента dS, а величина [ dQ/(4л r)] ехр (-ikr) - nотенциал скоростей 
точечного источника, создающего сферическую волну [см. формулу 
( 1 .35)]. Таким образом, nервое слагаемое в (2.2) оnределяет nотенциал 
источников сферических волн. Можно nоказать [ 48], что nроизводпая 
д [ ехр (-ikr)/r ] /дп равна nотенциалу, создаваемому диnольным источ
ником, т. е. двумя точечными источниками, колеблющимиен в nро
тивофазе. 

Следовательно, формулу (2.2) можно трактовать как математичес
кую формулировку nринциnа Гюйгенса: всякое звуковое nоле есть 
суnерnозиция волн сферических (моноnольных) и двойных (диnоль
ных) источников. 

Если точка наблюдения находится вне nоверхности S излучающего 
тела, то Ф (R ) = О. 

У еловне (принцип) излучения. Оно заключается в требовании, 
чтобы источники, находящиеся на бесконечно удаленной nоверхности, 

*Интеграл Кирхгофа называют также формулой Грина, поскольку она яв
ляется следствием Второй формулы Грина. 

- 41 -



не оказывали влияния на звуковое nоле. Такое условие обесnечи· 
вает однозначность решения. У еловне излучения заnисывают в виде 

lim ( дФ 
+ ikФ ) = О или lim Ф = D(B ,  ф )  ехр ( -ikr )/r. 

r-+ оо дr r .. оо 

Вторая заnись означает, что nоле на больших расстояниях от nроиз· 
вольного источника оnределяется множителем ехр ( -ikr }/r, выражаю· 
щим расходящуюся сферическую волну, а функция D (8 , ф )  оnисывает 
зависимость nотенциала nоля от наnравления, и ее называют характе· 
ристикай наnравленности (ХН) источника. Следует отметить, что ХН 
любого источника, начиная с достаточно больших значений r, не зави· 
сит от расстояния r. 

В случае двух изме�ений nоле точечного (линейного) источника 
оnисывают функцией HJ > (kr) , соответствующей цилиндрической вол· 
не. При kr » 1 функция Ханкеля второго рода nроnорциональна 
ехр ( -ikr )/ Гr [см. формулу ( 1 .39)], и условия излучения nриобре· 
тают вид ( дФ ) ехр (-ikr) 

lim Vr - + ikФ = О или lim Ф = D(B )  Гr 
r .. oo дr r -+ oo 

Т (2.4) 

Формула Кирхгофа (2.2} сnраведлива и для оnределения nотен· 
циала nоля, создаваемого nоверхностью S источника в точке наблюде· 
ния М вне nоверхности S, по известным значениям Ф и дФ /дп на ней 
(внешняя задача) . При этом Ф (R )  = О, если точка М  находится внутри S. 
Дифференцирование выnолняется по нормали, наnравленной внутрь 
nоверхности S и являющейся внешней относительно nоверхности, ко· 
торой окружена S, создавая замкнутый объем. 

Когда nотенциал зависит от двух координат, задача становится 
двумерной, искомое поле оnределяют на nлоскости, а значения Ф 
и дФ/дп задают на пекотором контуре l. Формула Кирхгофа в этом 
случае 

-
Ф(R) ..!_ - н <2> (kr)- Ф 

. ) [ дФ 
4 дп о 

1 

!._ Н0(2) (kr ) ] dl, 
дп 

(2.5) 

если точка М расnоложена вне контура l, ограничивающего рассмаwи· 
ваемую область S. Если точка М находится внутри контура l, то Ф (R )  = 
= О . Дифференцирование в обоих случаях (трех- и двумерном) nроиз· 
водится по нормали, внешней по отношению к области, в которой рас· 
считывается nоле. 

В отсутствие nреnятствий - тел из веществ, свойства которых 
отличны от свойств среды, в однородной среде существует одна 
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Рис. 2.2. К пояснению формулы Кирхгофа при на
личии отражающего (рассеивающего) препятствия 

первичная волна, излучаемая колеблющейся поверхностью, на кото
рой заданы Ф и дФ/дп . Если колебания точечного источника Q проис
ходят при наличии препятствия - поверхности S (рис. 2.2), возникает 
вторичная (рассеянная) волна, так что общее поле представляет собой 
суперпозицию прямого (первичного) поля Ф0 и рассеянного (отражен
ного) поля Ф5• В результате решения потенциал полного поля 

.. .. 1 )) � дФ ехр (-ikr) 
Ф (R ) = Ф0 (R0)  + - -4л дп r s 
_ 

Ф 
� [ ехр �-ikr) ] � dS, (2_6) 

где Ф0(R0) = ехр (-ikR0)/R0 - потенциал поля точечного источника, 
излучающего в свободном (от поверхности S) пространстве сферически 
симметричную волну. В частном случае абсолютно жесткой поверхнос· 
ти S скорость дФ/дп и первое слагаемое подынтегральной функции 
равны нулю; в случае абсолютно мягкой поверхности давление на по
верхности S, потенциал Ф и второе слагаемое под интегралом равны 
нулю. 

По приведеиной выше формуле (2.2) можно вычислить потенциал 
скоростей, создаваемый излучающей поверхностью во внешнее про· 
странство при известных распределениях потенциала и нормальной 
составляющей колебательной скорости. Поле, отраженное поверх
ностью, можно представить как результат излучения некоторыми фик
тивными источниками, расположенными на этой поверхности. Потен
циал Фs(R) отраженного поля определяется той же формулой (2.2) или 
вторым слагаемым (2.6) с заменой Ф на Фs . 

Для двумерной задачи потенциал рассеянного поля определяют по 
формуле (2.5), в которой Ф заменяют на Фs . 

§ 2.2. Поле плоской поверхности 

Непосредственное использование формулы Кирхгофа для расчета 
поля представляет значительные трудности, поскольку на излучающей 
поверхности неизвестны и потенциал, и его нормальная производная, 
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и уравнение (2.2) является по существу интегральным. Интеграл 
Кирхгофа, определяющий поле излучающего тела произвольной 
формы, для плоской поверхности можно привести к формулам, даю
щим точное решение задачи при задании на поверхности только одной 
величины Ф (т. е. р )  или дФ/дп (т. е. Vп ) - Такие формулы называют ин
тегральными формулами Гюйгенса. 

Рассмотрим излучение бесконечной плоскости S в верхнее полу
пространство (рис. 2.3). Дополняя излучатель до замкнутой поверхнос
ти полусферой 1: и устремляя ее радиус к бесконечности, интеграл по 
поверхности 1: будет стремиться к нулю (вследствие условия излу
чения), и формула Кирхгофа будет содержать интегрирование только 
по плоскости S:  

Ф (R ) =- и - - Ф - dS. - 1 11 ( дФ ди ) 4л дп дп 
s 

(2.7) 

Выберем вспомогательную функцию и в виде такого решения волно
вого уравнения, производпая по нормали которого на поверхности 
интегрирования обращается в нуль. Примем и в форме функции Грина 

(2.8) 

Функция и определяет потенциал, создаваемый двумя точечными 
направленными источниками: действительным, помещенным в точке 
наблюдения М и мнимым М' , являющимся зеркальным изображением 
действительного источника в плоскости S. 

Вычислим нормальную производную 

ди 
= _

д_ [ ехр (-ikr1 ) ] дr1 + _
д_ [ ехр (-ikr2) ] дr2 • 

дп дr1 r1 дп дr2 r2 дп 

Так как на поверхности S (при сближении точки Q с поверхностью) r1 = 
= r2 = r, дr/дn = -дr2/дп (вместе с движением точки Q по нормали n 
величина r1 увеличивается, а r2 уменьшается), то ди/дп = О. Подст�ляя 

м '  
Рис. 2.3. К пояснению формулы Гюйгенса для 
поля плоской поверхности 
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эти значения в формулу (2. 7), получаем решение волнового уравнения 
для потенциала скоростей, называемое П е р в о й  и н т е г р  а л ь  н о й  
ф о р м у  л о й  Г ю й г е н с а :  

дФ 
Ф (R) = -1 r r  и 

дФ 
dS =-

1 r r  
4л J J  дп 2л J J  дп 

s s 

ехр (-ikr)  ---- dS. 
r 

(2.9) 

Как видим , здесь участвует лишь одна величина дФ/дп = Vn - ко· 
лебательная скорость излучающей поверхности. Переходя от потен
циала к акустическому давлению: Vn = дФ/дп, р = iwp 0Ф (за положи· 
тельное принято направление Vn в сторону точки наблюдения М ), 
получим 

.. iWP 0  r r  p (R ) = ---;-- j j  
s 

ехр (-ikr)  
Vn dS. 

r 
(2. 1 0) 

Напомним, что формулы (2.9) и (2. 1 0) являются точными в пред· 
положении известной функции распределения колебательной скорое· 
ти по бесконечной плоской поверхности S. Поскольку реальные плос· 
кие излучатели (и приемники) имеют конечные размеры, при расчете 
их полей необходимо дополнить поверхность S до бесконечной плос· 
кости абсолютно жестким, т. е. неподвижным, экраном, на поверхнос· 
ти которого Vn = О. 

Вспомогательная функция и может также иметь вид 

соответствующий полю точечного источника, расположенного над 
абсолютно мягкой поверхностью. 

На поверхности интегрирования производная по нормали от 
функции и ,  учитывая равенства r2 = r1 = r и противоположное направ· 
ление векторов дrJ дп и дr2/ дп , равна 

д и -ikr1 - 1 . дr1 -ikr2 - 1 дr2 -- = e -lkr1 -- _ e -ikr2 __ = 
дп 

_ д ( e-ikr ) 
- 2- --

дп r 

дп r� дп 

Таким образом, провзводная удваивается, поле и = О (так как 
r1 = r2 ) и потенциал скоростей в этом случае 
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.. 1 11 д [ ехр ( -ikr) ] 
Ф (R ) = - - Ф - dS. 2rt дп r 

s 

(2. 1 1) 

Такой же будет формула и для давления р. Равенство (2. 1 1) называют 
В т о р о й  и н т е г р а л ь н о й  ф о р м у л о й  Г ю й г е н с а .  Искомый 
потенциал (давление) определяется значением потенциала (давления) 
на излучающей плоскости. 

При выводе формулы (2. 1 1 ) плоскость S предполагалась бесконеч
ной, фактически же поле р задано на части плоскости, поэтому необхо· 
димо ее дополнить до бесконечной плоскости абсолютно мягким экра· 
ном, на котором выполняется граничное условие р = О. 

Воспользуемся известной формулой для производной скалярного 
поля F в направлении нормали дF/дп = grad F • n = 1 grad F 1 cos ( n, r) = 
= cos (n, r), тогда дr/дп = cos (n, r). При kr » 1 (точка наблюдения на
ходится на большом волновом расстоянии) 

д 

дп 

ехр (-ikr) ikr + 1 .k дr ik .k 
= - --- e -z r - � - - e -z r cos (n, r) .  

r2 дп r r 

Если точка наблюдения находится в дальнем поле (r » 2L 2/ Л )* , 
т. е. расстояние r значительно превышает наибольший размер плоско
го излучателя L (рис. 2.4), то можно принять r = R, cos (n, Т) =  cos е (r и R 
параллельными) и вынести амплитудные множители за знак интегра· 
ла. Для давления получим 

-p (R) � ik cos е 
2лR Н p (S) ехр (-ikr)dS. 

s 

(2. 12) 

В случае задания распределения колебательной скорости по плоское· 
ти S [см. формулу (2. 1 0)] 

- ikpc r r  p (R ) � 2rtR J J  Vn (S) ехр (-ikr)dS. 
s 

(2. 13) 

Множитель cos е в формуле (2. 12) указывает на отличие харак
теристики направленности (ХН) поршня в абсолютно мягком экране 
от ХН поршня в абсолютно жестком экране при одинаковых функ· 
циях распределения давления p (S) и колебательной скорости Vn (S) 

*Это условие будет выведено в § 4.2. 
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по излучающей поверхности. При 8 = 
= 90° р (R )  = О, что подтверждает факт 
равенства нулю избыточного (акус· 
тического) давления на абсолютно 
мягкой границе. 

Для двумерных волновых полей 
формулы Гюйгенса могут быть полу· 
чены из выражения (2.5), в котором 
поле точечного (линейного) источ· 
ника в беграничном пространстве, 
описываемое функцией нJ2> (kr ), 
заменяется двумя линейными ис· 
точниками: действительным и мни· 
мым, являющимся зеркальным 

z 

м 

х 

Рис. 2.4. К определению дальне· 
го поля плоского поршня 

изображением в абсолютно жесткой (абсолютно мягкой) поверхности. 
В результате получаем Первую формулу Гюйгенса 

- i 
Ф (R ) = - -

2 

00 ) дФ 
- нJ2> (kr)dx 
дп - оо  

и Вторую формулу Гюйгенса 

00 

Ф (R ) = � J Ф :n [ Н0<2> (kr)] dx, 
- оо  

(2. 1 4) 

(2. 1 5) 

где r = V(x - х1 )2 + у� ; х1 , у1 - координаты точки наблюдения. 
Формула Кирхгофа для излучающего тела больших ВОJDIОВЫХ раз

меров. Когда размеры колеблющейся 
поверхности значительно превосходят 
длину волны, формулу Кирхгофа (2.2) 
можно упростить. На такой поверхнос· 
ти связь между давлением и нормаль· 
ной составляющей колебательной ско· 
рости получается приблизительно та· 
кой же, как в плоской волне, т. е. p/vn � 
� Р е. Пусть распределение скорости Vn 
по поверхности задано, причем дифра· 
гированным полем в области геометри· 
ческой тени и проникновевнем волны в 
нее будем пренебрегать (рис. 2.5). Ина· 
че, звуковое поле в точке наблюдения 
М создается только частью S1 , которая - 47 -

Рис. 2.5. К пояснению формулы 
Кирхr;офа для поверхности боль
ших волновых размеров 



видна из точки М. Для гармонических колебаний р = iw р Ф , следова· 
тельно, pcvn = iw pФ , откуда Ф = -ivп/k,  где Vn = дФ/дп = -дФ/дn1 •  Та· 
ким образом, Ф � - (i/k )дФ/дп . Подставим эти соотношения в фор· 
мулу (2.2): 

Ф (R ) = - Vn + - -- dS. 
... 1 JJ � ехр (-ikr )  i д [ ехр (-ikr) ] � 

4л r k дп r 
S1 

Вычислим производные дr/дп = cos (n, r) = cos е ; д [ ехр ( -ikr )/r ) / дr = 
= - [ ( 1  + ikr )/r2 ] ехр (-ikr); д [ехр (-ikr )/r ] /дп = - [ (1 + ikr)/r2 ] cos е х 
Х ехр ( -ikr ). 

Получаем формулу Кирхгофа в виде 

... 1 11 ехр ( -ikr) ( kr - 1 ) Ф (R ) = - Vn 1 + -- cos e dS. 
4л r kr 

s1 

Для дальней зоны (kr » 1 ) д [ехр (-ikr)/r ] /дп � - ( ikr/r2 ) cos е х 
Х ехр ( -ikr ). 

После подстановки в формулу (2.2) окончательно получим 

- 1 11 ехр (-ikr) 
Ф (R ) = - Vn ( 1 + cos e )dS. 

4л r 
S1 

(2. 1 6) 

Формула (2. 1 6) верна для высоких частот, при которых размеры 
излучающей поверхности велики по сравнению с длиной волны. Это 
условие, при котором получена формула, носит название п р  и б л и ж е 
н и я К и р х г о ф  а .  Множитель ( 1 + cos е )  указывает на зависимость 
амплитуды потенциала (давления), создаваемого каждым элементом 
поверхности излучателя, от направления на точку наблюдения, т. е. 
имеет смысл характеристики направленности элемента. 

Отметим, что приближение Кирхгофа можно использовать и для 
неплоских поверхностей, если радиусы кривизны их также велики по 
сравнению с длиной волны. 

Если излучение происходит к пределах малого телесного угла 
и отклонения от нормали к поверхности (плоской или слабоизогнутой) 
малы, то cos е � 1 и формула (2. 1 б) принимает вид 

- 1 1J ехр (-ikr) 
Ф (R ) = - Vn dS, 2Л r 

(2 . 17) 
s 

адекватный Пер�ой интегральной формуле Гюйгенса (2.9}, описываю-
щей поле плоского излучателя. 
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Поле отраженной волны. Пусть 
на тело больших волновых разме· 
ров падает сферическая волна с по· 
тенциалом 

создаваемая источником, находя· 
щимся в точке М1 (рис. 2.6). Требует· 
ся определить потенциал Ф 2 отра· 
женной волны в точке М 2 • 

Во-первых, будем полагать, что 
падающая волна не искажается те· 

Рис. 2.6. К определению поля, от· 
ражеиного телом больших волно
вых размеров 

лом: распределение колебательной скорости по части поверхности 
ADB, освещенной источником М 1 , соответствует полю источника 
в свободном (от тела) пространстве. Во-вторых, будем пренебрегать 
дифракцией на теле, считая что поле в теневой области СЕВ отсут· 
ствует. В-третьих, вследствие больших волновых размеров тела на его 
поверхности определяем потенциал как Ф � -ivп /k ,  где Vn = дФ /дп . 

Отражение (рассеяние) акустического поля телом можно рассмат· 
ривать как вторичное излучение: каждой точке отражающей поверх· 
ности следует придать такую колебательную скорость, которая, скла· 
дываясь со скоростью частиц в падающей волне, давала бы фактичес· 
кую скорость колебаний поверхности. В случае абсолютно жесткого 
тела суммарная колебательная скорость на поверхности тела должна 
равняться нулю, т. е. дФ/дn ls = О. Чтобы удовлетворить этому гранич· 
ному условию, надо на освещенной части поверхности S разместить 
фиктивные источники с колебательной скоростью VnФ • равной по ве· 
личине и противоположной по знаку колебательной скорости Vn в па· 
дающей волне: Vn ф = -vп или дФ2/дп = -дФ 1/дп , где Ф2 - потенциал 
скоростей отраженной волны. Формула Кирхгофа (2.2) для внешней 
области 

Ф (ii ) . � ш: ехр �-ikr) _ 
Ф 
� [ ехр �-lkr) Jr· s 

Для потенциала поля, создаваемого фиктивными источниками, 
т. е!.. потенциала отраженного поля, в этой формуле надо принять 
Ф (R ) = Ф2 (М2) , дФ/дп = VnФ • Ф = Ф 1 и изменить направление нормали 
на противоположное, тогда 

(2. 1 8) 
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Здесь Ф 1 = Ф 2, поскольку на абсолютно жесткой поверхности давле
ния в падающей и отраженной волнах одинаковы: (дФ/дп + дФ/дп) ls =  О. 

Определим величину Vn ф · Нормальная составляющая колебатель
ной скорости в падающей волне 

дФ 1  дФ 1  дr1 Q -ikr1 - 1 
Vn = -- = -- -- = - ---- e -ikr1 cos е 1 . 

дп дr1 дп 4л r � 

Для больших расстояний (kr » 1 )  получаем 

Vn ф = -vп � - [ Qik/(4Л r1 ) ]  ехр (-ikr1 ) cos е 1 . 

Вычислим производную по нормали n '  от функции ехр (-ikr2)/r2 при 
kr2 » 1 :  

-
д

' 
[ ехр (-ikr2 ) ] = -ikr2 - 1 дr2 ---- ехр (-ikr2 ) -- � 

дп r2 r � дп ' 

ik � - exp (-ikr2 ) cos e 2 . 
r2 

После подстановки значений Vn Ф • Ф 1  и д [ехр (-ikr2 )/r2 ] / дп ' в формулу 
(2. 1 8) получим искомый потенциал 

(2. 1 9) 

Интегрирование выполняется по площади S' участка AD (см. рис. 2.6), 
которая видна из обеих точекМ1 (излучения) иМ2 (приема). 

Для получения полного акустического поля в точке М2 к потен
циалу Ф2 (М2) надо прибавить потенциал прямого поля Ф0 = 
= Q ехр (-ikro )/(4Л rо ). В случае абсолютно мягкого тела Ф ls = О и Ф2 1s = 
= -Ф 1 1  s . Проделав выкладки, для потенциала отраженного поля по
лучим ту же формулу (2. 1 9) со знаком минус: на мягкой поверхности 
происходит так называемая потеря полуволны, фаза отраженной вол
ны изменяется на 1 80•. По модулю отраженные поля от абсолютно 
жесткого и абсолютно мягкого тел равны. 

При совмещении точек излучения и приема, как, например, в гид
ролокации, r1 = r2 = r, cos e l = cos е2 = cos е и формула (2. 1 9) принимает 
более простой вид 

ехр (- 2ikr ) 
----- cos е dS. � 
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§ 2.3. Неоднородное волновое уравнение 

Однородное волновое уравнение, полученное в предположении 
отсутствия внешних сил, описывает распространение волн, обязанное 
действию внутренних (упругих) сил. Если в среде имеются источники 
(стоки) жидкости или внешние силы, то правая часть волнового урав· 
нения должна содержать функции, характеризующие действие таких 
источников: 

д2Ф (r, t) --- = - f(f, t) .  
дf 

(2.20) 

В случае гармонической зависимости сил от времени уравнение (2.20) 
переходит в несднородное уравнение Гельмгольца 

(2.2 1 )  

Несднородным уравнением также можно описать волны, излучае
мые источником в виде колеблющейся поверхности произвольноге 
вида. 

Излучение любой поверхностью можно рассматривать как зву· 
ковое nоле, созданное распределенными в пространстве источниками 
при наличии абсолютно жестких или абсолютно мягких границ. Это 
обстоятельство позволяет для решения однородных и несднородных 
уравнений применять одни и те же функции Грина. 

На практике встречаются явления или процессы, описываемые 
функциями, равными нулю повсюду, кроме промежутка очень малой 
длины t, в котором функции принимают очень большие значения A/t. 
Аналогичное явление наблюдается при рассмотрении плотности рас· 
пределения f(x) точечных источников в пространстве. Если размеры 
источника столь малы, что его практически можно прчнять за точеч
ный, функция f(x) равна нулю во всем 
пространстве, кроме точки, в которой на
ходится источник. Для описания подобных 
распределений используют дельта· 
функции. 

f{t) 
1/2'r.J 

о t 

Дельта-функция. Пусть какое-то воздей
ствие (силовое или любой другой пр ироды) 
характеризуется плотностью распределения 
f(t), которое имеет вид прямоугольного 
импульса }(Линой 2t и амплитудой 1/(2t); 
тогда площадь прямоугольника равна едини-
це, причем f(t) = О вне интервала 2t (рис. 2.7). Рис. 2.7. К nояснению 
Если t -+  О, то в пределе функция f( t) -+ оо дельта-функции 
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и будет представпять собой импульс бесконечной амплитуды, дей
ствующий бесконечно малое время, но площадь прямоугольника 
остается все время равной единице. Такую предельную функцию, 
отличную от нуля только в точке t = t0 , где f(t0 )  = со , называют дельта
функцией (дирака): 

б (t - t0 ) = lim [( t ), т -+ 0 

где[(t )  = 1/(2t ) при t0 - t < t < t0 + t и [(t)  = О  при t < t0 - t и t > t0 + t . 
Отметим некоторые свойства дельта-функции: 

- оо  

(2.22) 

б) для любой функции [(t) ,  не имеющей особенностей в точке 
t = t0 , справедливо равенство 

'[2 S [(t )б ( t - t0 ) dt = [( t0 ), (2.23) 

т. е. интеграл равен значению подынтегральной функции, вычисленной 
при том значении t, при котором аргумент t - t0 = О, если точка t0 рас
положена внутри промежутка (t 1 , t2 ]; если t0 совпадает с одним из 
концов промежутка, интеграл равен 0,5[ (t0 ), а если t0 лежит вне 
промежутка, интеграл равен нулю; 

в) трехмерная (пространственная) дельта-функция имеет вид 

Выражения для дельта-функции в сферической и цилиндрической 
системах координат 

б (r- ro ) = (р sin 8) - 2 б (р - Р о) б (8 - 8о ) б (ф - Ф о ); 

б (r- ro ) = ( l/p ) б (p - Ро ) б (qJ - qJ0) б (z - z0 ). 

(2.24) 

(2.25) 

Функция Грина. Пусть в фиксированной точке х0 некоторой линей
ной системы пряложена сосредоточенная сила, а реакция системы в 
точке х на это воздействие описывается функцией G (х, х0 ) . Зная эту 
функцию, можно, интегрируя, определить поведение системы при 
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действии силы, распределенной по закону f(x) в зависимости от 
координаты х : 

1 

F(x) = S G(x, х0 ) f(x0) dx0 , о (2.26) 

где dx0 - элемент системы в окрестности х0 ;  f(x0 )  dx0 - сила, дей· 
ствующая на промежутке dx0 ;  1 - длина системы. Функцию G (x, х0 ), 
характеризующую поведение системы от действия сосредоточенной 
силы, называют ф у н к ц и е й  Г р и н а .  

Пусть необходимо определить акустическое поле, излучаемое 
системой распределенных в пространстве источников. Если область V 
занята источниками /(r0 )  и известно поле G (r1, r0 ), которое создает 
точечный источник в свободном пространстве в точке r1 , то аналогич· 
но уравнению (2.26) искомый потенциал 

Ф (r1 )  = SSS G (r1, r0 )  /(r0 ) dV0 , 
v 

(2.27) 

где r0 - координата источника; r1 - координата точки наблюдения; 
dV0 означает интегрирование по координате r0 • 

В соответствии с принципом Гюйгенса применевне функции Грина 
для расчета акустических полей можно распространить и на колеблю
щиеся поверхности. Ранее было показано, что поле, излучаемое таки· 
ми поверхностями, создается расположенными на них монопольными 
и дипольными источниками. Зная решение для элементарного источ· 
ника, т. е. функцию Грина, полное поле определяют как решение для 
распределенной силы, получаемое интегрированием. 

Применительно к акустическим nолям функция Грина удовлетво· 
ряет однородному уравнению Гельмгольца 

2 ( .. ..  ) 2 ( .. ..  ) -'V G r1 , r0 + k G r1 , r0 - 0, 

но в точке ;:1 = ro она имеет особенность. с nомощью дельта-функции 
уравнение Гельмгольца для функции Грина 

'V2G (r1, r0 ) + k2G (r1 , r0 ) = - 4л 6 (r1 - r0 ) (2.28) 

остается верным во всех точках nространства; правая часть не равна 
нулю только в точке ;1 = ro расnоложения источника. 

В формуле Кирхгофа (2.2) вспомогательная функция и , определяю
щая поле точечного источника в свободном пространстве, припята 
в виде сферической расходящейся волны ехр ( -ikr )/r. При распо· 
ложении источника в точке 7а функция и имеет вид 

и = G (r1 , � )  = ехр (-ik l r1 - r0 1 )/ l r1 - r0 1 ; r1 - r0 = Т. (2.29) 

Равенство (2.29) есть функция Грина для безграничной среды. Эrа функ
ция удовлетворяет уравнению (2.28) в точках 11 + r0 , что подтверждается 
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непосредстненной подстановкой функции в уравнение, и в точке 
r1 = r0 , где Проверка СПраведЛИВОСТИ равеНСТВа (2.28) Требует ИСПОЛЬ
ЗОВаНИЯ интегрального свойства дельта-функции (2.23). 

Приведем формулу Кирхгофа для функции Грина 

(2.30) 

Здесь дифференцирование выполняется по нормали в точке r0 , а ин
тегрирование - по поверхности сферы с центром в точке r1 • 

Сравнивая выражение для потенциала точечного источника Ф = 
= [ Q/(4лr)] ехр (-ikr) и уравнение (2.29), видим, что функция Грина 
описывает поле точечного источника с производительностью Q = 4л . 

Заметим, что формула (2.30) верна для всякой функции, удовлет
воряющей уравнению (2.28) и имеющей особенность при r1 = r0 типа 1/r, 
где r =  l r1 - ro l - расстояние между точками наблюдения и источника. 

Укажем еще одно свойство функции Грина, выражающее принцип 
взаимности: при перемене мест источника и точки наблюдения 
функция не изменяется, т. е. G(r1 , r0 ) = G(r0, r1 ) . 

§ 2.4. Расчет полей с использованием функций  Грина 

Предположим, что в объеме V пространства находится система 
источников акустических полей, потенциал скоростей которых удов
летворяет неоднородному уравнению Гельмгольца 

(2.31)  

Пусть также имеются отражающие тела, на поверхности которых или 
потенциал (давление) Ф ls = О, или колебательная скорость дФ/дп ls = О . 
Потенциал акустического поля определяют по выражению (2.27), в ко
тором или функция Грина Gls = О, или дG/дn ls = О . Если на поверхности 
S задано импедансное граничное условие (дФ/дп + o'Ф) Is = О, то должно 
выполняться равенство (дG/дп + oG} Is = О . 

При отсутствии объемных источников /Cr0 ) = О, а поле колеблю
щихся поверхностей находят по формуле (2.30). В отличие от формулы 
Кирхгофа здесь вспомогательной функцией может быть любая 
функция Грина, необязательно ехр (-ikr)/r. 

Выбором функции Грина можно привести интеграл (формулу) 
Кирхгофа к виду, при котором достаточно знать на излучающей по
верхности только потенциал или его нормальную производную. Дей
ствительно, если точка 70 находится на поверхности S, а функция 
Грина удовлетворяет условию G(r1, r0 ) = О , то по формуле (2.30) нахо
дим потенциал поля в любой точке f'1 : 
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(2.32) 

где Ф (rо) - потенциал на поверхности излучателя. Здесь дифференци
рование производится по внешней нормали относительно области, 
в которой отыскивается поле (при определении поля вне поверхнос
ти S нормаль п0 будет внутренней относительно S). 

При выборе функции Грина из условия дG/дп0 ls = О формула 
(2.30) дает потенциал 

1 )) дФ (fо ) 
Ф (� ) = -

4л д по s 
(2.33) 

определяемый известной колебательной скоростью на поверхности S. 
Таким образом, если задано давление на излучающей поверхности, 

при расчете потенциала поля в любой точке пространства функцию 
Грина следует выбирать для абсолютно мягкой границы, а при извест
ной колебательной скорости на поверхности - для абсолютно жесткой 
границы. 

При определении поля излучающей плоской поверхности (см. § 2.2) 
были получены Первая (2.9) и Вторая (2. 1 1 ) интегральные формулы 
Гюйгенса. Упрощение формулы Кирхгофа было достигнуто благодаря 
выбору вспомогательной функции и, описывающей поле точечного 
источника вблизи абсолютно жесткой или абсолютно мягкой поверх
ности. Теперь можно сказать, что функция и была функцией Грина, 
удовлетворяющей граничным условиям дG/дпls = О или Gls = О. 

Очевидно, произвести расчет поля по формулам (2.32) и (2.33) воз
можно лишь при известной функции Грина. Для сложных поверхнос
тей нахождение этой функции представляет достаточно трудную 
задачу. 

Приведем некоторые функции Грина. 
1. Трехмерная функция Грина для свободного пространства [см. 

формулу (2.29)]. 
2. Двумерная функция Грина для свободного пространства 

G (r т ) = - л iН (2) (kr) 1 J о о ' 

где r = 1;1 - ;0 1 ;  Н0<2> (kr) - функция Ханкеля второго рода нулевого 
порядка от аргумента kr, описывающая цилиндрическую волну. 

3. Трехмерная функция Грина для полупространства 

G (r';_ , � )  = ехр (- ikr)/r ± ехр (- ikr1 )/r1 , 

где между 
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источником (х0, у0, z0 ) и точкой наблюдения (х1, у1, z1 ); r1 = 
= у(х1 - х0)2 + (у1 - у0)2 + (z1 + Z0)2 • Ось z расположена перпендику· 
лярно поверхности. Во втором слагаемом знак "+" для абсолютно 
жесткой поверхности, знак "- " для абсолютно мягкой. 

4. Двумерная функция Грина для полупространства 

G (r1, r0 ) = - лiНJ2> (kr) ± нJ2> (k V(x1 - х0 ) 2 + (у1 + у0) 2 ), 

где r = J (х1 - х0 )2 + (у1 - у0 )2 � Ось у расположена перпендикулярно 
поверхности. 

§ 2.5. Теорема взаимности акустических попей 

Теорема взаимности устанавливает соотношение между потен
циалами двух акустических полей и по существу является следствием 
принципа суперпозиции, справедливого для линейных систем. Соглас· 
но этому принципу, суммарное поле в каждой точке пространства 
складывается из обоих полей, каждое из которых действует независи· 
мо друг от друга. 

Теорема взаимности. Пусть потенциалы скоростей Ф и Ф 2 двух 
источников удовлетворяют неоднородным уравнениям tельмгольца 
(2.2 1 ) : 

(2.34) 

где f1 и f2 - плотности объемных скоростей источников, т. е. объемные 
скорости, отнесенные к единице их объема. 

Запишем формулу Грина (2. 1 }, связывающую объемный и поверх
ностный интегралы для функций Ф 1 и Ф 2 : 

SSS {Ф 1 �Ф2 - Ф2�Ф 1 ) dV = SS (Ф 1 дФ2/дп - Ф2дФ/дп ) dS. (2.35) 
v s 

Если умножить первое уравнение (2.34} на Ф2 , а второе - на Ф 1 , затем 
из второго вычесть первое и полученное уравнение проинтегрировать 
по объему V, то интеграл по поверхности пекоторой сферы S, входящей 
в объем V, обращается в нуль при любом граничном условии. Формула 
(2.35) принимает вид 

SSS (/1 Ф2 - /2Ф 1 ) dV = О или SSS /1 Ф2dV= SSS  /2Ф 1 dV. (2.36) 
v v v 

Равенство (2.36} выражает теорему взаимности. 
В случае источников, размеры которых значительно меньше дли

ны излучаемой волны, соотношение (2.36) можно переписать так: 
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Ф2 SSS /1dV = Ф 1  SSS !2dV или Ф2Q1 (V1 ) = Ф 1Q2 ( V2 ) , 
v v 

(2.37) 

где Q1 ( V1 ) и Q2 ( V2) - интегральные объемные скорости источников. 
Получение формулы (2.37) из (2.36) возможно благодаря медленному 
изменению nотенциалов Ф 2 в объеме V 1 nервого источника и Ф 1 
в объеме V 2 второго источника; nоэтому nотенциалы вынесены за знак 
ин":"еграла. 

Соотношение (2.37} nоказывает, что если nервый источник с nроиз
водительностью Q 1 создает на заданном расстоянии в точке расnоло
жения второго источника nотенциал (давление) Ф 1 , то второй источ
ник с nроизводительностью Q2 создает nотенциал (давление) 

(2.38) 

Если Q1 = Q2 , nотенциалы (давления) равны, т. е. источник с nроизво· 
дительностью Q1 вызывает в точке нахождения второго источника 
такой же nотенциал (давление), как источник с nроизводительностью 
Q2 в точке расnоложения nервого источника; nредnолагается, что сами 
источники неnодвижны. 

Произведение ФQ nредставим в виде ФупS - PVnS = Fvn , откуда 
следует, что ФQ nроnорционально мощности. Принциn взаимности, 
исходя из соотношения (2.37), может быть сформулирован следующим 
образом: мощность, расходуемая источником с nроизводительностью 
Q1 на nреодоление nоля (давления), создаваемого источником с nроиз· 
водитеJiьностью Q2 , равна мощности, которую расходует второй ис· 
точник на nреодоление nоля (давления), создаваемого nервым источ
ником. 

Когда источники излучения nредставляют собой колеблющиеся 
nоверхности (наnример, nорюневые диафрагмы nлощадью s1 и s2 ' 
заделанные в жесткие экраны и колеблющиеся со скоростями v1 = 
= дФ /дп и v2 = дФ/дп ), левая часть формулы (2.35) равна нулю и no· 
лучаем равенство 

SS Ф 1 (дФ2/дп ) dS = SS Ф2 (дФ 1/дп )dS, (2.39) 
s2 s1 

эквивалентное равенству (2.37}: мощности, расходуемые одним излу
чателем на nреодоление nоля, создаваемого другим излучателем, 
одинаковы. Таким образом, nолученные соотношения взаимности для 
объемных источников сnраведливы и для колеблющихся nоверхнос
тей. 

Параметр взаимности. Исnользуемые в nрактической гидроакус
тике nреобразователи, как nравило, обратимые, т. е. в зависимости от 
условий исnользования они могут работать как излучатели и как 
nриемники. 

Имеем систему из nульсирующей сферы малых волновых разме
ров (моноnоля), находящейся в nервой точке, и обратимого 
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преобразователя во второй точке; расстояние между ними равно r. 
Монополь с производительностью Q1 в свободном поле создает в месте 
нахождения преобразователя (вторая точка) давление 

(2.40) 

Запишем соотношение взаимности (2.37), заменив в нем потенциалы 
Ф 1 и Ф2 на давления р1 и р2 : 

P2 Q/Po = P1 Q2/Po 

или с учетом отношения Q/p0 из формулы (2.40) 

(p2/Q2 ) 2Л.r ехр ( ikr)/( ip c ) = Р/Ро · (2.4 1 )  

Отношение звукового давления р1 на преобразователе к давлению 
р0 в свободном поле оценивает свойства преобразователя в режиме 
приема. Преобразователь в режиме излучения создает в первой точке 
давление р2 , следовательно, отношение р2 к производительности Q2 
характеризует свойства преобразователя как излучателя. Коэффи· 
циент 2rЛ/(р с )  = 2r/(pf), входящий в соотношение (2.41 ), назьшают 
п а р а м е т р о м  в з а и м н о с т и . Если отношение Р/Ро не зависит от 
частоты, то отношение p2/Q2 - [; в случае равномерной частотной 
характеристики в режиме излучения отношение Р/Ро - характеристи
ка в режиме приема - будет изменяться по закону 1/f, т. е. обратно 
пропорционально частоте волны. 

Заметим, что параметр взаимности зависит от типа волны. В дан· 
ном случае использована сферическая волна, что следует из выраже
ния (2.40): амплитуда давления убывает с расстоянием по закону 1/r. 

Глава З . ИЗЛУЧЕНИЕ 

АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛН 

Излучение акустических (звуковых) волн - это процесс создания 
акустических (звуковых) полей, вызванный колебаниями различных 
тел, непосредственно соприкасающихся с упругой средой. Образование 
поля, создаваемого движением протяженного тела, можно пояснить, 
используя принцип суперпозиции. Будем рассматривать тело как со· 
вокупность точечных независимых друг от друга источников, тогда 
излучаемое телом поле получается в результате н�:�ложения полей 
каждого точечного источника. 

Излучающую поверхность источника в виде колеблющегося тела 
называют д и а ф р а г м о й  . В гидроакустических антеннах - устройствах, 
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nредназначенных для излучения и nриема акустических волн, -
диафрагмами чаще всего являются излучающие nоверхности стержней, 
nластин, цилиндрических и сферических оболочек. 

Для nриведения диафрагмы в колебательное движение ее следует 
соединить с некоторым механизмом, наnример электромеханическим 
nреобразователем, к которому nодводится электрическая энергия. 
При колебаниях диафрагмы в nрилегающем к ней слое среды, в соот
ветствии с законом смещения диафрагмы, создаются чередующиеся 
сжатия и разрежения, которые благодаря уnругим связям вызывают 
движение частиц в соседнем слое и т. д. В результате от диафрагмы 
в окружающую среду расnространяются уnругие волны, т. е. nроисхо
дит излучение акустической энергии. 

Энергия, nодводимая к излучателю, расходуется на nреодоление 
реакции среды и внутренние nотери в элементах конструкции и элект
рической цеnи колебательной системы излучателя. Реакция среды 
nроявляется в том, что на диафрагму (а значит, и на nриводящий ее 
в движение механизм) со стороны среды действует сила, обусловлен
ная nеременным давлением создаваемого излучателем акустического 
nоля. Работа, совершаемая диафрагмой nротив силы реакции, равна 
отдаваемой в среду энергии колебаний диафрагмы. Процесс излуче
ния, таким образом, слагается из nреобразования nодводимой к излу
чателю электрической энергии в механическую и реакции среды на 
излучатель. 

Для nриема акустических волн чаще всего исnользуют те же устройства, что 
и для излучения, но nреобразование энергии в nриемнике nроисходит в обрат
ном наnравлении. На диафрагму nриемника, nомещенного в акустическое nоле, 
действует nеременное давление этого nоля и соответственно сила, nриводящая 
диафрагму в движение. Преобразование акустическСiй энергиИ поля в энергию 
колебаний диафрагмы соnровождается механическими nотерями, а nреобразо
вание механической энергии в электрическую, nриводящее к созданию ЭДС на 
выходных зажимах nриемника, - nотерями в электрической цеnи. 

Излучение и nрием акустических волн взаимосвязаны: реакция среды 
и nроцесс электромеханоакустичесt<ого nреобразования у них одинаковы, а харак
терист11ки nри излучении и nриеме удовлетворяют nринциnу взаимности, nозво
ляющему no известным зависимостям в одном режиме устанавливать соответ
ствующие зависимости в другом режиме. 

Данная глава nосвящена одному из основных воnросов теории 
излучения - реакции среды на излучатель, т. е. взаимодействию излу
чателя со средой. Для решения этого воnроса будем рассматривать 
уnрощенные теоретические модели излучателей. Картина создаваемых 
ими nолей аналогична nолям реальных излучателей, а расчеты их 
nараметров и характеристик достаточно nросты. Основными моделями 
служат nульсирующая сфера как источник нулевого nорядка и акус
тический диnоль - источник nервого nорядка. Суnерnозицией nолей 
этих источников можно оnисать nоля более сложных источников. 
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§ 3.1 . Пульсирующая сфера (монопопь) 

Любую nоверхность с фиксированным радиусом а в nоле сферичес· 
ки·симметричной волны можно рассматривать как источник, совер· 
шающий равномерные радиальные колебания и создающий в однород· 
ной безграничной среде расходящиеся сферические волны (рис. 3. 1 ). 

Потенциал скоростей (давление). Если скорость колебаний nоверх
ности сферы задана в виде v(a ) = Vm ехр ( iw t), то из граничного условия 
- дФ/дr lт=а = Vm ехр ( iwt ) находим nроизвольную nостоянную [см. фор· 
мулу ( 1 .30)] 

Х ехр { i [ ka + arctg ( 1/ka ) - л/2] } . (3. 1 )  

Пользуясь nонятием объемной скорости, оnределяющей nоток 
объема среды, вытесняемый в единицу времени источником колеба· 
ний, и выражением для nотенциала скоростей точечного источника 
[см. формулу ( 1 .35)], nолучаем nотенциал скоростей сферического ис· 
точника конечных размеров 

Qт 
Ф = 

V 
exp { i [ w t - k (r - a) + arctg ( 1/ka ) - л/2 ] } ,  (3.2) 

4лr 1 + k 2a 2 

где Qт = 4Лa 2 vm - амплитуда объемной скорости (производительность) 
источника. 

Для низких частот, nри которых линейные размеры источника 
значительно меньше длины излучаемой волны (ka « 1), выражение 
(3.2) nереходит в ( 1 .35) и звуковое давление, создаваемое nульсирую· 
щим излучателем на расстоянии r от его центра, равно 

р = [ iW PQm/(4лr)] ехр [ i (w t - kr)]. 

Колебательная скорость частиц 

v = - дФ/дr = [ 1/(4лr2 )] (1 + ikr) Qт Х 

х ехр [ i (w t - kr)]. 

(3.3) 

(3.4) 

У дельный акустический импеданс nульсирующей сферы радиусом а 

z = p/vl r=a = p c (ka)2 / [ 1 + (ka) 2 ] + 

+ ip cka/ [ 1  + (ka) 2 ] . 
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Связь диафрагмы со средой целесообраз· 
но характеризовать величИной, зависящей o:r 
свойств источника и среды и не зависящей от 
амплитуды колебаний. При излучении волн 
малой амплитуды такой величиной является 
п о л н о е  м е х а н и ч е с к о е  с о п р о т и в л е 
н и е ,  или м е х а н и ч е с к и й  и м п е д а н с .  

Механический импеданс. Если на элемент 
dS поверхности диафрагмы, колеблющейся 
по нормали со скоростью v, действует со сто· Рис. 3 .1 .  Пульсирующая 
роны среды (акустического поля) давление р сфера 
и сила dF = pdS, то вся диафрагма испытывает 
влияние силы F = S pdS, и за время d( она совершает работу против 

s 
сил акустического поля 

dA = - SS pdSvdt. 
s 

(3.6) 

Примем некоторую точку на поверхности диафрагмы за ц е н  т р 
п р  и в е д е н и я '  координата которой ro и амплитуда нормальной 
составляющей скорости колебаний v( � )  максимальна. Распределение 
колебаний по поверхности диафрагмы выразим функцией /(?) = 
v(r)/v(r0 ), где v(r) - колебательная скорость текущей точки 7. Тогда 
уравнение (3.6) примет вид 

dA = -v(r'o) dt SS рf(Т) dS. 
s 

(3.6а) 

Для гармонического процесса v(r) =vm(r} ехр ( iы t), р = 
= Pm ехр [ i (ы t + cp0j, и реакцию поля на излучатель определяют по 
выражению 

F = [ SS Pmf(r) ехр { icp0 ) dS ] ехр ( iы t). 
s 

(3.7) 

В частности, для пульсирующей сферы /(1) = 1 , акустическое дав· 
ление на поверхности сферы р (а )  = ;ы рФ (а ), где потенциал вычисляет· 
ся по формуле (3.2) при r = а, так что (/)0 = arctg [ 1/(ka )], и сила реакции 
на сферу равна 

F = ЫРQта [1 + (ka) 2 ] -112 ехр { i [ы t + arctg ( 1/ka) ] } = 
= PmS ехр [ i (ы t + (/)0 ) ] , (3.8) 

где S = 4:Jta2 ; Рт = ЫР Qm/(4:л а V 1  + (ka) 2 ) .  
Таким образом, сила реакции является комплексной величиной, 

ее частота совпадает с частотой колебаний точки приведения, а фаза 
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отличается на угол q> 0 , зависящий от волновых размеров сферы. 
Для анализа характеристик излучателя введем понятие м е х  а н и · 

ч е с  к о г о и м п е д а н с а ,  определяемого отношением силы реакции 
поля на рабочую поверхность излучателя к амплитуде скорости коле
баний его центра приведения, т. е. 

F 
-

1
- r r pmf(r) ехр ( iq> 0 )  dS = r + ix, 

Vт<Т'о) J J  
s 

(3.9) 

где r и х - соответственно активная и реактивная составляющие 
импеданса: 

r = -
1
- r r  Pmf(r) cos q> 0dS ; 

Vm U'o ) J J  
s 

х = -1- f f pmf(r) siп q>0dS. 
Vm(lbl J J  

s 

(3. 1 0) 

Здесь Pm - величина вещественная. Силу реакции поля, таким обра· 
зом, находят как сумму 

F = rvm (ro ) + ixvт (�) · = F1 + iF2 • 

Для пульсирующей сферы импеданс 

z = pcSk2a 2/(1 + k2a2 ) + ip cSka/( 1 + k2a2 ). 

(3. 1 1 ) 

(3. 1 2) 

Это выражение можно также получить умножением удельного акусти· 
ческого импеданса на площадь сферы S [см. формулу (3.5)]. Величина z, 
как видно, определяется волновым сопротивлением среды, площадью 
излучающей поверхности, волновыми размерами излучателя и не за
висит от амплитуд силы реакции и скорости колебаний поверхности. 

Фазовый сдвиг между F и v равен q> 0 = arctg (x/r ) . 
Составляющие импеданса запишем в виде 

r = apcS ; (3. 13) 

Частотные зависимости коэффициентов а и � от волнового аргу
мента ka = 2лаА nредставлены на рис. 3.2. При низких частотах (ka « 1 
или 2а � Л)  активное сопротивление r мало и преобладает реактивное 
сопротивление (а/� « 1 ) .  Ниже будет показано, что излучаемая мощ
ность пропорциональна вещественной составляющей r импеданса. 
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Таким образом, излучение источника 
малых по сравнению с длиной волны 
размеров неэффективно; до значения 
ka = 1 в основном происходит энергооб· 
мен между источником и полем в 
ближней зоне. При дальнейшем увели· 
чении ka сопротивление r растет и при 
ka» 1 или 2а » Л ,  т. е. при высоких 
частотах, а .... 1, r .... pcS, что соответ· 
ствует локалъно плоской волне на по· 
верхиости излучателя. Следовательно, 
для эффективного излучения акусти· Рис. 3.2. Зависимость составляю-

ческой энергии волновые размеры из· щих импеданса излучения пуль-
сирующей сферы от ka 

лучателя должны быть большими. 
Запишем составляющую х механического импеданса в виде 

(3. 14) 

где m8 = 3m [ 1  + (2ла/Л.)2 ] - 1 ; т = (4/З)лра 3 • 
Вид выражения (3. 14) указывает на инерционный характер реак· 

тивной составляющей х, причем значение инерции определяется мае· 
сой m8 среды - соколеблющейся массой. Роль последней особенно 
значительна при 2а « Л , т. е. при низких частотах, когда величина m8 
равна утроенной массе среды в объеме пульсирующей сферы. Влияние 
присоединенной массы излучателя отражается на его собственной 
частоте: при переносе его из воздуха в воду частота понижается. 

Активное сопротивление сферы при низких частотах, согласно 
формуле (3. 13), равно 

(3. 1 5) 

и, следовательно, при заданном размере пропорционалъно квадрату 
частоты. 

Акустическая мощность. Акустической мощностью называют 
количество звуковой энергии, передаваемой звуковой волной через 
замкнутую поверхность в единицу времени. 

Перепишем формулу (3.6а), выражая р и v(r0 )  в тригонометричес· 
кой форме: 

dA = -vт(i'.0 )  cos (w t) [S pmf(r) cos (l.•H + !(J0 ) dS] dt = 
s 

= [ -vт(r0 ) F1 cos2 (ы t) + vт (r0 ) F2 cos (ы t) siп (ы t)] dt = 

= [ -rv� (r0 ) cos2 (ы t) + xv�(r0 )  cos (ы t) sin (ы t)] dt. 
Мгновенное значение акустической мощности 

dA/dt = -rv� (r0 )  cos2 (Ы t) + xv�(� ) cos (ы t) sin (ы t). 
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Определим среднее за период значение мощности, развиваемой 
излучателем против каждой составляющей реакции поля: 

(3. 1 7) 

Эта мощность зависит только от вещественных составляющих r и F1 , 
импеданса z и силы реакции F, она непрерывно рассеивается в окру
жающее излучатель пространство в виде потока энергии. Таким обра
зом, поток акустических волн 

(3. 1 7а) 

Множитель, связывающий акустическую мощность и амплитуду ско
рости колебаний центра приведения источника, называют а к т и в н ы м 
с о п р о т и в л е н и е м  и з л у ч е н и я  и обозначают r8 •  Мощность Pa l •  
определяемую по выражению (3. 1 7), также называют активной, по
скольку она характеризует поток энергии, переносимый волной в ок
ружающее источник пространство. 

Активная акустическая мощность, излучаемая пульсирующей 
сферой, равна Ра = 4ла2J и с учетом равенства ( 1 .56) Ра = ( 1/2}p cSv� х 
Х cos2 ЦJ0 • Подставляя значение cos cp0 = ka (1 + k2 a2 ) - 1 12 и учитывая 
составляющую r импеданса, согласно первому слагаемому уравнения 
(3. 1 2), получаем Ра = 0,5r� , что, естественно, совпадает с (3. 1 7а) при 
Vm (� ) = Vm . В соответствии с формулой (3. 1 5) мощность пульсирующей 
сферы (с заданной скоростью) при низких частотах пропорциональна 
квадрату частоты. При высоких частотах r �  p cS и Ра = O,SpcSv� , т. е. 
акустическая мощность не зависит от частоты (при постоянной ампли
туде колебательной скорости) . 

Вернемся к выражению (3. 1 6) и определим среднее за период зна
чение мощности, развиваемой излучателем против мнимой составляю
щей реакции поля (второе слагаемое): 

т т 

Ра 2  • · � J F, 1\"(r;,)  dt • � х�(7, ) J cos (ы t) sin (ы t) dt • О. 

Этот результат означает, что происходит периодический обмен энергией 
между излучателем и полем. Действительно, рассчитаем работу, произ
водимую излучателем за первую и вторую четверти периода, полагая 
х = W m8 [см. формулу (3. 14)] : 

- 64 -



Т/2 + W m8v� (r0 ) J sin (2wt)dt = 

Т/4 
Таким образом, за nервую четверть nериода излучатель nроизво

дит работу, равную кинетической энергии соколеблющейся массы, а за 
следующую четверть nериода эта же энергия возвращается обратно 
к источнику, nриводящему в движение диафрагму излучателя. 

С точки зрения излучения мнимая составляющая х8 имnеданса 
характеризует реактивную мощность. 

Зная акустическую активную мощность излучателя, можно рас
считать создаваемое им звуковое давление. Приравнивая выражения 
для интенсивности Ра/(4л r2 ) = р�/(2рс ) = р;Ф/(р с), находим 

Рэф = [ 1/(2r)] VP cPa/л . (3. 1 8) 
Отметим, что установленные закономерности излучения nульси

рующей сферы можно расnространить на nульсационные (моноnоль
ные) излучатели малых волновых размеров, не имеющие сферической 
симметрии, наnример, тело с неравномерным расnределением колеба
тельных скоростей по nоверхности, малый nоршень в жестком экране 
и т. n. В этих случаях дифракционные явления nриводят к равномер
ному излучению источника nроизвольной формы. Если функция рас
nределения скорости колебаний равна [(r), то объемную скорость 
источника следует вычислять по формуле Qт = Vm (�) S [{Т)dS, излу-

s 
чаемую акустическую мощность - по общей формуле (3. 17а), в которой 
на основании выражения (3. 15) соnротивление r8 = р W2 S2 /( 4л с), так что 

Ра = p w2 Q�/(8лc) = p ck2 Q�/(8л ). (3. 1 9) 
Из уравнения (3. 1 9) следует, что акустическая мощность любого 

(независимо от формы) излучателя малых волновых размеров опреде-
ляется при заданной частоте только его объемной скоростью, т. е. 
производительностью излучателя . 

§ 3.2. Акустический  диполь 
и осциллирующан сфера 

Кроме излучателей nульсационного тиnа важную роль в теории 
излучения играют источники, не создающие объемной скорости, на
nример осциллирующие тела, т. е. колеблющиеся вдоль какого-либо 
наnравления как единое целое. Поле таких источников не имеет 
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сферической симметрии - оно зависит от направления. Характерную 
картину излучения осциллирующих тел создают две модели - акусти
ческий диполь и осциллирующая сфера. 

Акустический диполь представляет собой систему из двух точеч
ных источников излучения с одинаковой производительностью Qm , 
расположенных один от другого на малом волновом расстоянии бх и 
колеблющихся в противофазе (рис. 3.3, а ) . Суммарный потенциал ско
ростей в точке М поля (без временного множителя) 

Qm [ ехр (O,S ikбx cos е) ехр (- O,S ikбx cos е) ] 
R:: - ехр ( -ikr) - . 

4л r - О,Sбх cos е r + О,Sбх cos е 

Ввиду малости fix принято r1 = r + (бх/2) cos е ,  r2 = r - (бх/2) cos tl .  Пред
ставляя экспоненциальную функцию в виде ряда Тэйлора ехр (± а)  = 
= 1 ± а + (± а)2 + . . . и устремляя бх к нулю (произведение Qтбх ос
тается конечным), получим 

ф = [ Qm 6x/(4лr2)] (1 + ikr) ехр (-ikr) cos е . (3.20) 

Величину Qmбx = Ь называют м о м е н т о м  д и п о л я .  
Из формулы (3.20) видно, что диполь обладает направленным 

действием, т. е. на одинаковом расстоянии в разных направлениях 
поле различно: по оси - излучение максимальное, по нормали к оси 
(в экваториальной плоскости) - минимальное. Поскольку нормаль 
к оси является единственной узловой линией в поле диполя, его на
зывают и з  л у ч а  т е л е  м п е р в о г о  п о р я д к а .  У пульсирующей 
сферы узловые линии отсутствуют, поэтому ее называют излучателем 
нулевого порядка или м о н о п о л  е м .  

Звуковое давление и радиальную составляющую колебательной 
скорости диполя определяют по следующим выражениям: 

р = iw pФ = [ ikp cb/(4л r2 )] (1 + ikr) ехр (-ikr) cos е ; 

v=-дФ/дr= [ k2 Ь/(4лr)] [- 1 + 2i/(kr) + 2/(kr) 2 ] exp (- ikr) cos е .  

При kr » 1 (дальнее поле) формулы (3.2 1 )  упрощаются: 

p ck2 b 
p R:: - --- cos e e-ikr; 

4л r  
k2 b 

Vr R:: - -- COS e e -ikr , 
4лr  

} (3.2 1 )  

(3.2 l a) 

Из выражения (3.2 1а) видно, что давление и радиальная колеба
тельная скорость совпадают по фазе, а их амплитуды убывают про
порционально увеличению расстояния в данном направлении. 
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Плотность потока мощности (интенсивность звука) в поле диполя 
определяется произведением O,Spm Vmr =  

(3.22) 

Чтобы вычислить мощность излучения диполя, надо выражение (3.22) 
проинтегрировать по поверхности сферы большого радиуса r. Согласно 
рис. 3.3, а, площадь элементарного пояса радиусом MN = r sin е будет 
dS = 2пr2 sin ede ,  а полный поток мощности диполя 

(3.23) 

о 
В полярных координатах угловое распределение потенциала 

скоростей в осевой плоскости диполя описывается функцией R (е ) = 
= cos е (рис. 3.3, б). Пространствеиная характеристика направленности 
диполя представляет собой тело вращения двух касающихся окруж· 
ностей вокруг оси х. 

Акустический диполь используют для аппроксимации расчета 
поля поршня - недеформируемой пластины, свободно колеблющейся 
в безграничной среде с низкими частотами, при которых размеры 
пластины значительно меньше длины излучаемой волны. 

С помощью модели диполя можно также изучить звуковое поле 
жесткой сферы, совершающей низкочастотные колебания без измене
ния своих размеров; такую сферу называют осциллирующей. 

Осциллирующая сфера. Пусть жесткая сфера радиусом а (рис. 3.4) 
колеблется вдоль оси х со скоростью v0 ехр ( iw t), причем а «  Л или, 
что то же, ka « 1. Такая сфера обладает свойствами диполя: волны 

м 

х 

х 
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Рис. 3 .4 .  Осциллирующая 
сфера 

v0 х 



сжатия и разрежения, образующиеся с противоположных сторон сферы, 
сдвинуты по фазе на 180°. Кроме того, радиальная (нормальная) со
ставляющая скорости каждой точки поверхности сферы равна v7 = 
= Vo cos е ' т. е. пропорциональна cos е . Акустическое поле создается 
колебательными скоростями, нормальными к излучающей поверхнос
ти, поскольку производительность источника (вытесняемый в единицу 
времени объем среды) определяется только распределением нормаль
ной составляющей скорости. Таким образом, поле осциллирующей 
сферы подобно полю диполя и его можно описывать выражением (3.20). 

Момент диполя Ь определяют из граничного условия 

- дФ/д� т=а = v0 cos e exp (iw t ). (3.24) 

Подставляя в первую формулу (3.21 )  значение Ь, получаем 

(1 + ikr) cos е 
p = З ikpcVcфVo ехр { i [ w t - k (r - a ) - ф ] } . (3.25) 

4л r2 V 4 + (ka) 4 

Отсюда видно, что поле осциллирующей сферы определяется произ
ведением ее объема Ус<Ь на скорость осцилляций. Закон убывания 
амплитуды давления в поле при kr » 1 такой же, как у монополя 
(pm - 1/r ) , но вблизи излучателя давление изменяется быстрее, и если 
kr« 1 ,  то Pm - 1/r2 • 

В направлении осцилляции звуковое давление максимально, в на
правлении нормали к оси - равно нулю. Нормаль к оси - это един
ственная узловая линия в поле осциллирующей сферы, поэтому она 
является излучателем первого порядка. 

Импеданс излучения z9 можно вычислить по общей формуле (3.9), 
ПрИНИМаЯ За центр· приведеНИЯ ПОЛЮС сферы, ТОГДа {(/) = Vr/V0 = COS е ,  
или из формулы (3.23), подставляя значение момента Ь.  Величина z9 
зависит от тех же аргументов, что и импеданс монополя. Однако из
лучатель первого порядка менее эффективен, чем излучатель нуле
вого порядка. В этом легко убедиться, учитывая малые размеры 
сферы. При ka « 1 импеданс 

1 1 л2 рS3 т 
z9 = - p cS(ka) 4 + - ip cSka = + iW 

12 6 12с3 2 
(3.26) 

где pSa/6 = O,Sp УсФ = m9 - соколеблющаяся масса. 
Средняя излучаемая мощность Ра = O,Sr9� - r (при фиксирован

ных а и v0 ) , в то время как у монополя эта зависимость квадратичная 
[см. формулу (3. 1 9)]. Этот же вывод следует из сопоставления импедан
сов: активное сопротивление осциллирующей сферы в 1 2/(ka )2 раз 
меньше, реактивное сопротивление (и соколеблющаяся масса) в 6 раз 
меньше, чем у монополя. Преобладание реактивного сопротивления 
над активным (при ka « 1) проявляется у осциллирующей сферы 
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намного сильнее. Это, в частности, видно из сравнения фазовых углов 
импедансов обеих моделей: у монополя tg ЦJ 0 = 1/(ka ), у диполя tg ЦJ 0 = 
= x9/r9 = 2/(kа) З » 1/(ka ). 

Снижение эффективности излучения осциллирующего источника 
по сравнению с пульсирующим, имеющим одинаковые малые волно
вые размеры, связано с явлением перетекания жидкости с одной 
стороны источника на противоположную, что приводит к выравнива
нию звуковых давлений (в случае медленных колебаний), создавае
мых с обеих сторон движением излучателя. При этом значительно 
уменьшается активная реакция звукового поля и эффективность 
излучения резко падает. С повышением частоты (в случае быстрых 
колебаний), когда Л. « 2а (ka » 1 ) ,  разрежения и сжатия не успевают 
взаимно компенсироваться, активная реакция и эффективность излу
чения возрастают. 

Одним из способов повышения эффективности источника при 
излучении низких частот является заделка его рабочей поверхности 
в экран, имеющий большие волновые размеры и исключающий дифрак
цию вокруг излучателя. 

Преобладание активного сопротивления над реактивным у осцил
лирующей сферы начинается при ka = 1 ,69; в то время как у пульсирую
щей сферы - при ka = 1 .  В области высоких частот (ka » 1) у осцилли
рующей сферы r9 -+ p cS/3, х9 -+ О, у пульсирующей сферы r9 -+ p cS, 
х9 -+ О. 

Акустическую мощность Ра сферы определяют интегрированием 
выражения для интенсивности звука по поверхности фронта волны: 

Ра = 2л r2 � J sin O d6  = (3л3 /2) v;Ф p c (f/c) 4 v� . о (3 .27) 

Как видим, излучаемая мощность убывает с уменьшением частоты 
значительно быстрее, чем у монополя. 

Осциллирующая сфера может служить моделью для расчета полей 
различных (не сферической формы) излучателей осциллирующего 
типа, например пластин, стержней или других жестких тел, колеблю
щихся в свободном (без экрана) пространстве при низких частотах. 

§ 3.3. Поршнева11 диафрагма в бесконечном 
жестком экране 

Для излучателей больших волновых размеров теоретической 
моделью может служить плоская поверхность, все точки которой 
колеблются с одинаковыми фазами и амплитудами в направлении 
нормали. Такую модель называют п о р ш в е в о й  д и а ф р а г м о й ,  она 
создает плоскую бегущую волну, в которой давление р и колебатель
ная скорость частиц v синфазны и связаны соотношением p/v = р е. 
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V=O 
Рассмотрим задачу об излучении круглой 

поршневой диафрагмы, помещенной в жест· 
кий безграничный экран. Поршень радиусом 
а встроен без зазора в неподвижную стенку
экран Э (рис. 3.5). Благодаря экрану излуче-

vо ние происходит в полупространство, явления 
дифракции волн на излучателе отсутствуют и 
распределение нормальной скорости колеба· 

v=O ний по всей бесконечной плоскости известно: 
Vn = v0 ехр ( iы t) при О �  r �  а ;  v =  О при 
a < r � co .  

Рис. 3.5. Круглая nоршне- Импеданс излучения и акустическая вая диафрагма в беско-
нечном экране МОЩНОСТЬ. Определим силу реакции среды на 

поверхность колеблющейся диафрагмы. Со· 
гласно Первой интегральной формуле Гюйгенса (2.9), потенциал ско
ростей, создаваемый диафрагмой в текущей точке М (принадлежащей 
элементу dS' ), отстоящей на расстоянии r от элемента dS, равен 

Ф = [ 1/(2л )J SS Vn [ехр (-ikr )/r ] dS. 
s 

(3.28) 

Звуковое давление в точке наблюдения р = iы р Ф . Сила, действую
щая на элемент dS' , равна pdS' , а полную силу давления F на всю 
площадь S, т. е. реакцию среды на излучающую диафрагму, определяют 
интегрированием давлений по всем элементам dS' . Принимая скорость 
колебаний всех точек диафрагмы постоянной, находим 

F = [ i/(2л )] ы р v0 ехр ( iы t} S dS' S ( 1/r ) ехр (-ikr) dS. 
s s 

(3.29) 

Такое же значение силы получим, рассматривая действие элемен
та dS' в точке, принадлежащей элементу dS, поэтому полная сила 
реакции равна 2F. Удвоив соотношение (3.29) и отнеся результат к ско· 
рости Vn , найдем импеданс излучения z5 • В результате интегрирования, 
выполненного Рэлеем [27], получается 

Zs = p cS [ 1 - J1 (2ka )/(ka ) + iS1 (2ka )/(ka )] = p cS(a + i� ), (3.30) 

где J1 , S1 - символы функций Бесселя и Струве первого порядка. 
Рассмотрим два частных случая. 
1 .  Низкие частоты (ka « 1 ) .  Учитывая первые два члена ряда 

функции Бесселя и первый член ряда функции Струве, найдем 
а = k2 a2 /2 и �  = 8kа/(3л ), тогда 

(3.3 1 ) 

где m5 = (8/3)р а3 - соколеблющаяся масса поршня. 
Формула (3.31 )  показывает значительное уменьшение активного 
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сопротивления излучения с пониженнем частоты. Отношение x8/r8 = 
= 1 6/{3:rtka) » 1 ,  т. е. реактивное сопротивление излучения преобла
дает над активным, и, следовательно, эффективность излучения мала. 
Таким образом, подтверждается принципиальная трудность излучения 
низкочастотных колебаний, обнаруженная в случае пульсирующей 
сферы. 

Пульсирующая сфера при ka « 1 имеет сопротивление излучения 
pы2S2/{4:rtc )  [см. формулу (3. 1 9)]. Если эту сферу заделать по диамет
ральному сечению в бесконечный экран, то сопротивление полусферы 
будет вдвое больше, что совпадает со значением r8 поршвевой диафраг
мы равной площади [см. формулz_(З.3 1)]. Следовательно, пульсирую
щая полусфера радиусом R = a/v2 (площадью 2:rtR2 = :rta2 ) и круглый 
поршень радиусом а, колеблющиеся в безграничном экране с одинако
вой скоростью, излучают одинаковую акустическую мощность. Этот 
вывод может быть распространен на излучатели любой формы: все 
равновеликие (по рабочей площади) излучатели на низких частотах 
обладают равным активным сопротивлением иЗ/lучения и при задан
ной скорости колебаний (или объемной скорости) развивают одинако
вую акустическую мощность. 

2. Высокие частоты (ka » 1) .  В этом случае оказываются удобными 
асимптотические представления функций Бесселя и Струве: 

J1 (2ka)  

2ka 

1 S1 (2ka ) 
-- -- -+ 0; 
ka ... оо 2ka 2ka 

При этом r8 -+ pcS; х8 -+ О; m8 -+ О. 

1 
- -- -+ 0, 
ka ... oo :rt ka 

(3.32) 

Графики функций а и � поршвевой диафрагмы, начиная с ka = 1 ,35, 
приближаются к предельным значениям, совершая осцилляции с 
уменьшающейся амплитудой. Преобладание активного сопротивле
ния над реактивным, соответствующее значению аргумента 1 ,35, по
казывает, что нижняя частотная граница эффективного излучения 
диафрагмы на 35 % выше нижней частоты, которую эффективно излу
чает пульсирующая сфера равного радиуса. Практически можно при
нимать импеданс круглой диафрагмы в экране чисто активным и соот
ветствующим импедансу излучения плоской волны r8 = р cS при ka ;;<!: 3 
или d :;<!: Л . 

Акустическую мощность, излучаемую поршвевой диафрагмой, 
можно вычислить по формуле (3. 17а) с учетом (3.30): 

Ра = ( 1/2)p cSa v� = [p c/(2S)] [ 1 - J1 (2ka )/(ka )] Q� , (3.33) 

где Qm = VmS = :rt а2 Vm - производительность излучателя. 
Для определения импеданса излучения поршневых излучателей, 

форма которых близка к круглой, можно исходить из условия равно
великости данного и круглого излучателей, тогда эквивалентный 
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· радиус а = /S!л. Практически при ka ;:;?; 2 ак
тивная составляющая импеданса у поршне
вых излучателей достигает максимального 
значения r5 � pcS. 

Звуковое поле на оси диафрагмы. Зву
ковое поле в ближней зоне, определяемое 
выражением (2.9), имеет сложную структуру. 
Некоторое представление о ближнем поле 
дает его распределение на оси. Определим 
поле вдоль оси круглой поршвевой диафраг
мы в бесконечном жестком экране. Рис. 3.6. К определению 

ближнего поля на оси 
круглого поршня Звуковое давление в точке М, находя

щейся на оси х и расстоянии r 0 от центра 
поршня (рис. 3.6), согласно формуле Гюйгенса (3.28), равно 

р = [ i/(2л)] w p vm ехр ( iw t) S5 ( 1/r) ехр ( -ikr) dS. 
s 

Выберем элемент поверхности в виде кольца радиусом р и шириной 
dp , тогда dS = 2лрdр ; r2 = r� + р 2 ; rdr = pdp . По ставив в интеграл эти 
значения и учитывая изменение r от r 0 до r 1 = r� + а 2 , получим 

r1 
р = iW P Vm ехр ( iw t) S exp (-ikr) dr =-pcvm ехр { i [w t- O,Sk(r1 + r0 ) ] } Х 

ro 

Х { exp [- O,S ik (r1 - r0 )] - exp [O,S ik (r1 - r0 )] = 2ipcvm sin [O,Sk (r1 - r0 )] Х 

Х ехр { i [w t - O,Sk ( r1 + r0 ) ] } . 

Амплитуда давления на оси поршня 

(3.34) 

Амплитуда звукового давления в центре поршня ( r0 = О; r1 = а )  

Рт (  О ) =  2p c.vm l sin (ла/Л.) 1 ·  (3.35) 

Если а =  пЛ. = 2пЛ/2, то Pm(O) = О; при а =  (2п + 1 )Л/2 амплитуда 
Рт (О) = 2p cvm . Такие нули и максимумы давления, обусловленные 
интерференцией воnн, распространяющихся от разных участков диаф
рагмы, будут чередоваться вдоль оси х. При выполнении условия 
л (r1 - r0 )/Л = nл или r1 - r0 = пЛ. получаются нули. Так как с увели
чением r0 разность r1 - r0 уменьшается, то наиболее удаленный узел 
давления отвечает наименьшему значению n = 1, т. е. r1 - r0 = Л . 
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Отсюда можно найти расстояние r 0 min от центра диафрагмы до послед
него минимума 

ro min = а2/(2Л ) - Л/2. (3.36) 

Из условия образования максимумов давления r1 - r0 = (2п + l )Л/2 
можно определить (при n = О) самый удаленный максимум r1 - r0 max = 
= Л/2, который находится от центра на расстоянии 

ro max = й2/Л - Л/4. (3.37) 

Равенство (3.37), таким образом, определяет минимальное удаление от 
центра, начиная с которого интерференционные минимумы и максиму
мы отсутствуют. При высоких частотах можно пренебречь слагаемым 
Л/4 и дальнюю зону оценить условием 

r0 > а 2/Л .  (3.37а) 

Для далеких точек на оси, расстояния до которых удовлетворяют 
неравенству л(r1 - r0 ) « Л, в формуле (3.34) значение синуса можно 
заменить его аргументом. Тогда 

r1 - r0 = Vr� + a 2 - r0 l r0 » a � r0 [ l + a2 /(2r0 ) - l ] = a2/(2t0 ), 

и амплитуда давления на оси в дальней зоне будет равна 

(3.38) 

т. е. убывание давления происходит по закону сферической волны 
(пропорционально увеличению расстояния). Интенсивность звука 
в дальней зоне 

(3.39) 

Границу дальней зоны, т. е. границу сферического поля, оценивают 
расстоянием r0 = 2L2/Л , где L - наибольший размер поршневого из
лучателя. 

Рассмотренные закономерности поля на оси поршневого излучате
ля следует учитывать при проведении гидроакустических измерений. 
Для исключения ошибок, связанных с интерференционными явле
ниями, расстояние между излучателем и приемником должно пре
вышать протяженность зоны дифракции Френеля [ 1 7] .  

§ 3.4. Пульсирующий цилиндр 

Бесконечно длинный цилиндр радиусом а, поверхность которого 
совершает синфазные радиальные колебания со скоростью v = 
= Vm ехр ( -it.> t), излучает осесимметричное звуковое поле. Потенциал 
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скоростей расходящейся цилиндрической волны в таком поле на 
расстоянии r от оси цилиндра определяют по выражению (1 .38) 

Ф (7, t ) = AHJ2> (kr) ехр (iы t) . 

Исnользуя условие непрерывности радиальной составляющей 
скорости на nоверхности цилиндра (равенство колебательных скорос
тей эвукового nоля - дФ/дr nри r = a  и v0 nульсаций излучающей nо
верхности), находим постоянную А = vml [  kHf2> (ka )] и звуковое 
давление в nоле 

HJ2> (kr )  
р (7, t) = iы р Ф = ipcvm ехр (iы t), (3.40) 

Н1<2> (kr) 

где нр>(�) = - dHJ2> (�)/d� .  
Имnеданс излучения пул�ирующего цилиндра получим как от

ношение силы реакции средJ4 на поверхность цилиндра единичной 
длины р ( а )  · 2ла к колебательной скорости v : 

Zs 1 = ip c . 2лаНJ2) (ka )/ ( Hj2) (ka )] = rs 1 + iXs 1 • (3.41 )  

Подставляя выражения функций Ханкеля (см. § 1 .4) и учитывая соот
ношения JД )N0(� ) - J0 (� )N1 (� ) = 2/(п � ). nолучаем 

2 z = р� + 5 1 1 1tkй IНР) (ka) l 2 
J0 (ka )J1 (ka )  + N1 ( ka )N0 ( ka ) 

+ ip cS 1 
шр> (ka) l 2 

(3.42) 

Формулу (3.42) можно применять для расчета имnеданса излучения 
длинных цилиндров nрактически уже nри длине h > Л .  При излучении 
низких частот (ka « 1 ) сnраведливы nриближенные равенства J0 ( ka) ,." 
,." 1 ; N0 (ka) ,." 2 ln (ka )/п ; J1 ( ka) ,." O,Ska ; N1 ( ka) ,." - 2/(пkа ), и коэффи
циенты соnротивления равны 

а ,." O,Sпka ; � ,." ka ln [ 1/(ka )] . (3.43) 
Сопоставим активное и реактивное соnротивления излучения 

пульсирующего цилиндра. Из равенств (3.43) находим х5 /r5 1 = 
= (2/п ) ln [ 1/(ka )] . Наnример, nри ka = 0,01 ; 0, 1 ;  0,2 получаем � /а = 
= 2,9; 1 ,46; 1 , 1 6. Следовательно, при низких частотах реактивное 
соnротивление превышает активное, хотя рост отношения � /а срав
нительно медленный. Так, у пульсирующей сферы � /а = 1/(ka ) , 
т. е. Xs nри малых ka увеличивается значительно быстрее. 

Оnределим соколеблющуюся массу на единицу длины цилиндра. 
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Реактивное сопротивление с помощью соотношений (3.43) предста· 
вим в виде 

Xs 1 = pcS1 ka ln [ 1/( ka)] = 2 лыра 2 1n [ 1/( ka)] = ыт9 1• 

Величина Па 2Р представляет собой массу среды m01, вытесненную 
цилиндром единичной длины, а соколеблющаяся масса ms 1 = m01 х 
Х 2 ln [ 1/( ka)]. Отношение ms 1/m01 = 2 ln [ 1/( ka)] . В отличие от пульси· 
рующей ( ms = 3 m0) и осциллирующей ( m9 = 0,5 m0) сфер масса m9 1 
с уменьшением волнового аргумента ka неограниченно возрастает. 

Для оценки импеданса излучения при высоких частотах ( ka » 1) 
следует воспользоваться асимптотическими выражениями функций 
Ханкеля nри больших значениях аргумента: 

z9 1 � iP c · 2Па ехр ( -iП/2) = 2ларс = r9 1 • 

Как и у всех предыдущих моделей излучателей, импеданс излучения 
пульсирующего цилиндра (рассчитанный на единицу длины) при вы· 
соких частотах соответствует излучению плоского поршня больших 
волновых размеров. 

Чтобы рассчитать интенсивность звука и акустическую мощность, 
используем выражение (3.40) для звукового давления при kr » 1 
(дальнее поле), представив его в виде 

P CVm Ff 
Р = 

l (2) 
- exp [ i(Ы t - /cr + 3П/4 + 1')], 

Н1 ( ka)l л kr 

где tg 1' = N1 ( ka) / [  J1 ( ka)]. 
Интенсивность звука на больших расстояниях 

J = l pi 2/(2PC) = p cv� [лkr шр> ( ka) l 2 ] -1 , 

(3.44) 

(3.45) 

т. е. она обратно ПJlОПорциональна расстоянию. При излучении низких 
частот (ka « 1) шр> (� ) 1 2 � 4/(лkа) и тогда 

J = [лр сkа2 /(4 r)] �. (3.46) 

Мощность излучения цилиндра единичной длины 
Ра 1 = 2П r J = O,S r9 1 v�, (3.47) 

где rs 1 = Ыр  (2Па)2 /4 = ЫрS� /4. Величина S1 Vm = Qm 1 nредставляет 
амплитуду объемной скорости цилиндра, рассчитанную на единицу 
длины его образующей. Введем Qm 1 в формулу (3.47), получим 

(3.48) 
Этот результат подтверждает ранее сделанный вывод о том, что 
акустическая мощность источника малых волновых размеров 
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и произвольной формы излучающей поверхности зависит только от его 
объемной скорости. 

Импеданс ИЗJiуЧения конечноrо цилин.цра. Сопротивление излуче
ния в общем случае можно определить интегрированием по поверх
ности антенны (диафрагмы) произведения акустического давления р 
и величины v* - комплексно сопряженной нормальной составляющей 
колебательной скорости. В соответствии с известной формулой сопро· 
тивление 

где v0 - колебательная скорость точки nриведения; р и v измерены на 
излучающей nоверхности. 

Трудоемкую вычислительную задачу интегрирования по актив
ной nоверхности антенны можно заменить более nростым интегри
рованием плотности nотока энергии в дальней зоне no сфере боль
шого радиуса r, окружающей антенну. Этим методом находят только 
активную составляющую соnротивления излучения, связанную с акус
тической мощностью: 

Принциnиально возможно оnределить nолное соnротивление 
излучения антенны no известной ее характеристике наnравленности, 
т. е. методом дальнего nоля. Такой nодход nрименили авторы работы 
[ 14], в которой nолучена формула для величины Zs пульсирующего 
цилиндра длиной h ,  встроенного в бесконечный экран радиусом 
а :  

о 

J0 ( kat) dt 

нp> (kat) fi2-::t ' 

где sh - символ гиnерболического синуса; J0 ( � ) - функция Бесселя 
nервого рода нулевого nорядка; нр> (t )  - функция Ханкеля второго 
рода nервого nорядка. 

Результаты численного интегрирования nредставлены на 
рис. 3. 7 в вкде графиков зависимостей коэффициентов соnротив· 
ления а и Р от волнового аргумента ka ; параметром кривых является 
отношение радиуса а цилиндра к его длине h . 
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ГЛАВА 4.  НАПРАВЛЕННОСТЬ 
ГИДРОАКУСТИЧЕСКИХ АНТЕНН 

Гидроакустическая антенна представляет собой приемно-излучаю· 
щее устройство, которое преобразует подводимую электрическую 
энергию в акустическую (режим излучения) и, наоборот, энергию 
акустического поля в электрическую (режим приема), а также обеспе
чивает пространствеиную избирательность или направленность в обоих 
режимах. Антенна состоит из нескольких (до сотен и тысяч) электро· 
акустических преобразователей, несущей конструкции, элементов 
акустического экранирования и других пассивных узлов. 

Гидроакустические антенны классифицируют по различным приз· 
накам: назначению (для средств подводной связи, шумопеленгаторов, 
гидролокаторов, рыбопоисковых систем и др.), месту установки (су· 
довые, плавучие, буксируемые, стационарные и др.), конфигурации 
активной поверхности (линейные, поверхностные, объемные), способу 
создания направленности (интерференционные - дискретные или 
непрерывные, фокусирующие, параметрические). 

Конструкции антенных устройств современных Г АС различного 
назначения в значительной степени определяют эффективность всего 
Г АС в целом. Основные требования, характеризующие качественные 
показатели работы антенны, предъявляются главным образом к ее 
направленным свойствам. Последние обусловлены способностью 
антенны излучать акустические волны в разных направлениях с раз· 
личной интенсивностью. Направленные антенны позволяют увеличи· 
вать акустическое поле во много раз в нужном направлении (без 
увеличения излучаемой акустической мощности) путем концентрации 
энергии в узкие пучки. В режиме приема благодаря направленности 
антенны повышается ее помехоустойчивость, т. е. увеличивается отно
шение сигнал/помеха и уменьшаются ошибки при передаче ин
формации. 

Теорию направленности используют для решения задач нахожде
ния пространствеиного распределения потенциалов (давлений) или 
интенсивностей, создаваемых излучателем в неограниченной среде, 
и зависимости ЭДС на выходе приемника от направления плоской па
дающей волны. В результате получают х а р а к т е р  и с т и к у 
н а п р  а в л е н н о с т и акустической антенны. На практике в боль
шинстве случаев направленность антенны в режимах излучения 
и приема одинакова. 

Акустическое давление в пекоторой точке, удаленной от излучаю· 
щего источника конечных размеров, можно рассматривать как резуль
тат суперпозиции волн, приходящих от элементарных площадок рабо· 
чей поверхности источника. В равноудаленных точках в разных на
правлениях мгновенные значения давлений элементарных волн будут 
складываться в разных фазовых соотношениях и суммарный эффект 
будет различным. Следствием этого явления суперпозиции и получает
ся направленность при излучении. При приеме аналогичный эффект об· 
разуется в результате интерференции напряжений на сумматоре антенны. 
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Как было показано в § 2. 1 ,  акустическое поле вблизи источника 
имеет сложную структуру, и только начиная с больших расстояний 
амплитуда давления �бывает по закону сферической волны, а потен
циал скоростей поля описывает выражение (2.3) 

lim Ф (r, 8 , ф ) = D (8 , ф ) exp (-ikr)/r, (4. 1 ) 
r -+ оо 

где D(8 , ф ) - функция, зависящая от угловых координат, т. е. она 
характеризует пространствеиное распределение поля. 

Возникает вопрос оценки расстояния r, при котором соотношение 
(4. 1 )  выполняется с достаточной точностью. Ответ на него будет дан 
позднее. 

§ 4.1 . Акустическое поле антенны в дальней, 
промежуточной и ближней зонах 

При расчете акустических полей излучающих систем - антенн 
с известным распределением колебательной скорости - обычно ис· 
пользуют ряд упрощающих допущений. Во-первых, антенна распо
лагается в неограниченном однородном пространстве. Обратимся 
к какой-лиоо . конкретной модели антенны. Пусть плоская колеблю
щаяся поверхность S (рис. 4. 1 ), дополненная бесконечно протяжен
ным экраном Э, излучает акустическое поле, потенциал которого 
в произвольной точке наблюдения М (r0 )  определяют по выражению 
(2.9) - Первой интегральной формуле Гюйгенса 

Q'  .... 

Ф (rо ) = [ 1/(2п )] SS vn [ехр (-ikr)/r ] dS, 
s 

М(х1,у1,z1) 
1 
1 
1 
1 l x' 
1 z, 
1 / z 

/ vy, 

Рис. 4.1 . К оnределе
)!Ию акустического 
поля антенны 

где r= [(x1 -x)2 + (y1 -y)2 + z� ) 112 -
расстояние между точками наблю
дения М и интегрирования Q; Vn -нормальная составляющая колеба
тельной скорости текущей точки 
(х, у) излучающей поверхности. 

Во-вторых, в окружающем ан
тенну пространстве рассматривают 
три зоны излучения: дальнюю, про
межуточную и ближнюю. Начало 
координат - внутри излучателя, 
угол между направлениями OQ 
и ОМ - б , расстояние 

r = Jr� + р 2 - 2r0p cos б .  (4.2) 
Пусть r0 > р, т. е. точка на
блюдения находится на до
статочном удалении от антен
ны, тогда расстояние r можно 
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разложить в ряд по возрастающим степеням отношения p/r 0 : 
т = Т0 [ 1 - (p/r0 ) cos б +  ( 1/2)(p/r0 ) 2 sin2 б +  

+ ( 1 /2)(p/r 0 ) 3 cos б sin2 б + . . .  ] . (4.3) 

Если т 0 » р , что соответствует дальней зоне, то величину т в знамена
теле подынтегрального выражения можно принять т = т 0 и вынести 
из-под знака интеграла. Далее, обрывая ряд на втором слагаемом, 
получим 

т о::: r0 - р cos б ,  (4.4) 

следовательно, ехр (-ikr) = ехр (-ikr0 ) ехр ( ikp cos б ), и множитель 
ехр ( -ikr 0 ) также можно вынести из-под знака интеграла. Приближен
ное равенство (4.4) означает, что лучи ОМ и QM считаются параллельны
ми (см. рис. 4. 1 ); разность дr = т 0 - т =  р cos б = ON называют р а з 
н о с т ь ю х о д  а л у ч  е й ,  обусловливающей сдвиг фаз между сфери
ческими волнами, приходящими в точку наблюдения (бесконечно 
удаленную) от двух элементарных источников, расположенных в нача
ле координат и в текущей точке излучаiQщей поверхно�ти. 

Введем в рассмотрение единичный радиус-вектор и в направлении 
на точку наблюдения. Разность хода дr представляет собой проекцию 
вектора р на направление вектора u (или � ). Представим величину дr  
так: дr  = р cos б = lp l 1 u l  cos б ,  где модуль l u l  = 1 . Как видим, разность 
Х<1Ца paвJ!ii скал�ному произведению р ii. Вектор u = Шх + ]Uy + kиz = 
= i cos a + j cos � + k cos )' , где cos a � x�r0 , ... cos� = y/r0 , cos v = z/r0 -
направляющие косинусы. Вектор р = ix + jy + кz. Скалярно умножая 
векторы р и il, находим выражение для разности хода в декартовой 
системе координат 

дr = p u  = х cos «. + у  cos � + z cos 1' = xx1/r0 + yy/r0 + zz/r0 • (4.5) 

В сферической системе координат вектор р = tP sin е cos ф + 
+ Jp sin е sin ф + kp cos е ,  вектор u = r0/r0 = Tsin е 1 cos Ф 1 + jsin е 1 sin Ф 1 + 

+ k cos е 1 • Вычисляя скалярное произведение векторов р и il, получим 

дr = р [ sin e sin e 1 соs (ф - Ф 1 ) + cos e cos e 1 ] . (4.5а) 

Равенства (4.5) и (4.5а) получены для общего случая, соответствую
щего криволинейной поверхности S, на которой положение точки Q 
определяется тремя координатами. .... .... 

Часто разность д т выражают через проекции векторов р и и на 
координатные оси: 

6.r = Pxllx + Руиу + pzиz 

= х sin е cos ф + у sin е sin ф + z cos е . (4.5б) 
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Сделанные· допущения для дальней зоны позволяют записать 
формулу для потенциала скоростей 

(4.6) 

Значение интеграла в формуле (4.6) зависит только от угловых коор· 
динат точки наблюдения е ' ф ' что видно из уравнения (4.5). 

Как следует из выражения (4.6), зависимость потенциала поля от 
расстояния r 0 имеет вид сферической волны. Однако в общем случае 
поверхности равных фаз поля не являются сферами с центром в начале 
координат, так как потенциал поля (давление) - комплексная вели· 
чина, зависящая от координат е ,  ф. 

Угловое распределение поля в дальней зоне не зависит от рас· 
стояния r 0 , и его определяют по нормированной характеристике на
правленности по полю: 

D (e , ф )  = p (r0 ,  е , Ф }/p (r0 ,  е 0 ,  Ф 0 ), (4.7) 

где р (r0 , е , ф ) - давление, создаваемое антенной в произвольмом 
направлении; p( r0 , е 0 , ф 0) - давление в равноудаленной точке в не· 
котором фиксированном направлении. В общем случае функция 
D (е ,  ф )  является комплексной: 

D (e , ф)  = ID (e , ф ) l  ехр [ i arg D(e , ф )], (4.8) 

где I D (e , ф ) l - амплитудная характеристика; arg D(e , ф ) - фазовая 
характеристика направленности. 

Для расчетов часто используют амплитудную ХН в виде 

ID (e , ф ) l  = R (e , ф) = l p (e , ф )/р (е 0 , Ф 0 ) 1 . (4.9) 

За направление нормирования обычно примимают направление мак· 
симального излучения. 

Функция R (е ,  ф )  геометрически представляет собой некоторую по· 
верхность, называемую п р о с т р а н с т в е и н о й  д и а г р а м м о й  н а 
п р  а в л е н н о с т и (дН). Графическое изображение ДН - это некоторое 
сечение пространствеиной ДН любой плоскостью, проходящей через 
ось, в направлении которой поле максималi>но. 

При определении акустической мощности излучающей антенны 
пользуются понятием ХН по мощности (интенсивности) - зависи· 
мостью плотности потока излучаемой мощности от направления на 
точку наблюдения. Поскольку интенсивность пропорциональна квад· 
рату давления, нормированная ХН по мощности 

D2 ( e , ф) = J(r0 ,  е ,  ф )/J(r0 ,  е ,  ф ); } 
R2 ( e , ф)  = l p (ro ,  е ,  ф )/р (rо , ео , Фо ) 1 2 • 
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Вернемся к вопросу об оценке расстояния от антенны, на котором 
можно использовать формулу (4.6) при расчете потенциала поля, т. е. 
определим границу дальней зоны. Для этого найдем разность фаз 
между kr, принимая за r три члена ряда (4.3), и приближенным значе· 
нием kr ""' k (r0 - р cos б ): 

k [ vr� + Р2 - 2p ro cos б - (ro - р cos б ) ] ""'  kp2sin2 б/(2rо ). (4. 1 1 )  

Показатель экспоненты ехр (-ikr) в выражении для Ф (r0 ) определяет 
фазу поля, при приближенном вычислении которой величины отбра· 
сываемых членов ряда должны быть малы не по сравнению с остающи· 
мися, а по сравнению с периодом мнимой экспоненты 2л . Максималь
ное значение р приблизительно равно половине наибольшего размера 
антенны L (см. рис. 4. 1 ), следовательно, наибольшая фазовая ошибка 
может составить величину kL2 /(8r0 ), которая не должна превышать 
значения 2п/N (обычно принимают N = 1 6). Из требования kL2/(8r0 ) � 
� 2л/16  находим искомое расстояние 

r � 2L2/Л о ' (4. 12) 

определяющее границу дальней зоны излучающей антенны, часто на
зываемой з о н о й  д и ф р а к ц и и  Ф р а у н г о ф е р а .  

Неравенство (4. 1 2) соответствует условию образования локально· 
плоской волны на расстоянии r0 • По уравнению (4. 1 2) оценивают при· 
менимость ХН как качественного показателя работы излучателя 
любой формы, принимая за L наибольший размер. 

При r 0 < 2L 2/ Л дальняя зона плавно переходит в промежуточную 
зону, называемую з о н о й  Ф р е  н е л я . В этом случае величину r 0 
рассчитывают с учетом трех слагаемых ряда ( 4.3). Акустическое поле 
антенны в промежуточной зоне имеет более сложную структуру, чем 
в дальней зоне. В частности, на монотонное убывание поля по закону 
1/r 0 налагается осциллирующее затухающее колебание и ХН иска-
жается. 3 

На расстояниях r0 < L/4 + (L/2) V L/A. находится ближняя зона из· 
лучающей антенны, где поле имеет сложную структуру, зависимость 
поля от расстояния носит нерегулярный характер, вектор потока 
энергии является комплексным. Здесь создается реактивный поток 
энергии, происходит энергообмен между излучателем и полем в бли· 
жайшей его окрестности. 

§ 4.2. Амплитудна11 характеристика направленности 
излучающей антенны 

Направленность антенны - это свойство поля антенны в дальней 
зоне [см. формулу (4. 1 2)], где разности фаз приходящих элементарных 
волн определяются волновым размером антенны и угловыми коорди· 
натами точки наблюдения и не зависят от расстояния r0 • Если 
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элементарные площадки рабочей поверхности антенны возбуждать с 
различными амплитудами и фазами, результат суперпозиции будет 
отличаться от случая равномерного амплитудно-фазового распределе
ния колебаний. Из этого следует, что выбором распределения можно 
влиять на ХН антенны. В этом смысле волновые размеры и форма 
активной поверхности антенны эквивалентны амплитудно-фазовому 
распределению. Направленные свойства антенны проявляются толь
ко при ее размерах, сравнимых с длиной волны или превышающих 
эту длину. 

Комплексная нормированная ХН D (8 , ф)  полностью определяет 
пространствеиное распределение и фазовые свойства излучаемого ан
тенной акустического поля в дальней зоне. При расчете функции 
D (8 , ф ) антенны необходимо выбрать положение начала координатной 
системы (r0 , 8 , ф ), относительно которого отсчитывается разность фаз. 

Вещественная положительная функция R (8 , ф ) ,  представляющая 
амплитудную ХН по полю, нормирована так, что max R (8 ,  ф )  = 1 .  

Когда поле антенны имеет осевую симметрию, функция н е  зависит 
от азимутального угла, и выражение (4.7) запишется так: 

R (8 ) = p (r, 8 )/p (r, 8 0 ) . (4. 1 3) 

Осесимметричной ДН обладают, например, осциллирующая сфера, 
акустический диполь, круглая поршневая диафрагма, пульсирующий 
цилиндр. 

Если ДН антенны не имеет осевой симметрии, то, как правило, рас
сматривают ДН в двух взаимно перпендикулярных плоскостях. Напри
мер, для прямоугольного поршня - в двух главных плоскостях, про
ходящих нормально через центр поршня и параллельне ее сторонам; 
одну плоскость (ф = О) называют азимутальной, другую ( ф= 90•) -
уг ломестной. 

Для наглядного изображения ДН антенны применяют разные спо
собы. На рис. 4.2 показана двумерная ДН в полярных и декартовых 
координатах, а также в логарифмическом масштабе (шкала в децибе
лах). Наибольшей наглядностью обладают полярные ДН, но по ним 
трудно точно определить направления нулевых и максимальных из
лучений. Для введения логарифмического масштаба используют соот
ношение 

R (8 ,  ф) = 20 1g R (8 ,  ф ) = 10 lg R2 (8 ,  ф ). (4. 1 4) 

При построении ДН в логарифмическом масштабе хорошо видны ее 
особенности в широком динамическом диапазоне. 

Часть ДН в пределах угла 28 0 называют г л а в н ы м или о с н о в 
н ы м  л е п е с т к о м ,  угол 28 0 - углом раствора или у г л о в о й  ш и р и 
и о й  о с н о в н о г о л е п е с т к а  на уровне нулевого излучения, осталь
ные части диаграммы - б о к о в ы м и  или п о б о ч н ы м и  л е п е с т к а 
м и .  Наряду с углом 28 0 угловую избирательность антенны, или остро
ту ДН, оценивают углом 280,7 раствора или шириной основного лепестка 
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Рис. 4.2. Вид двумерной 
ДН в nолярных ( а ), декар
товых ( б) координатах и в 
логарифмическом масш
табе (в )  

б) 
F(Q) 
о 
9� i �� 0: о, 2 

� о - 1110 

� г- 1-
г- г- 1-

Л\ ,  - lt· .. 
-90 

, 11\ 1 
F2(0)1 F(&) 

V \  - · 1 - �  

� 90 1{}0 
в·  

на уровне -3 дБ (0,707 максимального давления или 0,5 максимальной 
мощности). Величины боковых максимумов выражают в процентах 
или децибелах относительно главного максимума, равного 1 дБ 
(или О). 

§ 4.3. Фазоваи характеристика направленности 
антенны 

Показатель экспоненты arg D(8,  ф) = F(8 , ф) в формуле (4.8) харак
теризует изменение фазы поля при перемещении точки наблюдения по 
поверхности сферы с большим радиусом r 0 и центром в начале выбран· 
ной системы координат. Форма фазовой ХН существенно зависит от 
положения начала координат. 

Наряду с фазовой ХН F(8 , ф) также рассматривают в дальней зоне 
поверхности, где фаза поля не меняется для всех углов наблюдения. 
Если такой (эквифазной) поверхностью является сфера (за вычетом 
скачков на ± л при переходе через нули амплитудной ХН), то центр 
сферы называют ф а з о в ы м  ц е н  т р о м  антенны. Если существует 
точка, относительно которой фазовая ХН является постоянной 
функцией, то координаты фазового центра антенны совпадают 
с координатами указанной точки. С физической точки зрения 
фазовый центр есть точка на поверхности антенны; из этой точки рас· 
пространяются сферические волны, которые принимает наблюдатель, 
находящийся в дальней зоне антенны. 

Антенна, ДН которой представлена на рис. 4.2, имеет наиболее 
простую фазовую характеристику в виде постоянной функции F(8 ,  ф) = 
= const ± л .  Знаки лепестков амплитудной ДН показывают смену фазы 
на ± л при переходе через направления, в которых поле равно нулю. 
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Если фазовая характеристика не постоянна, то либо фазовый центр 
антенны не совпадает с началом координат, либо антенна вообще не 
имеет фазового центра*. 

§ 4.4. Коэффициент концентрации звуковой 
энергии 

Для оценки энергетической эффективности антенны направленно
го излучения введена универсальная характеристика - коэффициент 
концентрации (КК). Величина КК показывает степень концентрации 
излучаемой мощности в данном направлении. Этот параметр опреде
ляют сравнением акустических мощностей излучения направленной 
антенны Ра и иенаправленной (точечного излучателя) Р • .  Если Ра и Р. 
обеих антенн одинаковы и направленная антенна в точке дальнего 
поля создает интенсивность звука J(r, е ,ф ), а иенаправленная - ин
тенсивность J0 ( r), то коэффициентом концентрации антенны в направ
лении е , ф называют отношение 

K(8 , ф ) = J(r, 8 , ф )/J0 ( r) при Ра = Р  • • (4. 1 5) 

Когда за J принимают интенсивность в направлении максимального 
излучения, т. е. J = Jmм(r), то величину К называют коэффициентом 
осевой концентрации �КОК) и обозначают К0 : 

(4. 1 6) 

Равнозначным будет и другое определение КК: отношение мощнос
ти, излучаемой иенаправленной антенной, к мощности излучения на
правленной антенны при условии, что в равноудаленных точках даль
него поля обе антенны создают одинаковые интенсивности, т. е. 

К(8 , ф ) = Р/Ра при J(r, 8 , ф ) = J0 ( r). (4. 1 7) 

У словнем для КОК будет равенство интенсивностей звука в точке 
на оси дальнего поля: 1max (r) = J0 ( r) . 

Связь между коэффициентами К(е , ф )  и К0 установим исходя из их 
определений: 

К(8 , ф ) = 
J(r, e , ф )  1 

Jo ( r) Ра = Р. 
= 

Ра = Р. 

= K0R2 (8 , Ф ), (4. 1 8) 

где R 2{8 ,  ф ) - ХН антенны по мощности. 

*Более nодробные сведения о фазовом центре антенны nриведены в работе (33]. 
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Заметим, что величина К0 ;а:: 1 ,  
а К (е , ф )  может принимать значения от 
О до оо (теоретически). Согласно опреде
лению (4. 1 7), КОК показывает, во сколь
ко раз меньшую мощность должна из· 
лучать направленная антенна по срав· 
нению с ненаправленной, чтобы созда
вать в точке приема на акустической 
оси заданную интенсивность. Иными 
словами, КОК оценивает энергетичес

z 

х 

кий выигрыш при использовании на- Рис. 4.3. к выводу формулы для 
правленной антенны: увеличение КОК, коэффициента концентрации 
а следовательно, и КК при К(е ,  Ф)  > 1 эк· 
вивалентно как бы увеличению мощности генератора возбуждения антенны. 

Получим формулу для расчета КК. Известно, что излучаемая не• 
направленной антенной мощность Р. = 4Jt т2 J0 • Пусть интенсивность 
звука, создаваемая направленной антенной в точке дальнего поля, 
равна J(т, е , ф ), тогда элементарная акустическая мощность dPa - по
ток энергии через элемент сферической поверхности радиусом т 
(рис. 4.3) в единицу времени - равна J(т, е ,  ф )  dS. Согласно формуле 
(4.9), J(т, е , Ф )  = J(т, е 0 , ф0)  R2 ( e ,  Ф ) . Полную активную излучаемую 
мощность направленной антенны определяют интегралом от dPa по 
всей поверхности сферы: 

или 
Ра = J(т, е о ) Ф о )  ss R2(e ' ф) dS 

s 

Ра = J(т, е 0 , Ф 0) Т2 SS R2 ( e ,  ф ) dQ ,  
Q 

где dQ = dS/т2 - элемент телесного угла для элемента площади dS; 
интегрирование ведется в пределах полного телесного угла Q = 4л . 
В сферических координатах (см. рис. 4.3) площадь элементарного сфе· 
рического пояса dS = т sin е dф тd8 = т2 sin е d8 dф . Используя выражение 
( 4. 17), получаем 

2п 2п 

К(е0 , Фо ) = 4л [ S  S R2 ( e ,  ф )  sin e d8 dф ] -l , (4. 1 9) о о 

где R (e , Ф ) - ХН, нормированная в направлении е0 , ф 0 , в котором 
определяют КК. Если е 0 ,  Ф 0 - координаты точки на акустической оси 
антенны, то по формуле (4. 1 9) находят КОК. 

Если ХН антенны обладает осевой симметрией, причем эта ось 
совпадает с направлением е = О, то R (e ,  ф )  = R (e )  и формула (4. 1 9) 
принимает вид 

п 

K(e0 ) = 2 [ S R2 ( e ) sin e d8 ] -1 • (4.20) о 

Для антенны, ось симметрии которой перпендикулярна направлению 
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главного максимума ХН, элементарная площадь dS = 2лr2 cos 8d8 
и КК определяют по формуле 

п/2 
К(80 ) = 2 [ S R2 (8 )  cos 8d8 ] -1 • 

-П/2 

(4.21 )  

Согласно выражению (4. 1 7), акустическая мощность направленного 
излучателя 

(4.22) 

где р0 - эффективное акустическое давление в точке на оси, на рас
стоянии r. 

Таким образом, если известен (рассчитан или определен экспери
ментально) КОК излучателя, то для определения его акустической 
мощности достаточно измерить р0 на расстоянии, удовлетворяющем 
условию (4. 1 2) дальнего поля. Вычисление КК по формуле (4. 1 9) пред
ставляет достаточно сложную задачу. 

КОК можно рассчитать непосредственно как отношение мощнос
тей, для чего надо знать активное сопротивление излучения антенны. 
В частности, для антенн больших волновых размеров, как показано 
в § 3.3, сопротивление r8 = pcS. Для антенн конечных размеров их со
противление излучения известно только в некоторых частных слу
чаях, и процедура вычисления КОК таких антенн значительно упро
щается. Покажем это на примере плоского поршня больших волновых 
размеров. 

КОК плоского поршия. Пусть размеры плоского поршня, располо
женного в бесконечном жестком экране, значительно превышают дли
ну волны. В дальней зоне плоская диафрагма создает в осевом направ
лении максимальное давление, соответствующее точечному источнику 
с той же производительностью. Согласно равенству (3.3), и с учетом из
лучения в полупространство, благодаря экрану, амплитуда давления 

Pmax (r)  = P CVmS/(rЛ. ). 

Интенсивность звука 

1max ( r) = p c�S2 /(2r2 Л 2 ). 

Поскольку волновые размеры поршня велики, его сопротивление r5 = 
= p cS, а излучаемая мощность Ра = 0,5p cS� . Подставив значение v� = 
= 2Pa/(p cS) в выражение для 1max ( r), получим 

1max (r)  = PaS/( r2 Л2 ). 

Следуя определению (4. 1 6), находим КОК 

К0 = 4лS/А2 , (4.23) 

который пропорционален произведению волновых размеров поршня. 
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КОК плоского порmня с амплитудным распределением. Пусть 
амплитуда скорости колебаний изменяется вдоль координат х и у 
плоской диафрагмы S по закону v(x, у). Кроме того, представим, что 
гипотетический плоский поршень площадью Sзкв имеет постоянную 
скорость колебаний v0 ,  причем волновые размеры его позволяют ис· 
пользовать формулу (4.23). При каких условиях у обоих поршней 
будут одинаковые коэффициенты осевой концентрации? Во-первых, 
должны быть равны мощности излучения. Мощность поршня Рэкв = 
= 0,5рсS8кв v� ,мощность излучения диафрагмы Ра = O,Spc S v2 (x, y)dS = 

s 
= O,Spc S v(x)dx S v(y)dy. Отсюда находим v� = { 1/Sзкв> S v2 (x, y)dS. 

х у s 
Во-вторых, приравниваем их объемные скорости, т. е. v0Sзкв = 
= S v(x, у )dS. Возведем обе части в квадрат, подставим значение v� 

s 
и получим формулу для площади эквивалентного поршня 

Sзкв = [ S v(x, y) dS ] 2 [ S v2 (x, y) ds ] -1 • 
s s 

Обращаясь к формуле (4.23), можно заменить S на Sзкв и получить 
расчетную формулу для КОК плоской антенны с амплитудным распре· 
делением. Формулу эту записывают в виде 

(4.24) 

где 1' = Sзкв /S - коэффициент использования поверхности (КИП). Ве
личина 1' :;;; 1, но она тем меньше, чем резче меняется амплитуда коле
баний при спадающем распределении. Например, при косинусоидаль
ном распределении 1' = 0,8 1 , при треугольном (линейно-симметричном) 
1' = 0,75. 

Помехоустойчивость антенны. Направленность приемной антенны 
определяют зависимостью ЭДС, возбуждаемой акустическим полем, от 
направления падающей волны. Эту зависимость, нормированную по 
эффекту на оси, называют характеристикой направленности антенны 
в режиме прие114а. 

Выясним значение коэффициента концентрации для приемной 
антенны. Пусть на антенну в осевом направленИи 8 0 ,  Фо действует 
полезный сигнал, а во всех других направлениях - помеха. Ограни
чимся рассмотрением случая простой модели помех изотропного даль
него поля. Некоррелированные источники помех, равномерно распре
деленные по сфере с большим радиусом, в центре которой расположе
на антенна, создают изотропное поле, т. е. по различным направле
ниям средние значения потока акустической энергии одинаковы. 

Отношение мощности Ре сигнала к мощности Рп помехи на выходе 
антенны называют п о м е х о у с т о й ч и в о с т ь ю  а н т е н н ы  и . В общем 
случае и зависит как от параметров антенны, так и от свойств помехи 
и сигнала. Если интенсивность сигнала в точке приема Jc и ХН 
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R (e 0 ,  ф 0 ) = 1, то мощность Ре пропорциональна le , т. е. Ре = aele .  Благо
даря направленности антенны суммарный поток энергии источников 
помех по всем направлениям в пределах телесного угла 4л будет ра
вен Pn = anln S R2 (e , ф ) d Q .  Интенсивности le и ln в точке приема из-

Q 
мерены в свободном поле. Отношение мощностей составляет 

Для иенаправленной антенны Pc!Pn = lellm R (e , ф )  = 1 и, следова
тельно, а/(4л ) = 1. Величина 4л [ S R2 (e , ф ) dQ ] -l есть КОК излучателя, 

Q 
тогда получаем 

(4.25) 

т. е. помехоустойчивость антенны пропорциональна коэффициенту 
осевой концентрации. Если интенсивности сигнала и помехи в свобод
ном поле одинаковы, то отношение сигнал/помеха на выходе антенны 
равно КОК. Из формулы (4.25) следует, что КОК приемной антенны 
характеризует долю воздействующей на нее энергии изотропных 
помех в дальнем поле по сравнению с ненаправленным приемником, 
т. е. оценивает эффективность подавления помех направленной 
антенной. 

§ 4.5. Плоский излучатель в бесконечном жестком 
экране 

Определим выражение ХН плоской поверхности S, расположенной 
в плоскости хОу и встроенной в бесконечный жесткий экран Э (см. 
рис. 4 . 1 ) .  На поверхности S распределение нормальной составляющей 
скорости колебаний задано функцией vп (х, у). Акустическое давление 
в точке полупространства, определяемой радиусом-вектором �. для 
дальней зоны (r0 ;;J!:: 2L2/"A. )  в соответствии с формулой (4.6), равно 

p (r0 ) = [ iЫ р 0 ехр (-ikr0 )/(2л r0 ) ] SS vп (х, у) ехр ( ikp u ) dS, (4.26) 
s 

где скалярное произведение векторов р i1 есть разность хода лучей 
t!.r. В рассматриваемом случае расположения излучателя в плоскости 
хОу величина t!.. r в декартовых координатах равна х cos а + у cos � ,  
а в сферических координатах t!.. r = х sin е cos ф + у sin е sin ф . 

Выбрав за направление нормирования единичный вектор u0 с угло
выми координатами е0 , Ф о  (а0 , � о • V0 ), определим давление в равно
удаленной точке r 0 : 
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p(u0 )  = [ iЫР 0 ехр (-ikr0)/(2Пr0 ) ]  SS Vп(х, у) ехр ( ilcPu0) dS. 
s 

Нормированная ХН антенны 

... p (ii )  ss ·k ... .. ss ·k;t .. R(и ) = -... - [ Vп (Х, у) е 1 pu dS ] (  Vп (Х, у) е 1 11u0 dS ] -1 • (4.27) 
р (ио ) s s 

Если все точки излучающей поверхности S колеблются синфазно, то в 
направлении нормали к плоскости S (8 0 = О, и0х = и0у = О, Pz = О) давле
ние будет максимальным 

iЫР 0  ехр (-ikr0 )  
SS 

iЫ Р 0 ехр (-ikr0 ) 
Ртах = Vп (Х, y) dS = Qт, (4.28) 

�� s � � 

где Qт - производительность излучатепя. Величина Ртах соответ
ствует давлению, создаваемому точечным источником с объемной 
скоростью Qт * . 

Для синфазной антенны из выражения ( 4.27) получаем 

R (u) = (1/Qт) SS vп (х, у ) ехр ( ikP u) dS. 
s 

(4.29) 

В случае равномерного распределения скорости Vп (х, у) =  const ХН 
поршвевой диафрагмы определяют по выражению 

R (ii ) = ( 1/S) SS ехр (ilcP u) dS. 
s 

(4.30) 

Формула (4.30) пригодна для расчета пространствеиной ХН плоско
го поршня любой формы, колеблющегося в жестком экране. 

Рассмотрим некоторые частные случаи. 
Прямоугольный поршень. Как и в общем случае, поршень нахо· 

дится в бесконечном жестком экране. Начало координат совмещаем 
с точкой пересt:чения диагоналей прямоугольника, стороны которого а 
и Ь параллельны осям х и у. Подставляя в формулу (4.30) S = аЬ, dS = 
= dxdy и интегрируя в пределах от -а/2 до а/2 по х и от -Ь/2 до Ь/2 по у, 

*В формуле (3.3) надо 4п заменить на 2п, так как излучение происходит 
в nолуnространство. 
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получаем пространствеиную ХН, которую запишем в декартовых и сфе
рических координатах: 

sin [(ka/2) cos а ]  
R (a , � ) =  ----

(ka/2) cos а 
sin [(kb/2) cos � ]  

(kb/2) cos � 
(4.3 1 ) 

sin [(ka/2) sin е cos ф ]  sin [(kb/2) sin е sin ф ]  
R (e ,  ф ) = (4.32) 

(ka/2) sin е cos ф (kb/2) sin е sin ф 

Эти выражения подтверждают зависимость направленности порш
ня (антенны) от волновых размеров (напомним, k = 2л/Л. ). Если принять 
один из размеров значительно меньше Л. , то ХН R(e , ф) будет опреде
ляться другим размером антенны, которую в данном случае называют 
линейной. Таким образом, формула (4.3 1 )  есть произведение характе
ристик направленности двух линейных антенн размерами а и Ь, распо· 
ложеиных соответственно вдоль осей х и у. 

В азимутальной ПЛОСКОСТИ хОу угол ф = 0, Uy = 0, Ux = sin е и 

R (e ) = sin [(па/Л) sin е ] [(ла/А.) sin е ] -1 • (4.33) 

В УГЛОМеСТНОЙ ПЛОСКОСТИ y0z УГОЛ ф = Л/2, Ux = 0, Uy = sin е И В формуле 
(4.33) вместо л а/Л будет лЬ/Л. .  

График амплитудной ХН R (e )  (в одном квадранте) представлен 
на рис. 4.4. 

Угловой раствор центрального лепестка на нулевом уровне опре
деляют ИЗ уравнеНИЯ (Па/Л) Sin ео = Л ; 

2е 0 = 2 arcsin (Л./а ), (4.34) 

а на уровне 0,707 (- 3 дБ) - из уравнения sin �{t., = 0,707, откуда 

28 о,7 = 2 arcsin (0,44Л./а ). (4.35) 

Число т нулевых значений в одном квадранте находят из уравне
ния (л аА) sin е = тл , оно равно целой части отношения аА ,  число 
боковых максимумов будет т - 1 .  Принимая, что экстремальные зна
чения функции sin � {t., расположены примерно посередине между 
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соседними нулями, направления 
8n боковых максимумов находят 
из равенства (ла/Л.) sin 8n = 
(п + О,S)л , где n = 14 2, . . .  * .  Соот
ветственно определим величины 
боковых максимумов 

IR (8n ) 1 � 2/[(2n + l )л ]. (4.36) 

Важно отметить, что величи
ны и побочных, и главного макси
мумов не зависят от волновых 
размеров поршня, которые харак
теризуют лишь число и угловое 
положение боковых максимумов. 
Уровень наибольшего первого 
побочного максимума R (8 1 ) � 
� 2/(3л) � 0,22 или - 13,2 дБ. 

/l(B) 
0, 9  
О, {} 
О, 7 
O, fi 
O,J 
O, 'f 
O, J 

8·1) 
о 

-0,0/J -0,2 -0,22 

IS:г- г-� 
1\ 
\ 

ф \ 
\ 

f- - ---\ f-
�l\ \ 

· - - - 1-
81 1 /  ф l  65 .,.... 
1 е в2 § �": � в  в 
v 

Рис. 4.4. ДН прямоугольного поршня в 
осевой плоскости, параллельной его 
стороне 

В качестве примера рассмотрим квадратный поршень ( а =  Ь). В осевой (нор
мальной) плоскости, параллельной одной из сторон, ХН определяют по формуле 
(4.33), которая уже проанализирована. Для ХН в диагональной плоскости 

R(B) = sin2 { [ na.[2i(2Л)] sin е } { [ na/ii(2Л)] sin е }-2• (4.37) 

Отсюда находим угловую ширину 2Ц: = 2 arcsin (..[iЛia) .  Величины побочных мак
симумов определим по формуле (4.36), возведя ее правую часть в квадрат: R (e 1) = 
= 4/(9 n2 ) "' 0,048; R(e  ) "' 0,0017 и т. д. Сравнивая эти значения с параметрами ХН 3 -в плоскости, параллельнои стороне квадрата, приходим к выводу, что в диаго-
на льной плоскости острота направленности 2е; и величины подобных макси
мумов меньше, чем соответственно 2е0 [см. формулу (4.34)] и значения 2/(3n ) "' 
"' 0,22; 2/(Sn )  "' 0,13  и т. д. (см. рис. 4.4). Эти отличия связаны с амплитудным рас
пределением колебаний вдоль диагонали: от середины диагонали к ее ;g>аю 
амплитуда уменьшается линейно. Поэтому, несмотря на то что длина 1 в ..; 2 раз 
больше стороны а, центральный лепесток ДН расширяется. Угловая ширина ДН 
на уровне 0,707 практически одинакова в обоих сравниваемых случаях. 

Коэффициент концентрации прямоугольного поршня с известным 
амплитудным распределением может быть вычислен по формулам 
(4.23) и (4.24). КОК поршня с равномерным распределением, излучаю
щего в полупространство (т. е. находящегося в экране), представлен на 
рис. 4.5 в виде графиков зависимости К0 от волнового размера одной 
стороны а/Л , параметром семейства кривых является величина Ь/Л . 

Круглый поршень (рис. 4.6). Из геометрических построений нахо
дим х = р cos <р, у =  р sin <р, dS = pdpd<p . Переходя в формуле (4.30) к сфе
рической системе координат, получим 

*Более точно положения боковых максимумов находят как корни уравнения 
tg t = t.  
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Рис. 4.5. Зависимость КОК прямо
угольного поршня в бесконечном 
жестком экране от волновых раз
меров 

Рис. 4.6. К вьшоду ХН круrлого 
поршня в бесконечном жестком 
экране 

� 2:n 
R(e , ф) = ( 1/(ла 2} ] � pdp S ехр [ ikp sin е cos (q> - ф )] d<p . о о 

Показатель стелени подынтегральной экспоненциальной функции 
определяет фазу давления в точке наблюдения М, а первый интеграл, 
равный 2лJ0 (kp sin е ), выражает суперпозицию колебаний от точечных 
источников, находящихся на элементарном кольце радиусом р .  Таким 
образом, функция J0 (ka sin 8 ) описывает ХН совокупности точек 
окружности радиусом а, т. е. антенны в виде окружности. 

Используя формулу интегрирования функций Бесселя S �J0(t )d� = 
= � J1 (�). получим 

R (8) = 2J1 (ka sin e )/(ka sin е) . (4.38) 
Как и следовало ожидать, ХН круглого поршня не зависит 

от угла ф, т. е. обладает симметрией относительно нормали, 

ЩС, 
1.; � -
O, {J 
0, 7 
0, 11 $  
0, 5 
0,/f 
O,J 
0,2 
OIJчr-а 

-а 04 г 
-о. , 1J 1::. 

- a z  

ll 
\ 1 

г -ч "DЬ. 1<.1 /;  
1 1 1:  1 12- .h. 

;_::;:_ ,_"..., 

Р!!С. 4.7. ДН круглого поршня в 
зависимости от аргумента t 

проходящей через центр порш-
ня. 

График функции R (� ) = 2J1 ( � )/� 
представлен на рис. 4.7. Максимум при 
� = О есть главный максимум в направ
лении 8 = О. Значения � о = 3,83; � 2 = 
= 7,02; � 4 = 1 0, 1 7  соответствуют углу 
2е 0 и последующим направлениям ну
левых значений ХН: 

28 0 = 2 arcsin [ 1 ,22Л/(2а)]; } 
82 = arcsin [2,22Л/(2а )] ; 

е 4 = arcsin [3,24Л/(2а )] . 
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Значения nервых экстремумов R(� 1 ) = - 0, 13; R(�3 )  = 0,065 и т. д. 
есть величины nобочных максимумов. Наnравления nобочных макси· 
мумов оnределяют значениями аргументов � 1 = 5, 1 4; �3 = 8,42 и т. д. 
Угловая ширина ХН на уровне -3  дБ: 

28 0 7 = 2 arcsin [0,51Л /(2а ). , (4.40) 

Пространствеиная ДН круглого nоршня nредставляет собой no· 
верхиость тела вращения ДН вокруг наnравления максимума, ее рас· 
считывают no формуле (4.38). 

КОК круглого nоршня можно найти no формуле (4.20), а nри 
радиусе а >  Л./2 - no формуле (4.23) с nогрешностью меньше б %. При 
наличии амnлитудного расnределения скоростц v(p) КОК оnределяют 
no формуле (4.24), в которой КИП равен 

§ 4.6. Линейный излучатель 

Линейный излучатель nредставляет собой антенну, один из 
волновых размеров которой значительно nревышает другие, и на· 
nравлениость антенны оnределяется именно этим размером. Линейную 
антенну можно рассматривать как совокуnность дискретных (от· 
дельных) или неnрерывных источников, расnоложенных вдоль линии, 
наnример отрезка nрямой, дуги, окружности, эллиnса. К линейным 
излучателям относят nрямоугольный nоршень с большим отношением 
сторон, узкую щель в nлоском экране, некоторые nлоскости сечения 
сложных колеблющихся nоверхностей, цилиндр малого диаметра 
d « 1 и большой длины 1. 

Представим линейный излуча· 
тель в виде nлотно заnолненного то· 
чечными источниками отрезка nря· 
мой длиной 1, расnоложенного no 
оси х (рис. 4.8). Расnределение коле· 
бательной скорости вдоль отрезка 
задано комnлексной функцией 
v(x) = v(x) ехр [ i<p(x)], где v(x) 
действительная амnлитуда, <р (х) 
фаза скорости колебаний точки х. 
В точке наблюдения дальней зоны, со· 
гласно выражению (4.26), в котором 
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Рис. 4.8. Линейный излу
чатель в трехмерном про
странстве 



следует ПрИНЯТЬ Vп (Х, у) = V(X ); р U = Х COS (Х = Х SiП е ( (Х - угол между 
радиусом-вектором r0 и плоскостью хОу, т. е. дополнительный к углу 
е ); dS = dx, излучатель создает давление 

ikPc 112 

p (r0 ,  е ) =  -- ехр (-ikP0 ) S v(x) х 
2лr0 - 1/2 

Х ехр { i [<p (x) + kx siп е ] } dx. (4.4 1 ) 

Таким образом. направленность излучателя характеризуется ин· 
тегралом, представляющим собой ненормированную ХН (иногда 
интеграл называют множителем направленности): 

112 

F(e ) = S v(x) exp { i [<p (x) + kx sin e ) } dx. 
-112 

(4.42) 

Множитель направленности не зависит от азимутального угла ф ,  и по· 
этому ДН линейного излучателя обладает симметрией вращения 
вокруг оси х. 

Дальнейший расчет требует конкретизации функции амплитудно· 
фазового распределения. 

Для частного случая наличия симметричного амплитудного рас· 
пределения, которое чаще всего используется в гидроакустических 
антеннах, и отсутствия фазового распределения выражение (4.42) 
упрощается. Полагая v( -х) = v(x ), получаем 

1/2 

F(e ) = 2 S v(x) cos (kx sin е ) dx. (4.43) о 

При v(x) = const = v0 (однородный отрезок) ненормированная ХН равна 

F(e ) = 2v0 l  sin [(kl/2) sin е ] (kl sin е ) -1 • 

Нормируя ее в направлении е = О, получаем F(O) = v0 l, тогда 

R(e) = sin ( �� sin е ) / ( �� sin е } = 
= sin ( � sin e) / (  � sin e) . (4.43а) 

Этот результат совпадает с формулой (4.33), т. е. ХН однородного 
отрезка длиной 1 и ХН прямоугольного поршня в осевой плоскости, 
параллель ной его стороне l( а = 1), аналогичны. 
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Антенна с компенсированными ХН. При nоиске подводного объек
та, т. е. nри оnределении угловых координат лоцируемого (пелен
гуемого) объекта возникает задача уnравления положением главного 
максимума ХН. Изменение положения главного лепестка ХН в nрост
ранстве называют с к а н и р о в  а н и е м . Сканирование в большинстве 
nрактических случаев должно происходить без механического nоворо
та антенны. Один из способов немеханического поворота ХН заклю
чается в выборе фазового расnределения отдельных элементов дис
кретной антенны или изменения фазы вдоль оnределенных координат 
nоверхности неnрерывной антенны. Для реализации электрического 
nоворота ХН необходимо компенсировать акустическую разность фаз 
<ра, обусловленную разностью хода лучей в заданном направлении 'it, 
изменением электрических фазовых сдвигов <р3 схемным путем 
("линии задержки"). Если значения фаз <р3 и <ра равны и nротивоnолож
ны по знаку, то результирующая фаза равна нулю и колебания или 
в точке наблюдения nри излучении, или на электрических выходах 
nреобразователей при приеме складываются синфазно, что обусловли
вает максимальный эффект в наnравлении Uк.  

Антенны с изменяющимся фазовым расnределением, обеспечиваю
щим максимальное излучение в заданном наnравлении или макси
мальное электрическое напряжение на сумматоре приемной антенны 
при nадении волны с этого направления, nолучили название а н т е н н 
с к о м п е н с и р о в а н н ы м и  Х Н .  

Условие компенсации антенны в пекотором наnравлении iiк заnи
сывают в виде равенства фаз <р3 = - <ра или (/)3 = -kpi!к ,  nри котором 
R (Uк ) = 1 .  

Линейная антенна, компенсированная в заданном наnравлении. 
Пусть требуется обеспечить компенсацию антенны в наnравлении е к .  
В формуле (4.42) для ХН <р 3  = <р (х), <ра = kx sin е ; условие компенсации 
<р (х) = -kx sin ек .  Принимая амплитудное расnределение равномерным, 
nолучаем 

112 

F(e ) = Vo s ехр [ ikx (sin е - sin ек )] dx. 
- 1/2 

Если е = ек . то F(ек ) = Vo l и нормированную хн можно заnисать в виде 

sin [(kl/2) (sin е - sin ек )] sin � 
R (е , ек ) =  = - , 

(kl/2)(sin е - sin ек ) � 

где � - обобщенный угловой аргумент, равный 

� = (kl/2)(sin е - sin ек )-

(4.44) 

(4.45) 

График функции (4.44) аналогичен изображенной на рис. 4.4 функ
ции R (е ), только по оси е надо откладывать значения аргумента � .  
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Проанализируем амплитудную ХН R (8 ,  Вк). Положение главного 
максимума определяют из очевидНого условия � 0 = (k1/2)(sin 80 - sin Вк) = 
= О, откуда 8 0 = Вк . При Вк = О, т. е. синфазном возбуждении, 8 0 = О  
и главный максимум перпендикулярен оси антенны. Направления ну
лей ХН найдем из уравнения �m = ± mл или (k1/2)(siп Вт - sin Вк) = ± mл, 
откуда 

sin Bm = ± тЛ./1 + sin Вк, т = 1 , 2, . . . . (4.46) 

Угловая ширина центрального лепестка (или главного максимума) 
на нулевом уровне (т = 1 ) Ll82 = arcsin (Л./1 + sin Вк) - arcsin (-Л./1 + sin Вк), 
а в отсутствие компенсации (t!к = О) Ll8 0 = 280 = 2 arcsin (Л./1 ). 

Угловую ширину главного максимума на уровне О, 707 определяют 
из уравнения sin �0 ,7�0 7 = 0,707, корень которого �о 7 = ± 1 ,39. По
лучаем sin 8о,7 = ± 1 ,39Лftлl) + sin Вк и Ll8o,7 = arcsin [ 1 ,39Х/(л 1) + sin Вк] 
- arcsin [- 1 ,39Л/(л 1) + sin Вк ]; при Вк = О  LlBo,7 = 2 arcsin [ 1 ,39Л/(л 1 )] . Так 
как угол 8 направления на точку наблюдения связан с обобщенным 
аргументом � нелинейной зависимостью [см. формулу (4.45)], то угло
вая ширина Ll8 0 и Ll8o,7 оказывается непостоянной в процессе скани
рования и может существенно изменяться при переходе к излучению 
вдоль оси (Вк = 90°) . 

Мирина главного лепестка функции sin � � на нулевом уровне 
равна Ll� o  = 2л . Для перехода к переменной е учтем крутизну 
функции z (8 ): 

Ll80 = 2л/ l д� /д8 1 / е = Вк = 2л/[(л 1;Л) соs 8к ] = 2Л/( l соs 8к). (4.47) 

Аналогично можно оценить ширину главного лепестка ХН на 
уровне 0,707, принимая .::l �о,7 = 2 · 1 ,39 = 2,78: 

Ll8o,7 = 2,78/ 1 � /д8 1 / е = Вк = 2,78/[(л 1;Л) cos Вк ] = 

= 0,885Л/( 1 cos Вк ). (4.48) 

Из приведеиных соотношений видно, что ширина главного макси
мума тем меньше, чем больше волновой размер антенны и чем меньше 
угол компенсации (относительно перпендикуляра к антенне). При наи
меньшей ширине (Ll8o,?>min = 0,88SЛ.I1 �  5 1 °Л/1 сканирование отсут
ствует, а при сканировании на угол ± 60° от нормали ширина лепестка 
увеличивается вдвое. 

Направления побочных максимумов можно определить прибли
женно (с достаточной точностью) из условия максимума sin � : 

8v  = arcsin [ sin Вк ± (2V + 1 )Л /(21 )], v = 1 , 2, . . . (4.49) 

Значения побочных максимумов равны - 2/(ЗЛ ), +2/(SП ), - 2/(7л), . . . 
или - 0,22, +0, 13, - 0,09, . . . . 
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Теперь можно оценить ширину побочных лепестков. Приняв 1:1 � 0  = 
= л ,  получим для лепестка с номером v 

(4.50) 

На рис. 4.9 приведены ДН линейного излучателя при изменении 
угла компенсации от О до л/2. Пространствеиные ДН представляют 
собой поверхности, симметричные относительно оси излучателя. В от
сутствие компенсации (рис. 4.9, а )  ДН имеет "дискообразную" форму. 
С увеличением угла ек (рис. 4.9, б) форма становится сначала "ворон
кообразной", затем "веретенообразной" (рис. 4.9, в ), а при ек = л/2 
"конусообразной" (рис. 4.9, г ). 

Вычислить коэффициент концентрации линейного излучателя 
можно по общей формуле (4. 1 9) , но так как ХН не зависит от азиму
тального угла, то по формуле (4.20). Если l » Л. , получаем простую 
формулу 

K = 2l/A ,  (4.5 1 )  

пригодную при l ;iiio 2А ( с  ошибкой менее 0,05). 
В случае амплитудного распределения колебательной скорости 

вдоль отрезкц l по закону v(x) линейный излучатель замещают эквива
лентной в энергетическом отношении линейной антенной с постоянной 
амплитудой объемной скорости по длине lзкв , равной 

1 1 

lэкв = [ S v(x) dx] 2  [ S V2 (x) dx] -1 • (4.52) о о 
Основываясь на формуле (4.51) ,  получаем искомый КК 

К = 21экв/А = (21/Л)1' , 
где 1' = lзкв/1 - коэффициент использования длины антенны. 

(4.53) 

Авалоrия ХН со спектром Фурье. Воспроизведем выражение (4.43) 
для ненормированной ХН линейной антенны 

7* 

1/2 

F(8) = S v(x) ехр { i [q> (х) + kx sin 8] } dx. 
-112 

а) 
е} 

-€ 
Рис. 4.9. ДН линейной антенны при различных углах компен
сации 
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Введем переменную р = k sin е и запишем это уравнение в виде 

112 

F(p) = S v(x) ехр [ iqJ (x)] ехр ( ipx) dx. 
-112 

(4.54) 

Так как вне промежутка интегрирования функция v(x) = О, то, рас
ширяя пределы интегрирования до + со , получаем интеграл Фурье от 
функции v(x) ехр [ iqJ (x)]. Следовательно, ХН линейной антенны есть 
преобразование Фурье от амплитудно-фазового распределения коле
бательной скорости. Отсюда можно по известной функции F(p ), 
выполняя обратное преобразование Фурье, определить функцию рас
пределения колебаний по длине антенны: 

со 
v(x) ехр [ iqJ (х )] = [ 1/(2л) ]  S F(p) ехр ( -ipx ) dp. (4.55) 

- са  

Уместно отметить, что выражение (4.54) совпадает со  спектром 
Фурье функции распределения колебательной скорости вдоль длины l. 
Действительно, сравнивая уравнение прямого преобразования Фурье 
для спектральной плотности S (w )  импульсного сигнала F( t) длитель
ностью т 

т 
S (w ) = S F( t) ехр ( iw t  ) dt о 

и уравнение обратного преобразования Фурье 

F( t ) = [ l/(2л )] S S(w ) exp (-iw t) dw 

с выражениями (4.54) и (4.55), устанавливаем аналогию между ХН 
и спектральной плотностью, а также между амплитудно-фазовым 
распределением вдоль антенны и импульсным сигналом; в сравни
ваемых выражениях параметр k sin е является аналогом частоты. 
Исходя из указанных аналогий, характеристику направленности на
зывают пространствеиным спектром амплитудно-фазового распреде
ления, главный максимум - нулевым спектром, побочные максиму
мы - пространствеиными спектрами. 

Расчет ХН при различных амплитудных распределе�� пока
зывает, что переход от равномерного распределения к спадающему 
от середины линейной антенны к ее краю вызывает увеличение 
угловой ширины де о (и в меньшей степени део,7 ) и уменьшение вели
чин боковых максимумов, а также снижение КК (и КИП). 
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§ 4.7. Дискретные линейные антенны 

Для получения большой мощности излучения, обеспечения на
правленности и возможности управления направленностью (например, 
сканирования) без изменения конструкции или механического поворо
та используют антенны, имеющие много преобразователей (элементов) 
и большие волновые размеры. Такие многоэлементные антенны, со
стоящие из иенаправленных преобразователей (монополей), размеры 
которых малы по сравнению с длиной волны, получили название 
а н т е н н ы х р е ш е т  о к .  Антенны из отдельных направленных пре
образователей чаще называют дискретными. Наибольшее применекие 
находят плоские (линейные) и цилиндрические (дуговые) антенны; 
в первых элементы располагают по взаимно перпендикулярным на
правлениям, во вторых - по цилиндрической замкнутой поверхности 
или ее части. 

Рассмотрим сначала простейшую линейную антенну, элементы ко
торой расположены вдоль отрезка прямой. 

Эквидистантная линейная антенна. Дискретная линейная антенна 
содержит n одинаковых точечных источников, расположенных на оси 
х через равные промежутки d (рис. 4. 1 0). Разность хода лучей из центра 
элемента с номером q и из начала координат t:.rq = r0 - rq = (q - 1 )d sin е .  
Потенциал скоростей, создаваемый q-м элементом в точке М дальнего 
поля, равен 

Фq = [ Qq/(4лr0 )] ехр ( -ikrq) = 

= [ Qq/(4лr0 )] ехр [ -ik (r0 - t:.rq)], (4.56) 

где Qq = vqSq - комплексная производительность; vq = Vq ехр ( iq>q) 
комплексная скорость колебаний; vq - действительная амплитуда 
колебательной скорости; q>q - фаза колебательной скорости q-го 
элемента. 

z 

х 

Рис. 4.10. Эквидистантная линейная антенная решетка 
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Результирующий nотенциал в точке наблюдения 

ехр (-ikr0 ) Ф (r0 , 8 ) =  ----
4Лr0 

n :Е Q e i(j)q e ik (q - 1) d sin е q ' q= 1  
(4.57) 

где Qq = vqSq - действительная амплитуда объемной скорости q·го 
элемента. 

Ограничимся случаем Qq = const для всех элементов, а фазу rp q 
выберем так, чтобы в некотором направлении Вк значения ЧJq и акусти· 
ческой (естественной) фазы ЧJа были бы равны и противоположны по 
знаку. Фаза ЧJа обусловлена разностью хода лучей д rq , т. е. примимаем 
ЧJэ = -kd(q - 1) sin ек ·  Теперь потенциал Ф (r0 , 8 ) имеет вид 

n 
Ф (r0 , 8 ) = А  :Е exp [ ikd (q - 1)(sin 8 - sin Bк )] . (4.58) 

q= 1  

Полученное выражение представляет собой ненормированную ХН 
антенны, компенсированной в направлении В к .  Действительно, при 
8 = Вк колебания всех элементов в точке ( r0 , Вк ) складываются синфаз· 
но, потенциал Ф (r0 , В к ) оказывается максимальным и равным An. За· 
пишем выражение нормированной ХН, приняв за направление норми· 
рования угол компенсации 8к :  

1 n 
= - :Е [ e ikd (sin e - sin eк> ]q - 1 . 

n q = 1 
(4.59) 

Воспользовавшись формулой суммы для n членов геометрической 
прогрессии, получим 

R (8 ,  8к ) = e i( kdl2)( n - 1)(sin е - sin е к> х 

х 
sin [(nkd/2)(sin 8 - sin 8к )] 
n sin [(kd/2)(sin 8 - sin Bк )] 

(4.60) 

Экспоненциальный множитель определяет фазовую ХН рассматри· 
ваемой линейной решетки. Если начало коорщ-�:нат перенести в сере· 
дину отрезка L  (см. рис. 4. 1 0), то фазовая ХН может быть преобразована 
в постоянную функцию, чем доказывается наличие фазового центра, 
совnадающего с примятым началом координат. 
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Амплитудную ХН компенсированной эквидистантной линейной 
решетки определяют по выражению 

R (t )  = l sin (n� )/(n sin � ) l , (4. 6 1 )  

где � = 0,5kd (sin е - sin е к )  = (:rt d/Л. ) (sin е - sin е к ). Аргумент � адеква
тен обобщенному угловому аргументу уравнения (4.45) для непрерыв
ной линейной антенны. Сопоставим характеристики направленности 
дискретной и непрерывной антенн. 

Пусть размер антенны L = (n - 1 )d  зафиксирован, а число элемен
тов n .... со , тогда d .... О. Найдем предел функции R (е ,  е к ), подставляя 
в формулу ( 4.6 1 )  выражения для � и n� = (:rt /Л )(L + d}(sin е - sin е к ): 

lim 
sin [(:rt /Л )(L + d)(sin е - sin ек )] 

d-+0  n sin [(:rtd/Л. }(sin e - sin eк )] 

sin [(:rtL/Л. )(sin е - sin е к )] sin V 
= lim = --

d-+ 0  (:rt/Л. )(L + d)(sin е - sin е к )  V 

где V = (:rtL/Л. )(sin е - sin е к ) . Как видим, формула ( 4 .61)  переходит 
в формулу (4.44) для ХН линейного излучателя. Итак, при большом 
числе элементов n и при малых промежутках d между элементами, т. е. 
малых � (например, при � ..;;; л /8 погрешность при замене синуса его 
аргументом составляет 2,5 %), функции (4.6 1 )  и (4.44) практически сов
падают. Следовательно, основные параметры ХН - направления нулей 
[формула (4.46)] и боковых максимумов [формула (4.49)], угловая ши
рина главнрrо лепестка на нулевом уровне [формула (4.47)] и де0  7 на 
уровне - 3 дБ [формула (4.48)] у линейного излучателя и эквидистант
ной решетки равных размеров одинаковы. Однако между характеристи
ками направленности сравниваемых антенн есть принципиальная разни
ца, обусловленная тем, что функция (4.6 1 )  является периодической 
с периодом n:rt и при значениях � = ±  rл, r = 1, 2, . . .  числитель и знаме
натель ее обращаются в нуль; при этом (после раскрытия неопределен
ности) R (e ,  ек)  = 1. Это означает, что ХН решетки кроме главного мак
симума в направлении е = е к имеет еще побочные максимумы, равные 
главному (их называют е д и н и ч н ы м и  ,или д о б а в о ч н ы м и ), 
направления которых определяют из уравнения 

(d/Л. )(sin e r - sin eк) = ± r. (4.62) 

В соответствии с направлением е v бокового максимума с номером v 
[см. формулу (4.49)], находим его величину 

R (e v )  = n l sin [(2v + 1 ):rt /(2n )]l , v = 1 ,  2, . . .  . (4.63) 

Для б-элементной линейной решетки ДН, рассчитанная по формуле 
(4.61 ) ,  изображена на рис. 4. 1 1 .  Здесь главный максимум ориентирован 
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по направлению � = о (или е = el<), два 
единичных максимума расположены по 
направлениям ± л . 

Наличие в ХН добавочных макси
мумов, очевидно, нежелательно: акус
тическая мощность излучения по до
полнительным лепесткам с единич
ными максимумами уменьшает КК и 
помехозащищенность антенны, появ-

Рис. 4 .11 .  дн шестиэлементной 
ляется неоднозначность пеленгования 

эквидистантной решетки цели. 
Способы подавления добавочных 

максимумов. Возможны три способа ограничения единичных макси
мумов: выбор волнового пром�жутка d/Л. между элементами; исполь· 
зование направленных элементов; использование неэквидистантных 
решеток. 

Рассмотрим первый способ. Из условия образования добавочных 
максимумов (4.62) видно, что первый появляется при � = ± л, а пред
шествующее ему нулевое направление ДН определяют из равенства 
n� = ± ( n - 1 ) л. Таким образом, в интервале значений углового аргу
мента � 

. 
- ( п - 1 ) л/n � � � ( n - 1 ) л/n 

добавочные максимумы отсутствуют и уровни боковых максимумов 
не превышают первого (ближнего к основному лепестку) бокового 
максимума. 

Поскольку реальные углы е охватывают промежуток от - л/2 до 
л/2, то предельные значения � будут 

�min = (л d/Л. )( -1 - sin е к); �max = (лd(Л. )( 1  - sin е к)· 
Если �min > - (n - 1) л/n, а �max < ( n - 1 ) л/n, то в интервале углов 
- л/2 � е � л/2 или о � е � л добавочные максимумы исключены. 
Можно записать условие отсутствия добавочных максимумов в виде 
одного неравенства 

d/Л. � ( n - 1)/ [ n ( 1  + l sin eк J ) ] . (4. 64) 

При ек = О (нет компенсации) максимальный допустимый промежуток 
между элементами dmax = ( n - 1) Л/n, т. е. он меньше длины волны. При 
наличии компенсации вдоль оси антенны (ек = ± л/2) dmax = 
= ( n - 1 )  Л/(2 n ), т. е. он меньше полуволны. 

Если выполняется неравенство (4.64), то ХН дискретной линейной 
антенны при О �  е � 1 80" отличается от ХН непрерывной линейной ан· 
теины длиной 1 = nd только в области дальних боковых лепестков, 
в остальном обе антенны эквивалентны. Заметим, что эквивалентность 
сохраняется при любых законах амплитудно-фазового распределения. 
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Диаграммы направленности эквидистантной линейной решетки 
при различных углах компенсации 8к весьма схожи с ДН непрерывной 
линейной антенны, представленными на рис. 4.9. С ростом угла пово· 
рота 8к главного максимума ХН деформируется, пространствеиная 
форма главного лепестка изменяется от дискообразной до кону со· 
образной. 

Сделаем замечание относительно применеимя формул ( 4.47} и ( 4.48} 
для определения угловой ширины !! 8 0 и !! 8 0, 7 • При больших значе· 
ниях угла 8к эти формулы дают значительные ошибки, а при 8к , близ· 
ких к 90°, непригодны к использованию. 

Главный лепесток ХН [см. формулу (4. 6 1 }] ограничен значениями 
� + "  = ± :rt/n , откуда sin 8 + 1 = Лl(nd) + sin 8к и sin 8 _1 = -ЛI(nd) + sin 8к, 
уrловая ширина (при 8к > О) !! 8 0 = 8 + 1 - 8 _1 • Из условия sin 8 + 1 =:;;; 1 
получаем ограничение для угла 8к: sin 8к =:;;; 1 - Л/(nd ); только при 
таком значении 8к можно определять угол 8 + � = arcsin [Л./(nd} + sin 8к ] 
и ширину !!8 0 = 8 + 1 - arcsin [-Л. /(nd} + sin 8к J · В области значений 
углов компенсации, удовлетворяющих соотношению 

arcsin [ 1 - Л./(nd )] < 8к =:;;; :л/2, 

угловая ширина на нулевом уровне равна !! 8 0 = 2(:л/2 - 8 _1 ) или 

!! 8 0 = 2 { :rt/2 - arcsin [-Л/(nd} + sin 8к ] } . (4.65} 

В отсутствие компенсации (8к = О) !!8 0 = 2 arcsin [Л/(пd )], при 8к = 
= :л/2 (компенсация вдоль оси антенны) !!8 0 = 2 {  :л/2 - arcsin [-Л/(nd } +  1 ] . 
Если ХН не содержит единичных максимумов, т. е. выполняется 
условие (4.64}, согласно которому d/Л. = (n - 1}/n при 8к = О и d/Л. = 
= (n - 1 }/(2n ) при 8к = 90°, то соответственно !!8 0  = 2 arcsin [ 1/(n - 1 )] 
и !! 8 0 = 2 { :rt/2 - arcsin [ 1 - 2/(n - 1 )] } . В случае большого числа 
элементов (n » 1) !!8 0 � 2/n при 8к = О и !!8 0 = 2 [:л/2 - arcsin ( 1 - 2/n )] 
при 8к = 90°. Нетрудно убедиться, что ширина главного лепестка ком· 
пенеираванной антенны больше, чем некомпенсированной, причем это 
различие увеличивается с возрастанием числа элементов. 

'Iто касается угловой ширины !!8 0, 7 на уровне - 3  дБ, то получен· 
ная выше формула (4.48) позволяет сделать следующие выводы. Вели· 
чина !!8 0, 7 обратно пропорциональна волновому размеру антенны 
и увеличивается с возрастанием угла компенсации. 

Можно показать [ 1 0] , что наибольший угол компенсации 8кmах • при 
котором справедлива формула (4.48}, приближенно равен 

8к mах � :rt/2 - 0,665 VЛI(nd ). (4.66} 

Коэффициент коJЩеитрации дискретной линейной антеiПIЫ. Пусть 
линейная решетка состоит из n иенаправленных элементов, располо· 
женных на оси х .  В общем случае примимаем положение элементов 
неэкви�истантным, амплитуды и фазы их колебаний различными. 
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В силу осевой симметрии nоля (и nространствеиной ХН) антенны ее 
КК в заданном наnравлении е 1  оnределяют равенством (4.21 )  

n/2 

К(е 1 ) = 2 [  S R2 (e ) cos ede ] -1 , (4.67) 
-n/2 

в котором ХН R (е ) нормирована в наnравлении е 1 •  Основываясь на 
выражении (4.56) и учитывая nринциn суnерnозиции, nотенциал nоля 
антенны можно nредставить в виде 

S exp (-ikr0 )  n _ Ф (r0 ,  е ) =  I: Vq ехр ( iqJq) ехр ( ikдrq), 
41Iro q = l (4.68) 

где l1rq = PqU - разность хода лучей r0 и 'я: (см. рис. 4. 1 0); Pq - радиус
вектор точки q, равный координате xq; и - единичный вектор в на
nравлении на точку наблюдения, равный их = sin е - nроекции на ось 
антенны; /1 Т q = Xq Ux = Xq Sin е . 

Разделив уравнение (4.68) на nотенциал Ф(r0 , е 1 ), nолучим R (e ) 
и nодставим в формулу (4.67): 

n 
2 1  q'f:: l Vq ехр ( iqJq ) ехр ( ikдrq) l :  = е 1  

К(е 1 ) = ------------- (4.69) 
� n 2 S 1 I: Vq exp ( iqJq ) exp ( ik11rq ) l  cos ede 

-n/2 q= 1 

Извес'tно, что квадрат модуля комnлексного ЧJ!СЛа А равен nро�з
ведению А и комnлексно соnряженного числа А* , т. е. IA I 2 = АА* . 
Вычислим квадрат модуля суммы: 

- k (l1rq - 11rg )] l e= el . 

Обозначим 11rq - 11rg = (� - �  ) sin e = �g sin e ,  где � '  � - координаты 
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элементов q и g; dqg - расстояние между этими элементами. Аналогич· 
ное преобразование знаменателя выражения (4.69) позволяет получить 
выражение для искомого КК 

(4.70) 

где Ат = Vm /v1 - отношение скоростей колебаний элементов с номера
ми т и 1 .  Если направление 8 1 совпадает с направлением главного 
максимума ХН, то формула (4.70) дает КОК. Если антенна компенсиро
вана в направлении ек , то (/)q = k:xq sin ек . ч>g = kxg sin ек и тогда 

n n 
Х [ I I AqAg cos (kdqg sin Ок) sin (kdqg)/(kdqg) ] -1 • (4.71 )  q= l  g= l  

При определении КК в направлении компенсации е 1 = Ок двойная 
сумма в числителе переходит в сумму квадратов амплитуд: 

1 
n 

1 2 
n n 

К(Ок) = I Aq [ I I AqAg cos (kdqg sin Ок) х q= l q= l  g= l  

х sin (kdqg}/(kdqg}] -1 • (4.72) 

Для равноамплитудной антенны (Aq = Ag) формула (4.72) уп
рощается 

n n 
К(Ок) = n2 [ I I cos (kdqg sin Ок ) sin (kdqg)/(kdqg) ] -1 • (4.73) q= l  g= l  

В случае некомпенсированной равноамплитудной антенны 

(4.74) 

КК эквидиСТ81П'Ной антенны. У становленная адекватность линей
ной решетки, состоящей из точечных элементов с малым шагом (по 
сравнению с длиной волны), и непрерывной линейной антенны 
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позволяет оценивать КК линейных решеток по соответствующим 
формулам для непрерывных антенн с заменой длины 1 эквивалентной 
длиной nd, где n - число элементов, d - шаг решетки. 

Чтобы использовать формулы (4.71)  ..• (4.74) для расчета КК экви
дистантной антенны, надо принять расстояние между элементами с но
мерами q и g равным dqg = lxq - xg l = l d (q = g) l . Тогда формулы (4.73) 
и (4.74) можно привести к более простому виду 

n -1 
К(8к) = n 2 [ n + 2 1: (п - р) cos (kdp sin 8к) sin (kdp)/(kdp) ] -1 ; (4.75) 

р= 1 

n -1 
К0 = n2 [ n + 2 1: (n - р) sin (kdp)/(kdp) ] -1 • 

р= 1 
(4. 76) 

Ранее полученная формула (4.51 )  для КК линейного излучателя 
при замене 1 = nd дает 

К(8к) = 2nd/Л. (4.77) 

Из неравенства (4.64) следует, что при n » 1 условием применн
мости формулы (4.77) будет волновой размер шага решетки в пределах 

о <  d/Л < 1/( 1  + 1 sin ек 1 ). 

При d/Л = 0,5m (т = 1 , 2, . . .  ), т. е. при шаге решетки, равном целому 
числу полуволн, аргумент kdp = 2л · 0,5mp, sin (kdp )  = О и К(8к) = n не
зависимо от значения угла компенсации. 

Влияние волнового шага и угла компенсации на КК иллюстрируют 
кривые (рис. 4. 12), рассчитанные при n = 1 0. Видно, что при малых 

K/n 
1, бО 

2/j 

,о j 
�" 7 

1, 
1 
о, 

Cl' о, 
о, 2/j 7J 

f 

1 
Г/ 
rro 
� 
v 

1 1"  
Oj Вк = 90о 

1/ v V"\ / � 
1/ / � , r<: 7 
1(7 

О O,Za О,бО 0,75 1,0 1,2j 1.JO 1,73ti/Л 

значениях d/Л КК увеличивается ли
нейно и его значение почти соответ
ствует КК непрерывной линейной ан
тенны, рассчитываемому по формуле 
(4.51) .  При значениях d/Л, превышаю
щих допустимые [см. формулу (4.64)], 
из-за появления добавочного макси
мума КК резко падает, а затем растет до 

Рис. 4.12. Зависимость отношения коэффи
циента концентрации эквидистантной ли
нейной решетки к числу ее элементов от вол
нового периода решетки 
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образования добавочных максимумов более высокого порядка, так 
как уменьшается ширина основного и бокового лепестков. С ростом 
угла компенсации КК сначала уменьшается, а затем увеличивается и 
при 8к = 90" имеет наибольшее значение. 

§ 4.8. Линейна11 дискретна11 антенна, состо11ща11 
из направленных элементов. Теорема умножени11 

В § 4.7. была рассмотрена линейная антенна, состоящая из точеч
ных элементов. В более общем случае размеры элементов соизмеримы 
с длиной волны, а линия, на которой они расположены, может быть 
кривой. 

Рассмотрим систему из n линейных элементов, расположенных 
вдоль отрезка прямой L (рис. 4. 1 3) и ориентированных одинаково (их 
акустические оси параллельны друг другу). Элемент с номером q 
имеет комплексную амплитуду возбуждения lq = А  ехр ( i((! ) и ХН 
Rq(8 ) . Фазу будем отсчитывать относительно середи�ы отрез�а - на
чала координат О. В соответствии с принципом суперпозиции, сумми
руя в точке наблюдения дальней зоны потенциалы скоростей всех 
элементов, получим 

ехр (-ikr0 ) 
Ф ( r0 , 8 )  = ----

4лr0 

х ехр ( ikxq sin 8 ), 

n 
I: Aq ехр ( i((!q )Rq (8 )  х q= l 

(4.78) 

где Xq - координата центра элемента с номером q. Из выражения (4.78) 
находим неиармированную ХН антенны 

n 
F(8 )  = I: Aq ехр ( i((Jq)Rq (8 )  ехр ( ikXq sin 8 ). q= l (4.79) 

Эта формула описывает направленность антенны в общем случае и для 
непосредственного использования достаточно сложна. На практике та
кие антенны составляют из идентичных (по крайней мере по волновым 
размерам) элементов. Тогда фор-
мулу ( 4. 79) можно преобразовать 
к виду z 

n 
F(8) = R*(8) I: Aq х q= l 
х ехр ( i((!q) х 

Х ехр ( ikxq sin 8 ), (4.80) 

где R*(8) - амплитудная ХН Рис. 4.13. Линейная антенна, состоя-
элемента антенны. щая из проиэвольных элементов 
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Равенство (4.80) выражает так называемую т е о р е м у  у м н о ж е 
н и я .  Иными словами, ХН линейной антенны из идентичных и одина
ково ориентированных элементов определяют как произведение 
характеристик направленности каждого элемента и антенны, состоя
щей из венаправленных элементов, находящихся в центрах элементов 
рассматриваемой антенны. Это легко покаэать, nриняв R* (6 ) = 1 
и обозначив 

n 
I: Aq ехр [ i ((/Jq + kxq sin 6 )] = F0 (6 ), q= l  

тогда (4.8 1 )  nринимает вид 

F(6 )  = R* (6 )F0 (6 ). 

(4.81 ) 

(4.82) 

Теорема (4.82) справедлива не только для линейных антенн. В са
мом деле, nотенциал скоростей, создаваемый элементом с номером q 
в векотором направлении u в пространстве, равен Фq(u ) =AФq0(u )Rq (ii), 
где А - номирующий коэффициент; Фq0 - потенциал, который созда
вал бы этот элемент в той же точке, если бы он был ненаправленным. 
Результирующий потенциал скоростей в точке наблюдения 

n 
Ф (u)  = ARq(u )  I: Фq0 (u ). q= l  

Выбрав за  направление нормирования вектор u0 (углы 60 , Ф о в сфери
ческих координатах), получим ХН данной антенны 

R(ii )  = Rq(u )R0 (u ), (4.83) 

где R0 (u ) - ХН гипотетической решетки изотропных элементов, рас
положенных в центрах реальных элементов и имеющих такие же 
амплитуды и фазы, как реальные элементы. 

Функцию R0 ( ij )  называют также "множителем решетки". Это по
нятие чисто математическое, абстрактное, удобное лишь для анализа 
характеристик антенн; физически решетка с ХН R0 (u )  не реализуема. 

Заметим, что в действительности "элементом q", ХН которого 
входит в формулу (4.83), могут быть группы антенн дискретных или 
непрерывных, но их ХН обязательно должны быть идентичны и оди· 
наково ориентированы в пространстве. 

Пример. Пусть лm�ейная неэквидистантная антенна состоит из шести ли
нейных излучателей (рис. 4.14), размер каждого излучателя равен а, амnлитуды 
и фазы колебаний одm�аковы. 

Антенну можно рассматривать состоящей из двух одJi}{аковых групn, каждая 
из которых образована тремя неnрерывными лm�ейными антеннами. Ориен
тация в nространстве каждой груnnы одm�акова. Согласно уравнению (4.82), х;н 
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Рис. 4.14. Линейная неэквидистант
ная антенна 

.. 
х 

груnnы как элемента вtd анrенны, определяют nроизведением ХН отрезка а 
[см. формулу (4.43а)] и ХН 3-точечной антенны [см. формулу (4.61)] :  

R*(B)• (sin tA1) sin Щ2)/(3 sin t2) , 

где t 1 = ( nа/Л.) sin В ; t2 = ( nd/Л) sin В . Число элементов равно двум, nоэтому ХН 
2-точечной антенны, согласно формуле (4.61), R0(B):cos [(nd/Л) sin В] .  ХН всей 
антенны в плоскости xOz R(B) = R*(B) R0( B). 

§ 4.9. Теоремы смещени11 и спожени11 

Рассмотрим еще две теоремы теории направленности антенн, 
наряду с изложенной теоремой умножения облегчающие расчет ХН 
антенн. 

Теорема смещения. Сущность теоремы заключается в том, что 
элементы дискретной антенны или малые по сравнению с длиной 
волны площадки поверхности сплошной антенны можно перемещать в 
направлении, перпендикулярном плоскости, в которой определяют 
ХН; при таком перемещении ХН не изменяется. Действительно, пусть 
антенна расположена в плоскости хОу (рис. 4. 15), а ее ХН определяют 
в плоскости xOz. Лучи от элементов 1, 2, 3, 4, направленные в точку 
дальнего поля, параллельны плоскости xOz; при их перемещении па
раллельно оси у разности хода лучей не изменяются. Следовательно, 
ХН антенны, состоящей из расположенных по оси х элементов 1, 2 ', 3 ', 4 ', будет такой же, что и исходной системы элементов 1, 2, 3, 4. 
Аналогичные рассуждения относительно элементарных площадок 

.. 
х 

Рис. 4.15. К доказательству тео
ремы смещения 

Рис. 4.16. К определению ХН 
nлоской восьмиэлементной ан
тенны 
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nоверхности S сnлошной антенны докажут, что ХН антенны в nлоское· 
ти xOz равна ХН nроекции антенны на ось х, конечно, с учетом амnли· 
тудно-фазового расnределения. 

Пример 1. Пусть плоская дискретная антенна состоит из двух групп, в каж
дой из которых четыре эквидистантных антенны (рис. 4.16). 

Для получения ХН в плоскости xOz смещаем элементы вдоль оси у до оси х, 
образуется антенна из двух ,,элементов", ХН каждого из которых R*(B) = 
= sin (4� 1)/(4sin �). где � 1 = ( па/Л) sin е. В соответствии с теоремой умножения 
следует R *(B) умножить на функцию R0 ( 8) = cos [(лЬ/Л) sin В ], описывающую ХН 
гипотетической антенны, состоящей из двух иенаправленных элементов с одина
ковыми (учетверенными) амплитудами. 

ХН антенны в плоскости yOz совпадает с ХН R*(B), так как леремещение 
элементов вдоль оси х приводит к эквидистантной 4-элементной антенне с рав· 
ными (удвоенными) амплитудами, расположенной вдоль оси у. 

В плоскости x'Oz, используя теорему смещения, элементы смещаем по нор
мали к оси х' и получаем В-элементную антенну, состоящую из двух одинаковых 
групп. ХН каждой группы R *(B) = sin (4�) /(4sin �), где � = (лd1/Л) sin В. Расстояние 
между центрами групп равно d и ХН R0 ( 8) = cos [(лd/Л) sin В]. Согласно теореме 
умножения, получаем 

R (B) = sin [(4лd1/Л) sin В] { 4 sin [(лd1/Л) sin В] }- 1 х cos [(лd/Л) sin В]. 

Теорема сложения. Эта теорема nозволяет рассчитывать ХН, ис· 
nользуя nринциn суnерnозиции, и формулируется следующим об· 
разом. Если амnлитудно-фазовое расnределение антенны А (х, у) = 
= А1 (х, у) + А2 (х, у), то ее наnравленность оnисывает функция R (8 ,  ф ) = 
= a1R1 ( 8 ,  ф )  + a2R2 ( 8 ,  ф ), где R1 ( 8 ,  ф ), R2 ( 8 , ф ) - характеристики на
nравленности антенны nри расnределениях А1 (х, у), А2 (х, у); а1 и а2 -

коэффициенты, не зависящие от углов 8 ,  ф .  

Пример 2. Определить ХН в плоскости xOz поршневой ступенчатой фигуры, 
расположенной в плоскости хОу (рис. 4.17). Представим антенну состоящей из 
трех прямоугольных поршней - одного площадью Ь 1 / 1 и двух одинаковой площа
ди Ь212• Те.кой выбор частей nродиктован их общим фазовым центром, совnадаю
щим с началом координат О. 

Акустическое поле, создаваемое такой антенной, р = р 1 + р2, где (с точностью 
до постоянного множителя) 

Р1 = b1 /1R1 ( 8) = Ь 1 /1 sin [(л/1/Л) sin В ] [(л11/Л) sin В]- 1 ; 

Р2 = 2 Ь2 /2 sin [(л/2/Л) sin В ] [(л12/Л) sin В]- 1 . 

В соответствии с теоремой сложения ХН антенны, нормированная относительно 
р (О), равна 

R (B) = ---
h1 l1 + 2Ь2 /2 

sin [(л/1/Л) sin В ] 
(л /1/Л) sin В 

sin [(л/2/Л) sin В] 

(л 12/Л) sin е 

+ 
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Рис. 4.17. К определению 
ХН ступенчатого лоршня 

х х 

Рис. 4.18. ПЛоский кольцевой лор
шень в бесконечном жестком экра
не 

Приыер 3. Задан плоский кольцевой лоршень (рис. 4.18). Сместим все 
элементы кольца до отрезка 2Ь, распределение амплитуд вдоль которого соответ
ствует удвоенной разности ординат обеих окружностей при О ..,;  х ..,;  а и удвоенным 
ординатам наружной окружности при а ..,; х ..,; Ь. 

Из!Зестно, что поле антенны в дальней зоне лролорционально производи
тельности Qm и характеристике налравленности R (u ) [см. формулы (4.28) и (4.29)]; 
в рассматриваемом случае лоршневой антенны - площади S и R (В ) .  Следователь
но, с точностью до постоянного множителя Р1 = S1R1 ( B ), Р2 = S2R2 ( B ), а полное 
поле, очевидно, равно разности полей р = Р1 - Р2 = S1R1 ( B )  - S2R2 ( B ). Пронорми
руем выражение в направлении В = О ;  для этого воспользуемся функциями на
правленности (4.38) и лолучим ХН кольцевого лоршня 

ь2 
R (B) = -

Ь2 - а2 
2J1 ( kb sin В )  

k b  sin е 

2J1 ( ka sin В ) 

ka sin е 

При �ешении этой зада� использованы амплитудные распределения 
Al(x) = 2 Ь2 - х2 и А2( х) = 2 уа2 - х2 ,  ло которым следовало определять характе
ристики R1 ( В )  и R2 ( В ) ,  а за тем, согласно теореме сложения, находить ХН антенны. 
Все эти расчеты опущены, так как использованы уже известные функции R (В ). 

§ 4.1 О. Дискретная антенна с произвольным 
расположением точечных элементов 

Рассмотрим антенну, состоящую из n иенаnравленных элементов, 
nроизвольно расnоложенных в nространстве. 

Характеристика направлеiПiости. Пусть элемент с номером q (рис. 4. 1 9) создает в точке М дальнего nоля акустическое давление 
Pq(u) ,  где u - единичный вектор в наnравлении на точку М. Обозначим 
Pq - радиус�вектор центра q·го элемента, rq - расстояние до точки М, 
r 0 - расстояние от начала координат О до точки М. 
8-614  - 1 13 -
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/ 
Согласно формуле (3.3), дав

ление (без временного множителя) 

1 

Рис. 4.19. К определению ХН дис-

.. Uu pvqSq 
Pq ( u ) = e -ikrq = 

4лrq 

ikpcvqSq .k ____ e -z rq , 
4лrq 

кретной антенны 

В соответствии 
ваемое антенной в 

где rq =r0 - pqu [см. формулу (4.5)]. 
с принципом суперпозиции давление, созда
направлении вектора u, равно 

n 
p (u ) = r Pq (u ) = [ ikp cSq ехр ( -ikr0 )/(4л r0 ) ]  х q= l 

n Х r vq ехр ( iЦJq ) ехр ( ikpqii ). q= l 
(4.84) 

Выбрав некоторое фиксированное направление u0 , найдем давление 
p (u0 ) в равноудаленной точке и нормированную ХН антенны [см. фор
мулу (4.7)]: 

Как уже делали ранее (см. § 4.7), перейдем от скоростей к их отно
шениям: vq/ii1 = .Aq = Aq ехр ( iЦJq ). Последовательность модулей Aq 
выражает распределение амплитуд, последовательность аргументов 
(/Jq - распределение фаз колебательной скорости. 

Если требуется обеспечить максимум излучения (приема) в направ
лении Ик ,  понадобится ввести такое фазовое распределение, которое 
скомпенсирует акустическую (естественную) фазу, обусловленную 
разностью хода лучей, т. е. принять (/Jq = -ukpq� - Тогда в числителе 
формулы (4.85) при u = Uк сумма будет максимальной и равной r Aq . q 
Для антенны, компенсированной в заданном направлении, ХН будет 

n n 
R (ii, iizc) = [ L Aq]-1 L Aq ехр [ ik�q (u - iizc)]. q= l q= l 

(4.86) 

В частном случае равноамплитудной антенны r Aq = nAq , и формула 
( 4.86) принимает вид q 
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• ... n • • + • 
R( u, uк) = ( 1/n )  I: ехр ( ikPqu) ехр ( -ikPquк}. q= l  

(4.87) 

Коэффициент коJЩевтрации. В общем случае поле (и ХН) антенны 
не обладает осевой симметрией, поэтому для получения расчетных 
формул следует исходить из общего выражения для КК (4. 1 9) . Перепи· 
шем последнее в виде 

к = 4n [ S R2(u) dQ]-1 , 
Q 

где Q = 4n - полный телесный угол; R(u) = ID(u) l . 
Подставим функцию (4.85) в формулу (4.88), получим 

(4.88) 

На основании преобразований квадратов сумм комплексных вы
ражений (см. § 4. 7) и формулы [26] 

[ 1/(4n) ]  S ехр [ ik (Pq - 'Pg)'u ] = sin (kdqg)/( kdqg) 
Q 

получаем формулу для КК в направлении u0 

1 1 [ sin (kdqg) ] -1 
K(uo) = I: Aq ехр ( ikP 0u0 ) 2 I: I: AqA; . (4.89) q=l  q=l g= l  kdqg 

В случае компенсации антенны в направлении Uк 

(4.90) 

Каждый элемент антенны при излучении преодолевает реакцию 
как собственного поля, так и поля соседних элементов, возникает 
акустическое взаимодействие источников антенны, которое изменяет 
сопротивление излучения преобразователей. Одним из параметров, 
характеризующих взаимодействие элементов по полю, может быть так 
называемое взаимное сопротивление Zqg излучения элементов (с номе
рами q и g ) . Вещественная часть Zqg (активное взаимное сопротивление rqg) 
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Рис. 4.20. Четырехэлемент-

х 

пропорциональна функции sin (kdqp)/(kd�), 
входящей в выражения для K(u0 J и К(!Jк). 
При расчете КК каждое слагаемое в зна
менателе этих выражений необходимо 
удваивать, так как взаимодействия 
элементов q, g и g, q равносильны; при 
q = g функция sin (kdqg)/(kdqg) = 1 ,  и сла
гаемые в знаменателе определяют собст
венное сопротивление излучения элемен
тов Zqq (тогда эти слагаемые удваивать не 
надо). 

Рассмотрим частный случай, когда 
ная антенна элементы расположены на абсолютно жест

ком экране в плоскости хОу. Поскольку излучение происходит в полу
пространство (Q = 2л ), интегрирование по углу е имеет пределы от О до 
л/2, по углу ф - от О до 2л .  В результате КК удваивается по сравнению 
со случаем свободного пространства. Формула (4.89) для КК в направ
лении е о ,  ф о ПрИНИМает ВИД 

n n 
К(е 0 , Ф 0 )  = 2 I: I: AqAg cos [ (<vq - <vg) - k (xq sin e 0  соs ф0 + q= 1 g= 1 

Для антенны, компенсированной в направлении ек , Фк , КК опреде
ляют по формуле (4.90), в которой пе!2вый сомножитель 12авен 2I: I:A9Ag, 
скалярное произведение @q - Pg)iiк = (xq - Xg) sin ек cos ЧJк + 
+ (Yq - Yg) sin ек sin Фк · 

Пример. Антенна, показанная на рис. 4.20,  состоит иэ четырех точечных 
элементов 1, 2, 3, 4 и компенсирована вдоль оси х. Амплитуды возбуждения 
элементов одинаковы, расстояние между элементами d = O,SA.. Требуется опреде
лить ХН в плоскостях xOz, yOz, хОу и КОК в направлении компенсации. 

ХН компенсированноii а�_;те�ны определяют по формуле (4.86) . �ас�чи1аем 
скалярные произведения Р 1 ( и - ик) = Р 1 х( их - икх) = -O,S d ( иx - икх); Р2 ( и - ик) = 

.. ( ... - -
( - .. = O,S d ( иx - икх) + d ( иу - ику); Рэ и - ик) = O,S d( иx - икх); Р4 = и - ик) = 

= -O,S d ( и - икх) - d ( иу - ику),  где их = sin В cos ф ;  и у = sin В sin ф; икх = sin В к cos Фк; 
ику = sin В к sin Фк· Сумма амплитуд 1:Aq = 4. По формуле (4.86) находим простран
ствеиную ХН (с использованием формулы Эйлера) 

R (u, uк) = 0,5 { cos [(kd/2)( иx - икх)] + cos [(kd/2)( иx - икх - 2 иу + 2 ику ] } '  

где икх = 1 ;  ику = О  (так как Фк = О); kd/2 = п/2. 
В плоскости xOz (ф = О, и у = О, их = sin В)  

R (B ,  В к) = cos  [(n/2)(sin В - 1)] . 
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В плоскости yOz (ф = п/2, их = О, иу = sin 8) 

R (8 , 8к) = cos [(п/2)(1 + 2sin 8 )]. 

В ПЛОСКОСТИ ХОу (8 = П/2, Ux = COS ф , Uy = sin ф) 

R (ф , 8к) = 0,5 { cos  [(п/2)(1 - cos  ф)] + cos  [(п/2)(1 - cos ф + 2sin ф ) ] } . 

Коэффициент концентрации в направлении компенсации рассчитываем по 
формуле (4.90), в которой I � Aq1 2 = 16.  Производить двойное суммирование прак
тически удобнее не по индексам q и g, а по парам слагаемых (элементов), рас
стояния междх_ которыми одинаковы. Расстояния <f.= между элементами 1 и 3, 1 и 4, 2 и 3 ;  d v 2 - между элементами 1 и 2, 4 и 3 ;  d ,f S - между элементами 2 и 4 ;  
d = О ,  когда q = g. Далее вычисляем аргументы k (xq - Xg) Uкх для указанных пар 
элементов: k (Xt - хз ) = kd ; k (Xt - х4 ) = О; k (x2 - хз ) = О; li (xt - х2 ) = kd ; k (x4 - х3) = 
= kd ; k (х2 - х4 ) = kd. Подставив эти значения в формулу ( 4.90), получим 

К (8к ,  Фк) = 16 { 4 + [ 2cos (kd) + 4] sin (kd)/(kd) + 4cos (kd) Х 

Х sin (kd ..fiJI(kd ..fiJ + 2cos (kd) sin (kd Гs)l(kd � }- 1 • 

Посколь:<у 8к = П /2, Фк = О, kd = п ,  sin п = О, соs п  = -1 ,  то окончательно 

К (п /2, О) = 16 (4 - 4sin (п -/2) /(п ..j2) - 2 sin (п ..jS)/(п ..jS)] -1 "' 3,4. 

§ 4.1 1 .  Акустическаи мощность дискретной 
антенны 

Для получения больших мощностей излучения, обеспечения на
правленности и возможности управления этой направленностью, 
например сканированием, используют антенны, состоящие из большого 
количества преобразователей. 

Рассмотрим антенну, содержащую n точечных элементов. Пусть 
элемент с номером g развивает в некоторой точке пространства звуко· 
вое давление Pg, тогда давление, создаваемое всей антенной, равно 

n 
р = I: Pg· g= 1 

(4.92) 

Если р, v - давление и колебательная скорость на активной поверх
ности антенны S, то мощность излучения антенны 

Р=  ( l/2) S pv*dS, (4.93) 
s 

где v* - комплексно-сопряженная величина. 
Определим мощность, излучаемую одним элементом антенны, 

имеющим номер q. В соответствии с формулой (4.93) 
Pq = ( 1/2) v� S pdSq. (4.94) 

Sq 
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Давление на поверхности q-го элемента определяют по формуле ( 4.92) 
как сумму давлений, создаваемых всеми элементами антенны. Под
ставляя равенство (4.92) в уравнение (4.94), получаем 

где 

1 n n n 
Pq = - v� S ( I: Pg) dSq = I: ( v�/2) S PgdSq = I: Pqg• 

2 Sq g= l g= l Sq g= l 

Pqg = 
1 
2 

(4.95) 

Величина Pqg представляет собой мощность, расходуемую преобразо
вателем с номером q на преодоление давления, развиваемого на его 
поверхности от действия преобразователя с номером g. 

Полная мощность излучения многоэлементной антенны равна 
сумме мощностей излучения каждого преобразователя: 

n 1 n n 
Р =  I: Pq = - I: I: v� S pgdSq. q= l 2 q= l g= l Sq 

(4.96) 

Импе.цаис излучения. Выше (см. § 3. 1 )  реакцию поля на источник 
оценивали импедансом излучения z8, определяя его отношением силы 
реакции поля на рабочую поверхность излучателя к скорости колеба
ний его центра приведения v1 • Для учета акустического взаимодей
ствия между преобразователями многоэлементной антенны целесо
образно импеданс z8 определять исходя из акустической мощности 
Ра = 0,5z8 1 v1 1 2 , откуда 

z8 = 2Pa/ l v1 1 2 = r8 + ix8• (4.97) 

Импеданс излучения антенны с учетом уравнения (4.96) 

(4.98) 

гдe zqg = (1/vg) S PgdSq ; ( vq/v1 )* = А� ; vg/v1 = Ag. 
Sq 

Величину Zqg = rqg + iXqg называют в з а и м н ы м  и м п е д а н с о м  
и з л у ч е н  и я преобразователей с номерами q и g; он равен части 
импеданса излучения q-го преобразователя и вызван действ}20�М на 
него давлением от преобразователя с номером g. Множитель AgA� учи
тывает амплитудно-фазовое распределение на поверхности S антенны. 
Из вывода выражения (4.98) видно, что Zqg = Zgq · 
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_ Представляя комnлексные амплитуды в виде Ag = Ag ехр ( iч>g), 
А� = Aq ехр ( -iч>q) и учитывая симметричность слагаемых (с индекса
ми qg и gq ) в выражении (4.98), его можно легко nривести к виду z9 = 
= ! !  Re (AgA�)(rqg + iXqg), откуда nолучаем q g 

n n n n ,.. 7 
Xs = ! ! XqgAqAg COS (Ц>q - ч>g) = I I A�AgXqg · q= l g= l q= l g= l 

(4.99) 

Формулы (4.99) nозволяют вычислить активное и реактивное соnро
тивления излучения дискретной антенны через известные взаимные 
активные и реактивные соnротивления излучения отдельных 
элементов. 

Для оnределения акустической мощности элемента Pq , работающе
го в составе антенны, надо знать его nолное сопротивление излучения 
z9q , тогда Pq = Zsq l v1 1 2 • Мощность nроnорциональна именно v1 , а не Vq ,  
так как имnеданс Zsq оnределяют отношением мощности к l v1 1 2 , а не 

n 
к 1 vq 1 2 • Поскольку Zsq = I A�AgZqg• то g= l 

(4. 1 00) 

Когда все элементы, исключая q ,  заторможены, то Pq = 0,5 1 vq 1 2zqq • 
где Zqq - собственное соnротивление излучения q-го элемента. 

Получим выражение для взаимного имnеданса излучения Zqg двух 
элементов q и g, имеющих малые волновые размеры, одинаковые 
производит.ельности Qm и расnоложенных на абсолютно жестком 
nлоском экране. Пусть элемент g создает на nоверхности элемента q 
давление 

Pg = [ ikP cQm/(2Лdqg)] ехр (-ikdqg), 

где dqg - расстояние между элементами q и g ;  Qm = VmSo (S0 = Sq = Sg ). 
Сила, действующая на элемент q ,  из-за малости его размеров равна 

Fq = PgSo • Отношение этой силы к скорости колебаний элементов 
позволяет nолучить взаимное соnротивление излучения 

Zqg = Fq lvm = ikP cS0 ехр ( -ikdqg )/(2Л dqg) = 
= [Р ck2 S� /(2Л )][sin (kdqg )/(kdqg) + i cos (kdqg )/(kdqg )] . (4. 1 0 1 )  

Как видно, взаимный имnеданс излучения оnределяется только 
геометрией элементов антенны и их взаимным расnоложением, но 
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не зависит от амплитуд и фаз колебательных скоростей элементов. 
Теперь первая формула (4.99) для антенны из n точечных элементов, 
расположенных на абсолютно жесткой плоскости, принимает вид 

Заметим, что из формулы (4. 1 0 1 )  можно получить выражение для 
активной составляющей собственного сопротивления излучения 
источника малых размеров (в жестком экране), приняв q = g. Тогда 
rqq = p ck 2S�/(2л ) . 

Коэффициент концентрации. В предыдущих расчетах КК предпо· 
лагалось, что ХН антенны известна. Существует еще один метод расче· 
та K(u0 ) в заданном направлении, основанный на использовании 
составляющей r5 антенны и давления p (u0 ) в дальней зоне. 

По определению КК ( 4. 17) 

K(u ) = (P..IPa> IJo( r) = J( r, u) = Jo . 4л r2/(0,S rs l v1 1 2 ), 

где Jo ( r) = J( r, u) = l p (uo ) l 2 /(2p c); p (uo ) - звуковое давление, созда· 
ваемое антенной на расстоянии r в направлении u0 • Получаем общую 
формулу 

(4. 103) 

определяющую КК в заданном направлении по известной величине r5 • 
Формула (4. 1 03) пригодна для дискретных и непрерывных антенн. 
В частности, для дискретной антенны, подставляя выражения для r5 
(4. 1 02) и p (u0 ) (4.84), получим формулу (4.90) 

§ 4.1 2. Направленность пульсирующего цилиндра 
конечной длины 

Расчет ХН антенны с неплоской активной поверхностью можно 
выполнить, как nравило, лишь приближенными методами, среди 
которых наиболее широко используют приближение Кирхгофа. Как по
казана в § 2.2, формулу Кирхгофа (2.2), определяющую потенциал 
поля, создаваемого в пространстве излучающим телом, можно сущест· 
венно упростить для тела больших волновых размеров. В этом случае 
для дальней зоны потенциал скоростей находят по формуле (2. 1 6), 
в которой расстояние r можно вынести из-под знака интеграла, приняв 
r � r0 - расстояние до точки наблюдения от начала координат, а пока· 
затель экспоненциальной функции представить в виде kr = k ( r0 + дr), 

где д r - разность хода лучей. Интегрирование уравнения (2. 1 6) не 
вызывает принципиальных трудностей, и для определения ХН по· 
лученный потенциал надо разделить на его значение при выбранном 
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направлении нормирования. 
В § 1 .4 было приведено выражение 

для звукового поля бесконечного ци
линдра с равномерным распределением 
колебательной скорости по его длине. 
Рассмотрим звуковое поле цилиндра 
радиусом а,  совершающего осесиммет- х 
ричные колебания с произвольным рас
пределением скорости v(z) по длине. 
Как частный случай определим поле 
пульсирующего цилиндра конечной 
длины, расположенного в жестком эк
ране с таким же радиусом (рис. 4.21 ) .  

Согласно равенству ( 1 . 45), решение 
уравнения Гельмгольца для rасходя- Рис. 4.21 .  к определению хн 
щейся волны имеет вид HJ2 (k '  r) х пульсирующего цилиндра 
Х ехр ( i'Vz) .  Комбинируя все возмож-
ные значения волнового числа 'V, представим звуковое поле, излучае
мое цилиндром, в виде 

00 
Ф ( r, z) = S А ('V) нJ2> (k ' r )  ехр ( i'Vz) d'V , (4. 1 04) 

- оо 

где k '  = Vk 2 - '\'2 • Неизвестную функцию A (V) определим из гранич
ного условия 

- дФ/дr l r = а  = v(z). (4. 1 05) 

Представим функцию v(z) интегралом Фурье 

00 
v (z) = ( 1 /  fi.Л) S В('\') ехр ( i"Vz) d'V ; (4. 1 06) 

- оо 

00 
B('V ) = ( 1 /  /2ii) S v(z) ехр ( -i'Vz) dz. (4. 1 06а) 

- оо 

Подставляя уравнения (4. 1 04) и (4. 1 06) в формулу (4. 1 05), находим 
A ('V) и потенциал поля 

00 

Ф ( r, z) =  -k J 
- оо 

В( V )HJ2> (k ' r) ехр ( i'Vz) 

k 'нр> ( k' a ) 
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В результате интегрирования получится выражение [ 48] 

2i B(k sin е ) 
Ф (r, z )  = -==-----

$ нр> (ka cos е )  k cos е 

ехр (-ikR ) 

R 
(4. 1 08) 

справедливое для дальнего поля (kr » 1). Как и следовало ожидать, 
потенциал здесь убывает по закону сферической волны. 

Обращаясь к цилиндру конечной длины h с равномерным ампли
тудно-фазовым распре.целением скорости v (z) = Vm , определяем функ
цию B(k sin е) по формуле (4. 1 06а) и находим звуковое давление (пре
делы интегрирования от -h/2 до h/2) 

pchvm 
p (r, е ) =  

л cos е нр> (ka cos е ) 

где Rh (е ) - ХН отрезка длиной h . 

ехр (-ikR ) 
---- Rh (e ), 

R 
(4. 1 09) 

Полагая h « Л  и, следовательно, Rh (e ) � 1, получим направлен
ность кольца малой длины в диаметральной плоскости 

Fa(e ) = [ cos е нр> (ka cos е ) ) -1 • (4. 1 1 0) 

Таким образом, направленность пульсирующего цилиндра в 
диаметральной (осевой) плоскости зависит как от его длины, так и от 
диаметра. Если представить цилиндр состоящим из большого числа 
коротких колец, то можно убедиться в справедливости теоремы умно
жения: ХН цилиндра есть произведение ХН элементарного кольца 
и ХН отрезка, равного длине цилиндра: F(e ) = Fa(e )Rh (e ). Нормирован
ная ХН имеет вид 

нр> (ka ) sin [(kh/2) sin е ] 
R (e ) = ------

cos е нр> (ka cos 8 ) (kh/2) sin 8 
(4. 1 1 1 ) 

Если цилиндр имеет малый диаметр (ka « 1) ,  то шр> (� ) 1  � 2/(л � )  
и его ХН в вертикальной плоскости практически н е  зависит от диамет
ра и совпадает с ХН отрезка длиной h. Такой же результат получается 
при малых углах отклонения от нормали к оси цилиндра. По мере уве
личения угла е начинает сказываться направленность кольца. 

Когда волновой размер диаметра цилиндра большой � ka cos е »  1 ,  
справедливо асимптотическое приближение шр> (� ) 1  � 2/(л � ), и для 
ХН получаем 

(4. 1 12) 

Из этого выражения следует, что направленность цилиндра большого 
диаметра и длиной h мало отличается от направленности отрезка h ,  
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если только рассматриаемые направления не приближаются к оси 
цилиндра. 

Сравним звуковые давления, создаваемые цилиндром в осевом 
(8 = л/2) и перпендикулярном (8 = О) направлениях при условии 
ka » 1 .  Полагая Rh(O) = 1 ,  из уравнения (4. 1 09) находим 

l p (R, O) l � pch Vka/(2л) vm /R. 

Чтобы определить p (R, л/2), надо воспользоваться значением функции 
Ханкеля нр> (� ) при � -+ О, поскольку ka cos 8 -+ О при 8 -+ л/2. В ре· 
зультате подстановки в (4. 1 09) получим 

Отношение 

p (R, 0}/p (R, л/2) � л/ V а/А Rh(л/2) 

показывает, что при Rh(л/2) � 1 (это 
будет в случае h « Л, практически 
h :ЕО Л/3) звуковое давление в осевом 
направлении намного превосходит 
давление по нормали. Иначе говоря, 
короткий и толстый пульсирующий 
цилиндр излучает преимущественно 
вдоль образующей. При h > Л (и 2а > 
> Л) излучения цилиндра в двух 
взаимно перпендикулярных направ· 
лениях различаются незначительно. 

Диаграммы направленности 
пульсирующего цилиндра представ· 
лены на рис. 4.22. Как видно, при ма· 
лом диаметре кольца (d/A. = 1 /л) ДН 
несущественно отличается от ДН об· 
разующей Rh(8 ). С ростом диаметра 
{ d/A. = 5/л) направленность кольца 
приводит к увеличению излучения 
(приема) в радиальных направле
ниях: 1Rh ( 8 ) 1 в 2,8 раза больше, чем 
для цилиндра той же длины и в 5 раз 
меньшего диаметра. 

Соотношения, относящиеся к ци
линдру в бесконечном экране, мож· 
но использовать и при отсутствии эк· 
рана, если только длина h > Л .  
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§ 4.1 З. Антенны с уменьшенными боковыми 
максимумами 

Выше были получены ХН плоских, линейных непрерывных и дис· 
кретных антенн, а также пульсирующего цилиндра. Типичная ДН каж· 
дой антенны содержит кроме главного лепестка боковые лепестки 
с максимумами, которые меньше или равны главному. Направлен· 
ность позволяет более эффективно передавать сигналы в заданном 
направлении при излучении, а в режиме приема повысить отношение 
сИгнал/помеха. Наличие боковых лепестков у излучающей антенны 
вызывает непроизводительное рассеяние акустической энергии в дру· 
гих направлениях, а у приемной антенны - понижение отношения 
сигнал/помеха и увеличение вероятности ложной тревоги (в частнос
ти, ошибки в определении пеленга). По этим причинам боковые лепест· 
ки ДН, ухудшающие свойства антенны, желательно совсем устранить 
или, по крайней мере, значительно уменьшить. 

Плоские поршни. На величины боковых максимумов ДН в значи· 
тельной степени влияет форма диафрагмы. Так, например, для прямо· 
угольного поршня первый боковой максимум составляет 22 % (см. 
рис. 4.4), а для круглого одинаковых волновых размеров - 13 % (см. 
рис. 4.8). При этом раствор главного лепестка ДН у круглого поршня 
больше (острота главного максимума меньше). ХН плоских поршвей 
(в бесконечном жестком экране) можно определить по общей формуле 
(4.29}. Однако для определения ХН в какой-либо одной плоскости, 
перпендикулярной ПОQшню, проще использовать теорему смещения 
и привести поршень к линейному излучателю. 

Рассмотрим несколько примеров. 
1. Поршень в виде равнобедренной трапеции. В нормальной плос

кости, проходящей через большее основание (рис. 4.23), ХН поршня 
совпадает с ХН отрезка длиной 2 /2 и распределением амплитуд 

v(x) = v0 ; О � х � /1 ; v(x) = [ v0/ ( 12 - 11 ) ] ( !2 - x); 11 � х � 12 • 
После подстановки в (4.46), интегрирования и нормирования получим 

(4. 1 14) 

где � 1 = [л ( /1 + 12 )/Л. ]  sin е ;  � 2 = [п ( 12 - 11 )/Л.] sin е .  
Формула (4. 1 1 4) пригодна и для расчета ХН поршня в виде парал· 

лелограмма с основанием 12 + 11 • Действительно, представим парал· 
лелограмм состоящим из большого числа n узких полосок длиной АВ 

и расстоянием между центрами CF/n .  Согласно теореме умножения, 
направленность такой группы полосок определяют произведением 
RAE(e )Rп (e ), где Rn(e ) = sin [ (nлCF sin e }/(Л.n) ]/ {n sin [(лСF sin е }/(Л.n) ] } . 
Переходя к пределу, имеем lim Rn (e )  = Rcp(e ), следовательно, ХН па-

n -+ ""  

раллелограмма RAE(e )Rcp(e ), vo соответствует формуле (4. 1 14). 
Совместим первый побочный максимум функции R� с первым 

нулевым значением функции RЕВ, для чего примем [л (11 + �)/ Л. ]sin е = 4,49; 
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[п { l2 - 1.! ) /Л.] sin е = п . Отсюда нахо
дим 12!11 = 5,65. При таком соотно
шении оснований трапеции ее ХН 
R (� )  = (sin � /� )  sin (0,7� )/(0,7� ) имеет 
побочные максимумы 1 ,5; 1 ,8; 1 %. 

В частном случае 11 = О трапеция 
преобразуется в треугольник и фор
мула (4. 1 1 4) принимает вид (4.37), А 
где 212 = а 12- основание треуголь
ника. 

у 

х 

Формула ( 4.37) определяет и ХН Рис. 4.23. к определению хн порш-
ромба в его нормальной диагональ- ня в виде трапеции и параллело
ной плоскости, поскольку дополне- грамма 
ние треугольника до ромба не изме-
няет амплитудного распределения вдоль отрезка а [2: 

Уменьшенные боковые максимумы (меньше 22 %) имеют ДН пря
моугольного nоршня в осевых плоскостях, не параллельных сторонам 
прямоугольника. 

2. Прямоугольный поршень с распределением. Пусть вдоль отрезка 
длиной а, параллельного оси х, амплитуда колебаний изменяется по 
закону f(x) = cos (пх/а ) , а вдоль отрезка длиной Ь - по закону [(у) = 1 .  

Подставляя [(х) в формулу (4.43), после интегрирования и норми
рования получим ХН в виде 

(4. 1 1 5) 

где � = (па/Л ) sin е . Угловая ширина д � о =  3 (д е о � 172" Л/а ), д� о 7 = 
= 1 , 1 9  (де 0  7 = 68" Л/а ). Величина первого бокового максимума состав
ляет 7, 1 %. ' 

3. Составные поршни. Представленный на рис. 4.24 поршень можно 
образовать из n одинаковых поршневых фигур, сдвинутых относитель
но друг друга по прямой на одинаковые расстояния d1 и d2 в двух 
взаимно перпендикулярных плоскостях. Согласно теоремам смещения 
и умножения, хн такого составного поршня в нормальной плоскости, 
проходящей через линию сдвига, определяют функцией R (е ) = R 1 R2 , где R1 - направленность сдвигаемой фигуры; R2 - направленность 
линейной группы из n равноотстоящих точечных элементов. В плоскос
:ях xOz и yOz R� = sin � 1 ,�/� 1� ; R:z = sin (nd1,2 � 1,2 /11,2)'[ n sin (d1 ,2� 1,2 ) :  
. 11,2 ) ] , где � 1,2 - (п 11 ,27ЛJ sш 1:1 .  

Например, для двухступенчатого поршня сдвиг d1 найдем при � 1 = 
= 4,49 (максимум R1 ) и d1 �/11 = п/2 (минимум R2 ), откуда d1 = 0,35!1 . 
В этом случае первый боковой лепесток с максимумом 22 % разбивает
ся на два лепестка, максимумы которых не превышают 4 %. 

Дискретные линейные антенны. Уменьшения побочных максиму
мов можно достичь также выбором функции распределения и сдвигом 
отдельных групп. Группа из n1 одинаковых элементов с расстоянием 
d1 между ними при сдвиге на величину d2 + d1 эквивалентна неравно
мерной антенне (рис. 4.25). При d2 = d1 = d получается линейная 
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у 

d,  d, 

Рис. 4.24. Ступенчатый поршень 

х 

антенна с амплитудой, спадающей от середины к концам антенны. 
Пусть имеем группу из n 1 = 4 элементов (рис. 4.26, а ). Сдвигая ее дваж· 
ды ( n2 = 3), получаем антенну из шести элементов с распределением 
амплитrд 1-2-3-3-2- 1  и характеристикой R(8) = sin (4� )  sin (З�) : 
: ( 12  sin � ), где � = (лd/Л) sin 8 .  ДН показана на рис. 4.26, б; побочные 
максимумы составляют менее 2 %. Аналогичная равномерная антенна 
имеет побочные максимумы 24 %. Острота ДН остается той же, что у ис· 
ходной группы из четырех элементов (� 0 = л/4), в то время как у рав· 
номерной 6-элемеН'rной антенны острота больше (� 0 = л/6). 

Анализ ДН дискретных линейных антенн показывает, что с увели· 
чением амплитуд центральных элементов острота и побочные макси· 
мумы ДН уменьшаются. Этот вывод характерен для антенн как дис
кретных, :rак и непрерывных при спадающем к краям антенны ампли· 
тудном распределении. Если же амплитуда колебаний от середины 
антенны к концам возрастает, то главный лепесток ДН сужается, а бо· 
ковые максимумы увеличиваются. Например, отрезок длиной 1 при 

а) dt _ __._ _ ...._ _ ---+-

- +- - -.- - +- - +
...... - --..-- - --+-- - --- - ---

б) • • • • • • •• • • • • • • • 

Рис. 4.25. Система эквидистант
ных линейных ан"rенн (а ) и эк· 
вивалентная неравномерная ли
нейная антенна (б) 

Рис. 4.26. Система смещенных 
дискретных линейных антенн 
(а) и ее ДН (б) 
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линейно возрастающей от середины амплитуды колебаний имеет ХН 
R(8) = 2 sin ��� - sin2 (�/2)/(�/2) 2 , где � = (лl/Л.) sin е . Угловая ширина 
L\�0 � 4,66 (L\80 � 1 ,48Л/l), L\�0,7 � 2,24 (L\8 0,7 � 0,7 1Л/l), величина пер· 
вого бокового максимума составляет 58 %. Сравнение с равномерным 
отрезком показывает, что угловая ширина на нулевом уровне умень
шилась на 26 %, на уровне О, 707 - на 20 %, первый боковой максимум 
увеличился в 2,6 раза. 

§ 4.1 4. Впи11ние акустического взаимодействи11 
элементов антенной решетки на ее параметры 

До сих пор мы считали, что известна (задана) колебательная ско· 
рость элементов антенны, и все параметры антенн определяли в этом 
предположении. В действительности обычно известны не скорости 
колебаний vq , а подводимые к элементам' напряжения Иq . При расчете 
vq по заданным Иq следует учитывать взаимное влияние элементов 
антенны. 

Используемые в гидроакустических антеннах преобразователи 
можно рассматривать как простые осцилляторы с эквивалентными 
параметрами. Воспроизведем эквивалентную электроакустическую 
схему преобразователя (рис. 4.27), не конкретизируя его конструкцию 
[28] . Такая схема состоит из генератора возбуждения с ЭДС Ег и внут· 
ренним сопротивлением Zг; электромеханической цепи с входным 
электрическим импедансом Z0 ; трансформатора с коэффициентом 
трансформации 1 : N и механическим импедансом z = r + i [ ы mэкв -
- 1/(ыСзкв )]; акустической цепи с импедансом излучения z8 и эквива· 
лентным генератором силой Fэкв (в режиме приема). При излучении 
Fэкв = О, а при приеме Ег = О и Zг определяет входной импеданс прием
нога тракта. 

Рассматривая приведеиную схему для элемента антенны с номе· 
ром q, по правилам расчета электрических цепей находим колеба· 
тельную скорость элемента 

NUq Z0 NEq 
vq = = , q = 1 ,  2, . • .  , n,  (4. 1 1 6) 

Z + Zsq Zг + Zo Zвх + Zsq 
где Иq - напряжение, подводимое к преобразователю с номером q ;  n -
число элементов антенны; Zвх - входной механический импеданс, 
равный 

Zвх = z + N2ZгZ0/(Zг + Z0 ) . (4. 1 17) 
Согласно формуле (4.98), импеданс излучения элемента можно 

представить в виде 
Zsq = Zqq + I; ( Vg/Vq)Zqg = Zqq + Zвю (4. 1 18) g+q 

где Zqq - собственный импеданс излучения элемента; Zвн - вно· 
симый импеданс, определяемый взаимным импедансом излучения 
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преобразователей с номерами 
q и g. 

Из системы уравнений (4. 1 1 6) 
и равенства (4. 1 1 8) видно, что ско
рость колебаний элемента q в ан
тенне зависит от скоростей ос
тальных элементов. В этом и про-
является акустическое взаимоРис. 4.27. Эквивалентная электроакус- действие элементов. тическая схема nреобразователя 

Для расчета колебательных 
скоростей элементов с учетом их взаимодействия необходимо совмест
но решить систему уравнений (4. 1 1 6) для всех элементов. Эту систему 
приводят к следующему виду: 

n 
NEZ0/(Zг + Z0 )  = ZVq + 

g
� l ZqgVg, q = 1 ,  2, . . .  , n . (4. 1 1 9) 

Во многих случаях удается избежать решения системы (4. 1 1 9), т. е. 
акустическим взаимодействием пренебрегают. Это допустимо, если 
выполняется неравенство 

Zвх + Zqq » Zвн (4. 120) 

при условии 

Zвх » Zвн или Zqq » Zвн • (4. 12 1 )  

При выполнении неравенства (4. 120) колебательные скорости 
элементов пропорциональны подводимым напряжениям, взаимодей
ствие элементов отсутствует. Неравенство (4. 120) является, таким 
образом, у с л о в и е м  н е з а в и с и м о с т и  п р  е о б р а з о в  а т е л е й  п о  
п о  л ю .  Если преобразователь работает на частотах, далеких от часто
ты его механического резонанса, то справедливо первое неравенство 
(4. 1 2 1) .  Второе неравенство (4. 12 1 )  выполняется тем строже, чем боль
ше волновые размеры рабочей поверхности элемента. В частности, для 
стержневых излучателей, установленных на плоских или слабовыпук
лых поверхностях с малыми зазорами, расстояние d между центрами 
соседних элементов должно быть больше О,SЛ. В интервале О,ЗЛ < d < 
< О,SЛ можно пренебречь акустическим взаимодействием при инже
нерных расчетах только в случае синфазного возбуждения элементов 
решетки. 

Поясним физическую сущность условий независимости nреобразователей. 
Плоский излучатель с размерами, большими длины волны, формирует вблизи 
своей nоверхности nлоский волновой фронт, и его имnеданс близок к величине 
pcS. Излучатель малых волновых размеров создает вблизи своей nоверхности 
расходящийся фронт волны, nри этом кроме движений частиц среды е.доль 
нормали к рабочей nоверхности существует еще тангенциальное движение, 
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связанное с расширением фронта волны и не передающееся в дальнюю зону. 
Нормальные составляющие скорости колебаний частиц среды создают активное 
сопротивление излучения, обусловливающее акустическую мощность в дальнем 
поле. Тангенциальные составляющие скорости создают реактивное сопротивле
ние излучения, которое физически интерпретируется как наличие соколеблю
щейся массы среды вблизи излучателя. 

При размещении в антенне плоских излучателей, имеющих большие волно
вые размеры и, следовательно, большое собственное сопротивление излучения 
Zqq (хорошо нагружаются на среду), соседние преобразователи мало влияют на эту 
величину. Когда размеры преобразователей меньше длины волны, одиночный 
преобразователь плохо нагружается на среду, т. е. имеет малое активное и боль
шое реактивное сопротивления излучения. При синфазных колебаниях всех 
преобразователей антенна в целом формирует близкий к плоскому фронт волны, 
а импеданс излучения рассматриваемого преобразователя существенно меняет
ся. ·В этом случае не выполняется первое условие независимости (4.121), взаимо
действие между преобразователями велико. 

Полученное выше выражение (4. 1 0 1 )  позволяет рассчитать актив
ную rqg и реактивную Xqg составляющие взаимного импеданса излуче
ния иенаправленных элементов. 

Активное и реактивное сопротивления излучения одного элемента 
антенны зависят от активных и реактивных составляющих взаимных 
импедансов излучения элементов, амплитуд и фаз их колебательных 
скоростей: 

n n 
rsq = Re g�1 ( Vg/vq)zqg; Xsq = Im g� 1 (vg/vq)Zqg· (4. 122) 

Результаты расчета. Учет акустического взаимодействия элемен
тов антенных решеток приводит к следующим выводам. 

1 .  Параметры, характеризующие режим работы преобразователя 
в излучающей антенне и степень его согласования с возбуждающим 
электрическим генератором, - колебательная скорость, импеданс 
излучения, входной электрический импеданс - зависят от положения 
преобразователя в антенне, частоты возбуждения, угла сканирования, 
рабочего состояния других преобразователей в антенне. При этом чем 
выше акустико-механический КПД преобразователя, тем шире область 
изменения указанных параметров. 

В качестве примера на рис. 4.28 приведены частотные зависимости 
границ изменения параметров пульсирующих цилиндрических преоб
разователей высотой h = 0,09Лр , радиусом а = 0,4Лр , установленных в 
синфазной 20-элементной решетке с периодом d = 0, 125Лр , где Ар - дли
на звуковой волны в жидкости на частоте резонанса преобразователя 
F = f/fp = 1; акустико-механический КПД преобразователя Тlам = 0,85, 
добротность Q = 0,9. Значения v0 и R0 относятся к бесконечной решет
ке при F = 1 .  

Зависимость границ изменения параметров преобразователей 
в той же решетке на частоте резонанса (F = 1) при введении по ее 
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а) 

а) \ V/Vo l d) 
costp 

�4 
L..-...:�:>-::-�� 0,2 о О, В 0,9 1,0 1, 1 F 0,8 0,9 1, 1, 1 7,2 F 

Рис. 4.28. Частотные зависимости границ изменения параметрuв 
преобразователей в антенной решетке: а - колебательная ско
рость; б - входное электрическое сопротивление; в - косинус 
угла между током и напряжением 

Ь) 

:�:� O,J� 
Рис. 4.29. Зависимость границ изменения колебательной скорос
тЙ (а ),  входного электрического сопротивления (б) и косинуса 
угла между током и напряжением (в ) преобразователей антен
ной решетки от угла сканирования 

R(FJ) 
0,2б 

[J )  
0, 7fJ R(&) 

w 
O,OJ5 

0, 0 1J 

-70 90 е '  

Рис. 4.30. ДН антенной решетки с равномерным ( а )  и неравномерным (б) 
амплитудными распределениями при сканировании на угол 8к = 22о при за
данных значениях боковых максимумов о 
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элементам фазового расnределения, обесnечивающего поворот главно
го максимума ХН на угол ек, nоказана на рис. 4.29. 

2. Амnлитудно-фазовое расnределение колебательных скоростей 
элементов решетки не совnадает с расnределением nодводимых элект
рических наnряжений. 

3. Возможно nоявление аномальных эффектов - наличие в антенне 
nреобразователей с отрицательным соnротивлением излучения, т. е. 
nоглотителей энергии. 

4. Уровни nобочных максимумов не совnадают со значениями, 
оnределенными без учета взаимодействия, нули ХН антенны "заnлы
вают"; возможно также весовnадение истинного nоложения главного 
максимума ХН в nространстве с расчетным наnравлением компен
сации антенны. 

Для nримера на рис. 4.30 nриведены расчетные уровни ХН (цент
ральный леnесток не nоказан) В-элементной антенны, состоящей из 
nульсирующих цилиндрических излучателей радиусом а =  0,25Лр, вы
сотой h = 0,45Л.р, установленных соосно, с nериодом d = О,SЛ.р nри час
тоте резонанса (F =  1 )  и синфазном равномерном расnределении nод
водимых электрических наnряжений, а также nри расnределении на
nряжений по методу Дольфа- Чебышева, обесnечивающих в отсут
ствие акустического взаимодействия различные уровни бокового 
поля о . 

§ 4.1 5. Направленность антенн при шумовом 
сигнале 

Задача расчета ХН акустической антенны nри шумовом сигнале 
возникает в случае nриема антенной гидроакустических шумов. 
Поэтому рассмотрим наnравленность в режиме приема. 

Поле шумов в зоне антенны раскладывается в сnектр по nлоским 
волнам, т. е. его можно nредставить в виде суммы случайных nолей 
гармонических nлоских волн различных частот и наnравлений расnро
странения. Если nоле шумов стационарно в интервале времени наблю
дения и однородно в nределах антенной решетки, то Jti nоля составляю
щих его nлоских волн также стационарны, однородны и взаимно 
некоррелированы. Дисnерсия (средняя интенсивность) шумового 
nоля в этом случае равна сумме дисnерсий nолей отдельных nлоских 
волн. 

Важной статистической характеристикой стационарно-однородного 
nоля шумов является частотно-угловой сnектр мощности G(f, е, ф) [7]. 
Эта функция оnисывает распределение дисnерсии nолей гармоничес· 
ких nлоских волн по частоте и наnравлениям расnространения в телес
ном угле (в сферической системе координат). Для nоля акустического 
давления функцию G выражают в Па2/(Гц · ер). Дисnерсия шумового 
поля о�, оnределяемая суммой дисnерсий nлоских волн по всему 
диаnазону частот в nолном телесном угле 4л , может быть выражена 
трехкратным интегралом 
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оо 2n n 

о� = ( 1 /л) S S S G(f, е , ф) sin eded фdf. о о о (4. 123) 

Будем считать, что приемпая антенна осуществляет линейное пре
образование акустического поля в электрический сигнал, для которо
го справедлив принцип суперпозиции. Следовательно, поле каждой 
стационарной плоской гармонической волны преобразуется приемной 
антенной в случайный стационарный гармонический сигнал независи
мо от преобразования полей других волн. Если заданы амплитудные 
частотная характеристика антенны v (f) и ХН на фиксированной частоте 
R (f, е , Ф), то в соответствии с известными для линейных систем прави
лами преобразования случайных внешних воздействий соотношение 
между спектром мощности входного воздействия - полем шумов 
G (!, е , Ф) и реакцией системы - выходным сигналом антенны G (!) 
имеет вид 

2n n 

G(f) = S S V 2 (/)R2(/, е , Ф) G (f, е , Ф ) sin ededф . (4. 124) о о 

Функция G(/) представляет собой частотную плотность дисперсии, или 
дисперсию суммы случайных гармоник, частоты которых занимают 
единичную полосу частот. G(f) выражают в В2/Гц. 

Дисперсию выходного сигнала антенны о� определяют суммирова
нием дисперсий отдельных взаимно некоррелированных случайных 
гармоник во всем диапазоне частот [ 1 8] : 

00 2n n 

о� = ( 1 /л) S s S v 2(/)R2 (/, е , ф) G(f, fl ,  ф) sin ededфdf. (4. 1 25) о о о 

Определим ХН антенны при шумовом сигнале как функцию 
О2 (е , Ф), описывающую зависимость дисперсии выходного стационар
ного шумового процесса от направления прихода плоской волны. Поле 
плоской шумовой волны есть сумма случайных некоррелированных 
гармонических плоских волн различных частот, распространяющихся 
в одном направлении. Частотно-угловой спектр такого поля запишем 
с помощью дельта-функции 

G ( f, е , Ф) = [ Gp(/) 6(e ' - е) 6 (Ф ' - Ф )]/sin е . (4. 1 26) 

Здесь функции 6 (е ' - е) и 6 (ф ' - Ф) показывают, что поток мощности 
в зону приема проходит только в направлении (е , Ф ) . Подставив выра
жение (4. 1 26) в формулу (4. 125) и интегрируя по переменным е · и ф '  
с учетом фильтрующего свойства функции 6 [см. уравнение (2.23)], 
получим искомую хн 
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00 

О2 (е , ф ) = ( 1/л ) S v 2 (/)R2 (!, е , ф ) Gp(/) df. (4. 1 27) о 

Когда приемная поверхность антенной решетки плоская или вы
пуклая (вогнутая) компенсирована в направлении (ек , Фк ), функция 
R (f, ек , Фк ) = 1 на любых частотах (см. § 4.7). Таким образом, если плос
кая шумовая волна приходит в направлении (ек , Фк ), значение дис
персии шумового сигнала на выходе антенны будет максимальным 
и равным 

00 
О2 (ек , Фк ) = ( 1/л ) S V 2 (/) Gp (/) df. (4. 1 28) о 

Нормированная ХН по средней мощности (интенсивности) при шу
мовом сигнале, согласно общему определению (4. 1 0) ,  равна 

00 00 

R2(e , ф )  = S v 2 (f)R2 (/, е , ф ) Gp (/) df [ S v2 (/) Gp (f) df ] -1 •  (4. 1 29) о о 

Рассмотрим случай идеальной фильтрации шума в антенне. Частот
ная характеристика V 2 (/) отлична от нуля в диапазоне частот 11[ = 
= /в - fн Uв и fн - соответственно верхняя и нижняя частоты): 

Подставим функцию V2 (!) в формулу (4. 129): 

fв fв 
R2( е , ф) =  S R2H, e , ф ) Gp (/) df [ S Gp(f) df ] -1 • (4. 1 30) 

fн fн 

Если спектр мощности поля G (/) равномерный в полосе прозрачности 
идеального фильтра, т. е. Gp(ff = G0 , то выражение (4. 1 30) упрощается: 

fв 
R2 (e , ф ) = [ 1/(11f)] S R2 (/, e , ф ) df. 

fн 

Расчеты ХН при шумовом сигнале со спектром мощности, равно
мерным в конечной полосе частот, позволили выявить ряд ее отличий 
от ХН при гармоническом сигнале. Прежде всего, ХН при шумовом 
сигнале ни на одном направлении не достигает нулевого значения, что 
объясняется отсутствием корреляции между отдельными частотными 
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составляющими. Острота главного максимума растет с расширением 
полосы частот. Направления минимумов зависят от ширины полосы 
и стремятся к положению нулей при гармониче_ском сигнале централь
ной частоты по мере сужения полосы. В целом отличия ХН при шу
мовом сигнале от ХН при монохроматическом сигнале тем больше, чем 
шире полоса. При малых волновых размерах антенны ее ХН на цент
ральной частоте мало зависит от ширины полосы, за исключением об
ласти больших отклонений от направления максимума. 

§ 4.1 6. О синтезе антенн 

Соэдание антенн, обладающих заранее заданными параметрами, -
важная практическая задача гидроакустики, так как эффективность 
любого гидроакустического средства (Г АС) во многом зависит от его 
антенны. Требования, предъявляемые к работе антенного устройства 
в целом, относятся главным образом к параметрам его ХН. 

Выше была рассмотрена прямая задача определения ХН по задан
ной форме и закону возбуждения рабочей поверхности или дискрет
ных элементов антенн, основанная на вычислении R (J) по формуле 
(4.29). Анализ этого выражения показал, что в простейших случаях 
остроту ДН в основном определяют волновые размеры антенны, а за
кон амплитудно-фазового распределения влияет на угловое поло
жение главного максимума и относительный уровень боковых 
лепестков. 

Синтез антенн - это раздел теории антенн, в котором решается 
обратная задача: нахождение практически реализуемых амплитудно
фазовых распределений по активной поверхности (элементам) антен
ны, обеспечивающих точно или приближенно заданную форму ДН. 

Разнообразные требования, предъявляемые к современным Г АС, 
могут быть удовлетворены, если использовать антенные решетки. Во 
многих практических ситуациях форма ДН не имеет существенного 
значения, так как требуется обеспечить наилучшие (наибольшие или 
наименьшие) значения некоторых параметров ХН. Для этого опреде
ляют ХН, оптимальную по тем или иным критериям. Например, рассчи
тывают параметры излучающей антенны, обеспечивающей максимум 
КК решетки или имеющей минимальную угловую ширину центрально
го лепестка при заданном уровне боковых максимумов, или создаю
щей минимальное поле в заданном направлении и др. 

Рассмотрим специальную задачу выбора и оптимизации ампли
тудного распределения с целью получения минимальных боковых 
максимумов при минимальном расширении центрального лепестка. 

Синтез линейной антеiПIЫ по методу Дольфа- Чебышева. Задача оп
тимизации ХН по заданным критериям была решена Дольфом для дис
кретной линейной антенны, состоящей из точечных синфазных и равно
отстоящих элементов. Метод решения основан на использовании 
полиномов Чебышева. 

ХН антенны фиксированного размера с минимальной шириной 
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центрального лепестка lle0 при заданном уровне боковых макси· 
мумов о или, наоборот, при заданной ширине Ll е 0 с наименьшими 
значениями о называют о п  т и м а л ь н о й  ХН. Распределение амплитуд, 
обеспечивающее получение оптимальных ХН, определяют для каждой 
конкретной антенны. 

Симметричные антенны из 2n и 2n + 1 элементов (рис. 4.3 1 )  
с амплитудами возбуждения Am имеют соответствующие ХН: 

(4. 1 3 1 )  

где т - номер пары элементов; � = (лd/Л) sin е ; е 0 = 1 ,  em = 2 при т -:/=  О .  
Благодаря осевой симметрии антенны и симметричному возбуждению, 
ХН полностью определяется значениями угла е от О до л/2. Как видно, 
ХН описывается суммой косинусов кратных аргументов, коэффициен· 
ты при которых пропорционалъны амплитудам колебаний Am соответ· 
ствующих пар элементов. Вычисление значений Am по заданным кри· 
териям (минимум lle 0 или о )  составляет решение задачи синтеза. 

Подставляя х = cos � , функции R (8 ) можно выразить многочленами 
по степеням х и подобрать их коэффициенты так, чтобы они преобра· 
зовались в полиномы Чебышева. Ненормированный полином Чебышева 
первого рода степени т (т - целое число) имеет вид 

Тт(х) = cos (т arccos х) = cos (т� ). (4. 132) 

Приведем некоторые значения полинома: Т0 (х) = 1; Т1 (х) = х ; Т2 (х) = 
= cos (2� ) = 2х2 - 1 ;  Т3 (х) = cos (3� )  = 4х2 - 3х ; Т4 (х) = 8х4 - 8х2 + 1 .  
Все нули и экстремумы полинома находятся в интервале - 1  � х � 1 ,  
причем экстремумы, расположенные в точках xv = cos (v л/т ), одинако· 
вы и равны Tm(vл ) = (- 1 ) V , так что 1 Trn( vit ) l = 1 ;  число нулей равно т, 

_.,_ . -+-- . _ ___,.,....._.F-"'____.,'--..,._ __ 
- n  -т 

-----·- - ........--. 
т n х 

Рис. 4.31.  Симметричные линейные антенны с четным ( а )  и не
четным (б) числом точечных элементов 
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1 T6(x)i 
10 

fj 
J 
2 
1 

l7, 
O,J 
о, 
0_ 1 

число экстремумое (т - 1 ) .  При х > 1 
значение � становится комплекс
ным, а Тт (х), оставаясь действитель
ной величиной, превышающей еди
ницу (по модулю), принимает вид 

Тт(х) = ch (m arch х) (4. 133) 

и с ростом lxl монотонно возрастает 
до бесконечности. 

Для примера на рис. 4.32 приве· 
ден график I T6 (x) l . Вид графика ка
чественно схож с ДН дискретных ли

· 7, 11,D-О,б-о,б-О,'НJ,2 О 0,2 O,'f 0,0 О,б 1,0 х нейных решеток. Использование по
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 • 

-1,1tИ,О -О,В -0,2 О 0,2 О, б 1,0 1,1fj 
ах 

линома Чебышева для построения 
антенн с оптимальными ДН основано 
на двух его важных свойствах. ВоРис. 4.32. График модуля полинома первых, из всех многочленов данной Чебышева шестой степени 
степени т с коэффициентом 2m -l 

при х в высшей степени полином Тт (х) в интервале - 1  � х � 1 имеет 
наибольшие максимальные, равные по модулю значения и, во-вторых, 
вне интервала [- 1 ,  +1 ] Тт (х) возрастает быстрее других полиномов. 
Следовательно, если максимумы полинома, описывающего ХН, в ука
занном интервале соответствуют боковым максимумам, то последние 
будут минимальными. Второе свойство используется для получения 
наименьшей ширины главного лепестка при заданных размерах 
антенны. 

Введя полиномы Тт (х) в выражения (4. 13 1 )  для R (8), представим 
ХН эквидистантной линейной антенны в виде ряда по полиномам 
Чебышева, аргументом которых является х = cos [ ( n d/A.) sin 8 ]: 

для антенны с числом элементов соответственно 2 n и 2 n + 1 .  
Для построения оптимальной ДН необходимо значения амплитуд

ных коэффициентов подобрать такими, чтобы функция F(8 ) была равна 
полиному Чебышева степени n - 1. Главный максимум ДН получается 
при 8 = О или х = 1 :  Тт(х) = Тт( 1 )  = 1 ,  т. е. он равен величинам боковых 
максимумов. Чтобы главный максимум ДН был больше боковых, надо 
преобразовать полином Чебышева: только при значениях его аргумен
та lx l  > 1 модуль I Tm{x) l > 1 {см. рис. 4.32). Поэтому для получения 
оптимальной ХН используют полиномы Чебышева от аргумента ах 
(где а > 1 ) :  t cos [{ n - 1)  arccos {ах)], l axl � 1 ;  

Fn опт {х) = Тп -l (ах) = 
ch [{n - 1) arch (ах)], l axl > 1 ,  

где - 1 � х � 1 ;  х = cos [{nd/Л.) sin 8 ). 
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Главный максимум ДН будет в точке х = 1 (8 = О), при этом 
Tn -1 (ах ) = Tn -1 (а) = ch [(n - 1) arch а ], а боковые максимумы будут 
равны ± 1 .  Следовательно, нормированная ХН имеет вид функции 

R (8 ) = R (ax ) = Tn -l (ax )/Tn -l (a ) 

или 

R (8 )  = о  cos { ( n - 1) arccos [ а cos (лd  sin 8 /Л.) ] } , (4. 1 35) 

где о - величины боковых максимумов: 

о =  1/Tn -l (a ) = {  ch [(п - 1 )  arch а ] } -1 • (4. 1 36) 

Отсюда находим зависимость параметра а от числа элементов антенны 
и величин боковых максимумов: 

а =  ch { [ 1 /{п - 1)] arch ( 1/о ) } . (4. 1 37) 

Приравнивая выражение (4. 137) нулю, получим формулу для ши
рины ДН 

28 0 = 2 arcsin � 
л
� arccos [ � cos -

2
-
(п

_
л

_
-

1
-
)
- Н · (4. 1 38) 

При заданной ширине 28 0 из уравнения (4. 134) определяют параметр а 
и по формуле (4. 1 36) рассчитывают минимальные значения о боковых 
максимумов. Если сравнить угол 28 0  оптимальной ДН с раствором 28 00 
ДН аналогичной равноамплитудной решетки, то относительное расши
рение ДН оценивают величиной 

sin 8 0 /sin 8 00 = (п/л )  arccos [ -
а

1 
cos л ] . 

2(n - 1 )  
(4. 139) 

Расчеты по формулам (4. 136) . . .  (4. 138) показывают, что уменьшение 
боковых максимумов достигается за счет расширения центрального 
лепестка, а для получения боковых лепестков с малыми уровнями при 
незначительном снижении остроты главного максимума требуется 
большее число элементов, что увеличивает габариты антенны. 

Амплитуды возбуждения источников определяют сравнением 
коэффициентов полинома Tn -l (ax )  и выражения R (8 ). Если источники 
имеют одинаковую ХН R* (8 ), то следует функцию (4. 135) умножить 
на R* (8 ) . 

Приведем соображения относительно выбора периода решетки -
волнового промежутка d/Л между соседними элементами. 

Принципиально синтез оптимальных антенн по методу Дольфа-
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Чебышева позволяет рассчитать антенну весьма малых размеров, при· 
нимая d < Л/2, и обеспечить заданный узкий главный лепесток ДН. Од· 
нако для этого необходимо, чтобы амплитуды возбуждения отдельных 
излучателей были большими, а колебания соседних излучателей 
происходили в противофазе. Такие "сверхнаправленные" антенны 
практически неосуществимы, так как даже малые отклонения ампли· 
туд или фаз элементов существенно изменяют форму ДН. В связи 
с этим широкое применемне находят только синфазные оптимальные 
решетки с периодом d � Л/2. 

Аргумент х функции R(ax)  принимает минимальное значение при 
8 = Л/2 и равен Xmin = cos (Лd/Л.). При значениях ах < 1 ДН переходит 
в область боковых лепестков (см. рис. 4.32). Первый добавочный 
(единичный) максимум может образоваться в области значений 
ах < - 1 .  Чтобы этого не случилось, необходимо обеспечить условие 
ах $1: - 1  при х = Xmin• т. е. а cos (лd/Л) $1: - 1 , откуда получаем верхний 
предел для периода решетки 

d/A. :=::;; { 1/л) arccos (- 1/а) . (4. 140) 

При компенсации антенны в направлении 8к, отсчитываемом от 
нормали к оси антенны, аргумент х = cos [(лd/Л) (sin 8 - sin 8к)], и не· 
равенство (4. 1 40) принимает вид 

d/A. :=::;; [л ( 1  + sin 8к) ] -1 arccos (- 1/а ). (4. 14 1 )  

Оценка коэффициента концентрации двумерной решетки может 
быть произведена по формуле [33] 

(4. 1 42) 

где SэФ - эффективная площадь активной поверхности антенны. 
В частности, при компенсации антенны в направлении 8к и фактичес· 
кой площади приемно-излучающей поверхности .S эффективная пло· 
щадь Sэф = s cos 8К• 

Пример расчета оптимальных по методу Дольфа-Чебышева антенных ре· 
шеток с приведением таблиц и графиков, где указаны ширина ДН на нулевом 
уровне излучения и на уровне -3 дБ, нормированные амплитуды возбуждения 
элементов, полное число нулей и максимумов ДН относительно расширения 
центрального лепестка, коэффициенты осевой концентрации при полуволновом 
периоде решетки с числом элементов от 3 до 20 и уровни боковых максимумов 
от -30,5 дБ (3 %) до -14 дБ (20 %), а также направления максимальных и мини
мальных излучений, рассмотрены-в учебном пособии автора [30]. 
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ГЛ АВА 5 .  ОТРАЖЕНИЕ АКУСТИЧЕСКИХ ВОЛН 
ОТ ТЕЛ В ВОДНОЙ СРЕДЕ 

Одна из областей лрименения современной гидроакустики - гид
роакустическая локация, т. е. обнаружение и определение координат 
различных подводных объектов при помощи регистрации отраженных 
от них эхосигналов. 

Поверхность облучаемого тела не только отражает акустическую 
энергию, но часть ее поглощается веществом тела. Будем полагать 
поверхность тела абсолютно жесткой, так что нормальная составляю
щая колебательной скорости Vn на ней равна нулю. В случае упругой 
поверхности в дальнейшие формулы следует вводить коэффициент 
отражения. 

Практический интерес представляет отраженное поле в направле
нии прихода волны, поскольку в гидролокаторах, как правило, ис
пользуют одну антенну в режимах излучения и приема. 

Предполагаем, что размеры отражающей поверхности значительно 
больше длины волны. Равенство Vn = О в любой точке абсолютно жест· 
кого тела при воздействии на него акустической волны можно тракто
вать как сложение двух противоположно направленных (по нормали) 
и имеющих одинаковые амплитуды скоростей колебаний элементов 
поверхности, вызванных падающей волной, и колебаний, равных 
и противоположных первому; волна, обусловленная этим последним 
(встречным) движением и есть отраженная волна. 

§ 5.1 . Отражен и е от диска 

Пусть на жесткий неподвижный круглый диск радиусом R (см. 
рис. 3.5) падает плоская волна, фронт которой параллелен плоскости 
диска. Поле на оси диска, согласно Первой интегральной формуле Гюй
генса (2.9), определяют по выражению для потенциала скоростей 

Ф(r0) = [ 1/(2л) ]  SS [ v0 ехр ( -ikr)/r ] dS, 
s 

где v0 = - дФ/дх - амплитуда скорости колебаний элемента dS диска; 
r - расстояние от dS до точки наблюдения на оси х. Выберем элемент 
в виде кольца радиусом р и шириной dp , тогда dS = 2лрdр ;  r2 = r� + р2 ; 
rdr = pdp . Получаем 

R 
Ф ( r0 ) = v0 S ехр ( -ik -/r� + р2) ( r� + р 2) -1/2 pdp . о 

Для вычисления интеграла используем подстановку r� + р2 = �2 : 

Ф ( r0 ) = ( iv0/k) [ехр ( -ik -/r� + R2) - ехр ( -ikr0 )]. 
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Ф(r0 ) = ( ivofk) exp (-ikr0 ) { ехр [ -ikR 2/(2 r0)] - 1 } . (5.2) 

Рассмотрим случаи далекого и близкого расположения точки 
наблюдения. 

1 .  Пусть kR 2/(2 r0 ) = лR2/(r0Л )  « 1 или r0 » лR 2/"А. При х « 1 
ехр ( -х) � 1 - х (при х < 0,4 погрешность менее 1 %) и 

Видим, что потенциал (и давление) изменяется обратно пропор
ционально расстоянию. Амплитуда давления в отраженной волне на 
оси диска 

Так как pcv0 = Pi - амплитуда давления в падающей волне, то 

I Ps l = [ ЛR2/ (r0 Л ) ] Pi · (5.3) 

Если R » Л , а ширина ХН круглого поршня 28 = 2 arcsin (O,б lf.../R), то 
практически вся энергия, излученная диском (а следовательно, энер
гия отраженной волны), концентрируется в направлении нормали 
(оси х). 

2. Пусть kR2/(2 r0 ) = лR2/( r0Л) » 1 или r0 « лR2/Л .  В этом случае 
на оси диска наблюдается чередование интерференционных макси
мумов и минимумов давления, причем величины максимумов одина
ковы и среднее значение амплитуды р0 = pcv0 (см. § 3.3) не зависит от 
r0 • Следовательно, пока r0 « ла2/Л , фронт волны не расширяется 
и плоская волна отражается зеркально, т. е. 

(5.4) . 
Протяженность зоны, определяемой условием r0 « ла2/Л , для плос
ких отражателей больших волновых размеров на высоких частотах 
может оказаться довольно значительной. Так, если 2а = 5 м, f = 50 кГц 
(Л = 0,03 м), то лR2/Л � 650 м. 

Если источник падающей волны находится на расстоянии r от 
диска (на оси), а приемник отраженной волны расположен на рас
стоянии r0 от диска (на оси), то 

Ps = [ЛR2/( r0 Л )] Pi при rr0/ ( r + r0 ) » лR2/Л ; } 
Ps = rpi/(r0 + r) при rr0/ ( r + r0 ) « лR2/Л . 

(5.5) 

�ормулы (5.5) можно применять также для расчета отражения от порт
ней прямоугольной формы, заменяя лR2 = S = аЬ, где а - больший, 
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Ь - меньший размеры прямоугольника. Тогда первая формула спра
ведлива при rr0/(r + r0 ) » лa 2/(4A.), вторая - при rr0/ (r + r0 ) «  
« лЬ 2/(4Л). В промежуточном случае 

получим [9] 

(5.6) 

При наклонном падении волны на плоский отражатель отражение 
будет максимальным в направлении, при котором угол отражения 
равен углу падения. Отражение в направлении на источник будет 
ничтожно малым благодаря направленности (размеры больше Л). 

Переходя от давлений к интенсивностям в формуле (5.3) и рас
пространяя ее на плоский отражатель произвольной формы площади S, 
получаем 

(5.7) 

где PaK0/(4:rt r� ) = Ji - интенсивность звука в падающей волне; Ра 
и К0 - соответственно акустическая мощность и КОК излучателя. Для 
учета потерь в среде правую часть формулы (5.7) надо умножить на 
1 0-0·2�r. где � - амплитудный коэффициент затухания, измеряемый 
в децибелах на единицу длины. Чтобы учесть поглощение энергии 
отражателем, формулу следует умножить на коэффициент отражения 
(по энергии). 

§ 5.2. Отражение от сферы 

На жесткую сферу радиусом R падает плоская гармоническая 
волна, амплитуда скорости которой v0 (рис. 5 . 1 ) .  Источник помещен в 
точку М на расстоянии r0 » R, направления от разных элементов по
верхности сферы dS до точки наблюдения М можно считать параллель
ными. Нормальная составляющая скорости на сфере в падающей волне 
Vn = Vo cos е .  Фаза колебательной ско
рости в точке с координатой е ,  от
считываемой от направления падаю
щей волны, сдвинута относительно 
фазы скорости в точке х = О (центр 
сферы) на величину kR cos е . 

Поле, отраженное поверхностью, 
можно рассматривать как излучение 
некоторыми фиктивными источ- Рис. 5.1 . Отражение от сферы 
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никами, расположенными на этой поверхности. В нашем случае комп
лексная амплитуда колебательной скорости отраженной волны равна 
Vo cos е ехр ( ikR cos 8). Потенциал отраженного поля определяют по 
формуле Кирхгофа (2.2) 

1 11 � д [ ехр ( -ikr) ] ехр ( -ikr) дФ � 
Ф8 = - Ф - - - dS, 

411 дп r r дп 
s 

где S - излучающая (отражающая) поверхность; -дФ/дп = Vn - нор
мальная составляющая скорости на поверхности. 

Примем волновые размеры поверхности достаточно большими, 
тогда связь между Ф и дФ/дп соответствует плоской волне, 1 .  е. 
дФ/дп = -ikФ. Вычисляем -дФ/дп = Vn cos (n, 1), где (n, r) - угол между 
внешней нормалью к поверхности и направлением на источник падаю· 
щей волны (см. рис. 5 . 1 ) : 

� [ ехр ( -ikr) ]= � [ехр �-ikr) J дr 
= 

дп r дr дп 

r r 
дr 1 дп kr > l  

-ikr - 1 ехр (-ikr) 
= ---

� [ -tk ехр (-ikr)/r ] дr/дn = ( ik ехр ( -ikr)/r] cos е . 

Подставляя это выражение в формулу (2.2), получаем 

Ф s = [ 1/(211)] SS [ Vn ехр ( -ikr)/r ]  cos eds, 
s 

----

(5.8) 

где Vn = Vo ехр ( ikR cos е ); r = r0 - R cos е ; dS = 211R2 sin Bd8 . В знамена
теле подынтегрального выражения расстояние r можно принять рав· 
ным ro в силу условия kr » 1. Формула (5.8) принимает вид 

п/2 

Ф s = [ VoR2 ехр ( -ikro )/ ro )  S ехр (i · 2kR cos 8 )  sin Bde .  (5.9) о 

Выполняя интегрирование (по переменной е от О до 11/2, в пределах 
"освещенной" полусферы), найдем 

Фs = [ VoR2 /(2ro )] ехр (-ikro ) [ехр (2 ikR )/(ikR ) + F(kR)], 

где функция F представляет сумму членов, содержащих множитель 
1/(kR )  во второй степени и выше. На высоких частотах kR » 1 поэто
му можно пренебречь величиной F. Получаем окончательный результат 

Фs = ['ЬR/(2ikro )] exp (-ik (ro - 2R )]. (5. 10) 
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Акустическое давление в отраженной волне Ps = iw pФ8 и амnли
туда давления 

(5. 1 1 ) 

Исnользуя выражение (5. 1 1 ), оnределим интенсивность в отражен
ной волне в точке nриема М: 

или 

(5. 12) 

Полученную формулу исnользуют nри расчете интенсивности 
эхосигналов от реальных nодводных объектов, эквивалентных no 
отражательным свойствам абсолютно жесткой сфере с оnределенным 
радиусом. 

§ 5.3. Отражение .от кругового ципиндра 

Как и в случае сферы, точку излучения-nриема М nолагаем значи
тельно удаленной от цилиндра ( r0 » R, r0 » Н), так что линии, соеди
няющие точку М с nроизвольной точкой на nоверхности цилиндра, 
можно считать nараллельными (рис. 5.2). Наnравление nадающей вол
ны nерnендикулярно оси цилиндра, т. е. фронт волны nараллелен оси. 
Применяя метод Кирхгофа, для nотенциала в точке М nолучим выра
жение (5.8), в котором dS = RHd8, тогда 

v0 ехр ( -ikr0 )RH n/2 

Фs = S ехр (2 ikR cos 8) cos 8d8 , 
2лr0 -п/2 

(5. 1 3) 

где v0 - амnлитуда колебательной скорости в nадающей волне. Огра
ничимся случаем высоких частот (kR » 1 ), тогда фаза nодынтеграль
ного выражения меняется очень быстро в интервале значений е от 
- л/2 до л/2 и интеграл можно вычислить так называемым методом 
стационарной фазы (асимnтотическим), дающим тем более точный ре
зультат, чем больше волновые размеры nоверхности отражения. 

Рассмотрим метод стационарной фазы для интеграла вида 

ь 
I = S f(x) ехр [ i<P (x)] dx, (5. 1 4) 

а 

где f(x) - медленноменяющаяся функция; <Р (х) - быстроменяющаяся 
функция в nромежутке а, Ь. Если nри изменении <Р (х) на 2л функция f(х) 
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почти не меняется, то в подынтеграль
ном выражении будут чередоваться ела-

м гаемые противоположных знаков и при
•-+----=Ро:---- мерно одинаковых значений, которые при 

�$_п _ _.:....r __ _ 

� Т'о 

Рис. 5.2. Отражение от кру
гового цилиндра 

интегрировании скомпенсируют друг 
друга. Остается рассмотреть только зна
чение подынтегральной функции в окрест
ности экстремума функции <р (х), где она 
изменяется относительно медленно. Если 
экстремум наблюдается при х = х0 , то 
<р ' (х0 )  = О  и ряд Тэйлора для <р(х) запишет
ся в виде 

<р (х) = <р (х0) + ( 1 /2) <р " (х0 ) (х - х0 ) 2 + . . .  . 

Теперь интеграл (5. 1 4) принимает форму 

ь 
1 � S ехр [ i<p (x0)] ехр [0,5 i<p " (x0 ) (х - х0 )2 ] f(x0 ) dx � 

а 
"" 

� f(x0) ехр [ i<p (x0 ) ]  S ехр [0,5 i<p" (x0 ) (x - х0) 2 ] d (x - х0) .  (5. 15) 
- оо 

Переход от конечных пределов к бесконечным не вызовет существен
ной ошибки, поскольку основное значение интеграла определяется 
только участком вблизи точки х = х0 • Остальными членами разложе
ния в ряд можно пренебречь при условии 

n !  
« 1 ,  если n � 3. (5. 1 6) 

"" 
Так как 1 S ехр [ -i( nx)2 ] dx l = Гл/п, то 

- оо "" 
1 S exp [0,5 i<p" (x0 ) (x - x0 ) 2 ] d(x - x0 ) 1 = Глl о,5 �'( x0 ) l-112 . (5. 17) 

- оо 
в нашем случае х = е ; <р(х) = 2 kR cos е; f(x) = cos е ;  Хо = е о = О; 

<р"(8 0) = - 2 kR cos 80 = - 2 kR; /(80) = 1. При kR » 1 функция 
ехр (2 ikR cos 8) изменяется быстро, в то время как f(x) = cos е из
меняется медленно. Требование kR » 1 не такое уж строгое. В разло
жении <р(х) в ряд при х0 = О все нечетвые производвые равны нулю, 
а члены, начиная с производной в четвертой степени быстро убывают. 
Например, если kR = 2 (диаметр 2R = 2Л./л � 0,6Л.), левая часть неравен
ства (5. 1 6) при n = 4 составляет 1/24 � 0,04 « 1 .  Таким образом, огра
ничение в разложении <р(х) двумя слагаемыми обеспечивает довольно 
высокую точность, степень которой возрастает с увеличением попе
речного волнового размера цилиндра. 
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С учетом выражения {5. 17) интеграл, входящий в формулу (5. 13), 
равен 

00 
1 S ехр {- 0,5 i · 2kRx2 )  dx l = .Jл/{0,5 · 2kR) = {л./{2R). 
- со  

Подставляя это значение в {5. 1 3) и переходя о т  потенциала к давлению, 
получим выражение для амплитуды давления в точке приема-из
лучения 

w p v0RH л; kRH я Н я 
I Ps l = - = pcv0 -- -- = - - Pi · {5. 1 8) 

2Л r0 2R 2Лr0 2R r0 2Л. 

Формула показывает, что с увеличением частоты величина Ps воз
растает. 

Интенсивность звука в отраженной волне 

{5. 1 9) 

Амплитуда давления в случае "длинного" цилиндра, когда 
r0 « ЛН2/{2Л. ), равна 

I Ps l = 0,5 VR/r0 Pi · 

§ 5.4. Отражение от эллипсоида вращени11 

{5.20) 

Как и в предыдущих случаях, источник находится на большом 
расстоянии от отражателя { r 0 » 2 а, r 0 » 2 Ь) и фронт падающей волны 
параллелен оси вращения эллипсоида {рис. 5.3). Поверхность эллип
соида с полуосями а и Ь разбиваем на бесконечно короткие цилиндры 
(точнее, усеченные конусы} и, применяя метод Кирхгофа, для потен
циала скоростей в точке М на расстоянии r 0 от оси х найдем 

л/2 
S ехр {- 2 ikp cos 8) cos 8 cos (i1, p) pd8dx. 

-а -л/2 

Вычисление интеграла по переменной 8 методом стационарной фазы 
[<р (х) = -2kP cos 8 ; х0 = 8 0 = О; <р" {8 0 ) = -2kp ; [(х) = 1 ] дает 

1 1 v0 ехр {-ikr0 ) л а 

Фs = - S exp {- 2 ikp ) cos {ii, p) /Pdx. 
2лr0 k -а 

Полученный интеграл также вычисляем по методу стационарной фазы. 
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х 

�--�����--, м ro - Y  l 

Рис. 5.3. Отражение от эл-
лиnеаида вращения 

1 
1 

Здесь q>(x) = - 2kp . .  Единичный вектор 
нормали к поверхности эллипсоида враще· 
ния в точке с координатами (р , е ,  х) при 
8 0 = О  имеет вид ' 

n = Ь 2х( Ь 4х2 + a 4p 2) -112 nx + 

+ а 2р ( Ь 4х2 + a 4p 2) -112 np . 

Отсюда получаем cos (n, р) = [ 1  + Ь 4х2 : 
: (а 4р 2)] -112 . Условие экстремума показа· 
теля dp/dx = О. Из уравнения плипса при 
е = о (р = у) нjходим р = ь 1 - х2/а 2 и 
dp/dx = -Ьх/(а а 2 - х2). Следовательно, 

экстремум будет при х = О; тогда р (О) = Ь ; cos (n, p) lx=O = 1 ; р " (О) = 
= -Ь/а2 ; q>" (O) = 2kЬ/а2 • Используя формулу (5. 1 8), находим 

В частном случае Ь = а получим то же выражение, что для сферы. 
Амплитуда давления в точке приема 

(5.21 ) 

Интересно отметить, что в точке касания эллипсоида и фронта 
волны (х = z =  О, у =  Ь) один из главных радиусов к'ивизны R1 = Ь, 
а второй R2 = а2/Ь, следовательно, полуось а = R1R2 - среднее 
геометрическое главных радиусов кривизны в этой точке. 

Интенсивность эхосигнала в точке приема 

(5.22) 

§ 5.5. Отражение от произвольной поверхности 

Пусть в однородной безграничной среде находится замкнутая по· 
верхиость произвольной формы. При отражении звука от нее сущест· 
венное значение имеет кривизна поверхности в точке, касательная 
плоскость в которой параллельна фронту волны. Например, в случае 
сферы кривизна характеризуется ее радиусом [см. формулу (5. 1 1 )]. 
В общем случае давление в отраженной волне пропорционально сред· 
нему значению радиуса кривизны нормального сечения, проходящего 
через точку касания фронта волны. 

Интегралы, которые получаются при применении формулы Кирх· 
гофа к решению конкретных задач, содержат быстроизменяющиеся 
подынтегральные выражения. Для их вычисления чаще всего исполь
зуют асимптотические методы, одним из которых является метод ста· 
цяонарной фазы (см. § 5.3). Применительно к задаче определения 
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отраженного поля в гидролокационном направлении этот метод пока· 
зывает, что решающее значение имеет участок отражающей поверхнос· 
ти в окрестности точки касания ее с фронтом падающей волны, а имен· 
но участок, соизмеримый с зоной Френеля, т. е. примерно половина 
длины волны. Результат вычисления амплитуды давления в отражен· 
ной волне: 

(5.23) 

где R1 и R2 - главные радиусы кривизны в точке касания, причем 
ro » R1, ro » R2 . Сравнение формул (5.23), (5.3) и (5. 1 1 ) позволяет ввести понятия 
эквивалентный плоский отражатель 

,
/лошадью Sэкв = VR1R2 Л/2 

и эквивалентная сфера радиусом Rэкв = R1R2 • 
Если касание отражающей поверхности фронтом волны происходит 

вдоль отрезка прямой длиной Н (т. е. один из главных радиусов кри· 
визны в точках касания равен бесконечности), то амплитуда давления 
в отраженной волне [см. формулы (5. 1 8) и (5.20)] 

н ! Ps l  = [( 1/r0 ) V1/(2Л) S /R dH] Pi при r0 » лН2/(2Л), о 

где R - радиус кривизны в точках касания, или 

! Ps l = 0,5 VR/r0 Pi при r0 « лН2/(2Л ), 

(5.24) 

(5.25) 

где R - радиус кривизны в ближайшей к источнику падающей волны 
точке касания, причем R « r 0 • 

В случаях невыполнения условий r0 » R1 2 и r0 » R в формулу 
(5.23) вместо r0 войдет -../( r0 + R1)(r0 + R2) , а в (5.25) - (r0 + R). Если 
R1 = R2 = R, то получим амплитуду отраженного от сферы давления: 

(5.26) 

Если касание происходит по плоской площадке, то справедливы 
формулы, приведеиные в § 5. 1 .  

Таким образом для расчета амплитуды отраженной о т  векоторой 
поверхности волны надо найти точку касания фронта волны с поверх· 
ностью и главные радиусы кривизны в этой точке* . При наличии на по· 
верхиости нескольких точек касания с фронтом волны, расстояние 
между которыми велико по сравнению с длиной волны, амплитуду 
давления в отраженной волне можно принять равной корню квадрат· 
ному из суммы квадратов амплитуд давлений в отдельных точках. 

*Главные радиусы кривизны можно определить по формулам дифферен
циальной геометрии. 
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Следует отметить, что при отражении от тел податливых (обладаю· 
щих конечной жесткостью) формулы для амплитуд давления l p5 1 
можно получить, если в указанные выше равенства ввести коэффи· 
циент. отражения для нормального падения. 

Рассмотрим отражение от трехосного эллипсоида. Уравнение 
эллhсои�а х2/а 2 + :v2/b2 + z2/c2 = 1 , уравнение поверхности z = 
= с 1 - х /а2 - у2/Ь2 - f(x, у). Средний радиус кривизны 

(5.27) 

где х, у, z - координаты точки касания поверхности эллипсоида 
с фронтом падающей волны. Чтобы найти эти координаты, надо задать 
направление прихода волны. Пусть оно образует с осями х, у, z соот· 
ветственно углы а , � . '1' ,  тогда cos а =  дf/дх [ 1 + (дf/дх)2 + (дf/ду)2 ] -112 

и аналогично для cos � и cos '\' .  
С помощью двух из этих соотношений и уравнения z = f(x, у) вы· 

числяем координаты точки касания. Подставляя значения х, у, z в вы· 
ражение (5.27), получаем 

VR1R2 = аЬс [ а 2 cos2 а + Ь2 cos2 � + с2 cos2 v ] -1 • 

Дальнейшая подстановка этого результата в формулу (5.23) позволяет 
определить амплитуду давления в отраженной волне 

l vs l = { [ abc/(2 r0 ) ] (a 2 cos2 а + Ь2 cos2 � + с2 cos2 1') -1 } Pi · (5.28) 

В частности, при а =  Ь = с = R получаем формулу (5. 1 1 ) для отражения 
от сферы, при Ь = с - общую формулу для отраженного давления от 
эллипсоида вращения 

(5.29) 

В случае прихода волны под углами а =  1' = л/2, � = О получаем фор· 
мулу (5.2 1 ) для сферы радиусом а .  

Пример. На цилиндр диаметром d = 2 м и высотой Н = 5 м падает волна с час
тотой f = 15 кГц. Источник излучения имеет мощность Р а = 100 Вт и находится на 
расстоянии то = 1 ,2 км. Коэффициент концентрации источника в направлении на 
отражатель К =  25. Необходимо определить давление в отраженной волне. 

Величина nН2/(2Л) = л ·  52/(2 • 0,1) "' 390 м в 3 раза меньше т0 = 1200 м. Поэтому 
воспользуемся формулой (5.24). Сначала рассчитаем давление в падающей волне 

Pi = .J2P 8рсК/(4nт6) = .J2 • 100 · 1 ,5 · 106 • 25/(4л · 12002 )  "' 20,3 Па. 

Давление в отраженной волне 

Ps = [(1/то )  .Jli(2Л )  .JR Н ]  Pi = (1/1200) .J11(2 • 0 , 1) /1· 5 · 20,3 "' 0, 19 Па. 
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§ 5.6. Отражение от тел в слое воды 

Особенностью расnространения звука в водном слое является то, 
что на границах слоя звуковая энергия полностью или частично отра· 
жается обратно в толщу среды. Будем nредполагать границы слоя 
идеально отражающими. 

Точечный источник в слое при непрерывном излучении. Примем 
одну границу слоя абсолютно мягкой, другую - абсолютно жесткой. 
В этом случае можно считать, что поле в слое создается действитель
ным источником И и бесконечным рядом мнимых источников, являю· 
щихся зеркальными изображениями в обеих граничных плоскостях 
(рис. 5.4). При отражении от свободной nоверхности фаза отображаемо· 
го источника изменяется на л, а nри отражении от дна, nредполагаемо· 
го идеально жестким, фаза не меняется. 

Практический интерес nредставляют средние значения величин, 
характеризующих звуковое поле (давление, интенсивность), хотя, 
вообще говоря, интерференционная картина в слое достаточно сложна. 

Разница между расnространением звука в неограниченной среде 
и в слое среды особенно существенна nри импульсном излучении, так 
как в первом случае длительность имnульса не изменяется, а во вто· 
ром - импульс в точке наблюдения длится в принципе неограниченное 
время, постеnенно уменьшаясь. И действительный, и каждый мнимый 
источники вызывают в точке наблюдения возмущение такой же дли· 
тельности, какую имеет импульс, излучаемый действительным источ· 
ником, но к моменту окончания возмущения, вызванного близкими 
источниками, приходят возмущения от более удаленных мнимых ис· 
точников. В результате в точке наблюдения импульс оказывается 
растянутым во времени, а его интенсивность постепенно уменьшается. 

Отвлекаясь от тонкой структуры поля, воспользуемся методом 
энергетического суммирования, при котором с фазовыми соотноше· 
ниями между волнами, приходящими от отдельных мнимых источни· 
ков, можно не считаться. Общая средняя интенсивность звука в точке 
наблюдения [9] 

(5.30) 

z 
+ 

+ 
и 

где Ра - акустическая мощность действи· + 
тельного источника; rп - расстояние от n·го 
мнимого источника до точки наблюдения 
С КООрДИНаТОЙ Х. Рис. 5.4. Точечный ИСТОЧ· 

У читывая, что расстояние от действи· ник в слое и бесконечный 
тельного источника до точки наблюдения ряд мнимых источников 
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значительно больше глубины Н, nерейдем от суммирования к интегри
рованию, т. е. заменим дискретный ряд источников линией равномер
но расnределенных источников, мощность которых на отрезке длиной 
dz равна (Pa!H)dz, где Н - среднее расстояние между двумя соседними 
источниками. Тогда вместо формулы (5.30) nолучим 

00 

f Ра dz 
J

= J Н 4П(r � + z 2) 
- со  

(5.3 1) 

Для вычисления интеграла исnользуем nодстановку z/r 0 = tg �,  и тогда 
J = Ра/(2ПrоН). (5.32) 

Как видим, в слое с неnоглощающими границами средняя интенсив
ность звука убывает nроnорционально увеличению расстояния от из
лучателя; здесь энергия, излучаемая источником в единицу времени, 
nроходит через nоверхность цилиндра радиусом r 0 и длиной Н. 

Заметим, что на малых по сравнению с глубиной расстояниях фор
мула (5.32) неnригодна, и nоле оnределяется в основном излучением 
действительного источника и нескольких близких мнимых источ
ников. 

ТочеЧIIЪIЙ источник в слое nри импульсном излучении. Пусть ис
точник излучает в течение времени t ,  тогда все мнимые источники 
имеют такую же длительность действия t. Групnу излучаемых в тече
ние t синусоидальных волн будем называть и м n у л ь  с о м ,  форму 
которого характеризует функция f( t) изменения интенсивности звука 
(мощности, квадрата амnлитуды и т. n.), nричем /( t) =1= О, только когда 
о < t <  t ,  

В точке, отстоящей от оси источников на r 0 (ее можно считать на
ходящейся на оси х ), колебания начнутся в момент t' = r ofc. В более 
nоздний момент времени Т > t' имnульсы от некоторой части оси 
источников nройдут через точку наблюдения, а от более удаленных 
участков оси еще не усnеют дойти до нее. В момент Т колебания в точ
ке наблюдения, вызванные излучением двух симметричных относи
тельно оси х участков оси z (см. рис. 5.4), будут nодчиняться условию 

О < ( Т - J r� + z2 /с) < t . 
ЭлементJси вызовет колебание, nроnорциональное функции f(T- fo)dz, 
где to = r� + z2 /с - время nрохождения колебания от "источника" dz 
до точки наблюдения. 

Интенсивность звука в точке наблюдения в момент Т, согласно 
формуле (5.31), будет 

где 71 = J с2 'fl - � .  Нижний нулевой nредел обусловлен неравенством 
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с ( Т - t) < r0 • Например, для прямоугольного импульса f( t) = 1 при 
О <  t < t и f( t) = О при t > t или t < О 

(5.34) 

Полагая Т =  r ofc + t 1 , где t 1 отсчитывается от момента начала воз
мущения в точке наблюдения, запишем 

(5.35) 

Представим ct/r0 в виде (ct/r0 ) (t1/t). Практически ct/r0 = t/t' « 1 ,  
а интересует нас поведение импульса для моментов t1 « t' ,  поэтому 
ct/r0 = t/t' « 1 и формула (5.35) упрощается: 

J = [ Ра/(2Лr0Н)] V2 t/t' = [ Ра/(2Лr0Н)] V(2t/t' ) ( t1 /t). (5.36) 

Расчет интенсивности по формуле (5.36) в зависимости от t J t по
казывает, что интенсивность в точке наблюдения возрастает в течение 
промежутка t от нуля до наибольшего значения и далее спадает сна
чала быстро, а затем медленно. Отношение максимальной интенсивнос
ти звука в импульсе к интенсивности, создаваемой источником с той 
же излучаемой мощностью в установившемся режиме, v2ct/r о = .J2t/t' 
обычно меньше единицы в несколько и более раз. 

Отражение от поверхностей в слое. Выше [см. формулу (5.23)] при
ведено выражение для давления в отраженной от произвольной 
поверхности волне. Интенсивность в гидролокационном направлении 
(в безграничной среде) 

(5.37) 

где R1 и R2 - главные радиусы кривизны участка поверхности, лежа
щего в окрестности точки касания ее с фронтом волны. Это выражение 
применимо и для направлений, образующих некоторый (не очень боль
шой) угол с направлением на источник звука. 

Поскольку нас интересует поведение импульса в точке приема 
в течение промежутка времени t (причем ct/r0 « 1 ), то формулу (5.37) 
можно применять не только для действительного отражателя, но и для 
тех мнимых отражателей, колебания которых успевают дойти до точ
ки приема за это время. Суммирование действия отражателей можно 
заменить интегрированием, как это было сделано в случае работы 
источника в установившемся режиме. В результате вычисления полу
чаем выражение для амплитуды давления в точке приема (если перво
начальный импульс имеет прямоугольную форму) 

р�/(2Р с) = [ PaR1 R2 /(8r�H2 )] ct1 , (5.38) 
где t1 отсчитывается от момента начала возмущения в точке приема 
(О < t1 :ЕО t ). Максимальное значение амплитуды импульса в точке 
приема отраженной волны будет при t1 = t . 
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Если источник имеет направленность в вертикальной плоскости 
(для простоты положим, что в пределах некоторого угла излучение 
равномерно, а вне его - равно нулю), то правую часть формулы надо 
умножить на коэффициент конце,ра�ии К и она будет применима, 
если 8 0 > V2ct/ro- Если же 8 0 < 2ct r o. то максимум отраженного 
импульса в момент t 1 = t равен 

(5.39) 

где 28 0 - ширина ДН; если ДН плавно спадает др нуля, то за 2 8 0 нужно 
принять угол, меньший действительной ширины. 

При отражении от цилиндра с вертикальной осью (радиус R, высо
та h )  или от вертикально расположенной пластины [предполагается 
'о » Лh2/(2Л.) и r0 » Ла 2/(2Л.), где а - вертикальный размер пластины] 
рассматривают три случая: 

1) если углы 28 0 и 2Ф0, определяющие раствор ДН в вертикальной 
плоскости источника и отражателя [за угол направленности отражате
ля принимают "эффективный" угол Ф о = Л./(2 h ) или Ф о = Л./(2 а )], 
удовлетворяют соответствующим условиям 

8 о > V2ct/r0; Фо > V2ct/r0, 

то максимальным импульс будет в момент t 1 = t и определяют его по 
формулам: 

для цилиндра 

(5.40) 

для пластины площадью S 

(5.41 ) 

2) если 8 о (или Фо) меньше, чем V2ct/r0 , то применяют следующие 
формулы: 

для цилиндра 

(5.42) 

для пластины 

(5.43) 

3) если 8 о и Фо меньше, чем V2ct/r0 , то для цилиндра и пластины 
в момент t1 = t 

р;/(2Рс) = [ PaKRh2 /(2л r�Н2Л )] 80 Фо . 

- 152 -

(5.44) 



Пример. Излучатель мощностью Ра = 100 Вт, имеющий коэффициент концен· 
трации К =  50 и ширину ДН 2В0 = 20•, находится в слое среды глубиной Н = 100 м 
и облучает сферу радиусом R = 2 м. Длительность импульса т = 30 мс, расстояние 
между излучателем и отражателем т0 = 500 м. Требуется оnределить давление в 
отраженной волне. 

Величина .J2 ст/т0 = .J2 · 1500 · 30 · l 0-3/500 = 0,42 > В о = 0,17 . По формуле (5.39) 
находим амnлитуду отраженного давления 

_ j 2рсР aKR2 Fст _ j 1 ,5 · 106 • 100 · 50 • 4 . . _ 
Ps - Во - 0,42 0 ,17 - 0,37 Па. 

4лт6Н2 т0 2л · 25 · 104 • 104 

ГЛ АВА б . ОСОБЕННОСТИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ 
ЗВУКОВЫХ ВОЛН В МОРСКОЙ СРЕДЕ 

Реальная морская среда отличается от идеальной, во-первых,нали· 
чием границ - свободной поверхности и дна. Вследствие этого в море 
изменяются эффективность излучения, пространствеиное формирова
ние поля (т. е. направленность), законы убывания поля с расстоянием 
от излучателя. Во·вторых, морская среда неоднородна, в ней имеются 
регулярные и нерегулярные неоднородности. Р е г у л я р н ы  е 
н е о д н о р о д  н о с т и - изменения температуры, солености и плот· 
ности главным образом по глубине - приводят к отклонению направ
ления звукового луча, т. е. к рефракции, в частности к образованию 
подводного звукового канала. Н е р  е г у л я р  н ы е н е о д н о р о д  н о с 
т и - планктон, газовые пузырьки, течения, случайные местные возму
щения, флюктуации скорости звука и плотности - способствуют повы
шенному рассеянию звуковой энергии при распространении волн (до· 
полнительна к потерям, обусловленным морской средой как таковой, 
например, ее вязкостью). 

В результате возникают пространствеиные и временнЬiе флюк· 
туации амплитуд и фаз акустических волн, изменяются их спектраль
ные и корреляционные характеристики. 

Теоретические и экспериментальные исследования распростране
ния акустических волн в океане изложены в фундаментальной моно
графии [ 1 ], созданной коллективом советских ученых под руковод
ством академика Л. М. Бреховских. 

§ 6.1 .  Скорость звука 

Скорость звука с в море наряду с другими параметрами, характе
ризующими среду, имеет определяющее значение при решении многих 
задач гидроакустики. Во-первых, с определяет время, необходимое 
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для nередачи сигнала от одного объекта к другому. Так, в nодводной 
связи между окончанием сигнала одним корресnондентом и началом 
приема его другим nроходит неск·олько секунд. За счет конечной 
скорости звука время t = 2 r/c ( r - дистанция до цели) оnределяет 
длительность nоиска цели в гидролокации. Изменение с в реальных 
условиях nри изменении темnературы t", солености s и гидростатичес
кого давления Р 0 (глубины z) оказывает существенное влияние на 
точность оnределения координат цели, особенно в вертикальной 
nлоскости. Рефракция звука в море, обусловленная изменением ско· 
рости звука, может nривести к отклонению лучей от их nрямолиней· 
ных nутей расnространения и, как следствие, к nоrрешности оnреде· 
ления угловых координат. Неnостоянство с также влияет на характер 
убывания интенсивности звука с расстоянием: nри nереходе слоев 
с разными скоростями изменяются наnравления звуковых лучей. 

Скорость расnространения звука в линейной среде, как известно, 
оnределяется только ее физическими свойствами и, согласно форму· 
ле ( 1 . 1 0), равна 

с = VXIP = 1/ ГиР, (6. 1) 

где Х - объемный модуль уnругости; и - сжимаемость. 
Поскольку величины и (или Х) и р зависят от t•, s и z, то и с являет· 

ся функцией этих факторов. Зависимость c ( t", s, z) установлена эксnе
риментально и имеется несколько формул [ 1 ,  35, 44] и таблиц для оnре
деления скорости звука в море. С увеличением t• и s скорость звука 
возрастает: в среднем nри изменении t" на 1 •с nриращение скорости 
звука Ас � 4 м/с в холодной воде (до 1 0  "С) и Ас � 2,5 м/с в теnлой во· 
де (25 . . .  30 "С), nри изменении солености на 1 "1 •• (1 %. = 0, 1 %) Ас � 
� 1 ,2 м/с, nри изменении глубины на 1 0  м - Ас � 0, 1 8  м/с. 

Таким образом, фактором, определяющим скорость звука, являет· 
ся температура. Наблюдения nоказывают, что характер изменения 
скорости с Глубиной в поверхностном слое глубокого моря и в мелких 
водоемах nрактически совnадает с характером сезонных изменений 
темnературы. В горизонтальных наnравлениях свойства океана nочти 
не меняются, следовательно, океан можно считать средой nлоскостра· 
тифицированной. Именно вертикальное расnределение скорости звука 
(ВРСЗ) c(z) и градиента скорости Gc = dc/dz оказывает наибольшее 
влияние на расnространение звука в океане. Форма (nрофиль) кривой 
c (z) в разных районах Мирового океана различна и изменяется во 
времени. Можно отметить следующие тиnичные случаи ВРСЗ (рис. 6. 1 ,  
а . . . е ) :  1) скорость nостоянная - градиент скорости Gc = О; 2) Gc > О; 
3) Gc < О; 4) Gc « О (слой скачка); 5) уменьшение скорости с глубиной, 
nереходящее к возрастанию скорости в nоверхностном слое; б) то же, 
но в глубинных слоях. 

Первый случай - изотермическое состояние - характерен для 
мелководных районов в холодное время года и возникает в резуль
тате конвекции верхних холодных,более nлотных и нижних теnлых 
слоев воды. 
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Рис. 6.1 . Типичные случаи вертикального распределения скорости звука в мо
рях и океанах 
cn , с д - скорость звука соответственно у nоверхности и у дна 

Второй случай характерен для глубоководных районов северных 
морей в холодное время года. ВРСЗ возникает вследствие вертикаль· 
ной циркуляции и под влиянием гидростатического давления. В глу
бинных слоях океана, где температура и соленость постоянны, имеет 
место линейное возрастание скорости звука вследствие увеличения 
гидростатического давления. 

Третий случай типичен для мелких морей и прибрежных районов 
океана в теплое время года, когда верхние слои нагреты больше 
нижних. Градиент температуры в поверхностном слое может изменять· 
ся по нескольку раз в день, особенно в теплых морях. 

Четвертый случай характеризуется резким уменьшением скорости 
вблизи nоверхности и последующим медленным ее убыванием; суще· 
ствует в мелководных районах в теплое время года. При этом в слое 
толщиной несколько десятков метров - с л о е с к а ч к а  - градиент 
скорости может достигать значений 10 . . .  15 м/с, обусловленных гра· 
диентом темnературы Gt = dt/dz nримерно 1 . . .  2 ·с на каждый метр глу· 
бины. В слое скачка сосредоточены водоросли, пузырьки воздуха, 
планктон, мелкие морские организмы. Слой скачка подвержен сезон
ным изменениям, он формируется весной и осенью разрушается. Ниже 
слоя скачка убывание скорости вызывается совместным действием 
температуры и статического давления, однако давление линейно рас
тет с глубиной, а темnература медленно уменьшается, стремясь к опре
деленному пределу. Условия распространения звуковых волн при 
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наличии слоя скачка весьма неблагоnриятны вследствие отрицатель
ной рефракции. Благодаря большому градиенту температуры в слое 
скачка интецсивность звука в нем значительно ослабевает, что вы
зывает уменьшение дальности действия гидроакустических систем 
в 2 . . .  3 раза. При некоторых углах падения волны слой скачки может 
оказаться вообще звуконепроницаемым. 

Пятый и шестой случаи характерны наличием на пекоторой глуби
не минимума скорости звука: это наблюдается почти во всех морях 
в весение-летний период (пятый случай) и в океанах независимо от 
времени года (шестой случай). Уменьшение скорости с глубиной вы
зывается пониженнем темnературы, возрастание скорости - nридон
ными или подводными теnлыми течениями (пятый случай) и nовы
шением статического давления (шестой случай) . Пятый случай полу
чил название м е л к о в о д н о г о  з в у к о в о г о  к а н а л а ,  шестой 
случай - г л у б о к о в о д н о г о  з в у к о в о г о  к а н а л а .  

Скорость звука в Мировом океане изменяется в nределах от 
1450 м/с (Северный Ледовитый океан) до 1540 м/с (экваториальные 
области), так что перепад скорости составляет примерно 5 %. 

Благодаря зависимости с( t", s, z ), распространение акустических 
волн в море имеет определенные законы и оказывает большое влияние 
на эффективность действия гидроакустических средств и, nрежде 
всего, вызывает рефракцию звука. 

Рефракция звука в морской среде. Скорость звука в море изме
няется как по глубине, так и в горизонтальном наnравлении. Вслед
ствие этого звуковые волны отклоняются от nервоначального направ
ления, т. е. возникает рефракция. Учитывать горизонтальную рефрак
цию необходимо только nри больших дальностях действия гидроакус
тической апnаратуры. Практически же существенна вертикальная 
рефракция, обусловленная ВРСЗ. 

Количественную оценку рефракции nроведем по законам геомет
рической акустики, выведенным в гл. 1. Обоснованием для nримене
ния этих законов в слоисто-неоднородной среде может служить нера
венство ы/Gс » 1 [ 1 ] . Если принять Gc = 1 ,5 с-1 , то это условие nракти
чески всегда выnолняется вnлоть до низких частот порядка десят
ков герц. 

Рис. 6.2. Траектории лучей при положительной рефракuии 
И - источник звука; r - горизонтальное расстояние 
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Рис. 6.3. Траектории лучеи при отрицательной рефракции 

В соответствии с законом nреломления [см. формулу ( 1 .68)] sin 1' = 
= (с:/с1 )  sin а , и nри лереходе лучом границы раздела слоев с различ· 
ными скоростями отклонение луча nроисходит в сторону слоя с менъ· 
шей скоростью, следовательно, в наnравлении, в котором темnература, 
соленость и давление более низкие. 

Если градиент скорости звука nоложительный, то наблюдается 
nоложительная рефракция, т. е. отклонение лучей nроисходит в сторо· 
ну nоверхности моря (рис. 6.2). При этом всегда будет или nолное внут· 
реннее отражение на nромежуточной глубине, или отражение от дна 
в зависимости от глубины и значения Gt. Поскольку nри отражении от 
границы вода- воздух звуковая энергия nрактически не лереходит 
в атмосферу, образуется приnоверхностный звуковой канал, в к ото· 
ром звуковая энергия расnространяется на значительные расстояния. 
Таким образом, nри положительной рефракции дистанция обнаруже· 
ния целей будет ограничиваться лишь отношением сигнал/nомеха. 

Установлено [44], что nриnоверхностный канал обладает нижней 
граничной частотой [гр , nри которой звук еще сохраняет волноводное 
расnространение. Получено соотношение между толщиной Н слоя 
воды, определяющей nриnоверхностный звуковой канал и максималъ· 
ной длиной волны Лmах = Л.гр = 8,54 · 1 0-э Н312 • 

Когда градиент скорости звука отрицательный, наблюдается отри· 
цателъная рефракция и лучи искривляются в сторону дна (рис. 6.3), 
nричем с ростом Gc увеличивается количество отражений от дна. При 
каждом отражении от дна часть звуковой энергии логлощается грун· 
том, вследствие чего дальность расnространения заметно снижается 
(в сравнении со случаем Gc > О) . Возможность выхода луча к nоверх· 
ности - nредельного луча - определяется соотношением скорости 
звука на уровне источника и на nоверхности моря. При большом отри· 
цателъном градиенте скорости звука (или значительном заглублении 
источника) nредельный луч может претерnевать nолное внутреннее 
отражение и на nромежуточной глубине. 

§ 6.2. Подводн ый звуковой канал (ПЗК) 

В nоверхностных слоях морей и океанов температура воды меняет· 
ся в течение года на 1 0  . . .  20 •с, изменения же солености не лревышают 
1 . . .  2 % •. Поэтому колебания темлературы оказывают влияние на ско· 
ростъ звука в десятки раз большее, чем на соленость. По этой nричине 
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о градиенте скорости звука в поверхностном слое судят по градиенту 
температуры. Так, в весение-летний период скорость звука с увеличе· 
нием глубины уменьшается примерно так же, как и температура. По 
мере возрастания глубины влияние температуры на скорость звука 
уменьшается и повышается роль гидростатического давления. В 
океане на больших глубинах, где температурный градиент практичес· 
ки равен нулю, давление становится преобладающим фактором в вер· 
тикальном распределении скорости звука. Даже при Gt < О скорость 
звука с глубиной будет возрастать. В глубинных слоях морей увеличе· 
ние скорости звука может вызываться и гидростатическим давлением, 
и повышением температуры. 

Указанные факторы объясняют существование в океанах и морях 
горизонта минимальной скорости звука (см. рис. 6. 1 ,  д, е ), который на· 
зывают о с ь ю  П З К . Например, в Атлантическом океане ось ПЗК 
проходит на глубине 1200 м, в Тихом океане - на глубине 700 м, в мо· 
рях северного полушария - на глубине 40 . . .  60 м. По мере приближе
ния к полюсам ось ПЗК перемещается к поверхности. В океанах поло· 
жение этой оси не зависит от времени года, в морях оно подвержено 
сезонным изменениям. 

При расположении источника звука на оси ПЗК или вблизи нее 
акустическая энергия распространяется в слое воды, в котором звуко· 
вые лучи претерпевают многократное полное внутреннее отражение от 
границ, не достигая дна, на сотни и тысячи километров. Такое своеоб· 
разное направленное излучение в пределах малого телесного угла 
является следствием рефракции звуковых волн. Значение скорости 
звука на оси ПЗК неодинаково в разных бассейнах. На границах ПЗК 
скорость одинакова. Когда скорость Сп у поверхности меньше скорости 
Сд у дна, верхняя граница ПЗК лежит у поверхности, нижняя - на глу
бине, где c c en  (см. рис. 6 . 1 , д, е) . Если Сп > Сд ,  нижняя граница пзк 
лежит у дна, верхняя - на некоторой глубине, где с =  Сд. 

Лучи, выходящие из источника, находящегося на оси ПЗК, можно 
разделить на три группы (рис. 6.4): I - распространяющиеся полностью 
в канале - канализируемые лучи, II - распространяющиеся под ниж· 
ней границей канала, но не отражающиеся от дна, III - отражающиеся 
от дна. Лучи группы I, вышедшие из излучателя под малыми углами 
скольжения, возвращаются к оси канала; такое распространение на· 
зывают в о л н о в о д н ы м . Лучи группы II ограничиваются предельным 
лучом, претерпевающим полное внутреннее отражение у дна. Так, 
в Атлантическом и Тихом океанах максимальные значения предель· 
ных углов, канализируемых каналом, не превышают 1 6°, в Индий· 
ском океане - 1s•. 

Ось ПЗК, вертикальное положение его границ (или толщина ПЗК), 
предельные углы выхода канализируемых лучей, степень канализиро· 
вания энергии (доля энергии, распространяющейся в ПЗК, от всей 
излучаемой источником энергии) являются основными параметра· 
ми пзк. 

Различают приповерхностный и глубинный подводные звуковые 
каналы. 
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Рис. 6.4. Расnределение скорости звука ( а )  и траектории звуковых лучей (б) 
nри наличии глубинного ПЗК 

Приповерхностный ПЗК наблюдается при положительной рефрак· 
ции, когда глубина моря намного больше 1 00 . . . 200 м, и постоянном 
градиенте скорости. При расположении источника и приемника вблизи 
поверхности слоя, лучевая картина имеет вид, подобный изображен· 
ному на рис. 6.3. Здесь существует две группы лучей - не доходящих 
до дна и отражающихся от него. На границе второй группы находятся 
лучи, касающиеся дна, т. е. претерпевающие у дна полное внутреннее 
отражение. Эти лучи имеют наименьшее число отражений от поверх· 
ности воды по сравнению с другими лучами. Каждый из лучей первой 
группы, выходящий из источника под углом скольжения tp0 , дости· 
гает максимальной глубины 

Zm = ( 1  - cos t'P 0 )/ (а cos t'P0 ) (6.2) 

и вновь возвращается к поверхности на горизонтальном расстоянии 
r = 2 tg Фо/а, где а = Gс/си; Си - скорость звука на глубине расположе· 
ния источника. 

При малых углах t'Po формулу (6.2) можно заменить выражением 

Zm � 2 sin.2( t'Po/2)/a � ФУ(2 а). (6.3) 

Отсюда видно, что лучи группы 1, углы скольжения которых при выхо· 
де из источника малы, концентрируются в слое, толщина которого про· 
порцианальна квадрату угла. При уменьшении tp0 (т. е. по мере при· 
ближения к поверхности) плотность звуковой энергии увеличивается 
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в связи с уменьшением толщины слоя ло закону <р� . Излучаемая 
источником энергия с уменьшением угла <р 0 убывает nроnорционально 
величине угла, т. е. значительно медленнее. Это и nодтверждает тот 
факт, что лучи груnnы 1 обусловливают фокусировку звуковой энер· 
гии вблизи nоверхности. Иными словами, у nоверхности nроисходит 
как бы волноводное расnространение звука. 

Как отмечалось, nоверхностный канал обладает граничной часто· 
той, nри которой расnространение звука в нем имеет волноводный 
характер. Кроме того, условия волноводного расnространения зависят 
и от угла выхода луча из источника - лучи, выходящие nод углами 
меньше чем критический, затухают значительно медленнее всех 
других. 

Глубинный ПЗК наблюдается nри расnределении скорости звука 
no глубине, которое nоказано на рис. 6 .4 ,  а . В слое толщиной Н, где 
расnространяются лучи груnnы /, убывание интенсивности nроисходит 
настолько медленно, что звук в канале можно зарегистрировать на 
расстояниях в тысячи километров nри сравнительно небольших мощ· 
ностях источника звука. Наnример, в Атлантическом океане звук 
взрыва заряда весом 1 , 8  кг, nроизведенного на глубине 1220 м, был 
nринят на расстоянии 1 670 км, а nри заряде 2,7 кг - на расстоянии 
5745 км. 

Сверхдальнее расnространение звука исnользуется для оnреде· 
ления местоnоложения самолетов и судов, терnящих бедствие в 
океане. 

§ 6.3. Рефракци.н и затухание звука в море 

Простейшую акустическую модель океана можно рассматривать 
в виде nлоскоnараллельных горизонтальных слоев, в каждом из кото· 
рых значение градиента скорости звука nостоянно, а на границах слоев 
лучи только nреломляются. Масштабы неоднородностей расnределе
ния скорости звука в океане обычно nревышают длину волны Л. на 
несколько nорядков, nоэтому nри расчете расnространения акустичес· 
ких волн в рефрагирующей морской среде широко исnользуют nрибли· 
жение лучевой (геометрической) акустики. В частности, расчет значе
ний интенсивности звука выnолняют no звуковым лучам, т. е. no кри
вым, касательные к которым в каждой точке совnадают с нормалями 
к волновым фронтам. У слови ем nрименимости лучевого метода слу
жит неравенство 

w (dc/dz)-1 = (2лc/Л) (dc/dz)�ax » 1 ,  (6.4) 

где ( dc/dz)max - максимальный градиент скорости звука. Лучевая 
акустика неnрименима для расчета nоля в теневой зоне, в точках nол
ного внутреннего отражения, на фокусирующих nоверхностях (так на
зываемой каустике). 

Траектория луча. Для nлоскослоистой среды любой луч, составляющий 
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угол <р с плоскостью z = const, удовлетворяет закону преломления: 

cos [ <р( z)]/ с( z) = const, (6.5) 

где c(z) - вертикальное распределение скорости звука. Например, 
если <р 0 и с 0 - соответственно угол скольжения и скорость звука на 
горизонте с порядковым номером нуль, то, согласно формуле (6.5), 
получим 

С0 cos <p(z) = c(z) cos �р 0• 

Продифференцируем это равенство по z: 

- с0 sin <p(z) d<p/dz = cos �p 0dc(z)/dz. (6.6) 

Искривление луча характеризуется производной d<p/dl, где dl = 
= dz/sin qJ - элемент длины луча. Из выражения (6.4) находим d<p/dl = 
= -(cos <pofc0) dc(z)/dz. Таким образом, кривизна луча на произвольнем 
горизонте тем больше, чем больше его градиент скорости; величина 
cos <pofc0 для каждого луча постоянна. При уменьшении скорости 
звука с глубиной [ dc(z)/dz < О] угол скольжения увеличивается, при 
dc(z)/dz > О угол qJ уменьшается. 

Радиус кривизны луча 

(6.7) 

Если dc(z)fdz = const, то R = const: при постоянном градиенте скорости 
звука траектория луча представляет собой дугу окружности. 

Связь угла скольжения луча с горизонтом его поворота. Пусть ис· 
точник расположен на горизонте, где скорость звука Си = с1 • Опреде· 
лим угол выхода луча из источника, при котором на промежуточной 
глубине, где скорость звука равна С2 , луч испытает полt�ое внутреннее 
отражение (см. рис. 6.2). Так как при повороте луча угол <р2 

= О, из 
уравнения рефракции с2 cos qJ 1 = с1 cos qJ2 находим с2 cos <р 1 = с1 • 
В силу малости <р 1 можно положить cos qJ 1 = 1 - 0,5<pf ,  тогда получим 

qJ l = v(21c2 ) (c2 - cl ) . 

Опустив индекс у <р ,  обозначив с2 - с1 = !1с и учтя, что значение с2 близко к с1 , получаем 

(6.8) 

Уравнение луча. Примем, что излучатель находится в точке с коор· 
динатами r = О, z = z0 , а луч, вышедший из источника под углом сколь· 
жения <р0 , отклоняется вниз (рис. 6.5). Из рисунка видно, что для бес· 
конечно малого элемента луча tg <р = dz/dr, где r, z - координаты произ· 
вольной точки траектории луча; qJ - угол между горизонтальной 
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линией и касательной в этой точке. Полное расстояние, проходимое 
лучом по горизонтали, определяют интегралом 

z 

r = 1 S ctg ч>dz j . (6.9) 
zo 

Пользуясь з оном п еломления (6.5), tg вы азим следующим 
образом: tg q> = 1 - cos 2 ч>ln 2 /[�/n) cos q> 0 ] = n 2 - cos2 (/) 0  /cos (/) 0, где 
n = n (z) = c/c(z); с0 - скорость звука на горизонте излучателя. Форму· 
ла (6.9) принимает вид 

z 

r = cos ч>о l S [ n 2 (z) - cos 2 (q> 0 ) ] -112 dz j . (6. 1 0) 
Zo 

В частном случае постоянства градиента скорости звука n (z) = 
= (1 - az)-1 полное расстояние 

r = ( а  cos ч> 0 ) -1 [ 1 - ( 1 - az)2 cos2 (/) 0 ) 112�0 - (1/a ) tg (/) 0• (6. 1 1 ) 

Полагая z0 = О  (источник находится в начале координат), после прос
тых алгебраических преобразований получим 

[ r + ( 1/а) tg ч> о ] 2 + (z - 1/а) 2 = 1/( а 2 cos2 q>0). (6. 12) 

Равенство (6. 12) представляет собой уравнение окружности ра
диусом R = 1/(а cos ч>0) и координатами центра r = -tg q> ofa , z = 1/а. Этот 
результат совпадает с выражением (6.7). Действительно, при линейном 
распределении скорости звука по глубине c (z) = с0 (1 - az), где а =  
= Gcfco = dc(z)/( c0dz) - относительный градиент скорости. Постоянный 
градиент скорости звука равен l dc/dzl = ас0 • После подстановки в фор
мулу (6.7) находим R = 1/( а  cos q>0) . 

Рис. 6 .5 .  Элемент луча 
z z 

Рис. 6.6.  Аnnроксимация профиля ВРСЗ (а )  
и траектория луча (б)  
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Время пробега волной элемента луча dl равно dt = dVc = ldz/( с sin fP ) 1, 
полное время пробега 

z z 

t = 1 S ( 1/( с sin fP)] dz l = ( 1/с0) 1 S n2 (z) [  n 2 (z) - cos2 ( fP 0 ) ] -112 dzl . (6. 13) 
Zo Z o  

Умножая выражение (6. 1 3) на частоту излучаемой источником волны, 
получим фазу ы t волны в точке ( r, z ). 

Для построения лучей реальную кривую ВРСЗ c(z) аппроксими
руют ломаной линией, состоящей из отрезков прямой. При этом рас
пределение c (z) по всей глубине разбивают на n слоев с возможно ми
нимальным отклонением аппроксимирующей ломаной линии от за
данной кривой c (z). Пример кусочио-линейной аппроксимации профи
ля ВРСЗ показав на рис. 6.6, а, б. Границы слоев обозначены через 
Zt,  . . . , z4; скорости звука на нижних границах слоев - через с1 , . . .  , с4; углы скольжения на нижних границах слоев - через fPw . . . , f/)4 • Толщи
на слоя с номером q равна hq = zq - zq-1 ( q  = 1 ,  2, 3, 4}. Величины fPq 
и Cq удовлетворяют закону преломления cos fPq /cq = const, где констан
та определяется углом выхода луча из источника. Градиент скорости 
звука в слое с номером q равен (cq - Cq -1 )/h .  Лучи являются дугами 
окружностей, направление луча при переходе через границу слоев 
непрерывно изменяется. 

Чтобы определить горизонтальное расстояние rq , проходимое 
лучом в слое с номером q, примем в формуле (6. 1 0) f/) 0 = fPq-1 и с по
мощью соотношения cos q>/c(z) = cos fPq -1 /cq -1 перейдем к интегриро
ванию по углу q> , получим 

IPq 
rq = (aq cos fPq-1)-1 S cos fPdq> = 

IPq - 1 

= (cos fPq-1)-1 l aq1 (sin fPq - sin (fPq -1) 1 , (6. 1 4) 

где aq = (cq - Cq-1 )/(cq-l hq) - относительный градиент скорости звука 
в слое с номером q ;  fPq-1 , fPq - углы скольжения на границах слоя с но
ме)!ом q. Полная длина проходимого лучом горизонтального пути 
r = I: rq . 

q 
Интенсивность звука. Рассматривая акустическое поле в лучевом 

приближении, можно считать поток энергии в каждой точке поля 
направленным вдоль луча, а звуковую энер:-ию текущей по лучевой 
трубке, образованной совокупностью лучей, выходящих из источника. 
Интенсивность звука по мере удаления от источника будет уменьшать
ся пропорционально изменению площади поперечного сечения S луче
вой трубки. 

В однородной среде величина S увеличивается пропорционально R2 
(R - расстояние до источника) и интенсивность звука ..t( R) = Ра� /(4fi !{J  ), 
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где Ра и Ко - соответственно акустическая мощность и КОК излучате
ля. В неоднородной (рефрагирующей) среде вследствие искривления 
лучей интенсивность J(R ) с ростом R изменяется не по закону "обрат
ных квадратов". Отличие интенсивностей J0 (R ) и J(R ) оценивают так 
называемым ф а к т о р о м  ф о к у с и р о в к и  f = J(R )/J0 (R ), определяе
мым по выражению [ 5] 

/ = r cos q>0/( lдr/д<Po 1 sin q> ). (6. 1 5) 

Входящие в формулу (6. 15) величины графически показамы на рис. 6.7. 
Излучатель расположен в точке (0, z0); точка А (r, z ) - точка наблюде
ния; r = r (q> 0 ) - горизонтальное расстояние, проходимое лучом при 
заданном z; q> 0 - угол выхода луча из источника; q> - угол скольжения 
луча в точке А .  

Фактор фокусировки может принимать значения f > 1 и f < 1 .  В слу
чае f « 1 акустическое поле значительно ослабляется из-за большого 
расхождения лучей, и f является фактором дефокусировки. При f » 1 
поле усиливается из-за фокусировки лучей. При постоянном градиенте 
скорости звука f = cos2 q> 0 •  Фактор фокусировки, выраженный в деци
белах, называют а н о м а л и е й  р а с п р о с т р а н е н и я  At =  10 lg f. 

Затухание звука в море. Амплитуда волны и, следовательно, 
интенсивность при распространении звука в неограниченной среде по 
мере удаления от источника уменьшаются. Ослабление (потери) интен
сивности с расстоянием происходит по следующим причинам: расши
рение фронта волны; логлощение звука (переход части звуковой 
энергии в тепловую); рассеяние звука средой. 

Снижение интенсивности из-за расхождения волнового фронта 
происходит по степенному закону, затухание вследствие логлоще
ния - по экспоненциальному закону. В глубоководных районах ин
тенсивность прямого сигнала (на расстояниях, соизмеримых с глуби
ной) от источника с акустической мощностью Ра и КОК К0 определяют 
по формуле 

J = [ РаК0/(4лr2)] ехр (- 2� r), (6. 1 6) 

где � - пространственный коэффициент затухания по амплитуде; 2� -
коэффициент затухания по интенсивности· - (� зависит от физичес
ких свойств среды и частоты звука). Примятый в уравнении (6. 1 6) 
сферический закон распространения подтверждается результата
ми наблюдений в реальных условиях. 

Для учета влияния рефракции в морской 
0 г-------..... ,..- среде выражение (6. 1 6) надо умножить на 

фактор фокусировки f (или аномалию распро
странения At>· 

6 

с 
z 

Рис. 6. 7. К определению 
фактора фокусировки 

Согласно равенству ( 1 .85), формулу (6. 1 6) 
можно записать в виде 

J = [ PaK0/(4Л r2)1 1 0-0,l �r. (6 . 17) 
где коэффициент � выражен в децибелах на 
единицу длины. 
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Рис. 6.9.  Частотная зависимость 
коэффициента затухания [по 
формуле (6.18)] 

Коэффициент затухания. Потери акустической энергии в пресной 
воде объясняются поглощением, обусловленным вязкостью воды, т. е. 
внутренним трением при прохождении волны в среде. Потери в мор· 
ской воде на частотах ниже 1 00 кГц оказываются в 2,5 . . .  3 раза больше, 
чем в пресной. Такое различие обусловлено объемной вязкостью мрр
ской воды (кроме сдвиговой в пресной воде), а также наличием неод
нородностей (пузырьков воздуха, планктона, твердых частиц и др.), 
вызывающих рассеяние энергии, что особенно сильно сказывается на 
исnользуемых в практической гидроакустике частотах. Установлено, 
что под действием акустического давления распадаются и восстанав
ливаются ионы солей, содержащихся в 
море, и в особенности сернокислого 
магния. Этот процесс вызывает в каж
дом элементарном объеме среды пере
ход части звуковой энергии в тепловую. 

На рис. 6.8 приведена эксперимен
тальная зависимость коэффициента за
тухания от частоты звука [50]. 

На основе обработки данных изме
рений в диапазоне 1 . . .  60 кГц различ
ных исследователей предложена сле
дующая аппроксимация зависимости 
пространствеиного коэффициента зату
хания � . дБ/км, от частоты [, кГц: 

� = 0,036[312 • (6. 1 8) 
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На рис. 6.9 представлен график �(/), построенный по эмпиричес
кой формуле (6. 1 8) . 

Природа потерь в области низких частот до сих пор точно не уста· 
новлена. На рис. 6. 1 О показана экспериментальная частотная зависи· 
мость пространствеиного коэффициента затухания на низких часто· 
тах [44]. 

Оценивая влияние отдельных факторов на потери при распростра· 
нении волны в морской воде, следует отметить, что расширение фрон· 
та волны оказывает существенное влияние только на малых расстоя· 
ниях, а при увеличении расстояния становятся ощутимыми потери 
из-за поглощения, которые и преобладают в дальнейшем. Например, 
если на расстоянии r потери из-за поглощения равны 8 дБ, то на рас
стоянии Sr они составят 40 дБ, в то время как потери, вызванные рас
ширением фронта волны (при том же изменении расстояния) увеличат· 
ся только на 14 дБ. 

§ 6.4. Вли11ние поверхности мор11 
на акустическое поле 

Отражения звуковых волн от границ могут существенно повлиять 
на характер убывания поля с расстоянием и на свойства антенны - на
правленность, сопротивление излучения и акустическую мощность. 

Оценить влияние отражающих поверхностей в общем случае за
труднительно из-за их неровности, частичного поглощения, неполного 
отражения, неоднородности и т. п. Упрощая задачу, примем границы 
раздела сред плоскими и абсолютно отражающими. При такой идеали
зации применнм метод зеркальных источников, позволяющий учесть 
главные особенности отражения. 

Будем полагать, что источник находится вблизи одной из ограни· 
чивающих поверхностей, а расстояние до другой велико. 

Источник вблизи поверхности. Пусть точечный излучатель распо
ложен под абсолютно мягкой границей на глубине h (рис. 6. 1 1) .  Гранич
ные условия требуют, чтобы давление на границе раздела обращалось 

у 

Рис. 6.11 . К определению 
поля источника вблизи 
поверхности 

в нуль. Это выполняется, если наложить 
на поле излучателя И, создаваемое в сво
бодном пространстве, поле зеркального 
излучателя П, имеющего равную произво-

х дительность и противоположную фазу. 
Сложение полей действительного и зер
кального источников приведет к взаим
ной компенсации звуковых давлений на 
границе, т. е. к выполнению требуемого 
граничного условия. Таким образом, поле 
излучателя, расположенного вблизи абсо· 
лютно мягкой границы, эквивалентно 
полю двухточечной противофазной антен
ны в безграничной среде. 

- 1 66 -



Полагая заглубление источника малым (2h « х), примем направ
ления от источников на точку наблюдения параллельными, тогда раз· 
ность хода лучей /j.r = h sin е . Потенциал скоростей действительного 
и зеркального источников 

Ф = (2 iA/r) sin (kh sin е) ехр [ i (ыt - kr)], 

его модуль I Ф I  = (2A/r) l sin (kh sin e ) l и максимальное значение 
I Ф imax = 2A/r. Составляя отношение I Ф I/ I Ф imax• получаем ХН 

R(e ) = l sin [(2лh/Л) sin e ] l . (6. 1 9) 

При малом заглублении источника (kh « 1 )  функция R(e ) = 
= (2лh/Л.) sin е , ХН соответствует диполю, образованному действитель
ным и зеркальным источниками. 

Амплитуда звукового давления в точке приема на глубине Н 
[с учетом величин А =  Qm/(4л) и sin е = Щr] равна 

Рт = [Ы PQm/(2лr)] sin [2лhН/(rЛ.)]. (6.20) 

Из выражения (6 .20) следуют некоторые выводы. По мере погруже
ния излучателя давление в точке приема начинает изменяться от нуля, 
принимает максимальное значение на глубине h = rЛ./(4Н) и далее из
меняется по синусоидальному закону, если соблюдается условие 
r » h. В вертикальном направлении (е = О) наибольшее давление излу
чатель создает при h = Л./4. На больших расстояниях от излучателя (при 
r » 2ПhН/Л.) звуковое давление убывает пропорционально возраста· 
нию r2 , т. е. значительно быстрее, чем в безграничной среде. Такая 
сильная локализация поля будет наблюдаться на низких частотах. 

Положим для простоты, что излучатель и приемник находятся на 
одинаковой малой глубине, тогда r � х и амплитуда звукового дав· 
ления 

Рт = (2А/х) sin [2Пh2/(хЛ. )]. (6 .2 1) 

Интерференционная картина, описываемая выражением (6 .2 1 ), 
представлена на рис. 6. 12. Как видим, наложение прямой и отраженной 
волн приводит к чередованию максимумов и минимумов, которые 
сначала располагаются близко, а затем удаляются друг от друга. При 
х = 2h2/Л. наблюдается последний минимум? при х = 4h2/Л. - послед
ний максимум. На расстояниях х » 4h2 Л. амплитуда давления 
убывает по закону 1/х , интенсивность звука - по закону 1/х4 • 

Влияние волнения моря. Изложенное выше относится к полю 
источника, расположенного под спокойной поверхностью моря. В дей
ствительности поверхность моря всегда неровная, отраженные от нее 
лучи имеют случайные направления, давление в точке приема меньше, 
чем при отражении от гладкой поверхности. Как показано в §  1 .8, не
ровности при крутом и косом падениях волны отражают ее диффузно. 
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Доля диффузного отражения в точке приема возрастает по мере уве
личения неровности. Согласно условию ( 1 .89), волнистая поверхность 
ведет себя как плоская, если угол падения е больше, чем предельный 
угол enp зеркального отражения, определяемый равенством 

enp = arccos [ Л./(8Н)], (6.22) 

где Н - '13Ысота (размах) морской волны. 
В случае расположения излучателя и Приемника на одинаковой 

глубине cos е � 2h/x. Если е > enp или расстояние х больше 

Xnp = 1 6hН/Л, (6.23) 

то волнение моря не нарушает зеркальности отражения. Если е < Bnp 
(или х < Xnp), отраженная энергия не имеет преимущественного на
правления и рассеивается диффузно. Распространение звука в этом 
случае оказывается сферическим. Пользуясь зависимостью высоты 
морских волн от скорости ветра и соотношенИем (6.23), определяют 
предельные расстояния невозмущенного сферического распростра
нения. 

При диффузном отражении от поверхности моря, когда высота 
морской волны значительно больше длины звуковой волны, интенсив
ность отраженного звука в направлении, образующем уrол в с нор
малью к поверхности, уменьшается по закону cos е . Определяя поле 
в слое с одной или двумя диффузно отражающими границами, будем 
считать, что границы этого слоя идеально плоские, а ХН действитель
ного и мнимого источников R(e ) = cos е .  

При оценке отражения о т  случайной неровной поверхности сле
дует учитывать ее статистические параметры - среднюю квадратвчес
кую высоту волны и среднюю высоту волны относительно поверхнос
ти. Потери при отражении от поверхности в зависимости от произведе
ния частоты сигнала и средней высоты волны можно рассчитать по 
выражению [5 1 ]  

А =  1 0  l g  [ 1  - 0, 139(/Н)312 ). (6.24) 

Выражение (6.24) справедливо для малых углов скольжения и потерях 
не более 3 дБ. При А > 3 дБ эта зависимость показава штриховой 
линией на рис. 6 . 13 .  Если Н =  Л/2 = с/(2!), величина А =  0,4 дБ, т. е. на 
частотах, при которых длина звуковой превышает высоту морской 
волны, потерями при отражении от поверхности можно пренебречь. На 
рис. 6 . 14  представлена частотная зависимость потерь при отражении от 
поверхности моря при различных его состояниях [7]. Акустическая мощность приповерхностного источника. Как 
показано выше, при малом заглублении источника h его поле соот
ветствует полю диполя и амплитуда звукового давления тем мень
ше, чем меньше h . Очевидно, что и мощность излучения Ра при 
этом также уменьшается. Определим Ра при произвольнам h 
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ности моря для малых уг· 
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Рис. 6 .15.  Зависимости относи
тельной излучаемой мощности 
точечного источника от его за• 
глубления (кривая 1 )  и от возвы
шения над абсолютно жестким 
грунтом (кривая 2) 
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в предположении независимости объемной скорости источника от 
заглубления. 

Для направленной системы акустическая мощность 

п/2 

Pa = 1max SS R 2( 8) dS = 2Лr 2Jmax S R 2 (8) sin 8d8. 
s о 

Интегрирование по углу е проводится в пределах от О до л/2, посколь
ку нас интересует поле в нижнем полупространстве. Подставив в ин
теграл выражение (6. 1 9), определив интенсивность с помощью (6.20) 
Jmax = р�/(2Рс) и проведя интегрирование, найдем 

Ра = [Pck2Q�/(8л] [ 1 - sin (4лh/Л)/(4лh/Л)). (6 .25) 

Сопоставляя формулы (6 .25) и (3 . 19) для мощности, излучаемой точеч
ным источником в безграничном пространстве, получаем 

Ра /Ро = 1 - sin (4Лh/Л)/(4Лh/Л). (6.26) 

Как видно, влияние отражающей границы на эффективность источ
ника зависит от волнового заглубления источника. Зависимость отно
шения Ра /Ро от h/Л представлена на рис. 6. 15 (кривая 1 ). Вблизи абсо
лютно мягкой границы (h/Л -+ О) Ра /Ро -+ 0: действительный и мнимый 
источники "акустически накоротко замкнуты". С увеличением h мощ
ность Ра возрастает и, начиная с h ;;;:: Л./4, осциллирует около значения 
Ро. При h/Л -+ со значение Ра /Ро -+ 1 :  здесь условия излучения такие же, 
как в безграничном пространстве, отражающая граница не влияет на 
поле системы. При h/Л = 0,375 мощность излучения максимальна: 
Ра � 1 ,2Р0•  

Активное сопротивление излучения заглубленного источника 
найдем из равенства Ра = 0,5 r8v� ,  где Vm = Qт/S. Тогда 

(6.27) 

Таким образом, график зависимости r8 от h/Л аналогичен кривой 1 
на рис. 6 . 15 .  

§ 6.5. Вли11ние дна мор11 на акустическое поле 

Неровности дна в большинстве случаев невелики, и, согласно ус
ловию ( 1 .89), дно можно считать практически гладким, особенно при 
косом падении звуковой волны. Вместе с тем процесс отражения звука 
от дна более сложен, чем отражение от поверхности моря. Волновое 
сопротивление дна зависит от характера донных осадков и может быть 
меньше l!lолнового сопротивления воды, приблизителъно равно ему 
и даже в несколько раз превышать его. При падении акустической 
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волны на дно часть энергии отражается, а некоторая часть переходит 
в грунт, распространяется в нем, претерпевая отражения на границах 
слоистой структуры, возвращается обратно в водную среду и взаимо
действует с отраженной от границы раздела вода-грунт энергией. 
Результирующий комплексный коэффициент отражения зависит от 
частоты и угла падения. 

В случае однородного грунта, например ровного песчаного дна, 
характерного для мелководных районов (континентального шельфа, 
Северного моря), коэффициент отражения 'V рассчитывают по фор
муле ( 1 .71) . Графики зависимости модуля 1 V 1 от угла падения волны 
на песчаное дно приведены на рис. 6. 1 6. Видно, что при а � акр = 
= arcsin (с/с2) модуль 1 V 1 = 1 - это область полного внутреннего 
отражения. При а < акр значения 1 'tJ' 1 уменьшаются сначала резко, 
а затем медленно. При нормальном падении и p 2c./ (P 1cJ = q = 2,53 
потери при отражении равны V = -20 lg [(q - 1J/(q + 1J] = 7,26 дБ. 
Критический уrол падения акр s:t:: 60°. 

На рис. 6. 17 представлены графики зависимостей модуля и фазы 
коэффициента отражения от угла а на границе вода-плотный морской 
песок (Р 2/Р 1 = 2,7; с,/с1 = 1 ,2) при разных значениях потерь для песка 
ТJn · Видно, что с увеличением поглощающей способности грунта 1 "tТ 1 
растет медленнее и достигает максимума только при скользящем 
падении (а =  90°), в то же время если ТJn = О (поглощение грунтом от· 
сутствует ), то 1 "t1 1 = 1 при а � акр s:t:: 56°. Таким образом, при отра· 
жении от поглощающей среды для всех углов а < 90° модуль 1 '11' 1 < 1 ,  
т .  е .  ни при каких углах падения не наблюдается полного внутреннего 
отражения. 

Реальные зависимости 1 'U' 1 от а совпадают с теоретическими 
только при низких частотах и малых углах падения. Искажения 

1,0 r!J1 
а.в 
а 
а Q5 

7 
б 

0.'+ --� z 

/ 
....,., / 

...... 
3 о. о 10 20 JO цо 50 60 70 во 90 
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Рис. 6. 16. Зависимости модуля 
коэффициента отражения по 
амплитуде от угла падения вол
ны на границу раздела вода
грунт при различных значениях 
P2lP , и с2/с1 
1 - Рз/Р 1 = 2,2; с2/ с1 = 1,15; 2 - Р2/Р 1 = 
= 2, О; с2/с1 = 1 ,05 
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теоретических данных связаны с потерями от поглощения грунтом 
и неровностями дна. 

Измерения потерь при отражении от илистого грунта показали, что 
при всех углах падения эти потери значительно больше, чем при 
отражении от песчаного грунта (7] . 

Пусть источник расположен в полупространстве над абсолютно 
жесткой плоской границей. В этом случае граничное условие отсут
ствия колебательной скорости на границе удовлетворяется зеркаль
ным источником, колеблющимся синфазно с действительным. Для 
двухточечной синфазной антенны выражения для ХН и КОК, согласно 
соответствующим формулам (4.64) и (4.20), имеют вид 

R (e ) = cos -- sin е ; К0 = 2 1 + , 
( 2Пh ) [ sin (4пh/Л.) ] -1 

Л 4пh/Л. 
где h - расстояние от источника до дна. 
Амплитуда давления в точке ( r, е ) будет Pm = WPQmR (e )/(2пr), в точке 
на оси (е = О) Pm max = WPQm/(2пr). Интенсивность звука J( r, е ) = 
= 1maxR2 (B ), где lтах = Р�тах/(2Рс) . Акустическую мощность источника 
определяют интегрированием выражения dPa = J (е ) dS в верхнем полу
пространстве, т. е. в пределах изменения е от О до л/2: 

n/2 

Ра =Jтах · 2Jtr2 S R2(e ) cos ed8 = [pck2Q�/(8п)] [ 1 + sin (4пh/Л.}/(4пh/Л.)]. (6.28) о 
Активное сопротивление излучения источника находят, сопостав

ляя формулу (6.28) с величиной r9v;,/2: 

rs = 
P ck2S2 [ 

1 + 
sin (4пh/Л) ] 

= 
p ck2S2 _.:._ 

• (6.29) 4Л 4П h/Л. 4п К0 
Приближение излучателя к границе раздела ведет к увеличению 

значения 2/К0 и при h .... О коэффициент К0 .... 1; 2/К0 -+ 2 и r9 -+ 2r90 , т. е. 
сопротивление излучения источника непосредственно у жесткой гра
ницы удваивается (по сравнению с излучением изолированного источ
ника), поскольку он излучает в полупространство. С удалением источ
ника от границы К0 возрастает и при h -+ оо значение 2/К0 .... 1, сопро
тивление r9 .... r9 0 , т. е. источник излучает в полное пространство. Зави
симость величины 2/К0 или, что то же, отношения Ра!Ро, характеризую
щего влияние отражающей границы на сопротивление и мощность из
лучения источника, от h/A представлена кривой 2 на рис. 6. 15. Из гра
фика видно, что при h " Л /4 влияние жесткой (как и мягкой) границы 
наиболее значительно. 

§ 6.6. Точечный  источник в спое 

Распространение звука в мелководных районах морей и океанов 
сопровождается отражениями от поверхности и дна, число которых 
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тем больше, чем больше расстояние 
до точки наблюдения по сравнению с 
глубиной. Как показано выше (см. 
§ 5.6), звуковое поле в однородном 
слое с абсолютно отражающими гра
ницами - свободной верхней (z = О) 
и абсолютно жесткой нижней ( z = 
= Н) - создается действительным ис
точником и бесконечным рядом 
фиктивных (зеркальных) источни
ков (рис. 6. 1 8). 

В математической постановке 
задачу определения поля р(х, z) сво
дят к решению уравнения Гельм
гольца 

(6.30) 

при выполнении граничных условий 
как для действительного, так и для 
фиктивных источников. 

Давление в прямой волне (от 
действительного источника) 

z 
Рис. 6 .18.  Источник в слое и система 
фиктивных источников 

(6.3 1 )  

где h - вертикальная координата источника. На границе z = О должно 
быть р = О, на границе z = Н должно быть v = О (или поскольку v = 
= -grad Ф = -grad [ р/( iЫ Р )] = [- 1/( iЫР )] др/дz, то др/дz = О). 

Функция р01 является решением уравнения (6.30), но не удовлет
воряет граничным условиям. Учтем еще действие фиктивного источни
ка Д, т. е. отраженную волну от дна, получим 

Р = Ро1 + Ро2 = (1/rot ) exp (-ikr0t ) + (1/r02 ) exp (-ikr02 ); 

ro2 = [ х2 + (2Н - z - h f] 112 • (6.32) 

Функция Ро1 + Ро2 удовлетворяет граничному условию при z = Н: 
источники И и Д расположены симметрично относительно границы 
z = Н и дp/дzlz=H = О; но при z = О  функция (6.32) не равна нулю. Введем 
дополнительно еще два фиктивных источника П и ДП, учитывающие 
отражение от поверхности и двукратное отражение от дна и поверх
ности, получим давление (с учетом изменения фазы на л при отра
жении от свободной поверхности) 

р = ( 1/rol ) e -ikro1 + ( 1/ro2 ) e -ikr02 - ( 1/rоэ ) e -ikroэ - ( 1/ro4 )e -ikr04 '  (6.33) 
где rоэ = [ Х2 + (z + h)2 ] 112 ; r04 = [ х2 + (2Н + z - h)2 ] 112 . 
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Выражение (6.33) при z = O  дает р = О  (так как r01 = r03 и r02 = r0,J, 
однако граничному условию при z = Н не удовлетворяет, так как от
сутствует симметрия относительно границы z = Н. Эту симметрию мож
но обеспечить, если ввести еще два фиктивных источника ПД и ДПД 
зеркальные отображения источников Л и ДП в нижней границе; теперь 
не выполняются граничные условия на границе z = О. Прибавлять фик
тивные источники можно до бесконечности, тогда будут выполняться 
граничные условия на обеих границах. Суммарное поле источника 
в слое представляют в виде 

00 [ 1 -ikr 1 -ikr 
p (x, z) =  �о (- 1 ) q - е q a + - е Q 2 -

q rq l rq 2 

1 'k 1 'k ] -1 rq э -1 rq 4 - - е - - е , 
rq з rq 4 

(6 .34) 

где rqg = (x2 + zqgP12; Zq 1 = 2Hq + h - z; zq 2 = 2H(q + 1 ) - h - z; Zq з = 
= 2Hq + h + z ; Zq 4 = 2H(q + 1 ) - h + z; q = О, 1 ,  2, • • . ; g = 1 , 2, 3, 4. 

При импульсном излучении поле в слое в момент t равно 

- f( t - rq з/c)/rq э - f( t - rq ,Jc)/rq 4 ], (6.35) 

причем О ЕО t - rqg/c ЕО t , где t - длительность импульса. 
Нормальные волвы в слое. Звуковое поле в слое с непоглощающи

ми границами на большом волновом расстоянии можно представить 
в виде [5] 

2 Б 
. 14 оо л (q + 0,5)z 

р (х, z) = -- е -1п I: sin Х 
Н q=O Н 

л (q + O,S)h 
X sin ----

н 
(6.36) 

где �q = ±Jk � - (л4,Н)2(q + 0,5) 2 - горизонтальная составляющая 
волнового вектора 1ё ;  k0 - волновое число для безграничного 
пространства. Выражение (6.36) удовлетворяет уравнению 
(6.30) и граничным условиям р lz= O = О и др/дz lz=-=H = О. Отдельное 
слагаемое Pq представляет собой так называемую н о р м а л ь  н у ю 
в о л н у ,  которая является бегущей по координате х и стоячей по 
оси z. Амплитуды нормальных волн убывают по цилиндрическому 
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Рис. 6 .19.  Изменение амnлитуд нормальных О Г'l'--""""'t"--�--�-
волн внутри слоя с акустически мягкой по
верхностью и жесткой нижней границей 

закону 1/ [;:Если [11/(kH)](q + 0,5) > 1, то �q = ± i l � q l  и в зависимости 
от знака при i волна будет соответственно незатухающей или затухаю
щей вдоль координаты х. В последнем случае нормальная волна яв
ляется неоднородной, ее амплитуда уменьшается с ростом х экспонен
циально. Частоту нормальной незатухающей волны при q = О [ k0H = 
= п/2 или [0 = с/(4Н)] называют к р и т и ч е с к о й  ч а с т о т о й  этой 
волны. При частотах f < [0 все нормальные волны затухают. Именно по 
этой причине затухают инфразвуковые волны, поглощение которых 
в морской среде ничтожно мало. 

Когда источник находится на верхней границе - поверхности мо
ря - амплитуды нормальных волн равны нулю. При малом заглубле
нии источника (h « Н) амплитуды будут также малыми, что обуслов
ливается взаимной компенсацией противофазных источников. Зависи
мости амплитуд первых четырех нормальных волн от координаты z 
иллюстрирует рис. 6. 1 9. 

Представление поля точечного излучателя в слое в виде нормаль
ных волн целесообразно при малых толщипах слоя, тогда можно 
ограничиваться небольшим числом нормальных волн. Лучевое пред· 
ставпение предпочтительно в случае больших толщип и сравнительно 
небольших расстояний до точки приема, когда поле будут определять 
кроме прямой волны несколько первых отражений от границ слоя 
(см. § 5.5). 

Зависимость интенсивности звука в слое от расстояния.. При из
лучении точечного гармонического источника в слое с абсолютно 
отражающими границами по высоте слоя возникает сложная интерфе
ренционная картина: фаза колебаний существенно изменяется при 
перемещении источника по высоте на малую долю длины волны, 
амплитуды колеблются около среднего значения. Практический инте
рес, однако, представляет не эта тонкая структура поля, а средние 
значения давления, плотности энергии, интенсивности, т. е. прибли· 
женпая оценка поля. Эти значения можно получить, используя энерге
тический метод суммирования действий источников, рассмотренный 
в § 5.5. Для средней интенсивности звука J была выведена формула 
(5.32), согласно которой J в слое убывает пропорционально увеличе
нию расстояния, которое значительно больше толщины слоя. 

Если одна из границ слоя частично поглощает энергию, то на боль
ших расстояниях r средняя интенсивность в слое убывает пропор· 
ционально возрастанию r3'2 [5], что соответствует среднему значению 
между r2 для безграничной среды и r для слоя с непоглощающими 
границами. 
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§ 6.7. Ревербераци11 звука в море 

Границы и неоднородности слоев моря обусловливают также появ
ление полей рассеяния (переизлученияJ звуковой энергии, которые 
в точке излучения создают эффект, называемый р е  в е р б  е р  а ц и е й .  
Если рассеянную волну отделить от прямой, например, при импульс
ном излучении, то в точке приема наблюдается явление ревербера
ции - медленно затухающий звуковой процесс. 

Интенсивность реверберации Jp маскирует эхосигнал от цели, 
являясь, таким образом, помехой при работе гидролокатора и ограни
чивая его дальность действия. Чем ближе лоцируемый объект, тем 
больше интенсивность эхосигнала J3 , но при этом велика и интенсив
ность JP . Для обнаружения цели по эхосигналу необходимо превыше
ние J3 над JP . Трудность регистрации полезного эхосигнала на фоне 
реверберационной помехи объясняется тем, что их спектры подобны, 
если лоцируемый объект неподвижен. 

Знание законов спадания интенсивности реверберации со време
нем (расстоянием) и сопоставление их с соответствующими законами 
убывания эхосигнала дает возможность рассчитать дальность гидро
локатора и наметить меры уменьшения реверберационных помех. 

В зависимости от характера распределения неоднородностей в мо
ре различают три вида реверберации: объемную, поверхностную 
(слоевую) и донную (граничную). 

Объемная реверберация - рассеяние звука мелкими включениями 
в виде газовых пузырьков, твердых взвешенных частиц, термических 
неоднородностей (непрерывно перемешивающихся дискретных 
объемов воды с различными температурами) и другими рассеивателя
ми, распределенными по всему водному пространству. 

Поверхностная реверберация - рассеяние звука мелкими неодно
родностями и пузырьками, концентрирующимися в приповерхностном 
слое, волнующейся поверхностью моря, а также звукорассеивающими 
слоями, расположенными в толще воды. 

Донная реверберация - рассеяние звука неровностями дна. В 
реальных условиях указанные виды реверберации существуют одно
временно, накладываясь друг на друга. Однако в зависимости от усло
вий использования гидролокатора и состояния моря может преобла
дать тот или иной вид реверберации. Если в районе больших глубин 
импульс излучается в горизонтальном направлении, наблюдаются 
поверхностная и объемная реверберации. В случае волнения моря на 
малых расстояниях (до 500 м) поверхностная реверберация превышает 
объемную; при малых скоростях ветра преобладает объемная ревербе
рация. Донная реверберация проявляется, как правило, в мелковод
ных районах морей при близком расположении антенны ко дну моря 
и при излучении в направлении дна. 

На рис. 6.20 представлена временная зависимость уровня ревербе
рации (в децибелах относительно 0, 1 Па), вызванной взрывом заряда 
массой 0,9 кг на глубине 240 м в море глубиной 1 000 м [44] . На рисунке 
отмечены характерные области: поверхностной реверберации ( 1 ); 
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объемной реверберации от глубинного 
рассеивающего слоя (2); отражения от 
дна и поверхности (3); донной ревербе
рации ( 4); реверберационного "шлей
фа" ( 5), обусловленного совместным 
рассеянием граничными поверхностя
ми моря. 

J, дб 

�-.---тт-т-т--т-т--т--т--т---r-�ФИ 1 10 о 1 2 J lf 5 б 7 8 t, с 

Объемная реверберация. Пусть из- Рис. 6.20. Временная зависимость 

лучатель с акустической мощностью Ра уровня реверберации 

излучает импульс длительностью т .  
В пространстве будет распространяться возмущение в виде сферичес
кого слоя толщиной c't (рис. 6.21 ,  а ) . Неоднородности, сосредоточенные 
в этом слое, будут создавать эффект обратного рассеивания, т. е. 
объемную реверберацию. Однако не вся рассеянная в момент t энергия 
достигнет точки приема (излучения) одновременно. В самом деле, 
звук, рассеянный вблизи заднего фронта импульса, дойдет до прием
ника на время t раньше, чем рассеянный звук вблизи переднего фрон
та, так как задний фронт проходит меньший путь. 

В момент t фронты импульса занимают положение АА1 и ВВ1 
(рис. 6.2 1 ,  б), а в момент t + t/2 - соответственно АА2 и ВВ2 • За время 
Т./2 волны, рассеянные в момент t около фронта ВВ1 , дойдут до АА2 ; 
одновременно к этой поверхности (АА2) приходит и задний фронт 
импульса. Таким образом, в точку О придут одновременно и создадут 
в ней интенсивность реверберации звуковые волны, _рассеянные пе
редним фронтом вблизи поверхности ввl и задним фронтом вблизи 
поверхности АА2 • Поскольку расстояние между ВВ1 и АА2 равно 
r" - r' = ct/2, то в момент наблюдения t к приемнику приходит звук, 
рассеянный неоднородностями в объеме сферического слоя толщиной 
ct/2. Этот слой называют р а с с е и в а ю щ и м  э л е м е н т о м  п р о с 
т р а н с т в а .  

При равномерной концентрации неоднородностей в пространстве 
и коротких импульсах (2�ст � 0 , 1 )  интенсивность объемной ревербе
рации в точке излучения 

lp = [apPact/(8лr2 )] ехр (- 4� r) 

1 2-614  

а) 

Рис. 6 .21 .  К пояснению явления объемной реверберации: а - рас
сеивающий элемент пространства; б - положения фронтов им
пульса 
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или в момент t = 2 r/c от начала излучения 

Jp = [fXpPa t/(2:rtct2)] ехр (- 2�ct), (6.37а) 

где fXp - коэффициент объемной реверберации, характеризующий 
рассеивающую способность моря; по опытным данным аР =  I о-з . . .  
I o-s м-1 • 

Из формулы (6.37) следует, что Jp пропорциональна излучаемой 
мощности и длительности посылки и убывает пропорционально увели
чению квадрата времени (или расстояния). 

Поверхностная реверберация. В этом случае неоднородности со· 
средоточены в слое толщиной h (рис. 6.22), причем плотность их рас
пределения в среднем постоянна во всем слое. При импульсном излу· 
чении в слое будет распространяться возмущение в форме кольцевой 
области с внутренним радиусом r и шириной ct . Как и в случае объем
ной реверберации, рассеянные волны одновременно приходят в точку 
приема из зоны, лежащей в пределах от r до r + ct/2. 

Для коротких импульсов интенсивность реверберации в точке 
излучения 

(6.38) 

или в момент времени t от начала излучения 

(6.38а) 

Значения аР лежат в пределах 1 0-6 • • •  I о-з м-1 • 
Интенсивность поверхностной реверберации в отличие от объем

ной убывает пропорционально времени (или расстоянию) в третьей сте
пени, т. е. быстрее, чем объемная; это можно объяснить разницей в 
геометрии рассеивающих элементов. 

Довнаи реверберация. Пусть источник расположен на расстоянии Н 
от дна (рис. 6.23). Реверберация порождается рассеиванием на неров
ностях и неоднородностях дна, так что по нему распространяется коль
цевая возбужденная поверхность, ширина которой равна ст/соs 8 .  
Наложение рассеянных волн, образующее суммарный эффект донной 
реверберации, создается кольцевой поверхностью шириной ct/(2 cos 8) .  

о о о о 
о о 

r 

Рис. 6.22. К nояснению nоверх
ностной реверберации 
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Интенсивность донной реверберации ДJIЯ коротких импульсов 

или, принимая r = ct/2: 

3 ,.. - 1о-э 1 0-1 -1 

(6.39) 

(6.39а) 

начения ... Р - • • •  м . 
Как видно, интенсивность донной реверберации спадает пропор

ционально расстоянию (или времени) в четвертой степени, т. е. наибо
лее быстро в сравнении с другими видами реверберации. 

Для гидролокации существенна только рассеянная энергия в об
ратном направлении. Так как поле рассеянной мощности является 
направленным, то во все формулы для Jp войдет КОК этого поля в на
правлении приема. 

Направленность антенны гидролокатора значительно снижает 
уровень реверберации: при одинаковой направленности в режимах 
излучения и приема интенсивность объемной реверберации умень
шается примерно на 30 % [32] . 

При большой скорости ветра (более 8 м/с) интенсивность поверх
ностной реверберации падает быстрее, че� по закону 1/r3 , на малых же 
расстояниях (меньших 400 м) при любой скорости ветра ослабление Jp 
происходит медленнее, чем по теории. На расстояниях, превышающих 
1500 м, поверхностная реверберация маскируется объемной и не зави
сит ни от состояния поверхности моря, ни от сезона. 

Донная реверберация зависит от рефракции звука в гораздо боль
шей степени, чем другие виды реверберации, поскольку в этом слу
чае Jp зависит от угла падения, на величину которого рефракция 
оказывает влияние. 

Приведеиные теоретические законы убывания интенсивности 
реверберации в общем согласуются с опытными данными. В некото
рых случаях наблюдаются выбросы Jp , что связано с наличием в морях 
и океанах звукорассеивающих слоев. Залегают эти слои на глубинах 
1 00 . . .  1 000 м и включают планктон, рыб и другие морские организмы. 

Следует отметить, что флюктуации реверберации маскируют эхо
сигнал сильнее, чем монотонно убывающая реверберация. Рассеяние 
звука на хаотически распределенных в море и меняющихся во време
ни рассеивателях представляет собой нестационарный случайный 
процесс. Статистические свойства морской реверберации исследованы 
В. В. Ольшевским и изложены в его монографии [20]. 

§ 6.8. Сипа цепи подводных объектов 

Отражающую способность цели - подводного объекта, облучае
мого звуковой волной, оценивают так называемой с и л о й  ц е л  и Т 
(в децибелах), равной отношению интенсивности lr отраженной волны 
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в точке, расположенной на единичном расстоянии от "акустического 
центра" цели, к интенсивности Ji падающей на цель волны: 

Т = 10  lg (Jr/Jд. (6.40) 

Под акустическим центром понимают точку на поверхности цели или 
вне ее, из которой исходят эхосигналы. 

Если волна отражается от жесткой сферы радиусом R (R » Л), то, 
согласно формуле (5. 1 1 ), интенсивность lr в отраженной волне на рас
стоянии r от точки излучения-приема равна 

При r = 1 м отношение lr/Ji = R 2/4 и сила цели сферы 

Т = 10 lg (J,./Ji) l r= l = 10 lg (R/2)2 = 20 lg (R/2). (6.4 1 )  

При определении уровня эхосигнала от  реальных лоцируемых 
объектов ввиду сложности картины рассеянного поля их аппроксими· 
руют эквивалентными по отражающей способности телами простой 
аналитической формы. Если радиус кривизны отражающей поверх
ности и расстояние от нее до точки приема значительно превышают 
длину волны, то в качестве эквивалентного отражающего тела можно 
принять сферу радиусом Rэкв · Э к в и в а л е н т н ы м  р а д и у с о м  
ц е л  и называют радиус такой зеркально отражающей неподвижной 
сферы, которая на расстоянии, равном расстоянию до отражающей 
цели, создает в точке приема эхосигнал, интенсивность которого сов· 
падает с интенсивностью эхосигнала от цели. Из этого определения 
следует, что сила цели представляет собой уровень эхосигнала, выра· 
женный в децибелах, относительно сигнала, полученного от сферы 
с эквивалентным радиусом Rэкв = 2 м: 

Т = 20 lg (Rэкв/2). (6.42) 

Сила цели для тел простой формы может быть получена аналити· 
ческим путем. Формулы для расчета эквивалентного радиуса некото· 
рых жестких зеркально отражающих тел приведены в табл. 6 . 1  [ 44 ]. 
Пользуясь этими формулами, в принципе возможно произвести расчет 
силы цели объектов сложной формы. Например, корпус подводной 
лодки аппроксимировать эллипсоидом вращения, а боевую рубку -
цилиндром. Радиусы кривизны поверхностей корпуса и рубки в раз
личных точках можно определить по чертежам лодки. 

На практике широко распространен метод определения Т, при 
котором интенсивность Jэ измеряют на большом волновом расстоянии 
r (по сравнению с размерами объекта и его радиусом кривизны) от 
отражающего объекта, а затем приводят к интенсивности на единич· 
ном расстоянии. Для этого надо знать потери при распространении 
и уровень излучения источника. 
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Таблица 6 .1 .  

Форма 
отражателя 

Сфера: 
большая 
малая 

Бесконечный 
цилиндр: 

большого 
диаметра 
малого 
диаметра 

Цилиндр ко-
нечной 
длины 

Конечная 
плоская 
пластина: 

произволь-
ной формы 

прямо-
угольная 

круглая 

Эллипсоид 

Формулы для расчета эхвивалентньа: радиусов некоторых 
объектов простой форNЫ 

Rэкв Обозначения Наnравление Условия nримени· 
nадающей волнь мости формулы 

R - радиус Любое R сферы; Л - kR » 1 ;  т >  R 
65,8 R 3/Л2 длина волны kR « 1;  kт :» 1 

..{ii; R - радиус Перпендику- kR » 1; т >  R 

бп2R 2 .j;;л цилиндра лярно оси 
цилиндра kR « 1 

L .J2RIЛ L - длина Перпендику- kR » 1 
цилиндра; лярно оси 

L .)2RIЛ х 
R - радиус цилиндра 
цилиндра; Под углом В т >  L2/Л 

Х (sin �/�) cos В � = kL sin е к нормали 

S - площадь Перпендику-
пластины; лярно поверх-
L - наиболь- ности плас-

28/Л ший размер тины т >  U/Л; kl :» 1 
пластины; 
1 - наимень-
ший размер 
пластины 

(2аЬ/Л) Х а, Ь - стороны Под углом е т > а 2/Л; kb :» 1 ;  
х (sin �/�) cos е прямоугольни- к нормали в а > Ь  

ка; � = ka sin е плоскости, со-
держащей 

2nR 2 Jl (Щ х R- радиус 
сторону а 
Под углом е т > R 2/Л; kR » 1 -- --- пластины; к нормали л � � = kR sin e 

х cos е 
[8/(Зn)) k 2R 3  k= 2л/Л Перпендику- kR « 1 

лярно поверх-
ности плас-
тины 

bcla а, Ь, с - глав- Параллельна ka » 1; kb » 1 ;  
вые полуоси оси а kc » 1; т »  а ;  
эллипсоида т » Ь ; т » с  

аЬс Под углами - [ a2cos2 a + а, � . V 
т 

+ Ь2 cos2 � + соответствен-
+ с2 cos2 vJ- 1 но к осям х, 

y, z 

- 1 8 1-



Продолжение табл. 6 .1  

Формула Rэкв Обозначения Наnравление Условия nримени· 
отражателя nадающей волны мости формулы 

Любая выnук- R1R2/4 R1, R2 - глав- По нормали kR1 » 1; kR2 » 1 ;  
лая nоверх- ные радиусы к nоверхнос- r > R1, r > R2 
н ость кривизны ти тела 

Любое вытя- 8лV/Л2 У - объем Вдоль оси Все размеры ма-
нутое в длину тела вращения лы no сравнению 
тело вращения е Л  

Если Ji - интенсивность в nадающей (на отражатель) волне, то J3 = 
= тJi/r2, где т - коэффициент, оnределяемый формой, размерами 
и nоложением отражателя. Интенсивность .lj можно выразить через 
мощность источника Ра 1 , излучаемую в единичный телесный угол: 
Ji = Pa/r2 • Следовательно, интенсивность эхосигнала 

J3 = тРа/r4 • (6.43) 

Уровень эхосигнала nолучим логарифмированием равенства (6.43): 

L3 = 10  lg J3 = 1 0  lg т + 1 0  lg Ра 1 - 40 lg r. (6.44) 

Слагаемое 40 lg r nоказывает уменьшение уровня интенсивности nри 
расnространении сигнала от излучателя до отражателя и обратно, 
вызванное расширением фронта волны. Действительные nотери nри 
расnространении nроисходят также вследствие затухания в среде 
и из-за ее неоднородности; обозначим эти nотери (в децибелах) че
рез 2Н. 

Полагая в выраж�нии (6.43) r = 1 ,  nолучаем J3 l r= 1 = тJi. По оnреде
лению, отношение Jэ lr= l д = т есть сила цели rсм. формулу (6.40)], 
следовательно, 1 0  lg т =  Т. Величина 1 0  lg Ра1 = W nредставляет собой 
уровень излучения. Теnерь равенство (6.44) заnишется так: 

Lэ = W - 2Н + Т. (6.45) 

Из этого уравнения находят силу цели Т по данным измерений других 
веiличин, nричем nогрешности измерения Н наибольшие. 

Оnределим силу цели nодводного объекта, от которого на извест· 
ном расстоянии r измерен уровень эхосигнала Lз- Зад{I.НЫ акустическая 
мощность Ра , КОК К0 и рабочая частота источника. 

За расчетную модель nримем жесткую сферу радиусом Rэкв• интен· 
сивность эхосигнала от которой на расстоянии r равна J3 от реальной 
цели. 
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При совмещении точек излучения и приема интенсивность эхо
сигнала от сферы определяют по формуле (5. 1 2), которая с учетом за
тухания в среде принимает вид 

l = [ Р  К R2 A .l( 1 6л r4 )] 1 0 -0,2�r э а о экв !' · 

Уровень эхосигнала 

Lэ = 10 lg [РаК0/(4л)] + 20 lg (Rэкв/2) - 2[� r - S lg А! + 20 lg r] . 

(6.46) 

(6.47) 

Отсюда находим силу цели эквивалентной сферы [см. формулу (6.42)] 

Т = Lэ - W + 2H, (6.48) 

где W = 10 lg [РаК0/(4л)] - уровень излучения. 
Экспериментально установлено, что сила цели подводных лодок 

и надводных кораблей зависит от скорости хода, курсового угла и уг
ла места, длительности посылки, частоты, глубины и расстояния. 
Ориентировочные значения Т (в децибелах) некоторых объектов в за
висимости от частоты посылки и курсового угла приведены ниже [ 13]. 

Курсовой угол, град 
Тип цели J, 

кГц 5 ... 30 45 ... 70 90 135 ... 175 

Подводная лодка 

"Трешер" 2 12 13  . . .  16 32 10 . . .  9 
Подводная лодка 

"Стерджен" 12 13  . . .  14 15 . . .  16  32 10 ... 9 
Транспорт ,Джордж 

Вашингтон" 9,5 17  . . .  18  18 .. . 20 37 17 . . .  14 

П р и м е ч а н и я : 1 .  Для транспорта ,,Пиберти" Т = 20 ... 30  дБ при курсовом угле от 60 до 
155•. 2. Для пловцов Т = -15 дБ независимо от курсового угла. 

§ 6.9. Дальность действи11 гидроакустических 
систем 

В самом общем смысле эффективность использования Г АС оцени
вают вероятностью выполнения определенных функций системы на 
заданном расстоянии от условленной точки. Например, обнаружение 
эхосигналов гидролокационной станции (ГЛС) или сигналов пассивной 
локации шумопеленгаторными станциями (IIIПC) на фоне помех 
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в данный интервал времени. Помехами могут быть шумы судна-носи· 
теля Г АС, возникающие при его движении, а также реверберационные 
помехи. Для судовых IIIПC шумовые помехи, очевидно, преобладают, 
а для ГЛС существенны как шумовые, так и реверберационные 
помехи. 

Каким должно быть отношение сигнал/помеха (ОСП) на входе 
системы приемник- индикатор- оператор для правильного (с заданной 
вероятностью) обнаружения сигнала? Наименьшую величину ОСП на· 
зывают п о р о г о м  о б н а р у ж е н и я  (ПО) и определяют выраженным 
в децибелах отношением мощности Ре (или среднего квадрата напря· 
жения U� сигнала в полосе частот 6-f приемника к мощности Рп (или 
среднему квадрату напряжения U�) шумовой помехи в полосе частот 
1 Гц. Это отношение измеряют на входе приемника, его необходимо 
знать для обнаружения сигнала с заданными вероятностями правиль· 
ного обнаружения Рп. о и ложной тревоги (ошибки) Рл. т: 

ПО = 1 0  lg (Рс/Рп) = 10  lg (u;;u�). (6.49) 

Важным качественным показателем работы Г АС является д а л ь ·  
н о с т ь д е й  с т в и я (дд), определяемая минимальным значением ОСП 
на входе приемного тракта, при котором вероятность правильного 
обнаружения сигнала Рп. 0, регистрируемого индикатором на выходе 
тракта, равна заданному значению дд при обеспечении требования 
к вероятности ложных тревог Рл. т · 

На практике потенциальные возможности Г АС оценивают э н е р ·  
г е т и ч е с к о й  д а л ь н о с т ь ю  д е й с т в и я  (Эдд), под которой пони· 
мают дд в неограниченной и однородной среде. ЭДД определяют пара· 
метры приемно-излучающей части системы, сила цели, пространствен· 
ное затухание и уровень помех в точке приема. ДД пассивных систем 
локации зависит также от уровня шума пеленгуемой цели, но IIIПC 
(в отличие от ГЛС) не подвержены действию реверберационных помех. 

В морях и океанах убывание интенсивности сигнала с расстоянием 
происходит по закону ,-m, где т = 1 . . .  21 в зависимости от условий 
распространения в данном районе. Примем этот закон соответствую· 
щим сферической волне (m = 2). 

Уравнение дальности действия ГАС запишем в виде 

(6.50) 

где 1c min - минимальная интенсивность сигнала, обеспечивающая 
регистрацию сигнала с заданными значениями Рп. о и Рл. т ; Jп - интен· 
сивность помехи в точке приема; с5 - ОСП по давлению; с52 - ОСП 
по энергии. 

Интенсивность эхосигнала от жесткой сферы радиусом Rэкв • при· 
нимаемой за эквивалент цели, определяют по формуле (6.46), в кото· 
рой J3 = 1c min• К0 = К1 - КОК излучателя. 

Пусть спектральная плотность интенсивности помех в полосе IJ.f 
описывается функцией G {f) = af-n , где n = const, т. е. помеха изотропная. 
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При 11[ « f 0 величина lrz. очевидно, пропорциональна 11[ и тем меньше, 
чем больше КОК приемной системы К2, т. е. 

(6.5 1 )  

Уравнение (6.50) принимает вид 

Ра KlK2R;квf"Ai(16лal1[i!J2) = r 4 • 1 00,2�r. (6.52) 

Частотные зависимости коэффициента затухания � и коэффициен
тов концентрации к 1 и к2 представим функциями 

тогда 

(6.53) 

где v = n + n 1 + n2 • 
Отметим, что Rэкв характеризует отражающую способность цели 

(СЦ}, которую примимаем не зависящей от частоты. В более общем 
случае в выражении (6.53) следует вместо я;кв использовать эффектив
ную площадь поперечного сечения отражателя Sэф = лR;кв • зависящую 
от его формы, расположения в пространстве и частоты. Если 5эФ=k3f"э , 
то v = n  + n1 + n2 + n3 • 

Оптимальные частоты. Расчеты дальности действия Г АС определен
ной конструкции при фиксированных условиях распространения и ха
рактеристиках цели показывают, что максимальная дальность дости
гается на одной частоте, называемой о п  т и м а л ь н о й  ч а с  т о т о й .  
Существование такой частоты связано, с одной стороны, с более быст
рым затуханием в среде при повышении частоты, вызывающим умень
шение дальности, с другой стороны, с увеличением концентрации 
звуковой энергии и снижением уровня шумов в море, приводящих к 
росту дальности. При работе системы на оптимальной частоте заданная 
дальность обеспечивается минимальным значением излучаемой мощ
ности, а в случае заданной мощности достигается наибольшая даль
ность. Таким образом, оптимальная частота зависит от дальности обна
ружения при определенных параметрах среды, системы и объекта 
обнаружения. 

Определим ЭДД пассивной системы локации. Используя формулу 
(6. 17) для минимальной интенсивности, можно написать 

(6.54) 

где AJ - фактор аномалии; r выражено в м; � - в дБ/м. 
Пусть источник шума в точке на оси, на сравнительно малом рас

стоянии r0 (таком, чтобы можно было не учитывать затухания) 
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создает в узкой полосе частот интенсивность J о- Введя J 0 в формулу 
(6.54), получим 

Jmin = J o (rn/r ) 21 0  -O,l �r. 

В соответствии с уравнением дальности (6.50) 

Jo (rnfr)21 0 -0,l �rAt = б2Jп, 

откуда 

(6.55) 

(6.56) 

Если частотную зависимость КОК приемника задать функцией К =  k[ll, 
то (6.56) запишется так: 

(6.57) 

где Jпо - интенсивность помехи носителя системы при иенаправлен
ном приеме на частоте 1 кГц в полосе 1 Гц. 

В уравнении ( 6.57) величинами, зависящими от частоты, являются 
коэ�mициент затухания � и множитель r-ll. Примем � = 0,036 . 1 0-3[312 = 
= bf [см. формулу (6. 1 8)] и определим оптимальную частоту fопт из 
условия максимизации дальности обнаружения. При этом левую часть 
уравнения следует считать постоянной. Перепишем уравнение ( 6.57) 
в виде 

и для нахождения fопт вычислим производную 

d � � - u-ll . 1 0 0,l bf r) = - 1.1[-ll -l . 1 00, l bf r + 
df 

Из уравнения d/df = О получаем 
1.1 = 0, 1 Ьr(3/2}2,3fопЭ.:2 , 

откуда при Ь = 0,036 · 1 0-э находим искомую частоту в килогерцах 
fопт = 1 00(80,51.1/r)213 . (6.58) 

Для плоской антенны больших волновых размеров 1.1 = 2, для линейных 
антенн ( l ;;::. 2Л.) 1.1 = 1 . При n = 2 

/опт � 1 00 · 30/r213 . (6.59) 
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При n = 1 

/опт � 1 00 · 19/r 213• (6.60) 

Если задана/ дальность r, частота fопт соответствует максимально· 
му значению Jo (б2Jп о). 

Уравнение дальности (6.55) или (6.57) можно решить графическим 
путем. Значение Jmin определяется при заданном уровне помех по
рогом обнаружения. 

Ниже даны средние значения уровней шумов в полосе 1 Гц различ· 
ных судов [44]. Уровни излучения приведены к расстоянию 1 ярд = 
= 0,91 м и выражены в децибелах относительно 1 мкПа. 

Тип судна, Частота, кГц 
скорость 
(в узлах) 0,1 0,3 1,0 3,0 5,0 10,0 25,0 

Торговое, 10 152 142 131 121 117 111 103 
Пассажирское, 15 162 152 141 131 127 121 113 
Линкор, 20 176 166 155 145 141 135 127 
Крейсер, 20 169 159 148 138 134 128 120 
Эсминец, 20 163 153 142 132 128 122 114 
Корвет, 15 157 147 136 126 122 116 108 

Рассмотрим ЭДД активной системы локации. Эти системы исполь
зуют для обнаружения, распознавания, телеуправления, измерения 
параметров объектов и среды и др. Исходя из уравнения дальности 
(6.55), определим оптимальную частоту при условии минимизации 
левой части уравнения, т. е. принимаем заданными все величины, 
кроме акустической мощности Ра. Следовательно, при фиксированном 
значении дальности системы r на частоте fопт необходимая излучаемая 
мощность будет наименьшей. Очевидно, наименьшими будут и разме· 
ры активной поверхности антенны для заданной удельной акустичес· 
КОЙ МОЩНОСТИ. 

Продифференцируем правую часть уравнения и приравняем произ· 
водную нулю: 

d _ (/-v . 1 00,2 bfmr) = 0 
df 

' 

откуда находим 

/опт = [v /(0,46bmr )] 11m . (6.61) 
Принимая значения коэффициентов Ь = 0,036 · ш-з , т = 3/2, n = 2, n1 = 
= 11:2 = 2, Пз = О, получим v = 6, и тогда частота в килогерцах 

/опт = 3878/r213 � 3900/r213 • (6.62) 
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Для линейных антенн n 1 = n 2 = 1 имеем 

/оnт � 3000/r 213• (6.63) 

Когда заданы размеры антенны ГАС, максимальную дальность 'max 
определяют из уравнения (6.53) с учетом формулы (6.6 1 ). 

Вернемся к уравнению дальности (6.50) и представим его в следую
щем виде: 

(6.64) 

Введя интенсивность J0 = РаК1/(4л), создаваемую ГАС на оси ДН на 
малом расстоянии r 0 = 1 м, получим 

(6.65) 

где Jn - интенсивность помех в рабочей полосе частот. Запишем вы
ражение (6.65) в логарифмических единицах (децибелах): 

10 1g J0 + 10 lg Sэф + 10 lg AJ - 10 lg (4л) - 40 lg r - 2� r = 20 lg 6 + 10 lg Jл 

или 

2[- � r - 20 lg r - 5 lg (4л) + 5 lg AJ] = 20 lg 6 + 10 lg Jn - 10 lg J0 - 1 0  lg Sзф · 

Расстояние r, определенное из этого трансцендентного уравнения, 
при AJ = 1 будет энергетической дальностью действия Г АС. 

Из формулы (6.48), учитывая принятые выше обозначения, на
ходим 

-2Н = Lз - W - Т, 

где Lз = 10 lg lmin - минимальный уровень эхосигнала. 
Уровень воспринимаемой шумовой помехи уменьшается благода

ря направленности приемника, и, следовательно, на выходе приемин
ка уровень мощности шума равен 1 О lg Jn - 1 О lg К2 • В момент обнару
жения цели ОСП равно пороговому значению, соответствующему уста
новленному вероятностному критерию. Таким образом, уравнение 
активной гидроакустической локации записывается так: 

w - 2н + т - 1 о (lg k - lg К2 ) = 20 lg 6 . 

Когда помехой является реверберация, а не шум моря, нельзя ис
пользовать коэффициент концентрации, определенный для изотроп
ного поля помех: реверберация имеет неизотропный характер. В этом 
случае 10 (lg k - lg К:z )  = 10 lg Jp (.lp - интенсивность реверберации, 
измеренная на выходе приемника) и уравнение локации имеет вид 
W - 2Н + T - 1 0 lg JP = 20 lg 6 . 
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Помехи в работе ГАС. Прием полезного сигнала всегда сопровож· 
дается наличием помех, воздействующих на приемную антенну. 
Помехи могут быть внутренними (шумы преобразователей, элементов 
электрической цепи Г АС) и внешними (шумы моря, судна-носителя 
ГАС, реверберации). Уровень воспринимаемых антенной шумов оцени· 
вают спектральными характеристиками - спектральной плотностью 
интенсивности (мощности) G(f) или давления. Функция G(/), Вт/(м2 ·Гц), 
определяет интенсивность (мощность), приходящуюся на единичную 
полосу ЧliСТот: G(f) = dJ/df. Интенсивность в полосе от ft до f2 равна 
J( !J.f) = S}� G(f) df. 

Функцию G(f) обычно задают в форме G(f) = af-n, где n - степень 
уменьшения спектрального уровня интенсивности в полосе частот. Из 
системы уравнений G (ft ) = af1" и G(/2 ) = af2-n находим 

n = [ 1 0  lg G(/t ) - 10 1g G(/2)] / ( 1 0  lg (!:Ift)]; 

lg а = [ 1 0  lg G(ft ) lg f2 - 10 lg G(f2 ) lg ft ] i [10 lg (!:Ift )] . 

Если ввести в рассмотрение эквивалентную частоту fэ, определяемую 
из условия равенства интенсивностей J(!J.f) спектра G(f) и равномерно· 
го спектра G (f3), т. е. S�� af-n df = af3-"!J.f, то для fэ получим 

(6.66) 

При f2 = 2f1 , т. е. интервал частот равен октаве* , 1 0  lg (!:Ift ) = 3 и n = 
= !J.G(f)/3. в_ чарном случае n = 2 спад спектра !J.G(f) = б дБ на октаву, 
а частота fэ - v2 ft · 

На основании формулы (6.51 )  интенсивность помех на приведеиной 
частоте fэ в полосе IJ.f на выходе приемной антенны может быть выра· 
жена формулой 

(6.67) 

где Jn0 - стандартная удельная интенсивность помех на частоте 1 кГц 
в полосе 1 Гц, измеренная иенаправленным приемником (К2 = 1 ) .  
Аналогичная формула для давления помехи 

(6.68) 

В обеих формулах fэ выражено в кГц, !J.f - в Гц. 
Установлено, что скорость объектов-носителей Г АС влияет на поле 

(давление) помех: можно считать его пропорциональным скорости 
в третьей степени. Если значения стандартных lno и Pno измерены при 

*Октава - логарифмическая единица измерения относительного изменения 
частоты - есть интервал частот с отношением граничных частот 2 : 1 .  Интервал 
между частотами /1 и /2, выраженный в октавах, равен log2(f2/f1 }  = 3,32 \g (/�/1). 
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-z аБ о.в t.о 2 1 ч 5 6 78 9 10 t,кru 
:1111 -zо 0.6 0,В 1,0 2 j ч 5 6 789 10 

f, нГц 
Рис. 6.24. Спектральные уровни шумов некоторых источников 

l ... 4 - пеnсий крейсер, 11 •  24; 24,4; 17; 15 уэ; 5 - зсминец, 11 •  30 уэ; 6 - roproвoe судно; 
1 - пинхор, " • 20 уз; В - nассажирское судно; 9 - корвет, 11 • 15 уз; lO ... 13 - nодводная 
лодка, 11 • 10; 8; 6; 4 уз 

скорости v0 , то для учета скорости v надо правые части формул {6.67) и 
(6.68) умножить соответственно на (v/v0 ) 6  и (v/v0 ) 3 •  

Пример. Давление nомех задано функцией P n  = а [А//(/ 9 Х K2)J 1 '2 VЗ . Стан
дартное удельное давление nомехи nри скорости судна Vo = 10 уэ р 0 = 
= 0,02 ria · rц-112• На судне работает ГЛС в nолосе частот от /1 = 19,8 кГц до 7а = 
= 20,8 кГц. Антенна в виде квадрата имеет nлощадь 0,64 м2• Сnад сnектра nомехи 
составmrет 6 дБ на октаву (n = 2). Оnределить уровень nомех nри скорости 
v = 20 уз. 

Из формулы Pno = а  [A/o/<n Ko ) J 1 '2 v 3 находим а и nодставляем в заданную 
функцию: 

По формуле (6.66) вычисляем эквивалентную частоту 
/3 �Ы2 = ../19,8 · 20,8 = 20,3 кГц. 

Так как волновые размеры антенны (0,8 м) больше Л = 1 ,5/20,3 = 0,074 м, то КОК 
onpeдemreм по формуле (4.23) 

К2 = 4n • 0,64 · 103/5,46 "" 1470. 
ПoлarSJtlg = 1 � 6./о = 1 Гц, Ко = 1 находим гомое давление Pn(/3, 6./) = 
= [ Pno ..; А/1(/3 ..fK2)] (v/vo )3 • 0,02 ../1000 • 203!(20,3 1470 • 103) = 6,5 · 10-э Па. 
Уровень давления nомех 20 lg pn(/3, А/) = -43,7 дБ. 

Р.6 
- 20 
- q.(J  
-60 

о 

) 
/ 

./ 
·""' 

10 20 30 
v,y;s 

Рис. 6.25. Тиnовая зависимость уровня nомех от 
скорости судна 
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Запишем уравнение дальности (6.57), подставив выражение для 
кок в режиме приема к2 = kfl! :  

( r�r2) 1 0-0,l�r  AJ = б2 Jn0/(K2Jo ) 

и выразим его в децибелах при r 0 = 1 м: 

-20 1g r - � r + 1 0  lg A1 = 20 lg б + 1 0  lg Jn0 - 10 lg K2 - 10 lg J0 • 

Уровни шума цели 1 0  lg J0 и интенсивности помех 10  lg Jn0 находят по 
спектрограммам. На рис. 6.24 [ 44, 47] представлены уровни спектраль
ной плотности интенсивности шума некоторых источников, на 
рис. 6.25 - зависимость уровня помех (гидродинамических, шумов 
машин, механизмов и гребных винтов, шумов моря при волнении 3 
балла) от скорости сторожевого корабля [ 1 3]. На обоих рисунках 
уровни шума выражены в децибелах относительно р0 = 1 Па. 

Средства rи.цроакустической связи (телеметрические системы). 
Запишем уравнение дальности относительно давления, исходя из зави
симости J =  р2/ (р с): 

(r�/r2 ) R� (B )R� (8 )  · 1 0-0,l �r AJ = б2р� (/9 , !J.f)/p� ,  

где R1 (8 ), R2 (8 ) - ХН соответственно излучающей и приемной антенн 
в горизонтальной плоскости; r 0 = 1 м. 

Считая излучатель ненаправленным, получим 

Следует заметить, что качество передачи информации при исполь
зовании Г АС зависит не только от ОСП, но и от полосы частот. Так, для 
средств служебной связи достаточной оказывается полоса 300 . . .  
1 400 Гц. Для обеспечения удовлетворительной связи ОСП по энергии 
б2 ;;;�: 4, хорошей связи б2 ;;;�: 1 8. 

Реальные дальности действия гидроакустических систем могут 
значительно отличаться от энергетических дальностей, рассчитанных 
по приведеиным формулам, поскольку морская среда ограничена по
верхностью и дном, неоднородна и свойства ее флюктуируют. 

§ 6.1 0. Шумы MOpll 
IIIyмы моря классифицируют по источникам их возникновения: 

1 ) динамические шумы вызываются движением масс воды, течениями, 
прибоем, ветром, дождем, сейсмическими возмущениями, тепловым 
возбуждением воды и др.; 2) биологические шумы создаются рыбами и 
различными видами морских организмов; 3) технические шумы возни
кают при работе механизмов на судах, береговых производственных 
установок и других источников, находящихся в гаванях и портах. 
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Частотные зависимости спектральной плотности звукового давле
ния динамических шумов при различных состояниях поверхности 
моря (от О до 6 баллов) представлены на рис. 6.26 [ 47] . Как видно, на
клон спектральной характеристики не зависит от волнения и состав
ляет - 5  дБ на октаву. В зависимости от района и состояния атмосферы 
уровни шумов могут отличаться от приведеиных данных на 1 0  дБ 
и более. 

Минимальный уровень шумов моря определяется возбуждением 
среды в полосе частот до 50 кГц. В области частот от 50 до 200 кГц теп
ловой шум моря становится доминирующим, и его можно рассчитать 
в полосе 1 Гц по формуле 

L � -10 1  + 20 lg /, (6.69) 

где L - выражено в дБ относительно спектральной плотности давления 
Ро = 2 · 1 0-5 Па · Гц-112 ; / - в Гц. 

Возрастание уровня теплового шума с увеличением частоты со
ставляет приблизительно 6 дБ на октаву. При спокойной поверхности 
моря уровни тепловых шумов становятся сравнимыми с уровнями ди
намических шумов в области частот 30 . . •  1 00 кГц. С повышением 
частоты спектральная характеристика тепловых шумов идет вверх, 
достигая значения 2 · 1 0-4 Па · гц-112 на частоте 1 МГц. 

Эффективными источниками шума в море являются колеблющие
ся газовые пузырьки. Пузырьки образуются в поверхностном слое 
моря под действием ветра и в толще воды в результате жизнедеятель
ности планктона. Диапазон частот пузырькового шума 50 • . .  1 О 000 Гц. 
Заметный вклад в собственный шум моря могут вносить брызги и пе
на, появляющиеся при волнении моря, особенно при высоких скорос
тях ветра. Уровень этого шума наиболее значителен в области 1 00 . . .  
1 000 Гц и далее спадает со скоростью 6 дБ на октаву. 

Источниками шума в инфразвуковом диапазоне (до десятков герц) 
предположительно считают флюктуации гидростатического давления, 
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Рис. 6.26. Спектральная плотность динамических шумов моря 
при различном волнении в баллах 
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вызываемые ветровым волнением на поверхности океана, и тур
булентное движение воды за счет течения, порождающее изменения 
статического давления в точке нахождения звукоприемника. 

По опытным данным спектры давления ветрового волнения имеют 
максимальные значения 1 . . .  2 Па в диапазоне 0,08 . . .  0,4 Гц в зависи
мости от глубины и гидрометеорологических условий, а с дальнейшим 
ростом частоты уровень давления уменьшается линейно с наклоном 
12 . . .  1 5 дБ на октаву. 

Для низкочастотного шума обнаружены значительные сезонные 
отклонения среднего уровня, достигающие 7 дБ, при максимуме зимой 
и минимуме летом. 

В области средних звуковых частот (от 1 00 Гц до нескольких 
килогерц) источниками шумов являются волны, гребни волн и ветер. 
IIIумообразование в диапазоне частот выше 1 . . .  2 кГц связано с кави
тацией в приповерхностном слое и ударами брызг, срываемых ветром 
с гребней волн, о поверхность. 

IIIyм биологического происхождения охватывает диапазон от де
сятков герц до 1 0  кГц. Скопления движущихся рыб создают значитель
ный гидродинамический и биологический шум. В тропических при
брежных районах биологические шумы могут преобладать над дина
мическими шумами в особенности при малой балльности и быть пре
дельными помехами при работе Г АС. 

Технические и корабельные шумы рассмотрены в работах [ 44, 47]. 
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ЧАСТЬ 1 1  
ГИДРОАКУСТИЧЕСКИЕ 

ПРЕОБРАЗОВАТЕЛИ 
ГЛАВА 7. МЕХАНИ ЧЕСКИЕ 

КОЛЕБАТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 

Основные технические задачи гидроакустики - излучение и прием 
акустической энергии в морской среде. Акустическое поле представ
ляет собой поле механических возмущений, для создания или приема 
которых используют механические колебательные системы. Чтобы при
вести в движение излучающую поверхность, которую будем называть 
р а б о ч е й ,  необходимо некоторое устройство, преобразующее энергию 
любого вида в энергию механических колебаний; в режиме приема 
это же устройство должно преобразовать энергию колебаний рабочей 
поверхности в другой вид энергии. 

В современной технике из всех видов энергии наиболее часто 
используют электрическую энергию, которую сравнительно легко 
получать, распределять, усиливать, измерять и преобразовывать. 
Поэтому в гидроакустике, как и вообще в акустике, широко распро
странены электромеханические (электроакустические) преобразова
тели. Колебательная система подводного электроакустического преоб
разователя (Г АП) - это совокупность сложных механических систем 
и электрических цепей, в которой одновременно происходят и взаимо
действуют электрические и механические процессы. 

В настоящей главе рассматриваются механические системы. Реаль
ные колебательные системы в обiцем случае обладают распределенны
ми параметрами, т. е. бесконечным числом степеней свободы. Однако 
изучение систем целесообразно начать с простого осциллятора - си
стемы, имеющей одну степень свободы и сосредоточенные параметры. 
На его примере можно рассмотреть механизм колебаний, основные 
понятия и характеристики, а также установить качественные законо
мерности колебательного процесса. В дальнейшем будут рассмотрены 
колебания более сложных систем, в частности стержневых. 

§ 7.1 . Простой механический осцилл11тор 

Модель простого осциллятора представляют в виде невесомой 
пружины s, закрепленной одним концом и нагруженной на другом 
конце сосредоточенной массой т (рис. 7 . 1 ) .  В колебательных системах 
всегда имеется трение (или другое сопротивление движению), кото
рое вызывает рассеяние, т. е. диссипацию энергии колебаний. На м о· 
дели элемент r, называемый д е м п ф  е р  о м ,  отражает наличие вязкого 
трения. 
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Свободные колебания. Если масса т выведена из состояния равно
весия, на нее действует сила, возвращающая ее в исходное положение. 
Учитывая эту в о с с т а н а в л и в а ю щ у ю  с и л у  F = - s� , пропорцио
нальную малому смещению � от положения равновесия, . силу сопро
тивления Fтр = - r� ,  пропорциональную малой скорости � смещения, 
и силу инерции, получим дифференциальное уравнение движения 
осциллятора 

или 

� + 26� + w� � = О, (7. 1 )  

где s - упругость пружины, Н/м; r - активное механическое сопро
тивление, Н · с/м; r/(2m) = б- множитель затухания; s/m = w � . Решение 
уравнения (7. 1 )  запишем в виде 

� (t) = А  ехр (- бt) cos (w� t - q>), (7.2) 

где 

(7.3) 

Функция (7.2) описывает непериодический процесс, однако при 
слабом демпфированlfи (б « ы 0)  можно говорить о почти периодиче
ском процессе колебаний и применять к нему термины "частота", 
"период", "фаза" в общепринятом смысле. Из-за активного сопротив
ления амплитуда колебаний со временем убывает по экспоненциаль
ному закону ехр {- б t), а собственная частота системы незначительно 
уменьшается (ы� < ы 0). Мерой быстроты затухания колебаний является 
п о с т о я н н а я  в р е м е н и т - промежуток 
времени, за который амплитуда колебаний 
уменьшается в е раз; легко видеть, что 1 = 1/б . 
Убывание амплитуды за один период состав
ляет ехр (б Т' ), а натуральный логарифм отноше
ния двух соседних амплитуд, называемый 
л о г а р и ф м и ч е с к и м  д е к р е м е н т о м  за
т у х а н и я  д , равен 

д =  о Т' = 2лб/ы� = 2лб/ vы� - б2 = 

= л/ [Q2 - 1/4. (7.4) 

Величину Q = Ы 0/(2б) = ы 0m/r = л/( б Т) 
называют д о б р о т  н о с т ь ю системы, она 

Рис. 7.1. Модель nростого осциллятора 
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показывает число периодов, по истечении которых амплитуда колеба
ний уменьшается в е11 � 23 раза. Действительно, через Q периодов 
амплитуда будет меньше начальной в е6 QТ' = e'OQ � е11 раз, что справед
ливо при Q » 1 .  При малых значениях декремента 

д � л/Q = Т/т. = 1 /(/0 т. ) = лr/ j;;S (7.5) 

его влияние на частоту колебаний осциллятора пренебрежимо мало, 
в то время как амплитуда колебаний существенно зависит от д .  

В частном случае осциллятора без потерь (б = О )  решение (7.2) 
описывает периодический процесс: система совершает свободные или 
собственные гармонические колебания с собственной круговой 
частотой 

(7.6) 

Термин "собственная" подчеркивает факт независимости частоты U> 0 
от характера начального возбуждения, вызвавшего колебательный 
процесс. 

Вынужденные колебания. Пусть на массу осциллятора непрерывно 
действует внешняя периодическая сила F = F т ехр (iw t), тогда уравне
ние движения примет вид 

� + 2б�  + w�s  = (Fт/m) ехр (iw t) . (7.7) 

Его общее решение складывается из двух функций: одна описывает 
свободные колебания, другая - установившиеся: 

s (t) = А ехр (- б t) ехр [i (w� t - <Р )] + [Fm/(iw)) [r + 
+ i (wm - s/w)]- 1  ехр (iw t), (7.8) 

где iw m, - is/w и r -;  соответственно инерционное, упругое и активное 
сопротивления. Комплексную величину r + i (w т - slw ) = z, называемую 
полным механическим сопротивлением или м е х  а н и ч е с  к и м 
и м п е д а н с о м осциллятора, можно представить так: 

где 

z = r[ 1 + (iw 0 m/r)( U>/U> 0 - U> 0/U> )] = 

= r( 1 + iQv ) = r V1 + Q2v 2 ехр (iф), 

v = w/w 0 - w 0/w ;  ф = arctg (Qv); 

(7.9) 

(7. 1 0) 

угол ф определяет сдвиг по фазе между внешней силой и скоростью 
колебаний осциллятора. 

Выражение (7.8) характеризует полное движение осциллятора 
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с момента приложеимя силы. Процесс такого сложного движения назы
вают п е р  е х о д н ы м . 

Переходный процесс. Выясним характер движения, которое воз
никало бы в системе только от приложеимя внешней силы в момент 
t = О  при нулевых начальных условиях. 

Вещественная часть решения {7.8) имеет вид функции 

s (t) = А  ехр (- М) cos (w� t - ЦJ0 ) + [Fm/{w lzl )] sin (w t - ф ). {7. 1 1 ) 

Постояннрrе А и ЦJ 0 определяются начальными смещением S o 
и скоростью S o · Но и при нулевых начальных условиях одна из по
стоянных не равна нулю, т. е. движение с собственной частотой w� 
существует. Оно, однако, быстро затухает и по истечении некоторого 
времени практически исчезает, движение приобретает стационарность 
и становится гармоническим колебанием с частотой вынуждающей 
силы. . 

Используя условие so= so= 0 и принимая w = w� � W0 , находим 
А cos qJ0 = О, А sin ЦJ0 = - Fm!(w 0r) и после подстановки в формулу {7. 1 1 ) 
получаем 

{7. 1 2) 

Выражение {7. 12) описывает процесс нарастания {раскачивания) 
колебаний осциллятора с момента воздействия гармонической силы на 
резонансной частоте {рис. 7.2). Амплитуда колебаний увеличивается 
по закону 1 - ехр (- М). В момент t = 1/б амплитуда достигает 
1 - ехр {- 1) � 0,63 полного (установившегося) значения. С ростом 
амплитуды возрастают потери энергии на преодоление сил сопротив
ления, но в определенный момент работа вынуждающей силы будет 
компенсировать потери энергии, и в сиетеме установятся вынужден
ные колебания с максимальной амплитудой. Время t1 , по истечении 
которого колебания достигнут определенного уровня, например 
составляющего 95% максимума, найдем из уравнения 1 - ехр (- М1 ) = 
= 0,95, откуда 

t1 = 3/б = 3t = 3T/fJ = 3Q/{л/0). 

Число колебаний за этот промежуток 
равно n = t)T = 3Q/л . После прекра
щения действия внешней силы ко
лебания затухают по закону ехр (- М), 
осциллятор возвращается в состояние 
покоя и тем быстрее, чем больше б . 

Гидроакустические устройства 
часто работают в импульсном режи
ме. При возбуждении излучателя ко
роткими импульсами можно полу
чить большие акустические мощности 
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Рис. 7.2. График переходного 
процесса в осцилляторе 



без возникновения кавитации на излучающей поверхности, уровень 
реверберационных помех уменьшается, точность определения дистан
ции увеличивается. Длительность импульса tи должна быть согласова
на с постоянной времени т (или декрементом) колебательной системы, 
чтобы за время tи колебания установились. Из формулы (7. 1 3) следует, 
что чем меньше т (больше " ) , тем скорее установятся колебания. 
Наименьшая величина декремента затухания " = 3/(/0 t1 ) = 1/(/0 т) .  Необ
ходимо, чтобы за время паузы между импульсами колебания прекра
тились к началу следующего импульса. Так, амплитуда колебаний 
составит 0,0 1 установившегося значения при времени спадания tcn = 
= 4,6т � 1 , 1 5tи · 

У становившиеся колебания. Известно, что акустическую мощ
ность, излучаемую колеблющейся поверхностью, определяет скорость 
колебаний, поэтому более существенной величиной, чем смещение, 
является скорость вынужденного колебательного движения. Продиф
ференцируем второе слагаемое выражения (7.8) по времени и с учетом 
(7.9) получим 

� = (Fтlz) ехр (iы t) = (Fm/lz l ) ехр [i (ы t - ф )]. (7. 14) 

Видно, что между вынуждающей силой и колебательной скоростью 
существует фазовый сдвиг, зависящий от параметров системы и 
частоты. 

Действительная часть выражения (7. 1 4) с учетом (7.9) 

� = (Fm/lz l ) cos (ы t - ф) = [Fт cos (ы t - ф)]/[r v'1 + Q2v 2] (7. 15) 

представляет фактически наблюдаемый процесс установившихся коле
баний осциллятора; его амплитуда, частота и фаза зависят от пара
метров системы, а также от амплитуды и частоты вынуждающей силы. 
Амплитуда колебательной скорости достигает максимального значе
ния Fmlr при v = О  или ы = ы0 , т. е. при совпадении частоты внешней 
силы и собственной частоты системы без учета потерь. У еловне 
ы 0m - s/w 0 = О, при котором амплитуда скорости колебаний резко воз
растаеr, называют у с л о в и е м р е з о н а н с а . График зависимости 
амплитуды скорости колебаний от частоты представляет собой хорошо 
известную резонансную кривую; чем меньше затухание или чем боль
ше добротность, тем острее резонанс, т. е. тем сильнее изменения 
амплитуды скорости вблизи резонансной частоты. 

Энергия колебаний простого осциллятора. Энергия, необходимая 
для обеспечения установившихся колебаний осциллятора, численно 
равна работе внешней силы, вызывающей перемещение d� за время dt. 
Умножим уравнение движения (7.7) на d� : 

m�d� + r�d� + s�d� = Fd� 
и проинтегрируем обе части равенства по переменной t: 

t t 
( 1 /2)m� 2 + S r� 2dt + ( 1/2)s� 2 = S ridt. 

о о 
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Здесь первое слагаемое - кинетическая энергия Wк, третье - потен
циальная энергия Wn, второе слагаемое описывает рассеяние энергии 
активным сопротивлением. Интеграл в правой части равен работе, 
производимой силой F. Энергия, запасенная в консервативной систе
ме (r = О) при F = О, постоянна: 

W = Wк + Wn = ( 1 /2)mы�А2 sin2 (ы 0 t) + 

+ (1/2)sA2 cos2 (ы 0 t) = ( 1 /2)ты�А2 = (1/2}sA2 = const. 

В процессе колебаний осциллятора энергия периодически переходит 
из потенциальной в кинетическую и обратно, следовательно, свобод
ные колебания не затухают. 

Энергия, рассеянная в течение одного периода Т, составляет 
т . • т 

W = S r� 2dt = r�� S sin2 (ы 0 t - rp)dt = 
о ll 

= ( 1 /2)r��T = лrы 0��- (7. 1 6) 

Работа внещне� силы F = Fm cos (ы t) за период Т, вызывающей скорость 
колебаний � = �т cos (ы t - ф), равна 

т т т 
W = S Fd� = S Ii,dt = (1 /2)Fm�m S [ cos (2ы t - ф) + 

о о о 

+ cos ф ]dt = ( 1 /2)Fm�mT cos ф . 

Подставляя значения Fm = �m lz l и Q = 1/(rыС), получим 

W = ( 1/2)Fm�mrT/ Iz l = ( 1/2)r��T =  

= л��/{Qы2С) = (лs/Q)��-

(7. 1 7) 

Как видно, работа, совершаемая за одно колебание, обратно пропор
цианальна добротности. Отношение энергии, рассеиваемой за один 
период, к полной запасенной энергии (кинетической или потенциаль
ной) равно 

(лs��/Q}/(O,Ss��) = 2л/Q = 2д. 

Таким образом, добротность или логарифмический декремент харак
теризуют затухание энергии осциллятора: чем больше Q (меньше д), 
тем больше запасенная энергия по сравнению с теряемой за период 
и, следовательно, осциллятор совершит больше полных колебаний 
до их прекращения. 

Сопротивление потерь. При колебаниях механических систем неиз
бежно возникают силы сопротивления, работа которых вызывает 
безвозвратное рассеяние энергии колебаний. Таковы силы трения 
в опорах и местах крепления деталей системы, силы сопротивления 
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среды, в которой происходят колебания, силы внутреннего трения 
в материалах деформируемых элементов. Сила сопротивления любой 
природы зависит от скорости колебаний системы. . 

Припятая выше прямая пропорциональность силы F тр скорости s 
характерна для вязкого жидкостного трения, при этом сопротивление 
потерь постоянно. Наибольшие потери энергии происходят в элементах 
упругости (податливости), сопротивление потерь в которых опреде
ляют свойства самих элементов и частота их колебаний. Выразим доб
ротность через упругое сопротивление Q' = sl(rw ) = 1 /(w rC), где С =  1 /s 
гибкость (податливость) элемента. Экспериментально доказано, что 
добротность большинства твердых тел в звуковом диапазоне частот 
практически постоянна. Тогда r = 1 /(Q' w C), т. е. сопротивление потерь 
обратно пропорционально частоте. Для случая постоянства Q' выраже
ние механического импеданса можно представить в виде 

z = r + [i/(w C)](w 2тC - 1) = r { 1 + [i/(w rC)] Х 

х (w 2fw � - 1) }  = r ( 1  + iQ' v ' ) , (7. 1 8) 

гдеQ' = 1 / (w rc) ·= w 0/(w 9 w rC) = (w 0/w )Q; v '  = w2!w p_ - 1 = (w/w 0 )(w/w 0 -
- W 0/w ) = (w/w 0 )v ; r = 1 /tw CQ' ) = r0 w 0/w ; r0 = (w 0 CQ' Г 1  = const. 

Легко видеть, что Q' v '  = Qv на всех частотах. При использовании 
параметров Q' , v' или Q, v сопротивление r в выражениях (7.9) и (7. 1 8) 
для импедансов является действительным сопротивлением потерь 
на данной частоте. Поскольку в механических колебательных систе
мах преобладает сопротивление потерь твердого тела, обратно пропор
циональное частоте, следует пользоваться параметрами Q' и v ' . Одна
ко, вследствие равенства Q' v '  = Qv , можно не делать различия между 
жидкостным и "твердым" трением. 

В случае "твердого" трения собственная частота затухающих коле
баний больше, чем резонансная частота при жидкостном трении. Решая 
уравнение движения 

т� + (w 0/w )r0 � + s; = 0, 

находим частоту w� = w 0 [ 1 + 1/{8Q2)] и множитель затухания l\ = w 0/{2Q). 
Потери, вызываемые внутренним трением в деформируемых эле

ментах упругости, зависят от свойств элементов. Для учета этих 
потерь преобразуем уравнение движения: 

т� + iwrs + ss = т� + s( 1  + i/Q)s = т� + ss = F, 

где s =  s( 1  + i/Q) - комплексная упругоr.ть системы. Действительная 
часть Re s = s есть упругость идеальной системы без потерь, мнимая 
часть Im s = s/Q обратно пропорциональна добротности системы. Состав
ляющие комплексной упругости определяют измерением резонансной 
частоты (s = w � т) и ширины полосы пропускания (2L\w = w 0/Q). 

Таким образом, введение комплексной упругости позволяет 
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формально вести расчеты системы, считая ее идеальной и имеющей 
импеданс z = iw m - ii/w = iw m( 1 - w�/w 2 ); здесь w� = w �( 1 + i/Q), а отно
шение s /( Qw )  = w �m /(w Q) отражает наличие в системе активного сопро
тивления. 

Частотная зависимость мощности. Из выражения {7 . 1 7) для работы 
внешней силы за период Т находим мощность колебаний осциллятора 
в установившемся режиме Р = 0,5 F т Vm cos ф. Подставляя значения 
Vm = Fm/lzl ;  cos ф = rlz l , получаем 

Р = ( 1 /2) r v� = [F� /(2 1zl ]  cos ф = r �/{2 1zl 2 ) .  {7. 1 9) 

На резонансной частоте z = r, ф = О и мощность 

Рр = rv�0 /2 = F'?n/(2 r) . {7.20) 

Исследуем, как изменяется колебательная мощность осциллятора 
с частотой при неизменной амплитуде внешней силы. Для удобства 
сравнения разных осцилляторов или характеристик одного осциллято
ра при изменении его параметров представим частотную зависимость 
мощности безразмерной функцией 

( 7. 2 1 )  

Полученное выражение равно отношению квадратов амплитуд ско
рости на текущей частоте и на резонансной. 

Из формулы ( 7.2 1 )  следует, что форма характеристики (острота ре
зонансной кривой вблизи максимума) зависит от добротности: чем она 
больше, тем кривая уже. По резонаН<;ной кривой, измеренной в стацио
нарном режиме, можно рассчитать декремент и добротность, характе
ризующие систему в неустановившемся режиме. График функции 
( 7.2 1 )  изображен на рис. 7.3. 

Вблизи резонансной частоты примем w = W0 + �w , причем �w « w 0 ,  
тогда w + w 0  � 2w и 

Р/Рр = [ 1  + (2 Q�w/w 0)2]-1 • 
Выражение (7.22) устанавливает взаимосвязь 
отношения мощностей и относительной поло
сы частот 2 �w /w 0 • При 2 Q�w /w 0  = 1 отноше
ние Р/Рр = 0,5 или - 3 дБ. На этом уровне при
нято определять полосу пропускания систе
мы, или ш и р и н у  р е з о н а н с н о й  к р и 
в о й ,  которая с учетом формулы ( 7.5) равна 

2 �w /w 0  = 1 /Q = д /л =  &/(л/0) .  {7.23) 

( 7.22) 

Юирина резонансной кривой есть мера из- Рис. 7.3. частотная зави
бирательности колебательной системы, и так симость мощности коле
как она функционально связана с добротностью баний 
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(или декрементом), то Q (или д) характеризует избирательность 
системы. При больших значениях добротности резонансная кривая 
почти симметрична относительно ы/ы0 = 1 для значений Р/Рр от 1 до 0,5. 
Однако, как показано выше, у осциллятора с относительно высокой 
добротностью возрастает время установления колебаний. Кроме того, 
при больших значениях Q ширина полосы частот осциллятора ограни
чена. Однако,уменьшая величину Q, следует помнить, что для обеспе
чения мощности и избирательности необходима высокая добротность. 

Определим полосу пропускания в зависимости от дл�тельности tи 
импульса силы, для чего введем в формулу (7. 1 3) д (или Q) из выраже
ния (7.23): 

(7.24) 

Если время устанавливания колебаний составляет 1 /n длительности tю 
т. е. t1 = tиln , то полоса должна быть 2D.f= nltи . Отсюда следует: чем 
короче воздействующий на осциллятор импульс, тем шире должна 
быть полоса пропускания, чтобы снизить частотные искажения, вно
симые резонансной колебательной системой. При tи = t1 полоса пропус
кания наименьшая и равна 1/ tи . 

Фазовая частотная зависимость. Сдвиг фаз между колебательной 
скоростью � и вынуждающей силой F определяют по выражению (7. 1 0) .  
Зависимость угла ф от частоты называют фазовой характеристикой 
осциллятора. Зависимость ф(ы/ы0) для нескольких значений Q показа
на на рис. 7. 4. Для всех значений Q nри ы = О, а для больших значений 
Q и nри низких частотах угол отставания � от F равен -90", т. е. ско
рость оnережает силу на 90", что указывает на упругий характер имnе
данса системы. На резонансной частоте ф = О, и имnеданс является 
чисто активным. Вблизи резонанса tg ф � 2дыQ/ы0• По мере увеличе
ния частоты угол ф растет, стремится к+ 90" и тем быстрее, чем больше 
добротность. Следовательно, на частотах, значительно выше резонанс-

ной, скорость отстает от силы на угол, 
,.-----,---90 близкий к 90", т. е. импеданс системы 

nриобретает инерционный характер. 
Скорость изменения ф, т. е .  наклон 

фазовой характеристики определяется 
величиной производной dф 1 dы. На 
частотах вблизи резонанса d�/dы � 

f=----�-........,��1"=--� � 2Q/ы0 = t. ,5 2 
wfw0 Когда на колебательную систему 

действует nроизвольная внешняя сила 
F(t) , решение уравнения движения 
может быть найдено с помощью nреоб
разования Фурье. В случае если F(t) 
периодическая функция времени, ее 

Рис. 7 .4 .  Фазовая частотная зави- разлагают в ряд Фурье и, согласно прин
симость nри различных значе- ципу суnерпозиции, искомую функцию 
ниях добротности смещения (скорости) определяют как 
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сумму частных решений, соответствующих частотам w,  2w , . . . , пw. 
Если функция F(t) непериодическая, ее следует представить в виде 
интеграла Фурье. 

§ 7.2. Метод электромеханических аналогий 

Метод электромеханических аналогий заключается в том, что 
элементы заданной механической системы рассматривают как анало
ги элементов векоторой определенной электрической схемы; такую 
электрическую схему называют эквивалентной данной механической 
системе. Анализ эквивалентной схемы производят по законам электри
ческих цепей, причем колебательные процессы в них описываются 
аналогичными уравнениями. 

Сравнивая дифференциальное уравнение напряжений в контуре 
R - L - C  

Ldl/dt + Rl + ( 1 /С) J ldt =е (7.25) 

и уравнение движения простого осциллятора 

mdv/dt + r v + ( 1 /См) J vdt = F, (7.26) 

убеждаемся в том, что они подобны; аналогичны и их решения для 
тока и скорости. Можно составить следующую систему взаимных ана
логов - механических и электрических: 

переменные : сила F, Н, ...... ЭДС (напряжение) U, В; скорость v, 
м/с, ...... ток l, А; смещение s, м, ...... заряд q, Кл; 

параметры и сопротивления: масса m, кг, -+ индуктивность L, Гн; 
гибкость tм, м/Н, ...... емкость С, Ф; коэффициент трения r, кг/с, ...... актив
ное сопротивление R, Ом; инерционное сопротивление wm, кг/с, ...... ин
дуктивное сопротивление wL, Ом; упругое сопротивление 1/(wСм), 
кг/с, ...... емкостное сопротивление 1/(wC), Ом; механический импеданс 
z, кг/с, ...... электрический импеданс Z, Ом. 

Этот метод широко используют при анализе различных механиче
ских систем, так как электромеханические аналогии, вытекающие из 
формального подобия уравнений (7.25) и (7.20), отражают физическое 
соответствие процессов в механической системе и эквивалентной ей 
электрической цепи. Например, инерция массы препятствует мгновен
ному изменению скорости при воздействии (или прекращении дей
ствия) силы, равно как индуктивность препятствует мгновенному 
изменению тока при включении (выключении) источника ЭДС. Анало
гично тому, как часть колебательной электрической энергии безвоз
вратно расходуется (превращается в тепл.овую энергию) на активном 
сопротивлении цепи, в механической системе благодаря трению 
превращается в тепло часть энергии механических колебаний. Подоб· 
но емкости - накопителю электрической энергии - в элементе гиб
кости запасается механическая (упругая) энергия. 
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В сложных механических системах количество замкнутых электри
ческих контуров в схеме аналогий соответствует числу степеней сво
боды; при этом элементы двух соседних замкнутых цепей следует 
рассматривать как элементы связи. 

Эквивалентные схемы. Чтобы практически использовать метод 
электромеханических аналогий, необходимо, во-первых, условиться 
о графическом изображении механических элементов колебательных 
систем, во-вторых, установить основные закономерности сочетаний 
элементов. Поскольку элементы R, L, С представляют собой двух
полюсники, целесообразно и механические элемецты r, т, См изобра
зить в виде механ11чес�их двухполюсников, концы которых имеют 
скорости смещения � 1 и �2 (рис. 7.5); у элемента массой т одним полю
сом служит изображающая его материальная точка, вторым полюсом -
неподвижная опора, т. е. тело большей по сравнению с т массы (напри
мер, корпус преобразователя), относительно которого отсчитывается 
смещение данного элемента. Если свойство, которым обладает механи
ческий элемент, не конкретизируется, то ег.о представляют в виде 
произвольнаго двухполюсника z. Силу F изображают двухполюсни
ком, один конец которого есть собственно сила, приложеиная к эле
менту, а второй - реакция со стороны опоры. 

Элементы механической системы могут быть соединены цепочкой 
(рис. 7.6, а) и узлом (рис. 7.6, б}. В первом случае на основании закона 
равенства действия и противодействия на все элементы действует 
одна и та же сила; сумма относительных скоростей концов отдельных 
двухп.олюс:цико� равна отнqситель.ной с:коро�ти концов всей цепочки: 
(�о- �1 ) + (� 1- �2 ) + · · • + (�n- 1- �n) =�о- �п· Из этого следует, что 
электрическим эквивалентом соединения цепочкой будет параллель
нее соединение аналогичных электрических элементов. Во втором слу
чае все механические двухполюсники имеют одинаковые относитель
ные скорости концов, а развиваемые ими усилия складываются. Сле
довательно, электрический эквивалент соединения узлом представляет 

�1��2 См=1/s 
@1��2 

z 

оо----�•� F ... •---1� 
Рис. 7.5. Условные изобра
жения механических эле
ментов и внешней силы 

Рис. 7.6. Соединения механических 
двухполюсников 

-204 -



схему последовательного соединения аналогичных электрических 
двухполюсников. 

Пользуясь этими правилами, можно составлять эквивалентные 
электрические схемы несложных механических систем. Для проверки 
правильиости включения элементов схемы сравнивают поведение 
механической системы и электрической цепи, задавая элементам 
системы (схемы) бесконечно малые или бесконечно большие значения. 

Механическая трансформация сил и скоростей. Как известно, 
электрические трансформаторы предназначены для согласования 
сопротивлений цепей; в механических системах трансформацию сил 
и скоростей осуществляют при помощи рычагов. В технической акусти
ке применяют сходные устройства для согласования механических 
и акустических сопротивлений колебательных систем с целью созда
ния оптимальных условий передачи энергии. 

Пусть рычаг с фиксированной осью вращения и плечами 11 и 12 
осуществляет энергообмен между системами с механическими сопро
тивлениями z1 и z2 (рис. 7.7, а). Момент инерции рычага относительно 
оси вращения равен J, масса рычага равномерно распределена по его 
длине, отношение плеч 11/12 = n. 

Из механики известны соотношения сил и скоростей на концах 
жесткого невесомого рычага: 

(7.27) 

Известно также, что весомый рычаг можно заменить невесомым, сосре
доточив на одном из его концов эквивалентную массу m1 = J/11 или 
m2 = 1/l;. Применяя уравнение (7.27) к рычагу (рис. 7.7, б), получим 
форму л у для пересчета сопротивлений к одному концу рычага: 

(7.28) 

На основании выражений (7.27) и (7.28) можно заключить, что 
электрическим аналогом рычага является идеальный (без потерь) 
трансформатор, связывающий двухполюсники z1 и z2 (рис. 7.7, в). 
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§ 7.3. Системы с распределенными параметрами 

Колебательные системы большинства Г АП нельзя рассматривать 
как простые осцилляторы, так как масса любого сколь угодно малого 
объема системы обладает упругостью и вносит потери, т. е. имеет 
активное сопротивление. Такие системы, параметры которых нельзя 
пространственно разделить, называют с и с т е м а м и с р а с п  р е д е ·  
л е н н ы м и п а р а м е т р а м и . Колебания распределенных систем носят 
характер волновых процессов: в одних частях деформируемого тела 
образуются сжатия, в других - растяжения, а в третьих деформация 
отсутствует. В общем случае деформация неоднородна, так как распре
делена по объему. Колебания такого типа характерны для стержней, 
пластин, оболочек. 

Состояние распределенной системы в процессе колебаний, строго 
говоря, нельзя определить конечным числом координат, поскольку 
каждая частица деформируемого тела в данный момент времени зани· 
мает свое положение, следовательно, число степеней свободы такой 
системы бесконечно. 

Для анализа и инженерного расчета систем с распределенными па
раметрами их заменяют соответствующими эквивалентными система
ми с сосредоточенными параметрами. Например, вместо стержня или 
пластины рассматривают простой осциллятор. Понятно, что последний 
характеризует замещенную систему лишь приближенно. Так, только 
вблизи одной (из бесконечного множества) резонансной частоты реаль
ной системы принятый эквивалент совершает колебания, близкие 
к колебаниям выбранной т о ч к и  или ц е н т р а п р и в е ден и я , 
с которой связаны параметры эквивалентной системы. Эквивалент
ность замещающей и реальной систем может быть определена по сово· 
купиости некоторых свойств, которые образуют критерий эквивалент· 
ности. Очевидно, что число искомых параметров замещающей системы 
должно быть равно числу уравнений, описывающих критерий эквива
лентности. 

Для нахождения приведеиных значений распределенных парамет· 
ров воспользуемся методом энергетических эквивалентов. Он заклю
чается в том, что, задаваясь динамической деформацией линии или 
поверхности данной системы, находят выражения для кинетической 
и потенциальной энергий. Сравнивая их с выражениями для энергий 
эквивалентного простого осциллятора, получают два уравнения, 
составляющие критерий эквивалентности, из которых определяют два 
приведеиных параметра - массу и упругость. Можно также вычислить 
сосредоточенную приведеиную силу, приложеиную в точке приведения, 
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рассматривая замещенную плоскую по
верхность как поршневую. Приравни
вая работу внешней и приведеиной 
сил, находят последнюю и эффектив
ную площадь поршня. 

Представим смещение (скорость) 
механической системы в виде 

s(Г, t) = so(fo, t)[(r}, 
где s0 (�, t)- смещение ТОЧКИ при- Рис. 7.8. Зажатая по краю круг-
ведения с координатой ro; f(?'aJ- лая пластина 

функция координат точки, характе-
ризующая распределение колебаний 
в объеме системы. Кинетическая энергия элемента dV составит 
dWк = O,Sp�(fo, t)f(r}dV, а всей системы - Wк = O,Sp�(r0 , t) S f(r}dV . 
Приравнивая выражения для Wк и для кинетической энергии простого 
осциллятора массой mэкв• колеблющегося со скоростью точки приве
дения, т. е .  О,Smэкв �(r0 , t), находим искомую величину 

mэкв = Р S f(;)dV. (7 .29) 
v 

Для колебательной системы, деформация которой описывается 
одномерной функцией распределения f(r} вдоль координаты т инте
грал (7. 29) вычисляют по этой координате. Потенциальную энергию Wп 
рассчитывают как работу упругой силы Fy, равную, согласно закону 
Гука, SYдs/дr , где У- модуль упругости материала. Работа, затрачи
ваемая на перемещение dS элемента dS, будет dA = O,SFyds = 
= O,SFy(дs/дr)dr . Интегрируя и переходя к функции f(r} , получаем 
Wп = O,SYSS � (r0 , t) S [дf(r}/дr]2dr . Приравнивая выражения для Wп и для 
потенциальной энергии простого осциллятора Wп = O,Ssaквs� (r0 , t) = 
= O,Ss� (r0 , t}/Сэкв• находим эквивалентную упругость 

Sакв = 1/Сэкв = YS S (дf(;)fдr]2dr. (7 .30} 
т 

Применим энергетический метод для определения эквивалентных 
параметров и основной собственной частоты круглой пластины. 

Пластина, зажатая по окружности радиусом а и нагруженная рав
номерно распределенным давлением (рис. 7.8), возбуждается на часто
тах, лежащих не выше основной собственной частоты. Будем считать, 
что распределение амплитуд смещения соответствует выражению 
[(1) = ( 1 - r2/a2)'-для статического прогиба тонкой пластины, удовлет
воряющему условиям f(a) = О на закрепленном крае и f(O) = 1 в центре 
пластины. 

За точку приведения примем центр пластины (r = О). Объем эле
ментарного кольца радиусом r , шириной dr и высотой h равен 
dV = 2лhrdr. Согласно формуле (7 .29), эквивалентная масса mэкв = а 
= 2лhр S ( 1 - r2/a2)2rdr = 0,2ла2hр = 0,2m, где т- масса пластины. 
Потенц�альную энергию круглой пластины, прогиб которой симметри
чен относительно центра, определяют по выражению [40] 
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а 
Wn = лD S [d2 � /dr2 + ( 1 /r )d� /dr ]2 rdr , (7 .3 1 ) 

о 

где D = Yh3 /[ 1 2( 1- v2 )]- жесткость пластины на изгиб; v- коэффи
циент поперечного сжатия (Пуассона) материала пластины. Подстав
ляя в подынтегральную функцию закон динамической деформации 
�(r)= �0/ (f), после дифференцирования и интегрирования получим 

Wn = [32лD/(3а2 )]� � = О,Ssэкв� � = [ 1/(2СэквЖ� ,  

откуда эквивалентная упругость 

(7 .32) 

По формуле (7 .6) находим основную собственную частоту пластины 

/0 = [ 1 ,49h/(ла2 )] -/(У/р )/( 1- v2). (7 .33) 
Следует заметить, что, во-первых, примятый закон распределения 

амплитуд колебаний поверхности пластины справедлив при условии 
малого смещения центра пластины (�0 « h). Если условие не выпол
няется (например, при значительном заглублениli), собственная часто
та пластины будет зависеть от натяжения средней по толщине поверх
ности пластины. Практика показывает, что с увеличением гидростати
ческого давления частота f 0 увеличивается. Во-вторых, частота f 0 
пластины уменьшается под влиянием соколеблющейся массы среды; 
влияние это тем больше, чем меньше толщина пнастины и плотность 
ее материала. 

§ 7.4. Стержневые колебательные системы 

В Г АП широко используют колебательные системы в виде как 
отдельных, так и сочлененных (составных) стержней. 

Уравнение двmкения и его решение. Рассмотрим однородный стер· 
жень с малыми поперечными размерами (рис. 7.9). Колебания стержня 
происходят под действием упругих сил, сечение движется как единое 
целое, без искривлений, т. е .  остается плоским. При малых размерах 
вдоль осей у и z можно пренебречь составляющими сил инерции по 
этим осям, тогда не равны нулю напряжения Т(х) и задача становится 
одномерной. Обозначая площадь нормального сечения стержня через S, 

� 1 
о 

Рис. 7.9. 
стержня 

Х X+dX 

Деформация длинного 

запишем выражение для результи· 
рун:.щей силы, действующей на 
элемент в положительном направ-
лении оси х: 

[- Т(х) + Т(х + dx)]S = - T(x)S + 
+ { Т(х) + [ дТ(х)/дх]dх}S = 
= S[дТ(х)/дх]dх. 
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Силы и смещения считаем положительными, если их направления 
совпадают с положительным направлением оси х. Для малых упругих 
деформаций справедлив закон Гука: Т(х) = Удs (х)/дх, где У- модуль 
Юнга материала стержня; s (х)- смещение сечения стержня х из поло
жения равновесия; дs/дх = [- s (х) + s (х + dx)]/dx- деформация 
элемента стержня dx. Приравнивая силу инерции p Sdxд2s (х, t)/дt2 силе 
упругости элемента, получаем уравнение движения стержня 

p Sд2s/дt2 = д(SТ)/дх = Уд(Sдs/дх)/дх, 

где р - плотность материала стержня. 
Для однородного стержня постоянного сечения 

(7.34) 

где с2 = У/р. Выражение (7.34) представляет собой одномерное волно
вое уравнение, а величина с2 равна квадрату скорости распростране
ния продольных волн в стержне. 

Функция смещения s. входящая в уравнение (7 .34) , зависит от коор
динаты х и времени t. Решение этого уравнения s (х, t) отыскивают 
в виде произведения двух функций X(x)T(t), каждая из которых зави
сит от одной переменной, что приводит к системе двух линейных одно
родных уравнений второго порядка. Искомая функция равна 

s (х, t) =[А 1 cos (kx) + А2 sin (kx)][B1 cos (wt) + В2 sin (wt)], (7 .35) 

где k = w/c; w - частота свободных колебаний. Значения произвольных 
постоянных А 1 2, В 1 2 определяются граничными и начальными усло-
виями. • • 

Для учета внутренних потерь в стержне будем полагать упругие 
напряжения пропорциональными скорости деформации, тогда полное 
напряжение составит 

Т(х) = Удs/дх + rд(дs/дх)/дt, 

где r- постоянная материала стержня. Уравнение движения, согласно 
формуле (7.34), будет 

рд2s/дt2 = Уд2s/дх2 + rд(д2s/дх2)/дt, 

и для установившихся гармонических колебаний с угловой частотой w 
оно принимает вид 

Как видим, диссипативные свойства материала колеблющегося 
стержня МQГУТ быть учтены заменой модуля упругости У комплексным 
модулем У= У+ iwr. Соответственно коплексная скорость с= -/У! р = 
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�rot1-----t= о � m-x 

= с .J 1 + iыr/Y. Как правило, 
ыr/У « 1 ,  и поэтому с �  с[ 1 + 
+ iыr/(2Y)]. Если воспользоваться 
выражением для добротности 
Q = 1/(ыrС�), то nолучим ё � с[ 1 + 
+ i/(2QYCмJ, где См - гибкость 

Рис. 7.10. К оnределению входного ме- стержня. 
ханического имnеданса стержня Входной механический импе

даис стержня (nлоскоnараллель
ного слоя). Пусть на один торец стержня действует сила F, а другой 
торец испытывает со стороны среды (воды) сопротивление z0 (рис. 7 . 1 О) . 
Принимая распределение амплитуд продольных колебаний по закону 
s (х) = А 1 cos (kx) + А2 sin (kx), определим постоянные А 1 и А2 из гра
ничных условий 

УSдs/дх lx = 0 = -F; УSдs/дх lx = 1 =-z0� (1), 
где � (1) - амплитуда скорости колебаний рабочей поверхности стерж
ня. Подставляя значения деформаций в граничные условия, находим 
постоянные А 1 и А2, а также входной (со стороны действия силы F) 
импеданс стержня 

F F 
z =-- = ---вх � (О) iЫs (О) 

z0 + ipcS tg (k1) 
(7 .36) 

1 + i [z0/(pcS)] tg (k1) ' 

где � (О)- скорост� колебаний входного торца стержня. Величину pcS 
называют х а р а к т е р и с т и ч е с к и м  и м п е д а н с о м .  Когда рабочая 
поверхность стержня S нагружена средой полностью, сопротивление 
z0 = (рс)вS, где (рс)в = 1 ,5 · 1 06 Н · с/м- волновое сопротивление воды. 

Отношение амплитуд колебаний (и скоростей) рабочей и входной 
поверхностей равно 

s (l)/s (O) = � (1)/� (0) = [ 1/ cos (k1)] { 1 + i [z0/(pcS)] tg (kl)}-1 • (7 .37) 
Если z0 « pcS и аргумент k1 + л/2, т. е. 1 + Л./4, то s (1)/s (О) � 1/cos (k1) . 

Если стержень не нагружен, z0 = О и его входной импеданс Zвх = 
= ipcS tg (k1). При резонансе tg (k1) = О, 1 = Л0/2 и Zвх = О. 

Рассмотрим продольные колебания стержней при различных гра
ничных условиях. 

Свободный стержень. Так называют стержень, на торцах которого 
(х = О, х = 1) упругие напряжения равны нулю. Следовательно, стержень 
не нагружен, на его торцы не действуют внешние силы и сопротивле
ние со стороны среды отсутствует. Подставляя граничные условия 
ds/dx = О  при х ':"О и х = 1, получим А2 = О, sin (k1) = О, откуда k1 = nл  
или1=пЛ.п/2, где Лп = с/fп, n = l, 2, . . • • Смещение s(x) = A cos (�nx) = 
=А cos (nлx/l). Если заданы начальные смещение s0 и скорость s0 , то 

s (x, t) = COS (nлx/1)(s0 COS (Wn t) + (�0/Wn) Sin (Ыnt)] . 
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Рис. 7.11. Распределение амплитуд смещения �(х) 
и механических напряжений Т(х) вдоль закреплен
ного- стержня 

Равенство kп 1 = nл выражает условие резонанса стержня, из которого 
следует соотношение частот Ыn = nы 1 = nnc/1. Для первой формы коле
баний (n = 1) смещение 

Мх, t) = cos (лх/1) [ � 0 cos (ы 1 t) + (� 0/ы1) sin (Ы1t)] . 

В это� случае по длине стержня укладывается половина длины 
волны, причем � (l/2) = О, т. е. среднее сечение стержня в процессе коле
баний остается неподвижным. Распределение амплитуд смещения 
и напряжения по длине стержня соответственно описывают функции 
Мх) = � (О) cos ( л.х/1); Т(х) = - (лY/l)S{O) sin (лх/1) =-T (l/2) sin (лх/1) , 
где � (О) -амплитуда смещения при х = О; T (l/2) -амплитуда напряже
ния в нейтральном сечении стержня (х = 1/2) .  Свободный стержень, 
резонирующий на частоте, соответствующей половине длины волны, 
получил название п о л у в о л н о в о г о с т е р ж н я . 

Определяя эквивалентные параметры стержня изложенным ранее 
методом, получим mэкв = O,SpSI . Так как ы � = 1/(mэквСэ�в) , то 
Сзкв = 1/(ы �mэкв> · Подставляя Ы 0 = Ы 1 = лс/1, находим Сзкв = 2lt(n2YS) . 

Стержень с закреплеННЬIМ торцом. Один торец стержня (рис. 7. 1 1 ) 
закреплен, другой - свободный (от напряжений). Под влиянием 
толчка (удара) в стержне распространяется волна смещения, описы
ваемая функцией (7.35). Граничные условия: � = О  при х = О  и Т =  О при 
х = 1. Первое условие приводит к выражению. � =А sin (kl) , из второго 
условия следует cos (kl) = О, следовательно, kпl = (2n + 1 )л/(2l) или 
1 = (2n + 1 )Лn/4, где n = О, 1 , 2 . . . .  Таким образом, в стержне создаются 
только нечетвые гармонические колебания, 
при резонансе по длине стержня укладывает-

z 'вх ся нечетное число четвертой длин волн. 
Полагая n = О (практический случай), полу-
чаем � (х) = S (l) sin [ лх/(21)], где �(l) - смеще
ние свободного торца. При этом 1 = Л.0/4, т. е. 
по длине 1 укладывается четверть длины 
волны. Такой стержень называют 
че т в е р т ь в о л н о в ы м . 

Входной импеданс стержня, определяе· 
мый выражением (7.36), при z0-+ оо (стержень 
закреплен) равен Zвх = - ip cS ctg kl, т. е. 
является чисто реактивным. График относи
тельного значения импеданса z�x= Zвx/(pcS) 
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Рис. 7.12.  Зависимость от-
носительного входного 
импеданса закрепленно-
го стрежня от его волново-
го размера 



как функции волновой длины стержня 1/Л. , представлен на рис. 7. 12 .  
Видно, что при 1 < Л/4 (k1 < , л /2) знак реактивности отрицательный, 
сопротивление имеет упругий характер. В интервале Л/2 > 1 > Л./4 
сопротивление положительно и имеет инерционный характер. Точки 
1/Л. = j/4 (j = 1 ,  2, . . .  ) , в которых Zвх = О, соответ'1ЩУЮТ резонансам. 
Самая низкая резонансная частота (j = 1 ) [0 = с/(41) = v У/р/(41) . nри k1 = nл 
или 1/}( = п/2 (n = 1 , 2, . . .  ) Zвх = со - это условие антирезонанса, и опре
деляемые из него частоты называют а н т и р  е з о н  а н с н ы  м и . 

Рассмотрим диапазон частот, для которого аргумент k1 « 1 ,  тогда 
Zвх = - ipcS ctg k1 :'10 - ipcS/(kl) = - ipc2S/(w 1). Здесь величина pc2S/1 = 
= YS/1 определяет упругость стержня и Zвх = - is/w = - i/(wCм), где 
См - гибкость стержня. Следовательно, в низкочастотном диапазоне 
импеданс стержня представляет упругое сопротивление. Вблизи резо
нансных частот импеданс изменяется почти линейно (см. рис. 7. 12), 
и в этой области частот Zвх можно аппроксимировать последователь
ным соединением инерционого и упругого сопротивлений. Аналогично 
предыдущему находим эквивалентные массу mэкв = O,Sp lS и гибкость 
Сэкв = 8i/(л2YS), следовательно, Zвх = i [wmэкв- 1/ (wСэквН- Что касает
ся потерь в материале стержня или элементах конструкции, поддержи
вающей стержень, то в общем случае эти потери достаточно малы 
и в области низких частот ими можно пренебречь. Однако в области 
резонансной частоты сопротивление потерь может оказаться соизме
римым с малым значением реактивного сопротивления. Входной импе
данс принимает вид 

Zвх = r + i [w mэкв- 1/(wСэкв)J. (7.38) 

Таким образом, рассматриваемый стержень, обладающий распре
деленными параметрами, вблизи частоты [0 можно аппроксимировать 
простым осциллятором с сосредоточенными эквивалентными пара
метрами. 

Составной двухсекционный стержень. Стержни 1 и 2 с характери
стическими импедансами (pcS) 1 и (pcS)2 жестко скреплены в точке 
х = 11 (рис. 7. 1 3) . Требуется определить эквивалентные параметры 
и основную резонансную частоту системы. 

В соответствии с общим выражением (7.35) запишем смещения 
стержней s 1 (х) = А1 cos (k1 x) + А2 sin (k1 x) и s2(x) = В1 cos (k2x) + 

о 

Рис. 7.13. Составной двух-
секционный стержень 

х 

+ В2 sin (k2x) .  Граничные условия: на сво
бодных торцах (х = О, х = 1 1 + 12) отсут
ствуют напряжения, следовательно, де
формации ds1/dx = О и ds2/dx = О; в плос
кости сопряжения секций 1 и 2 (х = 11 ) 
должны быть одинаковыми смещения 
s1 (/1 ) = 62(11 ) и упругие силы Y1 S1 ds1 /dx = 

= Y2S2ds2/dx. 
Подставим в граничные условия соот

ветствующие выражения для смещений 
и деформаций: 
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d; 1/dx lx=o = k 1A2 = 0; А2 = 0; d;Jdx lx=I1 +12 = 

= k 2  { - в 1  sin [k 2(1 1 + 1 2)] + в2 cos [k2 (l 1 + 1 2)]} = о; в2 = в 1 х 

х tg [ki1 1 + 1:J]; ;{1 1) = А1 cos (k 11 1) = ; 2(1 1) = В 1 cos (k 21 1) + 

+ В2 siп(k 2l 1); - Y1S1k 1A1 sin (k 1 1 1) = У  �2k 2[ - В 1 sin (k 21 1) + 

+ В2 COS(k 21J). 

У становив соотношения между nроизвольными постоянными, запишем 
выражения для смещений: 

; 1(х) = В 1 { COS(k 212)/[ COS(k 1 1 1 )  COS(k 21 1 + k 212)]} COS(k 1x); 

; 2(х) = В1 { COS(k2x) + tg (k2(1 1 + 12)) SiП(k 2x)} = 

= {B1f cos [k 2(1 1 + 12)]} cos [k 2(x - 1 1 - 12)] . 

Координату поверхности S2, являющейся в реальной конструкции 
Г АП приемно-излучающей, х = 1 1 + 12 примем за точку приведения 
и определим энергии WК1 и 'Wк2 обоих стержней по формуле (7.29), 
В КОТОрОЙ СЛедует ПОЛОЖИТЬ Vo(ro) = w; 2(1 1 + 12), f(r) = ;  1 2(Х), dr = dx, 
пределы интегрирования от О до 1 1 и от 1 1 до ( 1 1 + 12) . Выnолнив инте
грирование и приравняв 'Wк1 + 'Wк2 = О,SmэквЫ2; �(1 1 + 12), получим 

(7.39) 

где m1 = P1 11S1 , m2 = P2l2S2 - массы стержней. 
Эквивалентная гибкость (упругость) 

Сзкв = 1 /sэкв = 1 /(w�mэкв). 

Для получения резонансного уравнения составим выражение для 
входного импеданса рассматриваемой системы (см. рис. 7. 13). Стержень 
1 нагружен стержнем 2, сопротивление которого как свободного равно 
z0 = i(pcS)2 tg (k212) . Подставим это значение z0 в равенство (7.36): 

i(PcS)2 tg (k2 l2 )  + i(PcS) 1 tg (k1 11 )  
�х = • 

1 - [(pcS)2/(pcS)1 ]  tg (k2 12 )  tg (k 1 11 )  
(7.40) 

Как известно, колебательная система попадает в резонанс, когда мни
мая часть ее импеданса равна нулю, следовательно, 

(PcS)1 t g (k 1 11 ) + (pcS)2 tg (k2 l2 )  = О. 
- 2 13 -
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Выражение (7.41 ) есть искомое частотное уравнение. 
Преобразуем два nоследних слагаемых формулы (7.39) с учетом 

соотношения (7.41 ): 

2 sin (k2 12 ) cos (k2 12 ) 
Х - - [ 1/(2w )][cos 2 (k2 12 )(pcS)2 tg (k2 12 )-

2k212 

- sin (k2 12 ) cos (k212)] =О 

Таким образом, величина mэкв оnределяется равенством 

Расчеты нормированной (относительно реальной) эквивалентной 
массы трехсекционного стержня nоказывают, что она наибольшая 
у симметричной колебательной системы (р = 0,5) в интервале значений 
волнового размера средней секции l/1�.0 = 0,15 . • . 0,25. Для некоторых 
составных стержней из разнородных материалов nри больших значе
ниях р = 0,8 . . .  0,9 эквивалентная масса имеет минимум в области зна
чений 1/Л. = 0,2 . . • 0,25 [35] . 

К о э ф ф и ц и е н т а с и м м е т р и и  р составного стержня оnреде
ляют как отношение р = 1' /1, где 1 - длина среднего стержня, 1' - рас
стояние до нейтрального сечения (рис. 7. 1 4) . 

Узловое (нейтральное) сечение. В nроцессе nродольных колебаний 
стержневой системы одно из ее сечений остается неnодвижным, его 

называют узловым или нейтральным. 
Наnример, у свободного однородного 

Рис. 7.14. Составной трехсек
ционный стержень (а) и расnре
деление смещений ло длине 
стержня (6) 

стержня оно расnоложено nосередине. 
У двухсекционного стержня координа
та узлового сечения х0 = Л./4, что сле
дует из условия � 1 (х) =А cos (k 1 х0) = О; 
этот результат совnадает с nолученным 
для стержня, закреnленного одним 
концом: сечение х0 неnодвижно, т. е. 
как бы закреnлено. 

Поскольку скорорь смещения в уз
ловой nлоскости � (xq) = О, входные 
имnедансы обеих частеи системы - сле
ва и сnрава от х = х0 - равны бесконеч
ности, а их длины х0 и х0 + 12 состав
ляют Л.0/4 на резонансной частоте всей 
системы. Для левой части имnеданс 
z = i {pcS) 1 tg (k1x0) =""или ctg (k1xJ= О, 
для nравой части 
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i (pcS)2 tg(k2 l2)+ i (pcS) 1 tg [k 1 (l 1 - х0)] 
z =  

1 - [(pcS)2/(pcS) 1 ] tg (k2l2) t g  [k 1 (1 1 - х0)] 

откуда 

= "" ' 

(7.42) 

Равенства (7.42) и ctg (k 1x0) = О по существу являются уравнениями 
резонанса составного стержня, заnисанными через волновые размеры 
четвертьволновых частей. В этом легко убедиться: nодставив в выра
жение (7.42) ctg (k 1x0) = О, nолучим соотношение (7 .41 ) . 

Примеры некоторых колебательных систем с формулами для 
расчета их эквивалентной массы и резонансных частот nриведены 
в табл. 7.1. 

Механические наnряжения. В nроцессе nродольных колебаний 
составного стержня во всех его nоnеречных сечениях возникают меха
нические наnряжения. Механическая колебательная система большин
ства стержневых nреобразователей nредставляет собой трехсекцион
ный стержень. Средний стержень обычно изготовляют из активного 
в электромеханическом отношении материала, наnример из nьезокера
мики (см. рис. 7. 14). Механические наnряжения, возникающие в актив
ном материале nреобразователя-излучателя, оnределяют и ограничи
вают акустическую мощность. Чтобы не nревысить nредела nрочности 
(на разрыв), необходимо знать расnределение наnряжений (деформа
ций) по длине секций, в особенности средней секции. 

Следуя изложенной выше методике, оnределяем функции смеще
ния и деформации отдельных секций nри следующих граничных уело· 
виях: равенство смещений и уnругих сил в nлоскостях соnряжения 
секций; отсутствие наnряжений на внешней nоверхности стержня 2; 
нагрузка рабочей nоверхности стержня 1 активным соnротивле!Jием 
излучения. ПQследнее условие имеет вид У1S1д� 1/дх = - (pc)8S1 � 1(0) 
nри х =  О, где � 1 (0) = UJ0 � 1 (0) = k 1c1 � 1(0). Приведем выражения для сме
щения рабочей накладки � 1 (х) и наnряжений Т(х) в средней секции: 

s 1 (x) = A1{cos (k 1x) - [(pc)8/(p 1 c1 )] sin (k 1x) }, хе[О, 11]; 

Т(х) = Уд�/дх) = А1 kУ{[(рс)в(р1 с1 )-1 sin (k 1 l 1 ) -

- cos (k 1 l1)] sin (kx) - р 1 c1S1/(p cS)[ sin (k 1 11 ) + 

+ (рс)в(р1с1)-1 cos (k11 1 )] cos (kx) } , х е [О, 1]. 

Максимальное наnряжение возникает в сечении с координатой х0, 
которую найдем из уравнения s(x0 )  = О  или дТ/дх = О: 

pcS 1 - [(рс)в/(Р1 с1 )] tg (k 1 1 1 )  
tg  (kx0) = ------------ ctg (k 1 l 1 ) .  

P1 C1S1 1 + [(рс)в/(Р1 с1 )] ct g (k 1 11 ) 
(7.43) 
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Таблица 7.1. Формулы для расчета эквивалентной :массы и частотные уравнения колебательных систем 

Тиn системы Точка при- 1 Эквивалентная масса mэкв 
ведения 

О L/2 L 

1 1 1 ; 
1 1 

-plS=-т 

� 

2 2 

1 х 2_ p/S =2_ m 
О z 

2 2 
1 

� � 
2_ М+ 

p/S 

1 О L Х 1 
2 2cos2 (w0//c) 

� 
1 p/S 

-м+ ---

0 t 1 
2 2.sin2 ( w0//c) 

� в 
1 ооо'(ы01,1о,) 

1�2 _. 
-p/1S1 + 

о � 
Х 1 + 1 

2 sin2 (w01/c1) 

•1 t + L 
1 2 

1' z 1 
+- P2I2S2 2 

Частотное уравнение 

1 (У с 
fo= -;z ) -;

=
-; 

fo= : 1 П= :1 

W0/ 
W0M + pcS tg--= 0 

с 

W0/ 
W0M -· pcS ctg--= О 

с 

Wo/1 Wo/2 
P1c1S1 ctg--= P2c2S2 tg--

с1 с2 



N -
....:! 
1 

F1---f=z ) х 
О L1 L1+ Lz 

� 

�] @ -L' О t" Х 

2 
х 

о 

11 + 12 

-1' 

1 "+ 12 

1 1 
-т 1 +-т 2 cos2(k 1l J)/cos2(k21,) 
2 2 

1 1 
-т 2 +-т 1 cos2(k2l,)/cos2(k1l J) 
2 2 

_м1 
+

т [1+ (-UJoМ1) 2]+ 
2 2 pcS 

М2. +[UJoМJ(pcS)]2 
+ - __:____:____:....:..:..---=..::..... 

2 +(UJoМ:/(pcS))2 

т 1 т cos2(k11iJ 
-+- + 

2 2 sin 2 (kl') 

т 2 sin2(kl') 
+-

2 sin2 (kl') 
cos2 (k 1l J) 
cos2(k2I:J ' 

kl '= arctg [ pcS ctg (k 11 J)/( Р 1с 1S J); 
1"= 1-1' 

UJol1 UJol2 
P1c1S1tg-- + P�:.S'2tg-- = 0 

с1 с2 

UJ�- pcS 
м1м2 

UJol 
UJ ctg--= о 

с 

(pcS) 2 

м1м2 

UJol { UJJ,1 (iji2 ) 
tg -- \q1q2tg -- tg ---1 = 

с с 1 с2 

(iji1 (iji2 = q1tg-- +q2tg--
c 1 с2 

П р и м е ч  а н и е: р 1c1Sj- характеристическое сопротивление r-го стержня (накладки); m1 -масса r-го стержня (накладки); М, М1, М2 -со
средоточенные массы; 



Q 
10 
9 
в 
7 
б 
5 
4 
J 
2 
1 

о 

' 

� 

' \\ 1\ 51 =4 

\\ 
\ � 

\\ 1\ " 
!'... 

�\ r\ 1\. б ['... � 

\ r\ \ ' 

� ' " 
�" ' r--

' 7? 
:-- ..... 

i'o.. r--...... .,;..;;.., 1б ..._ -
0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 L /Л 

Расчеты показывают, что для наиболее 
широко применяемых материалов 
составных стержней Г АП относительная 
разница в положениях углового сече
ния с учетом нагрузки рабочей наклад
ки и без ее учета в диапазоне волновых 
размеров !JЛ.1 � 0,08 . . .  0, 1 5  состав
ляет 1 0  . . . 1 5%. 

Механическая добротность. Для 
установившихся колебаний механиче
ской системы добротность Q характе
ризует ширину полосы рабочих частот. 
Величина Q зависит от внутренних по
терь в деформируемых элементах (они 
вызывают их нагрев) и от излучения 
акустической энергии в окружающую 
среду. 

У преобразователей, работающих в 
Рис. 7.15. зависимость механи- водной среде, значение Q мало благо
ческой добротности трехсек- даря большому сопротивлению излу
ЦИОННОГО стреЖНЯ ОТ ВОЛНОВОГО 
размера средней секции при 
различных значениях S1/S 
(коэффициент асимметрии 
p= 0,7;S/S= 4) 

чения, пропорциональному волновому 
сопротивлению воды, равному 
1 ,5 · 1 06 Н·с/м3 • Из формулы 2 AQ = W0/Q 
видно, что ширина полосы тем больше, 
чем меньше Q. 

Рассматривая колебательную сис
тему Г АП в виде простого осциллятора с эквивалентными параметрами 
и принимая рабочую поверхность преобразователя Sн полностью 
нагруженной, можно записать 

(7.44) 

Используя приведеиные в табл. 7.1 соотношения для составного 
трехсекционного стержня, по формуле (7.44) рассчитаны значения 
механической добротности в зависимости от волнового размера 
средней секции 1/Л. (рис.7.15). Из графиков видно, что с увеличением 
отношения площадей S1 /S величина Q уменьшается, следовательно, 
ширина полосы частот возрастает. 

ГЛАВА8.ЭЛЕКТРОМЕХАНОАКУСТИЧЕСКОЕ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЕЭНЕРГИИ 

В предыдущей главе было рассмотрено поведение механических 
систем и определены параметры и характеристики безотносительно 
к связи этих систем с электрической частью преобразователя. Для 
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излучения и приема акустических волн в морской среде используют 
подводные преобразователи (Г АП), которые представляют собой 
электромеханоакустические системы; в них подводимая электриче
ская энергия преобразуется в механическую, механическая - в аку
стическую в режиме излучения и в обратном порядке в режиме прие
ма. Преобразование механических колебаний в акустические, по су
ществу являющиеся тоже механическими, представляет процесс пере
дачи энергии колебаний некоторого тела окружающей среде. Понятия 
механических и акустических колебаний относятся не столько к 
различию в их природе, сколько к свойствам сред (тел), в которых они 
совершаются. В колебательной системе Г АП взаимодействуют меха
нические и электрические процессы, вследствие чего возникают 
дополнительные особенности, которые изменяют параметры чисто ме
ханических систем, равно как и параметры чисто электрических 
систем. 

Физические процессы, сопровождающие динамические режимы в 
электромеханической системе, можно представить в форме механиче
ских смещений или деформаций отдельных частей системы и в виде 
электромагнитных процессов, протекающих в различных средах и со
провождаемых излучением электромагнитной энергии. В дальнейшем 
рассматриваются системы, механические части которых соответствуют 
или простому осциллятору (например, однородное тонкое кольцо 
малой высоты, совершающее радиальные колебания, пульсирующая 
сфера), или обладают распределенными параметрами (например, 
стержневые, пластинчатые колебательные системы). Что касается эле
ментов, составляющих электрическую часть системы, то ее во всех 
случаях можно рассматривать как систему с сосредоточенными пара
метрами: линейные размеры элементов значительно меньше длины 
электромагнитных волн в рабочем диапазоне частот Г АП. 

В теории электроакустического преобразования решаются две за: 
дачи: определение акустического поля p(r, t) при заданном электри
ческом напряжении u(t), подводимом к излучателю; определение 
напряжения холостого хода на электрическом выходе приемника 
их.х(t) по известному акустическому давлению в падающей волне, 
т. е.  в свободном поле р0 (1', t) . Аналитические зависимости между ука
занными переменными образуют уравнения преобразователя. В режи
ме излучения необходимо определить входное сопротивление преоб
разователя Z8x для согласования его с генератором возбуждения, 
а в режиме приема - внутреннее сопротивление Z88 для обеспечения 
правильной работы последующих узлов электрической цепи (тран
сформаторов, усилителей и т. п.) .  

Изучение систем для преобразования энергии базирует.ся на двух 
различных исходных представлениях. Один подход опирается на ре
шение уравнений преобразователя при заданных граничных условиях 
на механической и электрической сторонах. Второй метод использует 
представление о кинетической и потенциальной энергиях, а соотноше
ние между силами получают при помощи уравнений Лагранжа; в этом 
случае на основе уравнений для сил строят эквивалентную 
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электрическую схему, используя метод электромеханических ана
логий. 

Применяемые в гидроакустических устройствах Г АП, как правило, 
обратимы, т. е. в зависимости от условий использования могут рабо
тать в качестве излучателя и приемника. 

Несмотря на то что физические принципы преобразования энергий 
в Г АП могут быть различными (например, электродинамический, 
электромагнитный, пьезоэлектрический, магнитострикционный), 
основные соотношения, описывающие электромеханические связи, 
имеют единообразную форму. Эти соотношения получим на примере 
рассмотрения электромеханического преобразования в электродина
мическом излучателе (приемнике)- системе с сосредоточенными 
постоянными и одной степенью с.вободы. 

§ 8.1 .  Электромеханоакустическа11 система 

Представим обратимый электроакустический преобразователь 
структурной схемой (рис. 8.1 ), в узле 1 которой подводимая электри
ческая энергия частично превращается в энергию механических коле
баний подвижной системы (узел 2), а в узле 3 механическая энергия 
также частично переходит в энергию звукового поля. В режиме прие
ма преобразования энергии происходят по тем же этапам в обратном 
направлении. 

Рассмотрим электродинамический преобразователь, принцип 
действия которого основан на явлении взаимодействия тока с постоян
ным магнитным полем (рис. 8.2). В зазоре цилиндрического магнита 1 
(или электромагнита) помещена подвижная катушка 2, жестко скреп
ленная с диафрагмой 3, способной совершать поршневые колебания 
благодаря гибкому подвесу 4; по катушке проходит переменный ток. 
Согласно закону взаимодействия магнитного поля постоянного магни
та и тока, на катушку будет действовать переменная электродинами
ческая сила * 

(8.1 ) 

где 1 - длина провода катушки; В0 - постоянная магнитная индукция 
в зазоре; I - ток в катушке. При переменнам токе в катушке сила f 
вызовет колебания катушки (и диафрагмы) с частотой тока, и в окру
жающую среду будет излучаться звуковая энергия. 

При движении катушки со скоростью v в ней, согласно закону 
электромагнитной индукции, возникает ЭДС** 

* Силовые линии nоля в зазоре nерnендикулярны виткам катушки. 
** Векторы v и Еа взаимно nерnендикулярны. 
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ИJnучениг. 

tCCJ=G=0 
При е н 

Рис. 8.1. Структурная схема об
ратимого электроакустического 
лреобразователя 

Рис. 8.2. Схема электродинами
ческого лреобразователя 

Общее электрическое напряжение в установившемся режиме 
преобразователя 

(8.3) 

где Z0 - электрическое сопротивление преобразователя при затормо
женной механической системе ( v = О); К = 1 U/vl при разомкнутой элект
рической цепи ( /  = О). Модуль отношения напряжения на разомкнутой 
электриче ской стороне к скорости колебаний механической системы 
(диафрагмы с катушкой) называют к о э ф ф и ц и е н т о м  э л е к  т р о 
м е х а н и ч е с к о г о  п р е о б р а з о в а н и я . Коэффициент К= B0l выра
жают в В · с/м. 

Составим уравнение движения механической системы преобразо
вателя. Внешняя сила F, действующая на колеблющуюся со скоростью 
v катушку в отсутствие магнитного поля и равная zv (z - механиче ское 
сопротивление подвижной части системы), уравновешивается реак
цией механической нагрузки. Полная реакция катушки учитывает 
также силу /магнитного взаимодействия [см. формулу (8. 1 )] :  

F = zv + B0/l = zv +К/. (8.4) 

Здесь коэффициент электромеханического преобразования равен отно
шению силы на заторможенной механической стороне к току на элект
рической стороне, т. е .  К= IF/11 при v = О . 

Уравнения (8.3) и (8.4) связывают механические и электрически е 
величины преобразователя и позволяют определить две из величи н U, 
1, F ,  v, если известны две другие и параметры z, Z0, К. 

Если к преобразователю не приложены механические силы (F = О), 
то, подставляя значение v из (8.4) в (8.3), найдем 

(8.5) 

Выражению (8.5) соответствует схема, изображенная на рис. 8.3 и 
являющаяся эквивалентной электрической схемой преобразователя
излучателя. 

Как видно, в рабочем режиме полное (входное) электрическое 
сопротивление преобразователя-излучателя складывается из 
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Z Рис. 8.3. Эквивалентная электрическая схема из· 
лучателя 
Рис. 8.4. Эквивалентная механическая приемника 

система 

электрического сопротивления при v = О и д и н а м и ч е с  к о г о с о
п р  о т и в л е н и я , обусловленного колебаниями меха!fической нагруз
ки. Действительно, когда z- "" и v _,. О, механическая сторона затор
можена, Zм _,. О и Zвх = Z0, т. е. механическая сторона не оказывает 
реакции на электрическую сторону преобразователя. При конечной 
величине z динамическое сопротивление Zм 1- О и Zвх = Z0 + Zм · 

Поскольку механическое сопротивление преобразователя z, как 
правило, является комплексным, то Zм также имеет активную и реак
тивную составляющие. Если z чисто реактивное, то и Zм также будет 
реактивным, причем в случае z = iwm (инерционный характер) Zм = 
= [(2/(iwm) = - i[(2/(wm) = - i/(wC'м), т. е. динамическое сопротивление 
оказывается емкостным; при z = 1/(iwCм) (упругий характер ) последо
вательно с Z0 включается индуктивное сопротивление механической 
упругой реакции. На резонансной частоте колебаний механической 
системы, когда z = r (активный характер). динамическое сопротивле
ние максимально и, следовательно, потребляемый преобразователем 
ток минимален. 

Аналогичное рассмотрение преобразователя:приемника, выход 
которого замкнут накоротко, дает следующее выражение: 

F = (z + [(2/Z)v = (z + Z3)v. (8.6) 

Выражению (8.6) отвечает эквивалентная механическая система 
преобразователя-приемника, состоящая из соединенных узлом сопро
тивлений z и Zэ (рис. 8.4) . Сопротивление реакции электрической сторо
ны на механическую увеличивает механический импеданс преобразо
вателя и поэтому представляет собой сопротивление электродинами
ческого торможения. 

Уравнения (8.3) и (8.4) являются уравнениями электромеханиче
ского преобразования электродинамического излучателя и приеминка 
соответственно. Коэффициент электромеханического преобразования 
определяют соотношения 1 U!vii =о = jF!Ij v =о· 

Уравнения (8.5) и (8.6) показывают, что электродинамическую ко
лебательную систему можно рассматривать как осциллятор (контур) 
соответственно механический или электрический со сложным импе
дансом, учитывающим взаимные связи. Каждый контур имеет одну 
степень свободы и одну обобщенную силу. 

Аналогичные рассуждения можно произвести и для других прин
ципов электромеханического преобразования энергии. 
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§ 8.2. Уравнени11 электромеханического 
преобразовани11 

Приведем основные сведения из общей теории линейного обрати
мого преобразования. 

Уравнения двустороннего электромеханического преобразования 
можно представить следующими комплексными зависимостями между 
переменными величинами на входе и на выходе: 

U = ZI+ Kv; F = z v  +К/. (8.7 ) 

В формуле для И знак "- " относится к так называемым индуктив
ным преобразователям, знак " +" - к  емкостным: в первых движение 
вызывают электродинамические силы взаимодействия токов и их 
магнитных полей, а токи создаются ЭДС в результате движения маг
нитных полей или проводников; у вторых - движение обусловлено 
электростатическими силами взаимодействия между заряженными 
телами, а разности потенциалов вызываются изменением относитель
ного расположения заряженных тел. 

Входное сопротивление преобразователя-излучателя 

(8.8) 

входное сопротивление преобразователя-приемника 

Zвх = z ± K2/(Zo + Zн) = z + Zвн• (8.9) 

где Zн - сопротивление механической нагрузки (например, сопротив
ление излучателя ) ; Zн - сопротивление электрической нагрузки 
(например, входное сопротивление усилителя ); Zвн и Zвн- соответ
ствующие внесенные сопротивления. 

Теорему электромеханической взаимности внешних воздействий 
записывают в виде 

(8. 1 0) 

и формулируют следующим образом: отношение напряжения холосто
го хода на электрической стороне к заданной колебательной скорости 
на механической стороне численно равно отношению внешней силы, 
способной затормозить механическую сторону преобразователя, к за
данной силе тока на электрической стороне. · 

Уравнения (8. 7) электромеханического преобразования можно 
рассматривать как уравнения некоторого обобщенного четырехпо
люсинка с разнородными сторонами - механической и электрической. 
На электрической стороне действуют напряжение и ток, на механиче· 
ской стороне - сила и колебательная скорость (рис. 8.5) . Из линейных 
уравнений, связывающих комплексные амплитуды электрических (И, l) 
и механических (F, v) переменных величин на обеих сторонах пассивного 
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г: 

Рис. 8.5. Электромехани
ческий четырехполюсник 

z и 

Рис. 8.6. Эквивалентная схема преобраэо
вателя с электромеханическим трансфор
матором 

четырехполюсника, для различных режимов работы обратимого преоб
разователя можно получить следующие соотношения электромехани
ческой взаимности [29]: 

1/F l v= о=+ v/U II= о; 
1/v IF= о=± F/U II= о; 
U/v IF= о=+ F/1 !и= о; 
F/И i v=O = ± 1/v l u=O; 

(8. 1 1 ) 

(8. 1 2 ) 

(8 . 1 3 ) 

(8. 1 4 ) 

Любое из равенств (8. 1 1 )  . . .  (8. 1 4 ) можно принять в качестве харак
теристики электромеханического преобразования. Наиболее распро
страненными показателями являются коэффициент электромехани
ческого преобразования 

и к о э ф ф и ц и е н т э л е к т р о м е х а н и ч е с к о й  т р а н с ф о р м� 
ц и и  (КЭМТ) 

Nu,v=I!v l u=O = ±F!И iv=O· (8. 1 6 ) 

Последний коэффициент измеряют в Н/В или в А · с/м. Индексы у К и N 
означают режимы работы преобразователя. Величина N есть отношение 
тока короткого замыкания к колебательной скорости механической 
стороны преобразователя или, другими словами, такое отношение 
внешней силы к электрическому напряжению, при котором механиче
ская сторона преобразователя остается неподвижной. 

Название коэффициента трансформации N объясняется тем, что, 
согласно равенствам (8. 1 2 ) и (8. 1 4 ) , обе стороны преобразователя 
можно считать связанными посредством некоторого фиктивного 
идеального (без потерь ) трансформатора (рис. 8.6 ). С электромехани
ческим трансформатором будем обращаться как с реальным (для 
преобразователей емкостного типа ): пересчитывать переменные и со
противления с одной стороны на другую, оценивая тем самым реакцию 
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механических (электрических) колебаний на электрические (механи
ческие). Для преобразователей индуктивного типа свойства электро
механического трансформатора аналогичны свойствам электрического 
псевдотрансформатора. В отличие от обычного трансформатора, сопро
тивления, в частности, пересчитываются с одной стороны псевдотран
сформатора на другую с противоположным знаком. 

В дальнейшем будем использовать исключительно КЭМТ N. 

§ 8.3. Режи м излучении 

Будем считать, что рабочая поверхность преобразователя - диаф
рагма - расположена в бесконечном жестком экране. Распределение 
нормальной составляющей скорости колебаний v(�) по поверхности S 
диафрагмы задано функцией /(�)= v(f;; )/v0 , где � - координата теку
щей точки; v0 - скорость колебаний центра приведения. Временную 
зависимость принимаем гармонической v(� , t) = v(�)exp (iw t), амплиту
да скорости v(� ) = f(i"o)v0 •  

Задание функции распределения колебаний определяет энергети
ческое состояние механической системы преобразователя, потенциаль
ная энергия которой Wn, кинетическая - Wк. Имея в виду, что система 
приведена к эквивалентному простому осциллятору с параметрами 
mэкв = 2Wкl� и Сзкв - �/(2Wn) (см. § 7.3 ) , можем записать выражение 
для механического импеданса иенагруженного преобразователя 
(с учетом сопротивления потерь rп) 

z0 = rп + i [wmэкв - 1/(wСэкв)] = rп[ 1  + iQ0 (W/W 0 - W 0/W)], 

где Q0= W 0mэкв/rп- механическая добротность; W 0  = 1/ ../mэквСэкв 
собственная циклическая частота механической системы. Когда преоб
разователь нагружен водной средой, к составляющей rп прибавляется 
активное сопротивление излучения r5, к реактивной составляющей -
сопротивление соколеблющейся массы iWm5 (см. гл. 3). Резонансная 
частота нагруженного преобразователя 

(8 . 17) 

его добротность 

(8. 1 8) 

Для возбуждения преобразователя-излучателя к его входу необхо
димо подключить генератор. Используя схему, представленную на 
рис. 8.6, последовательно с сопротивлением Z0 электрической стороны 
включаем генератор, ЭДС которого Ег и внутренний импеданс Zг . При 
этом полагаем, что на излучатель внешние силы не действуют, а для 
учета реакции среды следует в схему механической стороны ввести 
импеданс излучения z5• Взаимодействие электрических и механических 
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процессов в преобразователе, как показано выше, происходит в усло
вном трансформаторе. Эквивалентная электромеханическая схема 
излучателя представлена на рис. 8.7. 

Подводимая к преобразователю мгновенная электрическая мощ
ность Рэ = ui. Часть мощности, расходуемой на внутреннем сопротивле
нии преобразователя, Рэ. вн = u2/Z0 • Представим Z0 в виде параллель
ного соединения активной составляющей сопротивления электриче
ских потерь Rэ. п и реактивного элемента ± iX0 • Тогда мощность элект
рических потерь Рэ. п = и2/Rэ. п · Часть потребляемой преобразователем 
электрической энергии преобразуется в энергию механических коле
баний; соответствующая ей мощность будет Рэм• и ее можно выразить 
через КЭМТ *. Мощность механических колебаний Рэм = F' v0 , а N = F' /и, 
тогда F' = Nu и Рэм = Nuv0 • 

Энергия механических колебаний расходуется на изменение кине
тической дWкlдt и потенциальной дWп/дt энергий механической систе
мы, на механические потери (мощность Рм.п) и частично преобразуется 
в акустическую энергию (мощность Ра) .  Если обозначить эквивалент
ное сопротивление механических потерь rм.m то Рм.п = rм. п� · Мощ
ность Р0 расходуется на сопротивлении излучения Zs и равна Ра = Zs� · 
С другой стороны, если на диафрагме преобразователя акустическое 
давление р(�) ,  скорость колебаний в точке � есть v(�), то акустиче
ская мощность 

Ра = S p(�)v(�)dS (8. 1 9) 
s 

и сопротивление излучения с учетом функции [(�) =  v(�)/v0 будет 

Zs = ( 1 /vo)/ S p (Т'o )f (Гo )dS = rs + ixs· (8.20) 
s 

Запишем равенства, характеризующие баланс перечисленных 
выше энергий для режима излучения. Потребляемая от генератора 
возбуждения электрическая мощность равна сумме 

Рис. 8.7. Эквивалентная dЛектромеханическая схе
ма преобразователя-излучателя 

* Формулы для расчета КЭМТ N выведены в гл. 9 и 10.  
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Рис. 8.8. Развернутая электромеханическая схема nреобраэова
теля-иэлуча теля 

Преобразованная в механическую форму электромеханическая мощ
ность uNv0 с учетом приведеиных соотношений принимает следую
щий вид: 

uNv0 = d(Wn + Wк)/dt + Рм.n + Ра = i [wmэкв 

- 1/(wСэквНv� + rм.nV�  + z8v� .  (8.22) 

Равенствам (8.2 1 )  и (8.22) соответствует эквивалентная схема, изоб
раженная на рис. 8.8 (без генератора возбуждения). Располагая эквива
лентной схемой излучателя, нетрудно получить расчетные соотноше
ния для определения его параметров. 

�еданс излучателя. Сопротивления электроакустического 
преобразователя, измерение со стороны как входа, так и выхода, 
являются важными техническими характеристиками. Входное сопро
тивление излучателя определяет согласование его с генератором воз
буждения, а выходное сопротивление - с акустической средой. Если 
генератор обладает малым или большим внутренним сопротивлением 
по сравнению с общим сопротивлением нагрузки, то при непосред
ственном подключении к нему преобразователя отдаваемая излучате
лю мощность окажется малой. Входное и выходное сопротивления 
преобразователя-приемника играют аналогичную роль. 

Для определения входного импеданса Z8x учтем влияние выход
ного (механического) сопротивления z0 + z8 = z7 пересчитывая z на 
электрическую сторону. Согласно рис. 8. 7, N = F' /И = 1/v, откуда U = F' /N, 
1 = Nv. Подставляя в равенство Z = U/1, получаем Z = z/N2. Находим 
динамическое сопротивление Zм = Rм + iХм, где Rм = r/N2 = (r8 + r м.n)/NJ; 
Хм = [wmэкв - 1/(wСэкв)]N-2 •  Величину Zвх составляют параллельне 
включенные сопротивления Rэ.n• ± iX0 , Rм + iХм, так что 

Z = 1 /У. = [R- 1 + (+ iX )-1 + (R + iX ) -1 ) -1 вх вх э .n - о м м • (8.23) 

где Увх - входная (электрическая) проводимость излучателя. 
Модуль IZ8x l минимален на частоте резонанса Wp и максимален на 

частоте антирезонанса Wa, определяемой из уравнения Im Увх = О. 
Мощность излучателя. Согласно эквивалентной схеме (см. рис. 8 .8), 

Приложенное к излучателю напряжение И = 1Zвх · Умножив обе части 
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этого равенства на величину, комплексно сопряженную с силой тока, 
протекающего через преобразователь, получим полную потребляемую 
преобразователем электрическую мощность. Действительная часть 
произведения Ul*, учитывающая выделение энергии на активных эле
ментах, будет выражать потребляемую от источника возбуждения 
активную мощность Р3 •  Если реактивное механическое сопротивление 
Хм = О, т. е. выполняется условие механического резонанса z = r, 
ТО МОЩНОСТЬ 

(8.24) 

где Рэ.п - мощность электрических потерь, обусловленная омическим 
сопротивлением, вихревыми токами, магнитным и электрическим 
гистерезисом, несовершенством диэлектрика. 

Чтобы выяснить сущность Р эм• допустим, что механическая сторо
на преобразователя заторможена, тогда lzl = "" , Rм = ""  и Рэм = О. 
Таким, образом, мощность Рэм = U2/Rм представляет собой часть 
электрической мощности генератора, расходуемой на движение меха
нической части, или э л е к т р о м е х а  н и ч е с к у ю м о щ н о с т ь . 

КПД излучателя. Для оценки эффективности излучателя как пре
образователя потребляемой активной электрической мощности в 
механическую служит электромеханический КПД Т] эм· Из выражения 
(8.24) получаем 

(8.25) 

Динамическое активное сопротивление Rм = rs!N2 + r м.п/N2 = R5 + Rм.п • 
где R5 и Rм.п - приведеиные к электрической стороне сопротивления 
излучения и механических потерь . Из схемы (см. рис. 8.8) следует 

Рэм = И2/Rм = N2 U2/r; 

Ра = ( И2/R�)R5 = (N2r5/r2)И2 •  

(8.26) 

(8.27) 

Эффективность излучателя как преобразователя энергии механи
ческих колебаний в энергию колебаний упругой среды оценивают 
акустико-механическим КПД 

(8.28) 

Как видно, чем больше r5 по сравнению с r м.п • тем выше КПД. Уместно 
отметить, что Г АП в отличие от воздушных преобразователей имеют 
r s » r м.п и, как следствие, более высокий КПД (Т] ам = 0,5 . . .  0,8) . 

Используя равенства (8.26) и (8.27) , получаем выражения для КПД 

Тl эм = N2Rэ.п[N2Rэ.п + r м.п( l + rs/r м.п)] - l ; 

Тl эа = N2Rэ.пl(r + N2R3.п) . 
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Из определений приведеиных КПД 
следует равенство 

(8.30) 

которое подтверждает наличие двух сту· 
пеней преобразования энергии в излучате· 
ле: электрическая - механическая - аку
стическая. Величину ТJэа называют э л е  к ·  
т р о а к у с т и ч е с к и м  или полным КПД. 

Зависимость КПД от отношения Г5 /Гм.п Рис. 8.9 .  Зависимость кпд 
показана на рис. 8.9 .  Видно, что при значе- преобразователя от отно-
нии (r5 /rм.п >опт полный КПД ТJэа преобра· шения активных сопро-
зователя достигает максимума. Отличие тивлений излучения и 
фактической величины r5 /rм.п от опти· механических потерь 
мального значения может служить мерой несогласованности преобра· 
зователя со средой. 

Чувствительность излучателя. Наряду с энергетическими характе
ристиками излучателя применяют критерий оценки эффективности, 
вытекающий из назначения преобразователя создавать акустическое 
поле. Оценивают излучатель по звуковому давлению р, развиваемому 
им в точке на акустической оси при единичных расстоянии r и напря· 
жении И (или силе тока I) на электрическом входе. Отношение pr/U = Su 
(или S1 = pr/l) называют ч у в с т в и т е л ь н о с т ь ю  и з  л у ч а  т е л  я 
п о  н а п р я ж е н и ю  (или п о  т о к у ); величину Su выражают в Па · м/В 
(S1 - в Па · м/А). 

Чувствительность излучателя неоднозначно оценивает эффективность 
электроакустического преобразователя. Действительно, потребляемая излучате
лем электрическая мощность Р э = lJ2 1 Rвх· Если два излучателя с различными зна
чениями Rвх имеют одинаковую чувствительность и возбуждаются одинаковым 
напряжением, то эффективнее будет тот излучатель, входное сопротивление 
которого больше, так как он потребляет меньшую мощность. При этом предпола
гается, что оба преобразователя обладают одинаковой направленностью. Тогда 
у них равны акустические мощности и, следовательно, электроакустический КПД 
окажется выше у излучателя с б6льшим сопротивлением на входе. 

Более полным критерием эффективности излучателя является 
отношение звукового давления, создаваемого в направлении макси· 
мума излучения на единичном расстоянии r, к квадратному корню 
из потребляемой излучателем активной мощности; это отношение 
называют а б с о л ю т н о й  ч у в с т в и т е л ь н о с т ь ю  и з л у ч а  т е 
л я  Sаб • Па · м · Ом1 12/В: 

Sаб = pfr/P; = (pr/U) VRвx = SufVRвx · (8 .31 ) 

У становим связь между Sаб и ТJэа . Для этого воспользуемся форму· 
лой (4.2 1 ) для акустической мощности направленного излучателя 
Ра = 4лр 2 r2/[(рс)вК0]. Разделив выражение для Ра на Рэ = И2/Rвх• получим 
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(8.32) 

Сравнивая формулы (8.3 1 )  и (8.32), находим искомое соотношение 

(8.33} 

Выражение (8.32) nодтверждает вывод о том, что эффективность 
излучателя nроnорциональна его входному активному соnротивлению. 

Следует отметить, что рассмотренные качественные nоказатели 
работы излучателя зависят от частоты. Поэтому для nолной оценки 
nреобразователя надо оnределить (аналитически или эксnерименталь
но) его частотную зависимость, т. е. зависимость какого-либо nарамет
ра (чувствительности, мощности, КПД, имnеданса и др.) от частоты. 
В случае резонансной характеристики излучателя его nолосу частот 
оnределяют на уровне - 3 дБ (0,707 чувствительности на резонансе 
и 0,5 максимального значения энергетического nараметра). 

§ 8.4. Режим приема 

На nриемную nоверхность S - диафрагму nреобразователя, нахо
дящегося в акустическом nоле, действует давление р(�), вызывая 
колебания диафрагмы со скоростью v(�) , где � - радиус-вектор теку
щей точки nоверхности S. Обозначим давление, которое создает коле
блющаяся диафрагма на своей nоверхности, через р 1 (f';; ). Тогда резуль
тирующее давление на диафрагме nреобразователя можно nредставить 
в виде [2] 

р(�)  = Рз (�) - Р1 (�), (8.34) 

где р3 (�) - давление на диафрагме заторможенного nреобразователя. 
Умножим обе части выражения (8.34) на v(�) и nроинтегрируем его 

по nлощади S: 

V0 S p(f';,)/(�)dS = V0 S P3 (r;,/ /(�)dS -
s s 

- V0 S Р1 (�)/(�)dS. (8.35) 
s 

Левая часть равенства оnределяет долю энергии (мощности) акусти
ческого nоля, которая nереходит в энергию колебаний диафрагмы, т. е. 
nредставляет собой механическую мощность nреобразователя Рм· Если 
механический имnеданс nреобразователя Zм, то Рм = v�zм, т.е. 

Рм = V0 S p(f';,)/(f';,)dS = V�Zм· (8.36) 
s 

Второе слагаемое в выражении (8.35) характеризует колеблющуюся 
диафрагму как источник акустической мощности Ра . Полагая Ра = v�z5, 
где z5 - имnеданс излучения nреобразователя, nолучаем 

Ра = V0 S Р1 (�)/(�)dS = V�Zs .  
s 

- 230 -

(8.37) 



Ux х 

Рис. 8.10 .  Эквивалентная механическая схема nриемника 
Рис. 8 . 11 .  Электромеханическая схема npe 
образователя-nриемника 

Из равенства (8.35) с учетом формул (8.36) и (8.37) определяем ско
рость колебаний центра приведения 

V0 = (zм + Z8)- 1 S p3(� )[(t;) dS. (8.38) 
s 

Полученное выражение позволяет представить преобразователь
приемник, возбуждаемый акустическим полем, в виде эквивалентно
го генератора с ЭДС, равной 

Fэкв = S P3(r;, )f(� )dS (8.39) 
s 

и внутренним сопротивлением z8 (рис. 8. 1 0) .  
Часть энергии механических колебаний преобразуется в электри

ческую энергию (мощность Р3м), которую можно выразить через КЭМТ 
N: Рэм = Их.хl = Иx.xNv0 , где Их.х - напряжение на разомкнутом электри
ческом выходе приемника. 

Запишем соотношения мощностей (энергий) для режима приема: 

+ [ ( 1/(iw Сэкв)]v� + iw mэкв V� + Рмэ ; (8.40) 

Рмэ = Nv0 Иx.x = (Nv0 )2 Иx.x f(Nv0 ) = (Nv0 )2Z0 , 

где Z0 - электрический импеданс заторможенного преобразователя. 
С точки зрения баланса энергий равенствам (8.40) соответствует 

электромеханическая схема, пеказаиная на рис. 8. 1 1 . 
Сила Fэкв определяется формой колебаний и волновыми размера

ми диафрагмы преобразователя. Если размеры малы, давления в отра
женной (рассеянной) волне Ps � О и на поверхности приемника практи
чески совпадают с давлением р0 в падающей волне (в свободном поле), 
тогда Fэкв = p0S. В случае больших волновых размеров диафрагмы на 
ее поверхности возникает дифракция и сила Fэкв = kдp0S, где kд -
коэффици�нт дифракции. Коэффициент kд - величина комплексная. 
На рис. 8. 1 2  показаны зависимости модуля l kд l от волнового диамет
ра D/A..  
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Рис. 8 . 1 2 .  Зависимость коэффициента 
дифракции от волнового диаметра для 
круглого поршневого диска (1) ,  пуль
сирующего цилиндра (2) и цилиндра, 
экранированного на 180" жестким 
экраном (3) 

Рис. 8.13. Эквивалентная элек
трическая схема приемника 

Если форма колебаний диафрагмы задана функцией [(;: ) коорди· 
нат поверхности, Fэкв = kдPoScp • где Scp = S f(P'a )dS - средняя поверх· 
ность диафрагмы. s 

Эффективность приеминка как акустико-электрического преоб· 
разователя оценивают ч у в с т в и т е л ь н о с т ь ю  п р и е м и н к а .  
Ее определяют как отношение напряжения холостого хода на выходе 
приеминка к звуковому давлению в свободном поле в точке нахожде· 
ния приемника: 

(8.4 1 )  

Если к приеминку подключено большое сопротивление нагрузки Zн 
(практически холостой ход), напряжение на его клеммах равно ЭДС Е. 
Когда приемник нагружен на согласованное сопротивление Zн = Z'вн 
(где Z'вн - внутреннее (выходное) сопротивление), развиваемое им 
напряжение на выходе U = O,SE и чувствительность будет вдвое мень· 
ше, чем при холостом ходе. 

Отношение (8.4 1 )  определяет с т а н д а р т н у ю  ч у в с т в и т е л ь ·  
н о с т ь п о  п о  л ю • отношение Иx.Jr на его выходе к звуковому давле· 
нию на диафрагме называют ч у в с т в и т е л ь н о с т ь ю  п р и е м и н к а 
п о  д а в л е н и ю . 

Иногда чувствительность приеминков выражают не в вольтах на 
паскаль (В/Па), а в децибелах, принимая за эталонный уровень 
М 0 = 1 В/Па. Таким образом, уровень чувствительности определяют 
равенством М' = 20 lg (М/М0). Так как М < М0 , то М ' < О. Если принять 
М0 = 1 мкВ/Па (такой уровень встречается), то М ' > О. 

Чувствительность М является функцией частоты; при резонансном 
характере функции ширину полосы частот определяют на уровне 
- 3 дБ (0,707 чувствительности при резонансе). 

Приемник можно представить (на основании теоремы Тевенина) 
как генератор, ЭДС которого равна напряжению на его разомкнутых 
клеммах, а внутреннее сопротивление равно электрическому сопро
тивлению преобразователя. Напряжение Их.х определяют из равенства 
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(8.4 1 ): Их.х = MpfJ.' внутреннее сопротивление - из эквивалентной схе
мы (см. рис. 8. 1 1 J .  

Примем Fэкв = p0Scp • z = Zs + rм.п + ix = rм + iхм и приведем схему 
к электрической стороне (рис. 8. 1 3) .  Для этого пересчитаем силу 
и сопротивления: p0Scp /N = Иэм; rм /N2 = Rм; Хм/N2 = Хм. Полученная 
эквивалентная схема позволяет определить чувствительность по полю 
и электрический импеданс приемника. Полагая Z0 = ± iX0 , находим 

p0Scp /N ± ip0X0Scp /N 
Их.х = __ __::....___ __ (± iXo ) = 

/N2 . /N2 + ·х Rм + iХм ± iX0 rм + !Хм - 1 0 

Соответственно чувствительность холостого хода 

М = Их.х fРо = ± iX0ScpN[rм + i (хм ± X0N2)] - 1 • {8.42) 

Величина ±iX0/N2 представляет собой приведеиное к механической 
стороне статическое реактивное электрическое сопротивление, т. е. 
она отражает реакцию электрических колебаний. Механический импе
данс приемника равен z = rм + i (хм ± X0N2 ), электрический импеданс 

(8.43) 

Порядок расчета чувствительности следующий: пересчитав сопро
тивление ± iX0 на механическую сторону, определяем скорость коле
баний v0 = Fэкв lz = p0Scp /Z, далее трансформируем v0 на электрическую 
сторону, находим силу тока 1 = Nv0 = p0ScpN/zи напряжение Их.х = IZ0 = 
= ± iX0p0ScpN/Z; после деления Их.х на давление в падающей волне 
получаем выражение (8.42). Откуда следует условие резонанса преоб
разователя-приемника Хм ± X0N2 = О или 

{8.44) 

В полученную формулу входят и механические и электрические 
(приведенные) �еактивные сопротивления, поэтому частоту w �- назы
вают ч а с т о т о и  э л е  к т р о м е х а н  и ч е с к о г о  р е з о н а  н с а .  Напом
ним, что частоту механического резонанса Wp определяют из уравне
ния Хм = х + Xs = О. В зависимости от знака Х0 (индуктивность или 
емкость) частота w � может быть как меньше, так и больше частоты Wp ·  

При трансформаторном включении нагрузки Zн на  приемник с вы
ходным сопротивлением Zвн коэффициент трансформации n выбирают 
из хсловия согласования приемника с нагрузкой (Zвн = Z�) и 
n = ..J Zн/Zан · В этом случае напряжение на нагрузке будет Ин = O,SnUx.x = 
= O,SUx.x {Zн/Zвн · Таким образом, напряжение на fгласованной 
нагрузке приемника пропорционально отношению Их.х l Zвн· Поэтому 
эффективность приемника также оценивают у д е л ь  н о й  ч у  в с т в и 
т е л ь  н о с т ь ю , под которой понимают отношение чувствительности 
холостого хода к корню квадратному из модуля внутреннего сопро
тивления приемника: 

М уд = Mx.x f .J Zвн , (8.45) 
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измеряемое в В/(Па · Ом1 12) .  Как видно, при одинаковой чувствитель
ности Мх.х приемников, работающих на согласованные нагрузки, 
эффективнее будет приемник с меньшим внутренним электрическим 
сопротивлением: чем ниже Zвю тем меньше падение напряжения и тем 
больше напряжение на нагрузке. 

ГЛАВА 9. ПЬЕЗОЭЛЕКТРИ ЧЕСКИЕ 
ПРЕОБРАЗОВА ТЕЛИ 

Пьезоэлектрический эффект заключается в том, что при деформа
ции некоторых кристаллов в определенных направлениях они поляри
зуются, причем величина поляризации пропорциональна деформации. 
Это явление было названо п р я м ы м  п ь е з о э ф ф е к т о м .  Изменение 
размеров кристалла под действием приложеиного к нему электриче
ского поля, т. е. о б р а т н ы й  п ь е з о э ф ф е к т ,  также является линей
ным: величина деформации пропорциональна полю. Таким образом, 
пьезоэлектрические кристаллы могут быть использованы в · качестве 
линейных и обратимых электромеханических преобразователей. 

Наличие пьезаэффекта у ряда кристаллов обусловлено тем, что электриче
ские заряды атомов, составляющих кристаллическую решетку пьезокристалла, 
неуравновешены. Под действием внешнего электрического поля изменяется 
взаимное расположение атомов решетки, а следовательно, и размеры кристалла. 
При воздействии внешней силы, деформирующей кристалл, также изменяется 
расположение атомов решетки, в результате чего внутри кристалла меняется 
электрическое поле и появляется поляризация у всего кристалла, а между эле
ктродами - разность потенциалов. 

В 1944 г. Б. М. Ву л и И. М. Гольдмаи в СССР открыли новый сегнетоэлектрик -
титанат бария (тибар). Сегнетоэлектрическим веществам благодаря особен
ностям внутренней структуры присуша в некотором интервале температур 
спонтанная поляризация. Для них характерно наличие т е мп е р а т ур ы  К ю р и ,  
ниже которой кристалл разбит на спонтанно поляризованные области (домены), 
причем поляризация в различных доменах ориентирована по разным направле
ниям. При действии внешнего электрического поля происходит переориентация 
доменов и появляется поляризация у кристалла в целом. Выше температуры 
Кюри спонтанная поляризация разрушается тепловым движением. При темпера
турах ниже точки Кюри все сегнетоэлектрики обладают пьезоэлектрическими 
свойствами. 

Сегнетоэлектрики обычно используют в поликристаллическом виде, полу
чаемом по обычной керамической технологии. Сегнетоэлектрическая керамика, 
заполяр.изованная электрическим полем и превращенная таким образом в пьезо
электрический материал, получила название пьезоэлектрической керамики или 
пьезокерамики. 

Для улучшения свойств и повышения их стабильности в пьезокерамику 
тибара вводят модифицирующие добавки. В 1952 г. был открыт пьезоэлектрик 
ниобат свинца, а затем ряд твердых растворов на его основе. Особенно вь1сокими 
пьезоэлектрическими свойствами и стабильностью обладают твердые растворы 
на основе титаната-циркона та свинца с различными добавками. 
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Большая эффективность действия, возможность изготовления 
чувствительных (активных) элементов любой формы и возбуждения 
различных видов колебаний, широкий частотный диапазон пьезо
электрических преобразователей обусловили успешное использование 
их в гидроакустических антеннах. 

§ 9. 1 . Свойства кристаллов и основные соотноwени11 
пьезоэлектрического эффекта 

Пьезоэлектрический кристалл является и конденсатором, и элект
ромеханическим преобразователем, поэтому для полной характеристи
ки его работы надо рассмотреть его упругие, диэлектрические и пьезо
электрические свойства. 

Некоторые сведения о кристаллах. Всякий кристалл представляет 
собой твердое однородное анизотропное тело, его физические свойства 
описываются тензорами. Различаются кристаллы по своей симметрии, 
которая выражается как во внешней форме, так и в особенностях 
протекания физических процессов. 

Выделим в деформированном теле элемент в виде бесконечно 
малого куба с ребрами, параллельными осям х, у, z, и рассмотрим 
упругие напряжения, действующие на грани элемента (рис. 9. 1 ) .  Эти 
напряжения могут быть представлены как результат приложения 
равнодействующей силы в центре каждой грани. Разложив напряже
ния Т на составляющие (компоненты) по координатным осям, получим 
девять возможных компонент, образующих тензор второго ранга Tik · 
Первый индекс в Tik указывает направление силы, вызывающей эту 
компоненту напряжения, второй индекс - грань куба, на которую 
действует сила (напряжение); при этом осям х, у, z придают соответ· 
ственно номера 1 , 2, З. Таким образом, три компоненты Т1 1 , Т22 , Т3 3 
изображают нормальные напряжения, остальные шесть - напряжения 
касательные. Из условия статического равновесия куба относительно 
оси вращения следует равенство Tik = Tki• и напряжение в каждой 
точке деформированного тела оценивают девятью компонентами, 
шесть из которых попарной равны. 

Для сокращения числа индексов t х1 компонент тензора напряжения двой
ные индексы заменяют одиночными, 
полагая Т1 1 = Т1 , Т22  = Т2 , Т3 3  = Т3 , 
Т23  = Т4 , Т1 3 = Т5 , Т1 2  = Т6 •  Это озна
чает переход от тензорных обозначений 
к матричным. 

При упругой деформации каждая --.,!.z 
частица тела претерпевает смещение. 
Если обозначить составляющие смеще· 
ния по осям через 6 1 , 6 2 , 6 3 , то вели· 
чины д6 1 /дх = S1 , д6 2/ду = S2 , д6 3/дz = Рис. 9 . 1 .  Наnряжения в ynpyro-
= S3 представляют относительные деформированном злементе 
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удлинения в направлении осей и называются л и н е й  н ы м и д е 
ф о р м а ц и я м и .  Сдвиговые или у г л о в ы е  д е ф о р м а ц и и  опреде
ляются как д� 2/дz + д� 3/ду = S4 , д� 1 /дz + дs 3 /дх = S5 , д� 1 /ду + д� 2/дх = 
= s6 . Деформации sik = ski оценивают изменение угла между двумя 
отрезками, параллельными осям i и k до деформации. Например, 
S�t - это угол сдвига в плоскости zOy. Угловые деформации Sj (j = 4, 5, 
6) выражают суммой двух равных углов, на которые сдвигаются ребра 
параллелепипеда по отношению к соответствующим осям. 

Все компоненты линейной и угловой деформации образуют тензор 
второго ранга [S]. 

Линейную зависимость между напряжениями Т и деформациями S 
устанавливает закон Гука, справедливый для малых деформаций. 
Закон Гука для компонент напряжений и деформаций сокращенно 
записывают в виде 

б 
Ti = .L Cij Sj = Cij Sj , i, j = 1 ,  2, . . .  ' 6 (9. 1 )  

j= l  
или в матричной форме [T]= [c ][S], где [с]- м а т р и ц а  м о д у л е й  
у п р у  г о с т и , имеющая шесть строк и шесть столбцов. Вследствие 
равенства Cij = Cji число модулей упругости уменьшается с 36 до 2 1 ; 
например, в кристаллах кубической системы всего три модуля упру
гости. 

Обобщенный закон Гука записывают также в виде 

(9.2) 

или [S) = [s ][T], где [s ] = [с]- 1 - м а т р и ц а  м о д у  л е й  г и б к о с т и  
(податливости). 

Соотношения пьезоэлектрического эффекта. ЭлектричесiS,Qе состоя
ние пьезокристалла характеризуют векторы напряженности Е электри
ческого поля и поляризации Р, связанные соотношением 

(9.3) 

где emn - абсолютная диэлектрическая проницаемость материала; 
е 0 - электрическая постоянная; Pm , En - компоненты векторов. 

Матрица [е ] содержит три строки и три столбца и представляет тен
зор второго ранга. Благодаря соотношению emn = enm число независи
мых проницаемостей в общем случае равно шести. 

Компоненты вектора электрической индукции определяют по вы
ражению Dm = emnEn и, согласно соотношению (9.3): 

(9.4) 
В пьезокристалле электрическая поляризация обусловлена не 

только полем, но и деформацией, причем в случае малых деформаций 
поляризация пропорциональна деформации, т. е. у р а  в н е н и е 
п р  я м о г о п ь е з  о э ф ф е к т а имеет вид 

Pm = emk Sk , т = 1 ,  2, 3; k = 1 ,  2, . . .  , 6 (9.5) 
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или [Р ] = [e ][S], где [е ]- м а т р и ц а  п ь е з о э л е к т р и ч е с к и х  
п о  с т о я н н ы х кристалла, содержащая три строки и шесть столбцов. 

При наличии электрического поля и деформации поляризация 

(9.6) 

электрическая индукция 

(9.7) 

Из формулы (9 .7) видно, что Emn есть диэлектрическая проницае
мость заторможенного кристалла (Si = 0), обозначим ее e�n · Из выра
жения (9.6) следует, что emi устанавливает зависимость между Pm и Si 
в отсутствие электрического поля в кристалле (En = 0). Такое условие 
будет выполнено при коротком замыкании электродов, наложенных 
на грани кристалла. Если электроды отсутствуют или разомкнуты, 
то индукция при деформации кристалла равна нулю, т. е .  Dm = е�пЕп + 
+ emi Si = О , откуда видно, что En i= О. Таким образом, если к кристаллу 
не приложено внешнее поле, это не означает, что поле в кристалле 
отсутствует, так как оно может быть вызвано деформацией. 

О б р а т н ы й п ь е з о э ф ф е к т заключается в деформации кристал
ла, вызываемой электрическим полем в нем. Если приложять к кри
сталлу внешние силы, чтобы устранить эти деформации, то в кристалле 
возникнут упругие напряжения, пропорциональные компонентам 
поля: 

(9.8) 

где enk - пьезоэлектрические постоянные кристалла, входящие в урав
нение (9.5) прямого пьезоэффекта. В соотношении [Т]= - [е ][Е] матрица 
[е] определяет напряжения, возникающие в заторможенном кристалле 
под действием заданного электрического поля. 

При Н�V�Ичии в кристалле электрического поля и деформации 
напряжения Tk будут равны 

(9.9) 

Модули упругости cki связывают компоненты напряжения и деформа
ции при En = О , т. е.  в отсутствие поля; их обозначают C�i · 

Решая уравнения (9.9) относительно компонент деформации, 
получим 

(9. 1 0) 

где 

(9. 1 1 ) 
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В соотношении [S] = [d][E] матрица [d] оnределяет деформации, возни
кающие в свободном (от наnряжений) кристалле nри заданном nрило
жеином nоле, ее называют м а т р и ц ей n ь е з о э л е к т р и ч е с к и х 
м о д у л е й .  

Исnользуя равенства (9.1 0) и (9.11 ), введем nьезомодули в выра
жение (9. 7) для индукции: 

где 

.. т = ., s + е  ·d . "' mn " mn m} n} • 

(9.1 2) 

(9. 13) 

Из соотношения {9.1 2), следует, что е �n есть диэлектрические nрони
цаемости кристалла nри отсутствии в нем уnругих наnряжений. 

На основании формул (9.1 2), {9.1 0) и (9.4) можно за основные урав
нения nрямого и обратного nьезоэффекта соответственно nринять 

(9. 1 4) 

где Pi - nоляризация, вызванная механическими наnряжениями nри 
отсутствии внутри кристалла электрического nоля; Si - деформация, 
вызванная электрическим nолем в отсутствие наnряжений (внешних 
усилий). 

Зависимость уnругих констант кристаллов от их электрического состояния 
объясняется nьезоэлектрической реакцией на уnругость: nри уnругих nроцессах 
вследствие nрямого nьезаэффекта возникает nоляризация, вызывающая, в свою 
очередь, изменение механического состояния, которое обусловлено обратным 
nьезаэффектом (если Е +  0). Таким образом, в nьезакристалле кроме nроцесса 
Т -+ S (или S ... Т) возможен вторичный эффект Т -+  Р -+ Е  -+ S (или S -+  Р ... Е -+ Т), 
nриводящий к изменению деформации или наnряжения и, следовательно, 
уnругих nостоянных. 

Связь между nостоянными сЕ, sD, es, е Т устанавливает соотно
шение [9] 

(9. 1 5) 

В зависимости от того, какие nеременвые (Т, Е, S, D) nриняты за 
аргументы и какие за функции, nолучим систему уравнений {9. 7) и 
(9.9) или (9.1 0) и (9.12). Каждая из nостоянных, входящих в указанные 
уравнения, отражает различные стороньi nьезоэлектрического эффекта 
и отвечает разным состояниям кристалла. Так, nьезоэлектрическая 
nостоянная в уравнении (9.7) оnределяет электрическую индукцию 
(nоляризацию), вызываемую заданной деформацией в отсутствие 
электрического nоля в кристалле, а в уравнении (9.9) - механическое 
наnряжение, возникающее в закреnленном кристалле nод действием 
заданной наnряженности электрического nоля. Пьезоэлектрический 
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модуль, согласно уравнению (9. 1 0), определяет деформацию, возни
кающую в свободном кристалле при данном электрическом поле, а сог
ласно уравнению (9. 1 2) - электрическую индукцию (поляризацию), 
обусловленную заданным механическим напряжением в кристалле 
при отсутствии электрического поля. 

§ 9.2. Энергетически й  коэффи циент 
электромеханической свнэи 

Отношение eSJe T или, что то же, отношение емкостей заторможен-
' ного и свободного кристаллов, равно как и отношение упругих 

постоянных при разомкнутых и замкнутых электродах, может быть 
показателем эффективности пьезоэлектрического преобразования 
энергии. 

Если подвести к кристаллу разность потенциалов, в нем накапли
вается определенное количество электрической энергии, часть кото
рой благодаря пьезоэлектрическому эффекту расходуется на деформа
цию кристалла и переходит, следовательно, в механическую энергию 
упругих деформаций. Мерой эффективности кристалла как электро
механического преобразователя является отношение генерируемой 
в кристалле механической энергии к полной запасаемой в нем элект
рической энергии; это отношение назовем э н е р г е т и ч е с к и м 
к о э ф ф и ц и е н т о м  э л е к т р о м е х а н и ч е с к о й  с в я з и  (КЭМС) 
и обозначим k2 • Коэффициент k2 можно также определить как отноше
ние электрической энергии, генерируемой в кристалле при его дефор
мации, к полной накапливаемой в нем механической энергии. 

Плотность полной энергии кристалла, которой он обладает в сво
бодном состоянии при заданной напряженности электрического поля, 
пропорциональна проницаемости е т. У заторможенного кристалла при 
этом же поле плотность энергии пропорциональна проницаемости es. 
Очевидно, разность этих плотностей энергии равна плотности механи
ческой энергии, обусловленной деформацией. Согласно определению, 
получаем k2 = (е Т - eS)je T = 1 - r,Sfr, T или с учетом соотношения (9. 1 5) 

e5fe T = sfJfsE = 1 - k2 • 

Из равенства (9. 1 3) с учетом (9 . 1 1 ) находим 

e5fe T = 1 - d2/(sEe T). 

Сопоставляя (9. 1 7) и (9. 1 6), получаем 

(9. 1 6) 

(9. 1 7) 

(9. 1 8) 

Коэффициент k2 определен для статического режима (практически 
для низких частот) . Выражение (9. 1 8) показывает, что величину k2 
определяют исключительно постоянные материала пьезоэлемента, 
поэтому k2 называют КЭМС материала. 
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Величина k2 зависит от направления электрического поля и харак
тера рабочих деформаций или, иначе, для каждой системы упругих 
граничных условий и каждой ориентации электрического поля суще
ствует свой КЭМС. Для пьезокерамики за главные КЭМС принимают 
k33 , k3 1 или kp - для поля, параллельного оси z, и k 1 5 - для поля, 
перпендикулярного оси z. Например, выражение для k� 3 в соответ
ствии с формулой (9. 1 6) следующее: 

р = 1 - SE fsD = 1 - ESз 1 = 0/r J  з з  з з  з з  3 3  з з · 

Так как Е т >  Es , то емкость с т свободного пьезаэлемента больше 
емкости с8 заторможенного. Имея в виду пьезаэлемент с плоскими 
электродами площадью Sэл и расстоянием между электродами l\ , 
запишем 

с Т = Е �nSэл fll = (E�n + d�ifsblSэлfll = С8 + k2CT. 

Как видим, электрическая схема пьезаэлемента содержит две парал
лельна включенные емкости cs и k2Ст = Сд, причем емкость Сд обяза
на пьезаэффекту или деформации nьезоэлемента. КЭМС k2 можно 
определить как отношение дополнительной емкости, обусловленной 
пьезоэлектрическим эффектом, к емкости свободного пьезоэлемента: 

(9. 1 9) 

В динамическом режиме, когда на пьезаэлемент действуют пере
менвые нагрузки (знакопеременные электрические и механические 
напряжения), распределение плотности электрической и механической 
энергий по объему меняется, т. е. зависит от координат. В таком случае 
КЭМС колебательной системы преобразователя зависит от характера 
колебаний, распределения деформаций и напряжений по объему. 
КЭМС преобразователя называют э ф ф е к т и в н ы  м и обозначают k;Ф. 

Общая эквивалентная схема преобразователя в динамическом 
режиме имеет вид параллельна соединенных статической емкости с8 
и бесконечного числа цепiек-контуров LiCi, резонансная частота 
каждого из которых Wpi = 1/ LД. Аналогично выражению (9. 1 9) эффек
тивный КЭМС для i-й резонансной частоты 

k;ф i = f Ci [C8 + f Ci ] - 1 = [ f Сi ]/Ст. (9.20) 
i= l i=l  i = l  

Сумма емкостей Ci определяет накапливаемую в преобразователе 
энергию, обусловленную механическими колебаниями, а емкость С8 -
электрическую энергию, запасаемую в заторможенном преобразовате
ле. Емкость ст измеряют на частоте значительно ниже основной резо
нансной частоты. 

Для частоты первого резонанса эффективный КЭМС 

k2 = С [CS + f С·] - 1 = С  [С + cs + f Ci ] - 1 = С  /Ст, эф 1 1 i=l  1 1 1 i=2 1 
где ст = С + с8 + f С· = С + С 1 i=2  1 1 о ·  
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Эквивалентная электрическая схема 
nреобразователя, когда он работает в обла
сти основной резонансной частоты, содержит 
nоследовательную цеnочку Lд - Сд (динами
ческие nриведеиные nараметры) и nараллель· 
но с ней соединенную емкость С0 (рис. 9.2) . о 
Из формулы (9.2 1 )  С1 = k;Фст, а С1 = ст - С0 , 
следовательно, С0 = СТ(I - k;ф). Здесь и Рис. 9.2 . Электрическая 
далее k;Ф есть КЭМС для низшей резонан- схема nьезаэлемента 
сной частоты. 

Коэффициент k�Ф можно связать с резонансными частотами схемы 
(см. рис. 9.2). Для этого оnределим электрическую nроводимость схемы . · [ 1 ] - 1 • wC0 [ 1 - (w/wp)2 ] + w Сд 

Y = rw C0 - r wLд - -- = r  . 
w сд 1 - (w/wp)2 

(9.22) 

>езонанс настуnает nри Im У = оо или w = wP = 1/ .J L д С д , антирезонанс -
1ри частоте w = W a ,  отвечающей условию Im У = О или 

С0 ( 1 - w2 /w �) + Сд = О. 

lз_ этого условия с учетом формулы (9. 1 9) nолучим 

1 - w�/w� = Сд/(С0 + Сд) = k�Ф · (9.23) 

Таким образом, зная частоты резонанса и антирезонанса, наnример, 
змерив чаетотную зависимость nроводимости или имnеданса, легко 
ассчитать эффективный КЭМС. 

Следует отметить, что k�Ф. меньше, чем КЭМС материала k2 , оnре
еляемого no формуле (9. 1 1SJ. В случае единственной резонансной 
астоты (наnример, у тонкого кольца малой высоты) k�Ф = Р. 

На рис. 9.2 эквивалентная схема nреобразователя nриведена к его 
1ектрическому входу и, следовательно, отражает nоведение nреобра
)Вателя с электрической стороны. Элементы L д и С д эквивалентны 
еханическим nараметрам - массе и гибкости. Выражая их через 
ЭМТ (см. § 8.2), nолучим Lд = fnэквiN2 ; С д = СзквN2. Исnользуя форму
{ (9.2 1 ), находим 

(9.24) 

Единицы измерения nостоянных и соотношения для nеревода их 
единицы СИ следующие: 

cik = 1 Н/м2 = 10 дин/см2; sik = 1 м2/Н = 0, 1 см2/дин; 

emk = 1 Кл/м2 = 3 · 105  ед. СГСЭ/см2; dmk = 

= 1 Кл/Н =  3 · 1 04 ед. СГСЭ/дин. 
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§ 9.3. Пьезоэлектрически й  эффект поли кристалли ческих 
сегнетоэлектри ков 

Пьезоэлектрические активные элементы Г АП можно изготавливать 
из естественных кристаллов (кварц, турмалин), синтетических кристал· 
лов (сегнетова соль, дигидрофосфат аммония) и поликристаллических 
материалов (пьезокерамика различных составов). 

В соответствии с равенствами (9. 1 4) уравнения прямого и обратно· 
го пьезаэффекта монокристалла ВаТЮ3 принимают вид 

Физические свойства пьезокерамики зависят от ее состава, чистоп 
исходных материалов, технологии изготовления и условий поляри 
зации. К технологии производства пьезакерамических элементоJ 
предъявляют высокие требования для обеспечения одинаковы 
свойств элементов. 

Если из поликристаллического сегнетоэлектрика изготовле 
параллелепипед и поляризован в одном направлении (напримеJ 
по оси z), то в нем можно вызвать нормальные и касательные напрs 
жения. Пьезоэлектрические свойства пьезокерамики определяю· 
естественно, составляющие ее монокристаллы. 

Твердые растворы на основе цирконата·титаната свинца получил 
наименование составов ЦТС, они обладают существенными пьез1 
электрическими свойствами, малыми диэлектрическими потерямJ 
температурной и временной стабильностью. К достоинствам пьезокер 
мики относят также высокие значения КЭМС и диэлектрическс 
проницаемости, малые механические потери. К недостаткам - малу 
механическую прочность, старение, зависимость параметров от темп 
ратуры и одноосного статического сжатия. 

В табл. 9 . 1 приведены значения упругих, электрических и пьез 
электрических постоянных некоторых пьезакерамических матери 
лов: ТБ- 1 (титанат бария); ТБК·З (титанат бария-кальция); ЦТСНЕ 
(цирконат-титанат свинца-натрия-висмута), ЦТС- 1 9, ЦТС-23 (циркон� 
титанат свинца); ЦТСС- 1 (цирконат-титанат свинца-стронция); ЦТБС 
(цирконат-титанат бария-свинца); НБС- 1 (ниобат бария-свинца). 

Пьезакерамический (активный) элемент как основная дета 
всякого пьезоэлектрического преобразователя в зависимости 
геометрической формы, расположения на нем электродов и способа 
включения может совершать различные колебания. Форма колебан 
активного элемента Г АП в большой степени определяет его эффекп 
ность как преобразователя энергии. Наиболее часто в Г АП использу 
продольные колебания стержней, поперечные поршневые колебан 
(по толщине) пластин, изгибные колебания опирающихся и закрепЛI 
ных по краю пластин, пульсирующие колебания тонких сферическ 
оболочек. 
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-. 

N 
� 
1 

Постоянная 

р, кг/м3 

уЕ · 10 -1 1  па 1 , 
уЕ · 10 - 1 1  па 3 ' 
sE · 10 1 2 м2/Н 1 1  ' 
sE · 10 1 2  м 2/Н 1 2  ' 
SE · 10 12 м 2/Н 33 ' 

Е с 1, м/с 
с�, м/с 

е;/е 0 
Р э · 1о-� ом · м  
Тр · 1о-в, Па 

d3 1  · 10 1 0, Кл/Н 
d33 · 10 1 0, Кл/Н 

kэ 1  
kээ 
tg б nри Е, кВ/м : 

,.; s  
100 
200 

��·с 

ТБ-1 

5300 
1 ,05 
-
8,9 
-
10,7 
4600 
4200 
1500 
0,1  
0,2 
- 0,45 
1,00 
0,2 
0,5 

2,0 
3,0 
-
120 
400 

Класс ! 

ЦТСНВ·1 ЦТС-19 

7300 7330 
0,62 0,72 
0,49 0,60 
16,3 15,1 
- 4,55 - 5,50 
20,2 16,0 
2900 3120 
2600 3000 
2200 1540 
10  10  
0,2 -

- 2,0 - 1,57 
4,30 3,63 
0,34 0,26 
0,72 0,60 

1,9 3,5 
9,0 8,0 
12 -
250 290 
60 70 

--- -- --- --· -y .. ....,.a.vo ntiA.ul.-upыx марок 

Класс li 
ТБК-3 ЦТС-23 ЦТСС·1 ЦТБС-3 HBG-1 

5400 7400 7300 7200 5600 
1 ,15 0,74 0,89 0,82 1 ,12  
1 ,05  0,67 0,79 0,75 1 ,00 
8,4 13,2 - 1 1 ,3 1 1 ,6 
- 2,45 - - - 3,35 - 3,14 
9 ,5  15,0 - 13,5 12,9 
4700 3200 3500 3500 4460 
4400 3000 3300 3200 -
1200 1 100 1000 2300 2000 
1,0 50 0,5 10  100 
0,18 0,18 0,19 0,2 0,2 
- 0,51 - 0,75 - 0,8 - 1,60 - 0,87 
1 ,13  1,50 1,8 3,20 1 ,83 
0 ,17  0,20 0,26 0,32 0 ,17  
0,37 0,41 0,55 0,65 0,34 

1 ,3  0,75 0,7 1 ,2  1 ,0  
2 ,5  2 ,0  1 ,0  2,0  -
4,0 3,5 1,5 3,0 -
105 285 260 180 245 
450 300 - 350 -

П р  и м е ч  а н и е ;  значения всех nостоянных измерены nри температуре 16 • . .  20 'С; р - nлотность; У1 и s1k - модули уnругости и nода тли· 
в ости; с1 - скорость звука; е Т /е 0 - относительная диэлектрическая nроницаемость; Рэ - удельное объемное электрическое сопротивление; 
Тр - nредел nрочности при статическом растяжении; d1k - пьезоэлектрический модуль; k1k - КЭМС; lк - температура (точка) Кюри; Qм - ме· 
ханическая добротность в воздухе. 



§ 9.4. Продольные копебани.н пьеэоэпектрического 
стержн.н 

Возбудить колебания по длине стержня можно двумя способами: 
использованием поперечного и продольного пьезоэффекта. Рассмотрим 
продольные колебания пьезекерамического стержня при поперечном 
пьезоэффекте. Пусть упругий стержень длиною l с малыми поперечны· 
ми размерами (Ь « l, б « l) подвергается растягивающим или сжимаю· 
щим усилиям вдоль оси х {рис. 9.3, а). Если размеры Ь и б малы по срав· 
нению с длиной упругой волны в стержне на рабочей частоте, то можно 
пренебречь составляющими сил инерции по осям у и z. Тогда только 
составляющая напряжения Т1 (х) не равна нулю, и задача становится 
одномерной. 

Уравнения движения. Движение стержня по оси х описывает урав· 
нение (7.34): 

{9.25) 

где � (х) - смещение элемента стержня по оси х. 
Для решения задачи об электромеханических колебаниях стержня 

необходимо уравнение {9.25) дополнить уравнениями пьезоэффекта. 
Если электроды нанести на грани, перпендикулярные оси z, и прило· 
жить электрическое напряжение И (обратный пьезоэффект) вдоль этой 
оси, то составляющая напряженности Ez не меняется по длине стержня 
и равна Е3 = И/б . Внешние силы F1 и F2 действуют в перпендикуляр
ном к полю Ez направлении, т. е. используется поперечный пьезоэф
фект. В соответствии с выражениями {9. 1 0) и {9. 12) применим уравне
ния пьезеэффекта 

Подставим в уравнение {9.25) значение Т1 из первого уравнения {9.26) 
и учтем эквипотенциальность электродов, т. е. dE3/dx = О, тогдг 
получим 

{9.27 

где с1Е = {psf1 )- 1 1 2 - скорость распространения продольных вош 
в стержне при Е =  О (электроды замкнуты накоротко). 

При гармоническом возбу.ждении Е3 = Вт ехр (iw t) решение урав 
нения {9.27) представляет функция 

� (х, t) = [А sin (kx) + В cos (kx)] ехр {iw t), {9.2Е 

где k = w/c� = w /PS� 1 - волновое число в материале стержня. 
Подставим значение Е3 в первое уравнение {9.26) и определю 

механическое напряжение в стержне 

Т1 = { 1 /sf1 }�/dx - (d3 1 /sf1 }U/б . 
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а) 
у 

z 

Рис. 9.3. Пьезоэлектрический стержень 
(а) и его эквивалентная схема nри nо
nеречном nьезаэффекте (б) 

C0 = cS; xo = Pcfs 

Для напряжений на концах стержня это выражение принимает вид 
двух граничных условий 

т = - -1 1 
д

� 1 1 х = о 5� 1 
д
х х = о 

(9.29) 

При прямом пьезаэффекте и разомкнутых электродах суммарный 
поток индукции через диэлектрик равен нулю. Используем это усло
вие для определения Е3 • Выражение для индукции примем в форме 
уравнения (9.7): 

(9.30) 

Связь между eS и еТ в этом случае [см. выражение (9. 1 3)]: е� 3 = е�3 ( 1 -
- k� 1 ). Согласно формупе (9. 1 8), КЭМС равен 

(9.3 1 )  
1 

Поток индукции равен SS  D3dxdy = l S D3dx = О . После подстановки 
о 

выражения (9.30) и интегрирования находим 

·де � 1 , � 2 - смещения торцов стержня; (� 2 - � 1 )/1 - средняя линейная 
:�;еформация стержня. 

Импеданс и резонансные частоты свободного стержня. Пусть торцы 

:тержня свободны, т. е. Т1 1х = 0 = Т1 1х = 1 = О. Используя эти граничные 
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условия и выражение (9 .28) , найдем произвольвые постоянные А и В, 
а затем функцию смещения 

� (х, t) = [d3 1/(k6 )][ sin (kx) - tg (kl/2) cos (kх)]Ит ехр (iw t). (9 .32) 
У становим связь между силой тока и напряжением. Для этого 

определим деформацию д� /дх, подставим в выражение (9.30) и, учи
тывая (9.3 1 ), получим 

D3 = { е�3 + e �3k� 1 [  cos (kx) + tg (kl/2) sin (kx)]} х 

Х (Иm/6 ) ехр (iw t) . (9.33) 

Сила тока /, протекающего по пьезоэлектрическому стержню, вы
ражена через плотность тока j = дD/дt = iwD и равна 1 = S S jdxdy = 

1 
= iwb S Ddx. Подставив выражение (9.33) после интегрирования, 

о 
получим 

I = iwC8U + i (d3 1 b/sf 1 )2[2/(рс1 S)] tg (kl/2)U. (9.34) 

Первое слагаемое представляет собой емкостный ток для заторможен
ного стержня, поскольку емкость cs = е�3Ьl/6 определяется проницае
мостью закрепленного (в направлении оси х) стержня. Во втором сла
гаемом электрическая проводимость (множитель при И )  выражена 
отношением векоторой постоянной величины (d3 b/s� 1 )2 = N2 к меха
ническому сопротивлению z = - O,Sipc� S ctg (kl/2) . Из этого следует, 
что N есть КЭМТ и второе слагаемое представляет собой динамический 
ток, обусловливающий колебания стержня. 

Определим электрическую проводимость колеблющегося стержня 
исходя из выражения (9.34): 

У = 1/U = [ iwЬI/6 ][ е�3 + e�3k� 1 2 tg (kl/2)/(kl)] . (9.35) 

Если воспользоваться соотношением (9. 1 6) , то проводимость можно 
выразить через емкость свободного стержня: 

(9.36) 

где ст = ет; 3Ьl/6 .  
На  низких частотах (kl « 1 ) t g  (kl/2) � kl/2, и тогда У= iwcт. Таким 

образом, измерением импеданса на низких частотах можно непосред
ственно определить диэлектрическую проницаемость свободного 
стержня. 

Условие kl = (2n + 1 )л соответствует резонансу: проводимость 
стержня (в предположении идеального диэлектрика) У =  "" . Низшая 
основная резонансная частота (при n = О) равна 

/0 = с� /(2/) = 1/(21 VPs1 1) , (9.37 
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ее определяют длина стержня, плотность и модуль гибкости материа
ла стержня, измеренные при замкнутых электродах. Антирезонансная 
частота fa соответствует бесконечному импедансу, т. е. нулевой про
водимости. Тогда из формулы (9.36) 1 - k; 1 + k; 1 tg (kal/2)/(kal/2) = О, 
откуда получаем условие антирезонанса 

(9.38) 

или с учетом выражения (9.37) 

(9.39) 

Как указывалось выше [см. формулу (9.23)] , КЭМС можно опреде
пить измерением частот резонанса и антирезонанса. Если положить 
ra - /0 = 11/, разложить котангенс в ряд и ограничиться одним членом, 
го получим приближенное равенство 

(9.40) 
Заметим, в частности, что при известных значениях модуля sf1 

его вычисляют по формуле (9.37), если измерена частота /0 ]  и eJ3 (ее 
)ассчитывают, если измерена емкость на частоте f « /0) можно из соот
юшения (9.3 1 ) определить пьезоэлектрический модуль. 

§ 9.5. Эквивалентные схемы пьеэоэпектрического 
стержн11 

Совместное решение уравнений движения и пьезаэффекта при 
пределеиных граничных условиях (механических и электрических) 
озволяет определить параметры стержневых преобразователей, 
е прибегая к эквивалентным схемам. Последние, однако, благодаря 
аглядности и возможности использования хорошо развитых методов 
асчета электрических схем широко применяют в теории электро
чстических преобразователей. 

Эквивалентная электромеханическая схема иенагруженного 
rержня. Пусть на торцы стержня действуют силы F1 и F2 (см. рис. 9.3, а) , 
)Гда в граничных условиях (9.29) для механических напряжений 
Iедует принять r1 1x = о = - F1/S; r1 1x = 1 = F2/S. 

Для известной функции распределения амплитуд смещения по 
шне стержня (9.28) �(х) = А sin (kx) + В cos (kx) выразим постоянные А 
В через смещения торцов � 1 и �2 : 

� 1  = � �х = о = В; � 2 = � �х = 1 = А sin (kl) + � 1 cos (kl); 
А = ( �  2 - � 1)/ sin (kl) + � 1 tg (kl/2) . 
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Вычислив деформац11и дs /дх на концах стержня, переходя от сме�
ний к скоростям (s = iW s ), учитывая соотношение с� = 1/(ps� 1с 1 )  
и изменив направление отсчета смещений и сил, с тем чтобы удлине
ние стержня было равно s 1 + s 2 , уравнения (9 .29) приведем к виду 

d3 1S pcfs . . Е kl . 
-E- U = . (s 1 + s 2) + ipc 1 S tg- s 1 - F1 ; 
S 1 1  с') j SШ (kl) 2 

d3 1S pcfs . . kl . 
-Е- U = . (s 1 + S 2) + ipc�S tg- s2 - F2 . 
S 1 1  с') j SШ (kl) 2 

(9.4 1 )  

(9.42) 

Определим силу тока через пьезоэлектрический стержень. Выше 
1 

было получено выражение для силы тока I = iw b S Ddx. Используя 
о 

выражение (9.30) для индукции, находим 

· S Е . ' 
I = ,wc V + [dз 1S/(s 1 1 6 )](s 1 + s 2) · (9.43) 

Выражения (9.4 1 )  . . .  (9.43) описывают поведение пьезоэлектри
ческого стержня как в режиме излучения, когда задана разность 
потенциалов U, так и в режиме приема, когда заданы силы F1 и F2 • 
Из этих формул следует, что электрическую и механическую части 
рассматриваемой колебательной системы можно представить связан· 
ными через идеальный электромеханический трансформатор с коэф· 
фициентом трансформации 

(9.44 

Эквивалентная электромеханическая схема иенагруженного стержю 
при поперечном пьезоэффекте изображена на рис. 9.3, б. 

Сущность сопротивлений на механической стороне схемы можнс 
установить, рассматривая область низких частот. При kl « 1 иш 
1 « Л/(2л) справедливы приближенные равенства 

- jpc� S/sin (k l) � - i [Pc� S/(kl)][ 1 + k2 12/6] = - 1/(wC�) - iWm/6; 
ipc� tg (k l/2) � iPc� Skl/2 = iWm/2, (9.4� 

где т = p lS - масса стержня; С� = s1 1 1/S - механическая гибкост 
стержня, измеренная при короткозамкнутых электродах. 

Таким образом, на низких частотах пьезостерженЪ представляе 
систему с сосредоточенными параметрами. 

Зная элементы эквивалентной схемы, можно определить амплит) 
ды скорости концов стержня при заданной разности потенциалов 
на электродах ("клеммы" F 1 и F 2 при этом попарно замкнуты, поскош 
ку торцевые поверхности стержня свободны) или напряжение холостоr 
хода Ux.x при заданных силах, действующих на торцах стержня. 
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В реальных условиях пьезоэлектрический стержень преобразова
теля нагружен (одним или обоими торцами) на среду. Во многих слу
чаях контакт со средой осуществляется при помощи дополнительных 
пассивных элементов, в частности массивных пластин-накладок или 
переходных упругих слоев. Усложнение колебательной системы стерж
невых преобразователей позволяет в определенных пределах управ
лять его свойствами, в основе чего лежит лучшее согласование преоб
разователя со средой, обеспечиваемое выбором оптимальных соотно
шений параметров активного и пассивных элементов. Так, только одна 
накладка, нагружающая торец пьезостержня, позволяет уменьшить 
размер стержня для заданной резонансной частоты, увеличить КПД, 
расширить полосу рабочих частот. 

Рассмотрим колебания в упругой среде пьезоэлектрического 
стержня, нагруженного с обоих концов накладками. 

Эквивалентная схема наrружеmюrо стержня. Пусть пьезоэлектри
ческий стержень, на торцы которого действуют силы (сжимающие или 
растягивающие) F1 и F2 , нагружен механическими С(;шротивлениями z1 
и z2 (рис. 9.4, а) . Если скqрости концов крисчлла � 1  и � 2 , то силе F1 
противодействует сила z 1 � 1 , силе F 2 - сила z2 � 2 • Условия равновесия 
сил на концах стержня, согласно условиям (9.29), запишутся сле,nую
щим образом: 

s 

s 

д� / dз 1s • - - -- U = - F + z � · 
Е 1 1 ':> 1 • дх х =  о 51 1 1\ 

у 

Рис. 9.4. Пьезоэлектрический стержень с нагруженными торцами 
(а) и его эквивалентная схема при поперечном пьезаэффекте (б) 
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Хн 
i sin (lrL)н 

Рис. 9.5. Пьезоэлектрический стержень с накладкой (а) и эквивалентная схе
ма накладки (б} 

Используя выражение для деформации торцов [см. равенство 
(9.32)], граничные условия приведем к виду 

(9.46) 

Этим уравнениям вместе с выражением (9.43) для силы тока, про
текающего через пьезостержень, соответствует схема, представленная 
на рис. 9.4, б. Подчеркнем, что схема эта приведена к стержню, т. е. 
силы F1 и F3 (есл.и они имеются) на схеме приложены к торцам пьезо
стержня, а 1; 1 и � 2 - скорости колебаний этих торцов. Нас же будут 
интересовать в режиме излучения амплитуды колебаний внешней 
поверхности накладок, а в режиме приема - силы, действующие на 
торцы пьезостержня, когда к поверхностям накладок приложены силы 
звукового поля, в которое помещен преобразователь. 

Пусть пьезостержень нагружен одинаковыми металлическими 
пластинами толщиной lн и площадью Sн соприкосновения с водой 
(рис. 9.5, а). 

Входной импеданс накладки, представляющей собой плоскопарал
лельную пластину, на которую действует сопротивление среды z0, 
определяет равенство (7.36) 

(9 .47) 

где Хн = (рсS)н; Сн = ..j(У/р)н; kн = w/сн; Рн - плотность; Ун - модуль 
Юнга материала накладки. 

Отношение амплитуд колебаний поверхностей (внешней и внут
ренней) накладки соответствует выражению (7.37): 

· � /н/� 0 = [ cos (kl)н + i (z0/x1 1) sin (kl)н] - 1 • (9 .48) 
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Чтобы построить эквивалентную схему накладки, достаточно из 
схемы, приведеиной на рис. 9.3, б, изъять электромеханический тран
сформатор, и тогда она будет отвечать стержню только как механиче
ской системе (рис. 9.5, б) .  Сила F, локазанная на рисунке, - это сила, 
с которой стержень воздействует на накладку; F 1 - внешняя сила 
(если она имеется), действующая на поверхность накладки. 

Из теории излучения лоршневой поверхности известно (см. § 3.3), 
что в случае больших волновых размеров такой поверхности сопро
тивление излучения равно z0 � (рс)вSю где (рс)в - волновое сопро
тивление воды. Также можно лолагать (ре )в « (ре )н и выражения (9.47) 
и (9.48) упрощаются: 

(рс)вSн rs 
Zн � + i (pcS)н tg (kl)н = + iхн tg (kl)н;  

cos2 (kl)н cos2 (kl)н 

� /н/� 0 � 1/ COS (kl)н. 

(9.49) 

(9.49а) 

Полученные равенства становятся недействительными при (kl}н 
близком к л/2 или, что то же, при lн близком к Лн/4 (Лн - длина волны 
в материале накладки). 

Формула (9.49) позволяет представить сопротивление накладки 
как последовательную цель из активного сопротивления излучения, 
приведеиного к торцу пьезоэлектрического стержня [ cos2 (kl)н - коэф
фициент лриведения], и реактивного сопротивления накладки. Если 
ввести в эквивалентную схему (см. рис. 9.4, б) сопротивление Zн [см . 
формулу (9.49)] вместо z1 (или z2) , то будет определена амплитуда при
мыкающего к накладке конца стержня; для нахождения амплитуды 
излучающей поверхности накладки надо воспользоваться соотноше
нием (9.48). 

Пользуясь приближенным равенством (9.49) для входного имле
данса накладки, можно составить приближенную электромеханиче
скую схему (рис. 9.6). Силы F1 и F2, локазанные на рисунке, лриложе
ны к торцам стержня (внутренней поверхности накладок). 

Эквивалентная схема пьезоэлектрического стержня при продоль
ном пьезоэффекте. В случае продольно поляризованного пьезастержня 
электроды наложены на грани Ьб , лерлендикулярные оси колебаний z 
(см. рис. 9.3). 

Решение волнового уравнения и его анализ, проводимые так же, 
как и при лолеречном льезоэффекте, дают следующие результаты: 

электрический имледанс иенагруженного пьезастержня 

Z = [iwCТ( l - k;3)]- 1 [ 1 - k;3 tg (kl/2)/(kl/2)], (9.50) 

где k = w/cD ; cD = 1/Jps/]3 - скорость распространения продольных 
волн в стержне при D = О (электроды разомкнуты); 

энергетический коэффициент связи 
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Рис. 9.6.  Приближенная электромеха- Рис. 9 .7. Электромеханическая схема 
ническая схема нагруженного пьеза- пьезоэлектрического стержня при про-
электрического стержня дольном пьезаэффекте 

частоты резонанса и антирезона.нса 

л ! л l/0 cD 1 

cD ctg � = k� з ; fa = 2J=2J [psfз (l - k� 3 )]- 1 t2 ; 

связь между частотами /0 и fа : 

[л/0/(2/а)] ctg [л/0 /(2/а)] = k�3 -

(9.52) 

(9.53) 

Эквивалентная схема иенагруженного пьезастержня (рис. 9. 7) 
имеет две особенности по сравнению со случаем поперечного пьезаэф
фекта (см. рис. 9.5, б). Во-первых, механические реактивные сопротив
ления здесь определяет модуль гибкости холостого хода sq3 ,  а не мо
дуль sf3 . Во-вторых, "действующая" упругость стержня меньше его 
фактической упругости за счет пьезоэлектрической реакции, обуслов
ленной совпадением направлений механических колебаний и элект
рического поля. Формально это выражается в наличии на механиче
ской стороне "трансформатора" сопротивления iN2/(wC0), численно 
равного приведеиному емкостному сопротивлению продольно закреп
ленного пьезостержня. Нетрудно, однако, убедиться, что на низких 
частотах влияние пьезоэлектрической реакции на упругие свойства 
стержня пренебрежимо мало. Представим с помощью формулы (9.5 1 )  
КЭМТ N = d3 3S/(sf3 1) в виде N = (k3 3S/l) .../eJ3/sf3 и рассмотрим упругое 
сопротивление при условии kl « 1 .  Получаем 

XQ N2 pcDS N2 J 
- i + i -- "" - i --� + j --- = 

sin (kl) wC0 kl we�3S 
S k�3S S S 

= - i -- + i -- = - j -- ( 1 - k2 ) = - j -- .  
1 D 1 D 1 D 3 3  1 Е w s 3 3  W s з 3 w s 3 3  W Sз 3 
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При наличии механических нагрузок на торцах стержня в виде пас
сивных накладок (или слоев), как показано выше, в схему надо будет 
ввести сопротивления этих нагрузок, включаемые в ветви механиче
ской стороны. 

§ 9.6.  П родольные колебани11 пьезоэлектрической 
пласти ны по толщи не 

Рассмотрим пьезоэлектрическую пластину, боковые размеры кото
рой 1 и Ь велики по сравнению с ее толщиной 6 (рис. 9.8). Электроды 
наложены на большие грани, перпендикулярные оси z. Можно считать, 
что по отношению к плоской волне, распространяющейся по толщине, 
пластина закреплена по боковым поверхностям, так как вдоль направ
лений 1 и Ь смещения отсутствуют. Учитывая, что индукция D3 = const, 
так как дD3/дz = О, целесообразно принять уравнения пьезоэффекта 
с независимыми переменными D и S. В этом случае уравнения имеют 
вид 

1 ез з  Е = - D  - -з s 3 s Е:зз Е:з з  
Волновое уравнение для случая D = const 

его решение 

� (z, t) = [А sin (kz) + В cos (kz)] ехр (iw t). 

(9.54) 
дz 

(9.55) 

Используя граничные условия на свободных поверхностях (Т3 = О  
при z = О  и z = 6), получим 

� (z, t) = [cDe3 3D3/(E�3cl13w )][sin (kz) -
- tg (kб/2) cos (kz)]. (9.56) 

- 2 53 -
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Сила тока через пьезопластину 1 = iыЬlD3 • Электрический импеданс 
колебательной системы 

или 

(9 .57) 

где 

(9.58) 

Из условия Z = О получаем уравнение для определения резонан
сной частоты 

(9.59) 
Максимум Z будет на частоте антирезонанса, определяемой из 

уравнения kаб = л, откуда /а = cD/(26). 
Измерив частоты /0 и /а, можно рассчитать КЭМС 

k�3 = [л/0/(2/а)] ctg [п/0/(2/а)]. (9.60) 
Эквивалентная схема рассматриваемой пьезопластины имеет вид, 

представленный на рис. 9.7, но постоянные d33/sf3 и sY3 заменяются 
соответственно на е33 и 1/сУ3 , ' так что скорость звука cD и коэффи
циент трансформации N оnределяют по выражениям 

(9.6 1 ) 
где kt = е33/ .J t�3cY3 - КЭМС для колебаний по толщине, параллель
ных направлению электрического поля. 

§ 9.7. Пьезоэлектрический стержень 
как осциппнтор 

Как показано в гл. 7, стержень (одиночный или составной) с малы
ми поперечными размерами, совершающий продольные колебания, 
в окрестности основного (низшего) резонанса можно представить 
простым осциллятором с эквивалентными параметрами (см. § 7.3). 

Коэффициент электромеханической трансформации. При анализе 
колебаний тонкого пьезокерамическоrо стержня как системы с распре
деленными параметрами было получено выражение (9.44) для КЭМТ N, 
определяемого отношениями F/U или 1/v. В последнем случае 1 - дина
мическая (определяемая механическими колебаниями) соста�ляюJЦая 
электрического тока на входе активного элемента, v = 6 1 + 6 2 -
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суммарная скорость торцов пьезостержня (см. рис. 9.2, 9.6). При попе· 
речном пьезоэффекте, согласно формуле (9.44), N = d3 1 b/sFj 1 • 

Переходя к эквивалентной схеме преобразователя, в которой 
механическая сторона представляет собой простой контур (см. рис. 8.8), 
КЭМТ Nэкв следует определять как отношение динамического тока I на 
входной стороне к скорости колебаний Vн рабочей поверхности (или 
"току" в контуре mэкв - Сэкв - т м.п - Z8). 

Отношение коэффициентов трансформации эквивалентнqго П.РОСто
го осциллятора и пьезокерамического стержня NэквiN = (� 1  + � 2 )/vн . 
Обратимся к трехсекционной колебательной системе (см. рис. 7. 1 6) 
и рассмотрим распределение скоростей по ее длине на основной резо
�;�ансной частоте. На основании формулы (9.49а) отношение скоростей 
� 1 торца стержня и vн внешней поверхности_ рабо'!еЙ накладки равно 
� )vн = cos (kl)н 1 • Связь между скоростями � !<- и � 2 можно ВЬ!Ра�ить 
через координату узловой (нейтральной} плоскости: � 1 /� 2 = 
= sin (kl ' )/ sin [k (l - 1 ' )] . Получаем 

Nэкв = N  cos (kl)н 1 { 1 + sin [k (/ - 1 ' )]/sin (k 1 ' )} . (9.62) 

Если ввести коэффициент асимметрии р = l ' /1, то формула (9. 62) прини
мает вид 

Nэкв = { 1 + sin [kl ( l - p)]/ sin (klp)} cos (kl)н l '  (9.63) 

где cos (kl)н 1 = { 1 + [(pcS)2/(pcS)� 1 ] ctg2 (klp)} - 1 1 2 • В частности, для 
стержня без накладок (р = 0,5) Nэкв = 2N; в этом случае КЭМТ опреде
ляют как отношение силы тока к скорости только одной стороны 
преобразователя - его рабочей поверхности, а не к скорости обоих 
торцов активного стержня, как при определении N. 

Получим выражение для КЭМТ пьезоэлектрического преобразова
теля [2] . Запишем уравнения, связывающие механическое и электри
ческое состояния элемента объема пьезоэлектрического стержня, 
в виде (9. 1 2) и (9. 1 О): 

(9.64) 

Подводимая к преобразователю-излучателю электрическая мощ
ность Рэ = ui, где и - напряжение на входе; i - сила тока в электриче
ской цепи. С другой стороны, Рэ можно определить в виде интеграла по 
объему активного элемента: 

Рэ = S Eп(дDm/дt)dV = S EmnEп(дEn/дt)dV +  
v v 

+ S dп;Eп(дTk/дt) dV. (9.65) 
v 

Часть электрической энергии, потребляемой излучателем и преобра
зуемой в энергию механических колебаний, называют электромеха
нической Рэм· По формуле (8.2 1 )  Рэм = uNv0 , где v0 - скорость колебаний 
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центра приведения. В равенстве (9.65) второе слагаемое определяет 
мощность Рэм • следовательно, 

uNv0 = S dniEn (дTk/дT)dV. 
v 

Отсюда находим общее выражение для КЭМТ 

N = ( 1 /(uv0 )] S dniEn (дTk/дt)dV. (9.66) 
v 

Для примера определим КЭМТ стержневого преобразователя, 
в котором используется поперечный пьезаэффект (см. рис. 9.3, а) . 
Торцы активного элемента предполагаем свободными. Такой иенагру
женный стержень был рассмотрен в § 7.4 и определены функции сме
щения, напряжения, собственные частоты колебаний и эквивалентные 
параметры, в частности Т =  (л 11,0//) sin (лх/1), где модуль Юнга У сле
дует заменить на 1 /sf1 • 

Подставив в формулу (9.66) функцию Т и значения En = и/б, дТ/дt = 
= iы Т, dni = d3 1 , dV = Sdx, получаем 

1 
Nc = - [d3 1/(uv0 )](u/б)iы� 0 ( 1/sf1 )(лS/l) S sin (лx/l)dx = 

о 

Этот результат совпадает с выражением (9.63) при /н 1 = О, р = 0,5 и 
N = d3 1 b/sf1 [см. формулу (9.44)]. 

Пьезоэлектрический стержень как СJIСТема со :многими степенями 
свободы. Анализ колебаний пьезоэлектрического стержня как системы 
с бесконечным числом степеней свободы целесообразно провести с 
помощью энергетических соотношений. Энергетический метод, предло
женный Б. С. Ароновым и положенный им в основу общей теории 
электроакустических преобразователей [2], позволяет учесть различ
ные формы энергий, участвующих в процессе работы преобразователя 
в режимах излучения и приема. В этой теории исходными являются 
уравнения Лагранжа 

d 

dt 

дW дW 
-- - -- = 0: . ' 
дsoi дsoi 

d 

dt 

дW дW 
- - - = 0 . ' 
дq дq 

где s0 i, q, и s0 i, q - соответственно обобщенные перемещения, заряды 
и скорости, токи; W = W к + W э - W в н - � Wj - для режима излучения, 
W = Wк + Wам - Wвн - � Wj - для режима приема. Здесь Wк - кинети
ческая энергия; Wвн - внутренняя; Wэ - электрическая (подводимая 
к излучателю); W ам - механическая (воспринимаемая от акустическо
го поля); � Wj - энергия, распространяющаяся в среду и в элементы 
конструкции. 

В уравнениях Лагранжа вместо потенциальной используют внут
реннюю энергию. Связано это с тем, что Wвн зависит не только от 
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деформации активного элемента, но также от его электрического 
(магнитного) состояния. 

Распределение смещений s (f, t) и скоростей v(Т, t) на рабочей 
поверхности механической системы представим в виде разложения 
по собственным формам колебаний /i(r) :  

n n 
s (Т, t) = L s0 i(t)/i(r); v(r, t) = L v0 i(t)/i(r), 

� 1  �1 
где s0 i(t) = s0 i(r0 , t) и v0 i(t) = v0 i(r0 , t) - смещения и скорости центра при
ведения, координата 7а которого задана на рабочей поверхности; 
n - число степеней свободы системы. 

Если обозначить сумму обобщенных сил, действующих на систему, 
через � Fj, то уравнения Лагранжа можно записать в виде 

J 
d(дWк/дv0 i)/dt - дWвнlдsо i ± � Fj = О. J 

Решение этих уравнений может быть. сведено к решению бесконечной 
системы линейных алгебраических уравнений, коэффициенты кото
рых имеют смысл масс и гибкостей; будем их называть эквивалентны
ми параметрами. Таким образом, вместо исходной механической коле
бательной системы с распределенными параметрами вводят некото
рую гипотетическую с сосредоточенными в центре приведения пара
метрами. Собственные частоты w i  и формы колебаний /i(r) находят как 
решения задачи о движении механической системы при заданных гра
ничных условиях в предположении изотропнести системы и отсут
ствия потерь в ней. 

За обобщенные координаты, определяющие положение механи
ческой системы при известных формах колебаний, принимаем s0 i(t) 
и v0 i(t) = s0 i(t) , для электрической части (сторонь1) - u(t) . 

Далее необходимо получить выражения для энергий и уравнения 
движения механической и электрической обобщенных координат. 
Приведем полученные в работе [2] результаты для пьезакерамическо
го преобразователя. 

Кинетическая энергия механической системы 
n n 

Wк = ( 1/2) S p l  L v0JiЙ 1 2 dV = L ( 1/2)mii�i• 
v i=1  i=1  

где mii - эквивалентные массы, соответствующие формам колебаний 
fi(r). 

Внутренняя энергия преобразователя 

Wвн = W� + Wt + L\W, 

где W� = C0U2f2 - запасаемая в заторможенном преобразователе (S = О) 
электрическая энергия; U - подводимое напряжение; С0 - статическая 

n 
емкость; Wм = L s�/(2cfi) - механическая энергия, обусловленная 

i=1  
обратным пьезоэлектрическим эффектом; cfi - эквивалентные гибкости 
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- n 
для форм колебаний /i (r); !:::. W = 1: s�i/(2!:::.cii) - энергия взаимодействия 

i=l  
электрических и механических полей; !:::.cii - эквивалентные гибкости 
для тех же форм колебаний. 

Запишем выражение для части электрической энергии источника 
возбуждения, расходуемой на деформацию активного элемента, 
т. е .  электрическую энергию, используя КЭМТ: 

n 
W3м = U.1: Niso i • r = l  

где Ni - КЭМТ для формы колебаний fiЙ · 
Акустическая энергия излучения 

n 
Wa = S p(i; t)s (;, t)dS = L fai (t)S0 j(t), 

s i=l  
где p(r, t) - акустическое давление на рабочей поверхности; s(r, t) 
нормальная составляющая смещения этой поверхности; /ai(t) - сила 
реакции среды на колеблющуюся поверхность, приложеиная в центре 

n 
приведения. Комплексная амплитуда силы Fai = _1: Zaim Vom•  где Zaim -

! = l  
импеданс излучения для формы колебаний /i("f); при т = i - собствен· 
ный импеданс, при т + i - взаимный импеданс излучения, соответ
ствующий акустическому взаимодействию колебаний форм fi("f) и fm(r). 

В режиме приема акустическое поле сообщает преобразователю 
механическую энергию 

n n 
Wам = L S0 j S P3(r, t)/i("f) dS - Wa = L S0/экв i - Wa, 

i=l  s i = l  
где fэкв i - эквивалентная сила при форме колебаний /i(r); p3(r, t) - дав
ление на заторможенной поверхности преобразователя; Wa - акусти
ческая энергия, излучаемая колеблющейся поверхностью приемника. 
Комплексную амплитуду силы fэквi представляют в виде 

Fзкв i = S Рз (Т, t)/i("f)dS = PcвScpikдi• 
s 

Рис. 9.9 . Эквивалентная электромеханическая схема пьезоэлект
рического стержневого преобразователя 
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где Рев - акустическое давление в свободном поле; Scp i = S fi(J)dS -
б u s 

средняя площадь ра очеи поверхности; kдi - коэффициент дифракции. 
В результате рассмотрения баланса энергий при работе преобразо· 

вателя в режимах излучения и приема приходим к следующим соотно· 
шениям: 

для режима излучения 
n 

1 = iwC0 + _I:
1
Ni Vo i + U/R3.n ; 

1= 
N .U = { i [wm · · - 1 /(wc.F;.) -1/(wl\c · ·)] + z · ·  + 1 11 11 11 а 1 1  

n 
+ 'м.n i + � Zj}Vo i = z�iVo i; 

J 
для режима приема 

+ rм.n i + � Zj} Vo i + NiИx.x; 
J 

Nivo i = iwC0Иx.x + Иx.xfRэ.n• 

где rм.n i и Rэ.n - сопротивления соответственно механических потерь, 
возникающих при деформациях колебательной системы и элементов 
конструкции, и электрических потерь, обусловленных изменением 
электрических полей. 

Указанные соотношения отвечают эквивалентной электромехани· 
ческой схеме (рис. 9.9) преобразователя·излучателя (ключ в положе· 
нии ,,11'' и преобразователя·приемника (ключ в положении ,,П") .  

§ 9.8. Устройство стержневого пьезокерами ческого 
преобразоватеn11 

На рис. 9. 1 0  показан стержневой пьезокерамический преобразова· 
тель. В корпусе 5 размещен активный элемент, состоящий из излучаю· 
щей (приемной) накладки 1, пьезокерамического пакета, склеенного 
из отдельных пластин 1 1 ,  и тыльной накладки 9. Для акустической 
развязки рабочей накладки от корпуса между ними установлена ре· 
зиновая прокладка 3, обеспечивающая одновременно герметизацию 
этого места соединения. Тыльная накладка акустически развязана от 
корпуса с помощью резиновой прокладки 1 О. Герметизация внутрен· 
ней полости преобразователя, которая обычно заполняется каким· либо 
инертным газом, например элегазом, обеспечивается крышкой 6, уста· 
новленной на уплотнительном кольце 8. В крышке имеется герметич· 
ный кабельный ввод 7, к которому присоединяются монтажные про· 
вода 4 и 12, объединяющие соответствующие электроды пьезокерами· 
ческих пласrин. Для крепления преобразователя к объекту на его кор· 
пусе выполнены специальные фланцы с отверстиями под крепежные 
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Рис. 9. 10 .  Устройство 
стержневого nьеэокерами· 
ческого nреобраэователя 

болты. Акустический экран 2 из пористой ре· 
зины предотвращает тыльное излучение 
(прием) выступающих частей рабочей нак· 
ладки. Поскольку внутренняя полость преоб· 
разователя заполнена газом, то это обеспе· 
чивает хорошую акустическую экранировку 
остальных элементов колебательной системы. 

Выведем расчетные соотношения, опре· 
деляющие основные параметрьr и характе· 
ристики стержневых преобразователей в ре· 
жимах излучения и приема. 

Учет потерь в преобраэователях. Приве· 
денные выше эквивалентные схемы стержне
вых пьезопреобразователей не полны, так 
как не учитывают потерь механической 
мощности из-за демпфирующих свойств 
активных и пассивных материалов (т. е. внут· 
ренних потерь) и необратимого расхода 
энергии в элементах конструкции, а также 
потерь электрической мощности вследствие 

рассеяния электрической энергии в пьезоактивных элементах. 
Экспериментальные исследования показывают, что внутренние 

потери энергии колебаний в пьезокристаллах и в материале накладок 
значительно меньше, чем потери в местах склейки отдельных пластин 
или сегментов и пакета (блока) с нагружающими накладками, в местах 
крепления, в экранах и др. 

Принимая силы, связанные с наличием механических потерь, 
пропорциональными колебательной скорости, можно эти потери учесть 
введением в схему (в параллельные ветви механической стороны) 
эквивалентных активных сопротивлений rм.n • величину которых оце· 
пивают измеренным акустико-механическим КПД. 

Вследствие неидеальности диэлектрика пьезоэлемента через него 
проходит ток проводимости, вызывающий рассеивание части подводи· 
мой к нему электрической энергии и нагрев активного элемента. Эти 
д и э л е к т р и ч е с к и е  п о т е р и  характеризует tg ll (б - угол потерь) 
или электрическая добротность Q3 = ctg l\ , равная отношению реактив· 
ного тока Ic к активному In или отношению реактивной мощности 
к активной (мощности P3.n ) . Для учета потерь в электрическую часть 
схемы вводят эквивалентное сопротивление Rэ.n · При параллельном 
соединении Rэ.n и емкости С0 получаем Ic = UwC0 ;  In = U/Rэ.n ;  tg l\ = 
= In/Ic = 1/(WR3.nC0 ) . 

Эквивалентные схеМЬI. Схему стержневого излучателя для попе· 
речного пьезоэффекта можно получить из общей электромеханической 
схемы (см. рис. 9.4, б), если в ней "клеммы" F1 и F2 попарно замкнуть 
накоротко и к электрической стороне приложить переменмое напря· 
жение. 

Эквивалентную схему излучателя с накладками для продольного 
пьезоэффекта получают, используя схему, показанную на рис. 9.7. 
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Для этого на механической стороне в ветви с "токами" � 1 и � 2 вклю
чают ;;оответствующие сопротивления накладок z1 и z2 , а "клеммы" 
F1 и F2 попарно замыкают . 

.Цля построения эквивалентной схемы приемников надо в общей 
схеме (см. рис. 9.4) положить и = О и выходную (электрическую) сторо
ну или разомкнуть (приемник не нагружен), или замкнуть на сопро
тивление нагрузки, а за F 1 и F 2 принять эквивалентные силы давления 
акустического поля. При одностороннем приеме "клеммы" F1 или F2 
следует накоротко замкнуть. Кроме того, как показано выше (см. § 8.4}, 
необходимо статическое реактивное сопротивление l/(iU)C0 )  привести 
к механической стороне преобразователя; именно сопротивление 
N2( iU)С0)изменяет резонансную частоту преобразователя в режиме 
приема по сравнению с такой же частотой при излучении. 

§ 9.9. Расчетные соотношения для режима 
излучения 

Рассмотрим пьезакерамический излучатель с осью у, параллель
ной излучающей поверхности (см. рис. 9.4, а). Напряжение и приложе
но к электродам на гранях, перпендикулярных оси z, т. е. использует
ся поперечный пьезоэффект. Накладка 1 нагружена водой, т. е. являет
ся рабочей, тыльная накладка предполагается идеально экраниро
ванной. 

Расчет одностороннего излучателя проведем по приближенной 
эквивалентной схеме (см. рис. 9 .6), исключив из нее сопротивление 
нагрузки тыльной накладки. Введем обозначения: 

- ix0/ sin (kl) = - iz1 ; i [x0 tg (k l/2) + хН l tg (k i)Н l = iz2 ; 

i [x0 tg (kl/2) + Хю tg (kl)ю J = iz3 ; rм.п + (рс)8SН 1 / cos2 (ki)Н l = r; 

(9.67) 

Скорости � 1 и� 2 на схеме - это скорости торцов пьезостержня. Для 
определения колебательной скорости излучающей поверхности �н 1 
воспользуемся соотношением (9.49а) и запишем 

Nиjcos (kl)н 1 
(9.68) 

Приравнивая мнимую часть знаменателя нулю, получаем условие 
достижения максимальной скорости, т. е. условие механического 
резонанса 

(9.69) 
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Таблица 9.2. ФормуJIЫ для расчета стержневых излучателей 

Система 

Полувол
новая 

Пьезаэффект 

Поперечный 

Продольный 

С одной Поперечный 
накладка� 

С двумя 
разными 
наклад
ками 

Продольный 

Продольный 

Условия резонансаf0 и антирезонанса/ а 

cf 1 
f - - --- · 
о = 21 - 21-/р�1 1  ' 

(лlfalc� ) ctg (лlfalc� ) = 

= - k�l /(1 - k�l ) 

Л/fо Л/fо cR 1 
-- ctg -- = k2 • f = -

n
3 

n
3 

33 ' а 21 2 / 1 Е 2 г. г. V Ps 33 (1 - k33 ) 

tg ( Ыo l/cf) + q  tg ( Ыol ,/c .,) = O 

�J Ыо/ ctg [ Ыol/(2 c�] 
q tg (1 - cti n + k�3 

с н 2сэ Ыol/(2cf) 

= 2 ( ctg :� - k�3 :�) : :i [ tg �/ 
+ 

_ Ы J н ] Ы /
[ Ы / Ы / ]- 1  

+ q tg  -- ctg ---;; q tg -LI:I. + 2 tg � = 
с н сз с н 2сэ 

kff3 

1 - k�3 

Ыоl н2 
+ <12 tg --- ; 

Сн2  
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Эквивалентные nараметры mэкв , Сэкв 

1 1 
- (p/S) + - p /S 
2 н 2 

1 1 
- (p /S) + - p /S 
2 н 2 

cos 2 (Wр//сн) 
cos 2 

(W
P
I/c!f) 

cos 2 (w
р
l
н

/сн) 

cos 2 (w 1 1�) 
р 

Механическая 
добротность Qм 

w
p

mЭKB 
Тl ам 

(pc)BSH 
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KЭMT N, Nc 

(dз , /s�1 )b ; 

(dз , /s� 1)bn 

(dзз/s�з)S/1 ; 

nN 

nN 

dзз  S 

sfз 1 
' 

n N  

dзз S 

-Е-п 
sзз 1 



Система 

с двумя 
одинако
выми 
наклад
ками 

Система 

Полувал-
новая 

с одной 
наклад-
кой 

с двумя 
разными 
наклад-
ками 

С двумя 
одинако-
вы ми 
наклад-
ками 

Пьезаэффект 

Продольный 

Пьезаэффект 

Поперечный 

IIродольныИ 

Поперечный 

Продольный 

Продольный 

Продольный 

Условия резонанса/0 и антирезонанса/ а 

W0 1н Wo 1 kffз 
q tg -- = ctg -- - ---

сн 2cf? 1 - k�3 

Акустическая мощность Р а 

4N2 lf2 1];.j[(pc)яS) 

[{ рс) вSн] - 1 {NqUТJaм tg [ W0//(2 cf) ] Х 

Х sin ( W0/jcн) }2 

N2 U2 1j2 sin 2 ( (,) о lj С,) тt:м 
( ре) вSн { ctg [ w0 zl(2 cf)] - 2k�3cr 1( w0z) } 2  

2 N2 tJ2 coi'( WE /н/ с н J 
1] 2 х 

( Р С) вSн l а м 

х [1 + 
tg ( W 0 1/ cfl> + i'i1 tg ( Wo lн/ сн l у tg ( W o l/ cr> + q2 tg ( W o lн2/ сн� 

4N2 И2 cos2 {W01нlсн) Т];м/[(рс)gS'нJ 

П р  и м е ч  а н и е :  индекс "нl " относится к nервой накладке (рабочей); индекс "н2"- ко 
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Продолжение табл. 9.2 

Эквивалентные nараметры mэкв , Сэкв Механическая 
добротность Qм 

KЭMT N, Nc 

Статическая 
емкость С0 , Сос 

е13 Ы II ; 

е 533Ь б  пlh = C0n2 

Динамическое активное соnротивление Примечание 
Rм 

(рс ),.Sн Е е�з = е �э(l - k�3 ) ;  
{ ctg [wp//(2c1 )]/[q sin (wplн/ сн)] }2 

N2 ТJ r..м q = (pcS)н/(pcfs> 
(pc)gS'н { ctg [wpl/(2cp)] - 2k�3cPI(wP/)}2 е1з = е �3(1 - kЫ ; 

q= (p cS)/(pc�S) 

{(рс) �н/[2N2Тl ам соs2 (wр/н1 /сн1)} х ql = (pcS}нl /(pcpS} 

[ 
tg (wpl/r;f> + q1 tg (wрlн1 /сн1 ) ]-2 x l + 

tg (wp/lc3D)  + q2 tg (wplн:J.cн2 ) 

е �3(1 - kЬlЬб nlh = ii2 = (pcS}Н2 /(pcpS} 

= c0 n2 (pc),.Sнf[4N2ТJ aм cos2 ( w plнlcн) ] 

второй накладке (тыльной); индекс "с" -к секционированному активному элементу. 
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Скорость колебаний при резонансе 

, NU/cos (w0 lн 1fcн 1) NU/cos (w 0lн 1/Cн 1 ) Z3 
�р = (9.70} 

r o( l - zlfzэ) 'so + r м.л Zэ - zl 

где 's o = (рс)вSн 1/ cos2 (w0 lн 1/Сн 1) .  Определим акустико-механический 
КПД как отношение 

Тlам = Тlо = ['so/ COS2 (w о lн 1fсн 1Шrм.л + 

(9.7 1 }  

После простых преобразований и с учетом условия (9.69} получаем 

. NU cos (wo lн lfcн l ) Тi o  z2 + Zэ 
�р = --------------- -----

(рс)вSнl Zэ 

Акустическая мощность при резонансе 

z2 3 
(9. 72} 

Подставляя значение N из формулы (9.44), находим мощность пЪезоке
рамического излучателя или рассчитываем эффективное значение 
напряжения, которое надо пряложить к пьезостержню при резонансе, 
чтобы получить заданную удельную мощность Р а.р.уд = Р а.р/Sн 1 . 

На частотах значительно ниже основной резонансной частоты 
можно принять Z1 » Z2 ;  Z1 » Z3 ; Z2 » r, тогда скорость из формулы 
(9.68} и акустическая мощность соответственно будут равны 

(�Нl>н.ч�[NИ/(- izl )Jzэf(z2 + Zэ ); 
(9.73} 

В частном случае симметричной колебательной системы (одинако
вые накладки) Z2 = Z3 и резонансное уравнение принимает вид 
Z2 = 2Z1 или 

(9.74) 

акустическая мощность 

(9.75} 

При использовании продольного пьезоэффекта (см. рис. 9.7) усло
вие резонанса (9.69) остается справедливым при следующих значениях 
входящих в него сопротивлений: 
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z1 = x0 / sin (iё01) - N2/(1iJ0C0 ); z2 = x0 tg (k0 l/2) + 

+ Хю tg (k0 l)Н 1 ;  Z3 = х0 tg (k0 l/2) + Хн2 tg (k0l)н2 ; 

r = rм.п + (рс)5Sю/ cos2 (k0 l)ю ,  

где х0 = Pc�S ; kp., = liJ0/c�; (k0 )н1,2 = liJ0/cщ2"rV = d3 3S/(sf3l). 
В формулу (9.72) для акустической мощности надо также подставить 
соответствующие значения N, z2 , z3 • 

Для секционированного преобразователя, у которого активный 
элемент набран из n склеенных пластинок малой толщины 
(см. рис. 9 . 1 0), при параллельном соединении электродов КЭМТ Nc 
в n раз больше, чем N сплошного стержня. При поперечном и продоль· 
нем пьезеэффекте соответственно Nc = d3 1 bn/s� 1 = d3 1S/(s� 1h) и Nc = 
= d3 3Sn/(sf3 l) = d3 3S/(sf3 h). 

В случае продольного пьезеэффекта и большого числа пластин сек· 
ционированного стержня его эквивалентная схема будет, как при 
поперечном пьезеэффекте (см. рис. 9.4, б). Действительно, если h « l 
и h « Л  (Л - длина волны в пьезокерамике), напряженность поля Е 
_при параплелльном соединении пластин по всей длине стержня одина· 
кова, и параметры схемы для этих условий отвечают режиму Е = const, 
в частности Е =  О (короткое замыкание). Практически условия одно· 
родиости поля выполняются при n � б  и h � О, l Л. 

По изложенной методике можно произвести расчет излучателей 
с различными модификациями колебательной системы и условиями 
использования. В табл. 9.2 приведены формулы для расчета пара· 
метров односторонних излучателей при частоте механического резе· 
нанса, колебательные системы которых содержат сплошные и секцио· 
нированные активные элементы с использованием поперечного и про· 
дольного пьезоэффекта, две различные или одинаковые накладки, 
одну накладку или не имеют накладок (полуволновая система). 

§ 9. 1  О. Расчетные соотноwени11 дп11 режима приема 

Как и в режиме излучения, расчет одностороннего приемника про· 
ведем по эквивалентной схеме, представленной на рис. 9.4, б, прини· 
мая силу F1 = Fэкв = р0Sю (р0 - давление в падающей волне) и замы· 
кая накоротко "клеммы" F2 • Оставляя принятые обозначения элемен· 
тов схемы [см. соотношения (9.67)], сопротивление z1 запишем с учетом 
реакции электрической стороны; именно i1 = z1 + N2/(1iJC0). Силу Fэкв 
приведем к стержню, используя формулу (9.49а): Fэкв = pSюl cos (kl)н 1 
и по схеме определяем скорость колебаний 
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р0Sн1 / COS (kl)н1 
z2 (zз - z1 )1zз - iz1 

(9.76) 

Максимум � будет при равенстве нулю мнимой части знаменателя, т. е .  

(9.77) 

Равенство (9. 77) отражает условие резонанса приемника, оно содер
жит как реактивные механические, так и приведеиное реактивное 
электрическое сопротивление. Частоту q;, определяемую из уравнения 
(9.77), называют ч а с т о т о й  э л е к т р о м е х а н и ч е с к о г о  
р е з о н а н с а .  Разница между частотами q; и w0 (резонансная частота 
излучателя) зависит от КЭМС; чем больше k�Ф (и КЭМС материала) , тем 
она больше. 

Напряжение на разомкнутых электродах Их.х = �N/(wC0) . В част
ности, при резонансе (с учетом механических потерь) 

Np0 J]0  cos (q;l/c)Н1 z2 + z3 
i(pc)5W�C0 Z3 

(9.78) 

Чувствительность холостого хода при резонансе Мх.х = U0/p0 • На низ
ких ЧаСТОТаХ, ПрИ КОТОрЫХ z1 >> Z2 , z1 » z3 , z2 >> r, ЧУВСТВИТеЛЬНОСТЬ 

Мн.ч = [NSН1 /(iз_ iWн.чC1)]z3/(z2 + Z3), 

где с т- электрическая емкость свободного пьезостержня. 
Резонансное уравнение симметричного приемника 

2z1 = z3 или 

Чувствительность симметричного приемника при резонансе 

(9.79) 

(9.80) 

(9.8 1 ) 

Из выражения (9.80) видно, что приведеиное значение механической 
гибкости стержня меньше значения С� = sf1 l/S, поскольку s-?1 = sf1 ( 1 -
- k� 1 )  < sf1 , и, следовательно, резонансная частота выше, чем в режи
ме излучения. Для пьезоматериалов с малой электромеханической 
связью (k� 1 « 1) равенство (9.80) переходит в условие (9.74) механи
ческого резонанса. 
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� 0'"1 1.0 
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Таблица 9.3. 

Колеба· 
тельная 
система 

Полувол-
новая 

С одной 
наклад-
кой 

С двумя 
одинако
выми 
наклад
ками 

1 

1 

Формулы для расчета стержневых приеыник:ов 

Пьезо-
эффект 

Попереч-
ный 

Продоль-
ный 

Попереч-
ный 

Продоль-
ный 

Попереч
ный 

Продоль
ный 

1 

1 

1 

1 

KЭMT N, Nc 

d;�.1 --g- Ь; n N  
s l l 

d33S 
Е ; лN 
s 33 1 

dэ 1 
Е Ь; nN 
s 1 1 

d33S -Е- ; nN 
s з3 1  

dэ 1 
-;Е Ь; nN 

1 1  

dззS 

TI ; nN  
33 

Условие электромеханического резонанса 1 Чувствительность nри резонансе Мх.х 

[wp l/(2cf}] ctg [wpl/(2cf)] = - kM1 - Ч1>-
2NТJaмl[(pc) вrupC0 ] 

/р = сР/(21) 

wplн [ W pl k}1 rupl ] NqТJaм sin (Wplнlcн)l(pc)в q tg -- ctg -- + --- tg + ----==----"...;;.;;..---=----"-
С н с� 1 - k�l 2с� [ w� / k�1 2 cf ] , ctg --"'- + -- -- w С 

1 
kff1 zcf t 5!._ 0 

zcf 1 - k}1 w 'P I Р о 
+ + --- -- g = 

1 - k�1 rupl 2cf 
w 'lн w ' l q tg ..=Е!!. + tg -=.Е.:... = о 
Сн cf 

Wplн w ' l  �2 
q tg = ctg -=.Е.:... + _"_з 1_ 

Сн 2cf 1 - k2 

w ' l  w ' l  qtg � = ctg -=.E..:... 
Сн 2cf 

3 1 

zcf 
Wp/ 

М711ам . w[}н � 
SIЛ tg 

(рс)вWрС0 Сн 2cf 

2NТJам cos (Wp lнlcн) 
(рс)в w 'р Со 



� 
1 

Колеба· Пьеэо· KЭMT N, Nc 
тельная эффект 
система 

С двумя Поnереч- dэ 1 
разными ный E b; nN 

наклад· S н  
ками 

Продоль- dззS ный -E- ; � N 
s з з l  

Условие электромеханического резонанса 

[ 1 kf1 cf ] + --- -- х 
sin (ыpllc� } 1 - k�1 Ырl 

[ ы ' l ы ' l 
х 2 tg 7. + q1 tg ....::E..:.!:!! + 2 1 Сю 

Ырlн2 ] [ Ырl 
+ q2 tg = tg c1f + 

Сн2 2 1 
Ырlю ] [  Ырl " �] + q 1 tg tg c1f + q2 tg Сю 2 1 Сн2 

2 tg ...::::E.:.. + q  tg ...::1!.:!!1.. + 
1 [ ы ' /  ы ' 1  

sin (Ыpllc{?} 2<f 1 сн1 

+ q2 tg � = tg ...::::E.:.. + 
ы ' l ] [ ы ' /  

СН2 2<f 

_ Ыр lю ] [ Ыр l _ Ырlн2 ] + q1 tg tg rP. + q2 tg Сю 2 э Сн2 

Продолжение табл. 9.3 

Чувствительность nри резонансе Мх.х 

NТJ ам cos (Ырlн1 1сн1 }  Х 
(ре} вЫ '  р Со 

tg [ wpll(2cf}] + q 1 tg ( wplн1 lcн1 } 
х 

[ sin (ыpllcf}Г1 + [k�1 /(l - k�1}][cf/(ыpl)] 

NТJам соs ( ырlн/Сн1 
х 

( рС} в Ы 'р С о 

X sin � tg � + q 1 tg � 
' / l ' / •/ ] 

cfl 2с3 сн1 

П р и м е ч а н и е : q = (p cS)н l(pcf S ); q =  (pcS )н i<PcP S); q 1; = (рсS)ю; l(pcf S); 
- D ql} = (рсS)ю,2 /(рс3 S ). 



В табл. 9.3 приведены формулы для расчета стержневых преобра· 
зователей в режиме приема при частоте электромеханического ре
зонанса. 

§ 9.1 1 .  И мпеданс {проводимость) пьезоэлектрического 
п реобразователи 

Электрический импеданс Z представляет собой параллельное сое
динение емкости С0 заторможенного стержня, сопротивления диэлект
рических потерь Rэ.n и приведеиного динамического импеданса Zм: 
Z =[iыС0 + 1/Rэ.n + 1/(Rм + iХм)] - 1 = R + iX. 

Электрическая проводимость преобразователя 

На частоте ы 0  механического резонанса (Хм = О) эквивалентная 
электрическая схема преобразователя содержит параллельную цепь 
из С0 , Rэ.n И Rм. 

Определим Z стержневого излучателя с двумя различными нак
ладками (см. рис. 9.4, б}. Для упрощения записи введем обозначения: 
x0/[i sin (kl)] = - iz1 ; ix0 tg (kl/2) = iz2 ; zн 1,2 - входные сопротивления 

· накладок; Z0 - электрическии импеданс заторможенного преобра
зователя. 

Импеданс механической стороны 

(9.82) 

После подстан�вки значений z1 , z2 , zн 1 2 = iхн 1,2 tg (kl)н1,2 и простых 
иреобразовании получим 

tg (kl) + а 1 tg (kl)н 1 + а2 tg (kl)н2 [ 1  - а 1 tg (kl)н 1 tg (kl)] 
z = - ix0 

tg (kl)[a 1  tg (kl)н 1 + а2 tg (kl)н2 + 2 tg (kl/2) 

(9.83) 
где а1 = х 1 /х0 ; а2 = хн2/х0 • Приведенный импеданс Zм = z/N2 соединен 
параллел�но с Z0 , так что входной импеданс излучателя Z = Z0Zмflo + 
+ Zм) = zZ01(z + Z0N2). 

Уравнение резонансных частот получим из условия Z = О, т. е .  z = О 
(см. табл. 9.2). 

Уравнение антирезонансных частот находим из условия Z = оо ,  т. е. 
z + Z0N2 = О. Например, для продольного пьезоэффекта, используя 
формулы (9.44), (9. 1 8), (9. 1 6), (9.27), получаем 

pcfS k�3 ------ - --
jщ :fз ( l - k�3 )S ikl 1 - k�3 
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0 I.Щ Шz Ш 

Рис. 9 . 1 1 .  Зависимости мо
дулей импеданса и про
водимости преобразова
теля от частоты 

соответствующее уравнение для частот Ыа 
приведено в табл. 9.2. 

На рис. 9 . 1 1  показавы графики моду
лей IZI и 1 / IZI в зависимости от частоты. 
Минимум импеданса (максимум проводи
мости), т. е. резонанс, наблюдается на ча
стоте ы 1 ,  максимум импеданса (минимум 
проводимости), т. е .  антирезонанс, - на 
частоте ы 2 •  Если бы преобразователь не 
имел активных сопротивлений, то экстре
мальные значения импеданса (проводи
мости) находились бы точно на частотах 
w 0 механического и ы� электромехани
ческого резонансов. 

§ 9. 1 2. Цилиндрически й  пьезакерамически й  
преобразователь 

Цилиндрические преобразователи гидроакустических антенн 
состоят из некоторого, иногда достаточно большого числа тонких 
пьезакерамических колец малой высоты. Эти преобразователи обла
дают рядом достоинств: простотой конструкции колебательной систе
мы, устойчивостью к действию гидростатического давления, возмож
ностью регулировки ширины резонансной кривой изменением толщи
ны стенки. 

Рассмотрим колебания тонкостенного пьезакерамического кольца 
с электродами на внешней и внутренней поверхностях, служащими 
как для поляризации в радиальном направлении (Е3 ), так и для прило
жения (снятия) переменной разности потенциалов (рис. 9. 1 2). Если 
к электродам подвести переменвое напряжение, то благодаря обрат
ному пьезоэлектрическому эффекту по касательным к средней окруж
ности (Т1 ) возникают механические напряжения, которые преобра
зуются в радиальную силу, вызывающую радиальные колебания 
кольца. В случае тонкого изотропного кольца (6 « а, h « а) все его 
точки совершают синфазные и одинаковые радиальные смещения, 
которые являются основными колебаниями кольца и носят название 
н у л е в о й  м о д ы . Кольцо в этом случае можно рассматривать как 
простой осциллятор. 

Выделим элемент кольца между двух осевых сечений с централь
ным углом d<p . Масса элемента равна paS0d<p (р - плотность материала; 
S0 - площадь осевого сечения) . На иенагруженное кольцо с малыми 
поперечными размерами будут действовать лишь тангенциальные 
напряжения Т1 (и силы F1 ), не равные нулю, а напряжения Т2 = Т3 = О 
на свободных поверхностях и внутри кольца. Деформация S1 в направ
лении касательной к средней окружности связана с деформацией S3 
в радиальном направлении очевидным соотношением s1 = sla, где s 
радиальное смещение. Далее, поскольку электроды на боковых 
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nоверхностях являются эквипотен
циальными, составляющие напряжен
ности Е1 = Е2 = О  на этих поверхностях, 
а также по всему объему кольца, и 
только Е3 =F О. Поэтому запишем урав
нения пьезаэффекта в виде равенств 
(9. 1 0) и (9. 1 2) :  

S1 = sf1 T1 + d3 1Eз ;  Dз = 
= r.JзЕз + dз 1 Т 1 • (9.84) 

Уравнение движения, имnеданс Рис. 9 .12 . Пьезекерамическое 
кольцо с электродами на боко· и резонансные частоты ненаrруженноrо вых nоверхностях 

кольца. Проектируя силы F1 на направ-
ление биссектрисы угла d(j) и учитывая 
малость угла d�p , получим действующую на элемент кольца радиаль
ную силу dFr = F1 d!p = T1S0d!p .  Чтобы получить уравнение движения 
элемента, приравняем dFr силе инерции: 

(9.85) 

После подстановки значения Т1 из первого уравнения (9.84) с учетом 
равенства S1 = sla находим 

(9.86) 

где 

(9.87) 

есть собственная (резонансная) угловая частота электрически свобод
ного кольца (Е = О) . Величина c.lf - это скорость распространения про
дольных волн в стержне при коротком замыкании электродов, не
сколько отличающаяся от скорости распространения волн в цилиндре 
или неограниченной среде. Условие резонанса (9.87) можно предста
вить в виде 2ла = Л.0 , где Л.0 - длина звуковой волны в кольце, рассчи
танная по скорости звука в стержне. Таким образом, при резонансе 
длина продольной волны равна длине средней окружности кольца.  
Более точная теория колебаний цилиндра показывает, что при отно
шении б/а � 0,25 формула (9.87) вносит пренебрежимо малую ошиб
ку [9] *. 

У пульсирующего кольца как простого осциллятора эквивалент
ная масса совпадает с фактической массой т. Упругость s или гибкость 
См кольца определяют из равенства s = ы �m: 

• В этой ж е  работе nоказано, что nриближенная теория сnраведлива и nри 
0,25 <6/а Е> 1 ,5 .  
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(9.88) 

В случае гармонического возбуждения Е3 = Em ехр (iw t) решение 
уравнения (9.86) для установившегося режима 

(9.89) 

Используя это выражение совместно с уравнениями пьезоэффекта, 
можно найти электрическую проводимость преобразователя. 

Определим ток, протекающий через преобразователь, к которому 
приложено переменное напряжение и = 6Е3 •  Так как кольцо тонкое, 
то 1 = 2лiwahD3 • С помощью выражений (9.84), (9.3 1 )  и (9. 1 6) получим 

2лiwahf'!3 2лiwahk� 1  r.J3w� 
1 = ---- и + 

6 
и, (9.90) 

где r.�3 - диэлектрическая проницаемость заторможенного кольца 
(для нулевой моды колебаний). 

Первое слагаемое в формуле (9.90) есть емкостный ток 1с = iwC0и, 
поскольку при 6 « а величину 2лrf3ah/6 можно считать статической 
емкостью цилиндрического конденсатора*. Используя решение (9.89) и 
выражение (9.3 1), нетрудно привести второе слагаемое в (9.90) к виду 
1д = (2лd3 1 h/sf1 )1; , где � = iw1; - радиальная скорость колебаний коль
ца. Таким образом, ток 1д обусловливает колебания механической 
системы преобразователя и является динамическим током. Величина 

(9. 9 1 )  

согласно формуле (8. 1 6) ,  есть коэффициент электромеханической 
трансформации рассматриваемого преобразователя. 

Из выражения (9.90) определим проводимость кольца (со свобод
ными боковыми поверхностями) в динамическом режиме: 

(9.92) 

При w ..... w 0 проводимость 1 /Z ..... "" и настуnает резонанс, частоту кото
рого определяют по формуле (9.87). Антирезонансная частота w� 
отвечает нулевой проводимости, и с помощью соотношений (9. 1 6) 
из (9.92) находим 

(9.93) 

Отсюда следует, что КЭМС можно вычислить по измеренным значе
ниям частот W 0  и Wa· 

* Емкость цилиндрического конденсатора С= 2пeh/ln (r2/r1) = 2пeh/ln (1 + 
+ 6 /r1) "'  2Пeh/(6 /r1) "' 2пеhа/6 . 
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Рис. 9.13. Эквивалентные схемы цилиндрического приемника: а - электроме
ханическая; б - электрическая 

• 

о 

Преобразуем выражение (9.92) для проводимости, используя зна
чения k� 1 , w� , N, и введем в него массу и гибкость кольца, тогда 
получим 

1/Z = iwC0 + [ 1 /(iwC�2) + iwm/N2) - 1 = 

= iwC0 + [iwL - i/(wC0)] - 1 • (9.94) 

Равенству (9.94) или, что то же, равенству (9 .90) соответствует 
параллельное соединение С0 и цепочки L - С, причем С = C!}v2, 
L = m/N2. Согласно уравнению (9 . 1 0), при � = О (и � = О) Т1 = d3 1E;7sf1 • 
Заменяя Е3 = и/б и переходя к радиальной силе Fr = 2лТ1S0 = 
= [2лd3 1S0/(бsf1 )]u, находим выражение (9. 9 1 ) : N = F!и l �  = 0 = 2лd3 1  h/sf1 , 
соответствующее определению (8. 1 6). 

Электромеханическая схема нагруженного ПЪезокерамического 
кольца. Общая структура эквивалентной схемы известна (например, 
см. рис. 8.8), и КЭМТ также определен, поэтому построение схемы для 
режима излучения понятно. На электрической стороне напряжение 
от внешнего источника приложено к параллельной цепочке С0 - Rэ.п • 
на механической стороне - последовательная цепочка т - С� - r м.п -
- z5, при этом Z5 = r5 + iwm5• 

Для построения эквивалентной схемы в режиме приема надо 
в уравнение движения (9.85) ввести силу F = F т ехр (iw t), действующую 

Рис. 9.14 .  Сегментироваыное пьезакерамическое кольцо (а) 
и отдельная призма (б} 
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Таблица 9.4. 

Тип 
кольца 

Сплошное 

Сегменти-
рованное 

Тип 
кольца 

Сплошное 

Сегменти-
рованное 

Формулы для расчета цилиндрическш: преобразователей 

КЭМТ N  

d 
2n _u_ h 

$� 1 

dээ 1\ h 
zп т 

--
s ээ t 

Статическая 
емкость с0 

e�з (l - kb l  Х 

2nah 
х --

/) 

e�3 (1 - k�3 )  Х 

1\ hn 
х --

t 

Динамическое активное 
сопротивление Rм.р на 
частоте (а) Р; R м на часто-
тах, близких к Ыр 

2n (рс)ваh /(N2ТJ ам); 

(a2ы fa )Rм.J1 + Q�(ы/ыр -
- ыр/ы) 2] 

(рс)ва t2 
2n(dээ/�э) 2 h11 2ТJам 

; 

tJ211aм/P а 

Механическая 
добротность Qм 

Р� Тl ам /) -
(рс )в а 

рС� ТJ ам /) -
(рс )в  а 

Электроме- Чувствительность в режиме приема 
ханическая 
добротность Мр на частоте ы '  р Qэм 

QM (dз 1 1sf\) Тl aмll 
·Л - k�1 (рс) в е�3 (1 - k�1) ы;а 

QM (dззlsfз )  Тl ам t 
.J1 - klз (pc) в eJ3 (1 - klэ} ы;а 

П р и м е ч  а н и е :  n - число призм; Ыу - угловая частота механического резонанса; 
тивления излучения на рассматриваемои частоте (на резонансной частоте принимаем 

со стороны звукового поля и равномерно распределенную по внешней 
поверхности кольца. Уравнение принимает вид 

где р - звуковое давление в падающей волне. 
Делая те же подстановки и преобразования, что и при решении 

уравнения (9.86), получим 
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Акустическая мощность Ра.р на частоте UJ p; P  а на частотах, близких к UJ p; 
Р а.н на низких частотах 

а [ ( w wP ) z]- 1 - р 1 + Q2 - -- • 
2 а.р м ' aw UJP UJ 

2П(dзз/s�з) 2 h o  2ТJ;мИ2 

а (рс)в t2 

[ ( (i) (iJ ) 2]- 1 
Х 1 + Q;_, -- __ _ Р_ ; 

(i) p (iJ 

Чувствительность в режиме nриема 

М на частотах, близких к Wp Мн.ч на низких 

частотах 

UJp - угловая частота электромеханического резонанса; а - коэффициент активного conpo· 

ар = 1); aUJ = 1 - (1 - а) ТJ ам· 

(9.96) 

Частное решение этого уравнения для установившихся колебаний 

(9.97) 

Пусть преобразователь возбуждается только силой F =  2лаhр. Пола
гая Е3 = О, определим ток, протекающий через преобразователь. Для 
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этого из первого уравнения (9.84) !iайдем Т1 и подставим во второе 
уравнение, далее, используя формулу (9.97), получим выражение для 
D3 и затем для силы тока: 

(9.98) 

где Q = w/w 0 . Если в выражение (9.98) ввести массу и гибкость коль· 
ца, то 

2лd3 1 hF NF 
/ = = --

isf1 (w m - 1/(w �] zE 
(9.99) 

На рис. 9. 1 3, а представлена эквивалентная схема, отвечающая 
равенству (9.99); в схему добавлено сопротивление потерь rм.л· На 
электрической стороне сопротивление Z0 = 1/(iw С0) .  

Для определения напряжения холостого хода Их.х (чувствитель
ности Мх.� следует из уравнения (9.84), учитывая значение � по фор
муле (9.97 ) , найти Е3 • Полагая Dm = О, получим 

U = 6 1Е 1 = (d afr.T )(1 - Q 2 )(Q 2 ( 1 - k2 ) - 1 ) - 1 р х.х э э 1 э э  э 1 • 

По эквивалентной схеме ЭДС на выходе приемника 

(9 . 1 00) 

(9. 1 0 1 )  

Здесь учтена реакция электрической стороны на  механическую: 
сопротивление Z0 приведено к входной стороне приемника. 

В соответствии с теоремой об эквивалентном генераторе построим 
электрическую схему приемника (рис. 9. 1 3, б), в которую входят ме
ханическое и электрическое сопротивления потерь. 

Сегментированный (секционированный) цилиндрический преоб
разователь. Для повышения эффективности преобразователя, а также 
в случае необходимости изготовления колец больших диаметров (для 
низких частот) их набирают из тонких призм, приклеенных друг к дру
гу (рис. 9. 1 4). Электроды наносят на боковые поверхности призм, 
поэтому электрическое поле в кольце направлено по средней окруж· 
ности, и деформация кольца происходит в направлении поля. Приэмы 
электрически соединяют или параллельно, или последовательно. 

Принимая сечение призмы прямоугольным (скос малый), напря
женность поля определим как Е3 = U/t, где t - расстояние между элект
родами, измеряемое по средней линии призмы. Согласно уравнению 
обратного продольного пьезоэффекта, Т3 = - (d33/sf3)E3 и возбуждаю
щая радиальная сила, как и для сплошного кольца, равна F7 = 
= 2Лd3 3E3 6h/sf3 = (2лd3 3/sf3)(6h/t) U. Зная Fr, находим КЭМТ сегмен
тированного кольца 
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Nc = (2лd3 3/sf3 )бh/t. 

Сравнивая выражения (9. 1 02) и (9. 9 1 ) , получаем 

Nc = [dз зsfl /(dз lsfз )](б/t)N, 

(9. 1 02) 

(9. 1 03) 

где N - КЭМТ сплошного кольца. Таким образом, в предположении 
sf1 � sf3 КЭМТ секционированного кольца в d3 3 б/(d3 1 t) раз больше, 
чем КЭМТ сплошного кольца. 

Сопоставление обоих типов колец показывает, что для получения 
заданной удельной акустической мощности на резонансной частоте 
и на низких частотах к секционированному кольцу надо приnожить 
напряжение в Nc/N раз меньше, чем к сплошному. 

Недостатком секционированных колец является их относительно 
малая механическая прочность, поэтому склеенные кольца необходи
мо армировать с помощью предварительного постоянного сжатия. 

Формулы для расчета параметров и характеристик таких цилиндри· 
ческих преобразователей приведены в табл. 9.4. 

§ 9. 1  3. Сферический  пьезокерам и чески й  
преобраэователь 

Для проведения гидроакустических измерений необходимы излу· 
чатели и приемпики звука, удовлетворяющие требованиям неискажен
ности звукового поля, широкого частотного диапазона, отсутствия 
направленности действия. Наиболее полно этим требованиям отве· 
чают преобразователи с активным элементом сферической формы. 

Пьезекерамический сферический преобразователь (рис. 9 . 1 5, а) 
представляет собой оболочку 1 (однородную или склеенную из двух 
полусфер) с электродами на внутренней и внешней поверхностях. 
Вывод 2 от внутреннего электрода проходит через отверстие в сальнике 3. 

Уравнение движения и эквивалентные параметры. Рассмотрим 
иенагруженную тонкую однородную оболочку со средним радиусом а, 
поляризованную по толщине б .  Радиальные колебания оболочки 
вызываются действием сим· 
метричного возбуждения 
(механического или элект
рического). 

Элемент оболочки пока
зав на рис. 9. 1 5, б. Направ· 
nение его поляризации сев· 
падает с осью z, оси х и у рас· 
положены в касательной 
плоскости. Вследствие эк· 
випотенциальности сфери
ческих поверхностей Е1 = 
= Е2 = О; D1 = D2 = О . Из-за 

а) 
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Рис. 9.15.  Пьезокерамиче· 
ский сферический преоб
разователь (а) и элемент 
сферической оболочки (б) 



отсутствия нагрузки упругие напряжения Т 3 = О, а благодаря меха
нической однородности равны нулю и все сдвигавые напряжения. 
В силу симметрии следует равенство напряжений Т1 = Т2 = Те , радиаль
ных смещений � 1 = � 2 = �с и выражение для модуля гибкости sf = 
= 0,5(sf1 + sf2 ) . Заменив поверхность элемента квадратом (ввиду его 
малости) со стороной 1, запишем относительное изменение площади 
квадрата при деформации его сторон на L'!l :  

Очевидно, относительной деформации площади поверхности сферы 
соответствует радиальная деформация 2�с/а, определяемая по зако
ну Гука: 

�с! а = sf1 Т + sf2 T =  (sf1 + sf2 )T =  �Т. 

Аналогично для индукции 

Исходя из условий постоянства Т и Е, запишем уравнения пьезо
эффекта 

(9 . 1 04) 

Решая задачу о колебаниях пьезакерамической тонкой сфериче
ской оболочки так же, как для пьезакерамического кольца, получим 
уравнение движения сферического элемента 

(9 . 1 05) 

где 

(9 . 1 06) 

есть собственная частота иенагруженной сферы. 
Решение уравнения (9. 1 05) при гармоническом возбуждении опи

сывает функция (9.89), ток и проводимость определяют соответственно 
по формулам (9 .90) и (9.92). Проводимость 

(9 . 1 07) 

где КЭМС сферы равен 

(9. 1 08) 

Из выражения (9 . 1 07) находим частоты резонанса и антирезонанса 
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а затем приводим его к виду 

= iwC0 + 1/[iwL - i/(wC)]. 

Отсюда находим эквивалентные механические и приведеиные к элект· 
рической схеме параметры, КЭМТ и электрическую емкость сфериче
ской оболочки: 

(9. 1 09) 

Электромеханическая схема нагруженной сферы не отличается 
от схемы нагруженноr о тонкостенного цилиндра. Следует, однако, 
отметить, что в режиме приема под силой F, приложенной к механи· 
ческой стороне, надо понимать эквивалентную силу звукового поля, 
действующую на заторможенную сферическую оболочку, причем 
вследствие дифракции сила F будет неодинаковой на разных частотах. 
Напряжение на выходе приемника и, следовательно, его чувствитель· 
ность будут определяться дифрагированной волной, которая зависит 
от амплитудно-фазовых соотношений между падающей и рассеянной 
волной в месте располож ния приемника. Коэффициент дифракции 
сферы l kд l  = IF/(pS) I  = 1 + k�a2 , где р - звуковое давление в падающей 
волне; kва - волновой аргумент для окружающей сферу среды (воды). 

Приведем формулу для чувствительности сферического приемника: 

(9 . 1 1 0) 

где Qэм = Womэквlr; w� = 1/ VmэквС� = W o/ V1 - k�; х = (рс2)в ;  
т =  4ла2(рс)в 1Хw/ТJ 0 ; fX w  = 1 - ( 1 - 1Х)ТJ 0 ;  а =  k�a2/( 1 + k�a2); mэкв = 
= 4ла2 р б + � (pc)вS/w ; � = kва/( 1 + k�a2). 

Строго говоря, колебания реальной сферической оболочки не 
будут пульсирующими из-за наличия отверстия в оболочке (для выво· 
да проводника и технологической обработки) и неоднородности мате· 
риала по толщине, не будет выполняться и сформулированные гра
ничные условия. Однако приведеиная здесь теория вполне пригодна 
для инженерных расчетов сферического преобразователя. 
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§ 9.1 4. Пластинчатые преобраэователи ,  работающие  
на колебаниях иэгиба 

Пластинчатыми электроакустическими преобразователями назы
вают такие преобразователи, у которых механические колебательные 
системы выполнены в виде пластин круглой или прямоугольной 
формы. При работе пластинчатых преобразователей в режиме как излу
чения, так и приема используются колебания плоской поверхности 
пластины, соприкасающиейся с водной средой, в направлении своей 
нормали. Колебания пластины могут быть либо продольными - по тол
щине, либо поперечными - на изгибе. При продольных (одномерных) 
колебаниях механической системы резонансная частота ее обратно 
пропорциональна линейному размеру. Поэтому с пониженнем резо
нансных частот колебаний недопустимо увеличиваются размеры систе
мы. Так, например, полуволновый стержень из пьезокерамики ЦТБС-3 
при [0 = 500 Гц имел бы длину 3,2 м, а пьезакерамическое кольцо -
диаметр 2 м. Чтобы уменьшить резонансные размеры преобразовате
лей, используют пьезакерамические пластины, совершающие колеба
ния изгиба, при которых резонансная частота преобразователя пропор
цианальна толщине и обратно пропорциональна квадрату линейного 
размера пластины. 

В электроакустике широко применяют пластинчатые колебатель
ные системы, названные б и м о р ф  н ы м и .  Простейший биморфный 
элемент представляет собой две склеенные пьезоэлектрические пла
стины, свободно опирающиеся по периметру. Поскольку знак дефор
мации (сжатие или растяжение) зависит от полярности электрического 
напряжения, то электроды можно соединить так, что под действием 
перемениого напряжения одна пластина будет растягиваться, а другая 
сжиматься, в результате создается изгибающий момент и пластины 
изгибаются. При механическом воздействии на поверхности пластин, 
например давлением акустического поля, возникают колебания изги
ба, вызывающие электрические заряды на электродах. 

Поперечные колебания изгиба позволяют получить малогабарит
ную колебательную систему и преобразователь в целом. Рассмотрим 
пластинчатые преобразователи, в которых взаимодействуют механи
ческие напряжения, вызванные деформациями изгиба пьезакерамиче
ских пластин, и электрическое поле поляризации в них. 

Принцип действия. Для возбуждения колебаний изгиба механи
ческой системы в режиме излучения надо создать в ее поперечных 
сечениях изгибающие моменты. Для обеспечения режима приема тре
буется соединить электроды таким образом, чтобы именно механиче
ские напряжения, вызванные деформациями изгиба пластин, преобра
зовывались в электрические сигналы. 

Этим требованиям отвечают механические колебательные системы 
в виде биморфных элементов, состоящих из разнородных пластин, 
жестко связанных плоскостями и отличающихся или электрическими, 
или механическими свойствами. Если в одной из пластин создать 
напряжения сжатия Т, укорачивающие ее длину, а одновременно 
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Рис. 9.16 .  Схема конструкции пластинчатых преобразователей, 
работающих на колебаниях изгиба 

1 - nьезекерамические nластины; 2 - электроды; 3 - несущая опора 

в другой - напряжения растяжения, растягивающие ее, то возникнут изги
бающие моменты М относительно срединной плоскости пластин (рис. 9 . 16, а). 

В режиме приема под действием падающей акустической волны 
биморфный элемент изгибается на несущих опорах и в пьезакерами
ческих пластинах возникают механические напряжения Т, преобразуе
мые ими в электрические сигналы (рис. 9. 1 6, б). 

В случае если для создания механических колебаний (или преоб
разования механических напряжений в электрические сигналы) 
используют пьезоэлектрические пластины, электроды в биморфном 
элементе надо соединить определенным образом. При этом следует 
учитывать взаимные направления полей первоначальной поляризации 
пластин (вектор Е0), возникающих механических нацряжений (Т) и 
напряженности внешнего электрического поля (вектор Е). 

а) 5) 
1 

2 

Ео Ео 1 
l - Еа -

fo 

Рис. 9 .17 .  Последовательное (а) 
и параллельное (б) соединения 
пластин в биморфных элементах 
1 - nьезакерамические пластины; 
2 - электроды 

- 283 -

а) 1 z 5)� 'f� 1 1 - Р0 

� J 

Рис. 9.18 .  Схема соединения би
морфных элементов в преобра
зователе 



Варианты соединения электродов в биморфном элементе, образо
ванном nьезокерамическими пластинами, показамы на рис. 9 . 1 7, а, б. 
Полярность электрических зарядов, возникающих на электродах, 
условная. Отличия в электрических свойствах соединяемых пьезо
пластин создаются рыбором взаимных наnравлениlJ. пол�й nоляриза
ции Е0 и рабочего в. Если наnравления векторов Е0 и Е в одной из 
nластин совпадают, то в ней возникнут механические наnряжения 
одного тиnа (наnример, сжатие), а в этот момент в другой пластине, где 
наnравления векторов nротивоnоложны, возникнут напряжения 
другого тиnа (растяжение). Этим и обусловлено создание изгибающего 
момента в nоnеречных сечениях пластин. 

Таковы физические предnосылки создания механических колеба
тельных систем, в основу которых положен принцип действия пластин
чатых nреобразователей. 

На практике в nластинчатых nреобразователях стремятся создать 
условия закреnления биморфных элементов, близкие к свободному 
опиранию краев, так как в этом случае можно достичь наибольшей 
эффективности преобразователя. С этой целью nреобразователи выnол
няют симметричными (рис. 9. 1 8, а) из двух объединенных в одной 
конструкции биморфных элементов 1 ,  которые расnолагаются соосно 
и nараллельно друг другу на несущей их опоре 2 с небольшим воздуш
ным промежутком 3 между ними, выполняющим роль экрана. Осесим
метричные колебания биморфных элементов при их движении в проти
воnоложных наnравлениях происходят относительно плоскости сим
метрии; форма колебаний показана штрихами. 

Такую конструктивную схему исnользуют, как правило, в nреоб
разователях-излучателях и преобразователях-приемниках давления. 
Акустическое давление действует на наружные nоверхности обоих 
биморфных элементов и вызванные им механические напряжения 
nреобразуются в электрический сигнал на выходе, проnорциональный 
значению давления на входе. 

Резонансные частоты. Резонансные частоты nластинчатых преоб
разователей fо i зависят как от геометрических соотношений и уnругих 
nостоянных материалов биморфных элементов, так и от условий 
их закрепления: 

(9. 1 1 1 )  

где 2h  - толщина биморфного элемента; l - длина элемента; Xi - соб
ственное число, оnределяемое условиями закреnления элемента; 
Сизr - скорость расnространения nоперечных (изгибных) колебаний 
в материале биморфного элемента. 

Из выражения (9. 1 1 1 ) видно, что резонансные частоты nластинча
тых изгибных nреобразователей пропорциональны толщине и обратно 
проnорциональны квадрату длины элемента, причем l всегда в несколь
ко раз больше 2h, что обеспечивает малые габариты низкочастотных 
nластинчатых преобразователей. 

Использование поnеречных колебаний изгиба биморфных элементов 
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в пластинчатых преобразователях приводит к тому, что длины волн, 
на которых они работают, всегда значительно больше размеров преоб
разователей. Известно, что в этом случае рабочие поверхности слабо 
нагружены средой, внутреннее сопротивление преобразователей не 
согласовано с акустической нагрузкой, следовательно, они неэффек
тивны в качестве одиночных излучателей и поэтому чаще применяют
ся в режиме приема. Наиболее благоприятный режим их работы будет 
в диапазоне частот, верхняя граница которого может быть приближен
но определена условием 2h :::;; 0 , 1d или 2h :::;; 0 , 1 1 , где d - диаметр, 
1 - длина. Если это условие не выполняется, т. е .  элементы имеют 
не малую толщину и, как следствие, становятся более жесткими, 
деформации изгиба уменьшаются и эффективность преобразователей 
падает. При этом снижается точность расчета параметров преобразо
вателей, основанного на теории "чистого" изгиба, справедливой для 
тонких пластин. 

Нижняя граница диапазона частот ограничивается сложностью 
изготовления тонких пьезакерамических пластин, так как не обеспе
чивается достаточная механическая прочность. Для пластинчатого 
преобразователя, конструктивная схема которого (см. рис. 9 . 1 7, а) 
является силовой по восприятию гидростатического давления, именно 
низкая механическая прочность - основной его недостаток. 

Для пластинчатых преобразователей, работающих на колебаниях 
изгиба, характерна зависимость резонансных частот, формы колеба
ний и электромеханических параметров от условий закрепления 
биморфных элементов. При расчетах эту зависимость определяет зна
чение собственного числа Xi для различных условий закрепления 
краев биморфного элемента. Так, для прямоугольного биморфного 
элемента, если два его края свободно опираются, а другие два свобод
ны, собственное число на низшей частоте Х1 = 3, 1 4, если же два края 
жестко заделаны, Х1 = 4,73; их резонансные частоты отличаются в 
(4,73/3, 1 4)2 = 2,27 раза. 

Чтобы рассчитать электроакустические характеристики и парамет
ры пластинчатого преобразователя с помощью эквивалентной электро
механической схемы, необходимо знать его эквивалентные парамет
ры - массу mэкв • гибкость Сэкв и КЭМТ N. В каждом конкретном слу
чае их определяют через формы колебаний, размеры и упругие пара
метры биморфных элементов. 

Круглые преобразователи. Основные элементы пластинчатых 
преобразователей этого типа - круглые тонкие биморфные пластины, 
работающие на поперечных колебаниях изгиба. 

Реальные конструкции круглых пластинчатых преобразователей 
содержат кроме механических колебателыtых систем - пьезакерами
ческих биморфных элементов - также опоры, с которыми эти элемен
ты соединены, герметизирующие металлические мембраны и покры
тия, электроизоляционные прослойки и электрические вводы. 

Конструкция широко распространенного круглого пластинчатого 
преобразователя-приемника представлена на рис. 9. 1 9. Для реализации 
условий свободного опирания биморфных элементов колебательная 
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7 Рис. 9 .19 .  Поперечное сечение круглого 
симметричного преобразова теля 

система выполнена симметричной. Биморфные элементы собирают из 
пьезекерамических пластин 2, которые через электроизоляционную 
прослойку 3 склеивают эпоксидным клеем с металлической подлож
кой 4. Подложка вместе с круглым корпусом - опорой 7 - изготовлена 
в виде одной детали. Затем две такие детали сваривают по периметру, 
а внутренний объем 5 между ними образует воздушный экран. К на
ружным плоскостям пьезекерамических пластин приклеивают эле
менты электроизоляции и мембраны 6. Кабель 1 на входе приваривают 
и привулканизовывают к корпусу. Заключительная операция изго
товления преобразователя - приварка торцов мембран к круглому 
корпусу по периметру. 

Малогабаритные конструкции преобразователей более простые. 
Кольцевые опоры изготавливают методом прессования, например, из 
пресспорошка АГ -4с. 

·
К опорам симметрично приклеивают биморфные 

элементы (как на рис. 9. 1 8, а). Герметизируют конструкцию заливкой 
компаундом или с помощью резинового чехла, приклеиваемого к ра
бочим поверхностям биморфных элементов. 

Известны конструкции круглых пластинчатых п р  и е м н и к о в 
г р а д и е н т а  д а в л е н и я ,  т. е. реагирующих на разность давлений. 
Принцип ,Dействия приеминка показан на рис. 9. 1 8, б. Обе наружные 
поверхности биморфного элемента 1 соприкасаются с окружающей 
средой, т. е .  являются рабочими. По торцам элемент нагружен инер
ционными (массивными) деталями 2. Колебания биморфного элемента 
относиrельно неподвижных деталей 2 создает падающая акустическая 
волна. Возбуждающую силу из-за огибания волны определяет разность 
давлений р2 - р1 на обеих сторонах приемника. При этом электриче
ское напряжение на выходе и чувствительность приеминка будут про
порцианальны указанной разности. 

Благодаря высокой удельной чувствительности, надежности 
и простоте конструкции круглые пластинчатые приеминки широко 
применяются. В рабочем диапазоне частот от нескольких герп до 
нескольких килогерц их используют на глубинах до 1 500 м [22]. 

Для определения эквивалентных параметров необходимо знать 
форму колебаний механической системы, т. е .  аналитическую зависи
мость ее смещения от координат. На низких частотах (вблизи первого 
резонанса) форму осесимметричных колебаний круглых биморфных 
элементов в зависимости от условий закрепления описывает функция 

где r - текущий радиус точки на поверхности биморфного элемента; 
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а - радиус элемента; n - коэффициент, характеризующий условия 
закрепления контура. При n = 1 будет свободное опирание, при n = 2 -
жесткая заделка по краю (в дальнейшем индекс n используется без 
пояснений). 

Эквивалентные массы 

(9. 1 12) 

где k 1 = 0,3; k2 = 0 , 1 8; т- масса биморфного элемента. 
Эквивалентные гибкости 

Сэкв = �a2/D, (9. 1 1 3) 

где 1с;, = 2,45 · 1 0- 2 ; � = 1 ,67 · 1 0-2 ; D = Y(2h)3/[ 1 2(1 - v2 )] - изгибная 
жесткость элемента; У, v - соответственно модуль Юнга, коэффициент 
Пуас;сона материала биморфного элемента. 

Резонансные частоты 

(9. 1 1 4) 

где Х1 = 2,23; Х2 = 3,2; р - плотность материала элемента. 
Как известно, в режиме приема на рабочую поверхность преобра· 

зователя действует сила акустического поля Fэкв . Если размеры 
приеминка малы по сравнению с длиной волны, то эта сила 

Fэкв n = Ро S fп (r) dS = P0Scp • 
s 

где р0 - давление в падающей волне; Scp - средняя площадь пласти· 
ны. Для свободно опирающейся пластины Scp = 0,5S, где S = ла2 (для 
жестко заделанной по краю Scp = 0,35S) .  

Составляющие импеданса излучения r5п = 1Xn(p c)5S; Xsn = �n (pc)вS, 
где lln и �n - безразмерные коэффициенты, зависящие от волнового 
диаметра элемента 2а/Л. .  Значения а и � для свободного опирающегося 
круглого преобразователя в экране приведены ниже: 

ka . . .  0,5 
0: • • • 0,023 
1! 0,099 

1 ,0  
0,087 
0,176 

1,5 
0 ,172 
0 ,214 

2,0 
0,257 
0,2 1 1  

2,5 
0,323 
0 ,175 

3,0 
0,359 
0,123 

3,5 
0,368 
0,072 

4,0 
0,356 
0,034 

4,5 
0,337 
0,012 

5,0 
0,320 
0,004 

Коэффициент электромеханической трансформации при условии, 
что электроды полностью покрывают плоские поверхности пластин, 
равен 

(9. 1 1 5) 

где k;'= 9; k;.'= О; dik - пьезоэлектрический модуль активного ма· 
териала. 
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Внутреннее сопротивление приемников, работающих ниже резо
нанса, определяется емкостью С0 • При поперечном пьезоэффекте 
и последовательном включении пластин 

(9 . 1 1 6) 

при продольном пьезоэффекте 

(9. 1 1 7) 

где Sэл - площадь электродов. При параллельном включении пластин 
емкость будет в 4 раза больше. 

Сопротивление механических потерь оценивают акустико-меха
ническим КПД 11ам · Для преобразователей, типа показанного на 
рис. 9 . 18, который выполнен из металла, 11ам = 0,75 . . . 0,8, а в случае 
герметизации резиной или компаундом 11ам < 0,6. 

Все приведеиные формулы обеспечивают достаточную точность 
при расчете биморфных элементов толщиной 2h < 0,2а, при большей 
толщине необходимо учитывать ее влияние на эквивалентные пара
метры [3 1 ] .  

Прямоугольные преобразователи. Биморфный элемент этих преоб
разователей имеет форму тонкой прямоугольной пластины. Конструк
ции излучателей и приемников давления симметричны (рис. 9 .20, а), 
состоят из двух биморфных элементов 1, соединенных между собой 
через опоры 2 по двум противоположным торцам АВ и CD, торцы AD 
и ВС свободны. Для герметизации экранирующей полости 3 применяют 
сравнительно жесткие защитные элементы вдоль свободных торцов, 
что приводит к возникновению сильной механической связи между 
биморфными элементами по этим торцам и снижению эффективности 
преобразователя. Для ослабления связи между торцами AD и ВС коле
бательную систему в некоторых конструкциях помещают в герметич
ный металлический корпус (рис. 9.20, б), заполненный маслом. 

5) 

Рис. 9.20. Конструктивные схемы пря- Рис. 9 .21 .  Биморфные элементы в ви-
моугольных преобразователей де монолитных призм 

- 288 -



Рис. 9.22. Зависимость активной а и реактивной 13 составляющих 
импеданса излучения прямоугольной пластины длиной 1 и ши
риной ь ,  опирающейся двумя ребрами, от волновой ширины kЬ 

В целях повышения механической прочности колебательной систе
мы биморфные пластины для излучателей часто выполняют в виде мо
нолитных однородных призм (рис. 9.20). Электроды на поверхностях 
пьезакерамических призм представляют собой две изолированные 
друг от друга серебряные полоски. Приэмы предварительно поляризо
ваны либо в разных направлениях (рис. 9.21 , а ) , либо в одном направ
лении (рис. 9.21 , б); в первом случае электроды на каждой поверхности 
соединяют параллельно, во втором - последовательно. Второй вариант 
более технологичен: к электродам, находящимся на одной грани 
призмы, подводят высокое напряжение поляризации одной поляр
ности. 

Формы колебаний прямоугольных биморфных элементов, опираю
щихся двумя противоположными торцами и свободных по двум боко
вым (см. рис. 9.20), определяют по выражению ' 

f(x) = sin (лх/1) , 

где х - текущая координата; 1 - длина биморфного элемента между 
опорами. 

Эквивалентная масса m1 = O,Sm, где т =  2p hЬl - масса биморфного 
элемента; Ь - его ширина. Эквивалентная гибкость Сэкв = 2[ 3 /(л4 bD). 
Основная резонансная частота 

(9. 1 1 8) 

КЭМТ для поперечного пьезаэффекта 

N1 = 2лd3 1 Ybh/[1 ( 1 - v)], (9. 1 1 9) 

для продольного 

(9. 1 20) 

где б - расстояние между электродами. 

19-614 - 289 -



Изменения коэффициентов а и � составляющих импеданса излу
чения в зависимости от волновой ширины элемента при различных 
отношениях длины к ширине представлены на рис. 9 .22. 

Средняя площадь прямоугольного элемента при свободно опираю
щихся торцах Scp = 0,64S (где S = Ьl), что приблизительно в 1 ,4  раза пре
вышает среднюю площадь круглой пластины такой же площади. 

Влияние толщины биморфных элементов на их эквивалентные 
параметры можно учесть по формулам, приведеиным в работе [3 1 ] .  

§ 9. 1 5. Нели ней ные параметрические 
преобразователи и антенны 

При высоких уровнях излучения акустической энергии возникают 
нелинейные явления: кавитация, шумообразование, изменение профи
ля и спектрального состава акустических сигналов, акустические те
чения и др. Некоторые из таких явлений, как nравило, нежелательны, 
другие же можно использовать, в частности, для создания гидро
акустических приборов - nараметрических nреобразователей (антенн) .  

Действие n а р а м е т р и ч е с к о г о  и з  л у ч а  т е л  я основано на 
исnользовании нелинейных свойств водной среды. Такой излучатель 
малых размеров имеет узкую диаграмму направленности nрактически 
без боковых леnестков и постоянные nараметры наnравленности в ши
рокой полосе частот. При этом эффективность его на 2- 3 nорядка 
меньше обычного электроакустического nреобразователя. 

Принцип действия излучающей параметрической антенны пояс
няет рис. 9 .23 , а. Ультразвуковой nреобразователь П возбуждается от 
генераторов Гl и Г2 и излучает высокочастотные волны, называемые 
в о л н а м и н а к а ч к и . Частоты /1 и /2 напряжений генераторов 
в пределах рабочей nолосы мало отличаются друг от друга. Если 
уровень излучения nервичных волн достаточно велик, в среде благо
даря нелинейному взаимодействию волн, образуется вторичное излу
чение с частотами 2/1 , 2/2 , суммарной /1 + [2 и разностной /1 - [2 • Волны 
высоких частот nри распространении быстро затухают, а волны низких 
частот /1 - [2 , образовавшиеся в зоне взаимодействия протяженностью 
L, распространяются на большие расстояния. Участок среды, в котором 
взаимодействуют волны, по существу представляет собой антенну, 
излучающую низкочастотный сигнал. 

Так как L составляет десятки и даже сотни метров и, следовательно, 
L » Л. (Л. - длина волны разностной частоты), в зоне L формируется 
ДН с малой угловой шириной центрального лепестка (порядка несколь
ких градусов). Рабочими частотами nараметрических излучателей 
являются разностные частоты. Поскольку частоты /1 и [2 электрических 
сигналов можно изменять в широких nределах nолосы пропускания 
nреобразователя накачки и выбирать их близкими, нелинейные па
раметрические антенны обеспечивают широкоnолосное излучение. 

Использование указанных свойств nозволяет создавать пара
метрические антенны для целей гидролокации, измерения глубин 
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Рис. 9 .23. Схема параметрических излучающей (а ) и приемной (б) антенн 

с высокой точностью (прецизионные эхолоты), передачи широполосной 
информации, гидроакустических измерений и др. При излучении 
акустическое давление, создаваемое такими антеннами, достигает 
десятков тысяч паскалей. 

Пример [39]. Ширина ДН обычной антенны современного эхолота составляет 
не менее 20•; при этом глубину измеряют с большими погрешностями. Чтобы 
повысить точность измерения, необходимо сформировать ДН со значительно 
меньшей угловой шириной. При частоте 9 кГц (оптимальной для глубин до б км) 
такая антенна должна име1'ь площадь 25 м2• В одном экспериментальном эхоло
те с частотой волн накачки 200 кГц применена параметрическая антенна с рабо
чей частотой 12  кГц, ширина ДН которой равна 2• при ничтожно малых (мень
ше 1 мм) размерах излучающей поверхности преобразователя накачки. Получены 
положительные результаты работы эхолота при глубине до 4 км. 

В п а р а м е т р и ч е с к и х  п р и е м и н к а х  используют нелинейный 
эффект - изменение фазы (т. е .  скорости распространения) волны вы
сокой частоты при прохождении зоны действия примимаемого акусти
ческого поля. Нелинейный параметрический приемник содержит излу
чатель и приемник, разнесенные на определенное расстояние L один от 
другого (рис. 9.23, б). Высокочастотный излучатель создает мощную 
акустическую волну накачки с частотой f, при распространении кото
рой изменяются параметры среды. Волна примимаемого сигнала с ча
стотой fc распространяется под углом 8 к оси системы излучатель
приемник. В результате взаимодействия высоко- и низкочастотных 
волн на приемник действует волна накачки, промодулированная вол
ной сигнала. При этом изменение фазы высокочастотного сигнала про
порционально изменению амплитуды давления низкочастотного сиг
нала. Информацию о параметрах сигнала получают с помощью схемы 
обработки, которая содержит усилитель, фильтр и фазовый дискри
минатор. Волна fc примимается в области среды протяженностью L, и 
эта область фактически выполняет роль антенны. 

Параметрические приемники обеспечивают широкополосный и 
узконаправленный прием и могут быть использованы для определения 
параметров гидроакустических излучателей и характеристик ультра
звуковых полей, а также для градуировки гидроакустических прием
инков. 

19* - 291 -



§ 9.1 6. Сравнитепьна11 оценка пьезокерам и ческих 
материалов дn11 Г АП 

Естественные пьезоэлектрические и синтетические кристаллы 
имеют ограниченное пр именение в Г АП. В настоящее время в качестве 
активных элементов излучателей и приемников звука применяются, 
главным образом, различные составы пьезокерамики, обладающие 
высокой электрJiческой и механической прочностью, малой гигроско· 
пичностью, стабильностью свойств в широком диапазоне температур 
и во времени и имеющие технологические преимущества, которые 
отмечались выше. Пьезокерамика наиболее полно отвечает целому 
комплек.су требований, предъявляемых к активным элементам преоб
разователей современных гидроакустических антенн. 

Для рационального проектирования антенн и сравнения различ
ных составов пьезокерамики используют критерии эффективности 
активных материалов, дающие возможность оценить основные каче
ственные показатели работы гидроакустических антенн в различных 
режимах. Для сравнения эффективности использования наиболее 
распространенных пьезакерамических материалов в табл. 9.5 приве
дены значения их параметров. 

Излучатели. Удельная акустическая мощность излучателя на ре
зонансной частоте пропорциональна величине (dikCЙ)2 Е2 , а на частотах 
значительно ниже резонансной - величине (dikck )2 Е2 • Из таблицы 
видно, что при одинаковой напряженности электрического поля 
наибольшая мощность излучения как при резонансе, так и при низких 
частотах будет у преобразователей из материалов ЦТБС-3, ЦТС- 1 9  
и ЦТСНВ- 1 .  Иначе говоря, для получения одинаковой удельной акусти
ческой мощности излучения наименьшая напряженность поля (и 
напряжение) потребуется для преобразователей, активные элементы 
которых изготовлены из материалов указанных марок. 

Параметр пьезаматериала pcfk�k Qэ как критерий получения 
наибольшего электромеханического КПД имеет максимальное значе
ние для ЦТБС-3, ЦТСС- 1 и ЦТС-23. Однако из-за меньшей диэлектри
ческой проницаемости емкостное сопротивление элементов из ЦТСС- 1 
и ЦТС-23 будет в 2,2 раза больше, и в случае необходимости получения 
значительных удельных мощностей излучения требуемые напряжения 
могут оказаться близкими к напряжению поверхностного пробоя. 

Приемники. Удельная чувствительность, достаточно полно харак
теризующая эффективность преобразователя в режиме ПЕИ':;М�. па 
частоте электромеханического резонанса поощшциональна dik/(s ik f:33C k), 
а на низких частотах - величине dik .Jc"I?cff13. Чувствительность холо
стого хода приемника при резонансе пропорциональна dikl(s/i; r.;3 ). 
Из данных табл. 9.5 видно, что при резонансе удельная чувствитель
ность будет больше у Приемников из ЦТСНВ- 1 и ЦТБС-3, а при низких 
частотах - из ЦТС- 1 9  и ЦТСНВ- 1 .  Чувствительности холостого хода 
приемников, изготовленных из пьезакерамических материалов раз
ных марок отличаются мало, исключая ТБК-3 при использовании 
продольного пьезоэффекта. 
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Таблица 9 .5. 

Марка материала 

ТБ-1 

ТБК-3 

ЦТСНВ-1 

ЦТС-19 

ЦТС-23 

ЦТСС-1 

ЦТБС-3 

НБС-1 

Значения параметров пьезокерамических материалов, опреде
ляющих эффективность преобраэователей 

(dзз /s�з )2 (dзз /с� ) 102 8 k53 /tg б (d33 /е �3 ) 101 4 (dзз 1М)10'2  

(dз , /sf, )2 (d3 1; с1{ ) 1028 kff, ltg б (d3 1 !е[3 ) 101 4 (dзl ;/ZfзJ10' 2  

87,3 5,7 8,3 6,7 2,6 -- - - - -
25,6 1 ,0 1 ,3 3,0 1 ,2  

141 ,5  6 ,5  5 ,5  9,4 3,3 -- - - - -
36,9 1,2 1,2 4,2 1 ,5 

453,1 273,5 5,8 19 ,5  9,2 -- -- - -- -
150,6 47,6 1 ,3  9 , 1  4 ,3  

5 14,7 146,4 4,5 23,6 9,2 -- -- - -- -
108,1  25 ,3  0,8 10,2 4,0 

100 25,0 8,4 13,6 4,5 -- -- -- -- -
32,3 5,5 0,02 6,8 2,3 

- 29,8 30,2 18,0 5,7 -- -- -- -
5,2 6,8 8 ,0 2,5 

561 ,9  100,0 2 1 , 1  13,9 6,7 -- -- -- -- -
200,5 20,9 5 , 1  7 ,0  3 ,3  

201 ,2  - 1 1 ,6 9,2 4,1 -- -- - -
56,2 3,8 2,9 4,4 1,9 

Помимо требований, предъявляемых к активным материалам 
и связанных с эффективностью Г АП, важными являются требования 
к надежности. Свойства пьезекерамических материалов, от которых 
зависит надежность преобразователей - это усталость при длительном 
воздействии динамических напряжений, старение материала со вре
менем, влияние рабочего напряжения, температуры и давления [22] . 

ГЛАВА 1 0 . МАГНИТОСТРИ КЦИОННЫЕ 
ПРЕОБРАЗОВАТЕЛИ 

Магнитострикция - это явление, присущее ферромагнитным мате
риалам и связывающее их механическое и магнитное состояния. При 
изменении магнитного поля в закрепленном магнитепроводе возникает 
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усилие, направленное вдоль силовых линий - п р я м о й  м а г н и 
т о с т р и к ц и о н н ы й э ф ф е к т ,  а деформация магнитапровода с на
чальной напряженностью поля приводит к изменению магнитного 
поля- о б р а т н ы й  м а г н и т о с т р и к ц и о н н ы й э ф ф е к т . 

Магнитострикция есть результат обменного и магнитного взаимо
действий в ферромагнитных телах. В процессе намагничивания маг
нитные силы проявляются в смещениях границ между областями 
спонтанной намагниченности (доменных границ) и вращения магнит
ных моментов доменов. При характеристиках поля, изменяющихся от 
нуля до значений, соответствующих техническому насыщению, в 
основном возникает магнитострикция, вызванная магнитными сила
ми решетки. Процессы смещения и вращения приводят к изменению 
энергетического состояния решетки, а следовательно, и равновесных 
расстояний между атомами решетки: атомы смещаются, и происходит 
деформация решетки - магнитострикция. Магнитострикция такого 
типа практически не связана с изменением объема кристалла и вызы
вает лишь искажение его формы (линейная магнитострикция). 

Электроакустические преобразователи, действие которых основа
но на использовании магнитострикции, находят применение в различ
ных гидроакустических антеннах. Магнитострикционные преобразова
тели по сравнению с другими, например пьезоэлектрическими, имеют 
следующие преимущества: большую механическую прочность, анти
коррозийность, простоту изготовления, низкие требуемые электриче
ские напряжения, надежность и долговечность. Вместе с тем магнито
стрикторам свойственны и недостатки: ограниченный сверху частот
ный диапазон и зависимость собственной частоты колебаний от тем
пературы. 

§ 1 0.1 . Основные соотношении магнитострикционного 
эффекта 

Уже первые опыты по наблюдению магнитострикции показали, что 
величину и знак деформации определяют структура образца, способ 
изготовления, величина предварительного намагничивания; при этом 
знак деформации не зависит от направления поля. У никеля, напри
мер, при всех значениях поля магнитострикция отрицательна (образец 
укорачивается) и наблюдается механическое насыщение, т. е. прекра
щение роста деформации начиная с векоторого значения поля. Су
щественно, что при изменении внешнего поля деформация меняется нелинейно. 

Магнитострикционный эффект зависит от температуры: с увели
чением температуры он убывает и вовсе исчезает в точке Кюри, где 
термические колебания энергии компенсируют систематизирующее 
действие сил кристаллической решетки. 

Обратный маrнитострикционный эффект. Рассмотрим магиитопро
вод в виде стержня (прямого или кольца) с обмоткой. Если включить 
внешнее напряжение на обмотку, по ней потечет ток /. При этом связь 
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между векторами наnряженности Н магнитного nоля, электрической 
индукции D и nлотности j тока nроводимости в любой точке стержня 
оnределяют по уравнению Максвелла, которое в дифференциальной 
рационализированной форме имеет вид 

rot Н = j + дD/дt. ( 1 0 . 1 ) 

Чтобы ввести в уравнение ( 1 0 . 1 ) векторы магнитной индукции В 
и интенсивности намагничивания 1, восnользуемся теоремой Стокеа 
S jdS = nl (п - число витков на стержне) и законом nолного тока 
s 
nl = S Hdl (интегрирование вдоль линии индукции, т. е. по длине l 

1 u 
стержня), а интенсивность 1 nоложим равнои 1 = 11 + 12 , где 11 = f(B), 12 
вызывается магнитострикционными свойствами стержня. Тогда можно 
nолучить следующие выражения для силы тока и магнитного nото
ка [29] : 

1 = ( l/n) S (В/11 - 12 ) dl; ( 1 0.2) 

Ф = (n/ + S 12dl)[S dl/(!18)]- 1 , ( 1 0.3) 

где 11 - абсолютная магнитная nроницаемость стержня nри отсутствии 
магнитострикции, т. е. 12 = О; S - nлощадь nоnеречного сечения магни
тоnровода; интеграл в знаменателе nредставляет собой магнитное 
соnротивление цеnи Rm . 

Интенсивность 12 , обусловленная малыми деформациями д;/дl 
в наnравлении линий индукции nоляризованного магнитоnровода, 
nроnорциональна деформации и зависит от начальной индукции В0 
(наnряженности Н0) nоля nоляризации. Соотношение 

( 1 0.4) 

выражает обратный магнитострикционный эффект. Осуществляют 
nоляризацию или nостоянными магнитами, или nроnусканием nостоян
ного тока через обмотку, наложенную на стержень. 

В общем случае магнитная цеnь состоит из т участков с разными 
значениями величин Sm. lm, 11m· При этом индукция Вт на разных 
участках тоже неодинакова, но nоток вдоль всего nути интегрирова
ния Ф = :Е BmSm = const. 

т 
Активную в магнитострикционном отношении часть цеnи nримем 

однородной, что соответствует действительности, и будем рассматри
вать ее как один участок с nроницаемостью 11 и nлощадью сечения S. 
Заменяя выражение для Rm суммой интегралов по участкам всей 
цеnи, оnределим "nрив�денную" длину lэкв магнитной цеnи 

lэкв = !!S :Е lт/(!!тSт). ( 1 0.5) 
т 

Прямой магнитострикционный эффект. Как указывалось, nрямой 
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Т{В) магнитострикционный эффект заключает
ся в деформации ферромагнитного тела 
в направлении силовых линий поля, в ко
торое помещено это тело. При свободной 
деформации магнитострикционного стерж
ня механические напряжения в нем не 
возникают. Если внешним воздействием 
предотвратить деформацию от намагничи
вания, то в стержне возникнут напряже

""'---'-=1--+--8-m---�8 ния. Будем говорить, что стержень, нахо
дящийся в переменнам магнитном поле, 
совершает колебания под действием 
"магнитострикционных" усилий Т(В). 
Последние надо понимать в том смысле, 
что для устранения деформаций, вызван
ных полем, внешние усилия должны быть 

Рис. 10 . 1 .  Зависимость 
магнитострикционного 
наnряжения от магнит· 
ной индукции 

равны и направлены противоположно упругим напряжениям Т(В). 
Следовательно, величина Т(В) равна упругому напряжению, возникаю
щему в заторможенном магнитострикционном стержне при заданной 
индукции (или намагниченности) магнитного поля. 

Зависимость напряжения Т(В) магнитострикции от индукции 
имеет вид, представленный на рис. 1 0. 1 .  Если поляризованный стер
жень подвергнуть воздействию переменной индукции с амплитудой 
Вт « В0 , то циклические изменения Т(В) относительно точки В0 
можно принять соответствующими кривой Т(В) . :1 зависимость между 
амплитудами магнитострикционного напряжения и индукции - ли
нейной, т. е. 

Т т(В) = qJ (B)Bт , ( 1 0.6) 
где 

qJ (B) = dT(B)/dBiв = в0, д�! д/ = о = qJ (B0 ) . ( 1 0 .7) 

Функция qJ (B) представляет важную характеристику магнитострик
ционного материала. Чем больше qJ (B), тем сильнее при данном значе
нии индукции (или потока) магнитострикционное напряжение (или 
сила). Выбором поляризующего поля можно обеспечить работу магни
тострикционной системы на крутом участке кривой Т(В), где qJ (B) 
имеет наибольшее значение и, следовательно, наиболее эффективным 
будет магиитомеханическое преобразование. 

При фиксированном значении начальной индукции величину qJ (B0 ) 
называют м а г н и т о с т р и  к ц и о н н о й  п о  с т о я н н о й  . 

§ 1 0.2. Неполнриэованнан магнитостри кционнан система 

Неполяризованной называют систему, у которой начальное намаг
ничивание отсутствует (В0 = О). Исходя из нелинейной зависимости 
Т(В) при воздействии перемениого магнитного поля с медленноменяю
щейся индукцией, можем записать 

в в 
Т(В) = S [дТ(В)/дВ]dВ = S qJ(B) dB, ( 1 0 .8) 

о о 
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где <р (В) = дТ(В)/дВ при отсутствии деформации (д�, /дl = О) . 
Теоретически и экспериментально установлен11 что в широком 

диапазоне индукций функция <р (В) линейна, т. е. <р (В) = -vв, где 'У - по
стоянная величина. Согласно равенству ( 1 0.8), получаем соотношение 

в 
Т(В) = 'У  S BdB = ( 1/2)"VB2 , 

о ' { 1 0.9) 

выражающее квадратичную зависимость магнитострикционных напря· 
жений (и деформаций) от индукции приложеннаго поля. 

Маrнитострикционная сила и деформация. Пусть ко входной сторо
не (обмотке) системы приложено переменное напряжение и = Ит cos (w t), 
под действием которого по обмотке, имеющей n витков, протекает 
ток 1. На индуктивности L происходит падение напряжения, опреде
ляющее магнитный поток Ф ,  на активном сопротивлении R обмотки -
падение напряжения R /. Поскольку обычно число витков мало, а сече
ние провода большое, омическими потерями можно пренебречь. Тогда 
Ит cos (w t) = ndФ/dt, магнитный поток 

Ф = [ Иm/(w n)] sin (w t) { 1 0. 1 0) 

и магнитная индукция 

В = [Ит!(w пS)] sin (w t) . { 1 0. 1 1 ) 

Подставим равенство ( 1 0. 1 1 ) в выражение ( 1 0 .9): 

Т(В) = ( 1 /4)-vв�[ 1 - cos (2w t)] = то('в) - т m(Ёi) cos (2w t). ( 1 0. 1 2) 

Таким образом, переменная составляющая движущей силы (и де
формации) неполяризованной системы изменяется с двойной частотой 
приложеннаго электрического напряжения. 

Магнитострикционная сила 

F(B) = Т(в)s = ( 114)-vв�s - ( 114)-vв�s cos (2w t), ( 1 0. 1 3) 

амплитуда ее переменной составляющей 

( 1 0. 1 4) 

Механический импеданс z системь!z по определению, есть отноше
ние переменной составляющей силы F(B) к скорости смещения системы 
(стержня) и в общем случа� является величиной комплексной, т. е. 
z = l zl ехр ( i<p ) . Согласно выражению ( 1 0 . 1 2), смещение 1; = 1; т ехр (2 iwt) 
и, следовательно, 1; = 2iw 1; .  Отсюда 

1; = [- 1/(2iw )][-vB�S/(4 1 zl ) ]  ехр [ i (2w t - <р)]. 

Действительная часть смещения 
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Re s = [- 1'в;s/{8ы lz l )] sin (2U> t - 1р )  = - sm sin (2ы t - 1р ) . ( 1 0. 1 5) 

Потребляемый ток. Мощность электромагнитных потерь и меха
ническая мощность. Составим выражение для энергетического баланса 
системы в режиме излучения. Мощность, отдаваемая источником, 
равна u/ = nldФ/dt. Учитывая формулу ( 1 0.2) для силы тока и принимая 
интенсивность J2 , как и в случае поляризованной системы, пропор
циональной деформации [см. соотношение ( 1 0.4)], для однородного 
участка магнитной цепи длиной lэкв [см. равенство { 1 0.5)] получаем 

( 1 0. 1 6) 

Подставив в { 1 0. 1 6) выражения ( 1 0. 1 1 ) для индукции, ( 1 0. 1 5) для сме· 
щения и индуктивности L тородиальной обмотки 

получим 

I = [Uт sin (ы t)]/{ыL) + ['\' Umsm/{2ыn2S)] х 

х [cos (щ - 1р ) - cos (Зыt - 1р )] . 

{ 1 0. 1 7) 

{ 1 0 . 1 8) 

Здесь первое слагаемое - ток намагничивания, второе - динами
ческий ток, обусловливающий механические колебания стержня с ча
стотой приложеиного напряжения, третье - ток третьей гармоники. 
Таким образом, при синусоидальном напряжении возбуждения ток, 
протекающий через неполяризованную магнитострикционную систе
му, оказывается несинусоидальным. 

Полный ток, потребляемый системой при излучении, должен еще 
включат� ток потерь, которые обусловлены вихревыми токами и маг
нитным гистерезисом. 

Мощность потерь Р Ф на вихревые токи в ферромагнитном пакете 
объемом V, набранном из пластинок толщиной б, можно рассчитать 
по формуле 

( 1 0. 1 9) 

где оФ - коэффициент, зависящий от материала намагничиваемого 
тела, переменной индукции и постоянной напряженности. 

Мощность потерь Рг на гистерезис определяют по формуле 

{ 1 0.20) 

где Ог - коэффициент, зависящий от переменной индукции. 
Из выражений ( 1 0. 1 9) и { 1 0.20) видно, что потери энергии пропор

циональны квадрату амплитуды индукции и, следовательно, квадра
ту амплитуды приложеиного напряжения. Поэтому если ввести 
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некоторое эквивалентное активное сопротивление Rэ.n , на котором 
расходуется мощность потерь Рэ.n = РФ + Pr , можно учесть потери вклю· 
чением Rэ.л параллельно индуктивности L обмотки. Тогда с одной сто· 
роны Рэ.л = U:"/('lR3.л ), с другой - Рэ.л = OnB� V, где Оп - коэффициент 
суммарных потерь. Приравнивая оба выражения для мощности Рэ.л 
и учитывая равенства { 1 0. 1 1 ) и ( 1 0. 17), получаем формулу для опреде· 
ления сопротивления потерь Rэ.n в магнитопроводе из однородного 
материала 

{ 1 0.21 ) 

где коэффициент 

( 1 0 .22) 

Теперь возможно дополнить выражения ( 10. 1 6) и { 1 0. 1 8) для силы 
тока через излучатель силой тока потерь In = u/Rэ.n = [Ит cos (w t))/R3.n , 
получаем 

I = u/Rэ.n + Blэквl(!l n) - (vB/n)� . ( 1 0.23) 

Составим уравнение энергетического баланса системы, для чего 
умножим обе части равенства (1 0.23) на и = ndФ/dt: 

Iu = и2 1Rэ.n + (Blэквl!l )dФ/dt - )>B�dФ/dt. 

Как видим, подводимая к системе мгновенная мощность складывается 
из мощности электромагнитных потерь, скорости изменения электро· 
магнитной энергии и механической мощности. 

Определим среднюю мощность, потребляемую магнитострикцион· 
ной системой, т. е. вычислим интеграл 

т 
Р = ul = { 1/Т) S uldt = fPm/{2Rэ .л) + 

о 

+ [v U��m/{4w n2S)] cos <р = Рэ.л + Рэю { 1 0.24) 

где Рэм - мощность, расходуемая на механические колебания стержня. 
После простых преобразований с использованием равенств ( 1 0. 1 1 ) 
и ( 10. 1 4) получим 

Рэм = [F�(B)/(21zl )] cos <р ,  ( 1 0 .25) 

где Fт(В) - амплитуда магнитострикционной силы. 
В случае резонанса механической системы, когда сдвиг по фазе 

между движущей силой и скоростью колебаний отсутствует (cos <р = 1 ) 
и механический импеданс чисто активный (z = r), электромеханическая 
мощность также активная и равна Рэмо = F�(B)/{2r). 
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§ 1 0.3. Пол11ри зованна11 магнитострикционна11 система 

В этой системе кроме переменной индукции В существует постоян
ная индукция В0 , т. е .  на постоянный поток Ф 0 налагается переменвый 
поток Ф . При условии Вт « В0 можно считать ]2 = ср (В0 + В)д�/дl � 
� ср (В0 )д� /дl. 

Магнитострикционная сила, согласно формуле { 1 0.6), и с учетом 
равенств { 1 0. 1 1 ) равна 

F(B) = cp (B0 )BS = (cp (B0 )/{w n)]Иm sin (w t) . { 1 0.26) 

Определяя деформацию совершенно так же, как для неполяризо
ванной системы, получим 

{ 1 0.27) 

Как видим, колебания поляризованной системы происходят с часто
той возбуждающего поля. Очевидно, это будет справедливо на линей
ном участке кривой Т(В), где магнитострикционная функция по
стоянна. 

Полный ток, потребляемый системой, помимо токов потерь, намаг
ничивания и динамического будет включать еще ток поляризации 

{ 1 0.28) 

где J.l (o) - абсолютная магнитная проводимость материала стержня при 
индукции В =  В0 • 

Подставляя выражения { 1 0 .27), { 1 0. 1 1 ) и { 1 0. 1 7), в которых -уВ заме
няем на ср (В0 ), в формулу { 1 0. 1 6) и дополняя последнюю силой тока /0 ,  
для полного тока получим 

. 
I =  (Иm/Rэ.п) cos (w t) + [Иm/{wL)] sin (w t) + B0 lэквi(J.I (o)n) + 

+ (cp (B0)�m/n] cos (w t - ср) . { 1 0.29) 

Для определения средней мощности, потребляемой системой, 
составим произведение Iu и усредним результат по времени. Получим 

Подставив во второе слагаемое значение �m из равенства { 1 0.27), 
найдем выражение для электромеханической мощности 

{ 1 0.30) 

Сравнение поляризованной и неполяризованной систем. Принимая 
ср(В0 )  = -у (В0) и сопоставляя амплитуды �m обеих систем [см. равенства 
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( 1 0 . 1 5) и ( 1 0.27)] , найдем, что отношение этих амплитуд равно 8В0/Вт 
при возбуждении их переменным полем с одинаковыми напряжением 
и частотой или, что то же, при одинаковой амплитуде переменной 
индукции. Сравнение выражений для механической мощности поляри
зованной и неполяризованной систем дает величину 1 6(B0 /Bm)2 • 

Таким образом, неполяризованная магнитострикционная система, 
колеблющаяся с двойной частотой, не только является нелинейной 
и имеет повышенные электромагнитные потери [см. формулу ( 1 0.22)], 
но и обладает малой эффективностью магиитомеханического преобра
зования по сравнению с поляризованной системой. Поляризация (под
магничивание) делает магнитамеханическую связь л инейной, обеспе
ч ивая совпадение частот механических колебаний и приложеннаго 
переменнаго напряжения, а также позволяет . получить достаточно 
большие амплитуды колебаний и соответственно высокие механиче
ские мощности. 

Достоинства неполяризованной системы заключаются в возможно
сти использования более низких частот для возбуждения и отсутствии 
источника поляризации. 

§ 1 0.4. Магнитостри кционные (пьеэомагнитные) 
уравнени11 

Связь между малыми амплитудами колебаний векторов i'i, В и тен
зоров S, Т может быть описана соотношениями, аналогичными уравне
ниям пьезоэффекта. Ограничиваясь одномерным случаем, соответ
ствующим, например, колебаниям тонких стержней по длине или 
пульсирующим радиальным колебаниям тонкостенных колец, коэффи
циенты в уравнениях считаем скалярными величинами. Используя 
аналоги Н .... Е, В -+ D, 11 -+  Е, 1/s -+ У, можно записать системы пьезомаг
нитных уравнений связи соответственно равенствам (9.7), (9 .9) и (9. 1 0), 
(9. 1 2) : 

B = 118H + eS; T = YHS - eH; S = ( 1/Ylf) T + dH; B = J.I TH + dT, ( 1 0.31 ) 

где ун - модуль упругости, измеренный при холостом ходе (Н =  О); 
lls - магнитная проницаемость закрепленного стержня (деформация 
S = О); е = aJ.IS; а = <р(В0 ) - маrнитострикционная постоянная; d = a!lTfYB; 
ll т - магнитная проницаемость свободного стержня (напряжения 
Т =  О); ув - модуль упругости, измеренный при коротком замыкании 
обмотки (В = О). 

Соотношение между магнитной, и упругой энергией для статиче
ского (низкочастотного) поля в магнитострикционном образце харак
теризует материал с точки зрен:v.я эффектиности магиитомеханиче
ского преобразования. Количественно степень преобразования магнит
ной энергии в упругую и обратно оценивают э н е р  г е т и ч е с  к и м 
к о э ф ф и ц и е н т о м  м а г и и т о м е х а н и ч е с к о й  с в я з и .  На практи
ке, как правило, используют продольный магнитострикционный 
эффект, и поэтому можно ограничиться одним коэффициенто� 
k�з  = k2 . 
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Соотношение между упругими модулями ун;ув и магнитными 
проницаемостями llSfllT запишем аналогично выражению (9 . 1 6) : 

( 1 0.32) 

а выражение для коэффициента связи - аналогично формуле (9 . 1 8): 

( 1 0.33) 

Для каждого материала существует оптимальное магнитное поле (Н0 
или В0 ), при котором значение k2 максимально. 

§ 1 0.5. Стержневой магнитос·.-рикционный 
преобраэоватепь 

Устройство. Преобразователь стержневого типа (рис. 1 0.2) пред
ставляет собой пакет тонких электрически изолированных пластин 1 
из магнитострикционного материала, предварительно отожженных 
после штамповки, с наложенной на стержни обмоткой. 

liiтамп пластины пакета может содержать четное или нечетнее 
число стержней с накладками на т�рцах, чаще всего выполненными из 
того же активного материала. При четном числ<:- стержней их площади 
сечений одинаковы, при нечетном - крайние стержни вдвое тоньше. 
Пластины в пакете скреплены заклепками 4, хомутиками или склеены. 
После сборки пакет бакелизируют в вакууме, чем достигается моно
литность колебательной системы. 

Рис. 10.2. Стержневой ма.гнитострикционный nреобразователь 
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Рабочую поверхность накладки (одной или двух), соприкасающую
ся с водной средой, шлифуют и обезжиривают для обеспечения надеж
ного акустического контакта со средой. При наличии обтекателя его 
полость заполняют или жидкостью, или плотной резиной, или пласт
массой с удельным акустическим сопротивлением, близким к ре воды. 

Звукоизоляцию нерабо�ей поверхности преобразователя осущест
вляют экраном 2, выполненным из материала с малым удельным 
сопротивлением. Экран либо приклеивают к тыльной стороне, либо 
прижимают к ней. 

Для акустической развязки преобразователя от корпуса (деталь 6) 
зазоры между пакетом и корпусом заполняют амортизирующей рези
ной. Пакет в корпусе фиксируют резиновыми манжетами 3, охватываю
щими боковые поверхности накладок со стяжками или специальные 
выступы на уровне нейтрали колебательной системы. Манжеты закреп
ляют металлическими скобами 6. Поскольку амортизирующие манже
ты не обеспечивают герметизации пакета в корпусе, пакет с обмоткой 
оказывается в воде. 

Провод обмотки 5 (в случаях омывания ее водой) имеет двухслой
ную резиновую изоляцию. Число витков обмотки определяется необ
ходимой чувствительностью и распределением амплитуд по длине ра
бочей поверхности, а направление намотки - условиями обеспечения 
замкнутости магнитных потоков и несвязанности их в магнитных 
цепях. В частности, для достижения равномерного распределения 
число витков на всех стержнях (при четном их числе) одинаково, 
направление витков на соседних стержнях одной магнитной цепи про
тивоположное, на соседних стержнях разных магнитных цепей - оди
наковое; при нечетнам числе стержней витки наматывают через стер
жень в одном направлении. На рис. 1 0.2 показан случай, когда обмот
ка охватывает два стержня, и, следовательно, в одну магнитную цепь 
входят четыре стержня. Выводы проводов обмотки уплотняют сальни
ками в крышке, герметически закрывающей корпус антенны. 

Эквивалентная схема. Для анализа многостержневой системы 
достаточно рассмотреть продольные колебания одиночного стержня, 
нагруженного на торцах соответствующей частью накладок (рис. 1 0 .3). 
Стержень длиною l с малыми поперечными размерами совершает ко
лебания вдоль оси х или под действием сил F 1 и F 2 (например, сил зву
кового поля) или магнитострикционных усилий, вызванных магнит
ным потоком Ф (например, при излучении) . Постоянное и переменное 
магнитные поля в стержне также направлены по оси х. При этих усло
виях задача оказывается одномерной: только механические напряже
ния Т(х) = Т и индукция В(х) = В не равны нулю. Элемент колебатель
ной системы, показанный на рис. 1 0.3, подобен элементу пьезоэлектри
ческого стержневого преобразователя (см. рис. 9.4, а) и отличается 
лишь тем, что стержень и накладки магнитострикционного преобра
зователя, как правило, изготовляют из одного материала. Поэтому не 
повторяя вывода уравнения движения и не рассматривая вновь гра
ничные условия, можно утверждать, что механическая часть (сторона) 
эквивалентной схемы преобразователей обоих типов одинакова 
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у 

Рис. 10.3.  Элемент колебательной 
системы стержневого преобразователя 

(см. рис. 9.4, б). Сила, действую
щая на механической стороне по
ляризованного преобразователя, 
согласно формулам ( 1 0.6) и ( 1 0.7), 
равна F(B) = �p (B0 )BS = aBS. 

Магнитострикционную силу 
F(B) можно выразить через прило
жеиное к обмотке излучателя 
напряжение и = Ит ехр (iw t) . Пре
небрегая омическими потерями в 
обмотке, приравниваем и =  ndФ/dt, 
находим магнитный поток Ф и 
индукцию В =  и/(iw nS), где S 
площадь поперечного сечения 
магнитопровода. Следовательно, 

F(B) = aBS = [al(iw n)]и, ( 1 0.34) 

где n - число витков на стержне. 
Ток, протекающий через излучатель, в соответствии с выражения

ми ( 1 0.23) и ( 1 0.29) равен 

I =  и /Rэ .п + и/(iwL0 )  + [ ia/(w n)](� 1 + � 2 ), ( 1 0.35) 
где L0 - статическая индуктивность; � 1 , � 2 - скорости колебаний тор
цов стержня. 

Из равенств ( 1 0.34) и ( 1 0.35) определяем КЭМТ N1 = al(iw n) для сил 
и напряжений и N2 = ia/(w n) для токов и скоростей. 

Эквивалентная электромеханическая система поляризованного 
магнитострикционного преобразователя представлена на рис. 1 0.4; 
коэффициент трансформации 

N =  ia/(w n). ( 1 0.36) 

Электромеханический трансформатор в этом случае следует рас
сматривать как псевдотрансформатор. Выражения для движущей силы 
и тока имеют вид 

F =  NU; I =  N(� 1 + � 2) . 

и 

Рис. 10.4 .  Эквивалентная электромеханическая система стержне
вого преобразователя 
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Если пакет преобразователя состоит из т стержней, расположен
ных на равных расстояниях, то и в этом случае схема на рис. 1 0.4 
верна, причем за S надо принимать суммарную площадь сечения стерж
ней mS, а за z1 и z2 - соответственно mz1 и mz2 • 

§ 1 0.6. Цилиндрический  магнитострикционный 
п реобраэователь 

Устройство. Цилиндрический преобразователь (рис. 1 0.5) состоит из 
тонких круглых пластин, набранных вдоль образующей с тороидаль
ной намоткой. Пластины изготавливают из магнитострикционных ма
териалов. При прохождении по обмотке перемениого тока силовые 
линии индукции магнитопровода располагаются по окружностям 
с центрами на оси кольца. Усилия, возникающие благодаря пр ям ому 
магнитострикционному эффекту и направленные вдоль силовых ли
ний (точнее, по касательным к ним), вызывает радиальные колебания 
кольца. Если длина кольца h мала по сравнению с длиной звуковой 
волны в кольце, наряду с радиальными будут и осевые колебания. 
Если толщина l) кольца мала (б « а,  l) « h), можно считать амплитуды 
колебаний всех точек одинаковыми и рассматривать кольцо как 
простой осциллятор. 

Для тонкого кольца в § 9. 12  получены следующие эквивалентные 
параметры и резонансная частота: 

( 1 0.37) 

где а - средний радиус; h - высота; S0 = б h - площадь осевого сечения 
кольца; сВ - скорость распространения продольных колебаний в стер
жне, которую практически можно принимать за скорость в цилиндре 
или неограниченной среде. 

Электрическая схема. Выше было показано, что при наличии 
постоянной индукции В0 магнитострикционные напряжения Т(В) = 
= q>(B0)B. Для элемента кольца с центральным углом dq> (см. рис. 9. 1 1 ) 
радиальная сила равна q> (B0)BS0dq> , следовательно, полная движущая 

Рис. 10.5.  Цилиндриче
ский маrнитострикцион
ный преобраэователь 

20-614 

и 

Рис. 10.6.  Электромеханическая схема ци
линдрического преобразователя 
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Таблица 10. 1 . Формулы ДJIJI расчета маnunос:трИIЩИоню.п nреобразователей 

Условие механического 
резонанса 

Ы lн Ы 1 ctg ...:::.Е.!!.. ctg ....=Е. "' сн 2с8 

=- (cS)нl(t!3mS) 

/о "' t!3 /(2na) 
(ненаrруженный) 

/р = 1/(2n ../(m + m8 )См) 
(нагруженный) 

Эквивалентные параметры 
mэкв • Сэкв 

стержневой 

1 (p iS)н +- p /mS Х 
2 

х 
cos2 (Ы-е_lнlсн) 
sin2[ыpl/(2c8)] 

цилиндрический 

2napll h ;  a /(2nY86 h) 

Механическая 
добротность Qm 

Ырmэкв 
Тl ам (рс)вSн 

Рt!3Тi ам 11 --
1Хы(рс)в аыр 

КЭМТ N Динамическое активное 
сопротивление Rм 

Условие электромеханического 
резонанса 

стержневой 

а 
ып 

цилиндрический 

2n�p(Bo) 
ы п  

ы ' / ы ' / (pcS)н tg � '= pc8S X ctg � 
Сн 2t!3 

2а2 Lo Ыр lн .!:!i!_ - --- ; ctg ctg "' 
ы j,n2 

Сн 2сН 
= (cS)нl(mScH) 

П р  и м е ч  а н и е :  т - число стержней; n - число витков на одном стержне; IX - коэффи· 
ная постоянная в формупах дпя стержневого преобраэоватепя; !р (80 ) - магнитострикцион· 
цилиндра; 11 и h - толщина стенки и высота цилиндра; индекс , ,н" относится к накладке 
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Акустическая мощность Р а.р Статическая индуктивнс ·ть Lo 

стержневой 

lзкв = 2(1 + lн) + 

+ 2(Ь + t)Ь ilн 

цилиндрический 

Чувствительность Мр на резонансной 
частоте ы;, 

стержневой 

(рс)в 

цилиндрический 

Тlам 

Чувствительность Мн.ч на низких частотах 

циент активного соnротивления излучения; 1Хы = 1 - (1 - IХ)ТJам ; а - магнитострикцион
ная nостоянная в формулах для цилиндрического nреобразоватепя; а - средний радиус 
стержневого nреобразователя. 
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сила Fr = 2ш р (В0 )Ф . Подставляя значение индукции В = u/(iы nS0 }, где 
и - напряжение, приложеннее к обмотке, получаем 

( 1 0.38} 

Динамический ток, согласно формуле ( 1 0.35), равен I = [i<p (B0 }/(ы n)]� . 
Поскольку в данном C.JJyчae s есть 9мещение кольца по средней линии, 
то скорость смещения � = 2л � r• где � r - радиальная колебательная ско
рость. Для тока, протекающего через преобразователь (без учета тока 
потерь), получаем 

( 1 0.39} 

Таким образом, КЭМТ поляризованного цилиндрического преоб
разователя определяют по формуле 

( 1 0.40} 

Электромеханическая схема преобразователя представлена 
на рис. 1 0 .6 .  

Используя методику получения расчетных соотношений для режи
мов излучения и приема пьезакерамических преобразователей, изло
женную в гл. 9, петрудно получить формулы*, приведеиные в 
табл. 1 0. 1 .  

§ 1 0.7. Импеданс магнитостри кцион ного 
п реобразовател11 

В соответствии с эквивалентными схемами (см. рис. 1 0.4 и 1 0.6) 
импеданс Z представляет собой сопротивление схемы с электриче
ской стороны в виде параллельного соединения статической индуктив
ности L0 , сопротивления электромагнитных потерь Rэ.п и динамиче
ского импеданса Zм = Rм + iХм. 

Анализ выражений для Z = R + iX и 1 /  Z = G + iY показывает, что 
составляющая R импеданса имеет максимум при частоте ы� электро
механического резонанса, составляющая G проводимости - при часц>
те ы 0 механического резонанса. Графики зависимости импеданса 1t _ 
проводимости от частоты изображены на рис. 1 0.7. Экстремальные зна
чения, соответствующие частотам ы 1 антирезонанса (минимум тока) 
и Ы2 резонанса (максимум тока), не совпадают с частотами ы� и ы 0  
из· з а  наличия активных сопротивлений Rэ.п и Rм. При частоте ы 1 импе
данс достигает максимума за счет параллельного резонанса в цепи 
L0 - Zм: происходит компенсация реактивных проводимастей - элект
рической и механической. При частоте ы 2 импеданс достигает минимума, 

* Подробный расчет магнитострикционных преобразователей приведен 
в учебном пособии автора [29]. 
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который обусловлен nоследовательным 1 z 1 1 z г1 
резонансом в ветви Zм ; уnругое и инер
ционное соnротивления взаимно комnен
сируются <хм = О), соnротивление ветви 
минимально и равно Rм · При частоте w 2 
имnеданс состоит из nараллельна вклю
ченных L0 , Rэ.n • Rм . 

Согласно теореме об эквивалентном 
генераторе, nреобразователь-nриемник 
можно рассматривать как генератор, ЭДС 
которого равна наnряжению на разомкну
том выходе: Их.х = Мх.хР (Мх.х - чувстви
тельность холостого хода; р - звуковое 
давление в свободном nоле), а внутрен-
нее соnротивление равно электрическому 
имnедансу nреобразователя (рис. 1 0.8). 

о w 

Рис. 1 0 .7. Частотная зави-
симость модулей импе-
данса и проводимости 
магнитострикционного 
преобразователя 

Для согласования nриемника с нагрузкой исnользуют трансформа
тор (рис. 1 0.8, б). Приведеиное к nервичной цеnи трансформатора со
nротивление нагрузки � = Zн/n2 , где n - коэффициент трансформа
ции. Если 1� 1  = 1Zвн 1 ,  т. е. nриемник и нагрузка согласованы, наnря
жение на � равно О,SИх.х • а наnряжение на нагрузке во вторичной 
цеnи трансформатора при этом будет в n раз больше, т. е .  Ин = 
= О,SИх.х V l �iZвнl ·  

Как видно, в случае согласованной нагрузки наnряжение н а  ней 
nроnорционально отношению Их.хl J I Zвн l .  Таким образом, эффектив
ность преобразователя в режиме nриема nри согласованной нагрузке 
оnределяется его удельной чувствительностью. , 

Рис. 1 0 .8. Эквивалентная схема Приемника без 
нагрузки (а) и с нагрузкой (б) 
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§ 1 0.8. Магнитострикционные материалы и их 
сравнительна" оценка дл11 Г АП 

К магнитострикционным материалам Г АП предъявляют ряд тре· 
бований, относящихся к их магнитным, магнитострикционным, элек
трическим и механическим свойствам. 

Сердечники преобразователей изготовляют из магиитомягких 
материалов, магнитные свойства которых характеризуются начальной 
магнитной проницаемостью !1нач и коэрцитивной силой Не-

Основные динамические параметры магнитострикционных мате
риалов - магнитострикционная постоянная а = (T/B)s, магнитострик
ционная постоянная чувствительности А = (В/Т)н и энергетический 
коэффициент магиитомеханической связи kн. Эти параметры связаны 
соотношениями 

Постоянная а определяет акустическую мощность и чувствитель
ность излучателя по напряжению, постоянная А - чувствительности 
излучателя по току и приемника на низких частотах. 

Чувствительность приемника на резонансной частоте пропорцио
нальна величине aJ.Ls, удельная резонансная чувствительность - вели
чине а fjlS, удельная чувствительность на низких частотах - величине 
a /ilffyB. 

Электромагнитные потери зависят от удельного электрического 
сопротивления Рэ материала преобразователя, характеризующего 
потери на вихревые токи, и коэрцитивной силы Не, характеризующей 
потери на гистерезис. 

Механические потери в преобразователе оценивают добротностью 

Qм-
Максимальную удельную мощность излучателя ограничивают его 

механическая прочность, магнитострикция насыщения f...5, интенсив
ность намагничивания насыщения J5• 

Плотность р и модуль упругости У материала сердечника заданной 
формы определяют �онансную частоту преобразователя. Чем ниже 
скорость звука с =  v Y/p , тем меньше размер сердечника для заданно� 
частоты резонанса. 

Предельную рабочую температуру t магнитострикционного мате 
риала определяет точка Кюри. 

Упругие, магнитные, электрические и магнитострикционные 
постоянные широко применяемых магнитострикционных материалов, 
а также критерии эффективности использования преобразователей из 
этих материалов приведены в табл. 1 0.2. Значения параметров соответ
ствуют оптимальному подмагничиванию. 

Данные таблицы позволяют произвести сравнительную оценку 
магнитострикционных материалов. 

* Индексы S и Н обозначают постоянство соответственно деформации и нап
ряженности магнитного поля. 
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Таблица 10.2. Значения постоянных и параметров некоторых .маrнитострик
циониьп материалов 

Параметры и Никель Пермендюр Сплав Сплав Феррит 

постоянные НП-2Т 49КФ никоси 12Ю 21СПА 

р, кг/м3 8900 8200 8800 6700 5200 

уВ · 10- 1 1 ,  Па 2,15 2,05 1,9 1 ,58 1,79 

св, м/с 4900 5200 4650 4800 5900 

Тр · 10-6,  Па 3б0 500 420 800 бО • • •  80 

Рэ · 107,  Ом · м 0,7 3,4 1 ,8 1 б  107 

Не> А/м 170 1 40 17 . . •  25 10  270 

BS> Тл О,б1  2 ,4  0,062 1,6 0,32 

l!нa./l!o 100 700 1400 1 000 44 

l!�п/l!o 35 200 220 30 1 б  

н �  . 1 0 -2, А/м 10 . . •  20 4 . • .  б 4 . • •  6 3 . . .  б 10 . • •  17 

н� · 10-2, А/м 36 32 9,6 28 28 

Лs · 106  - 37 70 - 25 . . •  - 27 40 - 26 

а ·  10-7, Н/Вб 2,3 2,2 1 ,8 0,85 2,4 

kзз 0,26 . . •  0,3  0,48 . • •  0,54 0,49 0,30 0,21 

a k • 10-7, Н/Вб 1 ,9  1 ,75 1 ,8 0,65 2,0 

Л · 109 , Вб/Н 4,2 27 28 20 2,8 

tю ос 360 980 350 600 590 

QM 750 б ОО - 400 2000 

(l!�п!Рэ> · 10-2, с/м2 6,28 7,5 1 5,35 2,35 0,019 

tg 6 , % 6,0 40 - 3,0 3,0 

ay.f · 10-7, Н/В б 66,5 350 39б 195 32 

а М· 10-7, Н/Вб 1 1,2  24,5 27 1 1 ,2 8,0 

(a i! �Y�103, м2/Вб 3,1  17,0  20,9 12,3 1,8 

П р  и м е ч  а н и е :  значения tg 6 и механической добротности Qм соответствуют опти
мальному полю подмагничивания � ; для k3з, а, А даны максимальные значения; tg 6 
соответствует амплитуде индукции Вт .;; 0,001 Т л; Qм соответствует амплитуде механиче
ского напряжения 7;п .;; 105 Па; Т Р - предел прочности при растяжении; с8 - скорость звука, 
измеренная при короткозамкнутой обмотке (В = О); 1! r - относительная магнитная прони
цаемость. 
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Хотя сердечники магнитострикционных преобразователей наби
рают из тонких металлических пластин с целью уменьшения потерь на 
вихревые токи, устранить эти потери полностью не удается, что ведет к 
снижению КПД преобразователя и ограничению сверху диапазона его 
рабочих частот. 

В ультразвуковой технике применяют керамические материалы, 
обладающие магнитострикционными свойствами, - ферриты или 
пьезамагнитную керамику. По сравнению с пьезоэлектрической кера
микой магнитострикционные ферриты экономичны, дешевы, относи
тельно просты в изготовлении, не требуют дефицитных исходных мате
риалов. Основное преимущества ферритов по сравнению с металличе
скими материалами заключается в отсутствии потерь на вихревы� 
токи. Магнитные потери в ферритовых сердечниках обусловлены в 
основном гистерезисом. Благодаря чрезвычайно малой электропро
водности и высокой механической добротности (см. табл. 1 0.2), КПД 
ферритовых преобразователей достигает 70 . . .  80% и мало зависит 
от частоты, а верхний предел рабочей полосы частот практически опре
деляется конструктивными соображениями. Недостатком ферритовых 
преобразователей является их относительно малая механическая 
прочность. Если, например, у никелевого излучателя, благодаря его 
высокой прочности, в стационарном режиме предельная интенсивность 
излучения 20 Вт/см2 , то у ферритового излучателя она не превышает 
3 Вт/см2 • Поэтому использование ферритовых магнитострикторов 
в гидроакустических антеннах возможно только при условии повыше
ния их прочности путем предваритальиого сжатия. 
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