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ПРЕДИСЛОВИЕ К ТРИНАДЦАТОМУ ИЗДАНИЮ 

В настоящем, тринадцатом издании первая часть мое!! <(Теорети
ческой механики» выходит в несколько переработаином виде. 

Основное содержание книги осталось без измеиения; переработке 
подверглись отдельные ее места в связи с тем , что в изложение 
статики и кинематики введены (согласно принятой в настоящее время 
программе по теоретической механике для втузов) элементы век
торной алгебры и векторного анализа. 

Введение векторного метода необычайно упрощает изложение 
многих вопросов механики. Вместе с тем, нужно признать, что в не
которых случаях слишком прямо;шнейное проведение этого метода 
может не только не облегчить , а ,  наоборот, затруднить начинаю
щим изучать механику усвоение предмета. Начинающему читателю 
не всегда легко рассмотреть механическую сущность трактуемь:х 
вопросов за недостаточно привычными ему формальными векторными 
операциями, в которые облечено изложение вопроса. Поэтому мне 
казалось, что введение элементов векторного метода в учебник, 
предназначенный для начинающих изучать механику,  должно быть 
сделано с надлежащей осторожностью. 

При изложении теоретической механики можно пользоваться 
тремя методами: методом геометрическим,  методом аналитическ11м 
(или координатным) и , наконец, векторнr1м методом,  основанным на 
применении символики . векторной алгебры и векторного анализа. 
Ни один из этих методов я не счел возможным исключить при со
ставлении настоящего издания моей книги. При изложении каждого 
вопроса курса я выбирал тот метод, который, как мне казалоСI,, 
проще и короче ведет к цели. Конечно, элемент субъективности 
в решении вопроса о целесообразности в каждом данном случае 
того или другого метода неизбежен. Насколько удачно этот вопрос 
решается в предлагаемой книге - предоставляется судить читателю. 

Самые первые основы векторной алгебры изложены во  введении 
в статику. Все дальнейшие необходимые сведения из векторной 
алгебры и векторного �надиза даются по мере надобности в соот
ветствующих местах книги. 

Что касается самого содержания излагаемого здесь  курса меха
ники, то некоторые дополнения введены во втором отделе, посвя-
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щенном кинематике. В главу XVIII (вращение твердого тела вокруг 
неподвижной точки) вновь включены вопросы: угловое ускорение 
(§ 1 1 4) ,  ускорения точек твердого тела (§ 1 1 7) ,  проекции скорости 
точки твердого тела на координатные оси,  связанные с телом (§ 1 21 ); 
в главу XIX (общий случай движения твердого тела) вновь вошел 
§ 1 24 , трактующий о теореме сложения ускорений в случае какого 
угодно переносиого движения. 

В предыдущих изданиях книга имела название «Лекции по тео
ретической механике» ,  в настоящем издании это название заменено 
более кратким - «Теоретическая механика».  

Е. Ншсолаи 

ОТ ИЗДАТЕЛЬСТВА 

Настоящее,  двадцатое 
с тринадцатого издания. 

издание воспроизводится без изменений 



ОТ Д Е Л ПЕР В ЫЙ 

СТАТИКА ТВЕРДОГО ТЕЛА 

ВВЕДЕНИЕ 

§ 1. Статика, кинематика, динамика 

Механика есть наука о движении материальных тел. 
Под движением тел мы разумеем происходящее с течением времени 

их перемещение в пространстве. Движение в более широком смысJiе 
(а именио в смысле всякого изменения состояния материальных 
тeJI, живых организмов , общественных групп и т. д.) является предме
том изучения других наук (физики, химии, биологии, общественных 
наук). Перемещение тел в отличие от других форм движения называется 
иногда механическим движением. В дальнейшем под термином «дви
жение» мы б у д ем понимать всегда именно механическое движение. 

В теоретической .механике исследуются общие законы движе
ния материальных тел и устанавливаются общие приемы и методы 
для решения всех вопросов , относящихся к движению тел. Приме
неине начал механики к решению специальных технических задач (как, 
наприУiер,  к исследованию прочности сооружений, к изучению движения 
машин и т .  д.) составляет содержание различных отделов .механики 
приклад ной. 

Механические явления (т. е . явления движения материальных 
тел) принадлежат к категории явлений физических. В этом смысле 
теоретическая механика является одним из отделов теоретической 
физикzz. . 

Частным случаем движения является равновесие тел. Отдел меха
ники, в котором изучаются условия равновесия тел, называется стати
кой. Законы равновесия по существу гораздо проще общих законов 
движения; отсюда понятно, что статика гораздо проще и элементарнее 
тех отделов механики, которые посвящены исследованию явлений 
движения тел. Ввиду этого мы и начнем в этой первой части нашего 
курса изучение механики со статики (отдел первый). Такой порядок 
изложения соответствует и историческому ходу развития механики. 
Основные теоремы статики были изl!естны еще древним, шюдотвор
ное же изучение явлений движения стало возможным лишь в связи 
с изобретением анализа бесконечно малых в XVII веке. 

Затем мы перейдем к изучению двzrжения материальных тел. 
При этом сначала (во втором отделе н астоящей части) мы будем 
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заниматься исследованием движения тел с чисто гео;.fетричестюit 
стороны. Отдел теоретической механики, в котором изучаются гео
метрические свойства движения ,  называется кинематшсой. В кине
матике движение тел рассматривается вне связи с физическими 
причинами движения. 

Потом (во второй части курса) мы обратимся к исследованию 
движения материальных тел в связи с физическими причинами,  его 
определяющими. Посвященный этому исследованию отдел теорети
ческой механики называется динамикой (или кинетикой). В динамике 
устанавливаются самые общие законы движения материальных тел. 

Таким образом, курс теоретической механики распадается на три 
отдела: статика , кинематика , динамика. 

§ 2. Векторы. Сложение и �ычитаиие векторQв 
Во всех отделах механики нам придется иметь дело с такими 

величинами, которым приписывается не только некоторое численное 
значение, но также и некоторое направление в пространстве; таковы: 
сила ,  скорость, ускорение и т. д. Вместе с тем мы будем встречаться 
также и с величинами, имеющими численное значение , но не имею
щими направления; сюда относятся масса , энергия и т. д. Физические 
величины этих двух родов получают особые названия. Величины пер
вого рода называются векторными величинами или ветстораяи, вели
чины второго рода- скалярными величинами или скалярами. 

В качестве введения к нашему курсу скажем несколько слов о 
векторных величинах 1 � 

Представляется uелесообразным в с амом способе обозначения 
делать различие между векторными и скалярными величинами. Ска
лярные величины мы будем обозначать теми или другими буквами, 
набранными обыкновенным шрифтом; для обозначения же векторов 
мы будем пользоваться жирным шрифтом. При этом, обозначая 
вектор какой-либо буквой, набранной жирным шрифтом, условимся 
обозначать численное значение, или модуль этого вектора (который 
является скалярной величиной), той же буквой, но набранной обык
новенным шрифтом. Таким образом, нужно делать различие между 
вектором а и его численным значением а. Иногда для обозначения 
численного значения вектора а мы будем пользоваться также сим
волом J а J2). 

1) Здесь нриведены лишь немногие элементарнейшие сведения о векто
рах, которые необходимы на первых же порах при изложении статики. Под
робное изложение теории векторов можно найти в книге Н. Е. Кочина, 
Векторное исчисление и начала тензорного исчисления, изд. 6, Гостехиздат, 
М.- Л., 1938. 

2) Неудобно на письме воспроизводить жирный шрифт. Поэтому, обо
значая в печати некоторые величины жирным шрифтом, в письме их обозна
чают обыкновенными буквами, но с постав.1енной над буквой чертой (наври
мер, а). 
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Возьмем прямолинейный отрезок АВ (черт. 1 )  и припишем этому 

отрезку определенное направление, например, от точки А к точке 
В; на чертеже это направление отмечено стрелкой,  поставленной 
у точки В. Такой отрезок, которому приписано определенное на
правление, является простейшим примерам векторной величины. 

Всякий вектор а, имеющий определенное численное значение а 
и определенное направление, может быть графически изображен 
прямолинейным отрезком АВ (черт. 2) ,  длина которого содержит а 
единиц длины (произвольно выбранных), а направление совпадает 
с направлением вектора;  на  чертеже это направление отмечено 
стрелкой. Точка А называется началом вектора ,  точка В- концо:vt 
вектора .  Иногда мы будем обозначать данный вектор двумя буквi'ми 
АВ, причем в последнем случае условимся писать на  первом месте 
букву, поставленную у начала вектора ,  а на  втором - букву, поста-

11 
Чер1. 1. Черт. 2. Черт. 3. 

вленную у конца вектора .  Если бы вектор а имел направление от 
точки В к точке А, то его нужно бьшо бы обозначить через ВА. 

Два вектора а1 и а2 (черт. 3) называются равными, если они 
численно равны, параллельны и направлены в одну и ту же сторону. 

Для обозначения равенства векторов мы будем писать обыкно
венный знак равенства: 

at = а2. 
Если векторы, входящие в какую-либо векторную формулу, 

обозначены двумя буквами, то над этими буквами мы будем ставить 
черточку. Так, для обозначения равенства векторов АВ и CD мы 
б у д ем писать 

Представим себе несколько векторов, например четыре вектора 
а1, а2, а3, а� (черт. 4), и сделаем следующее построение. Из произ
вольной точки А проведем вектор АВ, равный вектору а1; из 
конца В построенного отрезка проведем вектор ВС, равный век
тору а2; из конца С этого отрезка проведем вектор CD, равный 
вектору а3; наконец, из точки D проведем вектор DE, равный 
вектору а�. Затем соединим прямой линией начало А первого век
тора с концом Е последнего вектора. Вектор АЕ (которому мы 
приписываем наиравление от точки А к точке Е) обозначи�1 
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буквой а. Построенный таким образом в ектор а называется су.м
.мой данных векторов а1 , а2, а3, а4, а только что описан ное по
строение называется сложением векторов ; векторы а1, а2, а3, а., 
получают название составляющих векторов. 

Qg 

д 

Е 
Черт. 4. 

Для обозначения сложения векторов мы будем писать обыкно
венный знак сложения: 

a = at + а9 + а3 + а,. 

Если нам заданы n векторов а1 , а2, • • •  , а,. и если их сумм а 
есть а, то мы будем писать : 

а = а1 + а2 + .. . + а,.. 
Возьмем два вектора а1 и а9 (черт. 5). Отложим от nроизвол ьной 

точки А векторы АВ и АС, равные векторам а1 и а2 , и соединин 

Dz / д 
Черт. 5. Черт. 6. 

точки В и С прямой линией; вектор ВС (которому nриnисыва ем 
направление от В к С) обозначим буквой а. Вектор а, кот орый, 
будучи сложен с вектором а1 , дает вектор а9, называется разностью 
.векторов а9 и а1; оnисанное построение называется вычитание.м 
векторов. 

Для обозначения вычитания век торов будем писать обыкнов ен 
ный знак вычитания : 

а = а2-а1• 

Отметим частный случай а9 =О. В этом случае точка С совпа
дает с точкой А и, следовательно, вектор а численно равен ве к
тору а1, но направлен в противоположную сторону (н е  от А к в. 
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а от В к А, че рт . 6). Вмес те с тем тольк о что ус тановленн ая 
форм ула п рин имает в этом с лу11ае вид 

a=-al. 

Отсюда мы сделаем з аклю чен ие,  что - а1 ес ть век тор ,  численн о 
равный век то ру а1, н о  имею щий н ап ра влен ие, п ротиво поло жное н а· 
правлен ию ве кто ра а1• 

§ 3. Умножение вектора на скаляр. Единичный вектор 

Поло жим, нам дан нек оторы И век то р  а и п оло жительная ск а
лярная вел ичина т. Пос троим новый век тор, численное зна чен ие 
к от орого рав но численному зна чен ию а данного век то ра ,  умно жен 
ному н а  число т, а нап равлен ие с овпа да е т  с нап равлен ием данн ого 
век тора а. Полу ченный новый век тор называе тся проztзведением 
век тора а н а  скаля р т и обозн ачае тс я  че рез та. 

Итак, чтобы умножить данный век тор н а  какую-л ибо п олож и
тельную скаля рную вел ичину, ну жн о  умно жить численное зна чение 
век тора  н а  эту вел ичину, не изменяя н аправлен ия век тора. 

Мы у же знаем,  что век то р- та отл ичае тся от век то ра та 
тол ьк о  пр отивополо жным нап ра влен ием. Отсюд а следуе т, что умно 
жен ие век тор а а н а  отр ицательную скаля рную вел ичин у -т сво 
дится к умножен ию численн ог о  зна чен ия а данн ого век то ра на числ о 
т с изменен ием направлен ия век тора н а  пр отивополо жное. 

Есл и  два век то ра а1 и а2 равны , то и век тор 11 та1 и ma2, по 
лученные от умно жен ия данных ве кторов н а  какой -л ибо с кал яр т, 
так же рав ны. Следов ательно , есл и 

то и 
mat=ma2• 

Итак, векторное равенство не нарушается от умноженил 
обеих его частей на одну и ту же скалярную величину. 

Возьмем неск олько вект ор ов а1, а2, а3, а4 (чер т. 7) и сло жим 
их. Для этого пос тро им мн огоуг ольн ик MNPQR, с тороны к отор ог о  

из об ра жают данные век торы . С ум му MR данны х векторов обоз на
чим че рез а. Сле дов ательн о, 

a=at + а�+аз+а4. 

Соедин им тепер ь  то чк и Р и Q с то чко й М прямым и лин иям и и 
отло жим от точки М по на правлен иям о трезков MN, МР, MQ, MR 
отрезк и MN1 =т · MN, МР1 =т · МР, MQ1 =т · MQ, MR1 = 
=т. MR, где т ес ть как ое -л ибо пол ожите л ьное чис .10. Сое дин ив 
точк и N1, Р1, Q1, R1 послед ова те л ьн о прямым и л ин иям и, полу чим но 
вы И мно го угольн ик MN1P1Q1R1, по до бный  мног оу гольн ику MNPQR. 
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Стороны этого нового многоугольника параллельны сходственным 
сторонам многоугольника MNPQR и равны этим сходственным 
сторонам , умноженным на данное число т. Отсюда следует, что 
векторы MN1, N1P1, P1Q1, Q1R1, MR1 равны векторам та1, та2, та3, 
та4, та. 

Но вектор MR1 есть сумма векторов MN1, N1P1, P1Q1, Q1R1• 
Следовательно, получаем: 

та= та, + та2 + та3 + та4• 

Полученный результат можно формулировать следующим обра
зом: чтобы умножить сумму ветсторов на данное положительное 
часло, достаточно умножить тсаждый составляющий вететор на 
ЭtnO ЧдСЛО. 

Черт. 7-. 
Мы предположили сейчас число т положительным. Совершенно 

так же доказывается аналогичное предложение n случае отрицатель
ного т. 

Вектор, численное значение которого равно единице, называется 
единичным пектором или ортом. Положим, нам дан вектор а. Возь
мем единичный вектор, имеющий направление вектора а; обозначим 
этот единичный вектор через е (так что е= 1). Векторы а и е 
имеют одинаковое напраnление, а численное значение вектора а 
равно численному значению вектора е, умноженному на число а. 
Следовательно: 

а = ае. 

Отсюда следует, что всякий вектор может быть представлен как 
произведение его численного значения на соответствующий едини•I
ный вектор. 

§ 4. Проекции вектора на ось и на плоскость 

Осью называется неограниченная прямая линия, которой припи
сано определенное направление. 

Возьмем вектор 'll и ось х (черт. 8), которой приписываем 
н аправление, указанное на чертеже стрелкой. Обозначим нa•taJIO 
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и конец вектора 'D буквами А и В и проведем через точки А и R 
плоскости Р и Q, перпендикулярные к оси х. Точки пересечении а 
и Ь этих плоскостей с осью х называются проек:ция.ми точек А и В 
н а  ось х. 

Величина отрезка аЬ, взятая со знаком +, если направление 
этого отрезка совпадает с направлением оси х, и со знаком -
в противном случае, называется проек:цией вектора 'D на ось х 1); 
обозначим эту проекцию через vx. Итак,  vx= -t- аЬ, причем тот 
или другой знак в этой формуле берется согласно только что фор
мулированному правилу. Следует обратить внимание на то, что 
проекция вектора на какую-;шбо ось является величиной ска
лярной. 

Черт. 8. Черт. 9. 

Заметим, что для построения точек а и Ь можно и не прово
дить плоскостей Р и Q. Достаточно опустить из точек А и В пер
пендикуляры Аа и ВЬ на ось х; основания а и Ь этих перпенди
куляров и будут проекциями точек А и В на ось х. 

Возьмем теперь две параллельные и одинаково направленные 
оси х и .х' (черт. 9) и спроектируем на них вектор 'D. Для этоt-о 
проведем через начало и конец nектора А и В плоскости Р и Q, 
перпендикулярные к осям х и х'. Отметим проекции а и Ь точе1с 
А и В на ось х и проекции а' и Ь' тех же точек на ось х'. 

Проекции аЬ и а'Ь' вектора 'D на оси х и х' численно равны 
(как отрезки параллельных, заключенные между параллельными шю
скостями) и имеют одинаковые знаки. Итак,  проек:цzси век:тора на 
две параллельные 11  одинаково направленные оси равны .меж·ду 
собой. 

Этим обстоятельством можно воспользоваться при построе
нии проекции данного вектора на данную ось. Вместо того чтобы 
проектировать вектор на данную ось, часто представляется бо
лее удобным проектировать вектор на ось,  параллельную данной 

1) Вектор, изображенный отрезком a{J, называется составляющей век
tора v по оси х. 
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и одинаково с нею направленную, но  проходящую через на чало 
вектора. 

В таком случае построение проекции вектора на ось предста
вляется в следующем виде. 

Даны вектор 'l1 и ось х (черт. 10). Через начало вектора А про
водим ось х', параллельную оси х и одинаково с нею направленную. 
Из конца вектора В опускаем перпендикуляр ВЬ на  ось х. Величина 

--------------------�х 

Черт. 10. 

отрезка АЬ, взятая с соответствующим знаком, и есть проекция vx 
вектора 'l1 на ось х. Согласно сделанному выше условию мы счи
таем ее положительной, если направление отрезка АЬ совпадает 
с н аправлением оси х, и отрицательной в противном случае. 

В дальнейшем при проектировании вектора  на  данную ось 
мы будем обыкновенно пользоваться построением, указанным на 
черт .  10. 

Из треугольника АВЬ (прямоуrольного при вершине Ь) следует, 
что 

'Ux ='UCOS ('ll, Х), ( 1) 

где ('ll, х) есть угол, заключенн ый между направлением вектора 'l1 
и направлением оси х. На черт . 10 проекция положительна; пред-

u./10 
д/ i 

: ' 
1 : 
�в, Д, L 

Черт. 11. 

лагаем читателю убедиться , что формула ( 1 )  остается справедливой 
и в случае отрицательной проекции vx. 

Положим, нам даны вектор 'l1 и плоскость L (черт. 1 1 ). Опустим 
из начала А и конца В вектора перпендикуляры АА1 и ВВ1 на 
шюскость L. Основ ания эти х перпендикуляров А1 и В1 называются 
проекциями точек А и В на плоскость L. Вектор же А1В1 (которому 
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мы приписываем направление от А1 к В1) называется проеtецией вete
mopa fJ на плос кость L.  

За:\fетим еще раэ, что проекци ю вектора на  ось  мы рассматри
ваем как величину скалярную . Проек ция же вектора н а  плос кост ь 
.сама является векторной величиной. 

§ 5. Проекция суммы векторов на ось и на плоскость 

Возьмем несколько в екторов а1, а�, аз, а4 и ось .х (черт. 1 2). 
Построим сумму а данных векторов и спроектируем векторы а1 , 
.а2, аз. а4, а та кже их сумму а на ось .х. Для этого из точе к  

у 
��м\ а". � 1 1 1 

N 

--�1 c----!�----1,-�--.r 
т qn Р ,. 

Черт. 12. 

М, N, Р, Q, R опускаем перпендикуляры Mm, Nn, Рр, Qq, Rr на 
-ось .х. Обозначая прое кции в екторов а1 , а2 , аз. а4, а на ось .х 
через 

имеем: 
a1x = mn, a2x=np, 

азх=-рq, 

a4x=qr, ax=mr. 

Но из чертежа видно, что 

mr = mn +пр -pq + qr. 

Следовательно:  
ах= atx + а2х -r- азх -!- а4х· 

Итак, проеtеция су.м.мы веtеторов на данную ось равна су.м.Аtе 
проеtеций составляющих на ту же ось. 

Возьмем опять  нес колько в екторов а1, а2 , аз и плоскость L 
(черт. 1 3). Построим сумму данных векторов и спроектируем век
торы а1 , а2 , а3, а также их сумму а на  плос кость L. Для этого и з 
точек М, N, Р, Q опус каем перпен дикуля ры ММ1, NN1, РР1, QQ1 
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на плоскость L. Векторы M1N1 , N1P1 , P1Q1 суть проекции дан
ных векторов на плоскость L, а вектор M1Q1 есть проекция их 
суммы а па ту же плоскость. 

Черт. 13. 

Но из чертежа видно, что вектор М1 Q1 есть сумма векторов: 
M1N1, N1P1 , P1Q1• Следовательно, проекция суммы векторов rta 
данную плоскость равна су.м.ме проекций составляющих на ту 
же плоскость. 



ГЛАВА! 
АКСИОМЫ СТА ТИКИ 

§ 6. Материальная точка. Первая аксиома. Сила 

Как уже сказано в § 1 ,  теоретическая механика покоится на 
ограниченном числе истин, которые называются af(cllo.мa.мu данной 
науки и которые являются результатом наблюдения окружающего 
нас мира; в се остальное содержание механики выводится как след
с твие из принятых аксиом. Впервые система аксиом механики была 
установлена Ньютоном в его сочинении «Philosophiae пaturalis priпcipia 
mathematica» 1 ) . 

Изложение вьютоновых общих аксиом механики мы отложим до 
начала части li этого курса,  посвященной динамике. Теперь же, 
приступая к изложению статики, мы ограничимся установлением 
частных аксиом, которые достаточны, чтобы обосновать на них 
-статику (но недостаточны для обоснования всей механики). 

Заметим, -ЧТО в число этих аксиом статики войдут некоторые из 
.н ьютоновых общих аксиом; другие же истины, которые мы сейчас 
приме\1 без доказательства в качестве аксиом, могут быть выведены 
·из ньютоновых аксиом как следствия. 

Всякое материальное тело мы можем представить себе мысленно 
раздробленным на весьма малые частицы. Частица вещественного 
тела, настолько малая, что размерами ее можно пренебречь , назы
·в ается .материальной точ!(ой 2) . В механике все вещественные тела 
.представляются как собрания, или системы, материальных точек. 

Представим себе отдельную материальную точку и предположим, 
что она настолько удалена от всех остальных материальных тел, 
что не испытывает никакого влияния со стороны других тел. Такую 
находящуюся вне воздействия других тел материальную точку назо
вем uзолztрованной материальной точкой. 

1) Первое издание сочинения Ньютона появилось в 1687 году. Оно пере
i!едено на русский язык А. Н. Крыловым под заглавием «Математические 
.начала натуральной философии» в «Известиях Морской академии», 1915, 
1916, перепечатано в Собрании сочинений А. Н. Крьшова, т. VI. 

2) Более точное определение материальной точки будет дано в динамике. 
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Аксиома 1. Изолированная .материальная точttа rrлzz находится 
в nottoe, или даrс:исется прямолинейно и равномерно. Эта аксиома ,  
называемая также принципо.м инерцrщ, была открыта Га лилеем. 

Заметим, что дв ижение точки называется прямолинейным, если 
она движ ется по прямой линии ; оно называется равномерным, если 
в р авные промежутки времени точка проходит равные пути .  

Представим себе теперь материальную то чку, которая движется  
непрямолинейно или неравномерно. На основании только что уста
новленной аксиомы мы заключаем, что эта точка - неизолированна я. 
что она находится под действием других  вещественных тел. Дей 
ствие других вещественных тел на данную материальную точку . 
результатом которого · является непрямолинейное или неравномерное 
движение этой точк и, на зывается сrzлой. Мы говорим, что сила, 
действующая на данную материальную точку, прrzложена к этой 
точке. Данная точка называется тot.tttoй приложения силы. 

Следует подчеркнуть, что всякая сила есть действие одного
тела на другое. Простейшим и всем известным примером силы 
является сила тяжести. Сrrлой mяжecmrz или весо.м называется сила , 

к с кото ; ой всякое тело, находя
щееся в близи земной поверхности. 
притягивается Землей. Сила тяже 
сти направлена вертикально вниз. 

Не входя в пере числение суще 
ствующих в природе сил, заметим, 

Черт. 14. что всякая сила имеет о пределен-
ную вeлrrt.trmy, которая может быть . 
измерена. Некоторую про изволь 

ную силу мы выбираем за единицу силы; измерить данну ю 
с илу - значит найти, во сколько раз данная сила больше ил и 
меньше той силы, которая п ринята за единицу. Для сравнения 
и измерения сил служат приборы, называемые дина.мо.мет
ра.ми. Мы примем за един ицу силы вес 1 л воды при 4° С ; эта 
единица с илы называется ttuлогра.м.мо.м 1). Един ицами, производ
ными от килограмма, являются гра.Аt.М (= 0,00 1 ttг) и тонна 
(= 1 000 ttг). Вели чина силы, измеренная в принятых единицах, вы 
ражается некоторым числом ; обозначим его буквой F. 

Кроме определенной численной величины, всякая сила имеет 
определенное направление; так, сила тяжести направлена вер 
тикально вниз. Следовательно, crrлa есть вeлrrt.tuнa векторная. 
Сила F, приложеиная к точке А, графиt.tески изображается отрез 
ком АВ ( черт. 1 4), отложенн ым от точки приложения А по 
направлению силы. Длина отрезка АВ содержит F единиц длин ы 

1) Точнее единица силы- килогра.v.м- определяется как вес платино
вого прототипа (хранящегося в Севре, близ Парижа) на уровне океана и 
на широте 45°. Вес этого прототина не равняетсн в точности весу 1 л воды 
nри 4°С. 
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произвольно выбранных. Точка А называется началом силы F, точка • 
В - концом силы: у конца В ставится стрелка, указывающая напра
вление силы. Прямая KL, на которой расположен отрезок, графиче-
ски изображающий силу, называется линией действия силы. 

Если материальная точка А, к которой приложены силы F1 ,  
F2, • • •  , Fn, находится в покое или движется прямолинейно и равно 
мерно, то говорят, что силы F1 ,  F2, • • •  , Fn взаимно уравновеши
ваются. 

§ 7. Силы внутренние и внешние. Абсолютно твердое тело. 
Вторая аксиома. Третья аксиома. Перенесение точки приложения. 

силы вдоль ее линии действия 

Пре дставим себе тепер ь какое-либо материальное тело конечных 
размеров. Как уже было объяснено в предыдущем параграфе, всякое 
материальное тело (твердое, жидкое или газообразное) мы пред
ставляем себе как собрание, или систему, материальных точек. Вс е
силы, действующие на материальные точки, входящие в состав дан 
ного тела, мы  распределим на две группы: на силы внутренние и· 
силы внешние. Внутренними сила�и называются силы взаимодей-
ствия между материальными точками данного Fi 
тела. Внешние же силы суть силы, испыты
ваемые материальными точками данного тела 
со стороны други х веществ енных тел. 

Представим себе тело, к которому при
ложены внеш ние силы F1, F2, • • •  , Fn (черт. 15). 1; 
Эти внешние силы в ызывают появление вну
тренних сил, дейс твующих между материаль-
ными точками данного тела; внутренние силы Черт. 15. 
на чертеже не изоб ражены. Если данное тело 
находится в покое или в прямолинейном и равномерном движении .. 
то говорят, что внешние силы F1,  F2, • • •  , Fn взаимно уравно_веши
ваются; также говорят, что данное тело находится в равновесии. 

В нашем курсе статики мы не будем заниматься изучением вну 
тренних сил. Внутренние силы, действующие между материальными
точками твердого тел а, исследуются в сопротивлении материалов и 
в теории упругости; изучение внутренних С"'Л в жидком и газооб 
разном телах относится к области  гидромеханики и теории газов. На
шей задачей будет установить условия, которым должны удовлетв о
рять внешние силы F1 , F2, • • •  , Fn, чтобы тело находилось в р с>вно 
весии. Но и эту за дачу мы  еще ограничим. Во  всех дальнейших 
теоретических исследованиях мы будем изучать условия равновеси я 
только одной категории тел, именно абсолютно твердых тел. Абсо
лютно твердым телом называется тело, расстояния между каж
дыми двумя точками ·которого при всех ус ;ювиях остаются неиа
менными. 
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В природе не существует тел, отвечающих определению абсо
.лютно твердого тела. Все вещественные тела, как бы тверды они 
ни были, при известных условиях испытывают хотя бы небольшие 
изменения формы. Но во многих вопросах эти незначительные 
изменения формы (или дефор.мацrш) играют второстепенную роль. 
Тогда ими можно пренебречь и рас001атривать тела как абсолютно 
твердые. 

Итак, задача нашего курса статики может быть формулирована 
.следующим образом: исследовать условrrя равновесrт внешних сил, 
лриложенных к абсолютно твердо.му телу. В какой мере резуль
таты, полученные при изучении равновесия абсолютно твердого 
-rела ,  имеют значение для решения вопроса о равновесии тел не-
-rвердых, будет выяснено в § 10. 

Так как в дальнейших теоретических исследованиях нам не при
дется упоминать о внутренних силах, то условимся для сокращения 
речи в'11есто слов «внешняя сила» говорить просто «Сила» . Усло
вимся также термин «абсолютно твердое тело» заменять более 
кратким «твердое тело» .  Итак, в дальнейшем под словом «Сила» 
{если нет определенного указания на внутреннюю силу) нужно по
нимать «внешняя сила» , а под термином «твердое тело» следует 
nонимать «абсолютно твердое тело» .  

Условие равновесия двух сил ,  приложеиных к твердому телу, 
устанавливается второй аксиомой статики. 

Аксиома 11. Две силы, приложенные к твердому телу, взаим
но уравновешиваются тогда и только тогда, когда оюt равны 
по величине и действуют по одн,ой прямой iJ противоположные 
.стороны. 

Положим, что к 
{черт. 1 6). Эти силы 

твердому телу приложены две силы F1 
взаимно уравновешиваются только в том 

чае, если они действуют по одной 
мой и если 

Перейдем к третьей аксиоме. 

и F'i. 
слу
пря-

Положим, что некоторое твердо.е тело 
находится в равновесии под действием при-FZ ложеиных к нему сил F1, F2, . . • , Fn. 

Черт. 16. Положим, далее, что S1, S2, • • •  , Sm есть 
группа сил, взаимно уравновешивающихся .  

Врисоединим силы S1, S2, • • •  , Sm к силам, действующим на нa
llle твердое тело. Мы примем как аксиому, что присоединение 
взаимно уравновешивающихся сил S1, S2, • • • , Sm не нарушит равно
·весия данного тела, т .  е. что при одновременном действии сил 
F1, F2, • • •  , Fn и S1, S2, • . •  , Sm оно будет оставаться в равно
весии. 
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Положим опять , что некоторое твердое тело находится в равно
весии под действием приложеиных к нему сил F1, F2, • • • , Fn, и 
положим, что в число этих сил входит группа сил F1 , F2, • • • , Fk, 
взаимно уравновешивающихся .  Отбросим силы F1, F2 , • • •  , Fk. Мы 
примем как аксиому, что отбрасывание взаимно уравновешиваю
щихся сил F1, Fg, . . .  , Fk не нарушит равновесия данного 1ела, 
т. е. что, находясь под действием сил Fk+t• . . . , Fn, оно будет оста
ваться в равновесии. 

Итак, резюмируя только что сказанное, мы можем формулиро
вать следующую третью аксиому. 

Аксиома 111. Присоединение и отбрасывание сил, в щи.мно урав
новешивающихся, не нарушают равновесия твердою тела. 

Этой аксиомой постоянно пользуются в исследованиях статики. 
Применим сейчас же эту аксиому к выводу важного свойства силы, 
приложенной к твердому телу. 

Положим, что твердое тело находится  в равновесии под дей-
ствием силы F, приложенной к точке А (черт. 17), и других сил, 
не изображенных на чертеже. Возьмем на 
линии действия силы F какую-либо точку В 
и приложим в этой точке две силы F' и 
F", численно равные силе F (так что F = 
=Р =F"); силу F '  направим по линии 
действия силы F в ту же сторону, в кото
рую направлена сила F, а силу F" -в сто
рону противоположную. Так как силы F' Fu 
и F" взаимно уравновешиваются (аксиома 11), 
то от их присоединения равновесие тела не 
нарушается (аксиома Ill). Но силы F' и F'' 
также взаимно уравновешиваются (аксиома 

F 

Черт. 17. 

ll); следовательно, не нарушая равновесия, их можно отбросить (акси-
ома III). Отбросив их, получим одну силу F' ,  которой заменена первона
чально данная сила F. Следовательно, замена силы F силой F' не нару
шает равновесия тела. Итатс, равновесие твердого тела не нарушается 
от перенесения точтси приложеюzя сzzлы вдоль ее линии действия 
в любую точтсу тела. Следовательно, мы имеем возможность , не 
нарушая равновесия тела, переносить точку приложения каждой из. 
приложеиных к нему сил вдоль ее линии действия в любую точку 
тела. Мы будем часто пользоваться этим приемом 1 ) . 

1) Во избежание недоразумений следует заметить, что присоединение и· 
отбрасывание взаимно уравновешивающихся внешних си.�, не нарушая рав
новесия тела, в то же время существенно изменяют картину распределения 
внутренних сил в теле. Поэтому применение аксиомы 111, вполне законное 
при исследовании вопросов о равновесии внешних сил, никоим образом не 
допустимо при изучении внутренних сил, возникающих в теле. В частности" 
и перенесение внешних CИJI вдоль их линий действия не может быть допу-
скаемо при решении вопроса о распределении внутренних си.1 в теле. 
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§ 8. Статически эквивалентные системы сил. 
Равнодействующая. Четвертая аксиома 

Две системы сил F1 , F2 , • • • , Fn и Р1 , Р2, • • • , Рт, приложен
'Ные к твердому телу, называются статическtt эквивалентными, если 
'одну систему можно заменить другой, не нарушая равновесия тела. 

Если система сил F1 , F2, • • •  , Fn эквивалентна одной силе R, 
то сила R называется равнодействующей данных сил F1 , Fg, . . . , Fn; 
эти последние силы получают наименование составляющих сил. За
мена системы сил F1 , F2, • • • , Fn их равнодействующей R называется 
сложением сил. Обратный процесс замены силы R ее составляю
щими силами F1 , F2, • • • , Fn называется разложение .м данной силы 
R на  составляющие силы. 

Положим, что сила R есть равнодействующая системы сил F1 , 
F2 , • • • , Fn. Возьмем силу R', равную по величине R и направлен
ную по той же прямой, что сила R, но в противоположную сто
рону. Сила R' уравновешивается с силой R. Но, не нарушая равно
·весия, мы можем заменить силу R эквивалентной ей системой сил 
F1 , F2, • • • , Fn. Следовательно, сила R' уравновешивается также и 
с систе:\!:ой сил F1 , F2 , • • • , Fn. Эта сила R' называется у равно· 
.вешивающей системы сил F1 , F2, • • • , Fn. Итак, равнодействующая 
и уравновешивающая силы равны по величине и действуют по од
ной прямой в противоположные стороны. 

Заметим сейчас же , что не всякая система сил имеет равнодейству
ющую (и, следовательно, не вся кая  система сил может быть уравно
,вешена одной силой). В дальнейшем будет установлено условие , кото

рому должна удовлетворять система сил для 
того, чтобы существовала равнодействующая. 

Положим, что в точке А твердого тела при
пожены две силы F1 и F2 ( черт. 18). Мы лри
мем за а ксиому, что такие две силы имеют 
равнодействующую, которая  определяется сле
дующим образом. 

Черт. 18. Аксиома IV. Равнодействующая двух сил, 
приложенных в одной точке, приложена в 

.этой же точке и изображается диаzональю параллелогра.м.ма, 
построенного на данных силах. 

Следовательно, равнодействующая R сил F1 и F2 приложена в 
то чке А, равна диагонали АВ параллелограмма, построенного на  

· CИJiax � и F2, и направлена от точки А к точке· В. 

§ 9. Пятая аксиома. Действие и противодействие. Примеры 

Пятая аксиома формулируется следующим образом. 
Аксиома V. Всяко.му действию соответствует равное и про

-тивоположно напjJавленное противодействttе. 
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Мы уже знаем (§ 6),  что всякая сила есть действие одного тела
на  другое. Смысл только что формулированной аксиомы состоит 
в том, что если на  материальную точку А (черт. 1 9) действует 
некоторая сила F1 со стороны материальной точки В, то и на 
точку В действует сила F2 со стороны точки А, причем эти две 
силы равны по величине и направлены по прямой, соединяющей 
эти точки, в противоположные стороны. Одна из этих сил полу
чает наименование «действия» ,  а другая 
«противодействия» 1). 

Таким образом, пятой аксиомой уста
навливается, что в природе не может быть 
одностороннего действия силы. Иногда 

д 8 

Черт. 1 9. 

говорят короче: «действие равно противодействию» . Эта аксиома 
была установлена Ньютоном. 

Поясним сказанное примерами. 
1. Всемирное тяготение. Всемирным тяготением называется си

ла притяжения, действующая между всякими двумя материальными 
телами. Земля и Луна взаимно притягиваются, причем сила 
притяжения Луны Землею и сила притяжения Земли Луною рав
ны по величине и направлены по прямой, соеди
няющей центры Земли и Луны, в противоположные 
стороны. 

2. Натяжеюrе юrти и реаtщия н.ити. Поло
жим, что к неподвижной точке А прикреплен 
конец нити АВ (черт. 20), к концу В .которой 
подвешен груз. К нижнему концу нити В прило
жена сила Т, которая представляет действие на 
нить подвешенного к ней груза; эта сила , называе
мая натяжен.ие.м нити, равна весу подвешенного 
груза и направлена вертикально вниз. В то же время 
к той точке груза, к которой прикреплен конец В 
нити, пряложена сила N, которая представляет дей
ствие нити на груз; эта С!'JЛа называется реаtсцией 

� 
д 

N 

т 
Черт. 20. 

(или сопротивлением) нити; она равна по величине натяжению Т 
и направлена вертикально вверх. 

8. Давление на плосtсость ll реаtсция nлoctcocтzz. Положим,  что 
на неподвижной горизонтальной плоскости АВ покоится шар S 

1) Во избежание недоразумений следует отметить, что если материаль
ные точки А и В (черт. 1 9) не принадлежат одному и тому же твердому 
телу,  то приложеиные к ним силы F1 и F2, которые мы назвали действием и 
противодействием, отнюдь не уравновешивают друг друга, хотя они и напра
влены по  одной прямой в противоположные стороны. Аксиома 11 к этим силам 
неприложима; эта аксиома говорит о силах, приложеиных к одному и тому 
же твердому телу.  Совершенно очевидно, что если материальные точки А 
и В ничем не связаны между собой, то под дейст вием приложеиных к ним 
сил F1 и F2 они не  могут оставаться в равновесии; они придут в движение , 
удаляясь одна от дру1·ой. 
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(черт. 2 1 ) .  К плоскости АВ приложена в точке касания плоскости 
и шара сила Q; эта сила называется давлением шара на плоскость; 
()На равна весу шара и направлена вертикально вниз. К шару S 

приложена, в точке касания шара с пло
скостью, сила N, которая называется реаtе
цией плоскости; эта сила равна по величине 
давлению Q и направлена вертикально вверх .  

4. Давление на опоры и опорные peateЦllll • 
.1/��W:����;-;;:O Представим себе горизонтальную балку АВ, :;--;-; лежащую на двух опорах (черт. 22). Балка 

Q 
Черт. 2 1 .  

производит давления н а  опоры; эти давления 
Q1 и Q2 приложены к опорам и направлены 
вертикально вниз. Наоборот, к балке при-

рами силы 
балку. Эти 

ложены в точках соприкосновения ее с опо
N1 и N2, которые представляют действие опор на 
силы N1 и N2 называются опорны.мсс реаtеция.мzl: 

они равны по величине соответственно 

N,t Nгt Q1 и Q2, но направлены в ертикально 
// С! =�=======;==зtО вверх. 

д д 5. Сила трения. Опыт показывает, 

� � что если одно тело скользит по по-
а, Dt верхиости другого, ТО к движуще -

Черт. 22. муся телу приложена сила, направ 
ленная в сторону, противоположную 

движению, и назыв аемая силой трения. Представим себе,  что на 
неподвижной горизонтальной плоскости АВ (черт. 23)  находится 
тело М, к которому прикреплена нить ММ1 • По;южим, что, взяв 
в руку конец М1 этой нити, мы заставим тело М скользить по 
плоскости АВ в сторону, указанную стрелкой (слева направо) ,  

N -

причем сообщим телу М движе
ние прямолинейное и равномер-

г---t--�м м, г ное. К телу М будут приложе-
г:------с,.._-� ны его вес Р, реакция плоско-//��:%����m��������'/.8 сти N (численно равная весу Р) 

р и сила трения Т, направленная 
Черт. 23. в сторону, противоположную дви-

жению. Опытами Кулона ( 1 7 8 1 )  
и Марена ( 1 8 33) было установлено, что величина силы трения Т 
пропорциональна величине реакции N (или, что все р авно, сю1а �рения 
пропорциональна давлению тела на плоскость) ,  так что можно 
напис ать : 

T =fN, 

где f есть коэффициент пропорциональности, зависящий от мате
риала трущихся тел и от степ-=ни шероховатости их поверхностей, 
но не зависящий от величины трущихся поверхностей и от скоро-
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с ти скольжения; этот коэффициент f называется tсоэффщщенто.м 
трения 1 ) . Поверхности трущихся тел называются абсолютно глад
tси.ми в том случае, если f = О. Заметим, что угол rp, определен
ный условием tg rp = j, называется углом трения. 

Так как по предположению тело М движется прямолинейно и 
равномерно, то силы, к нему приложенные, должны взаимно уравно
вешиваться. Отсюда следует, что сила трения Т должна уравнове
шиваться с натяжением F нити MN, т. е .  должно быть Т =  F ИJШ 

F = fN. 

Предположим теперь, ЧТО мы приложим к концу м1 нити MMt 
силу F, направленную, как показано на черт. 23, но меньшую по 
величине,  чем fN. 

Из сказанного следует, что, прилагая такую силу F, мы не смо
жем сдвинуть тело М: оно останется в покое. Силы, приложеиные 
к телу М , и теперь должны взаимно уравновешиваться. Следова
тельно, и теперь должна существовать сила трения Т, уравновеши
вающая силу F; эта cиJia трения Т должна быть направлена в сто
рону, противоположную направлению силы F, и дол жна быть равна 
по величине силе F. Так как по предположению F < JN, то отсюда 
следует: 

T < fN. 

Итак, в случае сtсольжения тела М по плоскости АВ мы имеем: 

T = fN, 

в случае же notcoя тела М имеем:  
T < fN. 

Предельное (наибольшее) значение силы трения в случае покоя
щегося тела определяется формулой Т= fN, так что вообще в CJJ_Y
чae  покоя можно написать: 

T � fN. 

6. Внутренние силы. Внутренние силы, действующие между 
частицами тела, подчинены аксиоме «действие равно противодей
ствию» .  Согласно этой аксиоме ,  внутренние силы взаимодействия 
между двумя частицами тела равны по веJшчине и направлены по 
прямой, соединяющей эти частицы, в противоположные стороны. 
Мы уже заметили, что вопрос об определении внутренних сил не вхо
дит в рамки излагае;�<юго курса. Однако, чтобы дать понятие о том� 

1) Позднейшие опыты показали, что коэффициент трения f в некоторой 
степени зависит также от скорости, с которой одно тело ско.1ьзит по по
верхности другого; об этом б у дет сказано подробнее в ч а с т и  11 нашс,·о
курса. 
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каким обраэом могут быть определяемы внутренние силы, рассмот
рим следующий простой пример. 

Представим себе брусок АВ (черт. 24, а), который растягивается 
равными по величине силами F1 и F2 , приложеиными к его концам; 
{)боэначим общую их величину череэ F, так что F1 = F2 = F. Воэьмем 
на оси бруска какую-либо точку М и проведем мысленно в точке М 
сечение, перереэывающее брусок на две части АМ и МВ. В этом 
<Сечении мы имеем две внутренние силы: одна иэ них, Т1 , приложела 
к концу М части АМ и представляет действие части МВ на часть 
АМ, другая же, Т2, приложена к концу М части МВ и представляет 
действие части АМ на часть МВ. По аксиоме «действие равно 
nро:rиводействию» эти две внутренние силы равны и направлены 
в противоположные стороны; обоэначим их общую величину буквой 
Т (так что Т1 = Т2 = Т). 

Чтобы определить величину Т интересующих нас внутренних 
.сил, обратимся к рассмотрению равновесия одной иэ частей бруска: 

АМ или МВ (для боль-
� Fi raJ шей наглядности эти д о !м 

��--�д�----�м--�� т, '� 
rz�---м�----�в�--�� {� 

Черт. 24. 

части бруска иэображе
ны в отдельности на 
черт. 24, Ь и 24, с). На
пример, воэьмем часть 
АМ. Как весь брусок 
АВ, так и часть его АМ 

находятся в равновесии; следовательно, силы, приложеиные к части 
АМ, должны вэаимно ура11новешиваться.  К части АМ приложены 
<:ила F1 в точке А и сила Т1 в точке М; иэ условия их равновесия 
заключаем, что 

T = F. 

Итак, в любом сечении бруска, растягиваемого внешними силами, 
действуют внутренние силы, равные внешним силам; каждая иэ этих 
внутренних сил наэывается растягивающи.Аt усилием. 

Если бы внешние силы не растягивали, а сжимали брусок АВ, 
то и в сечении М мы получили бы не растягивающие, а сжимаю
щие усилия, равные внешним силам. 'Заметим, что растягивающие 
усилия принято обоэначать буквой Т, а сжимающие - буквой S. 

Для бруска АВ обе силы Т1 и Т2 являются внутренними; но для 
каждой иэ частей бруска АМ и МВ, вэятых в отдельности, соот
ветствующая сила Т1 или Т2, приложеиная к каждой иэ этих частей, 
является внешней. Таким обраэом, проведя сечение М, мы пере
вели интересующие нас внутренние силы в раэряд внешних; в этом 
� �  состоит идея иэложенного метода, который можно наэвать мето
до.м сечений. 

Этим методом польэуются всегда для определения внутренних 
сил. Проведя надлежащее сечение, отсекают часть тела, ри.вновесие 
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которой затем и рассматривают. В число сил ,  приложеиных к выде
ленной части тела, входят внутренние силы, действующие в прове
деином сечении ; притом, если рассматривать только выделенную 
часть тела, отбросив остальную его часть, то эти внутренние (по 
отношению ко всему телу) силы оказываются в числе внешних сил 
(по отношению к выделенной части тела) .  Затем эти силы опреде
ляются из условий равновесия выделенпой части тела. 

§ 1 0. Равновесие нетвердых тел. Шестая аксиома 

Остановимся теперь на вопросе о равновесии нетвердых тел. 
Положим, что некоторое материальное тело А, которое предпо

лагаем нетвердым, находится в равновесии под действием прило
жеиных к нему сил F1 , F2, • • •  , Fn. Представим себе тело В, то
ждественное по форме с данным телом А, но абсолютно твердое. 
Мы примем как аксиому, что если нетвердое тело А находится 
в равновесии под действием сил F1 , F2, • • •  , Fn, то и твердое тело В,  
находясь под действием тех же сил, также будет оставаться в равно
весии.  

Замену даниого нетвердого тела А твердым телом В можно 
представить себе как затвердение тела А .  В таком случае выска
занная аксиома получает следующую формулировку: 

Аксиома VI. Равновесие нетвердога тела не нарушается от 
затвердения данного тела. 

Этой аксиомой, которую называют и ног да принцrто.м затверде
ния, пользуются весьма часто при изучении равновесия нетвердых 
тел. Из этой аксиомы следует, что силы, под действием которых 
находится в равновесии нетвердое тело, должны удовлетворять тем 
же условиям равновесия,  которым удовлетворяют силы, приложеиные 
к твердому телу. Другими словами, усЛовия равновесия твердого 
тела применимы и к телам нетвердым. 

Следует, однако, иметь в виду, что условия равновесия, необхо
димые и достаточные для равновесия твердого тела, оказываются 
необходимыми, но еще недостаточными для равновесия несrвердого 
тела. Для того чтобы было обеспечено равновесие- нетвердого тела, 
СИJIЫ, к нему приложенные, должны удовлетворять не только усло
виям равновесия твердого тела, но еще и некоторым добавочным 
условиям.  Выясним это на следующем простом примере. 

Представим себе нить АВ, которая находится в равновесии под 
действием двух сил, приложеиных к ее концам (черт. 25). Пред
ставим себе нить затвердевшей, т. е. мысленно заменим ее абсо
лютно твердым стержнем АВ. На основании аксиомы 1 1  условие 
равновесия такого стержня, находящегося под действием двух сил, 
приложеиных к его концам, состоит в том, что эти две силы долж·· 
ны бьiть равны по величине и направлены по прямой АВ в про
тивоположные стороны. Этому же условию равновесия должны 
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удовлетворять и силы, приложеиные к концам нашей нити. Но это 
условие, необходимое и достаточное для равновесия твердого стерж
ня ,  еще недостаточно для равновесия нити. Силы, приложеиные 
к концам стержня,  могут либо растягивать его, либо сжимать. До
бавочное условие, которому должны удовлетворять силы, приложен 
вые к 1\Онцам нити, состоит в том, чтобы эти силы растягивали 

F, /l 
нить, но не сжимали ее, т. е. чтобы r; они были направлены так, как 
показано на черт. 25; под дей-

Черт.  25. ствием сжимающих сил равновесие 
нити невозможно. 

Итак, необходимые и достаточные условия равновесия твердого 
тела являются вместе с тем необходимыми , но недостаточными усло
ви ями равновесия нетвердого тела. 

Из сказанного явствует, какое значение имеет статика твердого
тела для изучения равновесия любых, вообще говоря ,  нетвердых 
тел. Силы, приложеиные к нетвердому телу, должны удовлетворять 
двояким условиям равновесия :  условиям равновесия твердого тела и 
добавочным условиям, зависящим от физических свойств данного. 
тела. 

Г Л А В А 1 1  
СЛОЖЕНИЕ СИЛ, ПРИЛОЖЕИНЫХ В ОДНОЙ TOlKE 

И ЛЕЖАЩИХ В ОДНОЙ ПЛОСКОСТИ 

§ 1 1 . Параллелограмм сил. Треугольник с�л 

Мы обратимся теперь i< исследованию вопроса о сложении сил 
при{Iоженных к твердому телу; разобрав этот вопрос, мы установим. 
вместе с тем и условия равновесия таких сил. В первых главах 
(главы I I-VI) мы будем предполагать, что все заданные силы лежат· 
в одной плоскости; в последующих главах (гJшвы VI I-X) рассмо
трим случай,  когда силы не лежат в одной плоскости. В настоя
щей главе разберем вопрос о сложении сил, лежащих в одной пло
скости и приложеиных в одной точке. · Остановимся сначала на случае двух сил, приложеиных в одной точке . 

Положим, что в точке А твердого тела приложены две силы F1 
и F2 (черт. 26) .  Мы уже знаем (§ 8) , что эти две силы приводятся 
к одной равнодействующей R, которая приложена в той же 
ючке А и изображается диагональю параллелограмма, построенного 
на данных силах. 

Параллелограмм, построенный на данных силах, называется парал
лелогра.м.мо.м сuл, и изложенное правило построения равнодействую
щей сил F1 и F2 называется правило.м пар аллелогра.м.ма сuл. 
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Заметим, что построение параллелограмма сил может быть 3аме
нено также СJiедующим более простым построением. 

Положим опять , что в точке А твердого тела приложены две 
силы F1 и F2 (черт. 27) .  И3 конца В силы F1 проведем вектор ВС, 
равный силе F2 (т. е. численно равный и параллельный силе F2 и 
направленный в ту же сторону, что и сила F2). Соединим начало А 
силы F1 с кондом С только что построенного вектора. Очевидно, 

Черт . 26. Черт.  27. 

что отре3ок АС и и3ображает равнодействующую R данных сил. 
Треугольник АВС, составленный и3 отре3Ков ,  и3ображающих 

силы F1 , F2 и R, на3ывается треугольншсо.м czlЛ, и ука3анное пра
вило построения на3ывается правилом треугольнтса сил. 

Следует обратить внимание на следующее правило стрелотс 
в треугольнике сил: составляющие силы F1 и F2 направлены в одну 
сторону по обводу треугольника сил, равнодействующая же R на
правлена в противоположную сторону. 

Построением параллелограмма сил или треугольника сил легко 
решается и обратная 3адача о разложении данной силы на две состав-
ляющие, приложенвые в L 
той же точке и имеющие 
3аданные линии действия.  

Положим, дана сила 
F, приложенпая в точ-
ке А твердого тела 
( черт. 28)  1 ); требуется к 
ра3ложить ее на  две со
ставляющие, приложен-
вые в той же точке А, 
линии действия которых 
KL и MN 3аданы. И3  
конца В силы F право-

м 
Черт.  28. 

/_ 

/( 

м 
Черт.  29. 

дим прямую, параллельную MN, до пересечения с KL в точке С и 
прямую, параллельную KL, до пересечения с MN в точке D. Получим 
параллелограмм сил ACBD; стороны его АС и AD дают как величины, 
так и направления искомых составляющих F1 и F2• 

1) Очерт ание тела здесь и в даль нейшем на чертеже не изображаем, 
так как оно не имеет значения.  
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Чтобы решить ту же задачу при помощи построения треуголь
ника сил, проводим из конца В силы F (черт. 29) прямую, параллель
ную MN до пересечения с KL в точке С. Получим треугольник 
сил АСВ. Приписываем сторонам АС и СВ направления, одинаковые 
по обводу треугольника и противоположные направлению силы F. 
Стороны АС и СВ дают величины и направления искомых соста
вляющих F1 и F2• 

§ 1 2. Многоугольник сил. У еловне равновесия сил, 
приложеиных в одной точке 

Перейдем теперь к случаю какого . угодно числа сил, приложеи
ных в одной точке. 

ПоJюжим, что в точке А приложены силы F1 ,  F2, F3, F4, лежа
щие в одной плоскости, которую принимаем за плоскость чертежа 
(черт. 30); требуется сложить эти силы. Мы ограничимся расСllю
трением случая четырех сил, приложеиных в одной точке; наше 
рассуждение остается справедливым для какого угодно числа сил. 

Черт.  30. 
Е 

Черт. 3 1 .  

с 

Будем складывать заданные нам силы последовательно. Сначала 
складываем силы F1 и F2; по правилу треугольника сил находим 
их равнодействующую R1 • Затем складываем силы R1 и F3; строя 
опять треугольник этих сил, находим их равнодействующую R2• 

Наконец, складывая силы R2 и F4, находим их равнодействую
щую R, которая и есть искомая равнодействующая всех задан
ных сил. 

Из сказанного следует, что для нахождения равнодействующей 
сил F1 , F2, F3, F,. достаточно произвести следующее построение. 

Из  конца В силы F1 (черт. 3 1 )  проводим вектор ВС, равный 
силе F2; затем из конца С построенного вектора проводим вектор CD, 
равный силе F3, и продолжаем так поступать, пока не исчерпаем 
всех заданных сил. Получим незамкнутый многоугольник ABCDE, 
который называется .многоугольншсо.м сил.  Соединяем первую и по 
еледнюю вершины многоугольника сил отрезком АЕ и приписываем 
этому отрезку направление от первой вершины А к последней Е. 
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Вектор АЕ, замыкающий многоугольник сил, дает как величину, так 
и направление равнодействующей R заданных сил. 

Изложенное правило построения равнодействующей R называется 
правилом .многоугольнлка сил. Обратим внимание н а  правило стрелок 
в многоугольнике сил: составляющие F1, F2, F.ч. F4 направлены 
в одну сторону по обводу многоугольника сил, равнодействующая 
же R направлена в противоположную сторону. 

Вспоминая определение понятия суммы векторов (§ 2), мы можем 
формулировать полученный результат следующим образом: равно
действующая какого угодно числа сил, приложенных в одной точке, 
приложена в той же точке u равна су.м.ме (векторной) данных 
сuл. Этот результат справедлив, каково бы 8 
ни было число заданных сил. 'Если нам за
даны п сил F1, F2, • • , Fn, то, называя их 
равнодействующую R и применяя обычный 
способ для обозначения сложения векто
ров, можем написать : 

р 
Из полученного результата легко вы- Черт. 32. 

вести условие равновесия сил, приложеи-
ных в одной точке. Силы, приложеиные в одной точке, взаимно 
уравновешиваются, если их равнодействующая R равна нулю. В 
этом случае последняя вершина многоугольника сил совпадает с 
первой вершиной, и многоугольник сил называется замкнутым. Сле
довательно, условие равновесия сил, приложеиных в одной точке, 
состоит в том, чтобы .многоугольник данных сил был замкнут. 
Или иначе: силы, п риложенньtе в одной точке, находятся в рав
новесии, если их векторная су.м.ма равна нулю. 

ПЕиложим это условие равновесия к решению нескольких задач. 

П р и м е р  1 .  На абсолютно гладкой неподвижной наклонной плоскости, 
образующей с горизонтом угол а (черт. 32), покоится тело М, удерживаемое 
нитью АВ, которая расположена п ар аллельна наклонной плоскости и при
крепле н а  к неподвижной точке В. Вес тела М равен Р. Найти натяжение 
нити АВ. 

Тело М находится в равновесии под ;!J.ействием следующих трех сил: 
его собственного веса Р, реакции н аклоннон плоскости N (которая н аправ
лена перпендикулярно к наклонной плоскости) и реакции нити Т, которая 
равна по величине искомому н атяжению нити. Эти три силы м ы  будем 
считать приложеиными в одной точке (в центре тяжести тела М). Следова
тельно, м ы  имеем три силы, которые приложены в одной точке и нахо
дятся в р авновесии; согласно вышеизложенному, многоугольник этих сид 
должен быть замкнут. 

Строим многоугольник сил Р, Т и N и требуем, чтобы он был зам кнут. 
Для этого из произвольной точки а проводим вектор аЬ, равный весу 
тела Р, затем из точки Ь проводим прямую. парал.1ельную линии действия 
силы Т, а из точки а - прямую, параллельную линии. действия сил ы N; 

2 Е. л. Николаи, ч.  1 
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лосле 11.ние две прямые пересекаются в точке с. Мы получили замкнутый 
многоугольник аЬс (в данном случае лрямоугодьный треугольник). Стороны 
Ьс и са этого многоугольника дают нам величины сил Т и N. Имея в виду, 
что угол при вершине а равен а ,  по.ччаем:  

T = P sin cr. 

П р и м е р 2. Найти угол естественного откоса грунта, для которого 
коэффициент трения равен 0,8. 

Углом естественного откоса называется наибольший угол, который откос 
насыпи может образовать с горизонтом. Угол естественного откоса опреде
ляется как наибольший угол наклона откоса насыпи, при котором частица 
земли М (черт. 33), находящаяся на откосе насыпи, удерживается в равно
весии силой трения Т. Из этого условия легко определить величину угла 
естественного откоса. 

Частица земли М находится в равновесии под действием трех сил: ее  
веса Р, реакции наклонной плоскости откоса N и силы трения Т. Строим 
многоугольник сил Р, Т и N и требуем, чтобы он был замкнут. Для этого 
из произвольной точки а проводим отрезок аЬ, численно равный и парал
лельвый силе Р; затем из точек Ь и а проводим прямые, соответственно 
параллельные линиям действия сил Т и N. Получаем замкнутый много
угольник сил аЬс, в котором стороны Ьс и са равны силам Т и N. 

р 
Черт. 33. 

Обозначая угол, образованный откосом 
насыпи с горизонтом, через cr и замечая, 
что в прямоугольном треугольнике ahc 
угол при вершине а также равен cr, вы
водим из этого треугольника: 

т tg cr = N '  

С другой стороны, мы знаем (§ 9), 
что 

T �/N, 

где f есть коэффициент трения. Следо
вательно: 

tg cr �f. 

Этому условию должен удовлетворять угол cr для того, чтобы было 
возможно равновесие частицы М, находящейся на откосе насыпи. Наиболь
шее значение угла cr, удовлетворяющее полученному условию, и есть угол 
естественного откоса. Обозначая угол естественного откоса через cr0, по
лучаем: 

tg cro =/. 

П олагая здесь f = 0,8, находим tg cr0 = 0,8, откуда cr0 == 38°40'. 
Мы назвали углом трения (§ 9) угол, тангенс которого равен коэффи

циенту трения; следовательно, полученный теперь результат можно формуJiи
ровать так:  угол естественного откоса равен углу трения для данного грунта. 
Отсюда следует,  что, измеряя угол естественного откоса, можно определить 
угол трения, а значит, и коэффициент трения для любого грунта. 

П р и м е р 3. Бруски А С и ВС (черт. 34) прикреплены в точках А и В 
к вертикальной стенке, а в точке С соединены между собой; брусок АС 
горизонтален, брусок СВ образует с горизонтом угол cr; соединения в точ
ках А, В и С - шарнирные. К шарнирному бо.1ту С приложена вертикаль
ная сила Р. Найти усилия в брусках АС и ВС. 

Заметим прежде всего, что под действием нагрузки Р бруски АС и 
ВС будут либо растянуты, либо сжаты; изгибающих усилий в них быть не 
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.может. В самом деле, брусок А С  находится под действием двух сил, прило
жеиных к его концам со стороны шарнирных болтов А и С. Так как брусок 
АС находится в равновесии, то  эти две си.�ы должны взаимно уравнове
шиваться, т .  е .  должны быть равны по величине и направлены по одной 
прямой, именно по оси бруска АС, в противоположные стороны. Следова
тельно, эти силы будут либо растягивать, либо сжимать брусок. То же можно 
повторить и про брусок ВС. 

Заметим здесь, что то  же самое относится к бру
скам, входящим в состав любой конструкции, состав
ленной из прямолинейных брусьев, соединенных своими 
концами, если все соединения шарнирные и если на
грузки пряложены к шарнирным болтам. Все брусья 
такой конструкции испытывают усилия растягивающие 
или сжимающие, но не изгибающие. В этом состоит 
идея мостовой фермы. Подробнее об этом будет ска
зано в главе VI.  

Обратимся теперь к шарнирному болту С. Шар
нирный болт С находится в равновесии под действием 
трех сил: данной нагрузки Р и реакций брусков АС и ВС. Черт. 34. 

Эти реакции направлены по прямым АС и ВС, 
равны тем силам, которые приложсны к концам бру-
сков АС и ВС со стороны шарнирного болта С, а следовательно, равны 
и искомым усилиям в брусках. Строим многоугольник упомянутых трех 
сил и требуем, чтобы он был замкнут. Для этого из произвольной точки 
а проводим отрезок аЬ, изображающий силу Р, затем из точек Ь и а 
проводим прямые, соответственно параллельные прямым АС и ВС. Полу
чаем замкнутый многоугольник сил аЬс, в котором стороны Ьс и са изображают 
реакции брусков АВ и ВС. Направления этих реакций указывают, что 
брусок АС сжат, а брусок ВС растянут. Обозначая реакции брусков АС 
и ВС (или, что все равно, усилия в этих брусках) через S1 и Т2 (напом
ним, что сжимающие усилия обозначаются буквой S, а растягивающие -
буквой Т), находим из треугольника аЬс 

р 
s1 = р ctg а, т 2 = siп а .  

§ 1 3. Проекция силы на ось. Разложение силы 
по осям координат 

В § 4 было дано определение понятия проекции вектора на 
ось. Применим теперь высказанные в этом параграфе соображения 
к понятию проекции силы на ось. 
Дана сила F, приложеиная в точ
ке А, и ось х (черт. 35) ,  которой 
приписываем направление, указанное 
на чертеже стрелкой. Через точку А 
проводим ось .х', параллельную оси х 
и одинаково с ней направленную. 
Из конца В силы F опускаем пер
пендикуляр Bd на ось х'. Алгебраи

----------------------� r 

Черт. 35. 

ческая величина отрезка АЬ, которому приписываем направление 
от точки А к точке Ь, называется проеrсцией силы F на ось х; 
обозначим эту проекцию буквой Х. Мы считаем проекцию Х 
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положительной, если н аправление отрезка АЬ совпадает с направле
нием оси х, и отрицательной в противном случае. 

Из прямоугольного треугольника АВЬ следует, что 

Х = F cos (F, х), ( 1 )  

г д е  (F, х) есть угол, заключенный между направлением силы F и 
направлением оси х. На черт. 35 проекция Х положительна; легко 
видеть, что равенство ( 1 )  справедливо и при отрицательном Х. Заме
тим, что величина F в равенстве ( 1) все г да положитель11а; из этого 
р авенства видно, что Х > О, если угол (F, х) острый, и Х < О, если 
угол (F, х) тупой. Если (F, х) = 0°, т. е . направление силы F со
впадает с направлением оси х, то Х = F; если же (F, х) = 1 80°, 
т. е. направление силы F противоположно направлению оси х, то 
Х = - F. Важно отметить ,  что Х = О при (F, х) = 90°; таким 

образом, проекция силы на ось обращается у -� в нуль, если сила направлена перпендикулярно 

г . 
к оси. 

Дана опять сила F, приложеиная в точке А 
(черт. 36). Возьмем две взаимно перпендику-

t 
лярные оси х и у и разложим силу F на  j две составляющие, направленные параллельно 

OC>o--Jo:-i -------,��:z: ЭТИМ ОСЯМ. Для ЭТОЙ цели проведем через 
точку А две прямые, параллельные осям х и 
у, и построим на  этих прямых прямоуголь
ник, в котором данная сила F является диаго

налью. Силы, изображаемые сторонами этого прямоугольника,  назы
ваются составляющими илrr ко.«понен.тами силы F по осям х и у. 

Черт. 36. 

Вспоминая определение понятия проекции силы, мы заключаем, 
что величины компонентов силы F (взятые с тем или другим зна
ком в зависимости от направления этих компонентов) равны проек
циям силы F на оси х и у; обозначим эти проекции через Х и У. 
С другой стороны, в § 3 мы видели, что всякий вектор может быть 
представлен как произведение его величины на соответствующий 
единичный вектор. Обозначим единичные векторы, направленные по 
осям х и у, через i и j. В таком случае компоненты силы F мы 
можем представить в виде произведений Xi и Yj. 

Так как сила F равна сумме ее составляющих, то 

F= Xi + Yj. 

Это равенство мы будем называть формулой разложения дан
ной силы на составляющие по осям координат. 

Следует всегда иметь в виду существенное р азличие между про
екциями силы и компонентами силы: компоненты силы являются 
векторами в отличие от проекций силы, которые мы р ассматриваем 
как неличины скалярные. 
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Покажем теперь ,  что, зная nроекции силы на две взаимно nер
nендикулярные оси х и у, легко оnределить как величину, так и 
направление силы. В самом деле, из черт. 36 видно, что сила F 
nредставляется диагональю nрямоугольника, стороны которого 
численно равны nроекциям Х и У. Отсюда следует, что 

Далее , для nроекций Х и У имеем равенства: 

отсюда следует: 

X= F cos (F, х), Y= F cos (F, у); 

х 
cos (F, х) = F , 

у cos (F, у) = --р . 

(2) 

(3) 

Формулами (2) и {3) оnределяются величина и направление 
силы F, если известны ее nроекции Х и У. 

§ 1 4. Нахождение равнодействующей сил, 
приложеиных в одной точке, по способу проекций 

Воспользуемся соображениями, высказанными в конце предыду
щего параграфа, для определения равнодействующей сид, приложеи
ных в одной точке. 

Даны сиды F1 , F2, • • •  , Fn, приложеиные в точке А (черт. 37). 
Требуется найти вычислением величину и направление их равно
действующей R. 

Возьмем две взаимно перnендикулярные 
оси х и у. Согласно замеченному в конце 
nредыдущего nараграфа , задача будет решена, 
если мы найдем nроекции равнодействующей 
R на оси х и у. 

Мы уже знаем, что равнодействующая R 

у 

равна векторной сумме данных сил F1 , 0'-----�---+-:с 
F2, • • •  , Fn. С другой стороны, в § 5 было 
nоказано, что проекция суммы векторов на ка
кую-либо ось равна сумме nроекций соста-

Черт. 37. 

вляющих на ту же ось. Отсюда мы заключаем, что проекция равно
действующей R на какую угодно ось равна сумме проетщий соста
вляющzzх F1 , F2 • • • , Fn на ту же ось. 

Следовательно, обозначая nроекции сил F1 , F2, • • .  , Fn на оси х и у 
через Х1 , У1 ; Х2 , У2; • • • ; Хп, Уп, а nроекции равнодействующей R на 
т е  же оси через Х, У, имеем: 
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Входящие сюда проекции сил F1 , F�, . . .  , F11 легко вычисляются 
по формулам: 

Х1 = F1 cos (F1 , х), 
Yt = F1 cos (F1 , у), 

X� = F2 cos (F�, х), . . . , X11 = F11 cos (F11, х) ,  
У2 = F� cos (F2, у), . . . , У11 = F11 cos (F11 , у). 

Иногда эти формулы сокращенно выражаются в виде: 

X = �Xi, 
Y = � Yi, 

где � есть знак суммирования, а Xi и Yi - проекции силы Fi на 
оси х и у (причем i = 1 ,  2, . . . , n), т .  е. 

Х1 = F1 cos (Fi ,  х),  
Yi = Fi cos (Fi, у). 

Таким же образом суммирование будет представлиться и в даль
нейшем. 

Вычислив проекции равнодействующей Х и У, находим затем 
величину и направление равнодействующей по формулам: 

у R =  уХ"' +  У�, 
х у 

cos (R, х) = R , cos (R, у) =  R . 
П р  и м е р 4. Даны силы F1 = lO кг, 

F2 = 1 0  кг, Fa = 15 кг, F4 = 20 кг, при
JJ:....��---'�.Х ложеиные в одной точке. Направленип 

сил указаны на черт. 38: {F1 , F'l.) = 50°; 
(F'l., Fз) = 70°; (Fa, F4) = 800 ; (F4, FI) = 1 600. 
Найти равнодействующую этих сил. 

Выбираем за ось х линию действип 
силы F1, ось у проводим через точку при

ложенип данных сил перпендикулярно к оси х, как показано на чертеже. 
При помощи тригонометрических таблиц находим : 

х1 = 1 0  У1 = О, 
Х2 = 1 0  cos 500 = 6,428, У2 = 10 cos 40° = 7,660, 
Ха = 1 5  cos 1 20° = - 7,500, Уа = 15 cos 30° = 1 2,990, 
Х4 = 20 cos 1 60° = - 1 8,794, У4 = 20 cos 1 1 00 = - 6,840. 

Отсюда 
х = - 9,866, у =  1 3,8 1 0, 

R = V  Х2 + У2 = 1 6,972 кг. 

х 
Далее: cos (R, х) = 

R 
= - 0,58 1 3, у cos (R, у) = R = 0,8 137, откуда 

(R, х) = 1 25°32',5; 
(R, у) = 35°32',5. 
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§ 1 5. Уравнения равновесия сил, приложеиных в одной точке 

Применим полученные в предыдущем параграфе уравнения к тому 
случаю, когда данные силы F1 , F2, • • • , Fn взаимно уравновешиваются. 
В § 1 2 мы видели, что силы F1 , F9, • • •  , Fn, приложеиные в одной 
точке , находятся в равновесии, если их равнодействующая R равна 
нулю. Но из равенства 

R =VXВ + P  
следует, что R = О, если Х -:- О и У =  О. 

Вспоминая выражения, полученные для проекций Х и У рав
нодействующей, заключаем, что силы F1 , F2, • • • , Fn, приложеиные 
в одной точке, находятся в равновесии, если удовлетворены урав 
нения 

Эти уравнения называются. урав�tеюtя.ми рав�tовесttя сил, прило
жеиных в одной точке. 

В рассматриваемом случае мы получаем д в а уравнения равнове
сия. Мы сможем решить при помощи этих уравнений задачу (в ко
торой имеются силы, приложеиные в одной точке и находящиеся  
в равновесии), если число неизвестных (искомых) величин в задаче 
равно двум. Если число неизвестных в задаче больше, чем две, то 
имеющихся в нашем распоряжении уравнений будет недостаточно 
для определения всех неизвестных. Задачи, которые не могут быть 
решены при помощи уравнений статики твердого тела ,  называются 
cmamuчectcu lteonpeдeлeltltЫ.МU. Для решения таких задач необходимо 
принять в расчет незначительные изменения формы, или деформа
ции, испытываемые всеми телами под действием приложеиных к . ним 
сил; методы решения статически неопределенных задач излагаются 
в курсе сопротивления материалов. Задачи, решаемые при помощц 
уравнений статики твердого тела, мы будем называть cmamuчectcu 
onpeдeлeltltЫ.МU. 

Из сказанного следует, что задача, в которой имеются силы, 
приложеиные в одной точке и находящиеся в равновесии, будет 
статически определенной, если число неизвестных в ней равно двум. 

При решении задач в ажно надлежащим образом выбрать оси 
проекций. При выборе этих осей следует, вообще говоря, руковод
ствоваться следующим правилом: оси проекций следует направлять 
перпендикулярно к линии действия одной из неизвестных сил. При 
таком выборе осей проекций неизвестная сила исключается из со
ответствующего уравнения равновесия , и решение уравнений равно
весия упрощается. 

П р и м е р  5. Решить задачу примера 1 при помощи уравнений равно
весия. 

Тело М (черт. 39) находится в равновесии под действием силы тяже
сти Р, реакции наклонной плоскости N и реакции нити Т. Неизвестными 
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величинами являютел реакции N и Т; следовательно, задача - статически 
определенная. 

Возьмем линии действия сил Т и N за оси проекций х и у, направив 
эти оси, как показано на черт. 39. Проектируя силы Т,, N и Р на эти оси, 
получаем уравнения равновесия: 

или 

Т + Р COS (90° + сх) = О, 
N + Р cos ( 1 80" - сх) = 0, 

Т - Р sin сх = О, N - Р cos сх = О, 
откуда находим: 

T = P sin a, N = P cos a.  

П р  и м е р  6. Бруски А С  и ВС, наклоненные к горизонту под углом сх ,  
прикреплены в точках А и В к горизонтальной стенке,  а в точке С соеди
нены между собой (черт. 40); соединения в точках А, В и С - шарнирные. 

!1 

Черт. 39. 

р 

у 
Черт. 40. 

К шарнирному болту С приложена вертикальная сида Р. Найти усилия 
в брусках АС и ВС. 

Шарнирный болт С находится в равновесии под действием нагрузки Р 
и реакций брусков А С  и ВС. Эти реакции направлены по прямым А С  и ВС 
и равны искомым усилиям в брусках; обозначим их через Т1 и Т2• 

Возьмем за оси х и у горизонтальную и вертикальную прямые, прохо
дящие через точку С, и направим оси х и у, как показано на черт. 40. 
Проектируя силы Р, Т1 и Ts на эти оси, получаем уравнения равновесия: 

или 

Т2 cos сх + Т1 COS ( 1 80° - сх) = О, 
Р + Т1 cos (900 + cx) + Ts cos (90° + cx) = 0, 

Т2 cos cx - T1 cos cx = O, 
Р - Т 1 sin сх - Т 2 sin сх = О, 

откуда находим : 
р 

T1 = Ts = -.-2 sщ сх • 

§ 1 6. Сложение сил, действующих по одной прямой: 

Положим,  что в точке А (черт. 4 1 )  приложены силы F1 , F2, F.ч. 
F1, действующие по одной прямой, причем силы F1 и F2 направлены 
в О.:t.ну сторону, а силы F3 и Fi - в другую. Требуется сложить 
эти силы. 
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Воспользуемся геометрическим решением задачи о сложении сил, 
приложеиных в одной точке, т .  е .  решим задачу построением много
угольника сил. Мы знаем, что равнодействующая R данных сил 
приложена в той же точке А;  для нахождения величины и напра
вления равнодействующей R строим многоугольник данных сил; за
мыкающая сторона этого многоугольника определяет как величину, 
так и направление равнодействующей R. Этот многоугольник по
строен на  черт. 4 1 .  В данном случае все стороны 
многоугольника сил лежат на одной прямой; для боль-
шей ясности на черт. 4 1  стороны F1 , F2 и стороны 
F3, F4, R изображены на двух параллельных прямых. F, 
Черт. 4 1  построен в предположении, что 

F1 + F2 > Fs + F4. F; 
В этом случае, как видно из чертежа, 

R = Ft + F2 - F3 - F•; 
направление равнодействующей R совпадает с напра
влением сил F1 и F2• Следовательно, велич,ина равно
действующей czzл, действующих по одной прямой, 
равна алгебраич,еской сумме велич,ин данных сил, взя
тых с соответствующи.ми знаками. 

Конечно, если бы было: 
Fз + F• > Ft т F2, 

д 
R 

Fi t F, 

ТО МЫ ПОЛУЧИЛИ бы 
R = F3 + F. - F1 - F2,  Черт. 4 1 .  

а направление равнодействующей R совпало бы с направлением сил 
F3 и F4.. 

Силы F1 , F2, F3, F4. взаимно уравновешиваются в том случае, 
если R = О, или 

F1 + F2 - F3 - F4. = 0. 

Итак, сzzлы, действующие по одной прямой, взаимно уравно
вешиваются, если алгебраич,еская сумма их велич,ин равна нулю. 

§ 1 7. Сложение сил, линии действия которых 
пересекаются в одной точке 

Эта задача сводится непосредственно к вопросу о сложении сил, 
приложеиных в одной точке,  стоит только перенести точки прило
жения данных сил вдоль их линий действия в общую точку пере
сечения этих прямых. 

В самом деле, положим, что даны силы F1 , F2 , • • •  , Fn, прило
жеиные в точках А1 , А2 , • • • , An (черт. 42); линии действия данных 
сил пересекаются в общей точке А. Перенесем точки приложения 
всех заданнь!х сил вдоль их линий действия в точку А. Тогда мы 
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будем иметь силы F1 , F2, • • •  , Fn, приложеиные в одной точке А. , 
Ск.'lадывая эти силы, мы найдем их равнодействующую R, которая 

будет приложена в той же точке А и бу
дет равна векторной сумме данных сил 
Ft , F2, . . .  , Fп. 

F; Итак, равходействующая сил, лихиr1 ��-"'---с;;.+.!.= действия �&оторых пересе�&аются в одхой 
тo'tt&e, равха ве�&торхой сумме даххых 
сил и приложеха в общей тo'tt&e пересе'tе
хия лихий действия составляющих сил. 

Силы F1 , F.", . . .  , Fn находятся в равно-
Черт. 42. весии, если R =  О. Следовательно, силы, 

лихии действия �&оторых пересе�&аются 
в одхой точ�&е, взаимхо уравновешиваются, если ве�&торхая сумма 
данных сил равха хулю. 

§ 1 8. Равновесие трех непараллельных сил 

Докажем следующую теорему: три силы, расположенные в одной 
плос�&ости, взаимно уравновешивающиеся и непараллельные, пере
се�&аются в одной точt&е. 

В самом деле, положим, что в точках А1 , А.", А3 приложены 
силы F1 , F2, F3 (черт. 43) ,  расположенные в одной плоскости, не
параллельные и взаимно уравновешивающиеся. Так как данные силы 

не параллельны, то линии действия 
двух из них, например F1 и F2, навер
ное пересекутся в пекоторой точке А. 

F, Перенесем точки приложения сил F1 и 
F." вдоль их линий действия в точку А; 
сложив эти силы, найдем их равно
действующую R, приложеиную также 
в точке А. 

Черт. 43. Но, по условию, силы F1 , F2, F3 
находятся в равновесии. Следова

тельно,  сила F8 должна взаимно уравновешиваться с равнодей
ствующей R сил F1 и F2; а это возможно только в том случае ,  если 
силы F3 и R равны по величине и действуют по одной прямой 
в противоположные стороны. Следовательно, линия действия силы 
F3 проходит через точку А, что и требовалось доказать. 

П р  и м е р  7. Вертикальная стойка подъемного крана (черт. 44) опирает
ся на подпятник А и подшипник В; в точке С приложена вертикаль
ная нагрузка Р = 2 т; длина стойки АВ равна 2 .м; вылет крана (расстоя
ние точки С от оси вращения крана) равен 4 м. Найти опорные реакции 
крана. 

Реакция N1 подшипника В направлена горизонтально, реакция же N1 
подпятника А ск.1адывается из вертикальной и горизонтальной _ составляющих 
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и, следовательно, н аправлена наклонно к горизонту. Для определения линии 
действия реакции JV2 воспользуемся только что доказанной теоремой. 

Так как три силы Р, JV1 и lVs 
взаимно уравновешиваются и не 
параллельны, то они должны пе
ресекаться в одной точке.  По
строим точку пересечения М ли
ний дейст вия Р и JV1 и соединим 
точку М прямой линией с точ
кой А. Прямая АМ и есть иско
мая линия действия реакции lVs. 

м 
р 

N, 
я[:? 

Перенесем теперь точки при
поженин сил Р, JV1 и JV1 вдоль 
их линий действия в точку М. 
Получим три силы, приложеи
ные в одной точке и взаимно 

Черт. 44. 

уравновешивающиеся; много-
угольник этих сил должен быть замкнут. Строим многоугольник сил Р, lV 
ь N, и замечаем, что он подобен треугольнику А ВМ. Из подобия выводим 

N1 = Р � = 4m, N1 = Р  -v;o = 4,472 т. 

Г Л А В А  I I I  

СЛОЖЕН ИЕ ПАР, ЛЕЖАЩИХ В ОДНОЙ ПЛОСКОСТИ 

§ 1 9. Сложение двух параллельных сил, направленных 
в одну и ту же сторону 

В предыдущей главе мы разобрали вопрос о сложении сил, лежа
щих в одной плоскости и приложеиных в одной точке. Нам предстоит 
теперь обратиться к тем случаям, когда заданные силы приложены в 
различных точках тела и расположены как угодно в данной плоскости. 
В дальнейшем (в главе IV) мы увидим, что задача сложения таких 
сил может быть приведена к двум более простым задачам, а именно: 
к сложению сил, приложеиных в одной точке, и к сложению так 
называемых пар czzл. С первой из этих задач мы уже ознакомились. 
В настоящей г лаве мы рассмотрим теорию сложения пар. 

Однако предварительно остановимся на вопросе о сложении двух 
параллельных сил, приложеиных к твердому телу. 

В двух точках А и В одного и того же твердого тела (которое 
н а  чертеже не изображено) приложены силы F1 и F2, параллельные 
и направленные в одну и ту же сторону (черт. 45). Требуется 
сложить эти силы. 

Соединим точки А и В прямой линией и приложим в точках А 
и в две равные по величине силы s1 и s2, направленные по пря
мой АВ в противоположные стороны. (Такие две силы, как взаимно 
уравновешивающиеся, имеем право приложить согласно аксиоме I I I . )  

Сложив силы F1 и S1 , приложеиные к точке А,  по  правилу 
параллелограмма CИJI, получим их равнодействующую т1 . Точно 
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тэк же, складывая силы F2 и S2, приложеиные в точке В, получим 
их равнодействующую т2. 

Продолжим линии действия сил т1 и Tg ДО пересечения в точке м 
И Перенесем ТОЧКИ ПрИЛОЖеНИЯ СИЛ Т1 И Т2 ВДОЛЬ ИХ ЛИНИЙ дейСТВИЯ 
в точку М. Разлагая силу Т1 , приложеиную в точке М, на две 
составляющие, параллельные силам F1 и S1 , получим составляющие, 
равные силам F1 и S1 (это следует из равенства параллелограммов, 
построенных при точке А и при точке М). Точно так же, разлагая 
силу Т2, прлложенную в точке М, на  две составляющие, параллель-

s, s, ные силам F2 и S2, получим состав 
ляющие, равные F2 и S2• 

Две силы S1 и S2, приложеиные 
в точке М, взаимно уравновеши
в аются .  Силы F1 и F2, прилоi!(енные 
в точке М, направлены по одной 
прямой в одну и ту же сторону. 

�-'9------'9-----tl--+7Sz Складывая  эти две силы, получим 
их равнодействующую R, которая 
имеет величину, равную сумме их 
величин: 

и направлена по той же прямой в ту 
же сторону. 

Черт. 45. Эта сила R и есть равнодействую
щая данных параллельных сил F1 и F2• 

Итак, силы F1 и Р2 имеют равнодействующую, которая по 
величzте равна сумме zzx величин, им параллельна и направлена 
в ту же сторону. 

Продолжим линию действия силы R до пересечения с прямой АВ 
в точке С и перенесем точку приложения силы R вдоль ее линии 
действия в точку С. 

Определим положение точки С на прямой АВ. Из подобия тре
угольников МСА и MKL имеем: 

Из подобия 

��=Л:.� , или АС · F1 = МС · S1. 

треугольников МСВ и MNP имеем: 
вс мс s; = p; • или ВС · F2 = MC · S2. 

Из равенств ( 1 )  и (2) ,  имея в виду, что S1 = S2, заключаем: 

( 1 ) 

(2) 

АС · F1 = ВС · F2 , или �g = �: .  (3) 

Итак, отрезки АС и ВС обратно пропорциональны величинам 
F1 и F�. Следовательно, точка С делит отрезок АВ на частzz, 
обратн.о пропорциональные воеличинам czzл F1 zz F2• 
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Перепишем пропорцию (3) так: АС ВС 
Fs = 71; · 

В пропорции каждый предыдущий член относится к своему после
дующему, как сумма предыдущих относится к сумме последующих; 
следовательно: АС ВС АС + ВС 

Fs = 71; = Ft + Fs • 
Но АС + ВС = АВ и F1 + F� = R. Следовательно: 

АС ВС АВ 
Fs = 71; = 7[ · 

Отрезки АС и ВС проще всего определяются ив последних 
равенств. Получаем: 

АС = АВ �В, ВС = АВ �1 • 

При помощи полученных ревультатов легко решается задача 
о разложении данной силы на две состав
ляющие, ей параллельные и направлен
ные в ту же сторону. 

Положим, дана сила F, приложеиная 
в точке М (черт. 46). Требуется разло
жить 9ту силу на две составляющие F1 
и F2, действующие по прямым l и l/, па
раллельным линии действия данной силы F. 

Проведем через точку М прямую, пе-
ресекающую прямые l и ll в точках А Черт. 46. 
и В; 9ТИ точки можно принять за точки 
приложения искомых составляющих F1 и F2• Составляющие F1 и F2 
должны удовлетворять уравнениям: АМ ВМ АВ F1 + F2 = F, ---р; =� = 7 ·  

Ив последних равенств находим: 
в м Ft = F  АВ '  

АМ Fg = F  АВ . 

§ 20. Сложение двух параллельных сил, направленных 
в противоположные стороны 

В точках А и В одного и того же твердого тела пряложены 
силы F1 и F2, параллельные и направленные в противоположные 
стороны (черт. 47). Требуется сложить 9ТИ силы. 

Предполагаем, что силы F1 и F2 не равны по величине (случай 
равных по величине сил будет рассмотрен в следующем параграфе). 
Положим, что F1 > F2• 
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Разложим силу F1 на две составляющие, ей параллельные и на· 
правленные в ту же сторону; обозначим эти составляющие через F� и R. 
Величину составляющей F; выберем равной величине силы F2 и при
ложим эту составляющую в точке В. Величина второй составляю

с 
R 

Черт. 47. 

щей R и ее точка приложения С най
дутся из условий: 

F1 = F� + R. 
А В  АС ВС 
7[ = -� = F1 ' 

откуда, имея в виду, что F; = F2, полу
чаем: 

R = F1 - F2, 

АС = АВ � , BC = AB d 
( 1 ) 
(2 ) 

Но две равные по величине и противоположные силы, приложеиные 
в точке В, взаимно уравновешиваются. Остается сила R, которая и 
есть искомая равнодействующая данных сил F1 и F2• 

Мы видим, что и в этом случае отрезки АС и ВС обратно про
порциональны величинам сил F1 и F9• 

§ 2 1 . Пара сил. Момент пары 

Система двух равных по величине, параллельных и противопо- , 
ложно направленных сил F1 и F2, приложеиных к твердому телу 
(черт. 48), называется парой сил. Понятие пары сил введено в науку 
Пуансо 1 ). 

Если положим F1 = F2 в равенствах ( 1 )  и (2) предыдущего па
раграфа, то полу.чим: 

R = O, АС = оо, ВС = оо. 

Отсюда заключаем, что пара сил не имеет равнодействующей. 
Вместе с тем силы, составляющие пару, не находятся в равно

весии (по аксиоме 11). Следовательно, пара сил представляет пример 
совокупности сил, не находящихся в равновесии и не имеющих 
равнодействующей. 

Расстояние между линиями действия сил, составляющих пару, 
называется плечом пары; обозначю1 его буквой р. Моментом пары 
называется взятое со знаком + или - произведение величины одной 
из сил пары на плечо. 

Полагая F1 = F2 = F и обозначая момент пары буквой т, имеем: 

m = + fp. 
1) L. Р о i n s о t. El e m en*.s de stati q u e .  Первое издание сочинений Пу ансо 

появилось в 1 803 г. Сущес:rвуют русские переводы этой книги. 
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Тот или другой знак в этой формуле определяется по следу ю
щему правилу. Если пара стремится повернуть плоскость чер rежа 
в сторону, противоположную вращению часовой стрелки, то ь вы
ражении момента пары берем зню< +, в противном случае берем 
знак -. 

Заметим, что силы, состаиляюrqие пару, взаимно уравновешиваются 
в том частном случае, когда плечо р равно нулю; в этом случае 
и момент равен нулю. 

Заметим еще, что, перенося точку при
ложении одной из сил, составляющих пару, 
вдоль ее линии действия, все г да можно 
достигнуть того, чтобы прямая, соединяю
щая точки приложения сил А и В, была 
перпендикулярна к линиям действия сил 
пары (черт. 49). Тог да отрезок АВ и есть 
плечо пары. В дальнейшем всегда будем 
считать, что прямая, соединяющая точки 
приложении сил пары, перпендикулярна к 
линиям действия этих сил. 

Как видно из самого определения, мо
мент пары есть величина, имеющая раз-

Черт. 48. 

д 
р 

Черт. 49. 

мерность силы, умноженной на длину. Если силы, составляющие 
пару, выражены в килограммах, а плечо пары - в метрах, то 
момент будет выражен в килогра.м.мо.метрах. Так, например, если 
силы, составляющие пару, равны каждая по 1 0 кг, а плечо пары 
равно 2 .м, причем направление вращения пары - по часовой стрелке, 
то момент пары будет 

т = - 20 кг.м. 

Таким образом, за единицу момента мы принимаем килограмма
метр, т. е .  момент пары, состоящей из двух сил по 1 кг каждая, 
приложеиных на концах плеча длиной в 1 .м. 

§ 22. Условие эквивалентности пар 

В этом параграфе мы покажем замечательное свойство пар сил, 
которое и лежит в основании теории сложения пар. Это свойство 
состоит в том, что, не нарушая равновесия, можно всегда замени г ь  
всякую данную пару другой парой, момент которой равен моменту 
данной пары. Другими словами, мы покажем, что две пары, .моменты 
которых равны, статzzч,ески эквивалентны. 

Прежде чем доказать это условие эквивалентности пар, обра
тимся к следующей вспомогательной теореме. 

В с п о м о г а т е л ь н а я т е о р е м а. Не нарушая равновесия, 
.можно перенести данную пару в любое п оложение в ее плоскостzr. 
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Дана пара ,  состоящая из равных по величине и nротивоnоложно 
направленных сил F1 и F2 с nлечом АВ (черт. 50). 

Возьмем произвольно расположенный отрезок CD = АВ и пока
жем, что, не наруtпая равновесия, можно nеренести данную пару 
так, чтобы ее плечо совпало с отрезком CD. 

Проведем линии действия 1 и II сил F1 и F2 и восставим в точках С 
и D перпендикуляры III и I V  к о'трезку CD. Отметим точку пере

1 

1!J 

Черт. 50. 

ные силам F1 и F2• Сложим силу 
с силой F4• 

сечения К nрямых 1 и lll, а 
также точку пересечения L 
nрямых II и IV. 

Перенесем теперь точки 
приложения сил F1 и F2 
вдоль их линий действия 
1 и II в точки К и L. 
Затем nриложим в точ
ках К и L взаимно урав 
новешивающиеся и направ
ленные соответственно по 
прямым III и IV силы F3, 
F4, F5 и F6 , численно рав

F1 , приложеиную в точке К, 

Построив на силах F1 и F4 nара.11лелограмм (в данном случае 
ромб), получим их равнодействующую S1 •  Точно так же, складывая 
силу F2, приложеиную в точке L,  с силой F5 , получим их равно
действующую s'J. 

Но параллелограммы, nостроенные nри точках К и L,  равны; 
следовательно, S1 = S2• Далее сила S1 (как диагональ ромба) делит 
nополам угол между силами F1 и F4• Но прямая KL (как диаго
наль ромба, образованного прямыми /, II, III и IV) также делит 
попоJiам этот угол. Отсюда следует, что сила S1 направлена 
по прямой KL. Точно так же убедимся,  что и сила S2 направ
лена по той же nрямой KL. Значит, силы S1 и S2 равны по вели 
чине и действуют по одной прямой в противоnоложные сто
роны и ,  следовательно, взаимно уравновешиваются. Остаются силы 
F3 и F6 , действующие соответственно по прямым Jll и IV. Пере
несем точки приложения этих сил вдоль прямых III и IV в точки 
с и D. 

После всех этих операций данная пара оказывается перенесенной 
в требуемое положение. 

Перейдем теперь к доказательству указанного выше условия 
эквивалентности пар. 

Т е о р е м  а . Две llapы, .моменты которых равны, статllч,есюс 
аtсвllвалентны . 

Даны пары F1 , F2 с nлечом АВ и S1 , S2 с плечом CD 
(черт. 5 1 ). 
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Предполагаем, что моменты этих пар равны (т. е .  имеют равные 
численные значения и одинаковые знаки), и докажем, что пары 
статически эквивалентны (т. е. одна из пар может быть заменена 
другой без нарушения равновесия). 

Положим F1 = F<J. = F, S1 = S� = S и обозначим АВ = р, CD = q. 
Обозначая моменты данных пар через m1 и m9, имеем: 

s. 
Rr ,:; z причем со г лас но черте- р __"..._. __ rr--+Т 

жу (черт. 5 1 )  оба момента Д<}------v8.";-------о взяты со знаком + 1 ) . s3 
По условию m1 = mg, F, 

т. е. 

F · p = S · q. ( 1 ) Черт . 5 1 .  

Отложим от точки В по продолжению отрезка АВ отрезок В К  = 
= CD = q и приложим в точках В и К взаимно уравновешиваю
щиеся силы S3, S4, S5, S6 , численно равные S и направленные пер
пендикулярно к прямой ВК (S3 = S4 = s� = S6 = S). 

Складывая  силу F2, приложеиную в точке В, с силой S4, полу
чим равнодействующую R1 , равную по величине F + S, приложеиную 
в точке В и направленную перпендикулярно к прямой АК в ту же 
сторону' что и сила s4. 

Сложим также силу F1 , приложеиную в точке А, с силой S5; 
мы получим равнодействующую R9., также равную F + S, направлен
ную перпендикулярно к прямой АК в ту же сторону, что и сила S5, 
и приложеиную в точке, делящей отрезок АК на  части, обратно 
пропорциональные силам F1 и S5 , или, что то же, силам F и S. Но 
отрезок АК делится  на части, обратно пропорциональные силам F и S 
в точке В, ибо по условию ( 1 )  имеем: 

Следовательно, и вторая равнодействующая Rg приложена 
в точке В. Итак, в точке В приложены две равные по величине 
силы R1 и R2, направленные по одной прямо!! в противоположные 
стороны; эти силы взаимно уравновешиваются. Остаются силы S3 и 
S6, которые образуют пару с плечом ВК. 

Таким образом, данная пара F1 , F2 с плечом АВ заменена па
рой S3, S6 с плечом ВК. На основании вспомогательной теоремы эта 

1) Предлагаем читателю убедиться, что доказываемая теорема остает
ся справедливой и в том случае, если моменты обеих данных пар отрица
тельны. 
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nоследняя пара может быть nеренесена так, чтобы ее nлечо совnало 
с отрезком CD. После атого данная пара F1 , F2 с nлечом АВ ока
зывается замененной nарой S1 , S2 с nлечом CD,  т. е. nары F1 , F2 
и S1 , S2 оказываются статически аквивалентными. 

§ 23. Сложение пар. Условие равновесия пар 

Даны nары F1 ,  F� ; F2, F� ; F3, F� и F,., F� с nлечами р 1 ,  р2, р3 и р,. 
(черт. 52) ;  nары F1 , F� и F2, F� стремятся nовернуть nлоскость 

Черт. 52. 

чертежа nротив часовой 
Pz' стрелки, nары F3, F; и F,.. 

F� - по часовой стрелке. 
Р,' Обозначая моменты атих 

Ра R' пар через т1 , т2, т8 и т,., 
11�-т--�В ,  имеем: 
R Ра 

Возьмем nроизвольвый 
отрезок АВ = d и nриведем 

данные nары к плечу d, т. е.  заменим данные nары аквивалентными 
им nарами Р1 ,  Р� ; Р2, Р�; Р8, Р� и Р,., Р� с nлечом d. Величины 
сил Р1 , Р2, Р8 и Р,. определятся из равенств: 

т1 = P1d, т2 = P9.d, т3 = - P3d, т4 = - P,.d. 

Складываем силы Р1 , Р2, Р3 и Р4, приложеиные в точке А. Эти 
силы направлены по одной прямой ; предполагая ,  что Р1 + Р2 > Р3 + Р,., 
получим их равнодействующую R, имеющую величину 

R = P1 + Р2 - Р3 - Р,., 

наnравленную по той же прямой в ту же сторону, в которую на
правлена сила Р1 • 

Также сJюжим силы Р� , Р�, Р� и Р�, приложеиные в точке В. 
Их равнодействующая 1( равна no величине силе R, приложенной 
в точке А, параллельна ей и наnравлена в nротивоположную сторону. 

Итак, данные пары F1 , F� ; F2 ,  F� ; F3, F� и F4, F� приводятся 
к одной паре R, 1( , которая называется их равнодействующей парой. 

Покажем, что .момент равнодействующей пары равен су.м.ме 
.моментов составляющих пар. 

В самом деле, обозначая момент равнодействующеП пары через т, 
имеем: 

т = Rd = (Р1 + Р2 - Р3 - Р1.) d = P1 d + P2d - P3d -- P,.d = 

= rtL1 + т2 -r- m3 + т,.. 
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Мы предположили, что Р1 + Р2 > Р3 + Р4.. 
что полученный результат не изменится и в 
< Pa + Pi. 

Легко убедиться,  
случае Р1 + Р2 < 

Если Р1 + Р2 = Р3 + Р4, то силы, приложеиные в точках А и В, 
<1 следовательно, и эквивалентные им пары F1 , F� ; F2, F� ; F3, F� и 
jF4, F� находятся в равновесии. 

В этом случае имеем R = О ; следовательно: 

Итак, даюtые пары взаимно уравновешиваются, если су.м.ма 
их .моментов равна нулю. В этом состоит условие равновесzlЯ пар . 

Получеimые результаты остаются справедливыми, каково бы ни 
было число данных пар. Если нам даны п пар с моментами m1 , m2, • •  
. . . , тп, то они складываются в одну равнодействующую пару, мо
мент которой т равен: 

Конечно, момент каждой составляющей пары должен _быть 
взят в этой сумме со своим знаком, определяемым направле
нием вращения данной пары. Равновесие пар имеет место в том 
случае, когда 

П р  и м е р  8. Даны пары F1, F� ; F2, F�; F3, F� (черт. 53); F1 = F; = 5 кг, 
F2 = F� = 2 кг, Fa = F; = 3 кг, плечи р1 = 20 см, р2 = 30 см, р3 = 40 см. 
Требуется сложить эти пары. 

Определяем момент равно
действующей пары: 

m = 5 . 20 + 
+ 2 . 30 - 3 . 40 = 40 кгсм. 

За равнодействующую пару 
можно взять любую пару F, F' 
с плечом р, момент которой ра
вен т = 40 кгсм. Например: 

F =  2 кг, 
F =  4 кг, 
F = 10 кг, 

р = 20 с.и, 
р = ! О см, 
р =  4 см и т .  д. 

Fi' 

Черт . 53. 

П р  и м е р  9. Изменить ве.�ичину сил пары F3 , F� в предыду
щем примере так, чтобы пары F1, F;; F2, F� ; F3, F'a находились в равно
весии. 

Имеем условие равновесия: 

5 · 20 + 2  · 30 - F3 • 40 = 0, 

откуда следует: 
Fa = 4  кг. 
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Г Л А В А IV 
СЛОЖЕНИЕ СИЛ, РАСПОЛОЖЕННЫХ КАК УГОДНО 

НА ПЛОСКОСТИ 

§ 24. Момент силы относительно точки 

Приступая к вопросу о сложении сил, расположенных как угодно 
на плоскости, остановимся прежде всего на понятии момента силы 
относительно какой-либо точки. 

Даны сила F и точка О (черт. 54). Опустим перпендикуляр И3 
точки О на линию действия силы Р. Этот перпендикуляр назовем 
плечом силы F относительно точки О; длину плеча обозначим бук
вой р.  Мо.менто.м силы F относительно точки О называется взя
тое со знаком + или - произведение величины силы F на длину 

плеча р. Обозначая момент силы F символом 
т (F), имеем: 

т (F) = + F · p. 

Тот или другой знак в этой формуле опреде
ляется по следующему правилу. Если сила F 
стремится повернуть плоскость чертежа во-

8 U круг точки О в сторону, противоположную вра-
щению часовой стрелки, то в выражении мо-

Черт. 54. мента берем знак +; в противном случае 
берем знак -. 

Точка О называется центром момента. 
Произведение F · р равно удвоенной площади треугольника АОВ 

(черт. 54). Следовательно, имеем еще другое выражение момента 
силы F относительно точки 0: 

т (F) = + 2  6 АОВ. 
Отметим важный частный случай. Имеем 

т (F) = О, 

если р = О, т . е. момент силы относительно точки равен нулю, если 
линия действия силы проходит через центр момента. 

Заметим еще, что момент силы, как и момент пары, есть вели
чина, имеющая размерность силы, умноженной на  длину. Если сила 
выражена в килограммах, а плечо в метрах, то момент силы выра
жается в килограм�ю�1етрах. 

§ 25. Приведение силы к данной точке 

Дана сила F, приложеиная в точке А (черт. 55). Возы1ем про
извольную точку О и приложим к ней две взаимно уравновеши
вающиеся силы, из коих одна равна силе F (эта сила отмечена 
н а  черт. 55 двумя черточками), другая же (мы обозначим ее через 



§ 26] ПРИВИДЕНИЕ СИСТЕМЫ СИЛ К СИЛЕ И ПАРЕ 53 

- F) численно равна силе F, но направлена в противоположную 
сторону. 

Данная сила F заменена силой F, приложенной в точке О (и 
отмеченной на чертеже двумя черточками), и парой F, - F. 

Следовательно, указанным способом точку приложения данной 
силы можно перенести в любую точку, присоединяя к ней неко
торую пару. Замену данной силы F, приложенной в точке А, 
силой F, приложенной в точке О (и отмеченной двумя черточками). 
и парой F, - F, будем называть приведением 
данной силы F к точке О; пару F, - F, 
получаемую при приведении силы F к точ
ке О, будем называть присоединенной парой. 

Найдем момент присоединенной пары 
F, - F. Опуская перпендикуляр из точки 
О на линию действия той силы F, которая 
приложена в точке А,  получим плечо пары р; 
момент пары равен 

т = F · р  

/1 

Черт. 55. 

(в выражении момента берем знак +• соответственно черт. 55). Но 
произведение F · р равно также моменту данной силы F (прило
женной в точке А) относительно точки О. Следовательно, обозна 
чая  этот момент знаком т (F), получаем: 

т = т (F), 

т. е. .момент присоединенной пары, получаемой при приведеншr 
силы F к точке О, равен .моменту данной силы F относительно 
точки о. 

§ 26. Приведение системы сил, расположенных как угодно на 
плоскости, к силе и паре. Главный вектор и главный момент 

Обращаемся теперь к задаче сложения сил,  расположенных как 
угодно на плоскости. 

Даны силы F1 , F2 , • • • , Fn, приложеиные в точках А1 ,  А2, • • •  , An: 
(черт. 56). Требуется сложить эти силы. 

Следуя примеру Пуансо 1 ) , воспользуемся способом приведения 
всех сил к одной точке. Возьмем произвольную точку О, которую 
назовем центром приведения, и приведем все данные силы F1 ,  F2,  • . • 
. . . , Fn к точке О, как было объяснено в предыдущем параграфе. 

В результате этого приведения получим силы F1 ,  F2, • • •  , Fn, 
приложеиные в точке О и отмеченные на черт. 56 двумя черточ
ка:.ш, и присоединенные пары F1 , - F1 ;  F2, - F2; . . . ; Fm - Fn. 

1) L. Р о i n s о t, Elements de statiquc. 
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Моменты этих пар т1 , т2, • • • , тп, согласно замеченному выше, равны 
моментам данных сил F1, F,., . . .  , Fn относительно точки О, т. е. 

т1 = т (F1), 
т2 = т (F,.), 

т де т (F1) ,  т (F2), • • •  , т (Fп) суть моменты данных сил относительно 
точки о. 

Силы F1, F2, • • •  , Fn, .отмеченные двумя черточками, приложены 
в одной точке О. Складывая эти силы, получаем их равнодей
·Ствующую R, приложеиную в той же точке и равную сумме сил 

у 
F, 

А,� 
А,� 

/А" 
Yr" 

Ft, F2, • • • ' Fп. 
Складывая пары F1 , - F1; 

F2, - F2; • • •  , Fn, - Fn, полу
чаем равнодействующую пару, 
момент которой т равен сумме 
моментов составляющих пар. 
Следовательно, 

0,'------------------+-.z т. е. момент равнодействую

Черт . 56. щей пары равен сум:\!е момен
тов данных сил относительно 
точки о. 

Заметим, что сумма R сил F1 , F2 , • • •  , Fn, расположенных как 
-угодно на плоскости, называется иначе главн.ым вектором этих сил; 
сумма же моментов т этих сил относительно точки О называется 
их главн.ым .мо.мен.то.м относительно точки О. 

· 
Вводя эти термины, мы можем формулировать полученный ре

зультат так: 
Силы, расположен.н.ые  как угодн.о н.а плоскости, всегда .могут 

быть приведен.ы к силе, р авн.ой их главн.о.му вектору 1 1  прило
жен.н.ой в произвольн.ой точке О, и к паре, .мо.мен.т тсоторой равен. 
главн.о.му .мо.мен.ту дан.н.ых сил отн.осительн.о точки О. 

Для вычисления главного вектора R данных сил можно воспо,1ь
зоваться методом прое кций. Возьмем две взаимно перпендикулярные 
оси 01х и 01 у (черт. 56) и вычислим проекции главного вектора R 
на эти оси. Обозначая эти проекции буквами Х и У, а проекции 
данных сил F1 , F2 , • • •  , Fn на те же оси буквами Х1 , У1 ; Х2 , У2 ;  • • • • • • ; Xno Yn и имея в виду, что главный вектор R равен сумме сил F1 , 
F2, • • •  , Fn, получаем н а  основании теоремы о проекции су�1мы век
торов: 
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Вычислив проекции главного вектора Х и У, находим величину 
его R по формуле: 

R = yX2 + у2 , 

Направление главного вектора определяется углами (R, х) и (R, у), 
образованными главным вектором с осями х и у. Имеем: 

X = R  cos (R, х), Y = R cos (R, у), 

откуда получаем: 
х 

cos (R, х) = R ,  
у 

cos (R, у) = R .  
Этими формулами определяется направление главного векторэ . 

§ 27. Случай,  когда силы находятся в равновесии. 
Уравнения равновесия 

Предположим, что главный вектор R данных сил F1 , F2, • • •  , F" 
и их главный момент т относительно центра приведения равны. 
нулю, т. е. 

R = O, m = O. 
Так как R = О, то силы F1 , F2, • • •  , F", отмеченные на черт. 56 

двумя черточками, взаимно уравновешиваются. Так как т =  О , 1 0  
и присоединенные пары также взаимно уравновешиваются. Следо
вательно, в рассматриваемом случае данные силы F1, F2 , • • •  , Fn• 
приложеиные в точках А1 , А2, • • • , An, находятся в равновесzzи. 

В § 26 мы имели формулу: 

R = yX2 + Y2. 

Следовательно, для того чтобы было R = О, необходимо и до
статочно, чтобы было 

Х = О , У = О . 
Вспоминая зависимости: 

мы заключаем, что силы F1 , F2, • • • , Fn, расnоложенные как угодно 
на плоскости, находятся в равновесии, если они удовлетворяют трем 
уравнениям: 

Х1 + Х2 + . . .  + Хп = О, Yt + У2 +  . . . + Уп = О, 
m (Fд + m (F2) + • . .  + m (Fп) = O. 

Тшсовы уравнения равновесия сил, р асположеюtьtх кщс угодна
на плоскости. 
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§ 28. Случай, когда сильt. приводятся к пире 

Положим, что главный вектор R данных сил равен нулю, но их 
тлавный момент т относительно центра приведения не равен нулю, 
т .  е . 

R = O, т :j: О. 

В этом случае силы F1 , F2, • • • , Fn, отмеченные на черт. 56 двумя 
черточками, взаимно уравновешиваются , но присоединенные пары 
не находятся в равновесии. Следовательно, данные силы приводятся 
к паре, момент которой равен 

т = � т (F;). 

§ 29. Случай, когда силы приводятся к одной 
равнодействующей. Теорема о моменте равнодеiiствующей 

Предположим теперь, что главный вектор R данных сил не  равен 
нулю, т. е. 

R =1: О. 

Покажем, что в этом случае данные силы приводятся к одной 
равнодействующей, равной llX главному вектору R. 

В самом деле, если т =  О, то пары F1 , - F1 ; F2 , - F2; • • •  ; Fn, - Fn 
взаимно уравновешиваются ,  и данные силы приводятся к равно

J/ 

Черт . 57. 

действующей R, приложенной в центре приве
дения О. 

Положим теперь, что т :j: О; пусть для опре
деленности т > О. Выберем силы, составляю
щие равнодействующую пару (т. е. пару, полу
ченную от сложения присоединенных пар), чис
ленно равными R; тог да плечо этой пары придется 

т взять равным R . Расположим равнодействующую 
пару так, чтобы одна из сил пары была прило
жена в точке О и была направлена противопо
ложно главному вектору R (на черт. 57 эта 

сила обозначена через - R);  другая сила пары равна R и припо
жена в точке N, лежащей на перпендикуляре, восставленно:�-� в точ-

т ке О к линии действия силы R на расстоянии R от точки О; пер-
пендикуляр должен быть восставлен в такую сторону от точки О, 
чтобы момент равнодействующей пары имел над.'lежащий знак 
{черт. 57 соответствует случаю т > 0). Две силы R и - R, прило
жеиные в точке О, взаимно уравновешиваются. Следовательно, дан
ные силы приводятся к одной равнодействующей R, приложенной 
.в точке N. 



§ 30] ВЫРАЖЕНИЕ МОМЕНТА СИЛЫ ЧЕРЕЗ ПРОЕКЦИИ СИЛЫ 57  

Покажем теnерь ,  что если данные силы nриводятся к одной рав
нодействующей, то .мо.иен,т равнодействующей отн,осительн,о лю
бой точки равен, су.м.ме .моментов составляющих отхосителжо 
той же точки. 

В самом деле ,  возьмем момент равнодействующей R, nриложен
ной в точке N, относительно центра nриведения О (черт. 57). Обо
значая этот момент т (R), будем иметь: 

т (R) = R  · � = т = т (Fд + т (F2) + . • .  + т (Fп), 

т. е. момент равнодействующей относительно центра приведения 
равен сумме моментов составляющих относительно той же точки. 

Но центр приведения О есть произвольно взятая точка. Следо
вательно, момент равнодействующей относительно любой точки равен 
сумме моментов составляющих относительно той же точки. 

§ 30. Выражение момента силы через проекции силы 
на координатные оси 

Воспользуемся только что доказанной теоремой о моменте рав
нодействующей для вывода выражения момента силы через nроекции 
силы на координатные оси. у 

Дана сила F, приложеиная в точке А ш (черт. 58) .  Требуется вычислить момент у F 
этой

В 
силы относительно точки О. 

- - - - - г - -
х 

озьмем взаимно перпендикулярные ко- .." ,  ,li 
ординатные оси 01х и 01у и обозначим ко- ;": : 
ординаты точки А относительно этих осей _ _  q__�-JЧ .о  1 через х и у, а координаты центра момен- -<>; : 
та О относительно тех же осей через а и Ь. 0,'----'----'----- .r 

Разложим силу F на составляющие по 
осям х и у; величины этих составляющих 

Черт. 58. 

равны nроекциям Х и У силы F на оси х и у. Как видно из чер
тежа, моменты составляющих силы F относительно точки О равны 
- (У - Ь) Х и (х - а) У. Рассматривая силу F как равнодействую
щую ее двух составляющих, nолучаем на основании теоремы о 
моменте равнодействующей 

т (F) = (х - а) У - (у - Ь) Х. 

Если центр момента О совnадает с началом координат, то а = О 
и Ь = О, и момент силы F относительно н,ачала координат выра
жается формулой 

т (F) = х У -уХ. 
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§ 3 1 . Задачи, статически определенные и статически 
неопределенные 

В § 27 мы вывели следующие три уравнения равновесия сил , 
·расположенных как угодно на плоскости: 

Х1 + Х� +  . . .  + Хп = О, У1 + Yg + . . . + У11 = 0, 
m (F1) + т (F2) + . . . + m (F11) = 0. 

В следующих параграфах мы покажем на примерах применение 
-этих уравнений к решению задач статики, в которых мы имеем 
дело с телами, находящимиен в равновесии под действием сил, ле
жащих в одной плоскости. Пока же подчеркнем то обстоятельство, 
что равновесие тела, находящегося под действием сил, расположен
ных в одной плоскости , оказывается обеспеченным, если приложеи
ные к нему силы удовлетворяют т р е м  уравнениям равновесия :  двум 
уравнениям проекций и одному уравнению моментов. 

Напомним, что в § 1 5  мы назвали cmamuчectcu определенными 
-гакие задачи статики, которые могут быть решены при помощи 
уравнений статики твердого тела, - в отличие от задач cmamuчectcu 
неопределенных, для решения которых уравнения ,  доставляемые 
статикой твердого тела, оказываются недостаточными (и при реше
нии которых необходимо принимать во внимание деформации, испы
тываемые телами под действием приложеиных к ним сил). При по
мощи нескольких уравнений мы можем найти столько неизвестны:х: 
{искомых) величин, сколько имеется уравнений. Отсюда следует, 
что, сосчитав число неизвестных в данной задаче и сравнив это число 
.с числом уравнений, доставляемых статикой твердого тела, мы все г да 
·можем определить,  имеем ли мы дело с задачей, статически опре
деленной или неопределенной. Задача будет статически определен-
1Юй, если число неизвестных равно числу уравнений. 

Если в рассматриваемой нами задаче мы имеем дело с телом, 
'Находящюfся в равновесии под действием сил, лежащих в одной 
-плоскости, то, как мы сейчас видели, для решения нашей задачи 
.статика твердого тела доставляет нам три уравнения равновесия. 
Следовательно, такая задача будет статически определенной, если 
число неизвестных в ней равно трем. 

Если же рассматривается равновесие системы, состоящей из двух 
1ел (на которые действуют силы, лежащие в одной плоскости) , то 
мы можем написать по три уравнения равновесия для каждого из этих 
1ел. Отсюда следует, что задача окажется статически определенной, 
если число неизвестных в ней равно шести. Точно так же задача 
о равновесии системы, состоящей из трех тел (при условии дей
ствия сил в одной плоскости) , будет статически определенной, если 
<Число неизвестных равно девяти и т. д. 

Поясним сказанное неско;Iькими примерами. 
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Представим себе  мостовую ферму, которая имеет неподвижную
опору А и подвижную опору В и находится под действием сил 
{нагрузок) Р1 ,  Р2 и Р3 {черт. 59). Такая ферма заменяет простую
балку и называется балочной фермой. Требуется определить опор
ные реакции, вызываемые силами Р1 , Р2 и Р3• 

Нашу ферму можно рассматривать как твердое тело, находя
щееся в равновесии под действием приложеиных к нему сил Р1,  Р2, 
Р3 и опорных реакций в точках А и В. Так как подвижная опора 
может оказывать только 
вертикальное давление на 
опорную плоскость, то и 
опорная реакция N в точ
ке В может быть только 
в ертикальной. Неподвиж
ная же опора может вос
принимать давление как в 
в ертикальном, так и в го
ризонтальном направле

Черт. 59. 

ниях. Отсюда следует, что опорная реакция в точке А складывается и3 
вертикальной составляющей V и горизонтальной составляющей Н. Та
ким образом мы имеем три неизвестные величины сил: N, V и Н. Мы 
заключаем, что поставленная задача является статически определенной. 

Положим теперь, что требуется определить опорные реакции для 
арочной фермы {черт. 60). Даны нагрузки Р1 и Р2• Пяты арки А 
и В шарнирно прикреплены к неподвижным опорам; такая арка на
зывается двухшарн.ирной. 

Так как обе опоры - неподвижные, то каждая опора дает по 
две опорные реакции - вертикальные реакции v1 и v2 и горизон-

Черт. 60. Черт. 6 1 .  

тальные реакции Н1 и Н2• Так как мы  имеем четыре неизвестные 
реакции, то задача определения этих реакций оказывается статически 
неопределенной; двухшарнирная ярка является в отношении опре
деления опорных реакций системой статически неопредели.мой. 

Однако дело меняется ,  если арка будет сконструирована из двух 
полуарок, соединенных в ключе арки посредством шарнира С 
{черт. 6 1  ); получается конструкция, называемая трехшарнирной 
аркой. Каждую полуарку мы можем рассматривать как твердое тело 
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:и для каждой полуарки можем написать по три уравнения равно
весия. Сосчитаем число неизвестных сил. На левую полуарку (кроме 
нагрузки Р1) действуют пятовые опорные реакции V1 и Н1; затем 
в ключевом шарнире С пряложена сила, испытываемая левой полу
аркой со стороны правой. Разложим эту силу на вертикальную и го
ризонтальную составляющие Vз и Нз ; на черт. 6 1  эти силы отмечены 
одной черточкой. Так как действие равно противодействию, на  пра
вую полуарку со стороны левой действуют в ключевом шарнире С 
-силы v� и н�. равные и противоположные только что упомянутым 
-силам V3 и Н3 (силы V� и Н�, приложеиные к правой полуарке, 
отмечены на черт. 61 двумя черточками); кроме того, на правую полу
арку действуют нагрузка Р2 и пятовые опорные реакции V2 и Н2• 
Таким образом в числе сил, приложеиных к той и другой полуарке, 
мы имеем шесть неизвестных величин сил : V1 , Н1 , V2, Н2, Vз, Нз. 
Так как число неизвестных равно числу уравнений ,  то задача опре
деления этих неизвестных оказывается статически определенной; 
в отношении определения опорных реакций трехшарнирная арка 
является системой статичес�еи определимой. 

§ 32. Примеры на определение опорных реакций 

Переходя к решению задач при помощи уравнений равновесия 

Х1 + Х2 + . . .  + Хп = О, У1 + У2 + . . .  + Уп = О, 
m (F1) + m (F2) + . . . + т (Fп) = О, 

заметим прежде всего, что мы имеем полную свободу в выборе 
осей х и у, на  которые мы проектируем силы, а также центра, 
относительно которого берем их моменты. 

Этим произволом в выборе осей проекций и центра моментов 
-следует пользоваться в целях возможного упрощения тех вычисле
ний, которые связаны с решением уравнений равновесия. Оси проек
дий следует, вообще говоря, направ лять перпендикулярно к напра
:влению одной из неизвестных сил, которая в таком случае исклю
чается из соответствующего уравнения равновесия. Что же касается 
:центра моментов, то его следует ,  вообще говоря, выбирать в точке 
пересечения линий действия двух неизвестных сил; при таком выборе 
обе эти неизвестные силы оказываются исключенными из уравнения 
'МОментов; в этом уравнении, следовате.1ьно, остается лишь одна 
fiеизвестная величина. 

Заметим еще, что нет необходимости каждую задачу реша<rь 
nри помощи двух уравнений проекций и одного уравненив момен
тов. В некоторых случаях может оказаться удобным проектировать 
силы лишь на одну ось, но зато составить два уравнения моментов 
относительно двух различных точек, или же, оставляя уравнения 
nроекций совсем в стороне, написать три уравнения моментов отно-
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сительно трех различных точек. Этим замечанием мы будем иметь 
случай воспользоваться  в следующем параграфе. 

Может показаться ,  что, проектируя силы на всевозможные оси 
и составляя моменты относительно различных точек, мы можем по
лучить для одного и того же тела сколько угодно уравнений рав
новесия и при помощи этих уравнений определить сколько угодно 
неизвестных величин. Конечно, такое заключение было бы непра
вильно. Мы можем написать для данного тела сколько угодно урав
нений равновесия, но уже четвертое уравнение, а также все после
дующие будут следствиями первых трех уравнений; при помощи 
всех этих уравнений мы сможем опреде
лить только три неизвестные величины. 

В этом параграфе мы остановимся на  
некоторых примерах определения опор
ных реакций при помощи уравнений рав-
новесия. 

П р и м е р 10. Определить опорные реак
ции крана (черт. 62) по следующим данным: 
вес крана Р = 2 m ,  расстояние его центра тя
жести от оси вращения а = 1 .м, вылет с =  4 м ,  
длина вертикальной стойки h = 5 м ,  вес груза, 
nодвешенного к крану, Q = 3 т. 

!1 

Q 

Черт. 62. 

Реакция подшипника А направлена гори
зонтально; обозначим ее буквой N. Реакция 
подпятника В складывается из вертикальной 
составляющей V и горизонтальной составляю
щей Н. Требуется определить силы N, V и Н. 

Так как кран находится в равновесии под действием сил Р, Q, N, V 
и Н, то эти пять сил должны удовлетворять трем уравнениям равновесия. 

Выберем оси х и у так, как показано на  черт. 62. Проектируя все силы 
на эти оси, получим первые два уравнения равновесия: 

H - N = O, 
V - P - Q = O. 

Затем составим уравнение моментов, взяв центр моментов в точке В; 
nолучим: 

Nh - Pa - Qc = O. 

Составленные три уравнения решаем относительно неизвестных N, V 
и Н. Подставляя заданные значения известных величин, найдем: 

2 · 1 + 3 · 4 
N = 

5 
2,8 т, 

V = 2 + 3 = 5  т, Н = 2,8 т .  

П р  и м е р  1 1 . Балочная ферма (черт. 63) опирается на неподвижную 
.опору А и подвижную опору В; длина паиели а, высота фермы h; к узлам 
С и D приложены вертикальная сила Р1 и горизонтальная сила Р,.. Найти 
.опорные реакции. 

Реакция N подвижной опоры В направлена вертикально; реакция непо
двыжной опоры А скла.в.ывается из вертикальной составляющей V и горизон
тальной составляющей Н. Так как ферма нахо.11.ится в равновесии под действием 
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сил Р1, Р1, N, V и Н, то эти пять сил должны удовлетворять уравнениям 
равновесия. 

Направив оси х и у, как показало на черт. 63, и взяв центр моментов 
в точке А, получим уравнения равновесия: 

Н + Р2 = 0, V + N - Pl = O, 
6Na - 2Р1а - Pah = О, 

откуда находим: 
1 h 

N = -g Pl + 6a Ps, 

2 h 
V = -g Pl -

6a Ps, 

H = - Ps. 

lf Знак минус у реакции Н 
указывает, что эта сила направ-

Черт. 63. лена не так, как предположено 
на черт. 63 , а в противопо
ложную сторону. 

П р  и м е р  1 2. Определить опорные реакции в пятах А и В трехшарнир
ной арки п реакции в ключевом ш арнире С, вызываемые вертикальными 
нагрузками Р1 = 20 т и Р2 = 40 т, вриложеиными соответственно на рас
стояниях 12 м и 8 м от середины арки (черт. 64). Пролет арки равен 40 м; 
высота ключевого шарнира над уровнем пят равна 8 м . 

Обозначим опорные реакции в пятовых шарнирах А и В через V1 , Н1 
и V2, Н2; реакции в ключевом шарнире С, приложеиные к левой полуарке, 
обозначим через V8 и Н3; реа кции в той же точке, приложеиные к правой 
полуарке, обозначим через V� и н; (эти реакции соответственно равны н о  
ве.�ичине и противоположны по направлению реакциям V8 и Н8).  На черт. 64 
одной черточкой отмечены силы V8 и Н3, приложеиные к левой полуарке, 
двумя черточками - силы V� и н;, которые действуют на правую полуарку.  

Составим три уравнения равновесия для сил, приложеиных ко всей арке 
(к обеИм полуаркам). Проектируя на горизонтальную и вертикальную оси х 

и у и составзля моменты отно
сительно пятового шарнира А, 
будем иметь: 

Hl - Hs = O, 
V1 + Vs - 20 - 40 = 0. 

JG' 40 V2 - 20 · 8 - 40 · 28 = 0. 
�hF-�---J------�--------����z 

1-o------ IJIJ.и------+-1 
Из последних двух уравне

ний находим: 

Черт. 64. V1 = 28 т, Vs = 32 т. 
Составим теперь три уравнения равновесия для одной левой полуарки. 

Проектируя на  те же оси х и у и составляя моменты относительно точки С, 
имеем: 

Отсюда находим: 

Hl - Ha = O, 

V1 + V3 - 20 = О, 
8Н1 - 20 V1 + 20 · 1 2  = 0. 

Ht = Hs = На = 40 т, Vв = - 8  т. 
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Знак минус у реакции V8 указывает, что  направления сил  V3 и v; про
тивоположны тем направлениям, которые приняты на черт. 64: си.1а V8 , при
ложеиная к левой полуарке, направлена вниз, а сила v;, действующая на 
правую полуарку, направлена вверх. 

§ 33. Другие примеры на применение уравнений равновесия 

Рассмотрим еще несколько примеров применения уравнений рав
новесия . 

П р и м е р  13. Горизонтальная балка АВ на конце А прикреплена шар
нирно к вертикальной стене, а в точке В поддерживается тягой ВС, обра
зующей с горизонтом угол а = 32° (черт. 65). Дли-
на балки АВ равна / = 4 м , ее вес Р равен 200 кг � 
и приложен в середине балки; кроме того, балка 
несет вертикальную нагрузку Q = 500 кг, прило
жеиную на расстоянии с = 3 м от точки А. Опре
делить натяжение тяги ВС и реакцию шарнира А. 

Рассматриваем силы, приложеиные к бал
ке АВ. •эта балка находится в равновесии под 
действием следующих сил: собственный вес бал- 8 
ки Р, вес нагрузки Q, реакция тяги Т (равная по ве
личине натяжению тяги) и реакция шарнира А,  
которую мы разложим на вертикальную и горизон
тальную составляющие V и ff. Так как балка нахо-
дится в равновесии, то эти силы до.1жны удовле- Черт. 65. 
творить трем уравнениям равновесия. 

Для опреде.1ения реакции V составим уравнение моментов относительно 
точки В: 

- 4 v + 2 . 200 + 500 . 1 = о, 
откуда получаем V = 225 кг. 

Для нахождения реакции Н напишем уравнение моментов относительно 
точки С; замечая, что 

АС = АВ tg а = 4 tg 3� = 2,5 м, 
имеем: 

2,5Н - 2 · 200 - 3 · 500 = О, 
откуда находим Н = 760 кг. 

Наконец, для определения реакции Т проектируем все наши силы на 
горизонтальную ось; получаем: 

откуда 
H - T cos a = O, 

н 760 
т = ёОSа = 

cos 320 = s96 кг. 

П р  и м е р  1 4. Конец цепи, поддерживающей цепной мост, заложен в ка
менной кладке, имеющей форму прямоугольного параллелепипеда (черт. 66); 
цепь расположена по диагонали прямоугольного продольного сечения кладки 
и образует угол а с горизонтом. Чтобы удержать конец цепи, кладка должна 
быть достаточно тяжела. Даны натяжение цепи F и коэффициент трения f 
между кладкой и грунтом, на котором она лежит. Определить необходимый 
вес кладки. 

На кладку действуют следующие силы: ее вес Р, реакция цепи F, рав
ная по величине натяжению цени, реакция N грунта, на котором лежит 
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кладка, и сила трения Т со стороны грунта. Точка приложении реакции N 
нам первоначально неизвестна; обозначим е е  расстояние от правого края 
кладки через а. Если кладка в состоянии удержать конец цепи, т. е. если 
она под действием приложеиных к ней сил остается в равновесии, то эти 
силы должны удовлетворять уравнениям равновесия. Проектируя силы на 

горизонтальную и вертикальную � оси и составляя моменты отно
сительно центра тяжести С клад-' ·  ки, получаем: 

F cos a - T = O, 
F sin а - Р +  N = О, 

N ( ; - а) - Т · � = О, 

Черт. 66. где z - длина кладки, h - ее вы
сота. 

Решая эти уравнения относительно неизвестных величин N, Т и а, будем 
иметь: 

N = Р - F sin а, Т = F cos а, 

l hF cos a а = - - -=-:--=---;:�----,,--
2 2 (P - F sin a) ' 

Заметим теперь, что эти величины N, Т и а должны удовлетворять 
следующим условиям: 

1 ) N ?;;: О, ибо реакция грунта не  может быть направлена вниз; 
2) Т �!N по известному закону трения (§ 9); 
3) а ?;;: О, ибо реакция грунта N не может быть приложе на  справа от 

правого края кладки. 
Отсюда получаем условия: 

P - F sin а ?;;; О, 

F cos а �f (P - F sin а), 

l (Р - F sin а) - hF cos а ;:::::: О. 

Решая эти неравенства относительно Р, находим: 

Р ;:::::: F sin а, 

P � F (sin а +  с� а) , 

Р ;:::::: F ( s in а + � cos а) , 
Имея в виду, что h = l tg а, можем написать вместо последнего нера· 

венства: 
Р ;:::::: 2F sin а.  

Таковы условия, которым должен удовлетворять вес кладки Р. Если 
COS а • а <  45° и f < 1 ,  то cos а >  sin а и тем более f > sш а. В таком случае мы 

удовлетворим всем условиям для Р, если положим 

Р ;:::::: F ( sin а + с� а) . 
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Этим неравенством и определится необходимый вес кладки. 
Положим, что F = 20 т ,  а =  20", f = 0,6. Наименьший допустимый вес 

кладки будет ( 0,940) р = 20 0,342 + 0,6 = 38,2 т. 

§ 34. Определение линии действия равнодействующей 

В том случае, когда силы, расположенные на плоскости, при
водятся к одной равнодействующей (т .  е .  когда их главный вектор 
не равен нулю) величина и направление равнодействующеМ R могу·r 
быть вычислены по тем формулам, которые приведены в конце § 26. 
Линия же деt!ствия равнодействующей R может быть найдена при 
помощи теоремы о моменте равнодействующей следующим образом. 

Положим, что даны силы F1 , F2, • • •  , Fn, приложеиные в точка '{ 
А1 , А2 , • • •  , An (черт. 67). Предполагаем ,  что главный вектор R 
данных сил не равен нулю. Следо
в ательно, данные силы приводятся к 
одной равнодеt!ствующей,  равной R и 

Заметим, что за точку приложе-

у 

приложенной в некоторой точке N. /Г, ния N можно взять любую точку, /дп R 
лежащую на линии деt!ствия равно- д, 
действующей R. Постараемен соста-
вить уравнение этой прямой линии г" относительно некоторых координат- OL-------------- :c  
ных осей Ох и Оу (черт. 67). 

Для этой цели возьмем мо
менты данных сил F1 , F2, • • •  , Fn и 

Черт. 67. 

момент равнодействующей R относительно начала координат О 
и напишем,  что момент равнодействующей равен сумме моментов 
составляющих. 

Обозначим координаты точки N, лежащей на линии действия 
равнодействующей, буквами х и у, а проекции равнодействующей 
R на оси координат - буквами Х и У. На основании формулы, вы
веденной в § 30 ,  момент силы R, приложенной в точке N, отно
сительно начала координат будет равен х У -уХ. 

Обозначая сокращенно сумму моментов данных сил F1 , F"', • • • , Fп 
относительно начала координат через l:m (F;) ,  будем иметь: 

х У -уХ = l:m (Fi)· 
Этому уравнению удовлетворяют координаты х и у всякой 

точки, лежащей на линии действия равнодействующей R. Следо
вательно, это уравнение и есть уравнеm1е линии действия равно
действующей. 

Чтобы получить координаты (х, у) какой-нибудь точки приложе
ния равнодействующей, можем задать одну координату проиэвольно 

э Е., n. НикоАаи, '1, 1 
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и определить другую из уравнения линии действия равнодействую
щей. 

П р  и м е р  15. На  мостовую ферму (черт. б8) действуют вертикальные 
силы Р1 = 20 т и Р1 = 40 т соответственно на расстоянии 10 .м и 40 .м от 
левого конца фермы и горизонтальная сила Р8 = 30 т в уровне верхнего 
пояса фермы; высота фермы равна б .м. Определить равнодействующую сил 
Р1,  Ps и Ра.  

Направив оси х и у, как показано на черт. б8,  и проектируя данные 
силы на эти оси, находим проекции Х и У равнодействующей: 

Х = 30 т, У = - 20 - 40 = - бО т. 

Отсюда находим величину R равнодействующей: 

R = у3о• + бО2 = б7,О8 т. 

Теперь найдем линию действия равнодействующей. Составляя моменты 
относительно точки А (т .  е . относительно начала координатных осей х и у) и замечая, что сумма моментов данных сил относительно этой точки равна 

!! 
f------ 1/Dм----� 

- 10 . 20 - 40 . 40 = 
= - 1 800 т.м, 

Ра \ получаем уравнение: 
д ��----�7-------�----�------т-� х 

� - б0х - 30у = - 1 800, 

или 

2х + у = б0. 

Черт. б8. Это и есть уравнение 
линии действия равнодей

ствующей, отнесенное к осям х и у. Найдем точки пересечения этой линии 
деfiствия с верхним и нижним поясами фермы. Полагая в только что полу
ченном уравнении у = О, получаем х = 30 .м; полагая же у = - б .м, находим 
х = 33 .м. Таким образом, точки пересечения линии действия равнодействую
щей R с верхним и нижним поя�ами фермы находятся соответственно на 
расстоянии 30 .м и 33 .м от левого конца фермы. Соединяя эти точки пря
мой линией, находим линию действия равнодействующей; любая точка этой 
прямой может быть принята за точку приложения равнодействующей. 

§ 35. Сложение параллельных сил на плоскости. 
Уравнения равновесия параллельных сил 

Изложенная в этой главе теория сложения сил, расположенных 
как угодно на плоскости, остается применимой и в том случае, 
когда требуется сложить какое угодно число параллельных сил на 
плоскости. Следует только иметь в виду, что в случае параллельных 
сил нахождение векторной суммы (или главного вектора) R дан
ных сил приводится к сложению алгебраических величин этих сил, 
т. е. модулей их, взятых с соответствующими знаками. 

В самом деле, положим, что даны параллельные силы F1, 
F2, • • • , Fn, приложеиные в точках А1 , А2, • • •  , An, причем силы 
F1 , F2 ,  • • • , Fk направлены в одну сторону, а силы Fk+1 ,  • • •  , Fn --
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в сторону противоположную (черт. 69). Желая найти главный 
вектор R этой системы сил, строим многоугольник сил и проводим 
замыкающую его сторону. На черт. 69 предположено, что 

F1 + F2 + . . .  + Fk > Fk+l + . . . + Fп. 

В этом случае, как видно из чертежа, имеем: 

R = F1 + F�� +  . . .  + Fk - Fk+l - . . .  - Fп, 

причем главный вектор R направлен параллельно данным силам 
в ту же сторону, в которую направлены силы F1 , F2, • • •  , Fk. 

Конечно, если бы было: 

Fk+t +  . . .  + Fп > F� + F�� +  . . .  + Fk, 

то мы имели бы: 
R = Fk+l + . . . +Fп -Fl -F'J. - . . . -Fk, 

и главный вектор R был бы направлен 
параллельно данным силам в ту сторону, 
в которую направлены силы Fk+l • • • • , Fn. 

Вспоминая результаты, изложенные 
в §§ 27, 28 и 29, мы заключаем, что если 
главный вектор R данных сил, а также 
их главный момент т относительно про
извольной точки О равны нулю, то силы 

!/ Е 

ft д"., /t, J F, .. ··· t t r  
Fn 

находятся в равновесии; если R = О, F, 
т -:;1::. о, то силы приводятся к паре,  мо- o·!....------- .r 
мент которой равен главному моменту т; 
если R -:;1::. О, то силы приводятся к одной 
равнодействующей, равной главному век
тору R. 

Черт. 69. 

Что касается уравнений равновесия, то,  направив ось у 
лельно данным ·· силамt а ось х - перпендикулярно к этим 
спроектировав все силы на ось х, мы получаем тождество: 

0 = 0. 

парал
силам и 

Проектируя же на  ось у и составляя моменты относительно 
произвольной точки О, получаем два уравнения равновесия: 

F1 + F�� + . . . + Fk - Fk+l + . . .  - Fп = О, 
т (Fд + т (F2) +  • • •  + т (Fп) = О. 

Итак, в случае параллельных сил мы имеем лишь два уравнения 
равновесия. Отсюда мы заключаем, что задача, в которой мы имеем 
дело с параллельными силами, находящимиен в равновесии, б у дет 
статически определенной, если число неизвестных в ней равно двум. 

З •  
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П р  и м е р  1 6. К балке АВ в точках М1 , М2, М3 приложсны вертикальные 
силы Р1 = 1 т, Р2 = 2 т, Р3 = 3 т; AMt = 2 м, М1М2 = 3 .м, М2М3 = 3 .и, 
М3В = 2 м (черт. 70). Требуется сложить эти силы. 

Находим главный вектор R сил Р. , Р2, Рз: 

R = 1 + 2 + 3 = 6 т. 

Так как R ::F О, то заключаем, что данные силы приводятся к одной 
равнодействующей, равной главному вектору R. Чтобы найти точку при
ложении С этой рi!ВНодействующей, воспользуемся теоремой о моменте 

равнодействующей. Положим А С = х 
и напишем, что момент равнодей
ствующей R относительно точки А 
равен сумме моментов составляю
щих Р., Р2, Р3 относительно той же 
точки. Получим уравнение: Р, 

R 
Черт . 70. 

6х = 1 · 2 + 2 · 5 + 3 · 8 = 36, 
откуда 

х = 6  м. 

Итак, точка приложении равно
действующей находится на рассто
янии 6 м от левого конца балки. 

П р  и м е р  1 7 . К балке А В, лежащей на неподвижной опоре А и по
движной опоре В, приложсны в точках С и D вертикальные силы Р1 = 2 т, 
р2 = 3 т; А С = 3 м, CD = 3 м, DB = 2 м (черт. 7 1 ). Найти опорные реакции. 

Обозначим онорные реакции через N1 и N2• Так как балка находится 
в равновесии под действием параллельных сил Р1 , Р2, N1, N2, то эти четыре 
силы должны удовлетворять двум уравнениям равновесия параллельных 
сил .  Проектйруя все силы на вертикальную ось у и составляя моменты 

относительно точки А ,  получаем уравне
ния равновесия: УА 

Черт. 7 1 .  

откуда 

N1 + N2 - 2 - 3 = О, 
8N2 - 2 · 3 - 3 · 6 = О, 

N2 = 3 т, N1 = 2 т. 
Заметим, что если балка лежит не на  

двух, а на  трех опорах, то вопрос об опре
делении опорных реакций не может быть 
решен при помощи уравнений равновесия 
балки (ибо двух уравнений равновесия 

недостаточно для определения трех неизвестных реакций). Следовательно, 
балка, перскрывающая несколько пролетов (многопролетная или �неразрез
ная» балка), представляет систему, статически неопределимую. 

П р  и м е р  1 8. Составная балка А СВ, состоящая из двух балок А С  и ВС, 
соединенных шарнирно в точке С, лежит на трех опорах А, D и В (черт. 72). 
В точках М 1 и М 2 приложсны в е _ртикальные силы Р1 = 1 О т и Р2 = 5 т. 
Размеры указаны на чертеже. Найти опорные реакции. 

Составная балка АСВ представляет систему статически определимую. 
В самом деле, мы можем написать по два уравнения равновесия для каждой 
из балок АС и ВС; в эти четыре уравнения равновесия войдут четыре 
неизвестные реакции: три опорные реакции и реакция шарнира С. 

Обозначим реакции опор А, D и В через N1, N2, N,, реакции шарни
ра С - через N4 и N�. Заметим, что в точке С следует различать две 
силы N4 и N;, из которых одна приложсна к концу балки АС, а другая -
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к концу балки СВ; по принципу «действие равно противодействию) этИ' две 
силы равны по величине и имеют противоположные направления. 

Так как требуется найти лишь опорные реакции N1, N1, N3, то доста
точно составить три уравнения равновесия. Спроектируем на вертикальную 

у 
N, Н; 

N, Nz 

м, с Mz 

Jм Jм Jм 2м Jм 

н; Pz 
Р, 

Черт . 72. 

ось у все силы, приложеиные ко всей соста вной бал ке А СВ, и сос та вим 
уравнения моментов для ка ждой из балок А С и СВ, взяв центр моментов 
в точке С. Получим: 

N1 + Ns + Na - 1 0 - 5 = 0, 

- 9N1 - 3N1 + 1 О · 6 = О, 

5N3 - 5 · 2 = 0. 

Решая эти уравнения, находим: 

N8 = 2 т, N1 = 3,5 т, N" = 9,5 т. 

Г Л А В А  V 
СПОСОБ ВЕРЕВОЧНОГО МНОГОУГОЛЬ НИКА 

§ 36. Первый случай. Многоугольник си.л не замк нут 

В предыдущей главе мы изложили принадлежащее Пуансо 
аналитическое решение задачи сложения сил, расположенных как 
угодно на nлоскости. Покажем теперь прием для графического 
решения той же задачи - способ «веревочного многоугольника:.,  
предложенный Кульманом 1 ) . 

Пусть даны три силы F1 , F"' , F3 , приложеиные в точках М1 ,  M't., 
М3 (черт. 73) ,  и требуется их сложить. 

1) К. С u 1 m  а n п .  Die graphische Statik ( 1 866). В настоящей гла ве изло
жены лишь основания сnособа веревочного многоугольника.  Более подроб
ное изложение этого nриема можно найти в сочинении В. Л. К и р n и ч е в а. 
Основания графической статики. Изд. 6, Гостехиздат, M.-JI., 1 933. 
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Начинаем с того, что на другом чертеже (черт. 74) строим 
многоугольник данных сил. Для этого берем произвольную точку а, 
от которой откладываем отрезок аЬ, равный и параллельный F1 , 
затем отрезок Ьс, равный и параллельный F2, и отрезок cd, равный 
и параллельный F3• Положим, мы получили незамкнутый много
угольник сил. На основании признака § 29 мы можем заклю
чить, что данные силы F1 , F2, F3 приводятся к одной равнодей
ствующей R, изображаемой замыкающей стороной ad многоуголь
ника сил. 

Таким образом построением многоугольника сил мы определили 
графически как величину, так и направление равнодействующей 
этих сил. 

d 
R 

Черт. 73. Черт. 74. 

Остается найти точку приложения равнодействующей. Для этого 
nослужит построение второго многоугольника - веревочного .м.ного
угольншса. 

Возьмем на черт. 74  произвольную точку О, которую назовем 
полюсом, и соединим ее прямыми с вершинами а, Ь, с, d много
угольника сил. Полученные отрезки Оа, ОЬ,  Ос, Od называются 
лучами; обозначим их буквами S1 , S2 ,  S3, .S4. и заметим, что число 
лучей всегда на единицу больше числа данных сил. 

Затем вернемся к ч.ерт. 73 и проведем на нем прямую 1, парал
лельную лучу S1 , до встречи с линией действия силы F1 в точке А; 
из полученной точ:ки А проведем прямую 2, параллельную лучу S'A, 
до встречи с линией действия силы F2 в точке В; из точки В nро
ведем прямую 3, параллельную лучу ·S3, до встречи с линией дей
ствия силы F3 в точке С.. и ,  наконец, из точки С проведем прямую 
4, параллельную лучу S,.. Прямые 1 ,  2,  3, 4 образуют так назы
ваемый веревочный многоугольник. Заметим, что число сторон 
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веревочного многоугольника равно числу лучей и, следовательно, 
на единицу больше числа данных сил. 

Продолжим крайние стороны 1 и 4 веревочного многоугольника 
и отметим точку их пересечения D. Мы покажем, что точка D 
и есть искомая точка приложения равнодействующей R данных сил 
F1 , F2 , F3• 

4тобы в этом убедиться, перенесем точки приложения сил F1 , 
F2 , F3 вдоль их линий действия в вершины А, В, С веревочного 
многоугольника. Затем силу F1 , приложеиную в точке А, разложим 
на две составляющие, приложеиные в тоn же точке и направленные 
по прямым 1 и 2. 4тобы получить величины и направления этих 
составляющих, воспользуемся правилом треугольника сил. Заметим, 
что нового построения делать не придется, ибо требуемый тре
угольник уже имеется на черт. 7 4:  это треугольник аОЬ. Ив этого 
треугольника мы заключаем, что величины искомых составляющих 
суть S1 и S2; направления этих составляющих определяем по извест
ному правилу (составляющие направлены в одну сторону по обводу 
треугольника сил, равнодействующая направлена в сторону про
тивоположную). Найденные составляющие S1 и S2, надлежащим 
образом направленные, откладываем от точки А 1 ) . 

Точно таким же образом разлагаем силу F2, приложеиную 
в точке В, на две составляющие, направленные по прямым 2 и 3. 
Соответствующий треугольник сил находим на черт. 74 (треуголь
ник ЬОс). Заключаем, что величины искомых составляющих суть 
S2 и S3• Определив их направления по укаванному правилу, о·rкла
дываем эти составляющие от точки В. 

Таким же способом разлагаем силу F3, приложеиную в точке С, 
на две составляющие,  равные по величине S3 и S" и направленные 
по прямым 3 и 4. 

Теперь замечаем, что в точках А и В приложены две силы, 
равные по величине S2 и направленные по прямой 2 в противополож
ные стороны; эти силы взаимно уравновешиваются и могут быть 
отброшены. Точно так же взаимно уравновешиваются и могут быть 
отброшены две силы, равные по величине S3, приложеиные в точ
ках В и С и направленные по прямой 3 в противоположные стороны. 
Остаются лишь две силы S1 и S4-, приложеиные в точках А и С 
и направленные по крайним сторонам 1 и 4 веревочного много
угольника. 

Чтобы сложить эти две силы S1 и S4., переносим точки их при
ложения вдоль линий действия в точку пересечения последних, 
т. е. в точку D. Равнодействующая сил S1 и S4 будет приложена 
в той же точке D; ее  величина и направление найдутся по правилу 
треугольника сил. Требуемый треугольник находим на черт. 74-

1) На черт. 73 C И JIЬI  sl,  Sa, s.. s. изображены в уменьшенном м а с штабе. 
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треугольник aOd, откуда заключаем, что равнодействующая CИJI S1 
и S4 равна R. Итак, данные силы F1, F2, F3 приведены к одной: 
силе R, приложенной в точке D. 

Проведя через точку D прямую, параллельную R, находим 
линию действия равнодействующей. Точку приложения ее можно. 
перенести в любую точку, лежащую на этой прямой. 

П р и м е р  19. К балке А В  приложены вертикальные силы F1 , F., F& 
(черт. 75). П остроить их равнодействующую. 

R 
Черт. 75. 

F, 

о 

Черт. 76. 

На черт. 76 строим многоугольник сил. Замыкающая сторона много
угольника сил определяет величину и направление равнодействующей R. 
Следовательно, величина равнодействующей R = F1 + F2 + F8, и она на
правлена вертикально вниз. 

Чтобы найти точку приложения равнодействующей R, строим лучи 
S1,  S2, S3 , S4 и веревочный многоугольник 1,  2, 3, 4. Точка пересечения D 
крайних сторон 1 и 4 и есть одна из точек приложеимя равнодействующей. 

§ 37. Второй случай. Многоугольник сил замкнут 

Даны силы F1 , F2, F3, приложеиные в точках М1 , М2, М3 (черт. 77). 
Требуется их сложить. 

На черт. 78 строим многоугольник сил F1 , F2, F3 и положим, 
что он оказался замкнутым. На основании исследования ,  изложен
ного в §§ 27 и 28, мы уже знаем, что в э:ом случае данные силы 
или приводятся к паре, или находятся в равновесии. 

Возьмем полюс О и проведем лучи S1 , S2, S3 ,  S4• Так как 
последняя вершина многоугольника совпадает с первой, то и по
следний луч s,. совпадает с первым лучом sl. 

Затем на черт. 77  строим веревочный многоугольник 1 ,  2, 3, 4, 
к ак объяснено выше. Заметим, что крайние его стороны 1 и 4 
пар аллельны,  так как они обе параллельны совпадающим лучам S1· 
и s,., 

Перенеся силы F1 , F2, F3 вдоль их линий действия в вершины А, 
В,  С веревочного многоугольника, разлагаем каждую из них на  две 
составляющие, приложенвые в тех же точках и направленные по 
сторонам веревочного многоугольника. Величины и направлени� 
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-составляющих определяем п о  правилу треугольника сил, причем n c e  
требуемые треугольники находим н а  черт. 78 .  Повторяя  рассу·  
ждения ,  изложенные выше, убеждаемся ,  что  силы, направленные по  
2 -й и 3 - й  сторонам веревочного многоугольника (и изображаемые 
<>трезками S2 и S3) , взаимно уравновешиваются и что, следовательно, 
.данные силы F1 , F2 , F3 приводятся к двум силам, равным по величине 
S1 И S�,, направлеННЫМ ПО краЙНИМ СТОрОНаМ вереВОЧНОГО МНОГО• 

Черт. 77. 

угольника ( 1 -й и 4-й)  в про· 
тивоположные стороны 1 ). 

Так как S1 = S.,, то дан· 
ные силы приведены к паре 
сил. Момент этой пары т 
равен: 

т = S1d, 

где S1 есть длина первого 

Черт. 78. 

луча (черт. 78), а d есть расстояние между крайними сторонами 
веревочного многоугольника (черт. 77); мы приписали моменту т 
знак +. так как пара сил S1 и S., представляется вращающей 
плоскость чертежа против часовой стрелки. 

Для того чтобы силы F1 , F2 , F3 находились в равновесии, необ· 
ходимо, чтобы силы S1 и s", н аправленные по крайJ:!ИМ сторонам 
веревочного многоугольника, взаимно уравновешиваJшсь; а для 
этого нужно, чтобы крайние стороны веревочного многоугольника 
.лежали на одной прямой. 

У словимея называть веревочный многоугольник, крайние сто
роны которого лежат на одной прямой замкнутым. В таком слу
чае  условия равновесия сил, как угодно расположенных на пло
с кости, могут быть формулированы следующим образом: для равно
в е сия czzл на плоскости необходимо и достаточно, чтобы .много
у гольник cztл и веревочный .многоугольник были замкнуты. Таковы 
2 рафаческие условия равновесия сил на плоскости. 

1) На черт. 77 силы S1, S1, S3, S1 изображены в уменьшенном масштабе. 
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Конечно, все результаты, полученные в этом и предыдущем 
параграфах, остаются справедливыми, каково бы ни было число 
заданных сил. Резюмируя еще раз все изложенное, заключаем, что: 

1) если многоугольник данных сил не замкнут, то силы при
водятся к одной равнодействующей; 

2) если многоугольник сил замкнут, но веревочный многоуголь
ник не замкнут, то силы приводятся к паре; 

3) если многоугольник сил и веревочный многоугольник замкнуты, 
то силы находятся в р авновесии. 

Применим найденные графические условия равновесия к опре
делению опорных реакций балки. 

П р  и м е р  20. К балке АВ (черт. 79), лежащей на двух опорах А и В, 
приложены вертикальные силы F1 и F2• Определить (графически) опорные 
реакции. 

Обозначим искомые реакции буквами F8 и F4• Силы F1 , F2, F8, F4 
должны удовлетворять установленным двум графическим условиям равно
весия. 

На  черт. 80 строим многоугольник сил. Так как сила F3 неизвестна, то 
неизвестна и четвертая вершина многоугольника сил (конец стороны Fs. 

F, 

Черт. 79. Черт. 80. 

и начало стороны F4); пятая вершина многоугольника сил (конец стороны F4) 
совпадает с первой, ибо многоугольник сил должен быть замкнут. Затем 
проводим лучи S1 , S2, S3; луч S4 остается неизвестным, луч S6 совпадает 
с лучом S1 • На черт. 79 строим веревочный многоугольник. Проводим 
стороны 1, 2, 3; сторона 4 неизвестна, сторона же б лежит на одной прямой 
со стороной 1, ибо веревочный многоугольник должен быть замкнут. 

Соединив прямой линией точку пересечения стороны 3 и силы F3 
с точкой пересечения стороны б и силы F4, получаем недостающую сто
рону 4 веревочного многоугольника. Затем возвращаемся к черт. 80 и, про
ведя через полюс О прямую, параллельную стороне 4 веревочного много
угольника, получаем недостающий луч S4• Этим лучом определяется недо
стающая, четвертая вершина в многоугольнике сил и, следовательно, опре
деляются величины искомых сил F8 и F4• 
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§ 38. О фигуре равновесия нити 

Нам остается сделать замечание, разъясняющее с амое наимено
вание «Веревочного» многоугольника. Остановимся на вопросе 
о фигуре равновесия нити, концы которой прикреплены к двум 
неподвижным точкам и которая находится под действием прило
жеиных к ней сил. 

Положим, что нить MN, концы которой прикреплены к двум 
неподвижным точкам М и N, находится в равновесии под действием 
сил F1 , F2, Fa, приложеиных в точках А, В,  С и лежащих в одной 
nлоскости, проходящей через точки М и N (черт . 8 1 ). Мы покажем, 

м 

F; 
Черт .  8 1 . 

что фигура равновесия нити есть веревочный многоугольник для 
сил F1 , F2, Fa. 

Для этого нужно доказать, что можно построить такой много
угольник сил F1 , F2, Fa, лучи которого параллельны участкам МА, 
АВ, ВС, CN нашей нити. Чтобы в этом убедиться, найдем натя
жения отдельных участков нити. Чтобы найти натяжения участков 
МА и АВ, разлагаем силу F1 на д·ве составляющие Т1 и Т2, при
ложеиные в точке А и направленные по прямым МА и АВ. Вели
чины и направления составляющих Т1 и Т2 находим по правилу 
треугольника сил. Для этого на черт. 82 (а) откладываем отрезок, 
равный и параллельный силе F1 , и проводим через начало и конец 
этого отреака прямые, параллельные прямым МА и АВ; получаем 
треугольник сил, из которого и находим составляющие Т1 и Т2• 
Таким же образом раалагаем силу F2 на  две составляющие Т� и Та, 
приложеиные в точке В и направленные по прямым АВ и ВС, и 
силу Fa - на  составляющие т; и Т,., приложеиные в точке С и 
направленные по прямым ВС и CN. Соответствующие треугольники 
сил построены н а  черт. 82  (Ь) и (с) 1 ). 

Заметим теперь , что так как участок нити АВ находится в равно
весии ПОД дейСТВИеМ двух СИЛ Т2 И Т�, ТО ДОЛЖНО бЫТЬ Т9. = т;. 
Точно так же иа равновесия участка ВС заключаем, что Та = т;. 

1) На черт. 8 1  силы Т1, Ts, Т�, Т3, т;, Т4 изображен ы  в уменьшенном 
масштабе. 
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Силы Т1 ,  Т9., Т3, т,. суть искомые натяжения участков МА, АВ, 
ВС, CN. Обращаясь к черт. 82 и замечая, что Т2 = т; и Т3 = т; , 
приложим треугольник (Ь) к треугольнику (а) так, чтобы сторона 
Т� совnала со стороной Т2; затем к треугольнику (Ь) приложим 
треугольник (с) так, чтобы совпали стороны Т� и Т3• Мы получим 
черт. 83, который представляет многоугольник сил F1 , F2, F3 

а 

Черт. 82. Черт. 83. 
с лучами т1 , т2, Та, т4, причем из построения явствует, что эти 
лучи параллельны участкам МА, АВ, ВС, CN нашей нити. 

Этим доказано, что фигура равновесия нити есть веревочный 
многоугольник для сил F1 , F2, F3• Этим обстоятельством объяс
няется наименование «веревочного» многоугольника. 

Г Л А В А VI 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ УСИЛИЙ В БРУСКАХ ФЕРМЫ 

§ 39. Диаграмма Максвелла-Кремоны 

В этой г лаве мы по кажем 
женных в П\)едыдущих главах, к 

применение общих приемов, изло
решению вопроса об определении 

усилий в частях фермы. В настоя
щем параграфе мы изложим гра
фический способ решения этой 
задачи, предложенный английским 
физиком Максвеллом и разра
ботанный итальянским математи
ком Кремоной. 

(черт. 
опору 

р 

с 

Черт. 84. 
Представим себе с тропильную 

ферму, состоящую из семи бру
сьев, соединенных шарнирно 

84). Предположим, что ферма опирается на неподвижную 
в точке А и на подвижную опору в точке В; к шарнирнол1у 
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болту С приложена вертикальная сила Р. Требуется определить 
вызываемые этой нагрузкой усИ Jшя в брусках фермы. 

Заметим прежде всего, что если ферма состоит из прямоли
нейных брусьев, соединенных своими концами, если все соедине
ния - шарнирные и если все внешние силы приложены к шар
нирным болтам, то все брусья фермы могут испытывать только 
растягивающие или сжимающие усилия; изгибающих усилий в них 
быть не может. В самом деле,  возьмем, например, брусок CD 
нашей фермы. К нему приложены лишь две силы, а именно: силы, 
испытываемые им со стороны шарнирных болтов С и D. Но брусок 
CD находится в равновесии. Следовательно, две силы, к нему при
ложенные, должны взаимно уравновешиваться,  т. е .  должны быть 
равны по величине и должны быть направлены по прямой CD 
в противоположные стороны. Такие силы будут или растягивать илИ 
сжимать наш брусок. 

Желая определить растягивающие или сжимающие усилия в бру
сках фермы, найдем прежде всего внешние силы, приложеиные 
к ферме. В число внешних сил входят, во-первых, заданная нагрузка 
Р, во-вторых , - опорные реакции N1 и N2• Эти реакции направлены 
вертикально вверх и равны (вследствие предполагаемой нами сим
метрии фермы), так что N1 = N2 = 1f2P. Вообще говоря ,  oпop
HI·Ie реакции могли бы быть найдены графически по способу вере
вочного многоугольника (как объяснено в § 37). 

Обратимся теперь · к определению усилий в брусках. Обозначим 
бруски нашей фермы номерами от 1 до 7 (как показано на черт. 84) 
и будем обозначать растягивающие усилия буквой Т с соответ
ствующим номером бруска (например, т.), а сжимающие усилия 
буквой S также с соответствующим номером (напричер, S,) .  Желая 
определить эти усилия, будем рассматривать силы, приложеиные 
к шарнирным болтам, находящимся в узлах А, В, С, D, Е нашей 
фермы. В число этих сил входят, с одной стороны. внешние силы, 
с другой стороны, - реакции брусков. Так как реакции брусков 
равны искомым усилиям в брусках, то вопрос 
сводится к определению этих реакций. По поводу М N 
этих реакций брусков заметим, что если какой- 0-------о 
либо брусок, например MN (черт. 85), растящ
вается шарнирными болтами М и N, находящи
мися на его концах, то реакция бруска, прило-

Черт. 85. 

жеиная к болту М, направлена от точки М к точке N; реак
ция же, приложеиная к бо;пу N, направлена от N к М, т. е. реак
ции бруска направлены внутрь бруска; наоборот, если брусок сжи
мается шарнирными болтами, находящимися на его концах , то 
реакции бруска направлены наружу. Следует обратить внимание на 
это правило; оно позволяет быстро разбираться ,  какие бруски фермы 
растянуты и какие сжаты. Заме'iим еще, что, будет ли брусо-к 
растянут или сжат, реакции, приложеиные к болтам, находящимся 
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на концах бруска, всегда равны по величине и направлены в проти
воположные стороны. 

Так как вся ферма, а следовательно, и каждый шарнирный болт 
находятся в равновесии, то силы, приложеиные к каждому шар
нирному болту, должны взаимно уравновешиваться, т. е. много
угольник этих сил должен быть замкнут. Будем строить последо
вательно многоугольники сил для всех узлов нашей фермы. 
Оказывается возможным построить все эти многоугольники на одном 
чертеже. Таким образом мы и приходим к построению, которое 
называется диаграммой Максвелла-Кремоны. Из этой диаграммы 
могут быть определены усилия во всех брусках фермы. 

Построение диаграммы выполним в следующем порядке. 
Заметим, что так как внешние силы Р, N1 и N2 находятся 

в равновесии, то многоугольник этих сил также должен быть 
замкнут. Начнем с построения многоугольника внешних сил. Для 
этого из точки а (черт. 86) отложим отрезок аЬ, равный по величине 

а и параллельный силе Р; далее отложим 
отрезки Ьс и са, равные и параллель
вые опорным реакциям N1 и N ... 

� Обратимся теперь к узлу А .  
·�S::�=:-;�:=::::.:::::::;;.J К болту А приложены опорная реак' е с ция N2 и реакции брусков 1 и 2. 

Многоугольник этих сил должен быть 
М замкнут; строим этот многоугольник. 

Опорная реакция N2 изображена на 
черт. 86  отрезком са. Из конца а этого 
отрезка проведем прямую, параллель-

Черт.  86. ную бруску 1 ,  а из начала его с про-
ведем прямую, параллельную бруску 2. 

Получаем замкнутый многоугольник cadc, который и есть много
угольник сил, приложеиных к болту А. Величины отрезков ad и dc 
дают величины реакций брусков 1 и 2 или, что все равно, иско
мые усилия в этих брусках. Так как реакция ad направлена по 
отношению к бруску 1 наружу ,  а реакция dc внутрь бруска 2, то бру
сок 1 сжат, а брусок 2 растянут. Следовательно ,  найденные усилия 
в этих брусках должны быть обозначены соответственно через S1 и Т2• 

Переходим к узлу D. К болту D приложены реакции брусков 
2, 3 и 4. Мы уже знаем, что реакция бруска 2, приложеиная 
к болту D, равна и противоположна реакции того же бруска, при
ложенной к болту А. Следовательно, на черт. 86  реакция бруска 2, 
приложеиная к болту D, изображается отрезком cd. Проведем из 
конца d этого отрезка прямую, параллельную бруску 3, а из начала 
его с прямую, параллельную бруску 4. Получаем замкнутый много
угольник cdec; это есть многоугольник сил, приложеиных к болту 
D. Искомые реакции брусков 3 и 4 изображаются отрезками de 
н ее. Так как обе реакции направлены внутрь соответствующих 
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брусков , то оба бруска растянуты; найденные усилия в них должны 
быть обозначены через Т3 и т,.. 

ПереИдем к узлу Е. Реакция бруска 4, приложеиная к болту Е, 
изображается на черт. 86  отрезком се. Проведя через точки е и с 
прямые, параллельные соответственно брускам 5 и б, получаем 
замкнутый многоугольник сил cejc. Его стороны ef и fc равны 
реакциям брусков 5 и б. Обе реакции направлены внутрь соот
ветствующих брусков. Значит, бруски 5 и б растянуты; найденные 
усилия в них обозначаем через Т6 и Т6• 

Наконец, доходим до уэла В. Из трех сил, приложеиных к этому 
узлу (опорная реакция N1 и реакции брусков б и 7),  две силы, 
а именно опорная реакция N1 и реакция бруска 6, нам уже известны; 
на черт. 86  они изображаются отрезками Ьс и cf. Остается замкнуть 
многоугольник bcf отрезком jb, чтобы получить реакцию послед
него бруска 7. Этот брусок сжат; усилие в нем обозначается через S7• 

Этим заканчивается построение диаграммы. Конечно, отрезок jb, 
изображающий реакцию бруска 7, должен быть параллелен этому 
бруску. Поверка этой параллельности дает контроль правильиости 
построения. Заметим, что при построении диаграммы мы не рас
сматривали условия равновесия сил, при:юженных к болту С. Легко 
заметить, что замкнутый многоугольник этих сил (нагрузки Р и 
реакций брусков 7, 5, 3, 1) уже имеется на диаграмме: это есть 
многоугольник abfeda. 

Фигура, полученная на черт. 86 ,  называется диаграммой Максвелла
Кремоны; она дает полную картину усилий во всех брусках нашей 
фермы. В диаграмме мы имеем на с-..:.ном чертеже замкнутые много
угольники сил для всех узлов нашей фермы. Конечно, можно было 
бы строить эти многоугольники и на отдельных чертежах. Упро
щение, которое вносится построением диаграммы, состоит в том, 
что на диаграмме реакция каждого бруска (или усилие в нем) 
появляется только один раз (в виде одного отрезка). Следует иметь 
в виду, что это упрощение достигается лишь в том случае, если 
при построении многоугольника внешних сил (с которого мы начали 
построение диаграммы) и многоугольников сил для отдельных узлов 
фермы мы будем строить силы в определенном порядке. Этот поря
док определяется следующими прав и.'! а чи. 

1 )  Делаем обход внешнего контура фермы, обходя его в опре
деленную сторону, например, по часовой стрелке, и замечаем, 
в каком порядке встречаем внешние силы, приложеиные к ферме. 
В этом порядке и наносим силы при построении многоугольника 
внешних сил. Так, в нашем примере, обходя контур фермы, изобра
женной на черт. 84 ,  по часовой стрелке, мы встречаем внешние 
силы· в следующем порядке: Р, N1 и N2• В этом порядке они и нане
с ены на черт. 86 .  

2) Обходим каждый узел фермы, делая обход вокруг узла 
в ту же сторону, что и обход внешнего контура, и заме -tае:-,t ,  
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в каком порядке встречаем бруски фермы, а также внешние силы 
(если таковые к узлу приложены). В этом порядке и наносим ре
акции брусков и внешние силы при построении многоугольника 
сил для данного узла. Так, обходя узел А (черт. 84) по часовой 
стрелке, встречаем внешние силы и бруски фермы в следующем 
порядке: Ng, 1, 2. В этом порядке опорная реакция N2 и реакции 
брусков 1 и 2 и нанесены при построении многоугольника cadc на 
черт. 86.  Обходя узел D по часовой стрелке , встречаем бруски 
фермы в .  порядке 2, 3, 4; в этом же порядке нанесены реакции этих 
брусков в многоугольнике cdec и т. д. 

Следует заметить, что внешние силы, приложеиные к узлам 
фермы , до;rжны быть начерчены в н е контура фермы (так, как на 
черт. 84 начерчена нагрузка Р). 

Мы не будем останавливаться здесь на обосновании указанных 
двух правил, отсылая интересующихся к уже цитированному сочи
нению В .  Л. Кирпичева «Основания графической статики» .  Заметим 
только, что не для всяких ферм возможно построение диаграмм 
усилий и не всегда указанные правила приводят к цели. На вопросе 
о том, каким условиям должна удовлетворять ферма для того, чтобы 
для нее было возможно построение диаграммы Максвелла-Кремоны, 
мы также не б у д ем останавливаться. 

§ 40. Способ Риттера 

Мы изложим способ Риттера на следующем примере. 
Дана мостовая ферма,  состоящая из 19 брусков, соединенных 

шарнирно (черт. 87). Ферма опирается на неподвижную опору 
Nz 

Ч ерт. 87. 

в точке А и на подвижную опору в точке В. К шарнирным болтам 
С, D, Е и F nрИJюжены равные вертикальные нагрузки Р. Требуется 
определить усилия в брусках фермы. 

Горизонтальные бруски образуют вер.хнлй и нuжний пояса 
фермы; наклонные бруски называются растсоса.ми. Предполагаем 
длины всех брусков верхнего и нижнего поясов равными; обозначим 
длину этих брусков через а; высоту фермы обозначим через h . 
Длины раскосов предполагаем также равными; раскосы наклонены 
к горизонту под углом а, который определяется равенством 

2h tg � =  • а 
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Так же ,  как при построении диаграммы Максвелла-Кремоны, мы 
начинаем с опредеJiения опорных реакций. Находим опорные реакции 
при по:-.ющи уравнений равновесия ,  как объяснено в § 32. В данном 
случае  очевидно, что опорные реакции N1 и N2 направлены верти
кально вверх и равны; так как их сумма равна 4Р, то N1 = N2 = 2Р. 

Переходим к определению усиJiий в брусках.  Обозначим бруски 
ферш1 номерами от  1 до 19 (как ноказано на черт. 87).  Положим, 
мы желаем определить усилие в бруске 8. 

Применим «метод сечений » ,  о котором было сказано в § 9. 
Проведем мысленно сечение,  перерезьшающее брусок 8 и два дру
гих бруска б и 7. Это сечение разрежет ферму на две части 
Jiевую и правую; б у д ем рассматривать условия  равновесия одной из 
этих час гей, например левой. 

Рассмотри:v�, какие силы действуют на левую часть ферш. 
В узлах А и С к ней приложены опорная  реакция N1 и нагрузка Р. 
Кроые того, в тех точках , в которых неререзаны бруски б, 7 и 8, 
приложены силы, представ ляющие действие правой части фермы 
на левую. Эти силы являются внутренними по отношению ко всей 
ферые,  но внешни;,ш по отношению к левой части фермы; эти с илы 
не  что иное, как искомые усилия (растягивающие или сжимающие) 
в брусках б, 7 и 8. Условимся вести дальнейшие вычисления в пред
положении, что все  бруски нашей фермы растянуты, т. е. что уси
лия во всех брусках -- растягивающие; если на само�1 деле какой
либо брусок сжат,  то для усилия в нем мы получим отрицательное 
число. Соответственно этому мы будем обозначать все усилия 
буквой Т (с соответствующим номером бруска) ,  причем будем по
мнить, что положительные усилия суть растягивающие, а отрица
теJiьные - сжимающие. Так как бруски б, 7 и 8 предполагаем растя
нутьши,  то силы Т6, Т7 и Т8, приложенвые к левой части фермы, 
направляем так, как показано на черт. 87 .  

Левая часть фермы находится в равновесии под действием пяти  
сил: Р, N1 , т6 , т, и Tg. Следовательно, эти силы ДОJIЖНЬI удовJiе
творять уравнениям равновесия .  Напишем такое уравнение равно
весия, в которое входила бы только одна неизвестная сила,  именно, 
интересующее нас усилие Т8• Для этого составим уравнение момен
тов относитеJiьно узла D, в котором сходятся перерезанные нами 
бруски б и 7. Получим уравнение: 

- N1 • 2а - T8h + Pa = 0, 

или, так как N1 = 2Р, 

3Ра + T8h = (}, 
откуда 
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Мы получили отрицательное усилие; следовательно, брусок 8 
сжат. 

Точно так же мы можем найти усилия в брусках б и 7. Напи
шем уравнение моментов относительно узла верхнего пояса, в ко
тором сходятся бруски 7 и 8; получим: 

откуда 

3 1 - N1 2 a + P ·  2 а +  Твh = О, 

Так как бруски б и 8 не пересекаются, то нельзя написать урав
нения моментов, из которого были бы исключены усилия Тв и Т8• 
Напишем уравнение проекций на вертикальную ось, направив эту 
ось вверх; получим уравнение, содержащее одну неизвестную Т7: 

откуда 
N1 - P - Т7 sin а. = О, 

р 
Т, = -.- . sш а 

Так как Тв и Т7 положительны, то бруски б и 7 растянуты. 
Проводя другие сечения, мы могли бы таким же образом опре

делить усилия во всех брусках нашей фермы (что мы и предлагаем 
сделать читателю). Как видно, удобство способа Риттера состоит 
в том, что он позволяет сразу определить усилие в любом бруске
фермы, не производя предварительно подсчета усилий в других 
брусках. 

Г Л А В А  V I I  
СЛОЖЕНИЕ СИЛ, ПРИЛОЖЕИНЫХ В ОДНОЙ ТОЧКЕ 

И НЕ ЛЕЖАЩИХ В ОДНОЙ ПЛОСКОСТИ 

§ 4 1 . Многоугольник сил. Параллелепипед сил 

Переходим к исследованию вопроса о сложении и равновесиm 
сил, приложеиных к твердому телу и не лежащих в одной плоскости. 
В этой главе рассмотрим случай сил, приложеиных в одной точке. 

Положим, в точке А приложены силы F1 ,  F2, F3, F4 (черт. 88); 
требуется сложить эти силы. 

Складываем силы последовательно. Сначала складываем силы F1 
и F2; по правилу треугольника сил находим их равнодействую
щую R1 • Затем складываем силы R1 и F3; строя опять треуголь
ник сил, находим их равнодействующую R2• Наконец, складывая 
силы R2 и F,., находим их равнодействующую R, которая и есть. 
искомая равнодействующая всех заданных сил. Как видно из черт. 88,. 
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равнодействующая R представляется замыкающей стороной много
угольника, построенного на заданных силах F1 , F2, F3, F", т. е . 
равна векторной сумме этих сил 1 ). 

Изложенное рассуждение остается справедливым при каком 
угодно числе заданных сил. Мы заключаем, что равнодействующая 
какого угодно числа сил, приложенных в од1tой точке, приложена 
8 той же точке и равна векторной сумме данных сил. 

Итак, силы, приложеиные в одной точке (и не лежащие в одной 
nлоскости), складываются по правилу многоугольника сил. 

Остановимся на случае трех сил, приложеиных в одной точке 
и не лежащих в одной плоскости. В этом частном случае правило 
сложения сил можно формулировать несколько иначе. Положим, 
что в точке А приложены силы F1 , F2 , F3, не лежащие в одной 
плоскости (черт. 89). Построим параллелепипед на  этих силах: 

Ч ерт . 88.  Черт . 89. 

проведем диагональ параллелепипеда АВ и припишем этой диаго
нали направление от точки А к точке В. Диагональю АВ и пред 
ставляется равнодействующая R данных сил. Действительно, отрезок 
АВ есть замыкающая сторона многоугольн�ка АаЬВ. Так как это г 
многоугольник есть не что иное, как многоугольник сил F1 , F2, F3, 
то, согласно доказанному выше, отрезок АВ и представляет равно
действующую этих сил. Изложенное правило сложения трех сил, 
приложеиных в одной точке и не лежащих в одной плоскости, 
называется правилом параллелепипеда сил. 

Возвратимся к общему случаю какого угодно числа сил, прило
жеиных в одной точке. Силы, приложеиные в одной точке, нахо
дятся в равновесии, если их равнодействующая R равна нулю. 
Следовательно, условие равновесия сил, приложеиных в одной точке, 
можно формулировать следующим образом: 

Силы, приложенные в одной точке, находятся в равновесии, 
.если .многоугольник этих сил замкнут. Иначе: силы, приложенные 
в одной точке, находятся в равновесии, если их векторная сумма 
равна нулю. 

1 ) Следует заметить, что так как силы F;, F1, F8, /<4 предполагаются н е 
лежащими в одной плоскости, то и стороны многоугольника этих сил н е  
лежат в одной плоскости. 
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§ 42. Проекция силы на ось. Разложение вектора 
на составляющие по осям координат 

[гл. vп 

Выведем теперь формулы для вычисления равнодействующей сил. 
приложеиных в одной точке. Но предварительно остановимся на 
ПОН ЯТИИ npoetЩllU СUЛЫ на ОСЬ. 

Дана сила F, приложеиная к точке А, и ось х, которой припи
с ано определенное направление, указанное стрелкой (черт. 90); 
предполагаем, что сила F и ось х не лежат в одной плоскости. 
Проведем через точку А прямую, параллельную оси х и одинаково 
с нею направленную. Из конца В силы F опустим перпендикуляр 
ВЬ на эту прямую. 

Величина отрезка АЬ, которому приписываем направление от 
точки А к точке Ь, называется npoercцzzeй силы F на ось х; обо
значим эту проекцию буквой Х. Считаем проекцию Х положи
тельной, если направление отрез
ка АЬ совпадает с направлением 
ос и  х; если же направление отрез
к а АЬ противоположно направлению 
о.:и х, считаем ее отрицательной. 

в 

----------------�.х 
Черт. 00. 

z 

���-------------- У j 

Черт. 9 1 .  

Из треугольника АВЬ следует, что  Х = F cos (F, х), где (F, х) 
есть угол, образованный направлением силы F и направлением оси х. 
Заметим, что Х = О, если 

L (F, х) = 90°. 

Положим, дана сила F, приложеиная в точке А (черт. 9 1 ). 
Возы1ем три взаимно перпендикулярные оси х, у, z и разложим 
силу F на три составляющие, направленные параллельно этим осям. 
Для этого строим при точке А прямоугольный параллелепипед, 
ребра  которого параллельны осям х, у, z и в котором сила F 
является диагональю. Ребра этого прямоугольного параллелепипеда 
и будут изображать составляющие ИJIИ rсо.мпон.ен.ты силы F п о  
осям х, у, z; численные же значения величин этих составляющих 
(взятые с тем или другим знаком в зависимости от того, совпадают 
направления с оставляющих силы F с направлениями осей х, у, z 
ил и нет) будут проекциями силы F на оси х, у, z; обозначим эти 
проекции буквами Х, У, Z. 
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Обозначая единичные векторы, направленные по осям х, у, z,. 
через l, j, k, можем представить компоненты силы F по осям х, 
у, z в виде произведений Xi, Yj, Zk. Таким образом приходим 
к равенству: 

F= Xi + Yj + Zk, 
которое будем называть формулой разложения силы F на состав-· 
ляющие .. по осям х, у, z. 

Заметим сейчас же, что эта форму л а может быть применена. 
к разложению любого вектора на составляющие по осям координат. 
В самом деле, любой вектор а мы можем разложить на три соста
вляющие по вsаимно перпендикулярным осям х, у, z. Так как 
величины этих составляющих, взятые с соответствующими знаками, 
равны проекциям ах, ау, az вектора а на оси х, у, z, а направления 
составляющих совпадают с направлениями этих осей, то интересующие 
нас составляющие вектора а будут иметь выражение axi, ayj, azk,. 
где i, j, k - единичные векторы, направленные по осям х, у, z� 
Данный вектор а есть сумма его составляющих; следовательно: 

а = axi + ayi + azk. 

Эту формулу мы будем называть формулой разложения век
тора на составляющие по осям коордtl1lат. 

Заметим теперь, что, зная проекции Х, У, Z, легко определить 
величину и направление силы F. В самом деле, так как сила F 
представляется диагональю прямоугольного параллелепипеда, ребра 
которого равны абсолютным величинам Х, У, Z, то 

F = VX� + У� + Р. 
Далее, для проекций Х, У, Z имеем равенства: 

X = Fcos (F, х), Y = F cos (F, у), Z = F cos (F, z), 

откуда следует: 
х cos (F, х) = F , у 

cos (F, у) = F , z cos (F, z) = y . 

(1 } 

(2)' 

Формулами ( 1 )  и (2) определяются величина и направление· 
силы F, если известны ее проекции Х, У, Z. 

§ 43. Определение равнодействующей сил, приложеоных 
в одной точке, по способу проекций. Уравнения равновесия 

Воспользуемся  соображениями, изложенными в конце предыду
щего параграфа, для определения равнодействующих сил, приложеи
ных в одной точке. 

Даны силы F1, F2, • • •  , Fn, приложеиные в точке А (черт. 92)� 
Требуется найти вычисл-ением величину и направление их равнодей
f. твующей R. 
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Возьмем три взаимно перпен!l.икулярные оси  х, у ,  z. Мы знаем, 
'ЧТО равнодействующая R равна сумме данных сил F1 , F2, • • • , Fn. 
Вспоминая теорему о проекции суммы каких-либо векторов, за
ключаем, что проетщия равнодействующей R на какую угод
но ось равна cy.u.ue проекций составляющих F1 , F2, • • • , Fn на ту 
же ось. 

Следовательно, 
..х, у, z через Х1 , 

z 

обозначая проекции сил F1 ,  F2, • • •  , Fn на  оси 
У1 , Z1 ; Х2, У2, Z2 ;  • • •  ; Хп, Уп, Zп, а проекции 

равнодействующей R на те же оси через 
Х, У, Z, имеем: 

Х = Х1 + Х2 + . . . + Хп, 
У = У1 + У2 + · · · +  Уп, 
Z = Z1 + Z2 + · · · + Zп. 

Входящие сюда проекции сил F1 , 
;,0о-----------у F2, • • • , Fn вычисляются по форму лам: 

Х; = F; cos (F;. х), У; = F; cos (F; . у), 

Черт . 92. Z; = F; cos (F; ,  z), 

где i = l ,  2, . . .  , n. 

Вычислив проекции равнодействующей Х, У, Z, находим затем 
_величину и направление равнодействующей по формулам 

R = VX2 + Y2 + Z2, 

х у z 
cos (R, х) = R , cos (R, у) =  R , cos (R, z) = R . •  

Мы видели, что силы F1 , F2, • • •  , Fn, приложеиные в одной 
·точке, находятся в равновесии, если их равнодействующая R равна 
нулю. Но из равенства 

-следует, что R = О , если Х = О, У= О, Z = О. 
Вспоминая выражения, полученные для проекций равнодействую

щей Х, У, Z, заключаем, что силы F1 , F2, • • •  , Fn, приложеиные 
в одной точке, находятся в равновесии, если удовлетворены урав
.нения 

Эти уравнения называются уравнениями равновесия сил, прило
:женных в одной точке. 



§ 441 УСЛОВИИ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ПАР 

Г Л А В А  V I I I  
СЛОЖЕНИЕ ПАР В ПРОСТРАНСТВЕ 

§ 44. Условие эквивалентности пар 

вт 

В этой г лаве мы остановимся на воnросе о сложении пар, не· 
лежащих в одной плоскости. Но nредварительно нам nридется до
полнить те сведения о паре сил, которые были изложены в главе Ш. 

В § 22 было доказано, что две пары, лежащие в одной nлоско
сти, эквивалентны, если их моменты равны (численно и по знаку). 
Другими словами, две пары эквивалентны, если они лежат в одной. 
nлоскости и имеют численно равные моменты и одинаковые 
наnравления вращения. Покажем теnерь, что две пары аквива
лентны, если они лежат в параллельных плоскостях и имеют 
численно равные .моменты и 
одинаковые направления вра
щения. 

Положим, дана пара F1, F2 
(nричем F1 = F2 = F) с пле
чом АВ, лежащая в плоско
сти Р (черт. 93). Возьмем 
плоскость Q, параллельную 
nлоскости Р, и докажем, что, 
не наруш ая равновесия, можно 
заменить данную пару любой 
парой, лежащей в плоскости Q, 
при условии, что момент этой 

Черт. 93. 

второй пары числинно равен моменту данной пары, а направление
вращения совпадает с направлением вращения данной пары. Чтобы 
в этом убедиться, покажем сначала, что, не нарушая равновесия, 
можно перенести данную пару в плоскость Q так, чтобы плечо пары 
оставалось себе nараллельным. 

Возьмем в плоскости Q отрезок CD, равный и nараллельный. 
отрезку АВ; в точках С и D nриложим взаимно уравновешиваю
щиеся силы F,1, F4, F8, F6, равные по величине и nараллельные силам 
данной пары (F1 = F2 = F3 = F4. = F6 = F6 = F). Cклaдывaeм силу F1 ,. 
приложеиную в точках А, с силой F6•  Так как эти силы равны, 
параллельны и наnравлены в одну сторону, то их равнодействующая 
равна по величине 2F, им параллельна, направлена в ту же сторону, 
и ее точка приложения делит отрезок AD пополам. Точно так же, 
складывая силу F2, приложеиную к точке В, с силой F4, получим 
их равнодействующую, равную по величине 2F, им параллельную
и наnравленную в ту же сторону, что и эти силы: точка яриложенин 
этой равнодействующей делит пополам отрезок ВС. Но отрезки AD' 
и ВС делятся поnолам в точке пересечения (как диагонали nарал
пелограмма ABDC). Следовательно, обе равнодействующие, равные-



88 СЛОЖЕНИЕ ПАР В ПРОСТРАНСТВЕ [ гл. vш 

по величине 2F, приложены в одной точке и, значит, взаимно урав� 
навешиваются .  

Остаются силы F3 и F6, которые составляют пару с плечом CD. 
Следовательно, данная пара F1 ,  F.,. заменена парой F3 , F6, т. е. 

перенесена в плоскость Q, причем плечо пары осталось себе парал� 
лельным. 

Заметим теперь,  что в плоскости Q пара F3, F6 может быть 
заменена всякой другой парой с одинаковым моментом и одинако� 
вым направлением в·ращения. Отсюда мы заключаем, что данную 
пару F1 , F2 ,  лежащую в плоскости Р, можно заменить всякой дру� 
гой парой, лежащей в плоскости Q, момент которой равен моменту 
данной пары и направление вращения которой совпадает с напра� 
влением вращения данной пары. 

§ 45. Момент пары как вектор 

В дальнейшем мы будем рассматривать момент пары как вели� 
чину векторную, т .  е .  будем приписывать моменту пары не только 
определенное численное значение, но также и определенное напра� 
вление. 

Положим, дана пара F, F' с плечом АВ = р, лежащая в плоско� 
сти Р (черт. 9 4). Моменту пары мы будем приписывать, как 
раньше, числовое значение 

m = Fp, 
направление же момента пары 
определим следующим образом. 

т 

р 

о 

Черт. 94. 

т, 

т 

Черт. 95. 

В какой-либо точке, например в точке О, делящей пополам отре
·зок АВ, восставим перпендикуляр к плоскости пары Р. Величину 
момента пары т отложим от точки О по этому перпендикуляру и 
11ритом в такую сторону, чтобы для наблюдателя, расположенного 
·по отложенному нами моменту 1 ), пара представлялась вращающей 
плоскость Р против направления вращения часовой стрелки. 

1) Так, чтобы момент шел от ноr к голове. 
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Заметим, что величину момента пары мы будем считать теперь 
всегда положительной. 

Момент пары, рассматриваемый как вектор, мы будем обозна
чать буквой т. 

Пользуясь указанным определением момента пары как величины 
векторной, мы получим новую формулировку условия эквивалент
ности пар. Положим, в параллельных плоскостях Р и Р1 даны 
эквивалентные пары F, F' с плечом р и F1 ,  F; с плечом р1 (черт. 95) .  
Строя моменты т и т1 этих пар, убеждаемся, что эти моменты 
не только численно равны, но и параллельны и направлены в. 
одну и ту же сторону,  т. е. равны как векторы. Таким образом 
мы приходим к следующей формулировке условия эквивалент
ности пар. 

Две пары эквивалентны, если их векторные .моменты равны. 
Это предложение можно формулировать еще и таким образом: 

не нарушая равновесия, можно перенести момент пары в какую 
угодно точку пространства (не изменяя  его направления). 

§ 46. Сложение пар. Условие равновесия пар 

В главе Ili было рассмотрено сложение пар, лежащих в одной· 
nлоскости. К этому случаю приводится также и сложение пар •. 
лежащих в параллельных плоскостях, ибо пары, лежащие в парал
лельных плоскостях, могут быть перенесены в одну плоскость. 

Предположим теперь ,  что даны две пары, лежащие в пересекаю
щихся плоскостях Р и Q (черт. 96), и требуется сложить эти пары_ 

Обозначим силы, составляю
щие пару, лежащую в плоскости 
Р, через F1 и F2 и положим, что 
F1 = F2 = F. Расположим эту 
пару так, чтобы сила F1 была 
nриложена в точке А, лежащей 
на линии пересечения KL пло
скостей Р и Q. и была направлена 

N 

по прямой KL. В таком случае '-------44::-----___.) 
плечо этой пары АВ = р будет 
направлено перпендикулярно к 
прямой KL. 

Пару, лежащую в плоскости 
Q, преобразуем так, чтобы силы Черт. 96. 

F3 и F1, составляющие эту пару, численно равнялись F; затем рас- 
положим эту пару так, чтобы одна из сил этой пары, например F3 • 
была приложена в точке А и направлена по прямой К L в сторону,_ 
противоположную направлению силы F1 • В таком случае плечо в то
рой пары АС = q также будет направлено перпендикулярно к прямой KL._ 
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Две силы F1 и F9, приложеиные в точке А, как равные по величине 
и действующие по одной прямой в противоположные стороны, взаимно 
уравновешиваются. Следовательно, в результате сложения данных 
nap мы получаем новую пару F2, F4 с плечом ВС, которую назовем 
равнодействующей парой. Обозначим плечо ВС через r. 

Покажем теперь, что .мо.мент равнодействующей пары равен 
.су.м.ме .мо.ментов составляющllх пар.  

Построим моменты m1 и m2 составляющих пар ;  имеем: 
т1 = Fр и m2 = Fq. 

Так как момент пары 'можно переносить в любую точку про
странства, отложим эти моменты от точки В; заметим, что момент 
m1 перпендикулярен к плоскости Р, а момент m2 перпендикулярен 
к плоскости Q. 

Затем построим параплелограмм на моментах m1 и m2 и про-
·ведем диагональ BN. Покажем, что BN и есть момент равнодей
ствующей пары. 

Для этого нам нужно доказать: 1 )  что BN = Fr, 2) что отре
зок BN перпендикулярен к плоскости равнодействующей пары, 
3) что для наблюдателя ,  расположенного по вектору BN, равнодей
ствующая пара представляется вращающей свою плоскость против 
часовой стрелки. 

1) Заметим , что треугольники АВС и BSN подобны, ибо сто
роны BS и SN пропорциональны сторонам АВ и АС (так как 
m1 : m2 = Fp : Fq = p : q) и L BSN и L CAB равны (стороны одного 
угла перпендикулярны к сторонам другого). Из подобия этих тре
угольников следует,  что 

-откуда 

BN r 

m1 = -р • 
r r BN = m1 -- = Fp - = Fr .  р р 

2) Чтобы доказать, что отрезок BN перпендикулярен к пло
·скости равнодействующей пары, достаточно наказать, что этот 
·отрезок перnендикулярен к силе F2 и к nлечу ВС. 

Заметим, что m1 j_ F2 и m2 j_ F2• Следовательно, nлоскость па
раллелограмма BMNS перпендикулярна к силе F2, а значит и диа
гональ BN nерпендикулярна к F2• 

С другой стороны, имеем: 
L SBA = 90°, L CBA = L SBN, 

-откуда 
L CBN = 90°, 

-т. е. диагональ BN перnендикулярна к плечу ВС. 
И i ак, диагональ BN nерпендикулярна к плоскости равнодействую

щей пары. 
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3) И3 чертежа видно, что наблюдателю, расположенному по век
тору BN, равнодействующая пара представляется вращающей свою 
плоскость против направления вращения часовой стрелки. 

И3 всего ска3анного следует, что вектор BN и есть момент рав
нодействующей пары. 

Итак, момент равнодействующей пары представляется диагональю 
параллелограмма, построенного на моментах составляющих пар. 
Иначе: t.мо.мент равнодействующей пары равен су.м.ме .моментов 
составляющих пар. 

Это правило сложения моментов пар можно на3вать правилом 
параллелогра.м.ма .моментов. Конечно, построение параллелограмма 
моментов может быть 3аменено 
построением треугольника мо
ментов, совершенно так же, 
как построение параллело
грамма сил может быть 3аме
нено построением треуголь
ника сил. 

При помощи дока3анного 
nравила сложения двух пар 
может быть решена и обрат
ная 3адача - ра3ложение дан
ной пары на две составляющие 
nары. Для того чтобы про
И3вести это ра3ложение, до-
статочно ра3ложить момент 

Г+-ш 
L!LY 

Черт. 97 . 

д 

данной пары на два состарляющих момента, nостроив либо nарал
лелограмм моментов, либо треугольник моментов .  

Предположим теперь, что дано несколько пар, расположенных 
как угодно в пространстве, и требуется сложить эти пары. 

Положим даны nары F1, F; , F2, F;; F9, F� (черт. 97); ограничи
ваемся случаем трех пар, - - рассуждение справедливо для каког() 
угодно числа пар. 

Строим моменты данных пар т1 , т2, тз. 
Затем складываем nервые две пары. Для этого строим тре

угольник моментов , откладывая момент т1 от прои3вольной точки а 
и проводя И3 конца этого момента отре3ок, равный по величине и 
nараллельный моменту т2• Замыкающая сторона т' есть момент 
nары, nолученной от сложения пар F1, F; и F2, F;. Полученную 
пару складываем с nарой F9, F;. Применяя  опять правило треуголь
ника моментов, проводим И3 конца момента т' отре3ок, равный 
по величине и nараллельный моменту тз. Замыкающая сторона т 
есть момент пары, получаемой от спожения всех трех данных пар. 

И3 ска3анного следует, что от сложения нескольких пар, рас
nоложенных как угодно в nространстве ,  получается новая пара. 
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11-1азываемая равнодействующей парой. Момент равнодействующей пары 
"Представляется замыкающей стороной многоугольника, построенного 
на моментах составляющих пар. Иначе: .мо.мент равнодействующей 
пары равен су.м.ме .моментов составляющr1х пар. 

Пары, расположенные как угодно в пространстве, находятся в рав
новесии, если момент их равнодействующей пары равен нулю. Сле
довательно, условие равновесия пар, расположенных как угодно 
в пространстве, можно формулировать следующим образом. Пары, 
расположенные tcatc угодно в пространстве, находятся в равнове
.сzщ, если су.м.ма их .моментов равна нулю. 

Г Л А В А I X  

МОМЕНТ СИЛЫ ОТНОСИТЕЛЬНО ТОЧКИ 
И ОТНОСИТЕЛЬНО ОСИ 

§ 47. Момент силы относительно точки 

С понятием момента силы относительно точки мы уже встреча
.лись в «Статике на плоскости» .  Теперь мы несколько видоизменим 
то определение этого понятия, которое было дано в § 24. Именно, 
� дальнейшем мы будем рассматривать момент силы относительно 
точки как величину векторную, т. е. будем приписывать моменту 
не только определенное численное значение, но также и опре
деленное направление. 

Положим, даны сила F и точка О (черт. 98). Опустим перпен
дикуляр из точки О на линию действия силы F. Этот перпендикуляр 

м 

д 
Черт. 98. 

назовем плечом силы F относительно 
точки О; длину плеча обозначим буквой р. 

Моменту силы F относительно точ,tси О 
В (обозначим этот момент буквой М) мы будем 

приписывать численное значение 

M = Fp; 

направление же момента М определим сле
дующим образом: 

Восставим в точке О перпендикуляр к 
"Плоскости, проходящей через точку О и через силу F; величину 
момента М отложим от точки О по этому перпендикуляру и притом 
.в такую сторону, чтобы для наблюдателя ,  расположенного по отло
женному нами моменту 1 ) ,  сила F представлялась направленной справа 
налево (против часовой стрелки). Заметим, что величину момента 

1) Наблюдатель расположен таким образом, чтобы момент шел от ног 
.к голове. 
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М мы будем считать теперь всегда положительной. Точка О назы
вается центром .момента. 

Произведение Fp равно удвоенной площади треугольника АОВ 
(черт. 98) .  Следовательно, имеем другое выражение величины мо
мента силы F относительно точки 0: 

М = 2 6. АОВ. 
Заметим, что М = О, если р = О, т. е. если линия действия 

<:илы F проходит через центр момента О. 

§ 48. Векторное произведение двух векторов 

Непосредственным обобщением только что установленного нами 
1юнятия момента силы относительно точки является понятие век
торного произведения двух векторов. Это - Qдно из основных по
нятий векторной алгебры; скажем о нем несколько слов. 

Даны в пространстве два вектора а1 и а2 (черт. 99). Сделаем 
<:ледующее построение. Отложим вектор а1 от произвольной точки О 
и из конца его проведем вектор а2• Затем на отложенных векторах 
как на сторонах построим параплелограмм (на чертеже этот парал
.лелограмм заштрихован). Сторонам параллелограмма, противолежащим 
отложенным нами векторам 
а1 и а2 , припишем направле· 
ния, противоположные направ
лениям векторов а1 и а2; на
правлениями всех четырех сто
рон определяется направление 
обхода периметра параллело-
1·ра:\!ма. 

Построим теперь новый 
вектор а3 следующим образом. 

а, 

Черт . 99. 

Величину вектора а3 примем равной площади только что построенного 
параплелограмма и отложим этот вектор от точки О перпендикулярно 
к плоскости параллелограмма, притом в такую сторону, чтобы для 
наблюдателя ,  расnоложенного по вектору а3, направление обхода 
периметра параплелограмма было противоположно направлению дви
жения часовой стрелки (это правило определения направления век
тора а3 условимся называть правилом обхода параллелограмма). 

Вектор а3 называется векторным произведением векторов а1  и а2 • 
Векторное произведение векторов а1 и а2 обозначается символом 
л1 Х а2, так что 

as = ai Х а2. 

Легко видеть, что понятие векторного произведения действительно 
является обобщением понятия момента силы относительно точки. 
Положим, дана сила F, приложеиная в точке А;  составим ее момент М 
QТносительно точки О, как объяснено в предыдущем параграфе 
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(черт. 1 00). С другой стороны, припишем радиусу-вектору ОА точки 
приложения А направление от точки О к точке А и обоаначим этот 
радиус-вектор череа r. Легко видеть, что момент М, численно рав
ный площади параллелограмма, построенного на векторах r и F, и 
по величине и по направлению совпадает с векторным пронаведе
нием этих двух векторов , так что 

МОМЕНТ СИЛЫ ОТНОСИТЕЛЬНО ТОЧКИ И ОТНОСИТЕЛЬНО ОСИ 

Этой векторной формулой выражается свяаь между моментом м. 
радиусом-вектором r и силой F. 

Боавращаясь к векторному пронаведению двух каких-либо век
торов а1 и а2, отметим любопытное свойство векторного проиаве
дения.  

Воаьмем опять векторы а1 и а2 (черт. 1 0 1 )  и составим (как 
объяснено выше) векторное пронаведение а2 Х а1• Для этой цели 

Черт. 1 00. 

а '  J 

Черт. 1 0 1 .  

откладываем от  проиавольной точки О вектор а 2 ,  иа конца его 
nроводим вектор а1 и на отложенных векторах строим параллело
грамм. Легко видеть, что мы приходим к тому же параллелогр амму, 
который был построен на черт. 99; однако направление обхода мы 
nолучаем теперь nротивоnоложное тому, что имели на черт. 99. 
Обоаначая векторное nронаведение а2 Х а 1 череа а; , мы ааключаем. 
что вектор а; численно равен вектору аз,  nостроенному на черт. 99; 
однако вектору а; мы должны nриnисать наnравление, nротИiюnо
ложное направлению вектора аз. Итак, векторы аз и а; имеют 
равные численные аначения ,  но nротивоnоложные наnравления.  
т .  е .  

или иначе: 

Мы nриходим к важному свойству векторного nроиаведения�  
векторное произведение двух векторов .меняет знак при переста
новке со множителей. 
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§ 49. Момент силы относительно оси 

Рядом с понятием момента относительно точки введем новое 
uонятие момента силы относительно оси. 

Положим ,  даны сила F и ось z (черт. 1 02); оси z приписываем 
<>пределенное направление, которое указано стрелкой. Проведем 
плоскость Р перпендикулярно к оси z и спроектируем силу F на 
эту плоскость ; обозначим проекцию А1В1 силы F на плоскость Р 
буквой F1 • Затем из точки О, в которой ось z пересекает пло
скость Р, опустим перпендикуляр на линию действия только что 
построенной проекции F1 • Этот перпендикуляр назовем плечом 
<:илы F относительно оси z; длину плеча обозначим буквой р1 • 
(Плечо р1 есть кратчайшее расстояние между линией действия 
силы F и осью z.) 

Моментом силы Е относительно 
оси z называется взятое со зна
ком + или - произведение вели
чины проекции силы F1 на длину 
плеча р1• Обозначая момент силы F 
относительно оси z через Mz, имеем: 

Mz = + F1P1 · 
Тот или другой знак в этом 

выражении будем определять по 
следующему правилу. Если для на
блюдателя, смотрящего со стороны 
положительной оси z, сила F пред
ставляется вращающей вокруг оси z 
против направления вращения часовой 
момента Mz будем брать знак + ;  в 
знак - .  

z 

г/( 
д( ! 1 

Черт. 1 02. 

стрелки, в выражении 
противном случае берем 

Определенный таким образом момент Mz условимся откладывать 
от точки О по оси z в сторону положительной оси z, если Mz > О, 
и в сторону отрицательной оси z, если Mz < О. 

Произведение F1p1 равно удвоенной площади треугольника ОА 1 В1 
(черт. 1 02). Следовательно, имеем еще другое выражение момента 
сиJ.ы F относительно оси z: 

Важно заметить , что момент Mz обращается в нуль в двух слу· 
чаях. Мы имеем Mz = 0: l ) если F1 = О , т. е. если сила F пар ал· 
лельна оси z, 2) если р1 = О, т. е. линия действия силы F пересе
кает ось z. 
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§ 50. Зависимость между моментом силы относительно точки 
и моментом силы относительно оси 

Дана сила F (черт. 1 03) . Воэьмем какую-либо точку О и по
строим момент М силы F относительно точки О. Имеем: 

направление момента М 
ника ОАВ. 

М = 2 6. ОАВ; 

перпендикулярно к плоскости треуголь-

Затем проведем череэ точку О какую-либо ось z (которой при
пишем определенное направление, укаэанное стрелкой) и составим 

z 

Ч ерт. 1 03. 

в момент Mz силы F относительно 
; оси z. Имеем: 

г :  1 
1 1 
1 ' где А 1В1 есть проекция силы F на 

плоскость Р, проходящую череэ 
точку О и перпендикулярную к 
оси z; соответственно черт. 103 
мы вэяли в выражении момента Mz 
анак + . Момент Mz мы отклады
ваем от точки О по оси z (в сто
рону положительной оси z, так как 
Mz > O). 

Треугольник ОА1В1 представ
ляет проекцию треугольника ОАВ 

на шюскость Р. Следовательно, по иэвестно!l теореме геометрии, 
площадь треугольника ОА1В1 равна площади треугольника ОАВ, 
умноженной на косинус угла между плоскостью треугольника ОАВ 
и плоскостью Р. Но угол между двумя плоскостями равен углу 
между перпендикулярами к этим плоскостям, т. е .  в данном случае 
углу (М, z) между направлением момента М и осью z. Итак, 
имеем: 

ил и  

Умножая обе части этого равенства на 2 ,  получаем: 

2 6 ОАВ cos (М, z) = 2 6 ОА1В1 

М cos (М, z) = Mz, 

т. е. проекция .мо.мента силы F относительно точтщ О на ось z, 
проходящую через точку О, равна .мо.менту силы F относптельно 
OCll Z. 

Такова эависимость между моментом силы относительно точки 
и моментом силы относительно оси. Следует обратить особое 



§ 51] ГЛАВНЫЙ МОМЕНТ СИСТЕМЫ СИЛ 97 

внимание на эту важную теорему; нам придется в дальнейшем 
неоднократно ею пользоваться и не  только в статике, но и в ди
намике. 

Мы вывели эту зависимость между моментами М и Mz, предпо
лагая, что Mz > О; предоставляем читателю убедиться , что эта за· 
висимость остается справедливой и в случае Mz < О. 

§ 5 1 .  Главный момент системы сил относительно точки 
и относительно оси 

Даны силы F1 , F2, , Fn, приложеиные в точках А1 , А2 , • • • , An 
и направленные как угодно в пространстве (черт. 1 04). Возьмем 
произвольную точку О и построим моменты данных сил отно
сительно точки О; обозначим эти моменты через М1 , М2, • • •  , Мп. 

м 

�д, z vл, 1 F: 

Мz � 

) д, 
F; 

о 
·о 11" 

Черт. 1 04. Черт. ' 1 05. 

Су.м.ма .моментов М1, М2, • • • , Мп называется главным .мо.мен
то.м системы сил F1, F2, • • • , Fn относительно тoчtetl О. Обо
значая этот главный момент буквой М, имеем: 

Даны опять силы F1 , F2, • • •  , F71, приложеиные в точках А1 , 
А2 , • • •  , Ап и направленные как угодно в пространстве (черт. 1 05) .  
Возьмем произвольную ось z (которой припишем направление , ука
занное на чертеже стрелкой) и составим моменты данных сил от
носительно оси z; обозначим эти моменты через M1z, 1И2z, . . • , Мпz• 

Су.м.ма .моментов M1z, M2z, . • . , Мпz называется главным .мо.мен
то.м системы сил F1 , F2, • • • , Fn отн.осителыю оси z. Обозначая 
этот главный момент буквой Mz, имеем: 

Mz = Mtz + M2z + • • • + Mnz• 

Главный момент Mz как сумма положительных и отрицательных 
4 В. Л. Николаи, ч. 1 
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слагаемых может быть и по.'!Ожительным и отрицательным. Условимся 
откладывать главный момент Mz по оси z от произвольной т о ч к и  О, 
лежащей на этой оси, в сторону положительной оси z, если Mz > О, 
и в сторону отрицательной оси z, если Mz < О. 

§ 52. Зависимость между главными моментами системы сил 
относительно точки и относительно оси 

Дана система сил F1 , F2 ,  • • •  , Fn (черт. 1 06). Возьмем произ
вольную точку О и построим моменты М1 , М2, • • •  , Мп данных 
сил относительно точки О, а также их главный момент М относи
тельно этой точки. 

Затем проведем через точку О произвольную ось z (которой 
припишем направление , указанное на чертеже стрелкой) и спроекти
руем как мо�tенты М1, М2, • • •  , Мп, так и главный момент М на 
эту ось. Так как главный момент М равен сумме моментов М1 , 

z М2, • • •  , Мп, а проекция сум

Черт. 1 06. 

мы равна сумме проекций со
ставляющих, то имеем: 
М cos (М, z) = Е Mi cos (Mi z) . 

С другой стороны, на ос
новании уже известной нам 
зависимости между моментами 
силы относительно точки и 
относительно оси имеем: 

где M1z, M2z, . • •  , Мпz суть моменты данных сил F1 ,  F2 , • • • , Fn 
относительно оси z. Следовательно, получаем: 

М cos (М, z) = 1: Miz· 

Но сум�rа, стоящая в правой части этого равенства , равна глав
ному моменту Mz данной системы сил относительно оси z. Итак, 
окончательно получаем: 

М cos (М, z) = Mz, 

т. е. npoetщuя главного .момента системы сил относительно не
которой точки О на ось, проходящую через точку О, равна глав
ному .моменту сtlсте.мы сил относительно этой оси. 

Следовательно, между главными моментами сил относительно 
точки и относительно оси существует такая же зависимость, какая 
имеет место между моментами отдельной силы относительно точки 
и относительно оси. 
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Г Л А В А Х 
СЛОЖЕНИЕ СИЛ, РАСПОЛОЖЕННЫХ КАК УГОДНО 

В ПРОСТРАНСТВЕ 

§ 53. Приведение силы к данной точке 

99 

Обратимся теперь к вопросу о сложении сил, приложеиных 
в различных точках твердого тела и направленных как угодно 
в пространстве. Для решения этого вопроса мы воспользуемся тем же  
способом приведения всех сил к одной точке, которым мы  уже 
имели случай пользоваться в главе IV при сложении сил, лежащих 
в одной плоскости. 

Напомним прежде всего, каким образом данная сила приводится 
к данной точке. 

Дана сила F, приложеиная в точке А (черт. 1 07 ). Возьмем про
извольную точку () и приложим в ней две  взаимно уравновешиваю
щиеся силы, из коих одна равна силе 
F (эта сила отмечена на черт. 1 07 дву
мя черточками) , другая же численно 
равна силе F, но направлена в проти
воположную сторону (мы е� обозна
чим через - F). 

Данная сила F заменена силой F, 
приложенной в точке О (и отмеченной 
на чертеже двумя черточками) , и па
рой F, - F, которую мы называем при
соединенной парой. 

Замену данной силы F, приложен- Черт. 1 07 . 
ной в точке А,  силой F, приложенной 
в точке О, и присоединенной парой F, - F мы и называем приве
дением данной силы F к точке О. 

Найдем момент т присоединенной пары. Опуская перпендикуляр 
из точки О на линию действия данной силы F, получим плечо р 
пары; в еличина т момента пары равна 

m = Fp;  
момент т направлен перпендикулярно к плоскости, про�одящей 
через точку О и через данную силу F, в такую сторону, чтобы 
для наблюдателя, расположенного по моменту т, пара представля
лась вращающей свою плоскость против направления вращения ча
совой стрелки. Так как момент пары может быть перенесен в лю
бую точку пространства, то отложим момент т по указанному 
направлению от точки О. 

Построим теперь момент М данной силы F относительно точки О. 
Величина А1 момента равна 

M = Fp = m, 
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направление же момента М совпадает с направлением момента 
пары т, т. е. моменты т и М равны: 

т = М. 
Итак, .мо.мен.т присоедин.ен.н.ой пары равен. .мо.мен.ту дан.н.ой 

силы F отн.осительн.о точ,ки О. 

§ 54. Приведение системы сил, расположенных как угодно 
в пространстве, к силе и паре 

Обращаемся теперь к задаче сложения сил, приложеиных в р аз
личных точках твердого тела и направленных как угодно в про
странстве. 

Даны силы F1 , F2,  , Fn, приложеиные в точках А1 , А2 , • • •  , An 
J{акого-либо твердого тела и направленные как угодно в простран
стве (черт. 1 08). 

Возьмем произвольную точку О, которую назовем центром при
ведения , и приведем все данные силы к точке О. 

В результате этого приведения получим силы F1 ,  F2, • • • , Fn, 
приложеиные в точке О и отмеченные на чертеже двумя черточка

Черт. 108. 

действующую R, которая 
<;умме составляющих сил 

ми, и присоединенные пары F1 ,  - F1 ; 
F2 ,  - F2; • • • ; Fn, - Fn. Обозначая 
моменты этих пар буквами т1 , т2 , • • • , 
тп, имеем, со г лас но замеченному выше: 

где М1 , М2 , • • • , Мп суть моменты 
данных сил F1 ,  F2, • • •  , Fn относитель
но точки о. 

Складывая силы F1 , F2, • • • , Fn, 
приложеиные в точке О и отмеченные 
двумя черточками, получаем их равно

прилажена в той же  точке О и равна 

R = F1 + F"' + · · · + Fп. 

На черт. 1 08 эта сила R также отмечена двумя черточками. 
Складывая же присоединенные пары, получаем равнодействующую 
пару, момент которой т равен сумме моментов составляющих 
пар , т. е. 

т = т1 + т2 + . . . + тп = М1 + М2 + . . .  + Мп. 

Но сумма моментов М1,  М2, • • • , Мп равна главному моменту 
М данных сил F1 F2, • • • , Fn относительно точки О. Следова-
тельно, 

т = М, 
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т .  е .  момент равнодействующей пары равен главному моменту дан
ных сил относительно точки О. 

Заметим, что сумма R данных сил иначе называется их главным 
вектором. Вводя этот термин, мы можем формулировать полученный 
результат следующим образом: 

Сtrлы, расположенные как угодно в пространстве, всегда 
.могут быть прzrведены к одной силе, равной их главному вектору 
It приложенной в произвольной точке О, и к паре, .момент 
которой равен главному .моменту данных сил относительно 
точки о. 

Приводя данную систему сил указанным способом к силе и паре , 
мы встретимся с одним из следующих четырех случаев ,  которые 
рассмотрим последовательно в §§ 55--58.  

§ 55.  Случай, когда силы находятся в равновесии 

Предположим, что главный вектор R и главный, .момент М 
равны нулю. 

Так как R = О, то силы F1 , F2 , • • •  , Fno приложеиные в точке О 
и отмеченные на  черт. 1 08 двумя черточками, взаимно уравнове
шиваются ,  так как М = О, то и присоединенные пары также взаимно 
уравновешиваются. Следовательно, в рассматриваемом случае данные 
силы F1 , F2 , • • •  , Fn находятся в равновесии. 

Итак,  силы, приложеиные в различных точках твердого тела и 
направленные как угодно в пространстве , взаимно уравновешиваются 
при выполнении двух условий: их главный вектор R и главный мо
мент М (относительно произвольной точки О) должны равняться 
J-Iулю: 

R = O, М = О. 

Таковы условия равновесия сил, расположенных как угодно 
JJ пространстве .  

§ 56. Случай, когда силы приводятся к паре 

Предположим, что главный вектор R равен нулю, главный 
. .момент М не равен нулю. 

Так как R = О, то силы F1 , F2 , • • • , Fn, приложеиные в точке О 
и отмеченные двумя черточками, взаимно уравновешиваются .  Остается 
пара , полученная от сложения присоединенных пар. Следовательно, 
в настоящем случае данные нам силы приводятся к паре. 

Момент этой пары т равен главному моменту М данных сил 
относительно точки 0: 

m = M. 
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§ 57. Случай, когда силы приводятся к равнодействующей. 
Теорема о моменте равнодействующей 

Предположим теперь, что главный вектор R не равен нулю� 
главный .момент М или равен нулю или перпендикулярен к глав
ному вектору. 

Покажем, что в . этом случае данные силы приводятся к одной 
равнодействующей. 

Рассмотрим отдельно случаи М =  О и М -::/= О. 
Предположим сначала, что главный момент М равен нулю. 

В таком случае присоединенные пары взаимно уравновешиваются, 
и остается одна сила R, приложеиная в точке О и полученная от 
сложения сил, отмеченных на черт. 1 08 двумя черточками. Итак, 
данные нам силы F1 , F2 ,  • • • , Fn приводятся к одной равнодей

R 

R 

1 
/ -R 

Черт.  1 09. 

ствующей, равной их главному векто
ру R и приложенной в центре приве
дения О. 

Предположим теперь, что главныit 
момент М не равен нулю, но перпен
дикулярен к главному вектору R. 

Мы имеем силу R, приложеиную 
в точке О (и отмеченную двумя черточ
ками) , и пару с моментом М, перпенди
кулярным к R (черт. 1 09). Распорядимся 
этой парой следующим образо�1. Возь
мем силы, со ставляющие пару, численно 

М равными R; тог да плечо этой пары при-
дется взять равным R. • Расположим пару так, чтобы одна из сил 
пары (на черт. 1 09 она обозначена через - R) была приложена 
в точке О и была направлена в сторону, противоположную напра
влению силы R; другая сила пары равна силе R и приложена 
в точке N, лежащей на перпендикуляре, восставленном в точке О 
к плоскости, проходящей через R и через М на расстоянии М : R 
от точки О; при этом перпендикуляр должен быть восставлен в та
кую сторону от точки О, чтобы для наблюдателя , расположенного 
но моменту М, пара представлялась вращающей свою плоскость. 
против часовой стрелки. Две силы R и - R, приложеиные в точ
ке О, взаимно уравновешиваются ; остается одна  сила R, приложеи
ная в точке N. Следовательно, данные нам силы F1 , F2, • • • , Fn 
приводятся к одной равнодействующей, равной их главному вектору 
R и приложенной в точке N. 

Итак, если главный вектор R пе равен  нулю, а главный момент М 
или равен нулю или перпендикулярен к главному вектору, то дан
ные силы приводятся к одной равнодействующей. 

В начале курса (в § 8) было замечено, что не всякая система: 
сид имеет равнодействующую. Мы видим теперь, что условие, при. 
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котором система сил приводится к одной равнодействующей, со
<:тоит в том , чтобы главный вектор данной системы сил не был 
равен нулю, а главный момент (относительно некоторой точки) был 
или равен нулю, или перпендикулярен к главному вектору. 

Отмети:-,1 здесь различие понятий равнодействующей и главного 
вектора. Равнодействующая (если она существует) вполне заменяет 
данную систему сил и имеет определенную линию действия в теле. 
Главный вектор заменяет данную систему сил только в сочетании 
.с соответствующей присоединенной парой сил и может быть по
строен в произвольной точке тела. 

Покажем теперь, что в том случае, когда данные нам силы F1 , 
F2 , . . . , Fn приводятся к одной равнодействующей, .мо.мент рщто
действующей относительно какой угодно точки равен су.м.ме .мо
.ментов составляющих сил относительно той же точт<Zt, а .мо
.мент равнодействующей относz1телыю какой угодно оси равен 
су.м.ме .можентов составляющих относительно той же оси. 

Вернемся к черт. 1 09. Составим момент равнодействующей R, 
приложенной в точке N, относительно центра приведения О. Обо
значая этот момент через М (R) , имеем: 

M (R) = R ·  м = М; 
R 

определяя же направление момента М (R) согласно известному пра
вилу, видим, что оно совпадает с направлением глаnного момента М. 
Следовательно, момент М (R) равен главному моменту М: 

M (R) = M. 

С другой стороны, главный момент М относительно точки О равен 
сумме моментов М1 , М2, • . •  , Мп данных сил F1 , F2, • • • , Fn от
носительно той же точки: 

Следовательно: 

т. е.  момент равнодействующей относительно центра приведения 
равен сумме моментов составляющих сил относительно той же точки. 
Так как центр приведения есть точка совершенно произвольная ,  то 
отсюда вытекает первая часть доказываемой теоремы. 

Проведем теперь через центр приведения О какую-либо ось z 
(черт. 1 09) и составим момент равнодействующей R (приложенной в 
точке N) относительно оси z; обозначим этот момент через Mz (R). 

По известной теореме, момент Mz (R) равен проекции на ось z 
момента М (R) равнодействующей R относительно точки О, а так как 

M (R) = M, 
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то, следовательно, момент Mz (R) равен проекции на  ось z главного 
момента М: 

Mz (R) = M  cos (М, z). 
Но, с другой стороны, проекция главного момента М на ось z равна 
главному моменту Mz данных сил относительно оси z: 

М cos (М, z) = Mz, 
и, следовательно: 

Mz (R) = Mz. 

Вспоминая, что главный момент Mz равен сумме моментов M1z• 
M2z, . . . , Мпz данных сил F1 , F2, • • • , Fn относительно оси z: 

Mz = Mtz -1- M2z -1- · · • -1- Мпz• 
получаем: 

Mz (R) = Mtz -1- M2z -1- . . . -1- Мпz• 
т. е. момент равнодействующей относительно оси z равен сумме 
моментов составляющих относительно той же оси. Имея в виду, 
что ось z есть совершенно произвольная ось , получаем вторую 
часть доказываемой теоремы. 

§ 58. Случай, когда силы приводятся к динаме. 
Центральная ось 

Предположим, что главный вектор R не равен нулю, главный 
.момент М не равен нулю и не перпендикулярен к главному век-
т�у. 

. 

Мы имеем силу R, приложенную в точке О (отмеченную двумя 
черточками), и пару с моментом М (черт. 1 1 0). Разложим эту пару 
на  две пары так, чтобы плоскость одной составляющей пары была 
перпендикулярна к главному вектору R, а плоскость другой со
ставляющей пары была бы ему параллельна. ДJIЯ этого разлагаем (по 
правилу параллелограмма моментов) момент М на два момента М0 
и М1 , направленные один по линии действия силы R, другой 
перпендику лярно к силе R. Величина этих составляющих моментов 
суть: 

. М0 = М  cos (М, R), М1 = М sin (М, R). 

Возьмем силы, составляющие пару с моментом М1 ,  равными по ве
личине R; тогда плечо этой пары мы должны взять равным М1 : R. 
Затем расположим эту пару так, чтобы одна из сил пары была 
приложена в точке О и была направлена противоположно силе R; 
другая сила пары будет приложена в точке N, лежащей на перпен
дикуляре, восставленном в точке О к плоскости , проходящей через R 
и через М на расстоянии М1 : R от точки О; при э том перпендику
ляр должен быть восставлен в такую сторону от точки О, чтобы 
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для наблюдателя, расположенного по моменту М1 , пара представля
лась вращающей свою плоскость против часовой стрелки. Две силы 
R и - R, приложеиные в точке О, взаимно уравновешиваются; 
остается сила R, приложеиная в точке N, и пара с моментом М0, 
плоскость которой перпендику лярна к главному вектору R. Момент 
этой пары М0 перенесем в точку N (не изменяя его направления). 

Итак, точка N обладает тем свойством, что, взяв её за центр 
приведения, мы получаем силу, равную главному вектору R, при-
ложеиную в точке N, и пару, момент I\0· · 
торой М0 паралЛелен силе R, а плоскость 
которой, следовательно, перпендикулярна 
к силе R. Система силы и пары, лежа
щей в плоскости, перпендикулярной к 
силе, назьшается винтовым усилием, Сll
ловым винтом или динамой. Очевидно, 
указанным свойством обладают не только 
точка N, но и все точки прямой NP, ц, 
проходящей через N и параллельной 
главному вектору,  ибо точку приложения fl/ 
силы R можно перенести в любую точку ,., 1. � -ЭТОЙ ее линии действия. 

Если же мы перенесем точку при- � 
ложения силы R в любую точку О, не :gj 
лежащую на прямой NP, то согласно 
правилу приведения силы к точке (§ 53) 

-R 

Черт. 1 1 0. 
появи гся присоединенная пара с моментом М1 , равным моменту 
силы R, приложенной в точке N, относительно центра О. Момент JИ1,  
очевидно, перпендикулярен к R. Складывая моменты М0 и М1 ,  мы 
получим главный момент данной системы сил относительно точки 0: 

( 1 )  

Следовательно, для любого центра приведения , н е  лежащего на 
прямой NP, главный · момент, имея кроме параллельной слагаю
щей М0 также слагающую М1 , перпендикулярную к главному век
тору, не будет параллелен главному вектору. Поэтому прямая NP 
есть геометрическое · место центров приведения, для которых глав
ный момент параллелен главному вектору. Эта прямая называется 
центральной осью данной системы сил. 

Очевидно, что каждой системе сил, для которой R -::F О , соот
ветствует одна,  вполне определенная центральная ось. Главный век
тор системы сил по самому определению не зависит от по;южения 
центра приведения.  Что касается составляющей М0 главного момента 
по направлению главного вектора, то она также не зависит от вы
бора центра приведения. В самом деле, векторное равенство ( 1 )  
показывает, что при переходе к любому центру приведения ГJШВ
ный момент М получается путем прибавления к М0 момента М1 ,  
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перпендикулярного к главному вектору; следовательно, составляю
щая  главного момента, параллельная главному вектору, остается 
одной и той же при любом выборе центра приведения. Итак, лю
бая система сил, для которой R ;1::. О, может быть приведена к ди
наме единственным способом. Эта динд.ма состоит из силы, рав
ной главному вектору данной системы сил, линией действия 
которой служит цехтральная ось системы, и пары, .момент ко
торой равен со�тавляющей главного .момента, параллельной глав
ному вектору. 

Заметим, что ре3ультат, установленный в § 57, можно рассма
тривать как частный случай этого общего ре3ультата. В этом слу
чае · М0 = О, и динама сводится к одной только силе R. Централь
ная  ось в этом случае является линией действия равнодействующей. 
В случае § 56 сила R отсутствует, и динама сводится к одной только 
паре; 3а центральную ось может быть принята любая прямая ,  па
раллельная моменту пары. В случае § 55 в составе динамы отсут
ствуют как сила, так и пара. 

Вернемся к черт. 1 1 0 .  Обо3начая расстояние центра приведения О 
от центральной оси чере3 r, имеем: 

и, следовательно, 

M1 = rR, 

М = уМ� + М� = yM�+ r2R2, ) 
cos (М R) = 0 

1 vм� + r2R.S ' 
(2) 

где М есть величина главного момента относительно любого центра 
nриведения О, а М0 - проекция главного момента на главный век
тор, сохраняющая согласно предыдущему постоянное 3начение. Из 
форму л (2) следует: 

1 .  Для всех центров приведения ,  находящихся на  одном и том же 
расстоянии r от центральной оси (т. е. лежащих на поверхности 
кругового цилиндра ,  ось которого есть центральная ось данной 
системы сил и радиус основания которого равен r), главный мо
мент М имеет одну и ту же величину и обра3ует один и тот же 
угол с главным вектором R. Этим обстоятельством объясняется тер
м и н  «центральная ось» .  

2. Величина главного момента во3растает с во3растанием r и 
получает наименьшее 3начение при r = О , когда мы имеем: 

Итак, для точек центральной оси величина главного момента 
имеет наименьшее 3начение, равное абсолютному 3начению проекции 
главного момента М (относительно прои3вольной ТО 'IКИ О) на на
nравление главного вектора R. 
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§ 59. Векторное произведение двух геометрических сумм. 
Проекции векторного произведения двух векторов на оси 

координат 

1 07 

Применим теорему о моменте равнодействующей к выводу одного 
nреобразования векторной алгебры. 

Положим, нам даны две силы F1 и F2, приложеиные в одной и 
той же точке А (черт. 1 1 1 ) . Построим равнодействующую R этих 
сил; она приложена в той же точке А и равна сумме сил F1 и F2: 

R = � + � д 
Обозначая моменты сил R, F1 и F2 

относительно какой-либо точки О че
рез М, М1 и М2, будем иметь по 
теореме о момент е равнодействующей: о 

М = М1 + М2• 
С другой стороны, в § 48 мы Черт. 1 1 1 . 

видели, что момент силы F отно-
{:Ительно данной точки может быть представлен как в екторное 
произведение r Х F, где r - радиус-вектор , проведенный из данной 
точки в точку приложения силы. Следовательно, обозначая радиус
вектор ОА через r, будем иметь: 

M = r X R, M1 = r X F1 , M3 = r X F2• 

Подставляя эти значения моментов в предыдущее равенство 
находим: 

или 
r Х R = r Х F1 + r Х Fg, 

r X  (Ft + Fg) = r X F1 + r X F2• 
Выражаемый этим равенством факт имеет чисто геометрическиИ 

характер; он не связан с физической природой в екторов r, F1 и F2• 
Поэтому найденное тождество может быть распространено на лю
бые другие векторы. Возьмем какие-нибудь три вектора а, Ь и с. 
Применяя к ним только что полученную формулу,  будем иметь: 

а Х (Ь + с) = а Х Ь + а х с. ( 1 ) 

Эта формула может быть еще обобщена. Возьмем четыре век
тора а, Ь, с, d. Применяя полученную формулу к векторному 
11роизведению (а + Ь) Х (с +  d), будем иметь :  

(а + Ь) Х (c + d) = (a + Ь) Х с + <а + Ь) Х d. 

Далее,  вспоминая, что векторное произведение меняет знак при 
nерестановке множителей, имеем: 

(а +  Ь) Х с = - с Х (а +  Ь). 
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Применяя опять формулу ( 1 )  к векторному произведению, стоя
щему в правой части этого равенства, получим: 

(а+ Ь) Х с = - с Х  а - с Х Ь = а Х с + Ь Х  с. 

Точно так же найдем: 

(а + Ь) Х d = а Х d + Ь Х d. 
Окончательно получаем: 

Мы получили формулу для векторного произведения двух век
торных сумм а +  Ь и с + d. Легко было бы распространить эту 
формулу на  с лучай сумм, состоящих из любого числа слагае�шх . 
Итак, чтобы перемножить векторно две суммы, нужно перемножить 
попарно каждое слагаемое одной суммы на каждое слагаемое вто
рой суммы и результаты сложить. Как видно, правило перемноже
ния многочленов , известное из элементарной алгебры, остается 
справедливым и в векторной алгебре. 

Выведем теперь формулы для проекций на координатные оси 
векторного произведения двух векторов . 

Возьмем два вектора а и Ь и составим их векторное произве-
де ни е 

с = а х ь. 

Возьмем затем взаимно перпендикулярные оси х, у, z и обо
значим проекции векторов а, Ь и с на эти оси соответственно 
через ах, ау , az; Ьх, Ьу, bz; сх, су , Cz. Требуется выразить проекции 
вектора с через проекции векторов а и Ь. 

Вводя единичные векторы i ,  j, k, направленные по осям х, у, z, 
имеем: 

a = axi +  ayi + azk, 
Ь = bxi + byj +  bzk. 

Подставляя эти выражения в в екторное произведение а Х Ь и 
пользуясь правилом векторного перемножения двух сумм, имеем: 

С = а Х b = axbx (i Х i) + aybx U X  i) + azbx (k Х i) + 
+ ахЬу (i Х Л +  ауЬу U X  j) + azby (k Х Л  + 
+ axbz (i Х k) + aybz (j Х k) + azbz (k Х k). 

Заметим теперь очевидные равенства: 

i X i = i X i= k X k = O, 
i X  k = - (k Х Л = i, k Х i = - (i X k) =j, 
i х j = - (j х i) = k. 
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На основании этих равенств будем иметь: 

C = (aybz - azby) i + (azbx - axbz) } + (axby - aybx) k. 
Такова формула разложения векторного произведения с на со

ставляющие по осям х, у, z. Сопоставляя эту формулу с равенством 
С = Cxi + Cyj +  Czk, 

получаем искомые формулы для проекций в екторного произведения: 
Cx = aybz - azby, Cy = azbx - axbz, Cz = axby - aybx. 

В дальнейшем мы неоднократно будем пользоваться этими фор
мулами. 

§ 60. Выражения моментов силы относительно 
координатных осей через проекции силы на  те же оси 

Воспользуемся полученными в § 59 формулами проекций на 
координатные оси векторного произведения двух векторов для вы
вода часто применяемых выражений моментов силы относительно 
координатных осей через проекции силы на те же оси. 

Дана сила F, приложеиная в точке А (черт. 1 1 2). Возьмем 
три взаимно перпендику-лярные координатные оси х, у, z, которым 
соответствуют орты i, j, k. Радиус- z F 
вектор точки А относительно на-
чала координат обозначим через r. М 
Как было показано в § 48 ,  момент М 
силы F относительно начала коор-
динат выражается формулой 

M = r X F. 

Разложим векторы М, r и F 
на составляющие по осям коорди-
на т: 

M = Mxi + Myj + Mzk, 
r = xi +Yi + zk, 
F= Xi +  Yj + Zk. Черт. 1 1 2. 

Применяя выведенные в предыдущем параграфе формулы для 
проекций на оси координат векторного произведения, получим: 

Mx =YZ - z Y, 
My = zX - xZ, 
Mz = X Y -yX. 

Здесь М.�· Му и Mz обозначают проекции на координатные оси 
момента силы F относительно начала координат, которые согласно 
§ 50 равны мо;-.1ентам .силы F относительно соответствующих осей. 
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§ 6 1 . Вычисление главного вектора и главного момента 
по способу проекций 

Перейдем теперь к составлению формул для вычисления глав
ного вектора R и главного момеша М по способу проекций. 

Даны силы F1 , F2 ,  . . . , Fn , приложеиные в точках А1 ,  А2,  . . . , 
An и расположенные как угодно в пространстве (черт. 1 1 3). Выби
раем произвольный центр приведения О и приводим данные силы, 
как было объяснено выше, к одной силе, приложенной в точке О 
и равной главному вектору R, и к одной паре, момент которой 

z равен главному моменту М отно-

/,; сительна точки О. Мы знаем, что 

/. rF" 11" tFi R = Ft + F2 + . . .  + Fп , 
М = Мt + М2 + · · · + Мпо 

где М1,  М2,  . . . , Мп суть моменты 
д2 данных сил относительно точки О. 

�-+---;.�---,'Ji>-f-�y Для вычисления главного векто-

Черт. 1 1 3. 

'F, ра R и главного момента М вос-
пользуемся методом проекций. 

Проведем через центр приведе
/1, ния О три взаимно перпендику-

лярные оси х, у, z и спроекти
руем, как показано на черт. 1 1 3 , 

главный вектор R на эти оси; обозначим проекции главного век
тора на оси х, у, z буквами Х, У, Z. Так как главный вектор R 
равен сумме сил F1 , F2, • • •  , Fn,  то по теореме о проекции суммы 
векторов имеем: 

X = Xt + Х2 + . . . + Хп, У = Yt + У2 + . . · +  Уп, 
Z = Zt + Z2 + · · · + Zп, 

где Х1 , Х2, • • •  , Zп суть проекции данных сил F1 , F2, . . . , Fп соот
ветственно на оси х, у, z. 

Вычислив проекции главного вектора по только что написанным 
формулам, находим величину главного вектора (как диагональ прямо
угольного параллелепипеда, построеиного на проекциях Х, У, Z) по 
формуле: 

Далее имеем: 

Х = R cos (R, х), У = R cos (R, у), Z = R cos (R, z), 
отк у да следует: 

х у z 
cos (R, х) = -R t cos (R, у) = R , cos (R, z) =  R . 
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Этими формулами определяется направление главного вектора. 
Переходя к вычислению главного момента М, проектируем его 

на оси х, у, z. Для этого строим прямоугольный параллелепипед, 
ребра которого параллельны осям х, у, z и в котором главный мо
мент М является диагональю. Ребра этого прямоугольного парал
лелепипеда и будут проекциями главного момент а  М на оси х, у, z. 

Вспоминая аависимость между главным мо:\!:енто:\1 относительно 
точки и главным моментом относительно оси, мы ааключаем, что 
только что построенные проекции главного момента М на оси х, 
у, z равны главным моментам Мх, Му,  Mz относительно осей х, 
у,  z. Эти главные моменты Мх, Му, Mz вычисляются по фор�1улам 

Мх = М1х + М2х + · · · + Мпх• Му = Мtу + М2у + · · · + Мпу•  
Mz = Mlz + M2z + • • · + Mnz• 

где М1х, М2_�, • • •  , Мпz суть моменты данных сил F1 , F2, • • •  , Fп 
соответственно относительно осей х, у, z. 

Затем находим величину главного момента М (как диагональ 
прямоугольного параллелепипеда) по формуле: 

M = V М� + М� + М;. 
Далее имеем: 

Mx = M cos (M, х), My = M cos (M, у), Mz = M cos (M, z), 

откуда следует: 

cos (М, х) = *-,  cos (М, у) = � , cos (М ,  z) = л;; . 
Этими формулами определяется направление главного момента м. 
Заметим, что моменты М1х, М2х, . . . , Мпх данных сил F1, 

F2 , . . .  , Fn относительно осей х, у, z могут быть вычислены или на 
основании самого определения момента силы относительно оси ,  или 
при помощи формул, выведенных в § 60. Обоаначая координаты 
точки А1 (т. е . точки приложения силы F;) относительно осей х, 
у, z череа х1 , у1 ,  z1, а проекции силы F1 на  те же  оси - череа Х1, 
У1,  Z1 , имеем: 

M;x =Y;Z1 - z1 Y1 ,  
Miy = Z;X; - X;Zi , 
Miz = Х; Yi -YiXi. 

Следовательно, главные моменты Мх, Му, Mz могут быть оы
числены по формулам: 

Мх = � (yiZi - Zi У;), 
М у = � (z1X1 - x1Z1) , 
Mz = 2: (xi У1 -у1Х;), 
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причем суммиров ание распространено на все значения i от 1 
до n. 

В заключение вычислим еще величину М0 наименьшего главного 
момента данной системы сил. 

В конце § 58 было замечено, что величина наименьшего глав
ного момента М0 равна проекции г Jiавного момента М на  направ
ление главного в ектора R. Проектируя 'главный момент М на на
прамение главного  в ектора (черт. 1 1 3), получаем: 

М0 = М cos (М, R). 

Применяя  к cos (М, R) известную из аналитической геометрии 
формулу для косинуса угла между двумя н аправлениями, имеем: 

cos (М, R) = cos (М, х) cos (R, х) + 
+ cos (М, у) cos (R, у) + cos (М, z) cos (R, z), 

отку;;:а, подставляя найденные выше значения косинусов углоВ', 
образованных главны� вектором R и главным м оментом М с осями 
х, у, z, находим: 

(м R) - XMx + YMJI + ZMz cos , -
RM • 

Подставив это значение в формулу для М0, получим: 
м _  XMx + YM", + ZMz 

о - R 

Величины R и М0, очевидно, не зависят от выбора той или 
гной координатпой системы. Отсюда следует, что этим же свой
с т в о м  обладают выражения X2 + Y2 + Z2 и ХМх +  YMy + ZMz. 
Эти выражения получили название статических инвариантов дан
ной системы сил . 

§ 62. Уравнения равновесия  сил, расположенных как 
угодно в пространстве 

Мы видели, что силы Р1 , F2 , • • •  , Fn, расположенных как угодно 
в пространстве, находят : �  в равновесии, если их главный в ектор R 
и главный момент М равны нулю. Мы имеем формулы: 

R = VX2 + Y2 + Z'\ М = У M� + MJ. + M�, 

откуда видно, что гJiавный вектор R и гJiавный момент М обра
щаются в нуль при выпоJiнении шести условий: 

Х = О, У = О, Z = O, Мх = О, Му = О, Mz = O. 

Имея в виду формулы для проекций главного в ектора Х, У, Z 
и для главных моментов Мх, Му, Mz, установленные в предЫдущем 
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параграфе ,  заключаем, что данные силы F1 , F2, • • •  , Fn находятся 
в равновесии при выполнении следующих шести уравнений: 

Хt + Х'А +  . . . + Хп = О, Yt + У'А + . . . + Уп = О, 
Zt + Z2 + · · · + Zп = 0, 

Mtx + М2х + . . . + Мпх = О , Mty + М2у + . . . + Мпу = О, 
Mtz + M'Az + . . . + Мпz = О . 

Таковы уравнения равновесия сил, р асположенных как угодно , 
в пространстве; первые три уравнения будем называть уравнениями 
проекций , а последние три уравнения - уравнениями моментов. 

Заметим, что уравнения моментов могут быть написаны также 
следующим образом: 

где Х;, Yi • Z; суть координаты точки приложении силы F;. 
Так как в рассматриваемш1, самом общем случае распределе

ния сил имеем шесть уравнений равновесия , то заключаем, что за
дача, в которой имеются силы, приложеиные в различных точках 
твердого тела, направленные как угодно в пространстве и находя
щиеся в равновесии, будет статически определенной, если число 
неизвестных в ней будет равно шести. 

Назовем те оси, на которые проектируются силы при составле
нии уравнений проекций, осями проекций ,  а те оси, относительно 
которых берутся моменты сил при составлении уравнений моментов , 
осями моментов. В составленных нами шести уравнениях равновеси я 
оси проекций совпадают с осями моментов. Однако, ввиду произ
вольности осей х, у, z нет необходимости, чтобы оси моментов 
совпадали с осями проекций. Замепш, что при решении задач оси 
проекций следует направлять, вообще говоря ,  перпендикулярно 
I {  направлению какой-либо из неизвестных сил, а оси моментов 
следует брать, вообще говоря, или параллельными одной из неиз
вестных сил, или пересекающими линию действия одной из неизвест
ных сил. При таком выборе осей проекций и осей моментов ука
занные неизвестные силы исключаются из соответствующих уравне
ний равновесия. 

§ 63. Условие равновесия твердого тела с двумя 
закрепленными точками. Определение оnорных реакций: 

Как пример на  применение. шести уравнений р авновесия твер
дого тела рассмотрим вопрос о равновесии твердого тела ,  две точки 
которого закреплены неподвижно. 

Представим себе твердое тело , у которого две точки 01 и 02 за
креплены ненодвижно. При этом условии единственным движением, 
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которое может совершать данное тело, является вращение вокруг 
прямой ,  проходящей через 1 очки 01 и 02• К этому твердому телу 
приложены силы F1 , F2 , • • •  , Fn (черт. 1 1 4). Требуется найти усло
вие, которому должны удовлетворять приложеиные силы F1 • 
F2, • • • , Fn, чтобы данное тело оставалось в равновесии. 

К нашему твердому телу, кроме заданных сил F1 ,  F2, • • • , Fn , 
приложены еще две силы, а именно, реакции закрепленных точек 
01 и 02; обозначим эти реакции буквами N1 и N�. Так как под 
действием сил F1 ,  F2 , • • •  , Fn, N1 ,  N2 твердое тело должно оста

в аться в равновесии, то эти силы должны 
удовлетворять шесrи уравнениям равновесия. 

Выберем взаимно перпепдикулярные оси 
х, у, z следующим образом: за начало коор
динат возьмем одну из закрепленных точек, 
например точку 01; ось z направим по пря
мой 0102 (т. е. по оси вращения нашего 
твердого тела); оси х и у проведем через 
точку 01 перпендикулярно к оси вращения 

·.J-�-----+----+-!J 0102• Реакции закрепленных точек N1 и N2 
разложи:-1 на три составляющие по осям 
х, у, z; обозначим величины этих составля
ющих через Л'tх• N1y, N1z и N2x, Nц, N2z· 

Чер r. 1 1 4. Реакции N1 и N2 могут быть заменены их 
составляющими. 

Реакции N1x, N1y и N2x, N2y , направленные перпендикулярно 
к оси вращения z, назовем боковыми реакциями закрепленных то
чек, а реакции N1z и N2z, направленные по оси вращения,  - про
дольными реакциями. 

Напишем шесть уравнений равновесия для нашего тела.  Полагая 
0102 = а, получим: 

�Xi + Ntx + N2x = О, 
l: Yl + N1y + Nц = 0, 
l:Z; + Ntz + N2z = О, 

l:Mix - aN2y = О, 
l,;M;y + aN2x = О, 

kMiz = O. 

Здесь xi, У;, Z; обозначают проекции СИЛЫ F; на оси х, у, z, 
а Mix• Miy • Miz суть МО:\<Iенты силы - F; относительно тех же осей; 
суммирования распространены на все значения i от 1 до n. 

Последнее ура ннt>ние равновесия 



§ 63] УС ЛОВИЕ РАВНОВЕСИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА 1 1 5 

есть единственное , в которое не входят реакции закрепленных то
чек. Следовательно, это уравнение представляет единственное усло
вие, которому должны удовлетворять приложеиные силы F1 , 
F9. , • • •  , Fn для того, чтобы твердое тело оставалось в равновесии. 

Итак, условие равновесия твердого тела с дву.мя заtсреплен
ны.ми точtса.ми состоит в то.м, чтобы су.м.ма .мо.ментов прило
женных сил относительно оси вращенля равнялась нулю. 

Первые пять уравнений равновесия могут послужить для опре
деления реакций закрепленных точек. Из четвертого и пятого урав 
lfений находим: 

l\'2x = - � �Miy• 
1 

N<J.y = (i �Mix; 

затем из первого и второго уравнений получаем: 
1 

Nt x = а �Miy - �Xi, 
1 

Nty = - а �Mix - � Yi; 

наконец, из третьего уравнения находим: 

N1z + N2z = - �zi. 
Как видно, боковые реакции определяются вполне; что же к а

сается продольных реакций , то может быть найдена лишь сумма 
этих реакций; каждая же реакция в отдельности уравнениями равно
весия не определяется.  В этом смысле задача определения реакций 
закрепленных точек оказывается задачей статически неопределенной. 

Заметим , что статическая неопределенность в нахождении про
дольных реакций устраняется ,  если предпоJiожить , что точка 01 
закреплена неподвижно, а точка 02 может свободно (без трения) 
скользить вдоль оси z. В этом случае продольная реакция N2z 
-обращается в нуль, и третье уравнение равновесия принимает вид: 

�Zi + Ntz = O, 
<>ТКУ да получаем: 

Ntz = - �Z;. 
П р и м е р  2 1 .  На валу трансмиссии находятся два шкива А и В для 

-ременной передачи (черт 1 1 5). Радиусы шкивов равны r1  и r2; расстояния 
шкивов от подшипника С равны а и Ь; расстояние 1\!ежду подшипниками 
С и D равно l. Ветви ремня, надетого на шкив А, образуют угол tx с гори
зонтом; ветви ремня, надетого на шкив В, горизонтальны. Даны натяжения 
Т1 и Т2 ветвей первого ремня и натяжение Т3 верхней ветви второго ремня .  
Найти, при каком натяжении Т4 нижней ветви второго ремня вал ,  находясь  
под действием приложеиных к нему сил, будет оставаться в rа вновесии, а 
также определить боковые реающи подшипников, вызываемые натяжениями 
ремней. 
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На вал действуют натяжения ремней и реакции подшипников; напишем 
уравнения равновесия для этих сил. Возьмем взаимно перпендикулярные 
оси х, у, z, выбрав за  начало осей точку С и направив ось х по оси вала� 
ось у направим rоризонта.�ьно, ось z - вертикально.  Боковые реакции под-

z z 

t---- l ----1 

Черт. 1 1 5. 

шипника С по осям у и z обозначим через N1 и N2, боковые реакции под
шипника D по тем же осям - через N3 и N4 • 

Ч тобы определить натяжение Т4, составим уравнение моментов относи
тельно оси х; полу чим: 

откуда 

Чтобы найти боковые реакции N3 и N4 подшипника D, составим уравне
ния моментов относительно осей у и z; будем иметь: 

ZN4 - aT1 sin a - aT2 sin a = O, 

ZN8 - aT1 cos a - a T2 соs а - ЬТ3 - ЬТ4 = 0, 

откуда 

N4 = � (Т1 + Т2) sin а, 

а Ь 
Na = l (Т1 + Т2) cos а + l (Тз + Т4). 

Наконец, чтобы оnределить боковые реакции N1 и N2 подпшпника С, 
спроектируем силы на оси у и z: 

откуда 

N1 + N3 - T1 cos a - T2 cos a - T3 - T4 = 0, 
N2 + N4 - T1 sin а - T2 sin а = 0, 

N1 = (Т1 + Т2) cos a - (Тз + Т4) - Ns,  
Ns = (T1 + T2) sin a - N4• 

Сделаем вычисления, положив Т1 = 200 кг, Т2 = 400 кг, Т3 = 500 кг, 
r1 = 25 см, r2 = 20 см, а =  1 м, Ь = 3 м, l = 4 м ,  а =  70°, 
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ПоJJучим: 
25 т4 = 500 - 20 

(400 - 200) = 250 кг, 

N4 = � · 600 sin 70° = 1 4 1  кг, 

N8 = � · 600 cos 70° - � · 750 = 6 1 4  кг, 

N1 = 600 cos 70° + 750 - 6 1 4  = 34 1 кг, 
N2 = 600 sin 70° - 1 4 1  = 423 кг. 

§ 64. Определение главного вектора и главного момента 
опытным nутем 

1 1 7 

В качестве примера на применение уравнений равновесия рас
смотрим еще следующий прием экспериментального определения 
главного вектора и главного момента сил, приложеиных к твер
дому телу. 

)Сlанное тело (например, модель со
оружения) поставлено на круглой плат
форме, опирающейся на шесть стерж
ней (черт. 1 1 6) ;  три стержня верти
кальны и три стержня горизонтальны; 
р асположение стержней указано на 
ьерт. 1 1 6 (в разрезе и в плане; стержни 
отмечены номерами от 1 до 6). На 
данное тело действуют какие-либо 
силы Fi (например, давление ветра). 
Требуется измерить главный вектор R 
и главный момент М этих сил, 
в зяв з а  центр приведения , например, 
точку о. 

Проведем через точку О взаимно 
перпендикулярные координатные оси 
х, у, z (направления этих осей ука
заны на черт. 1 1 6) .  Обозначим проек-

z 

Черт. 1 1 6. 
ции главного вектора R и главного 
момента М на эти оси через Х, У, Z, 

Мх, Му, Mz (три последние величины 
являются в то же время главными моментами сил Fi относительно 
осей х, у, z). Мы найдем эти шесть величин, написав шесть урав
нений равновесия для сил, приложеиных к телу и к платформе, на 
которой оно стоит. 

К телу и платформе приложены силы ri , в ес Р тела и платформы, 
приложенвый в их общем центре тяжести, и реакции стержней, на 
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которые опирается платформа. Будем считать все стержни сжатыми 
и обозначим их реакции (или сжимающие усилия в них) через S1 , 
S2, • • •  , S6; если какой-либо стержень растянут, то будем рассматри
вать растягивающее усилие в нем как отрицательное сжимающее 
усилие. Так как все перечисленные силы взаимно уравновешиваются ,  
то они должны удовлетворять полученным нами шести уравнениям 
равновесия . Проектируя все силы на  оси х, у, z и составляя мо
менты относительно тех же осей, б у д ем иметь уравнения равновесия : 

X - S5 + S6 = 0,  
Y + S4 = 0,  

Z - P + S1 + S2 + S3 = 0, 
d Мх - P -2 + S2a + S3a = О,  

М у - S2b + S3d = О, 
Mz - S6d = O, 

rде буквы а, Ь и d имеют значения ,  указанные на черт. 1 1 6. 
Отсюда находим: 

X = S5 - S6, 
Y= - S4, 
Z = P - S1 - S2 - S3, 

d Mx = P 2 - (S2 + S3) а, 

My = (S2 - S3) b, 
Mz = S6d. 

Таким образом, зная величины Р, а, Ь, d и определив 
ИЗ ОПЫТа УСИЛИЯ S1 , S2 , . . .  , S6 , МЫ МОЖеМ ВЫЧИСЛИТЬ 
проекции главного вектора и глаiшого момента интере
сующих нас сил Fi. По этим проекциям можем затем 
вычислить, конечно,  и величины и направления главного 
вектора R и главного момента М; если силы Fi приво-

i. 
дятся к одной равнодействующей , то мы можем найти 
величину ,  направление и линию действия их равнодей
ствующей и т. д. 

'Черт. 1 1 7. усилия S1 ,  S2 ,  . . . , S6 могут быть легко определены, 
если сконструировать стержни J, 2 ,  . . . , б в виде ди

.намометров : каждый стержень должен быть составлен из двух слегка 
изогнутых упругих брусьев (черт. 1 1 7). Усилия , приложеиные к кон
цам стержня , вызывают прогиб брусьев ,  который может быть легко 
·измерен . 

Такой прием был применен Мюллер-Бреслау для изучения 
.давления земли на подпорные стенки. 
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§ 65. Сложение параллельных сил в пространстве. 
Уравнения равновесия параллельных сил 

Применим результаты, полученные при сложении сил, располо
женных как угодно в пространстве, к случаю параллельных сил. 

Даны параллельные силы F1 , F2, • • •  , Fn, приложеиные в точках 
А 1,  А2, • • •  , A n (черт. 1 1 8) .  Требуется сложить эти силы. 

Выбираем произвольвый центр приведения О и (согласно изло
женному в § 54) приводим данные силы к силе, приложенной в точке 
О и равной главному вектору R данных сил, и к паре, момент ко
торой равен главному моменту М данных сил относительно точки О. 

Н ачнем с вычисления главного вектора R и главного момента 
М. Для этого вычисления воспользуемся формулами, выведенными 
в 1:з 6 1 .  

Проведем через центр приведения О три взаимно перпендику
лярные оси х, у, z, причем ось  z, направим параллельна данным 
силам (тогда оси х и у будут 
перпендикулярны к этим силам). 

Вычисляем проекции Х, У, Z 
главного вектора R на  оси х, у, z. 
Имеем формуJiы: 
X = ,l; X;. Y = L Y;, Z = ,l; Zi, 

г де ,l; есть знак суммирования ,  
а Xi , Yi , Z; - проекции силы F; 
на оси х, у, z (причем i = 1 ,  
2, . . .  , п) . Но так как данные х 
силы параллельны оси z, то 

Xi = O, Yt = O, Z; = + Fi, Ч ерт. 1 1 8. 

причем Z; = + F;, если сила F; направлена в сторону положитеJIЬ· ·  
ной оси z (как, например, сила F1 на черт. 1 1 8), и Z; = - F;, если 
сила F; направлена в сторону отрицательной оси z (как, например ,), 
сила F2). Следов ательно: 

Х = О, У= О, 

Так как Х = О  и У = О, то главный вектор R направлен по 
ос и z; его величина равна численному значению его проекции Z: 

R = 1 Z 1 = 1 1: ( + Fд 1; 

с ели Z = � ( + F;) > О, то главный вектор R направлен в сторону· 
положительной оси z, если же Z = � ( + F;) < О, то главный век
тор направлен в сторону отрицательной еси z. (На черт. 1 1 8 пред- 

положено Z = ,l; ( + Fi) > 0.) 
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Перейдем к вычислению главного момента .(И. Вычисляем сначала 
проекции М на оси х, у, z или, что все равно, главные моменты 
Мх, Му, Mz относительно этих осей. 

Имеем формулы: 

где Mix• Miy • M;z суть моменты силы F1 относительно осей х, у, z. 
Так как все данные силы параллельны оси z, то 

M;z = O , 

и, следовательно, 

Отсюда следует, что главный момент М перпендикулярен к оси 
z, т .  е .  лежит в плоскости ху. Чтобы его построить, остается по
строить прямоугольник на главных - моментах Мх и Му (отложен
ных от точки О по осям х и у) и провести в нем диагональ через 
вершину Q. Величина главного момента М равна 

М = уМ�+ М� .  
Итак, главный вектор R направлен по оси z, а главный момент 

М лежит в плоскости ху. Следовательно, 

Рассмотрим теперь, какие результаты получаются от сложения 
данных параллельных сил. Относительно величин главного вектора 
R и главного момента М сделаем три предположения: 

1 )  Главный вектор R и главный момент М равны нулю. 
В этом случае данные силы находятся в равновесии. 
2) Главный вектор R равен нулю, но главный момент М не ра

вен нулю. 
В этом случае данные силы приводятся к паре, момент которой 

равен главному моменту М. 
3) Главный вектор R не равен нулю. 
Относительно главного момента М можно сдеJiать два предпо

ложения: или М = О, или М #- О. Но если М #- О, то, как показы
вает предыдущее исследование, М перпендикулярен к R. Значит, 
главный момент М или равен нулю или перпендикулярен к главному 
вектору R. Вспоминая изложенное в § 57, мы заключаем, что в рас
сматриваемом случае данные силы приводятся к одной равнодей
ствующей, равной главному вектору R. 

Как видно, параллельные силы ни  в коем CJiyчae не приводятся 
к динаме. 
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Мы видели, что данные нам параллельные силы находятся в рав
новесии в том случае, когда их главный вектор R и главный мо
мент М равны нулю. Мы имели формулу 

М =  у'М�+ М� .  
Следовательно, для того чтобы было М = О, необходимо и доста
точно, чтобы было 

Мх = О , Му = О. 
Вспоминая ванисимости 

R = I � (+ Fд l . 
мы ваключаем, что параллельные силы F1 , F2 , • • •  , Fn находятся 
в равновесии, если они удовлетворяют трем уравнениям: 

� (+ Рд = О, � М;у = О. 

Таковы уравнения равновесия параллельных сил, не лежащих 
в одной плоскости. Напомним, что в сумму � ( + F;) величины сил, 
направленных в одну сторону, входят со внаком +• а величины 
сил, направленных в противоположную сторону, со внаком -. 

Так как в рассматриваемом случае имеем три уравнения равно
весия, то аадача, в которой имеются параллельные силы, не лежа
щие в одной плоскости и находящиеся в равновесии, будет стати
чески определенной, если число неиввестных в ней равно трем. 

§ 66. Сложение параллельных сил по способу 
последовательного сложения 

В вышеналоженном мы покавали сложение ааданных нам парал
лельных сил при помощи приведения всех сил к одной точке. За
метим теперь ,  что сложение этих сил может быть пронаведено 
также и по способу последовательного сложения. 

Даны параллельные силы F1 ,  F2, F3, F,., F6 , F6 , приложеиные 
в точках А 1 , А2, А3, А4, А6 , А 6 (черт. 1 1 9); ив них силы F1 , F2, F3 
направлены в одну сторону, силы F4, F5, F6 - в противополож
ную сторону. Требуется сложить эти силы (ограничиваемся случаем 
шести сил; рассуждение остается справедливым для какого угодно 
числа сил). 

Складываем силы F1 и F2 по правилу сложения двух параллель
ных сил, направленных в одну и ту же сторону; получаем их рав
нодействующую R1 (R1 = F1 + F2), приложеиную в точке С1; точка 
С1 лежит на отревке А1А2 и делит этот отревок на  части, обратно 
пропорциональные силам F1 и F2, так что 

А1С1 F2 
С1Аа = -р;_ ' 
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Затем складываем силу R1 с силой F3; получаем равнодействую
щую R2 (R2 = R1 + F3 = F1 + F2 + F3) ,  приложеиную в точке С2 
на отрезке С1 А3, причем 

Точно так же складываем силы F�, и F6; получаем равнодейст
вующую R3 (R3 = F4 + F5) ,  приложеиную в точке С3 на отрезке 
А4А6, причем 

Наконец, складывая силы R3 и F6, получаем их равнодейст-
вующую Ri (R4 = R3 + F6 = F4 + F6 + F6), приложеиную в точ-
ке с. на  отрезке С3А6,  причем 

с 
' 
' 
' 

11 � 
R, 

Черт. 1 1 9. 

Итак, данная система сил 
11" приведена к двум параллель

� ным силам R2 и R,., направ
\ fi ленным в противоположные 
' 1 стороны. 

Может представиться один 
116' из следующих трех случаев .  

1 )  Силы R2 и R�, не рав
ны по величине. Положим для 
определенности R2> R4• Скла
дывая силы R2 и R�, по пра
вилу сложения двух парал
лельных сил, направленных в 
противоположные стороны, 
получаем их равнодействую
щую R (R = R2 - R�,). Рав
нодействующая R направлена 

в сторону большей силы (т .  е . R2) и приложена к точке С, лежа
щей н а  продолжении отрезка с2с, со стороны большей силы, 
.причем 

Итак, в рассматриваемом случае данная система сил приводится 
·к одной равнодействующей R. 

2) Силы R2 и R4 равны по велrечине, но rtx Лltнlllt действия не 
t:овпадают. Силы R2 и R,. составляют пару сил. Следовательно, 
_в этом случае данная система параллельных сил приводится к паре. 
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3) Сzслы R2 и R�, равны по величине и zzx лuнuu действuя со
впадают. В этом случае силы R2 и R,. взаимно уравновешиваются. 
и, следовательно, данные силы F1 , F2, • • •  , F6 находятся в равновесии . 

Мы приходим, таким образом, иным путем к тем же самым ре
зультатам,  которые уже были установлены в § 65 . 

§ 67. Центр параллельных сил 

Остановимся еще на том случае, когда параллельные силы при
водятся к одной равнодействующей. Рассуждения,  изложенные в пре
дыдущем параграфе, привели нас к построению точки приложения 
равнодействующей; на черт. 1 1 9 эта точка обозначена буквой С. 

Отметим важное свойство точки С. Оно состоит в том, что если 
вращать данные силы вокруг их точек приложения ,  не нарушая их 
параллельности, то равнодействующая, оставаясь параллельной дан
ным силам, будет вращаться вокруг точки С. 

Повернем данные силы F1 , F2, • • •  , F6 вокруг их точек прило
жения А1 , А2, • • , , А6, не нарушая их параллельности (черт. 1 1 9). 
Покажем,  что при этом равнодействующая R, оставаясь параллель
ной данным силам, повернется ВОI{руг точки С. 

В самом де.'lе ,  найдем равнодействующую сил F1 и F2 в их но
в ом положении. Так как в новом положении силы F1 и F2 остаются 
параллельными и направленными в одну сторону, то их равнодей
ствующая по-прежнему имеет величину F1 +- F2 = R1 и приложена 
в точке, делящей отрезок А1А2 на части, обратно пропорциональ
ные величинам сил F1 и F2, т .  е. в точке С1 •  Следовательно, мы 
получим равнодействующую сил F1 и F2 в их новом положении, по
вернув прежнюю равнодействующую R1 вокруг точки С1• Точно так 
же  равнодействующую сил R1 и F3 в их новом положении мы полу
чим, повернув прежнюю равнодействующую R2 вокруг точки С2• 
Применяя то же рассуждение к силам F,. и F6, а затем к силам 
R3 и F6, убедимся, что их' равнодействующие в новом положении 
соответственно равны силам R3 и R,., повернутым вокруг точек С'l" 
и С4• Складывая теперь силы R2 и R,. (приложенные в точках С2 и 
С,.) ,  мы увидим, что их равнодействующая по-прежнему равна пС> 
величине R2 - R4 = R и приложен а в той же  точке С, что и раньше. 
Таким образом мы получаем равнодействующую сил F1 , F2, • • •  , Fr. 
в их новом положении поворотом прежней равнодействующей R во
круг точки С. 

Точка С называется центром параллельных сил F1 , F2, • • •  , F6• 

§ 68. Координаты центра параллельных сил 
Когда параллельные силы приводятся к одной равнодействующей� 

то за точку приложения этой равнодействующей удобнее всего взять. 
ценr р  данных параллельных сил. Выведем теперь формулы для вы
числения координат центра пар ал;IеJiь ных сил. 
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Даны параллельные силы F1 , F2, • • •  , Fn, приложеиные в точках 
А1, А2 , • • •  , An (черт. 1 20). Составим алгебраическую сумму сил 

F1 - F2 -+  . . .  + Fп = 1: (-+ Ft) 

(в эту сумму входят со знаком + величины тех сил, которые 
направлены в сторону силы F1) .  

Предполагаем, что 1: (--+- F1) -:j=. О. Положим для определенности 
1: (--+- F;) > О. Тогда данные силы приводятся к равнодействующей ,  
равной по величине 

и направленной в сторону силы F1 . За точку приложения равнодей
ствующей R возьмем центр данных параллельных сил С. 

Возьмем координатные оси х, у,  z и обозначим координаты то
чек приложени11 данных сил: А1 (х1 , у1 ,  z1) , А2 (х2, у2 , z2), • • •  

z 
. . . ' An (Хп, Уп• Zn); координаты 

дz центра параллельных сил обозна-·д чим с (хс , Ус• zc) . 
: Повернем все силы F1 , 

Fi 't +у. � F9, • • •  , Fn вокруг точек прило-УГ. Vе +1Ся жения А1 ,  А9, • • •  , An (не нару-

! 1 шая их параллельности) так, чтобы А, б все силы ыли параллельны оси z 
O·J--11.'-, _____ 1 ____ 11 (и притом так, чтобы сила F1 была  

: zc направлена в сторону положитель-ду 1 ной оси z). Тогда равнодействую-

/-- ----- - �-- -----J щая R повернется вокруг точ-
h ки С и тоже будет параллельна 

Черт . 1 20. оси z (и притом будет н аправлена 
в сторону положительной оси z). 

Составим теперь моменты сил F1 , F2 , • • • , Fn и равнодействую
щей R относительно оси х и напишем, что момент равнодействую
щей равен сумме моментов составляющих; получим (черт. 1 20): 

откуда,  полагая R = 1: (-+ F;) , находим: 

у _ Е (± F;y j} 
с - Е (± F;) ( 1 )  

Важно заметить , что силы, входящие со знаком + в сумму 
1: (--+- F;), входят с тем же знаком в сумму 1: (--+- F;y;); силы, вхо
дящие в сумму 1: (--+- F;) со знаком --:-• входят и в сумму 1: (--+- F ;У;) 
со знаком -. 

Повернув все силы F1 , F2 , • • •  , Fn вокруг их точек приложения 
так, чтобы все силы были параллельны оси у, и взяв моменты сна-
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чала относительно оси z, а потом относительно оси х, получим две 
другие формулы: . Е (± F;xi) Хс = � (± F;) ' 

И в этих формулах каждая сила входит в суммы 

� (-+- F;x;) и � (-+- F;zi) 

с тем же самым знаком, с каким она входит в сумму � (-+- F;). 

(2) 

Формулами ( 1 ) и (2) определяются координаты центра параллель
ных сил. Предоставляем читателю убедиться, что эти формулы, вы
веденные в предположении у 
� (-+-F;) > о, остаются спра-
ведливыми в случае 2 Jм Jм Zм 

� (-+- F;) < О. 11 м, Mz с 113 .:с 
П р и м е р  22. На балку АВ 

в точках М1, М2 ,  М8 действуют F, 
вертикальные силы F1 = 1  т, F; F2 = 2 т, F3 = 3 т; АМ1 = 2 .м, г:; 
М1М2 = 3 .м, M2Ms = 3 �r, 
М8В = 2 �f (черт . 1 2 1 ); требует-
ся сложить эти силы. R Находим величину равно-
действующей R.: 

Черт. 1 2 1 .  R. = 1 + 2 + 3 = 6 т .  

За точку приложения равнодействующей возьмем центр данных сил.  Так 
как точки приложения сил F1, F2, F8 лежат на nрямой АВ, то и центр этих 
сил лежит на той же прямой. Наnравим ось х по прямой АВ, взяв начало 
координат в точке А ,  и вычислим координату Хс центра С данных сил. 

Имеем: 
1 · 2 + 2 · 5 + 3 · 8  

Хс = 6 
6 .м. 

Этой координатой определяется точка С приложения равнодействующей. 

Г Л А В А  X I  
ЦЕНТР ТЯЖЕСТИ 

§ 69. Центр тяжести твердого тела. Центр тяжести объема 

Когда твердое тело находится  вблизи земной поверхности, то 
к каждой частице Mi этого твердого тела приложена вертикально 
н аправленная сила тяжести Pi •  т. е. сила притяжения земным шаром 
(черт. 1 22). Силы тяжести Pi• приложеиные к отдельным частицам 
твердого тела ,  можно считать параллельными. Равнодействующая 
параллельных сил р1, 
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называется весом твердого тела, а центр С 9тих параллельных сил 
называется центром mяжecmll твердого тела. 

Важно заметить, что центр тяжести твердого тела занимает 
в 9том теле иполне определенное положение, независимо от поло
жения самого тела в пространстве. В самом деле, будем менять по
ложение тела. Как бы мы его ни поворачивали, силы тяжести р1 
отдельных его частиц останутся приложеиными в тех же точках 
тела М1• Эти силы р1,  сохраняя неизменное вертикальное напра
вление в пространстве ,  будут изменять свое направление по отно
шению к телу; относительно тела они будут поворачиваться вокруг 
своих точек приложения М1, сохраня я  свою паралледьность . Но мы 
знаем, что при таком повороте параллельных сил их центр не  ме
няет своего положения . Отсюда и следует, что, как бы мы ни по
ворачивали тело, его центр тяжести не будет изменять своего 
положения в теле. 

Для опредедения подожения центра тяжести твердого теда можно 
воспользоваться формудами для координат центра параллельных си.'!, 
выведенными в § 68 .  

Обозначая координаты центра тяжести С (относительно каких
либо координатных осей х, у, z) через хс, Ус• zc, а координаты 

z любой частицы М1 твердого тела через 
х1 , у1, z1 , имеем: 

'\"' р ·Х · '\"' р ·Х · х = -'-'-'-' = -'-'-·-· с 1:: Pi Р ' 

у = 1:: PtYi = 
Е Р;У; с 

I; p; р ' 
_ 1:: p;z; Е p;z; Zc - Е р; = -Р-- , 

Черт. 1 22.  г де суммирования распространены на  все 
частицы твердого тела. 

Применим теперь 9ТИ формулы к частному случаю однородного 
тела . Обозначим бесконечно малый объем частицы М1 через A.v1• 
Если вещество тела однородно , то отношение р1 : A.v1 имеет одно 
и то же значение для  в сех частиц тела; положим: 

откуда 

J!L. - w 
IJ.Vj - ' 

Вес однородного тела выражается  формулой 

Р = l: P; = l: wA.v1 = w l: A.v1 = w V, 

где V есть объем тела . Полагая здесь V = 1 ,  получаем Р =  w; сле
довательно, w - вес единицы объема данного однородного вещества. 
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Для координат центра тяжести однородного тела получаем фор
мулы: 

r,p1x1 'f,ooxllц Хс = -р-- = oo V  
11 точно т ак же 

�z-.lv · 
Z - ..... ' ' 

с - V 

Как видно , эти координаты не зависят от постоянной ю, x a p a i<-' 
-теризующей вещество данного однородного тела . 

На этом основании центр тяжести однородного тела получает  
название центра тяжести объема V. 

Итак, центром тяжести обзема называется центр тяжести од
нородного тела, заполняющего данный объем. 

§ 70. Центр тяжести площади. Статический момент 
плоской фигуры. Центр тяжести линии 

С понятием центра тяжести твердого тела связаны т акже поня
-тия центра т яжести площади и центра тяжести линии. 

Представим себе плоскую фигуру, ограниченную каким-либо 
-замкнутым контуром (черт. 1 23); площадь этой плоской фигуры 
<>бозначим через S. В плоскости данной 
плоской фигуры возьмем взаимно пер
nендикулярные оси х и у (ось z, пер
пендикулярная к осям х и у, не изобра
жена на  чертеже). 

Представим себе теперь весьма тонкую 
nлоскую пластинку, имеющую очертание 
давной плоской фигуры; весьма малую 
толщину этой пластинки будем предпо
ла гать постоянной, а вещество пластин
ки - однородным. 

Черт. 1 23. 

Около точки М1 выделим элемент пластинки, площадь которого 
назовем /:1s1, а вес р1• Отношение р1 : A.s1 имеет одно и то же зна
-чение для в сех элементов пластинки; положим: 

<>тку да 

J!.l_ _ �  л _ ..., , 1.1 S j 

p1 = aAs; . 
Вес такой однородной пластинки равен 

P = � p1 = � aAs1 = a � /:1s1 = aS, 
:rде S есть площадь плоской фигуры, ограниченной данным конту
ром. Полагая здесь S = 1 ,  получаем Р = а; следовательно, а есть 
.вес единицы площади данпоП однородной ш1астинки. 
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Для координат центра тяжести С пластинки получаем формулы: 

� р ·х · Е ax i�S1• х - __ ,_, - -=----,:;--"-с - Р 
- crS 

cr E x i�s; _ � x;As; 
crS - S 

и точно так же: 
у - E y;AS; 

с - S 

здесь Х;, У; суть координаты точки М;, и суммирования распро
странены на  все элементы пластинки; что касается координаты zc, 
то, очевидно ,  

Zc = O. 

Как видно, координаты центра тяжести С не  зависят от  постоян
ной а, характеризующей вещество пластинки. На этом основании 
центр тяжести однородной пластинки получает название центра 
тяжести площади S. 

Итак, центром тяжести площади плоской фигуры называется 
центр тяжести однородной пластинки постоянной толщины, имею
щей очертания данной плоской фигуры. 

Заметим , что сумма произведений площади каждого элемента 
плоской фигуры на его расстояние до векоторой оси (лежащей в пло
скости фигуры) 1 ) называется cтaтzzчecкu.tt .мо.менто.м плоской фи
гуры относительно этой оси. Согласно этому, суммы 1: х;д.s; и 
1: У;д.s; суть статические моменты нашей плоской фигуры относи
тельно осей у и х. Обозначая эти статические моменты через Му 
и Мх, т. е . полагая : 

1: Х;д.s; = М  у, �Y;IJ.S; = Мх, 

имеем д:1я  координат центра тяжести площади плоской фигуры 
формулы: 

Ь Мх хс = s ' Yc = s ·  

По этим формулам вычисляются координаты центра тяжести, если 
известны статические моменты Мх и Му. Наоборот, если известно 
положение центра тяжести, то статические моменты Мх и Му мо
гут быть найдены по формулам: 

Перейдем к понятию центра тяжести линии. 
Представим себе дугу кривой линии длины L (черт. 1 24). Пред

ставим себе, далее, весьма тонкую проволоку круглого сечения, ось 
которой расположена по данной дуге  кривой линии 2) ; весьма малую 

1) Причем эти расстояния считаются положительными в одну сторону 
от оси и отрицательными в другую. 

2) Осью проволоки называется геометрическое место центров попереч
ных сечений проволоки. 
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толщину проволоки считаем постоянной, а вещество проволоки 
однородным. 

Около точки М1 выделим элемент проволоки длины Al1; вес 
этого элемента обозначим через р1• Так как проволока однородна, 
то отношение р1 : Al1 имеет одно и то же значение для всех эле
ментов: 1 

J!.l_ _ p Al; - • 

откуда 

Вес проволоки равен: 

P = � p; = � pAl1 = p  � Al1 = pL, 0;-----� ... у 

где L есть длина проволоки. Полагая эдесь :с 
L = 1 ,  получаем Р = р ; следовательно, р Черт. 1 24. 
есть вес единицы длины проволоки. 

Координаты центра тяжести С проволоки определяются форму
лами: 

эдесь х1, у1, z1 суть координаты точки М1, и суммирования распро
странены на все элементы проволоки. 

Координаты центра тяжести С не зависят от постоянной р , ха
рактеризующей вещество проволоки. На этом основании центр 
тяжести однородной проволоки можно назвать центром тяжести 
линии L. 

Итак, центром тяжести линии называется центр тяжести одно
родной весьма тонкой проволоки постоянной толщины, ось которой 
совпадает с данной линией. 

§ 7 1 .  Некоторые элементарные приемы определения 
центров тяжести и статических моментов 

Суммы � р1х;. � X;Av1, � x1As1 , 1: X;Al; и т. д. ,  входящие в числи
тели форму л для координат центров тяжести твердого те;щ объема, 
площади и линии, состоят иэ бесчисленного множества бесконечно 
малых слагаемых. Правила для вычисления таких сумм излагаются 
в курсе интегрального исчисления. Здесь мы приведем некоторые 
простые соображения , которые позволяют иногда вычислять коор
динаты центров тяжести (а также статические моменты плоских 
фигур) элементарным путем. 

о В. Л. Николаи, 'lo 1 
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Покажем, что если данный объем имеет плоскость симметрии, то 
цеJ-iтр тяжести этого объема леЖит в плоскости симметрии. Положим, 
что плоскость Р есть плоскость симметрии данного объема V 
{черт. 1 25). Воэьмем оси х, у, z так, чтобы оси х и у  лежали в пло-

у 

Черт. 1 25. 

скости Р, а ось z была перпендику л яр на к плоскости Р. Вычислим 
координату zc центра тяжести С объема V. Имеем: 

_ J:ztAVt 
Zc - --v- , 

где zi есть координата точки М;, лежащей внутри объема V, а 11v; 
есть элементарный объем, выделенный около точки Mi. Так как 
плоскость Р есть плоскость симметрий объема V, то, опустив пер
пендикуляр мiкi И3 точки М; на плоскость р и отложив на про
должении этого перпендикуляра K;Mi = М;К;, получим точку м;, 
которая также лежит внутри объема V. Если координаты точки М; 
суть Х;, Yt· Z; , то координаты точки м; будут Х; , Yt· - Z; . Выделив 
около точки м; элементарный объем, равный элементарному объему 
f).vi, выделенному около точки М;, эамечаем, что в сумме 1:; Z;f1V; 

у 

члены, соответствующие точкам М; и м;, чи
сленно равны и имеют противоположные энаки. 
Таким же точно обраэом все члены суммы 
1:; Z;f1vt могут быть раэбиты на пары членов , 
численно равных и имеющих противоположные 
энаки. Отсюда следует, что 

1:; Z;f1Vt z:и: 0, 

а эначит, и zc = О . Следовательно, центр тя
жести С лежит в плоскости симметрии Р. 

Покажем теперь, что если данный объем 
имеет ось симметрии, то центр тяжести объема 
лежит на оси симметрии. 

Положим, ось АВ есть ось симметрии данного 
объема V (черт. 1 26) .  Воэьмем оси х, у, z так, 

чтобы ось· z совпадала с осью симметрии АВ, и вычислим координаты 
хс и Ус центра тяжести С объема V. 

< 
Черт. 126. 
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Имеем: 

НЕКОТОРЫЕ ПРИЕМЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ЦЕНТРОВ ТЯЖЕСТИ 

_ l: Yii1't1i Yc - --v- · 

1 3 1 

где х1 и у1 суть координаты точки М1, лежащей внутри объема V, 
а !J.v1 есть элементарный объем, выделенный около точки М1• 

Так как ось z есть ось симметрии объема V, то опустив пер
пендикуляр М1К1 из точки М1 на ось z и отложив на продолжении 
этого перпендикуляра кiм; = мiкi. получим точку м;, которая 
также лежит внутри объема V. Если координаты точки М1 суть х1, 
у1 ,  z1, то координаты точки Mi будут - х1, - у1, z1 • Выделив около 
точки Mi элементарный объем, равный элементарному объему IJ.v1, 
выделенному около точки М1, замечаем, что в суммах � x111v1 и �y1Av1 
ч лены, соответствующие точкам М1 и Mi, численно равны и имеют 
противоположные знаки. Таким же образом ·все члены сумм � x11J.v1 
и �y11J.v1 могут быть разбиты попарно на члены, численно равные и 
имеющие противоположные знаки. Отсю-
да следует, что У 

� x11J.v1 = 0, 
�yi!J.vi = 0, 

.:r:, 

а значит, и Хс = О, Ус = О. Следователь
но, центр тяжести С лежит на оси сим
метрии z. 

Рассуждая совершенно так же, можно О .т 

убедиться ,  что если плоская фигура или Черт . 1 27. 
линия имеют ось симметрии, то центр 
тяжести площади плоской фигуры или центр тяжести линии лежит 
на оси симметрии. 

Иногда удается определить положение центра тяжести пло
щади плоской фигуры, а также ее статические моменты, разбивая 
данную фигуру на такие части, центры тяжести которых известны. 

Положим, требуется определить центр тяжести С площади пло
ской фигуры S, причем эта фигура может быть разбита на такие 
три части S1 ,  S2, S3, центры тяжести которых С1 ,  С2 , С3 известны 
(черт. 1 27). 

Возьмем координатные оси х и у. Обозначая статические мо
менты плоской фигуры S относительно этих осей через Мх и Му, 
имеем: 

где Хс и Ус - координаты искомого центра тяжести С. 
5• 
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Обозначим статические моменты площадей S1 , S2, S3 относительно 
осе.. .. и у через М' М" М"' М'  М" М"' 1'1 ""' JCO JCt JC t У• У> У • 

Тогда 
Мх = м� + м; + м�·. 
Му = М� + м; + м;·. 

С другой стороны, обозначая координаты точек С1 , С2, С3 через 
(.xi , У�). (Xg, yg), (.хз. Уз). имеем: 

м� = SIYI • м; = S\lv\1. м�· = SзУз. 
м; = S1.x1 ,  м; = S2.x2, м;· = S3.x3• 

Следовательно: 

М� =  SIY1 + Sgy2 + SзУз• 
My = S1x1 + S2х2 + Sз.Хз. 

Таким образом определяются статические моменты данной фи
гуры. Координаты же Хс и Ус находим по формулам: 

StXt + S:Xa + Saxa Хс = 
S ' 

StYt + SaYs + SaYa Ус = S 
• 

Поясним сказанное примерами. 

П р и м е р 23. ·  Определить статический момент Z-образноrо сечения от
носительно оси afJ (черт. 1 28); размеры указаны на чертеже. 

1-sс.и 
Черт. 1 28. Черт. 1 29. 

Разбивая данную фигуру на три прямоугольника, получаем: 

маЬ = 6,3 х 1 1 ,475 + 6,93 х б +  6,3 х 0,525 = 1 1 7, 1 8  с.м•. 

П р  и м е р  24. Определить центр тяжести уголка (черт. 1�9); размеры 
указаны на чертеже. 
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Возьмем оси х и у, как показано на чертеже. Разбивая уголок на два 
прямоугольника (см. черт. 1 29), имеем: 

1 0 Х О,5 + 4 Х 3  1 7  
Хс 

1 0  + 4 1 4  
= 1 ,21  см, 

- 1 0  х 5 + 4 х 0,5 - 52 - 3 7 1  Ус - 1 0  + 4 
-

1 4 - ' см. 

Таким же приемом можно пользоваться и при определении 
центров тяжести объемов и линий. 

§ 72. Первая теорема Гюльдена 

В некоторых случаях оказывается возможным весьма просто 
определять центры тяжести площадей и линий на основании двух 
теорем,  обычно называемых теоремами Гюльдена 1 ). В настоящем 
параграфе докажем первую из этих теорем. 

Представим себе плоскую фигуру, ограниченную замкнутым кон
туром АВ (черт. 1 30); площадь этой фигуры обозначим через S. 
Возьмем в плоскости фигуры какую-либо 
ось z, не иерееекающую контура АВ, и 
будем вращать контур АВ вокруг этой 
оси. При вращении вокруг оси z кривая 
АВ опишет некоторую замкнутую поверх
ность, которая называется поверхностью 
вращения .  Тело, ограниченное этой замкну
той поверхностью, называется телом вра
щения. Вычислим объем V этого тела. 

Для этой цели разобьем всю площадь 
S на бесчисленное множество бесконечно 

z 

Черт. 1 30. 

малых (или элементарных) площадок A.si .  При вращении нашей 
фигуры вокруг оси z каждая элементарная  площадка !!.si опишет 
элементарное круговое кольцо, радиус которого равен расстоянию 
площадки от оси z; назовем это расстояние через xi. Искомый 
объем V равен сумме объемов всех элементарных колец, описан
ных всеми элементарными площадками A.si . Объем элементарного 
кольца, описанного площадкой !!.si , равен 21txiA.si. Отсюда мы заклю-
чаем, что 

г де суммирование распространено на все площадки, на которые 

1) Сочинение Гюльдена cDe  centro gravitat is:.  (О центре тяжести) появи
лось в 1 635 г. Однако эти теоремы были высказаны еще в I I I  веке Паппом 
Александрийским, поэтому правильнее их называть (как это и делается иногда) 
теоремами Паппа. 
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разбита данная nлощадь S. Отметим центр тяжести С nлощади 
S и обозначим его расстояние от оси z через Хс· На основании 
изложенного в § 70 мы знаем, что 

откуда 

Е Xi/).Sj 
xc = -s-- · 

,Е X/!i.Si = XcS• 

Итак, окончательно nолучаем: 
V = 21tXcS, 

т. е. об'ОеМ тела вращения, описанного площадью S, равен про11З
ведению этой площади на длину о!Сружности, описанной центром 
тяжести площади. 

В этом и состоит nервая  теорема Гюльдена. 
Эта теорема nозволяет оnределять объем V, если известно nоло

жение центра тяжести nлощади S. И ,  наоборот, на  основании этой 

Черт. 1 3 1 .  

же теоремы удается в некоторых случаях весьма 
nросто находить центр тяжести nлощади S, если 
известен объем того тела вращения, которое оnисы
вается этой nлощадью. 

Рассмотрим следующий nример. 
Дана nлощадь S, ограниченная дугою nолу

окружности АМВ и диаметром АВ (черт. 1 3 1 ). 
Требуется оnределить центр тяжести этой nло
щади. 

Так как радиус ОМ, nерnендикулярный к диа
метру АВ, является осью симметрии данной nлощади, 
то искомый центр тяжести С лежит на этом радиусе. 
Найдем его расстояние Хс от диаметра АВ. Пред

ставим себе, что nлощадь S вращается вокруг диаметра АВ; nри 
этом вращении дуга АМВ оnисывает nоверхность шара. Обозначая 
объем этого шара через V, а радиус дуги АМВ через R, 
имеем: 

V = : 1tR3• 

С другой стороны, nлощадь S н ашей фигуры равна nоловине nло
щади круга радиуса R, т. е. 

S =  � 1tR2• 

На основании теоремы Г�льдена имеем: 
v 4 

Хс = 21tS = З1t R � 0,4244R. 

Этим вnолне оnределяется положение центра тяжести С. 
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§ 73. Вторая теорема Гюльдена 

И ног да у дается находить , и центр тяжести кривой линии спо
собом, аналогичным И3ложенному в предыдущем параграфе. 

Дана дуга АВ плоской кривой, длину которой обо3начим чере3 
L (черт. 1 32) . Во3ьмем ось z, лежащую в плоскости  этой кривой 
и не иерееекающую дугу АВ. Вращая дугу АВ 
вокруг оси z , получим некоторую поверхность .<: fl 
вращения. Определим площадь S этой поверх
ности. 

Ра3обьем кривую АВ на бесчисленное мно- Хс 
жество бесконечно малых элементов Ali . При 
вращении кривой АВ вокруг оси z все эти эле- 1---=.:C�t--� 
менты нашей кривой опишут элементарные коль
цеобра3ные поверхности, сумма площадей кото
рых и равна искомой площади S. Рассматривая 
элемент Al; - ввиду его малости - как прямоли-
нейный отре3ок, мы можем трактовать ту коль- Черт. 1 32. 
цеобра3ную поверхность ,  которая описана этим 
элементом, как поверхность усеченного конуса бесконечно малой 
высоты. Отсюда следует, что площадь этой кольцеобра3ной поверх
ности равна 27txiAli ,  где xi - расстояние елемента A.li от оси z. 
Следовательно: 

nричем суммирование распространено на все элементы Al; .  С другой 
стороны, обо3начая чере3 Хс расстояние центра тяжести С кривой 
АВ от оси z, имеем: 

откуда 

Окончательно получаем: 

т. е. площадь поверхности вращения, описанной кривой АВ, равна 
произведению длины этой кривой на длину окружности, описанной 
центром тяжестrz кривой. Это - вторая  теорема Гюльдена. 

Применение этой теоремы поясним на следующем примере. 
Требуется определить положение центра тяжести дуги полуок

ружности АМВ (черт. 1 33). · Так как радиус ОМ, перпендикулярный к диаметру АВ, есть ось 
симметрии дуги АМВ, то искомый центр тяжести С лежит на  этом 
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радиусе. Вращая дугу АМВ вокруг диаметра АВ, получаем шаро
вую поверхность. Обозначая поверхность этого шара через S, а радиус 

д дуги АМВ - через R, имеем: 

Черт. 1 33. 

S = 41tR11• 

С другой стороны, длина дуги АМВ равна 

L = 1tR. 

По доказанному имеем: 

s 2 
Хс = 2'/CL = -;; R � 0,6366R, 

г де Хс есть расстояние искомого центра тяжести от центра дуги. 

§ 74. Центры тяжести некоторых простейших 
геометрических фигур 

В этом параграфе мы остановимся на  определении центров тяжести 
некоторых простейших геометрических фигур, часто встречающихся 
в приложениях. 

На этих примерах мы будем иметь случай познакомиться еще 
с некоторыми простыми приемами, применяемыми при отыскании 

центров тяжести. 

1 .  Ц е н т р  т я ж е с т и  п л о щ а д и т р е у г о л ь н и к а 

Требуется найти центр тяжести площади треугольника АВС 
(черт. 1 34). 

Прямыми, параллельными основанию АВ, разобьем площадь тре
угольника на бесчисленное множество полосок бесконечно малой ши

с 
рины. Центры тяжести площадей всех этих 
полосок лежат на медиане СМ, проведеиной 
из вершины С к середине стороны АВ. От
сюда заключаем, что и центр тяжес rи пло
щади всего треугольника лежит на этой мe-

L----h---... ,8 диане. д Совершенно так же мы можем убедить-

Черт. 1 34. ся ,  что центр тяжести площади нашего тре-
угольника должен лежать и на двух .�:ругих 

медианах, проведеиных из вершин А и В к серединам противолежа

щих им сторон. Следовюельно, искомый центр тяжести лежит в точке 

пересече ния всех трех медиан треугольника. 
Отсюда следует, между прочим, что расстояние центра тяжести 

01 основания треу гольника равно одной трети высоты. 
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2. U е н т р т я ж е с т и п л о щ а д и т р а п е ц и и 

Дана трапеция ACDB (черт. 1 35); введем обозначения: АВ = а, 
CD = Ь; высоту трапеции назовем h. Требуется найти центр тяжести 
площади трапеции. 

Разбив площадь трапеции на полоски бесконечно малой ширины 
прямыми, параллельными основаниям трапеции, легко убеждаемся , 

С N О !. 

к� 
Черт. 1 35. 

что искомый центр тяжести лежит на прямой MN, соединяющей 
середины оснований АВ и CD. Вычислим его расстояние Ус от осно
вания АВ. Для этой цели разобьем нашу трапецию прямой ВС на 
два треугольника АВС и BCD. Обозначая их площади через S1 и 
S2, а расстояния их центров тяжести от прямой АВ через у1 и у11, 
будем иметь: 

Подставляя здесь 

получаем: 

ah 
s. = т · 

h 
У. = 3 , 

ah' 2bh1 
т + т 

bh 
Sg = 2 •  

2h 
v�� = з ·  

Ус = ah bh 
- + -

h (a + 2Ь) 
3 (а + Ь) • 

2 .2  
Итак, искомый центр тяжести есть точка, лежащая на прямой 

MN на только что вычисленном нами расстоянии Ус от прямой АВ. 
Эту точку можно построить следующим образом. 

Отложим АК= Ь, DL = a и проведем прямую KL (черт. 1 35). 
Эта прямая пересекается с прямой MN в точке Е. Покажем, что 
точка Е и есть искомая. 

В самом деле, опустив из точки Е перпендикуляр ЕР на прямую 
АВ, имеем: 

откуда 

EF ЕМ 
т = мN' 

ЕМ EF = h мN . 
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С другой стороны, из подобия треугольников КЕМ и EN L вы
водим: 

а 
ЕМ КМ 2 + Ь а + 2Ь 
EN = NL = -+ Ь = 2а + Ь ' а 2 

или, так как EN = MN - ЕМ, 

откуда 

ЕМ а + 2Ь 
MN - EM - 2a + b '  

а + 2Ь ЕМ = MN · 3 (а + Ь) • 
Подставля я  это значение отрезка ЕМ в формулу для отрезка ЕР, 

получаем : 
h (а +  2Ь) ЕР = 3 (а + Ь) =Ус· 

Итак, точка Е и является центром тяжести площади нашей тра
пеции. 

3.  U е н т р т я ж е с т и д у г и о к р у ж н о с т и 
Дана дуга окружностИ АВ радиуса R (черт. 1 36). Требуется 

найти центр тяжести этой дуги. 
Так как радиус ОМ, проходящий через середину дуги, является 

осью симметрии дуги АВ, то искомый 
л центр тяжести С лежит на  этом радиусе. 

Вычислим его расстояние ОС от центра 
дуги о. 

Разобьем дугу АВ на бесчисленное 
множество бесконечно малых элементов 
Ali ,  один из которых изображен на чер
теже. Направим ось х по среднему ради-

О :r: усу ОМ и примем центр О за начало ко
ординат. Обозначая абсциссу середины 
элемента Ali через xi и полагая ОС = Хс, 
имеем: 

� x ·l::..! · х = __ ,_, с L ' 

8 где L - длина дуги АВ,  а суммирование 
Черт. 1 36. распространено на все элементы Al; . 

Чтобы вычислить сумму, стоящую 
в числителе этой формулы, поступим следующим образом. Обо
значим середину элемента A.li через Di, а основание перпендикуляра, 
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опущенного из этой точки на  ось х, - через Е;; в таком случае 
ОЕ; = Х;. Далее, проведя через конечные точки элемента Al; две 
прямые, соответственно параллельную хорде АВ и перпендикуляр
ную к ней, получим при элементе Al; бесконечно малый треугольник 
(сторону А!; в этом треугольнике - ввиду ее малости - можно счи
тать прямолинейной), который подобен треугольнику OD;E; (по пер
пендикулярности сторон). Обозначая ту сторону бесконечно малого 
треугольника, которая параллельна хорде АВ, через Ау;, выводим 
из подобия этих треугольников: 

Отсюда получаем: 

и , следовательно: 

f:.y; _ OE; _ Xi 
f:.li - OD� - R. ' 

Но сумма в сех отрезков Ayi равна хорде АВ. Обозначая длину 
этой хорды через S, получаем: 

s 
хс = R т . 

Этим определяется положение центра тяжести С. 
Полученный результат можно представить несколько иначе, вводя 

центральный угол L АОВ = 2а. Имеем: 

L = 2Ra, 

S = 2R sin а, 

Следовательно: 

- R  sin a Хс - -а - • 
Применим эту формулу к нахождению центра тяжести дуги ПOJIY-

7t окружности. В этом случае имеем а = 2 и, следовательно. 

2 
Xc = - R, 1t 

что совпадает с резу лыатом, полученным в § 73.  
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4. Ц е н т р т я ж е с т и п л о щ а д и к р у г о в о г о с е к т о р а 

Дан круговой сектор, ограниченный дугой окружности АВ и ра
диусами ОА и ОВ (черт. 1 37); радиус дуги АВ обоаначим череа R. 

д Требуется найти центр тяжести площади этого 
сектора. 

Проведя бесчисленное множество беско
нечно блиаких радиусов ,  рааобьем данный 
сектор на бесчисленное множество элементар
ных секторов , один ив которых изображен на 
чертеже. Каждый ив этих элементарных секто
ров можно рассматривать как элементарный 
треугольник (дугу, которой ограничен такой 
сектор, можно рассматривать - ввиду ее ма
лости - как прямолинейный отреаок). Отсюда 
следует, что центр тяжести площади каждого 
элементарного сектора находится на расстоя-

2 
Черт. 1 37. нии 3 R от центра О. Мы ааключаем, что иско-

мый центр тяжести площади всего данного сек-
2 

тора совпадает с центром тяжести дуги окружности радиуса 3 R. 

Итак, центр тяжести площади сектора находится на среднем ра
диусе ОМ на расстоянии 

ОС= ; R f = ; R 
si� а 

от центра О. Здесь S - длина хорды АВ, L - длина дуги АВ, 2а. 
центральный угол L АОВ. 

в '/t 
случае полукруга мы имеем а. = 2 ;  подставляя в полученную 

д формулу,
· 
находим: 

4 0C= 3'/t R, 

что совпадает с реаультатом, полученным в §  72. 

5. Ц е н т р т я ж е с т и п л о щ а д и 
к р у г о в о г о  с е г м е н т а  

Дан круговой сегмент, ограниченный дугой 
окружности АМВ и хордой АВ (черт. 1 38); 
радиус дуги АМВ обоаначим череа R. Тре-

8 буется найти центр тяжести площади сегмента. 
Черт. 1 38. Проведя радиусы ОА и ОВ, получим 

круговой сектор ОАВ. Хордой АВ этот сек
тор делитс я  на две части: на данный нам сегмент и треугольник 
ОАВ. Центры тяжести сегмента (С), треугольника {С1) и сектора (С2) 



§ 75] ПРИМЕНЕНИВ ВЕРЕВОЧНОГО МНОГОУГОЛЪНИКА 1 4 1  

лежат н а  радиусе ОМ, nерnендикулярном к хорде АВ. Обозначая 
расстояния этих центров тяжести от центра О через .х, .х1 и .х2, имеем: 

Sx + S1x1 
.X'il = 82 ' 

г де S - nлощадь сегмента, S1 - nлощадь треугольника ОАВ, S2 -
nлощадь сектора. Отсюда 

S1Xs - S1X1 SsXs - S1x1 
х = s = s. - s1 · 

Подставляя сюда 
2 S1 = R2 s in а cos а, .х1 = 3 R cos а, 

S2 = R2a, 

где 2а = L АОВ, nолучим: 

2 
R 

sin a 
.xg = 3 -/%- ,  

� R8 sin а - � R8 sin а cos1 а • 
3 3 2 sш8 а .х = R1a - R1 sin а cos а = 3 R а - sin а cos а • 

Этой формулой определяется положение центра тяжести nлощади 
сегмента. 

§ 75. Применеине веревочного многоугольника к оnределению 
центра тяжести площадей 

Uентры тяжести площадей могут быть определяемы также графи
чески посредством построения веревочного многоугольника. Пояс
ним этот прием на следующем 
примере. 

Положим, требуется опре
делить центр тяжести площади 
S изображенной на черт. 1 39 
фигуры. Площадь S может быть ll1�o-+-*-w-----...,,..-�:J 
разбита на три части (прямо
угольники) S1 ,  S2 и S3, центры 
тяжести которых известны. 
Приложим в центрах тяжести 
Ct ' с2 и Са 9ТИХ площадей вер
тикальные силы Р1 , Р2 и Р3 , 
пропорциональные площадям 
S1 , S2 и S3• Вопрос сводится 
к нахождению центра этих трех 
параллельных сил. 

Черт. 1 39. 

Р,� J' Pz J о 
J3 '1 

� знаем, что центр параллельных сил лежит на линии действия 
равнодействующих данных сил. Построим линию действия равнодей
ствующей сил Р1 , Р2 и Р3 посредством веревочного многоугольника . 
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Для этого построим многоугольник сил Р1 , Р2 и Р3 с лучами 1, 2, 
а, 4 и веревочный многоугольник 1, 2, а, 4. Вертикальная прямая /, 
проходящая через точку пересечения его крайних сторон, и есть 
линия действия равнодействующей. 

Воспользуемся теперь тем свойством центра параллельных сил, 
что он не меняет своего положения при повороте всех сил вокруг 
их точек приложения на один и тот же угол. Повернем силы Р1, 
Р2 и Р3 вокруг точек С1 , С2 и С3 н а  90°. Построим опять линию 
действия равнодействующей этих сил. Очевидно, что точка пересе
чения этой прямой с ранее оостроенной прямой 1 есть искомый 
центр параллельных сил. Легко заметить ,  что нет надобности строить 
новый многоугольник сил Р1 , Р2 и Р3 (соответствующий их повер
нутому положению). Можно сразу построить веревочный много
угольник 1', 2', а', 4', проводя его стороны не параллельно, а пер
пендикулярно к соответствующим Jiучам 1, 2, а, 4 ранее построен
ного многоугольника сил. Горизонтальная прямая ll, проходящая 
через точку пересечения крайних сторон 1' и 4' нового веревочного 
многоугольника, есть линия действия равнодействующей сил Р1 , Р2 
и Р3 в их повернутом положении. 

Искомый центр тяжести С данной площади находится в пересе
чении прямых 1 и 11. 



ОТДЕЛ ВТОРОЙ 

КИНЕМАТИКА 

Г Л А В А XII  
'УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕН ИЯ ТОЧКИ 

§ 76. Кинематика. Динамика 

В отделе 1 курса мы изучали те услов11я ,  при которых тело 
(мы имели в виду твердое тело), находясь под действием прило
жеиных к нему сил, остается в равновесии. Если силы, приложеиные 
к телу,  не удовлетворяют условиям равновесия,  то движение тела 
изменяется. Как будет двигаться данное тело под действием прило
жеиных к нему сил, какова связь между силами, приложеиными 
к телу, и вызываемыми ими движением, - вот основной вопрос, кото
рый приходится ставить в механике при изучении движения тел. 

Но можно подойти к изучению движения и с другой, более 
узкой точки зрения. Движением тела называется происходящее 
с течением времени непрерывное изменение его положения в про
странстве. Геометрическими свойствами пространства обусловли
ваются и геометрические свойства движения , в этом пространстве: 
происходящего. Оставляя временно в стороне вопрос о силах, из- . 
меняющих движение тел, можно сосредоточить свое внимание на 
изучении этих геометрических свойств движения. С этой именно 
точки зрения изучается движение тел в tcuнe.мamutce. 

Кинематику можно назвать геометрическим учением о движении. 
Как уже сказано, в кинематике вопрос о силах, обусловливающих 
движение тела ,  остается совершенно в стороне. Более широкая 
постановка задачи о движении тел, в которой на  первый план 
выдвигается связь между движением тела и приложеиными к нему 
силами, принадлежит дuнамиtсе. Понятно, что изучением движения 
с кинематической точки зрения может быть подготовлено и облег
чено более широкое, динамическое исследование вопроса. Отсюда 
следует, что изучение кинематики должно предшествовать изучению 
динамики. 

В отделе I I  этой книги будут изложены основы кинематики. 
Подобно тому как в статике мы занимались изучением только усло
вий равновесия тел абсолютно твердых, так точно и здесь мы 
ограничим свою задачу из учением кинематики твердого тела. Изло
жение кинематики изменяемых тел (например, жидкостей) относится 
к соответствующим специальным курсам. 
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Как уже сказано, кинематику можно трактовать как введение 
в динамику. Однако следует иметь в виду, что результаты, уста
навливаемые в кинематике, имеют и большое самостоятельное зна
чение. Во многих механизмах вопрос о действующих силах имеет 
сравнительно второстепенное значение; правильное же действие 
механизма обеспечивается исчерпывающим кинематическим анализом 
движений отдельных его частей. Приложеине результатов кинема
тики к изучению движения механизмов излагается в курсе кинема
тики механизмов,  в нашем изложении мы коснемся относящихся 
сюда вопросов лишь в общих чертах. 

Мы начнем изучение кинематики с рассмотрения движения про
стейшего геометрического элемента - геометрической точки. 

§ 77. Траектория. Уравнение движения 

Представим себе геометрическую точку, которая движеrся в про-
. странстве.  Движущаяся точка вычерчивает в nространстве некото
рую линию; эта линия называется траекторией точки. В частном 
случае траектория точки может быть nрямой линией; тог да движе
ние точки называется прямолин.ейн.ы.м. Если траектория точки -

д �� 
Черт .  1 40. 

кривая линия ,  то движение точки назы
вается криволин.ейн.ым. 

Положим, точка М (черт. 1 40) совер
шает некоторое движение по траектории 
АВ. Движение точки М будет нами впол
не определено, если мы б у д ем в состоянии 
указать положение точки на ее траекто
рии в каждый данный момент времени. 

Момент времени оnределяется следующим образом. Выбираем 
некоторый nроизвольный момент времени за начало отсчета времени. 
Промежуток времени (выраженный в часах, минутах, секундах и т. д.), 
протекший от выбранного начала до данного момента, обозначаем 
буквой t и называем данный момент .момен.то.м t. Момент t = О, 
от которого отсчитываем время, будем называть н.ачальны.м .мо
ментом. 

Положение точки М на ее траектории может быть определено 
следующим образом. 

Возьмем на траектории некоторую произвольную (неподвижную) 
точку О. Измерим длину дуги ОМ и условимся приписывать этой 
длине знак 1r. если точка М находится на траектории по одну сто
рону от точки О, и знак -, если точка М находится по другую 
сторону от точки О. (В которую сторону считать длину дуги ОМ 
положительной, зависит от нашего nроизвола.) Длину дуги ОМ, 
выраженную в сантиметрах, метрах, километрах и т. д. и взятую 
с надлежащим знаком, обозначим буквой s и назовем расстоянием 
1 очки М от точки О, называемой началом отсчета расстояний. 
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Заданием расстояния s вполне определяется положение точки на ее 
траектории. Если положение точки М в момент t = О принято за 
начало отсчета расстояний и точка М движется по траектории 
в одном напр авлении, то расстояние s определяет путь, пройденный 
точкой М sa промежуток времени t. При движении точки расстоя
ние s изменяется с течением времени. Следовательно, s есть пеко
торая функция от t: 

s =f (t). 

Это уравнение называется уравнением движения точки. Заданием 
траектории и ура11нения движения вполне определяется движение 
точки. Действительно, зная уравнение движения ,  мы можем для 
каждого данного момента t найти соответствующее значение s, 
а следовательно, и указать положение точки на ее траектории. 

§ 78. Уравнения движения в прямоугольных координатах 

Можно определить движение точки еще другим способом. 
Положим, что точка М (черт. 1 4 1 )  совершает некоторое движе-

ние в пространстве. Возьмем три взаимно перпендикулярные коор
динатные оси х, у, z. Положение точки М в пространстве вполне 
определяется ее тремя координатами х, у, z. 

.:r:. 

' �  z :  
0�-----+�----�у ' 

1 1 --- ---!1------..J> 

Черт. 1 4 1 . 

о�--х=---�------�.х 
Черт. 1 42. 

При движении точки М ее координаты х, у, z изменяются 
с течением времени. Следовательно, координаты х, у, z суть неко
торые функции времени t: 

X = f1 (f) , 1 
Y = fg (t) ,  
Z = /3 (t). 

( 1 )  

Заданием этих уравнений вполне определяется движение точки. 
Действительно, зная эти уравнения ,  мы можем для каждого данного 
момента t найти соответствующие координаты х, у, z, а следова
тельно, и указать положение точки � пространстве. 
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Уравнения ( 1) называются уравнеюzя.мzz движения точки в прямо
угольных координатах. 

В приложениях обыкновенно приходится иметь дело с тем слу
чаем движения точки, ко г да точка движется,  остав аясь в одной 
плоскости; в этом случае движение точки называется плостси.м. Рас
смотрим этот случай. Положим, что точка М (черт. 1 42)  движется ,  
оставаясь в одной плоскости, которую примем за плоскость чертежа. 
Возьмем на этой плоскости взаимно перпендикулярные координат
ные оси х и у. Положение точки М на  плоскости вполне опреде
ляется ее двумя координатами х и у. При движении точки М ее 
координаты х и у суть некоторые функции времени t: 

x = ft (t) , } 
Y = f2 (t) . 

(2) 

Таковы уравнения движения в прямоугольных координатах 
в· частном случае плоского движения точки. 

Положим, что нам заданы уравнения движения (2). Найдем урав
нение траектории точки М. Исключим время t из уравнений дви

жения (2). Для этого решим, например, 
О ;с М :с. первое уравнение относительно t; по

лучим: 

Черт. 1 43. t = ф (х), 

и подставим полученное для t выражение во второе уравнение: 

Y = f2 (� (х)] . (3) 

Мы получили уравнение между координатами х и у, которому 
удовлетворяют координаты точки М во всякий момент времени t. 
Другими словами, уравнению (3) удовлетворяют координаты всех 
точек траектории ,  т. е. уравнение (3) и есть уравнение траек
тории. 

Итак, чтобы найти уравнение траектории точки М, нужно исклю
чить время t из уравнений движения (2). 

Исключая время t из уравнений (2) ,  мы получим вообще урав-
нениё вида 

F (x, у) = О 

между координатами х и у. Это и есть уравнение траектории. 
Остановимся еще на  частном случае пря.1tолинейного движения. 
Возьмем прямолинейную траекторию точки М (черт. 1 43) за 

ось х. Возьмем на этой оси н ачало координат О. Положение 
точки М на ее прямолинейной траектории вполне определяется 
одной координатой ОМ = х, и движение точки М вполне опреде
ляется одним уравнением движения  

x =f (t). 
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Заметим, что в данном случае координата х является в то же 
время и пройденным расстоянием (если взять точку О за  начало 
отсчета пройденных расстояний). 

П р  и м е р  25. Представим себе линейку АВ (черт. 1 44), концы которой 
скользят по двум взаимно перпендикулярным прямым х'х и у'у. Линейка 
движется так, что угол ВА О = ер  
изменяется пропорционально вре-
м е ни:  

ep = rot, 
где ro - постоянное число. Соста
вить уравнения движения точки М, 
лежащей на линейке АВ, и опре
делить ее  траекторию. 

Обозначим ВМ = а, АМ = Ь. 
Возьмем прямые х'х и у 'у за ко- .x··--r--------,0,-r-----�o ординатные оси. Из треугольни
ков ВМС и AMD имеем: 

х = а cos ер, у = Ь sin ер 
или, подставляя ер = rot: 

х = а  cos rot, y = b sin rot. 
у' 

Черт . 1 44. 

Таковы уравнения движения точки М. Чтобы определить траекторию, 
исключаем время t из этих уравнений. Имеем:  

или 

откуда 

!f._ = COS rot, а 
у . t z; = sш ro ,  

уа - sin 2 rot 
ьа - ' 

Это есть уравнение эллипса. Следовательно, траектория точки М есть 
эллипс. 

Итак, всякая точка линейки АВ описывает эллипс. Рассматриваемый 
механизм может служить для вычерчивания эллипсов;  он называется элл ип
сографОJ,t. 

П р и м е р 26. В цилиндре Z 
паровой машины (черт . 1 45) хо
дит поршень М, который соединен 
поршневым штоко�1 ВМ с крейц
копфом В. Крейцкопф в свою 
очередь соединен шатуном АВ с 
концом А кривошипа ОА, вращаю
щегося вместе с валом О. Этот 
механизм называется кривошипно-

z 
• ;с  

Черт. 1 45. 

шатунным механизмом. Обозначим длины кривошипа ОА и шатуна АВ 
соответственно через r и 1 и предположим, что вал О вращается равномерно, 
т .  е .  что угол ер, образованный криво шипом с осью цилиндра, изменяется про
порционально времени:  

ep = rot, 
где ro - постоянное число. Требуется составить уравнение движения поршня. 
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Очевидно, что движение поршня М ничем не от.�ичается от движения 

крейцкоnфа В. Вопрос сводится к составлению уравнения движ ения крейц
копфа. Примем ось цилиндра за ось х, назначим начало отсчета х-в в точке О 
и обозначим абсциссу точки В через х. Требуется выразить х как функцию 
от времени t. Опуская из т очки А перпендикуляр АК на ось х, имеем: 

х = ОК + КВ. 

С другой стороны, обозначая угол, образованный шатуном АВ с осью х. 
через р, имеем: 

OK = r  cos 'f', КВ = l  cos �, 

и, следовательно, 

х = r cos 'f' + l cos �-

Найдем зависимость между углами � и 'f'· Из треугольника ОАВ по 
теореме синусов имеем : 

• R r . SШ t' = z SШ <p. 
r 

Обозначим для сокращения отношение l через Л. Тогда 

Подставляя найденное значение cos � в формулу для х, получаем: 

х = r cos 'f' + z y1 - Л2 sin 2  'f'· 

Остается подставить здесь 'f' = rot; сделав эту подстановку, получаем 
искомое уравнение движения : 

х = r cos rot + z y1 - Л2 sin 2  rot. ( 1 ) 

Число Л (отношение длины кривошипа  к длине шатуна) всегда бывает 
1 

правильной дробью; обычно это число содержится в пределах между 4 
1 

и б .  Имея в виду, что Л2 - сравнительно малая величина, мы можем упро-

стить полученное уравнение движения поршня. 
В самом деле, мы имели: 

Применяя к этому выражению формулу бинома Ньютона, получим: 

cos � = l - ; A2 SiП2 'f' +  + ·1 (�-}) Л4 sin ' 'f' +  . . . = 
= 1 - + Л2 sin2 'f' - � Л4 sin ' 'f' +  . . .  
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1 ( 1 1 1 ) 

Число 8 Л4 очень мало при Л = т имеем 8 Л4 = 2048 , еще меньш е  

следующие члены этого ряда, содержащие Л8, Л8 и т .  д .  Отбрасывая все эти 
члены, получим приближенно: 

1 . 1 1 - cos 2'f cos � = 1 - 2 Л2 sш2  'f = 1 - 2 Л• 2 

Отсюда 

или, так как Л/ = r, 

лв лs 
= 1 - 4 + 4 cos 2<f. 

Подставляя здесь 'f = oot, получаем приближенное 
крейцкопфа (или поршня): 

уравнение движения 

( 
Л ) Лr 

x = r cos oot + т cos 2oot + 1 - т ·  (2)· 

Это уравнение представляется более удобным для применения, чем точ
ное уравнение ( 1 ). Точность этого приближенного уравнения в большинстве 
случаев достаточна для практических целей. 

§ 79. Уравнения движения в полярных координатах 

В предыдущем параграфе мы видели, каким образом движение
точки может быть определено при помощи ее декартовых координат 
х, у, z. Как известно, декартовы координаты - далеко не единствен
ная коар.JJ.инатная система, служащая для определения положения. 
течки. Jl.ля этой же цели могут быть 
применены полярные координаты на 
плоскости, цилиндрические и сфери
ческие координаты в пространстве 
и т. д. Всякая координатная система, 
при помощи которой можно определять, 
положение точки на  плоскости или 
в пространстве ,  может быть применена 
также и для определения движения 
точки. � остановимся здесь на при
менении полярных координат к опре-
делению плоского движения точки. 

Черт. 1 46. 

Положим, что точка М (черт. 1 46) совершает плоское движение· 
в плоскости чертежа. Возьмем в этой плоскости неподвижную точку О 
(называемую полюсом) и неподвижную прямую Ох. Полярными ко
ординатами точки М называются длина r отрезка ОМ (называемо
го радиусом-вектором точки М) и угол ер, образованный радиусом
вектором с осью х; этот угол мы будем считать положительным,. 
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€сли он отложен от оси х против вращения часовой стрелки, в про
тивном случае мы будем считать его отрицательным. 

Положение точки М на плоскости вполне определяется ее по
лярными координатами r и q>. При движении точки координаты r и q> 
изменяются с течением времени, т. е. являются функциями вре
мени t: 

r = /1 (t) , q> = /2 (t). ( 1 )  

Этими уравнениями вполне определяется движение точки на  пло
скости; мы назовем их уравнениями движения точки в полярных 
координатах. 

Если заданы уравнения движения ( 1 ) , то легко найти и уравне
ние траектории в полярных координатах - нужно только исключить 
время t из уравнений ( 1 ) .  В резу ль тате исключения времени из 
этих уравнений получим уравнение вида 

F (r, q>) = O, 

хоторому должны удовлетворять полярные координаты точки во 
в сякий момент времени. Это и есть уравнение траектории в поляр
ных координатах. 

П р и м е р 27. Движение точки на плоскости задано уравнениями дви
жения в полярных координатах: 

r = at, Ч' = Ьt, 

где а и Ь - постоянные величины. Найти уравнение траектории. 
Исключим время из заданных уравнений движения. Из в1·ороrо уравне-

вия имеем: 

t - Ч' - т· 
Подставляя это знач ение t в первое уравнение, получаем: 

а r = ь Ч' 
а 

или, обозначая для краткости Ь через с, 
r = сЧ'. 

Это и есть уравнение траектории. Кривая, определяемая этим уравне
пием, называется архи.медовой спиралью. 

Г Л А В А  X I I I  
СКОРОСТЬ 

§ 80. Скорость равномерного движения 

Движение точки называется равно.м.ерны.м., если в каждые два 
равных промежутка времени точка проходит равные пути. Предста
вим себе равномерно движущуюся точку М (черт. 1 47). Положим, 
•по в каждую. единицу времени (например,  секунду) точка М прохо· 
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дит путь а ,  двигаясь п о  траектории в одном направлении. Соста
вим уравнение равномерного движения точки М. Положим, что 
в начальный момент t = О точка ванимает положение М0, которое 
навовем начальным положением точки; буквой М обовначено по
ложение точки, ванимаемое ею в момент t. Выберем начало отсчета 
расстояний О и условимся, в какую сторону от точки О будем 
считать пройденные расстояния положительными. Тогда длина дуги 
ОМ (ввята я с надлежащим внаком) е сть расстояние s; длину дуги ОМ0 
( также ввятую с надлежащим внаком) обовначим черев s0 и навовем 
начальным расстоянием. Ив чертежа имеем: 

' 

ОМ =  ОМ0 + М0М. 
Но ОМ =  s, ОМ0 = s0; длина же  дуги М0М есть путь, пройденный 
точкой в течение t единиц времени; так как в каждую единицу 
времени точка проходит путь а ,  то М0М = at. Следовательно, по-
луча ем: 

s = so + at. 
Это и есть уравнение движения точки М. 

Величина а, характеривующая боль
шую или меньшую быстроту движения 

Черт. 1 47. 

точки, навывается скоростью равномерного движения.  Итак, скоро
стью равномерного движения навывается путь, проходимый равно
мерно движущейся точкой в единицу времени. 

Обовначая скорость буквой v, т. е. полагая а =  v, получаем 
уравнение равномерного движения в следующем окончательном: 
в иде: 

s = s0 + vt. 
Решая это уравнение относительно v, находим: 

S - So 
V = --t- ' 

откуда следует, что скорость равномерного движения равна отно
шению пути, пройденного за нетсоторый промежуток времени, 
те величzте этого промежутка времени. 

Если равномерно движущая ся точка проходит единицу длины 
в единицу времени, то ее скорость равна 

1 v = т = l .  

Отсюда , следует, что в а  единицу скорости м ы  должны принять 
скорость такого равномерного движения, при котором точка прохо
дит единицу длины в единицу времени. Например, если ва единицу 
длины принять сантиметр, а ва единицу времени - секунду, то ва 
единицу скорости мы должны принять скорость такого равномерного. 



1 52 СКОРОСТЬ [гл. х щ  

движения, при котором точка проходит один сантиметр в одну се
кунду; эта единица скорости обозначается так: с.мfсе�. Если же 
:за единицу длины принят метр, а за единицу времени - минута, то 
за  единицу скорости мы должны принять .мf.мин. И вообще каж
дому выбору единицы длины и единицы времени соответствует своя 
единица скорости. Положим, скорость некоторого равномерного дви
жения есть 'V = 1 20 .мf.мин. Требуется выразить эту скорость в с.мfсе�. 
В данном случае точка проходит в 1 минуту 1 20 .м или 1 2  000 с.м, 

1 2 000 а ,  значит, в 1 секунду она проходит ---оо- = 200 с.м, т. е. 

'V = 200 с.мfсен;. 
·Отсюда вытекает простое правило для перехода от одних единиц 
скорости к другим: напишите данную скорость с надлежащим наиме
нованием единицы скорости; в этом наименовании выразите дан
ные единицы длины и времени через новые единицы длины и времени; 
nроизведя перемножение, получите требуемый результат. 

Например: 
1 00 с.м 1 2  000 с.м 'V = 1 20 .мf.мин = 1 20 -60 = 60 200 с.мfсе�. 

сек сек 

§ s t·. Скорость какого угодно движения 

Представим себе точку М, совершающую какое-либо движение 
'В пространстве (черт. 1 48). На траектории АВ точки М выберем 
111ачало отсчета расстояний О и положим, что уравнение движения 
-точки М есть 

s =f (t). 
Возьмем два момента времени t и t + llt; положим, ч то в момент t 

!flaшa движущаяся точка занимает положение М, а в момент t + llt 
положение М1 ; длину дуги ММн 

� 
пройденной движущейся точкой за 
время llt, обозначим через lls. 

1 -4$ As Отношение At называется средн.ей 
с�оростью точки за вре.мя llt. 

Черт. 1 48. Будем теперь уменьшать проме
жуток времени llt, приближая его 

к нулю. Тогда и длина дуги lls будет приближаться к нулю, сред-
Аs Э няя же скорость At будет приближать ся к пекоторому пределу. тот 

nредел называется сн;оростью точки М в .мо�ен.т t. 
Обозначая скорость точки М в момент t буквой 'V, имеем: 

'V = l im [�;] . At -+ 0 -
(1 ) 
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Но расстояние s есть функция времени t; так  как  �t  есть при
ращение не3ависимой переменной t, а �s - соответствующее прира-. As щение функции s, то предел отношения IJ.t при приближении �t 
к нулю есть прои3водная от s по t. 

Следовательно: 
ds 

V = dt ' (2} 

т. е. скорость равна производной пройденного расстояния по
вре.мени. 

Заметим, что, определяя скорость v по формуле ( 1 )  или (2), мы. 
получим для скорости v величину положительную или отрицатель-

Черт. 1 49. Черт. 1 50. 

ную. На черт. 1 48 мы предполагаем, что точка М движется в сто
рону во3растающих s; в этом случае �s > О и, следовательно: 

:: > О  и v = lim [:es J> o. 
At - o  

Если бы точка М двигалась в сторону убывающих s ,  то  было бы 
�s <О  и, следовательно: 

:: < о  и v =}J�J:: ] < o. 

Следовательно, 3Нак скорости определяет направление движения 
точки: скорость положительна,  если точка движется в сторону во3-
растающих s, и отрицательна,  если точка движется в сторону убы
вающих s. 

В дальнейших исследованиях представляется удобным рассма
тривать скорость как величину векторную. Соответственно этому 
мы условимся в дальнейшем считать величину скорости все  г да 
положительной, определяя ее как абсолютное 3начение прои3вод-

ds 
НОЙ dt , Т. е. 

v = / �� j ;  
вместе с тем, мы условимся приписывать скорости v направление 
касательной к траектории в данной точке, проведеиной в сторону 
движения (черт. 1 49). [Напомним, что касательной МТ к пекото
рой кривой в данной точке М на3ывается предельное положение, 
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к которому приближается секущая MS, когда М1 приближается 
к точке М (черт. 1 50). ] 

При таком способе изображения скорости направление движения 
<>пределяется не знаком скорости, а стрелкой, поставленной у конца 
<>трезка, изображающего скорость. 

§ 82. Векторная прои3водная 

Введем важное для дальнейшего понятие ве�еторной производной. 
Представим себе какой-либо переменный вектор а, который 

изменяется с течением времени так, что различным моментам вре
мени соответствуют различные численные значения и различные 
направления вектора а. В этом случае мы будем называть пере
менный вектор а ве�еторной фун�ецией времени t и б удем писать 
а =  а (t). Значением векторной функции а (t) для данного значения 
аргумента t мы будем называть численное значение и направление 
в ектора а в рассматриваемый момент времени. 

Возьмем два момента времени t и t + A.t и соответствующие 
значения а (t) и а (t + A.t) нашей векторной функции. Разность 

векторов а (t + A.t) и а (t) обозначим 
через А.а, т. е. положим: 

А.а = а (t + A.t) - а (t). 

Чтобы построить вектор А.а, отклады
в аем векторы а (t) и а (t + A.t) от одной 
и той же точки и соединяем прямоли-

Черт. 1 5 1 .  нейным отрезком концы этих векторов: 
разностью А.а мы называем вектор ,  ко

торый, будучи сложен с a (t) , дает a (t + A.t) (черт. 1 5 1 ) . Вектор 
А.а получает название прrrращения векторной функции а (t), соот
ветствующего приращению A.t аргумента t. da Затем построим новый вектор dt ; направление этого вектора,  

1 отличающегося от вектора А.а лишь скалярным множителем At , 
совпадает с направлением вектора А.а. 

Будем теперь уменьшать промежуток времени A.t, приближая . его 
к нулю. Тогда и вектор А.а будет приближаться к нулю, вектор же  
А а  1 Э м будет приближаться к пекоторому пределу ) . тот предел назы-

1) Мы называем вектор А пределом перемениого вектора В и пишем: 

A = lim [B], 

если численное значение вектора А равно пределу численного значения 
вектора В, а направление вектора А совпадает с предельным направлением 
вектора В. 
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вается векторной производной функции а (t) по аргументу t и обо
dа 

значается через dt , так что 

da . [!J.a] 
dt = l tm !J.t • 

.<\.t -o O  

Мы nредположили, что вектор а есть функция времени t. Можно
себе nредставить nеременвый вектор, который изменяется в зависи
мости не от времени, а от какого-либо другого скалярного аргу
мента. Рассуждая совершенно так же,  как мы сейчас это делали. 
можно установить nонятие векторной nроизводной от векторной 
функции по любому скалярному аргументу. Вnрочем, в кинематике 
мы преимущественно будем иметь дело с переменными векторами, 
зависящими именно от времени; nоэтому для нас будет иметь осо
бое значение nонятие векторной nроизводной по времени. 

§ 83. Простейmие правила векторного дифференцирования 

Легко убедиться в том, что основные nравила скалярного диф
ференцирования, устанавливаемые в дифференциальном исчислении. 
распространяются также и на векторное дифференцирование. Оста
новимся на  некоторых простейших правилах векторного дифферен
цирования. За независимую nеременную nримем время t. 

1) Мы будем называть вектор а постоянным и nисать 

a= const, 
если этот вектор имеет неизменную величину и неизменное напра
вление. 

В этом случае Аа = О и, следовательно: 

da 
dt = О. 

Итак, векторная производная постоянного вектора равна нулю. 
Следует заметит�, что если вектор а сохраняет неизменной лишь 

свою величину, направление же его изменяется с течением времени, 

А � то а не равно нулю, а следовательно, и nроизводная dt не обра-
щается в нуль. 

2) Даны два переменных вектора а1 (t) и а2 (t). Возьмем их 
сумму 

а (t) = а1 (t) + а2 (t). 

Положим, что в момент t наши векторы имеют значения а, а 1  
и а2, значения же их в момент t + At обозначим через а + А а, 
а1 + Аа1 ,  а2 + Аа2, где Аа, Аа1 ,  Аа2 - приращения соответствующих. 
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.ве кторов за время At. Имеем векторные равенства: 

а = а1 + а2, 
а + Аа = а1 + Аа1 + ag + Aa2, 

<>тку да 
А а = Аа1 + Аа,. 

Разделив обе части этого равенства на At, будем иметь: 

.1а _ .1at + .1as 
.1t - ы  ы ·  

откуда, переходя к пределу при At -+ О, получаем: 
da _ dat + da. 
dt - dt  Тt · 

[гл. хш 

Итак, теорема «производная  суммы равна сумме производных» 
<>Стается справедливой и при векторном дифференцировании. Эта 
теорема справедлива при любом числе составляющих векторов. 

3) Даны векторная функция а (t) и скалярная функция т (t). 
Составим их произведение, которое обозначим через Ь (t): 

Ь (t) = т (t) а (t). 

Значения скаляра т (t) и векторов а (t) и Ь (t) в момент t обо· 
значим через т, а, Ь, а в момент t + At - через т +  Ат, а +  Аа, 
Ь + АЬ. В таком случае: 

Ь = та, 
Ь + АЬ = (т + Ат) (а +  Аа). 

Мы знаем (см. § 3) ,  что для умножения суммы векторов на  ска
JiярныИ множитель нужно умножить каждый составляющий вектор 
на этот множитель; следовательно: 

(т + Ат) (а + Аа) = (т +  Ат) а +  (т + Ат) Аа. 
С другой стороны, имеем равенства: 

Следовательно: 

(т + А т) а = та + Ат . а, 
(т + Ат) · Аа = тАа + Ат ·  Аа. 

Ь + АЬ = та +  Ат · а +  т!!.. а +  А т • А а. 

Отсюда 
АЬ = Ат · а + т · Аа + Ат · Аа. 

Разделим обе части этого равенства н а  At и переИдем к пределу 
uри At -+ О. Имея в виду, что член Ат · Аа есть величина второго 
порядка малости (по сравнению с At) , получим: 

db dm da 
dt = dt · а + т dt • 
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Как видно, правило дифференцирования произведения остается 
справедливым и в данном случае. 

4) Даны векторные функции а (t) и Ь (t); составим их векторное 
произведение 

с (t) = а (t) Х Ь (t). 

Обозначая, как выше ,  значения наших векторов в момент t 
через а, Ь , с, а в момент t + Ы - через а + Аа, Ь + АЬ, с +  Ас, 
будем иметь: 

с = а х ь. 
с + Ас = (а + Аа) Х (Ь + АЬ). 

По правилу векторного перемножения двух сумм (см. § 60) 
имеем: 

(а + Аа) Х (Ь + АЬ) = а Х Ь + Аа Х Ь + а Х АЬ + Аа Х  АЬ, 
IИ, следовательн о: 

с +  Ас =  а Х Ь + Аа Х Ь + а Х АЬ + А  а Х АЬ. 
Отсюда 

Ас = Аа Х Ь + а Х АЬ + Аа Х АЬ. 
Разделив обе части этого равенства на At, будем иметь: 

Ас Аа АЬ + Аа At = At Х Ь + а Х At At Х АЬ. 

Переходя к пределу при At --+ О и замечая, что последний член 
в правой части последнего равенства при этом обращается в нуль 
(так как l im [АЬ] = 0), получим: 

м - о  
dc da db 
dt = dt Х Ь + а Х dt • 

Итак, правило дифференцирования произведения справедливо так
же и в случае дифференцирования векторного произведения двух 
векторов. 

§ 84. Скорость как векторная провзводная от радиуса-вектора 
Покажем, что установленное нами в конце § 8 1 понятие ско

р<fсти движущейся точки как векторной величины самым тесным 
образом связано с понятием векторной производной. 

Представим себе точку М, движущуюся по траектории АВ 
(черт. 1 52) .  Положим, что в моменты t и t + At  движущаяся точка 
занимает положения М и М1• Обозначая длину дуги ММ1 через As, 
имеем для величины скорости � формулу: 

� = l im [�st] = �; !J.t -> 0  

в предположении, что направление движения точки М принято за 
nоложительное направление отсчета дуг; направление скорости "' 
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есть наnравление к асательной к траектории, nроведеиной в сторону 
движения .  

Возьмем теnерь какую-нибудь неnодвижную точку О и проведем 
из нее радиус-вектор ОМ = r в точку М. При движении точки М 
радиус-вектор ОМ изменяет с течением времени свою величину 
и свое направление; следовательно, мы можем его рассматривать 
как векторную функцию времени r (t). Найдем векторную nроиз
водную ОТ ЭТОЙ фунКЦИИ. 

Проведя радиусы-векторы ОМ и ОМ1, получаем значения нашей 
функции r (t) и r (t  + At). Геометрическим приращением Ar функ-
ции r (t) является хорда ММ1 траектории АВ. Векторную произdr /1 N водную dt мы найдем как предел, к 

rtt1 . t:.r 
О. которому приближается вектор t:.t ' 

когда At приближается к нулю. 
Вычислим сначала численное зна-

чение векторной производной � (обо-

Черт. 1 52. значим это численное значение через 

1 � / ) как предел численного значения вектора �� .  Обозначая чис

ленное значение Ar (т. е. длину хорды ММ1) через Аа , имеем: 

[dr]- l im [!:.а] - lim [.:\а . t:.s 1 = l im [t:.a] . l im [.:\s] = ds dt -�t - o .:\t -�t - o  .:\s .:\t м -. о  .:\s_ �t - o  .:\t dt ' 

так как 
1 . [м] 1 1 . [t:.s] __, ds • tm F: = , 1m t:.t 1 - .  �s - o s м -. о  dt 

t:.r 
Итак, предел численног<? значения вектора .:\t равен nроизвод-
ds t:.r 

ной dt .  С другой стороны, вектор .:\t направлен по хорде ММ1• Так 

как предельное направление хорды есть направление касательной t:.r к траектории в точке М, то предельным направлением вектора .:\t 
является направление касательной к траектории (проведенной в сrо
рону движения) . dr Как видно, векторная производная dt чис.1енно равна производ-

ds ной dt и направлена по касательной к траектории в сторону дви-

жения. Мы заключаем, что эта векторная производная равна  скорости 
v нашей движущейся точки. 

Итак, рассматривая  скорость как вектор, имеем: 
dr 'Q = dt ' 
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т. е. с�еорость равна ве�еторной производной от радиуса-ве�етора 
по времени. !J.r 

Следует заметить, что вектор !J.t мы также можем рассматри-

вать как некоторую скорость: это - скорость, которую имела бы 
точка М, если бы за время дt она проходила не дугу ММ1 , 
а- хорду ММ1 и притом равномерным движением. Обозначая э rу 
скорость равномерного движения по хорде через �т• имеем: 

� = lim [�т] , 
м - о  

т .  е .  скорость � равна пределу, к которому приближается ско
рость �т равномерного движения по хорде, ко г да дt приближается 
К \&УЛЮ. 

§ 85. Проекции скорости на  прямоугольные координатные оси 

Положим, что движение точки М (черт. 1 53) задано уравне
ниями движения в прямоугольных координатах: 

Х = /1 (t) , У = /2 (t) , Z = /3 (t) . 

Вычислим проекции скорости � на координатные оси х, у, z. 
Построим проекцию скорости � на ось z и обозначим эту проекцию 
через 'Vz (черт. 1 53) . 

Для вычисления проекции 'Vz воспользуемся замечанием, сделан
ным в конце предыдущего параграфа. Поступим так: построим 

z 

z 

о оv---------------�-и 

Черт. 1 53. Черт. 1 54. 

сначала скорость �т равномерного движения по хорде, вычислим ее 
nроекцию н а  ось z и затем перейдем к пределу при дt -+ О; в пре
деле мы и nолучим искомую величину �z· 

Итак, возьмем моменты времени t и t + дt и отметим положе
ния М и М1 движущейся точки в эти моменты (черт. 1 54). Проведем 
хорду ммl = дсr и построим скорость �т равномерного движения 
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по хорде ММ1 • Опуская из конца А скорости 'Dm перпендикуляр АВ 
на прямую, проходящую через точку М и параллельную оси z, 
получим проекцию МВ скорости 'Dm на  ось z; обозначим эту проек
цию через 'Vmz· 

СКОРОСТЬ 

Опустим также из точки М1 перпендикуляр М1С на упомянутую 
прямую, проходящую через точку М и параллельную оси z. Обо
значим координаты точки М через х, у, z, а координаты точки М1 -
через х + Ах, у + .:\у, z + Az. Очевидно, что MC = Az. 

Иэ подобия треугольников МАВ и ММ1С выводим: 

или 

С другой стороны, величина скорости 'Dm равномерного движения 
по хорде ММ1 определяется формулой 

Следовательно: 

�11 
'Vm = t:.t •  

�а �z �z 'Vmz = �t • �а = �t • 
Отсюда , переходя к пределу при At -+ О, получаем: 

'Vz = l im ['Vтz ] = l im [�;] . 
iJ,t -+ 0  М -+ 0  

Н о  координата z есть функция от t; Az есть приращение этой 
функции, соответствующее приращению Ы неэависимой перемен-

ной t; следовательно, l im [�;] есть производная от координаты z 
М -+ 0  

no времени t: 

Рассуждая  совершенно так же, мы мог ли бы nолучить аналогич
ные результаты для проекций 'Vx и 'Vy скорости 'D на оси х и у: 

dx х' dy , v .. = dt = 
' 'Vy =  dt =У ·  

Итак, проекцшr скорости na nеподвижnые пря.моугольnые коор
диnатnые оси равnы производnы.м от соответствующих коордиnат 
по вре.меnи. 

Выведенными формулами можно воспользоваться для вычислеnия 
скорости в том случае , когда движение точки задано уравnеюlЯ.ми 
движеюrя в прямоугольных координатах. 
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Положим,  что движение точки М задано уравнениями движения 

x = ft (t), Y =fg (t) , z = fз (t) , 

отнесенными к осям х, у, z (черт. 1 55}. Для вычисления скорости о 
построим nрямоугольный параллелепиnед, ребра которого nарал
лельны осям х, у, z и в котором скорость о является диаго!=lалью. 

z 

у 

0'�------------------у 

OL-----------------� x 
Черт. 155. Черт. 156. 

Ребра этого прямоугольного параллелепиnеда численно равны nроек
циям скорости: 'Vx• 'Vy• 'Vz· Вычисляем эти проекции по формулам: 

'Vx = x', 'Vy =Y', 'Vz = z'. 

Затем находим величину скорости v по формуле 

v =  yv� + v� + v� .  
Далее имеем 

'Vx = v cos (o, х), 'Vy = v cos (o, у), Vz = v cos (o, z), 

откуда 
о о v cos (о, х) = � ,  cos (о, у) = � ,  cos (о, z) = 2 ,  о о о 

Этими формулами определяется наnравление скорости о. 
Отметим частный случай плоского движения точки. 
Положим, что точка М (черт. 1 56) совершает плоское движение 

в nлоскости ху; ее движение задано уравнениями движения 

x = ft (t) , Y = fg (t). 

Желая определить скорость о, вычисляем nроекции скорости vx и 
Vy по формулам 

Vx = x', 'Vy =Y· 

Затем находим величину скорести о как диагональ прямоуrольника, 
построенного на nроекциях vr и vy: 

6 В, Л, Николаи, ч. 1 

-,-�-
'V = {v� + v.r 
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Направление скорости � определяется формулами: 

cos (�. х) = flx ' cos ('V, у) = fly .  fJ fJ 

[гл. хш 

Остановимся еще на частном случае прямолинейного движения 
точки. Положим, что точка М (черт. 1 57) совершает прямолинейное 
движение по оси х; ее движение 3адано уравнением 

x =f (t). 

Вычисляем проекцию скорости vx по формуле 

Vx = x'. 
Так как скорость 'V направлена по оси х (в сторону положительной 
оси х, если vx > O, и в сторону отрицательной оси х, если vx < O), 

то величина скорости 'V равна абсо-
о м 

Черт. 1 57. 

лютному 3начению проекции Vx, т. е. 
v = i vx i · 

Направление же скорости 'V 
определяется ,  как только что ука-
3ано, 3НаКОМ проеКЦИИ V х· 

П р  и м е р  28. Определить скорость точки М эллипсоrрафа (см. при
мер 25). 

Движение tочки М определяется уравнениями: 

Отсюда получаем: 

Следовательно: 

х = a cos rot, 
y = b sin rot. 

flx = x' = - aro sin rot, 
fly = у' = bro cos rot. 

fJ = у fJ� + fJ� = ro yas sin8 rot + Ь2 cos9 rot. 

П р  и м е р  29. Вычислить скорость поршил паровой машины (см. при
мер 26). 

Движение поршил тождественно с движением крейцкопфа. Возьмем 
приближенное уравнение движения крейцкопфа 

х = r ( cos rot + � cos 2rot ) + l - � r. 

Отсюда получаем: 

flx = х' = - rro ( sin ro� + � sin 2rot ) . 

Величина скорости t1 поршил равна абсолютному значению этого выражения; 
знак проекции flx указывает на направление движения поршня. 
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§ 86. Другой вывод проекций скорости на координатные оси 

Полученные в предыдущем параграфе формулы для проекций 
скорости на координатные оси можно найти также иным путем, 
воспользовавшись известной формулой разложения вектора на - со
ставляющие, установленной в § 42.  

В самом деле,  мы знаем, что скорость равна векторной произ
водной по времени от радиуса-вектора движущейся точки. ПреД
ставим себе движущуюся точку М и обозначим радиус-вектор, про
веденный в точку М из начала координатных осей х, у, z, через r. 
Скорость 'D точки М определяется равенством 

dr 
'D = dt . 

Применим теперь к радиусу-вектору r формулу разложения на со
ставляющие по осям х, у, z. Обозначая единичные векторы, напра
вленные по этим осям, через i, j, k и имея в виду, что проекции 
радиуса-вектора r на оси х, у, z равны координатам х, у, z точки М, 
получим по этой формуле: 

r= xi +YJ+ zk. 
dr Применяя  к вычислению векторной производной dt правила вектор-

ного дифференцирования, приведеиные в § 83 , и замечая, что век
торы i, j, k имеют неизменную величину и неизменное направле
ние, б у д ем иметь: 

dr dx dy . dz il= dt = dt i + dt J +  dt k. 
С другой стороны, та же формула разложения на  составляющие 
по осям координат, применеиная к скорости t:l, приводит к равенству 

где 
обе 

'D = Vxi + vyJ + vzk, 

vx, Vy, Vz - проекции скорости 
полученные формулы, находим: 

dx dy 
Vx = dt ' Vy = dt ' 

t:1 на  оси х, у, z. Сравнивая  

Таким образом мы приходим иным пу гем вновь к тому же  ре
зультату: проекции скорости равны проиэводным от соотве тствующих 
координат по времени. Мы сочли полезным привест и эдесь этот 
векторный вывод формул для проекций скор ости на координатные 
оси; в дальнейшем мы будем иметь о1учай применить этот вывод 
к вычислению проекций на координатные оси т ак же и других кине
матических величин. 

6• 
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Г Л А В А  X I V  
УСКОРЕНИЕ 

[ гл .  XIV 

§ 87. Ускорение прямолинейного равномерно перемениого 
движения 

. Движение точки называется равномерно пере.менны.м, если в каж
дые два равных nромежутка времени в еличина ее скорости ивме• 
няется на  одну и ту же в еличину. Если при этом скорость по абсо
лютной величине возрастает, движение называется равномерно уско• 
ренны.м; если же скорость уменьшается, оно называется равномерно 
за .медленным. 

Представим себе точку М, движущуюся прямолинейно и равно
мерно переменно (черт. 1 58). Положим, что в каждую единицу вре
мени (например, секунду) величина скорости точки изменяется на 
одну и ту же (положительную или отрицательную) величину с. 
Положим, что в начальный момент t = О точка находилась в началь
ном положении М0 и имела в этот момент скорость v0, которую 
назовем начальной скоростью; в момент t точка ванимает положе

о 11о 

Черт. 1 58. 

ние М и имеет скорость v. Так как 
ва t единиц времени в еличина скорости 
точки изменилась на величину ct, то 

v = v0 + ct. 
Величина с , характеривующая большую или меньшую быстроту 

ивменения скорости, навывается  ускорением прямолинейного равно
мерно перемениого движения. 

Итак, ускорением прямолинейного равномерно пере.менного 
движения навывается приращение скорости, отнесенное к единице 
времени. 

Обозначая ускорение буквой w, т. е .  полагая с =  w, получим 
вакон изменения · в еличины скорос1 и при равномерно переменнам 
движении в следующем окончательном виде: 

v = v0 + wt. 
Решим это уравнение относительно w: 

V - Vo 
W = --t- , 

( 1 ) 

(2) 

т. е. ускорение nрямолинейного равномерно перемениого движения 
равно отношению приращения скорости ва  некоторый промежуток 
времени к этому промежутку времени. 

Формула (2) покавывает, что ускорение w будет положительным, 
если скорость увеличивае1 ся с течением времени, и отрица гельным 
в противном случае. 

Составим еще уравнение рассматриваемого прямолинейного равно• 
мерно перемениого движения, т. е. выравим расстояние s как функ-
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цию времени t. Для этого выберем начало отсчета р асстояний О 
и назначим , в какую сторону будем считать расстояния положи· 
тельными. Тогда ОМ = s есть расстояние для момента t; отре
зок ОМ0, т.  е. расстояние, соответствующее ее начальному моменту 
t = О, обозначим через s0 и назовем начальным расстоянием. Вспо- ·  
миная ,  что ведичина скорости есть производмая расстояния по вре• 
мени, и имея в виду уравнение ( 1 ) , получаем: 

Интегрируя по t, находим: 

ds dt = v0 + wt. 

wt2 s = vot + т + c. 

r де С есть произвольмая nостоянная. Эту постоянную легkо ощ:;е-, 
дедим, если примем во вним ание, что только что написанное урав
нение должно быть справедливо ддя всякого момента t, а значит, 
и для начального момента t = О; применяя это уравнение к началь
ному моменту, получим: 

s0 = C, 
т. е. постоянная С есть не что иное, как начальное расстояние. 
Окончательно получаем для s выражение: 

wt2 s = s0 + v0t + 2: 
это и есть уравнение нашего равномерно nеремениого движения. 
Как видно, в рассматриваемом случае расстояние s есть целая функ
uия второй степени от времени t. 

Представим себе nрямолинейное равномерно переменмое движе
ние точки, при котором в каждую единицу времени скорость возра-, 
стает на единицу скорости. По формуле (2) ускорение этого' двИ
жения равно 

1 w = т = l . 

Отсюда следует, что за един.ицу ускорения .мы должны nринять 
ускорение такого прямолинейного равномерно перемениого движения, 
при котором величина скорости возрастает на единицу скорости 
в единицу времени. Например, если за единицу длины принят сан
тиметр, а за единицу времени - секунда ,  то за единицу ускорения 
мы должны nринять ускорение такого прямолинейного равномерно 
nеремениого движения ,  при котором в каждую секунду скорость 
возраста,ет на 1 с.мfсек; эта единица ускорения обозначается так: 

с.мfсек = с.мfсек2. 
сек 

Если же за единицу длины nринят метр, а за единицу времени 
минута, ТО За единицу ускорения МЫ ДОЛЖНЫ ПрИНЯТЬ .мj.мuн.2• 
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И вообще каждому выбору единицы длины и единицы времени соот
ветствует своя единица ускорения. 

Положим, ускорение некоторого равномерно перемениого дви
жения есть w = 3 мl.мин2• Требуется выразить это ускорение 
в смlсек". 

В данном случае скорость точки изменяется в каждую минуту 
на 3 .мlмин или на 3 · 1

6
00
0 

см = 5 смlсек; значит, в каждую секунду сек 
5 1 скорость изменяется на 60 смlсек = 1 2  смlсек. Следовательно: 

l 
1 

\) 
w = 1 2  см сек . 

Отсюда вытекает следующее правило для перехода от одних 
единиц ускорения к другим: напишите данное ускорение с н адле
жащим наименованием единицы ускорения; в этом наименовании 
выразите данные единицы длины и времени через новые единицы 
длины и времени; произведя перемножение, получите требуемый 
резу лыат. Например: 

- 3 1 9. - 3 1 00 см - 3  . 1 00 см - 1 
1 \) w - м мин -

(60 сек)2 - 3600 сек2 - 1 2 см сек · 
П р и м е р 30. На прямолинейном участке железнодорожного пути про

исходит торможение поезда; в момент начала торможения поезд имел ско
рость 20 м/сек; будучи заторможен, он останавливается в течение 20 сек. 
Предполагая движение заторможенного поезда равномерно замедленным, найти 
тормозный путь, т. е .  путь, пройденный поездом за время торможения. 

Воспользуемся формулами равномерно nеремениого движения: 

wt2 
s = so + Vot + 2 • v = v0 + wt. 

Возьмем момент начала торможения за начало отсчета времени, а соответ
ствующее этому моменту положение поезда - за начало отсчета пройденного 
пути. В таком случае 

So = O, Vo = 20 � .  
сек 

По условию поезд останавливается в момент t = 20 сек. Полагая t = 20 сек. 
v = О во втором из написанных выше уравнений, получаем: 

откуда 
0 = 20 + 20w, 

W = - 1 � 
сек2 • 

м 
Полагая теперь t = 20 сек, w = - 1 --1 в первом из написанных уравнений. сек 
находим: 

8 = 200 м. 

Итак, за время торможения поезд проходит путь в 200 м. 
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§ 88. Некоторые сведения из геометрии 

Прежде чем перейти к установлению понятия уск<'рения в общем 
елучае какого угодно движения точки, сделаем небольшое отсту
пление в область геометрии. 

Представим себе кривую, расположенную в пространстве (вообще 
говоря , неплоскую) (черт. 1 59). Возьмем на кривой точку М и про· 
ведем касательную МТ. Затем возьмем на кривой другую точку М1 
и проведем в ней касательную М1 Т1 • Через касательную МТ про
ведем плоскость, параллельную касательной М1 Т1 • Для этой цели 
проведем через точку М прямую Ма, параллельную касательной М1 Т1 ;  
плоскость, проходящая через прямые МТ и Ма, и е сть требуемая. 
Будем теперь приближать точку М1 к точке М. Когда точка М1 
nриближается  к совпадению с точкой М, упомянутая плоскость 
приближается к пекоторому пре
дельному положению, которое назы- В 
вается плоскостью кривизны в 
точке М или соприкасающейся 
плоскостью. 

Все прямые, проходящие че
рез точку М и перпендикулярные 
к касательной МТ, называются 
нормалями к кривой в точке М. 
Понятно, что все нормали, прохо
дящие через точку М, лежат в одной 

о 
N 

Черт. 1 59. 

плоскости, именно в плоскости, проходящей через точку М и пер
пендикулярной к касательной МТ; эта плоскость называется  мор
дальной плоскостью к кривой в точке М. Та нормаJtь, которая  
лежит в плоскости кривизны, называется главной нормалью; дру· 
гими словами, главная нормаль есть пересечение плоскости кривизны 
и нормальной плоскости. Нормаль, перпендикулярная к главной 
нормали, называется бинормалью. Очевидно, что касательная М Т  
и бинормаль МВ (черт. 1 59) взаимно перпендикулярны. 

Когда кривая плоская ,  то плоскость кривизны кривой совпадает 
е nлоскостью, в которой лежит кривая. В этом случае nод терми
ном «Нормаль» nринято подразумевать ту нормаль, которая лежиr  
в плоскости кривой, т .  е. главную нормаль. 

Угол, заключенный между касательными М Т и М1 Т1 , или, что 
все равно, между касательной М Т и прямой Ма, называется углом 
смежностzz, соответствующим дуге ММ1 ; обозначим этот угол 
буквой е (черт. 1 59). Длину дуги ММ1 обозначим через As. Отно-

шение ;s называется средней кривизной дуги ММ1 • Если будем 
приближать точку М1 к совпадению с точкой М или, другими сло
вами, будем приближать длину дуги As к нулю, то средняя  кри-
визна ;s будет приближаться к пекоторому пределу, котооый 
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называется 1Срuвизной данной кривой в точке М. Обозначая кривизну 
буквой К, имеем: 

К = l im r-:--J .  
t>s -+ О u. S 

1 Величина К называется радиусом 1еривизны кривой в точке М; 
мы будем обозначать радиус кривизны буквой р .  Следовательно: 

1 1 . [дs] р = к = r m - .  
t>s -+ О Е 

Отложим от точки М по главной нормали MN в сторону вогну
тос-ти кривой отрезок МО = р.  Точка О называется центро.м кри
визны кривой в точке М. 

В случае плоской кривой можно еще иначе определить понятие 
центра кривизны. Представим себе плоскую кривую (черт. 1 60). 

r 

Черт.  1 60. 

Возьмем на ней точки М и М1 и про
ведем касательные МТ и М1 Т1 и нор
мали MN и M1N1 ;  отметим точку 
пересечения нормалей А.  Когда точка 
М1 приближается к совпадению с 
точкой М, точка А приближается  к 
векоторому предельному положению. 
Покажем, что это предельное положе
ние точки А есть не что иное, как 
центр кривизны кривой в точке М. 
Для этого достаточно показать, что 
предел, к которому приближается 
отрезок МА, когда точка М1 при

ближается к точке М, равен радиусу кривизны р . Соединим точки М 
и М1 хордой; длину этой хорды обозначим через Аа, длину же дуги 
ММ1 обозначим через As. В треугольнике ММ1А угол при вер
шине А, равный углу между касательными М Т и М1Т1 , есть не что 
иное, как угол смежности е ;  угол при вершине М1 обозначим через а. 
В таком случае из треугольника ММ1А выводим: 

или 

МА ммl 
sin сх sin е 

МА = дcr _sin сх .  
SШ Е 

Теперь будем искать предел отрезка МА при приближении Аs
к нулю. Имеем: 

rm = rm --. - = r m -- --. - sш а = 1• [MAl 1 .  [дсr sin сх 1 1 .  [дсr дs Е • ] 
�>s - o  .:.s -. o  sш е �>s -. O  _ дsе sш е 

= li m  [�cr] · l i m  [д s] • l i m  [-.-E-J · l i m  [ sin r;. ]. 
<1s -+ О "'8 <1s -+ О е <1s -+ О  SШ е .1s -+ О 
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но 

l im [�а] = 1 , 
As -. 0  8 

1 .  �-As] tm е = р , 
As -. 0 -

l im r _ls ] = 1 ; 
As -. o _ s n s 

предел же угла tx есть угол между касательной М Т и нормалью MN, 
т. е. l i m  [tx] = ; и, следовательно, 

As -. 0  

l im [ sin tx] = 1 .  
4S -> 0  

Отсюда следует, что 

l im [ МА] = 1 · р · 1 · 1 = р, 
4S -> 0  

т. е.  предельное значение отрезка МА равно радиусу кривиз
ны р. А это и значит, что предельное положение точки Л CC'l'lo 
центр кривизны кривой в точке М. 

Итак, для случая плоской кривой 
можно определить центр кривизны как 
точку пересечения двух бесконечно 
близких нормалей. 

Представим себе дугу окружности 
радиуса R (черт. 1 6 1 ) . Возьмем на 
дуге две точки м и м! и проведем 
в них · нормали к дуге. Эти нормали 
совпадают с радиусами дуги и пере-
секаются в центре дуги О. Если мы Черт. 1 6 1 .  
будем приближать точку М1 к точке М, 
точка пересечения нормалей будет оставаться неизменной. Значит, 
и предельное ее положение, т. е .  центр кривизны дуги, будет 
совпадать с центром дуги О. 

Отсюда следует, что радиус кривизны дуги окружности равен 
геометрическому радиусу дуги: 

p = R. 
Всякие две нормали к прямой линии параллельны, т. е. точка 

их пересечения находится в бесконечности. Следовательно, центр 
кривизны прямой линии находится в бесконечности, и радиус кри
визны прямой линии бесконечно велик: 

р = оо. 

§ 89. Ускорение какого угодно движения 

Вернемся теперь к установлению понятия ускорения в случае 
какого угодно движения точки. 

Представим себе точку М, совершающую какое-либо движение 
в нространстве. В момент t она занимает положение М и имеет 
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скорость . 'V, в момент t + А� она занимает положение М1 и имеет 
скорость v1 (черт. 1 62). Отложим скорость v1 от точки М и по· 
строим при точке М параллелограмм·, в котором скорость 'Vt 
является диагональю, а скорость 'V - одною из сторон. Вторая сто
рона этого параллелограмма, которую мы обозначим через A'V, 
будет приращением скорости за время Ы. 

Разделим приращение скорости A'V на промежуток времени At. 
d'V 

Вектор Wm = М называется средним ускорением за время A.t. 

11 
Предел же, к которому прибли
жается среднее ускорение Wm, ког
да A.t приближается к нулю, назы
вается ускорением в данный мо
мент t. Обозначая ускорение бук
вой w, имеем: 

w = lim [wт] = lim [�� 1 · 
Al -+ О At -+ О -

Черт. 1 62. Скорость 'V мы можем рас-
сматривать как векторную функ

цию от времени. Вспоминая определение векторной производной, 
данное в § 82, мы заключаем, что 

dv w = dt ' 

т. е. ускорение равно векторной производной от скорости по 
времени. 

Во избежание недоразумений следует подчеркнуть, что величина 
w ускорения отнюдь не равна производной по времени от вели
чины v скорости. В §§ 90 и 9 1  будут указаны два способа опре
деления величины и направления ускорения w. Мы увидим, что 
равенство 

может иметь место лишь в простейшем случае прямолинейного дви
жения точки. 

Плоскость параллелограмма, изображенного на черт. 1 62 ,  про
ходит через скорость 'V и параллельна скорости v1 ; следовательно, 
предельное положение этой плоскости при A.t � О  есть не что иное, 
как плоскость кривизны траектории в точке М. Так как среднее 
ускорение Wm лежит в плоскости упомянутого параллелограмма, 
а ускорение w есть предел среднего ускорения при A.t � О, то 
заключаем, что ускорение w лежит в плоскости кривизны траек
тории. 
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§ 90. Проекции ускорения на прямоугольные координатные оси 

Положим, что движение точки М (черт. 1 63) задано уравнениями 
движения в прямоугольных координатах: 

X =f1 (t), Y =f2 (t), Z =/3 (t} 

Вычислим проекции ускорения w на координатные оси х, у, z. 
Мы знаем, что ускорение равно векторной производной от ско

рости по времени, т. е. 
d'P 

W = dt 
Применяя к скорости i1 формулу 

разложения на составJiяющие по осям 
координат, установленную в § 42, 
имеем:  

z 

'V = 'V xi + 'Dy} + 'Vzk, n· • _______ _... • � у 
где vx, 'Vy, 'Vz - проекции скорости на 
оси х, у, z, а i, j, k - единичные ;z: 
векторы, направленные по этим осям. Ч 1 63 ерт. . 
Применим к вычислению векторной 

d11 nроизводной dt правила векторного дифференцирования, приведеи-

ные в § 83 .  Имея в виду, что векторы l, j, k имеют неизменную 
величину и неизменное направление , получим: 

= dv
=

dvx . + rf:!JYJ + dVz k w dt dt J dt dt . 
С другой стороны, та же формула разложения на составляiQЩие по 
осям координат, применеиная к ускорению w, приводит к равенству: 

W = Wxi + wyJ + wzk, 
rде wx, Wy, Wz - искомые проекции ускорения w на оси х, у, z. 
Сравнивая обе полученные формулы, находим: 

_ dvx - �  dvz Wх - (Ц • WY - dt ' Wz = (Ц · 

Но мы уже знаем, что проекции скорости равны производным от 
соответствующих координат по времени. Полагая 'Dx = x', 'Vy =Y', 
Llz = Z', будем иметь: 

dx' d2x • dy' d2y • dz' d!z • 
Wx = dt = dt2 = Х ' Wy = dt = dt2 =у ' Wz = dt = dt2· = Z • 

Итак, проекции ускорения на неподвижные прямоугольные координатные оси равны вторым производным по времени от соответ
ству_ющих координат. 
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Восполь3уемся выведенными формулами для вычисления уско
реюzя в том предположении, что движение 3адано уравнениями 
'дfiиже-ния в пря.моугьльных координатах. 

Положим, что движение точки М 3адано уравнениями движения: 
·х = /1 (t), у = /2 (t), z = /3 (t), 

отнесенными к осям х, у, z (черт. 1 63). 
Построим · прямоугольный параллелепипед, ребра которого парал

лельны осям х, у, z, и в котором ускорение w является  диаго
налью. Ребра этого прямоугольного параллелепипеда численно равны 
nроекциям ускорения wx, Wy, Wz. 

Вычисляем ' эти проекции по формулам: 

Wx -:-- x• , Wy =Y', Wz = Z'. 

Затем находим величину w ускорения по формуле 

w = Vw� + wЗ. + w�. 
Далее имеем: 

Wx = w  cos (w, х) , Wy = W  cos (w, у), Wz = W  cos (w, z), 

откуда 

cos (w, x) = wx_ cos (w y) = 'l!!L w ' ' w '  

cos (w, z) =� . 

Этими формулами определяется направление ускорения w. 

у 
Остановимся на частном случае плоского движения точки. 

Положим, что точка М (черт. 1 64) 
совершает плоское движение в плоскости 
ху; ее движение 3адано уравнениями 
движения: 

X = ft (t), Y =f2 (t). 
Вычисляем проекции ускорения Wx и 

О<-----------.:с Wy по формулам: 

Черт. 1 64. 
Wx = x', Wy =Y'· 

Затем находим величину w ускорения 
как диагональ прямоугольника, построенного на проекциях wx и wy: 

w = Vw� + w;. 
Направление ускорения w определяется формулами: 

cos (w, х) =; , w 
cos (w, у) = � ·  
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Отметим еще . случай пря.м.олинейн.ого ' 

движения тачки. Положим, 
что точка М (чер r. 1 65) совершает прямолинейное движение по 
'оси х; ее движение задано урав-
нением 

x = f (t). 

Вычисляем проекцию ускоре
ния w х по формуле: 

о 

�-: 
--+-� м w )" .]] 

J 
') 

:с 

Черт. 1 65. 

wx = x". 

Так как ускорение w направлено по оси х (в сторону положи
тельной оси х, если wx > О, и в сторону отрицательной оси х, 
если w х < 0), то величина ускорения w равна абсолютному значе
нию проекции wx, т. е .  

w = l wx l• 

Направление же ускорения w определяется, как сейчас указано, 
знаком проекции w х· 

П р  и м е р  3 1 . Определить ускорение точки М эллипсаграфа (с111. пример 25). 
Движение точки М определяется 

·уравнениями 
х = а cos шt, у = !J sin шt. 

Отсюда получаем: 
W х = х" = - аш2 cos oot = - ш1 х, 
Wy = Y" = - bU)2 sin шt = - ш2у· 

Следовательно: 

w = V w� + wj, = ш2 Vx2 + y2• 

Но 
Ух1 + у2 = 0М 

(черт. 1 66); обозначая отрезок ОМ 
буквой r, получаем окончательно 

w = ш2r. Черт. 1 66. 

Что касается направления ускорения w, то оно определяется формуламп: 

w х cos (w, х) = � = - - , 
w r 

cos (W, у) = 
w у = - .l. . 
w r 

Легко видеть (черт. 1 66), что направление отрезка МО (от точки М к 
х 

точке О) образует с осями х и у углы, косинусы которых суть - r и 

- � ; отсюда мы заключf!.ем, что ускорение w направлено от точки М 
к точке О.  

Итак, ускорение точки М направлено к центру описываемого ею эллипса 
и пропорционалыю расстоянию точки М от этого центра. 
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П р и м е р  32. Вычислить ускорение поршня паровой машины (см. при
мер 26). 

Движение поршня тождественно с движением ползуна В (черт. 167). Мы 
имели приближенное уравнение движения ползуна В: 

х = r ( cos wt + � cos 2�J�t) + l - � r. 

Дифференцируя два раза, получаем: ; 

Отсюда 

х' = - r�J� ( siп wt + � sln 2wt) , 
х" = - rш• ( cos oot + Л cos 2шt). 

w х = - rш1 ( cos oot + Л cos 2шt). 

Величина w ускорения ползуна В равна абсолютному значению 9Того 
выражения; знак проекции w" указывает на направление ускорения а1. 

д Полагая шt = 'f, получаем: 

fllx = - rш1 ( COS 'f + Л  COS 2<j1). ( \ )  

s 
�----------- l + r --------� 

Эта формула дает зависимость 
величины Wx от угла 'f (черт . 1 67). 
Сделав 9ТУ же подстановку шt = '1' 
в формуле для х, будем иметь: 

Черт . 1 67. x = r ( COS 'f +  � COS 2'f)+ z -� r. 

По этой формуле мы можем вычислять значения х (т. е. определять поло
жения ползуна В) для любых заданных значений угла 'f· Ползун В переме
щается между крайними положениями С и D, в которых его скорость обра
щается в нуль и которые называются его мертвыми положениями. Рас
стояния точек С и D от точки О равны соответственно / - r и l + r; отрезок 
CD (ход ползуна или ход поршня) равен 2r. 

Будем определять положение ползуна В его расстоянием 8 от мертвого 
положения D. Для величины 8 имеем выражение 

8 = Z + r - x = r +  � r - r ( cos 'f + � cos 2'f ) .  
или, обозначая ход поршня CD через d, т .  е .  полагая 2r = d, 

8 =  � { 1 - COS 'f + � (1 - COS 2'f) } .  (2) 

По формулам ( 1 )  и (2) легко вычислить значения величин Wx и 8 для 
любых значений угла 'f· В нижеследующей таблице даны значения величин 

8 1 { л } {j = 'J:  1 - COS 'f + 4 ( 1 - COS 2<j�) , 

fl1 -'\ = - ( cos 'f + Л  cos 2'1') 
rю 

r l 
для углов 'f между ()" и 1 80"  через каждые 15°, причем положено л = r=s .  
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s 
Откпадывая величины ([ по горизонтапьной оси, а соответствующие 

w 
вепичины �� по вертикапьной оси, получаем график зависимости между 

rro 
этими величинами (черт. 1 68). По этому графику ле гко опредепить величину 

'Р 1 s 1 ([ 
()" о 

15° 0,020 
30" 0,079 
45° 0, 1 7 1  
60° 0,287 

Wx 
rш• 

- 1 ,200 
- 1 , 1 39 
- 0,966 
- 0,707 
- 0,400 

Wz 0,8 
fYijl 
t 0.'1 

о 

....... ' 
1" 

"1'.. 
' 

\ 
75° 0,4 1 7  - 0,086 
90" 0,550 0,200 

-0, '1 \. 
105° 0,676 0,432 
1 20" 0,787 0,600 

-0,8 
1 35° 0,879 0,707 
1 50° 0,945 0,766 
1 65° 0,986 0,793 
1 80" 1 0,800 

0,8 U.G 0.'1 

Черт. 1 68. 

� 

\ 0.2 о 
�--

и направление ускорения д11я всякого положения поршня, если даны вели
чины r и ш. Значение величины ro (это не что иное, как угловая скорость 
вала машины) будет выяснено в главе XV. Построенный нами график играет 
существенную роль в динамике поршневых машин (в частности, в расчете 

1 
махового копеса). Мы положили Л = 5 ;  легко построить такой же график 
для всякого иного значения Л. 

§ 9 1 .  Касательное ускорение и нормальное ускорение 

Представим себе точку М, совершающую какое-либо движение 
в пространстве, и отметим ускорение w этой точки (черт. 1 6 9). Мы 
знаем, что ускорение w лежит в пло- М щ скости кривизны траектории. Проведем 
в этой плоскости касательную к траек
тории в точке М в сторону направления 
скорости 'V и главную нормаль - в сто
рону вогнутости кривой. Ускорение w 
мы можем разложить на две составляю
щие, направленные соответственно по 
касательной и по главной нормали; эти 
составляющие получают названия каса- о 
тельного ускорения и нормального уско- Черт. 1 69. 
рения. Обозначим алгебраические вели-

и 

чины касательного и нормального ускорений через w1 и Wn и вычи
слим эти величины. 
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Возьмем основную формулу, связывающую скорость и уско
рение: 

IIредставим скорость 
на соответствующий 
рости (или, что то 

d'O W = (i[ • 

'V как произведение ее численного значения v 
единичный вектор, имеющий направление ско
же, направление касательной к траектории) ; 

обозначая этот единичный 
вектор буквой е, имеем: 

'V = ve. 

Отсюда, применяя  правило 
дифференцирования произ
ведения, находим: 

Черт. 1 70. 

de Остановимся на вычислении производной dt , Возьмем моменты 

времени t и t + Ы и отметим соответствующие положения М и М1 
н ашей движущейся точки, а также соответствующие ее скорости 'V 
и 'V1 (черт. 1 70). Единичный вектор, имеющий направление ско
рости 'V1 , обозначим через е1 • Отложим единичные векторы е (имею
щий направление 'V) и е1 (имеющий направление 'V1) от точки М и 
построим на этих векторах треугольник. Третья сторона треу голь
ника (которой мы приписываем направление от конца вектора е 
к концу вектора е1) есть приращение вектора е за время llt; обо
значим его l:!.e. Имеем: 

de . lAe ] 
dt = l tm 

At ' At -+ 0  -

Найдем численное значение этого предела. Для этой цели обра
тимся к треугольнику, построенному при точке М. Так как стороны 
е и е1 этого треугольника параллельны скоростям 'V и 'V1 ,  то угол 
при вершине М равен углу между направлениями этих скоростей, 
т. е. углу смежности е ,  соответствующему дуге траектории ММ1 . 
Так как, с другой стороны, е = е1 = 1 ,  то наш треугольник равно
бедренный и численное значение его третьей стороны l:!.e равно 

2е sin i = 2 sin -f .  Следовательно, обозначая численное значение 
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de [de ] производной dt через dt , имеем: 

l
d sш 2 sш 2 А 1 2 . в ]  [ . в ] � �- l i m  --- - lim -- · � · __!_ dt 

-
м .... 0 _ At - l>.t .... 0 � 

AS !J.t ' 

где L\s - длина дуги ММ1• Но 

[ . в ] Stn -
l i m  --2- = 1 '  l im r; J = _!_ '  l i m  [��] = 'V, 

. .... о в ь.s - о  s Р м - о  2 
где р - радиус кривизны траектории в точке М. Следовательно: 

1 :� \ = � . 
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de Найдем теперь направление производной dt .  Это направление со-

впадает с предельным направлением вектора L\e. Обратимся опять 
к треугольнику, построенному при точке М.  Обозначая углы при 
основании L\e в этом треугольнике через �. имеем: 

s + 2� = 1t, 
откуда 

Переходя к пределу при Ы -+  О и замечая, что lim [ s ]  = О , заклю
Аt - о  

чаем, что l im [�] = ; . Следовательно, предельное направление век-
м -+  о 

тора L\e перпендикулярно к вектору е, т. е. к направлению ско
рости 'D. Мы заключаем, что предельное направление вектора L\e 
есть направление нормали к траектории в точке М. С другой сто
роны, вектор L\e лежит в плоскости треугольника, построенного 
на векторах е и е1 •  Предельное положение плоскости этого тре
угольника есть плоскость кривизны траектории в точке М; следова
тельно, предельное положение вектора L\e есть направление той 
нормали, которая лежит в плоскости кривизны траектории, т .  е. 
главной нормали. de Итак, направление производной dt есть направление главной нор-

мали к траектории в точке М. 
Заметим еще, что приращение L\e вектора е направлено в сто

рону вогнутости траектории (черт. 1 70). Переходя к пределу, de мы должны заключить, что и производная Тt направлена по 
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главной нормали в сторону вогнутости траектории, т. е. к центру 
кривизны. 

На основании всего сказанного, обозначая единичный вектор, 
направленный по главной нормали траектории к центру кривизны, 
через n, мы можем положить: 

de v 
di = p- n. 

de Подставляя это значение производной dt в полученную выше 

формулу для ускорения w, находим: 
dv v• 

w = dt e +-p n· 

С другой стороны, обозначая ,  как выше, алгебраические в еличины 
составляющих ускорения w по касательной и по главной нормали 
через Wt и Wn и применяя к разложению ускорения w по касатель
ной и по главной нормали формулу разложения вектора на соста-
вляющие, имеем: 

'W = w1e + tt•nn. 
Сравнение двух последних равенств приводит к заключению, что 

dv v= Wt= ж ·  wn =p-· 
Этими формулами определяются величины касательного и нормаль
ного ускорений. Напомним еще раз, что нормальное ускорение на
правлено по главной нормали траектории в сторону вогнутости 
траектории, т. е. к центру кривизны. 

Полученными формулами можно воспользоваться для определе
ния величины и направления ускорения w. Сначала вычисляем каса
тельное и нормальное ускорения по формулам: 

dv v• Wt = Тt • Wn =p-• 
Затем находим величину ускорения w как диагональ прямоуголь
ника, построенного на касательном и нормальном ускорениях: 

W= yw1 + w� = f(:;y + ;24 • 
Направление же ускорения определяется формулами: 

cos (w, fl) = -:; , cos (w, n) = w; ,  
где (w, fl) и (w, n) суть углы, образованные направлением ускоре
ния с направлением скорости и с направлением главной нормали 
к траектории, проведеиной к центру кривизны. 
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Заметим, что при пря.молинейном движении имеем р = оо, 

Wn = О и, следовательно, 

т. е. при прямолинейном движениrt велrtч.ина ус�еорения равна 
абсолютному значению с�еалярной производной от велrtчинЬt c�eo
pocтtt по вре.мен.zt. 

dv 
При равномерном движении имеем v = const, Тt = О  и Wt = О; 

следовательно, 
v• 

W = Wn = - .  р 
Следует особо ваметить, что при равномерном криволинейном дви· 
женин ускорение не равно нулю; в этом случае в нуль обращается 
лишь �еасательное ycteopeнue, так что полное ускорение состоит иэ 
одной нормальной составляющей. 

Наконец, при пря.молинейном и равно.мерном движении имеем 
dv 

р = 
оо ,  dt = О, т. е .  Wt = О, Wn = О  и, следовательно, w = О. 

П р и м е р 33. Железнодорожный поезд проходит кривую радиуса 
R. = 300 м 

с постоянной скоростью v = 60 кмfчас. Определить ускорение поезда. 
Так как движение поезда равномерное, то его ускорение равно по величине 

v• W = Wn =  R. 
и направлено к центру описываемой им кривой. Имеем: 

Следователь но: 

1 000 м 5О 
11 = 60 к м/час = 60 

3600 сек = 3 мtсек. 

2500 м 25 м м 
W = -- - = - - = 0 926 -9 . 300 сек• 27 сек1 ' сек8 • 

П р и м е р 34. Железнодорожный поезд проходит кривую радиуса R. = 300 м 
равномерно ускоренным движением. Длина кривой равна l = 200 м; при входе 
на кривую поезд имеет скорость v0 = 30 км/час, при выходе с кривой его 
скорость равна 111 = 48 км{час. Вычислить у скорение поезда в момент входа 
на кривую, а также в момент выхода с кривой. 

Так как движение поезда равномерно ускоренное, то мы имеем для ско
рости 11 и пройденного пути s формулы: 

ct• 
11 = 110 + ct, s = Vot + 2 

(в последней формуле мы положили начальное расстояние s0 равным нулю, 
начиная счет времени с м омента входа поезда на кривую). Отсюда 

dv 
Wt = dt = с. 
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, •  . Сле,доватедьно, .. !j:асатеяьное ускорение сохраняет постоянное значение с 
во все время прохождения поездом кривой, нормальное же ускорение, 

vs 
равное R , непрерывно изменяет.ся с изменением скорости. В моменты входа 
на кривую и выхода с нее полное ускорение поезда имеет соответственно 
значения: 
1 , .  

· v · + v� V 2 + v1 w0 :::::;: 
с R2 и W1 = с 

R2 • 

Остается вычислить постоянную с. Обозначая время прохождения поездом 
кривой через· Т, им�ем: 

V1 = v0 + cT, 
сТВ ( с Т ) 1 

l = voT+ т = T  vо + т = 2c [cT (2v0 + cT)].  

Из первого равенства имеем: 

cT = v1 - v0• 
Подставляя это значение сТ в формулу для /, получаем: 

l =  (Vt - v0) (V1 + v0) vt - v� 
2с 

= -
2
-
с
- ·  

Отсюда 

Имеем: 

_ vt - v� С - -
2
-

,
- .  

25 40 
v0 = 30 кмjчас = 3 мjсек, v1 = 48 кмjчас = 3 мjсек. 

Следовательно: 

Далее: 

Отсюда 

Wt = C 
1 600 - 625 

9 . 400 мjсек2 = 0,2708 мjсек2• 

w0 = У (0,2708)2 + (0,23 15)2 мfсек2 = 0,356 мjсек•, 
w1 = Jf(0,2708)2 + (0,5926)2 мfсек2 = 0,652 м/сек2• 

§ 92. Графики расстояния, скорости и ускорения 

Положим, что движение точки задано уравнением движения 

s = f (t). 

Мы можем вычислить по этому уравнению для каждого момента 
времени t соответствующее этому моменту значение расстояния s. 
Возьмем две взаимно перпендикулярные оси (черт. 1 7 1 ) и будем 
откладывать на оси абсцисс моменты времени t, а на оси ординат -
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соответствующие значения s. Совокупность построенных таким обра
·вом точек образует' кривуЮ, которая изображает графически вави� 
симость расстояния от времени; эта кривая называется графиком 
расстояния. 

Легко построить график, если известно уравнение Движения. Но 
важное значение этого графического построения состоит в том, что 
им можно пользоваться и в таких случаях, когда уравнение движе� 
ния, дающее аналитическую зависимость между s и t, нам неизве� 
стно. Такие случац встречаются нередко. Часто бывает, что движение 
задано лишь ряДом отдельных значений 
расстояний s1 , s2 ,  s3, • • •  , соответствую- s 
щих отдельным моментам времени t1 , t2 , 
t3 , • • •  , причем аналитическая зависимость 
между s и t (т. е. уравнение движения) 
остается неизвестной. В таких случаях, 
откладывая значения t1 , t2, t3, • • •  и s1 , 
s2 ,  s3 , • • •  соответственно по осям t и s, 
строим точки А ,  В,  С, . . . (черт. 1 7 1 ). 
Проведем через эти точки плавную кри
вую; это и будет приближенно график 
расстояния,  соответствующий данному 
движению. В иных случаях график рас

s" 

�--�4-----t�z------t�"� t 
Черт. 1 7 1 .  

стояния вычерчивается автоматически при помощи участвующих в 
движении самопишущих приборов . Во всяком случае графиком 
расстояния вполне заменяется уравнение движения. Если дана тра
ектория точки и дан график расстоянйя ,  то этим движение точки 
вполне определено. 

Возьмем теперь величину скорости нашей точки 

V=�: =f' (f), 

Зависимость между величиной скорости и временем также можно 
изобразить графически, откладывая по оси абсцисс значения t, а 
по оси ординат - соответствующие значения v; построенная таким 
образом кривая называется графико."'- скорости, Аналогичная кри
вая, изображающая зависимость между величиной ускорения и вре
менем, называется графиком ускорения. 

Следует заметить, что если известен один из только что указан
ных трех графиков , то по этому данному графику легко построить 
и два других. Приближенный способ , которым • можно для этого 
пользоваться ,  мы покажем на следующем примере. 

П р и м е р 35. График скорости подъемной машины при торможении 
изображен на черт. 1 72. Как видно из этого графика, машина двигалась до 
начала торможения со скоростью 1 , 1 9  .мjсек; через 0,6 сек после начала 
торможения скорость машины падает до нуля (машина останавливается). 
Требуется построить графики пути и ускорения. 
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Определим по графику скорости значения скорости f1, соответствующие 
моментам времени 0, 1 сек, 0,2 сек, . . .  , 0,6 сек. Эти значения выписаны 
в таблице 1 .  

Таблица Таблица 1 1  

t (сек) f1 (с:к) t (сек) s (.м) 

о 1 , 1 9  о о 
0,1  1 , 1 3  0, 1 0, 1 1 6  
0,2 1 ,0 1 0,2 0,223 
0,3 0,82 0,3 0,3 1 4  
0,4 0,57 0,4 0,384 
0,5 0,29 0,5 0,427 

0,6 о 0,6 0,441 

vfc1fr/ 
t '· z 
1,0 

0.8 

O.G 

.O.J 

........... 
� 

""' 
1"' 

[\ 
\ 

� 

\ о 0.1 o.z 0.3 0.11 O.S U,G - t rcckJ 
Черт. 1 72. 

Обратимся к построению графика пути. Примем за начало отсчета 
пройденного расстояния то положение машины, в котором она находилась 
в момент начала торможения. В таком случае при t = О  мы будем иметь 
s0 = О. Найдем значение s = s1, соответствующее моменту t = 0, 1 сек. Мы 
не сделаем большой ошибки при вычислении пути, пройденного машиной 
за время от t = О  до t = 0, 1 сек, если примем, что машина двигалась за это 
врем>� равномерно со скорость�, средней между скоростями 1 , 1 9 .мjсек и 
1 , 1 3  .мjсек, т. е. со скоростью 

1 , 1 9  + 1 , 1 3  1 1 6  1 
2 

= , .м сек. 

При таком предположении путь, пройденный машиной за рассматриваемое 
время, т. е.  приближенное значение s1 пройденного пути при t = 0, 1 сек, 
будет: 

s1 = 1 , 1 6  .мjсек · 0, 1 сек = 0, 1 1 6 .м. 

Чтобы найти значение S1 пройденного пути при t = 0,2 сек, вычислим путь, 
пройденный машиной за время от t = 0, 1 сек до t = 0,2 сек. Предположив 
опять, что за это время машина двигалась равномерно со скоростью 

1 , 1 3  + 1 ,0 1  
1 07 

2 
.мjсек = , .мjсек, 

найдем, что за рассматриваемое время пройден путь 

1 ,07 .мlсек · 0, 1 сек = 0, 1 07 .м. 

Следовательно, путь S1, пройденный за время от t = О до t = 0,2 сек, равен 

s1 = 0, 1 1 6 .м +  0, 1 07 .м =  0,223 .м.  

Продолжая поступать таким образом, найдем значения s1 ,  s1 ,  • • •  , s 8  
пройденного пути, соответствующие моментам t = 0, 1 сек, 0,2 сек, • • .  , 0,6 сек; 
эти значения приведены в таблице Н. 
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Как видно, о т  момента начала торможения д о  остановки машина прохо
дит путь 0,44 1 м. По найденным значениям s строим график пути (-черт. 1 73). 

t SI.И) 
0.5 

0, '1  

0.3 
.o,z 
0,1 

� 

-

v 
/ 

/ 

� 
'� -1 

" 
-2 � 

'ь- _" 
-J 

о 0,1 0,2 O.J 0.'1  o.s 0,6 
- t tcclt) 0,1 o.z 0.3 0.'1  o.s 0.5 

- t tcckJ 
Черт. 1 73. Черт. 1 74. 

Переходя к построению графика ускорения, найдем среднее ускорение 
машины за время от t = О  до t = 0, 1 сек. Это среднее ускорение равно 

1 1 3 - 1 1 9 ' ' м tсек2 - - О 6 мjсек1 Таблица I I I  � 1  ' - ' . 
Допуская наибольшую погрешность, мы можем при
нять, что таково было ускорение машины в момент, 
средний между моментами t = O  и t = 0, 1  сек, т. е. в 
момент t = 0,05 сек. Точно так же найдем, что в мо
мент t = 0, 15  сек ускорение машины равнялось (прибли
женно) 

1 ,0 1 - 1 , 1 3 1 1 2 1 8 0 1 мjсек = - , м сек . 
' 

Таким образом найдутся значения ускорения машины w 
в моменты 0,05 сек, 0, 1 5 сек, . . . , 0,55 сек; эти значения 
выписаны в таблице 1 1 1 .  

По этим значениям w строим график ускорения (черт. 1 74). 

Г Л А В А  X V  

t (сек) W (с:Кs) 

0,05 - 0,6 
0, 1 5  - 1 ,2 
0,25 - 1 ,9 
0,35 - 2,5 
0,45 - 2,8 
0,55 - 2,9 

ПОСТУПАТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 
И ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА ВОКРУГ НЕПОДВИЖНОЙ ОСИ 

§ 93. Поступательное движение твердого тела 

Мы nерейдем теnерь к изучению движения твердого тела. Твер
дое тело мы будем трактовать как абсолютно твердое, т. е. будем 
nредnолагать, что расстояния между каждыми двумя точками твер
дого тела при всех условиях остаются неизменными. Наше иссле
дование мы начнем с рассмотрения двух простейших тиnов движения 
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твердого тела: поступательного движения и враrцения вокруг непо
движной оси. Впоследствии мы увидим, что к этим двум типам может 
быть приведено и самое ..общее движение твердого тела. В настоящем 

параграфе рассмотрим поступа
тельное движение твердого тела. 

Поступательныд называется 
такое движение твердого тела, 
при котором всякая прямая, про
ведеиная в теле, остается себе 
параллельной. 

Черт . 1 75.  Например, представим себе ме-
ханизм, состоящий из кривошипов 

АС и BD одинаковой длины, насаженных на в алы А и В и соеди
ненных спарником CD, длина которого равна расстоянию АВ между 
осями ваJiов (чер r. 1 75) .  Ясно, что при всех положениях меха
низма фигура ACD В остается параллелограммом, и, значит, спарник CD 
остается параллельным прямой АВ. Следовательно, движение 
стержня CD есть движение поступа тельное. 

Докажем следующее основное свойство поступательного движе
ния :  при поступательном движении все точки твердого тела описы

Черт . 1 77. 

вают тождественные и параллельна 
расположенные траектории 1 ) и имеют 
в каждый данный момент равные ско
рости и равные ускорения. 

Представим себе твердое тело, дви
жуrцееся поступательно. Докажем, что 
любые две его точки, например М 
и N (черт. 1 77), описывают тожде
ственные и параллельна расположенш.Iе 
траектории.  

Возьмем ряд последовательных мо
ментов времени: t, t + bl, t + 2Ы, . . . , 
следующих один за другим через про
межуток времени fi.t, и отметим по

следовательные положения М, М1 , М2 , • • • и N, N1 , N2 , • • •  наших 
двух точек в эти моменты времени. Соединив прямыми линиями 
точки М, М1 , М2, • • • , а также точки N, N1 , N2, • • •  , получим две 
ломаные линии, вписанные в траектории точек М и N. 

1) Две кривые мы называем тождественными, если при наложении они 
совмещаются. Две точки М и М' двух тождественны х  кривых АВ и А 'В' 
11 �  М (черт. 1 76), совпадающие при совмещении 

�9 кривых, назовем соответствующими друг 

л·�в· · 
Черт. 1 76. 

другу. Мы назовем две тождественные 
кривые расположенными параллельно, если 
касательные к ним, проведеиные в соот
ветствующих точках, параллельны. 
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Соединим еще прямыми линиями точки М и N, М1 и N1 , М� 
и N2 и т. д. Отрезки MN, M1N1 , M'}.N2, . • • представляют после
довательные положения отрезка MN, движущегося вместе с твер
дым телом; следовательно, в се эти отрезки между собою равны. Так 
как движение тела предполагается поступательным, то все эти от
резки, кроме того, параллельны. Отсюда следует, что фигуры 
MM1N1N, M1M2N2N1 , . . .  суть параллелограммы, а следовательно, 
стороны ломаных ММ1М2 • • • и NN1N2 • • • соответственно равны 
и параллельны. Значит, эти ломаные тождественны и параллельна 
расположены. Перейдем теперь к пределу при Ы -+  О. В пределе ло
маные ММ1М2 • • • и NN1N2 • • •  обращаются в траектории точек М 
и N. Так как ломаные тождественны и параллельна расположены, 
то и кривые, к которым они приближаются,  также тождественны 
и параллельна расположены. 

Итак, траектории точек М и N тождественны и расположены 
параллельна 

Обратимся к рассмотрению скоростей точек М и N в момент t. 
Скорость 'lJ точки М в момент t можно рассматривать как пре 

дел скорости фиктивного равномерного движения по хорде ММ1 . 
мм 

за  время A.t. Эта фиктивная скорость 'Dm имеет величину vm = Т 
и направлена по хорде ММ1 (черт. 1 77). Совершенно так же ско
рость точки N в момент t (обозначим ее vr) есть предел скорости v:n 
фиктивного равномерного движения по хорде NN1 за время A.t; ско-

, , NN1 рость 'Dm имеет величину Vm = --z;г и направлена по хорде NN1• 

Но мы видели, что отрезки ММ1 и NN1 равны и параллельны; сле
довательно: 

Переходя к пределу при Ы -+ О, получаем: 

т. е. скорости точек М и N в момент t равны. 
Остается рассмотреть ускорения точек М и N в момент t. 
Обозначим ускорения точек М и N соответственно через w и w'. 

Имеем: 

, dv' 
w = --ат  · 

Но мы только что видели, что 'lJ = vr. Следовательно: 

W = Wr, 

т. е. и ускорения точек М и N равны. 
Общую для в сех точек твердого тела скорость и общее для 

всех точек ускорение мы можем назвать . скоростью и ускорение .м. 
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твердого тела. Заметим, что такая терминология допустима лишь в слу
чае поступательного движения твердого тела;  в других случаях 
движения твердого тела (как мы увидим в дальнейшем) различные 
точки твердого тела имеют различные скорости и различные уско
рения. 

§ 94. Вращение твердого тела вокруг неподвижной оси 

Представим себе твердое тело, вращающееся вокруг неподвиж 
ной оси z (черт. 1 78). Вращательное движение твердого тела мо
жет быть определено следующим образом. 

Проведем через ось вращения z две полуплоскости 1 ) :  неподвиж
ную полуплоскость Р и подвижную полуплоскость Q, вращающуюся 
вместе с твердым телом. Отметим двугранный угол между этими 
полуплоскостями и условимся считать его положительным, если он 
nредставляется отложенным от неподвижной полуплоскости Р про

1 
тив направления вращения часовой стрелки 
(для наблюдателя, смотрящего со стороны 
положительной оси z). Обозначим этот дву
гранный угол, взятый с надлежащим знаком, 
через tf и назовем его углом поворота. 
Заданием угла поворота q> вполне опреде
ляется положение подвижной полуплоско
сти Q, а вместе с тем и положение всего 
вращающегося тела. 

При движении тела угол поворота tf изме
няется с течением времени, т. е .  угол q> пред
ставляется некоторой функцией времени t: 

q> = f (t). 
Черт. 1 78. Это уравнение называется уравнением 

вращения. Этим уравнением вполне опре
деляется вращательное движение твердого тела,  ибо, зная это 
уравнение, мы можем для любого момента времени t вычислить 
еоответствующее значение угла поворота tf и ,  следовательно, ука
зать соответствующее положение вращающегося тела . 

Для характеристики большей или меньшей быстроты вращения 
введем понятие у г лов ой скорости. 

Возьмем моменты времени t и t + Ы. В момент t + Ы вращаю
щаяся полуплоскость Q занимает положение Q1 , и угол поворота q> 
за время At получает приращение Atf (черт. 1 78). Отношение :� 
называется средней угловой скоростью вращающегося тела за время At. 

1 ) Прямая линия, проведеиная на плоскости, делит неоrраниченную пло
<:кость на две полуплоскости. 
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Предел же, к которому приближается средняя угловая скорость, 

когда A.t приближается к нулю, называется угловой сиоростью тела 

в .момент t. Обозначая угловую скорость буквой w, имеем: 

w = lim �-�� ·]= �� . 
м - о  

т .  е .  угловая сиорость равна производной от угла поворота по 
вре.менu. Заметим , что ко г да для наблюдателя,  смотрящего со сто

роны положительной оси z, твердое тело представляется вращаю
щимся против часовой стрелки , мы имеем А<р > О, а следовательно, 
и w > О;  если же вращение тела представляется происходящим по 
часовой стрелке, то А<р < О, а следовательно, и w < О. 

Отметим тот частный случай вращения, при котором угловая 
сиорость есть величина постоянная: 

w = const. 

В этом случае вращение называется равномерным. Составим уравне
ние равномерного вращения. Мы имеем зависимость: 

drp 
dt = W. 

Интегрируя и имея в виду, что в данном случае w есть величина 
постоянная, получаем: 

cp = wt -t- C, 

г де С есть произвольмая постоянная. Положим, что в начальный 
момент t = О  угол поворота ер имеет значение ср0; этот угол ср0 на
зовем начальным углом поворота. Применяя последнее уравнение 
к начальному моменту t = О, находим: 

<ро = С. 

Определив таким образом значение постоянной С, получаем оконча-
тельно: 

<р = (/)о +  wt. ( 1 ) 

Таково уравненuе равномерного вращения. 
Заметим, что надлежащим выбором неподвижной полуплоскости Р 

и подвижной полуплоскости Q можно всегда достигнуть того ,  чтобы 
было <р0 = О  (стоит только выбрать полуплоскости Р и Q так, 
чтобы в начальный момент t = О  они совпадали). Следовательно, не  
ограничивая общности, можно написать уравнение равномерного 
вращения и в таком виде: 

<p = wf. 

Решая уравнение ( 1 )  относительно w, имеем: 

w =  <р - <ро 
t • 
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т. е. угловая С1сорость pФmoJrtepнoгo -rJращендя равна отношению 
приращения угла поворота за некоторый промежуток времени 
к величине этого про . .межутка времени. 

Представим себе такое равномерное вращение, при котором угол 
поворота изr.�еняется на  единицу угла в единицу времени. Угловая  
-скорость такого вращения равна 

1 ш = т = l . 

Следовательно, за единицу угловой скорости мы должны принять 
угловую скорость такого равномерного вращения, при котором угол 
поворота изменяется на единицу угла в единицу времени. Напри
мер, если условимся измерять углы отношением дуги к соответ
ствуюЩему радиусу, т .  е .  за единицу угла примем абсолютную еди
ницу угла или радиан 1 ) , и если за единицу времени примем се
кунду, то за единицу угловой скорости мы должны принять угло
вую скорость такого равномерного вращения, при котором тело 
nоворачивается на  один радиан в одну секунду. Эту единицу угло
вой скорости мы назовем абсолютной единицей угловой скорости 

1 
и будем обозначать -сек 

Весьма часто угловая скорость измеряется числом оборотов 
в минуту, т. е . за единицу угла принимается полный . оборот (или 
360°), а за единицу времени - минута; соответствующая единица 

об 
угловой скорости обозначается --

м и н  
Правило перехода от  одних единиц угловой скорости к другим 

остается тем же,  как оно было формулировано в аналогичном слу
чае для скорости и ускорения точки: н апишите данную угловую 
скорость с надлежащим наименованием единицы угловой скорости; 
в этом наименовании выразите данные единицы угла и времени 
через новые единицы угла и времени; произведя перемножение, 
получите требуемый резу ль тат 2) .  

Например: 
2т: 1 От: 1 w = l OO oбjмtm = l 00 60 сек = а сек ' 

Часто угловую скорость, выраженную числом оборотов в ми
нуту, обозначают буквой n, оставляя букву w для обозначения 

угловой скорости, выраженной в абсолютных единицах (т. е . в ё�к) . 
Имеем: 

2т: т:п 1 1 
n обf.мин = n 60 сек = 30 сек = w сек · 

1) Радианом называется угол, для которого дуга равна радиусу; он равен 
51 ° 1 7'44",8. Измеряя углы отношением дуги к соответствующему радиусу, 
мы выражаем углы отвлеченными числами. 

2) При этом нужно помнить, что один оборот, измеренный в радианах, 
выражается отвлеченным числом 2т:, 
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Отсюда получ�ем простую формулу переХ'ода: 

а также 
30 п = - rо  � 9 ,55 ro. 
1t 

1 89 

Перейдем к установлению понятия углового ускорения. Возьмем 
моменты времени t и t + bl. Положим, что в момент t угловая ско
рость имеет значение ro ,  а в момент t + Ы она равна ro + A(J). ;От-

ношение �� называется средни.м угловы.м ускорение.м за время Ы. 

Предел же,  к которому приближается среднее угловое ускорение, 
когда /:1t приближается к нулю, называется угловьi.м ускорение.м 
в момент t. 

· 
Обозначая угловое ускорение буквой s, имеем: . ·  

s = lim �-�; ] =�; =�t� ' 
м - о -

т. е. угловое ускорение равно первой производной от угловой ско
рости по вре.мени или второй производной от угла поворота по 
вре.мени. Заметим, чт0 s > О, если Aro > О, т. е. если угловая ско
рость возрастает за время bl, и s < О, если Aro < О, т. е.  если угло
вая скорость убыв ает. 

Остановимся на том частном случае вращения,  при котором 
угловое ускорение есть величлна постоянная: 

s =  const. 

Такое вращение называется равно.мерно пере.менны.м (равномерно 
ускоренным или равномерно замедленным). Составим уравнение 
равномерно nеремениого вращения. 

Имеем зависимость: 
d(J) 
dt = s. 

Интегрируя и имея в виду, что по предположению s есть величию� 
постоянная, получаем: 

ro = st + C, 

где С есть произвольная постоянная. Положим, что в начальный 
момент t = О  угловая скорость имеет значение w0, которое н азов е� 
начальной угловой скоростью. Применяя последнее уравнение к на
-чальному моменту t = О, находим: 

w0 = C. 
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Подставив найденное эначение постоянной С в предыдущее уравне
н ие,  будем иметь: 

w = w0 + et. (2 ) 

Таков эакон изменения углов ой скорости при равномерно пере
меннам вращении . 

Далее имеем зависимость: 
d'f 
dt = w, 

Интегрируя ,  находим: 

или d'f _ 
dt - w0 + et. 

где С1 есть новая проиэвольная постоянная. Обозначая начальный 
угол поворота (т. е .  значение угла поворота <р при t = О) через <f'o 
и применяя последнее уравнение к начальному моменту t = О, по
лучаем: 

<f'o = cl. 

Следовательно, окончательно имеем: 
Et2 <р = <f'o + wot + 2 .  

Таково уравнение равномерно пере.менного вр ащения. 
Решая уравнение (2) относительно е, находим: 

оо - ооо t = -t- '  

т. е. угловое ускорение равномерно перемениого вращения равно 
отношению приращения угловой скорости за некоторый nромежуток 
времени к величине этого промежутка времени. 

Представим себе такое равномерно nеременвое вращение, при 
котором угловая скорость возрастает на единицу угловой скорости 
в каждую единицу времени; угловое ускорение такого вращения 
равно 

1 е = т = l . 

Следовательно, за единицу углового ускорения мы должны nринять 
угловое ускорение такого равномерно перемениого вращения, при 
котором угловая скорость изменяется на единицу угловой скорости 
в единицу времени. Если примем за единицы угла и времени радиан 
и секунду, то будем иметь единицу углового ускорения, которая 
называется абсолютной единицей углового ускорения и обозна
чается: 

сек• · 
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Принимая з а  единицы угла и времени один оборот и минуту, nолу
об чаем единицу углового ускорения .минs и т. д. 

Правило nерехода от одних единиц к другим остается nрежним. 
Например: 

Мы закончим настоящий параграф изучением 
рений различных точек вращающегося тела. 

Представим себе твердое тело, вращающееся 
ной оси z, и отметим какую-либо точку М этого 
Траектория точки М есть 
окружность, nлоскость ко
торой перпендикулярна к 
оси вращения z и центр О 
которой лежит на этой оси; 
радиус этой окружности 
(или расстояние точки М 
от оси вращения) обозначим 
буквой r. Возьмем неnо
.движную и nодвижную nо
луnлоскости Р и Q и отме
тим те радиусы окружности, 
описываемой точкой М, ко
торые лежат в этих nолу
плоскостях; радиус ОА, ле-

z 

скоростей и уско-

вокруг неnодвиж
тела (черт. 1 79). 

жащий в nолуплоскости Р, Черт. 1 79. 
неnодвижен, радиус же ОВ, 
лежащий в nолуплоскости Q, вращается вместе с твердым телом. 
Угол, заключенный между радиусами ОА и ОВ, есть угол nоворота 'fl· 
Если мы условимся взять за начало расстояниИ s точку А и если 
возьмем за nоложительное направление расстояния s то же направ
ление, в котором уеловились считать nоложительным угол nоворота 
.rp, то будем иметь: 

(3) 
где а. есть угол, заключенный между радиусами ОВ и ОМ; так как 
оба радиуса ОВ и ОМ вращаются вместе с твердым телом, то 
угол а. есть величина nостоянная. Заметим, что в формуле (3) углы 'Р 
и а. должны быть выражены в радианах. Вычисляя  теnерь величину v 
скорости, находим: 

- l ds j - / drp , _  
V - dt - r dt - r l oo l . (4) 

Наnравление же скорости v есть направление касательной к окруж
ности, оnисываемой точкой М; другими словами, скорость v 
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перпендикулярна � плоскости, проходящей через точку М и ось вра
щения z. Скорость f1 получает в данном случае название враща
тельной или окружной скорости. Так как угол � в формуле (3) 
должен быть выраЖен в радианах, то угловая скорость w в фор
муле (4) должна быть выражена в абсолютных единицах. Из фор
мулы (4) следует, что вращательные скорости различных точек 
вращающегося тела пропорциональны соответствующим радиусам, 
т. е. расстояниям данных точек от оси вращения.  

Переходя к вычислению ускорения точки М, воспользуемс я  раз
ложением полного ускорения w на  касательное ускорение Wt 
и нормальное ускорение Wn· Имея в виду, что радиус кривизны 
траектории точки М равен r, получаем: 

Wt = �� = r  �; = re,  j 
v2 r2oo2 

(5) 
Wn = - = -- = rw"' . Р r 

Ускорение Wt направлено по касательной к окружности, описы
ваемой точкой М: ускорение Wn направлено к центру О этой 
окружности. У с ко рения Wt и Wn получают в данном случае назва
ния вращательного и центроfтремительного ускорений. Полное 
ускорение w находится как диагональ прямоугольника, построен
ного на вращательном и центростремительном ускорениях: 

W =  /wl + w� = r  ye"' + wi. (6) 

Заметим, что в формулах (5) и (6) угловая скорость w и угло
вое ускорение е должны быть выражены в абсолютных единицах. 

Если тело вращается  равномерно, то мы имеем: 

и ,  следовательно, 

doo w = const, е =  
dt 

= О 

Wt = re = O. 

Итак, в случае равномерного вращения полное ускорение w точки М 
состоит из одной только центростремительной составляющей; оно 
равно по величине 

W = Wn = rw"' 
и направлено к центру О окружности, описываемой точкой М. 

П р и м е р  36. Маховик, находившийся в начальный момент в покое, 
враrцается равномерно ускоренно; в первые 2 минуты после начала движения 
он совершает 300 оборотов.  Определить угловое ускорение маховика, а так
же его угловую скорость через 3 минуты после начала движения. 

Воспользуемся формулами: 

Et2 
tp = tfo + ooot + 2 1 оо = ооо + Et, 
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В данном случае имеем '!'о = О, ro0 = О. Угловое ускорение е опредедяется 113 
уравнения: 

откуда 
е = 1 50 обfмин.2• 

Угловая скорость через 3 мин. после начала движения равна 

о) = 150 . 3 = 450 обfмин.. 

Найденные величины Е и ro, выраженные в абсолютных единицах, равны 

21t 1t 
Е = 1 50 = - -

(60 сек)2 1 2  сек2 ' 
2п 1 

ro = 450
6

-
0 

= 1 5п - .  
сек сек 

П р  и м е р  37. Маховик радиуса R = 1 ,5 м вращается равномерно с угло
вой скоростью 90 обjмин.. Определить скорость и ускорение точки, лежащей 
на ободе маховика. 

Имеем: 
2n 1 

ro = 90 обjмин. = 90 
6
-
0 

= 3n - ,  сек сек 
dro 

Е =  dt = 0. 
Следовательно: 

v = Rro = 1 ,5 · 3n = 4,5п мjсек = 1 4, 13  мjсек, 
Wt = Re = O, 

Wn = Rro2 = 1 ,5 · 9n2 = 13,5n2 мjсек2 = 133,2 мjсек8, 
м w = Wn = 1 33,2 --2 • сек 

Окружная скорость 'D направлена по касательной к окружности махо
вика, а ускорение w - к его центру. 

П р и м е р 38. В лабораторных условиях была получена угловая скорость 
вращения, равная 1 1  000 обjсек. 

Ротором служил маленький конус с диаметром основания d = 1 , 1 7  см, 
вращавшийся вокруг своей оси; вращение вызывалось и поддерживалось 
потоком воздуха. Вычислить окружную скорость v и ускорение w точки на 
окружности основания конуса. 

Вычисляем скорость v и ускорение w по формулам: 

'О =  rro, w = rro2• 

Полагая здесь 

d � 1 1 r = -2 = 0,585 см, ro = 1 1 000 · - = 69 1 00 - = 691 . 1 02 --сек сек сек '  

получаем: 

v = 40 400 смjсек = 404 мjсек, w = 279 · 1 0• мjсек2• 
7 Е. л. Николаи, ч. 1 
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Il р и м е р  39. Даны три шестерни, сцепленные между собой (черт. 1 80). 
Радиусы шестерен равны соответственно r1 = 20 см, r1 = 12 см, r3 = 15 см. 
Первая шестерня вращается против часовой стрелки с угловой скоростью 

об 
<о> 1 = 90 -- . Найти угловую скорость третьей шестерни. мин 

Так как зубчатое зацепление исключает возможность скольжения •одной 
шестерни по другой, то в точках касания касающиеся шестерни должны 

Черт. 1 80. 

иметь одинаковые окружные скоро
сти. С другой стороны, на окруж
ности каждой шестерни окружные 
скорости тоже одинаковы. Отсюда 
следует, что на всех трех окружно
стях мы имеем равные окружные 
скорости. Это приводит к равенству 

r1 r1oo1 = r3oo8, откуда оо3 = - оо1 = rs 
20 = 
1 5  • 90 обjмин = 1 20 обjмин. 

Чтобы определить направление 
вращения третьей шестерни, отметим 

окружные скорости точек касания А и В.  Так как по заданию первая шестерня 
вращается против часовой стрелки, то скорость точки А направлена вверх. 
Этим определяется наnравление вращения второй шестерни: она вращается 
no часовой стрелке. Отсюда следует, что скорость точки В направлена вниз. 
Значит, третья шестерня вращается против часовой стрелки. 

Г Л А В А X V I  
ОТНОСИТЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ 

§ 95. Относительное движение точки 

ОткладLrвая исследование более сложных случаев движения твер
дого тела до следующих глав, мы остановимся теперь на теории 
относительного движения. Результатами, которые будут установ
лены в настоящей главе, нам придется воспользоваться при даль
нейшем изучении кинематики твердого тела. 

Представим себе двух наблюдателей ,  из которых один сидит на 
палубе движущегося парохода , а другой остается  неподвижным на  бе
регу. Положим, что оба наблюдателя следят за движением какого
Jiибо объекта, происходящим на палубе парохода, например за  движе
нием гуляющего по палубе пассажира. Движение пассажира, которое 
воспринимается  наблюдателем, движущимся вместе с пароходом, мы на
зовем относительным движением пассажира по отношению к движу
щемуся пароходу; движение того же пассажира, наблюдаемое неподвиж
ным наблюдателем, мы назовем абсолютным движением пассажира. 

От этого конкретного примера перейдем к общим представлениям. 
Под термином «неизменяемая среда» мы будем понимать не

ограниченную среду, расстояния между каждыми двумя точками ко-
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торой остаются неизменными. Представим себе неизменяемую среду, 
движущуюся каким-либо образом в пространстве, и представим себе 
двух наблюдателей, из которых один остается неподвижным по от
ношению к среде {т .  е. не изменяет своего подожения по отноше
нию к точкам среды) и ,  следовательно, движется вместе со средою, 
а другой остается неподвижным в пространстве. 

Положим, что оба наблюдателя следят за движением некоторой 
точки М {черт. 1 8 1 ) .  Для наблюдателя,  движущегося вместе со сре
дою, точка М представляется описывающей в среде кривую К, 
а для неподвижного наблюдателя она представляется движущейся по 
кривой Р. 

То движение точки М, которое наблюдается наблюдателем, дви
жущимся вместе со средою, называется относительным движениf.М 
точки М по отношению к среде , а то дви
жение точки М, которое наблюдается не
подвижным наблюдателем, называется ее 
абсолютным движением. 

Кривая К, описываемая точкой М в ее 
относительном движении, называется ее 
относительной траекторией; кривая же  Р, 
по которой движется точка М в ее абсо
лютном движении, называется ее абсолют
ной траекторией. Относительную траекто-
рию К можно определить как геометрическое Черт. 1 8 1 .  

место точек среды, с которыми в последова-
тельные моменты времени совпадает движущаяся точка М, а абсо
лютная траектория Р есть геометрическое место точек неподвиж
ного пространства ,  с которыми в последовательные моменты вре
мени совпадает точка М. Относительная траектория К переносится 
в пространстве, двигаясь вместе со средою, абсолютная же траек
тория Р есть кривая неподвижная .  

Движение точки М вместе с неизменяемой средой мы буде:\1 
называть ne реносны м движением точки М. При движении среды 
каждая ее точка описывает некоторую траекторию; в частности, 
отметим траекторию L {черт. 1 8 1 ) , описываемую той точкой среды, 
с которой в данный момент совпадает точка М. Если бы точка М 
не совершала относительного движения по отношению к среде, то 
ее абсолютное движение происходило бы по кривой L. Кривая L 
называется переносной траекторией точки М в данный момент. 

Покажем, что, зная относительное движение точки, а также ее 
переносное движение, можно определить абсолютное движение 
точки. 

Представим себе неизменяемую среду и движущуюся в ней точку М 
{черт. 1 82). Возьмем ряд последовательных моментов времени t� 
t + bl, t + 2bl, . . . Положим, что в момент t среда и точка М за
нимают положения, указанные на чертеже. Отметим относительную 

7• 
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траекторию К и траекторию L, описываемую той точкой среды, 
с которой точка М совпадает в момент t. 

Чтобы построить положения, занимаемые точкой М в моменты 
t + bl, t + 2bl, . • .  в ее абсолютном движении, поступаем следую
щим образом. 

Отметим на относительной траектории К положение М1,  зани
маемое точкой М в момент t + At, а на  траектории L положение М', 
занимаемое в тот же момент той точкой среды, с которой в мо: 
мент t совпадает точка М; отметим также положение К', занимае
мое относительной траектqрией К (движущейся вместе со средой) 
в момент t + Ы. Отложив по кривой К' от точки М' дугу М'М'1 , 
р.11вную дуге ММ1, мы получим положение М�, занимаемое точкой М 

в момент t + Ы в ее абсолютном дви
жении. Совершенно так же может быть 
построено положение м;, занимаемое 
точкой М в ее абсолютном движении в 
момент t + 2Ы и т. д. Геометрическое 
место точек М, м;, м�·, . . . есть абсо
лютная траектория Р. 

---:::5�-�--d?-\-,/... Итак, зная относительное движение 

Черт. 1 82. 

точки и ее переносное движение, мы 
можем построить абсолютную траекторию 
точки и указать положение точки на ее 
абсолютной траектории в любой момент 
времени. 

Только что указанный процесс, при 
помощи которого определяется абсо

лютное движение точки по данным относительному и перенос
иому движениям, называется сложением движений относитель
ного и переносного. Абсолютное движение называется состав
иым из движений относительного и переносного; относительное 
и переносное движения называются составляющими движениями. 
Обратный процесс замены составного движения двумя составляю
щими движениями называется разложением данного  движения на два 
составляющих движения. 

Мы назвали абсолютным движением точки то движение, которое 
наблюдается неподвижным наблюдателем. Мы говорим, что точка 
совершает абсолютное движение, если с течением времени изме
няется ее положение по отношению к абсолютно неподвижным те
лам. Но как судить об абсолютной неподвижности этих тел? Мы 
подходим здесь к вопросу о том, существует ли абсолютно непо
движное пространство. Оставаясь в области кинематики , мы не можем 
ответить на этот вопрос; путь к его решению открывается в дина
мике. С точки зрения кинематики всякое движение есть движение 
относительное. Тем не менее, мы сохраним в дальнейшем термин 
«абсолютное движение» и условимся nонимать nод этим термином 
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то движение, которое наблюдается наблюдателем, неподвижным на 
земной nоверхности; строго говоря , это движение нужно было бы !fа
звать относительным движением по отношению к земному шару. Осно
вания ,  по которым упомянутому движению может быть nрисвоено наи
менование абсолютного движения, б у дут изложены в курсе динамики. 

§ 96. Уравнения относительного движения, 
относительная скорость и относительное ускорение 

К исследованию относительного движения точки мы можем ,  при
менить все те методы, при помощи которых мы изучали в nервых 
трех главах этого от  дела абсолютное движение точки. 

Представим себе неивменяемую среду, совершающую nереносное 
движение в пространстве, и точку М, совершающую относительное 
движение по отношению к среде 
(черт. 1 83). Относительное движе
ние точки М может быть опре
делено заданием относительной тра
ектории К и уравнения движения 

Sr = f (i), 
где sr есть расстояние, пройденное 
в относительном движении, отсчи
танное по относительной траекто
рии от некоторого произвольно 
выбранного начала О. Только что 
написанное уравнение мы назовем 
уравнением относительного дви- ч 1 83 ерт. . 
жения. 

Для определения относительного движения можно воспользовать
ся также координатным методом. Возьмем три взаимно перпендику
лярные координатные оси е, 7J, С, связанные со средой и ,  следователь
но, движущиеся вместе со средою. Обозначая координаты точки М 
относительно этих осей буквами е, 'IJ, С (мы будем называть эти 
координаты относительными координатами точки М), имеем: 

� = ft (t), 7J = /2 {t), С = /3 (t). 
Этими уравнениями, которые мы будем называть уравнениями от
носительного движения в прямоугольных координатах, вполне 
определяется относительное движение точки М. 

Скорость точки М в ее относительном движении мы будем 
называть относительной скоростью и будем обозначать 'Dr. Имеем: 

Vr = l �t l •  
направление скорости 'Dr есть направление касательной к относи
тельной траектории, nроведеиной в сторону движения. Обозначая 
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проекции относительной скорости 'Dг на оси �. Тj, С через vг� , vг11, 
vгс • будем иметь: 

v,{= �', vг'l = Тj', vrc = С'. 

Ускорение точки М в ее относительном движении мы будем 
называть ее относительным усtсорением и будем обозначать wr. 
Проекции Wr�• wг'l' wгс этого ускорения на оси � .  Тj, С определяются 
формулами: 

W - _ t" w " r" rt - � • r'l = Тj • 'Vrc = '- • 
Вообще все результаты, установленные в главах XII-XIV, 

остаются справедливыми и в применении к относительному движению. 
Мы только что ввели координатные оси � .  "ff , С, связанные со 

средой и движущиеся вместе с нею. Часто вместо того, чтобы гово
рить об относительном движении «ПО отношению к движущейся 
неизменяемой среде»,  говорят об относительном движении «ПО от
ношению к подвижной координатной системе �. Тj, С» .  Движение 
точки вместе с осями �. Тj, С в этом случае получает название пере
носиого движения. 

Скорость и ускорение точки М в ее абсолютном движении мы 
условимся называть ее абсолютной сtсоростью и абсолютным 
усtсорением. Нашей ближайшей задачей будет установить зависи
мость между относительной скоростью точки и ее абсолютной ско
ростью, а также между относительным ускорением и абсолютным 
ускорением. Эти зависимости даются теоремой сложения скоростей 
и теоремой сложения ускорений. 

§ 97. Теорема об элементарном перемещении точки. Девиация 

Прежде чем приступить к выводу двух упомянутых в конце 
предыдущего параграфа важных теорем ,  установим вспомогательное 
предложение, касающееся элементарного перемещения точки. Этим 

z предложением мы затем восполь

Черт. 1 84. 

жущаяся точка занимает 

зуемся при выводе интересующих 
нас теорем. 

Представим себе точку М, совер
шающую некоторое (абсолютное или 
относительное) движение, опреде
ляемое уравнениями: 

Х =/1 (t), ) 
У =/2 (t), 
z = fa (t), 

( 1 ) 

отнесенными к осям х,у, z(черт. 1 84). 
Положим, что в мо:wент t дни

положение, обозначенное на чертеже 
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буквой М, и имеет в этот момент скорость 'D и ускорение w; в момент 
t + Ы точка занимает положение М1, пройдя за время Ы дугу ММ1• 

Проведем радиусы-векторы ОМ = r и ОМ1 = r1 •  Вектор ММ1 
есть не что иное, как приращение 11r радиуса-вектора нашей дви
жущейся точки за время Ы; назовем этот вектор але.мен.тарн.ы.м 
перемещен.ием точки М за время 11t. Будем рассматривать проме
жуток времени Ы как малую величину первого порядка малости и 
предложим себе вывести разложение элемент арного перемещения 11r 
в бесконечнLiй ряд по степеням этой малой величины. 

Обозначим координаты точки М через х, у, z, а координаты 
точки М1 - через х1, у1, z1 • Проекции вектора 11r на оси х, у, z 
равны разностям х1 - х, у1 -у, z1 - z; обозначим эти разности 
через 11х, 11у, 11z. И:v1еем: 

Х = /1 (f), Х1 = /1 (f + bl). 

Разложим величину х1 в ряд Тэйлора по степеням малой вели
чины Ы: 

Xt = /1 (t) + f� (t) · Ы + � fl (t) (bl)2 + � f�" (t) (bl)3 + . . .  

Замечая,  что 

г де 'V х и w х - проекции скорости 'D и ускорения w на ось х, по
лучаем: 

отк у да (полагая Л' ( t) = х'") 

11X = 'VxM + � Wx (M)g + � х"' (М)3 + . . .  

Точно так же находим: 

11y = vyM +  � Wy (М)2 + � у"' (М)з + . . . , 
11z = VzM + � Wz (f1t)2 + � z''' (f1t)3 + . .  . 

Применим теперь к элементарному перемещению 11r формулу раз
ложения на составляющие по осям х, у, z. Обозначая единичные 
в екторы, направленные по осям х, у, z, как все г да, через i, j, k и 
имея в виду, что проекции вектора 11r на эти оси равны 11х, 11у, 
Az, получаем: 

11r = 11х • i + l1y · j + 11z · k. 



200 ОТНОСИТЕЛЬНОН ДВИЖЕНИЕ [гл. xvr 

Подставляя сюда найденные разложения величин flx, !!у, Az, 
б у д ем иметь: 

flr = (vxi + v.J+ vzk) At + ; (wxi + wyj + wzk) (At)i +  

+ � (x111i +y"'j + z'"k) (At)з + · · ·  

Но, применяя формулу разложения на  составляющие к скорости '1J 
и ускорению w, имеем: 

'llxi + v.J + 'Vzk = '1'1, 
wxi + wyj + wzk = w. 

Введем также новый вектор w, проекции которого на оси х, у, z 
равны тре rьим производным от координат х, у, z по времени (этот 
вектор w · называе1 ся ускорением второго порядка); в таком случае 

. будем иметь:  
x"'i + y"'i+ z"'k = w. 

Таким образом получаем: 

Ar = f1 At + � w (At)� + � w (At)з +  . . .  

Это и есть искомое разложение элементарного перемещения Аг 
в бесконечный ряд по степеням малой величины At. Здесь выпи
саны три первых члена этого разложения ; в дальнейшие члены ряда 
входят векторы, проекции которых на  оси х, у, z равны четвертым, 
пятым и т. д. производным от координат х, у, z по времени. Все 
эти векторы получают название ускорений третьего, четвертого 
и т. д. порядков . 

Введем обозначения: 

; w ( At)� + � w ( Аt)з + . . .  = а2, 

{- w ( Аt)з + . . . = аз. 

Здесь а2 и аз - малые векторы соответственно в горого и треть
его порядков малости. С этими обозначениями будем и м е т ь :  

Ar = v  At + а2, 

Ar = v At + � w (At)2 + а3• 

(2) 
(3) 

Этими формулами мы воспользуемся при выводе теорем сложе
ния скоростей и сложения ускорений. Из полученных формул видно, 
что с точностью до малых величин первого порядка малости (вклю
чительно), т. е. пренебрегая величинами второго и высших поряд-
ков малости, мы можем считать элементарное перемещение ММ1 
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еовпадающим с вектором f1 дt, отложенным по направлению скоро
сти f1 (черт. 1 84). С точностью же до малых величин второго по
рядка малости (т. е .  пренебрегая лишь величинами третьего и вЫс
ших порядков малости) мы должны считать элементарное переме-

1 щение складывающимся из векторов f1 !1t и 2 w (дt)2• Вектор 
; w (/1t)2 , имеющий направление ускорения w, называется девиацией. 

§ 98. Теорема сложения скоростей 

Представим себе неизменяемую среду и движущуюся в ней 
-гочку М (черт. 1 85) . В момент t среда и точка М занимают то 
положение, которое указано на  чертеже.  Отметим относительную 
-граекторию К, абсолютную траекторию Р и траекторию L,  описы
ваемую той точкой среды, с которой в момент t совпадает 
-гочка М. 

В момент t точка М имеет относительную скорость flг и абсо-

l 

Черт. 1 85. Черт. 1 86. 
лютную скорость fl. Отметим еще скорость той точки среды, с ко
торой совпадает точка М в данный момент; обозначим эту ско
рость fle и назовем ее переносной скоростью; эта скорость н апра
влена по касательной к кривой L. 

Мы покажем, что абсолютная скорость равна векторной су.м.ме 
переносной и относительной скоростей. В этом состоит теорема 
сложения скоростей. 

Чтобы доказать эту теорему, построим положение точки М 
в момент t + !1t (черт. 1 86) . Отметим положение М1, занимаемое 
точкой М в момент t + дt на  относительной траектории К, и поло
жение М', занимаемое в тот же момент точкой среды, описыв аю
щей кривую L; отметим также смещенное положение относительной 
-граектории, перенесенной за время t..t вместе со средою в по
ложение К'. Отложив по кривой К' от точки М' дугу M'M't , 
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равную ММ1 , получим положение м;,  эанимаемое точкой М в момент 
t + Ы в ее абсолютном движении. 

Проведем теперь хорды ММ1 , ММ\,  ММ' и М'М\ (черт. 1 86). 
Векторы ММ\ ,  ММ1 и ММ' - не что иное, как элементарные 
перемещения точки М эа время At в ее абсолютном, относитель-
ном и переносном движениях. Вектор М' Mi численно равен эле
мен гарному перемещению ММ1 в относительном движении точки; 
можно скаэать, что вектор М' м; есть элементарное перемеще
ние в относительном движении, перенесенное эа время At вместе 
с относительной траекторией К в новое положение, соответствую
щее моменту t + At. 

Будем рассматривать промежуток времени At как малую величину 
первого порядка малости. На основ ании формулы ( 1 ), выведенной 
в предыдущем параrрафе, имеем: 

MMi = v At + ag, 
ММ1 = v, Ы + Ьg, 
ММ' = veAt + с2, 

где а2, Ь2 ,  Cg - малые векторы второго порядка малости. Что же 
касается перемещения М' М\ ,  то, обоэначая относительную скорость v, 
и отреэок Ь2,  перенесенные вместе с относительной траекторией К 
в новое положение, соответствующее моменту t + At, череэ v; и Ь2 
(скорость v; численно равна скорости v,, но направлена не по каса
тельной к траектории К в точке М, а по касательной к траекто
рии К' в точке М'), будем иметь: 

М' м; = v;At + Ьi. 

С другой стороны, иэ !':::!. MM'Mi мы эаключаем, что перемещение 
MMj есть сумма перемещений ММ' и М' М\ , т. е. 

или 

ММ\ = ММ' + М'М\ .  

Подставляя сюда значения перемещений, находим: 

'lJ At + а2 = 'De At + с2 + v; Ы + Ь2 

'lJ At = 'DeAt + v; At + Cg + Ь2 - а2• 

Обозначим для сокращения письма 

Cg + Ь2 - а2 = k2, 

где k2 - вектор второго порядка малости. В таком случае будем 
иметь: 
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Разделим теперь обе части этого равенства на  dt и обозначим 
в ектор k'A, деленный на dt, через k1; это - вектор первого порядка 
малости. Следовательно: 

Остается сделать переход к 
l im ['D;] = 'Dг, и-о 

70 в пределе будем иметь: 

пределу при М - О. Так как 
l im [k1] = О, м-о 

'D = 'De + 'Dг, 
7. е. абсолютная скорость равна векторной сумме переносной и от
носительной скоростей. 

Другими словами, абсолютная скорость есть диагональ парал
.лелогра.м.ма, построенного на переносной и относительной скоро
стях (черт. 1 85). Только что 
упомянутый параплелограмм на
зывается параллелогра.м.мо.м 
скоростей . 

П р и м е р 40. На конце криво
шипа 0 1А , вращающегося вокруг 
неподвижной оси 0 1 , имеется пол
зун, скользящий вдоль кулиссы 028, 
которая вращается вокруг неподвиж
ной оси 01 (черт. 1 87); 0 1А = l, 
0 1 01 = а, причем l > а. Кривошип 
0 1А вращается с угловой скоростью rо 1; Черт. 1 87, 
найти угловую скорость кулиссы 0 28. 

Обозначим искомую угловую скорость кулиссы Os8 через ro1 • Мы най· 
.дем эту угловую скорость ro2, если будем знать вращательную скорость 
какой-либо одной точки кулиссы 028. Найдем вращательную скорость той 
-точки ку.чиссы, с которой в данный момент совпадает конец кривошипа А. Для 
этой цели будем рассматривать абсолютное движение точки А как с.чагаю
rцееся из переносиого движения вместе с кулиссой О28 и из относительного 
.движения по отношению к этой кулиссе.  Абсолютная скорость 'О точки А 
нам известна: это есть вращательная скорость вокруг оси 01; следовательно, 
ее величина равна 

V = /(J)1 

и она направлена перпендикулярно к кривошипу 0 1А.  Нас интересует перенос
пая скорость точки А. Строим пара.�ле:шграмм скоростей, причем замечаем, 
-что переноспая скорость 'De точки А (как вращательная вокруг оси 01) пер
nендик улярна к ку.чиссе 028, а относительная скорость 'Dr должна быть 
направлена по касательной к относительной траектории, т. е. вдоль пря
мой Os8. 

Обозначая угол между скоростями 'О и 'De буквой а, выводим из парал
.пелограмма скоростей: 

Ve = V cos a = /ro1  cos a.  

Но так как переноспая скорость 'De есть вращательная вокруг оси 01, то 

Ve = rros, 
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rде буквой r обозначено переменное расстояние 01А. Следовательно: 

roa = V8 = lro1 cos a 
r r 

[гл. XVI 

Выразим еще cos а через переменную величину r. Замечаем, что в треуrо.�ь
нике 01А01 уrол при вершине А равен а; следовательно: 

а• = zs + r1 - 2!r cos а 
откуда 

- za + r2 - аа - r ( [2 - аа) COS et - 2/r - 2, l +  rs , 
Окончательно получаем: 

(i)l ( 19 - а•) ros = 2 l + -,-1 - , 

Отсюда видно, что если ro1 = const, т. е. кривошиn 01А вращается 
равномерно, то ro1 есть величина переменная, т. е .  кулисса 028 вращается 
неравномерно. Предлагаем читателю найти max ro1 и min ro2, а также опреде
лить те nоложения механизма, при которых ro2 = ro 1• 

§ 99. Теорема сложения ускорений в том случае, 
когда переносное движение поступательное 

Представим себе неизменяемую среду, совершающую какое-либо 
движение в пространстве, и движущуюся в среде точку М. В дан
ный момент точка М имеет относительное ускорение Wr и абсо
лютное ускорение w. Ускорение той точки среды, с которой в дан
ный момент совпадает точка М, назовем переносны.м ускорением и 
обозначим W8• У становим зависимость между ускорениями w, 
Wr И W8• 

Не рассматривая самого общего случая, мы ограничимся сейчас 
выводом упомянутой зависимости в двух частных случаях: 1 )  когда 
nереносное движение среды поступательное и 2) ко г да переносное 
движение среды есть вращение вокруг неподвижной оси. В настоя
щем параграфе остановимся на первом из атих двух случаев. 

Итак, представим себе неизмеинемую среду, движущуюся п о с т y
n а т е л ь  н о, и движущуюся в среде точку М (черт. 1 88). В момент t 
точка М имеет относительную скорость 'Dr, абсолютную скорость '0, 
относительное ускорение Wr и абсолютное ускорение w. Отметим 
также переносную скорость '08 и переносное ускорение W8• 

Мы покажем, что если среда движется поступательно, то абсо
лютное ускорение равно векторной су.м.ме переносного и относи
тельного ускорений. 

Чтобы в атом убедиться ,  построим (совершенно так же, как 
в предыдущем nараграфе) положение Mi точки М в момент t + Ы 
(черт. 1 89). Заметим при атом, что так как среда движется посту
nательно, то кривая К' (смещенное nоложение относительной траек
тории) расположена параллельна кривой К; относительная скорость 'Dr 
и относительное ускорение Wr� смещаясь вместе со средой, также 
остаются себе параллельными. 

· 
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Построим элементарные перемещения ММ\, ММ1 , ММ' и М' М! 
и заметим, что в данном случае перемещение М' Mi не только равно 
по величине, но и параллельна перемещению ММ1• Применим к эти:�� • 
перемещениям формулу (2), выведенную в § 96. Рассматривая про· 

Черт. 1 88. Черт. 1 89. 

межуток времени A.t как малую величину первого порядка малости, 
будем иметь: --, 1 MM1 = 'D At + 2 w (At)2 + a3, - l 

MMt = 'Dг At +2 Wг {At)2 + Ьз, 

ММ' = 'De At + � 'We (bl)2 + Са, 

где аа, Ь3, с3 - векторы третьего порядка малости. Так как пере
мещение М' Mi равно перемещению ММ1, то 

или 

М' М\ = 'Dг М + ; Wг (М)2 + Ьа• 

Из !}. MM'MI имеем: 

v A.t + ; w (M)11 + a3 = 
= 'De A.t + � We (М)2 + са + 'Dr М + �  Wr {М)11 + Ь3• { 1 )  

П о  теореме сложения скоростей имеем: 
'D = 'Dв + vг, 

откуда по умножении на М получаем: 
'D At = 'De М + 'Dг М. 
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Следовательно, в равенстве ( 1 )  члены, содержащие скорости 'll, 
'lle и 'V,, сокращаются. Введя еще для краткости обозначение 

с3 + Ь3 - a3 = k3 
(где k3 - вектор третьего порядка малости), будеil иметь: 

1 1 1 
2 w (�t)� = 2 we (М)� + 2 w, (bl)2 + k3• 

1 Разделим обе части этого равенства на  2 (М)2 и обозначим век-
1 тор k3, деленный на 2 (bl)2, через k1 (это - вектор первого по-

рядка малости). Следовательно: 
w = we + w, + k1• 

Переходим теперь к пределу при �t - О. Так как 

то в пределе получаем: 

lim [k1 ]  = О, 
/)./ -. 0  

w = we + w" 
т. е. абсолютное ускорение равно сумме переносиого и относи
тельного ускорений. 

Другими словами, абсолютное ускорение есть диагональ парал
лелогра.м.ма, построенного на переносно.м и относительно.м уско
реюtя.х (черт. 1 88) .  Упомянутый параллелограмм называется парал
лелогра.м.мо.м ускорений. 

П р и м е р  41 . Механизм состоит из кривошипа ОА (черт. 1 90), вращаю
щегося вокруг неподвижной оси О, и из горизонтального стержня ВС, со
вершающего поступательное возвратное движение в горизонтальном напра
влении; на конце кривошипа имеется ползун, скользящий вдоль вертикальной 
кулиссы DE, прикрепленной к стержню ВС; ОА = а. Кривошип вращается 

о 
равномерно с угловой скоростью ro; 
найти ускорение стержня ВС. 

Так как стержень ВС движется 
поступательно, то все его точки, а 
также точки кулиссы DE имеют 
одинаковое ускорение; это общее для 

O<F--'---Im;---�:;-----..; ..... ::;-�C всех точек ускорение и требуется 
8 ,..... определить. 

Е 
Черт. 1 90. 

носительного движения по отношению 
переноснее ускорение точки А. 

Найдем ускорение той точки ку
лиссы DE, с которой в данный мо
мент совпадает конец кривошипа А. 

Для этой цели рассматриваем 
абсолютное движение точки А как 
слагающееся из переносиого движе
ния вместе с кулиссой DE и из от-

к этой кулиссе. Требуется определить 

Абсолютное ускорение точки А нам известно: так как кривошип ОА 
вращается равномерно, то оно состоит из одной лишь центростремительной 
составляющей, т. е .  оно равно 

w = aro2 
и направлено от точки А к точке О. 
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Имея в виду, что движение кулиссы DE есть движение постуnательное, 
мы можем восnользоваться теоремой сложения ускорений в том виде, как 
она только что была выведена. Строим nараплелограмм ускорений, nричем 
замечаем, что переносвое ускорение 'We направлено горизонтально, а отно
сительное ускорение 'Wr направлено вдоль кулиссы DE. Из nараплелограмма 
ускорений выводим: 

We = w cos ер =  aoo2 cos ер, 

где ер есть угол поворота кривошипа ОА (черт. 1 90). Это и есть искомое 
ускорение стержня ВС. 

Конечно, этот результат можно было бы nолучить и без помощи теоремы 
сложения ускорений. Предлагаем читателю nроверить этот результат при 
помощи метода проекций, изложенного в § 90. 

§ 1 00. Теорема сложения ускорений в том случае. когда 
переносное движение есть вращение вокруг неподвижной оси. 

Добавочное или кориолисова ускорение 

Обратимся теперь к рассмотрению того случая, когда перенос
ное движение среды есть вращение вокруг неподвижной оси. 

ЧтобLJ выяснить зависимость между абсолютным, относительным 
и переносным ускорениями, будем поступать так же, как в преды• 
дущем параграфе. 

Представим себе иенаменяемую 
среду, вращающуюся вокруг непо
движной оси, и точку М, движу
щуюся внутри среды (черт. 1 9 1 ). 
Положим, что в момент t среда 
и точка М занимают то поло
жение, которое покааано на чер
теже. 

Построим положение Mj,  зани
маемое точкой М в момент t + М 
в ее абсолютном движении. Заме- Черт. 1 9 1 .  

тим при этом, что теперь кривая К' 
(смещенное положение относительной траектории К) расположена, 
вообще говоря ,  непараллельно кривой К. Если среда, вращаясь во
круг своей оси, повернулась за время 11t на угол 11rp, то и относи
тельная траектория К, двигаясь  вместе со средой, поверну л ась за 
время 11t вокруг оси вращения среды на тот же угол. Следова
тельно, кривая К' получается поворотом кривой К вокруг оси вра
щения среды на угол 11rp. Относительная скорость 'Dr и относитель
ное ускорение Wr, перемещаясь вместе со средой, также поворачи
в аются за время 11t вокруг оси вращения среды на угол 11rp; 
смещенную относительную скорость и смещенное относительное 
ускорение обозначим через 'lJ; и w;. 
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Построив элементарные перемещения ММ\ ,  ММ1 ,  ММ' и M'Mj,  
будем иметь: 

MM\ = fl  Ы + � w (At)11 + a3, 

- 1 
ММ1 = fl, At + 2 w, (At)11 + Ь3, 

MM' = fle At + � We (At)11 + c3, 

м• м; = fl; At + � w; (At)11 + ь;, 

где а3, Ь3, с3 - векторы третьего порядка малости; Ь3 есть век· 
тор Ь3, новернутый вокруг оси вращения среды на yгoJI Arp. 

или 

Из Ь. ММ' Mi имеем: 

MMi = MM' + M'Mi 

't' At + � w (Ы)2 + аз = 

= f18 At + ; w8 (At)11 + cs + f1; At + ; w; (At)11 + ЬЗ. ( 1 ) 

По теореме с.rю,кс : ;ия  скоростей имеем: 
f1 = fle + fl,, 

откуда 
f1 At = fle At + fl, At. 

Вычитая почленно это р авенство из равенства ( 1 )  и вводя для 
краткости обозначение 

Cs + b3 - as = ks 

(г де k3 - вектор третьего порядка малости) , б у д ем иметь: 

; w (bl)11 = ; W8 (At)11 + ; w; (At)11 + (fl; - fl,) At + k3• 

Разделив обе части этого равенства на ; (At)11 и обозначив век· 
1 тор k3,  деленный н а  2 (At)11 , через k1 (это - вектор первого порядка 

малости), находим: 
' '0; - 'D, 

'W = We + «�г + 2  t:..t + kl• 

Перейдем к предеJiу при At - О. Замечая,  что 
lim [w;] = w,, l im [k1] = О  

At- o  м -о 
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и вводя обозначение 

nо:1учим: 

'lllc = 2 lim [fl; - 'D r ] 
м - о  t::.t ' 

209 

Величина 'lllc называется добавочным или тсориолисовы.м устсоре
ние.м. 

Итак, если переносное движение есть вращение вотсруг непо
движной оси, то абсолютное устсорение равно вететорной су.м.ме 
тр ех устсорений : перенос�tого, от�tоситель�tого и тсориолисова .  

Нам остается вычислить величину кориолисова ускорения и опре
делить его направление. 

Покажем, что как величина ,  так и направление кориолисова уско
рения могут быть найдены при помощи следующего простого по
строения. 

Представим себе ось вращения среды; назовем ее осью z (черт. 1 92). 
От некоторой точки О,  лежащей на оси z, отложим вектор ОА, 
равный относительной скорости 'Dr, и найдем вращательную (вокруг 
<>си z) скорость той точки А среды, 
которая совпадает с концом А по
строенного вектора; обозначим эту 
вращательную скорость буквой и.  

Мы п окажем, что 

z 

т. е. тсорrюлисово устсоре�tие 'lllc рав
но удвоенной вращатель�tой (во
тсруг оси z) стсорости точтси А .  

В самом деле, найдем скорость и. О 
Для этого построим положение точ-
1\.И среды А в момент  t + М. Так Черт. 1 92. 
как среда повернулась за время At 
на угол А� ,  то мы получим смещенное положение А' точки А,  по
вернув радиус СА окружности, описываемой точкой А, на угол А� 
в сторону вращения среды (черт. 1 93). Вектор ОА' равен сме
щенной относительной скорости '0;. 

Скорость и мы можем найти как векторную производную ра
диуса-вектора точки А по времени, или, что то же, как предел 
<>тношения приращения радиуса-вектора точки А за время At к этому 
nромежутку времени. Примем за радиус-вектор точки А вектор ОА; 
в таком случае приращением этого радиуса-вектора за время At 
будет вектор АА'. Следовательно, 

. [АА '] и =  l1m lf{ . 
At -+ 0  
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Но из треугольника ОАА' следует: 

Следовательно, 

AA' = OA' - OA = 'V; - 'l1г. 

['(}' - '(} ] и =  l im г t:.t r • 
A t -+ 0  

[гл. xv1 

Сравнивая эту формулу с выражением кориолисова ускорения 

[v' - v J Wc = 2 l i m  r t:.t г ' At -+ 0  

получаем: 

Пользуясь полученным 
лисова ускорения, вводя в 

z 

Черт. 1 93. 

результатом, вычислим величину корио
расчет угловую скорость вращения среды. 

Обозначая угловую скорость среды 
буквой w, имеем (черт. 1 92): 

и = СА · w. 

Но из треугольника .ОАС следует: 

СА =  v, sin (vг, z). 

Следовательно, 

и = v,w sin ('V, , z). 

Удваивая этот результат, полу
чим для величины кориолисова уско
рения формулу 

wc = 2vгw sin ( 'l1г, z). 

Что касается направления кориолисова ускорения Wc, важно 
отметить, что оно направлено перпендику лярно к относитеJJьной. 
скорости 'V, и к оси вращения среды z. 

П р  и м е р  42. Кулисса ОВ (черт. 1 94) равномерно вращается вокруг 
оси О (в сторону, указанную стрелкой) с угловой скоростью ю; ползун М 
движется вдоль кулиссы ОВ от О к В с постоянной относительной (по от
ношению к кулиссе) скоростью, модуль которой v, = с. Найти абсолютную 
скорость и абсолютное ускорение по.1зуна М в тот моме нт, когда МО = а. 
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Рассматриваем абсолютное движение точки М как составное из перенос
иого движения вместе с кулиссой ОВ и из относительного движения по 
отношению к кулиссе. 

Для нахождения абсолютной скорости точки М пользуемся теоремой 
сложения скоростей. Найдем перепосную скорость точки М как вращатель
ную вокруг оси О; она равна по величине 

Ve = аоо 

и направлена перпендикулярно к кулиссе ОВ. Абсолютная скорость ·v есть 
диагональ прямоугольника, построенного на относительной и переносной 
скоростях. Следовате.1ьно, 

v = у' v� + v� = у cs + asoos. 

Переходя к вычислению абсолютного ускорения точки М, обращаемся 
к теореме сложения ускорений. Так как переносмое движение есть вра
щение вокруг неподвижной оси О, 0 
то абсолютное ускорение точки М 
равно сумме относительного, пере
носиого и кориолисова ускорений. 
Вычисляем каждое из этих ускоре
ний в отдельности. Так как отно
еительное движение точки М есть 
движение прямолинейное и равно
мерное, то 

Wr = O. 

Так как переноснос движение есть Черт. 1 94. 
равномерное вращение, то переноснос 
ускорение We есть ускорение центростремительное; оно равно по величине 
We = аоо2 и направлено к точке О.  Наконец, чтобы найти кориолисова ускоре
ние Wc, откладываем от точки О отрезок ОА, изображающий относительную 
скорость Vr, и находим вращательную (вокруг оси 0) скорость и точки А; 
она равна по величине 

U = Vr-> = соо 

и направлена перпендикулярно к кулиссе ОВ. Следовательно, кориолисова 
ускорение численно равно 

Wc = 2coo 

и также направлено перпендикулярно к кулиссе ОВ. Абсолютное ускоре
ние w есть диагональ прямоугольника, построенного на .переносном и ко
риолисовом ускорениях. Следовательно, 

w = У w� + w� = у а2оо4 + 4с2оо1 • 

§ 1 0 1 .  Проекции скорости и ускорения на оси 
полярных координат 

В некоторых случаях представляется удобным применять для 
определения плоского движения точки не декартовы, а полярные 
координаты; об этом уже было сказано несколько слов в § 79 .  
Для определения скорости и ускорения плоского движения точки 
11 тех случаях, когда это движение задано в полярных координа
тах,  можно с пользой применить теорему сложения скоростей и 
теорему сложения ускорений. 
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Положим, что плоское движение точки М (черт. 1 95) задано 
уравнениями движения в полярных координатах 

r = /1 (t), ер = /2 (t), 

и остановимся сначала на  вычислении скорости точки М. 
Продолжим радиус-вектор точки М в сторону возрастающих r 

и проведем через точку М прямую, перпендикулярную к радиусу
вектору, которой припишем направление в сторону возрастающих ер. 
Построенные таким образом при точке М оси называются осялиt 
полярных координат (заметим, что оси полярных координат 
в отличие от осей декартовых координат - изменяют свое напра· 
вление при переходе от точки к точке). Обозначим проекции ско· 
рости v точки М на оси r и ер через v1 и v2• Очевидно, что если 

мr.1 сумеем вычислить проекции v1 
q; и v2, то мы будем знать как вели· 

чину, так и направление скорости v. 
Таким образом вопрос об опреде· 
лении скорости точки М сводится 
к вычислению проекций этой скоро· 
сти на оси полярных координат. 

Для вычисления проекций v1 и v� 
воспользуемся теоремой сложения 
скоростей. Разложим абсолютное 
движение точки М на два соста-

О х вляющих движения: на переносное 

Черт. 1 95. 
движение вместе с радиусом-векто
ром r и на относительное дви-
жение вдоль этого радиуса-век

тора. Для этого вообразим прямолинейную кулиссу,  которая  
вращается вокруг полюса О и по  направлению постоянно совпадает 
с радиусом-вектором r. Переносное движение точки М вместе 
с этой воображаемой куJIИССОй будем называть ее переносным дви
жением вместе с радиусом-вектором r; относительное же движение 
точки А1 вдоль кулиссы назовем ее относительным движением вдоль 
радиуса-вектора. По теореме сложения скоростей абсолютная ско
рость 'D точки А1 равна диагонали параллелограмма, построенного 
на относительной и переносной скоростях 'Dг и '08• 

О сносительная  скорость '08 точки А1 по отношению к ее ра
диусу-вектору (или по отношению к воображаемой кулиссе) на· 
правлена по оси r и равна по величине 

'Vг = r' 
(так как r есть пройденный путь в относительном движении); пе
реносная же скорость '08, как вращательная вокруг точки О, на
правлена по оси ер и равна по величине 

V8 = rcp' 
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(так как (f/ есть угол поворота в о  вращательном движении радиуса
вектора или воображаемой кулиссы). 

Имея в виду, что скорости 'D, и 'De направлены соответственнО> 
по осям r и (f/,  мы эаключаеNI, что лараллелограмм, построенный на 
этих скоростях, совпадает с параллелограммом, построенным на 
черт. 1 95  на  отреэках v1 и v2• Следовательно, 

откуда 
Vt = r', Vg = f{f/'• ( 1 }  

Таковы формулы, определяющие проекции скорости н а  оси по
лярных координат. 

Черт. 1 96. 

y Wen 

oL2L-------=---л· 
Черт. 1 97. 

Определив проекции v1 и v11 по только что написанным форму- 
лам, находим величину скорости v по формуле 

v = V v� + v: = V fll + ,я(f/•11, 

Перейдем к нахождению ускорения точки М. 
Обоэначим проекции ускорения w точки М на оси r и (f/ че-

реэ w1 и w2 (черт. 1 96) и эаймемся вычислением этих проекций. 
Раэложим опять абсолютное движение точки М на переносное· 

(вращательное) движение вместе с радиусом-вектором r и на относи
тельное дви�ение вдоль радиуса-вектора. По теореме сложения 
ускорений абсолютное ускорение w точки М складывается иэ трех 
ускорений: относительного ускорения w,, переносиого ускорения Wг. 
и кориолисова ускорения wc: 

w = w, + we + wc. 

Найдем каждое иэ э rих трех составляющих ускорений (черт. 1 97) • .  
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Относительное ускорение 'Шг направJiено по оси r и равно по 
величине 

Переносное ускорение we в свою очередь складывается из ка
-сательной составляющей 'Шеt• направленной по оси f, и нормальной 
составляющей 'Шеп• направленной по отрица1 елыюй оси r (к центру 
:вращения 0): величины этих составляющих равны 

Wet = Гf", Wen = Гf'�. 

Наконец, кориолисове ускорение направлено по оси f и равно 
no величине 

Wc = 2Vгf' = 2r'f'· 

Спроектируем теперь абсолютное ускорение w, а также его 
-составляющие 'Шп We , 'Шс на оси r и f· Имея в виду, что проек
ция суммы векторов равна сумме проекций составляющих, получим: 

(2) 

Этими формулами определяются проекции ускорения на оси 
nолярных координат. Величину ускорения найдем по формуле 

w = V w� + w: . 

П р и м е р 43. Движение точки задано в полярных координатах урав
нениями 

r = at9, 'f = ht2, 

rде а и h - постоянные величины. Найти траекторию, скорость и ускорение 
1'0ЧКИ. 

Исключая время из заданных уравнений движения, получаем: 

а r = ь 'f· 

Это - уравнение архимедавой спирали. 
Переходя к определению скорости, находим проекции скорости f1 на оси 

полярных координат по формулам ( 1 ): 

v1 = r' = 2at, v9 = Г'f' = 2aht8• 
-отсюда 

v = Jiv� + v� = 2at Jf1 + hвtt • 
.Далее находим проекции ускорения w на оси полярных координат по фор· 
мулам (2): 

w1 = r'! - Г'f'2 = 2а � 4ah9tt, 
w9 = Г'f" + 2r''l'' = 2aht2 + 8aht1 = 10aht1• 

-<�лсдовательно, 

w = V wf + wj = Jf(2a - 4ab2t4)8 + 100а2ЬВ(4 = 2а Jfl + 21 blt' + 4h4t3• 
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§ 1 02. Относительное движение твердого тела 

Представим себе твердое тело А, совершающее некоторое дви
жение в пространстве, а также движущуюся иенаменяемую среду В. 
Затем представим себе двух наблюдателей: одного, неподвижного 
по отношению к среде В и движущегося вместе со средою, и 
другого - неподвижного в пространстве. Движение тела А, наблю
даемое наблюдателем, движущимся вместе со средою, мы называем 
относительным движением тела А по отношению к среде В; дви
женИе же тела А, наблюдаемое неподвижным наблюдателем, мы 
навываем абсолютным движением тела А. Движение тела А вместе 
со средой В мы навовем переносным движением тела А. 

Абсолютное движение тела А навывается составным ив движе
ний относительного и переносного: последние два движения полу
чают наименование составляющzzх движений. 

Если мы отметим в теле А какую-либо точку М, то абсолютное 
движение этой точки также можно рассматривать как составное из 
относительного движения по отношению к среде В и ив перенос
иого движения вместе со средой. Абсолютная  скорость и абсолютное 
ускорение точки М найдутся при помощи теоремы сложения ско
ростей и теоремы сложения ускорений. 

Понятие составного движения твердого тела можно распростра
нить на случай какого угодно числа составляющих движений. 

Например, представим себе твердое тело А и две неивменяемые 
среды В и С, движущиеся в пространстве. Абсолютное движение
тела А мы навовем составным ив следующих трех движений: отно
сительного движения тела А по отношению к среде В, относитель
ного движения среды В по отношению к среде С и переносного· 
движения вместе со средой С; эти три движения навываются со
ставляющими движениями. 

Точно так же распространяется понятие составного движения на. 
случай какого угодно числа составляющих движений. 

Г Л А В А  XVII 

ПЛОСКО-ПАРАЛЛЕЛЬ НОВ ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

§ 1 03. Разложение плоского движения на поступательное 
движение и на  вращение. Уравнения плоского движения. 
Угловая скорость и угловое ускорение плоской фигуры 

В г лаве XV мы рассмотрели два простейших типа движениsr 
твердого тела: движение поступательное и вращение вокруг непо
движной оси. Перейдем теперь к изучению других более сложных 
случаев движения твердого тела. В настоящей г лаве мы рассмотрим 
так навываемое плоско-параллельное движение твердого тела. 
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Движение твердого тела А (черт. 1 98) называется параллель

.н.ы.м неподвижной плоскости, или, короче, плоско-параллельны.м 
в том случае, если плоская фигура S, получаемая в сечении тела 
некоторой неподвижной плоскостью Р, во все время движения 
остается в этой плоскости. 

Очевидно, что вращение твердого тела вокруг неподвижной оси 
есть частный случай плоско-параллельного движения. Плоско-парал
лельное движение твердого тела представляет значительный интерес 
.с точки зрения приложений; в большинстве существующих меха
низмов отдельные части механизма совершают плоско-параллель
ное движение. 

Движение тела А, движущегося параллельна неподвижной пло
скости Р, вполне определяется движением плоской фигуры S; все 

Черт.  1 98. 

у 
в 

д 

�:  1 :Со 4L-���----------:c 
Черт. 199. 

точки тела, лежащие на одном перпендикуляре к плоскости Р, 
.движутс я  тождественным образом. 

Ввиду этого мы можем ограничиться в даль:-е�шем изучением 
.движения плоской фигуры S в плоскости, или так называемого 
плоского движения. 

Покажем, что плоское движение неиз.меняе.мой фигуры .можно 
_рассматривать как составное из поступательного движения и из 
.вращения. 

Представим себе плоскую фигуру S (черт. 1 99), совершающую 
некоторое движение в плоскости чертежа. Возьмем на этой фигуре 
какую-нибудь (произвольную) точку, которую обозначим буквой О 
и назовем полюсом. Положим, что при движении фигуры S полюс О 
описывает кривую АВ. Затем представим себе неизмеинемую среду, 
которая движется поступательно вместе с полюсом О. Фигура S, 
совершая свое абсолютное движение в данной плоскости, вместе . с тем совершает некоторое относительное движение по отношению 
к только что упомянутой среде; это относительное движение по 

- отношению к среде , движущейся поступательно вместе с полюсом О, 
условимся нааывать для сокращения речи «относительным движением 
no отношению к полюсу 0». Таким обрааом абсолютное движение 

-фигуры S представляется как составное из лереносиого движения 
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вместе с полюсом О и и з  относительного движения по отношению
к этому полюсу. 

Переносное движение вместе с полюсом О есть движение по
ступательное; так как в относительном движении полюс О остается 
в (относительном) покое, то относительное движение фигуры S 
есть вращение вокруг точки О (или, точнее, вокруг оси, проходя
щей через точку О и перпендикулярной к плоскости чертежа). 
Итак, абсолютное движение фигуры S представляется как составное
из поступательного движения вместе с полюсом О и из вращени!i 
вокруг этого полюса. 

Поступательная часть движения фигуры S вполне определяется 
движением самого полюса О. Обозначим координаты точки О, от-
несенные к прямоугольным осям х и у, через х0, у0; движение 
полюса О, а вместе с тем поступательная часть движения плоской 
фигуры вполне определяется уравнениями движения в прямоуголь-
ных координатах: 

Чтобы определить вращательную часть движения фигуры S, со
ставим уравнение вращения. Для этого проведем через полюс О ·  
две полупрямые Оа и ОЬ, из которых первая остается в относи
тельном покое (т. е. движется поступательно вместе с полюсом 0), 
а вторая связана с фигурой S и вместе с нею вращается вокруг
полюса 01). Угол между полупрямыми Оа и ОЬ обозначим через rp 
и назовем углом поворота 2) . Вращение фигуры S вокруг полюса 0' 
определяется уравнением вращения 

rp = /s (t). (2)> 

Уравнениями ( 1 )  и (2) вполне определяется движение фигуры S. 
Назовем эти уравнения уравнениями плосtеого движения. 

Угловая скорость (1) и угловое ускорение s вращения фигуры s· 
вокруг полюса О определяются известными формулами; 

drp doo d2rp 
W = dt ' S = dt = dt2 . 

За полюс О мы выбрали совершенно произвольную точку пло-· 
ской фигуры; любая точка плоской фигуры может быть взята за 
полюс. Принимая различные точки плоской фигуры за  полюсы, мы 
получаем бесчисленное множество разложений плоского движения 
на поступательную и вращательную части. Конечно, с изменением 
полюса изменяется поступательная часть движения плоской фигуры. 

1) Полупрямая Оа остается себе параллельной во все время движения� 
на черт. 1 99 она проведена параллельна неподвижной оси х. 

2) Угол поворота 'f будем считать положительным, когда он отложен оr 
полупрямой Оа против направления вращения часовой стрелки, 



2 1 8  ПЛОСКО-П f\РАЛЛЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА [гл. хvп 
Мы покажем теперь, что вращательная часть движения плос1<ой 
фигуры не зависит от выбора полюса. 

Представим себе плоскую фигуру S, совершающую некоторое 
.движение в плоскости чертежа (черт. 200). Во3ьмем 3а полюс 
точку О, описывающую кривую АВ, и составим уравнение враще
ния вокруг этого полюса. Для этого строим угол поворота tp, про
ведя полупрямую Оа, которая движется поступательно вместе с по
люсом О, и полупрямую ОЬ, свя 3анную с фигурой S; получаем 
уравнение вращения вокруг полюса О 

tp =/s (t). 

Теперь во3ьмем 3а полюс какую-нибудь точку 01 , описывающую 
nри движении фигуры S кривую А1В1 . Составим уравнение враще

ь 

Ч ерт. 200. 

ния вокруг этого нового полюса. 
Чтобы построить угол поворота 
вокруг полюса 01 , мы должны 

� провести полупрямые 01а1 и 01Ь1 , 
и3 которых первая движется по
ступательно вместе с полюсом 01 , 
а вторая свя3ана с фигурой S. 
Так как выбор этих полупря
мых находится в нашем распо
ряжении, то проведем 01 а1 1 1 О а 
и 01Ь1 1 1 ОЬ. В таком случае во 
все вре.мя движения полупрямые 
Оа и 01а1 будут оставаться па-
раллельными (ибо обе движутся 

'Поступательно), а также полупрямые ОЬ и 01Ь1 будут оставаться 
параллельными (ибо обе свя3аны с фигурой S). Обо3начая угол 
между полупрямыми 01а1 и 01Ь1 чере3 tp1 , мы будем иметь во все 
'Время движения: 

м, следовательно, 
tp1 =/а (t). 

Итак, уравнение вращения вокруг полюса 01 тождественно 
,с уравнением вращения вокруг полюса О, т. е .  вращательная часть 
движения плоской фигуры S не 3ависит от выбора полюса. 

Обо3начая угловую скорость и угловое ускорение вращения 
вокруг полюса О чере3 ю и е: ,  а угловую скорость и угловое уско
рение вращения вокруг полюса 01 чере3 ш1 и е:1 , имеем: 

d'f1 d'f dro1 dro 
Ш1 = {ft = -dt = Ш , Е:1 ={ft = dt = E, 

1. е. угловая скорость и угловое ускорение плоск<Jй фигуры в ее 
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вращении вокруг какого-либо полюса н е  зависят о т  выбора полюса. 
Общие для всех полюсов угловую скорость w и угловое ускоре
ние е мы будем называть просто угЛовой скоростью и угловы.м 
ускоренлея плоской фигуры (не делая при этом никаких указаний 
на то, какая точка фигуры берется за полюс). 

§ 1 04. Скорости точек плоской фигуры. Мгновенный 
центр скоростей 

Обратимся к рассмотрению скоростей различных точек плоской 
фигуры в данный момент. 

Представим себе движение плоской фигуры S (черт. 20 1 )  раз
ложенным на переносмое движение вместе с полюсом О и относи
тельное движение по отношению к этому полюсу. Скорость какой-либо· 
точки М плоской фигуры может быть найдена при помощи теоремы 
сложения скоростей; абсолютная скорость точки М равна сумме ее 
переносной и относительной скоростей. 

Так как в данном случае переносмое движение есть движение 
поступательное, то переносмая скорость точки М равна скороста 
полюса О; обозначим эту ско
рость через '00• А так как отно
сительное движение есть враще
ние вокруг полюса О, то относи
тельная скорость 'D, есть враща
тельная скорость вокруг этого 
полюса; ее величина равна 

v, = OM · w, 

г де w есть абсолютная величина 
угловой скорости плоской фигу- Черт. 201 .  
ры, и она направлена перпендику-
лярно к отрезку МО в сторону вращения фигуры S (на чертеже 
направление вращения фигуры S указано стрелкой). 

Абсолютная скорость 'D точки М есть диагональ параллело
грамма, построенного на скоростях 'D0 и 'D,. 

Итак, мы получаем следующую теорему: скорость любой точюr 
плоской фигуры равна векторной су.м.ме скорости полюса и вра
щательной скорости данной точкzl вокруг этого полюса. 

Пользуясь этим результатом, покажем, что во всякий .мо.мент 
существует точка плоской фигуры, скорость которой в этот .мо
.мент равна нулю. 

Представим себе плоскую фигуру S, совершающую некоторое 
движение в плоскости чертежа (черт. 202). Возьмем за  полюс точ
ку О и отметим скорость полюса '00; абсолютную величину угловой 
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-скорости фигуры S обозн ачим через оо; направление вращения во
J<руг полюс а О указано на чертеже стрелкой. 

Отложим от точки О перпендикулярно к скорости 'V0 отрезок 
ОР = Vo в такую сторону, чтобы для наблюдателя, смотрящего от (J) 
Р к О, скорость полюса представлялась направленной в сторону 
'Вращения фигуры S (на черт. 202 против часовой стрелки). Легко 
:видеть, что скорость точки Р равна нулю. 

В самом деле, вращательная скорость 'Vr точки Р вокруг по
.люса О равна по величине. 

t�аправление же этой вращательной скорости, как видно из чер
-тежа, противоположно направлению скорости V0• Следовательно, 

Черт. 202. 

абсолютная скорость точки Р, равная 
сумме скоростей 'V0 и 'Vr, равна нулю. 

Черт. 203. 

Точка Р, скорость которой в данный момент равна нулю, назы
mается .мгновенным цен.тро.м скоростей 1 ). 

Представим себе теперь, что мгновенный центр скоростей Р 
·взят за полюс. Применяя теорему, установленную в начале этого 
параграфа, и имея в виду, что скорость полюса теперь равна нулю, 
мы получаем следующий результат: скорость любой точки плоской 
.фигуры есть вращательная скорость вокруг .мгновенного центра 
скоростей. Обозначая расстояние РМ точки М от мгновенного 
.центра скоростей Р буквой r (черт. 203), заключаем, что ско
рость 'V точки М равна по величине 

v = rw 

'(J 
1) Заметим, что если ro = О, то О Р = -.9.. = оо и, следовательно, в этом 

(J) 
-случае мгновенного центра скоростей не существует (или он находится 
в бесконечности). Если ro = О, то вращательные скорости всех точек плоской 
фигуры вокруг полюса О равны нулю, откуда следует, что абсолютные ско
рости всех точек плоской фигуры равны скорости полюса. Другими сло
l!ами, в случае ro = О все точки плоской фигуры имеют равные скорости. 
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и направлена nерпендикулярно к отрезку РМ в сторону вращения 
nлоской фигуры. 

Итак, в каждый данный момент ско рости точек nлоской фигуры 
таковы, как будто бы фигура совершала вращение вокруг неnодвиж
ной точки Р; поэтому-то точка Р и называется «центром скоростей». 
Словом «мгновенный» мы nодчеркиваем, что точка Р является цен
тром скоростей лишь для данного момента; различным моментам 
времени соответствуют различные мгновенные центры скоростей. 

Мы видим, что скорости всех точек nлоской фигуры вnолне 
оnределены, если для данного момента известны мгновенный центр 
скоростей Р и угловая скорость фигуры m. 

Что касается мгновенного центра скоростей, то весьма часто он 
может быть найден следующим nростым способом. Из черт. 203  

N 
Черт. 204. Черт. 205. 

видно, что мгновенный центр скоростей Р находиi'ся на перпен
дикуляре, восставленном в точке М к наnравлению ее скорости. 
Отсюда следует, что если известны направления скоростей 'l!a и 'llь 
двух точек nлоской фигуры А и В (черт. 204), то мгновенный 
центр скоростей Р найдется в точке nересечения перпендикуляров, 
восставленных в точках А и В к направлениям скоростей 'l!a и 'l!ь. 
Этим nростым приемом часто удается построить мгновенный центр 
скоростей. 

В nриложениях нередко nриходится иметь дело с движением 
nлоской фигуры, nериметр которой катится без скольжения по не
которой неnодвижной к ривой (например - nодвижная шестерня, ка
тящаяся по окружности неподвижной шестерни). И в этом случае 
легко оnределить м гновенный центр скоростей подвижной фигуры: 
он находится в точке касания катящегося периметра  и неподвижной 
кривой. В самом деле, nредставим себе плоскую фигуру S, ограни
ченную nроизвольным nериметром, который катится без сколь>J<ения 
no неподвижной кривой MN (черт. 205). Отметим nоложения S 
и S', занимаемые nлоской фигурой в моменты t и t + t:.t; в момент t 
точкой касания подвижной и неnодвижной кривых является точка К, 
в момент t + 11t точкой касания служит точка L. Покажем, что 
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скорость точки К е момент t равна нулю. В момент t + At точка К 
катящегося периметра 3анимает положение К'; аа время At она 
прошла путь КК', который обо3начим чере3 As. Обо3начая  скорость 
точки К в момент t чере3 v, имеем: 

v = lim [ �� ] · IJ.t -+ о 
Так как фигура S катится по кривой MN без скольженllя, то 

дуга К' L равна дуге KL. Проведем хорды KL и К'  L; пренебрегая 
малыми величин ами высших порядков малости, мы можем считать,. 
что эти хорды также равны. Пренебрегая опять малыми величинами 
высших порядков малости, мы можем рассматривать дугу КК' как 
дугу окружности радиуса К L = К' L с центром в точке L. В таком 
случае, обо3начая угол между хордами KL и K'L чере3 tx , будем 
иметь приближенное равенство: · 

As = KL · tx. 

Будем теперь рассматривать промежуток времени At как малую 
величину первого порядка малости. Отре3ОК KL и угол tx будут 
также малыми величинами первого порядка малости; дуга же As, 
как видно И3 последнего равенства, будет малой величиной второго !!s порядка малости. Следовательно, отношение Тt есть малая в еличина 
первого порядка малости, откуда следует, что 

v = lim [-�] = 0. IJ.t -+ о 

Итак, скорость точки К в момент t равна нулю. А это и 3на
чит, что точка К есть мгновенный центр скоростей для момента t. 

В 3аключение этого параграфа 3аметим, что если мгновенный 
центр скоростей для данного момента и3вестен, то для определения 
угловой скорости плоской фигуры достаточно 3нать в еличину ско
рости какой-либо одной точки фигуры. Положим, что нам и3вестна 

Черт. 206. 

скорость 'Da точки А (черт. 206). Так как 
скорость 'Da есть вращательная скорость во
круг мгновенного центра скоростей Р, то 

Va = PA • w, 

г де w есть абсолютная величина искомой у г л о
вой скорости плоской фигуры. Отсюда 

Итак, для определения абсолютной величины угловой скорости 
плоской фигуры достаточно ра3делить в еличину скорости какой-либо 
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одной точки фигуры на расстояние этой точки до мгновенного 
центра скорост€й. Знак угловой скорости, определяемый стороной 
вращения, можно установить,  зная расположение скорости данной 
-точки по отношению к мгновенному центру скоростей. 

П р  и м е р 44. Кривошипно-шатунный механизм состоит из кривошипа ОА,  
вращающегося вокруг оси  О, шатуна АВ и ползуна В, скользящего по напра
вляющей прямой ON (черт. 207): 
ОА = r, АВ = /. Кривошип ОА 
вращается с угловой скоростью оо1•  
Найти мгновенный центр скоро
стей и угловую скорость оо2 ша
чна АВ. 

Нам известны направления ско
lюстей двух точек шатуна А и В: 
скорость точки А перпендикуляр
яа к кривошипу ОА, а скорость 
-точки В направлена по прямой ON. 
Восставим в точках А и В 
nерпендикуляры к направлениям 
этих скоростей; точка пересече
ния Р только что проведеиных 
nрямых и есть мгновенный центр 
скоростей шатуна. 

�=-----------�к 
в #  

Черт. 207. 

Чтобы найти угловую скорость шатуна оо1, обратимся к скорости точки А .  
Так как точка А принадлежит кривошипу О А ,  т о  ее скорость Va есть вра
щате.1ьная скорость вокруг точки О, и, следовательно: 

Va = ОА · оо1 = roo1 . 

Но так как точка А принадлежит и шатуну АВ, то ее скорость t1a в то же 
время должна быть вращательной скоростью вокруг точки Р, т .  е. 

откуда 
'Оа = АР • оо1, 

'Оа roo1 002 = АР = А Р .  

Затем, опуская из точки А перпендикуляры АК и AL на прямые ВР и 
ON и обозначая L. AON (угол поворота кривошипа) буквой Ч'· имеем: 

АР = 
АК 
cos Ч' , 

AK = LB = JIAB1 - AP = Jf/1 - r2 sin2 Ч' 
;и, следовательно, 

Окончательно получаем: 

roo1 cos Ч' ros == -:�����=-yzв - r1 sin1 q> • 
П осле того как найдены мгновенный центр скоростей Р и угловая ско

-рость оо1, мы можем легко определить скорость любой точки шатуна А В, 
как вращательную скорость вокруг мгновенного центра Р. 



224 ПЛОСКО-ПАРАЛЛЕЛЬНОВ ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА (гл. XVII 

П р  и м е р  45. На вал О (черт. 208) насажен кривошип ОА, соединенный 
с шатуном АВ. На конце В шатун сочленен с ползуном, скользящим вдоль 
прямолинейной кулиссы. В точке С шатун соединен шарнирно с тягой CD, 
передающей движение посредством ползуна D и вертикального штока DE 
золотнику Е. Дана скорость 'Оа точки А; требуется определить скорость зо
лотника Е. 

Так как стержень DE движется поступательно, то скорость золотника Е 
равна скорости точки D. Найдем эту скорость. 

Сначала найдем скорость точки С. Для этого построим мгновенный центр 
скоростей Р1 шатуна АВ. Направления скоростей точек А и В нам известны; 
мгновенный центр Р1 опреде,qится как точка пересечения перпендикуляров, 
восставленных в точках А и В к направлениям скоростей этих точек. Направ
ление вращения шатуна АВ вокруг мгновенного центра Р1 определяется 
направлением скорости 'Оа; на черт. 208 направление вращения шатуна вокруг 

мгновенного центра Р1 указано 
стрелкой. Скорость 'Ос точки С 
как вращательная скорость вокруг 
мгновенного центра Р1 направлена 
перпендикулярно к прямой Р1С в 
сторону вращения. Так как вели
чины вращательных скоростей про
порциональны соответствующим 
радиусам, то 

откуда 

Vc Р1С 
Va = Р1А ' 

PIC Vc = Va PlA • 

Определив скорость точки С, 
перейдем к точке D. Так как точ-

Черт. 208. ка D принадлежит тяге CD, то 
скорость 'OiJ этой точки есть вра

щательная скорость вокруг мгновенного центра скоростей тяги CD. Обозна
чим мгновенный центр скоростей тяги через Р2• Направления скоростей 
точек С и D нам известны. Восставив перпендикуляры в точках С и D 
к направлениям этих скоростей, найдем мгновенный центр Ps в точке их 
пересечения. Направление вращения тяги CD вокруг мгновенного центра Ps 
мы определим, имея в виду уже известное нам направление скорости 
точки С; направление этого вращения указано стрелкой на черт. 208. Теперь 
.легко найдем величину скорости 'Od точки D из соотношения 

откуда получаем: 

vd P2D 
v;;- = Р»С ' 

P2D 
vd = Vc PsC 

или, подставляя найденную выше величину tкорости 'Ос: 
PIC P2D 

'Od = Va Р1В ' Р2С ' 
Такова величина скорости по.1зуна D, а следовательно, и золотника Е. 

Что касается направления этой скорости, то оно определяется направлением 
вращения тяги CD вокруг мгновенного центра Р2; при том положении ме
ханизма, которое изображено на черт. 208, скорость vd направлена вниз. 
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П р и м е р 46.  На неподвижную ось О насажены неподвижная шестерня 

К радиуса а и вращающийся стержень ОА длины а + Ь; на конце А этого 
стержня насажена подвижная шестерня L радиуса Ь, сцепленная с непо
движной шестерней К (черт. 209) . Стержень ОА вращается вокруг оси О 
с угловой скоростью w1 • Найти угловую скорость w2 шестерни L. 

Так как при вращении стержня ОА подвижная шестерня L катител 
без скольжения по неподвижной шестерне К, то мгновенный центр скоро
стей Р шестерни L находится в точке касания 
окружностей шестерен . Чтобы найти угловую ско
рость шестерни L, обращаемся к скорости ila точ
ки А . Так как точка А принадлежит к стерж
ню ОА, то 

Va = ОА · w1 = (а + Ь) "'1· 

Так как точка А принадлежит к шестерне L, то 

Va = PA · "'2• 
откуда 

Va (a + b) w 1 "'2 = рА = ь 

Черт. 209. 

Точки, лежащие на окружности шестерни L, описывают эпициклоиды; 
рассматриваемое соединение зубчатых колес называется эпициклическим. 

§ 1 05. План скоростей 

Отметим скорос rи 'Va , 'Vь,  'Vc, 'Vd точек А, В, С, D какой-либо 
движущейся плоской фигуры (черт. 2 1 0). 

Из произвольной точки о отложим отрезки оа, оЬ, ос, od, изо
бражающие по величине и направлению скорости 'Va, 'Vь, 'Vc, 'Vd, и 
соединим точки а, Ь, с, d пря
мыми линиями. Полученное по
строение называется планом ско
ростей; отрезки оа, оЬ, ос, od 
будем называть лучами, а точки 
а, Ь, с, d - вершинами плана 
скоростей. 

Итак, абсолютные скорости 
точек А, В, С, D изображаются 
лучами о а ,  оЬ, ос ,  od плана ско

Черт. 2 1 0. 

ростей. Покажем, что отрезок аЬ, соединяющий вершины а и Ь, 
zzзображает по величине и направлению вращательную скорость 
точки В вокруг точки А. 

В самом деле, примем точку А за полюс. В начале предыдущего 
параграфа было установлено, что скорость любой точки плоской 
фигуры равна сумме скорости полюса и вращательной скорости 
данной точки вокруг этого полюса. На основании этой теоремы, обо
значая вращательную скорость точки В вокруг точки А через 'Vаь• 
имеем: 

1/а8 Е. Л, Николаи, ч, 1 

(1 ) 
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С одной стороны, из треугольника оаЬ следует: 
оЬ = оа + аЬ 

'Dь = 'Da + аЬ. 

Сравнивая равенства ( 1 )  и (2), заключаем, что 

аЬ = 'Dиь• 

Совершенно так же убедимся, что 

Ьс = 'Dь:• ас = 'Dac и т. д. , 

[гл. XVII  

(2) 

где 'Dьс• 'Dac и т. д. суть вращательные скорости точки С вокруг  
точки В, точки С вокруг точки А и т. д. 

Обозначая абсолютную величину угловой скорости плоской 
фигуры через w, мы заключаем, что 

аЬ = АВ · w, Ьс = ВС · w, ас = АС . w и т. д. ; 

направления же отрезков аЬ, Ьс , ас и т. д. соответственно перпен
дикулярны к отрезкам АВ, ВС, АС и т. д. Отсюда следует, что 

Черт. 2 1 1 .  

фигура abcd подобна фигуре 
ABCD и повернута относи
тельно этой посл едней на 90°. 

Итак, отрезки, соединяющие 
вершины плана скоростей, пер
пендикулярны к отрезка.м, со
единяющи.м соответствующие 
точки плоской фигуры. . 

Последнее обстоятельство 
дает возможность построить план 

скоростей, если известны величина и направление скорости одной 
точки и направление скорости другой точки плоской фигуры. 

Положим, даны величина и направление скорости 'Da точки А 
и направление скорости точки В (черт. 2 1 1 ); направление скорости 
точки В указано на чертеже пунктиром. Требуется построить план 
скоростей для точек А, В, С, D. 

Для этого из произвольной точки о откладываем отрезок оа, 
изображающий по величине и направлению скорость 'Da· Затем про
водим через точку о прямую оЬ, параллельную заданному направле
нию скорости точки В, а из точки а проводим прямую аЬ j_ АВ; 
в точке пересечения проведеиных прямых находится вершина Ь 
плана скоростей. Далее проводим ас j_ АС и Ьс j_ ВС; пересечением 
прямых ас и Ьс определяется вершина с. Наконец, проведя ad j_ AD 
и cd j_ CD, находим вершину d. Лучи оЬ, ос, od определяют как 
величину, так и направление скоростей точек В, С, D. 
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Построение nлана скоростей является весьма удобным приемом 
для графического определения скоростей различных точек меха
низма, отдельные части (или звенья) которого совершают плоско
параллельное движение. Мы можем построить планы скоростей для 
отдельных звеньев механизма так, как только что было объяснено. 
Существенное упрощение достигается тем, что все эти отдельные 
планы скоростей можно построить на одном чертеже. Таким обра
зом мы получаем план скоро
стей для всего механизма. 

Поясним сказанное приме
рами. 

П р  и м е р  47. К шатуну АВ 
кривошипного механизма 01АВ в 
точке С шарнирно прикреплен 
стержень CD, конец которого D 
соединен с коромыслом D02, вра
щающимся вокруг неподвижной 
оси 02 (черт. 2 1 2) .  Дана ско-

8 
c�d 
Ь�о 

Черт. 2 1 2. 

рость 'lla точки А .  Построить план скоростей для точек А, В, С, D. 
Строим сначала план скоростей для шатуна АВ. Нам даны величина и 

направление скорости 'lla точки А и направление скорости точки В. Из про
извольной точки о откладываем отрезок оа, изображающий по величине и 
направлению скорость 'lla (конечно, 'lla j_ 01А). Затем из точки о проводим 
прямую оЬ 1 1  01В, а из точки а прямую аЬ j_ АВ; пересечение этих прямых 
определяет вершину Ь плана скоростей. Разделив отрезок аЬ в отношении 
А С : ВС, находим точку с; луч ос определяет величину и направление ско
рости точки С. 

Переходим теперь к стержню CD. Мы только что определили величину 
и направление скорости точки С; кроме того, нам известно направление ско
рости точки D (оно перпендикулярно к 02D). План скоростей для стерж
ня CD строим на том же чертеже, на котором построили план ско
ростей для шатуна АВ. Для этого из точки о проводим прямую od, 
параллельную направлению скоро
сти точки D (т. е .  od j_ 02D), 
а из точки с прямую cd j_ CD, 
в пересечении этих прямых полу
чим вершину d. 

Лучами оа, оЬ, ос, od предста
вляются скорости точек А, В, С, D. 

П р и м е р 48. Инверсор JJип
кина состоит из семи стержней: 
четыре стержня одинаковой дли
ны образуют ромб ABDC, точ
ка А соединена со стержнем 01А, 
вращающимся вокруг неподвиж-

Черт. 2 1 3. 

ной оси 01 ,  а точки В и С соединены со стержнями одинаковой длины 02В 
и 01С, вращающимиен вокруг неподвижной оси 02• Дана скорость 'lla 
точки А .  Построить план скоростей для точек А ,  В, С, D (черт. 2 1 3).  

Обращаемся к стержню АВ. Из произвольной точки о откладываем от
резок оа, изображающий по величине и направлению скорость 'Va точки А 
(конечно, скорость 'lla перпендикулярна к стержню 01А). Затем проводим 
через точку о прямую оЬ, параллельную скорости точки В (т. е .  перпенди
кулярную к стержню 01В), а через точку а - прямую аЬ, перпендикулярную 
к АВ.  В пересечении этих прямых получаем вершину Ь. 
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Переходи-м I< стержню АС.  Ч ерез точку о проводим пряму�е ос , парал
лельную скорости точки С (т .  е .  пеР,пендикулярную к стержню 02С), а че
рез точку а -- прямую ас, перпендикулярную к А С. В пересечении этих 
прямых находим вершину с .  Наконец, обращаемся к стержням BD и CD. 
Ч ерез точку Ь проводим прямую bd, перпендикулярную к BD, а через 
точку с - прямую cd, перпендикулярную к CD. Пересечение этих прямых 
даст вершину d. 

Лучами оа, оЬ, ос, od ощ:.еделяются  величины и направления скоростей 
точек А ,  в. С, D. 

Можно показать, что если 01А = 0102, то точка D описывает прямую 
линию, перпендикулярную к прямой 0 1 0!1; если же расстояние 0 1А не равно 
0102, то точка D описывает дугу окружности, центр которой находится на 
прямой 01 02• Мы не будем останавливаться на доказательстве этого пред
ложения. 

§ 106. Ускорения точек плоской фигуры. 
Мгновенный центр ускорений 

Обратимся к исследованию ускорений различных точек плоской 
фигуры. Представим себе движение плоской фигуры (черт. 2 1 4) 
разложенным на Переносное (поступательное) движение вместе с по
люсом О и на относительное (вращательное) движение по отноше
нию к этому полюсу. Ускорение какой-либо точки М плоской фи
гуры может быть найдено при помощи теоремы сложения ускорений: 
так как переносвое движение поступательное, то абсолютное уско

Черт. 2 1 4. 

рение точки М равно сумме ускорений 
переносиого и относительного. 

Переносное ускорение точки М 
равно ускорению W0 полюса О. Отно
сительное же ускорение Wr точки М 
есть ускорение во вращательном дви
жении этой точки вокруг полюса О; 
оно складывается из центростремитель
ного ускорения , величина которого 

Wrn = OM · w2 
и которое направлено от точки М к по
люсу О, и вращательного )"<:корения ,  
алгебраическая величина которого 

Wrt = OM • е 

и которое направлено перпендику;Iярно к отрезку ОМ; буквами w 
и е обозначены угловая скорость и угловое ускорение фигуры1 ). 

Абсолютное ускорение точки М есть диагональ параллелограмма, 
построенного на ускорениях W0 и 'Wr· Мы получаем следующую 

1) В случае е > О вращательное ускорение 'Wrt направ.1ено так, как пока
зано на черт. 2 1 4; если е <  О, то ускорение Wrt . направлено в противопо�nж
ную сторону .  
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теорему: усtсорение любой точtси плосtсой фигуры равно сумме 
усtсорения полюса и усtсорения во вращательном движении воtсруг 
этого полюса. 

Покажем, что в tсаждый данный .момент существует точtса· 
плосtсой фигуры, yctcopeнue tсоторой в этот .момент равно нулю. 

Возьмем за nолюс точку О (черт. 2 1 5) и о1метим ускорение 
11: 

nолюса W0• Затем найдем угол а, лежащий в nределах между - 2 
и + ; и удовлетворяющий урав

нению 
а tg a = -1 ; 

(1) 

конечно, если е >  О ,  мы будем иметь 
а > О, и если е < О, то и а < О. 

Отложим от точки О nод углом а 
к ускорению W0 отрезок 

OQ - W0 • 
- Va• + w• ' 

Черт. 2 1 5. 

nри этом откладываем угол а от ускорения W0 nротив вращения 
часовой стрелки , если а >  О,  и в обратную сторону, если а <  О 
(черт. 2 1 5  соответствует случаю а >  0). Легко убедиться, что уско
рение точки Q равно нулю. 

В самом деле, по доказанному выше, ускорение точки Q равно 
сумме ускорения W0 точки О и ускорения w, во вращательном 
движении вокруг точки О. Ускорение же w, складывается из 
центростремительного ускорения wrn = OQ · w2 и вращательного 
ускорения w,t = OQ · е; следовательно, 

w, = VW:t + W:п = OQ · V e11 + wi =
у 

W
o V e11 + wi = W0• а» + w4 

С другой стороны, ускорение w, образует с наnравлением от
резка �Qo угол � (черт. 2 1 5) ,  который удовлетворяет уравнению 

tg � = - Wrt = - OQ • а = - -�- = - tg a. t' Wrп OQ • w• w1 

Угол � мы можем считать заключенным в пределах между - ; 
и + ; (причем � < О, если е >  О, и � > О, если е <  О); в таком 

случае из предыдущего равенства nолучаем: 

� = - а. 

Следовательно, ускорение w, равно ускорению nолюса W0 и 
направлено противоnоложно. Отсюда мы заключаем, что абсолютное 
ускорение точки Q, равное сумме ускорений W0 и w" равно нулю. 

8 Е. л. '!iИII:OIIiИ, '1. 1 
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Точка Q, ускорение которой в данный момент равно нулю, на
зывается .мгновенным центро.м ус�еоренuй1). 

Предположим 1 еперь , что мгновенный центр ускорений Q взят за 
полюс. В таком случае, применяя теорему,  установленную в начале 
этого параграфа, и имея в виду, что теперь ускорение полюса равно 
нулю, получаем следующий результат : ус�еорение любой точ�еи плос�еой 
фигуры естьус�еорение во вращательном движеющ во�еруг .мгновенно
го центра ус�еорений . Обозначая расстояние QM точки М от мгновен
ного центра ускорений Q через r1 (черт. 2 1 6), мы заключаем, что 

ускорение w точки М складывается из 
составляющей, равной по величине 

Wrt = Гte 
и направленной перпендикулярно к от
резку QM, и составляющей, равной по 
величине 

Wrn = Г1Wg 
и направленной от точки М к точке Q; 
величина ускорения w определяется 
формулой Черт. 2 1 6. 

W = r1 V e2 + w4 , 

направление же ускорения w образует с отрезком MQ угол � . 
определяемый уравнением 

tg � = - Wrt = - �  
Wrn оо 

и заключающийся в пределах - ; < � < ; . 
Мы видим, что в каждый данный момент ускорения точек пло

ской фигуры таковы, как будто бы фигура совершала вращение 
вокруг неподвижной точки Q, почему точка Q и получает наиме
нование «центра ускорений»: словом «мгновенный» подчеркивается 
то обстоятельство, что точка Q является центром ускорений лишь 
для данного момента времени; различным моментам времени соот
ветствуют различные мгновенные центры ускорений. 

Следует з аметить, что мгновенный центр скоростей Р и мгно
венный центр ускорений Q, вообще говоря, не совпадают. В этом 
можно убедиться из следующего простого примера. Представим 

w 1) Заметим, что если оо = О  и е = О, то OQ = -. r  0 = оо,  и, следова-
r е2 + оо4 

тельно, мгновенный центр ускорений не суrцествует (или он находится в бес
конечности). Если оо = О и е = О, то  ускорения всех точек плоской фигуры 
во враrцательном движении вокруг полюса О равны нулю, откуда следует, 
что абсолютные ускорения всех точек фигуры равны ускорению полюса. 
Другими словами, в случае w = О и е = О все точки плоской фигуры имеют 
равные ускорения 
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себе окружность круга, который равномерно катится (без сколь
жения) по прямой линии (черт. 2 1 7). Так как центр окружности 
движется прямолинейно и равномерно, то его ускорение равно нулю, 
и, следовательно, он является мгновенным центром ускорений Q 

для катящегося круга. Мгновенный же центр скоростей Р нахо
дится, как мы уже знаем, в точке касания окружности с той пря
мой, по которой эта окружность катится. 

Заметив, что мгновенный центр ускорений Q, вообще говоря, не  
совпадает с мгновенным центром скоростей Р, следует обратить 
внимание также и на то, что составляющие 'Wrt и 'Wrn, на которые 
представляется разложенным ускорение w точки М на черт. 2 1 6 , 
вообще говоря, не  совпадают с касательным и нормальным ускоре
ниями точки М. В самом деле, чтобы разложить ускорение w точки 
М на касательное и нормальное 
ускорения, нужно разложить его 
на две составляющие, направлен
ные по касательной и по нор
мали к траектории точки М. На· 
правление же касательной к тра
ектории точки М совпадает с 
направлением ее скорости � 
(черт. 2 1 8), а значит, направле-

-ijl-
Чepт. 2 1 7. Черт . 2 1 8. 

ние нормали к траектории совпадает с направлением отрезка МР, 
соединяющего точку М с мгновенным центром с к о р  о с т е й  Р (но 
не с мгновенным центром ускорений Q). Итак, чтобы получить 
касательное и нормальное ускорения точки М, мы должны разло
жить ускорение w на две составляющие, направленные по прямой МР 
и перпендикулярно к этой прямой. Величины касательного и нор
мального ускорений 'Wt и Wn удовлетворяют равенствам: 

dv 
Wt = dt ' 

где р есть радиус кривизны траектории 1). 

1) Если С (черт. 2 1 8) есть центр кривизны траектории, то р = МС. Не 
следует думать, что центр кривизны С совпадает с мгновенным центром 
скоростей Р. 

8 •  
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§ 1 07. План ускорений 

Отметим ускорения Wa, Wь, Wc, wd точек А, В, С, D какой
либо движущейся фигуры (черт. 2 1 9). Из произвольной точки о1 
(черт. 220) отложим отрезки о1а1 , о1Ь1 , о1с1 , o1 d1 , изображающие 
по величине и направлению ускорения Wa, Wь, Wc, wd> и соединим 
точки а1 , Ь1 , с1 ,  d1 прямыми линиями. Полученный многоугольник 
называется планом ускорений; отрезки о1а1 ,  о1Ь1 , о1с1 , o1d1 , мы бу
дем называть лучами, а точки а1, Ь1 ,  с1 ,  d1 - вершинами плана уско
рений. 

Покажем, что отрезок а1Ь1 ,  соединяющий вершины а1 и Ь1, 
изображает по величине и направлению ускорение точки В во вра
щательном движении вокруг точки А. 

В самом деле, примем точку А за полюс. В начале § 1 06 было 
показано, что ускорение любой точки плоской фигуры равно сумме 

Черт. 2 19. 

bt 
Черт. 220. 

ускорения nолюса и ускорения данной точки во вращательном дви· 
жении вокруг этого полюса . На основании этой теоремы, обозначая 
ускорение точки В во вращательном движении вокруг точки А 
через Wаь• имеем: 

Wь = 'Wa + Waь• (l)  
С другой стороны, ИЗ треугольника о1а1Ь1 следует: 

о1Ь1 = о1а1 + а1Ь1 
или 

wь = wa + a1b1• (2) 
Сравнивая равенства ( 1 )  и (2), заключаем, что 

а1Ь1 = Wаь· 

Разложим теперь вектор а1Ь1 на две составляющие a1m1 
и m1b1, из которых одна параллельна отрезку АВ, а другая 
к нему перпендику лярна. Эти составляющие представляют не 
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что иное, как центростремительную и вращательную составляющие 
ускорения Wаь; следовательно: 

a1m1 = АВ · ю9 , т1Ь1 = АВ · 1 Ej, 
где ю и Е суть угловая скорость и угловое ускорение данной пло
ской фигуры. Отсюда мы заключаем, что 

а1Ь1 = АВ · уЕ2 + ю•, L m1a1b1 = �. 
причем 

Следовательно, направление отрезка а1Ь1 образует с направлением 
отрезка АВ угол, равный 1 80° + � (в данном случае Е < О и � > 0). 

Все, что сказано относительно отрезка а1Ь1 ,  а 
может быть повторено и по отношению к 
отрезкам Ь1с1 , а1с1 и т. д. Мы заключаем, что 

Ь1с1 = ВС · у�, 
а1с1 = АС · уЕ9 + ю& и т. д.; 

н аправления же отрезков Ь1с1 , а1с1 и т. д. 
составляют с направлениями отрезков ВС, АС 
и т. д. углы, равные 1 80° + �·  

Отсюда следует, что фигура a1b1c1d1 по
до6на фигуре ABCD и повернута относи
тельно атой последней на угол 1 80° + �· 

Черr. 221 . 

Положим, что фигура oabcd (черт. 2 2 1 )  есть план скоростей 
для точек А , · В, С, D (построенный так, как было объяснено 
в § 1 05). Мы знаем, что отрезок аЬ представляет вращательную 
скорость точки В вокруг точки А, т. е. 

ab = AB · I ю l . 
Отсюда мы заключаем, что 

11 аЬ1 аtт1 = АВ • ю = А В • 
Полученная зависимость между отрезками АВ, аЬ и a1m1 дает 

возможность построить план ускорений, если заданы велич,ина и 
направление ускорения одной точки плоской фигуры, направление 
ускорения другой точки и если, кроме того, известен план сtео
ростей. 

В самом деле, положим, что нам заданы величина и направле
ние ускорения Wa точки А (черт. 2 1 9) ,  направление ускорения w11 
точки В, а также задан план скоростей oabcd (черт. 22 1 ). Чтобы 
построить план ускорений для точек А, В, С, D, мы откладыв.аем 
от произвольной точки о1 (черт. 220} отрезок о1а1, изображающий 
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no величине и наnравлению данное ускорение 'Ша· Затем от точки 
а1 nараллельна ВА откладываем отревок 

аЬ1 
atmt =  АВ . 

Проведя ив точки m1 nрямую, nерnендикулярную к АВ, а ив 
точки о1 nрямую, nараллельную данному наnравлению ускоре
ния Wь, находим в точке nересечения этих прямых вершину Ь1. 
Построив точку Ь1 , проводим отревок а1Ь1 и находим угол 
� =  L mtatbt . 

Чтобы закончить nостроение nлана ускорений, нам остается 
nровести nрямые а1с1 и Ь1с1, a1d1 и b1d1 под углом 1 80° + � к на
правлениям АС, ВС, AD и BD; пересечение первых двух ив этих 
nрямых определит вершину с1, а пересечение nоследних двух пря
мых - вершину d1 . 

Желая определить графически ускорения различных точек како
го-либо плоского механивма,  мы строим nланы ускорений для от'
дельных звеньев механивма. Все эти отдельные планы ускорений 
можно построить на одном чертеже. Тог да nолучаем план ускоре
ний для всего механивма. 

П р  и м е р  49. Кривошип ОА кривошипно-шатунного механизма ОАВ 
(черт. 222) вращается равномерно с угловой скоростью <й. Построить план 
ускорений для шатуна АВ. 

Черт. 222. Черт. 223. 

Предварительно строим план скоростей для шатуна АВ. От точки о 
(черт. 223) откладываем отрезок оа, изображающий скорость Va точки А: 
мы знаем, что 

Va = ОА · <й; 
на чертеже скорость tla может быть взята в произвольном масштабе.  Затем 
проводим из точки а прямую, перпендикулярную к А В, а из точки о пря
мую, параллельную скорости точки В, т. е. параллельную ОВ. Пересе
чением этих прямых определяется точка Ь. Фигура оаЬ есть план скоростей 
для шатуна АВ. 

Переходим к построению плана ускорений. Нам известны величина и 
направление ускорения 'Wa точки А и направление ускорения точки В; 
имеем: 

v� оа1 
'Wa = ВА . (1)• = ОА = ОА ; 

ускорение 'Wa направлено от точки А к точке О, ускорение же точки В 
паправлепо по прямой ОВ. 



§ 1 07] ПЛАН УСКОРЕНИЙ 235 

От точки о1 (черт. 224) откладываем отрезок о1а1 , изображающий уско
рение Wa· Из точки а1 параллельна ВА откладываем отрезок 

a!Js 
a1m1 =  А В . 

Затем из точки m1 проводим прямую, перпендикулярную к А В, а из 
точки о1 прямую, параллельную направлению ускорения точки В, т .  е.  па
раллельную прямой ОВ. Пересечением этих прямых 
определяется точка Ь1 •  

Остается соединить точки а1 и Ь1 прямой лини
ей. Фигура о1а1Ь1 есть план ускорений для шатуна 

- АВ. Если мы желаем определить ускорение 
какой-либо точки К шатуна А В, то, деля отре-
зок а1Ь1 в отношении А К :  КВ, находим точку k1; nq 
отрезок o1k1 изображает ускорение точки К. 

П р  и м е р  50. Коромысла 01А и OsB, враща
ющиеся соответственно вокруг неподвижных осей 
0 1  и 02, соединены шатуном АВ; 01А = 02В = 20 см, 

Черт. 224. 

АВ = 30 см (черт. 225). Посредством построения плана ускорений найти в том 
положении механизма, которое указано на  чертеже, ускорение точки С шатуна, 
находящейся на  расстоянии А С = l O  см от конца его А, предполагая, что 
точка А движется (в направлении, указанном на чертеже) с постоянной 
скоростью Va = 20 смfсек. 

Начнем с построения плана скоростей. Выбрав для этого построения 
масштаб 1 см = 10 смfсен:, откладываем от точки о отрезок оа, изображаю
щий (по величине и по направлению) данную нам скорость fla точки А. 
Затем проводим из точки о прямую оЬ, перпендикулярную к коромыслу 01В, 
и из точки а прямую аЬ, 
перпендикулярную к ша- д 
туну АВ. Пересечением 
этих двух прямых опре
деляется вершина Ь в 
плане скоростей. Отрез
ками o!J и аЬ изобража
ются соответственно аб
солютная скорость Vь 
точки В и вращательная 
скорость Vаь точки В 
вокруг точки А; изме-
рив эти  отрезки в при-
иятом масштабе, полу-
чаем: 

vь = 20,6 смfсек, 
Vаь = 20,3 смfсен:. 

о .  

ь 
Перейдем теперь к Черт. 225. 

построению ускорений. 
Ускорение Wa т очки А нам известно. Так как эта точка движется no 
окружности с постоянной по величине скоростью va, то ее ускорение на
правлено к центру 01 и равно по величине 

v� 
Wa = О1А = 20 с.мfсек•. 

Ускорение Wь точки В нам не известно ни по величине, ни по на
правлению. Эта точка вращается uoкpyr центра 01, двигаясь, uообще rouopя, 
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неравномерно; ее ускорение складывается из нормальной и касательной 
составляющих. Из этих двух составляющих нам известна только нормальная 
составляющая Wьn: она направлена от точки В к точке 01 и равна 

{/� Wьn = OsB = 21 ,4 с.мfсек•. 

Для построения плана ускорений поступим следующим образом. Выбрав 
масштаб 1 см - 20 с.мfсек1, откладываем от точки 01 (черт. 225) параллельна 
направлению А01 отрезок о1а1,  изображающий в припятом масштабе уско
рение «'а· Затем откладываем от точки 01 параллельна направлению BOs 
отрезок o1n1, изображающий нормальную составляющую Wьn ускорения 
точки В. Вершина Ь1 плана ускорений должна лежать на прямой n1b1,  про
ведеиной из точки n1, перпендикулярно к отрезку o1n1 • 

Переходя к ускорению точки В во вращательном движении вокруг 
точки А, вычисляем нормальную составляющую этого ускорения; она 
равна 

fl�ь АВ = 1 3,7 с.мfсе�• 

и направлена от точки В к точке А. Отложив в плане ускорений от 
точки а1 отрезок a1m1, изображающий это ускорение, и проведя через 
точку m1 прямую m1b1 , перпендикулярную к отрезку a1m1,  получаем вторую 
прямую, на которой должна лежать вершина Ь1• Отсюда следует, что 
точка Ь1 есть пересечение построенных нами прямых n1b1 и m1b1 • Проведе
нием прямой а1Ь1 заканчивается построение плана ускорений. 

Отрезок о1Ь1 изображает ускорение точки В. Взяв на прямой а1Ь1 отре-
1 зок а1с1 = 3 а1Ь1, находим точку с1, соединение которой с точкой о1 дает 

луч о1с1 ,  изображающий искомое ускорение Wc точки С. Измерив отре
зок о1с1 в припятом масштабе, получаем: 

Wc = 5,5 с.мfсек•; 

направление этого ускорения определяется направлением луча о1с1 • 

§ 1 08. Теорема о перемещении п.лоской фигуры. 
Nlrновенный центр скоростей как преде.льное по.ложение 

центра враюцения 

В нашем исследовании плоско-параллельного движения твердого 
тела мы исходили из разложения плоского движения на поступатель
ную и вращательную части. Это разложение дало нам возможность 
определить скорости и ускорения точек плоской фигуры, а также 
привело нас к понятиям мгновенного центра скоростей и мгновенного 
центра ускорений. Покажем теперь, что к понятию мгновенного 
центра скоростей можно придти еще другим путем. 

Начнем с доказательства следующей теоремы (называемой тео
ремой Шаля): плоскую фигуру ..можно пере..местить из всякого 
данного положения во всякое другое положение вращением вокруг 
некоторой точ,ки. 
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Заметим nредварительно, что nоложение плоской фигуры, дви

жуLЦейся в данной nлоскости, вnолне оnределяется nоложением 

двух ее точек. В самом деле, nоложим, что две точки А и В 
nлоской фигуры S (черт. 226) занимают в некоторый момент nоло
жения А' и В'. Этим вnолне определяется nоложение всей nлоской 

фигуры в рассматриваемый момент: чтобы найти nоложение, зани

маемое в этот момент какой-либо третьей точкой С нашей фигуры, 

достаточно nостроить на отрезке А' В' треугольник А' В' С', равный 

треугольнику АВС. 
На основании этого замечания исследование движения nлоской 

фигуры может быть заменено исследованием движения двух ее 

точек, или, что все равно, отрезка, 
соединяюLЦего эти точки. 

Перейдем теnерь к доказатель
ству нашей теоремы. 

Положим, что отрезок АВ (nри· � 
надлежаLЦий nлоской фигуре, кото
рая на чертеже не изображена) со- . 
вершает какое-либо движение в 4(//i-....,..-� 
nлоскости чертежа (черт. 227). По-

'Р, 
Черт. 226. Черт. 227. 

ложим, что в момент t этот отрезок занимает nоложение АВ, а в 
момент t + Ы nоложение А1В1• Мы nокажем, что отрезок может 
быть nеремеLЦен из nервого nоложения во второе враLЦением вокруг 
пекоторой точки. 

Проведем отрезки АА1 и ВВ1 и в точках, деляLЦих эти отрезки 
nоnолам, восставим к ним nерnендику ляры. Мы сейчас увидим, что 
точка nересечения этих перnендикуляров Р1 и есть тот центр вра· 
LЦения, nоворотом вокруг которого отрезок АВ может быть nере
меLЦен в nоложение А1В1• 

Чтобы в этом убедиться, nроведем nрямые АР1, ВР1, А1Р1 ,  В1Р1• 
Треугольники АВР1 и А1В1Р1 равны (по равенству трех сторон). 
Следовательно: 

L APtB = L A1P1Bt. 

Вычитая из обеих частей этого равенства по L А1Р1В, nолучим: 

L АР1А1 = i,. ВР1В1• 
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Обоsначим равные углы L. АР1А1 и L. ВР1В1 через А<р и nовер
нем отрезок АВ вокруг точки Р1 на _угол А<р. После этого nово
рота точка А займет nоложение А1 , а точка В - nоложение В1 • 
Следовательно, отреsок АВ может быть nеремещен в nоложение 
А1В1 nоворотом вокруг точки Р1 на угол А<р. 

Итак, мы убедились, что nлоская фигура может быть nереме
щена из nоложения, занимаемого ею в момент t, в nоложение, 
соответствующее моменту t + At, nоворотом вокруг некоторой 
точки Р1 на некоторый угол А<р 1 ). Будем теnерь nриближать 
nромежуток времени At к нулю. Тогда второе nоложение фигуры 
будет nриближаться к ее nервому nоложению. Вместе с тем центр 
вращения Р1 будет nриближаться к некоторому nредельному nоло-
жению, которое обозначим буквой Р, а отношение �� б у дет nри
ближаться к некоторому nределу, который ес1 ь не что иное, как 

абсолютная величина угловой скоро
сти ro nлоской фигуры в момент t: 

l im [�� J= ro. 
!.t - o  

Мы nокажем, что предельное поло
жение Р центра вращения Р1 есть не 
что иное, как .мгновенный центр ско
ростей данной фигуры (соответствую
щий моменту t). 

Чтобы в этом убедиться,  доста-
Черт · 228. точно nоказать, что скорость любой 

точки nлоской фигуры в момент t есть 
вращательная скорость вокруг точки Р. Возьмем какую-нибудь 
точку М нашей nлоской фигуры (черт. 228)  и отметим nоложения, 
занимаемые ею в моменты t (оно обозначено буквой М) и t + At 
(nоложение М.). Чтобы вычислить скорость 'D точки М в момент t, 
восnользуемся тем обстоятельством, что скорость 'D есть nредел 
скорости 'Dm фиктивного равномерного движения точки М по 
хорде ММ1 (см. § 84). 

Мы имеем: 
мм. 'Vm = -ы • 

Соединяя точки М и М1 nрямыми линиями с центром враще
ния Р1, nолучаем равнобедренный треугольник ММ1Р1 , в кото-

1) Конечно, это не значит, что действительное движение плоской фигуры 
за время !J.t есть вращение вокруг точки Р1•  Мы лишь показали, что фигура 
.может быть перемещена из первого положения во второе поворотом 
11округ точки Р1 на угол д.'f'. 
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ром угол nри вершине Р1 равен 11ср. Иэ этого треугольника 
выводим: 

и, следовательно: 

sin L\ 'f'  
2 Vm = 2P1M -ы , 

Переходя к nределу nри М - О, получаем: [ • Llff> ] SШ 2  L\ v = l im [vm] = l im PtM-L\ - · L\t'f' • 
At -+ 0  At -+ 0  __! 

2 

Но 

l im [Р1М] = РМ, 
At -+ о 

[ sin Llff> ] 
l im � = 1 ,  

At -+ О 'f' 
2 

lim (�; ]= ю. 
At -> 0  

Следовательно, обоэвачая РМ череэ r, находим: 

v = rю. 

С другой стороны, скорость 'Dm образует с направлением МР1 

угол, равный ; - �ff' • Переходя к пределу и эамечая, что l im [ 11ср ] = О 
At-+0 

заключаем, что скорость 'О образует с направлением МР прямой 
угол. 

Итак, скорость 'О точки М численно равна v = rю (где r = MP) 
и направлена перпендикулярно к РМ, т. е. скорость 'О есть враща
тельная скорость вокруг точки Р. 

Отсюда следует, что точка Р есть мгновенный центр скоростей 
данной плоской фигуры, соответствующий моменту t. 

§ 1 09. Центроиды 

Воэьмем ряд последовательных моментов времени t, t + 11t, 
t + 2М, t + ЗМ и т. д. и наэовем положения, занимаемые в эти 
моменты движущейся плоской фигурой S (черт. 229), 1 -м, 2-м, 3 -м, 
4-м и т. д. положениями фигуры. Мы энаем, что плоская фигура 
может быть перемещена иэ в сякого данного положения во вся 
кое другое положение вращением вокруг векоторой точки на не
который угол. Положим, что иэ 1 - го положения во 2-е фигура S 
может быть перемещена вращением вокруг точки Р1 на угол l1<p1 , 
иэ 2 -го положения в 3 -е - вращением вокруг точки Pi на угол Аср2, 
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из 3 -го в 4-е - вращением вокруг точки Р3 на угол Aq>3 и т. д. 
Для краткости речи у�ловимся вращения вокруг точек Р1 ,  P'i, Р3 
и т. д. называть 1 -м, 2-м, 3-м и т. д. вращениями. 

Соединив точки Р1, Р2, Р3, Pli, . . . последовательно прямоли
нейными отрезками, мы получим многоугольник Р1Р1Р3Р4 • • •  , вер
шинами которого являются последовательные центры вращения фи
гуры S; назовем этот многоугольник многоугольником центров, и 
притом «неподвижным» многоугольником центров, в отличие от 
другого многоугольника центров, о котором сейчас будет идти речь. 

Построим ту точку Р� плоской фигуры, которая после первого 
вращения совпадает с точкой Р2 и, следовательно, является центром 

вращения при втором вращении. 
Для этого откладываем от точки Р1 

S отрезок Р1 Р� = Р1Р1 под углом Aq>1 
к прямой Р1Р9., причем угол А�р1 
откладываем от прямой P1Pt1 в сто
рону, обратную вращению фигуры S 

�IIJ вокруг точки Р1 (на черт. 229 вра
щения вокруг точек Р1 , Р,, Р3, • • • 
предполагаются происходящими по 
часовой стрелке). 

Затем строим ту точку Р� фи-
Черт. 229. гуры S, которая после второго 

вращения совпадает с точкой Р3 и, 
следовательно, является центром вращения при третьем вращении. 
Для этого откладываем L Р1Р;а = L Р1Р2Р3 и из точки Р� проводим 
отрезок Р�Р� = Р1Р3 под углом Aq>2 к прямой Р�а, причем угол Aq>1 
откладываем от прямой Р�а в сторону, обратную вращению фигуры S 
вокруг точки Р1• 

Таким же точно образом мы можем построить точки Р�, Р�, • • • 
фигуры S, которые после 3-го, 4-го, . . . вращения совпадают с точ
ками Р4, Р1, • • • и, следовательно, являются центрами вращения 
nри 4-м, 5-м, . . . вращениях. Многоугольник Р1Р�Р�Р� • • • мы назо
вем «ПОдвижным:. многоугольником центров; его вершины суть 
точки фигуры S, которые являются центрами вращения при nосле
довательных вращениях фигуры. Этот многоугольник неизменно 
связан с фигурой S и движется в:месте с нею. Его движение мы 
можем кратко характеризовать, сказав, что nри фиктивном движе
нии фигуры S, состоящем из ряда последовательных вращений , 
подвижной многоугольник центров катится без скольжения по 
неnодвижному многоугольнику центров. 

Перейдем теперь к пределу при At -+ О. Предельными положе
ниями центров вращения Р1, Р1, Р3 и т. д. являются мгновенные 
центры скоростей фигуры S, соответствующие последовательным 
моментам времени. Предельное положение центра вращения Р1 есть 
мгновенный центр Р, соответствующий моменту t (черт. 230). 
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Вместе с тем nри уменьшении A.t до ну ля стороны неnодвиж
ного многоугольника центров также уменьшаются до ну ля, а число 
их возрастает бесnредельно. В nределе неподвижный многоуголь
ник центров обращается в кривую, которая представляет геометри
ческое место мгновенных центров скоростей на неподвижной nло
скости. Эта кривая называется неподви�ной ценпzроидой; обозначим 
ее буквой К. 

Подвижной многоугольник центров в nределе также обращается 
в кривую, которая представляет геометрическое место мгновенных 
центров на движущейся фигуре S. Эта кривая неизменно связана 
с фигурой S и движется вместе с нею; она называется подви�ной 
ценпtроидой; обозначим ее буквой L. 

Так как угол A.rp1 при !!.t - О обращается в нуль, то обе цен
троиды К и L касаются в своей общей точке Р. Точка касания 
центроид является мгновенным центром 
скоростей для данного момента t. 

Мы видели, что при фиктивном дви
жении фигуры S, состоящем из ряда 

Черт. 230. Черт. 23 1 .  

последовательных вращений, подвижной многоугольник центров 
катится без скольжения по неподвижному многоугольнику центров, 
Отсюда мы заключаем, что при действительном движении плоской 
фигуры подви�ная ценпtроида кantuntcя бев сколь�ения по непо
дви�ной ценпtроиде. 

Итак, всякое плоское движение может быть представлено как 
качение без скольжения пекоторой подвижной кривой, неизменно 
связанной с плоской фигурой, по пекоторой неподвижной кривой. 

n р  и м е р  5 1 .  По.строить центроиды для линейки АВ 9ЛJ1ИПСоrрафа 
(черт. 231). 

Обозначим длину линейки АВ через 2а. Строим мгновенный центр ско
ростей Р для линейки АВ как пересечение перпендикуляров, восставленных 
в точках А и В к направлениям скоростей 9ТИХ точек. 

Обозначим точку пересечения направляющих прямых, по которым дви
жутся концы А 1.1 В линейки 9ллипсоrрафа, через О. Замечаем, что 

0Р = АВ = 2а. 
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Отсюда заключаем, что геометрическое место мгновенных центров ско
ростей на неподвижной плоскости есть окружность, центр которой находится 
в точке О, а радиус равен 2а. Эта окружность и есть неподвижная цен
троида ; обозначим ее  буквой К. 

Далее, обозначая середину отрезка АВ буквой С, замечаем, что 

1 
CP = 'I OP = a, 

откуда следует, что геометрическое место мгновенных центров скоростей 
на плоскости, движущейся вместе с линейкой АВ, есть окружность, центр 
которой находится в точке С, а радиус равен а. Эта  вторая окружность L 
и есть подвижная  центроида. 

При движении линейки АВ окружность L катится без скольжения по 
окружности К. Мы можем сказать, что движение линейки эллипсографа 
тождественно с движением окружности, катящейся без ско,1ьжения внутри 
неподвижной окружности вдвое большего радиуса.  

Мы видим, что точки А и В, лежащие на окружности L, описывают 
диаметры окружности К. Но точки А и В ничем не отличаются от всех 
прочих точек окружности L. Отсюда мы заключаем, что все точки, лежа
щие на окружности L, оtшсываюг диаметры окружности К. 

Это свойство движения окружности L, катящейся без скольжения 
внутри неподвижной окружности К вдвое большего радиуса, было замечено 
итальянским математиком Карданом, по имени которого окружности К и L 
называются карданоными окружностями. 

§ 1 1  О. Сложение вращений nлоской фигуры 

Представим себе две плоские фигуры S1 и S2 (черт. 232) ,  совер
шающие какие-либо движения в плоскости чертежа. Фигура S1 , 
совершая свое абсолютное движение в данной плоскости, вместе 
с тем совершает некоторое относительное движение по отношению 

к фигуре S2; очевидно, что 
это относительное движение 
есть движение плоское. Дви
жение фигуры s2 будет пере
носным движением фигуры sl. 
Мы можем сказать, что абсо
лютное движение фигуры sl 
есть составное из движений 
переносиого вместе с фигу
рой S2 и относительного по 
отношению к фигуре s2. 

Черт. 232. В каждом из трех плоских 
движений - абсолютном дви

жении фигуры S1 , переноснам движении фигуры S1 и относительном 
ДВИЖеНИИ фигуры Sl ПО ОТНОШеНИЮ К фигуре S2 - существуют В дан
НЫЙ момент свой мгновенный центр скоростей и своя угловая  ско
рость. Мгновенные центры скоростей, соответствующие указанным 
трем движениям, назовем абсолютным, переносным и относитель
ным мгновенными центрами скоростей и обозначим через Р, Ре и Рг; 
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угловые скорости тех же трех движений назовем абсолютной, пере
носной и относительной угловыми скоростями и обозначим их абсо
лютные величины через ro, roe и ro,. 

Требуется установить зависимость между положениями трех мгно
венных центров скоростей Р, Ре и Р, и между тремя угловыми 
скоростями ro, roe и ro,. 

Разберем три случая,  которые здесь могут представиться. 
П е р  в ы й  с л у ч а  й. Переносное и относительное вращения 

направлены в одну и ту же сторону. 
Положим, что переносное и относительное вращения направлены 

(вокруг соответствующих мгновенных центров Ре и Р,) против вра
щения часовой стрелки (черт. 2 32). Возьмем на отрезке PePr 
точку Р, делящую этот отрезок на части, обратно пропорциональ
ные угловым скоростям roe и ro,, т. е. удовлетворяющую условию: 

РеР _ оо, 
РР, - оое ' ( 1 ) 

и покажем, что эта точка Р и есть абсолютный мгновенный центр 
скоростей. 

Чтобы в этом убедиться,  нужно показать, что абсолютная ско
рость точки Р равна нулю. На основании теоремы сложения ско
ростей абсолютная скорость 'D любой точки фигуры sl равна сумме 
ее переносной и относительной скоростей 'De и 'D,. Применим эту 
теорему к точке Р. 

Для точки Р имеем: 

Ve = PeP · (l)e • v, = PP, . ro,. 
Но из условия  ( 1 )  следует: 

РеР • roe = PP, · ro,, (2) 
откуда 

Ve = v,. 

Направления скоростей 'De и 'D,, как видно из чертежа, взаимно 
противоположны. Сумма скоростей 'De и 'D,, равных по величине 
и противоположно направленных, равна нулю. Следовательно, 
абсолютная скорость точки Р равна нулю, т. е. точка Р есть 
абсолютный мгновенный центр скоростей. 

Итак, абсолютный .мгновенный центр скоростей Р лежит на 
отрезке, соединяющем переносный и относительный .мгновенные 
центры Ре и Р,, ll делит этот отрезок на части, обратно про
порциональные угловым скоростям roe и ro,. 

Применим теперь теорему сложения скоростей к точке Р,. 
Так как относительная скорость 'D, этой точки равна нулю, то по 
упомянутой теореме ее абсолютная скорость 'D должна быть равна 
ее переносной скорости 'De· Для точки Р, имеем: 

v = PP, . ro, Ve = PePr . (l)e · 
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Приравнивая величины скоростей v и v,, получаем: 

РР, · w = P,P, · wг, 
откуда _ PePr · ��>е _ (РеР + РР,) ��>е _ РеР • ��>е + РР, • ��>е w - РР, - РР, - РР, ' 

или, на основании равенства (2), 

РР, · оо, + РР, • ��>е + w =  РР, = w, w,,  

т. е. аfJсолютная угловая скорость равна су.м.ме относительной 
и переносной угловых скоростей. 

Что касается направления абсолютного вращения, то из направ
ления абсолютной скорости t7 точки Р, (которая совпадает с ее 

Черт. 233. 

переносной скоростью t7e) можно 
заключить, что абсолютное вра
щение направлено (вокруг абсо
лютного мгновенного центра Р) 
против часовой стрелки. 

Итак, направление составного 
вращения совпадает с направле
ниями составляющих вращений. 

В т о р о й с n у ч а й. Пе ренос
ное и относительное вращения 
направлены в противоположные 
стороны; их угловые скорости 
не равны по величине. 

Положим, что относительное вращение направлено по часовой 
стрелке, а переносное - против часовой стрелки (черт. 233), и пред
положим, что w, > w,. 

Возьмем на продолжении отрезка Р,Р, со стороны мгновенного 
центра Р, точку Р, удовлетворяющую условиЮ' 

(3) 

н покажем, что ета точка Р есть абсолютный мгновенный центр 
скоростей. 

Припожим теорему сложения скоростей к точке Р. Для точки Р 
имеем: 

v, = P,P • w,, v, = PP, • w,. 

lia основании условия (3) имеем: 

Р8Р • we = РР, • w,, 
откуда 

v, = v,. 

(4) 
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Так как направления скоростей 'De и 'D, противоположны, то их 
сумма равна нулю. Следовательно, абсолютная скорость точки Р равна 
нулю, т. е .  точка Р есть абсолютный мгновенный центр скоростей. 

Итак, абсолютный .мгновенный центр стсоростей Р лежит на про
должении атрезтса, соединяющего переносный и относительный .мгно
венные центры Ре и Р, со стороны того из а тих центров, тсоторо.му 
соответствует бдлыаая угловая стсорость; расстояния РеР и Р,Р 
обратно пропорциональны угловым стсоростя.м we и w,. 

Теперь применим теорему сложения скоростей к точке Р,. Для 
этой точки имеем: 

v = PP, · w, Ve = PePr · we , v, = O. 
Так как 'Dг = О, то _ по теореме сложения скоростей должно быть 

'D = 'De· 

Приравнивая величины скоростей 'lJ и 'De, получаем: 

откуда 
РР, · w = PePr · we , 

PeP, · rop (РеР - РР,) · roe _ PeP · roe - PP, · roe w =  РР, РР, - РР, 

или, на  основании равенства ( 4), _ РР, · оо, - РР, · "' e -W -
РР, 

- w, - we, 

т. е. абсолютная угловая стсорость равна разности угловых ско
ростей составляющих движений. 

Направление абсолютной скорости 'lJ точки Р, указывает, что 
абсолютное вращение (вокруг абсолютного мгновенного центра Р) 
направлено по часовой стрелке. 

Отсюда мы заключаем, что направление составного вращения 
совпадает с направлением того из составляющих вращений, кото
рому соответствует бдльшая угловая скорость. 

Т р е  т и й с л у ч а й. Переносное и относительное вращения 
направлены в противоположные стороны; их угловые скорости 
равны по величине. 

Положим, что относительное вращение направлено по часовой 
стрелке, а переносное - против часовой стрелки (черт. 234) ,  причем 

Покажем, что в этом случае абсолютные скорости всех точек 
фигуры S1 равны. 

Возьмем какую-нибудь точку М фигуры S1 и найдем ее абсо
лютную скорость по теореме сложения скоростей. 

Абсолютная скорость 'lJ точки М представляется диаго
налью параллелограмма, построенного н а  переносной скорости 'De 
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и относительной скорости v,. Величины скоростей 'De и v, суть 

'De = P.M · we ,  v, = P,M · w, = P,M · we ;  

направления скоростей 'De и v, перпендикулярны соответственно 
к отреэкам Р.М и Р,М. 

Мы эамечаем, что треугольники МаЬ и РеМР, подобны, так как 
стороны М а и аЬ пропорциональны сторонам РеМ и Р,М и L МаЬ = 

ь 

Черт . 234 . 

= L Р.МР, (стороны одного 
угла перпендику лярны к сторо
нам другого). Иа подобия этих 
треугольников выводим: 

или 

'CJ 'Ur 
Р Р  = р м = wе е r е 

Далее, так как две стороны 
Ма и аЬ одного треугольника 
перпендику лярны к двум сторо
нам Р.М и Р,М другого тре-
угольника, то и третьи их сто

роны МЬ и PePr должны быть вэаимно перпендикулярны. Следова
т ельно, скорость 'D направлена перпендикулярно к отреаку РеР,. 

Итак, абсолютная скорость 'D любой точки М плоской фигуры S1 
направлена перпендикулярно к отрезку PePr и равна по величине 
v = PePr · w.. Значит, абсолютные скорости всех точек фигуры S1 
р ав ны. 

От сюда можно эаключить, что если не только в данный мо
мент , но во все вре.мя движения направления составляющих вра
щений вааимно противоположны, а их угловые скорости равны, то 

составное движение есть движение поступа-
К тельное. Итак, плоское поступательное дви

жение можно рассматривать как составное 
иа двух вращений в противоположные сто
роны с равными yr ловыми скоростями. Сово
купность двух вращений в противополож
ные стороны с равными по величине у г ло
выми скоростями наэывается парой вращений. 

Черт. 235. П р и м е р 52. Решить пример 46 при помощи 
сложения вращений. 

Рассматриваем абсолютное движение шестерни L 
( черт.  235) как составное из переносиого движения вместе со стержнем ОА 
и из относительного движения по отношению к этому стержню. 

Переносный мгновенный центр Ре совпадает с точкой О, относительный 
мгновенный центр Р, совпадает с центром А шестерни L, а абсолютный 
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мгновенный центр  Р находится в точке касания окружностей шестерен /( и L .  
Переноспая угловая скорость ro e  равна данной угловой скорости ro 1  стержня О А. 
Искомая угловая скорость ro2 есть абсолютная угловая скорость шестерни L. 

Так как абсолютный мгновенный центр Р находится между мгновен
ными центрами Ре и Pr, то все три вращения (абсолютное, переносвое и 
относительное) направлены в одну и т у  же сторону. В таком случае 
имеем: 

С другой стороны: 
ror РеР а 
roe = 

РrР =
ь •  

откуда, полагая roe = ro1, находим: 

Следовательно: 

ro1 = Ше + ror = ( 1 + : ) 001, 
П р  и м е р  53. На неподвижную ось О насажены шестерня l и рычаг ОА 

(черт. 236). Шестерня l закреплена неподвижно, рычаг ОА вращается вокруг 
неподвижной оси О и несет оси по
движных шестерен ll и /l/. Радиусы 
шестерен соответственно равны r1 = = 20 см, r9 = 15 см, r8 = 20 см. Ры
чаг ОА вращается вокруг оси О про
тив часовой стрелки, делая 60 обо
ротов в минуту. Найти угловую ско
рость шестерни lll. 

Черт 236. 

Рассматриваем абсолютное дви
жение шестерни lll как составное 

Черт. 237. 

из переносиого движения вместе с рычагом ОА и из относительного дви
жения по отношению к этому рычагу. 

В таком случае переносное вращение шестерни lll направлено против 
часовой стрелки, и переноспая угловая скорость равна 

roe= 60 обjмин. 
Чтобы найти относительную углову ю  скорость шестерни lll, посмотрим 

на наш механизм с точки зрения н аблюдателя, участвующего во вращении 
рычага ОА. Этому наблюдателю рычаг ОА представляется неподвижным, 
шестерня же l предст авится ему вращающейся по часовой стрелке с угло
вой скоростью roe = 60 обjмин (черт. 237). Шестерни ll и /l/ также будут 
представляться нашему наблюдателю вр�щающимися вокруг неподвижных 
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осей; шестерня Il будет вращаться против часовой стре.QКИ, шестерня !!/ 
по часовой стрелке. Эти движения шестерен /, !! и !!!, наб.тюдаемые наблю
дателем, вращающимся вместе с рычагом ОА, являются относительны ми 
движениями по отношению к этому рычагу . 

Теперь легко найти относительную угловую скорость  rог шестерни !!/. 
Имея в виду , что при вращении вокруг неподвижных осей шестерни !, !! и lll 
должны иметь в точках касания одинаковые окружные скорости, и ,обозначая 
величину э той общей окружной скорости через v, имеем: 

откуда 

r1 
rог = - roe = 60 обfмин. 

ra 
Следовательно, в своем относительном движении по отношению к ры

чагу ОА шестерня Ill вращается по часовой стрелке, делая 60 оборотов 
в минуту .  

Так  как переноснос и относительное вращениq шестерни !!/ происходят 
в противоположные стороны, то абсолютную угловую скорость ro этой 
шестерни найдем как разность  переносной и относительной угловых скоростей: 

ro = roe - ror = 60 об{ мин - 60 об{ мин = О. 

Итак, в своем абсолютном движении шестерня /!! совсем не вращается, 
она движется поступательно. 

Мы имеем здесь случай пары вращений. 

§ 1 1 1 . Применеине сложения вращений к нахождению 
мгновенных центров скоростей для 3венъев 

плоского механи3ма 

В nредыдущем параграфе мы видели, что три мгновенных центра 
скоростей Р, Ре и Р, лежат на одной прямой; в исключительном 
же случае, ко г да мгновенный центр Р находится в бесконечности, 
скорость 'V перпендикулярна к прямой, проходящей через мгновен
ные центры Ре и Рг. 

Это предложение может быть с пользой применено к нахожде
нию мгновенных центров скоростей для звеньев nлоского механизма. 

Представим себе плоский механизм, состоящий из n звеньев , 
которые будем рассматривать как плоские фигуры S1 , S2 , • • • , Sп. 
У слоr имея обозначать мгновенный центр скоростей в относитель
ном движении какого-либо звена Sa по отношению к звену Sь че
реF Р аь и заметим, что мгновенный центр скоростей в относ итель
ном движении звена Sь по отношению к звену Sa совпадает с 
мгновенным центром скоростей в относительном движении звена Sa 
по отношению к звену Sь, т. е. что точка Рьа совпадает с точ
кой Раь· 

Возьмем теперь какие-либо три звена Sa, Sь, Sc. Относю ельное 
движение звена Sa по отношению к звену Sc можно рассматривать 
как составное движение из относительного движения звена Sa по 
отношению к звену Sь и относительного движения Sь по отноше
нию к звену Sc. Применяя  к данному случаю предложение, форму-
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л;;�рованное в начале этого параграфа, мы приходим к следующему 
результату. 

Мгновенные центры Раь• Рас и Рьс лежат на одной прямой. 
Если же один из этих мгновенных центров , например Рас• нахо

дится в бесконечности, то скорость звена Sa в его относительном 
движении по отношению к звену Sc перпендикулярна к прямой, 
проходящей через два других мгновенных центра Раь и Рьс· 

Применяя ату теорему (которую будем называть теоремой о трех 
мгновенных центрах скоростей) к нахождению мгновенных центров 
скоростей для звеньев плоского механизма, следуе r рассматривать 
стойку механиз:vrа как n + 1 -е звено Sn+1,  а абсоJrютное движение 
звена Sa как относительное движение по отношению к звену Sn+l' 
В таком случае мгновенный центр скоростей в абсолютном дви
жении звена Sa должен быть обозначен через Ра,п + r .  

П р и м е р  54. Механизм состоит из звеньев S1 11  S2, соединенных стерж
нями S3 и S,; звено S1 вращается вокруг неподвижной оси 01,  а к звену S2 
присоединен стержень 85, вращающийся вокруг неподвижной оси 02 (черт. 238). 
Построить мгновенный центр скоростей для звена 82• 

Обозначим стойку механизма через S6• Требуется построить мгновенный 
центр Р26• 

Нам известно направление скорости точки Е: оно перпендикулярно к 
прямой ЕО2• Так как мгновенный центр Р26 должен лежать на перпендику -

Черт. 238. 

ляре, восставленном в точке Е к направлению ее скорости, то, следова 
тельно, он лежит на прямой ЕО2• Чтобы построить другую прямую, на 
которой должен находиться мгновенный центр Р26, воспользуемся теоремой 
о трех мгновенных центрах. 

Возьмем звенья 81 , S, и S6• Мгновенный центр Р16 совпадает с нело
движной точкой 01• Желая построить t:'гновенный центр Р12, мы замечаем, 
что в относительном движении звена S2 по отношению к звену S1 нам из
вестны направления скоростей точек С и D. Они перпендикулярны к пря
мым АС и BD. Следовательно, мгновенный центр Р12 лежит в nересечении 
прямых АС и BD. Проведем теперь прямую через точки Р16 и Р12; по тео
реме о трех мгновенных центрах на этой прямой должен лежать и мгно
венный центр Р2е-

Итак, искомый мгновенный центр Р26 находится в пересечении прямых 
EOs и 01Pt2· 

П р  и м е р  55. Построить мгновенный центр скоростей для звена CD 
инверсора Липкина (черт. 239). 

Инверсор Липкина ,состоит из с еми стержней. Обозначим стержень АВ 
через 81, стержень CD через S2, а стойку механизма через 88• Требуется 
построить мгновенный центр Р118• 

9 Е. Л. Николаи, ч. l 
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На�1 известно направление скорости точки С: оно перпендикулярно 
к COs. Следовательно, мгновенный центр Р28 лежит на прямой С02• Чтобы 

0 построить  другую прямую, на которой должен 
лежать  �1гновенный центр Р28,  воспользуемся 
теоремой о трех мгновенных центрах. 

Возыrем звенья 81 , S2 и S8 • Мгновенный 
центр P1s н аходится  в пересечении перпендику
ляров, восстав.1енных в точках А и В к направ
лениям их скоростей, т .  е . в пересечении пря
мых АО1 и ВО2. Относительное же движение 
звена S2 по отношению к звену S1 есть движе
ние пос тупательное (ибо при всяком по.1ожении 
механизма стержни CD и АВ парал.1е.1ьны). Слс
довате .1ьно, мгновенный центр Р1 2 находится 
в бесконечности. 

Скорость звена S2 в его относительном дви
жении по отношению к звен у S1 перпендику.1ярна 
к прямой АС. Прямая, проходящая через точ-

& Черт. 239. ки Р1 8 и Р28, должна быть перпендикулярна к этой 
скорости, т. с. до.1жна быть параллельна прямой АС. 

Итак, проведя ч ерез точку Р1 8 прямую, параллельную АС, находим иско
мый мгновенный центр р28 в п ерес ечении этой прямой с прямой со2. 

Г Л А В  А X V I I I  

ВРАЩЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА ВОКРУГ НЕПОДВИЖНОЙ ТОЧКИ 

§ 1 1 2. Эйлеровы углы. Уравнения вращения твердого тела 
вокруг неподвижной точки 

Движение твердого тела называется вращенде.м вокруг непо
движной точки, если во все время движения одна точка твер
дого тела остает ся неподвижной. Представим себе твердое тело, 

1 вращающееся вокруг неподвиж-
С ной точки О (черт. 2 40). Чтобы 

определить аналитически враща
тельное движение твердого тела 
вокруг точки О, возьмем три 
взаимно перпендикулярные не
подвижные оси х, у, z с началом 
в точке О и чэи взаИмно пер-

·�--1----911----'--у пендикулярные и неизменно свя
занные с твердым телом оси �. "'j, С 
с началом в той же точке О. 

Отметим пересечение плоско
стей хОу и �0"/j; пусть это 
будет прямая 0 /. Введем сле
дующие обозначения:  

Черт. 240. L (z, C)=&, L (х, l)=ф, L (J, �) = rp , 

nричем условимся считать углы &, ф, ер поло»81тельными в том слу
чае, если для · наблЮдателей, смотрящих соответственно со стороны 



§ 1 1 3 ] ТЕОРЕМА О ПЕРВМЕЩЕНИИ ТВЕРДОГО ТЕЛА 25 1 

положительных осей J, z, С, эти углы представляются отложен
ными от осей z, .х, J в сторону, противоположную вращению ча
совой стрелки. 

Заданием углов 3, <ji, 1f вполне определяется положение осей е , "fj, �. 
а следовательно, и положение твердого тела, с которым эти оси 
неизменно связаны. Углы 3 ,  <ji, 1f называются эйлеровы.ми углами. 

Если твердое тело совершает вращательное движение вокруг  
неподвижной точки О,  то  углы 3, � .  1f непрерывно изменяются 
с 1 ечением времени, т. е .  являются некоторыми функциями времени t: 

3 = Л (t), ljl = /'1. (t), 1f = /3 (t). 

Эти уравнения ,  которыми вполне определяется вращательное 
движение твердого тела вокруг неподвижной точки О, называются  
уравнениями вращения твердого тела вокруг неподвижной точки. 

§ 1 1 3. Теорема о перемещен ии твердого тела вокруг 
неподвижной точки. Мгновенная ось и угловая скорость 

твердого тела 

Представим себе твердое т�ло, вращающееся вокруг неподвиж
ной точки. Покажем, что твердое тело .может быть перемещено из 
всякого данного положения во всюсое другое положение вращением 
вокруг некоторой octt, проходящей через неподвижную точку. 

Заметим предварительно, что положение твердого тела, вращаю
щегося вокруг неподвижной точки О (черт. 24 1 ) ,  вполне опреде· 
ляется положением двух его то
чек А и В, не лежащих на одной 
прямой с неподвижной точкой О. 
В самом деле, если точки.: А и В 
в некоторый момент занимают поло
жения А1 и В1, то положение лю
бой третьей точки С в рассматри
в аемый момент мы найдем, построив 
на треугольнике ОА1В1 ,  как на 
основании, тетраэдр 0А1В1С1 , рав
ный тетраэдру ОАВС. 

Перейдем теперь к доказательст
ву формулированной выше теоремы. 

Представим себе твердое тело, 
вращающееся вокруг неподвижной Черт .  241 .  
точки О (черт. 242;  очертание тела 
на чертеже не изображено). Проведем внутри этого тела из непод-' 
вижной точки О, как из центра, поверхность сферы произвольнаго 
радиуса. На этой сферической поверхности возьмем какие-нибудь 
две точки А и В и проведем через эти . �о.чки J}.угу �Qльшоrо 

9* 
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круга АВ. Положением точек А и В или, что все равно, поло
жением дуги АВ вполне определяется положение нашего твер
дого тела. 

Возьмем моменты времени t и t + Ы. Положим, что в момент t 
дуга АВ занимает положение, указанное на чертеже, а в момент t + At 
она заниr4ает положение А1В1• Покажем, что из первого положения 
во второе наша дуга может быть перемещена вращением вокруг 
пекоторой оси, проходящей через неподвижную точку О. 

Проведем дуги больших кругов АА1 и ВВ1• Через точки, деля
щие эти дуги пополам, проведем дуги больших кругов, перпенди
кулярные к дугам АА1 и ВВ1 •  Отметим точку пересечения Р1 только 
что проведеиных двух дуг и соединим точку Р1 с неподвижной 
точкой О прямой линией. Прямая ОР1 и есть та ось, вращением 

вокруг которой можно переместить 
дугу АВ в положение А1В1 • 

В самом деле, проведем еще 
дуги больших кругов АР1 , ВР1 , 
А1Р1 , В1Р1 • Сферические треуголь
ники АВР1 и А1В1Р1 равны (по 
равенству трех сторон). 

Следовательно: 

L APtB = L AtPtBt 
1). 

Вычитая из обеих частей этого 
равенства по углу L A1P1B1 ,  полу
чаем L AP1At = L BPtBt . 

Обозначим каждый из равных 
Черт. 242. углов L AP1A1 и L BP1B1 через Аос. 

Если повернем дугу АВ вокруг 
оси ОР1 на угол Аос, то точка А займет положение А1 , точка В 
займет положение В1 , и, следовательно, дуга АВ переместится в 
положение А1В1 • 

Итак, дугу АВ (а вместе с нею и все твердое тело) можно 
nереместить из первого nоложения во второе поворотом вокруг оси 
ОР1 на угол Аос. 

Перейдем теперь к пределу при At --.. О. При приближении At 
к нулю второе nоложение дуги АВ приближается к ее первому 
положению и второе положение твердого тела nриближается к его 
первому положению. Вместе с тем ось вращения ОР1 приближается 
к пекоторому предельному положению ОР, которое называется .мгно
венной осью вращения для данного момента t. Предел же, к которому 

IJ.a. 
приближается отношение IJ.t ' когда At приближается к нулю, пазы-

1) Под углом L.. AP1B мы понимаем угол между касатеJU>ными, проведеи
ными к дугам Р1А и Р1В в точке Р1. 
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вается угловою скоростью твердого тела в момент t .  Обозначим 
угловую скорость буквой w; следовательно, 

w = lim (�;] . 
At -+ 0  

da. Конечно, этот предел не равен nроизводной dt (ибо нет никакого 

угла а.). В дальнейшем будет показано, как может быть вычис
лена угловая скорость w, если заданы 
уравнения вращения твердого тела. 

Аналитическое исследование вра
rцения твердого тела вокруг непо
движной точки чрезвычайно упрощается , 
если условиться рассматривать угло
вую скорость тела как векторную 
величину. Во всем дальнейшем мы 
будем рассматривать угловую скорость 
как вектор (мы будем его обозна
чать w), приписывая угловой скорости 
направление мгновенной оси! причем 
условимся откладывать величину угло
вой скорости по мгновенной оси от 
неподвижной точки О ·в такую сто-
рону, чтобы для наблюдателя, распо- Черт . 243. 

ложениого по вектору угловой ско-
рости (ногами в точке 0), вращение твердого тела вокруг мгно
венной оси представлялось происходящим против часовой стрелки 
{черт. 243). 

§ 1 1 4. Угловое ускорение 

Величина угловой скорости ю, вообще говоря, изменяется с те
чением времени; изменяется с течением времени также и направле
ние мгновенной оси, а следовательно, и направление угловой ско
рости ю. 

Возьмем два момента времени t и t + At. Положим, что моменту t 
.соответствует угловая скорость ю, а моменту t + At - угловая ско
рость ю1 (черт. 244). Построим разность векторов ю1 и ю, т. е. 
векторное приращение Аю угловой скорости за время At. 

Предел отношения приращения угловой скорости Аю к соответ
-ствующему промежутку времени At при At - О называется угловым 
ускорением в момент t. Обозначая угловое ускорение буквой е1 
имеем: 

е =  lim [�;] . 
At -+ 0  
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Конечно, угловое ускорение в как предел векторной величины 
само является вектором. Вектор в мы будем откладывать от не
подвижной точки о. 

Предел отношения приращения перемениого вектора к соответ
ствующему приращению неаависимой переменной есть векторная 
пронаводная от этого вектора. Следовательно: 

dю 
e = dt · 

Итак, угловое ускорение равно векторной производной от 
угловой скорости по времени. 

Если величина и направление угловой скорости Ф иавестны для 
любого момента времени, то угловое ускорение в может быrь 
найдено следующим простым приемом. 

Черт. 244. Черт. 245 . 

Обоаначим конец вектора угловой скорости Ф буквой А (черт. 
245). Так как вектор Ф наменяет с течением времени свою вели� 
чину и свое направление, то точка А перемещается с течением 
времени в пространстве, описывая некоторую кривую, которая 
н ааывается годографом угловой скорости. Найдем скорость и. 
с которой движется точка А по годографу. 

Мы анаем, что скорость точки равна векторной пронаводной or 
радиуса-вею ора этой точки п о  времени. Радиусом-вектором точки А 
является вектор Ф . Следовательно: 

Мы ааключаем, что 

dю 
U = dt " 

B = U, 
т . е .  угловое ускорение равно линейной скорости конца вектора 
угловой скорости. Применяя к вычислению скорое rи и навеет, 
ные нам приемы определения скорос1 и точки, получаем воамож� 
ность вы числить угловое ускорение в. 
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§ 1 1 5. Скорости точек твердого тела, вращающегося вокруг 
неподвижной точки 

Возьмем какую-нибудь точку М твердого тела, вращающегос я 
вокруг неподвижной точки О (черт. 246). Отметим положения , зани
маемые точкой М в момент t (поло
жение М) и в момент t + М (поло
жение М1). Скорость il точки М в 
момент t определим как предел ско
рости ilm фиктивного равномерного 
движения по хорде ММ1 • 

Имеем: 

Мы знаем, что наше твердое тело 
может быть перемещено из первого 
nоложения во второе поворотом во
круг некоторой оси О Р1 на некоторый 
угол !lrJ.. Опустив из точек М и М1 
перпендикуляры МК1 и М1К1 на ось 
вращения ОР1, получим равнобедрен Черт. 246. 

ный треугольник МК1М1, в котором угол при вершине К1 равен llrJ.. 
Из этого треугольника выводим: 

и ,  следовательно: 
ММ1 = 2МК1 sin 11; 

• 11 а  
SIП 2 

vm = 2МК1 ----ы- . 
Переходя к пределу nри llt - О, получаем: 

v = I im  [vm] = lim 2МК1 •  -.-t2 = }/m
o МК1 • � .  l1a • [ sin l1a J [ sin 11а ] 

ы .... о 4/ -+ 0  ... - Ll tl  11 t  
2 

Но 
sш -

l im [МК1] = МК, lim � = 1 , [ . 4сх ] At .... о Ll CX  t>.t - o  

2 
lim [�at J = ro ,  

t>.t - o  

где МК есть перпендикуляр, опущенный из точки М на мгновенную 
ось ОР. Обозначая МК через r, находим: 

•1 = rro. 
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С другоlt стороны, фиктивная скорость 'Dm nерлендик у лярна 
к оси вращения ОР1 (ибо nлоскость треугольника МК1М1 пер-
nендикулярна к оси ОР1) и образует угол 90° - �а с отрезком 

МК1• Переходя к пределу при дt -+ О, мы заключаем, что скорость 'D 
nерnендикулярна к мгновенной оси ОР и к nерnендикуляру МК, 
оnущенному из точки М на мгновенную ось. Другими словами, ско
рость 'D перпендикулярна к плоскости, проходящей через точку М 
и мгновенную ось ОР. 

Полученные для величины и направления скорости 'D результаты 
можно кратко формулировать, сказав, что с1еорость любой точ1еи 

твердого тела есть вращательная с1Со

Черт. 247. 

рость во1еруг мгновенной оси вращения. 
Для точек, лежащих на мгновенной 

оси, имеем r = О, а следовательно, и 
v = О. Значит, мгновенную ось вращения 
можно определить как геометрическое 
место точек твердого тела, скорости кото
рых в данный момент равны нулю. 

Чтобы построить мгновенную ось, 
соответствующую данному моменту, до
статочно найти одну точку N твердого 
тела, скорость которой в этот момент 
равна нулю. Прямая, nроходящая через 
точку N и неnодвижную точку О, и 
есть мгновенная ось ОР (черт. 24 7). 

Если мгновенная ось уже nостроена, то, для нахождения уг повой 
скорости w достаточно знать скорость 'Da какой-нибудь точки А 
(не лежащей на мгновенной оси). Опуская перпендику ляр АК из 
точки А на мгновенную ось, имеем:· 

Va = AK • w, 
откуда 

Va w = АК' 
т. е. для нахождения величины угловой скорости w следует разделить 
величину скорости 'Da на расстояние точки А до мгновенной оси 
вращения. 

П р и м е р  56. Круглый диск катится без скольжения по горизонтальной 
плоскости, причем горизонтальная ось его ОА вращается вокруг неподвиж
ной вертикальной оси ОВ с угловой скоростью ю1 (черт. 248); ОА = а, 
ОВ = Ь. Найти угловую скорость диска, а также скорость наивысшей точки 
диска М. 

Движение диска можно рассматривать как вращение вокруг неподвиж
ной точки О. Прежде всего найдем мгновенную ось этого вращения. 

Мгновенная ось должна проходить через неподвижную точку О и через 
ту точку диска, скорость которой в данный момент равна нулю. Так как 
по предположению диск катится без скольжения, то этой точкой является 
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точка касания диска с горизонтальной плоскостью, по которой он катится. 
Обозначая эту точку буквой С и соединяя ее прямой линией с неподвижной 
точкой О, получаем мгновенную ось ОС. 

Чтобы найти величину w угловой скорости диска, обратимся к величине 
tla скорости его центра А. Так как точка А принадлежит стержню ОА, вра
щающемуел с угловой скоростью w1 вокруг неподвижной оси 08, то ско
-рость 'Va должна быть вращательной скоростью вокруг оси 08, т. е.  

Va = OA • ro1 = aro1. 
Но точка А принадлежит также нашему диску, а следовательно, ее 

скорость 'Va должна быть в то же время вращательной скоростью вокруг 

Черт. 248. 

мгновенной оси ОС. Опуская из точки А перпендикуляр AD на мгновенную 
ось ОС, обозначая угол АОС через а и замечая, что AD = OA stn а :::. 
= а sin а, получаем: 

откуда 

Далее, обращаясь 

Следовательно: 

Va = AD · ro = aro sin а, 

Va arol ro1 
ro = а  sin а = а  sin а = sin а '  

к треугольнику АОС, легко заметить, 

. АС 08 Ь sш а = ОС = ОС у as + ьз · 

у� ro = rot Ь • 

ЧТО 

Направление вращения диска вокруг мгновенной оси определяется 
направлением скорости 'Va точки А; это направление указано на черт. 248 
стрелкой. 

Обратимся теперь к определению скорости точки М. Мы найдем эту 
скорость как вращательную скорость вокруг мгновенной оси. Следовательно, 
обозначая скорость точки М через v, будем иметь: 

v = MK · ro, 
где МК- перпендикуляр, опущенный из точки М на мгновенную ось ОС. 
Замечая, что МК = 2AD = 2а sin а, находим : 

v = 2а ro sin а, 
или, подставляя значение ro: 

v = 2a ro1 . 
Скорость 'V направлена перпендикулярно к плоскости, проходящей через 

точку М и мгновенную ось ОС, в сторону вращенмя точки М вокруг мrно
венноfl 9СИ, 
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§ 1 1 6. Векторная формула вращательной скорости 

В предыдущем параграфе мы видели, что скорость в сякой точки 
твердого тела есть вращательная скорость вокруг мгновенной оси. 
Сейчас мы выведем векторную формулу для этой вращательной 
скорости, которая во многих случаях очень полезна. 

Дано твердое тело, вращающееся вокруг неподвижной точки О 
(черт. 249).  Возьмем точку М этого тела и отметим угловую ско
рость w (направив ее по мгновенной оси). Скорость 'О точки М 
направлена перпендикулярно к плоскости, проходящей через вектор 

угловой скорости w и через точку м. 
в сторону вращения тела ; веJшчина ско
рости 'О равна 

v = rw, 

где r - длина перпендикуляра, опущен
ного из точки М на вектор w. 

Обозначим радиус-вектор ОМ (кото
рому мы приписываем направление от 
точки О к точке М) через р и составим 
векторное произведение w Х р. Это -
вектор, численное значение которого 
равно площади параллелограмма ОАВМ. 

Черт. 249. построенного на векторах w и р, или. 
что то же, произведению rw; направ

ление вектора w Х р есть направление перпендикуляра к плоскости 
того же параллелограмма, причем перпендикуляр должен быть про
веден в такую сторону, чтобы для наблюдателя, расположенного 
по этому перпендикуляру, направление обхода ОАВМ было проти
воположно вращению часовой стрелки. Как видно, векторное про
изведение w Х р и по величине, и по направлению совпадает с век
тором '0. Таким образом получаем векторное равенство: 

'D = W х р. 
Итак, вращательная скорость точ,ки равна векторному произ

ведению угловой скорости тела на радиус-вектор данной точ,ки. 
При этом радиус-вектор должен быть проведен в данную точку 
из той неподвижной точки, вокруг которой вращается тело. 

§ 1 1 7. Ускорения точек твердого тела 

Воспользуемся только что установленной формулой для вычи
сления ускорения какой-либо точки вращающегося твердого тела. 

Представим себе твердое тело, вращающееся вокруг неподвижноlt 
точ.ки О, и возьмем в нем какую-либо rоч.ку М (черт. 250). Даны 
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вектор угловой скорости ю и вектор углового ускорения в. Тре
буется найти ускорение точки М. 

Обозначая скорость и ускорение точки М через 'l1 и w, имеем: 
d'O 

W = dt ' 
Полагая здесь 

'D = ю Х р, 

где р - радиус-вектор, проведенный в точку М из неподвижной точки 
О, и вспоминая правило векторного дифференцирования векторного 
произведения, установленное в § 83 , 
будем иметь: 

dю + dp 
w = Тt X P ю Х Тt ·  

С другой стороны, имеем: 
dю dp 
dt = в, dt = '11. 

Следовательно: 

w = в Х р + ю х 'l7. 
Вводя обозначения:  

в Х p = w1; ю X 'D = W,, 
будем иметь: 

w = wt + w,. Черт. 250. 

Итак, искомое ускорение w складывается из составляю
щих ускорений w1 и w11• Найдем величины и направления :пих 
составляющих. 

Обращаясь к ускорению w1, строим векторное 
nроизведение в Х р. Для этого из конца векто
ра в проводим вектор, равный радиусу-вектору р, 
и на векторах в и р строим параплелограмм 
(черт. 25 1 ). Величина ускорения w1 численно рав
на площади этого параллелограмма. Следователь
но, опуская из точки М перпендику л яр на вектор в и 
обозначая длину этого перпендикуляра через r1 ,  
будем иметь : 

Wt = ftB. 

Направление ускорения w1 перпендикулярно к 
nлоскости построенного параллелограмма, или, что Черт. 25 1 .  
т о  же, - к плоскости, проходящей через вектор 
углового ускорения в и точку М. Вспоминая правило обхода парал
Jtелограмма, легко заметить ,  что ускорение w1 имеет такое направ
ление, что для наблюдателя, расположенного по вектору в, оно 
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представляется направленным против часовой стрелки. Ускорение �� 
мы назовем вращательным ускорением вокруг вектора угловога 
ускорения. 

Перейдем к ускорению ��- Находим векторное произведение 
(!) Х v. Для атого из конца вектора (!) откладываем вектор v и на  
векторах (!) и v строим параплелограмм (черт. 252). Так как векторы 
(!) и v взаимно перпендику лярны, то атот пар аллелограмм оказы· 

Черт. 252. 

вается прямоугольным. Мы заключаем, 
что 

w11 = wv. 
С другой стороны, имеем: 

v = rw, 
где r - длина перпендикуляра, опущен· 
ного из точки М на  вектор угловой 
скорости (!). Следовательно: 

w2 = rw9• 
Что касается направления атого ускорения, то оно перпендику

лярно к плоскости построенного на векторах (!) и v прямоуголь· 
ника, т. е. направлено по перпендикуляру, опущенному из точки М 
на вектор (!). Согласно известному правилу обхода параллелограмма, 
мы заключаем, что ускорение �2 направлено от точки М к вектору 
(!) или, что все равно, к мгновенной оси. 

Как видно, ускорение ��� - не что иное, как центростреми
тельное ускорение при вращении тела вокруг вектора (!) или 
вокруг .мгновенной оси. 

Итак, ускорение точки твердого тела складывается из враща
тельного ускорения вокруг вектора углового ускорения и центро
стремительного ускорения при вращении вокруг вектора угловой 
скорости. Это предложение называется теоремой Ривальса. 

Вращение тела вокруг неподвижной оси можно рассматривать 
как частный случай вращения вокруг неподвижной точки. В атом 
частном случае вектор угловой скорости (!) сохраняет неизменное 
направление: он направлен по неподвижной оси вращения. Отсюда 
следует, что по атой же неподвижной оси направлен и вектор 
углового ускорения е. Итак, в случае вращения тела вокруг не по
движной оси направления векторов (!) и е совпадают или противо
положны. Легко видеть, что в атом случае составляющие ускорения 
�� и ��� иревращаются во вращательное и центростремительное уско
рения �t и �п• о которых шла речь в § 94. 

П р  и м е р  57. Круглый диск катится без скольжения по горизонтальной 
плоскости, причем горизонтальная ось его ОА вращается вокруг неподвиж
ной вертикальной оси ОВ с постоянной угловой скоростью ш1; ОА = а. 
ОВ = Ь (черт. 253). Найти ускорение наивысшей точки диска М. 
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Начнем с оостроения вектора угловой скорости диска ю и вектора 
угпового ускорения в. 

Мы уже знаем (см. пример 56), что величина угловой скорости диска ю 
равна 

где а - угол между осью диска ОА и мгновенной осью ОС. Эту величину 
откладываем по мгновенной оси влево от точки О (так чтобы для наблю
дателя, расположенного по вектору ю, вращение диска вокруг мгновенной 
оси представлялось происходящим против часовой стрелки). 

Угловое ускорение диска в мы найдем как скорость конца вектора 
угловой скорости ю. Вектор ю, не изменяя своей величины, равномерно 
вращается вокруг верти
кальной оси ОВ с угловой 
скоростью оо1•  Обозначая 
вращательную скорость кон
ца вектора ю через и, имеем: 

u = doo1, 
где d - длина перпендикуля
ра, опущенного из конца век
тора ю на ось ОВ. Далее: 

d = ro cos а = оо1 ctg а. 

Следовател�оно: 
и = oof ctg а. 

Скорость ю направлена ч 253 в горизонтальной плоско-
ерт. • 

сти перпендикулярно к ра-
диусу d в сторону вращения вектора ю вокруг оси ОВ. Так как угловое 
ускорение 1 равно скорости и, то мы заключаем, что вектор углового уско
рения 1 направлен по перпендикуляру, восставленному в точке О к вертикаль
ной плоскости, проходящей через оси ОА и ОВ; величина же углового 
ускорения равна 

е = oof ctg a. 

Обратимся теперь к точке М и вычислим для этой точки ускорения tv1 
(вращательное ускорение вокруг вектора а) и flls (центростремительное 
ускорение при вращении вокруг вектора ю). 

Имеем: 
w1 = 0M · а  

(где ОМ - перпендикуляр, опущенный из точки М на вектор е). Из д ОМА 
имеем: 

Следовательно: 

OM = -a
cos а • 

ае awf w1 = Со5а = siп а • 
Ускорение tv1 перпендикулярно к вектору • и к отрезку ОМ; для на

блюдателя, расположенного по вектору а, оно представляется направленным 
против часовой стрелки. 

Далее, имеем: 
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где МК - перпендикуляр, опущенный из точки М на мгновенную ось ОС. 
Имеем: 

MK = 2a sin a 
и, следовательно: 

2аоо1 
w1 = 2аоо1 sin а =  -.--1 • sш а 

Ускорение 'W2 направлено по прямой МК от точки М к точке К. 
Полное ускорение 'W точки М складывается из ускорений w 1  и 'Ws. 

Так как оба эти ускорения лежат в вертикальной плоскости, проходящей 
через ось ОВ и точку М, то в этой же плоскости расположено и ускоре
ние 'W .  Мы найдем ускорение 'W как диагональ параллелограмма, построен
ного на ускорениях 'W 1  и 'W 2 •  Имея в виду, что угол, противо.1ежащий 
диагонали 'W в этом параллелограмме, равен 2а, будем иметь: 

а•оо4 
w1 = wi + w� - 2w1w2 cos 2a = -. -2

1- (5 - 4  cos 2a) = sш а 
aloo4 = -.-1 ( l + 8 sin2  а) = а2оо4 (9 + ctg2 а). 
sш2 а 1 

По;::ставляя эдесь 

находим: 

а ctg a = ь · 

§ 1 1 8. Аксоиды 
Возьмем ряд последовательных моментов времени t, t -1-· t::.t. 

t + 2!::.t, t + 3.!\t и т. д. и отме rим положения, занимаемые нашим 
твердым телом в эти моменты ; назовем их 1 -м , 2-м, 3-м,  4-м и т. д.  

положениями тела. Положим, что из 1 - го 
положения во 2 -е тело может быть 
перемещено вращением вокруг оси ОР1 
на угол iliX1 , из 2-го положения в 3-е 
вращением вокруг оси ОР2 на угол iliX2, 
из 3-го положения в 4-е - вращением 
вокруг оси ОР3 на угол .:l1X3 и т. д. 
(черт. 254). Для краткости речи усло
вимся вращения вокруг осей ОР1 , ОР2, 
ОР3 и т. д. называть 1 -м, 2-м, 3 -м и т. д. 
вращениями. 

Проведя плоскости последовательно 
через прямые ОР1 и ОР2 , ОР2 и ОР3, ОР3 
и ОР,. и т. д . ,  мы получим многогранник 

Черт. 254. ОР1Р2Р3Р�, . . . с вершиной в неподвижной 
точке О. Ребрами этого многогранника 

являются последовательные оси вращения нашего тела; назовем 
этот многогранник многогранником осей, и притом «неподвижным» 
многогранником осей ,  в отличие от другого многогранника осей. 
о котором сейчас б у дет итти речь. 
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Построим ту прямую ОР� твердого тела, которая после 1 - го 
вращения совпадает с прямой ОР2 и ,  следоватеJiьно, явJiяется осью 
вращения при 2 -м  вращении. Для э того проводим через прямую 
ОР1 полуплоскость, образующую дв угранный угол All1 с гранью 
Р1 ОР2 (причем двугранный угол Ail1 откладываем от грани Р1 ОР2 
в сторону, обратную вращению твердого тела вокруг оси ОР1 ) ;  
в этой полуплоскости проводим через точку О прямую ОР�, обра
зующую с прямой ОР1 угол, равный угл у Р10Р2• 

Затем строим те прямые ОР�, ОР� и т. д. нашего твердого тела, 
которые после 2 -го,  3 -го и т. д. вращений совпадают с прямыми 
ОР3, ОР4 и т. д. и,  следовательно, явля
ются осями вр ащения при 3 -м,  4 -м  
и т. д .  вращениях. 

Многогранник ОР1Р�Р�Р� . . . , в кото
ро м прямые ОР1 ,  ОР�, ОР�,  ОР� и т. д. 
с л ужа т ребрами, мы назовем «Подвижным» 
многогранником осей. Его ребрами явля
ются те прямые твердого тела, которые 
служат осями вращения при последова
тельных вращениях тела .  Этот многогран
ник неизменно связан с твердым телом 
и движется вместе с ним. Его движение мы 
можем кратко характеризовать ,  сказав, 
что при фиктивном движении твердого Черт. 255. 

тела ,  состоящем из ряда последователь-
ных вращений, подвижной многогранник осей катится без с ко 1ьже
ния по неподвижному многограннику осей.  

Перейдем теперь к пределу при М �  О. Предельными положе
ниями осей вращения ОР1,  ОР2, ОР3 и т. д. являются мгновенные 
оси, соответствующие последовательню1 момен rам времени .  Пре
дельное положение оси ОР1 есть мгновенная ось ОР, соответ
ствующая моменту t (черт. 255). 

Вместе с тем неподвижный многогранник осей в пределе обра
щается в коническую поверхность с вершиной в неподвижной 
точке О, которая представляет геометрическое место мгнове нных 
осей в неподвижном пространстве.  Эта коническая  поверх ность 
называется неподвzrжхы.м аксоrzдо.м ;  обозначим ее буквой К. 

Подвижной многогранник осей в пределе также обращается 
в коническую поверхность с вершиной в точке О, которая пред
ставляет общее место мгновенных осей в движущемся тв ердом 
теле. Эта коническая поверхность неизменно связана с твердым 
телом и движется вместе с ним; она называется подвижхьt.М аксо
ztдо.м; обозначим ее буквой L.  

Так как угол All1 при At �  О обращается в нуль, то оба аксо ида 
касаются по своей общей производящей ОР; эта общая произ во
дящая являе rся мгновенной осью вращения для момента t.  



264 ВРАЩЕ НИВ ТВВРДОГО TBJIA ВОКРУГ НВПОДВИЖНОЙ ТОЧКИ (гл. ХVШ 

Мы видели, что при фиктивном движении твердого тела, со
стоящем из ряда последовательных вращений, подвижной много
гранник осей катится без скольжения по неподвижному много
граннику осей. Отсюда мы заключаем, что при действителыюм 
движении твердого тела подвижной аксоrrд катится без скольжения 
по неподвижному аксоиду. 

Итак, всякое вращение твердого тела вокруг неподвижной 
точки может быть представлено как качение без скольжения пеко
торой подвижной конической поверхности, неизменно связанной 
с твердым телом, по пекоторой неподвижноИ коническоИ поверх
ности. 

§ t 1 9. Теорема сложения угловых скоростеli 

Представим себе твердое тело А, вращающееся вокруг непо
движной точки О, и иенаменяемую среду В, вращающуюся вокруг 
той же точки. Твердое тело А, совершая свое абсолютное движение 

в пространстве, в то же время совершает 

0 некоторое относителыюе движение по 
отношению к среде В. Ясно, что это 
относительное движение тела А также 
есть вращение вокруг неподвижной точ
ки О. Назовем движение тела А вместе 
со средой В его переносным движением. 
Абсолютное движение тела А мы можем 
рассматривать как составное из относи
тельного движения по отношению к сре
де В и переносиого движения этого тела 
вместе со средой В. 

В каждом из трех движениИ - абсо
лютном, относительном и переносном -
существует в данный момент своя мгно-
венная ось и своя угловая скорость. 

Черт. 256. Обозначим эти три угловые скорости 
через ro ,  ro, и ro., и будем их называть 

абсолютной, относительной и переносной угловыми скоростями. 
Покажем, что абсолютная угловая скорость равна сумме пере

носной и относrrтельной угловых скоростей. 
В самом деле, построим на угловых скоростях 0>8 и ro, (от ло

женных по соответствующим мгновенным осям) параплелограмм ОаЬс 
(черт. 256) и покажем, что диагональ ОЬ этого параnлелограмма 
изображает по величине и н аправлению угловую скорость ro. 

Чтобы в этом убедиться, нужно показать, во-первых, что прямая 
ОЬ есть мгновенная ось в абсолютном движении, во-вторых, что 
.lfлина диагонали 0/J измеряет величину ю абсолютной угловоИ 
ск,)рости и, в-третьих, что д11я наблюдателя, расположенного по 
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диагонали ОЬ (ногами в точке 0), абсолютное вращение n:редста
вляется направленным nротив часовой стрелки. 

1 .  Покажем, что абсолютная скорость точки Ь равна нулю. По 
теореме сложения скоростей абсолютная скорость f1 любой точки 
данного твердого тела равна сумме ее nереносной и относительной 
скоростей fle и flr: 

f1 = fle + "r· 

Применим эту теорему к точке Ь. Переноснан и относительная 
скорости fle и flr точки Ь суть вращательные скорости вокруг соот
ветствующих мгновенных осей. Следовательно, опуская nерпенди
ку л яры bk и bl из точки Ь на эти мгновенные оси, имеем: 

Vг = bk • we = bk · Оа, 

Vr = bl ·  wr = Ьl · Ос. 

Но nроизведения bk · Оа и bl · Ос _ равны площади nараплело
грамма ОаЬс. Следовательно, bk • Оа = bl · Ос и 

'Ve = Vr• 

Наnравления же скоростей fle и flr взаимно nротивоположны: 
скорость "г направлена перnендикулярно к nлоскости чертежа по 
направлению от читателя, а скорость flr - перпендикулярно к пло
скости чертежа по направлению к читателю (направление перенос
иого и относительного вращений указаны на чертеже стрелками). 
Следовательно, сумма скоростей flг и flr равна нулю, т. е. абсолют
ная скорость f1 точки Ь равна нулю. 

Отсюда следует, что прямая ОЬ есть мгновенная ось в абсолют
ном движении тела. 

2 . Применим теорему сложения скоростей к точке с. Так как 
точка с лежит на мгновенной оси относительного вращения , то ее 
относительная скорость "r равна нулю. Следовательно, абсолютная 
скорость f1 точки с должна быть равна ее переносной скорости "г· 
Абсолютная же и переносная скорости точки с суть вращательные 
скорости вокруг соответствующих мгновенных осей. Оnуская из 
точки с перпендикуляры ст и сп на эти мгновенные оси , имеем: 

v = с  т • w, vг = сп • wг = сп · Оа = 2 6. Оао = 2 6. ОЬс = O!J · с т. 

или 

Приравнивая эти скорости, получаем: 

ст · w = Ob · ст 

w = Ob. 

3. Наnравление абсолютной скорости f1 точки с совпадает с на
nравлением ее переносной скорости fle; следовательно, скорость " 
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точки с направлена перпендикулярно к плоскости чертежа по на
правлению от читателя. Отсюда видно, что для наблюдателя, распо
ложенного на  отрезке ОЬ (ногами в точке 0), абсолютное вращение 
б у дет представляться происходящим против часовой стрелки. 

Доказанная теорема сложения угловых скоростей может быть 
названа также правило.м параллелогра.ж.ма угловых скоростей. 

Эта теорема легко обобщается на случай какого угодно числа 
составляющих движений. 

Напри:'dер, представим себе твердое тело А и две неизменяемые 
среды В и С. Представим себе, что как тело А,  так и среды В и С 
в ращаются вокруг одной и той же неподвижной точки О. Абсолют
ное движение тела А мы можем расоtатривать как составное из 
трех движений: относительного движения тела А по отношению 
к среде В,  относительного движсн:Iя среды В по отношению 
к среде С и переносиого движения ,  т .  е. движения среды С. Все 
9ТИ движения суть вращения вокруг неподвижной точки О. Назо
вем угловые скорости трех составляющих движений соответственно 
через Ф1 ,  Ф2 , Ф3 ,  а угловую скорость составного движения через Ф. 

Рассматривая сначала абсолютное движение тела А как состав
ное из  относительного его движения по отношению к среде В и 
переносиого движения вместе со средой В и обозначая угловую 
скорость среды В (в ее переносном движении) через Ф�, имеем 
по доказанному: 

Ф = Фt + Ф�. 

Но движение среды В можно расматривать как составное из 
относительного ее движения по отношению к среде С и перенос
ного движения вместе со средой С. Следовательно, по доказанному 
имеем: 

Итак, получаем: 

Ф = Фt + Ф2 + Фа, 

т .  е. угловая скорость составного движения равна сумме угловых 
скоростей составляющих движений. 

И вообще, если имеем в ращение вокруг неподвижной точки. 
I<оторое представля.ется как составное из n составляющих вращений 
вокруг той же точки , то угловая скорость Ф составного вращения 
равна сумме угловых скоростей Ф1 , Ф2, • • •  , Фп составляющих 
вращений: 

Другими словами,  угловая скорость Ф есть замыкающая сторона 
многоугольника, построенного на угловых скоростях w1,  ш 2 ,  • • • , Фп. 
Этот результат можно назвать правило.м .многоугольника угловых: 
скоростей. 
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П р  и м е р  58. Найти угловую скорость диска в примере 55 при помощи 
параплелограмма угловых скоростей. 

Движение диска можно рассматривать как составное из  двух движений: 
переносиого вращения вокруг оси ОВ вместе со стержнем ОА и относи
;сльного вращения вокруг 
этого стержня. 

Переноснан угловая ско
рость w1 должна быть на
правлена по оси ОВ (вверх, 
если, как мы предполагаем, 
вра щение стержня UA во-
круг оси ОВ происходит 8 nротив часовой стрелки); 
относительная угловая ско- L---------------.....f 
рость wr и искомая нами 
абсолютная угловая скорость Черт. 257. 
диска w направлены соот-
ветственно по  прямой ОА и по мгновенной оси ОС. Построив параллело
грамм угловых скоростей (черт. 257), находим из этого параллелограмыа 
выражение абсолютной угловой скорости: 

или, имея в виду, 

0)1 оо = -. -

. ь 
SШ а 

что sш а = -.r , r а2 + Ь2 

v� 
О) =  0) 1 ь 

Направление абсолютного вращения определяетс11 направлением абсо
лютной угловой скорости w. 

§ 1 20. Проекции угловой скорости на координатные оси, 
неизменно связанные с твердым телом 

Представим себе твердое тело А, вращающееся вокруг непо
движной точки О. Возьмем взаимно перпендикулярные неподвижные 
<>си х, у, z и взаимно перпендикулярные подвижные оси � .  'rj ,  С, 
неизменно связанные с твердым телом (черт. 258);  очертание тела А 
на чертеже не изображено. Введем эйлеровы углы {}, t. 'f и поло
жим, что движение нашего твердого тела определяется уравнениями 
движения 

{} = !t (t), � = t� (t) , 'f = /3 (t). 

Построим yr ловую скорость w тела А в момент t и предложим 
себе вычислить проекции угловой скорости w на оси � .  'rj,  С. 

Для этой цели воспользуемся т,еоремой сложения угловых ско
ростей. 

Представим себе две неизменяемые среды В и С, из которых 
среда С вращается вокруг не подвижной оси z вместе с прямой О 1 1 ), 

1) Напомним, что прямая OJ есть пересечение плоскостей хОу и ;O'Yj. 
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а среда В совершает относительное . движение по отношению 
к среде С, вращаясь вокруг оси 01 вместе с осью С. Относитель
ное движение тела А по отношению к среде В будет не что иное, 
как вращение вокруг оси �. 

Абсолютное движение тела А мы можем рассматривать как со
ставное из его относительного движения по отношению к среде В, 
относительноrо движения среды В по отношению к среде С и пе
реносного движения,  т .  е . движения среды С. Следовательно, обо

z 

/( 

значая угловые скорости этих 
трех составляющих движений со
ответственно через �1, Ф2, Ф3 ,  
имеем: 

Так как составляющие дви
жения суть вращения вокруг по

л<:=-==---.,_--<_...-1/ стояиных осей, то величины уг ло
вых скоростей Ф1, Ф2, Фs вычи
сляются легко; они равны про
изводным по времени от соот
ветствующих углов поворота. 

J 
Черт. 258. 

Углом поворота в относи
тельном вращении тела А по 
отношению к среде В является 
угол <р, в относительном враще

нии среды В по отношению к среде С - угол ft, а в переноси ом 
движении, т. е. вращении среды С - угол ф. Следовательно, 

drp d3 dф 
rot = dt ' roi =  dt ' roa = dt • 

Эти угловые скорости должны быть отложены по соответствую
щим осям вращения,  т. е.  Ф1 по оси �. Ф2 по оси 01, Ф3 по оси z. 

Обозначим искомые проекции yr повой скорости Ф на оси �. 'lj, 1: 
через р, q, r, а проекции на те же оси угловых скоростей Ф1, Ф2, Фа 
через р1 , q1, r1 ; р2,  q,., r2; р3, q3, r3• Имея в виду, что проекция 
суммы равна сумме проекций составляющих, получаем 

P = Pt + Р-. + Ра. q = qt + q-. + qз, r = rt + r-. + rз. 

Остается вычислить проекции р1, q1,  , r3• 
Обращаясь к черт. 258, находим: 

Pt = O, 

d& Ps = dt cos <р, r11 = 0. 
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Чтобы вычислить проекции р3, q3, r3, разложим сначала угловую 
скорость Ф3 на две составляющие, из которых одна направлена по 
оси �. а другая лежит в плоскости ;o1J. Первая составляющая равна 
dф d•} 
dt cos tt, а вторая равна dt sln & и направлена по прямой ОК, лежа-

щей в плоскости �OYj и перпендикулярной к прямой 01. Разлагая 
затем эту вторую составляющую по осям � и Yj и замечая, что 
прямая ОК образует с осями ; и 'tJ углы, равные 90° - <р и <р, 
находим: 

dф . {} . Рз = dt sш sш <р, dф . 
q3 = dt SIП {} COS tp, dф r3 = dt cos &. 

Итак, мы приходим к следующим окончательным формулам: 

dф d& \ 
р = dt sin & sin <р + 

dt cos <р, 1 
dф . о d& . 1 

q = dt SIП COS <р - dt SIП <р, 
_ dф n + dcp r - dt cos u dt • J 

( 1 )  

П о  этим формулам могут быть вычислены проекции р, q, r 
угловой скорости Ф, если эйлеровы углы 6, ф, <р заданы как функ
ции времени t. 

Вычислив эти проекции, мы можем затем найти величину и на
правление угловой скорости Ф по формулам: 

w = YPII + qll + rll, 

cos ( (!), �) = _р_ ,  cos ( (!), ''1) = _!!_ , 
(1) (1) 

r 
COS (Ф, �) = - .  

ш 

Формулы ( 1 ) являются основными при аналитическом исследо
вании вращения твердого тела вокруг неподвижной точки. 

§ 1 2 1 .  Проекции скорости точки твердого тела н а  координатные 
оси, связанные с телом 

Воспользуемся формулами, выведенными в § 59, для вычисления 
nроекций скорости 'V какой-либо точки вращающегося тела на по
движные оси, связанные с телом. 

Для скорости 'V какой-либо точки М тела имеем формулу 

'V = (I) х р, 
rде (!) - угловая скорость тела, р - радиус-вектор, проведенный 
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3 данную точку из той неподвижной точки О, вокруг которой вра
щается тело (черт. 259). 

Возьмем подвижную систему осей е, 'YJ, С с началом в неподвиж
ной точке О. Проекции радиуса
вектора р на оси е, 11· с - не что 
иное, как координаты е. "fl• с 
точки М. Обозначая проекции 
угловой скорости w на эти же 
оси через р, q,  r ,  а искомые 
проекции скорости 'V - через ve, 
v11, 'VJ: ' и применя я  выведенные в 
§ 59 формулы для проекций 
векторного произведении двух 
векторов, получим: 

v� = qC - Г"fl, 
v11 = r� - рС, 

Черт. 259. v, = P"fl - qE. 

Эти формулы имеют широкое применение при аналитическом 
:исследовании вращения твердого тела. 

Г Jl А В А X I X  

ОБЩИЙ СЛУЧАЙ ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

§ 1 22. Разложение движения твердого тела на поступательное 
.движение и на вращение. Уравнения движения твердого тела. 

Угловая скорость 

Обратимся к изучению самого общего случая движения твердого 
тела. Представим себе твердое тело, совершающее какое угодно 
лвижение. 

Покажем, что са.мое общее движение твердого тела .может 
быть разложено на поступательное двrrжение и на вращение. 

В самом деле , возьмем какую-нибудь точку О твердого тела 
(черт. 260), которую назовем полюсом; положим, что кривая АВ 
есть траектория, описываемая точкой О при движении тела. Затем 
представим себе неивменяемую среду, которая движется поступа
тельно вместе с полюсом О. Твердое тело, совершая свое абсо
.лютное движение в пространстве, в то же время совершает неко
·торое относительное движение по отношению к только что указан
·ной среде; это относительное движение условимся для краткости 
речи называть относительным движением тела « ПО отношению к по
.люсу 0» .  Так как в этом относительном движении тела полюс О 
111е участвует (т. е . остается в относительном покое), то относи-



§ 1 22 ] РАЗЛОЖЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ  ТВЕРДОГО ТЕЛА 2 7 !  

тельное движение тела п о  отношению к полюсу О есть н е  что иное,. 
как вращение вокруг этого полюса. 

Итак, абсолютное движение твердого тела представляется как 
составное из поступательного движения вместе с полюсом О и и� 
вращения вокруг этого полюса. 

Поступательная часть движения твердого тела вполне опреде
ляется движением полюса О. Обозначим координаты точки О отно
сительно взаимно перпендикулярных координатных осей х, у, z 
через Х0, у0, Z0• Движение полюса  О (а вместе с тем и поступа
тельная часть движения твердого тела) вполне определяется уравне
ниями движения 

Xo = ft (f), Yo = f2 (t), 
Z0 = /з (t) . ( 1 )  

Вращение же тела во
круг полюса О может быть 
определено так, как было 
объяснено в § 1 1 2 . Про
ведем через точку О три 
взаимно перпендикулярные 
оси а , Ь, с,  которые дви
жутся поступательно вместе 
с точкой О, оставаясь па
раллельными неподвижным 
осям х, у, z. Затем возь
мем три взаимно перпен
дикулярные оси е ,  1],  � с 
началом в той же точке О, 

.х 

z с 

д 

4r-----------�--------��и 1 '  
1 1 
1 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  J 

Уо 
Черт. 260. 

которые неизменно связаны с твердым телом. Введя эйлеровы 
углы 3, ф, �. мы можем опреде;шть вращательное движение тела 
вокруг полюса О уравнениями вращения 

3 = h m  Ф =h m  � = h �  оо 

Уравнениями ( 1 )  и (2) вполне определяется движение твердого
тела; мы назовем эти уравнения уравненzzя.ми движения твердого 
тела. 

Во вращательном движении твердого тела вокруг точки О су
ществует в каждый данный момент некоторая мгновенная ось (про
ходящая через точку О) и угловая скорость w, направленная по 
мгновенной оси, а также угловое ускорение s. Если заданы уравне
ния вращения (2), то величина и направление угловой скорости ФО 
могут быть определены по формулам, выведенным в § 1 20. 

Так как эа полюс может быть взята любая точка твердого тела,. 
то, выбирая различные точки тела за полюсы, мы можем получить. 
бесчисленное множество разложениИ движения твердого тела на. 
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поступательную и вращательную части. Конечно, поступательная 
часть движения изменяется с изменением полюса.  Покажем, что 
вращательная часть двrrжения твердого тела не завrrсит от вы
бора полюса. 

Возьмем за полюс точку О, описывающую кривую АВ (черт. 26 1 )  
и составим уравнения вращения вокруг этого полюса. Для этого 
проводим через точку О оси а,  Ь, с, которые движутся поступа
тельно, оставаясь параллельными неподвижным осям х, у, z, и оси 
е, У), С, неизменно связанные с твердым телом. Отметив эйлеровы 
углы {), ф, f, получаем уравнения вращения вокруг полюса 0: 

Ф =ls (t), f =fв (t). 

Теперь возьмем за  полюс другую точку тела 01, описывающую 
траекторию А1В1• Составим уравнения вращения вокруг этого но

.:с 

вого полюса. Для этого 
z проведем через точку 01 

оси а1 , Ь1 , с1 , которые дви
жутся поступательно, оста
ваясь параллельными непо
движным ОСЯМ Х, у, , Z, И 
оси е. .  "tJt •  с. .  неизменно 
связанные с твердым телом. 
Так к�к выбор этих послед
них осей находится в нашем 
распоряжении, то проведем 

01}----:__---------- у оси е1 , "11 • с. параллельно 
осям � .  YJ, С. В таком случае 
во все вре.мя движения оси 

Черт. 26 1 .  
а1 ,  Ь1 , с1 б у дут оставаться 
параллельными осям а, Ь, с 
(ибо и те и другие дви-
жутся поступательно), а 

оси е1 , ТJ1 , С1 будут оставаться параллельными осям Е, "�• С (ибо 
и те и другие неизменно связаны с твердым телом). Следовательно, 
обозначив эйлеровы углы, построенные при точке 01, через {)1, 
ф1 , f1 , мы б у д ем иметь во все время движения: 

Итак, уравнения вращения вокруг полюса 01 : 31 =/,. (t), ф1 =/5 (t), 
ft = /6 (t), тождественны с уравнениями вращения вокруг полюса О, 
т .  е. вращательная часть движения тела не  зависит от выбора 
полюса. 

Отсюда мы можем заключить, что и угловая скорость враща
тельной части движения тела, а также и угловое ускорение не з а
висят от выбора полюса, т. е. что угловые скорости ш и ш1, 
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а также угловые ускорения в и в1 вращательного движения вокруг 
полюса О и 01 соответственно равны. 

На этом основании мы имеем право называть общие для всех 
полюсов угловую скорость ro и угловое ускорение в просто угло
вой скоростью и угловым ускорением твердого тела (не делая при 
этом никаких указаний на то, какая точка тела предполагается при
иятой за  полюс). 

§ 1 23. Скорости точек твердого тела. 
�rновенная винтовая ось 

Представим себе движение твердого тела разложенным на пе
реносное (поступательное) движение вместе с полюсом О и на 
относительное (вращательное) 
движение по отношению к этому 
полюсу (черт. 262). Скорость ка
кой-либо точки � твердого тела 
может быть найдена при помощи 
теоремы сложения скоростей; 
абсолютная скорость точки � 
равна сумме ее переносной и от
носительной скоростей. 

Переноспая скорость точки � 
равна скорости полюса О; обо
значим эту скорость через 'V0• От
носительная же скорость 'Vr точ-
ки � есть вращательная скорость Черт. 262. 
вокруг мгновенной оси, прохо-
дящей через точку О; обозначая угловую скорость тела через ю, 
а длину перпендикуляра, опущенного из точки � на мгновенную 
ось, через r, имеем: 

направление скорости 'Vr перпендикулярно к плоскости, nроходящей 
через точку � и мгновенную ось (или угловую скорость ю). 

Абсолютная скорость точки � есть диагональ параллелограмма, 
построенного на скоростях 'V0 и 'Vr· Итак, скорость любой точкzt 
твердого тела равна сумме скорости полюса и скорости даююй 
точки во вращательном движении вокруг этого полюса. 

Проведем через точку � прямую, параллельную угловой ско
рости ю, и возьмем на этой прямой какую-нибудь точку N. Вра
щательная скорость точки N вокруг мгновенной оси, проходящей 
через полюс О, равна вращательной скорости 'Vr точки �; следо
вательно, и абсолютная скорость точки N равна абсолютной ско
рости 'V точки �. Итак, все точки твердого тела, лежащие на 
пря.мой, парадлельной угловой скоростzz ю, имеют равные ско
ростzz. Покажем теперь, что в каждый данный мо.иент существует 
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·6есчдслен.н.ое .м.н.ожество точек тела, скоростrt которых н.апра� 
елен.ы параллельн.о угловой скороста w .  

Во3ьмем за  полюс точку О (черт. 263); отметим скорость по� 
.люса '00 и угловую скорость твердого тела Ф. Разложим скорость '00 
на две составляющие '01 и '02, из которых первая направлена парал� 
лелыю угловой скорости w, а вторая - перпендикулярно к ней. 
Затем восставим в точке О к плоскости, проходящей через '00 и w , 
перпендикуляр в такую сторону, чтобы для наблюдателя , располо
женного по этому перпендикуляру (ногами в точке О) и смотря� 
щего по направлению угловой скорости w ,  скорость '00 представля� 
.лась направленной справа налево. На этом перпендикуляре отложим 

от точки О отрезок ОР = � .  Най� 
00 

дем скорость точки Р. 
Скорость 'lJ точки Р есть диаго� 

наль параллелограмма, построенного 
на скорости полюса '00 и на враща� 
тельной скорости 'Dr точки Р вокруг 
мгновенной оси , nроходящей через 
полюс О. Величина скорости 'Dr 
равна 

Черт. 263. наnравление же скорости 'Dr nepneн� 
дикулярно к плоскости, проходя� 

щей черев точку Р и мгновенную ось, т.  е. nараллельна наnра� 
влению составляющей '02; как видно из чертежа, скорость 'Dr на� 
лравлена противоnоложно скорости '02• 

Следовательно, стороны Оа и ОЬ треугольника ОаЬ равны и 
параллельны сторонам cd и еР треугольника cdP. Отсюда следует,  
что и третьи стороны Ьа и Pd этих треугольников также равны и 
параллельны, т. е. скорость 'lJ точки Р равна составляющей '01 ско� 
рости точки О. 

Итак, скорость точки Р наnравлена параллельна угловой ско� 
рости w .  Проведем теnерь через точку Р nрямую KL, параллель
Rую угловой скорости w .  Мы уже 3наем, что все точки, лежащие 
11а этой nрямой, имеют равные скорости. 

Следовательно, скорости всех точек, лежащих на прямой KL, 
параллельны угловой скорости w; другими словами , скорости всех 
этих точек наnравлены по самой прямой К L. 

Возьмем теперь за полюс какую-нибудь точку 01 , лежащую на 
прямой KL (черт. 21:)4), и найдем скорость какой-нибудь точки М 
твердого тела. Сv.<,рость полюса '01 и угловая скорость Ф наnра
.влены по прямой KL. Скорость 'lJ точки М есть диагональ параллело� 
il'рамма, построетюга на скорости полюса '01 и на вращательноlt 
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скорости '0, точки М вокруг мгновенной оси,  проходящей чере3 
полюс 01 , т. е. вокруг прямой KL. Обозначая длину перпендику
ляра, опущенного из точки М на прямую KL, через r, имеем: 

направление скорости '0, перпендикулярно к плоскости, проходящей 
через точку М и прямую KL. 

Отсюда видно, что скорости точек твердого тела в данный мо
мент таковы, как будто бы движение т вердого тела складывалось 
из поступательного движения вдоль прямой KL и из вращения во
круг этой прямой. Движение, составленное из поступательного дви
жения вдоль векоторой прямой и из вращения вокруг этой же
прямой, называется винтовым движением (таково движение вшпа 
в гайке). Следовательно, скорости точек твердого тела в данный. 
момент таковы, как б у д то бы 
тело совершало винтовое дви
жение вдоль и вокруг прямой KL. 
На этом основании прямая KL 
называется мгновеююй винтовой 
осью. 

Различным моментам времени 
соответствуют различные мгно
венные винтовые оси. Мгновен-
ная винтовая ось изменяет с тече
нием времени свое положение 
и в неподвижном пространстве, 
и в движущемся твердом теле. 
Геометрическое место мгновен
ных винтовых осей в неподвиж-

Черт. 264. 

ном пространстве есть линейчатая поверхность 1 ) ,  которая назы
вается неподвижным ан:соидом мгновенных винтовых осей; а геоме
трическое место тех же осей в движущемся теле есть другая линей
чатая поверхность, которая называется подвижным ан:соидом мгно
венных винтовых осей. 

Можно убедиться, что в каждый данный момент оба аксоида 
касаются по общей производящей, которая и является мгновенной 
винтовой осью для данного момента. 

При движении твердого тела подвижной аксоид катится по ttе
подвижному аксоиду и в то же время скользит вдоль общей их 
производящей. 

Итак, самое общее движение твердого тела может быть пред
ставлено как качение одной линейчатой поверхности по другой,. 
соединенное со скольжением вдоль их общей производящей. 

1) Линейчатою поверхностью называется поверхность, описывае-мая пря
Jюй линией, перемещающейся в пространстве. 
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§ 1 24. Теорема сложе ния ускорений в случае какого угодно 
nереносиого движе ния 

В г лаве XVI мы рассмотрели теорему сложения ускорений лишь 
в двух частных случаях, а именно в случае поступательного пере
носиого движения и в том случае , когда переносное движение есть 
вращение вокруг неподвижной оси. Теперь мы имеем возможность 
дополнить исследование этого вопроса, рассмотрев теорему сложе
ния ускорений в самом общем случае какого угодно переносиого 
движения. 

Представим себе неивменяемую среду, совершающую какое бы 
то ни было движение в пространстве, и движущуюся в среде 
точку М (черт. 265). Предполагая, что положение точки, обозна
ченное на черт. 265 буквой М, соответствует моменту t, строим 
еовершенно так же, как в § 99,  положение м: этой точки , со
ответствующее моменту t + Ы. Строим затем элементарные пере

мещения MMj ,  ММ' и M'MI в 
абсолютном, переносном и отно
сительном движениях нашей точ
ки и полагаем: 

мм; = о  М+ � w (Ы)11 + а3, 

ММ' = ог М +  � We (bl)9 + b3 ,  

М' М�= о; At  + � w; (At)11 + с3, 

Черт.  265. г де о; и w; - относительная 
скорость и относительное ускорение точки М, перемещенные з а  
.время A t  вместе с о  средой, а а3, Ь3, с3 - векторы третьего порядка 
малости. Рассуждая затем совершенно так же, как в § 99, получим 

W = Wг + wr + wc, 
rде w, We, Wr - абсолютное, переносное и относительное ускоре
ния. точки М, а Wc - кориолисово ускорение, определяемое формулой 

Итак, в самом общем случае какого угодно переносиого дви
жения среды абсолютное ускорение равно су.м.ме переносного, 
стносительного и кориолисова ускорений. 

Чтобы найти величину и направление кориолисова ускорения, 
возьмем какую-нибудь точку О среды за полюс и разложим дви
жение среды на поступательное движение вместе с полюсом О и 
на вращение вокруг этого полюса. Отложим от полюса О относи· 
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тельную скорость 'D, и обозначим ту точку среды, с которой совпа
дает конец вектора 'D,, через А. 

Найдем скорость и точки А во вращательном движении среды 
вокруг полюса О. 

Векторы 'D, и 'D� являются радиусами-векторами, проведеиными 
из полюса О в точку А соответственно в моменты t и t + At. 
Отсюда следует, что w 

и =  l im 1 fJ;� fJ' ] . 
.:\1 -+ 0 l 

Итак, получаем: 
Wс = 2и. 

С другой стороны, мы знаем, что скорость и 
точки А во вращательном движении среды вокруг 
полюса О есть вращательная скорость вокруг О 
мгновенной оси или, что то же, вокруг вектора Черт. 266. 
угловой скорости w, отложенного от полюса О 
(черт. 266). Следовательно, кориолисова ускорение Wc по величине 
и направлению равно удвоенной вращательной (вокруг .мгновенной 
оси, проведенной через полюс О) скорости точки А.  

Правило определения кориолисова ускорения остается, как 
видно, таким же, как оно было сформулировано в § 99; нужно 
только неподвижную ось вращения, о которой шла речь в § 99,  
заменить мгновенной осью. 

Вспоминая векторную формулу для вращательной скорости и 
имея в виду, что радиусом-вектором точки А является вектор 'D,, 
будем иметь: 

и = w Х 'D,, 
и, следовательно: 

Wc = 2w Х 'D,. 

Этой формулой определяется кориолисова ускорение в самом 
общем случае. 
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