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ВВЕДЕНИЕ 
Среди численных методов решения уравнений переноса 

Больцмана метод Монте-Карло имеет то преимущество, что 
он позволяет учитывать все многообразие процессов взаимо­
действия излучения с веществом. Метод Монте-Карло в прос­
тейшем варианте даже не нуждается в формулировке кине­
тических уравнений. По существу на электронно-вычисли­
тельной машине моделируется реальный процесс распрост­
ранения частиц (нейтронов, у-квантов). Метод прямого моде­
лирования распространения излучения в веществе получил 
название аналогового моделирования. При помощи аналого­
вого моделирования эффективно решаются такие задачи, как 
определение коэффициента размножения ядерного реактора, 
потоков частиц в достаточно представительных областях фа­
зового пространства системы, дозы облучения в задачах за­
щиты и другие функционалы (7, 20, 25, 30, 34, 43]. 

На следующей ступени развития метода Монте-Карло на­
чали применять неаналоговый метод моделирования, мате­
матический аппарат при этом существенно усложнился. Ис­
пользование неаналоговых методов значительно повысило 
статистическую точность расчетов и расширило круг решае­
мых задач [5, 9, 18, 19, 23—25, 33]. 

Все неаналоговые методы Монте-Карло можно условно 
разбить на два класса. В первом—моделируются прямые 
уравнения Больцмана, во втором—сопряженные. По сущест­
ву эти два класса отличаются лишь выбором и интерпрета­
цией сечений и вероятностей переходов [52, 53]. Любой новый 
результат, достигнутый при развитии методов решения задач 
одного класса, может быть применен в сопряженной задаче. 
В частности, это касается описываемой в настоящей работе 
теории возмущений в рамках метода Монте-Карло. Изложе­
ние ведется применительно к прямым уравнениям, но ре­
зультаты могут быть стандартным образом переформулиро­
ваны для сопряженной задачи. 

Дальнейшее развитие метода Монте-Карло для решения 
уравнений переноса излучения шло по пути одновременного 
моделирования прямого и сопряженного уравнений [10, 35, 
49]. В рамках этого подхода стало возможным эффективно 
решать задачи, в которых возмущение носит локальный ха-
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рактер (по пространству, углам и энергии). В общем случае 
стационарная задача переноса излучения может быть триж­
ды локальна: по источнику, по возмущению и по детектору. 

В настоящей работе описаны методы расчета различных 
возмущений в стационарных системах, не использующие тех­
ники сопряженного моделирования [5, 9, 23, 25, 33]. Эти ме­
тоды выгодно отличаются простотой процесса моделирова­
ния. Для них достаточно полно исследованы статистические 
точности [39], с их применением решено большое число прак­
тических задач. Описываемая ниже теория возмущений наи­
более эффективно применяется при решении следующих за­
дач [41]: 1) определение доплеровских коэффициентов реак­
тивности реакторов и ячеек, 2) определение коэффициентов 
чувствительности по отношению к коэффициентам реактив­
ности, тепловыделению и другим функционалам в зависимос­
ти от изменения концентрации различных конструкционных 
материалов и горючего, примесей, осколков деления и т. п., 
3) влияние геометрии и состава материалов! на дозы излуче­
ний при расчетах защиты. Главное ограничение метода за­
ключается в предположении, что возмущения затрагивают 
значительную часть фазового пространства системы (напри­
мер, концентрация горючего меняется в большей части твэ-
ла, температура меняется в большом объеме отражателя 
и т. п.). 

Теория возмущений построена таким образом, чтобы су­
ществующие программы метода Монте-Карло могли быть 
легко модифицированы для расчета различных возмущений. 



1. РАЗЛИЧНЫЕ ФОРМУЛИРОВКИ 
КИНЕТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 

1.1. Неоднородные уравнения переноса 

За исходную математическую формулировку явлений пе­
реноса излучения примем интегро-дифференциальную форму 
кинетического уравнения Больцмана: 

Q уФ (г, Q, Е) + 2 (г, Q, Е) Ф (г, Й, Е) =* S (г, Q, £) + 
+ j dQ'dE'Ws (г; £ ' , Q' — Е% Q) Ф (r,Q,£), (1.1) 

где Ф(г, Q,£)—поток нейтронов или квантов; S (г, Q, Е) — 
плотность источников; 2 (г, Q, Е) — полное сечение взаимо­
действия; Ws (r;E',Q' —+E,Q)—сечение перехода частицы, 
находящейся в точке г, из состояния с энергией Е' и углом 
полета Q' в состояние Е, Q. 

Преобразуем уравнение (1.1) в интегральную форму [51]. 
Допустим, что г — фиксированная точка и введем 
г '= г—RQ, где R — переменная. Тогда 

dФ(rf,Qt Е) ^ dx' дФ . df дФ . dz' дФ = 

dR *" dR дх' + dR ду' dR dz' 

Q j r , i l _ Q , i ! _ Qf. *L _ _ 2 у ф ( г ' , 2 , E). (1.2) 
d*' y dy' dz' v v > > / v ; 

Введем множитель exp [—f 2 (г — /?'Q, Q, £) d/?') . 
о 

Тогда 
/? 

--^-{Ф(г' , 2, £ ) e x p ( - J E ( r - / ? ' 2 , 2, £ ) < W ) } -
о 

~ exp [ - j \ ( r - * e , Q, £)<**][ - d - * i ^ + 
0 

+ E (r'f 2', £) Ф (r', 2, E) j - exp Г - f S (r - #'2, 2, £)rf/?'jx 
о 

Х[2ДФ(г',2, £) + E(r', й, Е)Ф(г', Q, E)] -



- ехр Г - Г L(r - /?'2, L\ E)dR' ]\s(rf
f 2, £) + 

+ {dE'dQ'W8(r'\ E\ Q'-*E9Q)<b(r'9 &\ E')\. (1.3) 

Проинтегрируем уравнение (1.3) от /? = 0 до /? = оо, пред­
положив, что член в левой части уравнения равен нулю при 
R=z оо. В результате получим интегральную форму уравне­
ния Больцмана для потока: 

R 
Ф (г, Q, Е) = j d # ехр ( - J 2 (г—#U Q, Я) <*/?'х 

X [ S (r—RQ, Й, £) + J dE'd&W, (r—R'Q; Ег, Q'-> £, Q) X 

X<D(r-*Q,Q',£ ' )] . (1.4) 
/? 

Величину т (г, #, Q, £) = f 2 (г—/?'Q, Q, £) dR' называют on-
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тическим расстоянием между точками г и г—/?Q или ояги-
ческой толщиной. 

Интегральное уравнение для плотности столкновений 
4{r,Q,E) =2(r,Q,E)<t>(r,Q,E) 

легко выводится из уравнения (1.4): 

V (г, Q, Е) - f d/?2 (г, Q, £) ехр (—г (г, #, Й, Е)) X 

X (S <г-*ав.£) + J ^ ^ ^ ' ^ ^ a ^ ' S) X 
XW(r-<RQ,Q',E'). (1.5) 

Величину 
W, (г, Q, Я) - f dR2 (r, Q, E) exp (—t (r, #, Q, E)) X 

oJ 

XS(r- /?Q,f i ,£) (1.6) 
называют плотностью первых соударений источника. С уче­
том обозначения (1.6) уравнение (1.5) принимает вид 

W (г, Q, £) = ? d/?S (г, Q, £) ехр ( - т (г, #, Q, £)) J d£'rfQ' X 

Х ^ ( Г - д а Г о ^ ^ (r-RQ,Q',E') + Vi (r.ftfi). (1.7) 



Уравнение (1.7) будем для краткости записывать в виде 

У (х) = J К (х*—х) W (х') dx' + Yi (*), (1.8) 

где х— точка фазового пространства г, Q, Е. Интеграл в вы­
ражении (1.8) равен 

j d#2 (г, Q, Е) ехр (—х (г, R, Q, Е)) J d£ 'dQ' X 

Ядро /С (х'—►*) естественно разбивается в произведение: 

К(хГ->х) ~ Г ( ^ - ^ Д ) ^ ^ / ^ ; ^ ^ ; £ ' , Q ' - £ Q ) . 

Функция Г (г'-*г;Е) - 2 (г, Q, £ ) ехр [—т (г, Я, Q, £)] на­
зывается функцией пропускания. Уравнение (1.6) в опера­
торной записи будет иметь вид Yi (х) = Г Г (*'—>х) S (х') dx'. 
ws (r;E\Q' —* EyQ) — энерго-угловая индикатриса рассеяния. 
Функция Т(г'-+г;Е) не нормирована на единицу: 
во 

Г Т (r'-+r;E) dR^l вследствие того, что вероятность утечки 
о 
из системы отлична от нуля. 

Операторная запись уравнения (1.8) 
Y - / P P + ¥ 1 в (1.9) 

Уравнение (1.9) имеет формальное решение 

¥ = ( / - / t ) - l Yb (1.10) 

которое может быть представлено в виде ряда Неймана 

W = f tfWVi, (1.11) 

где 

/C<1>4ri = J К (х'-+х) ^! (х?) dx'; 

/C(Wi = Г К (*'—*") К (х"->х) Yi (х') dx'dx'f 

и т. д. 
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Уравнение для ценности Ч*4- (х) относительно некоторого 
функционала / = (Ч ,̂ ф) выводится аналогично (1.7): 

оо 

Ч>+ (г, Q, £ ) = j rf/?2 (г, й, £ ) ехр (—т (г, /?, Q, £ ) ) X 
о 

+ ф (г, й, E), 
или в операторной записи: 

ЧН- (х) = Г К (х->х') Y+ (jcr) dx' + Ф (х); 

\р+ = /С+Т+ + ф. (1.12) 
Так как 4я (А;) и W+ (х) имеют вероятностную интерпре­

тацию плотностей столкновений, эти функции положительны; 
ядро К (х'—*х) положительно при всех х' и х. Для уравне­
ний переноса естественно рассматривать конус положитель­
ных функций в пространстве L b в котором норма определя­
ется как | | / | | = f / (х) dx. 

Норма оператора в Lx определяется как \\К\\ = sup | \Щ\\\ 
супремум берется для всех / (x )>0 , удовлетворяющих норми­
ровке Г f(x)dx=l. Нетрудно показать, что таким образом 
определенная норма эквивалентна 

| | / C | | = s u p f K(x-»x')dx', (1.13) 
где супремум берется по всем допустимым х. 

Необходимым и достаточным условием сходимости ряда 
Неймана (1.11) [25, с. 57—58] является существование тако­
го целого / г 0 ^ 1 , при котором для всех N>n0 

\\KN\\<L (1.14) 
С точки зрения физики переноса появление /г 0 ^1 в фор­

муле (1.14) означает, что среда может быть размножающая 
(тогда для некоторых х может оказаться f К(х—>x')dx'>l), 
но размножение таково, что среда подкритическая, так что 
число частиц в системе с ростом номера поколения стремит­
ся к нулю. 

1.2. Однородные уравнения переноса 
Важный класс уравнений в физике реакторов составляют 

различные постановки задачи на собственные значения. В 
качестве последних могут выступать различные параметры 
размножающей системы, вариации которых приводят систе­
му в критическое состояние. В частности, задача на эффек-
8 



тивный коэффициент размножения /Сэф в интегральной фор­
ме имеет вид: 

гр = кцг + _ J _ рху. (1.15) 

оо 

FW = Г d/?2 (г, Q, £ ) ехр (—т (г, /?, Q.E)) X 
о 

Xx(r—RQ;E',Q'-*E,Q). 
Здесь 2 / (r, Q, E) — сечение деления; %(r;E',Q'—*E,Q) — 

плотность нейтронов деления, испускаемых в состояние Е, Q 
от нейтрона, вызвавшего деление в состояние Е', Q'; 
f х (r;E, Q—£', Q') dE'dQ' = v (г, Й, Е) — среднее число ней­

тронов деления от нейтрона, поглощенного при энергии Е. 
Обычно % не зависит от Q', и распределение вторичных час­
тиц по углам принимается изотропным в лабораторной сис­
теме координат. Величина /СЭ(Ь называется эффективным ко­
эффициентом размножения нейтронов в реакторе. 

Однородное сопряженное уравнение имеет вид 

у+ = дчгр+ +_J_/7+4T+f (1.16) 

где 
«• 

F+4?+ - Г dRZ (ЛQ,Е) ехр (— х (г,R,Q, £ ) ) X 
о 

X f dE'dQ'4?+ (r+RQ, Q', E')£/(r + Ri2' Q' E) X 
J 2 (r + 7?Q, Q, E) ^ 

X%{r+R&;E,Q-+E',Q'). 
Хорошо известно [2, 16, 36], что ценность W+(г, Q, Е) мо­

жет быть интерпретирована как асимптотический уровень 
мощности, на который выходит критическая система при 
впуске в нее в точке г одного нейтрона с энергией Е и на­
правлением Q в момент / = 0. В критической системе все 
функции ценности по отношению к произвольным функцио­
налам пропорциональны друг другу. Так как в системе не­
зависимо от фазовых координат г, Q, Е впускаемого нейтрона 
устанавливается собственный поток излучения, ценности 
¥+(*) для всех функционалов у(х) равны однородной цен­
ности с точностью до константы. 

Существует удобная физическая интерпретация для /Сэф: 
КЭф есть отношение числа нейтронов последующего и преды­
дущего поколений [36]. Для доказательства этого факта за-
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метим, что (е, F4?) (где е — единичная функция) есть число 
частиц, родившихся в реакторе в единицу времени. Далее, 
пусть в систему впускается (е, Ч?\) частиц, причем 4̂ i рас­
пределено в соответствии с собственной функцией Y, т. е. 
^ 1 = cFW. Источник *Fi в соответствии с неоднородным урав­
нением переноса 4я = /СЧ** + 4f\ порождает плотность 4 f / = 
= (/—/C)~lxFi и, следовательно, число частиц следующего 
поколения будет равно 

(e,F4T) = (e,F (I—/С)-1^,) = с (e,F (I—K)-lFW). (1.17) 
С другой стороны, согласно уравнению (1.15), 

F4F = /С,ф {I-K) У. (1.18) 
После подстановки (1.18) в (1.17): 

(e,FW) =сК9ф(е,РЧ?). 
Окончательно получаем, что отношение числа рожденных 

частиц нового поколения к числу впущенных равно 
сКЭф(е, FW) _ сК9ф (е, FV) _ 

(е, ЧТО ~" с (в, FV) ~ эф* 

Интерпретация /Сэф как отношения числа нейтронов сле­
дующего поколения к числу нейтронов предыдущего лежит 
в основе определения К9ф методом Монте-Карло [42]. Если 
Я — число впущенных частиц и W — плотность столкновений, 
обусловленная ими, то К эф является линейным функциона­
лом 

«»-м*-^ 
где v — среднее число вторичных нейтронов; 2 / —сечение 
деления; 2 — полное сечение. 

Отметим также, что /Сэф можно получить, моделируя со­
пряженное уравнение 

„ (е9 F+V+) 
* э ф ■ в 7 — ' 

(в, ЧГ+) 

где Ч?? = F+4f+—источник ценности. 
Наконец, возможен и третий способ получения /С9ф- Как 

(е FW) 
уже отмечалось, К9фж: — • Запишем сопряженное урав­
нение относительно функционала (е, ЯР) = (F+e, Ч?): 

Wt = K+Wt + F+e. (1.19) 
ю 



Легко проверить, что (F+e,^) = (Ч**, ^Fi), следовательно, 
если решать уравнение (1.19), то /С9ф определяется форму­
лой 

/СэФ = ( Y / , V i ) / ( e , V i ) . 
Уравнение (1.19) можно моделировать методом Монте-

Карло, и тогда статистическая оценка /Сэф задается форму­
лой 

где Н — число историй (равное числу впущенных частиц), 
рассмотренных при моделировании сопряженного уравнения; 
N( — число соударений в i-й истории; лг/ — фазовые коорди­
наты точек соударений. 

Однако, как указано в предисловии, в настоящей работе 
не рассматриваются алгоритмы моделирования сопряженных 
уравнений. 



2. ВЫЧИСЛЕНИЕ КОНЕЧНЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ 
МЕТОДОМ КОРРЕЛИРОВАННЫХ ТРАЕКТОРИЙ 

2.1. Формулировка метода 

Вычисление возмущений функционалов потока методом 
коррелированных траекторий, или, как еще говорят, методом 
коррелированной выборки, является наиболее употребляе­
мым и разработанным приемом вычисления возмущений ме­
тодом Монте-Карло. Наиболее эффективно он применяется 
для расчета возмущений, затрагивающих значительную часть 
фазового пространства систем, например таких, как эффект 
Доплера, возмущения в составах блока горючего, замедли­
теля или отражателя. Некоторые задачи, связанные с изме­
нением геометрии, также решаются методом коррелирован­
ных траекторий. 

Метод становится неэффективным, когда возмущение ло­
кально. Типичной задачей такого рода является расчет эф­
фективности органов регулирования ядерных реакторов. Так 
как в методе коррелированных траекторий блуждание час­
тиц моделируется по их естественным переходным вероятнос­
тям, частица весьма редко посещает локально возмущающу­
юся область, и дисперсия расчета становится непомерно 
большой. Для расчета задач, связанных с локальными воз­
мущениями, используются методы Монте-Карло, связанные 
с формулами классической теории возмущений, и строятся 
процессы, моделирующие сопряженные уравнения переноса 
[10]. 

Предположим, что все сечения среды являются функция­
ми некоторого параметра а. При этом значению а = 0 будем 
соотносить среду, в которой организуется аналоговый про­
цесс блуждания частиц. Частице, принадлежащей среде афО, 
но следующей по траектории, разыгранной в среде а = 0, 
присвоим так называемый эффективный вес, который обо­
значим W. Через хп обозначим совокупность фазовых коор­
динат частицы г, Q, Е в точке /г-го соударения. Энергия Е 
и угол Q берутся в момент непосредственно перед столкно­
вением. Эффективный вес Wn в точке д-го соударения опре­
деляется следующим образом: 

w ^ S(x09 а) ^ д £ , (* / ,« ) х 

W j ( r / : g / , Q | - > £ w , Q ^ ; g ) ( _ д }> ( 2 Л ) 
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Величина — v n—- имеет полезную физическую интер­
претацию как текущее эффективное число частиц, движу­
щихся по данной траектории в возмущенной среде. 

Для того чтобы формула (2.1) охватывала также случай 
о 

п= 1, принято по определению: [~[ / / = 1. 
/==1 

S(X0, a) 

— тг-—отношение для источников двух сред ( а ^ О 
и а = 0) в точке х0 начала траектории. 

At; = х (г,R/ , Q,Е, а) — х {г, R itQ, Е, 0) = 
= j [2 (г,_, -R'Qh Qt, Eha) - 2 ( г м —R'Qh L\, Et,Q)\dR', 

о 
где At 1 — разность оптических толщин по траектории полета 
частицы между (i—1)-м и I-M соударениями для сред в а=И=0 
и а = 0. 2 (х, а) —полное сечение для среды а. Если упругое 
рассеяние частицы разыгрывается изотропно в лабораторной 
системе координат, то в качестве 2 (х, а) берется транспорт­
ное сечение [43]. 2 5 (х, а)—сечение рассеяния. Обычно в 
расчетах реакторов методом Монте-Карло выделяются сле­
дующие типы рассеяния (не обязательно с сохранением чис­
ла частиц): упругое, неупругое, реакция (п—2п), рассеяние 
на водороде, деление с испусканием v вторичных нейтронов. 
ws(r;En Ql—*El+i9 2/+1; a)—энерго-угловая индикатриса 
соответствующего типа рассеяния. 2 9 и ws в числителе и зна­
менателе формулы (2.1) берутся для того процесса, который 
произошел в среде, где организован процесс блуждания 
(среда а = 0). 

Отношение 2,9 (a) ws (а)/2 s (0) ws (0) должно быть ко­
нечным для всех возможных хп. Среда а = 0 должна быть 
«не уже» среды афО [9]. Любая последовательность Хо—+ 
—>Х\—»...—+хп, которая может иметь место в среде а=й=0, 
не должна быть запрещенной (отсутствовать) в среде а=0 . 
Если это условие не выполняется, может произойти смеще­
ние в рассчитываемых величинах. Сказанное можно пояснить 
на простом примере вычисления одномерного интеграла ме-

ь 
тодом Монте-Карло / = f f (х) Р (x) dx, где Р (х) — плот-

а 
Ь 

ность вероятности: Р ( J C ) ^ 0 ; f P (x)d jc= 1. Несмещенной 
а 

N 
оценкой интеграла является сумма / = —5jf (*/)> г д е з н а* 
чения xi выбираются согласно плотности вероятности Р(х). 
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Если точки %i разыгрывать не по Р (х), а по другой плот-ь 
ности Ро(х): P0(x)^0; f Ро(х) dx = 1, то несмещенной оцен-

а 
N 

кой интеграла будет сумма / = — У\ f (xi)Wi9 где W/ = 

.Р (* , ) /Р 0 (* , ) . 
Смещение в оценке интеграла появится, если неправильно 

задать Ро(х). Например, определить Ро(*) для интервала 
ах<х<Ьи причем (аь Ь{) лежит внутри интервала (а, Ь). 

Линейный функционал / = f Wqdx находится по формуле 

а возмущение линейного функционала Д/= f (Wtp—Ч^фо) dx— 
по формуле 

и NL 

A / ~ i r £ Z[Wn*(Xn'a)Tttv ~9(Хп'0)]' (2-2) 

где Н — число рассмотренных историй; Nt—число столкно­
вений в i-й истории; ф — некоторая весовая функция, напри­
мер v2//2, если определяется коэффициент размножения; 
вес ^определяется формулой (2.1). 

2.2. Связь с классической теорией возмущений 
В этом разделе выводятся условия «малости» возмущений 

при расчетах методом Монте-Карло, которые эквивалентны 
допущениям классической теории малых возмущений [36]. 
Кинетическое уравнение будет использоваться в представле­
нии плотности рассеяний: 

Y. (*) = Т Т Т ^ (*) = 2 , (х) Ф (*). (2.3) 

В этом представлении уравнение (1.8) примет вид 
V, <*) = j Ks (xf-+x) Ws (*') dx'+Wls (x), (2.4) 

где 
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Полное сечение перехода при рассеянии 
Ws(r;E',Q'->E,Q) = 2 E ^ , v ( r , £ ' ) wJi|lf v (r;£',Q'-*£, Q), 

i4 v (2.5) 

где 2$, 1Jfv (f, £)—макроскопическое сечение рассеяния v-го 
типа на \х-м элементе; w s, p., v — соответствующая функция 
рассеяния. 

Полное сечение рассеяния 

Zs(rfE) = jU75(r;£ ,Q — £ , , Й , ) ^ , ^ / = S^.i^v (r,£) . (2.6) 

При прямом моделировании вероятность для частицы погиб­
нуть сразу после рассеяния в точке х равна g(x) = 1— 
— [ Ke(x-+x')dx'>Of а вероятность следующего рассеяния 
есть 1—g(x). Такой процесс рано или поздно оборвется, за­
кончившись гибелью частицы после / рассеяний. 

Уравнение, сопряженное к (2.4) относительно функциона­
ла / = (4%, ф), имеет вид 

¥+(*) = J Ks (*—О Y+ (*') d*4<p (х). (2.7) 

Для дальнейшего изложения понадобится теорема, даю­
щая алгоритм оценки нелинейных функционалов определен­
ного типа. 

Математическое ожидание случайной величины 

* - 2 ! ? ( * * ) E G ( * M , . * J ) (2-8) 

равно 

Щ - JJ Y, (*) /С, (*-*/) Y + (у) G (х, у) <Шу + 

+ ^S (хо) Т (хо-+х) ^ g ЧГ + (х) G (х* х) dx0dx. (2.9) 

Представим g в виде 

I = G (*0,*i) Ц <р(х,) + 2 G(*y, *у+1) 2 <р(*,) 

и найдем математическое ожидание второго члена 
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во 

Х Р Л . . .<**,-2 j . . . f*i,(*i)K»C*I-**t). • -X 

oo 

X fadxldxi+ 2 f. . . f 4Ti,(*«)K. (-«i -*■ *i). . . X 

X Ks (xt-t -> x,) (p, - p|-t) Л*,. . . dxt« 
= 2 S j " . . . j vi.(*i) кл*1-*1). • • *,(•*/-**m)x 

;=i /=i xx(i+i) 
oo oo 

X<P(*/+I)0(JC/, jfi+i)<i«i. . .<**/+!= 2 2 f . . . J x 
i-i г=г x'xfl+'i) 

X ЧГ„ (xt) Ks (xt - » * , ) . . .Ks (xt -*■ xl+t) cp (*,) X 
dxx. . . dxl+i = JJ ЧГ,(*) G (Х>У) X 

X K, (x—y) Y,+ (y) dxdy. 
Аналогично можно показать, что среднее значение слу-

i 
чайной величины G(x0,Xi) J] ф (х t) равно 

](х) 
Теорема доказана. 

Пусть возмущенная среда характеризуется измененными 
сечениями 2'(r,£) , Ws (r;E, Q —*Е', Q'). Чтобы не загро­
мождать выкладок, мы предположим, что распределение ис­
точников 5 (г, Q, Е) и весовая функция ф (г, Q, Е) не возму­
щены, и что возмущение происходит вследствие изменения 
макроскопических сечений 2 (г, Е), SJt ^ v (г, Е), как функций 
координат и энергий, а не функций индикатрис рассеяния 

Определим теперь блуждание частицы в выборочном 
пространстве Q, включающем, помимо х=(г, Q, £ ) , также 
сорт (л рассеивающего ядра и тип v рассеяния, так что траек­
торией блуждающей частицы будет последовательность зна­
чений 
Qo= (го, Й<ъ Ео); Qi= (гь Оь Еь ць vi); Q, =- (г,; G„ £,, ц„ v,), 

(2.10) 
16 
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характеризующих как точки рассеяния, направление и энер­
гию до рассеяния, так и сорт и тип рассеяния. Частица испы­
тывает I рассеяний, после чего гибнет в результате поглоще­
ния или утечки из среды. 

Плотность вероятностной меры траектории (2.10), содер­
жащей / рассеяний, пропорциональна величине 

<№,(•)- П ^ ^ ^ W e x p H ^ , xk)\. (2.11) 

Справедливо следующее основное утверждение: при ус­
ловии абсолютной непрерывности мер Р\ (•) относительно 
соответствующих мер Р/ (•) возмущение б/ функционала / 
равно математическому ожиданию по невозмущенной траек­
тории случайной величины: 

е-2!(«г/-1м*|). (2.12) 

где 

Wi = П i ^ V - r ехР <-8т (**+> **)>• <2ЛЗ) 

бт (xk-u xk) = %' (Xk-u xk) —x {xk-u ^k) —возмущение опти­
ческого расстояния между точками rk-x и гk для энергий Ек. 

Требование абсолютной непрерывности мер является не­
обходимым и достаточным условием существования произ­
водной Радона—Никодима [45] — , равной весу W,. 

Если мера Р \ (•) не обращается в нуль на некотором мно­
жестве Qo Pi(-)—нулевой меры, т. е. не выполнено условие 
Pt (•) —непрерывности меры Р\ (•), то, очевидно, при блуж­
дании с невозмущенной мерой Р/ (•) частица никогда не 
«посетит» множества Qo и, следовательно, интеграл по Q0 в 
возмущенном случае не может быть оценен с помощью блуж­
дания с мерой Р/ (•). Например, если исследуется влияние 
вакуумной полости на рассматриваемый функционал, то, оче­
видно, блуждание следует организовать в заполненной среде. 

Тогда №/=0 или №/=П ехР (— б т (хь-и xk)) в зависимости 
Л = 1 

от того, было ли в числе предшествующих рассеяний хоть 
одно в возмущенной области, или не было. 

Из формулы (2.13), в частности, следует, что если при 

этом всегда бт (#м,Х/) = 0, то б/ = —5] Ф (*/)» г д е / — мо" 
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мент первого достижения возмущенной области (случай кор­
реляционного метода, использованного М. Бергером [9]). 

Рассмотрим теперь случай малых возмущений. Если из­
менения таковы, что ИР/«1, то разлагая W^ в ряд по сте­
пеням In Wi и удерживая первые члены относительно 62 и 
62$, I*.,» , получаем из формул (2.12) и (2.13): 

/ i i 

= М ̂  * (■*/){- ̂  *(**-i. **)+ 2 | *■ Н' v * ' 

Полагая G(x, у) =6т(х,у) и используя уравнение (2.9), най­
дем: 

М^(х,)^Щхк.и xk)=^Vs(x)KAx-+y)V? (У) X 
1=Л А - 1 

Хбт (х, у) dxdy + ^S (х0) Т (xo-xt) Мй2 X 

X бт (хо, *,) Vt(Xl) dx«dxx - j j Ф (x)expj~2(^j2
y)) X 

XS,(^y)6x(x,y)E,(y)^+(y)8(Q L=J-^jdxdy + 

+ JJ 5(X0)E, ^ j ^ * » 8 ,K) Л) Vf (x) x 

Запишем сопряженное интегро-дифференциальное и ин­
тегральное уравнения для ценности Ф+ (г, Q, Е) относительно 
функционала / = f Е̂  (х) Ф (*) <р (х) cfjr; 

—Q уФ+ (ЛQ, £) + 2 (ЛЕ) Ф+ (г,Q,£) = 
= j Г, (г; £, Q—£', Q') Ф+ (г, Q', £') dQ'dE' + 

+ 2s(r,E)<p(r,Q,E); (2.15) 
ос 

Ф+ (г, Q, £) = J </# ехр (-т(г, /?, Q,£)) [Е, (r+/?Q, Q, Е) X 

X Ф (r+RQ, Q,E) + j dQ'd£'W% (r+#Q; £, Q^£', Q') X 

XO+(r+/?Q,Q',£')]. (2.16) 
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Применяя стандартный прием, т. е. умножая выражение 
(1.1) на Ф+(г, Q,£), а (2.15) на Ф(г, Q,E), интегрируя и вы­
читая полученные равенства друг из друга, найдем 

/ = = № , ф ) = (^>Чги) = (^Ф+). 
Выбирая в качестве S б-функцию 

S (г, Q, Е) = 6 (г—го) б (Q—Q0) б (Е—£<>), 
получаем: 

Ф+(гоМо,Е0) = (Фо2,,ЧГ,+ ); 
во 

Фо (г,Q,£) = f dR exp (—т (г,Я,Q,E))6 (r—r0—RQ)X (r,Q,£) = f 

X6(Q—Qo)6(£—£o). 
После подстановки Ф0 в выражение (ФоЕ^ Wf) и интегри­
рования б-функций 

•о 

Ф+ (г, Q, Я) = j d/? exp (—т (г, Я, Q, £)) X 
о 

X S , ( r + /?Q,£)^J(r + /?aQ.£). (2.17) 
Сравнивая уравнения (2.17) и (2.16), находим 

2s (г, Е) V+ (г, Q,E)=2S (г, Е) <р (г, Q, Е) + 
+ j Ws (r;E, Q->£', Q') Ф+ (r, Q', E') dQ'dE' 

и далее, согласно (2.15): 
2 , (r, E) Wf (r, Q, E) = — Q v Ф+ (r, Q, £) + 

+ 2(r,E)<S>+(r,Q,E). (2.18) 
Для первого члена уравнения (2.14), помещая начало коор­
динат в точку г и учитывая (2.18), найдем: 

j j Ws (х) Ks ( * -у ) W,+ (у) бт (х,у) dxdy = 

- J drdQdEdQ'dE'O) (r, Q,E)WS (r; E, Q—£', Q') X 

X J <« exp [-T (r, /?, Q', £')] • J Й2 (r + R'Q', E') dR' X 

x | _ *+<r + *Q',Q',y) + 2 (/. + m £ / ) ф + ( r + J^Q,, tf)] ( 

Откуда после интегрирования по частям с учетом обычно 
принимаемых граничных условий для Ф и Ф+ получим: 

Ц V, (*) Ks (х-+у) Vt (у) бт (х, у) dxdy = 
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— j drdQdEdQ'dE'O (r,Q,E) Ws (r;£,Q —E',Q') X 

x]dR exp (—т (r, R, Q', E')) 62 (r + #Q', £') X 
б 

и, полагая z — r + RQ\ запишем: 
$WS (x) Ks (*-</) 6т (x,y) Vt (y) dydx = 

= ^dzdQ'dE'62 (z, E') Ф+ (z, Q', E') X 

Xjjexpf—t (ZtRM'tE'HdR^dQdEWs (z—RQ';EtQ->E'Q')X 
о 

X Ф (*—RQ', Q, £)} = J drrfQd£ [Ф (r, Q, £) — 
—Ф0(г,£},£)]62 (r,£). 

Аналогично легко показать, что 
(Т S (х„) Г (х0->х) | ^ 62 (** х) ¥,+ (х) rfxorfx = 

= J 6S (г, £) Ф+ (г, Q, Е) Ф0 (Л Q, £) 
и окончательно 

I к 
М2 ф (**) 2 6 t (**-о •*/) - J62 (г, £) Ф (г, Q, £) Ф+ (г, Й,£), 

т. е. приходим к первому члену формулы малых возмущений 
[171-

Исходя из формулы (2.9), справедливой и для расширен­
ного выборочного пространства Q, можно придти к следую­
щему результату: 

L "L \►„.,<*»> 
= f Ф+(г,Й,£)^г^йГ£|б^, (r;£',Q'-*£,Q) X 

X Ф (r, Q', E') d&'dE' + |Ф (r, Q, E) cp (r, 2, £)62 f(r, £) drdQd£, 
дающему остальные члены формулы для малых возмущений. 

Предположим теперь, что выборочные пространства воз­
мущенной и невозмущенной систем таковы, что не выполня­
ется условие непрерывности одной меры относительно другой, 
например одна из сред представляет собой смесь кремния 
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и кислорода, а другая — водорода и кислорода. В таком слу­
чае следует основное блуждание организовать в такой среде, 
которая имеет вероятностную меру Р* (•), относительно ко­
торой меры Pi (•) и Рь (•) абсолютно непрерывны. Тогда 
математическое ожидание случайной величины 

Е - i(w;'-w;)?(Xi), (2.19) 
/ - 1 

где 

w*> _ у] ; »» v* Х\ ехр[ -т ' (* м , xk)-x*(xk„u xk)\; 

r * = f ] W » * * » * е х р [ - т ( ж м > ^ ) - х * ( Л м , хЛ)], 

равно 61, так что возмущение функционала 61 может быть 
получено с помощью блуждания с мерой Р? (•). 

Интересно отметить, что в случае взаимной непрерывнос­
ти мер Pi (•) и Pi (•) можно указать такое промежуточное 
состояние Л* с мерой Р* (•), что формула малых возмуще­
ний будет давать результат с точностью до членов третьего 
порядка малости относительно возмущений в сечениях. Раз­
ложим разность весов W\ —Wi в ряд по степеням логариф­
мов весов 

W)' - W) - In W)' - In W] + —(In2 W]' - In2 W\) + 

+ —(In3 fl^/' — In3 W*)+ . . . = ln wA\ + ~ - i n w*'w] + 
+ — (In2 W7 + In W* - In Wi In W)) + . . . 1 

и потребуем, чтобы W7 W) = 1. Тогда W7 — ^ / = In W( 
с точностью до членов третьего порядка малости относитель­
но изменений в сечениях и 

В аналогичные формулы теории малых возмущений вой­
дут поток и ценность в состоянии А*. Это состояние может 
быть определено из условия Wi Wi = 1, которое, как легко 
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видеть, удовлетворяется, если сечения 2* (г, Е) и S j , , M {г>Щ 
выбирать следующим образом: 

2* (r ,£)= ±[2'(г,Е)+2(г,Е)]-

C v = (^,,,v^(1.,v)1/2- (2.20) 
Следовательно, полное сечение является средним арифмети­
ческим, а сечения рассеяния — средним геометрическим соот­
ветствующих сечений в возмущенной и невозмущенной сис­
темах. 

2.3* О вычислении эффективных констант 
методом Монте-Карло 

Пусть А'—возмущенная задача, возникающая при идеа­
лизации реальной задачи Л, описываемой уравнениями пе­
реноса (2.4). В общем случае оператор задачи А' может 
иметь другую структуру. Во многих случаях, однако, возму­
щенная задача Аг также описывается общим интегральным 
уравнением переноса 

<(х) = Цги(х) + J* K's (Х'-+Х) ^; (*') dx\ (2.21) 

так, что ядро Ks (х'—+х) и источники 4яи определяют не­
который марковский процесс блуждания в пространстве Q. 
Тогда возмущение б/ = Г—/ линейного функционала плот­
ности рассеяний / = f \F, (JC) <р (х) dx равно математическо­
му ожиданию случайной величины (2.12) по траектории, уп­
равляемой невозмущенной переходной вероятностью 
Ks (х'-+х). Вес Wi есть производная Радона-Никодима 
dP t ldPL возмущенной меры Pi (•), определяемой ядром 
Ks (х'—+х) и распределением источников Wis . Поскольку 
производная W't существует при абсолютной непрерывности 
меры Pi (•) относительно Pt (•), это условие необходимо 
для представления возмущения в виде (2.12). 

Определим теперь набор линейных функционалов с весо­
выми функциями ф/ (#) , /= 1, 2, . . . , п, которые, чтобы не 
загромождать выкладок, будем считать неизменяющимися 
при переходе от Л к Л', и образуем «функцию потерь» 

я- Е Р А ? - %Р,(ЩГ\ b- 2(ur/-i)*yta) (2-22) 
отличную от нуля вследствие идеализации задачи. Мера воз­
мущенной задачи зависит от ряда параметров а = 
= (яь #2,.. .,Я/я)> которые естественно выбрать так, чтобы 
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они минимизировали функцию потерь q (аь а2,..., ат). 
Уравнения для определения этих значений 

t-E''i[*S<'.-4»wI=0 <2'23) 
нелинейны в общем случае. Мы рассмотрим более частный 
случай, когда меры Pi (•) и Р/(*) взаимно непрерывны (эк­
вивалентны) и, следовательно, существует In W, . Как пока­
зано выше, удержание линейных членов относительно воз­
мущений макроскопических сечений в разложении In W\ эк­
вивалентно приближению, даваемому формулой малых воз­
мущений. Поэтому, предполагая линейную зависимость In W/ 
от параметров ар, р = 1, 2 , . . . , т 

т 
In Wt^f0 (Xux2,...,xi) + 2iapfp(xux2,...,xl) = 

т 

получаем первое приближение а0 как решение системы ли­
нейных нормальных уравнений 

У - 1 р = 1 У - 1 

CJ*> - М £ ./?%•(*/), Л = 1,2 /re, 
/ - 1 

(2.25) 

предварительно определив значения коэффициентов С)\ С]} 

методом Монте-Карло. 
Для получения следующего приближения используем 

представление возмущения б/у в виде 

8/, - М* £ (ЦТ? - Г,) сру (*,); (2.26) 

W*'= dPi/dPr, Vfi-dPJdPl; (2.27) 

где Р*(«)—мера блуждания в состоянии Л*, промежуточ­
ном между Л и Л7 и определяемом условием dPi — dPidPl9 
при выполнении которого формула 

/ - 1 i~\ * p=i 

с i m 
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будет точна до членов третьего порядка малости относитель­
но изменений в макросечениях. Теперь решение системы 
(2.25) с соответствующими коэффициентами 

C){k> - Л** £ f\k) сру(^), k = О, 1, 2 , . . . , т (2.29) 

дает приближение следующего порядка к параметрам а и т. д. 
Из этого краткого описания метода следует, что ему мо­

жет быть придана детерминистическая формулировка, осно­
ванная на теории возмущений и применения метода наимень­
ших квадратов. Однако сомнительно, что он будет полезен 
при независимом от метода Монте-Карло применении, так 
как требует вычисления функций потока и ценности для про­
межуточного состояния Л*. 

Описанный алгоритм рассчитан на случай сильного пере­
определения задачи, когда число т искомых параметров ар 
меньше числа п функционалов. Такой подход является по­
пыткой эффективного описания части реального поля излу­
чения с помощью небольшого числа параметров подгонки ар. 
Это не исключает, однако, классического подхода к проблеме 
вычисления эффективных констант, требующего минимиза­
ции возмущения одного функционала q = 6/ [16]. 

Остается открытым вопрос о связи между числом после­
довательных приближений и статистической точностью рас­
чета коэффициентов нормальных уравнений методом Монте-
Карло. 

Рассмотрим теперь задачу определения эффективных 
микроскопических сечений. Особенностью задачи является то, 
что блуждание нейтронов, описываемое возмущенным опе­
ратором, происходит в фазовом пространстве X, точками ко­
торого являются совокупности {г, Й, у) у где у — номер груп­
пы. Групповое кинетическое уравнение 

Q^J (r,Q) +2J (r)<Z>J(rtQ) = 
= SJ (г, Й) + 2 j ^J (г, Q'—Й) Ф' (Л Й') ДУ (2.30) 

описывает блуждание, плотность меры которого в пространст­
ве X' пропорциональна величине 

dPi" ~Sr П s > 1ft+1 {г"'й* "* a*+l) x 

X e x p f - x ' t o - ! , rk, n))> (2.31) 
где Y* — номер энергетического интервала, которому принад­
лежит энергия испытывающего &-е рассеяние нейтрона; 
А£\ — ширина группы у. Соответствующая невозмущенная 
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мера dPi блуждания в пространстве X* получается интегри­
рованием по всевозможным энергиям после рассеяний, при­
надлежащим группам Y2,..., Y/ соответственно 

dPt (•) = S (£,) j dE2 j* dEs... j dEtdP, (•). 
Та Та T/ 

Так как функция рассеяния wSt))., v(Q', Е'—»£1,Е) содержит 
б-функцию по энергии после рассеяния, интегрирование сразу 
приводит к результату 

^ ( 0 - 5 ( £ ,
1 ) n E * . ^ . ^ ( ^ ; f t . Q i k - * ^ b e i H . i ) X 

Xexp[-*(rk-urk,Ek)], (2.32) 
где S,s, ц, v (г; Е', Q'-—£, Q) —дифференциальное макроско­
пическое сечение рассеяния v-ro типа на ядре ц,-го сорта; 
Е\—энергия, с которой начинается траектория (по опреде­
лению, Ek есть энергия перед k-м рассеянием, поэтому Е0= 
= Е{). Процесс случайного блуждания не будет марковским, 
однако формула (2.12) для возмущения б/ справедлива. 
Дальнейшее развитие общего подхода, намеченного выше, 
зависит от конкретного представления функции рассеяния 
Е*'~*у (г, й'—>Q) многогруппового уравнения (2.30). Напри­
мер, в транспортном приближении [16] 

Ej-'(r,Q/ ->Q) - 4 - S E*'. * w n + 3 ^ * * * <2> Q'^> <2-33> 
IX, V 

так что при фиксированных значениях \n,j, ̂  v эффективны­
ми параметрами являются сечения Е^ГЛ л групповых пере­
ходов типа |л, v в /i-й зоне и полные групповые сечения ЕР,Л. 
Тогда согласно выражениям (2.31), (2.32) и (2.33) 

рл q, Л, p., v 

х,„КХ1,,, ,„ й l ^ r y t T , + 
+ ' Л - 2 **. А/,.*./, (2.34) 

/ 7 , Л 

где dp, 0, /*,|x, v, г- число столкновений в зоне h типа ji, v за 
первые i рассеяний, которые сопровождались переходом из 
р-й группы в q-ю; 1Р, л, / — полный пробег нейтронов р-й 
группы в /i-й зоне за первые i рассеяний. 
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В общем случае эффективные параметры должны быть 
выбраны так, чтобы In Wt линейно зависел от них. Тем па­
раметрам, от которых In Wt зависит нелинейно, следует при­
дать определенные значения, наиболее близкие к действи­
тельным. 

В случае, когда эффективными являются полное сечение 
и сечение рассеяния в энергетических группах, т. е. когда речь 
идет об эффективном осреднении энергетической зависимос­
ти сечений в пределах группы, в то время как функции рас­
сеяния в возмущенной и невозмущенной задачах совпадают, 
имеем 

lnU7,= lnf l "'-*»'* (Ek) 

Л-1 V I"*. »Л (£*> 
X 

X exp [z(rk.u гк9 Ek) - t ' ( r H l rk9 Ek)]. (2.35) 
Представляя lna'S[)^E) и a,l (E) в виде кусочно-посто­
янных функций, получаем линейную зависимость In Wi от 

^{Л, v, р И 0 ; J , Vt р. 

I n <^ t !Х, v (E) = 2 a^ v, p Др (£); 
p 

<V(£) = I X P \ ( £ ) ; 
P 

I 

*|J.. v , / ? , I •S. i^i V (£*)X In W,= £ (a*, . , - I l n . 

P-. P fc, /I 

X А, (£*) - 2 /A. H H. v <V (£*) Ap (£*)] , 

(2.36) 

Л, Л 

где d^ v, p./ —число рассеяний типа v на ядре jx-ro сорта 
с энергией, принадлежащей р-й группе за первые i рассея­
ний; lk, п —пробег нейтрона между (k— 1)-м и &-м рассея­
нием в Л-й зоне; р ,̂ л — концентрация ядер jj,-ro сорта в /i-й 
зоне. 

Очевидно применение этого алгоритма для получения ма­
логрупповых эффективных констант из многогрупповых. 

Проиллюстрируем теперь, каким образом может быть 
осуществлено осреднение констант в случае, когда требует­
ся минимизировать вариацию одного функционала. В этом 
случае линеаризованное уравнение 

/ - 1 
(237) 
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может быть удовлетворено приравниванием нулю членов 
формулы малых возмущений, относящихся к физическим ве­
личинам одинакового характера. Например, если In W\ пред­
ставлен в виде (2.36), уравнение (2.37) удовлетворяется, 
если 

/ i 
М 2 ? (xi) 2 In о,, v (Ek) Ap (Ek) Ь 5Vf 

(2.38) 

^Р-» v, р — / 
м 2 ? (х/) rf(At Vi , 

/ = 1 

V V = 

1 

/ = 1 Л, Л V V = 
1 

Ml<?(xi)Z lkyh^hbp(Ek) 
/ = 1 Л,/г 

Остается открытым вопрос о том, каким образом следует 
распорядиться выбором эффективных параметров, чтобы ми­
нимизировать некоторую функцию потерь для промежуточ­
ного числа функционалов. 

2.4. Расчет возмущений эффективного коэффициента 
размножения методом Монте-Карло 

Методы расчета возмущений функционалов неоднородных 
задач переноса могут быть использованы для расчета возму­
щений эффективного коэффициента размножения. Запишем 
возмущенное и невозмущенное однородные уравнения соот­
ветственно 

АГэф 0' (х) = J в' (*') {aPm,f(x'-^x) } 'dx'; (2.39) 

л:ЭФе+ (х) = j е+ (*') \aPmtf (х-+*) J <М. (2.40) 
Здесь 9 (x)—плотность источников деления; Pm ,/ {х'—»х)— 
плотность вероятности рождения нейтрона деления в точке# 
от нейтрона, родившегося в точке х'; а = max */ — норми­
ровочный коэффициент, учитывающий множественность рож­
дения нейтронов деления [42] (максимум берется по всему 
фазовому пространству X системы), где v — среднее число 
нейтронов деления; 2 /— сечение деления; 2а—сечение зах­
вата ( 2 а = 2 с + 2 / ) ; 2 с здесь сечение поглощения. 

Умножив уравнение (2.39) на 6+(#), (2.40) на 6'(х), ин­
тегрируя и вычитая уравнения друг из друга, получим 
А д , „> иг _ Я 6 ' <*'> ЛХ' А (*Рт,/(*'->*)} *+(x)dx 
аАЭф г = : = Л эф — АЭф — ~ ; (2.41) 
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(2.42) 

Полагая в первом приближении 6+=/, получаем 
$b'(x')dx'(l{aPm9f{x'^x)))dx 

Д Д в  

§V(x)dx' 
lV(x')dx'b{aPm%f(x')} 

j в' (х) dx' 
Заметим, что 

A {aPm./(*')} = Д/(*')> (2.43) 
где 

_ j J g l Vjr, (x) dx = J«p (*) Чх. (x) dx, (2.44) 

(Фл:' (x) есть поток нейтронов в точке х, создаваемый одним 
нейтроном деления, родившимся в * ' ) . В расчете на один 
нейтрон деления в возмущенной системе 

А/Сэф « А/; / = J V (х) Ф (х) d*; W= Е,Ф; ср - ^Е/Е, . 

В случае малых возмущений можно положить 8'(х)=6(х) 
и, следовательно, задача сводится к оценке возмущения 
функционала плотности столкновений. Используя (2.12), на­
ходим 

i 

ДЛГ9ф s i M j j W j l ^ , - . 1); (2.45) 

dP W*<< = -7^- 5 d P / - ' = £* (*>—*i) e xP t - т (XQ, *,)] X dP/ ./ 

X 2 , (*i^*2) ехр{—т (*,, x2))... 2 , (х , : - 2 ~*/- i ) X 

X exp [ - t (*/-,, *,)] vyE, (x,) = 
i - i 

= exp ( - Г,) [ П E, (**-. -* xk)\ ЬЩхй, (2.46) 

где Г/—оптическое расстояние, проходимое нейтроном де­
ления от точки рождения до точки i-ro столкновения. 

Конечно, требуется выполнение условия непрерывности 
возмущенной меры относительно невозмущенной. В случае 
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гладкой зависимости сечений от некоторого параметра t (на­
пример, температуры) мы получим непосредственно из (2.46) 

1=1 
i 

X Ud In ydt)t + £ (d In Zs/dt^-dTt/dT) , (2.47) 
*=i 

где (dH/dt) k означает температурную производную соответ­
ствующего сечения в точке xk фазового пространства. 

В качестве следующего примера рассмотрим случай рас­
чета возмущения, вносимого гомогенизацией активной зоны 
в рамках многогруппового метода. Применяя основную фор­
мулу для случая фазового пространства (r,Q,у), где у—но­
мер группы, которой принадлежит энергия рассеивающегося 
нейтрона, получаем 

Д*эф ~ S ( V W i {(dPTJdPT0M)t-1}, (2.48) 

где 
dP 

***'' = exp [-(Ггет. i - 7Vo„.,)] X 
d / >roM, I 

Суммирование здесь идет по всем траекториям, начало ко­
торых (т. е. точка деления) принадлежит активной зоне ге­
терогенного реактора. 

В качестве следующего примера рассмотрим расчет эф­
фективности отражателя реактора, используемого в системе 
регулирования. 

Если вакуумная полость в реакторе объема Vo замещает­
ся неделящимся материалом с полным сечением 2 / (г , Е) и 
сечением рассеяния 2 5 ( г , £) (при этом его функция рассея­
ния есть ws(r\ Е, Q —£', Q')), то по теории малых возмуще­
ний 

^ Ф ЦНД = — [ Г Lt (г, Е) Ф (г, Q, Е) Ф+ (г, Q, Е) drdQdE— 
Vo 

- f Ф (г, Q, Е) drdQdEZ s (г, Е) tws (г; Е. а—Е'$ О') X 
К 

X Ф+(г, Q', £') dG'dfi'l - Г S* (г, £) Ф (г, Q, £) X 
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X1Ф+ (г. Q, Е) - Is l (r'fj f ws (г; Et Q-+E', Q') X 
Ч (Г, Е) J 

X Ф+ (г, И', £0 rfQ'd£']. (2.49) 
Используем в качестве Ф+ решение Ф? интегрального урав­
нения 

Ф? (г, а Е) = ] ехр (—т (г, /?, Q, Е)) dR2s (г + RQt Е) X 
о 

X j w* (г + #Q/ £ Q—Я'* «О Ф* (г + RQ, Q'f Е') dQ'dE' + 

+ J ехр (—т (г, /?, Q, Е)) v/L/ (r+/?Q, £) Ф^ (r+RQf О, £)Л?. 

Запишем приближенное выражение для Ф i+ (г, Q, Е) вблизи 
границы реактора с вакуумом, вынося значение подынтег­
ральной функции 2 5 f wsQ>* dQ'dE' из-под знака интеграла 
по R в точке R = 0: 

во 

j ехр I—т (г, R, Q, £)] d/?2 5 (г + /?Q, £) X 
о 

X j ws (г; £ Q—Я', Q') Oi+ (г +RQ, Q', Е') dQ'dE'^ 

= ^ Ц - { 1 - е х р ( - Г ( л О , £ ) ) ] Х 
X J ws (г; £ Q—£', Q') Ф I+ (г, Q', Е') dQ'dE', (2.50) 

где T(r, Q, E)—оптическое расстояние от точки г до грани­
цы реактора по направлению Q для нейтрона с энергией Е. 
С учетом уравнения (2.50) получим из (2.49) 

^ ! * ЦНД = Г Zs (г, Е) Ф (г, Q, Е) ехр (-7* (г, Q, Е)) X 
Аэф J 

X Г ws (г; Е, Q-+E', Q') Ф^ (г, Q', £') dQ'dE'— 
•о 

- j Е* (г, Е) ф (г, Q, £) drdQdE Г ехр (—т (г, R, Q, £)) X 

X v/E, (г + /?Q, £) ф + (г + /?Q, Q, Е) dR. (2.51) 
Вторым членом в уравнении (2.51) можно пренебречь в 

случае расположения возмущенной области вблизи границы 
реактора, поскольку подынтегральное выражение отлично от 
нуля только для направлений нейтронов, движущихся от от­
ражателя к активной зоне, а поток этих нейтронов мал. Учи-
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тывая также, что для 0+=<Di ценность нейтронов деления 
есть просто /Сэфэ получаем 

ДК9ф s j ф (г, Q, £) 2 8 (г, Е) ехр[-Г (г, Q, Е)] X 

X rfrrfQdi? j w5 (г; E, Q—£', Q') Ф^ (r, Q', £') rfQ'd£'. (2.52) 

Применяя к интегралу (2.52) основную теорему об оцен­
ке билинейных функционалов, получим 

ДЛС9ф-Л*£' е х р [ - i ( o , U/ ,£ i ) ]2 ( ^ ) А > <2-53) 

где штрих означает суммирование по всем рассеяниям в воз­
мущенной области в процессе блуждания нейтрона, а 
J](vfE//Ef)£ есть вклад в цепную реакцию всех столкновений 

после посещения этой области. 

2.6. Групповой расчет 

Остановимся на определении отношения (см. формулу 
(2.1)): 

в М*> «)*М«) 

Рассмотрим различные методы учета энергетической за­
висимости сечений. 

Г р у п п о в о е п р е д с т а в л е н и е э н е р г е т и ч е с к о й 
шкалы [41. w = —-———, если нейтрон остается в той 

М0)г .г
 ¥ 

же группе г после рассеяния. Здесь 2s?-> г — сечение реакции 
«остаться в той же группе», w =——Li£±L t если нейтрон пе-

2 j ( 0 ) r ^ r + ] 
реходит в следующую группу г+1. Здесь 2*r-r+i— сечение пе­
рехода в следующую группу. 

Н е п р е р ы в н о е с л е ж е н и е за э н е р г и е й нейт­
р о н а . Если реакция разыгрывается по макроконстантам 

6 (а) 25 (а) , , 

среды, то w = / 7 SK ' (нейтрон после рассеяния перехо­

дит в следующую группу), или w = U~~l 1 (нейтрон ос-
(&и—? (0)) 2д0) 

тается в той же группе после рассеяния). Здесь | — средняя 
потеря летаргии; 2 5 —сечение упругого рассеяния; Aw—груп­
повой интервал летаргии. 
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Если определяется нуклид, на котором произошло рассе­
яние, то w = S s / (a)/S s / (0), где 2 s l —сечение рассеяния 
на /-м нуклиде. 

Для неупругого рассеяния и реакции п — 2n w = 
= (" , , > где 2/я(л-2Л) (i—/)—сечение неупру-
гого перехода (или реакции /г—2м) из группы t в группу /. 

Если за энергией следят по непрерывной шкале, то при 
рассеянии на водороде (с сечением 2 Sfi) a> = 2 $н (a)/2s„ (0). 
Та же формула остается справедливой и при групповом опи­
сании сечений водорода, так как матричные элементы 
LS/i (i—>/) не возмущаются. 

В случае деления » = — I ± ^ U L L _ J _ , г д е х ( £ ) _ 
спектр испущенных вторичных частиц; v — число вторичных 
частиц; 2/— сечение деления. 

2.6. Дисперсия метода 

Общие формулы для дисперсии оценок возмущений ли­
нейных функционалов обычно малопоказательны. В совре­
менном расчете ядерного реактора или защиты методом Мон­
те-Карло используется большое число ядерно-физических 
констант, моделируются сложные физические процессы и гео­
метрии систем, так что получить для достаточно общего 
случая легко вычислимую и точную формулу для подсчета 
статистических погрешностей—задача трудновыполнимая. По­
этому, получив общие формулы, переходят к их частным 
выражениям для специально подобранных модельных задач 
[15]. Если модель выбрана удачно, то результаты, получен­
ные при ее исследовании, дают важную информацию о дис­
персиях в неупрощенных задачах. 

Конечно, все достаточно развитые комплексы программ 
Монте-Карло в процессе расчета основных величин опреде­
ляют также и статистические погрешности их вычислений. 
Но из-за сравнительно высокой стоимости подобных расчетов 
существует потребность в методах, которые позволили бы 
решить вопрос об ожидаемых точностях до проведения рас­
четов. Теоретические исследования дисперсий расчетов необ­
ходимы также при сравнении различных оценок. Нередко 
теоретический анализ показывает малую эффективность ка­
кого-либо метода уменьшения дисперсии, тем самым осво­
бождая программиста от излишних усложнений расчетной 
программы. 

Вывод формул дисперсий при расчетах методом коррели­
рованных траекторий, в соответствии со сказанным выше, 
проведем в два этапа. Сначала получим общие формулы, а 
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затем детализируем их для специально подобранной задачи. 
Некоторые простые рассуждения укажут, как следует уточ­
нить формулы рассмотренной одногрупповой гомогенной мо­
дели на случай многогрупповых гетерогенных расчетов. 
Окончательные формулы для дисперсии расчета на выбран­
ной модели получены двумя методами: как частный случай 
общих формул и прямым вычислением, в котором хорошо 
видна «физика» накопления ошибок при расчетах возмуще­
ний. 

В заключение раздела приводятся точности, полученные 
при решении типичных неупрощенных задач реакторной фи­
зики, и очерчивается «область эффективности» метода кор­
релированных траекторий при вычислении различных возму­
щений. 

Общие формулы для подсчета д и с п е р с и й . 
Выкладки, проводимые здесь формально, можно обосновать 
введением обрывающихся траекторий (цепей) Маркова, как 
это сделано в работе [25]. Преимущество формального под­
хода прежде всего обнаруживается в компактной записи фор­
мул и сведении доказательств к элементарным алгебраичес­
ким преобразованиям. 

Первыми выводятся формулы для дисперсии оценки ли­
нейного функционала потока по столкновениям [6], т. е. для 
«основной» оценки в терминах работы [25]. Совершенно ана­
логичный прием применяется для вычисления дисперсии оцен­
ки возмущения линейного функционала потока в методе кор­
релированных траекторий, что позволяет опустить здесь зна­
чительно более громоздкие, но по существу те же вычисления 
и сразу записать результат. 

Запишем уравнение переноса для плотности столкновений 
Т (х) в виде 

цг(х) = j К (*-+х) ¥ (*') dx'+Wi(x)f (2.54) 

или в операторной форме записи W = /OF+^Fi. 
Рассмотрим линейный функционал потока 

/ = j чг (х) <р (х) dx = (V, Ф) . (2.55) 

Запишем уравнение, сопряженное уравнению (2.54) относи­
тельно функционала (2.55), 

Чг+ (х) = j К (x-x')4r+{x')dx' + <р(х). (2.56) 

Операторная запись: *¥+ = /С+Чг+ + ф. 
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Решение уравнений (2.55) и (2.56) можно записать в ви­
де ряда Неймана 

¥ = (1—К)^^^ EJCW4V, 
1=0 (2.57) 

Основную оценку функционала (2.55) методом Монте-
Карло получают осреднением по траекториям величины 

/ - 2 Ф(* / )> (2.58) 
/-о 

где х i — выбираются согласно начальному распределению 
УР\(х) и затем согласно переходным вероятностям /С(*'—>*) 
(моделирование прямого уравнения). Если xi выбирать со­
гласно начальному распределению ср(х) и переходным веро­
ятностям К(х—>х') (моделирование сопряженного уравне­
ния), то основную оценку можно получить осреднением по 
траекториям величины 

/ - £ V i ( * , ) . 
/=0 

(2.59) 

Несмещенность выражений (2.58) и (2.59) легко показыва­
ется (М — знак математического ожидания или первого мо­
мента) : 

М (/) - Л* ( Е *(*,)) - (ф, Vi) + (ф,#СТ,) + . . . -
/-о 

£ (ф, * < ' > ¥ , ) - ( ф . 4 0 ; 
*=о 

М (/) = М(£ V, (х/)) = ( ¥ „ Ф ) + (Уь/С+Ф) + . . . = 
i - 0 

= 2 (У,,1Г+«ф)- №,?+). 

Дисперсия оценки выражения (2.58) определяется по фор­
муле 

*/2=Л1 [ f > ( * , ) j 2 - ( ф , Ч 0 2 = М 2 - / 2 . 
|'=0 
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Вычислим второй момент М2: 

M2 = M\i<? (Xl)]2
 =М{ [£?<*;)] [ 2 * (*,)]} = 

= ж[2 2 2 ?(*,)?(*/)-2 <р2 (*<)] = 

= 2 2 2 IT. (*+«-'> <P)(AW * , ) ] -(*», чг) = 

= 2(W+,«p)-(q>»,40. 
При вычислении M2 использовано правило Коши [13, с. 133]: 

2 2 «Ан*-(£«**)( 2>*Ь 
Окончательно получаем 

а? = 2 ( W + , ф) — (ф2, ЧГ) — (<р, V) 2 (2.60) 
Аналогичный вывод для дисперсии оценки выражения (2.59) 
приводит к формуле 

а) = 2 ( W + , Yi) — (4fi, ¥+) — OFi, Ч")2. (2.61) 
В работах [8, 15] приводится характеристическая функция 

случайной величины (2.58) 
а (0 = М[ехр («/)] = 1 + J У (х, /) { exp[ttp (*)]— 1} dx, 

где Y(x, t) —решение интегрального уравнения 
Y (х, t) = Yi (*) + j ехр[«Ф (хГ)\К[*-*х) Y (x'f t) dx'. 

Выражения для M (I) и a / могут быть получены по обыч­
ным правилам: 

,* = о 

если учесть легко проверяемые равенства: 
Y(x,0)=4 (х); 

У'\, - о - i (/-/О-'ЯфЧ'; а'(0) = t (<р, 40; 
а"(0) =2i(Y',<p) +iH^,W); 

(Г, Ф) = i ((/—/C)-'/C<pY, Ф) = i {К<№, (/—/С)~1 + Ф) = 
= i (/СфТ, ¥+) = I (фТ, K+Y+) = 

= i (ф¥, Т+ф) = t ( W + ф) — » (ф2, 40 . 
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В качестве примера вычислим дисперсию оценки числа 
поглощений для односкоростной гомогенной среды с веро­
ятностью захвата при столкновении, равной р. Уравнения 
(2.54) и (2.56) при этом имеют вид 

цг= (1—р) V + 1 ; V+ = (1— р) *F+ + p, 
откуда 

Чг = 1/р; Ч'+= 1. (2.62) 
Подставляя эти значения в выражения (2.60) и (2.61), 

находим соответственно: для оценки (2.58) а/ = 1—р; для 
оценки (2.59) а] =2(1—р)/р. 

Определим теперь дисперсию оценки возмущения линей­
ного функционала. Допустим, что траектория частицы разы­
грывается согласно уравнению Ч'о = Ко*¥о + ЧЛо- Тогда оцен­
ку возмущения функционала А/ = (W, ф) — (Ч о̂, фо) можно 
получить осреднением по траекториям величин 

д / = fj [W (xt) Ф (*,) - ф о (*,)], (2.63) 

где W(xt)~ W(xt.x) *(*ы"*1\ (для i > l ) 

*№(хо)=-^Щ- (для1 = 0). 

Причина внешнего отличия формулы (2.63) от аналогич­
ной формулы (2.1) заключается в различном определении 
фазовых координат хп и вытекающем отсюда различии в ве­
сах Wп. Если вычислить К (*/-t - > * / ) , то сократится полное 
сечение 2, используемое в качестве нормировочного множи­
теля в функции пропускания и в отношении 2 5 / 2 . Это сок­
ращение проведено в записи формулы (2.1). Однако вклады 
в оценки функционалов в принятой схеме производятся, ког­
да точка столкновения уже определена, но тип столкновения 
(рассеяние, деление) еще не определен. Таким образом, в 
этой точке сокращение полного сечения не может быть про­
изведено. Несократившееся отношение 2 (xn,a)/Ii (хп,0) 
перенесено в формулу оценки (2.2). 

Определение веса по формуле (2.1) удобно при вычисле­
нии, так как может быть записано в реккурентной форме 

Wo = S(x0,u)fS(xofl)\ 
перед столкновением Wn = WQ-\ exp (— Дт л ) ; после столк­
новения (деления) Wn = W„-.<**(Хп' а) 

и
 Я1*з(Хп,0)' 
В этой главе нет необходимости детализировать состояние 

хп. Поэтому можно работать с общим выражением (2.63). 
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Несмещенность (2.63) можно показать так же, как это было 
сделано выше. Дисперсия оценки (2.63) вычисляется анало­
гично тому, как была вычислена дисперсия оценки (2.58). 
Записываем окончательный результат: 

olr = 2(*F+x> Ф) + 2( W o b , Фо) - 2 ( W + , Фо) -
- 2 (Ч# V . <р) - (х, Ф2) + 2 (ффо, Y ) - (То, фо2) -

- ( ( Т , ф ) - ( Т 0 , Ф о ) ) 2 (2.64) 
Здесь Ч'б'Ч*) и %(х) являются решениями соответствующих 
уравнений: 

"М^^+28 ) <265> 
Возможность вычисления возмущения функционала мето­

дом коррелированных траекторий связана с существованием 
решения уравнения (2.65) для (х). Отличие ядра оператора 

вместо Ко(х'—+х) в уравнении, описывающем пря-
мое моделирование, указывает на возможность ситуации, 
когда, несмотря на существование решения прямого уравне­
ния, вычислить возмущение некоторого функционала мето­
дом коррелированных траекторий не удается. Подробнее эти 
случаи и возникающие при этом ограничения на метод рас­
сматриваются ниже при решении модельной задачи. 

М о д е л ь н а я задача . Основная расчетная формула 
(2.1) указывает на следующие четыре источника колебания 
весов вкладов: 

1) флюктуации S(x0)/So(*o) в точке рождения частицы х0; 
2) флюктуации разности оптических толщин At/ вследст­

вие случайности длины пробега частицы; 
3) флюктуации отношений Ls(Xi)/2S0(Xi) и Е(x/)/E0(*/) 

вследствие случайности xt; 
4) флюктуации отношения энерго-угловых индикатрис 

WS (Xj -» хш) 

Wso(xi-+*i+i) 
Наиболее просто вычислить флюктуацию первого типа 

в предположении, что остальные три источника флюктуации 
отсутствуют. Допустим, вычисляется возмущение интеграла 
захватов в гомогенной односкоростной среде (р— вероят­
ность захвата): 

А/= f Wpdx— \Wopdx, 
где 4я и 4*0 — плотности столкновений соответственно в воз­
мущенной и невозмущенной средах. 
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Моменты случайной величины W = S(XQ^/S0(XO) примем 
равными: W = M(W) = 1; аV = M(W2) — W = г. 

Очевидно, среднее значение функционала Д/ будет равно 
нулю, а дисперсия 

<& = Ж [ £ P / v ( W - l ) 2 | , (2.66) 
iv-i 

где Pyv =р(1—Р)^ -1 —вероятность захвата в N-м столкно­
вении. Вычисления (2.66) дают значение а д/=? г. 

Рассмотрение случаев 2), 3), 4) приводит к качественно 
новой ситуации. При некоторых характеристиках среды дис­
персия расчета возмущения может сделаться бесконечной. 

В качестве модели вновь выберем гомогенный односко-
ростной случай. Вначале рассмотрим возмущение оптических 
толщин, причем формулу для дисперсии выведем прямым 
способом. Затем, на этой же простейшей модели рассмотрим, 
помимо флюктуации 2), также случаи 3) и 4). Формулы для 
дисперсий получим как частный случай общих формул (2.64). 
Фактически, как видно из структуры формулы (2.52), доста­
точно вычислить дисперсии от флюктуации какого-либо од­
ного отношения, например 2 S (x/)/£ so (*/), так как другие 
(2(*/)/2о(*/) и Wi/wtp) входят в формулу однотипно. 

Определим следующим образом зависимость сечений от 
параметра возмущения а: 

2 ( а ) = 2 0 ( 1 + а); 
2 S (а) = 2 5 0 ( 1 + а). 

Пусть р = 2 а /2 — вероятность захвата, зависящая от а. Рас­
смотрим функционал захватов / = f pWx. Определим 
Д//а = (l/a)J [р (а) ¥ (а) — р (0) ^ (0)J tf*. Формула для 
оценки среднего значения Д//а имеет, согласно выражению 
(2.63), вид 

±L _ ± JL у V W M ^ « ) _ м*.Д>1. {2Щ 

где Wn задается формулой (2.52). 
Учитывая указанные выше предположения (2.67) относи­

тельно зависимости сечений от а, получаем следующие выра­
жения для оценки Д//а по одной траектории: 

д7/а=* J PN[ dyZ(N,y), 
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где 
N 

/1 = 1 * -1 

1 1 

JV р а з 

Так как длина пробега // = — (1/20) In Y/ > то 

exp (—So//) 
где у/ —стандартное случайное число (О-т-1). 

При возмущении, равном нулю 

? = ' 2 ^JrfT2(o + «)»flei-i)-

1 
Для конечности интегралов f ?а rfy требуется выполнить ог-

раничение 1: а>—1. 
Дисперсия (Уд//а определяется по формуле 

-(р2/«2)£ ^ С ^ ( Х Г 1 + « ) Л П ^ - ^ ) 2 . (2.69) 
ЛГ=1 ЛГ л - 1 / = 1 

Обозначим г — (1+а)2 / (2а +1) . Определим 

Q=fdT[i](l+«)"riT?]2 = 
= frfT[TlO + «)+TiTSO+«)8+. • • H-TfTS - • . т^г(И-<] 2 = 

= J T̂Tf (i + «)2П + 750+«)+ . . . +т?. . . TS,(1+<- ' ] 2= 

- r J <*r{i+T20+«)[i+TiKi+«)+ • • • +TS •. • т^(1+а)^-2]Р= 
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= r { l + 2 ( / V - l ) + r j r f 7 [ l + 7 ; ( l + « ) + . . . + 
ЛГ-2 

+ T5- • • т ^ ( 1 + « Г - 2 ] } 2 -
= r{ 1 + 2 (JV-1) + r[l + 2 (JV-2) + г ( . . . ) ]} -

= r + r* + ... + rN+2r[(N— 1) + r(#—2) + . . . + г л - 2 ] . 
(2.70) 

Для вычисления суммы членов ряда (2.70) воспользуемся 
следующими формулами, которые легко доказываются диф­
ференцированием по г выражения для суммы членов геомет­
рической прогрессии: 

Ew-i=£.'i 
/ - 1 

П 
у iri r - ( t t + l)r»+i4-/ir"+a 

/ - 1 

Определим 

5 = а0Ь0 + а\Ь\ + . . . + апЬп , 

где at = aor'; 6̂  = 60 + id. Тогда 

5 = а0Ь0 — Ь #о« *—-f— . 
1 — г (1 — г)5 

Для случая ряда (2.70) а0 = 1; b0 = N— 1; d = — 1; л = W—2. 
Следовательно, 

г_,.ЛЧ-1 
0 = - ^ + 2 г 

1 — г 

1 - л-1 

\ - г 
(Л^ _ 1)_ 

(1-/-)' J 

= ТПГТИ 2 ^ ( 1 _ г ) + (r'V _1 ) (г+1)1, 

N п 
Так как С tf? £ (1 + *)п П 7* = N, т о 

N п=\ 1=1 

j <*Г [ 2 ( 1 + *)* f l T l - W ] 2 = Q - ЛР. (2.71) 

1 
При выводе формул (2.70) встречались интегралы jVarff, 

которые существуют при а>—V2. Таким образом возникает 
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ограничение 2: (а>—V2), которое оказывается более силь­
ным, чем сформулированное выше ограничение 1 (а>—1) 
и, следовательно, включает его в себя. 

Чтобы закончить вычисление дисперсий, вычислим ряд 

ЦЯ* (Q-N*). (2.72) 
Л Г = 1 

соотношениями 

2 NPN - 1/р; (2.73) 
N=1 

S №PN = (2-р)1р*; (2.74) 
JV=I 

Ъ^Ры-ргКХ-г+рг). (2.75) 

Для сходимости ряда (2.75) необходимо выполнить огра­
ничение 3: г (1—р)<1, или эквивалентное ему 

*>Ш- (2-76) 
Ограничение 9 более сильное, чем ограничение 2. Таким 

образом, ограничение 3 является основным условием сущест­
вования дисперсии в\11а. 

Вычислив ряд (2.70) с помощью соотношений (2.73) — 
(2.75), получаем окончательную формулу для дисперсии: 

о _ J _ ( l + g ) ( r - l ) l + g /о 7 7 ч 

где по определению е=1—/?— вероятность рассеяния. 
Выведем теперь формулу (2.77) из общих выражений для 

дисперсии (2.64). Рассмотрим более общую модель. Предпо­
ложим, что кроме полного сечения 2 возмущаются вероят­
ности захвата р, а также введем энергетическую зависимость 
для изучения зависимости дисперсии от объема фазового 
пространства, в котором отлична от нуля весовая функция ф. 

Обозначения 2, р, е — соответственно полное сечение, ве­
роятность захвата и вероятность рассеяния (р + е = 1) для 
возмущенной среды. 20> Ро, е0 — те же величины (ро+е0=1) 
для невозмущенной среды. Предположим, что после рассея­
ния частица переходит в состояние с новой энергией £, со­
гласно плотности М (Е) ({ М (Е) dE = lY Источник S (Е) не 
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возмущается [ f S (E) dE = 1 \. Для рассматриваемой моде* 

ли выберем вид функций S, М, ср, приведенный на рис. 2.1. 
Прямое уравнение 

W (Е) = J гМ (£) ¥ (£0 rf£' + Yi (£) 

имеет решение 
W (Е) = (е/р) М (Е)'+Vi(fi). 

(2.78) 

(2.79) 

- 1 — ~ 
1 Е 0 1 Е 0' V 1 Е 

Рис. 2.1. Зависимость функций S, Л1 и ср от энергии в модельной задаче 

Сопряженное уравнение 

V+ (£) = ? еМ (Е') ¥ + (£0 dE' + Ф (£) (2.80) 

имеет решение 

Чг+ (£) в (в/р) f М (£) ф (£) rf£ + Ф (Я) (2.81) 

Прежде чем решать характеристическое уравнение 

, ? б»Рехр(-2И*) rf;c у 
Л J во20ехр(-2оЛг) ~ 

Л J Л4(£)М ' ' 1̂С 

^ i ( £ ) 

* ю ( Я ) 
(2.82) 

постараемся его упростить. 
На пути от источника до первого соударения частица при­

обретает вес WQ — (2/2о) ехр (—Дт). Вследствие случайности 
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Дт, этот вес флюктуирует. Проведя осреднение Чг2(£)/Чгю(£) 
по этим флюктуациям, получаем 

м |_5_?<£)_1 _ ? 2» exp (-25L*) 
^ю (Е) 

1 Г P e x p ( - g x ) rf ( 2 8 3 ) 

гдег = / 2 / (2/—1); t = 2/S0. 
Для существования интеграла (2.83) необходимо выполнить 

условие 2 2 > 2 0 или 2 />1 . Очевидно, что эти условия эквива­
лентны ранее сформулированному ограничению 2. 

Окончательно получаем следующее характеристическое 
уравнение для задачи: 

% (Е) = frM (Е) Г х (Я') <Ю' + S (£) г, (2.84) J * 
которое имеет решение: 

x ^ = r z 7 ; M ( £ ) + r S<*b (2-85) 

где / = е2/е0. 
Для сходимости ряда Неймана в уравнении (2.84) требу­

ется выполнить условие 
fr<\. (2.86) 

Нетрудно убедиться, что в случае невозмущенных вероятнос­
тей рассеяния (е0 = е) ограничение (2.86) эквивалентно 
сформулированному выше ограничению 3 (ге<1). 

Подставив решение (2.79), (2.81) и (2.85) в общее выра­
жение для дисперсии (2.64), с учетом конкретного выбора 
функций S, М, ф получаем следующее выражение для дис­
персии оценки функционала Д/ = (ф ,^ ) — (фо, Ч^): 

oh = V[prl(l-fr) - (Polp)] (2eV + p). (2.87) 
Зависимость множителя 2eV + p от V показана на рис. 2.2. 
В частном случае при ро=р {е0=е) и V = l получается 

ранее выведенная прямым способом формула (2.77) 
о2 _ ( 1 + е ) ( г - 1 ) _ ( 2 8 8 ) 

а / 1 — re 

В другом частном случае, когда возмущается сечение 
рассеяния, но не возмущается полное сечение (2=2о) , вы­
ражение для дисперсии (полагаем V = l ) может быть запи­
сано в следующем виде: 

_ ( e o - g ) i 
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Знаменатель формулы (2.89) всегда больше нуля, так как 
должно быть выполнено условие сходимости (2.86) ряда Ней­
мана 

/<1 или е2<е0. 
Исследуем подробнее случай, когда возмущается лишь 

оптическое расстояние. Выясним на этом примере, насколь­
ко ограничительно условие конечности дисперсии оценки 
возмущения (fr< 1). Как и прежде, предположим 2 = 20 (1 + а). 
Ограничение /г<1 указывает, что допустимы значения пара­
метра возмущения а, лежащие в интервале 

*мин - -Vp/(l + Ур)\ «макс = Vp/(\ - Vp). (2.90) 
Минимальное значение дисперсии на одну траекторию 

< , a = *(e+l)/P 'A//a (2.91) 

достигается при a = pie. 
Нейтрон одного поколения испытывает в реакторе нес­

колько десятков соударений до поглощения или вылета, т. е. 
р— обычно величина ма­
лая. Допустим /7=1/25, 
тогда aMIiH = —1/6, 
амакс=1/4. Таким обра­
зом, ограничение fr<\ 
чувствительно сужает сфе­
ру применимости расче­
тов возмущений. Рассмот­
ренная модель характе­
ризует самый неблаго­
приятный случай — воз­
мущение затрагивает всю 
область фазового прост­
ранства. Когда же воз­
мущению подвергается 

лишь часть системы, увеличивается вероятность вы­
лета из области возмущения (по энергии, пространству, уг­
лам или в результате захвата), а она может оказаться мно­
го больше, чем просто вероятность захвата частицы в систе­
ме. Например, при* определении кампании реактора учиты­
вают отравление для блоков горючего, которые занимают 
часть системы. К тому же сечения сильно возмущаются лишь 
в нескольких энергетических группах. 

Чтобы конкретизировать эти рассуждения, вернемся к мо­
дели гомогенной среды и рассмотрим случай, когда возмуще­
ния сечения захвата (рассеяния) происходят лишь в некото­
рой области энергий (рис. 2.3). 

Рис. 2.2. График функции 2eV + р от 
аргумента V 
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Характеристическое уравнение имеет вид 

Х(Е) = М\— rw + e0(l—w)] f х (£ ') dE' + 

+ S[rw+ (l—w)]. (2.92) 
Условие сходимости ряда Неймана уравнения (2.92): 

Pk 

о̂ 
-га) + £о(1— w ) < 1 - (2.93) 

/ £ 

Рис. 2.3. Зависимость вероятного захвата р до возмущения (а) 
и после возмущения (б) от энергии нейтрона 

Покажем, что ограничение (2.93) менее жестко, чем (2.86) 
у— г < 1 ) . Для этого преобразуем неравенство (2.93): 

-?-r< l-e°V-w) . (2.94) 

Правая часть (2.94) всегда больше правой части (2.86), рав­
ной единице: 

1 — gp (1 — W) ! (1_—«f)/?o 1 = >о, 
так как w<\. 

Вычислим для примера значения ашш и амаКс > согласно 
ограничению (2.93), и сопоставим их со значениями из (2.90). 
Так же, как в примере (2.88), предположим, что сечение 
рассеяния не возмущается (е=е0). Примем р = 1/25, а; =1/25. 
Получаем амин = —5/12, а маКс = 5/2. Сравним со значения­
ми, получаемыми из (2.90): амин =—1/6 и амаКс = 1/4. 
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Интересно отметить, что применение метода выравнива­
ния полных сечений — метода максимальных сечений (см. [25], 
а также разд. 3.3 настоящей работы) расширяет область до­
пустимых возмущений, имеющих конечную дисперсию. В ме­
тоде максимальных сечений при помощи введения фиктивных 
сечений (рассеяние на которых не изменяет угла полета и 
энергии частицы) добиваются равенства полных сечений в 
исходной и возмущенной средах. Для односкоростной модели 
это означает, что дисперсия оценки возмущения определяется 
формулой (2.89), а условие конечности дисперсии имеет вид 
е2/е0<19 где 

* в №е + Еф)/Еиакс; 
ео в №ео + £ф0)/£макс; 

^макс "" %а + 2>е + £ф я %а0 + ^ео + 2 ф 0 . 

(2.95) 

Здесь 2 макс —полное сечение, одно и то же в обеих средах; 
2фо = ^ макс — 20 и 2 ф = 2 макс — 2 — фиктивные сечения ис­
ходной и возмущенной сред. Из формул (2.95) следует огра­
ничение на конечность дисперсии: 2 Л/Ем«ю <2—2 ао/^а-
Так как 2макс можно, в принципе, выбрать сколь угодно 
большим, то конечности дисперсии можно добиться, если вы­
полнить условие 2 я 0 / £ я < 2 или эквивалентное условие 
(2/2о) Ро<2р. Так, при р = р0 необходимо, чтобы выполня­
лось условие 2<22о. 

2.7. Потеря точности при вычислении 
малых возмущений 

Вклад эффекта Доплера в /Сэф реактора имеет порядок 
10~4—10~6 К эф/град- Если провести расчет этого эффекта ме­
тодом Монте-Карло, задав константы в исходной среде, на­
пример при 300 К, а в возмущенной при 301 К, то сечения 
будут отличаться весьма мало, так что в формуле (2.1) раз­
ности оптических толщин будут близки к нулю, отношения 
сечений к единице, и суммарный вес будет мало отличаться 
от единицы. Соответственно в формуле (2.2), по которой рас­
считывается эффект изменения функционала, будут вычи­
таться близкие величины. В конечном счете окажется, что 
вследствие ограниченности разрядной сетки ЭВМ произойдет 
пропажа знаков. Спрашивается, насколько этот эффект ог­
раничивает возможности расчета возмущений? Или, кон­
кретно, для примера расчета доплер-эффекта, каков мини­
мальный интервал приращения температуры, при котором 
можно вычислить /Сэф с приемлемой точностью? 

Этот вопрос исследовался экспериментально. В комплек­
се программ АРМОНТ [12] имеется возможность вычислить 
непосредственно температурную производную Кэф (модуль 
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№ 32)*, и при этом не происходит пропажи знаков (см. разд. 
3.3), и вычислить Д/СЭф при любом приращении констант 
(модуль № 38). Была выбрана ячейка натурного реактора, 
геометрия которой представлена на рис. 2.4. 

На нижней поверхности Н и боковой Б задавались зер­
кальные отражения, на верхней В — вылеты нейтронов. 

По модулю № 32 была вычислена производная К/==дК/др 
от изменения плотности р, заштрихованной на рисунке зоны, 
содержащей вещество за­
медлителя. Затем вычис­
лялась конечно-разност­
ная аппроксимация той 
же производной /(' = 
=А/С/Ар для разных зна­
чений Ар при помощи мо­
дуля № 38. Расчет прово­
дился таким образом,что­
бы траектории совпадали 
в расчетах по двум моду­
лям. Другими словами, 
последовательность фазо­
вых координат Хь Х%,..., 
Хп точек столкновения 
была одинаковой при рас­
четах по обоим модулям, 
и этим исключались ста­
тистические флюктуации 
в разностях двух расчетов 
К' и К'. Уменьшая те­
перь Ар, можно просле­
дить, как будет вести се­
бя величина К по отно­
шению к /С'. 

Результаты расчета 
представлены на рис. 2.5. 
По оси ординат отложе­
но число десятичных зна­
ков, совпадающих в /С' 
и /С'. По оси абсцисс— относительная величина возмуще­
ния е(Ар = рое, где р0 — исходная плотность). 

Из рисунка видно, что в зависимости от последователь­
ности случайных чисел потеря точности может происходить 
по-разному. Но главная закономерность ясно видна: при 
больших и малых е точность ухудшается. Расхождения К' и 

* Номера модулей взяты из работы [12]. 

2\ 

В 
1 . 

1 
1 , 

1 1 
/ 

Б 

' 

1 !Ш 
^ 

J>4S* н R 

f 0>84 

~<  1,57 —»-

Рис. 2.4. Ячейка реактора в R-
метрии (все размеры указаны 

■2-гео-
в см) 
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К' при малых е объясняются потерей знаков в машине, при 
больших е — увеличением дисперсии расчета. Оптимум (мак­
симум на рисунке) достигается при е«10~5. Эксперимент 
проводился на машине М-222, содержащей 45 разрядов в 
двоичном представлении числа. Для машин с меньшим чис­
лом разрядов этот максимум, очевидно, сдвигается влево. 

Более детальный анализ показывает, что в формуле (2.1) 
при 8<10~5 смещение в расчетном функционале за счет зна­
ков, потерянных при вычитании близких чисел в машине, не 

1 0 1 
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Рис. 2.5. Точность конечно-разностной аппроксимации: X — первая серия 
расчетов; Q — вторая серия расчетов с иной последовательностью слу­
чайных чисел в обоих модулях; осредненная кривая по двум 

расчетам 

превосходит числа знаков, потерянных в разности 2 (а)—2 (0). 
Этот результат очень важен. Так как методы Монте-Карло 
дают значения функционалов с точностью, как правило, не 
превосходящей трех десятичных знаков (несколько десятков 
тысяч историй), то можно заключить, что даже для довольно 
малых возмущений пригодны программы, рассчитывающие 
конечные приращения (типа модуля № 38). Здесь стоит от­
метить, что в программах, вычисляющих конечные возмуще­
ния, легче учесть различные возмущения, чем при расчетах 
производных, где требуется более громоздкий способ подго­
товки констант для задания возмущений. 

2.8. Структура программы для расчетов на ЭВМ 
Программы для расчета возмущений в ядерных реакто­

рах могут быть построены на базе обычных программ мето­
да Монте-Карло. Они обладают той же общей структурой: 
1) ввод исходных данных; 2) подготовка нейтронно-физичес-
ких констант; 3) расчет Монте-Карло; 4) обработка резуль­
татов счета. 
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Их отличительной особенностью является присутствие 
двух систем констант — для исходного и возмущенного сос­
тояния системы. Если основными расчетными функционалами 
являются потоки в отдельных зонах и группах, то программы 
рассчитывают также два набора этих функционалов — соот­
ветственно исходному и возмущенному состояниям систем. 
Знание потоков и их возмущений для всех зон и энергети­
ческих групп предоставляет достаточную информацию для 
вычисления всех линейных функционалов и их возмущений 
(чисел процессов, тепловыделений, активаций, коэффициента 
размножения и т. п.). Достаточность зонно-групповых потом­
ков связана с тем, что при групповом представлении конс­
тант они являются величиной постоянной внутри энергети­
ческой группы и геометрической зоны и могут быть вынесе­
ны за знак интеграла: f 2<Dtfx = 2 f Q)dx. 

Нейтронно-физические константы для расчета подразде­
ляются на два типа: относящиеся к основному и возмущен­
ному состояниям системы. При задании исходных констант 
программист использует два массива, имеющих размерность 
числа геометрических зон, в которых указывает соответствие 
между номером зоны в геометрии системы и номером физи­
ческого состава этой зоны для основного и возмущенного 
состояния зоны. 

Разделение понятий «геометрическая» и «физическая» зо­
ны всегда полезно. Во-первых, экономится машинная память 
и время на подготовку констант, во-вторых, предварительный 
анализ наличия возмущения в данной геометрической зоне 
позволяет в процессе расчета исключить ненужные вычисле­
ния экспонент с нулевым показателем степени. Упрощается 
также структура подпрограмм, подготавливающих констан­
ты для расчета. Все физические константы, безотносительно 
к тому, соответствуют ли они основному или возмущенному 
состоянию системы, вычисляются единообразно. Например, 
если требуется определить доплер-эффект, связанный с из­
менением температуры в какой-либо геометрической зоне, то 
готовятся два набора констант, соответствующие исходной 
и возмущенной температуре. Эти константы получают различ­
ные физические номера. 

Разделение понятий «расчетная зона» и «геометрическая 
зона» ведет к более глубокой перестройке структуры про­
граммы. Поясним термин «расчетная зона». Под ним пони­
мается совокупность геометрических зон, для которых не 
требуется выводить информацию по отдельным геометричес­
ким составляющим зоны, а предполагается вывод интеграль­
ной информации. В практике расчетов эта ситуация встреча­
ется довольно часто, и, казалось бы, введение понятия «рас­
четная зона», подобно понятию «физическая зона», должно 
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привести к экономии машинной памяти. Однако следует 
учесть, что тогда набор потоков для расчетных зон не обра­
зует полный набор для вычисления линейных функционалов, 
так как расчетная зона может содержать различные физи­
ческие зоны. Расчетная зона как единица измерения потреб­
ностей в машинной памяти не дает возможности определить 
произвольный линейный функционал в программе обработки 
после завершения основного расчета. При таком подходе 
функционалы, вообще говоря, должны определяться в про­
цессе счета, загружая дополнительными операторами геомет­
рический блок и блок розыгрыша реакций, что, естественно, 
приводит к снижению скорости счета. 

Распространенное мнение заключается в том, что нерен­
табельно создавать универсальные программы с геометрией 
«на все случаи жизни», с большим списком вычисляемых 
функционалов. Это приведет только к снижению быстродейст­
вия, увеличит объем и сложность программы, что в свою 
очередь потребует больших затрат времени на ее отладку. 
Целесообразней программы узкого назначения — специализи­
рованные модули — включать в библиотеку комплекса и да­
лее, согласно потребностям текущего задания на расчет, на­
бирать из модулей необходимую цепочку [3, 12]. Специализи­
рованные модули собираются из различных геометрических 
блоков, подпрограмм типов реакций и т. п. [43]. 

Перейдем к подробному описанию структуры программы 
для вычисления возмущений методом коррелированных тра­
екторий. Как уже отмечалось, программа сохраняет обычную 
структуру, она состоит из двух блоков: геометрического и 
блока розыгрыша реакций. 

Геометрический блок. На вход блока поступают 
фазовые координаты частицы после предыдущего столкно­
вения (или координаты в точке влета в систему): энергия Е, 
три координаты радиус-вектора г и две координаты угла по­
лета Й. При расчетах нестационарных процессов, времени 
жизни частиц и т. п. добавляется седьмая координата — вре­
мя жизни частицы т. Помимо фазовых координат г, Q, Е, х 
необходимо также иметь еще две дополнительные характе­
ристики частицы: вес W0 для частицы в невозмущенной сис­
теме и W — в возмущенной. Итого девять координат. Иногда 
полезно расширить этот минимум, включив избыточную ин­
формацию (например, три направляющих косинуса для ха­
рактеристики Q), с цельк> уменьшить число арифметических 
операций в геометрическом блоке. Иногда список координат 
можно уменьшить. Например, вес W0 в невозмущенной среде 
всегда равен единице; из-за осевой симметрии достаточно 
иметь два параметра для определения г; не учитывается вре­
мя жизни т и т. п. Если имеется достаточный объем опера­
тивной памяти, можно посоветовать выделить десять ячеек 
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памяти под координаты частицы. Этого числа должно хва­
тить для решения большинства задач. 

Назначение геометрического блока — определить фазовую 
координату следующей точки столкновения. Если не исполь­
зуется метод максимальных сечений, то в геометрическом 
блоке моделируется траектория частицы и при этом вычис­
ляются длины пробега // в каждой пересекаемой частицей 
зоне L Согласно этим длинам пробега вычисляется текущее 
значение W (см. формулу (2.1)) на каждой границе раздела 
сред. Пусть WW— вес на границе i, тогда вес частицы на сле­
дующей пересекаемой границе f+1 вычисляется по формуле 

№</+!)= Ц7('>ехр(—At/), 

где At/— разность оптических длин At/ = / / ( 2 / — 2 0 / ) . 
Если произошло столкновение, то последнее значение // 

берется как расстояние от последней пересеченной границы 
до точки столкновения. Иногда частица может не вылетать 
за пределы зоны между последовательными столкновениями. 
Тогда // — расстояние между предыдущей и последующей 
точками соударений. 

Удобно вести вычисления в безразмерных длинах. Умень­
шается количество арифметических операций деления, упро­
щается логика геометрического блока [38]. Например, при 
оценке по столкновениям в счетчик следует заносить значе­
ние, равное единице для невозмущенной среды и текущее 
значение Wп для возмущенной. Делить на полное сечение 
можно в программе обработки. Аналогично, при оценках по 
длинам пробега суммируются безразмерные длины. Все ска­
занное, естественно, относится к тому случаю, когда накап­
ливаются функционалы потока отдельно для всех геометри­
ческих зон и групп. 

Блок розыгрыша реакций. После того как опре­
делена координата очередной точки соударения, геометри­
ческий блок передает управление в блок розыгрыша типа 
реакций. Очередность розыгрыша реакций программируется 
с учетом их вероятностей (вначале проверяются наиболее 
вероятные и т. д.). Если ведется поизотопный розыгрыш, вна­
чале просматриваются изотопы с наибольшим полным сече­
нием. Когда тип реакции определен, находятся новые коор­
динаты Q, Е, а также новое значение веса Wн, согласно фор­
муле (2.1): 

WH-W£r(xh а)/Ег(*ь 0), 

где Wr — вес на выходе геометрического блока; 2Г (х) — 
сечение происшедшей реакции типа г. 
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Если при данном типе реакций возмущение затрагивает 
энерго-угловую индикатрису, то вес модифицируется дальше: 

w _ w Wsjrt 
Ws(0) 

где Wu —вес после домножения на отношение энерго-угло­
вых индикатрис. 

При групповом способе описания сечений и при полном 
зонно-групповом вычислении потоков (плотностей столкно­
вений) нет необходимости умножать вес в последней точке 
соударения частицы на 2 (хп, а)/2 (хп>0) (см. формулу 
(2.2)). Это можно проделать в конце счета в программе об­
работки. 

2.9* Формулы обработки при групповом расчете 
Пусть Ф[г, i,n] — основной расчетный массив, определя­

емый в геометрическом блоке программы Монте-Карло. 
Здесь г — индекс энергетической группы; i — индекс гео­

метрической зоны; п=1—сумма безразмерных длин пробе­
га всех разыгранных частиц в группе г в зоне i; м = 2 — сум­
ма весов (2.1). Суммирование проведено в точках соударе­
ний для всех разыгранных частиц в группе г в зоне i; м=3 — 
число соударений всех разыгранных частиц в группе г в зо­
не i. 

Величины Ф[г, t, 1] и Ф|[г, i,2] представляют собой инте­
гралы плотностей столкновений в невозмущенной среде в 
группе г в зоне i} оцененные соответственно по длинам про­
бега (п=1) и по столкновениям (я = 2). Ф[г, i, 3] — соответ­
ствующая плотность столкновений в возмущенной среде. 

Среднее число соударений на историю в невозмущенной 
среде п0 и в возмущенной п{ определяется по формулам: 

1 

По всем По всем 
группам г зонам i 

^ = 7Г S 2 ФМ.2], 
По всем По всем 
группам г зонам С 

где Н — число рассмотренных историй. 
Коэффициент размножения, определенный по длинам про­

бега /Спр и по столкновениям /Сст> вычисляется по форму­
лам (для невозмущенной среды): 

По всем По всем 
группам г зонам i 

""tr, г, / 
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П L /r f г, / 
По всем По всем 
группам г зонам i 

Здесь v2 /, г, / — произведение числа вторичных нейтронов 
деления v на сечение деления 2 / в группе г в зоне i (для 
невозмущенной среды); 2^, г, / —транспортное сечение в 
группе г в зоне i (для невозмущенной среды). Эти же вели­
чины, помеченные штрихом, относятся к возмущенной среде. 

Приращение коэффициента размножения А/С = К'—К оп­
ределяется по формуле 

По всем По всем 
группам г зонам i 

_ ^ - 1 _ Ф [ Г ) / ) 3 ] 
*7г, г. / 

Линейный функционал активаций А = f Еи Фб/х для ин­
дикатора, помещенного в зону I, деленный на объем зоны 
V[i], определяется по формуле (для невозмущенной среды) 

Л = 1- У 1н'г' ' Ф [г, /, 21, 
По всем 
группам г 

где 2 и, г, i —сечение индикатора в группе г в зоне L 
В предположении, что сечения индикатора не возмуща­

ются, можно получить следующую формулу для приращения 
активаций АА: 

А Л = ^ л Ь г 2 -bbJii- <ф£г, /, 2) — Ф [г, /, 31). 
п v il\ Ltr, г, i 

По всем 
группам г 

Одновременно с расчетом функционалов можно подсчи­
тывать их статистические точности. Для этого используется 
известная оценка «средний квадрат минус квадрат средне­
го». Одновременно с основными величинами суммируются их 
квадраты. Соображения о возможности экономии машинной 
памяти при оценке погрешностей изложены в работе [40]. 

■ 



3. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРОИЗВОДНЫХ 
ПО ВОЗМУЩЕНИЮ МЕТОДОМ 

КОРРЕЛИРОВАННЫХ ТРАЕКТОРИЙ 

3.1. Предельный переход 
Непосредственный переход к вычислению производных 

оправдан по нескольким причинам. Во-первых, появляется 
возможность вычислять сколь угодно малые возмущения, не 
опасаясь пропажи знаков за разрядной сеткой машины. Во-
вторых, отпадает необходимость вычислять экспоненты при 
определении весов, ускоряется алгоритм. В-третьих, и это 
обстоятельство может оказаться решающим, непосредствен­
ный расчет производной, в отличие от прямых вычислений 
конечных возмущений, имеет конечную дисперсию (за ис­
ключением некоторых особых случаев). Метод интегрирова­
ния по параметру, описываемый в гл. 4, основанный на по­
следовательном вычислении производных для промежуточ­
ных сред, позволяет также определять конечные возмущения. 

Непосредственное вычисление производных находит при­
менение при определении доплеровского коэффициента реак­
тивности, плогностных эффектов реактивности, эффектов от из­
менения геометрии. Программы вычисления производных мо­
гут быть получены простой модификацией обычных программ 
Монте-Карло, предназначенных для прямых расчетов. 

Формулу для оценки производной линейного функциона­
ла / = (Ч*1, ф) можно получить, совершив предельный переход 
limAZ/Да в формуле (2.2). Дифференциальным аналогом эф-
Да-*0 
фективного веса W является «дифференциальный вес» D, по­
лучаемый дифференцированием формулы (2.1) по а: 

pi S' (хо) | 

л - 1 

1=1 

— Дх/ A 1 
M*/) ws(n; Eh Q,-»£,+„ Ц ж ) . (3 (3.1) 

Штрихами помечены производные по а (при а=0). 
Дифференциальный вес определяется вдоль траектории 

частицы, разыгрываемой согласно правилам аналогового мо­
делирования. Формула (3.1) для определения дифференци­
ального веса справедлива для случаев, когда: 1) геометрия 
системы не возмущается, 2) 25(*/) ф 0; ws(xi)=£0. Рас-
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пространение метода на случай, когда не выполняется второе 
условие, требует ведения неаналогового моделирования тра­
екторий по измененным вероятностям реакций и описывает­
ся далее. На практике второй случай встречается часто, на­
пример при изучении влияния малых примесей, и при этом 
ведется поизотопный розыгрыш реакций или в среду вводит­
ся водород. 

Производная линейного функционала / = (4я, <р) при ус­
ловиях 1) и 2), полученная оценкой по столкновениям, рас­
считывается по формуле 

н Nt 

/ = 1 /2 = 1 

которая получена как предельный случай из формулы (2.2). 
Здесь Н — число рассмотренных историй; Nt —число столк­
новений в i-й истории. Вследствие несмещенности (2.2) оцен­
ка (3.2) также является несмещенной. 

По-видимому, можно пользоваться не только оценкой 
производной по столкновениям (3.2), но и по длинам пробега. 
Однако эта оценка еще плохо изучена. 

3.2. Подгрупповой расчет. Доплер-эффект 
В гетерогенных средах величина доплер-коэффициента 

может быть связана с геометрией системы [16] и корректно 
рассчитана лишь методами Монте-Карло. Доплеровский ко­
эффициент реактивности ядерного реактора определяется 
степенью влияния температуры на полные и парциальные 
сечения взаимодействия нейтронов с ядром. При расчете доп-
леровского коэффициента задаются — -̂̂ —^^ производ­
ные сечения типа х (захват, деление и т. д.), взятые при 
энергии налетающего нейтрона Е и температуре среды Г. 
Детальный ход сечений от энергии можно восстановить по 
резонансным параметрам (см. Приложение 2). Ниже будет 
рассмотрен более экономичный, чем восстановление деталь­
ного хода сечения (54], подгрупповой метод учета зависимос­
ти резонансных параметров от температуры. Расчеты натур­
ных реакторов показывают высокую эффективность метода. 

Подробное изложение существа подгруппового метода 
описания резонансной структуры сечений дано в Приложе­
нии 1. Здесь мы рассмотрим формулы для расчета производ­
ных линейных функционалов в случае, когда сечения заданы 
в подгрупповой форме. По ходу изложения будут сформули­
рованы основные положения подгруппового метода. Однако 
здесь нас будет больше интересовать вычислительный аспект 
задачи. 
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Определим К (*'—+х)—ядро перехода частицы из состо­
яния х' в состояние х в подгрупповом методе описания сече­
ний. 

1. Функция пропускания (плотность вероятности Т(1) то­
го, что частица испытывает столкновение при прохождении 
отрезка длиной /) в гомогенной среде равна 

Г ( / ) ~ £ а р Е , е х р ( - £ , / ) , (3.3) 

где р = 1, 2 , . . . , п (п — число подгрупп); ар—доля подгрупп п F 

(ар ^ 0 ; S лр = 1); 2р —подгрупповые полные сечения. 
P=I 

Формулу (3.3) можно получить при следующей физичес­
кой интерпретации: нейтрон может двигаться в среде, имея 
лишь одно из П возможных полных сечений 2^; а р—вероят­
ность, с которой нейтрон «попадает» на полное сечение 2^. 
Вероятность попадания в ту или иную подгруппу не зависит 
от энергии нейтрона в группе. 

2. Пусть в точке / = 0 появился нейтрон с энергией Е' и 
направлением полета Q' (точка фазового пространства х'). 
Тогда он имеет следующую вероятность пройти без столкно­
вения расстояние I в гомогенной среде и затем рассеяться в 
направлении Q, имея энергию Е (попасть в точку фазового 
пространства х): 

К (*'-+*) = 
п я 

- 2*ЯЕ / ,ехр(- Е р / ) - ^ WS(Q'9 Е - ®> Я). (3.4) 

Здесь 2sp —сечение рассеяния в р подгруппе; Ws (Q',E'—+ 
—+Q,E)—энерго-угловая индикатриса. Условие нормировки 

J Ws (Q',E'-+Q,E)dQdE= 1. 

В формуле (3.4) отражены следующие два допущения: 
1) вероятность рассеяния зависит от того, в какой подгруппе 
находится нейтрон, и 2) индикатриса, определяющая потерю 
энергии при рассеянии, не зависит от того, в какой подгруп­
пе рассеялся нейтрон. 

Рассмотрим далее управляющее ядро переходов в под­
групповом методе для гомогенной среды, содержащей / раз­
личных изотопов. Определим вектор подгрупп m как мульти-
индекс, содержащий / чисел. Каждое из них может быть лю­
бым целым положительным числом—1, 2, . . . , П/. П/ — мак­
симальное число подгрупп 1-го изотопа. Например, если име­
ется три изотопа, то запись m = (2, 1,3) означает, что ней-
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трон находится во второй подгруппе первого изотопа, в пер­
вой подгруппе второго изотопа и в третьей подгруппе третье­
го изотопа. Проекция вектора т на его i-ю компоненту обо­
значается ip. Например, проекция вектора т= (2, 1, 3) на 
его вторую компоненту равна единице. В методе Монте-Кар­
ло вектор подгрупп генерируется после каждого рассеяния 
(или рождения) нейтрона. Для этого последовательно опре­
деляют, на каких подгруппах каждого изотопа находится ней­
трон. Вероятность попасть на р подгруппу 1-го изотопа равна 
доле dp] изотопа. 

Определим производящую функцию х/ (*' —*х) ядра пе­
рехода на t-м изотопе следующим образом: 

п/ 

,-1 (3.5) 
Здесь Wsi (Q'f Е'—+Q, Е)—энерго-угловая индикатриса рас­
сеяния на t-м изотопе. Ядро перехода (3.4) получается из 
производящей функции следующим образом: 

К(х'->х)= **'<*'-*' '> 
dt У=0 

3. Производящая функция смеси изотопов есть произве­
дение производящих функций отдельных изотопов: 

/ 
К (х'-х) = ±- f [ х/ (*'-**, t) |,_о. 

4. В случае гетерогенных сред справедливо утверждение 
пункта 3, но производящую функцию (3.5) ядра перехода на 
изотопе модифицируют следующим образом: 

Xt (x'^xj) = 2а<,'>ехр[р,(/)о« WSI(Q', Е' -> 2, E)t-

- | р / ( « ) в « Л ] . 
6 

Здесь р/ (£)—концентрация /-го изотопа вдоль луча Q'; 
$ —полное сечение взаимодействия для нейтрона в р под­
группе мго изотопа; olp —сечение рассеяния на р подгруппе 
i-ro изотопа. 

Запишем теперь аналог формулы (3.1) для вычисления 
дифференциального веса применительно к подгрупповому 
методу учета резонансов. Как было указано выше, нейтрон 
движется в среде, имея полное сечение взаимодействия со-
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гласно разыгранному вектору подгрупп, и далее испытывает 
рассеяние на изотопе i. Ядро такого элементарного перехода: 

К (хн - xj) = ат ехр ( - f Zmdl) £$ Wsl (Q\ E' - Q, E), 
(3.6) 

где 

Совершив предельный переход в выражении (3.6) при пара­
метре возмущения а—-0, получаем следующий аналог фор­
мулы для дифференциального веса (3.1) в подгрупповом ме­
тоде описания сечений: 

Dn - D M + 2 (4°)74° - j Z'mdl + (ES)7Si2- (3.7) 

В связи с тем, что ]£ Яр* = 1, при осреднении суммы 

7 7 = 1 

2] (Яр*У1аР* п о многим траекториям сохранятся те слагае-

мые, которые принадлежат изотопам, не встречающимся ней­
трону на его пути от точки Xy_t до точки Xj . Поэтому эти 
слагаемые можно опустить. Сокращенную сумму будем за­
писывать так: Yi (а{рУ/ар}- Получаем окончательную 

формулу для расчета дифференциального веса вдоль траек­
тории нейтрона: 

*'al(rf> EJ- QJ~>EJ+f 2 /+ l ) 

v>si(rj; Ej, Qj-*EJ+i, QJ+l) 

Формула оценки производной / ' согласно (3.2) имеет вид '-^ЩЫШ^-^}-
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3.3. Возмущение плотности 
Плотность материала (горючего, конструкционного) в 

каждой геометрической зоне реактора или ячейки может из­
меняться в разной степени, в то же время все процессы из­
менения плотности должны быть функцией одного параметра 
а. Любая функция от параметра пригодна для описания из­
менения плотности, если она обладает свойством при а = О 
давать плотности, при которых рассчитывается сборка (ячей­
ка), а при а « 0 в ее разложении в ряд Тейлора остаются 
только постоянный и линейный члены. Оказывается, удобно 
выбрать экспоненциальную функцию 

Р/ (<*) =Р/о ехр (аб/ ) , (3.8) 
где i — номер зоны. Удобство этой функции в том, что в вы­
ражение для дифференциального веса (3.1) входят комбина­
ции 2^/Е г После подстановки в (3.1) выражений Е5/Е, 
при а = 0 получаем 

Ее (здР( а ) ) ' = Ь. (3.9) 
аур (а) | а=0 

Слагаемые, описывающие возмущение оптической толщины 
в формуле (3.1) т ' = ( 2 / ) ' = 2'/, могут быть преобразованы 
к виду 

т' = ^-Ы. (3.10) 

Следовательно, выражение (3.10) также приводится к виду 
т' = 6т, (3.11) 

где Ь — определенная в формуле (3.8) константа возмуще­
ния; х — безразмерная длина пробега. 

Таким образом, получается простой алгоритм вычисления 
дифференциального веса: в точке соударений к предыдущему 
значению прибавляется выражение (3.9), а при пролетах че­
рез зоны вычитается (3.11). 

Функция (3.8) при малых а разлагается в ряд 
Р/ («) = Р/о (1 + afc/ ). 

Производную функционала по параметру а можно рассмат­
ривать как составленную из частных производных 

dl ^ у dl d?j жУ*д! . 
da ^ dpi da ^ dpi 

i i 
В частности, если изменение плотности вещества проис­

ходит в одной зоне, то приращение Д/ функционала / можно 
вычислить по формуле 

da da pb 
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В этом случае наиболее естественно задать 6 = 1 . Рассчиты­
ваемая программой величина dljda окажется тогда инте­
гральным параметром по данному возмущению. 

Рассмотрим важную модификацию формулы (3.1) при ор­
ганизации блуждания по методу максимальных сечений, ис­
пользуемому в задачах со сложной геометрией. Сущность ме­
тода заключается в том, что полные сечения во всей системе 
(в данной группе) принимаются равными 2м а к с —максималь­
ному из сечений при данной энергии Е. Формально это сво­
дится к добавлению к левой и правой частям кинетического 
уравнения переноса, записанного в интегро-дифференциаль-
ной форме, члена 2ФФ, где 2Ф = Емакс — 2: 

Q V Ф + 2Макс Ф = 5 + J U7, (JC-*X) Ф (*') dx' + 2 ФФ. 
Член 2 Ф Ф в правой части можно внести под знак интег­

рала: Г Ф \х') 2 Ф (х') й (х—х') dx'. Теперь очевидна его ин­
терпретация как рассеяния с сечением 2Ф—так называемым 
«фиктивным сечением» — в результате взаимодействия, при 
котором не меняется ни энергия, ни направление полета час­
тицы. Далее, если предположить, что максимальное сечение 
выбрано одинаковым для исходной и возмущенной среды, то 
<?2ф/да = —д£/да. Формула для вычисления дифференци­
ального веса (3.1) принимает простой вид 

где Р j *= Е^/Е5 / + w'sl ifwsi, если произошло рассеяние, 
или Рj = —2 ' (xj ) / 2 ф (Xj), если произошло фиктивное рас­
сеяние. 

Формула (3.1), как отмечалось, имеет ограниченную об­
ласть применения. Если 2 5 / (или соответствующее полное 
сечение) мало, т. е. исследуется влияние малых примесей, 
то отношение 2 j / / S 4 i (или 2 ф / 2 ф ) велико, а вероятность 
испытать рассеяние по типу 2 ^ мала настолько, что ни один 
нейтрон, даже в большой выборке, не даст вклада в функци­
оналы от возмущения примеси. Другими словами, дисперсия 
рассчитываемой величины возмущения при 2^ -—0 делается 
сколь угодно большой. При этом наблюдается ситуация, ког­
да ценность траектории по отношению к прямым величинам 
и их производным сильно отличается. В таком случае приме­
няются вспомогательные траектории для расчета ценности 
[25] или принимается компромиссное решение. Исходные ве­
роятности переходов модифицируются таким образом, чтобы 
уменьшить дисперсию рассчитываемых производных и вместе 
с тем достаточно точно оценивать точки деления, которые 
необходимо знать для итерации источников. Это можно сде-
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лать следующим образом. Пусть 2 , , (а) = a 8| а и а —0, т. е. 
изотоп вводится в среду. В момент, когда разыгрывается тип 
соударения, все вероятности процессов заменяются на новые. 
Например, вероятности Р ь Л>,. •., Рп на Ри р'2у..., Рп 

п п 

Р] = 1; S Р/ — 1). Так как изменяются вероятности пе-
7 - 1 7 - 1 

реходов, то частица на траектории приобретает вес 
W{

0
n) = W{

0
n~l) Kl*n-i->xn) t (3.13) 

Здесь И?ол) —вес в n-м столкновении; До (#л-1^*/г)—ядро 
перехода немодифицированное; К (хп„х-+хп) — измененное 
ядро перехода. Согласно выражению (3.13) частица приоб­
ретает вес Pj/Pj, если взаимодействие идет по каналу /. Ес­
ли / оказалось равным i, то член Рj в формуле (3.12) в ре­
зультате описанной модификации окажется конечным и рав­
ным 

°si* P\ P\ 2 

При этом данная траектория в дальнейшем по-прежнему да­
ет вклады в функционалы производной потока, но имеет ну­
левой вес по отношению к функционалам потока, так как по 
условию а—► (), откуда asi а/Р / 2—*0. 

Аналогичный прием применяется при расчетах по методу 
максимальных сечений для устранения расходимости в чле­
нах 272ф в тех зонах, где 2ф —*0. 

3.4. Возмущение геометрии 

Задачи, в которых требуется определить эффект от изме­
нения геометрии, типичны для физики ядерных реакторов и 
защиты от излучений. Это — расчеты органов регулирования, 
неоднородностей в защите, температурных эффектов расши­
рения материалов. Как правило, эффекты требуется найти 
в сложной геометрии, что делает применение метода Монте-
Карло особенно привлекательным. 

Вначале рассмотрим задачу о движении плоскости разде­
ла двух сред (рис. 3.1), а затем распространим результат на 
случай произвольных поверхностей и их произвольных воз­
мущений (деформаций). 

Пусть я — плоскость, разделяющая среды разного соста­
ва, Z — ось, перпендикулярная плоскости. За начало отсчета 
примем пересечение оси Z с плоскостью я. Пусть в результа-

s 
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те изменения параметра а на величину Аа граница перемес­
тилась вправо на величину AZ. Сечения, относящиеся к лево­
му полупространству, будем отмечать индексом 1, а к право­
му— 2. Предположим, что после перемещения границы сече­
ния в левом и правом полупространствах не изменились. 

Я я" 

AZ 

Рис. 3.1. К задаче о дви­
жении плоскости раздела 
двух сред. Изменение гео­
метрии задается сдвигом 
плоскости раздела л на 
расстояние AZ. я'— новое 

положение плоскости 

г 

д! 
да дг-

Вычислим производную по перемещению границ раздела 
+•» 

сред от интеграла столкновений / = f 2 (г) Ф (г) dz. 
— о» 

lim -J- Г f 2iO> (г) dz + Г 2,Ф (z) dz + 
— оо О 

оо 0 Az 

+ Г 22Ф(г) dz — Г 21Ф(г) <*г— Г 22Ф(г) dz — 
Az - о о О 

СО 00 

- Г 22Ф(г) dz] = Г 2 (г) Ф' (2) rfz + Ф (0) (2,—2,). 
AZ — о о 

(3.14) 

Здесь Ф (г) — значение потоков, устанавливающихся в сре­
де со смещенной границей. По определению 

д*-*0 Да: 

Второе слагаемое в формуле (3.14) рассчитывается обыч­
ным образом, как поток на поверхности я. Дифференцирова­
ние по параметру элементарного ядра перехода К (х'—+х) 
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аналогично вычислению (3.14) и приводит к следующим фор­
мулам в зависимости от точки столкновения z: 

*<0 ^K(xj-i->Xj, а) = 0; 

д z = О — К (ду-t -* хи а) = 
да J J 

= [S« («) W.i (.Ej-u 2y-i -» £ ) , Uy) -

- Е я l^s2 (£>-„ 2y_t -* £y, 2,)] exp ( - j 2 (/) dl) б (2); '/-. 

2 > О —К(Xj-.t -f Xy, а) 
да 

= Ss2 U/S2 (£y-„ By., -+ £y, 2y) X 

7 - 1 

(3.15) 

Здесь fi — косинус угла, образованного направлением полета 
Q с осью Z. 

Наличие б-функции в формуле (3.15) в точке 2 = 0 ука­
зывает на необходимость введения искусственного процесса 
блуждания частицы, который, в отличие от естественного, да­
вал бы отличные от нуля вероятности столкновения на гра­
ницах раздела сред. Например, это может быть обеспечено 
ядром перехода следующего вида: 

К (*/-i -* xj, а) ~ Я0Е5 Ws (xj-t -> xj) X 
1J 

X exp ( - J £ (/) Л ) + Я, WSi (xM -* *y) о (г) + 
'y-i 

+ Я 2 ^ м ( х у - 1 - > х ; ) 8 ( ^ (3.16) 

гдеР0+Р1 + Р2= 1. 
В расчетном алгоритме очередная точка взаимодействия 

находится следующим образом. 
1. Согласно Рь Р\, Р* определяется тип процесса. 
2. Если процесс пошел по типу Р0, то по обычным прави­

лам определяется длина пробега и далее тип столкновения. 
Если произошло рассеяние, то нейтрон дает вклад в диффе­
ренциальный вес, равный (2г—Si)/||i|, если он до этого пе­
ресек границу раздела, либо нуль в противоположном слу­
чае. Далее траектория продолжается с весом Wo = I/PQ. 
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3. Если процесс пошел по типу Р\, то нейтрон испытыва­
ет принудительное рассеяние на границе раздела. Дифферен­
циальный вес увеличивается на 

2Лсхр ( - | 1(1) dl) 
i b (3.17) 

Л 
Дальнейший вес траектории становится равным нулю. 

4. Если процесс пошел по типу Рч, то дифференциальная 
производная увеличивается на 

£5 2ехр( ) 1(1) dl) 

и нейтронная траектория продолжается с нулевым весом. 
Обобщение на произвольное число границ, испытывающих 

возмущение, заключается в том, что увеличивается число 
членов вида Pk^sk^ (z—zk) в формуле (3.16), общее число 
которых равно удвоенному числу границ. 

С целью уменьшения дисперсии расчета ядро (3.16) вы­
бирается так, чтобы вклады (3.17), (3.18) сделать в среднем 
одинаковыми. 

Рассмотрим произвольную деформацию поверхности. 
Пусть гк —некоторая точка на поверхности я. В результа­
те изменения параметра на величину Да поверхность дефор­
мируется так, что точка г* переходит в точку г«. Вектор 
g = lim (г' — г* )/Аа полностью характеризует деформацию 

Да-*0 
поверхности при бесконечно малом изменении параметра а. 
Далее, пусть п{г% ) —вектор нормали к поверхности я в точ­
ке гк. Используя введенные обозначения, запишем общее 
выражение для формулы (3.14) 

/'(*) = f 2 (x)<D'(x)dx + 

+ J ^ J r f S j dEO(x) ( Z ( - , - E ( + ) ) (g,n). (3.19) 

Здесь Ф' (Л:)—производная потока по параметру а ;2 ( - )И 
2(+> — сечения на границе раздела я. Если пересекать поверх­
ность я, двигаясь в направлении (Q,/t) >0, то знаком (—) 
отмечено сечение до пересечения границы, а знаком ( + ) — 
соответствующее сечение после пересечения границы раздела 
сред. Интегрирование во втором слагаемом формулы (3.19) 
ведется по поверхности раздела я и по всем углам Q; (g,n)— 
скалярное произведение. 
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Для вычисления производной потока необходимо весовые 
вклады (3.17) и (3.18) умножать на величину gi п' . 

|(Q,/t)| 
Соответственно модифицируется и вклад в производную 

при пролете нейтрона через границу раздела (процесс типа 
Р0). Он становится равным 

|(Q, / i ) | v ' 

Вычисление второго интеграла в формуле (3.19) сводится к 
суммированию величин (3.20) при каждом пересечении ней­
троном границы раздела, умноженных на вес, приобретенный 
частицей к этому моменту ее истории. 

В заключение следует отметить, что алгоритм расчета воз­
мущений геометрии можно построить, исходя из уравнений 
теории малых возмущений [32]. При этом осуществляется 
явный расчет функции ценности. 

3.5. Дисперсия метода 

Этот раздел построен аналогично разделу 2.6. Вначале 
рассматривается общее выражение для дисперсии оценки 
производной методом коррелированных траекторий, получен­
ное предельным переходом из выражения (2.64). Затем вы­
водятся формулы для дисперсии оценки производных рас­
смотренной в разделе 2.6 модельной задачи. Для несколь­
ких натурных задач приводятся эффективности расчета про­
изводных коэффициента размножения нейтронов реакторов 
и ячеек от изменения плотности и доплер-эффектов. 

Производная от функционала / = (Ф, ф) есть по опреде­
лению / ' = lim ' ¥)~( о> Уо) ^ г д е а _ п ар а Метр возмущения. 

а->0 а 
Причем, при а = 0 возмущенная и невозмущенная системы 
совпадают. Дисперсия оценки производной а), находится 
как вторая производная от а\п определенной для конечных 
возмущений формулой (2.64) 

1 <К/ *?< = !ос=0 

Первая производная 
Покажем это: 

* & 
да а - 0 

да* 

должна быть равна нулю. 

= 2[(^+/
Х.ф) + (^+х/|ф) + •о 

+ (Т+х,ф /)]-2[(ЧГ¥+, Фо) + (W+/,<po)]-
да 
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-2[OFo+r,<p) + (¥e
+4V(p')]- (Х',ф2) -

- 2 (x, W) + 2[(Ф'ФО, V) + (ффо, Ч") -
-2[OF,<p)-OFo,q>o)Her,ep) + (Y, q>')] L-o- (3.21) 

Как следует из выражения (2.65), 
limx ( * ) = ¥ ( * ) . (3.22) 

CC-vO 

Очевидно также, что 
lira ¥ (х) = V0 (Jf); Ига ¥+ (x) = ¥0+ (*); 

Нтф(х) =cpoW- (3.23) 
a-*0 

Производная характеристической функции находится из урав­
нения (2.65) 

^ L - f J i ^ L r f x + f ^ A c + ̂ L . (3.24) 
да J До J А0

 ч ю 
При а-—О уравнение (3.24) переходит в следующее уравне­
ние, записанное в операторной форме: 

х' = 2/('х + К%' + 2W- (3.25) 
С учетом (3.23) уравнение (3.25) можно также записать в 
следующем виде: 

X' = 2К"¥ + /ty' + 2ЧГх'. (3.26) 
С другой стороны, дифференцирование по параметру основ­
ного уравнения W = КЧ? + Ч̂  дает выражение 

ху = /c,xF + /OF' + W- (3.27) 
Сравнивая уравнение (3.26) и (3.27), находим, что 

х' = 2У. (3.28) 
Перепишем (3.21) (при а=0), учитывая соотношение (3.23), 
в следующей форме: 

-|r^«Uo==2(^o-b ,(x-xlro),9o) + 

+ 2 (Y+ (Х'-2Ч"),ФО) + (ф^г^-хО + 
+ 2 OFo+ (х - ^о) , Ф') + 2 (ф'фо, Чо - %). (3.29) 

После подстановки выражений (3.22) и (3.28) в (3.29) полу­
чаем doLjda = 0. 
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Вторая производная по а от дисперсии ali при а = 0 
есть дисперсия оценки производной в методе коррелирован­
ных траекторий. Формулу oj, — -J *-¥- можно получить, 
если продифференцировать по а выражение (3.21). Формула 
для дисперсии <Уу из-за громоздкости не представляет ин­
тереса. Например, в случае невозмущающейся весовой функ­
ции ф 

«г?, =2(Ч'+'Ч'',фо) + (V+Zf4>0)-

- - L ( Z , 9 o ) - ( 4 " , V o ) 2 , 

где ¥ ' = W + K'W + W ; V+7 = /Со+Ч"' + К+/у¥+ + <р'; 

J Ко Фю 

Более важно установить, при каких возмущениях можно 
получить конечную дисперсию оценки производной. Вопрос 
сводится к следующему: при каких возмущениях существует 
вторая производная характеристического уравнения (2.65)? 
Двойное дифференцирование по а (при а=0) уравнения 
(2.65) дает следующее уравнение для определения у?: 

Х"= Кох" + ft (3.30) 
где 

R (х) = (* р ^ р + 2К"] Vd*' + АКГ9' + 

+ W* +2W' 

Уравнение (3.30) можно формально рассматривать как 
уравнение переноса в среде с источником частиц R (х). 
Предположим, что функция источника R(x) существует при 
всех допустимых х. В частности, требуется, чтобы функция 
источника Тю не была равна нулю везде, где не равна нулю 
производная 4V, и чтобы ядро Ко (х'—+х) было ненулевым 
везде, где отлична от нуля производная ядра K'(xf—+x). 

Ядром уравнения (3.30) является К(х'—х) —то же самое, 
что и в основном уравнении 4я = /OF + Ч .̂ Таким образом, 
уравнение (3.30) при условии существования источника R(x) 
всегда имеет решение, если имеет решение основное уравне­
ние. 
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Получим теперь формулы для дисперсии оценки произ­
водной модельной задачи, рассмотренной в разд. 2.6. Для 
этого продифференцируем (2.87) по а. Заметим, что 

е' + рг = 0 (из е + р = 1); 
е" + р» = 0; 

/ ' 
а = 0 

Г 
е0 

2 | 

а = 0 
= 2е'\ 

:=0 (3.31) 
- ( - £ - ) ] -0; 

а-0 \2* - 1/ |«=0 

r " | . - o - 2(f)2 ; 
/ | а==о = е0; 
Г | а = 0 = 1. 

Подстановка (3.31) в первую производную по а от выраже­

ния (2.87) дает, как и ожидалось, «ч 2 , 
да 

= 0. 
Дисперсия оценки производной находится двукратным 

дифференцированием (2.87) по а при а = 0 

°1 = Hi 
да? = vn + 

2eV (t'f + (ey 
ep J 

В частных случаях 

при V = 1 и е' = 0 а'\ 

при V = 1 и /' = 0 о) 
Р 

{е')Ц\+е) 
ер* 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

Если зависимость сечений от параметров выбрать так, 
как это было сделано для конечных возмущений: t=l + a; 
£ = 1 + а, то формулы (3.33) и (3.34) примут вид 

(3.35) 
(3.36) 

о), = ( 1 + *)//>; 
r2 = (1 +е)/ер2. 

Формулу (3.35) можно получить также непосредственно 
из выражения (2.77), положив а = 0. Формулы (3.35) и (2.91) 
отличаются множителем е — вероятностью рассеяния — вели­
чиной, обычно близкой к единице. Следовательно, дисперсия 
(3.35) близка к минимальной (2.91); дисперсия непосредст­
венного вычисления производных почти не улучшается. 

Показателем эффективности расчета какого-либо функ­
ционала методом Монте-Карло принято считать 6 = гЧ [25], 
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где е — относительная точность, достигнутая при вычислении 
данного функционала; / — затраченное для этого машинное 
время. Относительная точность е вычисляется как г = а/1, 
где а — корень из дисперсии оценки функционала; / — зна­
чение оценки функционала. Так как величина е убывает 
пропорционально 1/1/7/, где Н — число рассмотренных исто­
рий, а время счета в свою очередь пропорционально числу 
рассмотренных историй, то эффективность оказывается не 
зависящей от времени счета t. 

Приводимые ниже эффективности расчета производных 
получены при решении типичных неупрощенных задач [41]. 
Все расчеты проводились на ЭВМ М-222 с быстродействием 
около 20 000 арифметических операций в секунду. Геометрия 
расчетов цилиндрическая с произвольным разбиением на зо­
ны по высоте и радиусу цилиндров. 

Для реактора на тепловых нейтронах, состоящего из 
13 зон, при расчете производной /Сэф по изменению плотнос­
ти зон с горючим получено 6 = 7,02; при расчете производной 
КЭф по изменению плотности отражателя 6=11,02. Для ре­
актора на тепловых нейтронах с водородсодержащим замед­
лителем с пятью зонами при расчете эффекта Доплера 6 = 
= 1,044. Для тепловой ячейки с водородсодержащим замед­
лителем, состоящей из трех зон, 6=1,7. Для реактора на быст­
рых нейтронах с девятью зонами при расчете производной 
/СЭф по плотности органов регулирования 6 = 4. 

3.6. Формулы обработки результатов 
при групповом расчете 

Как видно из формулы (3.1) для дифференциального веса, 
при расчетах производных линейных функционалов требуют­
ся отношения производных физических констант к самим 
константам или, другими словами, производные от натураль­
ных логарифмов констант: Е^/Е* =-— In Е^. 

При групповом описании сечений эти константы опреде­
ляются для каждой энергетической группы. Приведем основ­
ные расчетные формулы при групповом представлении сече­
ний, используемые в программе обработки [12, с. 130—131]. 

Пусть Ф[г, i,n] — основной расчетный массив, определяе­
мый в геометрическом блоке программы Монте-Карло (см., 
например, [12], с. 151, перфокарты 173—178 по распечатке 
алгольного текста). 

г — индекс энергетической группы; i — индекс геометри­
ческой зоны; /г=1—сумма безразмерных длин пробега всех 
разыгранных частиц в группе г в зоне I; п = 2 — сумма диф­
ференциальных весов. Суммирование происходит в точках 
соударений для всех разыгранных частиц в группе г в зоне i; 
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n = 3 — число соударений всех разыгранных частиц в группе 
г в зоне L Производная коэффициента размножения опреде­
ляется по формуле 
дк 1 v i v i vS/. г,* /_ . ~. *ъ* Л S ^ .|,ЛЧ^-+.М ; 
^ а и — — *■*/-. г, I V ^ / ' г ' < 

По всем По всем 
группам г зонам i 

По всем По всем 
группам г зонам С 

£ 2 Е •"•'•«+ - ^ г ••'■'■« 

х ^ - + ^ - ) Ф [ Г , . ' , 3 ] | -
*7г. г, * V 2 * г , г. * 

По всем По всем 
группам г зонам i 

Здесь Н — число рассмотренных историй; vS/, г. t—произве­
дение числа вторичных нейтронов деления v на сечение деле­
ния 2 / в группе г в зоне i; 2/г, г,* —транспортное сечение 
в группе г в зоне i; 

vs;.r., = f 0Я/.Г.1). 
да 

Производная линейного функционала / = ГФ2И^*> нап­
ример активации индикатора в зоне i, деленная на объем зо­
ны V[i\, определяется по формуле 

д/ =—±— У -iiii.©[r,*,2], 
По всем 
группам г 

да H-V[i] — „ f r i r t / 

По всем 

где 2И г, /—сечение индикатора в группе г в зоне и Предпо­
лагается, что 2 и не возмущается. 



4. МЕТОД ИНТЕГРИРОВАНИЯ ПО ПАРАМЕТРУ 

4.1. Случаи нарушения взаимной непрерывности мер 

Определять возмущения конечной величины, иногда да­
же и не малой, необходимо при расчетах компенсационной 
способности органов регулирования, эффектов кампании, эф­
фектов гомогенизации, при переходе от упрощенной геомет­
рии, в которой проводился расчет, к реальной и во многих 
других случаях. Это большой и важный класс задач в реак­
торной физике и физике защиты. 

Разберем недостатки прямого метода вычисления возму­
щений при расчетах по коррелированным траекториям. Во-
первых, как уже отмечалось в разд. 2.1, прямой расчет не 
всегда возможен. В некоторых типах возмущений дисперсия 
оценки возмущения может быть бесконечной. Установить до 
или в процессе расчета этот факт затруднительно. 

Другая трудность может возникнуть, если траектории в 
возмущенной и исходной среде имеют существенно различ­
ную вероятность реализации. Если из двух сред лишь в сре­
де / возможна любая траектория из среды 2, то блуждание 
частицы следует организовывать в среде /. Это необходимое 
условие несмещенности приводит к тому, что некоторые тра­
ектории возможны только для среды, в которой организовано 
блуждание. Если множество неэффективных для оценки тра­
екторий велико, то сильно увеличивается дисперсия оценки 
возмущения. Приведем пример. Допустим, определяется воз­
мущение при переходе от гомогенной среды, содержащей два 
изотопа (окажем, 235U и 12С), к гетерогенной, составленной 
из последовательно чередующихся слоев этих изотопов. Ре­
акции разыгрываются поизотопно. Траектории разыгрывают­
ся в гомогенной среде, как более широкой. Если организо­
вать блуждание частиц в гетерогенной среде, то будет не­
возможна, например, такая последовательность столкнове­
ний: на углероде в той зоне, где содержится в гетерогенной 
среде 235U, и далее на 236U в той зоне, где в гетерогенной 
среде содержится 12С. В то же время в гомогенной среде та­
кая последовательность реакций возможна. Допустим, как 
это часто бывает в подобных задачах, что объемные доли 
235JJ и 12(3 сохраняются для гомогенной и гетерогенной сред. 
Тогда очевидно, что существует большая вероятность столк­
новения в гомогенной среде на том изотопе, которого в дан-
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ной точке пространства нет в гетерогенной среде. Если при 
этом происходит детальное слежение за энергией, то в таком 
случае траектория частицы будет дальше идти с нулевым 
весом (отношение энерго-угловых индикатрис равно нулю) 
по отношению к функционалам гетерогенной среды. Если те­
перь устремить размеры отдельных зон 235U и 12С к нулю, 
сохраняя их относительный объем, то наблюдается парадок­
сальная ситуация: физически одна и другая среды совпада­
ют (уменьшая размеры слоев, мы произвели гомогенизацию), 
но относительная ошибка прямого расчета возмущения ме­
тодом коррелированных траекторий стремится к бесконеч­
ности. 

Для эффективного решения задач описанного типа мето­
дом Монте-Карло может быть применен метод интегрирова­
ния по параметру (37]. 

4.2. Формулировка метода 

Введем в рассмотрение некоторый параметр а, характе­
ризующий рассчитываемую сборку, который изменяется от 
нуля до единицы. Условимся, что при а=0 — первая среда, 
а при а=1—вторая. При промежуточных значениях 0<а<1 
пусть существуют некоторые среды, промежуточные между 
первой и второй. Потребуем, чтобы были непрерывными по 
а производные по а любых величин, характеризующих про­
межуточные среды (концентрация изотопов, геометрические 
размеры, температура и т. п.). Тогда, если / — оцениваемый 
функционал, то 

1 1 

А/ = / 2_/i = Г - ^ da = (V (a) da. (4.1) 
о о 

Интеграл (4.1) можно вычислить двойной рандомизацией. 
Вначале равномерно разыгрывается случайное число а на 
отрезке 0-М, затем, при данном а, методом Монте-Карло 
рассчитывается значение производной Г (а). Для этого реа­
лизуется случайная траектория в. Если \i (в|а)—вероят­
ностная мера траектории при данном а, то интеграл (4.1) 
можно записать как двойной интеграл 

1 

Д/= jrfa J r (а,8)*Ие|а). 
о и 

Пусть проведено N случайных выборок параметра а, и 
при каждом а М историй разыграно для определения Г (а). 
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Величина 

является статистической оценкой интеграла (4.1). 
Оценим ошибку определения (4.2). Предположим, что 

случайное число а и траектория в выбираются согласно 
плотности вероятностной меры djm(a, 0). Если проведено 
Н = MN реализаций а и 0, то 

2 М(1У—МЦГ) од/ = , 

где а 2/ = J ( / ' ( а , 0 ) № ( а , 0 ) ; 

М (/') = j r ( a ,0 )d^(a ,0 ) . 
Интегрирование ведется по всем траекториям и всем значе­
ниям а. Введем в рассмотрение функцию W (а, 0) = /'(а, 0) — 
—/'(а) с нулевым средним значением и дисперсией (придан­
ном а) 

а?г(«,«>- j № ( < * , 6 ) № (0|а). 
Для простоты расчетов допустим, что случайная (по 0) ве­
личина W (0, а) не зависит от а. Тогда выражение (4.2) 

N 

можно записать в виде Д/ = У (^ ~~~ ^i)» гДе h и ^/ ~~ 

независимые случайные величины и, следовательно, 

.2, = - ^ Ц - ^ • (4.3) 
Нетрудно видеть, что минимум достигается при минимально 
возможном значении М (т. е. при М= 1). Таким образом, 
наименьшей дисперсией обладает схема, при которой разы­
грывается лишь одна траектория для определения Г (а) при 
данном а. Второй вывод из анализа формулы (4.3) следую­
щий: выбирать переход от сборки начальной к сборке конеч­
ной следует так, чтобы 

\ [Г (а)— М (Г)]Ча = min. 

4.3. Итерация источников в методе интегрирования 
по параметру 

Для того чтобы применить метод интегрирования по па­
раметру к расчету реактора, находящемуся в условно-крити­
ческом состоянии, следует решить две задачи: как получать 
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источники S (х, а) и как вычислять производные по парамет­
ру а от источников S' (х, а) ? 

За основу примем метод итерации источников, описан­
ный в работе (42]. Кратко суть метода состоит в следующем. 
В массиве S, имеющем Го элементов, записаны фазовые ко­
ординаты точек деления Г0 нейтронов. При разыгрывании 
очередного поколения выпускаются все Г0 нейтронов. Коор­
динаты тех Тх нейтронов, из числа впущенных в систему, ко­
торые вызвали деление, записываются в массив S на место 
Г0 нейтронов предыдущего поколения. Выбор элементов из 
числа Т\ для заполнения источника S производится случай­
ным образом. 

В описанной схеме итерации источников все нейтроны 
разбиваются на поколения. Отношение числа нейтронов по­
следующего и предыдущего поколений (величина пропорци­
ональная VTI/TQ) является эффективным коэффициентом раз­
множения [42]. 

Вероятность деления при соударениях нейтрона с ядрами 
горючего нормируется таким образом, чтобы в каждом акте 
деления рождался один нейтрон. Если 

а = max (v2 / /2 а) 
(максимум берется по всему фазовому пространству), то 
нормированная на один нейтрон вероятность деления есть 
vS/ /aS a . Таким образом, в описываемой схеме итерации ис­
точников коэффициент размножения равен аТ\/Т0. 

Описанная схема отличается простотой реализации, но в 
оценках /Сэф и в других функционалах возникают системати­
ческие отклонения от истинных значений порядка 1/Г0 [10]. 
По-видимому, подобным недостатком обладает любая схема 
пополнения. 

Отметим, что рассмотренная схема пополнения источника 
соответствует решению однородного уравнения на критич­
ность. Эту схему нельзя применять для других уравнений на 
собственные значения, например при вычислении времени 
жизни [31]. В этом случае надо либо вести вычисления цен­
ности {44], либо пополнять источник нейтронами, имеющими 
одинаковое время жизни. В последнем случае фактически 
моделируется нестационарный процесс переноса нейтронов. 

Изменяя а от нуля до единицы постепенно, можно добить­
ся того, чтобы источники нейтронов деления соответствовали 
при каждом а рассматриваемому состоянию системы. 
Разобьем интервал изменения а на Я сегментов так, чтобы 
величина сегмента была равна 1/#. В точке а = 0 проведем 
некоторое число итераций источника (обычно около десяти), 
чтобы правильно описать распределение нейтронов деления 
в исходной системе. Затем начнем двигаться по отрезку 
0—1, выпуская нейтроны в точках 0, Да, 2Да,. . . , 1, т. е. все-
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го разыгрывается Я историй. Если выпущенный нейтрон вы­
зывает деление, то новая координата вписывается случайным 
образом на место одной из Г0 старых координат массива S. 

Данная схема представляет в некотором смысле «запаз­
дывающий» источник. Однако величина этого запаздывания 
может быть сделана произвольно малой дальнейшим дроб­
лением интервала изменения а, т. е. увеличением числа рас­
сматриваемых историй Я. Оценим величину запаздывания. 
Пусть b — вероятность вызвать деление. Будем для просто­
ты предполагать Ь не зависящим от а. Как нетрудно подсчи­
тать, вероятность того, что при значении параметра а из мас­
сива S выбирается нейтрон, рожденный при значении а—пАа, 
равна Р (а—пАа) = с (1—с)п , где с = Ь/Т0. Среднее значе­
ние п равно 

оо 

п = £ пр (а — пАа) = Т0/Ь—1. (4.4) 

В реальных расчетах обычно Г0«400, &«1/3, откуда п=1200. 
Если всего в расчете разыграно 100 000 историй, то функция 
источника запаздывает на 0,012 единиц в масштабе измене­
ния а. 

Из формулы (4.4) видно, что смещение функционала из-
за запаздывания источника имеет порядок qjH, где q — ошиб­
ка определения производной функционала на траектории 
вследствие запаздывания источника. 

Такое понятие, как разность Д/ каких-либо линейных по 
потоку функционалов в двух сборках, имеет смысл при ус­
ловии, что какой-либо функционал потока не изменяется при 
переходе от одной рассматриваемой сборки к другой. Удобно 
принять в качестве такого функционала интегральный источ-

С dS ник. Тогда I —• dx = 0. Интегрирование ведется по всему 
J да 

фазовому пространству. 
Рассмотрим процедуру нормировки, связанную с требо­

ванием сохранения интегрального источника. Пусть после 
пополнения источника S в нем содержится Г0 частиц, отно­
сящихся к возмущенной среде (мы временно перешли к рас­
чету конечных возмущений методом коррелированных траек­
торий). Эти частицы имеют начальные веса Wt ( i = l , 2 , . . . , 
Г0). Для того чтобы источник нового поколения содержал 
интегрально Го частиц, следует изменить вес всех частиц в 

То 

массиве источника в Г0/ ]£ Wt раз. Новый вес t-й частицы 

будет определяться тогда по формуле 

W?~WtTb/£Wj. (4.5) 
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При вычислении производных должна быть проведена та 
же процедура по отношению к дифференциальным началь­
ным весам. Дифференцирование уравнения (4.5) по парамет­
ру возмущения дает 

Го 

2>Dj 
£>? - Dt — ^ WtT0 —i=l , (4.6) 

;= i \ / = i / 

где Di—Wi —дифференциальный вес, набранный частицей 
к концу предыдущего поколения. 

При возмущении, стремящемся к нулю, Wt -—1, так что 
уравнение (4.6) можно упростить 

D?-Di--£± (4.7) 
' о 

Нетрудно видеть, что суммарный дифференциальный вес 
источника в результате описанной процедуры становится рав­
ным нулю 

То Т0 Г0 

2£>Г- 2} А - Е/>;-о. 
/=-1 /=1 у - 1 

Распространенным приближением является D*H = 0 для 
всех частиц нового поколения. Как отмечалось выше, это 
приближение эквивалентно рассмотрению ценности по отно­
шению к одному поколению. 

В работе [44] показано, что это приближение дает смеще­
ние в оценках некоторых функционалов. Например, при рас­
чете времени жизни нейтронов в реакторе смещение может 
быть значительным, достигая 100%. Однако при расчетах 
эффектов реактивности, связанных с изменением плотности, 
и особенно при вычислениях доплеровских коэффициентов, 
смещение в оценке коэффициентов не превосходит 1% от зна­
чения эффекта. Это подтверждают специально проведенные 
модельные расчеты. Физические соображения здесь просты. 
Как известно, эффект возмущения определяется вероятностью 
избежать резонансного захвата. В процессе же замедления 
до резонансной области нейтрон «забывает» пространствен­
ное возмущение источника (напомним, что интеграл источ­
ника (4.5) не изменяется). Однако для некоторых случаев 
возмущений геометрии или состава в небольших реакторах 
с сильными отражателями нельзя пренебрегать возмущением 
источника делений при расчетах возмущений реактивности 
[2]. 
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4.4. Линейные переходы 
Наиболее просто изменять параметры среды, сделав их 

линейными функциями а. Например, если изменяются кон­
центрации какого-либо вещества, то 

р(а) = pi + p2a> (4.8) 
где pi — начальная концентрация (сборка а = 0 ) ; р2 = рк — 
—Рн —разность конечной и начальной концентраций. Если 
расчеты ведутся по макросечениям, для них записываются 
те же формулы. 

Поиск максимума при различных а величин a = v 2 / / S ^ 
предельно упрощается, так как а = (ai + b{a)/(a2 + b2a) — 
дробнолинейная функция а. Максимум достигается при край­
них значениях а: если bya2—&2^i>0, то при а = 1 , в против­
ном случае —при ос = 0. 

Линейные переходы оставляют независимыми от а сум­
марно по сборке доли нуклидов каждого сорта. Это обстоя­
тельство благоприятно в том смысле, что при всех а сборка 
близка по коэффициенту размножения к исходной, и, таким 
образом, обеспечивается плавное изменение производной, пе­
реход оказывается оптимальным. 

4.5. Некоторые особенности организации 
программы для ЭВМ 

Программы, вычисляющие конечные возмущения методом 
интегрирования по параметру, можно построить таким обра­
зом, чтобы вызывать константы с дисков или барабанов в 
оперативную память погруппно. Как известно, этот прием, 
практически не сказываясь на быстродействии программы, 
позволяет существенно экономить оперативную память ма­
шины и, следовательно, расширять допускаемое число рас­
четных геометрических зон и функционалов. Так же, как в 
обычных расчетах реакторов и ячеек по методу Монте-Карло, 
организуется пакет нейтронов, содержащий фазовые коорди­
наты Г0 частиц. При рассмотрении каждого следующего ней­
трона из пакета происходит наращивание параметра состоя­
ния среды а на величину \\Н, где Н — общее число историй, 
запланированное в данном расчете. Таким образом, общее 
число историй Н оказывается равным iT0, где i — число про­
гонок. 

Если рассмотрены все Н историй, но еще не достигнута 
требуемая статистическая точность в оценках функционалов, 
то расчет можно продолжить, двигаясь в обратном направ­
лении: от состояния а = 1 к а=0 . 

При линейном описании зависимости сечений от а вычис­
ления текущих значений сечений требуют нескольких арифме-

77 



тических операций, что составляет малый процент общего чис­
ла операций в геометрическом блоке и блоке реакций, и прак­
тически не оказывается на общем времени счета. Комплексы 
вида £,у/2с при определении концентрации по формуле (4.8) 
вычисляются также по простой формуле f = —— . 

^S Pi + Р2а 

Ha первый взгляд может показаться, что простая форму­
ла вычисления констант (4.8) слишком груба. Например, не 
учитываются факторы блокировки резонансной структуры, 
которые зависят от концентраций. На самом деле следует 
вычислять точно лишь сечения начального (сс=0) и конеч­
ного (а=1) состояний. Промежуточные сечения могут быть 
любыми, в том числе линейными функциями от начального 
и конечного состояний. 

К сожалению, в программах, реализующих метод инте­
грирования по параметру, набор потоков по зонам и груп­
пам не составляет полную информацию, так как сечения за­
висят от а и меняются в каждой зоне и группе в процессе 
счета. Следовательно, все необходимые функционалы должны 
определяться в процессе счета, а не в программе обработки 
в конце счета. 

Программы метода интегрирования по параметру строят­
ся на базе программ вычисления производных после их ор­
динарной переработки. Если константы начального и конеч­
ного состояний отличаются незначительно, то программа ме­
тода интегрирования по параметру фактически проведет вы­
числение производной /' = А//Да. 

Таким образом, имеет смысл всегда программировать 
именно вычисления методом интегрирования по параметру, 
рассматривая задачи по вычислению производных как част­
ный случай, лежащий в области действия программы. 



П Р И Л О Ж Е Н И Е 1 

ПОДГРУППОВОЕ ОПИСАНИЕ РЕЗОНАНСНОЙ 
ОБЛАСТИ СЕЧЕНИЙ 

При расчете доплеровских коэффициентов реактивности методом Мон­
те-Карло необходимо воспользоваться тем или иным описанием зависи­
мости резонансного хода сечений от температуры. В разд. 3.2 было при­
нято подгрупповое описание сечений. Вследствие того, что это описание 
начало использоваться сравнительно недавно, еще не все физики и мате­
матики с ним знакомы, метод не описан подробно ни в одной моногра­
фии, мы нашли необходимым изложить здесь основные результаты под-
группового описания сечений в резонансной области применительно к рас­
чету методом Монте-Карло. 

Подгрупповое описание резонансной структуры сечений успешно при­
меняется в области неразрешенных резонансов, а также в той области, 
где средние потери энергии при соударениях нейтронов с ядрами больше 
характерной ширины резонансов. В области же так называемых выделен­
ных резонансов используется точное описание резонансной структуры 
при помощи формул Брейта—Вигнера. Расчет производных от сечений 
по температуре в области выделенных резонансов проводился в работе 
[54]. Там же указан эффективный и точный алгоритм вычисления основ­
ных формул, впервые предложенный в работе [Щ. Для того чтобы за­
вершить описание температурной зависимости сечений, мы излагаем здесь 
основные результаты этих работ. 

Существует, по крайней мере, три способа учета резонансов неразре­
шенной области, которые можно применять в расчетах по методу Монте-
Карло. Первый из них — прямое моделирование статистических распре­
делений параметров резонансов. На основании соответствующих статис­
тик [14] последовательно разыгрываются расстояния до ближайших к 
энергии Е резонансов, ширины резонансов для различных каналов реак­
ций и на основании этих данных определяются сечения реакций. 

Во втором способе применяется предваряющая расчет «расстановка» 
резонансов [27]. При этом параметры резонансов и их положение выби­
раются таким образом, чтобы удовлетворить критериям согласия с тео­
ретическими статистиками. Например, добиваются того, чтобы нейтрон­
ные ширины выбранной конфигурации резонансов описывались хи-квад-
рат распределением с одной степенью свободы, расстояния между уров­
нями подчинялись распределению Вигнера, отсутствовали корреляции меж­
ду ширинами соседних уровней и т. д. Полученная квазислучайная реа­
лизация соответствующих статистик табулируется, и далее расчет ведется 
как при разрешенных резонансах. 

В последнее время разработан и нашел широкое применение третий 
способ описания резонансной структуры сечений, получивший название 
«подгруппового метода» [21, 28, 29]. Этот метод применяется также в об­
ласти разрешенных резонансов в том случае, когда достаточно много ре­
зонансов умещается в интервале средней потери энергии нейтронов при 
рассеяниях. Применение подгруппового метода оказалось весьма успеш­
ным, по крайней мере, по двум причинам: он удачно развивает групповые 
принципы описания сечений и позволяет корректно и в то же время ком­
пактно учесть резонансную гетерогенность (пространственно-энергетичес­
кую корреляцию сечений одинаковых изотопов, разделенных средами ино­
го изотопного состава). Применение подгруппового метода весьма перс-
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пективно для задач защиты от нейтронного излучения. Существует оце­
ненная библиотека подгрупповых 26-групповых констант АРАМАКО (47]. 

Кратко опишем основные положения подгруппового метода и его 
реализацию в расчетах Монте-Карло. 

Выделим некоторый интервал энергий Д£, содержащий достаточно 
много резонансов. На рис. П.1 показана одна из возможных последова­
тельностей потерь энергий при столкновениях нейтрона в этом интервале 
энергий. 

Рис. П.1. Возможная последовательность потери энергии нейтронов в уп­
ругих соударениях на изотопе в области выраженного резонансного хода 

сечений 

Замедляющийся нейтрон при каждом значении энергии £ / имеет 
свое полное сечение взаимодействия с веществом 2/ . Вследствие резо­
нансной структуры это сечение флюктуирует от соударения к соударению. 
Основная идея подгруппового метода заключается в том, чтобы спектр 
возможных значений 2 при соударениях нейтронов с ядрами в интервале 
энергий Д£ задать некоторым достаточно простым распределением веро­
ятностей Р(2) . При этом следует учесть, что резонансный ход сечений 
полных и парциальных сечений сильно коррелирует (рис. П.2). 

Для учета этой корреляции следует использовать совместную плот­
ность вероятности P(2^-,2) взаимодействия нейтрона при столкновениях 
с полным сечением 2 и парциальным 2* . 

Выведем уравнение переноса в 2-подгрупповом представлении [29]. 
Рассмотрим кинетическое уравнение в интегральной форме 

00 

Ф (г, Й, и) - J dR J d Q' j du'W (r—RQ, r, u') 2 s (r—RQ, u' _* w, QQ') X 

X Ф (r-RQy Q', uf) +Si (r, Q, и), (П.1) 
где W (r—RQ,r,u)— вероятность для нейтрона с летаргией и пролететь 
без столкновения от точки рождения (г—RU) до рассматриваемой точки г; 
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ls (r—RQ>u'—►«, QQ')—суммарное дифференциальное сечение рассеяния 
всех реакций, сопровождающихся вылетом вторичных нейтронов с летар­
гией и под углом arccos (QQ') к направлению Q' движения первичного 
нейтрона, имевшего летаргию и'. 

Усредним уравнение (П.1) около летаргии и по интервалу Дм-, содер­
жащему достаточно большое число резонансов, чтобы усредненный поток 
представлял собой плавную функцию летаргии, и в то же время доста­
точно узкому, чтобы усредненный поток Ф (г, Q, и) слабо изменялся на 
интервале порядка Aw и мог поэтому характеризоваться средней в интер­
вале Aw летаргией и. 

Рис. П.2. Энергетический ход полного сечения (сплошная линия) и сече­
ния упругого рассеяния (пунктирная линия) 

Определим P(r,w,2) — плотность вероятности найти среди нейтро­
нов, равномерно распределенных по интервалу Aw, такие нейтроны, кото­
рые в точке г взаимодействуют с полным сечением 2, а также плотность 
потока Ф (г, wy Q,2) этих нейтронов и соответствующее им дифференци­
альное сечение рассеяния 

Е+-

P ( r , w , 2 ) = — - lim — [ dl' \ du'b{Zt (и')-Ъ')\ 
„ ДЕ Дк 

(П.2) 
Дц 

2 
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v ДЕ Ай 

2 2 

Ф (г, «-, Q, 2) - — lim — Г <*2' Г <*«'Ф (г, Q, и') 6 (2 ,(и') —2'); 
Дм ДЕ->0 А2 J J 

и- — - — 
2 " 2 (П.З) 

v + tt'+  
2 2 

2S (г ,»'_* и, QQ', 2) » — 7 Г ^7 , i m 1 <*2' I *й" X 
AuP(r,u, 2) дЕ-о J J 

v ДЕ , _ _д«_ 
2 2 

X 2 , (г, tf' — и, GQ') б ( 2 / ( 1 0 - г ' ) . (П.4) 
При сделанных предположениях относительно Дм величины Я (2), Ф(2) 
и 2s (2) слабо зависят от выбора величины этого интервала, поэтому 
в дальнейшем эта зависимость не учитывается. 

Из изложенного ясно, что 

Ф (г, Q, и) - j <*2Ф (г, и, Й, 2) . (П.5) 

Предположим, что резонансы узки по сравнению с приращением летаргии 
при рассеянии, так что число нейтронов, попадающих в результате рас­
сеяния в интервал du около летаргии щ не коррелирует со значениями, 
которые имеют сечения среды при этой летаргии. Другими словами, при­
мем, что даже для упругого рассеяния на наиболее тяжелом ядре, для 
которого максимальное приращение q летаргии при рассеянии минималь­
но, интеграл рассеяния является плавной функцией летаргии, и запишем 

и и, и+ьи'12 

Г du'2e (и'-+и>) Ф (и') du' ™ Г ~ 7 f X 
и-Яит и - * м и н «'-А«'/2 

п 

X Ъе (и"-+и) Ф {и") du" - Г du! Г </22 е (и'—>щ 2) Ф (и', 2 ) . (П.6) 
И~~^МИН 

В области неразрешенных резонансов сделанные предложения прак­
тически всегда хорошо выполняются. Уравнение (П.1), усредненное по 
интервалу Дм, становится уравнением для Ф (г, и, Q, 2): 

«• 
Ф (г, и, Q, 2) = [dR Г <*2"W (r-#Q, г, и, 2", 2) Р {r-RQ, и, 2") X 

о J 

X J A*' J dV §dQ'2s (г -#Й, u' —► и, QQ', 2') X 
X<t>(r—RQ,u\Q',2'). (П.7) 

Таким же образом определяется сопряженное уравнение, например для 
ценности по отношению к асимптотической мощности: 

00 

Ф+ (г,м,0,2) - §dR$dIi"W(r,r+RQ,u,2t 2") X 

о 

X \du'\dWZs (r-ftfQ,w_>u',Q'Q,2') X 

X j dl'P (r+RQ, u\ 2 0 Ф+ (r+RQ, u', Й', 2') + ? (г, Q, и). (П.8) 
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В уравнениях (П.7) и (П.8) величина W (г, г', и, 2 , 2 0 означает условную 
вероятность того, что нейтрон, движущийся из точки г по направлению 
к точке г', имеющий летаргию, близкую к рассматриваемой летаргии и, 
и полное сечение взаимодействия со средой в точке г, равное 2 , дойдет 
без столкновения до точки г' и в этой же точке будет иметь полное се­
чение взаимодействия со средой, равное 2'. 

Если точки г и г ' лежат в пределах одной и той же гомогенной зо­
ны или в зонах одинакового состава, то 

W (г, г', и, 2 , 2 0 = б (2—20 w (г, г', а, 2 ) , 
где а> (г,г', w,2)—обычное оптическое ослабление, рассчитываемое при 
фиксированном значении полного сечения. Если же точки г и г ' лежат 
в зонах с разными составами, то, например, для смежных зон 

W (г, г', к, 2 , 2 0 - Q (г, г', и, 2 , 2 0 w (г, г st щ 2) w (г s, г', и, 2 ) , 
где rs — точка пересечения луча г'—г с границей между зонами; Q (г, г\ 
щ 2 , 2 0 — плотность условной вероятности того, что нейтрон, имеющий 
летаргию в окрестности данной летаргии Aw, имеет в одной среде полное 
сечение взаимодействия, равное 2 , и при этом во второй среде взаимо­
действует с полным сечением 2'. В гетерогенной среде, состоящей из дос­
таточно тонких гомогенных зон, нейтрон будет иметь заметную вероят­
ность пересечь на своем пути несколько (скажем, N) границ между зо­
нами. При этом W (г, г\ и, 2 , 2 0 есть оптическое ослабление, умножен­
ное на условную плотность вероятности Q (г,г', и, 2 , 2 Ь 2 2 , . . . , 2 N _ x , 2 0 
иметь в каждой из пересекаемых зон указанные полные сечения (при 
этом в зонах, которым принадлежат точки г и г', полные сечения равны 
соответственно 2 и 2 0 - Эта условная вероятность и определяет обобщен­
ное граничное условие для рассматриваемых уравнений в 2-представле-
нии (П.7) и (П.8). 

6-Подгрупповое представление, которое обычно называется просто 
подгрупповым, получается в результате дальнейшего упрощения подгруп-
повых уравнений (П.7) и (П.8). 

Рассмотрим физические предпосылки этих упрощений. Пусть на плас­
тину вещества падает мононаправленный поток нейтронов Ф/« (£) , от­
личный от нуля в области энергии от £ н до Е в. Пусть поток предпола­

гав 
гается нормированным \®in (Е) dE ** \. Поток не испытавших столкно-

вения частиц, прошедших через пластину толщиной х, назовем функцией 
пропускания Т (х) 

Т (х) - J ФШ(Е) ехр ( - 2 (Е) х) dEy 

где 2 (Е) — полное сечение, как функция энергии. Функция Т (х) назы­
вается «модулированной изотопом Ь (ураном, железом или т. п.), если 
поток падающего излучения Ф/« (Е) получен, в свою очередь, как поток 
нерассеянного излучения, прошедшего через слой вещества, состоящего 
из изотопа типа и Подгрупповое описание основывается на следующих 
экспериментальных фактах. 

1. Функция Т(х) может быть описана рядом экспонент 
п 

Т(х)= Ъарехр(-2рх), (П.9) 

где JJ 
ар>0; Ейр*= 1; 2^ >0. 

р=1 
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2. Функция Т(х) не зависит в пределах допустимой точности от вида 
зависимости Фщ ( £ ) , если только не является модулированной тем же 
изотопом, для которого определяется функция пропускания Т(х). 

Представлению функции пропускания в виде суммы экспонент мож­
но дать наглядную физическую интерпретацию. Когда среда имеет резо­
нансную структуру, каждый нейтрон, приходящий в интервале энергий 
АЕ, испытывает столкновение, имея вполне определенное значение полно­
го сечения. Если упростить картину реального хода сечений и представить 
себе форму резонанса в виде ступенчатой пирамиды, а поток предполо­
жить постоянным в пределах Д£, то 2^—есть полное сечение для р сту­
пеньки (подгруппы), ар— есть вероятность попасть на сечение данной 
ступеньки (подгруппы). Величины ар получили название долей р под­
группы. 

Допущение 2 оправдывается тем, что резонансов в неразрешенной 
области энергий много и нет корреляции в положении этих резонансов 
для различных изотопов. 

3. После столкновения нейтрон «забывает» о том, в какой подгруппе 
р он находился до столкновения. Другими словами, величины ар и 2> р 
зависят лишь от энергии налетающего нейтрона. 

4. Для каждой подгруппы р заданы величины парциальных сечений 
2*/ь т. е. 2 Л / Ь 2//7, %inp и т. п. Нейтрон подгруппы р имеет полное се­
чение 2^ и вероятность реакции по каналу х, равную 2,Хр№р. 

Подгрупповой подход позволяет корректно учитывать гетерогенные 
резонансные эффекты. Допустим, нейтрон пересекает три среды, из ко­
торых первая и третья состоят из одного и того же изотопа. Нейтрон в 
этих средах будет взаимодействовать, имея одно и то же полное сечение. 
Если нейтрон находился в первой среде, скажем, в первой подгруппе, то 
долетев до третьей среды без промежуточных столкновений, он будет 
находиться в той же подгруппе. В общем случае эту ситуацию можно 
охарактеризовать следующим образом. После очередного соударения ней­
трона в среде согласно вероятности ау разыгрывается, на какую подгруп­
пу р каждого изотопа i попадает нейтрон. Этот набор подгрупп, который 
имеет нейтрон на рассматриваемом отрезке его истории, называется «век­
тором подгрупп». После очередного столкновения нейтронов процесс оп­
ределения подгрупп повторяется, но уже при новой энергии нейтрона. 

Поясним сказанное на простом примере. Допустим, среда состоит из 
нескольких геометрических и физических зон, которые содержат суммарно 
два различных изотопа. Пусть первый из них имеет две подгруппы и ап, 
#12 — доли этих подгрупп, а второй — три подгруппы с соответствующими 
долями а2и 022, 023. Прежде чем рассмотреть судьбу данного нейтрона, 
разыгрывается, согласно долям, на каких подгруппах первого и второго 
изотопа будет находиться нейтрон. Пусть получилось: для первого — под­
группа 1, для второго — 3. Теперь длины свободного пробега и вероятнос­
ти реакций должны разыгрываться согласно определенным подгруппам 
независимо от того, в какой из зон произошло столкновение. 

Переход к 6-подгрупповому представлению позволяет практически ре­
ализовать вычисление потоков Ф (г, и, Q,2). Запишем б-подгрупповые 
уравнения, получив их в результате описанных выше упрощений из об­
щих 2-подгрупповых уравнений (П.7) и (П.8). Аппроксимируем непре­
рывные распределения взвешенными 6-функциями: 

П (г, а) 
Р ( г , и , 2 ) « Е ар(г,и)Ь(Ъ-Ър(г,и)); (П.10) 

U (г, и) 
<D(r,M,Q,Z)« 2 Фр(г,П,и)Ь(Ъ—2р(г,и)); (П.11) 
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П (г, и) 
Zs(r,u'-+u,QQ',2) « Е Ysp(r,u'—+u,QQ') 6 (2—2 Р (г, и)). (П.12) 

Здесь функции ар(г,и), 2 Р (г, «) и целочисленная функция П (г, и) не 
зависят от г в пределах гомогенных зон. Как отмечено в работах [27— 

_ 4Л (г. ") 
29], вполне удовлетворительная точность расчета Ф (г, Q, w)= Е Фр(г, 

/ 7 - 1 
Q, и) достигается при аппроксимации распределений двумя, тремя, мак­
симум четырьмя 6-функциями. Сделанное приближение означает переход 
от 2-представления к 6-представлению, в котором уравнения (П.7) и 
(П.8) принимают вид 

п (r-RQ, и) 
Фр (г, Й, и) = J dR 1 W (r- /?Q, г, и, 2 к, 2р) X 

О Л = 1 
П (г - /?9 , и') 

Х а л (г—ЯЙ, и) Г A*' f dQ' £ 25 л (r—/?Q, и'-* 
л=1 

-♦ и, QQ') Ф„ ( r -ЯЙ, Q', «О + 5j (г, Q, и); (П.13) 
п (г + *9, и) 

ф + ( г , 0 , и ) - J I//? S W (г ,г+/?0,2р. Г*) X 
О Л--1 

П ( г + * 2 , и') 
X J d a ' | ^ Й , 2 5 * ( ' ' + / ? Й , и ^ и , , й , Й ) 2 Ф+ (r+/?Q,Q',*0 + 

л=1 
+ <p(r, Q, и). (П.14) 

Интегрирование уравнений в 6-представлении по групповым интервалам 
летаргии позволяет перейти к подгрупповому представлению, описанному 
в работах [21, 28]. В выражениях (П.13) и (П.14) W (г'чг,и,2* ,2^) име­
ет прежний смысл, но переменные 2# и 1Р—подгрупповые сечения мо­
гут принимать лишь немногие дискретные значения. 

П Р И Л О Ж Е Н И Е 2 

ОПИСАНИЕ СЕЧЕНИЙ И ИХ ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 
В ОБЛАСТИ РАЗРЕШЕННЫХ РЕ30НАНС0В 

Информация об отдельных резонансах содержится, например, в та­
ких библиотеках, как СОКРАТОР [И], ENDF/B. Точный расчет 
сечений при данной энергии Е по резонансным параметрам осуществляет­
ся сложными алгоритмами и требует сравнительно большого расхода ма­
шинного времени. Однако он применялся при расчете реакторов методом 
Монте-Карло [54], когда требовалось определить величины доплеровских 
коэффициентов реактивности. Для вычислений температурных производ­
ных сечений использовался быстрый алгоритм определения комплексного 
интеграла вероятности, входящего в выражения для сечений и их темпе­
ратурных производных [56]. 

В результате дифференцирования обычных формул для сечений с 
учетом доплеровского уширения можно получить следующие выражения: 

Na дТ ~ а° Г дТ ' 
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1 dls 

Na дТ 
= < j 0 -

Г„ dW(b,x) 

г дТ 
m ax(e,jc) 

+ (v#>*r«/r) , / 2—J^-1 . 
где N a—концентрация. Остальные обозначения — обычно принятые [14]. 
Дифференциалы, описывающие форму линий, могут быть найдены пря­
мым дифференцированием функций 4^0,*) и %{Ъ,х)\ 

'* ) ч' — -7Г X — -5Г ■--MI 
дТ 2Т [\ 20 / *• 0 20 J 

■]< 

Функции Ч? (0, дс) и х (в» *) являются, соответственно, действительной и 
комплексной частью интеграла вероятности: 

*Г (В, х) = _ 2 
Re W 

Im W 

I 2 ' 2 j ; 

I 2 ' 2 j ; 

W 
к J z — t 

При помощи Q—/) алгоритма разложения в цепную дробь в работе [48] 
получены два выражения для аппроксимации комплексного интеграла ве­
роятности с любой степенью точности. Для малых значений модуля z 
интеграл представляется цепной дробью: 

2/*v 
U^*) = ехр (-*>) + — г 

у 1С 

I 2/45 
1/3 + v + 1/21 + + 

2 г ( 2 г - 1) 

+ 
(4r — 3)(4r+ l ) ( 4 r - I)1 

v + 
1 

( 4 г - 1 ) ( 4 г + 3) " + 
(П.15) 

где v = —1/222. Для больших значений модулей z используется цепная 
дробь: 

W(z) 
Tiz Г 1 

у^те [v — 1 — ' 
2 г ( 2 г - 1 ) 
(v — 4 г — ! ) ■ • • • ] 

На рис. П.З приводится карта сходимости разложений (П.15) и (П. 16). 
Сплошными линиями показаны области применимости асимптотических 
разложений (П.16), пунктирными — разложения (П.15). Для того чтобы 
определить, сколько членов в разложении, цепную дробь надо взять для 
данных Q/x и 0/2; чтобы получить значение функций Ч? и х с точностью 
до пяти десятичных знаков, следует найти соответствующую область на 
карте сходимости и определить количество членов, которое для асимпто­
тических выражений помечено буквой А, для малых модулей z—буквой 7\ 
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С появлением библиотеки подгрупповых констант АРАМАКО [47] от­
пала необходимость длительного определения температурных производных 
по параметрам резонансов. В библиотеке АРАМАКО имеется информация 
о температурной зависимости подгрупповых параметров — долей и сече­
ний, на основании которой легко рассчитываются температурные произ­
водные. 

Рис. П.З. Карта сходимости разложений в цепную дробь для W(z) в 
представлении с точностью до пяти десятичных знаков Re W(z)n — 

— ReU?(*)"-i <10-5 ; lmW(z)n — lmW{z)n^ <10- 5 : 
—цепная дробь для разложения (П. 16); 
—цепная дробь для разложения (П. 16) 

Вероятно, со временем все реже будут использоваться алгоритмы 
вычисления сечений по резонансным параметрам в расчетах реакторов и 
защиты. Ио эти методы будут находить применение в задачах по опре­
делению резонансных активаций тонких индикаторов или при модельных 
расчетах резонансных эффектов [55]. 
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УВАЖАЕМЫЙ ЧИТАТЕЛЬ! 

Атомиздат выпускает в свет в 1980 г. книги: 

Зизин М. Н., Шишков Л. К. Тестовые нейтронно-физиче-
ские расчеты ядерных реакторов. 8 л. (Физика ядерных реак­
торов) 1 р. 20 к. (книга объявлена в плане 1980 г., позиция 
78). 

Книга содержит описание тестовых задач, а также все 
необходимые исходные данные и результаты решения этих 
задач по известным программам. Для одномерной геометрии 
тесты приводятся в кинетическом и диффузионном приближе­
нии, для дву- и трехмерной геометрии только в диффузион­
ном приближении. Число энергетических групп в тестах от 
1 до 6. Приводится тест для двумерного гетерогенного рас­
чета методом Галанина—Фейнберга, а также задачи по опти­
мизации ксеноновых переходных процессов в реакторе и за­
дачи на поиск максимума мощности реактора. 

Для программистов, создающих программы, и физиков 
и инженеров-физиков при проверке работоспособности экс­
плуатируемых программ для расчета ядерных реакторов. 



Кочуров Б. П. Численные методы в теории гетерогенного 
реактора. 8 л. (Физика ядерных реакторов) 1 р. 20 к. (книга 
объявлена в плане 1980 г., позиция 79). 

Цель предлагаемой книги — дать представление о воз 
можностях численных методов теории гетерогенного реактора 
для расчетов сложных по составу критических сборок и ре­
акторов. Излагаются методы расчета, основанные на непо­
средственном решении гетерогенных уравнений и предназна­
ченные для расчетов небольших и средних критических сбо­
ров и реакторов, а также методы, основанные на представ­
лении гетерогенных уравнений в разностной форме и позво­
ляющие рассчитывать большие реакторы. Приведен один из 
возможных способов определения матрицы блоков, а также 
ее радикальной и осевой составляющих, характеризующих 
миграцию нейтронов. Затронуты некоторые вопросы, связан­
ные с применением методов теории возмущения и оптимиза­
ции для расчета гетерогенных реакторов. 

Для специалистов, работающих в области физики реак­
торов. 
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