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Vorwort zur ersten Auflage.

Ich habe es auflerordentlich begriiBt, daB mein Assistent Dr. Fritz
CHMELKA sich der Miihe unterzog, die vorliegende Einfithrung in die
Statik zu schreiben. Sie gibt im wesentlichen den Inhalt der Vorlesungen
wieder, die von mir und, seitdem in den letzten Jahren die Abhaltung
von Parallelvorlesungen notwendig war, von Dr. CHMELKA in meiner
Vertretung fiir die Horer des ersten Semesters der Abteilung fiir Archi-
tektur an der Technischen Hochschule in Wien gehalten wurden.

Die langjihrige Lehrtitigkeit hat mich die Uberzeugung gewinnen
lassen, daB es bei einer derartigen Vorlesung nicht so sehr darauf an-
kommt, den Hérern mdglichst viel, sondern in erster Linie die Grund-
lehren in klarer und eingehender Darstellung vorzutragen. Ich hoffe, daB
es meinem Mitarbeiter gelungen ist, dieses Ziel in dem vorliegenden Buch
zu erreichen und ebenso wie bei meinen Vorlesungen bei den Lesern
Verstindnis fiir ein ihnen neues Gebiet zu wecken und den Anfingern
bei aller logischen Strenge leicht verstindlich zu bleiben; denn es wurden
lediglich Kenntnisse vorausgesetzt, wie sie die deutschen Héheren Schulen
vermitteln. Wie der Titel besagt, soll das Buch nur eine Einfiihrung in
die Statik sein, die dem Leser die Grundlage fiir sein weiteres Studium
geben soll. Es wurde daher das Hauptgewicht darauf gelegt, das Wesent-
liche klar herauszuarbeiten und, wiewohl sich die meisten Beispiele auf
technische Anwendungen beziehen, nicht das Ziel angestrebt, eine voll-
stindige Darstellung der praktischen Statik des Hochbaues zu geben.
Dies muBl vielmehr spiteren Vorlesungen iiber Baukonstruktionslehre
vorbehalten bleiben.

Dr. CHMELKA hat die Absicht, diesem Buch eine dhnliche Einfiihrung
in die Festigkeitslehre folgen zu lassen, die dann zusammen mit der
Statik ein abgeschlossenes Ganzes bildet. Beide Biicher sind jedoch so
verfaft, daB sie unabhingig voneinander gelesen werden kénnen.

ERNST MELAN.

Es ist mir ein Bediirfnis, Herrn Professor Dr. MELAN flir seine Mit-
hilfe am Zustandekommen des vorliegenden Buches an dieser Stelle
meinen Dank auszusprechen. Er stand mir stets gerne mit Rat und Tat
zur Seite und half mir fiber manche Schwierigkeit hinweg. Meinem



v Vorwort zur vierten Auflage.

Kollegen Dipl.-Ing. HERBERT WyCITAL danke ich fiir seine Unter-
stiitzung bei der Durchsicht der Korrekturbogen.

Mit den Hérern meiner Vorlesungen verband mich beste Kamerad-
schaft. Diesen meinen jungen Freunden, die der Krieg in alle Wind-
richtungen zerstreut hat, soll das Buch gewidmet sein.

Wien, im September 1942.
FRrRITZ CHMELKA.

Vorwort zur vierten Auflage.

Ebenso wie die erste Auflage des vorliegenden Buches war auch die
zweite binnen kurzer Zeit vergriffen. Im Herbst 1944 bot sich dem Verlag
iberraschend die Moglichkeit, eine dritte Auflage herauszubringen. Infolge
der kurzen Zeit, die hiezu zur Verfiigung stand, wurde ein unverinderter
Nachdruck der zweiten Auflage hergestellt und anfangs des Jahres 1945
gelangten die ersten fiinf Probeexemplare der neuen Auflage von der
Druckerei in Thiiringen nach Wien. Die zunehmende Hirte des Krieges
verzogerte die Auslieferung der bereits fertiggestellten Biicher, bis im April
die Verbindung mit der Druckerei vollstindig abriB und bisher nicht
wieder aufgenommen werden konnte. Wihrend des Kampfes um Wien
brannte das Wiener Verlagshaus bis auf den Grund nieder und dabei gingen
von den oben erwihnten fiinf Exemplaren vier verloren, so daBl von der
dritten Auflage des Buches derzeit in Osterreich nur ein einziges voll-
stindiges Stiick existiert, das sich in meinem Besitz befindet. Der Ver-
lag war durch den harten Schlag, der ihn getroffen hatte, keineswegs
entmutigt, sondern ging unverziiglich daran, sich neu einzurichten, was
ihm mittlerweile dank seiner Tatkraft vollauf gelungen ist. Es ist mir
eine besondere Freude, daB sich unter den ersten Werken, die der Ver-
lag nach dem Kriege herausgebracht hat, auch die ,,Statik* befindet, von
der als vierte Auflage ein photomechanischer Nachdruck der dritten
Auflage hergestellt wurde. Zufolge der Art des Druckverfahrens war es
mir leider nicht moglich, dem Buch einige schon lange geplante Er-
weiterungen hinzuzufiigen; die vorliegende Auflage erscheint daher
gegeniiber der zweiten und dritten unverindert. Hingegen kann nun ein
in der ersten Auflage gegebenes Versprechen eingeldst werden. Dank der
Bemiihungen des Verlages ist der Druck der , Einfithrung in die Festig-
keitslehre* so gut wie abgeschlossen, sodaB den Lesern der ,,Statik‘
auch deren Fortsetzung, die , Festigkeitslehre*, zur Verfiigung stehen
wird.

Wien, im Mirz 1946.
FRrRITZ CHMELKA.
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Vorwort zur fiinften Auflage.

Die groBe Nachfrage, der sich das Buch erfreut, hatte zur Folge,
daB auch die vierte Auflage bald vergriffen war und eine fiinfte nétig
wurde. Leider steht der in Thiiringen befindliche Originalsatz dem Ver-
lag noch immer nicht zur Verfiigung, sodaB wieder nur, wie bei der
vierten Auflage, das photomechanische Verfahren angewandt werden
konnte. Infolgedessen weist die fiinfte Auflage gegeniiber der vierten
keine Anderungen auf.

Wien, im Mai 1947.

ERNST MELAN. FRITZ CHMELKA.



I. Die Zusammensetzung und das Gleichgewicht
von Kriften.

1. Einleitung. Unter Sta#ik versteht man die Lehre vom Gleichge-
wicht von Korpern, die unter dem EinfluB von Kriften stehen.
Der Gegensatz zur Statik ist die Dymamik, die Lehre von den Be-
wegungen der Korper unter dem EinfluB von Kriften. Die von
uns betrachteten durchwegs festen Korper teilen wir ein in starre,
elastische und plastische. Ein Korper heit starr, wenn er unter
der Einwirkung von Kriften seine Gestalt nicht dndert. Elastische
und plastische Korper nennt man solche, die bei Belastung Form-
inderungen erleiden. Ein Korper heiBt elastisch, wenn die Form-
dnderungen bei Entlastung wieder vollstindig zuriickgehen, hingegen
plastisch, wenn sie auch nach der Entlastung ganz oder teilweise bestehen
bleiben. Viele K6rper verhalten sich bei geringen Belastungen elastisch,
bei groBeren plastisch. Man spricht deshalb bei ihnen von einem elasti-
schen bzw. plastischen Belastungsbereich. Volikommen starre Kérper
gibt es in Wirklichkeit nicht, doch sind die Verformungen, welche die im
Hochbau verwendeten Werkstoffe wie Stahl, Stein, Beton und Holz bei
normaler Beanspruchung erleiden, so klein, daB die betreffenden Ké&rper
in vielen Fillen als praktisch starr angesehen werden kérinen.

Beziiglich der Krifte unterscheiden wir Eimzelkrdifte und verteilte
Krifte. Eine Einzelkraft hat endliche GréBe und greift an in einem
bestimmten Punkt des betrachteten Kérpers, den wir Angriffspunkt
nennen. Verteilte Krifte dagegen sind Ansammlungen von unendlich
vielen, unendlich kleinen Kriften, die flichenartig oder raumlich iiber
gewisse Bereiche des Korpers verteilt sind. Als Einzelkrifte, die ja
streng genommen auch nur Gedankendinge sind, haben wir z. B. Kran-
lasten, Stiitzendriicke, Raddriicke u. dgl. zu. betrachten. Als verteilte
Krifte dagegen wirken Sandschiittungen, der Druck des Windes auf
Bauwerke, das Eigengewicht der Bauteile usw.

Als Einheit der Kraft wihlen wir das Kilogramm (kg) bzw. die
Tonne (t). Als Einheit der Linge das Meter (m) bzw. das Zentimeter (cm).
Da wir nur Kérper im Gleichgewicht, d. h. also in Ruhe betrachten, wird
die Zeit in unseren Berechnungen nirgends vorkommen und die Einheiten
(Dimensionen) simtlicher GréBen, die uns im folgenden begegnen werden,

Chmelka-Melan, Statik, . Aufl. 1



2 1. Die Zusammensetzung und das Gleichgewicht von Kriften,

werden sich lediglich aus Potenzen der Kraft- und der Lingeneinheit
zusammensetzenl, ;

Zur eindeutigen Kennzeichnung einer Kraft ist, neben der Angabe ihres
Angriffspunktes, nicht nur ihre GroBe maBgebend, sondern auch ihre
Richtung. GriB8en, die neben Angabe ihrer MaB8zahl auch noch eine
Richtungsangabe erfordern, werden allgemein als Vekforen bezeichnet,
im Gegensatz zu den Skalaress, welche durch Angabe ihres Betrages allein
ausreichend beschrieben sind. (Ein Skalar ist z. B. die Dichte eines
Korpers.) Die Krifte suid also Vektoren und wir werden sie in zeichne-
rischen Darstellungen zweckmiBig durch Pfeile versinnbildlichen, deren
Linge in irgendeinem MaBstab die KraftgroB8e und deren Richtung die
Kraftrichtung angibt. Es ist zu beachten, daB zwei Kriifte, die wohl dem
Betrage nach iibereinstimmen, aber nicht dieselbe Richtung haben, nicht
als gleich gelten.

Zusammenfassend kdnnen wir also sagen, daB fiir die Kennzeichnung
einer Kraft folgendes gegeben sein muB: 1. die Gré8e der Kraft. Diese
ist stets ein positiver Wert und wird deshalb auch als absoluter Betrag
der Kraft bezeichnet; 2. eine Gerade, in der der Kraftvektor liegt, und
die Wirkungslinie der Kraft genannt wird; 3. die Angabe, ob die Kraft
auf dieser Geraden nach der einen oder nach der anderen Richtung weist
(Richtungssinn); 4. der Angriffspunkt der Kraft.

- Gruppen von Kriften nénnt man Kraftsysteme. Man unterscheidet
ebene und raumliche Kraftsysteme, je nachdem alle Kraftvektoren des
Systems in ein und derselben Ebene liegen oder irgendwie im Raum
verteilt sind. Haben alle Kriifte eines Systems denselben Angriffspunkt,
so nennt man das Kraftsystem ein zenérales, sonst ein allgemesnes.

Im I. Abschnitt werden wir uns nur mit Systemen von Einzelkriften
beschiftigen. Die spiter uns begegnenden verteilten Krifte werden wir
stets durch gleichwertige Einzelkrifte ersetzen.

A. Das zentrale ebene Kraftsystem.

2. Zeichnerische Behandlung des zentralen ebenen Kraftsystems. Wir
betrachten eine Gruppe von Einzelkriften, die alle in derselben Ebene
liegen und in ein und demselben Punkt eines beliebig gestalteten Korpers
angreifen. Es ist fiir das Folgende nicht nétig, diesen Korper als starr
vorauszusetzen.

1 Wir haben damit das sog. technische MaBsystem eingefithrt, das als Grund-
einheiten die Einheiten der Kraft, der Linge und der Zeit verwendet, zum Unter-
schied vom wissenschaftlichen Mafsystem, das die Einheiten der Masse, der Lange
und der Zeit zugrunde legt. Streng genommenmiiften wir also unsere Krafteinheit
Kilogrammgewicht nennen zum Unterschied von der Kilogrammasse des letzteren
MaBsystems. Da dieses aber in der Statik niemals verwendet wird, nennen wir
die Krafteinheit Kilogramm schiechtweg.



2. Zeichnerische Behandlung des zentralen ebenen Kraftsystems. 3

Behandeln wir zunichst den Fall, daB unser Kraftsystem blo8 aus
zwei Kriiften P, und P, bestehel, die im Punkt 4 eines beliebig gestalteten
Korpers angreifen sollen (Abb. 1a). Dann weiB man aus Erfahrung (dies
l4Bt sich also nicht etwa mathematisch beweisen), daB man diese beiden
Krifte mit Hilfe des Krdfteparallelogramms zu einer einzigen Kraft, der
Resultierenden R (auch Mitielkraft genannt), vereinigen kann, die auf
den Korper dieselbe Wirkung ausiibt wie P,
und P, zusammen. R greift ebenfalls im
Punkt 4 anund liegt in der durch die Wir-
kungslinien von P; und P, bestimmten
Ebene.

Anstatt mittels des Krifteparallelogram-
mes kénnen wir R auch mit Hilfe des Krdfte-
dresecks gewinnen, indem wir einfach die
Kraft P, an die Kraft P; anfiigen (Abb. 1b).
Die dritte Seite des so entstehenden Dreiecks stelit dann R nach
Gré8e und Richtung dar, wobei zu beachten ist, daB R dem durch die
Pfeile von P; und P, gegebenen Umfahrungssinn des Dreiecks ent-
gegenweist. Das Kriftedreieck oder das Krafteck, wie wir es in Hin-
kunft nennen wollen, braucht nicht in Punkt 4 angeschlossen zu wer-
den, sondern kann irgendwohin gezeichnet werden. Wir haben dann
nur die gewonnene Resultierende parallel in den Punkt 4 zu verschie-
ben. Wir stellen unschwer fest, daB wir zu genau derselben Resultie-
renden R kommen, wenn wir die
Krifte im Krafteck in umgekehr-
ter Reihenfolge aneinanderfiigen.

Die Aufsuchung der Resultie-
renden eines aus mekr als zwei
Kriften bestehendenKraftsystems
kann etwa dadurch erfolgen, da8
wir die Konstruktion des Krifte-
parallelogramms mehrmals hinter-
einander ausfiilhren. So wurde in
Abb. 2a zunichst Py mit P, zu einer Resultierenden R,,; zusammenge-
setzt, hierauf R,,, mit P, zu einer Resultierenden R,,,,5, und schlieflich
R, ,4,smit P zur Resultierendenaller Krifte Rzusammengesetzt. Hierfiihrt

Abb. 1.

Abb. 2.

1 Genan genommen sollten wir den Kraftvektor, also den Inbegriff von Grofe
und Richtung der Kraft, anders bezeichnen als den Betrag der Kraft allein, wie dies
auch in der reinen Mechanik geschieht. Dort werden die Vektoren meist mit deut-
schen, ihre Betrage dagegen mit den entsprechenden Lateinbuchstaben bezeichnet.
Jedoch hat sich diese Bezeichnungsweise in die technischen Anwendungen bisher
nicht eingebiirgert, weshalb wir zur Bezeichnung der Krafte ausschlieBlich Latein-
buchstaben verwenden werden. Es wird aus dem Zusammenhang stets klar hervor-
gehen, ob es sich um den Kraftvektor'oder um den Betrag der Kraft handelt.

1®



4 1. Die Zusammensetzung und das Gleichgewicht von Kraften.

jedoch die Ermittlung von R mittels des Kraftecks, das jetzt ein Polygon
wird, wesentlich rascher zum Ziel' (Abb. 2b). Wir zeichnen dazu von
einem beliebigen Punkt A’ aus P; und fiigen daran P,. Das Ergebnis
dieser Zusammensetzung wire R;,, das wir, um es mit Py zusammenzu-
setzen, gar nicht einzuzeichnen brauchen. Wir fiigen einfach an den
Endpunkt von P, die Kraft P; und daran schlieBlich P,. 4’ mit dem
Endpunkt von P, verbunden gibt dann R nach Gré8e und Richtung.
Wir haben es nur noch parallel in den gemeinsamen Angriffspunkt 4
aller Krifte zu verschieben.

Wir beachten wieder, daB R dem durch die Pfeile von P, bis P, ge-
gebenen Umlaufsinn des Kraftecks entgegenweist. Ferner gilt auch hier,
daB wir stets zu derselben Resultierenden kommen, in welcher Reihen-
folge wir auch die Krifte im Krafteck aneinanderfiigen. (Der Leser
iiberzeuge sich davon.) Dieses Aneinanderfiigen der Krifte im Krafteck
nennt man auch geometrische Addition, und dementsprechend wird R als
die geometrische Summe der Krifte P, bis P,bezeichnet. Die Vereinigung
von, Kriften zu einer Resultierenden wird auch Reduktion des Kraft-
systems genannt.

Fassen wir zusammen, so kénnen wir sagen: Feigt man die einzelnen
Krafte eines zeniralen ebenen Kraftsystems in beliebiger Reshenfolge anein-
ander, dann ist die SchlufBlinie des so enistechenden offenen Polygons gleich
der Resultierenden des Kraftsystems nach Grofle und Richtung. R weist
dem durch die Richiungen der Krifte gegebenen Umilaufsinn des Kraftecks
entgegen und greift an im gemeinsamen Angriffspunkt aller Krifte.

Nehmen wir an, der von uns in Abb. 2 betrachtete Korper sei, bevor
das Kraftsystem auf ihn gewirkt habe, in Ruhe gewesen, so wird er nach
Aufbringung der Krifte in der Richtungihrer Resultierenden in Bewegung
geraten. Ist jedoch diese Resultierende gleich Null, dann bleibt der
Korper sicherlich auch weiterhin in Ruhe. In diesem Falle sagen wir,
der Kérper befindet sich im Gleichgewicht oder auch, das Kraftsystem ist

im Gleichgewicht. Denn hiufig be-
p_A gniigt man sich mit der Zeichnung
, % & des Kraftsystems und denkt sich
v den Kérper, an dem es angreift, bloB
R ] hinzu, da ja seine Gestalt keinerlei
EinfluB auf das Ergebnis der Kriifte-

8 4 zusammensetzung hat.
Abb. 3. Die Bedingung fiir das Gleich-
gewicht eines ebenen zentralen Krafi-
systems ist also das Verschwinden der Resultierenden. Dies tritt offenbar
dann und nur dann ein, wenn sich das Krafteck schlieBt, wie dies z. B.
fiir das in Abb. 3 gezeichnete System der Fall ist. Wir beachten, daB in
diesem Fall der durch die Pfeile gegebene Umlaufsinn des Kraftecks
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nirgends unterbrochen ist. Die Reihenfolge der Krifte ist wieder ganz
beliebig.

Das einfachste Beispiel eines zentralen Kraftsystems, das sich im Gleichgewicht
befindet, ist das zweier gleich groBer aber entgegengesetzt gerichteter Krafte, die
im selben Punkt angreifen. Sowohl mit Hilfe des Krafteparallelogramms als auch
mittels des Kraftecks sieht man, daB die Resultierende gleich Null ist. Zwei solche
Krafte heben also einander in ihrer Wirkung auf und kénnen daher weggelassen
werden. Ja wir konnen auch, was sich spater oft als zweckmaBig erweisen wird,
zwei solche Krifte einem Kraftsystem hinzufiigen, ohne daB an seiner Wirkung
etwas geandert wird. Sind die beiden Krifte jedoch nicht gleich groB oder schlieSen
sie miteinander einen Winkel ein, so sind sie nicht mehr im Gleichgewicht.

Bei der Reduktion eines ebenen zentralen Kraftsystems sind also die
folgenden zwei Evgebnisse moglich:

a) Das Kraftsystem reduziert sich auf eine Einzelkraft. Zeichnerisches
Kennzeichen: Krafteck offen.

b} Das Kraftsystem ist im Gleichgewicht. Zeichnerisches Kennzeichen:
Krafteck geschlossen.

3. Zerlegung einer Kraft in zwei Komponen-
ten. Ebenso wie man zwei Krifte zu einer ein-
zigen vereinigen kann, ist es auch maglich, eine
Kraft in zwei Teilkrifte, welche Komponenten
genannt werden, zu zerlegen. Soll etwa die
Kraft P der Abb.4 nach den vorgegebenen
Wirkungslinien ¢ und b, die durch den An-
griffspunkt 4 von P gehen, in die Kompo- Abb. 4.
nenten P, und P, zerlegt werden, so kann dies
zeichnerisch entweder mittels des Krifteparallelogramms (Bild 1)
oder mittels des Kriftedreiecks (Bild 2) geschehen. Im letzteren Falle
sind die aus dem Krafteck gewon-
nenen Komponenten von 4 aus J
aufzutragen.

Von besonderer Bedeutung ist
die Zerlegung einer Kraft in zwei
zu einander senkrechte Kom-
ponenten. Soll z. B. die Kraft P,
der Abb. 5 nach den Achsenrich-
tungen des eingezeichneten Ko-
ordinatensystems in zwei Kom-
ponenten X; und Y, zerlegt wer-
den, so lassen sich diese leicht be-
rechnen. Bezeichnen wir den
Winkel, den die Richtung von P; mit der positiven x-Richtung ein-
schlieft, mit (x, P,) so gilt:

X, = Pycos(x, P)), Y,= Psin(x, P).

Abb. 3.
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In diesen Formeln bedeutet der erste Faktor den absoluten Betrag. der
Kraft, ist also stets positiv. Dagegen kénnen die Winkelfunktionen auch
negativ werden, denn wir wollen festsetzen, daB wir den Winkel, den eine
beliebige Kraftrichtung mit der positiven »-Richtung einschlieBt, stets
von dieser ausgehend im Cegenzeigersinn von 0—360° zihlen wollen.
Diesen Drehsinn, der dadurch gekennzeichnet ist, daB in seiner Richtung
die positive x-Achse auf kiirzestem Wege in die positive y-Achse tiber-
gefithrt werden kann, wollen wir in Hinkunft immer als den positiven
bezeichnen. Ein Winkel, der in der umgekehrten Richtung gemessen
wird, ist daher stets mit einem Minuszeichen zu versehen.

Fiir die in den zweiten Quadranten weisende Kraft P; ergeben sich
die Komponenten:

Xy = Pycos (x,P,)), Yy= Pysin(x,PBy).

Hier ist cos (x, Py) negativ, sin (x,P,) positiv. Die in die negative
#-Richtung weisende Komponente X, ergibt sich somit von selbst als
negativ, die in die positive y-Richtung weisende Komponente Y als
positiv. Berechnen wir daher die Komponenten einer beliebigen Kraft P;
nach den Formeln:

X; = P;cos (2, P), Y; = P;sin (2, F), (3, 1)

so erhalten wir daraus nicht nur deren Grogde, sondern auch durch das
Vorzeichen einen Hinweis auf ihre Richtung.

Durch Angabe-shyer beiden Komponenten ist eine Kraft nach Grife und
Richtung eindeutsg festgelegt, da ja die geometrische Zusammensetzung
der Komponenten zu einem vollkommen eindeutigen Ergebnis fithrt. Aus
zwei rechtwinkligen Komponenten X;, Y; einer Kraft P; konnen wir
auch deren GréSe und Richtung leicht berechnen. Denn es gilt zundchst
fiir die Gr6Be [man betrachte das Dreieck O BC der Abb. 5 oder qua-
driere und addiere die Gl. (3, 1)]:

P, = |X;+7Y; (3.2)
(wobei die Wurzel stets positiv zu nehmen ist). Ferner erhalten wir aus
den GL (3, 1):
X; . Y
_I‘;; ’ sin (x' Pi) = F: (3: 3)
(darin sind die Vorzeichen der Komponenten zu beriicksichtigen). Durch
seinen Sinus und Cosinus ist der Winkel (x, P;) innerhalb der vier Qua-
dranten eindeutig bestimmt.

cos (x, Py) =

4. Rechnerische Behandlung des zentralen ebenen Kraftsystems.
a) Systemvon zwei Krifien. Fiir zweiKrifte Py, Py, die im selben Punkte
angreifen und miteinander den Winkel & einschlieBen, 148t sich die GroBe
der Resultierenden R nach dem Cosinussatz der ebenen Trigonometrie
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leicht berechnen. Aus dem Dreieck 4 BC der Abb. 6a folgt:
R =P} + P, +2 P,Pscosa. (4, 4)

Darin bedeuten P, und P, die absoluten Betrige der beiden Krifte.
SchlieBen P, und P, miteinander einen
rechten Winkel ein (Abb. 6b), so gilt:
R=yP +P:. (4, 42)
b) System von beliebig vielen Kriften.
Wir wollen nun GréBe und Richtung der
Resultierenden eines aus beliebigvielen Krif-
ten bestehenden zentralen ebenen Kraft-
systems rechnerisch ermitteln. Die Aufgabe
ist nach Nr. 3 gel6st,wenn wir die beiden Kom-
ponenten von R, Xp und Yz gefunden haben.
Betrachten wir etwa das in Abb. 7 dargestellte, aus den Kriften P,,
P,, P, bestehende System und denken uns seine Resultierende zunichst
zeichnerisch ermittelt, indem wir gleich im Punkt O beginnend die drei
Krifte zu einem Krafteck zusam-
menfiigen. Bezeichnen wir mit ¥
X,, Y, dieKomponentenvon Pjusw., y——f---------

Abb. 6.

s0 sehen wir,daB sich X pzusammen- 'g--'yk & i )
setzt aus X, vermehrt um X, und % & /B J
diese Summe vermindert wm den WAV
Betrag von X, oder, da sich ja aus ¥ T\ dzﬂ '

den Gl. (3,1) X, von selbst als nega- * }‘;\(_ A z
tiv ergibt, vermehrtum X, (X; <o). [ 77 B L

Xr ist also gleich der algebraischen Xs
Summe (Summe aus positiven und X, X

negativen Summanden) der x-Kom-
ponenten aller Krifte:

XR=X1+X2+X3.

In gleicher Weise ergibt sich Y als algebraische Summe der y-Kompo-
nenten aller Krifte:

Abb. 7.

YR=Y1+Y2+Y3.

In dieser Summe ist Y; >0, Y, <o, Y;>o.

Besteht das Kraftsystem nicht aus drei, sondern aus n Kriften
P, P, ..., P,, mit den Komponenten X; und Y; ( = 1...n), weiche
nach den Gl. (3, 1) zu berechnen sind, so ergibt sich fiir die Komponenten
der Resultierenden R:

XR=X1+X3+,.. +X",
Ye=Y,+Y,+...4Y,,
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oder, in abgekiirzter Schreibweise, mit Verwendung des Summen-
zeichens?:

” »
Xp=2X;=23P;cos(x, P,),

o (4,5)
YR =2Y‘ =2P, sin (x, P‘)
f=1 (L3

In Worten: Die Komponenten der Resultierenden sind glesch den alge-
brasschen Summen der Komponenten der einzelnen Krifte des Systems. —
Wie wir spiter sehen werden, gilt dies nicht nur fiir das zentrale, son-
dern fiir jedes beliebige Kraftsystem.

Nach den Gl. (3,2) und (3,3) erhalten wir dann Gré8e und Richtung
der Resultierenden:

R=yX}+ Y%, (4. 6)

cos (v, R)= 35X, sin (x, R) = . (4, 7)

Die Wurzel ist stets positiv zu nehmen, Xy und Yp sind in die Gl. (4,7)
mit ihren Vorzeichen einzusetzen.

Nach Nr. 2 ist ein zentrales ebénes Kraftsystem im Gleichgewicht,
wenn R =o ist. Dasist dann und nur dann derFall, wenn Xp =Yg =0
ist. Daher lauten die rechnerischen Bedingungen fiir das Gleichgewicht
eines aus #-Kriften bestehenden zentralen ebenen Kraftsystems:

2X;=O, ZYi=O (4,8)
=1 =1
In Worten: Ein zemtrales ebenes Kraftsystem ist im Gleichgewscht, wenn
sowohl die algebraische Summe der x-Komponenten, als auch die algebraische
Summe der y-Komponenten aller Krifte gleich Null ist.

Da die Lage des Koordinatensystems ganz beliebig war, kénnen wir
auch sagen: Ein zentrales ebenes Kraftsystem ist dann und nur dann im
Gleichgewicht, wenn fiir zwei beliebige Richtungen® die algebraischen
Summen der Komponenten aller Krifte verschwinden.

5. Beispiele fiir die Reduktion zentraler ebener Kraftsysteme. a) System von
Krydften mit verschiedeney Richiung. Fiir das in Abb. 8 dargestellte, aus drei Kraften
bestehende zentrale ebene Kraftsystem soll Gré8e und Richtung der Resultierenden
auf zeichnerischerh und rechnerischem Wege ermittelt werden.

Die zeichnerische Lésung wurde mittels des Kraftecks durchgefiihrt, das in
Abb. 8 vom Punkt O ausgehend gezeichnet wurde. Als KraftmaBstab wurde ange-

”»
1 37... groBes griechisches Sigma; 3] X;ist zu lesen: ,,Summe aller Xj, ¢ lauft
von 1 bis n*. $=1

? Die beiden Richtungen diirfen nur nicht einen Winkel von 180° ein-
schlieBen. Praktisch wird man sie meist zu einander senkrecht annehmen.
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nommen, daB einem Kraftvektor von 1 cm Lange eine Kraft von 2t entspricht.
Wir schreiben in Hinkunft: KM: 1cm.,.2t. Die SchluBlinie des Kraftecks ist
die Resultierende R, welche sich 1,5 cm lang ergibt. Demnach ist also der Betrag
von R= 1,52 = 3,0t. Der
Winkel (#, R) kann ebenfalls y
gemessen werden und betragt
147°.

Das zur technerischen Lé-
sung erforderliche Koordinaten- ’2"“
system legt man zweckmafig so,
daB eine Achse mit einer der
Krafte zusammenfillt. Die

Rechnung wird am besten in

Form einer Tabelle durchge- R ey
filhrt (Tabelle 1). In den er- R 2o &
sten drei Spalten befinden sich A \
die Angaben iiber das Kraft- )

. er s . &' a x
system, in den iibgigen die er- 7 B=4t
forderlichen Zwischenresultate.

Zunichst werden die Kompo-
nenten der einzelnen Krifte
nach den Gl. (3,1) berechnet, w5t XM fom.....2t
deren algebraische Summen %
nach den Gl. (4, 5) die Kompo- Abb. 8.
nenten der Rcsultierenden er-
Tabelle 1.
Kraft l t (é':é) cos (z,P;) ! sin (%P;) 4\;’. Yt'.
P, 4,00 o | 41,000 0,000 + 4,00 0,00
p, 6,00 120 i —o,500 | 40,866 —3,00 +5,20
Py | 500 | 225 | —0,707 | —o0,707 —3,54 —3.54
i —2,54 +1,66
geben: Xp = —2,54, Yr= -4 1,66. Daraus ergibt sich nach Gl. (4, 6) die GréBe

der Resultierenden:
R= V254 + 166 = 3ost.
Nach den Gl. (4, 7) folgt dann fiir die Richtung von R:

cos (¥, R) = ——~~; = — 0,836,

. 1,66
sin (x, R) = —— == 0,546.
(% R) = + 5. = 0.54

(Es wiirde eigentlich geniigen, nur eine der beiden Funktionen zu berechnen und
von der anderen blo8 das Vorzeichen festzustellen.) Da der Cosinus von (#, R)
negativ, der Sinus positiv ist, liegt der Winkel (x, R) im zweiten Quadranten.
Es betragt gerundet
(#, R) = 146° 50'.

b) System von Kriften derselben Wirkungslinie. In dem in Abb. g dargestellten
Kraftsystem greifen alle drei Krifte P, Py, P, im Punkt O an und liegen in der-
selben Wirkungslinie g. Sie sind nur der Deutlichkeit halber etwas nebeneinander
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gezeichnet. Wir konnen auch fiir dieses Kraftsystem die Resultierende auf zeichne-
rischem Wege finden, indem wir ein Krafteck zeichnen, das allerdings in eine Strecke
ausartet. Auch hier sind die ineinander fallenden Krafte etwas nebeneinander
gezeichnet. Das Krafteck beginnt im Punkt O’, seine Schlulinie ist die Resultie-

rende R, welche ebenfalls in der Wirkungs-
pe2t /5 linie g liegt und die GroBe 1t hat.

Um R rechnerisch zu finden, denken
wir uns O als Koordinatenursprung ge-
wiahlt und die x-Achse in die Gerade g
gelegt. Dann ist X;= P =2¢, X;= P,
=1,5t, Xy==-— P, =—4,5t. Samtliche
Y, sind gleich Null. Nach den Gl. (4, 5)
ist dann

Xr=24+15—45=—10t Ygp=o.

Nach Gl. (4, 6) ist R=1t. R ist wegen YR = 0 zu allen Kraften parallel und weist
in die negative r-Richtung (Xgp<Co).

Um zu diesem Ergebnis zu kommen, wird man praktisch nicht erst ein Koor-
dinatensystem einfiihren, sondern einfach die Krafte je nach ihrer Richtung mit
Vorzeichen versehen. Also etwa die nach rechts gerichteten mit positiven, die nach
links gerichteten mit negativen. Der absolute Betrag der algebraischen Summe
aller Kriifte ist dann gleich R, das in dieselbe Gerade fallt, in der samtliche Krifte
liegen. Das Vorzeichen dieser Summe besagt, ob R nach der positiven oder nega-
tiven Seite gerichtet ist.

Abb. 9.

B. Das allgemeine ebene Kraftsystem.

Wie wir schon in der Einleitung erwihnten, spricht man von einem
allgemeinen ebenen Kraftsystem, wenn die einzelnen Krifte zwar simt-
lich in einer und derselben Ebene liegen, aber nicht alle denselben An-
griffspunkt haben. Wir stellen uns wieder die Aufgabe, das Kraftsystem
zu reduzieren, d. h. also durch ein gleichwertiges (iquivalentes) zu er-
setzen, das méglichst einfach ist. Ferner werden wir die notwendigen und
hinreichenden Bedingungen ermitteln, unter denen ein solches Kraft-
system im Gleichgewicht ist. Im folgenden wird stets vorausgesetzt, daB
das Kraftsystem an einem starren Korper angreife.

6. Verschiebbarkeit einer Kraft in ihrer Wirkungslinie, Wir wollen zu-
nichst den folgenden Satz beweisen: Sofern es sich um das Gleichgewscht
des gamzen Korpers handelt, darf am starren Korper eine Kraft in shrer
Wirkungslinie beliebsg verschoben werden. (Verschiebungssatz fibr Krifte.)

Esist eine Erfahrungstatsache, daB ein starrer Korper, der unter dem
EinfluB zweier gleich groBer und entgegengesetzt gerichteter Krifte steht,
die in derselben Geraden wirken, im Gleichgewicht ist, und zwar auch
dann, wenn die beiden Krifte nicht denselben Angriffspunkt haben.
Zwei solche Krifte werden also die Wirkung etwa vorhandener anderer
Krifte auf den Kérper nicht beeinflussen, sie kénnen daher zu einem
Kraftsystem beliebig hinzugefiigt oder weggelassen werden.
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Wir wollen nun zeigen, da wir die im Punkt 4 des in Abb. 10, Bild 1
gezeichneten starren Korpers angreifende Kraft P in den auf ihrer Wir-
kungslinie gelegenen Punkt B dieses Korpers verschieben diirfen. Dazu
denken wir uns in der Wirkungslinie der Kraft P noch zwei gleich groBe
und entgegengesetzt gerichtete Krifte vom Betrage P hinzugefiigt, die
wir mit P und —P bezeichnenl, P lassen wir in
B, —P in A angreifen (Bild 2). Die beiden nun- 1
mehr im Punkt 4 angreifenden Krifte heben
sich nmach Nr.2 auf und kénnen weggelassen 2
werden. Es bleibt dann nur die Kraft P im
Punkt B iibrig (Bild 3).

Von diesem Satz darf, wieschon erwahnt wurde, streng
genommen nur dann Gebrauch gemacht werden, wenn es Abb. 10.
sich um Fragen des Gleichgewichts des ganzcn Kérpers
handelt und nicht etwa um Fragen der Verteilung der Krafte im Innern des
Korpers. In solchen Fallen darf der Verschiebungssatz nicht gedankenlos ange-

wendet werden. Greifen wir etwas vor und betrachten z. B. den in Abb. 11, Bild 1
dargestellten Stab unter dem EinfluB der beiden Krafte P

b

¢

und — P. In seinem Innern wirken Zugkrafte. Nun ver- -P P
schieben wir die linke Kraft an das rechte Stabende, die ' ~ ——
rechte Kraft an das linke Ende (Bild 2). Der Stab ist 2 _/_’.{:}_‘_f_
nach wie vor im Gleichgewicht, in seinem Innern herrscht

aber jetzt Druck, also ein ganzlich anderer Zustand als Abb. 11.
friiher.

Wir sind nun auch in der Lage, genau festzusetzen, was wir unter
zwei gleichwertigen Kraftsystemen verstehen wollen. Wir bezeichnen
zwei Kraftsysteme als gleichwertig, wenn sie durch (eventuell wiederholte)
Anwendung der Konstruktion des Krifteparallelogramms, sowie durch Hin-
zufiigung oder Weglassung von gleich grofen und entgegengesetzt gerichielen
Kraiften derselben Wirkungslinie ineinander tibergefiihrt werden kinnen. —
Kehren wir dic Richtungen simtlicher Krifte des einen der beiden gleich-
wertigen Systeme um, so werden nach Ausfiihrung der obigen Operationen
die Krifte der beiden Systeme paarweise einander aufheben. Es miissen
sich also schon vor Ausfithrung der Uinwandlungskonstruktionen die
beiden Systeme das Gleichgewiclit halten und wir konnen auch sagen:
Zwei Kraftsvsteme sind gleichweriig, wenn sie sich, nachdem in einem von
thnen samtliche Kraftrichtungen umgekehr! worden sind, das Gleichgewicht
halten.

Wieder bezicht sich die Gleichwertigkeit der Kraftsysteme nur auf

den starren Kérper als Ganzen und nicht auf die Verteilung der inneren
Krifte.

1 Eine Kraft, die dieselbe GréBe hat wie die Kraft F, aber die entgegengesetzte
Richtung, bezeichnet man gewohnlich mit —P,
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7. Zeichnerische Reduktion des allgemeinen ebenen Kraftsystems mit
Hilfe von Teilresultierenden, Mit Hilfe des Verschiebungssatzes fiir Kriifte
konnen wir schon gewisse allgemeine ebene Kraftsysteme behandeln, z. B.
das in Abb. 12 gezeichnete. Hier sollen die drei Krifte P,, P,, Pymit den
Angriffspunkten 4, B, C zu einer Resultierenden vereinigt werden.

Wir denken uns zundchst die Krifte P, und P, nicht in den Punkten A
und B angreifend, sondern im Schnittpunkt ihrer Wirkungslinien D.
Dann kénnen sie nach Nr.2 zu einer
Teilresultierenden R,,, zusammen-
gefaBt werden, deren GréBe wir aus
dem Krafteck entnehmen und die
ebenfalls durch den Punkt D gehen
muB. Nun setzen wir ganz analog P,

Abb. 12, mit R;,, zusammen, indem wir uns

die beiden Krdfte im Punkt E an-

greifend denken. Ihre Resultierende R, welche gleich ist der gesuchten

Resultierenden von P;, P,, P;, muB dann ebenfalls durch den Punkt E

gehen. Die GréSe von R entnehmen wir aus dem fiir R,,, und Pj ge-
zeichneten Krafteck, das an das vorige gleich angefiigt wurde.

Wir sehen, daB wir GréBe und Richtung der Resultierenden eines allge-
meinen ebenen Kraftsystems aus einem Krafteck entnehmen kénnen,
das genau so konstruiert wird wie im Falle des zentralen Kraftsystems.
Nur miissen wir uns hier noch irgendwie einen Punkt der Wirkungslinie
von R beschaffen. In welchem Punkt seiner Wirkungslinie wir R dann
angreifen lassen, ist ja nach dem Verschiebungssatz unwesentlich.

Die Gestalt des Korpers, an dem das Kraftsystem angreift, ist fiir das
Ergebnis der Kriftezusammensetzung wieder ohne Belang, weshalb wir
im folgenden wieder nur die Krifte allein aufzeichnen werden.

8. Zeichnerische Reduktion des allgemeinen ebenen Kraftsystems mit-
tels des Seilecks. Das vorhin angegebene Verfahren zur Aufsuchung der
Lage der Resultierenden eines allgemeinen ebenen Kraftsystems wird
umstdndlich, wenn die Schnittpunkte der Wirkungslinien der Krifte
auflerhalb des Zeichenblattes liegen, und versagt ganz, wenn die Krifte
parallel sind. Deshalb werden wir eine zweite Methode zur Aufsuchung
der Wirkungslinie der Resultierenden entwickeln, die in jedem Fall zum
Ziele fiihrt.

Es seien die in Abb. 13 gezeichneten drei Krifte zu einer Resultieren-
den zusammenzufassen. Wir wollen im folgenden jenes Bild, das uns die
Lage der Krifte veranschaulicht, den Lageplan nennen. Da es dort nur
auf die gegenseitige Lage der Krifte ankommt, konnen die Pfeile, durch
die die Krifte dargestellt werden, in beliebiger GréBe gezeichnet
werden. Anders dagegen im Krafteck, oder wie wir auch sagen
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werden, im Krdfteplan, wo die Krifte genau maBstablich eingetragen
werden miissen.

Wir fiigen nun dem Kraftsystem zwei gleichgrofe und entgegengesetzt
gerichtete, aber sonst beliebige Krifte S; und —S, hinzu, die in derselben
Wirkungslinie liegen. Dadurch wird ja nach Nr. 6 nichts gedndert, und
insbesondere wird die Resultie-
rende R des Kraftsystems in kei-
ner Weise beeinflufit. Wir suchen
sie auf, indem wir die fiinf Krafte
Sy, Py, P,, Py —S; nach der in
Nr. 7 erorterten Methode schritt-
weise zusammensetzen. Zunichst
vereinigen wir S; und P, im
Krifteplan zu einer Kraft S,, die im Lageplan durch den Schnitt-
punkt 4 von S; und P, gehen muB. S, und P, setzen wir im Krifte-
plan zu einer Kraft S, zusammen, die im Lageplan durch den Punkt B
gehen muB. S; wird mit Pyzu S;zusammengesetzt, welche im Lageplan
durch den Punkt C zu zeichnen ist. S, muB nun mit derletzten Kraft
—S; zusammengesetzt die Resultierende unserer fiinf Krifte, welche
gleich der Resultierenden R der Krifte P;, P,, P,ist, liefern. Wir zeich-
nen im Krifteplan —S; iber S, und sehen, daBl das Krafteck aus
—S; und S, tatsichlich durch R geschlossen wird. Im Lageplan
muB R durch den Schnittpunkt D von —S; und S, oder, was dasselbe
ist, durch den Schnittpunkt von S; und S, gehen.

Daraus ergibt sich nun folgendes einfache mechanische Verfahren zur
Aufsuchung der Resultierenden eines allgemeinen ebenen Kraftsystems,
bestehend aus denKriften Pj, P,. .. P,: Zuerst zeichnet man fiir die P;
das Krafteck, aus dem sich bereits GréBe und Richtung von R ergibt.
Nun wihlt man einen beliebigen Punkt O, welcher Pol des Kraftecks
genannt wird, und zieht die Verbindungslinien von O zu simtlichen Eck-
punkten des Kraftecks, die Polstrahlen. Nun zeichnet man im Lageplan
die Parallelen zu den Polstrahlen, welche Setlsirahlen heilen, nach fol-
gender, aus Abb. 13 leicht abzulesender Regel: Wenn zwei Polstrahlen
im Krifteplan eine Kraft ein-
schlieBen, dann schneiden sich
die parallelen Seilstrahlen im
Lageplan auf dieser Kraft. |
Nach derselben Regel ist dann
der Schnittpunkt des ersten R
und letzten Seilstrahles ein Abb. 14.

Punktder Wirkungslinie von R.

Der Polygonzug der Seilstrahlen im Lageplan heit Sesleck oder Seul-

polygon. Ein mit den Kriften P, bis P, belas ctes biegsames Seil, das

Abb. 13.

»0

«vo,

7
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in der Richtung des ersten und letzten Seilstrahls an zwei Punkten be-
festigt ist, wiirde sich nimlich genau nach dem so gewonnenen Polygon-
zug einstellen. Es ist ganz
gleichgiiltig, wo man den
Punkt O und den Anfangs-
punkt des Seiles wihlt, es
mu8 sich immer die gleiche
Resultierende ergeben, da ja
GréBe, Lage und Richtung von
S, vollkommen beliebig ange-
Abb. 15. nommen werden konnte. (Der

Leser iiberzeuge sich davon.)

Die Abb. 14—16 zeigen Anwendungsbeispiele. Die zusammengehérigen Pol- und
Seilstrahlen sind gleichartig bezeichnet. In den Abb.15 und 16, wo die Resultie-
renden von Systemen paralleler Krafte aufgesucht wurden, sind im Krafteplan die

IR ==Y

Abb. 16.

sich deckenden Krafte der Deutlichkeit halber etwas nebeneinander gezeichnet. In
diesen Beispielen ist R wieder gleich der algebraischen Summe der einzelnen Krifte,
wenn diese wie in Nr. 5, Beispiel b, je nach ihrer Richtung mit Vorzeichen versechen
werden,

9. Ergebnisse derReduktion des allgemeinen ebenen Kraftsystems, Die
von uns bisher behandelten allgemeinen ebenen Kraftsysteme lieBen sich
alle auf eine Einzelkraft reduzieren. Bei ihnen war zunichst das Kraft-
eck und das Seileck offen. Wir haben zuerst das Krafteck durch die
Resultierende geschlossen und diese dann, nach SchlieBung des Seilecks,
durch dessen neu hinzukommenden Eckpunkt gezeichnet.

Nun kann auch der Fall eintreten, daB sich das Kraftsystem im
Gleichgewicht befindet. Ein solches Kraftsystem gewinnen wir z. B. aus
dem in Abb. 13 gezeichneten, wenn wir noch eine Kraft P, hinzufiigen,
die gleich und entgegengesetzt ist der Resultierenden aus den Kriften P,
P,, P, und in dieselbe Wirkungslinie fillt wie diese. Dann wird jene
Kraft die Wirkung der drei anderen gerade aufheben (Abb. 17). Zeichnen
wir fiir diese vier Krifte das Krafteck, so schlieBt es sich. Zeichnen wir
im Lageplan dasselbe Seileck wie in Abb. 13, so muB es sich ebenfalls
schlieBen, weil ja P, genau in der Wirkungslinie von R liegt. Weil aber
jedes beliebige Seileck in Abb. 13 zu einem Punkt der Wirkungslinie
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von R fithren muB, so muB sich in Abb. 17 jedes beliebige, fiir die vier
Krifte gezeichnete Seileck schlieBen.

Mit diesen zwei Fillen ist aber die Zahl der méglichen Ergebnisse der
Reduktion eines allgemeinen ebenen Kraftsystems noch nicht erschépft.
Zeichnen wir z. B. nochmals das

Kraftsystem der Abb. 13 auf und
fiigen abermals eineKraft P, hm-
zu, die gleich und entgegengesetzt
der Resultierenden von Py, P,, Py

ist, jedoch gegen diese um ein
Stiick parallel verschoben ist Abb. 17.

(Abb. 18), dann sehen wir, daB sich in diesem Fall wohl das Krafteck
schlieBt, nicht aber das Seileck, denn dieses endet mit zwei parallelen
Seilstrahlen. Die Resultierende unseres Kraftsystems ist also Null. Als
Angriffspunkt dieser Resultieren-
den Null ergibt sich als Schnitt-
punkt des ersten und letzten
Seilstrahls der unendlich ferne
Punkt. Um zu sehen, was das
bedeutet, denken wir uns die drei
Krifte P;, P,, Py durch ihre Re- Abb. 18.

sultierende ersetzt, die durch den

Punkt D geht. Da sie gleich groB und entgegengesetzt ist wie Py, be-
zeichnen wir sie mit —P,. Unser Kraftsystem reduziert sich also auf
die beiden antiparallelen Krifte P,und —P,, die man ein Kréftepaar
nennt (Abb. 19). Ein solches Kriftepaar 1a8t sich nicht  , —~
weiter reduzieren, sondern hochstens, wie wir in Nr. 13

sehen werden, durch ein anderes, gleichwertiges, ersetzen.

Der Korper, an dem es angreift, ist ersichtlich nicht im
Gleichgewicht, sondern gerit, wenn sonst keine Krifte -

auf ihn wirken, in der eingezeichneten Richtung in Abb. 19.
Drehung.

Wir sehen also, daB wir bei der Reduktion eines allgemeinen ebenen
Kraftsystems zu folgenden Ergebnissen kommen konnen:

a) Das Kraftsystem reduziert sich auf esne Einzelkraft (Resultierende).
Zeichnerisches Kennzeichen: Krafteck und Seileck offen. Beide kinnen
geschlossen werden.

b) Das Krafteck reduzsert sich auf esn Krdftepaar. Zeichnerssches Kenn-
zeschen: Krafteck geschlossen, Seileck offen. Das Seileck kann im Endlichen
nicht geschlossen werden.

¢) Das Kraftsystem ist im Gleichgewicht. Zeschnerisches Kennzeichen:
Krafteck umd Setleck geschlossen.

+«
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10. Gleichgewicht von zwei und von drei Kriften. Aus unseren bis-
herigen Ausfithrungen geht hervor, daf zwes Krifte dann und nur dann im
Gleichgewicht sind, wenn sie gleich grof wnd entgegengesetzt gerichict sind
und in derselben Wirkungslinie liegen. In allen anderen Fillen ergibt
sich entweder eine Resultierende oder ein Kriftepaar.

Betrachten wir nun ein System von drei Kriften (Abb. 20), so kénnen
wir etwa P; und Pj zu einer Resultierenden R,,, zusammenfassen, die

durch den Punkt 4 geht. Soll Gleichgewicht herr-

k schen, so miissen fiir P, uad R,,, die Bedingungen

ARy fiir das Gleichgewicht zweier Krifte erfiillt sein.

2 3 PsmuB also jedenfalls auch durch den Punkt 4

gehen, so daB wir folgenden Satz aussprechen

kénnen: Dres Krifte kinnen (miissen nicht!) nur

dann im Gleschgewicht sein, wenn sich shre Wir-

kungslinien in einem Punkt schneiden. Diese Be-

dingung ist fir das Gleichgewicht notwendig, aber nicht hinreichend.

Das Gleichgewicht ist erst dann gesichert, wenn sich auBerdem noch
das Krafteck dieser drei Krifte schlieBt.

11. Moment einer Kraft. Unter dem Moment einer Kraft in bezug auf
einen Punkt versteht man das Produkt aus dem absoluten Betrag der
Kraft und dem senkrechten Abstand ihrer Wirkungslinie von diesem
Punkt. Wir vereinbaren, daBl wir diesem Produkt, das auch Drehmoment

e der Kraft um den Punkt genannt wird, das posstive Vor-
7 “‘P zeichen geben, ‘wenn die Kraft um den Punkt im Gegen-
\  zeigersinn dreht, das megative Vorzeichen, wenn die Drehung
im Uhrzeigersinn erfolgt. Dies in Ubereinstimmung mit
Abb-21. 4en in Nr. 4 iiber den Drehsinn getioffenen Festsetzun-
gen. Fir die in Abb. 21 dargestellte Kraft P ist demnach das Mo-
ment M um den Punkt O gegeben durch
M e 4+ Pp.
p wird auch Hebelarm der Kraft genannt.

Das Moment einer Kraft ist also abhingig von der Lage des Bezugs-

punktes. Es wird Null, wenn dieser anf der Wirkungslinie der Kraft liegt.
Dagegen idndert sich das Moment nicht, wenn wir die

% Kraft lings ihrer Wirkungslinie verschieben. Die Di-

O

Abb. 20,

<$

mension des Moments ist als Produkt einer Kraft und
o einer Linge, je nach den verwendeten Einheiten kgm,

Abb. 22. kgcm, oder tm.
Geometrisch kann der Betrag des Moments der
Kraft P um den Punkt O als die doppelte Fliche eines Dreiecks ge-
deutet werden, dessen Grundlinie P und dessen Spitze O ist (Abb. 22).
Denn dieses Dreieck hat die Héhe p und seine Fliche ist § pP =} M.
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Sind mehrere Krifte vorhanden, dann wollen wir unter dem resudize-
renden Moment aller Krifte umn einen bestimmten Punkt die algebraische
Summe der Momente der einzelnen Krifte um diesen Punkt verstehen.

12. Moment eines Kriftepaares. Nach unserer letzten Festsetzung ist
das resultierende Moment der beiden Krifte des in Abb. 23, Bild 1 ge-
zeéichneten Kriftepaares, das wir kurz das Moment des Kriftepaares
nennen wollen, um den Punkt O gegeben durch:

M = Pp —Pp" =P (p' —p") = Pa.

Fiir das in Bild 2 gezeichnete Kriftepaar ergibt sich als Moment um den
Punkt O,:

M, = —Pﬁ"ll + Pypl=+P 0 ~1”;) =—Pa 1

Das Moment eines Kriftepaares ist also gleich dem Betrag einer Kraft
des Paares mal dem Abstand beider Krifte; positiv oder negativ, je nachdem
das Krdftepaar den Korper, an dem es
angreift, im Gegenzeigersinn oder im
Uhrzeigersinn drehen will. Der Leser
wird leicht bestitigt finden, daf
wir auch sagen koénnen, das Mo-
ment eines Krdftepaares ist gleich
dem Moment einer Kraft des Paares
um etnen Punkt der Wirkungslinie
der anderen. Irgendwelche Angaben
iiber die Lage des Bezugspunktes 7 2
kommen im Ausdruck fir das Mo- Abb. 23.
ment nicht vor, woraus der wich-
tige Satz folgt: Das Moment eines Kriftepaares ist unabhdngig von der
Lage des Bezugspunkies.

Wir konnen also vom Moment eines Kriftepaares schlechtweg spre-
chen, bzw. ein Moment bestimmter Gré8e immer durch ein entsprechen-
des Kriftepaar darstellen. Und zwar geht das auf unendlich viele Arten.
Soll etwa ein Moment von der GréBe —10 tm dargestellt werden, so mufl
Pg = 10tm sein. Alsoetwa P=5t, a =2moder P=10t,a =1m
usw. Die beiden Krifte sind so anzuordnen, dafi das Kriftepaar im
Uhrzeigersinn dreht.

P

13. Gleichwertige Kriftepaare. Wir wollen nun zeigen, dafBl zwei
Kriftepaare, die das gleiche Moment haben, einander gleichwertig (4qui-
valent) sind, wie sie auch in der Ebene liegen mogen. Solche Kriftepaare

1 Man lasse sich durch die Vorzeichen der Kraftvektoren nicht irre machen,
sondern halte sich streng an die in Nr. 12 gegebene Definition. Der absolute Betrag
der Kraft —P, ist P,, sie dreht um O, imGegenzeigersinn, also ist ihr Moment |- P, p','_

Chmelka-Melan, Statik, 5. Aufl. 2
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kénnen also durch einander ersetzt werden. Speziell folgt daraus der
Satz, den wir Verschiebungssatz fiir Kriftepaare nennen wollen: Ein
Kriftepaar darf in seiner Ebene beliebig gedreht und verschoben werden.
All das gilt wieder nur fiir den starren Kérper als ganzen und ist bei
Berechnung innerer Krifte stets mit Bedacht anzuwenden.

Wir fiihren den Beweis, indem wir
zeigen, daB wir das Kriftepaar P, —P
der Abb. 24, das in den parallelen Ge-
raden @, und a, wirkt, in das Kriftepaar
Q. —Q, das in den parallelen Geraden #,
und b, liegt, iiberfithren kénnen, wenn wir
voraussetzen, daB die Momente der bei-
den Paare einander gleich sind: —Pa ==
—Qb, oder Pa =Qb.

Wir denken uns P und Q im Schnitt-

2z

\ih"”a £

5 i punkt A der Geraden g, und b,, —P und
—Q im Schnittpunkt B der Geraden a,
Abb. 24. und b, angreifend, was nétigenfalls durch

Verschiebung der Krifte lings ihrer Wir-
kungslinien erreicht werdenkann. NachNr. 11 und 12 ist dann derBetrag
des Moments des Paares P, —P gegeben durch die doppelte Fliche des
Dreiecks 4 BC, der Betrag des Moments des Paares Q, —(Q durch die
doppelte Fliche des Dreiecks A BD. Sollen die Momente der beiden
Paare einander gleich sein, so riissen die beiden Dreiecke dic gleiche
Fliche haben. Da sie die gemeinsame Grundlinie A4 B besitzen, miissen
ihre Hohen gleich sein, d. h. also, ihre Spitzen C und D miissen auf einer
Parallelen zu A B liegen. Wir fiigen nun dem Paar P, —P zweij gleich
groBe und entgegengesetzt gerichtete Krifte K, —K hinzu, die in der
Geraden 4 B liegen, und wihlen die Gré8e von K gleich der Strecke C D.
Damit haben wir nach Nr. 6 an der Wirkung des Paares P, —P nichts
gedndert. Setzen wir nun P mit K zusammen, so ist das dazu nétige
Krifteparallelogramm durch die Figur A C DE gegeben und wir erhalten
als Resultierende die Kraft Q. Ebenso ergibt die Zusammensetzung von
—P mit —K die Kraft —Q. Damit haben wir also das Paar P, -—P ohne
am Kriftespiel etwas zu indern, in das Paar Q, —Q iibergefiihrt, dic
beiden Paare miissen also gleichwertig sein, was zu beweisen war.

Wir wollen jetzt noch zeigen, daB auch die Umkehrung des eben be-
wiesenen Satzes gilt, daB nimlich zwei gleichwertige Kriftepaare stets
das gleiche Moment haben. Wir ziehen dazu wieder die Abb. 24 heran,
stellen uns aber jetzt folgende Aufgabe: Gegeben sei das Kriftepaar
P, —P in den Geraden a,, a,, gesucht ist ein gleichwertiges Paar Q, —Q.
welches in den Geraden b,, b, wirkt. Wir werden schen, daB die Momente
der beiden Paare einander gleich sein werden.
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Wir fiigen dem Paar P, ——P zwei gleich groBe und cntgegengesctzte
Krifte K, —K in der Geraden A B hinzu, wodurch nichts geindert wird.
Nun wihlen wir K so gro3, daB die Resultierende Q aus P und K in die
Gerade b, fillt. Dann fillt die Resultierende —Q von —P und —K in
die Gerade b,. Aus der Konstruktion ergibt sich nun die Flichengleich-
heit der Dreiecke A BC und 4 BD, somit die Gleichheit der Momente
des Paares P, —P und des gleichwertigen Paares @, —0Q.

Zusammenfassend kénnen wir alsc sagen: Krdftepaare, die das gleiche
Moment haben, sind gleichwertig und umgekehrt: Gleichwertige Kriftepaare
haben das gleiche Moment.

14. Zusammensetzung von Kriftepaaren. Wir nehmen an, auf eincn

starren Korper wirken zwei Kriftepaare: P, —P (Abstand a) und Q, —Q
(Abstand b) (Abb. 25, Bild 1). Das erste Paar hat das Moment M, = Pa,

g~ -(P-9)

o/ Yo-g)
Y 7 ¢
H 2 3
Abb. 25.
das zweite das Moment M, =-—Qb. Wir werden nun zeigen, da} wir die

beiden Kriftepaare zu einem einzigen, resultierenden Kriftepaar ver-
einigen konnen, dessen Moment gleich ist der algebraischen Summe der
Momente der beiden Paare.

Wir ersetzen zunichst das Kriftepaar ¢, —Q mit dem Abstand &
durch ein gleichwertiges Paar @', —Q’ mit dem Abstand a. Q' ergibt
sich aus der Bedingung der Gleichheit der Momentec

—0b=—Qa

b
o =%

Nun wenden wir den Verschiebungssatz fiir Kriftepaare an und fiigen die

Paare P, —Pund @', —Q’ in der in Bild 2 gezeichneten Weise aneinander.

Die in dieselben Geraden fallenden Krifte summieren wir algebraisch und

erhalten so das in Bild 3 dargestellte resultierende Kriftepaar (die ein-

zelnen Bilder sind durch Gleichheitszeichen verbunden), mit dem Moment

M=(P—QYa=Pa—Qa=Pa—Qb=»M + M,

was zu beweiscn war.

Was fiir zwei Kriftepaare gilt, kann auch fiir mehrere als bewiesen
gelten, wenn wir uns nacheinander eines zum anderen addiert denken.
Wir kénnen also folgenden Satz aussprechen: Beliebige viele Kriftepaare

~%

zu
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konnen durch ein einziges ersetzt werden, dessen Moment gleich der alge-
braischen Summe der Momente der einzelnen Krdftepaare ist.

Beispiel: Die in Abb. 26 gezeichne-
8t ot X &t ten drei Kriftepaare sollen zusammen-

ﬂ \{'& gesetzt werden. Es gilt:
I Fz,-,,,f” = My =—81,5=—12tm
ut My=+442 =+ 8,
Mg=—6-3 =-—18,,
Abb. 26. M = —z22tm.

Das resultierende Kraiftepaar wird also z. B. (es gibt ja wieder unendlich) viele
Losungen) dargestellt durch zwei Krdfte von 11t in 2 m Abstand und negativem,
Drehsinn,

15. Kriftepaar und Einzelkraft. a) Auf einen starren Korper wirke
eine Einzelkraft K im Punkt A und ein Kriftepaar P, —P mit dem
Moment M = Pa (Abb. 27, Bild 1). K und das Kriftepaar sollen zu-
sammengesetzt werden.

Wir verwandeln zunichst das Kriftepaar P, —P mit dem Abstand a
in das gleichwertige Paar K, —K mit dem Abstand . b ergibt sich aus

der Bedingung der Gleichheit der Mo-

”l K E—_]” mente (Nr. 13):
Sroo ‘r=,,” M = Pa = Kb
b zu
-P ‘?yP A - Pa _ M
1 2 3 K K

DasKriftepaar K, —K verschieben wir
nun in die im Bild 2 gezeichnete Lage.
Dann heben sich die beiden im Punkt 4 angreifenden Krifte auf und es
bleibt nur eine Einzelkraft K iibrig, die gegen die urspriinglich ge-

gebene um das Stiick b parall€l verschoben ist (Bild 3).
Es gilt also: Einzelkraft + Kriftepaar (Drehmoment) = parallel ver-
schobene Einzelkraft. Wir beachten, daB das Moment der verschobenen
Kraft um ihren fritheren Angriffs-

A K K # punkt gleich M ist.
M b) Mit der vorigen inZusammen-
F - Bl =5 hang steht die folgende Aufgabe: Im

Punkt B eines starren Korpers

Abb. 27.

”._Kc . . -
K greife eine Kraft K an. Wir ver-
7 2 3 langen nun, daB sie um das Stiick ¢
Abb. 28. in den Punkt C parallel verschoben

werde (Abb. 28, Bild 1). Dann wird,
soll das alte Kraftsystem dem neuen gleichwertig sein, noch irgend
etwas hinzukommen miissen, denn wir diirfen Krifte ohne weiteres
nur in der Richtung ihrer Wirkungslinie verschieben (Nr. 6).
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Wir denken uns im Punkt C zwei gleich groBe und entgegengesetzt
gerichtete Krdfte K und —K hinzugefiigt, wodurch wir nichts geindert
haben (Bild 2). Dann kénnen wir K in Bund —XK in C als ein Kriftepaar
auffassen, das zu der im Punkt C angreifenden Kraft K hinzutritt. Sein
Moment ist in unserem Falle M = — Kc.

Wir kommen also zu folgendem Ergebnis: Die Parallelverschicbung
esner Einzelkraft erfordert die Hinzunahme eines Kriftepaares (Drehmo-
ments). Wir beachten, daB das hinzukommende Drehmoment gerade so
groB ist, wie das Moment der unverschobenen Kraft um den Angriffs-
punkt der verschobenen. (In Bild 3 wurde an Stelle des Kraftepaares das
Drehmoment durch einen krummen Pfeil angedeutet.)

16. Vorbemerkungen zur rechnerischen Reduktion des allgemeinen
ebenen Kraftsystems. Wir wollen in dieser Nummer den Vorgang der
rechnerischen Reduktion des allgemeinen ebenen Kraftsystems blo8
beschreiben, erst in der nichsten soll er in mathematische Symbole gefaB3t
werden. Wir wissen schon aus Nr. g, daB dreierlei Reduktionsergebnisse
moglich sind (Einzelkraft, Kriftepaar, Gleichgewicht) und wollen zu-
nichst annehmen, daB sich das aus den Kriften P, P,, ... P, beste-
hende System auf eine Resultierende R zuriickfithren lasse. Um Gré8e,
Richtung und Wirkungslinie dieser Kraft rechnerisch zu ermitteln, gehen
wir folgendermaBen vor: Wir wihlen einen beliebigen Punkt O, den sog.
Reduktionspunkt, und verschieben siamtliche Krifte parallel nach O.
Dadurch treten nach Nr. 15, b # Kriftepaare auf, deren Momente wir
mit My, M,, ... M, bezeichnen. M, ist gleich dem Moment von P, um
0, M, gleich dem Moment von P, um O usw. Die nach O verschobenen
Krifte bilden nun ein zentrales Kraftsystem, dessen Resultierende nach
Gr6Be und Richtung'mit R iibereinstimmen mufB. Denn denken wir uns
fiir die unverschobenen P; ein Krafteck gezeichnet, so fillt es genau so
aus wie fiir die verschobenen. Nur der Lage nach wird die Resultierende
der verschobenen Krifte von der der unverschobenen verschieden sein,
denn diese wird im allgemeinen nicht durch O gehen. Fassen wir die #
Kriftepaare nach Nr. 14 zu einem einzigen zusammen, so ist sein Mo-
ment M gleich det algebraischen Summe der Momente M;, M,, ... M,.
Damit haben wir das Kraftsystem auf eine Einzelkraft im Punkt O, die
die Gré8e und Richtung von R hat und ein Kriftepaar vom Moment M
zuriickgefiihrt. Beides zusammengesetzt gibt nach Nr. 15, a eine parallel
verschobene Einzelkraft R, die um O das Moment M hat. Damit haben
wir auch die Wirkungslinie von R ‘eindeutig festgelegt.

Die Resultierende unseres Kraftsystems hat demnach um den Punkt O
ein Moment, das gleich ist der algebraischen Summe der Momente der
einzelnen Krifte (dem resultierenden Moment des Kraftsystems) um
den Punkt 0. Da der Punkt O ganz beliebig gewihlt werden konnte,
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konnen wir den Satz aussprechen: Das Moment der Resultierenden eines
Kraftsystems um einen beliebigen Punkt ist gleich der algebraischen Summe
der Momente der einzelnen Krifte um diesen Punkt (Momentensatz).

Es ist klar, daB die GréBe der Resultierenden eines Kraftsystems von
der Wahl des Reduktionspunktes unabhingig ist. Nicht so die GroBe
des resultierenden Moments M, das z. B. Null wird, wenn O zufillig auf
der Wirkungslinie von R angenommen wurde. Sonst kann M positiv
oder negativ ausfallen.

Es kann nun vorkommen, daB sich das Krafteck der nach O ver-
schobenen Krifte schlieBt, daB also R gleich Null ist, und nur die »
Kriftepaare mit den Momenten M,, M,, ... M, iibrigbleiben. Fassen
wir sie zu einem resultierenden Kriftepaar mit dem Moment A zusammen,
so hat sich, falls M ungleich Null ist, das Kraftsystem auf ein Kriftepaar
reduziert. Jetzt muB aber M unabhingig von der Lage des Reduktions-
punktes sein. Denn ergidbe sich etwa fiir den Reduktionspunkt O’ ein
resultierendes Moment M’, dann wire unser Kraftsystem gleichzeitig
einem Kréftepaar mit dem Moment M und einem mit dem Moment M’
dquivalent. Dann miiBten diese beiden Kriftepaare auch untereinander
gleichwertig sein, was nur moglich ist, wenn M = M’ ist (Nr. 13). Redu-
ziert sich also ein Kraftsystem auf ein Kriftepaar, so ist dessen Moment
gleich dem resultierenden Moment des Kraftsystems in bezug auf einen
beliebigen Punkt.

Ist fiir ein Kraftsystem R ==0 und auch M =o, ergibt sich also bei
der Reduktion weder eine Resultierende noch ein Kriftepaar, so ist das
Kraftsystem im Gleschgewicht. Nach dem Vorangegangenen ist klar, daB
R und M, wenn sie fiir einen Reduktionspunkt verschwinden, auch fiir
jeden beliebigen anderen Reduktionspunkt Null sein miissen. Die Fest-
stellung, daB si¢h ein Kraftsystem im Gleichgewicht befindet, ist also
von der Lage des Reduktionspunktes unabhiingig.

17. Rechnerische Behandlung des allgemeinen ebenen Kraftsystems.
Wir fiihren nun die in der. vorigen Nummer besprochene Reduktion des
allgemeinen ebenen Kraftsystems im einzelnen durch. Dazu machen
wir den Reduktionspunkt O zum Ursprung eines Koordinatensystems x, y

und zerlegen die simtlichen Krifte P;, P;, ... P, nach den Achsen-
richtungen in Komponenten. Nach den Gl. (3,1) gilt:
X = P" cos (x, P,) , Y,' = P,; sin (x, P,) (17, 9)

Denken wir uns simtliche Krifte nach O parallel verschoben, so bilden
sic ein zentrales Kraftsystem, dessen Resultierende nach den in Nr. 4
angegebenen Gleichungen gefunden werden kann. Da sie nach GrégSe
und Richtung mit der Resultierenden R des allgemeinen Kraftsystems
dbereinstimmt, bezeichnen wir sie ebenfalls mit R, Die Komponenten
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der Krifte haben sich durch die Parallelverschiebung nicht geindert. Es
gilt daher nach denGl. (4, 5) fiir die Komponenten der Resultierenden:

.YR =.2X,', YR =2Y‘ (17,10)
Daraus folgt nach Gl. (4, 6) der Betrag der Resultierenden:
R=yXp +7Y}. (17,11)

Zu dieser Resultierenden R mit dem Angriffspunkt O tritt nun noch das
resultierende Moment M des Kraftsystems in bezug auf den Punkt O
hinzu. Far M gilt die Gleichung:

M=3M,. (17,12)
M;, das Moment der Kraft P; um O kann nach dem Momentensatz (Nr.16)
als Summe der Momente der Komponenten von P; um O darge-
stellt werden. Bezeichnen wir die Koordinaten des Angriffspunktes der
(unverschobenen) Kraft P; mit x; und y;, so p ,
iiberzeugen wir uns leicht an Hand der i :g b
Abb. 29, das gilt:

M; = Y% — Xuy;, (17,13)
Der Leser wird leicht feststellen, daB diese
Formel stets den richtigen Wert von M; nach
GroBe und Vorzeichen liefert, wie auch immer
P; gelegen ist, wenn wir nur die Vorzeichen
der Komponenten und der Koordinaten beriicksichtigen. Setzen wir
Gl. (17,13) in Gl. (17,12) ein, so erhalten wir:

Abb. 29.

M =2 (Yixi — Xiy1) =2Yixi ‘—2 Xyi . (17,14)

Die Zusammensetzung von R in O und M ergibt nun ein parallel
verschobenes R, das nach dem Momentensatz in bezug auf 0 das
Moment M haben muB. Die Komponenten der Resultierenden X rund Yz
werden sich durch die Verschiebung nicht indern. Bezeichnen wir die
Koordinaten des Angriffspunktes der Resultierenden in ihrer endgiiltigen
Lage mit x und y, so muB fiir ihr Moment um O nach Gl. (17,13) gelten:

Ypx — Xpy =M. (17,15)
Das ist eine lineare Gleichung in x und y, also eine Gerade. Es ist der
geometrische Ort aller Angriffspunkte, fiir die R um O das Moment M
hat, mit anderen Worten, die Wirkungslinie von R. Damit ist uns also
neben der GréBe von R auch die Gleichung ihrer Wirkungslinie bekannt.

Welichen Richtungssinn R auf dieser Geraden hat, erkennen wir unschwer
aus den Vorzeichen der Komponenten Xz und Yj.
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Bei Systemen von parallelen Kriften, wo die Richtung der Resultie-
renden von vornherein bekannt ist, berechnet man, anstatt die Gleichung
der Wirkungslinie aufzustellen, einfacher deren senkrechten Abstand »
vom Reduktionspunkt. Nach dem Momentensatz muB ja gelten:

+ Rr=M,;
wobei das Produkt Rr dasselbe Zeichen erhalten muB3 wie M. Daraus

folgt
r = % (17,16)
wo | M| den absoluten Betrag des resultierenden Moments bedeutet.

Mitunter kommt es vor, daB ein Kraftsystem nicht nur Einzelkrifte,
sondern auch Kriftepaare (Momente) enthilt. Diese beeinflussen die
Komponenten der Resultierenden und damit deren GréBe und Richtung
nicht, sondern nur das resultierende Moment und damit die Lage der
Wirkungslinie von R. Die Momente dieser Kréftepaare werden bei der
Reduktion einfach dem aus den Kriftén resultierenden Moment hinzu-
gezihlt.

Wir sind nun in der Lage, auf rechnerischem Wege zu erkennen,
welches der drei moglichen Reduktionsergebnisse bei einem gegebenen
allgemeinen ebenen Kraftsystem vorliegt:

a) Das Kraftsystem reduziert sich auf eine Evnzelkraft. Diesen Fall
haben wir eben behandelt. Wenn die Resultierende nicht Null ist, muB
mindestens eine ihrer Komponenten ungleich Null sein, also mindestens

eine der Summen Z,' X; und Z’ Y; von Null verschieden sein. Der Wert

sy i=1

des resultierenden Moments M hingt von der Lage des Reduktions-
punktes ab.

b) Das Kraftsystem reduziert sich auf ein Krdftepaar. Hier muB R
gleich Null sein, d. h. es muB gelten: 3 X; = o und 3 Y; = o. Hingegen

$=1 gy

ist M = Z’ M;+ 0. Der Wert von M ist unabhiingig von der Lage des

fumy
Reduktionspunktes und gleich dem Moment des resultierenden Krifte-
paares.

c) Das Kraftsystem ist im Gleichgewicht Hier muB wieder R gleich
Null sem also gelten: Z’X =ound 2 Y;=o0 und auBerdem muB noch

$m=1 $m1

M= Z’M = o sein, fiir jeden beliebigen Reduktxonspunkt

fumy
Dieser letzte Fall wird sich fiir unsere folgenden Ausfithrungen als
besonders wichtig erweisen. Da wir uns die Kraftsysteme immer an
starren Kérpern angreifend gedacht haben, kdnnen wir sagen: Ein
starrer Korper ist unter dem EinfluB eines cbenen Kraftsystems im Glesch-
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gewscht, wenn die folgenden drev Bedingungen erfiillt sind: 1. die Summe
der x-Komponenten aller Krifte ist gleich Null, 2. die Summe der y-Kom-
ponenten aller Krifte ist gleich Null (beides in bezug auf ein beliebiges
Koordinatensystem), 3. die Summe der Momente aller Krifte ist gleich
Null in bezug auf einen beliebigen Punkt.

Diese Bedingungen, welche auch als die drei statischen Gleichgewichis-
bedingungen des starren Korpers in der Ebene bezeichnet werden?, gelten
fiir beliebige ebene Kraftsysteme, also auch fiir das zentrale. Dieses kann
ja als Sonderfall des allgemeinen Kraftsystems aufgefaBt werden. Hier
eriibrigt sich jedoch die Nachpriifung der dritten Gleichgewichtsbedin-
gung, falls die beiden ersten erfiillt sind (s. Nr. 4), denn ein zentrales
Kraftsystem kann sich niemals auf ein Kraftepaar reduzieren.

18. Systeme von starren Kérpern. Betrachten wir nicht einen, sondern
eine Gruppe von starren Koérpern, die miteinander irgendwie verbunden
sein kénnen, so sind hierfiir, je nach der Art der Verbindung, imallge-
meinen mehr als drei Gleichgewichtsbedingungen erforderlich; niamlich
stets so viele, als die Zahl der Freiheitsgrade des Korpersystems betragt.
Darunter versteht man die Anzahl der voneinander unabhingigen Be-
stimmungsstiicke, die notwendig ist, um die Lage des Systems eindeutig
festzulegen. Fiir einen starren Korper in der Ebene (statt dessen sagt
man oft auch ,,starre Scheibe'’) sind dies drei. Denn halten wir zunichst
einen Punkt des Kérpers fest, wozu die Angabe zweier Koordinaten x, y
nétig ist, so kann sich der Kérper noch um
diesen Punkt drehen. Um auch das zu 4 ¥ y
verhindern, miissen wir noch etwa den @ z
Winkel ¢ angeben, den eine auf dem
Kérper markierte Richtung mit der x- T =z
Achse unseres Koordinatensystems ein- a P

4 5 ¢

schlieBt (Abb. 30a). Dieser Festlegung

des Kérpers entsprechend, sichern die er-

sten beiden Gleichgewichtsbedingungen Abb. 30.

den Korper gegen Verschiebung, die letzte

gegen Drehung. Drei Freiheitsgrade — drei Gleichgewichtsbedin-
gungen.

Zwei Scheiben, die miteinander durch ein Gelenk verbunden sind
(Abb. 30b), stellen ein System mit vier Freihéitsgraden dar. Denn kenn-
zeichnet man die Lage der Scheibe 1 wie frither durch drei Gré8en x, y, @,
so ist zur Festlegung der Scheibe 2 noch die Angabe des Winkels y notig.
Wir werden in Nr. 63 sehen, daB fiir ein solches System tatséchlich vier
Gleichgewichtsbedingungen erforderlich sind. Néimlich drei, die die Ver-

1 statische Gleichgewichtsbedingungen, zum Unterschied von den Gleichge-
wichtsbedingungen der Dynamik, mit denen wir uns hier nicht beschaftigen werden.
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schiebung und Drehung des Systems als ganzen hintanhalten und eine
vierte, welche besagt, daB sich die beiden Scheiben auch nicht gegen-
cinander verdrehen.

Ein System miteinander starr verbundener Scheiben, z. B. die drei
miteinander gelenkig verbundenen Stibe der Abb. 30c, welche ein starres
Dreieck bilden, verhilt sich wie ein einziger starrer Korper und erfordert
nur drei Gleichgewichtsbedingungen.

19. Beispiele fiir die Reduktion aligemeiner ebener Kraftsysteme. a) System von
Krdften verschiedener Richtung. Das in Abb. 31 dargestellte Kraftsystem ist auf
rechnerischem und zeichnerischem Wege zu reduzieren. Alle erforderlichen Angaben
sind aus der Abbildung bzw. aus Tabelle 2 zu ersehen.

)
6'5‘ y 20

oot

s
/e-u

= LangenmeBst: fom... am
Hraffmalst: lom.. 2t

Beet ko
Abb. 31.

Die zeichnerische Reduktion ist in Abb. 31 mittels des Seileckverfahrens durch-
gefiihrt. Die zusammengehérigen Pol- und Seilstrahlen sind bezeichnet. Aus dem
Krafteck lesen wir fiir die GréBe der Resultierenden 2,15 cm ab. Dieser Wert ist
mit dem KraftmaBstab zu vervielfachen, was R = 2,15:2 = 4,3 t ergibt.

Die rechnerische Behandlung des Kraftsystems wird wieder am besten in Form
einer Tabelle durchgefiihrt. In den Spalten links vom Doppelstrich befinden sich

Tabelle 2.

i oa y; (=,P;) i X; Y, Y, x; Xy,
. ; s s Fel 1 3 | si P. i s | e i
o ; o o Grat Em(,'P') sin (s, P;)

|

.|
-

VX
t t o mo, tm
: ] V
Py | 4,00 0,00/ 0,0l + 30|l+0,866 +0,500]+3.46] +2,00{ 0,00 0,00
P, | 3,00 +2,00{ 45,00, — 30|l 40,866 | —o0,500 | 2,60} —1,50]| —3,00| 413,00
Py | 5,00! —1,00 +2,00| 4-135||—0,707 | 40,707 | —3.54| +3.54! —3.54; — 7.08
pr, 4,00‘—2,00 —2,00| +180||—1,000| 0,000|-—4,00{ 0,00/ 0,00/ 4 8,00

Summen: |—1,48| +4,o4| ——6.54I +13,92

die Angaben iiber das Kraftsystem, rechts davon die Zwischenergebnisse der Rech-
nung. Reduktionspunkt ist der Koordinatenursprung 0. X; und -Y; folgen aus den
Gl. (17, 9). Ihre algebraischen Summen liefern nach Gl. (17, 10) Xg = —1,48 und
Y g == + 4,04. Damit erhalten wir nach Gl (17, 11) die GréB8e derResultierenden:

R = }1,48% 4+ 4,04 = 4,30t.
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Aus S,‘Y‘- vy = — 6,54 und ft‘X,-y; = 4 13,92 erhalten wir nach Gl. (17,14) das
=1 =1
resultiecrende Moment
M = — 06,54 — 13,92 = — 20,46 tm.
Damit ergibt sich nach Gl. (17,15) die Gleichung der Wirkungslinie von R:
4.04 ¥ + 1,48 v = — 20,46,
ader
Y= — 2,73 ¥ — 13,83.
Die Wirkungslinie kann etwa nach Ermittlung der Achsenabschnitte in das Koor-
dinatensystem eingezeichnet werden. Fiir y= o ergibt sich x= — 5,07, fir x==0:
y=—13,83. Da Xgp<{on, Yg > o0 ist, weist R nach links oben.

) System paralleler Krdfte. Ahnlich wie in Nr. 5, Beispiel b ergeben sich bei
der Reduktion eines Parallelkraftsystems wieder gewisse Vereinfachungen. Sei
ctwa das in Abb. 32 dar-
gestellteKraftsystemrech-
nerisch zu reduzieren, so
leger wir den Reduktions-
punkt O am besten in die
\Virkungslinie einer Kraft
und ziehendie »-Achsepa-
rallel zur gemeinsamen
Richtung aller Kriafte.
Dann sind die samtlichen
v-Komponenten der Kraf-
te gleich Null und damit
auch die y-Komponente
der Resultierenden R. Die
Resultierende ist also den
Kraftenparallelund gleich
dem absoluten Betrag der
algebraischen Summe der r-Komponenten aller Krifte. Das Vorzeichen dieser
Summe gibt uns Auskunft iiber den Richtungssinn von R. Die v-Komponenten
der Krifte ergeben sich zu (Finheit ¢):

'\’l T — Pl 2= ——6, .Yz == Pz_—— 3, .\'3 = — P3 = -—5, .\" I e ])‘ =z =~ 1.
‘Praktisch wird man auch hier kein Koordinatensystem einfiihren, sondern einfach
dic Krifte je nach ihrer Richtung mit Vorzeichen versehen, wie in Nr. 5, Beispiel b
angedeutet wurde.) Damit erhalten wir

Abb. 32.

XR=—06+8—35—1:= —4t.
Is ist also

R =4t
und weist in die negative x-Richtung. Um die Lage von R zu bestimmen, berechnen
wir das resultierende Moment, das ist die hier sehr einfach zu bestimmende algebra-
isché Summe der Momente aller Krafte um den Punkt O:

M =610—8.74 5.3+ 1.0= + 10tm,
Daraus folgt nach Gl. (17, 16) der Abstand der Resultierenden von O

19
y = -1 —= 4,75 m.
4
» ist so aufzutragen, daB R um O im Gegenzeigersinn dreht, also nach oben. Damit
kénnen wir R einzeichnen.

In Abb. 32 ist R auch zeichnerisch mittels des Seilecks ermittelt.
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20. Zerlegung von Kriften. Gleichgewichtsaufgaben. Die Zerlegung
einer Kraft in zwei sich schneidende Komponenten haben wir schon in Nr. 3
behandelt. Wir wollen hinzu noch etganzend bemerken, daB eine Kraft P
nur dann in zwei Komponenten mit vorgegebenen Wirkungslinien zerlegt
werden kann, wenn sich diese auf der Wirkungslinie von P schneiden.
Andernfalls ist die Aufgabe unlésbar. Denn wiirden sich die beiden
Komponenten in einem Punkt auBerhalb der Wirkungslinie von P schnei-
den, so miite nach dem Gesetz vom Krifteparallelogramm auch ihre
Resultierende durch diesen Punkt gehen, kénnte also niemals der Kraft P
gleichwertig sein.

Hingegen ist die Zerlegung einer Kraft P in zwei zu thr parallele Kom-
ponenten P, und P,, die in den Geraden g, und g, liegen, ohne weiteres

mdoglich, denn hier ist der gemeinsame Schnitt-

% punkt der drei Wirkungslinien der unendlich
e > ferne Punkt. Die Durchfiithrung geschieht auf
AT 4 4 T 5 Grund folgender Uberlegung (Abb. 33): P muB

als Resultierende von P; und P, durch den
dritten Eckpunkt eines zwischen den Geradeng,
und g, liegenden geschlossenen Seilecks gehen
(s. Abb. 16, Bild 1). Wir zeichnen also im Lageplan ein ganz beliebiges
geschlossenes Seileck und ziehen die parallelen Polstrahlen im Krifte-
plan. Die Strahlen I und /17 liefern die Lage des Pols, I die Unter-
teilung von P in die gesuchten Komponenten.

Kehren wir den Richtungssinn der beiden Komponenten einer Kraft P
um, so miissen die drei Krifte jetzt einander das Gleichgewicht halten.
Damit haben wir die Losung einer Aufgabe gefunden, die uns im folgen-
den 6fters begegnen wird: Eine Kraft P durch zwes Krifte P, und P, mit
vorgegebenen Wirkungslinien ins Gleichgewicht zu setzen. Nach dem am
Beginn dieser Nummer Ausgefiihrten, wie auch aus Nr. 10 geht hervor,
daB die Aufgabe nur lgsbar ist, wenn sich die Wirkungslinien dieser drei
Krifte in einem Punkt schneiden, der auch im Unendlichen liegen kann.
Bei der Durchfiihrung verfahren wir zunichst genau so, als hitten wir P
nach den beiden Richtungen in Komponenten zu zerlegen und bestimmen
den Richtungssinn von P, und P, aus der Bedingung, daB P, P,, P, ein

geschlossenes Krafteck mit steti-

gem Umlaufsinn bilden miissen.
Soll eine Kraft P durch drei

% Krifte Py, Py, Py ins Gleichgewicht
gesetzt werden, die in den vorge-
Abb. 34. gebenen Wirkungslinien gy, gs, €3

liegen, so ist diese Aufgabe nur

dann eindeutig l6sbar, wenn sich g, g,, gs #icht in einem Punkt
schneiden (Abb. 34). Die GroBen der drei Krifte finden wir durch

Abb. 33.

W
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folgende Uberlegung: Sollen P, P, P,, P;im Gleichgewicht sein, dann
muB die Resultierende von P, und Pg, die wir P,,; nennen wollen, den
Kriften P und P, das Gleichgewicht halten. Nach Nr. 10 muB8 also P,,g
durch den Schnittpunkt 4 von P und g, gehen. Da P,,; andererseits
durch den Schnittpunkt B der Geraden g, und g; gehen muB, ist seine
Wirkungslinie bekannt. Wir kénnen daher im Krafteck P zunichst
durch zwei Krifte mit den Wirkungslinien g, und 4 B ins Gleichgewicht
setzen. Die erste ist P,, die letztere P,,,, ist noch nach den Wirkungs-
linien g, und g, in die beiden Komponenten P, und P, zu zerlegen. Die
Pieile der Krifte sind so anzuordnen, daB der Umlaufsinn des Kraftecks
nirgends unterbrochen ist. — Die Konstruktion kann auf drei Arten
«durchgefiihrt werden und mu8 immer dasselbe Ergebnis liefern. Der
Leser iiberzeuge sich davon.

Schneiden sich die drei Geraden g;, g,, g in einem Punkt auf der
Wirkungslinie von P, dann hat die Aufgabe unendlich viele Losungen
(ist unbestimmt). Dasselbe gilt, wenn die drei Geraden zu P parallel
sind, also durch den unendlich fernen Punkt der Wirkungslinie von P
gehen. Liegt der Schnittpunkt nicht auf P, dann ist die Aufgabe un-
16sbar. Denn die Resultierende von P,, P,, P, wiirde dann auch durch
diesen gemeinsamen Schnittpunkt gehen und kénnte nie mit P im
Gleichgewicht sein.

In der gleichen Weise verlduft die Zerlegung einer Kraft in drei Kom-
ponenten mit vorgegebenen Wirkungslinien. Wir haben nur die oben
erhaltenen Richtungen der Krifte P,, P,, Pyumzukehren. Die Zerlegung
einer Kraft in mehr als drei Komponenten ist unbestimmt.

C. Das rdaumliche Kraftsystem.

Eine Gruppe von Kriften, die nicht alle in derselben Ebene liegen,
nennt man ein rdumliches Kraftsystem. Das Kraftsystem heiBt zentral,
wenn alle Krifte im selben Punkt angreifen. Sonst spricht man von
einem allgemeinen riumlichen Kraftsystem. Wir werden in den spéteren
Anwendungen nur sehr selten mit raumlichen Kraftsystemen zu tun
haben, und dann nur mit recht speziellen. Daher wollen wir hier in Kiirze
nur das Allerwichtigste behandeln. Wir stellen uns wieder die Aufgabe,
das Kraftsystem zu reduzieren, d. h. also, auf ein moéglichst einfaches
zuriickzufilhren. Wir setzen voraus, daB das allgemeine Kraftsystem
stets an einem starren Korper angreife, fiir das zentrale Kraftsystem ist
diese Voraussetzung unwesentlich.

21. Das zentrale rdumliche Kraftsystem, Zur Behandlung des zentralen
rdumlichen Kraftsystems machen wir den gemeinsamen Angriffspunkt
aller Krifte zum Ursprung O eines rechtwinkligen Koordinatensystems
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%, 9, = (Abb. 35). Die Resultierende R des Systems greift dann ebenfalls
im Punkt O an und wird gefunden, indem man, dhnlich wie beim ebenen
Kraftsystem, simtliche Krifte geometrisch addiert, d. h. also
in der Richtung ihrer Pfeile im Raum aneinanderfiigt, wobei die
Reihenfolge wieder ganz beliebig sein kann. Die SchluBlinie
des so entstehenden rdumlichen Kraftecks ist
dann R. In Abb. 35 ist dies fiir die vier Kriftc
P,, ... P, angedeutet. Zur praktischen Durch-
filhrung zeichnef man zwei Risse des Kraft-
systems, etwa Grund- und AufriB, welche dann
jeder ein ebenes Kraftsystem darstellen. Diese
werden zeichnerisch reduziert, wodurch man,
die Projektionen von R auf die Grund- und

Abb. 3s. AufriBebene erhilt, aus denen dann R selbst er-

mittelt werden kann.

Zur rechnerischen Behandlung des zentralen riumlichen Kraftsystems
zerlegen wir zunichst jede Kraft nach den Richtungen der drei Koor-
dinatenachsen in Komponenten. Diese werden erhalten, indem wir die
Krifte senkrecht auf die Koordinatenachsen projizieren. Bezeichnen
wir die Winkel, welche die Richtung von P; mit den Koordinatenachsen
einschlieBt, mit (x, P;), (y,P;), (2, P;), so gilt fiir die Komponenten
(s. Abb. 36):

X;= P;cos(x,P;), Y;= P;cos{y,P;), Z;=P;cos(z,P;). (21,17)

Es sind das einfach die Seiten eines Quaders, der mit P; als Korperdia-
gonale und den Koordinatenebenen,sowie den zu ihnen parallelen Ebenen
durch die Spitze von P; gebildet werden kann.
Wir iiberzeugen uns, daB die geometrische
2 e R Addition der drei Kompouenten tatsichlich

RN zum Vektor P; tiihrt. Wie beim ebenen Kraft-
o] A) LN system ist auch hier Gré8e und Richtung einer
v 2 ¥ Kraft durch die Angabe der Komponentcn
eindeutig gegeben. So erhalten wir die Grége
von P; aus dem genannten Quader zu:

Pi=yX}+Y}+2Z}; (2118)
die Richtung IiBt sich aus den Gl. (21, 17) ermitteln.

Die Komponenten der Resultierenden X g, Yz, Zp eines aus # Kriiften
bestehenden Systems erhalten wir wieder durch algebraische Addition der
Komponenten der einzelnen Krifte:

- r.nﬁ

Abb. 36.

XR =2Xi, l,R =2Y;, ZR =ZZ, (21,19)

§=1 f=1 1=1
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Aus ihnen folgt nach Gl. (21,18):

R=|X3+ Y +2; (21, 20)
und aus den Gl. (21,17):
Xr
fR‘)

Y z
cos (y, R) ==, cos(z R)="7 . (21.21)

Wie beim zentralen ebenen Kraftsystem gilt auch hier: Ein zen-
trales raumliches Kraftsystem ist im Gleichgewicht, wenn seine Resulticrende
gleich Null ist. Dasist dann und nur dann der Fall, wenn die drci Kom-
ponenten von R verschwinden. So erhalten wir die drei Gleichgewichts-
bedingungen fiir ein zentrales rdumliches Kraftsystem:

cos (x, R) =

2X; =0, XY;=o0, XZ;=o0. (21,22)

1=1 =1

22. Reduktion des allgemeinen riumlichen Kraftsystems. Zur Reduk-
tion eines allgemeinen raumlichen Kraftsystems, das aus den Kriften
P, P, ... P, bestehen moge, nehmen wir einen Reduktionspunkt O an,
den wir zum Ursprung eines Koordinatensystems x, y, z machen. In
diesem System moge der Angriffspunkt 4 der Kraft P; die Koordinaten
%;, Vi, z; haben. Nun verschieben wir wieder die Kraft P; parallel zu
sich selbst in den Punkt O, indem wir uns dort zwei Krafte P; und —P;
angebracht denken, die sich gegenseitig autheben und daher das Kraft-
system nicht veriandern (Abb. 37). -—P;in O und P; in 4 bilden dann
ein Kriftepaar mit dem Moment M,, das zu dem nach O verschobenen P;
hinzutritt. Die simtlichen nach O verschobenen P; bilden nun cin zen-
trales Kraftsystem, dessen Resultierende R wir nach dem in der vorigen
Nummer ausgefiihrten nach Gré8e und Richtung ermitteln kénnen. Nun
stehen wir noch vor der Aufgabe, die # Kriftepaare mit den Momenten M,,
die in verschiedenen Ebenen liegen, weiche alle durch O gehen, irgendwie
zusammenzufassen.

23. Der Momentenvektor. Das Moment des Kriftepaares P;.—P; ist
nach Nr.12 gleich dem Betrage einer Kraft mal dem Abstand beider
Krifte, oder, was dasselbe ist, gleich dem Moment einer Kraft in bezug
auf einen Punkt der Wirkungslinie der anderen. Also etwa gleich dem
Moment der Kraft P;in bezug auf den Punkt 0. Dieses Moment wird als
das polare Moment von P; um den Punkt O bezeichnet. M; wird geoine-
trisch veranschaulicht durch die doppelte Fliche des Dreiecks O 4 B der
Abb. 37, das mit P; als Grundlinie und O als Spitze gebildet werden
kann (Nr.11). Nun erweist es sich als sehr zweckmiBig, das polare
Moment einer Kraft bzw. das Moment eines Kriftepaares durch einen
Vektor, den wir mit M; bezeichnen, darzustellen. Der Vektor M; wird
senkrecht zu der durch O und P; bzw. P; und — P; gegebenen Ebene so
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errichtet, daB von seiner Spitze aus gesehen, P; um O im positiven, also
im Gegenzeigersinn dreht. Die Linge von M; wird gleich dem absoluten
Betrag des Moments festgesetzt und mit
M; bezeichnet.

Die Projektionen des Vektors M; auf
die drei Koordinatachsen bezeichnen wir
mit Mi;, Miy, M, und nennen sie Kompo-
nenten von M;. SchlieBt dieser mit den
Achsen die Winkel (x,M;), (y,M;), (z,M,)
Y ein, so gilt fiir die GroBen der Kompo-

nenten:

M,'z:M; CcoS (x,ll_l.-), M",, =_1u,; cos (y,H,-),
M, =M;cos (z, M;). (23,22)

M, der Betrag des Momentenvektors M;, ist gleich der doppelten Fliche
des Dreiecks 0 A B, M; =2 F. Der Winkel (z, M;) ist als Winkel zwischen
der Normalen auf die Dreiecksfliche und der Normalen auf die Grund-
rilebene gleich dem Winkel zwischen Dreiecksfliche und GrundriBebene
selbst. F cos (2,M,) ist also die Projektion der Fliache F auf die Grund-
riBebene und M, =2 F cos (z,M,) gleich der doppelten Fliche des Drei-
ecksO A’ B'. Nennen wir die Projektion von P;auf die GrundriBebene P/,
so ist die doppelte Fliche des Dreiecks 04’B’ dichts anderes als die
geometrische Deutung des Moments von P; um den PunktO. Hat P;
die Komponenten X, Y;, Z;, so hat P,/ die Komponenten X;, ¥;. Sein
Angriffspunkt 4’ hat die Koordinaten #;, ¥;. Nach Gl. (17,13) ist dann
das Moment von P,/ um O gleich Y,x;— X,y;. Fihren wir die gleiche
Betrachtung auch fiir die beiden anderen Komponenten von 3f; durch,
so erhalten wir:

M, =2Z,y,— Yz, Ms‘y=Xizi'_'Zixi» M= Y% —X,;y;. (23, 24)

Diese drei Momente werden als die axtalen Momente der Kraft P; um
die drei Koordinatenachsen bezeichnet. Das axiale Moment einer Kraft
um eine beliebige Achse ist demnach gleich dem Moment der Projektion
der Kraft auf eine zur Achse senkrechte Ebene in bezug auf den Durch-
stoBpunkt der Achse durch diese Ebene. Ist die Kraft zur Achse parallel,
so schrumpft die Projektion der Kraft auf einen Punkt zusammen und
ihr axiales Moment ist gleich Null.

Nun miissen wir aber zeigen, daB die als Momentenvektor eingefiihrte
Gr6Be sich tatsichlich wie ein Vektdr, also etwa wie der Kraftvektor
verhilt. DaB also, wenn wir etwa zwei Kriftepaare zu einem einzigen
zusammenfassen, der Vektor des resultierenden Paares gleich der geome-
trischen Summe der Vektoren der beiden urspriinglichen Kriftepaare ist.
Fir Kriftepaare, die in derselben Ebene liegen, ist dies erfiillt. Die
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Vektoren der einzelnen Paare sind hier alle parallel und kénnen, da die
Kriftepaare in ihrer Ebene beliebig verschiebbar sind (Nr. 13), in dieselbe
Gerade verlegt werden. Sie weisen dann nach oben oder unten, je nach
dem Drehsinn der Kriftepaare. Ihre Zusammensetzung liefert einen
Vektor, dessen Linge gleich dem absoluten Betrag der algebraischen
Summe der Momente der beiden Paare ist und dessen Richtungssinn mit
dem Drehsinn des resultierenden Paares in der festgesetzten Uberein-
stimmung steht.

Nun betrachten wir zwei Kriftepaare mit den Momenten Az, und s,
die in verschiedenen, jedoch einander schneidenden Ebenen liegen. Wir
denken uns, wenn noétig, die beiden Kriftepaare durch Abdanderung der
Krifte auf den gleichen Abstand @ gebracht. Dann bestehe das erste
Paar aus den Kriften P;, —P,, das zweite aus P,, —P,, und es gilt
M,=DPya, M;=P,a. Die Lingen der Mo-
mentenvektoren 3, und M, sind also den
Kriften proportional. Nun verschieben wir
jedes der Paare in seiner Ebene bis zur
Schnittlinie der beiden Ebenen und zwar so,
daB die Krifte senkrecht zur Schnittlinie zu
liegen kommen (Abb. 38). Die Momenten-
vektoren, die wegen der Verschiebbarkeit Abb. 38.
der Kriftepaare in beliebigen Punkten der
beiden Ebenen angebracht werden konnen, errictiten wir im Punkt 4
der Schnittlinie. Sodann setzen wir die Krifte P, und P, nach dem
Parallelogrammgesetz zu einer Kraft P zusammen, ebenso —P,
und —P, zu einer Kraft —P. P, —P bilden somit das resultierende
Kriftepaar, dessen Moment M = Pq ist. Wir sehen nun nach, ob sich
dieses Moment auch durch Zusammensetzung der Vektoren M, und i,
aus dem ,,Momentenparallelogramm‘’ ergibt. Da die Seiten des Krifte-
und Momentenparallelogramms einander proportional sind (Proportio-
nalititsfaktor a) und paarweise aufeinander senkrecht stehen, sind beide
Figuren einander ahnlich und gegeneinander um go° verdreht. Daher
stehen auch ihre Diagonalen aufeinander senkrecht und weil die Diagonale
des Krifteparallelogramms gleich P ist, hat die des Momentenparallelo-
gramms die Linge Pa, was zu beweisen war. Was fiir die Zusammen-
setzung zweier Kriftepaare gilt, gilt natiirlich aueh fiir mehrere, wenn
wir sie uns nacheinander addiert denken. Die Zusammensetzung von
Kriftepaaren erfolgt also durch geometrische Addition der Momenten-
vektoren. Infolgedessen kann man auch einen Momentenvektor in Kom-
ponenten zerlegen. Die drei durch die Gl. (23, 24) ausgedriickten Axial-
momente sind also zusammen in ihrer Wirkung auf den starren Korper
gleichwertig der des Moments 3;.

Es bleibt uns nur noch iibrig zu zeigen, wie Kriftepaare, die in paral-
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lelen Ebenen liegen, zusammengesetzt werden. Wir werden folgenden
Satz beweisen: Zwes Krdfiepaare mit demselben Moment und demselben
Drehsinn, die in parallelen Ebenen licgen, sind esnander gleichwertig. Wir
filhren den Beweis, indem wir in einem Paar die Kraftrichtungen um-
kehren und zeigen, daB sich dann die beiden Paare das Gleichgewicht
halten. Dann miissen die urspriinglichen Paare nach Nr.6 einander
gleichwertig sein. Wir bringen beide Paare auf gleichen Abstand, dann
miissen wegen der Momentengleichheit auch die Krifte einander gleich
sein. Nun verschieben wir die beiden Paare in ihren Ebenen so, daB

-p die entgegengesetzt gerichteten Krifte genau
i iibereinander zu liegen kommen (Abb. 39). Fas-

s . . . .
% /=% ;; Sen wir nun die beiden nach rechts gerichte-
— ten Krifte P zu einer Resultierenden 2 P
Abb. 30. zusammen, so liegt diese in der Schnittlinie

der beiden geneigten Ebenen, die durch die bei-
den Krifte P einerseits und durch die beiden Krifte —P andererseits
gelegt werden konnen. In dieselbe Gerade fillt aber auch die Resul-
tierende —2 P der beiden Krifte —P und es herrscht also Gleich-
gewicht.

Wir diirfen also am starren Korper ein Kriftepaar nicht bloB in seiner
Ebene beliebig verschieben, sondern auch parallel dazu. Kriftepaare,
die in verschiedenen, zueinander parallelen Ebenen liegen, kénnen bei
der Reduktion so behandelt werden, als Ligen sie in ein und derselben
Ebene. Der Momentenvektor eines Kriftepaares kann also sowohl in
der Richtung seiner Wirkungslinie als auch parallel dazu verschoben
werden. Er wird deshalb ein freser Vekior genannt, im Gegensatz zum
Kraftvektor, der nur in der Richtung seiner Wirkungslinie verschoben
werden darf und deshalb als gebundener Vektor bezeichnet wird.

24. Ergebnisse der Reduktion des allgemeinen réumlichen Kraft-
systems, Das bisherige Ergebnis der Reduktion des in Nr. 22 behandelten
allgemeinen riumlichen Kraftsystems, bestehend aus den Kriften P,,
Py, ... P, war eine Resultierende R in O und # Kriftepaare mit den
Momenten M,, M,, ... M, in Ebenen durch O bzw. # Momentenvek-
toren M,, My, ..., M, im Punkt O. Diese n Vektoren setzen wir nun
zu einem resultierenden Momentenvektor 3 zusammen, der im allge-
meinen mit R irgendeinen Winkel einschliefen wird. Fiir die Kompo-
nenten und den Betrag von M, die nach dem Vorangegangenen genau so
wie Komponenten und Betrag von R berechnet werden, gilt:

" » »
M:=2Mo'n My=2Mi,, M,=3M,, (24, 25)

fmy fmy Sy
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M, M, M, sind nach den Gl. (23, 24) zu berechnen;
;M:;/M;," +Mi4-M:. (24, 26)

Nun zerlegen wir den Vektor A, den wir uns in O angreifend denken, in
zwei Komponenten: M, parallel zu R und M, senkrecht dazu (Abb. 40a).
Die letztere Komponente bedeutet ein Kriftepaar vom Moment M., in
dessen Ebene R liegt. DiesesKriiftepaar kann mit RnachNr. 15 zusammen-
gesetzt werden, was eine Parallelverschiebung von R um den Betrag
r= 1—‘;;5 bewirkt. Den Vektor M,, den wir beliebig parallel verschieben
konnen, legen wir in den Vektor R. So erhalten wir als Ergebnis der
Reduktion des allgemeinen
riumlichen Kraftsystems das
in Abb. 40b dargestellte und
nicht weiter zuvereinfachende
System: eine Resultierende R
und ein Kriftepaar in einer
Ebene senkrecht zu R. Man
nennt dieses Gebilde eine
Kraftschraube oder Dyname. ABb. 4o.

Die Wirkungslinie von R heifit Zenéralachse des Kraftsystems. Es ldft
sich unschwer zeigen, daB man immer zu derselben Kraftschraube
kommt, unabhingig von der Wahl des Reduktionspunktes.

Neben dem allgemeinsten Ergebnis der Reduktion, der Kraftschraube,
wo R0 und A7 40 ist und R und 7 einen beliebigen Winkel ein-
schlieBen, sind auch noch folgende Sonderfille méglich: R 0, M, =o:
das Kraftsystem reduziert sich auf eine Einzelkraft allein. R =0, A1 #=0:
es ergibt sich ein Kriftepaar. R=0, M =o: es herrscht Gleichgewicht.
In diesem Fall miissen simtliche Komponenten von R und M ver-
schwinden. Wir erhalten daher aus den GI. (21,19) und (24, 25) die
folgenden sechs Gleichgewichtsbedingungen fiir das allgemeine raumliche
Kraftsystem, bzw. fiir den starren Kérper im Raum:

”

2X;=o0 2 (Zyi—Yz)=o.

fumy f=1
"

S¥i=0 3(Xz—Zix)=o. (24, 27)

fany f==1

”

Z”'Z.'=0 Z(Yixi_xiyi)=o-

(31 fa=y

3‘
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I1. Schwerpunkte ebener Flichen.

25. Definition und Eigenschaften des Schwerpunkts, Wir denken uns
die beliebig berandete ebene Fliche F etwa aus Blech von der Dicke ¢
und dem spezifischen Gewicht y ausgeschnitten und im Schwerefeld auf-
gehingt. Wenn wir uns F mosaikartig aus lauter kleinen Flichenteilchen
AF zusammengesetzt denken, so gehort zu jedem A F ein Blechstiickchen
vom Volumen ¢-AF. Auf jedes dieser Blechstiickchen wirkt dann die
Kraft

AP =~itAF (25,1)

lotrecht nach abwirts (Abb. 41). Die Resultierende aller dieser kleinen
parallelen Krifte weist ebenfalls lotrecht
nach abwirts und ist gleich dem Gewicht
der Blechscheibe:

R =<tF, (25, 2)

-

Aq?fcpt- ,
4P % Die Lage der Resultierenden in dem in
E = l Abb. 41 eingezeichneten Koordinatensystem
y ; %, ¥ ist durch den Abstand x, ihrer Wir-
kungslinie von der y-Achse gekennzeichnet.

ADD. 41. %, gewinnen wir aus der Bedingung, da8
das Moment von R um den Koordinatenursprung O gleich sein muB3 der
Summe der Momente aller AP um O (s.Nr.16). Das erstere Moment ist
gleich —Rzx,. Bezeichnen wir die Koordinaten von AF mit » und ¥,
so ist das Moment von 4P um O gleich —x AP und es muB also gelten:

Rx, =3 x4P.
F

> xAP bedeutet, daB wir fiir jedes Flichenteilchen AF von F das Pro-
F

dukt x-AP zu bilden und alle diese Produkte zu addieren (iiber ganz F
zu summieren) haben. Setzen wir fiir R und 4P ihre Werte ein und
heben aus der Summe die konstanten Faktoren y und ¢ heraus, so er-
halten wir:
ytFx, =ytXxAF
F

und daraus
2x AF
F

F

Wir denken uns nun F um go° gedreht und bestimmen abermals die
Lage der Resultierenden aller Schwerkrifte. Die Drehung kénnen wir
in Abb. 41 einfach dadurch bewerkstelligen, daB wir nunmehr die Schwer-
krifte AP in horizontaler Richtung wirken lassen. Die Gréfe von R

X = (25’ 3 a)
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wird sich dadurch nicht 4ndern. Ihre Lage wird jetzt durch ihren Ab-
stand y, von der x-Achse gekennzeichnet sein, das wir genau wie vor-
hin x, berechnen kdnnen:
Xy AF
Vo= (25, 3b)

Durch den Schnitt dieser beiden Wirkungslinien der Resultierenden,
deren Lage beziiglich F nicht vom Koordinatensystem, sondern yon der
Verteilung der 4P, d. h: also nur von der Gestalt von F abhingen wird,
wird ein Punkt S mit den Koordinaten x,, y, bezeichnet, welcher
Schwerpunkt der Flache F genannt wird. Wir werden spiter zeigen, daB,
in welcher Richtung wir auch das Schwerefeld auf ¥ wirken lassen, die
Resultierende aller Schwerkrifte stets durch den Punkt S hindurch geht.
Unterstiitzen wir daher die Fliche in diesem Punkt, so ist sie in jeder
Lage im Gleichgewicht, da R niemals ein Drehmoment um S besitzt.
Durch Unterstiitzung in diesem einen Punkt wird also die erkung der
Schwerkraft auf die Fliche vollkommen aufgehoben; daher sein Name.

Zur Berechnung der in den Gl. (235, 3) auftretenden Summen miissen
wir uns iiberlegen, in welcher Weise die Einteilung der Fliche F in
Flichenelemente AF vorgenommen werden muB. Da die Schwerkraft
iiber die ganze Fliche kontinuierlich verteilt ist, miissen wir uns dic AF
unendlich klein vorstellen, also wie der Mathematiker sagt, einen Grenz-
libergang AF —-0 ausfiihren. Aus den genannten Summen von zunichst
endlich vielen und endlich groBen Summanden werden beim Grenz-
iibergang Summen von unendlich vielen, unendlich kleinen Summanden,
welche man als Integrale bezeichnet. Die exakten Formeln fiir die
Koordinaten des Schwerpunkts lauten also:

1 1
xs=—-FJ‘xdF, y,=7fde. (25, 4)
F F

Der groBeren Anschaulichkeit halber wollen wir in den folgenden Ab-
leitungen stets von den Gl. (25, 3) ausgehen. Man kénnte jedoch ebenso-
gut die folgenden Entwicklungen an Hand der Gl. (25, 4) unter Beachtung
der elementaren Regeln der Integralrechnung durchfiihren.

Wir wollen nun noch den Beweis nachtragen, daB die Resultierende R der
Schwerkrafte auf die Fliche F, mag diese liegen wie sie will, stets durch den Punkt S
geht Wir filhren den Beweis, indem wir die Schwerkrafte unter einen beliebigen
Winkel « gegen die ¥-Achse der Abb. 41 wirken lassen, die Gleichung der Wirkungs-
linie von R aufstellen und zeigen, da8 sie von den Koordinaten von S erfiillt wird.
Bezeichnen wir mit £ und 7 die laufenden Koordinaten eines Punktes der Wirkungs-
linie von R (» und y sind als Koordinaten von A F bereits vergeben), so lautet deren
Gleichung nach Formel (17,15):

YrRE—Xpy= M.
Fiir die Komponenten von R gilt:

XRr = Rcosa, YR = Rsina.
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M ist das resultiecrendeMoment des Kraftsystems der unter dem Winkel & gegen die
x-Achse geneigten 4 P. Ein solches AP hat die Komponenten 4X = 4P cos« und
AY =APsina. Sein Angriffspunkt hat die Koordinaten %, ¥ (s. Abb. 41). Daher
ist sein Moment um O nach Gl. (17, 13) gegeben durch:

AM=x4Y —yA4X = x4Psina—yAdPcosa.
M ist die Summe aller Momente 4 M iiber die ganze Fliche. Die Gleichung der
gesuchten Wirkungslinie lautet also:

&Rsina—n Rcosa= X (xAPsina—yAPcosa). (25, 5)
F

Wir spalten die Summe in zwei Teile und setzen fiir den 4 P seinen Wert aus Gl. (25,1)
ein, dann heben wir alles, was wihrend der Summation konstant ist, aus den
Summen heraus und beriicksichtigen schlieSlich die Gl. (25, 3):

X (xAPsina — yAPcosa) = ytsinax DxAF —ytcosa LyAF =
F F F
= ptz, F sina — yty, Fcosa.
Setzen wir dies in Gl. (25, 5) ein, nachdem wir noch fiir R seinen Wert gemas
Gl. (25, 2) eingefiithrt haben, so erhalten wir schlieBlich als Gleichung der Wirkungs-
linie der Resultierenden aller Schwerkrafte:
Esinax -—7ncosa = x,8inax — y; cosx.

Setzen wir darin fiir §= x,, fiir = y,, so ist die Gleichung fiir jedes beliebige a
erfilllt, die Kraft R geht also bei jeder beliebigen Lage von F stets durch den
Punkt §.

Jede Gerade, die durch den Schwerpunkt von F geht, wird Schkwer-
linie der Fliche genannt. Kennt man zwei Schwerlinien, also zwei Wir-
kungslinien der Resultierenden der Schwerkrifte, so ist durch ihren
Schnitt der Schwerpunkt bekannt. Symmetrieachsen sind smmer Schwer-
linien, da die Resultierende eines symmetrischen Kraftsystems in der
Symmetrieachse des Systems liegen muB. Fiir Flichen mit zwei oder
mehr Symmetrieachsen wie Quadrat, Rechteck, Kreis, gleichseitiges
Dreieck usw. kann demnach der Schwerpunkt sofort angegeben werden.

26. Das statische Moment. Die Summe 32 AFim Zihler der Gl. (25,3a)
F

bzw. das entsprechende Integral der Gl. (25, 4) bezeichnet man als das
statische Moment der Fliche F beziiglich der y-Achse (oder kurz: um die
y-Achse) S, ; denn die einzelnen Summanden sind Produkte aus Flichen-
elementen und ihren Abstinden von der y-Achse:

S,=XzAF, bzw. S, = [xdF. (26, 6a)
F F
Ganz analog nennt man die Summe im Zihler der Gl. (25, 3b) bzw. das

entsprechende Integral der Gl. (25, 4) das statische Moment der Fliche F
beztiglich der x-Achse S,

S,=3yAF, bzw. S,=[ydF. (26, 6b)
F F
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Nach den Gl. (25, 3) bzw. (25, 4) gilt:
S, = y,F, y = x,F. (26, 7)
Das statische Moment einer Fliche um eine Achse ist also gleich dem
Produkt aus Flache und dem senkrechten Abstand shres Schwerpunkis von
dieser Achse. Daraus folgt, daB das statische Moment einer Fliche um
eine Schwerachse stets Null ist, und umgekehrt: ergibt sich fiir eine
Achse das statische Moment gleich Null, so ist diese Achse eine Schwer-
achse. Sonst kann das statische Moment positiv oder negativ ausfallen.
Als Produkt einer Linge und einer Fliche hat das statische Moment,
wenn wir die Lingeneinheit cm zugrunde legen, die Dimension cm3.

27. Zwei Hilfssiitze, Beider Berechnung der Schwerpunktskoordinaten
einer Fliche liegt die Schwierigkeit gewdhnlich in der Ermittlung der
statischen Momente. In gewissen Fillen, die wir jetzt behandeln wollen,
sind jedoch Vereinfachungen méglich. In den technischen Anwendungen
sind hiufig die Schwerpunkte von Flichen zu bestimmen, die sich aus
Teilen zusammensetzen, deren Schwerpunkte bekannt sind. Wir nennen
die Koordinaten des Schwerpunkts der Gesamtfliche F x, und y, und
bezeichnen mit (%, %), (%3,%3), - - - (% ¥») die Koordinaten der Schwer-
punkte der Teilflichen F;, F,, ... F,. Gehen wir etwa aus von der
Summenformel (25, 3a) fiir die Koordinate x,, so konnen wir die Sum-
mation iiber die Produkte xAF in beliebiger Reihenfolge vornehmen.
Fiihren wir zuerst die Summenbildung fiir alle x4 F der Fliche F; aus,
sodann fiir die Fliche F, usw., schlieBlich fiir die Fliche F,, so kdnnen
wir schreiben:

%, Z'xAF— F(Z’xAF +Z'xAF+ +2 xAF).

Nach Gl. (25, 3a) ist nunZ’xAF x,Fl,Z'xAF = x,F, usw., so daB

wir, wenn wir noch bedenken daB F=F, +F + - +F, ist, erhalten:
%, F,+ %Fy+ <+ + % Fn

Xy = F,+F,+---+F,. . (27, 8a)
Ganz analog gilt:
:VF,-{-}',F,-{- 'T'ynFn
Y = —L-F’.+~I—:—z . £, - (27, 8b)

Im Zihler der beiden Formeln erscheint das statische Moment der
Fliche F als Summe der statischen Momente der Flichen Fy, Fy, ... F,.
Es gilt also der Hilfssatz 1: Das statische Mcment esner Summe von Flichen
sn bezug auf eine Achse ist gleich der Summe der statischen Momente der esn-
zeinen Flachen um dieselbe Achse.

Aus den Gl. (27, 8) kénnen wir erkennen, daB, falls alle Teilschwer-
punkte auf einer Geraden liegen, diese eine Schwerlinie sein muB. Denn
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machen wir diese Gerade etwa zur x-Achse, so sind simtliche y;,=o0
und daher auch y, =o.

Beispiel. Als Anwendungsbeispiel wollen wir den Schwerpunkt des in Abb. 42
dargestellten Querschnittes des ungleichschenkligen Winkelstahls ~ 50-100- 10be-
rechnen. In dieser genormten Bezeichnungsweise bedeuten die ersten beiden Zahlen

die Lange der beiden Schenkel, die dritte die Schenkel-

¥ starke des Profils, alles in mm ausgedriickt. Wollen wir
10— die Koordinaten des Schwerpunkts in cm erhalten, so
] wie sie auch in den Profiltafeln angegeben sind, dann
Lsawar miissen wir die simtlichen Abmessungen in cm angeben,

was in der Abb. geschehen ist. Ferner wollen wir der
Einfachheit halber die in Wirklichkeit vorhandenen

s | @) Abrundungen gewisser Kanten des Winkelstahls ver-

b nachlassigen. Dies hat; wie der Vergleich mit den Ta-

-l bellenwerten zeigt, nur geringe Anderungen der Schwer-
Ex’ punktskoordinatén zur Folgel.

4 5},@»3’2)} Wir wihlen die AuBienkanten des Querschnittes als

; 2 Koordinatenachsen und zerlegen ihn sodann in zwei

40 ! & Rechtecke mit den Flachen F, = 1ocm?, F,= 4cm?,
g 1 . 3
4 deren Schwerpunkte die Koordinaten haben:

Abb. 42. Sl: ¥ =o0,5¢cm, ¥ = 50cm.
Syt %= 30cm, ¥ =o,5¢cm.

Mit Hilfe der Gl. (27, 8) erhalten wir fiir die Koordinaten des Schwerpunkts S:

_ 10005+ 43
xg = oF 4 = 1,21 Cm,
10°5+ 4°0,5
Ys = 10—’{'4 = 3,71 ¢cm.

Zuweilen kommt es vor, daB man den Schwerpunkt einer Fliche zu
bestimmen hat, die eine oder mehrere Ausnehmungen besitzt. Hier kann
man eine Vereinfachung dadurch erzielen, daB man die Flichen der
Lécher negativ einfithrt. Wir bezeichnen mit F, die volle Fliche ohne
Lécher, mit F, F,, ... F, die Flichen der Loécher. Dann kénnen wir
uns die Koordinate x; des Schwerpunkts der durchlécherten Flichen
dadurch berechnet denken, daB wir die Summe im Zihler der Gl. (25, 3a)
zunichst {iber die Fliche F erstrecken und hernach jene Summanden,
die wir zuviel genommen haben, wieder abziehen. Im Nenner muB der
Inhalt der durchlocherten Fliche stehen. So erhalten wir:

2xAF — X xAF —XxAF — -+« — Y xAF
F, F, F, Fn
Xs = Fo—F,—Fy— <+- —Fn : (27, 9)

1 Solche Winkeleisen, wie auch die iibrigen Profile, werden nicht in jeder be-
liebigen, sondern nur in einer Reihe genormter GriBen hergestellt. Die statischen
Daten dieser ,,Normalprofile’ sind in Tabellen zusammengestellt, die sich in den
Dinormblittern sowiein jedem tecnnischen Hilfsbuch, wie z.B. ,,Stahlbaukalender*,
,,Hiitte‘‘ usw. finden.
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Sind die Koordinaten der Schwerpunkte der Flichen Fy, Fy, ..., F, be-
kannt und gleich (%, ¥o), (%1, %), - - -+ (%, ¥,), so kénnen wir schreiben:

#gFg— %, Fy— %,Fy— -+ —xn Fn
X, == Fy—F,—Fy— ---—Fn ) (27, 10a)
und analog:
yoFo—-y,F — 9 Fy— -+ —yn Fn
Ys = F,—F,—F,— - —Fn (27,10Db)

Sind die Koordinaten der beiden Schwerpunkte nicht bekannt, so haben
wir in Gl. (27, 9) den Grenziibergang auszufiihren, wodurch an Stelle
der Summen Integrale treten.

Fiir die Berechnung des statischen Moments einer derartigen Fliche
gilt demnach der Hilfssatz 2: Das statische Moment einer Fliche mit
Ausnehmungen ist gleich dem statischen Moment der

¥
vollen Flache vermindert wm die statischen Momente der yrintty,
Ausnehmungen. I /lﬂﬁ

Beispiel. Es sei der Schwerpunkt des in Abb. 43 gezeich- & »? W
neten Quadrats, das mit einer rechteckigen Ausnehmung ver- %/ 7
sehen ist, zu bestimmen. Wir legen den Koordinatenursprung —
in den Mittelpunkt des Quadrats. Dann liegt der gesuchte
Schwerpunkt aus Symmetriegriinden auf der $-Achse und wir Abb. 43.
haben nur seine y-Koordinate zu bestimmen.

Fiir die volle Flache gilt: Fy = 30-30 = goo cm?, y, = o. Fiir die Ausnehmung
gilt: F, = 10.20 == 200 cm?, y, = 5cm. Damit erhalten wir aus Gl. (27, 10b):

\\§

— 5°200 1000
" goo—z200 700

= —1,43Cm.

Wir sehen, dal man sich durch entsprechende Wahl des Koordinatenursprungs die
Berechnung des statischen Moments y,F, ersparen kann.

28. Schwerpunkte technisch wichtiger Flichen. a) Dreieck. Beim
Dreieck ist jede Verbindurngslinie einer Ecke mit dem Halbierungspunkt
der gegeniiberliegenden Seite eine Schwerlinie. Denn zerlegt man das
Dreieck parallel zu einer Seite in schmale Streifen, so
fallen deren Schwerpunkte mit ihren Halbierungs-
punkten zusammen (Abb. 44). Sdmtliche Teilschwer-
punkte liegen auf einer Geraden, daher muB nach
Nr. 27 auch der Schwerpunkt des Dreiecks auf dieser Abb. 44.
Geraden liegen. Wir finden ihn als Schnittpunkt
der drei Schwerlinien und er liegt bekanntlich im Drittel der Hohe tiber
der jeweils als Grundlinie betrachteten Seite des Dreiecks. Haben die
Eckpunkte des Dreiecks die Koordinaten (%, ¥;), (s, ¥a), (%3 ¥s), SO
lauten die Koordinaten des Schwerpunktes:

=3 (5 + 1+ 2), =301+t ) (28,11)
was wohl als bekannt vorausgesetzt werden darf.
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b) Trapez. Indem wir uns das Trapez wie frilher das Dreieck in
schmale Streifen parallel zur Grundlinie zerlegt denken, erkennen wir,
daB der Schwerpunkt S jedenfalls auf der Verbindungslinie der Halbie-
rungspunkte der beiden Parallelseiten liegen muB8. Um y,, den Abstand
des Schwerpunkts von der Grundlinie des Trapezes zu berechnen, zer-
legen wir dieses durch eine Diagonale in zwei Dreiecke mit den Flichen F,
und F,, deren Schwerpunkte S, und S, wir bereits einzeichnen kénnen.
Mit den Bezeichnungen der Abb. 45 erhalten wir nach Gl. (27, 8b):
2h bh h ah

22224292
_nEtnfy 3 2 3 2
Vs ="F+F T a+tb,
2
h a4 2b
Ye=73"ais (28,12)
ADD. 45. Der Schwerpunkt des Trapezes kann

auch sehr einfach zeichnerisch ermittelt werden (Abb. 46). Wir zeichnen
zuniichst die Verbindungslinie der Halbierungspunkte A4 und B der bei-
den Parallelseiten.  Dann verlingern wir die beiden Parallelseiten und
fiigen an a etwa links die Strecke 3, an b nach rechts die Strecke a an
(man kann es auch umgekehrt machen). Die Verbindungslinie der beiden
so erhaltenen Punkte C und D schneidet 4 B im Schwerpunkt S. Um
das zu beweisen miissen wir zeigen, daB die Hohe A, des Schwerpunkts
iiber der Grundlinie des Trapezes gleich dem y, der Gl. (28, 12) ist. Die
Dreiecke ACS und BDS sind ihnlich
(alle Winkel gleich), daher gilt die Pro-
portion:

b
a —
}r_; . 2

Wir addieren rechts und links 1 und bringen auf gleichen Nenner:

k@t

hy

b+ 2
2
Wegen 4, + hy = h ergibt sich daraus:
_ i a4 2b

was zu beweisen war. Fir b=o ergibt sich der Schwerpunkt des Drei-
ecks. Er kann also auch mit Hilfe der angegebenen Konstruktion ge-
funden werden.

c) Halbparabelsegment. Es soll der Schwerpunkt des in Abb. 47 dar-
gestellten Halbparabelsegments mit der Scheitelhdhe a und der halben
Sehne b bestimmt werden.
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Fiihren wir das Koordinatensystem z, y ein, so lautet die Gleichung
der Parabel allgemein: y* =2 px. Soll fiir x=a y=¥5 sein, so liefert

dies fiir 2p = %’. Somit lautet die Gleichung der Begrenzungskurve des

Segments: ¥
b2
Y= %
Fiir die x-Koordinate des Schwerpunkts gilt
nach Gl. (25, 4):
x, = —;7- f xdF. L
F

DerFlicheninhalt des Segments wird ohne Schwie-
rigkeit durch Integration erhalten (was wir nicht
naher ausfiihren):

F=J'ydx=—§~ab.

o
F ist gleich § der Fliche des dem Segment umschriebenen Rechtecks.
Nun ist noch das statische Moment

S, =‘_pf xdF

zu berechnen. Nach Nr. 25 soll 4F ein unendlich kleines Flichenelement,
also etwa ein Rechteck mit den Seiten d x und dy sein. Damit erscheint S,
als Integral iiber zwei Verinderliche, nimlich # und y dargestellt, d. i.
ein sog. Doppelintegral. Mittels des Hilfssatzes 1 der Nr. 27 1t sich
jedoch S, auch als gewShnliches (einfaches) Integral darstellen, welches
dann leicht ausgewertet werden kann. Wir zerlegen dazu die Fliche F
in lauter unendlich schmale Streifen von der Breite dx und der Hohe y
(gleich der Parabelordinate). Betrachten wir den in Abb. 47 schraffierten
Streifen, so konnen wir ihn als ein Rechteck auffassen. Seine Fliche
ist dF = ydx, der Abstand seines Schwerpunkts s von der y-Achse ist
x, folglich ist sein statisches Moment beziiglich der y-Achse gleich xdF.
Nach Hilfssatz 1 ist S, gleich der Summe der statischen Momente
samtlicher Streifen. Da die einzelnen Sumhmanden unendlich klein sind,
wird die Summe zum Integral:

S, = [ xdF.
F
Diese Formel gleicht der Gl. (26, 6a). Nur ist hier 4/ ein ‘schmaler

Streifen und x der Abstand seines Schwerpunkts von der y-Achse.
Setzen wir in dF fiir y seinen Wert aus der Parabelgleichung ein, so

gilt: dF = ;,I.’—_}’;dx. Fiihren wir dies in das Integral e¢in und beachten,
a
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daB die ganze Fliche F bestrichen wird, wenn x von o bis a liuft, so
erhalten wir:
b T b I
— 3 2
= — = —— 2 — — g2
S, 7a fx]/xdx v x'dx e b.

Damit ergibt sich:

oS3

F 5

Fiir die y-Koordinate des Schwerpunkts gilt:
S
Ys=TF -
S, berechnen wir nun in gleicher Weise als Summe (Integral) der stati-
schen Momente simtlicher Streifen dF beziiglich der ¥-Achse. Der Ab-
stand des Schwerpunkts des in Abb. 47 schraffierten Streifens von der

x-Achse ist —Z— und es gilt also:

ab?

o a 24
Sy = {-:—dF=%[y2dx-=:—afxdx=—-4—.
F ° 0

Auch hier kann man direkt an die Gl. (26, 6b) ankniipfen und in ihr fiir
dF die Streifenfliche 4F und fiir y die Schwerpunktsordinate des Streifen

(hier 21, und nicht etwa die Parabelordinate y!) einsetzen. Mit dem Wert

von S, erhalten wir endlich:

S

Ys = =%—b

B!

d) Kreissektor. Wie wir im vorigen Beispiel sahen, kénnen wir, um
die Integrale der Gl. (25, 4) zu berechnen, fiir dF auch einen Flichen-
streifen einsetzen. x bzw. y bedeuten dann die Koordinaten des Schwer-

punkts dieses Flichenstreifens. Es handelt
¥ sich nur darum, diesen Streifen méglichst ge-
schickt anzunehmen. Wollen wir etwa den
Schwerpunkt eines Kreissektors mit dem Ra-
dius » und dem Zentriwinkel 2a bestimmen
(Abb. 48), dann legen wir das Koordinaten-
system so, daB sein Ursprung mit dem Kreis-
mittelpunkt zusammenfillt und die x-Achse
Symmetrieachse des Sektors wird. Dann wird
Abb. 48. y, =0 sein und wir haben nur die x-Koordinate

von S zu berechnen:

x$=%fxdF.
F
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Als Flachenelemente d F wililen wir hier unendlich schmale Kreissektoren
mit dem Zentriwinkel dg, die wir als Dreiecke mit der Grundlinie rde
und der Hohe » auffassen kénnen. Es ist dann dF = [ s2dp. Der
Schwerpunkt s von dF liegt in der Entfernung 3 » von 0. Fiir den unter
dem Winkel ¢ gegen die x-Achse geneigten Sektor (in Abb. 48 schraffiert)
ist dann x = %7 cosg. Der ganze Kreissektor wird bestrichen, wenn ¢
von —u bis 4 lduft. Es gilt also:

+o +&
3 ‘2 1 3 273
xdF:’— os@- —r2dp = - sS@pdp = — sin &.
’ J3rC(p2 P 3/00(}7(}) 351a
—_ —_
Mit
nrin®
F="%

wo a° bedeutet, daB « in Graden gemessen ist,
ergibt sich:

120rsina 4r
*s = Thac ix
e) Halbkreis, Viertelkreis. Fiir den Halbkreis a L
(Abb. 49a) ist in die vorige Gleichung fiir Abb. 40
&° == Qo einzusetzen, worauf wir erhalten:
%, =37
3n

Fir die Koordinaten des Schwerpunkts des Viertelkreises ergeben sich
die in Abb. 49b eingetragenen Mafe.

29. Schwerpunkt eines aus Walzprofilen zusammengesetzten Querschnittes. Als
technische Anwendung wollen wir den Schwerpunkt des Querschnittes eines Trigers
bestimmen, der aus einem I 20 und einem irgendwie daran befestigten [[ 18 her-
gestellt ist (Abb. 50)1. Wir bezeichnen mit S; und F,
Schwerpunkt und Querschnittsflache des [ -Stahls, mit S,
und F, das gleiche fiir den I-Stahl. Den Koordinatenursprung
legen wir am besten in einen der Teilschwerpunkte, etwa nach
S,. Da zur y-Achse Symmetrie herrscht, ist bloB y, zu berech-

8N s

nen, wozu wir die Gl. (27,8b) verwenden. Aus der Profiltafel (=
fiir den [ -Stahl (DIN 1026) entnehmen wir, daB seine Quer- 1 Ny )
schnittsfliche F; = 28,0 cm?® und der Abstand seines Schwer- ¢ =z
punkts von der AuBenkante seines Steges e = 1,92 cm betragt. [ ¢ 1
Infolgedessen ist y, = 11,92 cm. Fiir den I-Stahl finden wir I aﬂ‘
aus der Tafel (DIN 1025) F,= 33,5 cm?. Da y,=o ist, ergibt 2
sich: Abb. 50.

o= 1 922280

TR R 2804335 8

! T 20, [ 18 sind Waizprofile von 20 bzw. 18 cm Hohe. Naheres dariiber siehe
in Nr. 31 und in der FuBnote auf Seite 40.
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Von der Profilunterkante hat der Schwerpunkt S den Abstand
¥s = 104 ¥, =15,43cm.

30. Zeichnerische Ermittlung des Schwerpunkts, Wir konnen den
Schwerpunkt eines ebenen Flichenstiickes auch zeichnerisch gewinnen,
indem wir die Wirkungslinie der Resultierenden R aller Schwerkrifte
in zwei zueinander senkrechten Richtungen zeichnerisch ermitteln (was
wir in Nr. 25 rechnerisch getan haben). Nach Gl. (25, 1) sind die Krifte AP
den Flichenstiicken AF proportional. Wir hitten also die Fliche F in
lauter kleine Teile zu zerlegen und in jedem Flichenteilchen eine Kraft
anzubringen, die seiner GroBe proportional ist. Meist werden sich jedoch
die in der Praxis vorkommenden Flichen in groBere Teile zerlegen lassen,

derenSchwerpunkte

g i bekannt sind. Dann
VAR ? — haben wir bloB in
' / % den  Teilschwer-

punkten Krifte an-
zubringen, die den

SR
=3 - =i £ I A=p— Teilflichen propor-
% - tional sind (denn
5 11 -
|

diese Krifte sind ja

.——-«-—--——-—-—-——m,-—-...._
$
-
JE
> |
T~

P 5 5 ) die Teilresultieren-
= iy den aller Schwer-
N 1, £ % krifte auf den be-
“\‘: g treffenden Flichen-

T P  teilen). Fiir diese

Krifte bestimmen
wir mittels des Seil-
polygons in zwei

Abb. 51. zueinander  senk-
rechten Richtungen zwei Wirkungslinien der Resultierenden R, deren
Schnittpunkt den gesuchten Schwerpunkt liefert 1.

Ginzlich unregelmiBig gestaltete Flichen zerlegt man am besten in
Streifen, die man niherungsweise als Rechtecke oder Trapeze auffassen
kann, in deren Schwerpunkten die entsprechenden Krifte angebracht
werden.

0 a5 1 g5 am? B T Ilal N

Beispiel. Um den Schwerpunkt der in Abb. 51 dargestellten Fliche (sie sei
etwa der Querschnitt eines Fundamentkdrpers) zu bestimmen, zerlegen wir diese
in ein Rechteck F;, ein Quadrat Fy und ein Trapez F;. Die GréBen dieser Flachen

1 Es ist nicLt unbedingt nétig, daB8 die beiden Riciitungen der Schwerkrafte
zueinander senkrecht angenommen werden. Liegen z.B. in einer der beiden
Richtungen die Teilschwerpunkte nahe ein und derselben Geraden, so wird man
der groBeren Genauigkeit halber die Schwerkrafte besser unter 45° gegen diese
Richtung wirken lassen.
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sind in m®: F;==1,60, F;=0,36 und Fy=0,90. Wir bringen nun diesen drei Flichen
proportionale Krafte in den Teilschwerpunkten S,, S,, Sgin zwei zueinander senk-
rechten Richtungen an und ermitteln mittels zweier Seilecke fiir jedes Kraftsystem
die Wirkungslinie seiner Resultierenden R, welche zum Schnitt gebracht den Schwer-
punkt S liefern. (Der Schwerpunkt S, wurde nach der in Nr. 28, Abb. 46 ange-
gebenen Methode zeichnerisch bestimmt.)

II1. Die einfachsten statisch bestimmten Triger.

31. Allgemeines, Wir werden uns in diesem Kapitel nur mit den ein-
fachsten Trigern befassen, nimlich mit dem Trdger auf zwes Stiitzen, der
auch fres aufliegender Trdger genannt wird, und mit dem esnsestig ein-
gespannten Trager, der auch als Krag- oder Freitrager bezeichnet wird.
Die Querschnittsformen’ der Triger sind den verwendeten Werkstoffen
Stahl, Holz und Stahlbeton angepaBt. Die Bilder 1 bis 4 der Abb. 52
zeigen einige wenige der gebriuchlichen Querschnitte: Bild 1 den des
gewohnlichen I-Stahls, Bild 2 den des breit- und parallelflanschigen
IP-Stahls und Bild 3 den eines U-Stahls. Alle diese Profile werden
durch Walzen hergestellt. IThre Abmessungen sind genormt und ihre

I::EI

! 2 J

statischen Werte sind in Tabellen zusammengestellt!. Fiir gré8ere Kon-
struktionen bedient man sich der genieteten Blechtriger (Bild 4), die
aus Blechen und Winkelstihlen zusammengebaut werden. Die Bilder 5
bis 7 zeigen Querschnitte von Trigern aus Holz; Bild 5 den meistver-
wendeten gewshnlichen Rechtecksbalken, die Bilder 6 und 7 aus Bohlen
und Brettern zusammengesetzte Nachahmungen der stihlernen I-Quer-
schnitte zur Aufnahme groBer Lasten. Bild 8 zeigt den Querschnitt eines
Stahlbetonbalkens.

Die Verbindungslinie der Schwerpunkte der Querschnitte nennt man
die Trager- oder auch die Stabachse. Die letztere Bezeichnung riihrt da-
her, daB die gewohnliche, der Bemessung der Triger zugrunde liegende
Theorie voraussetzt, daB die Triger sehr lang sind gegeniiber ihren Quer-
abmessungen, also wie diinne Stibe aussehen. Die Stabachse kann ge-
rade oder gebogen sein. Wir wollen nur Trdger mit gerader Stabachse
eingehend behandeln.

1 In denDinormbliittern, sowie in allen technischen Taschenbiichern, wie z. B.
,, Hiitte, , Stahlbaukalender usw.
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Hinsichtlich der Belastung wollen wir bloB voraussetzen, daf alle
Krifte in derselben Ebene, der Lastebene, liegen sollen und daB diese
Ebene die Stabachse enthilt.

A. Der Triager auf zwei Stiitzen.

32. Arten der Auflager. Fiir den Trédger auf zwei Stiitzen kommen
im wesentlichen zwei Arten von Auflagern in Betracht: das bewegliche
und das feste Lager. In Abb. 53, Bild 1—3, sind einige bewegliche Lager
schematisch dargestellt. Bild 1 zeigt eine einzige Rolle (Walze), Bild 2

e e
B k= ol

Abb. 53.

ein Rollenlager mit Ausgleichsschemel (letzterer soll verhindern, daB sich
der Triger bei Durchbiegung von den Rollen abhebt), Bild 3 ein Gleit-
lager, welches fiir nicht zu schwere Belastungen das Rollenlager vertritt.
Alle diese Lager gestatten dem Triger eine Verschieblichkeit parallel zur
Rollen- bzw. Gleitbahn und kénnen, véllige Reibungslosigkeit voraus-
gesetzt, in dieser Richtung keinerlei Krifte iibertragen. Die von der
Unterlage auf den Triger ausgeiibte Kraft, die wir Auflagerdruck nennen,
muf3 demnach im Falle eines beweglichen Lagers auf seiner Gleitbahn
senkrecht stehen. Hier ist uns also die Richtung des Auflagerdruckes
bereits bekannt und lediglich seine GréB8e noch zu bestimmen.

Durch Vermittlung des Lagers driickt einerseits der Trager auf die
Unterlage und andererseits die Unterlage auf den Triger. Nach dem
Gegenwirkungssatz, einem von NEWTON 1687 zuerst ausgesprochenem
Axiom derMechanik, sind diese beiden Krifte gleich groB und entgegen-
gesetzt gerichtet. Denn dieser Satz besagt: Wirkt ein Korper 1 auf einen
Korper 2 mit esner Kraft, so wirkt gleichzeitig der Korper 2 auf den Korper 1
mit der gleich grofen, aber emigegengesetzt gerichteten Kraft. In Bild 1 sind
die beiden entgegengesetzten Krifte eingezeichnet, in den iibrigen Bildern
jedoch nur mehr die auf den Triger wirkende Kraft, da diese allein uns
im folgenden interessieren wird.

Die Bilder 5 und 6 zeigen zwei feste Lager. Beim ersten gestattet ein
Gelenk wohl Drehbarkeit um den Auflagerpunkt, aber keine Verschieb-
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lichkeit. Beim zweiten verhindern zwei in die Unterlagsplatte eingreifende
Nasen eine Lingsverschiebung. Ein solches Lager kann also nicht nur
in vertikaler, sondern auch in horizontaler Richtung Krifte iibertragen.
Der Auflagerdruck, dessen Wirkungslinie jedenfalls durch den Dreh-
punkt des Lagers hindurchgehen muB, wird sich also hier aus zwei uns
zundchst unbekannten Komponenten zusammensetzen. Mit anderen
Worten: beim festen Lager ist uns Gré8e und Richtung des Auflager-
druckes unbekannt. —Die Bilder 4 und 7 zeigen die Symbole, die wir in
Hinkunft verwenden werden, um ein bewegliches bzw. festes Auflager
anzudeuten.

Bild 8 zeigt die Stiitzung eines Trégers mittels einer beiderseits ge-
lenkig angeschlossenen Siule, einer sog. Pendelstiitze, die, wie ein beweg-
liches Lager, dem Triger eine gewisse Verschieblichkeit in horizontaler
Richtung gestattet. Da auf die Stiitze nur zwei Krifte wirken, eine vom
Triger herriihrend und eine von der Unterlage, so miissen diese nach
Nr. 10 die Richtung der Verbindungslinie ihrer Angriffspunkte, d. h. also
die Richtung der Stiitzenachse haben, sonst kénnte die Stiitze nicht im
Gleichgewicht sein. Somit ist uns hier die Richtung desAuflagerdruckes
bekannt und nur seine Gré8e unbekannt. — Die in Bild g dargestellte
Stiitzung mittels zweier Stibe wirkt dagegen wie ein festes Lager, da
jeder Stab eine in die Richtung seiner Achse fallende unbekannte Kom-
ponente des Auflagerdruckes liefert.

33. Bestimmung der Auflagerdriicke, Wenn wir die bei einer gegebenen
Belastung des Trigers auftretenden Auflagerdriicke bestimmen wollen,
gehen wir von der Erwigung aus, daB, da ja der Triger in Rubhe ist, die
Auflagerdriicke den Lasten das Gleichgewicht halten miissen!. Fiir den
Triger miissen also die drei statischen Gleichgewichtsbedingungen:
2X;=0,3Y;=0,3M;=o0 (Nr.17) erfiillt sein. Nun werden wir nicht
jedesmal ein Koordinatensystem einzeichnen, sondern denken es uns
stets so gelegt, daB die eine Achse horizontal, die andere vertikal verlduft.
Dementsprechend bezeichnen wir die Komponenten der Krifte von jetzt
ab immer als Horizontal- und Vertikalkomponenten (Indizes 4 und v)
und schreiben die Gleichgewichtsbedingungen in der Form:

ZH;":O» 2V,~=O, Z'M,'=O,. (33:1)
was in Worten besagt: Summe der Horizontalkomponenten aller am
Triger angreifenden Krafte (d.s. Lasten und Auflagerdriicke) gleich
Null, Summe der Vertikalkomponenten aller Krifte gleich Null und
Summe der Momente aller Krifte gleich Null fiir einen beliebigen Be-
zugspunkt.

I Die geéebenen Lasten werden haufig als eingeprdgte Krdfte, die durch sie
geweckten Auflagerdriicke als Reaktionskrdfte bezeichnet.
Chmelka-Melan, Statik, §. Aufl. 4
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Versehen wir den Triger mit einem festen und einem beweglichen
Lager (Abb, 54, Bild 1), so ist er, wenn die Belastung so wirkt, daB ein
Abheben des beweglichen Lagers nicht in Frage kommt, entschieden aus-
reichend unterstiitzt. Die Auflagerdriicke, die wir mit 4 und B be-
zeichnen wollen, sind uns bekannt, wenn wir ihre Komponenten 4,, 4,,
B,, B, kennen. Da B auf der Gleitbahn des beweglichen Lagers senk-
recht stehen mu8, ist By;=0 und B,=B. Zur Bestimmung der drei
Unbekannten 4,, 4,, B reichen nun die drei statischen Gleichgewichts-
bedingungen (33, 1) gerade aus. Man nennt daher einen derart gelagerten

Tréger einen statssch bestimmten Trdger.
.- . .

e Allgemein nennt man ein System von
) / o %8 starren Kérpern statisch bestimmé, wenn
Y die statischen Gleichgewsichisbedingungen
(dies werden bei mehreren starren Kor-

R pern im allgemeinen mebhr als drei sein

) [s. Nr.18]) zu seiner vollstindigen Be-

15 handlung ausreichen. Andernfalls heifit

h das System statisch unbestimmt. So sind
z. B. der beiderseits mit einem festen
Lager versehene Triiger (Abb. 54, Bild2)
Abb. s54. und der Triger auf drei Stiitzen (Bild 3)

statisch unbestimmt. Denn beim er-

sten wiren die vier Unbekannten 4,, 4,, B;, B,, beim zweiten die vier

Unbekannten 4,, 4,, B, C zu bestimmen, wozu die drei statischen Gleich-
gewichtsbedingungen nicht ausreichen. Selbstverstindlich habenauch fiir
diese beiden Triger die Auflagerdriicke bei einer bestimmten Belastung
ganz bestimmte Werte. Um die fehlende vierte Gleichung zu gewinnen,
muB jedoch auf die Formdnderung des Trigers eingegangen werden. Da-
mit werden wir uns in der Festigkeitslehre beschiftigen. In diesem
Abschnitt wollen wir nur statisch bestimmte Tréiger besprechen.

Ein beachtenswerter Unterschied zwischen statisch bestimmten und statisch
unbestimmten Systemen liegt ferner darin, da8 erstere auch im unbelasteten Zustand
innere Krafte (s. Nr. 37) haben kdnnen, wihrend ein unbelastetes statisch be-
stimmtes System stets spannungsfrei ist. Ist z. B. bei dem zwischen zwei Gelenken
gelagerten Trager die Tragerlinge etwas groBer als der Abstand der beiden Gelenke,
so muB er mit Gewalt zwischen die beiden Auflager hineingeprefit werden. Ahnliche
Zwangsspannungen treten auf, wenn .der Trager, obwohl mit richtiger Lange ein-
gebaut, nachher einer Temperaturinderung aunsgesetzt ist.

Praktisch werden Trager mit gerader Stabachse und zwei festen Lagern niemals
ausgefithrt. Denn schon bei geringen Belastungen treten in ihnen sehr groSe innere
Krafte auf, die berdies nur schwierig zu berechnen sind. Dagegen werden Trager
auf drei und mehr Stiitzen (Durchlaufttager) viel verwendet.

Auch zeichnerisch gelingt die Ermittlung der Auflagerdriicke eines
statisch bestimmten Tridgers ohne Schwierigkeit (Abb. 54, Bild 1). 4
und B sind so zu bestimmen, daB sie den Lasten P;, P, ... P, oder,
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was dasselbe ist, deren Resultierenden R das Gleichgewicht halten. Nach
Nr.10 konnen drei Krifte nur dann im Gleichgewicht sein, wenn sich
ihre Wirkungslinie in einem Punkt schneiden. Dieser Punkt c ist durch
den Schnitt der bekannten Wirkungslinie von R mit der ebenfalls be-
kannten Wirkungslinie von B gegeben. 4 mufBl daher die Richtung der
Verbindungslinie der Punkte 4, c haben. GréBe und Richtungssinn von 4
und B folgen dann aus der Bedingung, daB 4, B
und R ein geschlossenes Krafteck mit stetigem Um-
laufsinn bilden miissen. — Auf die gleiche Art kann
die zeichnerische Bestimmung der Auflagerdriicke
bei Trigern mit krummer Stabachse oder bei be-
liebiger Neigung der Gleitbahn des beweglichen Auf-
lagers erfolgen (Abb. 55).

Abb. 55.

Wir betrachten in diesem Abschnitt den Triger als starren Kérper, obwohl er
sich in Wirklichkeit unter dem Einflu der Lasten verformen (durchbiegen) wird.
Nun kénnen die Gleichgewichtsbedingungen des starren Kérpers auch auf Gebilde
angewendet werden, die einer Verformung geringen oder gar keinen Widerstand
entgegensetzen, so z. B. auf Ketten oder Seile, ja auch auf Fliissigkeiten und Gase,
sofern sie sich in Ruhe befinden. Denken wir uns diese Kérper in ihrer Gleich-
gewichtslage durch einen starren Kérper derselben Form ersetzt, oder einfacher,
zu einem solchen ,,erstarr'’, so miissen fiir diesen die Gleichgewichtsbedingungen
des starren Korpers gelten (Erstarrungsprinzip). Streng genommen miiten wir
also die Gleichgewichtsbedingungen stets fiir den verformten Kérper aufstellen,
wie wir es auch spater in der Theorie der Knickung (s. Festigkeitslehre) tun wer-
den. In allenanderen Abschnitten jedoch werden wir wegen der Kleinheit der Form-
anderungen die Gleichgewichtsbedingungen stets auf das System in seiner
urspriinglichen Gestalt anwenden.

34. Beispiel zur Bestimmung der Auflagerdriicke. Fiir den in .\bb. 56, Biid 1
dargestellten Trager sollen die infolge der gegebenen Belastung auftretenden Auf-
lagerdriicke bestimmt
werden. Die H6he des o
Tragers sei klein gegen- :
iber seiner Linge, so
daB die Momente der
Horizontalkomponenten
der Lasten um die Auf-
lagerpunkte vernachlis-
sigt werden kénnen. Der
Trager wird also als
diinner Stab betrachtet.

a) Rechneyische Lo-
sung. Wir nehmen zu-
nichstan, dieunbekann-
ten Auflagerkomponen-
ten Ay, A,, B hatten die in Bild 1 eingezeichneten Richtungen. Ist diese An-
nahme richtig, so ergibt sich die betreffende Komponente aus der Rechnung als
positiv. Hat eine Komponente in Wirklichkeit die entgegengesetzte Richtung, so
wird sie sich als negativ ergeben. Wir zerlegen nun samtliche Lasten in ihre Kom-

Abb. 56.

4*
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ponenten. Wenn wir die Horizontalkomponenten nach rechts, die Vertikalkompo-
nenten nach aufwirts positiv zahlen, ergibt sich fiir die Komponenten der Lasten
(Einheit #):
Py = —0,5c08 60 =-—0,25, Pzxz==o0,00, Py = + 3¢0s 45 = + 2,12,
19 == —0,5 8iN 60 = —0,43, Pzy=-—1,00, Pgy=—3sin 45=-—2,12.

Wir setzen nun diese Werte, zusammen mit den unbekannten Auflagerkomponenten,
in die drei Gleichgewichtsbedingungen (33,1) ein. Die Gleichgewichtsbedingung
2 H;= o liefert eine Gleichung fiir 44:

Ap —o0,25 4 2,12 = 0.

Daraus folgt
Ay = —1,87¢.

Ajp weist also nicht wie angenommen nach rechts, sondern nach links.

Durch zweckmiBige Wahl des Bezugspunktes der Gleichgewichtsbedingung
2'M;=o erhalten wir eine Gleichung, in der 4, als einzige Unbekannte vorkommt.
Wahlen wir als Bezugspunkt den Punkt b, so ergibt sich:

—Ay°8 4+ 0,43°6 41,004 + 2,12°1 = o.
(Die samtlichen Horizontalkomponenten der Lasten, ferner A5 und B haben um

den Punkt b das Moment Null, da ihre Wirkungslinien, wenn der Triger als diinner
Stab aufgefaBt wird, durch b hindurchgehen.) Daraus ergibt sich:

Ay = +1,00t.

A, weist, wie angenommen, nach oben. Aus 4 und A, kénnen wir 4 selbst be-
rechnen:

A= l/A’?‘ + A;‘; = }/1,872 4+ 1,09’ =2,17 t.
Die Gleichgewichtsbedingung J'V; = o liefert endlich eine Gleichung fiir B:
Ay — 0,43 —1,00— 2,12 + B = o.
Das ergibt, wenn wir fiir 4, seinen Wert einsetzen:
B =+ 2,46t.

Zur Kontrolle kénnen wir B auch aus der Momentengleichung berechnen, wenn
wir als Bezugspunkt den Punkt a wahlen:

—0,43°2 —1,00°4—2,12°7+ B:-8 = o,
was zu demselben Ergebnis fiihrt wie oben.

b) Zeschnerische Losung. (Abb. 56, Bild 2): Die zeichnerische Ermittlung der
Auflagerdriicke erfolgt zweckmaBig nur dann mit Hilfe der Resultierenden der
Lasten (s. Nr. 33, Abb. 54), wenn sich deren Wirkungslinie leicht angeben 128t. Dies
ist z. B. bei Symmetrie der Lastgruppe der Fall. Jedoch kommt es hiufig vor, da8
der Schnittpunkt von R mit der Wirkungslinie von B auBerhalb des Zeichenblattes
liegt, ja bei parallelen Lasten iiberhaupt ins Unendliche riickt. Nun kénnen wir
aber die Einzeichnung von R iiberhaupt umgehen, wenn wir folgendes bedenken:
Da die Auflagerdriicke 4 und B zusammen mit den Lasten ein Kraftsystem bilden,
das im Gleichgewicht ist, muB dessen Kraft- und Seileck geschlossen sein (s. Nr. 9).
Wir zeichnen also zunachst ein Krafteck fiir die Krafte P,, P,, P, und schlieSen
an' Py die bekannte Richtung von B an. Dann wahlen wir einen beliebigen Pol,
zeichnen die Polstrahlen I bis IV und beginnen das Seileck mit dem Seilstrahl I,
den wir durch den Punkt g zeichnen, der uns als einziger Punkt der Wirkungslinie
von A bekannt ist. Der Seilstrahl IV schneidet dann im Punkt d die Wirkungslinie
von B, Da das Seileck geschlossen sein muB, verbinden wir die Punkte ¢ und d
(Seilstrahl V). Der parallele Polstrahl liefert uns die Gré8e von B, wodurch die
SchlieBung des Kraftecks durch die Kraft 4 erméglicht wird.
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35. Auflagerdriicke bei lotrechter Belastung. a) Rechnerische Bestim-
mung. Bei Trigern, die, wie es in der Praxis meist der Fall ist, nur mit
lotrechten Kriften belastet sind, vereinfacht sich die Bestimmung der
Auflagerdriicke wesentlich (Abb. 57). Wir bezeichnen wieder die auf dem
Tréger stehenden Lasten mit P,, P,, ... P, und nennen den Abstand der
Last P;vom linken Auflager x;, vom rechten Auflager x;. Die Stiitzweite
des Trigers, d.i. der Abstand der beiden Auflager, sei /. Zunichst ist
klar, daB hier die beiden-Auflagerdriicke lotrecht gerichtet sind, daf3 also
gilt: A, =o0 und daher 4,=4, wasja auch

aus der Gleichgewichtshedingung 3 H; =0 8 &l_m__._,g ..... 4’1

hervorgeht. 1 a 2
Um A4 zu bestimmen, verwenden wir 4 —z 8

die Gleichgewichtsbedingung 3'M; =0 um L ...

den Auflagerpunkt &: P

—Al Pz + Pyxy+ -+ Pya, =0. 2 P S .
Daraus folgt: L ¢
n , Abb. 57.
4=5 3 Px (35, 2a) 7
t=1
Um B zu bestimmen, wenden wir die Momentengleichung nochinals
an, jetzt aber um den Auflagerpunkt a:
Bl — Pyxy — Py — -+ — P,x, =0,

woraus folgt:

=

B=—+3 P, (35, 2b)

s

I

Zur Kontrolle kénnen wir noch die Gleichgewichtsbedingumg3 V; =0
heranziehen, welche besagt, daB die Summe der beiden Auflagerdriicke
gleich der Summe simtlicher Lasten sein muf:

n
A+B=3P, (35.3)
1=1

Ist der Trager von der Stiitzweite / bloB mit einer einzigen Kraft P belastet,
die vom linken Auflager den Abstand e, vom rechten den Abstand ¢’ hat (Abb. 57,
Bild 2), so ergibt sich aus den Gl. (35, 2) fiir die Auflagerdriicke:

Pe’ Pe )
=7 =7 (35, 4)
Es gilt also:
A:B=2¢":¢.
Die Auflagerdriicke verhalten sich umgekehrt wie ihre Abstande vom Lastangriffs-
punkt (Hebelgesetz!).

Die GL. (35, 4) erweisen sich besonders dann als vorteilhaft, wenn wir die Lage
der Resultierenden der Lasten, etwa aus Symmetriegriinden, sofort angeben kénnen.
Denn, wie wir schon erwahnt haben, kénnen wir zur Bestimmung der Auflager-
driicke die Lasten ohne weiteres durch ihre Resultierende ersetzen. Die GroBe der

”
Resultierenden ist R = X'P;.
[ 21
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b) Zeschnerische Losung. Zur zeichnerischen Bestimmung der Auflager-
driicke verfahren wir hier im wesentlichen genau so wie in Nr. 34, Abs. b.
Wir zeichnen zunichst (s. Abb. 58) fiir
;’\1 el el &l d.ie Lasten P, e P, .(allgemfein.P,,)
F ] ein Krafteck, wihlen einen beliebigen
Pol, ziehen die Polstrahlen und die zu
ihnen parallelen Seilstrahlen. Da uns
jetzt die Wirkungslinien beider Auf-
lagerdriicke bekannt sind, zeichnen wir
das Seileck I...V zweckmiBig nicht
Abb. 58. durch den Punkt @, sondern etwas
unterhalb des Trigers. Da Gleich-
gewicht herrschen soll, muBl das Seileck geschlossen sein. Wir ziehen also
die ,,SchluBlinie* a’. . .%’, den Seilstrahl VI. Der parallele Polstrahl VI
gibt an, wie die Summe aller Lasten in die beiden Auflagerdriicke zerlegt
wird. Nach der in Nr. 8 aufgestellten Regel liegt zwischen den Pol-
strahlen VI und I 4, da sich die Seilstrahlen VI und I auf der Wirkungs-
linie von A4 schneiden. Zwischen den Polstrahlen V und VI liegt dann B.
Damit ist auch das Krafteck geschlossen.

Auch bei der zeichnerischen Lésung ergibt sich eine Vereinfachung,
falls die Resultierende der Lasten sofort eingezeichnet werden kann.
Doch wird man wegen der Bedeutung, die dem Seileck fiir die einzelnen
Lasten zukommt (s. Nr. 44), von diesem Vorteil kaum Gebrauch machen.

36. Beispiel zur Bestimmung der Auflagerdriicke bei lotrechter Belastung. Fiir
den in Abb. 59 dargestellten, mit lotrechter Belastung versehenen Triger sollen die
Auflagerdriicke rechnerisch und zeichne-

gl ﬁ'-” f‘" 132345m  risch ermittelt werden.

133¢8m a) Rechnerisch, Nach den Gl. (35, 2)
A gilt:

X — A L A=;‘(—)(4'7+3~5+ 1°2) =4,5t.

- e et LB xt

p B=1-(4'3+35+ 18 =35t.

3 Probe:
3
Abb. 59. A+B=8=4+43+ 1=ZP;.

(L 2
b) Zeichnerisch. Zuerst wird das Krafteck gezeichnet mit den Polstrahlen I...IV.
Das zugehdrige Seileck wird durch den Seilstrahl ¥ geschlossen. Der parallele Pol-
strahl liefert 4 und B.

37. Die inneren Kriifte. Betrachten wir einen Stab, in dessen Achsen-
richtung zwei gleich groBe und entgegengesetzt gerichtete Krifte vom
Betrag P ziehen (Abb. 60). Da der ganze Stab im Gleichgewicht ist,
muB dies auch fiir jeden seiner Teile zutreffen. Fiihren wir also in Ge-
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danken einen Schnitt s...s, der den Stab in zwei Teile zerlegt, so muB
jeder der beiden Teile fiir sich im Gleichgewicht sein. Das ist nur méglich,
wenn wir uns an der Schnittstelle Krifte wirkend denken, die den an
dem betreffenden Teil angreifenden  , s P
duperen Kriften das Gleichgewicht hal- ~ ~—T———F+=

ten. Diese Krifte werden ven den Mole-

P
kiilen zu beiden Seiten der gedachten =—{___¥IP L m—"—
Schnittfliche auf einander ausgeiibt, und
heiBen smnere Krifte. Sie werden durch Abb, 6o.

einen wirklich gefiihrten Schnitt zerstért, die beiden Stabhilften sind
dann, von einander getrennt betrachtet, nicht mehr im Gleichgewicht.

Die am linken Teil wirkenden inneren Krifte werden von den Mole-
kiilen des rechten Teiles auf ihn ausgeiibt und umgekehrt. Nach dem
Gegenwirkungssatz (Nr. 32) miissen daher Punkt fiir Punkt der Quer-
schnittsfliche die inneren Krifte am rechten wie am linken Teil einander
gleich, jedoch entgegengesetzt gerichtet sein. Wie sie sonst nach GréB8e
und Richtung iiber die Schnittfliiche verteilt sind, dariiber werden wir
hier nur ungefihre Angaben machen. Eingehend werden wir uns mit
dieser Frage erst in der Festigkeitslehre beschiiftigen. Zunichst
folgt aus der eben festgestellten Gleichheit und entgegengesetzten Rich-
tung der inneren Krifte an den beiden Schnittflichen, daB die Resultie-
rende aller inneren Krifte, die am linken Teil angreifen, gleich gro8 und
entgegengesetzt sein muB der Resultierenden aller inneren Krifte am
rechten Teil. Aus der Bedingung, daB jeder Teil im Gleichgewicht sein
muB, ersehen wir, daB jede dieser Resultierenden die GréB8e P haben und
in die Stabachse fallen mu8.

Dieselbe Uberlegung, die wir eben am gezogenen Stab angestellt
haben, wollen wir jetzt an dem in Abb. 61, Bild 1 dargestellten belasteten
Tréger ausfilhren. Wir nehmen an, die Auflagerdriicke seien bereits be-
stimmt. Dann denken wir uns in der Entfernung » vom linken Auflager
den Schnitt s. . .s senkrecht zur Stabachse gefiihrt. Es muB wieder jeder
der beiden abgeschnitten gedachten Teile im Gleichgewicht sein. Dies
zwingt uns wieder, in der Schnittfliche das Wirken innerer Krifte anzu-
nehmen, deren Resultierende den am abgeschnittenen Teil angreifenden
duBeren Kriften (d.s. Lasten und Auflagerdriicke) das Gleichgewicht
halten muB.

Bezeichnen wir die Resultierende der am linken Teil angreifenden
inneren Krifte mit R, entsprechend die fiir den rechten Teil mit R,, so
missen, da ja fiir die einzelnen inneren Krifte wieder der Gegenwirkungs-
satz gilt, diese beiden Resultierenden gleich gro8 und entgegengesetzt
gerichtet sein. In Abb. 61, Bild 2 wurde an den Schnittflichen der beiden
auseinander geriickten Trigerhilften die Verteilung der inneren Krifte
etwa so eingezeichnet, wie wir sie in der Festigkeitslehre ermitteln werden.
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Schieben wir die beiden Teile aneinander, so miissen die Resultierenden R,
und R, in genau dieselbe Gerade fallen.

Die iiber die Querschnittsfliche des Trigers verteilten inneren Krifte

bilden ein riumliches Kraftsystem. Die Resultierenden R;und R, miissen

jedoch in der Lastebene (Nr. 31) liegen,

\{ l/_), da sie sonst nicht denaus 4 und P, bzw.

£ P,,P;, Bbestehenden ebenenKraftsyste-

men das Gleichgewicht halten kénnten.

N, % Wir verschieben nun R; parallel in

P / % lg den Schwerpunkt S des Trigerquer-

schnitts. Dadurch tritt zunichst ein

N Moment M auf (Nr.15). Weiters zer-

Sy legen wir das verschobene R; in eine

3 Komponente N in der Triagerachse und

2 % eine Komponente senkrecht dazu.
J ?/ M R M \zx l po ¢
I

; Fithren wir dasselbe mit R, aus, so er-
¥~ 7777 halten wir ebenfalls drei GréBen M,
"z . N, Q, <‘1ie Ir{it d.em vorigen dem Betrag
nach iibereinstimmen, aber entgegen-
Abb. 61. gesetzte Richtung haben wie diese

(Abb. 61, Bild 3).

Diese drei GréBen M, N, Q, auf die wir das System der inneren Krafte
reduziert haben, werden uns spiter Aufschlul geben iiber die Beanspru-
chung des Materials in dem betrachteten Querschnitt und sind daher von
grofter Bedeutung fiir die Bemessung eines Tragwerks. Man nennt M
das Biegemoment, N die Normalkraft, Q die Querkraft an der Stelle x
des Trigers. Im allgemeinen werden sich ja M, N, Q von Querschnitt zu
Querschnitt dndern, also Funktionen von x sein.

Wir setzen fest, daB M, N, Q positiv sein sollen, wenn sie so gerichtet
sind, wie es in Bild 3 eingezeichnet ist. Man beachte, daB ein positives
Biegemoment demnach am linken Teil im Gegenzeigersinn, am rechten
hingegen im Uhrzeigersinn dreht, eine positive Normalkraft am linken
Teil nach rechts, am rechten nach links weist, eine positive Querkraft am
linken Teil nach unten, am rechten nach oben gerichtet ist.

Es ist unmittelbar klar, daB wir N, M, Q auch folgendermaBen er-
kliren konnen: N ist gleich der algebraischen Summe der Horizontal-
komponenten der inneren Krifte auf dem ganzen Querschnitt (oder
allgemein: gleich der Summe der Komponenten in der Richtung der
Trigerachse), Q ist gleich der algebraischen Summe der Vertikalkom-
ponenten der inneren Krifte (allgemein: gleich der Summe der Kom-
ponenten in der Richtung der Schnittlinie von Lastebene und Quer-
schnittsfliche), M ist gleich der algebraischen Summe der Momente
der inneren Krifte um eine horizontale Achse durch den Schwerpunkt
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des Querschnitts (allgemein: um eine zur Lastebene senkrechte Achse
durch S).

Um die Wirkung dieser drei GroBen M, N, Q, welche Schnstt-
gréfen genannt werden, zu erkennen, betrachten wir sie einzeln.
Wirkt in einemn Querschnitt eine Normalkraft allein, so spricht man
von reinem Zug bzw. reinem Druck. Zug herrscht, wenn alle inneren
Krifte von der Querschnittsfliche weg gerichtet sind. Dann ist N
positiv. Bei Druck sind alle inneren Krifte gegen die Querschnittsfliche
hin gerichtet und N ist negativ. Benachbarte Querschnittsflichen
werden bei reinem Zug von einander entfernt, bei Druck einander
gendhert. Ein Beispiel fiir reinen Zug ist der in Abb. 60 dargestellte
gezogene Stab. — Ist in einem Querschnitt N = Q=10 und nur M %o,
so spricht man von reiner Bieging. In diesem Fall reduziert sich die
Gesamtheit der inneren Krifte auf ein Kriftepaar mit dem Moment M.
Die inneren Krifte miissen also verschiedene Richtung haben. Wenn M
positiv ist, dann werden im oberen Teil des Querschnitts Druckkrifte, im
unteren Zugkrifte wirken. Die oberen Fasern des Trigers werden dann
verkiirzt, die unteren verldngert, was zur Folge hat, daB sich der Stab
nach unten kriimmt (biegt). Dabei werden die Winkel, die benachbarte
Querschnittsebenen miteinander einschlieBen, verindert. Bei nega-
tivem M liegen die Verhiltnisse gerade umgekehrt. Ein positives M
bewirkt also eine Biegung des Trigers mit der konvexen Seite nach unten,
ein negatives eine Biegung mit der konvexen Seite nach oben. — Ist in
einem Querschnitt nur Q == o, so spricht man von reinem Schub. Die
inneren Krifte liegen dann simtlich in der Querschnittsebene und
trachten benachbarte Querschnitte unter Beibehaltung ihres Abstands
gegeneinander zu verschieben. Die Folge davon ist, daB die Stabachse
in Gebieten positiver Querkraft nach rechts hin bergab, bei negativer
Querkraft bergauf verlduft. Da eine solche Beanspruchung beim
Schneiden mit einer Schere auftritt, wird Q auch Scherkraft genannt.

Betrachten wir die linke Hilite des in Abb. 61, Bild 3 dargestellten
durchschnittenen Trigers, so miissen also A, P;, R;, oder, was dasselbe
ist, 4, P, M, N,Q im Gleichgewicht sein. Fir dieses Kraftsystem
miissen also die drei Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sein: 3 H;=o,
2 Vi=0,2 M,;=o0, dieSummen zu erstrecken iiber simtliche am linken
abgeschnittenen Teil angreifenden Krifte und Momente. Aus diesen drei
Gleichungen koénnen wir die drei Unbekannten M, N, Q berechnen.

Gehen wir vom rechten Teil aus, so miissen P, P,, B, M, N,Q im
Gleichgewicht sein. Wenden wir die drei Gleichgewichtsbedingungen auf
die am rechten Teil angreifenden Krifte und Momente an, so miissen
sich aus diesen drei Gleichungen dieselben Werte fiir M, N, Q ergeben
wie oben. ZweckmiBig wird man zur Bestimmung von M, N, Q natiirlich
von jenem Teil ausgehen, an dem weniger Krifte angreifen.
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Wir sehen, daB sich am Tréger auf zwei Stitzen M, N, Q in jedem
beliebigen Querschnitt lediglich durch Anwendung der drei statischen
Gleichgewichtsbedingungen berechnen lassen. Diese reichen also zur
vollstindigen Behandlung des Systems aus.

38. Beispiel zur Berechnung von M, N, Q. Wir wollen fiir den in Nr. 34 behan-
delten Trager an der Stelle ¥= 3 m Biegemoment, Normalkraft und Querkraft
bestimmen.

In Abb. 62 ist der Triger nochmals aufgezeichnet, wobei fiir die Auflager-
drlicke die seinerzeit berechneten Werte eingetragen wurden. Nun denken wir
uns den Trager an der Stelle ¥—=3 m durchschnitten und bringen an den beiden
Schnittflaichen M, N, Q an und zwar in den als positiv vereinbarten Richtungen.
Sollte in Wirklichkeit eine der GroBen die umgekehrte Richtung haben, so AuSert
sich dies dadurch, daB sie sich aus der Rechnung als negativ ergibt. Nun wird jeder
Teil als starrer Kérper behandelt, an dem ein Kraftsystem, bestehend aus Lasten,
Auflagerdriicken sowie M, N, Q angreift, das sich im Gleichgewicht befinden mu8.
Wir wollen nun M, N, Q einmal vom linken, dann vom rechten Teil ausgehend
berechnen und zeigen, daB sich beide Male dieselben Werte ergeben. Dazu zerlegen
wir wieder simtliche Lasten in ihre Horizontal- und Vertikalkomponenten, die wir
schon in Nr. 34 berechnet haben. Dann stellen wir fiir den jeweils betrachteten
Tragerteil die drei Gleich-
gewichtsbedingungen auf
und trachten danach, daB
in jeder Gleichung nur eine
Unbekannte vorkommt.

a) Bervechnung von M:
Wir beniitzen die Gleichge-
wichtsbedingung ZM‘ = 0
fiir den Bezugspunkt » und
erstrecken die Summe zu-
nichst iiber simtliche Kraf-
te und Momente, die am
109 linken abgeschnittenen Teil

2% angreifenl:
Abb. 62. —1,09°3+0,43"1+M=s0.
Daraus folgt:

M= 4 2,84tm.

Erstrecken wir die Momentensumme iiber samtliche Krafte und Momente am rechten
Teil, so erhalten wir (Bezugspunkt ist wieder der Punkt %):

— M —1,00'1—2,12°4 - 2,46°5 = 0 3,
M= 4 2,82tm
(kleine Abweichungen in der letzten Stelle rithren von den Abrundungen her).

1 Streng genommen wire die Momentengleichung fiir den Schwerpunkt der
Querschnittsfliche an der Schnittstelle aufzustellen. Es wiirden dann auch die
Momente der Horizontalkomponenten der Lasten und des Auflagerdruckes 4 in
die Gleichung eingehen. Da wir jedoch in Nr. 34 den Tréger als stabfdrmig voraus-
setzten, sind diese Momente vernachlissigbar.

! Das positive Biegemoment M muB in dieser Gleichung mit einem Minuszeichen
versehen werden, da es im Uhrzeigersinn dreht und wir vereinbart haben, solche
Momente negativ in unsere Rechnung einzuftihren (Nr.11). Bei Aufstellung irgend
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b) Berechnung von N: Wir verwenden die Gleichgewichtsbedingung % H;=o.
Sie liefert, auf den linken Teil angewandt:
—1,87—0,254+ N = o.
N=+42,12t.
Dieselbe Gleichgewichtsbedingung, flir den rechten Teil angeschrieben, ergibt:
—N + 2,12= o.
N=42,12t.

c) Berechnung von Q. Wir verwenden die Gleichgewichtsbedingung X'V;= o.

Ausgehend vom linken Trigerteil erhalten wir:
1,00—0,43—Q = o.
Q=+o0,66t.

Vom rechten Teil ausgehend ergibt sich:
Q—1,00—2,12 4 2,46 = o.
Q=+4o0,66t.

M, N, Q ergeben sich samtlich als positiv. Sie haben also die in Abb. 62 ein-
gezeichneten Richtungen. Der Balken wird an der Stelle # = 3m nach untenkonvex
durchgebogen und gezogen. Der EinfluB der Querkraft auf die Formanderung wird
nur bei sehr kurzen und hohen Trigern mit dem des Biegemoments vergleichbar
und wird daher gewthnlich vernachlassigt.

39. Querkraft- und Momentenverlauf bei Belastung mit lotrechten.
Einzelkriiften. Wie schon erwihnt, begegnet uns in der Praxis am hiu-
figsten der Fall lotrechter Belastung, dem wir daher besondere Aufmerk-
samkeit zuwenden wollen. Wir wollen fiir diesen Fall ein Schaubild der
GroBen M, N, Q als Funktionen von x zu gewinnen trachten, aus dem
wir ihre Werte in jedem beliebigen Trigerquerschnitt entnehmen kénnen.
Die Auflagerdriicke denken wir uns bereits bestimmt (Nr. 35). Um M,
N, Q an einer beliebigen Stelle x des in Abb. 63 dargestellten Trigers zu
berechnen, denken wir uns diesen wieder in zwei Teile zerschnitten,
bringen an der Schnittstelle M, N, Q in den als positiv vereinbarten
Richtungen an und stellen fiir jeden Teil die Gleichgewichtsbedin-
gungen auf.

Die Gleichgewichtsbedingung 3 H;=o0 liefert N=o0. Da x voll-
kommen beliebig war, folgt daraus, daB in einem waagerecht liegen-
den geraden Triger mit waagrechter Gleitbahn des beweglichen Lagers
bei lotrechter Belastung nirgends Normalkrifte auftreten.

Die Gleichgewichtsbedingung 3V, =o liefert, angewendet auf den
linken Teil: A—P,—P,—Q=o,

Q=4—P —P,
oder allgemein, fiir beliebig viele Lasten:

. Q=A_“2Pb (391 58.)
einer Momentengleichung ist stets darauf zu achten, da8 Momeante, die im gleichen
Sinn drehen, das gleiche Vorzeichen bekommen. Ahnliches gilt, sinngemaB ange-
wandt, fir N und Q. Es sei ferner noch hervorgehoben, da8 M, das man sich ja
als Kraftepaar vorstellen kann, vom Bezugspunkt unabhingig ist (Nr.12). Als

Kraftepaar liefert M keinen Beitrag zu den Gleichungen J'H;=0, ZV;=o0, was
der Anfanger beachten moge (s. auch Nr.17).
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wobei der Index ! bedeuten soll, daB die Summe {iiber alle Lasten links
von der Schnittstelle zu erstrecken ist. — Gehen wir vom rechten Teil
aus, so erhalten wir
wobei der Index r die Summation iiber alle Lasten rechts vom Schnitt
andeuten soll. Beide Gleichungen miissen wieder zu demselben Ergebnis
fiihren und man wird wieder von
jenem Trigerteil ausgehen, auf dem
weniger Lasten stehen.
Mit Hilfe dieser Gleichungen kon-
A b JL nen wir nun den Verlauf der Quer-
0 PO R S A kraft als Funktion von x graphisch
I/ % darstellen. Dazu unterteilen wir den
B 18 Triger in einzelne Felder, die in Abb.

I I r r ¥

<
Lr]

1 1

xﬁj ,,'“1 63 mit r6mi§chen Ziffem l?ezeichnet
Y ) wurden. Liegt die Schnittstelle x
% [? im Feld I, so ist nach Gl. (39, 52)

-—| Q=4 und zwar fiir jeden beliebigen
Z-Rehting punkt x im Feld I. Q ist also im
l 2 l Feld I konstant und wird durch die
A 4 4 OrdinateneinerhorizontalenGeraden
in der Héhe A iiber einer waag-
rechten Bezugslinie dargestellt. Im
3 Feld IIist nach GI. (39,53) Q=4

| —P,, wieder unabhingig von x,
M ] ;V also abermals konstant und um P,
kleiner als im Feld I. Im Feld 111
finden wir Q=4 — P, —P, und so
geht es weiter, bis im Feld V aus Gl. (39, 5b) Q =— B folgt. Wir sehen,
daB fiir den Fall der Belastung des Trigers mit Einzellasten, die Quer-
kraftlinie einen treppenférmigen Verlauf zeigt, der vom Positiven ins
Negative fiihrt (Abb. 63). Ldngs unbelasteter Tragerstrecken ist Q kon-
stant, unter jeder Einzellast erfolgt ein Sprung um den Betrag dieser Last.
Die Querkraftlinie ist also in jedem Lastangriffspunkt wunstetig.

Anders bei den Momenten. Zur Berechnung des Biegemoments in
einem beliebigen Punkt x des Trigers bezeichnen wir die Abstinde der
Lasten am linken Teil von der Schnittstelle mit {;. Dann liefert die
Gleichgewichtsbedingung 3) M; =0 fiir den Bezugspunkt x, angewandt
auf den linken Teil:

wh
I
™

Abb. 63.

"“Ax+P1&‘1+P2¢2+M:O:
M =Ax— Py{; — Py,

oder allgemein M=A4x—3P¢ (39, 6a)
(zu summieren iiber alle Lasten links vom Schnitt).
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Bezeichnen wir mit x’ die Entfernung der Schnittstelle vom rechten
Auflager und mit ¢, die Abstinde der Lasten am rechten Trigerteil von
der Schnittstelle, so folgt aus dem Gleichgewicht des rechten Teils:

M =Bz —3 P\, (39, 6b)
(zu summieren iiber alle Lasten rechts vom Schnitt). Aus beiden Glei-
chungen muB sich derselbe Wert fiir M ergeben.

Diskutieren wir nunden Verlauf des Biegemomentsals Funktion von %,
so erhalten wir zunichst im Feld I aus der Gl. (39, 6a) M =4 x. Das
ist eine geneigte Gerade. Am Auflager (x=0) ergibt sich M =o, am
Ende des ersten Feldes (x = x;) ist M =4 x,. Esist fast allgemein iibiich,
die positiven Momente nach abwirts, die negativen nach aufwirts auf-
zutragen, so daB sich im Feld I der in Abb. 63 eingezeichnete Momenten-
verlauf ergibt. Im Feld I7 finden wir nach Gl. (39, 6a) M =4 x—P(,.
Da {,==x—z, ist, wo x; den festen Abstand der ersten Last vom linken
Auflager bedeutet, ergibt sich M =4 x— P; (x— %) = (4 — P,) x 4 Pyx;,
also abermals eine Gerade, jedoch mit geringerer Neigung als die vorige.
Die Gerade im Feld IT schlieBt ohne Unstetigkeit, sondern nur mit einer
Ecke an die im Feld I an. Denn setzen wir in der letzten Gleichung
x=1x, so ergibt sich M =4z, also derselbe Wert wie am Ende des
Feldes I. So fortfahrend erhalten wir als Momentenlinie einen Polygon-
zug, der am rechten Trigerende wieder den Wert M =o liefert [siehe
Gl. (39, 6b), 2’ =0]. Ldngs unbelasteter Tragersirecken ist also die Mo-
mentenlinie eine Gerade, unter jeder Einzellast hat sie etne Ecke. Die Biege-
momente sind bei einem derartigen Trager durchwegs positiv, falls die
Lasten, wie wir es ja stets artnehmen, nach abwirts wirken.

40. Beispiele zur Ermittlung des Querkraft- und Momentenverlaufs bei Belastung
mit lotrechten Einzelkriften. 1. Wir wollen fiir den in Nr. 36, Abb. 59 behandelten
Trager mit drei lotrechten Einzellasten

den Querkraft- und Momentenverlauf er- I” 1‘;5] .!'!5 x
mitteln. Die Auflagerdriicke wurdena.a. 0 -
O.bereits bestimmt zu 4 = 4,5t,B= 3,5t. A;._;w_ a._ 3 <
Sie wurden in Abb. 64 eingetragen. 45¢ !ﬂﬁ WG&#
a) Querkraftlinie: Nach Gl. (39, 5a) LAt Ly = Ag KM
gilt (Einheit t): o o LB o
o + [ 2
imFeld I: Q=+ 4.5 @ 3
im Feld' II: Q= 4,5—4 = + 0,5 S| C [5¢
im Feld III: Q= 0,5—~3=—2,5 p >
im Feld IV: Q= —2,5—1=—13,5 ] MM,
= — B [nach Gl. (39, 5b)]. M - S ro
o + -5
Nach Wahl eines geeigneten Kraftmag- ¥ / L 10
stabes kann die Querkraftlinie in die - 15tm
Abb. eingezeichnet werden. Abb: 6.

b) Momentenlinie: Die Momentenlinie wird am einfachsten dadurch gewonnen,
daB man die Ordinaten ihrer Eckpunkte berechnet und zwischen diesen gerad-
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linig verbindet. In den mit arabischen Ziffern am Triger bezeichneten Punkten gilt
nach Gl. (39, 6a) bzw. (39, 6b) in tm:

M,=o0

M, = 4,5:3= +135

M,= 4,5:5—4'2= + 14,5

My=3,5:2=+4+ 7,0

M, 4= 0.
Nach Wabhl eines entsprechenden MomentenmaBstabes kann mit Hilfe dieser Werte
die Momentenlinie in die Abb. eingezeichnet werden.

Der Laser versuche die Gleichungen der einzelnen Geradenstiicke der Momenten-
linie nach Formel (39, 6a) aufzustellen und priife, ob diese Geraden durch die eben
berechneten Eckpunkte der Momentenlinie hindurchgehen.

2. Filr einen mit einer einzigen Last P versehenen Trager (Abb. 57, Bild 2) ist die.
Momentenlinie ein Dreieck. Das gréBte Moment tritt unter der Last auf. Hat
diese vom linken Auflager den Abstand e, vom rechten ¢’, so ist nach Gl. (35, 4) der

Auflagerdruck 4 = EI‘— wo ] die Spannweite des Trigers bedeutet. Damit ergibt

sich das GrdoBtmoment zu

Muax = Ae= 2%, (40, 7)

Steht die Last in der Tragermitte, so ist e = ¢’ = .l_, und es gilt:

Mmu = —}4-’—, . (40' 73)

41. Streckenlasten. Neben Einzelkriften komimen als Belastung auch
lings der Trigerachse verteilte Lasten, die man als Streckenlasten be-
zeichnet, in Frage. Hierher gehort z. B. das Eigengewicht des Trigers,
ferner Schneelast, Gewicht von Sandschiittungen u. dgl. m. Wir wollen
lediglich Streckenlasten betrachten, die
senkrecht zur Trigerachse, d. h. also in
lotrechter Richtung wirken. Die GréBe
einer Streckenlast wird durch die An-
zahl kg bzw. t ausgedriickt, die auf der
Lingeneinheit des Trigers ruht, ihre Di-
mension ist daher kg/m bzw. t/m. Man
bezeichnet® eine Streckenlast gewdhnlich
mit p, wenn sie eine Nutzlast ist, mit g,
wenn sie das Eigengewicht bedeutet und
nennt p +g meist g. Wir wollen einst-
weilen die Bezeichnung p verwenden.

Abb. 65. Fiihren wir eine Koordinate £ ein, die am

linkenTrigerende beginnend, nach rechts

hin lduft, so kann p eine beliebige Funktion von & sein: p =p(£). Diese

Funktion ist gewShnlich in Form einer Kurve gegeben (Abb. 65). Die

Fliche zwischen dieser Kurve und der Trigerachse heiSt Belastungs-
fliche (F). Ist p konstant, so spricht man von einer Gleichlast.
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a) Awuflagerdriicke. Um die Auflagerdriicke eines mit Streckenlast
belasteten Trigers zu bestimmen, ermitteln wir zuniichst die Resultie-
rende G (das Gesamtgewicht) der Belastung und bestimmendann 4 und B
nach den Gl. (35, 4).

Greifen wir an einer beliebigen Stelle £ ein kleines Trigerstiick A&
heraus, so klein daB sich auf ihm p nicht merklich dndert, so wirkt darauf
die Last p A&, wo p die Belastungshéhe etwa in der Mitte von 4§ be-
deutet. pAé, das wir als eine kleine Einzellast auffassen kénnen ist
gleich AF, dem in Abb. 65, Bild 1 schraffierten Streifen der Belastungs-
fliche. Die Wirkung der Streckenlast ist demnach gleich der einer
groBen Anzahl kleiner Einzellasten pA4£ (Abb. 65, Bild 2). Die Grofie
der Resultierenden G erhalten wir durch Summation aller pA4¢, d. h.
also durch Summation simtlicher AF iiber den ganzen Triger:

G=3pAt =3 AF =F. (41, 8)

Wir sehen, daB das Gesamtgewicht der Streckenlast durch den Inhalt
der Belastungsfliche gegeben ist. Streng genommen miiBten wir mit 4§
zur Grenze Null iibergehen (d. h. also die Belastungsfliche in unendlich
viele, unendlich schmale Streifen unterteilen), dann erhalten wir:

i
G=[p@)dt=F, (41, 8a)

die bekannte Formel zur Berechnung des Inhalts von F mittels eines
bestimmten Integrals. G und damit F haben die Dimension kg/m -m =kg,
also die einer Kraft, wie es ja sein muB.

Die Lage der Resultierenden G, also etwa ihr ‘Abstand e vom linken
Auflager (Punkt a) erhalten wir aus der Bedingung, daB das Moment
von G um a gleich sein muB der Summe der Momente aller Krifte p 4&
um a (Nr.16). pA¢ hat den Hebelsarm £, und es muB gelten:

Bezeichnen wir mit £, den Abstand des Schwerpunkts von F vom linken
Auflager, so ist die letzte Summe nach Gl. (25, 3a) gleich ¢, F. Da nun
G =F ist, gilt §, = ¢ und wir erfahren, daB die Resultierende der Strecken-
last im Schwerpunkt der Belastungsfliche angreift. Die Abstinde e
und ¢’ dieses Schwerpunkts von den beiden Auflagern sind in den meisten
Fillen unschwer anzugeben, so daB fiir die Auflagerdriicke nach den
GL. (35, 4) gilt:

G
=%, B=F (41, 9)

Falls sich der Schwerpunkt der Belastungsfliche nicht sofort angeben
148t, diese aber in einzelne Flichenstiicke zerlegt werden kann, deren
Schwerpunkte bekannt sind, dann bringt man in den Teilschwerpunkten
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die entsprechenden Teilgewichte an und berechnet 4 und B genau wie
fir einen mit mehreren Einzellasten versehenen Triger nach den

Gl. (35,2).

Allgemein gilt, daB, wie auch immer wir die Belastungsflache unterteilen und
durch Einzellasten ersetzen, wir stets zu denselben Werten der Auflagerdriicke
gelangen miissen. Halten namlich 4 und B der urspriinglichen Belastung das
Gleichgewicht, so miissen sie auch mit jedem Kraftsystem im Gleichgewicht sein,
das der urspriinglichen Belastung gleichwertig ist. Denn alle’diese Kraftsysteme
missen ja dieselbe Resultierende haben, und halten 4 und B dieser das Gleichgewicht,
dann miissen sie auch mit den Kraftsystemen im Gleichgewicht sein.

b) Querkraft und Biegemoment. Zur Berechnung der Querkraft und
des Biegemoments an einer beliebigen Stelle x eines mit Streckenlast
belasteten Trigers denken wir uns diesen wieder in zwei Teile zer-
schnitten, bringen an der Schnittstelle Q und M (N ist ja Null) in den
als positiv vereinbarten Richtungen an und stellen etwa fiir den linken
Trigerteil die Gleichgewichtsbedingungen auf (Abb. 66). Das Gewicht
der auf der Trigerstrecke @ bis x ruhenden Belastung bezeichnen wir
mit G,. Es ist gleich dem Inhalt desStiickes F, der Belastungsfliche und

greift an in dessen Schwerpunkt S,. Die GréBe
@) von F, wird sich ja in den meisten Fillen leicht

angeben lassen. In Anlehnung an die Gl.(41,8a)
3 2 konnen wir F, auch’in der Form darstellen:

A _"__z 8 r
v F, = [p§)ae.
/) Fiir einen mit Einzellasten belasteten Triger
% Abb. 66 ist die Querkraft nach Gl.(39,5a) gegebendurch:
T Q=4-3pP,.
Die Summe aller Lasten links vom Schnitt ist in unserem Falle gleich G,,
so daB gilt:

Q=4—G,. (41, 10)

Fiir das Biegemoment eines mit Einzellasten belasteten Trigers er-
hielten wir nach Gl. (39, 6a):
M=Ax—3PL.

Das Moment aller Lasten links vom Schnitt in bezug auf die Schnitt-
stelle x ist in unserem Falle gleich G,{, wenn { den Abstand des Schwer-
punkts S, von der Schnittstelle bedeutet. Folglich gilt:

M=Ax—G\L. (41,11)

Entsprechende Formeln gelten fiir den rechten abgeschnittenen Teil.
Der Leser stelle sie auf.
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42. Beispiel eines Trigers mit Gleichlast. Der einfachste und zugleich haufigste
Fall einer Streckenlast ist der einer durchgehenden Gleichlast : p = const (Abb. 67).
Wir wollen fiir einen mit durchgehender Gleichlast belasteten Triger von der
Spannweite / Querkraft und Biegemoment als Funk-

tionen von x ermitteln. A
Das Gesamtgewicht der Belastung ist G=pl. Aus 17
Symmetriegriinden ist jeder der Auflagerdriicke gleich A G’x 5 4
der Halfte von G: ol 7 o
d—p- pl - -Richtung
=B=71I". (42,12) Ezé +
o : . £ = |z
Um die Gleichung der Querkraftlinie zu erhalten,
denken wir uns in beliebiger Entfernung # vom lin- P
ken Auflager einen Schnitt gefiihrt. Dann ist Gy= p » + ?"
und nach Gl. (41, 10) ist

= f_l_px= p(i__ ) (42,13) Abb. 67.
2 2

Wir erhalten die Gleichung einer geneigten Geraden (Richtungskoeffizient —p).

Fir das linke Auflager (¥=o0) ergibt sich: Q = 4 = A, fiir das rechte (¥ =) ist
2

0= _p! = — B. Die Verbindungslinie dieser beiden Punkte ist die Querkraftlinie

2

(AbDb. 67). Fir x=-:—, also fiir die Tragermitte, ergibt sich Q=o.

Die Gleichung der Momentenlinie erhalten wir aus Gl. (41, 11). Fiir { ist- %
einzusetzen: 2

M=l _pi®
M= 325 (1 —%). (42, 14)

Diese Gleichung vom zweiten Grade in x stellt eine Parabel dar. An den beiden
Tragerenden, d. i. fiir = o und »=1ergibt sich M = o. Dazwischen ist M iiberall
positiv, da x> ound /> rist. Zwischen den beiden Auflagern muB also das Moment
ein Maximum haben, das aus Symmetriegriinden in der Trigermitte liegen [wovon
sich der Leser auch durch Differenzieren der Gl. (42, 14) leicht iiberzeugen kann]
und mit dem Parabelscheitel zusammenfallen wird. Setzen wir also in Gl. (42, 14)

- so erhalten wir:

A= —
2,

1’
Mpax = 88“ . (42,15)

Damit kann die parabolische Momentenlinie unschwer eingezeichnet werden
(Abb. 67).

43. Zusammenhang zwischen M, Q und p. Sowohl im’Beispiel Nr. 40
als auch in dem eben behandelten Beispiel kénnen wir beobachten, dal
das gréBte Biegemoment an jener Stelle des Trigers auftritt, wo die
Querkraft ihr Zeichen wechselt. Wir werden nun beweisen, daB dies
kein Zufall ist, sondern allgemein gilt. Gleichzeitig werden wir etwas
iiber den Zusammenhang zwischen der Gro8e der Belastungshohe  und
der Neigung der Querkraftlinie an einer beliebigen Trigerstelle erfahren.

Chmelka-Melan, Statik, 5. Aufl. 5
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Denken wir uns den in Abb. 68 dargestellten Triiger, der eine beliebig
verianderliche Streckenlast tragen soll, zuerst an der Stelle x und dann
an der unendlich benachbarten Stelle x 4-d £ durchschnitten, so muB das
herausgeschnittene unendlich kleine Trigerstiick dx unter der Einwir-
kung der duBeren und inneren Krifte im Gleichgewicht sein. Als duBere
Kraft wirkt auf das Trigerstiick das Gewicht des schraffier:2nTeiles der
Streckenlast. Diesen unendlich schmalen Streifen der Belastungsfliche
ersetzen wir durch ein Rechteck von der
Breite dx und der Héhe p, etwa der Be-
lastungshéhe' in der Mitte von dx. Auf das
Trigerstiick dx wirkt demnach zunichst die
Kraft pd x, welche durch den Schwerpunkt des
schmalen Rechtecks geht. Ferner wirken an
der Schnittfliche x M und Q, die wir in den
als positiv vereinbarten Richtungen einzeichnen.
In der Schnittfliche x+dx werden Biegemoment und Querkraft im
allgemeinen etwas andere Werte haben als vorhin, dort wird das Biege-
moment M +dM und die Querkraft Q4-dQ wirken, wo M und 4Q
kleine Zuwichse oder Abnahmen von M und Q bedeuten.

Wenden wir auf das kleine Trigerstiick die Gleichgewichtsbedingung
2 V;=o0 an, so erhalten wir:

Q—pdx—(Q +dQ) =o.
Daraus folgt die Beziehung:

% =—p. (43, 16)
p war die Belastungshéhe in der Mitte von dx. Da aber dx unendlich
klein ist, ist » nur unendlich wenig verschieden, d. h. also gleich der
Belastungshéhe an der Stelle . Die Gl. (43, 16) besagt also: Dse Neigung
der Querkrafilinic an esner beliebigen Stelle x des Trdgers ist gleich der
negatsv genommenen Belastungshohe an dieser Stelle. Je groBer also p ist,
desto steiler verliuft die Querkraftlinie. Lings unbelasteter Triger-
strecken (p =o0), also z. B. zwischen den Einzellasten des Trigers der

Abb. 63 ist :—8 =0, die Querkraftlinie verliuft waagerecht.

Priifen wir die Beziehung (43,16) an der Gleichung der Querkraftlinie des
vorigen Beispiels [Gl. (42,13)]:

2
Diese Gleichung, in der p konstant ist, nach » differenziert, liefert

E=—p.

dx

Wenden wir nun die Gleichgewichtsbedingung 3 M, =0 duf das
Trigerstiick dx an, wobei wir als Bezugspunkt etwa den Schwerpunkt
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der rechten Querschnittsfliche wihlen, so erhalten wir:

—M —Qdx +pdx" + (M +dM) =o,
oder
2 (@2 —Qdx +dM =o.

Die in dieser Gleichung vorkommenden Summanden sind von sehr un-
gleicher GroBe. dx und d M nennt man unendliche kleine GréBen erster
Ordnung. Desgleichen ist Qdx unendlich klein erster Ordnung, da Q
endlich ist, ebenso wie der nicht gescnriebene Faktor 1 von d M. (dx)

und damit % (@%)® nennt man unendlich klein von zweiter Ordnung und

es ist leicht einzusehen, daB, wenr. wir dx immer kleiner und kleiner
werden lassen, die GroBen zweiter Kleinheitsordnung verschwindend
klein werden gegen die erster Ordnung, also gestrichen werden konnen.
Denken wir uns etwa dx=10"1m, dann.ist (dx)® =10~2m, also 10 mal
kleiner als dx. Lassen wir dx auf 10~ m zusammenschrumpfen, so ist
(dx)* =10~*m, also 100 mal kleiner als dx und so geht es weiter, bis
schlieBlich (d x)? gegen d x unendlich klein wird, d. h. exakt verschwindet.

Wir streichen also das erste Gliec! der obigen Gleichung und erhalten:

= =0 (43,17)

Die Tangente des Neigungswinkels dor Momentenlinie an einer beliebigen
Stelle x ist also gleich der Grofe der Guerkraft an dieser Stelle. Das Wich-
tigste aber, was aus Gl. (43, 17) folgt, ist, daB jede Stelle, wo die Querkraft

. . . . aM . .
thr Zeichen wechselt, einen Punkt bezeichnet, wo Gy =0 st und etn

Extrem des Biegemoments vorliegt.

Die Kenntnis der Extremwerte des Blegemoments wird spater fur
die Bemessung der Triger von groBter Wichtigkeit sein, denn wir werden
in der Festigkeitslehre héren, daB fir die Beanspruchung eines Trigers
in der Regel die Biegemomente ausschlaggebend sind. Die gréBte Bean-
spruchung tritt somit in jenen Querschnitten des Trigers auf, in denen
das Biegemoment extreme Werte znnimmt. Man nennt daher diese
Trigerstellen gefdhrdete Querschnitte. Zusammenfassend kdnnen wir also
sagen: Ein gefahrdeter Querschnitt liegt stets dort, wo die Querkraft ihr
Zeichen wechselt.

Zu den Gl. (43,16) und (43, 17) ist allerdings noch zu bemerken, daB sie nur dort
gelten, wo die in ihnen vorkommenden Differentialquotienten existieren. (Der
Mathematiker sagt: wo die Funktionen Q und M differenzierbare sind.) Dies ist
z. B. fiir die Belastung des Tragers mit Einzelkraften in den Lastangriffspunkten
nicht der Fall. Denn dort ist die Querkraftlinie unstetig und die Momentenlinie hat
eine Ecke. Ein Extremwert von M wird nun hier gerade durch eine solche Ecke

5‘
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reprasentiert werden, also durch eine Stelle, wo der Differentialquotient ‘;i{ nicht
x

existiert. Wir kdnnen jedoch leicht zeigen, daB auch in einem solchen Falle
die Stelle des Extremwertes durch einen Zeichenwechsel der Querkraft ge-
kennzeichnet ist. Wir setzen dabei blo8 voraus, daB wenigstens ein kurzes
Stiick vor und hinter der Sprungstelle von Q die Momenten- und Querkraftlinie
derart verliuft, daB die Gl. (43, 17) erfiillt ist, was ja in der Praxis immer der Fall
sein wird. Nehmen wir nun an, das Moment besitze an der betrachteten Stelle
einen GréBtwert, so muB die Momentenlinie vorher ansteigen; hinterher fallen.

Es muB also vorher %: Q>o, hinterher %ﬁ-{ = Q< o sein. Folglich muf} an der
%

Stelle des Extremwerts Q sein Zeichen wechseln, was zu beweisen war.

Anwendung. Bei Trigern, die mit lotrechten Einzelkraften belastet sind, 128t
sich mit Hilfe der Gl. (43,17) eine sehr bequeme Rekursionsformel zur Berechnung
der Biegemomente herleiten.

Betrachten wir etwa den in Abb. 64 dargestellten Trager und bezeichnen wir die
Langen der Felder zwischen den Einzellasten mit 4,...4,. In jedem Feld ist der

Differentialquotient ‘—2—]:{ konstant und gleich der Querkraft in dem betreffenden
- L AM .
Feld. Da die Momentenlinie feldweise geradlinig verlauft, ist % gleich der Differenz

M .
der Momente dn den Enden des Feldes, geteilt durch die Feldlange. I ist also

z. B. im ersten Feld gleich

M,— M°, im zweiten M—’_‘-I‘!—l, allgemein im ¢-ten Feld
A

2
gleich M'—_yi'_! Der erste Ausdruck ist nun gleich der Querkraft im ersten Feld

der zweite gleich der Querkraft im zweiten Feld, der i-te gleich der Querkraft im
i-ten Feld, die wir mit Q0) bezeichnen wollen:

Daraus folgt:

M= M;_,+ Q0.
Diese Formel gestattet bei bekanntem Querkraftverlauf jedes folgende Moment aus
dem vorhergehenden zu berechnen. Die Querkraft in den einzelnen Feldern kann
ebenfalls rekursorisch berechnet werden. Es ist ja die Querkraft im i-ten Feld
gleich der Querkraft im vorhergehenden Feld, vermindert um die Last an der
Feldgrenze (s. Nr. 40):

0 = Qi—1) — P;_,.

Will man auch an einer Stelle, wo keine Last angreift, das Moment bestimmen,

dann denke man sich dort die Last P= o wirkend.
Als Beispiel fithren

Tabelle 3. wir die Berechnung der

Kraft Q A QA M Querkrafte und Biege-

Punkt t ¢ m tm tm momente fiir den Trager
A der Abb. 64 in Form

° =45 44,51 30 | +13.,5 °.° einer Tabelle durch. Wir

! 4% 305! 20 Fi,0 t135 ermitteln  zuerst die

2 3.0 | o - + 14,5 Querkrafte, bestimmen

3 1,0 3|3 7.5 +7,0 hierauf die Produkte
B— —35) 20 —7.° o0 QW2; und beniitzen als

M —3 ' Kontrolle,daBX Q0= o
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sein muBl. Bei der Berechnung der Momente beginnen wir mit dem bekannten Wert
M y=o0amlinken Trigerende. Fiir das rechte Ende muB sich dann wieder der Wert
Null ergeben.

Das angegebene Verfahren ist besouders vorteilhaft bei Tragern, die mit sehr
vielen Einzelkraften belastet sind.

44. Zeichnerische Ermittlung der Momentenlinie bei lotrechter Be-
lastung. Bei Trigern mit lotrechter Belastung JiBt sich die Momenten-
linie sehr einfach auf zeichnerische:n Wege gewinnen. Wir zeichnen fiir
den in Abb. 69 dargestellten Triger 2
zundchst das geschlossene Seileck "5
zur Bestimmung der Auflagerdriick2
(Nr. 35). Fiir das Biegemoment an 4 T
der Stelle x des Trigers gilt nun L
nach GI. (39, 6a): 1<

M = Ax— P, — Py,. §
Ziehen wir durch den Punkt x eine
Parallele zu denKriften und bringen
mit ihr die zur Kraft 4 gehériger. Abb. 69.
Seilstrahlen I und ¥V zum Schnitt, sc
entsteht im Lageplan das Dreieck 1, 2, 3 mit der Grundlinie m, und der
Hoéhe x. Esist dem Dreieck 1, 2, 3’ im Krifteplan mit der Grundlinie A
und der Héhe H ihnlich, da je zwei Seiten der beiden Dreiecke parallel
sind. Infolgedessen gilt die Beziehung:

x:my==H:4

oder
Adx =mH.

H wird Polweite des Kraftecks genannt.
Auf die gleiche Art finden wir, daB gilt:

Pyly=mH, P, =mH.
Dies in die Gleichung fiir M eingesetzt, liefert:
M= (mg —m—m)H =mH. (44, 18)

m ist die auf der Lotrechten durch dsn Punkt x gemessene Strecke zwi-
schen dem Seileck und seiner SchluBlinie. Das Biegmoment in einem
beliebigen Punkt des Trigers ist also proportional (Proportionalitiits-
faktor H) der Ordinate des geschlossenen Seilecks der Lasten- und Auf-
lagerdriicke. Dieses Seileck ist demnach nichts anderes als die Momenten-
linie, mit der SchluBlinie als Bezugsgerade.

Indem wir also m abmessen und mit der Polweite H multiplizieren,
erhalten wir das gesuchte Biegemoment. Wollen wir M in tm erhalten,
so miissen wir, wenn wir m in Metern ausdriicken, H in Tonnen in die
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Gl. (44,18) einsetzen. Wir werden also H im KraftmaBstab unserer
Zeichnung messen. Messen wir m in unserer Zeichnung in cm ab, so
miissen wir es noch mit dem LingenmafBstab LM der Zeichnung multi-
plizieren, um seinen Wert in Metern zu erhalten. (LM ist die Anzahl
Meter in Wirklichkeit, die einem cm unserer Zeichnung entspricht.) Es
gilt also:

. M=m(cm)-LM-H(t).
Danach entspricht einem cm auf der m-Geraden ein Moment von der
GréBe LM - H tm. Dieses Produkt stellt demnach den Momentenmapsiab
dar: MM =LM-H (t), und wir kénnen schreiben:

M =m(cm) - MMtm.

MiBt man jedoch H in cm, dann muB man es noch mit dem Kraftma8-
stab KM (das ist die Anzahl Tonnen, die einem ¢m unserer Zeichnung
entspricht) multiplizieren, um seinen Wert in Tonnen zu erhalten. In
diesem Fall gilt fiir den MomentenmaBstab: MM =L M-KM-H (cm).

Die SchluBlinie des Seilecks wird sich im allgemeinen nicht horizontal
ergeben. Es ist zu beachten, daB m stets auf einer Lotrechten und nicht
etwa senkrecht zur SchluBlinie zu messen ist.

Im Falle einer verteilten Belastung ist die Momentenlinie eine stetig
gekriimmte Kurve (s. z. B. Nr. 42). Wir brauchen uns ja nur die Strecken-
last durch unendlich viele,unendlich kleine Einzellasten ersetzt zudenken,
dann erhalten wir ein Seilpolygon mit unendlich vielen Ecken, also einen
stetig gekriimmten Linienzug. Wir kénnen jedoch in der Unterteilung
der Streckenlast und ihrer Ersetzung durch Einzellasten ziemlich gro8-
ziigig verfahren, denn wir werden in der nichsten Nummer zeigen, da
das Seileck als Tangentenschar die Momentenlinie einhiillt. Es geniigen
daher schon verhiltnismiBig wenige Seil'strahlen, um die Momentenlinie
mit ausreichender Genauigkeit zeichnen zu kénnen.

45. Beispiele zur zeichnerischen und rechnerischen Behandlung von Trdgern mit
lotrechter Belastung. 1. Beispiel. Fiir den in Abb. 70 dargesteliten, mit Einzellasten
und einer Streckenlast belasteten Trager von 10 m Spannweite soll zeichnerisch
und rechnerisch der Querkraft- und Momentenverlauf ermittelt werden.

a) Zeicknerische Behandlung. In Abb. 70 wurde als LingenmaBstab 1 cm...2m
und als KraftmaBstab 1cm,..5t gewahit. H wurde zu 10t (2 cm) angenommen.
Dabher ist der MomentenmaBstab MM = LM - H= 2-10=20tm. D. h. auf unseren
m-Geraden gilt: 1cm,.,20tm.

Wir zeichnen zuerst das Seileck zur Ermittlung der Auflagerdriicke und er-
halten damit gleichzeitig die Momentenlinie. Die Streckenlast von insgesamt 8t
orsetzen wir zunichst durch zwei Einzellasten von 4 t, die in den Schwerpunkten
der beiden Halften der Belastungsfliche angreifen. Das Seileck wird durch die
strichpunktierte SchluBllinie geschlossen, die Parallele dazu liefert im Krafteplan
die beiden Auflagerdriicke., Wir messen sie in cm ab, multiplizieren sie mit dem
KraftmaBstab und erhalten:

A=1855=09,25¢t, B=1,955=0975t.
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Mit Hilfe der Auflagerdriicke kann nun die Querkraftlinie gezeichnet werden.
Wir beginnen mit 4 und zeichnen die Stufenlinie, indem wir der Reihe nach die
Einzelkrafte abziehen, bis wir mit B wieder zur Bezugslinie zuriickkommen.

Im Bereich der Triagerstrecke von x=o0 bis ¥=6m sind Querkraft- und
Momentenlinie bereits in Ordnung. Nicht so unter der Gleichlast, wo ja, wie wir
in Nr. 42 sahen, die Querkraftlinie einc geneigte Gerade, die Momentenlinie eine
Parabel sein mu8. Wir wollen nun zeigen, daB die Punkte 6’, 8’, 10" der genaherten
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Q-Linie und die Punkte 6/, 8'°, 10’’ der geniherten M-Linie mit Punkten der
genauen Q- bzw. M-Linie zusammenfallen und daB die Seilstrahlen die genaue
M-Linie in den Punkten 6/, 8/, 10’’ tangieren.

Wir fiihren den Beweis etwa fiir den Punkt ¥ = 8 m. Denken wir uns den Trager
im Punkt 8 durchschnitten und betrachten den rechten abgeschnittenen Teil, so
ist nach Gl. (39, 5b) die Querkraft gleich —B vermehrt um die Summe aller Lasten
rechts vom Schnitt. Die letztere ist aber gleich der Resultierenden 4t des rechts
vom Schnitt liegenden Teiles der Streckenlast. Folglich ist die Ordinate der richtigen
Q-Linie-gleich der der geniherten, nAmlich —B+- 4. Das gleiche gilt fiir die Mo-
mentenlinie, denn das Moment im Punkt & ist nach Gl. (39, 6b) gleich dem Moment
von B um den Punkt 8, vermindert um diz Summe der Momente aller Lasten rechts
vom Schritt. Die letztere ist aber gleich dem Moment der Resultierenden 4t um

fizs
\

Abb. 70.
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den Punkt 8. Im Punkt 8ist also M= B-2-—4-1, d. |. aber genau der Wert, den an
dieser Stelle auch die genaherte M-Linie liefert. Da im Punkt 8 die Ordinaten der
geniherteh und der genauen Q-Linie iibereinstimmen, miissen nach Gl. (43, 17) auch
die Neigungen der geniherten und der genauen M-Linie iibereinstimmen. Die ge-
niherte M-Linie muB also die genaue im Punkt 8’/ tangieren.

Zusammenfassend honnen wir also sagen, dap bei Unterteslung einey Streckenlast
und threy Ersetzung durch Einzellasten die gendherien Querkraft und Momentenlinien
in den Punhten unter den Tyemnungslinien der Belastungsfldche genaue Ordinalen
liefern, und daP in diesen Punkten die genaue Momentenlinie von der gendherten
tangiert wivd.

Wir verbinden also die Punkte 6’, 8', 10’ durch eme Gerade und runden das
Seileck zwischen den Punkten 6/, 8’/, 10’’ durch eine Parabel aus.

Wir sehen, da8 die Querkraft im Punkt »= 4 m dasZeichen wechselt. Hier muB
also nach NT. 43 ein Extremwert des Biegemoments auftreten. Wir. messen ihn im
Seileck ab und multiplizieren ihn mit dem MomentenmaBstab:

Mmax = 1,35 MM = 1,35:20 = 27tm.

b) Rechnerische Behandlung. Alle Langen sind in m, alle Kraftein t ausgedriickt.
a) Auflagerdriicke. Wir denken uns die Streckenlast durch ihre Resultierende
8t im Punkt = 8m ersetzt. Dann ergibt sich nach den Gl. (35, 2):

A==_2Px,_-——(5 8+6:6+48-2) =92t

B__EP x‘_——(s 2464+ 88 =098t.

Wir machen die Probe [Gl. (35, 3)}:

A4+ B=9,2+ 9,8= 19,0t
2ZP;=5+6+8=190t.

B) Querkraftverlauf. Wir teilen den Trager in vier Felder {s. Abb. 70). Dann
gilt nach Gl. (39, 5a):

imFeld I:. Q=A=+49,2 (o< ¥ 2),
imFeld II: Q=A—P,=92—5=4 4,2 (2<2<4),
imFeld III: Q=A—P,—Py=4,2—6=—1,8 (4<% X6),
imFeld IV: Q=A— P,— P,—Gy=—1,8—2(x—6) =10,2—2 %
(6 £*¥<<10).
Bemerkungen: 1. Gg= p (¥ — 6) = 2 (¥ — 6) ist das Gewicht der links von
der Schnittstelle # liegenden Streckenlast. 2. Wir haben bei Angabe der Bereiche
auf der x-Achse, in denen die einzelnen Gleichungen gelten, einmal das Zeichen <,

dann K geschrieben. Das erste diente dazu, die Punkte, wo Q unstetig ist, auszu-
schlieBen; wo Q stetig-ist, wurde das zweite Zeichen verwendet.

¥) Momentenverlauf. Nach Gl. (39, 6a) bzw. (39, 6b) gilt (Einheit tm):
imFeld I: M=Ax=9,2x (0Z<*x<2),
im Feld II: M=Ax—_I;;§= 9.2x—5(¥x—2)=42x+10 (2Z*x<X 4),
im Feld III: M = Ax—P,{;—Ply=10,2 x— 5 (¥—2) —6 (¥ — 4) = —1,8% + 34
, (4sx<6),
im Feld VI: M = B+’ —G, ;i = 0,8 ¥yt = — 22 410,22 —2 (6 < % <10).

Bemerkung: G,/ = p 2’ = 2 »’ist das Gewicht der Streckenlast rechts von der
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Schnittstelle. Es greift an in der Entfernung } #’ von der Schnittstelle. Statt x”
wurde dann 10— x eingefihrt.

Aus dem rechnungsmiBig in f) festgelegten Verlauf der Querkraft kénnen wir
auch ohne auf die Zeichnung zu blicken erkennen, da8 die Querkraft beim Uber-
gang vomFeld IT zum Feld I11,d.i. also im Punkt ¥ = 4mdas Zeichen wechselt. Hier
liegt also der gefihrdete Querschnitt.

Das zugehorige Maximalmoment kon-
nen wir entweder aus der Momenten-
gleichung firr das Feld IT oder aus der =
fiir das Feld I1I berechnen, indem wir
x = 4 einsetzen. In beiden Féllen er- Al o
halten wir:

Mpax = 26,8 tm. +

2, Beispiel. Trdger mit Dreiecks-
belastung. Spannweite 8 m, Belastungs-
héhe iiber dem rechten Auflager
ps = 6 t/m (Abb. 71). Essoll der Ver-
lauf der Querkrifte und Momente er- ™
mittelt werden. ’YLi

a) Zeichnerische Behandlung. Wir
unterteilen die Belastungsfliche in
vier Felder von je 2 m Linge und er- Abb. 71.
setzen zunichst die Streckenlast durch
vier Einzellasten G,...G,, die in den Schwerpunkten der Teilflichen angreifen.

Diese Teilschwerpunkte wurden nach der in Nr. 28, Abb. 46 angegebenen Kon-
struktion ermittelt. Fir die Teilgewichte ergibt sich:

+

e

Glz.é'z‘1,5 = 1,5t
Gy=4-2-(1,5 +30)= 45t
Gy=}-2:(30 +45)= 7.5t
Gy=4-2:(4.5 -+ 6,0)=10,51
- -

Probe: Y G;=G =} 8-6 = 24,0 t (Gesamtlast).

=1
Wir zeichnen fir die G; das Krafteclk und bestimmen mit Hilfe eines Seilecks
die Auflagerdricke 4 und B. Dann zeicanen wir die geniherte Querkraftlinie fiir

die Belastung mit den Einzellasten und verbinden die genauen Punkte durch eine
Kurve. Diese muB beim linken Auflager eine waagerechte Tangente haben, da

dort Z—Q = —p = o ist. Sodann wird die genidberte Momentenlinie nach den im
x

vorigen Beispiel angegebenen Regeln ausgerundet. Die Nullstelle der Q-Linie zeigt
den Ort des groBten Biegemoments an, das aus der M-Linie entnommen werden
kann.

b) Rechnevische Behandlung (Abb. 72). Zur Bestimmung der Auflagerdriicke
denken wir uns die Streckenlast durch eine: Einzellast G, das Gesamtgewicht ersetzt,
das im Schwerpunkt der Belastungsfliche anzubringenist. G = 4 8-6 = 24 t. Mit
Hilfe der Schwerpunktsabstinde ¢ = $! und e’=} [ erhalten wir nach den
Gl. (41, 9):

Ge 1 Ge 2

A=""=_".24=8t B=—"="24=16¢t.
! 3 4 ! 3 +=1

(Allgemein, bei beliebiger Gr68e von p ist G = % plund 4 = 3 G, B= -&G.)
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Fir die Querkraft gilt nach Gl. (41,10):
Q=4—G,.
Bezeichnen wir die Belastungshdhe im Punkt x mit p, so gilt wegen der Ahnlichkeit

des schraffierten mit dem groSen Dreieck p: ¥ = 6: 8 oder p = —68—--— =< x. Damit
4

ist die Flache des schraffierten Dreiecks:
¥ m Gy =4 p = § 3% So erhalten wir fiir die Quer-
kraftlinie:

Q:=8——-§4",

z die Gleichung einer Parabel.
) Die Momentenlinie finden wir nach Gl. (41,11):

M=Ax—G,C=8:—%x‘--;—' == 8}’———;—3‘.
Es ergibt sich eine kubische Parabel. Der gefahrdete Querschnitt wird durch

Nullgetzen der Gleichung fiir Q erhalten:
8 — gv =0

3= V‘i:_ —_—4,62 m.

4

(Allgemein ergibt sich ¥ = }7: ). Dieser Wertin die Momentengleichung eingesetzt
3

liefert das GroStmoment:

Mpax = 874,62 — §,4,62% = 24,6 tm..

3. Beispiel, Fir den in Abb. 73 dargestellten Trager, der mit durchgehender
Gleichlast und gleichzeitig mit Einzellasten belastet ist, soll zeichnerisch der Quer-
kraft- und Momentenverlauf ermittelt

£ B g werden.
TREC SRR SRR SN ¢ 4 Die vorliegende Belastung tritt in
‘ z . der Praxis stets dann auf, wenn neben

2 der Einwirkung von Nutzlasten auch
das Eigengewicht des Tragers beriick-
sichtigt wird. Man verfabrt hier am
besten so, daB man die beiden Be-
lastungsfalle, namlich Einzellast und
Gleichlast, zuerst getrennt behandelt
und die Ergebnisse uberlagert. Da
nimlich die Gleichungen fiir die Aui-
lagerdriicke, Querkrifte und Biege-
momente in den Kriften linear sind,
ist z. B. der Auflagerdruck, den die
Abb. 73. Summe zweier Belastungen hervor-

rft, gleich der Summe der Auf-

lagerdriicke, die die einzelnen Belastungen hervorrufen!. Das gleiche gilt fir
die Querkrafte und Biegemomente. Dieses Uberlagerungspringip gestattet zu-
weilen auch ziemlich verwickelte Belastungsfille auf eine Summe von einfachen

! Bei nicht lotrechter Belastung werden fiir zwei verschiedeue Belastungen
die Auflagerdriicke am festen Lager im allgemeinen verschiedene Richtungen
haben. In diesem Fall addieren sich bei Uberlagerung nur die Komponenten
der Auflagerdricke algebraisch, die Auflagerdriicke selbst jedoch geometrisch.
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Belastungsarten zuriickzufiihren, derer. Q- und M-Verteilung man bereits kennt
oder leicht ermitteln kann. Wir werden davon nochdes 6fteren Gebrauch machen.

Wir ermitteln zunichst die Auflagerdriicke 4’ und B’ infolge der Einzellasten,
indem wir ein Seilpolygon zeichnen, das gleichzeitig den Verlauf der Biegemo-
mente M’ fir die Einzellasten angibt. Mit Hilfe der Auflagerdnicke kdnnen wir
auch die Q’-Linie fir die Einzellasten einzeichnen. An sie fiigen wir nun die Q”'-
Linie fiir die Gleichlast so an, daB sich gleich bezeichnete Ordinaten addieren, un-
gleich bezeichnete subtrahieren. Wir berechnen dazu die Auflagerdriicke infolge der
Gleichlast: A’ = B"”= } pl, tragen sie von der Bezugslinie der Querkrafte verkebrt
wie bisher auf und verbinden die so erbaltenen Punkte durch eine Gerade. Dann
gilt fir die Querkraft infolge der Gesamtbelastung: Q = Q" + Q”. Die resultieren-
den Ordinaten wurden, schraffiert. Wir sehen, da8 sich, wie es sein mu8, als resul-
tierende Auflagerdriicke 4 = 4’ + A’ und B = B’ + B’ ergeben.

Nun trachten wir auch die M”-Linie, namlich die Biegemomente infolge der
Gleichlast, der Momentenverteilung fir die Einzellasten M’ so zu iiberlagern, da8
sich gleichbezeichnete Ordinaten addieren. Dazu miissen die Seilpolygone fir M’
und M’ dieselbe SchluBlinie haben und, damit sich auch derselbe Momentenmag-
stab ergibt, dieselbe Polweite H. Wir wiblen daher den Pol 0" des Kraftecks fiir
die Gleichlast auf der Verlangerung des PclstrahlsO’...c im Abstand H von den
Kriften. Von ¢ aus tragen wir nach oben und unten 4 p! auf und erhalten so den
ersten und letzten Polstrahl und damit die beiden Endtangenten der M‘’-Parabel.
Die Unterteilung der Streckenlast liefert weitere Tangenten. Die Ordinaten des
resultierenden Biegemoments M = M’ + M”’ sind schraffiert. Das Maximum von M
ist unter der Stelle des Zeichenwechsels ‘von Q zu suchen.

4. Beispiel. In der Praxis komnmt es haufig vor, daB8 die Belastung nicht un-
mittelbar auf dem Trager, den wir Hauptirdger nennen wollen, steht, sondern auf
einem dariiber liegenden Hilfstrdger, der unter
Zwischenlage von Querirdgern auf dem Haupttriger £ R
ruht. (Mehrere parallel liegende Haupttriger bilden
dann zusammen mit den dariber liegenden Quer- =
trigern eine Art Rost.) Man sagt daan, die Be- 4 2 £ ;h
lastung wirke mittelbar auf den Haupturiger. Wir
stellen uns die Aufgabe, den Verlauf d:r Momente .2 8
im Haupitriger infolge mittelbarer Belastung zu
finden (Abb. 74). A

Der Hilfstriger ist genau genommen ein durch- L HE R R T
laufender Trager auf mehr als zwei Stitzen, also # N !!,‘;E‘ ft |’-l, l /
nach Nr. 33 ein statisch unbestimmter Trager. Der i ”‘;5| L
Einfachheit halber nimmt man jedoch an, daB er aus -
lauter einzelnen Trégern auf zwei Stitzen besteht, die Abb. 74.
auf den Quertriagern frei aufliegen. Dann ist der
Haupttriger mit lauter Einzellasten belastet, von denen jede gleich ist der Summe
der Auflagerdriicke der beiden angrenzenden Hilfstragerstiicke (s. Abb. 74). Die
gesuchte Momentenlinie ist also jedenfalls cin Polygonzug, den wir zeichnen konnen,
wenn wir die Ordinaten seiner Eckpunkte kennen. Nun ist leicht gezeigt, daB in
den Punkten unter den Quertrigern die Biegemomente infolge der mittelbaren
Belastung iibereinstimmen mit den Momeuaten, die wir erhalten, wenn wir die Be-
lastung unmittelbar auf den Haupttrager wirken lassen.

Zunichst ist klar, daB8 die Auflagerdriicke des Haupttrigers 4 und B davon
_unabhfngig sind, ob mittelbare oder unmittelbare Belastung vorliegt. Bestimmen
wir nun etwa im Punkt ¢ des Haupttrigers das Biegemoment, so ist es nach
Gl. (39, 6a) gleich dem Moment von 4 um den Punkt ¢ vermindert um die Summe

un
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der Momente aller Krifte links vom Schnitt um ¢. Diese Summe besteht im Falle
unmittelbarer Belastung aus dem Moment der Streckenlast p plus dem Moment
von P,, im Falle mittelbarer Belastung aus der Summe der Momente der Auflager-
dricke 4,, B;, 4;, By. Nun ist das Kraftsystem bestehend aus der Streckenlast p
und der Kraft P, dem Kraftsystem bestehend aus 4,, B,, 4,, B, gleichwertig
(Nr. 6), denn kehren wir die Richtungen der Auflagerdriicke 4,...B, um, so halten
sie den Lasten das Gleichgewicht. Beide Kraftsysteme miissen demnach dieselbe
Resultierende und daher um den Punkt ¢ das gleiche Moment haben (Nr. 16), wo-
mit bewiesen ist, daB fiir diesen Punkt das Biegemoment fiir unmittelbare Belastung
gleich dem fiir mittelbare Belastung ist. In gleicher Weise vollzieht sich der Beweis
fir jeden beliebigen anderen Punkt unter einem Quertrager. Wir erhalten also den
Verlauf der Biegemomente in einem Tréger mit mittelbarer Belastung, indem wir
nach einem der bisher angegebenen Verfahren die Momentenlinie fiir den unmittelbar
belasteten Triger zeichnen und die Punkte unter den Quertrigern durch gerade
Linien verbinden (Abb. 74).

46. Tridger mit auskragenden Enden. Zuweilen kommt es vor, daB der Trager
iiber die Stiitzen hinausragt, ,,auskragt’* wie man auch sagt. Wir wollen fiir einen
solchen Tréger, wie er in Abb. 75 dargestellt ist, rechnerisch und zeichnerisch den
Querkraft- und Momentenverlauf ermitteln.

a) Rechnerische Behandlung. Es liegen die Einheiten m und t zugrunde.

1. Auflagerdriicke. Wir finden die Auflagerdriicke 4 und B mit Hilfe der
Gleichgewichtsbedingung 2’ M;= 0, angeschrieben fiir die Punkte 4 und b. Fir
den Punkt b ergibt sich, wenn wir die Streckenlast durch ihre Resultierende G=12t
ersetzen:

5'12—A+10 +15:6-—12-1,5 = 0.
Daraus folgt
A =13,2t.
Fir den Punkt a ergibt sich:

—12-11,5 4 Bri0o—15°4 + 5°2 =0,

I I r rx
- - D=4lfm WoOTaus folgt:
B Pl B =188t.
p g 's-nt Die Probe ergibt:
—— g0 & A+ B=32=XP;=5+15 +12.
100m. 400~

2. Querkraftverlauf. Wir fihren eine
Koordinate x» ein, die am linken Tragerende

5t jy 5t o ”9 beginnend, nach rechts hin l4uft und eine
%ﬂ } f’, zweite Koordinate »’, die vom rechten Trager-
aiie 4 A ¥ - ende nach links lduft (will man alles durch die
2 3 #

einzige Koordinate » ausgedriickt haben, so

ist in den Ergebnissen fiir #'=15—2x zu

Abb. 7s. setzen). Zur Festlegung des Querkraftverlaufs

teilen wir den Tréger in die in Abb. 75 mit r&-

mischen Ziffern bezeichneten vier Felder. Denken wir uns den Trager im Feld I

durchschnitten, so liefert die Gleichgewichtsbedingung X V;= o, angewandt auf
den linken abgeschnittenen Teil (Abb. 75, Bild 2):

—5—Q=o,
Q=—5 (o<l x<2).
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Ebenso erhalten wir im Feld IT (Bild 3):

—5 +13.2—Q =o,

Q=482 (2<C x<H).
In den Feldern ITI und IV gehen wir zweckmaBig vom rechten abgeschnittenen
Teil aus. Im Feld IIT gilt:

Q+188—G=0, G=12,

Q=—68 (3T +<9).

Im Feld IV gilt, wenn wir das Gewicht der abgetrennten Streckenlast mit Gy
bezeichnen, Gy» = p 2" = 4 #" und damit (s. Bild 4):

Q—Gy=9—42 =0,
Q=47 lo=¥<3)

[Diese geneigte Gerade hat den Richtungskoeffizienten +p = 4 4, da hier die
Koordinate in der umgekehrten Richtuny lauft wie bei der Herleitung der Gl. (43,16)
angenommen wurde]. Beziglich der Verwendung des < und des < Zeichens
s. Nr. 45, 1. Beispiel.

Wir sehen, daB die Querkraft dreimal ihr Zeichen wechselt, nédmlich in den
Punkten a, ¢ und b. In diesen Punkten werden also Extremwerte des Moments zu
erwarten sein.

3. Momentenverlauf. Wir wendea auf den jeweils abgeschnittenen Teil die
Gleichgewichtsbedingung X' M;= o an und wahlen als Bezugspunkt die Schnitt-
stelle. So erhalten wir im Feld I (Bild 2):

M+s5x=o0,
M=—s5x (og~r<2).

Im Feld I (Bild 3):
M—13,2(xr—2) + 5% =0,

1\/[:&—_22,1 (252K6).
Im Feld II1, ausgehend vom rechten abgeschnittenen Teil:
—M +18,8(x"—3)—G (2" —1,5) =0, G =12,
M=68xs"—384 (352 <09).
Im Feld IV (Bild 4): .

,

—M —Gy fz— =:0, Gy =44,

M=—22x2 (02" <3).

Wir sehen, daB das Biegemoment in den Kragarmen stets negativ ist. Dasist auch
anschauungsmifig klar, denn die Kragarme werden sich unter der Belastung so
kriimmen, daB sie nach oben konvex sind (s. Nr. 37). Hingegen ist die Querkraft
im linken Kragarm negativ, im rechter positiv. Die Extremwerte von M treten,
wie wir schon festgestellt haben, in den Punkten x==2, ¥=6, "= 3 auf. Indem
wir diese Werte in die Gleichungen einsetzen, die in dem betreffenden Bereich
gelten, erhalten wir:

My =-—5-2=-—10tm,

M; =8,2:6—264= + 22,8tm,

My =-—2-32=—18tm.
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M, und My heiBen Stidismomente. Alle Momente zwischen den Stiitzen werden als
Feldmomenis bezeichnet. In unserem Beispiel ist das absolut groSte Moment das
Feldmoment M,.

b) Zeschmerische Behandlung (Abb. 76). Die zeichnerische Ermittlung der Auf-
lagerdriicke geschieht grundsatzlich genau so wie beim Tréger auf zwei Stiitzen ohne
Kragarme. Nach Zeichnung der Seilstrablen I bis I V wird der erste und letzte
Seilstrahl mit den Lotrechten durch
die Auflager zum Schnitt gebracht
und die beiden Schnittpunkte durch
die SchluBlinie (strichpunktiert)
verbunden, deren ParalleleimKrafte-
plan 4 und B liefert. Die Strecken-
last wurde durch ihre Resultierende
ersetzt.

Um die Querkraftlinie zu erhal-
ten, tragen wir die Krafte unter Be-
riccksichtigung ihrer Richtung der
Reihe nach auf, so wie es in Abb. 76
geschehen ist. Man muB sich nur
merken,daB die Querkraft im linken
Kragarm negativ ist. Die Strecken-
last wurde zunachst durch ihre Resultierende ersetzt, sodann wurde die entstehende
Stufe in der Q-Linie durch eine Gerade abgeschragt.

Die Biegemomente werden wieder dargestellt durch die in lotrechter Richtung
zu messenden Ordinaten m des geschlossenen Seilecks der Lasten und Auflager-
driicke, das wir unter der Streckenlast noch parabolisch ausrunden miissen (in
Abb. 76 schraffiert). Wenn wir zeigen wollen, daB dies auch fiir die Kragarme gilt,
so brauchen wir nur die Ahnlichkeit der Dreiecke 1, 2, 3 und 2/, 2, 7 im Lage- und
Krifteplan der Abb. 76 zu beachten, aus der folgt:

x:m=H:s

oder
sx=mH.

5% ist aber gleich dem absoluten Betrag des Moments im Punkt # (s. die Momenten-
gleichung im Feld I). Beziiglich des MaBstabes gilt das gleiche wie in Nr. 44. Bei
jeder Uberschneidung des Seilpolygons tritt ein Zeichenwechsel des Moments ein.
Die Stiitzmomente, sowie die Moment 2 in den Kragarmen sind bei abwérts wirken-
der Belastung stets negativ. Dazwischen werden fir gewShnlich positive Momente
auftreten. Es kann aber auch vorkommen, daB die Momente im ganzen Triger
negativ sind, dann nimlich, wenn die Kragarme sehr lang oder sehr schwer belastet
sind, so daB sich der ganze Triger nach oben konvex ausbiegt. Dann durchschneidet
die SchluBlinie das Seilpolygon nicht.

47. Triger mit nicht lotrechten Lasten. Bei Trigern mit zur Stabachse
geneigten Lasten, wie wir einen solchen in Nr. 34 und Nr. 38 behandelt
haben, zerlegen wir simtliche Krifte in ihre lotrechten und waagrechten
Komponenten. Die letzteren sind bei stabformigen Tréigern auf 4,, B,
Q, M ohne EinfluB, so daB wir bei der Bestimmung dieser GrdSen so
verfahren kénnen, als wire der Triger nur mit den lotrechten Kom-
ponenten der Lasten allein belastet. Es gilt somit hinsichtlich der
rechnerischen und zeichnerischen Ermittlung von 4,, B, Q, M alles was
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wir fiir Triger mit lotrechter Belastung entwickelt haben, sinngemi8
angewandt auf die lotrechten Kornponenten der schiefen Lasten. Die
waagrechten Lastkomponenten bestimmen lediglich die Gr68e von 4,
und die Verteilung der Normalkrifte.

Der Leser versuche die feldweise konstante Normalkraft des in Nr. 38 behan-

delten Tragers zu berechnen und zeichne ein Schaubild ihrer Verteilung. Er zeichne
ferner die Querkraft- und Momentenliniz fiir diesen Trager.

48. Triger, die mit Momenten bzw, Kriftepaaren belastet sind. Von den Fillen,
daB die Lasten nicht unmittelbar auf den Trager wirken, sondern an daran be-
festigten Armen angreifen, wollen wir nur den einen betrachten, daB8 der Trager an
einem Ende mit einem Kréiftepaar vom Moment 1 tm belastet ist. Man kann sich
dies etwa dadurch verwirklicht denken, daB iiber dem Auflager ein Hebelarm von
1 m Lange angebracht ist, an dem zwei entgegengesetzt
gerichtete Krifte von je 1 t drehen (Abb. 79). Es sol- -—
len die Auflagerdriicke sowie der Verlauf von Quer-
kraft und Biegemoment bestimmt werden.

Zunichst zeigt uns die Gleichgewichtsbedingung
2 H;= o, angewandt auf das ganze System, daB am
festen Lager keine waagrechte Auflagerkomponente
auftritt, so daB nur die lotrechten Auflagerdriicke 4
und B zu bestimmen bleiben. Wir net.men zunichst
an, 4 und B seien beide nach oben gerichtet und
wenden die Gleichgewichtsbedingung XM; = o auf
das ganze System einmal um den Punkt b, dann um
den Punkt a an. Hat der Trager die Linge /, so ergibt
sich:

r‘b
tn
e

—Al+1=o0,
) 1 Abb. 77.
_-}——I—.
Bl +1=o0,
1
Be=— — .

i
A wirkt also wie angenommen nach oben; das rechte Auflager muB jedoch auf den
Triger einen Druck nach unten ausiiben, soll sich dieser nicht abheben (s. Abb.77).1
Wir denken uns nun den Triger an de:- Stelle » durchschnitten und bestimmen Q
und M (N =o0). Die Gleichgewichtsbedirgung X V;= o ergibt, angewandt auf den
linken Teil:

Die Querkraft ist unabhangig von %, also tber den ganzen Triger konstant, mit
Unstetigkeiten an den Trégerenden.
Die Gleichgewichtsbedingung ' M;=: o ergibt fiir den Bezugspunkt x, ange-
wandt auf den linken Teil:
1
T ¥ — M= o,

M=l
- B _7‘ )
1 Praktisch wird das Abheben des beweglichen Lagers durch eine ent-

sprechende Verankerung verhindert, die wie eine Pendelstiitze wirkt.
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Die Momentenlinie ist eine geneigte Gerade, beginnend mit M = o im Punkt & und
endend mit M =1 im Punkt b. Dort fallt M unstetig um den Betrag 1 zur Bezugs-
linie ab, eben um den Betrag des Momentes des eingepriagten Kriftepaares.

B. Der einseitig eingespannte Tréger.

49. Aligemeines. Bei Balkonen, vorspringenden Dichern iiber Toren
u. dgl. kommen Triger vor, die am einen Ende eingemauert (eingespannt)
sind, wihrend das andere frei auskragt. Solche Triger werden als einseitig
eingespannte oder kurz als Krag- oder Freitrager bezeichnet (Abb. 78).
Zunichst erhebt sich die Frage, ob ein solcher Triger statisch bestimmt
ist, d. h. ob die drei Gleichgewichtsbedingungen des starren Korpers zur
Berechnung der Auflagerreaktionen sowie von M, N, Q ausreichen.

Abb. 78.

Nehmen wir zunichst Lasten beliebiger Richtung an, so wird die
Verteilung der Krifte, welche die Mauer auf den Triger ausiibt, un-
gefihr so aussehen, wie es in Abb. 78a angedeutet ist. Die Resultieren-
de dieser Krifte, die wir als resultierende Auflagerkraft A bezeichnen
wollen, ist uns zunichst nach GréBe, Richtung und Lage unbekannt.
Zeichnen wir sie von vornherein durch .den Punkt 4, der auf der
Stabachse an jener Stelle liegt, wo der Triger in die Wand eintritt,
so miissen wir neben 4 noch ein Moment M als wirksam annehmen
(Ab . 78b). M wird als das Einspannmoment bezeichnet. (a ist
der Reduktionspunkt des Systems der Auflagerkrifte, My ist dessen
resultierendes Moment um den Punkt a. Siehe Nr. 16.) 4 ist durch
Angabe seiner beiden Komponenten 4, und A4, vollstindig bestimmt,
Wenden wir auf den Triger die drei Gleichgewichtsbedingungen des
starren Kérpers 3 H; =0, 3 V; =0, 3 M; =0 an, so reichen sie aus,
um die drei Unbekannten A,, 4,, Mz zu berechnen. Da sich, wie wir
sehen werden, auch M, N, Q mittels der drei Gleichgewichtsbedingungen
des starren Korpers an jeder beliebigen Trigerstelle berechnen lassen,
ist der Kragtriger statisch bestimmt. Im folgenden wollen wir stets lot-
rechte Belastung voraussetzen. Fiir Kragtriager mit schiefen Lasten gilt
genau dasselbe was wir in Nr. 47 ausgefiihrt haben. Im Falle lotrechter
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Lastenist 4, =ound A, =4 (Abb 78¢,d). Neben4, das eine Bewegung
des Trigers in lotrechter Richtung verhindert, wirkt nach wie vor M,
das die Drehung des Trigers hintanhilt, die dieser infolge der Belastung
ausfithren méchte. Es ist vielfach iiblich, Mg zunichst so einzuzeichnen,
daB es wie ein positives Biegemoment dreht. Es ergibt sich dann als ne-
gativ, da es in Wirklichkeit den uingekehrten Drehsinn hat. Damit er-
hilt es das gleiche Vorzeichen wie die Biegemomente des Trigers, die,
wie wir sehen werden, durchwegs negativ sind.

Wir haben 4 nicht Auflagerdruck, sondern resultierende Auflagerkraft genannt.
Fassen wir nimlich die Druckkrafte, diec von der Mauer von unten bzw. von oben
auf den Trager ausgeiibt werden,zu je einer Resultierenden zusammen,die in Abb.78 ¢
strichliert eingezeichnet sind, so ist 4 gleich der Differenz dieser beiden Krifte 4,
und 4,, die wir schon eher als Auflagerdriicke bezeichnen kénnen. Diese beiden
Kréfte erreichen insbesondere bei kurzer Einspannlinge Iy eine recht betracht-
liche GroBe, so daB sie das Mauerwerk oft nicht mehr aufzunehmen vermag.
Die Ausfihrungsmoglichkeiten von Kragtrigern sind daher beschrankte.

50. Bestimmung von resultierender Auflagerkraft, Einspannmoment,
Querkraft und Biegemoment. a) Trdger mit Einzellasien. Abb. 79 stellt
einen Kragtriger dar, der mit den Einzellasten P;, P,, P, (allgemein P,,
b, ... P,) belastet ist. Wir bezeichnen die Abstinde der Lasten von
der Einspannstelle a4 mit x'l, %, x.. Die resultierende Auflagerkraft 4

2’ 3
ergibt sich aus der Gleichgewichts- -
bedingung 3/ V; =0, angewandt auf 2 1B 18 yAu
den ganzen Triger: z aE / \‘1 )‘
A'—Pl'_‘P2_P3:O, - %’.1" l.
Z| T
A =P + P, + Py; z | T
oder allgemein: 4 l
. W1
A4=3P,. (50,19) 5 p
=1
DasEinspannmoment M zergibt sich e _ﬂ]]ﬂI[]]Er :JH J[M yiN7
aus der Gleichgewichtsbedingung ittt 7
2 M;=0 um die Einspannstelle a:
Mg + Pyx] + P,x) + Pyx] =o, M\
Mg=— P1x£ —sz; —P3x3' ; { Hf\\‘
oder allgemein: M ﬂgﬂi \

Mg=—23P;x;. (50,20)

t1=1
Wie wir schon in Nr. 49 angedeutet haben, ist My negativ.,
Wie beim Triger auf zwei Stiitzen treten auch beim Kragtriger bei
lotrechter Belastung nirgends Normalkrifte auf.
Die Querkraft Q in der Entfernung x vom freien Triigercnde gewinnen
Chmelka- Melan, Statik, 5. Aufl.. 6
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wir dadurch, daBl wir uns den Triger an der Stelle ¥ durchschnitten
denken, an der Schnittstelle Q und M anbringen und auf den linken
abgeschnittenen Teil die Gleichgewichtsbedingung 3V, =0 anwenden:

‘—Q'—Pl—P’-—_—O,
Q=—P,—Py;
oder allgemein:
= _Z'Pb (50’ 21)

wobei der Index ! andeuten soll, daB iiber simtliche Krifte links vom
Schnitt zu summieren ist. -Die Querkraftlinie fiir den freien Trigerteil
ist wieder eine Stufenlinie mit den Sprungstellen unter jeder Einzellast
(Abb. 79). Qist im freien Trigerteil durchwegs negativ, wenn der Triger,
so wie wir es hier angenommen haben, nach links auskragt. In umge-
kehrten Falle ergibt sich Q durchwegs als positiv. Fiir den eingespannten
Teil des Trigers wurde der ungefihre Verlauf der Q-Linie gestrichelt
eingezeichnet. Hier herrschen ziemlich groB8e positive Querkrifte. Wir
konnen darauf jetzt nicht niher eingehen, da wir die Verteilung der von
der Mauer ausgeiibten Krifte noch nicht berechnen konnen, wollen dies
aber fiir den in Nr. 51 behandelten Triger in der Festigkeitslehre nach-
tragen.

Das Biegemoment an der Stelle x im freien Trégerteil folgt aus der
Gleichgewichtsbedingung > M, = o um den Punkt x, angewandt auf den
linken abgeschnittenen Teil. Bezeichnen wir mit {; die Abstinde der
Krifte von derSchnittstelle, so gilt:

M+P1C1+P,C’=O,
M=—Px¢1—chai
oder allgemein:

M=—3PL, (50, 22)

wobei die Summe iiber alle Krifte links vom Schnitt zu erstrecken ist.
Das Biegemoment ist also im ganzen freien Trigerteil negativ und zwar,
im Gegensatz zur Querkraft auch dann, wenn der Triger links einge-
spannt ist und nach rechts auskragt. Dies folgt ja auch daraus, daB sich
der Triger infolge der Belastung stets so kriimmt, daB er nach oben
konvex ist.

Wir beachten, daB wir weder zur Ermittlung von Q noch von M
vorher 4 oder Mg zu bestimmen brauchen.

Die Momentenlinie kann entweder rechnerisch durch Darstellung
von M als Funktion von x mittels Gl. (50,22), oder auch zeichnerisch mit
Hilfe eines Seilecks erhalten werden. Genau wie in Nr. 44 und Nr. 46
kann gezeigt werden, dafl die zwischen dem ersten und letzten Seilstrahl
der Lasten links von der Schnittstelle in lotrechter Richtung gemessene
Strecke m ein MaB fiir das Biegemoment ist (Abb. 79). Beziiglich des



51. Beispiel eines Kragtragers. 83

MomentenmaBstabs gilt das gleiche wie in Nr.44: MM = LM H(t).
Durch geeignete Wahl des Pols des Kraftecks erreicht man, daB sich die
Bezugslinie der Momentenlinie hcrizontal ergibt. Von ihr aus werden
die Strecken m lotrecht nach aufwirts gemessen, entsprechend den ein-
gezeichneten Schraffen.

Fiir den eingespannten Trigerteil ergibt sich ungefihr die gestrichelt
eingezeichnete Momentenverteilung. Das absolut groSte Biegemoment
tritt demnach ganz nahe der Stelle 2 auf, wo der Triger in die Wand ein-
tritt. Dieses Moment ist negativ und wird, da es das groBte negative Mo-
ment ist, als M ;, bezeichnet. (Das darf jedoch nicht etwa dahin miB-
verstanden werden, daB an dieser Stelle die geringste Biegungsbean-
spruchung herrscht!) Der Einfachheit halber nimmt man fiir M,
stets den Wert des Biegemoments an der Einspannstelle 2. Da nun fiir
dén Punkt a (i = «'; ist, geht Gl (50, 22) in. Gl. (50, 20) iiber, es ist
also M, = Mg und

Myin ~ Mp. (50, 23)

Der Extremwert des Biegemoments ist also ungefihr gleich dem Ein-
spannmoment. Mz kann auch aus dem zeichnerisch gewonnenen Mo-
mentendiagramm entnommen werden.

b) Streckenlast (Abb. 80). Fiir Streckenlasten
sind die obigen Formeln sinngemif abzuandern.
Die Summe aller Lasten auf dem Triger ist jetzt
gleich G, dem Gesamtgewicht der Streckenlast,
welches im Schwerpunkt S der Belastungsfliche
angreift. Die Summe der Momente aller Lasten
um die Einspannstelle a.ist gleich G¢’. Damit
erhalten wir aus den Gl. (50,19) und (50, 20):

A=G (50,19a), M, =_¢G¢ (50, 20a).
Bezeichnet G, das Gewicht der links von der Stelle x befindlichen
Streckenlast, deren Schwerpunkt S, von der Schnittstelle die Entfernung¢

haben soll, so gilt fiir Querkraft und Birgemoment an der Stelle x nach
den Gl. (50, 21) und (50, 22):

Q0=—G, (50,21a), M=--GJl (50, 22a).
Die zeichnerische Ermittlung der (- und M-Linie erfolgt wie beim
Triger auf zwei Stiitzen zunichst niherungsweise, indem man die Strek-

kenlast durch eine Reihe von Einzellasten ersetzt. Sodann werden die
erhaltenen Linienziige entsprechend berichtigt.

5I. Beispiel eines Kragtrigers. Fiir den in Abb. 81 dargestellten Kragtrager
wollen wir resultierende Auflagerkraft, Einspannmoment, Querkraft- und Mo-
mentenverlauf ermitteln.

6*
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a) Rechnerische Behandlung. «) Resultierende Auflagerkraft und Ein-
spannmoment. Indem wir die Streckenlast durch ihre Resultierende G=o0,4t
ersetzen, erhalten wir nach Gl. (50,19) die resultierende Auflagerkraft:

A=G+ P=o0,4 +1=1,4t%
und nach Gl. (50, 20) das Einspannmoment:
Mg =-—0,4*1,25 —1°0,50 = —1,00 tm.

Zur Aufstellung der Gleichungen der Q- und M-Linie teilen wir den Triger in
einzelne Felder. Als Einheiten legen wir t und m zugrunde.
B) Querkraftlinie: Im Feld I gilt nach Gl. (50, 21a) mit Gy= 0,8 #:

Q=—08x (0L %<0,50).
Im Feld IT gilt nach Gl. (50, 21):

Q=—G='—°’4 (°:5°Sx< 1.0),
und im Feld 117

Q=—G—P=-—04—1,0=—1,4 (1,0< % <1,50).

I
p-ﬂ&ﬁ
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d H=18
4
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I
p ? 2 1 28
LY}
[ £ 3 0 MM, a5 7®tm
Abb. 81.
y) Momentenlinie: Im Feld I gilt nach Gl. (50, 22a) mit G,= 0,8 » und
x

(= ,

=-—0,8% 2 =—0,43* (0L x<0,50).
Im Feld I gilt nach Gl. (50, 22):

M= —G(x—o0,25) = —o0,4% +0,1 (0,50 < x < 1,00),
und im Feld III:
M=—G(x¥—o0,25)— P(x—1,00) =—1,4x +1,1 (1,00 < % < 1,50).
Nach Gl (50, 23) ist
Muin ~ Mg = —1,00 tm.

b) Zeichnerische Behandlung. Die zeichnerische Losung der Aufgabe ist in
Abb. 81 durchgefiihrt,in der folgende MaBstibe gewahlt wurden:{M:1cm... 0,5 m,



52. Allgemeines. 85

KM:1cm...1t. Die Polweite H =1 t (1 cm). Damit ergibt sich der Momenten-
mafBstab: MM:1cm...LM-H = 0,51 = o,5tm. Die Streckenlast wurde zu-
nachst durch eine Einzellast ersetzt ind hierauf die Moinentenlinie parabolisch
ausgerundet und die Querkraftlinie abgzschragt. 4 und Mg & My, kénnen aus der
Zeichnung entnommen werden.

IV. Ebene Fachwerke.

52. Allgemeines. Unter einem Fachwerk versteht man eine aus starren
Stiben bestehende Konstruktion, etwa von der Art des in Abb. 82 dar-
gestellten Dachbinders. Die Gesamtheit der Stibe, welche die duBere
Berandung des Binders bilden, nennt man die Gurfe und unterscheidet
zwischen Ober- und Unfergurt. Zwischen den Gurten liegen die Fiillstibe,
bei denenman die Pfosten oder Vertikalen und
die Schrigen oder Diagonalen unterszheidet. Die
Stellen, an denen zwei oder mehrere Stibe zu-
sammenstoBen, werden Knofen genannt. Liegen “ 1, }r:
alle Stibe in derselben Ebene, so spricht man i
von einem ebenen Fachwerk, sonst von einem Abb. 82.
Raumfachwerk (Raumfachwerke sind z. B. die
tragenden Konstruktionen von Turmdichern, Kuppeln u. dgl.). Wir
wollen uns hier nur mit dem ebenen Fachwerk beschiftigen und stellen
uns die Aufgabe, die durch eine gegebene Belastung in simtlichen
Fachwerkstdben hervorgerufenen Kriifte zu bestimmen. Die Kenntnis
der Stabkrifte ist zur Bemessung der Stibe notwendig.

Wir werden nur das sog. tdeale Fachwerk behandeln. Dieses hat fol-
gende Eigenschaften: 1. In den Knoten sind die Stibe mit reibungsfreien
Gelenken angeschlossen. 2. Die Stabachsen sind gerade (unter Stab-
achse wollen wir wieder die Verbindungslinie simtlicher Querschnitts-
schwerpunkte des Stabes verstehen). 3. Die Stabanschliisse sind genau
zentrisch, d. h. die Achsen der Stdbe jedes Knoteus treffen in einem
Punkt, dem Drehpunkt des Gelenks, zusammen. 4. Die Belastung be-
steht nur aus Einzelkriften, die in den Knoten angreifen.

Unter diesen Voraussetzungen treten in den Stiben nur Normalkrdifte,
also nur Zug- oder Druckkrifte auf, jedoch keine Querkrifte oder Biege-
momente. Denn infolge der 1. und 4. der obigen Annahmen wirken auf
jeden Stab nur zwei (evtl. aus mehreren Kriften resultierende) Einzel-
krifte, die an seinen Endpunkten angreifen. Da der Stab im Gleich-
gewicht ist, miissen diese beiden Krifte nach Nr.10 in der Verbindungs-
linie ihrer Angriffspunkte liegen, d. i. aber nach den Voraussetzungen 2
und 3 die Stabachse. Denken wir uns dea Stab durchschnitten, so ergibt
sich an der Schnittstelle aus den Gleichgewichtsbedingungen nur eine von
Null verschiedene Normalkraft, wihrend Biegemoment und Querkraft
gleich Null sind. Die GréBe dieser Normalkraft ist unabhingig von der




86 IV. Ebene Fachwerke.

Lage der Schnittstelle und wird Stabkraft genannt. Wird der Stab
gezogen, dann bezeichnen wir die Stabkraft als positsy, wird der Stab
gedriickt, als negativ.

Das wirkliche Fachwerk unterscheidet sich vom idealen in manchen
Punkten recht betrichtlich. Zundchst ist von reibungsfreien Gelenken
keine Rede. Im Gegenteil, jeder Gurt wird, soweit er gerade verliuft und
nicht zu lang ist, als ein einziger durchlaufender Stab ausgefiihrt. Anihn
werden bei Stahlfachwerken die Fiillstibe mittels Knotenblechen bie-
gungssteif angenietet. Infolgedessen treten in den Stiben eines realen
Fachwerks auch Biegemomente auf, die sich den fiir das ideale Fachwerk
bestimmten Stabkridften iiberlagern. Da aber die Ermittlung dieser
Biegemomente bzw. der durch sie hervorgerufenen Nebenspannungen
schwierig ist und da die Nebenspannungen im allgemeinen klein sind,
werden sie im Hochbau nicht beriicksichtigt. Weiters ist beim wirklichen
Fachwerk die Bedingung 4 nicht erfiillt, denn das Eigengewicht jedes
Stabes wirkt als eine iiber die ganze Stablidnge verteilte Belastung. Auch
die dadurch hervorgerufenen Querkrifte und Biegemomente bleiben
unberiicksichtigt, und dem Eigengewicht der Konstruktion wird nur inso-
fern Rechnung getragen, als man es durch eine Reihe gleichwertiger
Einzellasten ersetzt, die man in den Knoten des Lastgurts (d.1i. jener
Gurt, an dem die iibrigen Lasten angreifen) anbringt. Dagegen kann das
Gewicht der Deckung und der Schalung eines Daches sowie Schnee- und
Winddruck durch geeignete Anordnung der Pfetten ohne weiteres nur
auf die Knoten des Fachwerks iibertragen werden. — Die Vorausset-

zungen 2 und 3 sind dagegen auch beim
<> . wirklichen Fachwerk in der Regel ziem-
l>l lich genau erfiillt.
3 Ein brauchbares Fachwerk muB stabsl
D, sein. Es darf nicht beweglich sein, wie et-
Pavay g wa das in Abb. 83, Bild 1 dargestellte of-
fene Viereck, das erst durch Einbau einer
Abb. 83. Diagonale starr wird (Bild 2). Ein Fach-
werk darf auch nicht ,wackeln’‘, wie z. B. das in Bild 3 gezeichnete.
Dieses kann zwar nicht ginzlich umgeworfen werden wie das offene
Viereck, doch konnen die drei lotrechten Stibe ohne wesentliche
Lingenidnderungen kleine Drehungen ausfiihren, so daB das obere Drei-
eck in der Richtung der parallelenTangenten der eingezeichneten Kreis-
bdgen ein wenig hin und her bewegt werden kann. Wir behandeln da-
her im folgenden ausschlieBlich Fachwerke, deren Knoten gegen-
einander unverschieblich sind, die also als starre Scheiben betrachtet
werden kénnen.

Das einfachste stabile Fachwerk besteht aus einem Dreieck. Von ihm

gelangen wir zu weiteren stabilen Fachwerken, indem wir weitere Drei-
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ecke so anschlieBen, daB jedes folgende mit den vorhergehenden nur eine
Seite und zwei Eckpunkte gemeinsam hat (Bild4). Soentsteht dasesnfache
Dreiecksfachwerk, mit dem wir uns zunichst ausschlieflich beschiftigen
wollen. Es ist nicht schwer, einer: Zusammenhang zwischen der Knoten-
zahl % und der Stabzahl s eines solchen Fachwerks herzuleiten: Fiir die
ersten drei Knoten brauchen wir drei Stibe. Fiir den AnschluB jedes
weiteren Knotens sind zwei Stibe nétig. Es muB daher die um die ersten
drei Stibe verminderte Stabzahls doppelt so gro8 sein wie die um die
ersten drei Knoten verminderte Knotenzahl 4:

s —3==2(k—3).
Daraus erhalten wir die gesuchte Beziehung zwischen Stab- und Knoten-
zahl:
s=2k—3. (52,1)

Nun erhebt sich die Frage, ob wir mit Hilfe unserer bisherigen Kennt-
nisse, d. h. also mit Hilfe der statischen Gleichgewichtsbedingungen im-
stande sind, simtliche Stabkrifte eines aus s Stiben bestehenden Drei-
ecksfachwerks zu bestimmen. Ist dies der Fall, dann werden wir, in
Entsprechung zum Tréger, das Fachwerk als statisch bestsmmé bezeichnen,
sonst aber als statisch unbestimmd.

Was zunichst die Auflager betrifft, so ist ja ein starres Fachwerk
gleichbedeutend einemTriger, und wir werden es daher ebenso wie einen
Triger mit einem festen und einem beweglichen Lager versehen (siehe
Abb. 82). Wir haben also wieder dre unbekannte Auflagerkomponenten
zu bestimmen: 4,, 4,, B. Dazu kommen noch die s unbekannten Stab-
krifte, also sind im ganzen s +3 Unbekannte zu ermitteln. Da wir an-
nehmen, daB sich das ganze Fachwerk im Gleichgewicht befinde, muBl
dies auch fiir jeden seiner % Knoten zutreffen. Denken wir uns jeden
Knoten durch einen Rundschnitt (Abb. 82) herausgeschnitten, so bilden
etwa vorhandene Lasten und Auflagercriicke, sowie die in den vom Schnitt
getroffenen Stiben wirkenden Krifte ein zentrales Kraftsystem, das im
Gleichgewicht sein muB. Fiir das Gleichgewicht eines zentralen Kraft-
systems haben wir in Nr. 4 zwei Bedingungen aufgestellt [Gl. (4,8)], die
wir jetzt in der Form schreiben: JH,; = 0, 3 V; = ¢ (Summe der Hori-
zontalkomponenten aller an dem Knoten angreifenden Krifte muf gleich
Null sein und dasselbe fiir die Summe der Vertikalkomponenten aller
Krifte). Fiir jeden Knoten lassen sich zwei solche Gleichgewichtsbedin-
gungen, insgesamt also 2 % solche Gleichungen aufsteilen. Diese reichen
zur Bestimmung der s - 3 Unbekarinter: gerade aus, wenn zwischen Stab-
und Knotenzahl die Beziehung (52, 1) besteht, denn dann ist 2 £ =s5+4-3.
Das mit cinem festen und einem beweglichen Lager verseheme einfache
Dreiecksfachwerk ist also statisch bestimmi.

Ist fiir ein Fachwerk s >2%k—3, hat es also mehr Stibe als ein Drei-
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ecksfachwerk derselben Knotenzahl, so reichen die statischen Gleich-
gewichtsbedingungen nicht aus, um simtliche Stabkréfte zu berechnen.
Man nennt ein solches Fachwerk innerlich stattsch unbestimmt, da die
statische Unbestimmtheit von seinem inneren Aufbau herriihrt. Als
Guperlich statisch unbestimmt dagegen bezeichnet man ein Fachwerk, das
wohl keine iiberzihligen Stibe, dafiir aber iiberzihlige Auflager hat, also
etwa ein festes und zwei bewegliche Lager. Hier ist wohl die Bezie-
hung (52,1) erfiillt, es wiren aber s +4 Unbekannte (s Stabkrifte und
4 Auflagerkomponenten) zu bestimmen,wofiir nur2 % =s + 3 Gleichungen
zur Verfiigung stiinden.

Ein Beispiel fiir ein innerlich statisch unbestimmtes Fachwerk ist ein Viereck
mit zwei Diagonalen (Abb. 83, Bild 5). Hierist s=6, k=4 (die beiden Diagonalen
sind in der Mitte nicht miteinander verbunden!), also s > 2 # — 3 = 5. Entfernen
wir aus diesem Fachwerk eine Diagonale, so bleibt die Konstruktion stabil, im
Gegensatz zum statisch bestimmten Fachwerk, das nach Wegnahme eines Stabes
beweglich wird. Wihrend aber beim statisch bestimmten Fachwerk die Stabldngen
vollkommen beliebig gewéahlt werden kénnen, muB beim innerlich statisch unbe-
stimmten Fachwerk der iiberzahlige Stab, also bei un} die zuletzt eingebaute Diago-
nale, eine ganz bestimmte, durch die Abmessungen der Gbrigen Stdbe bereits vor-
gegebene Linge haben. Andernfalls missen wir den Stab hineinzwingen, wodurch
das Fachwerk bereits im unbelasteten Zustand Spannungen erhilt, was bei einem
statisth bestimmten Fachwerk nie der Fall sein kann. Aber auch durch ungleich-
miBige Erwirmung konnen in einem statisch unbestimmten Fachwerk, ‘das ur-
spriinglich spannungsfrei war, Spannungen- auftreten, hervorgerufen durch die un-

gleichmaBigen Lingendnderungen der einzelnen Stibe. Beim statisch bestimmten
Fachwerk ist dies nicht moglich.

53. Die rechnerische Ermittlung der Stabkrifte. Bevor man an die
Ermittlung der Stabkrifte gehen kann, ist in der Regel die Bestimmung
der Auflagerdriicke notig. Diese geschieht genau wie beim Triger auf
zwei Stiitzen entweder rechnerisch mit Hilfe der drei Gleichgewichts-

bedingungen des starren Kérpers odernach

g & einer der dort angegebenen zeichnerischen

5 s Methoden (s. die folgenden Beispiele). Wir

wollen daher im folgenden die Auflager-

driicke stets als bekannt voraussetzen.

1 Zur Ermittlung der Stabkrifte gibt es nun
mehrere Verfahren.

a) Das Verfahven von RirTER. Wir stel-
len uns die Aufgabe, die Kraft in der Dia-
gonalen D des in Abb. 84 dargestellten
Dachbinders, welche durch die angegebene
Belastung hervorgerufen wird, zu be-

stimmen. Dazu denken wiruns durch das Fachwerk einen Schnitts. . .s ge-
fithrt, der auBer D nur noch zwei Stibe, derén Krifte uns unbekannt sind,
trifft. Diese sind bei uns der ObergurtstabO und der Untergurtstab U.
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Da wir voraussetzen, daB sich clas ganze Fachwerk im Gleichgewicht
befinde, mufB dies auch fiir jeden seiner Teile zutreffen. Betrachten wir
etwa den linken abgeschnittenen Teil, so greifen an ihm neben den
dufleren Kriften 4, P;, P, noch die Krifte in den drei durchschnittenen
Stdben an, die wir der Kiirze halber mit denselben Buchstaben bezeichnen
wie die Stidbe: D,0, U. Wir bringer. sie, wie wir das im folgenden stets bei
der Berechnung unbekannter Stabkridfte tun werden, zunichst als Zug-
krifte an den Schnittstellen an. Sollte eine oder die andere Kraft in
Wirklichkeit eine Druckkraft sein, so ergibt sie sich aus der Rechnung
als negativ (also gleich mit dem fiir Druckkrifte festgesetzten Vorzeichen).
Fiir simtliche an dem betrachteten Teil angreifenden Krifte miissen nun
die drei Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sein. Greifen wir aus ihnen
die Momentengleichung 3/ M, = 0 heraus,sund wihlen wir als Bezugs-
punkt den Schnittpunkt » der Richtungen der beiden mit D mitge-
schnittenen Stibe O und U, so erhalten wir eine Gleichung, in der als
einzige Unbekannte die gesuchte Stabkraft D vorkommt. Diese Glei-
chung lautet mit den aus der Abbildung ersichtlichen Bezeichnungen:

Apy— Pipy— Popp—Dpp =0,
woraus folgt:

D =;B (A?A —= Pypy — Pyp,).

Die Abstinde p4, pp, p, P, konnen entweder berechnet oder aus einer
genauen Zeichnung abgemessen werden.

Dieses Verfahren wird als Ritlersshe Schnittmethode! bezeichnet, den
Punkt 7 nennen wir Ritterpunkt.

Wollen wir auch die Stabkrifte O und U berechnen, so kénnen wir
nach derselben Methode verfahren, nur sind jetzt die entsprechenden
Ritterpunkte die Punkte 7’ bzw. »"’.

b) Versagen der Ritterschen Methode. Das Rittersche Verfahren ver-
sagt, wenn die mit dem zu berechnenden Stab mitgeschnittenen Stibe
parallel sind. Denn dann liegt der Ri:terpunkt im Unendlichen. Um in
diesem Falle zu einer Gleichung zu gelangen, welche die gewiinschte
Stabkraft als einzige Unbekannte enthilt, setzt man die Summe cer
Komponenten aller am abgeschnittenen Fachwerksteil angreifenden
Krifte (d. s. duBlere Krifte und Stabkrifte) senkrecht zur Richtung der
beiden parallelen Stdbe gleich Null. Denn, da der abgeschnittene Teil im
Gleichgewicht ist, mu8 die Summe der Komponenten aller an ihm an-
greifenden Krifte in jeder beliebigen Richtung gleich Null sein.

) Rundschnittverfahren. Mit Vorteil bedient man sich zur Berechnung
von Stabkrdften auch des schon in Nr. 52 erwihnten Rundschnittver-

} Von A. RITTER in dem Buch ,,Elementare Theorie und Berechnung eiserner
Dach- und Brickenkonstruktionen'‘ (Hannover 1863) zum erstenmal angegeben.
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Sfahrens. Man denkt sich einen Knoten herausgeschnitten und wendet
auf simtliche an ihm angreifenden duBeren Kriifte und Stabkrifte die
Gleichgewichtsbedingungen des zentralen Kraftsystems an.

54. Beispiel zur rechnerischen Ermittiung von Stabkréften. Wir wollen einige
Stabkrifte desin Abb. 85, Bild 1 dargestellten parallelgurtigen Fachwerks berechnen.
Das Fachwerk ist mit zwei schiefen Lasten P, und P, belastet. Wir zerlegen sie in
ihre Horizontal- und Vertikalkomponenten (s&mtliche Krafte sind in t gemessen).
P1p = 4 cos 60 = 2,00
Pjy = 4 8in 60 = 3,46
Pgy, = 2 cos 60 = 1,00
Pgy = 2sin 60 = 1,73.

Dann bestimmen wir die Auflagerdriicke.
Ay erhalten wir aus der Gleichgewichts-
bedingung J'H,= o:

Ah +P1),+Py.=Ah +2+1=0,

Ay = —3,00t.

Ay wirkt also verkehrt wie eingezeichnet.
A, bestimmen wir aus der Gleichge-

/]
J(gi“t ¢ A ' wichtsbedingung ZM; = o um den
3300+ ° 248 Punkt b:
Abb. 8 —Ay 12 + P19 + Pgo 6 — Pyy°3
- 95 — Pgy-3=o0,

(Man iibersehe nicht, daB im Gegensatz zum geraden Stab, hier auch die Hori-
zontalkomponenten der Lasten auf 4, und B von EinfluB sind!) Daraus folgt:

4, = 14 [3,46:°9 +1,73:6—(2 +1):3] =271 t.
B erhalten wir aus der Gleichgewichtsbedingung X'V, = o:
Ay~ Pyo— Pgy + B =0,
B = 3,46 +1,73— 2,71 = 2,48 t.
In Abb. 85, Bild 2 ist das Fachwerk nochmals aufgezeichnet und mit den eben

berechneten Werten der Auflagerdriicke versehén. Nun zur Ermittlung einiger
Stabkrafte:

U,: Wir fiihren den Dreistabeschnitt s...s; Ritterpunkt ist der Punkt d. Wir
gehen aus vom linken abgeschnittenen Teil des Fachwerks und zeichnen alle Krafte
in den durchschnittenen Stiben als Zugkrifte ein. Dann lautet die Momenten-
gleichung:

Uy'3—3,0003—2,71:3=0
Ul =+571t.
(U, ist Zug, die angenommene Richtung war richtig.)

O,: Wir verwenden denselben Schnitt s...s wie friher, jedoch ist jetzt der
Ritterpunkt der Punkt ¢. Die Momentengleichung fiir den linken Teil lautet:

—O04°3 + 3,46°3—2,00:3—2,71:6 =0
0: =-—3,00t.

(O, ist Druck, die angenommene Richtung war falsch.)
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D,: Wir verwenden wieder den Schnitt s...s. Hier versagt die Rittersche
Methode, da die beiden mitgeschnittenen Stibe parallel sind. Wir wenden daher
auf den linken abgeschnittenen Teil die Gieichgewichtsbedingung X V;= o an:

—Dysinp — 3,46 + 2,71 = o.
@ = 45°, daher ist sing = § |’z und wir finden:
Dy=V: (2,71 —3,46) = — 1,06 t.  (Druck).

Wir hatten zur Berechnung dieser drei Stabkrafte ebensogut vom rechten
abgeschnittenen Teil ausgehen koénnen. Nur diirfen wir nicht vergessen, in diesem
Falle nach dem Gegenwirkungssatz die Pfeile der Krifte in den durchschnittenen
Staben umzukehren. (Man merke sich ein fiir allemal, daB die Ffeile zu Beginn der

Rechnung immer vom betrachteten Fachwerksteil weggerichtet sein miissen.) Der
Leser priife, obsich fur die Stabkrifte dieselben Werte ergeben.

V,: Wir fihren den Dreistdbeschnitt ¢ . .. ¢. Die beiden mit ¥, mitgeschuittenen
Stabe sind parallel. Wir wenden daher auf den linken abgeschnittenen Teil die
Gleichgewichtsbedingung X'V, = o an:

Vi+271=0,
Vi=—2,71t. (Druck).

D;: Die bei dem Dreistibeschnitt r...» mit D] mitgeschnittenen Stabe sind
parallel. Wir verwenden daher die Gleichgewichtsbedingung X V; = o, betrachten
aber jetzt den rechten abgeschnittenen Teil:

—D{sing 2,48 =0, sing=14}}2,
D=Vz2-248= + 350t (Zug.)

V,: Wir fihren einen Rundschnitt um den Knoten 4, bringen an dem heraus-
geschnittenen Knoten samtliche Stabkrifte als Zugkriite an und weunden auf ihn
die Gleichgewichtsbedingung 2'V;= o an:

Vo + 2,71 =0,
Vo=—2,71t. (Druck.)
V,: Wir fihren einen Rundschnitt um den Knoten ¢; bringen wieder simtliche
Stabkrafte als Zugkrifte an und verwenden die Gleichgewichtsbedirgung X' V; = o:
—V,—173=0,
V,=—1,73t. (Druck.)
O;: Da wir O, schon berechnet haben, betrachten wir abermals den heraus-

geschnittenen Knoten ¢ und wenden auf ihn die Gleichgewichtsbedingung L H;= o
an. Wieder werden simtliche Stabkrafte zunichst als Zugkrafte angenommen:

—0, +1,00 4+ 0, = o.
Mit O, = -- 3,96 erhalten wir:
0; =0, —1,00=—-3,06 —1,00 = — 4,06 t. (Druck.)

Wire O, nicht bekannt, so wiirde man nach RiTTeR verfahren. Der Leser ver-
suche es und gehe vom rechten abgeschnittenen Teil aus. Er berechne ferner die
noch fehlenden Stabkrafte.

55. Einfache Fille, Hiufig kann man ohne zu rechnen uber die Gré8e
etlicher Stabkrifte eines Fachwerks Aussagen machen. Betrachten wir
etwa den in Abb. 86, Bild 1 dargestellten Teil eines Fachwerks, so zeigt
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uns ein Rundschnitt um den unbelasteten Knoten 2, da dieser niemals
im Gleichgewicht sein kénnte, wenn die Krifte in den Stidben ¥, und 0,
von Null verschieden wiren. Es muB also gelten: V=0 und 0;=o0. Man
bezeichnet spannungslose Stibe als Nullstabe. Auch V, ist ein Null-

stab. Denn fithren wir einen Rundschnitt um

? 18 |5 den Knoten 3, so liefert die Gleichgewichts-
2 543~ bedingung 3V;=o0...V,=o. Die Gleich-
'? YL gewichtsbedingung 3 H,= o liefert fiir diesen
A 4 Knoten die Beziehung U;=U,. In ihnlicher

Weise liefert ein Rundschnitt um den Knoten

7
is><'sz % 6, daB V,=—P, also gleich der negativen
g 3 /‘ng Knotenlast, und ferner 0, = 0 ist.
2 % 5 Fiir einen vierstibigen unbelasteten Kno-
Abb. 86. ten, wie ihn Bild 2 zeigt, muB S;= S, und
S;= S, sein. Fiir den dreistidbigen unbelaste-

ten Knoten des Bildes 3 muB gelten: Sg=o0 und S;= S,.

Die Beachtung solcher einfacher Fille erspart oft unndtige Rechen-
arbeit.

56. Formeln fiir die Stabkrifte bei lotrechter Belastung. Fiir den am
hiufigsten vorkommenden Fall der lotrechten Belastung eines Fachwerks
lassen sich fiir die Stabkrifte unschwer einfache Gebrauchsformeln her-
leiten. Wir heben dazu in dem in Abb. 87 angedeuteten Fachwerk nur
zwei Netzmaschen heraus. In den schraffierten Teilen kann die Aus-
fachung beliebig ausgefiihrt
sein. Im folgenden wird sich
unsimmer wiederder Vergleich
mit einem Triger auf zwei
Stiitzen von derselben Spann-
weite und mit derselben Be-
lastung wie das Fachwerk
aufdringen. Wir nennen die-
sen Triger den Ersatzbalken.
Er ist in Abb. 87 unter dem
Fachwerk dargestellt. Wir er-
kennen sofort, daB sich fiir
das Fachwerk wie fiir den Er-
satzbalken dieselben Werte
der Auflagerdriicke 4 und B
ergeben. Denn in beiden Fillen liefert die Momentengleichung um die
Auflagerpunkte b und a (entsprechende Punkte am Fachwerk und am
Ersatzbalken sind gleich bezeichnet) mit den aus der Abbildung ersicht-
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lichen Bezeichnungen:

1 . , 1
A=13Px, B=-

(zu summieren iiber simtliche Lasten).

Gehen wir nun an die Berechnung der drei Stabkrifte O, U und D,
so denken wir uns das Fachwerk durch den Schnitt s...s in zwei Teile
zerlegt und betrachten den im Gleichgewicht befindlichen linken abge-
schnittenen Teil, an dem wir in den durchschnittenen Stiben zunichst
simtliche Krifte als Zugkrifte annehmen. Die Kraft in dem Obergurt-
stab O finden wir nach RITTER, indem wir fiir den Punkt » die Momenten-
gleichung aufstellen. Es gilt, mit den in die Abbildung eingetragenen
Bezeichnungen:

—Ax + Py + Pyly + Pyl —0ry=o,
0= — ! (43— P, — Py P

Der Ausdruck in der Klammer ist nun nichts anderes als das, Biege-
moment im Punkt m des Ersatzbalkens [s. Gl. (39, 6a)], das wir mit M,
bezeichnen wollen. Setzen wir noch statt 7y =#A,, cos w, wo A, die Hohe
des Fachwerks im Punkt m und @ den Neigungswinkel des Stabes O
gegen die Waagrechte bedeutet, so kénnen wir schreiben:
Mm
0= — i osa (56, 3)
Fiir den Untergurtstab U, dessen Ritterpunkt der Fachwerksknoten #
ist, finden wir auf ganz die gleiche Art:

Mn
U=+'—,“— ,

‘ZP;"‘;' (561 2)

wo M, das Biegemoment im Punkt # des Ersatzbalkens bedeutet. Fiihren
wir 7, =h, cos ein, wo h, die Hohe des Fachwerks jm Punkt » und »
der Neigungswinkel des Untergurtstabes U gegen die Waagrechte ist,

so erhalten wir:
M,

U=+ T COS 7 (56, 4)

Als Merkregel fiir die ‘beiden gleichartig gebauten Formeln (56, 3)
und (56, 4) diene, daB das Moment immer fiir den dem betreffenden Stab
gegeniiber liegenden Knotenpunkt zu nehmen ist. Vorausgesetzt da8 M
positiv ist, wie es z. B. bei einem Fachwerk ohne Kragarme stets der
Fall ist, hat der Obergurt stets Druck, der Untergurt Zug.

Zur Berechnung der Stabkraft in der Diagonalen D verfahren wir dies-
mal nicht nach RITTER, sondern wenden auf den linken abgeschnittenen
Fachwerksteil die Gleichgewichtsbedingung 3 H; =o an. Ist ¢ der Nei-
gungswinkel von D gegen die Waagrechte, so ergibt sich:

Ocosw + Ucosy + Dcosg =c.
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Setzen wir fiir O und U ihre Werte aus den Gl. (56, 3) und (56, 4) ein,
so erhalten wir:

1 Mm Af”
D=m(7—‘7’;—) (56, 5)

Als Merkregel diene, daB der Bruch% zuerst fir den FuBpunkt und

sodann fiir den oberen Endpunkt von D zu nehmen ist.

Auch fiir die Vertikalen lassen sich solche Formeln aufstellen. Be-
trachten wir zunichst eine Vertikale vom Typus der in Abb. 88 dar-
gestellten. Wir filhren den Schnitt s. . .s

s 1 f und wenden auf den linken abgeschnit-
“ tenenTeil die Gleichgewichtsbedingung
AN 2V,=o0 an:
B B i8 + Usiny =o.
rlrl ez |"x . .

1 ,‘1 "i Nunist 4 — P, — P, =0, die Querkraft
1 g im Ersatzbalken und zwar in jenem
Abb. 88. Feld, wo unser Schnitt den Lastgurt

des Fachwerks trifft, d.1i. hier das
Feld III [Gl (39,5a)]. Wiirden die Lasten am Untergurt des Fach-
werks angeordnet sein, dann ergibe sich die Querkraft im Feld IV, denn
dann kime in der obigen Gleichgewichtsbedingung auch noch der Sum-
mand — P, vor. Fiir O und U erhalten wir nach den Gl. (56, 3) und (56,4)
im vorliegenden Fall:

My My Mm
0=—; U=+h,.cosv=+h,..cosv'

hm cos w’

am Ersatzbalken fallen ja die Punkte # und m zusammen und es ist
M,=M,, h,=h,. Dies in die Gleichgewichtsbedingung eingesetzt,
liefert:

V=—0 +¥f(tgw——tgv). (56, 6)

Dabei sind die Vorzeichen der Winkel w und » zu beachten. Wiirden die
Stibe O und U nach rechts hin fallen, so wiren o und v negativ einzu-
setzen. (In den Gleichtingen fiir O und U spielt dies keine Rolle, da der
Cosinus bei Zeichenwechsel des Winkels sein Zeichen nicht dndert.)

Fiir Vertikalen von der Art der in Abb. 8¢a, b dargestellten gilt die
Gl. (56, 6) nicht. Hier schneiden wir im Falle a) den Knoten # durch
einen Rundschnitt heraus und wenden auf ihn die Gleichgewichts-
bedingung 3’ V,==0 an:

—P —0Osinw—0"sinw’ —V =o.
Mm Mom

NachEinsetzung von 0 = —.—-—— und 0’ =

hm COS @ T fim CoS @ erhalten wir
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daraus:
V=—P+ 35" (tgw +tgo). (56, 7)

Im Falle b) erhalten wir auf die gleiche Art mittels eines Rundschnittes
um den Knoten m:

Mm ’
V= P45 tgy +tg¥). (56.9)

In beiden Formeln sind wieder
die Vorzeichen der Winkel zu be-
achten. Sie sind positiv, wenn die
Stibe so liegen, wie in der Zeich-
nung dargestellt. Wenn im Falle
a)der Knotenn bzw. im Falle b) der Knoten m keine Last trégt, ist
P =0 zu setzen.

Damit sind die Formeln fiir die Krifte in den am hiufigsten vor-
kommenden Stabtypen aufgestelit.

Abb. 89g.

57. Beispiel zur Berechnung der Stabkrifte eines Fachwerks mit lotrechter
Belastung. Fiir den in Abb. go dargestellten Dachbinder von 12 m Spannweite
sollen samtliche Stabkrafte berechnet werden, die durch die Wirkung des Eigen-
gewichtes von Dachhaut, Sparren, Pfetten, Dachverband und des Bindergewichtes
selbst hervorgerufen werden.

Wie wollen kurz andeuten wie im vorliegenden Fall in der Praxis die Belastung
des Fachwerks ermittelt wird. Das Gewicht der Dachhaut samt Sparren wird aus
DIN 1055 entnommen, das Gewicht des
Binders, des Dachverbandes und der
Pfetten wird zunichst geschatzt. Nach
erfolgter Bemessung prift man, ob die
Schitzung richtig war. — Man bestimmt
nun zunichst das Gewicht, das von der
Summe aller Lasten auf 1 m?® Dachgrund-
riBflache entfallt. Wir nehmen an, dies
sei 80 kg/m®. Haben die Binder unseres
Daches einen Abstand von 5m so hat “r -
ein Binder die Gesamtlast von8o-5-12kg A .;%_.‘.’ AR 4 T8
zu tragen. Auf den laufenden Meter des ! -
Binders kommen dann 80-5 = 400 kg als lq“ §3t 1‘“ l“t ta“
Streckenlast. Diese Streckenlast, welche 7 2 .2

300— 150~

J 5
in Abb. go uber dem Binder angedeutet ‘j\&u 20t
ist, wird nun durch eine Reihe gleich-
wertiger Einzellasten ersetzt, die in den Abb. go.

Knoten des Lastgurtes (hier der Obergurt)

angreifen. Néaherungsweise wird auf jeden der drei mittleren Knoten eine Last von
400-3 = 1200 kg, auf jeden der beiden auBeren Knoten 400-1,5 = 600 kg entfallen.
Fachwerk und Belastung sind zur Mitte symmetrisch, es miissen daher auch zur
Mitte symmetrisch gelegene Stabe dieselben Krifte erhalten. Infolgedessen geniigt
es, nur fir die linke Halfte des Fachwerks die Stabkrifte zu ermitteln. Als Ein-
heiten liegen t und m zugrunde.
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Zunichst sind die Auflagerdricke zu berechnen. Wir erhalten:

5
A=B=}2Pi=1}48=24t

=1
Unter dem Fachwerk ist der Ersatzbalken gezeichnet (bei einiger Ubung wird
man dies nicht mehr fiir n6tig finden). Die Knoten des Fachwerks sind mit arabi-
schen Ziffern bezeichnet, desgleichen die entsprechenden Punkte am Ersatzbalken.
Wir bestimmen an diesem gleich die folgenden Momente (Einheit tm):
Mg = 1”3 =(2,4—0,6)'3 =154,
M, =My=(2,4—0,6):6—1,2:3=7,2.
Nun berechnen wir die einzelnen Stabkrifte mit Hilfe der in Nr. 56 abgeleiteten
Formeln:
0,: Nach Gl. (56, 3) ist

0,=—_Ms_,
hy cos w,
hy = 3,00, cosw, =3 }z, daher ist
/2
01—”‘% =—2,54t =0,
U,: Nach Gl. (56, 4) ist
U M,
1=+ hy cos vy
hg = 3,00, cos ¥, =1, somit ist
U, = +2% 4180t = uU;.
3 —

V,: Nach Nr. 55 ist ,
Vl = Vl = 0,00.

U,: Nach Nr. 55 ist U; = U,, daher ist
Uy=U,= +180t.
O,: Nach Gl. (56, 3) ist

3 o
hy = 4,50, COS wp = V;ti-—l—f = 0,894, somit ist
7.2

01 = 50-089s~ 12 =%
D: Nach Gl (56, 5) ist
o1 (Ms_ M)
T cosp\ Ay k)’

cos @ = 4 V2, ks = 4,50, hy = 3,00, daher ist

D=yz (L322 3% o8t =D,
4.5 3 —_—
V,: Nach GI. (56, 7) ist

M5
Vp=—P + 3 2tgw,;
5
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1,
P =1,2, hg=4,50, tgw2=—3;5 == 0,50, also ist

7.2
V,=-—1,2 4+ ~~2:0,5= + 0,40 t.
2 4,5 —_—

58. Das parallelgurtige Fachwerk bei lotrechter Belastung, Parallel-
gurtige Fachwerke werden zumeist gemid den Abb. 86, 91 und 92 aus-
gefithrt, Fiir die Stabkrifte, die in diesen Fachwerken bei lotrechter
Belastung auftreten, gelten natiirlich alle in der vorigen Nummer abge-
leiteten Formeln. Doch lassen sich die Formeln fiir die Krifte in den
Diagonalen und Vertikalen jetzt bedeutend vereinfachen. Die Gl. (56,3)
und (56, 4) fiir die Krifte in den Ober- und Untergurtstiben vereinfachen
sich nur insofern, als jetzt cos w = cos » =1 ist, so daB gilt:

0=—"" (8,32, U=+ (s842),

wo h die jetzt konstante Héhe des Fachwerks bedeutet.
Betrachten wir nun das in Abb. 91 dar- ,
gestellte Fachwerk, dessen Diagonalen ge- EE% B 5 EAE
gen die Fachwerksmitte zu fallen. Um die T v
Stabkraft in der Diagonalen D dieses Fach- T4 ?
werks zu berechnen, fithren wir den Schnitt 4} ?‘ ¥ k)
s...s und wenden auf den linken abge- }
schnittenen Teil die Gleichgewichtsbedin- 4 ' Ts
L

Ell

gung 3 V;==0 an. Dies liefert:
A—Py— P, —Dsing =o. g
Nun ist 4—P,—P; gleich der Qfierkraft
Q in jenem Feld des Ersatzbalkens, wo der Abb. 91.
Schnitt s...s den Lastgurt des Fachwerks
trifft, d. i. also im Feld I7 [s. Gl. (39,5a)]. Damit ergibt sich:
Q

Um die Kraft in der Vertikalen ¥V zu bestimmen, fithren wir den
Schnitt ¢...¢# und wenden wieder auf den linken abgeschnittenen Teil
die Gleichgewichtsbedingung 3 V; =0 an. Wir erhalten:

A — Py+V =o0.
A — P, ist die Querkraft Q im Feld I des Ersatzbalkens, also wieder in
jenem Feld, wo unser Schnitt ¢...¢ den Lastgurt des Fachwerks trifft.

(Wire der Untergurt belastet, so wiirde sich die Querkraft im Feld I
ergeben.) Es gilt also:

D=+

V=-—¢. (58,10)

Die Formel-(58, g) gilt fiir jede beliebige Diagonale der linken Hilfte

des Fachwerks, die Formel (58, 10) fiir jede Vertikale dieser Hilfte, mit
Chmelka-Melan, Statik, 5. Aufl. 7
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Ausnahme der ersten (V,) und der mittleren (V). Fiir die Diagonalen
und Vertikalen der rechten Hilfte des Fachwerks gilt, wie der Leser
leicht nachpriifen kann:

r=—72 89) Vi=+Q (5810).

sin ¢

Die letzte Formel gilt wieder nicht fiir die mittlere (V,) und letzte
Vertikale (V).

In den Formeln fiir D und D', ¥ und V" ist das Vorzeichen der Quer-
kraft zu beriicksichtigen. ¢ ist immer als positiv einzusetzen. Q ist
stets in jenem Feld des Ersatzbalkens zu nehmen, wo der betreffende
Dreistibeschnitt den Lastgurt des Fachwerks trifft.

Die Stabkrifte V,, V,, V, konnen nach dem Rundschnittverfahren .
ermittelt werden. Es ergibt sich z. B. fiir das am Obergurt belastete
Fachwerk der Abb. g1:

V='—‘A V‘_——_P’, V’°=—B.

In dem bisher betrachteten Fachwerk waren die Diagonalen gegen
die Mitte zu fallend. Steigen sie jedoch gegen die Mitte zu an, wie z. B
in dem in Abb. g2 dargestellten Fachwerk, dann sind in den Formeln
fiir D und D', V und V' die Vorzeichen umzukehren und es gilt:

in der linken Hilfte: D = ——153(58 9a), V= +0Q (58, 10a);

in der rechten Hilfte: D' = + sixQ1 P (58,9'a), V' =—Q (58, 10'a)

Die Gl. (58,10a) und (58,10’a) gelten wieder nicht fiir die erste, letzte
und mittlere Vertikale. Q ist wieder mit seinem Vorzeichen einzusetzen
und in jenem Feld zu nehmen, wo der betreffende Schmtt den Lastgurt
trifft. @ ist stets positiv.

Um aus diesen Formeln stets die richtige herauszugreifen (wenn man es nicht
vorzieht, sie jedesmal abzuleiten), denke man sich das Fachwerk mit einer auf die
einzelnen Knoten entsprechend aufgeteilten durchgehenden Gleichlast versehen (so
wie in Nr. 57). Dann wird die Querkraft in der linken Halfte des Ersatzbalkens
positiv, in der rechten negativ sein (Abb. 91). Diagonalen, die gegen die Mitte des
Fachwerks fallen, werden daher nach den Gl. (58, 9) und (58, 9") Zug erhalten;
Diagonalen, die gegen die Mitte zu ansteigen, werden nach den Gl. (58, 9a) und

(58, 9'a) gedriickt werden. Wir merken uns alsofir die Diagonalen den Ausdruck_ing .
sing
fir die Vertikalen den Ausdruck Q. Dem Ausdruck m?xga ist bei Diagonalen, die

gegen die Mitte zu fallen, jenes Vorzeichen zu geben, da8 bei durchgehender Gleich-
last Zug herauskommt. Dieses Zeichen gilt dann auch fir jede beliebige andere
Belastung. (Dabei kann es natiirlich auch vorkommen, da8 eine solche Diagonale
Druck erhialt. Namlich dann, wenn Q nicht in der Fachwerksmitte das Zeichen

wechselt.) Fir Diagonalen, die gegen die Mitte zu ansteigen, mug _Q
sin

immer jenes

Zeichen bekommen, daB sich bei durchgehender Gleichlast Druck ergibt. Der
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Ausdruck Q fir die Vertikalen erhalt immer das entgegengesetzte Vorzeichen wie
der Ausdruck fir die Diagonalen in der betreffenden Fachwerkshzlfte.

Die Formel Q2 gilt auch fiir die Diagonalen des Fachwerks der Abb. 86, und
sing

zwar mit derselben Vorzeichenregel wie oben. Fiir die Vertikalen dieses Fachwerks

gelten die obigen Formeln nicht. Die Vertikalen erhalten hier abwechselnd die
Kraft Null bzw. die Knotenlast (s. Nr. 55).

59. Beispiel zur Berechnung der Stabkrifte eines paralielgurtigen Fachwerks. Wir
wollen einige Stabkrifte des in Abb. 92 dargestellten Briickentrégers, der mit halb-
seitiger Gleichlast belastet ist, berechnen. Die Gleicblast wirkt nicht unmittelbar
auf den Untergurt, sondern auf die Fahrbahn, welche mittels Quertrigern am
Untergurt der beiden Briickentriger

. . . - r
abgestitzt ist. Genau wie beim Tri- 204t s 8

3
ger mit indirekter Belastung (Nr. 45) ¥ % ;%
denkt man sich die Gleichlast auf 24/ i '
lauter frei aufliegenden Tragern ru- ;_ t &,‘-f&ga ia
hend, deren Spannweite gleich der &t ”I I - 400\ 62

Knotenentfernung des Lastgurtes ist, 29,00m
so daB jeder Quertriger mit der
Summe der von den beiden benach-
barten Feldern herriihrenden Auflagerdricke belastet ist (s. Abb. 92).

Zur Bestimmung der Auflagerdriicke des Fachwerks denken wir uns die ge-
samte Belastung in eine Resultierende G =24 zusammengefalt, die in der Ent-

Abb. 02.

fernung e = _l (I...Spannweite) vom linken Auflager angreift. Dann ist nach
4
den Gl. (35, 4):
.4=%G=18t, B::}G::()t.

Nun zur Berechnung einiger Stabkrifte, die wir in t angeben wollen (Lingen-
einheit m):

V,, 01: Ein Rundschnitt um den Knoten 2 liefert (s. Nr. 55):

Vo==0, 01=O.

U,: Nach Gl. (58, 4a) ist mit h=4, M, = (18—4) 4= 506
M, 56
U1= +T——-;-:' + 14,00 t.
O,: Nach Gl (58, 3a) ist wegen M, =M, = 56
M, 56
02—-—7»--—- . =-—14,00t.

U,: Nach Gl (58, 4a) ist mit Mg== (18— 4)+8 —8-4 == So
. Mg __ 8o

Uy = - o " = 4- 20,00t.
D,: Es gilt Gl (58 9a). Der zugehorige Schnitt s...s trifft den Lastgurt
{(Untergurt) im Feld I. Dort ist Q =18 — 4 =14; @ = 45°, sing == } ] 2, somit:
[)1 = —-5—1-1—17’2 =-—] 214 = ——1!3,80 t.

LA
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V,: Es gilt Gl (58,10a). Der zugchorige Schnitt ¢,..¢ trifft den Lastgurt im
Feld I. Dort ist Q=14 und daher:

V1= + Q= +14,00t.
D,: Es gilt Gl (58, 9a). Der zugehorige Schmitt »...r trifft den Lastgurt im
Feld II. Dort ist Q =18 — 4—8 = 6. Somit ist:

0 -
D2__sian__]2 6=—848t.
V,: Ein Rundschnitt um den Knoten 7 liefert mittels der Gleichgewichts-
bedingung X' V;= o:
V‘ = - 4,00 t.

Der Leser berechne die tibrigen Stabkrafte.

60. Zeichnerische Ermittlung der Stabkrdfte nach CuLmann, Die Auf-
lagerdriicke des Fachwerks, die zeichnerisch genau so ermittelt werden
wie die Auflagerdriicke eines Trigers auf zwei Stiitzen, setzen wir im
folgenden als bekannt voraus. Wollen wir in dem in Abb. 93 darge-
stellten Fachwerk, das mit einer ganz beliebigen Belastung versehen sein
moge, etwa die Stabkraft D zeichnerisch ermitteln, so denken wir uns
einen Schnitt gefiihrt, der D und aufBlerdem
nicht mehr als noch zwei andere Stibe trifft.
Betrachten wir nun etwa den linken abge-
schnittenen Teil und fassen die an ihm an-
greifenden duBeren Krifte, also bei uns 4
und P;, zu einer Resultierenden R; zusam-
men, so missen die Krifte in den durch-
schnittenen Staben O, D und U der Kraft R,
das Gleichgewicht halten. Die GriéBen dieser
drei Stabkrifte erhalten wir also, indem wir
drei Krifte suchen, deren Wirkungslinien die Achsen der drei durch-
schnittenen Stibe sind und die mit R; im Gleichgewicht sind. Nach
Nr. 20, wo wir diese Aufgabe schon behandelt haben, miissen wir folgen-
dermaBen verfahren: Wir bringen im Lageplan etwa die Richtung von O
mit der von R;zum Schnitt und verbinden den so erhaltenen Punkt mit
dem Schnittpunkt der Richtungen von D und U. Diesliefert die Gerade g.
Nun setzen wir im Kréfteplan R; zuniichst durch zwei Krifte der Rich-
tungen g und O ins Gleichgewicht und ersetzen sodann die Komponente
in der Geraden g durch zwei Krifte der Richtungen D und U. Der
Umlaufsinn der Pfeile des Kraftecks muB ein stetiger sein. Damit ist die
Kraft in der Diagonalen D bestimmt und mit ihr sind auch die Kriifte
in den beiden mitgeschnittenen Stiben gewonnen. O ist zum abge-
schnittenen Teil hin gerichtet und ist daher eine Druckkraft, D und
U sind von der Schnittstelle weg gerichtet, und sind daher Zugkrifte.
Die Konstruktion ist auf drei Arten ausfiihrbar und muB immer das-

Abb. 93.
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selbe Ergebnis liefern. — Diese Methode geht auf CuLmaNN? zuriick.
Sie ist gegeniiber dem folgenden Verfahren nur von untergeordneter
Bedeutung und wird nur angewendet, wenn sich die Resultierende
der duBeren Krifte am abgeschnittenen Fachwerksteil sofort an-
geben 14Bt.

61. Zeichnerische Bestimmung der Stabkrifte mittels des reziproken
Krifteplanes (Cremonaplanes). Sollen simtliche Stabkrifte eines Fach-
werks zeichnerisch ermittelt werden, so entwirft man einen sog. reziproken
Krifteplan, fiir den sich allgemein der Name Cremonaplan® eingebiirgert
hat. Wir haben schon in Nr. 52 von der Tatsache Gebrauch gemacht,
daB bei einem im Gleichgewicht befindlichen Fachwerk jeder heraus-
geschnitten gedachte Knoten im Gleichgewicht sein mufl. Das bedeutet
nach Nr. 2 zeichnerisch, daB fiir jeden Knoten sdamtliche an’ihm angrei-
fenden duBeren Krafte und Stabkrifte ein geschlossenes Krafteck bilden
miissen. Diese Bedingung kann dazu beniitzt werden, jeweils zwei unbe-
kannte Stabkrifte zu ermitteln. Wir wollen dies an dem in Abb. 94,
Bild a) dargestellten ganz einfachen Fachwerk, das mit den Kriften P,
und P, belastet ist, erldutern. Zuerst bestimmen wir die Auflagerdriicke,
indem wir die Resultierende R von P, und P, aufsuchen und im Kraft-
eck b) durch 4 und B ins Gleichgewicht setzen. Zur Ermittlung der
Stabkrifte beginnen wir mit einem Knoten, von dem nicht mehr als zwei
Stidbe ausgehen, also etwa mit dem Knoten 1. Denken wir uns um ihn
einen Rundschnitt gefiihrt, so trifft dieser die Stibe V, und U. Als
duBere Kraft greift im Knoten 1 noch der Auflagerdruck 4 an. 4 sowie
die Stabkrifte V; und U miissen also ein geschlossenes Krafteck bilden,
in dem die Krifte so gerichtet sein miissen, daf sie stetig aufeinander
folgen. Dieses Krafteck ist in Bild ¢) gezeichnet und liefert GréBe und
Richtungssinn der beiden Stabkrifte. Wir sehen, daB die Kraft V; zur
Schnittstelle hin, bzw. auf den betrachteten Knoten hin gerichtet ist.
Das bedeutet, daB in der linken Vertikalen eine Druckkraft wirkt. U da-
gegen ist vom betrachteten Knoten weg gerichtet, der Untergurtstab
wird also gezogen. Wir messen die beiden Stabkrifte ab und tragen sie,
mit ihren Vorzeichen versehen, in eine Tabelle ein.

Wir gehen nun weiter zu einem Knoten, an dem nicht mehr als zweci
unbekannte Stabkrifte angreifen, also etwa zum Knoten 2. Wir denken
uns wieder einen Rundschnitt gefiihrt. Die Krifte V;, P;, O, D miissen
ein geschlossenes Krafteck bilden (Bild 4). Wir beginnen mit dem bereits
bekannten ¥V, und haben zu beachten, daB es als Druckkraft stets auf
den betrachteten Knoten (d.i. jetzt der Knoten 2) hin gerichtet sein

1 CurLMANN, C.: Die graphische Statik. Ziirich 1863.
2 Nach dem Italiener L. CREMONA (1830—1903), der allerdings nicht der erste
war, der dieses Verfahren angewandt hat.
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muB. V, erhidlt somit jetzt die entgegengesetzte Richtung wie im Kraft-
eck ¢) (was ja auch aus dem Gegenwirkungssatz hervorgeht). An V,
‘fiigen wir P, und schlieBen das Krafteck durch je eine Parallele zu O
und D. Der Richtungssinn der Krifte ist wieder durch die Forderung
gegeben, dafl die Krifte im Krafteck stetig aufeinander folgen miissen.
Da O und D zum betrachteten Knoten hin gerichtet sind, sind sie beide
Druckkrifte; ihre Werte wurden in die Tabelle eingetragen.

HKroftmalstab
0 1 2 3
e s ¢
A=zast 0 1-250
G~g25t U +3m
¥ -100
k -430
B 0 ~335
i %”
N

Abb. 94.

Wir gehen weiter zum Knoten 3. Wir sehen, dals O, Py V, ein ge-
schlossenies Krafteck bilden missen. Wir beginnen mit dem bereits
bekannten O, dessen Richtung gegeniiber der im Krafteck d) umzukehren
ist, fiigen daran P, und zeichnen die Parallele zu V,. Wir haben jetzt
cine Kontrolle, ob die bisherigen Kraftecke alle genau gezeichnet wurden,
da sich sonst das Krafteck ¢) nicht schlieBt. Mit V,, das wieder einc
Druckkraft ist, haben wir nun auch die letzt: Stabkraft ermittelt.
Zeichnen wir noch das Krafteck f) fiir den Knoten 4, an dem die Kriifte U,
D, V,, B angreifen, so mu8 es sich ebenfalls schlieBen®.

1 DaB wir im vorletzten Knoten nur eine unbekannte Stabkraft zu bestiminen
hatten und den letzten Knoten eigentlich iiberhaupt nicht mehr benétigten, rahrt
daher, daB wir zur Bestimmung der A uflagerdriicke bereits das Fachwerk als Ganzes
ins Gleichgewicht gesetzt haben. In manchen Fillen ist dies nicht nétig und man
kann 4 und B aus den fur die einzelnen Knoten gezeichneten Kraftecken ent-
nehmen. Dies gelingt z. B. in dem eben betrachteten Fachwerk, wenn man mit
dem Knoten 3 beginnt und der Reihe nach die Knoten 2, 4, I ins Gleichgewicht
setzt. In den meisten Fallen (wie z. B. in den Fachwerken der Abb. 95 und 96)
ist das jedoch nicht mdglich, da an den einzigen zweistibigen Knoten gerade die
unbekannten Auflagerdriicke angreifen.
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Betrachten wir die vier Kraftecke ¢) bis f), so sehen wir, daB jede
Stabkraft zweimal vorkommt und zwar in zwei entgegengesetzten Rich-
tungen. Wir konnen nun die vier Kraftecke so aneinander riicken, daB
sich die gleichen Stabkrifte decken. Dann gelangen wir zu der Figur g),
in der jede Stabkraft nur einmal vorkommt. Und, gewissermaBen als
Gerippe derFigur g) erscheint in ihr das Krafteck b) der duBeren Kriifte
(stark ausgezogen).

Wir werden also zweckmiBig die einzelnen Kraftecke ¢) bis f) nicht
getrennt aufzeichnen, sondern gleich andasKrafteck der 4uleren Krifte b)
anfiigen. Wenn wir die unten angefithrten Regeln beachten, dann liegt
jede Kraft im Bild g) an der richtigen Stelle und kommt nur einmal vor.
Jedoch wird jede Stabkraft zweimal in entgegengesetzter Richtung
durchlaufen. Weist sie von dem jeweils betrachteten Knoten weg, dann
ist sie eine Zugkraft, im umgekehrten Falle eine Druckkraft. Dies ist
in Bild g) durch U+, V;~ usw. gekennzeichnet. Die Figur g) wird Cremona-
plan genannt. Wir sehen, daB jedem Knoten im Fachwerk eine Netz-
masche im Cremonaplan entspricht und jeder Netzmasche im Fachwerk
ein Knoten im Cremonaplan. Von dieser umgekehrten Entsprechung
rithrt die Bezeichnung reziproker Krifteplan her.

Beim Entwerfen eines Cremonaplans sind folgende Regeln zu
beachten:

1. Die duBleren Krifte sollen nur an den Knoten des duBeren Umfangs
des Fachwerks angreifen 1.

2. Man zeichnet in der Regel zuerst das Krafteck der duBeren Krifte,
also der Lasten und Auflagerdriicke. In diesem Krafteck miissen die
Krifte in derselben Reihenfolge angeordnet werden, in der sie am Umfang
des Fachwerks aufeinanderfolgen, wenn man um dieses im Uhr- oder im
Gegenzeigersinn herumgeht.? Dadurch ist ein gewisser ,,Umlaufsinn'
gegeben [in Abb. g4 war dies der Uhrzeigersinn. Er ist im Bild a) durch
einen Pfeil angedeutet].

3. Man beginnt den Cremonaplan mit einem zweistibigen Knoten und
geht von Knoten zu Knoten so weiter, daB in jedermn neuen Knoten nicht

1 Bei Fachwerken mit belasteten Innenknoten denkt man sich von jedem solchen
Knoten in der Richtung der an ihm angreifenden Kraft einen Fachwerkstab bis
zum 4uBeren Umfang des Fachwerks gefiihrt und dort gelenkig angeschlossen. So-
dann verschiebt man die Kraft in diesen neu hinzugekommenen Knoten und ver-
fahrt weiter wie in den folgenden Punkten angegeben.

% Darauf ist besonders dann zu achten, wenn beide Gurte des Fachwerks be-
lastet sind. Bestimmt man fir ein solches Fachwerk zeichnerisch 4 und B, so ist
for das hiezu nétige Krafteck die Bedingung 2. nicht erfiillt. Mit Hilfe der be-
kannten Auflagerdriicke kann aber der Cremonaplan nach der folgenden Regeln,
auch ohne an das Krafteck der 4uBeren Krifte anzukniipfen, gezeichnet werden.
Am Ende erscheinen dann die 4uBeren Krafte in einer Reihenfolge angeordnet, die
dem gewihlten Umlaufsinn entspricht. Wiirde man jedoch an das erste Krafteck
ankniipfen, so kimen etliche Stabkrifte zweimal vor.
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mehr als zwei unbekannte Stabkrifte zu bestimmen sind. Die Reihen-
folge der Knoten ist beliebig, wird aber durch diese Forderung meist
festgelegt.

4. Die an jedem Knoten angreifenden Krifte sind im Cremonaplan in
derjenigen Reihenfolge zu einem geschlossenen Krafteck zusammen-
zufiigen, in der sie am Fachwerk aufeinander folgen, wenn man den
Knoten in dem unter 2. festgesetzten Umlaufsinn umkreist. Dabei sind
aullere Krifte stets auBerhalb des Fachwerks anzuordnen, also z. B.
Lasten am Obergurt stets auf diesem stehend, auch wenn sie in Wirklich-
keit daran hingen sollten. Die bereits bekannten Krifte liegen im
Cremonaplan stets an der richtigen Stelle und in der richtigen Reihen-
folge. Man beginnt das Krafteck mit jener Kraft, die beim Umkreisen
des Knotens auf die beiden unbekannten Krifte folgt, und schlieBt es
durch die Richtungen der Unbekannten. Deren Richtungssinn ist ge-
geben durch den Richtungssinn der bereits bekannten Krifte und durch
die Bedinguug, daB3 das Krafteck stetig durchlaufen werden mus.

5. Eine Stabkraft ist Zug, wenn sie von dem jeweils betrachteten
Knoten weg, Druck, wenn sie auf ihn hin gerichtet ist.

6. Sind alle Stabkrifte an die Reihe gekommen, so muB sich der
Cremonaplan schliefen. Stimmt es um kleine Betrige nicht, so sind
Ungenauigkeiten der Zeichnung schuld. Sonst ist irgendein Fehler ge-
macht worden, der dem Anfinger gewdhnlich schon bei der Bestimmung
der Auflagerdriicke unterliuft.

7. Ist das Fachwerk und seine Belastung symmetrisch, so ist auch der
Cremonaplan symmetrisch und es geniigt daher, den halben Plan zu
zeichnen. Dije Symmetrieachse des Cremonaplans ist gegen die des Fach-
werks um 9o° verdreht.

62. Beispiele zur Ermittlung der Stabkrifte mittels des Cremonaplans. 1. Beispiel.
Einfacher Dachbinder. In Abb. 95 ist der Cremonaplan fiir einen einfachen Dach-
binder, der unter dem EinfluB einer linksseitigen Windbelastung steht, gezeichnet.

Man verwende stets besondere Sorgfalt schon bei der Zeichnung des Fachwerks.
Ungenauigkeiten, die hier begangen werden, erfahren im Cremonaplan oft eine
betréchtliche Vergré8erung und sind dann die Ursache, da8 er sich nicht schlie8t.
Man erleichtert sich die Arbeit, wenn man etwa vorhandene Nullstibe oder Stiibe,
deren Krifte gleich groB sind, sofort erkennt (s. Nr. 55). In unserem Beispiel stellen
wir zundchst fest, daB V)= o ist. Daraus folgt weiter (Rundschnitt um den
Knoten 2’), daB auch Dl' =0 ist. So fortfahrend erkennen wir, daB auch gilt:
V!= o0 und D =o. Da alle diese Stibe spannungslos sind, muB8 gelten: O;:O__{:O_f
und U] =U,=U,.

Die Bestimmung der Auflagerdriicke kann entweder zeichnerisch mit Hilfe der
Resultierenden R=1,5 t geschehen, deren Schnittpunkt mit der Wirkungslinie von
B allerdings ziemlich weitab liegt. Es empfiehlt sich daher, B rechnerisch zu be-
stimmen. R hat vomlinken Auflager den Abstand 3,45 m. Die Momentengleichung
um den Punkt 1 liefert:

B = 1_15__3_’_‘15 = 0,43 t.
12
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Wir zeichnen nun das Krafteck P,, P,, Py, P,, B und schlieBen es durch 4. Gehen
wirim Lageplan in derselben Reihenfolge von einer Kraft zur nichsten, so umlaufen
wir das Fachwerk im Uhrzeigersinn. In diesem Umlaufsinn haben wir also auch
die einzelnen Fachwerksknoten zu umkreisen. Wir fiigen nun an das Krafteck der

0. | —1,30 U, +1,76 Vi —0,57
0, —1,58 Us +1,26 Vs —0,86
0, ~1,30 U, +9,76 Vs 0,00
Y | —o87) Uy | +o76)| V. 0,00
0, | —o0,87 Uy | 40,76 D, +0,75
0 | —o,87 gs' +1,00
s 0,00

A=1,15t B=o0,43t D/’ 0,00 Abb. 95.

duBleren Krifte die Kraftecke fiir die einzelnen Knoten und beginnen mit dem
Knoten 1. Hier miissen 4, P, 0__,‘ _I_J_, (die unbekannten Stabkrdfte sind unter-
strichen) ein geschlossenes Krafteck bilden. O, weist zum Knoten I hin, ist also
Druck, U, weist vom Knoten weg, ist also Zug. Wir gehen weiter zum Knoten 2
und schlieBen das Krafteck fir dic Krifte 0, P;, Oy, V4. Dann kommt Knoten 3
mit den Kréften Uy, V,, Dy, U,. U, deckt sich im Krafteplan z. T. mit U,, es wurde
etwas neben U, gezeichnet. Dasselbe gilt fir U;. Nun kommt Knoten ¢ mit D,, 0,,
P;, 0q, V3. Dann Knoten 5 mit U,, V,, Dy, Uy, endlich Knoten 6 mit D,, 0, P,, 0},
(D = o). Nun muB sich der Cremonaplan schlieBen, denn wir sind bei der letzten
unbekannten Stabkraft angelangt. Wir seben, daB die im Knoten 1’ angreifen-
den Krifte U,,0; B im Cremonaplan ein geschlossenes Krafteck bilden.

Bemerkung: Beim Entwerfen eines Cremonaplans kann man auch mit Vorteil
die Reziprozitat zwischen Kréfte- und Lageplan verwenden. Wir sehen z. B., da88
im Lageplan der Abb. 95 die Obergurtstibe 0,, 0,, Odie Angriffspunkte der Krafte
Py, P,, P;, P,verbinden. Im Kréifteplan dagegen verbinden die Krafte P, P,, Py, P,
die Punkte, wo die Stabkrafte O,, 0,, O, entspringen. Ebenso liegen die Obergurt-
stabe 07, O0;, O] im Lageplan zwischen den Kriften P,und B. Die entsprechenden
Stabkrifte entspringen im Krifteplan simtlich in dem Punkt wo P, und B zu-
sammenstoBen. Die Untergurtstabe U,...U; verbinden im Lageplan die Angriffs-
punkte der Auflagedricke 4 und B, die Stabkrifte U,... U] entspringen im Krafte-
plan dem Punkt, wo 4 und B zusammentreffen.

2. Beispiel. Zusammengesetzter Polonceau-Dachbsnder. Bei manchen Fachwerken
ergibt sich die Schwierigkeit, daB man, nachdem man eine Anzahl Knoten bereits
behandelt hat, den Cremonaplan nicht weiterzeichnen kann, da an.den restlichen
Knoten durchwegs mehr als zwei unbekannte Stabkrifte angreifen. Dies ist z. B.
bei dem in Abb. 96 dargestellten zusammengesetzten Polonceaudach, das etwa unter
dem EinfluB seines Eigengewichts betrachtet werden moge, der Falll,

1 Der Polonceau-Dachbinder ist kein einfaches Dreiecksfachwerk im Sinne der
in Nr. 52 gegebenen Aufbauregel, wie die Betrachtung des mittleren groBen Drei-
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Als Auflagerdriicke ergeben sich A =B =8t. Mit dem Cremonaplan kommt
man zunichst nur bis zum Knoten 3. Dann muB man entweder einmal die Methode
von CULMANN (Nr. 60) anwenden oder, was meist einfacher sein diirfte, man be-
rechnet eine Stabkraft nach dem Ritterschen Verfahren (Nr. 53). Wir wollen U,
berechnen und verfahren nach Gl. (56, 4). Da cosv =1 ist, gilt:

6
vy=+ M 1 [(8—1)-14——3-2-7]=65—= +838gt.

hy 6,30 »30

t Stab t

I +160 | ¥V, =V —1,8
l 4146 | Va=Vy | —3,6
0;=0 | —171| § =5’ | + 60| V=V, | —1,8
| + 8,5 D, = Dy T2,4
I + 89| D;=Dy +2,4

Uuter Verwendung dieser Stabkraft kann nun vom Knoten 5 an der Cremonaplan
weitergezeichnet werden. Wir behandeln dann der Reihe nach die Knoten 4, 6, 7.
Mit dem Knoten 7 mu8 sich der Plan schlieBen. Es geniigt die eine Halfte, da Fach-
werk und Belastung symmetrisch sind.

3. Beispiel. Kragdach. Bei dem in Abb. 97 dargestellten Kragdach spielt der
Knoten 6 die Rolle des festen Auflagers, wahrend der Stab U, als Pendelstiitze
(Nr. 32) wirkt. B muB demnach in die Richtung des Stabes U, fallen (und ist
gleich der Stabkraft U,), 4 muB durch den Punkt 6 und durch den Schnittpunkt
von B mit der Resultierenden aller Lasten R= 600 kg hindurchgehen. Damit
kénnen die Auflagerdriicke zeichnerisch ermittelt werden. Zur Zeichnung des
Cremonaplans ist in diesem Beispiel die vorherige Ermittlung von 4 und B nicht
ndtig, liefert aber eine Kontrolle. Wir beginnen den Plan mit dem Knoten 7 und

ecks zeigt. Er wird deshalb als zusammengesetztes Fachwerk bezeichnet. (Die
Bezeichaungen einfaches und zusammengesetztes Fachwerk werden ubrigens in der
Literatur nicht einheitlich verwendet.) Fiir zusammengesetzte Fachwerke gilt, daB
sie innerlich statisch bestimmt sind, wenn sie stabil sind und wenn zwischen Stab-
und Knotenzabl die Beziehung (52, 1) besteht. Baut man ein Fachwerk derart auf,
daB jeder neu hinzukommende Knoten an zwei vorhandene Knoten mit zwei Stahen
angeschlossen ist, so entsteht immer ein statisch bestimmtes und stabiles Fachwerk.
Die beiden Knoten, an die angeschlossen wird, miissen nicht notwendig einander
benachbart sein, nur diirfen sie mit dem neu hinzukommenden Knoten nicht auf
einer Geraden liegen, da sonst ein Fachwerk entsteht, welches wackelt (s. Nr. 52).
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behandeln der Reihe nach die Knoten 2, 3, 4, 5. Damit sind simtliche Stabkradfte
bestimmt und wir kénnen priifen, ob die im Knoten 6 zusammenstolenden Kréfte
Oy, Dy, A, P ein geschlossenes Krafteck bilden.

Die Berechnung von Stabkriften in einem solchen Kragdach mit lotrechter
Belastung kann ohne weiteres nach den in Nr. 56 angegebenen Formeln geschehen

HH,
¢ W 2w o o 5ok

A 1P=mokg
ZU Uml S
Be200 —
4 s B=200
87 NP gor0
i ‘ 03 .
7 Uy 4 1
',’-1 Jaom 1
4 ﬁ E #
37 5 3 4
Abb. 97. Zu Abb. 97.
L. . L Stab .t Stab I t
Als Ersatzbalken ist jetzt ein einseitig eingespannter T
Triger zu verwenden (Abb. 97). Berechnen wir z. B. 0, +320 v, | —200
die Stabkraft U,, so gehen wir aus von Gl. (56, 4). g: 13;‘; Z: i :ggg
Mit A= 5 mund cosy =1 erhalten wir: 5, b 300 D, +420
~-600 '
A — ] — .2 - —
by Moo maooi—iooz ooyt | e
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Zur Berechnung von D, kénnen wir von Gl (56, 5) ausgchen, wo fir

cinzusctzen ist:

1=

o1 My M — 100  -— 400;
“cosg (

By __'IT;/," =1,20 ( "]/3"“ e _\z/;' ) ~ + 360 ky.

Aufgabe: Der Leser zeichne fiir die in den Beispielen der Nr. 54, 57 und 50
behandelten Fachwerke die Cremonapléne.

V. Der Gelenk: oder Gerbertriger.

63. Allgemeines. Wir haben in Nr. 33 festgestcllt, daB ein Trager auf
drei Stiitzen (mit einemn festen und zwei beweglichen Auflagern) statisch
unbestimmt ist. Denn die drei statischen Gleichgewichtsbedingungen des
starren Koérpers:

ZH'-'—':O, ZI’,':O, 21‘1‘——-—(», (63,1)

reichen nicht aus, um die vier unbekannten Auflagerkomponenten 4,
A4,, B, C zu bestimmen. Bauen wir jedoch an irgend eciner Stelle des
Trigers ein Gelenk g ein (Abb. 98, Bild 1), so erhalten wir ein statisch
bestimmtes System. Denn nun tritt zu den drei Gleichgewichtsbedin
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gungen (63,1), die nach wie vor fiir das ganze System (das wir uns
erstarrt denken konnen [s. Nr. 33]) gelten miissen, noch die Bedingung
hinzu, daB fiir den Gelenkpunkt das Biegemoment verschwinden muf:

M, =o0. (63, 2)
Denn wire dies nicht erfiillt, hitten also die duBeren Krifte links bzw.
rechts von g in bezug auf diesen Punkt ein resultierendes Moment, dann
koénnte das Gelenk nicht verhindern, daB sich
die beiden Teile des Trigers gegeneinander
drehen. Da wir voraussetzen, das System be-
finde sich in Ruhe, miissen die vier Gleich-
gewichtsbedingungen (63, 1) und (63, 2) (ent-
sprechend den vier Freiheitsgraden des Sy-
stems [s. Nr.18)) erfiillt sein. Damit sind
die vier Auflagerkomponenten berechenbar
und da sich sodann, wie wir sehen werden,
auch M, N,Q in jedem beliebigen Querschnitt
ermitteln lassen, ist das System statisch be-
stimmt. Man nennt einen solchen Triger Ge-
lenk- oder Gerbertrager?.

Im Gelenk wird also kein Biege-
moment, sondern nur eine Normal- und eine Querkraft iibertragen.
Die Resultierende dieser beiden Krifte nennen wir den Gelenkdruck G.
Nach dem Gegenwirkungssatz mufl der Gelenkdruck, den der rechte
Trigerteil auf den linken ausiibt, gleich groB und entgegengesetzt ge-
richtet sein dem Gelenkdruck, den der linke Trégerteil auf den rechten
ausiibt. Denken wir uns den Gerbertriger im Gelenk auseinandergenom-
men (Abb. 98, Bild 2), so kénnen wir den linken Teil als einen Tréger auf
zwei Stiitzen auffassen, an dem G die Rolle eines Auflagerdrucks spielt.
Der rechte Teil ist ebenfalls ein Triger auf zwei Stiitzen, auf dessen
Kragarm G als Last wirkt. Wir kénnen uns also den Gerbertriger auch
aus zwei Tragern auf zwei Stiitzen bestehend denken, deren einer auf
dem anderen mit einem Ende aufliegt (Bild 3). Der Triger a...g heifit
Schiepptriger, der Triger g...c Kragtriger. Wir kénnen nun die Auf-
lagerdriicke auch berechnen, indem wir von der Annahme ausgehen, daf
Schlepp- und Kragtriger fiir sich im Gleichgewicht sein miissen. Fiir
jeden dieser beiden Triger miissen die drei Gleichgewichtsbedingungen
des starren Korpers erfiillt sein?. Das sind zusammen sechs Gleichungen,

1 L. HENNEBERG erwahnt in ,,Die graphische Statik der starren Systeme'’
(Leipzig u. Berlin 1911), daB Gelenktriger bereits 1863 von A. RITTER behandelt
wurden. H. GERBER untersuchte dieselben konstruktiv und fiihrte sie in die
Praxis ein (1870 und 1882).

2 Im Gegensatz zu den Gl. (63,1), wo sich die Summen tiber die Krafte P,, P,,
Py, 4, B, C erstreckten, mufB hier einmal Gleichgewicht der Krafte 4, P;,G und
dann Gleichgewicht der Krifte G, P,, P,;, B, C herrschen.



64. Biegemoment und Querkraft bei lotrechter Belastung. 109

aus denen wir die sechs Unbekannten 4,, 4,, G;, G,, B, C berechnen
konnen. Wir haben damit auf eine zweite Art nachgewiesen, daB der
Gerbertriger statisch bestimmt ist. Diese Zerlegung des Gerbertrigers
in einzelne Balken erweist sich zur Bestimmung der Auflagerdriicke be-
sonders bei Triagern iiber vicle Stiitzen zweckmagiger als die Berechnung
nach dem zuerst angegebenen Verfahren.

64. Biegemoment und Querkraft bei lotrechter Belastung. Wir wollen

im folgenden stets lotrechte Belastung voraussetzen. Schiefe Lasten
zerlegt man in vertikale und horizontale Komponenten, und, wie bei den
im Abschnitt I1I behandeltenTréigern, haben die Horizontalkomponenten
keinen EinfluB auf M und Q, sondern bestimmen lediglich den Verlauf
der Normalkrifte. Bei lotrecht belasteten Trigern sind simtliche Auf-
lagerdriicke sowie der Gelenkdruck vertikal und die Normalkrafte im
ganzen Triger gleich Null. Die Ermittlung von M und Q in einem be-
liebigen Querschnitt geschieht auf die gleiche Art wie bei den im Ab-
schnitt III behandelten Trigern:
Man denkt sich den Triger durch- [T
schnitten, bringt an der Schnittstelle A L?’ I !
M und Q an und bestimmt sie aus
der Bedingung, daB der abgeschnit-
tene Teil im Gleichgewicht sein
muB. Dieser ist, falls in ihm Ge-
lenke liegen, stets als erstarrt zu
betrachten.

Wir wollen etwa fiir den in Abb.
99, Bild 1 dargestellten Gerbertrager
iiber zwei Felder von der Linge /,
und/, (im folgenden bedeutet ,,Feld*
immer den Raum zwischen zwei
Stiitzen desTrigers), der mit einer

I AR ENR ?
&, z 6'

durchgehenden Gleichlast p versehen P 5
ist, den Verlauf der Momente und Al ! }w
Querkrifte ermitteln. g2 HP=

Fiir das Moment an der Stelle x J

im erstenFeld gilt (Bild3. G, =px): Abb. 09

x 2
M=4x—G,- =4x—2>  (0<x<1).

2
Aus dieser Gleichung folgt das Stitzmoment M,, wenn wir fir x=4'
einsetzen:
M, =41, -4,

2
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Berechnen wir daraus 4, so‘ergibt sich;
A = L.’L + fil == %b— + Q{I‘
4 2 b

A= p? kénnen wir deuten als Auflagerdruck eines mit der Gleichlast
belasteten Trigers auf zwei Stiitzen von der Linge 4. Wir wollen ihn
den Ersatzbalken des ersten Feldes nennen (Bild 4. Der Ersatzbalken hat
kein Gelenk!). Setzen wir diesen Ausdruck fiir 4 in die Gleichung fir M
ein, so erhalten wir:

M=%lx—%’+#ﬁx=%("+¥-x. (64, 3)

1

1
M= Yx — ?23 ist das Biegemoment im Ersatzbalken an der Stelle »
infolge der Gleichlast p. ™ als Funktion von x dargestellt, ist nach
Nr.42 eine Parabel mit der Scheitelh&he P?l;‘ (Bild 5). Dieser parabolischen
Momentenverteilung iiberlagert sich nun nach Gl. (64, 3) noch die Kurve

o

-T?-x. Das ist eine Gerade, welche vom Wert Null im Punkt a (x =0)
1

zum Wert M, im Punkt b (x =/ ansteigt. Wir nennen sie Stfitzmomenten-
linie. M, kennen wir noch nicht, aber wir wissen,daB imPunkt g M =0
sein muB [Gl. (63,2)]. Es muB also, da M® durchwegs positiv ist,
erstens M, negativ sein und zweitens die Stiitzmomentenlinie durch den
Punkt g’ der M)-Linie hindurchgehen. Damit kann die Stiitzmomenten-
linie gezeichnet werden, wodurch wir auch die GréBe von.M, erhalten.
Die Biegemomente M des Gerbertrigers sind dann gegeben durch die
Differenzen der Ordinaten der beiden Kurven, die in Bild 5 schraffiert
sind.

Ganz dhnlich liegen die Verhiiltnisse im zweiten Feld. Der Leser
wird leicht bestdtigen, daB, wenn wir eine Koordinate x' einfithren,
die vom rechten Trigerende nach links lduft, hier gilt:

M=+ ¢ (0 <h).
Wir denken uns auch im zweiten Feld einen Ersatzbalken, der die Linge /,
hat und mit p belastet ist. Die Biegemomente M, die in diesem Balken
auftreten, werden dargestellt durch eine Parabel von der Scheitelhdhe 4 812
Dieser Parabel wird wieder die Stiitzmomentenlinie M ' iiberlagert. Sie

&
kann sofort gezeichnet werden, da M, nunmehr bekannt ist. So erhalten
wir die aus Bild 5 ersichtliche Momentenverteilung. — Auf ganz die

gleiche Art konnen wir auch bei jeder anderen Belastung die Biege-
momente im Gerbertriger gewinnen (s. das folgende Beispiel).X

1 Der groBeren Anschaulichkeit halber gingen wir im Vorstehenden von dem
einfachen Fall eines m.* d:rchgehender Gleichlast belasteten Tragers aus. Wir
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Zur Festlegung des Querkraftverlaufs ermitteln wir zunichst die
Auflagerdriicke des Gerbertrigers 4, B, C. Dazu denken wir uns diesen
im Gelenk auseinandergenommen (Bild 2). Fiir den Schlepptriger a...g
ergibt sich aus Symmetriegriinden:

A=c="1".

Fiir den mit dem Gelenkdruck G und der Streckenlast p belasteten Krag-
triger g...c konnen wir nun B und C ohne Schwierigkeit berechnen.
(Der Leser fiihre die Berechnung durch.) Nach Bild 3 ergibt sich dann
fir die Querkraft im ersten Feld:

Q=A4—-G, =4 —px (0<x<l).

Im Punkt a (x =0) ist alsoQ =4, im Punkt b (x=l,) ist Q=4 —pl,.
Diese beiden Punkte sind durch eine Gerade zu verbinden (Bild 6). Im
Punkt b springt die Q-Linie um B nach aufwirts und sinkt im zweiten
Feld bis zum Trigerende um den Betrag ply ab, wo dann Q =—C ist.
Im Punkt g kann der Betrag des Gelenkdrucks abgelesen werden. Auch
hier gilt die Regel, daB die Extremwerte der Momente dort auftreten,
wo die Querkraft ihr Zeichen wechselt.

65. Beispiel zur Ermittlung der Auflagerdriicke sowie des Momenten- und Quer-
kraftverlaufs. Fiir den in Abb. 100, Bild 1 dargestellten, mit lotrechten Einzellasten
belasteten Gerbertrager sollen die Auflagerdricke sowie der Verlauf der Momente
und Querkrafte ermittelt werden (Einheiten m und t).

wollen kurz den Beweis andeuten, daB die an Hand dieses Beispiels entwickelte
Methode zur Gewinnung des Momentenverlaufs fiir jede beliebige Belastung ange-
wendet werden darf. Wir denken uns dazu den Gerbertrager der Abb. 99 mit be-
liebig vielen Einzellasten belastet. Schneiden wir an der Stelle ¥ im ersten Feld
durch, so ist das Biegemoment

.'II=Ax—-2P1£,.

Die Summe ist zu erstrecken iiber alle Lasten links vom Schnitt, {; bedeuten die
Abstinde der Lasten von der Schnittstelle. Fir den Punkt b ergibt sich:

My=Al— X P;x;.
Die Summe ist jetzt iiber samtliche Lasten im ersten Feld zu erstrecken, 15 bedeuten

die Abstande der Lasten vom Auflager b. Berechnen wir aus dieser Gleichung 4,
so ergibt sich:

A ]

=My U ypa =My
h Y L

%A, ist der Auflagerdruck des Ersatzbalkens im ersten Feld.(s. Gl. (35, 2a)]. Damit

erhalten wir:

M=Hr—2P 5+ Ali'l_ ¥ = M) & .'yb x

1 Y
also wieder die Gl. (64, 3); denn i, x — X P{;ist nach Gl. (39, 6a) gleich dem Biege-
moment im Punkt » des Ersatzbalkens. — Was fiir beliebig viele Einzellasten gilt,
gilt auch fiir jede beliebige verteilte Belastung, da wir eine sulche immer als eine
Ansammlung von vielen Einzelkraften auffassen konnen.
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Zur Bestimmung der Auflagerdriicke 4, B, C betrachten wir Schlepp- und
Kragtriger getrennt (Bild 2). Die Gleichgewichtsbedingung 2’M;= o um den
Punkt g ergibt fiir den Schlepptriger:

—A2+42-1,5=0,
L=2t RT3t Bust A=15t.

1 23d geyd r ¢ Der Gelenkdruck G folgt aus der Gleich-
gewichtsbedingung X'V; = o, angewandt
auf den Schlepptrager:

A—2+G=o0.
Dies gibt mit 4 =1,5:

G =o,5t.

Ersd)| |2 5 5
5 ¢ d B folgt ans der Gleichgewichtsbedingung
U 2 M;= o um den Punkt ¢, angewandt auf
M 'ﬂgz den Kragtréger:
¢ 7 Im 2 G'4+335—B'3+6°1=o0.
Wird fiir G =o0,5 eingesetzt, so liefert
¢ #tm  diese Gleichung:
A KM B=617t%t.
g ——
o C folgt aus der Momentengleichung fir
¢ den Kragtriager um den Punkt b:
144 G'1 4+ 305—6:2 +C:3=0
Abb. 100. C =3,33¢t.

Wir machen die Probe, ob die Summe aller Lasten gleich der Summe aller Auflager-
dricke ist:

3
YPi=2+43+46=11t,
fel
A+ B+ C=1,5+ 6,17 + 3,33 =11t.
Zur Gewinnung der Momentenverteilung benétigen wir zunéchst die Momenten-

linien M) und M(?) der beiden Ersatzbalken a...b und b...c (Bild3). Dazu be-
rechnen wir zundchst deren Auflagerdriicke:

™y =13(2r2,54+30,5) =217t Y, =4 6-1 =200t
B, =2+ 3—2,17=2,83t B, =6-—2=4,00t.
Sodann berechnen wir die Ordinaten der Eckpunkte der fM-Linien (tm):
MY = o P =0
EUE,(;‘) = 2,17:0,5 =1,09 9]{;2) = 22 = 4,00
Zmﬁ') = 2,83:0,5 ==1,42 ‘J)?ﬁz) = 0.
MY = o.

Nach Wabhl eines entsprechenden MomentenmaBstabes konnen die beiden poly-
gonalen M-Linien gezeichnet werden (Bild 4). Die Stiitzmomentenlinie ist durch
die Lage des Punkts g’ vollstindig bestimmt und es ergibt sich die durch Schraffen
angedeutete Vertéilung der Biegemomente M im Gerbertréger.

Die Verteilung der Querkrafte Q im Gerbertriger wird mit Hilfe der bekannten
Werte der Auflagerdriicke 4, B, C auf ganz die gleiche Art zeichnerisch dargestellt
wie beim Trager auf zwei Stiitzen (Bild 5).
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Es ist nicht schwer, auch fiir den Gerbertréger die Gleichungen der Q- und der
M-Linie aufzustellen. So gilt z. B. fiir die Querkraft 14ngs des Trégerstiicks a. . .d:
Q=2A=1,5 und im Bereiche d...¢: Q=A—P,=-—0,5 usw. Fir das Moment
gilt im Bereiche a...d: M=Ax=1,5x im Bereiche d...e: M=Ax— P, (x—o0,5)
=-—0,5%+1 usw.

66. Zeichnerische Behandlung mittels des Seilpolygons. AuBer nach
dem in den beiden vorigen Nummern besprochenen gemischt zeichne-
rischen und rechnerischen Verfahren kann man Auflagerdriicke, Mo-
menten- und Querkraftverlauf des Gerbertridgers auch auf rein zeichne-
rischem Wege finden (Abb. 101).

Da die Auflagerdriicke 4, B, C und die Lasten ein im Gleichgewicht
befindliches Kraftsystem darstellen, muB fiir dieses nach Nr. g Krafteck
und Seileck geschlossen sein. Ge-
nau wie beim Triger auf zwei
Stiitzen stellen auch hier die Or-
dinaten des geschlossenen Seil-
polygons ein MaB fiir das Biege-
moment dar. Beziiglich des Mo-
mentenmaBstabes gilt dasselbe
wie in Nr. 44. Zeichnen wir zu-
nichst das Seileck I...V fir die
Lasten (voll ausgezogen), so ist
es noch durch zwei Seilstrahlen Abb. 101.

VI und VII zu schlieBen, die

sich auf der Wirkungslinie von B schneiden miissen. Aus der Be-
dingung M,=o0 [Gl. (63, 2)] folgt, daB der Seilstrahl VI durch den
Punkt g’ gehen muB, womit dann auch die Lage des Seilstrahls VII
gegeben ist. Im Krifteplan muB3 dann zwischen den Polstrahlen VI
und VII der Auflagerdruck B liegen, ferner finden wir zwischen den
Polstrahlen VI und I 4 und zwischen V und VII C1. Mit Hilfe der
bekannten Auflagerdriicke kann nun auch die Querkraftlinie gezeichnet
werden.

Das Seileck 1) der Abb. 101 hat den Nachteil, da es, insbesondere fiir
Gerbertriger auf vielen Stiitzen, sehr viel Platz braucht. Nun ist es ja
vollkommen gleichgiiltig, wo der Pol des Kraftecks gewihlt wird, er muf}
nur, soll der Momentenmafstab der gleiche bleiben, immer denselben
Abstand H von den Kriften haben. Geben wir dem Pol die Lage O’
(Krafteck 2), so wird das Seileck, soweit es im ersten Feld verlduft,
flacher zu liegen kommen, dafiir aber im zweiten Feld um so steiler nach
aufwirts steigen. Das Umgekehrte tritt ein, wenn wir als Pol den

1% 18

1 Die Aufgabe, simtliche Lasten durch drei parallele Krifte ins Gleichgewicht
zu setzen, wire zunichst unendlich vieldeutig (s. Nr. 20). Sie wird eindeutig durch
die Forderung, daB sich das Seileck im Punkt g’ iiberschneiden muB.

Chmelka-Melan, Statik, 5. Aufl, 8
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Punkt 0" nehmen. Wir werden daher vom ersten Seileck nur jenen Teil
beniitzen, der im erstenFeld liegt, vom zweiten nur den, der sich fiir dds
zweite Feld ergibt (Seileck 2). Alle weiteren Einzelheiten sind aus der
Abbildung zu ersehen.

Der Leser wird unschwer erkennen, da8 wir damit im wesentlichen auf die in
Nr. 64 erdrterte Methode zurickgekommen sind. Er versuche das Beispiel der
Nr. 65 auf rein zeichnerischem Wege zu 16sen.

67. Gerbertriiger auf beliebig vielen Stiitzen. Fiir einen durchlaufenden
Triger auf » Stiitzen (ein festes und % —1 bewegliche Auflager) wiren
7 -1 unbekannte Auflagerkomponenten zu bestimmen. Da sich nur drei
statische Gleichgewichtsbedingungen aufstellen lassen, sind #—2 Auf-
lagerkomponenten zu viel vorhanden. Man nennt daher einen solchen
Triger n—2fach statisch unbestimmt. Wir erhalten jedoch ein statisch
bestimmtes System, wenn wir in den Triger n-—2 Gelenke einbauen.
Denn dann kommen zu den drei Gleichgewichtsbedingungen noch #—2
Gleichungen hinzu, die besagen, daB das Biegemoment in jedem Gelenk
gleich Null sein mu8. ,

Tedoch ist eines zu beachten: die Gelenke diirfen nicht ganz beliebig
angeordnet werden. Z. B. erfordert der in Abb. 102 dargestellte Triger

auf vier Stiitzen die Anbringung von zwei Gelenken.

T &~=Z—Z2 Diese konen etwa nach Bild 1, 2 oder 3 angeordnet
# &~ZT—Z="2  yerden, nicht aber nach Bild 4, denn bei dieser An-
¢ gemox—p—p oOrdnung wire der Tréger im ersten Feld beweglich
Abb. 102. (wenn man auf das erste Gelenk driickt, klappt es
nach unten durch) und iiber den beiden letzten Fel-

dern statisch unbestimmt. In der Praxis ordnet man gewéhnlich in je-
dem zweiten Feld ein Gelenkpaar an und liBt die dazwischen liegen-
den Felder gelenkfrei (Abb.10o4). Die Verbindungsstiicke zwischen
den einzelnen Kragtrigern wer-

p o J{ S 215 , den dann Schwebe- oder Kop-
gl %% peltrager genannt. Bei unge-
A 1Ca ___;ﬁ_f«'j.k’_.z’ 4~* rader Gelenkzahl tritt auch
7 s B3
3{"‘""‘-"—!'

A TR noch ein Schlepptriger auf.
Al 3 o| | ¥  Dic rechnerische Bestim-
M . mung der Auflagerdriicke ge-
P ﬂ schieht wieder dadurch, daB
X man sich den Gerbertriger aus
o oim, LD i | lauter einzelnen Trigern auf
' €T ) zwei Stiitzen bestehend denkt,
Abb. 103. wie es fiir den in Abb. 103 darge-
stellten Gerbertriger auf fiinf
Stiitzen (also mit drei Gelenken) angedeutet ist. Zuerst werden die
Auflagerdriicke des Schlepp- und des Koppeltrigers bestimmt. Diese

o
B\
=%

oy,
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belasten dann, neben den eingeprigten Kriften, als Gelenkdriicke die
Kragtrager.

Die Momentenverteilung kann wieder dadurch gewonnen werden, da§
man zunichst die Momentenlinien fiir die Ersatzbalken (d. s. wieder
lauter Triger auf zwei Stiitzen von der Linge der Feldweiten) zeichnet
und diesen die Stiitzmomentenlinie iiberlagert. Die Stiitzmomentenlinie
besteht aus lauter Geradenstiicken, die an den Feldgrenzen aneinander
stoBen. Wir kénnen sie zeichnen, wenn wir beachten, daf§ in jedem Gelenk
und auch an den beiden Trigerenden M =0 sein muB. In Abb.103 z. B.
ziehen wir zunichst eine Gerade durch die Punkte a4’ und g; und eine
zweite durch die Punkte g; und g;, wodurch wir die Stiitzmomentenlinie
im ersten und dritten Feld erhalten. Nun kénnen wir sie fir das zweite
und vierte Feld erginzen.

Mit Hilfe der bekannten Auflagerdriicke bietet die Zeichnung der
Querkraftlinie keine Schwierigkeit.

Auflagerdriicke und Momentenverlauf kénnen auch nach der in
der vorigen Nummer besprochenen rein zeichnerischen Methode ge-
funden werden.

68. Beispiel einer Gelenkpfette. In der Fraxis werden stihlerne Dachpfetten
haufig als Gerbertrager ausgefiilbrt und dann als Gelenkpfetien bezeichnet. Man
ordnet dabei die Gelenke paarweise in jedem zweiten Feld so an, daB die gréBten
positiven und die groBten negativen Biegemomente, die in der Pfette infclge der
Belastung auftreten, einander gleich werden.

=05t
H1H [ i _":-';:"r.[i!:;'-- EI TR :

-z -z m

T s b 47 4851
[N e 4
| T T
B R
Abb. 104.

Betrachten wir zwei benachbarte Innenfelder einer Gelenkpfette auf beliebig
vielen Stiitzen, die mit einer durchgehenden Gleichlast p belastet ist (Abb.104).
Wir bezeichnen die Stiitzweite, die fiir alle Felder gleich sein soll, mit / und die
Linge des Koppeltragers mit . Extremwerte des Biegemoments werden in folgen-
den Punkten auftreten: Im Mittelpunkt % dcs Koppeltriagers das Moment M}, iiber
der Stiitze s das Moment M, im Mittelpunk® m des Kragtrigers das Moment M,,,
xsoll nun so bestimmt werden, daB die Absolutbetrige dieser drei Momente wenn
moglich einander gleich werden.

Die Koppel, die wir uns wieder als Trager auf zwei Stiitzen denken, wird den

Kragtriger mit dem Gelenkdruck G = px belasten. DDas Moment .M/}, wird gegeben
2

sein durch

153

My =2¥
k=3
8*
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(M} ist positiv), und das Moment M, durch

l—x l—xl—=x
M,=—G —_ =
s 2 = 4

(M, ist wegen I>>x negativ.) Fordern wir zunichst die Gleichheit der Absolut-
betrége dieser beiden Momente, so erhalten wir die Gleichung:

— %(12——x2).

aus der wir ¥ berechnen kénnen

4
% = === = o,7071. 68,
72 707 (68, 4)
Damit ergibt sich:
b
My =M, =25
k [ M| 16

Wir werden nun zeigen, daB auch M,, diesen Wert hat. Wir erhalten ja den Mo-
mentenverlauf fir den Gerbertriger, indem wir zun#chst fiir jedes Feld die M-Linie
zeichnen und sodann die'Stitzmomentenlinie iiberlagern. Die M-Linien sind lauter

. 3
kongruente Parabeln mit der Scheitelhéhe E:;_ Die Stitzmomentenlinie verlauft,

2
wie aus Abb. 104 ersichtlich, in allen Mittelfeldern waagrecht, im Abstand | M| = fl_6
1
von der Bezugslinie. Daher ist auch M, = 365 .
1
Wird also die L4nge des Koppeltragers nach Gl. (65, 4) gewahlt, so gilt:
1‘/!", = ‘Mﬁ =] AIS = EL’ . (68, 5)

16

Wir erkennen daraus deutlich den Vorteil der Ausfiihrung der Pfette als Gerber-
trager. Wiirden wir sie aus lauter einzelnen frei aufliegenden Tragern von der

3
Liange ! zusammensetzen, so wiren die auftretenden GréBtmomente gleich g;_ also

doppelt so groB wie bei der Ausbildung der Pfette als Gerbertriger. Lediglich in
den Endfeldern der Gelenkpfette ergeben sich etwas groBere Momente als nach
Gl. (68, 5).

Um das eben Ausgefiihrte an einem Zahlenbeispiel zu erliutern, betrachten wir
eine Gelenkpfette auf sechs Stiitzen, die also vier Gelenke erfordert {Abb.104).
Die Stiitzweite sei /==6,00 m und die Belastung p = 0,5t/m. Wir wollen den
Verlauf der Momente bestimmen .

Als Lange des Koppeltrigers ergibt sich aus Gl. (68, 4)

¥ = 0,707°6 = 4,24 m.

Fiir die GréB8tmomente in den Innenfeldern gilt nach GI. (68, 5):

02
Mo =My = ]1‘]3] =?L566_ = 1,125 tm.
1

2
Die IM-Parabeln haben eine Scheitelhohe von E;_ = 2-1,125 = 2,25 tm. Genau in

der halben Hohe muB die in den Mittelfeldern horizontale Stiitzmomentenlinie ver-
laufen. In den Endfeldern fallt sie geradlinig zum Wert Null ab. Die giltigen
Momentenflachen wurden schraffiert.

Aufgabe: Der Leser berechne das groSte Moment im ersten Feld. Es ergibt sich

Mpax = 49 pi* = 1,72 tm, im Abstand ._761 =2,63 m vom ersten Auflager.
32 1
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69. Der Gerbertrager in Fachwerkausfithrung. Die miteinander ge-
lenkig verbundenen Teile eines Gerbertragers miissen nicht immer voll-
wandige Tréger sein, so wie wir es bisher angenommen haben, sondern
konnen auch als Fachwerke ausgefiihrt werden. In diesem Falle vollzieht
sich die Bestimmung der Auflager- und Gelenkdriicke genau auf die
gleiche Art wie beim vollwandigen System. Jedes Teilstiick des Gerber-
trigers erscheint demnach mit einer Anzahl Lasten und bekannten
Reaktionskriften belastet, und es kénnen, vorausgesetzt, daB die ein-
zelnen Fachwerke nicht etwa innerlich statisch unbestimmt sind, die
Stabkrifte nach irgendeiner der in Abschnitt IV angegebenen Methoden
bestimmt werden.

VI..Der Dreigelenkbogen.

70. Allgemeines. Der Dreigelenkbogen besteht aus zwei Teilen (starren
Scheiben), die miteinander durch ein Gelenk, das Schestelgelenk, ver-
bunden sind. Jede Bogenhilfte ist mittels eines Gelenklagers gegen die
Unterlage abgestiitzt. Diese beiden Gelenke werden Kampfergelenke,
die von ihnen ausgeiibten Auflagerdriicke
werden Kdmpferdriicke (K,, K,) genannt
(Abb. 105, Bild 1). Die Verbindungslinie der
beiden Kimpfergelenke heiflt Bogensehne;
ihre Projektion auf die Waagrechte ist die
Spannweite des Bogens ([). Die beiden Bo-
genhilften kénnen vollwandig oder als Fach-
werke ausgefithrt werden. Wir wollen zu-
niachst nur vollwandige Bogen betrachten. i/
Die Belastung kann sowohl aus Einzellasten ta
als auch aus verteilten Lasten bestehen.

Wir stellen zuerst fest, daB der Dreigelenkbogen statisch bestimmt
ist. Zunichst miissen fiir simtliche duBeren Krifte, die an dem in Ruhe
befindlichen (und daher als erstarrt zu betrachtenden) Bogen angreifen,
die drei Gleichgewichtsbedingungen des starren Kérpers gelten:

ZH;':O) 2V£=0, 2M,-=0- (70’1)

Dazu kommt noch (wie beim Gerbertriger) eine Gleichung, die besagt,
daB sich die beiden Bogenhilften im Scheitelgelenk ¢ nicht gegeneinander
verdrehen. Genau wie beim geraden Tréger ist auch am Bogen das Biege-
moment in einem beliebigen Querschnitt gleich der Summe der Momente
aller Lasten und Auflagerdriicke links bzw. rechts vom Schnitt, bezogen
auf die Schnittstelle. Da im Scheitelgelenk ¢ kein Biegemoment tiber-
tragen werden kann (s.Nr. 63), lautet die vierte Gleichgewichtsbedingung :

4Mc = 0. (70s 2)

Abb. 105.
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Mit Hilfe der vier Gl (70,1) und (70,2) sind wir imstande die vier auf-
tretenden Unbekannten, namlich die beiden Komponenten jedes Kampfer-
druckes zu berechnen. Da wir dann auch M, N, Q an jeder beliebigen
Stelle des Bogens zu bestimmen imstande sind, stellt der Dreigelenkbogen
ein statisch bestimmies System dar.

Ahnlich wie beim Gerbertriger kénnen wir auch hier die beiden
Bogenhilften als zwei starre Korper betrachten, von denen jeder im
Gleichgewicht sein muB. Denn da der ganze Bogen im Gleichgewicbt ist,
muB dies auch fiir jeden seiner Teile zutreffen. Die beiden Scheiben sind
dann auBer mit den Lasten und den Kimpferdriicken noch mit dem nach
GroBe und Richtung unbekannten Gelenkdruck G belastet! (Abb. 105,
Bild 2). Fiir jede Scheibe gelten die drei Gleichgewichtsbedingungen
des starren Korpers und diese insgesamt sechs Gleichungen reichen
aus zur Bestimmung von je zwei Komponenten der Krifte K,, K, und G.

71. Zeichnerische Bestimmung der Kampferdriicke. Die Stiitzlinie. Bei
beliebiger Richtung der Lasten bestimmt man die Kdmpferdriicke am
besten zeichnerisch.

1. Wir betrachten zuniichst den Fall, da8 auf dem Bogen nur eine
einzige Last P wirke, die etwa an der linken Bogenhilfte angreifen moge
(Abb. 106). Dann ergeben sich die
Kimpferdriicke auf Grund folgender
Uberlegung: Jede Scheibe muf fiir
sich im Gleichgewicht sein. An der
rechten Scheibe greifen nur zwei
Krifte an: Der Kdmpferdruck K, und
der Gelenkdruck G. Da Gleichgewicht
herrscht, muB nach Nr.10 G = K,, sein

Abb. 106. und beide Krifte miissen in der Ge-

raden c¢...b liegen. An der linken

Scheibe greifen drei Kriifte an: K,, P und G. IThre Wirkungslinien

miissen, da Gleichgewicht herrscht, nach Nr.10 durch denselben Punkt

gehen. Dieser ist durch den Schnitt von P mit G, d. h. von P mit

der Geraden c¢...b. gegeben. Damit sind die Richtungen der beiden

Kimpferdriicke bekannt. Da der ganze Bogen im Gleichgewicht ist,

miissen P, K,, K, cin geschlossenes Krafteck mit stetigem Umlaufsinn

bilden. Aus ihm folgen GréBe und Richtungssinn der beiden Kimpfer-
driicke.

2. Betrachten wir nun einen Bogen mit einer Last P, auf der linken
und einer Last P, anf der rechten Bogenhilfte (Abb.107). Um in diesem

1 Wieder ist nach dem Gegenwirkungssatz der Gelenkdruck, den die rechte

Scheibe auf die linke ausiibt, gleich gro8 und entgegengesetzt gerichtet dem Gelenk-
druck, den die rechte Scheibe auf die linke ausiibt.
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Falle die Kdmpferdriicke K, und K, zu bestimmen, denken wir uns
zunichst nur die Last P, allein wirkend und ermitteln nach der unter 1.
angegebenen Konstruktion die dadurch hervorgerufenen Kimpferdriicke
K, und K; (Krafteck I). Sodann
denken wir uns P, allein wirkend
und bestimmen mittels derselben
Konstruktion die nunmehr auf-
tretenden Kimpferdriicke K; und
K,' (Krafteck II). Diese beiden Be-
lastungsfille geben iiberlagert den
urspriinglich gegebenen Belastungs-
zustand. K, muB sich also als Re-
sultierende von K, und K, K, als
Resultierende von K, und K,  er-
geben. (Kraftecke IIT und IV, Man achte stets auf das zwischen den
Kraftecken entstehende Parallelogramm!)

Auch die GréBe des Gelenkdrucks G kann im Krifteplan abgelesen
werden. G muB8 mit K, und P, bzw. mit K, und P, zusammen ein
geschlossenes Krafteck bilden. Im Lageplan miissen sich die Wirkungs-
linien von G, P;, K, und die von G, P,, K, in je einem Punkt schneiden.
Fassen wir den Punkt O als Pol des Kraftecks der Lasten P, und P,
auf, so sind K, G, K, die Polstrahlen. Die Parallelen im Lageplan bilden
dann ein Seileck, das durch die drei Gelenke des Bogens geht. Dieses
Seileck nennt man Stiizlinie. Die Stiitz- |
linie ist in Abb. 107 strichpunktiert ein-  RE._ A
gezeichnet. . =/

3. Wirken auf den Bogen beliebig viele
Lasten (evtl. auch verteilte Belastungen),
so fassen wir die Lasten auf der linken
Bogenhilfte zu einer Resultierenden R;,
die auf der rechten zu einer Resultieren-
den R, zusammen. Mit Hilfe dieser bei-
den Krifte bestimmen wir wie unter 2.
die Kimpferdriicke (Abb. 108). Greift
eine Last im Punkt ¢ an, so ist es gleich-
giiltig, ob man sie zu den Kriften der
linken oder der rechten Bogenhilfte zihlt.

Fassen wir den Punkt O wieder als Pol des Kraftecks der Lasten auf
und ziehen die zu simtlichen Kriften gehérigen Polstrahlen sowie die
dazu parallelen Seilstrahlen, so bilden die letzteren wieder die Stiitzlinie.
Betrachten wir das Krafteck, so sehen wir, daB die einzelnen Polstrahlen
gleich sind den Resultierenden der aufeinander folgenden duBeren Krifte
am Bogen: Der erste Polstrahl ist gleich K,. Der zweite, 7, ist gleich

Abb. 107.
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der Resultierenden aus K, und P,, der dritte, 7,, ist gleich der Resultie-
renden aus 7, und P, bzw. der Resultierenden aus K,, P;, P, und damit
gleich dem Gelenkdruck G usw. Betrachten wir nun die Stiitzlinie, so
sehen wir, daf sie iiber dem Bogenstiick 4...I mit der Wirkungslinie
von K,, iber dem Bogenstiick I...2 mit der Wirkungslinie von #,, {iber
dem Bogenstiick 2...3 mit der Wirkungslinie von 7, zusammenfillt.
Denn », muB im Lageplan durch den Schnittpunkt von K, und P, 7,
durch den Schnittpunkt von 7, mit P, gehen. Wir kommen also zu dem
wichtigen Ergebnis, da8 die Stiitzlinie stets die Wirkungslinie der Resul-
tierenden der am Bogen aufeinander folgenden duBeren Krifte angibt.
Dabei ist es natiirlich gleichgiiltig, ob man die Krifte von links her oder
von rechts her kommend geometrisch addiert.

Der Begriff der Stiitzlinie ist nicht an den Dreigelenkbogen gebunden
und man kann auch fir Rahmen und Gewdlbe Stiitzlinien zeichnen.
Allgemein versteht man unter der Stiitzlinie eines Tragwerks jenen Linien-
zug, den man erhdlt, wenn man fiir samtliche Querschnitte die Wirkungslinien
der Resultierenden aller Guferen Krifte links bzw. rechts von der Schwittstelle
bestimmt. So ergibt sich bei Belastung des Tragwerks mit Einzelkriften
ein Polygonzug, bei verteilter Belastung eine stetig gekriimmte Kurve.
Im letzteren Falle gibt die Tangente in einem beliebigen Punkt der Kurve
die Wirkungslinie der Resultierenden aller duBeren Kriifte links bzw.
rechts vom zugehorigen Querschnitt an,

Da die Stiitzlinie des Dreigelenkbogens unter anderem auch die Wir-
kungslinie des Gelenkdrucks enthilt, muB sie fiir jede beliebige Belastung
stets durch das Scheitelgelenk hindurchgehen. Da sie auBerdem noch
durch die beiden Kdmpfergelenke gehen mug, kann sie auch als dasjenige
Seilpolygon der Lasten definiert werden, das durch die drei Gelenke des
Bogens hindurchgeht?,

Wir beachten, daB die Form der Stiitzlinie des Dreigelenkbogens nur
von der Lage und GréB8e der Lasten und von der Lage der drei Gelenke
abhingt, nicht aber von der Form der zwischen den Gelenken liegenden
Bogenteile.

72. Bestimmung von Biegemoment, Normal- und Querkraft mit Hilfe
der Stiitzlinie. Ebenso wie beim geraden Triger fassen wir auch beim
Bogen die inneren Krifte, welche in den einzelnen Querschnitten wirksam
sind, zu Biegemoment, Normalkraft und Querkraft (M, NV, Q) zusammen,
Die Verbindungslinie der Schwerpunkte der einzelnen Querschnitte heiBt
Bogenachse. Legen wir in dem betrachteten Querschnitt eine Tangente
an die Bogenachse, so wirkt N in dieser, Q senkrecht dazu. M, N, Q
bezeichnen wir als positiv, wenn sie die in Abb. 109, Bild 1 angegebenen

1 Diese Definition ist eindeutig. Man kann zeigen, daB es nicht etwa mehrere
Seilecke gibt, die durch die drei gegebenen Punkte a, b, ¢ gehen.
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Richtungen haben. Wie beim Triger bezeichnen wir auch hier als
positives Biegemoment ein solches, das in den oberen Fasern des Bo-
gens Druck,-in den unteren Zug bewirkt. Auch die Querkraft hat die-
selbe positive Richtung wie seinerzeit. Nur die Normalkraft nimmt
man, im Gegensatz zum Triger, am

Bogen in der Regel dann als positiv M ‘a 5,
an, wenn sie eine Druckkraft ist, da H M M5 ;
das Auftreten von Zugkriften in einem s g’ / y

Bogen eine Ausnahme darstellt.

Wollen wir M, N, Q in einem be-
liebigen Querschnitt s des Bogens be-
stimmen, so denken wir uns wieder
einen Schnitt gefiihrt und stellen
fiir einen der abgeschnittenen Teile
die Gleichgewichtsbedingungen des
starren Korpers auf. An dem in Abb.
109, Bild 2 dargestellten Bogenteil
miissen sich K,, P,, M, N, Q im Gleichgewicht befinden. Setzen wir die
Stiitzlinie als bekannt voraus, so kennen wir die Lage der Resultierenden 7,
von K, und P,. Die GroBe von 7, kann aus dem Krifteplan entnommen
werden. Es miissen also 7, M, N, Q im Gleichgewicht sein. Ist ¢ die
Tangente, » die Normale der Bogenachse an der Stelle s, so miissen zu-
nichst die Summen der Komponenten aller Krifte sowohl in der Rich-
tung ¢ als auch in der Richtung # gleich Null sein und drittens muB noch
die Summe der Momente aller Krifte um einen beliebigen Punkt, als den
wir den Schwerpunkt des betrachteten Querschnitts wihlen, verschwin-
den. SchlieBt die Richtung der Stiitzlinie (es ist immer jener Teil der
Stiitzlinie zu betrachten, der zu dem Bogenteil gehért, in welchem s
liegt), mit der von ¢ den Winkel w ein, hat ferner die Stiitzlinie vom
Schwerpunkt des Querschnitts den Abstand g, so liefern die genannten
drei Gleichgewichtsbedingungen:

Abb. 109.

M =ro, N=rcosy, Q=rsiny. (72, 3)

Bei bekannter Stiitzlinie kénnen wir also nach diesen Gleichungen M,
N, Q an jeder Stelle des Bogens berechnen. Wir kénnen jedoch auch
schon aus dem bloBen Anblick der Stiitzlinie einige Schliisse ziehen. Es
wird z. B. nach der ersten Gleichung M iiberall dort gleich Null sein,
wo g==0 ist, wo also die Stiitzlinie die Bogenachse schneidet oder
tangiert. Da in einem Gelenk niemals ein Biegemoment iibertragen
werden kann, muB also die Stiitzlinie durch die drei Gelenke des Bogens
hindurchgehen, was wir in der vorigen Nummer schon festgestellt
haben. M ist positiv, falls die Stiitzlinie oberhalb der Bogenachse ver-
lduft, so wie in Abb. 109, Bild 2. Liegt die Stiitzlinie hingegen unterhalb
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der Bogenachse, wie etwa im rechten Teil des Bogens der Abb. 108, dann
treten in den zugehdrigen Querschnitten negative Biegemomente auf.
Der Bogen wird sich dort nach oben ausbuchten. Indem man die Bogen-
achse dem Verlauf der Stiitzlinie anpa8t, kann man es sogar erreichen,
daB fiir eine bestimmte Belastung im ganzen Bogen M =o wird (s. Nr. 77).
Wir erkennen ferner, daB die Stiitzlinie mit der Bogenachse gewdhnlich
nur kleine Winkel einschlieBt. Nach der letzten der Gl. (72, 3) ist daher
die Querkraft stets klein und ihre Wirkung kann am Bogen in vielen
Fillen vernachlissigt werden.

73. RechnerischeBehandiung des Bogens bei lotrechter Belastung. Bei
lotrechter Belastung ist neben der zeichnerischen Behandlung des Drei-
gelenkbogens auch die rechnerische bequem méglich, Wir betrachten
den in Abb. 110 dargestellten Bogen von der Spannweite J, dessen Sehne
unter dem Winkel « gegen die Waagrechte geneigt ist und der mit den
lotrechten Lasten Py, P,, ... P, belastet ist. Zur Berechnung der
Kampferdriicke K, und K, denken wir uns jeden von ihnen in zwei
Komponenten zerlegt, eine lotrechte und eine in der Richtung der Bogen-
» sehne: K, in ¥ und H', K, in B

& R " )

. te J h und H"”. Wenden wir auf den gan-
P VL p . zen Bogen die Gleichgewichtsbedin-
y ol k. ”' gung 3 H,;=o0 an, so erhalten wir:

#afd—t1 "] o ”b H' cosa —H" cosa =0

&m _ : .E oder:

R Ry d H =H". (73, 4)
4 1“ ¥ Die Horizontalprojektionen die-
¥ q——-——ﬁ Tz;— 9 ser beiden Komponenten, d.s. also

Abb. 116 gleichzeitig die - Horizontalkompo-

B nenten der beiden Kampferdriicke,

nennt man den Horizontalschub H des Bogens. Diese Krifte verhindern,
daB die beiden Bogenschenkel auseinanderklappen. Es gilt (s. Abb. 112):

H = H' cosa = H" cos . (73, 5)

Es ist zu beachten, daB beim Bogen auch bei lotrechter Belastung stets
horizontale Komponenten der Auflagerdriicke auftreten, im Gegensatz
zum Triger.

Zur Bestimmung der Komponenten % und 8 wenden wir die Gleich-
gewichtsbedingung 3 M;=0 um die beiden Kimpfergelenke an. Fiir
den Punkt b ergibt sich mit der ausAbb. 110 ersichtlichen Bezeichnung:

—Al+ P2+ Pyxg+ ++ -+ Pyx, =o.
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Daraus folgt:
—13py (73,69
Fiir den Punkt a ergibt sich:
Bl—Pixy--Pyxy— - — Pyx, =0,
woraus folgt:
B =—}—§ P;x,. (73,6b)

Wir sehen, daB % und 8 mit den Auflagerdriicken eines Trigers auf zwei
Stiitzen von der Spannweite / iibereinstimmen, der mit derselben Be-
lastung versehen ist wie der Bogen [s. die Gl. (33, 2)]. Wir nennen diesen
Triger den Ersatzbalken des Bogens. Er ist in Abb. 110 unter dem Bogen
dargestellt.

Wir fiihren folgende Bezeichnung ein: %, B, IR, £ bedeuten Auflager-
driicke, Biegemoment und Querkraft am Ersatzbalken (eine Normalkraft
tritt am Ersatzbalken nicht auf). M, N, Q bedeuten Biegemoment,
Normalkraft und Querkraft am Bogen. Einander entsprechende Punkte
am Bogen und am Ersatzbalken wollen wir mit denselben Buchstaben
bezeichnen.

Um die Berechnung der Kimpferdriicke zu Ende fithren zu kénnen,
trachten wir den Horizontalschub H zu ermitteln und berechnen dazu
das Biegemoment M im Punkt x des Bogens (Abb.110 und 111). Wir
denken uns den Bogen im Punkt x durchschnitten und wenden auf den
linken abgeschnittenen Teil die Gleichgewichtsbedingung 3 M; =0 an,
mit dem Bezugspunkt x. Mit den aus Abb. 111

P
ersichtlichen Bezeichnungen gilt: ‘ I\é;/”
M —UAx + Pl + Py + H'r = 0. 51/1!'-‘3
Nach Gl. (73, 5) ist g1
-—1%,
H =2 -
cos o - r,, -
Ferner gilt: ST
7 = ycosa, ‘ 8
' t z
wo y die Ordinate der Bogenachse an der % ‘Zm
Schnittstelle x ist und zwar von der Bogensehne u =
aus gemessen und nicht etwa von einer Horizon- ADD. 111.
talen durch den Punkt a. Es gilt also:
Hr=Hy,

und wir erhalten:
M=WUx— P, — P, —Hy.
Ax — P, — Pyly =M, das Biegemoment im Punkt x des Ersatz-
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balkens [s. Gl. (39, 6a)]. Somit gilt fiir das Biegemoment in einem be-
liebigen Bogenquerschnitt die einfache Gleichung:

M=M—Hy, (73, 7)
in der uns nur noch die Gré8e des Horizontalschubes H unbekannt ist.
Wir erhalten jedoch sofort eine Gleichung fiir H, wenn wir bedenken,
daB nach Gl (70, 2) das Biegemoment im Scheitelgelenk des Bogens
gleich Null sein muf8. Bezeichnen wir das Biegemoment im Punkt ¢ des
Ersatzbalkens mit IR, ferner die Ordinate des Scheitelgelenks (gemessen
von der Bogensehne) mit f, so muB nach Gl. (73, 7) gelten:

M, —Hf =o,
woraus folgt:
o,
=—. (73.8)
Nun kénnen wir die Berechnung der Kampferdriicke zu Ende fiihren.
Die waagrechte Komponente jedes der beiden Kampferdriicke hat die
GréBe H. Die lotrechte Komponente 4 von K,
wird sichi zusammensetzen aus A, vermehrt um
die lotrechte Komponente von H' (Abb. 112). Diese
ist H'sina = Htga [s. Gl (73,5)]. Damit ist

_ A =9+ Htga. (73, 9a)
Abb. 112, Auf die gleiche Art ergibt sich die Vertikalkom-

ponente von K, zu:
B=%—Htga. (73, 9b)

A K,=yH*+ A2, K,=yH*+B: (73,10

A ?_t Um die Normalkraft N und die Querkraft

%( Q an der Stelle x des Bogens zu berechnen, stel-

len wir die Bedingungen auf, daB fiir den abge-

schnittenen Bogenteil die Summe der Kompo-

nenten aller Krifte einmal in der Richtung der

Tangente ¢ und zweitens in der Richtung der

Normalen # der Bogenachse an der Schnitt-

stelle verschwinden muB (Abb.113). Bezeich-

=y nen wir den Winkel, den # mit der Waag-

Q rechten einschlieBt, mit ¢ und projizieren alle

Abb. 113. Krifte auf die Richtung ¢, so lautet die erste
Gleichgewichtsbedingung:

H’ cos (p — &) + Using — P sing — Pysing — N = o.

Setzen wir fir H' = &)—IS{& [Gl. (73, 5)] ein, so erhalten wir:

N=(U—P,—P,)sing + H=0—

Ccos x
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A-— P,— P, =1, die Querkraft im Punkt x des Ersatzbalkens. Fiihren
wir ferner cos (p — &) = cos @ cos & 4 sin @ sin & ein, so erhalten wir:

N =I[0 +H(ctgp +tga)]sing. (73, 11)

Fiir den hiufig vorkommenden Fall, da8 beide Kdmpfergelenke gleich
hoch liegen, ist & = o0 und es gilt:

N = sing + H cos ¢. (73, 113)
Die Gleichgewichtsbedingung fiir die Richtung » liefert:
—H'sin (p —a&) + A cosp — Pycosp — Pycosp —Q =o.
Mittels dhnlicher Umformungen wie oben erhilt man daraus:
O=[R—H(tgp—tga)]cosgp, (73, 12)
bzw. fiir den Fall « = o:

Q =L cosp— Hsing. (73,124a)

In simtliche Formeln sind £, ¢, & mit ihren Vorzeichen einzusetzen.

¢ und « sind positiv, wenn Bogentangente und Bogensehne in der
Richtung x ansteigen.

74. Beispiel zur rechnerischen Ermittlung von M, N, Q. Fiir den in Abb. 114 dar-
gestellten parabelférmigen Dreigelenkbogen von 12 m Spannweite, der vier Ein-
zellasten tragt, soll M, N, Q im Punkt x = 3,00 m berechnet werden.

Da « =o ist, vollzieht sich die Berechnung nach den Gl (73, 7), (73,11a),
(73,12a). Zur Gewinnung der Ordinate % des Punktes » stellen wir die Gleichung
der Bogenachse y = y(x) auf. Ist allgemein die Spannweite des Bogens ! und die
Scheitelhohe f, so muB die gesuchte Parabelgleichung die folgenden drei Bedingungen
erfillen: 1. Fir ¥ =0 muB y =o sein; 2. fir ¥ ==/ muB y==o0 sein; 3. fir ¥ =}
muB y =fsein. Die ersten beiden Bedingun-
gen besagen, daB die gesuchte Gleichung dic
Faktoren x und ¥ —! haben muB. Da sie
vom zweiten Grad ist,kann sie nur die Form

haben: 2t
y=kyx(x—1), Ha

wo k eine Konstante ist, deren Wert sich

aus der dritten Bedingung zu & = — éﬁf er-

gibt. (Man setze in obige Gleichung fir
x==11, fr y =/ ein und rechne # aus.)
Allgemein lautetdemnach die Gleichung einer
Parabel durch die drei Punkte a, b, ¢:

y:il_’x(z_x). (74,13)

In unserem Beispiel, wo ! =12 und f = 4 ist, erhalten wir:

y=—x(12—2x).

NO].-

Daraus folgt fir ¥ =3,..y = 3.
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Die zur Berechnung von N und Q nétigen Werte sin ¢ und cos ¢ gewinnen wir
am besten aus dem Dreieck xc,¢, der Abb.114. x6,=3, ferner ist nach einer
bekannten Parabeleigenschaft ¢;c=rcc,, so daB sich wegen ¢,c=f—y=1, ¢;¢y=2
ergibt. Somit ist:

2 _Z 3 =3
Y38+ 2 Vi3’ Vsif2 Vi3

Zur Berechnung von IR und £ im Punkt x des Ersatzbalkens sowie von IR¢
brauchen wir die Auflagerdriicke des Ersatzbalkens % und 8. Denken wir uns die
vier Lasten zu einer Resultierenden vom Betrage 12 t vereinigt, die im Abstand
von 3 m vom linken Auflager angreift, so folgt aus den Gl. (35, 4):

A=o9t, B=3t.

sing =

Damit erhalten wir:
M=(Y—2)'3—4'1=17tm,
D=%Y—2—g=3t.
Ferner ergibt sich das Moment im Punkt ¢ des Ersatzbalkens zu
M ~=B-6=18tm.
Damit ergibt sich nach Gl. (73, 8) der Horizontalschub

Nun kénnen wir nach Gl.(73,7) das Biegemoment im Punkt » des Bogens berechnen:
M=W—Hy=17—4,53=35tm.
Aus Gl. (73,11a) folgt die Normalkraft:
N=Dsin<p+Hcosq)=3—2—,__ +4,5-,—.3:=5._41_t
und aus Gl. (73,12a) die Querkraft: h b3

2
Q=Qcosq;—Hsin¢=3—73:-—4,5—

—= == 0,00.
V13 113

75. Zeichnerische Bestimmung des Momentenverlaufs bei lotrechter
Belastung, Fiir lotrechte Belastung ist mit der zeichnerischen Ermittlung
der Stiitzlinie auch der Verlauf der Biegemomente gegeben, denn wir
werden zeigen, daB die in lotrechter Richtung gemessene Strecke y zwi-
schen Bogenachse und Stiitzlinie ein MaB fiir das Biegemoment an jeder
beliebigen Stelle des Bogens darstellt (Abb. 115).

Nach Gl. {73, 7) gilt fiir das Biegemoment im Bogen:

Wollen wir M in tm erhalten, so ist M in tm, H in Tonnen, y in Metern
einzusetzen. Die Momente I im Ersatzbalken werden zeichnerisch dar-
gestellt durch die Ordinaten m eines geschlossenen Seilpolygonssder am
Ersatzbalken angreifenden Krifte (s. Nr. 44). Als ein solches Seilpolygon
konnen wir aber die Stiitzlinie mit der Bogensehne als SchluBlinic auf-
fassen (s. Abb.115, wo die Konstruktion fiir einen mit zwei Lasten
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belasteten Bogen durchgefiihrt ist). Die Polweite dieses Seilpolygons
ist der Horizontalschub H. Ist der LingenmaBstab der Zeichnung LM,
worunter die Anzahl Meter verstanden sein soll, die einem cm der Zeich-
nung entspricht, so ist nach
Nr. 44 der MomentenmaB-
stabMM = LM- H. Messen
wir die Ordinatenm unserer
Zeichnung in cm, so gilt:

M =m (cm) - MM.

Davon ist der Betrag Hy
abzuziehen. Messen wir y
ebenfalls in ¢m, so haben
wir es noch mit dem Lin-
genmafstab zu verviel-
fachen, um seinen Wert in Metern zu erhalten. Wir haben dann den
Betrag y(cm) -LM-H =y (cm) - MM von IR abzuziehen und es ergibt sich:

M = (m —y) - MM,

Abb. 115.

oder
M=p(m)-MM, MM=LM-H.

Die in Abb.115 durch Schraffen angedeuteten Strecken u ergeben also
mit dem MomentenmafBstab multipliziert das Biegemoment an der be-
treffenden Stelle des Bogens.

Wir beachten, daB die Momente im Bogen (M) gegeniiber denen in
einem geraden Balken derselben Spannweite () erheblich verkleinert
sind. Dafiir treten im Bogen betrichtliche Normalkrifte auf, die jedoch
z. B. von Mauerwerk viel besser vertragen werden als Bicgemomente.
Wie beim Balken hat auch am Bogen die Momentenlinie unter jeder
Einzellast eine Ecke. Dazwischen ist aber jetzt der Momentenverlauf
nicht mehr linear.

76. Beispiel zur zeichnerischen Ermittlung des Momentenverlaufs. In Abb. 116
wurde der Momentenverlauf fiir den in Nr. 74 behandelten Bogen zeichnerisch
ermittelt. Als LingenmaBstab wurde 1 cm,..2 m, als KraftmaBstab 1 cin...2t
gewdhlt. Mit Hilfe der Resultierenden aller Lasten R =12t wurden zunichst die
Kédmpferdriicke ermittelt und damitder Pol O des Kraftecks festgelegt. Die ge-
messene Polweite betrigt 2,25 cm, es ist also H=12,25-2=4,5t. Damit ergibt
sich der MomentenmaBstab: 1 cm...2-4,5=9tm. Nun wurden von O aus die
ubrigen Polstrahlen gezogen und im Lageplan die Stiitzlinie gezeichnet. Wir sehen,
daB in der linken Bogenhilfte die Momente durchwegs positiv, in der rechten
negativ sind. Der im Punkt r = 3 m gemessene Wert p#=0,4cm. In diesem Quer-
schnitt wirkt also ein Biegemoment M =0,4-9== 3,6 tm, was mit dem in Nr. 74
errechneten Wert hinreichend gut @ibereinstimmt.

Wir sehen, daB die Stiitzlinie parallel zu der im Punkt x an die Bogenachse
gelegte Tangente verlauft. Nach den Gl. (72, 3) ist also in esem Querschnitt
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Q=0 und N gleich der Teilresultierenden r, aller Krafte etwa links vom Punkt ».
Aus dem Krifteplan lesen wir ab: ;=N =2,7'2=35,4t.

i #t 2t

K/ -x=3,0£-|

200" 200 " 200
12,00m

MERERE PVIREEE L

il 1 8 3¢ §t H=45¢

Abb. 116.

77. Bogen mit Streckenlast. Eine auf den Bogen wirkende Streckenlast
wird zweckmiBig nicht auf die Lingeneinheit der Bogenachse, sondern
auf die Lingeneinheit ihrer Horizontalprojektion bezogen. Die zeich-
nerische Ermittlung der Kimpferdriicke vollzieht sich in genau der
gleichen Weise wie bei dem mit Einzelkriften belasteten Bogen, indem
man die Belastung auf jeder Bogenhilfte durch ihre Resultierende ersetzt.
Die Stiitzlinie, die unter der Streckenlast als stetig gekriimmte Kurve
verlduft, werden wir zunichst durch einen Polygonzug annihern, der sich
ergibt, wenn wir die Streckenlast in
geeigneter Weise durch Einzellasten
ersetzen. Ebenso wie die Mo-
mentenlinie des Trigers wird die
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o
\

| /‘I A genaue Stitzlinie von der geniher-
. Zn ten in den Punkten unter den Tren-
nungslinien der Belastungsfliche

Abb, 117.

tangiert.

In Nr. 75 stellten wir fest, daB die Stiitzlinie des Bogens als Mo-
mentenlinje des Ersatzbalkens aufgefaBt werden kann. Ist nun der Bogen
mit einer durchgehenden Gleichlast belastet (Abb.117), so ist die Mo-
mentenlinie des Ersatzbalkens eine Parabel (Nr. 42). Die Stiitzlinie ist
also eine Parabel, die durch die drei Gelenke des Bogens geht. Verliuft
auch die Bogenachse parabelférmig, so miissen Stiitzlinie und Bogen-
achse zusammenfallen, denn eine Parabel mit vorgeschriebener Achsen-
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richtung (diese wollen wir beim Bogen stets als lotrecht voraussetzen) ist
durch drei Punkte eindeutig bestimmt (Nr. 74). In einem so'chen Bogen
treten also bei durchgehender Gleichlast nach Nr. 72 nirgends Biege-
momente und auch keine Querkrifte auf, sondern lediglich Normalkrifte.

Fiir den in Abb. 117 dargestellten Parabelbogen wurden zunichst die
Kampferdriicke zeichnerisch ermittelt, wozu die Gleichlast iiber jeder
Bogenhilfte durch eine Resultierende ersetzt wurde. Die geniherte
Stiitzlinie wurde dann mit Hilfe von vier der Streckenlast gleichwertigen
Einzellasten gezeichnet. Wir sehen, daB sie die Bogenachse, die sich mit
der genauen Stiitzlinie deckt, einhiilit.

Wihrend durchgehende Gleichlast den Bogen sehr giinstig bean-
sprucht, ist bei halbseitiger Gleichlast das Gegenteil der Fall. Wir wollen
fiir einen symmetrischen, parabelfdrmigen Dreigelenkbogen mit halb-
seitiger Gleichlast ¢ die gré8ten auftretenden Biegemomente berechnen
(Abb.118). Wir werden zu die-
sem Zweck M als Funktion
von x darstellen und durch Dif-
ferenzieren die Extremwerte be-
stimmen. Nach Gl. (73, 7) ist

M=W—Hy.
Das Gesamtgewicht der Belastung
ist G = } pl. Damit ergeben sich

die Auflagerdriicke des Ersatz-
balkens:

. 37! p!
A=3G= 5 B=16="5.

Abb. 118.

L. .. i .
Betrachten wir zunichst die linke Bogenhilfte (0 =x —2—> , so gilt

mit G, = px fiir das Biegemoment in einem beliebigen Punkt x des Er-
satzbalkens:

2
B ts =G, £ =t

tir den Punkt ¢ erhalten wir das Moment:

i pi
M =B =75
Damit ist nach Gl. (73, 8):
M p

Fiir y ist die Gleichung der Bogenachse einzusetzen [GI. (74, 13)]:

t
y=1l;x(l——-x).

Setzen wir diese Werte fiir M, H und y in die Gleichung fiir M ein, so
Chmelka- Melan, Statik, . Aufl. 9
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erhalten wir nach einigen unschwierigen Umformungen:

=-?—(lx—2x2), (OS xSé—) .

8
Wir differenzieren nach x und setzen den Differentialquotienten gleich
Null: idM

7 = gl—4ar) =o,

woraus sich die Stelle, wo das Extrem zu erwarten ist, zu

|~

x=-

ergibt. Dieser Wert in die Gleichung fiir M eingesetzt, liefert das gesuchte

Extrem (es ist ein Maximum) zu:
pi
Muux =, - (77,142)
Indem man die Gleichung fiir M in der rechten Bogenbilfte auf-
stellt, findet man auf ganz die gleiche Art (der Leser versuche es),
daB hier im Punkt x = }/ ein Moment
p2

My = — _g; (77: 14b)
auftritt. Das groBte positive und das grofite negative Biegemoment sind
also einander gleich und treten in den Viertelpunkten der Spannweite des
Bogens auf. In Abb.118 ist die Stiitzlime und damit der gesamte Mo-
mentenverlauf fiir den halbseitig belasteten Bogen eingezeichnet.

78. Der Dreigelenkbogen in Fachwerkausfiihrung, Wie schon in Nr. 70
erwihnt, konnen die beiden Bogenhilften auch als Fachwerke ausgefiihrt
werden. In diesem Fall erfolgt die Bestimmung der Kampferdriicke so-
wie des Druckes im Scheitelgelenk genau wie beim vollwandigen Bogen.
Jede der boiden Scheiben steht somit unter dem EinfluBl einer Anzahl
bekannter Krifte und es kénnen die Stabkrifte nach irgendeinem der
in Abschnitt IV angegebenen Verfahren ermittelt werden.

79. Der Dreigelenkbogen mit Zugband. Oft wird beim Dreigelenkbogen
nur eines der Auflager als Gelenk ausgebildet, das andere hingegen als
bewegliches Lager. Zur Aufnahme des Horizontalschubes H wird dann

zwischen den beiden Lagern ein Zugband gespannt

2 (Abb.119). Bei lotrechter Belastung des Bogens

z ——732, haben dann die Mavern, auf denen der Bogen

b aufliegt, nur die lotrechten Komponenten der

Abb. 119. Kiampferdriicke aufzunehmen. Die waagrechten

Krifte, welche die Mauern erheblich auf Biegung beanspruchen, sind

damit ausgeschaltet. Zeichnerische und rechnerische Behandlung eines

Dreigelenkbogens mit Zugband vollzieht sich in genau der gleichen
Weise wie bei den bisher behandelten Bogen.
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