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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Спектральная теория линейных операторов является важным 
направлением современной математики, интерес к которой в зна­
чительной степени стимулируется задачами механики и физики. 
Особое место в этой теории занимает спектральный анализ диффе­
ренциальных операторов, т. е. изучение свойств их собственiНых зна� 
чений, собственных функций, разложений в ряд по собственным 
функциям и других спектральных хара·ктеристик. Основы спект­
рального анализа были заложены в 1836 г. Лиувиллем и Штурмом. 
а наиболее плодотворное развитие этого IНаиравления началось в 
начале двадцатого столетия с появлением работ Г. Вейля. 

Исследованиям распределения собственньrх значений посвяще­
ны труды Г. Д. Биркгофа,  Д. Гильберта, Р. Куранта, Т. Карлема­
tНа, Э. Ч. Титчмарша, Л. Хермандера, М. Ш. Бирмана, М. Г. Га­
сымова, А. Г. Костюченко, Б. М. Левитана, И. С. Саргсяна. 
М. 3. Соломяка и др. . 

В данной книге нами исследуются оценки асимптотики собствен­
ных чисел и их функции распределения для полуограниченных 
дифференциальных операторов. Известны два основных метода ис­
следования: метод Карлемана и вариационный. Метод Карлемана 
предполагает предварительное изучение резольвенты с последую­
щим 1i1рименением тауберовых теорем. Ему посвящены работы 
К. Х. Бойматова, М. Г. Га ·сымова, А. Г. Костюченко, Б. М. Леви-
тана, И. С. Саргсяна, Я. Т. Султанаева и др. ' 

Основы вариационного метода заложили Г. Вейль и Р. Курант. Они разработали вариационные принципы, с помощью которых возможно предварительное получение двусторонней оценки функ­ции распределения, переходящей далее в асимптотическую форму­лу. В нашей стране обобщением и дальнейшим развитием этого метода занимались такие математики, как М. Ш. Бирман, В. В. Бор-зов, М. 3. Соломяк, Б. Я. Скачек, Г. В. Розенблюм и др. . 
Методы взаимно дополняют друг друга. Так, например, досто­инством метода Карлемама является его применимасть при иссле­довании как полуограниченных, так и непалуограниченных опера-
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торов. Вариационный метод с привлечением весовых теорем вло­
жения наиболее эффективно используется для оnераторов с не­
гладкими коэффициентами. В отличие от метода Карлемана он 
может приводить к двусторонним оценкам спектра. Нами в основ­
ном применяется вариационный метод. На примере сингулярного � 
оператора Штурма - Л иувилля представлены двусторонние оцен­
ки функции распределения собственных чисел и самих собственных 
чисел, а в несамосопряженном случае даны оценки s-чисел. , 

В первой главе приводятся необходимые сведения из теории  
операторов и вычисляется асимптотика распределения собственных 
чисел для сингулярноrо оператора Штурма- Лиувилля методом 
тауберовых теорем. Вариационным методом находится асимптоти­
ка самих собственных значений. На различных примерах прово­
дится сравнение результатов, полученных этим и  методами. 

Во второй главе устанавливаются двусторонние оценки всех 
собственных чисел оператора Штурма - Лиувилля. В несамосо­
пряженном случае оцениваются сингулярные числа .  

Предл агаемые н ами методы имеют широкое приложение в 
р азличных вопросах анализа. В качестве таких при меров в этой 
главе дается оценка наименьшего собственного значения одного 
класса матриц, условия осцилляторности и неосцилляторности 
решений уравнения Штурма- Лиувилля и исследование свойств 
полярного оператора.  

С этой же целью в книгу включены три доnолнения, подготов-
ленные по просьбе автора. · 

В дополнении I А. М. Минкина и Л .  А. Шустера содержатся ис­
следования вопросов расnределения сnектра, оценок собственных 
функций и равносходимости спектрального р азложения с рядом 
Фурье для модельного оператора типа Шредингера. В дополнении 
Il Д. Н. Турмухамедова nродолжается изучение спектра операто­
ра переноса, начатое автором книги. В дополнении III Ф. С. Рофе­
Бекетова, Э. 3. Гриншпуна изложены обзор л итературы и резуль­
таты авторов по важному вопросу о существенной самосопряжен­
ности дифференциальных операторов. 

Автор надеется, что включение в книгу этих исследований даст 
читателю широкое представление о многообразии, взаимосвязи и 
глубине идей и методов спектральной теории дифференциальных 
операторов. 



ГЛАВА 1 
АСИМ ПТОТИКА СОБСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ 

О ПЕРАТОРА ШТУРМА- ЛИУВИЛЛЯ 

Традиционная постановка задачи nредполагает вычисление 
асимnтотики распределеН!Iя собственных чисел. Нами рассматри­
вается задача вычисления асимптотики самих собственных чисел. 
а не их функции распределения. Оказалось, что nри такой nоста­
новке задачи можно достичь большего успеха. Наnример, для опе­
ратора Штурма- Лиувилля с общим монотонным потенциалом 
найдена формула для асимптотики собственных чисел без допол­
нительных ограничений. Полученный результат хорошо сочетается 
с примерами, рассмотренными в работе [99) по поводу функций 
распределения собственных чисел. 

§ t. Достаточные условия самосоnряженности и дискретности 
' 

спектра оператора Штурма - Лиувилля 

Пусть q (х)- действительнозначная функция, непрерывная в 
каждой точке /.= (-·оо, оо). В пространстве L2 (/) рассмотрим опе­
ратор Штурма- Лиувилля: 

Ly=-y"+q(x)y (1.1.1);, 
с областью определения D (L), состоящей из финитных функций, 
которые вместе со своими производными до второго порядка при­
надлежат L2 (/). 

Оператор . L- симметрический и D (L) =L2 (/). Докажем, 
что L- замыкаемый оператор .• Если L не замыкаем, то существу­
ет последовательность функции {у п}:=J ED(L) такая, что Уп-+ О, 
Ly л-+ v=!=O при n-+oo, где сходимость понимается по норме L2-(/)'. 

Возьмем произвольную функцию и Е D (L). Тогда О= 
- lim (Уп. Lu) ·= lim (LYn, и) = (v, и). Отсюда, так как n�� n�• 
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D (L) ,=L2 (/), то v= O. Из полученного противоречия следует, что 
оператор L замыкаем. u • 

Отметим, что замыкаемым является , . всякии симметрическии 
оператор с плотной областью определеЙия. Замыкание L тоже 
обоЗiначим через L и в дальнейшем, ссылансь на выражение ( 1 .1. 1 ) ,  
будем иметь в виду это замыкание. 

1 .  Докажем, что ( 1 .1.1) - самосопряженный оператор, если 
q (х)- непрерывная функция, полуограниченная снизу: 

inf{q (x) : XEI}>-oo. ( 1 .1.2) 

Вопрос о самосопряженности ( 1. 1 . 1) интересен тем, что постановки 
многих задач, решаемых для (1. 1 . 1) , теряют смысл для несамосо­
пряженных операторов Штурма - Лиувилля. 

Для формулировки и доказательства теоремы о самосопряжен­
ности (1. 1.1) напомним некоторые определения и факты. 

Оператор А, действующий в гильбертовам пространстве Н, на ·  
зывается самосопряженным, если А =А*, где А*- сопряженный 1< 
А оператор. А на:зывает<:я расширением В,  если D (А) :aD (В) и для 
любого xED (В) имеет место равенство AXI=Bx. 

Самосопряженные расширения симметрического оператора Ао 
с плотной областью определения D (А о) располагаются между А� и 
А о, т. е. если А- самосопряженное расширение А о, то выполня­
ются соотношения: 

D (А о) =D (А) =D (А�); 

Ах= Аох, если xED (А о), 
А�х=Ах, если xED (А), 

где D (·) - область определения соответствующего оператора. 
Из этих соотношений следует, что если A osA, А = А* и D (А о) ;а 

:aD (A ) ,  то А= А;. 
Известен классический результат Фридрихса о том, что любой 

полуограниченный симметрический оператор имеет хотя бы одно 
полуограниченное расширение - расширение по Фридрихсу [163] . 

Расширение по Фридрихсу А Ф оператора А0 обладает следую­
щими свойствами: 

D(AФ)=D(A�> n н л., 
где Нл. - пополнение D (A o) по норме f ( (A o- J.to+1)x, x) . Здесь 
J.,to - нижняя грань А о, т. е. наименьшее число, для которого вы­
полнено неравенство (A ox, x) � J.-to (x, x) для всех XED (Ao) . 
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Приведем известный  результат о самосоnряженности (1.1.1)·. 
Т е о р е м а 1.1.1. Если выnолнено условие ( 1.1.2), то оnератор 

(1.1.1) Штурма-Лиувилля самосоnряжен. Доказательство. Обозначим LФ - расширение по Фридрихсу 
оnератора L. Если мы докажем, что D(LФ)�D(L), то теорема бу­
дет доказана ·. Пусть yeD ( LФ). В силу неnрерывности q ( t). имеем 
включения у', y"eL�or:.. а из свойств расширения по Фридрихсу 
оnератора (1.1.1) вытекают соотношения 

00 

(1.1.3)' 
-оо 

Возьмем функцию ro ( t) Е С;' (/), равную единице nри 1 t 1 � ; и 
нулю nри t;;;::=:1 .  Пусть в>О. Положим у. (t)�=ro(te)y(t). Для этой 
функции имеем у, (t)eD(L) и (Ly,) (t)�=-e2(J);, (вt)y(t)-
- 2вrо;, (et)y; (t)- ro(te) (LФ у) (t). Отсюда ·вытекает, что 
11 (Ly.) ( t) -·· (LФ у) (t) ll2 -< C(в2lly(t) llz ;f- ell y'llz) + 11 (1-ro (fe))·X 
X(LФyXt) ll2. В силу выбора функции (1) ( · ) при е-+0 правая часть 
последнего неравенства стремится к нулю, поэтому lim (Ly,) Х ..... о Х (!)1= (LФ у) (t) в смы(:ле L2 (/). Это соотношение в силу очевид­
ного равенства lim у, (t)'= у (t) (так же в смысле L2 (/)) дока-

·-о 
зывает, что y(t)eD(L) и (Ly)(f),=(LФY)(t). Теорема доказана. 

Эта теорема приведена для цельности изложения, вопрос о са­
мосопряженности дифференциальных операторов рассматривается 
в дополнении 1 .  

Замечание 1.1.1. Если оператор (1.1.1) определить н а  Со(/) 
и замкнуть в Lo (/), то полученный замкнутый оnератор совпадает 
с L и будет самосопряженным. 

Для доказательства замечания вм&то у. (f)1=(J) (et) у (f) следу­
ет использовать функцию 

00 

-оо 
где ro ( t) - вспомогательная функция из С� (/), интеграл от кото­
рой равен единице. Искомый результат получается при е, v-+ О. 

2. Помимо. самосопряженности оператора L нам в дальнейшем 
необходимо будет иметь условия дискретности его спектра. Для 
опера:_ора (1.1 .1� при выполнении условия (1.1.2) известен эффек­
тивным критерии дискретности спектра А. М. Молчанова '[129] � 

1 



Поэтому этот вопрос для оператора (1.1.1) с полуограниченным 
потенциалом· закрыт. Для общих дифференциальных операторов, 
а в случае отказа от условия ( 1.1.2) и для оператора ( 1.1.1) реше­
ние·такой задачи в целом далеко от завершения. Тем не менее в 
настоящее время имеются различные обобЩения теоремы 
А. М. Молчанова [23, 121, 123). 

Приведем результат А. М. Молчанова [129]. 
Т е о р е м а А. М. М о л ч а н о в а .  Пусть выполнено условие 

(1.1.2). Тогда спектр оператора ( 1.1.1) дискретен , если и только 
если для любого а>О выполнено неравенство 

x+l% 
1 1m J q(t) df=oc. 

[xl-+"' Х-1% 
Докажем теорему, которая является следствием этого утверж­

дения. 
Т е о р е м а 1.1.2. Пусть lim q (х} •= ос. Тогда сnектр опера-

1хt-+оо 
тора (1.1.1) дискретен и имеет единственную предельную точку в 
+ос. 

Для доказательства будем пользоваться леммой Реллиха [130, 
с. 283) и теоремой Колмогорова - Фреше [81, с. 378). 

Л е м м а Р е  л л и х  а. Пусть А- положительно определенный 
самосопряженный оператор в гильбертовам пространстве Н. Тогда 
спектр оператора дискретен и имеет единственную предельную 
точку в +ос, если и только если множество М А= {х : (Ах, х) =:::;; 1} 
компа •ктно в Н. 

Т е о р е м  а К о л м о г о р о в а - Ф р е ш е. Замкнутое ограни­
ченное множество Kc:.L2 (!) компактно в L2 (/), если и только если 
выполнены следующие условия :  

( 11) sup S l f ( x) l 2dX-+0 пpи N-+oc. 
f€Кixl >N 

Отметим, что теорема Колмогорова - Фреше допускает широкие 
обобщения [158]. 

Доказательство теоремы 1.1.2. Не ограничивая общности, можно 
считать q (х).� 1. По лемме Реллиха достаточно доказать, что мно­
жество 
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00 

-00 
компактно в L2 (/). Проверим условия т�оремы Колмогорова­
Фреше. Если у (t) ЕМ, h=FO и N>O, то имеем соотношения: 

о6 00 t+h 2 

s ly(t·-fh)-y(t) l2dt.= s .\ y'(tl)df] dt<. 
-оо -оо t 

00 t+h 1 00 

<lhlloo ) IY'(1}) l2d1Ji
dt=lhl2 Joo IY'(ТJ) l2d11=::;1hl2, 

00 

S IY(ТJ)I2df]�( lnf q(·t))-1 f.IY(11)12df]=::;(infq (t))-1• 
\ti�N \t\'N l'li>N -оо 

Из этих неравенств <:ледует, что выполнены условия (1) н (ll). 
Теорема 1 . 1.2 доказана. 

Доказанную теорему можно получить также и из известной 
теоремы сравнения Штурма. · 

§ 2. Метод тауберовых теорем вычисления асимптотики 
на  примере оператора Штурма- Лиувилля 

На примере оператора Штурма - Лиувилля (1.1. 1 )  продемон­
стрируем метод тауберовых теорем (или метод Карлемана) для 
вычисления асимптотики распределения собственных чисел. Наи ­
более обстоятельно этот вопрос р ассмотрен Б. М. Левитаном и 
И. С. Саргсяном [1 17 ] , А. Г. Костюченко и И. С. Саргсяном [99] 
и К. Х. Бойматовым [36] . 

Рассмотрим в L2 (/) оператор ( 1 . 1 . 1) . Условие ( 1 . 1 .2) заменим 
более удобным условием 

q (x) � 1. (1.2. 1 )  

которое не является менее общим, чем ( 1. 1 .2) , так как из ( 1 . 1.2) , 
не огра1:1ичивая общности, можно прийти к ( 1 .2. 1 ) , совершив сдвиг 
по спектру, т. е. рассматривая tвместо оператора -y"+q (х) у опе­
ратор -у"+ (q (х) -t-td+ 1) у, где J.to- нижняя грань q (х). 

Помимо условия ( 1.2. 1 )  предположим, что 

lim q (х)·=+оо. 
\xl�co ( 1 .2.2) 
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Таким образом, согласно теоремам 1 . 1 . 1  и 1 . 1 .2, будем иметь само­
сопряженный оператор с дискретным спектром с· единственной 
предельной точкой в +оо. 

Через Л1, Л2, . . .  , 'Лп, . . .  обозначим собственные числа операто­
ра, занумерованные в порядке возрастания с учетом кратности, а 
через N ('Л)- функцию их распределения 

der 
N ('Л) ·= �1 . ( 1 .2.3) 

An<l 
Метод тауберовых теорем исследования асимптотики N ('Л) (Л-оо)· 
состоит из двух частей: первая (главная) заключается в оценке 
резольвенты R ('Л, L) = {L I+ЛE) -1 оператора L при 'Л _.оо, а вто­
рая - в использовании тауберовых теорем. 

По этой причи.не условия, налагаемые на потенциал q (х) , при 
исследовании функции N ('Л) подразделяются на условия, обеспечи: 
вающие получение хороших оценок R ('Л, L) ,  и условия, обеспечи­
вающие применимасть тауберовых теорем. В монографиях [99, 
1 17) в группу условий первого типа включено условие, ограничи­
вающее рост потенциала, так как считалось, что оно необходимо. 

I{ля получения оценок функции Грина (или резольвенты) опе­
ратора Штурма - Лиувилля условие, ограничивающее рост потен­
циала, не нужно [143] . 

При рассмотрении многомерных уравнений условия «На рост» 
можно устранить в более общих ситуациях (37, 165]. 

Помимо ( 1 .2. 1 )  и ( 1 .2.2) на потенциал q (х) наложим следую­
щие ограничения : 

sup {q-a(x) l x-y l -1l q (x) -q (y) l }<oo, ( 1 .2.4) )x-y�<l 
3 где О�а�Т· Условие ( 1 .2. 4) - типичное условие регулярности 

потенциала. Оно может быть ослаблено [ 143). Приведем его в 
простой форме для упрощения выкладок. Пользуясь им, изложим 
способ оценки резольвенты оператора ( 1 . 1 . 1 ) .  

Т е о р е м  а 1 .2. 1. Пусть выполнены условия ( 1 .2. 1 ) ,  ( 1 .2.2) и 
(1 .2.4) . Тогда при достаточно больших положительных 'Л имеет ме­
сто равенство 

(L+ЛЕ)-1=М; (Л) (Е-М� (Л )-М; (Л) )-1• 

Причем 1\Mt(Л)II�O(Л-•) , где е>О, IIMз(Л) II�O(eY)/Io) при 
Л-+оо. Здесь М1 (Л) ( i.= 1 ,  2, 3) - интеrральные операторы: 

00 
(М1 (Л}f) (11) = s М1 (х, 1J, Л)f (1J) dx, 

-оо 
10 



ядра которых определяются формулами: 

где 

Mt (х, fl, Л)1= М (X,fl, Л) (q (x)-q (11)) г (11-х), 
м2 (х, fl, Л)•= М  (X,fl, Л)r(fi-X), 

Мз (X,fl, Л) = -2М� (x,fl, Л)r� (11-х) -М (х, 11. Л) r� (11-х), 

М(х,11,Л)'= ,� (q(x)+Л)-tlzexp(-lx--1111'q(x)•+Л) 

и, наконец, r (t)- бесконечно гладкая функция, равная 1 при 
\t\:=:;0,4 и нулю при \ t\�0,8. 

В теореме 1 .2. 1 дается полезное представление резольвенты. 
При ее использовании важно, что ядро M2{X,fi,Л) при \Х-1}\�1 
обращается в нуль. Формулы, имеющие такие ка·чественные свой­
ства, :Верны для широкого класса эллиптических дифференциаль­
ных или псевдодифференциальных операторов [ 156]. 

Для дальнейших расемотрений нам потребуется следующая 
лемма, позволяющая оценивать нормы интегральных операторов. 

Л е м м а 1 .2. 1 .  Пусть К- интегральный оператор из L2 (QJ в 
L2 (Q) с ядром К (х, 11), где Q- произвольвый интервал Qs:;:; = 
= (-оо, оо) . Тогда справедливо неравенство * 

IIKII<+ ( �f� 1 К(х, 11) ld11) + +( ��f.�l К(х, 11) ldx} ( 1 .2.5) 

Отметим без доказательства, что если Q.= /, а ядро К (Х,1)) зави­
сит только от разности х-11 и неотрицательно (или неположитель4 
но) , то неравенство ( 1 .2.5) превращается в равенство. 

Доказательство леммы 1 .2. 1. 
Для любого элемента fEL2 (•Q) имеет место равенство 

llfll = sup{l <f, g> 1 1 llgll '= 1 }. 
Действительно llfll:= 1 <f. fllfll-'> 1 :=:;sup{<f, g> 1 lllgll•= 1}. 
Обратное неравенство есть очевидное следствие неравенства ](о­
ши - Буняковского. Из определения нормы оператора имеем 

IIK/1 = sup{IIKfll 1 llf/1,= 1}. 
Из предшествующего следует равенство 

IIKII= sup sup 1 <Ки, g> 1 = \1 и.ll =1 \lg 11 =1 
• Нижние индексы в обозначениях типа 1\KIIL,(Q)...:r,<2)' llf(·)I\L1(2) здесь 

и далее, где это не приводит к недоразумению, опущены. 11 



= sup sup fS SK(t,'r\ )и('r\ )g(t )dчdt. 
в и 11 =1 11 g 11 ""'1 g Q 

Применив к произведению и (ч) g (t ) элементарное неравенствОо 2labl < lal2+ 1 Ьl2? получим 

IIKII �-} sup sup f fiK(t,ч ) 1 (lи(ч ) l 2+ lg(t )l2)dчdt. 
nиll=1 llg11=1 Q Q 

Отсюда следует, что 

IIKII �+ ·sup sup .\ 1 и (ч ) 12 ( .i 1 К (t, '11) 1 dt )d'IJ+ llиll=1 llg11=1 Q Q 
+ + sup sup .\ lg(t )12 ( .\IK(l, rJ )Idч )dt<.. 11 и 11 =1 11 g 11 =1 Q Q 

<.. -t [su р .\ 1 К (t, rJ ) 1 dt+sup S 1 К (t, ч ) 1 dч ]· 
"! Q t Q 

Лемма доказана. 
Обобщение доказанной леммы приведено Эдвардсом [206,. 

с. 902] . 
Докажем теорему. Учитывая, что r � (rJ-X) и r� (rJ�X) равны 

нулю при lч-xl <0,4 или 1'11-xl > 0,8, в силу леммы 1.2.1 имеем· 
оценки 

IIMз (Л ) 11 �Со sup f 5 lM� (х, rJ , Л) ldч+ 
xЭll 0,4< 1 х-� 1 <�. 8 

+ S IM(x,ч,Л )IdrJ }+C0�uf { 5 IM�(X,rJ,.Л )Idxr+ 
о,ц;: 1 х-"1 1 <:r,s 16 n,4< 1 х-"1 1 <о.в 

+ J IM(x,rJ,Л )Idx1, 
0,4< 1 Х-"1 1 <n,B f 

где Со- постоянное число, зависящее только от выбора функции 
r(x ). При 0,4� lx-'11 1 �0,8 имеют место неравенства 

lM (х, rJ, Л ) 1 � 0,5.Л -1/2 ехр (-0,4-у'Л), 
lM� (х, 1'], Л ) 1 � 0,5ехр (-0,4)']:.) .  

Поэтому 
(1.2.6� 

12 



Для оценки нормы М1 (Л), пользуясь условием (1.2.4), получим 

\М1 (х, 11, Л)\�� 1 r(11-x) 1 [ (q (х)+Л) -1/2ехр (-\ x-111-.'q (х)I+Л)] Х 

Xqa (х) \х-111 �+ lr(ч-x) 1 (q (x)J+Л) -t/2+ax 

Х 1х-111 ехр (-1 x-чlf'q (x)+J.), (1.2.7) 
3 

rде О�а<2 . 
Для произвольнаго числа ��О имеет место неравенство 

sup f1exp (-t) < оо. 
t;>O 

Поэтому из (1.2.7) при �;;;.: О вытекает 

1 -�+a-L 
1Ml(x,11,Л)I�тlr(11-x)l(q(x)+Л) 2 2 (х-ч)t-тх 

Х ( 1 х-ч l"'(q (х)i+Л )1 ехр (-lх-ч l"'(q (х)I+Л )� 
-�-ta- L �С(�)r(ч-х) (q(х)+Л) 2 2 \х-ч\1-т. 

в • о::;:: з • . 1 + силу ограничении __,а<у наидется �такое, что -е=-т 

1 �а-� �< 0, 0<�<.2, поэтому IM1(x,11, Л) 1 � Сr (ч-х)л-• >< 
Xlx-·чl-�. где е>О, 0��<1. Теперь, пользуясь леммой 1.2.1, по­
лучим 

IIMI(Л)II�Cл-., е>О. 
Для оценки оператора М2 (Л) заметим, что 

i 1 --
lM2 (х, ·ч, Л) 1 �2л 2 r(11-x). 

Это неравенство позволяет из леммы 1.2.1 вывести оценку 

IlM2 (Л) 1\�СЛ -112• 

(1.2.8) 

(1.2.9) 
Пусть М� {Л)-оператор, сопряженный с·м, :(Л) (i=O, 1, 2, 3) . 
Для geD (L) ,  пользуясь явным видом операторов М� (Л) и рац_ен­
ством М�11 (х,11,Л)t=(q(х)!+Л)М(х,11,Л), справедливым при 1'\:f:x, 
имеем 

13 



DO 
[М;(Л) g] (Т)) '= s М(Х,ТJ,Л) (q(x) -q(rJ ) ) r(Т)-X) g(x) d�= 

-оо 
1J 

= J M(X,ТJ,Л) (q(x) -q(Т)) ) Г(ТJ-X) g(x) d�+ 
-оо 

С>О +J M(x,rJ,Л) (q(x) -q(rJ) }Г(Т)-X) g(x) dx= 
1J 

00 
=-(q(Т)) 1+Л) J M(x,rJ,Л) r(Т)-X) g(x) dX,+ 

-со 
1J QO 

+ s М� (х, Т), Л) r (ТJ-x) g(x) d� s М�11 (х, ТJ, Л) r (rJ-X) g(x) d.ю= 
-� 1J 

�-(q (�)'t-A) (М; Щ g) (�) +(J
� 

М (х, �.А) r ('1-х) g (x)dx )' + 

+(f М (х, �.A) r(�-x) g(x) dx+g('!) -

1J DO 

-2 J м� ·(х,ТJ,Л) r� (11-x) g(x) dx-2J М�(х,ТJ,Л) r�Х 

00 

-со 1J 
1J 

Х (ТJ-X) g(x) dx- J М (х, Т), Л) r�11 (1)-x) g(x) dx-
-оо 

-s М (х, ТJ, Л) r�11 (1)-x) g  (x) dx= - (q (1'J)+Л) (М; (Л) g) (ТJ) + 
1J 

Если g дважды непрерывно дифференцируема и финнтна, то оче-
14 



• 
видно, что в силу выбора r ( · ) функция [М2 (Л)] g также будет фи· 
нитной и дважды непрерывно дифференцируемой. Поэтому 
[М; (Л) ]g принадлежит D (Lo) и полученное выше равенство дает 
СОО1lНОШение 

[Е-М; (Л) -М: (Л)] g= (D+ЛЕ) [М; (Л)] g. 
Отсюда следует 

(L+ЛЕ)-1 [Е-М; (Л)-М:(Л) ]g,=M; (Л)g. (1.2. 1 0): 

В силу оценок ( 1 .2.6) , (1 .2.8) и ( 1 .2.9) при достаточно больших Л 
операторы М� (Л), м: (Л) и м; (Л) ограничены, поэтому равенство 
( 1 .2. 1 0) распространяется на все geL2(/). Согласно (1 .2.8) и 
( 1 .2.6) ' 

\\М� (Л)'rtM; (Л) 11 �О (Л-·)� (Л -+оо) , 

поэтому имеет место оператарное равенство 

Это и есть доказываемое нами представление резольвенты опера­
тора (1. 1 . 1 ) .  Оценки норм М1 (Л) и Мз (Л) следуют из ( 1 .2.6) и 
( 1.2.8) . Теорема доказана. . 

Напомним, что квадра11Ные корни из собственных чисел опера· 
тора А А* называют сингулярными числами (s-числами) опера· 
тора А. 

В подмножестве вполне непрерывных операторов, для которых 
р-е степени s-чисел суммируемы при l' � P<oo, можно ввести 
норму 

· 

I!AIIa.P = (�1 s�) 11Р, 
где s,. есть s-числа оператора А,  занумерованные в порядке убы­
вания. Такая норма обладает свойствами 

1\ABIIa � IIAII., IIBII, IIBAIIa � II AIIa 1/BII, '.Р '.Р р .Р ( 1 .2.1 1 )  

где 11·11- обычная операторная норма. Класс операторов cr2 совпа­
дает с классом операторов Гильберта - Шмидта, а класс cr1 -с 
классом ядерных операторов. Классы О'р ра<:смотрены в моногра­
фии И. Ц. Гохберга и М. Г. КреЙiна [74]. Отметим, что s-числа 
самосопряженного неотрицательного оператора совпадают с его 
собственными числами. 

15 



Т е о р е м  а 1 :2.2. Предположим, что выполнены условия 
( 1 .2. 1 ), ( 1 .2.2) и ( 1 .2.4) теоремы 1.2.1 Обозначим через {j.11}:�t 
последовательнесть собственных чисел оператора L. Пусть 'J..- до­
статочно большое положительное число. Тогда имеет место асимп­
тотическая формула*: 

Доказательство. Из теоремы 1.2.1 и неравенств ( 1.2. 11) полу­
чаем 

<IIM;)),)II"p 1 1 (Е-м; ('J..) -М; ('J..) ) -111.:..._ IIM;().)I �a�( 1 +О( Л -:•)), 

IIM;(Л)II, = 1 1 (Е-М� (Л)-М; (Л)) (L+ЛE)-1IIa < р р 
� 1 1 (L+ЛЕ) -1lla IIE-M� (Л) -М; (Л) 11 = р 

= 11 (L+ЛE)-1IIaP ( J+ О (л-•) ). 

Оператор (L+ЛЕ) -I самосопряжен и 'неотрицателен, поэтому 

Отсюда и из предыдущих неравенств вытекает теорема. В нашем 
случае применение доказанных теорем состоит в следующем. При 
р= 2 величина IlM; ('J..) 11.1 есть норма Гильберта-Шмидта опера-
тора м; ('J..), и она вычисляется по известной классической формуле 
через ядро 

16 

00 00 

-оо -оо 

* Здесь nриняты обозначения теоремы 1.2.1. 



+О( 1 ( q (x)ft�)-} ехр (-0,8J'q (х)+�) dx:) � 
00 

=+ s (q (x)I+Л) -t-;-dx'+O(exp(--"-O,IfЛ)) Х 
-00 

Х (1 (q (х)+�) - } dx )� +[!+О ( ехр ( -O,IJ'"i:)) 1 Х 

Х (l (q (х)+Л) -� dx} 
Поэтому, используя теорему 1 .2 .2, оолучаем 

f(Л/J+Л)-2=+( s (q(х)+Л) -� dx)(l+O(Л -•)). 
п�t _ 00  

( 1 .2. 1 �) 

Т е о р е м а 1 .2.3. Пусть выполнены ( 1 .2. 1 ) ,  ( 1 .2.2) , ( 1 .2.4) и 
условия 00 

f dx 

• (q(x)+fA)3/2 < оо при !l> O, 
-оо 

г�е �. � - два положительных числа и 

тогда 

ф (Л) '= J (Л-q (х)} 112dx, 
A::>q(x) 

N(Л).=(l+O(t)) + i (Л-q (x) ) 1 1�dx. 

Л:;;.q(х) 

( 1 .2. 13) 

( 1 .2. 1 .4) 

( 1 .2. 1 5) 

Доказательство. Пусть а ( Л) =mes{q (х) :::::;Л}. Тогда в силу 
(1 .2. 13) по определению интеграла Лебега имеет смысл левая 
часть следующего очевидiНого равенства: 
2-14 17 



Докажем, что 

00 Q!> 

S dx · \' da(A) 
(q(x)+l-')3/2 = J (Л+fА)Э/2 • 

-оо О 

Soo dо(Л) _ Г(2) ·soo dЛ /J� -�- · ) 
(Л+fА)З/2 - ( 3 ) ( 1 ) (Л+f.')• (Л-v) dcr(v) . 

о rтrто о ,. 

Рассмотрим отдельно интеграл в пра ,вой части ( 1 . 2. 16). 
порядок интегрирования-, получаем 

00 л 00 00 
r dЛ (' do('Y) s s (Л-"УГ112 
J (Л+ ,...)•.J (Л-'1)1/2 = dcr(v) . (Л+IA)I dЛ. 
о о о ., 

Внутренний интеграл правой части равен 
00 

1 J z-112 ( I+z) -2dz. 
(f'о+'У)З/2 

о 

( 1 .2. 16) 

Меняя 

( 1 .2.17J 

. \ 

Значение второго сомножителя, согласно известным формулам д.пя 
интеграла Эйлера, равно 

г( � )r( + )r-2 (2) . 

Поэтому в силу ( 1 .2 .1 7) равенство 0.2. 1 6) доказано. 
Формулу ( 1 .2.1 6) можно записать в виде 

00 00 S dx 2Г(2) s dф(>..) 

. -оо {q(x)+,...}a/2 = г( � )r(f )б (Л+!А)• • 
Отсюда и из асимптотической формулы ( 1 .2. 1 2) следует • 00 � _ 1 . 2Г(2) r dф(Л) .,O.п+l-L) 2•= (1!+0(1)) Т (_.!.) (-1 ) J (Л+I')I• n=t . r 2' r 2 о 
Подставляя значения эйлеровых функций и учитывая очевидное 
равенство 

111 l 

ео . , оо .· : . 
�-( л +. л) .... _ 2:::::: .r d_,н.<,.,..> '""' 1'1 . . . . J. ( ). ..L . ... )·1 • n=l . . о' . mr . 



nриходим к соотношению 
оО 00 

SdN(/J-) tf do/(P.) 
0·+�&)•= (1+о ( 1 ) )  �. (Л+Р.)•· 

о о 
Отсюда, nользуясь известной тауберовой теоремой Келдыша­
Коренблюма, nолучаем формулу ( 1 .2. 15) . Теорема доказана. 

Т е о р е м а  К е л д ы ш а - К о р е н б л ю м а  [91 ]. Пусть q>(X) 
и 'ljJ (х)- nоложительные возрастающие функции, оnределенные при х>О, причем 'Ф (х) дифференцируема и nри х>а>О выnол1нено 

a'ljJ (х)'<Х'ф' (х) <�'Ф (х), 
где а и 13 - два nоложительных числа*, а nри х< ; ср(Х)'== 
='ljJ(x) ·=O. 
Предположим, что f (х) g-1 (х) -+  1 nри х-+ -оо, где f(x) ·== 

DO 00 
= r dcp(e) (х);- r do/(e) 

J (e-x)m+t , g - J <e-x>m+t о о 
Тогда lim <р (Х)'Ф-1 (х) ·= 1 .  х-+ао 

(т- целая часть f3) . 

§ 3. Асимптотика собственных эначениii 
оператора Штурма - Лиувилля 

Вариационный метод. конкурирующий: с методом тауберовых 
теорем, в ряде случаев приводит (особенно при полуограниченно� 
сти потенциала) к более законченным результатам. Обычно .ис­
пользуемый его вариант состоит из двух частей. 

Первая (основная) часть- nолучение с nомощью общих вари· 
ационных принцилов оценки N (Л) следующего вида: 

( 1-о ( 1) ) М (Л�<р (Л) ) �N (Л) � 

·� (l:+o ( 1 )  ) М (IJ+<p (Л) J ( Л  -+оо) , ' '  '( ' · , · .. t.�.н. 
где <р ( Л) ·=о ( Л) - неотрицательная функция, а М (Л)- известная 
функция, выражающаяся как функционал от коэффициентов оре­
ратора. Вторая часть состоит в извлечении из ( 1.3. 1 )  аслмц.тот�р:rе·; 
екай ф�рмулы 

· · · 
N(Л)1= (1+о ( 1 ) ) М(Л) (Л -+оо) . 'i-1' : 1' . 

--.-М. В. :Келдыш доказал свою теорему в nредпопожении0< Р<94-t.'Б.и; 
К:оренблюм nоказал, что эта теорема верна без этого ограничения. · · 



Но из ( 1 . 3. 1 )  не всегда м ожно получить такую асимптотическую 
формулу. Например, если М'(Л) :=е\ qJ (Л) ,=yl, то из ( 1 .3.1 ) не сле­
дует, что N (Л) 1= (l!+o ( 1 ) )  е).. Поэтому для вывода из ( 1 .3. 1 )  нуж­
ной асимптотики на М (Л) накладывают (явно  или неявно) таубе­
р овы условия. Так что эти условия всегда используются (по край­
ней мере в неявной форме) и в вариаци онном методе. 
·· Тауберовы условия заключаются в том,  что количество точек 

спе�тра оператора L, лежащих левее Л, гораздо больше, ч ем их 
количество в правой относительно малой окрестности точки Л. · Функциq М (Л) , как правило, обладает следующим свойст�ом : 

( 1 +о ( 1 ) ) М (Л) �М (�+ о ( 1 ) Л) и ( 1 -о( 1 ) ) М (Л) � М(Л-о (l) Л) .  

Если эти условия выполнены , то из ( 1 . 3.1 ) вытекает оценка 
М (Л-о (Л) ) � N (Л) � М  (Л'+о (Л) ) .  

Отсюда, переходя к обратным функциям, получаем асимптотиче­
скую формулу для собственных чисел. Таким образом , если искать 
асимптотику самих собствен iНЫХ чисел, то существует возможность 
избавиться от наложения условий, обеспечивающих применимасть 
таубер овых теорем. 

Из сущности задачи вытекает, что знание асимптотики собст­
венных чисел обычно важнее, чем зна 1ние асимптотики функции их 
распределения. Но для дифференциальных операторов формулы 
для N (Л) выглядят проще. По�видим ому, это и является основной 
причиной того, что почти во всех работах их авторы выписывали 
а симотатику функции N (Л) . Далее на функцию q (х) помимо усло­
вю.: ( 1 . 1 . 1 )  нал ожим еще одно условие: существуют непреррiвные 
функции К(х) ·�  1 и S (х) >0, стремящиеся к бесконечности и удов­
летворяющие требованиям 

J ( q ( 1) -S (х ) )  dt\ ",; 1(-• (х) S11' (х) при а, 'Et. (х) , ( 1 . 3.2) 

где А (х) := [х-К (x)S-1/2 (х) , х+К (х) S-1/2(x)]. Не ограничивая 
общности, можно считать, что 

1 1m K(x)S-112 (х) =0. 
\xi...,.oo ( 1 .3.3) 

Если это не выполняется, то, оставля� фу1нкцию S (х) неизменной, 
функцию К (х) м ожно заменить другои фун кцией, для которой вы­
п олняются соотн ошения ( 1 . 3.2) и ( 1 . 3.3) -: Такая возможность яв­
ляется следствием того, что при замене функции К (х) на  меньшую, 
нера венст�о ( 1 .3.2) сохраняется. 
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Нам достаточ1но, чтобы условие ( 1 .3.2) выполнялось при боль­
ших по модулю х. В последующем п�енциалы,  для которых вы� 
полняется условие ( 1.3.2) при некоторых К (х) и S (х) , н азовем 

- регулярными. Класс регулярных потенциалов обозначим через К. 
Обозначим через М (Л.) любую строго монотонную неотрица-_ 

тельную функцию, которая при больших положительных Л. совпа­
дает с функцией 

М (Л)'=+ J -ул.-s (x) .dx. (1.3.4) 

A::..S(x) 
Пусть F (Л.)- ф}'lнкция, обратная (в смысле преобразования) к 
функции М (Л.). Имеет место -

Т е о р е м  а 1 .3. 1 .  Если q (х) � l и q (х) Е К, то спектр операто­
р а  L дискретен и справедлива асимптотическая формула 

Л,.=F(п) (1+о(1)), ( 1 .3.5)" 

где Л,., n= 1 ,  2, . . . - собственные числа оператора L. 
Эта теорема обладает такой общностью, что если выполнены 

любые до сих пор известные усл овия, при которых имеет место 
а-симптотическая формула для N (Л) оператора (1.1.1) с полуогра­
ниченным потенциалом q (х) , то выполняется условие (1.3.2). 

Определим по q (х) новую функцию \ d х+-
q* (x)�= inf d-2: 1 �d S 2 q (t) dt )· 

d>o d -
х-т 

Функция q* (х) является некоторым усред1Нением q (х). Сказанное 
подтверждается леммой. 

Л е м м а 1 .3. 1 ... 
1 

Пусть xEI= (-оо, 09), d=q·-' {х). 
d х+т 

q* (X),=d-1 j" q (t)dt. 
d 

х- т 

Тогда 

Оказывается, если q (t) ЕК, то в условии за S (х) можно взять 
q* (х) . А именно, имеет место 

• ДоИ1lэательство лемм 1.3.1к_1.3
:
2 приваденов § 5. 
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Л е м м а  1 .3.2. Пусть q (t) ;;;::::1 .  Тогда q (l) E K, если и только 
если существует К (х);;;:::: 1 ,  стремящаяся к бесконечности при 
Jxl-+oo такая, что выполняется условие ( 1 .3.2) при S ( x) ,=q* (х). 
Из этой леммы и теоремы 1 .3. 1 вытекает 

Следствие. Если q ( t) Е К*, то справедлива асимптотическая 
формула  

Лn=F*(n) ( 1 '+o ( l ) )  (n-+oo), ( 1 .3.6) 

где F* (n)- функция, обратная к строго монотонной неотрица­
тельной функции М* (Л), совпадающей при достаточно больших 
положитеЛI)IНЫХ Л с функцией 

М* (Л)=+ S {i:-q* ( x) dx. ( 1 .3.7}' 

q•(х)<Л 
По всей вероятности, формула ( 1 .3.6) имеет место пр}{ одном толь­
ко предположении q (х);;;:::: 1 .  В настоящее время это пока не дока­
зано. Опровергающие контрпримеры также неизвестны. Формулы 
_(1 .3.5) и ( 1 .3.6) вqервые приведенЫ в работах [ 1 44, 1 57] . 

Доказательство теоремы 1 .3. 1 разобьем н а  несколько этапов. 

§ 4. Вспомогательные оценки спектра 

Обозначим 

Л е м и а 1 .4. 1 .  Предположим q (х) ;;;:::: 1 и спектр оnератора L 
.дискретен. Пусть R (Л) (О< Л< оо) - некоторая строго монотоНiная 
непрерывная функция, а r (·) -обратная к ней. Тогда асимnтоти­
'Ческая формула 

Лn=R(n) ( l+o ( 1 ) )  (n-+oo) ( 1 .4. 1 ) 
и ·меет место, ес:Ли и только если существует непрерывная функция 
q ( Л) такая, что 

g(Л) >0, lim g(Л) =0, А-+оо 
• Из доказательства теоремы и следетвин легко уви.��:еть, что если q(x);;;,l, 

q(X)EK тогда и только тогда, когда существует непрерывная функция K(x);;;,l 
такая, что 

,22 
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lltn К(х)=оо, ltm sup (q*(x)q•-•(y):gE(-K(x)q•

-2.x 
rxl-+oo lx\-+oo 

' _ !_. 
X(x)+x,x+K(x)q• 2 (x)))=l. 



r (Л-Лg (Л)) �N (Л) �r(ЛJ+.Лg(Л)). (1 .4.2) 
Доказательство. Пусть выполнено (1.4.2). Возьмем в (1.4.2) чис­

ло Л, равным Лп. Тогда в силу определения N ( · ) имеем N (Лп )�=n. 
Поэтому · 

r(Лп-g(Лп)Лп)<п<:г(Лп+g(ЛпР·п>· 

Перейдем к обраТiным функциям и п олучим неравенства 

( l-g (Лп))Лп � R (n) � ( li+g (Лп))Лп• 
из которых вытекает ( 1.4.1). 

П усть теперь выполняется ( 1.4.1). Тогда найдется непрерывная 

функциа g (Л) такая, что 

(I-g (t .. п))Л,. �R (п) � (l+g (Л11))Л11, 
1-g(/..11) �О. g(Лп) > 0, g(Лп) -+ 0 при Л11�ео. 

-
Нетрудно видеть, что функцию g (Л) можно подобрать таким 

образом, чтобы переход в этих неравенствах к обратныrм функци-
ям  приводил к (1.4.2). Лемма доказана. . 

Л е м м а 1.4.2. Существует покрытие оси l отрезками �, (i= 
·=О, ±1, ±2, . . . ) такими, что 

А,= [х,-+к<x,)S-t/2 (х1), х1+ i-к<x1)S�tt2(x1)} &t=&i+t• 
где �t- правый конец �,. а �i+ 1 -левый конец �L+1. 

Доказательство. Пусть построены отрезки �1, �2 • • • •  , !111 ука· 
заJнного в лемме вида .  Построим • отрезок вида �n+1., Для этого 
возьмем произвольную точку х, лежащую не левее �;;- , и построим 
отрезок 

&<х>=[х- i-к(x)S-112(x), Х'+ +к(х)S-112 (х)]. 

Точку х выберем таким о.браэом, чтобы левый конец отрезка �<х> 
лежал левее �;;. Для этого достатоЧf!О взять, н апример, X'=�;i. 
При перемещении точки х впр аво, в силу непрерывности К (х) и 
S (х), левый конец �<х> будет непрерывно перем ещаться. Поэтому, 
так как при х -.оо левый конец.� <х>, очевидно, в силу ( 1.3.3) дол­
жен уходить в +оо, то найдетсЯ точка Xn+1 такая, что левый ко­
нец отрезка � <xn+1> будет совnадать с правым концом �n· Теnерь 
за �n+1 м отно взять �<xn+t>. Продолжая этот процесс, мы долу· 

:23 



чаем бесконечную последовательность отрезков �1, �2, • • • , ��, • , • 
таких, что 

llt ill+t и 111= l х1- +к<х1)S-112(х,), х,+ i-t((x1)S-tl'(x,) ]. 
Аналогично можно строить �. �-1 , �-2 , . • . , �-п, . . . .  Остается 
nоказать, что при n -+оо правы е концы ��� уходят в гt-ioo, а при n-+-oo левые концы��� уходят в -оо. Если, например, при n-+oo 
правые концы ��� не уходят в + оо, то найдется постоянное Qe 
Е [0, оо) такое, что �t <С для всех i>O. Но тогда на  отрезке 
[0, С] будет содержаться бесконечное число непересекающихся 
интервалов вида ( х- + K(x) S-1 12 (х) , x++K(x)S-t/2(x)). Это­

го не может быть, так как К (х) и S (х) - непрерывные фун кции и 
/((x)S -112 (х) >0 для любого конечного х. Лем ·ма доказана. 

Пусть {�1}- покрытие I из л еммы 1.4.2. Введем функцию S (х) , 
+ -

полагая ее равной S (х 1)  в сегменте (�;-, ll, ) . Через L обозначим 

оператор Штурма - Лиувилля Ly=-Y"I+S(x) у, у (О)1=О, р ассмат­
риваемый в L 2 (/). 

Пусть функция у (х) финитна и у (х) eD (L). Тогда имеет ме­
сто очевид1ное равенство: 

"' 
(Ly,y)-(Ly,y)1= � S<q(t)-S(x1))y2(t)dt. 

1=-"' 11 l 
( 1.4.3) 

Пользуясь равенством (1.4.3), докажем, что имеет место основопо­
лагающая для последующего. 

Л е м м  а 1.4.3. Пусть потенциал q(t)eK,-a {Л11}п;;.t и {1,.}п;;.1-
собственные числа операторов L и I соответственно. 

Тогда справедливо асимптотическое равенство Л.,.=-f,. (1\+ 
+о ( l) ) (n -+оо ) . 

Доказательство. Обозначим 

а1-= S (q (t)-S (x1 ))y2(t)dt, t=O, ±1, +2, . . . 
11, 

Оцен им величины а1• Пусть аЕ�1• Тогда 

а,= S<lq(t)-S(xt)ly2(t)-y2(a))dt+ 
,6• 1 



+У2 (а) S (q (t)�S (x1) ) dt:=Ь1+c1• 

t:., 
В силу условия q ( t) Е К имеем неравенство 

Оценим Ь1 : 

{1.4.4} 

(1 .4.5).· 

а { а ) At 
Ь1= s (q(t)-S(x1) - s(y2(1J))'dч d�+ s (q(t) -S(x1)) X 

t:.-; t а 

х (!(Y'(�))'dч)dt. 
Переставим в последнем выражении порядки интегрироваiНия: 

b1=-l(l (q(t)-S(x,))dl}!f(ч)) '<l# 
l 1 t:.+ А+ 

+ Н f (q(t)-S(x1))dt }11'('11) ) 'd'l\. 

Внутренние интегральi оценим, пользуясь условием q (t) Е К. по-
лучим соотношение . 

ib1 1 ";;; 2к�• (x1)S'h(x,)r 1-1 у ('1\) у' ( ч) 1 d" ]. 
l 

К интегралу применим неравенс11во Коши- Буняковского, затем 
выбеrем числ� в1-=7 (.О, J.> и применим элементарное неравенство 
2lab �в• lal +в1 IЬI . 

вь,rt ..;2к�• (x,)S•I'(x, >(f1
1Y (ч) 1 'dч ) '�' · (I,I у' (ч) 1 'dч) ''' < 

::::;; 2К-1 (х,)[!' J 1 у' ("11) \2dч+ej""1S(x,)J 1 у (ч) \2d-q ]· '(1.4.6) 
· 41 А1 



Оценка (1.4:.6) не зависит от а.;Е�1• Поэтому точку а.Е�1 выберем 
таким образом, Ч'l'-<>бы. иметь равенство 

Тогда 
у2 (a.)'=inf{y2 (t): tE�1}. 

IY2(a.) 1 �2(J·Iy(t) l 2dt )S''2(x1)K-'(x1). 
А1 , 

Отсюда и из оценки (1.4.5) nqлучаем соотношения 
·· S(x ) Г 

\с1 1 � 1 У2 (а.) 1 К-1 (x,)S11t(x,)<2 к•<:,> .1 1 у (t) l2dt. 
А, 

Так :как К (х1) � 1, то этq неравенство вместе с (1.4.4) и (1.4.6) да­
ет окончательную оценку а1: 

ta, 1 �4К-1(х1)(в1 S IY'('Il) l2dч+ei1S(x,) J ly (t ) l2dt.') · 
А1 А1 

O<s,�1. i==O, ±1, ±2, .. . 
Обратимся теперь к равенству ( 1.4.3). Из него следует, что 

.. 
1 (Ly, У)- (ly, У) 1 � _! ta.,t. 

l=-• 
Применим 1Неравенс11во (1.4.7): 

1 (Ly, у)- (ly, у) 1.;:4 [
._

�
.
к-1(х,) ( •1 I 1 у' ftl) 1 'd>t+ 

' 

· +ei'S(x,) S IУ(ч) l;d1l ))··(O<e,<l). 
А, . 

(1.4.7,): 

Возьмем достаточно малое в>О. В соотношении (1.4.8) выберем 
числа в1 следующим образом: если 4К-1 (х1 ) �е, то положим е, == 
= 1, а если 4К-1 (х1) >г, то возьмем е1 из равенства 4К-1 (х1)е1 =-=в. Тогда из неравенства (1.4.8) получим оценку �. · 
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Х J 1 у (11) l2dt+ -� ( 4К-1 (х1)) 2C1S (х,) J 1 у (ч) l2drJ. 
4l 411: (х1»• 41 

Так как К (х1)-++оо при 1 i 1-+оо, то последнее слагаемое правой 
'lасти содержит конечное число членов и поэтому ограничено чис­
лом 

с( е) � .\ 1 У (rJ) \2dr], 
1--оо 4 1 

rде с (е) не зависит от функции yeD ( L). Поэтому из предыдущего 
неравенства следует оценка: 

00 +с(е) � \ IY(fJ) \2dt·='e(Ly,y)l+c(e)IIYII2• 
J=-rD � 

1 
ДЛя любого положительного числа Л имеет место равенство 

Поэтому 
(Ly, у)-((L!+ЛЕ)у, у)·= (JL+ЛE)y, у)_, (Ly, у). 

. 
1 ((L!J+ЛE)y, у)-((Т+лЕ)у, у) 1 � 

� 1 (Цj; у)-(Ly, у) 1 ��e(Ly, у)!+с(е) IIYII21=e( (Ii+ЛE)g, у)� 
+ (с(е)-еЛ) lly ll2• 

Выберем в этом неравенстве Л=Л(е)�= е-1с(е) и получим основное 
неравеwство 

1 ( (L+Л (е)Е) у, у)-( (П+л (е) Е) у, у) 1 �е ( (L'+л (е)Е) v, у) 
JIЛH 

(1-е) ( (L+Л(е)Е)у, У)� ( (L+л (е) Е) у, у)� 
� (I+e) ( (L+Л(е)Е)у, у). 

Хорошо известна следующая 
·(1.4.9): 

Т е о р е м а 1 .4. 1 (9, с. 278] . Количество собственных чисел 
самосопряженног9 неотрицательного оператора А, не превос.х;одя-
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щих Л, раВJно максимальной размерности подпространства G, ко­
торое удовлетворяет неравенству · 

(Ах, х) �ЛIIxll2, xeG. 

Эта теорема является одним из простых следствий спектрального 
разложения .  

Обозна•Ш'М через N 1, .(Л), N. (Л) н N2,. (Л) функции распреде­
ления собст·венных чисел соответственно операторов 

(1-в) (Li+Л (·в)Е) , L+Л(е)Е, (l+e) (D+Л (е)Е). 
Из теоремы 1.4.1 н из оценок ( 1 . 4.9) легко вытека ют неравенства 

N2,. (Л) �N. (Л) �Nt,. (Л). 

Отсюда, если через л�'· •>, Л�,·> н /..�2• •J (n= 1 ,  2, . . .  ) обозначить 
.собствен,ные числа соответственно операторов (1-е) {D+Л(eJEJ, 
L+Л (е)Е, (l+e) (Li'+л(e)E), получаются неравенства л�t,•J < 
..,;;;.л�·>..,;;;.л�2·'). Но л�·>I=Лпi+Л (е), л.�/··>={rп1+Л(е)) (1-е), л�'-·>­

-<i:+Л(е)) ( l+e). Следовательно, имеют место оценки ( 1-eJ� 

Х �пн-Л(е)) �Лп+Л (в) � iiп+Л(е)) (1:+е). Отсюда вытекает, что 
выполняются неравенства 

(1-,е) �lim 1;'лп� l:+e. 
n-+oo 

Так как е>О- произвольно малое число, то последние неравен,. 
ства доказывают лемму. 

§ 5. Локальные интегральные неравенства 

Доказательство леммы 1.3. 1 .  Пу-с ть xel. Тогда при возраста­
нии d (d> O) функция fo (d)'=d-1 убывает, а функция 

d 
х+т 

f, (d)·= s q(t)dt 
d 

х-т 

не убьщает, причем функции fo (d) и f, (d) в промежутке. (0, оо) �Не­
прерывны и справедливы соотношения: 

� 



1 im fo (d) ,=O, 
d-+CO 

lim fo (d) =!+oo, 
.... о 

l im ft (d) ·=O, l im f• (d) >0. 
d-+0 d->co 

Поэтому найдется такая точка doE ( 0, оо ) , дЛя которой выполня­
ется равенство 

d 
х+ т  s q ( t) dt= d�1• 

d 
х- т  

(I  .5. 1 )  

Из определения функции yq* (х) и из равенства ( 1 .5; 1) вытекает, 
что d 01 ;;:::: yq* (х) . Остается доказать, что d01  :;;;;,yq* (х) . 

Для доказательства этого соотношения, согласно определению 
функции q* (х) , достаточно показать, что для любого d-1 :s;;;d01 вы­

d 
х+ т 

поJШiяется неравенство J q (t) dt >d-1 •  Но при d-1,<d01 из pa­
d 

х- т 
венства ( 1 .5. 1 )  получаем оценки 

d de 
х+ т х+ т  s q (t) dt� 5 q ( t ) dt=d;1 >d-t.' 

d de х� у  х- у  
Лемма доказана. 

Л е м м а 1 .5. 1 .  Пусть функция q (t)EK. Тогда при достаточно 
больших по модулю х справедливы неравенства 

t 
S112 (x) ( 1-К-1 (хН :s;;;q•T (х) :s;;;S1J2 (xj ( l +K-1 (х) ) , 

где S (х) и К (х)- функции, для которых выполнено условие 
,( 1 .3.2) . 

До!Сазательство. Пусть СХ�>О - любое число. Так как К (х)--+оо 
при l x l --+oo, то для достаточно больших по модулю х имеем, что 
отрезок [x-cx.S-1/2 (х) , x+cx.S-1 12 (х) ]  принадлежит !! (х) . Поэто­
му, согласно условию регулярности, имеем соотношение 
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x+«S_1,2(x) J (q (t) -S (x) ) dt,=q> (x) yS (x) ,  
x-«s-tl2(x) 

где 
1 q> (х) 1 :::;; К-1 (х). 

Отсюда следует равенство 

x+«s-112(x) 
s q (t) df,= 2cxyS (x)+'fS (X)q> (X) ,  

x-��s-tlt<x > 
и при а;= 0,5 получаем соотношение 

x+o:ss-1'2<x) 

s q (t) dt,='fS (x) ( l +<p (x) ) . 
x-o,ss-1'2<x> 

Если допустить, что выполняется неравенство 

yq• (x) .:s:;;yS (х) ( 1-АК-1 (х) ) , 

где A > l , то, используя лемму 1 .3. 1 ,  имеем цепочку оценок: 
x+O,sq•-tlt(x) x+O,ss-1'2(x) 

yq* (Х) 1= s q (f) df";;:!: s q (t) dt= 
x-0,5q•-1'2(x) x-o,ss-1 ''<�> 

=}'S (x) ( I I+q> (x) ";;;!: yS (x) (1-К-1 (х)). · •  . ,  
Эти неравенства при A >l противоречат допущению jq• (x} �l 
:s:;;yS (х) ( l-AK-1 (х) ) .  Поэтому yq* (х) ";;:!:yS (х) ( 1 +АК-1 (х) )' .' Aila� 
логично предположим, что имеет · место неравенство yq• (xJ ;;a.] 
";;:!:yS (х) ( I +AK-1 (х) )  при пекотором А> 1 .  Тогда, пользуясь лем· 
мой 1 .3. 1 ,  имеем цепочку оценок: 

зо 

x+0 ,5q•-t/�(x) x+O ,ss -1'2(x) s q (t) dt:s:;; s q (t) dt= 
x-o.sq•-1'2(x) x.....,.o , ss-tl2(x ) 



Как и выше, при А >  1 оно в а получаем противоречие. Поэтоку 
yq* (х) �-ys (х) ( 1 i+K-1 (х) ) .  Лемма доказана. 

Л е м м а 1 .5.2. Если q (t ) E K, т. е., если выполняется ( 1 .3.2) 
при некоторь1х функциях К (х) и S (х) , то существует функция 

К(х) >О такая, что ( 1 .3.2) выполнЯется для функций К(х) и 
q* (х) . . 

Доказательство. Пусть 11� � и '11 · �е [x-I014(x)S-tll (x) , х+ +К 1/4S-1/2 (х) ] . Тогда справедливо равенство 
� � 5 (q (t) -q* (x) ) dv= 5 ( q (t) -S (x) ) dt;+ (S (x) -q* (х) )  (�-11) . 

� � 
Отсюда и из ( 1 .3.2) вытекает неравенство 

� . S (q (t) -q* (x) ) dt � K-t (x) yS (x)i+ 
� 

+ 1 -ys (х) -iq* (х) 1 (yS (х)+ yq* (х) ) (2Kt/4 (х) s -112 (х) ) .  
Воспользуемся оценками из леммы 1.5. 1 и получим соотношение 

4 J (q ( t ) -q* (х) ) dt � с [ (К-1 (x) "fq* (х) ) +К-�14 (x) yq* (х) ] ,  
1J 

где с - постоянное число. 
Учитывая, что К (х)-оо при l x l -oo, для достаточно больших 

по модулю х приходим к оценке · 
� 
J (q ( t) -q* (х) ) dt <к-1/4 (х) 'fq* (х) .  
1J 

Для �е.
б6Льn:шх по модулю х можно достроить функцию К-1/4 rак,. 

чтобы для полученной функции выполнялись утверждения лем-. 
мы для всех xel. Лемма доказаiНа .  · 

Доказательство леммы 1 .3.2. Лемма 1 .3.2 вытекает из леммы 
1 .5.2. 

Л е м м а, 1 .5.3. Пусть выполняются условия ( 1 :3.2) . Тогда су-. 
ществует непрерывная, положительная, стремящаяся к +оо при� 
1 х 1-оо функция а (х) такая, что при достаточно больших по мо� 1 1 
дулю х .выполняются неравенства. ( 1 -1a-l.(x) ) � q •2 (y) q•- 2 (х)<;; 
� ( l+a-1 (х) ) при 1 �-у 1 � 2-•а (х) q •-

2 (х) . 
. . 

зu 



Доказательство. Пусть Х:-;;з:.N, где N - такое число, что функция 
К (х) -;;з:.З при x�N. Здесь К (х) - функция из леммы 1 .5.2. Обозна- · 
чим 

1 t 
(x )d'= [x- (.K(x) -2) q *- 2  (х) , x+ (K (x) -2) q *- 2 (х) ] , 1 1 

.:lи = [x-K (x) q•- 2 (х) , x+ K(x) q *- r  (х) ] .  

Возьмем точку уЕ<.х) d. Не ограничивая общности, будем считать, 
что х> у. Допустим, что отрезок 

Av=[Y- .i- q*- f (y), Y++ q*-� (y)] 
содержится в отрезке d(.x). Тогда по лемме 1 .5.2 выполняется не­
равенство 

S (q ( t) -q* (x) ) dt ::::;;; K-I (x) y'q* (x) , 
tJ.v 

и по лемме 1.3.1 - равенство 

s q (t ) d�=y'q* (y) . 
Av 

Из этих двух соотношений вытекает оценка 

S q* (x) dt-J q ( t) dt = i q* (x) q *- } (y) -y'q* (Y) i � K-1 (x) y'q• (x) 
4, 4, 

или 

i iq* (x) -'}"q* (у) 1 � R-1 (x) '}"q* (x) q* (У) (yq• (x) :+yq• (y) ) -•=s:; 
::::;;; R'-1 (x) yq• (x) . 

Отсюда получаем, что имеют место неравенства 

'}"q* (х) ( 1-К-1 (х) ) �yq* (У) �y'q• (х) ( l +K-1 (х) ) .  

Таким образом, если d11 �d(x). то лемма доказа.на, причем оче­

видно, что за а (х) можно взять К (х) . Допустим теперь, что 
А11 �d(x) не выполняется. Тогда очевидно, что отрезок 

32 



� =  (х-К (x) q•-1/2 (х) , х-К (x) q•-1/2 (х) +4q* - tf2 (х) 1 

должен содержаться в 1!!11• Поэтому из леммы 1 .3. 1 следует, что 
yq• (У) > s q (t) dt. 

А 
А по лемме 1 .5.2 

S (q (t)-q* (x) ) dt �K-1 (x) )'q* (x) . 
А 

Из этих двух сооТtношений получаем неравенства 

"fq* (у) >  J q (t) dt",;:!; S q* (х) dt-K-1 (х) у q* (х) = 

= 4yq* (х) -К-1 (x) yq* (х) > 3)'q* (х) . 

Отсюда следует, что длина отрезка 1!!11 ,  которая равна q*-112 (у) , 
1 -

не больше, чем 2 (-yq• (х) ) -1 • Но в таком отрезке >Не может со-
держаться отрезок д. Таким обра.зом, мы пришли к противоречию, 
т. е. 1!!11 �!!!и не имеет места. 

Для положительных больших х утверждение леммы доказано .. 
Аналогично можно рассуждать для отрицательных больших х. 

Лемма· доказана. 

§ 6. Доказательство теоремы 1 .3.1  и ее следствий 

Докажем теорему 1 .3. 1 .  Заметим, что если условие ( 1 .3. 1 )  вы­

полняется при одном К (х) , то оно выполiНяется при другом К (х) , 
если К (х) � К  (х) , при этом можно S (х) оставлять б�з изменений. 
Поэтому в силу лемм 1 .5. 1 и 1 .5.3 можно считать, что при доста­
точно больших х выполнены неравенства 

( 1-сК-1 (х) ) �St/2(y)S-1/2 (х) � ( l +cK-1 (х) )  ( 1 .6. 1 )  

при х, YEI!! (x ) , где l!! (x) •= (х-К (х) S-1/2 (х) , х+К (х) S-1/2 (х) ] .  
Продолжим: четно S (х) , К (х) , q (х) на всю числовую ось. так 

как асимптотяка собственных чисел оператора Штурма - Лиувнл­
ля не за·внсит от поведения непрерывного потенциала в любом ко-
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нечном отре-зке, м ы  можем считать, что ( 1 .6. 1 )  и условие ( 1 .3.2) 
выполняются для всех х. 

Получим сначала оценку для распределения N (х) собственных 

чисел опера.тора  I из леммы 1 .4.3. 
Пусть f..1 - отрезок из леммы 1 .4 .2 , х1 - центры f..1 •  Введем 

семейство операторов Штурма - Лиувилля L t в пространствах 
L2 (f.. 1 ) соответственно, опредеЛяя их следующим образом :  L2 

L/ = -у" (x)+S (х1 )  у (х) , 

Lt = -у" (x)'+S (х1 )  у (х) , 

y(�l)=y(�t ) =0; 

y'(�/)=y'(�t ) = 0. 

Здесь f.. i и f.. t - правые и левые концы интервалов f..1 .• Обозначим 
через Nt (Л) функцию ра•спределения собственных чисел оператора Lt. Из извесТ!ных вари ационных принципов Гильберта - Куранта 
получим 

Использованные соотношения приведены у Э. Ч. Титчмарша [ 1 92, 
с. 2 1 3] . 

Собственные числа оnераторов Lt� вычисляются явно, поэтом у  
ЯВНО ВЫЧИСЛЯЮТ•СЯ также Nt (Л) .  

Проведя соответствующие вычисления , получим 

� [·vл-S(x,>�]<N(Л)< � ( (vл-S(x,>�]+ t). 
),;;.s(x1) 1t л;;.s(х1 )  1t 

( 1 .6.2}. 
где [ · ] - целая часть, а d1 - длина f..1 • Так как К (х)-+оо при 
l x l -+oo, из 'неравенств ( 1 .6. 1 )  и определения f.. 1 следует, что 
d1 (S (х1))112 -+оо при i -+oo. Поэтому для любого б > О  существу· 
ет номер i (б) такой, что при l i l :� l i (�) 1 выполняется неравенст .. 
во c5 112 VS(xJd1 � б-1 • П оэтому при l i l � l i {�) l , Л>S (х ,)  имеем 

----,....--- d d 
)'Л ( 1+·c5 ) -S (х1) --f >St12V S(x1) -f>S-t1t-t. 

Следовательно , при 1 i 1 � 1 i (б ) 1 , Л�S (х1) . имеем 1 � <б)'Л ( 1+6) -S (х1) d1 •  Пользуясь этими неравенствами, правую 
часть ( 1 .6.2) можно оценить следующим образом: 
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�. � ([v л-s(x,>�]+t )< � ([vл-S(x,) �J+t)+ 
Л>S< х1 ) '1t · l l r<lf(o J I  '1t 

Л>S(х#) 

+ � (i/.. ( 11+6)-S (х 1) �+буЛ ( 1;+�)-S (x1)d,). 
t l l>ll(o) l  'lt 
Л>S( xf) 

Первое слагаемое правой ча.сти при фиксированном 6 состоит из 
конечного числа слагаемых и допускает оценку через с (6) уд., где 
с (6) не зависит от Л>О. Поэтому правая часть ( 1 .6.2) оценивает­
ся выражением 

с (6 )УЛ+ ( 1�+п<>) � уЛ ( 1+6)-S (х,�. 
l l l>! l ( o ) (  1t 
Л>S( х1 ) 

Левая часть ( 1 .6.2) 1не превосходит величины 

� (rл-S(x,)� - 1). 
Л>S( х1) 'lt 

Теперь, используя ра<:суждения, аналогичные приведеиным выше, 
для левой части ( 1 .6.2) получим оценку снизу выражением 

-с {б) уf"+ ( 1-лб) � -ул. ( 1--б)-S (х1�. 
( 1-o)Л>S(x1 J . '1t 

r i i>!H & ) I  

та.ким образом, мы получили неравенства: 

( 1-%6) 1: уЛ. ( 1-б)-S (х1)� -с (·б )уЛ:::;;;N (Л) � 
( 1 -o)�>S(x1) 'lt 

l l l>l l ( o)l 

( 1 .6.3)] 

Согласно ( 1 .6. 1 )  и построению �,. найдется i такое, что при 
1 i 1 � 1 {j колебание s (х) на �. не превосходит с. ( 6 (х, ) к-! (х,)), 
где С1 не зависит от i. Не огр аничивая общности, можно считать, 
что i= i (б) . Поэтому, так как d1- длина �, .  найдется поЛожитель­
ное число а (б) та·кое, что а (·б) �<>. lim а (б) ,=О и при l i l '� l i (б} l j 
выполняются оценки � -+О 

Л ( 1 +а (б) ) �S (х) на � •• если л.�s (х) , 



yЛ. ( 1i+tS) -S (х,) :• < +J )'i( 1i:ta {б)-S (x) dx, если л.�s (х1), 
11, и, наконец, 

у·-л. (.,...,..1 -�б)---:. S:::-o
(
-
.x1

,-
) >+ S ()'Л (  1 -а (rб) ) -S (х) ) +dx, 

11 , 
если Л ( 1-а (б) ) �S (х1). 

Здесь число (уЬ) +  равно уЬ, если Ь�О и р авно нулю, если Ь <О. 
В силу этих неравенств оценки ( 1 .6.3) можно усилить и записать 
в виде 

- ( 1 -na (б) ) � СУЛ. ( I �а (б) ) -S (х) ) +dx-c (<>) уЛ� 1 s 
' 

11: ( 1-а(а))Л:>S(х1 ) 
1 1 \:>I IЩI 111  

�N (Л) � c (б) )'Л+ f ( l+na (6) )  � f x  
О+а(о ) )I.:>S<�t > А • 

Х )'Л ( l .+а (6) ) -S (x) dx� с (6 ) 1/Л!+ 
00 

+ -:;}- ( 1 +nа (б) )  S ()'Л ( l+а (6) ) -S (х) ) +dx. ( 1 .6.4): 
- оо  

Не равенству 1 i (б) 1 > l i  1 удовлетворяет конеЧJНое число индек­
сов. По этой причине в левой части ( 1 .6.4) ·суммирова·ние можно 
ра,спространить на все i=O, ± 1 ,  ±2, . . .  , для которых 
( 1-а ('(')) ) Л� S (х,). При этом для сохранения неравенства доста­
точно вычесть величину С1 (б) уЛ, где С1 (б) не зависит от Л. 

Далее в силу ( 1 .6. 1 )  очевидно, что можно найти Ь (б) ·> О, ко­
торое при 6 -+  О стремится к IНулю и такое, что 

U 61 ;;;2{х : S (х) � Л ( 1-а (rб) -Ь (11) ) }. 
( 1-а( � ) )Л:>S( х1) . 

Из этого включения и описанного выше получаем, что ( 1 .6.4)' мож­
во заменить веравенетвами 
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· ·+ ( 1-na (6) )  S )' ( 1-а (rб )-Ь (б) ) Л-S (x) dx-
(1-a(8 )-Ь( !I ) )A >S( x)  

- (С1 (б) i+С (б) )уЛ� N (Л) ·� с (6) )'I"+ 

++ (1i+�a ('('))) ) y (l +a (:б ) ) Л-S (x) dx. {1 .6.5J 
(1 +a(II))A :>S(x) 



Теперь заметим, что ул есть о-малое по сравнению с любым из 
интегралов, которые входят в ( 1 .6.5) , а числа а (б) и Ь (6) могут 
быть сделаны сколь угодно малыми за счет выбора б>О. Поэто­
му в силу ( 1 .6.5) для любого е>О найдется Л. I>О такое, что при 
л�л.. выполнены неравенства 

+ ( 1 -е) J )' ( 1 -e) Л-S (x) dx�N (Л) � 

( 1 -• )�>S(x) 

'< � ( l+'eJ 5 у ( 1.+е) Л-S (x) dx, 
( l + t )� ? S(x) 

из которых очевидно, что 

-n S "f ( 1 ___,e) 2Л-S (x) dx,:� N (Л) � 
( 1-t )IЛ :;;.S(x) 

< }- s 
( 1 +•)1A>S(x) 

Отсюда и из леммы 1 .4. 1 и 1 .4.3 вытекает теорема 1 . 3. 1 .  

· § 7. Случай монотонного потенциала 

( 1 .6.б) 

Предположим, что помимо условия ( 1 .2. 1 ) :выполнено условие 

{q (х) монотонно возрастает при 
возрастании модуля х и l im q (х) = оо. \х\-+оо 

Справедлива. 

( 1 .7. 1 )  

Т е о р е м  а 1 .7 . 1 . Пусть выполнены условия ( 1 .7. 1 )  и ( 1 .2. 1 ) .  
Обозначим через F (  · ) функцию, обратную ( в  смысле преобразо­
вания) к строго монотонной функции, совпадающей при достаточ­
но больших Л с функцией 

М (Л) =� 5 )'Л.-q (t)dt. 
А ? q(x) 

Тогда справедлива асимптотическая формула Л4·= ( l +o ( 1 )  ) F (n), 
n= 1, 2, . . .  , где {Л4}п:;;.t - собственные числа оператора L. 

Доказательство. Покроем числовую ось отрезками А1 = 
= [i, i+ I ] ,  i = O, + 1 ,  ±2, . . . .  Обозначим через Lt и Ll соот­
ветственно операторы в пространстве Lt, L/, определенные сле­
дующим образом : 
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и 

{L+ ''+ + 1 у=-у ' q l у, 
у (i) ·= у (i+ 1 ) 1=0 

{L/ Y=-Y"'+q{y, 
у' (i) l= y' (i+ 1 ) 1=0, 

( 1 .7.2) 

{1.7.3) 
где q+= 5up{q (x) : xE.tl1}, q-= inf{q (x) : xEд,}. Обозначим через 
Ni('A.) и N[(Л) функции распределения собственных чисел опера­
торов L t и Ll соответственно. 

Из вариационных принцилов Гильберта - Куранта получаем 
.. 00 � Nt (Л) � N (Л) � � N/ (Л) , 

1=- <R  l=-ao 
(1 .7.4) 

где N (Л) - ф)'lнкция распределения собственных чисел операто-
ра L. , 

. Функции Nt (Л) и N/ (Л) вычисляются явно. 
Определяя их значения, подставив их в ( 1 .7.4 ) , приходим к 

перавенетвам · 
� [Vл qt +] �N (Л) � � ( [V>--qi+]+t). 

1.>-qt 'A>-Qi 
где [ · ] - целая часть числа. 

Возьмем Произвольное еЕ (0, 1 ) .  Пусть Л таково, что еЛ>л:2• 
Тогда 

· 
[-vл-qj +J �yЛ ( l-�) -qj -;}-. если Л ( l -e) � qj.  

Поэтому при еЛ>n2 вышенаписаНJные неравенства допускают 
очевидные усиления и перепишутся следующим образом: 

1 ( t' � yЛ ( I-e) -qj � �N (Л) � � fЛ ( l +e) -q/ -;- + t). 
А( 1-Е  )�q/1- 1.>-ll/ 

( 1 .7.5) 
Далее ' 

1 - 1 УЧ l+�) -q/ -;- �fЛв --;- при Л�q/. 
Следовательно, правая часть ( 1 .7.5) не превосходит величины 
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которая в свою очередь при Л.> п2е-2 меньше, чем 

1t � 1/ А ( 1+�) ( 11+ye ) -q / ·  
}( 1 ' '  )( I H' ,):;>1!� 

Итак, мы пришли к неравенствам 

-1 � l'Л ( 1-e)-qj �N (Л.) � 
К Л( I-•)>Qt 

- <+ � V Л. ( l+е) ( 1i+Ye) -q /- . 
Л( Н• )( Н УЁ>;>Q/ . 

справедливым при Л>п2е-2 • Теперь, пользуясь монотонностью 
q (х) , легко оценить суммы через интегралы и получить неравен­
ства 

1 

1 < -1t 

s уЛ ( 1-е) -q (t) dt-by�� N  (Л) � 
A( l-E) >q(t ) 

s V Л ( 1+е) ( 1 :+Ye) -q (t)dtт+b (Л.) . 
A( t +е )( 1 + у"ё) :;;.q(t)  

Далее, так же, как мы вывели из ( 1 .6.5) 1неравенства ( 1 .6.6) , по­
лучаем, что для любого у>О найдется Л1 такое, что при Лi>Лi вы­
полнены неравенства 

1 yЛ ( 1 -y) -q (t) dt�N (Л.) � 

<+ J yЛ ( 1+y) -q (t) dt. 
Л( l +T ) >q(t)  

( 1 .7.6) 

Эти нераве�нства и лемма 1 .4. 1 доказывают теорему 1 .7. 1 .  
Док�занна.я теорема впервые установлена в работе ( 1 45] . 
Заметим, что, сохраняя утверждение теоремы 1 .7. 1 ,  ее условия 

можно заменить следующими: q (x) - непрерывная 'неотрицатель­
ная функция, стремящаяся к l+oo при J x J -+ oo,  и существует по­
стоянное число сх.>О такое, что q (Х:+сх.) ";:f:.q (х) при х-;:::.0, 
q (x-cx.) � q (x) при х� О. При выполнении таких предположений 
теорема 1 .7. 1 доказывает.ся без существенных изменений. 

Т е о р е м  а 1. 7. 1 допускает почти дословное обобщение 1на 
дифференциальные операторы высокого порядка следующего вида: 
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При этом вместо М (Л.) следует использовать функцию 
1 � S (Л.--q (x) ) 2�dx. 

A-:>q(x )  

.§ 8. Дополнительные замечания 

1 .  Приведем простейший контрпример к классической формуле 
Карлемана ( 1 .2. 1 5) , который nостроим на основании теоремы 
А. М. Молчанова [ 1 29] . 

Построим фуiНкцию q (х) следующим образом : 

r п2 , если xE [n+ l�l , I +n} ·n=FO; 

q (х) '= 1 ,  если хЕ [ n, n + 1�1 } n=FO; 

t l , если XE [{I, 1 ] .  

Из теоремы А. М. Молчанова легко вытекает, что сnектр опе­
ратора L дискретен, следовательно, N (Л.) <оо для любого Л>О. 
Если верна формула ( 1 .2. 1 5) для этого потенциала, то мы должны 
иметь r -rл--q ( t ) dt< oo. 

q(x)<;A 
Но левая часть последнего выражения при Л> 1 не м еньше, чем 

1 
п+ jiij 

� J )'Л.- 1 dх,=уЛ-- 1 2: fni �= oo. 
n +O 11 l ni"..O 

Получили противоречие. Следовательно, формула ( 1 .2. 15) не име­
ет места для построенного потенциала. · 

В контрпримере 1 ф)'lнкция q (х) имеет разрывы, но ее легко 
переделать в непрерывную функцию. 

Из этого контрпримера та.кже вытекает, что если в теореме 
1 .3. 1 за F ( · ) взять фуiНкцию, обратную (в смысле преобразования} 
к функции, совпадающей при больших по модулю х с функцией 

� S )'Л--q (x) dx, 
q(x)<:A 

то теорема 1 .3. 1  окажется неверной. 
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Отметим, что для построенного потенциала выполнены условия 
теоремы 1 .3. 1 .  3 а S (х) можно взять функцию, которая равна х2, 
Из теоремы 1 .3. 1 получаем, что Лп= 2п ( 1;+о ( 1 ) )  (n-+oo) . 

Примеры потенциалов, удовлетворяющих некоторым условиям 
регулярности, для которых формула ( 1 .2. 1 5) не имеет места, бо­
лее сложны. 

Первый такой 1нетривиальный пример приведен в р аботе [ 1 88] . 
Примеры, посвященные анализу условий, при которых выводилась 
формула ( 1 .2 . 1 5) , представлены в (3, 1 64] . 
k''v' Монотонный потенциал, для КQ/Горого не имеет места формула 
·( 1 .2. 1 5) , описаiН в [99, с. 1 59-1 64] . Там же доказана лемма 1 .7. 1 ,  
согласно которой н е  существует в пекотором смысле «универсаль­
ной формулы» для р аспределения собственных значений. Эти д�.� 
отрицательных утверждения nринадлежат автору книrи, они по: 
служили основным поводом для изучения асимптотики самих 
собственных. чисел, а не функции их р аспределения. Теоремы 1 .3. 1 
и 1 .7. 1 убедительно свидетельствуют о правильиости такого под-
хода. � 

2. ВерояТ!ность спр аведливости классической формулы Карле­
иана - Титчмарша тем выше, чем быстрее растет в бесконечности 
потенциальная функция. Но одна только быстрота 1Не обеспечива­
ет ее справедливости. Приведем пример. 

Пусть q (х) � 1 - непрерывная функция, стремящаяся к оо при 
1 х 1--+оо такая, что 

1 q (t) -q (х) 1 � К-1 (x) q (х) ( 1.8. 1 ): 
1 1 

при tE (х-К (х) q- 2 (х) , х+К (х) q- 2 (х)] , где К (х)�� 1 непре­
· рывна и 

1 
lim K (x)l= oo,  lim K (x) q- 2  (х) = О . ( l .8.2J 

1 Xl-+oo IXI-+oo 
Покроем числовую ось отрезками r /\(х1) - !.. К(х1 ) -.!.... l ) д1= х1- -2- q 2 (х1), х1 + -2-q 2 (х1) (i= O, + I ,  +2, . . . 

так, чтобы ���� ·=�/. где �t - правый конец �, . а �� - левый 
конец отрезка �,. Возможность такого покрытия вытекает из р ас­
суждений, использованных для доказательства леммы 1 .4.2. От­
резок �� разобьем на (ехр К (х) q (х) ] 1=n р авных ча.стей ��. t ,  
дl ,  2 ,  . . . , � �· n ,  где [ · ] - целая часть. Определим новую функцию 

q х) = ' -( {q(x1) при хЕ� , 1· , если j - четное число; q(x1)1+" при хЕ�1• 1, если j - нечетное число, 
где а� 1 - целое. 
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Пользуясь условиями ( 1 .8. 1 )  и ( 1 .8.2) и выбором �1 . i , получа­
ем, что 

ь 

S
- ql+•(x )  
q (t) dt= 2 ' (b-a)+ (b-a) O (q (x) ) 

а 
при (a, b ) < [x- K�x)q- � (х) , х+К�х) q-} (x)]. 
Отсюда и из условий ( 1 .8. 1 ) и ( 1 .8.2) вытекает, что q (t) e K, при­

q(х)l +" 
чем за S (х) можно взять функцию 2 • Но тогда из теоремы 
1 .3. 1 и леммы 1 .4 . 1  вытекает, что 

М ('Л-Лg ('Л) ) �Ff ('Л) �М (tJ+'Лg (Л) ) (Л>О) , ( 1 .8.3)' 
где g (Л) - непрерывная функция, стремящаяся к нулю при Л -+-оо, 

· а  Ly=-Y"+q(x) y, xef,= (-оо, + оо) .  М (Л) - функция, опреде­
ленная формулой 

М (f..) ,=+ S у Л-fqн"(x)dx. ( 1 .8.4) 
2A:;;.q 1+"(x )  

Положим 

М ('Л) =f- S V 'Л-q(x) dx. 

A:;;.q{x) 
Для этой ФУ1нкции имеем соотношения .., 
М (Л) � � � 5 1=-а> 

A:;;..q(x) 

q(x)=q(x1 ) 
Пользуясь условиями ( 1 . 8. 1 )  и ( 1 .8.2) , отсюда находим, что 

М (Л) � �1t J у'Л-q (х) ( 11+o ( 1 ) ) dx. 
A:;;.q(x)( t +o(I )) 

Далее, огрубляя оценки, получаем 

М (Л) �+ f 1./ -}-Ctq (x) dx� + · � mes{x : Л� 8С 1q (х)}, 
A:>4C1q(x) ( 1 .8.5). 

где Ct > 1 - постоЯiнное число. 
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Для функции М (Л) , определенной формулой ( 1 .8.4) , верна сле­
дующая оценка сверху: 

М (>.) �+mes{x : л�+ ql t-(x) }= : mes{4x :  2Лt�•� q (х) }. ( 1 .8.6) 

Возьмем q (x) l= exp l x l . Тогда из оценки ( 1 .8.5) получаем 
1 Л 1 М (Л) �4� Л ln 8c1=4� Л (ln Л-ln8C1 ) ,  

а нз неравенства ( 1 .8.6) -

М (Л) � 2: !п (2Л) 1�" = �о�а) Л ( ln Л+In2) . 

Из этих двух неравенств следует, что, если сх > 20, то при достаточ­
но больших Л>О имеет место неравенство М (Л) :::;;;-f- М (Л) . Отсю­
да и из оценок ( 1 .8;3) вытекает, что для распределения собствен-
ных чисел оператора I кла·ссическая формула КарлемаiНа - Титч­
иарша неверна. В прнведенном примере q (х) имеет разрывы. 
Но этот пример легко изменить так, чтобы q(x) оказалась непре­
рывной. 

3. Заметим, что если выполняются условия ( 1 .8. 1 )  и ( 1 .8.2) и 
q (х) � 1 ,  то q (х)·Е К, причем за. S (х) можно взять q (х) . Следова­
тельно, применима теорема 1 .3. 1 .  Это еще раз показывает, что 
область приложения теоремы 1 .3. 1 достаточно обширна. 

Рассмотрим телерь оператор 
х 

L&, . у=-у"+ (6q (x)+2eq (х) sin2 .r q (t) dt) у, 
о 

где е, 6�0, е+<б >О. Допустим, что q (х) � 1 и удовлетворяет усло­
виям ( 1 .8. 1 ) н ( 1 .8.2) . Для ФУ'нкций q o, . (x) �=�q (x) 1+2eq (x) sin2X 

Х (f q ( l) dl ) выпол1нЯется равенство 
,О 

sq� . .  (x) dx= (б+e) sq (x) dx-e Jcos (2 sq ( t) dt)q (x) dx. 
а а а О 
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Второе слагаемое в правой части при любых а и Ь (Ь;;;;:::. а) не боль· 
ше, чем 2е. Поэтому из условий ( 1 .8. 1 )  и ( 1 .8.2) легко вытекает. 
что qa , . (х) е К, щ�ичем за. S (x) можно принять (б+е) q (х) . Та·КИМ 
обра-зом, для оператора  L6, . с быстро осцилирующим потенциа­
лом применима теорема 1 .3. 1 ,  в которой ·следует брать S (х) '== 
= (б+�) q (х) . Этот пример особенно интересен в случае, когда 
б = О. 

§ 9. О спектре од�ого гиперболического оператора 

Задача на собственные значения для операторов гиперболиче­
ского типа в отличие от спектральных задач для эллиптических 
уравнений изучена. слабо. 

Рассмотрим результат, полученный ' в р аботе Т. Ш. Кальмено· 
ва * .  

Пусть QcR2 - область, ограниченная отрезком АВ: O�x�I 
оси у= О  и прямыми АС: х+у=О, ВС: х-у= 1 . Обозначим череs L11 замыкание в L2 (Q) дифференциального оператора 

LaU=Uzz-U1111, ( 1 .9. 1 },  

определенного на бесконечно гладких ф}'lнкциях, удовлетворяю­
щих краевым условиям 

UIAв=O, ( 1 .9.2) 

Ul Ul '(! .9.3' 
AC : z+y-o, x-y=t =а BC : x-y= l ,  x+y=t • t 

Здесь а - комплексное число. 
Т е о р е м а  1 .9. 1 .  Пусть l a l r= l  и а::;!=-1 **. Тогда оператор L8 

самосопряжен. 
Доказательство. При a =F - 1  решение краевой задачи ( 1 .9.2) ­

( 1 .9.3) для уравнения L0 u,=f можно представить в виде 
Е "1 

( L-tf r dE Гf ) d  g( 71 )  ag(E) и Х, У) '= а =.1 1 J 1 (� t!f)\ 11 1- a+l - a+l ' 
о о 

< 1 .9.4I 

• Кв.ль.менов Т. Ш. Спектр храевой задачи со смещением для волнового 
уравнения // Диф. уравнения. 1983. Т. 19, N� 1.  С. 75.-:..78. 

** Если а = - 1 ,  то краевая задача ( 1 .9.2) - ( 1 .9.3) имеет бесчпс.1енное мно­
жество линейно-независимых решений вида и(х, у) =  g( х+у )-g( х-у ), где 
g(x) - проиэвольная функция ИЭ с; (0, 1 ) .  Поэтому условие a'i=-1 необходимо 
для единственности решения этой задачи. 
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где 
х х 

g (x)'= \ de1 J ft (s J . 'I']J )d'I'J J ,  �=х+у, ч=х-у; 
о 1 

4f ( t ) t(Et+"'t Et-"'t ) 1 ':> 1 •  '1'] 1  '= --2--, -2 - . 
Если fEL2 (Q) , то из равенств ( 1 .9.4) , ( 1 .9.5) следует, что 

u (x, y) E W� (Q) ПCI/2 (Q) nw� (дQ) ,  

11Uilwt <12 > � cl lf ll ц v> •  иЕD (L0). 
2 

( 1 .9.5) 

( 1 .9.6)' 

Теперь заметим, что, согласно известной теореме [9, с. 1 36] , эта 
задача будет самосопряженной, если будет симметричной. В хара·к­
теристичоских коорди1натах �·= х+у, 1] = Х-у оператор ( 1 .9. 1 )  при­
мет вид 

( 1 .9.7) 

область Q преобразуется в область !!., ограниченную пр ямыми 
AB : �'=f1, АС : �1=О и ВС : 11 = 1 . Краевые условия ( 1 .9.2) , ( 1 .9.3) 
примут вид 

где 

и. Jхв =О; 

и.t::rc:,-o, ')-t ==u•lвc: 'lj=t , е=• . 

( 1 .9.8) 

( 1 .9.9) 

( 1 .9. 10)' 

Если функции и (6 ,  тt) и v (.6, 11) принадлежат D (L")', то нетруд!но 
ВИДf>ТЬ, ЧТО фуНКЦИИ 

принадлежат D (L0) и (L11U1, Vt)L1<v> =32 (L0UJ, V J ). L1Ш 

(и, L11'V)L,< V >  = 32 (u1,'I�v1)L,<A) .  Отсюда вытекает, что симмет­
ричность оператора L" будет доказана, если докажем симметрич-
ность оператора L0• Имеем равенство 
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1 (..... s диа(О 'I/ )-L"u1,  v1)z..щ= - д1J' v1 (О ,  'I'J) d'I'J-
o 

1 

r ( 1 )  дvа(е, О d 
. L • ) - j и1 S• дЕ �+ (и! , a'Vt L1(A) ·  

о 
В силу того, что функции и1 (6 ,  '1') ) и .v1 (�. '1'))  удовлетворяют крае· 
вы м условиям ( 1 .9.8) , ( 1 .9.9) и 1 а 1 '= 1 ,  следующее выражение 
тождественно равно нулю: 

1 1 J диа<��· "� >� (о, ч>  dч+ .f и1 (s. 1 > дv·��· 0 de== 
о о 

1 1 

::::а-J иi (О, ч)д"Vа��· "� > dч+ Jи (s. 1 )  дv��· 0 d·g==O. 
о о 

Мы доказали симметричность оператора f:"t а следовательно, 
и симметрич1ность La. Теорема 1 .9 . 1  доказана. 

Теперь вычислим с_рбственные значения и собственные векrо­
ры оператора L11 при l a l l= 1 .  Пусть Q• - зеркальное отображение 
области Q относительно оси у=О, т. е. Q*,={ (х, У) : (х, -У) ·Е·О}. 

Тогда, если и (х, у)- решение краевой задачи ( 1 .9.2) - (1.9.3) 
для уравнения 

( 1 .9.1 1� 
то функция 

..... { u (x, y) ,  (x, y).eQ; 
и (х, У) '= 

-и (х, у) , (х, у) eQ• 
( 1 .9.1211 

в области Q = QUABUQ* является решением уравнения 

( 1 .9. 1 3)' 

удовлетворяющим грЗJничным услови-ям 

U/ Ac=-aU/вc•, ( 1 .9 . 14I 

где С* - точка пересечения характеристик 

А С* : х-у=О, ВС* : .ю+у= 1 .  
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Теперь найдем собственные функции задачи ( 1 .9. 13) - ( 1 .9. 14) ,  
а затем с и х  помощью построим собственные функции исходной 
задачи. После замены ,s,=x+y, ч=х-у i>бласть Q переходит в 
квадрат Q = {0 :::;;; 6:::;;; 1 ,  0:::;;;11 :::;;; 1 }, а равенства ( 1 .9. 1 3) - ( 1 .9. 19I 
соответст венно примут вид 

д д - -- -l деl дт/ и=-;-hи, 4h= h; 

и (0, "1'] ) '= -аи ( 1 , ТJ) '  u(�. 0)1=-au (�. 1 ) .  

( 1 .9. 1 51 

( 1 .9. 1 6)" 

При а = 1 эта задача является вольтерровой, а при a=r6=0 соб­
ственные функции за.дачи ( 1 .9. 15) - ( 1 .9. 1 6) ищем в виде 

( 1 .9. 17} 

где q>n (�) и 'Фm ('I'J) - собственные функции соответственно задач 

l :е ffп(E)=�пffп(E), rp,. (0) ,=-Щ ,.( 1 ); 

д . 
l дт/Фm{'У/)=ЛтФm('У/), Фm (О) .=а'Фт ( 1 ) . 

Отсюда находим 
rp,. (s) r--:- ехр [i (iln ( -a);+2nn),s] , f.tп = iln (-а) -2л n; 

( 1 .9. 18J. 

( 1 .9. 19) 

Фт (ТJ) ,=ехр [i ( iln (-a):+2лm)'I'J] , ').""' =--:-iln (-а) -2лm, 

где ln (-a) ,= ln 1 a l  +iarg (-a) , (ln (-l )r=,ni) . 
По условию j a j ,= O. Поэтому ln (-a) r= arg (-a) r=8. Итак, 

( 1 .9.20} 
Фm (1'J)'=e-t8'1e2"ml'J, Лm = -2nm+8- ( 1 .9.2 1 1 

Система функций uп. m (6>ТJ ) ,  определенная ра·венством ( 1 .9.1 7)'. 
в котором -ч>п (Ю и 'ltm (ТJ) находятся из ( 1 .9.20) и ( 1 .9.2 1 )  ,- пол­
IНая ортогональная система в L2 (Q) , так как полными являются 
{rp,. (5) }  и {'Ф т ('I'J) }. 

Чтобы получить собственные функции и собственные значении 
исходной задачи, положим 
и", , т (х, у) =uп, т (х, у) -uп , т (х, -у) .= uп, т (5. 11) -uп, m (ТJ, s)'= 

=е-Н E-i '1)8 (e2•l ('IE+т11 )_ e2•t(n>J+тE>); ( 1 .9.22} 

Лп. т =-4 (-8+2nn) (-:8+2лт) , n, m=O, + 1 ,  ±2, . . .  ( 1 .9.23). 
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На основании равенств ( 1 .9. 1 1 ) - ( 1 .9. 16) легко проверить, что 
Un, т (х, у) и Л п , т - искомые собственные функции и собствен­
ные значения, причем, если n1 :f= mi или n2 :f= m2, то 

J J ип, ,т,  (х, У) и п1,т1 (х, y) dxdy= O. 
Q 

{ 1 .9.24) 

Пол1нота системы функЦий в L2 (Q) вытекает из следующего из­
вестного утверждения 

Л е м м а  1 .9. 1 .  Если система функций {fп (x) }EL2 (-l, l )' пол­
на в ней, то ее нечетная часть {fп (х) -fп (-х) } также полна в 
L2 (0, 1 ) .  

Доказательство. Пусть {fп (х) -fп (-х) } не полна в L2 (0, 1 ) . 
Тогда существует функция g (х) EL2 (0, 1 )  такая, что 

1 S g (x) <fп (х) -fп (-x) ) dx = O, n= O, 1 ,  2, . . .  
о 

Продолжим функцию g (х) нечеТ!ным образом на {-1 ,  О) : 

- {g (x) , при х>О, 
У (х) '= 

-g (-x) , при х'<О. 
Тогда непосредствен1НЫМ вычислением убеждаемся в том, что 

1 1 j" g (x) f п (x) dx= s g (x) (f11 (х) -fп (-х) ) d.ю= О. 
- 1 о 

Последнее равенство противоречит полноте {f 11 (х) } в L2 (-1 , 1)' .  
Лемма доказана. Таким образом доказана 
Т е о р е м  а. 1 .9.2. Оператор La при а= О является вольтерро­

вым, а при a =t= - 1  имеет полную систему собственных функций, 
задаваемых равенством ( 1 .9.22) . 

Пример. Пусть а= 1 . Тогда из { 1 .9.2 1 ) ,  { 1 .9.22) после неслож­
ных преобразований получим, что функции 

и�. т (х, у) = sin2n (nJ+m+ 1 } sin2n (n-m) у, 

и� т (х, y) ,= cos2n (n+m+ l ) sin2n (n-m) y . 
являются собственными функциями задачи ( 1 .9. 1 ) - { 1 .9.3) при 
а= 1 ,  соответствующими собственным значениям 

hп, т =-4 (2rt+ 1 )  (2m+ 1 ) n2 • 
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Спектр оnератора Трикоми для уравнения смешанного типа 
исследовали в работах [2, 1 28, 1 60, 161 ] . Впервые установлено *, 
что опера.тор Трикоми для модельного дифференциального выра­
же�ия смешаiНного типа 

lи = (sign y) иxx+Uvv ( 1 .9.25): 
имеет хотя бы одiНо неиулевое собственное значение и неиулевой 
собственный вектор. Исследовано [ 1 28] расположение спектра 
для этого уравнения. Для видоизмененного оп�ратора Трикоми сме­
шанного типа Lи= ихх+ (sigп y) u,1 в специальной области в яв­
ном виде выписано бесконечное множество собственных значений 
и собственных ф}'lнкций [ 1 6 1 ] . Спектральные вопросы задачи Три­
коми непосредственно связаны с совпадением сильных и слабых 
расширений оператора ( 1 .9.25) . 

Пусть Q - область, ограниченная при у>О кривой а, а при 
у<О характеристиками АС: Х'+у=О, ВС: х-у= 1 .  

3 а д а ч а Т р и  к о м и .  Найти решение уравнения ( 1 .9:28) ,  
удовлетворяющее краевому условию 

( 1 .9.26) 
Замыкание в норме L Р опера:rора ( 1 .9.25) tна подмножестве 

функций С .. (Q) , удовлетворяющих краевому условию ( 1 .9.26) , 
называется сильным расширением. оператора ( 1 .9.25) с краевыми 
условиями ( 1 .9.26) . 

Функция и (х, у) принадлежит области определения слабого 
расширения оператора ( 1 .9.25 ) ,  если для всех гла.дких ф}'IИКЦИЙ 
v (X, у) , удовлетворЯЮЩИХ .Краевому УСЛОВИЮ V/aUBC = 0, ВЫПОЛНИ· 
ется интегральное тождество (и, Lv),= (f, v) . 

В терминах угла подхода кривой а к оси у=О ·nолучен ( 10] 
следующий критерий совпадения сильного и слабого ра·сширений 
оператора ( 1 .9.28) . 

Пусть область Q симметрична относительно оси у и пусть 
O < ct<n - угол подхода кривой а к оси у= О в точке А. Тогда 
верна 

Т е о р е м  а 1 .9.2. Сильное ·расширение оператора ( 1 .9.25) с 
краевыми условиями ( 1 .9.26) совпадает со слабым ра·сширением 
тогда и только тогда, когда O<ct�p.!t · � .  

• Ка11ьменов Т. Ш. О спектре задачи Трикоми для vРавнения Лаврентьева ­Бицадэе // Диф. уравнения. 1977. Т. 1 3, .N't 8. С. 14-18. · · 



Г Л А В А 2 

ОЦЕН ((И СПЕКТРА ОПЕРАТОРА ШТУРМА - Л ИУВИЛЛЯ 

Теория оператора Штурма - Лиувилля не исчерпала свои при· 
клад1Ные возможности, потому что оператор является одним из 
.моде�ьных операторов математики, на нем часто апробируются 
новеишие методы исследования. Для оператора Штурма - Лиувил­
ля получено !Немало фундаментальных результатов. Среди них. 
н апрИмер, критерий Молчанова, сыгравший важную роль в спект­
ральной теории операторов типа Шредингера. 

В настоящее время возрастает интерес к малым собственным 
числам дифференциальных опера·торов. Эта связано с развитием 
теории разностных схем и более глубоким проннкновением ·мате· 
матических методов в другие области науки. Например, в вопро­
·с�:Х:- 'устойчивости разностных схем, устойчивости механических 
конструкций важно знать наименьшее собственное число соответ· 
ствующих операторов. 

' ·  
. Существуют методы (например, метод Галеркина) , позволяЮ'­

tцИе . с !Наперед заданной точностью вычислять любое ·собственное 
число самосопряженного оператора. Тем не менее во многих J<,a� 
чественных и nрикладных вопросах важно уметь а priori указать 
rр·аницl!! собственных чисел. , 

Рассмотрим двусторонние оценки всех собствеНIНЫХ чисел опе­
l>ат<:фа Штурма -·Лиувилля. Оценим в неса.мосопряженно� случае 
'сйнГу.ttЯрiiЫ:е числ·а. 

. .. ... § 1 .  ВспомогательнЫе интегральные оценки 

Получим некотор
'
ы�: -вспомоrательны,е оценн;н, СВЯЗаiННЬiе с опе­

ратором Штурма - Лиувилля ( 1 . 1 . 1 )  в L2 (/) . Предположим, что 
q (х) - непрерывная неотрицательная функция на /. Напомним, что 
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q* (х) ·= lnf \d-' : 1 ;;>d x+s � q (t) dt\ . 
d>o d 

х- т 

(2. 1 .1 ); 

Из этого оnределеция вытекает, что q• (О) :#::0, е<:ли q (t) ф0. В гл. 1 
§ 3 указаны некоторые свойства q* (х) , в частности, лемма ( 1 . 1 . 1 ) 1  
которая утверждает, что 

d 
х+ т 

q* (x);=d-t S q (t)dt, если d=q·-1'2 (х) .  
.d 

х- т  

Отсюда легко вытекает, что функция q• (х) непрерывна·. 

(2. 1 .2� 

Покажем, что функция q* (х) !Не может произвольно колебаться. 

Л е м м а 2. 1 . 1 .  Пусть �х=-[х- +dx, х+ +dx]. dx'=q* -112.(х): . 
1 -1 

Тогда при yE�z имеют место неравенства Т :::;; q• (y) q* (xJ :::;;4. 
Доказательство. Пусть yE�z. Обозначим 

X'z= [x- +dx, х+ fdx]• !"== [y- +dll, Y+ fd"]' 

d"
==

q
·· -1 /2(у)

. 

Согласно равенству (2. 1 .2) , имеем 

dy1= �:.q (t)dt, d-;1= s q ( t)dt . .  (2. 1 .3}1 

Допустим q• (x) •�4q* (у) . Тогда d:;2=q* (i) �4q* (y)·,=4d12 или . ' . 
2dx<d". Отсюда, так как YE�z. вытекает Ki=�. Из этоГо BKJIIO• 
чения и соотношений (2. 1 .3) nолучаем 

, 
. � . .' 

d;-1 ' Sч. tt)�t�.J q (t)dt · q;;� 
. i' !.- -· • · Jl - - ; z. , . ;  , ,  
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Следователыно, dv<dz. Это - противоречит l!еравенству 2dx<d11• 
Итак, q* (х) � 4q* (у) . 

Докажем, :то q* (у) � 4q* (х) . Если: q* (У) � 4q* (х) , то d;2 � 
'= q* (у) �4q* (x),= 4d;2 или 2d11<dz. Следовательно, 'Xv�Az, Это 
включение и равенства (2 . 1 .3) дают 

' 1  
d;1=-S q (t) dt� J q (t )dt=d-;'. 

r11 d-:; 
Отсюда следует неравенство dx-<:.d11, которое противоречит 1Нера· 
венству 2с4 -<;d z• 

Л е м м а  2. 1 .2 .  Пусть q (t) �O и i\ - интервал длины d/2. 
Если j q (t) df,>d-1 , то для любой функции yE WJ(�) выполнено 

� 
.неравенство J ( 1 у' ( t) l 2+q (t) lly (t) l 2 ) dt> +d-2f 1 у (t) l 2dt. 

� � 
Доказательство. Пусть у (t) Е W� (�) . Если 

.f 1 у' (t) l 2dt> 4�1 s 1 у (t) l 2dt, 
11 � 

то лемма доказана. 

(2. 1 .4) 

Пусть (2. 1 .4) не выnолнено. В силу однородности неравенства, 
противоположного (2. 1 .4) , можно считать, что 

s 1 у (t) l 2dt=d. 
4 

(2. 1 .5): 

Отсюда вытекает, что найдется точка toe� такая, что l u (toH= l.  
Для произвольной точки 'YJEA, используя равенство (2. 1 .5) и до­
пущение, получаем 

[ y (� )-y (lo) [ '� j !1 (t) dt <;;1' [  �-lo [ � / S [ у' (1) [ 'dt < 
. t, JVI t, ' 

Так как 1 у (to) 1 ·= 1 ,  из nоследнего неравенства получаем, что 
SJ 



1 у (t'J) 1 �+ на �. А это в силу условий леммы и rнормировки да• 

ет, что 

s q (t) j y ( t) , 2dt>+d-1>+d-2s j y (t) , 2dt. 
А А 

Отсюда вытекает утверждение леммы 2. 1 .2. 
Л е м м а 2. 1 .3. Пусть А - самосопряженный IНеотрицательный 

оператор. Тогда количество собственных чисел оператора А, мень• 
ших Л, равно м аксимальной размерности подпространства Gg 
=D (A) , на котором (Аи, и) .<'А (и, и) , ие G. 

Л е м м а 2. 1 .4. Пусть А - самосопряженный неотрицателыный 
вполне непрерывный оператор. Тогда· количество сt>бственных чи .. 
сел оператора А, больших Л, равно максимальной размерности 
подпространства G, на котором (Аи, и) I>Л (и, и) , ие G. 

Оба эти утверждения легко вытекают из общих спектральных 
теорем [9, с. 277] . 

§ 2. Оценки функции распределения собственных 
чисел оператора Штурма - Лиувилля 

Справедлива следующая 
Т е о р е  м а 2.2. 1 . Пусть q (х) �О и N (Л)- функция распред е· 

ления собственных чисел оператора Ly==-y" +q (х) у, хе/. Тогда 
при JJ>O имеют место оценки 

2M(1�0)�N (Л) �М ( 1 6Л) , (2.2 . 1 ) 

где М (Л) r=f'Л"mes{x : xel, q* (х) �Л}. {2.2.2j: 

mes - мера Лебега на: прямой /. 
Доказательство. Пусть lv>O. Покроем числовую ось rнепересе• 

кающими интервалами �, ( �=0, ± 1 ,  ±2, . . .  ) длины л-112. Обозна• 
чим через L1 операторы, порожденные дифференциаль·ным выра .. 
женнем -у" +q (х) у и граничными условиями у' (�t ) r= у' (�[}�. 
= 0, где �t - концы !J1 • 

Из вариационных принципов Гильберта - Куранта вытекает. 
что имеет место rнер.авенство 

• 
N (Л) � � N1 (Л) , (2.2.3): 
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rде N,(Л) - функция распределений собственных чисел операто­
ров L1 (i=0, ± 1 ,  +2, . . .  ) . 

Если для номера i выпол·нено н еравенство 

5 q (t) dt> Лtl2 , 
А, 

(2.2.4} 

то в силу леммы 2. 1 .2 наименьшее собс11венное число L1 ("л) боль­
те, че,м 4-1d-2•= 4-1"л. Следовательно, N1 (4-1"л)1=0, если выполнено 
f(2.2.4) . Поэтому из (2.2.3) получаем 

N (4-1"л) �  � N1 (4-1"л) .  f Q(t)dt<:Yf" 
At 

В этом нер авенстве заменим 4-1л на Л. и перепишем правую Ча'СТЬ 
неравенства (2.2.3) следующим образом : • 

N (Л) � � N1 (Л) . f Q(t )dt<::2Yf"" 

111 

Далее, рассмотрим отрезки, для которых 

S q (t) dt� Цл. 
At 

, 

(2.2.5) 

(2.2.6) 

Покажем, чrо, если для интер·вала · !!.1 выполнено нера.венство 
• ,(2.2.6) ' то 

(2.2.71 

tде х1- центр !!1• 
ОбознаЧ'им через 'Х, интерва;JJ(х,- ��-. х1+�). По поетрое-- 4 r  А. 4у А 

яию !!.1 верно включение Х, �!!..1 •  Поэтому из (2.2.6) получаем ) q (t )dt�2y"X. Та·к как длина 1., ра•вна (4)..)-1/2, отсюда и из опре-

4, 
деления q* (х) вытекает !Нер авенство (2.2.7) . 

Используя до·ка.занное неравенство, можно усилить неравенст­
во (2.2.5) и переписать его в следующем виде: 
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Согласно общеизвестным вариациоiiньiм: принципам Гильбер­
та - Куранта, есл'И q (х) возрастает, то еобственные числа опера­
торов L1 не убывают; следователыно, при возрастании q (х) N1 (1). 
не возра,стает. Поэтому N 1 (Л) ��1 (Л) , где N1 {Л) - функция рас­
пр·еделения собственных чисел оператора Ly=-y" (х) , хе&1: + • 
у' (6-t ) '=у' (6.1) '=0. СобствеНiные числа этого опер�тора л�гко вы-
ЧИСо!JЯЮтся и равны О, Лn2, 4л:2Л, . . . , k2л:2Л, . . . . Отсюда вытекает, 

что N1 (Л) = 1. Но тогда· из неравенства (2.2.8) следует'', что 

N (Л) � . � 1. (2.2.9) Q8(x,)<� 
-1 /2 1 f'lз ·оценки q" (х1 ) �4Л получается q* (Х) ·;;;а= 2JfГ Поэтому ин-

�ервал 6.Р>-=(х1- 8��· х1+ 8��) содержится в интер�але (х,� 
1 -1/2 . 1 -1/2 ) - тq• (х), х1 + тq* (х) . Но тогда, согласно лем,ме 2. 1 . 1 ,  

для уе6.Р ) выполне·ны ' 1неравенс'J'1ва . +  q* (X1 ) � q* (Y) �4q" (x1). 
Учитывая, что q* (х1 ) �4Л, и исnользуя правое из этих нера.венств, 
получаем 1 =4f�mes 6.�1 > �4y�mes{x : Х·Е6.1 , q'* (х) � 16Л}. Это не­
равенство и оценка· (2.2.9) приводит к соо11ношению 

N (Л) �4y�mes{x: g* (х) � 16Л}. (2.2. 101 

Пусть 6. - такой отрезок, что длина его равна (Л.у1 ) -t/2 и 

s q (t) dt�yy�Л. (2.2. 1 1 1 
ь. 

' 
Обозначим ro (t)- функцию, ра•вную sin2l'Лy1л: (t-:-6.-) nри tЕ:Л 

и нулю при tE.6.. Эта функция 'Прина'длежит обла:сти определе� 
ния L; кроме того, учитывая нера:венство (2.2. 1 1 ) ,  получаем 

(Lro, ro) = J ( l ro' ( t) l 2+q (t) ro2 (t) ) 2dt� 
ь. 

�Лу1л:2 J \ 2sinyЛytл: ( t-6.-) соsуЛу1л: (t-6.-) \ 2dt+ 
ь. 

+ S q (t) dt� Л�1t1 S ( 1-co�4yЛ.yiл: (t�A-) )dt+l"v2� 
А Ь. , 

·. " \. :  
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Но 
S ro2 (t} dt= J s in4)'Лy tn (t-11-} dt=+ S ( 1-cos2'}'Лy1n ( t-11-) )  2dt'= 
1 4 4 . 

- 4 .� л + +Scos22fЛy1n (t-�-}dt= (++ i-),/ = ,/ . r Та 4 r лт, B r  лта 
· Поэтому 

(2.2. 1 2� 

Покроем числовую ось непересекающими интервалами Q1 
(i=O, ± 1 ,  . . . ) длины (Лу1) -112• Бели в какой-нибудь точке 111  - -- 1 отрезка Q1 выпол1няется неравенство )'q* (11, ) l<т (Лv1) 112, то Q1 
соде·ржится в интервале 

n- ( 1 .-112( 
) + t .-112 ) 

о:.:;,= - Tq 'flt +'flt · 'f/1 yq ("1J,) , 
Поэтому, пользуясъ равенством (2. 1 .2) , имеем 

+ (Л'\'t ) I/2:>V q*('fl,):> s q ('YJ) d·YJ� .r q (YJ) dТJ. 

� о, 
- -- 1 

Следовательно, если множество Q1 П{х : )'q* (х) � Т  (Л'\'1) 112} не· 

пусто, то для Q1 выполняется нера.венство ( 2.2. 1 1 ) при '\'2= �· . 
Отсюда и из оценки (2.2. 1 2) следует, что, если множество R1n n{ х : q* (х) �+ (Лv 1)} 1Непусто, то найдется функция ro1,  ра:вная ну-- [ v- 1 v-] s v-лю вне Q1 такая, что (Lro1 , ю1)<Л  8 'ft 

+ 2 1 1 3 �1\lro,I\2=A'ftX 
17·4 68 х з l!ro, \12 = 3 A-rtllro, l\2• 
На линей1ном многообразии, натянутом на все такие ffi ,, выпол· 

няется это соотношение. 
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Из леммы 2. 1 .3 и вышеприведенных выкладок следует N( �8 Лт1)_? �1 1 .  
D,n {x: q•(.t)<4).l•}+0 



В этом неравенстве единицу 
d,- дЛ'111на Q1, Тогда получаем 

заменим 
, 

N (t>8 лт�);;;;;:"fл1'I .', � 1 d, ==yЛ.yJ_ � 1 mes&!,:;;. 
2 i2н1{x:Q8(x)<4J.т,}+0 ию{х:118(х)<;:41tа},..0 

�1'Л1'1mes{x : q* (.х) �+лтl}· 
Выберем v1 = 6� : N (Л) � у� Л mes{ х :q * (х) � 2�2л}. Отсюда и 
из неравенства (2.2. 10) .вытекает теорема 2.2. 1 .  

§ 3. Оценки собственных чисел 

Т е о р е м  а 2.3. 1 .  Пусть q (х) �0. Тогда р езольвента· операто· 
ра  Ly.=-y" +q (х) у, xel компактна, если и только если 

q" (х)-ню при \ х \ -оо. (2.3. 1 )  

Доказательство. Достаточность. Если •выполняется (2.3. 1 ) ,  'то из. 
определения (2.2.2) функции М ( · )  следует, чrо М (Л) < оо  для лю· 
бого Л>О. А это оз-на,чает, что спектр оператора дискретен и, еле· 
довательно, резольвента L компактна. 

ff.еобходимость. Пусть резоль·вента L комnактна. Тогда N (Л) !< 
< оо. для всякого Л.:>О. Левое н еравенство (2.2. 1 )  дает, что. 
М (Л) < оо для любого Л.>О. 

Бели q* (х)-,4-оо nри l x l-oo, то существует последовательность 
точке \ Х11 1-++оо, n=O, 1 ,  2, . . . и постоянное 0>0 та·кие, что 
q* (Х11 ) :::::; С. Но тогда в силу леммы 2. 1 . 1  найдется интер.вал !l11, 1 длины Т С-112, в котором q* (х) ::::;;:; 4С. МоЖJНо считать, что эти 
интервалы не пересекаются. Имеем 

... 
оо·>М (4C) ,="J'4Cmes{x : q* (х) �4C}�"f4C ,Imes А11 =+оо. 

n=O 
Это проти•воречие доказывает необходимость (2.3. 1 ) .  

Из доказанной теоремы легко вытекает 
Следствие. Если q (t) ·�O и резольвента оператора L компактна,. 

то inf{q* (х) , хе/}>0. 
Т е о р е м  а 2.3.2. (Критерий А. М. Молчанова. ) Пусть q (х) �0. 

Тогда резольвента оператора Ly=-y"+q (х) у, xel компак11На,. 
если и только если 



S q (t) dt -.+oo, _ 
А 

(2:3.2) 

когда-интервал Д, сохраняя длину, уходит в бесконечность. · · . '  . 
Дакщзательство. Пусть не выпол·uено (2.3. 1 ) ,  т. е. существуют 

точки Х11, n=O, 1 ,  2, . . . и постоянное с> О такИе, что q" (х11 ) �с. 
В силу равенства (2. 1 .21 получаем, что сущест.вуют иiНтерв&��ы �11, 
уходящие в бесконечность, длины c-1./'l, для которых 

J q (t) dt�c1 , n=O, 1 ,  2, . . .  , 
А,. 

(2.3.3) 

когда интервал �11, сохр-аняя длину, уходит в бесконечность. Та­
ки·м образом, условие (2.3.2) не выпол1нено. 

Допустим теrrерь, что условие (2.3.2) не выполнено. Тогда су­
ществуют нелерееекающие интерва<��ы ��� постоя1нной длины С-1/2 
такие, что имеют место неравенства· (2.3.3) . 
·. Если нужно уменьшить длину �11, можно считать, что С1 ра•вно . .С-112. Теперь, вспомнив определение q* (х) , получаем, что q• (х,.)< 
� С-1 ,  где х11 - центр �,.. Это озна,ча-ет, что не выполнено (2;3. 1 ) .  
Таким · образом, (2.3. 1 )  и (2.3.2) эквивалентны. Поэтому теорема 
2.3.2 ·вытекает из теоремы 2.3. 1 .  · 

Т е о р е м а· 2.3.3. Пусть q (х) �О и Л.1 - нижняя грань спектра 
.оператора L. Тогда 1 6�1q��Л.t'< 10oq;, где qd= inf{q* (х) : хе/}: 

Доказательство. Пусть 1 ОО-1Л;>q�. Тогда: иЗ первого неравен­
.ства (2.2. 1 )  вытекает N (Л.) =т!= О. Поэтому Л.1 <Л.. Таким образом, 
.для всякого Л., удовлетворяющего неравенст)Зу I OOq; <Л, ·ВЫПЬлне-
1ю н ер а:венство Лt <Л.. 

- · . · 
Пусть Л. - лю'бое число; удовлетворяющее нера·�енству Л.< 

< 16-1q;. Тогда из первого нера:венства (2.2. 1 )  вытекает N (Л.);=О. 
·Следовательно, Л.1 > Л.. А это неравенство ввиду произвольности 
Л< 16-1q; дает, что Л.1 > 1 6-1q�. Теорема доказана. . 

Из дока·занной теоремы и следствия теоремы 2.3. 1 вытекает 
Следствие. Если q (t) � О  и спектр опера�ора L д;искретен, то 

нижняя грань его спектра отделена от нуля. Обозначим через 
М (Л.) монотонную 

-
функцию, определенiНую на [0, оо) , которая 

-9пределяется равенством 
_ {М (Л.) при Л.>�. 
м (Л.) = 

Л/� при Л < �. 
где ; - наименьший корень уравнения М (Л) ·= 1 .  
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Огметим, что функция М (Л) �троrо монотонна. Это следует из 
непрерывности фУJнкции q* (х) . Конечно, может оказаться, что 
М (Л) ·=оо. Но тогда, очевидно, М (/ .. ) '= оо при всех л�1::'. 

Пусть F ( · )- функция, обратная к функции М ( · ) в смысле пре­
образования. Имеет место 

Теорема 2.3.4. Пусть q (х) �О и спектр оператора Ly.=-y"+ 
+q (x) y, xel дискретен. Обозначим Через л, {i= l , 2, . . .  ) собст-
венные чи<:ла L. Тогда Iб-1 F {n) � Л,.:::=;; IOOF (n) , n= l ,  2, . .  . 

Доказательство. Перепишем (2.2. 1 ) , уаrливая левую часть сле-
дующим образом : · 

М (1�) :::=;;; N (Л) ::=;;М ( I бЛ) . (2.3.4) . . . 
Возьмем в>О и 'Jv=Л" . Так каrк оператор Штурма-Лиу.вилля 

не имеет кратных rобственных ч·исел, число е можно взять на­
столько малым, чтобы N (Л,.+в) r=п. Но тогда в силу оценок 
12.3.4) М ( �"· )::::;;;п::::;;;М ( lб.(Л,.+в) ) .  Перейдем в этих нера,венст· 

).. +в . 
вах к обратным функциям : 

100 :::=;;F (n) :::=;; I б (Лп ,+�) . Устремив в 
этом нера·венстве в к нулю, получаем теорему. 

Ниже мы хотим получить критерий принадлежно�ти резольвеа­
ты оператора Штурма - Лиувилля классам <1 Р· Из теоремы 2.3.4 
получаем, что 

� � � 
l(X)-1� ,f-P(n)<.I л;Р < 16 .I р-р (п) ,  О <р < оо. п-1 n=t п�t · 

Эти неравенства дают желаемый результат, но получим такой ре· 
зультат в более эффективных терм•rона·х. 

1 Т е о р е м  а 2.3.5. Пусть Р> у. q (х) �О и спектр оператора L 
дискретен. Т_огда резольвента оператора L прИtнадлежит клас�у 
ар, если и только если 

-Р+ !.. q* 2 (х) eL1 (0, оо) , 
причем справедл·ивы нера•вен�тва. 

� ·юо-Р ooS q*-P+} (x) dx� � -1 <�I6P Soo q*-P+ } (x) dx. 2р-1 -.:::. � J..P 2р-1 . - со  n=1  11 - со  
(2.3.5) 
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Доказательство. Рассмотрим при доста,точно больших выраже-
ни е 

� V l  � )ji· n=l n 
Его можно переписать следующим образом : 

где б - достаточно малое число. Проинтегрируем это выражени е  
по частям и получим 

k Л k + � 
'"" _1 = N( Лk+a )

+ 
f· N(Л)dЛ � ).Р ). Р р • ).P t l  • n=l n k О 

(2.3.6); 

Здесь при вычислении внеинтегральных членов учитывалось след­
ствие теоремы 2 .3. 1 .  

Допустим, что иiНтеграл в пра,вой части этого равенства огршни• 
чен постоянным числом. Тогда м·ожно найти последователыность 
целых чисел k1 ( i-oo )  та,кую, что 

N( Лil +� ) 
11m 1 О. t-+ <»  лk, 

В противном случае интеграл в правой части равенства (2.3.6>) 
стремился бы к !+ оо при k -оо . 

В таком случае 
<» 00 

� ( 1 )р SN ( Л )  ,._ � =р л Р+t dЛ. 11 - l  о 
(2.3.7J 

Если интеграл в nравой ча,сти (2.3.6) неограничен , то сnраведли· 
вость равенствЗJ (2.3.6) очевид1н а. 

Огсюда и из теоремы 2.3. 1 получаем соотношения 



или 
00 00 оо . 

2p too-pr М<">dл< � -1 �р · t б-Р Sм<"> dл. J ).Р+ 1 - )"Р """"' )"P+l • (2.3.8), 

О n=l n О 
Вычислим ин:геграл 

00 

SМ(Л) dЛ. )"P+l ' 
о 

В оилу следствия теоремы 2.3. 1 имеем, что М (Л.) ,=О в окрест­
ност�и А.=О. Учитывая это, nроинтегрируем по частям 

00 00 00 

S М<">dл= \. М<Л> .!!:!:..._ = 1 Sм<">dл-Р+ }= )"P+l J )fX" р+!... р+ 1 у'Т о о л 2 - т о 

Легко показать, что если интеграл в левой части конечен, то 
последовательность ч�исел R1, i= 1 ,  2, . . . можно выбрать так, 

M( R ) чтобы Pl � о  при i �oo. Поэтому имеет место ра,венство Rt 
00 00 S М(Л) dЛ= _2_ s >. -Р+ � d М().) • 

).РН 2p-l Yf о о 
Теперь, подставляя зна�чение М (Л) ,  получаем 

00 00 t S М(Л) 2 r -Р+-
лР+t dЛ== 2p-t J Л 2 dmes{x : q* (х) �Л.}� 

о о 
со 1 < -2-· - r q*-p+ 2(x)dx. 2p-l 5 . 
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Отсюда и из (2.3.7) вытекают неравенства (2.3.5 ) ,  которые дока .. 
зывают теорему. 

, Замечание. В доказанных в § · t -3 ·гл. 2 теоремах постоянные 
числа могут быть уточн�ны. Осознавая важность этого вопроса, 
но избегая технически сложных вычислений, мы часто сильно огруб­
ляли оцеюш. Отметим еще, что функцию q* (х) , игравшую ва-ж­
ную роль, можно заменить другими ФУ'нкциями, при этом, сохра­
нив ДОКа'3ЗJННЫе теоремы, НО, ВОЗМОЖНО, С друГИМИ КОНСТа'НТ81МН. 
Например, вместо q* (х) можно п-опользовать любую из следующих 
функций: 

. · , ,  
q(x) .= inf 

ct>o 
( d-• :  1 ;;.d :! : Ф ('-;;z ) q (t) dt, 

2 
d 1 

� (х) •= [}� �d-1+ :1 � Ф(�z ) q (t) dt] , 

где 'ljJ ( · )- непрерывная неотрицательная функция IНа [--{-, +] 
такая, чтo·'ljJ (О) >0. . 

Можно показать, что эти две функции эквивалентны q* (х) , т. е. 
�аiЩутся постоянные Со, Ct , зависящие от 'Ф (  · ) , но не зависящие 
от х и q ( · ) та,кие, чт·о .выполняются нера.венства 

-1 q•(x) c-t q*(x) Со <-=-- � Со, t <-;--- � С1, XER. 
q(x) q(x) 

§ 4. Оценки S-чисел несамосопряЖенноrо 
оператора Штурма - Лиувилля 

. Перенесем результаты § 3 на случай неса!Мосопряжеююrо one· 
ратора , а также укажем еще один способ, позволяющий получить 
оцен�И� нормы резольвенты в классах Ор при некоторых р. 

Для этого уста1новим некоторые вспомога:гельные утвержде· 
ни я. 

Л е м м а 2 .4. 1 .  Пусть Н - гильбертово пространство функций 
о 

на прямой /. Предположим, что Н вщ:Jжено в простра•нство С (/)­
непрерывных н а  1 ФУ'нкций, обраща:юЩихся в нуль на бесконечно_: 
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сти. Для произволвной точки ТJEI введем оператор . 811, .це�ВУ:юt 
щий из Н в простраtНство комплеК!сн�х чисел С по формуле В11у= 
=у (ТJ). Тогда, если {'Ф4 (х) }:"_1 -:- люба·я пол1ная ортонормирова_н-
ная система функций в Н, то 

· 
С» 

IIB"'IIЙ...c== I 1Фп('1)11• (2.:i.1J. 
4=1 

Доказательство. Отметим, что функции 'Фп ( . )  в силу вложения 
00 

'нс:+С (/) непрерывны. Iiусть у(х) еН. Тогда у(х)•= � c"q>" {х) 
· ;· . n-=-1 1 

в·смысле Н. 
Причем, согласно равенству Парсеваля, имеем ра·венс�во 

С» 
llyll�== � 1с,.11. (2.4.2) 

n�J 
о 

Так как Ht:=C (/) , то 
А 

Y (fJ) = lim : �с,.ф,.('J). A-+CD n=l 
0'J1Сюда, используя неравенство Коши - Буняковекого и (2.4.2)' , 
получаем· 

(2.4.3) 

Возьмем произволыное целое N>O и раоамотрим функц11ю . Н . . 
Ун (t)1= IФп(1J)ф,.(t). Для этой функции имеем соотношения .п-1 
Поэтому 

Н , Н 
IIYнll�= � 1Ф"('1)11• Ун (rt) 1= � l'l'п (11) 1 2 • · 11,.1 n+l 

. Yн('J )I ..., v� IФ ( · .):12· ll>'llн ·. · �� . п 11 • 
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Отсюда вытекает, что 

: Из (2.(3) получаем 1нера·венство (также нестрогое) , противо­
положное этому неравенству, которые вместе доказывают лемму. 

Л е м м а 2.4.2. Пусть А - оператор в гильбертово� пространст­
ве Н, имеющий вnoJllнe непрерывный обра·тный, s 11 (А) - s-число 
оnератора А, равное по определению s;;-1 (А-1) N (А., А) 1= �. 1 . 

' .r,.<�"k). 
А. > О. Предположим, что найдутся положител&ный са,мосопряжен­
ный оператор В и чис·ло v>-2 такие, что для всех ueD (А) вы-
полняется нера1венство : 

1 (Аи, и) l ll и ii T � (В и, и) �+т/2, (2.4.4) 
2 

Тогда N (A., A ) �N (A.т+2 , В ) ,  где N(А., В )- число тqчек спектра • оператора В в и1нтерва·ле (0, Л) . 
Доказательство. Из леммы 2. 1 .4 следует, что число 

равно максимаоJiьной размерности подпростр�нств G, на котоР.ЫХ 
выполняется неравен�тво 

I IA-1v ll 2•= (A-1*A-1v, v) ·>A.-2 (v, v ) , ve:G. (2.4.5) 

Обозна·чим G,=A-1GcD (А) ,  dim G.=dim G. Тогда в силу (2.4.5) 

nриходим к неравенству 1 1Av ii 2 <A.2 II v ll 2 ,  veff. Отсюда и из усло­
вия (2.4.4) , используя неравенство Коши- Буняковского, получа­
ем 

или 
(Bv, v ) t+t/2 � l l v ll т 1 <Av, v >  1 � ll v ll т+1 11Av ii <ЛI Iv ll тн, veG 

2 
(Bv, v) < A.2+i ll v l l 2 ,  vEG. 

2 
Следовательно, N (А.fГт, В) �dim G. Отсюда в силу произвольно-2 
сти G получа,ем N (A.2+t , В) �N (Л, А ) .  Лемма доказа.на. 

Т е о р е м  а 2.4. 1 .  Пусть А.>О, q (x) =р (х) +ir (x) , где r (x) �о. 
Р.(х) :� 1 - действительнозначные непрерывные функции. Обозна-
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чим через N (Л) - количество s-чисел оператора Ly= -у" +q (х) у, 
XEl, меньших Л.>О. Тогда С-1М(лС-' ) �N (Л.) �М (32Л) , где С ­
постоянное число, не зависящее от Л и q (x) , а 

М (Л) =iЛmes{x : XEl, (Р ( · ) ,+r ( � ) ) "' (х) �Л}. 

Доказательство. О'J'!метим, что оператор L ма·ксима..льно· дисси­
пат.ивен и обратим. Этот .хорошо известный факт вытекает, напр·и­
мер , из результа:1'0в работ [ 1 1 8, 147] . 

Имеем 
00 00 

- оо  - оо  
00 

- оо  

Отсюда и и з  леммы 2.4.2 вытека�. что N (Л) �N (Л) , где F! (Л) ­
функция распределения собственнь1Х чисел оператора' 

1 
Ly= 2

- 2 (-у",+ (Р (x) t+r (х) ) у) , XEl. 
:::::::: � 

Но N (Л) =N (21/2 Л,) , где N (Л) - функция ра•спределен-ия собствен-
"' 

ных чИ·сел Ly=-y" + (р (x) l+r (х) ) у, xEl. Поэтому, пользуясь тео-
ремой 2.2. 1 и огрубляя оценку, получа-ем N (Л) �М (32Л) .  

Количество s-чисел roпeparop·a L, меньших ЛJ>О, ра·вно м а!КСИ· 
мальной размерности подпространс'I'ва: G, на котором 1\Ау\1 2 � 
� Л2 1\yl l 2 , yE G. Оценка снизу этой величины проводится аналогич­
но дока·зательству нижней оценки в нера,венстве теоремы 2.2. 1 .  
Разница заключается в выборе nробiНой функции. В этом случае 
в качестве про·бной функции бере'ГСЯ функция вида: 

v (t) = Cюe�x )+ro(t�x ) y ( t) , 

где d= (p ( · )+r ( · ) ) "-112 (х) ; у (t) - р�шение уравнения -.v''+ 
+q (t) y (t) =0, 

y (t-:- � )=С, y' (t) /t-x- {':r=Q, 
а функция ю (t) определяется равенством 
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l 
при 1 x l � 100' 

. 1 
при l x l l> too· 

Из теоремы 2.4. 1 получа,ются следствия, которые доказываютсJI 
дословным повторением доказательств из § 3, но с использовани· 
ем вместо теоремы 2.2. 1 теоремы 2.4. 1 .  

Приведем эти утверждения. 
Т е о р е м а  2.4.2. Пусть q (X) I=P (X) !+ir (x) , где р (х) и r (х) ­

оепрерывные неотрицателыные функции. Тогда• резольвента опера�­
тора Ly=-y" +q (х) у, xEI вполне 1непрерывна, если и только если 
(р ( · ) l+r ( · ) ) * (х) -�·+оо при l x l -+oo. _ 

Т е о р е м  а 2.4.3 [ 1 1 8] .  Пу·сть выполнены условия теоремы 2.4.2. 
Тогда резольвента ·оператора· Ly.=-y".+q (х) у ,вполне непрерывна, · 

если и только есл·и J (p (t) !+r ( t) ) dt �+oo, когда интер,вал � ухо-
11 

дит в бесконечность, сохраняя длину. 
Т е о р е м а: 2.4.4. Пусть выпол1нены условия теоремы 2.4.2. То­

гда для нормы оператора L -1 справедливы оценки 
С-1ао � II L-1 1 1Cao, 

где С - постоянное число, не за·висящее от q (х) , а· � -· 
ao = inf{ (р ( · ) +r ( · ) ) * (i) : XEI}. 

1 
Т е о р е м  а 2.4.5. Пусть Р >т и выполнены условия теоремы 

2.4.2. Допустим , чrо резольвента оператора Ly= -y" +q (х) у, 
xEI вполне непрерывна. Тогда оператор L -1 nринаДлежит а,, ее.ли 
и только если 

nричем 
-Р+ � (р ( · )+r ( · ) ) * 2 EL1 (0, оо) , 

00 

S -р+ !_ <С (p ( · ) + r ( · ) ) * 2 (x) dx, 
- с:ю  

где С - постоянное число, не зависящее от q ( . ) �  Sn (L) (n� = 1 ,  2, . . . ) - ·сингулярные числа оператора, L. 
м 



Отметим, что в этих теоремах достаточ1но, чтобы r (х) была ПО* 
луограничена снизу или с-верху, а условие r (х) ;;:<:0 необязательно. 

Т е о р е м  а 2.4.6. Пусть q ( t) ,;;:<: O и спектр оператора Ly= 
.=-Y":+q (х) у, xel дискретен. Обозначим через Л,. и 'Фп (х) соб· 
ственные числа и собственные функции, соответствующие л. И1 
нормированные к еди нице в L2 (J) оператора. L. Тогда:: а) для любой точки xel справедливы оценки 

1 <D 1 +q•- 2 (х)<! 1�п(Х)12Л;;-1 � 136 q*-
f"(x); 

п�1 
б) резольвеtнта L ядерна, если и только если 

1 
q•- 2 (x) EL1 (/) . 

Отметим, что второе утверждение этой теоремы вытекает •ИЗ тео­
ремы 2.4.5. Ниже приведем другое ее доказателы:тво. 

Доказательство. ОбОзначим чер·ез Н rильбертово простра,нство, 
полученное пополнением С� (!) по нор1ме 

00 

I IYII�- 5 ( ! y' (t) l 2+q (t) ! y (t) ! 2 ) dt. 
- оо  

о 
Пусть XoEI и Вх, - oпeparrop, дейст.вующий из Н в .пространст-

во комплексных чисел по формуле Вх, у=у (хо) . Для нормы этого­
оператора' имеем равенство 

Пусть 

-2 
1 1Bx. ll 2 = sup I Y (Xo) I 2 · 11 YII o .  '(2.4.6) о н 

y( t )€H 

1 
ffi (t) = {  ( t )  

4 -t+ -2 

о 
\ 

при 

при 

1 1 - т �t < - т. 
1 t - -<.t<.-4 � � 4 '  

при tф [- +• +). 
Обозначим у х, (t) = (1) е-:/'}· 

(2.4.6) получим 

1 
где d =q*- 2 (хо) . Тогда в силу. 



()цепям IIY х,\\ о :  . 11 
I IYx,\11 5 ( IY�. (t) l 2'+q (t) I Yx. (t) l 2 ) dtl . 

Ad 
d d 

х+ т  х+ т 
. =d-1 16 · 2 · ++ s q (t) I Yx. (t) l 2dt� 8d-1,+ s q (t) dt. 

d d 
х- т х- т 

(2 .4 .7), 

Используя равенства (2. 1 .2) и (2.4.6) ·и нера•венство (2.4.7) , полу­
.. аем . 1 

1 1Bx.l l2>11�.r,II02 � (9d-1) -1q*- f' (х0) . в (2.4.8) 

:Прк е'>О д.ля любого отрезка• �<·>=[ Х0- � -е, x0+f +е] в силу 

i(2. 1 .2) выiЮЛIНЯется условие 

J q (t) dt�d-1·> (d+2e) -1• 
А< •> 

11оэтому по лемме 2. 1 .2 для фуtнкции Ух, (t) ·верно нера,венство 

s ( IY�, (t) l 2'+q (t) l y ( t) l 2 ) dt.>f (d+2в)-2 J l y (t) l 2dt, 
А<• > А<•) 

из которого следует 

5 ( l y' (t) l 2+q ( t) l y (t) l 2 ) dt>{-[ J l y '(t) l 2dt+ (d+2в) -2X 
,А<• >  А< • >  

х s I Y (t) l 2dt ] . 
А<•> 

В �том нер·азенст.ве усrреми.м е к нулю и получим 

s ( 1 у' (t) l 2+q (t) 1 у (t) 1 2 ) dt;;?:+[I 1 у' ( t} l 2dt+ �.s I Y  (t) \ 2dt 1-�
. 

� А А 
� 



Используя это неравенство, в силу (2.4.6) будем иметь 
11Bx.l12�8 su p l y (xo> 1 2 [S 1 у' <t> l 2dt+ �.J I Y <t> l 2dt ] -• "'"'"'  

1(t )6С00 (.:1) А А 
1 1 -r 

=Вd su p
. 

l y (O) I 2 [ f l y' (t) l 2dt+ S l y (t) l 2dt ] · 
J(t )6C'"' (- }, } ) � _1 1 2 - т  

. (2.-!.9) 

Выше при выводе равенства мы пользовЗIЛись сдвигом начапа 
координ ат и преобразованием подобия.  Легко видеть, что ·в пра,воl. 
части .верх·няя грань достигается на •че11ной действителыной фyнKIIiИ'II' 

y(t) . Поэтому 

IY (oJ-Yмl .::}� IY' (t) l dt..;j2 ( J � IY' (t) l •dt }".:: 
1 . 1/2 

< (J 
1 

IY' (t) i 'dt ) , 

2 
- 1 1 } где Ym '=min{y (t) : - 2�t�"'2 . 

Отсюд� 

Но, очевиднg, что 
1 

2 
s 1!1 ( t )  l 2dt. 

1 
- т  
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СледователЬiно, 
1 1/2 1 

J'Y(O) 1 ' .;; I'Y,.I'+ I'Y .. { J 
1 

lli' (1) 1 'dl) + + J _L I'Y' ( 1 )  1 •dl .;; 
' 2 2 

1 
т 

< � J < I'Y' (t) l 2'+ 1 i(t) l 2 ) dt. 
1 

- т  
;Рто нера,венство и (2.4.9) дают, что· 

1 
11Bx, ll 2 � 8d ·  � = 12d= 1 2q*

- 2(xo). (2.4. 1 0) 

о - .!.. 
В гильбертовом пространстве Н семейство Р·п 2 Фп (х) } :=1 яв-

ляется полной ортанормИрованной системой. Поэтому, со·гласно 
.лемме 2.4. 1 ,  имеем 

CID 
,I Л;1 1Фп (хо ) I 2 = 1 1Bx,l\2 • .  
п-t 

Это р а·венство ,вместе с (2.4. 10) и (2.4.8) доказывает первое 
утверждение теоремы. Bropoe утверждение теоремы ·вытекаtет из 
первого, если учесть, что 'Фп (х) нормирова1ны к еди·нице в L2 (/) .  
Дальнейшие обобщения этих ,результатов, связан,ные с теоремами 
вложения И а�ппрокси·мации, можно найти в работах [4, 5, 6, 1 02, 
103, 1 1 9, 1 20, 1 32, 1 33, 146- 1 55] . 

§ 5. Оценка наименьшего собственного значения 
одного класса матриц, соответст11ующего 

разностному уравнению Штурма - Лиувилля 

При приближенном вычислении собственных значений диффе­
ренциальных операторов !Необходимо вычисление собстве�нных зна­
чений некоторых конечномерных матриц, которое обычно прово­
дится приближенно. Эффективных формул для .вычисления собст­
венных значений матриц порядка не ме�нее 5 в общем случа·е не 
.существует. В различных за,дачах вычислительной математики 
[ 1 24, -с. 1 09, 1 42, 200] , а также при приближенном вычислении соб­

-ственных зна,чений важно предварительно полу'Чить оценки преде-

70 



лов из 31На·чений. Обычно легко укава'Гь грубые, но эффективные 
.оценки хотя бы для наименьшего собственного значения, по-ви;щ­
мому, в общей ситуации невозможно. 

Для наименьших собст.венных значений одiНого кла·оса матриц 
{А} получим оценки вида ао (А ) /8::::;;Ло (А) ::::;; 30ао (А ) ,  где ао (А ) вы­
писывается через элементы матрицы А Е {А}. Рассматриваемый 
кла1сс матриц включает множество матриц, соответствующее раз-
ностным уравнениям Штурма - Л иувилля. 

· 
Пусть А есть п-мерная маtГрица 

где с1 �0. 

с1+2 -1 

-1  С21+2-1  

- 1  Cn-t +2-l  
- 1  с,.+2 

(2.5. 1 ) 

Через l� обозначим п�мерное гильберто·во простран-ство ·векто­
ров Х1= {Х1 , х2 , . . .  , х,.} с IНормой, соответсmующей ска�лярному про-

" 
изведению (х, у} ,= I х1у1 • Здесь . у1- число, комплексно-сопря-t= t  
женное числу у,. Матрице А СОО'f\Ве'ГСТвует квадра'ГИЧная фор·ма  

п - 1  
(Ау, у) 1= �(-YI-t+(c, + 2)y,- YI+t1Ya+ 

1=2 

+ (cl+2) 1 Y1 I 2-Y2Y1+ (сп +2)1Yn12-Yn-tYn· 

Упростим правую ча<:ть: 
n n n-1 

{Ау, У) ·= ,Ic,1Yal2+2 �IY , 12- �(у 1-tY t + Yt+t У 1 ) -Y2Yl-Yn-tYn=a 
1= 1  1=1 1=! 

11 n+t 

= !c, ly,l2+ � IY1-YI-t l2• 1=1 l=t (2.5.2) 

Здесь и в дальнейшем Для удобства счита·ем, что y0·=Yn+ t '=O. 
МаtГр:Ица А является 1неотрицательной и са,мосопряженной. Для 

получения наименьшего собственного значения А будем пользо­
ваться �орошо извес11ным вариационным n.ринципом : если А - не-

7 1  



отрицательный са•мосопряженный оператор в гильберrовом про­
странстве Н и Ло - наименьшее собственное значение оператора А. 
то 

Ло·= inf (Ау, у) н• IIYII/f2• 

где infimum берется ·по всем уеН, y=I=O. 
Введем необходимые обозначения. Положим 

_ lmax {k :  [2 (k+ I ) ] -1 .;;;::; f с1, I � i-k � i+k�п} . с, <+ . 
k,= 1=1-11 

1 О с,� 
(2.5.3): 

и обозн·ачим через с j новую посл-едовательность, введенiНую фор-
мул ой 

Оценку наименьшего собственного значения матрицы А дает сле­
дующа•я 

Т е о р е м а· 2.5. 1 .  Имеет место оценка. 

(2.5.5i 
где 

ao= inf {2(k:�1 ) : l �f�п}. 
Доказательство. Пусть io= r - произвольвое фиксированное 

1 • 
целое число, 1 � r� n. Есл.и с,::;;;..2, то kr==O. Возьмем та•кой век-
тор у= (Уо, . . .  , Yn+t) , где у, t= l и у1 .=0 при i=l=r. Тогда 

(Ау, Y) t= �+cri.Yr l 2 ::c 2+c,, l lyll 2 =  1 ,  

та·к ·ка·к у нас У =  (Уо, . . . , Yn + t  ) И Yo'=Yn+t '=O. Поэтому 
• 

А _ 2  15с, 
( у, у) I IYII = 21+с,� 2< k,+ t > . 

1 Если с1 < Т• то возьмем / 

72 

у1;�;��:;0, l �l�r-k,-1 , Yr-11,=1 ,  Yr-11, +1 =2 . . . . , 
Y r-t=fe,, Yr==k,+ l ,  Yr + t =k,, • •  , ,  

(2.5.� 



Имеем 
r+ll, 

(Ау, у) �2 (k,+ l )+ ! c1(k,+ I ) 2, l ly ll 2� +(k,+1)8• 
l=r-ll, Поэrому 

(Ау, у) 11 у 1 1-' .;; 3 [-2( k,+ ! )-'+ 1� �,,с 1(k,+ 1 )-1 ]. 
Так каrк по определению (см. (2.5.3) , (2.5.4) ) 

то получа�м. что 
• 

(Ау, У> ny l l 2 � �:�!" (2.5.6) 

Отсюда и из (2.5.6) в оилу произвольн•ости числа r вытека·ет сrnра­
ведливость пра•вого неравенс'Гва в (2.5.5) .  Докаrжем левое нера­
венство в (2.5.5) . 

Возьмем произвольное фиксированное целое j, l �j�n. Пусть с1< + и у= (Уо, .. . . , Уn+t) - произ.воль·ный элемент из гильбер· 

това простра1Нсrва l2n (по условию Yol== Yn+t i=O) . 06оз·начим 11ерез 
J+llj 

а== � 1Yнt-Yll2 •. . 1-1-ll;-1 
Для фиксированною 6>0 возможны .щва1 случая: 

• J+llj 

a�e-12( k
c�l )  � /y,l2; 1 l=J-Ilj 

• l+llj 
е 1 Cj � , .  12 а< - 2( k1+ 1 ) � у, · 1=}-IIJ 

Если вы·nолнено (2.5.7) , то очевидно, что 

(2.5.7) 

(2.5.7') 

13 



J + "Rj l+ kj • J+kj  
� 1 Yнt-Yt l2+ � c, ly1 \ 2;;::=e-12(k

c �О � · 1}'1 12. 
��J-kгt t-J-k1 1 I=J-k1 

(2.5.8) 

Если же выполнено (2.5.7') , то существует jo такое, что 
J-kj- I �jo :�;;;j+kJ+ l  И IYJ.I=sUp{IYt l :  1-kj-l  �i�j+k1+ 1 } .  

Име·ем неравенства• 1 Y1-YJ.I < Iy1-Yt-t l +  IYt-t -Yt-21+ . . .  +IY J.+t­
-YJ. I Пpи i;;:==jo И I Yt -YJ. I<IYt-YI+t i + IYI+t-YI+21+ . . .  + 1YJ.-I-YJ•I 
при  i�jo. Огсюда, пользуясь нера•венством Коши - Буняковсirого 
для i, удовлетворяющего условию j-k1-I :r::;;; i � i+k/+ 1 ,  получа­
ем \ у1 -ь1. 1 � [2' (k1 + 1 )  ) ll?att2. 

Пользуясь (2.5.7') , получаем оценки [ • J+kj ] 1 /2 
I Y J,-y, l <[2(kJ+1 ))1 12 8-t2(k

c 
�1 ) � IY1 12 < 

J 1=1-kj 

<[8-tcfi2k1+ 1 ))1 12 jy 1.1 . 

Из определения с j следует, что с;= [2 (k1 +I) ] -I ,  nоэтому 8-1с; Х 
X (2ki+ I ) �e-1• Следова(J'ельно, I Y J. - y1 < 8:-112 1 YJ,\ и ly1 1 > 

e1f2-1 > �\у 10 \ . Но тогда 

Jt'k j )' l+k j 
� с11 у 1 12> (81 1�

� 1 ,I e,ly J.12> 
1=}-k · в 1=/-k · J J 

( 2 • J+kj 
81 12_1 ) с 1 > � 2( k  +lТ I 'У''2• J 1=1-kj 

Огсюда, выбирая 6=4, получаем (2.5.8) . 
1 Бели CJ:>2, то ·ИЗ определения с� вытекает с;=с1 и k1 1=0. 

СледоватеЛЬIНО, ·выполнено (2.5.8) . 
Таким образом, в обоих случаях имеет место нера·венство 

(2.5.8) . Из (2.5.8) и определеiНи·я а0 вытекает С'Оотношение 

i /HJ J+kJ iHJ 
I 1 Унt -У1 12+ � c, ly, \2>-+ao � IY 1 \2, 1 �j�n. (2.5.9) 

t=J-kгt t�J-k1 I=J-k 1 
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,Возьмем числа 1 �j� � . . .  �j 1 ,  Обозначим через /). 3  множество 
целых точек в отрезке [is - k1 •• js+k18 ] ;  при k1s '=0 множество 
48 СОСТОИТ ИЗ ОДНОЙ TOI1fKИ j S •  

Числа j s выберем таким образом, чтобы выполнялись еледую-' 
щие условия: множествv U 6.s содержит все числа 1 ,  2, . . .  , n 

в�t и A ,.n 6.,, ::= 0'  При l sa-s1 1 ;;:::: 2. Здесь 0' - пустое множество: 
Существование. такого набора {j sPs-• нетрудно доказать исходя 
из опр�деления с; и k1• 

Далее, в CI:IЛY (2.5.9) , имеем 

п. n 1 [is+•s+ t ] � 1Yнt-Ytl2+ �c_,IY1 12> � �1 t= I1 -А _1( \Y t+t - у,\2 + c, IYt l2) > 
8 • 

Из этого 1Неравенства и ва•риа:Ц'Ионного принципа. вытекаеsr, что 
Ло ;;:::: �:. Теорема пол1НОстью доказана,, 

Эффективность формулы (2.5.5) доказывают следующие при-
меры. -

Пример 1. Пусть -в м аrгрице (2.5. 1 )  6удет flJ=2k+ 1 и с.21+1 > + 
при i�= О, 1 '  . . . •  k и о� C2Jo < + хотя бы при одном irc::= jo, O:;;;; jo·:;;;; 
:;;;; k ;  тогда из (2.5.3) получаем, что kj'=O для всех i= 1 ,  2, . . .  

. . . , 2k+ l .  Поэтому из (2.5.4) вытекает с;> +· Но легко видеть, 
• 1 с 1 что с21.= 2· ледовательно, аiУ=т· Отсюда' и из теоремы на-

1 15 ХОДИМ 64- ::::;;;л.о =:::;;;2. 
Этот пример показывает, что, ·имея довольно скудную инфор­

мацию о {cJ}J>t • мож-но ·ИЗ теоремы получать двусторонние оценки 
для наименьшего собственного ЗIНа,чения м атри.цы (2.5. 1 ) .  

Пример 2. Пусть в мarrpщi.e (2.5. 1 )  будет n=2k+ 1 .  Предполо­
жим, что 

cl ;;:::: l ,  . . . , c ,-t# l ,  с,=О, . . .  , с,+�=О, c,+a+t � 1  . . . .  , c211tt# l,  

где r и c.t - целые положителыные числа такие, что 1 < r; · r-+a=::;;; 
� 2k+ 1 ,  причем c.t нечетно . 



В этом случае простые вычисления дают, что ао= (Cli+Зl-2• 
(а +З) -2 -2 Поэтому 16 :::;;;л.о:::;;; зо (а+З) . 

Замечание. Для большого количества задач матемаггической 
физики вычисления строя'ГСЯ таким образом, что на каждом ша.ге 
приходится решать трехточечные ура·внения видаt 

A1Yt-t-C1y1+B1Yн•==-F1 , j= 1 ,  2, . . . (2.5. 101 

A1=fO, 'B,=I=O 

с некоторыми краевыми условиями. 
Эта задаrча является классической. к ней еводятся многие слож­

•НЫе заtдачи теории вычислительных методов [ 1 77] . Систему ура<в· 
нений (2.5. 10) нетрудно привести к таJКой, чтобы соответствующаи 
матрица· имела вид (2.5. 1 ) .  

Отметим, чtо для определения числа а0 требуются не бмее чем 
о (n2) -операций. При этом проводИмые операци.и достаточно про­
сты. 

Как мы показаVIи в § 3 этой главы для оператораt -y"•+q (х) у. 
q (х) � О можно получить эффективную оценку всех собственных 
чисел. Такие же оценки для матрицы (2.5. 1 )  не известны. 

§ 6. ДоnоJJнительные замечания 

Полученные результаты допускают широкие обобщениsr IНа опе­
раторы, поР2жденные замыка.н•ием ква•дратичной формы, опреде� 
л�нной на С0 (Q) ра:венсТtВО'М 

L (u, u) t= 5 (p (x) \ V'1 u \ 2:+q (x} \ u i 2 J dx. 
Q 

Здесь Q - открытое множество в R11; l - целое число; 1 V'lu l t:::::� 
= ( f ��� uj2)112 - градиент порядка l; р (х) и v (x) - неотрица-

1=1 ,дх, 
тельные функции. Эти обобщения оонова�н.ы на изучении операто­
ра  вложения Е, раос'Матриваемого ·из Lp, t (O, v, р) в Lq(O, r). где 
Lp, z (O, v) ,  L11 (Q, r) - соответственно пополнения C;" (tO) ло нор.;. 
мам 
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1 и :  Lq, t (Q, r) 1 = (� r (х) 1 и (х) 1 fldx J'q, 
(р (х) , v (XJ , r (x) ) ::::;;; O) . 

При некоторых естественных ограничениях на ,р· (х) , r (х) и v �х) 
иоmно получить оценку нормы ооератора вложения, критерий ком­
пактности вложения, оценки а<ппрок-симативных .-чисел вложения. 
Оu:енки а1Ппрокоимативных чиtел вложения относятся к задаrчам 
теории аппроксим·аций, причем к таким задачам, значимость ·ко· 
rорых возрастает с раз.витием теоретических основ приближенных 
методов решения дифференциальных уравнений. Приведем опре­
деление а·ппроксимативных чисел (а-чисел ) вложения. 

Пусть В1 и Bz - ба·наховы пространства, и В1 вложено в Bt 
(вместе с топологией) ;  k·м апnроксима�Гивным числом оператора 
вложения Е :  В1 с  ... В2 навывается число 

где нижняя грань берется по всем оnераторам размерности ::::;;;k, 
действующим из В1 в В2. При k=O за ak прmнимается число 
IIE II в, ... в1• С понятием а-чисел тесно связаяы так н·азываемые по­
пере<Чники. Приведем о1Пределение поперечников по Колмогорову 
вложения в�-с ... В2. 

k-м поперечником по Колмагорому вложения В1 с  .... В2 называ· 
ется число 

d11= lnf su p l nf I IU-gllв , 
Ne{N11} \!U\\B,-<:1 веТN 1 

где {N а} � множество всех линейных многообразий, содержащихся 
в в2 размерности, не превос:Ходящих k. При k·=O за< dk прmнимает· 
ся норма оператора вложения Е :  В1 с  ... В2. Пусть Q4 (k)- ку6 с 
центром в точке х; ребра которого параллельны осям координат, и 
длиной ребра d. Введем новую функцию ! l nf (d-1 : d-Pl + n> 5 v ( t) dt при XE·Q, 

v* (х) �= Q4(х>з�< Qd(x )  
+оо при XEQ. 

Пусть Л> О. Обознаrчим через N (Л) количество а-чисел оператора 
можения Е : Lp1 (Q, -v, р) c-L11 (Q, r) , которые не меньше, чем Л. 
Пользуясь функцией v* (Л) , можно получить двустороmнюю оценку 
N (Л) . Приведем один такой. результат. 
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Т е о р е м  а 2.6. 1 .  Пусть 1 <p= q < oo, pl>n и р (x) ·=r (x) == 1. 
Тогда имеет место неравенство 

м (Лс) �::;;Jl(л) �м (с-IЛ) ,  

где с> 1 - постояНJное число, зависящее только от р, l и n, а 
М ( · ) - функt(ия,1 определенна·я при Ле {0, оо ) равенством 

М (Л) =Л -nfl mes{xeQ : v* (х) �Л -1/l}. 

Отметим,  что М (Л) может обратиться в + оо  для всех Л, меньших 
некоторого �; нера·венства теоремы сохраняют смысл и в та,ких 
случаях. Эта теорема· доказаiНа в работе [ 146] . " 

I? ·случ ае pl�n верна такая же теорема,, но при определении 
v* (х) необходимо использовать понятие емкости. Избегая услож­
нения формулировок и определений, мы не  рассм атриваем случай 
pl�n. Такие же оценки верны для функции распределения попе­
реЧ'ников по Колмогорову. Приложепия и обобщения теоремы 
2.6. 1 даны в ра6отах [ 1 02, 1 03, 1 04, 1 1 9, 1 36, 1 46] . 

Из теоремы 2.6. 1 для оператора 

(2.6. 1 )  

рассматриваемого в L 2  (Rn) , 1нетрудно получить. 
Следствие 2.6. 1. Пусть 2l> n. ОбознаJЧим через N (Л) функцию 

распределения собственных чисел оператора L, определенного рЭJо 
венетвам . (2.6. 1 ) . Тогда: 

м (с-tЛ) �N (Л) �М (еЛ) , (2.6.2) 

где с> 1 - постоянное число, зависящее тольк'О от l и n; М ( · ) ­
функция, определенна.я равенством 

n 1 
М (Л) .= t..21mes{xe Rn :  v* (х) �Ли}.  

Отметим, что оценки (2.6.2) могут быть эффективно иооользова•ны 
для вывода ·  асимптотических формул для N (Л) [2, 1 50] . Из этого 
утверждения, .переходя к обратным функциям, получаем 

Следствие 2.6.2. Пусть F ( · ) - ФУ'нкция, обратна·я к €Tporo мо­
нотонной функции, совпадающей с (2.6.3) при больших Л. Тогда 

c-IF (k) � Лk � cF (k) , 

(с> 1 ,  k = O, I , 2, . . .  ) , 
где Л 1 , Л2, • • •  - собственные числ

.
а оператора (2.6. 1 ) .  
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Теорему 2.6. 1 и следствие 2.6. 1 оставляем без доказательства·: 
Доказательство приведено в работе [ 1 46] . Следствие 2.6.2 выво­
дится из следствия 2.6. 1 дословным повторением теоремы 2.3.4, но 
вместо нера,венств (2.3.4) нужно использова!I'ь неравенства (2.6.2) . 

Т е о р е м  а 2.6.2. Пусть 2l> n, v (х) �0. Тогда резо-львента­
опера'I'ора (2.6. 1 )  компактна, если и только если v* (х)-++оо прh 
l x l-+oo. . 

НаtПомним, что компактность (вполне непрерывность) резоль· 
венты опера'I'ора (2.6. 1 )  эквивалентна дискретности его спектра .. 
Этот результат выводи11ся из теоремы 2.6. 1 так же, ка.к теореМ!а 
2.3. 1 была выведена из оценок (2.2. 1 ) .  Пользуясь этой теоремой, 
нетрудно доказаrrь 

Т е о р е м у 2.6.3 .  ( Критерий Молчанова - Бирмана - Мазьи -­
Павлова .) Пусть 2l >n.  Тогда спектр оператора (2.6. 1 ), дискретен, 
если и только если для любого куба Qd ве·личина J v (t) dt cтpe­

Qd 
м ится к +оо, когда· куб Qd уходит в бесJЮнечность, сохраняя дли­
ну ребра. 

Следствие 2.6.2 теоремы 2.6. 1 дает двустороннюю оценку лю­
бого собственного числа оператор а  (2.6. 1 ) .  Из следствия (2.6.2) 
можно, в ча,с11ности, получить двусторонние оценки на,именьшего 
собственного числа, ва,жного во многих вопросах. Приведем эти 
оцеsн�m: 

(2.6.4) 

где v 6= inf{v* (х) : xeRn }; с - постоянное число, зависящее rолько 
от l и n. Что ка,сается оценки (2.5.5) наименьшего собственного 
числа м атрицы (2.5. 1 ) ,  то они не получены до сих пор для м а,триц, 
являющихся р азнос11ным аналогом многомерных операторов. Для 
м атрицы (2.5. 1 )  и мею11ся некоторые результаты [ 1 84] , обобщаю­
щие теорему 2.5. 1 и двусторонiНие оценки да·льнейших собственных 
чисел. Однако полученные оценки �выглядят менее эффективно, чем 
оценки, приведеиные ·В следствии 2,6.2. Окаваvюсь, что изучение 
разностных весовых теорем вложения, получение оценок аппрок­
сима'Гивных чисел вложений разностных пространств требуют но­
вых средств. С другой стороны такие клаосические задачи, труд­
ные для опера'Горов Штурма - Лиувилля, как задача вычисления 
асимпrотики _ собственных чисел, задаrча о дискретности спектра, 
для бесконечномерных матриц вида (2.5. 1 )  решаются оrчень поосто. 

Пусть А-'-- бесконечномерная матрица, рассматриваемая в 1':  
вида (2.5. 1 ) ,  элементами диагонали которой являются числа Ct +2, 
с2+2, сз+2, . . .  , с 1 � 0. Легко доказать, что оператор ВI):ОЛ1Не не­
прерывен,  если и только еслн с1-++ оо при i -+oo. Допустим, что 
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CJ-+00 И обозНаtЧИМ 'Лk , k= 1 , 2, . . .  - пронумеров�ННЫе В возра-, 
стающем порядке соответственные числа матрицы А. Тогда не-

трудно показать, что Л11=-� ( l l+o ( I ) ) ,  (k -+oo) , где {с11};'=1 - по­

следовательность чисел, полученная из {Ck}:'=l п еренумерацией в 
возрастающем порядке. 

Ана•логичные результаты, т. е. оценка· nаименьшего собствен­
ного чи·сла, . оценки последующих собственных чисел, для беско­
нечномерtных пятидиагональных матриц, являющихся равностнымп 
аналоtами операторов вида y< IV >+q (х) у, q (х) >0, получены в 
(53, 54] . Там же определены критерии вложения, компактности 
вложения весовых разностных пространста типа Соболева. 

§ 7. Об оценках нормы интегрального оператора 

Установим некоторые оценки нормы интегра·льного оператора 

(Kf)  ( t) '= J K (t, s) f (s) ds 
F 

(2.7. 1 )  

из Lp (F) в Lq (G ) , где F, G - измеримые П'ОДМIНОжества' соответ­
ственно из Rn 11 Rm; К (t, s ) - измеримая по совокупности перемен­
ных t, SЕ GХF - функция l �p, q � oo .  , 

Нормы O'Ileparropoв вида (2.7. 1 ) в общем случае извеСТIНЫ толь­
ко в случае либо р= 1 ,  либо q,= oo .  Ра·ссмотрим такие •случаи, ко­
торые можно эффективно испол�;>зовать для исследова,ния модель­
ных дифференциальных о ператоров. Л. В . Ка.нторовичем и 
Г. П. Акиловым [85, с. 405] вычислена норм а  оператора К из 
L1 (F) в L 11 ( G) : 

I IKII!...q = sup /I K ( · , s) l lq. 1€F (2.7.2) 
Из э'Гого ра.венства· получим следующее 

Утверждение 2.7. 1 .  Пусть l < p� q.< oo и h (t, s ) - измеримая 
по совокупности переменных t, sE GXF функция. Тогда 

80 

11 (SIK( "IJ ) I
P' )1/р' 11 IIKIIp-+Q <s�� h( • , s) 

F 
Ь( :: ТJ )  . d'Yj. 

11
• 

Доказательство. 

I IKUII�=i/1 K (t, s) h-1 (t, s ) h (t, s) u (s) ds lqdt< 



< �I(I/��· �/JP'd"'l }'Р' (ihP (f, s) / u (s) j P ds)lfP}qd.t-
' 

· Ш k' (1, S) а����· .'/1'' d� г 1 и (s) l 'ds) '1' dt. 

Так как uE.Lp (F) , то l и i .PeL. (F) , причем l l l и i .P1 1 = 11и l l:. Поэто­
му предыдущие нера�вен<:тва. вместе с (2.7.2) дают 

IIKиll�<su pГ J hq (t, s) (JI���· ��/( d11)q'p' dt ]p l lи11:. sвF[ a F , 

Это !Неравенство _в -силу nроизвольности uE.Lp (F) доказыва,ет 
утверждение. 

Из доказанного утверждения, выбирая h ( t, s) , можно получить 
различные следствия. 

Следствие 2.7. 1 .  Пусть 1 <p�q!< oo, -1- - -1 == 1 - -1 • Тогда Р q а 

IIKII�
q
< aq sup ii K ( · , s) ll � + Pa,sup ii K (t, · ) 1 1�. S€1' t 

Доказательство. Выберем h (t, s),= IO''q (t, s) . Тогда' 

11!(1/;_.q<su p{J 1 к (t, s) 1 а ·(s 1 к (t, '11 ) 1 4d'lj ) f/Jp' d t}< sвF 0 F 

' (2.7.3) 

Так как a";i:J!;p', a;;;::. q и 1 = :, + : , то, применяя неравенство Юн­
га, имеем неравенство 

IIKII�1<..!!...sup(J 1 K (t, s) / 4di 
)f/a + 

q sвF 0 

+ :. sup(S i к (t, 'I'J > I ad'lj\ q' � 
tва F ) 

Оценка (2.7.3) , соста.вляюща.я содержа.ние следствия 2.7. 1 ,  хоро-
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шо известна. При p=q,=2, F:= й<=Q след<:твие совпадает с лем-
мой 1 .2. 1: . ' · 

САедствие 2.7.2 . [ 187] . Пусть G.=f,=R,. и K(t, s)s;;aK(t-s):�o. Оператор К действует из Lp (R,.) в Lp(R,. ) тогда и только тогда•. 
когда K(z)eL, (R,.) , приЧем \IKJIP-+P ""':""" 1\KII t .  Из (2.7.3) следуе� 
достаточность и неравеаство · · 

Н еобходимо.сть. 
IIKIIp-+p � IIKI\ , . 

I IKU\Ip<IIKIIP-+iJ· IIUIIp. v UE L Р• (2.7.4): 

Положим и (s) ,...:.....x, (s) , где х� (s)- характеристическая функции 
куба В== [-N, N] •. Тогда из (2.7.4) имеем 

IIКII �P> 1 пfр( \ J K(t-s) ds Р dt )11Р. (2N) k,. -N 
Ь .  

Эдесь и· далее сим.�о.Л J означает многомерный ·интегра·л по кубу 
tz 

, [а, Ь] •. В cиJiy неотрицательности фушкции 

(I.i K(t-s)ds •dt )"'> ;.('Г CГк(z)dz)'dtГ+ 
+?-(J.,N(J+.к(z)dzJdt)"' ;;;. (2N) •IP I K (z)d�+ 

О N 
+ (2N) n/p J К (z)dz= (2N) n/P J К (z) dz. 

-N -N 
Подставляя пол�енную оценку в предыдущее неравенство, полу­
чаем IIKII P"+P � IIКII t . Отс юда и из неравенства J2.7.3) вытекает 
равенство IIKII P"+P'= IIKII t . Следствие доказано. 

Пусть a=f1=R и K(t, s) :=x,,o,oo> (t-s)K (t, s) , тогда опера­
тор К имеет вид 

' 
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со 
(Ки) (t) 1= J K(t, s) u(s)ds. 

t ' ' ' (2.7.5J 



Следствие 2.7.3. Пусть 1 <p�q<oo. Тогда для ·нормы инте_,. 
грального оператора (2.7.5) верна оценка 

'(2.7.6Ж 

� 
где f- произвольная !Непрерывно дифференцируемая функция та. 
кая, что f (O) :=O, f' (z) >0, ze [0, оо ) . 

Дейст.вительно, вьiберем функцию h (t, s) следующим обра· 
зом: ' 

h-P' (t, S) <=f' (f I K (t, �) 1 Р' ;,�). 
Тогда из утверждения (2.7. 1 )  получаем соотношения 

I IKII,_ < s� {! lh (1, s) 1 ' (fi���· ;!1'' d�)'' P '

dt г '· 
=���IkU IK(I, �) 1 P'd�) Г'{j I K(I, �:� P'f1 >< 

х (f IK (Ц)I Р' d��� )' 
/P'

dl г= ' 
-�{J[r·(f I K <t. �> 1 . ··��) ]-'''Hf�'к rl. s> 1 ··d�)J '� dt}'k. 

Смдствие 2.7.4. Пусть в (2.7.5) ядро К (t, s) :=r (t)v (s) ,  где 
r (t) �0, q (s) �0. Тогда для того, чтобы oneparrop К де,_йс�вова\11 из 
Lp (R+) в L q(R+), 1 <p�q < oo  необходимо и достат0Ч1Но, �тобы (х )tlll(oo -)tiP' вdе�х�� irll (t) dt .· I-vP ' (t)'dt <оо '(2.7.7): 



'tlpи этом 
B<iiKiiJJ-+q � (р') I /P' (p)11tt В. 

Необходимость. Пусть оnератор /( действует из Lp  в La• Тогда 
соnряженный oneparrop 

s 
(K*v) (s) '= v (s) J r (t) v ( t )dt 

о 
действует из Lq•  в L p• . Пусть ХЕ [0, оо ) . Для функции vx (s) .= 
c=X/o.xJ(s) 

{ х l v (s)S r (t )dt .при s�x. 
- о 

(l(•vxXs)= s 
v (x) Sг (t) dt при s<х 

t о 

и (K*v х)  (s) принадлежит Lp' . Зна'ЧИТ, та,к как р (p'-l ),=p', то 

def 
Ux(t)=vP'-I(t)Xix, се )  (t) ELp, 

х( 

со  

) q  

со (  

ео  

)

q  

IIKUxll�.:_ J r (t) I vP' (s) ds dt+ I r (t) f vP' _ (s )ds dt< 

Отсюда. 

��r(l r' ( 1) dt) ,,. (f �р· ( s) ds )' ''' < и к 11 ..... < 00. (2. 7 .8) 

Достаточность. Пусть выполнено (2.7.7) .  В (2.7.6) положим 
1 ..!. f (z) = rтzP'. Тогда 

14 

I IKII� ... q<( �,YIP' su pl(f 'lJP' (11) dfl )qtPP' j rg(t) Х 
s;;o.o s О 



(00 )Q /( p' )' 1 
Х ) vP' ('I'J ) d11 dt . 

Применим неравенство 

f ",. (� ) d� ";;в•{! r• (�) d�)-'' ''

, 

вытекающее из (2.7.7) ; имеем: 

\ IКI I� .... q � (p') qiP'BQ/P'���\П "'' (O) d�)Q /PP
Jr11(t)X 

, ,$ о 

Х (J r' (� )  th) Г'' dt].,. ( � )' 1' � • B'l•' ��r {(f ",. (�) d� )' '' '  Х 

(ss )1/7) f1P ( 1 )Q/p 1 Х 0 rq ('I'J ) dТJ J = у -pBq<oo. 

Отсюда и из (2.7.8) получим 

B � II KI I p-+Q �( �' )''Р (-} У' 'в. 
Следствие дока•за·но. 

ДQказанный результат, прина•длежащий при p=q В.  Макенха• 
упту, явЛ'ЯетсЯ обобщением хорошо известных неравенств Харди. 
Отметим очевидное утверждение. 

Следствие 2.7.5. Пусть в (2.7.5) ядро удовлетворяет условию 1 

c1r (t) v (s) � K (t, s) ::;;; c2r (t) v (s) . 

Тогда опержор К действует из Lp (R+) в L11 (R+) ( l'<p� q < oo�J 
тогда и только тогда, когда выполнено (2.7.7) . При этом 
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§ 8. О свойствах полярного оператора и об интегральных 
нераве,нствах, связанных с ними 

о 
Обозначим через Но пополнение С00 (/+) , (/+= (0, оо) )  про� 

странства бесконеч·но гладких, обращающихся ·В нуль в окрестн�­
сти бесконечно уда,ленной точки, функций по !Норме 

где V (t) - непрерывная функция, которая больше нуля при te 
Е (0, оо) .  

Л е м м а 2.8. 1 .  Пусть хе/ +· Тогда1 

sup l f (x) I =;(,Joo 

V-P' (t)dt )t/p' . ( 11<PI< oo) , "1 + p1, ==-t.  1 f D в. = l  х 
о (2.8. 1 )  

Доказательство. Пусrь f (x)·eC00 (/+) и хе/+· Имеем равенство 
OCI 

f (Х) 1=- s f' (t) dt. 
о 

(2.8.2) 

Применим к его црмюй части ·нер81Венство Гельдера и получим 
оценку (со )1/р' (7 )tiP 

J f (x) 1 � I v-P' (t) dt � 1 V (t)f' (t) \ 11dt • 

Для N, xel+ (N>x) определим функцию 
, 

{
V-P'(t ) при t·E (х, N] ,  

f.x, N ( t) l= О при te (х, N] .  ' 

:(2.8.3) 

Тогда, если постояiНную интегрирования определим из условия 
f z(t)-+0 при t-+oo, то ·будем иметь соотношен'Ие 

N 
f .х, N (х) := s V-P' (z) dz. 

х 



<Но 
Ф N N ( 1  N J l f�.и ( t) V (t) \ 1'dt ... s V (�) P-PP'dt-J V(t{P' ? -t)l(t�J V-P' (t) dt. 
0 Х .  Х • Х 
Следовательно, 

("' ' f,, н(х) )' '' =(5 v-·· ( t )dt )'-} .. Jf V-P' ( t) dt)1'p'
. 

s lfx, N(t)V(t)IJJdt х \1 
о 

Устремляя в этом равенстве N к '+оо, получаем неравенст.во 

sup \ f (x) 1 �(sф V-P' (t)dt )tfp' 

. U f И н�t х 
;которое вместе с (2.8.3) доказывают лемму. 

Из результата· Макенхаупта (см. следствие 2.7.4) вытекает 
Л е м м а 2.8.2. Пусть 1 <Р'< оо, р (t) >0 - непрерывная функ� 

ция. Обознаrчим 

т =·�а l p (l) l 'dt )"' · (! v-·· (l)dt г· ' ( � + ;. = 1 ). 

Тогда, если Т< оо, имеет месrо неравенство 
OD оо 

f \ v (t ) f (t) \ JJ dt� cJJJ \ V (t) · f' (t) \ 1'dt, � о ' 
- о 

(2.8.4)' 

где конечная постояiНная С не зависит от f (t)eCe» (/+) . Кроме то­
<ГО, если С - наименьшая постоян1:1ая, для которой верно (2.8.4); . 
то 

Т � С � р IIP(p')IIP'Т, (2.8.5) 
о 

Ука·жем схему доказательства. Для функций f (t) eCe» (/+) .вер­
но представление (2.8.2) .  Поэтому оценка· (2.8.4) эквивалентна 
оценке 

OD СО OD J P U> ·S i f' (ТJ )dТJ IJJdt� cJJ J \ V U>f' (t) \ 1'dt. 
о t о 
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Отсюда., обозначив V (t) f' (fJ) •=g (11) . nолучаем, что нера,венстао 
(2.8.4) эквивалеН1'НО следующему 

00 00  р ,  00 

.f .f ���> g (� ) d11 dt�cpJ l g (11) l pd11• 
о о о 

А это означает, что нанменьшая nостоянная С, для которой верно 
(2.8.4) , равна норме интегрального оп.ераrгора, ядро которого р ав· 
IIO р (t) V-1 (fl ) при 11 � t  и нулю •nри 11 < t. Поэтому лемма' вытека�т 
из следствия 2.7.4. 

Из доказанiНой леммы следует, что необходимым условием 
огра1Ниченности oneparгopa. .вложения Е : Н Pc.:.z. р(р) является 
условие Т< оо, при•чем для нормы оператора, вложения сnраведли­
вы оценки (2.8.S) , в которых вместо С следует записать 
i iEi i нP-+Lp( P> . 

Следующий результат дает условие компактности вложения 
Е :  Hpc. ... Lp (р) . 

Л е м м а 2.7.3. Пусть 1 < Р:<оо и величина Т, оnределенна•я в 
лемме 2.7.2, конечна. Тогда множество функций 

· 

F= [ р (t) f (1) : f (l)eC� (1 +) , f 1 V (1) f (/) 1 ' dl.;; 1 ) 
ОТIНосительно компактно в LP (l+) , если и только если 

(Х )1/Р (оо )1/Р' 

�� J ! p (t) ! Pdt · J I V ( t) i -P'dt =0, 

(_1 + _1 ==t) 
р р' • (2.8.6) 

, , . Доказательство. Достаточность. Продолжим все фу·нкции из Fi 
а также V (t )  и p (t) чеТIНО ·на всю ось. Тогда на осномнии теоре­
;МЫ фреше - Колмогор�ва. (см. гл. 1 § 1 )  достатОIЧно доказать, что 
выполнены .следующие условия а·) и б) : 

.. ·а) . для любого е>О найде"Гся N. такое, что 

\ ' . '  
88 

00 J l p (t) f (t) \ Pdf� ·в, если f (t) ·EF и N�N.;  
N 

б) sup ., J l p (t) f (t) -p (t+h) f (t+h) 1 Pdt -+- 0  при h -н:ю. p (GF / 



Докажем а) . Для pfEF. Из леммы 2.7.2 получаем цепочку со­
отношений 

Отсюда и из условия леммы получаем а,) . 
Докажем б) . Пусть N >O. Введем функцию 

{ 1  при l t l � N. 
<fn (t) ;= О при 1 t l >N. 

Для р (t).f (t) eF имеем ра,венство 
p (/} f (/) =(j)N (t) p (/ ) f (/) :+ ( l-fPN (t) ) р  (/) f (t) . (2.8.7). 

В силу доказанного условия а') , второе слагаемое в (2.8.7) может­
быть сдела1но по норме меньше на,i:Iеред заданного числа б>О за 
сч?т выбора• N. 

Для первого слагаемого Для любых h>O и N>O имеем соотно­
шения 

(s . )1� 
! [ (<pN (t+h) p (b+h) f (t+h) -({JN (t) p (t) f (t) ) I P df .  < 

. ' ,' : < и IРн (l+h) p (l+hJ -�н (l) p (l) 1 '  · 1 / ( IJ I 'dl ) '
'
' + 

+ (f [<pN (/) · р ( /) 1 р 1 f ( t+h) -f (t) ] Pdt )'/Р < . 



Следовательно, 

(} ��N (t+h)J> (t+h)f (t+h) -<pN (t)p (t) f (t) \ IJdt yfp <: 

( N+h )tfp 
< sup \ v (t+h)-p (t} l S . l f (t) \ IJdt + -N-ll<t<.N+b -N-h 

( N+h )1/Р . (t+h )tfp' 
+ _J -:Ji 1 Р (t} \ IJdt

. 
• I v-p' ('11) dтt · . х ( 00 )1' р 

х JcoviJ. (тt) lf' (тt) \ IJd-q • 

Так ка·к функция р (t)- непрерывна, а функция V-P' (t) - локаль­
:но интегрируема, то правая часть при фиксированном N за счет 
выбора h (h - малое) может быть сделана мен·ьше, чем () для всех 

;р (t)f ( t) eF одновременно. Таким образом, выбра·в сначала боль­
шое N, а· затем малое h, для любого 1на,перед за:даНIНОГо ()>0 полу­
чаем оценку 
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su p (J \ p (fi+h)f (t+h) -p (t) f (t) I IJdt) ' 'P �26. p(t)f(t )в.F 1 . 

Отсюда вытекает б) . 
Необходимость. Пусть множество F относительно компактно в 

Lp (/+) . Если p (t) eLp(/+) , то условие (2.8.6) вытекает иэ конечно­
сти величины Т. Поэтому можно считать, что 

N 
IIm S \ p (t) I IJdt= oo.  

- N-+a> o 

При N>O определ-им функцию f N равенством 

. \f V-P' (�) d� nри /Е [N , оо) , 

f N (t) .= ll V -Р' (�) d� при /Е [0, N) . 

Нетруд·но вычислить, что 

110 
Jlf нiiК,== S v-P' (t) dt. 

N 
Из условия Т< оо следует, что fнЕН. Обозначим 

"н (1) =f н<t) ·  а v-p' (1) dt У'''. 
Тогда, вычисляя, нетрудно получить, что р (t) ин (t) ef и 

(2.8.8) 

110 N (со )P'IP' . . J 1 р (t) ин (t) P 'dt> f I P  (t) 1 �'dt J V-P' 
.
( t )dt 

. 
• (2.8.9) 

О О N '
допусrим, что условие (2.8.6) не выпол:няется. Тогда в силу (2.8.9) �о);Кно выбраrгь такую последовательность чисел {N ,}j=1, чтобы 
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00 s l p ( f) • U)Vf ( f )  \ P df�e, i= 1 ,  2, . , . ,  
о 

rде е�>О не за·висит от i. 

(2.8. 10) 

По условию F - относительно компактное м ножество. Поэтому 
в силу полноты про·стра1н:ства Lp (/+) можно считать, что 

Lp(l + ) 
p (t) uN1(t) p (t) u (t) . 

Теперь заметим, что функция ИN 1 ( t) при t <N 1 я·вляется постоян­
ным числом. Поэтому u ( t) будет постоянным числом на  /+. В силу 
(2.8. 1 О) и ( t) :не может быть тождественным ну л ем. Но тогда И3 
включения p (t) u (t) ELp (/+) вытекает p (t) ·E l p (/+) . А это проти­
воречит (2.8.8) . Лемма доказана. 

Изучим ·свойства спектра оператора 

(2.8. 1 1 ) 

где r (x) >0 и р (х) - доста:точно гладкие функции. Так ка,к нас ин­
тересует ·случай, когда· вся особенность коэффициентов в (2.8. 1 1 )  
с·осредоточена в окрестности ·+оо,  то будем считать, что r (х) и 
р (х) .. равны единице в окрестности точки х=О. Обозначим чере3 
L расширение по Фридрихсу в L2 (/+) оператора, порожденного 
выражением (2.8. 1 1 ) ,  определ·енного на бесконечно гладких функ­
циях, равных 1нулю в окрест:ности +оо и ··таких, что у' (О),= О. От­
метим, что задача об изучении спектра, оператора L эквива:лентна 
изучению следующей задачи : 

- (r (х) у') ��Лр2 (х) у (х) , p (x) y (x) EL2 (/+) , у' (О) = О 

на собственные з·начения. 
Т е о р е м а 2.8. 1 .  
а )  Оператор L положительно определен тогда, и только тогда. 

когда 

. т =•,"?, (J р (l) 'dl га г' ( t) dt)' ''
<oo· (2.8. 12)  

причем для нижней грани Л1 спектра оператора L ·Опра:ведливы 
оце�ки · . . . (2.8; 1&): 



б) Оператор L имеет вполне 1непрерывный обраrный, если и 
'Только если выполняется (2.8. 1 2) и 

(2J�. 14) 

Доказательство. Для оператора L имеем 
00 

(Ly, у) ;=.\ r2 (х) j(p(�) у )'\2dx, 
о 

Докажем а) . 
Достаточность. Пусть выполняется (2.8. 12) . Если оператор L 

не является положительно определенным, то существует последо­
вательность y11ED (L) така.я, что 

00 00 

S r2 (х) l(p(�) у )'\2 dx� e11 j' IY11 (х) l 2dx, (2.8. 1 5): 
о о 

1 . rде е11 >0 и е11-+ 0 при n -+-oo. Так как речь идет о расширении по 
Фридрихсу, то в (2.8. 1 5) можно считать Yn (х) финитными беско­
нечно гла·дкими функциями. О6оз1начая V11 (x) i=p-1 (х) у 11 (х) , полу­
чаем, что неравенства (2.8. 1 5) эквивалентны веравенетвам 

00 CIO J r2 (x) l v� (x) \ 2dx� en) p2 (x) \ v11 (x) \ 2dx. 
о о 

Но в силу леммы 2.8.2 получаем 
00 00 S р2 (х) 1 v� (х) l 2dx�4P )' r2 (х) 1 v� (х) l 2dx. 
о о 

(2.8. 15') 

(2.i. J6)' 

Так как е11-+ 0 при п -.оо, то это нера:венство противоречит (2.8. 15) . 
Таким обра·зом, оператор L положительно определен. 

Необходимость. В силу (2.8.5) для любого е>О существует 
финитная бесконечiНо гладкая функция v . (х) такая, что 

00 00 
J р2 (х) 1 v, (х) l 2dx� (Т2-·е) J r2 (х) 1 v �  (х) 1 2dx. 
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Обозначим у,·(х) ·=р (х) v (х) . Тогда получаем соотношения . ' 
ф � 

. IIY ,lli1<r +> = J р2 (х) 1 v, (х) J 2dx� (12-.г) J r2 (х) 1 v: (х) J 2dx� 
о о 

00 1 
� (Т2-е) J r2 (x) 1 (У, (х) р 

-7(x) ) ' j 2dx== (12-8) (Ly , , y.)L1(1+>· 
о 

Отсюда в силу произвольности е>О вытекает, что наименьшее 
число J.t, для которого при yED (L) выполняется неравенство 
<Ly, y>·�J.t<Y. У>.  удовлетворяет условию J.t�T-2• Поэтому 
необходимость доказана. Но число J.t совпадает с нижней грwью 
спектра L. Следовательно, Л.1 � Т-2А. Из (2.3. 1 6) вытекает оценка 
Л.1 = J.L�4-1T-2• Нера"Венства (2.8. 13) доказа1ны. 

Докажем б) . Из леммы Релиха , (см. гл. 1, § 1) следует, что 
оператор L -l вполне непр·ерывен, если и только если множество 

о 
М={у (х) : '<Ly, у> � 1 ,  у (х)ЕС00 (/+) } 

относительно ком·пактно в L2 (/+) . Обозначая v (x) 1=p-1 (x) y (x)', 
получаем, ·что операrгор L-1 впол1не непрерывен в том и только в 
том случае, если множество 

ф - J о 
М=fp (x) · v (x) : r·2 (x) [ v' (x) l 2dx� 1 ,  v (x) EC00 (/+) }  

о 
относительно компак11но в L2 (/+) . Теперь б)  вытека·ет из леммы (2.7.3) . Доказательство теоремы закончено. 

Т е о р е м  а 2.8.2. Пусть величина Т, определенная 5 теореме 
2.8. ] ,  конечна и выполняется условие (2.8. 1 4) . Обозначим через {Л11}:,.,1 и {ф11(Х)}:=t собственные числа· и соответствующие собст­
венные функции оператора L, iНОрмирова.нные в L2 (/+) к 1 . Тогда' 

00 ф 

I л;t iФп (х) 1 2'=f12 (х) s ,-2 (t) dt. n-1 Х 
(2.8. 1 7)' 

Доказательство. Отметим, что лемма 2.4. 1 верна, если вместо 
1 рассматривать /+, а требова•ние вложенности Н в С (/+) не обя· 
зател:ыно (достаточно, чтобы В был ограничен при щ:ех 'I'J<oo) .  
Обозначим через Н г�льбертово просtранство, полученное попол-
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е . � 
IНением Cco(f+)' цо норме ( <Ly, У>)  112. В этом прострВJнстве се· 
мейство {л;112ф,. (x)}:'=t является полной ортанормированной си· 
стемой. Поэтому, согласно лемме 2.4. 1 ,  имеем 

Но 
su p /у(х)/• 
о (Ly, y)=-

yecca<r+ > 

=v2 (х) • su p 
о 00 

vвсоо�1+ > I r•(t) lt�'(t )l1dt 

Отсюда и из леммы 2.8. 1 получаем 
00 

su p ly(x)l• =р2 (х) J r-2 (t) dt. о <Ly, . y> 
yeC00(I+ > х 

Это равенство вместе с (2.8. 1 8) доказывает теорему. 

(2.8. 1 8J 

== 

Из доказа.нной теоремы вытекает 
Следствие. Оператор L-1 ядер·ный, если и только если S (х)·е 

CD 00 00 
EL! (/+) . причем I + ==.f s (x)dx. здесь s (х) =р2 (х) s г2 (t) dt. 

n-1 n О Х 
Дифференциальный оператор L и его различные обобщения 

рассмотрены ь рЗ!ботах [4, 5, 6, 87, 88, 89, 90, 1 0 1 ,  1 55] . Получены 
[4] близкие по смыслу р�зультаты для двучленных операторов . 

l (у) =  (-1 )  "(у<п > (х) ) < n >(x))< n >+ (- 1 )  11 (r (х) у< А> (х) ) <А>. (2.8. 1 9) 

(n�k� 1 )  

Теорема 2.8. 1 дает эффективную оценку наименьшего собственоо· 
го .ЧИсла оператора (2.8. 1 1 ) .  Для операторов типа Штурма- Лиу· 
вилля можно получить эффективные оценки для всех собственных 
чисел. Для оnераторов (2.8. 1 1 ) и (2.8. 1 9) подобные оценки не из· 
вес11НЫ. · 
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§ 9. УСJiовия осциnnяторности и неосциnnяторностн 
решения уравнения Штурма - Лиувиnnя 

Оператором, сопряженным к интегральному оператору 
00 

(Kf) (х) ;= S r (x) q (s) f (s) ds, xEI+= (0, +оо) 

является оператор 
х 

х 
(K*f) (х) =q (x) J r (s) f (s ) ds. 

о 
(2.9. 1 ), 

Поэтому нетрудно получить «двойственный» к следствию 2.7.4 ре­
зультат (при p=q =2) . 

Оператор К* ()граничен из L2 (/+) в L2 (/+) в том и только в том 
случае, если (х )112 оо )112 

в•:.',�::!:, i l r ( t) l 'dl (I l q ( t) l 'dl 
nри этом 

О11сюда также, как мы выводили из следствия 2.7.4 лемму 2.8.2, 
легко получить двойственный результат Макенхаупта. 

Существует nостоя1iная С такан, что (00 х 2 )ф (00 )112 
J р (х) If ( t) dt dx <,С f I V (x)f (x) l 2dx (2.9.2) 

· тогда и только тогда, когда 

м���а 1 р (1) 1 'dl г (I 1 v (1) 1 -'dl Г· 
При этом для наименьшей постоянной С, для которой ·справедли­
во (2.9.2) , имеют ·место оценки М � С � 2М. Решение у (х) уравне­
ния 

(2.9.3) 

называется осцилляторным, если существует последовательность 
точек Х1, Х2, . . . , Xn, • . •  ·EI+, Xn�oo таких, что у (Хп ) =0 (n= 
t= l , 2, . . .  ) . 96 



Предположим, что решение у (х) ура·внения (2.9.3) осциллятор­
но и Х1,- х2, • . .  , Xn , • • .  ...,...- его нули, пронумерованные в порядке воз­
растаJНия. Умножим уравнение (2.9.3) на у (х) и проинтегрируем 
от Xn до Xm (m>n) . Тогда получим, что 

Xm Xm J 1 у' (х) l 2dx= J q (х) 1 у (х) l 2dx. 
Xn Xn 

Используя это равенство докажем, что имеет место 
Т е о р е м  а 2.9. 1 Пусть q (t) ;;;;::: о 1И 

00 

- s 1 I}�x q (t )dt<т· .  
х 

(2.9.4) 

Тогда любое решение уравненця (2.9.3) не осцилляторно. 
Предполож1rм , что утверждение теоремы не имеет место. Тогда 

справедливо (2.9.4 ) . Продолжим фу.нкцию у (х) н а  [хт, оо) ну-

лем. Это продолжение обозна·чим через у (к) . Теперь равенство 
(2.9.4) эквивалентно следующему 

00 со х 2 

J IY' (x) l 2dx= S q (x) J y' (t) dt dx. 
Xn Xn Xn 

Но в силу двойственного результата· Ма·кенха:упта имеем 

где 

со х 2 00 
S q (x> S 'Y' (t )dt dx�4м� S I Y' (x) i 2dx, 
Xn Xn Xn 

М�= !"Р (f q ( t) dt) . (I dt )= 
х xn�O х Xn 

su p (J q (t) dt \х-хп) <:su рх J q (t) dt. x�xn 1 } x;>xn х . х 

(2.9.5) 

По условию теоремы для достаточно больших n правая часть 
1 меньше 4. Поэтому (2.9.5) противоречит (2.9.4) .  Теорема дока-

зана . 
Для сравнения с теоремой 2.9. 1 отметим следующий факт: 
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Т е о р е м  а 2.9.2. Если \ нm (+ ftzq (t) db+x S q (t )dt)> 1 .  
Х-+10 0 Х 

(2.9.6) 

то любое решение уравнения (2.9.3) осцилляторно. 
Доказательство. Возьмем достаточно большие числа N z > N, > 

> No > O, nоложим j О при x�No, 

u (x) = x-No при N0< x�N1, 
N1-N& N&-N1 
N N х+ N N N2 при N, <x�N2• ·- & .- & 

Для этой функции имеем 
Na J ! и' (t )  l 2dt= (N,-No) + (Z:=Z:)1 

(N2-<N1 ) = N,-Ne+ (Z:::::z: )1; 
N, 

Na N& j' q ( t) j u (t) j 2d�= J ( t-N0) 2q (t) dt+ 
N1 N1 

Na + \ (N1-Na t+ Na-NeN )2'q (t )dt . .1 N,-N, Na-Nt 2 • 
N& . 

Зафиксируем N 0 и N1 и устремим N 2 к бесконечности; тогда легко 
видеть, что отношение 

(2.9.7), 

стремится к 

Если выполняется (2.9.6) , то N1 и N 0 'можно nодобрать, так, чтобы 
эта величина была больше, чем единица. Но тогда можно будет 
подобрать N 2 так, чтобы отношение (2.9.7) также было больше, 
чем единица. Следовательно, существует функция и (t) такая, что 
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н. н. j l и' (t ) l 2dt < J q ( t) l u ( t) l 2dt, 
Не На 

и (No) •= U  (N2) '= 0. 

Отсюда вытекает, что задача {-и" -q (t)  и = Ли, 
. и (N0 ) 1= и (N1 )  =0 

кмеет отрицательное собственное число. Но тогда из теории 
Штурма вытекает, что любое решение уравнения (2.9.3) в [No, N2] 
Jiмеет по крайней мере один нуль. Так как Nо > О - любое наперед 
заданное число, то утверждение доказано. 

Отметим, что если решение уравнения -у" -q (х) у;= О осцилля­
торно и q (х) -+ О при 1 х 1 -+оо, то отрицательный спектр оператора 
Ly=-y" -q (х) у дискретен и состоит из бесконечного множества 
изолированных собственных значений, сгущающихся к нулю� 
А если решение не осцилляторно, то отрицательный спектр состоит 
из конечного числа собственных чисел [65] . 
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Д О П О Л Н Е Н И Е ! 

А. М. МИНКИН, Л. А. ШУСТЕР 

РАС П РЕДЕЛЕН И Е СП Е КТРА И СХОДИМОСТЬ 
С П ЕКТРАЛЬНЫХ РАЗЛОЖЕН И И  

ДЛЯ О П ЕРАТОРОВ Т И ПА Ш Р ЕД И Н ГЕРА 

Теории распределения собственных значений и асимптотики 
спектра дифференци альных операторов широко применяются при 
изучении условий и характера сходимости соответствующих спект­
р альных разложений. На примере · операторов типа Шредингера 
р ассмотрим весь цикл такого исследования - от изучения р аспре­
деления спектра дифференциальных операторов до выяснения усло­
вий равносходимости спектральных разложений с рядами Фурье. 

Перейдем к точным формулировкам. Введем необходимые обо­
значения и определения : Rm - евклидово простр анство р азмерно-
сти т;  D = {- I � x1 � I , i= l , т}, \ a \ �=ali+;CXJd+ . . .  +am ;  

д r cxl дl д• 1)1 
D�= и .. • д =д-т + -2 + . . .  + -2 ; 

дх;•ах21 • • •  дхтт xt ?х2 дхт 

< s, х >  - скалярное произведение векторов s, xERm; 1 s 1 2'= 
�=:<s, s> ; zm - целочисленная решетка в Rm; и (х) ·= � Х 

jsj<;;M 
Xc., exp (iл < s, x> ) ,  XED; МЕ (О, оо) ,  SE{sr ,  s2, . . .  ·, sm}EZm ­
т-кратный тригонометрический полином ; Т - множество таких по­
линомов; .q> (k) , kEN1= {0, 1 ,  2, . . .  } - число целых вещественных 
решений уравнения 

(0. 1 )  

L, l - соответственно р асшИрения по Фридрихсу [ 1 ]  операторов 
L', l', заданных н а  Т дифференци альными выражениями 

(L'u) (х) = (-� ) nu (x)+q (x) u (x) , 

(l'u) (х) = (-�) nu (x) +u (x) , 

©Минкин А. М., Шустер Л. А., 1 990. 
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где q (x) eLp (D ) ,  l � p � oo ;  Н А - ЭНергетическое пространство 
[2] 1Юложительно определенного оператора А с областью оареде· 

лени я D (А) с. Н, Н - гильбертово пространство; а (А) - спектр 
оператора  А; сумма �1 означает число точек ЛЕа (А) с 

ifЩ- ЬI<a 
учетом их кратностей, для коrорых выполняется включение f (Ч е  
Е [Ь-а, Ь+аJ ; W�p. " (D)1 l �p�oo - пространство период.ических 
функций С. Л. Соболева (3] . Положим для f (  · ) E Lp .(D ) .  

f (s) =Jf (x) exp (-in<s, .f> ) dx, (О.2Х 
D 

где dx= 2 -m dx1 , dxz, . . .  , dxm, dxl, 1 � j� m - мера Лебега на 
R; А - пространство абсолютно сходящихся кратных тригономет· 
р ических рядов на  D с нормой [4] : 

" 
1 1 f ( ' ) 11 А =  � 1 f ( S) 1 (0.3) 

•вzm 

через 0'1 ,  а2, . . . ниже обозначаются абсолютные положительные 
постоянные различные, возможно, в пределах одной выкладки. 

В §  1 -4 получены следующие результаты. 
Т е о р е м а 0. 1 .  Пусть q ( · ) ELp, (D) , Po= max{ t ,  2� }· То-

гда расширение по Фридрихсу L оператора L' является полуогра­
н иченным снизу оператором в L2 (D) и энергетическое простран· 
ство HL совпадает с W2, " (D) . 

Изучение свОйств спектра оператора L (теорема 0.2) мы про· 
водим вариационным методом.  При этом используется теорема 0. 1 . 

Т е о р е м а 0.2. Пусть выполнено следующее условие: ! L1 (D) , если 2n > m+З, 

q (x) .= { m+l }  . 
Lp (D) , p>max l ,  2n_2 , если 2п� т+З. 

Тогда для любого ' а е( О, i-1t2 ) существует такое число k (а) . что 

при любом целом k�k (а) для ЛЕа (L) имеет место равенство 
�� =<p (k) . (0.4I 

IAII11-::k""l<a 

Далее обозначим Н (k) - подпространство в Lz (D) , порожденное 
собственными функциями (с. ф.) оператора L, которые соответст­
вуют собственным числам (с. ч. ) ,  удовлетворяющим неравенству 
1 Л. t1n-kл2 \ � а. 

1 1 0 



Т е о р е м а  0.3. Пусть -n> m+ I ,  q ( · ) EL1 (D) , ае (о, -4-1t2) .  
Тогда_ найдется число k (а) такое, что при любом целом k � k  (а) в 
Н (k) существует базис, предсtавляемый н абором функций 
{hJ ( · ) })�А1> , причем 

n1 (x) ,= e'"<s, x>+o ( kn_!m 1 ). (0.5) 

где вектор s•= {s. ,  s2, . : .  , s,. } пробегает все целочисленные реше­
ния уравнения (0. 1 ) ,  символ О( · )  понимается в смысле А-нор­
мы и постоянные в этом символе абсолютные. 

Теоремы 0. 1 -0.3 вместе с (3. 1 6) дают необходимую информа­
цию, которая достаточна для исследования сходимости спектраль· 
ных разложений, связанных с оператором L. Пусть фиксировано 
ае (о. i-1t2) и при k�=ko (a) � keN имеет место равенство (0.4) ; 

кроме того, считаем nостоянную со·= со (а) столь большой,  что nри 
л1 � с. л1еа (L) соответствующие с. ф. и1 ( · ) объединяются в nач­
ки собственных подпространств Н (k) , k�ko, оnределенные в тео­
реме 0.3. Положим для f (  • ) ELz (D) и 'Фs (х) ,=ехр (in!<s, х> ) , sE 
ezm 

где 
S, (f) ·= S�t, {f) !+-r, {f) , 

-с, (f) = � � (f, Uj)UJ (х) , 
llo<A<г' и jr:.Н< ff; )  

S��o (f) := � < f, и1>иj(х). Aj<;c, 

(0.6) 

(0.7): 

(0.8) 

(0.9) 

Подчеркнем, что в сумму (0.9) входят те начальные с. ф., которые 
не попали в nодпространство Н (k) при k;;:: k0, S,  (f) - частичная 
сумма ряда со скобками по с. ф. оператора L. 

Т е о р е м  а 0.4. Пусть 2n> m+3, q ( . )ELt (D) . Тогда для лю· 
бой f ( · ) ELz (D) имеет место соотношение 

2n-2m- !.  11m r 2 I IS r (f) ---!()' ,(f)I IA =О. r-+<�> 
(0. 1 0) 

Теоремы 0.1-0.3 доказаны Л. А. Шустером, теорема 0.4 -
А. М. Минкиным [ 12 ] . 

Обычно для операторов в частных nронаводных изучается по--

1 1 1 .  



ведение функции распределения собственных з начений. В теореме 
0.2 установлено, что для оператора типа Шредингера их можно 
асимптотачески разбить н а  группы близких чисел. При этом каж-· 
дан такая группа содержит в точности столько с. ч., какова крат­
ность соответствующего с.  ч. неваэмущенного оператора (-�) п. -

В теореме 0.3 построен конечномерный базис в порожденном 
такой группой с .  ч .  объединении собственных подпространств. Этот 
факт можно р ассматривать как не·к·оторый а налог теоремы Бирк­
гофа об асимптотике базиса в пространстве решений однородного 
дифференциального уравнения со спектральным параметром. ' 3 Из теоремы 0. 4 вытекает при 2п� 2т+т равносходимость со 
скоростью спектрального р азложения, соответствующего операто­
ру L, с тригонометричеСК!fМ рядом Фурье для кir acca L2 (D) . При 
этом она установ,IJена в метрике, более сильной чем С-метрика, при 
мини мальных требованиях к q (х) .  Отметим, что известные р езуль­
таты [6, с .  72-73] позволяют получить равносходимость только 
для средних Рисса достаточно высокого порядка при условии 
гладкости потенциала.  Ранее р авносходимость в А-метрике была 
получена в [7] , где рассматривался случай обыкновенных диффе­
ренциальных операторов. Теоремы 0. 1 ,  0.2 доказ·аны по схеме 
М. О. Отелбаева, который при m= 1 для периодической краевой 
з адачи нашел оценки с. ф .  и функции N (Л) . 

§ 1 .  Описание энергетических пространсто 
некоторых операторов 

Докажем теорему 0. 1 .  Для этого потребуется 
Т е о р е м  а 1 . 1 .  [3] . Пусть l1 > l2, 1 ;<p ::o;;; q< oo, l1-l2'> 1 l . 

:> m (p-1 - q-1 ) . Тогда Wp', " (D) c:  ..... Wq•, " (D) .  
Л е м м а  1 . 1 .  Пусть q ( · ) ELp. (D) . Если и ( · ) Е Т, то и меет ме­

сто неравенство 

< L'и, и > �  11 q (х) 1 и (х) l 2dx ,-б1 l l и ( · )  l li"<D J .  ( 1 . 1 )  

Доказательство. Пульзуясь «Неравенством с параметром» [3] 
для и ( · ) ЕТ получим оценки 

l l и ( · ) I I�(D )<e � 1 1Daul li1<D J+б (.в ) ll и ( · ) l l i,< D J ( 1 .2) 1�1=n 
при 2n > m, 

l l и ( · ) l l i2 , (D ) <е � 1 1Dau( • )1, li1 (D) +б (в) l l и ( · ) l li,' D ) ( 1 .2') Р l•l=n 
т - 1  

при 2п ::о;;; т, р � 2n , р-1,+р' = 1 .  
1 12 



В неравенствах ( 1 .2) и ( 1 .2') б (е)-+оо при 8-+0. Выбирая 8>0 
достаточно малым, найдем, что при  2n>m II q (х) 1 и (х) l 2dxl � l l .q ( · ) 1 1 L,<�>(г �=:'iiD'"иii�,<D>+<> (8) 1 и ( · ) lll,<D>)< 

·< -� � I JD•.и ( · ) 111,<�) +б' (e) ll и ( · ) lli_<D>·' .( 1 .3), I<ZI=n 
Аналогично при 2п� т. пользуясь неравенством Гельдера, полу­
чки 11 q (х) 1 и (х) / 2dX 1< (� 1 q (х) 1 P•dx )''Р• (� 1 и (х) 1 2  р' dx ) •Jp' < 

� ll q (х) ll i (е � !ID"иii�,<D>+б (е) l! и i li1<D>)< Ро 1&Г=п 
< f  � JJD•и lli,<D)+б (e) "l l и ( · ) ll i,<D> • ( 1 .3') 

1•1-n 
из полученных неравенств следуют соотношения 

<L'и, и>- ��q (х) l и (х) / 2dx [
. 

- '5'. 1 nl 1 flD"u / 2dx+ S q (х) 1 и (х) l 2dx-
t:Г=n «а . • .а т D D 

- �J q (х) 1 и (х) / 2dx /> � l iD�и ii�<D>-2 jJ q (х) 1 и (х) / 2dx 1 > 
D 1111-=n D 

;;;?:-2б2 (е) l lи (x) 11 �<DJ· ... 
Неравенство ( 1 . 1 )  доказано. 

Поэтому далее, не теряя общности, считаем, что при выполне­
нии леммы 1 . 1  и-меет место неравенство 

Следствие 1 . 1 .  Оnераторы L', l' являются nоложительно оnре­
деленными. 

Далее нам nотребуется следующая 
Т е о р е м  а 1 .2. [2] . Пусть А - положительно определенный 

8 - 14 1 13 



оператор, действующий в гильбертовам nространстве Н. Для того 
чтобы элемент и ( · ) ЕН принадлежал энергетическому пространст­
ву Н А оператора А, необходимо и достаточно, чтобы существова­
ла последовательность {и" ( · ) }:=t ED (А) такая, что 

< А(иv-и.,), (и.-и.• ) '>!'"+ О, l lи-и. l lн-+ 0 при v, v' -+oo. ( 1 .5). 

Покажем, что н L s= w�. 1! (D) . Пусть последовательность 
{и. ( · ) }:".,.1 ЕТ и удовлетворяет условию ( 1 .5) для A'= L. В силу 
неравенства ( 1 .4) . последовательность {и.}:'�t фундаментальна в 
метрике w;. ,. (D) ,  но в силу ( 1 .4) она же сходится к и ( · ) в метри­
ке L2 (D) ; ветрудно про верить, что когда и ( · ) Е  w;, . (D) и, следо­
вательно, HLs=W� . ..  (D) . 

Обратно, пусть f ( . ) ,Е w;, ,. (D) . Тогда существует последова-
тельность {и. ( · ) }:"=t ЕТ такая, что l lf-и•llw:n < D> -+ О  при v-+oo. 

2, " 
Но тогда f ( · ) ,EHL по теореме 1 .2 согласно веравенетвам ( 1 .3) -
( 1 .3') . Следовательно, н L '= w�. c (D) . Пос;.кольку энергетические 
пространства положительно определенного оператора и его рас­
ширения по Фридрихсу совпадают [2] , то теорема 0. 1 доказана. 

§ 2. Операторные неравенства и распределение спектра 

Докажем теорему 0.2. Следующее равенств9 очевидно: 

o (/) ,= { (kn2) n.+ l ,  ·kEN, k=#=O}. (2. 1 ) 

С. ф. оператора l, соответствующие с. ч. 'N= (kn2)8I+ I ,  имеют вид 

Фs (X) ,=exp (i:rt<s, X'> ) ,  seR (k) , XED, (2.2} 

где R (k) - множество решений в целых вещественных числах урав­
нения (0. 1 )  

(2.3) 

Отметим, что число <p (k) решений в целых вещественных ЧИ{;лах 
уравнения · (2.3) допускает оценку {8] 

m-1 
<р (k) �'tlk-2-. (2.4� 

В соответствии с функциональным исчислением [ 1 ]  для ее [--1 ,  l l  
олределим 1 1  соотношениями (2.5) 

Н 4  



... 
и (х) ,= I I C8exp (in<s, x > ) ,  и ( · ) ED (l) ; 

ll=o s6В( fl) 

... 
(l8и) (х) = 'I I C8 ( (kn2) 11+1)8exp (in<s, .ю> ) .  

k=O 86В( k) 

Л е м м �  2. 1 .  Имеют место неравенства: 

l в ' 1 е m+ l 
1 1 - IIL1(D) ... C(D) ::::;:'tz< oo при

.
> > �, 

l\l-81IL1(D)-+t2P,(D) ::::;:'tЗ< оо при 1 :>8 >  ��� , 
p >max{ 1 .  mt"t }· p-l+p'-1 

= 1 .  

Доказательство. Пусть и ( · ) е Т: 

м и (.ж;) ·= � � c8 exp (in<s, x > ) ,  М < оо, xeD 
k-o s6B( k) 

(2.5)], 

(2.6]\ 

(2.7У,' 

и 4n>m+ I .  Следующие соотношениЯ' основаны на неравенстве 
Коши - Буняковекого и оценке (2.4)': . l M l 8 c8exp(iт.<s, x> ) 

11 - и (х) 11 c(D)==SUp � I ( \ ltn+ l )S 1� xE!D k=O .tSB(k) sт. 

[ м 
)1/2 

::::;: ll и ( · ) !I L1(D) ,I I ( l  1211�028 � 
k-o sSR( k) sт. · 

.;;.,ни ( · )  11 "'"' (�, < < •:� 0., ) '

'

'. 
Теперь нам потребуется общеизвестное 

(2.8J: 

П р е д л о ж е н и е  1 .  Пусть а, �. у, eeR, приЧем �;;;а:-:0, '\';;;а:-:0� 
fl8> �+ 1 .  Тогда при всех л ;;;а:.: 1 имеет место неравенство 

(2.9�� 
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Доказательство. Следующая цепочка соотношений доказывает 
церавенство (2.9) : 

011 
-"-1 + ..!.5 dx 

" �те 1t D (х�+ЛТ)о - ,-

-" ...!._ + -!{Sco dz ) • 1 � 'tt(«, �. Т; 6). 
Л19 1t 8- �  т (о-�) ""' t ( B :- "'+1 ) 

О ( z'+ l )  11 }. � Л \ 11 

Неравенство (2.6) очевидным образом следует из неравенств (2.8), 
и (2.9) . 

Докажем неравенство {2.7) . Нам потребуются следующие фак­
ты. Пусть f ( · ) ELh (D) ,  1 <h�2. Тогда имеет место обобщение 
неравенства Хаусдорфа - Юнга, данное Ф. Риссом [9] : 

(2. 10) 

Далее. Если {Ья}='-t Е/2, то прк р�2 имеет 
,(2. 1 1 ) : 

место неравенство 

(2. 1 1 ): 
. ' 

-1 . 
Пусть, как и выше, и ( . ) Е  Т, рЕ ( 1, · оо) , p-t1+p' '= 1 , h-1:+ 
� (2р')-1·= 1 .  Очевидно 1 < h.�2. В следующей цепочке неравенств 
применяются неравенства Гельдера, теорема Ф. Рисса об общем 
виде линейных функдионалов в Lp (D) и неравенство (2. 1 0) : 

1 16 
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Пусть �� 1 ,  "11 � 1 ,  x-11+-rl-1,= 1 -'-·числа, подлежащие выбору. В по· 
следнем неравенстве применим вновь неравенство Гельдера. Полу­чим 

l\l-8U I IL , <v><'t�(IIcs l 11" )�[ � � ( \ sn \ 2 " +1)�6�1)]�< 2Р 11;..0 11=0 86В( 11) 

<'tн ( � I 1Cs l11" )�[:! ( (k•:/;.1 ) .. ' ]�
!J

. 11=0 s6R( 11)  11=0 . 

Наложим на х усJ)'овие hx� 2  и применим неравенство (2. 1 1 ) .  Окон• 
ч ательно 

· m -t • 1 ["' k-г ]h'l 1il-8UI IL2p,(D) �тs l lu J I L1( D) �О ( ( k1tl)"+ 1 )9h!J • (2. 12J: 

Для и ( · ) Е  Т неравенство (2. 7) будет доказано, если можно найти 
такие числа х И ·ТJ ,  которые удовлетво?яют условию 

• •  &. h т+1 �н� 2. е "YJ > -2-. (2. 1 3).' 
1J 2р . ' 

Так как x...:._ "IJ-l ' h=
:P+l , то из условия xh� 2  следует оценка 

"I'J � P+ 1 .  Второе условие в (2. 1 3) легко привести к виду р [4n6ТJ­
- (mi+ l ) ]  > m+ 1 . Выбрав здесь· величину ТJ • максимальной, т. е. 
ТJ = Р+ 1 ,  мы получим неравенство 

2+ ( т+ 1 ) m+l 
Р l - 4np р- 4np >О. 

m+l  Разрешив его относительно р ,  найдем искому19 оценку р> 4ii"ё 
или в совокупности с условиями Р> 1 ,  I�e получаем, что p>.J 
>max{m�l . t}. Итак, для и ( · ) Е Т неравенства (2.6) и (2.7) вер• 
ны. Так как операт.ор t -8 понимается как замыкание в L2 (D) с ис· 
ходной областью определения Т, то лемма 2. 1 доказана, 

Введем операторы / 1 ,  i= 1 ,  2 

l1 = l-тel28, /2 = l+т9l28, 28 � 1 ,  т9� 0. (2,14jj 

Лемма 2.2. Пусть q ( .  ) ELp (D) ,  где 1 l ,  если 2n>. m+ 1 ,  
р= { m+ l} p>max l , � , если 2п� т+ 1 .  (2. 15)] 
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, 
1 w ·� D Тогда существуют т9>0 и е::::; 2 такие, что при ие 2,,.  ( ) име-

ют место неравенства 

(2. 1 6) 
Доказательство. В силу неравенств (2.6) , (2.7) , условий _(2. 14) , 

:(2. 15) имеют место оценки : 

Y l q (x) l l-6I IL1-+L1 ::::;; J i q (  · ) I IL, <D>Iil-8llчv>....c<D> ::::;;т ,o < 00  
,nри 2n.> m:+ l ;  

l ii� Z-6 1\ L,(D)-+L.(D) :::::;; l l q ( . ) I I LP(D ) "  l ll-01 1L.-+L2p' (D) ::::;;т, о < 00  
при 2n::::;; m+ l . .  
Следующай цепочка 'соотношений доказывает правое неравенство 
(2. 1 6) и основана н а  теореме 0. 1 и лемме 2. 1 :  

< Lи, и > =  � 1 n l  1HD'ulli1<D>+Jq (x) j и (х) l 2dx::::;; 1•1-n IZ& • • , tzm 
D 

� � 1 nl ,IID-иl li.<v> +  il i ] q (x) 1 1-& (l' и (x) II �.(DJ < la.l=n 111 • '  ,a.m 

п \  2 1s l\ 2 < l•�n а.1! • •  ,а т 1 \ jD•uiiLs<D>+'"II и ( · ) L1<v,= 

= <lи, и>l+т<L211 и, и >·= < l2и, и > .  
При этом 2е::::;; 1 за счет выбора р в условии (2.6) , (2. 7 )  и опера­
тор L28 по-прежнему определен соотношением ,(2.5) . Лемма дока­
зана.  

Определение 2 . 1  [2] . Пусть А,  В - положительно определен­
ные операторы, действующие в одном и том же гильбертовам про­
странстве Н. Буде!\� говорить, что оператор А не меньше оператора 
В (А �В) , если : ' 

1 )  любой элемент пространства Н А прин_адлежит пространст­
ву Н в; 

2) для каждого и ( · ) е Н  А сnраведливо неравенство :<Аи, 
и > � < Ви, и > . 

Т е о р е м  а 2 . 1 [2] . Пусть А и В - положительно определен­
ные операторы такие, что Н Ai= H 8; множество, ограниченное в 
метрике Н А ,  компактно в метрике исходного пространства Н и 
А�В. Если Лk и .�k - ·собственные числа соответственно опер аторов 
А и В, расположенные в порядке ·возрастания и с учетом их крат-
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но�ти, то вы�олняются неравенства Л11�р.11, k= 1 ,  2, . . •  Доказан­
ные леммы 2. 1 и 2.2 и теорема 0. 1 nозволяют применить теорему 
2. 1  к операторам !1,2, L. Так как собственными числами оnераторов 
l +тl·29, 20 � 1·. являются соответственно числа 

P�1 )==IS1tj2n+ 1 -Tg ( / sл: / 2п+ 1 )28, 1 s I 2EN; 

1'�2>.= 1 sл: 1 2" + 1+тg ( 1 sл: / 2п+ 1 )21, 1 s / 2EN, 
nричем кратность каждого с. ч. равна ер ( 1 s j 2) ,  то с учетом кратно­
сти с. ч. оператора L получаем неравенства 

р.�t >-<;.Л8 � р.�2>. (2. 1 7)' 

Обозначим O�k1 �k2 �  . . . �k.1-<;. • • •  nоследовательность всех н а­
туральных чисел таких, что уравнение (2.3) имеет решение в це­
лых числах при k=k1 : 

p.�l ) -(k11t2)n + 1-Tg ( (k,1t2f+J )29, 1 

Заметим, что nри О<+ - 2� , начиная с некоторого номера io, 
интервалы [11�1 > , р.�2>) не пересекаются. С другой стороны, для лю-l l 
бого ае(о. f1t2) с;ществует число k (а) такое, что при k1 �k (а) 

1 1 и 0.< 2 - 2n исполняются не равенства 
< р.�2> � (k1 л:2+а� 11, nричем интервалы l 
nо-прежнему не �ересекаются. Выбор е:<+ - �  с учетом лемм 
2. 1 ,  2.2 приводит к веравенетвам 

· 1 1 m+l 
2 - 2i1 >8 >4/Z • если 2n>m+ I ;  (2. 1 8) 

+- 2� ><O>rnax{ t .  т:,/}· если 2n�m+ I .  (2. 19)  

Если условия (2. 1 5) - (2. 1 8) или (2. 1 5) - (2. 1 9) выполнены:, то 
ввиду сказанного выше для достаточно больших k (а) при k;;s::k (а) 
для ЛЕт(L) nолучим равенство 

� 1 ·=(/) (k) . 
jA1111-kж11<a 

Поскольку условия (2. 1 5) - (2. 1 8) или (2. 1 5 )- (2. 19) эквивалент­
ны формулировке теоремы 0.2, то последняя доказана. 
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§ 3. Структура базиса в пачках собственных подпространств 

Рассмотрим с. ф. оператора L-расширения по Фридрихсу one· 
�атора L', определенного на Т дифференциальным вNражением L': 

и условиями 
L'м= (-L\) "u+q (x) u (x) ,  и ( · ) ЕТ (3. 1 �  

q (x) eL1 (D) , n>m+ I .  (3.2) 

Для оnератора L' выполнены условия теорем 0. 1 ,  0,2, следователь· 
но, при Лiii=u (L) и k�k (a) , ае(о. -}1t2) имеет место равенство 

�1 =<p (k) . 
р,1 111-k"'l<a 

(3.3) 

Не ограничивая общности, считаем L!�E. Будем рассматривать 
.уравнение · 

(LU>. ) (х) =Ли ,.(х), I!Uлi! L,<D> = l , ЛEu (L) . (3.4) 

Очевидно, Л� 1 . Множество { u,. ( · ) }�.ea<L) - множество с. ф. one· 
ратора L - обозначим М; напомним, что символ zm означает це· 
лочисленную решетку в Rm. Для Любого Л� 1 введем разбиение 
zm на два непересекающихся подмножества S)"> И. S�Ч :  

[s\''=(s :  sez•, 

1 S\') =( <: seZ": 

ll sл: I -Л2ii l >  -- · 1 1 } 
Л t J2n • 

(3.5) 

Обозначим р (Л) - количество элементов в подмножестве s�Ч: 
Cs==S U). (х) ехр (-i:n:<s, х> ) dx, sezm. (3.6) 

D . 

Ос·новную роль в доказательстве теоремы 0.3 играет 
Л е.м м а 3. 1 .  Пусть 2n>m+3, ил ( · ) еМ. Существует uo>O та­

кое, . что nри то�Лет (L) выnолняются следующие утверждения : · 1 ) · в подмножестве S�..,.> нормы векторов s1 eS�ч. i= J,  р (Л) 
равны l s1 1 2·= ! s2 ! 2'= . . . = l sp(l.. ) l 2·=k (Л).; 

2) множество s�> составляет решения в целых вещес•венных 
числах у равнения 
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rде 

s�+s�+ . . .  +s� =k (Л) ;  
3) для с. ф.  ил ( · } ЕМ имеет место представление 

ил (х) = и1_t )  (х) +иf2> (х) , xeD, 

!up> (х) :-- � Cs · ехр (iп<s, .t�> ) ,  
авs<А> 

u�2> (x)J= �· C5 · exp (iп<s. x> ) , . 
sвsщ 2 . 

nричем выполняются неравенства 

llиP >IIA �'tt llи�II A/Л<'1t�-m - s>f2п , 

l\ui2)\IA �'t2 · 1  Л l (m-1 )/4n , 

l !и>.I IA �'t3 · л<m-t
·
)/'n; 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

. (3. 1 0) 

(3. 1 1 ) 

(3. 1 2) 

4) если леs �>->, то при 4n> Зm+5 выполняется равенство 

�yk (Л) =Л112п + ). ( 2::л;>/2п , 1 е (Л) 1 �'t4· (3. 13) 

Доказательство: Обозначим через А (у, у) замыкание Исходной 
квадратичной формы (L'y, у) . По теореме 0. 1 (см. также (2] тео-
рема 4.7.3) энергетическое пространство н А t= w� "• Поскольку 
n> ; + � :;;;.. � , то функции из Н А непрерывны на D. Поэтому 
имеет место явная формула: 

• 
А (у, z) .=Ao (у, z) + (qy, z) , у, zeH А ,  

л л 
Ao (y, z) =  � l sn / 2n · y (s) · z (s) . 

sвzm 
Для расширения по Фридрихсу L справедливо соотношение [2, 
с. 80, равенство ( 14) ] 

(Ly, z) =А (у, z) , yeDL, zeH А .  

Положим теперь у= U)., Z='Фs и nодставим в это соотношение. По­
А 

скольку A o (U>., Фs} '= l sn i 211•Uл (s) ,  то .мы nридем к основному дла 
последующе�о равенству · 
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( l s� l 2 n-Л} c8=-J q (х) u._ (х) ехр (-i�<s, х> ) dx. 
D 

Пусть seS�a.>. Тогда выполняется неравенство 

Л,t12n 1 ( 1 s� 1 21J-1+f..(2n-t )f2n ) � 1 1  s� 1 2n_л. l -l. 

Лользуясь соотношениями (3. 1 4) и (3. 15) получим, что 

IC.r 1 ::::::;;; llq iiL1(D)" I IUAi i A •At12n 1 ( 1 sn l 2n-1+Л<2n-t )f2n), ses�Ч. 

(3. 1 4) 

(3. 1 5) 

(3. 1 6) 

Из (3. 1 6) с учетом соотношений (2.4) и (2.9) получим цепочку 
.неравенств, последнее из которых доказывает неравенство (3. 1.0) : 

� ICs 1 ::::::;;; l l q i iL'' <D > "Л.1/2n . l!илiiA • � ( IS1tl2n-t+Л<2n-t )f2n )-1<: 
sвs<">  sвs<a.> 1 1 

011 2n-1 2n-t 
::::::;тs · ll илi iA • A112n I k(m-1)/2j (k -2-+ Л-2-)<: 

k=O 
::::::;'t'sll илii A/Л(2n-m-З)/2 1  • 

... 
Ясно, что при достаточно большом Л. будет выполняться оценка 

� ICs l< 
sвs<A> 

1 
Из (3. 1 7) следуют оценки 

1\ U>, \1 А 
2 

\ IUл i iA= llиP> I IA+IIиP>I IA= � ICs l+ � ICs l <:  
sв�а.> sвs<Ч 1 2 

� 11 и,_ 11 А+ � l "'> 2 
""" Cs l . 

ввs< >- >  2 
Таким образом, получили соотношение 

I IUAI I A<211иi2> 1 1 A=2 � ICsl .  
в€S( Л ) 2 

(3. 1 7>: 

(3. 1 8) 

Пусть теnерь ses�>->. Ясно, что s�A) * g· ибо иначе равенство 
Q\Ua.II.La = 1 и оценка (3. 1 8) противоречат друг другу. Для векторов 
seS �Ч выполняются неравенства 

. 

ал= -1 (л*-2+ -1 -) < l s l 2 < -1 (t.. ' '"+2 + _!___). -=�л 7tl л 1/fl 7tl л1f.t • 
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Так как A.� l ,  l s i 2=N и ·13л-Сtл= � <+. получаем, что векто­

рьi sES�"> имеют одинаковые нормы, а их число не превышает т-1 · 
т6 · A.2ii" в силу оценки (2.4) . Из доказанных выше неравенств 
и неравенства Коши - Буняковекого следуют соотношения: 

m - 1  
i\u�2>\ \A= � \Cs \ -<( �� )1/Z( � \Сs\2)1/2<1:т/ЛГ4n; 

•вs<Ч •вs<"> sвs< "> 
2 2 2 

m -1 
1 \U>.( • )\IA <211Ui2> 1\ А <'tsA ""4ii"'"" 

'ttt 
- ""4ii=зm=a· 

л 4/1 

Таким образом, при 4n!>3m+5 величины uio, \IU�2> \ IL1 при л �оо 
стремятся соответственно к О (равномерно по xeD) и к 1 .  Поэто­
му существует столь большое число Ro, что при R0:;:;;Лea (L) вы· 
11олняется следующая оценка снизу: 

\ lи <2>\iL >-1 1. а ·  2 • ' 

Умножая равенство (3. 14) на  с8 и суммируя по seS12>, получаем 
соотношени.е 

( \S1t\2n-л) � \С s \2=-J q (х) ил (х) и�2> (х) dx. (3. 19), 
ввs�).> D 

Поскольку в равенстве (3. 1 9) вектор ses�ч. можно написать 
представление 

1 
1 1 � 2п + 6(Л ) sn ·=л л 1/2n ' 1 е (Л.) 1 :;:;; 1 . 

Из (3.20) при достаточно большом Л. получим 

2п-2 ( 1 1 
с• 2n-2 

I \S1t\2п-/, I=CJпЛ2il 1 е (Л.) 1 1 1 +О л 1127) > ;п Л-2- 1 е (Л.) 1 -
Отсюда следуют оценки 

2n-2 
TЛ2ii"" 1 е (Л) j :;:;; \ \S1t\2n - Л 1 � \С s l2< 

sвs�Ч 

{3.20) 
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<: S ! q (x) ! ! ил (х) l l и�2> (х) J dx�'t'llЛ
m;t

• 
D . 

Итак, получим неравенство 
1 8 (Л) 1 � zп�l,:�1 • 

Л� 
В силу· (3.20) и доказанной части леммы 3. 1 окончательно выво­
дим 

1 1 
yk (Л) n= J s.n / = Л211+ D(Л )  .=Л21i+ _!!(Л )  / 8 1 (Л) / �'ttз· лtf2n �· л 211 

Лемма 3. 1  полностью доказана. 
Доказательство теоремы 0.3. Пусть фиксировано k, kt�keN. 

где k, - достаточно большое число, выбранное так, чтобы выпол­
нялись все утверждения леммы 3. 1 ,  {Лj}f_1 - множество с. ч. с уче· 
том их кратности оператора L, удовлетворяющих неравенст�у 

1 �· Р-} "-k.n2 1 �а; О<а< 2. (3.21 J 

Согласно результатам § 2 при k;;з:::k2 (а) , где k2 (а) - достаточно 
большое число, p={f! (k) . Далее всюду k;;з:::ko (a) ,=!Jlax{kt,  k2 (а)}. 
Р-ассмотрим подмножества zm{S�лJ 1}j-1• Докажем, что равномер­
но относительно j= Т,"Р' для всех векторов ses�>-1> имеет место 
равенство 1 s / 21= k. Действительно, в силу леммы 3. 1 и условия 
(3.2 1 ) имеем оценки · -

.n2 / k- l s / 2 1  � l k.n2-ЛY"1 + I ЛY"- I лs / 2·1 �а:+ 2����1 • 
Л 211 

Тогда nри достаточно боJiьшом ko получим неравенство 1 k- \ s \ 2 \  �� 
< � � Поскольку k, J s / 2EN, то k= J s / 2 для всех j= l ,  р. 

Далее считаем, что с. ф. {ил 1 ( · ) }J..,.1 оiпогональны и .нормиро­
ваны в L2 (D) к l .  Согласно результатам леммы 3. 1 ,  имеем равен· 
ства 

р 
U>. J (х),=и��> (х) +иi�> (х) =и��> (х)+ Ic�J)exp (in<s�-t, х> ) ,  

!L� t 
j = г;-р, (3.22): 

где {s�-t}:..,1 - совокуnность целочисленных решений уравнении 
l s l 2 = k. Запишем равенства (3.22) в виде 
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р 
� c�J)exp (in.<sll, х > )  =UAJ (x)-u�t! (х) , i= l ,  р. 
�=1 J 

11з равенств (3.23) и оценки (3. 10) следуют соотношения 
р 

V ( /Г( }' )  < ( t )  ( t ) > " + 'taa � ctJ. с". """ UA1-u,j , u�.i' -u).i' =<JJJ' ""(ii::.зт.::.-1" 11-= t - Л 2n 

(3.23) 

rде бп' - символ Кронекера. Это обстоятельство позволяет оце· 
'Нить определит.ель матрицы 

с�•> ci0 c�t> 

А= с�2> c�'l.> c<
2J р 

с<Р> t с�Р> с� 
Действительно, в силу очевидных соображений выполняются ра­
венства 

1 det А j 2=det А · det At=det (a-p,q), 

еде А' - м атрица, полученная из А транспортированием и заменей 
элементов на сопряжение rl + tn::,_5 , l=q, l, q= 1 ,  р, 

л 211 ap, q _ \- 4п�:М-r,• L=Fq, l, q= l , p. л 211 

Так как имеют место оценки 

T( k)  �� --,п-эm-5 � k2( n m�t)' l= 1 ,  р, 
IЛ) 2n 

то на основании теоремы Леви - Деспланка ( 1 О, с. 1 92} Nри доста­
точно больших �.; получим det 'А*О, а это ср,азу п'риводит .к равен-
ствам -

р 
exp iл.<s�, x>==l: ir.��> (tt).1 (х)-и��> (х) ) ,  j.t=l , p. /=t (3.24) 
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Систему равенств (3.24) nерепишем следующим образом: . 

р 
hP. (х) .= ехр iл<sv-, х> + � aj�'->ui�> (х) = }=1 

р 
= I а<;->ил 1 (х) , �= 1, р. }=1 

(3.25J 

Так как {ил J (x)}f.,.,1 - ортанормированная система функций, А ­
невырожденная м атрица, то система функций {h..,. (х) }�1 линейно 
независима; поскольку размерность подпространства р авна р, то 
совокуnность функций {h..,. (х) }:= 1 образует базис в подnространст-
ве Н (k) . Уточним вид h..,. (х) ,  4Х= 1 ,  р. Нормируя функции 
{h..,. ( · ) }:_1 в L2 (D) к 1 и обозначая нормированную систему 

А 
{h..,. ( · ) }:=1, получаем 

А р р 
h..,. (х) =yci�'-> exp iл<s�'-, х > +  � т)�'->и��> (х) = � i)�'->ил 1 (х) . (3.26) 1=1 1=1 
Подчеркнем, что коэффицие�ты yj"">, j 1, р при каждом фикси­
р'ова·нном � =  1 ,  р одинаковы в правой и левой частях равенства 
(3.26) в силу равенства (3.25) . В силу ортонормированности си� 
стемы функций {ил 1 ( · ) })_1 получим равенства 

(3.27) 

л 
Вновь исnользуем нормировку {h..,. ( · ) }�� 1 : 

А 
lт��'-> l l l exp iл< sv-, х> IIL1<D >�IIh..,.(x)IIL1<D >+ 

+llf ij�'->щt.>(x) ll <1+  f l-r1>1 1 1иtt< IIL1<D>� 
J�t J LI(D) }=1 j 
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СлеДовательно, при k�ko верны неравенства 

lт�>l< : , . l lf т'{>ui�>(x) ll < kn'tt�-t , �= 1� 
/- J L, 

Аналогично доказывается, что 1 y�"'>l> + при k.�ko. На основа-
А -

нии этих оценок легко перейти от h (х) к � (х) ,  �= 1 , р. Получим 
hp. (х) =ехр in<s, Х:>:+ о( kn � 1 ). � = 1 ,  р .  

Теорема 0.3 доказана. 

§ 4. РАВ НОСХОДИМОСТЬ В ПРОСТРАНСТВЕ А 

Пусть ��>m+З, q ( · ) ·ELI (D) и число аЕ (О, ;• )· В теореме O.Z 

установлено, что при с (а) = с�Л.1Еа (L) с. ф. {и л.J (X) }j_1 опера­
тора L можно объединить в подпространст�а Н (k) (k;;;a,ko·=ko (а) ) .  
dim Н (k) =q> (k) . Далее в § 3 было введено представление (см. 
(3.9) ) 

(4. 1 )  

где функция и 2, 1  (х). является линейной комбинацией экспонент 
Ф.r (�·=ехр in<s, Х:>, ' l s l 21=k. Относительно слага,емого и1, 1 {х) 
нам потребуется только полученная в лемме 3. 1 промежуточная 
оценка (3. 1 6) 

А n иJ D A· A}J2n 
lиt. 1 (�) 1 �-rl l q ii L, 2n-t , �-tEZт. (4.2)' 

I!-Lтc l2n-t+л 2il 
1 

Пользуясь (3. 1 2) и неравенс�вом I Л}1n-kn2 l�a для a1c.H(k) ,  по­
лучаем окончательную оценку, которой мы будем пользоваться: . ·, . 

(4.3>: 

Прежде чем доказывать теорему 0.4, установим ряд вспомогатель­
ных утверждений. 

Положим для f ( · )  EL2 (D) (см. (0.6) - (0.9) ) 

1, (f} i=F-a,(f), Т, (f) i=F-S, (f) . (4.4); 
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Л е м м а  4. 1 (формула остатка) . Пусть f ( · ) EL2 (D) . Тогда 
справедливо тождество 

Доказательство. Выпо�ним преобР.азование 

S, (f) -a, (f) = (l,+a,)[S, (f) ] -а, {f) 1= 
=l,[S, (f) ] -a, [F-S, (f) ] i= l,(S, (f) ) -a,(T, {f) ) .  

(4.5) 

Лемма доказана.  
Л е м м а 4.2. Для f ( · )  EL2 (D) цмеет место представление 

J,[S, (f) ) = � (f, u1)I,[u1J+ � � (F, u1)I,(u1), (4.6) ). 1<;с k..<;k.;;г• • 1вн(k) 

а,[Т, (f} ) ;= � � (f, UJ)�г(UJ). (4.7)' k>r" и j6Il(k) 

Доказательство. Поскольку операторы S, и а, конечномерны, 
то представление (4.6) тривиально. Снова, пользуясь конечномер­
ностью а,., находим, что (4.7) будет следовать из соотношения 

Последнее означает, что 

а это очевидно, раз S, (f} -+ f в L2 (D) . Лемма доказана. 
Нам потребуются еще две оценки технического характера. 
Л е м м а 4 .3. Пycть u1 ( · ) EH (k) , k�r2• Тогда 

m+t 
mk_4

_ 
l la,[u t, J]II A  �-тll q ii L, r 2n _, • (4.9) . 

k
-2-

Доказательство. В силу (4.3) и условия k�r2 получаем, что 
m + t  m + 1  

k---r k-.. -
lla,[и •• JJII A �-тl l q ii L, � 2n -t �-тl lq ii L, 2п-i �1 • /111<г ,.._2n-t+k_2_ k

-2- llll<:r 

а число целочисленных точек в т-мерном шаре радuуса r есть 
О (rm) . Лемма доказана. 
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Л е м м а 4.4. Пусть UJEH (k) , k �r2• Тогда 

mтJ  
k-,-

JI I,[u !, ; ) l l л  �'Т // q l l  L, 211-т-1 • г ( 4. 1 О) 

Доказательство. В силу (4.3) и условия k �r2 получаем, что 

Одн ако 

r �oo . Лемма доказана.  
Телерь проверим выполнение условия 

2n-2m - !.. 
lim r 2 / //,[S�.J I I л=O. , ..... .., 

( 4. 1 ] )  

Л е м м а 4.5. Для любого фиксированного j выполняется соот-
ношение 

2n-2m - 3-
I Im r 2 i /l,[u1] 1 1л  =0. г-+m (4. 1 2) 

Доказательство. Вначале заметим, что энергетическое простр_ан­
ство HL=D (yL) . Тогда по теореме 0. 1 и1ЕНL= w:�. " (D) и, так 
как 2n > m+3, то в силу вложения w:, " (D) с ... С все с. ф. непре­
рывны.  Далее, из (3. 14 )  и меем, что 

л 
/UJ (s ) 1 �'ТI I q i i L. I IUJ I Ic l s l -2" , J s J -+oo ,  'Т='Т (i) . 

Поскольку � Js j -2n=O{rm-2n), то выполняется оценка 1 1/  ,[UJ] I I A= 
l.r l>г 

=O(rm-2n). Тем более, отсюда вытекает (4 . 12 ) . Лем м а  доказана .  
Следствие 4. 1 .  Для f ( · ) EL2 (D) выполнено (4. 1 1 ) .  
Доказательство теоремы 0.4. Воспользуемся формулой остат­

ка (4.5) . 
1 .  Оценка 1, ( S, (f) ] .  Пользуясь следствием 4. 1 ,  видим, что до­

статочно ограничиваться оценкой выражения 1, ['t, (f) ]  (см. (0.7) , 
(0.8) ) .  Однако для u1 ( · )  ЕН (k ) ,  k� r2 и меем 

9-14 
l,(u1]=l,[ut ,  1] .  (4. 1 5) 
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Поскольку l ,[u2, 1 ) t=O, ибо оператор J, аннулирует гармоники 
Фs (х) , / s / 2 = k  при k � r2• Отсюда с учетом (4.6) получаем 

l,[t,(f))= � � < f. UJ> l,(Ut, J. ke<k<r1 UJ6H( k) 
(4. 1 6} 

Пользуясь неравенством Коши - Буняковекого и равенством Пар­
севаля, находим 

ll/,(t,(f)] /I A -<ilfi iL1( � � 11 /,(Ut ,  j] / /�)112. (4. 1 7) 
ko<k<г• и jBH( k )  

Применяя (4. 1 0) , имеем 
tn+l 

11/ ,(t,(f)]J IA  <J ifi /L1 • tJ /qi iL1 2n:m-t ( � k-2- c:p (k} ) 112• (4. 1 8} r .t.<k<r• 
Однако 

� k m2+t qJ (k) := � ls lm + t=o( fsm + 1pm-- ldp)-=O(r2m+1 >). (4. 1 9) 
-'<г• aвztn о . 

Подставляя (4. 1 9) в (4. 1 8) ,  получаем 

1 1 /  r[t,(f)}JIA �'t/ / q i!L, • I I fl iL1Г -( 2n-2
m

- �). (4.20J, 

2. Оценка а,[Т, (f) ] .  Воспользуемся соотношением (4.7) . Те­
перь для и1ЕН (k) ,  k>r2 имеют 

a,[uJI=a,[иt, j) . (4.2 1 � 

поскольку a,[u2, 1 ] t= O, ибо оператор а, аннулирует 
•Ps (х) , / s / 2 = k  при таких k. Значит 

а,[Т, {f) ] '= � � (f, UJPr[Ut, ;). ll>r• Uj€H( k )  

Снова, применяя неравенство Коши - Буняковского, 
Парсеваля и (4.9) , приходим к оценке 

I I•,(T ,(f))ll А <;;тl l q lf L, l lfl l".r"(J,, ::�: � ( k) ) ' ''. 

гармоники 

(4.22)' 

равенство 

(-4.23} 

Рассуждая так же, как при выводе ( 4. 1 9) ,  получаем, что 

J Зt 

m + l  (со /с-2- m+1 m-1 
� -- c:p (k) = O S P  Р dp)=O(r-<•11-2m -a>) ll>r• ,tln-1 p2(2n-1 ) . • 

r 
(4.247, 



Подставляя (4.24) в (4.23) , находим 
-(2o-2m - !_}  

llar[Tr(f))II A �'tll q i iL, (DJ  l l f ll L1( D)r 2 • 
3. Итак, объединяя (4.20) и (4.25) , получаем 

r(2'н:!m- }) I !Sr (f) -crr(f)II A �'tl i q i iL, <D > i i f llr..<D> ·  (4.26} 

Для с. ф. и1 (х} доказываемое соотношение (0. 10) сводится при 
достаточно больших r к (4 . 1 2) , а оно уже доказано. Поскольку 
с. ф .  и1 (х) плотны в L2 (D) , то доказательство теоремы 0.4 завер­
шается ссылкой на теорему Банаха - Штейнгауза для последова­
тельности операторов 

f (  • ) -+ r(2п-2m- }) [Sr (f) -ar (f) ] · 
Замечание 4. 1 .  Лежащая в основе доказательства теоремы 0.4 

формула остатка в несколько более общем виде была установлена 
ранее для обыкновенных дифференциальных операторов в [ l l ] . 
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д О П О Л Н Е Н И Е Н 

Д. Н. ТУРМУХАМБЕТОН 
1 

РАС П РЕДЕЛ ЕН И Е С П Е КТРА ДЛЯ О П ЕРАТО РА П ЕР ЕНОСА 
С Ч ЕТ Н О И И НДИ КАТР И СО И РАССЕЯ Н ИЯ 

Применим вари ационный метод исследования асимптотики 
спектра к некоторым задачам, возникающим в кинетической тео­
рии переноса частиц. Приведем результаты, полученные в [ 1 0-
13] . 

Рассмотрим стационарное многоскоростное уравнение перено­
са (линеаризованное кинетическое уравнение Больцмана) : 

8 
e1(p' l  v)� St :; +ер (р, v, s) = е1 (р

А 
v)  S а (р, v,  v', /Lo) Х ' 1�1  t ' V XQ 

XqJ (p, v', s') ds'dv'+P (p, v , s) , (р, v, s ) E G X VXQ. (0. 1 ) 
Здесь Gc. R3 есть область, в которой происходит процесс переноса 
частиц; V= (v 0, V t ) - интервал изменения модуля скорости частиц; 
Q - единичная сфера в R3, являющаяся областью изменения на­
правления скорости s ; ер (р, v ,  s)  есть плотность числа частиц, ле­
тящих в точке р= (xt, х2 ,  Хз) со скоростью v в направлении s; f-1.0= 

8 
� ' ' 1 =- ,._ s1s 1 - косинус угла между направлениями s и s ; -(--) -
t�l С1 р, tl 

величина среднего свободного пробега частиц; О' - индикатриса 
рассеяния, характеризующая распределение частиц по скоростям и 
направлениям после столкновения с атомами вещества ;  F - функ­
ция источников излучения .  

К уравнению (0. 1 )  присоединяется некоторое граничное усло­
вие. Например, решение ищется в классе функций, обращающихся 
)J нуль на определенном подмножестве множества дGХ VX!Q. 

Уравнение (0. 1 )  называется односкоростным, если функции, 

© Турмухамбетов Д. Н., 1 990. 
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участвующие в 1нем, не зави.сят от v и нет и нтегрирования по v; 
изотропным, если функция а не зависит от s и s'. 

В работах / 1 -4] показано, что если индикатриса рассеяния а 
и функция F симметричны и четны по направлениям, т. е. 

а (р, v, v', f.to) =а (р, v', v, Щ!) , а (р, v, v', -�-Lo) =а (р, v, v', J.Lo) , 
F (p, v, s) =F (p, v, -s) , 

(0.2} 
то задача для уравнения (0. 1 )  с помощью подстановки эквива­
лентно сводится к самосопряженной задаче для уравнения 

с соответствующими граничными условиями, где В - интеграль­
ный оператор, стоящий в правой части уравнения (0. 1 ) ,  grad и� 3 � ди 

П L-t В u = ..,;;,., д-. ричем оператор 0 - вполне непрерывныи и длп 
i=J х, 

задачи (0.3) справедлива теория Гильберта - Шмидта. В частно­
сти, все собственные значения оператора L01 В вещественны, об­
разуют счетное множество и справедливы соответствующие вариз­
иионные принципы. 

Нами исследуется асимптотика спектра для многоскоростной 
з адачи вида (0.3) в одномерной (плоскопараллельной) и много­
мерной геометриях. Метод исследования - вариационный и близок 
к методу, применявшемуел в работах [5, гл. 7, 6-9] . 

§ 1 .  Плоскопараллел ьный случай. 
Предварительные оценки спектра 

Пусть Q={q= (z, v, f.t) : �a � r � a. O�v0�v�v1 < oo, О��� 
�1}. В гильбертовам пространстве L2, a (Q) со скалярным произве­
дением 

а V t  1 
(f, g ) =  S J St (z, v, fl. )g-(z, v, �) a. (z, v) df.ldvdz 

-а t•1 О 
рассмот.рим задачу на спектр для уравнения (0 .3) в одномернон 
(плоскопараллельном) случае 

v1  1 

- ",/�: v) -:т с( z� v )  �� )+и (z, v , f.t )  = a( z� tl) j s а (z, 1:1 , f.t, v', �' ) х 
v, о 

Х и (z, v', 1-L') df..L'dv' ; ( 1 . 1 )  
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и+ -- - = и- -- - =0 ( 11- ди )1 ( 1L ди )\ a( z, v) дz z=a a.( z, v )  дz z=-a ' 

тде a (z, v) - непрерывна и O < ao � a (z, v ) � а1 < оо. 
через В оператор в L2, � (Q) ,  стоящий в правой части 
{ 1 . 1 )  va 1 

Ви= a( z� v) S S a (z, v, J.t, v', �-t') u (z, v', �-t') d�-t'dv'. 
v, о 

Относительно индикатрисы рассеяния а (z, v, f.t, v', J.l.') 
жим, что 

м a (z, v ,  11· v', �t') = � bm (z) ат (v , �-' •  v', 11') , 
m = l  

( 1 .2) 

Обозн ачим 
уравнения 

( 1 .3) 

предполо-

где Ьт (z) >0 - непрерывны на (-а, а] ; am - вещественнозначны 
и непрерывны, а интегральные операторы  в L2 ( [vo, v1 ]  Х [0, 1 ] ) с 
ядрам н а т - неотрицательны .  

Из этого, в частности, вытекают ограниченность и неотрица­
тельность оператора В. Обозначим через L оператор, действующий 
по формуле Lи=- : :� ( � �: )+и с областью определения 
D (L) , состоящей из функций u (z, V , J1) E L2, a (Q)  таких, что "' ди и , - -д - абсолютно непрерывны при почти всех (v, !1) . LuE Cl z 
EL�, a.  (Q) ,  причем 

и+ - - == и- - - =0 ( "' д и )\ ( 11-
д и ) 1 • дz z�11 а. дz z� -a . 

Известно [2, 3] , что этот оператор самосопряжен и положитель­
но определен. Таким образом, з адачу ( 1 . 1 ) ,  ( 1 .2) можно записать 
в виде 

Lи= ЛВи. ( 1 .4) 

Так как L - положительно определен, то существуют оиераторы 
L1'2• L -l/2, поэтому задачу ( 1 .5) можно записать в виде 

L-112BL-tl2 w=Л-lw, (w=Ltl2и). ( 1 .5) 

Тем самым, задача ( 1 . 1 ) ,  ( 1 . 2) записана в виде ( 1 .5) , причем в за­
даче ( 1 .5) оператор L -lf2 BL -112 является самосопряженным и не­
отрицательным. 

Пусть Л1 ���л.� . . .  - собст!'lенные значения задачи ( 1 . 1 ) ,  
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( 1 .2) .  Через N (Л) = � 1 будем обозначать число собственных 
'п<' 

значений Лп с учетом кратности, меньших Л, т. е. функцию распре-
деления собственных значений задачи ( 1 . 1 ) ,  ( 1 .2) . Из леммы 2. 1 .3 
и эквивалентности задач ( 1 .5) и ( 1 . 1 ) ,  ( 1 .2) вытекает 

Л е м м а 1 . 1 .  Количество точек спектра задачи ( 1 . 1 ) , ( 1 .2) , ле­
жащих левее Л ,  равно максимальной размерности подпространств 
Gc.D (LI/2 ) ,  на которых выполнено неравенство 

\ \Ltf2u J J 2 <Л (Bu, и) , иЕО 
RЛИ 

v1 1 5( �· �:� \2+cx l и l 2)dq+ S S � ( l и (а, v,  �) l 2+ l и (-a, v, �) l 2) d�dv < 
Q v, о 

Va l  
< Л  J J .f a (z, v ,  �. v', �') и (z, v ', �')u (z, v, �) d�'dv'dq. ( 1 .6) 

Q v, о 

Замечание. Отметим, что D (L1 12 )  состоит из всех функций 
UEL2, . (Q) , абсолютно непрерывных по z при почти всех (v, �) и 
тзк11 х ,  что выражение, стоящее в левой части ( 1 .6) , конечно. 

Пусть -а':::;:: �- <�+ :::;:: а обозначим �=· [�-. �+] , Q" -
= � (vo,  v i ] X [O, 1 ] ,  Ho (Qt. ) и H1 (Q"- ) - соответственно пополне­
ния множеств: Do ( Qf.) != {иЕL2, .. (Qt.) , и - абсолютно непрерыв­
н :э.  по z при п. в. 

(v , �) . + :: eC"'(Q"), и (�-. v, �) . и (�+, v, �) = 0}, 

Dt(Qt.)={uaL2, .(Qf.), 

и - абсолютно непрерывна по z при п. в. (v ,  �) , 
ди ди д z (�-. v , �) ·= дz (�+, v, �) = 0} по норме 

определяемой скалярным произведением 

i= O, l , 

(и,  w)н1 = (lou, w ) ,  и, WED1(Qf.), 

( ,... д )2 lои,= - - - и+и. ll д z 
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Охарактеризуем свойства функций из Но ( Q<� ) . 
Пусть иЕНо (Qь. ) . Тогда существует последовательность {um} 

функций из Do (Qь. ) такая, что ll tr. -иll}f. --+- 0, m -+oo, т. е. 
l lиm-unl l }f, -+ 0, т, n -+oo. Отсюда следует, что при n, m -+oo 

В силу полноты пространства L 2, • (Q,1) существует п редельная 
функция u такая, что при т -+оо 

11+ а;: -ujj- 0· 

З аметим, что u не зависит от выбора последовательности ит, схо· 
дящейся к и. Докажем,  что и удовлетворяет почти всюду на  [O, l ] IX 
Xv соотношению и (�-. v, �-t) = и (�+, v ,  �-t) I= O. Для этого докажем, 

что и и u удовлетворяют при п. в .  (v, �-t) соотношениям 
z 

�-tи (z, V, �-t) = s a (y, u ) u(y, V, f.!) dy; .  
;1-

;1+ 
�tu (z, v,  f.!) ·=- s а (у, v )u (y, v,  �· ) dy. 

z 

( 1 .7а)  

( 1 .76) 

Если иEDo (Q11 ) ,  то соотношения ( 1 . 7 а, б) удовлетворяются при 

- fJ. ди(z, v, f.L)  и (z, v, f.!) l= -(--) д • а z, v z 
Докажем соотношение ( 1 .7а) . Обозначим 

z 
Aи = f.!U (Z, v, fJ,)- s а (у, v ) u(y, v, f.!) dy. 

А-
Тогда, применяя неравенство Коши - Буняковского, имеем 
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z �2 l и l 2+2a.1d 5 а (у, v )  iu (y, v, �-t) l 2dy, 
11 -

где d=.t1+-tг. Умножая на  a. (z, v )  и интегрируя по QA, получаем 

.\ a (z, v )  ! А  и l 2dzdvd�-t= 1 1A и l l 2 � 2 l l и l l 2 +  
QA 

-t-2a'd J a. (z, v) (.f а (у, v )  iu (y, v, �-t l 2dy)dzdvd�-t� 
QA О 

� 211 и 1 1�+2 (a.1d)  2 I I Ui l 2  � с  ( l l и l l 2+lluJ 2 )' .  
Таким образом, 

Применяя последнее неравенство к последовательности {u-um}, 
получаем 

1 1A и i i 2 = I I A  (и-ит) l l 2 � с ( . 1 1 и-ит1 12+ l lu- : a;:l12) -+ o, m -+=. 

Откуда вытекает, что Аи= О, т .  е. всякая функция из Но (QA ) удо­
влетворяет соотношению ( 1 .  7 а ) .  Аналогично доказывается соот­
ношение ( 1 .7б) . Соотношения ( 1 .7 а, б) дают основание приписать 

л ди -
выражению -;- дi" значение и, а и (/l±, v, �-t) считать равными ну-

лю при п. в. (и, J.t) . 
Итак, если иЕН о (QA } ,  то выполняются условия : 
а )  при п .  в. (v, �-t) и - абсолютно непрерывна no z и существу­

ет квадратичная форма 

.\ ( / : :� \2+a. i u \ 2 )d�-tdvdz < = ;  
QA 

б) nри п. в. (v ,  �-t) функция и удовлетворяет граничFым уело-
в н ям 

и (Ll-, tl, �-t) =и (/l+, v, �-t) 1=0. 

Аналогично, если иЕН1 (QA ) ,  то выполняется условие а ) . 
Докажем обратное утверждение. Пусть выполнены условия 

а ) ,  б) nри i•=O и условие а) nри i= 1 .  Цокажем, что тогда функ-
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ция и принадлежит пространству Н1 (Qд) . При WED1 (Qд) имеем 

(w, и) н,(QtJ.! = (low, и) =  j' ( IL• дw дii +awu)d11dvdz. • а дt дz 
Qд 

Из неравенства 1 (w, и) н1 1 � l l w l lн1 1i и ll н1 вытекает, что u опреде­
ляет линейный непрерывный функцион ал (w, и) н а  линеале 
D1 (Q�), плотном в пространстве Н1 (Q�). Продолжая этот функ­
ционал по непрерывности на все Н1 (Q.:.), получаем линейный не­
прерывный функционал l (w) , который по теореме Рисса можно 
представить в виде l (w) 1= (w,  uo) , иоЕН1 (Q�). С другой стороны, 
на плотном м ножестве D1 (Qд) справедливо равенство l {w)  = 
= (w, ио) , wED1(Qд), откуда получаем, что ио = и. 

Обозначим через М1(Qд, Л.) ,  i'= O, 1 м аксим альную размер­
ность линейных многообразий Gc:H1 (Qд), н,а которых выполнено 
неравенство 

s ( �· j:� 12 +а 1 и 1 2  )dq < 
Q!J. 1 

< Л  S S J a (z, v, 11. v', �t') и (z, v', �t') u (z, v ,  �-t) d�t'dv'dq. ( 1 . 8) 
QA V О 

Имеет место 
Л е м м а 1 .2 .  Если �-:= -а, �+ = а, то 

М о (Q, Л) �М (Л) :::;,:;;М1 (Q, Л) . ( 1 .9) 

Доказательство. Если иЕ Н  о (Q ) ,  то иЕD (012 ) и легко видеть 
справедливость равенства 1 1Llf2 и ll �= ll и l l н., QJ .  Поэтому неравен­
ство Мо (Q, Л) :::;;;N (Л) в ытекает из леммы 1 . 1  и определений 
М о (Q, Л.)  и N (Л) . Далее, если иЕD (Ll/2 ) , то ИЕН1 (Q ) и выпол­
нено неравенство I I L I/2 и ll ;;;:o: ll и l lн,(Q). Отсюда следует, что MI (Q, Л) ;з:, N  (Л) . 

Обозначим через Lg(Qд), L� (Qд ) симметрические положитель­
но определенные операторы в L 2. a(Q�), заданные дифференциаль­
ным выражением 

lou= - � L(-1- �)+и « дt а дt 

и областями определения D (L� ) ,  D ( L� ) ,  состоящими нз таких 
функций и (z, v, �-t) из L2• а (Q.1), что и - абсолютно непрерывна 110 
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1 да С z при л .  в .  (v , f.t) , --;- дt Е со (Qд) , удовлетворяющих граничным 
условиям соответственно 

U (�-, V ,  f.t) r= U (�+, V, f-!) 1.=0;  

да 1 = да 1 =0 дz !l=f>- дz !l=д+ . 

{ 1 . 1 0). 

( 1 . 1 1 ) 

Пусть L0 ( Qд ) ,  L 1 ( Q4 ) - р асширения по Фридрихсу в L2, • {Qt.) 
оператор а  L g(Qд), L� (Qд) соответственно. Через No ( Qд, Л) ,  
N1 ( Q д ,  Л )  обозн ачим количество точек спектра, меньших Л, соот­
ветственно задач L0 ( Qд ) и= ЛВи, L 1 (Qд ) и=ЛВи, рассматривае­
мых в L 2, �(Qд). 
Справедлива следующая 

Л е м м а 1 .3. При любом Л> О имеют место равенства 

М о (Qд , Л) =No (Qд, Л) ; 

Mt (Qд, Л) = NJ ( Qд, Л) . 

( t. 1 2 )  

.( 1 . 1 31 

Доказательство. Задачи L1 (Qд ) и=ЛВи, 
ставить в виде 

i=0, 1  можно nред-

Поэтому, применяя лемму 2. 1 .3 п заметив, что пространства 
Но (Qд ) ,  Ht (Qд ) являются областями определения квадратных 
корней LD (Qд)1 12, [ 1 ( Qд)112, получаем утверждение леммы. N 

Пусть имеется разбиение Q = U Q1 , где 1=1 
Q1 = {q·= (z, V, f.t) : ZE�l •  VE [vo, V 1 ) , f.tE [0, 1 )  } ; 

А1==(А/, AtJ, А\ = -а, дt=д/+1 ,  Afi = a, 
тогда справедлива 

Л е м м а 1 .4. Для любого Л>О справедливы неравенства 

N 
No ( Q, Л) � �No(Q1 , Л); 1=1  

N 
NJ (Q, Л) � I N.(Q, ,  Л). 

1�1  

( 1 . 1�, 

( 1 . 1 5) 

Доказательство. Так как No (Q, Л) =Mo (Q, Л) ,  No (Q,. Х) =  
�Mo (Q1, Л) ,  то uокажем сначала, что 
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N 
М о (Q, Л) � � M0(Q1 , Л). 

1 = 1  
Пусть G1 - линейные многообразия в Ho (Q1 ) ,  i= I , . . .  , N такие, 
ЧТО 

/IU/11,<Q, > <Л  .f a (z, v , !J ,  v', !l-') u (z, v', !l-') u (z, v, J.t) dqclJ.t'dv' 
Q1 X V X [O , l ]  ( 1 . 1 6), 

при uE G1• Продолжим все элементы линейного многообразия G1 
на все Q нулем вне Q1• Тогда получим линейное многообразие в 

Н о (Q) , которое обозначим через G 1 • Если возьмем произвольную N 
линейную комбинацию 11= I c,U., , u,E G, ,  то легко видеть, что ' 1= 1 UEH о (Q) и выполнено неравенство 

/ lu \11,(QJ < Л  S a (z, v, J.t, v', !l-') u (z, v', !l-') u (z, v, J.t) dqd11'dv' . 
Q X V X [O , l ]  ( l . 1 7f 

N 
Поэтому величина � dim G 1 не превосходит максимальной раз-

1 = 1  
мерности линейного многообразия GcH о ( Q ) , н а  котором выполня· 
ется ( 1 . 1 7) . Так как G 1 - произвольвые линейные многообразия, 
удовлетворяющие ( 1 . 1 6) ,  то справедливо ( 1 . 1 4) . 

Докажем теперь неравенство ( 1 . 1 5) . Так как N1 (Q, Л) ,== 
= М1 (Q, Л) , то оценим величину М1 (Q, Л) . Пусть G - линейное 
многообразие в Н1 (Q) , на  котором выполняется неравенство 

l lи llн, <Q ><Л. S a (z, v ,  J.t, v', 1/ ) u (z, v', J.t') u (z, ·о, J.t) dJ.t'dv'dq. 
QXV X [O,  1 ]  ( 1 . 1 8)' 

Это мцоrообразие можно рассматривать .как мноrоо·бразие1 содер­- N 
жащееся в прямой сумме Н'= 0 H1(Q1 ), которое является обла-1=1 
стью определения квадратного корня z :12 для оператора Lli== N 
=ffi L1 (Q1 ) .  Таким образом, величина Mt (Q, Л) не превышает 

i =  1 
максимальной размерности линейных многообразий в Н, на кото· 
рых выполняется неравенство 
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1 

JilJ12и iJ2 < Л. j S Ja (z, v, fl, v ', ll') и (z, v', ll') u(z, v, /l) dll'dv'dq. 

U Q  v о i � l  1 

В свою очередь, эта размерность равна количеству точек спектра, 
- N 

меньших Л, задачи L1 и = ЛВи в пространстве ffi L2, "  (Q1), Так 
i � l  

как спектр такой задачи состоит из  объединения точек спектра за ­
дач  Lr  ( Q1 ) и=ЛВи, i= 1 , . . .  , N,  то отсюда вытекает справедли­
вость оценки ( 1 . 1 5) .  

Из лемм 1 .2- 1 .4 следует следующая двусторонняя оценка: 
N N I No(Q, . Л) :::;;N (Л) :::;:;_I Nt(Q, , Л.). ( 1 . 1 9) 
1 � 1  i � l  

Замечание. В случае неограниченного интервала - oo' <Z< оо 
под оператором L будем подразумевать расширение по Фридрихсу 
оператора 

tJ.I д ( } ди ) Lои= - - - - - +и а дt а дz 
с областью определения 
D (Lo) •= {иEL2, " (Q) : и - абсолютно непрерывна по z при почти 
всех (v , fl) , +- �: ЕС"' (Q) , и = О  при ! z l  > Ru, LouEL 2, " (Q) }, где 
Ru - некоторая постоянная, зависящая от и. В этом случае, повто­
ряя проделанные рассуждения, легко убедиться в справедливости 

"' 
оценки ( 1 . 1 9) при N•= oo  (соответственно (-оо, оо) = U t1 1 ,  

t �- a>  
L\ r=(tl/, t>.t) ,  t>.t =tll+I ) . 

Пусть функция cx (z, v ) заменяется на возмущенную � (z, v) , то­
гда справедлива следующая 

то 

Л е м м а 1 .5. Если 

( l ·+б)-1��z, и) :::;:; 1+6. б> О , 
a( z ,  и) 

N1(Q, , Л) :::;:; N1 ( Q 1 , Л ( ! :+б) ) ;  
No(Q, , Л) -;;: ·No (Q1 ,  Л ( l +б) -1 ) , 

( 1 .20) 

( 1 . 2 1 )  
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где N 1(Q1, Л) , (l1=0, 1 ) - функция распределения собственных 
:шачений, соответствующая возмущенной задаче, рассматриваемой 
в L2,-;:(Q1). 

Доказательство. Имеет место оценка 

( l +б )-1 J( � \:� \2 +;\ u \ 2 )dq< S ( :· ��� \2 +а \ u \ 2 )dq< 
Q, а; Q, 

� о+о> .f ( � �:� 12 +; 1 и 1 2 ) dq. 
Q, а; 

где иЕD (Ц12 (Q1 ) ) ,  l-=0, 1 .  
Поэтому в силу леммы 1 .3 получаем утверждение леммы. 

§ 2. Асимnтотические формулы для собственных значений 

Вычислим  асимптотику величин Na (Q.6, Л) ,  N1 (Q.6, Л) при 
Л -+-оо. Пусть функции а и а непрерывны по совокупности аргумен­
тов и не зависят от z при zE,L\= [-а, а] . 

Предположим выполнение следующего условия: 

а (v, Jl, v', ll') =а (v, О, v', O) + Jlo'J (v, Jl, v', Jl') � 
(2. 1 }  

+11'a2 (v, f.l ,  v', Jl1) , 
где \ O't \ + \ 0'2 \ <c< oo. 

Пусть также существует нетривиальная функция е (v} e. 
EL2 (vo, v1 ) такая, что при всех Vo � V � V1 имеет место равенство 

Vt Vt J a (v, O, v', 0) 8 (v') dv'=6 (v)J a (v, O, v , O) dv. (2.2) 
� � 

Длину отрезка L\ обозначим через d. Собственную функцию задачи 
tlt 1 

- cz�:) ::� +и = Л  s Scz(�)a (v, Jl, v', ll') u (z, v', ll') df.l'dv'; (2.З)i 
v, о 

будем искать в виде 

u (z, v, Jl) = sin �1t (z-�-) uk (v , Jl ) , k = l , 2, . . .  (2.5J! 
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Так как набор функций { sin kdn (z-�-) } является nолной систе­
мой в L2 (�) , такое представление возможно. Подставляя в (2.3) 
для функций и" (v, J.t) , nолучаем з адачи (!а собственные значения 

. � 1 
(a.�;fl)(kdn )2+ 1)и" (v , J.t) '= а(�) J .f a (v, J.t, v', �-t') u" (v', �-t') d�-t'dv'. 

v, о (2.6) 
Собственные числа задачи (2.6) обозначим через л", 1�Л", 2� . . .. 

Тогда множеством собственных чисел задачи (2.4) , (2.5) будет 
набор {Л", J>;, i=1 • Обозначим 

((,1'-kтr:. )
2 )172 

w" (v, J.t) = и" (v, J.L)  a(fl)d + t , 

тогда з адачу (2.6) можно записать в виде 

A"w" =Л-1w", w"eL2, � ( [vo, v 1 ] Х [0, 1 ] ) , (2.7) 

fl& 1 

S S a(fl, /'о, f/1 , 1'-' )w"(fl' , 1'-' )d/'o'dv' 
A"ow,.= (( ,...kn 

)2 )1 12(( 1'-'kn )2 )1 12' k= 1 ,  2, . . . 
v, О a(tl) a(v )d + 1 

a.(fl')d +1 
Заметим, что операторы А k неотрицательны в L 2, �( [vo, V 1 ]  Х [0, 1 ] ) . 
Действительно, пусть wEL2, � ( [ Vo, Vt ] :х [0, 1 ] ) , nоложим 

тогда 
1 (( /'okn)d)

2 + 1 )-112 ' ZE�, 
w ( z, v, J.L) '= w ( v, J.L) a(v 

, О, ZE [-а, а] Х·-1, 

в силу неотрицательности оператора В. Поэтому с учетом непре­
рывности ядра из теоремы Мерсера получаем следующее равен­
ство: 

.. flt I .I л -1 = s sa(fl, ,... , fl , /'o)d,...dtl • 
}=1 k, J flt о a(fl ) ((ar:� )i�) 

Из условия (2 . 1 )  следует, что 

(2.8) 

149 



a (v, J.L, v, J.L) =a (v, О, v, O)+J.L0 ( 1 ) ,  

подставляя в (2.8) и интегрируя по J.L, получаем 

оо va 
"' -1 d j' kтt #, Лk, 1= kтt . а (v , О, v, О) arctga(v)d dv+ 

v, 

+О ( 1 ) k�:.J1 сх (v ) rn ( Ct:)d У+ 1 )dv. 
v, 

k При 7 -оо равенство (2.9 )  можно переписать в виде 

ао 't'l 

v, 
� Л"k,1 1== 2� J a (v , O, v , O) dv( l +O ( l ) ( � )"') , J=\ 

где е 1 - любое из интервала (0. 1 ) .  

(2.9) 

(2. 1 О) 

Величина Лk,1 равна норме оператора А11, 
ва оценка 

поэтому справедли-

(2. 1 1 ) 
Положим 

Л�' •> IIAk fl l l l f ll - • ,  fE L2, .. ( [ v a ,  v , ] Х [0, 1 ] ) .  

Тогда 

f 8(v)  ( v, J.L) = ((� )2 )''2 · 
a (v )d  -� 1 a ( v )  

I IA fll2= r ( s a( v , �-L .  v ' . IL')e(v' )dp.'dv' )2 
k ) (( 1-'kтt )2 )''2(( ' 1'-'kтt )2 ) х 

v x'[o , 1 ]  V X [O , 1 ]  a (v)a(v') a( v )d +1 �(v' )d + 1  

X cx (v )dJ.LdV. (2. 1 2) 

Вычислим данное выражение, используя соотношения (2. 1 ) ,  (2.2) . 
Имеем · 

VIt 1 

s s 
v, о 

a( v ,  О , v' , 0)8(v' )dfJ.'rl v' 

(( р.' kтt )2 \ 
a(v' )tl + 1  )a.(v ' )  

va 
d ( ' 

= kтt J а (v, О, v' , О) е (v' ) arctg Х 

va 
X a(:�)d dv'= 2� s a (v, O, v , O) dv8 (v ) ( J.+0 ( 1 )  � ) ; 
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Vt 1 �� 5 S a,fL'8(v' )d(Jo'dv' d• (" (( kтr. )2 ) (( IL'kтr. )2 ) = 0 ( 1 )  tk• J a (v') ln «(v')d +t d'V'= 
v, О a(v' )d + 1 v, 

( d )t+•· = 0 ( 1 )  k , Е2Е (0, 1 ) .  

Подставляя данные выражения в (2. 1 2) ,  возводя выражение в 
скобках в квадрат и затем интегрируя, окончательно получаем 

1 1Af ll 2 =(2� )3 (51a (v, О, v, O) dv)2 r E)2 (v) dv+ O ( I ) ( � )З+•, ' 
v, v, 

82E (O, I ) .  (2. 1 3) 

С другой стороны, в силу соотношения (2.3) 

va 1 va 
Uf ll 2 = J J le(v) l·��:v 2 = 2� j" l 8 (v) l 2dv( 1 + 0 ( 1 ) ( : ) ""), 

v, О a(v) (( a(v)d ) +1) Vo 
ЕзЕ (0, 1 } . 

Подставляя выражения для IIA 11 fl l и l l fl l в неравенство (2. 1 1 ) ,  nо­
лучаем оценку 

-1 d j�l ( ( d )"') Лk >2k a (v, O, v , O) dv I -tO ( I ) Т , е4Е (0, 1 ) .  

Из (2. 1 О) и (2. 1 4) вытекает, что 
"' "" "' 
� � л;/<:С � ( � ) 1+• < оо, еЕ (0, 1 ) , 
11�1 1�2 11=1 

С - некоторая постоянная. Нам понадобится следующая 
Л е м м а 2. 1 .  Пусть а,. �О, а11-+оо, n -+oo, если 

то 
� l = o (x) , Х -+оо. 

ап<х 

(2. 1 4) 

(2. 1 5) 
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Доказательство. Обозначим . � 1 =f (х) . Доnустим пр<пивное: 
ап<х 

f( x )  -fr-0, Х -+ ОО. х 
Отсюда вытекает,  что существует последовательность х1, Х2, . • •  , 
и такое в > О, что 

f(x1 )  -- ;::: в, i = I , 2 ,  . . .  х, 
Без ограничения общности можно считать, что 

xl + l - x l 1 _....:...:__-'- > -, i= 1 , 2, . . .  
Xi- f l 2 

Отсюда получаем оценку 

Полученное противоречие доказывает лемму. Таким образом, нз 
(2. 1 5) и леммы 2. 1 получаем 

� 1 =о (Л) ,  Л -+оо.  (2. 1 6) 
'-k, }<Л 

j-;. 2, k>l 
Далее, в силу (2. 1 0) и (2. 1 4) 

л;,' ,�2� ([ a (v ,  О, v, O) dv )( I + O ( I ) ( � )'):6Е (0, 1 )  
Поэтому 

Vf. 
� =·� d S cr (v, O, v, O) dv ( 1 +o ( 1 ) ) ,  Л-+оо. 

лk 1.:;;л . v. 
Из nоследнего равенства и из (2. 1 6) следует, что 

Vt 

(2. 17) 

NrJ..Q!!, Л )= � 1 = -} d J cr (v, O, v, O) dv ( I+o ( l ) ) ,  Л -+оо. (2. 1 8) 
)"k }<)., 
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При оценке величины N, ( Q�. Л.) граничное усло�ие (2.5) заменяет­
ся следующим :  

ди 1 = ди 1 =0 дz z��- дz Z=�+ . 

Соответственно собственные функции ищутся в виде 

k1t и (z, v , J.t) = соs т (z-�-) uk (v, J.t) , k=O, 1 ,  2, . . .  

(2. 1 9)' 

Подставляя в (2.3) и (2. 1 9) , получ аем равенство (2.6) , в котором 
k =O, 1, 2, . . . .  Повторяя дальнейшие рассуждения и учитывая, 
что 

получаем 

ао va 1 
� , - 1 =  \. f a( v, р., v, p.)dp.dv � fl. oJ J . a(v )  <оо, 
; � 1 Vg 0 

л (!" N1(Q�. Л)= т d  J a (v , О, v , O) dv ( l +o ( l ) ) ,  Л.-+оо. 
vo 

(2.20} 

Сформулируем и докажем теорему об асимптотике собственных чи­
сел задачи ( 1 . 1 ) , ( 1 .2) . 

Т е о р е м  а 2. 1 .  Пусть функция о представи м а  в виде 

o (z, v, J.t, v ', �-t') = o (z, v, О, v', O) +�-to1 (z, v , J.t, v', �-t')+ 

а v1 
J J u (z, v , О, v, O )dvdz=;i=O. 

-а v0 

(2.2 1 )  

(2.22):, 

Если существует нетривиальная  функция 8 (z, v ) EL2, а ( [-а, а] Х' 
Х [vo, V t ] ) такая, что при всех z, v 
� � J. am (z, v, О, v', O)e (z, v') dv'=e (z, v )  J a (z, v , О, v , O) dv, 
vo 

(2 .23)' 

то для функции распределения собственных чисел задачи ( 1 . 1 ) ,  
( 1 .2) справедлива формул а  
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lt Ut 
N (Л) = т S J a (z, v, O, v, O )dvdz ( l+o ( l ) ) ,  Л -)>-оо. (2.24) 

-а v0 
Доказательство. Возьмем разбиение отрезка (-а, а )  на  отрез­

ки �,. i= l, . . .  , n, равной длины d1 =2: . Введем функции 
м 

а;; (z, v, �. v', �') = � min  Ьт (z) am, ZE�1 •  
m=1 zвal 
м 

a;t (z, v, �. v', �') = � max Ьт (z} а т, ZE�1 . 
m=l zв�l 

Через в=!; обозначим операторы в L2, а (Q)  с ядрами а� . аналогич­
ные оператору В, определенному формулой ( 1 .3) . Тогда имеет ме­
сто неравенство О� В;; � В �В ;; , понимаемое в операторном 
смысле. В силу леммы 1 . 1  при любом Л>О справедлива оцен�а 

N- (Л) � N  (Л) � N+ (Л.) , (2.25) 

где N:r. (Л.) - количество точек спектра, меньших Л, задачи Lu= 
�=ЛВ�и. 

Заменяя на каждом отрезке �� функцию a (z, v) на ее значение 
a. (z1 , v )  в некоторой точке z1 'E�1 • затем, применяя оценку ( 1 . 1 9) ,  
лемму 1 .5 и соотношения (2. 1 8) ,  (2.20) , получаем неравенства: 

fl Vt 
N+ (Л) � 0 + 811)+ � d1 � а"!; (z, v ,  О, v, O) dv ( 1  +о ( l ) ) ; 

· t= l  
11 Vt 

v, 

N-.(л) � ( I +бп)-1 � .I d, J  а-;; (z, v, O, v, O) dv ( l+o ( l ) ) ,  
l=l ve 

где I +б = max max cz( z, v )  Так как  при  n -)>-oo, 611 -+ 0, · 11 t<;:t<;n z, ,  z1вt:J.1 cz( Zt, v ) " 

v1 v1 S a; (z, v, O, v, O)dv -+ S a (z, v, O, v , O) dv, 

то из (2.25) - (2.27) вытекает утверждение теоремы. 
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Замечание. В изотропном случае утверждение теоремы остает· 
ся в ·силе, причем усж>вия (2 .2 1 ) ,  ( 2.23) можно снять. 

Рассмотрим  случай а= оо. Пусть для простоты индикатриса 
рассеяния имеет вид b (z) a (v, f.t, V', f..l.' ) ,  где Ь (z) >О - непрерывна, 
cx. (z, v) - непрерывна, O < cx.(z, v) � сх.1 < оо, а - непрерывна, при· 
чем интегральный оператор в L2 ( [vo,  V t ] 'X [0, 1 ] ) с ядром а неот· 
рицателен. 

2 п b(z ) 1 a(z,  v) Т е о р е м а  .2. усть b(z+y)-+ ' a( z +y, и) -+ 1  при у -+0 рав� 
номерно по ZE:: R и выполнены следующие условия :  

а )  существуют функции а • •  (J2, е такие, что 

б) 

a ( v, J..t, v', f-.1.1) =(f(u, О, v', О) +f..l.crJ +J..t'cr2, 

Vt V& J a (v, O, u', 0) 8 (v') dv'�=e (v) J a (v, O, v, O) du ;  
v, ( S b (z) (mJп a.) -•dz)( J b (z) dz)-t= 

{ z : b( z) > Л  -!м �ln а }  { z : Ь>Л -l �ln а }  

в) 
= 0 ( 1 ) ,  Л -+оо; 

при всех М� 1 .  
Тогда справедлива асимптотическая формула 

va 
N (Л) = ; J b (z) dz J a (v, O, v, O) du ( t+o ( l ) ) .  (2.287,1 

{ z : ь > л - Jmln a }  va v 
Замечание. В односкоростном случае условие (2.23) и анал� 

гичное условие теоремы 2.2 выполняются автоматически. Доказа� 
тельство теоремы 2.2 приведено в [ 1 1 , 1 3] . 
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§ 3. Асимптотика спектра при нулевом следе 
индикатрисы рассеяния 

Рассмотрим случай,  когда индикатриса р ассеяния не  удовлет­
воряет условию (2.22) . Покажем, что тогда существенно измен яет­
ся вид асимптотической формулы. 

Пусть 

( - r ') _ р ,Р ( ' )  Ь ( ) (J .<-, V , /.A , V , J.!  - J.! \' Г V , V Z ,  

где р > О; Ь1 � Ь (z) �Ьо > О - кусочно-непрерывна. 
Задача ( 1 . 1 ) ,  ( 1 .2) запишется в виде 

V! 1 
�-�· д ( 1 дtl ) ,_ � ЛЬ( z ) S 1 р , Р ( ') ( , ') d  'd ' · - rz(z) дz a( z) дг ти- -;;тг) J f.l  fJ Г V ,  v И z, v , J.! J.! v , 

v, о (3. 1 )  

(и __!:._ дrl )\ = (и- _f:_ д и )1 = О  + a( z )  дz z = a a( z) д z  z = -a · (3.2) 

Далее будем предполагать, что а (z) - кусочно-непрерывна,' 

(3.3) 

Пусть г (v, v') - ядро Гильберта - Шмидта и определяет неотри­
цательный оператор в L2 ( v o ,  v 1 ) . Тогда справедливо разложение 

01> 
г ( v , v')  = ,I r(j181 (v ) 81 (v' ) , 

f=l  
(3.4) 

где YIJ > O - характеристические числа ;  81 - ортанормированные 
собственные функции .  Чнсла {r]J}j=1 будем считать известными.  

Нетрудно заметить, что оператор, стоящий в правой ч асти ур а в­
нения  ( 4. 1 ) ,  огранiJ чен и неотрицателен в L2, . ( Q) . 

Возьмем Произвольное малое Q > 0. В ыберем разбиение отрезка 
N 

[-а, а] = U д1  на  отрезки 111 = (д,-, дtJ так,  чтобы н а  каждом 
1 = 1  

IJ.1 выполнялась соотношения 

( 1 +б) -1 :::;::::: а(  zal_ .-- I +o �a( z1 )  """" ' 
Пусть a1 = a (z 1 ) , Ь1 = Ь (.гt ) ,  где z1 - некоторая  точка отрезка  111•  

Применяя так же, как в §  1 ,  2 лемм ы  2. 1 .3, 1 . 1 ,  1 .5, оценку 1 , 1 9, 
а затем, разделяя переменные, как в § 2, получаем 
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N 
� card{k � 1 ,  j �  1 :  Л11, 1. 1 < Л  ( 1+б) -2} �N (Л) � 1=1 

N (3.5) 

<:�card{k � O, j� l :  Лk, 1, 1 < Л ( l+б) 2}, 
i = l  

где N (Л) - функция распределения собственных чисел з адачи (3. 1 ) ,  
(3.2) , 'A k, 1. 1 - характеристические числа операторов 

Ak, , : L'l. а, ( [0, 1 ] х [vo, v l ]  ) -+ Lz, �, ( [0, 1 ] Х  [vo, V t ]  ) , 
v1 1 

Ь1 j' {' fl.Pf'o,Pr(v, v')u(v' ,  flo') dfl.'dv' .(Ak, t U) (v , J.t) ,= -;; .J ((flok1C )2 )I/z ((fl.'kтt 2 )1/2' (З.б), 
Vo О а d + 1 а d ) + 1 

l 1 1 l 
i= 1 ,  . . . , N, k =O, 1 ,  2, . . . , j= 1 ,  2, . . .  

Используя равенство (3.4) и ортонормированность функций 81 ( v ) , 
получаем, что собственные функции (ненормированные) u k, J , 1 опе­
раторов Ak, t имеют вид 

uk, j, i (v , J.t) = J.tp (( ::;J2 + 1 г112 8J(v); 
полставJIЯЯ затем в (3.6) , получаем, что 

1 

Отсюда 

Введем функцию 

А -1 -1 bl s IJ.2PdtJ. k, ; , J =ru � ( tJ.k1C )2 . 
l О -- + I 

a1d1 

q, (х) �х•+>Р (f t" (1'+ 1 )  -•dt ) -•. х > О. 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

.(3. 1 0) 
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Нетрудно заметить, что lim qP (x) 1= I:+2p, I lm qp (х) = оо , 
х_,.+о х-++ оо 

х 
, х211 r 2t'2+'lP 

q Р (х) = (х )2 . J ( t'+1 )' dt>O. _\t211(t•+1Г1 dt 
о 

Поэтому Qp (х) - монотонно возрастающая функция при х>О. Обо­
значим через q;1 (х) ,  х� I+2p функцию, обратную в смысле ото­
бражений к функции qp. При О � х< 1+2р положим q-1 (х) :=О 
( 1 ) 1 2 р 

р=/= 2 . При Р= 2• О�х� ln 2 положим qij� (х) = 1 .  Из фор-
мулы (3. 1 0) вытекают следующие соотношения :  
nри О <Р < -} 

qP (х) = ; xt+2Psin( 'lt(-} -р)) ( I+ 1 о 1 ( 1 )  1 ) ,  

q;t (Х) = Х11( 1+2Р)( \ ) I/( 1+2P) ( 1 - 1 02 ( 1 )  1 ) ' 2s1n( n(т -р)) 
1 nри Р= у 

nри fJ> + 
qp (x) = (2p- l ) x2 ( I+ I oз ( l ) 1 ) ,  

q;l (х) ·= (2p-I ) -If2}'x( l - l o4 ( I )  1 ) , 

X-+CD 
где l o1 ( 1 )  1 :>0, о, ( 1 )--+0, i= 1 ,  2, 3, 4. 
Отметим некоторые свойства функций q172 и Qjf� nри 
Пусть с> 1 - некоторая константа, тогда 
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I < q112( cx) =С2 ln(x'+ l ) 
q112(x)  ln(c1x1+ 1 ) ' 

lim qtf2( cx)  1, l im qtf2( c x) =с2, х-+О qt12( x )  х-+оо q1 12( x) 

1 < '1 t l2( cx) 2 ( ) <с . ql/2 х 

(3.11) 

(3. 1 2), 

1 р= 2· 

(3. 1 3) 

(3. 1 4), 



Из соотношений (3. 1 3) ,  (3. 1 4) , переходя к обратным функциям 
2 при с >  1 ,  ln2 < у< оо, получаем 

Vё qii� (у) < qiii� (су) < (1 + 1 о ( 1 )  1 )11cqi/� (у) , (3. 1 5) 

где o ( l ) -+ 0  при у -+оо. 
В дальнейшем нам  понадобят�я следующие обозначения :  

Xp= 2stn ( ; ( I-2p) ) 1 2 ' \( 'lt )t/C1+2P >0< P <-1-

(2p-1 ) -tf2, р> Т· 
Вернемся к оценке N (Л) . Из (3.9) и (3 ") вытекает оценка 

N { . 
)} a1d1 lb1 ! � card k : 1 �k< -1t- q;1 1 , 1J  а ( l +?J )' �N (Л) � 1=1 j>1 \ l 1 ' 

�[� { 
а d (ль ( l +?J )• )} ] < � �card k : 1 �k < 7 q;1 ' а + . �  1 ; 1=1 j;;.1 '1/j 1 J€A).. 

_ { . lь1( l+o)'} Ал- }. "1/J< а 1 ( 1 +2р) • 
(3. 1 6)' 

Заметим , что из условий ,  н аложенных н� �ункции  а и Ь, вытекает, 
что при ZE [-а, а] :3: �1 , �2 

Ь( z) O < �I �a( z) � �< оо. 
Выберем некоторое достаточно большое М > О так. чтобы при 
A'7Jj1 > М выполнялись следующие оц�·-1ки (одновременно для 
всех 1 � i�N) : 

(card{ k : 1 �k <  a,d, q-t( ль, \\\ Х � ,.; Р -� ta,O+?J)I } J }  

Х ( al:l q;l( 11Jai���?J)I ) )  -
1
� 1�; 
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Таким образом, из  (3 . 1 6) вытекает, что :для данного 6 существу­
ют такие числа М и Л1 ,  что при Л > Л1 справедлива оценка 

l:8f � a.,dlq�1 (1J a
л::н )• J � N (Л) � 

1 = 1  "'lj<l.fM } 1 1 
N -< l + t>  " " сх d -1 ( льl( l +o )l )+ 

'lt � � / /qp 7j II i=! "'lj<ЛfM J 1 

+2 f[ .I 11 �:� q;le,ь,o+ � >· )]+ 
1 = 1  л ль1 1 1+ о )' \ 'l)�l 

-<"'1 -< -- -м J •tqp( " ' 'ldt 1 
N 

+� �) 1=1 ль1 ' 1+о J' ль1 · 1 +о ) '  
{ " )<'l j<(\+2P J•t •t'7p\ 1/.id/ .  

(3. 1 7) 

Потребуем, чтобы функция r ( v, v') удовлетворяла следующим 
условиям :  при  любом М >  1+2р 
при р > О, p =l=  1/2 : 

(3. 1 8) 

1 при Р = т :  
,�� qtт�( 

1)
� )

Cj�� q
ч�( 'ljлj ))-1--+ 1 .  Л -+= .  р=-+ · (3 . 1 9) 

Из соотношений ( 3. 1 1 ) ,  ( 3. 1 2) , ( 3. 1 5 ) , увеличив при  необходи мости 
М, nолучаем nри Л > Л2 оценки :  

1 
р=!�т 
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� q-1 ( ЛЬ,( l + � )l ) [ хр(�·)тр � , _1 )TPJ-1 < ( 1 +6) 3, (3.20) 
"'l j<ЧM Р 1j}11t 11 1 "'lj<AJM \ 1)1 



(3.22) 

(3.23) 

Отсюда, учитывая условия (ЗJВ) , (3. 1 9) ,  получаем при Л.> Аз со­
отношения :  
при Р *  1l2 

( 1 -б)  < ( хр (� л.ьl ). ip � (�)ip) ( xp( Л bl ) ip � (_!__ )iP )- ' < 1 ; al 'ij<Л IM 71; al �j<л\ ТIJ ' 
(3.24) 

при р= 'l2 

( 1 -б ) < ( (' !i ) l /2 � q-1 (�\) ( (!2)1 /2 � q-1(� )) -J  < 1  at 'i jOfм 1 12 ТIJ } at '�i<Лfl + 2P 1 12 Т/1 
. 

(3.25) 
Далее, из формул (3. 1 1 ) ,  ( 3. 1 2) , ( 3. 1 5) , ( 3. 1 8) , (3. 19)  вытекают 
при Л.>А4 неравенства: 
при Р *  1l2 

""" q-1 - 2.; q-1  - <'15 (, � 

(" bt ( l + o )2 ) ). (( ьt )112 -u ( л. ) ) -1 
2_<'1 / ЛЬt( ! +& )• 1/2 Тjlal al 'ij<J /2 YJj • 
м J ' • tqlf2( фl d i )  (3.27) 

Заметим также, что из условий (3. 1 8) ,  (3. 19) вытекают соотноше· 
ни я :  

(3.28) 
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( л  �� л ) ( �л qч� ( 11� ))-1л.:::.: о. Р= +-:м<"'j<z- "'J< 2 
(3.29) 

Действительно, соотношение (3.28) вытекает из условия (3. 1 8) и 
И"' ТОГО, ЧТО 

Аналогично соотношение (3.29) вытекает в силу (3. 1 9) из оценки 

(ir�j�� ) (Тj;� q��( 1J� ))-1< (�<�<� qv; ( 11� )) х 

Таким образом, используя соотношения (3.20) - (3.29)' из оценки 
(3. 1 7) ,  получаем, что при Л > Л (б )  справедливы неравенства : при 1 
Р* т  

N 
( 1 -Сt6) х рЛ т.Р � {_!_)Т.Р !  a,xd' ( :l )Тр � N (Л) � "'j<Л ТJJ i=1 l 

1 при р= т 

N 
� ( 1 +с1б) ХрАТ.Р � (-!-)Tp� a�:� ( :l ) Тр; 

"'j<Л J i=l  1 

N 
( 1-с2б) 11 �12 qV� (-;-)� а,:, ( :' ) 1 12 �N (Л) �  

J J 1=1 1 
N 

� ( Ii+c2б) � q;;� (�)I a,d, (' !l)t/2. "'J<Лf2 ТJj i=1 х а, 

(3.30) 

(3.3 1 )): 

В силу выбора разбиения и произвольности б из соотношений 
(3.30) , (3.3 1 )  вытекает следующая 

Т е о р е м  а 3. 1 .  Если функция г (v, v' ) удовлетворяет услови• 
ям (3. 1 8} , (3. 1 9) , то справедливы формулы (Л -+оо) : 
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а) 0<Р<+ 
N (Л) = ( l +o (l ) ) Л1f( t t2p) ( '11: '11: )!f(H2P> Х 2sin( y( l-2p )) 

а 

1 s f( + >( )Ь f( 2 (z)dz � (-1 )1/(lt2PJ,. Х "1t сх2Р 1 2Р z 1 1 + Р ;  "'""' � j<Л Тij 
1 

б) Р=т 

-а 

а 
N (Л) = ( l+ o ( l ) )-1 S vь (z) a (z) dz. � qii�(�); '11: 71 <Л/2 Тj/ -а J 

в) Р>+ 
а 

у"[ 1 1 J' N (Л) = ( l +o ( l ) )-r' � ,1- · -- lb (z) a (z} dz. 2p-l � <• r "YiJ '11: J - а  
Следствие. В односкоростном случае для задачи 

fLI д ( 1 ди ) - a(z) дZ a( z) дZ +и (z, f.,t) = 
1 

'J... b( z )  s Р = а ( z) Р.Р?' и (z, !-t') df..t' ; 
о 

(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 

(3.35� 
(и+ _!L_ �) = (и- _!L_ �и ) =0 (3.36) a(z)  дz Z=a a( z) дz Z=-a ' 

рассматриваемой в пространстве L2, a. ( [-а, а] Х (О, 1 ] ) ,  имеем: 
1 а) 0<Р< 2 

а 
N (Л) = l +:O > qц�('A. )  S yb (z) a (z) dz; f3.38) 

-а 
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в) р > _!_ 2 
а 

N (Л) =  l +o( l )  VI S -уь (z ) a  (z) dz. 1t/"2p-l - а  
(3.39) 

Причем в этом случае условия (3. 1 8) ,  (3. 1 9) снимаются. 

§ 4. Асимптотические оценки собственных чисел. 
Дву- и трехмерная геометрия 

В параГрафе приведены асимптотические оценки собственных 
чисел для многоскоростного стационарного уравнения переноса с 
«Че11НОЙ» и ндикатрисой рассеяния в дву- и трехмерном случаях. 

Пусть Q = {q = (р, v, s) : pE. G , VE. V·= [v o, v 1 ] , sE.Q}, где Q1= 
={sE Rn,  l s l = l} - единичная сфера в Rn; n=2, 3, O�vo <V1 < oo; 
G - ограниченная выпуклая область в R n с кусочно·гладкой гра­
ницей Г.  В пространстве L2, a (Q) со скалярным произведением 

(f, g) = .\ f (p, v , s) g(p, v,  s) a (p, v) dpdvds 
Q 

рассмотрим задачу на собственные значения 

- (s , +vYи+ и (p, v , s) = + J a (p, v, v ', f.!o) u (p, v', s' ) dv'ds', 
V XQ (4. 1 )· 

(и- +  (s, Vи) ) [1_ = (и++ (s , Vu ) ) Jч = 0, (4.2) 

где y+ = Г X VX{s: (s, v) > O} ;  '\' _=Г X VX{s : (s, v) <O}; v - внеш­
няя нормаль к Г;  f.!o = S1 · s; + . . . !+sns;1 - косинус угла между на­
правлениями s и s' ;  (s, v) - косинус угла между направлениями s 
и v ;  р =  (х. , . . . , Хп); (s . +v)= а( р1, 'U)(s • a� .. + . . . +sп д�J· 

Предположим, что функци я  а (р, v) ,  характеризующая поrло­
щение среды, измерима и удовлетворяет почти всюду условию 

О <ао � а (р, v )  � а1 < оо, pE.G, v E. V. (4.3) 
Относительно индикатрисы рассеяния а (р, v, v', f.!o) предположим. 
что 
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м 
а (р, v, v' , f.!o) = �Ьт (р) а".  (v, v', f.!o) , М < оо ,  

m=l 



где Ьт (р) � Ьо.>О - измеримы и ограничены п . в. н а  G, от - ве­
щественнозначны, aт ·EL2 (vXvX [- I , l ] ) ,  am (v, v', 1-Lo) = 
= От (v', v, !-Lo) , От (v ,  и', -�-Lo) =ат (v, v'/10) , интегральные опера­
торы Вт : L2 (vXQ)�L2 (vXQ) с ядрами Gm неотрицательны. 
Откуда, в ч астности, вытекает, что оператор В : L2 . ..  ( Q) -+ L2. "  (Q)_. 
определенный формулой 

(В и) (р, v, s ) := -(-1-) J о (р, v, v', 1-Lo) и (р, v', s') ds'dv', (4.4) а р, 'tl 
V XQ 

ограничен и неотрицателен. 
Обозначим через L оператор, стоящий в левой части (4. 1 )  с 

краевым условием (4.2) . Область определения D (L) опишем так 
же, как в [2] . Пусть :rts - ортогональная проекция G на гипер­
плоскость, перпендикулярную направлению s и лежащую вне G, 
а лр; s - множество точек, по которому луч направления s, прохо-

дящий через точку рЕлs, пересекает G. Очевидно, что л� явля-р, 8 
ется интервалом вида 

'ltP. s = {P+�s, s t < s <,s2 . .О+�� · sЕ Г, Р'+�2 · sЕГ}. 
Область G так же, как в [2] , может быть представлена декарто­
вым произведением G =лs X 'Itp; 8 и для любой функции fELt (Q) : 

J f (q) dq = J dv Jds S d'p S f (p+�s, v, s ) ds. 
Q V Q 1ts 1t-p, s 

Область определения D (L) оператора L состоит из функций и. 
удовлетворяющих условиям :  

1 .  При почти всех {P, v, s ) EлsX VXQ функции и (p+�s, v, s) и 
1 д - -

_ дf и (p+,ss, v, s) абсолютно непрерывны н а  л ;;; s· 
l ( p+es, v )  

2 .  При  почти всех (р, v ,  s )  E:rts  X VXQ функция и (p+�s, v, s� 
удовлетворяет граничным условиям 

д -u (p+�1s, v , s) = _ 1f и (p+�s, v, s) l �=�, , 
a( p+Ets , v) 
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3. 

:е ( - . 1  д:е ) +иEL2, ,. (1tsX1tp: 8 X VXQ) .  
a(p+es, v) a(p-res. v) 

В случае 0= Rn под оператором L будем понимать расширение 
по Фридрихсу оператора Lo, определенного дифференциальным вы-1 . 2 
ражением loи=- ls, -;;-v) и+и с областью определения D (Lo) , 

состоящей из таких функций, что иЕL2, ,.  ( Q) ; для каждой функции 

существует постоянная Ru, что u (p, v, s) == О  при I P I > Ru, u (p+ 
+;ss, v, s) - абсолютно непрерывна по s при почти всех (v, s, р) , � �� ее� (Q) . 

Рассмотрим сначала случай, когда О - ограниченная выпуклая 
область. Потребуем выполнения следующих условий: 

1 .  а (р, v )- непрерывна по v при п. в. pE G ;  аm - непрерывны, 
причем существует непрерывная по v при п. в .  р функция е (р, v ) 
такая, что 

� � J а (р, v, v', 1 ) 8 (р, v') dv' =8 (p, v )  J а (р, v, v, I ) dv (4.5 ) 

v0 v, 
при п. в. (р, v) E GX V. 

2. При n= 2 
l am (v ,  v' ,  J.to) -aт (v ,  v', 1 )  J < c ( l -!lo) ,  j.toE [0, 1 ] ,  v,  v'E V; 

при n=З 

J a (v, v', J.!� ) -a (v, v', J.t� ) J < c J /l�- !!�1 ; р�. р.�Е [О, 1 ] , 'V, v'eV, 
'/t 

+ Ja (v, v', cos q>) dq> = a (v, v', 1 )  (п=З) 
о 

справедлива следующая 
Т е о р е м  а 4. 1 .  Если выполнены условия 1 ,  2, то для функции 

р аспределения собственных значений N (Л) задачи (4. 1 ) ,  (4.2) име­
ет место асимптотическая оценка при Л -+оо 

CtЛп ( l+o ( I ) )J(�a (p, v, v, l ) dv )п dp � N (Л) � 
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<с2лв ( l ,+o ( 1 ) )  J(! (J' (р, v, v, 1 )  dv) ndp, (4.6) 



где с 1 ,  с2 - постоянные, зависящие от размерности пространства 
R'\ геометрии области О и коэффициентов уравнения (4. 1 ) .  

Замечание. В изотропном, а также односкоростном случае 
условие (4 .5) снимается. Пусть теперь область G совпадает со 
всем пространством Rn, а и ндикатриса рассеяния имеет вид 
Ь (p) a (v, v', /lo) . 

Т е о р е м а 4.2. Пусть выполнены условия  1 , 2, Ь (р) ...,.. О при 

р -+оо, J ьn (р) dр.= оо, М (сЛ) /М (Л.) = 1 . где М (Л.) = \ Х 
Rn Ь(р)>'л -1 

bn b(Pt+p1 ) 1P, t-+oo Х (p) dp. Если при любом а >О -----+ 1 ,  rx (p1+P2, v ) /rx (p, Ь(ра) IPal-+oo V)--+ 1 равномерно по всем Р2 таким, что 1 P2 l < а, то справе.п-
лива асимптотическая при Л ...,..оо оценка 

( 2� )nwп ( J+o ( 1 ) )  s bп (p) dp (\ a (v, v, l ) dv )п � N (Л) � 
Ь(р) > Л -l \ V 

(4.7) 

4 где (J)2'=л:, ffi3=з л:4• Доказательства теорем 4. 1 , 4.2 приведены в 
[ 1 2, 1 3] .  
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Д О П О Л Н Е Н И Е I I I  

Ф. С. РОФЕ-БЕКЕТОВ, Э .  3 .  ГРИНШПУН 

О САМОСО П РЯЖЕН НОСТИ Д И ФФ ЕР ЕН Ц И АЛ ЬН Ы Х  
О П ЕРАТОРОВ 

Самосопряженные дифференциальные операторы в L2-про .. 
странствах применяются, например, при описании динамики кван­
тономеханических систем. Симметрический оператор с плотной 
областью определения не всегда имеет самосопряженн ые расши­
рения, а в случае, когда такие расширения существуют, они не 
обязательно единственны.  

Обычно для оператора, задаваемого формально симметрическим 
дифференциальны м  выражением l, нетрудно найти подходящуiQ· 
плотную область определения D, на  которой данное дифференци­
альное выражение порождает корректно заданный симметрический­
оператор L. Поэтому важен вопрос о существенной самосопряжен.о 
IЮсти оператора L на D, т. е. при каких условиях замыкание в п ро­
странстве L2 оператора L, определенного на D, является самосо­
пряженным оператором. 

Данному вопросу, а также методам изучения существенной 
самосопряже-нности дифференциальных операторов посвящены раз­
личные монографии [5, 6, 1 3, 1 9, 20, 25, 26, 32, 36, 44) , а также 
обзорные статьи ( 1 ,  1 4, 1 5, 56, 57] . 

Вопросы существенной самосопряженности псевдодифферен­
циальных операторов рассматрива ются в монографии [49] . 

Первы м  критерием существенной самосопряженности много� 
м ерного оператора Шредингера с непрерывным вещественным по­
тенциалом в L2 ( Rn) 

( IJ. 

явилась 
Т е о р е м  а К а р  л е м а н а. Если потенциал q (х) положителен,. 
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то оператор ( 1 )  существенно самосопряжен на  Со ( R,.) , т. е. имеет 
самосопряженное замыкание в L2 ( Rn) . 

Теорема Повзнера - Глазмана утверждает существенную са­
мосопряженность оператора ( 1 ) ,  если он положителен на финит­
.ных функциях, т. е., если 

(2 )  
, . Для эллиптических операторов второго порядка общего вида 

Г1 
L=- � [дJ+lbJ(x))aJk(x)(дk +ibk (х) J +q (х) , xE.Rn, 

}, k�l  
дj= _д_ (3) д.хJ 

с гладкими коэффициентами ее обобщает 
Т е о р е м а Б е р е з а н с к о г о. Если оператор {3) положите­

пев на финитных функциях в смысле (2) , то он существенно само­
сопряжен при условии глобально конечной скорости распростране­
ния, т. е .  если при финитных начальных данных решения уравне­
ния u ,,:+Lи=O финитны по х в любой момент t >O. 

Замечание. При условиях теоремы Карлемэна для функций из 
D (L) - области определения самосопряженного оператора L ( 1 ) ,  
сходится интеграл 

s I Y'и l 2dx < oo, 

Rn 
(4) 

однако это свойство утрачивается при условиях теорем Повзнера ­
rлазмана и Березанского, чему известны примеры. Легко видеть, 
что, заменяя (2) условием 

мы · обеспечим как существенную с·амосопряженность оператора 
Шре:ZJ.ингера (в  силу теоремы Повзнера - Глазмана) , так и (4) . 

Отметим, что без ограничений на скорость роста a1k (х) само­
сопряжерность оператора (3) может н арушаться даже при q (х) = 
i=b (х) = О  [48] . Соответствующий пример построен в [28] . 

Как показывает теорема Титчмарша и Сирса * , для самосопря­
�енно�ти оператора Шредингера вместо положительности потен-

• Ее справедливость в Rn при любом n покаэана в работе [29] (Титчмарш и 
Сире доказали теорему лишь при n= 1 ,2) . 



циала достаточно, чтобы он не СJ1 И ШКОМ быстро стремился к -� 
при 1 х l -ню , например q (х) �-K I  х \ 2, К>О, XE Rn, или, более в 
общем виде 

q (х) � -KQ ( l x l ) , К>О, XERn, (6�, 
где 

Q() s Q- 1/2 (r) dr.= oo, (7J 
и либо 

Q (r) � 1, 1 Q -Зfz (r) Q' (r) 1 :::;;;; К, (8}, 

либо Q (г) монотонна .  Последнее условие сводится к в арианту тео� 
ремы с требованием (7) , которое является, таким образом, более 
общим [45 ] .  � 

Более того, как  впервые показали в одномерном случае Харт­
м а н  (55] для операторов второго порядка * и Р. С. Немагилае [2 1 ]  
для двучленных операторов любого четного порядка вида 

Ly= (- 1 )ny(2n > +q (х) у, ХЕ �= (-оо, + оо ) (9} 

с вещественным непрерывным потенциалом q (х) , их существенна
'
я 

самосопряженность в L2 (-оо,  оо) обеспечивается ограничениями 
на  потенциал лишь на последовательности непересекающихся ин� 
тервалов конечной длины,  уходящей к +оо.  Интуитивные физи'!е� 
ские соображения, приводящие к этим условиям, заключаются в 
том, что квантовая частица, захваченная рядом достаточно боль­
ших потенциальных барьеров, не может уйти в бесконечность за 
конечное врt!мЯ. 

Т е о р е м  а И с м а г и л о в а [2 1 ] .  Предположим, что сущест­
вует такая последовательность отрезков Ak:= (ak, Ьk } с длиной 
�k=bk-ak и такая последовательность чисел j!11 ··> 1 (k= +  1 •. +2, . . .  ) ,  что : а) при k -++ oo отрезок Ak уходит в i+ oo, а при 
k -+-оо в -оо; б) если .юЕА k ,  то q (х) � -ci'k (с не зависит от k) � � - 1  
в )  ряды � 1 /(тk+�;211 ) и � l /(1k+�;2n) р асходятся либо в 

k=1 11=-ао 

Тогда оператор L вида 
С;:' ( R) . 

� -1 
'l � ��  v-1+ 1 /2n= � " ..,-1+1/2"·- оо r .- 0k ' ll  � 0k l k  - • 

k � l  11=-ао 
(9) существенно самосопряжен на 

Пр1 1 ведем доказательство Р. С .  Исмапrлова [2 1 ] .  Через A i, 
В1 ,  С1 будем ·обозначать а бсолютные постоянные. Область опре-

* Хартман рассматривал случай последовательности интервалов постоянной 
длины. 
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деления сопряженного оператора D (L*)  состоит из функций  и (х) 
. [3) , у которых все производные до порядка 2n- l абсолютно не­
�рерывны и 

.Доказательство теоремы опирается н а  леммы :  
Л е м м а 1 .  Пусть dllr= (ak , bk ) ,  (k = ± 1 ,  +2, . . . ) - такая по­

<еледовательность непересекающихся и нтервалов, что .dk уходит в 
4-оо nри k�+oo; положим бk=bk-ak. Если для любой функции 
geD (L*) 

n _Ia;2nHI s !yU> (x) pdx-+0 при l k l-+oo, ( 1 0) 
1=11 Ak 

то оператор L самосопряжен в существенном. 
Доказательство. Для доказательства существенной самосопря­

женности L достаточно nоказать симметричность оператора L*, 
т. е. что для любых и, vED (L* ) :< L*и, v >r= < и, L*v·> 
{ < · ,  · > - скалярное произведение в L2 ( R) ) . 

Для каждого k= + 1 ,  +2, . . .  построим такую гладкую функ­
цию fPk (x) , что O:;:::;{{Jk (x) :;:::; l , 'Pk (х) = О вне отрезка (a-k, bk), 
�k (x) = l на отрезке (Ь-А, ak ] и I �Pi' > (х) 1 < сб;1  для всех х1 и 
O:;:::; i:;:::; 2n. Положим 'Фk (х) ·= 1 --.qJk (х) . 

Пусть и, veD (L* ) . Очевидно, ( и · <pk) ED (L* ) и ( и · 'ljJ k) ED (L*) . 

< L*u, v >- < и, L*v >r= < l  (ucpk ) +L ( tt'Фk ) .  v > - < и. tv > =  

= <l( ttfPk ) ,  v >- < и, lv > +  < l  ( и'ljJk ) ,  t•> .  

iак как u<pk - финитная функция, то 

<l (Щрk) • t�>-< и, lv > = < исрk, lv > - < и, lv >  = 

·= - < и'ljJ�p lv > -+0  при k-+oo. 
Осталось показать, чтo '< l (и'ljJk ) ,  v > -+ npи k-+oo. 

211 
< l ( и'ljJk ) ,  v >!= <'Фk lu, v > +  j (- 1 ) 11  �c�11u<2n-i )ф�1>dx. 

А l=l k 
Очевидно, что <'Фk - lu, v > -+ О при 1 k 1 -+оо . Второе слагаемое 
преобразуем интегрированием по  ч астям и оцениваем по неравен­
ству 2 \  аЬ 1 :;:::; а�+Ь2: 
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2n S ( - 1 )  n � c;nu ( 2n-l ) ��i )vdx = 
А 1= 1 

k 
n-1  

= I 5 [A,ф�.,n-2i ) uU > vU>+B,фk2n-2l-Ou( l )vU+ I >  ]dx < 
1=0 А k 

<.с I 3;2n+21 .J ( luU > I2+1'V( I J  1 2 ) dx -+ 0, l k l -+oo. 
t=o А 

Лемма доказана.  
k 

Для дальнейшего зафиксируем отрезок !:!..= (а, Ь )  длиной h= 
'= Ь-а. Возьмем функцию ak (х) = ( (х-а) (Ь-х) ] 2n-2k и поло­
жим для произвольной 2n раз непрерывно-дифференцируемой 
функции у (х) 

81 (у) =h2n-'.!J an-1 (х) l y( I J  (х) l 2dx. 
А 

Л е м м а 2. Существует с0 > 0  такое, что для любой у (х) , 
p > l и 2 � т � п  

Вт (у) >pBm-1 (y) -cop2Bm-2 (у) . ( 1 1 )  

Доказательство. Справедливо тождество 

л ( (х-а) (Ь-х) ) 2mz" + + ph2 ( (х-а) (Ь-х) ) m-2z у dx= 
= S{ [ (х-а) ( Ь-х) J 2m 1 z" l 2-ph2 ( (х-а) ( Ь-х) ] 2m-2 1 z' 1 2+ 

А 

+ р•:• [ (х-а) (Ь-х) pm-4 [ h2+ ���х) 1z2}dx , 
где Ф2 (х) - многочлен второй степени, причем I Ф2 (х) 1 <c · h2• 
Отсюда 

s [ (х-а) (Ь-х) ] tm 1 z" l 2dx�p - h2 S [ (х-а) (Ь-х) рт -2 1 z' ! 2dx-
A А 

-Co · p2h4 J [ (х-а) (Ь-х) ] 2m -4 ! z ! 2dx. 
А ' 

Полагая z= y<m-2) , получаем отсюда неравенство ( 1 1 ) . 
167 



Л е м м а 3, Пусть н а  отрезке �= (а, Ь) с длиной h= b-a спра­
ведливо неравенство q (х) '> -су. Отрезок (а+ � , Ь- � ) обозна­

чим �1• Тогда для любой yED (L*) 

n 
� s fl-2n+2l iyUJ  (х) l 2dX� Со s [v l ly 1 2+ (т+ _l +fl-2n ) 1 у 1 2  ]dx. 
l�O .:\& Д 1 ' 

( 1 2) 
Доказательство. Пусть "t (х) =-y-1h -4n а0 (х) , где cr0 (х) - функ­

ция, введенная выше. Из тождества 

.\ ! ly-"ty l 2dX= J f ly l 2dx+ J "t2y2dx-2.\ [ (-ту) < n Jy< n J+q-ry2] dx 
.:\ А .1 .1 

находим 
J (ту) ( n Jy<n 1dx < J [ l ly 1 21+"t2y2-q-ry2] dx. 
.1 .:\ 

( 1 3)' 

Преобразуем левую часть неравенства, интегрируя по частям: 

n-J .\('ty)Иy< n Jdx=-kJ а0 (х) 1 у< n )  (х) l 2dx+ J ! c1a62n-2 i 1 1 y ( i J I2dx • 
.:\ 1h А д 1 � n  

Легко показать, что a�2n-2l ) =an- l  Р1 (х) , где Р1 (х) - многочлен 
степени 2n�2i, причем 1 Р1 (х) 1 < Boh2n-2i. Поэтому 

,\'('ty)< n) y< n> dx:;;,. � J [ aoly < n J i 2dx-c2�J 
ft2n-2 i] Х 

А 1h А 1=0 

Xan-t ly< l ) j 2dXI= 14Л[Вп (У)-с2I1В1(у) .] . ( 14) 
1h l = O  

Положим в неравенстве ( 1 1 ) m=n, р=с2·+ 1 и полученную такии 
образом оценку для Вп (у) подставим в ( 14) . Тогда · 

J(-ey)< " 1  y< n > dx:;;,. ���[в"_t (у)-сз�2В1(у)]. 
А 1h 1=0 

Точно также с помощью неравенства ( 1 1 ) (при m=n-1 ,  р= сз:+ I )  
исключим и з  первой части последнего неравенства член Вп-1 (YI 
и т. д. В результате получим цепочку неравенств вида 
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Но 

S<,'ty)<n>yl n 'dx> --\n[вk <>'> -Ao�1 
в,<у>] � k= 1 1 21 . . . 1 п- 1  . .  

4 Th i = n  
Из этих неравенствl применяя ( 1 1 ) 1 имеем последавательне 

в, (Y) '= h'1n-2t S an-t lyи >/2 dx� h2ii-21S an-t lyиJ I2dx:;;;,. 
.1 .1�, 

> c!z2n-2t J iy< l ) j2dx1 
.11 

i = 1 , 2, . . . , n, Bo (Y) = h2"5 1 Y I 2dx . 
А 

Поэтому из ( 1 5) н аходим 

+clh-2n t-21 J / y( i ) \2dx - c;n J 1 Y l 2d.t< J('ty)< n Jy< " >dxl i= l ,  2, . . . 1 n. 
А Th :.. •• ....... ... ... 

Сложив эти неравенства, получим 

n 
_Е&_ �k -2n+2tJ jyU >  j 2dx- �h-2n J 1 у 1 2dx � J('ty)< " >y<n J  dx. ( 16) "( L=n .11 "( А .1 

Очевидно, что правая часть неравенства ( 1 3� не превосходит сум­
м ы  

Отсюда и и з  неравенства ( 1 6) вытекает неравенство ( 1 2 ) .  Лемма 
доказана. 

Доказательство теоремы. Пусть f'.,.k (k= + l ,  ±2, . . . ) - отрезки, 
указанные в условии теоремы .  Из лемм 1 и 3 следует, что 0пера­
тор L самосопряжен, если 
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Рассмотрим, например, случай k -++ оо.  Имеем 

J [ (ly) 21' k+( f-+ak+8;2" )y2]dx::::;; c ('vk+8;2n) J [у2+ (ly) 2 1 dx 
f.k k Ak 

(мы воепользавались тем, что 'У k > 1 ) .  Если мы  предположим, что 
(тk+B;2n) 5 [у2+ (ly) 2] dx> eo для всех k > ko,  то получим 

Ak 

со со 
,I E'-2n<� J fy2+ (ly) 2 ] dx < oo, 

k �k. Tk  + 8 k  k-t tJ.k 
что противоречит условию теоремы. Теорема доказана. 

При условиях предыдущей теоремы длины интервалов не могут 
слишком быстро стремиться к нулю, однако, для операторов вто­
рого nорядка это становится допустимы м, если потребовать, чтобы 
потенциал на этих интервалах был «·подперт» снизу достаточно 
большими положительными числами,  как показывает еще одна 

Т е о р е м  а И с м а г и л о в а [22] . При n= 1 оператор L ( 1 7) 
существенно самосопряжен, если q (х) удовлетворяет веравенет­
вам 

где 
q (x) > qk >O, (XE�k • k= + 1 ,  +2, . . .  ) , ( 1 8) 

со - 1  I Vqk a:= � J/i,;a� =-oo.  k =l k=-oo 
( 1 9) 

{Очевидно, если рассматривается оператор на  полуоси, то требу­
ется расходимость лишь одного из рядов ( 1 9) , которые ей отве­
чают, плюс самосо пряженное краевое условие при х =О.)  

В дальнейшем результаты Р. С. Немагилова были обобщены 
многими авторами [ 1 2, 30, 3 1 ,  37-40, 42, 53, 54, 6 1 ]  для оператор­
ных коэффициентов, многомерных эллиптических операторов вы­
сокого порядка, обыкновенных дифференциальных операторов вы­
сокого nорядка с иенулевыми коэффициентами при промежуточ­
ных производных. 

В многомерном случае условиям самосопряженности тип а  
Хартмана - Немагилова соответствуют ограничения потенциала 
на последовательности замкнутых телесных слоев, например, кон-
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центрических сферических слоев. Если все пространство предста­
вить в виде объединения таких слоев, примыкающих друг к другу, 
но не налегающих один на другой, то из теорем типа  Исмагилова 
можно по.1учить условия типа Титчмарша - Сирса. С другой сто­
роны, из полученного Ф. С. Рофе-Бекетовым [45, 46] обобщения 
теоремы ТIИтчмарша - Сирса, коюрое допускает обращение Q (х) в 
бесконечность в условиях (6) - (8) н а  множестве положительной 
меры и не требует сферической симметричности Q (х) ,  им получе­
ны для оператора Шредингера условия самосопряженности типа 
Хартмана - Исмагилова (т. е .  в виде ограничений на слоях) . Эта 
теорема, обобщенная Бруснецовым и Рофе-Бекетовым [45, 46] на 
операторы порядка 2n, приведена ниже ( в  не самом общем виде ) .  

Для этого рассмотрим симметрический эллиптический диффе­
ренциальный оператор 

f_u= � a.(x)D•u , xERn, (20) 
\•1-<:г 

- · D•-D"' D .. n D - J...a --1- ___L где а мультннндекс , - 1 • • •  , 1 - . J- . д • n � � х1 
Это выражение наряду с производными высших порядков по каж­
дой нз координат содержит также и смешанные производные. 
В ряде с .1учаев формулировать и доказывать теоремы об услови­
ях существенной самосопряженности удобнее для оператора, не 
содержащего смешанных производных. Оказывается, любой диф ­
ференциальный оператор можно за,писать в форме, н е  содержащей 
смешанных производных, если увеличить количество направлений, 
по которым производится дrифференцирование, взяв их больше, 
чем размерность пространства Rn. 

Поясним это на простейших примерах. 
Пусть n=2, L=д2 = (д; + д�) 2r=д�+2д1.д;+д�, где х, у - де­

картовы координаты в R2. Выражение содержит смешанную про­
изводную 2д�. Однако, если кроме направлений дифференциро­
вания вдоль х и у ввести еще два параллельна биссектрисам пер­
вого и второго координатных углов : 

то полу'lим 

Этот же оператор можно записать в виде суммы четвертых произ­
водных вдоль всевозможных направлений, которая превращается 
в интеграл по окружности . А именно, если орт 1J направлен под 
углом <р к оси х, то 
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drJ = cos qJ · д  x + sin qJ · д11, 
где д1J - дифференцирование в направлении 11 ·  Тогда можно запи­
сать 

2Q 

21t 21t 
�2,= с J д41]dqJ=C J (cos qJ · д.r +sin qJд11 ) 4дqJ, 

о о 

г де с-1 = .f cos 4qJdqJ , или О= з� . 
о 

Рассмотрим  эллиптический дифференциальный оператор, запи­
санный в виде 

т Lи=� (- l ) i  5 <"1/ . Vx)I {PJ (х, ч ) д� и (х) }�-t (дwп), (2 1 );  
}=0 "' 

n� 
где w - единичная сфера в Rn, 'I']EW, I 'ТJ I •= I , rJERn, � -'1� 1= I, .t=l 11 

д1J = (ч. '\1 х)= � "1/k дk , д� - есть производная по направлению ''1']1 11� 1 
f! (дw7J ) - неотрицательная мера на единичной сфере, котор ая мо-
жет быть сосредоточенной и в конечном числе точек (тогда инте­
грал превращается в обыкновенную конечную сумму) .  Если мера 
сосредоточена на концах координатных ортов, то (2 1 ) превраща­
ется в 

т n 
LUJ= � (- 1 )  /!.aLPi. 11 (х) д� и (х) . 

}=0 11=1 (22), 

В кач�стве меры f! всегда можно взять лебегову меру н а  сфере <и. 
Всюду ниже считаем коэффициенты оператора L вида (2 1 )  до­

статочно гладкими и вещественными, причем 

Это условие, обеспечивающее сильную эллиптичност• операто­
ра (2 1 ) ,  в частном случае (22) п рннн мает вид 

• � Рт , 11  (хН�т � в (х) (�� + �� + . . .  +��yn, Е (х) >О.  
11=1 
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Т е о р е м а 1 .  [ 8, 9] . Пусть коэффициенты Р 1 (х, 11) эллиптиче­
ского оператора L вида (2 1 )  или (22) подчинены условиям  

€а2т ( / х / ) � Рт (Х, ТJ ) � са2т ( / х ! ) ,  в > О, с > О, 

IPs (х, 11) 1 � ca2в ( \ x \ ) q2m-2.r ( \ х \ ) , s = 1 ,  m- 1 ,  

Ро (х) �-cq2m ( 1 x l ) , 

где функции O < a (t) э Cm, 1 � q (t) � oo, q-1 {t) EC2"' таковы, что 

1:t� [a (t) q-1 ( t ) J �� c [a (t ) q- 1 ( t) ] !-j, i= l ,  m- 1 , 

.{23) 

00 J а -1 (t) q-2m + I  ( t ) d�= oo, 

тогда оператор L существенно самосопряжен в L2 ( Rn )  и для каж­
дой гладкой функции u (x) ED (L) сходятся интегралы 

sq-28 ( j x \ ) a2g ( \ х \ ) l д� и (х) \ 2J.t (d(I) 1J ) dx < oo ,  S'= O, т. 
anx w  

Теорема 1 допускает обобщение на  случай, когда ограничения 
для коэффициентов оператора L не являются сферически симме­
тричными. Приведем вытекающее из этого обобщения теоремы 1 

Следствие. Пусть {Q k}k=O - последовательность конечных одно­
связных областей в Rn. ltk - минимальная ширина телесного слоя Tk I=Q2HI \Q2k и пусть а.��. >О и i'п � 1 - такие константы, что 
для коэффициентов оператора L выполнены на слоях оценки 

8 I - -
IPs (х, 11 ) 1 � cmax{a�mh�s-2m , a�sTk т }, ХЕТ k • s = 1 ,  m- 1 , 

ва1т <Рт (х, 11)  � ca�m, XETk ,  k= 1 ,  2, . . .  , 

и расходится ряд 

1 
Ро (Х) � - -6 'Тk •  XETk 

� { ( h )2m h -1 + ...!. } 
""'- min --!- • --! тk 2m  = оо, k=I k k 
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тогда оператор L существенно самосопряжен независимо от пове­
дения коэффициентов между слоями (но при сохранении гладко­
сти и эллиптичности симметрического дифференциального выраже­
ния) . 

В теореме 1 оператор L мог не быть полуограниченным, но зато 
ограничения на рост коэффициентов были более жесткими, чем в 
следующей теореме 2, при условиях которой оператор L оказыва­
ется полуограниченным. 

Т е о р е м а  2 [8, 9] * .  Если коэффициенты р 8 (Х, ТJ)  эл.rrи птиче­
ского оператора L вида (2 1 )  или (22) подчинены условиям ро (х)·�� 
� eg� ( / х / ) , eh:z!n ( 1 х 1 ) �Pm (х, ТJ)  � ch:zm ( / х / ) ,  f. >O, с>О, 

---v ( / x / ) h28 ( 1 x l ) q2m -2S ( J x / ) �p3 (x, 11 ) � ch2" ( / x / ) g2m-2в � / х / ) ,  

s = 1 , m- 1 ,  

где O<g (t) , h ( t) E Cm и при f -+oo, -v ( t) -+0, g ( t) -+oo, h' (i) =a 
= O (g ( t) ) , 

l dj 
1 

---
dt/�· ( t) = о  (gl+ J ( f ) /гl ( t ) ) ,  j =  1 ,  т, 

то оператор L существенно самосопряжен в L2 (Rn) и полуограни­
чен, имеет чисто дискретный спектр и для функции и (х) E D2m (L)i 
сходятся интегралы 

J g2m-2s ( 1 x l  ) h28 ( 1  x l ) 1 д� и (х) J 2 J.L (дw11 ) dx< оо, s = O, т. 
Rnx(l) 
В следующей теореме промежуточные коэффициенты не пред· 

полагаются подчиненными крайним коэффициентам в отличие от 
теорем 1 и 2. 

Т е о р е м  а 3 [8, 9] . Пусть коэффициенты р 1 (х, 11 ) эллиптиче-
ского оператора L вида (2 1 )  или (22) таковы, что 

Pm (х, YJ) � в> О , р 6 (х, YJ )  �-с, s = O, m-1,  

1 - -�-
v 2 ( 1 х 1 ) ( [ р •+ 1 ( х' 'У] ) ] + + 1 ) � с ( [ р $ ( х' 'У] )  ] + + 1 ) т_,. 

где функция 'V ( t ) E Cm-t, O�'V (t) � 1 ,  
ОС! 

idlv ( t ) /dtJi <cтH1 ( t ) , j=O ,  m- 1 н J v (t ) dt· = oo ,  

• Авторы н е  требуют сферической симметричности ограничений на коэф•·· 
фнциенты в [ 1 ,2]. 
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тогда оператор L существенно самосопряжен и для каждой функ­
ции и (х) E.D2m (Lм) сходятся интегралы 

J ( IPs (X, 1J ) 1 + 1 ) l д�u (x) 1 2�-t (dы� ) dx< oo. 
Rnx(l) 

· 
Для обыкновенных дифференциальных операторов в L2 ( R) 

( R =  (-оо ,  + оо) ) 
n 

ly==� (-1 ) k(pk(x)y< k))(./l ) ,  Pk (х) >0, k =O, n (24) 

k=O 
приведеиные теоремы и упомянутые работы дают разнообразные 
условия существенной самосопряженности, однако, не охватывают 
общего случая, в частности, когда коэффициенты при промежу­
точных провзводных не подчинены никаким другим коэффициен­
там. 

Известно [ 1 9] ,  что в отличие от случая n= 1 для_ произвольно­
го n�2 одной только положительности коэффициентов pk (х) не 
достаточно для существенной самосопряженности оператора (24) . 
На,пример, существуют [60] вещественные числа а>6 и IJ>O та­
кие, что минимальный оператор 

(25) 
не самосопряжен в существенном в L2 ( 1 ,  '+ оо) . (Минимальным 
оператором в L2 ( 1, + оо) называем оператор l, определенный на 
множестве бесконечно гладких, финитных на бесконечности функ­
ций, удовлетворяющих самосопряженным краевым условиям в 
точке х= 1 . )  

Вместе с тем [2J минимальный двучленный оператор 

z2y= (- l ) ny(2n )  + (- I ) n-k a(x�y<n-t)y n-k ), а > О, а> 2��� 
существенно самосопряжен в L2 ( 1 ,  + оо ) .  
(Кроме того, как следует и з  теоремы 1 ,  минимальный оператор 

l3y= (- 1 ) ny< 2n > + q (x) y, q (x) > O 

существенно самосопряжен.) 
В качестве еще одного примера, самосопряженного в сущест­

венном операторе, рассмотрим в L2 ( R) двучленный оператор l, по­
рождаемый на Со ( R) дифференциальным выражением 

1 ( ( )n-j )( n-j ) 
ly= -1-I (- 1 ) 

n- j pj(x) _1_ ; p(x)j=O р(х) 
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р1 (х) > 0, j=O, 1 ,  р (х) > 0  (26) 

с достаточно гладкими коэффициентами (гладкость коэффициентов 
здесь несущественна, достаточно потребовать pEL2 Ioc ( R) ,  -1- е • р, 
EL1,  loc ( R) ,  P IELI , Ioc (R)  и рассматривать минимальный квази­
дифференциальный оператор [3] . 

Для формулировки результата введем в рассмотрение величи-
ны:  (г )(+Soo t 2(n-j-l ) ) 

Aj =��r � р2 ( t ) dt х Р/О dt , j=O, 1 ; 

в+=su p [(Sp2 ( t ) dt )Y �,�,, at ] · ( i п f po (x) ) -1 ,  
х>О 0 ._1(х ) {  p1 ( t ))2 х>о 

где f* (х) - функция М. Отелбаева 

f* (х) inf!d - 1 : d._'ln +- 1 :;;;,. xs+d l f ( t ) 1 2dt) . а>о 
d х -

TI (x) =max { ; ,  х-4 s u p  [ CVPI * ( t ) )- 1 ] } t >O 

и аналогичные величины А}, в-- для отрицательной полуоси. 
Т е о р е м а 4  [ 1 6 ] * . Пусть 

+оо О � p2 ( t ) dt= S p2 (t ) dt = oo .  
О - оо  

Тогда минимальный оператор (26) существенно самосопряжен в 
L2 ( R) ,  если 

min(At, Ai. В+) +m in (AQ"" , А! , В-) < оо . 
Теорема 4 показывает, что для существенной самосопряженно­

сти оператора (26) достаточно, чтобы один из коэффициентов 
р1 (х) был «подперт» снизу достаточно 6ыстро растущей на беско-

* В случае p0(x) = l , n=2 такой результат был nолучен в работах [23, 24], в 
случае р0(х) = ! ,  n = З-К. Осnановым. Для оnератора четвертого порядка вида 
(24) возможность nроизвольнога nоведения р 1(х) при определенных огранич�­
ниях на р0(х) и р2(х) отмечена Девинацем [52]. 
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нечности функцией при произвольнам поведении другого коэффи­
циента. Данный результат применительно к оператору (25) пока­
зывает, что минимальный оператор l4y=- (х" у"') "', rх>б суще­
ственно �амосопряжен в L2 ( 1 ,  +оо ) .  Можно также показать, что 
оператор умножения на f3ха-б (��>О, а>б) бесконечно м ал в 
смысле форм по сравнению с 14• Кроме того, с помощью стандарт­
ных соображений теории возмущений из теоремы 4 следует, что 
минимальный оператор 

l5y=- (X"y'") "'+f3xьy, а > б, Ь >О, 1) > 0 
а-6 существенно самосопряжен в L2 ( 1 ,  + оо ) , если Ь < -2-. 

Полученные · результаты относились к операторам с гладкими 
коэффициентами с единственной сингулярностью на бесконечно­
сти. Потребности квантовой механики вызвали необходимость ис­
следовать существенную самосопряженность операторов Шредин­
г,.ера и Дирака  с негладкими коэффициентами, имеющими особен­
ность не только в бесконечности. 

Существенная самосопряЖенность в L2 ( R11) оператора Шредин­
гера с негладким вещественным нотенциалом q (х) 

{27) 

(l!!и =  � as� - оператор Лапласа) , определенного на  с; (R11) 
J-t дхJ 

{58) , и меет место для произвольнога q (х) ;;::о. Таким образом, за­
дача получения условий существенной самосопряженности сводит­
с.я к нююждению условий на отрицатеЛI"ную часть q (х) . Ка то по­
лучил также условия на отрицательную часть q (х) , достаточные 
для существенной самосопряженности оператора (27) : 

Т е о р е м  а 5 [58] . Пусть выполнены сл�дующие условия: 
I ) q (х) - вещественна, q (х) =qz (x)+q2 {х) , q1 eL2, !ос :(R.11), А А 

i= l , 2 ,  qt (x) ;;;:= -q ( / x./) ,  г�е q (r) - положительная монотонно не-
л 

убываюЩая по r > O  функция такая, чтo ' q (r) := o (r2) при r �+oo; 
2) существуют постоянные k > O, s>O такие, что для любого 

1 � r·<.oo ." 

3) 
J / q2 (x) / 2dx� Kr8; 

\xl<r ,, 

J / q2 (x-y) / · / Y / 2-11dy -+ 0  при r -+oo 
IYI<r 

ра11номерно по xe R.11, п;;;:=З, I Y / 2-11 нуЖно заметнть . н а  ln l y l ,  ес.хи 
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n=2 и на 1 ,  если n= 1 .  (Если n:;;;:: 5 2) и 3) можно заменить на  
q2ELп (Rn) . ) Тогда минимальный оператор, определенный на  

2 
С� (Rn) дифференциальным выражением (27) , существенно само­
сопряжен. 

Заменить глобальные ограничения 1 )  и 2) ограничениями (типа 
Р. G. Исмагилова) лишь на последовательности телесных слоев и 
ослабить локальное ограничение 3) позволяют теоремы локализа­
ции. Впервые такая теорема была доказана М. Отелбаевым [4�] 
в задаче о максимальной диссипативности одномерного оператора 
Шредингера ·С операторнозначным потенциалом. Для м'ногомерно­
го оператора Шредингера и оператора Дирака в различных фор­
мах такие теоремы доказаны в работах [30, 3 1 ,  37, 40, 4 1 ,  5 1 ] . 

Для формулировки следующей теоремы наnомним, что плот­
ноопределенный линейный оператор А, действующий в гильберто­
вом пространстве со скалярным произведением :< • , · !> , называ­
ется диссипативным, если lm <Aи, и > ;;;=:О для всех иЕD (А} 
(D (А ) - область определения оператора А) . Диссипативный опе­
р атор называется максимально диссипативным, если оператор 
A:+tE (Е - единичный оператор) имеет ограниченный обратный, 
определенный на всем пространстве. 

Всякий симметрический оператор А, очевидно, диссипативен и 
замыкание оператора (А)  максимально диссипативно тогда и толь­
ко тогда, когда А существенно самосопряжен. 

Пусть далее . {Q (х) }хв&п - семейство максимально диссипатив­
ных операторов в селарабельном гильбертовам пространстве Н. 
Норму в Н обозначим 1 1 • llн, а скалярное произведение - :< · ,  · 1>в. 
С� (Rn, Н) � множество финитных, бесконечное число раз диффе­
ренцируемых в сильном смысле вектор-функций на Rn со значе­
ниями в Н. L2 (Rn, Н) - пространство измеримых по Бахнеру век­
тор-функций на R" со значениями в Н с конечной нормой 

l l f i iL1=={J
,. 

l lf (x) ll�dx 
}112• 

Скалярное произведение в L2 (R8, Н) есть 

< f, f!i>L1= S <f (x) , g (x) >вdx, 
R" 

Со (R11, Q, Н) - множество вектор-функций иЕСё (R", Н} таких, 
что для любого xe: Rn u (x) ED (Q (x) ) , Q ( · ) U ( · ) EL2 (R18, Н)' . .ll.n• 
открытого множества Qc Rn 
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с: (Q, Q, H)i={иeC;' (Q, Q, Н) : supp ис:Q} � 

Всюду далее Х!2 (х) - характеристическая функция множества Q 

Xg (х) = 
{ l , xeQ, 
О, хф.Q. 

На Q (х) накладываются следующие условия 1-3 [30, 3 1 ] : 
Условие l .  С0 (Rn, Q, Н) плотно в L2 (Rn, Н) . При выполнении 

условия 1 опреДелим в L2 (Rn, Н) минимальный оператор 

Lu=-L1и+ Q (х) и (2В�, 

на  множестве Со (Rn, Q, Н) . 
Условие 2. Для любой точки 1JER,. найдется ограниченная 

окрестность U�э"ll и число O<·e'l:< 1 такие, что: 
а) замыкание минимального оператора 

rr'lu.=-f1U+j(u'l (x) Q (x) u; 

б) для любого ueC� (Rn, Q, Н) 
Re<- (1-e ) L1и+хи (х) Q (х) и, и>L +Im<xu (х) Q (х) и, и>L > 'l 1j • '1 • 

1 >- а IIUI Ii,· (29): 

У с.ловие 3. Существует последовательность сферических слоев 

Фk ={xe R_,. : rk-�k < l x l '<rk+�k}, Sk < + . rk�+ oo 

чисел 'Vk�> O, а также 0 < 8< 1 такие, что для всех k= 1 , 2, . . . и 
любой функции ge C0 (Ф k• Q, Н) (т. е. такой, что supp gc:Фk) 

Re<- ( l...".-e) L1g+Q (x) g, g'>L, + Im'< Q (x) g, g;> L,>-tkllgll�, 
nричем 

со 
2 �yk �const ·�i-

2
, k = l ,  2, . . .  и � Si = oo. 

A=t 
Т е о р е м  а 6 [30, 3 1 ] .  При выполнении условий 1-3 замыкание 

минимального оператора (28) максимально диссипативно. 
Замечание l . Условие 3 в теореме 6 можно заменить ,нижесле­

дующим условием 4 типа второй теоремы Р, С. Исмагилова. · 
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Условие 4*. Для слоев Фk, Чf!Сел '\' k>O и О<е< 1 из условия 3 

Re<- ( 1-e)�g+Q (x)g, g!>L > 1kl lg i iL2 , k= 1 ,  2, . . . 11 . 1 
для любой gEC; (Фk Q, Н) (т. е. supp gcФk ) ,  причем ряд .. 
� !!З 1 /2 � ok'f k раеходится. 
k=l  

Замечание 2. В условиях 3 и 4 сферические слои Фk можно за-
менить телесными слоями общего вида ф�,=Вk \ Ak, где Аk сВk-"" 
открытые подмножества R" такие, что U Ak=R", Ak сА. н1 «тол-

щина» слоя Ф�. аk ·= inf l y-x l 
x€A k 
уфВ k 

тельна. 

k�l  
по условию должна быть положи-

В случае, когда {Q (х) }xeR"- семейство самосопряженных 
операторов, теорема 6 превращается в следующую теорему: 

Т е о р е м  а 7 [30, 31 ] .  При выполнении условий 1-3 (в усло­
вии 2а следует читать «минимальный оператор LТJ существенно 
самосопряжен» ) минимальный оператор (28) существенно само­
сопрнжен. 

С учетом замечания 1 вместо условия 3 можно наложить усло­
вие 4. 

Замечание 3. В случае скалярного вещественного потенциала 
q (x) Ю. Б. Орочко [40] показал, что для полуограниченного снизу 
оператора (27) , если все множества U"'l в условии 2 есть шары од-
ного и того же радиуса d'>0, можно в (29) положить e"'l =0. 

Условие 2 выполняется, н апример, если для каждой точки ТJ E R" 
найдется ограниченная окрестность И "'13'YJ, число Л"'l ·;;;:::: 1 и самосо­
Rрйженный ограниченный оператор A"'l в Н с нулевым ядром та­
кие, что область значений Ran (A"'�) cD (Q (x) ) для VxEV"'� [42] ** :  

1 ) Re< (Q (х)I+Л"'�Е) у, У> н;;;::: 11Yi ! 1 для VxEV"'�, VyED (Q (х) ) ; 
' 2 )  sup II Q (x)A"'IIIн .... н<oo; xeu"'l 
3) Re< (Q (x+t.'IE)A� у, У>н>О, VxEV" ; VyEH, y=I=O. 

* Для операторнозначного потенциала указаJ{о [ 18] в задаче о совпадении 
u�и).lального и максимального операторов. Для скалярного в_ещественного по­
текциала q ( х) единообразное доказательство существенной самосопряженности 
ках при условии 3, так и при условии 4 дано в [39, 40). · · •• Методы исследования существенной самосопряженности операторов Шре­
дингера с операtорным потенциалом описаны в работах [7, 10, 1 1, 14, 15, 27]. 
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Для скалярного оператора Шредингер а  (27) с веществеJ-IНЫМ 
потенциалом в L2 ( R11 )  условие 1 выполняется автоматически Il как 
следствие теорем ы 6 получается достаточный признак существен• 
ной самосопряженности. 

Т е о р е м  а 8 [30, 3 1 ]  . Пусть выполнено условие 3 теоремы 6 
(где вместо С;' (Фk, Q, Н) п росто Со (Ф k ) )  и пусть для nj�4 (при 

n<4 нижеследующее условие не нужно) q_(x) =f(/q (x)· j -q (x) ]  
удовлетворяет требованию: у каждой точки ТJ� Rn существует огра .. 
ниченная окрестность U"' э'l'l такая, что 

sup f q_ (у) 1 y-x j 2-ndy<fl, xeu11 iJ 11 
где � - некоторое зависящее только от n положительное tJИсло 
(возможная веJJичина 6 указан а в теореме 9) . 

Тогда минимальный опе,ратор (27) существенно самосопряжен. 
В случае потенциала qEL 1 •  1сс ( R11) теоремы локализации удоб­

но формулировать в терминах совпадения замыкания минимально­
го и максимального операторо в. Для симметрических опера'fоров 
это также означает существенную самосопряженность миниr.!аль­
ного оператор а.  

Рассмотрим м аксимальный оператор [59] L max •  порождеfiНЫЙ 
в L2 (R11 ) дифференциальным выражением щ= -.Ау+q (х)у, qE 
EL1, 1сс ( R") (q (x) - комплекснозначная функция) н а  областИ 
определения 

D(Lmax ) = {иЕL2 (R") :  (qи) E L,, Joc (R" ) , "tUEL2 (R11)} 

(ти понимается в обобщенном СМЬ!СЛ�) . 
Введем также минимальны й  оператор [62) Lm1n, порождеflныА 

дифференци альным выр ажение м  н а  обл асти определения 

D(Lm1n)  = {иЕD ( Lmax ) : и - финитна}. 

Т е о р е м а 9 [1 7) . При выnолнении нижеперечисленных уело .. 
вий 5, 6 минимал�ый операто р Lmtn плотно опред�лен, замыкаем 
и его замыкание Lm1n =Lmax· Б случае вещественного q (х) опера· 
тор Lmin при выполнении условий 5б, 6 существенно самосопря· 
жен. 

Условие 5. У каждой точки 1')E R" найдется огр аниченная окре· 
стность U"' э'l'l такая, что: 

а) квадратичная фЬрма 

lt11 [<р] 1= J (-i\<pl+xи11 (x) q (x) <p):q)dx . 
R/1 , 
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сектаризльна н а  С0 .( R" ) ,  т : е. множество значений h"' [q>] для всех 
�ЕС� .(R,.) , есть подмножество сектора  {zEC : 1 arg (z-----v"' ) 1 �е11},  

O�e'J < ; , i"' E R  (при разных 'J], '\'"1 и e"' могут быть ра·зличны) ; 

б) (Re q) - (х) =+ ( 1 Re q (х) 1 -Re q (х) )  удовлетворяет уело-
вию 

sup J l x-y l z-n (Re q ) - (y) dy <<'J, n� 3, (30) 
xвu"' U Тj 

4.,.n/2 
где &= ( , n� 3, 

r � -1 ) Г (а) - гамма-функция; при n=2 l x-y l 

следует заменить на log 1 X-J 1 , при n= 1 это условие не нужно. 
При n� 5 (30) можно з аменить следующим условием * :  

v (R ) 11 
n (n-4) 2/n 5 l l��ou"' е q - L.n < 4 sn ' n �  ' 

2• w 
где s,.- объем единичного шара в R,., слабая Lp - норма f. 

Условие 6. Существует последовательность телесных слоев Фk  
«толщины» ,r,k (см. замечание 2 к теореме 6) , уходящих в беско­
нечность, числа 'Yk >0 и О<е < 1 такие, что для всех функций 
q>E C;' (rpk) (т. е .  supp q>cФk) выполняется одно из условий а ) 
или б) : 

а) 1 < -Aq:+ q (x) q>, IP>L1 1 �·<....:...eAq>-----vkq;, IP>z1 ,  

ао 
nричем 2 �'\'k � consU ii2, I Si = oo;  

A=l 
б)  Re< - ( 1 -е) AfP+ q  (x) q>, IJ>>L1">-ik l l '!'ll1, · 

.. 
причем � 8�-r1'2 = oo. 

Al=l 

* Для вещественного потенциала q(x) глобальное условие на отридательну10 
Часть q _ (х) 

.nано в работе [63}. 
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Теорема 9 допускает у (Re q)- (x) наличие сгущающихся при 
1 х 1 -оо точечных сингулярностей типа 

n( n-4) 
1 1 5 IXu"'l (x) q- (x) < 4 х-11 -2 , n� . 

В случае вещественного потенциала теоремы локализации до­
пуекают [40, 4 1 ]  в условии 6 е=О при более жестких ограничени­
ях на q_ (x) : 

n n где Р=2 при tt�5; Р> у . р� 1
.
при п<5. 

Для операторов общего вида 
/J 

-� -/-( aJk(x) �)+q (х) 
k=1 .xJ , .xk 
/ =1 

теоремы локализации получены Ю. Б. Орочко [40] . 
Для операторов первого порядка (типа Дирака) теоремы лока-

лизации формулируются проще. · 
Рассмотрим в L2 (R", Н) минимальный оператор L, определен-

ный на С0 ( Rn, Q, Н) дифференциальным выражением 

где 
Lи= Ви+Q (х) и, 

/J 
Ви == ,ItB1 д� и,  

l=l l 

(31 )  

(32) 
{B1J1=1 - семейство ограниченных самосопряженных операторов в 
Н, {Q (х) >xeRn- семейство максимально диссипативных оПера-
торов в Н. 

Т е о р е м  а 1 0  [30, 3 1 ] .  Пусть выполнено условие 1 ,  а также 
условие 7. 

Условие 7. Для каждой точки 1]ER11 найдется ограниченная 
окрестность U"'I 31'J такая, что замыкание минимального оператора 

L�и=Ви+хи� (x) Q (x) u (33) 

максимально диссипативно. 
Тогда замыкание минимального оператора (3 1 ) ,  (32) макси­

мально диссипативно. 
В случае, когда {Q (х) }xe;Rn- семейство самосопряженных 

операторов в Н из теоремы 10 получается признак существенной 
самосопр�женности: 
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Т е о р е м  а 1 1  [30, 3 1 ] . Пусть выполнено условие 8. 
Условие 8. Для каждой точки 1JER" найдется ограниченная 

окрестность U'IJ Э fJ  такая, что минимальный оператор (33) сущес'l'­
венно самосопряжен. 

Тогда минимальный оператор' ( 3 1 ) ,  (32) существенно само­
сопряжен. Как следствие теоремы 1 1  получается 

Т е о р е м  а 1 2  [30, 3 1 ]  *. Если I I Q (х) llн-+н - локально ограни­
ченная функция, выполнено условие 1 и оператор (32) существен-
но самосопряжен на СО' (R", Q, Н) ,  то минимальный оператор (3 1 j 
существенно самосопряжен. ' 

Назовем потенциал е (х) «хорошим», если минимальный опе­
ратор Ви+е (х) и существенно самосопряжен . В условии 8 тре­
буется н аличие «Хорошего» нулевого продолжения Q (х) за преде­
лы множества И�, т. е. наличие «хорошего» потенциала 

е� (x) '-:-xu'l) (x) Q (x) = {Q (x) , ХЕ И� , 
О, хф. И�. 

Вместо нулевого продолжения в условии 8 можно требовать 
наличия произвольнаго «хорошего» продолжения е (х) , т. е. та­
кого «Хорошего» потенциала е� (х) , что е� (X} 1=Q (x) при ХЕ И�. 
В этом случае условие 8 становится необходимым и достаточным 
для существе.нной самосоnряженности ·оператора (3 1 ) .  Необходи­
мость условия 8 следует из того, что если оператор (3 1 )  сущест­
венно самосопряжен, то можно взять просто е� (х) =Q (х) . в сил.у 
удобства для приложений именно нулевого продолжения в усло­
·вии 8 возникает вопрос, . наско,11ько наличие «хорошего» нулевого 
nродолжения близко к необходимому условию существенной самр­
сопряженности минимального оператора (35) . 

Т е о р е м  а 1 3  [ 17] **. Пусть мщшмальный опер·атор ( 3 1 ) су­
щественно самосопряжен, Q - открытое, ограниченное подмноже­
СТ!'IО R", Q, - «приграничный слой» Q, = {�EQ : inf I Y-XI <�}. 

уф.Q 
Тогда если минимальный оператор B:+XQ (х) Q (х) существен-• 

но самосопряжен, то минимальный оператор B+xrJ (х) Q (х) также 
существенно самосопряжен. 

Предположим теперь, что оператор В сущес\Гвенно самосопря-

* Такой факт для одномерной снетемы Дирака был вnервые указан Б. М. 
Ле2итаном [32] и В. В. Мартыновым [35]. 

*"' Там же доказан аналог теорем 10 и 1 3  в задаче о совnадении минималь­
ных и максимальных оnераторов (31 ) ,  (32) для nеременных оnераторных коэф­
фициентов В1 (х) , при этом от В1 (х) и Q (x) не требуется ни рмосоnряженности. 
ни днссипативности. 
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жен на Со (�», Q, Н) и операто, (B+iE)-I интегральный с опера­
торным ядром В (х, у) , удовлетворнющим при x=l=y оценке 

! ( J x-y / + 1 ) -n-I . J x-y J -n+I при n> l , 
i iB (x, y) IJн·н �coпst · ( J x-yJ + 1 ) -2 ·

1
x-y J -e, 0<'8<-} 

\ при, n= 1 .  
Этим условиям, когда Н четырехмерно, удовлетворяет дифферен­
циальная часть обычного оператора Дирака. 

qб,означим (R". f) (х) (O<m<n) и R.m, p (k) (O<mp,<n) соот­
ветственно потенциал Рисса порядка т и емкость порядка т сте­
пени р компактного множества Kc Rn :  

(Rтf) (х) = S 
1 
х-у 

1 
т-п f (у) dy, �n 

Rm, р (k) ,= {infll f ii C : {ELp(Rn), f (x) �О на Rn, (Rтf> (х) � 1 н
�
а К}. 

С помощью емкостных оценок Мазьи - Адамса и теоремы 1 1  по­
лучается 

Т е о р е м а  1 4  [30, 3 1 ] . Пусть n>2, {Q (х) } - семейство само� 
сопряженных операторов, выполнено условие 1 и вышеуказанные­
предположения относительно В. Пусть, кроме того, у каждой точ� 
ки ТJERn найдется такая окрестl;iость U� 3ТJ, что для любого ком­
пактного множества Kc Rn 

Jx�� (х) II Q (х) 1 11dx-<:вRt,2 (k) ,  
к 

(34) 

где е - некоюрое малое число, .зависящее только от n. Тогда ми-,. 
нимальный оператор (3 1 )  существенно самосопряжен. Условие (34Х 
в теореме 1 4  можно заменит�:> следующим условием: 

для .любого компактного множества Kr:=. VТJ. 
Для оператора Дирака в fL2 (R3) J 4 

3 
� (-i) r:XJ д� +ao+q (х}, qEL'J, Ioc (R3') , 
j=l J 

(35) 

где al, j=O, 3, -,(4Х4) - матрицы Диракаt удовлетворяющие ком-
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:мутационным . соотношениям a1e�k+cxkai::or:U /k Е, !е, j О, 3, теоре­
ма  1 1  позволяет получить следующий результат: 

Т е о р е м  а 1 5  [30, 3 1 ] .  Пусть для каждого ТJE R" существует 
число е11 такое, что 

· 
s 

su p s-t S q2 (t) t2dt< : , 
е<•<•'� О '1 

:где q11 (t) =sup{ \ q (х) \ :  \ Х-Т) \ ·= t}. Тогда минимальный оператор 

(35) , определенный на [С� (R3) J\ существенно самосопряжен. 
В силу теорем локализации представляет интерес изучение 

условий существенной самосопряженности оператора  Шредингера 
с финитным потенциалом. 

Рассмотрим в L2 (R11) минимальный оператор L, порожденный 
на Со (R11) дифференциальным выражением 

Lu= (-�) 111 и+q (х) и ,  (36) 

.q (х) - финитная функция; Irn q (х) =О; qEL2, !ос (R11 ) .  В случае 
.n< 4m пространство Соболева W�m вложено в пространство не­
прерывных функций и ветрудно показать, что . L существенно са­
мосопряжен. В случае пl>4m имеет место 

Т е о р е м а  1 6  [30, 3 1 ] . Если п>4m и 

lim sup S l q (x) l 2dx · R;,:, 2 (k) ,=0, 
N-+ 17>  ke{K} kn {x: q(x)! } >N 

.где {k} - множество всех компактных подмножеств R11, то мини­
мальный оператор (36) существенно самосопряжен. 
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